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I. ВАЖНЕЙШИЕ ПОСТОЯННЫЕ

V I,

M = lgf  = 0,  4342944819
I

М s i n  10 = 2 . 3 0 2 5 8 5 0 9 3 0

1 радиан =  6 7 * 1 7 ' 4 4 , 8 0 6 *  
arc 1*= 0.  0 1 7 45  32925

II. ТАБЛИЦЫ

1. Обратные величины. Квадратные и кубические корни. 
Показательная функция

п л
л _1_

л
У7Г V  Юл V73 / 1  Ол З /ЮОл ,я П Т

«
“ То
1

1 1 . 00 0 1 . 0 0 3 . 1 6 1 . 0 0 2 .  15 4 . 6 4 2 , 7 1 8 1 , 1 0 5 0 , 9 0 5 0 , 3 6 8
2 0 , 5 0 0 1 . 41 4 . 4 7 1 . 26 2 . 7 1 5 . 8 5 7 , 3 8 9 1 . 221 0 , 8 1 9 0 .  135
3 0 . 3 3 3 1 , 7 3 5 , 4 8 1 . 44 3 . 1 1 6 , 6 9 2 0 , 0 9 1 . 3 5 0 0 , 7 4  1 0 . 0 4 9 8
4 0 , 2 5 0 2 , 0 0 6 , 3 2 1 , 5 9 3 . 4 2 7 , 3 7 5 4 , 6 0 1 . 4 9 2 0 , 6 7 0 0 , 0 1 8 3
5 0 , 2 0 0 2 , 2 4 7 , 0 7 1 . 71 3 . 6 8 7 , 9 4 1 4 8 . 4 1 1 . 6 4 9 0 , 6 0 7 0 , 0 0 6 7 4
6 0 .  167 2 , 4 5 7.7S 1 . 82 3 . 9 1 8 . 4 3 4 0 3 , 4 1 . 8 22 0 , 5 4 9 2 . 4 8 - 1 0 - *
7 0 ,  143 2 , 6 5 8 , 3 7 1. 91 4 .  12 8 , 8 8 1 09 6 , 6 2 , 0 1 4 0 , 4 9 7 9 .  1 2 - 1 0 - *
8 0 .  125 2 , 8 3 8 , 9 4 2 . 0 0 4 . 3 1 9 , 2 8 2981 2 , 2 2 6 0 , 4 4 9 3 . 3 5 - 1 0 - »
9 0 .  111 3 , 0 0 9 , 4 9 2 , 0 8 4 , 4 8 9 , 6 5 810 3 2 . 4 6 0 0 , 4 0 7 I . 2 3 I 0 - *

10 0 .  100 3 .  16 1 0 , 0 0 2 , 1 5 4 , 6 4 1 0 , 8 0 220 2 6 2 , 7 1 8 0 , 3 6 8 4 . 5 4 - 1 0 - *

2. Факториал и связанные с ним функции

л л! (2л— 1)11 (2л)! 1/л! |/(2л — 1)11 |/(2л)1|

1 1 1 2 I 1 0,5
2 2 3 8 0 . 5 0, 333  333 333 0.  125
3 6 15 48 0.  166 666 667 0,066 666 667 0.020 833 333
4 24 105 384 0,041 666 667 0,009 523 810 0,002 604 167
5 120 945 3 840 0,008 333 333 0,001 058 201 0,000 260 4 17
6 720 10 395 46 080 0.001 388 889 0,000 096 200 0.000 021 701
7 5 040 135 135 645 120 0,000 198 4 13 0,000 007 400 0,000 001 550
8 40 320 2 027 025 10 321 920 0.000 024 802 0,000 000 493 0.000 000 097
9 362 880 34 459 425 185 794 560 0.000 002 756 0.000 000 029 0.000 000 005

10 3 628 800 654 729 075 3 715 891 200 0.000 000 276 0,000 000 002 0,000 000 000

3. Гамма-функция

X 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2,0

Г ( * ) 1.000 0,951 0,918 0,897 0.887 0,886 0.894 0,909 0,931 0.962 1,000

При х > О mln Г (*) = Г (1,46161=0.8856.



П Р Е Д И С Л О В И Е  К П Я Т О М У  ИЗДАНИЮ

Пятое издание Сборника почти полностью включает залачи 
предыдущих изданий. Добавлено свыше 200 новых задач, глав
ным образом теоретического характера (на доказательство фор
мул и неравенств, на исследование сходимости итерационных 
процессов, на исследование равномерной непрерывности функций, 
на исследование дифференцируемости функций и др .). Увеличено 
число примеров на гиперболические функции. Значительно по
полнен отдел V I I I  «Кратные и криволинейные интегралы». Номера 
старых задач, за исключением небольшого числа их, сохранены 
неизменными; заменены лишь номера следующих старых задач: 
149 на 149(h), 162 на 162(h), 178 на 178(h), 576 на 576.1 , 627(ж) 
на 1373.2, 806 на 806.1, 1297 на 1393.3, 2412 на 2412(h), 2605 
на 2605(h), 2606 на 2606(h). Номера новых задач оформлялись 
с помощью дробной десятичной нумерации, например залачи, 
вставленные непосредственно после № 2123, имеют номера 2123.1,
2123.2, 2123.3 и т. д.

Часть новых задач оригинальна, а часть заимствована из 
известных задачников и руководств. В частности, были исполь
зованы книги: D-г D. S . M i t r i n o v i £ ,  Zbomik m athem atickih 
problema, 1 (Beograd, 1958); R . В u с k , Advanced calculus (New 
Y ork— Toronto — London, 1956); H. М. Г ю н т е р  и P . O .  К у з ь 
мин,  Сборник задач по высшей математике, ч. I I ,  изд. 10 
(Л .— М ., 1933). Устранены такж е замеченные неточности в тео
ретических введениях к параграфам отделов и ошибки в ответах.

В новом издании Сборника учтены отдельные замечания 
работников кафедры математического анализа Московского госу
дарственного университета. Приношу им свою благодарность. 
Особую признательность выражаю доценту М ГУ А. Ф. Филип
пову за ценные советы.

Москва, 1961 г. Б . П. Демидович



П Р Е Д И С Л О В И Е  К Д Е В Я Т О М У  ИЗДАНИЮ

Девятое издание сборника является стереотипным. Устранены 
отдельные неточности.

Приношу благодарность проф. А. Р. Янпольскому и доц. 
А. Ф. Шапкину за тщательное знакомство с материалом книги 
и сделанные замечания.

Москва, 1.07, 1976 Б. П. Демидович



Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я  

Ф У Н К Ц И И  О Д Н О Й  Н Е З А В И С И М О Й  П Е Р Е М Е Н Н О Й

О Т Д Е Л  I 

ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ

§ 1. Вещественные числа

1*. М е т о д  м а т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц и и .  Чтобы доказать, что 
некоторая теорема верна для всякого натурального числа я , достаточно до
казать: 1) что эта теорема справедлива для я = 1  и 2) что если эта теорема 
справедлива для какого-нибудь натурального числа п, то она справедлива также 
и для следующего натурального числа л 4 -1 .

2°. С е ч е н и е .  Разбиение рациональных чисел на два класса А и В  на
зывается сечением, если выполнены следующие условия: 1) оба класса не пусты;
2) каждое рациональное число, попадает в один и только в один класс и
3) любое число, принадлежащее классу А (нижний класс), меньше произволь
ного числа, принадлежащего классу В (верхний класс). Сечение А/В  опреде
ляет: а) рациональное чигло, если или нижний класс А имеет наибольшее 
число или же верхний класс В  имеет наименьшее число, и б) иррациональное 
число, если класс А не имеет наибольшего числа, а класс В  — наименьшего 
числа. Числа рациональные и иррациональные носят название вещественных 
или действительных *). .

3°. А б с о л ю т н а я  в е л и ч и н а .  Если х — вещественное число, то абсо
лютной величиной | х { называется неотрицательное число, определяемое следую
щими условиями:

I — х, если х <  0;
* l  =  sI х, если х ^ О .

Для любых вещественных чисел х н у  имеет место неравенство

|дг| - Ш < 1 * 4 - * К 1 * 1 4 - М .

4е. В е р х н я я  и н и ж н я я  г р а н и .  Пусть X  =  { * }  — ограниченное 
множество вещественных чисел. Число

• т =  inf { * }

называется нижней гранью  множества X, если:
1) каждое х £ Х * * )  удовлетворяет неравенству

*) В дальнейшем под словом ч и с л о  мы будем понимать в е щ е с т в е н 
н о е  ч и с л о ,  если не оговорено противное.

* * )  Запись означает, что число х принадлежит множеству X .
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2) каково бы ни было е >  0 , существует х' £ Х  такое, что
х' <  m -f-e.

Аналогично число
М  =  sup {х }

называется верхней гранью  множества X , если:
1) каждое х £ Х  удовлетворяет неравенству

х < М ,
2) для любого е >  0  существует х " £ Х  такое, что

х" >  М — е.
Если множество X  не ограничено снизу, то принято говорить, что

inf {•*} =  — оо;
если же множество X  не ограничено сверху, то полагают

sup {x} =  +  оо.
5е. А б с о л ю т н а я  и о т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т и .  Если 

а ( а  Ф 0) есть точное значение измеряемой величины, а х  — приближенное зна
чение этой величины, то

А =  J jc— e j  
называется абсолютной погрешностью, а

—  относительной погрешностью измеряемой величины.
Говорят, что число х имеет п верных знаков, если абсолютная погрешность 

этого числа не превышает половины единицы разряда, выражаемого л-й зна
чащей цифрой.

Применяя метод математической индукции, доказать, что для 
любого натурального числа п справедливы следующие равенства:

1. 1 + 2 + - .  . + л  =  ^ - ^ .

2. 11 +  2 » + . . .  + п г =  " (п~ 1)<.(2 п + 1 ) .О
3. 1* +  2* + . . . + л *  =  ( 1 + 2 + . . .  +  л)*.
4. 1 + 2  +  2 * + . . .  + 2 П_1 =  2” —  1.
5. Пусть

а Ы1 =  а ( а — Л ) . . . [ а — (л — 1)Л] и а ,в,=  1.
Д оказать, что

(а +  Ь)1п1=  2  С”а ,П- т,Ьы \
ш = 0

где С " — число сочетании из л элементов по /л. Вывести отсюда 
формулу бинома Ньютона.

6 . Д оказать неравенство Бернулли :

(1 + * i )  (1 + * * ) •  • .(1 + * „ )  ^  1 + * ! + ■ * * +  • • • +•*„, 
где x lt х .......... .. х„ — числа одного и того же знака, большие— 1.



7. Д оказать, что если х >  —  I, то справедливо неравенство

(1 + * ) 4 >  1 + п х  ( л > 1),

причем знак равенства имеет место лишь при *  =  0 .
8 . Д оказать неравенство

f  К  ВЕЩ ЕСТВЕН Н Ы Е ЧИСЛА ,Ц

л! <  при п >  1.

> 2  (я =  1. 2 , . . . ) .

У к а з а н  и е. Использовать неравенство

(ШГ-О+ЖГ
9. Д оказать неравенство

2 1 - 4 ! . .  .(2л)1 >  [(« +  1)1]" п р и п > 1 .

10. Д оказать неравенство
1 3  2 л — 1 ^  1 
2 * 4  2л у 2 Й Л  ’

10.1. Д оказать неравенства:

а) 1 +  т Ь + 7 1 + " ‘ +  ~ H > V n  ( п > 2 ) ;
б) n "+l >  (п +  1)" ( л >  3);

в) sin ш
П

< 2 sin x * 1, 2 , . . . ,  пу,
*=1

г) (2л)! <  21п (л!)*.
11. Пусть с — положительное число, не являющееся точным 

квадратом целого числа, и А / В — сечение, определяющее веще
ственное число У с ,  где в класс В  входят все положительные 
рациональные числа b такие, что Ь * > с ,  а в класс А — все 
остальные рациональные числа. Д оказать, что в классе А нет 
наибольшего числа, а в классе В  нет наименьшего числа.

12. Сечение А /В,  определяющее число j/ 2 , строится следую
щим образом: класс А содержит все рациональные числа а  такие,- 
что а» <  2; класс В  содержит все остальные рациональные числа. 
Доказать, что в классе А нет наибольшего числа, а в классе 
В — наименьшего.

13. Построив соответствующие сечения, доказать равенства:
а) У 2  +  у '8  =  У Щ  б) У 2 У З = У 6 ,
14. Построить сечение, определяющее число 2Уг .
15. Д оказать, что всякое непустое числовое множество, огра

ниченное снизу, имеет нижнюю грань, а всякое непустое числовое 
множество, ограниченное сверху, имеет верхнюю грань.
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16. П оказать, что множество всех правильных рациональных 
дробей

где т и п — натуральные числа и 0 < т < л ,  не имеет наимень
шего и наибольшего элементов. Найти нижнюю и верхнюю грани 
этого множества.

17. Определить нижнюю и верхнюю грани множества рацио
нальных чисел г, удовлетворяющих неравенству

18. Пусть {— дс}— множество чисел, противоположных числам 

Д оказать, что
a) inf { — * }  =  — sup {дг}; б) sup { — дг} = — inf {дг}.

19. Пусть \х +  у\ есть множество в с е х  суммдг-fi/, гдедг£{дг}
и </€{*/}■'

Доказать равенства:
а) inf { *  +  */} =  inf {дс} +  inf {у);
б) sup {x +  y) =  sup {x }+ s u p  \у).

20 . Пусть {ху) есть множество всех произведений ху, где х 6  {дг} 
и */€{{/}, причем дс^О  и 0 .

Д оказать равенства:
a) inf {ху\ =  inf {дс} - inf \у); б) sup \ху) =  sup { x } s u p  \у).

21. Д оказать неравенства:

31. При измерении длины в 10 см абсолютная погрешность 
составляла 0 ,5  мм; при измерении расстояния в 500 км абсо
лютная погрешность была равна 200 л . Какое измерение точнее?

т
п *■

г * <  2 .

а) \х—у\>\\х\— \у\\-.
б) | дс +  х г +  . . .  +  хп | ^  | дг |— (| дг, | +  . . .  - f  \хп |).

Решить неравенства: 
22 . | * + 1  | <  0 ,01 . 26. |ж + 2 | +  |*-«-2 | <  12,

27. |х +  2| -| д с| >  1.23. |дс— 2 | > 1 0 .
24. |дс| >  |дс+ 1 1.
25. 12дг — 1 | <  | дс — 1 |.

28. ||jc+ 1 |— |дс— 1 || <  1.
29. |jc (1 — jc) | <  0 ,05 .

30. Доказать тождество
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32. Определить, сколько верных знаков содержит число

х== 2 ,3752,

если относительная погрешность этого числа составляет 1%?
33. Число

х =  12,125

содержит 3 верных знака. Определить, какова относительная 
погрешность этого числа.

34. Стороны прямоугольника равны:
х = 2 , 5 0  г *  ± 0 , 0 1  см, 
у = 4 , 0 0  с я ± 0 , 0 2  см.

. В каких границах заключается площадь S  этого прямоуголь
ника? Каковы абсолютная погрешность Д и относительная по
грешность б площади прямоугольника, если за стороны его 
принять средние значения?

35. Вес тела р =  12,59 Г  ± 0 ,0 1  Г , а его объем v =  3 ,2  см* ±  
± 0 , 2  см* Определить удельный вес тела и оценить абсолютную и 
относительную погрешности удельного веса, если за вес тела 
и объем его принять средние значения.

36. Радиус круга
т —  7,2 м ±  0,1 м.

С какой минимальной относительной погрешностью может быть 
определена площадь круга, если принять л =  3,14?

37. Измерения прямоугольного параллелепипеда суть:
х — 24,7 м ±  0 ,2 м, 
у =  6 ,5 м ±  0,1 м, 
г  =  1,2 л ± 0 , 1  л,

В каких границах заключается объем v этого параллелепипеда? 
С какими абсолютной и относительной погрешностями может 
быть определен объем этого параллелепипеда, если за его изме
рения принять средние значения?

38. С какой абсолютной погрешностью следует измерить сто
рону квадрата х, где 2 м <  х  <  3 м, чтобы иметь возможность 
определить площадь этого квадрата с точностью до 0,001 мг?

39. С какими абсолютными погрешностями Д достаточно из
мерить стороны х н у  прямоугольника, чтобы площадь его 
можно было вычислить с точностью до 0,01 мг, если ориенти
ровочно стороны прямоугольника не превышают 10 м каждая?

40. Пусть 6 (jc) и б (у)— относительные погрешности чисел 
х и у, Ь (ху)— относительная погрешность числа ху.

Д оказать, что
6 (ху) <  S (х) +  б (у) +  б (х) б (у).
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§ 2. Теория последовательностей

1°. П о н я т и е  п р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .  Говорят, что
п о сл ед о ва тел ьн о сть* ,,* ,............. . . .  или иначе хп (п=* 1 , 2 ,  . . . ) ,  имеет
своим пределом число а  (короче, сходится к а), т. е.

lim хп =  а, 
п - *  ®

если для любого е >  0 существует число N =  N (е) такое, что

|*„— а| <  е при п >  N. ,
В  частности, хп называется бесконечно малой, если

lim *„  =  0.
я -» «с ,

Последовательность, не имеющая предела, называется расходящейся.
2е. П р и з н а к и  с у щ е с т в о в а н и я  п р е д е л а .
1) Если •

у „ < х „ < г а

то

lim уп =  lim г „ = с ,

lim хп — с .

2) Монотонная и ограниченная последовательность имеет предел.
3) К р и т е р и й  К о ш и .  Д ля существования предела последовательно

сти хп необходимо и достаточно, чтобы для любого е >  0  существовало число 
N =  N (е) такое, что

I хп хп + р  I <  *»
если только п >  N и р  >  0.

3°. О с н о в н ы е  т е о р е м ы  о п р е д е л а х  п о с л е д о в а т е л ь н о 
с т е й .  Предполагая, что существуют

lim хп и lim уп,
п —► (Л IX —► 00

имеем:

1) если хп < у п, то lim хп <  lim уп;
П —► ОС П -> «

2) lim ( * „ ± Ул) =  lim *„  ±  lim уп\
л -*■ сс п -*■ X , п -*• х

3) lim (ХпУп) — lim lim у„;
Л

lim дг;Л

4) Л т.  еслй J r . Уп *  ° -
Л-+-СО

4°. Ч и с л о  в. Последовательность

( , + ^ ) Л («=>. 2. . . . )
имеет конечный предел

П т ( 1 + - ^ - ) '’ = е  =  2 ,718 281 8 2 8 4 . . .Л->оо \ Л /
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6е. Б е с к о н е ч н ы й  п р е д е л .  Символическая запись

lim х„ =  оо
я-»®

обозначает, что, каково бы ни было Е  >  0, существует число N =  N (Е) такое, 
что

| хп | >  Е  при п >  N.

6°. П р е д е л ь н а я  т о ч к а .  Число | (или символ оо) называется частич
ным пределом (предельной точкой) данной последовательности хп (л =  1, 2,  . . . ) ,  
если существует ее подпоследовательность ,

* р,.  * р, .............*р п, ••• ( K P i  <*>»<•••)

такая, что
lim х = 5 .

я -* »  П

Всякая ограниченная" последовательность имеет по меньшей мере один 
конечный частичный предел (принцип Больцано— ВейерШтрасса). Если этот 
частичный предел единственный, то он же является конечным пределом дан
ной последовательности.

Наименьший частичный предел (конечный или бесконечный) последова
тельности х„ •

lim х„
Я - »  »

называется нижним пределом, а наибольший частичный предел ее

lim хп
л-.®

называется верхним пределом этой последовательности.
Равенство

lim хп =  lim хп

является необходимым и достаточным условием существования предела (ко
нечного или бесконечного) последовательности хп.

41. Пусть

х „ =  j (п =  1» 2 ,  . . . ) .

Д оказать, что
lim хп =  1,

П -*-  Ж

определив для каждого е > 0  число N = N ( e )  такое, что 
\хп —  1 1 <  е, если n > N .

Заполнить следующую таблицу:

8 0, 1 0,01 0,001 0,0001 ...

N
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42. Д оказать, что х „ ( п = 1 ,  2 , . . . )  есть бесконечно мапая 
(т. е. имеет предел, равный 0), указав для всякого е >  0 число 
N =  N (е) такое, что |лг„|<е при п >  А/, если

а \ д. в )  х  - 1 .
"  п ’ В) Х" ~  nl •

б ) * п = - Д Т ; r > * п== (“ l ) " * 0 .999я.

Для каждого из этих случаев заполнить следующую таблицу:

e 0 ,1 0,001 0,0001 ...
N

43. Д оказать, что последовательности
а) х„ =  (— 1)п п, б) хп =  2 У ", в) jr„ =  lg (lg n ) (/»> 2)

имеют бесконечный предел при п —► оо (т. е. являются бесконечно $ 
большими), определив для всякого Е > 0  число N =  N (Е) такое, 
что | х„ | >  Е  при п >  N.

Для каждого из этих случаев заполнить следующую таблицу:

E 10 100 1000 10 000

N

44. П оказать, что
хп =  п<-»)в (я =  I ,  2 , . . . )

не ограничена, однако не является бесконечно большой при 
п  — ► о о . ,

45. Сформулировать с помощью неравенств следующие утвер
ждения:

a) lim хп =  оо; б) lim = — о о ; в) lim *„ =  -f- о о .
л- * ® п-> х  п-+*>

Предполагая, что п пробегает натуральный ряд чисел, опре
делить значения следующих выражений:

Ло  I,- 10 ОСОл ?/ п * sin я!46. lim —5— - .  48. |im J -------- -— .
- "  -г I n-f  i

47.  lim +  49.  lim — ~ f y\ Г, , .



50- 1 + й ? + : : : + и  <h < i . i fci < , ) -

5,-)!^(^+̂ +”'+̂ г!)-
52. lim 1-^— •̂ +  4 ~ . . .  +  <~ 'n  f " l-Я - » в  | л л л Я I

53, Jl™ [i +̂ +
54, il™ [ i+i  + • • •+eV ]̂ •
55. lim +  2* +  2l  "b • • • H— *2» * )  *

58 ’ [ b 2 +  2l +  +  я ( п + 1) ] *

57. lim ( V 2 y / 2  ] / 2 . . . ' У 2 ) .

s 2. ТЕОРИЯ ПОСЛЕДОВЛТЕЛЬНОСТЕП |7

П-+0С

Доказать следующие равенства:

58. lim £  =  0 . 63. I i m { / a = l  (a >  0).
/!-»«>  ̂ Я-»*

59. l i n w « 0 .  64. lim ! ^  =  0 ( e >  1).
«I n—  n

60. l i m ^  =  0 ( a > l ) .  65. lim { / n =  1.
fl->« a  n-*<*

6 ! .  lim *=0 . 66 . l im —j =  =  0 .
"1 n - «  £ / n!

62. lim n< ?"=0 , если |<?|<1.
n-+ ao

67. Какое выражение больше при достаточно больших п:
а) 100л/ + 2 0 0  или 0 ,01л’ ?; б) 2" или л 100"?; в) 1000" или « 1?

68, Д оказать, что

У к а з а н и е .  См. пример 10.
6‘J .  Д оказать, что последовательность

*»“ (1+i)" (rt= 1* 2’ • ) 
монотонно возрастает и ограничена сверху, а последовательность

j f e '  ■

БТИПи ЛП



монотонно убывает и ограничена снизу. Отсюда вывести, что 
эти последовательности имеют общий предел

1т , ( 1 + 1 ) ” - 1| т ( | + Х Г , = , .

У к а з а н и е .  Составить отношения и воспользоваться нера-
* п  Уп — 1

венством примера 7.

70. Д оказать, что

0 < е - ( 1 + 1 ) Я < 4  ( л =  1 ,  2 ,  . . . ) .

При каких значениях показателя л выражение ( Ч - ^ )  будет
отличаться от числа е  меньше чем на 0 ,001?

71. Пусть р„ ( л =  1 ,2,  . . . ) — произвольная последовательность 
чисел, стремящаяся к + о о ,  и дп ( л = 1, 2 , . . . ) — произвольная 
последовательность чисел, стремящаяся к — оо (рл, </„€[— 1. 0 ])- 
Д оказать, что

“ га. ( , + г г ) ’ ” - 11т. ( , + й ) ' ' = ‘ -
0

72. Зная, что

Н т  +

доказать, что

Шп ( i  +  l  +  I  +  ^ +  =

Вывести отсюда формулу

е =  2 +  1  +  1 + . . . + 1  +  А - ,  ( .)

где 0 < 9 „ <  1, и вычислить число е с точностью до 10~*.
73. Д оказать, что число е иррационально.
74. Д оказать неравенство

( т ) "  < п! < * ( £ ) " •
75. Д оказать неравенства:

а > ^ b < l n ( 1 + i ) < - ? ’ 

где л — любое натуральное число;
б) 1 + а < е “, 

где а  — вещественное число, отличное от нуля.

|8 ОТДЕЛ I. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ
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76. Д оказать, что

lim п ( а я — 1) =  In а (а >  0),

где 1па есть логарифм числа а  при основаннн е =  2 , 7 1 8 . . .
Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной и 

ограниченной последовательности, доказать сходимость следую
щих последовательностей:

77. •*(1 =  Ро +  }0 +  • • • +убп ( л =  1. 2 , . . . ) ,

где р{ (t =  0 , 1, 2 , . . . ) — целые неотрицательные ' числа, не пре
вышающие 9, начиная с /7,.

10 11 п + 9  
«*• Х„ш* 1 • з . . . 2я—1*

80. JfB= ( l  +  y )  ( 1 + т ) , , , ( 1 + ^ ) ;

81.  Jfj =  K 2 , x i = y r 2 + V r2, . . . , * „  =

=  |/ 2 + K 2 +  . . . + / 2  , . . .
л корней

Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость следующих 
последовательностей:

82 . xn= a 0 +  a 1q + . . .  + a nqn,
где

1 а* | <  Af ( £ = 0 ,  1 , 2 ,  . . . )  и | ? | < 1 .
DO 'sin  1 , sin 2 , , sin лНо. Х„ =

84. *„  =

2 “г  2* 2 м ‘

cos 1! . cos 2! . . cos л!
1-2 ^  2-3  ^  ‘ - ^ я ( л + 1 )  *

85. xn— 1 +  +  • • • +

У к а з а н и е .  Воспользоваться неравенством

-4 < —Ц - — (л =  2, 3, . . . ) .п2 л — 1 п 4 7

86 . Говорят, что последовательность ( « = 1 , 2 ,  . . . )  имеет 
ограниченное изменение,  если существует число С такое, что

К — *iJ  +  |*3— хг \ +  . . .  + 1хп —■*„-*I <  С (л =  2, 3, . . . ) .
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монотонно убывает и ограничена снизу. Отсюда вывести, что 
эти последовательности имеют общий предел

N m ( l + i ) " - H m ( l + ± ) ’ * * = e.

У к а з а н и е .  Составить отношения и воспользоваться нера-
х п У п -1

венством примера 7.

70. Д оказать, что

0 < e - ( l  + 1 ) " < 1  (п=з 1, 2 , . . . ) .

При каких значениях показателя п выражение ^1+-^- )  будет
отличаться от числа е меньше чем на 0 ,001?

71. Пусть р„ ( п =  1 , 2 ,  . . . ) — произвольная последовательность 
чисел, стремящаяся к + ° ° .  и qn ( п =  1, 2 , . . . ) — произвольная 
последовательность чисел, стремящаяся к — оо (р п, ? „ € [ — •. 0]). 
Д оказать, что

*
72. Зная, что

П т ( 1 + 1 ) ’ = .е .

доказать, что

Пт ( l  + 1 +  1  +  1 +  . . . + ! )  =  «.

Вывести отсюда формулу

е =  2 +  Т\ +  Т\+ +  W

где 0 <  0„ <  1, и вычислить число е с точностью до 10~*.
73. Д оказать, что число е иррационально.
74. Д оказать неравенство

( * ) ■ < • ' < • ( * ) ■ -

75. Д оказать неравенства:

»  d n < l n ( I + - j ) < i .
где л — любое натуральное число;

б) 1 +  а < е “, 

где а  — вещественное число, отличное от нуля.
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76. Д оказать, что

lim п ( а п — l )  =  ln a  (а >  0 ),

где In а есть логарифм числа а  при основании е =  2 , 7 1 8 . . .
Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной и 

ограниченной последовательности, доказать сходимость следую
щих последовательностей:

77. xn =  p0 +  j f j+  . . .  ( п = 1 , 2 ,  . . . ) ,

где р/ (i =  0 , 1, 2 , . . . ) — целые неотрицательные ' числа, не пре
вышающие 9, начиная с рх.

7 о „  __Ю 11 в  +  9
* п — j • з  • • ’ 2 л — 1 ’

80. хп =   ̂1 +  y j   ̂1 - f  j  . . .   ̂1

81. .к, =  К 2 , х г =  ~\/~2 + V 2 ...........х„ =
•* -

=  / 2 + К 2  +  . . . + К 2  , . . .
У

п корней

П ользуясь критерием Коши, доказать сходимость следующих 
последовательностей:

82. x „ = a ,  +  a lq + . . .  + a nq”,
где

|a*| <  М (k =  О, 1, 2 , . . . )  и |?| <  1.

'sin 1 , sin 2 , . sin л
• *п  2 ' 2* " * * 2 " ~ '

ол  cos 1! , cos 21 . . cos л!
8 4 - *п =  - Г о - + - о 7 о - +  ••• +л ~  1-2 ^  2 -3  ^ ’ • • ^ я ( л + 1 ) *

85. хп— 1 +  . .  . + ^ i*

У К а з а н и  е. Воспользоваться неравенством

В  - S i < i = r 4 « - s ' »••••>*
86 . Говорят, что последовательность х п ( « = 1, 2 , . . . )  имеет 

ограниченное изменение, если существует число С такое, что

К — •* i l  +  |*3— + | jc„— д:п- х| < С  (« =  2 , 3 , . . . ) .
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Д оказать, что последовательность с ограниченным измене
нием сходится.

Построить пример сходящейся последовательности, не имею
щей ограниченного изменения.

87. Сформулировать, что значит, что для данной последо
вательности не выполнен критерий Коши.

8 8 . П ользуясь критерием Коши, доказать расходимость по
следовательности

1 , 1 , 1 .  . 1  
* я =  1 + 7  +  з  +  • • • + - •

89. Д оказать, что если последовательность х„ (л =  1 , 2 ,  . . . )  
сходится, то любая ее подпоследовательность хРп также сходится 
и имеет тот же самый предел:

lim хр =  lim хп.
я - * »  п п-*я>

90. Д оказать, что монотонная последовательность будет схо 
дящейся, если сходится некоторая ее подпоследовательность.

91. Д оказать, что если
lim хп =  а,

Л-.®

ТО

lim |*я 1=  I а |.
Л-*ао

92. Если хп —*а ,  то что можно сказать о пределе

lim ^ ± A ?гп-+ ® п

93. Д оказать, что сходящ аяся числовая последовательность 
ограничена.

94. Доказать, что сходящаяся числовая последовательность 
достигает либо своей верхней грани, либо своей-нижней грани, 
либо той и другой. Построить примеры последовательностей всех 
трёх типов.

95. Д оказать, что числовая последовательность х„ (я =  1 , 2 ,  . . . ) ,  
стремящаяся к + ° ° .  обязательно достигает своей нижней грани.

Найти наибольший член последовательности хп (л — 1, 2, . . . ) ,  
если:

or v _ « *  о7 г У п  „ 1000**»»• хп- ^ .  97. -  Jog— • 98. *„ =  — •

Найти наименьший член последовательности хп (я =  1, 2 , . . . ) .  
если:
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Д ля последовательности х„ (п — 1 , 2 ,  . . . )  найти inf jc„, supjc„ 
l imx„ и lim x„, если:

я —*■ ос n-*<x

101. xn=  1— 1 ."  n

101.1. x„*= (— 1)"- ‘ (2  +  4 ) -  

103. x n =  1

102. x„ ( - 1) ” I - H —  1)"

я пл----—; COSЯ+1 2
n ( n - 1)

104. *„ =  l + 2 ( - l ) » +* +  3 ( - l )  ‘
• лг n— 1 2лл105. Xn =  —r-s COS —5— ."  я + 1  3

106. xa = ( — l ) " n .

107. xn=  — л [2 +  (— 1)"].

Найти lim xn и lim xn, если:
П-+СС Л-* «С

.  « « Л* 2ля
1, ,# Хщ ~ T + n C0S~5~'

112. Jtn =  ( l + l ) ' , - ( - l ) ’, + s i n ^ .

« « Г* Л • а ЛЛ,113 . дгя =  — -г sin* - j - . n л -И  4

108. x = n ,_1)n.
ЯЯ

109. x n— 1 +  n sin -y-.
1110. x n n — 10,2 •

114. x n=  V\  + 2 "

„ 2пл115. xn=  cos”

Найти частичные пределы следующих последовательностей:

1 2 я — I 
» 2» 1l l fi  1  1  1  1  1 1  

11 2 ' 2 ’ 4 ’ 4 ’ " ? ’ Ь ’ 2 ”

117 1 1  1 + ±  1  1 + 1  1 + 1  1  1 + 1  1  +  1I I / .  1,  2 »  1 "Г g * з *  3 ’ 2 3 ’ 4 ’ 4 *  2 4 *
1 I 1 1 1 1

3 +  4 ’ 5 ’ я ’ 1 +  я ’ 2 +  л ’ ’ ‘ ’ п-1  +  л * л+1 ’ 
1 1 2  1118.
2 1 3 '  3 * 4 ’ 4 ’ 4

1 1 1 1 1 1  
5 ’ 5 ’ 5 * 5

119. * я= 3 . ( 1 - 1 ) + 2 ( - 1 ) \

1 2 0 .  * „ = l [ ( a  +  fc) +  ( _ l ) » ( f l _ f c ) ] .

121. Построить пример числовой последовательности, имею
щей в качестве своих частичных пределов данные числа
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122. Построить пример числовой последовательности, для 
которой все члены данной числовой последовательности

a it • • • t • • •

являются ее частичными пределами. Какие еще частичные пре
делы обязательно имеет построенная последовательность?

123. Построить пример последовательности:
а) не имеющей конечных частичных пределов:
б) имеющей единственный конечный частичный предел, но не 

являющейся сходящейся;
в) имеющей бесконечное множество частичных пределов;
г) имеющей в качестве своего частичного предела каждое 

вещественное число.
124. Д оказать, что последовательности х„ и уп= х „ у / п  

(п =  1, 2 , . . . )  имеют одни и те же частичные пределы.
125. Д оказать, что из ограниченной последовательности х„ 

(/1= 1, 2 , . . . )  всегда можно выделить сходящуюся подпоследова
тельность хРп( п =  1, 2 , . . . ) .

126. Д оказать, что если последовательность хп( л = 1 , 2 ,  . . . )  
не ограничена, то существует подпоследовательность хРп такая,
что

lim хв =  оо.
п -*т  Рп

127. Пусть последовательность х „ ( п =  1 , 2 ,  . . . )  сходится, 
а последовательность уп ( п — 1, 2, . . . )  расходится. Что можно 
утверждать о сходимости последовательностей:

а) хп + у п; б) х„уп?

Привести соответствующие примеры.
128. Пусть последовательности хп и уп ( п = 1 ,  2,  . . . )  расхо

дятся. Можно ли утверждать, что последовательности

а) х „ + у а; б) х„уп
также расходятся?

Привести соответствующие примеры.
129. Пусть

lim х „ =  О,
п -+• х>

и Уп (п =  1. 2, . . . )  — произвольная последовательность. Можно ли 
утверждать, что

Н«П х„уя=- О?
/I со

Привести соответствующие примеры.



130. Пусть
lim *„«/„ =  0 .

Л  —► «

Следует ли отсюда, что либо lim * „ = 0 ,  либо lim уп=  0?
П —► оо Я —► сю

Рассмотреть пример: х „ =  , у„ =  ( л = 1 ,  2,  . . . ) .

131. Д оказать, что

a) lim хп +  lim уп <  lim ( * „ + # „ ) <  lim х и +  lim //„
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Л -*■ ооП  —*■ ОС Л  -*•  ОС п  -*■  ОС П  -+ • оо

и
б) lim x n - f  П т  //„ <  П т (*„ +  «/„)< Tim х„ +  lim у„.

П  (В  Л  -*■ 00 Л оо Л  - >  00 Л  - *  СО

Построить примеры, когда в этих соотношениях имеют место 
строгие неравенства.

132. Пусть х „ > 0  и «/„>0 (п =  1, 2,  . . . ) .  Д оказать, что

а) lim хл • П т <  П т (дспу„) <  П т дс„ • П т уп
Л  —► 00 Л  —► 00 Л  00 Л - >  X  П -*■ СО

И

б) lim х„ • П т <  П т  (х „ у „ )<  П т  х п • П т  у„.
д , g  л -+■ 00 Л 00 Л -> 00 Л —► 00

Построить примеры, когда в этих соотношениях имеют место 
строгие неравенства.

133. Д оказать, что если lim существует, то, какова бы ни
Л —► 00

была последовательность (л =  1, 2 , : имеем:

а) П т  ( х „ + у п) =  lim дг„ +  П т  i/„

б) lim (*„!/„) =  lim *„• lim //„ ( х „ > 0 ).
Л -*• 00 Л  “ ► 00 Л  —► 00

134. Д оказать, что если для некоторой последовательности дгл 
(л =  1, 2 , . . . ) ,  какова бы ни была последовательность 
у „ (п =  1, 2 , . . . ) ,  имеет место по меньшей мере одно из равенств:

a) lim (*„  +  */„) =  liiii х „ +  lim «/„

или

б) lim (*„«/„)= lim *„• lim (xn > 0),
Л  —► 00 Л  —► ОС Л -> 00

то последовательность х . — сходящ аяся.
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135. Д оказать, что если х„ >  0 ( л = 1 ,  2 ...........) и

lim х .  • lim — =  1,п X
п X п -*■ ж п

то последовательность хп— сходящ аяся.
136. Д оказать, что если последовательность (я =  1 , 2 ,  . . . )  

ограничена и
lim (хл+1— ася) = 0 ,

П -*• У»

то частичные пределы этой последовательности расположены 
всюду плотно между ее нижним и верхним пределами:

I =  lim хп и L — lim хп, ^
п ~ т  " - »

то есть любое число из отрезка [/, L] является частичным пре
делом данной последовательности.

137. Пусть числовая последовательность j c „  xt, хп, . . .  
удовлетворяет условию

0 < х т+я^ х т+ х п ( т , п =  1, 2 , . . . ) .

Д оказать, что lim — существует.
л - *  »  п

138. Д оказать, что если последовательность х„ (л =  1 , 2 ,  . . . )  
сходится, то последовательность средних арифметических

+ • • • + *») (л =  1, 2 , . . . )

также сходится и

Пт *<+«!+• ••+*■=  пт  Хп,
л -»  к  п л -*■ я

Обратное утверждение неверно: построить пример.
139. Д оказать, что если

lim хп =  + о о ,
П -*• зв

ТО

l i m +
л - . *  «

140. Доказать, что если последовательность х„ ( л = 1 , 2 ,  . . . )  
сходится и х„ >  0 , то



141. Д оказать, что если х „ > 0 ( п = 1 , 2 ,  . . . ) ,  то 

lim у /х п=  lim f a i l ,
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предполагая, что предел, стоящий в правой части последнего 
равенства, существует.

142. Д оказать, что

lim —£ =  =  ?.
Я -*• » у  п !

143. Д оказать теорему Штольца: если

а) >«/„(« =  1, 2 , . . . ) ;
б) lim =  +  оо, в) существует lim X,я  + 1 ~

, Уп + 1 —  У н '

то
lim хл =  lim *— « т J s ,

п -* зо Уп + 1 Уп

144. Найти:

a) lim ^ - ( а > 1); б) lim .
я -► + »  “  л -» + •  п

145. Д оказать, что если р — натуральное число, то
. .. 1̂ + 2^ -ь : . . +п?  I

а) л1? , — ^
I V + V + . П \ I

«  А га.  [ ---------- ТГ------------- г + V  г -
К -+ У +  + ( г . - 1) > _  у

я - .  пР  Р + 1

146. Д оказать, что последовательность

* 1 * 1  . JL
2 +  3 +  , , ,  +  я

сходится.
Таким образом, имеет место формула

l + y  +  y b  • • • + 1  =  С +  In я  +  е„,

где С =  0 ,5 7 7 2 1 6 ...— так называемая постоянная Эйлера и е„ 
при п —► оо.

147. Найти

. 4 m. ( i T i + r b + - + s ) -
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148. Последовательность чисел хп (и =  1 , 2 ,  . . . )  определяется 
следующими формулами:

х1 =  а, хг =  Ь, хп =  (Л =  3 , 4 , . . . ) .

Найти lim хп.
л —► ос

149(h). Пусть хп (п =  1, 2, . .  ^  — последовательность чисел, 
определяемая следующей формулой:

*о >  0 , * » + !=  у  ( * » + ; £ ; )  ( л = 0 , 1, 2 f . . . ) .  

Д оказать, что
lim х„ =  1.

П -► 00

150. Д оказать, что последовательности хп и у „ (п =  \, 2 , . . . ) ,  
определяемые следующими формулами:

l/i =  * „ + i = K * ^ i ,  Уп+i =  Xj Ly Ll , 
имеют общий предел

ц (а ,  Ь)=  lim хп =  lim уп
П -+ ж П -► 00

(арифметико-геометрическое среднее  чисел а и 6).

§ 3. Понятие функции

1°. П о н я т и е  ф у н к ц и и .  Переменная у  называется однозначной функ
цией / от переменной *  в данной области изменения X  =  { jt } ,  если каждому 
значению х £ Х  ставится в соответствие одно определенное действительное 
значение у =  /(х), принадлежащее некоторому множеству Y =  {у ) .

Множество X  носит название области определения или области суще
ствования функции / (x); Y называется множеством значений этой функции.

В простейших случаях множество X  представляет собой или открытый 
промежуток (инт ервал)] a, b [  =  (a, b ) :a  <  х  <  Ь или полуоткрытые проме
жутки

]а, 6) =  (о, 6]: а <  x < b ,  [а, Ь [ =  [а, Ь): а < . х  <  Ь,
или замкнутый промежуток (сегмент) [а, &]: a « C x « £ fc , где а  и Ь — некото
рые вещественные числа или символы — оо и +  оо (в последних случаях ра
венства исключаются). Если каждому значению х из X  соответствует одно 
или несколько значений y — f  (х), то у  называется многозначной функцией от х.

2*. О б р а т н а я  ф у н к ц и я .  Если под х  понимать любое значение, удо
влетворяющее уравнению

/ (*) =  У.
где у — фиксированное число, принадлежащее множеству значений У функ
ции / (х), то это соответствие определяет на множестве Y некоторую, вообще 
говоря, многозначную функцию

x =  f ~ l (у),
называемую обратной по отношению к функции f (х). Если функция y =  f(x )  
монотонна в строгом смысле, т. е. f  ( x j  > / ( * , )  (или соответственно f  (хг) <  
< f  (хО) при х2 >  то обратная функция x — f~ 1 (y) является однозначной 
и монотонной в том же смысле.
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Определить области существования следующих функций:

151. 160. у =  a r c c o s (2 s in х).

152. у =  У З х — jc*. 161.  у =  lg fc o s (lg x )] .

153. u =  {x — 2 ) l / ^ i Z .  162(н)* ^ =  (JC +  l x D ^ s i n , n j c -
 ̂ |— *  163. y **c tg n jc -J-a rcc o s (2 x).

154. a) i/ = lo g (x - 4); arcsin (1 — х) +  lg (lg x).

б) i/= lo g (дсЧ-2)Ч-lo g (х — 2). 165. у={2х)\
165.1. у =• log] log, log, х.
165.2. y\gig~x.
165.3. y = V s in 2х +  У sin3jc 

( 0 < х < 2 л ) .

155 . у  =  у  sin ( К  x ).

156. у =  У  cos х*.

157. у =  lg (sin  - j )  .

1̂  X
158. y = rSin ЛХ

2x
159. y =  arcsin j—

Определить области существования и множество значений 
следующих функций:

166. у =  У  2 +  х — х * . 169. у  =  arcsin ( ig y s )  •
167. y =  l g ( l  — 2 c o s x ) . 170 y== ( -  i)* .

168. у  =  arccos *— .
1 *

171. В треугольник /1ЖГ(рис. 1), основание которого А С —Ь 
и высота BD =  h, вписан прямоугольник KLM N ,  высота которого

NM = х .  Выразить периметр Р  прямоугольника KLM N  и егс 
площадь S  как функции от х.

Построить графики функций Р = Р ( х )  и S = S ( x ) .
172. В треугольнике ABC  сторона АВ =  6 см, сторона 

АС = 8  см и угол В А С = х .  Выразить ВС =  а  и площадь А ВС — S
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как функции переменной х. Построить графики функций а = а ( х )  
и S = S ( x ) .

173. В- равнобедренной трапеции ABCD  (рис. 2), основания 
которой A D = a  и В С  =  Ь (а > Ь ), а высота H B = h ,  проведена 
прямая MN\\HB и отстоящая от вершины А на расстоянии 
ЛМ =  х. Выразить площадь S  фигуры ABNMA  как функцию 
переменной х. Построить график функции: S  =  S (x) .

174. На сегменте 0 ^ д с ^ 1  оси Ох равномерно распределена 
масса, равная 2 г, а в точках этой оси х =  2 и дс =3  находятся 
сосредоточенные массы по 1 г в каждой. Составить аналитиче
ское выражение функции т =  т ( х ) ( — о о < д с < 4-о о ), численно 
равной массе, находящейся в интервале ( — оо, х), и построить 
график этой функции.

175. Функция у =  sgnx определяется следующим образом:

176. Функция у =  [дс] (целая часть числа дс) определяется сле
дующим образом: если х = п  +  г, где п — целое число и <  1,

обозначает число простых чисел, не превышающих числа х. 
Построить график этой функции для значений аргумента
О <  х  <  2 0 .

На какое множество Е и отображает множество Е .  функция 
!/ = / (*), если:

' — 1, если х  <  0 ; 
s g n x = .  0 , если х  =  0 ;

1, если дс >  0 .

Построить график этой функции. Показать, что

| х  | =  х  sgn х.

Построить график этой функции.
177. Пусть

у =  л(х)  (x^i  0 )

1 7 8 ( h ) .  у = х г, Е х= { - 1 < * < 2 } .

179. у =  lg х, £ х =  { 10 <  дс <  1000}

180. у =  1  arctg дс, Е х =  { — оо <  дс <  +  оо}.

181. у =  ctg , £ д=  {0  <  |дс J ^  1}.

182. 1/=|дс|, £ , =  { 1 < | х | < 2 }.



Переменная х пробегает интервал 0 < х < 1 .  Какое мной 
ство пробегает переменная у, если:

183. у =  а -\-(Ь— а) х. 186. у =  \гх — х*.

184. у =  . 187. у =  ctg  лх.

185. у =  2Т1ГТ • I 88- у =  х+ [2х\ .

189. Найти /(0), /( 1), /(2), /(3), / (4), если
/ (х) =  х* — 6х3 +  И х *— 6х.

190. Найти / ( - 1 ) .  / ( - 0 ,0 0 1 ) ,  /(100), если

/ (* )= lg x * -.

191. Найти / (0 ,9 ), / (0 ,99), / (0 ,999), /(1),  если
f ( x ) = \ + [ x ] .

192. Найти / ( —2), / ( - 1 ) ,  /(0), /( 1), /(2), если
( l + x  при — o o < j c ^ 0 ,

/ (* )  — | 2* п р и 0 < х < + о о .

193. Найти /(0), / ( - x ) ,  f ( x  +  1), f (x) +  l ,  / ( 1 ) ,  «

194. Найти значения x, для которых: 1) /(x) =  0 ; 2) / (x )>
3) /( x ) <  0 , если:

a) / (x) — x  Xs; 6) f  (x )=  sin у ; в) /(x) =  (x +  |x|)(l —

195. Найти
, И . £ Й ± 3 = £ И .

если: а) / (х )= а х  +  &; б) /(х) =  х*; в) /(х) =  а*.
196. Пусть

f (х) =  ах* 4- Ь х + с .
Показать, что

/ (х +  3 )— 3/ (х +  2) + 3 /  (х +  1 )— /(д) =  0.

197. Найти целую линейную функцию
/ (x )= a x  +  ft,

если / ( 0 ) = —2 и /(3) =  5.
Чему равны /(1) и /(2) (линейная интерполяция)?
198. Найти целую рациональную функцию второй степе

f ( x ) = a x *  +  b x + c .

$ 3. ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ



если
/ ( - 2 ) =  0 , / ( 0 ) = 1 ,  /( 1 ) ^ 5 .

Чему равны / (— 1) и / (0,5) (квадратичная интерполяция)?
199. Найти целую рациональную функцию третьей степени:

/ (х )=  ах3 +  bx2 +  cx +  d,
если

/ ( - 1) =  0 , / ( 0 ) =  2, /(1) =  — 3, / ( 2 ) = 5 .

200. Найти функцию вида
f ( x )  =  a  +  bc*,

если
/ ( 0 ) =  15, / (2 )=  30, /(4) =  90.

201. Д оказать, что если для линейной функции
f ( x ) = a x  +  b

значения аргумента х = х п ( д =  1, 2 , . . . )  образуют арифметиче
скую прогрессию, то соответствующие значения функции «/„=/ (х„) 
(п — 1, 2 , . . . )  образуют также арифметическую прогрессию.

202. Д оказать, что если для показательной функции
/ ( х ) = а *  (а  >  0)

значения аргумента х = х п (п — 1, 2 , . . . )  образуют арифметиче
скую прогрессию, то соответствующие значения функции //„ =  
—}(х„)  ( п = 1, 2 , . . . )  образуют геометрическую прогрессию).

203. Пусть функция /(и) определена при 0 < ы < 1 .  Найти 
области определения функций:

а) /(s in дс); б) /( I n* ) ;  в) / .

204. Пусть

f ( x )  =  ^ { a x + a ~ x )  (а >  0).

Показать, что
/ ( *  +  у) +  / ( х — у) =  2/ (х) / (у).

205. Пусть
f ( x )  +  f ( y )  =  f {z ) .

Определить г, если:

а) / М =  ах; в) /(х) =  arctgx ( И  <  1);
б) / М - 4 ; г) / ( * ) = l o g i ± f .

Найти ч>[«р(х)], * [ Ф М ] .  ф[ФМ] и Ч>[фМ], если

3 0  ОТДЕЛ I. В В ЕД Е Н И Е В АНАЛИЗ



206. с р (х )= х г и 1|>(х)=2*.

f 3. ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ

207. q>(x) =  sgn x и \ f ( x ) = l .

0  при х < 0 ,
208. ф ( * ) = { . л  и Ф ( * )  х при х > 0

209. Найти f l f ( x ) ] ,  f { f [ f ( x ) ] \ ,  если

={ Л
при х < 0 , 
при х >  0 .

210. Пусть 

Найти f„(x),  если

/ . ( * ) -

/(*)-тЬ- 
f ( f  ( . . ./ ( * ) ) > •

п раз

f (x )  = У Т + Г > '

211.  Найти /(х), если
/ (х +  1) =  хг — Зх +  2 .

212. Найти /(х), если

213. Найти / (х), если

/ ( ± ) = х  +  у Т + Т г (х >  0 ).

213.1 . Найти /(х), если

Д оказать, что следующие функции являются монотонно 
растающими в указанных промежутках:

214. f  (х) =  х* (0 < х <  +  оо).

215. f ( x ) = s i n x  ( —

216. / ( x ) = t g x  ( ~ Т < Х < % ) ‘

217. / (x )=  2x +  s i nx  ( — o o < x < + o o ) .

Д оказать, что следующие функции являются монотонно 
вающими в указанных промежутках:

218. / ( х ) = х г ( - о о  < х < 0 ) .  219. /(x) =  c o s x ( 0 < x s

220. f  ( х )=  ctg х (0 <  х <  я ).
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221. Исследовать на монотонность следующие функции:

а) f (x )  =  ax +  b; г) /(х) =  ^ ± |  ;

б) / (х) =  а х * + Ь х  + с ;  д) / (х) =  а*  (а >  0 ).
в) / < * ) = * ’ ;

222. Можно ли почленно логарифмировать неравенство?
223. Пусть <р (дг), ф (х) и/(ж )— монотонно возрастающие функ

ции. Д оказать, что если

♦ Ф ( * ) <  / (дг)<  ф (*),
то

ф [ф (* )]  <  / [/ (•*)] <  ф [ф (ж)].
Определить обратную функцию дс=<р(у) и ее область сущест

вования, если:
224. у = 2 х  +  3 (— оо <  д: <  +  оо).

225. у —хг\ а) — о о < д : ^ 0 ;  б) 0 ^ д с < + о о .

226. y =  y i £  ( х ф - \ ) .

32 ОТДЕЛ I. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ

227. У =  у  I — х*', а) — 1 < х < 0 ;  б) 0 <  д: <  1.
1
2 
>JC

g x -i-e-x

228. у =  sh jr, где sh д: =  -̂ - (ех— е~х) ( — оо <  х  <  + о о ) .

229. y = t h x ,  где th дс =  ^ — ^  ( — оо <  х  <  +  ос) .

230.
' х, если — оо <  х <  1; 

х\  если 1 ^  д с^  4 ;
2х, если 4 < д с < + о о .

У =

231. Функция /(дг), определенная в симметричном интервале 
( — /, /), называется четной, если

и нечетной, если
} ( - x ) ^ - f ( x ) .

Определить, какие из данных функций / (дс) являются чет
ными, а какие нечетными:

а) /(х) =  3дс— х 3; г) / ( х ) = 1п | ^ ;

б) / (х) =  ^ ( Г = 7 р  +  l / ( T + W ; Д) / (ж) =  In (х +  VT+7*).
в) f (x )  =  a * + a - *  (а > 0);



232. Д оказать, что всякую функцию f (x ) ,  определенную 
в симметричном интервале (— /, /), можно представить в виде 
суммы четной и нечетной функций.

233. Функция f  (х), определенная на множестве Е ,  назы
вается периодической, если существует число Г  > 0  (период 
функции— в широком смысле слова!) такое, что

f ( x ± T )  =  f (x )  при х £ Е .

Выяснить, какие из данных функций являются периодичес
кими, и определить наименьший период их, если:

а) f  (х) =  Л cos Кх +  В  sin \х\

б) / (х) =  sin х + 1  sin 2х +  у  sin Злг;

в) / ( * ) =  2 t g | _ 3 t g | ;  е) f ( x )  =  V t £ 7 ;

г) /(x) =  s in *x ; ж ) / ( x ) = t g j/ x ;
д) /(x) =  sin x*; з) f  ( x ) = s in x  +  sin ( x ^ 2  ) .
234. Д оказать, что для функции Дирихле

| 1, если х  рационально,
Х ( * ) — | о, если х  иррационально,

периодом является любое рациональное число.
235. Д оказать, что сумма и произведение двух периодичес

ких функций, которые определены на общем множестве и периоды 
которых соизмеримы, есть функции также периодические.

235.1. Функция f (х) называется антипериодической, если

f ( x  +  T) =  - f ( х) (Т  >  0).

Д оказать, что / (х )— периодическая с периодом 2 Т.
236. Д оказать, что если для функции f  (х) (— оо < х <  + < » )  

выполнено равенство f  (х +  Т ) =  k f  (х), где k  и Т — положи
тельные постоянные, то f  (х) =  а*ф (х), где а — постоянная, а tp (х) — 
периодическая функция с периодом Т.

§ 4. Графическое изображение функции

1°. Д ля построения графика функции у = { ( х )  поступают следующим обра* 
зом: 1) определяют область существования функции: Х  =  { х } ;  2) выбирают 
достаточно густую сеть значений аргумента дси хг, . . . ,  хп из X  и составляют 
таблицу соответствующих значений функции

У1—1 (xi) (< =  1 , 2 ........... л);

3) наносят систему точек M i(xt, у{) (1 = \ , 2 .......... п) на координатную пло
скость Оху и соединяют их линией, характер которой учитывает положение 
промежуточных точек.

2  Б. П. Демидович
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221. Исследовать на монотонность следующие функции:

а) f  (х) — ах  +  Ь; г )/ (* )= =  ;

б) f  (х) =  ах* +  Ь х + с ;  Д) / (дс) =  а *  (а >  0).
в) /(дс) =  дса;

222. .Можно ли почленно логарифмировать неравенство?
223. Пусть ф (дс). Ч5 (-«) и / (дс) — монотонно возрастающие функ

ции. Д оказать, что если

- Ф ( x ) < f ( x X $ ( x ) ,
то

ф [ф (* )]  <  / [/ (•*)] < ф [ ф  (Jf)]-
Определить обратную функцию х =  <р(у) и ее область сущест

вования, если:
224. у=2дс +  3 (— оо <  дс <  +  оо).

225. у = х *; а) — о о < д с ^ 0 ;  б) 0 ^ д с < + о о .

226. у =  \ ^ х ( х ^ - 1).
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227. у = у  1 — х*; а) б ) 0 < * < 1 .

228. у =  sh дс, где sh x  =  - j ( e * — е~х) ( — оо <  дс <  -fo o ).

229. £/ =  t hx ,  где th х =  е̂ ^ х (— оо <  дс <  +  ос).

230.
дс, если — оо <  х <  1; 
дс1, если 1 ^ д с < : 4 ;
2х, если 4 < д с < + о о .

231. Функция /(дс), определенная в симметричном интервале 
( — I, /), называется четной, если

/(— дс) — / (дс);
и нечетной, если

/ ( -  дс) ^  -  / (дс).

Определить, какие из данных функций /(дс) являются чет
ными, а какие нечетными:

а) /(дс) =  Здс— х 3; г) /(дс) =  1 п | ^ ;

б) / (дс) =  +  У ( Г + ^ Г ;  д) /(х) =  In (х +  J / T + ^ ) .
в) f {x )  =  a * + a ~ x (а > 0);



232. Д оказать, что всякую функцию f (x ) ,  определенную 
в симметричном интервале (— 1, I), можно представить в виде 
суммы четной и нечетной функций.

233. Функция f  (х), определенная на множестве Е,  назы
вается периодической, если существует число 7  >  О (период 
функции— в широком смысле слова!) такое, что

f ( x ± T )  =  f (x )  при х £ Е .

Выяснить, какие из данных функций являются периодичес
кими, и определить наименьший период их, если:

а) f  (* )  =  i4co sX x +  BsinX .x;

б) /(x) =  s i nx  +  y s in 2 je - { - y  sin Зле;

в) / ( * ) =  2 t g у — 3 t g у  ; е) / (*) =  у Т £ 7 :

г) /(x) =  sin* х; ж ) f ( x )  =  tg\ r x\
д) f  (х) =  sin х*; з) f  ( jc )=  s i nx  +  sin ( x V 2  ) .
234. Д оказать, что для функции Дирихле

| 1, если х  рационально,
*  ( * ) — \ 0 , если х иррационально,

периодом является любое рациональное число.
235. Д оказать, что сумма и произведение двух периодичес

ких функций, которые определены на общем множестве и периоды 
которых соизмеримы, есть функции также периодические.

235.1. Функция f (х) называется антипериодической, если

f ( X +  T ) ^ - f ( x )  (Т  >  0).

Д оказать, что f (x )  — периодическая с периодом 27\
236. Д оказать, что если для функции f  (х) (— о о < х < + о о )  

выполнено равенство f  (дс- f  Т ) =  k f  (х), где k  и Г — положи
тельные постоянные, то f  (х) — а*(р (х), где а — постоянная, а «р (дс) — 
периодическая функция с периодом Т.

§ 4. Графическое изображение функции

I е. Д ля построения графика функции y = f ( x )  поступают следующим обра
зом: 1) определяют область существования функции: Х  =  { х } ;  2) выбирают 
достаточно густую сеть значений аргумента х2, . . . , х п из X  и составляют 
таблицу соответствующих значений функции

y i = f ( X i ) (*' =  1. 2 ,  . . . .  я) ;

3) наносят систему точек Af(- (xt, у() (/ =  1, 2 , . . . .  п) на координатную пло
скость Оху и соединяют их линией, характер которой учитывает положение 
промежуточных точек.

2 Б. П. Демидович

5 4. ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ ФУНКЦИИ 33



2°. Чтобы получить грамотный график функции, следует изучить общие 
свойства этой функции.

В первую очередь нужно: 1) решив уравнение / (*) =  0 , определить точки 
пересечения графика функции с осью Ох (нули функции); 2) установить 
области изменения аргумента, где функция положительна или отрицательна;
3) если возможно, выяснить промежутки монотонности (возрастания или убы
вания) функции; 4) изучить поведение функции при неограниченном прибли
жении аргумента к граничным точкам области существования функции.

В этом параграфе предполагается, что свойства простейших элементарных 
функций— степенной, показательной, тригонометрических и т . 'п . ,  известны 
читателю.

Пользуясь этими свойствами, можно, не проделывая большой вычисли
тельной работы, сразу рисовать эскизы графиков многих функций. Другие 
графики иногда удается свести к комбинации (сумме или произведению и т. п.) 
этих простейших графиков.

237. Построить график линейной однородной функции
У = ах

при а = 0 ; у ; 1; 2 ; — 1.
238. Построить график линейной функции

у —х -\-Ь
при Ь — 0 , 1, 2 , — 1.

239. Построить графики линейных функций:

а) «/ =  2 * 4 - 3 ;  б) у =  2 — 0 ,1 * ; в) у =  — у —  1.

240. Температурный коэффициент линейного расширения 
железа а = 1 , 2 - 1 0 ~ * .  Построить в подходящем масштабе график 
функции

l =  f ( T )  ( - 4 0 ° < Г <  100°),

где Т — температура в градусах и I — длина железного стержня 
при температуре Г , если 1 = \ 0 0 см  при 7 , =  0°.

241.  На числовой оси движутся две материальные точки. 
Первая в начальный момент времени < =  0  находилась на 20 м 
влево от начала координат и имела скорость vt = \ 0  м/сек; вто
рая при / =  0  находилась на 30 м вправо от точки О и имела 
скорость wt = —20 м/сек. Построить графики уравнений движе
ний этих точек и найти время и место их встречи.

242. Построить графики целых рациональных функций 2-й сте
пени (параболы):

а) у =  ах* при а =  1, ■ [ ,  2 , — 1;

б) у = (д г— дгв)* при *„ =  0 , 1, 2 , — 1;
в) у =  х * + с  при с =  0 , 1, 2 , — 1.
243. Построить график квадратного трехчлена

у = а х *  +  Ьс + с .
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приведя его к виду
У =  У о + а ( х — хи)*.

Рассмотреть примеры:
а) у — 8х— 2х2\ в) у =  — л с*+ 2дг — 1;

б) у - х %— З х.+  2 ; г) у =  ±  х* +  х +  \.

244. Материальная точка брошена под углом о = 4 5 ° к  пло
скости горизонта с начальной скоростью и0= 6 0 0  м/сек. Построить 
график траектории движения и найти наибольшую высоту подъ
ема и дальность полета (приближенно считать g »  10 м/сек2-, 
сопротивлением воздуха пренебречь).

Построить графики целых рациональных функций степени 
выше второй:

245. у*=хг +  1. 247. у =  хг — * 4.

246. у =  ( 1 —  х 5) ( 2 4 - х ) .  248. у =  х ( а —х)2 (а 4-*)»  (а >  0).

Построить графики дробно-линейных функций (гиперболы) ;

249.

251. Построить график дробно-линейной функции 

У =  (a d — Ьсф О , с Ф 0),

приведя ее к виду
I т

у ~ у* +  х—хщ ‘
Рассмотреть' пример
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252. Газ при давлении р0=  1 атм  занимает объем v0— \2 мг. 
Построить график изменения объема v газа в зависимости от 
давления р, если температура газа остается постоянной (закон 
Бойля— Мариотта).

Построить графики дробных рациональных функций:

253. у =  * 4 - 1  (гипербола).

254. у =  х* 4 - 1  (трезубец Ньютона).

255. у =  х-\--^.  256. у --- у  1 (кривая Аньези).

2»



2°. Чтобы получить грамотный график функции, следует изучить общие 
свойства этой функции.

В первую очередь нужно: I) решив уравнение / (*) =  0 , определить точки 
пересечения графика функции с осью Ох (нули функции); 2) установить 
области изменения аргумента, где функция положительна или отрицательна;
3) если возможно, выяснить промежутки монотонности (возрастания или убы
вания) функции; 4) изучить поведение функции при неограниченном прибли
жении аргумента к граничным точкам области существования функции.

В этом параграфе предполагается, что свойства простейших элементарных 
функций— степенной, показательной, тригонометрических и т . 'п . ,  известны 
читателю.

Пользуясь этими свойствами, можно, не проделывая большой вычисли
тельной работы, сразу рисовать эскизы графиков многих функций. Другие 
графики иногда удается свести к комбинации (сумме или произведению и т .п .)  
этих простейших графиков.

237. Построить график линейной однородной функции
У =  ах

при а =  0 ; у ; 1; 2 ; — 1.
238. Построить график линейной функции

У = х  +  Ь
при Ь =  0 , 1, 2 , — 1.

239. Построить графики линейных функций:

а) у =  2х +  3; б) у =  2 — 0 ,1 * ; в ) у  =  — у — 1.

240. Температурный коэффициент линейного расширения 
железа о = 1 , 2 - 1 0 _*. Построить в подходящем масштабе график 
функции

l =  f ( T )  ( - 4 0 ° < Г <  100°),

где Т — температура в градусах и I — длина железного стержня 
при температуре Т,  если 1 = \ 0 0 см  при 7  =  0°.

241. На числовой оси движутся две материальные точки. 
Первая в начальный момент времени t =  0  находилась на 20 м 
влево от начала координат и имела скорость 10 м/сек\ вто
рая при t — 0 находилась на 30 м вправо от точки О и имела 
скорость у2= —20 м/сек. Построить графики уравнений движе
ний этих точек и найти время и место их встречи.

242. Построить графики целых рациональных функций 2-й сте
пени (параболы):

а) У =  ах* при а = 1 ,  у ,  2, — 1;

б) у = ( х — х9У при **  =  0 , 1, 2 , — 1;
в) у =  х*-\-с при с =  0 , 1, 2 , — 1.
243. Построить график квадратного трехчлена

у —а х г +  Ь с + с ,
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приведя его к виду
У =  У о + а ( х — х„у.

Рассмотреть примеры:
а) у =  8х— 2х2', в) у =  — х1 4 - 2.v — 1;

б) у =  х* — Зх.4 - 2 ; г) у =  ^  х* +  х  +  \.

244. Материальная точка брошена под углом а  =  45° к пло
скости горизонта с начальной скоростью ио= 6 0 0  м/сек. Построить 
график траектории движения и найти наибольшую высоту подъ
ема и дальность полета (приближенно считать 10 м/сек*', 
сопротивлением воздуха пренебречь).

Построить графики целых рациональных функций степени 
выше второй:

245. у =  хг 4 -1 .  247. у =  х*—х*.
246. у = ( 1 — х *)(2 + х ) .  248. у =  х ( а —х)* ( a 4 - x ) s (a >  0).

Построить графики дробно-линейных функций (гиперболы) :

249. , = 1 .  25°- » ~ Т Щ -
251. Построить график дробно-линейной функции 

y =  ( a d — Ь с ф 0 , с ф 0),

приведя ее к виду
I тУ - У о  +  x_ xt •

Рассмотреть' пример
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2 5 2 .  Газ при давлении р 0— I атм  занимает объем г0= 1 2  л*. 
Построить график изменения объема v газа в зависимости от 
давления р,  если температура газа остается постоянной (закон 
Бойля— Мариотта).

Построить графики дробных рациональных функций:

2 5 3 .  у =  * 4 - у  (гипербола).

2 5 4 .  у =  х2 4 - - j  (трезубец Ньютона).

2 5 5 .  y  =  x  +  ^ f .  2 5 6 .  у  - -  j  (кривая Аньези).

2*
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2 5 7 .  у =  T 2V  (серпентин Ньютона).

2 5 8 .  y  =  T 4 F . 2 6 1 .  у - 1 + х  хг

259 и _ *  262 и — ') (х 2)^ 9 .  у -  | _ ж,  . У (ж— 1) (Х4- 2) *

260. y  =  j\------ 2 +*  1+Х  X 1 1—*
263. Построить эскиз графика функции

а х * + Ь х + с  .
У =  a l x ~ ~  (а ‘ ^ 0 ) '

приведя ее к виду 

Рассмотреть пример

y = k x + m + J ^ -

**—4 * + 3
У = х + 1

264. Построить график абсолютной величины силы притяже
ния F  материальной точки, находящейся на расстоянии х  от 
притягивающего центра, если £ = 1 0  к Г  при х =  1 м (закон 
Иыотона).

265. Согласно закону Ван-дер-Ваальса  объем v реального газа 
и его давление р  при постоянной температуре связаны соотно
шением

(р  +  £ )  (v — b) =  c.

Построить график функции p = p ( v ) ,  если а = 2 ,  £> =  0,1 и 
с  =  10.

Построить графики иррациональных функций:

266. у — ±  V  — х — 2 (парабола).
267. у =  ± x Y х  (парабола Нейля).

268. у — ±  у  100 — хг (эллипс).2
269. y = d z V rx2— 1 (гипербола).

270. у = ±  у / ~ 271. у =  ± x K i 0 0 ^ F .

272. у = ± х  у ^ (циссоида).

273. « / = ± V r(jc* — 1 ) ( 9 — х>).
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274. Построить график степенной функции

У ~ х п

при: а) п =  1, 3 , 5 ; б) п =  2 , 4, 6 .
275. Построить график степенной функции

у = х п

при: а) п =  — 1, — 3; б) п =  — 2, — 4.
276. Построить график радикала

при: а) т =  2 , 4 ; б) т =  3 , 5.
277. Построить график радикала

*

д) т =  3 , Л = 4 ;
е) т =  4,  А =  2;

ж)  т =  4,  Л =  3.

если: а) т =  2 , £ =  1;
б) т =  2 , & = 3;

в) т =  3, Л= 1;
г) т =  3 , Л =  2 ;

278. Построить график показательной функции

у = а х

при о =  у  , 1, 2 , е, 10.

279. Построить график сложной показательной функции

У =  е * ,
если:

a) «/i=xa;

6) Ух =  - х г\ г) Vi =  -pr; е) y t =  .

280. Построить график логарифмической функции

У =  loge дс

при а = 1 ,  2 ,  <•, 10 .

281. Построить графики функций: 
а ) у = 1п ( — дс); б) у =  — In дс.



282. Построить график сложной логарифмической функции

y = \ n y it

если:

а ) У\= 1 + * * '.
б) У1 =  (х — 1) ( х — 2)2 ( х — З)5;

В) 01= Г Т ^ : Д )У 1 = 1  +  в*.

283. Построить график функции

У — l°gx 2.

284. Построить график функции

у =  А s i nx

при А =  1, 10, —2.

285. Построить график функции

у =  sin ( х — х0),

п п л  Зл 
если Xq— * 4 * 2 * 4 *

286. Построить график функции

у =  sin пх,

если п =  1, 2 , 3 , у ,

287. Построить график функции

t/ = a c o s x  +  fcsinx,

приведя ее к виду
у — A sin (х — х0).

Рассмотреть пример: у =  6 cos х +  8  sin х.

Построить графики тригонометрических функций:

288. у =  co sx .  293. y = s i n s x.

289. ( / = tg x .  294. y = s i n * x .
290. у — c t g х. 295. y = c t g * x .
291. y =  secx . 296. s in x -s in  3x.

292. y =  c scx .  297. y = ± ] ^ c o s x .
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Построить графики функции:

298. у*= s in x a. 304.

299. r / = s i n 4 -  305. y =  ex co sx .
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300. y =  c o s ^ .  306. y =  ±  2 -JC У  s in n x .

300.1. y =  s in x. s i n l .  307. у  =  ™s-?s .

301. */= t g . 308. у  =  In (cosx).

301.1. y = s e c - l .  309. z/ = co s(ln x).

302. t/ =  x^ 2  +  s i n y )  • 310 . y =  e ^ .

303. y = ± . V l — x 2s i n y .

Построить графики обратных круговых функций:

311.  y = a r c s in x .  317. t/ = arcctg -^ --

312. у =  a rcco sx . 318. у =  arcsin (s in x ).
313. у =  arctg  x . 319. y =  arcsin (co sx ).
314. y =  a rc c tg x . 320. y =  a rcco s(co sx ).

315. y =  a rcs in — . 321. y =  arctg (tg .v ).

316. «/=arccos-^-. 322. у — arcsin (2 s in x ).

323. Построить график функции •

z/= arcsin y u
если:

а) У* =  1— j ; в) Ух =  \^х \

б)l/i  =  T T I i ; г) Уг =  еХ'

324. Построить график функции

у =  a rctg  y it
если:

а) «/! =  * * ;  б) y t = - ^ l  в) ух =  In х ; г) yt = - ^ .



324.1. Построить графики функций:
а) у = х * — 3 * 4 * 2 ;
*r\ JC3
б) г/==(1 - * ) ( 1  4 -*), :

в) */ = p rf= -r ;
г) y =  V x ( \ — хгу,

д) j / = 3 s i n ( y 4 - ^ - ) ;
ч . ЛХ

-  e ) ^  =  c te —

Ж) У =  — Ц г :
1 —21~х

з) у== lg (x 2— 3 x 4 -2 ) ; v

и) у  =  arcsin — s in x )  ;

к) y = a r c t g ( ^  +  7±r2 +  1± l ) ;

Л) у =  logco, x sin х; 
м) у =  (s in x )c,* x.
325. Зная график функции y — f  (дс), построить графики функций: 
a) y =  — f{x)\ б) y = f ( -  дс); в) « / = - / ( - * ) •
326. Зная график функции у =  f (х), построить графики функций:
а) У = / (дс — х0); в) y = f  (2х);
б) y =  yt +  f ( x — xо); г) y =  f ( k x  +  b) (кф О ).
326.1 . Пусть

| 1 — 1*1 ПРИ l * l < l J  
П х ) - \ 0  при |х| >  1.

Построить графики функций:

у=̂ и (*—0 + /(* + 0]
при / =  0 , t =  1 и / =  2 .

327. Построить графики функций:
а) t/= 2 4 -К  1— х ; г) у =  — a rcs in (1 4-х ) ;
б) у =  1— е ~ *; д) у — 3 4 - 2 c o s Зх.
в) у  =  In (1 4-х ) ;
328. Зная график функции у =  / (х), построить графики функций:

а ) у  =  |/(*)|; б) у = у (| / (х )| 4 -/ (х ) ) ;  в) // =  - i  ( |/(х)| —  /(х)).
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329. Зная график функции у =  / (* ) , построить графики функций:

г) y = V f ( x ) - ,
329.2. Построить графики функций:
а) у — a rcsin [s in / (x )]; г) у  =  arccos [cos / (х)];
б) y = a r c s in [c o s / (x ) ] ; д) »/ =  a r c tg [tg / (x )] ,
в ) у  =  arccos [sin / (х)];

если: 1) f (jc) =  х*; 2 ) /(х) =  х\
3 3 0 .  Зная графики функций y = f ( x )  и y —g (x ) ,  построить 

графики функций:
а) У = /  (х) +  g  (х); б) у =  / (х) g  (х); в) у =  / {g  (х)).

Применяя правило сложения графиков, построить графики 
следующих функций:

3 3 1 .  у =  1 +  х + е х. 3 3 3 .  y = x - f s i n x .

3 3 2 .  у =  (х +  I ) - 2  +  (х — I ) " 1. 3 3 4 .  y = x  +  a rc tg x .

3 3 5 .  t/ =  c0s x  +  y c 0 s 2x - f - ^ c 0s 3x.

3 3 6 .  t / = s i n x — si n3x +  y  sin 5х.

3 3 7 .  y =  sin4x +  cos‘ x . 3 3 9 .  y = | l — x|— | l-fx | .

а ) y = f 2{xb_ г) y = f ( f ( x ) ) ;
б) У =  V f  (x); д) у  =  sgn / (x);
в) y =  In / (x); e ) y  =  [/(x)].
3 2 9 . 1 .  Пусть

f (x )  =  (x — a ) ( b — x) (a <  b).
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Применяя правило умножения графиков, построить графики 
функций:

341. j/ =  x s i n x .  345. у =  e- x *co s2x .
342. y = x c o s x .  346. y =  x s gn (s in x) .
343. у =  хг sin1* .  347. y =  [* ]  | sin nx\.

sin X
1-1

349. Пусть

344. =  348. 0 = c o s x -s g n (s in x ) .
1 | X

I 1 —  |x|, если | x| <  1; 
n x ) ~ \  0 , если |jc|>  1.

Построить график функции
y = f ( x ) f ( a — x),

если:
a ) a = 0 ; б ) а = 1; в ) а = 2 .
350. Построить график функции

у =  х  +  V  х  sgn (sin лдс).

Построить график функции
_  1 

У ~  f(x) *
если:

351. / (л:) =  л:2 (1 — дсг). 354. / ( * ) =  1пх.
352. f  (х) =  х ( 1 — х)г. 355. /(x) =  e * s in x .
353. / (дг) =  sin3 дг.
356. Построить график сложной функции 

где u =  2 s i nx,  если:

!  — 1 при — оо <  и <  —  1; 
и при — 1 <  и <  1;

1 при 1 <  и <  +  ОО.

357. Пусть
1 . . ( х, если * < 0 ;

Ф ( * )  = -о ( *  +  *  )  и ♦  ( * )  =  '! 2 -  пw  2 '  Y v ' ( л 2, если x  ^  0 .

Построить графики функций:

а) у =  ф [ф (ж)]; в) у =  $  [ф (дг)];
б) у =  ф f t  (■*)]; г) у =  V (*)].



358. Пусть
( 1, если |х| <  1;

О, если |д:| >  1,
и

| 2 — хг, если | х | < 2 ;
*M-V) —  ̂ 2 , если | а: | > 2 .

Построить графики функций:

а) у= ф [ф (* )]; в) £=>|>[ф (*)];
б) У = ф [♦(*)]; г) «/ =  т)з[г|)(х)].
359. Функцию f(x ) ,  определенную в положительной области 

х >  0 , продолжить в отрицательную область х  <  0  таким образом, 
чтобы полученная функция была: 1) четной; 2 ) нечетной, если:

а) f  (дс) =  1 —  х\ r) f  (х) =  sin х;
б) / (х) =  2дг— х\  д ) f ( x ) = e x;
в ) f ( x ) = V x ;  е) f ( x ) = \ n x .

Построить соответствующие графики функций.
360. Определить, относительно каких вертикальных осей сим

метричны графики функций:
а) у = а х '  +  Ь х + с ;  в) у = V а + х + У Ь — х  (0 < а < Ь ) ;

б) У = 1 Г  +  (Т Г 7 Г * ; г) У = а +  Ь co s* .

361. Определить, относительно каких центров симметричны 
графики функций:

а) у = а х  +  Ь; г) у  = ^ + - 1 - + ^ ;

б) У = ^ Т 1 [ Д) У— 1 +  2.
в) у =  ах* +  Ьх* -\-cx-\-d;
362. Построить графики периодических функций:

а) у =  | sin дс |; б) у =  sgn cos х\ в ) y = f ( x ) ,

где / (*) =  A y  ^2— j j ,  если 0 < х < 2 1 и f  (х +  21) =  f  (х);

г ) у - М - 2 [ £ ] :

д ) у = ( х ) ,  где (х) — расстояние от числа х  до ближайшего 
к нему целого числа.

363. Доказать, что если график функции у =  f  (дс)(— оо <  х <  
<  +  оо) симметричен относительно двух вертикальных осей х — а  
и х =  Ь (Ь > а ), то функция f  (х )— периодическая.
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364. Доказать, что если график функции у =  f ( * ) ( —о о < х <  +  оо) 
симметричен относительно двух точек А (а, у0), и В  (b , y t) (Ь >  а), 
то функция / (х) есть сумма линейной функции и периодической 
функции. В частности, если у0 =  у 1, то функция / (^  — перио
дическая.

365. Доказать, что если график функции y —f  (х ) ( — о о < х <  +  оо) 
симметричен относительно точки Л (а, «/„) и прямой х = Ь ( Ь ф а ) ,  
то функция / (х )— периодическая.

366. Построить график функции у =  / (дс) (— оо <  x <  +  оо), 
если /(д с + 1) =  2/(дс) и /(дс) =  дс(1— дс) при O ^ x ^ l .

367. Построить график функции
y= f (x )  (— оо < х < + оо),

если
/ ( x - f n ) = / ( x )  +  s i nx  и / ( х ) = 0 , п р и О < х < л .

368. Построить график функции у =  у(х),  если:
а) х =  у — у*\ в) х = у  — \пу\

б ) х = Т Т у *>  г) J c * = s in у.

369. Построить графики функций у =  у(х),  заданных парамет
рически, если:

a) х =  1 — /, у = \ - Г \

б ) х = / + 1 , y =  t+-j-2 -,

b ) x = 10 cos/, у — sin t (эллипс);
r ) x  =  ch/,  у  =  sh / (гипербола);
f l ) x = 5 c o s J /, y = 3 s i n ’ /;
е) x = 2 ( t — sin/),  y =  2 ( 1— cos t) (циклоида);

ж)х= *+ У 1, y =  У Т + l ,  ( t >  0).
370. Построить графики неявных функций:
а) х2— ху +  у * =  1 (эллипс); д) s i n x = s i n y ;
б) дс* +  г/*— 3x1/= 0 (декартов лист); е) co s(n x 2) =  c o s (пу);
в) ]/~х-}~]/ у = 1  (парабола); ж) х * =  у х ( х >  0, у >  0 );

Л  2 .
г) дс’ +  у 3 = 4  (астроида); • з) х — |х| =  у — |у|.
370.1. Построить графики неявных функций:
а) m in (x , у)=\; в) max(|x|, |у|)= 1;
б) шах (х, у ) =  1; г) m in(x\  у ) =  1.
371. Построить графики функций г =  г (ф) в полярной системе 

координат (г, «р), если:
а) г=<р (спираль Архимеда);
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б) г =  ~  (гиперболическая спираль);

в) г = ^ -+ 7  ( ° < <р < + ° ° ) ;

г) г — 2 !Л (логарифмическая спираль);
д) г =  2 (1 4- cos ф) (кардиоида);
е) г = 1 0 з т З ф  (трехлепестковая роза);
ж ) г2 =  36 cos 2ф (лемниската Бернулли);

з) Ф =  т = т  (г >  О;
и) ф =  2 л sin г.
371.1.  Построить в полярных координатах г и ф графики 

следующих функций:
а) ф = 4 г — г*; в) г* 4-ф* =  100.

12'
б) Ф = Т + 7 * :
371.2. Построить в полярных координатах г и ф графики 

функций, заданных параметрически (/^  0 — параметр):
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\ 4 1 * \ б) ф =  1—  2 _ ‘ s i n ^ ,а) ф =  / cos* t, \ ' т  2
г =  1 — 2 “ *cos у  .

Ф =  t cos* t, 1 
г =  t sin* t, f

372. Приближенно решить уравнение
*» — 3 * + l  = 0 ,

построив график функции у =  х3— 3 * 4 - 1 .
Графически решить следующие уравнения:
373. * * — 4 * — 1 =  0 . 376. l g * =  0 ,1 * .
374. * - — 4 *  4-1  =  0 . 377. 1 0 * = * * .
375. * = 2 ~ * .  378. l g * = * ( 0 < * < 2 n ) .

Графически решить системы уравнений:
379. х +  у2 =  1, 1 6 **4 - у = 4 .
380. * * 4- у3 =  100, у =  1 0 (* * — * — 2).

§ 5. Предел функции

1°. О г р а н и ч е н н о с т ь  ф у н к ц и и .  Функция f ( x ) называется огра
ниченной на данном промежутке (а, Ь), если существуют некоторые числа т 
и М такие, что

при х £ (а ,  Ь).
Число /л0 =  inf lf(x)\  =  ш а х т  называется нижней гранью  функции f  (х),

хь(а .Ь )
а число Л10 =  sup {/ (*)}  =  m inA l называется верхней гранью  функции / (х)

*  €(а. 6)
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на данном промежутке (а, b). Разность- >fe— m0 называется колебанием функ
ции на промежутке (а, Ь).

2°. П р е д е л  ф у н к ц и и  в т о ч к е .  Пусть функция /(дс) определена на 
множестве Х  =  {дс}, имеющем точку сгущения а .  Запись

lim f(x ) =  A (1)
» х-* а

обозначает, что для каждого числа е >  0  существует число б =  б (е) >  О такое, 
что для всех х, для которых /(х) имеет смысл и которые удовлетворяют усло
вию 0 < | *— а  | <  б, справедливо неравенство

!/(•*) — Л] <  е.
Для существования предела функции (1) необходимо и достаточно, чтобы 

для каждой последовательности х „ — ю ,  хп Ф а (х „ £ Х ; л = 1 ,  2 , . . . ) ,  было 
выполнено равенство

lim /(Хп) =  А.
П - +  ас

Имеют место два замечательных предела:

1) lim —  =  1. 2) lim (1 +дс) х = е .
х -*■ 0 х —► О

К р и т е р и й  К о ш и .  Предел функции / (х) в точке а  существует тогда 
и только тогда, если для каждого е >  0 найдется 6 =  6 (е) >  0 такое, что

I /(*')—/(*')! < е,
как только 0 < | х ' — а | < 6  и 0  <  | х ' — о | <  6 , где х' и * * — любые точки 
из области определения функции f  (х).

3°. О д н о с т о р о н н и е  п р е д е л ы .  Число А' называется пределом 
слева функции / (дс) в точке а:

А' =  lim /(дс) =  / (а — 0),
X —►в-0

если
| A' — f(x)\ <  е при 0 <  а — х <  6(e).

Аналогично, число А" называется пределом справа функции /(дс) в точке а:

А ' =  lim / (дс) =  / (а +  0),
*-►0 + 0

если
| Л"—/(дс)| < е при 0 < дс—а < 6(e).

Д ля существования предела функции f  (х) в точке а  необходимо и доста
точно, чтобы

I (а—0) =  / (а +  0).
4. Б е с к о н е ч н ы й  п р е д е л .  Условная запись

lim / (дс) =  оо
х-* а

обозначает, что для любого Е  >  0 справедливо неравенство:

I / W  I >  Е , если только 0  <  | дс— а \ <  б (Е).

5°. Ч а с т и ч и ы й п р е д е л .  Если для некоторой последовательности 
дс, — ► а (х„ Ф а) имеет место равенство

lim f ( x J = B ,



то число (или символ оо) В  называется частичным пределом (соответственно 
конечным или бесконечным) функции f  (х) в точке а.

Наименьший и наибольший из этих частичных пределов обозначаются
через ___

lim f  (х) и lim f  (х) 
х - * а  х -*  а

и называются соответственно нижним и верхним пределами функции f  (х) 
в точке а.

Равенство
lim / (х) =  lim f  (х)

х ~ а  * - «

необходимо и достаточно для существования предела (соответственно конеч
ного или бесконечного) функции / (х) в точке а.

381. П оказать, что функция, определяемая условиями:

} ( х ) = п ,  если х  =  ,

где т и га— взаимно простые целые числа и га> 0  и 
f  (х )=  0 , если х иррационально,

конечна, но не ограничена в каждой точке х  (т. е. не ограни
чена в любой окрестности этой точки).

382. Если функция f (x )  определена и локально ограничена 
в каждой точке: а) интервала, б) сегмента, то является ли эта 
функция ограниченной на данном интервале или соответственно 
сегменте?

Привести соответствующие примеры.
383. Показать, что функция

I  W  1 4 -  х «

ограничена в интервале — о о < д с <  +  оо.
384. П оказать, что функция

- * /  ч ' I 1 f ( x ) = - c° s -

не ограничена в любой окрестности точки х = 0 , однако не 
является бесконечно большой при х —►О.

385. Исследовать на ограниченность функцию

f (x )  =  In дс-sin* у

в интервале 0  <  х  <  е.
386. П оказать, что функция

/ м - г т 1
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в области 0 ^ х <  +  оо имеет нижнюю грань т — 0 и верхнюю 
грань М =  1.

387 . Функция f(x )  определена и монотонно возрастает на 
сегменте [а, Ь]. Чему равны ее нижняя и верхняя грани на этом 
сегменте?

•

Определить нижнюю и верхнюю грани функций:
388 . /(х) =  х* на [—2, 5).

389 . f ( x )  =  Y ~ T *  на ( — °°» +  °°)-

390 . f (x )  =  j ~  на (0 , + о о ) .

39 1 . / (*) =  * +  1  на (0 , +  оо).

392 . f (x )= s \ n x  на (0 , + о о ) .

393 . f (x )  =  sin х + co sx  на [0, 2л].
394 . / (х) =  2х на ( - 1 ,  2).
395 . / (х )= [х ] : а) на (0, 2) и б) на [0, 2].
396. f (x )  =  x — [дг] на [О, 1].
39 7 . Определить колебание функции

/ ( * )  =  * *

на интервалах: а) (1; 3); б) (1,9;  2,1);  в) (1 ,99 ; 2 ,01); г) (1 ,999; 2 ,001).
398 . Определить колебание функции

/ (* )=  arctg  у

на интервалах: а) (— 1; 1); б) (— 0 , 1; 0 , 1); в) (—0 ,0 1 ; 0 ,01);
г) (— 0 ,0 0 1 , 0 ,001).

399 . Пусть m [ f ] и M [f\ — соответственно нижняя и верхняя 
грани функции f  (х) на промежутке (а, Ь).

Д оказать, что если / ,(*) и / ,( * )— функции, определенные на 
(а, Ь), то

M [ f i  +  f t ] < M [ f l] + M [ f , l .
*

Построить примеры функций / ,(дс) и /,(дс), для которых в по
следних соотношениях имеет место: а) случай равенства и б) сл у 
чай неравенства.

400. Пусть функция f(x )  определена в области [а, + о о )  и 
ограничена на каждом сегменте [а, 6] с [ а ,  - f  оо).
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Положим:
т (х) =  inf / (I)

а < 1 < *

М (*) =  sup f d ) .
а < 1 <  х

Построить графики функций у =  т(х) и у =  М(х), если:
а) / (*) =  s i n *  и б) / (*) =  cosx .
401. С помощью «е— 6»-рассуждений доказать, что

lim хг =  4.
х->2

Заполнить следующую таблицу:

e 0,1 0,01 0,001 0,0001 ...
6

402. На языке «Е — 6» доказать, что

( Г ^ = + ° ° -

Заполнить следующую таблицу:

E 10 100 1000 10 000 ...

6

403. Сформулировать с помощью неравенств следующие 
утверждения:

a) lim [ (х) =  Ь; б) lim f {x )  =  b\ в) lim f (x )  =  b.
х -+■ а х -+ а — 0 х а  + 0

Привести соответствующие примеры.

Сформулировать с помощью неравенств следующие утвержде
ния и привести соответствующие примеры:

404. a) lim f (x )  =  b\ б) lim f (x )= b \  в) lim f ( x )  =  b.
X  —► ас X  ®  X - * + «

405. a) l i m/ ( x )  =  oo; e) lim f ( x ) =  +  oo;
x - * a  x - * a - 0

6 ) lim / ( * ) =  — оо; ж) lirn f ( x ) =  oo;
x a  x a  + 0
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в) l i m / ( * ) =  +  оо; з) lim f (х ) ~  — оо;
х а х -»а  + 0

г) lim f (*) =  оо; и) lim f (x )  — +  oo.
x - * a - Q  х -» a + 0

д) lim / (*)= *  — оо;
х -*■ а - 0

406. а) Нт/(д; )  =  оо; е) lim f ( jc ) = - f o o ;
Х -* >  *  X  -*• -  *

б) lim f (x )  =  — оо; ж) lim f ( x ) = ' оо;
X - * -  X  X  -*■ +<Х>

в) lim f  (* )  =  +  оо; з) lim / ( * ) =  — оо;
Х-* »  X —► + ®

г) lim f (x )  =  оо; и) lim / ( * ) =  +  оо.
х —► —• ж х-^ + *

д) lim f ( * ) =  — оо;

407. Пусть y = f ( x ) .  Сформулировать с помощью неравенств, 
что значит:

а) у -*-Ь — 0 при х-+а;
б) у-*-Ь— 0 при х - * а — 0;
в) у-+-Ь—0 при х-»-а +  0;
г) //-*-& + 0 при х-+а;
д) у-*-Ь +  0 при х-*-а— 0;
е) у-*-Ь +  0 при х-*-а+0;

ж) у -* -Ь — 0 при * - + - о о ;
з) у -* -Ь — 0 при х - * -  — оо;
и) у -* -Ь — 0 при х —*■ +  оо; 
к) у - + Ь  +  0 при х -*-о о ; 
л) у - * - Ь + 0  при лг->- — оо; 
м) У~>-Ь +  0  при x -*- +  oo.

Привести соответствующие примеры.
408. Пусть

Р (x) =  a txn + а 1х— 1 + . . .  + а н,

где а, (1 =  0 , 1, п ; 1, а „ Ф 0 )  — вещественные числа. 
Д оказать, что

lim |Р(х)| =  - f  оо.

409. Пусть
р  / „ V  _  Q a * "  +  o ^ n - 1 4 - . . . - 4 - a n

‘ + . . .  + ь я '
где апФ 0 и Ьо Ф 0 .  

Д оказать, что

lim /?(*) =  <

оо, если п > т ; 

т 4 , если я =  т ;  

0 , если п < т .
410. Пусть



где Р (х)  и Q (x )— многочлены от х  и
P (a )  =  Q(a) =  0 .

Какие возможные значения имеет выражение
Р  (х) -  

?
Найти значения следующих выражений:

4,к а> “» «J?,d=i=T; в>Лт.*й=т-
412. Jim <1± Л 1 Й ^ Ш ± 1 Й = !.

4 , 3 . 7 m ° < i ± ^ i ± M .
jt -» о *  т л

.  . .  ( l + m x ) n— (I +  л х )"  . .
4 1 4 .  lim — -— ^-------- — (m и « — натуральные числа).

Jt -► о *  .
, . r  ( * —  1 ) ( * — 2 ) (Jt— 3 ) (x — 4 ) (x — 5)

--------------- < s= Ij*---------------•
4 . с  1- (2x— 3)*° (3x +  2)*°
4 «6- ь т  i ^  •

4 1 7 .  lim "^ + l^ + , ) - - ^ + . « ) ,/14-1
X-+ 00 —-—

[ (г и ) 'Ч -1] a 

««о |. X* — 5 x 4 -6  
X ™ 3 x * — 8 X - 1 5 *

. . .  x *— 3 x + 2
419- 3 -

4 2 0 .  lim .
, x » - 4 x  +  3

ап , i- xs — 2x* — 4x +  8
4 2 1 .  l im  — ~i— я- j —

x - * 2  x 8 x *+ 1 6  
. . .  x *— 2 x — 1
4 2 2 .  x t _ 2 x _  , •

4 2 3 .  lim (**— * - 2>i0

$ 5. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ

( x * -  12x -r 16)" '

424. lim x +  x i^ . - + xn- " ,
X  I  1

* ю о _ 2 х + 1
424.1 . Ж1нп|х й _ 2 х + Г -

x« — 1425. lim (m и n — натуральные числа).
x -*  1 x  *



.. (хп— ап) — пап- 1 (х — а) . ч426. lim 5 . -,■■■------- - (п —  натуральное число).
х _  а ' '

427. lira хП+1~ ( п х ' п (п — натуральное число).
*-►1 Iх - '>

428. lim — Г Г £ » )  (т  и п — натуральные числа).

429- „ ' i T U  [ ( * + £ )  +  ( * + ? ) + • •  • + ( - ' + ! l v ^ ) ] -

« •  .Ч » .т  [ ( ' + * ) * + ( » + ? ) • + .  • . + ( * + * 5 * Л  •

У к а з а н и е . См. пример 2.

432. л ™ ( ! ^ ± ^ Ч ) .

У к а з а н и е . См. пример 3.

433 lim 1, +  43+ 7 » + ...+ (З я -2 )»
Л .  П + 4 + 7 + . . . + ( З л - 2 ) ) »  •

434. Определить площадь криволинейного треугольника ОАМ  

(рис. 3), ограниченного параболой у =  b . осью Ох и прямой
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х = а ,  рассматривая ее как предел суммы площадей вписан
ных прямоугольников с основаниями -jj-, где п —»-оо.

Найти пределы:

. |/~Х +  У  х +  У х435. lim
Х-+ + 0D У х +  1

437. lim
х -4  К 7 - 2

436. lim
Х -+  +  00

,m у т + У 7 + У 7
У  2x-h 1

V T = Z - 3438. lim -------. .
x— в 2 + у х



439. lim („ > (,) .  
x — a V  x  —  о

440. lim ^ Z 2/ 7^ '  .  4 4 , ‘ , ' i T ,  ^ + « + a  •

442. lim  « 3 .  lim
x - »  16 | Л Г — 4 *  8 j / x  — 2

444. lim -5-— ^ ----- (n— целое число).

445. lim У П Ш Ы 1 + » .  449. lim .
x  - »  0 *  * - * 7  v / j t + 5  —  2

446. lim У * + Е Г ‘ - ’ . V ^ - V ^  jt -♦ o x-\-x 450. lim
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447. lim V t t - V J E k .
x -o  x  +  2 i / x *

448. lim . 451. lim T --------—----------
x — 0 l/\-\-x— I / 1—X * - * 0 y / l  +  5jt — ( l - j - * ) ’

452. lim ^  1 "  ax~  ^ X (m и n — целые числа).
x  - *  0 *

453. lim И 1 • ax. vx 1 P* ~ 1 (m и n — целые числа).

454. Пусть Р ( х )  =  а ^ х + а гх2 +  . . . + а „ х п и т — целое число. 

Доказать, что lim — — — - = ; £ •
х - о  *  т

Найти пределы:

ь / х — 1455. lim ----- (ш и п — целые числа).
X -* 1 |/ X —I

455. i .  Jim, ( t z V ?  ~  Т Ц Т г )  ‘

456. lira _ 
х — i и —*;

457. lim [ V ( х а )  ( х b) —  jc].
*-♦ + ®

458
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459. Игл х ( у  х 1 +  2 х — 2 У х х +  х +  дс).
X —► + 00

46°. t a o( ) A  +  ] / ± +  / I  _ ] / i _ j / 1 +  / 1 ) .

461. lim (*/x »  +  x ‘ +  l — У х * — x * + l ).
X —► Я

462. lim ( 3/ х > + З х г — У х - — 2х).
X—► ■+• 00

463. lim х Т  [(х +  1) Т — (х—  1)т ] .
Х -* 0 0

____  ____
464. lim х *  ( У x +  2 — 2 y r x-\-l + V T ) .

Х -+  +  00

465. lim [( (̂дс +  а ,) .. . ( х + а л) — х].
X-*- +  00

лгс i : _  (*— У *1 — 1Г  +  ( * + У * * — 0 я ,466. Hm -------------------—-------------------- (n— натуральное число).
X - *  +  зо A

лс,  (V  1 +  х ‘ +  х)я — ( V ^ r T J > _  x)n
467. lim -------------------- ---------------------(n — натуральное число).

x — о
468. Изучить поведение корней x t и х, квадратного уравне

ния ахг + Ь х  +  с =  0 , у которого коэффициент а стремится к ну
лю, а коэффициенты b и с постоянны, причем 0 .

469. Найти постоянные а и & из условия

Л ”  ( т + г - " - 6) - 0 -

470. Найти постоянные а{ и Ь, (* =  1, 2) из условий:

lim ( У х *  — х +  1— al x — bl) =  О
X  -* •— х

lim У  х 1 —х  + 1  — atx — bt ) =  0.
*-►+«

и

Найти пределы:

471. l i m i i ^ i .  474. lim i^ lS2Lf
*-*0 х х-ьо **

472. lim 474.1. lim 
*-►» * -  о х

473. lim / 474.2. Iimxctg3x.
x -*■ л  s*n fix  * - g

(m и r t— целые числа).



.. tg  дс— sin дс 14-sin ж— cos дг
4 • 478. l im ,r++ mpJ. - I0 iw .

476. lim Sln5.>~,Sin3* . 479. lim tg 2 * tg ( -J — * ) .
x  -»  0 s  n я  '  >

c o s*— cos 3* X" * T
4 77 . lim  ------- -5------ . . *• ,* \ i nx

* -+ о x 480. lim (1— Jf)tg-5- .
* - * i z

481. Доказать равенства:
a) lim sin x  =  sin a; 6) lim cos x  =  cos a;

x  a \ x  •+ a

в) l im t g x »  tga [ a ^  л ; n =  0 , ±  1, ± 2, . . . ) .

Найти пределы:
sin * — sin a .. c tg *— ctga482. lim -------------- . 485. lim -= --------

x - + a  *  a x  -*  a x  a

483. lim C0SJt~ C0S- - .  486. lim secJr“ seca
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484. lim tgx~ tg a . 487. lim cosec х ~ со?сса
x  -*  a x  a x •* a X  a
j j m sin (a4- 2* ) — 2 sin (a4- * ) 4-sin  a

x  - *  0 * *
489. lim cos (« 4- 2*)—2 cos (a 4-*) 4- cos a ^

*-*o x
490. lim t«(«+2*)-2tg(q4-*)4-tga>

* -» о *  -
4 9 b  , !m  ctg(Q ^~2x) 2 c tg (a - f- * )^ -c tg a  

x -» 0 **
4 9 2 , i j m sin (fl-t-t) sin (a-j-2x)— sin* о .

x-» o
493 Hm 2 s in » * 4 - s in * - l  4 9 7 . lim \?1а±х) tg (a -*)- tg ««

nrn^ 2 sin* * - 3  sin *4-1  * * - o  * г
* * *  6 лов , , -------- 1 - c tg * *

n
x  -*■ О

494. lim 1 cos.* cos 2x cos 3* . V  я  ̂ Ct®X Ĉ 5
498. lim

t------------------ • *-*"?1 — cos x  ■*

Sin ( x - i ) 499. lim
x - *  о

У  1 4 - tg x — У  1 4. s in *

495. lim —j— s-------- .
_  1 —2 cos* . .x - i L  500. lim—  wvU* 11111 —  ............ . ■ у  - .. ■ «
3 x -* о V  14- *  sin * — У  cos *

496. Um f  .• l^cos*—УсоГх
« * « . . + * )  50|- , ч т ,  L - ! ;  ■
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502- И т V - Г / 1 ‘ 504. П т  С-У  * ^ С082xV.S21?1
0 х  -  0

503. Нт 1 *7 °* * - • 505. lim (sin |^ЗГЙГГ— s in ^ l ) .| цш --------- : — v
*- *0  1 — cos ( У х )  

1-»

1 - 1  х  l - V T
l- f*\  1-*

506. a) l im ( ! ± i )  1

•>й\(Ф)“ « ■>.!!?. (Ш)
!07- Л т .  ( Ё й ) ‘ • 519.1. Пт ( 7 ± Й »  Ф .

х, ,^ o V l +  sin * )
.  ___ _ , . , 1 - х

508. Нш /3**—х +  1\1_* 1
(,2* *+ *  +  i ;  * 520. lim f 5!Л£ V -a

. . A  Sin a J
509. lim f  sin" o——j ) • _L

п-*Л  +  J 521. lim f - S y L V * .
510. lim [ t g f f + x ) ] ' * 2' .  x - .o U o s 2x )

„ Я L V ° 522. .Н т
x "* T + * X -l * - T

5 , 1. Hm ( ^ ) X+‘. 523.^1ira ( s in x )^ .

512. lim ( 5 ± ] ) " .   ̂ 524. I im j tg ( i - , )  J ' " ' .

513. . “ 5- А " .  ( *  7 + ~  t ) ” ■

514. *|Гт" i/T = T x . 526. Jim { / c o s  I x.

515. ',Г га0 ( £ ± £ ) * .  627- 'L m. ( S ) " -
x -*• » V* a j  x

fa r-x-h \ x 528. lim cos'*--=■ .
516. lim V nх ^ Л ^ + b J

- ^  n „ m 529. lim —=——•.(at > 0 ,  o , > 0 ) .  x - o  x
517. lim (1 +  дс1)01* 'x . .. п / , .ч , i  

x _*о 530. lim x [ ln ( jt - } -1) —  1пдс].
518. lim (1 4- s in лх)с|* ЛХ. * +°°,n _ .

* -*«  531. lim (a >  0).
 ̂ -  x  -*■ a x  a

519. lim (  Д + Г . Г * -  532. lim [sin In (дс 4-1 )—sin In х].
j t  •* 0  V  '  X -+ -+  X
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533.

534

537.

538.

539.

540.

540.

541.

542.

543.

544.

550.

551.

552.

553.

554.

555.

556.

In ( 2 + g 3x)

S 3 S - ж"?1.  ПГ(3+^-)

536. lim ~ ' +  ^ I +  Y A - 
i -‘ +® l n ( l  +  V X +  V x)

Urn »og(*+*) +  »°8 (^-*)-g»Q g« ( x > 0 ) ' 
ft -* 0 л

Intg ( 5 + « )  
lim v 4 1sin bx

In cos ax
In cos bx *

Л  n x +  V  l- n * x * \im In — r  r . —  . ■).
x - 0 \  X + V 1— •** /

X -► 0

545.1. lim (
x - * 0 \

1. lim In (n x -f У 1 — пгхг)
~o In (*4 - У  \ — хг) 

lim (a >  0).
x -. 0 * 

lim (a >  °)* x  -*■ a A

lim ^ 5 ?  (a >  °)-

lim (je +  e*)- 
*-► о

545.2. lim
x  -* ;

545.3. lim

1 -(-sin x cos ax 
‘0 \ 1 4 - sin ж cos fix J

sin (nxa)
11111 ----------/  o\ •
x -  I sin ( я * р)

sin * (я • 2*)
, In | cos ( я -2*)] *

546. lim tg" f j  +  4 )  *
П  —► оо V *

547. lim eax- e fix
x о sin cu —sin *

548. lim ( a > 0 )
x — a Xp— tfp

549. lim c* ~ “- (a >  0).x - b

lim 
ft -  о

lim

a*+A4- a * - A — 2a* 
Л*

(*4 -a )*+ °(*4 -6 )*+ *

(a >  0).

(x4-e4-b)**+e+<’ 

l im n  (у / дс—  1) ( * > 0 ) .
П ->00

lim я+{Л ё ) (jc >  0).

lim
Л -*• OD \

l i m  / М + ^ 6 у  ( a > 0 >  6 > 0 )

Я —► X» \

=i±£XY ( a > 0 , ft > 0).

lirn ^£l_r^L±£!J 1 (a >  0 , b >  0 , с >  0).



557. lim (о > о ,  б > 0 , с> 0 ) .  
х-*о V e +  6-fc )  ’

I

558. Jim * (а >  О, Ъ >  0).
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х  -► О

559. П то(£ = £ 1 (а > 0 , Ь >  0).

а* х а
560. lim а ~ а

Х™а а * - х °  (а > 0 ) -

562. lim In (1 +  2*) In ( 1+ - )  .
* -* +* \ х J

563. lim (1 — х) log* 2.
X  - *  1

564. Доказать, что

lim
* -► + «

565. Доказать, что

lim ^  =  0 (а >  1, л >  0).
X —► + ОС

lim JEI|£ =  o (а >  1, в >  0).
X -*+® X

Найти пределы:

567. lim 'п<|+ ” 1,>
х  -*■ о In ( х +  У  I + * s )

568. lim [(x +  2 ) ln (x  +  2) — 2 ( x + 1) In (x + 1 ) +  x ln x l.
X  -+■ +  »

569 lim л [ In I n ( J i | ^ (9 >  1).

t \ 7 n  l i m  I I n( Ir. x +  V x *  — 1 ln - , * + l \
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575. lim
1 —sina+pxn - 1- sin (a >  О, P >  0).

J« V^(l — sin® x) (1 — sin® x)

576. a) lim 6) lim ch*t 1
x -* 0 x - » 0

в) lim —  (см. пример 340).

576.1. 1'т оп ^ п Ь ) (см> пРимеР 34°) '

___ sh У х г +  х—sh У х 3 — х 577. l,m ------- ^ --------------.

sh х—sh а
*-►+«>

577.1. а) lim
х -+ а *

л |•_ In ch х577.2. lim , ■ — .х -  о In  co s х

578. lim (x — Inchx).
X  -*■ +  ®

6) lim ch x—cha 
, x—a

g»in 2x__gsin x

t h x579. lim
x  -+ 0

580. lim

|_x
581. lim arcsin r— .

X  -► ®

582. lim arccos(]/ ** +  .*— *)>
X  -*■ +  33

583. lim  ̂arctg •

584. lim arctg
/ 1  +  Х*

585. lim arctg (x +  y -a rc tg x  ̂
ft- 0  "

In
586. lim

l ± f  1—x
Г _  о arctg (* +■*) — arctg (1 —x) •

587. Jim  [ n  arctg • 4 '  ( 7  +  S r ) ]  •

588'Лт/(т_агс1егТ|)-
589. lim x ( — arcsin / J L = V  

x - * + »  V 2  V * + l J

590. lim

Ух*
cosec (я V'l +n«)

591. lim xio. e 592. lim x ln x .
x  -*« + 0

593. a) lim { V x ' + x —  x)\ 6) lim ( / * ’ +  x — x).
~-----
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594. a) lim ( } Л + x  +  x J— J / T ^ x  +  x"»);

б) lim (К  1 +  х +  х2— V *1— х +  х3).

594.1. Найти
h =  lim /(х)— lim /(x),

если

595. a) lim arctg
r  1 1 X

596. a) lim

598. Доказать, что

а) —  2 +  0 при x — — oo;

б) ~ ^ 2 — 0 при x —* +  oo.

* 599. Доказать, что
а) 2* —► 1— 0 при х —*— 0 ;
б) 2х —-1 +  0 при х —» +  0 .
600. Найти /(1), / (1 — 0), /(1 +  0), если /(х) =  х +  [ха].
601. Найти f (n ) ,  f ( n — 0), / ( « + 0 )  (л =  0, ± 1 ,  . . . ) ,  если 

/ (х) =  sgn (sin лх).
Найти: _____

602. lim х j^ c o s 4-• 605. lim sin* (л V n *  +  n).

607. Если lim ф (x)= i4  и lim rf (x ) = B , то следует ли отсюда, что

простые целые числа и ф (х) =  0 при х — иррациональном; ф (х) =  1 
при х =̂ =0 и ф(д:) =  0 при х =  0 ; причем х —- 0 .

л раз
604. lim sin (л У  и *+  1).

lim 1р(ф(х)) =  В?
х  -*■ а



608. Доказать теоремы Коши: если функция /(дс) определена 
в интервале (а, +оо) и ограничена в каждом конечном интервале 
(а, Ь), то

а) lim lim [ / ( * + 1)-/(дс)];
*-►+« X -*■ + оо

б) lim [ / ( x ) F =  lim Ш + Л  ( / ( * )>  С > 0),
X + т  X ■+ +  •  I  w

предполагая, что пределы в правых частях равенств существуют.
609. Доказать, что если: а) функция / (дс) определена в области 

х  >  а; б) ограничена в каждой конечной области а <  дс <  Ь; 
в) lim £/(дс+ 1)— /(*)] =  «>, то

lim ^ >  =  оо.
*-* + * *

610. Доказать, что если: 1) функция / (дс) определена в области 
дс>а; 2) ограничена в каждой конечной области а <  дс <  Ь\ 
3) для некоторого натурального п существует конечный или 
бесконечный предел

11m
Х - +  + 0 »  х

ТО

lim- •1 rt+l
611. Доказать, что

а)Лга. (|+7)"-̂  ('+*+£+•• -+1г)=л
612. Доказать, что

lim п sin (2пеп\) =  2я .
П -*■ 00

У к а з а н и е .  Использовать формулу (*) примера 72.

Построить график функций:
613. а) у =  1— б) 1/ =  lim (1— дс*")(-1 1).
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618
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. у =  lim У  +  ( * > 0 ) .

619. „ - U m  y £ L =  ( * > 0 ) .

620. a) y =  sin ieoojt; б) у =  lim sin3" дс.

621. у =  lim ln(2" 4'* ',) ( х > 0).
я - «  п

622. у =  lim (дс— l)arctgxn. 624. у — lim I L t l l l ш
п —  ОС I  - *  + »  1 + * * *

623. у =  lim y i - t - e " 1* * 1*. 625. у =  l im — !— In — (дс >  0).
Л - *  <® t  - * Х  1 Х  Х

xtg *п Н .+  у-х
625.1. у =  lim --------- ----------- CO O ).

Л - » .  ,

625.2. у =  lim xsgn | sin* (п! лдг)|.
п -► х

625.3. Построить кривую

lim \/\х\п + \ у [ п=  1.
П -*■ X

626. Асимптотой (наклонной) для кривой */ =  / (дс) называется 
прямая y =  kx-\-b, для которой

lim [/(дс)— (kx +  b)] =  0 .
X -+ X

Используя это уравнение, вывести необходимые и достаточ
ные условия существования асимптоты.

627. Найти асимптоты и построить следующие кривые:
. х* ч хе*

а) у =  г ) ух * -t-x — 2 ’ '  у е* — 1 ’

б) у =  У х * - г х \  д) у =  In ( 1+<?*);
3 / 1

в) У — V х% — е) У =  х  +  arccos — .

Найти следующие пределы:
Г гЛ + 1 гП + * -JH Т

628‘ „1т .  Ш + Ш  +  (" +  2Г! +  ’ ’ ' +  <2HjlJ '
629. Н т [(1  +  дс)(1+дс*)(1+дс«) . . .  (1+дс*")], если \ х \ < 1 .

П-+СС 1 1



631. Пусть
lim =  1

гд е ф (х)> 0  и пусть =  1, 2, . . . )  при п —*оо,  т . е.
|аяп |<е при т =  1, 2, . . .  и и >  N  (е).

Доказать, что
lim [ф (а1ч) +  <р (а,„) +  . . .  +  ф (алп)] =

— lim [ф(а1я) +  ̂ (а ,„)+  . . .  +$(<*„„) ] ,  (1)
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предполагая, что предел в правой части равенства (1) существует.
Пользуясь предыдущей теоремой, найти:

632. lim У  (  Y О - 634- llra X  (а "1- — 0  (а>0).

П rt -
633. lim У  f s in ^ ') .  635. lim I I  (1 +  —=; .

л Л  n J  л - ® *  =  i  v. п /« —• * «  i
ka

I ——
n -*■ & k — I Я У  /I

636. lim I I  cos

637. Последовательность задана равенствами:

д* =  V~a, х ,  =  У ~ а + У ' a, x ,=*  V ^ a  +  V^a  + V a ,  . . .  (a > 0 ). 

Найти lim x„.
П -+ CD

637.1. Последовательность x„ задается следующим образом:
x, =  0 , xt =  1,

хп — (xn - i "Ь•*«-*) (л =  2, 3, . . . ) .

Найти lim х„.
/1 —► ®

637.2. Последовательность определяется с помощью после
довательности х„ соотношениями:

Уо =  х 0, yn =  x n— axn_ t (л =  1 , 2 , . . . ) ,  

где |a|< 1. Найти lim х„, если lim у„ =  Ь . .
П -*■ ж Л  -+• ао

637.3. Последовательность д:я определяется следующим об
разом:

*• =  U *« — 1+X(i_t ( / 1 = 1 ,2 , . . . ) .



Найти lim дс„.
п -* *

У к а з а н и е .  Рассмотреть разности между хп и корнями уравнения 
IХ = г—— .

1.+  *

638. Последовательность функций

Уп =  У Л х)  ( 0 < х < 1 )  
определяется следующим образом:

У\ =  ~2 t У п ~  j  2 (я =  2, 3, . . . ) .

Найти lim уп.
п -*• оо

639. Последовательность функций уп =  у„(х)  (О <  х <  1) опре
деляется следующим образом:

И - у .  y» =  j  +  JT L  ( » “ 2. 3, . . . ) .

Найти lim уп.
п 00

639.1. Пусть дс >  0 и yn =  yn- i (2— xyn. l ) ( я = 1 ,  2, . . . ) .  
Доказать, что если t/f >  0 (* =  0, 1), то последовательность 
сходится и

Jim yn =  - j ’Я —► 00
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У к а з а н и е .  Изучить разность
1

~ х ~ Уп'

639.2. Для нахождения у =  V х ,  где дс >  0, применяется сле
дующий процесс: у0 >  0 — произвольно,

Уп =  у  +  ( л =  1 , 2 , . . . ) .

Доказать, что
lim уп =  у 7 .

П —► со

У к а з а н и е .  Использовать формулу

Ь - К
У/.+

640. Для приближенного решения уравнения Кеплера
х — в sin дс =  /я (0 <  е <  1) (1)
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полагают
х0 =  т ,  хх =  т  +  с sin х0 . . . ,  х„ =  m +  t s m x n- t , . . .

(м етод последовательных приближений).
Доказать, что существует g = lim jc „  и число £ является

Л —► X
единственным корнем уравнения (1).

641. Если о)л [/] есть колебание функции f (x )  на сегменте 
(Л >  0), то число

“ о [/ ]  =  Игл о>А [/ ] 
ft -* о

называется колебанием функции f  (х) в точке I .
Определить колебание функции / (дг) в точке х  =  0, если 

/ (0 )= 0  и при хфО имеем:

а) / ( * ) = s in - i- ;  д) / ( * ) = - 51

б) /(x) =  ̂ cos* - Ь  е) f ( x )  =  -  1 *

в) f (x )  =  x  (2  +  s i n l ) ;

*
l +  e*

r) /(x) =  la r c t g l ;  ж) / (je)» ( l+ | , | ) T .  

642. Пусть /(x) =  s in y -
Доказать, что, каково бы ни было число а, удовлетворяющее 

условию — можно выбрать последовательность х„ —►О 
( « = 1, 2 , . . . )  такую, что lim /(*„) =  а.

«-►оо
643. Определить

/=Нт/(дс) и L  =  lim /(x),
Х - . 0  Ж - . 0

если:

a) f ( X) = s in *4 + 1- arcte 4 -;

ysec» — x6 ) f  (•*) =  (2 — x 2) cos - j ; B ) / ( x ) =  ( l + c o s 2 4 ) 5

644. Определить
l  =  l i m f ( x )  H L = l i m f ( x ) ,

X -+ C D  Х -+ 0 О

если:
а) / (x) =  sin jc; в) f ( x )  — 2 ,,ax>;

б) / (jc) =  x2 cos* x\ r) f  (x) =  l + J sintx (x ^  0).

 ̂ ®. П. Демидович
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§ в. О-символика

I е. Запись
«Р M = 0 ( ij;(x ))  при х £ Х  

обозначает, что существует постоянная А такая, что

1<Р(*)|<Л I + W I МАЯ х £ Х .  (1)
Аналогично пишут

«Г М  = 0  № М ) при *  —* « .  (2)
если неравенство (1) выполнено в некоторой окрестности U a точки а (дс Ф  а). 
В частности, если (х) Ф  0 при x £ U a (х Ф  а), то соотношение (2) заведомо

имеет место, если существует конечный lim Ф 0. В этом случае будем
х-*а y W

писать ф (х) =  О* (ф (х)).
Если

Hm ^— = к  Ф 0 (р> 0).
х - о  х у

то <р (х) называется бесконечно малой порядка р относительно бесконечно ма
лой х. Аналогично, если

П т  ф 0 (р >  0),
X— »- ХИ

to if  (х) называется бесконечно большой порядка р относительно бесконечно 
большой х 

2°. Запись
ф(х) =  о (*(*)) "PH х — а

обозначает, что
Ф (* )=  а (х) Ч-(х) (х £ и а,х ф а ). (3)

где а (х )— ► <) при х — -а. Если \̂ (х) ?£ 0 при x £ U a, х Ф  а, то равенство (3) 
эквивалентно утверждению

• ■ Т  (х) л lim  = 0.

3е. Функции ф (х) и ф(х) называются эквивалентными (ф (х) ~  \|> (х)) при 
х — ► а, если

Ф(х)— Ч>(х) —о(Ч> М ) при х —*а . (4)

Если ф(х) ф 0 при x £ U a. х Ф а, то из (4) имеем

х-о  * (х )

При х — ► 0 справедливы следующие соотношения эквивалентности! 

s i n x - x ;  t g x - x ;  а*— 1 -  х 1па (а >  0); ln ( l+ x ) ~ x ;  £ / Г + х —

Вообще
ф(х)+о(ф(х)) ~ф (х).
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При нахождении предела отношения двух бесконечно малых (или беско- 
н ечно больших) функций при х — *а  данные функции можно заменять экви
валентными.

645. Считая центральный угол А О В = х  (рис. 4) бесконечно 
малой 1-го порядка, определить порядки малости следующих 
величин: а) хорды А В ;  б) стрелки CD\ в) площади 
сектора АОВ\ г) площади треугольника A B C ;
д) площади трапеции А В В хАу\ е) площади сегмен
та ABC.

646. Пусть о (/(дс)) — произвольная функция, 
имеющая при х — >-а более низкий порядок роста, 
чем функция / (д:), и О (/(*)) — любая функция, 
имеющая при дс—>а тот же порядок роста, что 
и функция /(дс), где / (дс) >  0 .

Показать, что
а) о (о (/ (дс))) =  о (/ (л:)); г) О (О (/ (дс))) =  О (/ (*)); .
б) О (о (/ ( * ) ) )=  о (/ (дс)); д) О (/ (дс)) +  о (/ (дс)) =  О (/ (дс)).
в) о (О</ (дс))) =  о (/ (дс));
647. Пусть дс—►О и п >  0. Показать, что
а) СО (*") =  О (дс") ( С ф  0 — постоянная);
б) 0 (xn) +  0 ( x - ) = 0 (xn) (л <  т ) ;
в) 0 ( х а) 0 (дс")= 0 (дсп+*).
648. Пусть х —> +  00 и л >  0. Показать, что
а) СО (хп) =  О (хп);
б) О (хп) +  О (дс") =  О (дс") (л >  т ) ;
в) 0 (дсп) 0 (дс") =  0 ( х п + т ).
649. Показать, что символ ~  обладает свойствами: 1) реф

лективности: ф (дс) — ф (х); 2) симметрии: если ф (дс) ~  ^ (х), то 
4>(х)~ф (х); 3) транзитивности: если ф (х) ф(дс) и ^ (х) ~  / (дс), 
то ф (х) ~  х (дс).

650. Пусть х —>0. Доказать следующие равенства:

а) 2х — х * = 0 (дс); д) х +  У х  +  V~x ~  £/х;

б) x s in  V  х =  О ( х т ) ; е) arctg =  0 ( 1);

в) x s i n l  =  0 (|x|); ж) (1 +дс)"= 1 +  л х+ о (х ).

г) 1п * = ° ( ^ г )  ( е > 0);

651. Пусть дс—► +  <». Доказать следующие равенства:
а) 2дс*— Зх* +  1 =  О (х*); в) х +  дс’ s in x  =  О (х*);



д) 1 » « = . М ( О О ) ;  ж) Y x + V x + n ~ V * - .  ■

е) хре~х =  о J ; з) x* +  x l n ‘<">x~x*.
652. Доказать, что при достаточно большом х >  0 имеют место 

неравенства:
а) х’ +  10х + 100< 0 ,001х»; в) х ,0е* <  eix.
б) 1п,000х <  У~х\
652.1. Доказать асимптотическую формулу 

V x * + p x  +  q =  x  +  |- +  0 ( i - )

при X —► +  <».
653. Пусть х —►О. Выделить главный член вида Схп (С — по

стоянная) и определить порядки малости относительно перемен
ной х следующих функций: ______  _____

а) 2х — З х * + х 4; в) I — 2х — у / 1—Зх;
б) V 1 + х —]/ 1 — х; г) t g x —sinx.
654. Пусть х —«-0. Показать, что бесконечно малые 

а) =  б) f(* )  =  e
не сравнимы с бесконечно малой х" (п  >  0), каково бы ни было п,

/ (х)т. е. ни при каком п не может иметь место равенство Пт*-^- =  £,
х-*0 х

где к —  конечная величина, отличная от нуля.
655. Пусть х —*- 1. Выделить главный член вида С(х — 1)" и 

определить порядки малости относительно бесконечно малой х — 1 
следующих функций:

а) х *— Зх +  2 ; в) 1п х ; д) х* — 1.

б) V 1 —У  х ;  г) ех—е;
656. Пусть х —► +  оо. Выделить главный член вида Сх" и 

определить порядки роста относительно бесконечно большой х 
следующих функций:

а) х1 +  100х + 10 000; в) 1/ х 1— х + К х ;

6> - з -i g + T ; г) /  T T v T T V f -
657. Пусть х —<-+оо. Выделить главный член вида С ( у ) "

и определить порядки малости относительно бесконечно малой 
следующих функций:

а) ^ TZ T  * в) У Т + 2 ~ 2 У Т + Т  +  У х ;

б) У х  +  1— Y~x; Г) -J sin у .
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658. Пусть х —<-1. Выделить главный член вида С (7 3 7 ) и 

определить порядки роста относительно бесконечно большой 
следую щ их функций:

ч ** . ,п *
а) у т и ?  ' д) (1-дс)*'

б) / Ш  ; г > ш ш -
659. Пусть х —*- +  оо и f n (х) =  хп ( п =  1, 2, . . . ) .  Доказать, что 

1) каждая из функций f n (x) растет быстрее, чем предшествую
щая функция /n_ t (x); 2) функция ех растет быстрее, чем каждая 
из функций f „ (x )  ( п =  1, 2, . . . ) .

660. Пусть х —<- +  оо и

/ . ( * ) -  ( я - 1, 2 , . . . ) .
Доказать, что 1) каждая из функций f „ (x)  растет медленнее, 

чем предшествующая функция /„_,(*); 2) функция f ( x ) = \ n x  
растет медленнее, чем каждая из функций /„(*) ( я = 1, 2 , . . . ) .

661. Доказать, что какова бы ни была последовательность 
функций

/1 ( * ) ,  h  (* ) . •••, /„ (* ) . . . .  ( * 0 <  х  <  +  оо),

можно построить функцию /(*), которая при х —► +  оо растет 
быстрее, чем каждая из функций f n (x) ( л = 1, 2 , . . . ) .

§ 7. Непрерывность функции

1°. Н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и и .  Функция / (х) называется непре
рывной при х =  х0 (или в точке х0), если

lim / ( * )= / (* „ ) ,
Х-+Хф

т. е. если функция f  (х) определена при х =  х0 и для каждого е > 0  сущест
вует 6 =  6 (е, х0) >  0 такое, что при | х —х0 | <  6 для всех значений f  (х), имею
щих смысл, выполнено неравенство

I / (*)—/(**) I < *•
Функция f  (х) называется непрерывной на данном множестве X  =  {x } 

(интервале, сегменте и т. п.), если эта функция непрерывна в каждой точке 
множества X .

Если при некотором значении х =  х0, принадлежащем области определе
ния X  =  {дс} функции / (х) или являющемся предельной точкой этого мно
жества, равенство (1) не выполнено (т. е. или (а) не существует число f  (х0), 
иными словами, функция не определена в точке х =  х0, или (б) не существует 

/(■*), или (в) обе части формулы (1) имеют смысл, но равенство между
* -+ Х р

ними не имеет места), то х0 называется точкой разрыва функции /(*).
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Различают: 1) точки х0 разрыва первого рода, для которых существуют 
конечные односторонние пределы:

/(*  о— 0 )=  lim /(х) и f  (х« +  0) =  lim f(x) 
х - » х , - 0  х-м г, + 0

и 2) точки разрыва второго рода — все остальные. Разность
/ (* . +  0 ) - / ( х , - 0 )

называется скачком функции в точке дг0.
Если выполнено равенство

/ ( х , - 0 )  =  / (х . +  0),

то точка разрыва х0 называется устранимой. Если по меньшей мере один 
из пределов f  (х0—0) или / (хо +  0) равен символу оо, то хв называется точ
кой бесконечного разрыва.

Если выполнено равенство

/(*о— 0) =  /(*о) (нли / (< о + 0 )= / (*0)).
то говорят, что функция f  (ха) непрерывна слева (справа) в точке х0. Д ля не
прерывности функции / (х) в точке ха необходимо и достаточно равенство трех 
чисел:

/(*о -0) =  /(х. +  0)= /(хв).
2°. Н е п р е р ы в н о с т ь  э л е м е н т а р н ы х  фу н к ц и й .  Если функции 

Ц х ) и g(x) непрерывны при значении х =  х0, то функции

a) f  (<) ±  В (*): б) / (х) g (ху, в) М  (g (х0) ф 0)

также непрерывны при х =  х0.
В частности: а) целая рациональная функция

Р  (X) =  а, +  а,х +  . . .  +  апх"

непрерывна при любом значении х\ б) дробная рациональная функция

р /Т ' а о 4 - а , х 4 - . . . + о пх"
* ~ Ь ,  +  Ь1х + . . . + Ь я х »

непрерывна при всех значениях х, не обращающих знаменателя в нуль.
Вообще основные элементарные функции: хп, « i n x ,  cos х, tgx,  ах, loga x, 

arcsin х, arccosх, arctgx, . . .  непрерывны во всех точках, где они определены.
Более общий результат следующий: если функция f(x )  непрерывна при 

х = х 0 и функция g(y) непрерывна при y =  f( x t ), то функция g (f(x)) непре
рывна при х =  х0.

3°. О с н о в н ы е  т е оремы о н е п р е р ы в н ы х  ф у н к ц и я х .  Если 
функция /(х) непрерывна на конечном сегменте [a, ft], то: I)  / (х) ограничена 
на этом сегменте; 2) достигает на нем своей нижней грани т  и верхней грани М  
(теорема Вейерштрасса)-, 3) принимает на каждом интервале (а, Р) с  Jo, ft] 
все промежуточные значения между /(а) и / (р) (теорема Коши). В  частности, 
если /(a) f  (Р) <  0, то найдется значение у (а <  у <  Р) такое, что /(у) =  0.

662. Дан график непрерывной функции y = f ( x ) .  Для данной 
точки а и числа е >  0 указать геометрически число б >  0 такое, 
что | / (дг)— / (а) | <  е при | дс— а | <  6 .

663. Требуется изготовить металлическую квадратную пла
стинку, сторона которой х0 =  10 см. В каких пределах допустимо
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изменять сторону дс этой пластинки, если площадь её у =  х 2 может 
отличаться от проектной у0 — 100 см1 не больше чем а) на ±  1 см2;
б) на ± 0,1 см2', в) на ± 0,01 см2-, г) на ±  г см2?

664. Ребро куба заключается между 2 м и 3 м. С какой аб
солютной погрешностью А допустимо измерить ребро х этого куба, 
чтобы объем его у можно было вычислить с абсолютной погреш
ностью, не превышающей г  м3, если: а) е = 0,1 ма; б) е = 0,01 м3-,
в) е =  0 ,001  л »?

665. В какой максимальной окрестности точки jc0 =  100 ор
дината графика функции у — V х  отличается от ординаты у„— 10 
меньше чем е =  10~п(л ^ 0)?  Определить размеры этой окрест
ности при п =  0 , 1, 2, 3.

666. С помощью «е — 6»-рассуждений доказать, что функция 
/ ( * ) =  х2 непрерывна при дс =  5.

Заполнить следующую таблицу:

е 1 0.1 0,01 0,001 . . .

6

667. Пусть /(x) =  Y  и е =  0,001. Для значений xo =  0 , l;  0,01;
0 ,001; . . .  найти максимально большие положительные числа 
б = 6 (е,дс0) такие, чтобы из неравенства \х— дс0|<б вытекало 
бы неравенство | / (дс) — / (дс„) | <  е.

Можно ли для данного е =  0,001 выбрать такое б >  0, которое 
годилось бы для всех значений х0 из интервала (0 , 1), т. е. такое, 
что если | jc— х01 <  6, то | / (дс)— / (х0) | <  е, каково бы ни было 
значение дг,€(0 , 1)?

668. Сформулировать на языке «е — б» в положительном смысле 
следующее утверждение: функция f  (х), определенная в точке дс0* 
не является непрерывной в этой точке.

669. Пусть для некоторых чисел е >  0 можно найти соответ
ствующие числа 6 =  6 (е, дс0) >  0 такие, что |/(х)— / (* в) | < е» 
если только |дс— дс„|<б.

Можно ли утверждать, чтофункция f  (дс) непрерывна в точкедс0, 
если: а) числа е образуют конечное множество; б) числа е об
разуют бесконечное множество двоичных дробей е =  ^  (я =  1, 
2, . . . ) .

670. Пусть дана функция

/(дс) =  дс + 0,001 [дс].
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Показать, что для каждого е >  0,001 можно подобрать 6 =  
=  б(е, х) >  0 такое, что |/ ( * ') — / (х) | <  е, если только \х' —  х|<б, 
а для 0 < е <  0,001 для всех значений х  этого сделать нельзя.

В каких точках нарушается непрерывность этой функции?
671. Пусть для каждого достаточно малого числа 6 > 0  су

ществует е =  е(б, хв) >  0 такое, что если \х— *0| < 6, то выпол
нено неравенство | / (дс) — /(дс0)|<е. Следует ли отсюда, что 
функция f  (х) непрерывна при х=х„?  Какое свойство функции f  (х) 
описывается данными неравенствами?

672. Пусть для каждого числа е > 0  существует число 6 =» 
=  6 (е, дс0) >  0 такое, что если | / (дс)— (дс0) | <  е, то | дс— дс0| < 6 . 
Следует ли отсюда, что функция f  (х) непрерывна при значе
нии дс=х„? Какое свойство функции описывается этими нера
венствами?

673. Пусть для каждого числа б >  0 существует число 
е=е(б, дг0) >  0 такое, что если | / (дг)— / (дс0) | <  е, то | д:— дс01 <  б.

Следует ли отсюда, что функция f  (х) непрерывна при дс=дс0? 
Какое свойство функции f  (х) описывается данными неравен
ствами? '

Рассмотреть пример:

674. С помощью «е — б»-рассуждений доказать непрерывность 
следующих функций: а) аде +  ft; б) дс*; в) х»; г) У х ;  д) f / j r ,
е) s in x ; ж) cosx; з) arctg*.

Исследовать на непрерывность и изобразить графически сле
дующие функции:

arctgx, если х  рационально, 
я  — arctgx, если х  иррационально.

если хф2\

А,  если х — 2.

677. f  (дс) =  ^, если х Ф — I и / ( — 1)— произвольно.

678. а) (дс) =  j |, если дс^О и /*(0 )=  1;

б) f t ( x ) =  если х Ф 0 и (0) =  1.

679. / ( x ) = s in y ,  если х Ф 0 и /(0) — произвольно.



682. /(*) = ----- Ц — . если х ф \  н / ( 1) — произвольно.
l + e * ^

683. f  (х) =  х  In x 1, если х ф О  и / (0)= о .
684. /(x) =  sgnx.
685. / (х )— [х].
686. f ( x ) = V x — \V~x\.

Определить точки разрыва функций и исследовать характер 
этих точек, если:

687. У =  694. t/ =  sg n (sin -5 -).

I + *  cos —
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688. У ~ 1 + х , -  695, у=я ' _ _ ±
X2 —  1 cos —x689• 3 ^ .-2  

J ______ l _

6 9 0 .  y =  j Г  • « 0 7  ..  =  1 / 7 "  n r r f o  J

X— 1 X

6 9 1 .  y ~ - £ - .  6 9 8 * У = е

6 9 6 .  у =  arctg — ,

6 9 7 .  y =  V x  arctg-1 .
1ЛГ +--
X

sin x

6 9 2
r .-------------- ------------------ 6 9 9 .  1/ =  Д - = ./  I  — COS JIX  ^ In  *

У =  У  4 _ V — • 1
Г  4 *  7 0 0 .  у —•V''. if ДГ •

6 9 3 .  (/= COS1 Y  . 1 — J " *

Исследовать на непрерывность и нарисовать эскизы графиков 
следующих функций:

7 0 1 .  y = sg n (s in x) . 7 0 7 .

7 0 2 .  у =  х — [х]. 7 0 8 .

7 0 3 .  у  =  х[х ].
7 0 9 .

7 0 4 .  y  =  [x ]s in n x .
7 1 0 .

7 0 5 .  у =  х г —  [xs].
Г  1 ~\ 7 1 1 .

7 0 6 .  // = - .
I х  \ 7 1 2 .

7 1 3 .  y -a rc tg  ( , + , _ , - Н г Ь ) -

7 1 0 .  у =  c tg y .

= se c = i. 

7 1 2 .  у = ( -



И Л  1 -  _L714. у — xt sinj x * 717. у =  е х .
1 _ _ L

715' У =  718. у = 1 - е  *•.

716. у =  1п(х +  1){л_ 3). 719. у =  th { _ x t .

Исследовать на непрерывность и построить графики следую
щих функций:

720. у =  lim  ^ ( * > 0). 725- Иш [xarctg(nctg*)].

п х  —  п ~ *  7 0 R  • > —  l i m  х - г х ' е п х
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721. у =  lim . 726- Р  lim Т + « «  •л - * » п п я -»»
722. у =  lim { / Т + х * \  727. //= lim ln(l+e</) .

Л -► OD /  - »  +  ОС 111 ( 1  +  £ * )

723. i/=  limcos5njf. 728. //= lim ( l+ x ) t h / x .
Я —► CC /->+00

724. f/ =  lim 1 -+-(2sinx)=™ *

729. Является ли непрерывной функция:

_  ( 2х, если 0 <  х <  1,
\ 2 — х,  если 1 < х < ; 2 .

730. Пусть

t  (х) =  / если *  <  °*
( а +  х,  если * > 0 .

При каком выборе числа а функция f (x )  будет непрерывной?
731. Исследовать следующие функции на непрерывность и 

выяснить характер точек разрыва, если:

а) / / * ) _ /  ** прн/ (*) — j  2 — х  при 1 < * < 2 ;

б) / ( * ) « / *  при I ' K 1*
’ П }  \ 1 при | *| > 1;

в) / ( * ) = (  С o s ?  ПРИ М < Ь
[  \х — 1 1 прн \х\>  1;

ч г ,  * f ctg2л *  для нецелого х,
г) [  ( х ) =  [ „

(О  для целого х;

д) [  /х) — \ sin л х  для Рационального х,
{ 0 для иррационального х.
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732. Функция d =  d(x)  представляет собой кратчайшее рас
стояние точки х  числовой оси Ох от множества точек ее, состоя
щего из отрезков 0<!дс^1 и 2 х ^  3. Найти аналитическое 
выражение функции d, построить ее график 
и исследовать на непрерывность.

733. Фигура £  состоит из равнобедрен
ного треугольника с основанием 1 и высо
той 1 и двух прямоугольников с основа
ниями 1 каждый и высотами, равными 2 
и 3 (рис. 5). Функция S  =  S  (у) ( О ^ у  < + о о )  
представляет собой площадь части фигуры 
Е ,  заключенной между параллелями У =  0 
и Y  =  у; а функция Ь =  Ь(у)  (0 <  I/<  +  оо) 
есть длина сечения фигуры Е  параллелью
Y  =  y. Найти аналитические выражения функций S  и Ь, пост
роить их графики и исследовать на непрерывность.

734. Доказать, что функция Дирихле
Х (х )=  lim  I lim cos'I (nm!x)\

m — ос \ п — ж /

разрывна при каждом значении х.
735. Исследовать на непрерывность функцию

f(x) =  xx(x),
где х ( * )— функция Дирихле (см. предыдущую задачу). Построить 
эскиз графика этой функции.

736. Доказать, что функция Римана
( 1  тj .  . _  j  — , если х =  —  , где т и п  взаимно простые числа;

( 0 , если х  иррационально, 
разрывна при каждом рациональном значении х и непрерывна 
при каждом иррациональном значении х. Построить эскиз гра
фика этой функции.

737. Исследовать на непрерывность функцию f (x ) ,  заданную 
следующим образом:

/<*) =
пх

п+1 ’

если х есть несократимая рациональная дробь ~ ( п ^  1), и

/(*) =  |*|,
если х — иррациональное число. Построить эскиз графика этой 
Функции.

738. Функция f  (х) 1 — cos х определена для всех значений
аргумента х,  кроме х — 0. Какое значение следует приписать



функции /(х) в точке х = 0 , чтобы эта функция была непрерыв
ной при х = 0?

739. Показать, что при любом выборе числа /(1) функция 
f  (х  = ] - Ц  будет разрывна при х  =  1.

740. Функция f (x )  теряет смысл при х =  0. Определить число 
f  (0) так, чтобы f  (x) была непрерывна при х =  0 , если:

а> '< * > -  г ) / ( , )  =  < ! + , ) Т ;

б) / (дг) =  ; a) f (x )  =  ± e-  ** ;
. 1  е) / (х) =  X х  (х >  0);

B)/(x) =  s i n x s i n i ;  ж)/ (х) =  х1п*х.
741. Обязательно ли будет разрывна в данной точке х0 сумма 

двух функций f ( x ) + g ( x ) ,  если: а) функция /(х) непрерывна, 
а функция g(x) разрывна при х  =  хв; б) обе функции /(х) и 
g(x)  разрывны при х =  х0? Построить соответствующие примеры.

742. Обязательно ли произведение двух функций
f ( x ) g ( x )

терпит разрыв непрерывности в данной точке х0, если: а) функ
ция f  (х) непрерывна, а функция g(x) разрывна в этой точке;
б) обе функции f (x )  и g(x)  разрывны при х =  х0? Построить 
соответствующие примеры.

743. Можно ли утверждать, что квадрат разрывной функции 
есть также разрывная функция?

Построить пример всюду разрывной функции, квадрат которой 
есть функция непрерывная.

744. Исследовать на непрерывность функции /[g(x)] и g[/(x)], 
если:

а) f(* )  =  sgnx и g(x) =  1 - f  х1;
б) /(x) =  sgnx и g(x) =  x ( l — х5);
в) /(x) =  sgnx и g ( x ) = l + х  — [х].
745. Исследовать на непрерывность сложную функцию y =  f (u ) ,  

где ы =  ср(х), если

f ( u )  =  l  “  ПрН
( 2 — и при 1 <  и <  2

и
, . ( х  при х  рациональном;

<р (х) =  ч _
[ 2 — х при х иррациональном

(0 < х <  1).
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746. Доказать, что если / (*) — непрерывная функция, то
F ( x )  =  \f(x)\

есть также непрерывная функция.
747. Доказать, что если функция /(дс) непрерывна, то функция

(— с, если / (х) <  — с'г 
/(дс), если | / (дс) К  с; 

с, если / (дс) >  с,

где с— любое положительное число, также непрерывна.
748. Доказать, что если функция / (дс) непрерывна на сегменте 

[а, Ь], то функции

т ( дс)= inf {/(£)} и М  (дс) =  sup {/(g)}
а < Ъ < х  о <

также непрерывны на [а, Ь].
749. Доказать, что если функции /(дс) и g(x)  непрерывны, то 

функции
ф (дс) =  min [/ (дс), g (д:)] и ф (х) =  шах [/ (дс), g(x)]

также непрерывны.
750. Пусть функция /(х) определена и ограничена на сегменте 

[а, Ь]. Доказать, что функции

т(дс)= inf {(/(£)} и М  (дс) =  sup {/(g)}
о < 5 < * а<6<*

непрерывны слева на сегменте [а, Ь].
751. Доказать, что если функция /(х) непрерывна в проме

жутке а ^ х < 4-оо и существует конечный

lim /(дс),
X -*■ + ®

то эта функция ограничена в данном промежутке.
752. Пусть функция /(дс) непрерывна и ограничена в интер

вале (дс0, -f- оо). Доказать, что, каково бы ни было число Т ,  
найдется последовательность дс„—►-|-оо такая, что

lim [/ (х„ +  Т )  —/ (дс„)] =  0.
П —► »

753. Пусть ф (дс) и ф (дс) — непрерывные периодические функ
ции, определенные при — оо <  дс <  +  оо и

lim [ф(дс)— ф(дс)]=0 .
X -► + *

Доказать, что
Ф(дс) =  ф(дс).
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754. Доказать, что все точки разрыва ограниченной монотон
ной функции являются точками разрыва 1-го рода.

755. Доказать, что если функция / (х) обладает следующими 
свойствами: 1) определена и монотонна на сегменте [а, ft]; 2) в ка
честве своих значений принимает все числа между / (а) и / (ft), 
то эта функция непрерывна на [a, ft].

756. Показать, что функция / (х) =  sin , если х ф а  и
/(а) =  0 , принимает на любом сегменте [a, ft] все промежуточ
ные значения между / (а) и / (ft), однако не является непрерыв
ной на \а, ft].

757. Доказать, что если функция /(*) непрерывна на интер
вале (a, ft) и x lt х .......... х„— любые значения из этого интервала,
то между ними найдётся число I  такое, что

/ ( 5 ) = 4 [ /  ( * !)+ / ( * .)  +  . . .+ / ( * „ ) ] .

758. Пусть / (х) непрерывна в интервале (a, ft) и

I  =  lim / (х) и L  =  lim f  (дс).
х  - *  а х  - *  а

Доказать, что, каково бы ни было число где 
существует последовательность хп —-а (п =  1, 2 , . . . )  такая, что

lim f ( x n) =  k.
Л  —► С©

§ 8. Обратная функция. Функции, заданные параметрически

1°. С у щ е с т в о в а н и е  и н е п р е р ы в н о с т ь  о б р а т н о й  ф у н к ц и и .  
Если функция y =  f(x )  обладает следующими свойствами: 1) определена 
и непрерывна на интервале (а, Ь); 2) монотонна в строгом смысле на этом 
интервале, то существует однозначная обратная функция x = f ~ l (y), опре
деленная, непрерывная и соответственно монотонная в строгом смысле на 
интервале (А, В), где А =  lim | ( * ) и й =  lim /(*).

х  - *  а +  0 * - * 6  — 0
Под однозначной непрерывной ветвью многозначной обратной функции 

данной непрерывной функции y =  f(x )  понимается любая однозначная непре
рывная функция Jt=g (у), определенная в максимальной области ее существова
ния и удовлетворяющая в этой области уравнению f[g (y )]= *y-

2°. Н е п р е р ы в н о с т ь  фу н к ц и  и, з а д а н н о й  п а р а м е т р и ч е с к и .  
Если функции <р (/) и ф (/) определены и непрерывны в интервале (а, Р) и 
функция <р (t) строго монотонна на этом интервале, то система уравнений

х =  ф(0 , у =  ф(/)
определяет у как однозначную непрерывную функцию от х:

у =  ф( ф” 1 (•*)),

на интервале (а, Ь), где а =  lim ф(/) и 6 =  lim ф(/).
/ - *  а + О I -»  р -  о



759. Найти обратную функцию дробно-линейной функции

y = T T ^ d  ( ^ - Ь с ф  0).

В  каком случае обратная функция совпадает с данной?
760. Найти обратную функцию х =  х(у),  если

у =  х  +  [х].

761. Показать, что существует единственная непрерывная 
функция у = у ( х )  (— оо <  х <  +  оо), удовлетворяющая уравне
нию Кеплера

у — e sin y  =  x  (0 ^ е < 1).

762. Показать, что уравнение

ctg x — kx

для каждого вещественного k ( — о о < £ < + о о )  имеет в интер
вале 0 < х < я  единственный непрерывный корень х =  х(к).

763. Может ли немонотонная функция y =  f  (х) (— оо <  х  <  
< - f o o )  иметь однозначную обратную функцию? Рассмотреть 
пример:

( х, если х  рационально;
 ̂ \ — х, если х иррационально.

764. В каком случае функция y =  f (x )  и обратная функция 
x =  f ~ l (y) представляют одну и ту же функцию?

765. Показать, что обратная функция разрывной функции

у =  (1 + * * )  sgnx

есть функция непрерывная.
766. Доказать, что если функция / (х) определена и строго 

монотонна на сегменте [а, Ь\ и

lim f (x„ )  =  f {a )  (а < * „ < & ) ,
Л -► ао

ТО

lim х„ =  а.
Л -*> X

Определить однозначные непрерывные ветви обратных функ
ций для следующих функций:

767. у =  хг . 770. i/ =  s in x .
768. у — 2 х — х2. 771. у =  cosx.

769. у =  т ^ 7 . 772. y = t g x .
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773. Показать, что множество значений непрерывной функции
У =  1 +  sin х,

соответствующих интервалу (0 <  х <  2я), есть сегмент.
774. Доказать равенство

arcsin х +  arccos х  =  у .

775. Доказать равенство

arctg * 4 - arctg-i- =  -£sgnx (хфО).

776. Доказать теорему сложения арктангенсов:

arctg х +  arctg у =  arctg +  ел,

где е =  е ( х , у ) — функция, принимающая одно из трех значений: 
0 , 1, - 1.

Для каких значений у  при данном значении х  возможен 
разрыв функции е? Построить на плоскости Оху соответствующие 
области непрерывности функции е и определить значение этой 
функции в полученных областях.

777. Доказать теорему сложения арксинусов:

arcsin х +  arcsin у =  (— 1)е arcsin (х V \ — у3+ у У  1 — х2) +  ея 
\ У \ <  О. гДе

е =  0 , если х у ^ О  или х2 + у г ^ 1 ,
и

в =  sgn х, если х у > 0  и х* +  у* >  1.

778. Доказать теорему сложения арккосинусов:

arccos х  arccos у =  (— 1 )* arccos (ху — У  1 — хг У  \ — у2) 4- 2лв 
М < 1). где

в =  0 , если x-\-y^sQt
и

е = 1, если дс4- ^ < 0 .

779. Построить графики функций:
а) у =  arcsin х — arcsin 1/1— х2;
б) у =  arcsin (2х  V 1 — х2) — 2 arcsin х.
780. Найти функцию у = у ( х ) ,  заданную уравнениями:

х =  arctg/, у =  arcctg/ ( _  оо <  * <  4 - оо).

В какой области определена эта функция?
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781. Пусть
x = c h t ,  y =  s h t  (— оо <  t  <  +  оо).

В каких областях изменения параметра t переменную у  можно 
рассматривать как однозначную функцию от переменной х? Найти 
выражения у для различных областей.

782. Каковы необходимые и достаточные условия того, чтобы 
система уравнений

* =  Ф(0. У =  Ф( 0  ( а < / < Р )
определяла бы у как однозначную функцию от х?

Рассмотреть пример: x = s in * / ,  y = c o s * t .
783. При каких условиях две системы уравнений

* = Ф ( 0 . У“ Ч>( 0  ( a < t < b )

=  Ф (X (т» . У = 'М х(т)) (а < т < Р )
определяют одну и ту же функцию у =  у(х)?

784. Пусть функции <р(дг) и ф(д:) определены и непрерывны на 
интервале (а, Ь) и

А =  inf ф(х), В =  sup ф(х).
а < х < Ь а < х < Ь

В каком случае существует однозначная функция / (дс), опреде
ленная в интервале (А, В )  и такая, что

V(x)  =  f ( 4>(x)) при а < х < Ь ?

§ 9. Равномерная непрерывность функции

1°. Оп р е д е л е н и е  ра в н о ме р н о й  н е п р е р ы в н о с т и .  Функция 
/(дс) называется равномерно непрерывной на данном множестве (интервале, 
сегменте и т. п.) Х  =  {дс}, если /(дс) определена на X  и для каждого е > 0  
существует б =  6 ( е ) > 0  такое, что для любых значений дс‘, х '£ Х  из нера
венства

| х ' - х * | < б
следует неравенство

I / <•*') — / (-О I <  е.
2°. Т еорема К а н т о р а .  Функция /(дс), определенная и непрерывная 

на ограниченном сегменте [а, b], равномерно непрерывна на атом сегменте.

785. Цех завода вырабатывает квадратные пластинки, сто
роны которых х  могут принимать значения в пределах от 1 до 
Ю см. С каким допуском б можно обрабатывать стороны этих 
пластинок, чтобы независимо от их длины (в указанных гра
ницах) площадь их у отличалась от проектной меньше, чем на е? 
Произвести численный расчет, если:

а) е =  1 см2; б) е =  0,01 см1; в) е =  0,0001 см*.
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786. Цилиндрическая ^уфга, ширина которой е и длина б, 
надета на кривую у — 1^х и скользит по ней так, что ось 
муфты остается параллельной оси Ох. Чему должно быть равно б, 
чтобы эта муфта свободно прошла участок кривой, определяе
мый неравенством — 10< х < 10, если: а) е = 1; б) е =  0 ,1;
в) е =  0,0 1; г) с произвольно мало?

787. В положительном смысле сформулировать на языке 
же — б» утверждение: функция f  (х) непрерывна на некотором 
множестве (интервале, сегменте и т. п.), но не является равно
мерно непрерывной на этом множестве.

788. Показать, что функция

/0 0  =  7

непрерывна в интервале (0 , 1), но не является равномерно 
непрерывной в этом интервале.

789. Показать, что функция

f ( x ) =  sin-J-

непрерывна и ограничена в интервале (0 , 1), но не является 
равномерно непрерывной в этом интервале.

790. Показать, что функция
/ (дс) =  sin х*

непрерывна и ограничена в бесконечном интервале — оо <  х <
< + о о ,  но не является равномерно непрерывной в этом интервале.

791. Доказать, что если функция f  (х) определена и непре
рывна в области а ^  х <  +  оо и существует конечный

lim f  (х),
Х-* + ®

то f  (х) равномерно непрерывна в этой области.
792. Показать, что неограниченная функция

/(x) =  x +  s in x
• равномерно непрерывна на всей оси — o o < jt< - fo o .

793. Является ли равномерно непрерывной функция f (х) =  х* 
на интервале а) (— /, I), где /— любое, сколько угодно боль
шое положительное число; б) на интервале (— оо, +  оо)? 1

Исследовать на равномерную непрерывность в заданных об
ластях следующие функции:

7 9 4 ./ ^ )  =  ̂  ( - 1 < д с < 1).

795. /(х) =  1пх (0 <  х  <  1).

796. / ( х ) = ^ ?  (0 <  х <  л).



7 9 7 .  / (х) =  е* cos-j (0 <  jc <  1).

7 9 8 .  /(х) =  arctgх (— оо <  х  <  +  оо).
7 9 9 .  / (х) =  К  х  ( 1 < х < + о о ) .
8 0 0 .  / (дс) =  дс sin jc (0 ^ х <  +  оо).

8 0 1 .  Показать, что функция f  (х) =  L равномерно непре
рывна на каждом интервале

У1= (—1 < л г < 0) и У ,=  (0 < х < 1)

по отдельности, но не является равномерно непрерывной на их 
сумме

У, +  У , Н 0 < М < 1}-
8 0 1 . 1 .  Доказать, что если функция /(х) равномерно непре

рывна на каждом из сегментов [а, с] и [с, Ь], то эта функция 
является равномерно непрерывной на суммарном сегменте [а, й].

8 0 2 .  Для е > 0  найти 6 =  6 (е) (какое-нибудь!), удовлетворя
ющее условиям равномерной непрерывности для функции f (x)  
на данном промежутке, если:

а) /(х) =  5х — 3 (— о о < х <  +  оо);
б) f  (jc) — х7 — 2 х— 1 ( - 2 < х < 5 ) ;

в ) / < * ) - у  < 0 ,1 < х < 1 );
г) / (х) =  J/ Т  ( 0 < х < + о о ) ;
д) /(je) =  2 s in x  — cosx (— оо <  х < - f  оо);

е) /(x) =  x s in  j ( x ^ = 0) и /(0) =  0 (0 < х < л ) .

8 0 3 .  На сколько равных между собой отрезков достаточно 
разбить сегмент [1, 10], чтобы колебание функции /(х) =  х г на 
каждом из этих отрезков было меньше 0 ,0001?

8 0 4 .  Доказать, что сумма и произведение ограниченного числа 
равномерно непрерывных на интервале (а, Ь) функций равно
мерно непрерывны на этом интервале.

8 0 5 .  Доказать, что если ограниченная монотонная функция 
/(х) непрерывна на конечном или бесконечном интервале (а, Ь), 
то эта функция равномерно непрерывна на интервале (а, Ь).

8 0 6 ( h ) .  Доказать, что если функция f  (х) равномерно непре
рывна на конечном интервале (а, Ь), то существуют пределы

А =  lim  /(х) и В =  lim  /(х).
я -* а + 0  х -+ Ь - 0

Верна ли эта теорема для бесконечного интервала (а, Ь)?
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806.1. Доказать, что для того, чтобы функцию f (x) ,  опреде
ленную и непрерывную на конечном интервале (а, Ь), можно 
было продолжить непрерывным образом на сегмент [а, ft], необ
ходимо и достаточно, чтобы функция f  (х) была равномерно 
непрерывна на интервале (а, ft).

807. Модулем непрерывности функции f  (х) на промежутке 
(а, ft) называется функция

(0, ( 6) =  sup |/ (* ,)— /(х,)|,

где х, и х , — любые точки из (а, ft), связанные условием 
\*1—

Доказать, что для равномерной непрерывности функции f  (х) 
на промежутке (а, ft) необходимо и достаточно, чтобы

lim шЛб) =  0 .
«-► + 0

808. Получить оценку модуля непрерывности Ш/(6) (см. 
предыдущую задачу) вида

(0/(б )< С б а, 

где С и а — константы, если:
а) /(*) =  *• (0 < х < 1);
б) f (x )  =  y rx (0 < х < а )  и (а <  х <  - f  оо);
в) / (х) =  s in х -f-cosх (0 < х < 2л).

§ 10. Функциональные уравнения

809. Доказать, что единственная непрерывная функция / (х) 
(— оо < х <  + о о ) , удовлетворяющая для всех вещественных зна
чений х н у  уравнению

f ( x + y )  =  f ( x ) + f ( y ) ,  (1)
есть линейная однородная

/(х) =  ах,
где а =  / ( 1)— произвольная константа.

810. Доказать, что монотонная функция /(х), удовлетворяю
щая уравнению (1), есть линейная однородная.

811. Доказать, что функция /(х), удовлетворяющая уравне
нию (1) и ограниченная в сколь угодно малом интервале (— е, е), 
есть линейная однородная.

812. Доказать, что единственная не равная нулю тождест
венно непрерывная функция f  (х) (— оо <  х <  +  оо), удовлетво
ряющая для всех значений х н у  уравнению

f ( x + y )  =  f ( x ) f ( y ) ,  (2)
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есть показательная
f  (*) =  ах,

где а =  /( 1) — положительная постоянная.
813. Доказать, что не равная нулю тождественно функция 

/(дс), ограниченная в интервале (0 , е) и удовлетворяющая урав
нению (2), есть показательная.

814. Доказать, что единственная не равная нулю тождественно 
непрерывная функция / (х) (0 <  дс <  +  оо), удовлетворяющая 
для всех положительных значений дс и у уравнению

f {xy)  =  f ( x )  +  f (y) ,

есть логарифмическая
/ (Дс) =  log#

где а — положительная константа (аФ  1).
815. Доказать, что единственная не равная нулю тождественно 

непрерывная функция f  (х) (0 < дс < +  оо), удовлетворяющая для 
всех положительных значений х н у  уравнению

f (xy )  =  f ( x ) f ( y ) ,  (3)
есть степенная

- / (дс) =  ха,
где а — постоянная.

816. Найти все непрерывные функции /(дс) (— оо <  дс<+ о о ) , 
удовлетворяющие для всех вещественных значений дс и у уравне
нию (3).

817. Показать, что разрывная функция
/ (Дс) =  sgn дс

удовлетворяет уравнению (3).
818. Найти все непрерывные функции / (дс) (— оо <  х  <  +  оо), 

удовлетворяющие для всех вещественных значений дс и у урав
нению

f ( x + y )  +  f ( x — y) =  2 f ( x ) f ( y ) .

819. Найти все непрерывные ограниченные функции /(дс) и 
g(x) (— оо <  дс <  + о о ) , удовлетворяющие для всех вещественных 
значений дс и у системе уравнений:

/ (* +  У) =  / (дс) / (У)— g (дс) g (у), 
g ( x + y ) = f { x ) g ( y )  +  f (y )g (x ) ,  .

и, сверх того, условиям нормировки:
/ (0) =  1 и g (0) =  0 .

У к а з а н и е .  Рассмотреть функцию



820. Пусть
Д/(*) =  / (х  +  Дх)— f ( x )

и
b ' f ( x )  =  b { A  f(x)\

суть конечные разности функции f  (х) соответственно первого 
и второго порядков.

Доказать, что если функция /(*) (— оо < х  <  +  оо) непрерыв
ная и

Дг/(*) — 0 , 
то эта функция линейная, т . е.

f ( x )  =  ax +  b,

где а и b — постоянные.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ Ф УНКЦИЙ 
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

О Т Д Е Л  II

§ 1. Производная явной функции

1°. О п р е д е л е н  ие п р о и з в о д н о й .  Если х и х х =  дс+Ддс— значения 
независимой переменной, то разность

Д у = /(*+ Д *)— Ц х)

называется приращением функции у =  /(х) на сегменте [х, * ,].
Выражение

у '= Г ( х ) =  ПП.
Дд-* О ДДС ( 1)

если оно имеет смысл, носит название производной, а сама функция /(х) в этом 
случае называется дифференцируемой.

Геометрически число /* (дг) представляет собой угловой коэффициент ка
сательной к графику функции y =  f(x )  в точке его x(tgoc=/')(■*) (рис. 6).

2°. О с н о в н ы е  п р а в и л а  н а х о ж д е 
н и я  п р о и з в о д н о й .  Если с— постоянная 
величина и функции и =  и (x),v  =  v (х), ш =  ю (дг) 
имеют производные, то

1) с =  о-,
2) (си)‘ =  си
3) (н +  о— ю)' =  u ' +  v' — w“;
4) (uv)‘ — u 'v + v 'u ;

[  и V  u 'v— uv' , ,
Б )  Ы ---------------------- S 3 —  ( о # 0 ) :

6) (ип)' =  пип~ , и‘  (п— постоянное число);
7) если функции у = [  (и) и и =  у  (х) имеют производные, то

Ух =  Уиих.

3°. О с н о в н ы е  формулы.  Если х — независимая переменная, то
I. (*»)' =  „*»-1
(п— постоянное число). 

I I .  (s in  * ) ' =  c o s x .

I I I .  (cos х ) '  =  —  s in  х .

IV. (tgx)' =  — !— .
'  7 co s2 X

v - а »
1V I. (arcsin x)‘

V II.  (arccosx)*

V \ - x *" 
_1 ___



V I I I .  (arctgлг)* =  t ;  • X I I .  (shjt)'=chjc.

IX .  (arcctgх)‘ =  — Г~"х*' X I I I .  (chx)' =  shx.

X . (a*)' =  a* l na X IV . =
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(<*)'= e*.

x In aX I .  (!oge * ) '= —4 — (а > 0); X V - <cth = ~ lh W -

( tn x ) '= - i-  (a >  0, а ф 1; *  >  0).

4°. О д н о с т о р о н н и е  п р о и з в о д н ы е .  Выражения

/1 (jc) =  lim f  (* +  * * ) — /(*) и /V (x )=  lim f j x +  b * )— f  W  
Дх-*—0 Ax Ax-± + 0 \x

называются соответственно левой или правой производной функции f  (ж) в точке х.
Для существования производной /‘ (х) необходимо и достаточно, чтобы

/!(*)=/+(*)•
5°. Б е с к о н е ч н а я  п р о и з в о д н а я .  Если функция /(jt) непрерывна 

в точке х и
lim / (* +  А*) — / (*) =  оо , 

дх-»0 Д*
то говорят, что в точке ж функция f  (х) имеет бесконечную производную. В этом 
случае касательная к графику функции у =  /(х) в точке х перпендикулярна 
к оси Ох.

821. Определить приращение Дх аргументах и соответствую
щее приращение Ду функции у =  lg x, если х изменяется от 
1 до 1000.

822. Определить приращение Дх аргумента х и соответствующее 
приращение Ду  функции у = , если х изменяется от 0,01 до 
0 ,001.

823. Переменная х получает приращение Дх. Определить 
приращение Ду, если:

а) у =  ах +  Ь; б) у =  ахг +  Ьх +  с\ в) у =  ах.
824. Доказать, что:
а) Д [/(x)+ g (x )] =  Д/(х) +  Д£(х);
б) Д [/ (х) g (х)] =  g (х +  Дх) Д/ (х) +  f  (х) Дg (х).
825. Через точки Л (2, 4) и Л '(2  +  Дх, 4 +  Ду) кривой у =  х* 

проведена секущая А А ' . Найти угловой коэффициент этой секу
щей, если: а) Д х =  1; б) Дх =  0,1; в) Д х=0 ,01 ; г) Дх произ
вольно мало.

Чему равен угловой коэффициент касательной к данной кривой 
в точке Л?

826. Отрезок 1 < х <  1 -f/ i оси Ох с помощью функции у = х * 
отображается на ось Оу. Определить средний коэффициент растя-



ження и произвести численный расчет, если: a) ft =  0 , 1; б) ft =  0 ,01;
в) Л = '0 ,001.

Чему равен коэффициент растяжения при этом отображении 
в точке jc= 1?

827. Закон движения точки по оси Ох дается формулой
* =  10/ +  5/2,

где t — время в секундах и х — расстояние в метрах. Найти 
среднюю скорость Движения за промежуток времени 2 0 ^ / ^  
^ 2 0  +  Д/ и произвести численный расчет, если: а) Д /= 1 ;
б) Д/ =  0,1; в) Д/ =  0,01. Чему равна скорость движения в момент 
времени / =  20?

828. Исходя из определения производной, непосредственно 
найти производные следующих функций: а) дса; б) дс*; в) ;

г) У~х\ д) Y х\ е) tg дс; ж) ctgx; з) arcsin дс; и) arccos дс; к) arctg х.
829. Найти /'(1), / '(2) и /'(3), если

f  (дс) =  (д с — 1 )  (д с — 2 ) *  ( д с — 3 ) * .
830. Найти f '  (2), если

Ддс)=дс* sin(jc— 2).

831. Найти / '( I) ,  если

/ (х) =  дс +  (дс— 1) arcsin | / ^ .
832. Найти

нт '_1* Ы .<х—а х-+а *

если функция f  (дс) дифференцируема в точке а.
833. Доказать, что если функция f  (х) дифференцируема и 

п — натуральное число, то

Jjm n [/ ( x + - w ) ~ f  <*)] = / '  (*)• (П

Обратно, если для функции f  (х) существует предел (1), то 
можно ли утверждать, что эта функция имеет производную? 
Рассмотреть пример функции Дирихле (см. отд. 1, задачу 734).

Пользуясь таблицей производных, найти производные еле* 
Дующих функций:

834. j/ =  2 + х — х*. .
Чему равно у ' (0); у'  ( 1 )  ; i/ '( l) ;  / ( - 10)?

835. y =  4 f +  £ — 2х .
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При каких значениях х: а) у' (х)=0\ б) у ’( х ) = —2\ в) у' (дг)=10?
8 3 6 .  у =  ab +  5а3х3 — х*. 8 3 8 .  у = ( х — а)(х— Ь). 

v  8 3 7 .  У  =  а£ $ -  v  8 3 9 .  y = ( J t  +  l ) ( * + 2 ) * ( x + 3 ) * .

840. у =  (х sin а + cos a) (xc o sa — sin а).
V 841. у =  (1 +  лдс")(1 + т х п).

842. у = ( \ —  Jt) (1—  * Т ( 1 —  Xs)».
842.1. у =  (Ъ +  2дг)10 (3 — 4л)*°.
оло 1 . 2 . 3843. у = -  +  —  +  — .

844. Доказать формулу
a b I

/ ах4-feV __ с d I
\cx-\-d) ~ (c x + d )3 '

Найти производные функций:

V846. У = \ ~ Хх + Х*г . v 8 5 1 . y = x  +  V x  +  V х •

v 847. У =  (1_ хр {1 +  х)ц. 852. у = -  +  у = ^  +  у = .

1 848. У =  (2- (Ц (х)7 ХЗ)- V 853. у =  У~х3— ~ .

- 8 4 9 . У = щ ^ -  854. у =  х \ / Т + 7 '-

v 855. у =  {\ -\-x)V2 + х 3 1 / 3 -\-х3. 860. у =  У х  +  V  х +  У~х .

v 856. y =  m+i / ( l — x)” ( l  +  x)n. .861. у =  I - \ - У Г + У Т .

v 857. у — х = - .  862. у =  cos2jc— 2 s in * .
*  У а3- х »  *

858. у =  | / " . 863. у =  (2— х*) cos лс +  2jc s in  х.

„ 859. у =  y l +  j ^ l+ y l +  f j  • 864. у =  sin  (cos1 х) ■ cos (sin1 х).

865. y =  s in " xcosnx. Rfi7 ___ gin1*
866. у  =  sin  [s in  (sin  * ) ] . ' y einx**

* * “  COSX cf in  *

90 ОТДЕЛ И. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ



872. у

873. у

874. у

879. у

880. у

881. у

884. у

885. у
886. у

889. у

890. у

891. у  

.892. у

893. у

894. у
895. у
896. у

897. у

898. у

899. у

900. у

901. у

902.

=  tg x — |-tgs x +  y t g ‘ x. у 875. y==sin[cos*(tg*jc)]. 
_____ _____  876. у  =  е- *1.

/в77-!(_ 2«т.
=  sec* — +  cosec* — . 878. y =  ex (xi — 2х  +  2).

Г l — ** . (1+*)* 1 =  — 2—  s i n * — 2 -cosx e *.
_ / , , . x \  _ ,a  sin bx— b cos 6*=  e . ( l + c l g T ) .  882.

_  In3-sin^t-f- cos x . 883  +

“ ( т ) ' ( 1 ) ' ( т ) ‘ - « . > 0 . 6 > 0).

=  л^а +  a*" +  aaJt (a>,0). 887. t/ =  ln (ln (ln 'x)).
=  lg*;c*. 888. у =  In (In1 (ln> *)).

=  j  1 n  ( 1  +  x) — J - 1 n  ( 1  +  x*)—2^ r p ^ )  •

- 4 - i n  * , _ 1
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4 x * + l  ’
1 1 X *

=  4 ( l + x«) +  T ln  T + F  *

1 . X V z - V T
~ 2 V T  X +  '

1 i •• 4 ”*  i i „ 1 Ч- x V T  /n ^  и ^  \\
=  — k ' n — x +  — k ]n { - x y f ( 0 < k < l ) ’

= V T + T - l n ( l + / 7 + T ) .
=  \ п ( х  +  У * Т ~ 1 ) .  _____________

=  x\n(x + У  \ хг) — V 1 +  x*.
=  x In’ (x + 1^  1 +  x2) — 2 V  1 + х г In (x + У  1 +jc*) +  2x. 

=  In (х +  Удс’ +а»).

-----1 In У<Е.±‘.УГ (a >  0, b >  0).
2 Vab V J - x  V b

_ E ± 3 £ ! / I — ? + 3 | „ > ± > g Z 2 .

=  l n t g y .  903* y =  jc tg ’ x +  lnsinx.

=  l n t g ( f + i ) .  «04. » = ln  / [ Щ .
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905. у

906. у

907. у

908. у

909. у

910. у

911. у

912. у

913. у

914. у

918. у

919. у

920. у

921. у

922. у

926. у

927. у

928. у

930. у

931: у

932. у

933. у

934. у

2 sin* дс 1 г s i n *

=  l a i ± ^ i ± r ^ E ^ i  (0 < | «| < | »| ).

=  -̂ -(1п*дс +  31п*дс +  61пл: +  6).

j _____ 1_
4х* х 16х«‘

=  | ( 1  —  У Т Г х ' У f S in O  +  J / T + T 1).

=  1п[ т + 1п( т +  1пт ) ] -
=  х [sin (In ж)— cos (In *)].

X X*=  In tg -я-— cosx-ln tg x. 915. y=arctg  —a

=  arcsin j .  916. у = -p L -a rc c tg -^  ,

917. y =  Y x — arctgY x .l  — x  =  arccos—
V  2

=  x +  V  1— x2-arccos x.

=  *arcsin } / " +  arctgV x — V~x.

=  arccos - j  . 923. y =  arcsin(sin*— cosjc).

=  arcsin (sin x). 924. y — arccos V 1 — хг.
1 I JQ

=  arccos (cos* jc). 925. у =  arctg y—

=  arcctg / sinjc±cos_*\
6  ^ s i n  x — COS x J

= 73С5Гагс‘6(/Ш ‘8т) «■>»>»>•
-  arcsin T T ^  • ш - У -  . re e l-и  •

=  a r c t g * a r c t g  (дс*).

=  ln ( l + s in ax ) — 2 sin x-arctg (sinx).

=  In (arccos -рЦ-) .

=  1 п у щ = щ + т а т с 1 % т  ( ^ ° >

=  ? r V a } — x1 +  ̂  arcsin (a >  0).
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035. у

03G. у

937. у

938. у

039. у

040. у

041. у

042. у

043. у

044. у

045. у 

946. у =

047. «/ =

048. у--

049. у --

050. у--

051. у = 

953. у~

054. у -.

055. у -.

± 1п <£±!V
б *1- х +1 arctg 2х—1Гз ш"в *

1 . х ' + х У  2+1 1 
4 У~2 ** — х У 2 + 1  2 У  2 ЗГС — 1 * 

х (arcsin х)* - f  2 У  1 — х* arcsin х — 2х.
I — У  1- х *

. 1+ ^ 1- .
irctg V Х % —  1----- ,1П— -

в У х * - 1

Л •

: а

arcsin х
y i — x*

. 1 in *4- :* * * .1 12 (**+!)*

1 I n 1 - *
2 1 -\-х'

у - arctg 2̂ .

arcctgx*.

: In . ' Г ^ Х, , -  +  ^ 3  arctg l ± y f * .
V \ + y  x +  у  x 

■■ arctg

-  arcctg 

3— x i

1 +  /1  -  *» *
a—2x

2 У  ax— x*
(a >  0).

" Г |пй ‘+Й Н ,ге“
= arctg (tg*x). ____

'•АГ̂ 1п/тИ+
+ 1 | . Ц Е2 i +  у  i _ * » -f У  1— x* +  arcsin x.

= xa rctgx— y ln ( l+ x * ) — y(arctgx)*.

= ln(e* +  K  1 + e IJt). 952. у =  arctg (x +  У  1 +  xa) .
arcsin / sinosin^_\

\ 1 — cos a cos x J

'  l „ ^ a = i J p + i .  arctg 2 3 .
4 ^ 3  К **+ 2  +  х / 3  2 *

2 ^ 2
arctg V  2 У Т + I P - I  y - j  

У Т + 1 ?  4 У 2  / Г + Р + *  1^2 *
-In



956. У  =  * \ 1 ----- arcctg —* ^ ^  - .
57 у l - r *1 Y  2 S / 1- * *
957. у — arccos (sin дс1— cos дс1).
958. у =  arcsin (sin х5) +  arccos (cos дс1).
959. y =  em a,CiinJt[cos (m arcsin*) +  sin (m arcsin a:)]

960. y =  arctge*— In } / ~ - £ ^ r x .

960.1. У =  V  I  +  t y  I +  +•**•
960.2. у =  argctg — y = =  •

/ c t g -з

960.3. t/= In1 (sec 2 ^  ) .
961. y = x + x *  +  x*x (дс >  0).
962. у =  дс*" +  Xе* +  a** (a >  0, дс >  0).

963. у — y/je ( * > 0 ) .
964. t/=(sinjc)co,x +  (cosjt),inx.
965. «/= (1пдс)*:дс1пж.
од- 1 ,. _  Г arcsin (sin* x) 1 «ret*» *

У [arccos (cos1* ) ]

966. y =\o gx e.

967. y =  In (ch jr) + j j £ r ; -

969. y =  arctg (thx).

970. 1/=  arccos ( ^ L )  .

9 7 1 . y = ^ + 2X ^ ? arct g ( | / ^ | t h | )  (0 < | ft| < «) .

972. Найти производную функции

у =  In (cos1 дс +  V 1 +  cos4 дс), 

вводя промежуточное переменное и — cos1*.

Приемом, указанным в примере 972, найти производные 
функций:

973. у =  (arc cos дс)5 j l̂n1 (arc cos дс) — In (arccosjc)-f-^- j  .
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974. у = 4 arc tg ( У Т + * )  + 1  In j^ l± g ± i  .
1 4 V l  +  x * - l

975. уд  e~ aTC 5in (г-Ж,) +  j-  In (1 -e-»**).
V  l — «-«** J

»76- у =  г г ^ - i t S arccte a"*-
977. Найти производные и построить графики функций и их 

производных, если:
а) 0 =  б) У=х\х\\  в) у — 1п|х|.
978. Нанти производные следующих функций:

а) У = \ ( х — 1)г (х+1)*|; в) i/=  a rccos^ ;

б) </=|sins x|; г )  г/= [ jc ]  sin* яде.

Найти производные и построить графики функций и их про
изводных:

1— х прн — о о < х < 1;
979. у = {  (1— * ) (2 — х) при 1< х < 2 ;

— (2 — х) при 2 <  х < +  оо.
(х— а)г (х— Ь)* при

О вне отрезка [а, й].
| х  при х < 0 ;

981' У = \ In (1 Н-х) при х > 0 .
arctgх при |х|< 1:
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980. у= |

982. у =  4 п  ж— 1 . | ,
jSgnA: +  —  при | х  I >  1.

при \х |<; 1; 
при | де | >  1.

(  х*е-*% 
983. у =  | 1

984. Производная от логарифма данной функции у — f  (х) на
зывается логарифмической производной этой функции:

Найти логарифмическую производную от функции у, если:

а) у = х  в) у =  (x— a j *  ( x — at)a>. . . ( х — ап)ап;

б) У = Т 1ГХ г) У =  ( х + У  1+ * * ) " .
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957. у — arccos (s in * 2— cos*2).
958. у =  arcsin (sin * 2) +  arccos (cos*1).
959. y = e m a,c,inx[cos (m arcsin*) +  sin (m arcsin*)]

961. y = x + x *  +  x*x ( * > 0 ) .
962. у =  x*a +  xa* +  a*x (a >  0, x >  0).

963. y =  f / x  ( * > 0 ) .
964. y =  (s in *)co,x +  (cos*)1,nx.
965. y =  ( ln * )x : * ,nx.

972. Найти производную функции

вводя промежуточное переменное u =  cos2*.

Приемом, указанным в примере 972, найти производные 
функций:

960.1. y=V i + i / i + i / i + x * .

960.2. у =  arg:tg

V е* Т*

966. y = \ o g x e.

967. 1/= 1 п ( с Н * ) + 2 ^ .

969. y =  arctg(th*).

9 7 1 .i/ = 4 *  +  ? - » ^ - 1a r c t g ( ] / ^ t h | )  (0 < | Ь | < а ).

у = \ п  (cos1 *  +  V 1 +  COS* * ) ,

973. y=z (arccos*)2 Г  In2 (arccos*) — In (arccos*) +  -^



974. у = 1  arc tg ( / Г + ^ )  + ~  In .

975. У ^ е~ ЯТ° 8 i n 1 I n (1 -e -* * ) .
V  1 —  e~tx* *

976. у =  arcctg a-*.

977. Найти производные и построить графики функций и их 
производных, если:

а) У = М ;~  б) У=х\х\\ в)«/=1п|х|.
978. Найти производные следующих функций:
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а) t / = | ( * - l) ’ (*+ l)*| ;
б) у — | sin* дг |;

в) у =  arccos pj-j;

г) у =  [лг] sin* пх.

Найти производные и построить графики функций и их про
изводных:

!
1 — х при — оо <  х <  1;

(1 — АГ) (2 — дс) п р и 1< * < 2 ;

— (2 — дг) при 2 < х  < +  оо.
I (x—-a)* (x— ft)* при а < д с < Ь ;

I  _ ^  •

вне отрезка [a, ft], 
при х <  0 ; 
при дс^О. 
при | *| < 1; 

при | х | >  1.

при |х|<| 1; 
при | х | >  1.

980. у = \  0

( х981. у — \ . . 
у \ 1п ( 1+дс)

982. у =
arctg* 

я . х — 1
T Sgn* +  - 2~

(  хге~х‘ 
983. у =  | 1

984. Производная от логарифма данной функции у  =  f  (х) на
зывается логарифмической производной этой функции:

2 -  =  T \n\f(x)l: . Г  (*)
У А* —  " ' ' ,  /(*) '

Найти логарифмическую производную от функции у, если:

а) У =  х  У ' ] — ', в) y = ( x — al ) * ( x — at)a> . . . ( x — a„)*n’,

б) У = Т = ~ Х г) y =  ( x + V  1 + х * ) \
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985. Пусть ф (дг) и M * ) — дифференцируемые функции от х. 
Найти производную от функции у,  если:

а) (/ =  J/ф* (дс) + ^ * (*);

б) У arete ^  •arci^4>(x)’
в) У =  * 1хУ ч  (х ) (ф {х ) Ф 0 ; (х) >  0);
г) y=\ogvlx)yp(x) ( ф ( х ) > 0 ;  гр (х) >  0 ) .
986. Найти у если:
а) 0 = / (•**); в) I/=/(е*) •<?'<*>;
б) у =  f  (sin* х) + f  (cos* дс); г) y = f { f [ f  (*)]}, 

где f  (и)— дифференцируемая функция.
986.1. Найти / '(0 ), если

f  (дс) =  х  ( х —  1) (х — 2) . . .  (х— 1000).

987. Доказать следующее правило дифференцирования опре
делителя п-го порядка:

/ и  W / i i W - / u W
t

n
h i  W / u W - - / i « W

f k l ( * )  f k l  ( * )  . . . / * «  (X) - z
* =  1

/*1 (*) /** ( * )••• fkn (X)

tn  1 ( * ) / » ,  ( * ) . . . / „ „  <*> f n l  (x) f  n2 (x). . . f nn (дс)

988. Найти F '  ( j c ) ,  если

F ( x )  =

989. Найти F '  ( jc ) ,  если

F ( x ) =

х— 1 1 2 
—3 * 3  
—2 —3 х +1

X  X *  X 3

1 2х Зх* 
О 2 6л

990. Дан график функции. Приближенно построить график 
ее производной.

991. Показать, что функция

/ м н  ■> " ри х ф 0 ;
при х =  0

) = | * * s in 7

имеет разрывную производную.
992. При каком условии функция

/ ( jc )  =  x " s in - j (дсфО) и f (0) =  0

а) непрерывна придс=0 ; б) дифференцируема при jc  =  0 ; в) имеет 
непрерывную производную при х =  0?



993. При каком условии функция

/ (* )=  N " s in у тр г(*  =7̂ 0) и /(0) =  0 ( т  > 0)

имеет: а) ограниченную производную в окрестности начала коор
динат; б) неограниченную производную в этой окрестности?

994. Найти /' (а), если
/( * )=( *  — а) ср(х),

где функция ф(дс) непрерывна при х =  а.
995. Показать, что функция

/(дс)=|дс— а | ф (х),
где <р(дс) — непрерывная функция и ф(а)^=0 , не имеет производ
ной в точке а.

Чему равны односторонние производные /1(а) и /+(о)?
996. Построить пример непрерывной функции, не имеющей 

производной в данных точках: ах, а2,
997. Показать, что функция

/(*) =  х* |c o s | (хфО)  и /(0) == 0

имеет точки недифференцируемости в любой окрестности точки 
* = 0 , но дифференцируема в этой точке.

Построить эскиз графика этой функции.
998. Показать, что функция

J х\ если *  рационально;
/ (*) —  ̂ если х иррационально,

имеет производную лишь при * = 0 .
999. Исследовать на дифференцнруемость следующие функции:
а) «/ =  |(*— 1) ( * — 2)* (*— 3)*|; в) у =  | л 2 — *»|sin**;

б) //= | cos дс |; г) у =  arcsin (cos*);

— 1)* при |*|< 1;

|дг| — 1 при | *| > 1.

Для функции / (*) определить левую производную /1 (д:) и 
правую производную /+ (х), если:

1000. /(*) =  |*|. 1001. / ( * )= [ * ]  sin л*.

1002. /(*) =  *  J cos-j-J (*=^0), / (0) =  0 .

1003. f (x )  =  V s in * 2.

^  Б . П . Д емидович
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д) У = =



1004. / ( * ) = — х- т  (хфО),  / (0) = 0 .
\ + е х

1005. f (x )  =  V  1006. /(лг) =  |1п|дс|| (дс#0).

1007. / ( * )=  arcsin

1008. f ( x )  =  (x— 2) a r c t g ^  (х ф 2 ) ,  / (2) = 0 .

1009. Показать, что функция /(jc) =  * s in y  при хф О  и f  ( 0 ) = 0
непрерывна при х = 0 , но не имеет в этой точке ни левой, нн 
правой производной.

1009.1. Пусть дс0^точка разрыва 1-го рода функции f (x ) .  
Выражения

/•_(*.)= П т
h — 0 п

/; (х0) =  lim ' (* °+ Л)- ' (£«±°>
А-* + 0 " %

называются обобщенными односторонними (соответственно левой 
и правой) производными функции / (х) в точке дг0.

Найти /'_(*,) и /+(**) в точках разрыва х0 функции /(а), если:

а)v / (х) =  ; в) / (х) •
1+е*

б) /(*) =  arctg

1010. Пусть
| х*, если х < х „ ;
\ шс-fb , если х > х 0.

Как следует подобрать коэффициенты а и Ь, чтобы функция 
/(*) была непрерывной и дифференцируемой в точке х = х 0?

1011. Пусть
( /(дс), если х<дс0;

F ( x ) = {  !  ^'  '  I  ах +  b, если х > х 0,

где функция / (дс) дифференцируема слева при х=дс0.
При каком выборе коэффициентов а и Ь функция F ( x )  будет 

непрерывной и дифференцируемой в точке дс0?
1012. На сегменте а ^ дс ^ Ь  построить сопряжение двух по

лупрямых
у =  kl (x— а) (— оо<дс<а) и y = k t (x— b) ( & < * <  +  «>)
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с помощью кубической параболы
У =  А (дс— а) (х— Ь) (х — с),

(где параметры А и с подлежат определению).
1013. Часть кривой У — у ц  (|*|>с) дополнить параболой

у = а  +  Ьха (|дс|<с)

(где а и b— неизвестные параметры) так, чтобы получилась глад
кая кривая.

1014. Можно ли утверждать, что сумма

F ( x ) = f ( x )  +  g(x)

не имеет производной в точке лс=дс0, если: а) функция /(дг) имеет 
производную в точке х0, а функция g(x)  не имеет производной 
в этой точке; б) обе функции f  (х) и g(x)  не имеют производной 
в точке х0?

1015. Можно ли утверждать, что произведение

F ( x )  =  f ( x ) g ( x )

не имеет производной в точке х = х а, если: а) функция / (х) имеет 
производную в точке х0, а функция g(x)  не имеет производной 
в этой точке; б) обе функции / (х) и g(x)  не имеют производной 
в точке * 0?

Полагая х0= 0 , рассмотреть примеры: a) f ( x ) = x ,  g(*)=|*|;
б) / (jc) =  |дс|, g ( * ) = M .

1016. Что можно сказать о дифференцируемости функции
F ( x ) = f { g ( x ) )

в данной точке дс =  дс0, если: а) функция /(дс) имеет производную 
в точке x = g ( x 0), а функция g(x)  не имеет производной в точке 
дс=х0; б) функция /(дс) не имеет производной в точке дс =  g (*„), 
а функция g(x)  имеет производную в точке дс=дс0; в) функция } (х)  
не имеет производной в точке дс = g ( x „ )  и функция g(x)  не имеет 
производной в точке дс=*0?

Полагая д:0 =  0, рассмотреть примеры:
а) / ( х ) =  дс2, йГ(дс) =  |дс|; б) /(д;)=|дс|, (̂дс) =  дс2;

в) /(дс)= 2дс +  |дс|, £ (*) =  ! х - 1 |х|.

1017. В каких точках график функции

у =  х  +  ] / sin дс
имеет вертикальные касательные?

Построить этот график.



1018. Может ли функция f  (х) в точке ее разрыва иметь: 
а) конечную производную; б) бесконечную производную?

Рассмотреть пример: /(x )= sg n x .
1019. Если функция f  (х) дифференцируема з  ограниченном 

интервале (а, Ь) и
lim f ( x )  =  оо,

х  а

то обязательно ли

1) lim П х ) - о о ;  2) lim \ f  (х)| =  +  оо?
х  -+  а х  а

Рассмотреть пример: f  (х) =  - j  +  cos у  при дс —►О.

1020. Если функция f ( x )  дифференцируема в ограниченном 
интервале (а, Ь) и

lim f '  (х) — оо,
х  а

то обязательно ли
lim f  (х) =  оо?

х-*-  а

Рассмотреть пример: f ( x ) — у/х  при х — 0.
1021. Пусть функция f  (х) дифференцируема в интервале 

(х„, +оо) и существует lim f (x ) .  Следует ли отсюда, что су-
X -►+ ®

шествует lim /' (х)?
X -*■+ *

Рассмотреть пример:

1022. Пусть ограниченная функция f  (дс) дифференцируема 
в интервале (х0, +  оо) и существует lim f  (х); следует ли отсюда,

X -*■ оо
что существует lim f (x )  конечный или бесконечный?

X -► ас
Рассмотреть пример:

/(x)= c o s(ln x).

1023. Можно ли почленно дифференцировать неравенство 
между функциями?

1024. Вывести формулы для сумм:

Р „ =  1 +  2х +  3х1 +  . . .  +  л х "“‘
и

<?„= 1*+2*х +  3,х* +  . . .  + п 3х "-» .
Указание. Рассмотреть (ж+ж*-^. . .  4-жп)\
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1025. Вывести формулы для сумм:
S „ = s in x  +  s in 2j t - f  . . .  +  s in пдс

и
7 „ = c o s x  +  2 c o s 2 j ( +  . . .  + п  cosnx.

1025.1. Вывести формулу для суммы
S „  — ch х +  2 ch 2х +  . . .  +  п ch пх.

У к а з а н и е .  S n =  (sh x +  sh 2х +  . . .  -}-sh nx)'.

1026. Пользуясь тождеством
x x  x sin xcos -x cos J  ...c o s 2* = ---------J ,

2" sin 25
вывести формулу для суммы

tg у +  tg +  tg ^ j.

1027. Доказать, что производная четной дифференцируемой 
функции есть функция нечетная, а производная нечетной диф
ференцируемой функции есть функция четная.

Дать геометрическую интерпретацию этого факта.
1028. Доказать, что производная дифференцируемой периоди

ческой функции есть функция снова периодическая с тем же 
периодом.

1029. С какой скоростью возрастает площадь круга в тот 
момент, когда радиус этого круга /?= 10 см, если радиус круга 
растет равномерно со скоростью 2 см/сек?

1030. С какой скоростью изменяются площадь и диагональ 
прямоугольника в тот момент, когда одна сторона его х = 2 0 м ,  
а другая сторона у = \ 5 м ,  если первая сторона прямоугольника 
уменьшается со скоростью 1 м/сек, а вторая возрастает со ско
ростью 2 м/сек?

1031. Из одного и того же порта одновременно вышли паро
ход А с направлением на север и пароход В  с направлением на 
восток. С какой скоростью возрастает расстояние между ними, 
если скорость парохода А равна 30 км/час, а парохода В  равна 
40 км/час?

1032. Пусть
( х, если 0 < д г ^ 2 ;

/ (*) — \ 2 х — 2 , если 2 <  х <  +  оо,

и S  (х)*— площадь, ограниченная кривой у — /(х), осью Ох и пер
пендикуляром к оси Ох, проведенным в точке х ( х ^ 0 ) .

Составить аналитическое выражение функции S  (х), найти 
производную 5 ' (х) и построить график функции t/ =  S '(x ) .
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1033. Функция S  (х) есть площадь, ограниченная дугой окруж
ности у =  Y а%— хг, осью Ох и двумя перпендикулярами к оси Ох, 
проведенными в точках 0 и х (|де|)^а).

Составить аналитическое выражение функции S ( x ) ,  найти 
производную S '( * )  и построить график этой производной.

§ 2. Производная обратной функции. Производная функции,
заданной параметрически. Производная функции, заданной 

в неявном виде

1°. П р о и з в о д н а я  о б р а т н о й  фу н к ц и и .  Дифференцируемая 
функция y =  f ( x ) ( a < x < b )  с производной Г  (х) Ф  0 имеет однозначную 
непрерывную обратную функцию x =  f~ x (y), причем обратная функция также 
дифференцируема и справедлива формула

2°. П р о и з в о д н а я  ф у н к ц и и ,  з а д а н н о й  п а р а м е т р и ч е с к и .  
Система уравнений

где ф(/) и ф (/)—дифференцируемые функции и <р*(/)^0, определяет у, 
в некоторой области, как однозначную дифференцируемую функцию от х:

3°. П р о и з в о д н а я  фу н к ц и и ,  з а д а н н о й  в н е я в н о м  виде.  
Если дифференцируемая функция у =  у(х) удовлетворяет уравнению

то производная у '= у '( х )  этой неявной функции может быть найдена из 
уравнения

-̂x lF ( x ,y ) ] = 0 ,

где F  (х, у) рассматривается как сложная функция переменной х.
(Более подробно о дифференцировании неявных функций см. ч. I I ,  

отд. V I. § 3.)

1034. Показать, что существует однозначная функция у =  у(х) ,  
определяемая уравнением

у =  ф(ф-1 (х)),

причем производная этой функции может быть найдена по формуле

F  (х, у) = 0 ,

у ’  +  3у =  х,

и найти ее производную у ’х.



1035. Показать, что существует однозначная функция у = у ( х ) ,  
определяемая уравнением

y — Rs\ny =  x (0 < е < 1),

и найти производную ух.
1036. Определить области существования обратных функций 

х — х(у)  и найти их производные, если:
а) у =  х  +  \пх(х  > 0); в) у  =  sh *;
б) у ^ х + е * ;  г) (/= th х.
1037. Выделить однозначные непрерывные ветви обратных 

функций х = х ( у ) ,  найти их производные и построить графики, 
если:

а) у =  2хг —  х'\ б) i/  =  T q rp ; в) у = 2 е - х— е~2х.

1038. Построить эскиз графика функции у =  у(х)  и найти 
производную у'х, если: дс =  — 1 + 2 1— t 1, у  =  2 — 3 * -И 3. Чему 
равна у'х (х) при х =  0 и при х = — 1? В какой точке М  (х, у) 
производная у'х ( х ) =  0?

Найти производные ух (параметры положительны), если:

1039. А Г =  1 — К Г ,  0  =  } Л —  ут.
1040. дс =  s in * t ,  y =  cos*/.
1041. x =  acost ,  y =  b& in t .
1042. x  =  ach t ,  y =  b s h t .
1043. jc =  acoss /, y =  a s i n * t .
1044. x =  a ( t — sin<), I/ =  a(1— cost).
1045. x =  eu cos*t ,  y — e ^ s W t .

1046. x =  arcsin- _____ -, у — arccos —7 .
/ 1+/* *  / 14-t*

1047. Показать, что функция y =  y(x),  определяемая системой 
уравнений

jc=2/+| f| , y =  5 t > + 4 t \ t \ ,

Дифференцируема при t  =  0, однако ее производная в этой точке 
не может быть найдена по обычной формуле.

Найти производные ух от следующих функций, заданных 
в неявном виде:

1048. х* +  2 ху— у* =  2х.
Чему равно у ' при х — 2 и г/ =  4 и при х =  2 и у =  0?
1049. у* =  2рх (парабола).

,050- -£г +  | г = 1  (эллипс).
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1051. V ~ x + V «/ =  1/а (парабола).

1052. х 3 +  у *  = а % (астроида).

1053. arctg 7  =  In \Г х ~ + У г (логарифмическая спираль).

1054. Найти у'х, если:
а) г =  аф (спираль Архимеда);
б) г =  а (1+соэф) (кардиоида);
в) т — аст *  (логарифмическая спираль),

где г  =  y rxi + у г и ф =  arctg j  — полярные координаты.

§ 3. Геометрический смысл производной

I е. У р а в н е н и я  к а с а т е л ь н о й  и н ормали.  Уравнения касатель
ной М Т  и нормали M N  к графику дифференцируемой функции y =  j(x )

Рис. 7.

в точке его М {х, у) (рис. 7) соответственно имеют вид:

У - у = у ’ ( Х - х )
и

Y - y  =  - l ( X - x ),

где X , У — текущие координаты касательной или нормали, a y‘ = f ’ (x) —  
значение производной в точке касания.

2°. О т р е з к и  к а с а т е л ь н о й  и н ормали .  Для отрезков касатель- 
ной и нормали: Р Т — подкасательная, P N — поднормаль, М Т  — касательная, 
M N — нормаль (рис. 7); учитывая, что tga =  y ', получаем следующие зна
чения:

P T  =  \ j r \ .  P N =  | у у'  |,

« г - |  Л Ю Т *  мы=\у \ У Т + Т 1.
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3°. У г о л  ме ж д у  к а с а т е л ь н о й  и р а д и у с о м - в е к т о р о м  
т о ч к и  к а с а н и я .  Если т =  /(ф)— уравнение кривой в полярной системе

координат и Р — угол, образованный касательной М Т  и радиусом-вектором ОМ 
точки касания М  (рис. 8), то

1055. Написать уравнения касательной и нормали к кривой

у =  (х + 1) У — Х

в точках: а) Л ( — 1, 0 ); б) В ( 2, 3); в) С(3, 0).
1056. В каких точках кривой

у =  2 +  х — дс*

касательная к ней а) параллельна оси Ох; б) параллельна бис
сектрисе первого координатного угла?

1057. Доказать, что парабола

y =  a ( x — x l) ( x — x t) ( а ф 0 , х , <  дс,)

пересекает ось Ох под углами а и р ^ 0 < а < у , 0 < р < - ^ - ) .
равными между собой.

1058. На кривой

у =  2 sin х (— л < д с < я )

определить те участки ее, где скрутизна кривой» (т. е. \у'\) пре
вышает 1.

1059. Функции

у=^ х  и yt =  дс +  0,01 sin 1 000лх

отличаются друг от друга не больше чем на 0,01. Что можно 
сказать о максимальном значении разности производных этих 
Функций?

Построить соответствующие графики.



1060. Под каким углом кривая
у =  \пх

пересекает ось Ох?
1061. Под какими углами пересекаются кривые

у =  х 2 и х =  уг?

1062. Под какими углами пересекаются кривые

у =  sin х и у =  cos х?

1063. При каком выборе параметра п кривая

у =  arctg пх ( п > 0 )  

пересекает ось Ох под углом, большим 89°?
1063.1. Показать, что кривая у= \ х \ а

а) при 0 <  а <  1 касается оси Оу,
б) при 1 <  а <  +  оо касается оси Ох.
1063.2. Показать, что для графика функции

( U|a, если а ф О  х ф О ,
\ 1, если х  =  0 ,

предельное положение секущей, проходящей через точку А (0,1), 
есть ось Оу.

1064. Определить угол между левой и правой касательными 
к кривой: а) у =  V 1 — е~ а’х' в точке х  =  0 ; б) у =  arcsin
в точке х =  1.

1065. Показать, что касательная к логарифмической спирали
г =  aemq>

(а и т — постоянные) образует постоянный угол с радиусом-век
тором точки касания. •

1066. Определив длину подкасательной к кривой
у =  ахп,

дать способ построения касательной к этой кривой.
1067. Доказать, что у параболы

у* =  2рх

а) подкасательная равна удвоенной абсциссе точки касания;
б) поднормаль постоянна.

Дать способ построения касательной к параболе.
1068. Доказать, что показательная кривая

у = а х (а >  0)
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имеет постоянную подкасательную. Дать способ построения ка
сательной к показательной кривой.

1069. Определить длину нормали к цепной линии

У =  а ch|

в любой ее точке М  (х0, у0).
1070. Доказать, что у астроиды

2. J.
X * +  у  * =  а 3 • {а >  0)

длина отрезка касательной, заключенного между осями коорди
нат, есть величина постоянная.

1071. При каком соотношении между коэффициентами а, b
* и с парабола

у =  ах* + Ь х  +  с
касается оси Ох?

1072. При каком условии кубическая парабола
y =  x* +  P f  +  q

касается оси Ох?
1073. При каком значении параметра а парабола

у =  ахг

касается кривой у =  \пх?
1074. Доказать, что кривые

y =  f (x )  ( / ( * )>  0)
и

y =  f (x )  sin ах,

где / ( * )— дифференцируемая функция, касаются друг друга 
в общих точках.

1075. Показать, что семейства гипербол

х1— уг — а
и

ху =  Ь

образуют ортогональную сетку, т . е. кривые этих семейств пере
секаются под прямыми углами.

1076. Доказать, что семейства парабол

уJ =  4а (а — х) (а >  0)
и

уг = 4 Ь ( Ь  +  х) (Ь >  0) 

образуют ортогональную сетку.
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1077. Написать уравнения касательной и нормали к кривой
x = 2 t — t\  y =  3t  —  t »

в точках: а) / =  0 ; б). / = 1.
1078. Написать уравнения касательной и нормали к кривой

2i-\-t2 2t — t 1 
Х ~  1-н » ’ У ~  1+<3

в точках: a) t =  0 , б) / =  1, в) t =  оо.
1079. Написать уравнение касательной к циклоиде

x — a ( t — sin/)> У =  о {  1— cos t)

в произвольной точке / =  /0. Дать способ построения касатель
ной к циклоиде.

1080. Доказать, что трактриса

х = а  ( ln tg y + c o s/ J  , // =  a sin t (а >  0 , 0 <  I <  л)

имеет отрезок касательной постоянной длины.
Написать уравнения касательной и нормали в заданных точ

ках к следующим кривым:

,081. ш  +  Й -= 1 .  Л! (6 ; 6,4).
1082. ху +  \пу — 1, М ( 1; 1).

§ 4. Дифференциал функции

1°. Дифференциал  фу н к ц и и .  Если приращение функции у = / (х )  
от независимой переменной х может быть представлено в виде

Ду =  А (х) dx-j-o (dx),

где dx =  1х, то линейная часть этого приращения называется дифференциалом 
функции у:

dy =  A(x)dx.

Для существования дифференциала функции y =  f  (х) необходимо и достаточно, 
чтобы существовала конечная производная y‘ =  f '  (x), причем ш.еем:

dy =  y 'dx. (I)

Формула (I) сохраняет свою силу и в том случае, если переменная х 
является функцией от новой независимой переменной (свойство инвариант
ности первого дифференциала).

2°. О ц е н к а  м а л ы х  п р и р а щ е н и й  ф у н к ц и и .  Для подсчета малых 
приращений дифференцируемой функции /(х) можно пользоваться формулой

/(х +  Д х ) - / ( х ) « / * ( х ) Д х ,

относительная погрешность которой сколь угодно мала при достаточно малом 
j Дх |, если /' (х) Ф  0.

В  частности, если независимая переменная х  определяется с предельной 
абсолютной погрешностью, равной Дх , то Ду и 6„— предельные абсолютная

108 ОТДЕЛ 11. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ



5 4 .  Д ИФ ФЕ РЕ НЦ И А Л  ФУНКЦИИ 109

и относительная погрешности функции y =  f(x) — приближенно выражаются 
следующим формулами:

1083. Д л я  функции

определить: 1) Д/(1); 2) df(  1) и сравнить их, если: а) Д х = 1 ;
б) Дх =  0 ,1 ;  в) Длс =  0 ,0 1 .

1084. Уравнение движения дается формулой

где t измеряется в секундах и х — в метрах.
Д л я  момента времени 1 =  2 сек . определить Ах— приращение 

пути и dx— дифференциал пути и сравнить их, если: 
а) Д/ =  1 с е к . ;  б) Д/ =  0,1 с е к . ;  в) At =  0 ,001  сек.

Найти дифференциал функции у, если:

1085. у =  ] .  1088. у =  1 п ]х  +  К х *  +  а|.

1086. у =  ~  a rc tg  ~ (а ф 0) .  1089. » / = a r c s in ^ -  (а ф 0) .

1090. Найти:
a) d (хе*)-, д) d (Va* +  х * ) ;

Пусть и, V, w— дифференцируемые функции от х. Найти диф
ференциал функции у, если:

f  (х) =  х* — 2 х  - f  1

х  =  5 Г ,

1091. у=  uvw. 1094. у =  a rc tg

1095. y=\nVu' +  v\
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1096. Найти: а) ^  (дс* —  2х* —  *•);d(x>)

г ч d(»g*) .
> d (ctg дс) ’

. d (sin x ) . 
'  d (cos x) ’

> d (arc sin x)
' d (arc cos x) ’

1097. В  круговом секторе радиус R =  100 см и центральный 
угол а =  60°. Н асколько изменится площадь этого сектора, если:
а) радиус его R увеличить на 1 см; б) угол а  уменьшить на 30 '?

Д а ть  точное и приближенное решения.
1098. Период колебания маятника (в секундах) определяется 

по формуле

где I— длина маятника в сантиметрах и g =  981 см/сек* —  ускоре
ние силы тяж ести.

Н асколько нужно изменить длину маятника I =  20  см, чтобы 
период Т увеличился на 0 ,0 5  се к .?

Заменяя приращение функции дифференциалом, найти при
ближенно следующие значения:

где |х|<^а (соотношение А<^.В между положительными А и В 
означает, что А весьма мало по сравнению с В).

С помощью этой формулы приближенно вычислить:
а) |Л>; б) К 3 4 ;  в) У 120 и сравнить с  табличными данными.
1104.1 .  Д оказать  формулу

1099. У  1 ,02.
1100. sin 29°.

1102. a rc tg  1,05.
1103. lg И .

1101. cos 151°.
1104. Д оказать  приближенную формулу

\га1+ х ж а + ^  (а >  0),

У а, +  х = а  +  £ —г (а >  0 , дс >  0),

где

1105. Д оказать  приближенную формулу

Уа" +  х ъ а  +  ̂ т (а >  0),
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С помощью этой формулы приближенно вычислить:

a) J / 9 ;  б) v/80; в) J / Т о б ;  г) '^ТООО.
1106. Сторона квадрата дс= 2,4 м ±  0 ,0 5  м. С какими предель

ной абсолютной и относительной погрешностями можно вычислить 
площадь этого квадрата?

1107. С  какой относительной погрешностью допустимо изме
рить радиус R шара, чтобы объем его можно было определить 
с точностью до 1 % ?

1108. Д л я  определения ускорения силы тяж ести с помощью 
колебания маятника пользуются формулой

4л1/
ё  J'l »

где I— длина маятника, Т —  полный период колебаний маятника. 
К ак  отразится на значении g  относительная погрешность б при 
измерении: а) длины /; б) периода Г ?

1109.  Определить абсолютную погрешность десятичного л ога 
рифма числа х (х >  0 ) ,  если относительная погрешность этого 
числа равна б.

1110. Д оказать , что углы по логарифмической таблице тан
генсов определяются точнее, чем по логарифмической таблице 
синусов с тем ж е самым числом десятичных знаков.

§ 5. Производные и дифференциалы высших порядков

1°. О с н о в н ы е  о п р е д е л е н и я .  Производные высших порядков от 
функции y =  f  (х) определяются последовательно соотношениями (предполагается, 
что соответствующие операции имеют см ы сл!):

/<»)(*) =  { / < « - » (х)}* (л = 2 ,  3, . . . ) .
Если функция f  (х) имеет непрерывную производную /(и> (х) на интервале 

(о, Ь), то кратко пишут: f  (х)£ О п> (а, Ь). В  частности, если / (х) имеет непре
рывные производные всех порядков на (а , Ь), то употребляется запись: / (л) £  
€С<-> (а, Ь).

Дифференциация высших порядков от функции y =  f  (х) последовательно оп
ределяются формулами

d « V « d (d » - iy )  (я =  2 ,3 ,  . . . ) ,

где принято dly = d y  =  y‘ dx.
Если х — независимая переменная, то полагают:

(Рх =  <Рх =  . . .  =  0 .

В этом случае справедливы  формулы

dny = t f n)dxn и y<n) =  ̂ j j .

2 ° . О с н о в н ы е  ф о р м у л ы :
I .  («*><'»» =  a*  In " а ( а >  0 ); (е*)<"> =  е*.

II. (sin  х)<">= sin



111.
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I. (cos x)(n) =  cos •

Г. (х«)(п) =

V. (In *)*"> =

IV . (хтуп'=  т (т— l ) . . . ( m — n +  l ) xm~n.
( — I)" -*  (n— 1)1 

xn
З ' . Ф о р м у л а  Л е й б н и ц а .  Если функции и =  <р{х) и ц =  ф(.х) имеют 

производные, л-го порядка (п-кратно дифференцируемы), то

(иу)<»> =  2  С‘пиЧ^п- ‘\
1 = 0

где и(0) =  и, и{0> =  v н cit —  число сочетаний из я элементов по I. 
Аналогично для дифференциала d" (uv) получаем:

П
dn (uv) =  ^  Сп dn~!u d'v, 

i '= o

где положено d°« =  и и d°u =  v.
Найти у’, если:

1111. y =  x V T + x i. 1115. //= (1 Н-jc2)  a r c t g х.
a rcs in  х

1112. у =  . У 1 - х *
1113. у= е~ х%. 1117. у =  jc In jc .

1114. t / = t g x .  1118. y = l n / ( j c ) .
1119. у =  х [sin (In x) +  cos (In дс)].
1120. Найти y(0 ) ,  у' (0 )  и ^ " ( 0 ) ,  если

y = e ,iaxcos (sin дс).

П усть ы = ф ( х )  и у=\)э(х) — д важ д ы  дифференцируемые функ
ции. Найти у", если:

1121. у= и\  1123. y = V u ' +  v\
1122. у =  1 п ^ .  1124. у =  uv (и >  0 ) .

Пусть / (дс)— трижды дифференцируемая функция. Найти у' 
и у"', если:

1125. у =  f (х2). 1127. y =  f(e*).
1 1 2 6 . « / = / ( 1 ) .  1128. у =  [ (1пх).

1129. у =  f  (ф (х)), где ф (х) — достаточное число раз дифферен
цируемая функция.

ИЗО. Найти d2y для функции

У= е*
в д вух  сл у чая х :  а) х — независимая переменная; б) х — проме
жуточный аргумент.



Считая х независимой переменной, найти d2y, если:

1131. у=  V 1 +  х 2. 1132. j/ =  i ^ .  i m .  у= х*.
Пусть и и v— дваж ды  дифференцируемые функции от пере

менной * .  Найти d-y, если:

1134. (/= uv. 1135. .

1136. y = u mvn (т и п — постоянные).

1137. у — аи (а >  0) .  1139. у =  a rc tg

1138. у =  1 п К « 3 +  Уг.
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Найти производные у'х, у"хг, у'х* от функции у =  у(х), заданной 
параметрически, если:

1140. х = 2 t — t\ y = 3 t — t\
1141. x =  acost, y =  as\nt.
1142. x =  a ( t — sin/), // =  a ( 1 — cos/).
1143. x= e*cost, y = e , s'mt.
1144. x —~f'(t), 4 y =  t f ' ( t ) - f ( t ) .
1145. Пусть функция у =  f (x) дифференцируема достаточное 

число раз.  Найти производные х',х",х'", * 1V обратной функции 
x = f~ l (y), предполагая, что эти производные существуют.

Найти у'х, y"xt, и Ух* от функции у =  у(х), заданной неявно:
1146. х* +  уг=2Ь. Чему равны у', у" и у'" в точке М (3 , 4)?
1147. у*—2рх. 1148. х3 —х у + у 3=  1.

Найти ух и y"xi, если:
1149. у1 +  2 In у =  л4.

у
1150. У х1 +  у1 =  ае‘ с s х ( а >  0) .
1151. Пусть функция / (jc) определена и дваж д ы  дифферен

цируема при К ак следует подобрать коэффициенты а, b 
и с, чтобы функция

J  / ( * ) .  если
'  w -  \ a(A._,e)J+&(jc_ дс0) +  с, если х > х 9

была дваж д ы  дифференцируема.
1152. Точка движется прямолинейно по закону

s =  10 +  20/—  5/1.

Найти скорость и ускорение движения. Чему равны скорость и 
ускорение в момент времени / =  2?
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1153. Точка М(х, у) равномерно движется по окружности 
х* +  уг= а делая один оборот за  Т сек. Найти скорость v и 
ускорение j  проекции точки М на ось Ох, если при t = 0  точка 
занимала положение М0 (а, 0 ) .

1154. Т я ж е л а я  материальная точка М (х, у) брошена в вер
тикальной плоскости Оху под углом а  к плоскости горизонта 
с начальной скоростью v0. Составить (пренебрегая сопротивле
нием воздуха) уравнения движения и определить величину ск о 
рости v и ускорения /, а такж е траекторию движения. Чему 
равны наибольшая высота поднятия точки и дальность полета?

1155. Уравнения движения точки

(to— постоянно).
Определить траекторию движения и величину скорости и 

ускорения.

Найти производные указанного порядка.

x = 4 s i n a ) / — 3cosco/, у =  3 sin at  - f  4 cos u>t

1156. y= x(2x  — l ) * ( x  +  3)»; найти yw и y{1).
1157. y =

1158. y=Vx\
1159. У—т~П»1—x

найти у'". 

найти yil*\ 
найти yw .

I  I U 1 .  у  —— л  с  ,  

1162.

найти ут\ 
найти у11*1. 
найти у{ь\ 
найти I/<4). 

найти 

найти у'” .

найти 1/°*'. 
найти 
найти yiw. 
найти yw.

найти у '100'. -

1163. у — j c l n x ;

• у х »

1165. у =  хг sin 2х;

1167. */= sin jc sin 2лг sin Зле;
1168. y = x sh x :
1169. у = е х cos дс;
1170. # =  sin* ж In х ;

В  следующих примерах, считая х независимой переменной, 
найти дифференциалы указанного порядка:

1171. у = х ь\ найти dby.



1172. у=-^~=-; найти d*y.

1173. у =  jc cos 2дс; найти dl0y.
1174. у = е х \пх\ найти d*y.
1175. у =  cos j c -chut; найти d’y.

В следующих примерах найти дифференциалы указанного 
порядка, если и— функция от х, дифференцируемая достаточное 
число раз:

1176. у = и *; найти d'°y.
1177. у = е а\ найти d*y.
1178. у=\пи\ найти d3y.
1179. Найти d-у, d3y и d*y от функции y = f(x ),  считая х 

функцией от некоторой независимой переменной.
1180. Вы разить производные у" и у"' от функции y = f ( х) 

через последовательные дифференциалы переменных х и у, не 
предполагая х независимой переменной.

1181. П оказать , что функция

у=  Ct cos jc +  C , sin jc ,  

где Ci и С , —  произвольные постоянные, удовлетворяет уравнению

у '+ у =  0 .
1182. П оказать, что функция

y = C l chx +  Ct sh х, 
где C t n С , —  произвольные постоянные, удовлетворяет уравнению

у " -у = 0 .
1183. П оказать ,  что функция

y =  Cle^x +  Cte>-x,
где С j  и С , — произвольные постоянные и \it — постоянные, 
удовлетворяет уравнению

у" — (^i +  ^i) У’ 0.
1184. П о к азат ь ,  что функция

у =  хп [C t cos (In х) С , sin (In jt)],

где Ci и Ct —  произвольные постоянные и n —  постоянная, удов
летворяет уравнению

* У  +  ( 1 —  2n)xy' +  ( l +  n*)y = 0 .
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1185. П оказать, что функция
X

у =  е' 2 ^ C ^ o s - p ^ + C j S i n  y ^ j  +
X

+  e~v~  (С, cos + C t sin y r^ j  ,

где Си C „  С, и С4-т-произвольные постоянные, удовлетворяет 
уравнению

ylv+ y = о.

1186. Д о казать ,  что если функция f (х) имеет производную «-го  
порядка, то

[/ (ах +  6)](п) =  а"/‘л) (ах +  Ь).
1187. Найти Р 1П)(х), если

Р(х) — аохП +  ~1 +  • • • + а п-

Найти </п), если:

1|88- » - г £ з -  ' т -
1190. у = - 1_ 3 ( J . 2 .

У к а з а н и е .  Разложить функцию на простейшие дроби.

11Q1 , 1 1199. у  =  sin ах  cos
У 1—2х ' 1200. у — sin* axcosbx.

1192. у — Х 1201. y = s i n 4 x  +  cos4x.
l / l  + x 1202. y = xcosax.

1193. «/=sin* x. 1203. у =x* sin ax.
1194. y =  cos* x. 1204. y = ( x* + 2x +  2)e~*.
1195. y — s in * x .  1205. y=e*/x.
1196. y — cos* x. 1206. y = e xcosx.
1197. y=sm axsinbx. 1207. y = e*  s i n * .

1198. y= cosaxcosbx. 1208. и — I n 0 - ! ’- .a — ox
1209. у =  eaxP (x), где P(x)— многочлен.
1210. y = x s h j c .
Найти dny, если:

1 2 1 1 .  y = x nex. 1 2 1 2 .  у  .

1213. Д оказать  равенства:
П

1) [e** sin (6х +  с)](л) —eax(d* +  &*)2 sin (бдс- f  с +  лф)
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и
л

2) [еах cos (bx с)] '4' =  еах (а5 +  Ьг) 2 cos (bx +  с +  /кр),
где

1214. Найти у(п), если:

а) y=chaxcosbx',
б) y = c h a x s i n b j c .

1215. П реобразовав функцию f (х) =  sW px, где р —натураль-
п

ное число, в тригонометрический многочлен / (д с ) = 2  Akcos2kx,

Г =  c o s x — »' sin дг, и воспользоваться формулой Муавра.

1216. Найти f ln)(x), если:

4 a) f(x)=s\n*p+l x;
б) /(дс) =  cos'-p x ;
в) f (х)=соьгР+1 х,

где р — целое положительное число (см. предыдущую задачу). 
Если

где i —  мнимая единица и f t (x), f 2 (х) — действительные функции 
от действительной переменной х, то по определению прини
маем:

Р

f(x )= fi(x )  +  ift (x),

п * ) = / ;  w + « 7 i w -

1217. Используя тождество

доказать, что

( sin [(n +  1) a rc c tg  x].

( ! + * ’ )  4

У к а з а н и е .  Применить формулу Муавра.

1218. Найти и-ю производную от функции

/ (* )  =  a rc tg  дс.

а



Найти / ,п)(0 ) ,  если:

1219. a) f  ( * )  =  (1_ 2х )(1+ х ) : б) f  ( * ) =  y j —  •

1220. а) f ( x )  =  x teex; б) f (х) =  a r c t g  дс; в) f(x) =  arcsin  х.
1221. a) f (х) =  cos (т a rcs in  дс); б) / (дс) =  sin (m arcsin  дс).
1222. a) f  (дс) =  (a r c t g  дс)2; б) / (д:) =  (arcsin  дс)2.
1223. Найти 1ш (а), если

f  (х) =  (дс— а)" ф (дс),

где функция ф (х) имеет непрерывную производную (п — 1)-го 
порядка в окрестности точки а.

1224. Д оказать , что функция
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f i x )
■ {

* * " s i n - j ,  если дс ^ 0 ,

О, если дс =  О

(л —  натуральное число) в точке дс =  0 имеет производные до 
л-го  порядка включительно и не имеет производной (л +  1)-го 
порядка.

1225. Д о к азать ,  что функция
' __1_

/ ( * ) =  е~ х' , если хфО,
О, если дс =  О

бесконечно дифференцируема при дс =  0 .
Построить график этой функции.
1226. Д оказать ,  что многочлены Чебышева

Т„ (дс) =  cos (m arccos дс) (m =  1, 2 ,  . . . )

удовлетворяют уравнению

(1 - д с * )  г ;  (х ) -х Г т (х)+т 'Тп (дс) = 0 .

1227. Д оказать ,  что многочлены Лежандра

р m (х) =  2*/пГ[("** — 1 )"]<я) ( т =  0, 1, 2, ...)

удовлетворяют уравнению

(1 —  дс2) Р"т (х)—2хР’т {х)+т {т  +  \)Ра  (дс) =  0 .

У к а з а н и е .  Продифференцировать т  +  1 раз равенство (х* — 1)и' =  
=  2тхи, где « =  (** — I)®.

1228. Многочлены Чебышева— Лагерра определяются формулой

Ья (х) =  ех(хте~х) {я> ( т  = 0 ,  1, 2 ,  . . . ) .

Найти явное выражение для многочлена Lm(х).



Д о к азать ,  что Lm(x) удовлетворяет уравнению

xL"m (х) +  (1 - х )  L'm (х) +  mL (х) =  0 .

У к а з а н и е .  Использовать равенство хи‘ -\-(х— т) и = 0 ,  где и = х те~х.

1229. Пусть y =  f(u) и и =  ср(х), где f (и) и ф (дс)— я-кратно 
дифференцируемые функции.

Д о к а за ть ,  что
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где коэффициенты Л * ( * )  (k =  0, 1 , . . . , « )  не зависят от функ
ции /(ы).

1230. Д о казать ,  что для п-и производной сложной функции 
у =  ((хг) справедлива формула

1231. Многочлены Чебышева—Эрмита определяются формулой

П

п (л — 1) (л — 2) (л — 3) 
2!

нт(JC) =  ( - 1  )"<?*’ ( в - * * )<“ > ( т  = 0 ,  1 ,2 ,  . . . ) .

Найти явное выражение многочленов Нт(х).
Д о к азать ,  что Нт(х) удовлетворяет уравнению

Н'т (х )-2хН ’т (х) +  2тНт (х) =  0 .

У к а з а н и е .  Использовать равенство ы* +  2хи =  0, где и = е ~ х*. 

1232. Д о к азать  равенство

У к а з а н и е .  Применить метод математической индукции. 

1232.1 .  Д о к азать  формулу /

1232.2 . Д ок азать  формулу

где



120 О Т Д Е Л  I I .  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е  И С Ч И С Л Е НИ Е

1233. П усть  j-  =  D обозначает операцию дифференцирования и

3! Г • • • -г\ Ч (2п— I ) !

_ .— П  ГЧ
dx

f ( D ) = i lP k(x)D>
*=о

— символический дифференциальный многочлен, где рк(х) (к =  0 ,
1, . . . , п )  —  некоторые непрерывные функции от х.

Д о к азать ,  что

f(D ){^ u (x)\ = e^ f(D  +  X)u(x),
где Я —  постоянно.

1234. Д о к азать ,  что если в уравнении

2  акхку'*> =  0
Дг= 0

ПОЛОЖИТЬ

*  =  * f.

где t — независимая переменная, то это уравнение примет вид:

2 a , D ( D - l ) . . . ( D - H I ) y  =  0 ,
fc = о

§ 6. Теоремы Ролля, Лагранжа и Коши

1®. Т е о р е м а  Р о л л я .  Если: I) функция /  (дс) определена и непрерывна 
на сегменте [о. ft|; 2) /  (дс) имеет конечную производную / '  (лг) внутри этого 
сегмента; 3) / (а )  =  /(ft), то существует по меньшей мере одно число с из интер
вала (а, ft) такое, что

Г (0 = 0.
2°. Т е о р е м а  Л а г р а н ж а .  Если: 1) функция /  (дс) определена и непре

рывна на сегменте [в, ft]; 2) /  (ж) имеет конечную производную f  (х) на ин
тервале (а, ft). то

/(ft) — /(a )  =  (ft— а ) / ' ( с ) ,  где а < с < Ь

(формула конечных приращений).
За. Т е о р е м а  К о ш и .  Если: 1) функции /(дс) и g(x) определены и 

непрерывны на сегменте [a, ftJ; 2) f  (х) и g (х) имеют конечные производ
ные f  (к) н g‘ (x) на интервале (а, Ь); 3) /  * ( * ) + « ' * ( * ) *  0  при a <  х <  ft;
4) «(“) * « ( * ) .  то

/(ft)- / ( а )  _ Г  (с) п , г , н
/I» /V # / у » г де а  < с  <« (ft) — g (a) g  (с)



1235. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции

f(x) =  ( x -  1 ) ( х - 2 ) ( х - 3 ) .

1236. Функция
/ ( * )  =  1 - У ?

обращается в нуль при х ,  =  — 1 и х ,  =  1, но тем не менее 
1'(х)ф0  при — l s ^ x ^ l .  Объяснить кажущ ееся противоречие 
с теоремой Р ол л я.

1237. Пусть функция / (х) имеет конечную производную / '(х )  
в каждой точке конечного или бесконечного интервала (а, Ь) и

lim / (х) =  lim f(x).
х - » а  + 0 х - * Ь - О

Д о к азать ,  что
Г (0 = 0.

где с — некоторая точка интервала (а, Ь).
1238. П усть: 1) функция / (х) определена и имеет непрерыв

ную производную (п —  1 )-го порядка /,п _ , , (х) на сегменте [х0, х„]; 
2) f  (х) имеет производную я-го  порядка /(я' (х) в интервале 
(х„, х„) и 3) выполнены равенства

/ (х0) =  / (лО =  . . .  =  /-(*,,) (х0 <  x t <  . . .  <  х п).

Д оказать ,  что в интервале (х0, хп) существует по меньшей 
мере одна точка £ т акая ,  что

1239. П усть: 1) функция f (х) определена и имеет непрерыв
ную производную (p +  q)-ro порядка (х) на сегменте [а, Ь]\
2) f (х),  имеет производную (p-\-q+ 1)-го порядка (х) 
в интервале (а, Ь)\ 3) выполнены равенства

/(<,) =  / » = . . . = / < / - >  (а) =  О

и
/(&) =  /' (&)-------------/‘«>(6) =  0 .

Д оказать , что в таком случае
f{p + q + l) (с) = 0 ,

где с — некоторая точка интервала (а, Ь).
1240. Д о к а за ть ,  что если все корни многочлена

Р я ( х ) » в 0х -  +  а , х " - 1+ . . .  + а „  (а0 Ф  0 )

с действительными коэффициентами ak (k =  0, 1, . . . ,  п) вещест
венны, то его последовательные производные Р'п(х), Р"п(х), . . .  
. . .  , Р'п~1>(х) такж е имеют лишь вещественные корни.
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1241. Д о казать ,  что у многочлена Л еж андра

Л .  ( * )  =  2й^] Зх5 К * * —

все корнн вещественные и заключены в интервале ( — 1, 1).
1242. Д о к а за ть ,  что у многочлена Ч ебы ш ева— Л агерра

Ln (x) =  ex£ i ( x ne~x)

все корни положительные.
1243. Д о к а за т ь ,  что у многочлена Ч ебы ш ева— Эрмита

Н п ( х ) - ( - 1 Г  * * & ( € - ? )

все корни вещественные.
1244. Найти на кривой у =  х3 точку, касательная в которой 

параллельна хорде, соединяющей точки Л ( — 1, — 1) и 5 ( 2 ,  8).
1245. Верна ли формула конечных приращений для функции

/ ( * ) = !

на сегменте [a, fr], если ab <  О?
1246. Найти функцию 0 =  0 (дс. Ах) такую , что

f(x  +  Ax)—f(x) =  Axf' (дс +  0 Ах) (0 <  0 <  1),

если:

а) /(дс) =  адс* +  6дс +  с (а = ^ 0 ) ;  в ) / ( х )  =  у ;

б) / (дс) =  дс*; г) / ( * )  =  * ' .

1246.1 .  Пусть f(x )€ C (l)(— о о , + о о )  и для любых х и h  
справедливо тождество:

/ ( *  +  * )  — /(х) =  Л/'(дс).

Д оказать ,  что
f(x) =  ax + b ,

где а и b — постоянные.
1246.2.  П усть / (д с )€С ( , ) ( — о о , + о о )  и для любых х и h  

справедливо тождество

f ( x + h ) - f ( x ) - h f  ( x + j ) .

Д о к а за т ь ,  что
1(х) =  ах* +  Ьх+с, 

где а, Ь и с — постоянные.
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1247. Д о казать ,  что если х > 0 ,  то

V x + 1 — V T  =  — ■■ 1

где

причем

lim 0 (x) =  4 - ,  lim 0(дс) =  1
» - * +  О х - *  +  а» *

1248. Пусть ,
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/ ( * ) - <
х при 1 < д с <  +  оо.

Определить промежуточное значение с формулы конечных при
ращений для функции /(х) на сегменте [0, 2].

1249. П усть f(x )—f(0) =  xf'(l(x)), где 0  < £ ( * ) <  дс. Д о к а 
зать, что если

f  (х) =  х  sin (In дс) при дс >  0 и f  (0) =  О,

то функция Е =  £(дс) разрывна в любом сколь угодно малом 
интервале (0, е), где е >  0 .

1250. П усть функция f (x) имеет непрерывную производную 
/'(дс) в интервале (а, Ь). Можно ли для всякой точки £ из (а, Ь) 
у казать  две другие точки Xl и xt из этого интервала такие, что

- П Е )  ( * 1 < 6 < * . ) ?да •*!
Рассмотреть пример: /(дс) =  дс* ( — 1 ^ д с ^ 1 ) ,  где 5 = 0 .
1251. Д о к а за ть  неравенства:
а) | sin дс— sin — у \;
б) руР~1(х—у )^ х г —уРг^рхР-1 (х—у), если 0  <  у <  дс и р > 1 ;
в) | a r c tg a  —  a r c t g b | < | a  — b\;
г) <  In у  <  , если 0  <  b <  а.
1252. Объяснить, почему не верна формула Коши для функций

/(дс) =  дс* и g(x) =  x*
на сегменте [ — 1, 1].

1253. Пусть функция f (х) дифференцируема на сегменте 
[ * 1, *»].  причем * ! * , > ( ) .  Д о к азать ,  что

1 - 1 X l x t

* 1 — * l l / ( * l )  / ( * l )

гДе дс» <  I <  ж,.

= f a ) - i r  а ) ,



1254. Д о казать ,  что если функция /(х) дифференцируема, 
но не ограничена на конечном интервале {а, Ь), то ее произ
водная / ' ( * )  такж е не ограничена на интервале (а, Ь). Обратная 
теорема не верна (построить пример).

1255. Д оказать , что если функция / (х) имеет в конечном 
или бесконечном интервале (а, Ь) ограниченную производную 
/' (дс), то / (х) равномерно непрерывна на (а, Ь).

1256. Д о к азать ,  что если функция f  (х) дифференцируема 
в бесконечном интервале (х0, - f o o )  и

lim / ' ( * )  =  О,
*-► + *

ТО

lim ф  =  0,
Х-+ +  »

т. е. /(х) =  о (х) при х —► -J -оо.
1257. Д о казать ,  что если функция f(x) дифференцируема 

в бесконечном интервале (х0, + о о )  и

/(х) =  о (х )  при х —- +  оо,
то

lim | /' (х) | =  0 .
X —* -*• се

В  частности, если существует lim f'(x) =  k, то k = 0 .
Х-+ - f  3D

1258. а) Д оказать , что если: 1) функция f (х) определена и 
непрерывна на сегменте [х„, X ] ;  2) /(х) имеет конечную произ
водную f  (х) в интервале (х0, X ) ;  3) существует конечный или 
бесконечный предел

lim /' (х) =  / '( х о +  0),
x-tx, + О

то существует соответственно конечная или бесконечная одно
сторонняя производная /+ (х0) и

/ ' ♦ ( * . )  =  / ' ( *  о +  0 ) .

б) П оказать , что для функции

/ (х) =  a r c tg  (х Ф  1) и / (1) =  0

существует конечный предел lim / '(х ) ,  однако функция f(x) не
*-* 1

имеет односторонних производных /1(1)  и /+(1). Д ать  геометри
ческую иллюстрацию этого факта.

Однако в этой точке сущ ествуют обобщенные односторонние 
производные (см. 1009.1).
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1259. Д о к а за ть ,  что если / '(  а) =  0  при а < х < Ь ,  то

/(х) =  const при а < х < Ь .
1260. Д о казать ,  что единственная функция /(*)(— о о < х <  +  оо), 

имеющая постоянную производную

f'(x) =  k,
есть линейная:

f{x) =  kx +  b.
1261. Что можно ск азат ь  о функции f(x), если /,в>(х) =  0?
1261.1. Пусть f (х) £С 1т'(— оо, + о о )  и для каж дого х сущ ест

вует натуральное число пх(пх ^.п) такое, что

/("*) (х) =  0 .

Д оказать , что функция / (х) есть полином.
1262. Д о казать ,  что единственная функция у =  у (х) ( — о о < х <

<  +  оо), удовлетворяющая уравнению

у' =  У.у (Х, =  const),

есть показательная:
у = С<?л,

где С— произвольная постоянная.

У к а з а н и е .  Рассмотреть (уе- *’*) ' .

1263. Проверить, что функции

f ( x )  =  a r c tg  | ± |

и
g ( x )  =  a rc tg  x 

имеют одинаковые производные в областях:

1) х <  1 и 2) х >  1.

Вывести зависимость между этими функциями.
1264. Д о к азать  тож дества:

2х
а) 2 a r c tg  x - f  arcsin  =  л  sgn х  при | х | ^ 1 ;

б) 3 a r c c o s x —  a r c c o s ( 3 x — 4х3) =  л  при | x | < J y .

1265. Д о к азать ,  что если : 1) функция f(x) непрерывна на 
сегменте [а, Ь]; 2) имеет конечную производную /' (х) внутри
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него; 3) не является  линейной, то в интервале (а, Ь) найдется 
по меньшей мере одна точка с т а к а я ,  что

Д ать  геометрическую иллюстрацию этого факта.
1266. Д о к азать ,  что если: 1) функция /(дс) имеет вторую 

производную /' (дс) на сегменте [а, b] и 2) /' (а) =  /' (b)=0 , то в ин
тервале (а, Ь) существует по меньшей мере одна точка с такая, что

1267. Автомобиль, начав двигаться  из некоторого начального 
пункта, закончил свой путь в t сек., пройдя при этом расстоя
ние s м. Д о к а за т ь ,  что в некоторый момент времени абсолютная 
величина ускорения движения автомобиля была не меньше

§ 7. Возрастание и убывание функции. Неравенства

1°. В о з р а с т а н и е  и у б ы в а н и е  ф у н к ц и и .  Функция / (дс) назы
вается возрастающей (убывающей) на сегменте [а, Ь], если

(или соответственно /  (х ,) <  / ( * , )  при a < x t <  х2<Ь).
Если дифференцируемая функция /  (х) возрастает (убывает) на сегменте 

(a , Ь], то
/ ' ( д с )> 0  при а < д с < 6  (или / ' ( ж ) < 0  при а < х < Ь ) .

2°. Д о с т а т о ч н ы й  п р и з н а к  в о з р а с т а н и я  ( у б ы в а н и я  
ф у н к ц и и .  Если функция f(x )  непрерывна на сегменте [а, Ь] и внутри него 
имеет положительную (отрицательную) производную /' {х), то функция /  (дс) 
возрастает (убывает) на [а, 6].

Определить промежутки монотонности в строгом смысле (воз
растания или убывания) следующих функций:

4s м 
!*сы }'

f  (•*>) >  /  (*i) при а <  х1 <  * 2 <  Ь

1268. у =  2 + х —хг.
1269. у — 3jc— Xs. 
.о-тп 2дг

1276. у =  хпе~х (п >  0 ,  д с > 0 ) .

1277. у — х* —  In дс1. 

если х >  0 и f  (0) =  0.

1272. y  =  x  +  s i n x .
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1279. Д оказать ,  что при увеличении числа сторон п пери
метр р„ правильного n -угольника, вписанного в окружность, 
возрастает, а периметр Рп правильного л-угольника, описанного 
около этой окружности, убывает. П ол ьзу ясь  этим, доказать, что 
рп и Р„ имеют общий предел при п —+ оо.

1280. Д о к а за ть ,  что функция

I  ( 1 + т ) *

возрастает на интервалах ( — оо, — 1) и (0, + о о ) .
1281. Д оказать ,  что целая рациональная функция

Р(х) =  а0+ а 1х + . . .+ а „ х п ( я > 1 ,  апф 0)
является монотонной (в строгом смысле!) в интервалах ( — о о , — дг0) 
и (х0, + о о ) ,  где х0— достаточно большое положительное число.

1282. Д о к азать ,  что рациональная функция

' *  b0+biX +...+ bmx" (ап°яфи),
отличная от тождественной постоянной, монотонна (в строгом 
смысле!) в интервалах ( —  оо, —  х 0) и (х0, +  оо), где х0— достаточно 
большое положительное число.

1283. Производная монотонной функции обязательно ли 
является монотонной? Рассмотреть пример: f(x) =  x +  s i n * .

1284. Д о к а за т ь ,  что если ф ( х ) — монотонно возрастающ ая 
дифференцируемая функция и

I /' ( * )  | <  Ф' (х) при х^х„,
то

\f(x)—/(дс„)|<ф(дс)—  ф(дс0) при * > х 0.

Д а ть  геометрическую интерпретацию этого факта.
1285. Пусть функция f (х) непрерывна в промежутке а ^ х <

<  +  оо и свер х  того /' (х) >  k >  0 при х >  а ,  где k —  постоянная.
Д о к а за т ь ,  что если / ( а ) <  0 ,  то уравнение f(x) =  0  имеет 

один и только один действительный корень в интервале

1286. Функция f (х) назы вается  возрастающей в точке х0, если 
•в некоторой окрестности |л:— х „ | < 8  знак приращения функции 
Дf(x0) =  f(x )— / (х0) совпадает со  знаком приращения аргумента 
Лх0 =  х —х0.

Д о к а з а т ь ,  что если функция / (х) (а < х < Ь ) возрастает в 
каждой точке некоторого конечного или бесконечного интервала 
(а, Ь), то она является  возрастающей на этом интервале.



1287. П о к азать ,  что функция

/(*)  =  * + х 3 sin у ,  если х^ О  и / (0) =  0,

возрастает в точке дс =  0 ,  но не является  возрастающей ни в 
каком интервале ( — е, е), окружающем эту точку, где е >  О 
произвольно мало.

Построить эскиз графика функции.
1288. Д о к а з а т ь  теорему: если 1) функции «р (дс) и ф (дс) л-кратно 

дифференцируемы; 2) ф‘* , (Хо) =  Ф(,!,(л:о) ( *  =  0. 1, - - - ,  я —  1);
3) ф,л) (дс) >  ф<п) (х) при дс>дс0, то имеет место неравенство

Ф(х) > $ (* )  при х > х 0.
1289. Д о к а за т ь  следующие неравенства:

а ) e * > l - | - x  прн х ^ 0 ;

б) х — y  <  In (1 +  .г) <  дс при д: >  0 ;
ДгЗ

в) д:— g- <  sin дс <  ле прн дс >  0;

г) t g *  > д с  +  у̂- при 0  <  дс <  -2-;

д) (ха +  Уа) а >  (х<> +  !/е) V прн х >  0, у >  О и 0 <  а  <  р.
Д ать  геометрическую иллюстрацию неравенств а) — г).
1290. Д о к а з а т ь  неравенство

дс <  sin дс <  дс при 0 < д с < у .

1291. Д о к а за т ь ,  что при х >  0  имеет место неравенство

( 1 + т ) х < < ? <  О + т ) * * 1-

1292. У  арифметической и геометрической прогрессий число 
членов и крайние члены соответственно одинаковы и все члены 
прогрессий положительны. Д о к а з а т ь ,  что у арифметической 
прогрессии сумма членов больше, чем у геометрической.

1293. И сходя из неравенства

2  (акх + Ьк) '^  0 ,  к = 1

где дс, ак, bk ( 6 = 1 ,  . . . ,  п) вещественны, д оказать  неравенство 
Коши
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(  п \ *  п п

( 2  « А ) <  2  • 2  Ь1 \*=1 / *=i *=i



1294. Д о к а за т ь ,  что среднее арифметическое положительных 
чисел не больше среднего квадратичного этих ж е  чисел, т . е .

П Г  П
f

t c |  *=  I

1295. Д о к а з а т ь ,  что среднее геометрическое положительных 
чисел не больше среднего арифметического этих ж е чисел, т .  е.
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У к а з а н и е .  Применить метод математической индукции.

1296. Средней порядка s для д вух  положительных чисел an  b 
называется функция, определяемая равенством

1

b) =  ( ^ - j ^ y  , если s-.5̂ 0 ,

Д0 (а, Ь) =  lim S, (а, Ь).s -* 0
В  частности, получаем: при s =  — 1 среднее гармоническое; 

при s =  0  среднее геометрическое (д о казать !) ;  при s = l  среднее 
арифметическое; при s =  2  среднее квадратичное.

Д о к а з а т ь ,  что:
1) m in ( a ,  6 ) ^ С Д , ( а ,  6 ) ^  m ax (а, Ь);
2) функция Д,(а , Ь) при а ФЬ  есть возрастаю щ ая функция 

переменной s;

3) lim h s (a, fc) =  m i n ( a ,  b);
S -► — ao

lim Д , ( а ,  fc) =  m a x ( a ,  b).
S -+■ + 00

У к а з а н и е .  Рассмотреть . .

А [ | ПД,( a ,  6)J.

1 2 9 7 ( h) .  Д о к а з а т ь  неравенства:

а) ха —  1 > a ( x  —  1) при а > 2 ,  д с > 1 ;

. б) у/ х — { / а <  у /х ~ а ,  
если п >  1, х >  а >  0 ;

в) 1 +  21п д с^ д с2 при дс >  0 .

3  В .  П. Демидович



§ 8. Направление вогнутости. Точки перегиба

Iе. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я ,  в о г н у т о с т и .  График дифференци
руемой функция ;/ =  /  (х) называется вогнутым вверх или выпуклым вниз (вог
нутым вниз или выпуклым вверх) на сегменте [в, Ь], если отрезок кривой

I/ =  /  (х) ( а < х < Ь )

расположен выше (соответственно ниже) касательной, проведенной в любой 
точке этого отрезка. Достаточным условием вогнутости графика вверх (вниз), 
в предположении существования второй производной /* (х ) при а < х < 6 ,  
является выполнение неравенства

Г  (х) >  0  ( / '  (х) <  0) прн а < х < Ь .

2*. Д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  т о ч к и  п е р е г и б а .  Точки, в которых 
меняется направление вогнутости графика функции, называются точками 
перегиба. Точка х0, для которой либо / '  (х0) =  0, либо / ’  (х0) не существует, 
причем / '  (х0) имеет смысл, есть точка перегиба, если / '  (х) меняет свой знак 
при переходе через значение х0.

1298. И сследовать направление вогнутости кривой

у =  1 - f -  у /  х

в точках А (— 1, 0 ) ,  f l ( l ,  2) и С ( 0 ,  0).
Найти промежутки вогнутости определенного знака и точки 

перегиба графиков следующих функций:

1299. у =  Ъх-—х*. 1303. £г== jc - Ь sinjc.

1300. y =  ~ Tl (а >  0) .  1304. у =  е~х'.
‘ ,  1305. у =  1 п ( 1 + * 5).

1301. у =  х +  х 3 . 1306. y =  xsin (lnx) ( х > 0 ) .

1302. у - ( / Т + х 7. 1307. у =  хх (х >  0) ;
1308. П оказать , что кривая

*+ 1.У ^
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х * + 1

имеет три точки перегиба, лежащ ие на одной прямой. 
Построить график этой функции.
1309. При каком выборе параметра h «кривая вероятности*

У =  -77=-е -» *  (h >  0) 
у  я

имеет точки перегиба х = ± о ?
1310. Исследовать направление вогнутости циклоиды

x =  a ( t — sin 0 .  </ =  о (1 — c o s /) ( а > 0 ) .

1311. Пусть функция f (х) дваж ды  дифференцируема в про
межутке а < х <  +  оо, причем: 1) f(a) = A >  0 ;  2) / ' ( а ) < 0 ;
3) Г ( * Х  0  при х > а .



Д о к а за ть ,  что уравнение f(x) =  0 имеет один и только  один 
действительный корень в интервале (а, +  оо).

1312. Функция / (дс) назы вается  выпуклой снизу (сверху) на 
интервале (а, Ь), если для любых точек xt и х2 из этого интер
вала и произвольных чисел Xj и ht (^l > 0 , ?.t >  О, 4 - =  1) 
имеет место неравенство

/  1*1 4" ^i*a) ^l f  (* i)  "Ь ^*/ (х г)

(или соответственно противоположное неравенство

/  (^i*i  "Ь ^if  (*i)"b  f  ( * 2))*

Д о к а за т ь ,  что: 1) функция f (х) вы пукла снизу на (а, Ь), если 
/"(х) > 0 ,  при а < х < Ь ;  2) f(x) вы пукла сверху  на (а, Ь), если, 
f  (х) <  0 ,  при а < х  < Ь .

1313. П о к азат ь ,  что функции

хп (п >  1), е*, x lnx  

выпуклы снизу на интервале (0, - f o o ) ,  а функции 

хп (0 <  п <  1), 1пдс

выпуклы свер ху  на интервале (0, + < » ) .
1314. Д ок азать  неравенства и выяснить их геометрический 

смысл:

а ) у ( хп+Уп) >  (х > 0 , у >  0 ,  х ф у , п >  1);

(хф у);

в) x\nx +  y\iiy >  (х +  у) In , если x  > 0  и у > 0 .  .

1314.1. П усть Г(х)^>0  при 
Д оказать ,  что

при любых дс,, xt €  [а, Ь].
1315. Д о к а з а т ь ,  что ограниченная выпуклая функция всюду 

непрерывна и имеет односторонние левую  и правую производные.
1316. П усть функция / (дс) дваж ды  дифференцируема в интер

вале (а, Ь) и /' ( ! )  ф 0, где а <  I  <  Ь.
Д о к а за ть ,  что в интервале (а, Ь) можно найти два значения 

xt и хг такие, что

хг~ *1
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1317. Д оказать ,  что если функция f  (х) дважды дифференци
руема в бесконечном интервале (х„, + о о )  и

lim f(x) =  0, lim f(x) = 0,
x - »  x ,  +  0  X - *  +  X

то в интервале (дг0, +  оо) имеется по меньшей мере одна точка £ 
т а к а я ,  что Г(1) =  0.

§ 9. Раскрытие неопределенностей

1-й с л у ч а й  п р а в и л а  Л о п и т а л я  ^раскрытие неопределенности

вида Если: I) функция f  (х) и g (дг) определены и непрерывны в некоторой

окрестности Ue *) точки а, где а — число или символ оо, и при х — ю  обе 
стремятся к нулю:

lim / ( * ) =  lim g (х) = 0 ;
'  х - » а х -* а

2) производные / '  (х) и g' (х) существуют в окрестности U« точки а, за исклю
чением, быть может, самой точки а, причем одновременно не обращаются в 
нуль при х Ф а ; 3) существует конечный или бесконечный предел

х - »  а В (X)

то имеем:
/ М  .. f ‘ (x)П т Ц —'  =  lim . . ' . 

x-+ag(x) х а 8  (•*)

2-й с л у ч а й  п р а в и л а  Л о п и т а л я  ^раскрытие неопределенности

00 \
вида — 1. Если: 1) функции f  (х) и g(x) при х — ►а обе стремятся к беско

нечности:
lim / ( * ) =  lim g (х) =  оо, 

х -» а х -* а

где a — число или символ оо;
2) производные / ' (х) и g* (дг) существуют для всех х , принадлежащих 

некоторой окрестности Ug точки а и отличных от а , причем

Г а М + в '* ( х ) э «  о при x£U g и х ф а ;
3) существует конечный или бесконечный предел

Г (х)lim
S’ (х) ’

•) Под окрестностью Ug точки а понимается совокупность чисел х , удо

влетворяющих неравенству: 1) 0  <  |х—а | <  е, если а — число, и 2) |х | >  — , 
если а — символ оо.
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lim £ £ ? =  lim
x - * a S ( x ) x - * a  в  ( * )

Аналогичные правила справедливы для односторонних пределов.
Раскрытие неопределенностей видов Ооо,  оо — оо, 1", о° и т. п. путем 

алгебраических преобразований и логарифмирования приводится к раскрытию 
неопределенностей двух основных.типов:

О оо 
и — .О оо

Определить значения следующих выражений:

1318. lim
х -* О

. . . .  .. c h x —cos я . ? / г_1
1319. lim ------ - I -----•. 1324. lim } .

ж — о х . „ 2 sin* х — I

1320. lim
х -► О

\ 0 £ 0 .  H I M  -
Im 3 tg  4дс— 12 tg X x - 0

1 — cos X2 
x* sin x 2

1 4 9 9  l i m . arcsin 2 * — 2 arcsin x

sin ax
1323. limsin bx x -» 0

ch x — cos*
x 2 1324. lim

t g x — X
* Я

x — sin x  '

1325. lim
3 t g  4 x — 12 tg x x-»0

3sin  4 x —  12 sin x *
1326. lim ■

x->0tg  3x
t g x  ‘ 1327. lim -

X -+ 0

1328. hm — ( j  « a . c t g  — V barcig  у Гу j .

f j X  X  y/i

1329. lim - — ------ (a  >  0) .  1337. lim ^ ( a >  0 ,  / i > 0 ) .
x - * 0  x —► + *  e

1330. lim r xX~ x ■) .  
x-+1 V lnx —X + l  J "дс*

у  100 •
1 M I Is™ In (sin a*) *-*o

1339. lim at2*-®.®1*.
X -+  +  SC

1332. lim г - ^пс л??- , 3 4 °* Iim In дс• In (1 — x).
x-*o in(cos& x) • x - i - o

1 ЯЯ1  |jm  cos (sin X) -  cos X 1 3 4 1 . Н т л с Ч п д с  ( e > 0 ) .
X -+Q

1334. Iim i f  J ------ J - V
x-»o *  V th x  tg x J

X - + + 0

1 \ 1342. lim Xх.
x-* + 0

1335. Iim Arsh(shJr> A rsh(sin«) * 3 ’ L " 1, 1 '

, | 3 4 4 '
I *

1336. Iim ~  ( e > 0 ) .  1345. lim Jt1+In*.
x - *  +  oe X x - *  + 0



• 1346. lim х ~ .  , 3 5 2 * ( ! f l )  г( *•

1347. lim ( 2 -х )11 " .  1353-

1348. I h n ( t g х)*в 2х. 1354. lim ( — -------- i - Л
X-+JL , - o V *  « * - > /

1349. jc™ ( c t8 * ) ‘,n*• 1355, ( 'пгт  з г = т ) -

1350. lim f i n — V ,  1356. l i m f c t g . v —  
a -*-  +  0  V x J  x - * 0  v x  /
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jc-  ̂+ 0

1 3 5 1 . lim ( t g j ^ j )
X-+CD

1357. lim Г— -------— — ________ ! 1x-*o L l n ( x +  VI + x2) l n ( l + J t ) J
1 8 5 8 .  [ i m ^ e ( a > 0 ) .  ш з  4  , i m / A rsh x \ x4

x-+0 \ x  J1
1359 r ^e A rs h дг= I n (x +  \r \ + x *)■ 

' *-+° x '
1360. lim <?.* %  —  (a >  0) .  , 3 6 4 .  lim | 1 '  

x-+° ,-»o L « J
1 36 1 .  lim (~  a r c t g * Y \  /9 .±

*-►+» \ / 1 365 .  lim ( — a r c c o s x  j x .
1 362 .  lim (tli x)x. x"° '

' /ar r , in r \ - L  1366 . lim
1363.  lim [ a- csm x\ *\ *-*o V ch *  J

1363.1. lim
L  1367. l i m — -T_t!lcllx

i m f  —  ) x‘. ' *-*o ^ / c h * - { / c h *  ‘
* - » 0  \ x J

cth x

1363.2 . lim ( Щ ± .  , 3 6 8 - i l S ( 1 J 5£ ; )
*-*0 \ x /

1363.3 . lim 1 3 6 8 Л - Х! ! ^ 1 Ш Р -
x-+0 \ x  1

1369. lim \ y ^ x * + x  +  \ - V l? T T ^ i .± ! £ ± l L ] .x-*- + x  L x

1370. lim [ ( х  +  а ) 1 + т — * 1+* + “] .



lim — ,
х-*0 х  '

если кривая у =  /(х) входит при х —*-0 в начале координат (0, 0 )  
/Игл/ (х) =  / (0)  =  °^  под углом а .

*"*1372. Д о к а за т ь ,  что
lim *'<*> =  1,

*-*•+0

если непрерывная кривая y =  f(x) входит при х —*- +  0  в начало 
координат  ̂ lim^/ ( х ) = 0 ^  и при 0  <  х <  е целиком остается внутри

острого у гл а ,  образованного прямыми: у — — кх и у — кх (кф  сю).
1373. Д о казать ,  что если для функции / (х) существует вто

рая производная f  (х), то
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1371. Найти

1373.1. И сследовать на дифференцируемость в точке х =  0 
функцию:

* 1
—— ■рггт • если хфО;

f(x) =
Y  , если х =  0.

1373.2. Найти асимптоту кривой

(х > 0 ).

1374. Исследовать возможность применения правила Лопи- 
таля к следующим примерам:

д! sin ——-
a) l i m — - J L ;  в) lim *  +  2sin ;

Х-+0 s in *  x-*+w е~ (cos х  + sin х) ’

х — sin х _ , . .  1 - f x  +  sin х cos x
r ) lim

*  +  sin x ’ x_̂ x (x-)-sin  x cos x) eiia x

1375. Найти предел отношения площади кругового сегмента, 
имеющего хорду Ь и стрелку А, к площади равнобедренного тре
угольника, вписанного в этот сегмент, если дуга сегмента при 
неизменном радиусе R стремится к нулю. П ол ьзу ясь  полученным 
результатом, вывести приближенную формулу для площади 
сегмента:
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§ 10. Формула Тейлора

1°. Л о к а л ь н а я  ф о р м у л а  Т е й л о р а .  Если: 1) функция f(x)  опре
делена в некоторой окрестности | х — х0 1 < е точки х0; 2) /  (дг) имеет в этой 
окрестности производные f  (х).........../«•-») (х) до (л — 1)-го порядка включи
тельно; 3) в точке х0 существует производная л-го порядка /(п> (х0), то

П
/ ( * ) =  2  ак(х — *о)к +  0 (х — х0)'‘, (1)

*= о
где

ак=1~тг- (fe=0* ' ........п)-
В частности, при х 0 =  0  имеем:

l » - f  Т Г ‘ * + ' И '  «
*=о

При указанных условиях представление (1) единственно.
Если в точке х 0 существует производная + (х0), то остаточный член 

в формуле (1) может быть взят в виде О* ((х — х„)"+ 1). •.
Из локальной формулы Тейлора (2) получаем следующие пять важных 

разложений:

I . e* = l + * + i l  +  . . . - f - l " + o ( x « ) .

II . s i nx  =  x - ^ + . . . - f ( - l ) " - » (2^ _  |) ; + о (х « " ) .

III .  c o s x = I - —^ - f . . . + ( - ! ) » +

IV.  < 1 + x ) «  =  1 + h i x + - ? ( ”  - !) х « + . . .

1 я I '  7

V . In ( 1 + х ) = х - ^ - + • • • + (—

2°. Ф о р м у л а  Т е й л о р а .  Если: 1) функция / ( х )  определена на сег
менте (а, 6 ); 2) /  (х) имеет на этом сегменте непрерывные производные /* ( х ) , ...  
•. . ,  /<"—*> (дс); 3) при а < х < Ь  существует конечная производная / (#1> (х), то

f i x) = £ ^ ] j j ^ ( x —a)*+ R n (x )  (а < х < Ь ),
*=о

где

(остаточный член в форме Лагранжа), или

р /»"»(а +  е1(х-а))
Кп{) (п— 1)!

(остаточный член в форме Коши).

* « ( * ) =  ГП' {а+1\\* 0))| ( ! — е 1) " ~ 1 (х — а )"  (0 <  0 ,  <  1)
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1376. Многочлен

Р ( х ) = 1  4 - З х + 5 х 2— 2х» 

расположить по целым неотрицательным степени* двучлена x-f-1*

Написать разложения по целым неотрицательным степеням 
переменной х до членов указанного порядка включительно сл е
дующих функции:

1377. / ( * )  =  j Z x  Ххл до члена с х*. Чему равно (0)?

(14-х)1*0
1378. ^ _2x)4U (l — 2x)eu члена с х*.

1379. у /а ™ + х  (а > 0 )  до члена с  х2.
1380. У 1 — 2 х + х 3— у / 1 — 3x  +  x'J до члена с х*.

1381. е2х~х‘ до члена с х 5.

1382. до члена с х 4. 1385. sin (sin х) до члена с х*.

1383. £ / s in x 3 до члена с  х 1*. 1386. |gx до члена с  х 4.

1384. In cos х  до члена с х*. 1387. 1 п ^ ^  до члена с х*.

1388. Найти три члена разложения функции /(х) =  У х  по 
целым неотрицательным степеням разности х — 1.

1389. Функцию f  (х) =  Xх  —  1 разложить по целым неотрица
тельным степеням бинома х — 1 до члена с  ( х — I ) 3.

1390. Функцию «/ =  a c h  — ( a > 0 )  в окрестности точки х  =  0 

приближенно заменить параболой 2-го  порядка.
1391. Функцию f (х) =  Уг1 +  х г— х ( х  >  0) разложить по целым 

неотрицательным степеням дроби у  до члена с  - j jr -
1392. Найти разложение функции /(/i) =  l n ( x  +  / t ) ( x > 0 )  по 

целым неотрицательным степеням приращения h до члена с  lin 
(п —  натуральное число).

1393. Пусть

f (х + h)  -  / (х) +  h r  (х) +  . . .  +  £  /«-»(х +  Oh)
( 0 < 0 < 1 ) ,  причем / (п+1)( х ) Ф 0.

Д о к азать ,  что

1393.1. Пусть при х — >-0 имеем

/  (х) =  1 +  Ах + о  (х).



Д оказать ,  что
1

lim [/ ( * ) ] х =  е*.
х-*-0

1393.2 .  Пусть f (х) ^ C (S1 [0, 1] и /(0) =  /(1) =  0 ,  причем 

1 Г  ( * ) | < Л  ПРН * € ( ° .  1). Д о к азать ,  что | / ' ( * ) К 4  ПРН 0 * ^ * ^
1393.3 . Пусть / (дс)(—  с» <  х <  + о о ) — дваж ды  дифференци

руемая функция и

М * =  sup |/«*»(х)| <  -Ьоо ( *  =  0 , 1 , 2 ) .
— ж <  х <  +  со

Д оказать  неравенство

Л 1 г < 2 Л 1 0Л1,.

1394. Оценить абсолютную погрешность приближенных 
формул:

а) < ; * «  1 +  ^  при 0 < * <  1;
д»3 1

б) s i n * » * — g- при | * К -2 ;

в) прн

г) V 1 + х  а  1 +  | —~  при 1.

1395. Д л я  каких х справедлива с  точностью до 0 ,0001  при
ближенная формула:

COS X =  1----- 2~ ?

1395.1. Д оказать  формулу

У  ап+ х  =  а-\------£ -г  —  г
' 1 пап~1

(л >  2 ,  а >  0 ,  х >  0) ,  где 0  <  г <  ^  • ; j£ = T .

1396. С помощью формулы Тейлора приближенно вычислить:

а) у/ЗО; г) V  е\ ж ) a r c t g 0 ,8 ;

б) д) sin 18°; з) arcsin  0 ,4 5 ;

в) ‘£/4000; е) In 1,2; и) (1,’ 1), я
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и оценить погрешность.
1397. Вычислить:

а) е с  точностью до 10~*
б) sin 1° » » » 10"®
в) cos 9° » » » 10~*

г) V b  с  точностью до 10"* ;  
Д) lg 11 » » » 1 0 "* .



Используя разложения I — V , найти следующие пределы:
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1398. l i m --------т г
х

___  . .  е* sin х — х (1 + х )
1399. 1пп------------ л - 5-------“ •

* - о  *

1400. lim х* (V x-\-\+Vх — 1 —  2V~x).

1401. lim (Ух*-\-х* — 1/х*—х*).
Х - * +  30

1402. lim | f * s —  * 5 +  т )  е * — V х *  +  1J •

1403. lim аХ \ - ~ 2- (а >  0 ) .  1405. lim
х~*> 0 х -*0  \ х 5 ,0  ■*/

1404. lim | *— х Ч п ;  1 + - ^ ) ]  • *im07  ( y ~ c t 2  * )  •

sin (sin х) — х ? /  1 — х1
1406.1. lim ------------------г-1- ----------.

Х-* 0
1— (co sx)*1" *

1406.2 . lim —  ja  ----- •

1406.3. lim sh (tg ^ ~ x- .

Д ля бесконечно малой прн х — >0 величины у определить 
главный член вида Схп(С— постоянная), если

1407. y = t g ( s i n x ) — s i n ( t g x ) .
j_

1408. у =  (\-\-х)*— 1. 1409. у =  1—

1410. При каком подборе коэффициентов а и b величина 

х — ( а + 6  cos J t ) s in x

будет бесконечно малой 5-го  порядка относительно х?
1410.1. Подобрать коэффициенты А и В  так, чтобы прн х — *-0 

имело место асимптотическое равенство

1410.2. При каких коэффициентах А, В, С и D справедлива 
при х —* 0  асимптотическая формула

1 +  Л х + В х * 0 ( „
1 + C X + D * •
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1411. Считая | х  | малой величиной, вывести простые прибли
женные формулы для следующих выражений:

а) £* — jK  +  x)i ( R  > ° ) ; в) т  [ 1 — ( 1 + Too) ]  •

«> V W -  V W ,- -  r >
In 2

In
( ■ + » ) ■

1412. Считая x малым по абсолютной величине, вывести при
ближенную формулу вида

Jt =  a s i n  х +  р tg х
с  точностью до члена с  х*.

Применить эту формулу для приближенного спрямления дуг 
малой угловой величины.

1413. Оценить относительную погрешность следующего пра
вила Чебышева: круговая дуга приближенно равна сумме боко
вых сторон равнобедренного треугольника, построенного на

хорде этой дуги и имеющего высотой ее стрелки.

§ 11. Экстремум функции. Наибольшее и наименьшее 
значения функций

Iе. Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  э к с т р е м у м а .  Говорят, что функция 
/  (х) имеет в точке х0 экстремум (максимум или минимум), если функция 
определена в двухсторонней окрестности точки хп и для всех точек х некото
рой области: 0 <  | дс— х0 \ <  б, выполнено соответственно неравенство

/ ( * )  <  /  ( * о )  ИЛИ Их) > Ц хв).
В точке экстремума производная / '( * „ )  =  0, если она существует.
2°. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  э к с т р е м у м а .  Первое правило. Если 

1) функция f  (х) определена и непрерывна в некоторой окрестности | х— х 0 | < 6  
точки х0 такой, что / '( * „ )  =  О или не существует (критическая точка); 2) f(x) 
•имеет конечную производную f  (х) в области 0 <  | х —"х„ | <  б; 3) производ
ная I' (х) сохраняет определенный знак слева от х0 и справа от х0, то пове
дение функции j  (х) характеризуется следующей таблицей:

Знак пронзводноА
Вывод

X <  X, X > хш

I + + экстремума нет
11 . + — максимум

III — 4 - минимум
IV экстремума нет



В т о р о е  правило. Если функция f  (х) имеет вторую производную Г  (х) 
„ в некоторой точке х0 выполнены условия

/' (*о) =  0 и /* (х0) ф о,

в этой точке функция / (дс) имеет э к с т р е м у м ,  а именно: м а к с и м у м ,  
когда Г  (*о) <  °- и м и и и м у м, когда / '  (х0) >  0.

Третье правило. Пусть функция /  (дс) имеет в некотором интервале 
| х _ х 0 | <  6  производные/ ' (х), . . . .  /'*—*■ (х) и в точке х„ производную 
/<я>(х0), причем

/(*) (х0) =  0  ( f t = l ............п - 1). /<»> (х0) ф 0.

В таком случае: 1) если п— число четное, то в точке х„ функция / ( х )  имеет 
э к с т р е м у м ,  а именно: м а к с и м у м  при / (">(х0) <  0 и м и н и м у м  при 
/ 1л>(х0) > 0; 2) если я — число нечетное, то в точке х 0 функция /(х )  э к с т р е 
м у м а  н е  и м е е т .

3°.  А б с о л ю т н ы й  э к с т р е м у м .  Наибольшее (наименьшее) значение 
на сегменте [а , Ь\ непрерывной функции /(х )  достигается или в критической 
точке этой функции (т. е. там, где производная f ‘ (х) или равна нулю, или 
не существует), или в граничных точках а  и Ь данного сегмента.

Исследовать на экстремум следующие функции:

1414. у = 2 + х —х*. 1415. у =  (х— 1)».

1416. у =  (х— \)(.
1417. у =  хт (\ — х)" (т и п — целые положительные числа).

1418. £/ =  c o s д:4 - c h дс. 1419. у=(х-\- 1)10е - х .
(<  х̂  хп \

1420. у =  ( 1 +  х  +  gf +  • • • ) е~* (я  —  натуральное число).

_L JL
1421. у =  \х\. 1422. у =  х *(  1— дс)3 .

1423. Исследовать на экстремум в точке х =  х0 функцию

f ( x )  =  ( x — х ,) « ф (х )

(л — натуральное число), где функция ф (дс) непрерывна при 
х — ха и ф ( Х о ) ^ 0 .

1424. Пусть f  (х) =  , f'(x) =  ̂ £ -  и х0— стационарная

точка функции f(x), т. е. /\(х„) =  0 ,  Q (x „ )= ^ 0 .
Д оказать , что

sgn /*(x0) =  sgn Р[ (дс0).

1425. М ожно ли утверждать, что если функция f  (х) в точке х„ 
имеет максимум, то в некоторой достаточно малой окрестности 
этой точки слева  от точки х 0 функция f  (х) возрастает, а справа 
от нее убывает?

Рассмотреть пример:

/(х) =  2 — х* ^2 + s i n - ^  , если х=Ф0 и / (0)  =  2.
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1 4 2 6 (h).  Д оказать ,  что функция 
_  _ i _

/ (х) =  е х‘ , если х Ф  0 ,  и / (0) =  0 ,  

имеет в точке х = 0  минимум, а функция
_  j _

g(x) =  xe * '  , если jc =5̂= 0 , n g ( 0 ) =  0 

не имеет в точке j c = 0  экстремума, хотя

/<">(0 ) =  0 , *<«>(0 ) = 0  ( п = 1, 2 , . . . ) .

Построить графики этих функций.
1427. Исследовать на экстремум функции:

•) f(x) =  e~~i*T ( у 2  +  s i n ^ - )  прн хфО  и / (0) =  0;

б) f(x) =  e I ' l  ^ 2  +  c o s - ^  прн хфО  и /(0) =  0. 

Построить графики этих функций.
1428. Исследовать на экстремум в точке дс =  0  функцию 

/ ( * ) = | * |  ( 2  +  c o s - i j ,  если х ф 0  и /(0 ) =  0 .

Построить график этой функции.

Найти экстремумы следующих функций:
1429.  у =  jc *  —  6 х * + 9 . г  —  4 .  1437 .  у =  хе~х.
1430. у= 2хг—дс4. 1438. y=Vyc  In дс.

1431. у =  х(х— 1)= ( j c — 2)». 1439. у =

1432. у =  х +  у .  1440. у =  cosx -+• у  cos 2 jc .

1433. У=  ' 1 4 4 >■• У 10
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1 +  ‘ а  l + $ i n * J t  *

1434. y  =  ,4 4 2 * У~  arc^g х — g-ln(1 4-дс2).

1435. у =  У ъ = 7 к  1443. i/ = e * s in jc .

1436. у =  х 3/ jc—  1. 1444. у=\х\е~ 1 * - Ч .

Найти наименьшие и наибольшие значения следующих 
функций:

1445. /(дс) =  2х на сегменте [ — 1; 5].
1446. /(дс) =  дс2— 4дс +  6  на сегменте [ —  3; 10].
1447. / (дс) =  | хг— Здс +  2| на сегменте [ —  10; 10].



1448. f(x) =  x +  j  на сегменте [0,01; 100].

1449. f(x) =  V 5 — 4х на сегменте [ —  1; 1].
Найти нижнюю грань (inf) и верхнюю грань (sup) следую

щих функций:
1450. f(x) =  xe-°'0,x на интервале (0, - f o o ) .

1451. f(x)=* ( 1 + х  +  | г +  • • • + ' ^ г )  е~* на интервале (0, +  оо).
1 4-  X*

1452. f  (х)=  | хТ на интервале (0, + о о ) .

1453. f (х) =  е~*‘ cosx2 на интервале ( —  оо, + о о ) .
1454. Определить нижнюю и верхнюю грани функции 

=  на интервале * < £ < - f o o .*5 “Г  Ъ
Построить графики функций

М (х)=  sup f ( l )  и т (х)=  inf /(£).
* < s < + ®  * < s < + ®

1454. 1. Пусть

Af* =  sup ||/'*>(*)И. *  =  0 ,  1, 2,  . . .
X

Найти Af„, M ( и Mt, если f(x )= e~ x*.
1455. Определить наибольший член последовательности:

а) ^  <л =  1, 2 , . . . ) ;

б) ^ГИо'ооо (П ив1» 2 * в) (" = 1 * 2 ’

1456. Д оказать  неравенства:

а) |Здг— х * | < 2  при | * | < 2 ;

б) ~^т^  +  О — е с ли 0 ^ д с < ; 1  и р > 1 ;

в) х" (а —х)п <  {m ™п"”т ̂ ат+п при т >  0 ,  л > 0  и 0 < д с < а ;

г ) - ~ 1 |  ■ <  V х" + ° п <  *  +  а ( *  >  0, а >  0, п >  1);
2 "

Д) l a s i n x - f - f c c o s x I ^ V  а* +  bа.
1456.1 . Д ок азать  неравенство

i  I I .  ЭК С Т Р Е МУ М ФУНКЦИИ 143

при — оо <  х <  + ОО.



1 4 2 6 (h).  Д оказать ,  что функция 
_  j _

/ (х) =  е х‘ , если х Ф  0 ,  и / (0) =  0 ,

имеет в точке х = 0  минимум, а функция
_i_

g(x) =  xe х* , если хфО, H g ( 0 )  =  0 

не имеет в  точке х = 0  экстремума, хотя

/(»> (0)  =  0 ,  g < »> (0 )= 0  ( 1 1 - 1 , 2 , . . . ) .

Построить графики этих функций.
1427. Исследовать на экстремум функции:

* )  / ( * )  =  «” "i*T ( у 2  +  sin - j )  при хфО  и / (0) =  0 ;

б) / ( * )  =  « 1х| ( ^ 2 + c o s y ^  при хфО  и /(0) =  0. 

Построить графики этих функций.
1428 .  Исследовать на экстремум в точке х  =  0  функцию

/ ( * ) = М  ( 2 +  cost )' если и / ( ° ) = 0 -

Построить график этой функции.

Найти экстремумы следующих функций:
1429 .  у —х3—  6 х * + 9 . г  —  4 .  1 43 7 .  у =  хе~*.
1430 .  у= 2хг —х*. 1438 . у =  ]/";* In х.
1431.  у =  х(х — 1)г ( * ~ 2)*. 1439 . У =  ̂ ~ .

1432 .  у =  *  +  у .  1440 . j/ =  c o s j c - { - - ^ - c o s 2х.
2 *  , л л .  Ю
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1433- ^ = 1 ^ -  1 4 4 ,^ = - i T i W -

1434. У =  уг~32Хх~ 21- , 4 4 2 - У— a r c t g х — y i n  (1 +  * 2).

1435. у =  1 ^ 2 *— хг. 1443. i / = e * s i n x .

1436. у = х 3/ х — 1. 1444. у-\х\е-  I * - " .

Найти наименьшие и наибольшие значения следующих 
функций:

1445. f(x) =  2х на сегменте [ —  1; 5].
1446. / (х) =  хг —  4х +  6  на сегменте [.—  3; 10].
1447. / ( * )  =  ! * * — Зх +  2| на сегменте [ — 10; 10].



1448. / ( * )  =  *  +  7  на сегменте [0 ,0 1 ; 100].

1449. / (x) =  V b — \x на сегменте [ —  1; 1].
Найти нижнюю грань (inf) и верхнюю грань (sup) следую

щих функций:
1450. f (х) =  хе-°'0,х на интервале (0 , + ° ° ) -

1451. / ( х ) = ^ 1 + л г  +  ! ^ + . . .  +  - £ f j  с~* на интервале (0, + о о ) .

14-х1
1452. / ( * ) =  , х7  на интервале (0, +<»)•

1453. f  (x) — e~xtcosx2 на интервале ( —  оо, - f o o ) .
1454. Определить нижнюю и верхнюю грани функции 

/ ( 5) =  j —й  на интервале х < £ <  +  оо.

Построить графики функций

М ( х ) =  sup f ( l )  и т (х)=  inf f&).
* < s < + ®  * < s < + ®

1454. 1. Пусть

Af* =  sup ||/<*>(*)И, * - 0 , 1 , 2 , . . .
X

Найти M„, Mt и Mit если f(x )= e~ x‘.
1455. Определить наибольший член последовательности:

а) < п - 1 ,  2, . . . ) ;

б) Т -Мо'ооо ( " " Ь  .2 » •*•); в) У п  (n =  1, 2 ,  . . . ) .

1456. Д оказать  неравенства:

а) |3дг—  x * | < 2  при | х | < 2 ;

б) x/’ -f- ( 1 — л :) ^ ^  1, если O ^ C x ^ l  и р >  1;

в) хп (а—х)п <  ( т  т 'п)д+" ат+п при т >  0 , л > 0  и 0 < х < а ;

г) У х п+ а п^ х + а ( х >  0 , а >  0 , п >  1);
2 "

Д) |а s in х 4-bcosx| ^  У аг +Ь*.
1456.1. Д ок азать  неравенство
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— <  * <  2

при — оо <  * <  +  оо.



1457. Определить «отклонение от нуля» многочлена
Р(х) =  х (х— 1)* (дс +  2) 

на сегменте [ — 2, 1], т. е .  найти

ЕР=  sup |Я(дс)|.
- 2 < * <  I

1458. При каком выборе коэффициента q многочлен

P (x)= x' +  q
наименее отклоняется от нуля на сегменте [ —  1, 1], т . е.

Ер— sup |P(x)| =  min.
- i  < * <  |

1459. Абсолютным отклонением д вух  функций /(дс) и g(x) на 
сегменте [а, 6] называется число

Д =  sup |/(х) — g(x)|.
а <  jr<  Ь

Определить абсолютное отклонение функций:

/ ( x ) = x s и g ( x ) = x 9
на сегменте [0, 1].

1460. Функцию

/ (* )  =  * *

на сегменте [x lt х , ]  приближенно заменить линейной функцией

£ ( * ) - - Ь  х ж)  дс - Н  Ь
так , чтобы абсолютное отклонение функций / (х) и g (x )  (см. 
предыдущую аадачу) было наименьшим, и определить это на
именьшее абсолютное отклонение.

1461. Определить минимум функции

/ (дс) = max{2 1х|, |1+х|}.
Определить цисло вещественных корней уравнения и отделить 

эти корни, если:

1462. х*—6 * а +  9 х — 10 =  0 .
1463. х * — Зх* —  9х  +  Л =  0.
1464. Зх«— 4х« —  6х2 +  1 2 х — 20 =  0 .
1465'. х 6— 5х = а .
1466. l n x  =  fcx.
1467. е* =  а х 2.
1468. s i n * x - c o s x  =  a  при О ^ х ^ я .
1469. c h x  =  fcx.
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1470. При каком условии уравнение
x*+ px  +  q =  0

имеет: а) один вещественный корень; б) три вещественных корня. 
Изобразить соответствующие области на плоскости (р, q).

§ 12. Построение графиков функций по характерным точкам

Для построения графика функции у =  [(х)  нужно: 1) определить область 
существования этой функции и исследовать поведение функции в граничных 
точках последней; 2) выяснить симметрию графика и периодичность; 3) найти 
точки разрыва функции и промежутки непрерывности; 4) определить нули 
функции и области постоянства знака; 5) найти точки экстремума и выяснить 
промежутки возрастания и убывания функции; 6) определить точки перегиба 
и установить промежутки вогнутости определенного знака графика функции; 
7) найти асимптоты в случае существования их; 8) указать те или иные осо
бенности графика. В частных случаях общая схема упрощается.

В задачах, отмеченных звездочкой, точки перегиба определяются прибли
женно.

Построить графики следующих-функций:

1471. ц — Зх— хя. И 7 9  1) 
,47Э * У— ( 7 + Ж *  

,4 7 2 .  „  =  ! + , ■ - т . Щ (  .  

1473. £ / = (*  +  ! ) ( * — 2)*.
1481 ц — ' 4

tA-7 Л *  2 — X* У - ( Х - 1 )1474*. у =  ■ - j  . '  '
• и  1 - I -  SC* I С

1475*. у
1 4 - Х 4 ‘ ^  х 4 4 - 8

1482* и = —___-
х » - 1  ’ У х 3 + 1  '

х * - 5 х  +  6 ’ 1 ю
1483. у--

1476* и -  Х 1 +  *  ЗХ*У (14-х) ( 1 - х ) * -  1484. у =  (х— Ъ)У~х.
1477. y =  ̂ L ^ .  1485. y =  ± V  8х*-х*.

1 4 7 8 . f - ( { ± £ ) \  1485 .1 .

1486. у  =  ± К ( х - 1 ) ( д с - 2 ) ( д с - 3 ) .

1487*. у = У х > - х * - х  +  1 .  1492. У =  1 -

1488. у = 1 /х г— 1/хг +  \. Х ±
- 1  -1  1 4 0 1  » -  | 1 + х |  *

1489. у =  (х+ 2)3 — ( х - 2 ) з .  14М- У -  y j  •
±  2. . . . .  . - П Г

3 4 - *  *
2. 2. /  

1 4 9 0 .у = ( * + 1 ) з  +  ( * _ 1 ) 3 .  1494. у =  \— х +  у

Ш и ! , - у ф т т -  1495 . у =  y i f a
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1496*.

1497. у =  s i n x  +  cos2 x.

1498. // =  (7 -Ь 2 cos jc) sin дс.

1499. у =  sin х  +  i  sin 3x.

1500. y =  cos x —- i -co s2 x .

1501. j/ =  s i n * x - f c o s ‘ x .

1502. i/ =  s i n x - s i n 3 x .

1503. y = sin X

sin

cos x
( * + t )

1504. y =  - ^ L .y cos 2x

1514. y =  V хг-\- l - l n ( x  + V x 1 +  1).
1 Cf _ arcsin*
1515. 4 =  - ,-___=  .

9 V i - A  '-
1516. i/ =  x  +  a rc tg x .

1517. I/= - j  +  arcctg  * .

1518. i/ =  x a r c t g x .

1519. y =  arcsin

1504.1 . y =  .5  2 - f c o s x
1505. y =  2x —  t g x .
1506. уш*егх~х\
1507. i/ =  ( l + x » ) c - ^ .
1508. y = x  +  e~x.

1509. y =  x 3e~x.
1509.1 . y= e~ ixs in *x .

15Ю.

1511. y =  V 1 —  e-*\
In x

1512. у — у — •

1513. у =  In (x -j- j" x 1 - f - 1).

1520. y =  arccos 1 - Х »
Г+ j ?  • 

t
1521. y =  (x +  2 )ex .
1522. у =

2x 1 5 2 3 * .  y =  In

1-rx*

X * — 3 x 4 -2
x*T l '

1524. y — a arcsin-^-—  У a2 — x 2 (a >  0). 

1—x
1525. у =  a rcco s ', _ . , x •

1526. у — Xх.

1529

1 5 2 7 * .  у =  x x .
l

1528. ^ =  ( l + x ) * .

* .  j / « j c ( l + i y  (x >  0).
1

e l “ **
1 5 3 0 * .  y =  j —p_ (без исследования вогнутости).

Построить кривые, заданные в параметрической форме:

1531. (/+D* « - ! ) *

1532. х  =  2 t —t\ 
1 5 3 3 * .  х  =  74 Т .

У =  
у =  31— t*.

У =  !*=Т'
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/* 1
1534. X — j _ / 4  , У \ + ,i •

1535. x =  t +е~*.
1536. x =  acos2t, y ^ a  cos 3/ (a >  0).
1537. x =  cos *t, y — sin4 1.
1538. x =  t\nt, In t

y = — .

1539.
a

X~cZs4  ' y =  a [g 3t (a >  0).

1540. x =  a (sh t — t), y=*a(cht  —  1) (a >  0) .
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Представив уравнення кривых в параметрической форме, по
строить эти кривые, если

1541. х*-\-у*— 3 < ш / = 0  ( а >  0).

У к а з а н и е .  Положить у =  ix.

1542. Х *+у*=Х *+у*.
1543. x V — X *—  у*.
1544. ху =  у* (х >  0 ,  у >  0) .
1545. Построить график кривой:

ch2 х — ch гу — 1.

Построить графики функций, заданных в полярной системе 
координат (ф, г)  ( г ^ О ) :

1546. r = a  +  b coscp (0  < а < 1 & ) .

1547. г — а в ш З ф  (а >  0 ) .  1548. г — —7^ =  (а >  0).
У  совЗф

1549*. г =  o - j p ^ j  , где ф >  1 (а >  0) .

1550*. ф =  а г с с о э ^ - ! - .

Построить графики семейств кривых (а —  переменный пара
метр):

1551.  у =  х * - 2 х + а .  , 554i у * + е-а*.
1552. у =  х +  £ .Х щ 4____  X
1553. y =  x ± V a (  1 — Xs). 1555. у =  хе а .

§ 13. Задачи на максимум и минимум функций

1556. Д о к а за ть ,  что если функция f  (х) неотрицательна, то 
Функция

| Е у ,  F  (х) =  C /J (х)  (С >  0)
имеет в точности те ж е  точки экстремума, что и функция f(x).



148 О Т Д Е Л  И.  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е  И С Ч И С Л Е Н И Е

1557. Д оказать ,  что если функция ф (х) — монотонно возра
стающая в строгом смысле при — оо <  х  < + о о ,  то функции

f(x)  и Ф (/ (* ) )

имеют одни и те ж е  точки экстремума.
1558. Определить наибольшее значение произведения m -й и п-й 

степеней (ш >  0 ,  п >  0) двух положительных чисел, сумма кото
рых постоянна и равна а.

1559. Найти наименьшее значение суммы т-й и п-й степеней 
(т >  0 ,  п >  0) двух положительных чисел, произведение которых 
постоянно и равно а.

1560. В  каких системах логарифмов существуют числа, рав
ные своему логарифму?

1561. Из всех прямоугольников данной площади S  опреде
лить тот, периметр которого наименьший.

1562. Найти прямоугольный треугольник наибольшей пло
щади, если сумма катета и гипотенузы его постоянна.

1563. При каких линейных размерах закрытая цилиндриче
ская банка данной вместимости V будет иметь наименьшую 
полную поверхность?

1564. В  данный круговой сегмент, не превышающий полу
круга, вписать прямоугольник с наибольшей площадью.

1565. В  эллипс

вписать прямоугольник со сторонами, параллельными осям эл 
липса, площадь которого наибольшая.

1566. В  треугольник с  основанием b и высотой h вписать 
прямоугольник с  наибольшим периметром.

Исследовать возможность решения этой задачи.
1567. Из круглого бревна диаметра d вытесывается балка 

с  прямоугольным поперечным сечением, основание которого 
равно b и высота Л. При каких размерах балка будет иметь 
наибольшую прочность, если прочность ее пропорциональна ЬНг?

1568. В  полушар радиуса R вписать прямоугольный парал
лелепипед с  квадратным основанием наибольшего объема.

1569. В  шар радиуса R вписать цилиндр наибольшего объема.
1570. В  шар радиуса R вписать цилиндр с  наибольшей пол

ной поверхностью.
1571. Около данного шара описать конус наименьшего объема.
1572. Найти наибольший объем конуса с  данной образую

щей /.
1573. В  прямой круговой конус с  углом 2а в осевом сечении 

и радиусом основания R вписать цилиндр с  наибольшей полной 
поверхностью.



1574. Найти кратчайшее расстояние точки М(р,р)  от пара
боты У* *= ̂ Р-*.

1575. Найти кратчайшее и наибольшее расстояния точки А (2, 0) 
от окружности х2+у'- =  \.

1576 . Найти наибольшую хорду эллипса ~  +  j ,  =  1 (0 <  b <  а), 
проходящую через вершину В (0 ,  —Ь).

хг и1
1577. Через точку М (дс, у) эллипса ^2 + ' f r  =  l провести к а 

сательную, образующую с осями координат треугольник, пло
щадь которого наименьшая.

1578. Тело представляет собой прямой круговой цилиндр, 
завершенный сверху полушаром. При каких линейных размерах 
это тело будет иметь наименьшую полную поверхность, если 
объем его равен V.

1579. Поперечное сечение открытого канала имеет форму 
равнобедренной трапеции. При каком наклоне <р боков «мокрый 
периметр» сечения будет наименьшим, если площадь «живого 
сечения» воды в канале равна S, а уровень воды равен Л?

1580. *Изви.шсгп1ктыо» замкнутого контура, ограничивающего 
площадь S, называется отношение периметра этого контура 
к длине окружности, ограничивающей круг той ж е площади S .

Какова форма равнобедренной трапеции ABCD (AD[\BC), об
ладающей наименьшей извилистостью, если основание AD=2a 
и острый угол BAD =<х?

1581. Какой сектор следует вырезать из круга радиуса R, 
чтобы из оставшейся части можно было свернуть воронку наи
большей вместимости.

1582. Завод  А отстоит от железной дороги, идущей с юга на 
север и проходящей через город В , считая по кратчайшему рас
стоянию, на а км. Под каким углом <р к железной дороге сл е
дует построить подъездной путь от завода, чтобы транспорти
ровка грузов из А в В была наиболее экономичной, если стои
мость провоза тонны груза на расстоянии 1 км составляет по 
подъездному пути р руб., по железной дороге q руб. ( p > q )  
и город В расположен на Ь км севернее з а в о д а М ?

1583. Д в а  корабля плывут с постоянными скоростями и и v по 
прямым линиям, составляющим угол 0 между собой. Определить 
наименьшее расстояние между кораблями, если в некоторый мо
мент расстояния их от точки пересечения путей были соответ
ственно равны а и Ь.

1584. В  точках А и В находятся источники света соответ
ственно силой S ,  и S a свечей. На отрезке А В = а  найти наиме
нее освещенную точку М.

1585. Светящ аяся точка находится на линии центров двух 
непересекающихся шаров радиусов R и г (R >  г) и располо
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жена вне этих шаров. При каком положении точки сумма осве
щенных частей поверхностей шаров будет наибольшая?

1586. На какой высоте над центром круглого стола радиуса а 
следует поместить электрическую лампочку, чтобы освещенность 
края стола была наибольшей?

У к а з а н и е .  Яркость освещения выражается формулой
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где <р— угол наклона лучей, г — расстояние источника света от освещаемой 
площадки, к — сила источника света.

1587. К  реке шириной а м построен под прямым углом 
канал шириной Ь м. Какой максимальной длины суда могут 
входить в этот канал?

1588. Суточные расходы при плавании судна состоят из двух 
частей: постоянной, равной а руб., и переменной, возрастающей 
пропорционально кубу скорости. При какой скорости v п л ава
ние судна будет наиболее экономичным?

1589. Гр у з весом Р, лежащий на горизонтальной ш ерохова
той плоскости, требуется сдвинуть с места приложенной силой. 
При каком наклоне этой силы к горизонту величина ее будет 
наименьшей, если коэффициент трения груза равен ft?

1590. В  чашку, имеющую форму полушара радиуса а, опу
щен стержень длины I >  2а. Найти положение равновесия 
стержня.

§ 14. Касание кривых. Круг кривизны. Эволюта

Iе. К а с а н и е  я -  г о п о р я д к а. Говорят, что кривые 

У = ф М  и у  =  ф (х )

имеют в точке ха касание п-го порядка (в строгом смысле!), если ф(*> (дс0) =  
=  (* =  0 ,1  , . . . , п )  и ф<"+х>(х0) ф ф<в +»>(*„). В этом случае при х -*ха
имеем:

Ф W  — Ф М  =  О* [ * —*„]"+1*
2°. К р у г  к р и в и з н ы .  Окружность

( * - б ) * + ( * - п ) * = / г * .
имеющая с данной кривой y =  f(x )  касание не ниже 2-го порядка, называется 
кругом кривизны в соответствующей точке. Радиус этого круга

называется радиусом кривизны, а величина к =  ~ — кривизной.
д



3е. Э в о л ю т а .  Геометрическое место центров (?, Ч) кругов кривизны 
(центры кривизны)

1 - х- £ Л р е > ,
• и У

называется зволютой данной кривой у = / ( * ) .

1591. Подобрать параметры k и b прямой

y =  kx +  b 
так, чтобы она имела с кривой

у = х а—Зх* +  2
касание порядка выше первого.

1592. При каком выборе коэффициентов а, b и с  парабола

у =  ах* +  Ьх+с
имеет в точке дс=дс0 касание 2-го  порядка с  кривой у —е*?

1593. Какой порядок касания с  осью Ох ийеют в точке дс =  0 
кривые:

а) £/ =  1 — cos дс; б) // =  tg  дс— s in x ;  в) у =  ех— ^1 +  дс +  ^ - )  •
_ _ 1 _

1594. Д о к а за ть ,  что кривая у =  е х‘ при хфО  и у =  0  при 
дс = 0  имеет в точке дс =  0 с  осью Ох касание бесконечно боль
шого порядка.

1595. Найти радиус и центр кривизны гиперболы

ху =  1

в точках: а) М  (1, 1); б) N (100 ; 0 ,0 1 ) .

Определить радиусы кривизны следующих кривы х:
1596. Параболы 1/2 =  2рдс.

1597. Эллипса —  ̂ 0 ) .

1598. Гиперболы — - | г = 1 *
1 1 1

1599. Астроиды дс* +  у* = а * .
1600. Эллипса x  =  a c o s / ,  у =  b s in/ .
1601. Циклоиды дс =  а ( / — sin/), у =  а(  1 — cos/).
1602. Эвольвенты круга х= а  (cos /+/ sin /), у = а  (sin / —I cos/).
1603. Д о казать ,  что радиус кривизны линии 2-го порядка

уг =  2рх—qx*
пропорционален кубу отрезка нормали.
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1604. Написать формулу радиуса кривизны линии, заданной 
в полярных координатах.

Определить радиусы кривизны кривых, заданных в поляр, 
ных координатах (параметры положительны):

1605. Спирали Архимеда г =  аф.
1606. Логарифмической спирали r = a e mv.
1607. Кардиоиды г = а ( 1 + с о з ф ) .
1608. Лемнискаты л * = а * с о з 2 ф .
1609. На кривой у =  In дс найти точку, кривизна в которой 

наибольшая.
/?Г31610. Максимальная кривизна кубической параболы =

( 0 < х <  +  оо, А > 0 )  равна Найти точку х, в которой до

стигается эта максимальная кривизна.
Составить уравнения:
1611.  Эволюты параболы у*=2рх.

X1 I/1
1612. Эволюты эллипса —s- +  -t t  =  1.аг и*

JL  J .  _L
1613. Эволюты астроиды х 3 -{-у3 =  а 3 .
1614. Эволюты трактрисы

х  =  а 1п
у я

1615. Эволюты логарифмической спирали r= a e mf .
1616. Д оказать ,  что эволюта циклоиды

x = a ( t — sin/),  у = а (  1 — cost)
есть такж е циклоида, отличающаяся от данной только поло
жением.

§ 15. Приближенное решение уравнений

1°. П р а в и л о  п р о п о р ц и о н а л ь н ы х  ч а с т е й  ( м е т о д  х о р д ) .  
Если функция j  (х) непрерывна на сегменте [а, Ь] и

f ( a ) f ( b ) <  0,

причем / '  (х) Ф 0 при а  <  х  <  Ь, то уравнение

/ (■*) =  0 (1)
имеет один и только один действительный корень 5 в промежутке (а, Ь). За 
первое приближение этого корня можно принять значение

х1= а  +  в1.
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Применяя далее этот способ к тому из промежутков (a, xt) или (jq, Ь), на 
концах которого функция /  (х) разнозначна, получим второе приближение хг 
корня  I  и т. д. Для оценки n-го приближения х„ справедлива формула

| ,e _ g | < l Z l 5 « > i .  (2)
т

где т=* inf |/ ' (ж) |, причем 
а < х  < Ь

lim хп =  1.

2°. П р а в и л о  Н ь ю т о н а  ( м е т о д  к а с а т е л ь н ы х ) .  Если / '  (х) Ф О 
на сегменте [a, &j и /  ( а ) / ' ( а )  >  0, то за первое приближение корня 5 урав
нения (1) можно принять значение

I *-ЧЧг
Повторяя этот прием, получаем быстро сходящиеся к корню | последова

тельные приближения £ „ ( /» =  1, 2, . . . ) ,  точность которых оценивается, напри
мер, по формуле (2).

Для грубой ориентировки полезно нарисовать набросок графика функции 
У = Цх).

П ользуясь  методом пропорциональных частей, определить 
с точностью до 0 ,001  корни следующих уравнений:

1617. х » — 6х +  2 =  0 .  1619. х — 0,1 s i n x  =  2.
1618. х*— х — 1 = 0 .  1620. c o s x  = х а.

П ользуясь  методом Ньютона, определить с указанной точ
ностью корни следующих уравнений:

1621. x J +  - i - = 1 0 x  (с точностью до 1 0 ' * ) .

1622. x l g x = l  (с точностью до 10- 4 ).
1623. c o s x - c h x  =  l (с точностью до 10~») (для положитель

ных корня).
1624. х ~ е *  =  0  (с точностью до 10- *).
1625. x t h x = l  (с точностью до 10- *).
1626. С точностью до 0 ,001  найти три первых положитель

ных корня уравнения
t g x  =  x.

1627. С точностью до 1 0 " 3 найти два положительных корня 
Уравнения

4 1 х
c t g * = T - T .



1604. Написать формулу радиуса кривизны линии, заданной 
в полярных координатах.

Определить радиусы кривизны кривых, заданных в поляр, 
ных координатах (параметры положительны):

1605. Спирали Архимеда г =  а<р.
1606. Логарифмической спирали r = a e m<t.
1607. Кардиоиды r = a ( l + c o s < p ) .
1608. Лемнискаты r *= a 2 cos2<p.
1609. На кривой у =  \пх найти точку, кривизна в которой 

наибольшая.
kx31610. Максимальная кривизна кубической параболы У =  —

( 0 < х <  +  оо, Л > 0 )  равна Найти точку х, в которой до

стигается эта максимальная кривизна.
Составить уравнения:
1611.  Эволюты параболы у2—2рх.

X2 иг
1612. Эволюты эллипса —г  +  - т т = 1 *а* ог

I i  1
1613. Эволюты астроиды х 3 -\-у3 = а 3.
1614. Эволюты трактрисы

• <* +  У а*—у* л/—"•------;х =  а I n ------ --------- -— у а2— у2.у *
1615. Эволюты логарифмической спирали г=аеГ"*.
1616. Д оказать ,  что эволюта циклоиды

x = a ( t — sin/), у = а (\ — c o s t)
есть такж е циклоида, отличающаяся от данной только поло
жением.

§ 15. Приближенное решение уравнений

1°. П р а в и л о  п р о п о р ц и о н а л ь н ы х  ч а с т е й  ( м е т о д  х о р д ) .  
Если функция f(x)  непрерывна на сегменте [а, 6] и

f ( a ) t ( b ) <  0,

причем / '  (х) Ф 0 при а <  х < Ь, то уравнение

/ (*)=  0 (I)
имеет один и только один действительный корень 5 в промежутке (a, Ь). За 
первое приближение этого корня можно принять значение

* 1= о  +  б1.
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Применяя далее этот способ к тому из промежутков (а, х ,)  или (д ,̂ Ь), на 
концах которого функция /  (дс) разнозначна, получим второе приближение хг 
корня 5 и т- Л- Для оценки л-го приближения дс„ справедлива формула

(х 6 | < Я £ в > 1  (2)
т

где т — inf | / '  (дс) |, причем
а <  х <  Ь

lim х„ =  £.
П-

2°. П р а в и л о  Н ь ю т о н а  ( м е т о д  к а с а т е л ь н ы х ) .  Если / ' (дс) О 
на сегменте [а, Ь) и /  (о) /* (а) >  0, то за первое приближение £i корня £ урав
нения (I) можно принять значение

£ д /W
5l “• /• и  •

Повторяя этот прием, получаем быстро сходящиеся к корню | последова
тельные приближения Ёц(л— 1, 2, . . . ) ,  точность которых оценивается, напри
мер, по формуле (2).

Для грубой ориентировки полезно нарисовать набросок графика функции
у =  /ДО-

Пользу ясь методом пропорциональных частей, определить 
с точностью до 0 ,001  корни следующих уравнений:

1617. х * — 6х +  2 =  0 .  1619. х — 0,1 s i n x  =  2.
1618. х* — х — 1 = 0 .  1620. c o s x = x * .

П ользуясь  методом Ньютона, определить с указанной точ
ностью корни следующих уравнений:

1621. x s + - i - =  10х (с точностью до 10~*).

1622. x l g x = l  (с точностью до 10~4).
1623. c o s x - c h x  =  l (с точностью до 10- *) (для положитель

ных корня).
1624. х + е *  =  0  (с точностью до 10“ *).
1625. x t h x = l  (с точностью до 10- *).
1626. С точностью до 0 ,001  найти три первых положитель

ных корня уравнения
t g x = x .

1627. С точностью до 10“ * найти два положительных корня 
Уравнения

4 1 х
g x  =  Т  "2 *



§ 1. Простейшие неопределенные интегралы

Iе. П о н я т и е  н е о п р е д е л е н н о г о  и н т е г р а л а .  Если функция 
/  (х) определена и непрерывна на промежутке (о, Ь) н F  (дс) — ее первообразная, 
т. е. f  * (*) =  / ( * )  при а <  х <  Ь, то

J  f(x )dx  =  F (x )+ C , а < х < Ь ,  

где С — произвольная постоянная.

2°. О с н о в н ы е  с в о й с т в а  н е о п р е д е л е н н о г о  и н т е г р а л а :

a) d [ ^ H x ) d x ] = H x ) d x ;  б) [  d<b (дс) =  Ф(дс) +  С;

в) ^ A f(x)dx =  A^  /  (x) dx (А =  const; А Ф 0);

г) J  I / ( * ) + В ( * ) ] d x =  ^ l ( x ) d x + ^ g (дс)dx.

3°. Т-а б л и ц а  п р о с т е й ш и х  и н т е г р а л о в :

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

V arcsin х + С ,  

— arccos х + С .



то

V III.  ̂ sinxrfx =  — c o s x - f C . x il. J  s h x i x  =  c h x + C .

IX . J  c o s x d x  =  sin x + C .  XI I I .   ̂ c h x d x  =  s h x + C .

* • 1 S r ,—  a t * + c - X l v - J i K — ' lh ' + c -

“ • i s 5 r f - ' ^ + e - x v ' i ® 7 - lh ' + c '

4°. О с н о в н ы е  м е т о д ы  и н т е г р и р о в а н и я ,
а) Метод введения нового аргумента. Если

J  !(x)dx  =  F (x )+ C , 

J  f(u )d u = F (u )  +  C,
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где н = ф(х) — непрерывно дифференцируемая функция.
б) Метод разложения. Если

/ (*)=/i (*)+/* w .
та

J  f(x )d x =  J  / , (х) d x +  J  / 4 (х) dx.

в) Метод подстановки. Если /  (x) — непрерывна, то, полагая

х =  ф(<).
где ф (/) непрерывна вместе со своей производной ф* (/), получим!

$ /< х ) « * х = $ /( ф ( / ) ) ф * ( 0 Я .

г) Метод интегрирования по частям. Если и и о— некоторые дифферен
цируемые функции от х, то

^ и dv =  uv— J  odu.

Применяя таблицу простейших интегралов, найти следующие 
интегралы:

i 6 2 i .  $ , з — *•)■<(*. .  у т - , у ; + , d x _

1629. )х*  ( 5 — х)* dx. J  ' {/ х

1630. J ( l —  х ) ( 1 —  2дг) (1 —  3x)dx.

1 в з к  I  ( n r ) * d x - г  d - х ) *
Р / п  а *  , 6 3 5 -

, в 3 2 ‘ К т  +  ^  +  ^ ) ^ .  - х / х

1633.
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( У2x—j /ЗхУ 
х dx.

V x * +  х~* +  2 dx.

1637

1638

1639. J  £ £  .

1640.

1641.

1642.

1643. V " Z b— d ,.
0 10*

1646. f ^ ± jd x . 
J  e* + l

V\ dx.

,6 4 3 .  Г У Щ = £ *= L d x . 
J  V x*— 1

1647.

1648.

1649.

1650.

1651.

1652.

1653.

(1 +  sinje +  c o s * ) d x .

V 1 — sin 2x dx
( 0 < х <  л ).

c tg  - xdx. 

tg*xdx.

(a s h x  +  6 c h ; t ) d jc .  

th* xdx. 

cth  -xdx.

TO

V x ^ l

1644. $ ( 2 *  +  3 * )M x .

1654. Д о казать ,  что если

$ / ( * )  dx =  F (x)+ C ,

§f ( ax  +  b)dx =  -^ F(ax+ b) +  C (аф  0). 

Найти интегралы:

1655. f - ^ L .
J  J t+ a

1656. J ( 2 * — 3 y°dx.

1657. J  Y T ^ d x .

1658.
J  V * - l

1659. j

,6 6 0 .  y ' j Z , + * <b.

l e e i .  ^ dx

-5x

2 +  3** *

“ I n ? ’

1663

dx

(5x— 2) *
1664.

С ___dx
J  ^ 2 ^ 3 * *  '

С dx
J  V 3 x * — 2  *



,«65. 5 * б и  | т н ^ п -

1666 .  ̂ ( s i n 5 х  —  s i n 5 o t)d x . 1 6 6 9  С dx

с  dx ' J  * - С08Х‘

т7- \ ^ т у  «Mnfe-
1671. J  [ s h ( 2x  +  l )  +  c h ( 2x  —  l ) ] d x .

1672. Г - ^ - .  1673. Г - ^ - .
. J  c h * |  J  s h * i -

Путем надлежащего преобразования подынтегрального выра
жения найти следующие интегралы:

х dx « с о с Г  х2 dx
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1 т т = ? '  , 68e- f -
J  (

xdx  . ,U ° "  I  y W + * T "

1674. , ____,  . _____  , t

P .  , _______  (8x* +  27)"*
1675. \ jc* У I +  x*dx. r dxJ  У iCO-7 I “■*1687.

1688.
1676. f  «— в » .

J  3 — 2x* Г dx„ . 1688. . . . . .
1677. f  -  x — J  *)
*  J  (1-4-**)* P

p v riy 1689. \ xe~* dx.
1678. \ Д 2 , .  ,  Jn J

J 4 + * 4 tRQn P e * d x

1679.

1680.

Г x*dx 
J  x8 — 2'

I

, 6 9 0 - J 2 + 1 * '

1691dx J  e* +  e~ * ‘• I
dx

< ! + * ) / * '  1692.
J  ^ 1  +

У к а з а н и е .  -^ = -  =  2d ( V~x). Г In1 x  ■
V x 1693. j  -̂ —dx.

1681. Csin — 1C94  Г dx
J  *  *  lb S 4 - J  x  In *  In (In x ) ’

1882’ j * j r p Fx ^ + T *  1695, J  sin* x cos x dx,
1683. Г — dx —  1696. Г *!!!JLdx.

J  У cos*x

1684. Г — — r . 1697. J  tg X dx.

(** +  •)1 1698. J  ctgxdx.
1685. f  — xdx tana f  sin x + c o s *  d x

tx

j  — * 1699. f  -----------------
J  (** — 1) * J  у  s i n x — c o s x



|7о°- у
, 7 0 0 - 1- ^ 7 ш г .“х- I T U .  j  /
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, 7 0 0 -г - 1712. J ^ ± | « x .
r  sh x 
J  V"da2x

1700.3. f - sh*  dr, У к а з а н и е .

1701.
. J  sin* ж

dx J

( n 4 ) d x « * ( x - l ) .

1702

Г _ _ _
s.nJ x / c t g x  1 7 I3  dx#

J  sin* X -c-f- 2 cos2x ‘ 

1703. f — .J  sin X

1704

1714
С x* dx

J  dill л /%
. C - i ^ .  1715. \

J  cos x J  V I +  X“ -

1705.

1 -r x« + * '

l 7 l 6 - J r r 7 .

1706. 1717 Г C0SJ(dxJ VT+cos 2x

" M 7 * S ? » r f c  ' « Ч а Й т З т * -  

, 7 0 8 - i ^ f e -

< * №  • ,720- k т т т т т

Применяя метод разложения, вычислить интегралы:

1721. J  jc2 ( 2 — 3x l )s dje. 1726. § (j = g d x .

1721.1 .  $ * ( 1  —хуЫх. 1727. j (T- f L _ d x .

1722. j ! ± > .  ’ ” 28. l ^ i x .

р х* 1729. Г * *  ,
1723. j — d *.  J ^ x - r l + K x - 1

» 1730. \хУг2 — bxdx.
, 7 2 4  J — Ук а з а ние .

, 7 2 Ч т т # * -  * — t <2 - s« ' + 4 -



$ t.  п р о с т е й ш и е  н е о п р е д е л е н н ы е  и н т е г р а л ы

1731. Г 1747. [ S\n*xdx.
J  у \ —3х J

1732. J  х 3 l / \  + xs dx. 1748. С cos*xdx. 

l733- I («-0 (»  + a - 174». J  sin-

У к а з а н и е .  1750. $ cos*xdx.

, 7 5 , ( c l g , A

dx
*+1)(д:а-г 2 ) в

1752. J  tg'xdx.

1753. J  sin* 3.v sin* 2xdx.

173e- i ( « ‘ - ^ T 3 , '  ,  .
J  s i n ^ c o s 1 ^

1737. Г т *  f
J  (•* +  2) (x +  3) У к а з а н и е .

17ЧЙ Г x<̂ x . 1 =» sin* x + c o s ’ x.
J  х * - 3 л * - г 2 '

, 7 5 5 -

I74°-

1741. J  sln-xdx. 1754 S t . “*-

1742. J cosi xdx. I7 5 8 ,  j* Cos‘ x  *
1743. J  s i n x s i n ( x - f a ) d x .  , 7 5 9 - J  ~j\*e;  .

1744. J  sin З х -sin 5л: dx. 1760. j* dx.

1745. J  cos i .  cos jd x .  i 7 6 |. $ sh ‘ jcdx.

>746. J  sin ( 2 jt— J )  cos ^3x +  ^ - ) d x .



ICO О Т Д Е Л  I I I .  Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  И Н Т Е Г Р А Л

1762. ^ c h 5x d x .  1764. J  ch x  • ch  3x dx.

1763.  ̂ sh x  sh 2x dx. 1765. J dx__
с ch* x

Применяя подходящие подстановки, найти следующие ин
тегралы:

1766. $ х *  У — xdx. 1772. Г ■ ° f  *  dx.
« v J  1 +  COS1 X

1767. J x * ( l — 5xJ) ,0 dx. 1773.

1768.

1769.
Г ,, 1775. Г ~j— •
J  V I-X* X' J  e*  + # *

С JL 1776. Г - * ' .
1770.  J  X » ( 2 — 5 x s) » d x .  J  V\ + e*

r r _______  , 7 7 7  Г  a r c t g  V~x dx
1771.  ̂ c o s ! x * K s i n x d x .  М П .  J  •

Применяя тригонометрические подстановки x  =  o s i n / ,  
x =  a t gt ,  x  =  a s i n a / и т .  п . ,  найти следующие интегралы (па
раметры положительны):

.7 7 8 .  Г — * Ц - .  ,7 8 3 .  J V &
J  (1 — X2) *

l 7 7 9 - v f e -  |78Ч т ё - * » - « Г

1780. J  Y 1 __X -  dx. У к а з а н и е .  Применить подстановку
х —а  =  (6— a) sin*/.

1781. Г ------ ____________________________________________________

J  (x*-f а*) * 1785. $ а) Ф ~ x)dx.

1
Применяя гиперболические подстановки x  =  a s h / ,  x  =  a c h /  

и т . п., найти следующие интегралы (параметры положительны):

1786. [ V V - +  x M x .  1787. Г - 7 _f* dx.
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1788 . \ ] /  j ^ dx> 1790- 5 V (x +  e ) ( *  +  ̂ )dx.

1789.
I '

dx
/ ( х  +  а)(*  +  6) *

У к а з а н и е .  Положить x - f  а =  (Ь— в) sh*  t.

Применяя метод интегрирования по частям, найтн следующие 
интегралы:

1791. J l n x d x .  1801.  ̂ jc* ch 3 jcdjc.

1792. J xn\nxdx ( п ф — 1). 1802. J a r c t g x d x .

,m i (*¥)'**■
1794. [ Vx\n*i(dx.

1795. ]xe~*dx.

1796. [x'e-^ dx.

1797. J j K*e~x’ dx.

1798. cos xdx.

1799. J  jc* s i n 2 x d x .

1800. ^ x s h x d x .

Найти интегралы:

1811.  [x'et'dx.

1812. J  (a rcs in  x )J dx.

1813.  ̂x (arctg  x )5 dx.

18,4> $  x 4 n l f ^ d x ’

1815. f i i H i £ ± ^ E Z l d j c .
J  V l+ x *

Ш 6. J

, 8 , 4 f

( 1 + x * )  

dx
' +  **)»• 

Б .  П. Демидович

1803. J  arcsin  x d x .

1804. J  x  arctg  xdx.

1805. J  x 2 arccos x d x .

1806. j arc*|n-* dx.

1807. J  l n ( x + K l  + x 3) d x .

1808. J x  In ~xdx.

1809. J  arctg  ]/Гх dx. 

lSlO.  J  s i n x - l n ( t g j c ) d x .

1818. J  У~а2— x s dx.

1819. J  V Xе +  a dx.

1820. J  xtYra1 +  x1dx.

1821. $ x s i n s x d x .

1822. J  eY~xdx.

1823. J x s i n K x d x .

r xe*K‘S* ,
1824. Г — ------r dx.

J (1 + * ’)T
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1825. Г 1831. 5 (е*— c o s x )1 dx.

p (' + x V  1832.
1826. ) s i n ( l n x ) d x .  0 *

1827. $ c o s ( l n x ) d * .  , 8 3 3 '

1828.  ̂ e**cos bxdx. 1834 Г xdx
’ J  cos’  x ‘

1829. f  e ^ s i n  fcxdx. » _,x

r ,835- J m F ' i'-
1830. \etx sin* xdx.J

Нахождение следующих интегралов основано на приведении квадратного 
трехчлена к каноническому виду и применении формул:

1П* 1 5 ^ = ± У 1 п , в , ± д с , 1+ С -

IV. Г dx = a rc s in  — - f C  (а >  0).
J  К в*— х* а

V. Г - 7 = ^ = = -  =  1 п | х + K F T ^ I + C  (а >  0).
J  У х* ±  в*

V I. Г V * T * + C  (а >  0).
J  У а* ±х*

V II. J  У а * — дг* dx =  J L y a* — arcsin -^ -+ С  (в >  0).

V III . j “ y x * ± a * d x =  j  У х* ±  а* ±  y - l n | * +  У * * ± а * | + С  (а >  0).

Найти интегралы:

183в- 1  д а  и * » » -  |84«- У з Щ т 4 1 - 

1837- J ^ T 5 -  Ь - Ь ~ . - н

|838' I Е П Й Г Г Т  • |842- 1 ^ ‘

1839
|843- Ы

+  2 
х*dx

г1—2



л _____________ dx_____________
1 8 4 4 . j  з  sin* х —8 «in *  cos x  +  5 cosJ x ’

(* dx
, 8 4 5 ‘ J  sin x 2 cos x +  3 '

“ М т в е я г

1850. Д о к а за т ь ,  что если

' у =  ах' +  Ьх+с (а Ф  0) ,

то

1тг"т^|п1̂ +,,̂ 1+с п р и “ > 0
и

f  2.  И Н Т ЕГ Р ИР ОВ А Н И Е  Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  ФУНКЦИЯ

г 1 - r r . in — y'
J

“ “  1» W  I  L. Э 1 1 I
V  У У - « у  b2 — Aac

1851. J
xdx 1858. f  dx

У 5 + x — x2 J  (x + 1 )  Kx* +  1

1852. j X + I  fir 1859.
f* dx

У x* +  x +  1 J  (x— 1) Ух2— 2

1853. f xdx
1860.

Г* dx
J

1853.1 .

У 1 — 3xJ — 2x* 
f  cos X dx

J  (x-t-2)1 У  x* +  2x—5 
f * -----------------

J  У I - f  sin x - f  cosJ x * 1861. ) у 2 +  x —x 2dx.

1854. j x*dx
1862.7отД1"h'i.  ̂ У 2 -\ -х + х г dx.

1855. f

1856. j

.  dx. 
У l +  x * - x *

dx

1863.

1864.

J У x* +  2x2 —  \xdx. 

f  > - * + * •  w .
x y x* + x + \ J  x у  1 + x — x2

1857. j dx 1865. Г *’ + l  dr
x2 У x* +  x — 1 J x f x ' + l

§ 2. Интегрирование рациональных функций

Применяя метод неопределенных коэффициентов, найти 
Чующие интегралы:

J “ *• , 8 6 7 - \ |«+ 1 ) ( Л 1 п . + 3) •



1869. I \ 7 .‘ c_ d x .  *880.  ̂ r ( i
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1870.

1871.

f  х»° dx 
3 x * - f -x — 2 * 1879.

Г **+>
J x J— 5x*-гб х

1880.

J  x« +  5x‘ +  4d* ’
1881.

f* xd x 1882.
J x3 — 3x +  2 •

f  X * + l  A 
3 ( x + l ) * ( x - l )  •

1883.

I  (х’ - з х + г )  d*-
1884.

f* dx 1885.
J ( x + l ) ( x + 2)*(x +  3)* •

Г dx
1886.

J  x*-j-x ‘—2x3—2x*-j-x -f 1 *

С * ,  + 5< +  4 dx J  x ‘ +  5x* +  4 a x -

1887.

Г  dx 1888.
3 ( x + l ) ( x * + l )  *

Г  dx 1889.
J  (x8— 4x+ 4) ( x * -4 x + 5 ) ‘

При каком условии интеграл

r - s +b x+ c dx(x-1)*

1876. I .л'.Т .^.Г.?.Иг  J (* + *)(•+**)(l +  **)

*877. , l r |||ПХ|| .

x2 dx

,878* \ ;ri-<r^w,«_i,I 5 -  ^  x* +  3x* +  -| x* +  .3 x + l

представляет собой рациональную функцию?

Применяя метод Остроградского, найти интегралы:

1891 . С --------— ---------  « f io *  f -  rf*

« и .  b y * .  .896. ц. * .

1893.

1894.

xd x
(X— 1>2 (x-h 1)* * 1895.

dx
1896.

dx
( x * +  1)** 1897 .

x*dx
(** + 2 x 4 -2 )* *
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Выделить алгебраическую часть следующих интегралов:

>898- ■)■"*• ,900- S o & T V dx-

1899. Jj
dx

(** +  * +  1)» ‘

1901. Найти интеграл
dx

I х* 2х3 -(- 3jc2 - f  2х -j- 1 *

1902. При каком условии интеграл 
Г а*а +  2Рдс +  у
J  (ох* 4- 2Ьх 4 -с)г и х  

представляет собой рациональную функцию?

Применяя различные приемы, найти следующие интегралы:

1903* I (х— I)10® dx' ,912' j dx'

dx
1904. f 4 ^ r .  1913. С

J  X е—  1 J  X  (Х ----- f- i )

1995. ,9 ,4. ^ _ £ _ .

, Ш - I S  dX' l91S- $ T » £ r > dx-

1907 • ^т г т т г г о ;  dx. 1916. С / .- - / I T 1 ------ rrdx.

,908- I ( ^ T o ? -  1917-

|9Ш>- Ы , 918- dx-

,91°- ,919- V * 7 ! dx-

,9 H - ^ ё т т ' ' * -  ' 92°- 1 Ш * * -

1921. Вывести рекуррентную формулу для вычисления ин
теграла

1 п ~  5 (а * «  +  Ьх +  с)п



Пользуясь этой формулой, вычислить

166 О Т Д ЕЛ  I I I .  Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  И Н Т ЕГ РА Л

' ■ - f
dx

У к а з а н и е .  Использовать тождество
4а (ах* +  Ьх с) =  (2ах +  6)* +  (4ас—Ь*).

1922. Применить подстановку / =  для вычисления ин
теграла

dx
(x-t-fl)»» (x + b )n

( т  и п — натуральные числа).
Пользуясь этой подстановкой, найти

S ,
dx

( х _ 2 ) « ( х  +  3)**

1923. Вычислить
Г Р"<*> dx
J  (х— a)n + l а х '

если Р„(х)  есть многочлен степени п относительно х. 
У к а з а н и е .  Применить формулу Тейлора.

1924. Пусть R (x )  =  R*(x*), где R *  —  рациональная функция. 
Какими особенностями обладает разложение функции R (x )  на 
рациональные дроби?

1925. Вычислить
dx

1 + х ***

где п — целое положительное чисто.

§ 3. Интегрирование некоторых иррациональных функций

С помощью приведения подынтегральных функций к рацио
нальным функциям найти следующие интегралы:

192Ч г т т ? -

,927- L ( ,+2£ +i/7>- >030. J *
1928

( I  +  J/ х ) У х '

• f  dx. 1931. Г - V x= ±-dx.
J x + / 2 + x  J y x + \ + V x - \



1932. Г dX 1933. Г t xdx — (а > 0 ) .
J £м*+1)2(*-1)‘ J V х* (а — х)
(* dx

1934. I „/—■• = ( я — натуральное число).
J у  (х —в)»+> (х—Ь)п~1
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1935. j ’
1 +  V x + V \ + x  *

У к а з а н и е .  Положить х =  I — 1 .

1936. Доказать, что интеграл

j  R  [ , .  (д;— а у ( х — Ь)т ] dx,

где R — рациональная функция и р, q, п — целые числа, является 
элементарной функцией, если

p +  q =  kn.
где k — целое число.

Найти интегралы от простейших квадратичных иррациональ
ностей:

1937 Г х~ .... Иг 1940.
1 у хг +  2х +  2 j ..

J У \ + х + х * ] х  й Х •

1938 Г dx 1941. Г  xd x

J ( * + 1) У х * + х  +  \ ) ( 1 + х )  y i - x - x * ’

19.49. Г dx 1942. Г 1~ х + х * rfr
J (1 —X)2 у  1 -х* у 1 + х — х*

Применяя формулу

< * ) » + *

где y =  ]/rax2 -\-Ьх+с, Р п(х) — многочлен степени п, —
многочлен степени п — 1 и X — число, найти следующие инте
гралы:

Г - j r-r ** . dx. 1947. Г — р------
J V I + 2 X - X *  J  х* V x * +  1

Г - у!°..Х- . 1948. Г ----
J V \ + x *  ) х * у ц г = л

1943.

1944.

.945 . j *  .949. j

1946. 1950 с dx
J Кд* +  4х +  3 J (I ( * + l) i Yrxt + 2 x



1951. При каком условии интеграл

168 О Т Д Е Л  I I I .  Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  И Н Т Е ГРА Л

0 \ X * + 6 i X + C l  j

У ax*+bx+c
представляет собой алгебраическую функцию?

Л р ix\ ____________
Найти \ dx> где y =  V  ах* + b x + c ,  разлагая рациональ

ную функцию на простейшие дроби.

1952. Г --------------  -  ■ . 1957. Г -------- dx/
J (х— 1)» +  J (1+**) У Т ^ 7 *

1953. Г----- . 1958. Г -------------- dX/
J  (*а- 1 )  у х * - х - 1  J  ( * ' + ! )  V x * - \

1954. i V ?  dx. 1959. Г -------- d*J (*+>)* J ( | _ X4) / 1 +  X*

1955. ( ----------f - ----------dx. i960. I V xt +  2 dxJ ( l+ jr ) K l- t -2 x -x *  l!,ou- J ** +  1 ux'

1956. Г ------- xd x.~
J  (x* - Здс +  2) Vr x * - 4 x  +  3

Приводя квадратные трехчлены к каноническому виду, вы
числить следующие интегралы:

‘ dx1961.

1962

(Х * +  *  +  1) У х * + х  —  1 

хг dx
1(4—2 х + х * )  У  2 +  2х—х* *

1963. Г ----- fx+ l)dx
J (х*4-х+1) у х* +  х +  1

1964. С помощью дробно-линейной подстановки х =
вычислить интеграл

dx

1 + <

Ji(х*-х+ 1 ) Кх* +  х+1 ’
1965. Найти

dx

Ji(х* +  2) У 2 х *  — 2х +  5 "

Применяя подстановки Эйлера

1) Vax* +  bx-\-c= ± У а х -\ -г ,  если а >  0;

2) У  ах* +  Ьх +  с =  х г ±  Ус, если с > 0 ;

3) Y а (х— xt) (x— xt) =  г (x— x j .
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н а й ти  следующие интегралы:

1966. Г . / d* ; 1969. — ¥ £ ± М ^ £ с 1 х .' J х +  V * + x + l  J х г- У х ^ З х + 2

,967' J  ,4- V 1—2ж—х* * 197°- j [ i  +  У Т (П Т )У  '

1968. ^ x V  x*— 2x +  2dx. ^

Применяя различные методы, найти следующие интегралы:

1971. Г  dx -------- 1976. Г (x' ~ X)̂ L = . .J y i T + T — V x * - \  J ^ + u / F + T

,972. Г -------xdx____ 1977. Г .
J  ( I — К  1— J ( x * - l ) ^ * * + l

1 1973. J  у /2 +  У Г ^ ~ х +  У Г + х  ’ , 9 7 8 ‘ I *  V x '  +  W - X  ■

,974. Г  X+ Y { + X+ X' dx. 1979. f .
'  J 1+X +  Y l+ X + X *  J * Vx  ̂+  x +1

1975. \- ¥ x(x-^ L -  dx.
J ^ x + f T S r + i

1980. Доказать, что нахождение интеграла 

J R  (х, Vax +  b, Vcx +  d)dx,

где R — рациональная функция, сводится к интегрированию 
рациональной функции.

Интеграл о т дифференциального бинома

J х "  (a +  bxn)P d x ,

гДе т ,  п и р— рациональные числа, может быть приведен к интегрнрова-
1] ^ ы Раци°нальных функций лишь в следующих трех случаях (теорема

С л у ч а й  !. Пусть р — целое. Полагаем x =  zN , где N — общий знаме- 
«втель дробей т и п .

С л у ч а й  2. Пусть 1 — целое. Полагаем a-\-bxn = z N , где Л' — зна
менатель дроби р.



Л- 1
С л у ч а й  3. Пусть —-------р — целое. Применяем подстановку

b =  z& , где N —  знаменатель дроби р.
Если я = 1 ,  то эти случаи эквивалентны следующим:
1) р— целое; 2) т  — целое; 3) т + р — целое.

Найти следующие интегралы:

1981. [ V x 3-\-x*dx. 1986. Г - г - * * — .
J _  J i / l + x *

1982. Г *
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1983.

1984.
r  x id x  Г ДС(• x 'd x

J

1985. 1 dx
I '

1989. J l / 3 x — x*dx.

V 7 + & ’
1990. В каких случаях интеграл

J lЛ  +  x -d x ,

где т — рациональное число, представляет собой элементарную 
функцию?

§ 4. Интегрирование тригонометрических функций

Интегралы вида
J s in "  дс cos " x d x ,

где т  и п — целые числа, вычисляются с помощью искусственных преобразо
ваний или применением формул понижения.

Найти интегралы:

1991. у cos6 xdx. 1996. J  sin* дс cos* xdx.

1992. fs in *x d x . 1997. f ! !H j£ d * .
J  J cos дс

1993. С cos* x dx. 1998. f^ ^ ifd x .
J  J  S in **

dx
s in * j:

1994. Jsin*x]cos4xdx. 199^ ^

1995. С sin* x  cos* xdx. 2000. С ,
J  J  С05*ДС



* Х > ' - Ь т а г * 7  - 2006- 1 - | ? 7 ‘" -

р dx 2007. Г ___ dx .
2002. J s in * * cos?x ' J K e in J *c o s‘ *

_ p dx 2008. [ ------- £ = .
2003- j  "gin x cos** "  J  c o s * / s in * *

2004. J tg* X dx. 2° 09, | ‘

2005. J ctg* x dx.

2011. Вывести формулы понижения для интегралов: 

а) / „ =  J s in "xd x ; б) К п =  J cos"х dx (л >  2)

и с помощью их вычислить

J sin* хфс и J cos* х dx.

2012. Вывести формулы понижения для интегралов:

■> ' . - Ь £ г - «  * . = Ь § г  < » > 2>

и с помощью их вычислить

Г dx Г dx
J  s in * х  И j  cos7*  ■

Следующие интегралы вычисляются с помощью применения формул:

I .  e in a s in  (5 =  у  [cos (a — Р) — cos (a +  P)].

I I .  cos a cos P =  у  [cos (a— P) +  cos (a +  P)].

I I I .  s in  a cos P =  - j  [s in  (a— P) +  s in  (a +  P)].

Найти интегралы:

2013.  ̂sin5xcosxdx. 2016. J s in x s in (x + a )s in (x + 6)dx.

2014.  ̂cos x  cos 2x cos 3x dx. 2017. J cos*axcos*bxdx.

2015. ^ s in x s in ~  sin  ~ dx. 2018.  ̂ s ins 2x-cos* 3xdx.
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Следующие интегралы вычисляются путем применения тождеств: 

s in  (а— Р) в  s in  [(х - f  а) — (х +  Р))

cos (а — Р) a  cos К *  +  а) — (Jt +  P)].

Найти интегралы:

2 0 1 9 '  j  s in ( x  +  a)6 in ( x ~ 6 )  '  2 0 2 2 , S  s i n x - s i n a  *

dx2020 • §  s in  (x-j-a ) cos (x-j-b) * 2 0 2 3 '  J ' cosx-f-cosa "

202K  J costx +  a K o s tx - ^ ) - 2024- $tgxtg(x+a)dx.

Интегралы вида

 ̂ /? (sin x , cos x) dx,

где R  — рациональная функция, в общем случае приводятся к интегрирова

нию рациональных функций с помощью подстановки =

* а) Если выполнено равенство

/?(— 6in X, COSX)sa — /? (s in x , cosx)
или

R  (sin x, — cos x) a — R  (sin  x , cos x),

то выгодно применять подстановку cosx =  / или соответственно s i n x  =  /. 
б) Если выполнено равенство’

R  (— sin  х, — cos х) ss R  (ein x , cos x),

то полезно применять подстановку tg x  =  /.

Найти интегралы:

2025. 1i
) 2 s in  x — cos x - f 5 * 2030.

2026. j * dx 
1 (2 + c o s x) sin  x ‘ 2031.

2027. j * s i n2x  . 
s in  x - f 2  cos x c x '

2032.

2028. j dx
1-j-e c o sx ’

2033.

a) 0 <  e <  1 ; 6) e >  1 . - 2034.

2029. j ‘ sin‘ *  dx1 + s i n * x “ * - 2035.

dx
I s in  x 4- b cosx)* *

X+COS3X

dx
•x-fcos* X



2036. f  J S x + c a F x d x ‘ 203#- $  sin*ДГ + cos'* •

_  f* s in  xcos x
2038. j  T + s i i^ T

2041. Найти интеграл

P dx
J  a s in x-\-b cosx '

приведя знаменатель к логарифмическому виду.

2042. Доказать, что

r ^ s i n x  +  b, ™ s_ ? d x  =  A x  +  B l n i a s i n x  +  b c o s x i +  c ,
J  a s m x + b c o s x  1 1 1 1 *

где А, В ,  С— постоянные.
У к а з а н и е .  Положить

at s in  х + & ! cos х =  А (a s in  х  +  6 cos х)-\-В (a cos х — Ь sin  х), 

где А и В — постоянные.

Найти интегралы:

2 0 4 3  С s in  х - cos х^  2 0 4 4  Г  ■dx
J s m x  +  2 c 0 s x  J  3 +  5 tg х

2043 I С s‘n * fjv 2045 С ° i s'n * +  cos x H r
, Z 0 4 3 - 1* J  s i n x - 3 c o s x dlC' ‘г ° 4 5 , J ( a s i n x  +  tc o sx )*  ’

2046. Доказать, что
f  g | »ln x  +  6, cosx -+c, , =
J e s i n x + 6 c o s x - f c

Г  = ^  +  B ln |flsinx +  fecosx +  c| +  c f QSinjtnrf; cosx+c>

где А, В ,  С— некоторые постоянные коэффициенты.

Найти интегралы:

2047 Г s i n x  +  2 c o s x - 3  . С 2 s i n x  + cosx .
|  J s i n x - 2 c o s x  +  3 dX' j 3 s i n x - f 4 c o s x - 2

2048. Г — _ sin *---------dx.
J  V  2 +  s in x  +  cos x
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dx-

2050. Доказать, что

f* g| siria s in  х  cos x  ct cos* x
J  a s in  x  +  6 cos x

=  / ls in je  +  f lcosjc +  C \ - . - .  , , ------
1 J  a sin x - f  6 cosx

где А, В , С — постоянные коэффициенты.

Найти интегралы:

dx

2051

2052

• I

■5

sin* x — 4 sin  x cos x +  3 cos1 *  
sin  x  +  cos x

sin * x — sin x cos x-f- 2 cos* x

dx.

dx.s in  x +  2 cosx

2053. Доказать, что если (a— с)1 +  Ьг Ф 0 ,  то

С d\ sin  х - j-6, cos x  d x — Л  Г du' 4 - Я  Г du'
J asin*x +  2&sinxcosx+ccos*x J * » u » + > i  J * ,u j  +  JL, ’

где А, В — неопределенные коэффициенты, X,, X ,— корни урав 
нения

а— X b
Ь с— X —  0  ( X j  Ф  X , ) ,

^  =  (0 — Xf) sin х  +  fc cos х и k( =  а_-~  (х =  1, 2).

Найти интегралы:

2 s in  х — cos х2054. j

2055. j

■dx.

2056

3 s in 2 x + 4  cos* x

________ (sin x-f-cos x)d x________
2 sin* x — 4 6in x  cos x + 5  cos* x

— 2 cosxf* sin  x —
* J l +  4 s i ■dx.s in  x  cos x

2057. Доказать, что

dx A s in  x - f - f l cos xb (Q6i
dx

i sin x + b  cos x)n (a sin x  +  bcosx)n~ l  

где А, В , С — неопределенные коэффициенты.

2058. Найти
dx

ein x-j-b  cos x)

I (s in  x  +  2 cos x)< *



2059. Доказать, что
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С dx )  ( J + fr  cos хг
A s in  х  ■. Д Г  dx_________ I

J  ( a c o s  х)'1-1(а 4-6 cos ж)"-1 J (а 4-6 cosx)4-

+  С 1 < , Ч . » £ , ) - Г ( I ' l ^ l M ) .

и определить коэффициенты А, В  и С, если п —  натуральное 
число, большее единицы.

Найти интегралы:

2060. Г -------™ xdx - .  2062. Г
J cos ж К 14- *in* * J У 24- s in  2x

2 M - 1 “ *■ 2<m- S T T T ' L - W  < ° < ‘ < »•

f  « — s i s
2064. \ ------------ —  dx.

x+ecos
У к а з а н и е .  Положить < = x—asin 2

2065. Вывести формулу понижения для интеграла

с—а \ "I / sin •
/.

(п— натуральное число).

§ 5. Интегрирование различных трансцендентных функций

2066. Доказать, что если Р  (х) — многочлен степени п, то

$ p (x)e**dx=  +  . . .  +  ( _  1 ) » ^ £ ]  + С•



2067. Доказать, что если Р ( х )— многочлен степени п, то 

$ Р  (х) cos ах dx =

и

J Р  (дс) sin ах dx =

+ i - [ P . w _ r ?w + ^ _ . . . ] + c .
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Найти интегралы:

2068. х*езх dx. 2075. 5 e"*sin*bxdx.

2069. (x*— 2x +  2)e-*dx. 2076. J xe* sin xdx.

2070. хь- sin 5jc dx. 2077. J x*excosxdx.

2071. (1 +  дсг)* cos xdx. 2078. J xex sin* xdx.

2072. дс’е- *2 dx. 2079. J (дс— sin дс)* dx.

2073. x’e ^ d x . 2080. J cos*J^x dx.

2074. e°x cos* bx dx.

2081. Доказать, что если R —рациональная функция и числа аи 
а.......... ап соизмеримы, то интеграл

J £(<*■*, е*>*......... ea"x)dx

есть элементарная функция.

Найти следующие интегралы:

. 2082. 2085.  ̂ Z '
1 +«* + е 3 +« '

2083. j



2087. Г . -■. 2089. С уге1х +  4ех —  1 dx.
J  у е* — 1 J

2088 Г т /  ‘ dx 2090. Г dx ./ива. j  у  gX+ , ах. j  у 1 +  £Х+ у  х_1еХ

2091. Доказать, что интеграл

$ /? (x )««d x ,

где R — рациональная функция, знаменатель которой имеет 
лишь действительные корни, выражается через элементарные 
функции и трансцендентную функцию

j ^ d x  =  li(<?«) +  C,

где

2092. В каком случае интеграл

S p ( i ) e' dx-

где Р  (-J-) =а * +  7 +  •• • +  и f lo. <*lt •• •. а„— постоянны, пред
ставляет собой элементарную функцию?

Найти интегралы:

2093. j  ( l  — l) V d J t .  2096. dx.

2094. j  ( l — 2097.  § 0 1 - t dx.

2095. j  x * - 3 x + 2 dx'

Найти интегралы, содержащие функции ln f(x ) , arctg/(jc) 
arcsinf(x), arccos/(x), где Д х )— алгебраическая функция:

2098. $ ln "x d x  (л — натуральное число).

2099. ^х* In *х dx. 2100. j  ( ^ J ’ dx.

2101. If In [<*+«>*♦• (*+»)«♦»] • щ ^ + F y

2102. J ln * (x + V /"T +  x I )dx.

2103. J In (У  1 — x + V  1 + x )  dx.

$ 5. И Н ТЕГРИ РО В А Н И Е Т РА Н С Ц Е Н Д Е Н Т Н Ы Х  ФУНКЦИЯ 177



2067. Доказать, что если Р ( х ) — многочлен степени п, то 

J Р  (дс) cos ах dx =

и

J Р (х )  sinaxdx =

+  - 3 - [ p . w _ 4 i a + £ j a - . . . ] + c .
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Найти интегралы:

2068. J х3е3х dx. 2075. J e®* sin*bxdx.

2069. J (xJ — 2х +  2) e~x dx. 2076. 5 xe* sin xdx.

2070. J x*s in5xd x. 2077. J x !e*cosxdx.

2071. J (1 +  х5)* cos xdx. 2078. J xe* sin 1 xdx.

2072. J х'е~хг dx. 2079. J (x — sin x )’ dx.

2073. J x 'e ^  dx. 2080. J cos’^  x dx.

2074. \ eax cos2 bx dx.

2081. Доказать, что если R — рациональная функция и числа аи 
с„ . . . ,  а„ соизмеримы, то интеграл

5 /?(«*•*, еа‘х, . . . ,  ea"x)dx 

есть элементарная функция.

Найти следующие интегралы:

• 2082- I i r w -  2085- f — — dx±  ■
1 + « *  + e *  + е *

2083.



2087. [  у * * —  ' 2089, 5 Velx +  4ex —  ld x .

2088 \ '\ / е* ~  ■ dx 2090. Г — = ^ — = к —. .
Z J V  е* + 1 - J У\ +  е * +  У  1 — е*
2091. Доказать, что интеграл

J R(x)e°*dx,

где R  — рациональная функция, знаменатель которой имеет 
лишь действительные корни, выражается через элементарные 
функции и трансцендентную функцию

^ e- ^ d x  =  \\(e°*) +  C,

где

2092. В каком случае интеграл

J p ( I )  f i x .

где ^ ( Y ) = f lo +  Y + - -  и а0, а„ . . . ,  а„— постоянны, пред
ставляет собой элементарную функцию?

Найти интегралы:

2093. J  ( l _ I ) V d * .  2096. 5 ,J ^ d x .

2094. j  (1 — 1 )  е— dx . 2097. j  dx.

2 0 9 5 . J  jt* — 3x + 2 d X '

Найти интегралы, содержащие функции 1п/(дс), arctg/(дс) 
arcsin/(дс), arccos/(дс), где f  (дс)— алгебраическая функция:

2098. ^\nnxdx  (« — натуральное число).

2099. § * ] n * x d x .  2100.

2 10 1 . j l n [ ( x + 0) ' * - ( < + 4 ' * ‘]

2102. J In* (jc +VT+x*)dx.
2103. J In ( У Т ^ х  + У 1 -(-дс) dx.
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178

2104 г и к  I dx.

О Т Д Е Л  Ш .  Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  И Н Т Е Г Р А Л

. г _ ' « L - r d x .

J (1+*•> *
2105. J x  arctg (x +  l)d x.

2106. arctg V~xdx.

2107. j* x arcsin (1 —x)dx.

2108. J  arcsin Vx dx.

2109. j* x arccos -jdx.

2110. | arcsin * dx.

H I  Г _arccosx_ 

J  (1 — x*)T  

2 " ’ j

x arccos x dx.
(1 - x *)*

2113. J x arctgx In (1 -fx*)dx.

2114. ^ x In l ^ d x .

2115. j* ln (* + V\ + x*)dx

(l +  x*) *

Найти интегралы, содержащие гиперболические функции:

2123. f - r— 'dx J  sh x -
2116.  ̂ sh’ xch*xdx.

2117. J  ch4xdx.

2118. J  sh* x dx.

2119. J sh  xsh  2xsh 3 xdx.

2120 . J  th xd x.

2 12 1 . j* cth* xdx.

2122 . J  K th  x dx.

2123.1.

2123.2. j  5-

+  2ch x  * 

dx
s h * x — 4 sh x  ch x  -(-9 ch* x ‘ 

dx
1 4-ch x  •

2123.3. L - j--- Xd. \ -  .J  3 s h x — 4chx

2124. J sh a xs in  bxdx.

2125. J  sh ax cos bx dx.

§ 6. Разные примеры на интегрирование функций

Найти интегралы:

2126 dx
( 1 + х ‘Г

2128. J-

2129.

2I30. J V

х  +  22131. I; ■dx.

dx
l + x «  +  x* •

Г dx
j  y - x + V x ’

X* У 1 — X*

2I32- j y  T - T F ? * 1-

2133. f  — ~ = r  .
J 1^1+  **



2134.

2135.

2136.

2137.

2138.

2139.

2140.

2141.

2142.

2143.

2144.

2145.

2146.

2147.

2148.

2149.

2150.

2151.

2152.

2153.

2154.
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X)
dx

dx

dx

J

h
J 7 У x* — — I 

J 1 — у  I — x*
(1 + x )d x

* +  У *+ х *  *

2 . 55. dx.

2.56. y - g f f id x .

2157 I x l n  ( x +  / 1  +  Х») dx.

( 1 + x + x *) 
(1 + x ) * dx.

< l - x ’)’

2158.  ̂V  1 — x* arcsin xdx.

2159. ^ x ( l+ x * )  arcclgxdx.I 
f -
г* . . .  2160. \ x * ( l+ ln x ) d x .
\ (2x +  3)arccos(2x—3)dx. J

f  x ln (4 + x * )d x .

Г  a rc s in  1 + x ^ d x .J  ** у 1 -  x*

2161. Y ^ ^ d x .

V -
( 1 +  / l  +  x*)

2162
dx.

. j  ^rctgg* dx. 

« *  (!+«*)У Г-f P

С x V X 2 + 1 In v  X1 — 1 dx. 2163 С________ —________

J t i = ? ' П 7 Ь ‘“ ‘ -
dx 

- s i n  x)1 
s in 4x
x  +  cos8 x 

dx

dx.J  s in 8

Г ____ * L = .
J  s i n x  [^ l +  cosx 

f ^ X a rc lg jrd * .

f  X In X J
J (1+X»)J '

2164. J K t h Jx +  1 dx.

» « •  i i r S exdx.

Г  x arctg x

J У Т + х *
dx.

s in  2x
J  У  I  +  COS4 X 
f  x*arccos x j r
J у т ^ х *  x -

dx.

2166. j|x|dx.

2167. ^x|x|dx.

2168. J (x  +  |x|)j dx.

2169. f  {| 1 + x | — 11 — x|}dx.

2170. je - I* id x .

2171. ^ max(1, x*)dx.
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2172. ^<p(x)dx, где <р(дс)— расстояние числа дс до ближай
шего целого числа.

2173. J [дс] | sin лдс | d* ( х > 0 ) .

» ( 1, если — о о <дс<0;
2175. \ f(x)dx, где /(*) =  | лс +  1, если 0 < д с < 1 ;

(, 2лс, если 1 <  х <  +оо.

2176. Найти J дс/’ (дс) dx.

2177. Найти ] f ' (2 x )d x .

2178. Найти /(дс), если / '( * ’) =  -7 (дс>0).

2179. Найти f  (х), если /' (sin* дс) =  cos2 х.

2180. Найти / (дс), если

и / (0) =  0.
2180.1. Пусть /(дс)— монотонная непрерывная функция 

и /"*  (дс)— ее обратная функция.
Доказать, что если

J f - i (x)dx =  x f - l (x) — F ( f~ ' (x ) )  +  C.

Рассмотреть примеры: а) / (дс) =  хп (п >  0); б) f(x) =  ex\
в) / (дс) =  arcsin дс; г) / (дс)= Arth дс.

J f(x )d x  =  F ( x ) + C ,
то



О Т Д Е Л  IV

§ 1. Определенный интеграл как предел суммы

1°. И н т е г р а л  в с м ы с л е  Р н м а н а .  Если функция /(х) определена 
на [а, 61 и а =  х„ <  х ,  <  х2 <  . . .  <  ха= Ь ,  то интегралом функции / (дс) на 
сегменте (а, Ь\ называется число

г 1
\ /(*)<**= Пт (О
J max l&Xj I —»0  ̂_ о

где X j < l i < x i+1  и & xi =  x l+ 1 — х/.
Д ля существования предела ( I)  необходимо и достаточно, чтобы нижняя 

интегральная сумма
л -  1

<= о
и верхняя интегральная сумма

5 =  2  M iAxt,
1=0

где
m ,-= inf f  (х) и М ( =  sup f  (х),

x i  < x < x i + i  x t < x < x t + i

имели общий предел при та х| Д х(-|— >0. *
Функции /(х), для которых предел в правой части равенства (1) суще

ствует, называются интегрируемыми (собственно) на соответствующем про
межутке. В  частности, а) непрерывная функция; б) ограниченная функция, 
имеющая конечное число точек разрыва; в) ограниченная монотонная функ
ция,— интегрируемы на любом конечном сегменте. Если функция /(х) не 
ограничена на сегменте [а, Ь\, то она собственно неинтегрируема на [в, Ь].

2°. У с л о в и е  и н т е г р и р у е м о с т и .  Необходимым и достаточным 
условием интегрируемости на данном сегменте [с, 6] функции /(х) является 
выполнение равенства

п - 1

lim V  <1),Дх, = 0 ,
шах | Дх(. 1-» 0 tT o

где щt =  M j— /л,-— колебание функции / (х) на сегменте [X/, х,-+1].

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ



2181. Найти интегральную сумму S „  для функции
f(x) =  1 + х

на сегменте [—1, 4], разбивая его на п равных промежутков и 
выбирая значения аргумента £/ (/ =  0, 1, . . . , п  — 1) в серединах 
этих промежутков.

2182. Для данных функций f(x ) найти нижнюю S„  и верх
нюю S n интегральные суммы на соответствующих сегментах, 
деля их на п равных частей, если

а) /(х) =  х* [—2 < х < 3 ] ;
б) f ( x )= V ~ x  [ 0 < х < 1 ] ;
в) f(x )  =  2* [ 0 < х < 1 0 ] .
2183. Найти нижнюю интегральную сумму для функции 

f(x) =  x4 на сегменте [1,2], разбивая этот сегмент на п частей, 
длины которых образуют геометрическую прогрессию. Чему ра
вен предел этой суммы при п -*-оо?

2184. Исходя из определения интеграла, найти
т
S (v0 +  gt)dt,

где v0 и g — постоянны.

Вычислить определенные интегралы, рассматривая их как 
пределы соответствующих интегральных сумм и производя раз
биение промежутка интеграции надлежащим образом:

* JL
2185. [ x 'd x . i

- i  2187. ) sin xdx.

1 X

2186.  ̂a*dx (a >  0). 2188. J cos t dt.

182 ОТДЕЛ IV. О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  И Н Т ЕГ РА Л  .

0
b

2189. J g ( 0  C a < b ) .
a

У к а з а н и е .  Положить g ,=  V x txU l  (1 =  0, 1.......... n).
b

2190. J x » d x ( 0 < a < 6 ;  т ф  — 1).
a

У к а з а н и е .  Выбрать точки деления так, чтобы их абсциссы х> образо
вывали геометрическую прогрессию.

2191. J £ ( 0  < а < Ь ) .



2192. Вычислить интеграл Пуассона
Л

J In (1 — 2acosx +  as)djc
О

при: а) |о| <  1; б) |a|> 1.
У к а з а н и е .  Воспользоваться разложением многочлена aSn— 1 на квад

ратичные множители.

2193. Пусть функции f  (х) и q> (дс) непрерывны на [a, b]. До
казать, что

ь

I'm 2  f  fo ) ф * * / “ $ / ( * ) *  W  dx>m»x | Ax j  | - *o <=0 a

где X/ ^  ^  X[+i, (t = 0 , 1, . . . , n  1) и AX[ =
(xo ~ a> xn =  b).

2193.1. Пусть /(дс) ограничена и монотонна на [0, 1]. Дока
зать, что

О *-1
2193.2. Пусть функция f  (х) ограничена и выпукла сверху 

(см. 1312) на сегменте [а, Ь\.
Доказать, что

(ь - a )  f M + f M  <  J  / (*) d x ^ ( b - a ) f  ( ^ )  .
а

2193.3. Пусть / (х) 6 С(,) [1, +оо) и / (дс) ^  0, /' (х) >  0, f "  (х) <  О 
при дс € [1, +оо).

Доказать, что
П п

^ f ( k )  =  ^ f ( n ) + \ f ( x ) d x  +  0(\)
Л el » I

при оо.
2193.4. Пусть / (x )€ C (»[a, &] и

a *=l

Найти lim пДя.
Л-*-00

2194. Показать, что разрывная функция

/(x) =  sgn (s in  J )  

интегрируема на промежутке [О, 1].

J I .  О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  И Н Т ЕГ Р А Л  КАК П Р Е Д Е Л  СУММЫ 183



2195. Показать, что функция Римана

184 О Т Д Е Л  IV. О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  ИНТЕГРАЛ

Ф ( * ) = 1  
I  п •

О, если х иррационально;
тесли х — — ,П

где т  и п ( я ^ 1 )  — взаимно простые целые числа, интегрируема 
на любом конечном промежутке.

2196. Показать, что функция

и f  (0) =  0, интегрируема на сегменте [0, 1].
2197. Доказать, что функция Дирихле

( 0, если х иррационально; 
х ( л ) ~ \  1, если х рационально,

не интегрируема на любом промежутке.
2198. Пусть функция f  (х) интегрируема на [а, Ь] и

f„(x) =  sup f {x )  при x , ^ x < x i+ i ,
где

х, =  а + ^ ( Ь — а) (1 =  0, 1.........п\ п =  1,2, . . . ) .

Доказать, что
ь ь

lim J f n(x)dx =  \ f(x )d x .  
л-»0» а а

2199. Доказать, что если функция f  (дс) интегрируема на [а, Ь], 
то существует последовательность непрерывных функций <р„ (х) 
( « = 1 ,2 ,  . . . )  такая, что

с е

\ f ( x ) d x =  lim  ̂фn(x)dx при a ^ c ^ b .
а а

2200. Доказать, что если ограниченная функция f  (х) интег
рируема на сегменте [а, Ь], то абсолю!ная величина ее |/(дс)| так
же интегрируема на [а, b], причем

j f (x )d x  < J| /(x)| d x.



2201. Пусть функция f  (х) абсолютно интегрируема ьа сег-
ь

менте [а, Ь], т. е. интеграл $ | / (х) | dx существует. Является ли
а

эта функция интегрируемой на [а, Ь]? 
рассмотреть пример:

( 1, если х рационально; 
f (x )  =  < .[ — 1, если х иррационально.

2202. Пусть функция f (х) интегрируема на [а, Ь] и А <  / (х) <  В  
при a < x < fc , а функция ф(х) определена и непрерывна на сег
менте [А ,В\ . Доказать, что функция ф (/(*)) интегрируема на 
\а, Ь].

2203. Если функции f  (х) и ф (х ) интегрируемы, то обязатель
но ли функция f ( ф(х)) также интегрируема?

Рассмотреть пример:
I 0, если х =  0;

f ( x) — j  если хф ог

и ф(х)— функция Римана (см. задачу 2195).
2204. Пусть функция f  (х) интегрируема на сегменте [А, В]. 

Доказать, что функция f  (х) обладает свойством интегральной 
непрерывности, т. е.

ь
lim $ | f ( x + h ) — f(x)\dx = 0 , 
h-+ 0 a

где [a, b] c  [/4, Я].
2205. Пусть функция f  (x) интегрируема на сегменте [a, b\. 

Доказать, что равенство
ь
X f*(x)dx =  0
а

имеет место тогда и только тогда, если f(x )  =  0 во всех точках 
непрерывности функции f  (х), принадлежащих сегменту \а,Ь\.

§ 2. Вычисление определенных интегралов с помощью 
неопределенных

1°. Ф о р м у л а  Н ь ю т о н  а— Л е й  б н и ца.  Если функция f  (х) опреде
лена и непрерывна на сегменте [а, Ь] и f  (х) — ее первообразная, т . е. F  (х ) — 
*=/(*), то

ь ь

§ 2. В Ы ЧИ СЛ ЕН И Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Х  ИН ТЕГРА Л О В 185
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Ь

Определенный интеграл  ̂/ (дс) dx при /(дс)^ 0 геометрически представляет 
а

собой площадь S  криволинейной трапеции, ограниченной кривой у =  /(*), 
осью Ох и двумя перпендикулярами к оси Ох: х  =  в  и х — Ь (рис. 9).

2*. Ф о р м у л а  и н т е г р и р о в а н и я  по ч а с т я м .  Если /(дс), 
то

ь ь ь
5 / W  в '  (*) dx =  / (X) g (X) | — J g (дс) / ' (дс) dx.
a a a

3*. З а ме н а  п е р е м е н н о й .  Если: 1) функция / (дс) непрерывна на сег
менте [а, 6]; 2) Функция ф (I) непрерывна вместе со своей производной ф* (/) 
на сегменте [ос, р], где а — <р(о), 6 =  <р({$); 3) сложная функция / (ф (()) опре
делена и непрерывна на [а, Р], то

» Р
J f(x )d x  =  $ / ( ф( 0 > Ф* ( 0 Л .
а а

Применяя формулу Ньютона—Лейбница, найти следующие 
определенные интегралы и нарисовать соответствующие криво
линейные площади:

2206. j  У  xdx.
а

2209. j
dx

У l — x * '-1 _ _ 1 _  

"  *
я tht

2207. С sin xdx. 2210. Г dx
J
• L

Y l + x •

У» 2
2208. Г dx

J 1+**. 1
V I

2211. J| 
•

1— x | dx.

A dx
(0 <  a <  n).2212. J  x* — 2* c o s a + i  

- i



IЛ

« М г т & п  ( " < « < ' ) .
О

1
2214. [  / ------f t  (J a J <  1, 16 [ <  1, а Ь > 0 ) .

J  У  (1 -Ч а х  4- в’>(1 -Ч Ь х -у  6*) 1 ' 1 1 *

£
S

2 2 , S * §  a* s in * x  +  b* cos1 *  (а 6 ^ ° ) -
О

2216. Объяснить, почему формальное применение формулы 
Ньютона—Лейбница приводит к неверным результатам, если:
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1
2217. Найти l~ £ j dx-

юоя ______
2218. Найти  ̂ V I —  cos2xdjc.

О

С помощью определенных интегралов найти пределы следую
щих сумм:

2219. И т  ( !  +  £ + . .  . + " - = ! ) .

m o - i i m. ( i i r + i r b + - - + ^ ) -

222* ' (я*+1*"*'я* +  2*^* • • • + „ ■ + ,.)  •

2222. lim — (s in  — +  sin — - f  . .  . - f  s in *n~ l)n  ̂ .
П- x  n \ n n n ]

2223. lim I L t * ' + # !  +  * '  (p >  0).
П-+ •

2224. Mm i  (  / 7 + 4  +  / 1 7 1 + . . .  +  / Г 7 | ) .

Найти

2225. Urn 2226. lim  J i g ,  ( .  +  * » = ! ) ] .



Отбрасывая равномерно бесконечно малые высших порядков, 
найти пределы следующих сумм:

«227. lim [ (1 +  i )  sin £  +  (1 +  i )  sin §  + . . .

. . .  + (1 + !il)sln(»-i»].
n

2228. lim sin — • V ----- !——.
—  "  *= i2 +  cos —
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2  V̂ (nJC +  *)(rtJC +  * + l)
2229. lim ^ -------------  (x >  0).

/I-*® П

2230. lim ( | ^  +  - ^ r  +  . .  . - f  2 "
л + 1  „ + 12

2231. Найти:
ь

^ 5  sin x'dx, Sin x 'dx, |  5 sin x'dx.
a a a

2232. Найти:
J t ’  j t *  COS X

a) ^ V T T T ' d , ;  6) в) i  J  cos(»/•)<«.
o jc* s in  x

2233. Найти:

с x f x \a
5 cos x1 dx J (arclg x)* dx ( [  ex i  dx J

a) lim 2------------; 6) lim ®___  • в) lim ^ _____ L .
Jt-*0 X  * -*  + *  y x * - \ - l  * -»  +  *  J1

J

223J. I .  Пусть f  (x) € С [0, - f  оо] и f ( x ) - + A  прн x-»--fo o . 
i

Найти lim [ f(nx)dx .
П-+ X Q

2234. Доказать, что

при jc-*- oo.
0



•In *
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2235. Найти

J y t g x d x

,im T i ----------- •
+ 0  p  r ----------------

\ V s in  xdx
о

2236. Пусть f ( x ) — непрерывная положительная функция. До
казать, что функция

X

ф (*)= т---------
J/W <и

возрастает при х^ О .
2237. Найти:

. с . . . . t l . ( х* при 0 <  х <  1, -у
а) \M x)dx, если /(х) =  < „ гJ ’ ' '  '  \ 2 — х при 1 < х < 2 ;

* ( х при 0 ^ х  ^
б ) \ l { x ) d x .  если при

2238. Вычислить и построить графики интегралов / =  /(а), 
рассматривая их как функции параметра а, если:

1
a) / =  (j х | х —а \dx;

О
Я

#г\ I  Г  6in* х А ч г _ р sin  xdx
0 )  ' “ J 1 + 2 а с о з х  +  а* аХ; В> ~  J  ^  { _  2а cos х +  а* #о о
Применяя формулу интегрирования по частям, найти следую

щие определенные интегралы:
In  2

2239. $ xe"*dx. 2242. J | In дс | dx.
0 JL

е

с
2240. j x  sin xdx. 2243Л  arccos xdx.

0  J0
in   ̂ V~i

2241. J x 1 cos xdx. 2244. J x  arctg xdx.



Применяя подходящую замену переменной, найти следующие 
определенные интегралы:

1 In  2

2245. j* у Г ъ - й ' 2248' J У  еХ~  1dx-

2246. [ x ' V a ' — x*dx. 2249. Г _aJP in V~x л г.
oJ J V x ( \ - x )

0.75

2247. f  -------- d* ____ .

I
2250. Вычислить интеграл J  полагая x — =

- 1
2251. Объяснить, почему формальная замена х =  <р(0 при

водит к неверным результатам, если:
1 ,  Л

a) ^d x,  где / =  х т ; в> J  Т + l W  ’ где

I
Г  dx '  1 

б> i  где Х =  Т '
- I

2252. Можно ли в интеграле
з
J х dx
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положить x  =  sin/?
1

2253. Можно ли в интеграле — x2dx при замене пере

менной x  =  s in / в качестве новых пределов взять числа л  и | ?
2254. Доказать, что если /(х) непрерывна на [а, Ь\, то

ь 1
J f  (х) dx =  {b — a) J / (а +  (Ь— а) х) dx.
а 0

2255. Доказать равенство
а а*

x*f (х*) dx =  ^ \ x f  (х) dx (а >  0).



2256. Пусть /(дс) — непрерывная функция на сегменте [А , А ] з
Ь

Z)[a, Ь]. Найти ^  ^ f ( x + y ) d y  при [а— х, Ь— х] с  [А, В ] .
а

2257. Доказать, что если f  (х) непрерывна на [0, 1], то

2L Л
2 2

а)  ̂  ̂(sin дс) dx =   ̂ / (cos дс) dx; 
о о
Я  Я

б)  ̂* f  (sin х) dx =  ~  J f  (sin х) dx. 
о о

2258. Доказать, что для непрерывной на [— I, I ] функции /(х) 
имеем:

i I
1) J /(x)dx =  2 $/(x)d x,

- I  о

если функция f (дс) четная, и
I

2) J / (x )d x  =  О,
-I

если функция f  (х) нечетная. Дать геометрическую интерпрета
цию этих фактов.

2259. Доказать, что одна из первообразных четной функции 
есть функция нечетная, а всякая первообразная нечетной функ
ции есть функция четная.

2260. Вычислить интеграл

| 0 + * - т К + т< *х ’
Т

введя новую переменную

* =  *  +  7 -

2261. В интеграле
2Я
j  f  (дс) cos х dx 

выполнить замену переменного s in x  =  f.
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2262. Вычислить интеграл

i  1Н(|пт)]к
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-  2Д Л  в
где п — натуральное число.

2263. Найти

* s i n x _ d 
sT* •1 +  cos*

2264. Найти интеграл
J
с гм dx

- 1 
если

(* + !) « ( * -  1)
f ( X ) : х3(х—2) '

2265. Доказать, что если f  (х) — непрерывная периодическая 
функция,определенная при — о о < х < + о о и  имеющая период7, 
то

а + Г  Т

5 f ( x ) d x = l f ( x ) d x ,
а О

где а— любое число.
2266. Доказать, что при п нечетном функции

X X
F  (x)— ^s\nn xdx  и G (х) =  J cos" х dx 

о о
периодические с периодом 2я; а при п четном каждая из этих 
функций есть сумма линейной функции и периодической функции.

2267. Доказать, что функция
X

F ( x ) = \ f { x ) d x ,
*•

где /(х) — непрерывная периодическая функция с периодом Т ,  
в общем случае, есть сумма линейной функции и периодической 
функции периода Т .

Вычислить интегралы:
1 9

2268. J х (2 — x*)"dx.  2270.
о I

2271. l „ y — x ix .
-1 1
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- 1 я

2272. Г . г
J хУ  х* — 1 2277.  ̂ sin дс sin 2* sin 3xdx.

о
л2273. $ дс^К 1 +  3x*dx. 

о 2278. \ (дс sin дс)* dx.
г  / ------------------------  02274.  ̂ arcsin у  у-р-^дс. я

0 2279.  ̂е* cos* дс dx.
2л У2я

2275 Г ________ —________
J (2 +  cos х) (3 +  cos х) '  In 2

2276. Г — „ dx-J s m 'x  +  c 
о

2280. J sh 'jtd x.

С помощью формул понижения вычислить интегралы, зави
сящие от параметра п, принимающего целые положительные 
значения:

Я
2 1

2281. /„ =  $ s in -x d * . 2284. / „ =  J (1— х ')п dx.
О о 
я
2 I

2282. / „ =  J cos" xdx. 2285. /„— j  -р====-.

Я
4 1

2283. / „ = $  tg ' " x d x .  2286. /„ =  J x "  (In x)n dx.
о
л
4

2287. /„ =  f  r * inx- co* x y " +1dx.
n J  V S in  ДС+cosx /

Если / (* ) =  /, W + i ' / iW  есть комплексная функция от действительной 
переменной х, где f x (х) =  Re / (х), / ,(х ) =  1 т / ( х )  и i*  = — 1, то по опреде
лению полагают:

J / (х) dx =  J / j (х) dx + 1  ̂ f t (х) dx.

Очевидно, что

Re J f  (x) d x = ^  R e f  (x) dx
и

Im  J I  (дс) dx =  J Im  / (x) dx.

1 Б. П. Демидович



2288. Пользуясь формулой Эйлера
ё*  =  cos х -+■ i  sin х,

показать, что
2я

einxe-/mxd x - f  0, если т ф п ,  е е а х - \ 2П' еыя т  =  п
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(п и т — целые).
2289. Показать, что

J

J>(a+«0)__^(a+ip)
а + $ ----------

а

(а и Р — постоянные).

Пользуясь формулами Эйлера:

cos х =  у  (etx+ e ~ lx), sin *  =  (е1х— е~'х), 

вычислить интегралы (т  и п — целые положительные числа):
Я  Л

г 2293. \ cos" х cos пх dx.
2290.  ̂ sin*"*жcoslB xdx. о

Я

2294. J s in " х sin пх dx.
о я
я

2291. \ 0 1 2 fd x  ' sin х

2292. l C° il2l V ) x dx.
COS X

Найти интегралы (п— натуральное число):
л  2я

2295. J s inn-1xcos(n +  l)  xdx. 2297.  ̂е~ахcosin xdx.
о * о

Я
л  2

2296. J cos"_1jcsin(n +  l ) x dx. 2298. J lncosx-cos2nxdx. 
о о

2299. Применяя многократное интегрирование по частям, вычи-
I

слить интеграл Эйлера: В  (т ,  п) =  $ xm~l (1 — x)n~l  dx, где т  и
о

п — целые положительные числа.
2300. Многочлен Лежандра Р п (х) определяется следующей фор

мулой: P n (x) =  - L £ h [(*1—  О"] (л =  0, 1, 2, . . . ) .



Доказать, что
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С ( ° ’\ Pm (x)P„(x)dx=\  2
-1 I  2п +  1 *

если т ф п ,  

если т  =  п.

2301. Пусть функция f  (х) собственно интегрируема на [а, 6] и 
F ( x )— функция такая, что Р  (дс) =  / (х) всюду в [а, &], за исклю
чением, быть может, конечного числа внутренних точек 
с. ( i =  1, . . . ,р )  и точек а и Ь, где функция F (х) терпит разрыв 
1-го рода («обобщенная первообразная»). Доказать, что

*  р
[ f ( x ) d x  =  F ( b - 0 ) - F ( a + 0 ) - ' Z [ F ( c ,  +  0 ) - F  (с ,-0 )].
а
2302. Пусть функция / (д:) собственно интегрируема на сег

менте [а, Ь] и
X

F (x )  =  C + l f ( l ) d l
а

— ее неопределенный интеграл.
Доказать, что функция F  (х) непрерывна и во всех точках 

непрерывности функции / (х) имеет место равенство
F ' ( * ) - / ( * ) .

Что можно сказать о производной функции F  (х) в точках 
разрыва функции / (дс)?

Рассмотреть примеры:

а) / ( 4 )  =  1 (п =  ± 1 « ± 2 « ••*) и fW  =  °  ПРИ
б) f  (дс) =  sgn х.

Найти неопределенные интегралы от ограниченных разрыв
ных функций:

2303.  ̂sgn xdx. 2306. J x [x ]d x  ( х > 0 ) .

2304. J sgn (sin x) dx. 2307. J ( — l)M d * .

2305. J [x]d x ( * > 0 ) .

2308. ( ,< *> «* . где , W - {  !•
x 1 0 . если | jc I >  /.

Вычислить определенные интегралы от ограниченных разрыв
ных функций:

3 2
2309. Jsgn(je— x*)dx. 2310. $[e*]dx.
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2311. f  [x]sin-5pdx. 2312. $ х sgn (cos х )dx.

Л+ I
2313. J ln [x]dx, где а— натуральное число.

1
1

2314. $sgn[sin (lnx)]d x.
о

2315. Найти $ | cos х | K s in  д: dx, где Е  — множество тех значе-
Е

ний сегмента [0, 4л], для которых подынтегральное выражение 
имеет смысл.

называется средним значением функции f  (дс) на промежутке [а, 6].
Если функция /(х) непрерывна на [а, Ь], то найдется точка (а, Ь) та

кая, что

ограничены и соответственно интегрируемы на сегменте [а, Ь]; 2) функция <р (дг) 
не меняет знака прн а <  х  <  Ь, то

где т < \ к <  М  и т =  in f / (дс), М  =  sup /(дс); 3) если, сверх того,
a S x S f t  а <  х <  Ь

функция /(дг) непрерывна на сегменте [а, 6], то ц =  /(с), где а < с < Ь .
3°. В т о р а я  т е о р е м а  о сред нем.  Если: 1) функции / (x) и ср (х) 

ограничены и собственно интегрируемы на сегменте [a, b); 2) функция ф (х ) 
монотонна при а <  х  <  6, то

где a «S  £ <  6; 3) если, сверх того, функция <р(х) монотонно убывающая 
(в широком смысле!) и неотрицательная, то

§ 3. Теоремы о среднем

1°. С р е д н е е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и .  Число

ь

о

М[/| =  /(с).
2°. П е р в а я  т е о р е м а  о сред нем.  Если: 1) функции / (х) и <р (дг)

ь ь

а а

* . I  Ь
$ t  (*)<f (*)dx =  <p (а +  0) J /(x)d x +  qi(6— 0) J / (x) dx.
a a J

b t



3') если же функция <р (х) монотонно возрастающая (в широком смысле) и
неотрицательная, то

ь ь
J I  М  Ф (х ) dx =  ф (ft— 0) J / (дс) dx (а <  * <  ft),
о Е

2316. Определить знаки следующих определенных интегралов:
271 . 2
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2Л I
о

а)  ̂ д: sin je dx; в) $ х*2х dx\

I
г)  ̂х1 In х dx.

1
2

2317. Какой интеграл больше:
я  я
т  • т

а ) j s i n i0xdx или ^sin’ xdx?

1 1
б) J e~xdx или J e~x‘ dx? 

о о
Я 2Л

в)  ̂« " ' ’cos* xdx  или J е~х%cos*х dx?
0 я

2318. Определить средние значения данных функций в ука
занных промежутках:

а) /(дс) =  дс* на [0, 1];
б) /(х) =  К Т  на [0, 100];
в) / (дс) = 1 0  +  2 sinjc +  3cos х на [0, 2л];
г) f  (дс) =  sin х sin (дс +  <р) на [0, 2я].

2319. Найти среднее значение длины фокального радиуса-век
тора эллипса

Р (0 <  е <  1).
1 — е cos ф

2320. Найти среднее значение скорости свободно падающего 
тела, начальная скорость которого равна у0.

2321. Сила переменного тока меняется по закону

» =  «0 sin (2 n l . \
( - Г  +  ч7  *

J^e »о— амплитуда, t — время, Г  — период и <р— начальная фаза. 
Найти среднее значение квадрата силы тока.



2321.1. Пусть /(х )€ С [0 , +  оо) и lim /(х) =  Л. Найти
Х-+ + ®

X
lim -iC /(x)d x .

*-► + ® л

Рассмотреть пример f  (x) =  arctg дс.
2322. Пусть

$/(/)d/ =  x/(0x). 
о

Найти 0, если:
а) / ( / )  =  /- (я >  — 1);
б) f  ( t ) =  In в) /(/) =  <?'.
Чему равны lim 0 и lim 0?

х  -*• + 0 х  -*■+ ж

Пользуясь первой теоремой о среднем, оценить интегралы:
2я I

2323. Г j— jr-т------- . 2324. С—i= = d x .J 1 + 0 ,5 cosx J y T + x
100

2325- J i f r a o " * '

2326. Доказать равенства:
Я

1 2 
a) lim С *__x dx =  0; 6) lim C sin "xd x =  0.

n -+  GO I n -*■ Ж  tyо 0
2326.1. Найти:

0  яе

где a > 0 ,  b > 0  и f(x )£ C [0 , 1].
2327. Пусть /(x) непрерывна на [a, b] и <p(x) непрерывна на 

[a, b] и дифференцируема на (a, b), причем
ф '(х)^ 0  при a < x < 6 .

Доказать вторую теорему о среднем, применяя интегрирова
ние по частям и используя первую теорему о среднем.

Пользуясь второй теоремой о среднем, оценить интегралы:
200л

2328. Г —  dx.
100 л
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Ь - а х

§ 4 .  Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  199

2329. J - V " s i n j f d x  ( а > 0 ;  0 < а < Ь ) .

2330. J  sin х* dx ( 0  <  а <  6).
а

2331. Пусть функции ср(х) и -ф (дг) интегрируемы на про
межутке [а, b] вместе со своими квадратами. Доказать неравен
ство Коши— Бунтовского

i Ь \ t ь ь
\ S  Ф  ( * ) Ф  (x)dx > <  J  фг (х) dx 5 v|>2 (x)dx.
V a > a а

2332. Пусть функция f  (х) непрерывно дифференцируема на 
сегменте [а, Ь] и f{a )  =  0.

Доказать неравенство
ь

М ' ^ ф — а) J f ' t (x)dx,
а

где '  М =  sup | / (jc) |.
0< *<  6

2333. Доказать равенство

п +  р

lim С 51 f̂djc =  0 (р >  0).

§ 4. Несобственные интегралы

1°. Н е с о б с т в е н н а я  и н т е г р и р у е м о с т ь  ф у н к ц и й .  Если функ* 
Ция f(x )  собственно интегрируема на каждом конечном сегменте [а, 6], то, по 
определению, полагают:

+» ь
[  f ( x ) d x =  lim  [ f  (дс) dx. (1)

b —► + 00
a a

Если функция f(x )  не ограничена в окрестности точки Ь и собственно 
интегрируема на каждом сегменте [а, Ь— е] (е >  0), то принимают:

6 6 - е

С f  (дс) dx =з lim [  f  (х) dx. (2)
J e -* + 0 Ja a

Если пределы (1) или (2) существуют, то соответствующий интеграл назы
вается с̂ходящимся, в противном случае— расходящимся (в элементарном
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2°. К р и т е р и й  К о ш и .  Д ля сходимости интеграла (1) необходимо и 
достаточно, чтобы для любого е > 0  существовало число 6 =  6 (е) тажое, что 
при любых Ь' >  Ь и Ь" >  Ь было бы выполнено неравенство

J / W dx <  е.

Аналогично формулируется критерий Коши для интеграла типа (2>-.
3°. П р и з н а к и  а б с о л ю т н о й  с х о д и м о с т и .  Если |/(х)| несоб

ственно интегрируема, то соответствующий элементарный интеграл ( I)  или (2) 
от функции / (х) называется абсолютно сходящимся и является интегралом 
заведомо сходящимся.

Признак сравнения I .  Пусть | / (x) | < F (дс) при хё »  а.
+ « +00

Если J F (x )d x  сходится, то интеграл  ̂ f(x )d x  сходится абсолютно.
а а

Признак сравнения I I .  Если ф ( х ) > 0  и ф (дс) =  0* (ф(х)) при дс— *• +  <»,
+ 0D +00

то интегралы  ̂ <f(x)dx и  ̂ ф(х)Лс сходятся или расходятся ожновре-
а а

менно. В  частности, это имеет место, если <р (дс) — -»|з (х) при дс-»- +  оо.
Признак сравнения I I I .  а) Пусть

/(ДС) =  0 * ( - L )  пр и  ДС —  + 0 9 .

В  таком случае интеграл (1) сходится, если р >  1, и расходится, если
б) Пусть

В  таком случае интеграл (2) сходится, если р <  1 и расходится, если р ^ \ .
4°. С п е ц и а л ь н ы й  п р и з н а к  с х о д и м о с т и .  Если: 1) функция 

<р (дс) монотонно стремится к нулю при дс —► -f- оо и 2) функция / (дс) лмеет 
ограниченную первообразную

X
F ( x )  =  $ / G )d t,

а
то интеграл

+ оо
J / М ф  (дс) dx

сходится, вообще говоря, не абсолютно. 
В  частности, интегралы

а а

сходятся, если р >  0.



5е. Г л а в н о е  з н а ч е н и е  в с м ы с л е  К о ш и .  Если функция / (х) 
такова, что при любом е >  0 существуют собственные интегралы

С - 8  Ь

J f(x )d x  и J f  (х) dx (а < с  <  Ь),
а с + е

то под главным значением в смысле Коши (v. р.) понимается число
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v

Аналогично

Ь г е -e ь "I
. p. ^ f (x )d x =  lim  I J / ( x )d x - f   ̂ f  (x)dx .

a , ’* t  L « * + • J
+ a»

V. p.  ̂ / (x) dx =  lim  С f ( x )d x .  J a -*• + oo J
— cc — a

Вычислить интегралы:
+  00 + а

2334. j  (a >  0). 2340. j
+ 00

dx
1 + X *  •

a
1 +00

2335. j  In xdx. 2341. j  ^ - j d x .

'  2342- j ^ T F f T
2336

1 + ao
2337 Г ^  ------  Г djti  у  I -  x*' 2343, i x V l + x ‘ +  x“ ’ 

2338- Т ; ч т г 2 -  23« -  1 < № ? “*■
2 0 

+  X  +  OB

2339• 2345.
0 ( l+ x »)2 

+ OD
2346. J e~a*cosbxdx (a >  0).

о 
+ 00

2347. J e- "  sin ftx dx (a >  0).
о

С помощью формул понижения вычислить следующие несоб
ственные интегралы (п— натуральное число):

+  оо

2348. / „ =  $ xne~*dx.
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235«- ' - Ч ^ г + т г :5 х ( х + 1 )  ••• ( * + " )  *

I + ®

2351. /. Г  * "  dx---------  2 3 5 2  J  Г  * *  . ,
J  } / ( 1 - х ) ( 1 + х )  л J сЬ»+*ж

Я  я_
2 2

2353. a) J In sin xdx; б) $ In cos xdx.

/

о

2354. Найти
p -4-1 sin x—cosx I , e 2 1— -^==.—  dx, 
J V sin X

где £ — множество тех значений х интервала (0, - f  оо), для кото
рых подынтегральное выражение имеет смысл.

2355. Доказать равенство
+ ® - +00 
j  / (ax +  ̂ -)dx =  i -  j  f  (К  x* +  4ай) dx,

где а >  0 и й >  0, предполагая, что интеграл в левой части 
равенства имеет смысл.

2356. Средним значением функции f  (х) на интервале (0, - f  оо) 
называется число

X
M \ f\ =  lim - J - f m d S .

X -* + C D  л  J

Найти средние значения следующих функций:
а) ./(•*) =  s ina х +  cos* (х V T ) ;
б) /(х) =  arctg х; в) f  (х) =  j/ ’x ’sin х .

2357. Найти:
X

I $ к  1 +  /*л 
a) lim х Г d<; б) l i m  ----- -------- ;

*-*•0 J  1 х - +  со *
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«+ ®
J  / -» * -<  dt ,

B) lim - ------ i------; r) lim Xе
x - * 0  i n —-  * - o  J

X

где a > 0  и / (/ )— непрерывная функция на сегменте [0, 1]. 

Исследовать сходимость интегралов:

У  F ^ T T -  2368- )  i T ± d x -

■f 00 Л

2359- j * 2369. £ ein/’ х  cos»x*
г

2360.
J i f , -  237° - | т й г

+ 00
.1.

s ^ “, + * 
f ®
f  dx 
J х Р + х Я '

2361. \ xP~'e~xdx. +®
о 2370
l

2362. [xP\n<>^dx. +  ®

2371.
+ 00

2363' f  i T ^ dx <n > 0 ) - i
2372.

т

I
M

J
2364. | ^ £ ^ d *  (a^O).

+ • no-м Г In (sin J
2365. f  H i l l e d * .  2373' J T T  —

+  CO

23e“- • 2374. j - ^ .

Я . 7 .  J - a *  ( - > 0 ) .  2375. j — « ^ .  

+ 00
2 3 7 6 . Г  ---------  ------- * L ----------------  (в 1 < a ,

J  |x— e x jA -.lx— a1 | / > ... .| x -a „ lpn
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2376.1. J | jc— 1 |р<±с. 
о

•fee
С Р м2377. j  dx, где Р т (х) и Р п (х) — взаимно простые мно

гочлены соответственно степеней т и п .

Исследовать на абсолютную и условную сходимость следующие 
интегралы:

+ ®
2378. j  ~  dx.

У к а з а н и е .  | sin  *  | ^  s in * х.

**»• Т 4 ^ “*-
О 
+  ®

2380.  ̂ д:/» sin (jc«) djc ( д ф О ) .

2380.1. J sin(secx)dx.
♦ о

+  ®

2380.2.  ̂ x*cos(e*)dx.
о

f  ®

j ' T T w *  « * > « •

Г  . in  ( » + 4 )  У  р , л

• j  2звз- 1 Ш * 1" 1 **-

• о 
+ « 

Sо
+ ае

2381.

+ 00

2382

где Р„(х )  и Р п (х)— целые многочлены и Р п( х ) > 0 ,  если 
х ^ а ^ О .

+  ®

2384. Если J f(x )dx  сходится, то обязательно ли / (х) —► О
а

при х —► +  °°?
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рассмотреть примеры:
-f со + «

a) J sin (дс*) dx; б) $ ( - l ) '^ d x .
о о

2384.1. Пусть / (х) € С“> [х0, +  оо), | (х)|  < С при х0< х <
+ ®

< ;- f  оо и 5 |/(x)|dx сходится. Доказать, что f ( x ) —* 0  
*•

при X —► +  00•
У к а з а н и е .  Рассмотреть интеграл

+  х

5 /(*)/'(x)dx.
*•

2385. Можно ли сходящийся несобственный интеграл
ь
$ / (*) dx
а

от неограниченной функции /(дс), определенной на [a, ft], рас
сматривать как предел соответствующей интегральной суммы

2  MS/) А*/,/=о

где дс/< 5 ,< д г ,+| и Дх, =  х/+4—х,?

2386. Пусть
+ »
S f (x )d x  (1)

а

сходится и функция ф(х) ограничена.
Обязательно ли сходится интеграл 

+ «
5 / (X) ф (X) dx? (2)
а

Привести соответствующий пример.
Что можно сказать о сходимости интеграла (2), если интег

рал (1) сходится абсолютно?
+ «

2387. Доказать, что если $ /(x)dx сходится и / (х) — моно-
а

тонная функция, то /(ж)-» О ( у ) *



2388. Пусть функция f  (х) монотонна в промежутке 0 < х ^  1 
и не ограничена в окрестности точки х = 0 .

Доказать, что если существует
I
S f(x)dx,
о

то

*= 1 о
2389. Доказать, что если функция f  (х) монотонна и ограничена 

в интервале 0 <  х <  а и существует несобственный интеграл
а

J x P f(x )d x , 
о

то
lim x p+1 [ (х )= 0 .

х •* + О

2390. Показать, что:
j  *

, ) v .  p. j f _ 0 ;  6) V. p. |  ^ - 0 ;

-f OD
в) v. p. J s in *d ;e =0.

—  00

2391. Доказать, что при существует
X

U x = w • Р- I  Щ 'о

Найти следующие интегралы:

2392- v - Р- J F = £ + 2 '  2394. V. p. J

Г  dx + ®
2393. v. p. J ЗГПГх* 2395* v. p. J arctgjedjc.

Т

§ 5. Вычисление площадей

1°. П л о щ а д ь  в п р я м о у г о л ь н ы х  к о о р д и н а т а х .  Площадь S  
плоской фигуры А 1А1В 2В 1 (рис. 10), ограниченной двумя непрерывными кри
выми у =  у\(х) и y =  yt (x) (у2 (ж) ^  ух (х)) и двумя прямыми х =  а и х  =  Ь
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(а <  Ь). равна

S =  j  (У|(*) — Vi (*)]dx. 
а

2е. П л о щ а д ь  ф и г у р ы ,  о г р а н и ч е н н о й  к р и в о й ,  з а д а н н о й  
в п а р а м е т р и ч е с к о м  в и д е .  Если x  =  x ( t ), y =  y (t)  [ 0 < < < Г ]  —  пара- 
..отпниргкие уравнения кусочно гладкой поостой замкнутой кривой С,

Рис. I I .

пробегаемой против хода часовой стрелки и ограничивающей слева от себя 
фигуру с площадью S  (рис. 11), то

т т
S = _ $ y ( 0 * *  ( l)d t =  ^ x ( t ) r ' ( t ) d t .

о о
или

т
s = y j [ * ( 0  y 'V )- x '  (0 у (01 dt.

3°. П л о щ а д ь  в п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х .  Площадь S  сектора 
ОАВ (рис. 12), ограниченного непрерывной кривой r = r ( i р) и двумя полупря- 
мыми 9  =  о и <р =  Р (а <  Р), равна

3
S  =  y | / - S (<p)dq>.

Рис. 13.

2396. Доказать, что площадь прямого параболического сег
мента равна

S  =  ~bh,

где Ь— основание и h — высота сегмента (рис. 13).



Найти площади фигур, ограниченных кривыми, заданными 
в прямоугольных координатах *):

2397. ах=  у'-, а у = х 2.
2398. у = х 2, х +  у = 2 .
2399. у =  2х— х2, х  +  у =  0.
2400. ^=|lgx|, у =  0, х =  0,1, х =  10.
2400.1. у = 2 х, г/= 2 ,  х = 0 .
2400.2. у = ( х + \ у ,  х =  sin пу, у = 0  ( 0 < ^ < 1 ) .
2401. у = х \  (/ =  jc +  sin2jc ( О ^ х ^ п ) .

2402. У=  0.

2403- i  +
2404. у ' = х г {а2 — х1).
2405. у*=2р х, 2 7 р у *= 8 (х — ру.
2406. Ах* +  2Вху +  Суг =  1 (А >  1, А С — В * >  0).

2407. Уа =  2аЗГ* (циссоида), х = 2 а .

2408. х =  a In аЛ~ ~ у-----V а 2— у2, у =  0 (трактриса).

2409. j/a =  (-T + ^ "jГ)! ( * > 0 ;  п >  —  2).

2410. у —е~*\s in х\, у = 0  (x ’&tO).
2411. В каком отношении парабола у ' =  2х делит площадь 

круга jt2-f# J =  8?
2412(h). Выразить координаты точки М (х ,у )  гиперболы х2 —

— у2 = 1  как функции площади гиперболического сектора S  =  
=  ОМ’М ,  ограниченного дугой гиперболы М 'М  и двумя лучами 
ОМ и ОМ', где М ' (х, — у)— точка, симметричная М  относи
тельно оси Ох.

Найти площади фигур, ограниченных кривыми, заданными 
параметрически:

2413. x =  a ( t — sin/), y =  a ( l — cost) ( 0 ^ / ^ 2 л )  (циклоида) 
и у =  0.

2414. x =  2t — t\  y =  2 t2— /*.
2415. х = *а (cos/ + / sin/),  y =  a(sin t —  /cos/) ( 0 < / < 2 л )  

(развертка круга) и х =  а, y^L  0.
2416. x =  a(2cos/— cos 2/), i/ =  a (2sin /— sin 2/).
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*) Все параметры в этом и следующих параграфах отдела IV  с чи та ю тс я 
оложительными.



с * С* »2417. х  =  — cos * t ,  y=-^-s\n3 t (с2 =  а3 — b2) (эволюта эллипса).
. a  sin312417.1. х =acos /, y =

Найти площади фигур, ограниченных кривыми, заданными 
в полярных координатах:

2418. г- =  а- cos 2<р (лемниската).
2419. г =а(1 +cos(p) (кардиоида).
2420. r  =  asin3i{> (трилистник).

2 4 2 К  г  =  1 - со» ф ( паР абола). 4 > = т -  <Р =  5 -  

2422- г  =  1 +  еРсо5~ф (0 <  е <  1) (эллипс).
2422.1. r  =  3- j -2cos9.

2422.2. r = ± . , _ - J _  ( 0 < Ф < | ) .

2423. r= a c o s ( f ,  г =  а (cos q> + s in  ф) (м  ( д  , 0̂

2424. Найти площадь сектора, ограниченного кривой
Ф =  г arctg г

и двумя лучами ф =  0 и ф =  - ~ .
V 3

2424.1. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой
Г* +  ф*«т 1.

2424.2. Найти площадь фигуры, ограниченной лепестком кривой
Ф =  sin ( я г )  ( 0 < г <  1).

2424.3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями
(f =  4 r — г 3, ф =  0.

2424.4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями
Ф =  г — sin г ,  ф =  я .

2425. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой кривой
„ _ 2at _  nt

1 +  /*’ ф — 1 + Г

Перейдя к полярным координатам, найти площади фигур, 
ограниченных кривыми:

2426. дс* - f  у* =  Заху (лист Декарта).
24271 х * +  у* =  а*(х* +  у*).
2428. (х2 +  у2)2 =  2а2ху (лемниската).
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Приведя уравнения к параметрическому виду, найти площади 
фигур, ограниченных кривыми:

JL -L JL
2429. х* +  У* = о *  (астроида).
2430. х *+ у *= а х *у .
У к а з а н и е .  Положить у =  tx.

§ 6. Вычисление длин дуг

I s. Д л и н а  д у г и  в п р я м о у г о л ь н ы х  к о о р д и н а т а х .  Длина 
дуги отрезка гладкой (непрерывно дифференцируемой) кривой

у =  у (  х) (а < х < Ь )
равна

s =  J V T + 7 4 T ) d x .

2°. Д л и н а  д у г и  к р и в о й ,  з а д а н н о й  п а р а м е т р и ч е с к и .  Если 
кривая С задана уравнениями

x = x ( t ) ,  y =  y (t)
где x(t) , y ( 0 € C l l ) l<o. T\ , то длина дуги кривой С равна

г
s =  J y x ' * ( t ) +  у '*

U
3°. Д л и н а  д у г и  в п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х .  Если 

г  =  г(ф) (а <  q> <  Р), 
где г  (ф) £ С(1) [а, Р], то длина дуги соответствующего отрезка кривой равна

а

* =  5 У г * (ф )+г'*(ф ) <*ф-
а

Длины дуг пространственных кривых см. в отд. V I I I .

Найти длины дуг следующих кривых:
г

2431. у =  х % ( 0 < х < 4 ) .  2432. у* =  2рх (0г^ * < * „ ) .

2433. у =  аch- -̂ от точки Л (0, а) до точки В  (Ь, Л).

2434. у =  ех ( 0 < х ^ х 0).

2435. х =  ±-уг— i - l n y  (1 <«/<<>).

2436. y =  a \ n ~ - i  ( 0 < д:< d < а).

2437. у =  In cosx ( 0 < х < а < у ^ .



2438. х = а \ п а~  V a ' — i f  (0 <  Ь <  1/ <  а).

2439. У' =  2 ^ ГХ ( 0 < х < - | а ] .
I l l

2440. дс * + « / 3 =  а 3 (астроида).
с* с*2441. х =  —  cos**, «/ =  -£ -sin*<, ci = a i — b* (эволюта эллипса).

2442. x  =  cos«/, 0 =  sin«/.
2443. x = a ( t  —  s in /), у =  a ( I — cost) ( 0 < * < 2 л ) .
2444. x =  a(cost +  t s in/), у =  a (s in t — tcost)  при 

(развертка окружности).
2445. jc =  a(sh/ — 0. y =  a(cht — l) (О< / < T ) .
2445.1. jf =  ch*/, y =  s h 4  ( О < / < Г ) .
2446. r  =  atf (спираль Архимеда) прн 0 < ф < 2 л .
2447. r  =  aemv ( m >  0) при 0 <  г <  а.
2448. r  =  a( 1 +  соэф).

2449- ' - I + S M P
2450. г =  asin* -у .

2451. г =  a th -2- (0< ф < 2 л ).

2452. ф =  1 ( г + | )  ( 1 < г < 3 ) .

2452.1. <p=V~r ( 0 < r < 5 ) .
Г

2452.2. ф =  |-^-<*р ( 0 < г < £ ) -

2452.3. r  =  l +cos /, Ф =  < — tg - j  (0 < / < Г < л ) .

2453. Доказать, что длина дуги эллипса
x =  acost, y =  b s in t

равна длине одной волны синусоиды y = c s \ n - j , где c =  V  aJ — b'■*.
2454. Парабола 4ау =  хг катится по оси Од;. Доказать, что 

Ф°кус параболы описывает цепную линию.
2455. Найти отношение площади, ограниченной петлей кривой

К  y =  ± ( ± - x ) V x ,

к площади круга, длина окружности которого равна длине кон- 
тУра этой кривой.
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§ 7. Вычисление объемов

1в. О б ъ е м  т е л а  по и з в е с т н ы м  п о п е р е ч н ы м  с е ч е н и я м  
Если объем V тела существует и S = S ( x )  la < x < b \  есть площадь сечения 
тела плоскостью, перпендикулярной к оси Ох в точке х, то

ь
V = $ S ( * ) d * .

а

2°. О б ъ е м  т е л а  в р а щ е н и я .  Объем тела, образованного враще
нием вокруг оси Ох криволинейной трапеции

а < х < Ь ,  0 < у < у ( х ) ,

где у (*) — непрерывная однозначная функция, равен

ь
=  У* М  dx.

а

В  более общем случае, объем кольца, образованного вращением вокруг оси Ох 
фигуры a < x < b ,  y l ( x X y < y i (x), где yt (x) и уг (х) — непрерывные неотри
цательные функции, равен

ь
V =  n ^ [ y l( x ) — y\(xj]dx.

а

2456. Найти объем чердака, основание которого есть прямо
угольник со сторонами а и ft, верхнее ребро равно с, а высота 
равна h.

2457. Найти объем обелиска, параллельные основания кото
рого суть прямоугольники со сторонами А, В  и а, Ь, а высота 
равна h.

2458. Найти объем усеченного конуса, основания которого 
суть эллипсы с полуосями А, В  и а, Ь, а высота равна h.

2459. Найти объем параболоида вращения, основание кото
рого S , а высота равна Н .

2460. Пусть для кубируемого тела площадь S = S ( x )  его 
поперечного сечения, перпендикулярного к оси Ох, изменяется 
по квадратичному закону:

S (x )  =  Ax*-\-Bx +  C

где А, В  и С — постоянные.
Доказать, что объем этого тела равен

V = 4  [S<0) +  4 S ( S £ S ) + S < 6 ) ] ,

где Н  —Ь — а (формула Симпсона).
2461. Тело представляет собой множество точек М (х , у, *)> 

где 0 ^ г ^ 1 ,  причем если г рационально,
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и — 1 < х < 0 ,  —1 < < / < о, если г  иррационально. Доказать, что 
объем этого тела не существует, хотя соответствующий интеграл

I
$ S ( 2)dz =  1. 
о

Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями:

2462. - £  +  -| г= 1 . * =  * - 0 .

2463. -^r +  - f r  +  7r = 1  (эллипсоид).
г* (/2 22 1

2464. +  7? =  г =  ± с .

2465. х* +  г* =а*. = а 1.
2466. х * - ^ 1+ г * = в * .  хг + у г =а х .
2467. zJ =  fc(a—х), хг +  уг =  ах.

2468. - £  +  - £  =  1 (0 <  2 <  а).

2469. х + у  +  г%=  1, х = 0 , у =  0, г = 0 .
2470. x * - f  «/ ' - f z*+ х у  +  уг +  гх =  а2.
2471. Доказать, что объем тела, образованного вращением 

вокруг оси Оу плоской фигуры
а < х < Ь ,  0 <  у <  (/(х),

где </(х)— однозначная непрерывная функция, равен
ь

Vy =  2n J xy(x)dx.
а

Найти объемы тел, ограниченных поверхностями, получен
ными при вращении отрезков следующих линий:

J
2472. у =  ь ( ^ *  ( 0 < J с<а) вокруг оси Ох (нейлоид).

2473. у =  2х— хг, г/ =  0: а) вокруг оси Ох; б) вокруг оси Оу.
2474. y =  s inx,  у =  0 ( 0 < х <  л): а) вокруг оси Ох; б) вокруг 

оси Оу.

2475. y = b  (■ j-)* . У — Ь | j : а) вокруг оси Ох; б) вокруг оси Оу.
2476. у = е ~ х, у =  0 ( 0 < х < + с » ) :  а) вокруг оси Ох; б) во

круг оси Оу.
2477. х* + ( у — Ь у =  а2 (0 < а < 6 )  вокруг оси Ох.
2478. х*— ху у2 =  а2 вокруг оси Ох.
2479. у =  е~х У  sin х ( 0 < l x < - f o o )  вокруг оси Ох.
2480. х =  а(/— sin О. */ =  а (1—cos/) ( 0 ^ / ^ 2 л ) ,  у =  0:

а) вокруг оси Ох; б) вокруг оси Оу; в) вокруг прямой у =  2а.
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2481. дс =  о s in * t , y = b c o s* t  ( 0 < / < 2 л ) :  а) вокруг оси 0х\
б) вокруг оси Оу.

2481.1. Найти объем тела, образованного вращением пло
щади петли кривой

x — 2 t — t*, y = 4 t  — t*

вокруг: а) оси 0х\ б) оси Оу.
2482. Доказать, что объем тела, образованного вращением 

вокруг полярной оси плоской фигуры
0 < г ^ г ( ф )

(ф и т — полярные координаты), равен
р

V =  -у- J  г* (ф) sin ф dtp.
а

Найти объемы тел, образованных вращением плоских фигур, 
заданных в полярных координатах:

2483. г =  а (1 +  cosф) ( 0 ^ ф ^ 2 л ) :  а) вокруг полярной оси;
б) вокруг прямой г cosф =  — .

2484. (дс*+  «/*)* =  а*(дс*— «/*): а) вокруг оси Ох\ б) вокруг 
оси Оу, в) вокруг прямой у =  х.

У к а з а н и е .  Перейти к полярным координатам.

2484.1. Найти объем тела, образованного вращением фигуры, 
ограниченной полувитком спирали Архимеда

г =  аф (а >  0; 0 < ф < я ) ,

вокруг полярной оси.
2484.2. Найти объем тела, образованного вращением фигуры, 

ограниченной линиями:
ф=ЛГ», ф=Я,

вокруг полярной осн.
2485. Найти объем тела, образованного вращением фигуры

а ̂  г  ^  а К1Г11п"2ф
вокруг полярной оси.

§ 8. Вычисление площадей поверхностей вращения

Площадь поверхности, образованной вращением гладкой кривой АВ  
вокруг оси Ох, равна

в
Р  =  2я  J \y\ds,

А
где ds— дифференциал дуги.
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Найти площади поверхностей, образованных вращением сле
дующих кривых:

2486. У — ( 0 ^ * ^ ° )  вокруг оси Ох.

2487. y =  acos^  (| *| < ft) вокруг оси Ох.

2488. у =  tg x вокруг оси Ох.

2489. у3 =  2рх (0 <  х <  * 0): а) вокруг оси Ох\ б) вокруг оси Оу.
х г уЯ

2490. —г  +  -§г= 1 ( 0 < 6 ^ а ) :  а) вокруг оси Ох\ б) вокруг 
оси Оу.

2491. х* +  (у— Ь)г =  аг ( Ь ^ а )  вокруг оси Ох.
J. JL -L

2492. X s + у 3 = а *  вокруг оси Ох.

2493. у =  a ch-̂ -(| я  |< ft): а) вокруг оси Ох; б) вокруг оси Оу.

2494. ± s = a l n a+ ° * ~ ^ — У а 2— у* вокруг оси Ох.

2495. x =  a ( t — sin/), y — a ( l — cost) ( 0 <  t <  2л): a) вокруг 
оси Ox\ б) вокруг оси Оу; в) вокруг прямой у =  2а.

2496. л: =  а cos®/, t/ =  asin3/ вокруг прямой у =  х.
2497. r  =  a(l+cos(j>) вокруг полярной оси.
2498. r 2 =  a2cos2q>: а) вокруг полярной оси; б) вокруг оси

ф =  ; в) вокруг оси ф =  •

2499. Тело образовано вращением вокруг оси Ох фигуры, 
ограниченной параболой ау =  а*— х3 и осью Ох. Найти отноше
ние поверхности тела вращения к поверхности равновеликого шара.

2500. Фигура, ограниченная параболой уг =  2рх и пря
мой х =  р/2, вращается вокруг прямой у =  р. Найти объем и по
верхность тела вращения.

§ 9. Вычисление моментов. Координаты центра тяжести

1°. М о м е н т ы .  Если на плоскости Оху масса М  плотности р =  р(у) за
полняет некоторый ограниченный континуум Q (линию, плоскую область) 
и o) =  co (у)— соответствующая мера (длина дуги, площадь) той части контину
ума Q, ординаты которой не превышают у, то k -м моментом массы М  отно
сительно оси Ох называется число

я
Мк =  lim У , Р Ш  yi &v>(yi)= \ pyk du(yi) (* =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,

где Д yl =  y . _ y l _ l  и Дш (4,,) =  о) (у ,)— w (y / - i) .
Как частные случаи, получаем при к = 0  массу М, при й = 1 — статиче- 

СКий момент, при k — 2 — момент инерции.
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Аналогично определяются моменты массы относительно координатных 
плоскостей.

Если р =  1, то соответствующий момент называется геометрическим (мо- 
ыент линии, плоской фигуры, тела и т. д.).

2°. Ц е н т р  т я ж е с т и .  Координаты центра тяжести (х0, у0) однородной 
плоской фигуры площади S  определяются по формулам

_  М\» _  М ?  
х° S  ’ Уо~  S  '

где М 'У , M i”  — геометрические статические моменты фигуры относительно 
осей Оу и Ох.

2501. Найти статический момент и момент инерции дуги 
полуокружности радиуса а относительно диаметра, проходящего 
через концы этой дуги.

2501.1. Найти статический момент дуги параболы

у1 =  2рх

относительно прямой х =  -|.
2502. Найти статический момент и момент инерции однород

ной треугольной пластинки с основанием Ь и высотой h относи
тельно основания (р =1).

2502.1. Найти моменты инерции I x = M ,iX) и =  относи
тельно осей Ох и Оу параболического сегмента, ограниченного 
кривыми ау — 2ах— хг (а >  0) и у =  0.
Чему равны радиусы инерции г х и г„, т. е. величины, опреде
ляемые соотношениями

I,=Sr\ , I u =  Sr*,
где S  — площадь сегмента?

2503. Найти моменты инерции однородной эллиптической пла
стинки с полуосями а и b относительно ее главных осей (р = 1).

2504. Найти статический момент и момент инерции однород
ного кругового конуса с радиусом основания г  и высотой h 
относительно плоскости основания этого конуса (р =1).

2504.1. Найти момент инерции однородного шара радиуса R  
и массы М  относительно его диаметра.

2505. Доказать первую теорему Гульдена: площадь поверх
ности, образованной вращением плоской дуги С вокруг не пере
секающей ее оси, лежащей в плоскости дуги, равна длине этой 
дуги, умноженной на длину окружности, описываемой центром 
тяжести дуги С.

2506. Доказать вторую теорему Гульдена: объем тела, обра
зованного вращением плоской фигуры S  вокруг не пересекающей 
ее оси, расположенной в плоскости фигуры, равен произведению 
площади S  на длину окружности, описываемой центром тяжести 
этой фигуры.
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2507. Определить координаты центра тяжести круговой дуги: 
x =  flCOS<p, y =  asin<p(|cp K a <  л).

2508. Определить координаты центра тяжести области, огра
ниченной параболами ах =  уг, ау =  хг (а >  0).

X*
2509. Определить координаты центра тяжести области +

1 ( 0 < x < a ,  0 < у < Ь ) .
2510. Определить центр тяжести однородного полушара ра

диуса а.
2511. Определить координаты центра тяжести С (ф„, г0) дуги ОР 

логарифмической спирали r  =  aem<f(m > 0 )  от точки 0 ( —оо, 0) до 
точки Р(ф, г). Какую кривую описывает точка С прн движении 
точки Р?

2512. Определить координаты центра тяжести области, огра
ниченной кривой г =  а(1+созф).

2513. Определить координаты центра тяжести области, огра
ниченной первой аркой циклоиды x =  a ( t — sin/), у =  а( 1— cost) 
(0 <: / <[ 2л) и осью Ох.

2514. Определить координаты центра тяжести тела, образо
ванного вращением площади О ^ х ^ а ;  уг ^.2рх  вокруг оси Ох.

2515. Определить координаты центра тяжести полусферы 
х* +  у1 +  г* =  а* ( г ^  0).

§ 10. Задачи из механики и физики

Составляя соответствующие интегральные суммы и находя их 
пределы, решить следующие задачи!

2516. Определить массу стержня длины / = 1 0  м, если линей
ная плотность стержня меняется по закону 8 =  6-f-0,3x кг/м, где 
х — расстояние от одного из концов стержня.

>2517. Какую работу надо затратить, чтобы тело массы т  
поднять с поверхности Земли, радиус которой R ,  на высоту ft? 
Чему равна эта работа, если тело удаляется в бесконечность?

2518. Какую работу надо затратить, чтобы растянуть упру
гую пружину на 10 см, если сила в 1 к Г  растягивает эту пру
жину на 1 см?

У к а з а н и е .  Использовать закон Гука.

2519. Цилиндр диаметра 20 см и длины 80 см заполнен па
ром под давлением 10 кГ/см2. Какую работу надо затратить, 
чтобы уменьшить объем пара в два раза, считая, что темпера
тура пара остается постоянной?

2520. Определить силу давления воды на вертикальную 
стенку, имеющую форму полукруга радиуса а, диаметр которого 
находится на поверхности воды.
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2521. Определить силу давления воды на вертикальную стенку, 
имеющую форму трапеции, нижнее основание которой а =  10 л, 
верхнее Ь =  6м  и высота А =  5 м, если уровень погружения ниж
него основания с =  20 м.

Составляя дифференциальные уравнения, решить следующие 
задачи:

2522. Скорость точки меняется по закону:

v =  vt +  at.

Какой путь пройдет эта точка за промежуток времени [0, Т]>
2523. Однородный шар радиуса R  и плотности б вращается 

вокруг своего диаметра с угловой скоростью о. Определить 
кинетическую энергию шара.

2524. С какой силой притягивает материальная бесконечная 
прямая с постоянной линейной плотностью р0 материальную 
точку массы /л, находящуюся на расстоянии а от этой прямой?

2525. Определить, с какой силой притягивает круглая пла
стинка радиуса а и постоянной поверхностной плотности 60 мате
риальную точку Р  массы т ,  находящуюся на перпендикуляре 
к плоскости пластинки, проходящем через центр ее Q, на крат
чайшем расстоянии PQ, равном Ь.

2526. Согласно закону Торичелли скорость истечения жидко
сти из сосуда равна

v=c]/r 2gft,

где g — ускорение силы тяжести, h — высота уровня жидкости 
над отверстием и с =  0 ,6— опытный коэффициент.

В какое время опорожнится наполненная доверху вертикаль
ная цилиндрическая бочка диаметра й  =  1л  и высотой Н = 2 м  
через круглое отверстие в дне диаметра d =  1 см?

2527. Какую форму должен иметь сосуд, представляющий 
собой тело вращения, чтобы понижение уровня жидкости прн 
истечении было равномерным?

2528. Скорость распада радия в каждый момент времени 
пропорциональна его наличному количеству. Найти закон рас
пада радия, если в начальный момент / = 0  имелось Q0 граммов 
радия, а через время Т  =  1600 лет его количество уменьшится 
в два раза.

2529. Для случая процесса второго порядка скорость хими
ческой реакции, переводящей вещество А в вещество В,  пропор
циональна произведению концентрации этих веществ. Какой 
процент вещества В  будет содержаться в сосуде через/ =  1 час., 
если при /=0м ин.  имелось 20% вещества В ,  а при t =  15 мин. 
его стало 80%?



2530. Согласно закону Гука относительное удлинение е стержня 
пропорционально напряжению силы а в соответствующем попе
речном сечении, т. е.

о
е -  £  .

где Е — модуль Юнга.
Определить удлинение тяжелого стержня конической формы, 

укрепленного основанием и обращенного вершиной вниз, если 
радиус основания равен R ,  высота конуса Н  и удельный вес у.

§ 11. Приближенное вычисление определенных интегралов

1°. Ф о р м у л а  п р я м о у г о л ь н и к о в .  Если функция у =  у (х) непре
рывна и дифференцируема достаточное число раз на конечном сегменте [а, Ь]

и , xt =  a -\ -ih(i =  0, 1.......... п), y i =  y (x ,) , то
п
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где

У ' (£)

2°. Ф о р м у л а  т р а п е ц и й .  При тех же обозначениях имеем:
а

J  y(x)dx =  h ^ ° '1 )  ^ " “( " 0 1  +  0 1 +  • • • +  У л - + Я « .

где

3°. П а р а б о л и ч е с к а я  фо р м у л а  ( формул а Си мп с о н а ) .  По
лагая п —2к, получим: 

ь
^  У (*) d* = y  [(Уо +  У1*) +  4 (l/i +  y *+  . . .  +  y i* - i)  +

+  2 (j/i +  y«*t- • • • +  +
где

R , ----- (b~ ^ k if l v ^

2531. Применяя формулу прямоугольников (я =  12), прибли
женно вычислить

2я

5 дс sin xdx
• о

и результат сравнить с точным ответом.



С помощью формулы трапеций вычислить интегралы и оценить 
их погрешности, если:
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2532. ^  (п = 8 ).

I
2533.

_Я
2

2534. J  1— -j-sin* xdx (п =  6).

С помощью формулы Симпсона вычислить интегралы:

2535. ^ V x d x  (п =  4). 2537. J  (л =  10).
1 0
Я 1

2536. j V 3  +  cosxdx (п =  6). 2538. j  ПГГГ+ *) (п =  6)-
о о

2539. Принимая п =  10, вычислить константу Каталина

О - j  = й и < *

2540. Пользуясь формулой

1 + х *  *

вычислить число л с точностью до 10“*.
2541. Вычислить

J ех' dx
0

с точностью до 0,001.



1
2542. Вычислить J  (ех — 1) In dx с точностью до 10"4.

О
2543. Вычислить с точностью до 0,001 интеграл вероятностей

+ ®
J e~x’ dx.
О

2544. Приближенно найти длину эллипса, полуоси которого 
а =  10 и b =  6.

2545. Построить по точкам график функции
X

y = ^ ™ L id t  ( 0 < * < 2  л),
о

приняв
* ЯД х =  -тг.
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РЯДЫ

§ 1. Числовые ряды. Признаки сходимости 
знакопостоянных рядов

I е. О б щ и е  п о н я т и я .  Числовой ряд

(о
Л= 1

называется сходящимся, если существует конечный предел
lim  S „  =  S  (сумма ряда),

где S„  =  а1 +  а, + . . .  В  противном случае ряд (1) называется расходящимся.
2°. К р и т е р и й  К о ш и .  Д ля  сходимости ряда (1) необходимо и доста

точно, чтобы для любого е >  0 существовало число N =  N (е) такое, что при 
п > Л /  и р > 0  (л и р— натуральные числа) было выполнено неравенство

3°. П р и з н а к  с р а в н е н и я  1. Пусть, кроме ряда (1), имеем ряд

то 1) из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда ( 1); 2) из расходимости 
ряда (1) следует расходимость ряда (2).

В  частности, если ап ~ Ъ п при п — ► оо, то ряды с знакоположительными 
членами ( 1) и (2) сходятся или расходятся одновременно.

4°. П р и з н а к  с р а в н е н и я  I I .  Если

< = Л + 1
В  частности, если ряд сходится, то

lim  а„ =  0. 
п -*-qe

Ъ\ +  • • • +  bn +  • • • 
Если при n ^ r t 0 выполнено неравенство

О < а п< Ь п,

(2)

то а) при р >  1 ряд (1) сходится и б) при р <  1 расходится.

') Значение символа О* см. отдел I ,  § 6, 1°.



5°. П р и з н а к  Д а л а м б е р а .  Если ап >  0 (л =  I ,  2, . . . )  и

lim ^ ± - ‘ = 9.
л  -► ж “ л

то а) при ? <  1 ряд (1) сходится и б) при q >  1 расходится.
6*. П р и з н а к  К о ш и .  Если а „ ^ 0  ( п =  1, 2,  . . . )  и

lim  ? /a i, =  q,
/I —► OD

то а) при q <  1 ряд (1) сходится и б) при q >  1 расходится.
7°. П р и з н а к  Р а а б е .  Если а„ >  0 (я =  1, 2, . . . )  и
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lim —  Н  = р ,л ов \̂ л+ 1  /
то а) при р >  1 ряд (1) сходится и б) при р <  1 расходится.

8°. П р и з н а к  Г а у с с а .  Если а„ >  О ( я =  1, 2, . . . )  и

ап __ j , ! __ Ц I
ап+1 ^  /■»+«•

где | 0„| <  С и е >  0. то а) при А, >  1 ряд (1) сходится и б) при А. <  1 рас
ходится; в) при Х = 1  ряд( 1) сходится, если ц >  1, и расходится, если ц < 1.

9°. И н т е г р а л ь н ы й  п р и з н а к  К о ш и .  Если / (*)  ( х ^  1) —  неотри
цательная невозрастающая непрерывная функция, то ряд

2 / (я)
Л*= 1

сходится или расходится одновременно с интегралом

+ 005 f (x)dx.
1

Доказать непосредственно сходимость следующих рядов и 
найти их суммы:

2546. , - ' + 1 - 1 + . . . + ! ^ + . . .

2547. ( T + i )  +  ( i + i - )  +  --- +  +

2548. у  +  +  ^ +  • • * +  2п2 п * +  »• •

254Э* Г 2  +  21  +  3 1 + - - -  + ^ П Т ) + - * -
2550. —  +  _j. . . .

2551. а) <7 sin a - f  q* sin 2а +  . . .  + q n sin па +  . . . ;
б) <7 cos а +  cos 2а - f  . . .  -\-qn cosna +  . . .  (|^|<1).
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2552. X  (V~n+2— 2 V n +  1 + V n ) .
П = 1

OD
2553. Исследовать сходимость ряда £  sin л*.

П = 1

У к а з а н и е .  Показать, что при х ф кя  (к — целое) невозможно, чтобы 
ъ 'т п х — >0 при п — ► оо!

00

2554. Доказать, что если ряд ап сходится, то ряд
П = I

•  рп + 1-12 Ап, где А „ =  2 a, (pl  =  1, pt <  pt < . . . ) ,
п = 1 Ы р п

полученный в результате группировки членов данного ряда без 
нарушения порядка следования их, также сходится и имеет ту 
же сумму. Обратное неверно; привести пример.

00
2555. Доказать, что если члены ряда 2 а п положительны и

П = 1
00

ряд 2 А„, полученный в результате группировки членов этого
П- 1

ряда, сходится, то данный ряд также сходится.

Исследовать сходимость рядов:
2556. 1 — 1 +  1 — 1 -f- l —
2557. 0,001 + К 0 Ж + ^ 0 0 Г  +  . . .

2558. 1 - +  1 - +  1 . +  . . . + 1 + . . .

2559. 1 + 1 + 1 + ! + . . .  +  _ ! _ + . , .

2 5 6 0 ‘ To o l +  200Т  +  зооТ +  • • • +  1000Л + 1  +  '  • *
2 , 3
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2565. Доказать, что ряд чисел, обратных членам арифмети
ческой прогрессии, расходится.

оо ®
2566. Доказать, что если ряды ^  (/4) и 2  Ьп(В) схо-

П—1 Яш 1
8

дятся и я„ <  с„ <  (л =  1,2, . . . ) ,  то ряд 2  с„ (С) также сходится.
П = 1

Что можно сказать о сходимости ряда (С), если ряды (Л) и (В) 
расходятся?

2567. Пусть даны два расходящихся ряда
00 00 
2  ап и 2  Ъп

Л =  1 П = 1

с неотрицательными членами.
Что можно сказать о сходимости рядов:

00 оо
а) 2  m>n (а„, Ь„) и б) 2  шах (а„, Ь„)?

П ss 1 Л =  1

00
2568. Доказать, что если ряд 2  ап(ап^ 0 )  сходится, то ряд

Л  =  1

00
2 также сходится. Обратное утверждение неверно; привести

Яв 1
примеры.

.00 00
2569. Доказать, что если ряды 2 ап и 2 К  сходятся, то

П =  I пш 1

сходятся также ряды

2  К М .  2  (< * « + №  2Ла | П =1 П -  I

2570. Доказать, что если

Iim  пап= а Ф О,

то ряд 2  ап расходится.
Л  =  1

00
2571. Доказать, что если ряд 2  а„ с положительными и мо

Л  =  1

нотонно убывающими членами сходится, то

lim пап = 0 ,
Л -► 00

® Б .  П .  Д ем и д о в и ч
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о»
2572. Является ли сходящимся ряд 2  ап> еслиП— 1

l im  (а„+1+ а п+ 1 +  • • • + о „ +я) = 0
л оо

при р =  1, 2, 3, . . . ?
л

Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость следующих 
рядов:

2573. a„ +  i I + . . . + 4 L  +  . . .  (|a„| <  10).
я г - , л  6in  х  , sin 2х , , sinn* ,

—2---- *— 2*— *" ’ * ' *■— 2"---- ‘ * * *
2gyg cosx—cos2x , cos2x —  cos 3x ,

2575.1.

1 i 2 г  • • •
. cosnx— cos (я -Ы )х  .

• • • T -------------- -̂------------- г  • • •
cos x , cos x* , . cos x " ,
jt  ~  2* ‘ *" * ‘ riL * * * *

У к а з а н и е .  Использовать неравенство

i ?  < n(-n-i)-= i d r i - i -  <я = 2- 3- •••)•

Пользуясь критерием Коши, доказать расходимость следую
щих рядов:

2576. 1 ■b‘2‘ +  " j _b • • • "b-Jft" • • •

2577. 1 + 1 —1  +  1  +  1 —1 + . . .
2577.1. 1 1 1 1 1 ■ -

V T 2 ^  У2. Т  i  !.<«+!)
Пользуясь признаками сравнения, Даламбера или Коши, 

исследовать сходимость рядов:

2578 —  +  100°* ‘ 10()0, • 1 ,()00', 1
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0 V + J W + < 3 £ ,  , ( * £ .
2582. —g г  2* +  2»

„„ 1000 . 10001001 , 1000-1001-1002 .
2583. - p + - -  |.з + ------Г з ^ ----- Ч

2584. 4  +  ̂ 4  4'7 ,° '2-6 ' 2-6-10 1 * ‘

2585. 2 ( У 2 - У 2 ) ( У 2 - У 2 ) . . . ( № - У 2 ) .
П— 1 

00
2585.1. 2 а л,

л= 1
где

1 — , если п = т *,

если п ф тг

( т —натуральное число).

_ v  -A- 6in*fca 
2585.2. i_j_x*-|-cos* *а *

nasi *= 1

2586. £ , 2589. £

(2+i)П= 1
п+ I •

(2л* +  л+1) 2
1

»+ Т
2587. £  /" , 1 \» * 2589.1. £  *

«>= 1 I П  I п  J  я= 1 1

2588. ± - у .  2589.2. £
л  =  2 уг *П /I л = 2

2590. У г + у ^ г — у ^  +  } / г2 — 1/ 2 + К 2 +

1  • + / * - ✓ * + ✓  2 + К 2  +

У к а з а н и е .  У 2 =  2cos - j  .

2591. Доказать, что если

П т  ^ -  =  <7 (а „> 0).п-+ш> ^ап ф
то an =  o((ft)t где <7i >  <7-

а»



2591.1. Пусть для членов знакоположительного ряда
*

2  ап (ап >  0) выполнено неравенство
П- I

■^L L < P < 1  при п ^ п 0.
ап

Доказать, что для остатка ряда

Яп =  ал + 1 +  ап + * +  • ••
имеет место оценка

Dn-n,+ t
ес л и л> л „ .

2591.2. Сколько членов ряда

|(2я)!1)« 
h  » »  •

где [(2л)!!]а =  2-4 . . .  2л, достаточно взять , чтобы соответствую
щая частная сумма S n отличалась от суммы ряда S  меньше, чем 
на р. =  10“*?

2592. Доказать, что если
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П т  =  1 (а„ >  0),
® ап

0D

ТО ряд 2 а л СХОДИТСЯ.
п= I \

Обратное утверждение неверно. Рассмотреть пример

± + 1  +  _!_ +  ±  +  ± 4 - - ! - 4 -  2 ‘ 3 2* З2 ' 23 З3 ' ‘ *
00

2593. Доказать, что если для ряда 2  ап ( ап >  0 )  существует
Л = 1

iim ^ -  =  <7, (А)
Л -*00 ап

то существует также
lim У а„ =  q. (Б)

я-*®
Обратное утверждение неверно: если существует предел (Б), 

то предел (А) может и не существовать. Рассмотреть пример

V  3 + (-!)■
2Л+ 1 *л= 1

2594. Доказать, что если

П т  Уа~п =  Я (а „>0).



i  I .  ЧИСЛОВЫЕ РЯД Ы 229

TO а) "Р и Ч <  1 Ряд 2  ап сходится; б) при q >  1 этот ряд рас- 
ходится (обобщенный признак Коши).

Исследовать сходимость рядов:

2595. ±  2-± | = !£ .  2597. V  - [ / 2  +  <-1>-Г. .
/|В 1
» a cos*

1 Пт 1
пя
т-  V 4 3 о с т  < V '  /1  +  С08 я \ * я - 1 п я2596. 2 - — j » — . 2597.1. ^

ad п-1 4 '

Пользуясь признаками Раабе и Гаусса, исследовать сходи
мость следующих рядов:

2598. ( у ) ' + ( Н ) Я + ( ? т ! ) ,’ + ' ’ •

«к о о  а > | а (а+ d) (Ь +  2d) ,
26У». j + b(p+d) -rb(b+d)(b +  2d)~r' •**

(а >  О, Ь >  0, d >  0). 

2 6 °° . ± & .  2601. Ё  ( 2 + / 1 ) ( 2 + ^ ) . . . ( 2 + / - ) •

2602. t  о {о 4 - П  П~̂ (а 4 - п) < ^ > °)*

2603. Х Р (Р + 1 )  ~ • (Р+ Л ~ 1 ) - 1
П= 1

..(р+п-
п! ’ п« *

26o » ( H ) i

2606(h ). Доказать, что если для знакоположительного ряда 

2 , а,  (а„ >  0) при п —► оо выполнено условие

Оп+ 1  п V я /
то

<*п



где е > 0  произвольно мало; причем, если р > 0 ,  то a„J0 при 
п —► оо, т. е. а„ прн п ^ п %, монотонно убывая, стремится к нулю, 
когда п —-оо.

Определив порядок убывания общего члена а„, исследовать
ж

сходимость ряда 2 ап» еслип= I
n P + a tn P -1-^-. . .  - f  а . 

2 6 0 7 * a'  =  n < + bln < - ' + . . . + b ' > ГДе « ,  +  М ? - , +  . . . + & , > 0 .
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2608. a „ = j l s i n i .

2609. a„ =  (Vn +  l - V n ) p \ n ^ \  (п >  1).

2610. an =  ln '(sec  .

2611. an= I o gbB( l + - ^ - )  (a >  0, 6 >  0).

2612. a .=  [ * _ ( l + ± ) “] ' .

2613. a„ =  — L _ _ .  2614. a
l + T ------  1 + -----„  In n  „  n

2614.1. Доказать признак Жамэ: знакоположительный ряд
ao
2 a „ (a „ ^ 0 ) сходится, еслиП - 1

( ! — при n > n „

и расходится, если

О — при п > п , .

2615. Доказать, что ряд 2  ая К .  >  0) сходится, если суще-
Л  =  1

In  —
ствует а > 0  такое, что 1 + а  при л > л 0, и расходится,

1п~
если —пя" ^  1 при п ^ п „  (логарифмический признак).

Исследовать сходимость рядов с общим членом:
2616. ап =  п1пх (дс >  0).



г

2618. ап =  ■ Jm in я ( « > * ) •

Пользуясь интегральным признаком Коши, исследовать схо
димость рядов с общим членом:

2619- <п > 1 >-
2620. а„ — „ ()п пу  ()п |П (п > 2 ) .

2620.1. Исследовать сходимость ряда

V  In2-In3 ... ln(n+l) . 
^ -- ln (2 + / > )- ln (3  +  p ) . . .  In (n  +  l + p )П — 1

2620.2. Исследовать сходимость ряда

у  v(n) 
jL t  ni  *
n s s |

где v(n) — число цифр числа л.
2620.3. Пусть А .„ ( я = 1 ,2 ,  . . . ) — последовательные положи

тельные корни уравнения
tg х =  х.

Исследовать сходимость ряда
сс 

Л в  1

2621. Исследовать сходимость ряда
сс

V  1
h  ,п(п!) ‘ 

ос

2622. Доказать, что ряд 2  ап с положительными монотонно
/1=1

убывающими членами сходится или расходится одновременно
00 ,

с рядом 2  2пагп.
л = 0

2623. Пусть / ( * )— положительная монотонно невозрастающая 
функция.

CD

Доказать, что если ряд 2  f  (п) сходится, то для остатка его
Л= 1

2  f(k) 
k - n  +  i

s I .  ЧИС ЛОВЫЕ РЯД Ы  231
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справедлива оценка
+ ® + X
5 f ( x ) d x <  R n <  f ( n + l )  +  5 f(x)dx .

л+1 л+1
Пользуясь этим, найти сумму ряда

* I 

п = 1
с точностью до 0,01.

2624. Доказать признак Ермакова: пусть f  (х) — положитель- 
ная монотонно убывающая функция и

lim
Ш

00 0

Ряд 2 М « )  сходится, если Я, <  1, и расходится, если А, >  1.
Л= 1

00

2625. Доказать признак Лобачевского: ряд 2  ал с положи
л а  1

тельными и монотонно стремящимися к нулю членами сходится 
или расходится одновременно с рядом

2  Рш2 - .
т = 0

где рт — наибольший номер членов ап, удовлетворяющих нера
венству

а „ > 2 ~ ” (п =  1 ,2 ......... ря).

Исследовать сходимость следующих рядов:

2626. X  уГп^ 2~а Уп —  .
л  =  2 П
30

2627. 2 ( К « + а  — У п 1 +  п +  Ь).
П= 1

Л =  1 ' '

2*29. ±  .

V  In (п!) * _ з/—
2630. 2 -  • 2631. 2 е  К ".

Л = 1  л  л . 1
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2632. 2  2640. V  (  Л  » " + * " )  
"= ' 7?\\а 2 /
«  / 1 \ (а >  0, b >  0, с >  0).

2633. 2  U " ,+ l — U  •
п=  I

, v J n n r l i  2641- 2 ( п ча— 1).2634. 2 ^ ' "  • «=1П= I

r  ^  1
2635. 2 -  / . 1 \ •

»“ 1 1“ ( e,n 7Г)

2636. £  ( cos т ) "  • 
fl= 1 4 '

ао

2637.
ch — л

п
я= 3 \ с0»

п =  1

® Г

2642. Ел = 1  L

2643.
00 

л  =  1

2644.
X

2838. £ - ? Т .  ( а > 0 ,  6 > 0 ) .
п = 1  п

2639 У  J i l H  2645 V  [(" +1)!|"ЛьЯ*. ^  (|ПЯ)Я • " ‘‘э- Z -  2!-41...(2л)! * 
л=2 ' «=1

Исследовать сходимость рядов 2  ип со следующими общими
/1=1

членами:

| П+ 1
п

2646. и = С V~xdx 2649- “» =  S

о

(л +1) л

2647. ------ !-------- ;  2650. U . - f f g d x .

$ !/ПР5л 2851. ц. - " - |-^ +  - + 51
/I

2648. ы„ =  J  2652 Ия=5Ж .
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Заменив последовательности хп(п =  \, 2, . . . )  соответствую
щими рядами, исследовать сходимость их, если:

2653. хн =  1 Н— Ч------ + y ^ ~ 2 V ~ n .

2в54. V
kml

2655. Сколько примерно надо взять  членов ряда, чтобы найти 
его сумму с точностью до 10“*, если

б) £ ( * + 1 ) Г ; в) i  (2/1-1)! •71 — 1 л  — | П — 1

§ 2. Признаки сходимости знакопеременных рядов

I е. А б с о  л ю т н а я с х о д и м о с т ь  р я д а .  Ряд
90 •

2 ° »  (I)
Пс I

называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд

2 K I -  (2)
п - 1

В  этом случае ряд (1) также сходится. Сумма абсолютно сходящегося ряда 
не зависит от порядка слагаемых.

Д ля  определения абсолютной сходимости ряда (1) достаточно применить 
к ряду (2) известные признаки сходимости для знакопостоянных рядов.

Если ряд (1) сходится, а ряд (2) расходится, то ряд (1) называется условно 
(не абсолютно) сходящимся. Сумму условно сходящегося ряда путем переста
новки слагаемых можно сделать равной любому числу (теорема Римана).

2е. П р и з н а к  Л е й б н и ц а .  Знакочередующийся ряд

bt — +  —64 +  . . .  +  (— 1 )n~1bn -\-. . .

(bn ^  0) сходится (вообще говоря, не абсолютно), если а) * « & * « + !  ( П - 1. 2 . . . )  
и б) Iim  Ьп =  0. В  этом случае для остатка ряда

/?п =  (-1)п6„+1 +  (-1)'* + 16я+,+  . . .
имеем оценку

/?п =  (-1)л0п*п+1 (0<0„<1).
3°. П р и з н а к  А б е л я .  Ряд

00
2  °пЬп (3)

П— 1«
сходится, если: 1) ряд 2  ап сходится; 2) числа b„(n=  I ,  2, . . . )  образуют

П— 1
монотонную и ограниченную последовательность.

4°. П р и з н а к  Д и р и х л е .  Ряд  (3) сходится, если: I) частичные суммы

И , - 2 ° /  ограничены в совокупности; 2) Ьп монотонно стремится к нулю  
1= 1

при Я ---► 00.



2656. Доказать, что члены не абсолютно сходящегося ряда 
можно без перестановки сгруппировать так, что полученный 
новый ряд будет абсолютно сходящимся.

X
2657. Доказать, что ряд 2  ап является сходящимся, если

П  =  1

выполнены условия: а) общий член этого ряда а„ стремится к
х

нулю при п — оо; б) ряд 2  А»' полученный в результате груп-
Л  =  I

пировки членов данного ряда без нарушения их порядка, схо- 

дится; в) число слагаемых а,-, входящих в член А „ =  2  а/
'- 'п

(1 = Р {  < р 2< . . . ) ,  ограничено.
2658. Доказать, что сумма сходящегося ряда не изменится, 

если члены этого ряда переставить так, что ни один из них не 
удаляется от своего прежнего положения больше чем на т  мест, 
где т — некоторое заранее заданное число.

Доказать сходимость следующих рядов и найти их суммы:

2659. 1 - 4  +  т Ч + ' "

2660. i + y — J - + j + r e - s + - "

2661. l - i  +  i _ i .  +  i - i . +  . . .

У к а з а н и е .  Применить формулу 1 - { - у + " - + ~ ==С + 1 п ,,  +  еп> где 

С— постоянная Эйлера и lim  е „ = 0 .
Л - *  »

оо
2662. Зная, что V  ^~1п)''- -  =  1п2, найти суммы рядов, полу-

Л з  1

ченных из данного в результате перестановки его членов:
V I ■ 1 1 . 1 , 1  1 ,

а) 1 +  3— 2 + Т  +  Т ~ ' 4 +  *••

и
/р\ 1 I  1 , 1  I  I  ,

1 2 4 3 6 в ' * " ’
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2663. Члены сходящегося ряда

Г
v  ( - I ) ”*1

У НMas 1
переставить так, чтобы он стал расходящимся.



Исследовать сходимость знакопеременных рядов:

2664. £  !=V-- 2665- Ё  < - ‘У (ЧптУ-
л  =  1 п =  1

2666- l + y  +  'J  ~4 -J б" +  у  +  '8 +  "9 •••
2666.1. Пусть

£ ( - I ) " * , .  (1)П- 1
где Ьп >  0 и Ь„ —>0 при п —►оо. Следует ли отсюда, что ряд (1) 
сходится? Рассмотреть пример
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2667.

Л е  |

1п1оол . лл

.  2 -Н -1 Г
л

— sin . 2671. 2  s in C n K ^ T F )
п =  | п — 1

щ / U lVn]
S in *  Л Oft7 0  V *2668. V  , 2672. £

л = 1 Л= 1

2669. £  (— 2673.  £  Ь Ш .
л = 1  Л = | К  »

00 ос

2670. У  —  *~1)Я-----. 2673.1. y i - c o s - ^ .

2674. Доказать, что знакочередующийся ряд
ь , - ь , + b t - b t +  . . . + ( - 1 ) - 1 Ьп +  . . .  (Ьа>  0) 

сходится, если

6И + 1 п т  V п / 

где р >  0 (см. 2606 (н)).

Исследовать на абсолютную (кроме 2690) и условную сходи
мость следующие ряды:

£  (— Р " - 1 9 ft7 7  . Л  1 I ( - J ) "2в75- X Цт~* 2677* X In l^^]-
/1=1 n =  2 L

2676‘ X  (Д  • A 2678. У  ( - 1 ) " - 1 2" 6'~ -n= I _ я ^  nn = I Л ----
Я  n = l
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.* •

п ( Л - 1 )

2679. 2684. £ ( - 1 ) . ’ V
( 1 = 1 .  -  Л =  1

2680. £  2685. £  Ь Щ .
"=2 я=| К Я
Д  (—1)"—* «  ля

2681' 2  [ у т + ( _ 1)в-1р* 2686. у  81П 12 .
п= 1 л = 2 In Л

sin T̂ *  / iJ V T l
MS2' E — T i -  2687.

f l s  1 r t ^  +  S i n  -4  п т  |

n -1  1 „ „  ^  (—I)1'" "12683- 2688. £

n - \
00 00

2690. V  s in n - e in n 1 2691. 2  S in n * .
■л* я * n=in= 1

У к а з а н и е .  Доказать, что lim  s in  л* ^  0.
П  —► 30

2692. Пусть
« , . *  + « ,
*  W  “ M * +&!**-* +  . . .  +  &7

— рациональная функция, где a „^ 0, Ь0Ф О и | +  btx^~l  +  
+  -- ‘ + b q| > 0  при х > п „ .

Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд

2  ( - 1  Y R (n ) .ПмПф

Исследовать сходимость рядов:

2®93' Т г~ Т ч  +  Ь> ~ i  +  » + • • •

2694. 1 + ± _ ±  +  1  +  1 . _ ± - { - . . .

2в95* 1 + р _  Y r + i r + T r — i  +  gf +  T P - £ + • • •
ocq£j | 2 , 1 . 1  2 . 1 . 1  2 . 1 .

• 1 2» +  3? +  4p W~^~(ip~b~7P 8? +  • • •



2697. Доказать, что ряды
sin  2х , s in  Здс
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a) s inx  +

. c o s 2 jc . c o s 3 jc .
б) COSXH----- j - + — з-----Ь

не абсолютно сходятся в интервале (0, л).
2698. Для рядов

1 ^ .  « > < * < * >  
п — 1 Я = 1

определить для совокупности параметров (р, х): а) область абсо
лютной сходимости; б) область неабсолютной сходимости.

2698.1. Исследовать сходимость рядов:

ч у  (—  I) "  ] /  п . . y *  s in  п 
> 2 - 1 in n  '  2 -  n + l O e i n n *

л = 2  л = 10

«  ein

л = 2

2699. Для ряда

( п + 1 )

£  ( — I ) 4-1 ( | + р )  (2 +  p ) . . . ( n - fp )
л ! пЧП= 1

определить: а) область абсолютной сходимости; б) область 
условной сходимости.

2700. Исследовать сходимость ряда
• • / \ 

2(:)-
где ( - ) _ = J = ! b ^

п = 1

I —  1) . . . ( т  —  п +  1)

2701. Если ряд 2  ап сходится и
П = 1

lim — =  1,п »

то можно ли утверждать, что ряд 2  Ьп также сходится?
Я= 1

ас ас

Рассмотреть примеры V  и V  + 1 ] .
У »  n J
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2702. Пусть 2  ап ~ не абсолютно сходящийся ряд и
Л  =  1

Я  • ■ • я
| а/ [ +  о/ дг __I о; I —ai

2 ’ " n _ 2 -  2 f=i <=1
Доказать, что

1 i m  _____

рп
2703. Доказать, что сумма ряда

(-!)»+«

lim

ZДа 1
ПР

для каждого р >  0 лежит между у  и 1.
2703.1. Сколько членов ряда следует взять , чтобы получить 

его сумму с точностью до е=10~*, если:

а) 6 )v $ £ .

2704. Доказать, что если члены ряда

1 _ ± + ± _ ± + ± _
1 2 ' 3 4 5

переставить так, чтобы группу р последовательных положитель
ных членов сменяла группа q последовательных отрицательных 
членов, то сумма нового ряда будет

ln 2  +  i l n ^ .

2705. Доказать, что гармонический ряд

1 + 2 " * " 3 + Т +  •**
останется расходящимся, если, не переставляя его членов, изме
нить знаки их так, чтобы за р положительными членами сле
довало бы q отрицательных (p ^ q ).  Сходимость будет иметь 
место лишь при p =  q.

§ 3. Действия над рядами 

С у м м а  и п р о и з в е д е н и е  р я д о в .  По  определению полагают:

« )  2  ап ±  | ]  Ьп =  2  К ± * п ) ;  б) 2  °п 2  6» =  2  с-
Д с  1 л = 1  l t d  л  =  1 пш 1 п =  1

где
,« = вА + а1^«-|+. • •
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Равенство а) имеет неформальный смысл, если оба ряда У  а„ и у .  ьп
л = I  Л = 1

сходятся, а равенство б)— если, сверх того, по меньшей мере один из этих 
рядов сходится абсолютно.

2706. Что можно сказать о сумме двух рядов, из которых 
а) один ряд сходится, а другой расходится; б) оба ряда рас
ходятся?

2707. Найти сумму двух рядов:

±  [ р + ^ + Ё ^ + Ч Г ' ] -
Л = I л = 1

Найти суммы следующих рядов:
2пл

2708. £  [г . +  Т ^ 1  • 2709. £
л = I  Л  = I

• [А| Г«±*|
2710. (|*«/|<1).

л = 0
х  ас

2711. Показать, что У  1  • У  =  1.
л =  0 л =  0

/ о о  \ 2  ас

* 2712. Показать, что ( 2  <7" ) =  2  (rt+ 1)<7П (|<?|<1)-
\ л = 0 /  л = 0

2713. Показать, что квадрат сходящегося ряда

есть ряд расходящийся.
2714. Доказать, что произведение двух сходящихся рядов

(а > 0 )  „ £ < ^  ,Р > 0 )
л=1  п л=1  п

есть ряд сходящийся, если а +  р > 1 ,  и расходящийся, если 
a-f-p <  1.

2715. Проверить, что произведение двух расходящихся рядов

есть абсолютно сходящийся ряд.
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§ 4. Функциональные ряды

1°. О б л а с т ь  с х о д и м о с т и .  Совокупность X t  тех значений дг, для 
к о то р ы х  сходится функциональный ряд

и» (*)+«• W +  (1)
на зы ва е тс я областью сходимости этого ряда, а функция

S (х) =  lim 2  “< W (*€ *о)
«-*•• i= i

— его суммой.
2е. Р а в н о м е р н а я  с х о д и м о с т ь .  Последовательность функций

Z l W i  / « ( * ) »  •••* fn  (•*)•

на зы ва е тс я равномерно сходящейся на множестве X ,  если:
1) существует предельная функция

/(x) =  Iim/n(*) (*€*);
Л-+-0С

2) для любого числа е >  0 можно указать число N =  N (е) такое, что

I / ( * ) -/ .  (*)1 < *
при п >  N и х £ Х .  В  этом случае пишут: f „ ( x ) z t f  (х).

Функциональный ряд (1) называется равномерно сходящимся на множе
стве X ,  если равномерно сходится на этом множестве последовательность его 
частичных сумм:

S„ (•*) = 2  и‘ W (я =  1, 2, ...). 
i= 1

3°. К р и т е р и й  К о ш и .  Д л я  равномерной сходимости ряда (1) на мно
жестве X  необходимо и достаточно, чтобы для каждого е >  0 существовало 
число N =  N  (е) такое, что при п >  N и р >  О было выполнено неравенство

I S/1+р (*)— (*) 1 = <  е для всех х £ Х .
п+р
2  и‘ W

<=я+1
4° П р и з н а к  В е й е р ш т р а с с а .  Ряд (1) сходится абсолютно и равно

мерно на множестве X ,  если существует сходящийся числовой ряд

(2)
такой, что

• | и„ (дс) | <  при х £ Х  (я =  1 , 2 , . . . ) .

6°. П р и з н а к  А б е л я .  Ряд

2  ап W bn W (3)П — | 00
сходится равномерно на множестве X ,  если: 1) ряд 2  ап (■*) сходится равно-

п= 1
мерно на множестве Х\ 2) функции (х) (п =  1, 2, . . . )  ограничены в сово- 
КупнЛ :ти и ПРИ каждом х  образуют монотонную последовательность.

6 ’ П р и з н а к  Д и р и х л е .  Ряд  (3) сходится равномерно на множестве X , А/
если: 1) частичные суммы 2  ап (*) в совокупности ограничены; 2) последова-

п -  1
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тельность Ьп (х) (л =  1. 2, . . . )  монотонна для каждого х и равномерно на X  
стремится к нулю при я — ►оо.

7е. С в о й с т в а  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  р я д о в ,  а) Сумма равномерно 
сходящегося ряда непрерывных функций есть функция непрерывная.

б) Если функциональный ряд (1) сходится равномерно на каждом [а , (?] сг 
С  (а, Ь) и существуют конечные пределы

lim  ип (х )= А п ( л = 1, 2, . . . ) ,  
х  -+а

40

то 1) ряд 2  Ап сходится и 2) имеет место равенство
Л  =  1

lim  | 2  “ я w l "  2  I  lim  “ « ( * ) ) •  *-+° 1л=| I л=1 U-** I
в) Если члены сходящегося ряда (1) непрерывно дифференцируемы приX

а <  х <  Ь и ряд производных 2  “ я (*) сходится равномерно на интервале
л = I

(а, Ь), то

27 I 2 “* w = 2 “» w "Р" *>•
L n = l  J  л -1

г) Если члены ряда (1) непрерывны и этот ряд сходится равномерно на 
конечном сегменте [а, Ь], то

5 {  2  ы» (*>|Лх=щ 2  S “я W dx- (4)

ь
Вообще формула (4) верна, если J  R n (х) dx — *  0 при л — ► оо, где R„ (х) =

“ 2  и< ^т0 П0С1е-1||е€ условие годится также и для случая бесконечных 
/=л+1 

пределов интеграции.

Определить области сходимости (абсолютной и условной) сле
дующих функциональных рядов:

271 6 . X  £ • 2 7 2 0 . 2 1
п= 1 л= 1

И " - X  L - ,  ( 1 + 3  '
Л = 1 '  * '

2 7 2 1 . 2 1
/1=1

W W - S i f l  ( „ * + , )  •
2 7 2 2 . X  

«■  1

00 27 2 3 . У
о т . п  V  1 - 3 . . . ( 2 л - 1 ) /  2х \я

Я !  2 -4 - ( 2п) *
/1= 1 

(</ >  0 ;

л1

( - 1)"

ПР s in  пх 
1+л«
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2724. X  (ряд ЛамбеРта)-
/I — I

2725. 2  [ г й ± й ] - .
Л  =  1 
00

Z Xn 
|  J .  j j l r t  *

/ i s  I

X n

2727. £ i (i + X) ( l - r * * ) . . . ( !  + * VUs 1 
00

2728. 2  ne-"x.
П- |

2729' S i Vn\ '

2730. 2  (2— x) (2 — jc■ )  ( 2 —дс» ) - - - ( 2 — * л ) (JC> 0 ) .
/1 = 1

2731. X  iJ ± 2 E .
fls I

2732. ( * > ° !  y > 0 ) .
»»= 1 ^ y

2733. X  ;ГГТН ( » > 0 ) .  2735. V  ln(1+*"> (ж > 0 ). 
/1=1  ̂ /1=1 n
' m - ®

2734. 2  у  |jc|-4|y|"*. 2736. X  tg» ( *  +  •£).
/1 = 1  /1 = 1  7

+  ОС

2737. Доказать, что если ряд Лорана 2  апхп сходится при
/! = — 00

* = x t и при х —хг (|*1|<|*2|), то этот ряд сходится также при 
\xi l< \ x \ < \ x t \.

2738. Определить область сходимости ряда Лорана

У  —-—хп2 1« I

и найти его сумму.



2739. Определить области сходимости (абсолютной и условной) 
рядов Ньютона:

1±4г>
П — I  Л  =  I  D e l

где хГя) =  х(х — 1).. .[дс — (п — 1)].
СО

2740. Доказать, что если ряд Дирихле ^  ^  сходится при
л= |

х =  х0, то этот ряд сходится также при х > х 0.
2741. Доказать, что для равномерной сходимости на мно

жестве X  последовательности /в (лс)(л=1, 2, . . . )  к предельной 
функции f  (х) необходимо и достаточно, чтобы
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lim isup r n(x)\ = 0 ,
П - + Х  \ж€X f

где r a (х) =  | f  (x) f n (x) |.
2742. Что значит, что последовательность f„ (x)(n =  1, 2, . . . ) :  

а) сходится на интервале (х0, +  оо); б) сходится равномерно на 
каж до м  конечном интервале (a, b)c(xt , +<х>)‘. в) сходится 
равномерно на интервале (х0, +оо)?

2743. Для последовательности

f n(x) =  xn (п =  1 , 2 , . . . )  (0 < х <  1)

определить наименьший номер члена N =  N ( r , x), начиная с ко
торого отклонение членов последовательности в данной точке х
от предельной функции не превышает 0,001, если

1 1
К Т о .......... у Т о '

Сходится ли эта последовательность равномерно на интер
вале (0, 1)?

2744. Сколько членов ряда

ЛV 4 s in  пх
?{ п (г* -Н1)

следует взять, чтобы частная сумма S n(x) отличалась при
— о о < х < + о о  от суммы ряда меньше чем на е? Произвести 
численный расчет при: а) е =  0,1; б) е =  0,01; в) е =  0,001.

2745. При каких п будет обеспечено выполнение неравенства
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Исследовать последовательности на равномерную сходимость 
в указанных промежутках:

2746. / „ ( * )  =  *" :  a) б ) 0 < * < 1 .
2747. f n(x) =  xn—дс"+1; 0 < х < 1 .
2748. /п(дс) =  дсп—дс2"; 0 < д с < 1 .

2749. / .(* )  = ; п Ь ; 0 < * <  +  °°-

— ОО <  X <  +  00.
2756. а) /„ (дс) =  arctg яде; 0 < д с <  +  оо; б) f n(x) =  x arctg яде;

О <  ДС <  + о о .
2757. /„ (дс) =  еп <*-*»; 0 <  дс <  1.
2758. /„(дc) =  e- u - " ,,; а) — 1 < х < 1 ,  где /— любое положи

тельное число; б) — оо <  дс <  +  оо.

2750. /я (дс) =  ; 0 < д с < 1 .

2751. /»(*) =  у ^ 5 ; а ) 0 < д с < 1 — е; б) 1— е < д с <  1 +е;

в) 1 - И  < * < + < » .  где е >  0.

2752. Ы * )  =  у -р £ 7 » ; а ) 0 < д с < 1 ;  б ) 1 < д с <  +  оо.

2753. /„ (х) =  У  — о о < * < + о о .

2754. /л (х) =  я ( | / Гд с + 1 - | / 1 ? ) ;  0 < д с <  +  оо.

2755. а) / ,(х) =  ̂ - ;  - о о < * < + о о ;  б) f„ (дс) =  sin  £ ;

2759. /„(*) =  £  I n f ;  0 <  дс <  1.

2760. /я (дс)= ( 1 + х ) " : а) на конечном интервале (а, Ь); fc) на 
интервале (— оо, + о о ) .



2764. Пусть f  (х)— произвольная функция, определенная на 
сегменте [а, &], и

Ш  =  (п = 1 , 2, . . . ) .

Доказать, что
/„ (*)= £ /(*)

при п —► оо.
2765. Пусть функция /(*) имеет непрерывную производную 

f'(x) в интервале (а, Ь) и

f n  (*) =  n [ f  (х  +  1 )  — / (дс)] .

Доказать, что f n(x )Z^ .f  (х) на сегменте а < х < р ,  где 
а < а  <  р <  Ь.

п -  1

2766. Пусть ! п(х) =  ^ ^ - ^ [ ( х - \ - , где / (х )— непрерывная
<=0 ' '

на (— оо, оо) функция. Доказать, что последовательность f n(x) 
сходится равномерно на любом конечном сегменте [а, &]. 

Исследовать характер сходимости следующих рядов:
ЭЭ

2767. 2  ха а) на интервале |х|<</, где </< 1; б) на интер-
л = О

вале |х| <  1.
со

2768. X  на сегменте — l ^ x ^ l .
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2768. 1. У .  jp на интервале (0, + 00).
л=0

00
2769. £  (1 —-дс)х" на сегменте 0 < х < 1 .

fls О

ОО
2771. £  [(n_ i ) x + i j („x +  i ) '• 0 <  х <  +  оо.

Я= 1 
00

2772, £  (*+«)(*+«+•) ■- °  < * < + °°-
ЛХ

2773' £  <•+*)<«+2*)...(1+пдс) * 
а) 0 < х < е ,  где е >  0; б) е < х < + о о .



2774. Пользуясь признаком Вейерштрасса, доказать равно
мерную сходимость в указанных промежутках следующих фун
кциональных рядов:

ас

- о о < д с <  +  оо;
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П— 1

6 ) L b S ’ — 2 <  дс <  +  оо;
Л  =  1

в) S  1 +  п*х* • 0 ^  <  г  оо;
П - 1

o E r r k i .  м < + ° ° ;
Я ш  1

л - 1  У п ]

ас

е) V ,  -р- * "— ,|х|<а,  где а— произвольное положительное

— Ш1
число;

ж)£ у й ? ’ |л;1<+оо:
се

v V  COS ПХ 1 1 ^ 1
з) 2 - , —нг“ . М <  +  °°.П— 1

и) X .  N <  +  °°;
Л =  1 » М

и < а;лв 2 4 
ас

л) ^  хге~пх, 0 ^ ж <  +  оо;
/1= 1

м) X  arcte^i—̂ тз. N <  +  °°.
л=  1 *  Т  ™

Исследовать на равномерную сходимость в указанных про
межутках следующие функциональные ряды:

ос

2775. X  -5‘дЛХ- а) на сегменте е <  *  <  2 л — е, где е >  0; б) на 

сегменте 0 < х < 2 л .



1
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2776. X , 2ns in3 ^ ; 0 < * <  +  «>.
Л  =  1

2777. Е  О <  х  <  +  оо.
Л  =  1

У к а з а н и е .  Оценить остаток ряда.

2778. V  (~ 1)П ; 0 ^ х < 2 л .  
л - f s in x  ’ ^.  . i +  s in *  * 

л = 2
п ( п -  I) 

“  ( —  1) 2
2779. X  } / n t^ eX ; | * [ < 1 0 .

П = I г
2пд

® с0* —
278°* — о о < х < + о о .

л = 1

278, V  _£in*sinnx_; о ^ х < + 0 0 >
!?Г| +  *
«x-i /_n[v n)

2782. 2 *  _Т7=^ = = “ I 0 < х <  +  оо."  Кл(л+х)
2783. Может ли последовательность разрывных функции схо

диться равномерно к непрерывной функции?
Рассмотреть пример

=  (« =  1 , 2 , . . . ) ,

где
| 0, если х иррационально;

^ (л) =   ̂ если х рационально.
оо

2784. Доказать, что если ряд 2  |/Д*)| сходится равномерно
Л  =* I00

на [a, ft], то ряд 2  /Л *) также сходится равномерно на [a, ti\.
Л  =  1

а»
2785. Если ряд 2  fn (*) сходится абсолютно и равномерно

Л =  1 30
на [а, Ь], то обязательно ли ряд 2  I /я (*) | сходится равномерно на 

[а, Ь]7
Л  Б  1

Рассмотреть пример 2  (— I ) " (1 — х )х ",  где 0 < х < 1 .
л = 0



2786. Доказать, что абсолютно и равномерно сходящийся ряд
002 fn(x) (0 < Х < 1),

п = I

где
'О, если 2_|',+1';
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f n (х) = sin* (2г,+1лдс), если 2-(" +и <  х <  2~";

О, если 2~" ^  1,

нельзя мажорировать сходящимся числовым рядом с неотри
цательными членами.

2787. Доказать, что если ряд

2  <Р« (*). -
П -  1

члены которого суть монотонные функции на сегменте [а, Ь], 
сходится абсолютно в концевых точках этого сегмента, то дан
ный ряд сходится абсолютно и равномерно на сегменте [а, Ь].

2788. Доказать, что степенной ряд
ао

2  <*пХП
л= 0

%
сходится абсолютно и равномерно на любом сегменте, целиком 
лежащем внутри его интервала сходимости.

се
2789. Пусть а„ —► оо так, что ряд У —  сходится. Дока-

n= I 1 1
зать, что ряд

оо
V  —

сходится абсолютно и равномерно на любом ограниченном замкну
том множестве, не содержащем точек а„(л =1 ,  2, . . . ) .

оо
2790. Доказать, что если ряд 2  а„ сходится, то ряд Дирихле

П — 1

00
У

I пх
П  Е  I

сходится равномерно при х ^ О .
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2791. Пусть ряд 2  ап сходится. Доказать, что рядЛ& |
ОС

2  апе-пх
Л  =  I

сходится равномерно в области х > 0 .
2792. Показать, что функция

ос

/(*)=* 2-. - т ? -л=1 '»,v
непрерывна и имеет непрерывную производную в области — оо <  
< Х <  + о о .

2793. Показать, что функция

/ ( * ) =  X  (п—х)*
* =  -  ос '  '

а) определена и непрерывна во всех точках, за исключением 
целочисленных: дс =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...*, б) периодическая с перио
дом, равным 1.

2794. Показать, что ряд
о»

2  [пхе~пх— (п — 1) ж]
Л  =  1

сходится неравномерно на сегменте однако его сумма
есть функция, непрерывная на этом сегменте.

2795. Определить области существования функций f(x)  и ис
следовать их на- непрерывность, если

ас аеa)/(*)=£ (*+тг)Л; в) /(*) = £ (I+V -
/ 1 = 1  Л я  1

«>
2796. Пусть г*(Л =  1, 2, . . . )  — рациональные числа «сегмента 

[0, 1]. Показать, что функция
00

/ w = X i V 41 0*= I
обладает следующими свойствами: 1) непрерывна; 2) дифферен
цируема в иррациональных точках и недифференцируема в рацио
нальных.



2797. Доказать, что дзета-функция Римана

непрерывна в области j t > l  н имеет в этой области непрерыв
ные производные всех порядков.

2798. Доказать, что тэта-функция

в(дс) =  2  е~пп,х
Л= -  »

определена и бесконечно дифференцируема при дс>0.
2799. Определить область существования функции f  (х) и иссле

довать ее на дифференцируемость, если:

■ > / « - S  (- = $ г ;  e) / W e S - ^ r -л =  I л =  1

2800. Показать, что последовательность

f„  W  =  7  arctgXя (п =  1, 2, . . . )

сходится равномерно на интервале (— оо, +  °°). но 

[ lim / , (х)];_, ф lim
П -*■ х  л  —► оо

2801. Показать, что последовательность

Ы * ) = * *  +  -J- sin  п ( *  +

сходится равномерно на интервале (— оо, +  оо), но 

[ Hm f„ (дс)]' Ф  lim f'n (дг).
Л -► 00 п -*> X

2802. При каких значениях параметра а: а) последователь
ность

fn (х) =  пахе~пх (1)

( я = 1 ,  2, . . . )  сходится на сегменте [0, 1]; б) последовательность
(1) сходится равномерно на [0, 1]; в) возможен предельный 
переход под знаком интеграла

I
•im §f„(x)dx?

» о
2803. Показать, что последовательность

fm(*) =■ пхе~пхШ (я =  1, 2, . . . )
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сходится на сегменте [0, 1], но
1 I
S [ Hm /„ (*)] dx Ф  lim $ /„ (х) dx.
Q Я  - ♦  ®  /| —► 00 Q

2804. Показать, что последовательность
f„(x) =  n x ( l— х)п (п— 1 , 2 , . . . )  

сходится неравномерно на сегменте [0, 1], однако
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lim iim f n(x)dx.
n —* *  о o n " * *

2805. Законен ли переход к пределу под знаком интеграла 
в выражении

lim [  , я* т  dx? 
n -  « J 1+n‘jC4

Найти:

2806. Iim X
n— I

2807. lim У  (xn — лся+1).

00 00
2808. lim £  ~ ^ T ' 2808.1. lim S f W '

*-* +0 n= I * - « / .=  !
2809. Законно ли почленное дифференцирование ряда

«
ас

£ arcte - J r ? 
п= 1

2810. Законно ли почленное интегрирование ряда
* I 1
2  (X 2я+| — * * " - ' )П= 1

на сегменте [0, 1]?
2811. Пусть / ( * ) (— оо <  дс <  +  оо)— бесконечно дифференци

руемая функция и последовательность ее производных /(п) (■*) 
( я = 1 ,  2, . . . )  сходится равномерно на каждом конечном интер
вале (а, Ь) к функции <р(лс). Доказать, что <р(лс) =  Св*. где С— по
стоянная величина. Рассмотреть пример f„(x)=e~lx~n) , л = 1 , 2, .. .

2811.1. Пусть функции /„(дс), п =  1, 2, определены и
ограничены на (— оо, +оо) и f a(x)=t(p(x) на каждом сегменте
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[а, Ь]. Следует ли отсюда, что
lim sup f  (дс) =  sup ф(х)?

n—» * X X

§ 5. Степенные ряды
I е. И н т е р в а л  с х о д и м о с т и .  Д л я  каждого степенного ряда

о0 +  о, ( х— а ) + . . . + а „  (х— а)" +  . . .

суш ествует  замкнутый интервал сходимости: | х — а \ <  R, внутри которого 
данный ряд сходится, а вне расходится. Радиус сходимости R  определяется 
по формуле Коши— Адамара

2°. Т е о р е м а  А б е л я .  Если степенной ряд S  (х) =  2  ап*п (I *1 <  R) схо»
л = 0

дится в концевой точке x  =  R  интервала сходимости, то

5  (R) =  lim  S  (х). 
ж-* я-о

3°. Р я д  Т е й л о р а .  Аналитическая в точке а функция / (х) в некоторой 
окрестности этой точки разлагается в степенной ряд

-р-= lim У  |а„|.
п  —► ао

Радиус сходимости R  может быть вычислен также по формуле

если этот предел существует.

Остаточный член этого ряда
л

может быть представлен в виде

( х - а ) «  + * (0 <  0 <  1)

(форма Лагранжа), или в виде

(форма Коши).
Необходимо помнить следующие пять основных разложений:

И . s in  х =  х — j p +  . . .  +  (— 1) " - »  (2п *-Л )Г +  <  ■* <  +  оо).
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I I I .  с о . , =  . - 5Г + . . . + < - 1) » 15 5 Г

IV . (1+ х ) »  =  1 + л и с + -  t ” - 1* » * + . . .

V . 1 л ( 1 + х ) = х — 1 < х < | ) .

4е. Д е й с т в и я  со с т е п е н н ы м и  р я д а м и .  Внутри общего интер
вала сходимости | х — а | <  R  имеем:

•) 2  (*—*)■ ±  2  ьп (*—а)" =  2  <а» ± ьп) (■*—«)";
/»=0 л= 0 /* = О

в) 2 в» (*—в)в 2 Ьп (*—а)" =  2  е" (*—а)п* 
я = 0  л = 0  л —О

где

в) ^  [ 2 « п ( х - « ) '  
Ln=o

С(1 =  а0̂ я +  °х^л-1+ •.. +  anf>»\ •

2 (n + l)o »+ i(J t—а)";
л =  0

d x = C + ^  _ ^ г (х-в)'*+*.
ЛсО

где

5е. С т е п е н н ы е  р я д ы  в к о м п л е к с н о й  о б л а с т и .  Рассмотрим ряд
00

2 С« ( г - » ) " .
п =0

cn =  a„ +  ibn. а =  а +  »р, z = x + i y ,  »* =  — I .

Для каждого такого ряда имеется замкнутый круг сходимости | г— a \ < R ,  
внутри которого данный ряд сходится (и притом абсолютно), а вне расхо
дится. Радиус сходимости R  равен радиусу сходимости степенного ряда

2  1С» 1 '"  
п=0

в действительной области.

Определить радиус и интервал сходимости и исследовать по
ведение в граничных точках интервала сходимости следующих 
степенных рядов :

2814 У  х п(2 л)! х */1=1
28,2‘ 2

Л =  1 
00

2 8 1 3 . X  ~  2)"  (•у + 1) " .  2 8 1 5 . 2 а »  , - * » ( 0 < а < 1 ) .
/1=1 /1=  1



2816.
2818.

2819.

2820. 

2821. 

2822.

2823.

2824.

2825.

2826. 

2827. 

2831. 

2831. 

2831.

Б ( 1 + ^ ) П,ДС"- • 2817. 2 -р тД С " (а >  !)•
Л-1 4 '  Л=1

Г  Ь З - 5 . . . ( 2п — 1) ~\р ( х — 1\"2-1 2 4 6 . . . (2л) J V 2 J *
Л  — I  

00

Ет ( т  — 1)...( т  — л+1) „„ 
я!

Л *  1

£(?+£) «* <«><>. »>о>.
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Л *  1

E j q h *  (<» >  0. 6 >  0).
Я* [

± 7 Г  <“ > » )•
л =  1

у ,  з - 1 " хп '

*  W».1 Х-. 2828. £ 1*±Ь!ЕЕ.ЛZ - i (2я+1)М
Л  =  1 л - 1

«  f l+ 2 c o s

Z ' Ч г  7  Л  2829- £ '  - ь .  «*•
л - 1  я  —2

■ 2 ( 1 + - 1  +  ... +  т ) л  2830.
л - 1  л - 1

• , .Jv'n)
| — -— хя (ряд Принсгейма).

Л я  I

•  inVUi)
1. ——  (1— дс)", где v (л)— число цифр числа п.

п -  |

2 (ап)*-ЛЯ I



2832. Определить область сходимости гипергеометрического 
ряда
1 . « Р  . . «(a -f ПР(Р +  0 . ,

1*7 • 1-2-y (y +1 )
g ( c t + l ) . . . ( g  +  n - l ) p ( p  +  l ) . . . ( p - f n - 1 )  ... 

| .2 ...я -т(Т+ 1 )---(Т+ п -1 ) *

Найти область сходимости обобщенных степенных рядов:

2м з- i s r n ( ' f f i ) ' -п=О

2834. £  i  sin £• 2836. £  ( l  + l ) - n’ e - «
л = I п = I

2835. 2837. £  3J1W 1! tg -л:.
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n — 1
2838. Функцию

f  (x) =  x*
разложить по целым неотрицательным степеням бинома x +  l.

2839. Функцию

f W  =  ~  (e#0)

разложить в степенной ряд: а) по степеням х\ б) по степеням бинома 
х — Ь, где Ьфа\ в) по степеням - j .  Указать соответствующие
области сходимости.

2840. Функцию / (дс) =  In дс разложить по целым неотрица
тельным степеням разности х — 1 и выяснить интервал сходи
мости разложения.

Найти сумму ряда
"  (_|)П^

2 *  п
п -  1

Написать разложения следующих функций по целым неотри
цательным степеням переменной х и найти соответствующие 
интервалы сходимости:

2841. / (дс) =  sh х.. 2844. f(x) =  a* (а >  0).
2842. / (дс) =  ch дс. 2845. / (дс) =  sin (ц arcsin дс).
2843. / (дс) =  sin* дс. 2846. / (дс) =  cos (ц arcsin дс).
2847. Написать три члена разложения функции f(x) — xx по

целым неотрицательным степеням разности дс — 1.



j_
2 8 4 8 . Написать три члена разложения функции / (дс) =  (1 +  дс) * 

х̂ _^0) и j(0) =  e по целым неотрицательным степеням перемен-

1,012849. Ф у н к ц и и  s in(x  +  /i) и cos(x-f/i) разложить по целым
н е о т р и ц а т е л ь н ы м  степеням переменной Л.

2 8 5 0 . О п р е д е л и т ь  интервал сходимости разложения в степен
ной ряд функции:

f ( x ) =‘ x*— 6x+ 6

а) по степеням  дс; б) по степеням бинома х — 5 , не производя 
самого р а з л о ж е н и я .

2 8 5 0 .1 . Можно ли утверждать, что

N х2” - 1^  (— l) '|- |(2n_ |)=^sinA: на (— оо, +  оо) при N —  оо?
Я = I

Пользуясь основными разложениями I —V , написать разло
жения в степенной ряд относительно х следующих функций:

2 8 5 1 . е~*\
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1 - х - х * ’ 
1

1 + X  +  Jf1 *

2861.
2852. cos2 х.
2853. sin* дс. 2862.

2854‘ Й *  2862.1. / ( х ) = 1+хН! х>^ ,

2855. (1—*)* • Чему равно (0)?

2856. -- * 2863. гс05а_х’у  1 — 2х ' " 1 — 2л cos а -fjc* *
х sin а

2857. In 2864‘ \— 2х cos а +  л* *

X
\ + х  — 2х2 *

2858. ___ —___ 2865 * shaI — 2x c h a  +  jt* ‘

У к а з а н и е .  Разложить данную 2866. — — — . 
дробь на простейшие. * '  '

12_ 5л • 2867. In (1 +  ДС- f  ДС2 + **)•
2859' ( Г -5* —х1 ‘ 2868. ?*«>»“ cos (дс sin а).
2860. _____ -_____  У к а з а н и е .  Применить форму-

(•— *) (1— х * ) ’ лы Эйлера.

Разложив предварительно производные, путем почленного 
интегрирования получить разложения в степенной ряд следую
щих функций:

2869. f  (*) =  arctg дс. Найти сумму ряда V  - ~ j 1 у  .
П = 1

^ Б. П. Демидович



2870. f  (дс) =  arcsin х. 2871. f  (дс) =  In (дс +  К Г + л :-) .
2872. / (дс) =  In (1 — 2дгсо5а +  дс2).
2873. Применяя различные методы, найти разложения в сте

пенной ряд следующих функций:
а) /(*) =  (1+*)1п(1+лс);

б) f(* )  =  - } ln  +  Y  arctg дс;

в) / (дс) =  arctg \ ^ х \

г) / (дс)= arctg 2^ 5 :

д) / (дс) =  х arctg дс— l n ^ l  + *• ;
е) / (дс) =  arccos (1 — 2л:2);
ж) f(x) =  x arcsinх +  У \ — хг\
з) f(x) =  x\r\(x +  V \ T ? ) — К Г + х 7.
2874. Используя единственность разложения

/ (дс +  Л)— / (дс) =  Л/' (х) +  £  Г  (дс) +  . . . ,  

найти производные л-ro порядка от следующих функций:
а

a) f(x) =  ex'\ б) f ( x ) = e x ; в) f ( x ) =  arctg*.
2875. Функцию

f  (* )  — In  2 +  2X +  X*

разложить по целым положительным степеням бинома х + 1 .
2876. Функцию

разложить в степенной ряд по отрицательным степеням пере
менной х.

2877. Функцию
/(дс) =  In дс

разложить в степенной ряд по целым положительным степеням 
дроби j £ ]  .

2878. Функцию
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разложить в степенной ряд по целым положительным степеням 

дроби ^ г х .



2879. Пусть

П х ) = ± £ .
п = 0

Доказать непосредственно, что

f ( x ) f ( y ) = f ( X  +  y).

2880. Пусть по определению

х гп  + 1
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sin * = £ ( - 1 ) " (2/1+1)! 
/1 = 0

c o s x = V ( - \ r m

Доказать, что

a) sin х cosx =  - j s in 2 x ;  б) sinJx +  cosJ х =  1.1

2881. Написать несколько членов разложения в степенной 
ряд функции

f ix ) -[£Шцл=0

Производя соответствующие действия со степенными рядами, 
получить разложения в степенные ряды следующих функций:

2882. / ( * ) = (  \ +  х)е~*. 2887. f (x)  =  e*smx.
2883. / (* )— (1— х)*с Ь /х .‘ 2888. /(х) =  ln +** .

2885 Н х Г ] \ г1 Х^ Х)\  2889• /<*) =  <arctg*>*.2885. / (х )=  (1 + х ’) arctg х. /arcsin,\»
2886. /(х) =  е*cosx. 2890. / (х )—  ̂  ̂ j  .

Написать три члена разложения (отличные от нуля) в сте
пенной ряд по положительным степеням переменной х следую
щих функций:

2891. f ( x ) = { g x. 2893 f(x) — cte х ___-
2892. / ( x ) = t h x .  / ( x ) - c t g x  x .

2894. Пусть разложение secx записано в виде



Вывести рекуррентное соотношение для коэффициентов Е п 
(числа Эйлера).

2895. Разложить в степенной ряд функцию

/ (* )=  1____=г (1*1 < 1 ) .' Y I — 21х+х* '
00

2896. Пусть f(x) =  2  апхП• Написать разложение функции
л = 0

00
2897. Если ряд 2  апх" имеет радиус сходимости /?,, а ряд

п =0
CD

2  Ьпхп — радиус сходимости R t , то какой радиус сходимости R
п — О
имеют ряды

00 00
а) 2  (ап ± Ь „ ) х п\ б) 2 а А * " ?

л=0 п —О

2898. Пусть

/ =  lim
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1 “п I и L =  lim I я« I
+ i 1 Л-*в ) 0/1+1 1

Доказать, что радиус сходимости R  степенного ряда 2j  апх"
л = О

удовлетворяет неравенству

оо
2899. Доказать, что если f ( x ) =  2  апх"> причем

л=0
I n l a . K A f  ( п = 1 , 2 ,  . . . ) ,

где М  — постоянная, то: 1) f ( х) бесконечно дифференцируема 
в любой точке а; 2) справедливо разложение

f  (х^ £ 1~ т г (х ~ а)" ( М <  +  °°)-
л=0

2899.1. Пусть / (*) £ С '"’ (а, Ь) и | /<п) (х) | ^  сп (л =  О, 1,2, . . . )  
при х€(а.  Ь). Доказать, что функция / (х) разлагается в сте
пенной ряд

оо
f  (*) =  2  On ( * — *«)'’ (*0 € (a, b)),

п =0

сходящийся в интервале (а, Ь).



2899.2. Пусть f(x )£ C im' [ - 1,1] и /<п,( * ) > 0  (л =  0, 1, 2, . . . )  
при * € [ — 1,1]. Доказать, что в интервале (—1,1) функция f  (х) 
разлагается в степенной ряд

/ (*) =  2  а„хп.
л= 0

У к а з а н и е .  Используя монотонность производных /*"> (х) для остаточ
ного члена R„  (х) ряда Тейлора функции / (х), получить оценку

|*.М 1<|*Г+»/(1).
2900. Доказать, что если 1) оя > 0  и 2) существует

ао оо
lim то 2 l a„Rn =  S .

X - +R  — 0 л =  0 л = 0

Разложить в степенной ряд функции:
X X

2901. 2903. j ^ d t .

2902. 2904.
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j y h r -  j ‘
X

2905. j*  ̂ (написать четыре члена).

Применяя почленное дифференцирование, вычислить суммы 
следующих рядов:

2906. *  +  j  +  £  +  . . .  2908. 1 + £  +  £  +  . . .

2907. х — у  +  ̂  — ••• 2909- Г 1  +  Й  +  Й + - * *

2910. 1 +  1 * + ^ ! * *  +  ̂ ! * »  +  . . .

У к а з а н и е .  Производную ряда умножить на 1 — х.

Применяя почленное интегрирование, вычислить суммы рядов:
2911.
2912. х — 4х‘ +  9х* — 16** +  . . .
2913. \ 2х +  2-Зхг + 3  4х* + . . .
2914. Показать, что ряд
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удовлетворяет уравнению

2915. Показать, что ряд

удовлетворяет уравнению

ху’ + у ' —у =  0.

Определить радиус и круг сходимости степенных рядов в ком
плексной области (z =  x +  iy):

2921. Пользуясь формулой бинома Ньютона, приближенно 
вычислить ]/9  и оценить ошибку, которая получится, если 
в зять  три члена разложения.

2922. Приближенно вычислить:

ветствующие погрешности.

Пользуясь соответствующими разложениями, вычислить с ука 
занной степенью точности следующие значения функций:

2923. sin 18° с точностью до 10“*.
2924. cos 1° с точностью до 10“*.
2925. tg9° с точностью до 10~*.
2926. е с точностью до 10"*.
2927. In 1,2 с точностью до 10~*.
2928. Исходя из равенства

2917. У («+1)(л +  2)
(1 + 0 »г"

a) arctg 1,2; б) '^/1000; в) —U ; г) In 1,25 и оценить соот-
V с

л . 1-g =  arcsin у .

найти число я  с точностью до 10~4.
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2929. П о льзуяс ь тождеством

-5-= arctg ~  +  arctg у ,

вычислить число я  с точностью до 0,001.
2930. Пользуясь тождеством

Т  =  4 arctg I - arctg

определить число я  с точностью до 10"*.
2931. Пользуясь формулой

In (Л +1) 1ПЛ + 2  [2n+ i +  3 (2 „+ l)»+  •••]*

найти In 2 и 1пЗ с точностью до 10~*.
2932. С помощью разложений подынтегральных функций 

в ряды вычислить с точностью до 0,001 следующие интегралы:
■ ■ 

a )§ e -*d x i

ж ) }  '

с -  1б) \е* dx; ч Г йх ■
\ Ъ) J к г + ^ ’
2 100

О 10
1

с +г) j  cos х* dx; Г  arctg
г

dx;

R ) t l T dx> л) j ^ I U d x ;

•foe 1

e) M) jx *d x .

2933. Найти с точностью до 0,01 длину дуги одной полу
волны синусоиды

1/ =  sin х  ( О ^ х ^ я ) .

2934. Найти с точностью до 0,01 длину дуги эллипса с полу
осями а — 1 и b = j .



2935. Провод, подвешенный на двух столбах, расстояние 
между которыми равно 21 =  20 м, имеет форму параболы. В ы 
числить с точностью до 1 см длину провода, если стрелка про
гиба h = 4 0  см.

§ 6. Ряды Фурье

1°. Т е о р е м а  р а з л о ж е н и я .  Если функция / (*) кусочно-непрерывна 
и имеет кусочно-непрерывную производную /' (х) в интервале ( — /, /), причем( I \

т. е. 0) +  /(5  +  0)) J ,  то функ

ция f  (х) в этом интервале может быть представлена рядом Фурье
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где

с / ч а0 , X *  f  «ЛХ . . . плх\ f(*) =  - £ + 2 *  [e„COS— +  *„!>'"— ) . (I)
Л»= 1 '

/
en =  Y  J  / (дс) COS ~ d x  (n = 0 , 1, 2, . . . )  (2)

-I
И

I
* " = T S / W s i n ^ d *  (n =  l. 2. ...). (2’)

-I
В  частности:
а) если функция / (*)  четная, то имеем:

30

г / V Яо , V» ппх /оч/М = -| -+  2 *  апс°*— . (3)
я =  I

где
I

a„ =  j^ l ( x ) c o s ~ d x  (rt =  0, I, 2, ...);
о

б) если функция / (дг) нечетная, то получаем:

QD

/(*)= X  6nSin
л= 1

где
t

b „ = j ^ f ( x ) s in ~ d x  (я =  1. 2, . . . ) .
о

Функцию /(*), определенную .в интервале (0, /) и обладающую в нем при
веденными выше свойствами непрерывности, можно в этом интервале пред
ставить как формулой (3), так и формулой (4).



2° У с л о в и е  п о л н о т ы .  Дл я  всякой интегрируемой на отрезке 
г _ /  П вместе со своим квадратом функции / (дс) формально построенный ряд 
(I) с' коэффициентами (2), (2') удовлетворяет равенству Ляпунова

т + х ( + б«) = 4  j /j w  dx-
n= I -  /

3°. И н т е г р и р о в а н и е  р я д о в  Ф у р ь е .  Ряд  Фурье (I) , даже рас
ходящийся, интегрируемой по Риману в интервале ( — I, I) функции f  (х) мож- 
ио интегрировать почленно в этом интервале.

2936. Функцию
/ (дг) — s i п* х

разложить в ряд Фурье.
2937. Каков будет ряд Фурье для тригонометрического мно

гочлена П
Рп (*) = -  (а,-cos ix +  Р, sin /дс)?i = о

2938. Разложить в ряд Фурье функцию

/(x) =  sgnx ( — Я < Х < л ) .

Нарисовать график функции и графики нескольких частных 
сумм ряда Фурье этой функции.

Пользуясь разложением, найти сумму ряда Лейбница

у  (— I) " - 1
2 л - 1 *П- 1

Разложить в ряд Фурье в указанных интервалах следующие 
функции:

| Л , если 0 <  х <  /;Ш9-'<Но. если / <  х <  2/, 
где А — постоянная, в интервале (0, 2/).

2940. f ( x ) = x  в интервале ( — я,  л).

2941. f  (х) =  — ~ х■ в интервале (0, 2л).

2942. /(*)=|*| в интервале ( — я ,  я).

2943. /<*) J  “ ■ еСЛ“
\ Ьх, если 0 <  х <  л,

где а и Ь — постоянные, в интервале ( — л, л).
f ( x) =  n%—** в интервале ( — я,  л).

9Ud5' f ( x) =  C(?sax в интервале ( — л, л) (а — не» целое).
2946. f(x)=s\nax  в интервале ( — л, я) (а — не целое).
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2947. f(x) =  shax
2948. /(х) =  еа*
2949. / ( х ) = х
2950. / ( x ) = x s i n x

в интервале ( — л, л), 
в интервале ( — h, h). 
в интервале (а, а +  21). 
в интервале (— л, я).

интервале .2951. f  (x )-xcosx

Разложить в ряды Фурье следующие периодические функции:
2952. f  (х) =sgn (cosx).
2953. f  (х) =  arcsin (sin x).
2954. /(*) =  arcsin (cosx).
2955. / (x) =  x — [x].
2956. /(x) =  (x)— расстояние x  до ближайшего целого числа.
2957. / (х) =  | sin х |.
2958. /(x) =  |cosx|.

У к а з а н и е .  Вывести соотношение между коэффициентами а„ и в „ _ 2.

тервале (-я, л) по косинусам кратных дуг; б) в интервале (0, 
я) по синусам кратных дуг; в) в интервале (0, 2я).

Нарисовать график функций и графики сумм рядов Фурье 
для слу.чаев а), б) и в).

Пользуясь этими разложениями, найти суммы рядов:

почленным интегрированием получить разложения в ряд Фурье 
на интервале (— л, я ) функций хг, х* и х*.

2963. Написать равенство Ляпунова для функции

2959. / ( х ) = Х  * л 1ПГ7 ( М < 1 ) .
П— 1

2960. Разложить в ряд Фурье функцию

f (х) =secx

2961. Функцию / (х) = х 5 разложить в ряд Фурье: а) в ин-

2962. Исходя из разложения
ас

1 при | х | <  а;
0 при а <  |х| <  л.



Исходя из равенства Ляпунова, найти суммы рядов:

E s in* по. __ v 4 с08* '**
п* и 2 *  я*
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Я = |  Л с  |

2964. Разложить в ряд Фурье функцию

/<*) =  

Пользуясь формулами

дс, если 1;
1, если 1 <  х <  2; 

3 — х, если 2 < х ^ 3 .

co sx =  y ( /  - И ) ,  s in x = - ^ - ( t  —  t),

где t = e lx и t =е~,х, получить разложение в ряд Фурье следую
щих функций:

2965. cosimx(m — целое положительное число).

( U K  1).2966.

2967.

2968.

1 — 2q cos х  +  q*
I -ч *

(I <7 К О -

I — 2q cos дс- f  Чг О О-
2969. In (1— 2</cosx +  75) (|?|<1).

\ — 2q cos де +  7* 
1 — q cos х

Разложить в ряд Фурье неограниченные периодические функ
ции:

2970. / (дс) =  In XSin -J •

2971. f  (jc) =  In Xcos у •

2972. / (jc) =  In tg || •

2973. Разложить в ряд Фурье функцию

f(x) =
* у
j l n j /  ctgy|d/ ( — л < д с < л )

2974. Разложить в ряд Фурье функции
x =  x(s), у =  у( s), ( 0 < s < 4 a ) ,

Дающие параметрическое представление контура квадрата: 
^ < • * < 0, 0 < t / < a ,  где s — длина дуги, отсчитанная, против 
хода часовой стрелки от точки 0 (0 , 0).



2975. Как следует продолжить заданную в интервале fo, ~  j
интегрируемую функцию /(дс) в интервал (— л, я), чтобы ее 
разложение в ряд Фурье имело вид

00
/ (*) =  X, а„ COS (2/1 — 1) дс (—я < х < л ) ?

Л =  I

2976. Как следует продолжить заданную в интервале ^0, ~  j

интегрируемую функцию /(дс) в интервал (— я,  я), чтобы ее 
разложение в ряд Фурье имело вид

СВ

f(x) =  ^ b ns\n(2n — l ) x  (— л < х < л ) ?
П— 1

2977. Функцию

/(*) =  * ( £ — * )

разложить в интервале ^0, y j  :

а) по косинусам нечетных дуг; б) по синусам нечетных дуг. 
Нарисовать графики суммы рядов Фурье для случаев а) и б).
2978. Функция /(дс) антипериодична с периодом л, т .е .

/(дс +  л) = — / (дс).

Какой особенностью обладает ряд Фурье этой функции в ин
тервале ( — л, л)?

2979. Какой особенностью обладает ряд Фурье функции/(х) 
в интервале (— л, л), если /(х-|-л) =  /(х)?

2980. Какими особенностями обладают коэффициенты Фурье 
а„, b„(n =  1, 2, . . . )  функции у =  /(х) периода 2л, если график
функции: а) имеет центры симметрии в точках (0, 0), '•
б) имеет центр симметрии в начале координат и оси симметрии

. 31 X — ±  2 .
2981. Как связаны между собой коэффициенты Фурье ап, Ьп 

и ап, р„ (/ i=0 ,  I ,  2, . . . )  функций <р(х) и ^(х), если

Ф(— х) =  ф(х)?

2982. Как связаны между собой коэффициенты Фурье ап, Ьп 
и а„, Р„ (а = 0 ,  1, 2, . . . )  функций ф(х) и rj>(x), если

ф (—  Х)=а —  1|>(Х)?
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2983. Зная коэффициенты Фурье ап, Ьп{ п ~ 0, 1, 2, . . . )  ин
тегрируемой функции f(x), имеющей период 2л, вычислить ко
эффициенты Фурье ап, Ь„ (п =  0, 1, 2, . . . )  «смещенной» функции 
f i x  +  Л) (Л =  const).

2984. Зная коэффициенты Фурье ап, Ьп(а =  0, 1,2, . . . )  инте
грируемой функции /(х) периода 2л, вычислить коэффициенты 
Фурье Ап, В„(п =  О, 1, 2, . . . )  функции Стеклова

X+fl

x - h

2985. Пусть f  (x) — непрерывная функция с периодом 2л и ап, 
Ь„(п=  О, 1, 2, . . . ) —ее коэффициенты Фурье. Определить коэф
фициенты Фурье Ап, В п(п =  0, 1, 2, . . . )  свернутой функции

Я

- я

Пользуясь полученным результатом, вывести равенство Л я 
пунова.

§ 7. Суммирование рядов

I е. Н е п о с р е д с т в е н н о е  с у м м и р о в а н и е .  Если

Ия =  у«+1 — v„ (я =  1. 2, — ) и lim  vn =  vx ,
00

ТО
о»
2  “я =  » * — ««• 

л= I
В  частности, если

1ип = -------------- --------- ,
апан + 1 - • • +  °я + т

где числа в/ (I =  1, 2, . . . )  образуют арифметическую прогрессию со знамена
телем а, то

I 1v „ = ----------------------------------- .
т “ алал + 1 - . -ая + я| - 1

В  некоторых случаях искомый ряд удается представить в виде линейной 
комоинацин известных рядов:
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2е. М е т о д  А б е л я .  Если ряд 2  ап сходится, то
л = 0

00 00 
У  а„=  lim  У  а„дс".
п = 0 *-*1-0 п = 0

00
Сумма степенного ряда ^  в„х“ в простейших примерах находится с по-

л = О
мощью почленного дифференцирования или интегрирования.

3°. С у м м и р о в а н и е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  р я д о в .  Д ля  на
хождения сумм рядов

СВ 00
У  o„cos пх и 2  а„ s in  rue

л =  0 л = 1

их обычно рассматривают как действительную часть и соответственно как 
коэффициент мнимой части суммы степенного ряда в комплексной области

ос

2  О,,гп, где г  =  е1*.
л = О

Здесь во многих случаях полезен ряд

± -  ( U K  I).
л =  1

Найти суммы рядов:

2986‘ ТТЗ +  Г 5  +  Г 7 + - ”

2987' Г2Тз +  2ТзТ4 +  з Х 5 ^ ' •

2988. —z— г^ з + з^ — 475+  •••

2989. V
Л =  1

(я +  1) (п +  2) (п -г 3)'

/1—1

2991* Г2Тз +  зТГ5  +  5^ б 1+ ’ *

2992. ^  • 2994* S  „(2n+1) '
л — 2 л — 1

2993. £  ; $ = ± г .  2995. £  Д .
л =  1 л = 1



—
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V  2я (я+  Р_ 2999 у  (-1 )"  И.
2996. Hi < £ -(2/1+ 1 )!*л=0 я=0

CD ^

2997. 2  л* (л+1)> • 3000. У  / ~ |)Яя= I /I2 я —
СО

I
. .  -f-л—2

л = 2 '

(л +1)‘ (п +  2)*‘
/1 = 1

3001. Пусть />(*) = а 0+ а 1дс+.. .  + а я,хя\ Найтн сумму ряда

V  Р («) уг. 
п\ */1 = 1

Найти суммы следующих рядов:

» » 2 .  V  * + 1 Л  3003. £  а
л = 0  л= 0  '  '

и м . ' f : f c ^ ± 2 * - .  з о о 5 . 2 (̂ .
я=0 л=0

С помощью почленного дифференцирования найти суммы рядов:

3006. X | L .  3008. £ ^ 1 1 .
л = 1 л= 0

3007. У
« № » - ! )  •

3 0 0 9 . £  - ( ? + ^ ; 2̂ n(; ~ IM1 х -  (d >  0 ) .
л= 1

У к а з а н и е .  Производную ряда умножить на 1— х.

ЗО Ю . * * ч Л 4 ( * У + » ^ Л £ У  +
3 2 ^  3-6 \ 2 /  ^ 3 - 6 - 9  \ 2 у

С помощью почленного интегрирования найти суммы рядов:

®011. ^  п*хп~1. ■ 3013. У  <2" +
Я=1 nl 00

3 0 1 2 - X  « ( п  +  2 ) х п.
/ | щ |



Используя метод Абеля, найти суммы следующих рядов:

зо н . 1 - т + т - Й + - "  301«- ' - Т + Й - Ш + - -

3015. l _ i  +  i _ i . +  . . .  3017. l + l . |  +  i | 4 + . . .  

Найти суммы следующих тригонометрических рядов:

3018. 3020. У  sinn« sinnJC
п=1 П Я=1

3019. У п
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п -  I

Q/ioi V  s in 2 лее s in  пх ( ______ ___ я \  оппл V  cos (2я— 1) дс3 0 2 1 - 2 -  ------- я------- ( 0 < a < T J . 3024. ^  (2я_ 1)/
п=I '  7 П=1 ' '

3022. X  - - г л - Т 0 "  3025. Х ( - 1 ) " - 1я- т а 1
п =  I  л =1 '  г  '

3023. X  ( - l ) n- ^ r r f -  3026.
л = 2 л = 0

3027. Построить кривую
00

E s in  л * . s in  пу _ п
;п и-

Л  =  I

Найти суммы следующих рядов: 

зо28- з029- 

3 ° 3 0 - i T T  +  ( x + l H x  +  2) +  ( j ( + l ) ( *  +  2 ) ( x  +  3 j + -  •*

3031. ^ Г - х +  ̂ + ~ х " ^ + * +  ••• ПРИ Условии* чт0 * > 0 ,
ОС

an> 0  (п =  1,2, . . . )  и ряд Х г  расходящийся.
я = 1  п

3032. j 3 I i  +  r z T 4  +  f z ^ + . . . .  если а) |х|<1; б) |х|> *•

3033. £ { l _ xn; n{Z x » " ) ’ если а) |дс|< 1; б) |х|> 1#



§ 8. Нахождение определенных интегралов с помощью рядов

С помощью разложения подынтегральной функции в ряд вы
числить следующие интегралы:

3034. 3036.

3035. j l " ( * + p H ' ) dX'
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3037. ^ х ' - 1 In (1 — x4)dx (р >  0, <7 >  0).
0
1

3038. J In j c - In (1 — x)dx.

3039

о
• f od 4- 00

x dx
• $ ; * = г -  3M0- Sf * + l

_ _  • 0
3041. Разложить по целым положительным степеням модуля 

Л ( 0 ^ А <  1) полный эллиптический интеграл 1-го рода
_Л
2

F(k) =  \-у= d(t
J  Y 1 — ** s in J ф

3042. Разложить по целым положительным степеням модуля 
Л ( 0 ^ Л <  1) полный эллиптический интеграл 2-го рода

£ ( * )  =  \ V \ - k  2 sin2 (pd(p. 
о

3043. Выразить длину дуги эллипса

x =  acost, x = b s in t  ( 0 < < < 2 л )

с помощью ряда, расположенного по целым положительным сте
пеням эксцентриситета.

Доказать равенства:
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+ ® о» .
3045. j  e-xtsinaxdx =  ~ ^  Ы 2 1 ^ а2п+».

2я

3046.  ̂ сС0*ж cos (sin jc) cos nxrfx =  (n =  0 , 1,2, . . . ) .
П

Найти:
2я

3047. J eaco,Jtcos(asinx— nx)dx (n — натуральное число), 
о

3048. Г — -*sina -i d*.
J  1—  2 a c o s x + a *  
о

У к а з а н и е .  См. пример 2864. 
я

3049. J In (1 — 2 a cos x - f  a5) dx.
о

3050. Доказать формулу
ОО

I
e~* , __J _____j j  , ? !_ _

a + x  a a* +  a» *

где a >  0 и 0 <  0„ <  1.

С какой точностью выразится интеграл
+ OD

е~х , -dx.1100+х

если в формуле (1) взять два члена?

§ 9. Бесконечные произведения

1°. С х о д и м о с т ь  п р о и з в е д е н и я .  Бесконечное произведение

00
P iP t . . . P n - . .  = П р »  (1)

П = 1
называется сходящимся, если существует конечный и отличный от нуля предел

П
lim  P/ =  Iim  Р „  =  Р .

i = i
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рсли Я =  0 и ни один из сомножителей рп не равен нулю, то произведе-
m  н а з ы в а е т с я  расходящимся к нулю; в противном случае произведение 

называется сходящимся к нулю.

Необходимым условием сходимости является

lim р „=  1.
Л-* СО

Сходимость произведения (1) равносильна сходимости ряда
СО

(2)
Пшп9

Если ря =  1 +  а л (я =  1 .2 , . . . )  и а„ не меняет знака, то для сходимости 
произведения (1) необходимо и достаточно, чтобы был сходящийся ряд

00 <0
2 « » =  2  . (3)

/1 =  1 л=  1

В  общем случае, когда а„ не сохраняет постоянного знака и ряд (3) схо
дится, произведение (I)  будет сходиться или расходиться к нулю вместе с рядом

2  «2= 
п- 1 л= 1

2е. А б с о л ю т н а я  с х о д и м о с т ь .  Произведение (1) называется абсо
лютно или условно (не абсолютно) сходящимся в зависимости от того, абсо
лютно или условно сходится ряд (2). Необходимым и достаточным условием 
абсолютной сходимости произведения (1) является абсолютная сходимость ряда (3).

3° . Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и й  в б е с к о н е ч н ы е  п р о и з в е д е н и я .  
При —  оо <  х <  -)- оо имеют место разложения

sin  х

В  частности, из первого при получаем формулу Валлиса

Я _ттг 2 /I 2/1
11, 2/1=1  # 2л П *
Л  =  1

Доказать следующие равенства:

3051. JJ = - ! .  3055* I T c o s =

3052. П 5 т т - | .  on** г“т - —  лв2 * 3056. И  cos 2» =

3053. П  f l _____ * — 1 - 1 .
M L  n ( n + l ) J  з *

3054- Д [ 1 +  ( т ) “ ] - 2* 3057'
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3058. Н ( 1 + * * П) =  Г = Т  (| *| < 1 ).
л = 0

3059. £ =  2
У~2 у  2+  У  2 | / 2 + 1 ^ 2 + Г 22

Зп Зл 2лтт on ол
3060. Д | Г П - а .  +  | - з К З *

Доказать сходимость и определить значения следующих бес
конечных произведений:

QOfii Т Т л* ~ 4 o0fi > т т  (2я-Н1)(2я+7)
3061. 11 „* — i - ЗОЬЗ. 11 (2п + 3)(2л +  5)'

/1 =  3 я — i

3062. П  | 1 +  2)] • 3064- Д (« >  0).
ао ао

3065. Следует ли из сходимости произведений Н р . н Ш .л = 1 <1 * 1
ас во ао

сходимость произведении: а) Ц ( р „ +  <?„); б) Ц р\\ в) Ц pnq„\
п— I п = I л=|

г) И  £  ? • '/1=1 ™

Исследовать сходимость следующих бесконечных произведений:

3069. И  ( ‘ - т г ) -л = 2 4 73066.
д * -

3067.

3068. I I ,  1 + i ) -/i= 1 4 '

3071. ■ j  п24- + 1
А * л*1-о/»-нП — п щ

3072.
I х I (Л — о,) (п-

(л — 6,)(л- л = л , ' ■'

3073. п  / Щ -

3074.
й  K S T F I •

3075. п К - Ч
л =  1

3 0 7 0 .  n ( S - { ) ' .

Vp)

3076. И  V я-
/1= I

3077. Д ( | + ^ ) «



3078. П  ГДе с > 0 -п= 1 '  1 '
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3079. I I ( ! —•«")• 3083. n ( « + S ) cosS -Я*1 Я=|4 '

3080. I l ( l + g )я — 1 ' •
/ • х \р ® / s in  —  \

*  . х  | л:1 < г __________________________

3082. \\ ( \——~=г-) е^п 2п. 3085. ]  J {/ in  (п +•*) —  Inn.
Л =  1 \  V П  /  Л =  1

3081
Л  — 1

3086. Доказать, что произведение J J cos дгя сходится, если
Я= 1

СО

сходится ряд I I  *2.
п — 1

3087. Доказать, что произведение Н / е ( т  + “ «) ( ! « - / < т )
л

сходится, если абсолютно сходится ряд
Л =  I

Исследовать на абсолютную и условную сходимость следую
щие бесконечные произведения:

3088. f i f l + Ц Н .  3092- И - Г ^ — п-

3089. П  Г1 + 4 ^ * 1 . 3093.
я=1L У n J л=1

3090. д ! 1 +  Ч г г - ] .  3094- Д V I F ^ .

3P9U Й Д 1 +  Т Г ]  • 3095. И  [ ,  + Ы О ! | .

3 0 9 6 -  (1̂ ) ( '- M 1-7l)(1+FT)(i : FT)-
к  х ( 1 - ? т ) ( 1 +  7 т ) " -

3097- ( > + W ( > - i ) , ( i + i ) ( ' + i ) ( * - i ) , ( « + i ) -



3098. Показать, что произведение
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( 1 + 7 Т +  Ж 1 / г ) ( 1 +  » Л + з ) ( 1- т т ) - - * -

ится, хотя ряд

( 7 T + 7 )  +  ( - 7 T )  +  ( T T + ' l ) + ( - F r )  +  ---

расходится.
0Р

3099. Показать, что произведение П 0 + а»). где
Л =  1

1

У  к к к У  к

если n =  2k— 1, 

, если п =  2k,

сходится, хотя оба ряда 2 ал и 2 я * расходятся.
л =  1 л =  I

3100. Пусть

п — 1

(дзета-функция Римана) и рп (м =  1,2, . . . ) — последовательные 
простые числа.

Доказать, что

ЙО-яГ-*»-
3101. Доказать, что произведение

п . 0 - ± Г

и ряд

Еяг-
где (л =  1, 2, . . . )  — последовательные простые числа, расхо
дятся (Эйлер).

3102. Пусть ап >  0 (п =  1, 2, . . . )  и

^ 7  = 1+ 7 + ° ( ^ )  <'>°>-
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Доказать, что

У к а з а н и е .  Рассмотреть

Ч т а пп Р = а 1 Т Г  f n * t  f  j .  J . V .
» - «  оп \ * J

3103. С помощью формулы Валлиса доказать, что
1 -3 -5 ...(2 л  —  1) 1

2 - 4 -6 .. .(2л) ~  У м '

3104. Доказать, что выражение
п\епа„ =  -

имеет отличный от нуля предел А при л —*-оо.
Вывести отсюда формулу Стирлинга

n + i
л! =  Лл е~п (1 +е„), 

где lime„ =  0 и А=У~2п.
П-+СС

У к а з а н и е .  Искомый предел представить в виде бесконечного произве
дения

А =  I™  =  ~ ~ L -* K L  . " л-*» n = 1
Д ля определения константы А воспользоваться формулой Валлиса.

3105. Согласно Эйлеру гамма-функция Г  (х) определяется 
следующей формулой:

Г (JC) x ( x + i ) . ..(* +  ") ' *
Исходя из этой формулы: а) представить функцию Г  (х) в виде 

бесконечного произведения; б) показать, что Г  (*) имеет смысл 
Аля всех действительных х, не равных целому отрицательному 
числу; в) вывести свойство

Г ( * + 1 )  =  * Г (х ) ;
г) получить значение Г  (л) для п целого и положительного.

3106. Пусть функция / ( а ) собственно интегрируема на сегменте [а, Ь] и

®л =  —— , fin =  f ( a ~\~iSn) (t==l* 2, • ••> л).



Доказать, что
ь
| I <*> dt

lim т т  (1 + 6 „ f ,„) =  <?“
X I

3107. Доказать, что
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» Г ~ Г

V  п
(а +  ib)

2
“  о •lim

2 ( a  +  ib) 
l=o

где а >  0 и Ь >  0.
3108. Пусть f„(x)(n =  \, 2, . . . ) — непрерывные функции на

ао

интервале (а, Ь) и | /„ (х) \ ^ с „  (п =  1, 2, . . . ) ,  где ряд 2  с хо
ли»

дится.
Доказать, что функция

F(x) =  n V + U x ) ]  ( I / . W K D -  
/1 = 1

непрерывна на интервале (а, Ь).
3109. Найти выражение для производной функции

F(x) =  i \ [ l + f n(x)].
/1=1

Каковы достаточные условия существования F '  (*)?
3110. Доказать, что если 0 < * < « / ,  то

х ( х + 1 )  .(х + п ) 0  
*(У +  1)--(У +  «)

§ 10. Формула Стирлинга
Д ля вычисления л ! при больших значениях п полезна формула С т ирлинга

п\ =  У Ш п пе ~ п +ТГп (0 <  0„ <  1).

Пользуясь формулой Стирлинга, приближенно в ы ч и с л и т ь :

3111. lg 100! ,
3112. 1-3-5 . . .  1999. з л е .  f  (1 — x*)iodx.

i .г.к oq J
3113. 1 - 3 -5 ...9 9  0

2 - 4 -6 ...1 0 0  • :л
3114. C,S,. 3 n 7 t  [ s m iooX(ix .
3115 . о
Л М 0 ,  20!  30!  50!  *



3118 . Вывести асимптотическую формулу для произведения
( 2 п — 1)!! =  1 - 3 - 5 . . .  (2п — 1).

3119 . Приближенно вычислить CJ,, если п  велико.
3120 . Пользуясь формулой Стирлинга, найти следующие 

пределы:

а) \ i m V n U  в) lim - п/Л ^ =  ;
я-*® п-+ ж у  — 1)1!

б) I'm TTTt * г) lim [п Пп- . я-*® y / nl ' In Я"

§ 11. Приближение непрерывных функций многочленами

1°. И н т е р п о л я ц и о н н а я  ф о р м у л а  Л а г р а н ж а .  Многочлен 
Лагранжа

Л  (<-*„). ■ ■(X- Xj - ,)  ( х - х , ч , ) . . . (х - х п)
"  ( * i — *о)> ■■(*/ — * i - i ) ( * l—Xi+i)...{xt—xn)

- 1 =  0

обладает свойством Р„ (ж,) = yi ( i= 0 , 1...........п).
2°. М н о г о ч л е н ы  Б е р н ш т е й н а .  Если /(*) —непрерывная на сег

менте |0, 1] функция, то многочлены Бернштейна

j  I I .  ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГОЧЛЕНАМИ 2 8 !

П
(*) = £ /  ( j )  d nx ' ( \ - x ) » - l

i—0
при п -* оо сходятся равномерно на сегменте (0, 1) к функции f  (х).

3121. Построить многочлен Р п (х) наименьшей степени п,  
принимающий заданную систему значений:

* —2 0 4/ 5

У 5 1 —3 1

Чему приближенно равны

м - 1 ) ,  /*-(1). М 6 ) ?
3122. Написать уравнение параболы у  =  ахг +  Ьх +  с ,  прохо- 

ДЯЩче.й9, чеРез ТРИ точки: ^  (х0— Л. y_ i) .  В ( х 0, у 0), C ( x t  +  h ,  y t ).
o i^ j .  Вывести формулу для приближенного извлечения кор

ней у  =  V x ( \ ^ . х ^  100), используя значения х0= 1 ,  у 0=  1; 
Xt ~  25, у ,  =  5; хг =  100, «/,= 10.

3124. Вывести приближенную формулу вида
s inx°«ax-|-& jc*  ( 0 < х < 9 0 ;  х =  агсх°),



используя значения
sin0° =  0, s in 3 0 o =  l ,  sin 90° =  1.

Пользуясь этой формулой, приближенно найти: 
sin 20°, sin 40°, sin 80°.

3125. Построить для функции /(дг) =  |х| на сегменте [ — 1, 11 
интерполяционный многочлен Лагранжа, приняв за узлы точки:
*  =  0 , ± у ,  ± 1 .

3126. Заменив функцию у ( х )  многочленом Лагранжа, при
ближенно вычислить

1
$!/(*) dx,
о

где
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X 0 0.5 1 1.5 2

У(х) 5 4.5 3 2.5 5

3127. Составить многочлены Бернштейна В п (х) для функций х, 
х%, лс* на сегменте [0, 1J.

3128. Написать формулу многочленов Бернштейна В„(х)  для 
функции / (х), заданной на сегменте [а, Ь].

3129. Приблизить функцию / (л) =  -~2 ■ -  на сегменте [ — 1, 1] 

многочленом Бернштейна B t (jc).
I х I “4“ xПостроить графики функций у =  - 2 и y  =  B i (x).

3130. Приблизить функцию / (д:) =  |дс| при — много
членами Бернштейна четного порядка.

3131. Написать многочлен Бернштейна В п (х) для функции
/ (х) =  е к* (а ^ . х ^ Ь ) .

3132. Вычислить многочлен В п (х) для функцин / (дг) =  cosx 
на сегменте — 4  ^  х ^  ,

3133. Доказать, что |jc| =  lim Р„  (ж) на сегменте [ — 1, 1], где



3133. 1. Пусть f ( x ) £ C [ a ,  Ь] и
ь

хл f  (х) dx =  О (А =  0, 1 ,2 ,  . . . ) .
а

Д оказать, что / (х )= 0  при х £  [а,  Ь].
У к а з а н и е .  Использовать теорему Вейерштрасса об аппроксимация 

неп реры вной функции многочленами.

3134. Пусть / (х )—непрерывная 2л-периодическая функция 
и а„, Ья ( п =  0, 1 ,2 ,  . . . )  — ее коэффициенты Фурье. Доказать, 
что тригонометрические многочлены Фейера

Л - 1

~ 4  ) (a i C0S iX +  bi Sin '*)
1= 1 '

равномерно сходятся к функции f  (х)  на отрезке [ —л, я ] .
3135. Построить многочлен Фейера о ,л_ ,(х )  для функции

f  {х) =  | х | при — л < х ^ я .
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Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я  

Ф У Н К Ц И И  Н Е С К О Л Ь К И Х  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х

/

О Т Д Е Л  VI

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е  И С Ч И С Л Е Н И Е  Ф У Н К Ц И Й  
Н Е С К О Л Ь К И Х  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х

§ 1. Предел функции. Непрерывность

1°. П р е д е л  ф у н к ц и и .  Пусть функция f(P ) =  f ( x x, х2, . . . .  хп) опре
делена на множестве Е, имеющем точку сгущения Р0. Говорят, что

lim /(Р) =  Л, 
р -* р ,

если для любого е > 0 существует 6 =  6 (е, Р„) > 0, такое, что
| / (Я) — >4 | <е,

если только Р £ £ и 0 < р (Р, Р0) < 6, где р (Р, Р 0) —расстояние между точ
ками Р и Р0.

2°. Н е п р е р ы в н о с т ь .  Функция /(Р) называется непрерывной в точке 
Р0, если

lim /<Р) = /(Р0).

Функция / (Р) непрерывна в данной области, если она непрерывна в каж
дой точке этой области,

3°. Р а в н о м е р н а я  н е п р е р ы в н о с т ь .  Функция /(Р) называется 
равномерно непрерывной в области G, если для каждого е > 0 существует 
6 > 0, зависящее только от е, такое, что для любых точек Р* и Р" из О 
имеет место неравенство

| / (Р ') -/ (Р ')|  < е .
если только

р (Р*. Р ') < 6 .

Функция, непрерывная в ограниченной и замкнутой области, р ав н о м ер н о  
непрерывна в этой области.

Определить и изобразить области существования следующих 
функций:

3136. u  =  x +  V y -  3138. ы =  | Л — дс2— у*.

3137. и = У Т ^  +  У ^ Г .  3139. и  =  у = = = = - .

3140. и  =  У(х* +  у -  — 1) (4 — у 1).



« l i t  ,1 — I/ 5* + , 3144. ы =  arcsin £ .3141. и — у  2х—х*—уг х

3142. и = V /"1 — (х* +У)*- х
3143 . u =  l n ( - * - < / ) .  ЗИ 5- «  =  arccos —  .

3146 . и =  arcsin р  - f  arcsin  (1 —у ) .

3147. u =  V^sin(x* + у г). 3149. и =  \п(хуг).
3148. и =  arccos г. = . 3150. u =  l n ( — 1—х2—уг -f-z5).

V Х* +у*

Построить линии уровня следующих функций:
3151. г =  х + у .  3158. г =  \х\+у.
3152. г= х * + у г. 3159. г  =  | х | + 1У | — I х + у |.
3153. г = хг—уг. 3159.1. г =  пнп(дс, у).
3154. г =  (х+у)\  3159.2. г = max (|х\, |у\).

У 3159.3. г =  т\п(хг,у).
Л5о< Z — ““ •
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X

где

, _____1 3160. г - е — *  .
ОI DO. Z - x 4 2 y i . 3161 г  =  ху  ( х > 0 )

3157. г = Уху. 3162. г = хЧ~* (лг >  0).

3163. г =  1 „ / Е Щ р  ( а > 0 ) .

3164. г =  a rc tg  x, +y _ ai (а >  0).

3165. г  =  sgn (sin х sin у) .

Найти поверхности уровня следующих функций:
3166. и = х-\- у -\- г .  3168. u = x'~t-yi — г2.
3167. и  = хг + у г +  г'-. 3169. и  =  (дс +  у)2 +  г*.
3170. и = s g n s in (хг + у г +  г г).

Исследовать характер поверхностей по данным их уравнениям:
3171. г =  Ц у ах) .  3173. i  =  x f ( Z ) .

3 1 » - ; - / ( ^ + ? ) •  *174. * - ? ( ! ) .
•Н75. Построить график функции

F (I)  =  f (cos/, sin /),

• 1 1 ,  если y ^ z х, 
f ( x ,  у ) - у  у < х



3176. Найти / (1 ,  y )  , если / (*, у ) =  .

3177. Найти /(*), если
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(х >  0).
3178. Пусть

2 = V 7 + / ( V ^ - 1 ) .
Определить функции / и г ,  если г  =  х при у  =  1.

3179. Пусть
г  =  х + У  +  Ц х —у) .

Найти функции f  и г, если г =  х* при у  =  0.

3180. Найти / (х, у ) ,  если f ( x + y ,  ^  =  х 2 — у*.

3181. Показать, что для функции

/ < * • * > - £ !
имеем:

Iim {lim/(x, у)} =  1; lim {lim / (х, у)} =  — 1,
*-*0 0—► 0 —► 0 ж-»0

в то время как  l im / (x , i/) не существует.
*-*оч - о

3182. Показать, что для функции
х*у*

Х*у* + ( х - у ) *f ( x , y ) - ------**
имеем:

lim (lim  f  (х, у ) )  = l im  Mim/(x, у )\ =  0,
jt-*0 lv -»0  I  y - * 0  l* -»0

тем не менее lim f ( x , y )  не существует.
*—*0 
у-* О

3183. Показать, что для функции

/(х, у )  =  (х +  у )  sin 1  sin j

оба повторных предела lim l l im / (x ,  у )\ и lim Ш т / (х ,  у )\
л -♦О \ у - + 0  I у - *  О \ х  —*-0 /

не существуют, тем не менее существует lim/(x, у ) -=  0.

3183.1. Существует ли предел

ж—о 
у - *  о

н ш А ?
х - 0  +  Г  
у - * 0



3183.2. Чему равен предел функции 
f ( x , »/) =  д:2е-<**-и

вдоль любого луча
x =  / cosa ,  y  =  / s in a  ( 0 <  / <  +  оо)

при /—1► +  <»?
Можно ли эту функцию назвать бесконечно малой при х —<-ск>

и у —
3184. Найти

lim H im/(x, у )  \ и lim ( lim f  (дс, у )\ ,
х - * а \ y - * b  j  ц-*Ъ  I.х —►а \

если:

* ) / ( * . y )  =  S + ? '  а  =  оо, ft =  оо;

б ) /(* , У) =  г Й * ’ а  =  оо, Ь =  +  0;

в) f  (х, у ) =  sin 2х~̂ ~у ' а = о о ,  ft =  оо;

г) / ( ^ . y ) = r , tg r f f e -  о =  0, ft =  oo;
д) /(*. y) =  logx(Jc +  y). 0 =  1*

Найти следующие двойные пределы:

3185- 3|89- Л т .  ( ? ? ? ) ' •

3186. Ига 3190. L V + ^ r v .
*-►00^+У V-0

3187. l im 5 ^ .  3191. lim (1  +  - V +\
jc —► 0 * x-> зо \ */
-̂►fl

3188. lim (** +  </*) e- « +w. 3192. lim ln (* f - eH .
*-»+® *-► i У x* + уг
V-+ + 93 у-*- О

3193. По каким направлениям ф существует конечный предел:
X

а) lim б) lim e**-"*-sin2дг//,
Р -  + 0 p - t .

если д: =  рсо5 ф и у ^ р э т ф ?
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Найти точки разрыва следующих функций:

3194. ц =  л ] — ; ■ 3197. и  =  sin — .Ух* + уг ху
3198. ы =  1
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3195. и = - У ~ .  ' sin х sin у -
Х+У 3199. ы =  1п (1— х3— у*).

3196. и =  4 - т А -  3200. Ц =  —  .

3201. ы =  1п

¥ г  ‘ хуг
1

У ( х—а)г + {у — й)* + (г — с)* '
3202. Показать, что функция

/ (*, У) =
если х * + у 2Ф 0,

/(* . У) =

0 , если х* -\-у2 =  0 ,

непрерывна по каждой переменной дс и у  в отдельности (при 
фиксированном значении другой переменной), но не является 
непрерывной по совокупности этих переменных.

3203. Показать, что функция

. если хг + у г Ф 0;

0, если дс2 + у г =  0, 

в точке О (0, 0) непрерывна вдоль каждого луча
дс =  t cos а ,  у  =  / sin а  (0 ^  t <  +  оо), 

проходящего через эту точку, т. е. существует
l im / (/ co sa ,  / sin сх) =  / (0, 0); 
t-+o

однако эта функция не является непрерывной в точке (0, 0).
3203.1. Исследовать ва  равномерную непрерывность линей

ную функцию
и =  2 х—Зу +  5

в бесконечной плоскости £* =  {|дс| < +  оо, |i/|<-f-oo}.
3203.2. Исследовать на равномерную непрерывность в пло

скости £ г =  {|дс| < +  оо, |i/|<4-oo} функцию

и = V x t +  y i .
3203.3. Будет ли равномерно непрерывной функция

/ (х, у )  =  sin

в области хг + у г <  1.



и  =  arcsin — .
У

Является ли эта функция непрерывной в своей области опреде-

■1ен^удет ли функция и равномерно непрерывной в области £?
3204. Показать, что множество точек разрыва функции

f ( X, y ) ==xsin 1 ,  если у  Ф 0  \i f  (х,  0) =  0, не является замкнутым.
3205. Доказать, что если функция / (дс, у )  в некоторой об

ласти G непрерывна по переменной дс и равномерно относи
тельно х непрерывна по переменной у ,  то эта функция непре
рывна в рассматриваемой области.

3206. Доказать, что если в некоторой области G функция 
f  (х, у )  непрерывна по переменной х и удовлетворяет условию 
Липшица по переменной у ,  т. е.

I f  (х, У’ ) — f  (х, y " ) \ ^ L \ y '  —у" |,
где ( x , y ' ) £ G ,  ( x , y " ) £ G  и L — постоянная, то эта функция не
прерывна в данной области.

3207. Д оказать , что если функция f { x , y ) ,  где ( х , у ) £ Е ,  
непрерывна по каждой переменной х и у  в отдельности и моно
тонна по одн<}й из них, то эта функция непрерывна по совокуп
ности переменных в области Е ( те о р е ма  Юнг а ) .

3208. Пусть функция f  (дс, у )  непрерывна в области а ^ д с ^ Л ,  
b ^ y ^ L B ,  а последовательность функций Ф„(дс) ( л = 1 ,  2, . . . )  
сходится равномерно на [а, А] и удовлетворяет условию 
Ь^<Рп ( х ) ^ В .  Д оказать, что последовательность функций

Fn ( x ) = f ( x ,  ф„(*)) ( « = 1 , 2 , . . . )
также сходится равномерно на [а,  А].

3209. Пусть: 1) функция f  (дс, у )  непрерывна в области 
Я (а <  дс <  /1; Ь < у < В ) \  2) функция tp (дс) непрерывна в интер
вале (о, А) и имеет значения, принадлежащие интервалу (Ь, В) .  
Доказать, что функция

F(x )  =  f ( x ,  ф(дс)) 
непрерывна в интервале (а,  А).

3210. Пусть: 1) функция f ( x , y )  непрерывна в области 
М а <ДС<Л; Ь < у < В ) \  2) функции дс =  ф(ы,и) и y  =  $ ( u , v )

Рерывны в области R'  (а'  <  и <  А'\ b'  < v  <  В' )  и имеют зна- 
ения, принадлежащие соответственно интервалам (а,  А) и (Ь, В) .  

Доказать, что функция

F ( u ,  у) =  /(ф(ы, v) ,  45(и, и)) 
непрерывна в области R' .

В . П . Демидович
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Найти точки разрыва следующих функций:

3194. и =  ‘— 3197.  и =  si n — .
V x *  +  y *  х у

1
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3198. и
3195. U = - ^ ~ .  ‘ sin х sin j/ *

Х + У 3199. ы =  1п (1— х3— у*).

3196. и =  4 4 ^ .  3200. и — —— .дс* +  у* х уг

3201. ц =  In —rr= ^ z  ' = .
V (X—а)* + (у — й)» + (г —с)1

3202. Показать, что функция

/ (х, у )  =
0, если х 2 +  //1 =  0,

f  (*. у )  =

непрерывна по каждой переменной х и у  в отдельности (при 
фиксированном значении другой переменной), но не является 
непрерывной по совокупности этих переменных.

3203. Показать, что функция

х' + у * ф 0 \

0 , если хг + у г =  0, 
в точке О (0, 0) непрерывна вдоль каждого луча

x =  / co sa ,  y  — t sin a  ( 0 ^ / < 4 - о о ) ,  

проходящего через эту точку, т. е. существует
l im / ( f c o s a ,  t s in a )  =  /(0 , 0);
(-*0

однако эта функция не является непрерывной в точке (0, 0).
3203.1. Исследовать на равномерную непрерывность линей

ную функцию
и =  2 х —З у -f  5

в бесконечной плоскости £* =  {|х|< +  оо, | у | < - foo}.
3203.2. Исследовать на равномерную непрерывность в пло

скости £-’ =  {|х| <  +  оо, |у J <  оо) функцию

и = V V  +  !/1.
3203.3. Будет ли равномерно непрерывной функция

/ (х, у )  =  sin

в области x5- f  у* <  1.



и  =  arcsin —. 
у

Является ли эта функция непрерывной в своей области опреде-

'1еН̂ удет ли функция и равномерно непрерывной в области £?
3204. Показать, что множество точек разрыва функцни

ц х у )  =  х s in - i- ,  если у ф  0 и f  (х, 0) =  0, не является замкнутым.
3205. Доказать, что если функция f  (х, у )  в некоторой об

ласти G непрерывна по переменной *  и равномерно относи
тельно х непрерывна по переменной у ,  то эта функция непре
рывна в рассматриваемой области.

3206. Доказать, что если в некоторой области G функция 
I (х, у )  непрерывна по переменной д: и удовлетворяет условию 
Липшица по переменной у ,  т. е.

|/(*. y ' ) - f ( x ,  л  К М / - л .
где ( x , y ' ) £ G ,  ( x , y ”) £ G  и L — постоянная, то эта функция не
прерывна в данной области.

3207. Доказать, что если функция /(дс, «/), где ( х , у ) £ Е ,  
непрерывна по каждой переменной х и у  в отдельности и моно
тонна по однфй из них, то эта функция непрерывна по совокуп
ности переменных в области Е ( т е о р е ма  Юнг а ) .

3208. Пусть функция / (лг, у )  непрерывна в области а г ^ д с ^  А, 
Ь ^ у ^ В ,  а последовательность функций <рп(дс) (л = 1 , 2 , . . . )  
сходится равномерно на [а , А] и удовлетворяет условию 
& < ф „ ( л Д о к а з а т ь ,  что последовательность функций

F , ( x ) = f ( x ,  <р„ (дс)) ( л = 1 , 2 ,  . . . )
также сходится равномерно на [а,  А].

3209. Пусть: 1) функция f  (дс, у )  непрерывна в области 
“ ( в < д : <  А; Ь < . у < В ) \  2) функция ср(*) непрерывна в интер
вале (а, А) и имеет значения, принадлежащие интервалу (Ь, В) .  
Доказать, что функция

F  (дс) =  / (дс, ф (дс)) 
непрерывна в интервале (а,  А).

3210. Пусть: 1) функция f ( x , y )  непрерывна в области 
/м а < д с < Л ;  6 < t / < B ) ;  2) функцни дс =  ф (и, v) \l y  =  $ ( u , v )
епрерывны в области R'  (а'  <  ы <  А'\ Ь' <  и <  В' )  и имеют зна
ния, принадлежащие соответственно интервалам (а, А) и (Ь, В) .  

Доказать, что функция

F{u,  v )  =  f(<f>(u, v) ,  4>(u, и)) 
непрерывна в области R ’ .

в. П. Демидович
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§ 2. Частные производные. Дифференциал функции

1°. Ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е .  Результат частного дифференцирования 
функции нескольких переменных не зависит от порядка дифференцирования 
если все производные, входящие в вычисление, непрерывны.

2°. Д и ф ф е р е н ц и а л  ф у н к ц и и .  Если полное приращение функции 
/(х, у, г) от независимых переменных х, у, г может быть представлено в виде

Д/(х, у, г) = Л Дх +  ЙДу +  СДг +  о (р).

где А, В, С не зависят от Дх, Ду, Дг и р =  ^(Д х)1 +  (Ау)* +  (Дг)*, то функ
ция / (х, у , г) называется дифференцируемой в точке (х, у, г), а линейная 
часть приращения А Дх- f  В Д у+ С  Дг, равная

df (х, у , г) =  f'x (х, у, г) dx +  f ’y (х, у, г) dy +  f\ (х, у, г) dz, ( 1)

где dx=Ax, dy =  Sy, dz =  Az, называется дифференциалом этой функции.
Формула (1) сохраняет свое значение и в том случае, когда переменные 

х, у, г являются некоторыми дифференцируемыми функциями от независимых 
переменных.

Если х, у , г — независимые переменные, и функция /(х, у , г) имеет непре
рывные частные производные до л-ro порядка включительно, то для диф
ференциалов высших порядков имеет место символическая формула

dnf  (*, У. г) =  ( d x ^ + d y  dz " / (x, у, г).

3°. П р о и з в о д н а я  с л о ж н о й  ф у н к ц и и .  Если ш =  / (х, у , г) диф
ференцируема и х =  ф(и, i>), у =  ф(и, к), г =  х (и, и), где функции ер, ф, х 
дифференцируемы, то

d w _dw дх . dw ду . dw дг
ди дх ди ‘ ду д и '  дг ди *
d w_dw dx | dw dy , dw dz

*■ do dx df dy do-1- dz dv '

Для вычисления производных второго порядка функции w полезно поль
зоваться символическими формулами:

d̂ w____ ( р  д ,  д_, д у  . . .  ,  dP, dw ,  dQt dw ,  d/?t dw
du* ‘ dx-*- dy 1 dz J ' du dx ‘ du dy ‘ du dz

И

^ ==[ P ld i + Q l§ j + R l& )  { P'Tx+ Q tTy+ R t f i ) w +
. dPt dw , dQt dw ,d R j dw_'
' d o  dx ' dv dy dv dz

где

P о  —ОМ- r  - д г  p  - дх о - д У v  - d±
P l ~ d u '  Q l~ d u ’ R l~  du' P l ~ d v ' Qt~ ~ dv' R t~ dv '

4°. П р о и з в о д н а я  в д а н н о м  н а п р а в л е н и и .  Е с л и  н а п р а в ле 
ние I в пространстве Охуг характеризуется направляющими к о с и н у с а м и :



lm  a a  cos Р, cosy} и функция и = / (х, у, г) дифференцируема, то производная 
направлению I вычисляется по формуле

ди ди  , ди „ ди
-аГ=  dF cos« + — cos cos у.

Скорость наибольшего роста функций в данной точке, по величине и напра
влению, определяется вектором—градиентом функции:
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величина которого равна

3211. Показать, что

/И*. b ) = ± [ f ( x ,  Ь)].

3212. Найти f'x (x, 1), если

f ( х, y )  =  x +  ( y  — l )  arcsin j / " i .

3212 .1. Найти / ;(0 , 0) и / ;(0 , 0), 
если

f  (х. У) =
Является ли эта функция дифференцируемой в точке 0 ( 0 ,  0)?

3212.2. Является ли дифференцируемой в точке О (0 ,0 ) функция

/ (* .  у )  =  У х * + у ’ ?
3212.3. Исследовать на дифференцируемость в точке 0 ( 0 ,  0) 

функцию

f ( x , y ) = e * + r  при дс* +  i/s >  0
и /(0, 0) =  0.

Найти частные производные первого и второго порядков от 
следующих функций:

3213. и  =  х * + у *  — 4хгу 2. о2 «о c os х*

3214. и =  ху-\- —. У

3215. и  = ~ .
у '  3219. u = t g  —

У
у * '  3220. и  =  хУ.

3216. и  =  —-— * . 3221. и =  1п(х +  и! )

3217. ы =  * sin (* +  *,). 3222. «  =  a rc tg  - J .
Ю*



3223. и =  a r c t g 3226.  ы =  ( у ) * .

3224. ц =  arcsin .  * JL
Vx' +y*  3227. и = х г .

3225. и =  1
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Ух*-\-у1 + г г ’ 3228. и =  хУг .

3229. Проверить равенство
д*и  _ д г и

дх д у  д у  дх '
если

а) и  =  хг — 2х у — 3у г ; б) и  =  х**; в) u =  arccos l / "  — •

3230. Пусть f ( x ,  у )  =  ху  , если хг + у г ф 0 и /(0, 0) = 0. 

Показать, что
ПА о, о)^=/;х (о, 0).

3230.1. Существует ли f"xy (0, 0), если

f (x ,  у) = j r p p  ПРИ * * + / > 0 ;
0 при х =  у  =  0.

3231. Пусть u  =  f ( x ,  у ,  г ) — однородная функция измерения д. 
Проверить теорему Эйлера об однородных функциях на следую
щих примерах:

а) и =  ( х - 2 у  +  3г)*-, б) u  =  y = = L = T ; B) u = ( i - ) 1

3232. Д оказать , что если дифференцируемая функция и = 
=  /(* , у ,  г )  удовлетворяет уравнению

ди . ди  , ди
х ш + У - ^ + г д Г - п и <

то она является однородной функцией измерения п.

У к а з а н и е .  Рассмотреть вспомогательную функцию

F f ('*■ <у. I*)

3233. Д оказать, что если f  (х, у ,  г )— дифференцируемая од
нородная функция измерения п,  то ее частные производные
У» 2), i ’y (x, у ,  г ) ,  f ‘,  (х,  у ,  г )  — однородные функции измерения 
/1 — 1.



4234 Пусть ы =  /(* , у ,  г ) —дважды дифференцируемая одно- 
дная функция измерения п .  Д оказать , что

( х ъ + у ъ + г & У  и ==п (п — 1'*и '

Найти дифференциалы первого и второго порядков от сле
дующих функций (дс, у ,  г — независимые переменные):

3235. и =  хту п. 3239. и  =  е*У.

3236. и  =  3240. u = x y + y z  +  где.

3237. и  =  У х * +  у 1. 324h  u=s_ i _ , .
3238. и =  \ п У х г +  у*.  х + у
3242. Найти d / ( l ,  1, 1) и d 2f (  1, 1, 1), если

/(дс, у ,  z ) = ] / ^ - .

3243. Показать, что если

"и =  У хг +  у 1 +  г 1,
то dsu ^ 0 .

3244. Предполагая, что х, у  малы по абсолютной величине, 
вывести приближенные формулы для следующих выражений:

а) ( 1 + х )» (1  + 0)»;
б) In (1 -f- дс) • In (1 +у )\

в) arcte r т г у -
3245. Заменяя приращение функции дифференциалом, при

ближенно вычислить
а) 1,002 • 2.0032 • 3,004а; в ) |/ 1,02s +  1,973;
б) - т -  1,031 ; г) sin 29° • tg  46°;

j/  0,98*/1,05* д) 0 ,971,0&.
3246. На сколько изменятся диагональ и площадь прямоуголь

ника со сторонами дс=6 м и у  =  Ъ м,  если первая сторона ув е 
личится на 2 мм,  а вторая сторона уменьшится на 5 мм?

3247. Центральный угол сектора а =  60° увеличился на Д а =  1°. 
сколько следует уменьшить радиус сектора R =  20 см,  чтобы

" « Щ ь  сектора осталась без изменения?
hnJrt Д оказать , что относительная погрешность произведения 
Жиге И'КеНН°  Равна сУмме относительных погрешностей сомно-
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3249. При измерении радиуса основания R и высоты Н ци. 
линдра были получены следующие результаты:

# = 2 ,5  л  ± 0 ,1  м;  Н =  4,0 м ±  0,2 м.

С какой абсолютной погрешностью Д и относительной погреш- 
ностью б может быть вычислен объем цилиндра?

3250. Стороны треугольника а  =  200 м ±  2 м,  Ь=  300 м ±  5 м 
и угол между ними С = 6 0 ° ±  1°. С какой абсолютной погрешно
стью может быть вычислена третья сторона треугольника с?

3251. Показать, что функция

f ( x ,  y ) =V\ x y \

непрерывна в точке (0, 0), имеет в этой точке обе частные про
изводные [ х(0,  0) и f'u (0, 0), однако не является дифференцируе
мой в точке (0, 0).

Выяснить поведение производных f'x (x, у )  и f y (х, у )  в окрест
ности точки (0, 0).

3252. Показать, что функция

/(дс, у )  =  - 7= ^ = ,  если хг + у г Ф  0 
Г * л+у *

и
/(0, 0 ) = 0 ,

в окрестности точки (0, 0) непрерывна и имеет ограниченные 
частные производные f ’x(x, у )  и f'y (x, у ) ,  однако эта функция 
недифференцируема в точке (0, 0).

3253. Показать, что функция

f ( x , y ) ^  i ^ + j ^ s i n ^ j r ^ j ,  если х* +  у * ф 0

и
/(0, 0) =  о,

имеет в окрестности точки (0, 0) частные производные f x(x, у)  
н f ’y (x,  у ) ,  которые разрывны в точке (0, 0) и неограничены 
в любой окрестности ее; тем не менее эта функция дифференци
руема в точке (0, 0).

3254. Д оказать , что функция / (х , у ) ,  имеющая огран и ч ен н ы е 
частные производные f'x(x,  у )  и f'y (x, у )  в некоторой вы пуклой  
области Е,  равномерно непрерывна в этой области.

3255. Доказать, что если функция f  (дс, у )  непрерывна по пе
ременной дс при каждом фиксированном значении у  и имеет огра
ниченную производную f'y (x, у )  по переменной у ,  то эта функция 
непрерывна по совокупности переменных дс и у .



Найти указанные частные производные в следующих задачах: 
яд u д*и д*и

3256. - g jr  • Ъх*Ту'  Л ? ! ? '  • если
„ = х —У +  X* +  2ху  +  у 2 +  X1 — Здс'-у—у»  +  х*—Ах*у* +  у*.

3257. если и=дс1п(дсу).

3258. -5^ г .  если ы =  дс>sin «/ +  «/*s in * .

3259. если arc tg

< 2  Ч А С Т Н Ы Е  ПРОИЗВОДНЫЕ. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 2 9 5

если и —е хуг.д 3и
3 2 6 0 '  дх д у  д г

3261.   “ —, если и — 1п •— " ------------ I VV.J1 М U —  111 --------- —— — •
dx dg an / ( * - ! ) * -Му-n )*

3262. , если u = ( x —x,)>’ {y—y a)4.
d"+ nu x -t -y

3263- -5& W - есл" “ = 7 3 7 -

3264> если и  =  (хг +  У' ) ех+3'-

3265- если и = хУгеХ^ г -
3266. Найти ^ ’ (O, 0), если /(дс, i/) =  ex sini/.
3267. Показать, что если

U =  / (X0Z),
то

33!1
й* dy дг — F  ( 0 .

где / =хуг, и найти функцию F.
3268. Найти d4u, если и = х 4— 2д:3у — 2ху* +  у* +  х*— 3хгу — 

~Зху* +  у* +  2х*—ху +  2уг + х  +  у + \ .
___ д*и д*и д*и д*и д*и ^Чему равны производные w  и

Найти полные дифференциалы указанного порядка в следую
щих примерах:

3269. d*u,  если и =  х*-\-у*—3х у ( х —у ) .
3270. d*u,  если и =  sin(jt* + у г ).
3271. d l t u,  если и =  1п(дс +  у).
3272. d*u,  если u =  c o s x c h y .
3273. d 3u,  если и =  ху г .
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3274. d*u, если и  =  In (ххуУгг).
3275. d nu,  если и =  е ах+ьУ.
3276. dnu, если u = X { x ) Y  (у).
3277. dnu, если u =  f ( x + y  +  z).
3278. dnu, если и =  е ах+ьУ+с*.
3279. Пусть Р„(х, у, г ) —однородный многочлен степени п. 

Д оказать, что
dnP„ (х, у, z) =  n\ Рп {dx, dy, dz).

3280. Пусть
.  ди , ди

А и = х к + У ъ -

Найти Аи  и А2и =  А(Аи) ,  если

Ш

а>
3281. Пусть

Найти А и ,  если

-г \ б) и  =  \пУх* +  у*.

А и д*и . д*и
дх* ду*

a) u = z s i n x c h y ;  б) и =  In У х 2 +  у 1.
3282. Пусть

д*и , дги , д*и 
дг*Д ‘ “  =  дх*~Г дЦ* 

Найти A и А е с л и

a) u = x * + y *  +  z* — Зхуг; б) и =

Найти производные первого и второго порядков от следую
щих сложных функций:

3283. u = f(x *  +  y2 +  z*). 3284. u = f ( x ,  у ) .

3285. u = f ( x ,  дсу, хуг).
3286. Найти

3287. Найти

д2и
дхду , если

Дм

u = f ( x  +  y ,  **/)•

д*и , д*и , дги
' Ох- ду* ^  дг* *
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если U = f {Х +  у  +  г ,  х* +  у* +  г*).

Найти полные дифференциалы первого и второго порядков 
от следующих сложных функций (дс, у  и г —независимые пере
менные):

3288. ы = / ( 0 » ГДе t = x + y .  3291. u =  f ( t ) ,  где t = x y z .

3289. u = f ( t ) ,  где t = - ^ .  3292. и =  f  (х*+ y *  +  z*).
3290. u = f { V x *  + у г).
3293. u = f ( t ,  ti), где l = a x ,  r\ =  by .
3294. u =  f ( l ,  n). где l = x  +  y ,  11 =  x —y .

3295. u  =  f ( l ,  л), где l = x y ,  П =  3296. u = f ( x + y , z ) .

3297. u = f ( x  +  y  +  z, x- + y *  +  z*). 3298. «  =  7 ) .

3299. u =  f ( x ,  y ,  z),  где x =  /, y  =  t*, z =  t*.
3300. u  =  f  ( I ,  rj, £), где | =  ax, r\=by ,  £ =  cz.
3301. u  =  f ( i ,  rj, £), где Z = x *+y * ,  r\ =  x*—y*, l = 2 x y .

Найти d nu ,  если:
3302. u = f ( a x  +  b y  +  cz) .  3303. u  =  \(ax,  b y ,  c z ).
3304. u = f ( l ,  ti, £), где g = a tx +  b ly + c lz,  t] =  a tx -f-b ty  +  c t z,  

 ̂=  a »x +  b sy + c t z.
3305. Пусть u =  f ( r ) ,  где г  =  У x* +  у 2 +  z2 и /— дважды диф

ференцируемая функция. Показать, что
Дм = F ( r ) ,

где Д« =  ^ - ( - ^ ^ . ^ . _ 0перат0р Лапласа, и найти функцию F.

3306. Пусть и  и v —дважды дифференцируемые функции и Д — 
оператор Лапласа (см. задачу 3305). Доказать, что

Д (ми) =  и  Ду +  v Дм + 2 Д  (м, v) ,
где

а ,  ч ди до , ди до . ди до 
Л <“ ’ ^ = -^ Т х  +  д у д у  +  -д7 Т г‘

3307. Показать, что функция

и — \ п У  (дс —а ) 2 +  ( у —Ь)2

постоянные) удовлетворяет уравнению Лапласа
д*и . д*и п

(а  и Ь—
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3308. Д оказать , что если функция и =  и ( х , у )  удовлетворяет 
уравнению Лапласа (см. задачу 3307), то функция

такж е удовлетворяет этому уравнению.
3309. Показать, что функция

(»-*)»

(а и b — постоянные) удовлетворяет у р а в н е н и ю  те пл о пр о в о д н о с ти

3310. Д оказать , что если функция u  =  u ( x , t )  удовлетворяет 
уравнению теплопроводности (см. задачу 3309), то функция

такж е удовлетворяет этому уравнению. 
3311. Д оказать , что функция

где г  =  У ( х —а)* + ( у — b)* +  ( z —с)*,  удовлетворяет при г ф 0 
у р а в н е н и ю  Лапла с а

* д*и д*и . д*и п
Лм^ + г ^ + ^ = ° -

3312. Д оказать, что если функция и =  и ( х ,  у ,  г )  удовлетворяет 
уравнению Лапласа (см. задачу 3311), то функция

где k — постоянная и г =  V x t J r y 1 +  г*, такж е уд о вл етво р яет  
этому уравнению.

3313. Д оказать , что функция

где г  = У  хг +  у г +  2 г и С ,,  С ,— постоянные, удовлетворяет у р а в 
н е н и ю  Г  ельмгольца

v  =  u

и С^- 'Г + С^'Г
Г



I
3314. Пусть функции u i =  u l (x, у ,  г )  и ы, =  ыа (*. у ,  г )  удовле

т в о р я ю т  уравнению Лапласа Ды =  0.
Д оказать, что функция

v  =  ых (х, у , г )  +  (х1 +  у* +  z*) ы, (*, у ,  г )

Удовлетворяет б и г а р мо н ич е с к и  му  у р а в н е н и ю
А (Ду) =  0.

3315. Пусть f  (х, у ,  г )  есть т  раз дифференцируемая однород
ная функция измерения п.

Д оказать, что
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[ х Гх +  УГу+ г ш Т  f X̂l у ' г ) =  п (п  — 1) —  (л — m  +  ! ) / ( * ,  у ,  г ) .

где f — произвольная дифференцируемая функция, удовлетворяет 
уравнению

где f — произвольная дифференцируемая функция, удовлетворяет 
Уравнению

3316. Упростить выражение
дг  , дг  s e c x ^ - f s e c  у Т у ,

где f —дифференцируемая функция. 
3317. Показать, что функция

3318. Показать, что

z =  y f  (х* у 1) г

3319. Упростить выражение

u  =  i 2 x*—i x * ( y  +  z) +  ± x 2y z  +  f ( y —x, z —x),  

Где ' Дифференцируемая функция.



3320. Пусть
х2 =  vw ,  у 2 =  uw,  z3 — uv

и
f ( x ,  у ,  z) =  F (и,  V, w) .

Д оказать , что
xfx +  У Гу +  zfz =  uF'u +  vF'e +  wF'w.

Предполагая, что произвольные функции ф, ф и т .  п. дцф- 
ференцируемы достаточное число раз, проверить следующие 
равенства:

3321. У%—х^у = 0, если z =  <p (хг -\-уг).

3322. х-^х— . х у ^ + у ^ О ,  если г  =  ^  +  ф (ху) .

3323. (дс2— у г) ^  +  х у дщ  =  ху г ,  если z =  e*4p {у е 2"1)  .

3324- х %  +  а У% +  Ъг Г г = п и ' если “ =  *лЧ э ( ^ .  5 ) '
ди , ди , ди , х у х у , . (  у г \

х Тх +  Уд-у +  г Гг =  и +  7 • если “  =  7 1пдс +  х<р1 т *  t J *  

3326. |ту =  ог ^ ,  если u  =  i f ( x - a t )  +  ̂ ( x - \ - a t ) .

3327- S - 2 ^  +  5 ?  =  0 * если “  =  *Я>(*+0) +  У* ( * + » ) •

3328. х* ? £ + 2 х у £ ^ + у ' % £  =  0,  если ы =  ф (■*-) +  **(■*■) •

3329. х* £  +  2 х у £ ±  +  у ' д£  =  п ( п - 1 ) и
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если и  =  дспф -fjc1 -”^  ( у )  ■

3330- Т х £ т у = Г у Ш ’ если и  =  ч1х +Ъ(У)1

Путем последовательного дифференцирования исключить про
извольные функции ф и if:

3331. z =  дс -f-ф (jci/). 3336. 2 =  ф (х) *4~Ф (у).
3332. 2 =  *ф ( 4 )  • 3337. г  =  ф(дс)г|>(«/).

___  3338. г  =  ф(;е +  //) +  'К *  — У)'
3333. г =  ф ( У х г +  У3) .  , х  ч / * \

3334. ы =  ф(ж—у, //— г). 3339‘ г  =  Х(Р ^ ) + у У \ у ) ш

3335. и = Ф ( у ,  | ) .  3340. г  =  Ф(*г/) +  ф ( у ) -



3341. Найти производную функции
г  — х~ у~

точке М  (1. О. в направлении /, составляющем угол а =  60° 
В п о л о ж и тел ьн ы м  направлением оси Ох.
° 3342. Найти производную функции

; . z — x - — ху-\~уг

в точке М (1 ,  1) в направлении /, составляющем угол а  с поло
жительным направлением оси Ох.  В каком направлении эта 
производная имеет: а) наибольшее значение; б) наименьшее зна
чение: в) равна 0.

3343. Найти производную функции

z =  1п (х'  +  у г)

в точке М ( х 0, у 0) в направлении, перпендикулярном к линии 
уровня, проходящей через эту точку.

3344. Найти производную функции

Щ .  * - > - ( ? + $ )

М П0 напРавлению внутренней нормали в
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в точке

этой точке к  кривой:

а* '1' 6»- 4 - ^ - 1  -г hi — 1 •

3345. Найти производную функции

и =  ху г

в точке М (1, 1, 1), в направлении /{co sa ,  cosp, cosy}.
Чему равна величина градиента функции в этой точке?
3346. Найти величину и направление градиента функции

1
“  =  Т *

где г = V  ** +  «г +Z1, в точке М 0(ха, у 0, za).
3347. Определить угол между градиентами функции

и =  хг +  у 2— г г

В ТЖ Х d ( e , 0 , 0 )  и в ( ° . е . ° ) -л м в .  На сколько отличается в точке М ( 1 , 2 ,  2) величина 
градиента функции

и = х + у + г



от величины градиента функции
р =  дс +  у  +  г +0,001 sin (10‘ я  У  х1 +  у* +  z2)?

3349. Показать, что в точке М 0 (дс0, у а, г 0) угол между Гра. 
диентами функций

и =  ахг +  by* +  c z1
и

v  =  ах1 +  b y * +  c z* +  2 тх  +  2 п у  +  2 р г

(а,  Ь , с ,  т ,  п ,  р — постоянны и а* +  Ь* +  с* Ф  0) стремится к нулю, 
если точка М 0 удаляется в бесконечность.

3350. Пусть u =  f ( x ,  у ,  г ) — дважды дифференцируемая функ
ция. Найти =  , если co sa ,  cosp, c o s y — направляю
щие косинусы направления I.

3351. Пусть u =  f  (дс, у ,  г ) —дважды дифференцируемая функ- 
ция и

^ { c o s a , ,  cosp ,,  co syJ ,  ^ { c o s a , ,  cosp2, cosv,},
/, {cos a „  cos ps, cos y,}

— три взаимно перпендикулярных направления.
Д оказать , что:

•> (fe)‘+(fe)‘+(»•-<£)■+CS)*+(ЙГ*
д ги  , д ги , д ги _д 2и  . д ги  . д ги

d/I di\ ~  +  ду* +  *
3352. Пусть и  =  и ( х , у ) —дифференцируемая функция и при 

«  =  х* имеем:
/ 4 1и ( х ,  у )  =  1 и ^  =  х.

Найти ^  при у  =  х*.
3353. Пусть функция и =  и ( х , у )  удовлетворяет у р а в н е н и ю

д 1и __ сРи _  ~
д ! * ~ д у * ~

и, кроме того, следующим условиям:
и (дс, 2дс) =  х, и ’х (х , 2дс) =  дс*.

Найти
^хх(.х, 2дс), и Ху(х,  2.0 , Чуу{х, 2дс).

Полагая z =  z ( x , y ) ,  решить следующие уравнения:
п  О О Г Р  ^ * 2  А  О О С О  п
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3357. Полагая и =  и ( х , у ,  г ) ,  решить уравнение
д̂ и_______ —  И

дхдудг

3358. Найти решение z =  z ( x , y )  уравнения

Н Г  £ - *  +  ? *

удовлетворяющее условию: z(x,  х ! )=  1.
3359. Найти решение z =  z ( x , y )  уравнения

—  =  2 ду* '

удовлетворяющее условиям: г (х ,  0) =  1, г у (х, 0) — х.
' 3360. Найти решение z =  z ( x , y ) уравнения

дгг . 
д х д у~  Х + У '

удовлетворяющее условиям: z (x ,  0) =  дс, z(0 , у )  =  у*.

§ 3. Дифференцирование неявных функций

Iе. Т е о р е м а  с у щ е с т в о в а н и я .  Если: 1) функция F (х, у, г) обра
щается в нуль в некоторой точке А0 (х0, Уо, г0); 2) F (х, у, г) и F’z (х, у, г) 
определены и непрерывны в окрестности точки А0\ 3) Fz (х0, у0', г„) Ф 0, то 
в некоторой достаточно малой окрестности точки А0 (х0, уа) существует един
ственная однозначная непрерывная функция

*  =  / ( * .  У). (1 )

удовлетворяющая уравнению
F (x, у, г) =  0

и такая, что * , =  /(дг0. у0).
•г". Д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь  н е я в н о й  ф у н к ц и и .  Если, сверх 

Т°Г*  ^  ФУнкиия F (х, у, г) дифференцируема в окрестности точки А„ (х0, у о. г„), 
то функция (1) дифференцируема в окрестности точки Л0 (дс0, у0) и ее произ-
водные — и — могут быть найдены из уравнений

dF , dFdz „ dF . dF дг Л 
дх дг дх ’ ду ^ дг ду ’

с^и ФУНКЦИЯ F (х, у, г) дифференцируема достаточное число раз, то после-
вательным дифференцированием равенств (2) вычисляются также производ-

высших порядков от функции г.
н и »  - Н е я в н ы е  ф у н к ц и и ,  о п р е д е л я е м ы е  с и с т е м о й  у р а в и е -
ряют функции i ...........**.; У1 ............. Уп) (* =  1. 2............ п) удовлетворяют следующим условиям:

а  о б ^ щ а ю т с я  в  н >'л ь  в  т о ч к е  До ( * м .  • • • .  * я о ;  Ую...............Упо).
) Дифференцируемы в окрестности точки Ай\

3) Функциональный определитель  ̂ Ф 0 в точке Д0.
д(У1...........У а)
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В таком случае система уравнений
•••» хт\ Уи •••• Уп)~ 0 (1=1, 2, . . . ,  л),

однозначно определяет в некоторой окрестности точки Ав (xlt ...........хт л  си
стему дифференцируемых функций

yi =  f{x 1» . . . »  •**) (*= 1» 2, • • •« л), 
удовлетворяющих уравнениям (3) и условиям

//(■* 10* •••* хто) =  У id (*,==It 2, . ■•* л).
Дифференциалы этих неявных функций могут быть найдены из системы

/=1 к=I
(1 - 1 ,  2..........л)»).

3361. Показать, что разрывная в каждой точке функция 
Дирихле

\ 1, если х рационально,
^ \ 0, если х иррационально, 

удовлетворяет уравнению

Уг— У =  0.
3362. Пусть функция / (ж) определена в интервале (а,  Ь). 

В каком случае уравнение
f ( x ) y  =  0

имеет при а < д с < Ь  единственное непрерывное решение у  =  О?
3363. Пусть функции f  (х) и g ( x )  определены и непрерывны 

в интервале (а,  Ь). В каком случае уравнение
f ( x ) y  =  g(x)

имеет в интервале (а, Ь) единственное непрерывное решение?
3364. Пусть дано уравнение

х'  +  у г =  1 ( !)
и

У = У ( х )  (—1 < х < 1 )  (2)
— однозначная функция, удовлетворяющая уравнению (1).

1) Сколько однозначных функций (2) удовлетворяет уравне
нию (1)?

2) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлет
воряет уравнению (1)?
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•) При формулировке большинства задач этого раздела без оговор 
предполагается, что выполнены условия существования неявных функций и 
соответствующих производных.



о\ Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлет
воряет уравнению (1), если: a) i/ ( 0 )= l ;  б) «/(1) =  0?

3365. Пусть дано уравнение
х'  =  у '  (1)

У =  У(х)  ( — оо < * <  +  00) (2)

есть однозначная функция, удовлетворяющая уравнению (1).
1) Сколько однозначных функций (2) удовлетворяет уравне

нию (1)?
2) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлет

воряет уравнению (1)?
3) Сколько однозначных дифференцируемых функций (2) 

удовлетворяет уравнеЛио (1)?
4) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлет

воряет уравнению (1), если: а) г/(1)=1; б) у ( 0) =  0?
5) Сколько однозначных непрерывных функций у  — у ( х )  

(1—б <  д: <  1 +  6) удовлетворяет уравнению (1), если «/(1)=1 
и 6 достаточно мало?

3366. Уравнение
хг + уг =  х* + у*

определяет у  к ак  многозначную функцию от х.  В каких  областях 
эта функция 1) однозначна, 2) двузначна, 3) трехзначна, 4) че
тырехзначна? Определить точки ветвления этой функции и ее 
однозначные непрерывные ветви.

3367. Найти точки ветвления и непрерывные однозначные 
ветви у  =  у ( х ) ( — 1 ^  1) многозначной функции у ,  опре
деляемой уравнением

(х*+  «/*)* =  **— «Л
3368. Пусть /(дс) — непрерывна при а < х < Ь  и <р( у ) — моно

тонно возрастает и непрерывна при с  <  у  <  d. В каком случае 
Уравнение

Ф (У) =  К х )  

определяет однозначную функцию

У =  ф"‘ (/(*))?

Рассмотреть примеры: a) s m y - \ - s h y  =  x\ б) е~У — — sin**. 
J-169. Пусть

Х = у  +  ч>(у), (1)
где Ф(о)==о и | ф '(у )| < А < 1  при — а < у < а .  Д оказать ,  что 

е <  дс <  е существует единственная дифференцируемая
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функция у  =  у ( х ) ,  удовлетворяющая уравнению (1), и такая 
что у  (0) = 0 .  ’

3370. Пусть у  = у ( х ) — неявная функция, определяемая ур ав . 
неинем

х =  к у  +  <р(у),

где постоянная к ф О ,  и у  ( у ) —дифференцируемая периодиче
ск ая  функция периода to т а к а я ,  что |ср' (у)1 <  |А|. Д оказать , что

y  =  j  +  * ( x ) ,

где t£(x)— периодическая функция с периодом |Л|со.
Найти у '  и у" для функций у ,  определяемых следующими 

уравнениями:
3371. хг -\-2ху—у 3 =а * .  3372. In Vх% + у % =  a rc tg  .
3373. г/—esin i/  =  JC (0 <  е <  1).
3374. х У= у *  ( х Ф у ) .  3375. у  =  2х arctg .
3376. Д оказать , что при

1 + x y  =  k ( x —у) ,  

где k —постоянная величина, имеет место равенство
dx dy

Т + 2 - i  +  r -

3377. Д оказать , что если

х*у* + х * + у * - 1 = 0, 
то при ху  >  0 имеет место равенство

dx _ _i _ аУ _  о
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3378. Д оказать , что уравнение

(дс5 +  у *)* =  а 2 (х* — у*) (а ф  0)

в окрестности точки дс =  0, у =  0 определяет две дифференци
руемые функции: y  =  y i ( x )  и «/ =  «/,(*). Найти у [ ( 0) и y i ( 0) -

3379. Найти у ’ при дс =  0 и у  =  0,  если

( х*+у *У =  М у -  у*.

3380. Найти у ’ , у" и у " ’ , если дсг +  х у +у ' -  =  3.
3381. Найти у ' ,  у" и у ' "  при дс =  0, у =  1, если

х"-—ху  +  2 у * + х —у  — 1 = 0 .



8382. Д оказать , что для кривой 2-го порядка
ах2 +  2Ьху +  с у 2 +  2dx +  2е у  +  / =  О

справедливо равенство

В  ^  - ° -

Для функции z = z ( х, у )  найти частные производные пер
вого и второго порядков, если:

3383. х * + у * + г , =а* .  3386. z =  V x2—y l A g

3384. г * —3ху г  =  а*.
3385. х + у  +  г  =  е*.  3387. х + у  +  г  =  е ~и+у+п.
3388. Пусть

x2+ y 2 +  z2 — 3xyz =  0  (1)
и

/(х, у ,  z) =  xy~z*.

Найти: a) f'x( l ,  1, 1), если г  =  г(дг, у )  есть неявная функция, 
определяемая уравнением (1); б) f x (\,  1, 1), если у = у ( х ,  г )  
есть неявная функция, определяемая уравнением (1). Объяснить, 
почему эти производные различны.

3389. Найти | £ . ^ . 0 пРи х = \ ,  у  =  - 2 ,  2 = 1 ,  если 
х* +  2у* +  Зг* +  х у — г — 9 =  0.

Найти dz  и d ’ z, если:

3390- $  +  F  +  S =  1- 3391- х у г  =  х + у  +  г .

3392. -i. =  l n - ^ + l .  3393. г  =  *-+ arctg

3394. Найти du ,  если
и *— 3 (х -+ у )  и 2 +  г* =  0.

3395. Найти если F ( х + у - \ - г ,  х2 +  «/* +  г*) = 0 .

3396. Найти ^  и если F ( x —y ,  у — г, г —*) =  0.

3397. Найти g ,  g  и если F(x ,  х +  у ,  х-\- у  +  г )  =  0.

3398. Найти если F (хг ,  у г ) =  0.
3399. Найти d 2z, если:

а) F {x + z, «/ +  z) =  0; б) f ( f ,  - f ) = 0 .
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3399.1. Пусть г  =  г ( х ,  у ) —та дифференцируемая функция 
определяемая уравнением *

z*—xz +  y  =  0,

которая при х =  3, у  =  — 2 принимает значение г  =  2 Най™ 
dz ( 3 ,  - 2 )  и d2z ( 3, - 2 ) .  1ТИ

3400. Пусть х =  х ( у ,  z), у = у ( х ,  z), z =  z(x,  у ) — функции 
определяемые уравнением F (х, у ,  z) =  0.

Д оказать , что
дх ду̂  дг _ .
д ^ ' д г ' Ш  К

3401. Найти ^  и ~ ,  если x + y - \ - z  =  0,  х* +  у -  -f-z- =  1.

3402. Найти d£ ,  d£ ,  и ^  при x =  l ,  у  =  - 1, г =  2, 

если x ' - +y -  =  — z\ x + y  +  z =  2.
члпо 1 1 - ди ди dv dv „3403. Нанти ^ ^ ^  и если x u —y v  =  0, y u + x v = \ .

3403.1. Система уравнений
xea+v +  2 uv  =  1,

Уе « - v -------- 5L
1 + «; ■ 2х

определяет дифференцируемые функции и =  и ( х ,  у )  и v  =  v ( x , y )  
такие, что и (1, 2) =  0 и t»( l ,  2) =  0. Найти d u (  1, 2) и d v (  1, 2).

3404. Найти du ,  d v ,  d - u  и d*v,  если

u + v =  х +  у , sin и
sin V у

3405. Найти du ,  d v ,  d - u  и d 2v  при x = l ,  y =  1, u = 0 ,  
если

u u— t) ДС — . t) иe x cos — =  , e*  sin —= - ? = .
У ^ 2  У ^ 2

3406. Пусть
X =  / + / -* ,  y  =  +  z=<* +  <-».

Найти ^  ^  и —  dx'  d x ’ dx*H dx«•
3407. В какой области плоскости Одсг/ система уравнений

x  =  a + w ,  i/=5Us + y 2, z =  u*+i>*,
где параметры ы и у принимают всевозможные вещественные 
значения, определяет z к ак  функцию от переменных х и у-
Найти производные ^  и ^ .

3407.1. Найти ~  и |  в точке ы =  1, Р = 1 ,  если

х  =  и +  1пу, 
y = v  — \nu,
z =  2u +  v.

3407.2. Найти —  в точке и  =  2, о = 1 ,  если
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у  =  и 2 —У3

дгг3408. Найти -^ г , если

х =  cos ф cos if, у  =  cos ф sin ф, г  =  5!пф.
d*z d*z d*z3409. Найти ^ и  ^ , если

x =  ucosv , y  =  u s in v ,  z =  v.

3410. Пусть z  =  z ( jc ,  у )  функция определяется системой урав-

x =  e a+v, y  =  e n~v , z =  u v
нении:

(и и v —параметры). Найти dz  и d 2z,  при и = 0  и о =  0.
3411. Найти и если

г  =  х* +  у \  

где у  =  у ( х )  определяется из уравнения
Xs — ху  +  у 2 =  1.

3412. Найти ^  и ^ , еслидх д у  ’

и = дг + г
У + г ’

гДе z определяется из уравнения
zez =  хех - f  у е у .

3413. Пусть уравнения

*  =  Ф {и, v) ,  у  =  У ( и ,  v ) ,  z =  x ( « .  v) 

определяют z к а к  функцию от х и у .  Найти ^  и
3414. Пусть

1

Х =  ф (U, и), 1/ =  >|5 (и, и).
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Найти частные производные первого и второго порядков от 
обратных функций: и  — и ( х ,  у )  и v  =  v ( x ,  у ) .

. . . .  ди ди dv dv3415. Н а и т и ^ ,  Ту , й , Г у , если

в )  х —и  cos ^ , y  =  u s 'm  — \

б) x =  e“ +  usini>, у = е а — и c o s v .
3416. Функция и =  и ( х )  определяется системой уравнений 

u  =  f ( x ,  у ,  г), g ( x ,  у ,  г) =  0 , h (x ,  у ,  z) =  0.
. .  ,  du d*uНайти Тх и j j f .

3417. Функция и  — и ( х ,  у )  определяется системой уравнений 

«  =  / ( * ,  I/, Z, 0 ,  g ( y .  г ,  0 = 0 ,  Л ( г ,  0 = 0 .
du ди 
дх И ду'

3418. Пусть '

х — f (и,  v ,  w) ,  y = g ( u ,  v ,  w ) ,  z = h ( u ,  v ,  w) .

. . .  ди ди ди 
Н айти  Т х ' Т у Н Тг-

3419. Пусть функция г  =  г ( х , у )  удовлетворяет системе урав
нений

f ( x ,  у ,  г ,  0  =  0. ё ( х ,  У. г, 0 = 0 ,
где t — переменный параметр. Найти dz.

3420. Пусть u = f ( z ) ,  где z — неявная функция от перемен
ных х и у ,  определяемая уравнением z =  x +  «/<p(z).

Д оказать  ф о р му л у  Л а гран ж а

IT
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дпи дп
ду" дхп^ { [ ф  (*>]"£}•

У к а з а н и е .  Доказать формулу для п =  1 и применить метод математи
ческой индукции.

3421. Показать, что функция z =  z (x ,  у ) ,  определяемая урав
нением ..

Ф ( х — а г ,  у — b z ) ~ 0 , (О

где Ф ( и ,  и )— произвольная дифференцируемая функция от пе
ременных и  и v ( a  и Ь— постоянные), являются решением урзв* 
нения

дх , . д г  , 
а Гх +  Ь ГУ = 1 -

Выяснить геометрические свойства поверхности (1).

3422. Показать, что функция z — z(x, у ) ,  определяемая урав-
неиием

| Г  ■ <2 >

п е  ф ( « ,  у )— произвольная дифференцируемая функция от пе
ременных и и v,  удовлетворяет уравнению

( * — х 0) % + ( У  — У о) py  =  z —z0.

Выяснить геометрические свойства поверхности (2).
3423. Показать, что функция z =  z (x ,  у ) ,  определяемая у р а в 

нением
а х b y  +  c z  — Ф  (х2 + у 2 +  Z-), (3)

где Ф ( « ) — произвольная дифференцируемая функция от пере
менной и и а ,  b и с — постоянные, удовлетворяет уравнению

( с у —b z ) ^  +  (az—cx)py =  bx —ay .

Выяснить геометрические свойства поверхности (3).
3424. Функция z =  z (x ,  у )  задана уравнением

Показать, что

( x ' - y ' - z ' ) % + 2 x y %  =  2xz., дх ' * д у '

3425. Функция z — z(x,  у )  задана уравнением

F ( x  +  zy~\ y  +  zx~' )=  0.
Показать, что

дг , дг
х д к + У т у  =  г - хУ-

3426. Показать, что функция z =  z (x ,  у ) ,  определяемая си
стемой уравнений:

х cos а  +  у  sin а  - f  In z =  f  (а), 
—x s i n a  +  r/cos<

i z  =  / (a ) ,  \ 
s a  =  / '( a ) ,  j

« «  ~ a  У) — переменный параметр и !f ( a )  — произвольная 
фференцируемая функция, удовлетворяет уравнению

I  • © • + ( ! ) • = -
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3427. Показать, что функция
г  =  г ( х ,  у ) ,  

заданная системой уравнений:

z =  a x  +  % +  f { a ) ,  '

О = * - £  +  / '( « ) .  ,

удовлетворяет уравнению
1

дхду  '

3428. Показать, что функция г  =  г ( х ,  у ) ,  заданная уравне
ниями

[ z - f ( a ) ] * = x * ( y ' - a *), 1 
[ г — f ( a ) ] f ' ( a )  =  <xx\ J

удовлетворяет уравнению
дг дг
д х Т у ~ Ху'

3429. Показать, что функция г  =  г ( х ,  у ) ,  заданная уравне
ниями

z =  ax +  yq> (<x) +  i|>(a),
0 = х + у ч > '  (a) +  i|>'

удовлетворяет уравнению
дгг д'г (  дгг п 
дх* ду' \ д хду)  ‘

3430. Показать, что неявная функция г = г ( х ,  у ) ,  опреде
ляемая уравнением

у  =  *ф(г) +  Ф(г),

удовлетворяет уравнению
(д г
\ д у )  дх* ‘

• д*г 
дх ду дх ду

/дг \* д*г Q 
{ Тх) д ? ~  ’

§ 4. Замена переменных

Iе. З а м е н а  п е р е м е н н ы х  в в ы р а ж е н и и ,  с о д е р ж а щ е м
о б ы к н о в е н н ы е  п р о и з в о д н ы е .  П у с т ь  в  дифференциальном выражении

А =  Ф(х, у, у ’х , у•хх, . . . )
требуется перейти к новым переменным: t — независимой переменной и и — 
функции, связанным с прежними переменными х н у  уравнениями

*  =  / ('. «)• y=g(t.  «)• ^
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Ди<
фференцируя уравнения (1), будем иметь:

де ,  де . . .
Ух =

__ и-
dt ^ д и

д± + д± и; '  dt ' ди 1

А н а л о г и ч н о  выражаются высшие производные у’̂ , . . .  В результате мы по- 

A и, и;, а ' , . . . ) .

2°. З а м е н а  н е з а в и с и м ы х  п е р е м е н н ы х  в в ы р а ж е н и и ,  со
д е р ж а щ е м  ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е .  Если в дифференциальном вы-
ражении дг дг д*г д*г д*г \

В - F  \̂ х, у, г, д х , д у , dxi , д х д у , щ р , . . .  j

положить
x = f ( u ,v ) ,  y =  g (u ,v). (2)

k

где и и v—новые независимые переменные, то последовательные частные про-
изводные . . .  определяются из следующих уравнений:ах оу

дг _ д г  д[ , дг dg 
ди дх ди 'д у д и  ’

—  —  —
dv дх ди ду dv ’

и т. п.
3°. З а м е н а  н е з а в и с и м ы х  п е р е м е н н ы х  и ф у н к ц и и  в в ы 

р а ж е н и и ,  с о д е р ж а щ е м  ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е .  В более общем 
случае, если имеем уравнения

x =  f(u , v, ш), y =  g (u ,v ,w ) , z =  h(u, v, w), (3)
где и, v—новые независимые переменные и w =  w(u, v) — новая функция, то
для частных производных ^  ^  , . . .  получаем такие уравнения:

дг / df_ df дш \ дг /dg . dg диЛ dh dh дш 
дх \ди 'дш  ди )  ' ду \ди dw ди J ^ d u  'dw du ’
дг / df_,df_ дш\ дг ( dg dg_dtu\ _ d h  dh dw 
d x \ d v 'd u id v  J  ‘ dy\dv ^dm dv J  d u 'd w d v  ’

* т. n.
*Нф<̂ ренцОТОРЬ,Х слУчаях замены переменных удобно пользоваться полными

3431. Преобразовать уравнение
у ' у ' " - 3 у " *  =  х,

■ Ч " »  ^тза новую независимую переменную.
Таким же образом преобразовать уравнение

y ' V v — Wy"y’" +  = 0.



3433. Преобразовать уравнение

у ' + 1 у ' + у = о ,

приняв х за функцию и t =  x y —за независимое переменное.

Вводя новые переменные, преобразовать следующие обык
новенные дифференциальные уравнения:

3434. хгу ’  +  ху '  + у  =  0,  если х =  е 1.

3435. y ' "  =  j 3, если < =  In | дг |.

3436. ( \—х*) у"—ху ’ + п гу  =  0,  если x =  cos/.

3437. у" +  у '  i h x  +  ̂ y  =  0,  если x = l n t g - j .
X

-■f
3438. у ’  +  р ( х ) у ' + q ( x ) y  =  0,  если у  =  и е  “* , где 

р ( х ) £ С {1\
3439. х*уя +  х у у ' — 2//* =  0, если х =  е* и у  =  и е и , г д е и  =  и(/).
3440. (1 +  х*)*у ’ = у ,  если *  =  tg *  и У =  - ^ г д е  u  =  u ( t ) .

3441. (1 — хг)ъ у ’ =  — у ,  если x =  th/ и y = - £ j ,  где u = u ( t ) .
3442. y* +  (* +  i/)(l + у ' ) *  =  0,  если x = u  +  t  и y  =  u — t ,  где 

u  =  u ( t ) .
3443. у ' ” — х*у" +  х у ' —у =  0, если х ~  j  и y  =  j t  где 

u  =  u ( t ) .
3444. Преобразовать у р а в н ен и е  С т окса

АУ
у ( х - а ) * ( х - Ь ) "

полагая
у . . |дс—аU —— 7 , t =  1п ---- гх —Ь' | х—Ь

и принимая и за функцию переменной t .
3445. Показать, что если уравнение

^ г + р ( х) а£ + я ( х) у = °

преобразовать подстановкой х =  ф (£) в уравнение

$  +  P < t ) $ + Q ( l ) y - 0 .
ТО

[2Р  (Е) Q (5) +  Q’ (5)] [Q ( 5 ) ] " ^  =  [2р  (х) q (х) +  q ’ (дг)] [q (х) ]~^
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3446. В уравнении
Ф  (У, У', У") =  О, 

где Ф —однородная функция переменных у ,  у ' ,  у",  положить

^ и dx

У =  е*>
3447. В уравнении

F ( x У ,  ху ' ,  у )  =  О, 

где F — однородная функция своих аргументов, положить

У*
U~ X y  *

3448. Доказать, что уравнение
+{/'*)- 3 i / V *  =  О

не меняет своего вида при томографическом преобразовании 
O ji± b in+£i _ аа£ + М  + с.

"6 + Ц + с  ’ У о5+**1+с *
У к а з а н и е .  Данное преобразование представить в виде композиции 

простейших преобразований:

* = аЛ + рУ +  у. У =  У:
X ----— Y ——Хг' У~Хг

и
X,=.a£-f Ц + с, V ^ e jS + M + c » -

3449. Доказать, что ш а р ц и а н .

I *И‘>]-ЯМ[£Ш'
не меняет своего значения при дробно-линейном преобразовании: 

У =  ( a d —Ь с ф О ) .

Преобразовать к полярным координатам г и «р, полагая
*  =  rcos<p, y  =  rsin<p, следующие уравнения:

3450. dx х — у
3451. (х у ' — у)* =  2ху (\  +«/'*).
3452. (х*+ £ * ) • / “ (* +  УУ')г -
3453. Преобразовать к полярным координатам выражение

х +  уу‘ 
ху'—у"
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3454. Кривизну плоской кривой

f  f _ I У XX I
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О +***)*
выразить в полярных координатах г и ф.

3455. В системе уравнений

^ -  =  у  +  к х ( х г + у ' ) ,  ■^- =  - x  +  k y ( x 1+ y t)

перейти к полярным координатам.
3456. Преобразовать выражение

W =  х —  — и —  dt* у  dt* »
введя новые функции г =  у  хг +  у*,  ф =  a rc tg  у .

3457. В п р ео б р а зо в а н и и  Л еж ан др а  каждой точке (дс, у) кривой 
у  — у  (х) ставится в соответствие точка (X , К), где

Х =  у ' ,  Y — x y ’ —у .
Найти Y' ,  Y '  и У " \

Вводя новые независимые переменные £ и rj, решить следую
щие уравнения:

3458. д<Гх =  % '  еслн Ъ =  х + у  и ц =  х —у .

3459. У % — х р у  =  ° ,  если £ =  дс и г\ =  х * + у г .

346°. +  ( а ф О ) ,  если | =  дс и г\ =  y — bz.'дх
дг

ду
д23461. \ +  У'£ =  г ,  если 1 =  дс и л =  тдх 'ду

Принимая и  и у за новые независимые переменные, преобра
зовать следующие уравнения: 

д г  , лг т  , ... д г3462. x Z  +  V T + r i - x y .
=  In (г/ Ч-1/ 1 +  у 1).

ду

3463. ( х + у ) д£ - ( х - у ) р у  =  0,

если ы =  1пдс и

и =  \пУх' +у*  иесли

V =  a rc tg  У-.

3464. хг£ +  у г *  =  г  +  У х * + у *  +  г», если

и  = - j  и v  =  z +  y x t + y t +  г*.
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( г  +  е * ) %  +  ( г + с ’ ) % - { г * - е * + У ) ,

. . .  . и ~ = : — , если3465. Xдх ̂ У д у  г
и  =  2 х —г -  и у =  у .

3466. ( х + г ) д£  +  ( У + г ) %  =  х +  у  +  г ,  если 

и =  х +  г  и v  =  y  +  z.

3467. Преобразовать выражение

приняв за новые независимые переменные 
Ъ = у  +  ге~ х, ц  = х +  ге~У

3468. Преобразовать выражение

I I  (£)■+№)■•
полагая

х =  ыу, y = j ( u * —у*).

3469. В уравнении
ди , ди . ди _/у

+  ду +  дг - и
положить

Ъ =  Х, х\ =  у —х, 1 =  г —х.

3470. Преобразовать уравнение

приняв х з а  функцию, а «/ и г —за независимые переменные.
3471. Преобразовать уравнение

Щ. 0/-г)Й + (У + г)| = о,
приняв х за функцию, а

и = у — г ,  v  =  у  +  г

3г471е3аВНСИмые пеРеменные.
(И»2. Преобразовать выражение
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приняв х за функцию и
и  =  хг ,  v  =  yz

— за независимые переменные.
3473. В уравнении

( у  +  г  +  и ) ^  +  (х +  г  +  и)  ^  +  ( х + у  +  и ) ^  =  х + у  +  г

положить:
е* =  х — и ,  еч =  1/— и ,  е£ =  г  — и.

Перейти к новым переменным и,  v ,  w,  где w  =  w ( u ,  и), в 
дующих уравнениях:

3474> У Г х ~ х Гу =  ^ ~ х^г ' если

и — х* у 1, «  =  -7 +  7 '  Ч> =  \ п г —(х +  у ) .

3475-
I I  I I

“ =  *• ° =  7 “ 7 ’ w ~ 1 т  •

3476. (дгу +  г ) ^  +  (1 — у * ) д̂ у  =  х +  у г ,  если

и  =  у г —х, v  =  х г —у ,  w  =  x y —z.
(  дг\* . / дг\* .д г  дг

3477‘ ( * 5 i )  + ( * a i )  =  2 , а Г а * -  если
дс =  u ew , у  — v e w, z — w ew.

3478. Преобразовать выражение

t - * » 1 ( £ - « ) •
полагая ______

и =  1пУ х* +  у \  i» =  a r c t g z, w  =  x +  y  +  z,
где w  =  w ( u ,  v) .

3479. Преобразовать выражение
. дг дг 

А ~ ¥ х ' Т у*
полагая и — хе2, v  =  y e x, w  =  ze*, где w  =  uv(u,  v) .

3480. В уравнении
ди , ди . ди , ху 

+  У7П7 +  г И7 =  и + ~ Г

положить : £ =  7 , Л =  у . С =  г ,  w ± = j ,  где w  =  w&,  t], Q.

еле-



полагая
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Поеобразовать к полярным координатам г и <р, п(
и — т sin ф, следующие выражения:

ди ди /ди  / ди  \*
3481. W =  X - f t —У дх • 3483- “' - ( < ? * ]  + [ д у )  *

ди  , ди d»u . d*u
3482.'ю =  -«-5Г +  У 3484- ш = а7* +  ̂ *

.  д*и , 0 д ги , , д*и3485. w  =  x * ^ i  +  2 x y ^ T y -\-y

.  д*г 0 д! г . . д 2г  (  дг  . дг\
3486. W =  y  f a t  2хУ +  д у * ~  \Хдх +  Уд~у)'
3487. В выражении

. _ди_ d v__ ди до
~~дх д у  ду. дх

положить x =  rcos<p, t/ =  г sin <р.
3488. Решить уравнение

д*и _  , д*и 
W ~ a  ой*»

введя новые независимые переменные
l  =  x —a t ,  r) =  x + a t .

Приняв и и v  з а  новые независимые переменные, преобразо
вать следующие уравнения:

3489. 2 Й + 3Й - - Й + ? + ? - 0 ,  еслидх* 1 дх ду ду1 ' дхс 1 ду 9

и  =  х +  2 у  +  2 и v  =  x —y — 1.

34»0. ( l  +  x * ) ^ -  +  ( l + i/ . ) | i . + x g  +  ̂  =  0 > если 

t i= = ln (x + K T + x i ) И w =  ln (y + v  1 4  У1)- 

3491. axt ~  +  2 b x y ^ ~  +  c y t ^ r  =  0 (а, Ь, с —постоянны),

и  =  \пх  И 1»=1п у .

3492- Й -  +  - р -  =  0 , если

8493‘ d ^  +  - ^ -  +  m*z =  0 , если

х =  е п cos t», у  — е?  sin v .
3494. „  Л  1 д г .  .  Л.

Ъ Г ’~ у 1 р '  =  Т Г у ( у > 0)' если

u  =  x —2 VH  и t/ =  x  +  2 ]/*/.

если

■
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3495. г/*|^г =  о, еслиду2

и  =  х у  И V =  —  .
У

и  =  х +  у  и у =  — 4 -— .
3  X У

олп -1 -  д*г / •! I д*г . дгг , дг , дг
3497. х у  дх% (* + у  ) д х д у -\ -ху -gjjg ^ У д х ^ х ~д  ̂— °* если

I
ы =  -о (Х* + У г) и v  =  xy .

,  дгг п . дгг , . ,  д2г п '3498. д с * ^ — 2 x s in  y — . + s in * y -^ T  =  0, еслидхду ду%

U = * tg | -  и 1>=ДС.

3499. У - 0 -  =  О (дс >  0, (/ > 0 ) ,  если

дс =  (ы + у )2 и y  =  ( u —v )2.

350°- « 9 - ( 1 + ^ ) ‘ - “ ли
и =  дс и v = y  -\-г.

3501. С помощью линейной замены
£ =  дс +  Я., у ,  т]=дс +  Яг1/

преобразовать уравнение

* & + м й + с £ - о .

где /1, В и С — постоянные и /4С — В* < 0 ,  к виду

О)

а|дт! =  0.

Найти общий вид функции, удовлетворяющей у р а в н е н и ю  (•)• 
3502. Д оказать , что вид уравнения Лапласа

Д г : , ^ ! i + i ! L  =  oдх* ^  ду1

не меняется при любой невырожденной за м е н е  перем енны х 

дс =  ф(и, и), =  v ) ,

$ 4. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ

удовлетворяю щ ей условиям:
дф  __д ф  дф  _  дф
ди dv ' Ои Ий ’

3503. Преобразовать уравнения

а) Д“ ^ ё -  + э £  = °; б ) Д ( Д м )  =  0,

полагая и - / ( О .  ™e r  =  V x* +  y \
3504. Какой вид принимает уравнение

д% w -\-cw =  0,

если положить
дхду

W =  f ( u ) ,
где и = ( х —х0) ( у —у 0)?

3505. Преобразовать выражение

А =  х дги ди
дхг

дги
У дхду •

полагая
х + у = Х ,  у =  XY.

3506. Показать, что уравнение

К  S  +  2 ^ ! g  + 2(i/-!/> )f + * У * = 0

не меняет своего вида при преобразовании переменных

дс—u v  и «  =  —а  V

3507. Показать, что уравнение

дгг , п  дгг . дгг 
1 ^  +  г ШГу +  ~дуг

Не меняет своего вида при замене переменных 
u = x  +  z и v = y  +  z.

>■. 8508. Преобразовать уравнение
дги . дги 

' дхду ' У2ду дг
п°лагая

х у с1*и пдгг т т  =  0,

II
• П- Демидович

дх дг 

У = 11, 2 =  £г).
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3609. Преобразовать уравнение
д*г , д 2г , д*г

т*
д 2г ■ д*г
дхI 5 3

д*г
дх1 дхг дхг дх,  дх,  дхг дх,

= 0 ,

полагая
//t  =  Xt  “I-  X f — X i, y%= Xi~\-X3 Xit  y t  Xx -|- .V j Xt . 

3510. Преобразовать уравнение

dx* 

полагая
_  y_ Л =  т .  l = y — z-

У к а з а н и е .  Записать уравнение в виде А*и — Аи=0,  где 

А- д , д  , д  
’ х д х ^ Уд у  д г  ’

3511. Выражения

* . - ( © ’ + ( *  ) ' + № ) ■
и

. дги . дги . д*и 
— дх* "** ду* дг*

преобразовать к  сферическим координатам, полагая 
x =  r  sinOcosqi, y = rs in 0 s in < p ,  z =  r c o s0 .  

У к а з а н и е .  Замену переменных представить в виде композиции двух
частичных замен 

и
X—R cos<р, y  = Rsinq>, г = г

/? = rsin0, ф =ф. z = rcos 0.

3512. В уравнении
( д * г  , д*г\ ( д г \ * , ( д г \ *

Z (  дх* ду* } (.дх) ^ { . д у )

ввести новую функцию w,  полагая w =  г*.

Приняв и и v  з а  новые независимые переменные и ® ' ® ! " ’ 11 
за новую функцию, преобразовать следующие у р а в н е н и я .

3513. у % £  +  2 - ^ = | ,  если ы = | ,  » = * ,  w ^ x z - У -  ^

3514 __о д*г . д*г
<»*«• ах» ^дхду^ду* = 0, если и =  х-\-у ,  v  =  -х ■. w  х ’

$ 4 .  ЗАМЕНА П ЕРЕМ ЕН Н Ы Х

д*г . д'-г

3 2 3

3515. 0  +  2 а1 д Р + < ^  =  0 ’ если и = *  +  У> 9 - Х - у ,

=  Х-± У  „ =  £=£ :
• w = x y ~ z-м 2 . д2г ш 02 л-г-и л—ч

3516. ъ Г + г Щ + Ъ  =  г ‘ « • ’ »  « — ? .  ------- - Г -  » - « ' •

« 1  £ £ - * & + ( « + * ) $ - *
если

и  =  х,  v = i с + у ,  w = x  +  y  +  z.
„ д*г . , ,  . . .  д2г дг , дг

3518. (1 * ' )  дх* У ) ду3 ~  х дх~^У д у ' если x =  s m « ,

у  = sin v,  z —e w.
3519. ( 1 - д с * ) ^ - 0 - 2 д : | - 1 г = О  (| * | < 1 ) ,  если

«  = 1  (i, +  arccos * ) ,  v  =  ^ ( y  — arccos дс), w = z y / 1 —л:2.

аза,. (Рг 
ду* х* — у* если

и = х + у ,  v = x —y ,  W
- Ух*—у* '

3521. Д оказать , что всякое уравнение
д2г , дг , , дг , п 

^ a Fx +  b д} +  с г = 0дхд у
(a, Ь, с —постоянные) путем замены

г  =  и е  «+ Р » ,

и р —постоянные величины и и  =  и ( х ,  у ) ,  можно привести

^  +  с,ы =  0 (с1 =  const).

•522, Показать, что уравнение

д*и _ди
дх2 ~  ~ду

Вв Изменяет своего вида прн замене переменных

л / 1 a U
7 *  у = - 1 >  “  — V 7

ФУНКЦИЯ переменных х'  и у '  
В уравнении

И»

А

*<1 + ? ) ^ - ( 1 + р  +  * +  2М ) ^  +  р ( 1 + р ) 0  =  О,
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Где Р =  Ё  и 4 =  % ’ положить " =  х +  г ,  v = y  +  z, Д
считая, что w  =  w ( u ,  v) .

3524. В уравнении
д ги 
дх* + У

. d h l
д у ' дг'

положить х =  е6, у  =  е'', z =  ec, и  =  е* ,  где w = w ( % ,  tj, £)t
3525. Показать, что вид уравнения

д'г д 'г (  д 'г \*
дх* ду* \  дх ду)  —

не меняется при любом распределении ролен между перемен
ными X, у И Z.

3526. Решить уравнение

(дг\* д*г__ 0 дг дг д'г (дг: \ *  д'г  _  ~
\ д у /  дх* дхдудхду \д х )  ду* *

приняв х  за  функцию от переменных у  и г .
3527. Преобразовать уравнение

А ( — ??!La. 9R  ( д±  дг \ д*г ■ г  ( дг д г\д*г _ п 
ду) дх* ~t Z D  \ д х '  д у ) д хд у ’г ^ \ д х '  д у )д у * ~

применяя п р ео б р а зо в а н и е  Л еж а н д р а
v  дг ir  дг -  дг , дг
X = d i ’ Y  =  <Ty• г  =  Х дх +  Уд-у ~ г >

где Z =  Z ( X ,  Y ).

§ 5. Геометрические приложения

н о р м а л ь н а я  п л о с к о с т ь .Is. К а с а т е л ь н а я  п р я м а я  и 
Уравнение касательной прямой к кривой

*  =  <р(/), y  =  t ( 0 .  * =  Х(0
в точке ее М (х, у, г) имеет вид

X - x Y - y  1 - г
dx
dt

д у
dt

dz
~dt

Уравнение нормальной плоскости в этой точке:

£ ( X - x ) + * L < Y - y ) + * (Z - ' ) = 0.

2 .  К а с а т е л ь н а я  п л о с к о с т ь  и н о р м а л ь .  У равн ени е каса
тельной плоскости к поверхности z =  f(x , у) в точке ее М (х, у, г) имеет вид

-У).

у  н - » — » * " ' *  г - ,
дг ~~ —1
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дг
д~х ду

Если уравнение поверхности задано в неявном виде F (х, у, г) = 0 , то 
—~-<nu>HHO имеем: 

dF

КСЛИ J  г -------^ответственно имеем.
d F ................ dF

__ уравнение касательной плоскости и
Х —х _Y —у Z—z
dF
дх

dF_
ду

dF_
дг

_уравнение нормали.
3е. О г и б а ю щ а я  к р и в а я  с е м е й с т в а  п л о с к и х  к р и в ы х .  

Огибающая кривая однопараметрического семейства кривых / (х, i/,- а ) = 0  
(а—параметр) удовлетворяет системе уравнений:

/(*. у, а ) = 0, /а(х, у, а )= 0 .
4°. О г и б а ю щ а я  п о в е р х н о с т ь  с е м е й с т в а  п о в е р х н о с т е й .  

Огибающая поверхност ь  однопараметрического семейства поверхностей 
F (х, у, г, а )= 0  удовлетворяет системе уравнений:

F (х, у, г, о) = 0, F'a (х, у, г, а )= 0 .
В случае двупараметрического семейства поверхностей Ф (дс, у, г, а , Р )= 0 

огибающая поверхность удовлетворяет следующим уравнениям:

Ф (х, у, г, а , Р) =  0, Фа (х, у. г, а , Р )= 0, Фр(х. у, г, а, Р)= 0.

Написать уравнения касательных прямых и нормальных пло
скостей в данных точках к следующим кривым:

3528. х  =  a  cos a  cos /, у  =  а  sin а  cos /, z =  a  sin/; в точке / =  /0.
3529. jc =  а  sin2 /. у  =  bs in  / c o s /, z =  ccos2 /; в точке / =  j .
3530. у  =  х, г  =  х'\ в точке М (1 , 1, 1).
3531. х* +  г* =  10, у г -\ -г*=  10; в точке М  (1 , 1, 3).
3532. * 2-j-y« +  2J =  6, х +  у  - f z  =  0 ; в точке М (1 , —2, 1).
3533. На кривой x = t ,  y  =  t 2, z =  /3 найти точку, касатель

ная в которой параллельна плоскости х -\-2у +  г  =
3534. Д оказать ,  что касательная к винтовой линии x =  acos/ ,

г  =  Ы образует постоянный угол с осью Ог.
»«35. Д оказать , что кривая

jv 'f •x =  a e , c o s t ,  y  = a e 1s\n t ,  z —a e 1
пересекает все образующие конуса хг -\-у2 =  г 2 под одним и тем 
же углом.

3536. Д оказать ,  что локсодрома

Л

tg ( т +-1 ) =е*4’ (*=const).



где ф—долгота, ф—широта точки сферы, пересекает все мери
дианы сферы под постоянным углом.

3537. Найти тангенс угл а ,  образованного касательной в точке 
М а (хо, у .)  к кривой
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г  =  / (х. у ) , * — у —У»
cos a  sin а

где f —дифференцируемая функция, с плоскостью Оху.
3538. Найти производную функции

и  =
К**+У* + г*

в точке Л1(1, 2, —2) в направлении касательной в этой точке 
к кривой

х  =  /, у  =  21г , г  =  —2/*.

Написать уравнения касательной плоскости и нормали в у к а 
занных точках к следующим поверхностям:

3539. г  =  хг + у 2\ в точке М 0(1, 2, 5).
3540. хг + y *  +  z2 =  169; в точке М 0(3, 4, 12).

3541. г =  arc tg  - j  ; в точке М 0 ^1, 1, -5-).

3542. ах2 +  b y 2 +  cz* =  1; в точке М 0(д:0, у л, г0).

3543. z = y - ± I n ; в точке Л!0(1, 1, 1).
*_ л

3544. 2 г +  2* = 8 ;  в точке Л10(2, 2, 1).
3545. дс =  a  cos ф cos ф , у  =  6 со зф 5 тф , z =  с sin \J>; в точке

Мо(Фо. Фо)-
3546. дс =  r cos ф, у ^ г э т ф ,  z =  r c t g a ;  в точке М 0(ф0, г 0).
3547. дс =  ы cosy , у = и  sin у, г = ау ; в точке М 0(и0, у ,) .
3548. Найти предельное положение касательной плоскости 

к поверхности:
дс =  ы +  у, y  =  u 2 +  v 2, z =  u * - f y \

когда точка касания М ( и ,  у) ( и ф и )  неограниченно прибли
жается к точке М 0(и„, и 0) линии кр ая  ы =  у поверхности.

3549. На поверхности дс* +  2 у 2 - f  Зг* + 2ху  -\-2xz +  4 у г  =  8 
найти точки, в которых касательные плоскости параллельны 
координатным плоскостям.

3550. В какой точке эллипсоида
хг и2 г*-— +  — -1- — =  1 в» ‘ ь* ' с*

нормаль к нему образует равные углы  с осями координат?



3551. К поверхности хг +  2 у 2 +  3г2 =  21 провести касательные 
плоскости, параллельные плоскости

*  +  4i/-f62 =  0.
3552. Д оказать , что касательные плоскости к поверхности 

Ху г  =  а я (а  >  0) образуют с плоскостями координат тетраэдр 
постоянного объема.

3553. Д оказать , что касательные плоскости к поверхности

У х  +  У у  +  У г = У а  ( а >  0)

отсекают на осях координат отрезки, сумма которых постоянна.
3554. Д оказать , что касательные плоскости к конусуI г-"(т)

проходят через его вершину.
3555. Д оказать , что нормали к поверхности вращения

г = М У *  +  ? )  ( Г Ф  0)

пересекают ось вращения. ф
3556. Найти проекции эллипсоида

ДС2 +  у г +  22— ху — 1

на координатные плоскости.
3557. Квадрат { 0 < д с < 1 ,  разбит на конечное 

число частей а  диаметра ^ 6 .  Оценить сверху число б, если 
направления нормалей к поверхности

2=  1 —х" —у*

в любых точках Р ( х ,  у )  и Р,(дг,, у ,) ,  принадлежащих одной и 
той же части о, отличаются меньше чем на 1°.

3558. Пусть
z = /(*,«/), где (x , y ) £ D , (1)

— уравнение поверхности и ф(Я,, Р)  — угол между нормалями 
к поверхности (1) в точках Р ( х ,  у )  £D  и Я, (х , ,  y x) £ D .

Д оказать, что если область D ограничена и замкнута и функ
ция / (дс, у )  имеет ограниченные производные 2-го порядка 
в области D,  то справедливо н ер а в ен ст в о  Л яп ун ова

<р(Рг, P ) < C p ( P lt Р ) ,  (2)
где С — постоянная и р ( Р , , Я ) — расстояние м еж ду  точками Р  и Я ,.

3559. Под каким углом пересекается цилиндр дс2+ ^ 2= а 2 
с поверхностью Ь г = х у  в общей точке Л10(дс0, у 0, 2„)?
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где ф—долгота, ф—широта точки сферы, пересекает все мери
дианы сферы под постоянным углом.

3537. Найти тангенс угл а ,  образованного касательной в точке 
М „(*„  У») к кривой
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г  =  / (х. у ) . * —*о ^  у —У» 
cos a  sin а

где f —дифференцируемая функция, с плоскостью Оху.
3538. Найти производную функции

_______х_____
и ~

в точке Л<(1, 2, —2) в направлении касательной в этой точке 
к  кривой

* =  у  =  2/1, г  =  —2/*.

Написать уравнения касательной плоскости и нормали в у к а 
занных точках к следующим поверхностям:

3539. г  =  хг + у г ; в точке М 0(1, 2, 5).
3540. хг + у *  +  г* =  169; в точке М 0(3, 4, 12).

3541. г  =  arc tg  — ; в точке /И0  ̂1, 1, 7 ) .

3542. ах2 +  Ьу* +  с г г =  1; в точке М 0(х0, у„,  z0).

3543. z = i/ -b ln - j - ;  в точке М 0(1, 1, 1).
JL JL

3544. 2 г + 2 *  = 8 ; в точке М 0(2, 2, 1).
3545. дс =  a  cos ф cos ф , у  =  6 созф 5т ф ,  z =  с sin \J>; в точке

М 0 ( Ф о .  Ч>о ) -

3546. дс =  r c o s ф, t/ =  r s i n ф, z =  r c t g a ;  в точке М 0(ф0, г„).
3547. jc =  mcoso, ^ =  u s in i\  z =  ai>; в точке М 0(и0, v a).
3548. Найти предельное положение касательной плоскости 

к поверхности:
x =  u  +  v ,  y  =  u* +  v *, z =  u* +  v*,

когда точка касания М ( и ,  v)  ( u ^ v )  неограниченно прибли
жается к точке М 0(и„, и„)  линии кр ая  u  =  v  поверхности.

3549. На поверхности дс* +  2у г +  Зг* +  2ху-\- 2хг + 4 у г  =  8 
найти точки, в которых касательные плоскости параллельны 
координатным плоскостям.

3550. В какой точке эллипсоида
х 2 I/2 г*
„I Т  г  с, -  1

нормаль к нему образует равные углы  с осями координат?



3551. К поверхности хг +  2 у г - f  Зг2 =  21 провести касательные 
плоскости, параллельные плоскости

x +  4y  +  6 z = 0 .
3552. Д оказать , что касательные плоскости к поверхности 

Хуг =  а* (а >  0) образуют с плоскостями координат тетраэдр 
постоянного объема.

3553. Д оказать , что касательные плоскости к поверхности

V x + V y  + V z = V a  (а > 0 )
отсекают на осях координат отрезки, сумма которых постоянна.

3554. Д оказать , что касательные плоскости к конусуI
проходят через его вершину.

3555. Д оказать , что нормали к поверхности вращения

2 =  / ( V & + ? )  (/' Ф  0)
пересекают ось вращения. ф

3556. Найти проекции эллипсоида

хг -\-у* + 22— х у =  1

на координатные плоскости.
3557. Квадрат { 0 < л с < 1 ,  разбит на конечное 

число частей а  диаметра ^ 6 .  Оценить сверху число 6, если 
направления нормалей к поверхности

2 =  1 —х" —у*

в любых точках Р ( х ,  у )  и Р %(х{, у х), принадлежащих одной и 
той же части о, отличаются меньше чем на 1°.

3558. Пусть
2 = / (* ,«/ ) ,  где (x , y ) £ D , (1)

— уравнение поверхности и ф(Я,, Р)  — угол между нормалями 
к поверхности (1) в точках Р  (х, у )  £D  и Я, (я , ,  y x) £ D .

Д оказать, что если область D ограничена и замкнута и функ
ция / (дс, у )  имеет ограниченные производные 2-го порядка 
в области D,  то справедливо н ер а в ен ст в о  Л яп ун ова

ф ( Л .  Р) <  Ср (Pi, Р),  (2)

где С — постоянная и р ( Р Х, Р ) — расстояние м еж ду  точками Р  и Я ,.
3559. Под каким углом пересекается цилиндр хг + у 2=  а* 

с поверхностью b z = x y  в общей точке М 0(дс0, у 0, г„)?
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Частные случаи формул (1) и (2) при а =  Ь =  0 соответственно »«*. 
названия формулы Маклорена и ряда Маклорена. Сят

Аналогичные формулы имеют место для функции более чем двух 
менных. ^

3°. О с о б ы е  т о ч к и  п л о с к и х  к р и в ы х .  Точка Л/0 (*0, у0) диффр^ 
цируемой кривой F (х, у) =  0 называется особой, если рен"

F (х„, у 0) = 0, F'x (Xo> У«)=0, F'y (x0, у0) =  0.
Пусть М„ (х0, у^)—и з о л и р о в а н н а я  особая точка кривой класса О*) 
числа "

А =  Fхх (Хо, Ув) =  0, В = Fху (х0, у0), С =  h уу (х0, у0)
не все равны нулю. Тогда, если

1) АС—Вг > 0, то М0 — изолированная точка;
2) АС—В2 < 0, то Л10—двойная точка (узел);
3) АС—В2 —0, то М0—точка возврата или изолированная точка.
В случае А =  В = С = 0 возможны более сложные типы особых точек. 

У кривых, не принадлежащих классу гладкости О*’, могут быть особенности 
более сложной природы: точки прекращения, угловые точки и др.

3581. Функцию /(* , у ) = 2 х 2—х у —у 2—6х— Зу  +  5 разложить 
по формуле Тейлора в окрестности точки Л (1 , —2).

3582. Функцию / (х, у ,  z ) = x * + y *  +  z9 — Зху г  разложить по 
формуле Тейлора в окрестности точки А(  1, 1, 1).

3583. Найти приращение, получаемое функцией f  (х, у )  = 
■= х2у  +  х у 2— 2ху,  при переходе от значений * =  1, у — —1 к зна
чениям * , =  1 - f  ft, у г =  —1 +Л.

3584. Разложить / (* - f f t ,  y  +  k, z +  l) по целым положитель
ным степеням величин Л, k и /, если

f  (* , у ,  г )  =  Ах2 +  B y 2 +  С г 2 2 Dxy  +  2 Exz +  2 Fyz.

3585. В разложении функции
/ (х, у )  = * »

в окрестности точки А (1, 1) выписать члены до второго порядка 
включительно. ч

3586. Разложить по формуле Маклорена до членов четвер
того порядка включительно функцию

f  (х, у ) =  V 1 — х2— у2.
3587. Вывести приближенные формулы с точностью до чле

нов второго порядка для выражений:
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а) б) a rc tg  ! +дг~*~у-, ' ь ' —х + у '
cos х------ ;  и; arcib* ,cos у ’ 6  1 -

если |д:| и \у\ малы по сравнению с 1.
3588. Упростить выражение

cos (* +  у  г) —cos *  cos у  cos 2,

считая х, у ,  г  малыми по абсолютной величине.

3589. Функцию

f  (*.«/) =  т ^ ( * +/*’ +  У + ^ +
+  / ( * —ft, y ) + f ( x ,  y —h ) ] —f ( x ,  у )

сложить по степеням ft с точностью до ft*. 
р3 3590. Пусть f ( P ) = f ( x ,  у )  и Р/(х„ y t ) ( i =  1, 2, 3 )— вершины 

вильного треугольника, вписанного в окружность с центром 
в точке Р(х ,  у )  радиуса р, причем * ,=  * +  р, y t =  y .  Разложить 
по целым положительным степеням р с точностью до р* функцию

F ( P ) = ~ U  (Рг )  +  Н Р > ) + 1 ( Р Л

3591. Разложить по степеням ft и k функцию
Д,„/(*. y )  =  f ( x + h ,  y  +  k ) —f  (x +  h,  у ) —f{x,  y  +  k ) + f ( x ,  у ) .

3592. Разложить по степеням р функцию
2л

f ( p )  =  2̂ / ( *  +  pcos<p, i/ +  p sin<p) d<p.

Разложить в ряд Маклорена следующие функции:
3593. / (* , у )  =  (1 + * ) " ( 1  +  у ) \
3594. f  (x, у ) =  In (1 + х + у ) .
3595. f {x,  y ) = e x s\ny .
3596. /(* , y )  =  e* cos y .
3597. f  (x, y )  =  s in * s h y .
3598. f  (x, y )  =  cos *  ch y .
3599. f  (x, y )  = s i n  (x2 y*).
3600. f ( x ,  y )  =  In (1 -+-*) In (*1 + y ) .  •
3601. Написать три члена разложения в ряд Маклорена 

Функции
I

/ (* ,  у )  =  j  (1 +*)'■* d t .
о

3602. Функцию е**в разложить в степенной ряд по целым 
"°ложительным степеням биномов *  — 1 и у + \ .

“ ОЗ. Написать разложение в ряд Тейлора функции / (*, у ) =  у  
в окрестности точки Af (1. 1).

^ ? ® 0 4 .  Пусть г — та неявная функция от *  и у ,  определяемая
м -т ,Иением г * ~ 2 * г  +  у = 0 ,  которая при * =  1 и у =  1 прини
ж е т  значение г = 1.
Ра аПИСать несколько членов разложения функции 

■ощим степеням биномов х — 1 и и — 1.
г  по воз-
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Частные случаи формул (1) и (2) при а  =  6 =  0 соответственно R(v. 
названия формулы Маклорена и ряда Маклорена.

Аналогичные формулы имеют место для функции более чем двух 
менных.

3°. О с о б ы е  т о ч к и  п л о с к и х  к р и в ы х .  Точка Л/„ (х0, у0) дцфф-п, i 
цируемой кривой F (х, у) =  0 называется особой, если ’ ' 1 рен‘

F (х„, у 0) = 0, F'x (*o> Уо)=0, Fy(xa, yt) =  0.
Пусть /И0 (лт0, у ’̂ —и з о л и р о в а н н а я  особая точка кривой класса О*) 
числа "

A — Fхх (х0, ув) =  0, В = FХу (хо> Уо)> С =  Fуу(х0, у0)
не все равны нулю. Тогда, если

1) АС—В2 > 0, то М0 — изолированная точка;
2) АС—В2 < 0, то Л1„—двойная точка (узе,i);
3) АС—В2 —0, то М0—точка возврата или изолированная точка.
В случае А =  В = С —0 возможны более сложные типы особых точек. 

У кривых, не принадлежащих классу гладкости С*я>. могут быть особенности 
более сложной природы: точки прекращения, угловые точки и др.

3581. Функцию f ( x ,  у ) = 2 х 2—х у —у 2—Ьх—Зу  +  5 разложить 
по формуле Тейлора в окрестности точки Л (1 ,  —2).

3582. Функцию f ( x ,  у ,  г )  =  х3 +  у 3 г* — Зху г  разложить по 
формуле Тейлора в окрестности точки А(\,  1, 1).

3583. Найти приращение, получаемое функцией f  (х, у )  = 
«= х2у  +  х у 2— 2xi/, при переходе от значений х =  1, у =  —1 к зна
чениям JC1=  1 -f-Л, Уг= — 1+ Л .

3584. Разложить f ( x - \ - h ,  y -\ -k , z +  l ) по целым положитель
ным степеням величин h,  k н /, если

f  (х, у ,  г )  =  Ах2 +  B y 2 +  С г 2 +  2 Dxy  +  2 Е хг +  2 Fyz.

3585. В разложении функции
/ (х, у )  =х<>

в окрестности точки А (1, 1) выписать члены до второго порядка 
включительно. ч

3586. Разложить по формуле Маклорена до членов четвер
того порядка включительно функцию

f  (х , у ) =  V 1 —х2—у г .
3587. Вывести приближенные формулы с точностью до чле

нов второго порядка для выражений:
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а) б) a rc < g r j : ; j : y .
COS X

— ■* UJ a rc ig  . cos у y 7 b 1 -

если |*| и \y\ малы по сравнению с 1.
3588. Упростить выражение

cos (jc +  у  +  г) —cos х cos у  cos 2, 

считая x, у ,  г  малыми по абсолютной величине.

3589. Функцию

F (X, y )  =  ? U ( x  +  b ,  y )  +  f ( x ,  y  +  h)  +
+  f ( x —h,  y ) + f ( x ,  y —h ) ] — f ( x ,  y )

чложнть по степеням h  с точностью до Л*. 
р3 3590. Пусть f ( P ) = f ( x ,  у )  и Р ,(х „  i/,) (» =  1, 2, 3 )— вершины 

вильного треугольника, вписанного в окружность с центром 
в точке Р(х ,  у )  радиуса р, причем дг,= х +  р, y t = y .  Разложить 
по целым положительным степеням р с точностью до р* функцию

F ( P ) = ~ U  (/>,) +  № )  +  № ) ] .

3591. Разложить по степеням h  и k функцию
Дж„/(*. y )  =  f ( x + h ,  y  +  k ) —f  (x +  h,  у ) — f{x,  y  +  k ) + f ( x ,  у ) .

3592. Разложить по степеням р функцию
2л

F (p)  =  - ^ [ f  (x +  p c o s y ,  y  +  p s m t f d v .

Разложить в ряд Маклорена следующие функции:
3593. f ( x ,  у )  =  ( 1 + х ) ” ( \ + у ) \
3594. f  (x, у ) =  In (1 + х + у ) .
3595. /(х, у ) = е * s i n y .
3596. f  (х, у )  =  е* cos у .
3597. f  (x, у )  =  s in х sh y .
3598. f  {х, у )  =  cos х ch у .
3599. f  (х, у )  = s i n  (х * -{■ у*).
36°0. / (х, у )  =  In (1 -f-дг)I n (1 + у ) .  •
3601. Написать три члена разложения в ряд Маклорена 

Функции
I

/ (* ,  y )  =  \ ( l + x y ' » d t .
О

3602. Функцию е**и разложить в степенной ряд по целым 
"°ложительным степеням биномов х — 1 и у + \ .

ЗвОЗ. Написать разложение в ряд Тейлора функции / (х, У ) = у

В ° & ности точки Af (1. 1).
Тп»« Пусть г —та неявная функция от х и у ,  определяемая 
мяПТ*иием г *—2д:г +  у = 0 ,  которая при х =  1 и у =  1 прини
ж е т  значение 2= 1.
Рагт аписать несколько членов разложения функции 

ющим степеням биномов х — 1 и и — 1.
г  по воз-
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Изучить типы особых точек следующих кривых и приме„ 
изобразить эти кривые: Рн<

3605. у* =  ах* +  х*.
3606. х * + у *  — 3jci/ = 0 .
3607. х2 +  у 2= х * + у * .

3609. (х1+  //’ ) ’ =  а 5
3610. ( у — х*)2= х 4. ''
3611. ( а - \ - х ) у 2= ( а —дс)*».

3608. х2 +  у* =  х".
3612. Изучить форму кривой у 2=  ( х —а) ( х —Ь) ( х—с)  в зави

симости от значений параметров а,  Ь, с  ( а ^ . Ь ^ . с ) .

Исследовать особые точки трансцендентных кривых:
3613. «/*= \—е~х\
3614. у * =  \—е~х\
3515. у = х \ п х .  3618.

X

3617. S - a r c l g ^ ) .

3616. //=■
\ + е х

3619.
3620. у

//* =  s in x 2. 
*=  s in3x.

§ 7. Экстремум функции нескольких переменных

Г . О п р е д е л е н и е  э к с т р е м у м а .  Пусть функция /(Р) =  /(*|, .. . ,* „ )  
стности точки Р0. Если или 1(Р„) > ЦР), или / (Я0) < 1(Р)определена в окржрест

при 0 < р (Р0, Р) < 6. то говорят, что функция ЦР) имеет строгий жстре- 
мум (соответственно максимум или минимум) в точке Р0.

2 .  Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  э к с т р е м у м а .  Дифференцируемая 
функция / (Р) может достигать экстремума лишь в стационарной точке Р„, 
т. е. такой, что d[(P0) =  0. Следовательно, точки экстремума функцни ЦР) 
удовлетворяют системе уравнений j x. (xlt . . . , j t „ )  =  0 (1 =  1, . . . ,  я).

3°. Д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  э к с т р е м у м а. Функция / (Р) в точ
ке Р„ имеет:

П
а) максимум, если df(P 0) =  0, d2f (Р0) < 0, при ^?\dxj\ ^ 0 ,  и 6) мини-

i= Iп
мум, если dj (Р„) =  0, d2j  (Р0) > 0 при ^  I dxi I Ф

» = I
Исследование знака второго дифференциала cPf (Р„) м о ж е т  б ы т ь  прове

дено путем приведения соответствующей квадратичной формы к каноничес
кому виду. * 1

В  частности, для случая функции / (х, у) двух независимых переменных 
х и у в стационарной точке (дс0, у„) (df (х„, у„) =  0) при условии, что D = 
— АС—В2 ф 0, где А =  fxx (*„. i/0), fl =  fxy (x0, y 0), C =  j l y (x0, y0) имеем:

1) минимум, если D > 0, A > 0 (С > 0);
2) максимум, если D > 0, А < 0 (С < 0);
3) отсутствие экстремума, если D < 0.
4 . У с л о в н ы й  э к с т р е м у м .  Задача определения экстремума ФУ 

ции /(Р0) =  /(*,, . . . , * „ )  при наличии ряда соотношений ф,(Р) = 0 («= •• ' “ ’we 
m < я) сводится к нахождению обычного экстремума для функции Лагрон

Ц Р ) =  Ц Р )+  V V M P ) .
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1 •••• т ) — постоянные множители. Вопрос о существовании и 
где *' 'условного экстремума в простейшем случае решается на основании 
хар*|ггер® знака второго дифференциала dtL(P0) в стационарной точке Р0 
„ с с л е д о в а  ^ условии, что переменные dxi................dxn связаны соотно-
фуНКи
щ'ениями „

- <f==l......... m>*
/=|

5 °  А б с о л ю т н ы й  э к с т р е м у м .  Функция /(Р), дифференцируемая 
паниченной и замкнутой области, достигает своих наибольшего и наимень- 

* значений в этой области или в стационарной точке, или в граничной 
точке области.

И сследовать на экстремум следующие функции нескольких 
переменных:

3621. z= x'- +  ( y  — 1):
3622. г = х 2—( у  — \У
3623. г = ( х  — у + \ ) г .
3627. г = х * + у * —хг — 2 х у —у*.
3627.1. z=2x*  +  у* — Х- — 2у-
3628.

3624. 2 =  х г — ху -\ - у2 — 2х-\-у .
3625. г = х 2//3(6 —х —//).
3626. г= х *+ / / 3— Ъху.

. 50 . 20 / v  a  w av 
г = х у +  7  +  — >  ° ,  У >  0)-

3629 

3630. г

. г = х у } /  1 - * 4 ~  £  ( а > 0 , Ь > 0 ) .
ах-\-Ьу-\-с 

+ 1
(а3 + 6 2+ с г ^ 0 ) .

Зу*).
3631. г = 1 —К х*+ У *.
3632. г = е “ +а» ( 8 х - —6ху
3633. z = e x' - i ' ( 5 — 2х +  у ) .
3634. г = ( 5 х  +  Т у — 25)<?-<*,+**+*',>.
~ г =  х2 -\-ху +  у 2— 41пх  — 10 In «/.

2 =  s i n x - f  co sy  +  co s (x —у )  ( 0  ^  х ^  у  ; 0 

2 =  sin х  sin //sin (x +  у )  ( O ^ x ^ n ;  0 ^  // ^  л ). 
2 =  x —2//4-lnKx2 - H ^ + 3 a r c t g - ^ .
2~  Xy In (хг -f- //*). 
z=  x +  y  -(- 4 sin x sin y .  
z — (x* - f  у г)е-(**+»*>. 
w =  x* +  //!  -f- г* +  2x +  4// —6г. 
и =  х* 4-//s + 2J - i -\2xy-\-2z.  .

3635.
3636.

3637.
3638.
3639.
3640.
3641. 
3612.
3643.
3644.
3645.
3646.

“ =  x +  £--1- -  +  -4x 1 у 1 г (x >  0 , //>0 , 2 >  0 ). 
u =  x y 2z3 ( a —x —2//—3z) (a >  0 ).

о* г*

Ш

(x >  0 , 0 >O, 2 >  0 , a  >  0 , 6 > 0).



3647. и =  sin дс +  sin у  - f  sin г —sin (x +  y  +  z)

( 0 < д с < [я ;  O ^ i / ^ л ;  O s g lz ^ n ) .

3648. и =  х1х\. =  х1 ( l —x1—2xt — . . . — nx„)

(* i >  0, х ,  >  0 ............х„ >  0).

3649. u  =  xt + \ i  +  £ + . . . +-£=_ +  !
Х\ Х2 хп — 1 * п

(*,• >  0, i =  1, 2 ...........п).
3650. З а д а ч а  Г ю й г е н с а .  Между двумя положительными 

числами а  и b вставить п чисел дс,, дс„ так, чтобы вели
чина дроби

_______ х,х2...х „ _______
(а+ * ,)(* ,+ ** ) . . .  (х„+*)

была наибольшей.

Найти экстремальные значения заданной неявно функции г 
от переменных х н у :

3651. х* +  у 2-{ -г*— 2х +  2 у — 4z— 10= 0.
3652. х1 +  у 2 +  z2 —xz —y z  +  2х +  2 у  +  2 г —2 = 0.
3653. (x2 + y 2 +  z2)2 =  a 2(x2 +  y 2 — г 2).  .

Найти точки условного экстремума следующих функций:
3654. г — ху ,  если х +  у = \ .
3655. г = -5- +  у »  если х2-\ -у2=  1.

3656. г  =  х* +  у 2, если-^- +  у =  1.

3657. z =  Ах2 +  2 В х у  +  С у 2, если дс* +  у 2= 1 .
3657.1. z =  х2 - f  \2ху +  2 у 2, если 4 ** 4 - у* = 2 5 .

3658. z =  coss jc +  cos’ у ,  еслн дс— t/ =  - j .

3659. и = х —2у  +  2г ,  если х2 +  у 2 +  г 2 =  1.
3660. и  =  xmy nzP, еслн

x + y  +  z = a  (т  >  0, я  >  0, р  >  0, а > 0).

3661. и = х 2-\-у* +  г 2, если

* S  +  j£ +  S = 1  ( а > Ь > с >  0 ) .

3662. u = x y 2z3, если дс +  2у +  3г =  а

(* >  0, у >  0, z >  0, а >  0).
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3663. и  =  ху г ,  если х ' + у г +  г'- =  1, х +  у  +  г  =  0.
3663.1. и = х у + у г ,  x*+t/* =  2, у  +  г  =  2 ( х > 0 ,  у > 0 ,  г > 0 ) .
3664. u =  s i n x s i n y s in z ,  если дс+у +  г  =  -у

(дс >  О, у >  О, z >  0).

3665. « = £  +  j£ +  £ .  если дс* +  у* +  z* =  I,

х  cos a - f  у  cos р + z c o s  V = 0  
( а  >  b >  с >  0, cos* а  +  cos* р +cos* у =  1)«

3666. и =(дс— Е)*4-(i/— Л)а Ч -(г— О*, 
если Ах +  В у  +  С г  =  0,  х*+у *  + z* =  /?*,

—-— =  -З-s =  — — , где cos*a4-cos* Р + c o s* v =  1. 
cos a  cos р cos у

3667. и  =  х\ - f x j  +  . . .  - f x j ,  если 

4*...  -f--2 =  1 (а,- >  0; « =  1,2, . . п).
а 1 а % п

3668. u =  x f  +  x?-|- . . .  + х *  ( р >  1), если
+  *, +  .•• +хп = а (а >  0).

3669. u =  f i +  если*1 ХП
P,Xj +  Р,х, - ( - . . . +  р„х„ =  1 (а,- >  О, Р,- > 0 ,  х,- > 0 ,  ( = 1 , 2 ,  . . . ,  п) .

3670. «  =  х ? 'х ? * . . .х£", если x t +  x t +  . . . + х „  =  а
( а > 0 ,  а ,  >  1, 1 =  1 ,2 ,  . . . ,  я ) .

3671. Найти экстремум квадратичной формы
п

(a,y =  aJ ( )

при условии

2 х ? =  1.
<> I

3672. Д оказать  неравенство
х" + (Г ^  ^x + y j "

если 1 и х ^ 0 ,  ^ 0.

У к а з а н и е .  Искать минимум функции г =  (хч +  у") при условии 

*+У = $.
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3673. Д оказать  н ер а в ен ст в о  Г ёл ь д ер а

> 0 ,  *,• ^  0, i  =  1, 2 , . . . ,  п\ k >  1, -|- — =  i j  _

У к а з а н и е .  Искать минимум функции
/ л  \  1 /  л \ 1

- ( а - * Ш 'гГпри условии

2  w = ^ -  <=1
3674.

А = \ап \
Д оказать  

порядка п: для определителян ер а в ен ст в о  А дам ара

i=  1 \ / =  1 J

У к а з а н и е .  Рассмотреть экстремум определителя А =  |о,-.-1 при наличии соотношений

2> */  =  S, ( i = l ,  2...........п).
/ = 1

Определить наибольшие (sup) и наименьшие (inf) значения 
следующих функций в указанных областях:

3675. г  =  * —Ч у—3, если
0 < * < 1 ,  0 < у < 1 ,  

г= х *  +  у 2— 12*4-16  у ,  если х* +  у 2 < !25 . 
г  =  х ’ — х у + у 2, если |*| +  |j/|<1. 
и  =  х14- Чу2 4- 3z*, если х2 + у г 4 - г 2 ^  100. 
и  =  х + у - \ - г ,  если х1-\ -у2^ . г ^  1.
Найти нижнюю грань (inf) и

3676.
3677.
3678.
3679.
3680. 

функции

0 < * + у < 1 .

верхнюю грань 

и =  (д: 4- у  -f г )

(sup)

в области *  >  0, у  >  0, г  >  0.
3681. Показать, что функция г =  ( 1 4 -е » )c o s * — у е ч имеет 

бесконечное множество максимумов и ни одного минимума.
3682. Является ли достаточным для минимума функции /(*. У/ 

в точке М 0(х0, у 0), чтобы эта функция имела минимум вдоль 
каждой прямой, проходящей через точку М в?

Рассмотреть пример / (* ,  у )  =  ( х —у 2) (Чх—у 2).
3683. Данное положительное число а  разложить на п  поло

жительных сомножителей так ,  чтобы сумма обратных величин 
uv была наименьшей.их

■ ч*84 Данное положительное число а разложить на п слагаемых 
чтобы сумма их квадратов была наименьшей. 

таК' 68'  Данное положительное число а  разложить на п  поло-
т е ч ь н ы х  множителей так ,  чтобы сумма заданных положитель- 

*"х  степеней их была наименьшей.
НЫ 3686. На плоскости даны п материальных точек Р , (* , ,  «/,), 
Р  (*t. У»)» У") с массами> соответственно равными /л„

т , , При каком положении точки Р(х , у )  момент инерции системы 
относительно этой точки будет наименьшим?

3687. При каких размерах открытая прямоугольная ванна 
данной вместимости V имеет наименьшую поверхность?

3688. При каких размерах открытая цилиндрическая ванна 
с полукруглым поперечным сечением, поверхность которой 
равна S,  имеет наибольшую вместимость?

3689. На сфере х2 4 -у 2 4 - г 3 — 1 найти точку, сумма квадратов 
расстояний которой от п  данных точек Л1, (*,, у , ,  г , )  ( i  =  1 ,2 ,  . . . ,  п)  
была бы минимальной.

3690. Тело состоит из прямого кругового цилиндра, завер
шенного прямым круговым конусом. При данной полной поверх
ности тела, равной Q,  определить его измерения так ,  чтобы 
объем тела был бы наибольшим.

3691. Тело, объем которого равен V, представляет собой 
прямой прямоугольный параллелепипед, нижнее и верхнее осно
вания которого завершаются одинаковыми правильными четырех- 
угольнымн пирамидами. При каком угле наклона боковых граней 
пирамид к их основаниям полная поверхность тела будет мини
мальной?

3692. Найти прямоугольник данного периметра 2р,  который 
вращением вокруг одной из своих сторон образует тело наиболь
шего объема.

3693. Найти треугольник данного периметра 2р,  который 
вращением вокруг одной из своих сторон образует тело наиболь
шего объема.

3694. В полушар радиуса R вписать прямоугольный парал
лелепипед наибольшего объема.

3695. В данный прямой круговой конус вписать прямоуголь- 
Ы|' параллелепипед наибольшего объема.

3696. В эллипсоид
х 2 и2 Z2— +  — 4- — =  10i  Т- Ьг  Т  сз *
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ПИЗВвЬ ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ
"97. в  прямой круговой конус, образующая которого /

У

прямой 
плоскости

параллелепипед наибольшего объема.

уго ; ° Не'-!а К плоскости основания под углом а ,  вписать прямо- 
ный параллелепипед с наибольшей полной поверхностью.
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3698. В сегмент эллиптического параболоида — =  — у*
С fll I г Пг  = с, вписать прямоугольный параллелепипед наибольшее! 

объема. г°
3699. Найти кратчайшее расстояние точки М 0(х„, и 

плоскости Ах +  B y  +  Cz +  D = 0 .  *  *’ °т
3700. Определить кратчайшее расстояние d  между двум» 

прямыми в пространстве

£—£ , _ у —у, _ 7 —£,
т , "I

_  У — Уг

Pi 

■ г ~ г* 
Pi

3701. Найти кратчайшее расстояние между параболой у = х* 
и прямой х —у —2 =  0.

3702. Найти полуоси центральной кривой второго порядка
Ах* +  2Вху  +  Су*  =  1.

3703. Найти полуоси центральной поверхности второго порядка
Ах* +  Ву* +  Сг* + 2 D x y  +  2E yz +  2Fxz =  1.

3704. Определить площадь эллипса, образованного пересече
нием цилиндра I  i

— + — = 1  Яа* ^  Ь*
ПЛОСКОСТЬЮ " Д

Ax +  B y  +  Cz =  0 . I
3705. Определить площадь сечения эллипсоида

плоскостью

где

— +  - Iа* +  Ь« +  с* 1

х cos а + у  cos р - f  г cos у  =  0 ,

cos* а  4 - cos* р -fcos* у  =  1.

3706. Согласно принципу Ферма свет, исходящий из точки А 
и попадающий в точку В , распространяется по той кривой, Дл 
прохождения которой требуется минимум времени. -

Предполагая, что точки А и В  расположены в различны 
оптических средах, разделенных плоскостью, причем скорое 
распространения света в первой среде равна v u  а во второй v  
вывести закон преломления света.

Г*707. При каком угле паления отклонение светового луча 
"  угол между падающим и выходящим лучами), проходящего 

(т- е_ призму с преломляющим углом а  и показателем преломле- 
будет наименьшим? Определить это наименьшее отклонение.

3708. Переменные величины х и у  удовлетворяют линейному 
уравнению

коэффициенты которого требуется определить. В результате ряда 
равноточных измерений для величин х и у  получены значения
х-, y t (*=== ^ » п) ‘
1 Пользуясь способом наименьших квадратов, определить наи

вероятнейшие значения коэффициентов а  и Ь.
У к а з а н и е .  Согласно способу наименьших квадратов нанвероитнейшнми 

значениями коэффициентов а и Ь является те, для которых сумма квадратов 
погрешностей

2  л *= it (ах1+ь ~у>)*
1=1 1=1

будет наименьшей.

3709. На плоскости дана система п точек М, (xh  у {) (I =  
= 1, 2 , • . л) .

Прн каком положении прямой .vcosa  +  i/ s in a —р =  0 сумма 
квадратов отклонений данных точек от этой прямой будет наи
меньшей?

3710. Функцию х2 наг интервале ( 1 ,3 )  приближенно заменить 
линейной функцией ах +  b так , чтобы абсолютное отклонение

Д =  sup |*2— (a.v-ffr)| ( 1 < * < 3 )

было минимальным.
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О Т Д Е Л  VII 

ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА

§ 1. Собственные интегралы, зависящие от параметра

1®. Н е п р е р ы в н о с т ь  и н т е г р а л а .  Если функция / (дс, у) определена 
и непрерывна в ограниченной области /? [а «С х <  Л ; то

л
f  (у) = $ / (* . У) dx

а

представляет собой функцию, непрерывную на сегменте Ь < у < В .
2°. Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  п о д  з н а к о м  и н т е г - р а л а .  Если, 

сверх указанного в 1°, частная производная / ' (х, у) непрерывна в области 
R, то при Ь < у < В справедлива формула Лейбница.

А А

§  !(х , y )d x =  J \'у (х, y)dx.
а  а

В более общем случае, когда пределы интеграции являются дифференци
руемыми функциями q> (у) и ^ (у) параметра у и а < ф (у) < А, а < ф (у) < А 
при b < у < В, то имеем:

♦ <*> '
A  j  f  (х, у) dx =

Ф (W ♦ (»)
=  /(ф(у). y ) 'F '(S ')—/ (»(»)•  </)T'(y)+ J  f l  (х, у) dx (Ь < у < В )•

ф (»)
3°. И н т е г р и р о в а н и е  п о д  з н а к о м  и н т е г р а л а .  При усло

виях 1° имеем:
я А А в
^ d y ^ [ (x , у) dx =  ^ d x^  I (х, у) dy. 

b  a  a  U

3711. Показать, что интеграл
I

F ( y ) = l f  (х.  У) dx
О

J



оазрывной функции f ( x,  y ) ^ s g n ( x  —у )  является  функцией 
Шпоерывной. Построить график функции ы =  F (у) .

3712. Исследовать на непрерывность функцию
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м е  функция f ( x )  непрерывна и положительна на сегменте [0, 1].
3713. Найти:

I +а

*> “5  J f + ^ ; в)а
1

б) lim [ Vrx * + a t dx; г) lim
а -►0 _  j п-+<*

3713.1. Найти
JL
а

I
Г dx

Ы ' ^ г

lim  ̂ e~R ,ln °d0 .
R-+ ее о

3714. Пусть функция f  (х) непрерывна на сегменте [А, В]. 
Доказать, что

X
Hm ^ [ f ( t + h ) - f ( t ) ] d t  =  f ( x ) - f ( a )  ( A < Q < X < B ) .

а

3714.1 Пусть 1)фп(д с )> 0 (п =  1, 2, . . . ) н а [ —1, 1]; 2) ф„(дс)г^0

при п —►оо на 0 <  е ^  | х | ^  1; 3) § фл ( х ^ х —► 1 при п —► оо.
- 1

Доказать, что, если f ( x ) £ C [ — 1, 1], то
I

lim J /(х) ф„(х) dx =  /(0).
Л —► ОО _  |

3715. Можно ли совершить предельный переход под знаком 
интеграла в выражении

I X*
lim С -4- е  y ‘ dx? 
v - o J  У1



3716. Можно ли вычислить по правилу Лейбница производную 
функции t

Р ( у ) = \  In  V  дс2 +  у2 dx

при у =  О?
3717. Вычислить F ' (х),  если

«*
F(x )  =  l e - * " ' d y .

X
3718. Найти F'  (а ) ,  если:

cot а
а) F( a )  =  J  e“ K rr7 ,dje;

•in а  
Ь+ а

б) j  
в + а

: )F (a ) - j iS !± S S d jr .  ' ' .
а

Г) F ( a )  =  § f ( x  +  a ,  x —a ) d x ;
О
а в х+а

д) /=■(<*) =  5 dx  $ s in (x * + y * — a 2) d y .
О х - я

3719. Найти F" (х),  если
X

F ( x ) =  J (x +  y ) f ( y ) d y ,  
о

где / (дс)— дифференцируемая функция.
3720. Найти F" (х),  если

ь
F ( x ) = [ f ( y ) \ x —y \ d y ,

а

где а  < 6  и f ( y ) —непрерывная на [а, Ь] функция.
3721. Найти F" (х),  если

л л
F(*) =  - S f J d S j / ( x  +  6 +  i|)dT| (Л >  0),

•де /(jc) — непрерывная функция.
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3722. Найти F ln)(x),  еслн
Ж

F ( x ) = $ f O ) ( x - t ) - * d t .
О

3722.1. Доказать формулу

£ ( 8-¥)-г=^|^соз(у+т ) ^  («=1.2,...). О)
Пользуясь формулой (1), получить оценку:

Щ  “р" * « < - » .  +<»)•
3723. Функцию f ( x)  = x2 на промежутке 1 ^  3 приближенно 

заменить линейной функцией а +bx  так , чтобы
з
J (a+ bx—xi)t dx =  m\n.
I

3724. Получить приближенную формулу вида

У  1 + х г *  a+bx  ( 0 < j c ^ 1 )

из условия, что среднее квадратичное отклонение функций а  +  Ьх 
и У I  + х -  на данном промежутке [0, 1] я вл яется  минимальным.

3725. Найти производные от полных эл л и п т и ч е ск и х  ин т еграл ов
Я

£ (k) = 5 V 1—Л1 sin* (р dq> 
о

и
Я ,

о
и выразить их через функции E(k) и F ( k ) .

Показать, что £  (k) удовлетворяет дифференциальному урав 
нению

£ '( * )  +  |  £ '(* )  + £ !£ = = ( ) .

3726. Доказать, что функция  Б ессел я  ц е л о г о  и н д ек са  п
Я

J M( x ) = ^ § c o s ( n i—xsin rp)d(p
О —
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3716. Можно ли вычислить по правилу Лейбница производную 
функции

F ( у )  =  J In У х * + у г dx

при у =  О?
3717. Вычислить F ' {х),  если

*•
F(x )  =  J  е - х» Ч у .

X
3718. Найти F ' ( а ) ,  если:

cos а
а) F ( a )  =  J  e a V l ~x,dx-,

•In а  
b + a

б) f<«> =  ]  Й 1 2 dx-.
e +а

. )  F W - '  ■ .

а

Г) F ( a )  =  ^ f ( x  +  a ,  х —а )dx\ 
о
а* х+а

Л ) Р ( а ) = $ Л х  J  sin (х* +  у* —a*) d y .
О х - а

3719. Найти F’ (x),  если
X

F ( x ) = \ ( x  +  y ) f ( y ) d y ,  
о

где / (дг)—дифференцируемая функция.
3720. Найти F" (х),  если

ь
F ( x ) = ^ f ( y ) \ x - y \ d y ,

а

где а < Ь  и f ( y ) —непрерывная на [а, Ь] функция.
3721. Найти F ’ (x),  если

л h

d l \ f ( x  +  l  +  r ] ) d4 ( h >  0),
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где /(х) —непрерывная функция.

^м-тН



3722. Найти Л " ' ( х ) ,  если
Я

F( X) =  $/(/) (x—t ) * - ' d t .
о

3722.1. Доказать формулу

! с - 1 .  * . » • ) ■  0 )

Пользуясь формулой (1), получить оценку:

В  | £ ( ^ ) | < ; Г П  ч »  * « « — . +<” )•
3723. Функцию f ( x)  = x'- на промежутке 1 ^ х <  3 приближенно 

заменить линейной функцией а +bx  так , чтобы
з
J ( а + Ь х — x*)*dx =  m \ n .
I

3724. Получить приближенную формулу вида

У  1 +  Х1 &а+ Ьх  ( 0 < л е ^ 1 )

из условия, что среднее квадратичное отклонение функций а  +  Ьх 
и K l  -f-х~ на данном промежутке [0, 1] я в л яется  минимальным.

3725. Найти производные от полных эл л и п т и ч е ск и х  ин т егр ал ов
Я
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£ ( * ) =  \ V \ -k *  sinl <fdq>

f <‘> - !TfSm  (0<*<1)о
и выразить их через функции E(k) и F( k ) ,

Показать, что Е (k) удовлетворяет дифференциальному урав 
нению

£ '( * )  + i - £ '(* )  +  £ ^ = 0 .

372G. Доказать, что ф ункция Б ессел я  ц е л о г о  и н д ек са  п
Я

J n M = ^ C O S ( n i p —XSin rp)d(p



удовлетворяет у р а в н ен и ю  Б есс ел я
x'J'„ (дг) +  x J ;  (дс) +  (дг*-л«) У„ (х) =  0.

3727. Пусть
оь

г Г Ф (*) *
* > ’

где функция ф(дс) непрерывна вместе со своей производной ф ' ( х) 
на сегменте О ^ х ^ а .

Доказать, что при 0 < а < а  имеем:
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а
/ > ) = 4 ^ + r _ £ j £ L dje. 

v f  *  J Y * - *

У к а з а н и е .  Положить x = ос/.

3728. Показать, что функция

ы(х) =  $/С(х, y ) v ( y ) d y ,

где
—у) ,  если х

К ( х , у )  I < / ( ! - * ) . если х >  у ,  

и у ( у )  непрерывна, удовлетворяет уравнению 
u ’ (x) =  - v ( x )  ( 0 < х < 1 ) .

3729. Найти F’xy(x, у ) ,  если
*v

F(x ,  У ) =  S ( х —у г )  f  ( z )dz.

где f  ( г ) —дифференцируемая функция.
3730. Пусть f ( x ) —дважды  дифференцируемая функция и 

F ( x ) —дифференцируемая функция.
Доказать, что функция

x+ a l

“ (x,t) = j [ f ( x —at)+f(x + at)] + ̂  jj
x-a l

удовлетворяет у р а в н ен и ю  к ол еб а н и й  с т р у н ы
д*и _ , д*и 
Ш * ~ а  дх*

и начальным условиям: и (х, 0) =  /(х), u j (x ,  0 ) =  F(x ) .



3731. Показать, что если функция f  (х) непрерывна на сег
менте [0 , 1 ]  и (х — 1)' +  ?  +  * Ф 0  при 0 < £ < / ,  то функция
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и  (дс, у ,  г )  =  С —
J  К <*-£)*+1г*-М®

удовлетворяет у р а в н ен и ю  Л апласа
д*и . д*и . д*и _  п 
дх* +  д р  +  дг* ~  U-

Применяя дифференцирование по параметру, вычислить сле
дующие интегралы:

я  £

3732. J In (a3 sin* х +  Ь* cos* х) dx. 3734. | ягс**<в(1 £> dx.

Я

3733. J In (I — 2 a c o s x  +  a=)dx. 
о
Я

3736. Пользуясь формулой
i

arctg  x _  f* dy
J  1 +  x*y* •

вычислить интеграл
i
0 arctg x dx
j  x V \ - x *  '

3737. Применяя интегрирование под знаком интеграла, вы
числить интеграл

< « > ° - *  > ° ) -

3738. Вычислить интегралы:

a) j s i n ( ln l ) £ ^ ! d x ;  6 ) ^ c o s ( l n l ) ^ d *  ( в > 0 , Ь > 0 ) .
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3739. Пусть F (к) и F (к ) — полные эллиптические интегралы 
(см. задачу 3725). Доказать  формулы

где J „ ( x )  и J x(x) —функции Бесселя индексов 0 и 1 (см. за 
дачу 3726).

§ 2. Несобственные интегралы, зависящие от параметра. 
Равномерная сходимость интегралов

1°. О п р е д е л е н и е  р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и .  С ходящ ийся 
несобственный интеграл

где функция Цх, у) непрерывна в области а< дг < -foo, у, < у < yt, назы
вается равномерно сходящимся в интервале (у,. у2), если для любого е > О 
существует число В =  В(е) такое, что при всяком Ь ^ В  имеем:

Равномерная сходимость интеграла (1) эквивалентна равномерной сходи
мости всех рядов вида

Если интеграл (1) сходится равномерно в интервале (у,, уг), то он пред
ставляет собой н е п р е р ы в н у ю  ф у н к ц и ю  параметра у в этом интервале.

2°. К р и т е р и й  Ко ши .  Для равномерной сходимости интеграла (I) 
в интервале (yt, уг) необходимо и достаточно, чтобы для любого е > 0 суще
ствовало число В =  В (е) такое, что

к

где k\ =  1 —к}.
3740. Д оказать  формулу

X

0

(О
а а

+ *

(2)

где о =  о0 < о, < а, < . . . <  а„ < в„+, < . . .  и lim а„ =  +  оо

v
если только У  > В и Ь' > В.

при y i<  у < уг,
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3°.  К р и т е р и й  В е й е р ш т р а с с а .  Д л я  равномерной сходимости ин
теграла ( I )  достаточно, чтобы сущ ествовала не зави сящ ая от параметра у м а 
ж ор и р ую щ ая функция F (x ) так ая , что

1) I /<*.  V) К  f  (*) ПР» а < *  <  +  °°

-г
2) J  F (х) rfx <  +  ов.

а
4 ° .  Аналогичные теоремы имеют место для несобственных интегралов от 

разрывных функций.

Определить области сходимости интегралов:

3741- ]  T T * i x - Э т 4 4 | п £ р -

+рХ X COS X ______ С c o s  .

• J  хг +  хЯ dx% ,  3 7 4 5 - J y j — i dx*3742
Я 

+ ®

3743. 3746. | xT| L £ _ J x  ( р > 0 ) .

При помощи сравнения с рядами исследовать сходимость 
следующих интегралов:

3747. С c- ^ d x .  3749. Г — .
j  *  +  °  } х ' У ь \ п ' х

3748. С j-----xndx t ■ (п >  0 ) . 3750. f  sinJ  l + * ' , s in*x '  ^  '  J  Jt"

3751. С и м у л и р о в а т ь  в положительном смысле, чтб значит, 
что интеграл

•f «

J  / (дг, y)dx
а

сходится неравномерно в заданном интервале (y t, у,)?
3752. Д оказать, что если 1) интеграл
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3768. j  sin -J- • % (0 < п <  2).

3769. J  г ,— ( | a | < l ) .
о К ( * — 1) (JC— 2)* '  2 /

3770. Г- « " ” ■ dx  ( 0 < a < l ) .J  K | *-a |  v ^  ^  /

3771. Интеграл называется равномерно сходящимся при данном 
значении параметра, если он равномерно сходится в некоторой 
окрестности этого значения. Д оказать, что интеграл

+ 00
a d x/ =

3  1 + * ’

сходится равномерно при каждом значении а ф О  и не сходится 
равномерно при а  =  0 .

3772. Законен ли переход к пределу под знаком интеграла 
в выражении

Т  JJ

lim  ̂ a e -our dx?
г Л Уа-*  + о

3773. Функция f  (х) интегрируема в промежутке (0, - fo o ). 
Доказать формулу

+ 00 + «в 
lim \e~axf ( x ) d x =  [ f ( x ) d x .

a-* +0 г -

3773.1. Д оказать, что, если /'(дг) абсолютно интегрируема на 
[а, + о о ] , то существует lim /(дс).

3774. Д оказать, что
Х - *  +  в

+ се

lim  ̂ / (дс) sin лдс dx =  О,

если / (дс) абсолютно интегрируема в промежутке (0 , + о о ) .  
3775. Д оказать, что если 1) / (дс, y ) = t f  (х, у0) в каждом ко-

+ ®

печном интервале (а, Ь); 2) \ f(x ,y )\ ^ .F (x ) ,  где $ F ( x ) d x <  +  oc,
а

ТО
+ 00 + 0 0  

lim \ f{x ,  y )dx  =  \ lim /(дс, y)dx.
l - k  и -  “  —  ••V-*U* а

3776. Вычислить интеграл
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J im  [ ( | + £ ) - ] * ,

используя предельный переход под знаком интеграла.
3776.1. Пусть /(дс) — непрерывна и ограничена на [0 , + о о ) .  

Доказать, что

3776.2 . Найти

" т . Ц  ю -

3777. Д оказать, что интеграл

есть непрерывная функция параметра а.
3777.1 . Показать, что

• s i n -

есть непрерывная функция в интервале 0 < а < 1 .
3778. Определить точки разрыва функции

F ( a ) =

Построить график функции y — F(a).

Исследовать на непрерывность в указанных промежутках сле
дующие функции:

3779. F  (а) =- J
xdx  

2 +  * “

3780. F ( a )  =  j  ^ d x

3781. F (a )  =
- I

sin x
ж“ ( л — x)

при a  >  2 . 

при a  >  0 .

— dx  при 0 <  a  <  2 .



+ •

3782. F  (а) =  С —*̂----- - d x  п р и 0 < а < 1 .
|«1п*Г

+ вс

3783. F (  а ) =  J  ае~ха' dx прн — о о < а <  +  оо.
о

§ 3. Дифференцирование и интегрирование несобственных 
интегралов под знаком интеграла

1°. Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  п о  п а р а м е т р у .  Если 1) функция 
/ (дс, у) непрерывна вместе со  своей производной f'y (х , у) в  области а  <  дг <  - f  оо, 

+  *  + ®

У1 < у < Уг, 2) J  / (дс, y)dx  сходи тся; 3)  ̂ jy (дс, у) dx сходится равномерно 
а

в интервале (ух, уг), то
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а

+ «+ ое + х

^  j*  / (дс, У) dx =  J  /' (дс, у) dx

при У\ < у < Уг (правим Лейбница).
2°. Ф о р м у л а  и н т е г р и р о в а н и я  п о  п а р а м е т р у .  Если 1) функ-

+ *
ция / (дс, у) непрерывна при х ^ а  ч у1< у < у г\ 2) [  / (х, у) dx сходится рав-

а
номерно в конечном сегменте [yXt у21, то

Уг + ее +  ж Уг

^ dy  ^ / (х , y)dx  =  J  dx J  / (х , y)dy. (1)
УI "  “ у,

Если / (x , y ) ^  0 , то формула (1) верна так ж е и для бесконечного проме
ж у тк а (у,, уг) в предположении, что внутренние интегралы равенства ( I )  не
прерывны и одна из частей равенства (1) имеет см ы сл.

3784. П ользуясь формулой
I

j  xa~l dx =  -^ (п >  0 ) ,

вычислить интеграл 
1

/ =  J xa~ 4n a xdx,  где т — натуральное
о

3785. П ользуясь формулой

число.

j  з .  ДИФФЕ Р Е НЦИР О В АНИ Е  Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  И Н Т Е Г Р А Л О В

в ы ч и с л и т ь  интеграл
+ 00

I  — j  (x1+o)" + t ’ где п — натуральное число.

3 7 8 6 . Д оказать, что интеграл Дирихле| U a )  =  J ^ d x

имеет при а ф О  производную, однако ее нельзя найти 
мощью правила Лейбница.

У к а з а н и е .  П олож ить а х — у.

3 7 8 7 . П оказать, что функция
+ 00

непрерывна и дифференцируема в области
—  оо <  a  <  - f  о о .

3 7 8 8 . Исходя из равенства
h

f - a x — е - Ь х
- =  Ц е - х^ у ,

вычислить интеграл
+ 00

S
е - а х _ е - Ьх dx  (a >  О, b >  0).

+  ое 

!

3 7 8 9 . Д оказать формулу Фруллани

/ (a x )-/ (fa')d x  =  f ( 0 ) i n ±  ( а > 0 , & > 0 ) ,

р- — . -> 

где /(дс) — непрерывная функция и интеграл С djc

смысл при любом А >  0.

Применяя формулу Фруллани, вычислить интегралы:
+ OD

3790  ̂ cos ах—cos ^х- dx (а >  О, Ь >  0).

^  Б . П. Демидович



3 7 9 1  |  sin  а х — sin  6х  dx ( а > 0 ,  Ь >  0 ).

3792  arctg ах— arctgbx dx  ( а > ^  >  Q)

С помощью дифференцирования по параметру вычислить 
следующие интегралы:

V  е~ах*—е~^х'3793. J -̂----- - f - ------dx  ( а > 0 ,  р > 0 ) .
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3794. |  ~ е~^ J  dx  (а >  0 , р >  0).

3795. J   ̂ е—— sin/nxd* (а  >  0 , Р >  0).

3796. j  ------ ^ ----- co sm xdx  (а  >  0 , Р >  0).

Вычислить интегралы:

3 7 9 7 . С dx  (| а | <  1). 3 7 9 9 . f  arctg ах  ^  
$ х* У Т = 1 *  \ * I ^   ̂ х,

3798. | dx (| а | <  1). 3800. | ' " р + У  dx'

3801. J  a jctg a x ,rc tg pxdje,

3 8 0 2 . J  ‘" ( l  + а *х*Я п(I +  Рх») dx

3803. Вычислить интеграл Эйлера— Пуассона
+ ®

/ =  J  e~xtdx, 
о

исходя из формулы
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Пользуясь интегралом Э йлера— П уассона, найти величины 
интегралов:

+ <*>
3804. J  e " (“ ,+2tJt+0dx (а >  0 , а с— Ь* >  0 ).

— ас 

+ <*>
3805. $ (alxi +  2b1x +  cl)e-<ax‘ +2bx+c)dx ( а > 0 , а с — Ь * > 0 ) .

—  CD

+ ® + ® _ /  ,  в»\
3806. $ e_ej(ich bxdx  (а >  0 ). 3807. ) е '  +x* 'd x  (а  >  0).

— оо 0

V  ,-о и *
3808. j  - ------^ ------dx  ( а > 0 ,  р > 0 ) .

+ 00

3809.
б 
+ ®

$ е~ах* cos bxdx {а >  0 ). 3810. $ xe~*”2s in b x d x {a >  0). 
о о
*-00

3811. J  хгпе~х* cos2bxdx (п — натуральное число).
о

3811.1. Д оказать, что 

в

lim V~x f  e~‘ xt'dt =  l / ^  (a >  0 , 6 >  0).
x -*  + x  4  r a

-6

3812. Исходя из интеграла

+ 00

I

/ ( a ) =  j  e~‘ * ^ d x  ( a > 0 ) ,

вычислить интеграл Дирихле

D(P) =  j  ^ d x .

3812.1. Какой примерно. вид имеет график интегрального 
синуса

У =  S ix ,
где

X
S U - J sin t

—j — a t .

12»



Используя интегралы Дирихле и Фруллани, найти величины 
интегралов:

3 8 ,3 . j "  3817. ( i i i S ) ’ * .

(а  >  0 ).
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3818. Т  ( 2 1 2 £ ) V

+ о 

f + в
3815. f  —  0Ц̂ С° 3 PJC dx. , 3820* J  ~

(< * P ^ 0 ) .

3816. J  ^ d x .  3821. J  ™ P d x

3819. [  *^r-dx .

+ ao
<xjc—,sin4 fix dx

3822. j  g -»«£jn. y  ( * > 0 ,  c t > 0 ,  p >  0 ).

3823. Найти разрывной множитель Дирихле
+ »

D (x ) =  -|- J  sin A, cos Ъ : у

для различных значений х. Построить график функции у =  D (x ).
3824. Вычислить интегралы:

+ »  + 30
г* Г s in a jf^^. „  Г sin аж .a) v. p. J  - ^ d x ;  б) v. p. J  т ^ -dx.

— 00 —ао

3825. П ользуясь формулой

Т Т 7 - - j  ‘ - " " “ 'd u , 

вычислить интеграл Лапласа



3 8 2 6 .  Вычислить интеграл
+ ®

г Г х sin ах л
L ‘ =  \ T T * d x -

Вычислить интегралы:

3 8 2 7 .  J ^ d x .  3828. J

3*29- f  «■ >  0 . >  «I-
— ао

3 8 3 0 .  П ользуясь формулой
+ 00

J = -  =  J = -  f  e - ^ d y  ( х > 0 ) ,V x  У л j)

вычислить интеграш Френеля
+ • +00

I  3.  ДИФФЕ Р Е Н Ц И Р О В А Н И Е  Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  И Н Т ЕГ РА Л О В  357

| sin (хг) dx =  J  j  dx

+ 00 + «

j  cos (x2) dx =  - j  j  y f d x -

Найти величины интегралов:
+ 00

3831.  ̂ sin (ax* +  2fex +  с) dx (a = £ 0 ).
— cc
+ 00 +00

3832. J  s in x J -co s2axd x . 3833. J  cos x7 ■ cos Чах dx.
— 00 —00

3834. Доказать формулы:
+ •  +«t 

i 4 P cosax . д . 0 . Г x sin a x .  я
*) J  5 i = p d*  =  25s in a a ; 2) j  ^ d x = — ^ c o s aa,

где а ф  0 и интегралы понимаются в смысле главного значения 
Коши.

3835. Найти преобразование Лапласа
+ оо

F ( p ) =  J  e - * f ( t ) d t  ( р >  0)
о

для функции /(/), если:



а) f ( t )  =  tn (п — натуральное число);
б )/ (/ ) =  К Т ;  д) / (О =  cos/;

в) / (/ )= * « ';  е) f  (/) =  — f — :

г) /(/) =  <е-а/; ж) / (0  =  s i n a j/ 7 .

3836. Д оказать формулу (интеграл Липшица)
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“ Т Т О Г  <“ ><»•

Я

где J 0 (дс) =  j  cos (дс sin q>)dq>— функция Бесселя 0-го индекса

(см. задачу 3726).
3837. Найти преобразование Вейерштрасса

если:

а) f (y)  =  1; в) f (y )  =  e'ai>-,
б) f ( y )  =  y'\ г) f  (у) =  cos ay.
3838. Многочлены Чебышева—Эр ми та определяются форму

лами

//„(*) =  ( - ! Г ^ * £ ( е - * ‘) (л =  0 , 1, 2, . . . ) .

Д оказать, что 
+ ®

если тФп\ 
если т — п._ [  Н * (х) Я " (Х) е~Х йх ~  {  2«л! К  я ,

3839. Вычислить интеграл

J  • ’ k  " i J «
— во

(o4 > 0 , о, >  0),

имеющий важное значение в теории вероятностей.
3840. Пусть функция-/(дс) непрерывна и абсолютно интегри

руема на промежутке ( — оо, 4 -о о ) .‘



Д оказать, что интеграл

“(*-'>=srbT
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удовлетворяет уравнению теплопроводности
д и ____1 дги
1 Г ~  а*дх*

н начальному условию
lim и (х , t) =  f{x). 

/-* + 0

§ 4. Эйлеровы интегралы 

1®. Г а м м а - ф у н к ц и я .  При х >  0  имеем:

+  ОС

Г ( х )  =  J
0

Основное свойство гамма-функции вы раж ается формулой понижения

Г ( х + 1 ) = х Г  (х).

Если п — целое полож ительное число, то

Г  (л) =  ( я — 1)1; Г ( я + 1 )  =  1 ' 3 "  ^ Я ~ 1) V H

2 °. Ф о р м у л а  д о п о л н е н и я .  При 0  <  х  <  1 имеем:

Г  (х) Г  (1 — х ) = - н ^ — .'  ' '  ’ ы п я х

3 ° . Б е т а - ф у н к ц и я .  При х  >  0  и у >  0  имеем:

1
В  (х, у)о= J / * - X ( i _ t p - i d t .

О

Справедлива формула

Г  (х) Г  (у)В (X, У ):
Г ( * + у )  •

3841. Д оказать, что гамма-функция Г (дс) непрерывна и обла
дает непрерывными производными всех порядков в области 
дс >  0 .

3842. Д оказать, что бета-функция В(дг, у) непрерывна и обла
дает непрерывными производными всех порядков в области 
* > 0 ,  у >  0 .
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С помощью эйлеровых нитегралов вычислить следующие ин
тегралы:

3843. J  V х —хг dx. 
о
а

3844. 5 x I ^ a * ^ x s d x (a > 0 ) .

3847. x'-dx

3845 \dx.

3846. dx
1 4 - x * -

j  7 + F ‘

n_

3848. J  sine jc cos4 xdx.
о

A '

3849

T "

3850. J  xtne~x* dx (n— целое положительное).
о

Определить область существования и выразить через эйлеровы 
интегралы следующие интегралы:

+ *  + ®

3851. j  dx ( п > 0 ) .  3852. jj
+  *) "

dx.

3853.

a

(0 <  a <  b, с >  0).

3 8 5 5 -
A *

3858. Сй Т ь  ~'\пЛх J  (l-f-feco sx)"

(0 <  |Л| <  1).

+  30

3859. J  e~ *ndx (n >  0).

3856. J  s in " x cos'1 x dx.
0

л
2

3857. J  tgnxdx .

о 

+ ®

3860. J dx.
о

3861.
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+ •  £
3862. J  Xr e -ax\nxdx (а >  0 ). 3864.1 .  ̂ dx.

о о 
+ ® , »(* X/»-1 In* . Р lnJ г ,

3863. j  i + T ~ dx' 3864 .2 . \ Ac.
0 о

V  X/’- , ln*X . , 0„ .  (* xP~l — x fl-1 .
3864. j  i + *  dx• 38®5 ' J (i 4- jc> Inx dx'

1

3866. j * '  \ _ Xx ~— dx (0 <  p <  1).

У к а з а н и е .  Этот интеграл можно рассм атривать как

lim  [В  (р . е) —  В  (I  —  р, e)J. 
в - + 0

+  оо а +  I

3867- | l i n £ d* ( 0 < a < P>- 3869‘ S \nr(x)dx ( а > 0 ) .
I. I I

3868. J  In Г (дг) dx. 3870. J  In Г (дс) sin л х  dx.
0 о
1

3871.  ̂ 1 п Г (д с )с о з 2 п л д с й д с  ( я — н а т у р а л ь н о е  ч и с л о ) .

Д оказать равенства:

3872. Г — f  Х‘ *  ~  ?
х* 4

, Г dx f  хМл
'* J  V T = B  ' j  / Г Г

+ *> + и

3873. J  e~x‘ dx • j* x*e-x,dx =  .

+ *  __1_ n -  I

3874. I I  j  хя ~1е - хП dx =  * (2л) 2 .

3875. lim f  е~хП d x =  1.
n —> X J

0
+ •

Используя равенство j a  =  Y ^  | tm- 4 ~ xt dt (д с > 0 ), найти 

интегралы:
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+  оо

3876. \ ^ d x  (0 <  m <  1).

*  ®
3877. f  (0 <  m <  2).

Р COSflJ

i  * "  
f  ОО

3878. Д оказать формулы Эйлера:
+ OD

a) J  C0,otcos (X/ sina)d/ =  ̂ r^ co sa je ;
о

+ 00

6) J  tx~le~u c o ,a sin (X/ sina)d/ =  - ^ s i n ax

( * > 0 ,  x > 0 ,  _ * < « < * ) .

3879. Найти длину дуги кривой

rn =  а п cos лф (a >  0 , п — натуральное).

3880. Найти площадь, ограниченную кривой

\х\п +  \у\п =  ап ( п >  0 , а  >  0).

§ 5. Интегральная формула Фурье

1°. П р е д с т а в л е н и е  ф у н к ц и и  и н т е г р а л о м  Ф у р ь е .  Если 
1) функция /(х) задана на оси — оо <  х  < - } - о о ,  2) кусочно-непрерывна вместе 
со  своей производной /' (х) в каждом конечном пром еж утке и 3) абсолютно 
интегрируема на интервале ( — оо, +  оо), то во всех своих точках непрерыв
ности она допускает представление в форме интеграла Фурье:

+ *

/ (* )  =  J  [а (Я) cos Я х + 6  (X) sin  Ъг] dX, (1)

где
+ »  + ж
j  / в )  cos и * ( X ) = 1  J  / (5 )s in X | rfS .

— eo — ao

В  точках разрыва функции /(х) левая часть формулы ( ! )  долж на быть заме

нена на у  [ / ( х + 0 )  +  / (х — 0 )].

Д л я  четной функции / (х), с  тем ж е  замечанием относительно точек раз
ры ва, формула (1) дает:

+ а»
/ (х) =  С а  (Я) co s be dX, (2)

J



15. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА ФУРЬЕ 3 6 3

где

а (*•)=■§ § /(|)со*А$<£.
о

Аналогично для нечетной функции / (дс) получаем:
+ ®

/ ( * ) =  J  f t(X )s in JU d * .. (3)
о

где + а

Ь(Х,=Я£  j  /в>*|пХ5<£-

2е. П р е д с т а в л е н и е  ф у н к ц и и  и н т е г р а л о м  Ф у р ь е  в и н т е р 
в а л е  (0 , + < »)•  Ф ункция / (дг), заданная в интервале (0 , + о о )  и кусочно-не
прерывная вместе со  своей производной (дс) на каждом конечном интервале 
(а, Ь) С  (0, +  оо). абсолютно интегрируемая на (0 , + » ) ,  по ж еланию  может 
быть представлена в данном интервале или формулой (2) (четное продолжен 
ние),  или формулой (3) (нечетное продолжение).

Представить интегралом Фурье следующие функции: 
_  ( 1, если |х| <  1;
— \ 0 , если | х | >  1.
_  f sgn х, если | х | <  1;
— \ 0 , если | дс | >  1.

3883. / ( jc )= sg n (x  — a ) — sgn ( j c — b) (b >  a).

3884. / ( * ) - [ '■

3881. f(x)

3882. / ( jc)

О, если | j c [ >  a.
I

a ,  +  x 1

3887. f(x) =

3888. /(дг) =

( sinjc, если | jc| ^ n ;
\ 0 , если | x  | >  л. 

c o s j c ,  если | j c | ^ - j ;

О, если | j c | > | .

A sin (ot| если 11 К  — -1 1 CO3889. f ( t )  =   ̂ 2яп 
0 , если |/| > - j j j - ( n — натуральное число).

3890. /(jc) =  e - “ i ' l  (a  >  0).
3891. f (x) =  e~a I * I cos pjc (a  >  0 ). 3893. f { x ) = e ~ xt.
3892. f  (x) =  e - *  l * l sin pjc (a  >  0 ). 3894. / ( jc)  =  xe~*\
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3895. Функцию
f ( х ) = е - *  ( 0  <  дс <  +  о о )

представить интегралом Фурье, продолжая ее а) четным образом
б) нечетным образом.

Найти преобразование Фурье

для функции / (/), если:

3896. / (дс) =  е~а 1 * I (а  >  0). 3898 . f ( x )  =  e 2 .

3897. /(дс)=дсе_ а 1 *1 (а  >  0). 3899. /(х ) = е  1 cos аде.
3900. Найти функции «р(дс) и ij? (д:), если:

+ 00

б )
о



§ 1. Двойные интегралы

I®. Н е п о с р е д с т в е н н о е  в ы ч и с л е н и е  д в о й н о г о  и н т е -  
г р а л а. Двойным интегралом от непрерывной функции / (х , у), распространен
ным на ограниченную замкнутую  квадрируемую область Q, назы вается число

f  f  /(*• У) dx dy =  lim 2 2  f l xi ’ У/) Лх, ЛУ/.
J J  max | Аж(. |- *  О J  I

max | Ai/j  | -»  О

где Дх, =  х ( + 1 — */• Ьу/ =  У/+ 1  — У/ и сумма распространяется на те значения
I и /', для которых (х,-, y/)£Q .

Если область Q задана неравенствами

а < х < 6 ,  yt (х) <  у <  у , (х),

где У1 (х) и i/2 (х) — непрерывные функции на сегменте [а, 6 ], то соответствую 
щий двойной интеграл может быть вычислен по формуле

ъ у , (*)
J  J  / ( * .  У) dx dy =  J  dx J  / (x , у) dy.
U a y ,  (x)

2°. З а м е н а  п е р е м е н н ы х  в д в о й н о м  и н т е г р а л е .  Если не
прерывно дифференцируемые функции

х =  х(и, V). у =  у(и, v)
осуществляют одно-однозначное отображение ограниченной и замкнутой об
ласти Q в плоскости Оху на область Q ' в плоскости Ouv, и якобиан

. Р ( * .  У)
D (и, и)

сохраняет постоянный знак в Q за исключением, быть может, множества ме
ры нуль, то справедлива формула

J  J  / (*• у) dx dy =  J  J  / (x (и, v), у (u, и)) | / | du do,
Q O'

• В  частности, для случая перехода к полярным координатам г и ф по 
формулам х =  /* co s <р, у =  г sin  ф имеем:

J  J  f  (*• У) dx dy =  J  J  f  (r cos ф, r sin  ф ) г dr dy. 
u O'

О Т Д Е Л  VIII

К Р А Т Н Ы Е  И К Р И В О Л И Н Е Й Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы
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3901. Вычислить интеграл

5 J  ху dx dy.
0 < Jf <  I 
0 < и <  I

рассматривая его как предел интегральной суммы, разбивая 
область интеграции на квадраты прямыми

и выбирая значение подынтегральной функции в правых верхних 
вершинах этих квадратов.

3902. Составить нижнюю S  и верхнюю S  интегральные суммы 
для функции f  (дс, у) =  х2 +  у* в области 1 < д с < 2 ,  l s ^ j/ ^ 3 ,  
разбивая последнюю на прямоугольники прямыми

аппроксимируя область интеграции системой вписанных квадра
тов, вершины которых Ац находятся в целочисленных точках, 
и выбирая значения подынтегральной функции в вершинах этих 
квадратов, наиболее удаленных от начала координат. Сравнить 
полученный результат с точным значением интеграла.

3904. Приближенно вычислить интеграл

где S — треугольник, ограниченный прямыми дс =  0 , i/=0 и х + у =  
=  1, разбив область S  прямыми jc =  const, у =  const, дсЧ- // =  const 
на четыре равных треугольника и выбрав значение подынтег
ральной функции в центрах тяжестей этих треугольников.

3905. Область S  {дс’ - f  у2^  1} разбита на конечное число квад
рируемых частей AS/(i =  1, 2,  . . . ,  п) диаметра меньше чем 6. 
При каком значении б будет обеспечено выполнение неравенства

j c = l + i - ,  у = \ + - L  (/, / — 0 , I ,  . . . .  я ).

Чему равны пределы этих сумм при п —► <»?
3903. Приближенно вычислить интеграл

J J  /24 -г * * - !- * » *
* *  + у » <  25

55 V x  +  ydS,

| 5 S s in (*  +  t/)dS— J J  s in (x , +  y ,)A S , < 0 , 0 0 1 ,

где (X(, yt) €  AS,?



вычислить интегралы:
I I > *

3 9 0 6 . S dx  ̂(х + у )  dy. 3907. $ dx $ ху’ dy.
о о — о д *
2Я в

3 9 0 8 .  $ J  г *  sin* ф dr. 
о о

3 9 0 9 .  Д оказать равенство
л в

J  J  X  (х) Y (у) d x d y = \ x ( x ) d x [ Y  (у) dy,
Я а Ь

если R — прямоугольник: и функцни
Х(х) и К(«/) непрерывны на соответствующих сегментах.

3910. Вычислить:
А В

/ =  $ d x  $ / (* ,  у) dy,
а  b

если
f (x ,  y) =  F ’xv(x, у).

3911. Пусть f ( x ) — непрерывная функция в промежутке 
Доказать неравенство

J  I.  д в о й н ы е  и н т е г р а л ы  367

| ^ f ( x ) d x j  < (&  — a) J  r ( x ) d x ,

где знак равенства имеет место лишь, если / (*) =  const.
» _ I

У к а з а н и е .  Рассмотреть интеграл 
ь ь
\ d x \ [ f (x ) - f ( y )\ ' d t . 
а а

3912. Какой знак имеют интегралы:

а) 5$ In (x '+ y ^ d x d y ;  в) $$ arcsin (x+y)dxdy?
1*1 + 1 у\< i о < х < 1

-| < » <  I - *

б) SS V 1 — хг— y*dxdy;
i ' + l l *  <  4

3913. Найти среднее значение функции

f (x,  у) =  sin* х  sin* у
в квадрате: 0 < х <  л,



3914. Пользуясь теоремой о среднем, оценить интеграл

/ =  ГС dxdy
J J  100 + co s* х - f  co s* у ’

I* 1+1» |< 10

' 3915. Найти среднее значение квадрата расстояния точки 
круга ( х — я)*-ЬО/— Ь)г ^ .Я *  от начала координат.

В задачах 3916—3922 в двойном интеграле 55 /(х, y)dxdy
о

расставить пределы интеграции в том и другом порядке для 
указанных областей Q.

3916. й — треугольник с вершинами 0 ( 0 ,  0 ) , Л (1 , 0 ) , В (  1, 1).
3917. Q — треугольник с вершинами 0 ( 0 ,  0 ) ,  А (2, 1), В  (—2, 1).
3918. Q — трапеция с вершинами 0 ( 0 ,  0 ) ,  А ( 1 , 0 ) ,  В (  1, 2), 

С (0 , 1).
3919. й — круг х2 +  1/’ <  1. 3920. Q — круг хг-\-уг ^.у.
3921. й — параболический сегмент, ограниченный кривыми 

у = х г и у =  1.
3922. й — круговое кольцо 1 < !х *  +  1/г ^ 4 .
3923. Доказать формулу Дирихле

а х  а а ,

\j d x ] f ( x , y ) d x = ] d y ] f ( x , y ) d x  ( а >  0).
0 0 0 у

Изменить порядок интегрирования в следующих интегралах:
2 2 х  2  У  2 х - х *

3924. \ d x ] f ( x , y ) d y .  3928. f  dx С f (x ,y ) d y .
0  X  I 2 - x

2 2 - x  2a V~2ax

3925. 5 dx 5 f ( x ,y ) d y .  3929. J  dx J  f ( x ,y ) d y
- 6  £ 1 - 1  0  У г а х -х »

(a >  0).
e In x
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3926. j  dx J  i  (x, y)dy.  > заде. J  dx  J  f  (X, y) dy
0 x*

1 1 - Х »
1 0
2л sin x

3927. J  dx \ _ _ f (x ,y ) d y .  393i .  J  dx ( f ( x ,y ) d y .
~ l - V  l - x ‘  О о

Вычислить следующие интегралы:

3932. J J x fpdxdy , если область £2 ограничена параболой 
а

у2= 2 р х  и прямой х =  -£ (р >  0 ).



3933. ^ у = = - ( а  >  0 ), еслн область Я ограничена кратчай-
Q

шей дугой окружности с центром в точке (а, а) радиуса а, ка
сающейся осей координат, и осями координат.

3934. ^\xy\dxdy,  еслн Я — круг радиуса а  с центром в на-
Q

чале координат.

3935. \ \ (дс2 -\-y2)dxdy,  если Я — параллелограмм со сторонами
и

У  =  х, у = х  +  а, у =  а  и у =  За (а >  0 )..

3936. \ {y 2dxdy, если Я ограничена осью абсцисс и первой
и

аркой циклоиды
x — a ( t — sin t), y — a ( l — cost)  ( 0 ^ / ^ 2 я ) .

В двойном‘ интеграле

S S / (* .  У) dx dy
Q

перейти к полярным координатам г и <р, полагая дс =  гсозф  и 
у =*г sin ф, и расставить пределы интеграции, если:

3937. Я  — круг х*-\-у*^а*.
3938. Я — круг х2 +  у*^ .ах  (а >  0).
3939. Я — кольцо а 2^ х 2-\-у2^.Ьг.
3940. Я — треугольник 0 ^  х  ̂  1; — х.

X®3941. Я — параболический сегмент — а < д с < а ;  —
3942. В каком случае после перехода к полярным координа

там пределы интеграции будут постоянные?

Перейти к полярным координатам г и ф, полагая x =  r c o s v  
и */ =  г sin ф, и расставить пределы интеграции в том и другом 
порядке в следующих интегралах:

I I г *У~з
3943. ) d x ) f ( x ,  у) dy. 3945. fd x  \ / ( К х Ч 7? ) ^ .

0 0 0 х

I УТ̂ х» 1
3944. J dx J  / (* , y)dy. 3946. y)dy.

0 i - x  0 0

3947. Ц  /(дс, y)dxdy,  где область Я ограничена кривой 

(•**+У*)* =  о* (х* — У*) ( х > 0 ) .
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Предполагая, что г и <р— полярные координаты, изменить 
порядок интегрирования в следующих интегралах:

JL
2 a co t  v
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3948. 5 <*Ф 5 / Сф. r )dr (а >  0).
Я_ О 

-  2
п_ ____
2 а  У  sin 2ф

3949. 5 <*Ф 5 / (Ф. г) dr ( а > 0 ) .
о о
о ф

3950. J  dy  J  / (ф, г) dr (0 <  а  <  2л).

Перейдя к полярным координатам, заменить двойные инте
гралы однократными:

3951. f(V x t +y*)dxdy.
х* + v* <  I

3952. 55 f ( V x t + y t)dxdy,  где Q — {Ш < | дг| ; | х | < 1 } .

3953. t ( i ) d x i y .
* •  +  » *  <  X

Переходя к полярным координатам, вычислить следующие 
двойные интегралы:

3954. Vx* +  y'dxdy.
х *+ у ‘ <  в*

3955. 55 sin У х * + у *  dxdy.
я *  <  + 4 л*

3956. Квадрат S  {а <  х <  а + Л , b < у  <  b +h\,  (а >  0 , Ь > 0 )  
с помощью системы функций

преобразуется в область S ' .  Найти отношение площади области S' 
к площади S .  Чему равен предел этого отношения при Л—>-0?

Вместо х и у ввести новые переменные и и v и определить 
пределы интегрирования в следующих двойных интегралах:

Ь fix

3957. 5 dx 5 f (х, y)dy  (0 <  а  <  b; 0  <  а  <  Р), если
а аж

U =  X, U =  — .х



2 2 - х

3958. §dx   ̂ f (x ,  у) dy, если u =  x +  y, v =  x —y.
0 l-Jt

3959. \ ^f(x , y )dxdy,  где область Q ограничена кривыми
Q

V x  +  V y  =  V a ,  x =  0, y =  0 (a >  0 ), если 

x =  ucos*v, y =  us\n*v.
3960. П оказать, что замена переменных

х +  У =  1, У = 1 ч
переводит треугольник — х в единичный квад
рат 0  1, O ^ r i ^ l .

3961. При какой замене переменных криволинейный четырех
угольник, ограниченный кривыми ху =  1, ху =  2, х — i/ +  l = 0 ,  
х —у — 1 = 0  ( х > 0 ,  у >  0 ), перейдет в прямоугольник, стороны 
которого параллельны осям координат?

Произведя соответствующие замены переменных, свести двой
ные интегралы к однократным:

3962. 55 f  (x +  y)dxdy.
| ж 1+1» |< 1

3963. 55 f  (ax +  by +  c)dxdy(a* +  Ь2Ф 0).
*• + »• <  i

3964. 55 / (ху) dx dy, где область й  ограничена кривыми ху =  1, 

ху =  2, у =  х, у =  4х (х >  0 , у > 0 ) .

Вычислить следующие двойные интегралы:

3965. 55 (x +  y)dxdy,  где область Q ограничена кривой
о

хг + у '  =  х + у .

3966. 55  (\x\ +  \y\)dxdy.
I *1+1» К  1

3967. JJ YTZ -dxdy,  где область й  ограничена эл-
Q

липсом ^г +  ^ г =  1-

3968. 55 (x* +  y*)dxdy.
* * + » * <  1
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3969. \  ̂ (х 4- у) dx dy, где область Q ограничена кривыми
и

у* =  2х, x  +  i/ =  4, х +  у =  12.

3970. 5 5 xydxdy , где область £2 ограничена кривыми х у = 1 ,  
и

I 5х + у = 2 •

3971. | cos (дс +  у) | dx dy.
0 <  х <  л 
О <  и <  л

3972. f f  | £ + ± - x * - ^ | d * d y .
X * + V * <  I

3973. 55 K | y — x*\dxdy.
I *  к  I 

0 < »< 2

Вычислить интегралы от разрывных функций:

3974. 55 sgn (xi — у'- +  2)dxdy.
х* + !/•< 4

3975. J J  [ x + y ]d x d y .  3976. J $  И k ~  x']dxdy.
О <  х <  2
0 <  » <  2

3977. Д оказать, что

55 хтуп dx dy = 0 ,
«* + » * <  о*

еслн m и л — целые положительные числа и по меньшей мере 
одно из них нечетно.

3978. Найти

plS e ^ r  Я  f lx ' y )dxdy ’
x’ +i* <  р*

где f  (х, у) — непрерывная функция.
3979. Найти F ’ (t), если

£ ( / ) =  S J  e ^ d x d y .
О <  х <  I
О < у < 1

3980. Найти £ '(/ ) , если

F ( t )=  55 V x ' + y ' d x d y .
(х -/ )*  + (1/ -0* <  1
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3981. Найти F '  (/), если

F (0 =  SS f (x ,  y)dxdy  (/ >  0).
X е 4 - ь *  I ** * + » * < / *

3982. Д оказать, что если /(х, у) непрерывна, то функция

3983. Пусть линии уровня функции f (х, у ) — простые замкну
тые кривые и область S (vlt i»,) ограничена кривыми / (х, y) =  vt 
и / (* , y) =  vt .

Д оказать, что

где F  (у) — площадь, ограниченная кривыми f (x ,y )  — v1 и f (x ,y )  =  v.
У к а з а н и е .  О бласть интеграции разбить на части, ограниченные беско- 

шечно близкими линиями уровня функции Цх, у).

Площадь области S, расположенной в плоскости Оху, дается форм улов

Найти площади, ограниченные следующими кривыми;

3985. у2 =  2рх +  р2, у' =  -  2qx +  q2 (р >  0 , <7 >  0).
3986. (х—у)2+ х 2 =  а 2 (а >  0).

Переходя к полярным координатам, вычислить площади, ог
раниченные следующими кривыми:

3987. (х2+ у 2)* =  2а2{х2 — у2)-, х2 +  у2^ а 2.
3988. (х>+у*)2 =  х2 +  у2, х > 0 ,  у ^ 0 .
3989. (х2+ у 2)2 =  а (х *— 3ху2) (а >  0).
3990. (х2 + у 2)2 =  8а2 ху, ( х - а ) 2 \-(у—а)2^ . а 2 (а >  0).

*  х + У - 1

о ъ-х+ у

удовлетворяет уравнению

SS / (* , y)dxdy  =  \vF' (v)dv.
S ( V , .  Df )

§ 2. Вычисление площадей

3984. x y = a 2, x + y  =  ^ a  (a >  0).



Вводя обобщенные полярные координаты г и ф по формулам 
х =  ar cos® ф, y — br з т в ф (г >  0),

где а, Ь и а — надлежащим образом подобранные постоянные и 
=  a abr cos®-1 ф з т в"1 ф, найти площади, ограниченные еле-

У  V » Ф/
дующими кривыми (параметры считаются положительными):

3991- - £ + - £ = £ + £ •

3992. £  +  - £  =  £  +  - £ ;  Х =  0 , у =  0.

ш з .  ( £ + £ ) * = - £ + . £  ( х > 0 , у > 0 ) .

ж - ( т + * ) в - * Ч я  (х > 0 .  У > 0 ) .

3 9 9 4 . 1 . ( 1  +  1 ) * - ^ .

3995. V V У  =  1: * - 0 ,  у = 0 .

Производя надлежащую замену переменных, найти площади 
фигур, ограниченных кривыми:

3996. х + у = а ,  х +  у =  Ь ,у  =  а х ,у  =  $ х ( 0 < а < Ь , 0 < а < $ ) .
3997. х у = а \  ху =  2а\ у =  х, у =  2х (д с > 0 ; у > 0 ) .
3998. у* =  2рх, у* =  2<7jc, х* =  2гу, дс1 =  2sy (0 <  р  <  q; 0  <  г <  s).
3998.1. х* =  ау, х*=Ьу, х * = с у г, хъ =dy*

(0 <  а  <  Ь\ 0 <  с <  d).
3998.2. y =  axr, y =  bxг, у =  схч, y =  dx‘>,

(0 <  Р <  q\ 0 < а < Ь \  0 <  с <  d).

3999. / | + / 1 _ 2,

=  y  ( * > ° .  ! 1 > 0 ) .

4000. х ^ " 5 ^ 7 5=3^  где ^ пРинимает следующие значения: 

I е1' Т с *» Т с ** ( *  >  0» У >  0 ) .

374 ОТДЕЛ VIII .  КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ



J  3.  ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЕМОВ 37}

где

4001. Найти площадь, ограниченную эллипсом
(atx - f  bty  - f  с ,)2 +  (atx +  bty +  ctf  =  1,

6 =  а ,Ь ,— а 1Ь1Ф 0 .
X* I/*

4002. Найти площадь, ограниченную эллипсами ^ г^  +  ̂ т :  =  с*
* *  у 2

ch 2 и 1 sh2 и

(Ц =  м„ ы») и гиперболами - ^ r - ^ ;  =  c2 (v =  vit vt)

(0 <  ut <  u ,; 0 <  <  vt: x >  0 , у >  0 ).

У к а з а н и е .  П олож ить
jt =  c c h u c o s e ,  y =  c s h u s i n r .

4003. Найти площадь сечения поверхности
х1 +  у* +  г2 — лн/ —х г —уг =  а %

плоскостью X +  0 +  2 =  0 .
4004. Найти площадь сечения поверхности

1  +  1  + 1 - 0  
х ' у 1 г

плоскостью z =  l — 2 (х +  у).

§ 3. Вычисление объемов

Объем цилиндроида, ограниченного свер ху непрерывной поверхностью 
г — Ц х, у) 3= 0 , сни зу плоскостью  г = 0  и с  боков прямой цилиндрической

поверхностью, вырезающей из плоскости Оху квадрируемую  область Q (рис. 14), 
равен

V = ^ f ( x ,y ) d x d y .
Q

4005. Нарисовать тело, объем которого равен интегралу
I I-дг

J  (x*-}-y*)dy.



4006. Изобразить объемы, выражаемые следующими двойными 
интегралами:

а) $$ (x +  y )dxdy ; г) $$ У х1 +  i f  dxdy ;
0 < x  + v <  I x '  + lf* < х
* 5 s 0 .  If ^  0

б> И Д) SSr 4 * I < x < 2
£ ♦ - £ < 1  * < „ < 2 x

B) SS (хг -\-yi)dxdy ,  e) $$ sin л У x1 +  ys dx dy.
1*1+1 VI < I + I

Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями:
4007. г =  \ + х  +  у, z =  0 , jc +  y = l ,  х =  0 , t/ =  0.
4008. х +  у -\-г =  а, х* -\-у- =  R1, х  =  0 , у =  0 , z =  0 ( а ^  /? ^ 2 ) .
4009. г =  х2 +  у2, у =  хг, у =  1, 2 =  0.
4010. z =  cos х cos у , z = 0 ,  |х +  ^ | < у ,  |х—

4011. 2 =  sin-|^-, г =  0 , «/ =  * ,  у =  0 , х  =  д.

4012. 2 =  jcy, x +  y +  z =  1, 2 =  0.

Переходя к полярным координатам, найти объемы тел, огра
ниченных следующими поверхностями:

4013. г * —ху, х2+ у *  =  а*.
4014. z =  x + y ,  (х* +  у*)г =  2ху, г =  0  (х >  0 , у >  0).
4015. г =  х2 + у 2, х * + у - = х ,  хг + у * = 2 х ,  г =  0.
4016. х ' + у г +  гг =  а-, х* +  уг ^а\х\ (а >  0).
4017. хг -\-уг —аг  =  0 , (х2 +  у2)2 =  а2 (х2— уг), 2 =  0 ( а > 0 ) .
4018. 2 = e -« J[,+*'Mi г =  0 , х2 +  //* =  /?2.

4019. г — с cos я У • г==®'

y =  xtgot ,  y =  x t g p  (а >  0,  с >  0,  0 < а < р < 2 л ) .
4020. г =  х * + у г, г =  х +  у.

Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями 
(параметры предполагаются положительными):

л ло « ж* | у2 , г * __, ж2 , у% г*  ^  AV
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т4024. ( £  +  £ ) • + ±  =  1. 2 =  0 .

4025. +  + 7 Г  =  1. *  =  0 , у =  0 , г =  0 .

m-jfi — = 1 ( - л - J*l-V_jeL__̂ L4 0 2 6 .  a t  +  р  +  c t  •  ̂ a i  +  bt  J  —  a i  b i  •

4027. z* =  xy, x + y  =  a, x +  y =  b (0 < a < b ) .

4028. г =  х2 +  у2, ху =  а г, ху =  2аг, «/ =  - £ ,  y =  2x, z =  0.
4029. z =  xy, x1 =  y, x'- =  2y, уг —х, уг =  2x, г — 0 .

4030. z =  csin  rcjp- , г =  0, ху =  аг, y = a x ,  у =  P * (0  < a  <  P; 

* > 0 ) .

4031. z =  x*  +  «/*, z =  0 , x +  y = l ,  x =  0 , y =  0 .

« « 2. £ + £ + f - i .  ( £ ) * + ( * ) * - • . « - » .

4033. z ^ c  arctg  z =  0 , V x 1 -\-y'1 =  a arctg  0).
_

4033.1. г =  уе a‘ , xy =  a *, ху =  2аг, y =  m, y =  n, z =  0 
(0 <  m <  n).

4034- S  +  £ + S = 1 ’ * = ° -  y  =  г = 0  (л >  0 ).

4035. ( £  +  ! ) л + ( 7 ) " = 1 ,  x =  0 , </ =  0 , z =  О (л >  0 , m >  0).

§ 4. Вычисление площадей поверхностей

1°. С л у ч а й  я в н о г о  з а д а н и я  п о в е р х и о с т  и. Площадь гладко* 
криволинейной поверхности г =  г ( х ,  у) вы раж ается интегралом

J 4 .  В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ПЛОЩАДЕЙ П О В Е Р Х Н О С Т Е Й  37 7

где Q —  проекция данной поверхности на плоскость Оху.
2°. С л у ч а й  п а р а м е т р и ч е с к о г о  з а д а н и я  п о в е р х н о с т и .  

Если уравнение поверхности задано параметрически:

x =  x ( u ,  V), у =  у ( и ,  и), г =  г ( и ,  о),

где (и ,  u )£ Q , Я — ограниченная зам кнутая квадрируемая область и функция 
х, у н г непрерывно дифференцируемы в области Q, то для площади поверх
ности имеем формулу

I
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где

4036. Найти площадь части поверхности аг — ху, заключен
ной внутри цилиндра дс* +  у' =  а2. (

4037. Найти площадь поверхности тела, ограниченного по
верхностями дс1 +  г* =  а3, у3 +  г2= а 2.

4038. Найти площадь части сферы дс2 +  у3 +  г* =  а 3, заключен
ной внутри ци лин дра-^ -4 --^ -= : 1 ( Ь ^ а ) .

4039. Найти площадь части поверхности г3 — 2х:у, отсекаемой 
плоскостями х + у = \ ,  х =  0, у =  0.

4040. Найти площадь части поверхности х3 4- у3 + 2* =  а3, рас
положенной вне цилиндров x3+ y 2 =  d tax  (задача Вивианн).

4041. Найти площ адьчасти поверхности 2= ] / х2 + у г, заклю
ченной внутри цилиндра х2 + у 2 =  2х. ________

4042. Найти площадь части поверхности г = У х 2— у2, заклю
ченной внутри цилиндра (х2-\-у2)2—а 3 (х2— у3).

4043. Найти площадь части поверхности г =  у  (дса— у2), выре
занной плоскостями х —у =  ±  1, х + у  =  ± \ .

4044. Найти площадь части поверхности дса у3 =  2аг, заклю
ченной внутри цилиндра (х2 -f-у2)2 =  2а2ху.

4045. Найти площадь части поверхности х2+ у 2 =  а 3, выре
занной плоскостями *  +  2 =  0, х — 2 =  0 (д с > 0 , у >  0 ).

4045.1. Найти площадь части поверхности
э

(Х3 + У 3) '  + 2 = 1 ,

отсекаемой плоскостью 2 =  0 .
4045.2 . Найти площадь части поверхности

вырезанной плоскостями дс =  0 , у =  0 и 2= 0 . 
4045.3 . Найти площадь части поверхности

вырезанной поверхностью
X* . у*



4045.4. Найти площадь части поверхности
sin г — sh x s h  у,

отсекаемой плоскостями х =  1 и х =  2 0 ).
4046. Найти поверхность и объем тела, ограниченного по

верхностями хг + у г =  ^ 2 %, х +  у +  г =  2а (а >  0).
4047. Найти площадь части сферы, ограниченной двумя па

раллелями и двумя меридианами.
4048. Найти площадь части геликоида
дс =  г cos ф, y =  r sin ф, г =  Лф, где 0  <  г <  а, 0 < ф < 2  я .

4049. Найти площадь части поверхности тора
х =  (fr +  a cos ф) cos ф, у — (b +  acosty)  sin ф, z =  asini|>

(О < a ^ b ) ,  ограниченной двумя меридианами Ф =Ф |, ф =  ф, и 
двумя параллелями ф =  ^ „  ф =  фэ.

Чему равна поверхность всего тора?
4050. Найти телесный угол ш, под которым виден из начала 

координат прямоугольник х =  а > 0 , 0 ^ . y ^ b ,  O ^ z ^ c .
Вывести приближенную формулу для а>, если а велико.

§ 5. Приложения двойных интегралов к механике

I е. Ц е н т р  т я ж е с т и .  Если дс0 и у0 — координаты центра тяжести пла
стинки Q, лежащ ей в плоскости Оху, и р =  р(дс, у) — плотность пластинки, то

5 $pxdxdy' 11pydxdy' (,)
и а

где J  p d x d y — масса пластинки,
и

Если пластинка однородна, то в формулах (1) следует полож ить р = 1 .
2°.  М о м е н т ы  и н е р ц и и .  /х  и /„ —моменты инерции пластинки й , 

лежащей в плоскости Оху, относительно координатных осей Ох и Оу— выра
жаю тся соответственно формулами

1х =  5 $ РУ*dx d4> rv -  S 5 Рх* dx dy- (2)
Q Q

где p =  p (x ,  у) — плотность пластинки.
Рассматривается такж е центробежный момент инерции

J J p  xydxdy. (3)
а

П олагая р =  I в формулах (2) й (3), получим геометрические моменты 
инерции плоской фигуры.

4051. Найти массу квадратной пластинки со стороной а, если 
плотность пластинки в каждой точке пропорциональна

$ 5 .  ПРИЛОЖЕНИЯ Д В О Й Н Ы Х  ИНТЕГРАЛОВ В МЕХАНИКЕ 379



расстоянию этой точки от одной из вершин квадрата и равна р0 
в центре квадрата.

Найти координаты центра тяжести однородных пластинок, 
ограниченных следующими кривыми:

4052. ау =  х\ х +  у =  2 а ( а > 0 ) .
4053. V x  + У гу =  \/Га, х =  0, у =  0.

1 1 1
4054. х *  + у  = а *  ( х > 0 ,  у > 0 ) .
4055. +  (петля).

4056. (х2 +  у2)2 =  2а2ху (х >  0 , у >  0).
4057. r =  a ( l  +cos<p), <р =  0 .
4058. x = a ( t  — sin/ ). У =  &( 1— cost)  ( 0 ^ / ^ 2 л ) ,  у =  0.
4059. Найти координаты центра тяжести круглой пластинки 

х2-\-у2^ а 2, если плотность ее в точке М (х, у) пропорциональна 
расстоянию точки М от точки А (а, 0).

4060. Определить кривую, описываемую центром тяжести 
переменной площади, ограниченной кривыми:

y =  V~2px, У =  0, х =  Х.
Найти моменты инерции 1Х и /„ относительно осей коорди

нат Ох и Оу площадей (р =  1), ограниченных следующими 
кривыми:

4061. -£ - +  ■{— 1, Х  +  |  =  >. y = 0 ( b i > 0 ,  bt >  0 , h >  Q).

4062 (х — а)2 +  (у— а)* =  а г, х  =  0 , у =  0 ( 0 < х < а ) .
4063. г — а (1 +  cos ф ).

4064. х *+ у*  =  а 2 (х2+ у 2).
4 0 6 5 .  XI/ =  а ’ , XI/=  2 а 5, х  =  2у, 2 x  =  j/ ( х > 0 ,  у >  0 ) .
4066. Найти полярный момент

/. =  5 5  (x2+ y 2)d x d y
s

площади S, ограниченной кривой +
(х2+ у 2)2 =  а г (х *— у2). . *

4066.1. Найти центробежный момент инерции 1хи однородной 
фигуры, ограниченной кривыми

ау =  х\  ах — у*, (а >  0 ).

4067. Доказать формулу

/ i  =  / , .  +  Sd\
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где It, моменты инерции фигуры S  относительно двух парал
лельных осей I и /0, из которых /0 проходит через центр тяжести 
ф и гу р ы  и d — расстояние между этими осями.

4068. Д оказать, что момент инерции плоской области S  отно
сительно прямой, проходящей через ее центр тяжести 0 ( 0 ,  0) и 
составляющей угол а  с осью Ох, равен

/ =  l x cos' а  — 21 Хи sin a  cos а  +  /„ sin* а,
где 1Х и /„— моменты инерции области S  относительно осей Ох 
и Оу и /Х|/ — центробежный момент:

1*и =  И  Р хУЛхЛУ-
s

4069. Найти момент инерции правильного треугольника со 
стороной а  относительно прямой, проходящей через центр тяжести 
треугольника и составляющей угол а  с его высотой.

4070. Определить силу давления воды на боковую стенку 
х ^ 0  цилиндрического сосуда x * - f y s =  o*, z =  0 , если уровень 
воды г =  Н.

4071. Шар радиуса а  погружен в жидкость постоянной плот
ности 6 на глубину h (считая от центра шара), где ft ^  а. Найти 
силу давления жидкости на верхнюю и нижнюю части шаровой 
поверхности.

4072. Прямой круговой цилиндр, радиус основания которого 
равен а,  а высота Ь, целиком погружен в жидкость плотности б 
так, что центр его находится на глубине h под поверхностью 
воды, а ось цилиндра составляет угол а  с вертикалью. Опреде
лить силу давления жидкости на нижнее и верхнее основания 
цилиндра.

4073. Определить силу притяжения однородным цилиндром
О ^ г ^ Л ,  материальной точки Р(0,  0, Ь), если масса 

цилиндра равна М, а масса точки равна т.
4074. Распределение давления тела на площадку смятия

дается формулой р =  р0 f l  — .

Определить среднее давление тела на эту площадку.
4075. Л уг, имеющий форму прямоугольника со сторонами 

а и Ь, равномерно покрыт скошенной травой с плотностью, рав-
к Гной Р~^т- Какую минимальную работу надо затратить, чтобы

собрать все сено в центре луга, если работа по транспортировке 
груза Р кГ  на расстояние г равна kPr  (0 <  k <  1).
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§ 6. Тройные интегралы

I е. Н е п о с р е д с т в е н н о е  в ы ч и с л е н и е  т р о й н о г о  и н т е г р а -  
л а . Если функция / (х , у, г ) непрерывна и область V ограничена и опреде
ляется следующими неравенствами:

х , < х « £ х „  y A x ) < ,y < y t (x). Zj (х , y ) < z < z t (x . у).

где дх(х), у2(х). zt (x, у) г ,  ( х „  у)—непрерывные функции, то тройной интег
рал от функции / (х , у, г), распространенный на область V, может быть вычис
лен по формуле

х . Уш <х) <> (jr. у)

J  J  J  / ( * .  У. г) *х  dy dz =  J  dx J  dy J  / (x , у, г) dz.
V * ,  У, (x) г ,  (x , \/)

Иногда удобно такж е применять формулу

х .

J  5 J  I (X. у, z)dxdy  dz =  ^dx  J  J  / (x, y, z) dy dz,
V X, S  (x)

где S (x )— сечение области V плоскостью  x =  const.
2 ° . З а м е н а  п е р е м е н н ы х  в т р о й н о м  и н т е г р а л е .  Если огра

ниченная кубируемая зам кнутая область V пространства Охуг взаимно одно
значно отображ ается на область V' пространства O'uvw с  помощью непрерывно 
дифференцируемых функций

x  =  x ( u ,  V, ю) у =  у (и , v, w), z =  z(u , v, ш), 

причем якобиан / =  ПРИ ( « .р .  ю )€ У ',п о ч т и  всюду (в см ы сле ме

ры) сохраняет постоянный зн ак, то справедлива формула

У' — / ( * ( “ • °> “ )• У (“ • °> » ) .  *  ( “ . и>))\1 \dudvdw.
V V

К ак частные случаи, имеем: 1) цилиндрическую систему координат ф, г , А, где 

х  =  г  co s ф, у =  г ь in ф, z —h,
и

D (х, у. г)
D (r, ф, Л) *

и 2) сферическую систему координат ф, ф, г, где

х  =  г co s ф co s ф, у =  Г 8 т ф с о 5 ф  г  =  г б т ф ,
и

D (г, ф,  ф) Y

Вычислить следующие тройные интегралы:

4076.  ̂ 5 \xy*z3dxdydz,  где область V ограничена поверхно-
V

стями г =  ху, у =  х, х  = 1 ,  2 =  0 .



4077- ш  (I ^ Хх +  у гг г)» ' где область V ограничена поверхно

стями x + y - f z =  1, х =  0 , у =  0, г =  0 .

4078. 55$ xyzdxdydz,  где область V ограничена поверхно

стями х * + у * + г *  =  1, х =  0 , у =  0, 2 =  0 .

4079. ^ J  J  ( ^ г  +  -| г + -^ г ) dxdydz,  где область V ограничена

поверхностью

а* +  Ь* +  с* *

4080. J  J  j  v  х1 +  у - dxdydz,  где областьV ограничена поверх-
v

ностями
■ х *+ у *  =  г*, 2 = 1.

Различными способами расставить пределы интеграции в сле
дующих тройных интегралах:

I l -х  х + у

4081. \dx  J  dy J  / (дс, у, z)dz.
0 0 0

1 У  I - X*  1

4082. \ dx J  dy J __ /(дс, у, z)dz.
- I  -У Т ^ Т »  Vx' + y'
I t *•+»•

4083. [ d x ^ d y  J  f (x ,  y, z)dz.
0 0 0

Заменить тройные интегралы однократными:
* 6 л < i  *+ i

4084. \ d l\ d r \ \ f  (С) dt.  4085. J  dx J dy J  / (г) dz.
0 0 0 0 0 0

4086. Найти
A B C
J d x J d y J / ( x ,  у , z)dz,
a  b e

если /(x, у, z) =  F ’j^(x , у, г) и а, b, с, А, В,  С — постоянные.

Переходя к сферическим координатам, вычислить интегралы:

4087. $ V х* + !/ * + 2’ dxdydz,  где область V ограничена 
v

поверхностью х * + у г +  г* =  г.
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1 V I V i - x ' - y '

4088. ^dx  ̂ dx  ̂ г2^г- 
о о VJJTyi

4089. Перейти к сферическим координатам в интеграле

5 5 J  / (V х1. +  у* +  гг) dx dy dz,
v

где область V ограничена поверхностями г =  х * + у * ,  дс =  г/, х = 1 ,  
У =  0 , 2 =  0 .

4090. Произведя соответствующую замену переменных, вычи
слить тройной интеграл

Ш /11— |г — £  dxdydz,

где V — внутренность эллипсоида -^r + -fr  +  =  1 •
4091. Перейдя к цилиндрическим координатам, вычислить 

интеграл

Ш  (х* + У *)dxdydz,
v

где область V ограничена поверхностями х2 +  у2 — 2г, г =  2.
4092. Вычислить интеграл

5 5 5 x*dx dydz, 
v

где область V ограничена поверхностями г =  ау2, г —by2, у >  0 
(0 <  а <  Ь), г —ах, г =  Рдс(0 <  а  <  Р), г =  Л ( Л > 0 ) .

4093. Найти интеграл xyzdxdydz,  где область V распо-
v

ложена в октанте * > 0 ,  у > 0 ,  г > 0 и  ограничена поверхностями:

г =  ^ Г ~ '  г = Х п ■ ХУ =  °'> ХУ~Ъ\ У =  <*х, у =  $х 
(0 <  а <  Ь\ 0  <  а  <  Р; 0  <  т <  п).

4094. Найти среднее значение функции '
/(дг, у, 2) =  дс* +  у* +  гг

в области хг + у 2 +  г2 < д с +  у +  2.
4095. Найти среднее значение функции

/(дс, у, г) =  е 

в области ^ -  +  ^ - + - ^ - < 1 .



I
4 0 9 6 .  П ользуясь теоремой о среднем, оценить интеграл

*•+»*+*•< я*

где ai + b i + d 1 >  R\
4097. Д оказать, что если функция f  (х, у, г) непрерывна 

в области V и

$ $ $  / ( * .  У. z)dxdydz  =  О
(I)

для любой области со сУ , то / (дс, у, г)^=0 при (.V, у, г ) € У .
4098. Найти F' (/), если:

а) F ( t ) =  5 И  / ( * 2 +  0* + z *)d x d y d z ,
*•+*»+*•< !•

где /— дифференцируемая функция;

б) F ( 0 =  SSS f(xyz)dxdydz,
• < ■ * <  t 
*< у<  ‘• < * < /

где /— дифференцируемая функция.
4099. Найти

555  xay"zPdxdy dz,
x' + V'+i* < 1

где m, п и р — целые неотрицательные числа.
4100. Вычислить интеграл Дирихле

555  xpy4zr (\— дс— у — г)1 dxdydz  
v

(р >  0 , q >  0 , г >  0 , s >  0),

где область V ограничена плоскостями *  +  «/ +  2 = 1 ,  х  =  0 , у =  0, 
г =  0 , полагая

x + y  +  z =  l ,  y +  z =  l  п. *  =  £»£•

§ 7. Вычисление объемов с помощью тройных интегралов

Объем области V выражается формулой

I  dxdydz.
v

Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями:
4101. г  =  х* +  уг, z =  2 x ,  +  2j/\ у —  х, у =  х*.
4102. z =  x +  y, z =  xy, х + у =  1, дс =  0 , у =  0.

13 Б . П. Демидович
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4103. х*-~г* =  а*, х + у  =  ± а ,  х —у =  ± а .
4104. аг =  х* +  у*, z =  V x r + y i (а >  0).
4105. аг =  а*— хг— у-, г =  а —х —у, х =  0, у =  0, 2 =  0 (а > 0 ) .
4106. г =  6 — дсг—у*, z =  V x 2+ y *.

Переходя к сферическим или цилиндрическим координатам, 
вычислить объемы, ограниченные поверхностями:

4107. х * у *  +  z* =  2az, хг +  у * ^ г \
4108. (хг +  уг +  гг)г =  а*(х' +  уг— гг).
4109. (х *+ у *  +  г*)* =  3хуг.
4110. хг + у*  +  г, =  а 2, хг +у'- +  гг =  Ь*, x*-\-y* =  z* ( z > 0 )

(0 <  а <  Ь).
В  следующих примерах удобно п ользоваться обобщенными сферическими 

координатами

г, ф к $  0  < < р  <  2 я ; — у  ,

воодя их по формулам
x=ar  cos®<p cosP 
y = br sin“(p cosPtf, 
г =  сг sinPif 

(a, b, с, a, P—постоянные),
D (*._ У, г) = a Rai,cr2 cos®-1 ф sin®-1 q>cosJP-1 Ф sinP-1 ф.
D(r, «р. Ч) н т

Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями:

« ■ » •  ( 5 + И + 5 ) ’ - т -  

*"2- (£+£+#)'“5+£-
4П2.1. ( £ + £  +  £ ) • _ £ + £ _ £ .

4 " » -  £ + & + £ - ' - - £ + £ “ -;- •

4114. - £  +  £ + . £ . _ 1 .  4115. ( £ + . £ ) '  +  - £ = ! .

П ользуясь подходящей заменой переменных, вычислить объе
мы тел, ограниченных поверхностями (параметры предполагаются 
положительными):

4 П 6 - [ т + т + т ) , = ¥ + т  (х > ° >  У > 0’ г > ° > -

4 Ц 6 .1 . ( х > 0 , у ^ 0 ,  г > 0 ) .
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4117. ( £  +  {  +  т У  =  % - ( х > 0 ,  у ^ О ,  г ^ О ) .

4118. ( i - + | ) 4 ( f ) 2 =  l ( х > 0 ,  0 , г > 0 ) .

4118.1. ] / |  +  V i  +  V т  = i < * > 0 » У > 0' г > 0 ) ‘

4118.2. У ±  +  У ~ Т + У ± = 1 (д с > 0 , у > 0 ,  * > 0 ) .

4118.3. ( £ ) Т + ф Т + ф Т _ 1в

4119. г =  х2 +  у\ г =  2(х , + у 2), ху =  а*, ху =  2а2, х =  2у, 
2х =  у ( х > 0 ,  у >  0 ).

4120. х* +  г* =  аа, дс* +  2* =  6*, х 1 — «/*— г* = 0  (х >  0).

4121.  (JC* + i ,» +  2* ) » - - ^ l i .

f 7 , ВЫЧ И С Л Е НИ Е  О Б Ъ Е М О В  С  ПОМОЩЬЮ Т Р О Я Н Ы  X И Н Т ЕГ Р А  Л ОВ  3 S 7

4122. ( i L  +  .|r  +  -L -) = i - . e
+ ‘  

в« Ь» с»

4123. — ------ -—  =  — arcsin  ( — +  т- + — — +  -г  =  1,л  \ а  1 Ь 1 с J '  а  1 Ь •
в 6 ' с  

х  =  0 , х  =  а .

4 , 2 <- 4 + 7 + f - ' " T t y 7 r - * - ° -  г - ° -  f + f - » .
в + 1

в +  +  с
4125. В  каком отношении делит объем шара х* +  у* +  г* <  4аг 

поверхность х а +  «/г + а г  =  4а2?
4126. Найти объем и поверхность тела, ограниченного поверх

ностями х * 4 -у2= а г ,  2 =  2а — У х * + у *  (a >  0).
4127. Найти объем параллелепипеда, ограниченного плоско

стями
в ,х  +  bty  +  с,г =  ± й ,  (t =  1, 2 , 3), 

если >
a( bt Ci

A =  fl| ^ 0 .  
es fc, c,

13»
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4128. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 
(ахх +  bty + c tz)% +  (atx +  bty +  c.z)1 +  (a , x +  Ь,у +  с ,г )‘ =  A\ 

если

Д =
a , 6 ,  c , 
a ,  6 ,  c ,  
аз b3 cs

# 0 .

4129. Найти объем тела, ограниченного поверхностью

( т т + i r )  =  +  ( « > ! ) •

4130. Найти объем тела, расположенного в положительном 
октанте пространства Охуг(д с > 0 , у ^ О ,  г ^ О )  и ограниченного 
поверхностями:

+  +  1 (m > 0 ,  п > 0 ,  р > 0 ) ,  дс =  0 , у =  0 , 2 =  0 .

§ 8. Приложения тройных интегралов к механике

I е. М а с с а  т е л а .  Если тело занимает объем У и р =  р(дс, у, г) —  плот
ность его в точке (дг, у, г), то масса тела равна

(1)

2 е. Ц е н т р  т я ж е с т и  т е л а .  Координаты центра тяжести (хф, у„, г„) 
тела вычисляю тся по формулам

*0 =  w t y p xdxd' d*'

»'*=w W f>ydxdyd*'

* ' = ж № ргахёу*г'

(2)

Если тело однородно, то в формулах (1) и (2) можно полож ить р =  1.
3 ° . М о м е н т ы  и н е р ц и и .  Моментами инерции тела относительно 

координатных плоскостей назы ваю тся соответственно интегралы

И  S pz*dxdydz, рx'd x d y d z .
v v

/г* = И 5 р y*dxdydz-
v

Моментом инерции тела относительно некоторой оси I назы вается интеграл

/,ш: S И рг*dx dy dz>
V



е /.— расстояние переменной точки тела (дс, у, г) от оси /. В  частности для 
к о о р д и н а т н ы х  осей Ох, Оу и Ог соответственно имеем:

=  ^1/=7уж +  /1/г, / г — /zx~\~ I tv
Моментом инерции тела относительно начала координат назы вается ин

теграл

/# =  5 И  Р (jt*+  У* +  dx dy dz'v
Очевидно, имеем:

= "Wy* +
4°. П о т е н ц и а л  п о л я  т я г о т е н и я .  Ньютоновым потенциалом тела 

в точке Р (х, у, г) назы вается интеграл

J  8.  ПР И ЛОЖЕ НИЯ  Т Р О Й Н Ы Х  И Н Т Е Г Р А Л О В  К МЕ Х АН И К Е  3JJ9

где V— объем тела, р = р  (£, r j, £) — плотность тела, и

М атериальная точка массы т притягивается телом с  силой F  =  (X, Y, Z), 
проекции которой X, Y, Z на оси координат Ох, Оу, Ог равны:

y =  kmpy= km§ ^ P ^ - p r dl dl\‘iZ>

Z = k m d£ = k m  j  j j  d rift,
V

где k — постоянная закона тяготения.

4131.  Найти массу тела, занимающего единичный объем
0 < i / <  1, O ^ z ^ l ,  если плотность тела в точке 

М (дс, у, г) дается формулой р = *  +  у +  г.
4132. Найти массу тела, заполняющего бесконечную область 

х* +  0* +  2 * > 1 ,  если плотность тела меняется по закону р =  
~ р 0е - кУх,+ ,̂+г', где р0 > 0  и Л > 0  постоянны.

Найти координаты центра тяжести однородных тел, ограни
ченных следующими поверхностями:

4 >33- 5 + S - 5 .  г = с -
4134. г =  х2+ у 2, х + у = * а ,  дс =  0, у =  0 , 2 =  0 .
4135. лс* =  2рг, у2 =  2рх, х  =  , 2 =  0 .

4136. f J  +  g + J - l ,  *  =  0, у =  0 , 2 =  0.

4137. х2 +  г* =  а 2, у2 +  г* =  а 2 ( г > 0 ) .



4138. х*-\-у* =  2г, х +  у =  г.
4139. g  +  J  +  ,У > 0 ,  2 ^ 0 ;  а>0, Ь> 0,с> 0).

4140. z =  x * 4 i f l , 2 =  j ( x *  +  y*), х  +  у =  ± 1 ,  х —у =  ±  1.

4141. £  +  £  +  £ = ' .  х =  0, у =  0 , 2 =  0

(л >  0 , х > 0 ,  i/ ^ O , 2 ^ 0).

4142. Определить координаты центра тяжести тела, имеющего 
форму куба:

0 < х < 1 ,  0 < у < 1 ,  0 < г < 1 ,

га-1 20-1 2у-1
если плотность тела в точке (х, у, г) равна р =  х |_“ y ' - t  z l - v f 

где 0 <  а  <  1, 0 <  р <  1, 0 < у <  1.

Определить моменты инерции относительно координатных 
плоскостей однородных тел, ограниченных следующими поверх
ностями (параметры положительны):
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4143, - I  +  ! + i - =  1, дг =  0 , у =  0, г =  0 .

х =  0 , у =  0 , г =  0 (я >  0 ; х > 0 ,  г/ > 0 , г > 0 ) .

Определить моменты инерции относительно оси Ог однород
ных тел, ограниченных поверхностями:

4148. г = х * + у г, х +  у = * ±  1, х —у =  ± \ ,  2 = 0 .
4149. х* +  у--f z *  =  2, x * 4 y *  =  z* (г >  0 ).
4149.1 . '(хг 4  «/* 4  2*)* =  а*2.
4150. Найти момент инерции неоднородного шара х*-\-у* 4  

+  2’ ^ ^  массы М относительно его диаметра, если плотность 
шара в текущей точке Р ( х ,у , г )  пропорционально расстоянию 
этой точки от центра шара.



4151. Д оказать равенство
! i  =  l,' +  Md\

где — момент инерции тела относительно некоторой оси I, 1и— 
момент инерции относительно оси /0, параллельной I и прохо
дящ ей через центр тяжести тела, d — расстояние между осями и 
М — масса тела.

4152. Д оказать, что момент инерции тела, занимающего объем У, 
относительно оси /, проходящей через его центр тяжести О ( 0 ,0 ,0 )  
и образующей углы а , р, у с осями координат, равен:
I t =  l x cos’ a  - f  l v cos2 р +  1г cos* у — 2/Сху cos a  cos р—

— 2 Кхх cos а  cos у — 2Kvz cos р cos у,

где /х, 1у, 1г — моменты инерции тела относительно осей коор
динат и

= S И Р*У dx dlJ  dz' “  5 5 S Рхг йх аУ dz’
V V

LVz = \ [ \ p y z d x d y d z
V

— центробежные моменты.
4153. Найти момент инерции однородного цилиндрах2 + у 2^ а 2, 

г = ± Л ,  плотности р„ относительно прямой х =  у — г.
4154. Найти момент инерции относительно начала координат 

однородного тела плотности р„, ограниченного поверхностью
(х* +  у2 +  г2)2 =  а 2 (х2 +  у2).

4155. Найти ньютонов потенциал в точке Р ( х ,у , г )  однород
ного шара I 2 +  г]2 -f- £2 ^  R 2 плотности р0.

У к а з а н и е .  П олож ить, что ось 0 £  проходит ч ер ез'точку  Р (х, у, г).

4156. Найти ньютонов потенциал в точке Р (х, у, г) сферичес
кого слоя R l ^ l 2-\-r\2-\- 2̂^ .R l ,  если плотность р =  /(/?), где
/ — известная функция и R =  V %2 - f  т)2 +  £2.

4157. Найти ньютонов потенциал в точке Р (0, 0, г) цилиндра
постоянной плотности р0.

4158. С какой силой притягивает однородный шар £2 +  т]*+ 
+C J ^ / ? 2 массы М материальную точку Р (0, 0 , а) массы т?

4159. Найти силу притяжения однородным цилиндром £ * +  
+  Л2< а 2, плотности р„, точки Р  (0 ,0 ,  г) с единичной 
массой.

4160. Найти силу притяжения однородным шаровым секто
ром плотности р0 материальной точки с массой, равной единице, 
помещенной в его вершине, если радиус шаровой поверхности 
равен R, а угол осевого сечения сектора равен 2а.
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§ 9. Несобственные двойные и тройные интегралы
I е. С л у ч а й  б е с к о н е ч н о й  о б л а с т и .  Е сли  двумерная область Q 

не ограинчена и функция f(x ,y )  непрерывна на Q, то со  определению пола- 
гаю т:

где £2„— лю бая последовательность ограниченных зам кнуты х квадрируемых 
областей, исчерпывающая область Q. Если предел в правой части существует 
и не зависит от выбора последовательности Q „, то  соответствующий интеграл 
назы вается сходящимся-, в  противном сл у ч ае— расходящимся.

Аналогично определяется несобственный тройной интеграл от непрерывной 
функция, распространенный на неограниченную трехмерную область.

2®. С л у ч а й  р а з р ы в н о й  ф у н к ц и и. Если функция /(Jt.gr) непре
рывна в ограниченной и замкнутой области Q всю ду, за  Исключением точки 
Р (а , Ь), то полагаю т:

где Ua есть область диаметра е, содерж ащ ая точку Р, и в  случае сущ ествова
ния предела рассматриваемый интеграл называю т сходящимся; в противном 
сл у ч ае— расходящимся.

П редполагая, что вблизи точки Р (а,Ь )  имеет место равенство

где абсолютная величина функции <р (дс, у) заклю чена меж ду двумя полож и
тельными числами т и М и г =  У (х— о)* +  (у — Ь)г, получим, что 1) при а  <  2 
интеграл (2) сходи тся; 2) при а  &  2 — р асходи тся.

Аналогично определяется несобственный интеграл (2), если функция f  (дс, у) 
имеет линию разры ва.

Понятие несобственного интеграла от разрывной функции легко перено
сится на случай тройных интегралов.

Исследовать на сходимость несобственные интегралы с бес
конечной областью интеграции (0 <  т ^  | ф (х, у) | ^  М <  +  оо):

П (1)

Q

OeS#sS I

x + y ^ l



4166. Доказать, что если непрерывная функция f ( x ,y )  неот
рицательна HS„( n =  l , 2 ,  . . . ) — какая-нибудь последовательность 
ограниченных и замкнутых областей, исчерпывающая область S, то

H f( x » y ) d x d y ~ U m  [\ f(x ,y )d x d y ,
S

где левая часть имеет или не имеет смысла одновременно с правой.
4167. П оказать, что

t  9.  Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  Д В О Й Н Ы Е  И Т Р О Й Н ЫЕ  И Н Т Е Г Р А Л Ы  3 9 3

lim ^  sin(x* +  y! )d xd ^  =  n f 
""*■* lxl«Sлп-

\у\< п 
тогда как

Нщ sin ( х * у * ) dxdy =  О
п-+х x»+y»*S2jM

(п— натуральное число).
4168. Показать, что интеграл

х > 1 ,  jg s l

расходится, хотя повторные интегралы 

сходятся.

Вычислить интегралы (параметры положительны):

4|в9- 4,7г- И
х»Э=1, x * + » * > i  
х ^ 1

4,7°- IJ rafe- 4173- Sj £&■* + У^1, У^х>-И

• И ?T=fe- • 4|74- И
х * + » > < 1  '  *  0 s £ * s S y

4171

Переходя к полярным координатам, вычислить интегралы:
4* ® +  оо

4175. J  5 e - ^ + ^ d x d y .
— 9 0 — 00 
+ 00 + 00

4176. 5 5 в“ и,+* ,) cos (дс* + y i)d x d y .
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4177.  ̂ J  sin (дса -h i/*) cfjc d//. *
— ас — се

Вычислить интегралы:
+ <* + X

4178. \  ̂ eax‘+2bxy+cii»+2dx + 24'+l f a  dy,
—  00 —  ОС

где а < 0 ,  а с— Ь* >  0 .

(*-+01}
4179. е  “* **' dxdy.

X1 иш
r.+ fc281
+ ее + вс /*• J L J L .V ? )

4180. J  5 хУе ' " Ь dxdy  (0 *< | е | <  1).
— 00 — оо

Исследовать на сходимость несобственные двойные интегралы 
от разрывных функции (0 <  т <  | <р (х, у) |sg: М <  +  оо):

4 , 8 ‘ - И: ̂.Xdyyi , где область Q определяется условиями: 
и

лс* +  |/’ <  1.

4,в2- И iTW tV *»* •+v‘^  1

4|83- И  W T П Т.
UI + lviO

4,м- 4|85- И (T-ff-V* '*о о *»**»«; i

4186. Д оказать, что если 1) функция <р(х, у) непрерывна в 
ограниченной области а < х < Л ,  Ь ^ . у ^ В ;  2) функция f (х) 
непрерывна на сегменте а < х < Л  и 3) р <  1, то интеграл

А В

C d x C - * (* ,y) -d u  j J 1Цх)-у\'ау
сходится.

Вычислить следующие интегралы:

4187.



4189. 5 $  In sin (дс — у) dx dy,
Q

гпё область й  ограничена прямыми у =  0 , у — х , х =  п.

««>■ И т ¥Ь-
Исследовать на сходимость следующие тронные интегралы:

41в|- И! dxd!ldz’
* , + » , + j |> i

где 0 <  m <  | ф (дс, у, г) | <  М <  +  оо.

«'“• Шх* + у* + **^1
где 0 < т < |  ф (дс, у, г ) | < М  <  + о о .

4 1 ю - Ш  1 Ч ' + 1 » 1 « + 1 Ч *  ( Р > О . Я > 0 . г > 0 ) .
1*1+Ту| + 1*1>1
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а а  а
4194 Г С Г f ( x ,y ,z )d x d y d z  

’ j) S j! { I l^ W l'+ fe - tW lV
где 0 < т < | / (х, у, г )| <  Af <  +  оо, а ф(дс) и ф (х)— непрерывные 
функции на сегменте [0, а].

4195- | *  +  У *

М<1.
U ki

Вычислить интегралы:

+ « + « + «о

4|99- S S S e - ^ + r + ^ d x d y d z .

4200. Вычислить интеграл
•f » + *  + х

S 5 5 е ~Я (Jr'* *•' х,) dxi dxi dxi .

где P {x t, xt, * , )  =  2  2  aijxiXj (a{j  =  aji) — положительно опре

деленная квадратичная форма.
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§ 10. Многократные интегралы

1®. Н е п о с р е д с т в е н н о е  в ы ч и с л е н и е  к р а т н о г о  и н т е г р а л а .  
Е сли  функция f  (xt, xt ............хп) непрерывна в ограниченной области D, опре
деляемой неравенствами

k JT/i ( X j !  X 2t . . . |  X fi  —} )  ^  X n ^  X n  ( X j t X  2 . . . . .  X n  — j ) ,

где x\ и x l— постоянные числа и x',(x{), x s i(x i), . . . ,  x'n (xlt  x 2, . . . ,  
x ’n (xi, xt, . . . .  x „ _ i )  —  непрерывные функции, то соответствующий многократ
ный интеграл может быть вычислен по формуле

*1 *«(*•........ *П-1)
=  5 djf‘  S dx, . . .  5 / (x „  .............. X„)dxn.

*1 * !< * ! >  xn ( x t ............xn - l )

2®. З а м е н а  п е р е м е н н ы х  в к р а т н о м  и н т е г р а л е .  Если 
1) функция / (X j, хг, . . . ,  хп) равномерно непрерывна в ограниченной измери
мой области Q ; 2) непрерывно дифференцируемые функции

*/ =  <P/(£i» £i» •••! 6п) ( * = 1 »  2 , . . . ,  л)

осущ ествляю т взаимно однозначное отображение области Q пространства 
О х ,х2 . . .  х „  на ограниченную область й * пространства О '^ г  . . .  Ъп и 
3) якобиан

,  Р(Х\, X,.......... х„)
D& ь U......... 6»)

сохраняет почти всюду постоянный знак (кроме множества меры нуль) в об
ласти Q ', то справедлива формула

 ̂ (  • • •  ̂  ̂ х,, . . .  * хп) dx 1 dx, . . .  dx,, з  
" а

=  5 5 • • • J  f  (<Гь .................. I / 1 4 i  <%2 • • • dtn-
a

В  частности, при переходе к полярным координатам (г, фх> ф2, . . . ,  ф „ _ ,)
по формулам

Xi =  r  cos ф ,, 
x 2 =  r  s in  cos <pJt

x „ - l  =  r s in q ) l sin<p, . . .  sin  ф „ _ 2 cos 
Xn =  /’ Sin ф ! sin  ф2 . . .  sin  Ф „ _ 2 s in  <fn-l

имеем:
,  D ( x ,t x.............. x„) *  ,  , _ ,  , » ,
/ = Ь77; ф1; ~  ; ф~ 1) = л sin (PiSin ••• •‘" ф- -* -
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4201. Пусть К (х , у) — непрерывная функция в области
а ^ у ^ Ь )  и 

ь ь ь
Кп(*> У) =  $ S • * * S К(х,  /t) К (/,, /,) . . .  /С(fn» y)dt\dtt . . .  dtn.

а а  а

Д оказать, что
ь

K n+m+i(x, у) =  \ к п(х, t )K m(t , y)dt.
а

4202. Пусть f  =  (xit xt , . . . ,  J t j  — непрерывная функция 
в области 0 ^ x t ^ x ( i  =  1, 2 , . . . ,  п). Д оказать равенство

ж х ,  ХП- 1 X X  X

5 dx, $ dxt . . .  5 f d x n= \ d x n [ d x a_l . . . ^ f d x i { n > 2 ) .
0 0 О 0 хп X,
4203. Д оказать, что

* ‘ n - l  ( •  ' j "

j d t t j j d t , . . .  j  f ( t i) f ( t i) . . . f ( t „ ) d t n^ - j L | J / ( T ) d t j  .

где f — непрерывная функция.

Вычислить следующие многократные интегралы:
1 I I

4204. a) J  J  +  . . .  dx„;
0 0 о
1 1 I

б) S $ ••• S ( * f  +  *• +  •• • +  *«)*  dxt dxt . . .  dx„.
0 0 о

4205. /„ =  J  J  . . .  J  dxt dxt . . .  dxn.
x , > 0 ,  * , > 0 ............ * n > 0,

a
I xn - l

4206. J  dxl J  dxt . . .  J  XjX, . . .  xn dxn. 
о о  о

4207. S S * * * S V x i  +  xt +  . . .  + x ndx1 dxt . . .  dxn.
x ,  >  0,  x ,  >  0 ............x„ > °

х , + х , +  . . . + х я <  I

4208. Найти объем n-мерного параллелепипеда, ограничен
ного плоскостями

+ oltxt +  . . .  +  a inxn =  ± h t (i =  1, 2 . . . . . . . . n),
если Д =  |а(/|=^0.



4209. Найти объем /z-мерной пирамиды

£ * + ! *  +  . . . + j ! < l f х , ^ 0  (1 =  1 , 2 ...........п)
a  j  « *  “ в

(о, > 0 ,  1= 1, 2 ...........л ).

4210. Найти объем л-мерного конуса, ограниченного поверх
ностями

Xl | *а | | *п-1 _ Хп у  ____—

°1 О» °П-1  Оп

4211. Найти объем л-мерного шара

4212. Найти J  J  . . .  $ x„dxl dxt . . .  dx„,
о

где область Q определяется неравенствами

x* +  xl +  . . . + х * _ 1< а а, —  у < д с „ < у .

4213. Вычислить

И С dxt dxt . . .  dxn

“ * I  V l - x l - x l - . . . - * '

4214. Д оказать равенство

j d x / j j d x ,  . . .  j  I (xn) dxn =  j  / (« )  (* 7 - i V  * d“ '

4215. Д оказать равенство

X X ,  x n  X

^ Xi dxi ^ xt dxt . . .  J  / (xn+1)dxn+l =  2nn j J  (x* на)п f  (и) du.

4216. Д оказать формулу Дирихле

J  J  . . .  J  . . .  х%»~* dxt dxt . . .  dx„ =»
*»» •**» • • • • •*„ ^ o

_ Г  (p ,) Г  (p2) . . .  Г  (pn) , m
Г (Р х  +  ра + . . . + р л + 1 )  P i t  • • •• P .  >
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4217. Д оказать формулу Лиувилля

J S  •••$ f  (xt + Х . +  . . . +  хп) х^1 1Xt' • • •
*......... хп ^ 0

• ж,+*«+•••+*„< 1
• •. х п djfj dx, . . .  dxn —

Г  ( P l )  Г  ( P j )  . . .  Г  ( р л )  f  (  / , . ч . . P i  + Р . +  . . .  .  + D _ - l  j . .  ,  .  _  ^  r t\

=  'г(р 1+ р ,-| -::г+ Р Л) J /(U)U du{pit ................p „ > o ) ,

где f ( u ) — непрерывная функция.

У к а з а н и е .  Применить метод математической индукции.

4218. Привести к однократному интегралу л-кратный ин
теграл (л > 2 )

S S . . .  5 / < к  х* +  •** +  • • • + x * ) d x 1dxl . . .  dxn, 
а

распространенный по области +  + . . . + л Ж / ? * ,  где / (ы) — 
непрерывная функция.

4219. Вычислить потенциал на себя однородного шара ра
диуса R и плотности р0, т. е. найти интеграл

Ц = Р± j* j* j* j* j* j*  dxxdyt dzxdxt dytdz% ^

х \ * у \ + г \ к  R'

*\+у\+г\< R' 
где r Ui =  V ( x l —xty  +  (yt —yt)% +  (г , — г,)1 .
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4220. Вычислить л-кратный интеграл
I n  л \

V  V  V  "  2  W + ! 2  bi*t*e }S S ••• J е ’/=l is£l dxx dxt . . .  dx,л*
— 30 — 30 — x

n

если У  a a x ix / ( a ij  = a /i) — положительно определенная квадра-
t,Т- i  

тичная форма.

§ I I .  Криволинейные интегралы

1°. К р и в о л и н е й н ы й  и н т е г р а л  1-го р о д а .  Если f ( x , y , z )  — 
функция, определенная и непрерывная в точках гладкой кривой С

х  =  х ( 0 .  V = y (f).  г  =  г ( 0  ( t * < t < T )  (1)

и ds— дифференциал дуги, то по определению полагаю т
Т

5 /(X, у. z)ds =  5  / ( * ( 0 .  У ( 0 .  * ( 0 )  V * ' 1 ( 0 + / *  (<) +  * ' *  W  dt.
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.  Особенность этого интеграла состоит в том, что он не зависит от направления 
кривой С.

2 ° . М е х а н и ч е с к и е  п р и л о ж е н и я  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е 
г р а л а  I -го р о д а .  Если р =  р (дг, у, г)— линейная плотность в текущей 
точке (х, у, г) кривой С , то масса крияой С равна:

Af =   ̂ Р (*• У• г) ds-

Координаты центра тяжести (х0, у о. *о) этой кривой вы раж аю тся фор
мулами

*• = j j  §  *Р  (•*. У. г) ds, V o = jj  J  УР ( * .  У. * )  ds, J  * Р ( * .  у, z)ds.

3 °. К р и в о л и н е й н ы й  и н т е г р а л  2-го р о д а .  Е сли  функции 
Р  =  Р ( х, у, г), Q =  Q(x, у, г), R =  R (x , у, г) непрерывны в точках кривой (1), 
пробегаемой в направлении возрастания параметра I, то полагаю т

$ Р ( * .  у, z)dx +  Q(x, у, z )d y + R (x , у, г)<Ь =  

т
=  5 { Р (X (0 . У (0 . г (/)) х' (/) +  Q (X (0. у <0. г (0) </' (0  +  (2)

+  /? (* « ), у(<). * (0 )  * ' ( 0 }  Л-
При изменении направления обхода кривой С этот интеграл изменяет свой 
знак на обратный. М еханически интеграл (2) представляет собой работу пере
менной силы \Р, Q, /?}, точка приложения которой описывает кривую  С.

4°. С л у ч а й  п о л н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л а .  Если

Р ( х ,  у, z)dx +  Q(x, у. z )d y + R (x , у, z)dz =  du,

где и =  и(х, у, г )— однозначная функция в области V, то независимо от вида 
кривой С , целиком расположенной в области V, имеем:

^ P dx +  Qdy +  R dz =  u (дг,, уг, i j — u (xu у и z j ,  
с

где (дс», уи  Zi) — начальная и (х „  уг, г ,)  — конечная точка пути. В  простей
шем случае, если область V односвязна и функции Р ,  Q и R  обладают не
прерывными частными производными первого порядка, для этого необходимо 
и достаточно, чтобы в области V были тождественно выполнены следующие 
условия:

dP_= dQ_ dQ _  dR dR  _  OP 
ду дх ’ дг ~~ ду ' дх ~  дг '

Тогда в простейшем случае стандартной параллелопндальной области V, функ
цию и можно найти по формуле

* в *
U (X, у, г) =  j  Р  (дс, у, г ) Ж с + 5  Q (*о . у. *)dy +  $ R (дс0. Уо. г) dz + с ,

*• V» г,
где (ж0, уа, г„) —  некоторая фиксированная точка области V и с — произволь
ная постоянная.

М еханически этот случай соответствует работе силы , имеющей потенциал.



Вычислить следующие криволинейные интегралы 1-го рода:

4221. $ (x  +  */)ds, где С — контур треугольника с вершинами

0(0,  0), А (  1, 0) и 5 ( 0 ,  1).

4222. §y*ds ,  где С — арка циклоиды

x =  a ( t — s i nf ) ,  у (1 — cos t) ( 0 <  / < 2 л ) .

4223. J  (я* +  уг) ds, где С — кривая

x =  a (c o s t  -\-t s'mt), у =  а (sin t —t cost)  ( 0 < / < 2 л ) .

4224.  ̂xyds , где С — дуга гиперболы 
с

x =  c c h  t, y =  a s h t  ( 0 ^  ^  /0).

г (  ±  ±\  -1 -1 —

4225. ) Vjcs + у 3 Jd s ,  где С — дуга астроиды х 3 + у 3 =  а 3 . 
с

4226. § eVx,+y‘ ds, где .С — выпуклый контур, ограниченный 

кривыми г =  а, ф =  0 , <р =  -^ (г и ср— полярные координаты).

4227.  ̂ |i/|ds, где С — дуга лемнискаты

(х3 +  </*)’ =  а 2 (х2- у 2).
4228. ^xds,  где С — часть логарифмической спирали г = а е кч> 

с
( * > 0 ) ,  находящаяся внутри круга г ^ а .

4229.  ̂Ух* +  y*ds, где С — окружность х2 +  у2 = а х .

4230. где С — цепная линия i/ =  a c h - j .

Найти длины дуг пространственных кривых (параметры по
ложительны):

4231. x =  3t, y =  3t*, z = 2 t 3, от 0 ( 0 ,  0 , 0) до Л (3 , 3 , 2).
4232. x =  e~l c o s t , у ==е~‘ sin t ,  z =  e~x, при 0 < / < + о о .
4233. у =  а  a r c s i n - j ,  г =  у  1 п ^ ^  от 0 ( 0 ,  0 , 0) до А(х„, у0, г 0).

4234. (х— у)2 — а(х-\гу), x2—y2 =  ^ z 2 от 0 ( 0 ,  0 , 0) до 
А  (*о, У9, г0).
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4235. х * + у *  =  сг, ±  =  tg i -  от О (0, 0 , 0) до А (х„, уя, г„).

4236. х * + у *  +  г * = а \  Ух*-\-уг ch (a rc tg -^ )  = а  от точки 
А (а, 0 , 0) до точки В (дс, у, г).

Вычислить криволинейные интегралы 1-го рода, взятые вдоль 
пространственных кривых:

4237.  ̂ (**  +  Уг +  г1) ds, где С — часть винтовой линии

x =  a c o s t ,  y — a s in t ,  z =  bt ( 0 < / ^ 2 л ) .

4238. J  х* ds, где С — окружность 
о

х *+ у *  +  гг =  аV  х +  у +  г =  0 .

4239. J  zds,  где С — коническая винтовая линия 
о

x =  /c os f ,  y =  /sin/,  г — t (0

4240. J  zds , где С — дуга кривой дс* -\-уъ = г г, у* =  ах от точки 
с

0 ( 0 ,  0 , 0 )  до точки А (а, а, а У  2 ).
4241. Найти массу кривой x = a c o s t ,  y =  bs\nt ( a ^ b >  0; 

0 ^ / ^ 2 л ) ,  если линейная плотность ее в точке (дс, у) равна
р =  М -

4241.1. Найти массу дуги параболы

у'- =  2рх  ( 0 < д с < у )  ,

если линейная плотность параболы в текущей точке М (х, у) 
равна \у\.

4242. Найти массу дуги кривой x =  at, y =  ^ t * ,  2 =  -j/ *

( 0 ^ / ^ 1 ) ,  плотность которой меняется по закону

4243. Вычислить координаты центра тяжести дуги однородной 
кривой y =  a c h - i - 0T точки Л (0, а) до точки B (b ,h ) .

4244. Определить центр тяжести дуги циклоиды
x =  a ( t — sin/), у = а ( 1 — cost)  ( 0 ^ / ^ л ) .

4244.1. Найти статические моменты

S v= \ x d s ,  Sx =  ^ y d s
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д уги  С астроиды
В Т  JL JL _1

х * + у * = а *  ( х ^ О ,  у ^ О )

относительно осей координат.
4244.2. Найти момент инерции окружности

х* +  у* = а а

относительно ее диаметра.
4244.3. Найти полярные моменты инерции

/. =  $ ( * *  + У*)
с

относительно точки 0 ( 0 ,0 )  следующих линий: а) контура С квад
рата тах{|дс|, | ^ | }= а ; б) контура С правильного треугольника 
с вершинами в полярных координатах

Р (а ,  0 ) ,Q ( a ,  % ) , R ( a ,  - у ) .

4244.4. Найти средний полярный радиус астроиды
1 « »

дс» + у *  = а * ,

т. е. число г0( г „ >  0 ), определяемое формулой

/, =  S-r J ,

где / ,— полярный момент инерции астроиды, относительно начала 
координат (см. 4244.3) и s — длина дуги астроиды.

4245. Вычислить координаты центра тяжести контура сфери
ческого треугольника хг + у *  +  г* = а * ;  дс^О , у ^ 0 ,  г ^ 0 .

4246. Найти координаты центра тяжести однородной дуги

x — e'cos (, y =  e, s\n t, г — е* ( — о о < / ^ 0 ) .

4247. Найти моменты инерции относительно координатных 
осей одного витка винтовой линии

x =  a c o s t ,  y = a s i n t ,  г — - ^  t ( 0 ^ 1 ^ 2 л ) .

4248. Вычислить криволинейный интеграл 2-го типа

J  x d y — ydx, 
ол

г^е О— начало координат и точка А имеет координаты (1 , 2), если: 
а) ОА — отрезок прямой линии; б) О А — парабола, ось которой 
есть Оу\ в) ОА— ломаная линия,  состоящая из отрезка ОВ оси Ох 
и отрезка В А, параллельного оси Оу.



4249. Вычислить
J  xdy  +  ydx

ОА

для путей а), б) и в), указанных в предыдущей задаче.

Вычислить следующие криволинейные интегралы 2-го рода, 
взятые вдоль указанных кривых, в направлении возрастания 
параметра:

4250.  ̂ (хг — 2ху)dx +  (у* — 2xy)dy, где С — парабола
с

У = х * ( — 1 < Х <  1).

4251. J  (х* +  y*)dx +  (xt —y*)dy, где С — кривая

у =  1 — 11 — х| ( 0 < х < 2 ) .

4252. (f (x +  y)dx +  (x—y)dy,  где С — эллипс т£  +  |г =  1, про

бегаемый против хода часовой стрелки.

4253.  ̂ (2а— y)dx +  xdy,  где С — арка циклоиды
с
x = a ( t — s i n 0 ,  у — а {\ — cost)  ( 0 < < < 2 я ) .

4254. j ) (х- —у) ~ ~ у) dy, где С — окружность х* + у *  =  а*,'
с х г у

пробегаемая против хода часовой стрелки.

4255. ф -т- Г  f » I » где ABCDA— контур квадрата с вер-
ABCDA '

шинами Л ( 1 , 0 ) ,  В (0, 1), С ( —1 , 0 ) ,  D (0 , — 1).

4256. J  dxs i n^ +  di/sinx, где А В — отрезок прямой между
АВ

точками А (0, л) и В (я , 0).

4257. ф dy a r c t g - j— dx, где ОтА — отрезок параболы
ОтАпО

у =  х2 и ОпА— отрезок прямой у =  х.

Убедившись, что подынтегральное выражение является пол
ным дифференциалом, вычислить следующие криволинейные 
интегралы:

( 2 . 3 )  ( 3 , - 4 )

4258. J xdy  +  ydx.  4259. J  x d x  +  ydy.
( - 1 .  2)  ( 0 ,  1)
(2 .  3)

4260. J  ( x + y )d x  +  (x—y)dy.
(0 .  1)



( 1 . 1 )  (в. Ь)
4261. \ (дс— у) (dx— dy). 4262. [ f  (х +  у) (dx +  dy),

( I .  - О  ( 0 . 0 )
где f  (и) непрерывна.

О .  2)

4263. J  ~dXх*Xdy вдоль путей, не пересекающих оси Оу. 
(2. и
(6.  8 )

Г дс dx-4- и du
4264. \ г 9 * вдоль путей, не проходящих через на- 

( 1 . 0 )  '  *
чало координат.

<*». V»)
4265.  ̂ V(x)dx +  ̂ (y)dyt q> и ^ — непрерывные функции.

<*1. Уi)
(3 . 0 )

4266.  ̂ (х*-\-4xyi)dx-\-(6x2y2— 5y*)dy.
(-2. - 1 )

( 1 . 0 )

4267. ^ ■ d(x~ y y X вдоль путей, не пересекающих прямой 
( 0 , - 1 )

У =  х. 
(2. л)

4268.  ̂ ( l  — -frcos -jQ dx +  (sin  |-4--|-cos ^  dy вдоль ny-
(I. я)

тей, не пересекающих оси Оу.
(о. Ь)

4269.  ̂ ex (cosy d x — sin г/ dy).
(0, 0)

4270. Доказать, что если f  (и)— непрерывная функция и С — 
кусочно-гладкий замкнутый контур, то

i 11.  К Р И В О Л И Н Е Й Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  4US

<fif(x"-+ у2) (xdx +  y dy) =  0.

Найти первообразную функцию г, если:
4271. dz =  (х2 +  2ху—y2)dx +  (х2— 2ху— y2)dy.

« * •
4273 dz — l^ +  b y  +  Sy^djc +  i * —2xy +  y')dy

(* +  У>*
4274. dz =  ex [ev (x—y +  2) +  y]dx +  e*[ev (x— y ) +  \\dy.



an+m + lu , . dn + m + *U .
4275. dz =  ^ т щ ^ х + d ? :dym+idy.

,j» + » + l / I \ <yi + «. + l / I \
4276. d z =  fan+itfym-i — J dx 0Хп - 10уЯ+* ~ J  dy, где

г = У х *  +  у*. *
4277. Д оказать, что для криволинейного интеграла справед

лива следующая оценка:

где /.— длина пути интеграции и М =  т а х  У Рг +  Q* на дуге С.
4278. Оценить интеграл

£  y d x —xdy

x>Z=R'(X' +  Xy +  yt)''
Д оказать, что lim I R — 0 .

R -*■ со

Вычислить криволинейные интегралы, взятые вдоль прост
ранственных кривых (координатная система предполагается 
правой):

4279. J  (у* — z*)dx +  2yz dy— x'dz,  где С — кривая *=»/, 
о

y — t*, z =  t* ( 0 ^ / ^ 1 ) ,  пробегаемая в направлении возрастания 
параметра.

4280. J  ydx  +  zdy +  xdz,  где С — виток винтовой
о

x =  a c o s t ,  у =  a sin/,  z =  bt (0 ^  i ^ 2 п ) ,  пробегаемый в направ
лении возрастания параметра.

4281.  ̂ (у— z)dx +  (z— x)dy +  (x— y)dz,  где С — окружность
С

линии

х* +  У1 +  г " =  я 1. y =  x { g a  (0 <  а  <  л), пробегаемая против хода 
часовой стрелки, если смотреть со стороны положительных х

4282. J  y, dx +  z, dy +  хг dz, где С — часть кривой Внвианн

х*+ У г +  г,  =  а*, х* +  у* =  ах  ( г ^ О ,  а  >  0 ), пробегаемая против 
часовой стрелки, если смотреть с положительной части ( х > а )  
оси Ох.

4283. l ( y , —zt)dx  +  (zi — xt)dy  +  (xi —yt)dz,  где С — контур,
о

ограничивающий часть сферы х , + у 1 +  г * =  1, х > 0 ,  у > 0 ,  г > 0 ,  
пробегаемый так, что внешняя сторона этой поверхности остается 
слева.



Найти следующие криволинейные интегралы от полных диф
ференциалов:

(2.  3. - 4 )

4284. $ xdx  +  y 'd y — z'dz.
( i . i . i )

( 6 . 1 . 1 )

4285. $ yzdx +  xzdy +  xy dz.
(1 .  2 . 3 )
(*•. Уг.  г , )

, п , с  (* xdx  - i -  у dy +  г dz ,  .
4286.  ̂ ^  t где точка ( * „  ух, г ,) располо-

(*»• У !• 2|)
жена на сфере хг + у 2 +  г2 =  а 2, а точка (х ., г . ) — на сфере 
х * + У г +  г '  =  Ь* (а  >  О, Ь > 0 ) .

( * . .  V i .  * • )

4287. ф (x)dx +  $(y)dy  +  x(z)dz,  где ф, х — непре- 
.  ( * t .  у,. *• )

рывные функции.
f • (*«• Vt. *«)

4288.  ̂ I ( x + y  +  z)(dx +  d y + d z ) ,  где /— непрерывная
(*1. У н  *»)

функция.
(*.. У и  *•) ____________

4289. J  / (V x' +  y' +  z ^ ix d x  +  ydy +  zdz),  где / — не- 
(*1. у  1. *|)

прерывная функция.

Найти первообразную функцию и , если:
4290. du =  (дс2— 2yz) dx +  {y2— 2хг) Л/ +  (г2 — 2ху) dz.

4291. du =  ( l  — I  +  £ ) d x + ( - i + . ^ ) d y - 5 d z .

лппп J . .  (* +  * —*)Лс+(*+1Г—*)4*+ (*+1Г+*)<**
ч / » / . а и -------------------------- * 1 + 4 ,а + г * +  2ху •

4293. Найти работу, производимую силой тяжести, когда 
точка массы т перемещается из положения (хи уи гх) в поло
жение (дс,, уг, z ,) (ось Ог направлена вертикально вверх).

4294. Найти работу упругой силы, направленной к началу 
координат, величина которой пропорциональна удалению мате
риальной точки от начала координат, если эта точка описывает 
в направлении, противоположном ходу часовой стрелки, поло
жительную четверть эллипса -^ +  ^ = 1 -

4295. Найти работу силы тяготения , где г= У г х * + у * + г г,
действующей на единичную массу, когда последняя перемещается 
и точки Мх (xit уи гх) в точку Af, (дс„ у„ гг).



1*. С в я з ь  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  о Д в о й н ы м 
Е сли  С — замкнутый простой кусочно-гладкий контур, ограничивающий конеч! 
ную односвязную  область S, пробегаемый так, что область S  остается слева, й 
функции Р (х, у). Q ( * .  у) непрерывны вместе со своими частными производ. 
ными первого порядка Ру (х, у) и Q'x (x, у) в области S  и на ее границе, То 
имеет место формула Г  рана

(f) Р(х, y )d x + Q (x ,  =  dxdy. (i)

Ф ормула (1) справедлива такж е и для конечной области S, ограниченное 
несколькими простыми контурами, если под границей С последней понимать 
сумму всех граничных контуров, направление обхода которых выбирается 
так, что область S  остается слева.

2 *. П л о щ а д ь  п л о с к о й  о б л а с т и .  Площ адь S  фигуры, ограничен
ной простым кусочно-гладким контуром С, равна

S  = £  x d y = — £  y d x = -^  j )  (xdy— ydx).

В  этом параграфе, если не оговорено противное, предполагается, что замк
нутый контур интеграции простой (без точек самопересечения) и пробегается 
так, что ограниченная им область, не содерж ащ ая бесконечно удаленной 
точки, остается слева (положительное направление).

4296. С помощью формулы Грина преобразовать криволи
нейный интеграл

I  — х* + y * d x  -\-у[ху +  \п(х +  V x i +  y‘l)\dy,

где контур С ограничивает конечную область S .
4297. Применяя формулу Грина, вычислить криволинейный 

интеграл

/ =  <f (х +  уУ dx — (дс* +  «/*) dy, 
к

где К — пробегаемый в положительном направлении контур тре
угольника ABC с вершинами Л ( 1 ,  1), В ( 3 , 2 ) ,  С ( 2 , 5 ) .

Проверить найденный результат, вычисляя интеграл непосред
ственно.

Применяя формулу Грина, вычислить следующие криволи
нейные интегралы:

4298. (j)xy*dy—x'ydx, где С — окружность хг + у ’- =  а *.

4299. (ft (х +  у) d x —{х—у) dy, где С — эллнпо 
а

О* - г  Ьг — *•

§ 12. Формула Грина



4300. co s y )d x — (у— s\n у) dy\, где С — пробегаемый 
а

в положительном направлении контур, ограничивающий область 
0 < х < п ,  0 <  «/ <  s in * .

4301. ( f  е-с**-»*) (cos2xydx+sin2xydy).
x‘ + u* = R ‘

4302. На сколько отличаются друг от друга криволинейные 
интегралы

S ( x + y V d x — (x— yydy
АтВ

И

/ .=  S ( jc + y )* d x — (дс— у)М(/,
АпВ

где / 4 т 5 — прямая, соединяющая точки Л (1 , 1)  и В  ( 2 , 6 ) ,  и АпВ — 
парабола с вертикальной осью, проходящая через те же точки 
А и В и начало координат?

4303. Вычислить криволинейный интеграл

J  (e *s in y — my)dx-\-(e* c o s y — m)dy,
АтО

где АтО— верхняя полуокружность х1 + у -  = а х ,  пробегаемая от 
точки А (а, 0) до точки 0 ( 0 ,  0).

У к а з а н и е .  Д ополнить путь АтО до зам кнутого прямолинейным отрез
ком О А оси Ох.

4304. Вычислить криволинейный интеграл

S [ф (у) ex—my]dx +  [<p' (у) ех— т] dy,
АтВ

где q>(y) и ф' (у) — непрерывные функции и АтВ — произвольный 
путь, соединяющий точки A (jclt yt) и В ( * „  уж), но ограничиваю
щий вместе с отрезком АВ площадь АтВА данной величины S .

4305. Определить две дважды непрерывно дифференцируемые 
функции Р (х, у) и Q (x , у) так, чтобы криволинейный интеграл

/ =  <f) Р (х  +  а, y +  $)dx +  Q(x +  a ,  y +  $)dy
о

для любого замкнутого контура С не зависел от постоянных 
а и р .

4306. Какому условию должна удовлетворять дифференци
руемая функция F  (х, у), чтобы криволинейный интеграл

S F (x , y )(ydx  +  xdy)
АтВ

не зависел от вида пути интегрирования?



4307. Вычислить
/ =

где С— простои замкнутый контур, не проходящий через начало 
коорднтат, пробегаемый в положительном направлении.

У к а з а н и е .  Рассмотреть два случая: 1) начало координат находится 
вне контура; 2) контур С окружает начало координат.

С помощью криволинейных интегралов вычислить площади, 
ограниченные следующими кривыми:

4308. Эллипсом x = acost, y = bsint (0 ^ / ^ 2 л ) .
4309. Астроидой л: = a cos*/, y = bsin*t (0 ^ / < 2 л ).
4310. Параболой (х+ у )2=ах (а > 0) и осью Ох.
4311. Петлей декартова листа х3+ у3 = Заху (а > 0). 
У к а з а н и е .  Положить у — tx.
4312. Лемнискатой (дс' + у’)* = а2(дс*— у2).
У к а з а н и е .  Положить у =jt tg <р.

4313. Кривой jc* у3 = дс* + у2 и осями координат.
4314. Вычислить площадь, ограниченную кривой

(х+ у)п + и+1 = ахпу'п (а>  0, п >  0, т >  0).
4315. Вычислить площадь, ограниченную кривой

( l ) " + ( f ) " = 1  b > ° >  n > ° )  

и осями координат.

У к а з а к и  е. Положить — =  cos п ф, Ц- =  sin п ср.a b Y *
4316. Вычислить площадь, ограниченную кривой

ф*+(*)‘-(4Г+(!Г
(а> 0 , Ь > 0, п > 1) и осями координат.

4317. Вычислить площадь петли кривой

(тГ’+^ГМ тШ * <а>0' *>»• *>«. •>■*
4318. Эпициклоидой называется кривая, описываемая точкой 

подвижной окружности радиуса г, катящейся без скольжения 
по неподвижной окружности радиуса R  и остающейся вне нее.

Найти площадь, ограниченную эпициклоидой, предполагая,
что отношение у  = п есть целое число (я >  1).

Разобрать частный случай r = R  (кардиоида).

A  xdu- у dx
J  X*~i у* •



4319. Гипоциклоидой называется кривая, описываемая точкой 
подвижной окружности радиуса г, катящейся без скольжения 
по неподвижной окружности радиуса R  и остающейся внутри 
нее. Найти площадь, ограниченную гипоциклоидой, предполагая,

Rчто отношение — = п есть целое число (п ^ 2 ).
D

Разобрать частный случай r = -f (астроида).
4320. Вычислить площадь части цилиндрической поверхности 

х* =ах, вырезанной поверхностью хг-\-у-+г* = а*.
4320.1. Доказать, что объем тела, образованного вращением 

вокруг оси Ох простого замкнутого контура С, расположенного 
в верхней полуплоскости у ^ О  равен

V = —я (f) у- dx.
с

4321. Вычислить
, I X X d Y - Y d X  

2 n J  Х* +  К» •

если X  =ах + by, Y =cx + dy и простой замкнутый контур С 
окружает начало координат (ad— Ь с Ф 0).

4322. Вычислить интеграл / (см. предыдущую задачу), если 
Х = ф (х , у), У = х|>(дс, у), и простой контур С окружает начало 
координат, причем кривые <р(х, у) = 0 и ф(х, у)= 0 имеют не
сколько простых точек пересечения внутри контура С.

4323. Показать, что если С — замкнутый контур и I — произ
вольное направление, то

tf  cos (/, n) ds — 0,
с

где n — внешняя нормаль к контуру С.
4324. Найти значение интеграла

1 =  §  ix cos (« . х) +  У cos (« . У)] ds,с
где С — простая замкнутая кривая, ограничивающая конечную 
область S, и п — внешняя нормаль к ней.

4325. Найти
lim 6 ( F  n)ds,л (S)-*о 6 g

где S — площадь, ограниченная контуром С, окружающим точку 
(*о. У»)> d (S )— диаметр области S, п — единичный вектор внеш
ней нормали контура С и F {X ,  Y ) — вектор, непрерывно диф
ференцируемый в S  + C.
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где
I г.л д2и ди , , ди ,
1 М - Ш ~ у  + а д'х + Ь д~у + Си
„  г.л d2v _dv .d v  ,

(а, Ь, с— постоянные), Р  и Q — некоторые определенные функции 
и контур С ограничивает конечную область S.

4339. Пусть и = и (х, у) и v = v(x, у )— компоненты скорости 
установившегося потока жидкости. Определить количество жид
кости, вытекшее за единицу времени из ограниченной контуром С 
области S  (т. е. разность между количествами вышедшей и во
шедшей жидкости). Какому уравнению удовлетворяют функции 
и и v, если жидкость несжимаема и в области S  отсутствуют 
источники и стоки?

4340. Согласно закону Био— Савара электрический ток », 
протекающий по элементу проводника ds, создает в точке про
странства М  (х, у, г) магнитное поле с напряжением

где г — вектор, соединяющий элемент ds с точкой М, и k— ко
эффициент пропорциональности.

Найти проекции Н х, H v, Н г напряжения магнитного поля Н  
в точке М  для случая замкнутого проводника С.

1°. П о в е р х н о с т н ы й  и н т е г р а л  1-го рода. Если S — кусочно
гладкая двусторонняя поверхность

и /(•*. У> г )—функция, определенная и непрерывная в точках поверхно
сти S, то

Ц  У> г) dS = J  J  / (* (“ • 1’). У (“ . v)> * (“ . »)) V EG — F 2 du dv, (2 )

§ 14. Поверхностные интегралы

x = x(u, v) y — y (u ,v ) z =  z (u ,v ) ((u, v)£Q) (1)

u
где

В  частном случае, если уравнение поверхности S имеет вид
г = г (* . у) ((х, у) £ о),



где г (х, у) — однозначная непрерывно дифференцируемая функция, то

\  У. z ) d S ~ $ j f ( x .  у, г (д . у)) у  l +  ( s ) i + ( ^ ) ,<fatrf»-

«Кот интеграл не зависит от выбора стороны поверхности S.
Если функцию f(x, у, г) рассматривать как плотность поверхности S 

в точке (х, у, г), то интеграл (2) представляет собой массу этой поверхности.
2°. П о в е р х н о с т н ы й  и н т е г р а л  2-го рода. Если S — гладкая дву

сторонняя поверхность, S+ — ее сторона, характеризуемая направлением нор
мали я  {cos a, cos p. cos у}, Р  =  Р(х , у, г), Q = Q(x, у, г), R =  R(x, у. г) — 
три функции, определенные и непрерывные на поверхности S, то

Р  dy dz +  Q dz dx -f- R dx dy = J  J  (P cos a  + Q cos p + R  cos y) dS. (3) 
S+  S

Если поверхность S  задана в параметрическом виде (1), то направляющие 
косинусы нормали п определяются по формулам:

А о В  ,cos о ----- — --- , cos В = ----
± Y /4* + В*+С* ± V  /4* + А* + С*

СCOS V ----- /- __г-=- ,± /Л*-(-в*-гС»
где

„ д(у, z) р а (г, х) д (X, у)
д(и, о) ' д(и, v) *' d (u ,v ) ’

и знак перед радикалом выбирается надлежащим образом.
При переходе к другой стороне S - поверхности S  интеграл (3) меняет 

свой знак на обратный.

4341. На сколько отличаются друг от друга поверхностные 
интегралы

I i  = $[(x*+y* + * )d S
S

и

р
где S — поверхность сферы х* + #* + zs = а* и Р — поверхность 
октаэдра |x| + |y |+ |z |= a , вписанного в эту сферу?

4342. Вычислить
^ z d S ,

S
где S — часть поверхности х* +  г* = 2аг (а >  0), вырезанная по
верхностью Z = V хг -\-уг. 

Вычислить следующие поверхностные интегралы 1-го рода: 
4343. 55 (x + y +  z)dS, где S — поверхность 

x*+ y' +  z* = a\  z> 0 .
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4344. (xi + yt)dS, где S — граница тела

V * * + * '< * < ! .

4345- 4_t+y)i . гДе S — граница тетраэдра 

х +  У + г ^  1, дс>0, 0, 2> 0.

4346. $5 1*1/2 |dS, где S — часть поверхности z = x2 + y2, от
секаемая плоскостью 2= 1.

Л /I
4347. 5 j — , где S — поверхность эллипсоида и h— расстояние

центра эллипсоида до плоскости, касательной к элементу dS 
поверхности эллипсоида.

4348. zdS, где S — часть поверхности геликоида

x — ucosv, у = и sin и, 2 = 0(0 < ы < а ; 0 < v < 2л).

4349. 5S 2’ dS, где S — часть поверхности конуса
s
x = r cos ф sina, у = г sin ф sina, 2 = rcosa 

(О ^ г ^ а ;  0 < ф <  2я) и a — постоянная 0̂ < a < 'j .

4350. t t (x y  + yz + zx)dS, где S — часть конической поверх-
s _______

ности г = У х г + у2, вырезанная поверхностью
X1 + У* = 2ах.

4351. Доказать формулу Пуассона

f (ах + by + cz) dS = 2«5 f (uVa2+b2 +c2)du,

где S есть поверхность сферы jc* + у2 2* = 1.
4352. Найти массу параболической оболочки

z = j ( x '+ y 2) (0 < 2< 1),

плотность которой меняется по закону р = 2.
4352.1. Найти массу полусферы

х2+ у2 + г' = а2 (2> 0), 
плотность которой в каждой ее точке М (х ,у ,г )  равна — .
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4352.2. Найти статические моменты однородной треугольной 
пластинки

х + у + г = а (х^О , у ^ О ,  г> 0 )
|ртноснтельно координатных плоскостей.

4353. Вычислить момент инерции относительно оси Ог одно
родной сферической оболочки

+  г* = а* (2>0)
плотности р0.

4354. Вычислить момент инерции однородной конической 
оболочки

Ж  £ +
плотности р„ относительно прямой

_  у_ г —Ь 
1 — 0 = 0 '

4355. Найти координаты центра тяжести части однородной 
поверхности _______

z = V x *+ y\
вырезанной поверхностью х* +у* = ах.

4356. Найти координаты центра тяжести однородной поверх
ности

г = У а '— х '— у' (х^О ; у ^ О ; х +  у ^ а ) .

4356.1. Найти полярные моменты инерции

/,=  SS<Jt*+ i'*+ Z,>dSs
следующих поверхностей 5:

а) поверхности куба max {|х|, |у|, |г | }= а ;
б) полной поверхности цилиндра хг + у * ^ / ? г; 0 < г ^ Я .
4356.2. Найти моменты инерции треугольной пластинки

x + y + z =  1 (х ^  0, у ^ О , z^s0)
относительно координатных плоскостей.

4357. С какой силой притягивает однородная усеченная кони
ческая поверхность

x =  rcos<p, y  =  rsin<}>, г =  г ( 0 ^ ф < 2 л ,  0 <  Ь ^ г  ^ а )

плотности р0 материальную точку массы т ,  помещенную в вер
шине этой поверхности?

4358. Найти потенциал однородной сферической поверхности 
х*+ У2 +  z* = a2 (S) плотности р„ на точку M 0(x0, у0, гл), т. е.
14 Б . п. Демидович
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вычислить интеграл
_  Г Г Po^s

где r = V  (x— x0)* + (y— yt)*+ (z — ze)*-
4359. Вычислить

F (0  = SS f(x, У, z)dS,
x+y+z=t

где 
f i x  U 7 ) =  J  1—  х * — У1— **• если Х'- +  «/4 +  z *<  1;
' '  ’ У' ' \ 0 , если дс* + у14- г* > 1.

Построить график функции u = F (t ).
4360. Вычислить интеграл

F ( t )=  J 5  f (x ,y ,z )d S ,
х, +уг + г , =1‘

где
t/ \ ( Х* +  У*> если г> ]/х* + «/*;

о . если * < V * T F .

4361. Вычислить интеграл
F (х, у, z, / )= SS/(£ , n,Q dS , 

s
где 5 — переменная сфера

(£-*)* +  (Л - У )1 + (С ■- *)• = /*,
и

, r  n  ( 1. если |* +  л* + Сг <а*;
И 6. Л. W \ 0, если S* + Л1 + С* >  а*.

предполагая, что
г =  /дс* +  «/* +  г* >  а >  0.

Вычислить следующие поверхностные интегралы 2-го рода:
4362. 55 (xdydz +  ydzdx + zdxdy), где S — внешняя сторона

s
сферы дс*+ уг +  гг = а*.

4363. 55 f (x)dydz+g(y)dzdx + h(z)dx dy, где f (дс), g (у),
s

h(z) — непрерывные функции и S — внешняя сторона поверхности 
параллелепипеда Os^xsg^a; Ot^ys^b; 0 ^ z < c .



4364. J $(*/— z)dydz + (z— x)dzdx + (x— у )dxdy, где5-внеш-
s

няя сторона конической поверхности x* + y% = z* (О ^ г ^ Л ).
4365. \ j  ( t l где s — внешняя сторона

эллипсоида i.

4366. s j  xi dydz + yt dzdx +  z*dxdy, где S — внешняя сторона
s

сферы (дс—<*)’ +  ({/— b)* + (z— с)* = /?*..

§ 15. Формула Стокса
Если Р  = Р(х, у, г), Q = Q (х, у, г), R = R(x, у, г) — непрерывно диффе

ренцируемые функции и С — простой замкнутый кусочно-гладкий контур, 
ограничивающий конечную кусочно-гладкую двустороннюю поверхность 5, то
имеет место формула Стокса:

cos a  cos Р cos у
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(f)Pdx +  Q dy+ R  dz= д д д 
дх ду дг 
Р  Q R

dS,

где cos a, cos Р, cosy— направляющие косинусы нормали к поверхности S, 
направленной в ту сторону, относительно которой обход контура С соверша
ется против хода часовой стрелки (для правой координатной системы).

4367. Применяя формулу Стокса, вычислить криволинейный 
интеграл

<f)ydx+zdy+xdz,
с

где С — окружность я*4-y* + z* = a*, х + у  +z = 0, пробегаемая 
против хода часовой стрелки, если смотреть с положительной 
стороны оси Оде.

Проверить результат непосредственным вычислением.
4368. Вычислить интеграл

5 (х1—yz) dx 4* (у* xz) dy -J- (2* —xy) dz, >
А т В

взятый по отрезку винтовой линии
Лх = a cos ф, I/ = a sin ф, z = -̂ - ф

от точки А (а, 0, 0) до точки В (а, 0, Л).
У к а з а н и е .  Дополнить кривую А т В  прямолинейным отрезком и при

менить формулу Стокса.
14*



4369. Пусть С — замкнутый контур, расположенный в пло- 
скости xcosa + ycosp+ zcosy — p = 0(cosa, cosp, co sy— напра. 
вляющие косинусы нормали плоскости) и ограничивающий пло-
щадку S. ________

Найти
dx dy dz 

[ cos a  cos P cos у
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#!■
где контур С пробегается в положительном направлении. 

Применяя формулу Стокса, вычислить интегралы:

4370. (f (y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz,
с

где С есть эллипс х = а sin* t, у = 2а sin / cos t,z = a cos* / (0 ^  л), 
пробегаемый в направлении возрастания параметра t.

4371. £ (У  — z)dx + (z— x)dy + (x— y)dz,

где С — эллипс х*4-у* = а* + = 1 (а > 0, h > 0), пробегае
мый против хода часовой стрелки, если смотреть с положитель 
ной стороны оси Ох.

4Я72. §  (у* + z«) dx + (х* + г») dy +  (х* + у*) dz.

где С есть кривая х* -f уг +  z* = 2Rx, x* + t/* = 2rx(0 < г<  R, 
г > 0), пробегаемая так, что ограниченная ею на внешней сто
роне сферы х*-(-уг г* = 2Rx наименьшая область остается слева.

4373. (ft (у*— z*)dx + (г*— х*) dy + (х* — уг) dz,

где С —сечение поверхности куба O ^ x ^ a ,  O ^ z ^ aз
плоскостью x-\-y-\-z= ^ a ,  пробегаемое против хода часовой 
стрелки, если смотреть с положительной стороны оси Ох.

4374. (ft ytzt dx + xtzt dy + xtyt dz,

где С — замкнутая кривая x = acos/, y — acos2t, z = acos3f, 
пробегаемая в направлении возрастания параметра t.

4375. Доказать, что функция

В7 (х, у, z) = ki cos*£-n) dS (k = const), 

где S — площадка, ограниченная контуром С, я  — нормаль к по-



рерхности S  и г — радиус-вектор, соединяющий точку прост
ранства М  (х, у, г) с текущей точкой А (5, т), £) контура С, явля
йся потенциалом магнитного поля Я , создаваемого током /, 
протекающим по контуру С (см. задачу 4340).

§ 16. Формула Остроградского
Если S  — кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая объем V, и Р  =  

= Р  (*. У• *)• Q = Q (*. У• *)• R = R (*. у, г)— функции, непрерывные вместе 
со своими частными производными 1-го порядка в области V-\-S, то справед
лива формула Остроградского:

 ̂ J J ( />cosa + QcosP ( Я  cos y)dS = J J J  +  dxdydz,

где cos a, cos P, cos у — направляющие косинусы внешней нормали к поверх
ности 5.

Применяя формулу Остроградского, преобразовать следующие 
поверхностные интегралы, если гладкая поверхность S  ограни
чивает конечный объем V и cosa, cosp, cosy— направляющие 
косинусы внешней нормали к поверхности S:

4376. ^ x 3dydz + y*dzdx + z3dxdy.
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4377. ^  yzdydz +  zxdzdx + xydxdy. 
s

. f f x c o s a  +  y co sP  +  zcosy
43Ж  i ) — к - + » *+ -  dS'

4379. y ( w cosa + l | cosP+ ^ cosl' ) ‘,S -

4 3 8 0 ,  H [ ( w ~ ^ ) C 0 S a  +  ( ' 5 r — l ? ) C 0 S P  +

4381. Доказать, что если S — замкнутая простая поверхность 
и /— любое постоянное направление, то

cos (п, I) dS = О,
s

где п — внешняя нормаль к поверхности S.
4382. Доказать, что объем тела, ограниченного поверхностью S, 

равен
V =  -j j* J  (дс cos a -f- у cos р + z cos у) dS,

где'" cos a, cosp, cosy— направляющие косинусы внешней нор
мали к поверхности S.



4383. Доказать, что объем конуса, ограниченного гладкой 
конической поверхностью F  (дс, у, г) = 0 и плоскостью Ах-\-Ву-(- 
+Сг + D = 0, равен

V = ± SH ,

где S — площадь основания конуса, расположенного в данной 
плоскости, и Н — его высота.

4384. Найти объем тела, ограниченного поверхностями: 
г = ± с  и

х = a cos и cos v + b sin и sin и,’
«/ = a cos u sin у— b sin и cos v, • 
z= csin«.

4385. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 

дс = ыcosy, у = и sin у, г — — ы-f-acosy (ы^О )

и плоскостями: х=0 и г =0 (а > 0).
4385.1. Найти объем тела, ограниченного тором

лс= (ft + acos^) cos ф, 
у — (Ь+  асоэф) sin ф, 
г=  asimj?

(0 < a < 6 ).

4386. Доказать формулу

i {  Ш  f(x , у, г, t)dxdydz\=

= f (* . У, Z, t )d S +  Jfdxdydz  (/> 0 ).
x'+i/‘ +z‘ =/* х, +у, + г, < 1 *

С помощью формулы Остроградского вычислить следующие 
поверхностные интегралы:

4387. 55 x2dydz + yi dzdx + zt dxdy, 
s

где S — внешняя сторона границы куба О ^ д с^ а ,
О ^ г ^ а .

4388. 55 xsdydz + y*dzdx + z*dxdy,
s

где S — внешняя сторона сферы x* + y* + z*= а*.
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4389. (дг—y + z)dydz +  {y— z + x)dzdx + (z —x + y)dxdy,
s

где S — внешняя сторона поверхности

I х у-\- г | + \у— z + х | +1 г— х-\-у | = 1.

4390. Вычислить

5 5 (*2 cos а -\-у* cos Р + 2* cos у) dS,
S

где S — часть конической поверхности х* +  у* = г* (О ^ г ^ Л )  и 
cosa, cosp, cosy— направляющие косинусы внешней нормали к 
этой поверхности.

У к а з а н и е .  Присоединить часть плоскости 

г =  Л. x* +  y*<h*.

4391. Доказать формулу

V S

где 5 — замкнутая поверхность, ограничивающая объем V, п — 
внешняя нормаль к поверхности S в текущей точке ее (£, т], £), г= 
= V \ l— x)* + (ri— */)* + (£— г)2 и г — радиус-вектор, идущий от 
точки (дг, у, г) к точке (£, т], £).

4392. Вычислить интеграл Гаусса

/ ( , , S , . 2) = e f2 !i± » d S ,
s

где S — простая замкнутая гладкая поверхность, ограничивающая 
объем V, п— внешняя нормаль к поверхности S  в точке ее (1, rj, £), 
г — радиус-вектор, соединяющий точку (х, у, г) с точкой (£, tj, £) и
Г = У (Ъ - Х )*+ (л- у )* + (С— 2)*.

Рассмотреть два случая:
а) когда поверхность S  не окружает точку (дг, у, г),
б) когда поверхность S  окружает точку (дс, у, г).
4393. Доказать, что если

Л д2ы | д*и | д%и 
=  дх* +  дЦ* +  дг*
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и S — гладкая поверхность, ограничивающая конечное тело V, ^  
справедливы следующие формулы:

а> Sj£‘*s=Sj$iudx‘‘!,d!;
б* [ ( n ) ’ + ( ^ ) , + ( ' i r ) ’ ] ‘i -, ‘'* ' ' i z +

+  ̂ ^uAudxdydz,

где и—функция, непрерывная вместе со своими частными про
изводными до второго порядка включительно в области K + S,
и ^ — производная по внешней нормали к поверхности S.

4394. Доказать вторую формулу Грина в пространстве

424 ОТДЕЛ VIII.  КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

щг; ди dv 
дп дп 
a v

dS ,

где объем V ограничен поверхностью S, п — направление внешней 
нормали к поверхности S  и функции и = и(х, у, г), v = v(x ,y , г) 
дважды дифференцируемы в области K-f-S.

4395. Функция и = и (х ,у ,г ) ,  обладающая непрерывными 
производными до второго порядка включительно в некоторой 
области, называется гармонической в этой области, если

А д*и , д*и , д*и лДк =  т 7  + г !  +  т г  = 0. дх* 1 дуг дг*
Доказать, что если и — гармоническая функция в конечной 

замкнутой области V, ограниченной гладкой поверхностью S, то 
справедливы формулы:

‘ > 5j  Я * 1- 0:

где п — внешняя нормаль к поверхности S.
Пользуясь формулой б), доказать, что функция, гармониче

ская в области V, однозначно определяется своими значениями 
на ее границе S.

4396. Доказать, что если функция и = и(х, у, г),— гармони
ческая в конечной замкнутой области V, ограниченной гладкой 
поверхностью S, то



де г — радиус-вектор, идущий из внутренней точки (дг, у, г) 
области V в переменную точку (5, ц, £) поверхности S,
т + (П — у)* +  (С— г)*, я — вектор внешней нормали 
к поверхности S в точке ( I, т|, С).

4397. Доказать, что если и = и(х, у, г) — функция, гармони
ческая внутри сферы S радиуса R  с центром в точке (дг„ уа, г,), то

« (* ., yt, ?0) = - J^ r J ju ( x ,  у, z)dS
s

(теорема о среднем).
4398. Доказать, что функция и = и(х, у, г), непрерывная 

в ограниченной замкнутой области V и гармоническая внутри 
нее, не может достигать своих наибольшего и наименьшего 
значений во внутренней точке области, если эта функция не 
является тождественной постоянной (принцип максимума).

4399. Тело V целиком погружено в жидкость. Исходя из за
кона Паскаля, доказать, что выталкивающая сила жидкости 
равна весу жидкости в объеме тела и направлена вертикально 
вверх (закон Архимеда).

4400. Пусть S t— переменная сфера (£— х): +(т]—#)! +(С— г)*= 
=/* и функция /(£, т|, С)— непрерывна. Доказать, что функция

i  «<*•»•
s t

удовлетворяет волновому уравнению
д*и , д*и , д*и д*и
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дх* ^  ду* 1 дг* ~  dt* 

и начальным условиям: _0 = 0 , /_ „  =  / (х. у, г). 

У к а з а н и е .  Производную выразить тройным интегралом.

§ 17. Элементы теории поля
I е. Гр а д и е н т . Если и(г) =  и (х ,у . г), где r —xi-\-yJ-\-zk, есть не

прерывно джЭДеренцируемое скалярное поле, то градиентом его называется 
вектор

ди . . ди , ди grad и =  _ / + _ у + _ *

или, короче, grad « = Vk, где V . Градиент поля и в дан
ной точке (х, у, г) направлен по нормали к поверхности уровня и (х, у, г) =С,



проходящей через эту точку. Этот вектор для каждой точки поля по величине

/ ( £ ) ’ + ( £  ) • + ( £ ) '  
и направлению дает наибольшую скорость изменения функции и.

Производная поля и в некотором направлении /{cos a, cos p. cosy} 
равна:

ди , , ди . ди о , ди-^-=gratf и-1= ж  cos а + - ^  cos Р +  ̂  cos Т.

2°. Д и в е р г е н ц и я .п о л я  и р о т а ц и я  (ви х р ь ) п о л я . Если 
а (г )= а х (х, у, г )1+ я у (х, у , z )J+ a ,(x , у, г) к 

есть непрерывно дифференцируемое векторное поле, то скаляр
дах дау даг

df

называется дивергенцией или расходимостью этого поля.
Вектор

/ j  k
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rot a = v  X  e = d_d_j>_ 
дх ду дг

носит название ротации или вихря поля.
3°. П о то к  в е к то р а  че р е з  п о в е р х н о с т ь . Если вектор а (г)

порождает векторное поле в области Q, то потоком вектора через данную 
поверхность S, расположенную в Q, в указанную сторону, характеризуемую 
единичным вектором нормали л (cos a, cos р, cos у), называется интеграл

 ̂ f a„dS = f  ̂ (ах cos a  -f ay cos P + a, cos y) dS,
S s

где a„ — an — нормальная проекция вектора. Формула Остроградского в век

торной трактовке приш мает вид a„dS=  d'wadxdydz, где S  есть
s V'

поверхность, ограничивающая объем V, и п — единичный вектор внешней 
нормали к поверхности S.

4°. Ц и р к у л я ц и я  в е к то р а . Линейным интегралом от вектора а (г), 
взятым по некоторой кривой С (работа поля), называется число

Если контур С замкнут, то линейный интеграл называется циркуляцией 
вектора а вдоль контура С.

В векторной форме формула Стокса имеет вид ф  a dr =  J  J  (rot а)пdS,
с s

где С— замкнутый контур, ограничивающий поверхность S, причем направле
ние нормали я к поверхности S  должно быть выбрано так, чтобы для наблю
дателя, стоящего на поверхности S, головой по направлению нормали, обход 
контура С совершался против хода часовой стрелки (для правой системы 
координат).



5°. П о т е н ц и а л ь н о е  поле. Векторное поле а (г), являющееся г ра
звитом некоторого скаляра и:

, grad и = а,
н а зы ва е тс я  потенциальным, а величина и называется потенциалом поля.

Если потенциал и — однозначная функция, то
 ̂ ad r =  u (B ) — u(A).

А В
В частности, в этом случае циркуляция вектора а равна нулю.

Необходимым и достаточным условием потенциальности поля а, заданного*' 
■ поверхностно односвязной области, является выполнение условия rot а = О, 
х. е. такое поле должно быть безвихревым.

4401. Найти величину и направление градиента поля и = х1 -f 
+ 2у* + Зг* + ху + Здс— 2у— 6г в точках: а) 0(0, 0, 0); б) А (1, 1, 1) 
и в) В (2, 0, 1). В какой точке градиент поля равен нулю?

4401.1. Пусть и = ху— г2. Найти величину и направление 
gradu в точке М  (—9, 12, 10).
Чему равна производная в направлении биссектрисы коор
динатного угла хОу?

4402. В каких точках пространства Охуг градиент поля
'  и = х* -f у* +  г*— 3хуг

а) перпендикулярен к оси Ог; б) параллелен оси Ог; в) равен 
нулю?

4403. Дано скалярное поле
Ы = 1Пу ,

где г = V (х — а)1 +  (у — Ь)г + (г —с)1. В каких точках простран
ства Охуг имеет место равенство |gradu|=1?

4404. Построить поверхности уровня скалярного поля
и = Ух*+ у* + (г + Ъ)' + У  ** + */» + (г-8)*.

Найти поверхность уровня, проходящую через точку М (9,12,28). 
Чему равен шахы в области х* + уг 4- г* <136?

4405. Найти угол <р между градиентами поля
X

и - х* + у* + г*
в точках /4(1, 2, 2) и В ( —3, 1, 0).

4406. Пусть дано скалярное поле
ги = - = = = - .

У х ' +  у ' + г*

Построить поверхности уровня и поверхности равного мо
дуля градиента поля.

Найти inf и, sup и, inf | grad и |, sup | grad и | в области 1 < г < 2.

f  17. Э Л Е М Е Н Т Ы  ТЕОРИИ ПО Л Я 427



430 ОТДЕЛ V III .  КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

z = h (и, v, w). Как частный случай получить выражение diva 
в цилиндрических и сферических координатах.

У к а з а н и е .  Рассмотреть поток вектора а через бесконечно малый 
параллелепипед, ограниченный поверхностями H =  const, i> =  const, w = const.

4435. Доказать, что:
а) rot (a + b) = rot a + rot b\ 6) rot (ua) = u rota + grad (их a).
4436. Найти: a) rotr; 6) ro t[/ (r)r ].
4436.1. Найти величину и направление rota в точке 

М (\ , 2, —2), если а = ̂ /  + у У + ^ А .
V  У

4437. Найти: а) rot cf (г); б) rot [сX f (г) г] (с — постоянный 
вектор).

4438. Доказать, что d iv (axd ) = ftro ta— a rot b.
4439. Найти: a) rot (grad и); 6) div(rota).
4440. Жидкость, заполняющая пространство, вращается во

круг оси / {cosa, cosp, cosy} с постоянной угловой скоростью <о. 
Найти ротацию вектора линейной скорости v  в точке простран
ства Л1 (х, у, г) в данный момент времени.

4440.1. Найти выражение ротации плоского вектора a= a  (г, ф) 
в полярных координатах г и ф.

4440.2. Выразить rota(x, у, г) а) в цилиндрических коор
динатах; б) в сферических координатах.

4441. Найти поток вектора г:
а) через боковую поверхность конуса х* +  уг^ г г (O ^ z ^ / i);
б) через основание этого конуса.
4442. Найти поток вектора a — iyz+ Jxz+kxy: а) через боко

вую поверхность цилиндра хг + у*^ .а2 (0 ^ г< |Л ); б) через пол
ную поверхность этого цилиндра.

4443. Найти поток радиуса-вектора г через поверхность 
z= 1— К * 1 + t/J (0 ^  z ̂  1).

4444. Найти поток вектора a =  x*l +  y2J-{-z2k через положи
тельный октант сферы х*+уг +  г*= 1, х ̂  0, у  ̂  0, z >  0.

4445. Найти поток вектора а = y l + zj+xk  через полную по
верхность пирамиды, ограниченной плоскостями х = 0, у = 0, 
г = 0, х + у  +  г = а (а > 0 ).

Проверить результат, применяя формулу Остроградского.
4445.1. Найти поток вектора a  = x3i +  y3J+ z 3k через сферу 

x, + yi +  z1 = x.
4446. Доказать, что поток вектора а через поверхность S, 

заданную уравнением r = r (u ,  v) ((и, 1>)€й) равен

где ап — ап и л — единичный вектор нормали к поверхности S.



4447. Найти поток вектора a =mrlr* ( т — постоянная) через 
замкнутую поверхность S, окружающую начало координат.

4448. Найти поток вектора a (r ) = V^grad ( — 4̂ 7 ) ’ где
i=i

постоянные и г,— расстояния точек М ,• (источники) от 
переменной точки М  (г), через замкнутую поверхность S, окру
жающую точки Mt (t '= l, 2, . . . ,  л).

dS =^^X'-udxdydz, где поверх-
v

ность S ограничивает тело V.
4450. Количество тепла, протекающее в поле температуры и 

за единицу времени через элемент поверхности dS, равно dQ = 
= — Angrad udS, где k— коэффициент внутренней теплопровод
ности и л —единичный вектор нормали к поверхности S. Определить 
количество тепла, накопленное телом V за единицу времени. 
Используя скорость повышения температуры, вывести уравнение, 
которому удовлетворяет температура тела (уравнение тепло
проводности).

4451. Находящаяся в движении несжимаемая жидкость за
полняет объем V. Предполагая, что в области V отсутствуют 
источники и стоки, вывести уравнение неразрывности.

-̂ - + div(p©) = 0,

где р = р(х, у, г) — плотность жидкости, v — вектор скорости, 
t — время.

У к а з а н и е .  Рассмотреть поток жидкости через произвольный объем а», 
содержащийся в V.

4452. Найти работу вектора а = г вдоль отрезка винтовой 
линии г = /а cos t -\-ja sin t +kbt (0<1/^2л).

4452.1. Найти работу поля а = — / + —/+  — k вдоль прямо-у  Z X

линейного отрезка, соединяющего точки М  (1, 1, 1) и (2, 4, 8).
4452.2. Найти работу поля a — ie»~* + jez~x-\-kex~l> вдоль 

прямолинейного отрезка между точками 0(0, 0, 0)иЛ<(1, 3, 5).
4452.3. Найти работу поля а = (у + z ) l+  (2+ x )J+ (x  + у) k 

вдоль кратчайшей дуги большого круга сферы х* у1 +  г* = 25, 
соединяющей точки Л! (3, 4, 0) и N (0, 0, 5).

4453. Найти работу вектора а = / (г)г , где f — непрерывная 
функция, вдоль дуги АВ.

4454. Найти циркуляцию вектора а =  — y i + xj+ ck  (с— пос
тоянная): а) вдоль окружности х*-\-у%= \, z = 0; б) вдоль 
окружности (х—2)г+ уг= \, z = 0.
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4449. Доказать, что дп



4455. Найти циркуляцию Г вектора а = grad (arctg вдоль
контура С в двух случаях: а) С не окружает ось 0г\ б) С окру, 
жает ось Ог.

4455.1. Дано векторное поле

а = у 7 /— ^ j + V n j k .

Вычислив rota в точке A f(l, 1, 1), приближенно найти цирку
ляцию Г поля вдоль бесконечно малой окружности

(•* — 1 )* +  0/ — 1 )* +  (z — 1 )* = e*t \
(х — l)cosa + (у — l)cosp-|-(z — l)cos у = 0, J

где cos* a  -f cos* p + cos* у = 1.
4456. Плоский установившийся поток жидкости характери

зуется вектором скорости
ш = и (х, y ) i+ v (x , у )J.

Определить: 1) количество жидкости Q, протекающее через зам
кнутый контур С, ограничивающий область S (расход жидкости); 
2) циркуляцию Г вектора скорости вдоль контура С. Каким 
уравнениям удовлетворяют функции и и v, если жидкость несжи
маема и поток безвихревой?

4457. Показать, что поле
а —у г (2 х + у + г)1 + хг (x + 2y + z )J+ x y (x + y  + 2z)k

— потенциальное и найти потенциал этого поля.
4457.1. Убедившись в потенциальности поля
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(У+г)1 (У + *)* (м+ж)*
найти работу поля вдоль пути, соединяющего в положительном 
октанте точки Af (1, 1,3) и N (2, 4, 5).

4458. Найти потенциал гравитационного поля

создаваемого массой т ,  помещенной в начале координат.
4459. Найти потенциал гравитационного поля, создаваемого 

системой масс mt (»' = 1, 2, . . . ,  л), помещенных в точках М.- (< = 1,
2.......л).

4460. Доказать, что поле a = f ( r ) r ,  где / (г)— однозначная 
непрерывная функция, является потенциальным. Найти потен
циал этого поля.



О Т В Е Т Ы

ЧАСТЬ I 

Отдел I
IB. 0; 1. 17. — / 2 ;  V 2. 22. — 1.01 < х < — 0,99. 23. х < - 8; 

*2*12. 24. х < — у .  25. 0< х < у .  26. | х | < 6 . 27. * > — у  . 28. — у  <

„  1 „  5 - / 3 0  5 - / 2 0 . 5+ /20  5+ /30
< * < 2 * **• ю < < 10 * 10 10
31. Второе. 32. Два знака. 33. Не превышает 0,41%. 34. 9,9102
<  10.0902 см*; Д «С 0,0902 см*; 6 <  0,91 % . 35. 3,93 Г/см* ± 0,27 Г/см*; 6 <  7.3%. 
36. 6 <3,05%. 37. 172,480 м* < и <  213,642 м*; v=  192,660 м* ± 20,982ji»;
в »  12%. Зв. Л <0,17 мм. 39. Д < 0,0005 м. 42. a) N ^ s— ; б) N S* ^  — ; 

Igl
■> 1 + T j f ; О -  2330 I g l .  4». а) * > £ ;  б) * » ( { § |  ) *  5

в) J V S s l O 1* .  41. 0 .  47. 0 . 48. 0 .  4S. у .  Б 0 .  51. у . 52. у . 53. у  .

84. - i.  55. 3. 58. 1. 57. 2. 87. а) второе; б) первое; в) второе. 72. « = 2,71828...
О

*2. Равен 1, если а ф 0 и принадлежит 1— 1, 1]. или не существует,
I 1 1 ООО1*00

если а = 0. 96. * » = 1 у .  «7. *,о* = 2о- “ • *.о«о = «  2.49-10«*.

89. *4=г*, =  — 120. 100. дс10 = 20. 101. 0; 1; 1; 1. 181.1.— З у ;  5; — 2; 2.

<02. -  1; 1 1 ;  0; 1. 103. 0; 2; 0; 2. 104. - 4 ;  6 ;  — 4. 6 .  105. —  у ;  1; —  - I ;  1. 

106. — со; оо; — ое; +оо. 107. — оо; — 1; — оо; — оо. 108. 0; +оо; 0; +оо. 

Ю 9 .- о о ;+ о о ;- о о ;+ о о . П О .— 5; 1.25;0;0. I I I .  — у  ; 1. 112. +

•+1. 113.0; 1. 114. 1; 2. 115.0; 1. 116. 0; 1. 117. 1 ; у ; у ' , . . . ; 0 .  118. Все веще
ственные числа, заключенные между 0 и 1, включая последние. 119. 1, 5. 
[20. а; Ь. 127. а) расходится, б) может как сходиться, так и расходиться. 
•28. а) нельзя; б) нельзя. 129. Нет. 130. Нет. 144. а) 0; б) 0. 147. In 2.
Ч** 4- (а + 26). 151. — оо <*<-f-oo, х ф — 1. 152. — со < х < — / 3  и
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0 < х <  У  3 .  153. — l e x  <  I .  154. a ) | jc | >  2 j_ 6 )  x  >  2 . _ J I 5 5 :_ 4 * ^ i i < x « s ; 

< ( 2 * + 1 ) ‘ я *  ( * = 0 , 1 , 2 , . . . ) .  156. | x | <  У  у  и  1) < | х | ц ;

< У  ~2 (** + *) № = 2k ^ I ^ ^ 2ft И 2*-f 1 <
< — gj-i--g(* = 0, 1,2,...). 158. х > 0. *  ^  п(п=1,2 , ...). 159. — i- < x « £ l.

160. |х — *я|<-5-(* = 0, ± 1, ± 2, ...). 161. 1о(2* " т )  < х < ю (2*+ Т ) П 

(* =  0, ±1, ±2, . . . ) .  162. х = — 1, — 2, — 3, . . .  и л:3*0. 163. х < 0, 
Х?6 — п(п=1, 2, . . . ) .  164. 1 < х < 2 . 165. х = у ,  1, - | ,2 ,  ...

165.1. х > 4. 165.2. *я + £ < х  < + (* =  0, ±1, ...). 

165.3. 0 < х < у  и 4 ^ - < х < - у- . 166. — 1 < х < 2 ; ( X  (/< 1 4- •

167. 2*я + у  < х<  2*я + -у- (* = 0. ±1. ±2, . . . ) ;  - o o < y < lg 3 .

168. — оо<х< +  оо; (Х у < я. 169. Кх<100; — 170. х =
2 2 ........  2<?-И ’

где р и q— целые числа; у = ± 1 . 171. Р  = 2& +  2^1— х(0 < х< А);

S  = 6x^ l — (0 < х < h). 172. a = y r 100— 96cosx (0 < x < я).

5 = 24 sin x (0< x < я). 173. S  = jA _ x * . если 0 < x < ^  ; S = a ( x - £ = ^ )  ,

a— b a +  b „  [a  + b (a—x)2] a+ b
если —2 < x < - j - I  S  = A[ - 2--- ~ - 6  I ’ еСЛИ ~ 2 ~ < x < a -
174. m(x) =0. если — oo < x < 0 ; m(x)=2x, если 0 < x <  1; m (x) = 2, если 
l< x < 2 ;  m(x)=»3, если 2 < x < 3 ; m (x) =  4. если 3<x<-)-oo 
178. £ „ = {0 «£ y < 4 }. 179. £ „ = { l< y < 3 } .  180. £„= {< )<  у < l } !  
181. £y = { l <  | у | < +  oo}. 182. £ „ = {1 < y < 2 } .  183. a < у < b при a < b 
и b < у < a при a > b. 184. 1 < у < +  oo. 185. 0 > у > — оо и +  oo > у > 1. 
186. 0 < y < - i .  187. +<*> > у > — oe. 188. 0 < у < -i- и - | < y  < 2. 
189. 0; 0; 0; 0; 24. 190. 0; —6; 4. 191. 1; 1; 1; 2.
IK .  o; I; *  4. .93. ' ± J .  0 - x , j i -  .
x — 1 1 4* x . _ _ .

[ . j __x • 194. а ) /(x)=0, если x =  — 1, x = 0 и х = 1 ;/ (х )> 0 , если
— 00< x <  — 1 и 0 < x < 1; /(x) < О, если — 1 < х < 0  и l< x < + o o ;
б)/ (х )= 0 , если х = ± 1 ;  / (x )> 0, если 5щ < х < 1 и “ г Г Г Г  <

< X<~2kT2lk = 0' *• 2' •••>: f W < °- еСЛИ 2 F b  < x < 2*T I и
< * < ~ 2* |- j (fe = °> *• 2* •••): В ) /(x) = 0, если x < 0  и x=  1; /(x)> 0. 

если 0 < x < 1; f (x) < 0. если 1 < x < +  oo. 195. а) а; б) 2x +  A; в) .
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197./<х) = | * - 2 ; / ( 1 )  = 1 ;/ (2 )  = 2-1. 188./(*)- -g-x *+ ^ *+ l; / (-1 ) =

--- 1 ; / (  0.5) = 2 ̂  . l99.f(x) = y x » _ L x * - ^ x + 2 .  200. / (х) = 10 + 5-2*.
2 0 3 . а) 2*л < х < я  + 2*л (fe = 0, ± 1, ± 2, . . . ) ;  б) 1 < X < е; в) х > 0, 
Х ф к (к ~ 0 .1 .2 . . . . ) .  205. а) г =  х + у; б) в> г = Т = Г у '

г> * “  Г^ Гу ' 206’ ф (<р (х))=*4;  ̂ W) “  22Х; ч* (х)) “  22Х; * (ф (JC)) = 2**’
207. <p(<p(x)) =  sgnx; * Ж х ) )  =  х (х * 0 ) ;  ф (ф (х)) = ф (ф (х)) = sgn х (х ф 0).
208. ф (ф (х ))= ф (х ); Ф (ф (х )) = ф(х); ф (ф <*)) = ф (ф (х)) = 0. 209. — -̂  ;

,  (* ф 0.x ф 1). 210. /„ (х) = - _*  .. 211. х*— 5х +  6. 212. x *- 2 f 1*1 > 2 i )  •
у 1 -fnx2 \ * /

I -I- V^l 4-х2 / г \ i  213.  — ---- . 213.1./(х)=  ( j — - J . 221. а) Возрастает при о > 0 и

убывает при а < 0; б) при а > 0 убывает в интервале (  — оо, и В03‘

растает в интервале ( — ^  , +  °о ) ; в) возрастает; г) при ad—be > О воз

растает в интервалах (  — оо, — и ( — ^-, + оо^  ; д) возрастает при 
а > 1 и убывает при 0 < о < 1. 222. Можно, если основание логарифмов 
больше 1. 224. ^-гг" (— 00 < У < +  *)• 225, а) — ( °  <  У < +  °°) ;

б) }Г у (0 < у  < + оо). 226. (у ф - \ ) .  227. а) -  V I  -  у- (0 <  у <  I);
б) У \ — y2(Q < y <  1). 228. Arsh у = In (у +  У  1 + у2) (— оо < у < +  оо). 
229. Arth у = у  1 < у < 1). 230. х = у, если — оо < у < 1; х=  У  у , 
если 1 < ; <  16; x = log2y, если 16 < у < +  оо. 231. а) Нечетная; б) четная;

2д
в) четная; г) нечетная; д) нечетная. 233. а) Периодическая, Т = - j- ;
б) периодическая, 7' =  2д, в) периодическая, Г  = 6л; г) периодическая, 7' = я;
Д) непериодическая; е) периодическая, Т = п; ж) непериодическая; *з) не-

. . .  . , 2 0 I b 4ас—Ь2 периодическая. 241. / =  1 у  сек, х = — 3 j * .  243. х# = — — , у0 = -- —---.

244. у = х — > 9 км• 36 км- 25,‘ *о = — у  I Уо = у  • 252. р = 1? (« > 0) .

263. к = ~ ,  т = а'Ь~ аЬх , -- -^-(ajft—aft,), х0=  — 264. У = - ^ .“ i о? о? °1 **
287. i4= >̂ a2-(-ft*; sinxc= — cos х0— . 356. y = 2sinx, если 

|х— п * |< Л .,  и у = (— 1)*, если -̂  < |х— л*| <-^-(* = 0, ±1, ±2, . . . ) .

357. а) у = у ( х  + |х |); б) и в) у = хг, если xSsO; у = 0, еслих< 0; г) у = х,
если х < 0; у = х\ если х > 0 . 358. а) у =  I; б) у =  1, если \<  |х |<  У  3; 
У =  0, если | х | < 1 или |х| > У~3; в) и=  1, если |х|<1; у = 2, если |х|> I;
г) У = ~ 2 , если |х| >2; у = 2— (2— х2)2, если |х|<2. 359. При х < 0 имеем:
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««0.1. -

6 V  i + V \ + V \ + x ^ } f  ( \ + у \ +х*)'-У
960.2.

X»cos r̂(*in3jr+co5-i) у  ctg-L

3 ^ x , -cos* (̂ .r )*60.3.---------------------------- . -------- - . 961. l+ x*(l+ ln x )+ x*x* x

з У Т ' . с о А ^  )
X ^- j  +  ln x + ln *x j (x > 0). 962. xa- lx*a (1 +0 In x) + axxe* ^y+ lna lnx^  -f

±-2
+  x*a*x In a (1 +  In x) (x > 0). 963. X х (1 — In*) (x > 0). «64. (sin x)1 +co,x x 
X  (ctg*x— lnein x)— (cosx), + ttn* (tg* x— In cosx) ^0 < x — 2kn < -y,

k — целое ̂  . 965. [x— 2 In* x-fx In x-ln (In x)] (x > I). 965.1. y’ =

= 2y (arctgx )n *arc£injsin*x| +  Г---- sin x-sgn (cos x) __
|  1 +  x arccos (cos x) [arcsin (sinJ x) / l  -fsin*x

- m m *  .11 ( я ф ~ ,  t_o . ± I ....) , «s. -JL-aobo- ***) К l + co»>*J/ V 2 J
COS X -

arccos (cos*
(x > 0 ,Xj£ 1). 967. th*x. «68. - - ^ - {x > 0 ). 969. - L .  . «70. sJn £ t i>  (x *  0).

«71. j-— ^ * . «7 2 .--- sin2x _  . --- !2__ arcCos x- In (arccos x)
b+a  chx Y I cos4 x \  1 — x*

(I x | < I). «74. — ; X~X . . «75. - - ~ X*arC6in(g~*,) (хф  0).
V  (J +  x4)* (!_«-•*•)*/.

4atx in a 1
*7*' (Г-н»1*)*arcctg (a > 0)‘ ®77* a) ^ "«(х*0); ®) 21*1: ®) —( * * 0).
«7«. a) (x— l)(x + l)* (5 x — l)sg n (x + I); 6) |-ein 2x • | sin x J; в ) — - L

* x К x* — I
(I x | > I); г) я  [x) sin 2ях. 979. у ’ =  — I при — оо < х< 1 ; y ’ =  2x—3 
при 1 < х < 2 ; у ’ =  I при 2 < х < +  оо. 980. у' = 2 (х— а) (х—Ь) X 
X  (2х— а —Ь) при х £ |а, Ь); у' =0 при х € 1а. &]. 981. у’ =  1 при х < 0;

v'= r+ x при + мг у_ггрз? при y '= j
при |х| > 1. 983. у‘ = 2хе~*' (1— х*) при |х |< 1 ; у '=  0 при 

|« |  > U « 4 . „  в  ' * ' ■  ' * ± 3 ) ;

В) У - \ ;  г) — ^ = .  985. а) Ф .М Ф 'М  +
ы1 1 V 1+х1 V »*(*)+♦*«

(Ф2 <*> + ** «  *  0); б) —  V ((̂ ^ (y ,(X) (Ф1 (*> + ♦* W  *  0); 
В )* (хУ + м / —  30 j2-2 lW |n« w i - r t S lW . _ ! ____ V’ M  ln* w'  l Ф (x) Ч1 (x) Ф ^  , W J , 0 * W  1пФ(х) <P(X) In* <p (x) ■



И «. a) 2x f  (**); б) ein 2х[/' (ein*x)-/' (cos’ x)]; в) е*™ [е*Г (е *)+ Г  « / (* * ) ) ;
г) Г С * )П М * )И '{М / < *У }*  «8.1. 1000! 988 . Зх* +  15. 9в». 6**. 
992. а) я > 0; б) п > 1; в) п > 2. 983. а) л > я + 1; б) l< / i< m - f l.  
*94. «рИ- 995. /1 (а) =  — ф (а). /1(а)=ф(а).

999. а) Недифференцируема при х=  1; б) недифференцируема при 
о*_|

* = — —̂ я, к — целое; в) дифференцируема всюду; г) недифференци
руема при х = *я, к — целое; д) недифференцируема при х = — 1.
1000. /1 (х) -=/;(*) = sgn х при х * 0  и /1(0)=— 1. /1 (0) = 1.
1001. /1 (х) = / !(* ) = я  [xj cos ях при х ф целому числу; / !(* ) = 
= я  (*— 1) (—D*. /1 (* ) =  Я * (— 1)* при *  целом. 1002. /1 (х) =/'+(х) =
,  ( c„ s £ + 5.s,„ £ ) . * „ (  с „ , £ )  „рк 5^  (*-ц«л<.); /- ( s V r ) “

— <2* +  l ) i .  /■- ( s e t t )  - (2 * + ! )^ -  ни» .

при < | х I < ^(2*4-1) л (* =  0, 1. 2. . . . ) ;  / 1 (0 )= - ! ,  /1(0) =  1;
/*(У (2 *-*-1 )л )= Т  оо. /± (У 2 к я )  = ± оо (* =  1,2, . . . ) .  1004. /1(х) =

= /+ W  =--г---—  "Р” * *  0; £  <°) = •• f* <°>=0- 1005- I-(х) =ОН;* )
=  (*) = — ^L= L=  при ХфО-,. /1(0) = — 1. /1 (0) = I. 1006. /1 (х) = 

К  1—е-*‘
= /l(x ) =  - j ,  где в = — 1 при 0 < | х | < 1 и е = 1 при 1 < |х |<  +  оо

/1(Т 1) = ̂ 1 .  /1 (Т1) = 1. '«О?. /1(х)=/1 (x )= - gJ1| 1~ X*) при 

х * ? 1 ;  / 1 (Т 1 )= Т 1 .  /1(±1) = Т 1 . Ю08. /1(х)=/;(х) =  
= arotg ПРИ * * 2: М 2) = т | ' ,009-1- а) /-№)=■

= ~ 4 *  ^ + (0 )= у ; б) /1(1) = / 1 (1 )= | ;  в) /1(0) = /'+(0)=0. 1010. а = 2х.;
Ъ — —х J. 1011. а = /1 (х0); b = f(x0) — х0/1 (х„). 1012. /4 = 

*. + *, ak. + bki 3«s . m* .... . ..
= с= -*7 1 -*Г  ,0' 3- а = ~2с~ ' b = ~ W  ,0' 4- а)Можно:
б) нельзя. 1015. а) Нельзя, б) нельзя. 1016. а), б), в) Функция F(x) 
может как иметь производную F ' (х), так и не иметь ее. 1017. х — кя 
(* = 0, ±1, ±2, . .. ) .  1018. а) Не может; б) может. 1019. 1) Не обяза
тельно; 2) обязательно. 1020. Не обязательно. 1021. Не следует. 1022. Не

1 — (fi ~j~ 1) хп 4* пхп + * 
следует. 1023. Вообще говоря, нельзя. 1024. Р „ =  (1 — х)1-----

л  1 -fx— (п 4- 1)* хл + (2п* 4-2л — 1) xn + 1 — п*х"+*
Qn~. (1 —х)* *
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*25. . (25.1. у = У  х при 0 < х < 1  и 4ft — 1 < * < 4* +1; у = х при 

44—3 < х < 4ft— 2 и 4ft—2 < х < 4ft— I; у = у (  У  х + х) при х = 2 ft —
_ l ( f t = l ,  2, 3, . . . ) .  625.2. у =  0, если х—рационально; у=х, если х — 
иррационально. 625.3. Контур квадрата шах { | х |, | у | }=  1. 627. а )х = 1 ;

х — 2, у = х— 1; б) у = х-|—— при х —► + » ,  у = — х — при х — ► — оо;

в) у = у  — х; г) у =  х при х — ► +  оо, у =  0 при х — ►— оо; д) у =  0

при х — ►— оо, у = х при х — ►+ оо; е) у — Х-{-~. 628. 0.
в »

129. г-!— . 630. . 632. 4-. 633. £  . 634. 4- In а. 635. У~е.  636. < 6 .1— х х 6 2 2

•37. у  0  +  У Т + 4 в). 637.1. - J.  637.2. 637.3. ^ ■
вЗв. У Т Г х — 1. 639. \ - У ~ х. 641. а) 2; б) +  оо; в) 0; г) 1; д) 2; е) 1; 
ж) 2 sh I. 643. а) / = — 1. L  =  2; б) /= —2, L  = 2; в) / = 2, £ = е.
644. а) / = -1, L = 1; б) / =  0, L= + o o ; в) / = у ,  L = 2; г) / = 0.
L  =  +  оо. 645. а) Первого порядка; б) второго; в) первого; г) третьего;X2 ĵ 3
д) третьего; е) третьего. 653. а) 2х; б) х; в) -^\ г) у .  655. а) 3 (х— 1)а;

_  Т  i-
б) (1 ; в) х— I; г) e(x— 1); д) х— 1. 656. а) х*; б) 2х*; в) х 3 ;

„ Т - .  ( ! ) •  „  ■ ( ! ) + .  - 4 ( 1 ) 4 ,  г) ( ! ) • .

•) - > т ^ ( п Ь Г =  ± - г Ь <

д) . 663. а) 9,95 < х < 10,05; б) 9,995 < х < 10,005; в) 9,9995 < х <

< 10,0005; г) К»00— е < х < ^100 + е. 664. Д < ^  ; а) Д < 3,7 мм\
б) Д < 0,37 мм; в) Д<  0,037 мм. 665. 100 [1 — 10-<"+1>]* < х < 100 [1 +  
+  + а) 81 < х < 121; б) 98,01 < х < 102,01; в) 99,8001 < х <
< 100,2001; г) 99,980001 < х < 100,020001. 666. 6 = min l )  .

ex*
667. a = , ,* «0.001Х»; а) б «10-»; б) в « 10“ »; в) 6 « 10“ *. Нельзя. l+ exe • ' '  '
669. а) Нельзя; б) можно. 671. Нет; ограниченность в точке х0. 672. Нет; 
если функция / (х) определена в конечном промежутке (а, Ь), то эти 
неравенства выполнены всегда; если по меньшей мере а или Ь 
равно символу оо, то lim |/(х) | =  +  оо. 673. Нет; однозначность иж-*» •
непрерывность обратной функции. 675. Непрерывна. 676. Непрерывна, 
если /4 = 4, и разрывна при х = 2, если А ф 4. 677. Разрывна при х = — 1. 
678. а) Непрерывна; б) разрывна при х=0. 679. Разрывна при х=0. 
680. Непрерывна. 681. Непрерывна. 682. Разрывна при х=1. 683. Непрерывна
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при о = 0 и разрывна при а ф 0. 684. Разрывна при дс =  0. 685. Разрывна при 
х = к (к— целое). 686. Разрывна при * = * * ( * =  1,2,...). в87. дс = — 1 — 
точка бесконечного разрыва. 688. х = — 1— устранимая точка разрыва. 
689. х =  —2 и х— 1— точки бесконечного разрыва. 690. х=0 и х=1 — устра
нимые точки разрыва; х= — 1 — точка бесконечного разрыва. 691. х= 0— уст
ранимая точка разрыва; х= кл  (fc = ± 1, ±2, ...)— точки бесконечного разрыва. 
692. х =  ±2— устранимые точки разрыва. 693. х = 0— точка разрыва 2-го рода.
694. х=-£ (ft= ± l, ± 2 ,...)— точки разрыва 1-го рода; х = 0— точка разры-

2
ва 2-го рода. 695. * = 0 и — (А = о, ±1, ...)— устранимые точки раз
рыва. 696. х = 0—точка разрыва 1-го рода. 697. х = 0— устранимая точка 
разрыва. 698. х = 0— точка разрыва 2-го рода. 699. х= 0— устранимая точка 
разрыва; х = 1 — точка бесконечного разрыва. 700. х = 0— точка бесконечного 
разрыва; х= 1—- точка разрыва 2-го рода. 701. х — кп (к =  О, ±1, ±2, ...) — 
точки разрыва 1-го рода. 702. х = к (к =  0, ±1, ±2, ...)— точки раз
рыва 1-го рода. 703. х = к (к— ± 1, ± 2,...)— точки разрыва 1-го рода. 
704. Функция непрерывна. 705. х = ± У~ п  (/»= 1,5, ...)— точки разрыва
1-го рода. 706. х=-^- (Л=±1, ± 2 ,...)— точки разрыва 1-го рода; х = 0—

точка бесконечного разрыва. 707. х=-^- (k= ± 1, ±2, ...)— точки разрыва
2

I-го рода; х = 0 — устранимая точка разрыва. 708. х= щ — р ^  (к =  О, ±1,
±2, ...)— точки разрыва 1-го рода; х = 0—точка разрыва 2-го рода.
709. х=±4- и х= ± —J=-(k =  I, 2 ,...)—точки разрыва 1-го рода, х = 0 — 

к у  к
точка разрыва 2-го рода. 710. * = ■£• (= ± 1 .4 :2 ,.. . )— точки бесконечного

2разрыва; х = 0— точка разрыва 2-го рода. 711. х = ^ ^  ^ ^ (* = 0, ±1, 
±2, ...)—точки бесконечного разрыва; х= 0— точка разрыва 2-го рода. 
712. x = ± V ~ n  (л = 1, 2, ...)— точки разрыва 1-го рода. 713. х=0, х=1 
и х= 2—точки разрыва 1-го рода. 714. х = кл (Л =  0, ±1, ±2, ...)— точки 
бесконечного разрыва. 715. х=± У~кл  (А=0, 1.2, —) — точки бесконечного 
разрыва. 716. х = — 1 и х= 3— точки бесконечного разрыва. 717. х = 0— точка 
разрыва 2-го рода. 718. х = 0— устранимая точка разрыва. 719. х=±1 —
точки разрыва 1-го рода. 720. у =  1, если 0 < х <  1; у = у  ,еслих= 1; у =  О,
если х > 1; х = 1 — точка разрыва 1-го рода. 721. y = sgnx; х = 0 — 
точка разрыва 1-го рода. 722. ^=1, если |х |< 1 ; У  — х*, если |х |> 1 . 
Функция непрерывна. 723. у = О, если х ф lm; у — I, если х = *я (к =  О, ±1, 
±2,...); х — кп—точки разрыва 1-го рода. 724. у= х, если |х— кл | <

< Т ’ У — ̂ ,если х ~ к я У = °< если "g- < I-*- *Л 1 < ^  (*= 0,

±1, ...); х = кл± — точки разрыва 1-го рода. 725. у = у Х ,  если кл < х <

<*л+-5-; у = — ^ х ,  если Ля-)-у < х < Ля + я; у = 0, если х = *я  +

+  (At = 0, ±1,...); х =  ̂  —точки разрыва 1-го рода. 726. у= х  при
х< 0 ; у — х1 при х > 0. Функция непрерывна. 727. у = 0 при х < 0  и у*»х 
при х > 0. Функция непрерывна. 728. у =  — (1+х) при х < 0; у = 0 при
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Jt=0 и j/ =  I+ jr  при х > О; х = 0— точка разрыва I-го рода. 72*. Нет. 
73в. а=1. 731. а) Функция непрерывна; б) х = — 1— точка разрыва 1-города;
в) * = —1—точка разрыва I -го рода; г) х = к  (*=0. ±1, ±2, ...) — 
точки бесконечного разрыва; д) х ф к (к=  0, ±1. ±2, ...)— точки раз
рыва 2-го рода. 732. d =  —x при —  оо < * < 0; d =  0 при 0 < х < 1 ;

3 3d = x — I при 1 < *<-£-; d = 2—х при — < х < 2; d=0 при 2 < х < 3 ;
(/2

i= x —3 при 3 <; х < +  so. Функция— непрерывна. 733. S  = 3y— ~
1 5

при 0 < {г< 1 ; S=-^-\-2y при \ < у < 2\ S= -^- fy  при 2 < у < 3 ;

5 =  y  при 3 < у < +  ав; функция — непрерывна, 6 = 3 — уприО < 1/< 1;
6 = 2 при 1 < у < 2 ; 6=1 при 2 < у < 3 ;  6 = 0 при 3 < у <  +  оо; 
х= 2 и х = 3—точки разрыва 1-го рода. 735. Разрывна при хф О  и 
непрерывна при х = 0. 737. Разрывна при всех отрицательных значениях и 
положительных рациональных значениях аргумента. 738. /(0) = 0,5. 740. а) 1,5; 
б) 2; в) 0; г) е; д) 0; е) 1; ж) 0. 841. а) Да; б) нет. 742. а) Нет; б) нет. 
743. Нет. Пример; Дх) = 1, если х— рационально, и /(х) = — I, если х— ир
рационально. 744. a) f(g(x)) непрерывна, g(f(x)) разрывна при х=0;
б) f(g (x )) разрывна при х = — 1, х=0 и х=  1, g(/(x)) = 0 непрерывна;

в) /(«(*)) и g(/(x)) непрерывны. 745. /(ф(х)) — х. 758. х = \ 
a+ d  =  0 760. х — у — к, если 2 к < у  < 2 к+ \  (Л = 0, ±1, ±2, ...). 
764. /(/(х))м х . 767. х = — V  У (0*Sy< -foo); х = У ~у (0 < у <  +  оо). 
768. х= 1— У  1— у (— оо < у < \ );  х= 14-Уг1— у (— оо < у < \ ).

770. х = (— l)*arcsin у + *л (Л = 0, ±1, ±2, ...) (— 1 < у <  1). 771. х=2*л±  
iarocos у (k=0, ±1, ± 2,...) (— 1 < у <  1). 772. x = arctgy+tot (Jfe = О, 
±1, ±2, ...) (—оо < у < +  оо). 776. е = 0, если ху < 1; e = sgnx, если ху> 1.

781. у=  У х*— I (1 < х  < +  оо); у = — ]/гхг— 1 (1 < х <  +  оо). 782. Для 
всех /, для которых «р (/) = х. где х— произвольное значение функции ф (/), 
функция ф (/) должна иметь одно и то же значение. 783. Множество значений 
X (т) при а  < т < р должно быть интервалом (а, 6). 784. Для всех значений х, 
для которых ф(х) = и, где и— произвольное число из интервала (А, В),
функция ф(х) должна принимать одно и то же значение. 785. | 6 | < ^ с « .

а) 0,5 мм; б) 0,005 мм; в) 0,00005 мм. 786. а) б < ; б) б < 2,5-10-*; 
5 е*в) 6 < - j* 1 0 “ ?; г) б < (е <  1). 793. а) Да; б) нет. 794. Равномерно

непрерывна. 795. Не является равномерно непрерывной. 796. Равномерно не
прерывна. 797. Не является равномерно непрерывной. .798. Равномерно 
непрерывна. 799. Равномерно непрерывна. 800. Не является равномерно

769. х =

779. а) у = — у ,  если — 1 < х < 0 ; у = 2 arcsin х— у , если 0 < х < 1 ;
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непрерывной. 802. а) б = -|-; б) б= ^-; в) б =  0,01е; г) Л =«(■ 

(е<1): Д) б = у ;  е) 6 = m in (- l .  . «03. п 5*1800 ООО.

808. а) ш/(6) «£36; б) а у (8 )< |Г З ; ш, (б) <  р |= -; в) (0/ (6) С  б
811. f (•*) = cos ах или f (х) = ch ах. 819. /(x) =  cosax; g (x )= ± sina* 
(a  =  const).

Отдел I I
821. Дх = 999; Ду = 3. 822. Дх = —0.009; Ду = 990 000. 823. а) Ду = аДг,

б) Ду = (2ах + Ь) Дх + а(Ах)*; в) \у = а*(аД*— 1). 825. а) 5; б) 4.1; в> 4,01;
. . .  .  а)рсг) 4 + Дх; 4. 826. З + ЗЛ + А»; а) 3,31; 3, б) 3.0301; в) 3,003001; 3. 827. а) t»cp

= 215^-; б) оср = 210,5^-; в) vcp =  210.05 ; 210^-. 828. а) 2х; б) Здсек сек сек сек
1 , , , 1 , .  V 1 . . ~  V 1 , „ Яв) - р (х ф 0); г ) ^ у = ( х > 0); д) —  (х ф 0); е) ^  (х * (2 *-1 )у . 

*=0, ± 1, ...); ж ) - ^ ^  (х ф кя ,  *= 0 , ±1, ...); з) у = = ^  (И < 1 ) ;

и) _ _ L = - a * l <  1); к) y ^ i ' .  829. — 8; 0; 0. 830. 4. 831. 1 +  J .

832. /'(a). 834. у ' =  1— 2х; I. 0, — 1, 21. 835. у '= х *+ х — 2; а) —2; 1;
С) — 1; 0; в) —4; 3. 836. 10о>х—5х«. 837. . 838. 2х— (а+Ь).
839. 2 (х+2) (x-f3)2 (3x*-f llx+ 9). 840. х sin 2a +  cos 2а. 841. mn [хи-1 +  
+ x»-» +  (m + n )x "+ «-,J. 842. — (1 — x )* (l— х»)(1— x*)* (1 + 6x+
+  I5x*+I4x*). 842.1. — 20(17+I2x)(5 + 2x)»(3— 4x)« 843. +

+  ^ ) ( x ,  0). 845. ^ ( |  „ , , ) .  846. n ^ . .

*” • 848., ' * - * * - * *  + ” ± ^ — ™ (хф  1).

849 (Р +  Ч) + (Р~Я )х ] |} 850 хЯ-»(1-х )7- .
(l+ x )?+ ‘ ’ ( I -+-ДГ)* *

Х1р-(Ч+ 1)х-(р  + Ч-1 )х*](хф -1 ). 851. 1 + ^ у ^ - + - р = (* > 0 ) .  

852.---L -----'-yrrr---- (x>0). 853.— ?— H------- -^=(*>0).854. '
2x У  x Зх у  x '3 у  x x V~x У  1+**

. . .  6 + Зх + 8х*4-4x*-f2х* + Зх* / (У ” )Г (" + т )  *  •
У Т + х 2 / (3-f-x*)2 (n+m) / ( 1 — х)»(1+х)*

857.--- ^ — j- (I х| < | а|).838. _ Н £ 1 | / | ± ^ ( | х | ^  1). 859------- !---
(а*-х2)Т  (1+ х*)Т

•и. 1 + гУ - > + ч Гх У *+ П  (< > о,. „ I .  ^ t / 1 .- .гХ  
8 Y ~ x V x +  У х  У  x + V x + V ~ x  *  х*(\ + У  х)
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х —  ---- - I v ^ n  — I — я> 882. — 2 cos At ( I + 2  sin*).

Y  0  + У  i+  V х)'
863. x* sin x. 864. — sin 2x-cos (cos 2x). 865. n sin" - 1 xcos (n+  I) jr.
866. СОЗ xcos (sin x) • CO. [sin (sin X)]. 867. 2 sinx(cosxsinx» — xsinxcos x̂ j

61 n X

(x* ф Ля; *=  I, 2, . . . ) .  868. - 1 (x *  *л: * = 0, ± '* ± 2 ->-

869. j  - ( x £  2* 9 1 Я, * — целое) . 870. ------ —т— д . *71. -г\ — ;cosn+1* \  2 / (cosx-f-xsin Х)г sin* дс

(x Ф кл; Jk = 0, ± 1, ± 2, . . . ) .  872. 1 +  tg* х (х ф (2*+ 1) j  ; * =  0, ± 1, ...).
2х

8 — 16 cos— ina  
873.-------ч / ■ — (х^*я, ft—целое). 874. я—  [ х ф , к — целое ) .

3ein‘ x / c t g x  a sin* — '  1а
875. — 3 tg* xsec* x-ein (2 tg*x)cos [cos* (lgsx)] ^x Ф  y-f-tox, к— целое j  .

1 '* — 1
876. — 2xe~*‘. 877. — ^,2 * sec* — ln-2. 878. x*f*. 879. x*e-*sinx.

880. e *̂‘П X— 5SL2) (x ф 2кл, к — целое). 881. — 1 1 ”  3 sin x.
2 sin* у  3*

882. V  o* + 6*eeJC«in bx. 883. e* [ I +e*x (1 +  «''*)). 884. у ^In )  (x>0).

885. аа-хаа- 1-\-аха- 1ах“ lna +  a*-e“ In* a. 886. -jlge-lg*x* (x ф 0).

887‘ x Inx In (lnx) ^  > ***’ X In x In (In3 x) ^  > ê ’ ***" (1 +x)* (1 + x5)

« > - ')•  F 3 T < I'I> ')-  r i T W . 1 " 50»- s p b

( l« l  > / £ ) •  из. (1— -иI -*.■)<!»!<'>■ »«. г ( , +
( x > - l ) .  895. .. 1___- . 896. In (x+  / ! * + ! ) .  897. ln*(x+ /^*“ П )  •

M ’ + l _

898. V *  + Z .  899. e— L p  ( | x |  < ] Л у )  • 900 ~ x, у  Г " , - <° <*<»>• 

901. - Д - (0 < х — 2кл < я, й — целое). 902. —?— (  |х— 2*л| < , к—целое) .
51П Л  CO S X  \ Л J

903. — ctg*x (0 < х— 2*я < л, к— целое). 904.----—  ( х Ф  * л. к—cos х \ 2

целое j  . 905. ^£-£ (0< х-2*я< я. *-целое). 906. У- J?  ~  . >07. -  ̂ ( х  > 0).

1---------------------------------------- 2х l+ * + - j  +  l n y  
908. р- In х (х > 0). 901.--- j X-----910. -  7------------------ -±---- — T .

1+ t / l  +  x1 ^ 1+ x ln y j j^ l+ x ln ^ —+ ln—



t i lI. 2 sin (In*) (*> 0 ). 912. sin x-ln tg x (o  < x— 2кл < y .fc— целое) .

9V r h (M < 2 )- 9U- - т е т (|х " ,|<1Л5)- 9,s- ^

(a *0). 9 1 6 . ^  (**<>). 917. j f e ) ^  0)- 9,в- “ 7 | = i arCC0SJt

( | , |< l ) .  919. arcsin j / ^ f x  5=0). 920. —  ( I  *1 > D-
. / . 2k— \ . \ 2sgn(einx) cosx , ,921. sgn(cosjr) [x  Ф  — —  Д. ft — целое J  . 922. ~ y \  c^ = ~  (* *  кя-

sin x-f cos x / . _ . _ я  . \ „ „ „  sgnxft—целое). 923. ^0 < x - ft*  < у ,  ft-целое] . 924. - p = =

(0 < | x | < 1). 925. *  О- 926. 1 (x  ф -J+ftH, ft-целое j  . 927. д+6' ^ .

928. _2sgnx ^  0) 929 , . **-------  ( | x | < 1). 930.
1 + x *  '  ^  '  . y T ~ T « arccos*(X1) u  1 « +  Х»

1 a* 4 -6 *H I.—2 cos x-arctg (sin x). 932. --- ----- -------- p- (x> 1). 933. .
2x V^x— 1 arccos —==■

V x
(x >—a). 934. V a * — x*. 935. - y l-  (x *  -1 ). 936. ( | x | * l ) .

937. (arcein x)* ( | x | < 1). 938. _ 2 IE £ £ i i (0 < | x | <*[). 939. Х|П* у  (x> I).

14,  ( , „ < „ .  « . ^ ( i x , ^ ) .

( l - x * ) 2
9 4 3 .------ (x < 1). 944. 1 .-( | x | <  1). 945
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( \ - х ) У  x ' j ‘ 2 V I - * 1 ' V  ax-x*
(0 <* < a). 946. y ** . , _ - ( | x + l  | < ^ 2 ) .  947. 4/----

K l - 2 x —x* _____  +
ein2x / 2ft — 1 t \ ]^1— x* x

94>- .-ПЙХ + cos4 x [ x j t ~ 2~ n’ * - “ елое j  • 949 — — т т ^ г *

х1п1 ^ г й (|дс|<,)- 95°- T T ^ arctg *' 95l~ v  ' 952, 2 Т т а
sina sgn (cos x-cos a) CQS 954 ------L— _(0 < |x |<  ,).

I - cos a cosx '  ^  (x « _  l )^ x * + 2

w J ? ± 2 ( U I *  i). m . ----- l — j d . K  i) .«7 .21
1 —•** 1 ( l+ x * ) * ^ l- x *  /s in (2x l )

(о < Ix| < у  ( + у ) л .  ft = 0, 1, . . .  ^ . 958. 2x [sgn (cos x*) +  sgn (sin x*)] 

k = 0, 1, 2, . . Л .  959. —r==L=r .em'*rc,ln cos m (arcsin *)
\ z 1 у 1—**
(,,|< 1). 9 6 0 .^ 1 .
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n s h y sh  (л  +  у )  дс— sh* - у
1025.1. S „ = -------— ----- 7---------- . Ю26. S« =  s5ctg — -ctg r.

2 s h * i
1029. 40л смЧсек. 1030. 25 м*/сек; 0,4 м/сек. 1031. 50 км/ч. 
1032. S(x) =  y ,  если 0<дс<2; S  (дс) = дс* — 2х +  2. если *> 2 ;  
S ' (дс) = х, если 0<дс<2; S ' (дс) = 2дс— 2, если дс > 2. 1033. S  (х) = 
= У “ г- * ’ + у  arcsin ; S ' (дс) = /H*^T?sgn х (0 < |дс |< а).

,034- Ух Г)• ,035- у'*=— \с^Гу - ,036- а) - » < у <  + »;
ХУ=^ Г [ : б) —00 < у < + 00, в) _ 00<y< + 00i

Ху= у ^ - =  ; г) 1 < у < I ; х'у =  т± ^ .  1037. a) Xl = - \ '  1+ У ~ у

(— оо < у <  I); дс, =  - У \ - \Г— у (0<  у <  1); дсж = V " 1 — V ~ y  
(0 < у  С  1); х< = У \  +  У ~ у  ( - 0 0  < у <  I); ц »  3, 4).

б) * , = -  Y т=-у (0 < у < **=  V г = ~ У (0 < у  < x<= w

(/= 1,2); в) ДГж = — In О +  У~1— у) (— оо < у <  1); дс, =  In — '— - 

(О < у <  I); (/=.1, 2). Ю38. у ; = - у ( 1 + 0 ;  -3 ;

- у  н - у !  (-4. 4). 1039. j / * V > °-  '  *  '>• |04°- = — *

(О < ж < 1). 1041. Ух=— j- ctg / (0 < | /1 < л). 1042. y ;= A c th / (|/ |  > 0). 

1043. ух=  — tg / f  t Ф —у — л, й — целое  ̂ . 1044. y * = c tg y  (/ ф 2kn, k — 

целое). 1045. y i = t g M g  ^ / + i l j  ф Л. |_*д, +  1046. yi=sgn /

(О < | /1 < +  оо). 1048. у’ = ~ ~7 У ; 1 ,  - I .  1049. — . 1 0 5 0 .- ^ .
Х~^У  ̂ * У a У

1051. — ] / " у -  Ю52. — | / " у .  Ю53. 1054. о) tg (ф + arctgф);

б) — clg - y  (̂ <Р Ф 0, ф ф ± -y-j ; в) tg ^ф + a r c t g . 1055. а) у =  

=  У 4 (х + 1 ); y = s ± ^ i ( x + i) ;  б) у = 3, дс = 2; в) ж = 3, у = 0.

• а) ( J  ■ 2 т )  ’ б> <°* 2>- ,058- lxl< -J и 7 < 1 *1 < л .1056

1059. шах\у\— у' | = Юл ж 31,4. 1060. ■£ . 1061. 4̂  : arctg 4 - «  arc 37°.4 Z 4
1062. arctg 2 У 2  я  arc70°30'. 1063. л > 57,3. 1064. а) 2 arctg-рЦ-; б) .| а | I



I
1066. | £ | .  1069. 1071. b*— 4ac = 0. 1072. ( y ) * +  (y )*= - 0 .

1073. a = \f- ,077- a) 3x— 2y=0, 2x + 3y=0; 6) 3x—y — 1=0, 
x + 3y—7=0. 107». a) y = x, y = — x; 6) 3x— y — 4=0, x+ 3y—3 = 0;
в) у — — x, y= x. 1079. y — 2a = (x—ata)ctg^~ . Касательная к циклоиде
перпендикулярна к отрезку, соединяющему точку касания с точкой соприко
сновения катящегося круга.
1081. Зх-f 5у—50 = 0, 5х— Зу— 10,8 = 0. 1082. х+ 2у— 3 = 0, 
2х—у — 1 =0. 1083. Д/(1) = Дх + 3(Дх)* +  (Дх)»; df ( 1) = Дх. а) 5, I; 
б) 0.131, 0.1; в) 0,010301, 0,01. 1084. Дх = 20Д/ + 5 (М)*. dx = 20\t;
а) 25 м, 20 м; б) 2,05 м, 2 м; в) 0,020005 м, 0,02 м. 1085. — (х ф 0).

1086. -у——; . Ю87. -.dX-s(|x| ф | Д | ). 1088. . 1089.а* + х» х* — а* 1 ^  17 Vx* + a К а *- х *
( | х | < | а | ). 1090. a) (1-f x)e*dx; б) х sin xdx; в) — (х Ф  0);
. 2— Inx '  .. xdx . dx .. , _ . 2xdxг) dx (х > 0); д) - ; е) ---- —37- ( I х | < 1); ж) — — -*

2х у х У  а*-^х* ( 1— х»)'■ 1 — х*

( | х | < 1); з) —у = =  ( I х I > 1); и) (х  ф у + * я .  к — целое! j  .

1091. vw du-{-uw dv-\-uv dw. 1092. v dt> (v ф 0). 1093. + vdv
v* (u* +  v*)‘'>

, , , vdu — udv. . . . _ .. . . . .  udu+ vdv. , , ,
(u* +  ps > 0 ) .  1094. — j — +  >  0) .  1095. №  +  »* >  0) .

1096. a) 1 — 4jc*— 3x«; 6) ^cosx— ; в) — ctgx (x# to i, k— целое);

г) — tg* x ^x ф у + * я ,  * — целое j  ; д) — 1( | х |<  1). 1097. а) Увеличится
на 104,7 см*; б) уменьшится на 43,6 см*. 1098. Увеличить на 2,23 см. 
1099. 1.007 (по таблицам: 1,0066). 1100. 0,4849 (по таблицам: 0,4848). 1101.—0,8747 
(по таблицам: —0,8746). 1102. 0,8104 = arc 46°26* (по таблицам: агс46°24'). 
1103. 1,043 (по таблицам: 1.041). 1104. а) 2,25 (по таблицам: 2,24); б) 5,833 
(по таблицам: 5,831); в) 10,9546 (по таблицам: 10,9545). 1105. а) 2,083 (по таб
лицам: 2,080); б) 2,9907 (по таблицам: 2,9907); в) 1,938 (по таблицам: 1,931);
г) 1,9954 (по таблицам: 1,9953). 1106. 0,24 м*; 4,2%. 1107. 6Л <0,33%.
1108. а) 6» = 6/; б) 6-= 26г- 1109. 0,43 6. 1111. - (? ~ 2х*) . 1112. ---

* ‘ ‘  ( 1+х*) (1— х*)
( | * |  < 1). 1113. 2е~х* (2х*— I). I • 14. “ ~ у ~  (х  5* я, Л = 0, ±1, .. .^ .

2х . „  , . . . .  Зх . (1 +  2х*)arcsinх .. ,'"5-  T T r , + 2 .rotgx. 1116. (T_ + L _ L _ _  ( |х|<

1117. 1 (х > 0 ) .  1118. , (Х )Г (Х )~ Г ( Х )  ( I (х) > 0). 1119. sin (Шх)
( * > 0). 1120. у (0) = 1, у' (0) = 1, у ' (0) = 0. 1121. 2(1ш’ +  и’*).
1122 ии' — и’% vv’ — v' t (u v- 01 Н23 0^ + р1) (uu’ + w ") +  (u 'v-uv')*

и* и» ' - (u»+i>»)*/«
(u* +  y*>0). 1124. i a u y + v UU'- i U' ' + ^ f + ' n o u ]  .
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1125. у ' = 4*»/*(х*) + 2/' (*’): У”  — 8дс*/" (**) +  12дг/' (**). 1121. у* =,

-  i r  ( | ) + 4 г  ( * )  ■: ( i ) - - S  Г  ( 4 )  .
1127. у'  = «“ Г  (**0 +  «*/' (•*); У** = е **Г  <«*) +  3«**/' («П+е*/‘ («*).
1128. у ' = р-1/'(1пдс)-/*(1пх)]; у "  = J -  [/*• (In* )— 3/' (in * )+2/' (In *)].
• 129. /  = 9'* (*)/*(ф (*))+ ф '(*)/ '(ф  (*)); У** = ф'* (*) Г '  (ф (*)) + 
+  Зф* (*) ф'(X) Г  (Ф W ) + ф* (X) г  (Ф («))• ИЗО. а) е* dx*; б) e*(dx* + d*x).
1131. (i+^ )t/>-. 432. 2 1п̂ * 3 dx* (х> 0): 1133. ** [ ( I  +  In * ) * + y ]  dx*. 

,1*4. 1135. № - * * » ) - V H v d u - иЛЦ {o > ^

1136. ия ~*х/1-* {[m (m — 1) w* du*-\-2mnuvdu dv-\-n(n— 1) u* do*]
uv (mv d*u +  nu d*v) }. 1137. a° in a (du* in a-\-d*u)'.

1138. I(u*— и*) du* — 4uvdu dv-f  (u*— v*) dv* +  (u*-\-ifi) (u d*u-\-odh'] X
X(u* +  p,)_1 > 0). 1139. [—2uvduI +2(u* — v*)dudv-{-2uvdv1 +
+  (u* + tr) (v d*u— ud*v)] (u*-\- it)-* (m* +  o* > 0).
1140. V '= 4(1_ 0 ’• V '*= 8 (i — ,)•(* Ф  >)•
m й я * m   ̂ f |  3 COS t , .
,U I- y y “ - r a n  « ^

/
i C0ST1142. y* = --------- y** = -----------— (t^2kn , k— целое).

4a sin4— 4a* sin7 —

„43. /  = ------ ^ — — г ; ir = e~ l2tin; +^  (< # £ + * ■ .
/ 2 c o i» (<  + . j )  / 2 c o s ‘ (/  +  - j )  '

* = o. ±1....... У  1144. /  = 77^ : y” = - ff i j f ) ( r ( 0 *  °) .  1145. дс* = -р-;
**— £ ;  llv= _ A ! ! ^ W (y. /fl).
iu «  _ ? 5  _ 7 5 * # _ j J  _2 5  225 p* 3p>

у ' у** у»* 4 ’ 64’ 1024- у '  у»* у » -
|М .  , .« _ 2ж— У 6 54* 2**у .

У х— 2у ’ * ~ ( х - 2у )* ' У (*— 2у)*' П4в- У Т + ? ’
/ = (- Т ^ )|1 3 (1 + Л *+ 2 *« (1 - у » )].  N50. У ' = ^ ;

1151. а = 1/*(х0); Ь=Г(хо); с =  / (*0). 1152. 20-10/. — 10; 0, — 10.

1153. v = — ŷ ~ sin ~  /, / = — cos Щ -1. 1154. x = v0t cos о, y = v0t sina—

St2. .. I/'T* ol Г-  ̂ I— jTT г i g*1 f* sin* a .— -Я-; »=»K IV»— 2v0gt s in a + g 3t*; j  = g; y = * t g a  — —f — —  ; -- —— ;
2i’o cos* a  2g

y s in 2 a .  1155. ** +  y* = 25; 5|a>!, 5o>*. 1156. y<*» = 4-6!; y<7>=0.

m ; / . . . _ »»< "+ 1Н " + я (, ^ 0). 11B.
* 210** у x

где я !! обозначает произведение натуральных чисел, не превышающих числа я,
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и одинаковой четности с ним, т. е. 171! =  1-3-5... 17. 1159. у<*> =
1971! (399— х)

8!

2ltf0 (1 —дс) 1и0 / 1— х 
Л- 
х‘

О -х )*
(дг < 1). 1161. y '>») =  2*°eljcx

X(x* +  20x +  95). 1162. у<»о» =  ех V  (_i)i -di5-, где и{»= 10-9-... (11 — I)»  ̂ W + 1f=lо 274 1 on
и И?в = 1. 1113. *«>=— -£■(*> 0). 1164. =  1пдг(* >  0).

1165. ^ ‘•> «= 2"^4x»sin2x+ 50xco*2x+ ^psin2x) .

Ш - Ы - п ( ,  „ J . ) ,

1166. у'*' = 

1167.j .  s m S * - ' „
( I — Здс) * (1 — Злг) *

= —2* sin 2х — 21* sin 4x + 2e-310 sin бдс. 1168. i/(Ioe) = xshx+100chx.
1169. yiv = —4е* cos х. 1170. у<*> = -  J ^  +  ^ + у )  sin 2х +

1 »  2 \ Cos2jc. 1171. 120 dx*. 1172.---- ^= - dx*
”  v * "  J  8x * lf  x

f . 4 6(x > 0). 1173. — 1024 (дс cos 2x + 5 sin 2x) dx10. 1174.-e*  ̂ In дс+— — -^-+

J L _ J L  ̂  dx*. 1175. 8 sin xsh x dx*. 1176. 2u dlau +  20 du d*u +  90 d*u d*u +
+  240 d3u d7u +  42# d*u d*u +  252 (<£u)*. 1177. e" (du‘ +6dua dau +  4du d3u +

2duJ 3du d*u , d3u+  3d*u* + d*u). 1178. + 1179. dty = y" dx* + y‘ d3x;
<Py=y"‘ dx*+3y" dxdI x +  y' d3x; d*y = y>v dx*-{-6y " '  dx* d2x +  4y" dx d3x +  

+3|fd*x*+y'd*x. 1180. y’ -

1 dx dy dx
dx dy . 1dx dy — 3d*x „  '

| d-x <Py
y’“  =  —

d3x d3y 1 d2* d’y

1187. Р ‘"»(х) = в0л1 1188. 1189.

+  (1—x)" + 1] ‘ I I H " n! [(JC — 2)" + l “ (x— 1)" + 1] ’ l l * 1’ ( l — 2x)n +

(— l)»-*n'.cn- l (ad—bc)
(cx + «/)B+l

z l Di/>
1192. (_1  )» + i . | .  4^.. (3n — 5) (3n + 2x) (/13*2; хф — 1).

Д Г < т )  3 " ( l + j r ) "  + i / *

ll9 3 .- 2 "- ‘ cos^2 jt+ -yj . 1194.2»-»cos ^2x + .1195. sin ^ x + ™ )  —

— 2! sin ( З х + у  У  11 96. cos ( * + ™ )  +qp cos )  •

(e + * )x + ^ ].1197. fS^HL cos 

(198. (a~ fe)" cos

/ L\ I(a - * )x + - j

/ L t  I(« — *>) X + y

(0+6)'»
2

(a +  *)"

COS

COS (a + 6).t ПЛ 1
2 J*

1199. (-a- - b)- sin |\a— b) *+ ~ y- j + (a-T^-b>- sin |fa + fc)x+-y-] •

1200. j  cos (bx+ ^ f )  ~  ~ ~ b)-  cos j^ (2a-& )x+ ^r j ~  <2“ 4 "

IS  Б . П. Демидович
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Xcos [(2 a + t)x  + -y- • 1201. 4»->cos (4 x - f ™ ) .  1202. а"х cos ( eJf+ ^ )  +

+ « . - » sin ( « + ^ ) «  |203- а"  [ * * - — V * ]  6in ( « + ^ - ) - 2 п а»->хх

Xcos (« + - Т - )*  ,2М- (—1)"в” *Г**— 2 (я— I) х + (я — I) (я— 2)J.

,ж . - { ± + £<-■>*" (— l>',v>!', - * + '1}- '

1206. ^ 2 Я/,С05 1207. «*2"/,sin •

[<a +  ̂ >'* + <— I ) " " 1 (a-b x W  (| x\ < | | | )  .,208 <«-0»»*,гов- {а*-Ь*х*)л \
1209. e«[anP(x) + Cj1a"-,P*(*)+ ... + P(">(x)l. 1210. у { [ ( х  + я) —

121

1212

-  (-1 )" ( * - « ) !  ch x +  [(x + л) + (-1 )■ (* - л )]  sh x}.
I.  dny = ex [ дс" +  л»х"- 1 +  ---'g p 1 )' xn-1+ . . .+ f l l jc /x " .

* ~̂xn + l '  |1пх~Хт| dxa(x>°)- •*<*. ■)(«*+**) * [cOS (л ф - - у - )х
П

X  ch axcos —sin ^лф — -y-)sh axsin^&x+^p )  j ;  6) (a*+&*)* x

X  [cos ^лф — —  )  chaxsin ^&x+-y-)+sin ^лф — -y-j sh ax cos ( 6х+ " У " ) ]  •

b 1где го&ф = — a — r s iny  = ■ г - 1215. /<"> (x) = V  (—1)Я + *2,,-*Я+*Х 
^ a* + 6* V a*+ b* f f 0

X (P —*)"C ipcos Г(2р-2*)*+ -^1  . 1219. » ) ^ ( - 1 ) ^ » (2^ - 1 +1),,^ н Х
L J  *-0

Г 1 p~ l Г
Xsin (2р-2*+ 1)х+ -у- ; 6) £  2 »- V + » (P - * )n cipCOs (2p-2*)x +

L J  t - 0 L

+ t ]  : *> t { g,,~ y r ct -  “  [ l » - » + i ) « + f  ]  }•

1211. t r '>*-‘ <" ~  1 >' s i. (a arcctgx)(x  *  0). „ „  f) » [ ( г , , 1+
_ ( l+ x ‘) ‘ 3

6) n(22̂ 3)l! (n > 1). 1220. а) я (л— 1)a "-*; 6) /<»*>(0) =  0. /cs*+H(0) =
= (- l)* (2 * !) ( * = 0 .1 ,2 , . . . ) ;  в) /(2*»(0) = 0, /.**+»» (0) =
= [i-3 ...(2 *- l)1 * (* = 0. I, 2. . . . ) .  1221. a) /«**> (0) = (-l)*m * (т*- 2 * ) . . .  
... [m*-(2A — 2)4. /“ *-,'(0) = 0; 6) /‘**»(0)=0, /* (0) = m. />**+*'(0) = 
= (—1)* m (m*— I1) . . .  (m*— (2*— 1)*J (*=  1. 2. . . . )  1222. a) /'**'(0) =
= (- l ) * - ‘ - 2 ( 2 * - l ) t ( l+ y + . . . + 5J - T) ,  /“ *- »  (0) = 0 ( f t .  I. 2. . .. ) ;
6) /«»*» (0) = 2**-* £(*— l) ’l*. /<a*—I> (0) = 0 (*= 1 , 2, . . . ) .  1223. л!ф(а).



to*

122B. i .  [ «*-«*«— «*-•+.

1236. При x = 0 не существует конечной производной /* (х). 
1244. А (—1, — 1), С ( 1, 1). 1245. Не верна. 1246. а) 0— !•:

т / х *  + хА х+ ±  (Ах)*-х (  | / “  Дх Л
6 )0 = -----------^ ----------(*SsO, Д* > 0); в)0 = — V г 1 дс )

(х(дс + Дх) > 0); г) 6=-^- In * *' • 1248. с=-^- или ^ 2 .  1250. Вообще
говоря, нет. 1261. /(*) = с»+с,х-+-...+с„_|Х"-1, где с/ (i =  0, 1........ л — 1)
постоянны. 1268. При — оо<дс< — функция возрастает, при — < *  < оо
убывает. 1269. При — оо< х< — 1 функция убывает, при — 1 < ж < 1 
возрастает; при 1 < х < +  оо убывает. 1270. При — оо<лг< — I функция 
убывает, при — 1 < х < 1 функция возрастает; при 1 < х < + оо убывает. 
1271. При 0 < х < 100 функция возрастает; при 100 < дс < + оо 
убывает. 1272. Функция возрастает. 1273. В промежутках
/ кл кл , я  \ . / кл . п кл , я  \( - у .  -g—I—j*  1 функция возрастает; в промежутках ( “ у + у ' - у + у )

убывает (Л = 0, ±1, ± 2, . . . ) .  1274. В промежутках —у , и

( “ *5kVr> “ 2F P 2)  ФУНКЦИЯ возрастает; в промежутках а Г п )

и (  — убывает (k=0, 1,2, . . . ) .  1275. При — оо <х<0 функция
2 2 убывает; при 0 < х <  ^возрастает; при —  < * < +  оо убывает. 1276. При

0 < х < п функция возрастает; при п < х < -+• оо убывает. 1277. Убывает при
— оо<де< — 1 и 0 < х < 1; возрастает при — 1 < дс < 0 и 1<дс<-)-оо.

(  + 2 * Я  + 1 Л я  \
1278. В промежутках \е 14 , в 1г )  функция возрастает; в промежут-

(  V r+**n ^ +%кл)ках * , « )  убывает (fe = 0; ±1, ±2, . . . ) .  1283. Необязательно.
1298. В точке А кривая вогнута вверх; в точке В  вогнута вниз; С — точка 
перегиба. 1299. График при — оо<дс<1 вогнут вверх; при 1 < х < + оо
вогнут вниз, х= 1— точка перегиба. 1300. При |дс|<-^=— вогнутость

У 3
О Овниз; при |дс| > -р^—— вогнутость вверх, х=  ±-р^— — точки перегиба.

1301. При х < 0— вогнутость вниз; при х > 0— вогнутость вверх; де = 0— 
точка перегиба. 1302. Вогнутость вверх. 1303. При 2*я < х < (2fe+ I) л — 
вогнутость вниз; при (2*+1) л < х < (2Л +  2) л — вогнутость вверх; х=кл —

точки перегиба (к =  0, ±1, ± 2, . . . ) .  1304. При |х|<  у  у — вогну

вниз; при |х |>  l / ^ y - вогнутость вверх; дс = ± у — точки перегиба. 
1305. При |х| < 1— вогнутость вверх; при |л| > 1 — вогнутость вниз;

15*
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x = £  1— точки перегиба. I3C6. При е * < х < е — вогнутость вверх;
Я  .. » я  I яt kn  + —  1 *я+— *я+—

при е * < х< е — вогнутость вниз; x—t  — точки перегиба
(Л = 0, ± 1. ±2, .. .)• 1307. Вогнутость вверх при 0<х < + оо. 1309. Л = — . 

1310. Вогнута вниз (при а > 0). 1318. у  . 1319. I. 1320.2. 1321.—2. 1322. у .

• 823. 1324. 1 .  1325. 1326. JL .  '327. 1. 1328. . 1329. - ilno .3 3 6 2 3аЬ Ь
1330. —2. 1331. I. 1332. ( у ) 1. 1333. у  . 1334. у .  1335. I. 1336.0. 1337.0.
1338.0. 1339.0. 1340.0. 1341.0. 1342.1. 1343.1. 1344.— 1. 1345.е*. 1346. <•->.

1347. ё * .  1348. е-1. 1349. 1. 1350.1. 1351. 1. 1352. e,in *“ (аф  ^ , к— целое у

— (In'a-ln'fr) I I I
1353. е 2 . 1354. у .  1355. у .  1356. 0. 1357. — у  . 1358. а» (In а — I).

>, _ j i_ _i_ __i_
1359. — L ,  I860. — . 1361. е л . 1362. 1. I3C3. 1363.1. е * .2 а1 1 1 _i_ _1_
1363.2. е 3 . 1363.3. е * .  I3C3.4. е~ '  . «384. е * . 1365. е 31 . 1366. е~г.
1367. - - . I3C8. У~е. 13E8.I.0. «369,—4-. I370.a. 1871.Iga. 1373.1./'(0)=п — т  о
= — 1373.2. t f= y  •374. а) Правило Лопиталя неприменимо, предел
равен нулю; б) правило Лопиталя неприменимо, предел равен 1; в) формально 
примененное правило Лопиталя дает неверный результат, равный 0, предел 
не существует; г) применение правила Лопиталя незаконно и приводит к не
верному результату, равному нулю, предел не существует. 1375. у .  

1376. 5— 13 (дг-Ь l)-f-11 (*+ !)*  — 2 (* + l)s. 1377. I +  2x-f 2** — 2х*+о(х‘); 
-48. 1371. 1 + б0х-И950**+о(**). 1379. e + - ^ _ - g L = ^ + 0 (x*).

1380. у  x* + x*+o(xs). 1381. l + 2x-fx*— J -х»— у  х«— ^ х *+ о (х ‘).

I3E2. L _ * + g - - g + 0 (x*). .383. .384. —

_ 71_ ^ Г+ о(дсв)- l385, * - T + 0(jr,)- ,386- Jt+ T + l ? +0(jt‘)-
1387. _ . £ _ ^ _ J ^ + o ( x « ) .  1388. 1 + y  (* — 1)— у  ( r — l)‘ + o((x— I)*). 

1389. (x - l )  + (x - l)*  + y ( x -  !)»+ «» ((*-Ds). 1390. y = a + ̂ + o  (x*).

5 - ® r + * ( v ) -  '« •  ' " '+ T - 5 ^ +
3 I1394. а) Меньше — -r-т-; б) не превышает ^ 77: ;  в) меньше 2-10~*; г) мень- (Л -f- I;! оо40

ше jL . 1395. | х | < 0,222 = arc 12о30'. 1396. а) 3,1072; б) 3,0171, в) 1,9961;



Г) 1.64872; д) 0,309017; е) 0,182321; ж) 0,67474 = arc 38°39'35*; з) 0,46676 =  
arc 2бв44'37'; и) 1,12117. 1397. а) 2,718281828; 6) 0,01745241; в) 0,98769;

Г) 2,2361; д) 1,04139. 1398. — 1 .  1399. -1 . 1400. — 1 .  1481. -1. 1402. 1 .  

1403. In*о. 1404.-1. 1405. 0. 1406. -1. 1408.1. 1406.2. -1. 1406.3. -1. 

1407. 1408. jt*. 1409. у .  1410. а = 1  ; Ь = — -1. 1410.1. А =  — ;

в  —  1 .  1410.2. Л = ± ,  В  = ± . С --- - l ' D = l ^  м " - а)

Г ) Т -  ,412- а = Т : Р==Т *  ,413- Ш ’ где а — половина цент
рального угла дуги. 1414. Максимум у = 2-1 при * = у .  1415. Экстремума нет.
1416. Минимум у = 0 при дс = 1. 1417. Минимум у = 0 при х = 0, если т  — 
четное, и экстремума нет при jc=0, если т  — нечетное; максимум у =  

т т пп т
п)т  + а при х = т +  п * МИНИМУМ У ~ °  ПРИ * =  л — четное,

м Экстремума нет при х=»1, если п — нечетное. 1418. Минимум у =  2 при 
ж-с:0. 1419. Минимум у=>0 при х = — 1; максимум у =  1010е-8 да I 234ООО 
при дс=9. 1420. Максимум у=  1 при х = 0, если п— нечетное, и экстремума 
нет при jc = 0, если п— четное. 1421. Минимум у = 0 при х = 0. 1422. Мак
симум Уж = ~ у  4 «  0,529 при х ~~2 : минимум у = 0 при *=»1; экстремума
нет при х=»0. 1423. Минимум /(jc0) = 0, если ф (х„) > 0 и п— четное; 
максимум /(дгв)=0, если ф (х0) < 0 и я — четное; f(x t) — не экстремум, если 
л— нечетное. 1425, Нет. I4Z7. а) Минимум / (0) =0; б) минимум / (0) =0. 
1428. Минимум f (0) =  0. 1429. При х=  1 максимум у = 0; при дс = 3 минимум 
у*» — 4. 1430. Минимум у = 0 при *= 0 ; максимум у = 1 при х=  ± 1.
1431. При х = -— *3 да 0,23 минимум уд а—0,76; при х =  1 максимум

54- V  13у=0; при дс«=--- g---«1,43 минимум у да —0,05; при х = 2 экстремума
нет. 1432. При дг = — 1 максимум у =  —2; при дс = 1 минимум у =  2. 
1433. При х = — 1 минимум у =*— 1; при х =  1 максимум у = 1. 1434. При
*=-г- минимум у =  — 1 .  1435. При х= 0 и х = 2 — краевой минимум у = 0;О Z4

3 3 —при х = 1 максимум у=1. I4J8. Прих = -̂ - минимум у = — у  У  2 да—0,46;
при дс=1 экстремума нет. 1437. При х=  1 максимум у = «-1 да 0,368. 
1438. При х =  -|-0 краевой максимум у = 0; при х = «-* да 0,135 минимум

2у = -- - да —0,736. 1439. При х=1 минимум у = 0; при х=е2 да 7,389

максимум у —~i да 0,541. 1440. При лг = * я (*  =  0, ^1 , ± 2 , . . . )  максимум

У = (— 1 ) * + у ; при х=  ± -у-+2*л(А=0, ±1, ± 2 ,...) минимум у = — 1 .

1441. При х = *гл(А=0, ±1, ± 2 . . . . )  максимум у=10; при х = л
(А = 0, ±1, ±2, . . . )  минимум у = 5. 1442. При х=  1 максимум у =
- • у — -у In2 да ° , 439. 1443. При х = — -^+2лА (* =  0. ±1, ±2, . . . )
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|/ Q -—+ %кя Од
минимум у ----- 2— е * ’ ПРИ х = ~4— (ft=0,  ±1, + 2, . . . )

л/"2 ^+**я
максимум y = -y-  « • ,444- ПРИ х = — 1 максимум у= е~г «  0,135; 
при *= 0  минимум у = 0 (угловая точка); при х = 1 максимум у =1 (угловая 
точка). 1445. у !  32. 1446.2; 66. 1447. 0; 132.4448. 2; 100,01. 1449. 1; 3. 1450.0;

Г~
—  «  36, 8. 1451.0; 1. 1452. 0; 4-(1+ У~2) «  1,2. 1453. — ^  * «-0,067; 1.€ л,

1 14-х1454. т  (дс) =  — g-, если — о о < х <  — 3; т  (дс) =  3 хг » если —3 < х

<.— 1; т  (х) =  0, если — 1 < д: < -J- оо; Л1(х) = у ,  если — оо< х< 1; 

М  (г) =  . если 1 < х <  +  оо. 1455. а) ~  «  1,77-10’ ; б)

в) у г  *  1,44. 1457. 9— 6̂ —  «4,85. 1458. q = - - j -  |459- ^ .I460 .g (x ) =

=  (* i+ *t) * — g-txf+ x i+ e*^ ,); Д = у ( х , — х,)*. 1461. 1462. Один
корень: (3, +  оо). 1463. Один корень: — оо < х, < — 1, если Л > 27; три 
корня: — оо < х, < — 1, — 1 < хг < 3 и 3 < ха < +  ° ° .  если —5 < h < 27; 
один корень: 3 < ж, < -j- оо, если Л < —5. 1464. Два корня: — оо < х, < — 1 
и 1 < х ,<  +  оо. 1465. Один корень: — оо < дс, < — 1, если — оо < а < 
< —4; три корня: — оо < х, < — 1, — 1 < дс, < I, 1 < х ,<  +  оо, 
если —4 < в < 4; один корень: 1 < х 1 < +  оо, если 4< a< -foo .
1466. Один корень: 0 < дс, < 1, если — оо < к < 0; два корня: 0 < дс, < •—

и у  < х, < + оо, если 0 < * < у  ; корней нет, если к > — . 1467. Корней
е1нет, если а < 0; один корень: — оо < х, < 0, если 0 < а < -у ; три корня:

ё*— оо < х, < 0, 0 < х, < 2  и 2 < х, < +  оо, если —  < а <  +  оо. 1468. Два

корня при | а | < 3 }/~3l\6', нет корней при I а | > 3 У~3 /16. 1469. Два корня:
О < | х, | < |  и  ̂ < I хг | < +  оо, где £ «  1, 2— положительный корень урав. 
нения: cthx = x, если | fe | > shg «  1,50; корней нет, если |fc|>sh£.

р *  q t  рЖ q t
1470. а) > 0; б) -ĝ -H—j- < 0. 1471 *). Симметрия относч^льно начала
координат. Нули функции: х = 0 и x = ; t  У^З ± 1,73. Минимум у = —2 
при х = — 1; максимум у = 2 при х= 1. Точка перегиба х =0, у =  0.
1472. Симметрия относительно оси Оу. Нули х = ± У  1 + | / У «  ± 1,65.
Минимум у=1 при х = 0; максимум у =  1 у  пр их= ± 1 . Точки перегиба;

1 5х = ± - р ~ ;«  ±0,58; >473. Симметрия относительно точки >4(1, 2).
Нули: х = — 1 и х = 2. Минимум у = 0 при х = 2; максимум у = 4 при х = 0.

*) К  задачам на построение графиков не везде даются полные ответы.



Точка перегиба х= \, у =  2. 1474. Симметрия относительно оси Оу. 
Нули функции: *=» ± / 2  да ± 1,41. Максимум у = 2 при х = 0; минимум

у = 1 — - ^  да—0,12 при х = ± У ~ 2 +  У  5 да ± 2,06. Точки перегиба:
X i,t~  ± 0,77, у ,.,=  1.04; xiA  да ± 2,67, у, « да — 0,010. Асимптота у = 0. 
1475. Точки разрыва: х = 2 и х = 3. Нули: х = ± 1 . Минимум у —
= — ( 10— У 96)да —0,20 при х»=7~  да 0,42; максимум у =»

5
= — (10 + / 9 6 ) да — 19,80 при х = 7 +  ̂ 24 да 2,38. Точка перегиба5
х яа— 0,58, уд а—0,07. Асимптоты: х = 2, х = 3 и у = 1. 1476. Точки 
разрыва: Xj = — 1 и х ,=  1. Нуль функции х=0. Точек экстремума нет. 
Точка перегиба х да — 0,22, уда— 0,19. Асимптоты: х = — 1, х = 1 и у = 0. 
1477. Нуль функции х = 0. Точка разрыва х = — 1. Минимум у = 0 при х = 0;
максимум у = — при х = —4. Точек перегиба нет. Асимптоты: х= —1
и у = х— 3. 1478. Минимум у = 0 при х = — 1; точка перегиба  ̂х = —4,

81 , . . . . .  34 / Т 7 + 142 y= g25 ' Асимптоты: х = 1 и у = 1. 1479. Максимумы у = ------- ^ ---- »

да—8,82 при х — 3 + f 17 да —3,56 и у = 0 при х = 0; минимум

у = 34 3̂2 ~ 142 ~  —°>06 при х = ^Л|2~ 3~ «  О'56- Точка перегиба х =  у .

у = — Асимптоты: х = — 1 и у = х— 3. 1480. Симметрия относительно на
чала координат. Точек экстремума нет; точка перегиба х = 0, у =  0. Асимптоты: 
х = — 1, х = 1 и у = 0. 1481. Минимум у= 1 3 уп р и  х =  5; точки перегиба

2
х = — 1, у = 0. Асимптоты: х = 1 и у= х + 5 . 1482. Минимум у = 2— при х = 2;
максимум уд а—3,2 при хда—2,4; точка перегиба х =  0, у =  8. Асимптоты: 
х = — 1 и у = х, 1483. Симметрия относительно оси Оу. Нули функции:

х = ± -̂ 10 да ± 0,79. Точек экстремума нет. Точки перегиба: х = ± да
2

«  ±0,71, у =  —2 у . Асимптоты: х = — 1, х = 0, х=1 и у=0. 1484. Область
существования: 0 < х <  +  оо. Нули: х = 0 и х = 3. Минимум у ——2 при 
х=1; краевой максимум у = 0 при х = 0. Вогнутость вверх. 1485. Область 
существования: |х |< 2  / 2  да 2,83. Симметрия относительно начала координат 
и осей координат. Нули: х = 0 и х = ± 2 /~ 2 . Максимум |у |= 4  при_х=±2, 
минимум | у | = 0 при х = 0; краевой минимум |у |= 0  п р и х = ± 2 / 2. Точек 
перегиба нет. 1485.1. Нуль функции ж=2. Минимум у =  — У ~5 да—2,24 при

*=*— 0,5. Точка перегиба xt = — 41 да— 1,18; ух да —2,06 и х, =
• О

^41_з
= —— ---- да 0,42; у, да— 1,46. Асимптоты: у = — 1 при х — ►— оо и у = 1 при

О
х — »-+оо. I486. Область существования: 1 < х < 2  и 3< х.<  +  оо. Нули: 
х=  1, х = 2 и х = 3. Максимум | у | =  у  у^12 да 0,62 при х = -— да 1,42;
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краевые минимумы |у |= 0  при х = 1, 2 и 3. 1487. Минимум у = 0 при х= |; 
максимум У = \ У  4 я  1,06 при х = — -1; точка перегиба *  = — 1,

у =0. Асимптота у=х—-g-. 1488. Симметрия относительно оси Оу. Минимум 
у —_j при х = 0. Вогнутость вниз. Асимптота у = 0. 1489. Симметрия отно
сительно начала координат. Нуль функции: х = 0. Минимум у = — у^ 16 я
я —2,52 прн х = —2; максимум у = ^ 1 6  при х = 2. Точка перегиба: * = 0. 
у = 0. Асимптота: у =0. 1490. Симметрия относительно оси Оу. Минимум
у = 1 /  4 я  1,59 при х= ± 1; максимум у = 2 при *=0. Вогнутость вниз. 
1491. Симметрия относительно начала координат. Точка разрыва: х=±1.

1А3 __
Нуль функцни: х = 0. Минимум у = я  1,38 при х = у  3; максимум

V  2
V~3у — — при х = — У^З. Точки перегиба: = 0, у, = 0 и xIi#=±3,

y2 iJ=±l-^-. 1492. Область существования функции: | х | 1. Симметрия 
относительно оси Оу. Краевой минимум у = 0 при х=±1. Вогнутость вниз.

X XАсимптоты: У = у  при х — ► +  оо и у = -- ^ ПРИ х —*•— 00• 1493. Область
J  _ J

существования функции: х > 0. Минимум у = V  3 я  2,60 при х=
з

Вогнутость вверх. Асимптоты у = х+  — и *  =  0. 1494. Область существования:

х ^ 0  и х < —3. Нуль функции х=  5  ̂ ,13, »  4.30. Минимум у = 13 при
* = —4; краевой максимум у = 1 при х=0. Вогнутость вверх. Асимптоты: 
У = ^ ~ 2х ИР11 х —*— •'» У = -- 7}  при х — ►+ оо; х = —3 при х — ►—3—0.

1495. Минимум у = 0 при х=0; максимум у = — у/  4 я — 1,59 при х = —2. 

Точки перегиба: Xj = — (2— У  3) я  —0,27, у, = У — *  0,46; х, =

= - ,(2+  К"3 ) я  -3,73, У, = - | /  я  -1,72. Асимптота х = - 1 .

1496. Симметрия относительно оси Оу. Функция положительная. Максимум 
У = ^ З я  1,73прих = 0. минимум у=  V" 2 я  1,41 прн х=  ±1. Точки перегиба 
*i, t «  ±0,47; у, , я  1,14 и х,-4я±4,58, у,_ 4 я  4,55. Асимптоты у= ± х .
1497. Период функции: Т =  2л; основная область 0<хС2п. Нули функции: х,=

У  5 ___ [  | / ~ 5 ___ j
= я-(-arcsin------- я  1,21л и хг = 2л— arcsin--- -̂--я  1,79л. Минимумы

и= I прн х = у  и у = — 1 прн х = у-; максимум У= 1-f при х = ^  и х = ̂ Д.

Точки перегиба: х4 = arcsin И ^ 33 я  0,32л, y t = 19— я  1,13; х, =  
1 + ^ 3 3  „ лсв_ _ 19 + 3 ^ 3 3 . _ _________K 3 3 - I
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^  1,20л. Уз = —— з ^ 33 ~  0.055; х4 = 2я — arcsin — ! *  1,80л, у4=
.Л_О t/~33--- . 1498. Период функции 2я; основная область — л « £ х < лО*

Симметрия относительно начала координат. Нули; x , =  0 h j(, » =  ± п. Минимум 
L 15 /—  1у = — у  V 15 »  — 7,3 при х = — arccos у  «  —0,42л; максимум у =

15 >__  1я- —- у  15 ж 7,3 при х = arccos-j-»  0,42л. Точки перегиба: хх = 0, у£ = 0;о 4
х>1$= ±  arccos ^  я» ± 0,84я; у,.* =  ± V^IS «  ±2,54; х4>, = ± я,
у4,»=0. 1499. Период функции; Т = 2л, основная область: — д < х < д .
Симметрия относительно начала координат. Нули: xt =0 и х2, ,=  ± л . Ми-

2 /— п Зя л ' 2иимумы: у = — — у  2 «  —0,94 при х = ---и х = — - - , У = у  при х =
я  2 я  2 -г-ж я

г= — \ максимумы: у = — — при х = --  ̂ • У = "з '  2 ПРИ * = Т  И Х =

= у  • Точки перегиба: Xj =  0, yt =  0; хг>,=  ± arcsin у  — «  ± 0.37я, уг.,=

= ± ^ > / 3 0 «  ±0,81 ;х 4.,=  ± ( я -arcsin | / " а  ±0,63л. у4.» = ± ^  /30|
х,1Т= ± я ,  y«,j =  0. 1500. Период функции: Г= 2 я ; основная область 
I— я, я). Симметрия относительно оси Оу. Нули функции: х>_, =

I __У з  I I
= ± arccos---j ---«  ± 0,62л. Минимумы: у = -̂  при х = 0; у = — 1у

3 лпри х = ± я  максимумы: У = у  при х = ± у „  Точки перегиба: х, г =  

=» ± arccos 1 : «  ±0,18я, у, , «0,63; х,р 4 = ± arccos -— — *

«  ±0.70л, у , 4« —0,44. 1501. Период функции: Т-= ~  ; основная область 

£— у  , y j  . Симметрия относительно оси Оу. Функция положительная. Мак

симум у = 1 при х = 0; минимум У = у  при х = ± у .  Точки перегиба

х1| =  ±-2-, ух , = -т-. 1502. Период функции Т = я; основная область о * 4
Г— у  , y j  . Симметрия относительно оси Оу. Нули функции: xt = 0 и x,t ,  =

= ± у . Минимумы: у = 0 при х=0 и у —— I прн х = ± у ;  максимум
9 1у = _  при х = ±  arccos-т-«  ±0.21 я. Точки перегиба: х , . ,=10   4

I I 1__1^129
=  ± у  arccos--- pg--- «  ±0.11я, у ,., «0,29; х,,4 = ± у  arccos--- —— «
«  ±0,36л, у,, 4 «  —0,24. 1503. Период функции: Т =  я, основная область:
0 < х < я .  Точка разрыва: х = -^у . Нули: Х! = 0, х, = я. Экстремумов нет.

я  V 2 Зл
функция возрастает. Точка перегиба: *  = у>  У = —rj— * Асимптота х=г-|-*



1504. Период функции 7" = 2л, основная область [— я, я]. Симметрия относи
тельно оси Оу. Нули функции: X i,*= ± - ^ . Минимум у = I при * = 0; макси

мум у = __1 при х = ± я .  Точки перегиба: X i , t = y ;  y i, i = 0. Асимптоты
Зях= ± i  и х=  ± —£■. 1504.1. Период функции Г  = 2л, основная область

— л < х < л .  Функция нечетная. Минимум у ----- ^ ПРИ
2л V  3 2лх —---: максимум у = - ^ — я  0,58 при х = ~ .  Точка перегиба xt = 0,

ух=0\ x2,s= :F л, у»,» = 0. 1505. Центры симметрии (кл, 2кл). Нули функции:
х, = 0, хгЛ я  ±0,37л, . . .  Максимумы у = ^ — 1 +  2<гл при х = -5-+Лл;

минимумы У= — ( у -  1 + 2*л) при дс = — • Точки
2*4-1перегиба: х=кл, у =  2£л. Асимптоты: х = —-— л (ft — целое). 1506. Сим

метрия относительно прямой х=1. Функция положительна. Максимум
V 2  г -у — е при х = 1. Точки перегиба хгл=1 , yi,»= К е я  1,65.

Асимптота у = 0. 1507. Симметрия относительно оси Оу. Функция поло
жительна. Максимум у=  1 при х = 0. Точки перегиба: хх, =

г-7 5 --
= ± 1/ у  я  ±1,22, y 1,1 =  Y  е 2 я  0,56. Асимптота у = 0. 1508. Функция
положительна. Минимум у = 1 при х = 0. Вогнутость вверх. Асимптота 
у= х  при х — ► + ». 1509. Функция неотрицательная; нуль х = 0. Минимум

x = - j.  Точки перегиба.

— 3̂  я-0 ,15 , ух «0,34 и х^ ± ^  я  1,48, у, я  0,30. 
Асимптота у = 0 при х — ► + ». 1509.1. Функция неотрицательная. Минимум

у = 0 при х = кл (к = 0, ±1, ±2, . .. ) ;  максимумы у=-|-« ( tk+t ) n при

х = -̂ - +  *я. Точки перегиба х* = (— l)*^--f *л, у  ̂= ~ е  [ ’ * +Т  <-1> * ]  " .
1510. Функция положительна при х >  — 1 и отрицательна при х <  — 1. 
Минимум у=  1 при х = 0. Вогнутость вверх при х>  — 1 и вогнутость вниз 
при х<  — 1. 1511. Симметрия относительно оси Оу. Функция неотрицатель
ная; нуль х = 0. Минимум у = 0 (угловая точка) при х = 0. Вогнутость вниз.
1512. Область существования функции: х > 0. Нуль функции х = 1. Мак-

2 —  сим ум У — — я  0,74 при дс = е*я7,39. Точка перегиба: х — е 3 я  14,33,

8У = у  е * я  0,70. Асимптоты: х= 0 при х — *--(-0 и у =0 при х — ►4-оо.
1513. Симметрия относительно начала координат. Нуль х = 0. Точек экстре
мума нет; функция возрастающая. Точка перегиба: х = 0, у = 0. 1514. Сим
метрия относительно начала координат. Нуль функции дс = 0. Функция воз
растает. Вогнутость вверх при х > 0 и вогнутость вниз при х < 0; О (0, 0) —
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точка перегиба. 1515. Область существования функции: |ж| < !. Симметрия 
относительно начала координат. Функция монотонно возрастает. Вогнутость 
вверх при х > 0  и вогнутость вниз при х < 0; точка перегиба: х 0, у —О. 
Асимптоты: х= ± 1. 1516. Симметрия относительно начала координат. Нуль 
функции: дс = 0. Точек экстремума нет, функция возрастающая. Точка пере
гиба: дс = 0, у =0. Асимптоты: у= х  — ~  при х — ►— оо и у = х-\-~ при

х —► +«. 1517. Нуль функции х as— 5,95. Минимум *  1,285

при лс = 1; максимум у — — - l- f- ^ » I,8 5 6  при х = — 1. Вогнутость вверх

при х > 0 и вогнутость вниз при х < 0; точка перегиба х = 0, У = у  • Асимп-
X Xтоты: у=--\-п  при х — ►— оо и У=~2 ПРИ х — ►+»• 1518. Симметрия 

относительно оси Оу. Функция неотрицательна; нуль х = 0. Минимум у = 0 
при дг = 0. Вогнутость вверх. Асимптоты: у = — у Х — 1 при * — ►— оо и у =

= у Х — 1 при х — ►-|-оо. 1519. Симметрия относительно начала координат. 

Нуль функции х = 0. Минимум у =  — (угловая точка) при х = 1; макси

мум y = Y  (угловая точка) при х =  1. Точка перегиба *  = 0, у = 0. Асимп
тота у = 0. 1520. Симметрия относительно оси Оу. Функция неотрицательна; 
нуль х=0. Минимум у= 0  при х = 0 (угловая точка). Вогнутость вниз. 
Асимптота у= я .  1521. Точка разрыва функции х=0. Нуль функции х =  —2.
Минимум у = 4 У~е ж 6,59 при х = 2; максимум у = -1«0,37 при х = — 1.

2 8 »Точка перегиба х = — — , у = — е~>,г »  0,13. Асимптоты: дс = 0 и у= х  +  3.
1522. Область существования функции |х |^ 1 .  Симметрия относительно
оси Оу. Краевой максимум у =  2* * w 2,67 при х= ± 1. Вогнутость вверх. 
Асимптота у=  1. 1523. Область существования функции х<  I и х > 2. 
Точки пересечения с осями координат (0, In 2) и ( l/j. 0). Максимум у »  1,12
при х = -— я — 0,72. Асимптоты х = 1, х = 2 и у — 0. 1524. ОбластьО
существования функции |лг|<а. Точки пересечения с осями координат: (0, —а) 
и (0, 67а, 0) (приблизительно!). Функция монотонно возрастает. Краевой ми-

я  _ янимум у — — — а при х =  — а и краевой максимум у = — а при х = а.А *
Вогнутость вверх.

1525. Область существования функции: х < 0  и х Э * у .  Краевой минимум
2

у = 0 при х = 0; краевой максимум у =  я  при х = у .  Вогнутость вниз при 

* < 0  и вогнутость вверх при х ^ у .  Асимптота у = у .  1526. Область

существования: х > 0. Функция положительна. Минимум

при *=-1 *  0,368; краевой максимум у = 1 при х = -)-0. Вогнутость



вверх. 1527. Область существования функции х > 0. Краевой минимум

ПрН максимум у ~ е '  ж 1,44 при х = е. Асимптота у = |.
1528. Область существования: х>  — 1, х ^  0. Функция положительна. 
Устранимая точка разрыва: х*=0. Точек экстремума нет, функция убываю! 
шая. Вогнутость вверх. Асимптоты: х = — 1 и у«= 1. 1529. Функция моно- 
тонна при х > 0. Краевой минимум у = 0 при х = + 0. Асимптота
у = е ( х — . 1530. Функция положительна. Симметрия относительно
оси Оу. Точки разрыва: х=± 1. Минимум у = е при х = 0; максимум
у = -- —  ж 0,15 при х = ± )/ '3 . Четыре точки перегиба. Асимптоты: х = —1

4 У е
при х — ►— 1+ 0; *=  1 при х — ► 1— 0 и у = 0 при х — ► оо. 1531. Функции 
х и у— неотрицательны; *min = 0 при t = — 1; Vmin = 0 при <*=1. Вогну, 
тость вверх при 1 > — 1 и вогнутость вниз при /< — 1. 1532. Точки пере
сечения с осями координат: (0, 0) при < =  0; (± 2 Y 3 — 3,0) при t = ±  У"з 
и (0, —2) при / = 2; JfI„ ,x= l и утах = 2 при t = 1 (точка возврата); 
уга1п= —2 при 1 = — 1. Вогнутость вверх при / < 1 и вогнутость вниз при
I > 1. 1533. Точка пересечения с осями координат: (0, 0) при / = 0; Хп,ах=-0 
при < = 0, *min = 4 при 1 = 2; у убывает при возрастании t. Точка перегиба
(—0.08; 0,3) при <ж— 0,32 (приближенно). Асимптоты; у=0, х =  —

х 3и у = -g— — . 1534. Точка пересечения с осью Оу: (0, 1) при / = 0; точка
пересечения с осью Ох: (— 1, 0) при / = *о. Краевые экстремумы: лгГОт  = 0 
и ут «х=1 ПРИ < = 0; хт „ * = — 1 и j/min = 0 при < = оо. Точек перегиба
нет. Асимптота у = — . Вогнутость вверх при |<|>1 и вогнутость вниз
при 111 < 1. 1535. Функции х и у — положительные; xmin= l и ymin= l 
при <«=0 (точка возврата). При /<  0— вогнутость вверх; при <>0 — 
вогнутость вниз. Асимптота у = 2х при t — ►+оо. 1539. Основная область:
|0, я]. Точки пересечения с осями координат: ( y ’ ° )  пРи * =

(о , - у - )  при / = -£; (- в .  0) прн < = ( < > • при < = ̂ ; ( | , о )

при 1 = 5-±. Экстремумы: * „ „  = <, и ую»  = а при < = 0; j,mln = -<« при
я  я  . 2я<=д-; •»п,1„  =  — а при < = у ; Ут»х= а при < = -3-; *т»х = в и ymlD = — a

при < = я. Вогнутость вверх при 0 < I < у  ; вогнутость вниз при -2-< t < я. 
1537. Функции х и у — неотрицательные и периодические; основная об
ласть 0< / < у .  Экстремумы: xmi„ = 0 и утгх =  1 при < = у  и дгп)ах=1
и </mln = 0 при < = 0. Вогнутость вверх. 1538. Область существования: 
t > 0. Симметрия относительно прямой *+ у= 0 . Экстремумы: х„,1В =
= — — « —0,37, у = — е й — 2,72 при / = у ; ут1ж = у ,  х = е при t = e.

Точки ^ерегиба: xt = — У~2е~2 ^ « —0,34, ух =  — у г2е} 1 »  —5,82 при 
t = e~Vt  ж 0,24 и х,=  У~2е1 2 , уг= У~2е~У 1 при t= e V 2 ж 4,10. При 
t = —— изменение знака вогнутости. Асимптоты: * =  0 и у =  0. 1539. Функции
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* и у — периодические с периодом Т — 2л. основная область — я < / < я .  
Симметрия кривой относительно осей координат. Кривая имеет две ветви. 
Экстремумы: xmin = o. У=0 при / = 0; хтах = — a, у = 0 при / = ± л. 
Вогнутость вверх при — я  < / < — л/2 и 0 < / < л/2; вогнутость вниз при 
_ я / 2  < / < 0 и л/2 < t < я. 1540. Ошметрия относительно оси Оу; 
Ут1п~0> х = 0 при 1=0. Вогнутость вниз. 1541. Параметрические уравне- 

Ш 3at За/* . . . _ния: х = j  ̂^ , у = -j  ̂ <3 (—оо < / < -|-оо). Симметрия относительно пря
мой у= х. J"o4Ka пересечения с осями координат 0(0, 0) (двойная точка).
Хи»х= в|/4 ж 1,59а при у = а i’/ 2  ж 1.2а; утах = а ^ 4  при х=а'|// 2. 
Асимптота х +  у + а = 0. 1542. Симметрия относительно начала координат, 
осей координат и биссектрис координатных углов. О (0. 0) — изолированная 
точка. Точки пересечения с осями координат: (± 1, 0) и (0, ± 1).

| * L m = l при у = 0; |x|m„ =  j / J J h J G L  ж 1,10 при | у | =

— " J  «  0.71; I У Imin — 1 при х = 0 |у1та«= ' + ^  при |х| =
, / Г  1__/» 1— /*
у  ~2 ' ПаРаметР|,ческие уравнения: х= /г—, у = — -— , где
У/=  — (— оо </<-f- оо). Кривая имеет две ветви. Симметрия относительно

з _ 3 —
прямой х4-у=0. Экстремумы: xmin = -2 У  2 ж 1,89, у = — у  4 ж — 2,38

при / = — у  2 ж — 1,26; Утах = — £ /2 , < = |- ^/4 при / = — »

ж —0,79. Точки перегиба: xt ж 2,18, yi ж —4,14 при / —— У  у  (7 4-3 ^ 5 )  ж

ж — 1,90; х, ж 4,14, у.г ж —2,18 при / = — j / i - (7 - 3  V Ъ )  ж -0,53; 

при /= — у  2 — изменение знака вогнутости. 1544. Кривая состоит из прямой
1 I—Г 1+-7-

у —х и гиперболической ветви х = (1 4- 0 . У = (14- 0 (— I < I < 4- “ >)• 
(г, <?)— двойная точка. Вогнутость вверх при х ф у .  Асимптоты: х=1 и 
у = 1. 1545. Область существования: | х | ^  In (1 4- У  2) ж 0,88. Симметрия 
относительно осей координат. Краевой минимум I у | =0 при х=  ± In ( l 4- У  2). 
Вогнутость вниз при у > 0 и вогнутость вверх при у < 0. Асимптоты: у = х 
и у = — х. 1546. Область существования функции: г 0, | ф , <  а, где а  =»
= arccos \— . Кривая замкнута. Симметрия относительно полярной оси.
Максимум г=«4-Ь при <р=0; краевой минимум г = 0 при ф = ± а .

it 2гх 4л 5т1547. Область существования: 0 < ф<  j ; < ф  <  л, —  . Функ

ция г — периодическая с периодом . Кривая замкнута и имеет три одина-
_  я  5л Зд „ковых лепестка. Оси симметрии: ф = — , ф = —  и ф = — . Начало коорди

нат 0(0, 0) — тройная точка. При 0 < ф <  имеем: максимум г = а  при ф =  

= и минимум г=0  при ф=0 и ф — у .  1548. Область существования
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5 2я
функции: |ф|< £  и у  < 1Ф! < ё "я ' период -j- . Минимум г = а при ф=о

„  Асимптоты: <р = ±-^-, ф = ± у  и ф = ± - ^ - .  1549. Спираль,
имеющая начало координат своей асимптотической точкой; г монотонно убы
вает при возрастании ф. Асимптота ф = 1. 1550. Область существования

с _  j у  5___|
г 3*——g---«0,62. Краевой максимум ф = д при г —--------; минимум

Ф = агосо5 1  «  arc 75с30* при г =  2. Асимптота гсо5ф = 1 при г-*-+со. 
1551. Семейство парабол с вершинами (1, а — 1) (минимумы). Точки пере
сечения с осями координат (0. о) и (1 7 У1 —а, 0) (при а<. 1). Вогну
тость вверх. 1552. Семейство гипербол при а ф  0 и прямая у=*х 
при а = 0. Минимумы у = 2\а\ при лс = | а | и максимумы у = — 2\а\ 
при х =  — | а | (а Ф  0). Асимптоты у = х и * = 0. 1553. Семейство эл
липсов при 0 < в < 4- оо; семейство гипербол при — оо < а < 0; пря
мая у= х  при а = 0. Все кривые семейств проходят через точки 
( - 1 , - 1 )  и (1, 1). При y s *x  имеем: 1) максимум у = \  1 +  в при х =

если а > 0; максимум у =  — У  1 + а  при х = -
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т—  « v v i  1I I  м  ^  V/1 n i a n v . i i . i i  у л1 и  " я  1 I w  н  i / п  л> —  _ _ _ _ _ _  ■

V \ + a  V \ + a
если — 1 < а < 0; краевые минимумы у =  ^  1 при х=  ^  1 (а Ф  0); 2) вогну
тость вниз. При у < х  имеем: 1) минимум у =  — У  1 -\-а при х =

___  i \г г г °  '
если а > 0; минимум у=  У  1+а при х =  - . если — 1 < а < 0; краевые

У  1+0
максимумы__при 2) вогнутость вверх. Асимптоты: у =
=  ( l+ V ^ — а) х и y = ( l — У — а)х  при а < 0. 1554. Семейство показа-

хтельных кривых, если а ф  0; прямая у=1-(-— , если а =  0. Общая точка се

мейства (0, 1). Минимумы у = 1  (1 +  1п2а) при х = -1|п2а, если а > 0;
ху монотонно возрастает, если о< 0 . Асимптота у = — . 1555. Семейство кри

вых, проходящих через точку (0, 0) и имеющих в ней общее касание с пря
мой у — х. Максимум у — ае~ 1 к  0,37а при х=а, если а > 0; минимум 
у = ае~ 1 при х = в, если а < 0. Точка перегиба х = 2а, у = 2ае~* »  0,27а.

п1Я + Пж/ЯиЧ / дЯП \ ■ ■
Асимптота у =  0. 1558. -(д-+||), 4.- . 1559. ( т  +  л) +» . 1560. Осно-

_1_
ванне системы логарифмов не должно превышать е* и  1,445. 1561. Квадрат 
со стороной У  S. 1562. Острые углы треугольника 30° и 60°. 1563. Высота

банки Н = 2 У равна диаметру ее основания; полная поверхность

Р = у /  Б4яУ*. 1564. cos ф = cos а  ^  ^ cos а + & ( где 2а—дуга сегмента и 
2ф—дуга, стягиваемая стороной прямоугольника. 1565. Стороны прямоуголь
ника а У 2  п Ь У  2. 1566. Если h > Ь, то периметр Р  вписанного прямо
угольника с основанием х и высотой у имеет краевой максимум при y = h; 
если Н < Ь, то Р  имеет краевой минимум при у = 0; если Л=Ь, то пери-
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d /~~2метр Р  постоянен. 1567. 6 = -^=-, h= d у  у .  1568. Измерения паралле

лепипеда ^  и -pL-. 1569. /?». 1570. я й * (1 +  V  5) я  81% по-

верхности шара. 1571. Объем конуса равен удвоенному объему шара-
1572. — /*• 1573. Если tg a  < -5-, то максимум полной поверхности ци- 9 К 3 *•D
диндра достигается при /* = -------- # где г — радиус основания цилиндра.

I 2(1 — tg a )
Если t g a & y ,  то при r = R  имеем краевой максимум. 1574. 2— l ) x

/ 2+ 2/2
--- 2--- • *575- 3. 1576. Если b <  —fz r  , то максимум длины хорды

а* г-----  2М В = — , где с=  у а2 — Ь* и точка М  имеет координаты х н у ,  дости

гается при х=  ± ^  У  a1—2Ьг; у = ~ \  если Ь > -р!=- . то краевой 

максимум длины хорды М В = 2Ь достигается при х = 0, у= Ь . 1577. х =  -^= ,

у — 'у ~2 * а* ‘ ****' ^ ИНИМУМ поверхности достигается при г= Л =  ,
где г — радиус основания цилиндра и Л—его высота. 1579. q> = 60°.
1580. Трапеция, описанная около окружности. Боковые стороны А В =

а / У= CD =  a sec1 — . 1581. а  = 2л у  у  ж агс 294°, где а — центральный угол

оставшегося сектора. 1582. <р = arccos—, если arccos—^arctg^-; <р = arctg-?-, еслир р о , о
Я  ̂ , а . . . .  Iati Т I sin 0 . . . .  . . .  ( . .  S A _ l  ' arcrns— < arctg-—. 1583. —— ■ . . 1584. A M  = a  I 1 -f- 1 /  ^ 1
P b |/u* + t>*— 2uv cos 0 \ '  S i/

1585. Расстояние светящейся точки от центра большего шара равно
О f  /?х=з--- ----— , если a^ sr +  R у  —  и х = а — г, если r + R < a <1 + (^Г

/~ R о< r  +  R  у  — , где а — расстояние между центрами шаров. 1586. .

1587. ( а *  + Ь *  )  . 1588. о=  " j/ "^  , где к— коэффициент пропорциональ

ности. 1589. arctg к. 1590. При /< 4 а угол наклона стержня определяется 
/4- У /*4-128а*из формулы cosa = —  д------; при I > 4а положения равновесия нет;

1591. * =  —3; Ь = 3; у = 3(1 — х). 1592. а = | л ;  Ь=е*>(\-дг,); 

с=  е*° ( l  — x0-f--y-  ̂ . 1593. а) Первый; б) второй; в) второй. 1595. а) У  2, (2, 2);
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б) 500 ООО, (150. 5000°0) (приблизительно!). 1596. р 1̂ + ^  * • 1597- °  ’
з

У  at —bt . . . .  (е*х* —а*) * Уаг-\-Ь*где е = —---------эксцентриситет эллипса. 1598.5-----г——̂ , где е = ---- -— .а ао а
J L  s  J L

— вксцеитриситет гиперболы. 1599. 3 | аху | *  . 1600. ~  (I — е* cos* I) * , где

-___ (Г* А. г'*) 2«— эксцентриситет эллипса. 1601. 2 У  2ау 1602. at. 1604. | __rr- j' •
з_

1605. • 1806- '  V '+ Z * .  1607. |  УъГг. 1608. 1609. ( y j . ~  '
1610. х# «  680 л. 1611. Полукубическая парабола 27prja = 8 (£—р)3. 
1612. Астроида (я£),/,-(-(6г)),/,= с4/*, где с2 = a2—b*. 1613. Астроида (£ + 'П),/* +
+  (S- ч),/* = 2а,/*. 1614. Цепная линия ij = a ch -jj-. 1615. Логарифмическая

т (ф—у )
спираль р = тае 4 /. 1616. | = яа + в (t—sin т); ц = — 2a-f-a ( I—cos т), 
где т=< — я. 1617. х, = — 2.602; х, = 0,340; х, = 2,262. 1618. х,=—0,724; 
х,= 1,221. 1619. х = 2,087 = arc 119°35'. 1620. ± 0,824. 1621. х,=0.472; 
х, = 9,999. 1622. х, = 2,5062. 1623. х, = 4,730; х, = 7,853. 1624. х=—0,56715. 
1625. х=± 1,199678. 1626. х, = 4,493; х, = 7,725; х3=10,904. 1627. х.=2,081; 
х, = 5,940.

Отдел I I I
В ответах этого отдела ради краткости произвольная аддитивная по

стоянная С опущена. 1628. 27х— 9x*-f-|-х* — \г х7. 1629. ^ х *  — 125х* +
О 7 3

+  30х»-^х«+  1 х 7. 1(30. х-3х* + U x * - l x«. |(31. х - - -3 7 3 2 х
— * In I х |. 1(32. e ln |x | — ^ 1 -  — . 1(33. ^ х У И + 2  У х .

т ‘ У * - т г* ' У * + т У *  - 3 ^ ( i + | , - 4 x * +

+  - J .X * ) .  | (3 ( .  1(37. 2 х - у  e / 7 2 ^  +  - | » / 9 F .  1(38. In | х | -

~ 1F ’ ,и г  х~ *rcts*- 1И0- — 1п|г^х ’ ,64,‘ х+21п|гтт|-
1(42. arcsin х+  In (х +  У  1 + х‘). 1(43. In I *  + У * * — 1 I . щ д. - Л

Х +  Ух2+1 In 4

+ * * + & •  •“ • - т Ы т Г + т Ы т Г

1(47. х— cosx+einx. 1648. 2 /  2 J  -f sgn / • j  cos-i — со* < | , 

где <«=х— ^ ( [ ]  — целая часть). 1649. — х— ctgx.
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1650. — * + tgx. 1651. ochx+ftshx. 1652. x — thx. 1653. x —cth x.
4

1655. ln|x+a|. 1656. l ( 2 x - 3 ) “ .1657. - 1 ( 1 - 3x)’ . 1658. -

1659.

1662.

1664.

1666

15 (5дс — 2) *
- j-  . 1660. — |  { / ( ! - * ) * .  1861. -1= arctg (x  ] / | )  .

2^6
К  2 + x V  3 . 1663. arcsin ( x  

y = ln  | x j/~3 + / 3 * * - 2 | .  1665. - ( V *  + - I e-»* j  .
V  2— x V  3

. — xs in5a— ^cos5x. 1667. — ^-ctg ^2* + -̂  

1668. I g y .  1669. — ctg ~  . 1670. - l g ( ^ - | ) .

1871. 4- [ch (2x + l) + sh (2x— 1)]. 
( ■* 1672. 2th 1673. _ 2 c t h T .

1874.- V 'T ^ i . 1875. l ( l + x 3) 3 . 1676. _ I | n |3 - 2 * 4 . 1877. — - д- .

1678. 4- arctg £  • 1679. —
4 2 8 / 2

Ih *- V  2

1682. — In 1 + + 1
l +  У  2

1680. 2 arctg V^t. 1681. cos — .

. 1683. — arcsin . 1684. ■■ *---
1*1 У  x* + \

. 1685.- Vx* — Г
1686. l/Sx3+ 27 . 1687. 2 sg n x ln (V T * l+  / l  >+*1) (* (• + *) >0). 

1688 . 2 arcsin У~х. 1689. — -!*-**. 1690. In (2 + **). 1691. arctge*. 

1692. — ln («-*+  У  1+e-»-»). 1693. i l n ’ x. 1694. In | In (In дг) |. 1695. 1  sin*x.

1696.
COS X

1697. — In | cosx |. 1698. In | sinx|. 1699. ^  £/1 — sin2x. 

1700. V  °*  sl" * x_+|fc*-Sosl * (a1 ^  ba). 1700.1. ~ y j  ln|Vr 2cosx+ У  cos 2x |.

1700.2. 

1701

arcsin (y ^ e in x ).  1700.3................................ ....................  -—= In ( У  2 ch x + / ch  2x).
V  2 V 2

• - 4  V 3 * * -  ,702- 7 i a r c tg ( - H ) -  ,703- l n | ‘e l | -

1704. |n | t g ^ y + ^ j | .  1705. In | th -у | . 1706. 2arctge*.

1707. —l ^ l n  +  Vsh«x + ch4x j . 1708. 3 ^ / th x . 1709. -i (arctg x)*.

1710.

1713.

arcsin x 1711. у  In 1 (x + УТ+ х«).

1 _  |ni ' - x f 2 + l

1 x1 —11712. —rr= arctg— t=- ./ 2  х У  2

2 V  2 х* +  х У  2 +  1 ’
1714. 15 (л»+1)» *
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1815. V l + x * l n ( x + |^Н -х*)-х . 416. ~ 2(Т* x«)+ T  arctg<-

w + ? i + i arcleT <“ 't0)- '*"• i  * * = * +
+  -y arcsin J j j -  (Q / 0 ) .  1819. £  |n | x+  V ~ * + Z \  .

1820. x(2xle— ') ln(x +  V a* + x%  1821. ~  -

- - is in  2x — C~ 62x . 1822. 2 ( V x — \)ev * .  1823. 2 (6— x) K T  cos V x  —

«,o . . ■/-— ( I- x )e arct* x ( l+ x ) ^ '* *— 6(2 — x) sin К  x . 1824. — i---  1825. :—  '
2 ^ 1 + x 1 2 ^ 1  + x*

1826. ~  [sin (In x) — cos (Inx)]. 1827. у  [s in  (lnx )+ cos(ln  x) J.
. . . .  a cos ftx + 6 sin ftx a sin bx—b cos bx . . . .  e2* .. . „1828. --------------- «**• 1*29. ------ =— rj---- eax. 1830. -3- (2— sin 2x—a* + fr- e'-f-fr2 8 '
— cos2x). 1831. -7 +-^- sin 2x—e* (cosx + sin x)-\--^e**. 1832. —x +  

+ Y  In (1 +«*•*)— e~x arcctg(e*). 1833. — [x + ctgx-ln (e sin x)j. 

1834. x tg x + ln | cosx|. 1835. j — j • 1836. arc tg iL^. если ab >0;

v a n + . v m i Л < 0 . ■ 2 * _ i>е" “  In
2 y^ab V \ Z ] - x V W \ V  V T  * V T  ■

4 •■■1, 7 x 7 I- 1839. — l—  In I - —  ( ±  1 j . 1840. l | n ( x ‘ + x + l)+4 |3 x + l| 4 ^ 2  | x » + (^ 2 — 1) 2
H— \r= arctg 2x^  * . 1841. 1  In (x «-2 x co ,a- H ) + c tg a .a rc tg  i —~ a . |/ 3 у з 2 b sina

1 I 0 , 1 __I
(a ?£ <гл, к — целое). 1842. ±  In (x‘ — x* + 2) +  — ^  arctg i  .

4 2 /7  ^7
IM3. | | П | | ^  + , И * . _ 2 | . | .  •

( t g y + l )  , _  ______
1845. arctg---------- . 1846. —— ln(x b -f У~а-\- bx1), если b > 0;

У b

r -—  arcsin ( x 1/ —— ) ,  если a > 0  и b < 0. 1847. arcsin * t  * .У — Ь \ У а /  y^ 2

1848. |п |* + 1 + |Я Е Г + 7 | .  1849. -p L  I n^x— i - 4 - i - x - f  i j  . 

1851. — У  5 + x—x*-+y arcsin 1852. Vx*-\-x-\-\-\-

+-=- In (х  +  -7г-\-У x* + x -f 1  ̂ . 1853. — l-rr- arcsin .2 \ 2 J  2 V l  У  17

1853.1. arcsin- — - • 1854.-i- У x‘ — 2x* — |-fi- |n |x*—1+ Ух*—2x-— I |.



1855. - у  V  l + x»-x«-f-| arcsin . 1856. -  In | * + 2+ 2 У * г+х+\ 1
j 5 I х j

,т . ^ . | „ | Ь « + У+г о + г а | .  т , |„ _ £ = ^ _ (|,|>  у п  . 

Т  — . У Г '+ г Ь ’ ,гЫ |,|«+г| W ('* + ‘ 1 > Г е ) ■
|86|. * L _ J  у  2 + х-х*+-|- a r c s i n ? ^ .  1862. jj— — X

X  У Т + Т + 7 *  + L  I„  ( j + x +  У 2  + Х + Х*) . 1863. Ух* +  2х’ - 1  —

— у  In | x»+ 1 +  Y i *  + 2x*— 1 I • 1864. — У  1+ x— xa + y  arcsin'- ^
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— In |2 + x + 2 Y l + x - x *  | /I 1
X 2 < m-

2 Me

lees. In — — i ± i - f l ± L  • 1866. In |X— 2| +  ln |x  + 5|.X
,QC7 1 . J  (*+2)4 I ' . . . .  X» Xе , 3jc7 5xe , \\x•
IM7- Y ln | (x— i)(* + 3 )» [- 1868 T - T + T — r + — “

2\x* , 43x* fox* , , 1 ,_| x — I | I ,
4 3 2 +  3 | (х + 2)1иг41 ‘ X 6

9 28 1 Я x
— у  In |x— 2| +  y l n | x — 3|. 1878. x +  J  arctg * — 3 arctg у  .

1871. 3(x— 0 + 9  In | J»-+-21 * ,872* x + l + 2 ln,X*
lx - 1  9x« +  50x + 68 1
\x— 2 " 4 (x + 2) (x +  3)* 8 7

5x— 6 . . .  | x— 1 
'•73- - 1 П  3x + 2+ 4ln
v  | (x + l)(x  +  2)‘*| 3x* +  3x— 2 . 3 .  |x + l
*  I f (x+ 3)« | - ,e7B- 8(x— l)(x + l)*  +  16 | x - l  ' arctgx+

+  4 ln JT $ |-  ,>77- T arcctg* + - J- ln ^ ^ T  • ,,7в- - ^ T 2 ~ a rc tg (x - 2 ).

,,7 ,■ _ 5 (x — 1)^50 ln xI +  2x +  2 ~ 2 5 arCtg(* ",' ,) 1880 1п| т + 7 |  —

— - J=  arctg 188». -1 In 1)2, + -4=  arctg .у з̂ у з  6 *, - * + i  у з  К з
isoo 1 I (*— •)* I 1 , 2x+l 1 |X— I I  1
'“ 2- 6 lnF+7HTT+7jarc,g-pr- ,мз- Т 1п| г н Г 2 агс,ех-
■884. - L =  In ?■* + * arctg Х- Ц  . „85 ', „ £ ^ £ ± 1  +

4 « ' - ^ 2  +  1 2 ^ 2  6 I — x> 4 x*—x + 1 ^
1 . *’ —> ...e 1 i l+ x V ^  + x* 1 , ,1  . .

Г р т  8 * П ’ Г Р ?  i- *  ^ rX. +,2 a'clgx+T afc 8
1007 ' I • I 0+ *)* t I » 1 » 2X— 1

- ^ T T 4 + 6 ,nl^ i- ; 5 + T arc,8 * - J 7 r * rc' ' W -
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1715. —4-s ln ( x 2 +  V  1+ хп + г ) при п ф — 2; 1п|х| при п = — 2.
>• >" T T Ii;7 3 )

171«. 4 ' 1п,Т ^ 7 ‘ ,717” ' p ^ arcsin (  J  sin * )  • ,7 ,8 ‘ Т  агс,8 (*в*  *)•

17... ' - |ЗХ- 2Х| —  - I / - —  42 (In 3— In 2) 1П|ё + ¥ |-  '72°- 2 K I + / 1  + **. 1721. 1 * » -
— J|x »  + y x * .  1727.1. — (1 ~ * )11 +  (1~ * )1>. 1722. — х— 2 In /1 — х |. 

1723. 1 (1 - х )*  + 1п| !+ х |. 1724. 9 * - у  х *+ 1 * * - 2 7  In | 3+ х |.

1725. х+1п(1+х*). 1726. - |=  In I —V 'l  j Y  2 - х
+ 2 In | 2-х* |-х .

.-..о 1 I , I X* X4 , X* X* ,
99(1 — х)»* 49 (I — х )"  97 (I — х)#* * 5 4 +  3 2 +

+  х-1п|х+1|. 1729. 1  [(х  +  1) Т _ (х_ , ) т ] .  ,7м ._®+ ^£(2_5хГ
14-2х — 3 —  3 —

,73' - --- 1732. £ (1  +  Х*)* --|-(l+ x*) *

1733. т'“1Ы|- 17"-тЧЫ|-
1738. — 1-т= In 10^2

t -  V 2

:+У~2
I . х , , , ,  . |х + 3|* --- - arctg —̂ = . 1737. In-1— 1—5 / 3  У  3 ' (х + 2)*

„ „  1 . х*+1 2х + а +  6 . 2 . |х+а|
1738. о yi л_9 * tn — h\t i r ̂ п\ ir  _i_ м “Ь “  т  In I _ , , I2 х* +  2* ‘ (а — ft)*(х+ а)(х  +  Ь) ' (а— ft)* |x +  ft|

,74°- а Г = Ь '{1 а'с{* Т - ^ аГс1ет )  ,74,‘ | - T sin2x
•742. - £ - fls in 2 x . 1743. cos а — j-sin(2x+a). 1744. 4-sin 2х — 1  sin 8х

& 4 Z 4 4 lO

1745. 3 s in | - + | s in ^ .  1746. - 1  cos (s « + jg )  +-± со» ( * + § )

1747. — cos x +  1  cos* x. 1748. ein x— 1  6in*x. 1749. ~  x— -1 sin 2x+
I 3 1 1

+  ^s in4x . 1750. -g-x +  -^-sin 2x +  ̂  sin 4x. 1751. — x—ctgx.

1752. 1  tg* x-f In I cos x|. 1753. — cos 2x — ̂  cos 4x + l  cos 6x-f-
3 1 1

128C0S 192C0S ,754‘ <gx— ctgx. 1755. sin x

+  ,n |tK ( t + t ) | ‘ l758- 2 T 3 i^ + ln |1g Jt|- «757. In I sin x | - 1  sin* x. 

1758. < g x + l tg J x. 1759. x— In (1 -\-ex). 1760. x+ 2 arctg e*.

1761. — f - f ls h 2 x .  1762. -| +  i . sh2x. 1763. ysh»x . 1784. 1  sh 2x +  

+  l s h  4x. 1765. — (thx + cthx). 1766. — A  (9 +  l2x+14x*) ( I —x)V* .



1 4- 55х* 2 ______
1767. — 6 600 ' 0 — S»2)11» 1768. — j|(32 + e* +  3x*) V 2 = 7 .

1769. — ̂ (8  +  4х* + Зх4) У ~ П ^ ,  1770. — (2-5хг)'^  .

1771. ^ ---y  sin*x +  y  ̂sin4* j  j/sin3x. 1772.— i-cos’ x +  y  In (1+  cos*x).

1 j 2 ______  _—1773. y t g » x + y t g » x .  1774. у  ( - 2  + In x) \  I+ ln  x. 1775. — x-2e * +

+  2 In (1+ех/>). 1776. x— 2 In ( \  l+ « * ) . 1777. (arctg ^ x )* .  1778.
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x
/ l - X *  ’

1779. i - ^ - 2  + lnl x + K * * - 2 | .  1780. -J- /1 = 7 3  + 1  arcsin x.

1781. --- 1782. _  y a* - x 2-{-a arcsin — . 1783. — ̂ T —X
e! / « 4 * ! 0 2

X  V x  (2a—x) +3a* arcsin ^ ^ . 1784. 2 arcsin • <785. 2* ~ ^ + Ь)х

X  V (x - a )(6 - x ) + (<,~ a)~arc sin J / ^ . 1786. y -  ^ a *+ x *  +  

+  £ ln ( x +  V Z r + P ) .  1787. In t x + ^ a M ^ ) .

1788. V x* — a* — 2a In ( V x  —a +  V x  +  a), если x > a; — У х 1— a* +  
+2a In ( Y  —x +  a +  \  — x— a), если x < — a. 1789. 2 In ( У  x + o +  V  x + 6) , 
если x +  a > 0 и x+b  >0; — 2 In ( У  — x— a +  V  — x —ft), если x-f a < 0 
и x + 6<0 .  1790. 2x + a + b у  (x+g) (x ̂  b) -a )*  |n (y ~ ^ p 7 +

+  V  x + b), если x+ a > 0 и x + 6 > 0. 1791. x (In x— 1). 1792. — Xn-f-1
X  ( i n * —j- j- j) (n ^ - 1 ) .  1793. — l( ln * x  + 21nx+ 2). 1794. y x * '*  X

X  ( in * * — j i j n x + y )  . 1795. — (x + l)e - *. 1796. ( x * + x + y )  .
Jf2 _i_ J 2x2__1 x

1797.---- —  e~x . 1798. xsinx + cosx. 1799.---- —̂ cos2x-|—у  sin 2*.

1800. xchx— shx. 1801. ( y + y )  sh3x— ( y + « ^ j  ch3x. 1802. xarctgx—

— y ln ( l+ x * ) .  1803. x arcsin x,+ \  1— x* 1804.-- ^—f- 1 ~\* arctg x.

. . . .  2+x* /-•;--- т . x3 arcsin x , 11 +  У I — x* I1805.---- q— у  1 — x^+-^- arccos x. 1 8 0 6 .---------- In —— ------  I .У «3 x I x | «■
1807. x ln (x+  V T r * * ) -  V T + x *  1808. x - I ^ - I n  | ± f .  1809. -  / x  +  

+  (1+x) arctg V x .  1810. Inj tg y |  — cosx-In tgx. 1811. у  (x*— l)f**. 

1812. x (arcsin x)* +  2 V l ~  * a arcsinx— 2x. 1813. ~  2 ~~ (arctg x)* —

-  x arctg x + i-  In (1+x*). 1814. _ l x * - l l n | l - x * |  +  y l n | y ^  |.



1 fx— П* 1 . 2x— 1 le-n 2 , х*4-2дс +  2 8
"б ,n x* + x + T — " p ?  B V i  ' 5 ln x *+ x + l/ 2 + T x

Xarctg (x + 1 )-- | arctg(2x+ 1). 1890. « +  26+3c = 0. t»»l.
l > l  l * + 4  J  I oqo X , 1 (X —f— I )* | 2 . . . t , 2 x — 1

Тб | х ^ Л  I ■ 3 (x *+ l)+ 9 |п х * - х + 1 + з У з  К з  ' 

'« 3 .  8((y + +l P + T arctgX- ,894- J4- ' 2^+ 2 + arCtg(<+1)- ,895- 4 ( F T T j+

L .n * ± i  1 -  » arctg ф . . .896. 5* +  2- - i l -

470 о т в е т ы

16 У~2 x3—x У~2-{-1 8 ^ 2  “ * * - 1 *  ' 3 (x* + x +  1) 9
. (x— l )2 . 8 , 2x + l 7x* — 1 lx , 21 . U — I I

х 1п х* + х + 1 + з ^ 3  arC 8 y $  32 (x4— 1)* 128 I x+  1 I
a oqo x*4-2x 8x* + 8x* 4- 4x — 1

64 ctgx. 1898. 6(x4 +  x, +  1j .  *»>•. 28 (x*+ x+ 1)* '
x 2x -4-1 4

•90°- - ^ T T f T  (весь l901- з ^ + х  + ц + Г р Т *

X a r c t g 7 T ;  l902, av+c«=26p. 1903.

1 .904. 4- In I * T I  1— -j- arctg x*. 1905.— 7= X98 (x— l),s 99(x— I)*»* 8 | x* +1 | 4 ................ 4 y~3
x‘ 1 (x* 4-1 )2 1 1 2x* — 1X a r c tg - ^ .  .906. ^  In _ F l T + T arc»B**+5^ f  arctg - y = -  .

1907. - I l n - j ^ - l n - f i l r .  1908. — . i f  10** . „ И--- * l n | i = p | V8 x*+2 x*-J-l 100\^x1®— 10 2 У 10 I x‘ -j- / 1 0 1/
x* 1 x̂  4-1 x® 4- 2 1

,9° 9- - + Т ,П(Р Т 2 Р -  ' 9,°- - 10(x» + 2x»+2)- r0 )iarctg^ + 1)-
1911. i - ( x " - ln |x ^  +  l | )  ( я / 0 ) .  .9 .2 . 1  ^ a ro tg x O - ^ ^ - j)  (я 56 0).

I»>3. 20*nxi9_|_ 2 ‘ l914, I0(xle+ 1 )+ T0 ln xl®+1 ’ , * ‘5’ T ln( l+ x ’ )* '
,918- 4 - In I \ 1 • 1917- - ^ a r o t g ^ J : .  1918. - i =  X5 I x* — 5x -h 1 I / 3  x V 3  V b

2x* + ( l  — V~S) x +  2 . . . .  1 , x* — x* У Т + 1  , .X ln --- - j____ ,___' . 19.9.---— In------  _  — . 1920. arctg x -f-
2 x * + ( l +  y r 5 )x  +  2 4 ^ 2  x‘ +  x * / 2 + 1

, 1  . , . . . .  . 2ax+b  , 2n— 3 2a ,
+  3 arctg x .  1921. /я - ( „ _ 1) д (вх1 +  <>х + с)«-1+ n — 1 * д Л.-1.

где Д=4ас—Ьг; /, = fi  ̂* Mi + o/ *— fH ---~7 = arct6 2* j l -.* 6 (xJ + x + l )2 ' 3(x*+x +  l) 1 3 yT 3 6 yT J

S 5 ( - f + 3' - T - sta|'0 -  

'- Г Т З -  ,SM- ~ S  « I n] *—fl|. i« . .  8 И -
*=o

я,

'«+S£|*=Vs&]-_  где P  — многочлен, ± aj
= 1 /=

( i= l ,  . . . , k ) — корни знаменателя и Л,у — постоянные коэффициенты.
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*=|
1925. — ± j t  cos^L(|r J2 l„(l_2 x co sH i;r ' «  + x2)4-

П

+г£fe = 1

2ft— 1 х— cos —̂ — я |
sin 5 j2 *Z lI) a rc tg----у . 2;  I  ■ 1926. 2 V T - 2 ln ( l  +  V T ) .•In Б . 2ft— 1Sin —7;— я2 n

3 , x ^ 7  ‘ 3 , 4 j / * — 1
,927- T  " ( , +  * / - ) ’ ( , _  ^/7+2 з/ J ) »  2 / 7 arCg / 7

1928. /«--j  t*— ^  In I /— 1 | + y  In (<*+/+2)— arctg .

 ̂=  ®/2 + x. 1929. 6/ — 3/a-2 /*+ |- /4+ |- / l - y / 7+ 3 ln (l +  /2) —6arctg/,
. ______  9 4 yt v l /"*2 __T

где /= y r f l -  1930. ---- f — -----^7 = . 1931. ----+
(1 +  / х ) г l +  / x  ____  2 ^

| ^ l l n | x + y i ^ T T | .  1932. 1933. - 7 ^ 1  +

+  .  ,n l ± l £ | ± i * +  .  a r c tg i^ O - .  где #-  1 / S .
4 V T  1 - / ^ 2 + / *  2 / 2  / / 2  r  X

.934. - ^ h V l ^ a '  '935. y +  V  * (1 + * )— j  ,n ( ^ *  +

+ У П ^ )-  '937. _ 3 ^ 2 x  у  1+Jc+Jci _ ^ . ln ^ i + x +  У  l+ x  + x * j.

2—x+2 Vx* + x+ 1

V~2R
.933. — In x+1
+  ln (x + l +  /?)— / 2  In

.941. arcsin * ^ ~ + ln  
V  5

x +  2 +

>939. g2 _ £ _  / i - x * .  .940. R +

где R =  V x 2+2x + 2.
X  I

3 x 2  У  l x —Л 1! . 1942. L z ^ f  У  1 + X  —  x* —
1+x

_JU-arcsin .943. -  1 2 ± ^ ± ^ ! / " l+ 2 x - x a- 4  arcsin-L= -.

{ & x -  m - 1'+ ra> ** ■- я *’ ■+ fo) 'rT + 7  - 1 ln <' + ^ n ir3>- 

( “ т ? - ° я ' + т )  ( t - X  +
+  37)  Vx* + 4x + 3-661n|x + 2+Vx> + 4x +  3|. 1947. +

+ 7 i" L±W H - S ^ E t ?  K ^ + T -

3 1— у  arcsin-|yry j- , где x < — 2 или x > 0. 1951. 4a (c<Ji+W>,) =  8a*C| +
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+  365а, (а ф 0). 1*52. У  l +  2x-x*____1_ I У Т +  V  I + 2х-х*
У*

1953. -^-arcsin *
I* —1 I У  5 2

+ln ( j r + l+ y iH T + T j+ l ln  

X  У 1 + 2ж— ж* — 2arcsin 

I

2 (1-х)
—3 1 |п|3*+ 1— 2 У х г — х —

ж+1

1—х

.,>54
1— *+ 2  У х* + х + 1

I —ж

— 2arosin I •*—2 |

У  2 У  2

(дг < 1 или х > 3)

arcsin
х+1 

х у  2
1955

х + 1 
1+ж

П + 7 ]

1957.

. 1956. Ух*— 4ж+3 
ж— 1

х У  2

1958. 1
2 У2

— In х У2-\-Ухг — \ 
х У 2— УхП Г\ | ‘

-7=  arctg
У  2 У 1— Xs
1959.

4 У~2
In У 1 -f-ж* +х У 2

1961. ——  In
У б

у  1 +  х“ —ж у 2
' (2ж+ 1) У~2-\- У 3(х*+х— 1)

I960. 1п(х+ У х * Т 2 )~  arctg

2 У  1+х*
У~х*Т2

+

У  2 . У2  + 2 Х - Х *  ■V- arctg

(2ж +1) У 2— 1^3 (х*+ ж— 1)
1962. arcsin-i— J-

У  3
1 in у 6-|- у 2 + 2ж—ж1 1963. 2 (ж— 1)

( I — ж) / 2  У Ь  У ь — У 2 + 2 х — х * '  - 3/ж*+ ж  + Г
1964. - - L  arctg У ,*3 + х + | +  1 |п

У  2 (х— 1) У 2 У 6
(ж+1) У 2 - У З (х *  + х+ \ )\ 

У  X*— ж +  1
• 965. У~2(2ж* 2ж + 5) (ж + 1) 11 . . .  У2х*-2х+5

6 ^ 2  |^2(2ж! — 2ж + 5) +  (ж +  1) 3 6 ж+1

1966. 3— Г7-+4- In .-а г. . .. . где г= ж +  У  х* + х + 1.

1967. In

1968. 1

2 (2г+ 1)"Г 2 12г + 11* * 
г — 1 где г = 1+ V 1 — 2х — х*— 2 arctg г,

■ л 
у  К * - 1)*+(г- !)-*] + [(г-  1)*_(г_ 1)-«] + [(г- 1)+(г- !)- * ]} +

+  у  1п|г— 11, где г = х+  У х *— 2х +2.

+  A |n |z  — 11— ̂  |П|г — 2 |— щ 1 п |г  + 11,
,9И- - Т 8 ^ - 6 ( Г Н ? +

где г =

1970. 2 (3— 4 2) In К  5+1+2г
' 5 (1—г ~ г*) 5 К б  К 5— 1-2г

х(>/1Г + Т + K ^ ^ D + ^ - in  х+. У *г + 1 !
< х+  У х 2 — 1 j 

г /~3+ у/|2г*+1 У ~ й ?

У х * + Зх + 2
х+1

. где г = —ж+ К  х (1 +х). 1971. -^Х

I• 972. 1  К  г--- X
J  3 к  12

_  ,Г  4- 4-1 Л
1975.
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• 977. - y j  In

. 2 [(ж +  1) * +х 2 ]  — |- [(х +  1) 2 — ж 2 ]  . 1976.---- L  arcsin
3 5 у  2 дс1 4-1

2 ж*+2 + 2 ^ж ‘ +х* +  1 3 8 А
I л — -1 ±

X У x+x*+-g- In ( У  ж+ У  1 -f-ж) при ж > 0. 1982. у ж  6 — 4ж 2 +  18х 6 +
I

Зх6 . Т  ____ 3+ ----- j-- 21 arctg х ь . 1983. у  г1— 2г* + 3г, где г = |^1 +  ^ /х * .
1+ х 3

1984. _ г  +  - |г » - - у .  где г=  У Т ^ 7 2. 1985. l | n * ^ * £ i  —

Ч  y j  arct8 y =  ■ где г = ̂  ̂ 1 * * . 1986. ±  ln |^ - [  | - y  arctg z, где

г =— Д* . 1987. 1 | п^ 1 + 1 | п г| +  г + | -|--- L _ a rc tg  ,х 6 г +1 ' 12 г*— г +1 2 У  3 г У з
« / ----- 5 5 5 / Г  Зггде г = у  1 +  х*. 1988. y *4 — д Л  где г = у  1 +  у *  1989. 2 (г»+ |) —

1 , (* +  1)* У  3 . 2г — I V Зх— х* 2 
4 г* — г +Т  2~  аГС*8 ~у~з ' =  ----  19И. « - у .  где

k =  ± 1, ±2, . . .  1991. sin х— sins х +-j-sin*x. 1992. ^ х — j-sin 2х +«5 0 lb 4
3 1 5 1 3 i+ — sin 4x+ sin*2x. 1993. x+-j- sin 2x + 2-r sin 4ж— 7= sin* 2ж.64 48 • 16 1 4 64 48

10 ж sin.4x . sin* 2x sin* ж 2 sin7 ж 6in* ж cos2x .
' " 4- 16--- 64-- 1---48 ‘ ' " 5- ~ 5------ 7 ' 9 ‘ ' " 6- --- 64“  +
, cos32x cos52x 1 I 3 cos*жH---кг----- • 1*97.5-------- =------- . 1998. — cos ж96 320 ’ 3 cos3 ж cos ж" * 2 2sin*x

3 , 1 ,  ж I cos ж . I*. I .  ж I . . . .  sin ж ,
2 I g У  |‘ ' ” 9- -2 liH ^ + 2  ' T g 2-|* 200°- W T +

+ y  !n|tg ( y  + - j)  |. 2001. — 8 ctg 2ж—у  ctg* 2ж. 2002. 1- l l i . + 3l | l f  _
с^*ж + з in 1 tg * |. 2003. ĉ + 5- ± r- + l n | t g | | .  2004. Щ ± -

- ^ i _ ln |cosx|. 2005. _ x - Ci ^ i + C- ^ f - ctgx. 2 0 0 6 .*^ .

2007. - 2  У 1 t g x + y  У Ч * 1 .  2008. -j-ln| +  g | j j  +  Д  | -

arctg 1~ /_  . где t= i/ e in  r. 2009. — l—  In : —
2 / ^ 3  2 У  2 г’ - г  f 2  + 1
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V *  з _
где г=  У  tgx. 20II .  /„ =

J = - a r c t g ^ .  * = ^ t g x .  2010. 1 Щ arctg- 

cosxsin'1- 1 X , n — I

2 ^ - 1

n
. . „  S in j tC O S '1- 1 *‘П-2’ ‘'П— ------ f-

+  n n ~ Kn-t< /»**— -g- cosxein5x— ^  cos x sin* дс— yj; cos x sin *  + yg ж;
1 7 35 35 35/c. =  -g- sin x cos7x+^g sin xcos* x + sin x « ^ x  + ygg sin x cos x+  ygg *.

2012. /„ = - cosx n — 2
(ft— l)sin/I~1x /i — 1 In-»• Kn — sin x n — 2

(л— l)cos"_1x 1 л — 1
cos x 3 cos x. _  v v j  Л  k v e  Л  | ** 1 I i  A I _ д .  61П ДГ | W t l l l *  J  V  e i l l  Л  .

4 — 4 sin*x 8sinsx **T П | g 2” | ’ 7 — 6 cos'x 1 24 cos* x**" 16 cos- x 

+ Xgln| *В ( т + т )  J* 2013. — g- cos 4x — ̂  cos 6x. 2014. +

5 sin x 5 sin x

+ ein 4x . sin 6x
16 24

„ „  3 x 3 5x 3 7x . 3 llx  
2015. j  009T “ locos c °s  6 + Й с 08“6“  •

2 0 1 6 .  — - I - c o s  ( a — 6 )  c o s x — c o s ( x  +  a  +  6 )  +  - j ^ c o s  ( 3 x  +  o + 6 ) .  2 0 1 7 .  ~  +

sin2ax . sin 26x . sin2(a —b) x sin2(a + 6)x 
' Ял •” kh *i 1 a /„_h\ * ГйТГГм •

3 1 3+  54 cos 4x +  ^  cos 6x — p jj cos 8x +  cos 12x.

2018. — 77;COs2x +  

1
128 192 2019. sin (a—b)'

X ln е с л и  s i n  ( a  — 6 )  Ф  0 .  2 0 2 0 .  - _ J _ _  I n  Isin (x +  fl) I 

если cos

cos (a—b) | cos (x +  b)

2022. —— In cos a

(а — Ь )Ф  0. 2021. -— Д— - ln |£ 2 ! i£ ± f i |# если sin(a—b) ^  0.sin (a—b) | cos (x + a) | * '  7

(cos а Ф 0). 2023.
6Шx — a

cos x + a sin a■ In
cos ■

CO S
x + a (sin а Ф 0).

2024. — jr +  ctga-ln cos x
cos (x + fljl

, 3 tg i- + l  
(sin а ф 0). 2025. —=■ arctg----— —

yi> yi>

0 < е < 1; б)
V  г2-  1

In |e+cos х+ У е г— ls inx
.еслие > 1. 2029. х--- — XУ 21 + е cos х

х „ с г (К 1 . в >). » » .  т . .

(аЬф 0), где л = tgx. 2032. у  (sin х — cos x)— g In j tg ( y  +  y j  |



О Т ВЕ Т Ы 475

_1 
У з

2033. a (a sin x+6cos х) ' 

)■1 . /2 cos дс— sin дс arctg f

2034. ’ cosx)*
О 1 — sin X COS X

2035. - U  «rctg

2036

К З  sin* J ’ V  2

• т  { K » T F l ^ ф ^ - V i r r i w  у ^ = =  } .

У~2 — sin 2дсесли u=tg2x. 2037. -1п-Ц=--- -— — . 2038. arctg (sin* х).
2 У~2 У~2-\- sin 2дс

2039. arctg tg 2xj . 2040. Ч Ъ + Г 7 Т агЫе7 Т '  гаег=‘ех-
2041. - * In I tg (4-+-S-) |. где cos Ф = r -^ ~ =  Hsin<p = b . 

У а г -\-b* I \ 2 2 ) \  Y V a *  +  b‘ V a *  +  b*

2043.1. 0,lx + 0,3 In | sin x — 3 cos x | .
x 3

J043. - - - T  In | sin x +  2 cos x |. 

2044. In i 5 sin x +  3 cos x|.

2045.

cos ф =

Iabi — a, 6
a*+ 6* ’ esinx+6 cos x"

оа, +66,Н*(т+1)1- где

a b __._ 3x i 4 , , . _ . . i- - ___■ и sin <p = —= = = -  . 2047, — — 4-— In sin X— 2 cos x4-3 —
Vu*-t-b1 У  а1+ 6* 5 1 5 1

— у  arctg
5 tg T + l

• 2048- T —T tg ( t  — 'i f )  ~ T  ln ^ 2 + sin *+  cos x).

2049. -jr-x — 4- In | 3sin x+ 4 cos x— 2 |5 5 4 In
У  7 + У  3

5 У~21 y i - y i

2051. — sin x + 3 cos x + 2 У~2 In | tg ^ y+ -^  j  j- 2052. -g-(sin x+ 3 cos x) +

one* 2 /cosx\ I , 2 +  sin X2 0 5 4 .---—  arctg [ ——  1 — т  In ^ — ;— .
У З  \ У З /  4 2—sinx5 ^ 5

» ^ 5 - « + 2 tg i-

У  5+1 — 2 tg y
. . . .  3 . „  . - 1 , У  6 + 2 sin x + cos x2055. — arotg (sin x— 2 cos xH---- ln -Ц=----------- —----■

5 10)^6 К б — 2 sinx — cosx
2056.

2058.

In
4 У  2

2 sin x— cos x

У~2 (sin x+cos x)+  1 ‘ In У 3+  У~2 (sin x— cos x)
K~2(sin x +  cosx)— 1 4 У 6 У 3— У  2 (sin x— cos x)

10 (sin x + 2 cosx)* 1 jo У  5

(n— l)(a*—6*)’ B = (2n— 3) a 
(n— l)(a*— 6*)’ C =

2059. Л

n - 2

2060. 1 |n V j ±  V .l +6in*_x 206| 2
| cos x |

( n - l ) ( a » - 6 V  
tgx+ К  2 tgx+1 

2 /  г " '  tgx-  K T tg X + l
==-ln
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+7farctg-S?f(tBJt> 0)- 2062- тагС5К~л'уГ0~?х
X  ln ( s in * + c o s *  +  K 2  +  s,n2x). “ »»• - ( | _ е*н Т  +* C O S Х  

Xarctg (  g | ) .  2064. (созвав).

2065. /„ = 2/„_, cosa — +  где n > 2  и t =

m i .  - , - * ( *  +  » .  2.70. _ ( ^ _ ^  +  | i ) c o , 5 , +

(x4 12x* 24 \-5 --- j25- +  3 i 2 5 )  sin 5»- *071. (21 -  10x* + x<) sin x-(20x-4x3) cos x.

2072. —- (x* + 3x4 + 6** +  6). 2073. 2e* (/»— 5/* +  20/*— 60/* +  120/— 120).
i/— .«•», .*  Г 1 , acos26x + 26sin2ftxl eaxгде t - Y - x .  2074. е « [ й + -----------------J .  2075. X

[3(asin6x —bcosbx) a sin 3bx— 3b cos 3&jf| r* , . .
----------------------------------- 51+ 9̂ ------- J- 207в- y - l * M * -

gX
— cosx)-f cos x]. 2077. -y [x* (sin x +  cos x)—2xsin x+ (sin x — cos x)J.

2078. e* [£ Z L *_£ (2 s in 2 x + co s2 x )+ ^  (4sin2x— 3cos2x)J .

2079. 1  x4+-|-x* +  3x* cos x — x ^6 sin x+-|-sin2xj — ^5 cos x + у  cos 2x j  —

— jCOS*x. 2080. y + y  У~* sin (2 J^x)+-i-cos (2 У~х). 

2082. * + _ L _ _ | n (l+ ** ). 2063. e* — In (I +  r*). 2084. - • £ +I   2

+ y ln | e * — 1 |+-g-ln («*+2). 2085.x— 3ln {  (1 +«"•") \ +«T }-3 a rc tg e  * . 

2088. x-\-----2087. — 2 arcsin (*  * ) .  2188. In (e*+  У ё & = \)  +

»+eT
+  arcsin («“ ■*). 2088. у  «** +  4<?* — 1 +  2 In («* + 2 +  V  fljt +  4e* — l) —/yr | 1 ______ ____  1
-arcsin ^  . 2090. - ±  e~* ( У I +  г * -  У I - e * )  +  -J- X

x ,D [ T i # T T 7 o Т 7 Ш '  " "  -‘ + T f + t + - + ( ^ i 5 T = 0
2093L 2094. — e~*— Il(e~x). 2095. e* li (***-*)— e* li (e**-*).

2096. 2097. i^ . ( x *  +  3x +  ̂ - j § 2 )  +  64e«li (€**-*).
2098. x |1плх—n 1пл“ *х + я(л— 1) ln4_*x + . . .  +(—l)n_1n (n— 1) . . .  2 lnx + 
+  ( - ! ) « nlj. 2099. ^  ( ln * x - | - ln * x + | - In x - | ) .  2100. - - i r X

X ( |п’ * + у  ,п**+ у  ,n*4~|)- 2101. ln(x + o)ln(x + 6). 2102. xln*(x + 
M l  V  1 + *5)- 2  У I +x* In (x+  V T + x *) +  2x. 2103. - y + x l n  (^ 7 = 1  +

+ K H ^ + y  arcsin x. 2104. - ~ 4 г _ , п (х + |Л П н г* ). 2 1 0 5 . - 4  +  
[ '  j V 1 + x* 2
+ y ln (* *  +  2x + 2) + ̂ -arctg (x+ |). 2106. _ i + ± | n (l+ x ) +

Ш - f la rc tg ^ * . 2107. - 1 + i  у 2 ^ р  +  ̂ ^ - агЫ п (1-х ).

2108. у  У  х— х*+ ^х — - i j  arc6in У~х. 2109. _ 5 IE i  у  х* — 1 +  у - Х

X « r c c o s l .  2110. 2 | 1 — У~х | + (1 + х) arcein , 2| 11. * arccosf _
1+х У \ —х*

- 1 п К Г = Л  2112. 1 ™ £ ^ * .+ 1  , „ ! + £ ,
У  { — х* 2 1— х

+  ( ' Ц г - arctg х — y j  [In (1+х*)— 1]. 2114.

2115. — In V" 1 4-х*Н— — *... 1п(х+ V T + * ) .У 1+х*
2117. ^ + i ! l ^ - + i y i .  2118. £ lj£ _ c h x .  2119.
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2113. x — arctg x+

1 —  X*
2 1 — X

2116. X
8

, sh 4x 
1 32 •

ch 6x ch 4x ch 2x
24 16 8 •

2120. Inch х. 2121. х—cthx. 2122. 0,5 [in (e** + Уе*х— 1) +  агс sin (<“ **)].

2123. arctg 3-v *f2th 4 + 1  ) • 2123.1. --L- arctg .У  3 V 2 J  y ~ J  _ 5

20 f 3 t h T \  4 1
2,232 T FT faгotg\“F^Г/• 2'233, —f * - T ln|3shjr- 4chx|-

achaxsinbx—6shaxcos6x
2I24- ------- ? + ^ -------- •
2 ) 2 5  ^ _ c o ,t o  +  y „ . i n t e > 2 1 2 8

2,27> T ’ i f n S l - A '- l r ^ l -  2I28- — 7= ln—8 (l-x * )*  16 |1 - * |  А У  3 I —x У  3+  x*

arctg b ^ L  2129. 2 / l _ 3 * / 7 + 6  J / x - 6  ln( J / 7 +  l )  (xSsO) .

2130. (15+ I0x + 8**) У x (I - x ) + |  arc sin V~x (0 < x < 1).

2,3,. - 2  K T ^ 7 - , ,1 + / T = ?  ( | ,К 1 ).

2132. - ± y { _ x y ~  (x > 0). 2133. 1(8-4x* + 3x‘) К Г + Т * .

2,34‘ Y ,nT Z T S r - ^ arotg^ *  ^



1 I 2 +  •** +  2 У I +  Jt* +  jc* I 1 дс* +  1
2135. — ^ l n |  Ь ■ — |-  2I3B- T aTCC° * - j y j -

2(37. 2 arcsin x ( | x | <  1). 2138. _ ± ( 1 + * ) »  +
X *  *

V  * +  * * + т ln I - * + 4 +  Y x+ x* I (x >  °; x < — *)•

2 ,39. - - g ± g V +  У 1  a rc tg Ш ! .
1 + x  2 l + x  +  *J 1 К 3

2140. _ £ i ± £ i  / - X s т-Здс — 2 + ^ x *  +  3x — “ j  arccos (2 x -3 )  (1 <  * <  2 ) .

2141. — Jc, + 7 ~  *n (4 +  x*) +  2 arctg — ■.

V  i _  x i 1
2142 .  - ------arcsin х + у  (arcsin x )*+ In  | дс | (0 <  | x / <  1).

2143. ( 1 +  V  1 +  *2) In0  +  У Г + х 1) -  У T + I r . 2144. - i - i Z .  / ' 1Г4ГГ +

+ ( ^ + j £ m 2 , «.  ( » = г _

— In Y V ^ x  )  ^  1 — x2 ~ Y  a rc s in * — In 1 +  (0 <  x <  1).
x

4 , 2 t g T + '  „ „  1 . 7 +  4 У~2 +  cos 4.t

478 о т в е т ы

COS X

In X
2 (7 + ;» )2151. -  — !,"757 +

214,1 3(2 +  s i n x ) + з |Л з  aFCtg у  з  ' 2U 7’ y ~2 ' ” 7— 4 ^ 2  — cos 4* ‘

2148. 1 ------- ln ^ ' +C0SX .
У  1 +  c o s x  2 f ^ 2  У^2 — У  1 +  c o sx

2149. a  j^x arctg  x —1  ln(x* +  l ) j  — (arctgjc)*.

o(« t o |£ = || - 1» i**-u) + 2 ± ? m-1 i = { ,

+ 7  lnT T F  (x >  0)> 2I52- V  1 + x * arctg x - l n  ( x +  У~Т+1ё).

2153. — In (cos*x +  У  l +  cos*jr). 2154. - - ^ Ц ^ — У  1 — x1 arccos x 

( | x | < l ) .  2155. — ( * ~ т )  агс1̂  x + y  ( a r c tg * ) * + y  In (1+x*).

*'” ■ ~ T T i r ^ Z W T ^ > " c'e x - г .и .  1п(* + , , 1 ' Д ,- )  +

+  7 7 l ln y ^ (|J t| < ” • ! |И - - т + у * п ^ ? “ “ |” т +
+ - |  (arcsin *)* (| x I < 1 ) .  2159. - i + i l + 1  (1+x*)* arctg x. 2160. x*

(x >  0). 2161. x — e -*  arcain (f*)— In (l +  У  1 — e**) (x <  0). 2162. x — 
x JL f  JL \*  '

— 1п(1+е*)—2e 2 a rc tge  2 — ( a rc tge  2 J . 2163.— (x—In (1+#* chi)]—
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2164. К Г Т й Д ) + ^  In .
<sh 1 2 ^ 1  +  th* x — К 2 th x

*165. « * t g y .  2166. 2167. 2168. - ^ ( x  +  |x |) .

2169. i l + * ) H + * l +  П - * ) П - * |   ̂ 2 |70 e*— , ,  если x <  0; 1— 1~*, 

если x > 0 .  2171. x, если | x | <  1; | - - j  sgnx, если | x |  >  1. 2172. -J- +

+  7  ( (jc) - t )  { l _ 2 1(x)~ т | } ’ где 2I73- 7Г П х1 -
— (— О1*1 cosnx}. 2174. x — ~  при | x | <  I; x — y | x |  +  -g- sgnx при

x* 1
I x | >  1. 2175. x, если— oo <  x < 0 ;  - g '+ x ,  если 0 < х < 1 ;  x * + - j  * если

x >  1. 2176. x / '( x )  — /(x). 2177. - i / ( 2 x ) .  2178. /(x )  =  2 \П с .  2179. x - ^ .  

2180. / ( x ) = x  при — oo <  x < 0 ;  f(x) =  ex — 1 при 0 <  x <  +  oo.

2181.

Отдел IV

. о 1 . . . .  Ч с  IA 1 1 7 5 , 1 2 5  = -  1 Л 1 I 175 . 1 2 5 .  
12 2 . 2182. a) S j , - 1 6  4 2n “*"4#»* ’ " 4 +  2n "Nrt* ’

П- I 

■ £
<=0 * "  "  i = 1 п ( 2 л — 1)

12
__ 10 230-2n л /  2 — 1 31 1
S , =  V , n <■. 2183. S„ =  31. - ~ y = — 7 ! j - .  2184. v0T + ± g T * .  2185. 3.

Q --- J j J \)tn-fX---flffl+I
2186. ---- . 2187. 1. 2188. sin x. 2 1 8 9 .-------— . 2190. ----------- r ----- .Ina  a b m + 1
2191. In 2192. а) 0, если | a |  <  1;. б) я  Ina*. если | a |  >  1.

2193.4. [f (a) — f(b)]. 2201. Вообще говоря, нет. 2203. He обяза

тельно. 2206. 11 4 - .  2207. 2. 2208. £ .  2209. - £ .  2210. 1.
4  О «5

2211. 1. 2212. 5- Ц - .  2213. . 2"  - . 2214. - - L -  In J + X ^ .
2 sin о  V l - e *  1— K afr*

2215. g | ц& [* * 221*- а) Подынтегральная функция -j. и ее первообразная In | х| 

разрывны в промежутке интеграции [ — 1 ,1J; б) функция —— - arctg  ( ,
\ Г 2 W 2 J

играющая роль первообразной, разрывна при 0 < х < 2 л ;  в) функция arctg —

разрывна при х =  0. 2217. . 2218. 200 V  2. 2219. -1  • 2220- ,п 2. 2221. ~  .
и  *  4

I



b
2222. £  . 2223. . 2224. |  (2 V  2 - 1). 2225. 1 .  2228. ^  f  (*,

a

2227. у  л . 2228. . 2229. x + y  . 2230. -y ^  . 2231.0; — s in a ’; sinfcJ.

_____ 2jk
2232. а) 2x V 1 +  x4; 6) ___ ______ ; в) (sin x — cosx)-cos (л sin* x)

V 1 +  *IJ V 1 +  *e
2233. a) 1; • б) у ;  в) 0. 2233.1. A. 2235. 1. 2237. a) y l  6)

2238. а) у  — у , если a  <  0; у  —y + y *  если 0 < a < l ;  у  —у  . если a >  1;
jx 2б) у ,  если | a | <  1 ; ^ ,  если |a |  >  1; в) 2, если | a | <  1; , если |a |  > 1.

2239. y ln | “ - 2240- я> 2241' 4л- 2242, 2 ( 1 — Т у  • 2243' '•  2244' T - ^ '  

2245. - 1 .  2246. . 2247. - L  In ° ^  4 t — . 2248. 2 — 2249.
6  16 у 2 '  ^  4

з
2250. —jr=.. 2251. а) Обратная функция x = ± / a двузначна; 

г *
б) функция х = ~  разрывна при < =  0; в) не существует однознач
ной непрерывной ветви функции х =  Arctg I, определенной на конечном 
сегменте и пробегающей значения от 0 до я . 2252. Нет. 2253. Можно.

3 -5- С2256. /  (х+ Ь )—  / ( х  +  а). 2260. -5- е 2 . 2261. \  [/(a rcsin /)— /(Я—arcsin /)]<**+
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О
+  J  [ / (2л +  arcsin /) — / ( я —arcsin <)!<«. 2262. 4л. 2263. у .

2264. arctg  ^ — 2я. 2268. 315 А .  2269. 1  1п З - ^ ^  . 2270. А  

2271. — 6 6 у .  2272. — у .  2273. 2274. у Я — У Г .

2275. 2я 2276. 2 я ^ 2 .  2 2 7 7 .1 .  2278.

2279. 4 ( ^ - 1 ) .  2280. | l n 2 - ^ .  2281. =  если л =  2А;

/д=Г (г ^ -Н ТП ' еСЛИ л =  2л +  | - 2282. См. Л* 2281. 2283. (— О" [ -у  —

- ( ' - т + т - - + 1 е т ) ' ] -  п и ' с “ - № и 8 '-

22в6- / » =  (4 w 7T- 2287- / « =  (— { — In K 2 + l [ l - l + . . .

229°- +  • 229L ° ’ ССЛИ "  ЧеТН0С: Л| 

если п нечетное. 2292. (— 1)" я . 2293. ^  . 2294. ^  sin у .  2295. 0. 2296. 0.



2299. • 2302. В точках разрыва функции / (х) производная
F‘ (x) может как существовать, так и не существовать. 2303. |х |+ С .  
2304. arccos (cos х )+ С . 2305. х [ х ] - 1*1 '■■) + С . 2306. - ^ 1  —

— t^] ([лг! I^ y 2 [x l-1 ) +  C. 2307  ̂ c  +  i . arccos(cosjlx) 2308. — ( |/  +  х | —

— 11 — х  D +  C. 2309. —1. 2310. 1 4 — In 7! 2311. — . 2312. — ^  . 2313. In я!.
Л 4

тс А *
2314. — t h y .  2315. - j .  2316. а) —; б) + ;  в) + ;  г) —. 2317. а) Второй;

1 9  1 п
б) второй; в) первый. 2318. а) — ; б) 6 ^ ;  в) 10; г) ^ c o s <р. 2319. г — = ? =

О .  О Z у  1---g i

=  Ь— малая полуось эллипса. 2320. t>cp =  -i- (f0-f- t î), где i', — конечная ско

рость тела. 2321. -i- «'J. 2321.1. А. 2322. а) 0 =  | / ^ “ r j : с) 0==7" '• в) ® =  

=  Пт 0 =  4 - .  lim 0 =  1. 2323. ^  ±  ^ 6  (| 0 1 <  1). 2324. За-
X  X  х - * 0  *  дг — +  х  -1

ключается между ---- и 1 .  2325. 0,01 — 0,0050 (0 <  0 <  1). 2326.1. а) 1;
10 У  2 Ю

С) /  (0) 1л А  . 2328. ~  (0 <  0 <  1). 2329. 1  0 (| 0 | <  1). 2330. -5. (| 0 | <  1).

2334. — . 2335. — 1. 2336. л . 2337. п . 2338. - | l n 2 .  2339. - 4>-~ . 
а 3 з

„„„„ 2я 2340. —
3

* =  0

* ' L 2341. - £ =  . 2342. ■£. 2343. In ( \ — ^ L Y  2344. 0.
/ 3  V 2 2 5 \  / 3 )

»5. ^ - 1 . 2 3 4 6 .  2 3 4 7 . ^ .  2348. / Я =  я! 2349. / „ =  g - | ^ ;

пап * п
2350. /„  =  я! 2 ( - l ) *  + » c 5 ln (A + l) . где c j — число соче-

я + —  * = 1
( а с - Ь г) 2

(я— 1)!! я  
п!! 2танин из л элементов по к. 2351. /„  =  — - у ,— : — , если я — четное, и

1„ — ^П ,?*■» если я — нечетное. 2352. 1„ =  П̂ я , ^ "  л, если я — четное;

/ .  =  —— i b .  если я  — нечетное. 2353. а) — In 2; б) — ^г1п2. 
n i l  Z Z

я

2354. l l ^ i i - 1 .  2356. а) 1; б) -2.; в) 0. 2357. а) 1; б) - i  I в) 1; г) ^  ЦО).
\ __f  О (л

2358. Сходится. 2359. Сходится. 2360. Расходится. 2361. Сходится при р >  0. 
2362. Сходится, если р >  —  1 и q >  — 1. 2363. Сходится, если т >  — 1, 
п — т > 1. 2364. Сходится при 1 <  л <  2. 2365. Сходится при 1 <  я <  2. 
2366. Сходится, если т > — 2, п — т >  1. 2367. Сходится при я >  0 (а Ф 0). 
2368. Расходится. 2369. Сходится, если р <  1, ? <  1. 2370. Сходится при

1̂  Б. П. Демидович
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л >  — 1. 2370.1. Сходится. 2371. Сходится, если m in(p, q) <  I, max (p. q) >  I. 
2372. Сходится. 2373. Сходится. 2374. Сходится, если р >  I, q <  1. 2375. Схо
дится при р >  1, q произвольном, г <  1 и при р=* I, q >  1, г <  I. 2376. Схо-

дится, если pi < I («■=*!. 2, я). 2  Pl>  *• 2376.1. Сходится при а >  — I.
% *

р > _|,  а  +  Р’<  — 1. 2377. Сходится, если Р„(х) не имеет корней в проме
жутке [0, -+-»1 и л > т + 1 .  2378. Сходится не абсолютно. 2379. Сходится
не абсолютно. 2380. Сходится абсолютно, если — 1 <  -- ■ <  0; сходится

Я
условно, если 0 < -  <  1. 2380.1. Сходится. 2380.2. Сходится. 2381. Схо
дится абсолютно, если р > — 2, сходится условно, если р > — 2, 
р < q < p +  1. 2382. Сходится условно при 0 <  л < 2. 2383. Сходится абсо
лютно при я > т + 1 ;  сходится условно при т < п < т - \ - \ .  2385. Нет.
2392. In у .  2393. 0. 2394. п. 2395'. 0. 2397. у .  2398. 4 1  . 2399. 4 1 .  2400. 9 .9 -

—8,1 Igew 6 ,38 . 2400.1. 2 — 1 2 *  0,56. 2400.2. 1 + | - «  0,97. 2401. у .

2402. ла*. 2403. паЬ. 2404. 1  о*. 2405. У~2р*. 2406. — - я  . 24(17. Зла*.
, 2 1 ^  АС—В*

2408. Ц - .  2409. . 2410. 1  cth у  «  0,546. 2411. (Зл +  2 ) :(9 л -2 ) .

2412. x =  chS , y =  shS . 2413. Зла*. 2414. 2415. у (4 л *  +  3л). 2416. бла1.

2417. 2417.1. n a * ^ - i | : - 9 ^ .  2418. а*. 2 4 1 9 . ^ .  2420.

2421. £ ( 3  +  4 ^ 2 ) .  2422. ---- - Г‘ - .  2422.1. 11л. 2422.2. — . 2423. ( л - I )  — .о JL я  4
(1 -е * )*

2424. 1 ^ 1 - 1 п 2 + - р ^ .  2424.1. . 2 4 2 4 .2 .1 . 2424.3. 4 I .  2424.4. лХ  

X ( l + ^ ) .  242в. я ( 1— 5 -)а * . 2426. а*. 2427. ла* ^ 2 .  2428. о*. 

2429. | - л а ‘ . 2430. - ^ . 2 4 3 1 . 1 ( 1 0 * 0 6 - 1 ) .  2432. 2 ( х ,  +  - | )  +

+  p ln ------------- р = ------— . 2433. У Л1— а*. 2434. х , — V  2 +  У I  +е**, —

. 1 + V T + 7 17, * * + 1  I а +  6 , / л  . а \
- |п , +  Y i  ' 4 • 2436- а ] п т = ь ~ ь- 2437‘ l n , g V T + T j -

2438. а In . 2439. 4а ^ 1 +  У"31п 1 ^  . 2440. 6а. 2441.
°Ь

2442. l +  l n l l + i C i l . 2443. 8а. 2444. 2я*а. 2445
V  2 К *

_  У 2 с ъ 1 - + У Ш  ( ±  \
x K c l i r — 1 ) — К 2 1 п ----------- =—— --------. 2445.1. — Vchl 2 r - i ; .

)  1 + ^ 2  2
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2446. яа У 1 + 4 я 2 +■§■ In (2л +  У~ 1 +  4я»). 2447. У  | + т * а. 2448. 8а.£ т
2449. p [ / 2 + l n ( l  +  У Щ .  2450. ^ L. 2451. а (2я -  th л ) . ' 2452. 2 + i - l n 3 .

2452.1. б 1  . 2452.2. sh /? . 2452.3. Г . 2455. ---- ^ «  0,73. 2456. — (2а +  с).
J  5 /  3 , '  6

2457. [(2А +  а )В  +  (А +  2а)Ь]. 2458. i ^ [ ( 2 / l + a ) B  +  (А+2а)Ь].

2459. - j S H .  2462. аЬс. 2463. паЬс. 2464. . 2465. - j a 3.

2466. - |а »  ( л - | - )  • 2467. 2468. 2469. 2470.— * р - а » .

2472. у  лай». 2473. а) -!jj£ ; б) . 2474. a) j  ; б) 2л». 2475. а) ^  лай»;

б) 2 ^ .  2476. а) ■£; б) 2л. 2477. 2л5а*&. 2478. . 2479. ■

2480. а) 5лгл3; б) 6л3а3; в) 7л»а3. 2481. а) - ^ я а б » ;  б ) ^ я а г6. 2481.1. Vx =

=  У« =  t S  л ‘ 2483 а) Т  я ° 3; б) Т  2484‘ а> Т  ^  2 In (I +  У  2)—j  j  ;

в) - ^ = г \  в) 2484.1. (л‘ - 6 л * ) а 3. 2484.2. |  я . 2485.
4 у 2 _ 2 у  2

2486. ^ ^ 2 1  У^ТЗ +  2 In 3 t * 0 3 ) .  2487. 2а /л * а »  +  4 6 » + - ^ .  X 

х ,п я а + , | ^ Т ^ » . .  2 Ш  я [ ( / 6 - / 2 ) +  1п( ^ + . ) 2< ^ - » ) ] .  

2489. а) -у -  [ (2 * ,+  р) / 2 р * 0 +  р * -р » ]; . б) ^  ^(Р  +  4лг„) / 2 * 0 (р +  2дг0) -

-  р» In -КЖ  +  j ^ p +  2х° 1 . 2490. а) 2яй» +  2яаЬаГС51Пе; б) 2ла» +  —  X
У р  J  е е

[а "I / а * _6*
— (1 -f- е) , где е =  —— -----------эксцентриситет эллипса. 2491. 4л2а6.

2492. ^ л а * .  2493. a) n a ^ 2 6 + e s h ^ ;  б) 2ло (а  +  Ь sh — a ch ^  . 

2494. 4ла». 2495. а) ^  яа»; б) 16я»а»; в) у я а » .  2496. ^  а» (4 / 2 - 1 ) .

2497. ^ла» .2498 . а) 2яа»(2— У~2)\ б) 2яа» У  2; в) 4ла». 2499. -----X
5 1 2 8 ^ /1 0

X [ 1 4 / 5 + 1 7  In ( 2 +  / 5 ) ]  «  1,013. 2500. Vr =  ̂ - p » ;  Я =  2 л р » [(2 + / 2 )  +  

+  1 п ( 1 + / 2 ) ] .  2501. Af, =  2a*; Af, =  ̂ .  2501.1. ^  [ / 2  +  5 In (l +  / 2 ) ] .

2502, M i  =  - g"’> ^ ,=="i2" ’ 2502.1. ^*= 2foa*’ ^V~~§a*' f х = в  f ®= 4  I ^ T '

2503. M ? = S £ i  Aliw= ^ .  2504. M i - ¥ ^ , M t = ^ r ' h * .  2504.1. 1 = ^ M R \

16*
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2507. дС. = а ,- ! ^ ; у . = 0 .  2 » 0 Ш .( ^ а .± а )  . 2501. . 2510. ( в . 0 . |  « )  .

2511. ф„ =  ф —а . где e  =  a rc tg —  ; г , =  __. Логарифмическую спираль

___ая| -  У"<»»+°> 2512. tp, =  0, г,  =  — а. 2513. х , =  ла. у0 =  — а.
V 1 -f- 4т* 6 6

2514. x » = y f l .  Sf* =  0. 2515. (о . 0, - | ) -  2516. 75 кг. 2517. A h =  m g - ^ j .

*  2 где R — радиус Земли; A„ =  mgR. 2510. 0.5 кГм. 2519. 1740 кГм. 2520. j a s.

2521. 708“ 7 \ 2522. v0T  -f- 7"*. 2523. n6to*R*. 2524. Проекции силы прн-и л IО
тяжения на координатные оси: Л = 0 , У = —  ̂ постоянная

тяготения. 2525. 2якт6и ( 1------ ^ , где k — постоянная тяготения.
Ч  Va*-+b*J

2526. Примерно 3 часа. 2527. Сосуд должен быть ограничен поверхностью 
образованной вращением кривой у=Сх*  вокруг вертикальной оси Оу.

I
2528. Q = Q 0-2_ “ ee. 2529. 99,92%. 2530. .ос

В ответах на приближенное вычисление определенных интегралов даны 
табличные.значения. 2531.—6.2832. 2532. 0.69315. 2533. 0.83С66. 2534. 1,4675. 
2535. 17,333 . 2536. 5,4024 . 2537. 1,37039. 2538. 0,2288 . 2539. 0,915966. 
2540. 3,14159. 2541. 1,463. 2542. 0,3179. 2543. 0,8862. 2544. 51,04.

2545.

л 2л 4л 5л
2лX 0 3 3 л Т т

У 0 0,99 1.65 1,85 1,72 1,52 1.42

Отдел V

2546. у . 2547. . 2548. 3. 2549. 1. 2550. ~ . 2551. а) q sin а

б)
q cos а  — fl*

3
Сходится

I — 2<7 cos а  +  fl*; 
при х  — кя1— -  __ ___i—I  • 2552. 1— V i .  2553. Сходится лишь1 — 2 q cos а  -(- q1 ’

(к— целое). 2556. Расходится. 2557. Расходится. 2558. Сходится. 2559. Расхо
дится. 2560. Расходится. 2561. Расходится. 2562. Сходится. 2563. Сходится. 
2564. Расходится. 2566. Может как сходиться, так и расходиться. 2567. а) Мо
жет как сходиться, так и расходиться; б) расходится. 2578. Сходится. 
2579. Сходится. 2580. Сходится. 2581. а) Сходится; б) расходится. 2582. Схо
дится. 2583. Сходится. 2584. Сходится. 2585. Сходится. 2585.1. Сходится.
2505.2. Сходится при любых а  и х. 2586. Сходится. 2587. Расходится. 2588. Рас
ходится. 2589. Сходится. 2589.1. Сходится. 2589.2. Сходится. 2590. Сходится.
2591.2. п ^  13. 2595. Сходится. 2596. Сходится. 2597. Сходится. 2597.1. Схо
дится. 2598. Сходится при р >  2. 2599. Сходится при >  1. 2600. Сходится

з
при р >  у .  2601. Сходится. 2602. Сходится при p + q  >  1. 2603. Сходится
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при q > р- 2604. Сходится при у + Ч >  •• 2605. (и). Сходится яри a  (q— p) >  I. 
2607. Сходится при q > р + 1 .  2608. Сходится при р >  0. 2609. Сходится 

при р > 0. 2610. Сходится при р >  у  . 2611. Сходится при Ь Ф 1. 2612. Схо
дится при р > 1. 2613. Расходится. 2614. Расходится. 2614.2. Сходится 
при р +  х >  1. 2616. Сходится при х <  ~  . 2617. Сходится. 2618. Расходится.
2619. Сходится при р >  1. 2620. Сходится при р >  1 q произвольном и при р =  I, 
q > 1. 2620.1. Расходится. 2620.2. Сходится. 2620.3. Сходится. 2621. Расходится.
2623. 1,20. 2626. Сходится при а  >  у . 2627. Сходится, если в =  у -
2628. Расходится. 2629. Сходится. 2630. Сходится при а >  2. 2631. Сходится.

2632. Сходится. 2633. Сходится. 2634. Сходится, если с =  0, 4 - < —1.а
2635. Расходится. 2636. Сходится, если а  ф 0. 2637. Сходится. 2638. Расхо
дится. 2639. Сходится. 2640. Сходится, если а =  Уьс.  2641. Сходится, если
а < — 1. 2642. Сходится, еслн а  > -4 - .  2643. Сходится при аь > е, с =  0
и при ае >  1. 2644. Сходится при a +  b >  1. 2645. Сходится. 2646. Сходится. 
2647. Сходится. 2648. Расходится. 2649. Сходится. 2650. Сходится. 
2651. Сходится. 2652. Сходится при о  >  2. 2653. Сходится. 2654. Схо
дится. 2655. а) ЛГ> 100 000; б) N ^ 1 2 ;  в) N >  4. 2659. . 2660. 1 у .

2661. 1п 2. 2662. a ) y ln 2 ;  б) у  1п 2. 2664. Сходится. 2665.Сходится. 2666. Схо
дится. 2666.1. Не следует. 2667. Сходится. 2668. Сходится. 2669. Сходится. 
2670. Расходится. 2671. Сходится. 2672. Сходится. 2673. Расходится. 2673.1. Схо
дится. 2675. Абсолютно сходится при р  >  1; условно сходится при 0 <  р <  1.
2676. Абсолютно сходится при р > I; условно сходится при 0 < р < 1 .
2677. Абсолютно сходится при р >  1; условно сходится при у  < р < 1 .

2678. Абсолютно сходится при | х — я* ) <  (ft — целое);' условно сходится

при х =  я А ± -^ - .  2679. Сходится условно при любом х, не равном целому
отрицательному числу. 2680. Абсолютно сходится при р >  1; условно схо
дится при 0 <  р <  1. 2681. Абсолютно сходится при р >  2; условно сходится 
при 1 < р < 2 .  2682. Абсолютно сходится при р >  1; условно сходится
при у  <  р <  1. 2683. Условно сходится. 2684. Абсолютно сходится. 2685. Рас
ходится. 2686. Условно сходится. 2687. Абсолютно сходится при р >  1; ус

ловно сходится при у  <  р <  1. 2688. Расходится. 2689. Абсолютно сходится
при р >  2; условно сходится при 0 < р < 2 .  2690. Сходится. 2691. Расхо
дится. 2692.' Абсолютно сходится при q >  р + 1; условно сходится при 
р <  q < p +  1. 2693. Абсолютно сходится при р >  1, q > 1; условно сходится 
при 0 < p =  q < l .  2694. Абсолютно сходится при р >  1; условно сходится 
при р =  1. 2695. Абсолютно сходится при р >  1; условно сходится при р =  1. 
2696. Абсолютно сходится при р >  1, q >  1; условно сходится при 0 <  р =  
=  </С  1. 2698. а) р  >  1; б) 0 < р <  1. 2698.1. а) Сходится; б) сходится;
в) сходится. 2699. a) q > р-f l ;  б) р < q < p +  1. 2700. Сходится абсолютно 
при 0; сходится условно при — 1 <  т  <  0. 2703.1. а) 1000000;



б) л г*  1.32-10'*. 2706. а) Расходится; б) может как сходиться, так и расходиться.

2707. 2708- -Г - 2709, — Т  * 27l°- \ Z r , 7 ‘ 2716, Сходится абсолютно 
при | х | > 1 .  2717. Сходится абсолютно при х >  0; сходится условно при

х =  0. 2718. Сходится абсолютно при х  >  — у  и при х <  — 1. 2719. Сходится 
абсолютно при | х  | Ф 1 и сходится условно при х =  — 1. 2720. Сходится абсо-

|Л [7_з j 2 ^*174-3
лютно п р и ---- -— g----- < х  <  -д и при -у <  х  <  —— g------  . 2721. Сходится

абсолютно при |х  — я * . |<  -jj- (ft =  0, ± 1  ±  2, . . . ) .  2722. Сходится абсолютно

при р >  1 и х ф к  (к = —1, —2, . . . )  и сходится условно при 0 <  р < 1 ,  
х Ф к. 2723. Сходится абсолютно при q >  р -\-1 и сходится условно при 
р < q < p - \ - 1. 2724. Сходится абсолютно при | дс | < 1. 2725. Сходится абсо
лютно при | дг | < 1. 2726. Сходится абсолютно при \ х \ Ф  1. 2727. Сходится 
абсолютно при х Ф —1. 2728. Сходится абсолютно при х >  0. 2729. Сходится 
абсолютно при 0 <  | х | <  +  оо, если | а | >  1; расходится, если | а | < 1  или 
если х =  0. 2730. Сходится абсолютно при х =  2 и при х >  е. 2731. Сходится 
абсолютно при х >  I. 2732. Сходится, если 0 <  m in(x, у) <  1. 2733. Сходится 
абсолютно при | дс | <  1. 0 <  у <  — оо и при | х  | >  1, у >  | х  |; сходится условно 
при х =  — 1, 0 < у <  1. 2734. Сходится абсолютно при т а х ( |х | ,  | у | ) < 1 .  
2735. Сходится абсолютно при: 1) 0 < х  < 1 ,  — оо <  у  <  +  оо; 2) х = 1 ,  у >  1
и 3) х >  1, у  >  2. 2736. Сходится абсолютно при |х  — | <  , где к — це

лое число. 2738. 1  <  | х | <  2; (2 -  |)« ' 2739- Сходится абсолютно
при х ё= 0 , сходится условно при — 1 <  х <  0; б) сходится абсолютно при 
р +  х  >  1 и при х =  0, 1, 2..........сходится условно при 0 <  р + х <  1; в) схо
дится абсолютно при: 1) | х | < 1 ,  у — произвольно; 2) дс— ± 1 ,  у > — ; 
3) х —произвольно, у =  0, 1, 2, . . . ;  сходится условно при х = 1 ,

— тг <  У <  Y ’ 2743' ПрИ е =  0 '001 и * =  $^677. WSs3m. Нет. 2744. « >  у  •
2745. л > 2 6 .  2746. а) Сходится равномерно; б) сходится неравномерно. 
2747. Сходится равномерно. 2748. Сходится неравномерно. 2749. Сходится 
равномерно. 2750. Сходится равномерно. 2751. а) Сходится равномерно; б) схо
дится неравномерно; в) сходится равномерно. 2752. а) Сходится неравномерно;
б) сходится равномерно. 2753. Сходится равномерно. 2754. Сходится неравно
мерно. 2755. а) Сходится равномерно; б) сходится неравномерно. 2756. а) Схо
дится неравномерно; б) сходится равномерно. 2757. Сходится неравномерно. 
2758. а) Сходится равномерно, б) сходится неравномерно. 2759. Сходится рав
номерно. 2760. а) Сходится равномерно; б) сходится неравномерно. 2761. Схо
дится равномерно. 2762. Сходится равномерно. 2763. Сходится неравномерно. 
2767. а) Сходится равномерно; б) сходится неравномерно. 2768. Сходится 
равномерно. 2768.1. Сходится неравномерно. 2769. Сходится неравномерно. 
2770. Сходится равномерно. 2771. Сходится неравномерно. 2772. Сходится рав
номерно. 2773. а) Сходится неравномерно; б) сходится равномерно. 2775. а) Схо
дится равномерно; б) сходится неравномерно. 2776. Сходится неравномерно. 
2777. Сходится равномерно. 2778. Сходится равномерно. 2779. Сходится равно
мерно. 2780. Сходится равномерно. 2781. Сходится равномерно. 2782. Сходится 
равномерно. 2783. Может. 2785. Не обязательно. 2795. а) Существует и не
прерывна при | х | <  1; б) существует и непрерывна при | дс| <  -f- оо; в) суще
ствует при |х |  <  - f  оо, разрывна при х =  0. 2799. а) Существует и дифферен
цируема при х ф  — к (Л = 1 , 2, 3, . . . ) ;  б) существует при | х |  <  -J- оо, диф-



ференцнруема всюду, за исключением дс =  0. 2802. а) а  произвольно; б) а  <  1;
1 1 -в) а  < 2. 2805. Нет. 2806. у  In 2. 2807. 1. 2808. 1. 2808.1. — . 2809. Законно.

2810. Да. 2812. /? =  1; (— 1, 1). При х  =  — 1 сходится абсолютно, если р >  1, 
и условно, если 0 <  р <  1; прн х = 1  сходится абсолютно, если р  >  1, и рас-

1 /  4 2 \  4ходится, если р <  1. 2813. /? =  у !  ( — у ,  — — J .  При х =  — — схо-
2

дится условно; при х = — -  расходится. 2814. R =  4; (—4, 4). При д с = ± 4

расходится. 2815. /? =  + о о ;  (— оо, +  оо). 2816. /? = — ; ^---- L , . При

х = ± 1  расходится. 2817. Л =  + о о ;  (— оо, +  оо). 2818. /? =  2; '( — I, 3).

При дс = —1 сходится абсолютно, если р > 2, и условно, если 0 <  /> < 2 ; при 
дс =  3 сходится абсолютно, если р >  2, и расходится, если р < 2. 2819. R=2P;  
(—2Р, 2Р). При дс =  —2Р сходится абсолютно, если р >  2 и расходится, если 

2; при дс =  2Р сходится абсолютно, если р > 2 , и сходится условно, если 
0 <  р <  2. 2820. R =  1; (—1; 1). При х = — 1 сходится абсолютно, если О, 
и расходится, если т <  0; при дс =  I сходится абсолютно, если т ^ 0 , и схо

дится условно, если — 1 <  т <  0. 2821. #  =  min 1  ) ; (— R, R). При

дс =  — R сходится условно, если а ^ Ь .  и абсолютно, если а < Ь\ при x =  R 
расходится, если а ^ Ь ,  и сходится абсолютно, если а < Ь. 2822. /? =  шах(о, Ь); 
{— R, R). При д с = ±  R  расходится. 2823. /? =  1; (— 1, 1). При х = :р  1 схо
дится абсолютно, если а >  1, и расходится, если а <  1. 2824. /?==!; (—1, 1). 
Прн д с = ±  1 сходится абсолютно. 2825. /? =  1; (—1. 1). При х = — 1 сходится 
условно; при дс =  1 расходится. 2826. R =  1; (— 1, 1). При дс =  —1 расходится; 
при дс =  1 сходится условно. 2827. /? = 1 ;  (—1, 1). При д с = ±  1 расходится.

2828. /? =  ̂ - ; Г— - j  j  . При х = ± 1  расходится. 2829. Л = у ;

у ,  у  j  . При дс =  ± у  расходится. 2830. R =  1; (—1, 1). П р и х  =  ± 1
сходится абсолютно. 2831. /? =  1; (—1, 1). При х = ± 1  сходится условно.
2831.1. При 0 <  дс <  2 сходится абсолютно; при дс =  2 сходится условно.
2831.2. Сходится лишь при х =  0. 2832. R =  I; (—1, 1). При дс=— 1 сходится 
абсолютно, если у  — а  — р >  0, и сходится условно, если — 1 <  у — а  — Р < 0 ;  
прн х =  1 сходится абсолютно, если у  — а  — Р >  0, и расходится, если

у —а  — Р < 0 .  2833. х > 0. 2834. | дс | >  1 . 2835. 0 <  | х |  <  +  оо. 2836.x > —1. 

2837. |дс — * л | <  где ft —целое число. 2838. — 1 +  3 (х +  1)—3(х +  1)* +

+  (*+1)3. 2839. a) f l * l < l « D ;  б) ( l * - * l <
п=0 »«0

< \а - Ь \ ) - ,  в) (1*1 >  И  I)- 2840. £  ( - 1 J . - 1
л=0 л = 1

®  ®  о -_ _  r7n + 1 JC "
( 0 < х < 2 ) ;  In 2. 2841. Х ( 2 Н + Т ) !  « * ! <  +  • ) •  2М2' Х (2 Й )Г

п=о «=о

о т в е т ы  487



( | х |<  +  оо). 2843. V ( - l )" + ‘ ^ r * tn ( | х | <  +  ®). 2844. £  - ! £ £  х»

„ I ^  ч ш с  ..г ‘ : !»(>*—И1) .^ | Ц(1»— ^ > ( 3 » - ^ )  . " °. .(| дг | <  -f- оо). 2845. ц х  f х ~г gj X - -f- . .  .(| х  I <  I).

2846. l _ - £ x * - * ^ = - ^ X « - . . . < | x | <  1). 2847. 1 +  ( x - 1) +  ( * -  1)* +

+  (- ^ ^  +  . . . ( 0 < x < 2 ) .  2848. +  ( | x | < l ) .

Л* h*
2849. sin (jf +  /i) =  sin x + h  c o sx -----2 Г 5*п х ~ “з7 c o s* + « * *  (I Л | <  +  oo);

h* hs
cos (jc -f  Л) =  cos x — hsin  cos sin x-f- . . .  ( |Л | <  +  oo).

2850. a) ( - 2 . 2 ) ;  6) (3 ,7 ). 2850.1. Her. 2851. ^  ( | x | <  +  oo).
л=0

9*n - 1  о J® qin__i
2852. 1 +  ^  ( _ ! ) » _ .  jc*« ( |X| <  +  со). 2853. ±  £  ( -1 ) "  + » J — j i  x*" + •

n= 1 /1= 100 00
(| x | <  +  oo). 2854. £  x" (I x  I <  1). 2855. V  (rt +  1) xn (/дс | <  1). 2856. x +

n = 10 n=0

+  t s 4 r 1' - "  M!7' Ё н т г ( | ' | < | >-
nil 1 n = 0
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2858- т  £ ( l - ( - 2 ) " ] x "  (|x| < 1 )  . 2859. £  Ь  +  *» (I X| <  1).
n=l n=0

00 OO
286e- [ '* + ■ — 11 ]  * " ( l« l  <  !)■ 286 f .  ^  a„xn. где a„ =

. ^ [ ( £ | 1 1 ) м ц ^  7 1 .  Ф № н 1 ч ч и ) .

OO go
2862. —£=- £  x - sin — x | <  1). 2862.1. £  r „ x \  где c „ = l .  если

л = 0 n=0
n =  4fe; c„ = — 1, если n =  2/г -j-1; cn =  0, если п =  2 й + 2  или n =  2<s +  3

(<г =  0, ± 1 .  ± 2 .  . . . ) .  /<юов) (0 )=  1000!. 2863. J ] x » c o s m x ( |x |<  1).
П= 1

•  ®
2864. 2  *" sin па ( |х |  <  1). 2865. У  х" sh па ( |  х | <  е-1 “ ').

Л=0 ЛсО
—-4-1

г“ 8- £  W 1 I I » !<  »■ * " '•  £  Ь ' Г ^ + П + М Г Н - О *(2л) It
п=0 л=I

(— 1 <  х <  1). 2868. £  ^ * " ( 1  х К + о о ) .  2869. £ ( - ! ) »  ^
я = 0  л ш О  П  +



Л (2л — 1)11 + »
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( |* |< 1 ) ;  т  2в70- х + Е - Г^ ) Т Г 1 ^ Т Т < 1 х ' < :1 ) - гв7'- * + £  { ( - D - X
п = I  Л =  I 1

g H i l ( | x | < i ) .  2872. - г £  E 2L 2?*»( ! * ! < ! ) .  2в73. а) х +  
' п=1

(2л — I)!! х*" + *
(2л)! I

/1=1 п = 0

. )  „ . 1 8  2 +  ̂  < - ' £ f ; "  «■—  ( - 1  <  , <  1 )  ; г) £  { ( - ' ) [ ' ] > <
пж 1 Л = 0

Х 2»(Гл+г 1 ) } ( 1 х | < ^ ): ^ £ (- 1)" * 1 2 м £ л у ( |х |< 1 ) :  е ) 2 |х |  ! 1 +
' л =  1 V

+ V  - - f f i ) ! ! ' ' - • 2 п  ~ 1 )  при  0 < * < 1  11 — 1 < * < 0 ;  Ж) 1 + - J  +  
л * |  )

д "  /(2 л — 1)!! х*"+* \ / I  ч . . ** . V '  / n n (2n - l )!! х*п+*
+ ^ L  {(2л +  2)1! 2 л + 1 /  (1* ' *’ 3) } (2л+ 2)!! ‘ 2 л - I

< М < » . гп*. »  с , [ (г « г + "(" ~ '>(2«)—ч - " |'1~ | | | | ' ~ 2|(" ~ 31 х

х м — +  . . . ] :  »  [«4 - % ^  » -х

ж * - * * . . . ] ,  { j i g - [ . « _ * = ! £ = & — +

+  | я - 1 К п - 2 Д л — 3 ((« — 4) 1 ш > . V  t i ^ ( r + l)!"
л = 1

00 00 
< - 2 < * < 0 ) .  2878. -  £  1 ( | * |  >  I). 2877. £  ( ^ 1 ) «  + Х (*> 0).

/1 = 1  п —О

-  1 ^ + £ ^ Г ( ^ Г ( * > - т ) -  - i - A -
п = 1

- 1 х * - . . . ( | х | <  1). 2882. 1+ ] Г  ( 1>П+п'](П U х" ( ! * ! <  +  «»•
п = 2

л=0
00

( - 1)1 =  00, ( - 2)1 =  00 и т . д .  2884. 2 £  ( l  + 1 + . . .  + 1 )
1 \  х" + »

. .  - « - и/1=1
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а» Г* Ч ПТ1* 2 * cos -г-
(— 1 < х <  1). 2885. * +  2 V  + V  ------

П — 1
п

х 2 2 sin -

n — 1 л = 0
п

ЛЯ

( | х | <  +  »>. 2887. V  -  я , 4 х" ( М  <  +  со). 2888. V  |( - 1 ) » ~ 1 х
л = 1  л = 1  '

00
x ( 1+ J + . . . + 4 ) * 4 (- 1 и . 2889. £  + 4 + . . .

п -  1

/1 = 0

+  ^ + . . . ( | x | < i ) .  28И . , _ | , . +  2 ^  +  . . . ( и | < £ ) .  

И 83 . — 2884.  £ , - 1 ,  V
* = 0 '

Е \ “
X (2^ -, (2д - 2*Л" [ = ° ‘ 2И 5- / W " Z  Р* (<) Jt" 0 * 1  <  Л

r»« я . м - i ,  i . . w - A = a “ [ / . - ^ = ^ f f - +
я (л— 1)Гл—2) (л— 3) . 1 .

H-----2 -4-(2я— 1) (2л_3) (д ^ 1 )  (многочлены Лежандра).
ОС П

2896. 5лдгл , где 5Л=  ад. 2897. а) ^  m ill(/?j, ^ 2)» б) R ^ R i R i *  
л = 0 *=о

«•■ • £  * £ т т г «|* |  < + - ) •  - » •  * + £  ^  £ £  «* !« ')•
л =  0 л = I

сс  асГ̂Я + 1 «-« v2/l + l
2903. £  ( - l ) " g r + 1 ) (2 n -H ) t ( l x |<  +  « ) .  2904. £  ( -1 )»  ( |х |<  1).
„ п=0 л = 0

X2 X3 х* 1 1 -4- х
2905. х + - £ — (|д;|  <  j). 2906. у  I n j - t ^ f l x K  1). 2907. arctg  х

( |х [ <  1). 2908. ch х (| х | <  +  ос). 2909. l - f  i z _ f  l n ( l - j r )  (| х | <  1).

29,°- 7 T = - {- , < x < , > '29М- т г ^ ( |д ; |< 1 ) - 2912- j n p i p r <1 ■»I < • ) •

2913-ТГ=̂ 5 (1*1 < О- 2916. /? =  2; (х— l)* +  (tf— 1)« < 4. 2917. Я = —
1 2 

Х* +  » * < -2 . 2918. /? =  1; x * + j/s < l .  2919. R =  1; xs +  yl <  1. 2920. R  =

«= j 2sin —  J ; (x— cos а)*+(У — sin a)» <  4 sin» ^  . 2921. 2,080. 2922. a) 0,87606=
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=  arc 50°l I '4 0 '; б) 1,99527; в) 0,60053; г) 0,22314 . 2923. 0.30902. 2924. 0,999848. 
2925. 0,158. 2926. 2,718282. 2927. 0,1823. 2928. 3,1416. 2929. 3 142. 
2930. 3.141592654. 2931. In 2 =  0,69315; In 3 1.09861. 2932. а) 0,747; б) 2,835;
в) 1,605; г) 0,905; д) 1,057; е) 0,119; ж) 0,337; з) 0,927; и) 8,041; к) 0.488;

л) 0,507; м) 0,783. 2933. 3,82. 2934. 4,84. 2935. 20,02 м. 2936. 1  —
О

— ~  c°s 2 * 4 - 1  cos 4*. 2937. Ряд Фурье совпадает с многочленом Рг (дг). 

  4 sin (2*— 1 )х . я  Ч0, 0 А 2 1 /о«. . 1> я*
2938- 1Г2- ----2 ft- I  • Т- 293Э- 2 Я 2 . М - М  ( Н Т -

* = 1 * = 0

2940. 2Y < - I ) »  + 1— • 2941. V  »!»**. 2942. « i V  L * ' ' n ^  n 2 л
n = I n = l  * = 0

( » + ! ) •

(a—6 )n  — 2(a^—j )  v  °” g + ' | , : + ( ° + » > £  ( _ , y « j j i a L .
* = 0 ' n = I

§ , .  +  « v  cos n*. 2945. ^ [ ^ + t
n=I L n=1 J

2946. i s i n j x a y  ( - 1)" + ‘ n s in n *  2 Ш  
л  n1—a*

2sh лд (—l)n + 1 я sin fix

2948. 2 sh all

n = I 

1
2a/i

n  n*+ e*
rt= I

■ £  ( - 1)4

# ЛЯХ . ЛЛХa/i cos —г--- ля sin—j—/I n

n = 1

2/
(оЛ)в +  (ял)*

Z 1 /  . ппа ляде nna . л яx \ .  ■ , n/x oecft . 1 ,— ( 6in — cos—j-----cos—  sin —  J ( a <  x < a  +  2l). 2950. 1—yCOSX+
n=I

X

n=2 

cos (2ft 4 -

2955

2ft-t-1 

1 t

1)jCl  2953 4 V  ( - l ) * sin 12k ' 1) x ‘>954 4 V  COstfft-H)*1 J - г и з - я  2 ^  (2* + 1)1 ( * л (2ft+l>* •

2 л
sin 2ялх (x ^  целому числу).

/1=1

* V
я*^-<

cos 2я  (2n + 1) x
(2л +  !)*

4 \ 44 f—1)* + *
+  i r L W cos2tXt

2957.
л = 0

4 ^  (—1)*+1
*=1

2960.

2 4 У  cos 2ftx 

4* * - ‘
2958. — +я  '

a  , л a n+1
2959- T ^ C0S/1JC'

п С I

;'» < ■  +  K T )+  ±  [ . + |  i  t i e  „„  « ]
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X  CCS < » + « > . } + £  {.-■ )*  Г М , +  - ^ ) + 4  £  £ 5 :*
)  *=l V L ■»“ 1

х  sin(2m — l)-5 .jc o s8 ft .tj  . 2961. а) у + 4  У!. cos пх (— л  <  х  <  я);

„ V 4 (— 1)и+1 . 8 v 4 sin (2 ft+  1)дс . .4 л 2 . , \ " с а п х
6 ) 2 * L 4 r - s i n n X - l i l ‘  (26-И )  <°*=Х <Я); в) - з -  +  4 2 -  — -

п=1 * = 0  7 л = 1
ОС ОС

, V 4 s in n x . .  ^ _ Л . л 2 л 1 я 1 в„ „  ,  я* . . V 4 / совях
— 4 л 2 *  ( ° с * < 2л) ; -g-. т г ’ й"• 2962, * 3 " + 2 -  ( - 1) " — ~а *

я = 1 *” л = 1

х» =  2 л * £  (-1 )" * 1 ?'п ™ + I 2 j ^  (-1)"  -s-'" "*  ; х‘ =  1 л ‘ +  8 я * х
Л = 1 П- 1

ОС ОС

V  , , , ,  cos пх , . „ v  (—I)’, + l „„„„ а ( л —а) л 2— Зла +  За*
X ^5— + 482 - - ^ 1 ----  cos пх.  2 9 6 3 . ---- г ; ----------g---------- .

л =1 Л = 1
ОС ОС

2 9 \-» 1 2лпх 1 V  со5 2 л п д с ..^  I _т  ,
2984- 3 _ *Г2 ^  ^ С05- 3 “ + Й ? 2 -  — —  «><*<*)■  2965. 2=-Сгт +

П — 1 л г  1

т

+  2J ^ n - S C^ " ,' c o s 2 *Jt- 2966. V , »  sin ях  (|<?| С I). 2967. 1 + 2  V  ^ c o s  ях
*=1 п=I п = О

( М < 1 ) .  2968. У  ^ с о в я х .  2969. —г У  ^ -с о в я х . 2970. — !п2 —
л =0 л = 1

_ У  « « * .  2 .7 ,.  - Ш 2 + У  С=Ц^!«2«£. 2972. -2  У  C0S ^  .
JT , п £ 1  n t )  2/г+1

V  Sin (2*-f- 1)х а 4 n \ “  I ( 2 f t+ l) j«  , 
2S73- j -  (2А- Н )2 '  2974. х  (О— J ” 5 5 ^  (2* W  С05------Та------+

, 4 « V  ( -D *  (2fc+1) Л5 . /4  a 4 а \ "  1 (2 fc+ l)n s .
+  л »^ о-(2ГГ1?-в,ПТ Г —  • * 2-я« (2FHF 008 2« ~  +

+  Tat'-l-i')» sin • 2975- / ( — * ) = / W : / ( я — x ) = — /(x ) .
ас

2976. / ( x) =  f (x); / ( л - x )  =  /(x ). 2977. a) -  V  Я - . 2 — - 1  x
f r t ,  I L (2* H- 1)* л

X s in ( 2 * + I ) x | ^ 0 < x < i j  . 2978. ei„ =  621, =  0 (n =  0, 1, 2, . . . ) .  
2979. &2л—1== ̂ гл—1 =  0 (л =  1, 2 , 3, • •



2980. л) ап =  0. Ьгк- 1 =  0; б) ап =  0. 6,* =  0.
2981 • а п =  Ад» Рп=  Ьп. 2982. а л =  — ап, =  Ьп.
2983. лп — ап cos nh +  bn sin nh, bn - 6 Я cos nh — an sin пЛ. 2984. Лв =  ав< 
. sin nH _ , sin nh . a n » . 2 • 2 «

^я  =  0я 7ih~' ~  ~nh — * * 2985. Л0 =  а0, Ан~Оп~\гЬп»

в„ = 0 (/»  =  1, 2. . . . ) .  2386. i - . 2987. 4 - .  2988. 2 In 2 — 1. 2989. -j- . 2990. — x
”  4 m

X ( l + T  +  " - + i ' )  • 29 ,L  ln 2 - y -  2" 2 -  2993- I- 2994. 2 ( , - |n 2 ).
тт* я* 39 I

2995. 2e. 2996. 3e*. 2997. j - 3 .  2998. yg . 2999. -1 (cos 1 — sin I).

3000. - i ( 4 l n 2  — I). 3001. ex (** i* '"+ a /»-i*", _ l + •••+«<>). где коэффи
циенты a*(ft =  0, 1..........т) определяются из равенства Р (п) = а тп (п — 1) v .

X
. . .  (п — m -j-l) +  a „ - tn (п — I) . . .  (n —m +  2 )-f  . . . + a , n - f  а , .  3002. е 1 X

x ( t + y + 1) -  3003- (* , +  , + т ) г~х _ т -  3004- ( ‘ “ Т -) C03X- J  X

X sin х. 3003. ~  (j~yr^ r  Stl ^ Х~ Ctl ^  * )  • если х ^  0: ( p x j  S' n ^   ̂~

— cos к Т й ) .  если х <  0. 3008. In j • 3007. 2х arctg х — In (I+ х* )
а

( |Х |<  1). 3008. 1  a r c t g x + i - I n  ~ ( | х |  < 1). 3009. ( 1 - х )  * -  I
_

(IXI <  1). ЗОЮ. ( l - | ) " * - l .  S O I I . - J f t i r f l x K l ) .  3012.

(1*1 <  I)- 3013. (I +2х»)е**. 3014. _ ? L = - - f ±  In 2. 3015. ” . 3 0 1 6 . - ^ .
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3017. у .  ЗОЮ. * у £  (0 <  х <  2л). 3019. — In

3020. - - In
s i n ^

. х —а  sin — =—

2 sin у  j (0 <  х <  2л).

3021. если 0 < х <  2а; 0, если а  <  х <  2л —2а;

— если 2 л — 2а <  х <  2л. 3022. ~  sgn х (| х I <  я). 3023. у  ^ 1 — j  —

— y s i n x ( |x |  <  л). 3024. у  —£ | х | ( | х | < л ) .  3025. - | ( l + c o s x ) -

— sin х In ^2 cos —  ̂  (| х | <  я). 3026. £**x cos (sin x) (| x | <  - f  oo). 3027. x =  iji, 

y  =  j n ( i ,  / - 0 .  ± 1 , ± 2 , . . . ) .  3028. 2 (arcsin x)* (| x | <  I). 3029. ^  +

+ _ L O r . resl„ i ^ . .

(4—X)* (4—x) 1 ^
если x <  0. 3030. - J - j  . 3 0 3 1 . .  3032. a) ^  ; 6 ) ^ .  3033. a)
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б) (X—  ijs • 3034' *• 303S- ( 1)П (2л)!! (2/1 +  1)» • 3036, 12 •' ' П — 1
*  г г

3037. - У  ------ !----- г -  3 0 3 8 .2 - ^ - .  3039. 1 .  3040. . 3041. F {к)™ ^  л (р  +  л<?) 6 24 12 w
/ 1=  1

f i - Y Г (2л— 1)!!"]
L (2 л)!! J

I 1 **" 1 
J 2 л - 1 ] '

эллипса.3043. 2яс [ l — ( у )  Е*— — ’ “ j  ' где е —энсцентрнсгнтет 

3047. ■~” Г~ • ЗМ8> Jn (I + « )  при | о | < 1  и пРи 1а 1>1*

3049. 0 при | а | < 1  и л  In а* при | а | >  1. 3050. 2 1 0 - *. 3061. 1 .  3062. 2.
3

3063. у .  3064. в -1" 2. 3065. а) Нет; б) да; в) да; г) да. 3066. Расходится к
нулю. 3067. Сходится. 3068. Сходится при р >  1. 3069. Расходится к нулю. 
3070. Сходится при любом р. 3071. Сходится, если ах =  а, 3072. Сходится, 

р  р
если У  а, =  У  bj. 3073. Расходится к нулю. 3074. Сходится. 3075. Сходится. 

(=1 i= i
3076. Сходится. 3077. Сходится при любом х. 3078. Сходится при любом х. 
3079. Сходится прн |х |  <  1. 3080. Сходится при |х |  <  2. 3081. Сходится 
при | х |  > е. 3082. Сходится при любом х. 3083. Сходится прн | х |  <  1, р,
произвольных и при х = ± 1 ,  р >  1, q >  - j  . 3084. Сходится при любых х и р. 
3085. Расходится. 3088. Сходится условно. 3089. Расходится. 3090. Сходится 
абсолютно, если р >  I; сходится условно, если 1 < р < 1 .  3091. Рас
ходится. 3092. Расходится. 3093. Расходится. 3094. Сходится условно. 
3095. Сходится условно. 3096. Расходится. 3097. Сходится абсолютно при
а  >  1; сходится условно прн у  <  а <  1.

СЮ / ас

ЗЮ9. f ‘ w = ^ w X i + / (f ( x j ;  2 > » м !< + < * •  i / ; w i < ‘ .
n —l п —1

се

(Л =  1. 2, ...), где £ с „ <  +  00 . 3111. 157,970 +  0 0,0004 (0 <  0 <  1).
л= 1

3112. 10»” -7 .7 -( l  +  i2§oo) d 0 l <  «)• 3113. 0,0798-( 1 + ^ )  ( 10 | <  1). 

3114. 10«-1,378-( l + 2 § g )  (| 0 К  1). 3115. 10«-4,792. ( 1 + ^ )  (| 6 1 ) .

3118. 0,124-( l -b g § o )  (I0 ! <  1)* 3" 7- ° '355 ( 1+ ^ о )  (I 0 1 <  *)•
е„ 4 е

___  - я + —2. п т  _ я .
3118. ( 2 л - 1 ) 1 ! =  /2 ( 2 л ) " е  12я ( 10n | <  J). з щ .  у = = е  б" ( |0 „ |< 1 ) .  

3120. a) 1; б) г , в ) — \ г) 1. 3121. Я , (х )=  1 - ^  х - ^ х * + ^ х » ;  Я ,( - 1 ) «  3,43;
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Я,(1) =  —1.57; Я* (С) яг 8,43. 3122. „  =  +  (x_ xj  +

+  - - ~ 2^ Г  У~ ‘ ( x - x j * .  3123. у =  0,808 +  0,193х-0,00101х». 3124. sin *« *

Ш  [ l “  ( lS o )* ] : sin 208 *  0,34l: sin 40° ~  0,645: sin 800 *  ° -" 4-
3126. 7
х ( 1 - х ) .

3125. Р (х) =  -1- (7х*—Ах4). 3126. 7-^ 

3127. Вп (х) =  х; Вп (х) =  х * + -

3128. В„ ( х ) ^  /  ( а + 1 / )  d (-X- a) l^ - X)n~‘ , где 1 =  Ь - а .

8129. Вп (х) =  - g - (1 — х) (1 + х ) * + ^ т  (1 +  Jt)4 . 3130. f l J n ( x ) = l ( i ^ - ) " x

x g « S , - ' [ ( > ± | ) ' + ( | = i ) ' ] .  + ( / - ! ,  « ] * .

где I = Ь — а.

8.32. e . W « | [ ( c o . i  +  l | . i n £ ) " + ( c o . g - ^ s l n i ) " ] .  где
П — 1

„  , я  8 п - к  cos (2*— 1) х<■— 1. 3.35. aw . l W = - - - ^  _

ЧАСТЬ II 
Отдел VI

3138. Полуплоскость х5*0. 3137. | х |< 1 ;  | y |S s l .  3138. Кругх* +  у*<1. 
3139. Внешность круга ж, +  у* >  1. 3140. Кольцо 1 < х *  +  у * < 4 .  3141. Лу
ночка х < х *  +  у% < 2х. 3142. — 3.43. Полуплоскость х + у < 0 .  
3144. Пара вертикальных углов | у | < | х |  (х Ф 0). 3.45. Пара вертикальных 
тупых углов, ограниченных прямыми у =  0 и у = —2х, включая границу без 
общей вершины 0 (0 ,0 ) . 3146. Криволинейный треугольник, ограниченный 
параболами у- — х, у1 — —х и прямой у =  2, исключая вершину 0 (0 ,0 ). 
3147. Семейство концентрических колец 2 л * < х ,  +  у * < л  (2Й+1) (А= 0, 1,
2. ...). 3148. Внешность конуса х* +  у*—г* =  0, включая границу за вычетом 
вершины. 8.49. Совокупность четырех октантов пространства. 3150. Внутрен
ность двуполостного гиперболоида х* +  у*—г* = —1. 3151. Параллельные 
прямые. 3.52. Концентрические окружности. 3153. Семейство равносторонних 
гипербол с общими асимптотами у =  ± х .  3.54. Параллельные прямые. 
3155. Пучок прямых с вершиной в начале координат, за вычетом вершины. 
3158. Семейство подобных эллипсов. 3.57. Совокупность равносторонних ги
пербол, асимптотически приближающихся к осям координат и расположенных 
в 1 и III квадрантах. 3.58. Семейство двузвенных ломаных линий, вершины 
которых расположены на оси Оу. 3159. I и III квадранты при г = 0 ;  семей
ство двузвенных ломаных линий, звенья которых параллельны осям коорди
нат, а вершины расположены на прямой х +  у =  0 при г > 0. 3159.1. Линии 
уровня—стороны углов, параллельные положительным направлениям коорди
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натных осей Ох и Оу с вершинами на прямой у =  х. 3159.2. Семейство конту
ров квадратов с общим центром 0 (0 , 0), стороны которых параллельны осям 
координат Ох и Оу при г >  0; точка 0(0 , 0) при г =  0. 3159.3. Прямые, па
раллельные оси Ох, если г <  0; стороны углов, параллельные координатной 
сси Ох и положительной полуоси Оу, с вершинами на параболе ys=x2, если 
г >  0; положительная полуось Оу, если * =  0. 3160. Пучок окружностей, 
проходящих через начало координат (не включая этого начала!) и ортого-

С С-\-хнальных к оси Ох. 3161. Кривые у = - ^ .  3162. Кривые у =
31(3. Семейство окружностей с центрами на оси Ох, ортогональных к окруж
ности х* +  у2 =  в2. 3164. Семейство окружностей, ортогональных к оси Оу и 
проходящих через точки (—а, 0), (о, 0), за вычетом последних. 3165. Прямые 
х =  т я  и у =  пп (т, п =  0, ^ 1 ,  ± 2 ,  ...), при г =  0; система квадратов 
тп < х < ( т + \ )  п, пя  < у < { п + \ ) п ,  где (—1)га + , ,= г ,  лри г =  —1 или 
г = 1 .  3166. Семейство параллельных плоскостей. 3167. Семейство концентри
ческих сфер с центром в начале координат. 3168. Семейство двуполостных 
гиперболоидов при и <  0; семейство однополостных гиперболоидов при и>  0; 
конус при и =  0. 3169. Семейство эллиптических цилиндров, обшей 
осью которых является прямая x - f y  =  0, г =  0. 3170. Семейство концентри
ческих сфер х* +  у2 +  г2 =  лп  (п =  0, 1, 2, ,..), при « =  0; семейство сферичес
ких слоев ял  <  дс2 +  у2 +  г2 <  я ( п +  1), где (—1)" =  и, при и =  — 1 или и = 1 .  
3171. Цилиндрическая поверхность с направляющей г =  /(у ), х =  0, образую
щие которой параллельны прямой у =  ах, г =  0. 3172. Поверхность вращения 
кривой г =  /(х), у = 0 вокруг оси Ог. 3173. Коническая поверхность с вер
шиной в начале координат и направляющей: х = 1 ,  z =  f(y) .  3174. Коноид с 
направляющей: х =  1, г = / (у), образующие которого параллельны плоскости

Оху. 3176. I (l. -f )=/(*• У)- 3177. КГ+^.317в./(/) = 2/ + /2;г = * - 1  +

+  У~у ( * > 0 ) .  3179. Ц х) =  х2- х ;  г =  2у +  { х - у ) 2. 3180. /  (х, у) =  х2| ^ .

3183.1. Нет. 3183.2. 0; нет. 3184. а) 0, 1; б) у ,  1; в) 0, 1; г) 0, 1; д) 1, оо. 
3185. 0. 3186. 0. 3187. а. 3188. 0. 3189. 0 .3190 . 1. 3191. е. 3192. In 2.

3193. a ) y « p < ^ y ;  б) i  <<р <  и ^  <  <р <  ^ . 3194. Точка разрыва:
х =  0, у =  0. 3195. Все точки прямой х  +  у =  0. 3196. 0 ( 0 ,0 ) —точка беско
нечного разрыва; точки прямой х + у  =  0 (х Ф 0)— устранимые точки разрыва. 
3197. Точки, расположенные на осях координат. 3198. Совокупность точек 
прямых х =  тп  и у = пя  ( т ,  п =  0, ± 1 , ± 2 , ...). 3199. Точки окружности 
х*-)-у*=1. 3200. Точки координатных плоскостей: х =  0, у =  0 и z =  0. 
3201. (а, Ь, с). 3203.1. Равномерно непрерывна. 3203.2. Равномерно непре
рывна. 3203.3. Неравномерно непрерывна. 3203.4. Функция непрерывна на £ , 
но неравномерно. 3212. / '( х ,  1) =  1. 3212.1. /^(0 , 0) =  0, / '( 0 ,  0) =  0; функция 
недифференцируема в точке 0 (0 ,0 ) . 3212.2. Функция недифференцируема в 
точке 0 (0 ,0 ) . 3212.3. Функция дифференцируема в точке 0 (0 ,0 ) ,

32.3. |= 4 * » - 8 х < Л  рГ ^ - Ь х * у .  g = 1 2 x 2- V . Ц щ = ~ ^ у .  ^ 2 =

ю  » о < ди . 1 ди х д2и .  д2и , 1 д2и 2х=  12 у2 — 8дс2. 3214. — =  у-|---- ; т -  =  х ------5 , t - j  =  0, ^-3 - =  1-----5 , -—5= - , .дх 1 у ду у дх2 дхду у 2 ду2 у3
M is 1 д*и - ( \  д*и -  2 дги _ 6х ди _

дх у2 ’ ду у3 ' дхг ’ дхду у5* ду2 у * '  дх
у2 ди _  ху д2и 3ху2 д2и у (2х 2— у2)

“ : (xa +  y2) '/ , ,  д У ~  Cr*-t- |/2)v* ’ дх2~ ~  * д х д у ~  х̂ 1 +  у2)‘и '



<J*u х ( х г — 2у2) ди ди
О р  — ~  (д»'+у*)‘,* ’ 3217- ^ = 5'п(де +  у)+лгсо*(дс +  у). ^ = * c o s ( * + i / ) ,

|^ = 2 c o s J * + * ) - j r s i n ( *  +  y), J ^ L  =  C0S (дг-{-у) —х sin (х +  у), | р  =  

___х sin (jc-f-v) 3218.— =  — du cos ** d2u _  2fein.t*-f 4x*cos.ic*
дХ у ' o y ~  yt  ’ f a l  ~  у *

(Fu _2x sin x2 d2u _  2 cosx- 0Ц 2x ,  ж* du ж» ,  **
5^5y у2 ’ dy1 y3 • дх у ec у ’ dy~~ y lSeC y ’

p b = ~ S K i ~ ~ t ~ T  s ' n — sec3 — , ~  =  _  ?£ secj i ! _ ^  sin f !  sec* - ,  дх2 у  у у 2 у  у дх ду j,2sec у у3 у  у
д2и 2х* - дг* . Ъх* х2 - х 2 _ ди ди д2и
7 П  =  —T s e c ---- -----j - s in — sec»— . 3220. — =  ихУ~1. — =  хУ 1 п х .—  =ду2 у3 у у* у  у  f a  у ’ ду дх2

=  У (!/— •) *У~*. Ъ^Гу =х[>' Х (1Ч-У In дг). ^ = х ч 1п*дг(дг >  0). 3221. ^  =»
I ди Чу ___ J д2и _  2у д2и

х +  у * ’ ду~ ~ х  +  у 2 ’ дх2~  (х +  у 2)2 ’ д х д у ~ ~ ( х Т у 2р ’ dpi ~  
2 (ж—у*) 3 2и  ди ^  у ди х д2и __ 2ху 
(X +  у*)* * ' Ох х2 +  у- ’ ду ~~ х2 +  у2 ’ дх2 ~~ (дг* +  у2)2 
_______ х* — у2 д2и _______ 2ху  дедо ди _  1 ди I
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дхду  (дс* -t- у 2)2 ’ ду2 (х* +  у2)2 ‘ '  дх 1 -+-ха * ду \ +  у2 ’
д*и _______ 2х  д2и „ д2и _______ 2у д и _  | у |
дх2 (I +дс*)* ' д х д у  ' ду2 (1 +у*)* дх х2 -f- у2 ’
ди___х sgn у д2и ______2х \ у \  а1 и _ (** —у)2 sgn у д2и
ду~~ х * + у 2 ’ дх2 ~~ (хх +  у2)2 ’ д х д у ~  (х2 +  у2)2 ’ Ну2 =
, 2х \ у \  д и _ _________х д2и _  2дс* — у» —г»

(Дс’ +  У*)* ‘ (х* +  у* +  г*)*/. * дх2 ix t  +  y t  +  2t)4 ,  '

Й — 1-------^  * 3226. | f  =  ±  ( ± V .  ^ = — i  Л * ) \ддсду +  +  Ox x \ y )  dy y \ y ]  дг \  у  J ~

x  ^  £ 1 Ц ± > Л £ )* .
у dx2 x2 \ y j  Oyl y 2 \ y j  dz2 \ y j  y '

dxdy  x y \ y j  dxdz x \ y j  \  y )  dydz y \ y )
( ,  . , x  \  f  x  \  du yu du u \ n x  du yu ,

* ( , + г , п 7 М 7 > 0 Г  3227‘ Tv — «-■- 5? = - ^  ,пдг*
d!u y ( y — z)u  d2u win** d!u yu In дг _4 d*u ( i - f j / ln x ) u

x2z* ' ду2 ~  z3 ’ дг1 -  г4 K y Jc)' д х д у ~  хг2 
д*и _  yu (z  +  y In дг) дДц _  и1пдс(г +  у1плт) 322g йи= _у»

ддедг хг3 ' d y d z  г3 ' * '
g = * y * - > « ln * ,  ^ -у * « 1 п д с 1 п у . 0 = (̂ 5 F ^ “ - 0 = V - , « ( z - 1 +

/)2 ii d^U 2U^“ ^U
+  гу* In х) In дс. — =у*и(1+у*1пдс)1пх!п*у, ^ х д у ^ х —

^ = & ^ - ( 1+ у * \п х ) ,  ^ | - = / - > и | Пдс[1 +  г1пу  (1+у*1п*)1

(д: >  0, gr >  0). 3230.1 (0, 0) не существует. 3235. d u = x m~ iyn~ 1 (my dx +  nx dy), 
d2u =  xm~ , y n~ 2 lm ( m — l ) y 2dx1 +  2 m n x y d x d y  \-n(,n— l ) x 2dy2]. 3236. du =
^ y d x  — x d y  d*u = ---- i - d y { y d x — xdy).  3237. du =  ̂ -y====-, d*u =»

У1 У* / д с *  - I - V
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(Iy d x - x d y )« ,  x d x  +  y d y  ^ _ . . _ {y*-x*)  ( d x ' - d y ' ) - 4 x y d x d y
=  l ^ r + y i 7 7 r '  3 '  (* ’ +  У2) ‘ *
3239. du =  e*v (ydx +  xdy); d*u = e xv [ys dxl  +  2 (I -f  xy) dxdy +  x2 dy1].
3240. du =  (y +  z)dx  +  {z +  x) dy +  (x +  y)dz ,  d * u = 2 (d x d y + d y d z  +  dzdx).

(x* +  y s)dz — 2z (xdx +  ydy) Я ш 2г [(Зх*- у г) dx1 +
3241. du = ------------ (*2-гу 2)2 ’ ( ^ т У 2)3

■f 8xy dx dy +  (Зу2 — х») rfy2) — 4 (x« - f  у») (xdx +  y dy) dz 3?42 d x _ d
(Jt* + yV „

—2 (rfx —dy) (dy +  dz). 3244. a) \-\-mx-\-ny;  б) ху, в) x +  y. 3245. a) 108,972; 
6) 1.055; в) 2,95; r) 0,502; д) 0,97. 3246. Диагональ уменьшится приблизительно 
на 3 мм; площадь уменьшится приблизительно на 140 см1. 3247. Уменьшить 
на 1,7 мм. 3249. Д и  10,2 м*; 6 я» 13%. 3250. Д ж 7,6 м. 3251. fx (x, у)

9 • д*и д*ии !у(х, у) не ограничены в окрестности точки (0, 0). 3256. - ^ - = 2 4 ,  ^  = 0 ,  

Ш 7 . » » .  ^ _ - 6 ( с о , х  +  с о . „ .

» * ■  Ш 7 л = ° -  т о - з ^ - г’ , '< 1+ 3^ + ^ , >-т 1 - S T ^ h i -

— £ + < 8 ( ,- у / 1' - " 1' . « К ( . - » ч - ( , - , | * . 3162,

3263. v 1 ',тТ п :; \  У - 3264. ex+v[x* +  y» +  2(mx +  ny) +2 (— 1)”  (m +  я — 1)! (nx-j-my)
(х +  У)"

+  т (т— 1) +  я (л — I)]. 3265. (х +  р)(у  +  q) (г +  r) е*+»+*. 3266, s i n ^ p .  
3267. F ( / ) - / ' ( 0  +  3 / / '( 0  +  /* / '" ( /) •  3268. d*u =  24 (dxt - 2 d x * d y - 2 d x d y >  +
■ j  d<“ о* d*“ io d*u л d1"  to d*u-4- ay*); - г т = 2 4 .  ч = —12. ,  ,  ,  , = 0 ,  -г—^ =  — 12, -s- t =  24.7 dx4 дхгду dx2 dy* dx dy3 dy4

3269. (Pu =  b(dxs — 3dx-dy-\-3dxdy*-\-dy3). 3270. d3« =  —8 (x rfx-f у dy)* X 
X cos(x* +  y2) — 12(xrfx+ydy) (dx*-j-dy2) sin (x2 +  y2). 3271. d10 и =

9» (dx-\- du)*°
=  — \x S yyo ~ • 3272. d*u =  —  (dxt — lodxt dy3+ l5 d x 3dy*— dyt ) X
X co sx ch  y— 2dxrfy (3dx*— \Qdx3 dy2-\-Zdy*) sia x sh y. 3273. d3u = 6 d xd y d z .  

f  dx* du* dz* \
3274. d ‘u = 2  I +  . 3275. dnu =  eax*bv (a dx +  bdy)n. 3276 .<<"«=

n
-= 21 C j X l"-*»(x)K<*»(y)Ac"-*<<y*. 3277. d"u =  /*"> (х +  у +  г) (rfx-fdy+di)". 

(■0
3278. d’' u = ' ax*bv*cz(adx +  b d y + c d z ) ’1. 3280. a) Au =  — u, A3u =  u; 
б) Au =  l, Л2н = 0 . 3281. а) Д ы = 0; б) Ди =  0. 3282. а) Д,« =  9 [(x* — уг)2 +
+  (У*— « )*  +  (**—*y)*], Даи = 6 (х 4 - у  +  г); б)Д 1и = у Г , где /•=  У х 2 +  у»-(-г», 

Д,и = 0 .  3283. = 2х/; (х*Ч-у»-Ьг»); 0 = 2 / '  (х*+у* +  г*) +
ДЗц

+  4х2/'(* *  +  У* +  г*); £ ± = 4 x y f  (Jt* +  y* +  **).

3!М- 5 - ' : ( ' ' . f ) + 7 ' : ( ' - 7 ) : ' 1 = - F , ; ( ' - 7 ) ; 

S "  й  (*• f ) + 7  й* ( ' .  f ) + F (*• f )  — ■? r“  ( ' •  ? )  -
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' Т Гп[ х,т ) ~ ¥ Г* [ху )  '• Ф ~ ? Гл[х' т )+ % г* (*• Т ) - 3285-й =
=  /I +  yfi +  yzfi, Р = x f i  +  *zf\\ £ = x y f l ,  ^  =  Гч +У'Гп  +  У*г*/Й +

+  2y f i t +  2уг/Гз+2у*г/»*; =***/«+ 2 л !г /м + х , г!/и1 ^ = х 2гг/зз;

0 ^ -^ = х у /г1  +  Дгугг/зз +  *Я »+  «/1*4-2хуг/*3+  /» +  г/3; 0х 0г ~ Ху1 **

+ * » , /1 з+ х у ,*йз +  1Г/з; ^ j = * s!//m + * V / J 3 + x/; .  3286. =  /п  +

+  (* + »)/Гз +  *У/**-Ь/2- 3287. Ди =  3/ц -f  4 (х-|- у -|-г) /Г з+ 4  (дс* -f у1 +  
+  * * ) /Ь + 6 / , .  3288. d u = f  ( t)(dx+ dy)\  <Pu=f“ (I) (dx-fdy)3. 3289. du =

Л  =  r  (0  ( X d y - y d x ) *  _  2 /, (/) dx ( x d y - y d x )  _

(Pu= f  (xdx +  ydy)* (ydx  — x d y )2 
x* +  y 2 ~r l  ' JL ■

(x* +  y2) 2
3291. d u = f  (t)dt, d*u =  /*(/) Л * + /*  (0  d*t, где dl — yz dx +  zx d y + x y  dz 
н d2t =  2 (z dx dy +  y dx d z + x d y  dz). 3292. du =  2 f - ( x  dx + у dy +  z dz);- 
«Fu = 4 /" -(x d x  +  ydy  +  zdz)*-|-2 /, -(dx*-t-dy*-|-dz2). 3293. dug= a/|dx-(-
•\-bftdy; dru =  affix dx2-\-2abf[tdxdy-\-b2lw d y 2. 3294. du =  /i*• (dx +  dy) -f- 
+  f l ( d x - d y ) ;  d?u =  / I . • (dx- f  dy)1 -f-2/Г2 ( d x * - d y ' - ) + f i t - ( d x - d y ) \

3295. d u = f[ - (y d x  +  x d y ) + f t - y d x ~ -  dy ; d !u = / I i • (if dx +  x dy)2 +

[ +  2/Г.- y- dx' = ^  +  Г» • (ydx^ L dj l  +  2/1 • d x d y - 2 / ; .  { у ^ р М м .

3296. du =  /i  • (dx +  dy) /J • dz; d-u =  /и  • (dx +  dy)1 
+  2 f l i - (d x + d y )d z  + lh - d z * .  • 3297. d u = f[ ' ( d x  +  dy-\-dz)  +  
+  2/J-(xdx +  y dy +  zdz); d*u =  /Ti-(dx +  dy +  dz)2-|-
+  4/1з * (dx +  dy +  dz) (x dx - f  у dy +  z d z ) + 4 / i i  (x dx +  ydy  - f  z dz)2 - f  

+  2Й 32M.

d * u = / 7 i -  +  2Г а . +

r n s X d y — y d x  . 
• /  ( 0 ----- p ------ .

3290. ж.d x + y d j ,  
V x 2 + y2

+  /:
(zdy — у dz)*

-2/1
( y d x - x d y ) d y (z dy — ydz)  dz 

■2/*--------- 73-------- 3299. du
y3 "  2*

=  ( / ;+ 2 / / ;+ 3 /* / ; ) d / : d*u = ( / i i + 4 / / ; , + 4/7 ; , + 6 < v j ,+ 12/7 ; , + 9 / v ; s +
- f  2 l i+ 6 t f t ) d t2. 3300. du =  af'idx +  b f»dy+ c fid z ;  d2u = a 2fti dx2 +
-I- 6*/J* dy* +  c*/Is dz1 +  2o6/m dx d y -f  2acj‘it dx dz +  2bcfls dy d z .
3301. du =  2/1 • (xdx +  ydy) +  2/'t  • ( x d x — ydy)  +  2ft  • (y d x + x d y ) ;
d2u =  4/Ti-(xdx +  ydy)* +  4/ m -(xdx — ydy)*+ 4/J*  • (y d x + x d y )*  +

+  8/Г* • (x* dlx*—y* dy1) +  8/1* • (x dx +  y  dy) (y dx +  x dy) +  
+  8/1»- (x d x — ydy) (ydx  +  x d y ) + 2f[ ■ (dx* +  dy*) +  2 /i- (dxJ —dy2) +
+  4 /i • dx dy. 3302. d"u  =  /  <"> (ex+i>y +  cz) (a dx +  Ь d y + c d z ) n. 3303. dnu =
=  ^ a d x  ̂ + b d y ^ - \ - c d z  / ( £ ,  I), 0 ,  где £ =  ax, r\= by ,  £ =  cz. 

3304. d " u =  Jdx ( a ,  ^ + a ,  ^ + fl* Щ + Ьг ^ + b* a j )  +



+  А г  ( с ,  1 + с . ^ + е ,  ! = ) ] " / < & .  П. 0 -  3305. F (г)  =  / •  (г) + l f  (г).

331 6 . 1. 3319. хуг.  3331. * i i — *332.  2х | i + y  =  2г.

дг дг л ди . ди , ди . . . .  Эи , ди3333. у _ - * - ^  =  0. 3334. -  +  _ + _  = 0 .  3335. * _ _  +  у _ .  +

+  г * f i =  0. 3336. £ j -  =  0. 3337. *3~T "= 4 ~  4 ”  • 3338. о.' дг дхду дхду дх ду дх* ду*
дг , дг ,  д*г ,  д’г дг дг л , . г - ^3339 . * _  +  у _  =  г . 3340. х ^ - у * — + х - 5 7 - У^ = 0 .  3341. I - *  3.

3342. -^j- =  cos a  +  sin а , а) а  =  ; б) а  =  - ^ - ;  в) *  =  y H «  =  j .

3343. 1 / —Г -----»• 3344. - 1 ^ 2 1 5 » + ^ ) .  3345. -^ -  =  cos а  +  cos Р + cos у;
И *«+ У о  м  т

------- |  А  *  Л

| g r a d « |= K  3 .  3346. |g r a d u l  =  —— ; cos (grad и, х) = ------- ,  cos (grad н, у) —
Го го

-- ------— , cos (grad иГг) . где г ,  — У  х} +  у $ ~ г 1 . 3347. ~  .r0 r„ z
. . . . . . .  , , | П  д*и д*н .  , д*и ' д ’и ,3348. «  3142. 3350. -тт? -= -з -г  cos’ а  Н— г- r  cos’ ft +  -т -г  cos1 у -dl* дх* ду1 ' 1 дг* Г
, n д 2и а п дги дги „ ди+  2 - з —т—cos а  cos р - г 2 з —— cos я  cos у +  2 5- ^ - cos р cos у. 3352. —— =  д х д у  дхдг 1 ' дудг  г  * ду

=  — 0 ,5 . 3353. ихх (х, 2х) =  и'уу (х, 2х) =  — 4/Зх, ик у (х, 2х) =  5/3х. 
3354. г  =  хф (y)-f tf> (у). 3355. г =  <р (дс) +  ф (у). 3356. г =  фв (х) +  уф1 ( х ) + . .. 
. .  . +  у " - ‘фп-1 (*)• 3357. и =  ф (х, у) +  ф(х, г) +  х(у , г). 3358. и = |+ -  
- fx * y  +  y*— 2х4. 3359. г =  1 +  ху-гу*. 3360. г = х  +  у* +  0,5ху (х + у ). 
3362. Нули функции /(х ) не могут целиком заполнять никакой 
и нтервал  (а, Р) CZ (а, ft). 3363. Множество нулей функции f  (х) должно 
быть нигде не плотным на интервале (а, ft), причем каждый нуль £ функ
ции / ( х )  одновременно есть нуль функции g (х) и сверх того существует 
конечны й предел lim (g (x)/f (х)]. 3364. 1) Бесчисленное множество;

*•+ S *
2) две; 3) а) одна; б) две. 3365. 1) Бесчисленное множество; 2) четыре: у =  х; 
У = — х, у =  | х | и у =  — | х |; 3) две; 4) а) две; б) четыре; 5) одна.

3366. 1) Нигде; 2) 0 <  | х | <  1. | х | ~  У  ^  \ 3) х =  0, |х |= 1 ;  

4) 1 <  | х 1 <  У  2 '> однозначные ветвн: у — в j /  у +  У  i-+ x * —х*

( | х | <  У ; У = * у  J ~ y ± + x ' - x *  ( l < | x | <

5 0 0  О Т В Е Т Ы

где е = —1, 1. 3367. Точки ветвления; (— 1, 0), (0,0), (1,0);

У  =  *■{*) У  У  а х ,+  !.~ ( -У - + . 1 ) ( | х | <  1). где е (х) =  — 1. 1, sgn х и

—  sgn х .  3368. Множество значений функции ф (у) должно иметь общие 
Т очки  с множеством значений функции / ( х ) .  3371. у' ___Х + У .

-  201 ----- < _ ? ± У .  2(х* +  у*) „ „  * У 1



— е sin I/ .  . у2(1 — Inx) У * |И 1 — lnx)*— 2 fx — |Л *
И 7 ‘ - * -------------- Л* 11 — In y)4 -

^ x C - l n . H U l o . y C - ' n r t M , j .  Ш (.

-  — 1; y i ( 0 ) = l .  3379. vi(0) =  0; yi(0) =  -  / 3 3 ;  y i ( 0 ) = / 3 .  3380. y' =

— ! ¥ $ ■ •  „ ■ - o - . i r —
2 „ а ч  — * • i l l ____JL- ° 'г х2~ г» д2г xy

 ̂ 3 ‘ dx г ’ ду г ’ dx* г* ’ дхду г3 '
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у  = ~ з  .............................  Я  L
д’г у* +  г* , , а л  дг уг .  д г _  хг _ д2г 2ху*г
д«* г* ‘ ’ 1 кГ=‘ г*— ху ’ ду г2— х у ’ дх3~  (г2— ху)11’
д*г _  _  2х*уг . д2г _  г (г4—2хуг3— х гу3) дг _  дг
dy2 (г*—ху)3 ’ дхду (г*—ху)* * '  дх ~  ду ~

1 д*г д*г ^ д * г  х +  у +  г дг
х +  У +  * — 1 ’ дх* дхду ду* (дс -+ у -i- * — I >* ' дх

хг . дг________уг _ дгг _  у2г _ д2г _ хуг
~  х*— у*’ ду х*— у*’ дх1 (х*— у*)* ’ дхду  (х*— у2)* ’
д*г _  х2г дг _  дг ___. д2г _  д2г _  д3г _
ду* — (х*— у*)* " дх ду ’ дх* дхду ду* —

о , . . . .  д*г 2 д2г 1 д*г 394
3388. а) - 2 ;  С ) - 1 .  3388. - ^  =  — 5 . ^  —  - ^ Г  =  - ] 2 5 -

,3 » .  * _ - £ ( £ + # ) I л  —  £  [ ( £ + £ ) £ - + +

+ (£+4)fl- Л=Й*±£=а4.,
2 {у (I — уг) dx* +  [х +  у — г (I +  ху)] dx dy +  х (I — хг) dy2)

<Рг =  -  -  (1 — ху)2 —

« ■  « - ' - * £ £ £ * ■ ■  * - ‘ ' % - +T  ■ “ и  —
(x — i )d y  2 (х — г) (у +  1) [(х — г)* +  у2)

(х — г)2 +  у(у  + 1)* 1(х— г)* +  у ( у + 1)]* | г '
3394 1ц u3 {dx +  d y ) - 2I dz д2г _  4 ( х - г ) ( у - г )

и [2 (х +  у) — и] ' '  дхду (Fi +  2zF'i)3
. г-" . г-'*Г- , 2 (ft +  2xfJ)( f | +  2yfJ) F t  дг 
X[f* F i i — i F i F i F u  +  Л  f 21] ----------------(F [^ -2 zF 'J 3------------‘ "dl =

F ( - F ; .  дг F't - F i  дг (  F [ + F ’, \ .  дг (  F't \  .
" T P 7 ; ’ Ъ - К = П ?3 т 7 - ^ x  \  ~ f j - / ’ Ъ —  V + J j '  
S ± - = - F 't - 3 [/■;’ ( f + 2 f ^  -  2 <f; + f ^ f ,  ( f ; 3+ f i 3h ( f { + f ^ f U ]  .

3388. - J J -  =  -  (xF[ +  уЯ;)-* [угг2 (Ft F h -  2F[F[F’l2+  F?F"tt ) -

— 2г (xFi +  y fj)  fi* ]. 3399.а) =  (d x -d y )3;
( F i + F  t )3

C) d3z =  f *2/?» - 2f/ f *f »* +  F *Ft* (y  d x — xdy)3. 3399.1. dz =  -  (2dx-dy);  
( x f i  +  y f* )3 9

“■г= - я з  ,401- E - H ;
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___  dx „ dy , d*x diy _ I , , n,  du xu +  yv
3402‘ 5 7 = ° ’ d i r - 1 ’ 5 ? = - d P = = _ T -  3403‘
do y u - ^ ' d j i = x v - - y u  Л _ « ± ^ (х1+  2 > o ) . 3403.1. d u = - ±  du 
дх x* +  y* 'd y  x* +  y ‘ dy x* +  y* '  * 3 y
d ^ - d x + l d y .  3404. a ,  =  ( s in o ^ x c o s o ) d x - ( s in K - x c o s o ) d , ,

' 3 ’  xcoso-f- у cosu
_  — (sint>— y c o s u ) d x  (sin ц + у  cos ») dy . d*u =  —d*o =
~  X COS 0 + у  COS U ' X COS О+  у  COS и  ’

_  (2 dx cos o — x do sin v) du (2 dy cos u — y du sin u) du ^
x c o s o + y c o s u  x cos o +  y cos «

=  -i-(d x + d y ); do =  ^ -dy  —-i-(dx—dy); d2u =  dx*; d*o = y  (dx — dy)'-.

i m . £ - * ( m -{ -)s Й - з ^ + ^ н ) ;  g - *  S - » ( ' + f ) .
_  x1 дг -  дг 3 . . . , , . . дг 33407. y ^ - j j - ;  - 3 u v ;  ^ = j ( u  +  o) (и ф o). 3407.1.

дг I д*г 26 д’г sin1 ф -f-cos* m cos* ф д’г
— =  —— . 3407.2. 3—1* =  7ТП • 3408. т т = ----------— . ,  т ------- -  . 3409. -7-; =ду 2 дхду  121 дх1 s in *9 дх3

sin 2а д*г cos 2о д*г sin 2о „
=  — • Ш Г у = ~ — ' ------ Ц Т -  34,°- d z = 0 ' * г “

‘ (dx*-dy*). 34(1. p = 2J * Z j £ l ; p i==* J L Z p +  6х
2 dx х —2у dx2 х —2у 1 (х—2у)3

3 4 1 2  — = — ___| (* + 1 )(У —х) г . ди х +  г (У +1)(У —х)
’ дх у +  г Г (г-Н 1)(у-тг)* ’ ду (у +  г)* ^  (г +  1) (у +  г)*

3413 ^£___L ( ?±?х_?±<!х\ д_±___ L Г„„ #_
дх / V ди до до д и )  ’ ду /  \д и  до до ди )  '

дф <)ф _  дф дф_ дф _ ди _  1 дф д*и_ 1 ( /д ф  д*ф
ди до ди до ' дх I до ’ ду /  до ’ дх* 1* \  \~ди дй*

_дфд^ф\ /д ф \  * _ п ( д̂ |> д*ф дф д*ф \  дф дф . / дфд*ф дф д*ф\ /д ф \* 1
д и д и * ) \ д о )  \д о д и д о  d v d u d v j d u  до \д о  до* д о д х / * ) \ д й )  J ’

дги _ _1_ / /'дфд’ф дфд*ф\ дфдф /д ф  д*ф дф д*ф \  /дфдф
дхду  /* ( l^do ди* до ди*)  до ди \d v d u d o  д о д и д о )  \д й д о ^ ~  

. /д ф д*ф _дф д ^ф \дф д ф ! д ^ и _  1 / /дфд*ф д ф д * ф \/д ф \*  
до д и )  \do  до* до диг )  ди д и )  ' дуг /* | \ 3 u d u *  до д и * ) \д о )

/д ф  дгф дф д*ф Чдфдф /д ф д 2ф дфд*\|Л /д ф \* 1  ._ д ф д ф  
\ди  диди до дидо)  ди до ' \до  до*- до до*J \.д“ /  / ,ГДе ~ д й д о

дфдф ди о ' ди . о ' до (  о о о \— 7Г  л • 3415. а) — =  cos — ; -r- =  s in — ; 5- =  — ( s i n --------- cos — Iдо du dx и dy и дх \  и и и )
— =  c o s— 4 -— s in — • 6) — ________ sin о______ , d u ________ —cos о
ду и и и dx e“ (sino — c o s o )- j- l’ dy  e“ (s in o — coso) +  l 
do — (e“ — coso) . do e“ -f-sin 0 du /
дх и [e“ (sin 0— coso) +  1) ’ dy u[e“ (s in o — co so )4 -ll ‘ d x ~  / ,
* u _____L J  d (B.h) /  д _д_ д у  d ( h . f )  f  d_
dx* l \  \  d (y. 2) I  1 dx +  « dy +  * d2 j  f +  d (у, г) V dx ^
■ , д , , д у . ,  d (/. g) ( ,  d д . .  d \ i  I

+  l i d y + / * d z )  B +  д (у .г )  ( /*  d 7 + 7* d ^ + / * W )  h r  
r , P hL  h) d (g .h )  D ( f , g . h )

d ( y .2) ’ / l  д(г, x) • - d (x .y )  И D(x. у. г ) '
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3417 ^ = ^ - -  =  rae ,  _3te._A) „ ,  _ d ( h . f )  du
dx d x ’ dy dy l xd y ’ 1 0 (г. t) * d ( z , t )  4 l8’ Di —

_ A -  i - h -  dJ L - h  Г1Р I d(g' h) > -  °<h- H i d (f’ H)
I ’ ,ду  I  ’ dz I ’ 1 d (y, w) ’ 2 d (v, w) ’ 3 о (v, w)

„ / - Е & * ± >  34.9. <U = - , ' d x t , *d y . W / 1 =  | f 4 j .  / . ---- |1 Л * >  .D (u ,v ,w )  1з d (x, t) d(u, t) •
=  3431. x"* +  xx'» =  0. 3432. x>V =  0. 3433. * I _ , ( £ ) S= o.

3434. ^ + { ,  =  0. 3435. g - 3g + 2 ^ - 6 y =  0. 3436. g +  л««/ =  0. 

3437. ^ f + m 2y =  0. 3438. u’ +  ^ ( x ) - i p * ( x ) — I p '  (x)l u =  0. 3439. g  +  

-H« +  3 ) g + 2 « = 0 .  3440. g  =  0. 3441. g = 0 .  3442. g + 8 «  ( ^ ) 3=0.  

3443. r t g + ( 3 / «  +  ! ) g + $ - 0. 3444.

3446. <D(1, u, u ' +  u2) =  0. 3447. £ (x u ' +  u2 — u, u, 1) =  0. 3450. 4 ^  =  'P-аф
3451. /•'» =  1 i-2. 3452. r(r*  +  2 r 's — /■<■') =  /•'». 3453. — .sin 2q> v i z  r

x-|f,+vT- f | - «»■ S-*-*. г—'•=«<■ »=!('■?)•
(r* +  r ' V

3457. K* =  x; =  У '" =  — . 3458. z =  (j (x +  y), где (p— произвольная
Jf

дифференцируемая функция. 3459. z=<p(x2- f y 2). 3460. г = ----- h ф (У— Ьг).
. . . .  /  и \  . . . .  дг . dz „ , . . . .  дг дг . . . .  дг 13411. г= Х < р(Т ^ .  3462. - + -  =  e*shv.  3463. Tu= F v . 3464. =  — .

3465- Й = Т - ? Й -  34М. ( 2 и + о - г )  2 L + ( u + 2v - 2) $ L  =  u + v - z .

(£)V(Sr
x2—2дги +  и ^

( £ ) * + ' m
x* 1( dx . d x \ *

v“ dn+ l ^ ; J

e*+v— г* Vduy \ d v l  . . . .  du dx
3467. ------------ -5----------- ^— • 3468. ^ , - • 3469. ^= =  0 .3 4 7 0 .^ - .

i —* дг дг u2 +  i>2 d \  dy
1 - Г  .

=  3471. =  — . 3475i/ du 1 dv v

3473- i + ^ + | + 3u+<eS +  e’, + e t ) = 0 - 3474- -S r = ° -  Ш 5- ^ = ° -
дш 2 \

»«• £=«■ -»• -(£)V (g),w}gg.w>,- i y ^ ..
du

dw dw dw En du - du3479. A =  ?— : 5— • 3480. ^  =  -У -. 3481. 10 =  5- .  3482. w =  /- -g - .du dv d£ J dq> or
( дu^ ,  I 1 ^ u \ *  d2u . 1 du , 1 d2u

e = U v  + 7 * ( d $ )  • 3484- И’==д 7 5 + Т д Г + 7 ^ д ^ -  3485- ш =
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d2u dsu . .  . • fd u d v  d u d v \
=  , * ^ . 3 4 8 8 .  » - g p . 3 « 7 .  '  =  7 { Т г Ц - Щ д ? ) -  34M- « - » ( * — 0 +

(х + а /) . где ф и ф —произвольные функции. 3489. 3 =  0.

« « •  • £ + 5 - ° -  м ю - I t + S - + " v ‘ ! - ° -  34М- - S t - » -
1 дг д*г 2___________ дг дгг

dudy 2ud-j '  ‘ диди u( 4 — uy) d v ' dudv
<** ,« « . 2u дг , , оп дгг . 1 /  дг д г \ „

'’ди ' " ди4 и* +  V- ди " ' диди и 2— у2 \  du и ду)  ~  '

350°- ( l - l ) ' S r + i S - ==l- 3501- И= Ф ( * + ^ )  +  Ф (*+ ^ »). где

X, и Я., — корни уравнения А +  2АХ +  0 .*  =  0. 3503. а) Д“ =  I

* /л  \ rf4“ • 2 <Ри 1 d2u , 1 du d2w dmб) Д(Ди) =  57Т- г Т 5 7 1 - 7 Г  ^ + - 5 -  —  . 3504. « _ + _  +
, „  д2и ,, дги , ди . __  .  д / .  ди \

+  с ш -0 . 3505. 5 л * ~  д Л д К ^д Х ^" d f  (  d f ) +
д /  д и \  д {  д и \  /  д2и .  d*u д2и \  дгг

+ Т 1 дп ( ч д п ) + £ д : ( "  д с ) - 2( 6Пд5дг,+ £ Е дЬ дс+ т ,? д ^ ) - 3509- ^ * +

+И+1г“- ? - 0' а'“-(,т)'+ г̂( )̂,+ ^ х  
х (g)*< №(^)+abi(— S)+ai.S] •

/д*ы> , д*ш\ ( d w \*  . (d w \*  . . . .  д2ш .  .
!S I!- * ( ® + 3 J i j  =  ( s - )  + ( з » )  • S5,J- я * - 0- » '« •  3 5 f“ °-

3 5 1 5 .  f t - i .  3 5 1 5 .  * ■ + « * = » *  ! 5 , 7 . ^ + f j L _ l ' ) J ? _ 0 . du2 2 du* 1 диду ди2 ‘ \  и J du*
. . . .  д2ш . d2u> . / д ш \ 2 . / do>\2 .  . . . .  ' d 2® ш _ d2»

* du2_ r dy* ' (d u  j  (  dy j  — ' ‘ d u d y - '4  s in* (u  — y) ’ 35 du*"^”
d2ta d2x  d2w d2w d2w dw dw dw

+ d ^ - ° -  3523- е т = ° -  3524- ^ - + ^ + ^ - * = д | + ^ + ^  +

+  <e* - 1) [ ( ^ ) , +  ( ^ ) , +  ( 5 f ) , 1 •З526.* =  у<р(г)+ф (г). 3527. .4 (X,K)X
d*Z d*Z Л17 -  ,,

X w i - 2 B ( X ,  Y ) ?£ ± r + C ( X ,  Y ) 0j± = O .  3528. ------=
оуя OXdY d X 2 — cos a  s in /e

=  -  sin a  sin t ,  ~ c o s 7 7  ’ г г° =  (х *°) cos a  tg  f«-!-(y —Уо) sin a  tg где

x , =  a c o s a c o s /0l y0 =  e sin a  cos f0, z „ = a s in  t0. 3529. —+  —= 1 ,  y = 4 - ;
a c 2

a x - c z = j ( a * - c ' ) .  3530. ^ = * L = i = i Z l L ;  * +  у +  2г =  4.
. . . .  * — 1 У— I 2 — 3
353,‘ —з - = ^ - = = Т Г Г : Здг+Зу—z =  3. 3532. х + г  =  2 , y + 2 =  0; 

х — г = 0 .  3533. Л Ы - 1 ,  1 , - 1 ) ;  1 .  1  j  . 3537. tg<p =
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=  / ; ( * , .  !/о) cos а +  /;(* „ . y0) s in a .  3538. 3539. 2x +  4 y - z -

- 5  =  0; £ z J = L z 2  =  i z i ! .  354в. Зх +  4<, + 12z =  169; =

 ̂ я_

3541. г = ” _ | (х_ у ) ;  £ZLi= yZL*= _ _ ± .  3542. ах0х  +  Ьу1>у +

+  rz0z =  l ;  ^ Z h = [LZl2= l l l h .  . 3543. х +  у —2z =  0; i n i  =  
их0 Ьу0 сг„ п * _ |

^ У ^ ^ Г - l  3544 x + y - 4 z  =  0; iZ ^ = « L = 2 = £ £ L L .

3545. cos i^ c o s  ф0+ у  cos sin ф „ + у  sin ф0 =  U x s ec ф0 Бесфц— а _
у  sec \|)e cosec фо— b г cosec ф0— с .

= ------- ас -------= --------HF------• хсозф* +  у51Пф0 — z t g a  =  0;
x —г0 со8ф0 y - r 0 sin ф„ г — r „ c tg a
—  co s y , =  ~ sin<p0 ------—tF «  ’ 3547- ax 8in v»— ay  с о л О '+ иог =
— uu0Vq\ X— uy os ■ » .> - ■ »  «in P o ^ i z g j .  . 354>- 3 x _ 3 y _ 1 = 2

a s i n f 0 — o co su 0 u0 u0 u* 1 uj

3549. /1 (0, ± 2  V ~ 2 ,  4 = 2 ^ 1 ) ;  В ( ± 2 .  * 4 . ±2); C (± 4 , * 2 , 0). 3550. x =  ±  %  .a

y = ±  - J ,  z =  ±  - J , где d =  У a* +  6* +  c*. 3551. x +  4y +  6 z = ± 2 1 .
3558. x*-\-yx— x y =  1, г =  0; 3y* +  4z, =  4, x =  0; 3x* +  4z* =  4, y — 0.
3557. 6 <  0,003. 3559. cos ф = — ■ 3563. ^ - = х в +  у„ +  z0;

a Ka* +  &* оя
1 1

а) х0 =  у* =  г0= - г р = ; б) *в =  Ув =  г о =  — ^7 =-5 в) на окружности 
К З  К З

х +  у +  г = 0 ,  х* +  у* +  г* = 1 . 3564.
f l + J 4 + I i

У  а* Ь* с*
3566. Xs 4-у* =  р*. 3567. у = ± х .  3588. у* =  4ах. 3569. Огибающей нет.

a i i  0 * 1
3570. х *  + » * = / *  • 3571. 3572. у = ^ - § £ .  3574. а) у = 0 -

огибающая (геометрическое место точек перегиба); б) у =  0 —огибающая;
в) у =  0 — геометрическое место особых точек (точек возврата); г) х =  0 — 
геометрическое место двойных точек, х =  а — огибающая. 3575. Тор 
( V х* +  У* ~  Я )* +  г* =  г*. 3576. x*sin* а  +  у* sin* Р +  г* sin* у —
— 2 x y c o so c o sP  — 2 x z c o sa c o s  у —2уг cosp  cos v = l»  3577. |x y z | = - — .

357.. | .  ±  Г * + ? \ - Р  П -  357». | '  »  С + 1 »  ; | ' <
< Я * (х »  +  у* +  **). 3580. ( x -x ,)»  +  ( y - y 0)* =  ( z -z ,)* .  3581. /(x , y) =  
=  5  +  2 (x— 1)*—(x— 1) (y +  2) —(y+2)* . 3582. /  (x. y, z) =  3 l ( x - l ) *  +  
+  ( y - l ) *  +  ( z - l ) * - ( x - l )  (У— 1) — (x— 1) (z 1) (у 1) {z 1)1 +  
+  (x— l)* +  (y— l)* +  (z— 1)*— 3 (x— 1) (у— I) (z — 1). 3583. S f  (1, — 1) =  
=  / , _ з* +  (— Л*— 2Л* +  А*) +  (Л*Л +  ЛЛ*). 3584. /( х + Л . y +  k, z + l )  =
=  Д х, у, г) + 2 [ h ( A x  +  Dy +  E) +  k(D x  +  By +  F ) + i ( E x  +  Fy+Cz)]  +  
+  /(Л. k. I).
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3585. * » = 1 + ( X - !) +  ( * - ! )  (У— 1) +  /?, <1 -Ь в (дс— 1). Г+ 0 (у _ 1 ))
(О <  0 <  1). где /?*(*. У ) = \ хУ [ [ ^ d ^ + l n x - d y ^ j  + 3 у- j d x + i n x - d y ' )  х

X ^ _ £ d xt + l d x d y ' )  +  ( ^ d x *  — -gdx*dy'j  ] н dx =  x — 1, dy =  y — \.

3386. 1— +  g-(** +  if)*. 3587. а) 1 - ± ( * * - { ,* ) ;  б) -J  +

+  х - х у .  3588. — (дсу + хг  +  уг). 3589. Я (дс. у) = » £  ( / ^  +  Гуи) +

+ ^ U x x x x - \ - 1ши) + ••• 3590. Я(р) =  /(х, у ) + ^ - [(/хлс (•*, у) + fyy(x > у)]’

« . / * „ - « [ j g f c f S  S S ^ r S t & A l -L л=3 /п= 1 J
со

3592. Я(р) =  /(х , у) +  ̂  (- ^ - 3 ( у ) ” ’ д п/(х . у). где Д =  ̂  +  ̂ .

3593. 1+тдс +  п у + ~ (-̂ -р <) х» +  т>ису+ ' V  +  ...

( 1 * 1 0 .  11/1 < « )• 3594. f  ( - ! ) ■ * " - »  (Д Ч -В -1 )! > у | ,
т ,  л = О 
ос сс

( |х |  +  | у |< 1 ) .  3595. S I ( - i r - g ^
т в О  п —0 m l(2 « + l)I

СО ОО

(1*1 <  +  ос, 1 У К  +  СС). 3596. V  V  С-1)-»- £ g L
til — 0 л = О

У 2/71 +  1ц2п + 1

fl * I <  +  • .  I» I <  +  • ) .  3597. X  Z  ( - 0 »  < М  <  +  » ,

х гту гп

(2т)! (2л)!

3599. V  (—»>" Ц о ^ Т Т Г — (** +  * * <  +  «>)•

m = 0n=0 ( 2 т +  1)! (2п +  1)!
00 00

I у | <  +  00). 3598. И Х  ( - i ) " f i S £ n  ( u i < + « .  I «/I < + « > )-
m—0 /1=0

‘2я+ ‘>1 

у v3600. 2 -  2 -  ( - l ) "  + n ^=£"(1*1  <  I. I У I <  I). 3601. / (x, y) ■■. . m n  ni— 1 n — 1

-■+4(*-t)»- »«• x x 'у  "«!<+“•m= 0 /1=0«0
11/1 <  +  «>)• 3603. £  ( - l ) " [ l + ( x - l ) ] ( y - i y »  ( - c o < x <  +  co, 

n = 0
О < у < 2). 3604. z =  1 +  [2 (x— 1)— (y— 1)) — [8 (дс — 1)*— 10 (x— 1) (y— 1) +
+  3(1/— 1)*1 +  . . .  3605. (0, 0) — изолированная точка, если в <  0; точка
возврата, если о =  0; двойная, если а >  0. 3606. (О, 0 )—двойная точка.
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3607. (0, 0) — изолированная точка. 3608. (0. 0) — изолированная точка 
3609. (0, 0 )— двойная точка. 3610. (0. 0) —точка возврата (второго рода).’ 
3611. (0. 0)—двойная точка. 3612. Если а < Ь < с, то кривая состоит из овала 
и бесконечной ветви; если а =  6 < с ,  то А (а, 0) — изолированная точка; если 
а < Ь = с л о В  (Ь, 0 )—двойная точка; если а = Ь = с ,  то А (а, 0)—точка 
возврата. 3613. (0. 0)—двойная точка. 3614. (0, 0)—точка возврата. 3615. (0,0)— 
точка прекращения. 3616. (0. 0 )—угловая точка. 3617. х =  кл (Л =  0, ±  I, 
± 2 .  . . . )  — точки разрыва 1-го рода. 3618. х =  0 —точка разрыва 2-го рода. 
3619. .< =  0 —двойная точка. 3620. х = кя (к =  0, ± 1 , ± 2 , . . . ) —точка воз
врата. 3621. гт!п =  0 при х =  0 и ( /=  1. 3622. Точек экстремума нет. 3623. Не
строгий минимум г =  0 в точках прямой х — у +  1 = 0 .  3624. гш)п = — 1 при 
х =  1 и у = 0 .  3625. гтак =108  при х =  2, у =  3; нестрогий минимум г =  0 
при х =  0, 0 <  у  < 6; нестрогий максимум г =  0 при * =  0, — оо < ’i / < 0  и 
6 < у <  +  оо. 3626. 2min =  — 1 при х = 1  и у =  1. 3627. гт |„  =  — 2 при 
X j= — 1, у х =  — 1 и xt =  \, у ,  =  \\  экстремума нет при х =  0 , у  =  0.
3627.1. Максимум г = 0  при х =  0, у =  0; минимум г = —1- -̂ при x = ± - i - ,  

у = ± 1 ;  седло г = — 1 при х =  0, у = ±  1, и седло г = — при х =  ±  4- >О I
у =  0. 3628. Минимум г =  30 при дг =  5 и у =  2. 3629. zmlB= -------при

з* у  3
х У . 1 х У . •

т = - т = ± 7 1 ; при ■ 5 - = f = ± 7 T -  3630- w  =

=  +  при X = Y  • 4, =  Т '*  если с> 0; гпнп =  — V  a* +  fr* +  c*

при х = — , у =  — , если с <  0; экстремума нет, если е =  0, a*-ffcJ ?£0. 
С с

3631. гт .» =  1 ПРИ * =  0 и у =  0. 3632. Минимум г = 0  при х = 0 ,  у =  0;
седло г=-1г е~г при х  -------1 , у  =  — - 1 .  3633. Седло г =  е* при * = 1 ,
у =  — 2. 3634. Максимум г =  е“ 13ж 2,26-10-* прн х = 1 ,  у =  3; минимум 

1
----  1 3г = —2 6 е  ‘ 'д а — 25,51 при х =  — у =  —  3635. Минимум г •=

=  7— 10 In 2 «  0.0685 при * = 1 ,  у =  2. 3636. zm„  =  y  / З  при х =  - -̂ и

л  3 1^3 2л 3 У  3 я .
У— 3637.?min — g при X — у — 2 g При X у  —— ^ •

1 33638. Седло г =  — I - f y  I n 2 - f — л ^  1,70 при х = \ ,  у =  1. 3639. Минимум

0.184 при х = у =  ±  —)=■ ж ±  0,43; максимум г =  -^- при 2е г ?  у 2е и

х  = — у = ± — экстремума нет в стационарных точках х =  0, у =  ± I  и
У 2е

х = ± 1 ,  у =  0. 3640. Стационарные точки х = у ^ ( —1)ж + 1 +  (т - |-п )-^ - ,

у =  - р ( — 1)" + ‘ +  ( т - л ) - £ ( т ,  л =  0, ± 1 , ± 2 , . . . ) .  Экстремум г =  т л  +

+  ^-5 -+  (— l)"» + l +  2.(— 1)", если т  и я различной четкости (макси
мум при т нечетном и п четном, минимум при т четном и п нечетном); экстре
мума нет, если т и п  одинаковой четности. 3641. zmi„ =  0 при х =  0 и у =  0;



нестрогий максимум г = « -1  при ** +  У * = | - 3642. «п,1п =  — 14 при * =  — I, 
„ =  _ 2  2 =  3. 3643. Минимум и =  — 6913 при * =  24, у =  — 144. * =  — 1.

1 «7 
3644. Минимум и =  4 при * = у  . У = 1 . * =  !• 3645. u„ax — j r  °ри * — У —

_  г _ .2 .; нестрогий экстремум и =  0 при у =  0, х Ф 0, г 5* 0, * +  2 у + З г  Ф а. 

3646. Минимум u =  -^p ПРИ X =  - j y / \6a iib, y = - ^ \ / l 6 a*b,

г =  -1 у /  ~  . 3647. Максимум и =  4 при * =  у =  г =  у ; краевой минн-
л» + п4 а

м>м и = 0  при х = у = г = 0  и * =  у =  г = я .  3648. um„ =  ( „ 1+ ^ + 2 )
1

при Х\ =  Х, =  . . .  = х п =  ---- S . 3649. Минимум u =  ( n + 1)2" +1 приГ П“ \- п — Z
1

* . = 2 П+1. * . =  * ? , . . . ,  =  3650. Числа а, дс,, х2..........хп, Ь составляют
п + »

геометрическую прогрессию со знаменателем q =  у  — . 3651. Минимум

г , = —2 и максимум г ,  =  6 при дс= 1, 1 » - 1 .  3652. гт |п =  — (4 +  2 V~i )
при дс =  у =  — (3 +  V  6); гт „  =  2 V" 6 — 4 при дс =  у = — ( 3 - / б ) .

а ,  ,  Зл3 .
3653. Нестрогий минимум г = -------- 7=- при *, + у 3= - 5- , г <  0; нестро-

2 К 2 8

гий максимум г==2 ^ ” 2 ПР" • г >  3654‘ гт « =  4"
1 1 ___  * V a l +  b- _ bt

при х '= ~2 ’ У = Т '  3 *m in -  le * | при / Е * + Р  ’
ае V а 2 +  />3 b? at

Ч~ ~  |< * | при ' “ у ^ т г р *  y ~ v ^ p '
-  c6a с2/»где е =  sgnab Ф 0. 3656. гт „ = _ - р  при x = - _ j ,  у =  _ _ , .

3657. *min =  ̂ i> гШ4Х =  Х2, где Xj и Х2— корни уравнения (/4 — Я.) (С— X) —
— 5 3 =  0 и Xj <  Xt . 3657.1. Максимум г =  106~  прн х =  ±  1 , у  =  ±4;

(— П*минимум г =  —50 при д с = ± 2 , у =  ^3 . 3658. Экстремум г =  1 + - р = -  при

* = - j  +  -Tf • У =  —  (* =  0, ± 1 , ± 2 , . . . )  (максимум, если к — четное,
1 2и минимум, если к — нечетное). 3659. umin =  —3 прн х =  — —, у=-тт,
«3 «5

2-------- 1 2  2
* = ---- j  I «т** =  3 при * = - 3 . у =  — -3 . г =  у  3660. ит „  =

nm + n+pmmnnpp х у г а
“  f f l + i  - p ) " ^ + /  ПрИ я  =  л _ 7 _ т Т л 4 р '  при
х =  0, и — д, г =  ± с ;  итшх =  а1 при лс= ±  а, у =  0, г =  0, 3662. чтгх=

при x==v =  *= -g-- 3663. «т1п =  _ _ 1 _ .  при дс =  у = - р = -  и г  =  - у ^ .
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x^t= ~h  и 9~гжт* и,в,,=зттпри
F f  и z~ ~ h '  * “ * — 7 *  “ 9 ш ~ Н ' Шят* F T  и

x ~ 3663.1. Условный максимум и =  2 при х =  1, К = 1 , * = •}
Г 5

3664. umax =  при x =  y =  z =  -g ■ 3665. Mmin =  ^ i и где X, и Х ,~
. .  / » 1п«« ,»in»H , s in « T \. ■ / со»»« , co»;fi со»«у\ 

корни уравнения X*— ^ ---- f-_ J t ' с* J \  ь‘с в1с* а*ь* )
R * ( A  COS а 4 -  В  COS Р + С  COS у )*  . „  — о г  ч с в т  „  . _  

()., <  X*). 3666. «mi„ = — ---------Л' - В '  -С*--------------- т “  *  * umln —

при х , = 4 -  (f =  1' 2.........«>•«•■•
\ / П  а / /  ,

ОТВЕТЫ 50»

V i )
/=] а / /

при х, =  -2-(| =  1, 2..........л) 3669. Umin= ( v  К а / Р / j

■  ( s
( fl \  а , + а . + . . . +  а _  «  i  а  ДГ| лг* у--------------------„1 1 * "а, 1а*>.. .а " при —  =  —£ =  ; . .  =-12.=

®1 +  а « + - - - + а Л) /  1 2 / 1  а ,  а ,  а „
= ---- ;------ - ------------ . 3671. Экстремумы и =  Х определяются из уравнения

Ct| -f” ~г • • • Т  &п
|в , / — Хй,у| =  0, где б,у =  0 при * Ф j  и 6« =  1. 3675. Inf * =  — 5,- sup г =  — 2. 
3676. Inf г = — 75; sup г =  125. 3677. Inf г = 0 ;  sup г =  1. 3678. In fu  =  0;

sup «=300. 3679. Inf и =  — у ;  sup u =  1 + ^ 2 .  3680. infu  =  0; sup и =  

=  e~l  »  0.37. 3682. Нет. 3683. Минимум равен — . 3684. Слагаемые равны.
✓  » ±  

а1I 1 I
| * ----- +  --------  +  , , , +  ■-----■1 \а. а, а.п" /  i  i  -!л а‘( а, а , а  ) хаос* а 2 . . .а„  У 

3685. Множители равны х , = —— ---------------------- i---------------------- ( f=  1. 2....... п),

( « /Л
где ац ( i = l ,  2, . . . ,  л )—соответствующие показатели степеней; наименьшее

значение су
±  ±  ± \ ± + ±  + . . .+ ±  

О. ап

3S86. к — ^  ПЦХ[, у =  ^  т,у,-. где Af =  ^  т / .  3687. Измерения ванны
1=1 (=1

*/217, * /2 Й , - i  £ /2 р .  3*88. H =  2R = 2  J /  где /?— радиус цилиндри*
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Я я

ческой поверхности и / /  — ее образующая. 3689.
t=i <=i

Минимальная

я
сумма квадратов расстояний равна п — 2.V +  2  (*< +  ¥? +  **)• 3690. Угол

(=1
2

наклона образующих конуса к его основанию равен arcsin у . 3691. Угол
2

наклона боковых граней пирамид к их основаниям равен arcsin . 3692. Сто-и
2р Р ^  Р Зр Зрроны прямоугольника и . 3693. Стороны треугольника —  и .

2R 2R R3694. Измерения параллелепипеда —=  , и - у = - . 3695. Высота паралле-
у  з  у з  У 3

лепипеда равна — высоты конуса. 36 96. Измерения параллелепипеда ~у== •

2Ь 2с D , . tg  о — У ~2 — —  и ■ ,__■ . 3697. Высота параллелепипеда n =  / s i n a -  — --------  .__■,если
/ 1  К З  _ 2 tg  a — К  2

a  ^  arctg >^2, и Л =  0, если 0 <  а  <  arotg К  2. 3698. Измерения параллеле-
Х1—*1У1— Уг*1—г2 

m l п г р ,  
Р*

=0. 3704. y,'i4*+a*+c*. 
I С I

пипеда о. & и £  . 3699. 1 ^ £о+£У о+Сг, + В  | 1
2 К /1 4 - Д ’ +  С* ±А

где A = l / | m‘ " ‘ f + l " *  Pl ГН-I P l т , Г .  3701. — 1 = ..  3702. Квадраты 
Г | т 2 л,  | ' | «*  P*l  IP* « * |  4 ^ 2

полуосей o2 =  Xi и Ь2 =  кг являются корнями уравнения (1— ХИ) (1— ХС)—
— ХгВ* =  0. 3703. Квадраты полуосей аг =  Ь2 =  к2 и с2 =  Х* Являются кор-

I А к ~  1 DX £Х 
нями уравнения £>Х В /.— 1 £Х 

| Л  £Х СХ— 1 
nabc

3705. — —  —■ =----  . 3707. Угол падения равен
у  a2 cos2 a-\-b2 cos2 р +  с* cos2 у

arcsin sin -2. j ;  отклонение луча равно 2 arcsin sin ~  j  —а .  3708. Иско

мые коэффициенты а и b определяются из системы уравнений а [лис]+ 6  [*1]=
Я

“ = [*¥]• а [•*Ч +^я =  |у1], где [д с у ]= 2  *Ш  И т- п* Задача имеет опреде-
i= l

ленное решение, если У \  (х/ — х ,)г Ф 0. 3709. t g 2 a =  — — —= — , 
1ф 1 £-**— — |у*—(v)*J



Отдел VII

3711. F(y) =  1, если — оо <  у <  0; F (y) =  l - 2 j / ,  если 0 < у < 1 ;

F (у) =  — It если 1 <  у  <  -f-oo. 3712. F (у) разрывна при у =  0. 3713. a) -2-;
8 2е

б) I; В) у ;  г) I n p q ^  3713.1. 0. 3715. Нельзя. 3716. Нельзя. 3717. F ' (х) =*
X*

= 2 §  у*е~*У* dy. 3718. а) *'"“ 1 sin a - f  с°*“  1 c o s a )  +
X

cos а

+ . , L  ^  61 ( ^ ) х
2 * а 

X sin а  (а 4-а); в) — In (1 -fa*); г) /  (о, — а) +  2 J  Ги (и, v) dx, где и = х  +  а

о* + о а*
и v =  x — а ; д) 2а J sin (у*+а*  —а») dy +  2

а * -ао* х + а
— 2а J dx J  cos(x* +  y*—а г) dy. 3719. F ' ( x )= 3 f  (x) +  2xf‘ (х).

0 х -а
3720. F* (х) =  2 / (х), если х£ (а ,  Ь), и Я '(х )= 0 , если х £ (а ,  Ь).
3721. Р ' ( х ) = Щ £ И .  где Д 7 ( х ) = / ( * + 2 А ) - 2 / ( х + А ) + / ( х ) .

3722. f<">(*) =  (n— 1)!/(х ). 3723. 4 * - у .  3724. 0,934 +  0,42ax (прибли-

. . . .  dE Е  — F dF Е F г -  . .
зительно!). 3725. —  I dk =  к ( \ - k * j  ~ Т  ' > *>="

=  х { 2 - З у * ) Ц х у ) + ± / ( ± ' ) + х ' у ( \ - у * ) Г ( х у ) .  3732. n l „ i £ i ± i * l .

3733.0, если | a | < l ;  я  In а*, если | в |  >  1.3734. у  sgn a In (1 + 1 а |).

3735. я  arcsin а. 3736. у  In (1 +  V"2)- 3737. In .

v . Ъ— а . „  1 , Ь* +  2 Ь + 2
3738. a) arctg  1 +  , б) 2 1па» +  2 а - г 2 ‘

3741. а 5*0. 3742. Мах (р. (?) >  1. 3743. J | <  I. 3744. р  <  1.

3745. л <  0 и л >  у  . 3746. р >  у . 3747. Сходится при а >  0 и при а =
2 ft_I

= -------2— я ( л =  1, 2, . . . ) .  3748. Сходится при л >  4.

3749. Сходится при р >  1. 3750. Сходится при — 1 <  я  <  2. 3755.1. а) Схо
дится равномерно; б) сходится неравномерно. 3755.2. Сходится неравномерно. 
3756. Сходится равномерно. 3757. Сходится равномерно. 3758. Сходится равно
мерно. 3759. Сходится неравномерно. 3760. Сходится равномерно. 3760.1. Схо
дится равномерно. 3761. Сходится равномерно. 3762. Сходится неравномерно. 
3763. а) Сходится равномерно; б) сходится неравномерно. 3764. Сходится

О Т В Е ТЫ  5 П

^ sin 2**-cos 2oixdx— 
о
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неравномерно. 3765. Сходится равномерно. 3765. I. f e lO T*. 3666. а) Сходится 
равномерно; б) сходится неравномерно. 3767. Сходится равномерно. 3768. Схо
дится неравномерно. 3769. Сходится равномерно. 3770. Сходится равномерно.

3772 Нет 3776. ■ 3776.2. I. 3778. а =  ±  1. 3779. Непрерывна. 3780. Не-
2

пргрывна. 3781. Непрерывна. 3782. Непрерывна. 3783. Разрывна при а  =  0.

,7ю' 7 ' п Ы г “ ■ >’" •  t o f -  31И- ' " т -

m i .  0. 3 IK . i  >л i  . 379J. 1  t . 37S4. i„ •

3795. arctg arctg (m *  0). 3796. 1  In fm m z  a* r  m

3797. — Я (l — У 7 —lx*). 3798. я  In 1 +  ^  ~~a * .

3799. ^ s g n a . ( l  +  l « | - / I T ? ) .  3800. In ( | a  | +  | p |) ( M 0 ) .

3801. "  In P (a >  0. P >  0). 3802. - ^ - [ a P ( a  +  P ) + a s in a  +
2 a a pP •  J

+  ps ! n p - ( a s + p s) ln ( a  +  p)] (a >  0, P >  0). 3803.
ac-b*  t_ t rttj4 _ j _ t t  , r-__  Qc-b*

3804.
f  a

__b*
3806.

3812. (л/2) sgn p. 3812.1. Функция нечетная. При x  >  0 минимумы в точках 2*я
и максимумы в точках (2Л— 1)я, где * = 1 , 2 , 3 , . . .  Асимптоты

• 2
при* —►+ «о и у =  —у  п р и * — ►— оо. 3813. я  У м -  3814.1  | п| ^ Г р

3815. 0, если | о |  <  |Р | ;  -2-sgn ос, если | a  | =  ] р |; -2- sgn а , если | a | > | P | .  

3818. —■ sgn a .  3817. - J  | a  |. 3818. - ^ < x |a | .  3819. -J-! 3820. In | j  

m , .  i .  3 .2 2 , Z + f . , d | i2 + l - 2 = i . , t i , Z ^ E + ‘ , „ 5 ± g = ^ .  

3823, D (x )=  1 при | дг | <  1; D ( x ) = l  при * = ± 1 ;  D(x) =  0 

при | * |  >  1. 3824. а) л sgn a cos ab\ б) я  sgn a ein ab. 3825. -£ e~ * a l.

-  /~ я  _2£T-  . . . .  (а +  2Ь')ах-АаЬЬх +  Ы с х m / ~ £
4. у  -  e . 3805. -----------------531---------------  у  -  ,

_ b*

В. У ^ - е 40- 3*07. 3808. ^ ( / Р — У"*)- 3809. у Х

3826. - J s g n a e - l a | . 3827. ^ ( l _ e- t) .



О Т В Е ТЫ  513

зга. Ч ' + 1« 1> . - 1« 1.
_  ^  У а с — Ь* а

з8зо. i V ^ T -  3931• l / " - |? | - sin ( ^ ^ т ^ + т * 8" 0)  •

3132. К  л  cos («*+■£■)• 3833. ) ^ , | п  3835. а) ;

4  ? = = ■ » " ' > «  Р Т Т = '>  " ' ( ‘ + т ) :
О. l/~jx — —“ I fl*

* )  2р е *Р * 3837. а) 1; б) х * + у ;  в) «*«*+»*; г) _Le * cosax.

3839. ф(х) — —р = - «  ,0 * . где o  =  V o f  +  o } -  3*43. -5-. 3344. . 

3845. 3846. — 3847.  —Дг=г. 3848. 3849. -  Я
2 К  2 ' З ^ З '  * 2 У  2 ' ’ 512* ’  ~  „  sjn

ft

И 5°- -(21 ' . )П У~п. 3851. -------------  (0 <  m <  я). 3852. В ( п - т ,  т)
• 2 Т * t /ЯЛп s in---п

(О <  m <  я,. 3853. ^ ( - ^ > ( = ± 1 .  Р - Ц 1 )  ( о < ^ < р ) .

3854- ( 5 w n ^ ^ B (m + 1 ' я + 1><т > - 1- Л > - ' ) -  3“55- i *  

x B ( i *  1 - ‘9  (п < 0  или л > , ) * 3856- т в ( т 1 н г )

л >  — 1). 3857. ------^ - ^ - ( | я | <  1). 3858. - 2" * -  В f y ,  у )  (я >  0).
2 co s- у  (1—*)l T

3859- т г Ш < л >  0)- 386°- i h Г { 4 1 ) { 4 1 >  0) - 386' - Г(р+,)

( р > - 1 ) .  3862. | [ I g + l )] ( p > - I ) .  3863. (О <  Р <  D-

3864- л3- - 4 |п°рлРЯ < ° < Р < 1 ) - З Ш -'-  Й Я** 38М-2- W f *

8865. In в 2 я  осл
(0 < р <  1, 0 <  q <  1); о (p=q) .  3866. n c t g n p .  3867. jp  t g .

3868. In Y 2л. 3869. In У~2л + а  (In a — 1).

8870. - J - ( l + l n y ) .  3871. . 3878.I -----  . ™ M. l l ----- (a >  0).
2Г (Я!) cos - y -

,7  Б. П. Демидович
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г * ( 1 )

л ( т - я ) -  - ^ Т Т М "2Г (m) sin у  r ^ j

3881. / ( * ) « = £  J  ^ -^ -co sX x d X . 3882. f  ( х ) = £  j  -L = ^22A  sin Хл dX.

3883. / W - 4  J >lnX(X- a)^ 8in X ( - 6) dX.

+ 00
. . . .  - 2Л f  1 — cosaX ,
3884. f  (*) =  — \ ----- p -----cosXxdX.

+  «  +  oo

3885. , 1 Г e“ flX cosXxdX. 3888. * . =  Г e_oXsinXxdX. 
a* +  x* e J  a*+ x*  J

+ ® Хл
+ *  . .  p  COS- 5-

8887. / ( x ) = - 1  \  y ^ j s i n X x d X .  8888. / ( * ) = | -  \  cos Xx dX.

+ » . 2ялХ , _/ •  с  j  _ _ _  " T ®

. . . .  i 2/l(o l и  . . . »  . . . .  , ,  . 2 a  (* cos Xx «
3889. / ( 0 = —  j  s.nXfdX. 3890. /  W = —  J  Л -

+ »

, W = H  J  [  ( l - P ) 4 e '  +  (Ji-t-W *+a* ] с 0 8 Ь :е Л -

» « .  ; w - ^ )  l(1L- w , + ^ ' ; » + B r p g i ^  * - =
0

+  ® X* +®  M

=  —7= -  С e 4 cosXxdX. 3894. xe~ * * = — \=r  f  Xe 4 sinX xdX .
^  i  2 V ^  j

+ ®

3895. a) <f~x = | -  j  y ^ £ d X ( 0 < x < + « ) ;  6) « -*  =

- Н т т £ Л , 0 < ‘ < +  " )-

x*+a*
8898. F(x) =  e * . 3899. F(x) =  e 1 chax .

8900. а) ф {У) = « “'  (У 2* 0); 6) if (v)— ^  • —+ ' *  (V Ss 0)-
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3901. -у . 3902.

Отдел VIII
40 11 , 5C - l P - 11_1_ 5 • ? _ 40 . Н I 5 „ I  

-  з  я + 3 /» * ’ s - T + i r + 3 4 * ; ,3Т *
‘3903.9,88. Точное значение 2я (7— у Т м )»  13,20 3904.0,402. Точное значение0,4.

1 лл3
3905. б <  0,00022. 3908. 1. 3907. 3908. - j -  . 3910. / =  F (A , В)— F (А, Ь '—
—  F(a, B )-\-F(a,b).  3912. а) Отрицательный; б) отрицательный; в) поло
жительный. 3913. 1 .  3914. 1,96 < / < 2 .  3915.

1 х I I  2 1
3918. ^ dx ^ I (х, у) dy  =  ^ dy J  /  (х, у) dx. 3917. ^ dx  J  f  (дг, у) dy =

1 2д 1 х+1

- 2  J* J
3

1 I
=  J  dy  j  /(* , y)dx.  3918. $ dx J  /  (x, y) d y = ^  dy ^ f  (x, y )dx  +

0 - 2  у  0 0 0 0
2 I 1 V 1 -x *  1 У I -v *

-t-Jrfy  J  /(* , y)dx.  3919. ^ dx \  / ( x, y)dy=* § dy  J f (x ,  y)dx.
1 y - l  - l  -У Т Л » - I

3920.
т  t + V T 17, i _

^ dx J  7  (*. y )d y  =  ^ dy  J  f ( x , y ) d x .  
__L 1 - , /~ i  “  0 - V y - y *2 т -y  t —

i i  i ^
3921. [ d x [ I (*• y ) dy  =  \  dy  J  f ( x , y ) d x .

- I  *• 0
- i  у т ^ г» i - v — >

3922. f ^ y ) dy + \ dx  $ f ( x .  y )dy  +

V i'rjfi f2 VT^I* 2 0
+  5 / ( * , * > < / ? •  +  $<** J  f  (*, y) dy.  3924. /(JC, y )dx  +

V T ^ x *  1 -V 4 -X * 0 _v_
2

4 2 0 2 VT+y
+  ̂  dy ^ f  (x, y) dx. 3925. $ ^  $ И *. U )dx+

2 JL “ * - 2  VT+y

8 2 - 0 1 
- f f  dy J  f ( x ,  y) dx. 3928. ^ d y  jj f  (x, y) dx.

0 - 2  V 1 +y 0 V~y
0 V T ^ y i  I V 1 - y

3927. J dy J  f ( x , y ) d x + ^ d y  J f ( x , y ) d x .  
-1  -V \ -y*  о - V T ^ y

17*
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1 1 + ^ 1  - у »
3928. J dy  J  f  (x, у) dx.

О 2 - I I

3929. J dy
о

'a - l a 1- у* 2a I 2a 2a
J f ( x , y ) d x  +  J  / ( x .y ) d x l  +  J  dy J /(x , y)dx.
VL а+К^ПГр I a
2a '  2a

I  < 1 л  -  arc sin у  О 2 л  + агс> 1пу

3930. /(* . y ) dx■ 393|« ^<*У 5 К * ’ ^ dx~  S dy 5 K x >y)dx-
О е* 0 «1С«1о у - 1  я - a r c s i ny

3932. 3933. ^2 V~2 — j  а ^ " 5 . 3934. у .  3935. 14а«. 3 9 3 6 . ? ^ .
Я

2 л  а 2 а со* ф

3937. \ d<p ^ r f  (г cosy ,  г sin ф) </г. 3938. ^ dip ^ r f  (г cos(p,rsinq>)dr.
0 0 я  о

-  2
JL -4 r  cosec f  ф + -?Л 

2Я | Ь | 2 » 2 \  4 /
3939. ^ dtp  ̂ rf(rcostp, г sin ф) dr. 3940.  ̂ dtp ^ rf  (г cos <р, г sin ф) dr.

О | а  | о О
я  а sin ф З я  а

Т  cos* ф 4 »in ф

3941. ^ dip ^ r f( r  cos ф, г sin ф) rf/- -J- J dip  ̂ r f  (г cos ф, г sin ф) dr +
0 0 JL -

4
a sin ф 

я  со*1 ф

-(- J  dip ^ rf (г cos ф, г sin ip) dr. 3942. В той случае, если область интегра- 
Зл О
4

ции ограничена двумя концентрическими окружностями с центром в начале 
координат и двумя лучами, исходящими из начала координат.

л  1 л  I
4 СО! Ф 2 ып ф

3943. ^ dip ^ rf (г cos ф, /• sin ф) rfr 4-  ̂ dip ^ rf  (г cos ф, гв!пф )(й-=  
о о  Л  0

4
я  , 1

I т  V~i " с,|п т
с= J  г dr J  /(гс о в ф , г sin ф) ^ ф +  J г dr J  /  (г cos ф, г sin ф) dip. 

о о 1 ___  I



3945.

3946.

3947.

3948.

3950.

V I

+!
3955.-

3957.

3959.

Я 2
3 cot ф 2 У  2 4

§  d<P §  rf ( r) dr §  r/ ( r) dr +  J  —arccos y ' j  rf (r) dr.
я_ О o 2 У~2
4

I . У  t +4r*— IЛ. —  .  arcsin------- - —T  cos ф 1 2 r

f  dtp  ̂ r f  (r cos <p, r  sin t p ) d r = ^ r d r  ^ /  (rcos ф ,/■ sin ф) лф +
0 «In Ф 0  o

cot* ф

о т в е т ы  517

V~2 *rc,ln -----27-----
+  J rd r  J  f ( r  cos tp, г в т ф М ф .

Kl + 4r*-l

Iarccos —

4 a V'cos 2ф
J dtp ^ rf (r cos ф, r sin ф) dr ■■

1 r«— arccos —2 a*
J  r dr J  f  (r cos ф, r sin ф) dtp.
о I r*

——  arccos —2 a«
arccos -2. _  -L »rc sina a a 2 2 a*

^ dr J  /  (ф, /•) dtp. 3949. ^ dr ^ /  (ф, r) dq>.
0 r 0 1 , r«— arccos — —  arc sin —a 2 o*

a a I I
J dz- ^ /  (ф, г) 4ф. 3951. 2л ^ r f(r )d r .  3952. л J  r f  (г) dr -f-
S Г 0 0л

2

^л  — 4 arccos у  j  r f  (r)dr. 3953. у  ^  /О в ф ) cos* <pdq>. 3954. ^ y * .
л 

"  2
______  _3

. , 956 1  . Ь* +  Ь(Ь +  Л) +  (Ь+Л)* +  (2Ь +  Л) V b  (b +  h) . 2  f  JL \ 2 
■ 5 '  y e ( a - l - / i ) ( K  f l + K a + f t ) ( ^  H K H f t )  ’ 2 ^ “ /  *

J  “ d“ J  f  (“ . «») dv- 3958. j  f  • “у " )
a a  1 - aa

я
2

4 ^  6ins ocos*t;rfo ^ u f(u c o s* o ,  u sin*y)du . 3961. u =  xy t o =  x — y.
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1s
• I - I

I  * __________‘

3962. J  / (u) du. 3963. 2 ^ V l  — u * f(u  У  ai  +  bi + c )d u .  3964. In 2 ^ /  (u) du.

3965. i .  3966. - i .  3967. | nab. 3968. . 3969. 543 ^ .  3970. 1 ^ - I n 2 .

3971. 2л. 3972. 3973. - | + 1 .  3974. ±  *  +  8 In J - ± J D

3975. 6. 3976. 1 ( 4 - 3  K 2 '+ 4 V r 3). 3978. / ( 0 ,0 ) .  3979. у  F (t).

если t  > 0. 3980. 2 7 7 = = = 5  dxdy .  3981. F '( 0  =
(x-0*+(V-<)* <  .2я 2

=  j  t f  (t cos <p, t  sin <p) dtp. 3984. ^ - 2 1 n 2 j e * .  3985. j ( P  +  q)V~P4-

3986. яа*. 3987. 3 ^ 33 ~ Я а». 3988. In (l + / " 2 ) .  3 9 8 9 . ^ .

3990. a *  ( i p + a r c s i n - ^ p ) .  3991. 3992. у  X

Г 2я (a *  b * \  « V I  , 99,  ab(a*  b * \  a*bk(ak +  2bh)
| r F l l * r + *i ' J + ^ J  ’ t U 1* * / '  S994- 6Л*(а* +  М )* ‘

1 (ob)* ab , o a c  (P  oc) (b2 a * )  , „ 0 7  a *  0

,И 4 Х  Ш ~ ’ 70 ’ 8в>в’ 2 ( a + l )  ( P + 1 ) ‘ 2
3998. - J f o - p H s - l - ) .  3 9 9 8 .1 .1 - ( 6 » - C»)(C- » - d - « ) .  3998.2. f) X

/  £+2 £ ± i \ /  _ £ ± I  _ £ ± I \  fiC t QQ / .
X ^ * - р _ в * - р Д  с « - ‘ - d  4~ l J  . 8999. щ й .  3999.1. i ^ U r c t g y - f

+  ̂ a b .  4000. j (  У Ъ - 2 )  arcsin 1 .  4001. у з у -  4002. у  [(о*—t>j) X 

X (sh2«s— sh 2«j) — (и ,— u j  (sin 2о,— sin 2»!)]. 4003. у я а * .  4004. Z ~ j ‘

4007. 4  - 4008. 2 ^ 2 — %-R*. 4009. ^ . 4010. n . 4011. n. 4012. ~ 2 l n 2 .
О 4 О lUO 1Z

4013. —1— 4 0 U- ТГ- 4015. Ц я .  4016. -^a» . 4 0 1 7 . ^ .3 я  4 4 У 8 32 9 8

4018. я ( 1 — <>-**). 4019. 2a*c . .«) (” —2) . 4020.-J . 4021 .4 -яд6с(2— y "2 ).
Я4 о о

4022. у я а Ь с (2  У "2—  l ) .  4023. . 4024. j  nabc. 4025.

4026. |- а 6 с (З я  +  20— 16 К 2 ) .  4027. я (Ь * у а , ) . 4028. |- а « .  4029. 1 .

4030. —  1п-£-. 4031. J r .  4032. Д я а й с .  4033. 5 ^ .  4033.1. ( л - т ) Х  л  сс оо Zoo 12о

Х ( , 4. 3. ,  « » ■  - ^ + 1 ^ -



4036. -^я а*  (2 У~2 — I)- 4037. 16a*. 4038. 8a* arcein — . 4039 ——
a Y i t  '

4040. 8a*. 4041. n  У~2. 4042. . 4043. -  ( l  +  J .  In 3 )  +

+  y arctg  7 T  4044- ? ( 20~ 3jx)- « 4 5 . 2a*. 4045.1. i [ 3  УТо +  ]п(3 +  VTo)].
_3_

4 045 .2 .1  abc ( p + p ) '’ * [ ( ^ + ^ + - ^ )  ’ “ г ]  '• 4045.3. <- ab (2 ^ 2 - 1) *

X arctg  1 /  -2-. 4045.4. In ( e + e ~ J). 4046. S =  4 n ( 3 + 2  V I )  а*; V = J ? l aJ r t> г у  з

4047. (<р,—qpi) (sin ф ,— sin ф^ R 1, где долготы меридианов, ф ь  ф* — ши

роты параллелей, R — радиус сферы. 4048. я  | а  ]^а* +  Л* +  Л* In —  •

4049. S =  a(q>,—ср^ [Ь(ф ,— ф^ +  а ф п  ф ,— sin ф,)]; 4л*а&. 4050- со =
=  arcsin - у =  66 г ; 4051. ^ [ 2 - f  У~2 In ( i +  ■ У~2)].

у  (а*+6*)(а*+с*) 3 1 ^
4052. х0= — у ; у о = — в. 4053. х0 =  у0= —  . 4054. =  //о — зКг>л

аб2 яа  5 16
4055. * 0 = ^ 1  И» =  1 4 3 . 4»56. * , =  У о= т . 4057. *0= | - а ;  а.

5 а4058. х0= я а ;  у0= — а. 4059. ; у0= 0 . 4060. Парабола у„ =

=  1 / 3 0 ^ ; .  4061. / w =  ̂ L = * l I ( f t  =  |fc1- f t t |) .  4 0 6 2 ./*  =
а* . . .  _ . . . . .  , 21яа4 , 49яа4 , , . Зла4 

;/у  =  ̂ ( 1 6  — 5л). 4063. / х ----- ^  ; /у — 55~ • 4064. 1Я — I v -

о т в е т ы  5 1 9

О п д 4  д4
4065. / , = / „ = - £  а4. 4066. / , = ^ - .  4066.1. - j j .  4069. ' в = Щ 7= .

4070. X  — ahl \ Y  =  0, где X, К — проекции силы давления на оси координат
Ох и Оу. 4071. Я1 =  я а !б ^Л — —  a^j ; Р , =  яа*6 • 4072‘ Проекции
силы давления на оси Ох и Ог, расположенные в вертикальной плоскости, 
проходящей через ось цилиндра, из которых ось Ох— горизонтальная, а ось
Ог — вертикальная, соответственно равны: Хг= — яа*6 |^Л— -■ cos a  j  sin а ,  

Zi =  —  яа*б ^Л — y c o s a j  coso ; Л , =  яа*6 ^Л- J - y c o s a j  s»n a > Zt 

=  яа*6 ^Л- f - y  cos a  j  cos а .  4073. Проекции силы притяжения 

Ох, Оу, Ог, соответственно, равны: X = 0 , Y  =  0 , Z =  — 1 Ч _  |&—Л 1 +

+  у  а* +  (й—Л)*— У  а* +  61}, где Л— постоянная тяготения. 4074. рсp= - j p 0.

4075. A = ^ ^ 2 a b  У * Т Ь * + а Ч п Ь+  У + Ь Ч п а + У  .

4078. 4077. 4° 78'

2 — 

на оси
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4079. —  nabc. 4080. —  . 4081
5 Ь

1 й я  1 -ДГ

S S dz S y< *)dy +

1 l-Jt \  1 I * 1 -0  > I - y  \
+  C dz ? f ( x ,  y, z)dy  |  =  5 *  H  dy 5 f ( x , y , z ) d x + ^  dy J f ( x , y , z ) d x \ .

X  г - X  ’_____ 0 _  '  0  г - у  x  0  >
1 1 V z ' - x *  1 2 У г ' - и *

4082. ^ d x  ^ dz J /(* • У' z ) d y = ^ d z  ^ dy J /(* • У’ *)<**•
■1 I ■* I -V  2>-X* 0 “ *

1 /ДГ» I X*+l 1 ч

•3- \  dx A  dz ^ f ( x ,  y, z ) d y +  J  &  J f ( x ,  y, z )dy  1 = 
о '  О О X* VT^Ji *

I , V 7  I l i  ч
j *  j  Ф  5 f ( x , y ,  z ) d x +  5 d y ^ f ( x , y , z ) d x ^  +
0 '  0 VTTpi у  7  0 )

+ S dz § dy $ /<х* У 'г) <tx-
* к г п  vi= 7‘

I 2
4084. 1  J (x -£ * )/(J )< f£ . 4085. I  j  (2 -2 * ) /  (г) d z + ±  j  (2 -г )»  /  (г) </г.

4088. F°(/l, В, С)— / 1 (Л, В. с) — F ( ^ .  Ь, Q — F (в, В, C) +  F ( ^ ,  0  +  
+  F (а, В, c) +  F (e , Ь, Q - F { a ,  Ь, с). 4087. . 4 0 8 8 . ^ ( 2 / 1 — 1).

я , I 1— »rclg -cos<p cos rj cos Ф

4089.  ̂ d f  I cos tf dip \ r*f (r) dr. 4090. Л ° —,
0 0 tin ф

. . . . .  i f .  « « .

s ( s i - i ) < 4,- “4 [ |P, - “,i ( l + 4 r ) + 4 " " r ] -  4CM- 4 -
« . . .  3 ( « -2 ) .  « . . .  гдс „ М . , )  r - m -

=  4л/*/(<*); б) F ' (/) =  J - p ( / )  +  J j* J  х у г / ' (xyz)dxd!/<iz| , где t  > 0 и

V =  { 0 < x <  /, 0 < y < t ,  0 < г < / } .  4099. 0, если одно из чисел т, п и
4л (m— 1)!! (л — 1)!! (р— 1)!1р нечетно; —  > yfJ > если числа т, п и

т  +  л - г р + З  ( т  +  л -j-p-j-1)!!

,  —  . .« ■  ^ ' Н ^ у + 1 ) - . . . . .  I -  . . « •  I

4103. у в * (3 л  —4). 4104. 4105. т ^ (3 я —4). 4108. у  я . 4107. яв*.

^ р ^ - .4 1 0 9 .  у .  4110. у  ( 2 -  / 2 ) ( * * —в*). 4111. у ~  • 4112. у  abc.

А
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4130. --------------------------- — Х' У  , \ н 4131. -g-. 413?. 4яр„ ( - f  +тп +  тр +  пр '  * * * '  * 1 ь

41П.1. . «П.. ( 3 -  YT). 4.U. •« * , .  ( | )  .

. • I .  йЬс (  а , 6 Л /  а* . Ь* \  . . . . .  аЬс ( т )  аЬс
41"- «Г U + t ) - ( v + v )  ■ 4" ‘ « Р - h V -  * " ’ • ЕЙя-

Л *
41 It. у .  41 It. I. 4118.2. 4118.3. 4119. i- a * .

4120. y ( 6 » - a s) 4121. ^  a*. 4122.

4123. - |а 6 с .  4124. 5aftc ^ . 4125. 37:27. 4126. V =  ̂ ! ; S  =  ‘̂ X

Х (6 /  2 +  5 /  5 - 1 ) .  4127. 4128. . 4129. ---- 5 l _  . - £ £ 1 .
1Д | 3 1Д 1 З/i sin -5. Л

г Ш г ( т ) г ( т )  з . / 1
p / J __.__j . __j_\ " • 4 ,3 ‘ - 2 -  4 ,3?- 4ярв [ j '

\  m n p J

+  e- *. 4133. fo , 0, • 4134. x 0 — y0 =  -^-a\ z° =  "30”fll'
7 7 3 3 3

4135. *0 =  -jflP; y« =  0; z , =  j ^ p .  4136. x , =  jH ;  Уо =•§-*; z0 =  -g C.

4137. * , =  y0 =  0; ? . =  y .  4138. X, =  ye =  l; Z , = - | .  4139. x . =  a;

п - т о *  4I4C- * • - * - *  * . - » •  4 ' 41- t = t = t -

- т ’ 4т т —('4 т ■4MI-*«=a: Уо=Р; T*4,w- /* /==̂ ; /»*“ ^ !
\  я /  \  n J

/ «  =  ^ - 4144- / * i /= ] 3 « afcc*; , v  =  ̂ ”a*bc’ / гх = 1 я а * * с .4 1 4 5 . / x„ = ^ r - ;

4U6- ' - =  w < ,5" - ,6>;

/1* =‘тй г (,05я~ 92)' 4147- I x „ = - j nabc3' I * z = - Y nabir’ *v*="T •па’6с‘
15л» . . .  . 15л1 _  я*4 ,4 7 ,.  / , ^ r 2 8 T = ^ . 4 U 7 . 2 . / w =

. - Ш Й  , f 1 r’(IW4) , r  r . -
“ 5 ? -------- r ( I )  W *------- r ( I ) -------  5 n

Х Г ^ П | 5- | Г*^- -abc*. 4148. / ,  =  yg . 414». =  / 2 - 5 ) .  4149.1.у  a».
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4150. -g-Л!/?*. 4153. /  =  - у - ^ a * - f - g - , где М  =  2яр0а*А — масса цилиндра. 

4154. / 8 =  " г° ,р° . 4155. и = 2 л р 0н и  „ = 9 n n . ^ R *— , если / - < £ ;  и =  - ^ ^ >0, еслиЗл

г >  R .  где г =  У  дг*-t-y ' +  z1. 4158. и =  4л J* /  (р) min dp, где

y rF + y i + z r - <157. « =  яр0|( А — г) \ а* +  (А—z)* +  z / а *  +  г*—[(А—г )Х

‘ А — г +  K t f - H A — » ) *  Ц

|ГУ  а*
4158. X  = 0 ;  Г  =  0;

а, если | а | <  /?. 4159. Х =  0; У = 0 ;

Х |А — г | + г | г | ]  +  о2 1п

z = - j m , 'CJ," | e | > / ? , z = - ^ !
Z  =  — 2лр0Л { У  а2 +  г*— У а*-г-(А—2)* — (| г | — |А — г |)}. 4180. Х = 0 ;  
К =  0; Z =  — nkp0R  sin2a .  4161. Сходится при р > 1. 4182. Сходится ири
р >  1 и q >  1. 4163. Сходится при р  >  - 1 .  4164. Сходится при —|— <  1.

4165. Расходится. 4169. ; ^ ------ — {р >  q >  1). 4170. — р ( Р >  1). 4171. 2л.
УР — Я) (9— 1) Р —  1

4172. - ~ з у  (Р >  !)• 4173. я]/~  2 ( У~~2— 1). 4174. 4175. я .  4176. - у .

где 6 =4177. 4 -  4,7в- - 7 =Г« 2 К б
пеа2Ь3

a b d

!ь cl И д== b e e
1» С| d е f

4179. — а*.е

4 1 8 0 . ---------------- — . 4181. Сходится. 4182. Сходится при р <  I. 4183. Сходится

2 (1 —е*)Т

при 4 |84 - Сходится при р <  1. 4185. Сходится при р <  1. 4187. - у .

Л* ч
4188. яа .  4189. — п 2. 4190. 2. 4191. Сходится при р >  ■ 4192. Сходигся

3 1 1 1
при р  <  у .  4193. Сходится при + — <  •• 4 |94- Сходится при р <  1.
4195. Сходится при р <  1. 4196. (1 — p ) - i ( l  — ̂ ) - i ( l _ , - ) - x  (р <  I, q <  1, 

г <  1). 4197. - у - .  4198. 2лВ 1 - р )  ( р <  1). 4199. я \  4200. j / ^ ?  . 

где А =  | в/у |. 4204. а) £  ; б) -  (3/*2Ь ‘) .

4207 _______?_______ 4208 2nAlAt —  А„
( л - 1 ) ! ( 2 « + 1 )  • 420в- | А |

я- t  п

4205. - V .  4206. j J - r .nl 2пп.\
4209.

4210.

4213.

пГ т
у  a ja , . . .  a„. 421I. * пПя  ‘ а

Л + 1
я —

W )

G+0 '

4212.

а1а1 • • • ал
п\

п- i  
л  * аЯ_1А*

12Г

. 4218. Я"
Т  Г — — 1

T 7 T T J du• 42 ,в- « = { |я * р 1 /? * .

ы  °
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4220 л" —5- .  I a n  j bi I
у  ~g~e • гДе и Д = |  •£•••“"• j— окаймленный определитель.

4221. 1 + / 2 .  4222. ^  a*. 4223. 2л*а* (1+2л*). 4224. (ch  * 2 / ,— l )  . 
-2. _

4225. 4а * . 4226.2 ( * • _ ! ) + »  « .  4227. 2а* ( - 2 / 2 ) .  422».

4229.2а*. 4230. i .  4231. 5. 4232. / 1 .  4233. |х 0 | +  | г в |, где | х , ! < я .

( | / Г ? + 2] / Г ? )  * 4235‘ 0 + Т ? )  1 ^ -  4238. a / 2  X4234.
4 / 2 '

X a rc tg -  [ 1 1 = - .  4237. ^ - (З в *  +  4я*6*) 4238. яа*.
V o*—i* J  3

4239• - j  [ ( 2 +  /о)* — 2* ]  . 4240. [  100 / 3 8 - 7 2 - 1 7  In £ 5 ± ^ 8  j  _

. . . .  Л  | a ro s in e \ У a}— b%4241. 2b I 6 + a — -— 1, где e = ------ - --------- эксцентриситет адлипса.

4241.1. - |p * ( 2  / 1 2 — 1). 4242. ~ [ ( 3  / 3 - l ) + j - l n  3 + 2 ^  j .  4243. x, -

~ b- a V j ^ a '  ye- T + 7 p f e p  4244’ 4244J* =

=  S „ .= - |a * .  4244.2. ла*. 4244.3. a) j  a*; 6) e*. 4244.4. r , = - p = -  .

4245. x0= y 0 =  * o = -^ -  • 4248. x0= - | ; y0 =  — у  J г # = у . 4247. / ,  =  /„  =  

=  ^ + J ^ j  /  4л*а* +  Л*; / ,  =  а* У4л*а* +  Л*. 4248. а) 0; б) - | j  в) 2. 

4249. а) 2; б) 2; в) 2, 4250. — -Ц . 4251.у .  4252. 0. 4258. —2яа*. 4254. —2я.

4255. 0. 4256. 0. 4257. у — 1. 4258. 8. 4259. 12. 4260. 4. 4261. —2.
а + Ь х ,  у»

. С f (u )d u .  4283. - у .  4264. 9. 4265. J q > (x )d x + J  (g)dy. 4268. 62.
О Xg Vt

хз <>9
4287. 1. 4268. я + 1 .  4269. « " c o s t— 1. 4271. г = - ^ - + х * р —ху* — - у + С .

**” • 1 7 ? ‘ М е Ъ Т 1 + с - « г ^ 5 г + ' “ I « « •  * =
дп+1яц а»+ *

= * * + /(х —у + 1 ) + у е * + С .  4275. г = ^ п 4*78. *=&хп § ^  х

X ( a r c tg - ^ ) + С .  4278. | / й | С  . 4279. 1 .  4280. — яа». 4281. 2я / 2 а *  X

X sin ( J “ « )  ■ « 8 2 . 4283. —4. 4284. —53 • 4285. 0. 4288. Ь— а.

4282
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Х% 9% *■ *% + Уг+*ш

4287. $ ф (дс)Л с+ $ Ф ( уМ у +  5 х (*М*- 4268. 5 /(«)<*«.
х , ____________ и ,  *• * i  +  V i  +  * .

К  *;+»*+**
4281. J  uf (и) du. 4290. u = - ^ ( x * + y ,  +  z*) — 2xyz-\-C. 4291. и =

у
=  * —у + у + С .  4292. « = 1 п  У (х  +  У)* +  г»+агс1В ^ + С .  4293. Л =  

=  - m g ( z t - i О- 4294. /1 = _ А  (а1_6>). 4295. Д = *  , где

г/ =  / * Г + У ? + 5 * (* =  I. 2)- 4296. I = j j § y * d x d y .  4297. - 4 6  J .  4298.
s

4299. —2лаЬ. 4300. — — 1). 4301. 0. 4302. / , — / ,  =  2. 4303. Л" " '5 ^ , ---- -- ,  g
m

~24304. m S+«rSp(y,) —в^1ф (yi) — m (y t — y j  — -£ -(* ,—x t) (y t + y , ) .  4305. P  =

=  , Q =  k x - \ - ^ ~  , где и —дважды дифференцируемая функция и й —посто-
а э

янная величина. 4306. ^ [ x F ( x ,  y))— ^ [ y F ( x ,  у)]. 4307. 1) / =  0; 2) / = 2 л .  

4308. яаЬ. 4309. ^  nab. 4310. . 4311. |- а * .  4312. о*. 4313. 1 1 4Л8 ----- ----- 6 • 2 ........................... 3 1 9 у з

n(il 
Ш '

U :-*)«!1 1 лsin — п J

4314. - £ в ( 2 т + 1 ,  2/Z-4-1). 4315. 4316. ^

abc2
4317. 2(2„ + | j - 4318. я ( л + 1 ) ( п  +  2)/-*; блл*. 4319. я  (n — I) (/*— 2) л*; Giv*.

4320. 4a*. 4321. sgn (ad—be). 4322. / = ^  sgn ^  . гАе сумма распростра

нена на все точки пересечения кривых: ф (х, у) =  0 и ф(х, у )= 0 , лежащие 
внутри контура С. 4324. I — 2S, где S — площадь, ограниченная контуром С. 
4325. Х х ( х 0, Уо)+У'у(*о< У»)- 4328. Проекции силы на оси координат равны:
Х = 0 ;  У = — , где к — постоянная тяготения. 4327. и =  2лх/? In -4- , если яа* R

Р =  У **+У* < R .  и =  2яуЯ  In 1 , если р >  R. 4328. Ря  cos тф . / ,  =

=  -jjj- P" sin тф , е с л и 0 < р < 1 ;  /1 =  - ^ - р - ‘* cos тф , / , = —  p-"> sin тф , если

p >  1. 4329. и =  2л. если точка А (х, у) лежит внутри контура С; и = л ,  если 
точка А (дс, у) лежит на контуре С; и =  0, если точка А (х, у) лежит вне контура С. 
4330. K i = n p m cos mcp, /С, =  яр “  s in /п«р, если 0 < р <  I; K i = 0 ,  К1 = 0 ,  если

Р =  1; =  — ^  cos тф , /С, =  — sin тф , если р >  I. • 4339. Q •=•

-? (
ди , dv \  , , ди , dv г  1
W + W )  у; d 7 + ^ = 0 - « 4 0 . l l x = k i  j )  [ ( п - ! / ^ - ( С - г ) ^ ] ;



* » * ■ "  T f l / / х= « ^ - L к * —ж)rfy _ ( n _ y )rfx j.
e  с

«341. / j — / 1 =  ( 4 л - 2  / З ) п « .  4342. у  n У ^а* . 4343. ла*. 4344. — (l -Ь У~2)-

4343. ± ^ 1  +  ( К З - 0 1 п г .  4346. -Ig f f - ' . 4347.

+  7 г )  • 434#. я 1 [о / 1 ( - а , +  1п(а +  \  I и>(]. 4343. ^ s i n  а  ctw*tt ( о < а <  

< | ) .  <3=0. “  f M  4 3 S 2 .M 1  +  6 J 0 1 .  _ i L . .

4353. < w . 4 3 М . Э , 333.

4 3 56 .  Х '  =  у а =  : г а =  1 ( У Т + Т ) .  4 3 3 6 . 1 . 0 ) 4 0  в»;  б > .я й  | ^  ( «  +  / /* )  +

2 1 V  3- \-— Н’л . 4356.2. ~ j g - • 4357. Проекции силы притяжения на оси координат

Х =  0; К = 0 ; Z =nftm p0 In у . 4358. ы =  4лрв min ( а , j ,  где гв =* 

=  +  « 5 9 . F ( / ) = - f g - ( 3 - f 1)*. если | / | <  / 3 ;  f  (0  =  0. еслн

| / 1 >  / 3 .  4360. f ( / ) = n (8  -| .^ 2)-/«. 4361. F = 0 ,  если t < r — a ; 

F =  —  [а* — (г — /)*]. « л и  г —а < / < г  +  а; F =  0, если / >  г + в  (/ SsO). 

« в .  W .  4363. [ Ш ^ + Ш = т + М £ ^ М ! 1 ]  * .  4364. 0.

4365. J£-(a*b*+a*c*  +  i>*c*). 4366. ^ - ( а  +  6 + с )« * . 4 3 6 7 .-л а * /3 .  4368. ^  . 
flPC о о

4369. г п л -S. 4370. 0. 4371. — 2лв(в+А ). 4372. 2лRr*. 4373. — у  а*. 4374. 0. 

4376. 3 (x*+y* +  z* )dxdydz .  4377. 0. 4378. 2 j \ \ •

4379. A u d x d y d z , r A e A u = ? £ + j p  +  y ! .  4380. 0. 4384,-у ( а * + у ) | с | .
V

4385. 4385.1. 2л*а*6. 4387. За*. 4388. у-ла». 4389. 1. 4 3 9 0 . - ^ - .

4392. а) /  = 0 ;  б) /  =  4л. 4401. а) grad и (0) = 3 / —2J— 6ft. | grad и (0 )1= 7 , 

cos а  = у  , cos Р =  — j , cos у  =  — у ; б) grad и (Л) = 6 /  +  3/, | grad м (>4) | =  

=  3 / 5 7  cos а  =  cos Р =  у = .  cos у  =  0; в) grad и (в) =  7/, | grad и (А ) |= 7 , 

cos а  =  1, cosP =  0, co sy  =  0; g ra d « = 0  в точке М ( — 2, I, I).
4401.1. grad и (Л1) =  12/ — SJ — 20ft, | grad и (М) | = 25 , c o s a  =  7jg-, cos Р =

о т в е т ы  525
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=  ~ c os 7 =  — g -; 4402- ■) хУ =  г*' б> Х = У =  О и х = у  =  г;
4 (х* 4 - 1/*) 4г* jc* 4 - 1/*

в) х =  у =  г. 4403. r =  I. 4404. и* — 25(Г^~~Ц*'=  1 (uSs 16); — ---- h
7 *  8  _max u =  20. 4405. cos < p= — g- . 4406. Поверхности у р о вн я- 

полости конусов; поверхности равного модуля градиента—торы; inf н = 0, 

sup u =  1; inf | grad и | =  0, sup | grad « | =  ± . 4407. , grad •

4409. а ) у ;  б) 2г; в)—-£  . 4410. f  ( г У у  . 4411. с. 4412. 2г (<?•<?)— 2с(с г).

4415.1. a) grad “ =  ■§“  r^e е Л =  /с о з ф + У  sin ф,
е<р =  — /e in  ф +У  cos ф, e z =  k — орты, касательные к соответствующим ко-

du , 1 ди . 1 ди 
ординатным линиям; б) grad « =  -^ -  е г + ~ ~ Щ е 9 Н—r Sin 0 dip g(p’ ГДе вт~
=  I  cos ф sin 0 + y s in  ф в т  0 +  А cos 0, ев =  1 cos ф cos 0 +У  вШф cos 0 —Л sin 0, 
е$  — — /s in  ф +У  cos ф— орты, касательные к соответствующим координатным
линиям. 4416. ^ L = ~  , где г =  \  х* +  у* +  г1; ^  =  | grad и | , если а =  Ь=с.

л л п  ди _  cos (/, r)  . du „ ....... . . . . . . .  ди grad и grad v ди _ п
ai ™ • * л• _  и» если I I I о• .. — , « • * -л ”  а/ г* dl dl |g ra d t; | ol

если grad и J_ grad v. 4419. fl =  ■ ( У -‘-У’+ У » )- /  ( У +  * .(*-»)»
(х*+ у*+ г* )

4420. у = с ,х ,  г =  с,х*. 4422.1. div a  (Ai) = - ^  ; П = - ^  яе*. 4423. 0.
1ZO  I / O

4425. div (grad « )= Д « , где =  . 4426. /*(г) +  -£ / '  (r); / ( r ) =
С, 2 V (г)

=  <4— — , где с и с ,— постоянные. 4427. а) 3; б ) — . 4428. (с-г).

4429. 3/ (г) - f  rf'(r); f(r) =  ~  , где с — постоянная. 4430, a) иДи-f  (grad и)2; 
б) иДи+ g ra d  u-grad г, где Ди—оператор Лапласа. 4431. div t»=0; div to =

= —2g>*. 4432. 0, вне притягивающих центров. 4433. div a = y ^ ( rflr ) + ^ j  » 
где ar, вф — проекции вектора а  на координатные линии ф =  с о т 1 и r  =  const. 

4434. d ,v e = J ^ [ ^ ( M W a e) +  A (A r£av) +  ̂ (L A f a w)J , где аа, av , aw —  

проекции вектора а  на соответствующие координатные линии и

- / ( * ) ■ + ( * ) ■ + ( « ) * .  

N =  ~V { d w )  * Если г-Ф* *— цилиндрические координа

ты, то div a = — (гаг) +  +  г ^ j  ; если г, 0 и" ф—сферические 

координаты, то div в = 7Г^  [ ^ - ( г ^ п в ) + г ±  (ae sin 0) + г ^ ]  .
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4436. а) 0; б) 0. 4436.1. rot а  (М) =  — j l —У + у  *, I rot a  (Af) | =  ~  У~Ш ,

cos а =  -  5 , cos Р =  ■ , co sy  =  — 4437.  •) ■ ^  [rxc];  
/ Ш  V 141 »Of4l г

б) 2 / ( r ) c + - £ ^ - [ c ( r - r ) —r(c - r ) ] .  4439. а) 0; б) 0. 4440. Toto =  2al.

4440.1.r o t (rav ) — “5~ j  Л, где а ф и а , — проекции вектора а,

соответственно на координатные линии г =  const и ф = const.

4440.2. a) rot a  =  е г + ( )  г ф + т [ | ? ( гвф ) - ^ ]  **• 
где ar =  ax cos ф-f-Qy sin ф, av = — ax  sin ф + а „  cos <p, az = a z; 6) rot a  =

“ 7 1 ПГ 0 [ ■ &a v S i n 0 ) [ ^  '  ^ - ^ {,'e,P)] ee + 7 [ ^ ( r a e ) “
da 1---- ev , где ar = a x cos <p sin Q + a y sin ф-sin 0-fa* cos 0, ae = a x  cos q> cos 0 +

+  ows in 9 c o s 0 —ez s in 0 , av  =  —ax  sin <p+av cos ф. 4441. а) 0; б) яЛ*. 
4442. а) 0; б) 0. 4443. я . 4 4 4 4 .^ - .  4445. 0. 4445.1. у .  4447. 4 я т .

П д

4446. 4450. cp -^-= *d iv  (Л grad и), где с— удельная теплоемкость и
f = 1

20 3
р — плотность тела. 4452. 2я2b2. 4452.1. 8 - ^ —-1П2. 4452.2. -^-{З+е4— 12е- *). 

ГВ

4453. J  f ( r ) r d r .  4454. а) 2я; б) 2л. 4455. а) Г =  0; б) Г =  2ял, где п — чис- 

ТА
по оборотов контура С вокруг оси Ог. 4455.1. r o t a  (M )— —J ~ 2 k ,  

Г =  — я  (cos Р + 2  cos Y)®1* « 5 8 . Q =  )  ** dy[

t o y , * *  —  *  . . .4 .7 . . . „ ( H . + . I + C ,

.1. J - .  4458. u =  — . 4459. и (x, у, г) =  У — , где г/ — расстояние
3  Г f  i

менной точки М (*, у, г) от точ 

J i f  (I) dt, где r  =  V х * + у * + г* .

4457 .4 Г
1=1

переменной точки М (*, у, г) от точки Af/ (* =  1, 2......... л). 4460. и (дг, у, г)
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Изучим теперь свойства линеаризованной оценки й\ (л). Для этого сна
чала вычислим характеристики независимых случайных величин 6,:

Еб/ =  Е [e* -f  2ву +  0 | «= Dey =  о2.

Об/ =  Е [e j +  2e, У * /"+ ® ]2 — а 4=>

■= Ее) +  4 [ Ее^] -у/ху +  0 +  4Ее2 (лс, +  0) — а 4 =

=  За4 +  4а2 (л^ -f  0) — а 4 =  2а4 +  4а* (х f +  0)
Следовательно, при любом N

N  N

Еду < * ) - 4 - £ Е (2Г/ _  Xj) =  £  (а* +  0) =  о» +  0 
/ - 1  / - 1  

(т. е. оценка 6 v (л) смешена),

< « > - Ж  £ >  ж  Z 0» / -
/ - 1  / - 1

=  ^ [ 2* а 4 +  4 а * £ > / +  0)1.
/ - 1  J

При Аг -► оо

^ W - t G 4 2 0  + ;2  S *Р <*>**) + о (Л Г 1). (1.11)

Итак, оценки б у (и) являются асимптотически несмещенными, а оценки 
0*(л) смещены. Асимптотические дисперсии оценок выражаются по формулам 
(1.10) и (1.11). Оценив а*, смещение оценки 04 (л) можно (в пределе при 
N оо)  устранить, рассмотрев вместо нее оценку 0 « (л )— д 2. Дисперсии же 
их по-прежнему будут различаться; для разумных планов эксперимента |  

lim jVDO (и) <  lim W D 0„^).
JV -*oo  N - *  со У

Пусть, например, a  =  1 ,0  =  0,
Г 1, I < х < 2 .
(. 0 в противном случае; 

тогда из (1.10) и (1.11) следует, что

A/D0a, (и) -*• (In 2)/4 «  0,17, AfDdv (fl)-^8 , ЛГ-*оо.

1.3. Состоятельность и асимптотическая нормальность МНК-оценок.
В данном пункте без доказательства сформулировано утверждение об асимп
тотических свойствах МНК-оценок.

Сначала напомним, что планом эксперимента называется произвольная 
вероятностная мера | = | (dx) на (X, Я) (Я  — a -алгебра борелевских под
множеств множества X) Если

« ■ - « » - { .  т . : : : Ы  « •“ >

(т. е. £(,4) =  JV-1  £  1 для любого А е  где дг«, . . . ,  хм не обяза- 
I: x t т Л )

тельно различные точки множества X, которым приписаны равные веса, то, 
согласий этому плану, измерения у/ =  у(Х/) проводятся в точках Mi, хн.
196



Пусть функция »| (jr. 0) определена для всех д с е Х  и 0 <г Я и нелинейна 
по параметрам 0, а случайные ошибки е, одинаково распределены. Введем 
следующие ограничения:

а) функция (jc. 0) непрерывна на Х Х Й ,  X — компакт в R*, П — ком
пакт в R":

б) последовательность планов |.v слабо сходится к плану £, т. е. для 
любой непрерывной функции g(x) на X при N -*■ оо имеет место

^ 8  (*) l N (dx) -*•  ̂В (х) |  (dx);
X х

в) квадратичная форма

S [Т1<*. 0) -  Л (*. в ')Р  % (dx)
X

равна нулю только прн 0 =  0';
г) производные

дг)/двг  дгг\/дв. дв/г /, /  =  1, т.

существуют и непрерывны на X X  Q;
д) 0« — внутренняя точка Я и матрица

м  (0ц. | ) -  5 /  (х, 0„) / г  (х, 0„) I  (dx) (1.13)

невырожденная. Здесь 0« — истинные значения неизвестных параметров,

/Г (, . м - ( * > £ » > . .........(1.И)

Т е о р е м а  1.1. Пусть имеется схема регрессионного эксперимента (1.1). 
Если выполнены предположения а ) — в), то последовательность МНК-оцемок 
0v, определенная по (1.4), сильно состоятельна. Если дополнительно выпол
нены предположения г), д), то при N -+■ оо последовательность распределений 
случайных векторов V  N (0jv — 0И) сходится к нормальному с нулевым век
тором средних и дисперсионной матрицей о2Л1-‘ (0». £), где матрица Л1 (0И. | )  
определяется по формуле (1.13).

Схему нелинейной регрессии (1.1) иногда называют схемой накопления. 
Для другой возможной схемы нелинейной регрессии (схемы серий) условия, 
достаточные для состоятельности и асимптотической нормальности МНК-оце- 
нок, несколько более ограничительны [11].

1.4. Численные методы поиска МНК-оценок. Если функция 
регрессии нелинейна по параметрам, то система нормальных 
уравнений

dQ (0) = 0 , /  =  1...........m ,

также нелинейна. Для ее решения могуг быть использованы  
стандартные численные процедуры. Все ж е сводить задачу по
иска оценок М НК (1 .4 ) к задаче решения системы нормальных 
Уравнений обычно невыгодно по следующим причинам: если 
«  ¥= R"1, то в точке минимума Q (0) условие VQ(0) =  O может 
не выполняться; множество решений системы нормальных урав
нений может быть более широким, чем множество точек ло
кальных минимумов функции Q.
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Для поиска минимума функции Q (0) могут быть использо
ваны как методы поиска глобального экстремума (если нет уве
ренности в том, что локальный минимум у функции Q один), 
так и стандартные методы поиска локального экстремума. Р а з
работаны также специальные методы локальной минимизации, 
учитывающие специфику функции Q (0 ). Эти методы кратко рас
смотрены ниже.

Сначала рассмотрим методы, в которых используются произ
водные <?т| (дс, 0) /с?0, (*' =  1, т). Принцип построения этих 
методов тот же. что и общих методов локальной оптимизации. 
Большая их часть записывается в виде

e«+i) =  е«) _  Y< [ f  I (010) р (0">) +  а ,Л Г ‘ FT (0">) У (0»»), (1.15)

где у* >  0- <*( г> 0, 0 < '> eQ  ( / = 0 , 1 ,  . . . ) ,  А — неотрицательно 
определенная матрица, 0‘°» е  Й — начальное приближение,

У (в) =  (У\ — Л (х„ 0)..........y N — л (*v . е ))Г.

/ - 1 ..........N
1 - 1 ..........т

Если а» >  0 (/ =  0 .1 ,  , , , ) ,  то (1 .15) называется методом 
Марнаардта; если а , =  0, у, —  arg inin Q (0<<+ |>) _  методом

V
Хартли-, если а< =  0, у< =  * — методом Гаусса — Ньютона 
(иногда методом Г аусса— Ньютона называют метод (1.15) 
с а, = 0  и с другими способами выбора у ,) .

Суть метода Гаусса — Ньютона состоит в том, что функция 
II( jc , 0 ) аппроксимируется функцией, линейной по параметрам в 
окрестности точки 0„:

Л (х, 0)с*  Т)(*. в„) +  (0 — 0„)г V л (х, 0И). (1.16)
Оценки МНК для линеаризованной модели вычисляются по 
стандартной формуле, в данном случае имеющей вид

0 — 0„ =  (Г г (0„) Г  (0И))-1 FT (0„) Y (0И). (1.17)

Поскольку 0и неизвестно, то на /-м шаге в приведенной формуле 
0И заменяется на 0<*>.

Если матрицы F1 (0(,)) / :'(0(,>) плохо обусловлены, то метод 
Гаусса — Ньюгона может сходиться очень медленно или даж е  
расходиться. В указанной ситуации лучше работает метод Марк- 
вардта, суть которого в наиболее часто используемом случае 
А =  / т  с о с т о и т  в том, что на каждом шаге эгого метода после 
линеаризации (1 .16) и замены 0„ на 0(<> вместо МНК-оценки  
(1 .17) вычисляется гребневая оценка (см. п. 1.9 гл. 1).

Если вычисление (или оценивание с помощью конечных разностей) про
изводных функции >j(jt, 0) трудоемко, то более экономичными могут ока
заться методы, не требующие вычисления производных. Аналог метода Гаус
са — Ньютона (DUD-яегод) имеет вид

e“ + ‘>— 0',» +  Y , ( e * - e ,*,x

f  (0(0): 1 dT> (x r  e )
I » , ® 1 <2.
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где |

0 ’  -  " t  Г z *»•*« 1 Z хи  \у> -  Ч (*<• 9<<')  !•I <-i J (-1

« • i - E * / »  (0,/' - 0 " ))(0,л - е ,,')г.
1-0

* « -  z  •„(«"»- ^ 1 ч ( * | .  в,Л) - ч ( * , .  Щ -~ |

На практике весовые множители о»/» (/ =  О, 1, . . . ;  /‘ =  0......... I)
обычно выбираются следующим образом:

! Г \  1 < /  <  т ,  ! < / < / .  
т _ | . t  S* т .  / > <  — т — 1,

О / <  / -  т  -  1

Суть DUD метода состоит в том, что в окрестности точки О"’ функция
г)(х, 0) аппроксимируется линейной по параметрам:

П (х. 0) ас т| (х. 0"') +  (0 -  0'°)Г Y, (х).
где

Y, (х) =  arR min £  т„ h  (х. 0">) -  т, <*. 0">) -  Y (0"' -  0“ »)]2.
V > 0 / _  о

Напомним, что в методе Гаусса — Ньютона

(х) =  <?п (х. О)/*?0 1в_0«».

Утверждения о сходимости ясех рассмотренных алгоритмов 
легко формулируются на основе общих теорем о сходимости ме
тодов поиска локального экстремума. Все эти алгоритмы имеют 
недостаток, присущий большинству общих методов локального 
поиска и заключающийся в том, что для их сходимости требует
ся хорошее начальное приближение 0(О).

Упражнения.
1. Предположим, что функция регрессии имеет вид

rj(x. 0) =  0i сир {— 02х),

W =  3, точки проведения измерений: Х| = 0 ,  х2 =  1, хз — 2, а результаты 
измерений в этих точках равны </« = 3 ,  уг —  2, уз =  1. Вычислить МНК- 
оценку (1.4) и линеаризованную МНК-оценку, основанную на рассмотрении 
схемы измерений вида (16).

2. Пусть в условиях предыдущего упражнения заданы начальные значе
ния неизвестных параметров О’11 =  3, О̂ 1' =  0,5. Провести по две итерации 
методов Хартли и Гаусса — Ньютона. Сравнить с результатами упраж*

3. Проделать то же, что и в упражнении 2, но с начальными значениями 
параметров О*0* =— 1, ©V* =  1. Сравнить с результатами упражнения 2 по зна
чениям функции (1.5) для полученных оценок. Объяснить, чем вызвана суще
твенная разница вычисленных значений функции (1.5).
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§ 2. Планирование эксперимента по оцениванию параметров 
нелинейной регрессии

2.1. Постановка задачи. Теория гл. 3, 4 развита в предполо
жении, что функция регрессии ii(jc. 0) линейна по неизвестным 
параметрам. По причинам, указанным в начале § 1, эксперимен
татору часто приходится иметь дело с нелинейными регрессион
ными моделями. Рассмотрим возможные постановки задач пла
нирования эксперимента по оцениванию параметров нелиней
ной регрессии.

Будем рассматривать модель (1.1) ,  т. е. предполагать, что 
результаты измерений в точках х\, . . . ,  xN записываются в виде

У! =  У (*/) =  П (.X/, 0) +  е,, (2.1)
где

X/ е  X, O e Q c R " 1, Ее, =  0, Е е ^  =  0 (/ Ф  /'), Ее2 =  о2,

г| (дс, 0 ) — функция, нелинейно зависящая от 0 и достаточно глад
кая по 0.

В качестве метода оценивания неизвестных параметров бу
дем рассматривать МНК (см. § 1): для модели (2.1)  оценкой 
МНК вектора параметров является

N

0 =  arg m in £  («л — л (х,, 0))2. (2.2)
ЙеИ 1-1

Поскольку оценки МНК сильно состоятельные (см. п. 1.3), 
с вероятностью единица прн достаточно больших V величина 0 
находится в достаточно малой окрестности 0„ — истинного зн а
чения неизвестных параметров. В этой окрестности представим 
r| (jc, 0) в виде

Л (х,  О) s* л (* . °н) +  0ГУ6Л (х , 0„),

т. е. линеаризуем модель. Подставляя это выражение в (2 .2 ) и 
вычисляя МНК-оценки получившейся линейной регрессионной 
модели, имеем

0 as (FTF)~l FrY, (2.3)
где

Y =  (yi, . . . .  yN)T, F =  НИ*/) 11/1,

f(x) =  f (х, 0И) =  УвЛ (х, 0„). (2.4)

Дисперсионная матрица оценки, записанной в правой части при
ближенного равенства (2 .3 ), равна

D |( F rF )-1 FTY] =  o*(FTF)~l. (2.5)

Аналогично § 1 гл. 3 можно определить информационные 
матрицы, непрерывные планы и нормированные информационные
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матрицы планов. Дисперсионная матрица плана I равна

0 ( 6 .  в„) =  Л 1 -1(6, 0„), (2.6)
где

М а ,  е и) =  J f  (дс, 8И) Г  (х, еи) г (dx) (2.7)
дг

есть информационная матрица плана Аналогично § 1 гл. 3, 
если план £ =  дискретный и имеет вид (1.12) ,  то дисперсион
ная матрица (2 .6 ) этого плана с точностью до множителя a2/ N  
совпадает с матрицей (2 .5 ).

Таким образом (см. такж е теорему 1.1),  матрица (2 .6 ) д о 
статочно полно характеризует качество МНК-оценкн (2.1)  для 
нелинейной регрессионной модели. Так ж е как и в гл. 3, каче
ство плана будем определять с помощью выпуклого функционала

Ф [ £ > (£ .е и)], (2 .8)

заданного на множестве дисперсионных матриц. В отличие от ли
нейного случая здесь дисперсионная матрица плана и функцио
нал (2 .8) зависят от истинного значения неизвестных парамет
ров 0„. Поэтому результаты предыдущей главы не могут быть 
использованы непосредственно.

Для поиска оптимальных планов по оцениванию параметров 
нелинейной регрессии используются три основных подхода: по
следовательный, байесовский и минимаксный.

Суть последовательного подхода (которому посвящен § 3 )  
состоит в том, что вместо критерия (2 .8 ) используются критерии

0)],

где 0 обозначает текущее (построенное по результатам предш е
ствующих измерений) значение М НК-оценки. Таким образом , 
по мере проведения новых измерений уточняется не только 
МНК-оценка, но и сам критерий для выбора следующ их точек 
измерений. П одход называется последовательным, так как для 
выбора точек измерений используются результаты предыдущих 
измерений.

В двух других подходах на основе использования априорной 
информации о неизвестных параметрах функции регрессии кри
терий оптимальности формулируется таким образом, что он не 
зависит от 0„.

В принципе при каждом фиксированном Н е й  функционал 
Ф [О (&. 0) ] может рассматриваться в качестве критерия опти
мальности, поэтому задача оптимального планирования может 
рассматриваться как многокритериальная; в этой задаче могут 
быть определены компромиссные критерии, для которых опти
мальный план уж е не зависит от 0. Н аиболее распространен
ными из компромиссных критериев являются байесовские и ми
нимаксные
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2.4. Минимаксные планы. Пусть априори известно, что истинные зна
чения параметров принадлежат множеству Q. Тогда можно определить план

~  ar8 >nf { sup Ф \D (£, 0 ) |}. (2 13)
5 « е  а

который называется минимаксным.
Численное построение минимаксных планов — довольно трудная задача. 

Простых методов построения непрерывных минимаксных планов не сущест
вует, а верхнюю границу для минимального числа точек непрерывного мини
максного плана построить не удается (по тем же причинам, что н для байе
совских планов) Поэтому минимаксные планы естественно строить в множе
ствах планов а* и Е(л) (см. § 1 гл. 3). Для построения таких планов следует 
использовать один из общих методов решения минимаксных задач.

Упражнения.
1. Пусть функция регрессии имеет вид

г) (х, 0) =  0, ехр {— 02дс}, х > 0 ,

а параметрическое множество Q состоит из четырех точек. Ц =  {(1. 1)г , (1, 2)г 
(2, 1)г (2, 2)г } Построить байесовский (для равномерного на й  априор
ного распределения) и минимаксный D-оптимальные планы.

2. Вывестм теорему 2.1 из теоремы 2.2 гл. 3.

§ 3. Последовательное планирование

3.1. Суть последовательного планирования. В гл. 3, 4 и в § 2 
этой главы рассматривались оптимальные планы регрессион
ного эксперимента и методы их построения в рамках стати
ческого планирования, коЬаа условия эксперимента предполага
лись неменяющнмися, а оптимальный план представлял гобой 
план проведения всех измерений, отведенных на эксперимент. 
Такое планирование, однако, не всегда возможно (в частности, 
иногда со временем меняются условия эксперимента). Чаще ста
тическое планирование в принципе возможно, но правильно по
строенные последовательные планы позволяют получать сущ е
ственный выигрыш по сравнению с любыми статическими пла
нами. Типичной является ситуация, возникающая при рассмат
риваемом в этом параграфе планировании эксперимента по оце
ниванию параметров нелинейной регрессии: по мере получения 
результатов измерений изменяется критерий оптимальности вы
бора условий проведения новых измерений.

И дея последовательного планирования состоит в следующ ем. 
Общ ее число измерений, отведенное на эксперимент, разбивается  
на несколько частей, а сам эксперимент разбивается на не
сколько этапов. На каждом этапе: планируется соответствую
щая часть измерений; проводятся измерения; полученные ре
зультаты и сведения, поступающие извне, анализируются. На 
схеме процесс эксперимента имеет вид
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При статическом планировании обратная связь (обозначенная 
на схеме стрелкой от блока «анализ» до блока «эксперимент») 
отсутствует.

Последовательно спланированный эксперимент прекращает
ся, если заданная характеристика точности достигает необходи
мого значения либо еслн прекращаются ресурсы, отведенные на 
эксперимент.

3.2. Линейная регрессия. Д ля линейной по параметрам рег
рессии сравнительно просто реализуется описанное ниже после
довательное планирование, основанное на следующем принципе: 
на каждом шаге — наибольшее уточнение оценок параметров в 
смысле выбранного критерия. В рассматриваемом случае после
довательное планирование не имеет преимуществ перед стати
ческим по точности получаемых оценок, однако обладает сле
дующим очень важным качеством: при последовательном плани
ровании легко может быть проконтролирована точность оценок, 
и поэтому имеется естественный критерий остановки — дости
жение заданной точности.

По форме алгоритм последовательного планирования для 
ф-критерия совпадает с алгоритмом 4.1 из гл. 3 для случая, 
когда

i  ь - b , * > « •

и Ys =  1/(5 +  No +  1) (* +  Л'о есть число точек плана вхо
дящих в него с равными весами).

При использовании этого алгоритма для рекуррентного вы
числения МНК-оценок следует пользоваться формулой

• ( ! * . ) -

~ D (£ * + i)[ s -HV0 +  1 +  s +  No +  1 y *+N,+if (* » + * ,+ l) ]  •

которая вытекает из вида этих оценок, и формулой (4.11) гл. 3 
для вычисления D(%s+1). Асимптотическая оптимальность у к а 
занной последовательности планов вытекает из результатов, 
сформулированных в § 4 гл. 3.

Вернемся к схеме нелинейной регрессии.
3.3. Нелинейная регрессия. Локально оптимальные планы. 

Поскольку матрица (2 .6), характеризующая точность МНК- 
оценки (2.2), зависит от неизвестных параметров 0, построить 
статический план, минимизирующий Ф [ 0 ( 0 ,  £)] сразу при всех 
0. вообще говоря, невозможно. Тем не менее статические планы

6  ̂=  a r g  inf Ф [D (0, £)], (3.1)

зависящие от неизвестных параметров 0, имеют, как  показано 
ниже, большое значение при построении оптимальных последо
вательных планов по оцениванию неизвестных параметров схе
мы нелинейного регрессионного эксперимента (1 .1).
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Ц, =  а г8 det D (0и, I) =  a rg  sup det M (0и, £).

называется локально D-оптимальным.
Иногда локально оптимальные планы удается построить в 

явном виде. Приведем ряд примеров.
П р и м е р  3.1. m =  k =  1,

Т1 (дс, 0) =  0дс/(с ч-  0дс), д с > 0 ,  0 > О , с =  const >  0. (3.2)

По определению план (3 .1) прн 0 =  0;, называется локально
оптимальным В частности, план

Поскольку m =  1, то m ( m - f  1 )/2 =  1. Поэтому, используя тео
рему 1.4 из гл. 3, получаем, что существует оптимальный план, 
сосредоточенный в одной точке дг*. Кроме того, ясно, что Ф-оп- 
тнмальные планы совпадают для любого выпуклого критерия Ф. 
Д ля функции регрессии (3.2)

1(Х 0) — = ___££___
1 1 ’ ' 50 (с + 0*)* ’

М(в. ! )  =  /»(*. » ) = « % ? ■

Д алее, дс* является решением уравнения

J - \  <«)* 1 = 0 х > 0дх L (с + 0х)‘ J и* х ^  и*

Отсюда получаем, что дс* =  с0—*. Подставляя это значение в 
(3.2), получаем, что наилучшим будет тот план, в котором на
блюдение проводится в момент, когда функция регрессии дости
гает значения, равного половине от максимально возможного. 
Если указанное значение удается оценить из эвристических со
ображений, то задача построения локально оптимального плана 
таким образом легко решается.

П р и м е р  3.2. m =  2, k =  1,

Л (•*. 0) =  01 х/(с +  02дс), дс >  0, с =  const >  0. (3.3)

Эта функция регрессии иногда используется для описания кине
тических процессов. Соответствующая математическая модель 
называется моделью Михаэлиса — Ментен.

Пусть известно, что дс ^  Ь. Покажем, что план
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■й ^ ) г - ( * + а д . - w h w i 1.
2

МО, в ) Г ( ^ . 0 )  =
i - i

ь* 5 20 (с +  *02)’  —18 (с ч- 60,) 0,6
« 1.2

яв1Яется локально D-оптимальным. Действительно, для плана

32 (с +  *02) ' | - 1 8  (с +  602) 0 ,6  170|6

n / fl ГЧ 2 ( с + 6 9 ,) »  I 170>* 180,6 (с  +  602)
0,V  J 180,6 (с  +  602) 20 (с  +  602) 2

d (дс, 0 ,6*) =  2 ~̂ /’6а>-  (с 4 *е,^)« (a i'*2 +  а 2х +  аз).

где
а, — 20с2 +  Abe +  а2 =  -  26с ( 18с +  Ьв2), 

а3 =  ПЬ̂ с2.

Функция d(x, 0, I*) принимает максимальное значение, равное 2 
в точках плана (3.4), и поэтому в силу теоремы эквивалентности 
Кифера — Вольфовнца план (3 .4) локально D-оптимален.

Заметим, что в модель (3.3) параметр 01 входит линейно, а 
локально оптимальный план не зависит от тех параметров, по 
которым функция регрессии линейна. Можно показать (пока
жите!), что это справедливо и для любых других функций рег
рессий.

П р и м е р  3.3. Пусть т  =  2, k =  1,
T|(JC, 0) =  1/(0, +  0,Х); о < а  <  * ;  0„ 02 >  0 .  (3.5)

Положим 03 =  01/02* Покажем, что локально D-оптимальным 
для функции регрессии (3.5) является план

К  * • - {  . д  2 а ; ! Л -  ( 3 6 >

Для этого плана

f (х, 0) =  ( -  (0, +  02* r J , -  дс (0, +  09* Г 2)Г.
______ |______ I 17 18а 0j |
3201 ( в +  03) 4 | l8 a  +  03 20а2 +  4а03 +  в31'

/>(е, г » - 2в*(о+ в,)-120̂ + - (|8;7+в*)|.

d (х> в> V )= i t i ]7x2~ 2 x ( i8 a + 0з ) + 2о° 2 + 4а0з + в*].

Локальная D-оптнмальность плана £*, определяемого по 
(3 6 ),  следует из того, что максимум функции </(*, 0, £*) равен 2 
И Достигается в точках этого плана.
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3.4. Последовательное планирование для нелинейной регрес
сии. Ниже приведены две стратегии последовательного планиро
вания. В основе первой стратегии (алгоритм 3.1 и некоторые его 
модификации) лежит та же идея, что и при последовательном 
планировании для линейной регрессии (п. 3 .2 )— максимальное 
уточнение оценок параметров на каждом шаге. Эта стратегия 
может быть использована, когда имеется возможность анализа 
данных в режиме реального времени.

А л г о р и т м  3.1.
1) Выбираем такой план

что матрица М (0 , £*,) невырождена при всех й е й .  Полагаем 
/ =  0.

2) Вычисляем оценки МНК

(еслн для вычисления оценок (3.7) используется метод Гаусса — 
Ньютона, то в процессе вычислений определяется и матрица 
(3 .8 )) .

3 )  Отыскиваем точку
xn,-н == a rg  шах <р (х, 0* ., £*.),

4 )  Если отведенные на эксперимент ресурсы кончились, то в 
качестве искомой оценки параметров 0 выбираем Оду В про 
тивном случае проводим наблюдение y (x N/+i). Полагаем

Л//+| =  jV/+ 1, заменяем / на /'+ 1 и переходим к шагу 2).
Вместо алгоритма 3.1 нередко используют его модификации, 

более удобные в вычислительном или экспериментальном ас 
пекте. Например, на каждой итерации отыскивают сразу не
сколько точек x.V/+i, xn/+q, повторяя шагн 3 ) ,  4 )  с одними
и теми же значениями оценок 0л^.

Возможна п другая стратегия последонательного планирова
ния. Согласно этой стратегии, эксперимент проводится н два 
этапа. На первом этапе, согласно заданному статическому плану,
ДО

и матрицу

где
<t(x,Q ,l) =  r ( x ,Q ) D ^ - D \  / (дг, 0).

а и  Id- о т ,  stId-£>(0.5)



проводится некоторое число a(N) измерений, по результатам 
которых строится МНК-оценка 0О неизвестных параметров. Н а  
втором этапе оставшаяся часть измерений N — a(N) проводится 
согласно статическому плану

I. =  a re  min<D [£>(£. 0о)1- (3.9)
I s S

Если a(N) достаточно велико, то в качестве оценки неизвестных 
параметров может быть выбрана МНК-оценка для схемы линей
ной регрессии

y ,= Q Tf(x t, 0о) +  е,, j = l , . . . , N .

Если, кроме того, число a(N) мало по сравнению с N, то боль
шая часть измерений проводится по плану (3 .9), который бли
зок к локально оптимальному.

Упражнения.
1. Постройте локально оптимальный план для функции регрессии

т) (х, 0) =  ехр {— 0х}, х >  0, 0 >  0.

Проведите пять итераций алгоритма 3.1, выбирая значения случайных ошибок 
из табл. 4 приложения 2 и положив 0* =  I.

2. Постройте локально D- и А-оптимальные планы для функции регрессии
Ч (х, 0) =  0, exp (— 0jx}, х >  0, 0, >  0. 02 >  0.N

3. Постройте локально 0-оптимальиый план для функции регрессии 

»Ц х,, х2, 0) =  0 ,х®;х ‘ - в',  1< х , ^ 2, 1< х 2< 2, 0 ,> О , 0 <  0а <  I.

\



Экстремальным экспериментом называют эксперимент, на
правленный на отыскание экстремума функции регрессии.

При выборе метода экстремального планирования решаю
щим фактором является стоимость экспериментов. Если стои
мость экспериментов высока и их допустимое количество неве
лико, то наиболее целесообразным может являться статический 
план, согласно которому измерения проводятся в точках некото
рой сетки в заданной подобласти факторного пространства. Ч а
сто в качестве планов проведения эксперимента используют по
следовательные планы, описанные в настоящей главе. При не
которых предположениях эти планы обладают асимптотическим 
свойством сходимости получаемой последовательности точек к 
точке локального экстремума функции регрессии.

§ 1. Сходимость псевдоградиентных алгоритмов

1.1. Постановка задачи. Пусть X = R n, — измеримая функ
ция на X.  Предположим, что в любой точке х ^ Х  мы можем 
вычислять (измерять) реализацию случайной величины у(х) =
— Ч (* )+  е (*)> гДе случайные ошибки e ( x )  центрированы 
( Е е ( * )  =  0 )  и взаимно независимы при любых лгь  дг2, . . .  из X.  
Согласно терминологии предыдущих глав, »i (дс)— функция рег
рессии, часто называемая такж е  функцией отклика.

Задача планирования экстремального эксперимента состоит 
в построении последовательности точек cz X, сходящейся
к точке

х’ =  a r g m a x  rj (дс)
ХбА

(в предположении существования максимума) или такой, что 

П (ДС*) —► sup т](дс), k-*oo.
X е  X

Смысл сходимости уточняется ниже.
Задачи планирования экстремального эксперимента обычно 

формулируются как  задачи максимизации Если стоит задача

Г л а в а  6
ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА
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минимизации некоторой функцни rj (дс) по результатам вычисле
ния £ ( л : ) = п ( * ) + ё ( * ) .  то, положив

ц(дг) =  — Л(дг). е (дг) =  — ё (дс). у (х) =  — у (дг),

приходим к сформулированной выше задаче максимизации.
Иногда при решении задач экстремального планирования 

удается осуществить измерение (со случайными ошибками) гра
диента Vt) функцни г] в точке х:

z M - v n M + C M .  * w - ( - g j j J - ........... .

где г(х) и £(дс)— реализации случайных векторов размерности 
п е^ (х ) =  0, при любых дс|, х2, . . .  из X случайные векторы 
£(*i), С(-̂ 2) . ••• взаимно независимы.

Если при построении последовательности {х*}”_0 исполь
зуется хотя бы одна реализация случайного вектора г или из
мерения (со случайной ошибкой) старших производных функ
ции регрессии, то алгоритм экстремального планирования назы
вается регулярным. Если прн построении дс* используются толь
ко значения случайной функции у и значение к, но не исполь
зуются измерения производных функции г|, то алгоритм экстре
мального планирования называется поисковым.

В данной главе рассматриваются последовательные алго
ритмы экстремального планирования, представимые в следую
щем виде:

**+i =  ** +  Y*+i sk> (*-1)

где — номер итерации, дс* е  X, у* 3^ О— детерминирован
ный множитель, s* e  X — реализация случайного вектора, кото
рый, вообще говоря, зависит от

к, дс0, дг,...........дс*, «о, s„  . . . ,  s*_, (1.2)

и реализаций у или z в специальным образом определенном на
боре точек из X. Вектор s* часто называют направлением дви
жения, а величину у*-и— длиной шага. Поскольку ||s*|| в боль
шинстве методов отличается от единицы, необходимо иметь 
в виду, что истинная длина шага в направлении s* равна 
Y*+illsJ.

Формула (1.1) является наиболее общей формой записи по
следовательных алгоритмов экстремального планирования в 
случае, когда эксперименты направлены на отыскание локаль
ного экстремума функцни X].

П р и м е р  1.1. Пусть исходный алгоритм имеет вид

**+! =  ** +  Г*г(дс*), (1.3)

ГДе Г*: Х -+Х  — оператор, зависящий от к и

ДСу, • • • ,  ДС*, Z ( -V,,), .  • . ,  z (дс*),
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Д ля того чтобы привести (1 .3) к виду (1 .1), достаточно поло
жить

где у 1, 72, . . . — последовательность положительных чисел, вы
бранная произвольным образом.

П р и м е р  1.2. Если исходный алгоритм имеет вид (1 .1), но 
7 *+i — случайные величины, то, положив s* =  S*Y*. i/y*+i» где у,, 
72. ••• — произвольные положительные числа, приходим к 
алгоритму вида (1.1)  с детерминированными длинами шагов.

При достаточно общих предположениях о функции г| и над
лежащих способах выбора параметров 7*+i, s* обычно удается 
доказать  сходимость алгоритма (1.1). Это, однако, не означает, 
что любая предельная точка последовательности (1.1)  является 
точкой локального (а тем более глобального) максимума функ
ции li. Как правило, о предельных точках можно сказать  лишь 
то, что они являются стационарными точками функции rj, т. е. 
такими точками дг,, в которых Vrj(jc«) =  0. Впрочем, иногда 
удается доказать, что предельные точки с вероятностью еди
ница не могут быть точками локальных минимумов функ
ции Г).

1.2. Теорема о сходимости алгоритма (1 .1 ).  Доказанная ниже 
теорема, во-первых, позволяет обосновать сходимость широкого 
класса алгоритмов экстремального планирования, представимых 
в виде (1 .1), во-вторых, отличается среди похожих теорем от
носительной простотой предположений, и, в-третьих, метод до
казательства этой теоремы довольно типичен, что позволяет без 
труда доказывать похожие утверждения. Сначала сформулируем 
используемые предположения.

Предположим, что при фиксированном наборе (1.2) суще
ствуют условные математические ожидания s* и ||s*||2, которые 
мы будем обозначать соответственно

Е {sk \&к) и E U lsJP I# *}

(где ЗВк — о-алгебра, порожденная случайными векторами s0, 
s i .......... s * - i )  или просто Еs* и Ells*li2.

Пусть на множестве X задана функция rj, которая ограничена 
сверху, дифференцируема, а ее градиент удовлетворяет усло
вию Липшица с некоторой константой L <  сю:

т !(д с Х т 1* =  sup т)(дс)< оо, (1.4)
|| Vn (дг) — Vtk(z) II <  L И х — г К. (1.5)

Алгоритм (1.1) называется псевдоградиентным, если для 
всех k =  0, 1, . . .

fVri(**)lr E s * > 0 .  (1.6)

Псевдоградиентность алгоритма (1.1) означает, что при всех 
k =  0, 1, . . .  случайный вектор s* в среднем направлен
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острым углом к градиенту функции ») в точке хк или что направ
ление Sk в среднем — направление возрастания функции ц.

Теперь наложим два условия на длины шагов в алгоритме 
( 11) .  Пусть для некоторых К\ е  R. /С2 >  0 и для последова
тельности чисел {А,*}7_0 выполнено

Е || s* IP <  Я* — К, Л (дс*) + К2 [Vti (дс*)]г Еs*. (1.7)
Это условие означает, что Е || s* |ркак функция от к растет не бы- 
стрее, чем последовательность {X*} (возможно, А.* -*■ оо при 
^-►оо), а как функция от х =  хк — не быстрее, чем (—т|(дг)) 
или (Vn(Jf)lr Es*. Пусть такж е  для последовательностей чисел 
{Y*}. выполняются условия

Yк > 0 ,  jC Y* =  00• О-8)

Ь L v  2Л - | < ° ° -  О-9)

Т е о р е м а  1.1. Пусть X =  R", и пусть выполнены условия
(1.4)— (1.9) и любое из условий

(1-Ю)

я к =  0 (* =  О, 1, . . . ) ,  /С| =  о, Пт у» < 2/(L/C2)- (1.11)к-юо

Тогда при любом х0 е  X последовательность (1 .1) такова, что 
для нее с вероятностью единица существует предел г| (д:*) (k-*-oo) 
и

lim inf [Vt] (хк)]т E {sk \ 9Sk) =  0 п. h. (1.12)
fe ->00

Прежде чем доказывать теорему, дадим определение и докажем вспомо
гательную лемму.

Неотрицательным квазисупермартингалом будем называть такую последо
вательность неотрицательных случайных величин Vo. Vi, . . . ,  что Evo <  00 
и при всех к =  0, 1, . . .

E (v*+i l vo> •••• М  <  0  + а*) v* + ***•
где ( а ,)  и {р,} — сходящиеся к нулю последовательности неотрицательных 

чисел. Если все а ; и р( равны нулю, то последовательность vo, V|, . . .  называ
ется неотрицательным супермартингалпм.

Л е м м а  1.1 (о сходимости квазисупермартингалов). Если для опреде-  
у сл о в °  вЫШе неотРиЧа1ельного квазисупермартингала v», Vi, . . .  выполнены

оо «>

£  <*< < °°. Z  < оо>
1-0 *-0

т 0 величины Evft равномерно ограничены и существует такая случайная вели- 
UHa v* что Ev <  оо, - *  v  (к - »  оо) с  вероятностью единица.
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оо

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  Покажем, что из условия £  а , <  оо
<-о

оо

следует, что у* <  где Yo “  0  +  a i)- Действительно,

оо оо /  оо \

Yo =  П  О +  а () <  П  « Р  { « ; }  “  « Р  {  Z  а < }  <  00
<-0 i -О и - 0  )

Следовательно, произведения

Y* =  Д  ( * + « , )

ограничены и образуют монотонно невозрастаюшую последовательность. 
Положим

ОО

=  Y*v* +  Y/k+i £  Pi- 
t - k

Оценим условное математическое ожидание w t+l относительно w 0.......... w k:

E K +ll®0.........®*}“ Е К  + | К  •••• v*} =

=  e | v*+ iY *+ i +  Y*+2< | + Р , к ........ v * J  =

OO

=  Y*+, E {v*+i I vo- . . . .  vft} +  v* +2 У
i - Т н

OO

< Y * +i ( l  +  a * ) v* +  Y*+,P* +  Yft+2 I  Р , -
i-T+i

OO on

=  Y*v* +  Y* + |P* +  Y*+| Z  ( y *+2 Y*+i) Z  Pj ^  
i-X + i <-*+i

OO 00

<  V*v* +  Y*+|P* +  Y*+i Z  P< =  Y*v* +  Y*+i Z  =
i- * + i

Следовательно, последовательность w 0, wi, . . .  образует супермартингал и 
Ewt <  Ea>(| < оо ( / в  I, 2 , . . . ) .  Эта последовательность неотрицательна (в 
силу неотрицательности V/), т. е. ограничена снизу нулем, и поэтому к ней 
можно применить теорему Дуба о сходимости супермартингалов (см. f45]). 
Из этой теоремы следует, что последовательность {o'*}, а значит, и последо
вательность {v*} сходятся с вероятностью единица к некоторой случайной 
величине. Равномерная ограниченность Ev^ следует из равномерной ограни
ченности ЕшЛ Лемма доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.1. Из (1.5) и формулы Тейлора вы
текает, что для любых х, г  е  X имеет место неравенство

I л (•* +  г )  — п (дс) — г г ?ц  (дс) | <  -£■ Ц г  I2 (113)
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I  п 0ДС1авляя в это неравенство х„ вместо х, a x*+i вместо х -f  г  и используя
( 1. 1).  получаем

I п (**+|) - л (**) - Y*+i**V4 (Л.,) I < Y  v* и II ** II*’
откуда ^

Л (** +1) >  Ч (*<) + Y* + ,# П  (**) “  у  Yt t , || s* ||2-

Это неравенство запишем в виде

v*+i <  V, -  Y*+|**Vn (хк) +  у  Y a h I I s* f

r l l . у , =  i]* — П(*‘ ) (Л =  0, 1, . . . ) .  Возьмем условные математические ожи 
дания от обеих частей последнего неравенства и воспользуемся (1.7):

E {v*+il**}<V* ~ У*+, Г л Ы ]7 Е{**|Л*} + у  Y*+iE {ll4*ll*H*}<

<  v* ( l  + Yi+i) + Y* + t [?Л (*„)] Е {** | **} Y* + , ~ l )  +

+  4 y * +. * * - - ?T L Y * + i4 . С И )

Из (1.10) и (1.11) при всех достаточно больших к (к >  6*) имеем 
К I_ * _ у £ +1< 1; следова1елыю, учитывая условие псевдоградиентности ( 1.6) ,

второе слагаемое в правой части (1.14) неположительно, и поэтому из (1.14) 
следует неравенство

E {**+l|**)< v* ( l + - ^  Y*+i) у  Yft + î -* ~jr~ ¥*+|Л* * > * ..
(1.15)

Из (1.15) следует, что последовательность (v,) (/ ^  к , )  образует квазисупер
мартингал (прн выполнении ( 1.10)) или супермартингал (при выполнении 
(1.11)). Применяя лемму 1.1 (в ейучае выполнения (1.11) а* =  {U =  0, а в 
случае выполнения ( 1.10)

/({/. 2 a L  /. 2 1 K \L ч • 1 Л 
«А *= —5— Y*+1. p* =  max jo, —  Y* ------ ^ Y f t  + i l  [ J .

получаем, что почти наверное существует lim v. и величины Ev. равно-
f t-»»

мерно ограничены:
Evt < a < o o .  * =  0 . 1 , . . .  (1.16)

Теперь перейдем в неравенстве (1.14) к безусловным математическим 
ожиданиям:

EV m <  ( l  + vi +i )  Ev* -  y*+1 ( l  -  V*+1)  X

X E {f74 (* <)]r E {** IЛ*}} + T  v'ft+ iK -  Y*+'4

Перенесем Ev^ из правой части этого неравенства в левую, а затем просум 
Пол*чМ полУчившиеся неравенства по к oi нуля до некоторого числа N <  оо.

(N) ^  2 , (\ )  -  (S )  + 1 , (N) -  (N). <1 17)
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20</V)=EV;v+1- E v 0
N

где

*-0
N

s 2< * ) - £  Y*+1 ( •  Y*+1)  E {[^*1 (* * )]Г E {s ft I $k )  }
k - 0

N

k-0

S 4( i V)— Y2*+i .
*-o

Из (1.16) следует, что величина |10(ЛО| равномерно ограничена по ЛГ. Рав
номерная ограниченность |£j(№)|, |2* (У )[ и |Zi(W)| вытекает соответствен
но из (1 .9 ); (1.10) или (1.11); (1.11) или (1.16), (1.10). Отсюда и из (1.17)
следует, что

ОО

S2 (oo) =  Z  Y*+' ( 1 _ ‘^ Y * + i )  Е { [ 7 П(* * ) ]Г Е { а * | Л *} } < о о  (1.18)
k - 0

(в противном случае получилось бы, что —оо больше константы).
При выполнении как (1.10), так и (1.11) существует такое е >  0, что 

при всех достаточно больших к выполняется неравенство

* -------1 Y*+1 ^  е»

и поэтому из (1.18) следует

£  Y*+1E {[?л  (хк))Т Е [ sk | Л *}} < оо. (1.19)

Но

У ! Y*+i =  <X)' Е (* * )]Г Е {s* | #*}} ^  0, к =  0, 1, . . . ,

и поэтому из (1.19) вытекает, что
lim inf Е {[Vt, (xfc)]r Е {s* | = 0.
Л-*оо

т. е. найдется такая подпоследовательность {*/}, что предел

Д *  E{ [ V n ( M ] TE { S | * * ,} }

существует и равен нулю. Отсюда и из соотношений между сходимостями в 
среднем, почти наверное и по вероятности (см. [45]) получаем следующее; 
существует такая подпоследовательность {к^}, что

р "  С * . , ) ] ' Е К  l \ h °
почти наверное при j -*  оо С учетом (1.6) это дает (1.12). Теорема доказана.
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|3. Некоторые следствия теоремы 1.1. Сделанные в теореме 1.1 пред
л о ж е н и я  не позволяют утверждать, что rj (дс*) -*■ л* ( к -+ <я>) почти навер- 

Па Например, все условия теоремы выполняются при s* =  0. Однако если 
и0®' овин псевдоградиентиости потребовать строгое неравенство для всех **, 
Ь Личных от точек максимума, то можно получить более сильные утвержде
ния В частности, справедливо

С л е д с т в и е  1. 1. Пусть в дополнение к условиям теоремы 1.1 для всех
* J s  0,' е >  0 справедливо неравенство

[?Л  (**)]Г Е** >  с (®) >  0  пР “  Я (•* » )<  Л* — « (1-20)

Тогда л (*») — Ч* *■ «• при к - * о о .
С л е д с т в и е  1.2. Пусть в дополнение к условиям теоремы 1.1 множе

ство X* точек локальных максимумов функций л непусто и
sup л (*) <  Л* при* ) р (х. X*) >  е >  0, ( 1.21)

х е  X
гу^ )jГ Еsk ^  с  (е) >  0 при  р (х, X*) ^  е >  0. Тогда с  вероятностью единица
p (x k X ')-+ 0  (k -> оо).

Доказательства следствий просты и предоставляются читателям
Почти тривиальным является утверждение о том, что если функция 

Л(*) имеет единственную точку максимума х* (л (** ) =  Л*) и выполнено 
( 1.21) , то из сходимости л (дс* ) ->",1* почти наверное следует сходимость 
х„-*х* почти наверное. Этим фактом можно дополнить следствие 1.2.

Особенность теоремы 1.1 и ее следствий состоит в том, что они справед
ливы и тогда, когда X является сепарабельным гильбертовым пространством.

Задачи оптимизации в функциональных пространствах возникают, напри
мер, при отыскании оптимальных управлений для объектов, изменение со
стояний которых описывается дифференциальными или интегральными урав
нениями. При этом оптимизируемый функционал более или менее однозначно 
определяется существом решаемой задачи, а функциональное пространство, 
элементами которого являются допустимые управления, может выбираться в 
довольно широких пределах, и обычно множество допустимых управлений 
вкладывается в функциональное пространство, в котором отыскание оптималь
ного управления было бы наиболее удобным. Как правило, таким простран
ством является сепарабельное гильбертово (например, Lj(A), / 4 c R " ) . Для 
поиска экстремума функционала, заданного на этом пространстве, может быть 
использован алгоритм ( 1. 1).

1.4. Градиентный алгоритм. В качестве простого примера 
использования утверждения теоремы 1.1 приведем задачу на
хождения достаточных условий для сходимости градиентного ал 
горитма

**+1 =  хк +  Y*+i2 (**)> (1-22)
называемого такж е  многомерным алгоритмом стохастической 
аппроксимации Роббинса — Монро.

Для обоснования сходимости этого алгоритма можно вос
пользоваться теоремой 1.1. При этом условие (1.6) (и (1.20) из 
следствия 1.1) выполняется автоматически:

[VTi(*ft)]r  Es* =  || Vtj (дс*) |р.

Кроме того, поскольку
Е II s* |р =  || V»i (**) IP +  Е  || £ (дг*) II2,

*) Р (*■ Л) =  tnin р (дс. г )  — расстояние от точки дс до множества А.
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то из условия <  оо следует П.7) с l k — ai . Af, =  О,
/ ( ,=  I.

Непосредственным обобщением градиентного алгоритма
(1.22) является алгоритм

**+■ =  ** +  Yik+iTz (дс*), (1.23)

где Г — положительно определенная матрица. Наличие Г в (1.23) 
эквивалентно изменению метрики исходного пространства.

Алгоритм (1.23) называется обобщенным градиентным. 
Условия, достаточные для его сходимости, совпадают, оче
видно, с условиями, достаточными для сходимости алгоритма
(1.22).

Упражнения.
1. Покажите, что если последовательность {X*} положительна а ограни

чена, то (1.9) совпадает с (1.10).
2. Пусть помехи прн вычислении направления движения s* отсутствуют, 

т. е. X* =  0 (к =  0, I, . . . ) ,  /С) =  0. Используя доказательство теоремы 1.1, 
показать, что если выполнены условия (1.4), (1.5), (1.7), (1.8) и при всех k 
справедливы неравенства

0 < e 1< Y t < 2 ( l - e 1)/(L/C2). 

Р М * * ) ]Г Е * * > * | | ?Л К )| | 2. К >  0,

то с вероятностью единица п (х*) -*■ л* ( к -*■ оо) со скоростью геометрической 
прогрессии.

3. Пусть х * — точка локального максимума унимодальной функции Ц- 
Покажите, что прн выполнении предположений, сформулированных в упраж
нении 2, с вероятностью единица х * - * х «  (ft -*•<») со скоростью геометриче
ской прогрессии.

4. Докажите утверждения следствий 1.1 и 1.2.

§ 2. Методы планирования экстремального эксперимента 
при наличии ограничений

2.1. Задачи условной оптимизации. Если X — подмножество 
R", заданное с помощью некоторых ограничений, то задачу оп
тимизации на X называют задачей условной оптимизации. Для 
решения таких задач могут быть использованы различные мо
дификации алгоритма (1.1). Выбор той или иной модификации 
зависит от способа задания множества X, используемого алго
ритма и априорной информации о функцни т|.

Если X имеет простую структуру (например, гиперпаралле
лепипед), то удобно использовать операцию проектирования 
(п. 2 .2). Если структура X сложна, но количество ограничений 
невелико, а г| и функции, задающие ограничения, о б л а д а ю т  свой
ствами выпуклости, то часто используется метод м н о ж и тел ей  
Л агранжа (п 2.4). Трудоемкость методов штрафных функций 
(п. 2.3) почти не зависит от числа ограничений и их сложности, 
поэтому эти методы в практических вычислениях используются 
очень часто.
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Структура некоторых видов алгоритма (1.1) такова, что учет 
ограничений затруднении не представляет. В первую очередь 
это относится к методам случайного поиска, в которых точки, 
не попадающие в множество X. просто «выбрасываются» (т. е. 
измерения в ннх не проводятся), а вместо них генерируются 
новые случайные точки. Отметим, что сказанное во многом от
носится и к задачам оптимизации при отсутствии случайных 
ошибок измерений и наличии ограничений, т. е. к дс терминиро
ванным задачам условной оптимизации, при решении которых 
методы учета ограничений во многом те же, что и рассматри
ваемые в этом параграфе.

Задачи условной оптимизации удобно рассматривать как  з а 
дачи минимизации, поэтому будем предполагать, что решается 
задача минимизации функции У(дг) (например, можно положить 
у{х) =  —11 (.г) ), вычисляемой, возможно, со случайной ошибкой.

2.2. Использование операции проектирования. Обозначим че
рез л*(дс) проекцию точки x e R "  на множество X, т. е. точку

n r (x) =  argmin||* — г\\.
г е  X

Если X — замкнутое выпуклое множество, то оператор л* опре
деляется однозначно. В частности, если

Х =  {х =  (дс,...........хп)т |а, <  дс, ^  Ь, (/ = 1 ,

( а„ X i< a t,
"x (* )  =  (* i ( * ) ...........я„(дс))г , п,(дг) = а, <  xt <  b„

1 ь„ дс, >  bf.

В тех случаях, когда операция проектирования на X легко 
осуществима, для поиска максимума функции г] часто исполь
зуется алгоритм

**+i =  пх (хк +  Y*+is*)- (2.1)

Это модификация алгоритма (1.1), которая обосновывается сле
дующим утверждением.

Т е о р е м а  2.1. Утверждение теоремы 1.1 относительно алго
ритма (1.1) справедливо и для алгоритма (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения оператора проектирования л» 
следует, что для всех й =  0, 1, . . .

v* ”  гГ -  П (хк) > пх (Л* ~ Т) (**))• (2.2)
Доказательство теоремы 1.1 было построено с использованием оценок вида 

Е К  -  Л ( * * + ,)) <  Е [Л* -  Л (** )) <  • . (2.3)

я алгоРчтма (2.1) выполняется (2 .2). Поэтому из (2.3) получаем 
Е (М л *  -  Л (*к+,))} <  Е {л- -  л ,)} <  • •.

. Следовате-шю, теорема 1.1 верна для алгоритма (2 .1 ). Теорема доказана.
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2.3. Методы штрафных функций. Методы штрафных функции 
являются одними из наиболее простых и широко применяемых 
методов решения экстремальных задач с ограничениями. Суть 
метода внешних штрафных функции заключается в сведении 
исходной задачи поиска инфнмума функции V(x) на множестве 
X к последовательности задач поиска инфнмума некоторых 
функций Vi(x) ( j  —  1 , 2 ,  . . . )  на множестве Х о ^ Х ,  а вспомога
тельные функции V/(x) подбираются так , чтобы с ростом но
мера j  они мало отличались от исходной функции V(x) на мно
жестве X и быстро возрастали на множестве Х0\ Х . Естественно 
ожидать, что быстрый рост функции V/(x) вне X приведет к 
тому, что при больших j  нижняя грань этой функции на Хо будет 
достигаться в точках, близких к множеству X, и решение вспо
могательной задачи будет приближаться к решению исходной.

Пусть фиксированы некоторое множество Х0, содержащее X, 
и последовательность функций {P/(x)}j°-h заданных на Х0. Пред
полагая, что функция 1/(х) задана на множестве Х0, положим

Последовательность функций [Р ,(дс)}/1|> определенных и неотри
цательных на множестве Хо X, называется последователь
ностью внешних штрафных функций множества X на множестве 
Х0, если

Методом внешних штрафных функций называется алгоритм 
вида (1 .1), где (для всех А =  0, 1,  . . . )  v*+i ^  0, ^ е Х 0, «* — 
направление на локальный (глобальный) минимум функции 
Vk(x) или направление псевдоградиента для функции Vk(x), 
определенной по (2.4).

При теоретическом исследовании детерминированных мето
дов условной локальной минимизации обычно считают, что в ме
тодах штрафных функций при всех k =  0, 1, . . .  точка х*+) — 
точка ближайшего локального минимума функции У*(дс), т. е. 
Sk — направление на локальный минимум функции У*, а у * н  —■ 
расстояние от хк до точки локального минимума (так  опреде
ляемое направление s* псевдоградиентно для функции У*). Ме
тод штрафных функций в этих случаях представляет собой по
следовательность алгоритмов минимизации функций (2.4). Ис
следование таким образом определенных методов штрафных 
функций с принципиальной точки зрения несложно и сводится 
к нахождению условий, при которых последовательность точек 
минимума функций (2 .4) сходится к точке минимума функции

При планировании экстремального эксперимента н ер еал ь н о  
считать, что на А-м шаге метода штрафных функций хотя бы 
приближенно достигается локальный экстремум функции рег-

V ,(x )^ V {x )  +  Pl (x). (2.4)

х е  X, 
х е  Х0 \ X.

(2.5)

V(x).
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пессии I M * ) :  сложность основной задачи (минимизации V(x) 
при достаточно просто устроенных множествах X)  соизмерима 
со сложностью задач минимизации любой из функций У*(дс). 
Этого делать и не нужно. Достаточно на &-й итерации метода 
штрафных функций делать лишь один шаг в направлении псевдо
градиента функции VM*). Отметим, что условия сходимости 
определяемого таким образом метода штрафных функций почти 
не отличаются от условий сходимости алгоритма (1.1). Это сле
дует из того,'что при достаточно быстрой сходимости в (2.5) 
при k настолько больших, что 1/* почти совпадает с У, итерации 
метода штрафных функций почти совпадают с итерациями алго
ритма (2 .1), в котором роль X  играет Х0.

Для любого множества X a  R" существует и может быть по
строено бесконечно большое число штрафных функций. Напри
мер, если X замкнуто, то можно положить

Р,(дс) =  Л,р(х, X), x s R "  =  Xo> / = 1 . 2 ........

где {А/}— некоторая последовательность положительных чисел, 
А, ОО (/ ->• оо).

Как правило, при решении конкретных задач оптимизации 
множество X  имеет вид
*  =  {лсе Rn | j e e * 0; g , (*)<<>• / =  1, — . /; g<(x) =  О,

< =  / +  1. ••• ,  ni), (2.6)
где Х0 с :  R4 — множество простой структуры (возможно, X =  R4), 
Х с Х 0, функции g , ( x )  (» =  1, т )  определены на Х0. В к а 
честве последовательности штрафных функций для определен
ного таким образом множества X можно выбрать

Р,(х) =  А,Р(х), А ,>  0, / =  1 , 2 , . . . ,  А ,-*  оо, /-*.оо, 

Р (х )=  Z  (max {0, д, (*)})' +  Е  *1 g, (х) Г, (2.7)
<-i I-T+1

где г ^  1— фиксированное число. Очевидно, что если
функции £,(дс) непрерывно дифференцируемы t раз на множе
стве Х0> то при любом r > t  функция Р(х) такж е t раз непре
рывно дифференцируема на Х0.

В отличие от внешних штрафных функций внутренние штраф 
ные функции определены только на множестве X.

Пусть множество X замкнуто, имеет внутренние точки и су 
ществует такая  точка z e JC, что множество

{ х е  Л К ^ Х И г ) }
°мпактно. Последовательность непрерывных функций

Int X -*  R, t = l , 2 .............

ицлЫВается последовательностью внутренних штрафных функ- 
Аля множества X, если выполнены условия:
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а) 0 <  q ,+l(x) <  tj,(x) для всех x e l n t X  ( / = 1 , 2 ,  . . . ) ;
б) q,(x)-+Q  при / - » оо для всех x e l n t X ;
в) Qi (х/) 00 ПРН j —* оо для любой такой последова

тельности {* ,}c i ln t X, что lim х, <= A'\Int X.
/-> *

Образно говоря, при использовании внешних штрафных функ
ций «штраф платится» при нарушении условия дс е  X, а при 
использовании внутренних штрафных функций — при приближе
нии к границе множества X.

Метод внутренних штрафных функций определяется по по
следовательности {<7,(*)}”_, так же, как метод внешних штраф
ных функций по последовательности {Я|(лг)}Ц,.

2.4. Метод множителей Л агранж а . Рассмотрим задачу по
иска минимума функции V(a)  на множестве (2.6), где функции 
V, g, (i  =  1, т )  заданы на Х0. Функцией Лагранжа для 
рассматриваемой задачи минимизации называется

L (х, Я) =  V (х) +  I  btgi (х) = V (x )  +  XTg  (дс). (2.8) 
/-1

где х е  Х0, g(x) =  (g 1 (дс).............gm(x))T,
А, £= Ло =  {Я =  (Я|, , Ят )г Е  R |Я,| ^ 0, . • .  , А,т ^ 0}.

Седловой точкой функции Лагранжа (2.8) называется (в случае 
существования) такая  пара (х*. Х ' ) е Х 0 Х Л о, что при всех 
х £  Xq, X £  Ло

L(x\ А,)< L (дс*, А.*)< L (х, А.*). (2.9)

Соотношение (2.9) записывается такж е  следующим образом: 
L (дс*, A,*) =  min max L(x, А,) =  max min L(x, A,).

IiaAl >. e  .Vs x s  Xa

Покажем, что задачу поиска минимума выпуклой функции 
V(x) в случае / =  m всегда можно свести к задаче поиска сед
ловой точки фукцни Л агран ж а (2.8).

Т е о р е м а  2.2. Пусть множество X имеет вид (2>6), функ
ция V выпукла, I — m и (дс*, А.*) является седловой точкой функ
ции Лагранжа (2 .8) « а  множестве Х0 X  Л0. Тогда дс’ =  
=  a rg  min V (х).

X €  X
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (2.8) и (2.9) получаем

У (х*) +  kTg (х )  <  V (**) +  (А.*)г g  (дс*) <  V (дс) +  (Л У  g (дс).
х е  Xq, А е  Л0. (2.10)

Левое неравенство перепишем в виде
0 < ( А . ' - А . ) г £<дс*). (2.И)

Поскольку (2.11) справедливо для всех А. >  0 (в частности, 
для тех А >  А.*, у которых все координаты, кроме одной, совпа
дают с координатами А.*), то g ( . t * l ^ 0 ,  т. е. х * е !  При
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^ =  0 из (2.11) получаем (\*)Tg ( **) >  0. Но ^  0, а g{x*)t^  0;
следовательно,

( * У * ( х * )  — 0. (2.12)

По условию для всех х е  X имеем g(x) ^  0, и поэтому
( Г ) г £ ( * ) < » .  (2.13)

Из правого неравенства в (2.10) с учетом (2.12) и (2.13) по
лучаем, что для всех л ее  X имеет место неравенство

К (л О < И (д с )+ (Г ) г £ (дс )< 1 '(* ) .
Поэтому дс* =  a rg  imn V (дс). Теорема доказана.

х е  ДС
При решении детерминированных задач минимизации под 

методом множителей Л агранж а обычно понимают следующий 
метод:

**+1 =  arg  min L(x, Хк),
XG X

*.*+, =  ЯлДЯ.* +  а*£(лс*)1, k =  0, 1.............

где {а*}— некоторая последовательность неотрицательных чи
сел.

При решении стохастических задач методом множителей Л а г 
ранжа, так же как  н прн решении их методами штрафных 
функций, на fc-й итерации (к =  0, 1, . . . )  делается лишь один 
шаг псевдоградиентного метода в направлении убывания функ
ции L(x, X*).

Сходимость методов множителей Лагранжа обычно можно 
гарантировать лишь в тех случаях, когда стационарная точка 
функции Л агранжа является седловой точкой этой функции. 
Здесь под стационарной точкой понимается такая  упорядочен
ная пара (.г*. ?.*), что

dL (лс. Я.) I _ _  q  SL (х. Я.) I _
дх  1(х, М -(х.. К.) ' дК |(дг. *)-<*.. Л.)

Упражнения.

1. Приведите примеры последовательностей внешних и внутренних штраф
ных функций для случая, когда X — единичный гиперкуб.

2. Покажите, что если в (2.6) множество Хп выпукло, функции gi(x)
(1 =  1.......... /) выпуклы, а функции gi(x) ( 1 = 1 + 1 .............т) ' линейны, то
Функция (2.7) выпукла.

3. Решить методом множителей Лагранжа экстремальную задачу мини 
мизацнн квадратичной формы хТАх(х е  R", А >  0) при ограничениях атх — Ь 
(° e l i ' J e  R).

§ 3. Поисковые алгоритмы

3.1. Сходимость поисковых алгоритмов. В данном пункте при
веден результат, основанный на теореме 1.1, который позволяет 
«основать сходимость большого числа поисковых алгоритмов 
' п !>емального планирования. Предполагается, как и в $ I, чгоЛ =
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Согласно п. 1.1, поисковыми называются алгоритмы вида
(1 .1), в которых для вычисления направления движения s* 
кроме значений величин (1.2) используются только реализа
ции случайных величин y ( Z i )  (i — 1, . . . ,  / +  1) для некоторых 
специальным образом выбранных точек Zi, . . . ,  2/+i. Число то
чек I - f  1, используемых для вычисления s*, может зависеть от 6.

Рассмотрим общий алгоритм, которых охватывает большин
ство известных поисковых алгоритмов. На k-м шаге этого алго
ритма случайным или детерминированным образом выбирается
/ векторов <7*i...........gki и в / + 1  точках дс*. хк +  a*+i<7<ci. . . .
. . . ,  х * - f  a *+iqkl вычисляются значения случайной величины у, 
после чего полагается

i
xk+i =  •** +  Y*+ ia*+i £  [y(xk +  ak+lqkl) - y ( x k)]qkl. (3.1) 

/-1
Очевидно, что (3 .1 )— частный случай (1.1).
Т е о р е м а  3.1. Пусть выполнены условия  (1.4), (1.5), (1.8), (1.10), и 

пусть для любых х е  X

Д у * / а * < « > ,  * =  0 , 1 , . . .  (3.2)

E { z  } > * •■ * !* •  * > 0’ (3 3)

i
Е £  Ии11/< в/ < °° 1 = 1' 2.......... 6- <3-4>i - l
E l w - 0 . E%ki<)kl =  0, Е & С о ’ с о о ,  (3.5)

г д е
h i  = У (** + а*+1Чи) ~  Ч (*ft +  a*+i*«)-  5*о =  У (**) -  П (**)•

Тогда для алгоритма (3.1) с  вероятностью единица выполняется равенство
lim  inf II Vr) (де*)|| =  0.k-+OQ

Прежде чем доказывать теорему, поясним условия (3.2) — (3.5).
Условие (3.2) означает, что «длины пробных шагов» а* должны стре

миться к нулю ( а * - » -0, k-+oo),  причем быстрее, чем «длины рабочих ша
гов» у*.

Условие (3.3) означает, что векторы qm (i =  1, . . . ,  /) имеют такое рас
пределение, что для любого вектора х единичной длины (II х II =  1) средний 
квадрат проекции х хотя бы на один вектор </*( отличен от нуля. Если век
торы q>t детерминированные, то условие (3 3) соответствует требованию пол
ноты набора векторов (</л.......... </*<}, откуда следует, что I ^  п, где п — раз
мерность пространства X.

Условие (3.4) является чисто техническим условием конечности первых 
шести моментов распределений случайных величин II qn  II. Ясно, что всегда 
можно обеспечить выполнение этого требования.

Условие (3 .5 )— это не требующее комментариев условие центрированно
сти и ограниченности дисперсий ошибок измерений, а такж е некоррелирован
ности |*/, qki.

Из приводимого ниже доказательства теоремы следует, что алгоритм
(3 .1), вообще говоря, не является псевдоградиснтным, т. е. условие псевдо-



гоадиентности на некоторых шагах (в тех точках, в которых а* не мало по 
сравнению с II Vi](x*)||) может нарушаться. Тем не менее, при достаточно 
больших к условие псевдоградтчпности выполняется, что позволяет приме
нять для исследования этого алгоритма теорему 1.1.

Заметим также, что к теореме 3.1 легко могут быть сформулированы 
следствия, аналогичные следстеням 1.1, 1.2 (сформулируйте!) теоремы 1. 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3.1. Используя (3.3) — (3.5), (1.13) и 
вид алгоритма (3.1), имеем

[?ч (**)Г Е s* = a *+i [?п (**)]' Е I  E  Ь  (** + -  Я (**)] -  

= Е { Z  K(v,« (xk))T ? J 2 + ®*“+i h( ** + -

-  n (**) “  a*+i [?ч (x* )f 4ki\ (*ч (**))r 4 i  1} >  *■ II (**) IP -
I

-  T  La*+■E Z I  (Vl* (xk))T «ki III чи  f  > II (xk) IIX
/-1

x(x||Vn(**)|| - 4 - Ч а * +1) -

Из полученной оценки видно, что в тех случаях, когда а* мало по срав
нению с II Vi)(jit*)||, выполняется условие псевдоградиентности (1.6). Далее,

E ll s* IP < <**+! Е |  Z  ((Л (xk +  °*+ 14ki) ~  1 (xk))2 + 2<l2| II <?*/ II-J <

<  °*+ l E |  J ]  [ “ * + 11 (Уп (х„))т Як1 +  \  + i ] II <lkl IP +

+  *> ■ < . E £  II « 4  <  2a4 II (xk) If +  I  a*L .
t - i  )

Рассмотрим те реализации алгоритма (3.1), для которых
II Vh(jc»)|| Зг е >  0 при всех к — 0, 1, . . .  (3.6)

При к настолько больших, что
ak <  min {е. ke/(La3)}t

имеет место неравенство

17т» (**)]r Eh > w  Ы II  ( *  II (хк) II -  Т  *■*) >  т х II Vti (**) Г;

поэтому для рассматриваемых реализаций при достаточно больших к

Ells * 1Р< 2о7ваа*-+2, + (2а, +  ±  а /  )  ||7т, (xft) |р.

Следовательно, для этих реалимций выполняются (3.6) и (1.7) с 

Я* =  2a2a , J а !к н  К, =  0. К., =- ( 4 a , +  L2a6)/X.
0 чевид|Ю> что из (3 2) следует ( 1.9).
,1олнеиКИ*?1 сбра90м' для тех Реализаций алгоритма ( 1.1) , для которых вы* 

ено (3.6), можно использовгпь теорему 1.1, из которой получаем, что
с . М. Ермаков. А. А. ЖиглявскиИ 225



и™1"* 1Vt> (**)]г Е** “  °-К -> оо

Но по доказанному выше

т. е. при выполнении (3.6) с вероятностью единица выполняется равенство
Hm in f || Vt) (хл) и =  0.

К  -> о о

Следовательно, (3.6) выполняется с вероятностью нуль. Это эквивалентно 
утверждению теоремы. Теорема доказана

3.2. Примеры поисковых алгоритмов. Рассмотрим некоторые 
частные случаи алгоритма (3.1).

П р и м е р  3.1. Несимметричный вариант алгоритма Кифе
ра — Вольфовица: / =  п, qk, =  (» =  1, .• •, л ) — орты, т. е. ко
ординатные векторы е , = ( 0 , 0 , 0 , 1, 0 , . . . ,  0 )г.

П р и м е р  3.2. Симметричный вариант алгоритма Кифера —
Вольфовица: l =  2n, qki =  e, ( i = l ........... n) ,  </*, = —е, (i  =
=  n - f  1, 2л) . При реализации несимметричного варианта 
алгоритма Кифера — Вольфовица требуется приблизительно в 
два раза меньше значений случайных величин у(х)  на каждом 
шаге, чем при реализации симметричного варианта, но оценка 
градиента, получаемая на каждом шаге последнего, точнее.

П р и м е р  3.3. Случайный поиск с односторонней пробой: 
1 = 1 ,  случайный вектор <7*1 равномерно распределен на единич
ной сфере.

П р и м е р  3.4. Случайный поиск с парной пробой: / =  2, слу
чайный вектор <7*1 равномерно распределен на единичной сфере 
<7*2 =  —<7*1-

П р и м е р  3.5. Алгоритм стохастического /-градиента: I ^  
^  л, <7*, — случайные ортонормированные векторы, которые 

обычно получают с помощью процедуры ортогонализации не
зависимых, равномерно распределенных на единичной сфере 
случайных векторов. Достоинства алгоритма стохастического 
/ градиента при малых / наиболее ярко проявляются в тех зад а 
чах, в которых п велико.

П р и м е р  3.6. Случайный покоординатный подъем: / =  1,

<7*1 =  ei с вероятностью рк1> 0  (< =  1.............л, £  рк1 =  1 )
\ i - i  /

Рассмотренные алгоритмы могут быть подвергнуты некото
рым преобразованиям. Так, вектор, определяющий направление 
движения, можно умножить на произвольную положительно оп
ределенную .матрицу единичной нормы. Нетрудно понять, что 
условия сходимости преобразованного указанным образом алго
ритма не меняются

Можно такж е осуществлять изменение хк лишь в том случае, 
когда значение у(хк+, )  больше, чем вновь измеренное у(хк), т. е. 
осуществлять случайный поиск с возвратом при неудачном шаге.

при условии (3 .6 ) с  вероятностью  единица вы п о лн яется  равен ство
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Можно из векторов qk\, . . . .  qki выбирать только тот, для кото
рого величина

| г ^  </(** + а*+|<7*,) — у(хк)
м а к с и м а л ь н а , т. е. проводить случайный поиск с наилучшен про
бой. Можно вместо разности

y(xk +  aki. lqkt) — y(xk)

учитывать только ее знак.
3.3. Рандомизованные алгоритмы планирования экстремаль

ных экспериментов для недифференцируемой функции регрессии. 
Если функция ц(дс) недифференцнруема (и, возможно, разрыв
на), то большая часть алгоритмов поиска ее максимума, рас
смотренных в настоящей главе, не обязана сходиться.

Ниже рассмотрен основанный на сглаживании исходной функ
ции способ построения алгоритмов поиска ее максимума. Д ля 
сходимости некоторых из этих алгоритмов предположение о 
дифференцируемое™ функции т] не является обязательным.

Пусть имеется заданная на X =  R" функция г)(дс). и пусть 
h(x)— непрерывно дифференцируемая плотность распределения
на Rn, удовлетворяющая условию  ̂ || х || А (дс) d х <  оо . Сглажен
ной будем называть функцию

(дс, p ) = $ A ( * ' ) n ( * - P * W .  (3.7)

где р > 0  — фиксированное число, называемое параметром сгла
живания.

Замена переменных в (3.7) позволяет записать f|(x, Р) в виде

Л(дс, р) =  р - п $ л ( ^ - ) т , ( г ) < * г .  (3.8)
и"

Из (3.8) следует, что функция fj (дг, р) дифференцируема поде:

Р) =  - j j  т) (дс, р ) = р - " $ - £ - А ( ^ р - ) т , ( г М г  =  
и"

=  р~|'1+|>  ̂у/» (  )  л (z)dz = - j -  VA (г) t) (дс — рг) dz. (3.9) 
r "  r

Легко понять, что функция fj (дс, р) не менее гладкая ,  чем Л(х).
При малых р функция fj (дс, Р) хорошо приближает л(дс), а 

функция V,f|(x, Р)— градиент этой функции Ут)(дс).Это следует 
из двух лемм, приведенных ниже.

Л е м м а  3.1. Если сх —  ̂A(z)||z||dz <  функция т) не-

прерывна в точке х и растет из нее не быстрее линейной (т. е. 
Л (дг) т) (г) | ^  L || х — г || для всех г е Х ,  где L <  оо), то

1*Н*. Р ) - П ( * ) 1  =  0 (Р ) .  Р -* 0 -  (3.10)
в*
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Д о к а з а т е л ь с т в о .

I П (x, P) — r\ (x) | =  h (z) h  (дс — pz) — r\ (дг)) dx 
r"

<  \ |Л(2 )|| л ( *  — P̂ r) — r](x)|d2 <   ̂h(z)L\\ $z!ldz =
Rn R"

=  Lp ^/i(2)||z||d2 =  c,z.p =  0 (p ) ,  P - » 0 .
Ra

Лемма доказана.
Из утверждения леммы вытекает, в частности, что если функ

ция ti удовлетворяет условию Липшица на множестве X и 
Ci <  оо, то (3.10) имеет место для всех точек д с е  X.

Л е м м а  3.2. Если с| <  оо, функция ^ дифференцируема и 
ее градиент удовлетворяет условию Липшица, то

II Vxfj (х, Р) — Vn (дс) || =  О(Р), Р -+ 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя обе части (3.7) по х, 
получаем

Vx Л (х, р) =  р-1 ( уЛ (г) л (дс — р z ) d z = \ h  (г) Vn (* — рг) dz.
Rr

Утверждение леммы доказывается повторением выкладки, про
веденной при доказательстве предыдущей леммы, с заменой
г)(дг) на \7"П (дс). Лемма доказана.

Тот факт, что в точках дифференцируемое™ л (дс) имеет место соотношение
М  (*. Р) -*■ ?Л (*), р-*о.

справедлив и без предположения о дифференцируемое™ функции л на всем 
множестве ДГ. Действительно, одно из свойств обобщенных функций состоит 
в том, что если функция f(x, Р) зависит от параметра Р и стремится при 
Р -► 0 к некоторой обобщенной функции о (х ),  то производная от нее по х 
(т .е . дЦх, Р)/ддс) при р -»-0  стремится к производной от а(х).

В нашем случае эго означает, что если
Л (*. Р) -> Л (*),

х — г
(3.11)

т. е. lim Р""А =  6 (х — г) (б — дельта-функция), то

dh
Iim Р~" ■ 

3-»о
i z i z lдх

дб  (х  — г)
дх

По определению производной от дельта функции для любой дифферен
цируемой в точке х функции \ имеем

4 f  ( X ) .

Поэтому V ,f)(x , P )-*-V r)(x) при Р - * 0  в точках дифференцируемости л (х  ̂
в случае выполнения (3 11).

Заметим, что из леммы 3.1 следует, что (3.11) выполняется при весьма 
неограничительных условиях.

22а



Пусть Р >  0 фиксировано. Легко построить поисковый алго- 
Итм отыскания стационарных точек функции f| (дс, р), т. е. таких 

точек в которых Vjefi(лгр, р) =  0. Действительно, несмещен
ной оценкой градиента У*т|(дс, Р) является

N .1 т—1 V/i (yi)
s (дс, р, -V) — -щ -  ^  у ( х — рХ|).

1-1

где X/ (/ =  1. •••.  N )— независимые реализации слу
чайного вектора, имеющего распределение с плотностью р(х), 
которая положительна во всех точках д с е Х  или только в тех, 
В которых ||V/l(лг)||т£ 0.

Используя это, алгоритм отыскания точек дер можно построить 
следующим образом:

**+i =  ** +  Y*+■«(**. P. N)‘ (3-12)

Для обоснования сходимости этого алгоритма к одной из точек 
*0 можно применять теоремы 1.1, 3.1. Отметим, что из указан 
ных выше свойств сглаженных функций вытекает, что при м а
лых р точка близка к одной из стационарных точек функ
ции Г].

Если вместо алгоритма (3.12) рассматривать

■*t+i =  -4~ Y*+|S (•**> Pt> ЛО» (3.13)

где р* — 0 (Л-*-оо), то легко понять, что (3 .13)— типичный по
исковый алгоритм отыскания стационарной точки функции rj, и 
для его исследования можно использовать теорему 3.1. При 
этом для обеспечения сходимости алгоритма (3.13) придется на
лагать условия гладкости на функцию ц.

3.4. Симплексный метод. Хотя формально симплексный ме
тод является типичным поисковым алгоритмом, он заслуживает 
отдельного рассмотрения по двум причинам: во-первых, наряду 
с методом крутого восхождения он является одним из наиболее 
широко используемых методов экспериментальной оптимизации
и, во-вторых, представляет собой яркий пример метода, сходи
мость которого обосновать не удается.

Суть метода состоит в том, что движение к максимуму функ
ции г|, заданной на X =  Rn, осуществляется последовательным 
отражением вершин симплекса.

По определению n-мерный симплекс представляет собой мно
гогранник, образованный п 1 точками (вершинами), кото
рые не принадлежат одновременно ни одному подпространству 
меньшей размерности. Симплекс называется регулярным, если 
Расстояния между его вершинами равны.

Наиболее простым вариантом симплексного метода является 
ак называемый последовательный симплексный метод, предло- 
енный в начале 60-х годов и использующий зеркальное отра-
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женне регулярных симплексов относительно граней, противопо
ложных вершинам, в которых значение случайной величины у 
наименьшее. Многократное отражение симплекса приводит к 
шаговому движению центра симплекса к цели по траектории не
которой ломаной линин.

Введем матрицу размера п Х (л  +  1):
- 0 0 ... 0

Рп <7 п ••• Чп
Чп Рп ••• Чп

.Чп q,, . . . Рп
Здесь

( V " T T “  Рп== ( л / ; г т т  +  п ~  
Координаты zii (t =  1, . . . .  п;  / = 1 ,  . . . , п  +  1) вершин 

г, (/ =  1, . . . ,  п +  1) регулярного симплекса с длиной ребра 
L =  1 определяются строками матрицы А. При этом вершина г\ 
будет в начале координат, а векторы, соответствующие верши
нам г2, гп+1, составят одинаковые углы с координатными 
осями.

Координаты вершин регулярного симплекса с длиной ребра 
L =  1 и центром в начале координат определяются строками 
матрицы

~—г, — гг — г, . . . — Г Я—1 — Гп~
R. — г» — г» ... -- г п - \ -- Г п
0 R i — Гг . . . ---  г п - 1 — г п

0 0 0  ... 0 *п.
где

г, =  (2/ (i +  1 ) ) " ' R, =• im (2 (i +  1 )Г ,/2. 1— 1.............п.

Величины п и R, ( i — 1, . . . ,  п) представляют собой радиусы 
вписанной и описанной сфер для j -мерного регулярного симп
лекса с длиной ребра L =  1.

Если требуется построить регулярный симплекс с длиной 
ребра L ф  I и центром (вершиной) в точке х0, отличной от на
чала координат, то координаты вершин одного из двух указан
ных симплексов подвергаются очевидному линейному преобра
зованию: сначала к ним прибавляются соответствующие коор
динаты точки дго, а затем полученные величины умножаются на£- 

Алгоритм последовательного симплексного поиска состоит 
в следующем.

А л г о р и т м  3.1.
1) Строим регулярный симплекс So. полагаем k =  1.
2 )  Проводим измерения в вершинах симплекса So-
3 )  Выбираем наименьшую величину yt из результатов изме

рений у j ..........уп+\ в вершинах симплекса 2*_|.
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4 )  Строим симплекс 2 *  путем замены точки г», в которой 
было получено значение yt, новой точкой z\, координаты кото
рой равны

3t'l l M=2n - l Y ,z ll — (l +  2 n - i)z n, i =  1........... л + 1

/т0чка г\ с координатами г'и является зеркальным отражением 
точки zi относительно противоположной грани симплекса Z*_i).

5) Проводим измерение в точке г\, получаем у\.
6) Если у \ < у ( ( i =  1, — I, / +  1, 1), то в 

качестве zi выбираем вершину симплекса 2 *_ ь  соответствующую 
второму по величине значению из набора {у\.......... Уп+\), и пере
ходим к шагу 4).

7) Если к >  п +  1 и на предыдущих п -+- 1 итерациях наи
большее значение в наборе {у\, t/„+i} оставалось одним и 
тем же, то повторяем измерение в точке, соответствующей наи
большему значению.

8) Заменяем к на А +  1, у, на у\ и переходим к шагу 3 ).
Очевидно, приведенный метод не сходится к точке макси

мума функции t]. Тем не менее богатый практический опыт по 
использованию этого метода для поиска максимума одноэкстре
мальных функций показывает, что с его помощью удается доста
точно быстро отыскивать область максимума (и отслеживать 
ее, если функция т) нестационарна) при решении многих задач, 
в которых измерение контролируемых переменных х е  X может 
проводиться с ошибкой, а случайные величины у, вычисленные 
в разных точках х, могут быть зависимы между собой и зави
сеть от времени.

Отметим, что ограничения типа неравенств при проведении 
симплексного поиска учитываются очень просто: вершины, не 
удовлетворяющие ограничениям, отбрасываются.

Постоянный размер симплекса не обеспечивает одновременно 
высокую скорость движения симплекса в начале поиска и точ
ность отыскания экстремума в его конце. Поэтому обычно раз
меры симплекса уменьшают с ростом номера шага.

Приведем одну из типичных модификаций последовательного 
симплексного метода, в которой размер симплекса на каждом 
шаге уменьшается.

После отражения симплекса на каждом шаге выбирается 
вершина, в которой случайная величина у приняла наибольшее 
значение, начало координат переносится в эту точку, после чего 
координаты остальных вершин преобразуются по формуле

г'и =  Lkzir  I — 1, . . .  , п, / =  1.............п - f  1,

 ̂— номер шага, {£*}— последовательность чисел, опреде- 
обь|Ц1аЯ закон изменения длин ребер симплексов. Поскольку 

“ Чно выбирают I и предполагают, что функция до-
т°чно медленно меняется, значения случайной величины у
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для вершин нового симплекса не вычисляют, а используют зна
чения этой случайной величины в соответствующих вершинах 
старого. Исключение составляют те вершины нового симплекса, 
в которых (или нм соответствующих) в течение п +  I предыду.’ 
щих шагов значения у не вычислялись; в этих вершинах вычис
ляются значения у. Таким образом, на каждом шаге, кроме ну- 
левого, требуется в среднем лишь немногим более одного вы- 
числения%значений у ■ Последовательность {/.*} и длина ребра 
начального симплекса выбираются из априорных соображений 
о желательной скорости движения симплекса на начальном и 
конечном этапах поиска.

Симплексный поиск обладает тем свойством, что изменение 
длины шага в направлении псевдоградиента у* однозначно свя
зано с изменением интервала варьирования, или «длины проб
ного ш ага» а*. Отсюда следует, что условие (3.2) не выполняет
ся, и поэтому теорема 3.1 неприменима. Более того, неприме
нима и любая другая из известных теорем о сходимости поис
ковых алгоритмов в достаточно общих постановках задачи 
экстремального планирования (легко понять, что экстремальную 
задачу можно сузить настолько, что любой метод оптимизации 
будет сходиться). По-видимому, при наличии случайных оши
бок измерений и при достаточно общих предположениях о функ
ции регрессии симплексный метод не обладает гарантированным 
свойством сходимости.

3.5. Метод крутого восхождения. Этот метод разрабатывался 
и применялся для решения задач оптимизации реальных объек
тов и процессов, и поэтому имеет специфические особенности, 
хотя и может быть рассмотрен с общих позиций (см. п. 3.1). 
Суть метода крутого восхождения состоит в следующем. Последо
вательно проводятся небольшие серии измерений (вычисляются 
значения случайной величины у в специальным образом опреде
ленных точках факторного пространства X). Серии, в каждой 
из которых по определенным правилам варьируются все фак
торы (контролируемые переменные), организуются таким обра
зом, чтобы по результатам проведенных измерений можно было 
легко оценить градиент в некоторой точке. В направлении оцен
ки градиента проводится еще несколько измерений, после чего 
выбираются условия проведения следующей серии эксперимен
тов. Так последовательно достигается область экстремума, в ко
торой серия обычно планируется таким образом, чтобы можно 
было оценить коэффициенты квадратичной модели истинной за
висимости г) в окрестности точки экстремума.

Предположим, что мы хотим по результатам серии измере
ний в точках , x'N случайной функции у(х)  оценить гра
диент Vii(jco) функции регрессии (х) =  Еу (дс) в некоторой точке 
х0 е  X =  R'1. Пусть N >  п и точки х\, . . .  , х 'v таковы, что они 
не л еж ат  в линейном подпространстве R" размерности п. — 1 или 
меньше. Кроме того, пусть эти точки находятся в настолько ма*
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д окрестности S  точки дс0, что в не1”' можно предполагать ли
лейную зависимость функции ц(дс) от дс:

1) (jc) «« г] (дс0) +  [Vri (дс„)]Г (* — *о), х е  S .

Положим * ,  =  * ' ,— дс0 ( / = « ...........N). Координаты точек х,
обозначим через x,(i) (/ =  1.......... п).

Тогда для результатов измерении у/ =  y(x t +  дс0) прибли
женно справедлива линейная регрессионная модель

У/=  bо "Ь £  bixi (О Ч* е/> /=  1 • • • • > N, (3.14)

где Е е ,  =  0, fto==*l(*o)> ( î> •••  » bn) ==V4(^o)> ^i* •••  >
— неизвестные параметры регрессии.

Положим
Г1 х , (1) . . . X, (я)  ' Г У (xi) 1

F = 1 дс, (1) ... xt ( « ) у \ у  (X,)

Ll xN (l) ... xN (п) . U ( i w) J

Из результатов § 1 гл. 1 вытекает, что МНК-оценка й =  (50.
5,.......... Ьп)т параметров Ь =  (Ь0............Ь„)т является наилучшей в
множестве линейных несмещенных оценок. Исходя из этого, гра
диент Vn(*o) =  (b i .......... Ь„)т в стандартных вариантах метода
крутого восхождения оценивается вектором (Ь\, . . .  , Ьп) •

Как правило, в методе крутого восхождения план проведе
ния серии измерении выбирается таким образом, чтобы он был 
симметричен относительно центра проведения измерений, т. е.

П
^  хI (/) — О, I “  1, • • • » 

и ортогонален, т. е.
п
У  ДС/ (О ДС/ (/) =  0, 1ф 1, i, 1 = 1 ,  2 .............п,

Если план |={дсь . . . ,  дс*} выбран в таком виде, то матрица 
FTF диагональна, и вычисление вектора Ь не представляет з а 
труднений, что важно в тех случаях, когда вычисления прово
дятся без помощи ЭВМ. Более подробно вопросы планирования 
эксперимента по оцениванию параметров линейных регрессион
ных моделей вида (3.14) рассмотрены в § 1 гл. 4.

Если все переменные jc(1 ) ,  х(п) варьировать на двух 
Уровнях: x ( i ) = ± a ,  (a t >  0 выбираются, исходя из априорных 
соображений), то в силу симметричности плана |, его ортого-

•V
альностн и того, что У  [дс; (<)]' =  Na- ( t =  I, п), полу



чаем очень простые формулы для оценок:
ЛГ /V

6о =  Л Г ‘ £  y (x t), 6, =  Л Г ‘ £  а,- ' */(/')И*/). 1 = 1 ............. .....
I - 1  / - I

В качестве плана проведения серии измерений часто выбирают 
либо полный факторный эксперимент (это означает, что изме
рения проводятся в 2П точках ( ± а ь  ± а 2, ± а п) т), либо 
дробные реплики от него (см. гл. 2 ) .  В этих случаях метод 
крутого восхождения называют такж е  методом Бокса — Уилсона.

Д ля того чтобы определить центр проведения новой серии 
измерений, обычно (см. такж е  п. 4.1) в направлении оценки гра
диента Vt](-со) выбирается последовательность точек w e  X (i =  
=  1, 2, . . . ) ,  расположенных на равном расстоянии друг от 
друга, и вычисляются y(vi) ( i =  1, 2, . . . )  до тех пор, пока не 
выполнится y(vi) <  y(vj~\). Точку vi- 1 принимают за центр но
вой серии экспериментов.

Еслн норма оценки градиента функции регрессии на каком- 
то шаге мала или если после проверки гипотезы о значимости
каждого коэффициента 6, ( i =  1.......... п) регрессионной модели
(3.14) при помощи критерия из п. 1.5 гл. 1 оказывается, что все 
они незначимы, то считается,' что достигнута область экстре
мума. После достижения области экстремума план первого по
рядка обычно достраивается до плана второго порядка, оцени
ваются коэффициенты квадратичной модели и экстремум функ
ции регрессии аппроксимируется экстремумом указанной мо
дели. При необходимости квадратичная модель строится не один 
раз, а несколько— к аж д ая  следующая в более узкой области.

Таким образом, специфическими чертами, отличающими ме
тод крутого восхождения от других поисковых алгоритмов, яв
ляются: а )  проведение статистического анализа получаемых 
экспериментальных данных (в том числе линейного регрессион
ного анализа для построения линейной или квадратичной мо
дели функции регрессии), б ) специфический выбор плана экспе
римента на каждом шаге (критериями выбора плана могут быть 
ортогональность, ротатабельность, простота построения, бли
зость плана к насыщенному, оптимальность); в) выбор направ
ления движения в соответствии с построенными регрессионными 
моделями (в частности, в качестве направления движения часто 
выбирается оценка градиента функции регрессии в заданной 
точке); г )  выбор длины шага как случайной величины (по пра
вилам, описанным выше и в § 4).

Рассмотрим теперь вопрос о сходимости метода крутого вос
хождения. Предположим, что метод состоит в том, что на к аж 
дом шаге движение происходит в направлении оценки градиента 
функции регрессии, а длина шага выбирается следующим обра
зом. Фиксируется некоторая последовательность положительных 
чисел {у*} и целое число N >  0. Пусть s * — направление движе
ния на k-м шаге, ||s*|| =  1, дс*— центр &-й серии измерений. В на-
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правлении s* из точки дс* проводится не более /V измерений в 

к " * * *  ** +  Y*+iS*. ** +  2 у*+1**..............** +  /Ya+iS*
до тех пор, пока не выполнится неравенство

y(xk +  ( i+  l)Y*+|S*)<0 (** +  *Y*+iS*). (3*15)
где K i < ^ i  y (* k + (N +  l )v *+ is* )=  —1оо, и центр новой се
рии измерений переносится в точку

**+! =  ** +  iyk+\Sk. (3.16)

Спецификой метода крутого восхождения является, в ча
стности, то, что длины шагов — случайные величины. Поэтому 
теорема 3.1 прямо неприменима. Запишем метод крутого вос
хождения в виде (3.16) или, что то же самое, в виде (1.1) с з а 
меной s* на is*. Заметим, что 0 <  a <||s*||< А <  оо (а =  1, 
A =  N) с вероятностью единица и что в этом случае условия 
сходимости алгоритма (1.1)  полностью идентичны условиям схо
димости алгоритма

**+i =  ** +  Y*+is * / H II*
Отсюда следует, что условия сходимости метода (3.16) те ж е, 
что и метода

**+i — xk +  Y*+is*> 
сходимость которого можно обосновать с помощью теоремы 3.1.

Упражнения.
1. Выпишите условия сходимости описанного в п. 3 4 стандартного ва

рианта метода крутого восхождения.
2. Пусть номер шага k и точка х* в алгоритме (3.1) фиксированы. Сфор

мулируйте план эксперимента, используемый па ft-м шаге несимметричного 
варианта алгоритма Кифера — Вольфовица. Покажите, что при условии аде
кватности линейной модели для функции регрессии в кубе (шаре) с центром 
в точке х* этот план не является непрерывным D-, .4- н Q-оптнмальным. По
стройте алгоритмы вида (3. 1), в которых на каждом шаге используются пла
ны эксперимента, оптимальные в указанных смыслах.

§ 4. Выбор длины ш ага и направления движения
в методе крутого восхождения

4.1. Выбор длины шага. Предположим, что проведена серия 
измерений в окрестности некоторой точки х* (без ограничения 
общности считаем д с * = 0 )  и выбрано направление дальнейшего 
подъема. Полупрямую, на которой будет выбираться центр но
вой серци экспериментов, запишем в параметрическом виде: 
х ®= X/, где

0, Я. =  (А.„ . . .  , Хп)т, || Ml =  1 ■
Если движение происходите направлении оценки градиента 5 =

Ь„)т функции л в точке нуль, то >.,= М М -1; t — 
Расстояние or дс до точки нуль.

235



Пусть задана некоторая возрастающая последовательность
чисел 11, t2, зависящ ая, возможно, от номера серии экспе
риментов. Примем обозначения: y(i) =  y(kti), i)(i) =  r\(ktj) ( / =  
=  1 .2 ,  . . . ) •

Самое простое и наиболее распространенное при расчетах на 
ЭВМ правило выбора нового центра экспериментов * =  со
стоит в том, что полагают x =  ht\ (см. § 1—3). При использо
вании метода крутого восхождения обычно используют другое 
правило: вычисляют y(i) (/ =  I, 2, . . . )  до тех пор, пока не вы
полнится условие

» Ц +  I X  £/(/). (4.1)

и полагают х =  Xf/.
Описываемое ниже правило выбора длины шага (или, что 

то ж е  самое, нового центра проведения экспериментов) состоит 
в следующем. Вычисляется y(i) (i =  1, 2, . . . )  до первого вы
полнения неравенства (4 .1), после чего проводится еще не
сколько измерений </(/' +  2 ) ,  y(j-\- 3 ) ,  . . .  до тех пор, пока при 
некотором 2 не выполнится неравенство либо y ( j +  I) ^  
< y ( i )  — л. либо y ( j  +  l ) ^  y(j) +  а. В первом из указанных 
случаев полагаем х =  Х//, во втором продолжаем измерять у 
в точках Я,ti до тех пор, пока снова не выполнится (4 .1), после 
чего поступаем аналогично.

Приведенный способ выбора длины шага y*+i основан на по
следовательной проверке статистических гипотез с целью опре
деления такой точки вида tik, что при / >  f, функция ср(/) =  
=  г|(/Х) убывает. Опишем этот способ более формально. Поло
жим

<о =  0. *m =  niin{t =  /m_ i+  1, /ш- 1  + 2, . . . \y(i +  1) < */ (/)},
1.

Построим статистическую процедуру проверки двух гипотез:

Н „:  Т) М  >  л (*'т). Л (/А.) < -п (/т ), 

где t > t i ,  t близко к ti .т т
Проверка этих гипотез проводится с целью выяснения, про

изошло ли уменьшение вычисленного значения у вследствии 
того, что т)(<я1 +  1 ) <  Л (<т). или благодаря случайной ошибке.

Д ля  дискриминации указанных гипотез в точках /,Х (i >  
>  i m  +  1) проводится еще несколько вычислений у. Положим 
( т  ^  1 фиксировано)

ui =  y (im +  i) — yUm)> 1 =  1, 2, . . .
При каждом / =  2, 3, . . .  принимается гипотеза Нт , если 

ui ^  а ;  принимается Gm, если и, ^  —а ;  проводится новое на
блюдение в точке l t tm+l+l, еслн —я <  н, <  а. Здесь а ^  0 обо
значает число, значение которого определено ниже.
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Если гипотеза Нт  отвергается, то полагаем Y*+i=<«m- Если 
эта гипотеза принимается, то считаем, что выполнение неравен
ства y (im +  1 ) <  y(im) произошло благодаря случайной ошибке, 
а функция регрессии в выбранном направлении пока увеличи
вается. Поэтому продолжаем наблюдать y(i) до момента tm+i. 
после чего проделываем аналогичную процедуру.

Последовательная проверка гипотез и проведение измерений 
в выбранном направлении продолжается до rex пор, пока при 
некотором m =  1, 2, . . .  не будет отвергнута гипотеза Нт .

Будем предполагать, что функция регрессии п (-0  унимо
дальна, а ошибки измерений et =  y ( i)— п ( 0 — взаимно незави
симые случайные величины, имеющие одинаковое симметричное 
распределение P(dx) с непрерывной функцией распределения 
F(t).

Оценим сначала вероятность ошибки первого рода при про
верке гипотез Нт -

Л е м м а  4.1. Для приведенной процедуры проверки гипотезы 
Н„, для вероятности ошибки первого рода а т (отвергнуть гипо
тезу, когда она верна) справедливо неравенство

“ т  <  «  =  С  \ +  F ( z  - а )  -  F  (г +  a) d F
— ОО

причем а т  =  а  при t] (дс) =  const.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

Al =  {— a < u l <a},  fl| =  { « i<  — а).

Тогда

От =  р  {отвергнуть Нт  | Н,п) =  £  Р А ,0В ,\  W „ j  <

Р { Д  А,(]В,\ Нт , л (Дс) =  const

Р (dt) Р (dz) =

С F ( г  — а) Р (dz)
— ) | _ [ / ? ( *  + a)  - F ( * - a ) l

— ОО

Лемма доказана.
Л е м м а  4.2. Пусть Ni — число наблюдений, требуемых для 

проверки i-й гипотезы (/ =  1,2, . . . ) ,  т — число гипотез, требуе

мых для того, чтобы впервые отвергнуть Н{, N =  ^  об
щее число наблюдений, проводимых до того момента, когда

оо оо / z + а  \ < — 2 г — а

= 1  5i—2 —оо О '  —о
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будет впервые отвергнута Нт . Тогда
о о

Е {Л | г) (.v) =  const} =  1 +   ̂ i -  f  (Z + a ) - F ( ? - a )
—  ОО

Д о к а з а т е л ь с т в о .

Е {N| г)(х) =  const} =  Е ( £  N,\i\(x) =  const
Vi — I

=  E {т I ri (x) =  const} E {iV, | r\ (x) =  const}

(последнее равенство следует из того, что все Е {Nt | ц (х) =  const} 
равны). Используя определение а ,  имеем

Е IЛ (х) =  const} =  £  i ( l  — а )<_1а =  1/а. 
i - i

Далее

Е {Л̂ , | г| (дг) =  const} =
оо

=  £ 2*1р { ~ а < и , < а  (/ =  2, 1), \и,\>а)] =
00 / • ! - !  \ оо оо . г + а  . ( - 2

-  И S P(du)) W-P(Ai)\dF(z) =
i- 2 V/—2 ) 1-2 - Д г - »  /

ОО оо

=  Z «  5 (z +  а) — F (г — а)]< -2 [ 1 — F (г +  а) +  F (г — а)] X
1 -2  -о о

00/00 \ 
X d F ( z ) =  1 +  J

— oo

Лемма доказана.
П о л о ж и м

♦ ( в ) - Е | л г | Д я , } .  ф (а) =  Е | Д  Gj j

суть средние числа измерений при условиях, что функция регрес
сии не убывает и не возрастает. Очевидно, что у  (а) и <р(а) воз
растают с ростом а ,  а в случае г|(дс) =  const достигают экстре
мальных значений (соответственно максимального и минималь
ного).

Если величина а мала, то будет мало значение ф( а ) ,  что 
обычно нежелательно; если же а велико, то велико и значение 
ф( а ) ,  что плохо.
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Е сли  в качестве критерия для выбора а использовать сред- 
нее число  измерений вдоль выбранного направления, то, учиты
вая сказанное, естественно а задавать  из условия

Е {ЛЧ т] (дс) =  const} =  у. (4-2)

где у — заданное число, являющееся минимальным (по возмож
ным функциям регрессии) средним числом наблюдений при ус
ловии, что функция регрессии не убывает.

Для любой функции регрессии выполнено неравенство 
* ( а ) ^  V ^  <Р(а ). и< следовательно, задание величины а через 
соотношение (4 .2 )— это задание нижней границы для ф(а)  и 
верхней для ф(а) .

При решении практических задач наиболее естественный вы
бор у — от 5 до 20. Конечно, этот выбор должен быть согласо
ван с трудоемкостью алгоритма вычисления направления движе
ния: средние числа вычислений функции регрессии, требуемые 
для определения s* и у*, должны быть примерно одинаковыми 
(во всяком случае, иметь один порядок).

Задача определения а из условия (4.2) сводится к решению 
относительно а  уравнения

[ . +  \ т =
L -о о  J

X  Г Г _____F ( г  — a) dF  (г)_____1 " '  ( g
Х  )  \ — F ( г  +  а) + F ( г  — a) IL — ОО J

Это уравнение можно аналитически решить лишь для про
стейших видов функции распределений F (см. пример 4.1). 
В остальных случаях нужно использовать ЭВМ или выбирать а, 
руководствуясь только интуитивными соображениями.

П р и м е р  4.1. Пусть у > 4  и F(t) имеет равномерное распределение на 
промежутке f—&, 6] , т. е

г  < — ft,
dF (z) =  \\l(2b), - f t < 2 < ft 

(.0,  г >  b
Отсюда

0, г  < -  ft.
F {г) =  ■{ (г  +  ft)/(2ft). - f t < 2 < 6  

1 г  > ft

■ f r

{
f °' j  (г  — а +  ft 

{
г  < a — b,

F (г  -  а) =  { (г  -  а +  ft)/(2ft). a - f t < 2 < a  +  ft,
г  > а +  ft

0, г  <  — а — Ь 
F (г +  а) =   ̂ (г  +  a -f- ft)/(2ft), — a — f t < ? < f t  — a

1, г  >  ft — a
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Предположим, что \ >  4. Тогда из (4.2) следует, что а <  Ь. Числитель 
в левой части (4.2) равен

а-ь

■ + S-ь
( 2 6 ) - '  dz

1 -  (г  +  о +  Ь)Ц2Ь)
Ь - а

, Г ______________ (2ft)- 1 dz______________
J 1 -  (г  +  а +  Ь)/(2Ь) +  (г  -  а  +  ft)/(2ft)

а-Ь
+ ( ______ (?» Г  d*______ = 1 +  f ____

J 1 -  I +  (г  -  a +  b)/(2b) ^  )  (ft -  а) -  гb—a
b -a  b b

S 2 ( f t - a )  +  S z +  ( b - a )  = 2  +  2 \ T + { b - a )
a—b b—a b—a

d z

Аналогично вычисляя знаменатель в левой части (4.3), получаем, что он ра
вен 1/2.

Таким образом, уравнение (4.3) принимает вид

Ч ' + ' - ' п Ь У - » -
Решая его, получаем

а =  2ft [ l  — ev/4—I/(2ey l i~l — l ) ] .

4.2. Оптимальный выбор направления движения. В алгорит
мах вида (1.1)  в качестве s = s *  часто выбирают направление, 
совпадающее с оценкой (если возможно, то несмещенной) гра
диента 0 =  Vt](Хк) функции т) в точке дг* (далее считаем дг* = 0 ,  
II5II =  1). Это обосновано тем обстоятельством, что при соот
ветствующих условиях гладкости на ^ в направлении s =  0/||0|| 
(где 0 — несмещенная оценка градиента 0 =Уп ( д г * ) )  средняя 
скорость возрастания функции регрессии i) максимальна. Од
нако за счет того, что направление движения s — случайный век
тор, функция регрессии в направлении s с некоторой вероят
ностью может убывать, что с практической точки зрения крайне 
нежелательно.

Условие возрастания функции л в направлении s может быть 
записано следующим образом:

-JJ- (дг<*>) =  [ут| (x<*>)]r s =  0rs >  0.

Поэтому вероятность возрастания ц в направлении s равна

р  {-§5- (*<*>) >  о} =  р  {sr0 >  0} (4.4)

и представляет собой естественный критерий оптимального вы
бора направления движения, который следует м акси м и зи ро вать
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с при 0 =  ви — истинном значении 0 (или, если возможно.
при всех О Ф  0 ) .

Талее предполагается, что в J v ^ l  точках z i ...........zn, при
надлежащих некоторой достаточно малой окрестности нуля и 
„меюших координаты z/(i) (/ =  1, N, i =  1, п), вычис
лены случайные величины

у (г,)- 6 ь +  0г2/ +  в/, (4.5)

где 8/ — взаимно независимые, одинаково распределенные слу
чайные величины (Ев, =т=9, De( =  o2), а направление движения 
s выбирается в виде

5 =  5 (Л) =  ЛК, (4.6)
где

Y =  (y ( z i)......... y ( z N)) , A < = s4 ,

sf. — множество матриц порядка пХ. N. Д ля  простоты положим 
0о =  0.

Условие (4.5) означает, что постулируется линейная модель 
регрессии, а (4 .6 )— что направление движения s выбирается 
в множестве линейных статистик.

Если N > n  и А =  BFT, где F =  Я г, (0  Ил Д  i

В  В =  const [  £  z/z[ j (4.7)

(т. е. матрица В пропорциональна дисперсионной матрице оце
нок параметров 0 линейной регрессионной модели (4 .5 ) ) ,  то на
правление движения, определяемое по (4 .6), совпадает с на
правлением вдоль оценки градиента, получаемой по методу наи
меньших квадратов (такой выбор направления стандартен для 
метода крутого восхождения).

Таким образом, рассматриваемая задача состоит в нахожде
нии статистики

s ' =  a rg  max Р {sr0 >  0} (4.8)
s s E

Для всех 0 e R "  прн условиях ЕК =  FQ, DK =  a2/N, где 2  — мно
жество статистик, записываемых в виде (4.6).

Отметим, что вероятность (4 .4) не зависит от ||s|| и ||0||, и 
требование ||s||= 1 налагается только для обеспечения един
ственности оптимального направления.

Положим
/(Л) =  /(у4, 0)==е^ ( Л)> x{A) =  x{Ai 0) =

=  и (А )- В (А )]/ л/Щ А). 
0гДа вероятность (4.4) представляется в виде

Р {/ (А) >  0} =  Р  (А) >  -  Е/ (A)/\Di(A)}. (4.9)

241



Случайная величина х ( ^ • ®) представляет собой линейную 
комбинацию случайных величин в|, е«, имеет нулевое сред, 
нее и дисперсию, равную единице. Если распределение е, нор. 
мальное, то таким же является и распределение х(Л,  0) ;  поэтому 
вероятность (4.9) полностью характеризуется величиной

х ( Л)  =  х ( Л,  0) =  Е / (Л )/ У Ш (Х ).

максимум которой по А е  s i  нужно найти. Если распределение 
случайных величин в (4 .5) не нормальное, но N велико, то 
в силу центральной предельной теоремы распределение г)(Л,0)  
приближенно нормальное (для любых А е  s i ,  0 е  R'1), и снова 
вероятность (4.9) можно характеризовать величиной х(Л) .

В общем случае распределение случайной величины х М. 0 )  
зависит от А , 0; поэтому величина х(А ) характеризует вероят
ность (4.9) лишь приближенно. Как принято говорить в подоб
ных ситуациях, решение задачи максимизации х(А ) по 
дает субоптимальное (квазиоптимальное) решение исходной 
экстремальной задачи (4.8).

Итак, заменяем экстремальную задачу (4.8) на экстремаль
ную задачу нахождения матрицы

А’ =  a r g  max х(Д ), ЕК =  /г0, D У, =  а 2/дг, 0=^0. (4.10)
A e a t

При решении задач поиска экстремума функций, зависящих 
от параметров (в данном случае 0 ) ,  обычно оказывается, что 
точка экстремума функции такж е  зависит от параметров. Важ
ной особенностью экстремальной задачи (4.10) является то, что 
удается найти такую точку (т. е. матрицу /1*), в которой дости
гается максимум функционала х(Л ) =  х (Л , 0) сразу прн всех
0 ^=0. Докажем это утверждение.

Т е о р е м а  4.1. При всех 0 ф  0 выполнено

max х (А) — a -1 (QTF rFQ)1и, (4.11)
А е А

причем указанный максимум достигается, в частности, на мат
рицах А* вида

A' =  cFT, с >  0. (4.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем 

Е/ (/!) =  E0MK =  0MF0,
D/(Л) =  DWAY = 0 M D K  (0М )Г =  aW A A TQ.

Обозначим через ] (А) функционал
/ (А) =  o V  (-4) =  (0MF0)2/0rH ATQ,

а через Е произвольную п X  W-матрицу. Учитывая тождество 
0 TFA'0 =  втАЕг0, вычислим производную функционала У в гочк



д  ПО направлению Е:

djJ^ L  =  lim а " 1 [/ (Л +  а Е ) - 1  (Л)) =
дЕ а -+ 0

Г (6ГЛ£6)2 +  2аОг AFQQr EF0 +  a2 (9г£Те)2 (9гЛ£б)2 ~| 
■“ If™” L 0 г Л Л г0 +  2автЕАт0 +  а‘ 0 г £ £ гО 0 г И Л г 0 J “

Щ  = 2 j]£j ^ A Q TE(FW tAAtQ -A W A F Q )\ .

Опишем все матрицы А , при которых приведенная производ
ная равна нулю при всех В. Выполнение соотношения 
dJ(A)/dE =  0 для всех Е эквивалентно тому, что выполнено 
одно из двух равенств:

0ГЛ^0 =  О, (4.13)

FMTAATQ =  A W A F e .  (4.14)

Если выполнено (4.13), то 1 (A )— 0, и, следовательно, функ
ционал / принимает минимальное значение (равное нулю). По
этому будем считать, что (4.13) не выполнено, т. е. QTAFQ=£0. 
Соотношение (4.14) эквивалентно тому, что Лг0 =  cFQ, где с =  
=  0М Лг0/0гЛ Я 0— действительное число. Подставляя в выра
жение для J (А) вместо Лг0 значение cFQ, получаем, что если 
для некоторых Л, 0 выполнено (4 .14), то

J(A) =  QTF TFQ.
Отсюда следует (4.11) и то, что все матрицы Л, для кото

рых при некотором 0= ^0  выполнено (4.14), являются точками 
(матрицами) максимума функции х ( Л , 0 )  при том же самом 0. 
Утверждение о том, что максимум функции х ( Л)  достигается на 
матрицах вида (4 .12), следует из (4.14). Теорема доказана.

Отметим, что из доказательства теоремы следует, что при 
любом фиксированном 0 можно найти такую матрицу Л, кото
рая не представима в виде (4.12), но для которой справедливы
(4.14) и, следовательно, (4.11). Матрицы ж е (4.12) являются 
единственными матрицами, для которых (4.14) и (4.11) выпол
няются сразу для всех 0 Ф  0.

Утверждение теоремы 4.1 состоит в том, что с точки зрения 
критерия оптимальности х ( Л)  оптимальным направлением дви
жения в классе направлений S  является

s' =  FTY/]\ FTY ||, (4.15)
которое по сравнению со стандартным вариантом выбора на-
(4 сВ\Ле,НИя в методе крутого восхождения (получающегося из 
им Vi обладает двумя очевидными дополнительными пре-
ванцЦ°СТВами: пР°стотой вычисления и возможностью использо- 
(4 15*1 П̂ И ^  ^  п" Кроме того, выбор направления движения 
Полоя- ,мннимально чувствителен к нарушению основного пред- 

еиия о линейности регрессионной модели. Действительно,
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(4.15) с точностью до скалярного множителя совпадает с век
тором стандартных оценок метода Монте-Карло (см. гл. 8 )  пек-
тора J xf (х) n„(dx), который при стремлении функции f(x) к ли
нейной 0о 0гх сходится к 0 =  Vf(x(k)).

4.3. Планирование эксперимента при использовании направ
ления движения (4 .15). Из утверждения теоремы 4.1 следует 
что если направление движения s =  s* в алгоритме (1.1) вы'би-’ 
рать по формуле (4.15), то на каждом шаге нужно таким обра
зом планировать эксперимент (т. е. выбирать точки наблюде
ний 2|, . . . ,  г * ) ,  чтобы величина QTFTFQ была по возможности 
наибольшей.

Сформулируем задачу планирования в стандартном для тео
рии планирования регрессионного эксперимента виде. Пусть
I — произвольный непрерывный план на множестве планирова
ния X,

M & ) = \ x x Tl(dx) (4.16)
х

есть нормированная информационная матрица плана |. Д ля ди
скретного плана

г = { г\............. гы X
\ l/N .............1 / i V j ’

соответствующего проведению измерений в точках г\, . . . ,  Zn, 
матрица (4.16) имеет вид

M (lN) =  -±r FTF =  l r ] ? z lzl.
i-i

Рассматривая задачу планирования в множестве непрерыв
ных планов, имеем набор критериев

Ф в (Л Ш ) =  0гМ(£)0,

зависящих от неизвестного параметра 0. Поскольку истинное 
значение 0 неизвестно, то неизвестен и функционал Фв, который 
должен быть максимизирован. Как обычно в подобных, ситуа
циях, построим компромиссный критерий и его максимизируем. 
Д вум я наиболее распространенными компромиссными крите
риями являются байесовский

Фв (М (£)) =  J 0ГМ (|) Ov (dQ) =  tr М (I) J 00rv (dO) (4.17) 

и минимаксный
Фл«(ЛШ ) =  т ; п 0 гЛ Ш 0 . (4Л8)f l s ' i

где Q — множество, которому априори принадлежит неизвест
ный параметр 0, v(rf0)— вероятностная мера на множестве 
отражающая априорные сведения о неизвестном параметре.
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Поскольку норма градиента (т. е. ||0||) нас не интересует 
/оцениваем только направление), то можно считать, что

Q с= S  =  {0 «= R" |||0||= !}.
При полном (или почти полном) отсутствии априорной инфор
мации о 0 естественно выбирать S  в качестве Q и равномерную 
вероятностную меру на й  в качестве v (d0 ).

Если Q =  S, то в силу одного из основных свойств экстре
мального собственного числа неотрицательно определенной мат
рицы (см. теорему 1.9 из приложения 1) выражение (4 .18 ) со
впадает с минимальным собственным числом матрицы Л1(|), 
а минимаксный критерий Фм — с хороню известным в класси
ческой теории регрессионного планирования критерием f -опти
мальности, который состоит в максимизации минимального соб
ственного числа информационной матрицы плана.

Для байесовского критерия (4 17) с точки зрения способа 
построения оптимального плана вид матрицы

L =  J G0rv (</0) >  О
11

значения не имеет. Структура непрерывных байесовских опти
мальных планов легко может быть определена, если для этого 
использовать классическую теорему эквивалентности, разрабо
танную в теории планирования регрессионного эксперимента 
для выпуклых дифференцируемых критериев оптимальности об
щего вида. Специфика задачи проявляется лишь в частном виде 
(4.17) критерия оптимальности.

Т е о р е м а  4.2. Множество непрерывных байесовских опти
мальных (г. е. Фв-оптимальных) планов

|* =  a r g m a x t r  LM(g) (4.19)

совпадает с множеством вероятностных мер, заданных на мно
жестве

X. — | a r g m a x x r Z..r|. (4.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся теоремой эквивалент
ности (теоремой 2.1 из гл. 3 )  для байесовского критерия опти
мальности

'К [Л Ш ] =  -  Фв (И =  -  tr LAf (£).
°  Рассмотренном случае функция \р(дс, £) равна

г|> (х, I) =  дсг,Г (М (£)) jc =  -  xTLx
(так как по формуле (3.10) приложения 1 д tr LM/dM =  L ). Из 
(4 IQ f Ы эквивалентности вытекает, что в точках х* плана 

а ) должно выполняться равенство

■ ' n  =  mi n ^ ( x ,  £*) =  — max x'Lx =  ir М (£*)Ф (М (1*) =

=  - t r  LM & \
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откуда следует, что все точки плана (4.19) принадлежат мно
жеству (4 20). Теперь покажем, что любая вероятностная мера 
h(dx), сосредоточенная на множестве (4.20), является Фв-опти- 
мальным планом. Действительно,

М (А.) =  J ххтк (dx), 
х.

tr ЬИ (А.) =  tr L Jx jcrX(dx) =
X'

=   ̂(tr LxxT) \ (dx) =   ̂xTLx\ (dx) =  max tr LM (|), 
x. x.

поскольку в силу доказанного выше во всех точках х е Х ,  вы
полнено равенство xTLx =  шах tr LM(%). Теорема доказана.

S
Упражнения.
1. Сформулируйте условия, достаточные для сходимости алгоритма (1.1), 

в котором последовательность чисел {у*} выбирается согласно процедуре, опи
санной в п. 4.1, а направления движений s* — по формуле (4.15).

2. Решите уравнение (4.3) для случая, когда распределение ошибок из
мерений имеет плотность —  е _| * I, х е  R

3. Пусть 0 =  (1, 0, . . . ,  0 ) r , FTF =  Найдите такую матрицу А, кото
рая не представляется в виде (4.12), но для которой выполнено равенство 
(4.14). Покажите, что для найденной матрицы А при других значениях 0 со
отношение (4.14) может не выполняться.

4. Пусть £2 =  (0 е  R"! ||0|| =  1}, v (d0) — равномерная вероятностная
мера на Q. Вычислите j|00r v (d 0 ). Постройте оптимальный байесовский план

о
-  *г8 m in фв  (М (1)1

для множеств планирования X =  Q, X =  [—1, 1 ] Х - - - Х [ —1, Ч- Здесь кри
терий Фв определяется по формуле (4.17).



Г л а в а  7

ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА
ПО ПРОВЕРКЕ ГИПОТЕЗ

В гл. 3 — 5 рассматривались задачи планирования экспери
мента в ситуации, когда регрессионная модель задана и тре
буется наилучшим образом оценить неизвестные параметры этой 
модели. На практике уровень априорных знаний часто недоста
точен для того, чтобы точно сформулировать модель, и прихо
дится проводить дополнительный эксперимент, предназначенный 
для проверки гипотез о виде модели. В настоящей главе приве
дены некоторые результаты, касающиеся двух наиболее изучен
ных постановок задач планирования по проверке гипотез — пла
нирования дискриминирующих и отсеивающих экспериментов. 
Дискриминирующий эксперимент проводится с целью выявления 
из нескольких заданных регрессионных моделей истинной, а от
сеивающий— для выявления из большого числа факторов з а 
данной модели тех нескольких, которые почти полностью опре
деляют изучаемую зависимость.

§ 1. Планирование дискриминирующих экспериментов

1.1. Постановка задачи. Предположим, что результаты из
мерений описываются регрессионной моделью.

У1 =  ЛиМ  +  С(, / = 1 ,  N,
гДе xt — точки (не обязательно различные) проведения нзмере- 
ний; е, (i =  1...........N)— взаимно независимые нормально рас
пределенные случайные величины, Ее( =  0, De, =  a 2 ( / = 1 ,  . . .  
•••> W); Пи (истинная функция регрессии) совпадает с одной из 
двух функций

Г1| (дс, 0(1,), Т]2 =  (дс, 0(2)), 
заданных с точностью до неизвестных параметров

®(/> — (0/1» • • • > 6/m,) е  Q/» / =  1» 2»
с  Rm' и Q2 с :  R '' — параметрические множества.
Для определенности предположим, что верна первая модель

1 ' е ' т1"(дг) =  Л!( * . 9и), 0„ — истинные значения неизвестных па-
р ТР°в первой модели).

Лем Усть эксперимент проведен по плану g. Тогда мерой уда- 
ости второй модели от первой (истинной) может служить
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величина

Д . 2 ( 1 ) = $ ( Л и ( х ) - л 2(х. £>l2 ^ djc>’ ( 1. 1)

где т),(дс, |) =  Л/(х, 0(/р), 0</> =  ©</, (S) ( / = 1 .  2) — МНК-оценка,
построенная по плану £ в предположении, что верна /-я мо
дель. Если план | имеет вид

^ = = ^/v =  { l/ ^ ............ l/N  }  * ^ - 2 )
то

0</> =  arg min £  \yt — л, (x, , 0,л )]2.
e(/)s u i  i - 1 

N

A|2 ( Ы  =  J ^ k  (X|) -  % (X/, 0(2»)]2.
/ - I

Величина (1.1)  называется параметром нецентральности и пока
зывает, насколько велика сумма квадратов отклонений истин
ной модели от конкурирующей.

Приведем хорошо известный факт математической стати
стики, показывающий, что параметр нецентральности можно 
выбрать в качестве критерия оптимальности плана эксперимента.

Обозначим через L — L{\) отношение правдоподобия первой 
и второй моделей. Пусть план | =  g,v имеет вид (1 .2), а ошибки 
измерений е, нормально распределены. Имеем

L — еХР | 2?" [ s  (у ‘ — ^  (*/» W  — X  (У1 — (*» £))2] J  •

Проведем элементарные преобразования. Пусть оценки 0(п и 
О ,а> фиксированы. Тогда имеем

Е  (У1 ~  Л/ (* |. в,/,))2 =  Е (Л« (* ,) -  Л/ (х,. 0(/)) -  Лн (х ,) +  У,)2 =

=  (Л„ (х,) -  Л, (* ,. 0(/,))2 +  Е(у, -  пн (*,))’ ;

2о*Е In L =  Е  (у, -  г,, (х,, 0(2)) )2 -  £  (у, -  л, (х ,, 0(1)) ) 2]  =

=  £  Е (у, -  л 2 (*,. 0(2>))2 -  I  Е (у, -  л, (х ,, 0,|,))2 =

N N

=  £  (Л. (х ,) -  Л2 (х,, 0(2)))2 +  t  Е (у, -  Л„ (х ,))2 -

-  Е  (Л„ (х ,) -  л, (х ,, 0,„))2 -  £  Е  (у, -  Ли (х ,))2 —f-l

(6#) -  £  1ЛН (X J -  Л, (X,. 0(.,))2
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Используя теорему об асимптотической нормальности МНК- 
енок (теорему 1.1 из гл. 5 ) , получаем, что при выполнении 

ряда естественных условий последовательность величин

г I K . W - M - V  е(1)))*

np,i ft —*■ оо по вероятности сходится к константе и поэтому сто
хастически ограннчена. Таким образом,

Е InZ, ~ - ^ г Л | 2(lN), и -* ™ .

Следовательно, при больших N (а этот случай и рассматри
вается в дальнейшем), максимизируя по плану £ параметр не
центральное™ (1.1) ,  мы в среднем максимизируем (или почти 
максимизируем) логарифм отношения правдоподобия первой 
модели относительно второй. По логарифму же отношения прав
доподобия строится оптимальная процедура проверки двух про
стых статистических гипотез.

План

|* =  arg  m axA 12(£) (1.3)
S s S

будем называть Г 12-оптимальным. В качестве множества допу
стимых планов в (1.3) выбрано S  — множество всех непрерыв
ных планов.

Гак как  минимизируемый функционал (1.1) зависит от того, 
какая модель верна и каковы истинные значения входящих в 
нее параметров, то и характеристики Г^-оптимальных планов 
зависят от указанных факторов. Поэтому априорное построение 
Т’и-оптимальных планов невозможно. Эти планы играют в рас
сматриваемом случае такую же роль, какую играют локально 
оптимальные планы при оценивании неизвестных параметров не
линейной регрессии.

1.2. Теорема эквивалентности. С помощью приведенной ниже 
теоремы в ряде случаев удается изучить свойства Г12-оптнмаль- 
ных планов.

Т е о р е м а  1.1. Предположим, что X, Qb Q2 — компакты, ti/ 
Ч ®  1, 2)  непрерывны на Х Х ^ /  и непрерывный план (1.3) 
единственный. Тогда необходимым и достаточным условием Т,2- 
°Птимальности непрерывного плана I* является выполнение при 
вСех r s  X неравенства

Фи(*. Г )< А „(Г ). (1.4)
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где

Ф,2(*. 1) =  ( \ ( х ) - г \ 2(х, 0,2,(|)))2. ( 1.5)

При этом в точках плана I* неравенство (1.4)  превращается 
в равенство.

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоре
мы 2.2 из гл. 3 и предоставляется читателям.

Основной эвристический смысл теоремы 1.1 состоит в том, 
что эксперименты по выбору между моделями r|i и t|j следует 
проводить в тех точках х е  X, в которых функции 41 и ц2 мак
симально различаются при наиболее подходящих значениях не
известных параметров.

1.3. Построение непрерывных 7|2-оптимальных планов. Для 
численного построения непрерывных Г^-оптимальных планов 
можно использовать аналоги алгоритмов 4.1—4.3 из гл. 3, един
ственным изменением в которых будет вид функции <р. Аналог 
алгоритма 4.1 из гл. 3 имеет следующий вид.

А л г о р и т м  1.1.
1) Имеем план £s. Отыскиваем точку

*(J) =  argmax<p12(x, g( ).

2) Строим план

£»+i “  (1 V,) S, +  Y5£ (•*(*))

и переходим к шагу 1) с заменой s на s +  1.
Последовательность {у*} выбирается по тем же правилам, 

что и в § 4 гл. 3. Сходимость алгоритма 1.1 и его модифика
ций обосновывается так  же, как  и сходимость алгоритма 4.1 из 
гл. 3.

Приведем пример аналитического построения Гц- и ^ - о п 
тимальных планов.

П р и м е р  1. 1.

Л,(х) =  у. ДГ — [ - 1 ,  1], 0(2) =  (б,. 02. 0з)г, 

tl2 (x) =  0 , +  0 ^  +  03^ , Q2 =  {0(2)|02 +  0 2 > 1 ,  02 > О ,  03 > О } ,

Л|2(1) =  min \ [у — (0| + 02* +  03*2)]2!  (</*)•
®(2) e Q 2 J

Ясно, что указанный минимум для любого плана £ достигается 
при 0 > +  0з =  1.

Построим Г^-оптимальный план в классе планов вида

S (А?) =  { р/2 , _ р р/2}
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е выберем оптимальное р ) , а затем с помощью теоремы 1.1 
Уедимся в его оптимальности. Имеем

д  l2(t(P» =  mi" ____[ у Р ( У - 0 . + 0 2 - в з )2 +
е,. e3- V , - 0J

+  (1 -  Р) (Y -  е.)2 +  4  р <Y -  6, -  02 -  вз)2] =

=  min Г-5- р Су — 0| +  6  ̂— V * —02)  +в,. I в, | < I L *
(1 — р) (у — в,)2 и- 4*р (v  — в! — в_. — V i  - е " ) 2]  =

=  min [р (y — 01 — V l — ®2) +  p0i +  (I — Р)(У — 0i)2]- 
в„ | в , i <  1

Дифференцируя выражение под знаком минимума по 01 и 02 и 
приравнивая производные нулю, получаем, что минимум равен 
Д!2(£ (р ) )=  р(1 — Р) и достигается в единственной точке

0] =  V — Р> 02 =  0. 0 3 =  1-

Таким образом, оптимальное значение р равно 1/2, и 0 (2, =  
=  ( 7 - 1 / 2 ,  0, \)т.

Теперь проверим, что план

6 \ 1/4 1/2 1/4 J 

Г12-оптимален. Действительно,

» , . ( * •  I'. 9щ) — (V — (4, +  V  +  W  =

- ( v  -  ( v  - 1  - * * ) ) ’  =  ( 7  -  * ' ) ’ • Д | > № ')-т -

Следовательно, неравенство (1 .4) выполняется, и план яв 
ляется Г^-оптимальным.

Теперь построим Г2Гоптимальный план:

Д 21 (I) = inin  ̂(Y — 01 — 02* — 0 3*2) I (dx) — 5 (02* + 0з*2)21 (dx) =

f  = 02 { $ (х + б*2)21 (dx) — [ ̂  (дс + 6x2) I (dx)]2 J ,

где 6 =  03/0.;, 0(к =  у  =  0i- Далее ,

Ф21 (x, I) = Щ { $(x + б*2) I (dx) + * + fix2 }2.
В соответствии с утверждением теоремы 1.1 точки <Г21-опти- 

мального плана должны совпадать с точками, в которых функ- 
Ц»я ф2) достигает максимума. Такими точками являются Xi =  1, 

1/(46). Теперь на основании теоремы 1.1 убеждаемся, что 
Biea  этих точек в оптимальном плане равны 1/2.
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1.4. Последовательное планирование. Поскольку заранее 
неизвестны ни номер истинной модели, ни истинные значения 
соответствующих параметров, априорное построение Г^-опти- 
мальных планов невозможно (неясно даж е, какой из критериев 
оптимальности Тц или Т2\ нужно использовать). Поэтому целе
сообразно использовать последовательные планы, которые (так 
же как и планы для нелинейной регрессии) можно строить с 
помощью двух различных стратегий. Аналог алгоритма 3.1 из 
гл. 5 имеет следующий вид.

А л г о р и т м  1.2.
1) Имеется эксперимент из N наблюдений, проведенных в 

соответствии с планом £* вида (1.2). Находим оценки 0(1)(£v) и
0(2, (£*) по формуле

N

®/ (** )  =  aflre  I  {», ~  П/ (* , .  0(/,))2. / ' = 1 . 2 .

2)  Отыскиваем точку

=  a r g  m a x  [л ,  (дс, 0(1) (|#))  -  (дс, 0 (2) ( ^ ) ) ] 2.

3 )  Проводим (N 1 )-е наблюдение в точке Хц+i.
4 )  Переходим к шагу 1) с заменой N на N +  1.
Начальный план следует выбирать так , чтобы оценки

0(/)(£д,) определялись единственным образом.
Соображения, лежащие в основе алгоритма 1.2, просты и 

наглядны: наблюдения проводятся там, где функции г)/( jk , 0,/)) 
максимально различаются.

1.5. Линейная параметризация. Предположим, что конкури
рующие модели линейны по параметрам, т. е.

T1(/)('r ’ ®(/>) =  0(V(/)W' / = 1> 2-
Предположим такж е, что экспериментатор располагает априор
ными распределениями F,(dQu)) неизвестных параметров 0(/) и 
априорными вероятностями л/ истинности моделей (у =  1, 2). 
В этом случае оптимальным будем считать план

|* =  arg  max 6(£), (1.6)

где
2

б (6) =  X  я ,  5 Л/* (I) F, (Л Ы , к Ф 1  k =  1, 2.
/-1

План (1.6) называется байесовским дискриминирующим.
Д ля линейного случая при отсутствии ограничений на пара

метры 0(/) параметр нецентральности А,* в предположении вер
ности /'-й модели имеет вид

Д|*(6)«е6>л1,*,(У0^. О -я
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Mik № =  J /(/»(*) fjk) (*)& (dx)•

Из (1.7) следует, что

* (£) =  Z  « ,  tr M(4) (g) [D, +  % $ ,] ,  (1.8)

где Л =  3 — / (т. e. к Ф j, к =  1, 2),

6ь/ =  \в<i)F  №<!))> D l —   ̂ (0(/) — 0о/) (в(/) — 0о/)Г Z7/(rf0</))*
а / ° /

Экстремальная задача (1.6), (1 .8) может быть рассмотрена 
в рамках  подхода гл. 3. Д ля этого достаточно ввести матрицу

A4® " , LAfI1(D AfM (6 )J
и рассматривать (1 .8) как  выпуклую функцию от М(£) .

Упражнения.
1. Постройте Тц- и Гаиоптимальные планы для функций регрессии

4i ( * ) *=Y-  Tj2 (дс) =  0, +  02х, х e l —1.1) .  02S»1 .

2. Сформулируйте теорему эквивалентности для линейных по неизвест
ным параметрам функций регрессии iji и ц2.

3. Покажите, что функционал Ац(|) является выпуклым на множестве 
непрерывных планов Е.

4. Докажите справедливость формулы

I  ад„((1 -^а)| ,  +g£,) | =  jj фи {х 5i) ь  (dx) _  J ф|1 (х |i} h (dx)i
а~" х х

где функция фц(х, |) определяется по формуле (1.5).
5. Используя результаты упражнений 3, 4 и необходимое и достаточное 

условие оптимальности на с. 105, докажите теорему 1.1.
6. Сформулируйте и докажите теорему эквивалентности для критерия 

оптимальности ( 1.8).

§ 2. Планирование отсеивающих экспериментов

2.1. Основные поняли. Д ля  многих явлений, зависящих от 
большого числа факторов, естественно предположить существо
вание небольшого числа значимых факторов (эффектов), кото
рые управляют явлением, а влияние остальных факторов счи- 
тать не превосходящим ошибку эксперимента. Эксперименты

0 поиску значимых факторов называются отсеивающими, а 
е°рия их планирования — теорией отсеивающих экспериментов.

Одна из постановок задачи отсеивающего эксперимента та- 
01>Ва Имеется функция отклика (регрессии) »|(х, 0 ) ,  зависящая 

Управляемых переменных (факторов) * = (д с (1 ) ,  . . . .  x ( t) )T

AI,*, (I) =  Mu (I) -  MtkMki (I) Л1*, (I),
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и неизвестных параметров 0 = ( 0 i ,  . . . ,  0m) r . Предполагается 
что функция отклика зависит от s <  / значимых факторов
*(*.<). I ^  h  ss; t, X, ф  к/ прн [' Ф j { i , j =  1.......... s )  т. е. суще.
ствует такая  функция fj (jc(Xi) ...........jc(A.s) . 0 ) ,  что справедливо
равенство

г\(х, 0) =  п(дс(А.,), . . . .  х (Я,), 0).

С помощью как  можно меньшего числа N вычислений функции 
(возможно, со случайной ошибкой) в точках х\, . . . ,  xN нужно 

найти номера значимых факторов. Если последние найдены 
правильно, то обычно не представляет труда найти хорошие 
оценки для 0. Целью отсеивающего эксперимента является по
лучение решения об истинности одной из большого числа обычно 
равноправных гипотез и о номерах значимых параметров.

Как правило, не имеет смысла говорить о близости найден
ных номеров значимых параметров к истинным: представляется 
необходимым точно определить номера значимых факторов. По
этому цель теории отсеивающих экспериментов отличается от 
цели теории планирования экспериментов по оцениванию пара
метров, где нужно определять приближенные оценки истинных 
параметров.

Если N и Xi (i =  1, N) зависят от результатов предше
ствующих экспериментов, то планирование называется последо
вательным. Если Х\...........хц заданы до начала проведения экспе
риментов, то планирование называется статическим. Несмотря 
на большее число необходимых экспериментов, статическое пла
нирование часто предпочтительнее с точки зрения приложений, 
поскольку оно позволяет, например, проводить эксперименты 
параллельно.

Планы, в соответствии с которыми требуется проводить чис
ло измерений N, меньшее чем общее число факторов t, назы
ваются сверхнасыщенными. Сущностью теории отсеивающего 
эксперимента является изучение возможностей создания и само 
создание таких стратегий планирования для широкого класса 
практически важных моделей, которые для отсеивания несуще
ственных факторов требуют существенно меньшего, чем Л чис
ла измерений. Оказывается (соответствующие общие результаты 
приведены в [16] ) ,  что при достаточно общих предположениях
о виде модели существуют такие планы, которые требуют для 
отсеивания незначимых факторов всего лишь C (s )  In / ( t -*■ °°) 
измерений, где C ( s ) — константа, не зависящ ая от t.

Иллюстрацией последовательного планирования отсеиваю
щих экспериментов является следующая процедура, широко ис
пользуемая в медицинской практике.

П р и м е р  2.1. Вместо индивидуального обследования крови 
большой группы доноров для выявления редкого заболевания 
исследуются небольшие группы. Проверка позволяет обнару* 
жить наличие или отсутствие больных в группе. Полному обсле
дованию далее подвергается только кровь доноров из тех групп,
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[ оторых было обнаружено заболевание. Во многих случаях 
В Д ан н а я  процедура требует значительно меньшего числа ана 
Ука()Н чсм процедура полного индивидуального обследования. 
Л"3формальная схема примера 2.1 выглядит следующим обра- 

Занумеруем доноров числами от 1 до t, эксперименты (со- 
3°г>яшие в проверке при наличии заболевания крови некоторой 
Ср ,ппы доноров)— числами от 1 до N\ будем говорить, что i-й 
кеперимент дал результат т ц = 1 ,  если замечено наличие нн- 

леки"» в *'й группе, и т|, =  0 в противном случае.
В данном примере статический план эксперимента опреде

ляется матрицей размера N X t ,  состоящей из элементов 
Xi( j) ( i=  1.......... / '=  1.................... /), где xt( j ) =  1, еслн в t-м экспе
рименте проверялась кровь /-го донора, *,(/') =  0 в противном 
случае.

Пусть число больных доноров равно s (s <  /). 3 их номера 
есть

Л — (Л,]( • .  •, , Я.| ^  . <С А/,

совокупность всевозможных номеров X обозначим Л (s ,t). Ре
зультат эксперимента (вычисляемый без случайной ошибки) л, 
есть функция от дс,(X) =  (дс,(A.J), х , (Xs) ) ,  а именно логиче
ская сумма (дизъюнкция) величин дс,-(А-i), дс,(Xs) :

если дсI (X,) =  0 для всех j  =  1...............
Л*-  1 ! »  противном случае.

( 0, ес 
! _ 1 I в

По указанной причине рассмотренная модель называется 
дизъюнктивной. Планирование для дизъюнктивной модели рас
сматривается в п. 2.5.

Приведенная схема может быть обобщена в трех направле
ниях: а )  возможна другая зависимость л, от дс,(Х); б) суще
ствуют случайные погрешности при измерении т|,-, которые неза
висимы при различных измерениях и определяются некоторыми 
распределениями вероятностей; в )  исследуются планы, обеспе
чивающие восстановление X с достаточно большой вероят
ностью.

Общая модель отсеивающего эксперимента такова. Пусть 
имеется s существенных факторов из общего их количества /; 
номера существенных факторов Хь . . . .  X, переводятся планом. 
т-е. W х  / матрицей с элементами

дс( (/) e f l  =  {0, 1}, / = 1 ...........N, / =  1..............(,
в s-набор столбцов

а(1)  =  дс(Х,)...........a (s )  =  *(Xs)

Цлана н затем в столбец значений функции отклика л , =  
.  К - . . ,  о, ( s ) ). Распределение измерении |/, е У  опре-

яется переходными вероятностями
(dyl h i )  =  Ps {dyt | дс, (X,)...........дс, (X,)).
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Ошибка происходит, если набор значимых факторов восста 
новлен неверно. Эта ошибка зависит от плана, неизвестного ца . 
бора значимых факторов и решающей функции, т. е. .оюбра 
жения

d: В»* X  Y v — [/Is, 

где В ч‘ =  Вы*‘ — множество (N X  О -планов, [/]*=>-[/] X  ••• Х[ / ]

(/] =  {!, 2, /}. При фиксированном плане и заданном s ре- 
шением, для которого вероятность ошибки минимальна, являет
ся решение максимальной апостериорной вероятности

6 =  arg max Р , ( У I*(*!>. •••• *(*,))• (2.1)

Д ля  того чтобы точно определить (2 .1), необходимо сравнить 
вероятности РЛ (//1лг(Я)) для всех что требует числа опе
раций не менее, чем порядка In t.

При вполне реальных для приложений величинах /sslO4, 
л э е Ю имеем /s s  1040, а такое количество операций современ
ным ЭВМ недоступно. Поэтому на практике целесообразно ис
пользовать либо приближенные решения экстремальной задачи
(2.1), либо упрощенные процедуры построения решении. Прн 
этом, естественно, прн фиксированном числе измерений несколь
ко возрастает вероятность ошибки. Примером упрощенной про
цедуры построения решения является пофакторный анализ,суть 
которого состоит в том, что для каждого фактора в отдельности 
проверяется гипотеза о его значимости, при этом действие дру
гих значимых факторов считается «случайным фоном».

Одной из наиболее распространенных постановок задач опти
мального планирования в теории отсеивающего эксперимента 
является следующая. Предположим, что на множестве

ЭД =  [J [/]* всех возможных комбинаций для значимых факто-

ров задано априорное распределение Q и фиксирована прЬцеду- 
ра построения решения. План, позволяющий выделить все  зна
чимые факторы со средней по распределению Q вероятностью 
ошибки, не превосходящей у, называется у-разделяющим при 
V > 0  и сильно разделяющим при у — 0. В данном случае оп
тимальным планом отсеивания называется у-разделяющий план 
минимальной длины. Экстремальная задача нахождения т ак о го  
плана вполне определена, но она, вообще говоря, н асто л ько  
сложна, что общие численные методы для ее решения д а ж е  не 
использовались (это связано такж е  с тем, что общие числен ны е 
методы поиска глобального экстремума на дискретных м н о ж е 
ствах, подобных ОТ, развиты слабо). Д ля  этой и подобных ей  по
становок задач отсеивающего эксперимента в достаточно обших 
случаях неконструктивными методами получены верхние и ниж
ние оценки границ минимальных длин статических и п о с л ед о в а 
тельных планов (в простейших случаях эти границы в ы вед ен ы
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п п. 2.3, 2.4). Что касается конкретных оптимальных или близ
ких к оптимальным планов, то этн планы построены только для 
некоторых частных (но практически важны х) моделей и крн-fe- 

е в  оптимальности. Несколько подобных планов изучено ниже.
2.2. Комбинаторная модель поиска А. Реньи. Опишем сна

чала общую логическую задачу, которая называется (дискрет
ным ) поиском. Пусть дано конечное множество

Х =  {х .......... .. хп) (2.2)

с некоторым фиксированным, но неизвестным элементом дс/ =  0, 
который нужно найти. Д ля поиска элемента 0 проводится серия 
из н  экспериментов (проверок), каждый из которых состоит 
в следующем: выбирается подмножество /1, с  X (i =  \ , . . . ,  N) 
н проверяется, принадлежит 0 множеству А/ или нет. Проверки 
должны быть организованы таким образом, чтобы по результа
там этих проверок (т. е. по двоичной последовательности длины 
N ответов «да» ,  «н ет») можно было бы однозначно найти неиз
вестный элемент 0.

Примерами реальных процедур поиска, сводящихся к опи
санной, являются дискретные варианты большинства алгорит
мов поиска локального экстремума одномерных функций и кор
ня уравнения, а такж е  поиск нужной карточки в каталоге биб
лиотеки, радиолокационный поиск, поиск неисправности в при
боре.

В рамках общей постановки задачи планирования отсеиваю
щих экспериментов, рассмотренной в п. 2.1, эта постановка з а 
дачи соответствует ситуации, когда У = { 0 ,  1}, модель дизъюнк
тивная, ошибки измерений отсутствуют, имеется только один 
значимый фактор, возможны некоторые ограничения на выбор 
плана, а рассматриваемые стратегии поиска должны быть силь
но разделяющими. К данной постановке может быть сведена 
задача поиска нескольких значимых факторов (за счет значи
тельного увеличения п), если известно их число или известна 
верхняя граница для этого числа.

Рассматриваемая постановка является, таким образом, од
ной из простейших постановок задач планирования отсеивающих 
экспериментов. Тем не менее методы получения верхних и ниж
них границ для длин оптимальных стратегий планирования 
(поиска) в данной постановке типичны для всей теории и по
этому ниже (п.п.  2.3, 2.4) подробно изучены.

Если все множества /4, ( i =  1, . . . ,  N) в приведенной стра- 
тегии поиска выбираются независимо от результатов предыду
щих i — 1 проверок, то стратегия называется статической, в про
тивном случае — последовательной. Часто удобно использовать 
случайные (рандомизованные) стратегии поиска, в которых 
ыбор всех или части проверок определяется посредством реа- 
нзацин некоторого дополнительного случайного эксперимента.

В классе стратегий поиска, приводящих к однозначному вос- 
ановлению неизвестного элемента 0, лучше та стратегия, дли-
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на N которой меньше. При этом последовательные стратегии 
в отличие от статических имеют две характеристики длитель
ности: максимальное iVmix и среднее по априорному распредели 
нию Я число экспериментов плана.

Следуя работам А. Реньи, формализуем задачу планирова
ния экспериментов по поиску неизвестного элемента 0.

Модель А. Реньи задается классом функций, определяе
мых на множестве (2 .2) и принимающих два значения: 0 и 1 
Каждой из N групповых проверок соответствует функция / е  &- 
причем результат этой проверки есть /(0), где единице соответ
ствует «д а» ,  а нулю — «нет». Ясно, что состоит из конечного 
множества функций, т. е.

^  =  {/i(*)...........fk(x)}, XZ=X,
а каж дая  функция fi(x) ( i  =  1, . . . ,  к) из этого класса есть 
характеристическая функция некоторого множества At с= X:

(  1, если х е  Ah 
M * ) - l 0 ,  если х ф А {.

Приведем два основных класса функций Т ,  используемых 
в дальнейшем.

П р и м е р  2.2. У  =  &"п — совокупность всевозможных ха
рактеристических функций наборов из элементов множества 
Л" =  {jci, . . . ,  х„) длины s. Здесь к =  С’п.

П р и м е р  2.3. Полный класс функций =  — совокуп
ность всех к =  2" функций на множестве (2.2).

Функции из класса часто удобно отождествлять с двоич
ными л-мерными векторами

h  (х) (fn, . . . .  fin)T, i =  1........... к,
где

f f / ч _ /  l ' если xi e A ‘'I I I  =  It  yXj) |  есди x  ̂^

В этой терминологии У  — некоторое подмножество множе
ства всех л-мерных двоичных векторов. В частности, любой век
тор из Тп  содержит ровно s единиц и л  — s нулей.

Если в i-м эксперименте проверяется множество /Ц cz X, 
то результаты проверок представляют собой двоичный jV-набор

Л(0) =  (П| (0).......... Ллг(0)).
где

Л| * = 1 ...........N. *,€={ 1............. *},
а стратегия поиска однозначно определяется набором чисел
к\.......... Ад/ (причем для последовательных стратегий N может
зависеть от 0 ) .

Требование однозначного восстановления для с т р а т е ги и  по
иска выглядит следующим образом: для любых 0, 0 е  X выпол
нено ч(0)=5^ л(®)- 
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По определению класс функций Т  называется разделяющим 
на множестве (2 .2), если для любых х,, х/ <= X (t Ф  /') суще
ствует такая  функция что 1(х ,)ф  f(xj).

Очевидно, что в классе функций Т  тогда и только тогда су
ществует стратегия поиска, удовлетворяющая условию одно
зн ачного  восстановления, когда этот класс функций разделяю-

ШИСвойство разделяемости системы функций можно сфор
мулировать так. Образуем k X  «-матрицу F ={/./}, строки кото
рой соответствуют функциям класса Т .  Свойство разделяе
мости означает, что все столбцы матрицы F различны.

Построение статической стратегии для проведения N изме
рений, обладающей свойством однозначного восстановления, 
эквивалентно построению такой W X  «-матрицы А, составленной 
из строк матрицы F, что все ее столбцы различны (это следует 
из того, что в /'-м столбце матрицы А содержатся результаты 
проверок в предположении 0 =  X/). Матрица А называется мат
рицей плана.

Длиной оптимальной статической стратегии поиска в классе 
функций ЯГ называется величина jVmin^) — минимально воз
можное число строк, которое можно выбрать из матрицы F =
=  {/,-/} таким образом, чтобы в составленной из этих строк мат
рице все столбцы были различны.

Аналогично определяется NmU^) — длина оптимальной 
(в минимаксном смысле) последовательной стратегии в классе^" . '

Очевидно, что всегда f/mL (&~) <  MSTn (^*)-
2.3. Нижние границы длины оптимальной стратегии поиска

в модели А. Реньи. В этом пункте приведены способы получе
ния нижних границ длин оптимальных стратегий поиска для  мо
дели из п. 2.2. Эти способы могут быть обобщены и использо
ваны для получения подобных результатов в более общих по
становках задач планирования отсеивающих экспериментов.

Для вывода упомянутых границ нам понадобятся простей
шие свойства энтропии — одного из фундаментальных понятий 
математической теории информации.

Пусть на множестве X =  {*i...........*„} задано распределение
вероятностей Q(dx):

Q i =  Q  { *  =  * ( } >  0 ,  £  <7/ =  1-
/-1

Энтропией Шеннона (двоичной) распределения О называется 
величина

П
И (Q) =  — 'Z Pi log2 Pi.“ l

гДе выражения типа 01og2 0 следует считать равными нулю.
Вол ’ чт0 для лю®ого распределения вероятностей Q вы-

лняется неравенство # ( Q ) ^  0, и равенство достигается в том



и только том случае, когда распределение вероятностей Q со. 
средоточено в одной точке.

Л е м м а  2.1. Для всех распределений Q, заданных на Mlio. 
жест ее Я в { х ь *„}, выполняется неравенство

log2 п и равенство достигается тогда и только тогда, когда 
qt =  1 /п (» =  1, п), т. е. при равномерном распределенииQ 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим разность
п п  п

н  (Q) -  lo g2 л log2 qi +  Y j  1o82 7  =  £  log2 ~ ~ .
<-i (-1 i - i  1

При всех / >  0, t Ф  1 справедливо строгое неравенство In t <;
<  t — 1. Поэтому

qt In — ^  qt ( —------1) =  — — q,,nq, ^ ^ ^ n q ,  )  n
где равенство имеет место только при </, =  1 /п; следовательно,

П П
In 2 (Я  (Q) — log2 л ) <  £  7  — £  <7/ =  О,

(-1 <-i
откуда и вытекает утверждение леммы. Лемма доказана.

Пусть теперь множество X является произведением двух мно
жеств: Хх =  (х*1', . . . ,  *»>} и Х2 =  *«>}. Распределение 
вероятностей Q на X =  Xt X ^2 определяется вероятностями

qц “  Q =  ! » • • • »  Л), j  1, • • • * п2.

Положим

я ?  =  Е  q„.
i- i 1 /-1 '

Обозначим через Qi и Q2 распределения вероятностей на Xi и 
Х2, определяемые соответственно вероятностями фр ( t = l ,  ••• 

я , )  и q(p  (/*= 1. . . . .  п2). Распределения Qi и Q2 называют
ся маргинальными.

Л е м м а  2.2. Пусть X == Xi X  Х2. Тогда в приведенных обо
значениях выполнено неравенство Н ( Q X  W(Qi)  +  Н(Q2), при
чем равенство достигается тогда и только тогда, когда р а с п р е 
деления Qi и Q2 определяют независимые случайные величины  
на Х\ и Х2, т. е. когда р,1 =  р\и̂ > для всех t*= 1, •••.
I =  1...........п2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем
П< rij

н  </}) =  - Z

|  « „  l o g , Н (Q,) - - I  log, «?>•
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r
Отсюда

Г  Д  Д  (I) (2>
Н  (Q) -  (Н  (Q.) +  Я  (Qa)) =  £  £  <7„ log2- ^  •

<-t /-i 11

Применяя неравенство In t ^  t — !, получаем, что для всех i =  
J  I..........n u j — 1............п2 имеет место неравенство

Qtl In <  q„ -  1 j  =  q \ X  -  V

где равенство достигается лишь в случае =  qlr
Отсюда следует, что

Ш 2 1Н (Q) -  ( Я  (Q.) +  Н (Q J )  1 <  -  Z  +  I  «У V,» -

=  - 1  +  1 = 0 .
Лемма доказана.

С л е д с т в и е  2.1 (свойство субаддитивности энтропии Шен
нона). Пусть X =  X iX  ••• X  Ху, распределение Q задано на 
X, и пусть Q, (/ =  1, . . . ,  N) — маргинальные распределения, за
данные на Xi. Тогда

ff(Q) < £ # « ? , ) ,
Ы1

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда рас
пределения Q1, . . . ,  Q,v определяют взаимно независимые слу
чайные величины.

Утверждение следствия вытекает из леммы 2.2.
Перейдем к выводу нижних границ длин оптимальных стра

тегий поиска.'
Учитывая лишь требование однозначного восстановления, 

имеем, что для длины N любой стратегии, удовлетворяющей 
этому требованию, справедливо неравенство 2V ^  п, поскольку 
число исходов такой стратегии не может быть меньше числа ги
потез. Отсюда вытекает следующее неравенство, справедливое 
Для любого класса функций

N min ( ^ ) > ^ : ! „ ( ^ - ) > r i o g 2nl, (2.3)

где f a !  — наименьшее целое, большее или равное а.
Очевидно, что, чем шире класс функций Т , тем точнее ниж

няя граница (2.3). Покажем, что для полного класса функций 
в (2.3) достигается равенство. Для доказательства 

этого достаточно предъявить такую матрицу плана А размера 
n°g2n l X n ,  составленную из строк матрицы F, чтобы ее столбцы 
°Ь1ли различны. Для полного класса функций такой матрицей 
является матрица А, столбцы которой, занумерованные в по
рядке возрастания, являются двоичными разложениями чисел

• *.......... п.
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Теперь покажем, как для вывода нижних границ величин 
^ ты (У )  могут быть использованр идеи теории информации.

Предположим, что на множестве X задано распределение 
Q(dQ) для неизвестных значений 0:

П
<7i =  Q{0 =  * i } >  0, i =  1...........п, £<7<=1.” 1

В такой интерпретации 0 можно рассматривать как  случайную
величину на X, а для любой результат проверки / (0)'_
как  случайную величину на множестве К =  {0 , 1}.

Пусть
П

н  (Q) =  — £  Qi log2 Qi i-\
есть энтропия Шеннона распределения Q. В частности, если 
Q =  Qo— равномерное распределение, т. е.

Q(xi) =  q i= l/ n , 1 = 1 ............... (2.4)
то

П
//«?) =  — £ !  1оЕ>2 (!/«) =  iog2 п.

I- 1

Д ля  всех f е  У  примем обозначение a (f) =  Р  {f (0) =  1}. Тогда
А (/ (0)) =  -  а </) log2 а (/) -  (1 -  а (/)) log2 [ 1 -  а (/)]

есть энтропия случайной величины /(0 ).  Примем обозначение
R (Q. Л  =  шах Л (/ (0)). 

f  e s r

Т е о р е м а  2.1. Для любого класса функций У  справедливо 
неравенство

N  mln (9 - )> H (Q )/ R (Q ,  <F). (2.5)

где Q — произвольное распределение на X.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть статическая стратегия, опреде

ляем ая  набором функций fki(x), }к̂ (х)из&~, обладает  свой
ством однозначного восстановления. Столбцы N X  л-матрицы 
плана A =  {fkt(x/)} можно рассматривать как  случайные вели- 
чины fk, (0)» а саму матрицу А — как  случайный вектор 
£ =  (/*,(0), . . . .  /*^(0))г, принимающий значения на множестве 
Y". Поскольку значение 0 однозначно связано со значением век
тора то и соответствующие энтропии равны: H ( Q )  =  H(D- 
В силу свойства субаддитивности энтропии (см. следствие 2.1) 
имеем

Н (0  =  Н (/*, (0)...........fkN (0)) <  £  Н (/*, (0)) <  NR (Q, Р ) .

откуда следует (2.5). Теорема доказана.
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Поскольку W(Q) максимальна для распределения (2.4), то и 
(2 5) обычно рассматривают равномерное распределение Q0: 

неравенство принимает вид

^ ( ^ ) > ( log 2« )/ « (Q 0. П -  <2 -б>

Для класса Т  =  выполняется равенство

I  ' г ( « . - « г Э “ Ч т ) -  <2-7>
г д е Л(х) =  — JtlogjX — (1 — x ) lo g 2(l  — *)есть энтропия Шеннона 
случайного эксперимента с двумя исходами, имеющими вероят
ности х и 1— дс. Поэтому для неравенство (2.6) при
нимает вид

* 2  » )/ * « » > •  <2-8'

Поскольку при 0 < х <  1/2 справедливо условие 0 < Л ( д с ) <
<  1, то при 0 <  s <  п/2 оценка (2.8) точнее для класса &~$п 
оценки (2.3).

В следующем утверждении показано, что для класса &~sn с 
помощью комбинаторных рассуждений может быть построена 
оценка, которая для малых s еще более точна, чем (2.8).

Т е о р е м а  2.2. Для любых п и s имеет место неравенство

ЛС» (^«) > f 2 (у V i~l' (2-9)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля  плана, определяемого N X  п- 

матрицей А, общее число единиц в этой матрице равно Ms. 
Пусть с, (/ =  0, 1.......... М) — число столбцов матрицы А, содер
жащих i единиц. Имеем

N N
Ns =  £  iCi >  с, +  2 £  с, >  с, +  2 (п — с0 — с,),

1-0 1-2
N

поскольку Y jci =  n. Так как  все столбцы в А должны быть 
i-0

различны, с0 1, Ci <  N. Поэтому Ns ^  2 (п — 1)— N, откуда и 
следует (2.9). Теорема доказана.

2.4. Метод случайного планирования в модели А. Реньи. 
Для классов функций У ,  которые удовлетворяют введенному 
ниже условию однородности, А. Реньи получил верхние оценки 
Длин оптимальных статических стратегий поиска для модели 
из п. 2.2. Разработанный им метод получил название метода слу
чайного планирования. В дальнейшем этот метод был суще
ственно обобщен, в результате чего были получены верхние гра
ницы длин оптимальных статических стратегий планирования 
тсенвающих экспериментов в достаточно общих постановках, 
оответствующие утверждения получили название теорем суще- 
вования, поскольку в них доказывается существование плана
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с некоторой длиной, но не указывается способ построения такого 
плана.

По определению класс функций
*■  =  { / . ( * ) .......... /*< *)>

называется однородным, если для любых лс,, ^ e J [  (i¥=j)  чис
ло A>i функций /  е  таких, что f(xt) =  f(xi), не зависит от j,
I ( i , j =  1, •••,  п).

Примерами однородных классов функций являютсяТ п и &~sn 
(покажите!).

Рассмотрим схему статического случайного планирования: 
в »-м эксперименте функция fkl (х) е  выбирается случайно 
и равновероятно, т. е.

Р {*< =  / } =  1/Л. / '=  1.........к,

причем случайные величины к\, кн взаимно независимы.
Ясно, что прн любом N по набору f * , (в), / Адг(0) не всегда 

возможно однозначно восстановить 0. Обозначим через Р(л, N,&~) 
вероятность неоднозначного восстановления 0 при указанном 
выборе функций fkr

Т е о р е м а  2.3. Если класс функций однороден и л ^  4,
то

Р (п, N ,9 -)< C l{k ilk )N. (2.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим N X  л-матрицу А =  
=11 а«/Н, где

а ч  =  fki (xy)f i —  1, * . . ,  N  9 j  —  1, . .  ■, л.

Столбцы аЧ) =  (аи.........aNt) T этой матрицы представляют собой
значения случайно выбранных функций в экспериментах при ус
ловии, что их аргумент х =  х/. По определению Р(л, N, &~) — 
вероятность того, что хотя бы одна пара таких столбцов совпа
дает между собой. Поскольку общее число пар столбцов равно 
Cl и

Р {а'Л =  <*<*>} =  (* ,/* )* . 1Ф1,

то, оценивая вероятность суммы событий суммой их вероятно
стей, получаем нестрогое неравенство, соответствующее (2.10). 
Строгое неравенство в (2.10) следует из того, что события 
{mU) =  m(,)} (/' ф  I) при л ^ 4  не являются попарно непересе- 
кающимися. Это легко заметить при рассмотрении элементар
ного события, соответствующего случаю, когда во всех провер
ках участвует одна и та же функция. Теорема доказана.

С л е д с т в и е  2.2. При п ^ А  для однородного класса функ
ций справедливо неравенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если в методе случайного планирова
ния выбрать такое * 1, что

С £ (А ,/А )*<  1. (2.12)

то в силу теоремы 2.3 для рассматриваемого класса функций 
Р  (п, Nn, &~) <  1. Следовательно, существует по крайней мере 
одна матрица А с числом строк не более No и определяющая 
статическую стратегию поиска, обладающую свойством одно
значного восстановления. Неравенство (2.11) следует из (2.12). 
Следствие доказано.

П р и м е р  2.4. Полный класс функций (см. пример 2.2).
Для этого класса функций, как показано в п. 2.3, =
=  [log j/t]. Число функций f^ !T n  таких, что f(x i)= f(x f)  =  0, и 
таких, что f ( x i ) = f ( x / ) =  1, одинаково и равно 2п~2. Поэтому

— однородный класс функций, для которого k\ =  2п~1, а не
равенство (2.11) принимает вид

* © ( * ■ . )  < 1 1 0 * 4 1 .

Правая часть этого неравенства асимптотически (при п-*- оо) 
равна 2 log2n (1 -f- о (1)) ;  поэтому для полного класса функций 
метод случайного планирования дает оценку для N̂ Vn (^п ) , ко
торая при больших п завышена примерно в два раза.

П р и м е р  2.5. Класс функций Т  =  T sn- Этот класс функций 
однородный, причем

^ ‘ - т ( ^ т )  +  ( 1 - т ) ( ' - 1 Г г т ) '  * - « •

Неравенство (2.11) при п-*- оо, s =  Гnpl для любого 0 <  р <
<  1/2 превращается в асимптотическое неравенство

в ( ^ ) < ^ р ( 1  +  о(1)).
где

h ( p )  =  —  logaTp2 -h  (1 — P f ] < h ( p )  =
=  —  p  Io g 2 p  —  (1 — p) lo g 2 (1 —  p ). 

Учитывая (2.8), при n  -*■ oo, s =  f  n p l получаем

( i  +  о ( i ) )  <  ( < r j )  <  ( l + 0  (1)).

2.5. Планирование эксперимента для дизъюнктивной моде
ли. Описываемые ниже алгоритмы планирования отсеивающих 
экспериментов для дизъюнктивной модели широко используются 
на практике, в частности при поиске нескольких дефектных эле
ментов из большого их числа и в схеме примера 2.1.

Предположим, что задана дизъюнктивная модель и известно, 
что число значимых факторов не превосходит s (s •< t). Задачи

26f>



оценки верхних и нижних границ оптимальных стратегий можно 
решить с помощью результатов п. п. 2.3, 2.4. Действительно, 
дизъюнктивную модель можно рассматривать как модель

S

А. Реньи, в которой п =  £  а неизвестный элемент 0 — под-
i - i

множество целых чисел от 1 до t, содержащее не более s эле
ментов. Класс функций SF при этом содержит, как следует из 
определения дизъюнктивной модели, k  =  2' функций, что суще
ственно меньше, чем 2" (число функций полного класса).

Сначала опишем алгоритм последовательного планирования 
при условии, что число значимых факторов известно и равно 
s 1.

В первом эксперименте для проверки выбираются первые 2' 
факторов,где i определяется из неравенства

2‘ < / / s -  1 <  2 '+ ‘ . (2.13)

Если такого i нет (в случае / < 2 s ) ,  то полагается i =  0.
Если результат эксперимента равен нулю, то среди первых 

факторов нет значимых, и эти факторы из рассмотрения исклю
чаются. Если результат эксперимента — единица, то среди пер
вых 2‘ факторов есть по крайней мере один значимый; выделим 
его / проверками методом деления пополам.

Вторая группа экспериментов аналогична первой, только 
ищется либо s значимых факторов среди t — 2' факторов, либо 
s — 1 значимых факторов среди t — 1 факторов. Остальные груп
пы экспериментов проводятся аналогично.

Легко доказать (докажите!), что если s =  1, то максималь
ное число экспериментов N (t ,s ) ,  необходимое для определения 
значимого фактора с помощью приведенной стратегии, равно 
riog2n , и поэтому при s = l  стратегия является оптимальной.

Можно показать также, что при s >  1 максимальное число 
экспериментов лишь на небольшое (зависящее от s )  число от
личается от нижней границы N *(t,s) для максимального числа 
произвольной стратегии, которую легко вычислить с помощью 
рассуждений, аналогичных рассуждениям п. 2.3.

Л е м м а  2.2. Для приведенного алгоритма
3

лг (/, S) =  £  log2 (t — s +  i) — log2 s!. 
i - i

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Всего существует С* способов вы
бора s значимых факторов из t — общего их числа. Множество 
возможных исходов произвольных N экспериментов равно 2Ы, 
и это число в силу требования однозначного восстановления не 
меньше С*:

2*;>Ci =  ( l - s +  l ) ( i - s  + 2) ... ( t - l ) t l s \ ,
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откуда

N > \ o g A t ( t - \ )  . . .  ( t - s +  l ) ] - l o g 2s! =
5

=  £  log2 (t — s +  l)— log2 si.
<-1

Лемма доказана.
2.6. Линейная регрессионная модель. Рассмотрим задачу 

планирования эксперимента по отсеиванию факторов в схеме 
линейной регрессии. Эта задача является одной из тех задач 
отсеивающего эксперимента, которые наиболее часто встречают
ся на практике.

Предположим, что функция регрессии имеет вид
П(х) =  0ь +  01х ( 1 ) +  . . .  + е ,х ( 0 ,  (2.14)

где * =  ( * (1 ) ,  . . . ,  x ( t ) ) T, а результат измерения в точке х/ =  
=  (* f( l )>  . . . ,  х / ( / ) ) г —  случайная величина у/  =  л ( * / ) +  е/> гДе 
Ее, =  0. О е ^ с т 2 и ошибки измерений e i, е2, . . .  некоррелиро- 
ваны. Значимым называется такой фактор x(t) ,  для которого 
отличен От нуля соответствующий ему коэффициент 0|.

В задачах отсеивающего эксперимента обычно достаточно 
предполагать, что факторы варьируются только на двух уров
нях, т. е. * , ( i ) e { — 1, 1}.

Задача планирования отсеивающего эксперимента состоит в 
таком выборе точек х/ ( / =  1, . . . .  N), по результатам измере
ний у, в Которых можно было бы с наибольшей точностью выде
лить значимые факторы.

Если общее число факторов / невелико, то для отсеивания 
незначимых факторов функции регрессии (2.14) можно исполь
зовать стратегию, согласно которой строится невырожденный 
статический план для проведения N >  t измерений и с по
мощью, Например, /-критерия (см. п. 1.6 гл. 1) проверяется ги
потеза о  значимости каждого фактора в отдельности. В качестве 
плана I n обычно выбирают либо дробную реплику полного фак
торного эксперимента (см. гл. 2 ), либо один из так называемых 
планов Плэкета —  Бермана. Планы Плэкета — Бермана по свой
ствам аналогичны дробным репликам, но могут быть построены 
почти для любых N <  100, кратных 4, а не только для N вида 
2*. Ката.юг планов Плэкета —  Бермана имеется в [19|.

Отметим, что для того, чтобы указанная стратегия была ма
тематически строго обоснованной, необходимо после отсеивания 
каждого из факторов пересчитывать все используемые стати
стики (в том числе и М НК-оценки); в противном случае стати
стики не будут соответствовать моделям.

Если число факторов / велико, а число N измерений четно 
и мало, то относительно хорошие результаты получаются при 
использовании случайных планов и проверки с помощью /-кри
терия гипотезы о значимости каждого фактора в отдельности, 
считая действия всех других факторов входящими в случайный
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фон. Указанный способ проверки гипотезы о значимости факто
ров называется пофакторным анализом. При построении слу
чайных планов в рассмотренной стратегии необходимо учиты
вать, что значения различных факторов х ( j)  выбираются неза
висимо друг от друга; каждый фактор принимает N / 2 раз зна
чение +  1 и N/2 раз значение — 1; значения каждого фактора 
перемешаны случайно. Другими словами, значения каждого 
фактора в случайном плане находятся путем случайного выбора 
без возвращения из N/2  чисел - f  1 и N/2  чисел — 1. Сформули
рованный метод построения случайных планов называется ме
тодом случайного баланса.

МНК-оценка параметра 0, (« =  1, . . . ,  / ) ,  получающаяся при 
игнорировании всех факторов, кроме x(i) ,  равна

b, =  (y+ l- y - t)/2. (2-15)

где y+t и y- i  —  средние арифметические результатов измерений у/  
в N/ 2  точках, где фактор x(i)  принимает значения + 1  и — 1 
соответственно. Положим

Xi =  (дг, (I), • • •, xN (i))T, i = l ........ I.

Тогда М Х /-м а т р и ц а  плана X  записывается в виде X =  (Xi, . . .  
. . . ,  X t). Пусть матрица плана X  фиксирована. Тогда легко счи
таются среднее, дисперсия и среднеквадратичная ошибка оце
нок (2.15):

E(8<|JO =  0 t +  Л Г 1 Z  О/XfX/, (2.16)
1+1

D (6, | X)  =  Е (0? U )  -  Е2 (0, | X) =  от2/ /V, (2.17) 

Е [(0, — 0()2 \Х] =  a / N  +  (  1 ( 0 /* [ Х / ) 2/ЛГ2. (2.18)

Ортогональность столбцов X, и X / матрицы плана X =  
=  (Х\, . . . ,  X.) означает, что выполнено равенство

Х\Х, =  0, i ф  / .  (2.19)

Если бы все столбцы матрицы плана X  были ортогональны, то 
оценка (2.15) была бы несмещенной и обладала наименьшей 
среднеквадратичной ошибкой для всех / = 1 ,  . . . ,  t. В случае 
N < .  t этого достичь невозможно.

Степень неортогональностн плана обозначим величиной

шах | Х\Х, | (2.20)
1+1

Для случайных планов степень их ортогональности (2.20) мо
жет быть большой —  с ненулевой вероятностью даже равной N. 
Если для проверки гипотез о значимости факторов использовать 
пофакторный анализ, то в силу сказанного выше критерием 
оптимальности плана является степень его неортогональностн,
268



которую следует минимизировать. Сверхнасыщенные планы, для 
которых степень неортогональиости (2.20) минимальна, назы
ваются планами Буса — Кокса. Эти планы могут быть построены 
только численно; таблица таких планов содержится в [19].

Рассмотренные планы отсеивания являются статическими. 
Для отсеивания незначимых факторов линейной регрессионной 
модели (2.14) могут быть использованы и последовательные 
планы. Наиболее распространенной последовательной страте
гией является стратегия двухстадийного группового отсеивания, 
которая состоит в следующем.

Сначала все факторы (каждый из которых принимает значе
ния только на двух уровнях) делятся на некоторое число групп. 
Эти группы принимаются за новые факторы и называются груп
повыми факторами. Считается, что групповой фактор принимает 
значение на верхнем (нижнем) уровне, если все входящие в эту 
группу факторы принимают значения на том же уровне. Пер
вая стадия состоит в отсеивании незначимых групповых факто
ров. а вторая — в отсеивании незначимых факторов из тех групп, 
соответствующие которым групповые факторы оказались зна
чимыми. На обеих стадиях обычно используют упомянутые выше 
планы Плэкета — Бермана.

Делить факторы на группы следует таким образом, чтобы 
априорная вероятность их значимости была небольшой и при
близительно одинаковой.

Рассмотренная стратегия двухстадийного группового отсеи
вания имеет два основных недостатка. Первый состоит в том, 
что общее число измерений N, требуемое для отсеивания всех 
незначимых факторов, случайно. Второй заключается в том, что 
групповой фактор может оказаться незначимым, хотя некоторые 
из входящих в него одиночных факторов значимы; например, 
пусть в группу входят два значимых фактора x(i) и x(j), коэф
фициенты перед которыми 0< и 0, по модулю равны, но по знаку 
противоположны. Второй недостаток можно устранить, если
знать предположительные знаки параметров 0, ( i =  1.........t )
и в одну группу включать факторы, которые не взаимодействуют 
и знаки параметров 0, которых одинаковы.

Упражнения.
1. Сформулируйте задачу поиска карточки в каталоге библиотеки как 

задачу поиска в комбинаторной модели А. Реньи.
2. Предположим, что имеется одномерная функция f, константа Липшица 

которой известна, и требуется с точностью е >  0 найти корень уравнения 
/(дг) =  0. Предложите такой алгоритм решения этой задачи, который можно 
было бы рассматривать как алгоритм поиска в комбинаторной модели 
А. Реньи.

3. Докажите, что классы функцийSTn и У ’ , описанные в примерах 2.2 и
2.3, являются однородными.

4. Исследуйте метод случайного планирования для классов функций
и !Г*п в случае, когда случайный выбор функций производится без воз

вращения (таким способом получаются верхние границы минимальных длин 
последовательных стратегий).
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5. Докажите, используя результат предыдущего упражнения, что для по
следовательных стратегий в классе функций iT *  при всех s ^  л/2 справед
ливо равенство

лС’в ( ^ л ) ” т  +  Г|ое2 (я -  *т)1,
где т — [я/s] — 2.

6. Пусть класс индикаторов подмножеств множества X =  {jtt, . . .  
. . . ,  х „ ) , содержащих не более s элементов. Докажите, что при всех s ^  п/2 
выполнено равенство

У к а з а н и е .  Для доказательства необходимо показать следующее. Если 
в .V X  л-матрице, состоящей из нулей и единиц, все л столбцов различны, а 
в некоторой ее строке число единиц равно s' <  s, то в этой строке всегда 
можно найти s — s' нулей, после замены которых на единицы все столбцы 
новой Л' X  л-матрицы оказываются различными.

7. Докажите, что если число значимых факторов дизъюнктивной модели 
равно единице, то максимальное число экспериментов, необходимое для опре
деления значимого фактора с помощью приведенной в п. 2.5 стратегии поиска, 
равно [log2 /1. вследствие чего стратегия является оптимальной.

8. Пусть для приведенной в п. 2.5 стратегии поиска значимых факторов 
вместо неравенства (2.13) используется неравенство 21 <  (/ +  l)/s  — 1 <  2‘ +1- 
Докажите, что максимальное число экспериментов \ * (l ,  s) в получающейся 
процедуре групповых проверок равно N * ( t +  1, s), где №*(/, s) определено 
в формулировке леммы 2.1.

9. Предположим, что функция регрессии ц имеет вид (2.14), где ст2 =  I, 
/ =  6, 0i =  0 j =  1, а остальные параметры 0( равны нулю. Постройте дроб
ную реплику 2*~3 полного факторного эксперимента, из таблицы нормально 
распределенных случайных чисел (приложение 2 ) 'выберите восемь чисел, счи
тая их случайными ошибками измерений. Постройте МНК-оценки парамет
ров 0/ и с помощью /-критерия проверьте гипотезы о значимости этих пара
метров.

10. Пусть схема измерений та же, что и в предыдущем примере. По
стройте случайный план для проведения N =  6 измерений и проведите по- 
факторный анализ.

У к а з а н и е .  Для построения случайного плана можно воспользовать
ся таблицей нормально распределенных чисел следующим образом. Для каж
дого фактора значения уровней определяются по знаку последовательно вы
бранного из таблицы нормально распределенного случайного числа. В toT 
момент, когда в число уровней фактора войдет N/2 плюс или минус единиц, 
остальные уровни выбираются однозначно из условия равенства коли
честв +  1 и — 1.

11. Для схемы измерений, рассмотренной в предыдущем упражнении, по
стройте пять случайных планов и выберете среди них тот, степень неортого- 
нальности которого меньше. Проведите по нему пофакторный анализ с теми 
же ошибками измерений, что и в предыдущем примере, и сравните получен
ные результаты.

12. Проверьте справедливость формул (2.16)— (2.18), не используя ре
зультаты гл. 1.

13. Пусть план X случайный, т. е. получен по методу случайного балан
са. Докажите, используя формулы (2.16) — (2.18) и независимость X от слу
чайных ошибок измерений, что

Ев/ -  в/.
D0, = - (N -  1 Г 11 £  в; +  о2/ * .  / = 1 ........ f.

l + t

где 0| — оценки (2.15),



Г л а в а  8

Данная глава посвящена теории планирования имитацион
ного эксперимента. В § 1 определяется имитационный экспери
мент и приводятся примеры имитационных моделей. Поскольку 
при имитации наибольший интерес представляют средние значе
ния (математические ожидания) некоторых характеристик мо
делей, то при планировании эксперимента используются в основ
ном те же средства, что и при оптимизации процедур статисти
ческого моделирования. Последние подробно описаны в руковод
ствах по статистическому моделированию, и здесь мы ограничи
лись лишь простейшими из известных методов. Задача оцени
вания нескольких математических ожиданий рассмотрена в § 2. 
Оказывается, что при оценивании многих характеристик модели, 
задача выбора оптимальной плотности требует для своего реше
ния тех же средств, что и задачи гл. 3.

§ 1. Имитационный эксперимент

1.1. Понятие «имитационный эксперимент». Появление
быстродействующих вычислительных машин позволило создать 
и развить новую отрасль экспериментирования — вычислитель
ный эксперимент. Понятие «вычислительный эксперимент» как 
новая область применения ЭВМ впервые было сформулировано 
Д ж . фон Нейманом в 1945 г. в связи с моделированием (вычис
лением) траекторий нейтронов. В дальнейшем вычислительный 
эксперимент неоднократно переоткрывался по мере внедрения 
ЭВМ в различные области науки и техники. При этом выдели
лись два наиболее четко определенных класса экспериментов. 
Эксперименты, использующие описание исследуемого объекта с 
помощью уравнений, и эксперименты, использующие непосред
ственное (формальное) описание объекта. Первый класс в ко
нечном счете сводится ко второму. Так, например, решать урав
нение теплопроводности можно, моделируя (имитируя) броунов
ское движение молекул, т. е. вычисляя последовательно место
положение этих молекул.

Мы далее будем исходить из предположения, что вычисли
тельный эксперимент проводится с объектами, имеющими иаи-

П Л А Н И Р О В А Н И Е  И М И Т А Ц И О Н Н О Г О
Э К С П Е Р И М Е Н Т А
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более детальное возможное описание. Такой эксперимент мы 
будем называть имитационным.

Во всех случаях описание объекта полагается в основу про
граммы для ЭВМ, которая по заданным исходным данным вы
числяет характеристики исследуемой системы. Эти характери
стики (наборы чисел) и являются результатом одиночного экс
перимента. Они могут содержать случайную погрешность или 
только погрешность, обусловленную процедурой округления 
чисел.

Проведение имитационного эксперимента с помощью ЭВМ 
слагается из следующих этапов.

1. Описание явления или процесса, подлежащего моделиро
ванию.

2. Определение количественных характеристик, доступных 
наблюдению или измерению.

3. Проведение необходимых упрощений, выбор типа модели 
(т. е. создание собственно математической модели).

4. Перевод модели на язык ЭВМ — выбор языка программи
рования и создание программы.

5. Анализ результатов расчета. Сравнение с результатами 
натурного эксперимента или косвенными данными, имеющимися 
в распоряжении исследователя.

Таким образом, имитационный эксперимент — это воспроизве
дение с помощью ЭВМ модели функционирования некоторой ре
альной системы. Модели, изучение которых проводится с по
мощью имитационного эксперимента, отличаются от других мо
делей (например, моделей, допускающих аналитическое исследо
вание) возможностью наиболее полного учета всех факторов, 
связанных с данным явлением.

Моделирование с помощью ЭВМ получило в настоящее вре
мя широкое распространение и используется в самых разнооб
разных отраслях науки и производства.

Модели принято подразделять на детерминированные и ве
роятностные.

П р и м е р  1.1. Простейшим примером детерминированной 
модели может служить модель системы, описываемой диффе
ренциальным уравнением или системой таких уравнений. Так, 
малые колебания маятника (точка массой m находится на кон
це стержня длиной /, другой конец которого закреплен так, что 
маятник в целом может отклоняться на угол 0) описываются 
дифференциальным уравнением

mt1 ^ jjr +  mglQ =  О,

где t — время, g  — ускорение силы тяжести.
Примером такого же типа является широко известное описа

ние распространения тепла в стержне с помощью уравнения 
теплопроводности

ОТ « , х)  д*Т « , X)
dt ~ а  д Р  •
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где Т — температура, х — координата точки стержня, а — кон
станта, определяемая свойствами материала.

Детерминированные модели описанного выше типа иссле
дуются аналитически, если они достаточно просты, и с исполь
зованием ЭВМ, если вместо одного уравнения в описании мо
дели фигурируют, например, системы большого числа уравне
ний и искомые функции зависят от большого числа перемен
ных. Имитационный эксперимент с помощью ЭВМ состоит для 
таких моделей в численном решении соответствующих уравне
ний. Прн этом, как правило, требуется замена исходной системы 
уравнений разностной системой или другая дискретизация, что 
вносит дополнительную погрешность, обусловленную не суще
ством задачи, а выбором численного метода.

Примерами вероятностных моделей могут служить в первую 
очередь системы массового обслуживания (СМ О). Такие системы 
часто невозможно исследовать другими способами, кроме имита
ционного моделирования. Простейшие СМО характеризуются:

а) Случайным потоком заявок. Заявки поступают в слу
чайные моменты времени (которые образуют скачкообразный 
процесс).

б) Случайным временем обслуживания. Каждая заявка либо 
застает обслуживающее устройство свободным и немедленно на
чинает обслуживаться, либо становится в очередь. Либо время 
обслуживания, либо интервалы между поступлениями заявок 
могут быть детерминированы, но, когда детерминированы и вре
мя, и интервалы, задача не представляет интереса.

Современные ЭВМ снабжены датчиками случайных чисел. 
Мы будем считать далее, что датчик —  это программа, которая 
при обращении к ней присваивает указанной переменной зна
чение, равное реализации равномерно распределенной на [0, 1] 
случайной величины (с точностью, определяемой разрядностью 
ЭВМ ). Далее с помощью известных приемов, описанных в ру
ководствах по статистическому моделированию, по одной или 
некоторому множеству реализаций равномерно распределенной 
случайной величины могут быть получены реализации случай
ной величины или случайного вектора с заданными законами 
распределения.

Все это позволяет строить имитационную модель случайного 
процесса, протекающего в СМО, наблюдая изменения ее состоя
ний во времени.

П р и м е р  1.2. Имитационная модель размещения туристов 
в гостинице. При проектировании современных туристических 
комплексов важно заранее предвидеть узкие места в обслужи
вании. С этой целью предварительно моделируют процесс об
служивания. Прн моделировании размещения туристов в реаль
ной или проектируемой гостинице необходимо задать:

1. Закон, по которому прибывают туристы, и интервалы вре
мени между прибытием отдельных туристов или групп. Обычно 
такой закон задают, исходя из статистической обработки реаль
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ных потоков туристов. Он зависит от вида транспорта и распи
сания прибытия поездов, самолетов и т. п.

2. Распределение вероятностей категорий туристов (иностран
ные туристы, правительственные делегации, крупные группы 
и т.п .)

3. Количество свободных мест в гостинице в начальный мо
мент времени.

4. Время оформления туриста, которое зависит от категории 
туриста и ряда других факторов.

Модель может быть более или менее подробной. Обычно в 
ЭВМ хранятся сведения о туристах, размещенных и находя
щихся в процессе размещения в определенные моменты вре
мени (например, каждые 20 мин.). Каждую количественную ха
рактеристику модели можно рассматривать как случайный про
цесс и применять для обработки данных методы, разработанные 
в статистике случайных процессов. Моделированпе, подобное 
описанному, применяется для решения вопросов о числе мест 
в проектируемой гостинице, числе лифтов, размере холла, чис
ленности персонала и т. п.

П р и м е р  1.3. Более прозрачным является пример модели
рования прохождения частиц (уквантов, нейтронов и т. п.) че
рез вещество. Здесь тоже могут быть модели разного уровня 
сложности. Простейшая из них может быть описана следующим 
образом.

Каждая частица характеризуется моментом времени /, про
странственными координатами г =  (*, у, г), направлением движе
ния Q = ( m ,  v, w) — единичным вектором (и2 +  v2 +  w2 =  1) и 
энергией Е (или модулем скорости).

Обычно частица движется в веществе, занимающем объем V 
с границей S, которое мы для простоты считаем однородным на
бором атомов. Экспериментально устанавливается распределе
ние длины свободного (без столкновений с атомами вещества) 
пробега / частицы. Обычно это экспоненциальное распределение 
с плотностью вероятностей Z (£ )e x p {—/ ! ( £ ) } ,  где 2 ( £ ) — за
данная (полученная экспериментально) функция энергии.

Если частица взаимодействовала с атомом вещества (столк
нулась), то она либо поглощается (погибает), либо меняет свою 
энергию Е, направление полета Q и движется далее по тем же 
законам, что и раньше. Для полного представления о модели 
такого рода опишем подробно алгоритм моделирования в гипо
тетическом простейшем случае. Обозначим через а,, а ,,/ ( i , /' =* 
= 1 ,  2, . . . )  равномерно распределенные случайные числа.

Алгоритм строится следующим образом.
1) Полагают 1 =  0, а г, £  и Q находят, моделируя их со

вместное распределение. В простейшем случае может быть 
г =  го, Q =  Qo, Е =  Е0 — точечный (в точке го) мононаправлен- 
ный (в направлении Я0). моноэнергетическнй (с энергией Е0) 
источник. Полагают также т =  0 (т — номер столкновения), 
л =  0 (я — общее число просмотренных историй частиц).
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2) Находят пробег до столкновения 1т, моделируя плот
ность 2 (£ m)e-b(£m)/m, т. е. 1т =  $(£ ) ( — 1п а*/”1)- Полагают
Г т + i  =  rm +  1т делится на модуль скорости движения
частицы | v | . Находим /m+i =  tm +  lm\ v |

3) Если гт +1 находится внутри объема V, то переходим к 
шагу 4); в противном случае добавляем единицу к счетчику 
частиц, покинувших объем, и переходим к шагу 7.

4) С вероятностью р (Е т) =  Z rt(£ m) / 2 (£ т ) частица погло
щается, а с вероятностью 1 — р (Е „)  рассеивается (здесь р и

— заданные функции). Если происходит поглощение, то пере
ходим к шагу 7), если рассеивание — к шагу 5).

5) Подсчитываем Ет+1= а 1Ет (такой закон изменения энер
гии выбран для примера) и Qm+i- Величина Qm+i строится (в на
шем примере) независимо от г, Е, t, a f im — как изотропное на
правление: ,

и =  cos  2лау> sin 2ла/(,

v =  cos  2яад cos  2ла/(, 

а» =  sin 2najt.

6) Заменяем т на т +  1 и переходим к шагу 2).
7) Увеличиваем на единицу счетчик общего числа про

смотренных частиц, проверяем, не превзошло ли его содержи
мое заданного числа N. Если нет, то переходим к шагу 1), если 
да, то прекращаем расчет.

В результате моделирования можно оценить следующие, вы
бранные нами, характеристики: вероятность поглощения при
мерно равна k\/N и вероятность выхода из системы примерно 
равна 1 — ki/N, где k\ — число поглотившихся частиц. В соответ
ствии с законом больших чисел k\/N при N -*• оо сходится к со
ответствующей вероятности.

Большое количество примеров детерминированных математи
ческих моделей можно найти в учебниках по физике, механике 
жидкости и газа и т. п. Примеры статистических моделей содер- 
ж<*тся в курсах теории вероятностей и статистического модели
рования. И те и другие модели широко используются в физике, 
химии, биологии, медицине, социологии и других областях науки 
и техники.

Рассмотренный нами пример 1.3, как легко видеть, пред
ставляет собой пример моделирования марковского процесса. 
Состояние частицы в момент времени /т +i зависит только от 
состояния в предшествующий момент tm. В этом случае сравни
тельно легко записать в явном виде переходную плотность.

Значительно труднее классифицировать случайный процесс 
примера 1.2. Модели такого типа обычно состоят из блоков, 
взаимодействующих между собой. Каждый из таких блоков мо
жет быть удобным образом описан случайным процессом опре
деленного типа или детерминированным образом (в виде конеч-
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ного автомата). Обычно блоки подсистемы, на которые разби
ваются сложные системы массового обслуживания, описывают
ся скачкообразными марковскими процессами, вероятностными 
или конечными автоматами.

H. П. Бусленко ввел достаточно общее понятие «агрегат», 
которое в частных случаях описывает каждую из перечислен
ных выше подсистем. Системы, которые состоят из подсистем, 
являющихся агрегатами, называют агрегатнвными системами.

Вопросы описания таких систем и автоматизации составления 
программ для их моделирования достаточно хорошо изучены 
(см. учебники по статистическому моделированию [14, 17, 29]).

Существенно менее разработанной является теория планиро
вания имитационного эксперимента. Заметим предварительно, 
что имитационный эксперимент доставляет, вообще говоря, 
больше возможностей для планирования, чем натурный, так как 
при имитационном эксперименте распределения случайных ве
личин находятся в распоряжении экспериментатора, а при на
турном даются природой.

Отсюда следует прежде всего, что все методы планирования 
эксперимента, разработанные для натурного эксперимента мо
гут быть использованы и в имитационном эксперименте.

Другие методы планирования подразделяются на общие ме
тоды и методы, специфические для марковских моделей.

Как и в общем случае, непосредственной целью планирова
ния имитационного эксперимента является минимизация затрат. 
Если результатом экспериментирования является одно число — 
оценка математического ожидания моделируемой случайной ве
личины s по N ее независимым реализациям, то затраты на про
ведение имитационного эксперимента (трудоемкость) опреде
ляются величиной tDl, где / — среднее время ЭВМ, необходи
мое для получения одной реализации g.

Далее рассматриваются наиболее простые и распространен
ные методы планирования имитационных экспериментов.

I.2. Простейшие методы планирования имитационных экспе
риментов. А. М е т о д  з а в и с и м ы х  и с п ы т а н и й .  Пусть мо
дель зависит от некоторого числового параметра дс, а в резуль
тате моделирования на ЭВМ мы получаем реализацию случай
ного процесса g(*. <о), где (u =  t o ( o i ,  . . . ,  а л г , ) ;  через а i, а2, . . .  
здесь и далее обозначены псевдослучайные числа, получаемые 
последовательно с помощью программного датчика. При изуче
нии зависимости модели от параметра х планирование состоит 
в том, что моделирование при разных значениях х производится 
по одной и той же последовательности случайных чисел.

Так, вычисления |(дг0.<о) и |(дг0 +  Л,а>) по одной и той же 
последовательности случайных чисел ш дают возможность оце
нить разность Е[|(дго +  Л, ш)— |(дг0, to)] с большей точностью, 
чем при вычислении |(дс0 +  Л,о)) и l(xo.w'), где <о и ш' незави
симы. Это необходимо иметь в виду при проведении имитацион
ных экспериментов с целью оптимизации.
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Б. М е т о д  п р о т и в о п о л о ж н о й  п е р е м е н н о й .  Как 
правило, целью моделирования является оценка некоторых сред
них характеристик модели. Отображение G) =  <o(ai, a * ,)  
сводит (по крайней мере теоретически) задачу к задаче оцени
вания интеграла по единичному гиперкубу. Размерность гипер
куба заранее неизвестна. Тем не менее можно применять квад
ратурные формулы со случайными узлами, которые нечувстви
тельны к размерности интеграла.

Так, например, наряду с реализацией случайного процесса 
............... а *) можно использовать g (l — o i, 1 — a2, . . . .  1— a v).
Процесс [E (a,.........aN) - f  £ 0  — a „ . . 1  — a*)] будет иметь те
же средние характеристики, но с меньшими дисперсиями. Изве
стны более сложные квадратурные формулы, применяемые для 
аналогичных целей.

В. Р а с щ е п л е н и е  и р у л е т к а .  Этот общий прием уме
стно пояснить на простейшем примере системы массового обслу
живания с одним прибором. Пусть в систему через случайные 
промежутки времени поступают заявки, которые ставятся в оче
редь, если имеются заявки, уже находящиеся в очереди или 
в процессе обслуживания. Если очереди нет и прибор свободен, 
то заявка немедленно поступает на обслуживание. Состояние 
системы обычно характеризуют числом п заявок, находящихся 
в системе в данный момент. Моделирование состоит в просле
живании изменений числа п. Интерес представляют вероятности 
pn(t) того, что в системе в момент времени / находится п требо
ваний. Если для системы существует стационарный режим, то 
существует предел рп =  lim  рп (/). Если заявки поступают редко

<-» ОО
и обслуживаются быстро, то рп при большом п — величина ма
лая, и оценить ее трудно (большого числа заявок в системе 
практически не бывает).

В этих случаях можно поступать так. Разделим время функ
ционирования системы на отрезки длины Т и зададимся некото
рыми п =  N и т. Если k0 — первое значение такое, что по исте
чении времени k0T число требований в системе превзойдет N, то 
с этого момента времени будем рассматривать т идентичных 
систем, снабжая все характеристики «весом» по 1 /т  каждую. 
Некоторый момент времени к\Т окажется опять таким, что чис
ло требований, хотя бы в одной из систем, будет 2N (k\ > k ) .  
Эту систему мы опять делим на m (или какое-нибудь другое 
число Ш\) систем, домножая ее характеристики на 1 /т .  Э т о т  
прием и носит название «расщепление». При этом выделяются 
перспективные для нас системы.

Очевидно, что при таком расщеплении накапливается с тече
нием времени много систем, для нас неперспективных. Среди 
них проводится «лотерея». «Выигравшая» система сохраняется, 
и ей приписывается вес, равный суммарному весу всех участво
вавших в лотерее систем. Это и есть «рулетка».
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Методика выбора параметров расщепления и рулетки и со
ставляет задачу планирования эксперимента, которая изучена 
недостаточно.

Перечисленные методы применимы при моделировании широ
кого класса систем. Во всяком случае все агрегативные системы 
могут моделироваться с их использованием.

1.3. Методы существенной выборки. Предположим, что моде
лируемая система может находиться в некотором множестве 
состояний X. Поведение системы во времени x(t) можно рас
сматривать как реализацию случайного процесса. Прослеживая 
это поведение на временном промежутке [0, 7"] от начала функ
ционирования системы до времени Т, можно оценивать средние 
характеристики системы по этому промежутку. Иными словами, 
«прослеживание» траекторий есть осуществление их случайного 
выбора в соответствии с мерой ц, определенной на этих траек
ториях алгоритмом моделирования. Если /(дс)— характеристика /•
системы, то \ f (х) ц (dx) — средняя характеристика системы. Не
смотря на прозрачность такой трактовки, задание в явном алго
ритмическом виде функции \ и меры ц в реальных задачах свя
зано со значительными трудностями.

Рассмотрим подробно более конкретную задачу. Будем рас
сматривать системы с множеством состояний X, которые слу
чайно изменяют свое состояние в дискретные моменты времени.

Последовательность состояний Хо-*■ * i дс* (дс<еХ), 
в которых система находится в процессе своего функциониро
вания, принято называть ее траекторией.

Имеются два случая, требующих различных методов иссле
дования.

С л у ч а й  1. В X' имеется особое состояние {а} (поглощаю
щее). Попав в это состояние, система (частица) более из него 
не выходит (поглощается, погибает). На языке теории надеж
ности попадание в {а) означает выход системы из строя. В рас
сматриваемом случае предполагается, что с вероятностью еди
ница каждая траектория jci —► дс2 —► . . .  -*-ДС* обрывается при не
котором k.

С л у ч а й  2. Поглощающее состояние отсутствует. Траектория 
системы бесконечна, однако, при достаточно большом Т можно 
считать, что x(t) для t >  Т является стационарным процессом.

Рассмотрим подробно случай 1. Предположим, что на X — 
=  Л '' \ { а }  заданы вероятностная мера ц и траектория длины 
k: дсt —► дс2 —► . . .  -* -** , которой соответствует плотность вероят
ности <7*(*о. . . . .  хк), заданная по отношению к мере 
n(dx0)®  •. • ®  ц((£с*) = d n (S * ) ,  где Н* =  (*о, . . . .  х *),такчторяд

оо

(Е*)</ц*+‘
* -о

сходится и его сумма равна единице.
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Тем самым определен скачкообразный случайный процесс, 
который будем обозначать {</*}.

Имитационный эксперимент заключается в вычислении тра
екторий процесса и изучении поведения некоторого функцио
нала на этих траекториях. В частности, могут быть исследо
ваны средняя стоимость функционирования системы, средняя 
прибыль, которую эта система дает, вероятность выхода ее из 
строя и др.

Функционал, который мы обозначим £, зависит, вообще го
воря, от бесконечного числа переменных £ =  £(*<>,jci, . . .  
. . . .  дел, . . . ) .  Если траектория обрывается в точке хк, то пола
гаем Цх0........хк, а, а, . . . ) =  / (*>(Е*).

В этих обозначениях выражение для математического ожи
дания случайного функционала Е£ имеет вид

оо

ES =  X  $ d |i‘ +,/ ,*'(Sfc) **(3 *). (I I)
* - С

В случае существования второго момента
оо

е ; 2= £ $  d (/<*>(2k))2qk (3*). (1.2)
Л-0

Если совокупность функций {q'k} определяет другой процесс, 
траектории которого обрываются в а с  вероятностью единица 
и при всех к выполняются условия

9; ( 3 * ) > 0 ,  если q (3А) >  0, (1.3)

то могут быть определены функции
л<*>(з*) =  м з * ) М < з * ) .

Функцию г траекторий 2*, которая принимает на 2л значение 
/•<*>(2»), называют производной Радона — Никодима меры, ин
дуцированной случайным процессом {qk) по мере, индуцирован
ной процессом {</*}.

Очевидно, что Е£ =  Е£', где £* — r (*> (Е*) /<*> (2*),
оо

ES' =  £  J d\ik+'rM (Е*) /<*> (2*) q\ (3*).
* -  О

Это означает, что нужную нам характеристику Е£ мы можем 
вычислить также, моделируя процесс {</*} и вычисляя на его 
траекториях 3* функционал

Вообще говоря, Е£2 ф  Е£'а, что позволяет планировать ими
тационный эксперимент методом введения «фиктивной модели». 
Фиктивная модель описывается случайным процессом Она 
связана с исходной только условиями (1.3), которые можно 
трактовать как условия подобия моделей.
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С помощью использования фиктивной модели можно, на
пример, при изучении аварий высоконадежных систем получать 
аварийные ситуации значительно чаще, чем при использовании 
исходной модели. При оценивании малых вероятностей непо
средственное моделирование может быть связано с неоправдан
но большими затратами машинного времени (событие, вероят
ность которого очень мала, нужно ждать очень долго).

Что касается выбора оптимальной фиктивной модели при 
оценивании Eg, то соответствующий результат следует из об
щей теории метода Монте-Карло.

Пусть ц — вероятностная мера на X и f — ц-интегрируе- 
мая функция. Рассмотрим задачу оценивания интеграла

J =  J f(x)v\dx)—  J / ( x ) - j j - ( jc ) v(dx), где v — вероятностная
мера, абсолютно непрерывная по отношению к ц, a d\i/d\ яв
ляется производной Радона — Никодима меры ц по мере v. Его 
несмещенными оценками будут среднеарифметические оценки 
вида

N

i - i
где yt независимы и распределены по закону v.

Т е о р е м а  1.1. Дисперсия случайной величины Xv достигает 
своего наименьшего значения при v =  v0, где

V0( d * ) - | / ( X ) |  ц (<#*). 7-\ (1.4)

T=\\f(x)\vi(dx),
и равна

Dxv°= ( S 111 ̂ )2 — ( $ * 1 ̂
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из неравенства Коши — Буняковского 

следует неравенство

\ f2 <*> (l7 <*))3 v W  > (SI f <*> 1-37 <*> v (rf*))2 -
- ( J  I /Win (*))*•

С другой стороны, ExJ =  J p(x) ( * ) ) 2 v (dx), и при v =  v0

Ex^ =  | f | ц (dx)') . Теорема доказана.
Если теперь мы применим полученные результаты к задаче 

вычисления интеграла Е£' с помощью среднеарифметического 
реализаций то оптимальная плотность траекторий должна 
выражаться следующим образом:

{ ( ^ * )о п т )  =  { I fk ( * о ............ * * ) К  } '
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где 7 = Е |£ | .  При таком выборе плотностей дисперсия оценки 
«ля неотрицательных fk равна нулю. Обычно используются плот
ности, близкие к (1.5), что дает возможность сокращать время 
моделирования.

Особый интерес может представлять случай, когда система 
описывается в множестве состояний X цепью Маркова. В этом 
случае процесс определяется плотностью начального распреде
ления ро(х) и переходной плотностью р (х -+ у ) ,  для которой
выполнено  ̂р (х -* у )  dy =  1 — g (х), где g (x )— вероятность об
рыва траектории и

Чк (*о.........хк) =  р0 (*„) р ( х ^ х 2) . . .  р (хк_ , - * x k)g  (**).
Если при этом

/* (*0.........xk) =  fo (*о) /  (*0. x j  . . .  f ( * * _ „  хк) (дг*),
т. е. /* имеет марковскую структуру, то оптимальный случайный 
процесс также будет марковским. Соответствующие результаты 
можно найти в руководствах по методу Монте-Карло.

Рассмотрим случай, когда траектории процесса не обры
ваются, но существует стационарное распределение вероятно
стей, и моделируемый процесс является марковским.

Распределение начального состояния предполагается произ
вольным. В течение некоторого промежутка времени [О, Т) про
цесс находится в переходном режиме, а затем при достаточно 
большом Т распределение его вероятностей можно считать ста
ционарным. Характеристики стационарного режима, вычисляе
мые в процессе моделирования, имеют, таким образом, погреш
ности двух сортов: систематическую (она убывает для широкого 
класса процессов как о (1/7")) и случайную (порядка o(l / -^ T )) .  
О величине систематической погрешности можно судить, моде
лируя на [О, Т] по крайней мере две независимые траектории 
процесса.

Случайная погрешность играет в большинстве случаев основ
ную роль при анализе погрешности. Ее уменьшения можно до
стичь за счет применения случайных квадратурных формул (в 
частности, метода противоположной переменной), расщепления 
и рулетки, которые очень просто реализуются, а также других 
приемов. Последние при вычислении характеристик стационар
ного распределения могут иметь специфические особенности.

Особенностями такого рода, например, обладает метод суще
ственной выборки. Этому методу для стационарного случая по
священа обширная специальная литература. Далее рассматри
вается один из его вариантов для случайного процесса, имею
щего возвратные состояния. Процессы такого типа, описываю
щие многие задачи теории массового обслуживания, носят на
звание процессы регенерации.

Процессы регенерации, начиная свою траекторию из некото
рого фиксированного состояния, возвращаются в это состояние
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через случайные промежутки времени, которые называют эта
пами. На каждом этапе начинается как бы новый процесс, ко
торый не зависит от процессов на предыдущих этапах.

Если w(l(t) ) — функционал на траекториях процесса то при

сделанных предположениях среднее Т~] J w(l(l))dl при Т оо
о

будет стремиться к J w (х) ц (dx) , где ц — стационарное распре
деление состояний £.

Пусть Г0 =  0, Ti (( =  1,2, . . . ) — моменты времени, когда 
процесс попадает в некоторое фиксированное (возвратное) со-

Ti
стояние. Предполагаем, что величины  ̂ w(i(t))dt могут быть

г <-.
непосредственно вычислены в процессе моделирования.

Тогда

Т ~ 11 m

Tm / m Ti v / /  m ч

\ w (I (0) dt =  ( £  J w (I (/)) d t j j  ( £  (Ti -  Ti_ ,) J .

Правая часть этого равенства представима в виде

Е  X , / t  Y„ (1.6)
/ / - Ii -1

где Xi и Yi — случайные величины, Xt независимы в совокуп
ности и )', также. Если числитель и знаменатель (1.6) умножить 
на щ-', то получим отношение двух средних арифметических не
зависимых, одинаково распределенных случайных величин.

В курсах математической статистики (см. также [17, с. 142]) 
доказывается, что такое отношение является асимптотически
несмещенной оценкой для  ̂w (х) [i (dx) и имеет асимптотически
по m нормальное распределение с дисперсией

_ 2 ____!_ Г „  EX, / у  у  \ | DK; (E X ,)2 1 / 1 у,
m L (EK/)* 2 ТЕкЛ3"  ̂ '  ')  “* (ЕкЛ1 J ‘

Опуская индекс i и полагая X =  f(w), Y =  g((o), где to — слу
чайная величина, распределенная по закону P(dw), получаем

[(ЕУ)2 S {f ((0) “ ЕА? Р (da>) ~

-  2ЕА ЕУ J (f (ш) -  EX) (g (<о) -  ЕГ) P (da) +

+  (EX)2 \(g(<o)-E Y)2P(d<*)] =

=  S И  £Y -  S (®) E *)2 P  (<*»>•
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Теперь предположим, что применяется существенная выбор
ка , т. е. вместо меры Р выбрана мера Q, абсолютно непрерыв
ная по отношению к  Р. Тогда

Н е труд но  убедиться, что оптимальная в смысле величины дис 
Персии мера Qo(dw) дается формулой

где С — константа нормировки.
Приведенные рассуждения показывают принципиальную воз

можность планирования имитационного эксперимента при вы
числении характеристик стационарного распределения случай
ного процесса.

Как и в случае марковского процесса, желательно, чтобы 
мера Q0 соответствовала некоторому марковскому процессу. 
Этого, однако, не всегда можно добиться. Соответствующие ис
следования для некоторых случаев содержатся в специальной 
литературе по методу Монте-Карло.

Упражнения.

!. Пусть <7*(Н») -  Р0 (* „)  Р Р ( * * _ ( * * ) •  f .  е.

/ ^ g - j Q  вычисляется в соответствии с (1.7). Простые вы
кладки дают

о% =  - ^ F j r  \ <f <“ >EY ~  8  И  Е ^)2 I f  <•> Q №)•

Qc№  =  С| / (со) E Y - g (со)ЕХ |Р (Ло), ( 1.8)

определяют марковскую цепь с поглощением. 
При каких условиях функционал

является несмещенной оценкой для Е£?
2 .  Пусть интегральное уравнение

Ф (*) —  ̂ I f  (х. у)  | р (дс -» у)  ф (у ) Ц (dy) +  | / ,  (х) | g  (х)  (1.10)

имеет итерационное решение ф (х ).
Покажите, что при положительных Iо, I и /«:
а) функции ро (х)  =* 1о (■*) Ро (* ) ф (дс) /^ф  (дс) / 0 (* ) р0 (дс) Ц (dx)  и р ( х - > у )  =

~~ И*> У) Р (х-*- у)  ф (у) !ф(дг) могут быть выбраны в качестве плотности на
чального распределения и переходной плотности соответственно для марков
ского процесса;
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б) для выбранных таким образом плотностей дисперсия функционала 
(1.9) обращается в нуль;

в) получите аналогичные а) и б) факты для функционала (1.9), если

Ро (* )  =  ft (* ) Ро (х )  ф* (х ) / ^ ф* (дс) I, (х) р0 (х) j i  (dx), 

p ( x - * - y )  =  f  (у, х)/р (у  - *  х) ф* (у)/ф* (х), 

где ф*(х)'является итерационным решением уравнения

Ф* (* ) — ^1 (У. * )Р (У -+  х ) Ф* (у) | i (dy) +  fa (х) g  (х), 

«сопряженногоэ к (1.10).

§ 2. Метод существенной выборки
при одновременном оценивании нескольких интегралов

2.1. Постановка задачи. Пусть X с : Ra, 3S — о-алгебра боре- 
левских подмножеств множества X, v — некоторая о-конечная 
мера на 38,

gi е  L?(X, v), t =  1, . . т,

Al'n — множество неотрицательно определенных т X  т-матриц,
— множество положительно определенных т X  т-матриц. 

Очевидно, что Х ,^ 3 8 ,  т. е. X, — измеримое множество.
Пусть выбрана вероятностная мера P(dx) =  p(x)\(dx) на 

(X, Я), где p =  dP/dv — плотность распределения по мере v, и 
получены N независимых реализаций xi.........xN случайного век
тора с этим распределением. Интегралы

Jl =\ g i(x )\ (d x) ,  i =  I.........т,

оцениваются по формуле

h  =  1 ^  gt (х,)/р (дг,), (2.1)

что соответствует подсчету интегралов по методу Монте-Карло. 
Положим

g (х) =  (g\ (х), . . . .  gm (х))Т, J =  ( / „  . . . ,  Jm)T,

/  =  ( / , .......... 7m)r .

& — множество таких плотностей распределений р(х) на X, что 
р (дг) >  0 при v почти всех х е  Х „  т. е.

9  =

284

=  |  р |  ̂р (дс) V (dx) =  1, р >  0, Р  1х. >  о (mod v) j .



Очевидно, что & — выпуклое множество. Действительно, для 
лю бы х ри р2 е  ^  и а е  [0, 1 ] имеем

ра (х) =  ар, (х) +  (1 — а) р2 (х) >  О,
Ра ( * )  >  0 (m od  v),

[p a(x)\(dx) =  a \  р,(дс)у(с/дс)-Н1 — а)  ̂p2(x)\(dy) =  I, 
х х  х

т* е. Ра ^
Далее, не оговаривая особо, считаем, что v ( X . ) >  0.
Л е м м а  2.1. Если р е ^ ,  то Е/  =  /  ( г .е. оценки (2.1) не

смещ енны е), а дисперсионная матрица оценок (2.1) равна

D/ -  Е (7 — /) ( / -  / ) г  =  A T 1 J J e{Xp f x ) ( -  v (d^) -  / / ГJ • (2-2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Аналогично доказательству леммы 4.2 
гл. 4

N

Е/, =  Е £  [g, (х,)/р (ху)] =  Е [g, (х,)/р (дс,)) =
/-1

(g< (x)lp (х)1 р (х) V (cfx) =   ̂g, (x)v(dx) =  Jt,
X

Е (7, -  /,)  (У, -  /,)  =  E /ft -
N

EjJt =  Af-2 £  Е {(г / (х/) (̂дг*)]/[р(д:/)р(д:*)]} =
/ . * - i

=  /V " - 1  AT (A' -  1) JtJ, +  N J (Ig , (x) g, (x)]/p (дс)} v (dx)

=  (1 —  4 " )  J‘ Ji +  iSr S W  Si (x)lip  ;x)} v (d x ).
x

Полученные формулы эквивалентны приведенным в утвержде
нии леммы. Лемма доказана.

От дисперсионной матрицы оценок (2.2) перейдем к норми
рованной дисперсионной матрице D(p) =  NDJ, которая уже не 
зависит от N, а зависит только от р. Матрица

£>(P)=S [g (х) gT (х)/р (д:)] v (dx) -  JJT =  || dtl (p) ||” (2.3)

определяет качество оценок (2.2) в зависимости от плотности 
Распределения р. Аналогично классической теории планирова
ния эксперимента по оцениванию параметров линейных регрес
сионных моделей (см. гл 3) ниже будет рассматриваться за
дача минимизации функционалов от матриц (2.3).
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Из свойств дисперсионных матриц следует, что 0 (р )е л ? ;*  
для всех р е ^ 1.

Пусть Ф — некоторый функционал, заданный на . За. 
дачей оптимального выбора плотности распределения элемен
тов выборки х\, . . . .  xN будем считать экстремальную задачу 
нахождения плотности

Р* =  arg min Ф [D (р)]. (2.4)

Плотность р* в случае ее существования будем называть опти
мальной.

Сначала рассмотрим вопрос о том, какие критерии опти
мальности могут быть использованы для выбора оптимальных 
плотностей.

2.2. О критериях оптимальности. Задача выбора критерия 
оптимальности мало чем отличается от соответствующей задачи 
в классической теории планирования эксперимента. В принципе 
в качестве Ф может быть выбран любой выпуклый функционал 
на множестве Л „ -  Достаточно полный перечень используемых 
в теории планирования эксперимента критериев содержится в 
гл. 3. Напомним несколько из них.

Критерий D-оптимальности:
Ф [D] =  In det D. (2.5)

Критерий линейной оптимальности (или L -оптимальности):
Ф [D] =  tr  LD, (2.6)

где L — произвольная матрица из Частным случаем кри
терия (2.6) является критерий

Ф [0 ]  =  | < | ^ ( а ( е Н ) 1 (2.7)

соответствующий случаю диагональной матрицы L.
Укажем также критерии £-оптимальности

Ф М - А - и О »  (2-8)
(здесь \mtx(D)— максимальное собственное число матрицы D) 
и М V-оптимальности

Ф [D] =  шах du. (2.9)
( —I...... m

Плотность, оптимальную в смысле одного из указанных кри
териев, будем называть соответственно D-, L-, Е- или MV-опти
мальной плотностью.

Задача выбора критерия оптимальности может быть слож
ной и плохо формализованной. Но в некоторых постановках за
дачи нахождения оптимальной плотности способ выбора Ф 
однозначен. Так, если при оценивании коэффициентов Фурье 
функции регрессии погрешность оценки регрессии о п р е д е л я ть
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через норму пространства L2, то приходим к L -критерию (2.6) 
(см. § 4 гл. 4). Другой пример — при оптимизации векторных 
алгоритмов метода Монте-Карло оценивания функционалов от 
решений систем линейных интегральных уравнений естественно 
возникает /ИУ-критернй [29].

2.3. Ограничения на критерий оптимальности. Ниже пере
числены встречающиеся в данной главе ограничения на крите
рий оптимальности Ф:

а) если А, В е  и А ^  В, то Ф (/4) ^  Ф (В) (монотонность)!
б) если А, В ^ * # т  и А >  В, то Ф ( Л ) > Ф ( В )  (строгая мо

нотонность);
в) если А, В е  Л „  и а е ( 0 ,  1), то

Ф М  +  (1 - а ) Д ] < а Ф ( Л )  +  (1 - а ) Ф ( й )  (2.10)
(выпуклость на множестве .# т ) ;

г) в (2.10) для А Ф  В имеет место строгое неравенство (стро
гая выпуклость);

д) существует такая плотность р е ? ,  что Ф ( 0 ( р ) ]  <  оо;
е) для /1 е  i m  выполнено Ф ( Л ) < о о ,  если и только если 

\\А\\< оо;
ж ) Ф( Л)  дифференцируем по элементам матрицы А (глад

кость).
Условия а)— г), ж ) в теории планирования регрессионного 

эксперимента стандартны, а условия д) и е) специфичны для 
данной постановки. Условие е) накладывается в тех случаях, 
когда необходимо оценить все т интегралов /(. При невыполне
нии условия е) может оказаться, что некоторые из дисперсий 
du(p*), соответствующих оптимальной плотности, бесконечны; 
если же условие е) выполнено и оптимальная плотность р* су
ществует, то при ее использовании дисперсии d „(p * ) всех оценок 
(2.1) конечны. При невыполнении условия д) экстремальная 
задача (2.4) тривиальна: ее решением является любая плот
ность р е ? ,  при этом все решения одинаково плохи. Условие д) 
выполнено, например, если выполнено условие е), мера v ко
нечна и gi s= Li(X,\) (i =  1 ,- ... ,  m ); в этом случае в качестве 
р можно взять константу, т. е. равномерную плотность р { х ) =

Из выписанных критериев (2.5)— (2.9) условиям а)— г), е),
ж )  удовлетворяют критерии (2.5), (2.7) и (2.6) при L >  0. Кри
терии (2.8) и (2.9) удовлетворяют условиям а)— в), е). Если 
i s  //m \  то Для критерия (2 6) не выполняется г); если, 
кроме того, в матрице L имеется нулевая строка, то для крите
рия (2.6) не выполняется также е). Все эти факты либо хорошо 
известны (см. гл. 3), либо легко проверяемы.

2.4. Существование и единственность оптимальных плотно
стей. Кроме приведенных условий а)— ж)  на критерий опти
мальности ниже будут использованы следующие два условия на 
Функции g,, . . . ,  gm:
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з) функции g , (х), g m ( x )  линейно независимы на любом 
таком измеримом подмножестве У множества Хл, что у ( У ) > 0  
(условие v-регулярности набора функций {g,, #т },см. (14]);

и) функции g, (дс), g m ( x )  линейно независимы на любом 
таком измеримом подмножестве Y множества Х „  что v(V) =  
=  х(Х.).

Прежде чем формулировать утверждения о существовании 
и единственности оптимальных плотностей, докажем несколько 
вспомогательных лемм о свойствах дисперсионных матриц, функ
ционалов Ф и оптимальных плотностей.

Для любых pi, р2е ^ и а е ( 0 , 1 )  положим
D(a, р,, р2) =  а£>(р,) +  (1 — a) D (р2) — D [ap, +  (1 — ct)p2]. (2.11)

Л е м м а  2.2. Для любых р,, р2е ^ и  а е ( 0 , 1 )  имеет место

D(a, р „  р2) =  \ v(x )g (x )g T(x)\(dx), (2.12)

где
v (дс) =  a (1 — а) [р, (дс) — р2 (дс)]2 {р, (дс) р2 (х) [ар, (дс) +

+  ( 1 - а ) р 2 ( д с ) ] Г ' > 0 ,
и, кроме того, матрица D (a , р ,,р 2) неотрицательно определена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проводим элементарные алгебраиче
ские преобразования:

D (a, р „  р2) =  *\g(x)gT( x ) - ^ y \ ( d x )  +

+  S 8  W  8Т (х) v (dx) — J {g (дс) gT (дс)/[ар, (дс) +
X X

+  (1 -  а) р2 (дс)] } V (dx) =  j  g (дс) g* (дс) [ - ^  +  -

~  a p ,(x ) -+ ( l 1- a ) M d  V (d x )  =  \ °  (Х) 8  {Х ) gT (Х) V {d x ) 'х
В результате мы получили (2.12). Неотрицательная определен
ность матрицы (2.12) следует из определения: для любого а =  
=  (а,, . . . ,  am)r e  R"‘ имеет место

m

aTD (а, р „  р2)а = - Y  а,а, \ v (дс) g t (дс) g, (дс) v (dx) =
/ . / - 1  х

m

=  \v(x) У  algi(x)a,g,(x)\(dx) =
X I. / -1

=  j ^ * )  [ £ > * , ( * )  I v (d x )>  o.

Лемма доказана.
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Л е м м а  2.3. Пусть выполнено условие з), р\, Р\Ф
Ф  p2(mod v), a e ( 0 ,  1). Тогда D ( a ,  р \ ,  р2) е

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Матрица (2.12) записывается в виде

D (а, р „  p2) = \ v  (jc) g  (дс) g T (дс) v (dx), 
г

где Z ^ S S  — такое подмножество множества X, на котором 
у ( х ) > 0 .  В силу того что р, ^  р2(modv) и а е ( 0 ,  1), имеем 
v ( Z ) >  0.

По условию функции gi(jc), . . . .  g m ( x )  линейно независимы 
на любом подмножестве У множества Z ненулевой меры v. По
этому и функции

hi (дс) =  \'v (х) g{ (дс), I =  1.........m,

обладают тем же свойством. Действительно, выражение

£  Cih, (х) =» л / Н х )  Y, c,gt (х)
“ i /-1

при всех дсе У равно нулю в том и только том случае, когда
С | =  С2 =  . . . —  Cm —  0.

Теперь покажем, что D(а, рь р2) >  0. Для любого 

а =  (а,.........amf  <= Rm \  {0}
имеем

m

aTD (а, р „  р2)а =  £  ар, J А, (дс) А, (дс) v (dx) =  
i. i-i z

=   ̂^  £  aiht v (dx) >  °-

Обозначим через & замыкание множества состоящее из 
заданных на X .  неотрицательных обобщенных функций q ( дс), 
для которых

^q(x)\(dx)<, 1 .
X.

Пусть q* €= ^ — решение задачи минимизации Ф [О(р) J на мно
жестве ЗР, которое всегда существует.

Две следующие леммы показывают, что при малоограничи
тельных условиях <7* е ^ \  откуда, в частности, вытекает кор
ректность определения экстремальной задачи (2.4).

Л е м м а  2.4. Если выполнено условие и) , <7 е  & и || ZD (<7) || <  оо, 
то D(q)+JJT<=jr>.

Для доказательства нужно записать D(q)-\-J]T в виде (2.12 ) 
с заменой v(x) на 1 /<7( jc)  и повторить доказательство леммы 2.3.
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Л е м м а  2.5 Пусть выполнены условия б), д), е), и). Тогда 
р' =  arg min Ф  |О (р)| е  ? .

р t  9

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нужно показать, что вероятностная 
мера Р* (dx) =  р* (x)v(dx) абсолютно непрерывна относительно 
меры v и Р * ( Х ,)=  I. Предположим противное, т. е. что р*
Тогда существует такое Y cz Х „  что q =  Р* (Х .Ч У ) <  1, но 
у ( У П А , ) = 0 .  В силу условия д) и определения р* имеем 
q >  0.

Положим

р(х) ч
Q 'р'(х) \Y ,при х е  X,

1 при х е  Y.
Имеем р е ? ,
D (р)  — D (р) — D (р)  -  \q (D (р) +  JF) -  / / ’■]=( I —q) [D (p)+JJT).

По лемме 2.4 эта матрица положительно определена. Из усло
вия б) получаем

Ф [0 (р )]< Ф [£ > (р *) |.

Это неравенство противоречит тому, что р* — оптимальная плот
ность. Лемма доказана.

Далее будем вместо Ф [ 0 ( р ) )  писать Ф (р ), а символом Ф 
обозначать не только функционал, заданный на J C но и инду- 
цнрованный им функционал на множестве ? .

Л е м м а  2.6. Если выполнены условия а),  в),  д) ,  то Ф — вы
пуклый функционал на ?  Если, кроме того, выполнены либо 
г), либо б) и з ) ,  то Ф — строго выпуклый функционал на ? .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 2.2 для любых рь р2 е  ? ,  
Pi Ф  p2(tnod v) и любого а е ( 0 ,  I ) имеем

aD (р.) +  ( I -  а) D <р,) >  D (ар, +  (1 -  а) р2),
откуда, используя условие а), получаем

Ф (aD (р,) +  (1 — a) D (р2)) >  Ф (ар, +  (1 — а) р2).
В силу предположения в) имеем

аФ(Р|) +  (1 — а )Ф (р 2)> Ф [а О (р ,)  +  (1 — а)£)(р2)|.
Из неравенств (2.14) и (2.15) вытекает

аФ(р,) +  (1 — а )Ф (Л )> Ф (а р ,  +  (1 - а ) р 2). (2.16)
Последнее неравенство означает, что функционал Ф на множе
стве ?  выпуклый. Строгая выпуклость Ф эквивалентна стро 
гому неравенству в (2.16), которое следует либо из строгого не
равенства в (2.13) и (2.14) (следствие предположений б), з ) и 
леммы 2.1), либо из строгого неравенства в (2.15) (следствие 
предположения г) ) .  Лемма доказана.

Сравнивая полученные результаты с результатами оптималь
ного планирования эксперимента по оцениванию параметров ли-
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нейной регрессии (см. гл. 3), отметим несколько существенных 
различий

Во-первых, в силу леммы 2.5 оптимальную плотность следует 
искать в множестве измеримых функций, поэтому в отличие от 
классической задачи оптимального регрессионного планирова
ния дискретность мер не только не является желательным свой
ством, но и вообще недопустима.

Во-вторых, в силу леммы 2.6 прн выполнении условий б), д),
з) нестрого выпуклый функционал Ф на Лт превращается в 
строго выпуклый на Это весьма существенно прн изучении 
таких критериев, как (2.8), (2.9) и (2.6) прн L е  Л >  \

В-третьих, для того чтобы гарантировать существование оп
тимальной плотности р*, приходится налагать дополнительные 
условия — д) и е). Разумеется, оптимальные плотности могут 
существовать и при невыполнении условия е) (см. ниже при
мер 2.1). Все же условия д) и е) удобны — они просты и мало
ограничительны. Конечно, при их невыполнении оптимальная 
плотность в множестве & может не существовать (это также 
иллюстрируется примером 2.1).

В-четвертых, поскольку дисперсионная матрица (2.2) (а сле
довательно, и (2.3)) зависит от неизвестных параметров / ,  то 
от них зависит и оптимальная плотность р*. В этом смысле из
учаемая задача аналогична задаче планирования эксперимента 
по оцениванию параметров нелинейной регрессии, а оптималь
ная плотность (2.4) соответствует локально оптимальному плану. 
Для нахождения оптимальной плотности, соответствующей ис
тинным значениям параметров J, необходимо применять после
довательный подход, заключающийся в том, что по мере уточ
нения оценок неизвестных параметров 7 видоизменяется и кри 
терий выбора оптимальной плотности, записываемый в виде

ф [ S [8 (*) аТ (x)lp M l  v (dx) - / / > ] .

Техника здесь стандартная, и мы не будем на ней останавли
ваться. Кроме последовательного подхода возможны также байе
сов и минимаксный. Постановка задач и характер получаемых 
результатов будут аналогичны результатам классической теории 
планирования эксперимента (см. гл. 5).

П р и м е р  2.1. Пусть критерий оптимальности имеет вид 
(2.7) при а\ =  \, й2 =  =  о-т = 0 ,  т. е.

(&[D(p)] =  du (p).

Для этого критерия не выполняется условие е). Оптимальная 
плотность в силу утверждения из п. 2.6 имеет вид

р’ (х) =  I g\ (*) l/ \ I gi (г) | v (dz).

Если g i(x ) обращается в нуль на множестве ненулевой меры 
V, а функция gi(x) для некоторого / е { 2,3, . . . ,  т} на этом

to* Л |



множестве в нуль не обращается, то р* ф  ? ,  а оценка / /  интег
рала У/ смещена. В то же время, если g\(x) в нуль не обра
щается, то р* е  ? .

2.5. Необходимые и достаточные условия оптимальности для 
дифференцируемых критериев.

Т е о р е м а  2.1. Пусть выполнены условия а )— в), д), е), и). 
Тогда оптимальная плотность р * е ?  существует и множество 
9* оптимальных плотностей выпукло, а если дополнительно вы
полнено либо г), либо з), то состоит из единственной по мо
дулю v плотности. Если, кроме того, выполнено ж) ,  то необхо
димым и достаточным условием оптимальности плотности р* яв
ляется выполнение для \-почти всех х ^ Х  равенства

Ф (дг. р‘ ) =  tr  ( °  +  / Л  IC_D(P. , . (2.17)

где ф(дг, Р) =  [8 Т№ - ш \ 0_0(р8 ( х)]/Р!г(х)- (218)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из утверждений лемм 2.5 и 2.6 вы
текает первая часть утверждения теоремы. Используя теперь не
обходимые и достаточные условия экстремума для выпуклого 
дифференцируемого по всем допустимым направлениям функ
ционала на выпуклом множестве (см. сноску на с. 105), полу
чаем, что нам осталось вычислить производную

П(р, Л) =  - ^ Ф [ ( 1 - а ) р  +  аЛ]|а_0+ (2.19)

и определить, прн каких р е ?  для произвольной плотности 
распределения Л(х) на X будет выполнено неравенство П(р, Л ) ^  
>  0. Имеем

П(р, A) =  t r ^ - |  +  I =
dD \o-Dip) да  la—o+

=  *Г dD L - D ( p ) S ^ * ^  ^  do [  ( I  — a ) p  ( * )  +  ah (x)

\ g  (*) gT (*) P "2 (*) [p (x) — h (*)] V (dx) =
I **

<1—0+
, дФ  
t r  dD D -D  ip)

— t r 4 ^ - l  \ g ( x ) g Tix )p  i ( x )h [x )v ld x )
I J

дФ
dD 10_0(P),

— J <P(*' p)h(x)\ (dx ) .

Таким образом, П(р, Л ) ^ 0  для всех Л тогда и только тогда, 
когда для v-почти всех д г еЛ  выполнено неравенство

Ф(*. / > ) < t r J £ ( 0  +  7 / % _ O(pr
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Утверждение теоремы вытекает из того, что для любой плот
ности р выполнено

J Ф (х, р) р (х) v (dx) =  tr  -^5- (D +  JJT) \D_D (p) <2-20)

Теорема доказана.
Доказанная теорема — аналог теоремы эквивалентности (тео

ремы 2.2 из гл. 3), играющей центральную роль в теории пла
нирования регрессионного эксперимента.

2.6. Оптимальные плотности для линейных критериев. Если 
критерий оптимальности Ф линеен, т. е. имеет вид (2.6), то из 
(2.17) и из равенства d tr  LD/dD =  L следует выражение для 
оптимальной плотности

p '( x ) = [ g T(x)Lg(x)]'11 ^[gT (z) Lg (z)]'2 \ (dz). (2.21)

Это выражение может быть получено и элементарным образом. 
Отметим также, что формула (2.21) определяет L -оптимальную 
плотность даже в том случае, когда не выполнены одно или оба 
из условий д), е). Единственность (по модулю v) L -оптималь- 
ной плотности (2.21) вытекает из того, что для /,-критерия со
отношение (2.21) эквивалентно необходимому и достаточному 
условию оптимальности (2.17).

2.7. Алгоритмы построения оптимальных плотностей для диф
ференцируемых критериев. Если критерий оптимальности Ф 
дифференцируем (т. е. выполняется условие ж ) ) ,  но его вид от
личен от (2.6), то оптимальная плотность р* в случае ее суще
ствования, так же как и для /.-критерия, имеет вид (2.21), хотя 
матрица

L =  c -^ r  I . с =  const >  0, (2.22)
0 и  ID - D ( p ’ )

заранее и неизвестна. Задача построения оптимальной плотности 
эквивалентна в этом случае задаче оптимального выбора эле
ментов матрицы L Указанная задача, которая может решаться 
с помощью общих методов поиска глобального экстремума, в си
туациях, когда функционал Ф зависит только от диагональных 
элементов матрицы D, имеет не слишком сложный вид, по
скольку матрица L диагональна. В тех случаях, когда т велико, 
а X дискретно или имеет малую размерность, более эффектив
ными методами построения оптимальных плотностей могут ока
заться методы, описанные ниже и существенно использующие 
специфику задачи. Эти методы аналогичны методам построения 
оптимальных планов для регрессионных экспериментов, основы
ваются на выведенном в доказательстве теоремы 2.1 выражении 
для производной П (p,h) и являются псевдоградиентными в 
множестве

Общий вид методов гаков:
Ркй ( * ) •= ( !  — а*) рк (дс) +  а*Л* (х). 12.23)
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Здесь — начальная плотность, выбираемая так, чтобы
Ф (р о )<  <ю (например, ро— равномерная плотность); ао, оц, ••• — 
последовательность неотрицательных чисел, выбор которой мо
жет производиться в полном соответствии с рекомендациями § 4 
гл. 3. В качестве Л* можно выбирать любую плотность, для ко
торой П (р*, Л*) С  0, например плотность, пропорциональную 
индикатору множества положительности функции

<р(х. Pk) - t T(D +  JJr) ^ - \  + е *. (2.24)
д°  1о- о (Р|к)

где гк ^  0, е*-»-0 (к —► оо).
Выбирая ро и hk ограниченными, получаем, что pk^ L 2(X, v) 

для всех к = 0 , 1 ,  . . .  ; в силу теоремы 2.1 оптимальная плот
ность р* также принадлежит L2(X,\). Поэтому для обоснова
ния сходимости алгоритма (2.23) можно использовать, напри
мер, результаты, приведенные в § 1 гл. 6.

Как и в теории планирования регрессионного эксперимента, 
имеет смысл рассматривать алгоритм (2.23), в котором а* <  0 
при некоторых к — 0, 1, . . .  Если а* <  0, то должно выполняться 
неравенство

| а* | <  {sup [hk (х)/рк (дг)] — 1)" ' ,
X

которое эквивалентно неотрицательности функции рк+1(х).  При 
этом для обеспечения псевдоградиентности алгоритма (2.23) не 
обходимо требование П(р*, Л * )>  0, которому удовлетворяет, в 
частности, плотность Л*, пропорциональная индикатору отрица
тельности функции (2.24) с е* <  0. Принципы построения алго
ритмов типа (2.23) с а * е ( — 1,1) изложены в § 4 гл. 3 для 
задачи построения оптимальных планов регрессионных экспе
риментов. Эти принципы остаются без изменений.

2.8. Минимаксные критерии. Подавляющее большинство встречающихся 
на практике недифференцируемых критериев оптимальности Ф относится к 
классу минимаксных, т. е. представимых в виде

Ф (D] =  max Ф (О). (2.25)
Y е  Г ’

где Г — некоторое компактное множество, а все функционалы Фу (у  е  Г) вы
пуклы и дифференцируемы. В следующей теореме приведены необходимые и 
достаточные условия оптимальности для минимаксных критериев. Доказа
тельство теоремы, по сути, совпадает с доказательством аналогичного утвер
ждения из теории оптимального регрессионного планирования (см. п. 2.5 из 
гл. 3).

Т е о р е м а  2.2. Пусть критерий Ф имеет вид (2.25), где Г — компакт, 
все функционалы Ф у (у Г) удовлетворяют условиям а), в), д), ж) и при
Любой фиксированной матрице функция Фу [£>] непрерывна по у
Тогда необходимым и достаточным условием того, что р* — оптимальная плот
ность для критерия (2.25), является выполнение для некоторого у е Г < Р * )  
неравенства

дФ „  -
sup^ фу (х, р') <  tr  - (£> +  1] т) \D_ D (р<), (2.26)
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где <rv определяется по формуле (2 18) с заменой Ф на Фу.

Г </>’ ) ■= jv ‘ s  Г |v =  arg max Фу |D (р*)1 } 
v S  Г

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно общей теории экстремальных задач (см. 
с 105, 113), необходимым и достаточным условием оптимальности плотности 
р* является выполнение неравенства

inf sup n v (р* Л) 2*0. (2.27)
h у е  Г <р*>

где Пу определяется по формуле (2.19) с заменой Ф на Ф у. а инфимум 
берется по всем плотностям распределений на X. Выражение для производ
ной П было получено при доказательстве теоремы 2.1. Имеем

<W>V . т . . Г
Пу (р*. Л) =  tr  (D +  Л т) lD_ o lp ., -  3 Tv (*- Р"> Л v <d*)-

С учетом этого выражения неравенство (2.27) может выполняться в том и 
только том случае, когда для некоторого у ^ Г ( р * )  выполнено (2.26). Тео
рема доказана.

Условия существования и единственности оптимальных плотностей для 
минимаксных критериев в теореме 2.2 не приведены, поскольку они содер
жатся в формулировке теоремы 2.1. Отметим также, что условие (2.26) в 
отличие от (2.17) неконструктивно и не может служить основой для построе
ния оптимальных плотностей — оно может быть использовано лишь при про
верке плотности на оптимальность.

Для широкого класса недифферениируемых критериев оптимальности яв
ный вид оптимальных плотностей может быть определен с помощью следую
щего утверждения.

Т е о р е м а  2.3 Предположим, что оптимальная плотность р* для крите
рия Ф единственна по модулю v и существует такая последовательность 
W -  фнчкционаюв на удовлетворяющих условиям б), г ) — ж) ,  что

для всех A s  Л  *  выполнено

Ф. (А) <  Ф 2 И )  <  . . .  <  Ф , М ) <  . . .  <  Ф (Л).
11т Ф , (Л) =  Ф (Л).

I -»0О

Тогда плотность р* имеет вид (2.21).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку критерии Ф/ дифференцируемы, то со

ответствующие им оптимальные плотности pt в силу (2.21), (2.22) имеют 
вид

Pt (* )  -  [ / < * )  LiS (дс)]1У  J [ g T (z) LlS ( * ) | l/2 v (dz). (2.28(

где Li (i =  1. 2, . . . ) — некоторые неотрицательно определенные матрицы, 
причем можно считать, что ||L(|| =  1.

Из леммы 2.5 следует, что
р* =» arg min Ф (р) =  arg mln^ Ф (р),

0е  f  ре  <f

где — компакт. Используя теперь строгую выпуклость критериев Ф( и их 
монотонную сходимость к Ф, применяем лемму 1.11 из [42| и получаем сла
бую сходимость последовательности плотностей pi (х) к р (* ) Отсюда сле
дует, в частности, что последовательность матриц (о  (р<)} сходится при 
I-*- оо к D (p*).
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Выберем из последовательности матриц (Li) сходящуюся к некоторой 
матрице L подпоследовательность и отметим, чтс L  е  и ||/-|1= 1.
Определим плотность р * по формуле (2.21). Поскольку последовательность 
матриц D ^pt^  сходится при /'-*• оо как к D (p*), так и к £>(р«), то D(p*) =
=  0 (л * ) , и, следовательно, плотность р* оптимальна. Наконец, в силу един
ственности р* предел последовательности {£/} существует и равен L. Теоре
ма доказана.

Из доказанной теоремы вытекает, что для широкого класса недифферен
цируемых строго выпуклых на множестве & критериев оптимальности Ф опти
мальная плотность р* имеет вид (2.21), а задача ее построения сводится к 
задаче оптимального выбора элементов матрицы L в указанном представ
лении.

2.9. Критерий £-олтимальности. Определим последователь
ность строго выпуклых дифференцируемых критериев Ф, но фор
муле

Ф, (А) =  (tr Л*)1"  (2.29)

для всех А е  Лщ. Покажем, что таким образом определенная 
последовательность функционалов Ф,- монотонно сходится к 
функционалу (2.8).

В силу теоремы 1.11 из приложения 1 для любой матрицы
т

А е  Лт и всех ( =  1,2, . . .  имеет место равенство tхА1 =
/ - 1

где .........Хт — собственные числа матрицы Л. Монотонность
сходимости последовательности (2.29) к Ф ( Д ) =  max X, вы-

I < 1<т
текает из неравенства

( т \ I/p / т \llq

Z a f J  < { Z a1) • (2.30)

которое является следствием неравенства Гёльдера (теорема 2.1 
из приложения 1) (в неравенстве (2.30) a .......... ат — произ
вольные неотрицательные числа).

Применяя лемму 2.6 и теорему 2.3, получаем, что при вы
полнении условия з) оптимальная плотность для критерия £-оп- 
тимальности единственна по модулю v и имеет вил (2.21).

2.10. Критерий M V -оптимальности. Сначала упростим для 
МУ-критерия (2.9) формулировку теоремы 2.2. Для этого ука
жем, что в представлении (2.25) для критерия М У-оптималь- 
ности

Г =  { 1 , 2 .........т}, (t>y (D) =  ixEyD,

где у-й диагональный элемент матрицы Еу равен единице, а ос
тальные элементы Еу — нули. Все условия теоремы 2.2 для MV-  
критерия (2.9) выполнены, и поэтому необходимым и достаточ
ным условием М У-оптимальносги плотности р* является выпол
нение для некоторого у е  Г (р* ) неравенства

sup ( g ;  (дс) Ip’  ( дс)) } <  jj [ g ;  (z)/p‘ (z)\ v (dz).
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которое вытекает из (2.26) в силу того, что 
<J<DV(D) <Jt r£ D

дБ  дП  »•

tr ( D +  У/Г) l0-0(p> =  d YV +  yv =  S I (г)/^ (г )1 V

фу ( * .  Р) =  «ГГ (* )  £ у£  (* ) /Р 2 ( * )  =  £у (* ) /Р 2 (* )•

Рассмотрим последовательность критериев Ф,, определяемых 
по формуле

От \1/1
С rf//J . (2.31)

где ®  — поэлементное произведение матриц, 1т — единичная 
т X  m-матрица. Строгая выпуклость критериев (2.31) сле
дует из неравенства Минковского, а их дифференцируемость 
очевидна. Факт монотонной сходимости последовательности 
Ф ,(Л ) к Ф ( Л)  для всех А е  Jfm вытекает из неравенства (2.30). 
Если выполнено условие з), то критерий Л1 V-оптимальности (2.9) 
в силу леммы 2.6 является строго выпуклым на множестве ?  и 
поэтому имеет единственную по модулю v плотность р*. Приме
няя теорему 2.3, получаем, что при выполнении условия з ) MV-  
оптимальная плотность р* выражается по формуле (2.21). Из 
доказательства теоремы 2.3 вытекает также, что матрица L в 
представлении (2.27) для М V-оптимальной плотности диаго- 
нальна (действительно, все матрицы Li из формул (2.28) диа-
гональны, a L =  lim  Lt).

i-*°°
Как следствие теоремы 2.3 мы получили результат Г. А. Ми

хайлова (29) о том, что M V-оптимальная плотность р* имеет вид

Cm q  1 /2  р  г -  т - j  1 /2

Г ( х ) 1  / \  I

где
т

^  0, J] \i — 1» i — 1, • • •» fft. 
i-1

Упражнения.
1. Приведите пример критерия оптимальности, который является выпук

лым. но не строго выпуклым.
2. Выпишите в явном виде оптимальную плотность для рассмотренных в 

§ 2 гл. 3 критериев О-оптимальиости и оптимальности для экстраполяции 
в точку.

3. Упростите формулировку теоремы 2.2 для случаев, когда критерий 
оптимальности Ф является: а) критерием Е-оптималыюсти; б) G-оптимально
сти (см. § 2 гл. 3).

4. Упростите формулировку теоремы 2.3 для случая, когда критерий оп
тимальности Ф является критерием G-оптимальности.



СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ МАТРИЦ

§ 1. Матричная алгебра

1.1. Определения н обозначения. Приведем определения н обозначения, 
используемые в данном приложении

^ т х п — множество вещественных т X  я-матриц, имеющих т строк и я 
столбцов;

А »  =  •*пХп;
a,i (i — 1..........т, j =  1, . . . .  п) — элементы матрицы A е  А  ,1Хп, А =»

=  II 0(/ Ит хл'
О е  Л тХп— матрица, состоящая из нулей;
1„ е Л „ — единичная матрица (ее диагональные элементы равны единице, 

а внеднагональные— нулю);
X i(B), . . . ,  Х„(б) — собственные числа матрицы В е  Л т. е. корни ха

рактеристического уравнения
det (В — А/ „ )  =  0.

Яшш “  m<in *■< (В > Лт . х  (В ) =  т (ах 

>., =  ^ (/4 ). / =  1, . . . .  я, А е Л п.
Квадратная матрица называется верхней треугольной, если все ее элемен

ты ниже главной диагонали равны нулю.
Следом квадратной матрицы А е  Л „ называется сумма ее диагональных

П

элементов t r  А =  £  ац-
i - i

Рангом произвольной матрицы называется размерность линейного про
странства, порожденного столбцами этой матрицы

Матрица А е Л „  называется невырожденной, если det А ф  0.
Обратной для невырожденной матрицы А & А п называется такая мат

рица А - '  е  Л Пу что А~'А  — АА~* =  /„ .
Обобщенной обратной матрицей для А е  Л тХп называется такая мат

рица А -  е  Л пХт, что для любого b е  R™, при котором система уравнений 
Ах =  Ь совместна, вектор х =  А~Ь является ее решением.

Квадратная матрица А называется симметричной, если А =  А’ .
Симметричная матрица A s  Л „  называется положительно (неотрицатель

но) опреде1енной, если для любого a e R ^ { 0 )  выполнено агА а >  0 (соот
ветственно, аг4а ^  0).

Л *  — множество неотрицательно определенных п X  л-матриц.
Л >  — множество положительно определенных п X  я-матриц.
Для любых матриц А В е  Л „ запись А >  В (А ^  В) означает, что 

А — В е  Л *  {соответственно, А — В е

ПРИЛОЖЕНИЕ I
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Матрицы называются согласованными относительно некоторой операции, 
если эта операция определена.

1.2. Симметричные, положительно и неотрицательно определенные мат
рицы.

Т е о р е м а  1.1 (теорема о спектральном разложении). Если А — симмет
ричная п X  п-матрица, то выполнено

Рт АР =  Л А =  Р \ Р Т, (1.1)

где Р — ортогональная п X  п-матрица (т.е. РТР == РР1 =  /* ), столбцами ко
торой являются ортонормированные собственные векторы матрицы А, Л — 
матрица, на главной диагонали которой стоят Xi, . . . ,  X, ( собственные числа 
матрицы А), а внедиагональные элементы равны нулю.

Доказательство имеется в [5. 9, 35].
Т е о р е м а  1.2. Матрица А е= Л „ неотрицательно определена тогда и 

только тогда, когда существует матрица F е  Л п, такая, что А =  FTF.
Т е о р е м а  1.3. Матрица А е Л „  положительно определена тогда и 

только тогда, когда существует невырожденная матрица F е  Л „ такая, что 
А =  F'F.

В теоремах 1.2 и 1.3 необходимость вытекает из теоремы 1.1. а достаточ
ность— из определения неотрицательной (положительной) определенности.

Т е о р е м а  1.4. Любую матрицу А е Л ^  можно представить в виде 
А =  FTF, где матрица Г е / ,  невырождена и является верхней треугольной 

Доказательство имеется в {9].
Т е о р е м а  1.5. Если А е  ТО

п
X, >  0, аи > 0 ,  det А =  J J  XJf

t- 1

+ « „ У 2- <,л >

где I, / ™ 1........п.
Если А е  Л ^ , то

X, >  0. аи >  0, det А >  0, <  (ац  +  ац)/2, /. / =* I, . . . .  п.

Т е о р е м а  1.6. Если А е  В е  то А +  В <= Л > .
Т е о р е м а  1.7. Если А е Л > .  то А ~ 1 е  Л > .
Т е о р е м а  1.8. Пусть А е  Л > , В е = Л пХт , rang В =  т < п. Тогда 

ВТАВ а  Л ^ . В частности, ВтВ е  Л ^ .
Доказательства теорем 1.5— 1.8 вытекают из определений неотрицатель

ной и положительной определенности матриц и теорем 1.1— 1.3. Комментария 
требует только вывод формулы (1.2). Эта формула следует из того, что

(е, -  е ,)т А (е, -  е ,)  =  eTl A el +  е ]А е , -  l e ^ e ,  =  аи  +  а„  -  2а „  >  0,

где ei е  R" — вектор, все компоненты которого равны нулю кроме f -й, равной 
единице.

Т е о р е м а  1.9. Пусть матрица А е  Л „ симметрична, Х| >  . . .  >  X, —ее
собственные числа и Р i .........Рп — соответствующие им ортонормированные
собственные векторы. Тогда

sup Г _яЛо_ 1 _  Sup ar /4(J =  x ( , .3 )
0<= ц " \ { о ) 1  a a J

in f f  S f L  X =  in f aTAa =  Xn, (1.4)
a s  R \  (o) I  aTa J 11 0 , “ l

причем экстремумы достигаются соответственно на Р\ и Р„
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* - Z w r  Е p r f - ' ni-1  / - I

В силу того что — базис в R” любой вектор а е  Ra представим
в виде

' Л
a =  Е  сЛ  /-1

Поэтому
п / п \ “ 1

Д о к а з а т е л ь с т в о  Формулу (1.1) перепишем в виде:

Очевидно, что супремум и инфимум этого выражения относительно век
торов (ci.........с „ )т равны соответственно Xi и причем супремум дости
гается прн а — Pi, а инфимум — при а — Р„. Теорема доказана.

1.3. След.
Т е о р е м а  1.10. а) Если А е  Л п, с <= R, то tr А =  tr  Ат, tr  сА =  с tr  А;
б) если А, В е  ,Лп, то

tr  (А +  В) =  tr  А +  tr  В\ (1.5)

в) если А е Л п Х т , В < = Л т Хп, то

tr  АВ =  tr  BA; (1.6)
г) если а, Ь е  R". то

tr ab1 =  атЬ;

д) если А е  . « п, Ь е  R" то

tr  (АЬЬТ) =  tr  (bbTA) =  ЬГАЬ;

е) если А, Р е  Р ТР =  /„ ,  то

trP A P T =  trA . (1.7)

Все утверждения георемы легко следуют из определения операции trace 
(след).

Т е о р е м а  1.11. Если А — симметричная матрица из Л п, то
П

t r (1.8) 
/-1 
П

t r ^ s = 2 M  * =« — 1. О, 1, 2 , . . .
<-1

Доказательство следует из теоремы 1.1 и формулы (1.7) с учетом того, 
что при РРТ =  /„ выполнено (РТА Р )’  — РТА'Р.

Т е о р е м а  1.12. Пусть А — симметричная п X  п-матрица Необходимым 
и достаточным условием ее неотрицательной определенности является выпол
нение для всех В е  Л ^  неравенства tr  А В ^  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о  По теореме 1.1 имеем

А =  РЛР =  X,/',/> [. 
i - l
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где Pi — ортонормированные собственные векторы матрицы А, соответствую
щие собственным числам >.<. Отсюда следует:

л п

Ir  АВ =  tr  £  1 ,Р ,Р ]В  =  £  XipTi B Pi- 
(-1  i - i

Поскольку B e j f j f ,  величины P\BPt ( / =  1........п) неотрицательны.
Если А е Л ' ? ,  то по теореме 1.5 А / ^  0, поэтому t r j 4 B > 0 .  С другой 

стороны, если t r /1 B > 0  для всех В >  0. то это справедливо и для матрицы
В =  P j/ ’J'. Следовательно,

tr A P 'P f  -  tr  (  £  />,/>[ -  A, >  0

Отсюда с учетом теоремы 1.1 следует, что А ^  0. Теорема доказана.
1.4. Ранг.
Т е о р е м а  1.13. Для любых согласованных матриц А , В выполнено
а) rang АВ ^  min (rang A, rang В);
б) rang ( / ( - | - В ) <  rang А +  rang В.
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Столбцы матрицы АВ являются линейными 

комбинациями столбцов матрицы А, поэтому число линейно независимых 
столбцов в матрице АВ не больше, чем в матрице А. Следовательно, 
rang .4В ^  rang/1. Аналогично rang АВ <  rang В.

б) Пусть матрицы Л и В имеют размер р X  <7- Обозначим через а,, . . . .  а» 
и bt, . . . .  ft, столбцы матриц А и В соответственно, и пусть

D =  (А  В) =  (а,........aq, Ь...........bq)
есть блочная матрица, составленная из матриц А и В.

Запишем матрицу А +  В в виде
А +  В =  (0| -f- ft), . . ая +  bq).

Поскольку размерность пространства, порожденного набором векторов 
{а......... а „  6), . . . .  ft,} не меньше, чем размерность пространства для век
торов {oi +  fti, . . . ,  а, +  ft,}, то rang(<4 - f  В) <  rang D.

Покажем теперь, что rang D <  rang A - f  rang В. Для этого удалим из на
бора {at.........а„, ft|...........ft,} все векторы 6/, линейно зависящие от векторов
а/ ( / =  1, . . . .  q). Матрицу, составленную из оставшихся векторов ft/, обо
значим через В». Имеем:

rang D =  rang А +  rang В., 
rang В. <  rang В.

откуда и вытекает требуемое Теорема доказана.
Т е о р е м а  1.14. Пусть А е Л пХт . B e i „ ,  С е Л т, det В Ф  0. 

det С 0. Тогда
rang ВАС => rang А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу предыдущей теоремы

rang А >  rang <4С >  rang АСС~1 =  rang А.
Поэтому rang А =  rang АС. Аналогично rang А =  rang ВАС. Теорема дока
зана.

Т е о р е м а  1.15. Если матрица симметрична, то ее ранг равен числу не
нулевых ее собственных значений.

Доказательство следует из теорем 1.1 и 1.14.
1.5. Обратные матрицы. Т е о р е м а  1.16 (формула Фробеннуса). Пусть 

матрица А разбита на блоки:

где В и Е — квадратные матрицы. Тогда, если существуют В 1 и F 1. где
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Г f l _ l +  B ~ 'C F ~ ' D B ~l - f l - ' C f - ' l

A - F - 'D B ~  F ~ l J ’

а если существуют £ -1 и О-1 , где G =  В — C E ~ lD, то

А- 1 г  ° -1 - G ~ lCE ~l 1
L — £ -1 D G ~l Е ~ '+  E ~ l D G ~'C E ~l

Доказательство следует из определения обратной матрицы.
Т е о р е м а  1.17. Если Л е  Jf„, В е  Л пКт, С е  Л  т. D е  Ж тУп и все 

написанные ниже обратные матрицы существуют, то

{ А +  BCD)“ ' =  А~' -  / T ' f i f C " 1 +  D A ~ lB )~ ' D A ~ l. (1.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Умножим правую часть (1.9) справа на 
(.4 +  BCD):

4-1 (/1 +  BCD) -  A ~ 'B (C ~ l +  D A ~ 'B )~ ' D A ~l (А +  BCD) =

=  / „  +  A ~ lBCD -  A ~ 'B C (lm +  D A~'BC )~' D ( l n +  A ~ lBCD) =

=  / „  +  A ~ lBCD -  A ~ lBC ( l m +  D A ~lBC) ' (D  +  DA~'BCD) =

=  / „  -f- A ~ lBCD -  A~'BC  ( l m +  D A ~'B C )~ ' ( l m +  DA~'BC) D =

=  / „  +  A ~ XBCD -  A~'BCD  =  /„•

Аналогичный резулыат получается, если правую часть (1.9) умножить на 
(А +  BCD) слева. Теорема доказана.

Т е о р е м а  1.18. В предположении, что все написанные ниже обратные 
матрицы существуют, справедливо'.

а) Vn +  A B ) - ' ~ l n - A ( r m +  B A ) - 'B  ( 1. 10) 

для А е  .Нп х т '  «т  х  л'

б) (А +  afrr )~ ‘ =  А ~ 1 -  ( 1 +  ЬТА ~ 'а )~ х А~'аЬтА ~1 

Ш  А е  .Яп, а, Ь е  Rn;

в) [(1 — а)Л  +  аййг 1_ | =

=  (1 — а )-1 [/»“ ' — а А ~ 1ЬЬтА~Ч(\ — а +  а *г >4~ 'б)1 ( 1.11) 
для А е  Л „ ,  ft е  R а е ( 0 ,  1);

г) det (А +  ВВТ) =■- del A det ( l m +  BTA ~ lB) (1.12)
для А е  ,Кп. В е = .* пхт.

Все формулы легко получить из (1.9).
Т е о р е м а  1.19. Если А е Л > ,  то tr А ~ 1 >  пг/\т А 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f l e . f j  и X. (В) ( / = 1 ,  . . . .  ^  — соб

ственные числа матрицы В Из утверждения теоремы 1.5 вытекает, что
п

det В =  I f  X, (В).
/=*1

tr в =  £  к, (В).
/ — I

F =  E -  DB~'C, to

Согласно (1.8) имеем
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Используя эти соотношения, неравенство
L 1'П/  п \1 'п п

\<  —I /  п f —Iи
между средним арифметическим и средним геометрическим перепишем в виде

i r f l > 4 ( d e t  В)'"1 

Применяя это неравенство к матрицам В =— А -» н б =» А, получаем

t r / С 1 >  л |det (<4_ | ) ] ,/п =» я (det A)~iln >  л |( tr  A)/n\~l -  n2lxt A. 
Теорема доказана.

1.6. Обобщенные обратные матрицы. Можно показать, что обобщенная 
обратная матрице всегда существует, но вообще говоря, неединственна. Если 
т =  я и у матрицы А существует обратная А~1, то, очевидно, А~ =  /4_ |.

Т е о р е м а  1.20. Матрица А~ — обобщенная обратная для А тогда и 
только тогда, когда

А А ~ А = -А . (1.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А~ — обобщенная обратная матрица. Вы
берем в качестве ft f-fl столбец а, матрицы А. Система Ах =  ai, очевидно,
совместна, а х =  A~ai — ее решение, т.е. AA~ai =  а/ для всех i =  I .........я.
Но это и эквивалентно тому, что выполнено (1.13).

Пусть теперь выполнено (1.13) и х — какое-либо решение уравнения 
Ах =  ft. Тогда имеем:

АА~Ь =  А А -  (Лдс) =  Ах =  ft.
т. е. А~Ь — решение уравнения Ах ■= ft. Теорема доказана.

С л е д с т в и е  1.1. Пусть А~ — обобщенная обратная матрицы / 4 e . lmX(ti 
г е к "  — произвольный вектор. Тогда

3 =  А~Ь +  ( А ~ А -  1п) г

ест» решение совместной системы уравнений Аа =  ft.
Д о к а з а т е л ь с т в о .

Аа =  АА~Ь +  (АА~А  — А)г =  АА~Ь +  (/I -  А)г — АА~Ь =* АА~Аа =  Аа =  ft.
Следствие доказано.
Рассмотрим один из способов построения обобщенной обратной А~ для 

матрицы Л б / яХл ранга г. Переставив, если это необходимо, строки и 
столбцы матрицы А, запишем А в виде блочной матрицы

(1.14)

где В — невырожденная г X  г-матрица. Тогда, как нетрудно проверить по 
формуле (1.13), обобщенными обратными для матрицы (1.14) являются

1 л !

- f t (1.15)

и, в случае л =» т ,
-  j - i

-[V  гЛ
где матрица К такова, что ВК =  С и DK =  Е.

1.7. Лемма о произведении определителей. Пусть ц — некоторая (т-конеч- 
ная мера на (X, 3S). Для двух заданных на множестве X измеримых функ
ций j, g  обозначим

(/. в ) (* ) « I* )  »* <dx)-
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Т е о р е м а  1.21 (лемма о произведении определителей). Пусть 
и — два набора таких функций на X , что (<fi, ф,) <  оо дли всех I,
j =  1, п. Тогда имеет место тождество

/ =  ^ d«* |  ф| (JC/) I/. i —1 det I Ч>* U /) l* .  Ц (d x,) . . .  ц (dxn) =  
дс"

— ntdet|(<p,, ф * ) £ * _ , .  (1.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разложим определитель det Уф/ (* /)  ||" (/ — 
номер строки) по элементам первого столбца, обозначая через Д/ соответ
ствующий минор:

<р» (* l ) <Рз (*|) • • • <Рл(*|)

< Р з (* /-| ) • • • 4 > а ( * / - . )
^2 ( X/ + l ) Ъ ( х,+ 1) • • • * „ ( * / + 1)

ЧРа (Хп) Ф» U r.) • • • <Рл(*л)
Получим

п

/ = S Z  (- ,)' +| v 1(jc/)dei и +*(*/) н ь - .^ * ,)  •••
х "  /-1
П

“ Z  S <—1)7А/ Г S»i(х/)detи (*/)i s . I - , i * ( d*i) •••
/ - I  x n - i  Ljr J

.) f * ( rf* /+ I ) ••• K d x n).

Домножим строку определителя det || фА (x ,)||jj с номером / на q>i(*/) и 
проинтегрируем элементы этой строки по X/. Перестановка проинтегрирован
ной строки на первое место вызовет появление множителя (— 1 )'- '.

Изменим теперь нумерацию первых /  — 1 переменных интегрирования, 
обозначая х ,  вместо х,, х3 вместо х г........ X/ вместо xt-t .  Получим

1 «= п J ц (dx2) ^ (dxn) del || <р, (x t) | | " X
Х<1-1

(<Г|. Ф1) (q>i. Ф») • • • (<Pi. Фл)
Ф1 ( * l ) Ф«(x t ) • • • Ф л(**)

ф| (x n) Фа (x „ ) • • • Ф л(*я)

Таким образом, мы понизили на единицу порядок одного из определителей и 
проинтегрировали строку второго. Повторение этой операции еще п — 1 раз 
приводит, очевидно, к  (1.16). Теорема доказана.

С л е д с т в и е  1.2. Пусть ц — дискретная мера, сосредоточенная в точках 
Jti, . . . .  Хк с весами р/ >  0 (/ =  1, . . . .  N). Тогда

de,j ! > / » * ( * , )



Д о к а з а т е л ь с т в о .  В рассматриваемом случае тождество (1.16) за
писывается в виде

я| det | (*<)♦/ (*<)£ ; _ 1“

N N

-  Z  ••• Z  Pi, -  4 dell**(%)|2.^. de,IM \ )l? .,- .-
* l-1 ‘ л-1

Поскольку при совпадении значений ip (р =  1.........л) определители в пра
вой части выписанного тождества обращаются в нуль, то

р<> -  ^ detI M % ) £ p V et I M \ ) £ , - . -1 2  П

Перестановка одних и тех же столбцов (строк) в определителях, стоящих 
под знаком суммы, не меняет их произведения, поэтому

Полученное тождество эквивалентно (1.17). Следствие доказано.
В случ 

Вине — Коши.
случае р( =  1 (/ =  1.........N) формула (1.17) называется формулой

§ 2. Неравенства выпуклости

2.1. Неравенства общего характера
Т е о р е м а  2.1 (неравенство Гельдера). Пусть р да5 1, q =  р/(р —  1), 

v — а-конечная мера на измеримом пространстве (X, Я ), f и g  — неотрица
тельные функции на X, /  е  t ' ( X ,  v), g e L " ( X ,  v). Тогда справедливо нера
венство

 ̂И*) g  (х ) v (dx) <  ^  /р (дс) v (dx) Г О  (* ) v (dx) J /a, (2.1)

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда при v -почти всех 
х е  X выполнено

fp ( x ) j j f p (г) v (dz) =  g*  (х) j   ̂ g* (г) v (dz).

Доказательство имеется в [2, 5).
С л е д с т в и е  2.1. Для любых а, >  О, Ь, >  0, » = 1 ,  . . . , п ,  выполнено 

неравенство
Я /  "  у / Р  /  Л \Чч

Z  aibi <  al )  • {2Л)

'д е  р 3» 1, q <= р/(р—  1).
Неравенство (2.2) получается из (2.1) для случая, когда мера v сосре

доточена в л точках с единичными весами.
С л е д с т в и е  2.2 (неравенство Коши). Для любых векторов а, 6 е  R" 

справедливо
(а ТЬ) 2 <  (ата) (bTb), (2.3)

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда векторы а и Ь ли
нейно зависимы.
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Неравенство (2.3) — частный случай неравенства (2.2) при р =  q =  2. 
Приведем другие формы неравенства (2.3).
С л е д с т в и е  2.3. Для любых a, b e  R"  А е  Л ^  выполнено

(атАЬ? <  (атАа) (ЬтАЬ).

Доказательство следует из (2 3) и теоремы 1.2.
С л е д с т в и е  2.4. Для любых a. b e  Rn. А е  Л >  справедливо

(а1 bY  <  (атАа) (bTA ~ lb).

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда векторы а и А~'Ь 
линейно зависимы.

Доказательство следует из следствия 2.2 и теоремы 1.3.
С л е д с т в и е  2.5. Для любых -4 е  Л%, b e  R имеет место

SUP I  °  Ьт A ~ [b, (2.4)

причем верхняя грань в (2.4) достигается на векторе

а =  А~'Ы\\А~1Ь IL

2.2. Неравенства выпуклости.
Т е о р е м а  2.2. Пусть А, В е  Л > , a г  (0, 1). Тогда справедливо не

равенство
del (аЛ +  (1 -  а) В) >  (det Л)0 (det В )| - в , (2.5)

причем равенство имеет место только при А -= В.
Прежде чем доказывать теорему, докажем лемму.
Л е м м а  2.1. Если А е Л > ,  то выполнено

ОО оо

/ и .  ^ . . .  ^ ехр { —х тА х) dx, . . .  d xn =  я'*'-’ (det Л)-,/2 .
— оо — оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р — ортогональная матрица, приводящая 
матрицу А к диагональному виду: РТАР =  Л. Сделаем замену переменных 
х =  Ру в интеграле /. Тогда

п
х ГАх =- (Р у )т АРу — у т\ у  — £  Х,у1

Далее,
dx, . . .  d x„ ^ d y t . . .  dyn. 

поскольку якобиан преобразования х =  Ру равен |de tP | =  1. Имеем:
■4-00 + о о  /  п

I =   ̂ . . .   ̂ e x p j
—оо — оо '  < ■ !

- П  \ е х р dv‘ ” 514/2(Xi •••
1 - 1  - о о

п
Учитыпяя то. что del А — X/ (см. теорему 1.5), получаем утвержде- 

«-1
иие леммы. Лемма доказана.
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Заметим, что утверждение леммы хорошо известно специалистам по тео 
рин вероятностей и математической статистике: дело в том, что в общем 
виде плотность многомерного нормального распределения записывается в 
виде Г  1 ехр { —(дг — а)т А (дс — а)}, где а е  R \

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2.2. В силу леммы 2.1 имеем:

det (а.4 +  (I — а) В)
 ̂ . . .  ^ ехр { —ахгАх — (1 — а) * г В л } d xx . . .  d xn

Используем неравенство Гельдера (2.1) с р =  1/а. ^ = 1 / ( 1 — а), f (х) 
=  ехр { —адгг Лдг}. g (*)  =  ехр { —(1 — а) хт В х}:

Idet М  + (ОО ОО Ч а

\ . . .  J e x f { - x r A x )d x ,  . . .  <#*„] X
— ОО —оо '

( оо оо ч
J . . .  J c x p {—x TB x }d x , . . .  d x A

— no — no '

л а /2_л (1 -а )/2Jl Я
(det / l) ' l/2(det В){' - а,Г2

Отсюда и следует (2.5). Теорема доказана.
С л е д с т в и е  2.6 (логарифмическая вогнутость определителя). Пусть 

А, В е  .6 ^ , a  е  (0, 1), А ф  В. Тогда справедливо

In det [ct/l +  (1 — а) В| >  а In det А +  (1 — а) In det В. (2.6)

Неравенство (2.6) получается путем логарифмирования обеих частей не
равенства (2.5).

Т е о р е м а  2.3. Пусть Л, Я е  а г  [0, 1). Тогда выполнены нерп 
вен стел

X m эх [(1 - а М  +  а В ]< (1  -  а) ^inax М ) +  аХт „ ( В ) ,
Ят |„ [(1 — а) А +  аВ1 >  (I -  а) Ат1п (Л) +  аХт щ (В). ' ’

Доказательство следует из (1.3), (1.4) и того, что для любого с > 0  н 
для любых функций /, g, заданных на одном и том же множестве, выполнено

sup(/ +  g ) < s u p /  +  supK, in f (/ +  g ) >  in f I +  in f g, (2.8)
su p f/ =  csupf ,  inf  c f =  с inf g.

Т е о р е м а  2.4. Пусть A, В g  .1 ^ , a e ( 0 .  I). Тогда

cl4-1 +  (1 - a ) B - l > [ a / l  +  (l -  a) B p * . (2.9)

причем равенство достигается только при А =  В.
Для доказательства теоремы потребуется следующая лемма.
Л е м м а  2.2. Если А е  то А +  А 1 ^  2/ д, причем равенство пмее/ 

место только при А =  1п.
. Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы .  Используя теорему 1.3, представим ма 

трицу А в виде А =  F TF, где det F ф  0. Тогда

А +  А ~' -  2 /„  =  FTF +  F ~ l (F T)~ l -  2 /„  =  (F T -  F ~ l) (F  -  (F 1) ' 1) =

=  (FT -  F ~ ') (F  -  (F~ ')T) =  (F  -  ( F - ' ) r ) r (F -  ( F - ' ) r ) .

По теореме 1.2 A -f- Л - '  — 2/., ^  О, причем знак равенства имеет место в том 
случае, когда F — (/•'“ ') ’ =  0, т, е. FT =  f _ l , что эквивалентно тому, что 
А =  /„. Лемма доказана.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2.4. Неравенство (2.9) эквивалентно
следующему:

(аА +  { 1 -  а) В) М ~ ‘ +  (I -  а) В- 1 ) >  / „

Запишем цепочку неравенств, эквивалентных приведенному:

а21п +  а (1 — а) АВ~ 1 +  а (1 — а| ВА 1 +  (1 — а)2/ „  ^  / „ .
а (1 -  а) [ЛВ_| +  В / Г 1] +  / „  -  2а / „  +  2а2/ „  >  / „ .

а (1 -  а) +  ВА~ 1 -  2 /„ ]  >  О,
АВ~ 1 +  ВА~ 1 - 2 / „ > 0 .

Применяя утверждение леммы 2.1 к  матрице АВ~Х, получаем требуемое. 
Теорема доказана.

§ 3. Матричный анализ

3.1. Дифференцирование и интегрирование матриц по параметру. Пусть 
элементы матрицы А е  Л  пХт зависят от некоторого параметра I. Положим

дА  (О 
dt

дач
dt

dam
dt

д а ,т
dt

danm
dt

(для скалярного параметра /),

’ { « и  V )d t
dt ■■

ant «)  dt

J aim (0 dt '

^ anm ( 0  dt

Т е о р е м а  3.1. Для любых согласованных прямоугольных матриц А, В 
выполняются равенства

- § Г 'лв> - 1 Я - а +  А -ж - (3.1)

- ж а л в ~ , г ( т г  о ) +  • ' ( - ' ■
dB \ 
dt ) ' (3.2)

невырожденной матрицы А е  Л „ выполняются равенства

д  . . . dA
"З Г  "З Г *

(3.3)

 ̂ tr /1 (<) dt =» tr  jj Л (0  dt. (3.4)

—  A ~ l =  - / I -1 i d .  4 
dt dt

-1 • (ЗЛ)

— r-  In det .4 =  tr  /4-1 at at (3.6)

det /4 =  det 4 • tr  Л-1dt
dA
dt '

(3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формулы (3.1)—(3.4) следуют из определения. 
Формула (3.5) следует из того, что

д!п_ дАА  
dt “  dt

- I
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Формула (3.6) следует из (3.7), а последняя формула будет доказана позд
нее — при доказательстве теоремы 3.4.

3.2. Матричное дифференцирование. Пусть имеется функционал 
Ф Л п -*■ R, X — И*// JI е  Л п и существуют непрерывные частные производные 
д Ф (Х )/ д Х 1, (i /  =  I, . . .  п)  по элементам матрицы X, где элементы Хц рас
сматриваются как независимые параметры. Производной функционала Ф по 
матрице X называется матрица дФ/дХ, составленная и» этих частных произ
водных:

' (Эф дФ

дФ Д *н
• • • d x ,„

дХ  ” дФ dФ
L д х п, • • • dxnn J

(3.8)

Прн сформулированных предположениях функционал Ф имеет производ
ную Фреше*), которая сопоставляет матрице А е Л п число 1г ^ ^  А . 
Это вытекает из того, что при А е  Л п. II А II -♦ 0 выполнено

Ф ( *  +  Л) =  Ф ( Х )  +  1г Л + о ( | - 4 | ) .

Т е о р е м а  3.2 (производная сложной функции). Пусть I — вещественный 
параметр, X =  X (t) е  Л „ — матрица, зависящая от I Тогда

дФ  (X  (/)) 
dt

что записывается также в виде 
дФ  ( * ( / ) )  

dt

i. I-1

дФ {X) dx I/ 
д х ц  dt '

(3.9)

Доказательство следует из определения и обычного правила дифферен
цирования сложной функции.

Рассмотрим, как вычисляются производные функционалов типа trace 
Т е о р е м а  3.3. Пусть А, В, Х е Л * ,  a, b e  R". Тогда справедливы ра

венства
д  tr ХА лт 

dX “  ' (3.10,

атХЬ =  ab1. (3.11)

- £ г  tr ХТАХ =  (А +  Ат) X, ол (3.12)

- ^ и  ХАХТ =  Х (А  +  Ат), (3.13)

4 т  'г  Х ТАХТ =  Х ТА +  АХТ. ол (3.14)

tr ХАХ =  ХТА7 +  АТХТ.
ОЛ

(3.15)

\гХГАХВ =  (А +  АТ)Х В
ОЛ

(3.16)

*) Исходя из вида производной Фреше, правильнее было бы производной 
функционала Ф по X называть не матрицу (3.8), а матрицу, транспониро
ванную к правой части (3.8).
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- ^ - t r / U T 1 =  -  (J tT '/U T ') г. (3.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем (3.10). Ясно, что
п

t r  АХ =  £  хц а ц

Если матрица X невырождена, то выполнено

и, следовательно.
д  tr  АХ 

д х ц  ~ а' 1’
Отсюда и из (3.8) вытекает (3.10).

Формула (3.11) является очевидным следствием (3.10). 
Докажем (3.12). Из определения следует:

дХ  „  д Х т
ЕЧ■ -лТТ.----- Е1‘ 'д х „  д х „

где Ец е  А „  — матрица, все элементы которой равны нулю, кроме элемента, 
стоящего на пересечении i -й строки и /'-го столбца, равного единице. Отсюда, 
используя (3.1), получаем:

д Х гАХ [EllA X  +  x TAEi,.
dxt,

Из (3.3) и (1.5) теперь имеем:

a - i l l d i  .  „  +  Л £ „ |  _

-  |с Ец АХ +  1г Х тЛЕц -  (лхиI +  ( r TA)f, -  (Л Х )„  +  (ЛТХ ) „ .

т. е. это выражение равно (/, / ) -му элементу матрицы (Л -(-/1 г)^ . Отсюда и 
следует (3.12).

Формулы (3.13)— (3.16) доказываются аналогично.
Докажем теперь (3 17). Из (3.5) получаем:

=  - Х ~ ‘ -4 ^ —  X ~ l =  - X ~ 'E , i X ~ l.дхсц д х ц
Следовательно,

(Н гЛ Х  1 _ tr =  _  tr А Х ~ 1Е ц Х ~ ' =
д х ц  д х ц

=  -  tr  Х ~ 1А Х ~ 'Е ц  =  -  (Х ~ 'Л Х ~ ')ц

Отсюда и вытекает (3.17). Теорема доказана.
Остановимся, наконец, на вычислении производных от функционалов, 

выражающихся через определитель.
Т е о р е м а  3.4. Если существуют выписанные обратные матрицы, то для 

любых А, X е  Ап.

( ) i Cr X ° (d e tA T )( jfr )~ ‘. (3.18)О л



d e t * ~  £  ( - I ) ' - * - ' * , , * , ,
/-1

Здесь Хц — алгебраическое дополнение элемента хц матрицы X. Следователь
но, д  det Х/дхц «= (—1 ) ,* 1Хц. а формула (3.18) вытекает из того, что эле
менты х 11 обратной к X матрицы X-1 определяются по формуле:

ж " — (— l ) <+/Jr/4/d e tA

Из (3.18) сразу следует (3.19). Кроме того, из (3.18) и (3.9) вытекает недо
казанная в теореме 3.1 формула (3.7).

Докажем теперь (3.21). Имеем:

дХ тАХ „  JV , „ Г | в  ------ ЕцАХ  +  X А Е „

Используя (3.18), получаем:

In det ХТАХ -  tr (Jfr / l r Af)-1 [ЕцАХ  +  Х7А Е ,,] =

=  1г|(ЛГг /1г ЛГ)-1 Х ТА]Т Е „  +  ir  АХ (Х ТАТХ )~ 1 Ец =

=  \АТХ (Х тАХ)~' +  АХ (ДГЗГ/<7'ДГ)-1 Ь / .

Отсюда и следует (3.21). Формула (3.20) — очевидное следствие (3.21). Тео
рема доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем (3.18). Для того чтобы со
считать dde iX /dxii, разложим det Л по элементам i-й строки:



^ t r / W ~ '  =  - ( Л Г 'Л Х -1)7'. (3.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем (3.10). Ясно, что

tr  АХ =  £  х ц а ц  
< .7-1

и, следовательно,
a tr  а х

d x ,i а>1’
Отсюда и из (3.8) вытекает (3.10).

Формула (3.11) является очевидным следствием (3.10).
Докажем (3.12). Из определения следует:

дХ  _ д Х т _ 
д х ц  </- д х ц

где Ец е  Л п — матрица, все элементы которой равны нулю, кроме элемента, 
стоящего на пересечении i -й строки и /-го столбца, равного единице. Отсюда, 
используя (3.1), получаем:

° ХдТ7Г ' "  Е“ АХ +  хТАГ:“ -

Из (3.3) и (1.5) теперь имеем:

- lrd ^ —  =  «Г =  tr  lEHAX +  Х ТАЕч\ =

=  tr Е „А Х  +  tr  Х ТА Е „  =  (А Х )ц  +  (Х тА)ц  -  (А Х )ц  +  (АТХ ) „ .

т. е. это выражение равно (/, / ) -му элементу матрицы (А -\ -А т)Х. Отсюда и 
следует (3.12).

Формулы (3.13)— (3.16) доказываются аналогично.
Докажем теперь (3 17). Из (3.5) получаем:

=  - Д Г 1 — Х ~ х =  - X ~ lEtlX ~ l. 
д х ц  д х Ч

Следовательно,

d t r A Y  1 _ , г  А д Х ^ _  =  _  l r A X - l E l l X - l  =

Если матрица X невырождена, то выполнено

д х ц  д х ц
=  -  tr  X ~ lA X ~ lEtl =  -  (X ~ 'A X ~ l),i

Отсюда и вытекает (3.17). Теорема доказана.
Остановимся, наконец, на вычислении производных от функционалон, 

выражающихся через определитель.
Т е о р е м а  3.4. Если существуют выписанные обратные матрицы, то для 

любых А, X е  Jin'.
dd,e * X — (det X) (Х г )~ ‘ . (3.18)ол



del .V =* £  ( - l ) l+ lX tiX „
I-1

Здесь Хц — алгебраическое дополнение элемента хц матрицы X. Следователь
но, д  det Х/дхц =  (—1)'+/Х((, а формула (3.18) вытекает из того, что эле
менты х11 обратной к X матрицы X-1 определяются по формуле:

* "  — ( - ! ) '♦ ' j r ^ d e t  Л

Из (3.18) сразу следует (3.19). Кроме того, из (3.18) и (3.9) вытекает недо
казанная в теореме 3.1 формула (3.7).

Докажем теперь (3.21). Имеем:

д Х тАХ Лу , у Т ЛР ------ Еп АХ +  Х АЕц

Используя (3.18), получаем:

- | j -  In det Х ТАХ =  tr (Х ТАТХ )~ 1 [ЕцАХ  +  ХгА Ец] =

=  1г[(ДГг Лг Х )_ | Х ТА ]Т Е ц  +  1г АХ (Х ТА ГХ)~ 1 Е ц  =

=  \АТХ {Х ТАХ)~' +  АХ (ДГГу4г ДГ)~,1,/ .

Отсюда и следует (3.21). Формула (3.20) — очевидное следствие (3.21). Тео
рема доказана. .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем (3 18). Для того чтобы со
считать <3 det Х/дхц, разложим det Л по элементам i-fl строки:



НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ И РАСПРЕДЕЛЕНИЯ, 
СВЯЗАННЫЕ С НИМ

Случайный вектор У =  (уь . . . ,  уы)т имеет невырожденное нормальное 
распределение, если его плотность распределения равна

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

или в краткой записи: У ~  # (ц , аЭД-1). При этом ЕУ =  ц, Dy =  о М -1.
Случайная величина |  имеет (центральное) %г-распределение с к степе

нями свободы, если

где yi ~  (0, 1), yi независимы, или в краткой записи: |  ~  x’ (<t). Плот
ностью распределения случайной величины 5 — X2W  является

где N — размерность вектора У.
Т е о р е м а  I. Пусть У ~  N(0, / * ) ,  А — симметричная N X  N-матрица. 

Для того чтобы квадратичная форма YTAY имела %г-распределение, необхо
димо и достаточно, чтобы было выполнено Аг =  А. При этом число степеней 
свободы хг-распределения равно tr<4.

Доказательство имеется в [35].
Распределением Стьюдента (или I-распределением) с k степенями сво

боды  называется распределение случайной величины 1 =  у!у/\ fk , где случай
ные величины у и |  независимы, у ~  N(0, 1), |  ~  х*(*)-

Случайная величина F имеет распределение Фишера с k\ и k2 степенями

свободы (F ~  F (k |, * 2)) , если F =  у -  j - | j- t где £ i ~ X *  (* i) . Ь  ~  X* (* i)  и
случайные величины £i и независимы. Из определения следует, что если 
случайная величина t имеет распределение Стьюдента с k степенями свободы, 
то / г ~  F( l ,  k).

Ниже приведены четыре таблицы. В таблице 1 содержатся значения 
па — модуля а/2-квантиля стандартного нормального распределения. Число 
п .  удовлетворяет соотношениям

ехр { — (у — М)Г А (у — ц)}. ( 1)

(2)

Рк (*) “  [2*/2Г (й/2)]-1  х к12- ' е - хП, х > 0 .  
Из (1) и (2) следует, что если У ~  N (ц, а М -4), то 

( У - ц ) г / 1 ( У - ц ) ~ а У ( * ) ,

(3)

(4)
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В таблице 2 приведены значения /а (*) — модуля а/2-квантиля /-распре
деления Стьюдента с к степенями свободы. Если /(*> — случайная величина 
с указанным распределением, то выполнено

“ /2 =" Р {'<*> <  ~ ‘ а <*>} “  Р ('<*> >  'а <*>}

1 — • — Р { |  '( *> !< '„< *> } .

В таблице 3 приведены значения Fa (к, п) — (1 — а)-квантиля распре
деления Фишера с к и п степенями свободы. Если F ~  F(k, п), то

Р { F > F a (k.  я)1 =  а

В таблице 4 приведено 350 нормально распределенных случайных чисел 
(т. е. независимых реализаций случайной величины, имеюше/! нормальное рас
пределение с нулевым средним и дисперсией, равной единице)

Т а б л и ц а  I. Значения л„

а 0,2 0.1 0,05 0.02 0.01 0,002 0.001

па 1,28 1,64 1.95 2.33 2.56 З.ОЭ 3.29

Т а б л и ц а  2. Значения (ftl

1 2 3 4 3 6 7 4 9 10 ОО

0.1 6,31 2,92 2,35 2,13 2.02 1,91 1,90 1,86 1.83 1.81 1,64
0,05 12,71 4,30 3,18 2,78 2,57 2,45 2,37 2,31 2,26 2.23 1,96
0,01 63,66 9,93 5,84 4,60 4,03 3,71 3.50 3,36 3.25 3.17 2,56
0,001 636,67 31,60 12,92 8,61 6.87 5.96 5,44 5,04 4,78 4.59 3,29

Т а б л и ц а  3. Значения Р„  (к. п)
а =  0,05

к

п
1 2 3 4 5 С 7 н 9 10 ОО

1 161 200 216 225 230 231 237 239 241 242 254
2 18,5 19,0 19,2 19,2 19,3 19.3 19,4 19.4 19,4 19,4 19,5
3 10,1 9,55 9,28 9,12 9.01 8,91 8,89 8.85 8.81 8,79 8,53
4 7,71 6,94 6,59 6.39 6,26 6.16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,63
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4.82 4.77 4,74 4,37
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4.10 4,06 3,67
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3.79 3,73 3.68 3,64 3,23
8 5.32 4,46 4.07 3.84 3,69 3.58 3.50 3.41 3,39 3,35 293
9 5,12 4,26 3,85 3,63 3 48 3,37 3,29 2,23 3,18 3.14 2.71

10 1.96 4,10 3,71 3,48 3,33 3.22 5.14 3,07 3.02 2,98 2.54
оо J.8I 3.00 •2.60 2,37 2.21 2,10 2.01 1.94 1,88 1.83 1,00
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а -0 ,01
к

л
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ОО

1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6023 6056 6366
2 98,5 99.0 99,2 99.2 99,3 99,3 99,4 99,4 99,4 99,4 99,5
3 34,1 30.8 29,4 28,7 28.2 27.9 27,7 27,5 27,3 27,2 26,1
4 21,2 18,0 16.7 16,0 15,5 15,2 15,0 14,8 14,7 14,5 13,5
5 16,3 13,3 12,1 11.4 11,0 10,7 10,5 10,3 10,2 10,1 9,02
6 13,7 10.9 9,78 9,15 8,75 8,47 8.26 8,10 7.98 7,87 6,88
7 12.2 9,55 8 45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6.62 5,65
8 11.3 8,65 7.59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,81 4,86
9 10.6 8.02 6,99 6,42 6.06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,26 4,31

10 10,0 7.56 6.55 5,89 5,64 5,39 5,20 5.06 4,94 4.85 3,91
оо 6,63 4,61 3.78 3 32 3.02 2,80 2.64 2.51 2.41 2.32 1.00

Т а б л и ц а  4. Нормально распределенные случайные числа

0,46 0.14 2.45 —0,32 -0 .0 7 0.30 -0 .2 9 1.30 0.24 —0,96
0,06 -2 .5 3 -0 ,5 3 -0 ,1 9 0,54 — 1,56 0,19 — 1.19 0,02 0.52
1.47 —0.35 —0,63 0,70 0,93 1.37 0.79 —0.96 -0 ,8 5 -1 ,8 6
1.02 -0 ,4 7 1,28 3,52 0,57 - 1  85 0,19 1.19 —0,50 -0 ,2 7
1,39 -0 .5 5 0.05 0.32 2-.Э4 1.97 —0.26 0.41 0.44 -0 ,0 3
0,91 —0,51 —0,52 0.60 0,88 -0 ,9 3 1.58 0.16 -1 ,8 8 0 37
1.18 -1 ,0 5 0.01 0.77 0,97 0,71 1 09 -0 ,6 3 —0,25 —0,70

-1 .5 0 —0,49 —0 16 —0.14 1,03 0.20 0 45 0.75 —0,42 —0.43
—0.69 0.76 — 1 62 -0 .3 4 -0 ,51 —2,05 —0.46 -0 ,2 2 0.86 —0,46

1.37 0.22 0 38 0 76 0 18 —0.74 0 96 -1 .5 3 —0,26 0,12
—0.48 1.68 —0.06 -1 .2 3 —0.49 0.85 —0 49 - 1  98 -2 ,8 3 -0 ,2 4
-1 ,3 8 -0 ,1 5 1 36 -0 .5 6 —0.26 -0 .21 0,22 0.78 0,95 -0 ,8 7
-1 .01 0,60 —0.92 1.60 0.06 0.41 -0 .1 7 031 -0 .9 7 — 1,02
-0 .01 —0,90 0,01 —0,72 1 15 -0 .1 2 1 10 0.4Р -1 ,6 9 0.42

1.39 -1 .1 6 —0 91 1 23 —0 20 - 0 2 5 1.24 -2 .5 7 -0 .5 6 0.06
-1 .7 9 —0 26 1.24 1.05 -0 .51 — 1.63 —0.15 —0 39 —0.63 056
—0,10 —0.38 -1 .3 8 0.36 —0 99 -0 ,1 2 — 1.70 - 2  83 -1 .11 -2 .3 6
-1 .3 4 1,83 —0.96 0.42 0.97 -1 .1 4 — 1.04 0.36 -1 ,7 3 1.96

1,04 0,53 0.73 1.38 0.98 — 1 33 1.62 — 1,04 0,52 -0 ,2 8
0.28 -2 ,0 6 0.72 —0 87 — 1.10 — 1.40 1,05 0,08 -0 ,5 7 0,93

— 1,80 —2,01 — 1.63 0,54 0.25 —0.17 0,03 0,08 0 47 - 1  03
- 1  19 1.18 1 11 0,88 1.26 -0 .2 0 0,15 -0 .3 8 -0 ,31 0,48

0,66 — 1.14 1.15 — 1.21 -0 .9 3 0,42 0.29 -0 .9 0 0,61 2,71
—0.44 0,36 -1 .9 4 0.89 —0.23 0,60 0,87 —0,44 -0 .2 2 -0 ,0 6
— 1,40 -0 ,2 3 0.38 -0 .6 5 -0 .5 8 0,24 —0.29 0.51 0,74 -0 .3 0

0,20 0.21 -1 ,0 8 -0 .2 2 —0.29 1.22 1.12 0,00 —2.02 -0 .5 9
0,16 0,27 -0 .31 0,08 —2 83 —0 44 -0 .7 9 -1 .2 7 —0.62 -1 ,0 5
2.27 061 0.61 -0 ,7 5 0.25 1 29 0,06 - 1  79 -0 ,7 0 — 1,35
0.04 -0 ,31 0,12 0,79 -0 .5 8 -0 .5 4 0.48 -0 .1 0 0.48 0 10

— 1.13 -2 ,1 0 092 0.14 0,45 -1 .6 6 1.04 — 1.36 —0 59 -1 ,0 2
0 77 008 - 1  47 0,03 —2.13 0,66 0,08 -0 .8 8 —0,58 0 55
0,37 -1 .6 6 —0.85 0.23 -0 ,6 6 034 —0.09 —0 16 —3,12 0,42

-0 .51 -0 .3 4 0.21 —0.74 1,04 0,01 0.43 -0 .8 3 0.19 0,07
0.29 - 0  52 1.27 — 1.21 —0 90 0.11 -0 .5 3 -0 .81 0.07 0.52
1.03 2.99 —0.57 - 0  49 - 1  11 1,30 — 1 43 -1 .3 4 - 3  00 0.48
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