
И 
Мат

ема
тик

 
анал

из 
хур

сид
ан 

мис
ол 

ва 
мас

ала
лар

 т
рла

ми Математик анализ хурсидан мисол ва масалалар туолами
ж

с

р

„УЗБЕНИСТОН'



А. САЪДУЛЛАЕВ, Г. ХУД О Й БЕРГА Н О В, 
X. М АНС УРО В, А. БО РИ СО В, Т. Т У Й Ч И Е В

МАТЕМАТИК АНАЛИЗ 
КУРС ИДА Н 

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР 
ТУПЛАМ И

3

Узбекистон Республикаси Олий ва урта махсус 
таьлим вазирлиги университетлар талабалари 

учун укув цулланма сифатида тавсия этган

(КОМ ПЛЕКС АНАЛИЗ)

ТО Ш КЕНТ
.У з б е к и с т о н .



Т а к р и эч и л а р  -  ф м ф.доктори. проф Ш Ярмуцамедов. 
ф.м.ф.н. доцент М Мадраимов

М ухаррир  — И Ахмаджонов

351(04)99

ISBN 5-640-01778-3

© .УЗБЕКИ С ТО Н. машристи, 2000 й



С ?3  БО Ш И
Ушбу китоб 1993 (I том) ва 1995 ( II том) йилларда 

Укув кулланма сифатида чоп этилган «Математик анализ 
курсидан мисол ва масалалар т^плам»ларининг давоми 
булиб, у комплекс Узгарувчили функцияларнинг анализи 
буйича мисол ва масалаларни уз ичига олади.

Бу китобда \ам аввалгиларидаги анъаиалар, жумладан 
таърифлар, теоремалар, тасдикдар киска, аник ва равон 
булишига, уларга дойр мисол ва масалаларни ечиб курса- 
титла дастлаб содда ва муайян тасаввур \осил килинган- 
лан кейингина мураккабларини ечишга утилишига ало- 
хила эътибор бердик.

Мисол ва масалаларни шар\лаб, уларни ечиб к?рса- 
тишдан кузланган максад, бир томондан, комплекс ана
лиз курсидан олинган назарий билимлардан мисол ва 
масалаларни ечииша фойдалана борилишини намойиш 
килиш булса, иккинчи томондан, табиий фанларга оид 
масалаларни ечишга тайёрлашдан иборатдир.

Маълумки, \ак,ик,ий ва комплекс узгарувчили функ- 
циялар анализи орасида ухшашликлар ва тафовутлар бор. 
Биз мазкур китобнинг \ар бир бобида келтирилган мисол 
ва масалаларда ана шу ухшашликлар ва тафовутларни анг- 
латиб боришга \аракат килдик. Айни вактла комплекс ана- 
лизга хос булган усуллар ало\ида таъкидланди ва улар 
ёрдамида алгебра ва \ак,икий Узгарувчили функциялар 
анализининг айрим масалаларини (масалан, чегирмалар 
ёрдамила аник интегралларни \исоблаш) содда \ал эти- 
лиши курсатилди.
Ц Мазкур китоб университетлар ва педагогика институг- 
лари талабалари учун мулжалланган булиб, укув адабиёти 
Давлат таълим стандартининг бакалавр мутахассислиги 
Б.01.01.00 — «Математика*, Б.01.02.00 — «Татбикий ма
тематика ва информатика* ва Б.01.03.00 — «Механика* 
йуналишларига мос келади.
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Кулланма олти боблан иборат булиб, унда комплекс 
сонлар, комплекс аргументли функциялар, элементар 
функциялар ва улар срламида бажарилалиган конформ 
акслантиришлар, комплекс аргументли функциянинг 
интеграли, каторлар, чегирмалар назарияси мавзулари 
баён этилган.

Кулланмада 161 та мисол ва масалалар батафсил ечим 
билан таъминланган \амда 2076 та мисол ва масалалар 
мустакил ечиш учун тавсия этилган.

Кулланма кулёзмасини уциб, унинг мукаммаллашишига 
уз \иссаларини кушган Тошкент давлат университета ма
тематик анализ кафедраси аъзоларига муаллифлар уз мин- 
натдорчиликларини билдирадилар.



КО М П ЛЕКС СОНЛАР

1-§. Комплекс сон тушунчаси. 
Комплекс сонлар устида амаллар

Комплекс сон тушунчаси укувчига алгебра курсидан 
маълум Мазкур курсда аргумент комплекс узгарувчи 
булган функциялар! а дойр мисол ва масалалар билан шу- 
гулланишимизни эътиборга олиб, комплекс сонлар туфи- 
сидаги маълумотларни келтирамиз.

Маълумки. комплекс сон
z = x  +  iy ( 1)

куринишда ифодаланади, бунда х в а у  лар \акик,ий сон
лар. / эса (Я=-1) мав\ум бирликдир.

Одатда х х^ки^ий сонга z  комплекс соннинг а̂циций 
цисми дейилиб, у Re* каби белгиланади:

дс= Rec
(Re — лотинча realis — «\акикий* деган маънони англа- 
тувчи суздан олинган).

у \акик,ий сонни эса z  комплекс соннинг мав\ум кис- 
ми дейилиб, у 1пк каби белгиланади:

у = 1т г
(1т  — лотинча imaginarins — «мав\ум* деган маънони анг- 
латувчи суздан олинган).

Агар (1) да у=О булса,
Z *  х + /О *  х

булиб, z \акикий х сонга тенг булади.
Агар ( I ) да х=0 булса,

Z = 0+iy= iy
булиб, бу \олда z  соф мав\ум сон булади.

( I)  да х=0 , у=0 булса, z комплекс сон 0 га тенг бу
лади.



Иккита
* r x,+V,. 1 Гхл+,>i (2)

комплекс сонлар берилган булсин.
Агар (2) да дс,=дс2, у,=у2 булса, у \олда г, ва z2 комплекс 

сонлар бир-бирига тенг дейилади ва г(=г2 каби ёзилади.
Агар (2) да х2=х,, у2~ — у, булса, у \олда г, комплекс 

сон г, га кушма комгиекс сон дейилади ва г, каои белгила- 
нааи. Демак,

Z ~ х+/у булса, z = x + iy = x - iy  булади.

Масалан, г = 5+*/ комплекс соннинг кушмаси 

Z = 5 - !/  булади, г=2-3/ комплекс соннинг кушмаси 
Z = 2 + 3/ булади.

Энди комплекс сонлар устида амалларни келтирамиз.
Иккита
Z=xt+iyt ва z2=x,+iy2 комплекс сон берилган булса, 

ушбу (jrl+jt2)+i(>'l+,)'j) йигинди \ам комплекс сон булиб, 
г, ва z, комплекс сонларнинг йигиидиси дейилади ваг,+^ 
каби белгиланади:

^ - ( х , +*,)+/(у,+>>,).
Кушиш амали куйидаги хоссаларга эга:
Г. г,+г2=г2+г, (коммутативлик).
2°. z, 4z2+z,)=(z, +z2)+z, (ассониативлик).
Ушбу

(х, х~ у{ yJ+ H x jj+ ys2) 
комплекс сон г, ва z2 комплекс сонларнинг купайтмаси 
дейилади ва г, г2 каби белгиланади:

Cl Z2=(x,x1-y,yJ)+/(x1y1+ylJCJ). /
zt z2 купайтма (xi+iyl)-(xJ+iy2) ифодани \адма-хад купай- 
тиришдан \осил булишйни куриш к>ийин эмас:

(х,+/у, )• (х2+/у2)=х,х2+х1 • iy2+iy, x2+i2yty = 
==( ,̂x2->'ly2)+/(x|>-2+y|x2).

Купайтириш амали куйидаги хоссаларга эга: 
(коммутативлик).

2*. (ассоциативлик).
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3*. < i , + z , ) - (дистрибутивлик).
' Ушбу

комплекс сон г, ва z2 комплекс сонларнингмисботидейи- 
лади ва 77 каби белгиланади. ^  нисбатни *исоб-

лашда касрнинг сурат ва махражини Z1mx1—iy1 га купайти- 
рилади:

I  Z, _ *|+>>1 - (x^iyQiXj-iyj) _ х,Х2+У,У1 + { УЛ ~х1Уг
, Ъ *2+<У} (x2*iylnx2-iyi ) xj+yj jr|+>f •

Бирор г комплекс сон берилган б^лсин. Ушбу
ZZ-...Z 

п та

комплекс сон с комплекс соннинг п — даражаси дейила- 
ди ва Г  каби белгиланади:

z:•* = z - Z -..Z 
п т»

I- м и сол . Ушбу
г, = 1 + i J 3, z1 = I - i-J3

комплекс сонларнинг йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 
ва нисбатини топинг.

Юцорида келтирилган цоидалардан фойдаланиб топа- 
миз:
V  *, + *2 *  I + / Л  + I - U.3 = (1 + 1) + (Л  - Л)/ = 2, 

г, - г2 -1 + /Л -1 + /Л = (1 -1) + (Л  + Л V  = 2Л/, 
г, =(1+/Л)(1-/Л) =

= ( 1 1 -  Л ( - Л ) )  + /(1 ( - Л )  + Л  I) = 4 + / 0 = 4,
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4 а) <Т+/иЬ/>; tf>2/ + M -

6 a ) ^  ^>i r -  

7-fl) 6) (/ - rbX1+
(2-l )i

8 . a) (1 +/)(1 - 2/)<l-/); 6 )

9 0 - Ц И )
IH F  '

Куйидаги тенгликларни исботланг:
10. о) г + г = 2 Re г, 6 )z - z  = 2 ilm z

в) (Г) = г.

11. а) (г, - г2) = г, - г2;

<*,„> .

2-§. Комплекс соннинг геометрик тасвири. 
Комплекс текислик

Текисликла туфи бурчакли Оху Декарт координатапар 
системасини олайлик. ОдгУкда (абсциссалар уцида) комп
лекс соннинг \акикий кисмини, Оу Укда (ординаталар 
укида) мос комплекс соннинг мав^ум кисмини жойлаш- 
тирамиз. Натижада,

Z = x+iy
комплекс сон тскисликда коорлинаталари v ва у булган 
Щх, у) нуктани ифодалайди (I-чизма).

Шу М(х, у) нукта zr=x+iy комплекс соннинг геометрик 
тасвири дейилади. Масалан. / комплекс соннинг геомет
рик тасвири текисликнинг /<(0 ,1) нуктаси булади 
(1 -чизма).

Ю



ч
А(04) /

, М (х,^

0 X

1-'

Демак, \ар бир комплекс сон текисликда битта нукга- 
ни ифодалайди.

Аксинча, текисликдаги \ар бир нукта \акик>ий цисми 
шу нуктанинг абсциссасига, мав\ум цисми эса ордината- 
сига тенг булган комплекс сонни ифодалайди.

Бу \ол комплекс сонлар туплами билан текислик нуц- 
талари туплами орасида узаро бир к^йматли мослик бор- 
лигини курсатади. Шуни эътиборга олиб, комплекс сон де- 
ганда текислик нуцтасини, текислик нуцтаси деганда ком
плекс сонни тушунавериш мумкин.

I- чизмада ОМ векторга М(х, у) нуктанинградиус век- 
тори дейилиб, бу векторнинг узунлиги г га z=x+iy комп
лекс соннинг модули дейилади. Комплекс соннинг модули 
|zj каби белгиланади. Пифагор теоремасига кура

булади. ОМ вектор билан ОХ вектор орасидаги ф бурчак г 
комплекс соннинг аргументи дейилади ва <p=arg2 каби 
белгиланади.

arctg £, агар х > 0, у £ 0 булса,
arctg ̂  + к, агар х < О булса,

х ( ) 
arctg £ + 2я, агар х 2 0, у < 0 булса.

тенгликнинг уринли булишини курит к,ийин эмас. 
II



cos <р = , sin <р = — 
эканлиги ва бундан

Z = x + iy  =  гсснр+/>-япф = г(ссиф + / sin<p) (3)
ифодага эга буламиз. Бу ифода z комплекс соннинг триго
нометрии ифодаси (шакли) дейилади.

Одатда
е*= cos<p+/sin<p (4)

тенгликни Эйлер формуласи дейилади. Бу муносабат ке- 
йинрок. *’=е-' функцияси урганилганда, исбот килинади. 
(3) ва (4) муносабатлардан

Z = re"
булишлиги келиб читали.

1-теорема. Иккита z, ва z, комплекс сон купайтма- 
сининг модули шу комплекс сонлар модулларининг купайт- 
масига тенг:

|г,-г2| = lz,lk2l- 
Иккита комплекс сон купайтмасининг аргументи и 
леке сонлар аргументларннннг йнгиндненга тенг/

arg(^z2)=argz,+argz2.
2-теорема. Ушбу

И -NT* / (5)
arg:" = nargz 

тенгликлар урин.шлир.
3-тео рем а . Иккита комплекс сон нисбати I 1 учун

1 - чизмадан

В*
arg-  ̂= argz,-arg^ 

тенгликлар уринлидир.

■’ Комплекс сонлар аргументларига дойр келтириладиган тенглик- 
ларда комплекс сон аргументи шу сонга мос радиус векторнинг те- 
кисликлаги \олати маъносида тушунилади.



т
(3) муносабат ва 2- теоремалан

|г(со5ф+/sirup)]" = r"(cosnq>+i sinmp) (6)
булиши келиб чик,ади. Бу Муавр формуласи лейилади.

4-м и с о л . Ихтисрий z, \амда г2 комплекс сонлар учун

W - U Js k .+ i J s k . l  + bJ
булиши ни курсатинг.

г, ва г2 комплекс сонлар 2- чизмада курсатилган ОА 
\амда ОВ векторлар оркали ифодаланган дейлик. Унда ОС 
вектор г,+г2 комплекс сонни ифодалайди. ОА векторнинг 
узунлиги |г,|, ОВ векторнинг узунлиги |г2| \амда ОС век
торнинг узунлиги эса |г,+*2| эканлиги ва учбурчак бир то- 
монининг узунлиги колган икки томони узунликлари йи- 
шнлисилан катта эмас, айирмасидан эса кичик эмасли- 
гидан берилган тенгсизликнинг уринли булиши келиб 
чикдои.

5- м исол . Куйидаги

1)г = 3/, 2) * = 1 + cos у + / sin у 3 )z *- j~ 0 - 0

комплекс сонларнинг модули \амда аргументини топинг.
Берилган комплекс сонларнинг модули \амда аргумент- 

ларини (*) ва (•*) формулалардан фойдаланиб топамиз:
1) г=3/ комплекс сонда х=0, у= 3 булиб,

|г| = -Jx2 + у 2 = V9 = 3.
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tg«p = £ = яъни ф = |  булади.

Демак, |3/'| = 3, arg(3/) = | .

2) r=l+cos^ +/'sin-̂  комплекс сонда 

х = 1 +cos у , у = sin ̂

булади. Унда

|г| = V* 2 + У2 = (̂1 + cos*)J + (sin ̂ )J =

= ^2(1 + cos« ) = ^4 cos2 i  = 2 c o s i

булади.
Б«рилган комплекс сон учун х>0, у>0 булганлиги са- 

бабли

arg г = arctg r̂ = arctg- ^ ^ 7  =

2sin Л со* Д .  .
= arcl* l t f  = arctg(tgi) - £  

булади. Демак,
Jl + cos-®- + isin*| = 2 cos^, 

aig(l + cos у  + /sin-S) = ^  .

комплекс сонда x = ^ , у =— була
ди. Унда

булади. Каралаётган комплекс сон учун лг>0, у<0 булган- 
лиги сабабли

arg z = arctg ̂  + 2я = -arctgl + 2п = --J + 2я = ^

и

I



була-ж. Демак,
1̂ 0 - 01- 1.

6- М И СОЛ . Ушбу
z = -1 + /л/3

комплекс сонни тригонометрик шаклда ифодаланг. 
Берилган комплекс сонда х=-\, y = J 3 булиб,

r = |z| = Vx2+ /  =VTT3 = 2 .

Ф = arg г = arctg j  + ж = arctg(->/3) + л = ^

булади. У \олда (3) формулага кура берилган комплекс 
сон ушбу

* = -1 + Л/З = 2(cos2* + 1 sirr^S)

тригонометрик куринишга эга булади.
7- м исол . Агар Лг)с ап̂ +а,г^|+.,.+а.уг**?., Ц 6 .̂/=1,

2..... я) булса, у \олда P(z) = P(z) б^лишини курсатинг.
Ихтиёрий иккита комплекс сон г,, г2 учун ~ • >;

Zi ■ Zi =Zi h , Zi + Zi = It +г2»

тенгликлар уринлидир (к- 3- мисол).
^  Бундан

/>(г) = о0г" + а,г-‘+•••+<»„_,* +о, =
= а0 • z" + fliZ"*1 +.. +а,-| г + а„ - 

= а0 Г  + + .+а.-| Z+ a, = P(z).

8-ми сол. Ушбу
А, = 1 + rcos<p + r J cos29+...+r"'' cos (я - 1)<р,

= r sin ф + г2 sin 2ф+.. 1 sin(л - 1 )ф 

йигиндиларни топинг.
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Бу тенгликларлан иккинчисини / га купайтириб, с^нгра 
уларни \адлаб кушамиз:

A + iB = (  1 + г  соыр+г2 cos29+ ...+ r "_,c o s ( /i-1 )ф)+
+/(/" sin<p+ г2 sin2<p+...+/*-lsin(/i~ 1 )ф)=

= I + r  (cos<p+/ sin9 )+ r  j(cos29+ / 5ш2ф)+...+
+ r  ■~/(cos(«-1 )ф+/ s in ( / i -1 )ф).

лсйилса, у холла
A + iB = l+ z + f+ .. .+ r - '

булади. Геометрик прогрессиянинг \адлар йишндисиии 
топиш формуласилан фойдалансак, унда

булиши келиб чикдаи.
Равшанки,

I- ;*  _  I-r',<cosу-»-/sinф>” _  (l-r"cosmp)-/r"sinwp 
1-г - l-r(cos«p+/sinip) “  (l-rcos<p)-/rsin«p

Демак,

Кейинги тенгликнинг унг томонидаги касрнинг сурат ва 
махражини махражнинг кушмасига купайтириб, топамиз:

ми ф

( l -r" c o s /K p )(l-/-c o s m )+ r" +l s in <р sinmp .=--------- ;---------------- +
г - 2гсовф+1 

+  . (1 -г*  со» »ф)г sin ф -( I -  г cos ф)г" sin яф _  
г} - 2гсо5ф+1 

_  г**1 co s(» i-l)y -r* c o sm p -rc o sy » l +  
г 1- 2гс о* ф +1

Агар
Z= Г (СОвф+ / SlflCp)

. п _  (1-Г *  COS Яф)-//~" sin Яф 
" ” ~ ( I - г cosф)-|"г s in ф



Комплекс сонларнинг одикий \амда мав\ум кисмла- 
рини тенглаштириш натижасида

д _  г"*' cos(я-1 )?-/• " cos я ф -гс о 5ф+1 
r J - 2rcos«p+l

*' sin(/»—I )<р—г" sin »<(>■»>■ sin <р 
/•г-2гсо*ф+1

булади.
Демак,

1 + r  cos<p+r2c o s 2 < p + 'c o s (  п -1  )<р=
-  r" X со$(я-1)ф-г" cosmp-rcosip-f-l 

г^-2гс<я<р*\

rsin9 +rlsin29+...+/*",sin(«-l)9 =
_  r*+' sin(n-l)y-r" sin яф+rsin ф 

г2-2/-совф+1

М ИСО Л ВА М АСАЛАЛАР

12. Ушбу zl~xi+iyi ва г2=х2+|>2 комплекс сонлар учун 
г,+г2 ва г,_ г2 ларнинг геометрик маъносини аниаданг ва 
уларни чизмада тасвирланг.

13. Агар г,, Z2, Z, нукталар параллелограммнинг кетма- 
кет жойлашган учлари булса, у \олда параллелограммнинг 
Z: га карама-карши булган zi учини топинг.

Куйидаги комплекс сонларнинг модули ва аргументи- 
ни топинг \амда уларни тригонометрик шаклга келти- 
ринг:

14. a) i; б) -3 .

1 5 .0 )- j + / 4 ;  в)

1 6 .0 )1  + 1 ^ ;

17.a )  f t ;  * ) # .

18. a) - cos* +/sin*; б) bi (Ь*0).
19. a) -cos<p-/sin<p; б) l-cosa+/sina.
20. -sina+/(l+cosa), 0<а<л.
21. Муавр формуласидан фойдаланиб, собЗф функция

ми соБф ёрдамида ифодаланг. j—  б И Б Т ’О *"" а *---
17 I Гг-:. Т И П *  ЛП



22. Муавр формуласидан фойдаланиб, sin5<p функция
ми sin(p ёрламила ифодаланг.

Амалларни бажаринг, \осил булган комплекс сонлар
нинг модули ва аргументини топиб, уларни комплекс те- 
кисликда тасвирланг:

Кур сатм а . 23—27- мисолларни ечишда комплекс сон
нинг тригонометрик шакли ва Муавр формуласидан фой- 
даланинг.

тенгликни исботланг.
Муавр формуласидан фойдаланиб 29-33- мисоллардаги

34. Агар z + = 2 cos а булса, у \олда z" + = 2 cos па

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.
35. P(z)=attr+ aiz r>+-+ai'булсин. Ушбу

23. a) (1+/V3 )3; б) (-4+3/)3.
24.0) (1+0|в; б) (1 +i)»(l-iV3)-‘ .

26. a) (V2 +I4/2 )25; б)

28. Ушбу

k, +*2|J +|*,-*,|J ^ 2(W J +1г2|*)

ифодаларни соддалаштиринг. 
29 .(Л - 0 * .
30.(1 +1)*.

32. (1 +cosa+/' sina)"

33- ( Й й  <a  ~  \акикий сон).

a) P(Z)= P(Z)\ б) P(z) = -P(z)
18



тенглик i  нинг ихтиёрий кийматида уринли булиши учун 
p(z) куп^аднинг коэффициентлари кандай булиши керак?

Йигиндиларни топинг:
Зб.о) 1+co sjc+c o s 2x +...+c o s /ix , 

б) sin x+sin 2x+...+sin ях.
37. a) cosx+cos Зх+...+cos (2я~1)х; 

б) sin x+sin Зх+...+sin (2л-1)х.
38. sin x-sin 2x+...+(-1 V '̂sin nx.
39. a) cosa+cos(a+P)+...+cos(a+flP);

6) sina+sin(a+P)+...+sin(a+flP).

3-§. Комплекс тскисликда соха

Г. Маълумки, текисликнинг барча нукталари туплами 
билам барча комплекс сонлар туплами орасида узаро бир 
кийматли мослик мавжуд. Бунда барча одикий сонлар- 
нинг геометрик тасвири абсииссалар укини, барча соф 
мав\ум сонларнинг геометрик тасвири ((0 ,0) нуцтадан 
фаркли) эса ординаталар у кин и ифодалайди Шунинг учун 
абсииссалар укини хациций >4 . ординаталар Укрни эса 
мав.\ум уч дейилади.

хОу текисликнинг \др бир нукгаси комплекс сонни 
ифодалаганлиги сабабли шу текисликни комплекс текис- 
лик дейилади ва С \арфи билан белгиланади. Комплекс 
сонлардан ташкил топган бирор гутам нинг Стекислик- 
даги геометрик тасвири шу текисликда, табиийки бирор 
шаклни аникдайди.

9- м и с о л . ,̂=х0+/>0е Стайинланган нукта булсин. Ушбу 
1г—г„|<р тенгсизликни каноатлантирувчи барча нукта- 
лар тупламини С текисликда тасвирланг. Бу ерда р>0 
одикий сон.

Z комплекс сонни x+iy га тенг деб оламиз. Унда
г-г„=(х+ »>)-(х0+ />п)=(х-х0)+i{y~yn) 

булиб, бу комплекс соннинг модули

\z - Zo| = >/(*-*о)г +(У~Уо)1 

булади. Натижада, каралаётган тенгсизлик куйидаги 

V (x-x0)J + (>'-у0)2 <р.
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(x-JC0)J+(y-y0)2<pJ
куринишга келали. Бу маркази (х0, у0) нуктада, радиуси р 
га тенг булган очик доирадир.

Демак.
Ir-^l<p

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урни С да маркази ^ нуктада, радиуси р булган очик, дои 
ра булар экан.

10-м исол . Комплекс текисл и к С да ушбу
|г - а) < |1 - аг\

тенгсихпикни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урнини топинг, бунда а — \ак,икий сон.

Аввалгидек,
Z = x+iy

деб оламиз. Унда z = х - iy булади.
Равшанки,

Z~a=x+iy-a=x-a+iy,
1 -a z = 1 ~(ax~iay)=  1 -ax+iay.

Бу комплекс сонларнинг модуллари

\z - d\ = yl(x - а) 2 + у1, |1 - az\ = yl(\ - ах)2 +а2у1

булиб, берилган тенгсизлик куй и да г и

V (x-o )2 + /  <Vd-ox )2 + о У

куринишни олади. Бу тенгсизликда содда алмаштиришлар 
бажариб ушбу

( l- o W + m i- a O
тенгсизликка келамиз.

а) агар 1-в2>0 булса, у \олда

яъни

булиб, бу маркази (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган
очик дойра булади.

20

б) агар 1-о2<0 булса, у колда 
х Ч у >1

булиб, бу маркази (0 , 0 ) нуктада, радиуси 1 га тенг булган 
ёпик лоиранинг ташки кисми булади. 
к  2*. Энди комплекс текисликда эфи чизик *амда со\а 
тушунчаларини келтирамиз.
Г Айтайлик,

* = *(/), y = y(t) 
функция.lap |а, р) да ((а, Р]сЯ) аникланган ва узлуксиз 

I  булсин Унда
z = x+iy

Нйюмплекс сон \акикий узгарувчи / га боклик булиб,
Z = Z(1) = x(t)+iy(t)

I  \акикий аргументли комплекс кийматли функцияга эга 
■  буламиз

Равшанки, / узгарувчи [а, р] сегментда узгарганда г(0 
В  функциянинг кийматлари С  да узгариб, бирор эфи чи- 
1  зикни ташкил этади. lily сабабли

г= г (0  (а < f < р)

Ж  функцияга Эфи чизикнинг параметрик тенгламаси дейи- 
Щ лад и

ft Агар z=z(t) да V /,,/,€ [а, Р] учун г,*/2 булишидан 
*(0*z(f2) булиши келиб чикса, у \олда z = z (0  Э ф и  чизик 

ШсоМа чизик; дейилади.
■  Агар г(а)=г(Р) булса, z = z (0  эф и чизик ёпик чизик; дей- 

^Чилади
В  11- м исол . Ушбу

Z = г(0 = Zv+re" (-я £ / й я) (7)
Функция аниклаган эфи чизикни топинг, бунда ^ — ком
плекс сон, г>0 узгармас сон.

В  Агар
Z = x+iy, *o= x0+iy0

Дейилиб,
е"= cosf+/sinf 

|РУлишини эътиборга олсак, унда (7) тенглик 
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jt+i>= (jt0+rcos/)+iO'0+rsin/)
куринишга кслади. Кейинги тенгликда \ак,ик,ий ва мав\ум 
цисмларини бир-бирига тенглаб,

x+ iy  = jc0+/>0= rcost+irsint,

яъни

= х0 + г cost, 
= у0 +г sin t

(-я £ t й я)

тенгликларни \осил циламиз. Бу маркази (дс0, у0) радиуси 
г булган айланалир. Демак,

г  = т = Ъ + г е “

функция маркази (дс0, уп) нуктада радиуси г га тенг булган 
айланани ифодалар экан.

И з о б у  айланани |г-^|=гтенглама билан \ам ифо 
лалаш мумкин.

12- м исол . Ушбу
Z = ^  е" + *5* е "  (0 < / < 2л)

функция ани^айдиган лри чизицни топинг, бунда а, Ь 
— узгармас \акикий сонлар.

z комплекс сонни г=х+/> деб, сунгра
е"= COS/+I sin/, 
е~"= cost- /' sin/

муносабатлардан фойдаланиб,
х + /> = (cos/ + /sin/) + ^ (c o s /  - /sin/);

x+iy= a cost+ib sin/
43. Кейинги 
р-бирига те
x = acos/|

булишини топамиз. Кейинги тенгликда \ак,ик,ий ва мав\- 
ум кисмларни бир-бирига тенглаштириб,

= A sin/ J
(О £ / £ 2л)

тенгликларга келамиз. Бу ярим yigiapn а ва b булган эл
липсдир. Демак,

функция эллипсни ифодалар экан.
■ 13-м исо л . Ушбу

z = a(cos3/+/ sin3/) (0£ t £2я)
; функция аницлаган эфи чизицни топинг, бунда в — узгар

мас мусбат сон.
Агар z=x+iy дейилса, унда

x+iy = <i(cos3/+/ sin3/) = acos't+ia sin3/
булиб.

x = a cos 
у = b sin:

s3/
(0 £ / £ 2л)

булади. Кейинги тенгликларни

х  ̂ = о 3 cos2 /,

куринишда ёзсак, ундан

х 3 + у 3 =

булиши келиб чицади. Бу чизик асфоидадир. Демак, 
Z = a(cos3/+/'sin3/)

»иданинг параметрик тенгламаси (3- чизма).
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x+iy  = *,+/>„= rcost+irsint,
яъни

x+iy= (x0+rcost)+i(y0+rsint)
куринишга кслади. Кейинги тенгликда \ак.икий ва мав\ум 
кисмларини бир-бирига тенглаб,

тенгликларни *осил киламиз. Бу маркази (дс0, у0) радиуси 
г булган айланалир. Демак,

функция маркази (х0, у0) нуктада радиуси г га тенг булган 
айланани ифодалар экан.

И з о б у  айланани |г-^|=гтенглама билан \ам ифо- 
лалаш мумкин.

12- м исол . Ушбу

функция ани^лайдиган лри чизикни топинг, бунда а, b
— узгармас \акик;ий сонлар.

z комплекс сонни z=x+iy деб, сунфа

муносабатлардан фойдаланиб,
х + iy = £^(cos/ + isin/) + ^ (c o s /  - /sin/);

булишини топамиз. Кейинги тенгликда \акик,ий ва мав\- 
ум кисмларни бир-бирига тенглаштириб.

тенгликларга келамиз. Бу ярим укдари а ва b булган эл-
липсдир. Демак,

z =

е"~ cost+i sin/, 
е'"=  cos t- i sin/

яъни
x+iy = a cost+ib sin/
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функция эллипсни ифодалар экан.
13-ми сол. Ушбу

Z ш e(cos3/+i sin3/) (0£ / £2л)
функция анимаган эгри чизицни топинг, бунда а — узгар- 
мас мусбат сон.

Агар z=x+iy дейилса, унда
x+iy  = o(cos3/+i sin3/) = acos't+ia sin3/

булиб,
*=w /i (0s/s2<)
,y = Asin3/ 

булади. Кейинги тенгликларни

у*  = о 3 sin21 

кури ни шла ёзсак, ундан

х 3 + у* = о3

булиши келиб ч и кади Бу чизик, астроидадир. Демак, 
Z = e(cos3H-/sin3/)

3-чизма

астроиданинг параметрик тенгламаси (3- чизма).



3”. Комплекс текислик С  да бирор нукта (г„е С) \амда 
с>0 сон олайлик.

I - т а ъ р и ф . Ушбу

{zeC  : |z-r0|<e}

тутам  г,, нуцтанинг t атрофи дейилади ва е) каби 
белгиланади:

Y(z0, £) = {zeC  : |z-r0|<£}.

Равшанки, г,, нуктанинг е атрофи маркази z„ нуцтада, ра
диуси е булган оч и к, дойра 
булади (4- чизма).

С  да бирор D туплам бе
рилган булсин (DciC). Агар 
z^eD нуктанинг шундай е 
атрофи К(г„, е) мавжуд 
булсаки, бу атрофнинг бар- 
ча нукталари шу D тупламга 
тегишли булса (V(z„, t)<zD), 
у \олда Za нукта D туплам- 

нинг инки нуцтаси дейилади.
2-таъриф . Агар D ту  там  нинг \ар бир нуцтаси у нинг 

инки нуцтаси булса, у *олда D очик, тута м  дейилади.
Сда бирор F туплам берилган булсин (FczQ.
3- таър иф . Агар г^еС нуцтанинг ихтиёрий V(zQ, е) 

атрофида (е — ихтиёрий мусбат сон) F  тутамнинг г,, нуц- 
тадан фарцли камида битта нуцтаси булса, нукта F  
тутамнинг лимит нуцтаси дейилади.

4- таъриф . Агар F  тутамнинг (FczO барча лимит 
нуцттари шу тутам га тегишли булса, Fenun тутам  дейи
лади.

5-т а ъ р и ф . Агар D тутамнинг (ОсС) ихтиёрий г,, ^ 
(г,е D, г3е D) нуцталарини бирлаштирувчи шундай узлуксиз 
Y эгри чйзик, топилсаки, у D тутам га тегишли булса (ус/)), 
D богламли туплам дейилади.

6- т а ъ р и ф . Агар DiEkzC) ту та м  очиц *амда боглам
ли тутам  булса, бун д ай  туп лам  со\а  деб ата- 
лад и .

D со\анинг узига тегишли булмаган лимит нукталари- 
дан ташкил топган туплам D со^анинг чсгараси дейилади 
ва i)D каби белгиланади.

4-чизма
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Ушбу
D\JdD

туплам D каби белгиланади.

Агар D со\анинг чегараси <)D богламли туплам булса,
О бир бомаши, акс \олда эса куп бомамли со*а дейилади.

D со\а чегараси ЭЛ нинг богламли компоненталари 
сонига караб D со\ани бир бо глаши, икки бомаши, ... п 
богламли со*э деб атаймиз.

Со\а чегарасининг лгусба/я йуналиши деб шундай йуна- 
лишни кабул киламизки, кузатувчи бу йуналиш буйлаб 
*аракат килганда со*а унга нисбатан \ар доим чап томон- 
да жойлашган булади.

Масалан, 5- чизмада а) бир богламли, б) икки 6o f- 
ламли, в) уч богламли со\алар тасвирланган булиб, со*а 
чегараларйнинг мусбат йуналишлари стрелкалар билан 
курсатилган.

5-чизма

14- м исо л . Комплекс текислик С  да ушбу 
0<Re(/*)<l

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
Урнини топинг.
Z=x+iy булсин дейлик. Унда

R е(/г) = Re(/(x+i») = Re(-y+«) = - у  

булиб, берилган тенгсизликлар 
0<-у<1,

яъни
—1<><0 
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тенгсизликларга келади. Стекисликнинг мав\ум кисми - 
1<у<0 тенгсизликларни каноатлантирувчи z нукталари 
туплами у * - 1 ва у=0 горизонтал тугри чизиклар ораси- 
даги текислик кисмидан иборат булади. Бу со\а 6 чизма- 
да тасвирланган.

15-мисол. Сдаушбу
|г-/'| + |г+/| <4 

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
Урнини топинг.

Равшанки, куйилаги
{г е С :|г - /] + |г + /| = 4}

туплам со\анинг чегараси булади. Агар z=x+iy дейилса, 
унда

| z~i I + I Z+i I = I x+iy-i | + | x+iy+i | =
= |х+СМ)/| + |х+Сх+1)/| =

= V* 2 + (y-  I) 2 + Jx 2 + (y  + 1)J

булиб,
Jx 2 + (y-  1)J + Jx 2 +(y+  I )2 = 4,

булади. Бу эса ярим укдари -Л ва 2 булган эллипсдир.



Демак, изланаётган нукталар тупламининг чегараси 
эллипс б^либ, берилган тенгсиэликни каноатлантирувчи 
нукталарнинг геометрик Урни шу эллипс билан уралган

i
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7-чизма

текислик кисмилир. Бу нукталар туплами бир богламли 
со\а булиб, у ва унинг чегарасининг мусбат йуналиши 7- 
чизмала тасвирланган.

16-м исол . Ушбу

| i- l|< a iB 2, (z * 0)

тенгсизликни исботланг.
Z комплекс сонни

Z =  re*

курсагкнчли куринишида ёзамиз. Бунда г — z комплекс 
соннинг модули, ф эса унинг аргументи.

Унда берилган тенгсизликни куйилагича

- l| < ф,

яъни
|**-| |£ф

кУрин и шла \ам ифодалаш мумкин.
Маркази (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган ай- 

ланани олайлик (8- чизма).
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8-чиэма

Бу айланалаги г=1 \амда z=e* нукталарни тугри чизик 
кесмаси билан бирлаштиришдан \осил булган ватарнинг 
узунлиги

айлана ёйининг узунлиги эса ф га тенг булади.
Маълумки, ватарнинг узунлиги шу ватарга тортилган 

ёй узунлигидан катта булмайди:
|«*- 1  |йр.

Бу эса берилган тенгсизликнинг уринли булишини 
курсатади.

М ИСО Л ВА М АСАЛАЛАР

Куиидаги функциялар ани^паган эгри чизикларни то
пинг:

40. г = 1 -it, 05/5 2.
41. z-o+(b—a)t, 05/5 1; a,b*C .
42. a) z = Re", 0 5/5 f  (Л>0),

б ) г = Re", я 5 /5 2я (Л>0);
в) z  - Re", Os / 5 2я (R  > 0 ).

43. z - I + { .  -«•</< 0.

44. z = t + it1, 0 5 / < <*>.
45. z = t'+ it\  — oo < / < oo.
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46. с = a(cos/ + / sin/), j S / S y  (a>0).

47. z = ae "+ £ e " OS 1й2п (a > 1).
48. с = 1+<Г", O S/5 2л.
49. с = e1"— 1, 0*/*2л.

\eM, 0 */< l,
I/ - 2 1 £ / <; 3.50. с -

51. z = /'cos/, 0£/£2я.
52. c = I +/ cos2/, 0 £ / < 2л.
53. z = / + /'Vl - /2, -1 5 /< 1 (арифметик иллиз олинади).
54. ;  =-/+/ч/Г-7 ,̂ - |£/£0 (арифметик илдиз оли

нади).
55. г = а(/+/-/е"); -«></<оо, а>0.
56. z = a+at-ibe ", 0^/<2л, о>0, Л>0.

1 Аитайлик у эфи чизик Z^Z(0, 0 Z IZ  1, функция ёрда- 
мида берилган булсин. Куйидаги тенгламалар ёрдамида бе
рилган г=г,(/), 0</<1 функциялар аникпаган эфи чизиц- 
ларни топинг.

57. г,(/) = г(1-/).
|г(2/), 0 */< £. 
г(2 - 2/), 1 */<Н.58. -’,(/) =

59. г,(/) = *(sinJm).
Куйидаги тенгламалар ёрдамида берилган чизиклар 

оиласини аниманг:
60. a) Re -£ = с ; б) 1ш^ = с (-~<с<+оо).

61. a) Rez2 = с; б) Im*2 = с (-во<с<+о«).

63. a r g = а (0£а< 2л); г,, г2 еС .

64. Ушбу
а) г = г; б) г=|г|; в) r=argj.

тенгламаларни каноатлантирувчи z ларни топинг.
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Чегараси 65-69- мисоллардаги функциялар ёрдамида 
аникданган dD чизикдан иборат булган D со\ани тенгсиз- 
ликлар ёрдамида ифодаланг ва чизмада тасвирланг:

Комплекс текислнк С да куйидаги шартларни каноат
лантирувчи нукталарнинг геометрик уринларини топинг 
ва уларни чизмада курсатинг:

85.k|=Re*+l.
8 6 .12 ; | > 11 +t* |.
87. a) I z l<argz, агар 0 < argz £ 2л булса;

б) Ul<argj, агар 0 <argz<2n б^лса.
Комплекс текислик С нинг куйидаги тупламларини

тенгсизликлар ёрдамида ёзинг.

65. г = а+ре“,
66. z - ~it,
6 7 .?= /*,
68. г = / + 1»,

0 < 1 й 2 п ,  р>0.
-во< К+ ~ .
-оо<Коо. 
—во <f<+oo.

69. z = ае'' + 0 ш 2 п , о>1.

70. a) Rez>2;
71. a) I Rec |<1;
72. а) Ш52;
73. а) | Г"»’|>1;
74. а) 1<|г-1|<3;

б ) 1пи<0.
б) |1ли|<1, 0<Rez<l.
6 ) |г+/|>1.
б )  0<|г+/|<2. 
б) 0 < aig z < f .

75. a) 0 < a ig ^ < f ; б) |jc-aig*|<*.

77. a ) | rH  |-U-/|;
7t. a) Re * » £ (a > 0);

6) R e j =0 .
6 ) U+l |+|z-l 1=4.

6) R e f ^ f  = 0 ( f l> 0 ) .

80. a) Re|<  A; 6) | г-21-| z+21<2.

81. a) 11+г|<| 1-г I; 6) Re\z(\-i)\<j2.
82. a) Ul>l-Re^; 6) R e ^ > lm ^ .

zr  г2е С;83. а) [г- ^ М г- г ,! ;
б) |г-1 |=Rez. 

84. a) a<arg*<P; б) '  ' Х р .
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88. а). Мав\ум укнинг унг томонида жойлашган ярим 
текислик;

6 ). Биринчи квадрат.
89. а). Хацикий увдан юкррида ва ундан 2 бирлик масо- 

фа узомикда жойлашган ярим текислик;
б). Ихтиёрий нуктасидан мав\ум укгача булган масофа 

I дан кичик булган йулак.
90. Маркази г=0 нуктада, радиуси 1 га тенг булган ва 

мав\ум укдан чап томонда жойлашган ярим дойра.
91. Фараз килайлик. А, Е  — \акикий, В — комплекс 

сон булиб, АЕ<| В р шарт бажарилсин. У \олда ушбу

Л • | Ĵ + Bz + Bz + Е  =? 0 {А > 0)

тенглама айлананинг тенгламаси эканини исботланг ва бу 
айлананинг маркази \амда радиусини топинг.

92. Айтайлик, а комплекс сон 1та>0 шартни цаноат- 
лантирувчи ихтиёрий сон булсин. Ушбу ||ff| нисбатнинг

куйи ярим текисликда бирдан катта, юцори ярим текис- 
ликда бирдан кичик ва \акиций ума бирга тенг эканли- 
гини исботланг. и.

4-§. Комплекс сонлар кетма-кетлиги ва унинг 
лимити

Фараз килайлик, /\ар бир п(пе N) натурал сонга би- 
Р°Р Z, нуктани (гяе С) мос куювчи акслантириш булсин: 

f:N - *C (n ~ *  г,)- 
Бу акслантириш тасвирларидан тузилган

«.• *v  ....... -
ифода комплекс сонлар кетма-кепииги дейилади ва у {г.}
каби белгиланади.

Масалан, {* + /£}:

1 + /, ± + ±/, \  + i  + 1 /, ...2 2 3 3 п п

комплекс сонлар кетма-кетлигидир.
Бирор {*,}:

*>• ..... z„, ...



комплекс сонлар кетма-кетлиги \амда а комплекс сон 
берилган булсин.

7-таъриф . Агар Ve > 0 сон олинганда %ам шундай на 
турал л0=л0(е) сон топилсаки, барча л>л0 сонлар учун

k - e | < £
тенгсизлик бажарилса, а комплекс сон {гя} кетма-кет 
ликнинг лимиты деб аталади ва

Т I ?  кетли

lim z„ = а ёки л - да zh -

каби белгиланади.
Агар { г } комплекс сонлар кетма-кетлиги а(ае Q  ли- 

митга эга булса, у яцинлашувчи кетма-кетлик дейилади 
8 - т а ъ р и ф . Агар Ve > 0 сон олинганда х,ам шундай на- 

турал п0=п0(Е ) сон топилсаки, барча натура,i л>я0 сонлар 
учун

\zJ>E
тенгсизлик бажарилса, {г,} кетма-кетликнинг лимити чек- 
сиз катта  сон дейилади ва

lim z.- °° ёки п -»°о да z, -»«в

каби белгиланади.
Бирор {г.} комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган 

булиб, z„ нинг \здикий кисми хя: дс„=Кегя, мавхум кис ми 
уя: у =1тг„ булсин (л=1, 2, 3, ...)

Унда
Z. = x+iyK (л= 1 ,2 ,3 ,...)

булади. Натижада иккита {хя} \амда {уя) \ак,ик,ий сонлар 
кетма-кетли гига эга буламиз.

4- тео рем а , {г,} комплекс сонлар кетма-кетлиги 
(z=x+iym, л=1, 2, ...) яцинлашувчи булиши учун {x j ва 

сонлар кетма-кетликларининг яцинлашувчи булиши 
зарур ва етарли.

Бу теорема комплекс сонлар кетма-кетлигининг ли- 
митини урганишни \ак,ик,ий сонлар кетма-кетлигининг 
лимитини урганишга келтирилишини ифодалайди.

Маълумки, [1] да \акик.ий сонлар кетма-кетлиги ва 
унинг лимитига дойр мисол ва масалалар ва кетма-кет- 
ликлар устида амаллар батафсил урганилган.

тео рем а . Иккита {г.} ва {г',} як;инлашувчи кетма- 
кетликлар берилган булиб,

lim = а, lim zi, = а', (а е С, а ' е С)

булсин. У  *олда
1) lim Гг. ± z .) = a± a’;

2) lim z, z. = a a’;

3 ) l i m ^  = ^  ( * ' * 0 ) .

тенгликлар уринлидир.
Бу тенгликларнинг биттасини, мисол учун 2) ни ис- 

ботлаймиз.
Айтайлик,

zR=x„+ iy„, z', = хя + /у', 
а = а + /р, а ' = а ' + /р'

булсин. Унда 4- теоремага кура
lim хя = о, lim У, = Р. 
lim К  = a', lim У', = Р'

булади.
Энди

z .z '. = (х, + iyK)(x'„ + iy'„) =
= (х, хя - уИ уя) + Цхя уя + хя - уя)

lim (хя хя - у я у') = аа’ -  рр', 

ит(хя уя + хя уя) = ар' + а'р

булишини эътиборга олиб,
lim (г. О  = (сих' - рр') + /(op' + а'Р) = a o’

эканини топамиз.
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17-м исол . Ушбу

{ -̂} = {""}
комплекс сонлар кетма-кетлигини як,инлашувчиликка 
текширинг.

Ихтиерий е>0 сонни олиб, унга кура п0 натура;! сон- 
ни куйидагича

яо= яо(£) = I ) 
аникланса, (у |о |<1 булганда |о|*<е тенгсизликни ечиб 
топил ади):

| а |*<е => log)e|| a |">logle| е => n>log,4|c 
У \олда барча л>л0 учун

k j  =  |fl|*<e
тенгсизлик бажарилади. Бу эса 7- таърифга биноан 

lim z„ = lima" = О

булишини билдиради.
Демак, берилган кетма-кетлик, |о|<1 булганда я*ин- 

лашувчи булиб, унинг лимиги 0 га тенгдир.
а=1 булса, limz, = 1 эканлиги равшан. Бош ка \амма

\олларда, яъни |a|2 l, а*\ булганда {гя} кетма-кетликнинг 
узокдашувчи эканлигини курсатиш цийин эмас.

18- м и сол . Ушбу

U .} = { i 0  + е* + <-'2’ +...+<?'"*} (0  < <р < 2п)
кетма-кетликнинг лимитини топинг.

Берилган кетма-кетликнинг умумий \ади

Z„ = £(1 +е* +е'г'+...+е"щ)

булиб, прогрессия \адлари йигиндисини топиш форму-
ласига кура

\ + е* +е‘г*+...+е“* =

булади. Демак.
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Агар 0<«р<2л булганда 1-е** О булишини \исобга ол- 
сак, унда

№
микдорнинг чегараланганлигини аникдаймиз.

Унда шундай узгармас М>О сон топиладики, ул е N 
учун

тенгсизлнк бажарилади. Демак,
Ъ 4 г . \ * ± М .

Кейинги тенгсизликдан
Iim|*J= О 

булиши келнб чикдди. Унда

linu. = lim£(l +е* +с11*+...+е**) = О

булади.
/?’ фазода (£, n. Q  Декарт координаталари системаси- 

ни олайлик. Бу фазода •£={(£, Л. С)е Я5: £J+n2+CJ=C} 
сферани цараймиз. Фараз кила или к £ ва г| уклар мос ра- 
вишда х ва у билан устма-уст тушсин (9- чизма).

Равшанки, каралаётган 5 сфера Оху те кисли гига коор
дината бошида уринади. Комплекс текисликда ^-хЛ1у0 
нукта олиб, бу нуктани сферанинг Р  нуктаси билан туфи 
чизик кесмаси ёрдамида бирлаштирамиз Натижада бу туфи 
чизик сферани Л/(( ,̂. По» Со) нуктада кесади. Демак, ком
плекс текисликдаги \ар бир нукта S сферадаги бирор нукта 
билан ифодаланали, ва аксинча, 5сферадаги \ар бир нук- 
тага (Рнуктадан бошка) комплекс текисликда ягона нук
та мос кслади.

Шундай килиб, S\{P ) туплам билан комплекс текис- 
лик уртасида узаро бир кийматли мослик урнатилади. Одат- 
да бу мослик коммекс текисликнинг стереографик проек- 
цияси дейилади. Агар г,, нукта °° га интилса, бу г„ нуктага 
S  сферада мос келувчи нуктанинг Р  га якинлашишини
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куриш кийин эмас. Бу \ол Р  нуцтага комплекс текислик- 
да z=«  нуктани мос куйиш табиийлигини курсатади. Де
мак, комплекс текислигидаги ягона г=« нукта S  сферада 
Р  нукта билан ифодаланади. Комплекс текислик чексиз 
узокдашган нукта *■=« билан биргаликда кенгайтирилган 
комплекс текислик деб аталади ва с  каби белгиланади. S  
сферадаги Л/(£, г|. О ва комплекс текисликдаги z=x+iy 
нукта орасидаги мослик куйидаги формулалар ёрдамида 
аникданади:

П = С = -Ч ? '  ■

А)
М ИСО Л ВА М АСАЛАЛАР

93. комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган булсин. 
lim Z„ = °° булиши учун

lim ̂  = О

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини
исботланг.



- г

94. {гл} кетма-кетлик-» га интилиши учун \акикнй сон- 
лар кетма-кетлиги {|г,|} нинглимити +«>булиши зарур ва 
етарли эканлигини исботланг.

95. Айтайлик, {гя} комплекс сонлар кетма-кетлиги бе
рилган булиб, бирор я0е N  номердан бошлаб барча п>пп 
лар учун | гя|£Л/<« булсин. У \олда (г,} кетма-кетликдан

ажрагиш мумкин эканлигини исботланг.
96. Ихгиёрий {г„} кетма-кетликдан чекли ёки°° лимит- 

га якинлашувчи |гЯ([} кисмий кетма-кетлик ажрагиш мум
кин эканлигини исботланг.

Куйидаги мисолларда а параметрнинг кандай циймаг- 
ларида берилган кетма-кетликларнинг якинлашувчи ёки 
лимити <*> булишини аникданг

Кетма-кетликларнинг лимитларини \исобланг:

чекли лимитга якинлашувчи [ г , ,} кисмий кетма-кетлик

Пт = А

тенгликни исботланг.
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107. Агар lim(x„ + /у„) = оо булса, у \олда {хя} ва {>-,}

кетма-кетликларнинг лимитлари \акида нимадейиш мум- 
кин?

108. \исобланг:
hm(l + |c o s |  + ^cos^+...+ J rco s^ j.

109. Хисобланг.
Iim (|s in f + l | s in f +...+ ̂ s in ffl).

110—112-мисоллардаги тупламларнинг лимит нукта- 
ларини топинг:

110. г = 1 + (-1 )"^ , (/1=1, 2,...).
111. z  = ^  + jj (т , п — ихтиёрий бутун сонлар).

112. z = £  + / ^ (/я, п, р, q — ихтиёрий бутун сонлар).
Куйидаги кетма-кетликларнинг якинлашувчи эканли- 

гини исботланг ва лимитини \исобланг:

113. + I +лг + (л- 1)г2+...+г"}, Ids!, z *  I.

114. {^ [2 / n - l - (2я - 1)г2 + (2п - 3)г4- . +(-1)"г2"]}

\z\z 1, z * ±<. 

4 5 . { х ^ г * } ,  № 1  z *  1.

116. Птг, * 0 лимитнинг мавжуд булиши учун ушбу

lim|zj * 0 ва limatgz, лимитларнинг мавжуд булиши за-

рур ва етарли эканлигини исботланг. К,айси \олларда {гя} 
кетма-кетликнинг якинлашиши факат {| гя|} кетма-кетлик- 
нинг яцинлашишига тенг кучли булади?

117. Фараз килайлик, ф — \акикий сон булсин. 116- 
мисолдан фойдаланиб ушбу

f <ф Y  lim (l + —J — cos ф + / sin ф

тенгликни исботланг.
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118. С комплекс текисликдаги ушбу

а) I; б) г = —1; в )г= »; r) z = ^

нукталарнинг 5 Риман сфсрасилаги образларини топинг.
119. Агар А/(;) нуцтанинг 5сферадаги коорлинаталари 

(£. Л- О булса, у \олда

a) б) А/(г); в) Л/({).

нукталарнинг сфсрадаги координаталарини топинг.
. Стекисликдаги куйидаги тупламларга Риман сфераси- 
да кандай тупламлар мос келишини аниманг:

120. a) Rez>0; б) Re*<0.
121. а) 1тг>0 ; б) 1т г <0
122. а) |г|>1; б) | г|< 1
123. Риман сфсрасилаги О ва Р  дан фаркли А/(г() ва 

M(z2) нуцталар фак^т
-1

шарI бажарилгандагина диаметрал карама-царши нук,та- 
лар булишини исботланг.

124. Риман сферасидаги \ар бир айланага комплекс 
текисликда айлана ёки тугри чизик, мос келишини. жум- 
дадан, тугри чизикнинг фак.ат Риман сферасининг Янук- 
тасилан ^гган айланаларгагина мос келишини исбот
ланг.

125. а параметрнинг крнлай кийматида ушбу айлана- 
лар Риман сферасининг катта айланазарига мос келади:

а)|г-а|-а (а>0); 6 )U  + fl=a (а > 0);
в )|г-/1=а (в> 0); г) |г - 2ai\ = а (а>  0)?

126. Сфера цандай алмаштирилгандас нуцтанинг обра- 
зи |  нуктанинг образига Утади?
- 127. Айтайлик, г,, Z}e С нуцталар берилган булсин. Сфе- 
рик метрикада г, ва ^ нукталарнинг орасидаги масофа де- 
ганда, уларнинг Риман сфераси S  даги образлари ораси
даги масофа тушунилади ва у р(г,, z2) каби белгиланади. 
Ушбу



6 ) p(z, °°)  = -t-J—у.
Vh ?

формулаларни исботланг.
Комплекс сонлар текислиги С лаги ушбу тенгсизлик- 

ларни каноатлантирувчи нукталар т^пламини топинг:
128. р(г, 0)<Я; 0<Л<1.
129. р(г, «-)</?; 0<Я<1.
130. f> (z,i)> ^.

131.1<р(г,

132. Текисликдаги параллел туфи чизикдар оиласига 
Риман сферасида нима мос келади?

133. Стереофафик проекция натижасида сферадаги чи- 
зиклар орасидаги бурчак ва уларнинг текисликдаги об- 
разлари орасидаги бурчак бир-бирига тенг булишини ис
ботланг.



И  б о б
КО М ПЛЕКС АРГУМ ЕНТЛИ ФУН КЦ И ЯЛАР

1-§. Комплекс аргументли функциялар, 
уларнинг лимити, узлуксизлиги

Г .К о м п л е к с  ар гум ен тли  ф ун кц и я  туш ун-  
ч ас и . Комплекс сонлар текислиги С да бирор Е  туплам 
берилган булсин (ЕсС ).

1 -т а ъ р и ф . Агар Е  тупламдаги \ар бир z комплекс сонга 
/ цоида ёки цонунга кура битта  w комплекс сон мос куйил- 
гаи булса, Е  тушамда функция берилган (аницланган) деб 
аталади ва у

ёки и»=Лг)

каби белгиланади.
Бунда Е  туплам функциянинг аницланиш туплами, z эр- 

kjiu узгарувчи еки функция аргументи, w эса zуггарувчининг 
функцияси дейилади.

Масалан, /  — \ар бир комплекс z сонга унинг квадра- 
тини мос кУювчи цо ид а булсин. Унда

f : z ёки w= z2

функция га эга буламиз.
Айтайлик,

w=Az)
функция бирор £ (£ с О  тупламда берилган булсин. Бу 

функцияни
w = u+iv =А*+‘У) (хе R, ye R)

кУринишда *ам ёзиш мумкин. Бу эса £ тупламда икки Узга- 
рувчили иккита

|ы = и(х,у),
1 v = v{x ,y)
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функцияларнинг аниманишига олиб келади. Бундан бит- 
та комплекс узгарувчили w=fi.z) функциянинг бсрили- 
ши иккита икки узгарувчили \ак;икий функциялар

берилишига эквивалент эканлиги келиб чикали. 
Масалан,

w = г2 = (x+iyУ »  х2—У +2ixy

муносабат ушбу (w=u+iv)

и = х2—у2, 
v = 2ху

муносабатларга эквивалент булади.
1-м и со л. Ушбу

функииянинг \акикий ва мав\ум цисмларини топинг.
fi,Z) функциянинг \амкий к,исмини и, мав\ум кисми- 

ни эса v деб олайлик. Унда

булади. z=x+iy булишини эътиборга олиб, топамиз:

f
\и = и(х, у),
I V = V(X,y)

Az) = u+iv

+ i —— ---- .
x +y +IQx+2S

Демак,
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w=/[z) функция f e e  тупламда берилган булиб, z Узгарув- 
чи Е  тупламда узгарганда функциянинг мос кийматлари- 
дан иборат туплам

Е = Ш ) : & Е )

ни царайлик. Одатда бу туплам функция киймашари т у т а 
ми дейилади.

Демак, Е  тупламда (£сС)
w=Az)

функциянинг берилиши Оху — комплекс текислигидаги 
Е  тупламни (туплам нукталарини) Ouv — комплекс те
кислигидаги F  гупламга (туплам нуцталарига) акс эгти- 
ришдан иборат экан. (10-чизма). Шу сабабли w=flz) ни Е  
тшшмни F туп.шмга акслантириш деб \ам юритилади.

7777\

х 0

с Айтайлик, w =A z) функция Е тупламда ( fc C ) берил
ган булиб, F эса шу функция кийматларидан иборат туплам 
булсин:

F= {A z ):zeE}.

I  Сунфа F  тупламда Уз навбатида бирор =̂ф(н>) функция 
|  берилган булсин. Натижада £тупламдан олинган \ар бир 
Ь z га F тупламда битта w (f.z->w) сон ва ^тупламдан олин

ган бундай w сонга битта £ (ф:w-*Q сон (£е С) мос цуйи- 
, лад и:

Демак, £тупламдан олинган \ар бир г га битта £ сон (£е О  
мос куйилиб, z-*t, функцияси \осил булади.



Одатда бундай функция мураккаб функция дейила
ди ва

;  = ф(Лг))
каби белгиланади.

w =A z) функция Е  тупламда берилган булиб, F  туплам 
эса шу функция кийматларидан иборат туплам булсин. 
Энди F тупламдан олинган \ар бир н> комплекс сонга Е  
тупламда факат битта z  сон мос келсин дейлик. Бу \олда F  
тупламдан олинган \ар бир w  га Е  тупламда битта z  мос 
куйилишини ифодалайдиган функцияга келамиз. Одатда 
бу функция w = flz)  функцияга нисбатан тескари функция 
дейилади ва у *=/"'(w) каби белгиланади.

Фараз килайлик, w=Az) функция Е  (EczQ  тупламда 
берилган булсин.

2-т а ъ р и ф . Агар аргумент z  нинг Е тупламдан олинган 
ихтиёрий z , ва z2 цийматлари учун Zj*Z2 булишидан f ( z ) * f ( z )  
булиши келиб чицса, f ( z )  функция Е тупламда бир япроцли 
(ёки бир варацли) функция деб аталади.

2-м исол . Ушбу

функцияни E={zfzC: I г I < 1} да бир япрокликка текширинг. 
Фараз килайлик, z,eE  лар учун

Az})- A z J,
яъни

г Н  “  г2-1 

булсин. Кейинги тенгликлан

г,— 1 1
ёки

г, =
булиши келиб чикиб, бу Az) функциянинг бир япрокли 
эканлигини курсатади.

2*. Ф у н к ц и я  л и м и ти . Фараз килайлик. w=Az) 
функция Е  (£ сО  тупламда берилган булиб, нукта шу 
Е  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

3-т а ъ р и ф . Агар V е>0 сон учун шундай 8=6(е)>0 сон 
топилсаки, аргумент* нинг 0<|г—^|<5ленгсиыикниканоат
лантирувчи барча ге Е  кийматларида
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тенгси иик бажарилса, у %олда А комплекс сон f(z ) функци
янинг даги .тм ит и деб аталади ва

lim / (? ) = А
i-*Za

каби белги.шнади.
f=a+iv функциянинг лимитини \исоблаш и ва v лар- 

нинг лимитларини \исоблашга келтирилиши мумкин.
1 -т е о р е м a w=J{z) функция z-tz, да А =о+/р

личина эга

lim f(z ) = А 
z-*z.

булиши учуй
lim и(х, у) = а,
>-ч*-rt
lim v(x,у ) = $

булиши зарур ва етарли.
Демак,

lim /(х + /у) = а + /р<=>
г-+г»

lim м(х, у ) = а,
«-**0

lim и(х, у) = Р ( 1)

булади.
3-м и сол. Ушбу

/<г) = (z *  0)

функциянинг г-»0 даги лимити мавжуд буладими?
Аввало берилган функциянинг чакикий \амда мав\ум 

ЦИСмларини топайлик:



функциянинг лимити мавжул эмас, чунки 
х-»0, у = кх->0 (к — const)

да
и(х, у) =

булиб, к нинг турли кииматида функция лимити турлича 
булади.

Юкорида келтирилган 1 -теорсмага кура г-»0 да берил
ган функциянинг лимити мавжуд булмайли.

4-м и сол. Ушбу

функциянинг с-»0 даги лимитини топинг.
Берилган f(z j функциянинг \ак.икий ва мав\ум кисм- 

ларини топамиз:

Равшанки,



Яна 1-теоремага кура
lim /(*) = lim = Ог-»0 г-»0 |г)

булади.
Айтайлик, /,(г) \амда /2(г) функциялар Е  тупламда 

берилган (fc C )  булиб, нукта шу Е  тупламнинг лимит 
нуктаси булсин.

Агар
lim /,(г) = Д , lim /2(г) = Л2
г~*го z-Ho

булса, у \олда
и т |/ ,(г )± /2(г)| = Д  ± Дг-* ад
Ит [/,(*) /2(г)| = Д • Д .г-»?»

булади.
3*.Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к си з л и ги .
Фараз килайлик, w=f(zj функция Е  ( EczC) тупламда 

берилган булиб, нукта шу £ тупламнинг узига тегишли 
булган лимит нуктаси булсин.

4-таъриф. Агар v  £>0 сон учун шундай 5=5(е)>0 сон 
топилсаки. аргумент z нинг I z—^1 <8 тенгсизликни цаноат- 
лантирувчи барча ze Е  циймапиарида

\f(z)~f(zj <е
тенгсизлик бажарилса, у холда f(z j функция г,, нуцтада уз
лу кс из деб аталади.

(Равшанки, бу \олда
lim f(z) = f(Za)
Z-Zo

бУлади)
йГ Одатда z—Z,, айирма функция аргументининг орттир- 
маси дейилиб, уни Дz каби белгиланади:



f(z)—f(z j айирма эса функция орттирмаси дейилиб, уни 
Af каби белгиланади:

Af=f(0-f(Zo>

Шу тушунчалардан фойдаланиб, ^ нук,тада функция 
узлуксизлиги 4-таърифини куйидагича \ам айтиш мум- 
кин:
Агар

lim Л/ = О
д г-»0

булса, f(z j функция г,, нуцтада узлуксиз дейшади.
5-т а ъ р и ф . Агар f(z) функция Е  тушамнинг yip бир нуц- 

тасида узлуксиз булса, у х,олда f(z) функция Е  тупламда уз
луксиз дейилади.

5-м и сол. Ушбу

f(z) = z?

функциянинг ихтиёрий z,, нуктада узлуксизлигини исбот- 
ланг.

ffzj—ffz j айирмани карайлик:

4 =  U -  Zo)(z2 + ^  + 2oJ )- 

г-»*о булгани учун шундай А/>0 сон топиладики,

\z\<M, \zJ<M  

тенгсизликлар уринли булади.
Энди v  £>0 сонга кура 8 ни 8 = деб олсак, у \олда 

ЗМ‘
I z— ̂  <8 тенгсизликни каноатлантирувчи барча z лар учун

|г, -г03| = |г-г0|г2 + « 0 + ^|<
< 3MJ|z- Zo| < ЗМ28 = е

муносабат бажарилади. Бу эса 4-таърифга кура, f(z )~г3 
функциянинг ихтиёрий ^ нуцтада узлуксиз эканини бил- 
диради.
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6-м И СОЛ . Ушбу
/ ( г )  = А (г * 0)

функциями узлу кс и XI и к ка текширинг.
у  С  (v 0 )  нуктани олайлик. Бунга Az орттирма бе- 

риб, функция орттирмасини топамиз:

Энди Дг-»0 да bf нинг лимитини \исоблаймиз:

Демак, берилган функция v V  С  (̂ >*0) нуктада узлук- 
сиз булади.

2-теорема.f(z) = и(х,у) +iv(x,у) функциянингz= x.+iy. 
нуктада узлуксиз булиши учун и - и(х, у) цамда v = v(x, у) 
функцияларнинг (х¥ y j нуктада узлуксиз булиши зарур ва 
етарли.

w=f(z) функция Е  (Е сС ) тупламда берилган булсин.
6-таъриф. Агар v  е>0 сон учун шундай 5=б(е)>0 сон 

топилсаки, Е  тупламнинг I z'—Z"\ <5 тенгсизликни коноат- 
лантирувчи ихтиёрий z' ва z" U ' е Е, z" е Е) нукталарида

тенгсизяик бажарилса, f(z) функция Е  тупламда текис уз
луксиз дейилади.

3-теорема (К а н то р  тео р ем аси ). Агар f(z) функ
ция чегараланган ёпик тупламда узлуксиз булса, функция 
шу тулгамда текис узлуксиз булади.

7-м и со л . Ушбу

функция £={ге C 0<UI <R} тупламда текис узлуксиз була- 
дими?

Берилган функция Е тупламда узлуксиз булади, чунки

bf = f(z 0 + Az) - Azo) « ^  - £  = * ( £ * )  •

\f(z ')-f(z"i <£
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булиб, и(х, у )- е  ^ ~ у2 , v(x, у) - 0 функциялар [(х, у)е R2: 
О<хг+.уг</Р} да узлуксиз.

Агар

lim f(z ) = lime w = О 
г-»о г-»о

булишини эътиборга олсак ва

ЛО) = о
булсин деб карасак, унда берилган функция чегараланган 
ёпик {*е С. I z\ <R) тупламда узлуксиз булиб колади. Кан
тор теоремасига кура бу функция {ге С. I г I s  /?} да текис 
узлуксиз булади. Бундан эса берилган функциянинг Еда 
текис узлуксизлиги келиб чикади.

8-м и со л . Ушбу

/<*>-£

функция Е={ге С. 0<| z| <R} тупламда текис узлуксиз була- 
дими?

у6>0 сон олинганда \ам е=1 ва Е  тупламга тегишли 
булган

нукталар учун

к ' - < 1 = М - * М - 4

булиб, п нинг етарлича катта килиб олиниши \исобига 
уни v  8 Дан кичик кила олиш мумкин булсада

I Л гО -Л Ш  = I я2—(—/Н)1 = 2n2> I =е

булади. Бу эса берилган функция £= {геС : 0<lds/?} 
тупламда текис узлуксиз эмаслигини билдиради.



М И С О Л Л А Р ВА М АСАЛАЛАР
Функцияларни берилган со\аларда бир япрокдикка 

текширинг:
М 3 - г2,
2. .А г) = г2, 
М О -г» ,
4.j(z) — г2,
5./г) - г2, 
M d -г2, 
7.Лг)=|(г + ±).

Е=  {Re*>0}.
£= {lmz>0}. 
£={0<aig*<f}.
Е ш {1 d < 1>-
Е -  {Id <1, 0<arg*<-у}. 
£*{ld>2}.
Е=  {Id <!}.

M z)= ± (z + { ) , £={ld<2}.

М О - *(<♦*). £= {Id >2}.

Ю.Лг) = {(*  + { ) , £= {lnu>0}.

1 М г )- { (г  + { ) . £={Rez>0}.

12.yU) = i  (г i ) ,

13.yU)=i±2, 

м. ЛО “  7+2 •
15.Лг)= тЬ,
16.Лг) = e*(cos>’ + /siny),

£ = {f  <агвг<^}. 

£= {Id <2>.

£= {Id >2}.

£= {Re*>3}.
£= {1тг>0}.

17./U) = «*(cosy + /siny), Е — {0<1тг<2л}.
18./(с) = e*(cosy + /siny), £= {ld< l}.
19.у(г) = e'icosy + /siny), E  = {0<Re*<l}.

20./(г)= |(г  + ̂ )2, E - {I d <1, 0<argz< f }.

21. У ш б у Л г ^ ^ р  (s*0) функциянинг г-»0 даги лими
ти мавжудми? Мавжуд булса, уни топинг.
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Re;222. Ушбу A z ) ~ (г*0) функциянинг г-»0 даги ли-

мити мавжудми? Мавжуд булса, уни топинг.
Куйидаги функцияларни уэлуксизликка текширинг: 
li.A z ) = **.
24./(г)= THlj- 

25 .A z )= - Jrr

“ ■ « 'S '
27./1г) = а rg*, (г*0).

29.у(г)= г  ■ агар г * 0 бУлса’
[ 1, агар z  = 0 булса.

30./z) = Sgn (^- l).

{Z + 1, агар 1тг > 0 булса, 
z \  агар Inu  £ О булса.

32. Агар/(г) функция ^ нуктада узлуксиз булса, у *олда 
|/(г)1 функциянинг хам шу нуктада узлуксиз булишини 
исботланг.

33. Az) функция нуктада узлуксизлигининг геомет
рик талкинини ифодаланг.

34. Arap./U)=M(x, у)+Мх, у) функция Zn нуктада узлук
сиз булса, у \олда f ( z) =и(х, y )—iv(x, у) функциянинг
хам шу нуктада узлуксиз булишини исботланг.

35. Агар A z )  функция ое С нуктада узлуксиз булса, 
y ( z ) =A b z+ c )  (6*0) функция нуктада узлуксиз були
шини исботланг.

36. Бутун комплекс текисликда аникпанган ва \ар бир 
Z,„е С нуктада узилишга эга булган функцияга мисол кел- 
тиринг.

37. Факат биргина^е С нуктада узлуксиз, бошка барча 
нукталарда эса узилишга эга булган функцияга мисол кел- 
тиринг.



38. Бутун комплекс текислик С да аникланган, г=—1 
ва г =1 нукталарда узлуксиз, кол га н барча нукталарда эса 
узилишга эга булган функцияни тузинг.

39. Агар У(г)+/?(г) функция ^  нуктада узилишга эга 
булса, у *олда f{z) ва g(z) функцняларнинг камида битта- 
си z,, нуктада узилишга эга булишини исботланг.

40. Агар flz) ва g(z) функцияларнинг \ар бири г,, нук
тада узилишга эга булса, у \олда Az)+g(z) функция \ам 
нуктада узилишга эга булиши шартми?

41. Агар/(г) ва g(z) функцияларнинг *ар бири Za нук
тада узилишга эга булса, у \олда функция \ам ^ 
нуктада узилишга эга булиши шартми?

Куйидаги функцияларни берилган со\аларда текис уз- 
луксизликка текширинг:

----  ' £ = {Ы < 1}.
£= С.
£ = { 0<l d <1}-

£={<хЫ<1}.

£= {Ы <  1}.

£= {Id <1}.

£ = {к Ы < + Ч , /->0.

49.у(г) = { ,  £={0<ld<+~}-
50. fl.z) функция нуктада текис узлуксиз деган жум- 

ла маънога эгами?
51. ArapjU) функция £сСтупламда узлуксиз булса, у 

берилган тупламда текис узлуксиз буладими?
52. {Id </?} доирада текис узлуксиз функция чегаралан- 

ган буладими?
53. Агар fiz) функция £,=(о <Re^<6,, a2<Im*<d2} ва 

£2={A,<Re^cl, Л2<1шг<с2) туртоурчакларда текис узлук
сиз булса, у \олда бу функция

£={alsRez5c1, о2<1шг<с2}
йрфртбурчакда \ам текис узлуксиз булишини исботланг.

54. Агар 53-мисолдаги £ 2 туртбурчак урнига
£ 2 “ {A^Re^sc,, A2<Inusc2}



туплам олинса, A z )  функциянинг Е  гуртбурчакда текис 
узлуксизлиги \акида нима лейиш мумкин?

55. Агар/(г) ва g(z) функциялар А/сС тупламда тскис 
узлуксиз булса, у \олда ихтиёрий а, Ре С лар учун аДг)+ 
+ р£(г) функция \ам А/тупламда текис узлуксиз булиши- 
ни исботланг.

56. Агар /( z )  ва g(z) функциялар бирор А/сС тупламда 
текис узлуксиз булса, q>(z)= A z)g(z) функция шу туплам
да текис узлуксиз буладими?

57. АгарЛг) функция D ва G тупламларда (DczC, G<C) 
текис узлуксиз булса, у \олда унинг D f]G  тупламда те
кис узлуксиз булишини исботланг.

58. АгарЛг) функция {I г\ ^R) доирада текис узлуксиз 
булмаса, у \еч булмаганда {UI </?> доирадаги бирор нук- 
тада узилишга эга эканлигини исботланг.

59. Чегараланган {ld</?} доирада A z )  функция текис 
ухлуксиз булиши учун, унинг {Гd </?} доирада узлуксиз 
булиб, ихтиёрий £е{1а=/?} нуктада чекли

лимитнинг мавжуд булиши зарур ва етарлилигини исбот
ланг.

Айтайлик, Az) функция кенгайтирилган комплекс те- 
кислик Сдаги А/тупламда аникданган булсин.

Агар ихтиёрий е>0 сон олинганда \ам шундай 8=6(е)>0 
сон топилсаки, р(г, г,)<8 (г„б М) тенгсизликни каноат- 
лантирувчи барча ze А/ лар учун р(Дг), А^,))<е булса, у 
\олда A z )  функция ^еЛ/нуктада сф ер ик  м етр ика  
б уй и ча  у з л у к с и з  деб аталади. Бу ерда

с ва с, нукталар орасидаги сф ер ик  масоф а.
Сферик метрикада текис узлуксизлик таърифи \ам шу 

каби киритилади.

lim f ( z )
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Куйидаги функцияларнинг сферик метрика буйича 
кенгайтирилган комплекс текислик С да узлуксиз экан
лигини исботланг.

6 O.fiz)- Д

*1-ла-23.
62. Az)=e>*.

АгарУ(г) ва £z) функциялар М  тупламда (М=С) сфе
рик метрика буйича узлуксиз булса, 64—66-мисолларда 
келтирилган функцияларнинг А/тупламда сферик метри
ка буйича узлуксиз булиши шартми?

64./z)+S<z)
65 .fizYgiz)

66
67. Айтайлик.^г) функция М тупламда сферик метри

ка буйича узлуксиз ва R(z) функция z узгарувчига нисба- 
тан рацнонал функция булсин.^г)=/?(Лг)) мураккабфунк
циянинг М тупламда сферик метрика буйича узлуксиз 
булишини исботланг.

2-§. Функциянинг дифференциалланувчилиги. 
Коши-Риман шартлари

Г. Бирор Е  со^ада (£сС) w=Az) функция берилган 
булсин. Ихтиёрий ^,6 Е  нукта олиб, унга шундай Дz орт- 
тирма берайликки, ,̂+Дге £ булсин. Натижада,.Дг) функ
ция \ам ^ нуктада

дн- = дд^) =Az»+&z)-AzJ 
орттирмага эга булади.

7-т а ъ р и ф . Агар Дг->0 да ^  нисбатнинг .шмити

l.m = lim « я Щ Ь ШAi-Л лг-о
мавжуд ва чекли булса, бу лимит комшекс узгарувчили j(z ) 

кциянинг z0HyKmadaiu ,\оси.юси деб атшади e a ffz j каби
иманади:



9-м и со л . Ушбу
Az)=?

функциянинг v ^ e C нукталаги \осиласини топинг.
Zq нукгага Az орттирма бериб, шу нуктада функция 

орттирмасини \исоблаймиз:
M ^AZo+ bzi-AzJHZb+ bzV-zl =2^ArHA*)J.

Унда

булиб,

]™о = 2z°
булади. Демак,

Л * > - 2*
10-мисол. Ушбу

./U) = Id Re*
функциянинг г=0 нуктадаги \осиласи нол булишини 
кУрсатинг.

Берилган функциянинг г=0 нуктадаги \осиласини 7- 
таърифга кура топамиз:

to/ff+ff/w.njagg.
д*-*о az-*o

= lim ^7 7 -̂ (Az = Ax + iAy)
At-40 04

Равшанки, A*->0 да Ax \ам нолга интилади. Демак,

,im £ i^ t m  = Hm - И - ;-  Ax = 0 .
4t-«o Az дг-»о

Бу эса /'(0)=0 эканини билдиради.
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Фараз килайлик,f(z)=u(x, y)+iv(x, у )функция Z0=xb+iya 
(Zqе Q  нуктанинг бирор атрофида аникданган булсин.

8-таьриф . Агар и(х, у) ва v(x, у) функциялар х, уузга- 
рувчшарнинг функцияси сифатида (xv y j  нуцтада диффе- 
ренциаыанувчи булса, f(z) функция z0 нуцтада хацикий ана
лиз маьносида дифференциалланувчи дейилади.

Zo

df=*du+idv.
4-теорема . f(z)=u(x, у)+Ы(х, у) функциянинг zt нуц- 

тада f ( z j  цосилага эга булиши учун бу функциянинг г/х, 
У») нуктада хацикий анализ маьносида дифференциалла- 
нувчи булиб,

дх ду

£ ~ £  (2)
шаргп-юрнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Одатда (2) шартлар К о ш и - Р и м а н  ш артлар и  
дейилади.

Комплекс анализда ушбу

dz = dx+idy, dz = dx - idy :

S H M
белгилашлар ёрдамида f(z)=u(x, y)+iv(x, у) функциянинг 
туда дифференциали d/=du+idv

l- e

кУринишда кулай ифодаланади.
Ю к,ор и да келтирилган (2) Коши-Риман шартлари

тенгликка эквивалент булишини исботлаш кийин эмас. 
Демак, 4-теоремани куйидагича \ам ифодалаш мумкин.

!■ 4'-т е о р е м а . w=f(z) функция z=z0 нуктада цосилага эга 
булииииги учун унинг хациций анализ маьносида d f( z j  диф-

Бу хрлда du(Xg, yJ+idv(Xg, y j  ифода f(z) функциянинг 
нуктадаги дифференциали дейилади:



фсреициали мавжуд булиб, |С 0 тенгликнинг бажа-
1 |г=г*

рилиши шрур ва етарлидир.
Агар w = A z )  функция ^ нуктада \осилага эга булса, 

бу нуктада = О булиб,/нинг *осиласи f ' ( z 0 ) = *  . диф- 
ференциали эса

d f  =  % d z  =  f'(Z o )d z

куринишда булади. Комплекс анализда \осилага эга булган 
функциялар С — диф ф еренциал л ан увчи  функция- 
лар дейилади.

Амалиётда функцияларни С — дифференциалланувчи- 
ликка текширишда Коши-Риман шартларидан фойдала- 
нилади.

11-м исол . Ушбу
Лг) = гг

функциянинг \осиласи мавжудлигини текширинг.
Равшанки. Лг)=(х+/»2=(л2—y*)+2ixy булиб, и(х, 

у)=х*—у*, v(x, у)=2ху функциялар (.х, у) буйича диффе- 
ренциалланувчи.

Й - Ь г .  $ - 2 , .

тенгликлардан (2) шартларнинг бажарилишини курамиз. 
Бу эса функция текисликнинг \ар бир нуктасида \осилага 
эга эканлигини курсатади.

12-м и со л . Ушбу
A z )  =  ?

функциянинг *осиласи мавжудлигини текширинг. 
Каралаётган

A z )  =  z? =  x1- y i-2ixy
функция учун

и(х, у) = х* у1, v(x, у) -  - 2ху 
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булиб, (2) тенгликлар (0, 0) нуктадан бошка \еч бир нук
тада бажарилмайди. Демак, Az)=z2 функция ^*0 нукта
ларда \осилага эга эмас, ^,=0 нуктада эса унинг ^осиласи 
мавжул ва/'(0)=0.

13-м исол . Ушбу
Az) = 1 z\2+/ (Rerlmz] 2 

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг. 
Бу функция учун

и(х, у) = I z\2 - х*+У>,
Ах, у) -  IR e r ln u J^ x y

б^либ, и ва v функциялар К1 да дифференциалланувчи. 
Энди (2) шартларни текширайлик:

j  2х = 2 х2у,
[2у = -2ху2.

тенгликлардан куринадики, Коши-Риман шартлари фа- 
кат дг=0, у= О нуктада бажарилади. Демак, берилган функ
ция факдт ^=0 нуктада С — дифференциалланувчи.

14-м и сол . Ушбу

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг. 
Равшанки,

и(х, у) = (x2+^)jc2,
*х ,у ) = 0

булиб, бу функциялар \акикий анализ маъносида диффе
ренциалланувчи булиб,

^  = 4xJ + 2 у2х, | * « 2х2 у

булганлигидан Коши-Риман шартлари х=0 тУфи чизик 
\ нукталари учунгина бажарилади. Демак, берилган функ
ция факат {х=0} тупламда С — дифференциалланувчи 

i булади.
15-м и со л . Ушбу

*= Az) = z
функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг.



Равшанки, JC = 1 булиб, бу кэралаётган функцияни те-
кисликнинг бирорта нуктасида >дам С — дифференциалла
нувчи эмаслигини курсатади.

16-м и сол. Ушбу

/(г) = \JRе z Im z

функцияни С  — дифференциалланувчанликка текширинг. 
Берилган функция учун

и (х ,у )= '\[х у , у(дс, у )  = 0

булиб, г=0 нуктада Коши-Риман шартлари бажарилади:
*<(0,0) = «МОД» = о 

Ас “  «У ’
* ( 0,0) _ <М0.0) _ а 

ду Ас

Бирок,

lim Л й й .  lim « а .  lim 
ау-о Д г лу«о Дг ду=о дг

дг-дх-.о ДГ-Д1-.0 дг«лл->о

^ i = l i m S
лгЩ+|)лх-»0

lim й"о (1+/)Л* ‘

булгани сабабли Дг-»0 да нинг лимити мавжуд эмас.
Бинобарин, каралаётган функция г=0 нуктада С — диф
ференциалланувчи эмас (и=\[ху функция (0 , 0) нуктада
\акикий анализ маъносида дифференциалланувчи эмас).

Кугб координаталар системасида flz)-u+ iv функция 
учун Коши-Риман шартлари

* = _ 1  *  (2') 
Эр р Ар

куринишда булади. Буни исбот цилишни укувчига \авола
киламиз.



Фараз килайлик, w = A z) функция бирор £со\ада (£сС) 
берилган булсин.

9-т а ъ р и ф Агар f(z ) функция Z/Zje С) нуктанинг фа- 
цат узида эмас, бсыки унинг бирор v(Zp, е) атрофида С
— дифференциаианувчи булса, у холда f(z) функцияси zn нук
тада голоморф функция дейилади.

10-т а ъ р и ф Агар f(z j функция Е  со.\анинг кар бир нук- 
тасида голоморф булса, функция Е  со^ада голоморф дейилади.

Одатда Е  со\ада голоморф булган функциялар синфи 
о(£) каби белгиланади.

11 -т а ъ р и ф . Агар функция z-О нуктада голо
морф булса, f(z ) функция «°°» нуктада голоморф дейилади. 
if 12-т а ъ р и ф . Агар f ( z )  функция zjiz^ Онуктада голо
морф булса, ffzj функция z0 нуктада антигаюморф дейилади.

17-м и со л . Ушбу

функцияни С - лифферснциалланувчанликка текширинг.
Берилган функциянинг \акикий кисми и(х, у) \амда 

мав\ум кисми v(x, у) ларни топамиз.

Энди и(х, у) ва v(x, у) функциялар учун Коши-Риман 
шартларини текширамиз:

Равшанки, ху>0 булганда, яъни I ва I I I чоракларда 
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Az)=x*—y*+2dx>|

Az)=u(x, y)+iv(x, y)=xl- y l+2Lx)\ = 
Jarap xy > 0 булса, x2 - у 2 + 2ixy, 
1 агар xy < 0 булса, x2 - у2 - 2ixy.

Демак,

u(x, >’)=^ —у2, v(jc, y)=
[ агар xy > 0 булса, 2xy, 
[агар xy < 0 булса, - 2xy.



i -Л- i - i
булади. Демак, берилган функция

Е  = |г е С: 0 < агцг < * |\>|г е С: я < aig* < Д*}

да голоморф булади. ху<0 булганда, яъни И ва IV чорак- 
ларда функция Коши-Риман шартларини бажармайди. 
Демак, бу чоракларда функция С — дифференциалланув- 
чи була олмайди.

yf=e — функция учун
и(х, у) = rtosу, 
v(x, у) = rtiny.

булиб, С — текисликнинг барча нукталарида Коши-Ри- 
ман шартларининг бажарилишини, яъни функция голо
морф эканлигини курамиз.

w = ZZ функция факат г=0 нуктада С — дифференци- 
алланувчи булиб,

iK IL-o-
у бу нуктада голоморф эмас.

3*. Фараз килайлик, R2 фазодаги £со\ада (Ec.R?)F=F(x, 
у) функция берилган булиб, у шу со\ада иккинчи тар-

J2F(x.y) 92F(x,y) тибли —~ 2— . —~ 2—  узлуксиз хусусии \осилаларга эга

булсин.
13-т а ъ р и ф . Агар Е  со^анинг х,ар бир нуцтасида

$  + ,3)

тенглик бажарилса, F=F(x, у) функция Е  со^ада гармоник 
функция дейилади.

(3) тенгламани Л ап л ас  те н гл а м ас и дейилади. Бу 
тенглама ушбу

4=;&+£
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| Лаплас оператори ёрдамида куйндагича 
4 F - 0

К  шаклла кам ёзилади.
Ш:' Лаплас оператори учун

р  A = ̂ +|r“(*:/i)(i+/i)=4̂
булишини эътиборга олсак, унда (2) тенгликни

МЫ. = п (3')

1 шаклла ё шш мумкинлигини курамиз. 
j 5-теорема. Е  со\ада (E c Q  голоморф булган \ар 
канлаи /[:) функциянинг \акикий ва мав\ум кисмлари 
и(.х, у) ва v(x, у) функциялар шу со\ала гармоник булади- 
лар.

Э с л а т м а . Ихтиерий иккита и{х. у) ва v(x. у) гармоник функии- 
ялар учун Дх)=и(\. y)+iv(x, у) функциянинг голоморф булиши шарт 
эмас /нинг голоморф булиши учун и ва v лар Коши-Риман шартлари 
оркзли боглангм булишлари лозим. Бундай \олда и ва v гармоник 
функциялар Ш ма гар м о н и к  ф у н к ц и я л а р  дейилади

Г  18-м и сол fiz)=z функцияси учуни(дг, у)=хва v(x,y)= 
I  —У функциялар гармоник, аммо кушма гармоник 

функциялар эм,к~.
Бир богламли (ЕсС ) со\ада u(z)=u(x, у) гармоник 

функция булиб, ,̂е £тайинланган нукта булсин. У колла

v<*)= \-%dx + £ d y

интеграл u(z) функцияга кушма гармоник функция у(г) 
ни аниклайли.

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р

Куйидл1и 68—72-мисоллардаги функцияларнинг \оси- 
лалар кийматларини шу косилалар мавжуд булган нукта- 
■чарла кисобланг:

<>М г)*2г+1.
69-Az) = г*.



70 .Д г)* {.

71 - A z )- ^ .
72. Az) = er(cos>H-/sin>'), (z = x+iy).
Ушбу функцияларни С — дифференциалланувчиликк;) 

текширинг:
73. Az) = R ez.
74 .Az) = (Ret)2.
75. Az) = R ег’. 
16. Az) = [Rej]2(Im<:l2.
77.yU) = ld 2.
78.у(г) = [RejJ2+/|lm ]̂2.
79. Az) — |Rez|2—/[Inul2.
НО.Дг) = cRe*.
81. Az) = г !тг
82. у(г) = Тху—Цх1—у1), (z=x+iy).
83. Az) = dm* функция учун / '(0) ни \исобланг.

84—87-мисолларда берилган Az) функциялари учун 
шундай а. Ь, с узгармасларни топингки, натижада Az) 
функциялар голоморф булиб крлсин:

84. Az) = х+ау+ЦЬх+су).
85 .Az) = х1—ay1+ibxy.

87. Az) = cosAtfchy+^hy)+/sinA<chy+fehy).

8 8 . Ушбу Az) И х2—у2! +2ixy функция голоморф булган 
со\аларни топинг.

89. УшбуДг) =1 х2—у2! +2hx)\ функция голоморф булган 
со^аларни топинг.

90. Агар./(г) функция г,, нуктада антиголоморф булса, 
у \олда шу нуктада

i - o

шартниж бажарилишини исботланг.
91. Агар г=р(со5ф+к1пф) (**0) ва Az)=u{р, ф)+Мр, ф) 

булса, у \олда f ' ( z )  ни куйидаги

A z ) г <*>

✓/_Л _  J - ■ £  = J  { &  -  j  <*<Л 
f l u  iz лр ’ ov )

кУринишларда ифодалаш мумкинлигини исботланг.
92. Ушбу Az)~zr функция учун Коши-Риман шартла- 

рининг бажарилишини текширинг ва
(Г ) ' = лГ-'

тенгликни исботланг.
93. Айтайлик.ДгИы+й^соБф+ютф) голоморф функ

ция берилган булсин. Агар и. v, р, ф функциялардан би- 
рортаси узгармас булса, у \олда Az) функциянинг Узи 
\ам узгармас булишини исботланг.

94. УшбуДг)=>/ Н  функция учун с=0 нуктада Коши-
Риман шартларининг бажарилишини, лекин шу нуктада 

Кункцияниш  \осиласи мавжуд эмаслигини исботланг. 
В  Aiap Az)=и(х, y)+iv(x, у) функция ^=х0+/у0 нуктада 
||’дифференциалланувчи булса, 95—99-тенгликларниН*- 

Уринли эканлигини исботланг:
95. /4^)= и[ (х0, у0)+/ vj (х,,, у0)

96. Л 4 ) в  v> К-  Уо>~‘ иу (•*»• Уо>- 
|  97. /Чго)= «1 (х0, у0)-»Ч <*• УоУ

|  98. f 'U о)= v; (х0, y0)+/v| (х0, У0).

I  99. !/'(^)l + К ) 2 - К ) 2 + К ) 2 =

I  = « ) '  +(vv)2 = К ) 1 + К ) 2-
Р  100. Фараз килайлик, Дг) функция Е сокада голоморф 

■булиб, шу сохдиа f'(z)=Q булсин. У колда/(z)=const экан-
I  лигини исботланг.
*  101. Айтайлик, Az) функция £ со\ада дифференциал- 

1анувчи булиб,
,4Re/(z)+£Irnfa)+C=0



булсин. Бу ерда А, В, С лар узгармас сонлар ва уларнинг 
камида биттаси нолдан фаркли z) = const эканлигини ис
ботланг.

102. Фараз килайлик, flz) функция D со\ада диффе
ренциалланувчи, Я 0 эса бутун \акикий укда монотон ва 
узлуксиз дифференциалланувчи функция булсин. Агар

Re/? г) = fllm/U)) 
тенглик бажарилса,/(г)=const эканлигини исботланг,

103. Агар w =Az)=u(x, y)+iv(х, у) функция учун z нук
тада ушбу

Ы|т«1

I

лимит мавжуд булса, у \олда ва vj, хусусий \осилалар- 
нинг мавжуд булиб, и'х = v), тенгликнинг бажарилишини 
исботланг.

104. Агар w =Az)=u(x, y)+iv(x, у) функция учун z нук
тада ушбу

лимит мавжуд булса, у \олда иу ва v[ хусусий \осилалар- 
нинг мавжуд булиб, uly=—v\ тенгликнинг бажарилиши
ни исботланг.

105. Фараз килайлик, w=Az)=u+iv функция z нуктада 
куйидаги шартларни каноатлантирсин:

1) и, v — дифференциалланувчи,
2) -  мавжуд.

У \олда z нуктада ёкиДг), ёки /(*) функциянинг диф
ференциалланувчи эканлигини исботланг.

106. нiz) функцияга тескари булган z(w) функция учун 
ушбу , wfdw-wfdw

*" К ?#

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг. Бу ерда 

w» " ? = §  

белгилашлар киритилган.
107. иi z )  акслантиришнинг якобиани учун

тенгликни исботланг.
108—112-мисоллардаги функциялар учун ^  ва лар- 

ни \исобланг:
m .A z )  =  \ z \ .
109. Az) = e-(cosy-isiny), (z=x+iy).
110.yU) “  I г—а К  —°°<p<°°.
111.ytz) = +lZ■A|,•

+̂1г Ч112 |г-а)-/|г+в| ■

113—117-мисоллардаги функциялар учун ^  ни то

пинг.
113.Лг) = Ы ',  — </К«.
114.Д *)-*1?.
115.Xz) = lnl z-a\.
П 6.Лг) = 1п(1+1г !2).
117.^z) = arctgji||.

Голоморф A z) функция учун 118—122-мисоллардаги 
тенгликларнинг уринли эканлигини исботланг.

и», id / te il)  4 М

119.

120. £|Re/U)l «$/'<*>•
121. £ ilm / u )l - 27/'(:)■



функциялар £со\ада кушма гармоник функциялар були 
шини исботланг.

154. Фараз килайлик, и, v функциялар £ со*ада кУшма 
гармоник функциялар булиб, £ со\анинг \еч бир нуцта 
сила и ва v функциялар бир вактда нолга айланмасин. у 
\олда

Щх, у) = 1п[|/Чх, y)+v*(x, у)]
функциянинг Е  со\ада гармоник функция эканлигини 
исботланг.

155. Агар и, v, ва и, v, лар £со*адаги икки жуфт кУшма 
гармоник функциялар булса,

Vj(jc, у)—v,(x, у) = const
эканлигини исботланг.

156— 164-мисолларда берилган куринишдаги узгармас 
лан фаркли гармоник функциялар мавжудми? Мавжул 
булса, уларни топинг:

156. ы=ф(х).
157. и=у(ах+Ьу) (а ва b лар \ак,икий сонлар).

159. м=ф(ху).
160. м=ф(х2+у2).

161. м=ф( * х* ).

162. и=ф(х*+у).___
163. и=ф(х+л/х2 + у2 )•
164. м=ф(х2- у 2).
165—168-мисолларда берилган чизикдарнинг устида 

узгармас кийматни кабул килувчи гармоник функциялар 
ни топинг.

165. х=с
166. у=сх
167 .v+y=c
168. х2+у2=сх
169. Ушбу Re^z)=x3+6x2y— Злу2—2^, У(0)=0 шартларни 

каноатлантирувчи голоморф Az) функцияни топинг.
170. Фараз килайлик,yU). я(г)ео(£) булсин. Агар/(гИ 

= ?̂(г)+с (с — \акикий узгармас) булгандагина _/U)+gU)
70

т ~йирИНДИНйигиндининг Е со\ада \ак,ик,ий цийматларни кабул кили-
шини исботланг.171. Az), g(z)ea(E) ва j?(z)s0 булсин. Az)=cg(z) (с — 
манфий булмаган Узгармас) шарт бажарилгандагина 
Az) g(z) кУпайтманинг Е  со\ада манфий булмаган кий-
матларни 1̂абул килишини исботланг.

172. Лг), Az)ea(E) ва я(г)*Ю булсин. Факдг Az) = cg(z) 
(с — \акик,ий узгармас) шарт бажарилгандагина Az) g(z)

! купайтманинг
шини исботланг.

£со\ада хэкикий цийматларни кдбул кили-

1-S Хосила модули ва аргументининг геометрик 
маъноси. Конформ акслантиришлар

Фараз килайлик.
w=Az)

Функция бирор Д £ с О  с о д а  берилган булсин. Уни (z) 
текисликнин г  нукталарини (w) текислик нукгаларига акс- 
лантириш  деб цараймиз ( 11-чизма).

© ___ ©

§ нами)

Айтайлик, н̂ At) функция £  нуктада f'(z^  (/'(^)*0) 
Щ  \осилага эга булсин. Хосила таърифидан фойдаланиб, то-

№ <  = ' = Й  ’

(нй=Д^)).



U - Л  I старлича кичик булганда U —^1 \амда |w—wj 
микдорлар пропорционал булиб, |/'(^,Л эса шу пропор 
ционалликниш коэффициснтини ифодалайди:

I I "  1/Чг») I I Z-Zb I +о( IZ-Z4 1)
w=Az) акслантириш ёрдамида \z— =г айлана, чек 

сиз кичик микаор n{\z— ̂ ,1) эътиборга олинмлса.

I »v--»v01 = 1УЧ^) I г

айланага аксланади Агар l/ 'Ц )  I < 1 булса, унда I z— I =r 
айлана сикилади, |/ '(^ )l >1 булганда эса айлана чузи 
лади.

Демак, функция хосиласининг модули w=Az) акслан 
тиришда «ч^зилиш* коэффициснтини билдирар экан ( 12- 
чизма).

12-чизма

Энди w=Az) акслантириш ^ нуктадан утувчи у силлик 
чизикни (tv) текисликдаги Г  чизикка акслантирсин (13- 
чизма).



В?Уш бу

-/■<«.>
Ш|*осабутдан

lim arg(w—w ) = argT(2o)+ lim arg(z— ,̂)
t l —z 0 0

булиши келиб чикдаи. Агар
lim arg(w—wn) = p,
l-K0

lim arg(z—$,) = a.
z—l0

булишини эътиборга олсак, унда
Р = a+arg/',(20)

булишини топамиз.
I  Демак, функция \осиласининг аргументи w=J{z) акс- 
лантиришда у чизикни кандай бурчакка буришини бил- 
дирар экан.

Агар *о нуктадан утувчи икки у, ва у2 эфи чизикдар 
орасидаги бурчак а булса, w=Az) акслантиришда бу чи- 
зикдарциш акслари Г, ва Гг лар орасидаги бурчак *рм а га 
тенг булади (14-чизма).



Фараз килайлик, w=J[z) функция £(£сС) со\ада бе 
рилган булиб, Е  булсин.

14-таъри ф . Агар w=flz) акслантириш
1) маркази zn нуцтада булган чексиз кичик айланани чек 

сиз кичик айланага утказиш хоссасига,
2) z„ нуцтадан утувчи %ар цандай иккита чизик; ораси 

даги бурчакнинг мицдорини .\ам, йуналиишни .\ам сацлаш 
хоссасига эга булса, w=f(z) акслантириш z„ нуктада кон- 
форм акслантириш деб аталади.

Агар бу таърифдаги 2-шартда бурилиш бурчагининг мик 
дори узгармай, йуналиши карама-каршисига узгарса, бун 
дай акслантириш I I  тур конформ акслантириш дейилади.

15-таъриф. Агар E(EczQ со*ада аникданган w=flz) 
акслантириш учун

1) w=f(z) функция Е  со^ада бир япро^ли функция,
2) Е  со^анинг \ар бир нуцтасида конформ булса, бери.1- 

ган акслантириш Е  со^ада конформ акслантириш деб ата 
лади.

Конформ акслантиришлар куйидаги хоссаларга эга:
1°. Конформ акслантиришга тескари булган аксланти

риш \ам конформ акслантириш булади.
2°. Иккита конформ акслантиришнинг суперпозиция 

си яна конформ акслантириш булади.
19-м исол . Ушбу w=*3 функцияси ёрдамида берилган 

акслантиришни конформлиликка текширинг.
Бу функция текисликнинг барча нукгаларида голоморф 

булиб, унинг \осиласи W=5z? координаталар бошидан таш 
кари барча нукга!арда нолдан фарклидир: w'̂ O. Демак, их 
гиёрий ^*0 нуктада акслантириш конформдир. ^=0 нукта 
да бу акслантириш конформ эмас: Ы  -г айлана | w| =г’ ай
ланага утади, лекин у,:{У“ 0} гуфи чизик билан 

тукри чизиклар орасидаги бурчак f  булгани \олда улар- 

нинг акслари /'|:{>^0} ва /*2:{х=0} лар орасидаги бурчак |
га генгдир. Демак, акслантиришимиз г=0 нуктада бурчак 
сакланиши хоссасига эга эмас.

w = г3 акслантириш £,: {о < arg z <

£,: { у  < aig z < ва £,: < arg z < 2л}
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coj^waPда бир япрокли. Демак, бу акслантириш шу со*э- 
ларда конформдир.

умуман олганда, w=z' акслантириш учи координата 
бошида ва кенглиги ^  дан катта булмаган ихтиёрий

0  = {а < aig г < cr + ^ }, 0 £ a 5 ^ , 

чексиз секторда конформ булади.

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р

Фараз килайлик, у—г̂  нуктадан чикувчи arg(j—г„)=Ф 
нур булсин. 173— 187-мисоллардаги акслантиришлар учун 
т нуктадаги ч^зилиш коэффициента /?(ф) ва бурилиш 
бурчаги а(ф) ни топинг:

173. и»= , V s '-
174. w= г2, *-1 .
175.w=2z+/z, Z<r 0.
176. w- г2, Zq— 4 •
177. и>= г2, V “ 1+/-
178. w= г2, V s —3+4/.
179. W - г5, V s 1.
180. w = г\ 2о= — i  •
181. и’ = г3, ^ = 1+/-
182. И= г5, ?□= —3+4/.
183. w -  ^+2z, V s '■
184. и’ — /<r2j'(cos2y+/sin2.)'), г„= 0.
185. и- = -/г2, г„= -/•

V®-

187. т »  . V " —'-

188—194-мисолларда берилган w=ftz) акслантиришлар 
натижасида текисликнинг кайси кисми сикилади, кайси 
Кием и эса чузилади?

188. w • г2.
189. w= г2+2г*
190. w =



191. w = ^(cos^tsiny).
192. w = e2'(cos2y+/sin2>’).
193. w — ? —4z.
194. w-

Шундай нукталар тупламини топингки, шу нукталар 
да 195—200-мисоллардаги акслантиришларнинг чузилиш 
коэффициенти I га тенг булсин.

195. w =
196 .w = ?.
197. w = z?—2z-
198. w*»

200. . ad-bctO, « 0.

Шундай нукталар тупламини топингки, 201—206-ми 
соллардаги акслантиришларнинг шу нукталардаги бури 
лиш бурчаги 0 га тенг булсин.

201.w=tf.
202. н’= —г5.
203. и-= ^-2*.
204. н= j .

205.w=£g.

206. ad-bc= 1, c * 0.

207. Айгайлик, w=J[z) функция ẑ  нуктада голоморф) 
булсин ва у,, у силлик чизиклар ẑ  нукгадан утиб, цуйи 
даги шартлар оажарилсин:

fRe/(*) = Re/(zo), г е т,; 
llnV(z)= Im/Xzo), z e y 2.

Агар Г(1а)*0 булса, у \олда у, ва у2 чизикларнинг г,, 
нуктада тУфи бурчак остида кесишишини исботланг.

208. Фараз килайлик, функция нуктада голо 
морф булсин ва ^нуктадан утувчи силлик у,, У2 чизиклар 
учун куйидаги шартлар бажарилсин:
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{|/ (г )Н / М .
laq/U) * aq/(;

г е у,; 
arsAzo). z e y 2.

Агар/Чг^М) булса, у \олда у, ва у2 чизиклар г„ нуктада 
-вгри бурчак остида кесишишини исботланг.

209. Ушбу w=2z акслантиришни конформликка тек
ширинг

йр 210. Ушбу w=(z—2 J2 акслантиришни конформликка тек
ширинг.

211.Лг)=т^2 Функциянинг г=~ нуктада конформ экан
лигини исботланг.

212—220-мисоллардаги функцияларни берилган £ со
сана конформликка текширинг:

' г , и—\ 14—' I " »•
221. Ушбу Лг)==.*+e*cos>'+i(y+ e^siny) функциянинг 

{Re*<0} ярим текисликда конформ эканлигини исботланг.
222. Айтайлик,Лг) функция каварик ЕсС  сохдца голо

морф булсин. Агар шундай хакикий узгармас а сони мав
жуд булиб, £ со\ада

булса, у \олда Дг) функция £  сохдда бир япрокли були
шини исботланг.

223. УшбуЛг)=г3—Зг функциянинг

сосала конформ эканлигини исботланг.
224.Лг)=аяг"+ • •• +a.z+a0 куп\аднинг даражаси иккидан 

катга булмагандагина {1тг>0} ярим текисликда конформ 
бУлищи мумкинлигини исботланг.

Re{**/4z)}*0

£= {(Re*)J>l+(Inu)2, Rez>0}



225. Az)-^+az+b куп\ад V “ — f  нуктадан утувчи би
рорта турри чизикнинг бир томонида ётувчи ихтиёрий £ 
со\ада конформ булишини исботланг.

226. Айтайлик, а, b ва — берилган комплекс сонлар 
булсин. R нинг шундай энг катга цийматини топингки, 
A i)= ? +az+b функция { и —^,1<Л} доирада конформ 
булсин.

227. £=«> нуктада голоморф булган J{z) функция шу 
нуктада конформ булиши учун

Й Ю Л г)- .Л - )))*о

шартнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини ис
ботланг.

228. Фараз килайлик, 2 бутун сон ва а — ихтиёрий 
\акикий сон булсин.

Лг) = ?+ne*z
функциянинг {|^ ,1<1} доирада конформ эканлигини ис
ботланг.

229. Ушбу Az)=?+az функция факат 1шо>0 булганда- 
гина {lnu>0} ярим текисликаа конформ булишини исбот
ланг.

Куйидаги тасдикпарни исботланг:
230. Ушбу Az)=? функция £ со\ада конформ булиши 

учун £ ва —£(—£={—г: ге£}) со\алар умумий нукгага 
эга булмаслиги зарур ва етарлидир.

231. Ушбу Az)= 2 (* + функция £ со\ада конформ

булиши учун £ва £ ж г 6 £} )  со*ЗлаР умумий нук-

тага эга булмаслиги зарур ва етарлидир.
232. Ушбу Л г)=*Ч cosy+ /si пу) функция £ со\ада кон 

форм булиши учун £ ва £+2я/ (£+2л/={г+2я/, ге£}) 
со\алар умумий нуктага эга булмаслиги зарур ва етарли 
дир.



ЭЛЕМ ЕНТАР ФУН КЦ И ЯЛА Р ВА УЛАР ЁРДАМИДА 
БАЖАРИЛАДИГАН КО НФ О РМ  АКСЛАНТИРИШЛАР

III боб

Конформ акслантириш назариясида асосан куйидаги 
икки  масала урганилади:

1-м ас ал а С  комплекс текисликдаги бирор £ со\ада 
(£ сО  w=f(z) акслантириш берилган \олда со\анинг ак- 
сини. яъни w(£) ни топиш.

2-масала. Иккита ихтиёрий EcCz, Fo.Ca со\алар бе
рилган \олда £ со\ани F  со^ага акслантирувчи конформ 
w=f(z) акслантиришни топиш.

Бу масалаларни \ал килишла куйидаги тасдимардан 
фонд аланилади

1 -теорем а (Риман теоремаси). Агар Е  ва F  лар мос 
равишда кенгаитирилган комплекс текислик Сг цамда Ся 
лардан олинган ва чегараси 2 т а  нуцтадан ком булмаган 
(континуум булган) бир богламли сох,алар булса, Е  сох,ани 
F сох ага конформ акслантирувчи w=f(z) функция мавжуд.

2-теорем а (со*анинг сакланиш принципы). Агар f(z) 
функция Е  соцада голоморф булиб, f(z)$const булса, f (E )  
\ам со\а булади.

Амалиётда купинча берилган D со\ани узидан содда- 
рок булган со\ага, масалан бирлик дойра ёки юцори ярим 
текисликка конформ акслантириш масаласини ечиш та- 
лаб килинади. Бу масалани *ал килишда биз комплекс 
аргументли элементар функциялар синфини, биринчи нав- 
батда уларнинг геометрик хоссаларини, татбик килиш 
услубларини урганишимиз зарур.

1-§. Чизицди функция
1-таъриф. Ушбу

w = az+b (a, be С, а*0)
кУринишдаги функция чизицли функция (акслантириш) деб 
Qfnajiadu
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Чизикли функция Ct комплекс текисликни С  коми 
леке текисликка конформ акслантиради.

Чизикли функциянинг хусусий холларини караймиз 
1". Айгайлик,

w = z+b (be С)
булсин. Бу функция параллел кучиришни амалга оши
ради.

2°. Айтайлик,
w = ze* (ае R)

булсин. Бу функция Сг текисликдаги \ар бир z нуктани 
координата боши атрофида соат стрелкасига тескари йуна 
лишда а бурчакка буришни амалга оширади.

Масалан,

w = iz = (cos-̂  +1 sin-|) z = e'  ̂ z

функция координата боши атрофида 90°ra,
w=— z

эса 180° га буришни амалга оширади.
3°. Айтайлик.

и’ = kz (к> 0)
булсин Бу функция берилган со\ани унга Ухшаш со\ага 
чузиб (Ас> 1 да) ёки сикиб (Л<1 да) акслантиради. 

Умуман,
w= az+b (a, be Q

функция ёрдамида акслантириш Ct текисликдаги со\ани 
«чузиш*, бирор бурчакка буриш \амла параллел кучириш 
ни амалга оширади. Амалиётда бу функциянинг шу хосса 
ларидан фойдаланилади.

1 - м исол. Учлари
/1 = 3+2/, В — 7+2/, С — 5+4/ 

нукталарда булган ABC  учбурчакнинг ушбу 
w = /г+1

чизикли Функция ёрдамидаги аксини топинг.
Берилган чизикли w*/*+l функция ABC учбурчакни 

Л,Я,С, учбурчакка акслантиради. Бунда Ах, Вг С, нукталлр 
мос равишда А,В,С  нукталарнинг акси булади:
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A = w(A), B=w(B), С = И О .
Равшанки,

MA) = /(3+20+1 =—1+3/, 
w(B) = /(7+20+1 =-1+7/, 
к<0 = /(5+40+1=-3+5/.

Демак,
/<=-1+3/, Д=-1+7/, С,=—3+5/.

Шунлай к,илиб, w = i*+1 функция учлари 3+2/; 7+2/; 
5+4/ нукталарда булган ЛДСучбурчакни учлари —1 + 3/; 
-1+7/; -3+5/ нукталарда булган Л^ВХСХ учбурчакка акс- 
лантирар экан (15-чизма).

L 2 - м исол . (z) текисликдаги D= {ге С: (г— zji<r) дои- 
рани (w) текисликдаги {w eC :H < l} бирлик доирага акс- 
лантирувчи чизикди функцияни топинг.

|  Ушбу

функцияни карайлик. Бу функция берилган />доирани (w,) 
^Текисликда маркази координата бошида булган |wj<r до 
Крага акслантиради (16-чизма). 
р  Энди

w = -Iw,

функцияни караймиз. Бу функция |w,|<r доирани бирлик 
дойра |wj<l га акслантиради (16-чизма).
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16-чизма
Шундай килиб.

чизими функция (г) текисликда! и D лоирани (w) текис- 
ликдаги {we С: Н< 1} — бирлик доирага акслантиради.

Фараз килайлик, w=Az) функция Стекисликдаги би
рор Е  сосала берилган булсин.

2 - таър  и ф . Агар ае Енуцтада

тенг.шк бажаршса, у %олда нуцта w=f(z) аксланти- 
ришнинг цузгалмас нуцтаси дейилади.

w= az+b чизикди акслантириш а*\ булганда иккита

цузгалмас нукталарга эга.
Агар о=1 булса, z=°° шу чизик^и акслантиришнинг 

каррали кузгалмас нуктаси булади.
3- м исол . (г) текисликдаги ,̂= 1+/ нуктани кузгал- 

мас коллнриб, г,=2+/ нуктани эса и>,=4—3/ нуктага утка- 
задиган ч и зим и акслантиришни топинг.

Изланаётган чизикди акслантиришни

куринишда излаймиз.
Модомики, г;,= 1+/ цузгалмас нукта булиши керак экан, 

унда

Д а) = а

и» = az+b ( 1)

(2)
булади.
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( 1) хамда (2) муносабатлардан 
w-z„=a(z-^)

булиши келиб чикади.
*,=2+/ нукта акслантириш натижасида *,= 4—3/ нук- 

тага утишидан фойдаланиб
w - z ^ a u - z j

булишини топамиз. Демак,
4—3/—(1+0 = а (2+/—(1+/)J.

Бу тенгликдан (а =3—$0 булиши келиб чикади.
Шундай килиб, изланаётган акслантириш:

w = ^+а(г-^)= 1 +/+(3-40 * [*-( 1 +01=(3—40г—6+2/.

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р

1. Ихтиёрий сондаги чизикли функцияларнинг супер- 
позицияси яна чизикли функция булишини исботланг.

2. Ихтиёрий чизикли акслантириш тУфи чизикни туфи 
чизикка, айланани айланага акслантиришини исботланг.

Берилган D со\анинг w=f(z) чизикли функция ёрда- 
мидаги аксини топинг:

3. Z>= {|z—1|<2>, н-«1-2iz.
4. £>={Re*<l}, н-=(1+0г+1.
5. D = {0< Rez< 1}, н» =2/z+1 —/.
6. Z)={|d<l, 0<aigz< }̂, и-=2/'г+1—i.
7. 0={|*—M < V 2 }, w=/z+l+/.
8. £>={0<Re£<2, Jnu<0}, w=/— 2z.
9. D — учлари A=\+i, B=5+i, 01+3/, £=5+3/ нукта

ларда булган А ВС Етуртбурчак ва w=2z—\+i.
10. 0 = j ^  + £ < l j ,  *=-/*+3.

11. D= {(Rez)J+Jnu<l}, w — z+1.
12. D= {|z—1|<2, |z+1|<2}," = ^ + 1 -
13. Учлари A-0, B= 1, C= i нукталарда булган ABC  уч- 

бурчакни учлари Л,=0, В =2, C = \+i нукталарда булган, 
берилган учбурчакка ухшаш А1В1С1 учбурчакка аксланти- 
рувчи чизикли функцияни топинг.
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14. Учлари /4=3+2/, 5=7+2/, 05+ 4/нукталарда булган 
ЛЯСучбурчакни учлари А = 0, B = —2i, С=1—/' нукталарда 
булган. берилгаи учбурчакка ухшаш АД С , учбурчакка 
акслантирувчи функцияни топинг.

15. Ушбу <|г— /)<2} доирани {|и>— 2|<4} доирага акслан
тирувчи ЧИЗИКЛИ функцияни топинг.

16. Ушбу {|г—г |<г) доирани {|*v— wj</?} доирага акслан- 
гирувчи чизикли функцияни топинг.

17. Ушбу г,=1+2/ нуктани кузгалмас колдириб, г,=/ 
нуктани эса w=—i нукта га утказадиган чизикли акслан- 
тиришни топинг.

Куйидаги акслантиришлар учун чекли кузгалмас нук
та (агар у мавжуд булса), бурилиш бурчаги ср ва чузи- 
лиш коэффициента к ни топинг. Акслантиришни w— 
7 =А.(г—г.) каноник куринишга келтиринг.

18. w = 2z+1 — 3/.
19. w = /г+4.
20. н = г+1— 2/.
21. w — wt=o(z—2.) (о*0).
22. w — ог+ Ь (а*  0).
23. Юкори ярим текисликни узини узига аксланти

рувчи чизикли функциянинг умумий куринишини то- 
пинг.

24. Юкори ярим текисликни куйи ярим текисликка 
акслантирувчи чизикли функциянинг умумий куринишини 
топинг.

25. Юкори ярим текисликни унг ярим текисликка акс
лантирувчи чизикли функциянинг умумий куринишини
ТОПИНГ.^

26. Унг ярим текисликни узини узига акслантирувчи 
чизикли функциянинг умумий куринишини топинг.

27. {0<дК1} со\ани («йулак*ни) узини узига акслан
тирувчи чизикли функциянинг умумий куринишини то
пинг.

28. Ушбу {—2<у<1} «йулак*ни узини узига аксланти
рувчи чизикли функциянинг умумий куринишини топинг.

29. у=х ва у=х— 1 туфи чизиклар билан чегараланган 
«йулак»ни узини узига акслантирувчи чизикли функция
нинг умумий куринишини топинг.

Куйидаги мисолларда берилган туфи чизиклар билан 
чегараланган «йулак*ларни {0<Rew<l} йулакка аксланти
рувчи ва берилган шартни каноатлантирувчи чизикли w(z) 
функцияни топинг:

30. х-  а, л = а+6; w(o) = 0.
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31. x=a, x=a+b; н'(о + ̂ ) = ^ + /, Jmw(a + £ + /) < 1,
32. у =кх, у=кх+Ь; И0)=0.
33. у=кх+Ьг у=кх+Ьг\ к</А()=0.
34. Куйидаги {|г|<1} доирани {|w— wj</?} доирага акс

лантирувчи шундай чизикди функцияни топингки, дои- 
раларнинг маркапари бир-бирига мос келсин ва бирин- 
чи доиранинг горизонтал диаметри иккннчи дойра 
\акик,ин уцнинг мусбат йуналиши билан а бурчак \осил 
цилувчи диаметрига акслансин.

2-§. Каср чизи^ли функция
Г. 3-таъриф. Ушбу

w = Ш я (°> Ь, с, </е о
куринишлаги функция каср-чизи^ш функция (каср чизиц- 
ли акслантириш) деб аталади. Бунда

ad -Ьс*  О

деб караймиз, акс \олда вс = % булиб, и> функция узгар-
масга айланади.

Каср чизикди функция кенгайтирилган (с) комплекс 
текисликни кенгайтирилган (w) комплекс текисликка 
конформ акслантиради.

Умуман, \ар к,анлай каср чизи^пи акслантириш, чи- 
зими акслантириш билан *  = \ куринишлаги аксланти
ришни кетма-кет бажарилишидан иборат. Хакикдган \ам, 
с * 0 десак,

cz+d с г+<

булиб, ушбу
=2 + f ,  Wj = J- 

белгилашлар ёрдамида
и- = sl + tx^fL и-2

булишини топамиз.
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4-м и со л . Ушбу

акслантириш (г) текисликааги туфи чизикни ёки айла
нани ( w) текисликааги туфи чизикм ёки айланага утка- 
зишини исботланг.

Маълумки, R2 текисликда
A(xi+yt)+2Bx+2Cy+D = 0 (3)

тенглама (>4=0 булганда) туфи чизикни ёки (А * 0, ВР+С- 
—ADX) булганда) айланани ифодалайди.

Энди
х2 + у2 = z Z,

булишини эътиборга олиб, (3) тенгламани куйдагича ёза- 
миз:

A zz  + Ez + Ez + D = 0 (4)
Бунда E=B+Ci.
Шундай килиб, (4) тенглама (;) текисликда туфи 

чизик ёки айлананинг комплекс аргументлик куриниши- 
даги ифодаси булади ва аксинча.

(4) нинг w = А акслантириш ёрдамида \осил булган

аксини топиш учун ундаги z урнига ^ ни кУямиз. Нати- 
жада

A -jjJ—■ + Е  w + Е  "if + D = 0,
яъни

Dw w + Ew + E w  + А = 0 (5)

тенглама \осил булади. (4) \амда (5) муносабатларни со- 
лиштириб, (5) нинг \ам (w) текисликда туфи чизик ёки 
айлана булишини топамиз.

2*. Каср чизикли акслантиришлар катор хоссаларга эга.
1-хосса . Каср чизикли акслантиришларнинг суперпо- 

зицияси яна каср чизикли акслантириш булади; каср чи
зикли акслантиришга тескари булган акслантириш кам каср 
чизикли булади.
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2-хосса Ихтиёрий каср чизикли акслантириш Сг даги 
айлаиа ёки тугри чизикни Cw даги айлана ёки тугри чи
зикка акслантиради.

Бу хоссани каср чизикли акслантиришнинг дойра в uii- 
ликхоссаси дейилади (туфи чизик одатда радиуси чексиз- 
га тенг булган айлана деб каралади).

И з о \ . Каср чизикли функция ёрдамида айланани ай- 
ланага ёки туфи чизикка акслантиришини аникдаш учун 
унинг ма\ражини нолга айлантирувчи * = нуктани
каралаётган айланага тегишли ёки тегишли эмаслигини 
текшириш кифоядир.

Масалан,

акслантириш {z: | z | * 1} айланани айланага, {г : U  | =2} ай
ланани эса туфи чизикка утказади.

Текисликдаги у туфи чизикка нисбатан симметрик 
нукталар тушунчаси укувчига элементар математикадан 
маълум. Энди бу тушунчани айланага нисбатан таъриф- 
лайлик.

4-таъриф. Агар z ва z* нуцташр учи у = {геС: 
| г- ,̂| =/?} айлана марказида булган битта нурда ётиб, улар- 
дан айлана марказигача булган масофалар купайтмаси у 
айлана радиусининг квадратига тенг булса, яъни

jargUi* -eo) = arg(2| -гь),
1 k* - ZoĤ i -Zo\= R2

тенг.шклар уринли булса, г, ва z * нукталар С комплекс 
текисликдаги у айланага нисбатан симметрик нукталар 
дейилади.

Агар г, ва z * нуцталар у айланага нисбатан симметрик 
Hynmajiap булса, у хрлда

<б >

булади.
> 3-х о с с а \ар кандай каср чизикли акслантириш нати- 
жасида (с) текисликдаги у айлана ёки туфи чизикка нисба
тан симметрик булган с, ва z2 нукталарнинг акси (w) те-



кисликда у айлананинг акси булган w(y) айлана ёки т^кри 
чизикка нисбатан симмстрик булган w, ва tv,* нуцталардан 
иборат булади.

Бу хосса каср чизик,ти акслантиришда симметришик- 
нинг сацланиш хоссаси дейилади.

4-х о с с а . (z) текисликда берилган *ар хил г,, г,, г, нуц- 
таларни (w) текисликда берилган \ар хил w,, wv w‘t нуцта- 
ларга акслантирувчи каср чизик-ш функция мавжуд ва у 
ягонадир.

Бу акслантириш ушбу

муносабатдан топилади.
5-хосса. Ушбу

каср чизими функция юцори ярим текислик {Im*>0} ни 
бирлик дойра {! w|< 1} га акслантиради, бунда 0 -ихтиёрий 
\акиций сон.

6-хосса. Ушбу

каср чизикли функция (г) текисликдаги бирлик дойра 
(|zf< 1} ни (и>) текисликдаги бирлик дойра {|»г|< 1} га 
акслантиради, бунда 0 — ихтиёрий одиций сон.

5-мисол. (г) текисликдаги Е  = {ге С:1 <|г|<2}со\а 
(\алка)

каср чизими функция ёдрамида (w) текислигидаги к,ан- 
дай со\ага аксланади?

Бу мисолни икки усулда ечамиз.
Би р и н чи  усул.Аввало

w = e*Z=£, /та > О ( 8)

w = e* f % ' (9)

ни г га нисбатан ечамиз. Натижада

булади.
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£ = {* е С : | < | г | < 2} со\анинг (w) текисликааги

Шунингдек:
< 2 => |1 - 2w| < 2|w - l| =>

=> |l - 2(и + tv) < 2|и + /у - l| =>

=> (2и - I)2 + (2v)J < 4|(« - 1)J + vJ| =* 

=>4«<3=*m<|=>Rcw<^

булади Демак,
£ = Ц £ ) = {и>еС:|и>-j| > l ,  Rew < i}.

Шундай килиб, (г) текисликааги E={z е С : 1 < | z | < 2) со*э

функция ёрдамида

F  = w(E) = |w е C:|w- > j ,  R e w c^ j

co\ara аксланади (17-чизма).
И к к и н ч и  у сул . £"со\анинг чегараси у,: | г| = 1, у2: 

I г| = 2 булган иккита айланадан иборат. Берилган каср 
чизикди функцияни чексизга айлантирадиган нукга ^,=-2 
'булиб, бу нукта иккинчи айланага тегишлидир: ^ е у2, 

«. Демак у, айлананинг акси айлана булиб, у2 нинг 
акси тУфи чизикдир. у, нинг аксини топиш учун у, га те-

акси
F  = w(E) = {w 6 C:l < |Ь^ | < 2}

'булишини топамиз. 
£ Раншчнки,

I < |Ь2*| =» \w - 1| < |1 - 2w| =>

=»|« + /v- l|< jl- 2(w + iv)|=>(M-l)J +vJ < 

< (2ы - l)2 + (2v)2 =* 3и2 - 2w + 3v: > 0 =>
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17-чизма

гишли учта г, =1, zI=~ I , Zj~i нукгаларни карайлик. Бу нук
таларнинг акси

"(Z|) = -^  = f . " (Ъ )  = Мгз) =

булиб, бу учта нуктадан угувчи айлананинг тенгламаси 
= $ дир. у,нинг аксини топиш учун, унга тегишли 

z=2i, z= —2/ нукталарнинг аксини топамиз:

И 2 . ')= ^  = - ! * ^  = Н “  =

Бу нукталарни бирлаштирувчи туфи чизик Rew = |  дир. 

Дсмак, {1 < U| < 2} со\анинг акси {|и»-^|>^, R ew < |}
эканлигини курамиз (17-чизма).

6-м исол . Ушбу дг=0 чизикнинг

акслантириш ёрдамидаги аксини топинг.
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^=1 нукта {*=0} туфи чизикка тегишли эмас. Демак, 
КЭралаётган мизиц w = акслантириш ёрдамида айла- 
нага утади. Бу айланани топиш учун дс=0 т^фи чизикда

^=0, Zj=/
нукталарни оламиз. Уларнинг акси

н', =н'(г|) = г^т = -^ + |/,

=Мг2) = - 1,

w, = >= м  = "  2 ~ 2 '

булади. (iv) текисликда бу w(, w2, w, нукталардан утувчи 
айлананинг тенгламаси

ti+^+au+bv+c =0 ( 10)
булсин дейлик. Бу тенгламадаги номаълум а, Ь, с ларни 
топиш учун w|( w ва w, нуцталарнинг координаталарини
(10) тенгламага куя м из. Натижада

+ й | + с = 0, яъни \-а+Ь+2с=0, 

l+0+al+fr0+c=0, яъни 1-о+с=0,
(- i )  +(~ i)  +о(- ^) + *(_ )̂ + <' = 0, яъни l-a~b+2c=0 

булиб.
[1-а + А + 2с = 0,
{1 - а + с = 0,
[1- а- А  + 2с = 0

система хосил булади. Бу сисгеманинг ечими 
о=1, Ь=с=О

булади. Демак, х=0 туфи чизикнинг берилган аксланти
риш ёрдамидаги акси

^+«+v’=0,
яъни

H C:lw+i H }
айланадан иборат экан.
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38. -15x5 1, у = 0.
39. |г|=1, 0< arg z < п.
40. z = cos /(cos/ + /sin /), -$<*<$•
41. у =x+b — параллел тУфи чизикдар оиласи. 
A l.y- kx  — туфи чизимар оиласи.
43. г.* 0 нуктадан Утувчи тУфи чизикдар оиласи.
44.у=х2.
45. х2+у2=ах — айланалар оиласи.
46. х2+У <сх (с>0) — доиралар оиласи.
47. х1+у2<сх (с<0) — доиралар оиласи.
48. хг+у*<су (с>0) — доиралар оиласи.
49. v>cx (с>0) — ярим текисликлар оиласи.
50. | z~a | < R — доиралар оиласи; бу ерда а — тайинлан- 

ган нукта, Л>0 эса R< | а | тенгсизликни каноатлантирув- 
чи узгармас.

51. | z~a | < R — доиралар оиласи; бу ерда а — фиксир- 
ланган нукта, R эса R>\ а | тенгсизликни каноатлантирув- 
чи узгармас.

52. Ушбу {| z | =1} айлананинг w акслантириш ёр- 
дамидаги аксини топинг.

Ушбу w = ^ 7  акслантириш куйидаги чизикларнинг
кайси бирини туфи чизикка ва кайси бирини айланага 
акслантиришини уларнинг аксларини топмасдан аникланг.

53.|z + /| = f
54. | г I = 1 -
55. х— 1.
56. х—2у= 1.
57.х-2>-+1=0.
58. И = i  -
Куйидаги чизикларнинг

-ЛЬ
акслантириш ёрдамидаги аксининг туфи чизик булиши
ни исботланг ва уларнинг тенгламасини топинг.

К ур са тм а . ТУфи чизик иккита нукта ёрдамида аник- 
ланишидан фойдаланинг.
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59.x2+y2 = yf2
60.^+>»+2у = 0.
61. у =х
Берилган D соланин г каср чизикли w=?(z) аксланти

риш ердамидаги аксини топинг.
62. >̂ = {Н < 1}, »  = £ } .

63. D = {дг > 0, у > 0), w = | .

64. 0 = {Н>1}, H' = |z7.

65. D = {Im z > 1}, w = .

66. £>={0<Fte^<l}, w=\.

67. D = |o < aiB z < j } ,  w = ^ .

68. Я  = { И < 1 , | г - 1 |<  Л } ,  "  =

69. Z) = {I* - 1| < 2},

70. Z) = {|z-ll<2}, w =

71.Z> = {|*-1|<2}, w = j £ .

72. D = {Re z < 1},

73. D = {Re z < 1}, "« - jfy .

74. D = {Re z < 1}, w =

75. D = {|zj < 1, Im z > 0}, w = .

76. D = {z e [- 2J]}, w - f £ .

77. D = {j* - /) > 1, Im z > 0}, w = J-.

78./) = {1< И < 2},

79. D = {x>0, y>0}, w = |^f.



80. 0 =.{|г|<1, lm *> 0}, w - ^ ^ .

81. D = |0 < aig i  < *}, w =

82. Z> = {0<  jc < 1}, w = ^ i .

83. 0  = { O < x < l} , w = f5 j .

84. Д = {1<М <2},

85. D = {*: Re z > 0, |* - со\ани

<7 = {w:0 < Re w <1} йулакка акслантирувчи каср чизик
ли функцияни топинг.

Комплекс текисликда *,=!+/ нукта учун куйидаги чи- 
зик,ларга нисбатан симметрик булган нуктани топинг:

86. х =0.

90. | г-1 Ч  |-2.
Куйидаги Г  чизик учун {|г|*= 1} айланага нисбатан 

симметрик булган чизикни топинг:
91. /' = {х=1}.
92. Г = {у=2).
93./'={U| = 2}.
94. Г = {argz = а}.
95. Айтайлик, Г  — айлана ёки туфи чизик булиб, Р  ва 

Р* нукталар Г  га нисбатан симметрик булган нукталар 
булсин. У \олда ихтиёрий А/,, М2е Г  нукталар учун

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
96. Фараз килайлик, г, ва г. нукталар у тУфи чизикка 

нисбатан симмефик нукталар оулсин. У \олда г, ва z2 нук 
таларлан утувчи ихтиёрий айлана у тУфи чизик билан тУфи 
бурчак остида кесишишини исботланг.

97. Айтайлик, г, ва ^ нукталар Г  айланага нисбатан 
симмефик нукталар булсин. У \олда z, ва z2 нукталардан

89. | г | = Л .

I м,г\ \ыгр\ 
Щ П  Щ П
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утувчи ихтиёрий айлана Гайлана билан тУфи бурчак ос- 
тида кесишишини исботланг.

98. г,, г,*, Zj, Zj* нукталар берилган булсин. Бу нукта
лар учун шундай шартни топингки, агар шу шарт бажа
рилса, шундай Г  айлана ёки туфи чизик топилсинки, zк 
ва z,* 1, 2) нукталар Г  чизикка нисбатан симмефик 
булсин. _

99. Айтайлик, С дан олинган ихтиёрий бир-биридан 
фаркж zt, Zj, г, нукталар берилган булсин. г, нуктадан утув- 
чи ва г,, ij нукталар Г  га нисбатан симмефик булган шун
дай ягона Г  чизик (айлана ёки тУфи чизик) мавжуд экан- 
лигини исботланг.

Куйидаги шартларни каноатлантирувчи каср-чизикди
w(z) акслантиришни топинг:

100. И0)=4, Ц1+0*2+2/, Ц2/)=0.
101. н<0)=0, н<1+0=*2+2/, и<20=4.
102. н<())=0, н<1+0=вв, и{2/)-2/.
103. и</)=2, н<ов)=1+/, н<-0=0.
104. *{0=0, w(oo)=l, и<-0=~.
105. Mi)— 2, и<оо)=2/, н<-0=2.
106. и<-1)=0, н<0=2», Ц 1+0* 1~/.
107. н{-1)=|, н<0=~, 1*41+0=1
108. н<-1)=/, и<оо)=1, w (i)= \+ i.
109. н<-1)==о, и<=°)=/, н</)=1
110. И<-1)=-0, W(oe)=oo, и<0=1
111. Ихтиёрий каср чизикли акслантириш нинг камида 

битта (чекли ёки чексиз) кузгалмас нуктага эга эканли- 
гини исботланг.

112. Узгармасдан фаркди булган ихтиёрий каср чизикди 
акслантиришнинг купи билан иккита (чекли ёки чексиз) 
Кгалмас нуктага эга булиши мумкинлигини исботланг.

ИЗ. Икки 1 ва / нукталарни кузгалмас колдирувчи, 0 
нуктани эса — 1 нуктага акслантирувчи каср-чизикди 
функцияни топинг.

114.  ̂ ва 2 нукталарни кУзгалмайдиган, 4 + 4' нукта
ни эса ■» га акслантирувчи каср чизикли функцияни то
пинг.

115. / нукга икки каррали кузгалмас нуктаси булган ва 
1 нуктани °° га акслантирувчи каср-чизикди функцияни 
топинг.

116. Юк,ори ярим текисликни узини узига аксланти
рувчи каср-чизикди функциянинг умумий куринишини 
топинг.
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117. Юкори ярим текисликни куйи ярим текисликка 
акслантирувчи каср-чизикли функциянинг умумий кури
нишини топинг.

118. Юкори ярим текисликни унг ярим текисликка акс
лантирувчи каср-чизикли функциянинг умумий курини
шини топинг.

119. Ушбу {|г|</?} доирани {ReH->0} Унг ярим текис
ликка акслантирувчи ва

ИЛ) = О, М -Л) = оо, Ц0)=1 
шартларни каноатлантирувчи w(zj функцияни топинг. Бу 
акслантириш ёрдамида юкори ярим дойра каерга аксла- 
нади?

120. Ушбу {1пк>0} юкори ярим текисликни {| 
доирага шундай акслантирингки, / нукта доиранинг мар
казита утсин ва акслантирувчи функция \осиласининг 
аргументи / нуктада нолга тенг булсин.

121. Ушбу {| z | < 1} бирлик доирани (ImwX)} юкори ярим 
текисликка шундай акслантирингки, - 1, 1, / нукталар 
мос равишда 0, 1 нукталарга утсин.

122. Ушбу {| z ~2| < 1} доирани {| w-2i\ < 2} доирага шун
дай акслантирингки,

и<2) = / ва argw'(2) = 0
булсин.

123. Ушбу {Rez>0, Inu>0} квадрантни {| w |<1} доирага 
каср-чизикди функция ёрдамида акслантириш мумкин- 
ми?

D со\ани G со\ага конформ акслантирувчи ва куйида
ги шартларни каноатлантирувчи w(zj функцияни топинг.

124. D = {1тг >0),
И2 0 = 0, argw1(2/) = 0.

125. D = {1тг >0}, G = {\w\< 1},
w(a+bi) = 0, ■AT%w\a+bi) = 0 (b>0).

126. D = {1тг >0}, <7 = {| w-*v0|< R},
w'(0 = W w'(/)>0.

127. D - {|* l< 2), G = {Rew > 0},
И0)=  1, argw'(0)= $  .

128. D = {\z~4i\ <2), G = {Imw > Rew},
w(4i) =—4, w (2») = 0.

129. D = {1тг >0}, G = {lmw>0},
w (а) = b. argw'(o) = a(lmo>0, lmA>0).
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130. D = {Inu >0},
w(fl) = a,

131. 0 = {UI<1>,

132.

II ©

133.
w(0) = 0,

134. D={\z\<\),
w(a) = a,

135. /) = {| z| </?,},
w(a) = b.

136. D = {\z\<D,
И0) = } ,

КУ р са тм а . Аввал иккала ярим текисликни бирлик 
дойра!а акслантириб олинг.

(7 = {Imw< 0}, 
argH'/(o )= - f (lmo>0).
G = {|w |< l}, 
arg w' ( i )  = 0.

<?-(1И < 1).
arg = f .
<7 = {| w| < 1}, 
arg w'(0)=- f  .
G - { M < 1 ) .
argwto) = a (| a |< 1).
G = {\w\<R1),
argw'(a) = a (| о |</?., |6|<&).
G  = {| w-l\<  1), 
h<1) = 0.

137. {|г|<1} доирани {Re»v>0} унт ярим текисликка акс- 
I лантирувчи шундай каср-чизикди Иг) функциянинг уму-

мии куринишини топингки,
и<г,) = 0, И г2) = »

шартлар бажарилсин. Бу ердаг,, zl нукталар {|г| =1} айла- 
нанинг argz,< arg^ тенгсизликни каноатлантирувчи берил
ган нукталари.

138. {|г|<Я> доирани узини узига акслантирувчи ва 
Ио)=0 (|а|</?) шартни каноатлантирувчи каср-чизикли 
функциянинг умумий куринишини топинг.

139. {|г|<Л} доирани узини узига акслантирувчи ва 
Цо)=А (|а|<Л |£|<Я) шартни каноатлантирувчи каср-

I  чизикли Иг) функциянинг умумий куринишини топинг.
140. (|г|</?> доирани узини узига акслантирувчи ва 

Йм(±/^=±/? шартларни каноатлантирувчи каср-чизикли Иг) 
Кфункциянинг умумий куринишини топинг.

141. {| г| <1} доирани узини узига шундай акслантиринг
ки, \акикий укнинг {у=0, 0 £х < а) (а< 1) кесмаси \акикий 
Укнинг координата бошига нисбатан симметрик булган 
кесмасига акслансин. Хосил булган кесманинг узунлиги- 
ни \исобланг.



117. Юкори ярим текисликни куйи ярим текисликка 
акслантирувчи каср-чизикли функциянинг умумий кури- 
нишини топинг.

118. Юкори ярим текисликни унг ярим текисликка акс
лантирувчи каср-чизикли функциянинг умумий курини- 
шини топинг.

119. Ушбу {|г|</?} доирани {Rew>0} унг ярим текис
ликка акслантирувчи ва

*(/?) = О, M R) = «о, н<0 )= I
шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг. Бу 
акслантириш ёрдамида юкори ярим дойра каерга аксла- 
нади?

120. Ушбу {1шг>0} юкори ярим текисликни {| w-w0|<A> 
доирага шундай акслантирингки, / нукта доиранинг мар 
казига утсин ва акслантирувчи функция \осиласининг 
аргументи / нуктада нолга тенг булсин.

121. Ушбу {| z | < 1} бирлик доирани {lm>v>0} юкори ярим 
текисликка шундай акслантирингки, - 1, 1, / нукталар 
мос равншда 0, 1 нукталарга Утсин.

122. Ушбу {| z -2| < 1} доирани {| w - 2/J < 2} доирага шун
дай акслантирингки,

н<2) = / ва argw'(2) = 0
булсин.

123. Ушбу {Rez>0, 1тг>0} квадрантни {| w |<1} доирага 
каср-чизикли функция ёрдамида акслантириш мумкин- 
ми?

D со\ани G со\ага конформ акслантирувчи ва куйида 
ги шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг

124. D = {1тг >0}, G = {\w\<\),
И  2/') = 0, argw'(2/) = 0.

125. D = {\mz >0}, G = {|w|< 1>,
w(a+bi) = 0, argwXa+bi) = 0 (6>0).

126. D = {1тг>0}, G = {|w-w0|<R},
w'(i) = w 
0 = {|г1 <?2},

w'(0>0.
127. G = {Rew > 0},

Н<0)=  1, argw'(0)= $ .
128. D ={\z -4i| <2}, G = {Imw > Rew},

w(4i) =~4, w (2/) = 0.
129. Z) = {Inu >0}, £7 = {Imw>0},

w(a) = b, argw'(a) = a(lmo>0, ImA>0).
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К у р са т м а . Аввал иккала ярим текисликни бирлик
доирага акслантириб олинг.

130. D = {1тг >0}, (7 = {Imw< 0},
и»(д) = а, argH'"(o) =~f  (Imo>0).

131. 0  = {|г|<1},
Ч Й = о .

G = {\w\< 1),
arg w' ( J )  = 0.

132. /> = {|г|<1}, G = { M < 1},
и-(*)=0. arg n-'(£) = f

133. 0  = {|*|<1}, <J = {|w|< 1},
и'(0) = 0, arg w'(0)=- f  .

134.

135.

136.

/) = {|г|<1},
и<о) = а,
0 = {|г|<Л,}, 
Mo) = Ь,
/> = {|г|<1},

G = {|w |< lh  
argwto) = a(|o|<l).
G = {|w| </?,}.
arg>v'(fl) = a (| о |</?., | A |</?2). 
G = {| w-!|< 1},

МО) = | , w(l) = 0.
137. {] z | < 1} доирани {Rew> 0} унг ярим текисликка акс

лантирувчи шундай каср-чизикли н<г) функциянинг уму
мий куринишини топингки,

w(zt) =  0, и<г2) - о°
шартлар бажарилсин. Бу ерда г,, Zl нукталар {|г| =1} айла 
нанинг aigz,< arg^ тенгсизликни каноатлантирувчи берил
ган нукталари.

138. {|г| <R) доирани узини узига акслантирувчи ва 
н>(а)=0 (|а|</?) шартни каноатлантирувчи каср-чизикли 
функциянинг умумий куринишини топинг.

139. {|*|<Л} доирани узини узига акслантирувчи ва 
Ма)=Ь (| а| </t |6|<Я) шартни каноатлантирувчи каср- 
чизикти Цг) функциянинг умумий куринишини топинг.

140. {|г|</?} доирани узини узига акслантирувчи ва 
*(±R)=±R шартларни каноатлантирувчи каср-чизикли w(z) 
функциянинг умумий куринишини топинг.

141. {| *| < 1} доирани узини узига шундай акслантиринг
ки, эокикий укнинг {у=0, 0йх<а} (о<1) кесмаси \акикий 
УКнинг координата бошига нисбатан симметрик булган 
кесмасига акслансин. Хосил булган кесманинг узунлиги- 
ни \исобланг.
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3-§. Даражали функция
5-таъриф. Ушбу

w = г" (ле N, л> I )
куринишдаги функция даражали функция дейшади. Даража 
ли функция бутун комплекс текислик С да голоморф. Бу 
функция ёрдамида бажариладиган акслантириш ихтиёрий 
ze С\{0} нуктада конформ булади: w'= nz "'\оснла С\{0} 
да нолдан фаркдидир.

Агар z-re", w=pe”  дейилса, р=г", у=лф эканлигини 
курамиз. Бу тенгликлардан и-=г функция аргументи ф га 
тенг булган, 0 нуктадан чикувчи / нурни, аргументи яф га 
тенг булган / нурга акслантиришини курамиз. (18-чизма)

Агарда биз (г) текислигида орасидаги бурчаги ^дан
кичик булган иккита нур билан чегараланган D со^дни 
к,арасак (19-чизма), w=r функцияни бу со*ада бир яп- 
рокди эканлигини курамиз.

Масалан, w=zf функция

^ < a r g z < ^ 1̂ ,  * = 0, 1.......л-1

со\аларнинг \ар бирида бир япро^ли, демак, конформ 
булиб, уларнинг \ар бирини (w) текислигидаги C\R* со- 
\ага акслантиради (20-чизма).

Жумладан, w=? функцияси 0<argz< f  со\ани IrrnvX) 
юк,ори ярим текисликка конформ акслантиради.

100



10-м и со л . Ушбу
w = г3

даражалн функция ёрдамида (г) текисликдаги 
£  = {z e  С: argz = 4 } тупламнинг (w) текисликдаги аксини
топинг.

Берилган £тупламни

£ = {*€  C:ais* = *}=  {ф = | ,  0 < г < ° °}
деб

w(E) = {w е С :у  = ^ , 0<р< -к»} = {w е С :argw =

булишини топамиз.
11-м и сол. Ушбу

W=^
даражали функция ёрдамида (г) текисликдаги

£  = |г е  С:|г|< 1, f < a ig z < * }

!'со)#нинг (w) текисликдаги аксини топинг.
Берилган £со\ани

£ « {о S г < 1, $ < Ф < f }

И £ ) = {0 £ р < 1, ^ < у  < |и> е C:|w|< 1, ^<ar6w<nj 
булишини топамиз (21-чизма).



12-м исол . (г) текисликдаги
Е  = |г е С:0 < aig z < f } 

секторни (w) текисликдаги {we С.| w|< 1} бирлик доирага 
шундай акслантирингки, Z, = е *  нукта w,=0 нуктага, ^=0 
нукта эса w2=l нуктага утсин.

Берилган £ = {* е С:0 < arg z < секторни t=? функ
ция ёрдамида {/е Clm f >0} юкори ярим текисликка акс-

/Я
лантирамиз. Унда = е * нукта t,=Z*=i нуктага, ̂ =0 нукта 
эса /2=0 нуктага утади. С^нфа {/eCImf>0} юкори ярим 
текисликни {we С:| w| <1} бирлик доирага шундай акслан- 
тирайликки, /,=/' нукта w= 0 га $̂ гсин (22-чизма).

22-чизма.

Равшанки, бундай акслантиришнинг умумий куриниши 
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I булади (2-§ га). /2=0 нуктанинг Wj=l нуктага аксланиши- 
дан фойлаланиб,

яъни, ея——\ булишини топамиз. Демак,

« - ( - о й — Й
булади. Агар t—t  эканини эътиборга олсак, унда

w = ~77i
булиб, у изланаётган акслантириш булади.

|  Амалиётда w=г  функциясидан бурчакли со\аларни узи- 
дан соддарок со\аларга акслантиришда фойдаланилади.

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р

[Г  Куйидаги гупламдарнинг w=z2 акслантириш срдами- 
даги аксини топинг:

142. Rег=<7, (о>0).
143. \mz=a.(a>0).
144. aigz=a, (0 < a < п).
145. | г | =/■, f  < arg г < ^ .
146.1тг > 0.
147. Rez > 0.
148. Jt < arg z < •

149. |г|<1, ^  < arg г < ^ .
150.1тг<-1.
151. Re;>l.
152. |г|< 2, 0< aigt< 4

153.1г|> 2 - > 0
Куйидаг и E  тупламг 

идагн аксини топинг:
154. Е  ~ {М< 1. argj = я}, w = z\

К  Куйидаги Е  тупламнинг берилган акслантириш ёрда- 
мидаги аксини топинг:



155. £-{|г|>1. argz = ^j, w = z\

156. Ч = {M= 2, f  < argг < f }, и-= z".

157. £ = j|a»gzj<f, г*|0,1|), w = z*.

158. 0 = {|г|<1, 1тг>0> ярим доирани <7={Imw>0} 
юцори ярим текисликка шундай аксдантирингки, нати-
жада

шартлар бажарилсин.
159. 0={|г| >1,1тг> 0} со\ани G={lmw>0} юкори ярим 

тскисликка конформ акслантирувчи функцияни топинг.
£>={|г|<1, 1т г > 0} ярим доирани (7={lmw>0} ярим 

текисликка конформ акслантирувчи ва куйидаги шартлар- 
ни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг:

160. и{1)=-1, Ц-1)=1, И0)=оо
161. *(£) = '- aiBw'(^) = Др.
Z>={| z | < 1, Iitu>0} ярим доирани G= (| w| <1} доирага 

конформ акслантирувчи ва куйидаги шартларни каноат 
лантирузчн aiz) функцияни топинг:

162. *1)-1, н<-1)=-1, н<0)=—/.
163. = 0, arg = f .

Куйидаги сокаларни {Irmv > 0} юкори ярим текислик
ка конформ акслантирувчи м<г) функцияни топинг:

М-1) = 0, и<0)=1, И1) = «

164. |*| <1, \z~i\>\.
165. U |> l, U-/|<1.
166. U l> 2, | г - Л 1 < Л •
167. 23-чизмада тасвирлан- 

ган_со\ани {lm w > 0} юкори 
'ярим текисликка конформ акс
лантирувчи w(z) функцияни 
топинг.

23-чиэма.

168. 24-чизмада тасвирлан- 
ган со\ани {lm w > 0} юкори 
ярим текисликка конформ акс
лантирувчи w(z) функцияни 
топинг.
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г

169. (| г I <1} доирани |w «£ (- оо, - l j |  со\ага конформ 

акслантирувчи ва
и<0) = 0, w'(0)>0 

шартларни кзноатлантирувчи и<г) функцияни топинг.
170. ||arg d< } бурчакни {|w|<l} доирага конформ 

акслантирувчи ва
**Ч 1) = 0, argw'(l) “  * 

шартларни кэноатлантирувчи и<г) функцияни топинг.

4-§. Жуковский функцияси
6-таъриф. Ушбу

H' = i(z+i) (П)
функция Жуковский функцияси деб аталади.

Бу функция г=0 ва z=°° нукталардан ташкари бутун 
текисликда голоморф функциядир.

Жуковский функциясининг \осиласи м’< = 2 - 

б^либ, { + 1; -1} нукталардан ташкарида * '* 0  дир. 
H’ e i ( * + *) функция ёрдамида акслантириш { + 1; - 1} 
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нуцталардан ташкарида U=0, z=~> нукталарда \ам) кон 
формлир.

(11) функция бирор Е со\ада (EczQ бир япроми б^ли 
ши учун бу со\а ушбу

муносабатни каноатлантирувчи г, ва z7 нукталарга эга 
булмаслиги зарур ва етарли.

С да бирлик дойра U={ze С : \ z |< 1} ни олайлик. Жукове 
кий функцияси

бу доирада бир япрокли ва уни (w) текисликааги (-1, 1| 
кесманинг ташкарисига акслантиради.

Худди шунингдек, Жуковский функцияси бирлик дои 
ранинг ташкцриси U*={ze С: | г|>1> ни |— 1, 1] сегментнит 
ташкарисига конформ акслантиради (25-чизма).

© ©

-I

25-чизма.

Агар Жуковский функцияси

да
Z = r e w  = u+iv

дейилса, унда



б^лали <12> дан О*) акслантириш учун куйидагилар ке
либ чикали:

1) (г) текисликдаги {ге C:\z\-r, г>\) айлана (w) те
кисликдаги фокуслари (-1, 0) ва (1, 0) нукталарда, ярим 
«мари

а = \(г+£), A =

булган эллипсга аксланади.
2) (г) текисликдаги {геС :|г|=г К1 } айлана (и>) те- 

кисликлаги фокуслари (-1, 0) ва (1,0) нукталарда ярим 
умари

а = £(г+1), А = ^(1-г)

булган эллипсга аксланади.
3) (г) текисликдаги {ге С: arg г=0} Нур (w) текислик

даги {we С : arg w=0) нурга, {ге С : arg г=я} нур 
{кце С: arg w=n) нурга аксланади.

4) ( z) текисликдаги {*eC:arg£ = f }  \амда

{и» е C:arg z = Д*Ч нурларнинг \ар бири (w) текисликдан
{we С. и =0} тУфи чизиккэ аксланади.

5) (z) текисликдаги
■ |* е C'.argz = ф; ф * 0, ф * &, ф * я, ф * 4®} 

нур (w) текисликдаги ушбу

СОГф Sin Ф

КНтерболанинг мос «шо\часига* аксланади (26-чизма).



13-м и с о л . Жуковский функцияси ёрдамида
/ = {геС:|г|= 1, ^ < a igz< ^ }

ёйнинг аксини топинг.
Равшанки,

/ = {геС :|г |=  1, < aigc< ^ }  = {/•= 1, ^ < ф < ^ } .

(12) муносабатларга кура

*(/) = {-Т - <м<Т-. v = 0} = ( - y .  ■у')

эканини топамиз (27-чизма).

27-чиэма

14-м исол . Жуковский функцияси

ёрдамида
/*{2€C:arg*=

нурнинг аксини топинг.
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Аввало / ни куйидагича ёзиб оламиз:

Сунг
w = u+iv (z "  re1*) 

деб, (12) муносабатлардан топамиз:

Равшанки, бу чизикнинг тенгламаси н</)= {и2 - v2 = А, 
и<0} гипербола булагидир (28-чизма).

28-чизма

к .  15-м исол. Жуковский функцияси ёрдамида (z) текис
ликдаги

Е  = {*е  С:0<|г|< 1, 0<aigz<^}
'соланинг аксини топинг.
в Берилган Е  со\анинг чегараси /,, 12 ва /, чизик^ардан 
ташкил топган: ЪЕ = /,v/2v/3. Бунда

v
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j = |г = г е,ф € С: ф = i , 0 £ г £ l|,

Жуковский функцияси ёрдамида бу чизимарнинг ак 
сини топамиз. Бунда (12) формулалардан фойдаланами

И/|) = = u + iv е С:и = ^(г + ^совф, v = ^ (г- £ }ш ф } - 

= |и = ^(г +1), v = 0; 0 < г < l| = {1 < и < о», v = 0} = , 

И/2) = {*  = u + iv € С:и = ^ г  + 1|со5ф, v = ^(г — ^)sin ф| = 

= |и = cosф, v = 0; 0 < ф S | |  = й и й I, v = о| = /2\ 

**'(/,)= |и> = и + iv е С:и = ^(г + 1)совф, v = l)s in ф|

= |и2 - V2 = V !s oj =/,.

Агар Ц£)=/Гдейилса, унда dF = /,'v/jv/, булади. Дсмак. 

w(E) = F  = {и2 - vJ > и> 0, v < 0} 

булади (29-чизма).

I  16-мисол Ушбу

<- 1 ■ а к с л а н т и р и ш  ёрдамида (г) текисликдаги ушбу

£  = {ге С :к |< 1 }

со\ан ин | (доиранинг) (w) текисликдаги аксини топинг. 
Аввало берилган w = функцияни

г к^ринишла ёзиб оламиз. Агар И  = + | )  дейилса, унда

w - -L-

булади.
Р  Маълумки, *»>, = | (г  + |) функция (Жуковский функ
цияси) бирлик лоира

£ = {геС:|г|<1}
ни (- 1, I] кесманинг ташкарисига акслантиради.

К  Каср ч и зим и

Н' = ^Г

Кйкция 10, 1| кесмани [^. + « ) нурга, [- 1, 0) кесмани 

нурга акслантиради. Демак, берилган со\а-эса | - оо; - 

;• ниш акси

J
w(E) = jw € C:w € {(-« 

[булади (30-чизма).



30-чизма

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р

Жуковский функциясини куйидаги со\аларда бир ям 
рокдикка текширинг:

171.|*|>2.
172.| z\<2.
173. | *|<2, 0< arg*< Др.
174. Im*’> 0.
175. Im*< 0.
176. Re* > 0.
177. Re* < 0.
178. 0 < arg * < Др.
179. lm*> (Re*)2.
180. Im*< (Re*)2.
Жуковский функцияси ёрдамида куйидаги т^пламлар 

нинг аксини топинг:
181. |4 - £.
182. |* |»  2.
183. arg * = 4 •

184. | *|>2.
185. |* |< f

186. ^  < a rg *<

187. f  < arg*< ^ , * <t |0,/].
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188. | г|<1,г«|0,1).
189. 1тг>0, z«{|z|=l, 0<aigz< J ,  ^< aigz< n}.

190. I d< 1. Im * < 0, *« [-/, - £ }

191. N<>. 0<arg*<$.

192. |z|< I, +^<argz< + ^ .
193. Imz>0.
194. lmz<0.
195. | z|<l, lnu>0.
196. | z |< 1, lmz<0.
197. | z|>l, lnu<0.
198. | z|>l, lmz>0.
199. I<| z|<R, lmz>0.
200. R<|z|<l, lmz>0.
2 0 1 . <|d< lmz>0, Rcz>0.

202. ^ - a< a rg z < | + a(0< o< ^ ).
203. <|z|<l, ze la, 1]}, (0<и<1) со\анинг Жуковский 

функцияси ёрдамидаги аксини топинг.
204. {|*|<1, ze [а, 1)}, (-1<о<0) со\анинг Жуковский 

функцияси ёрдамидаги аксини топинг.
205. |l Z-ihI > >l\ +h2 J  со\анинг w =  ̂(z + Жуковский

функцияси ёрдамидаги акси учлари w=± 1 нукталарда 
булган ва w=ih нуктадан утувчи айлананинг ёйи буйича 
киркилган (w) текислиги булишини исботланг.

206. Жуковский функциясидан фойдаланиб 31-чизма- 
да тасвирланган со\ани {| w|<l} бирлик доирага конформ 
акслантирувчи h<z ) функцияни топинг.

207. 32-чизмада тасвирланган со\ани {|w|<l} бирлик 
доирага конформ акслантирувчи w(z) функцияни топинг.

208. {| z|<l, Imz >0} ярим доирани {| w|< 1} доирага кон
форм акслантирувчи ва

Щ )  = 0, argw'|^j = 0

шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.
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31-чиэма 32-чизма

209. Z>={| г|< 1, 1пк>0} ярим лоиранинг

"'■Л
акслантириш ёрдамидаги акси M.D) ни топинг.

210. D = |о < arg z < * }  бурчакнинг

«--*(«■ + £ )  

акслантириш ёрдамидаги акси w(D) ни топинг.

5-§. е'функцияси. Тригонометрик функциялар 

1°. Маълумки п -»<»да

|(l + i ) " }  (я=1, 2, 3, ...; х е R)

кетма-кетликнинг лимити ежга тенг.
Комплекс текислик С да ихтиёрий z ни олиб, куйидаги

jfl + l ) " !  (я= 1, 2, 3, ...)

кетма-кетликни к,араймиз, п -»«да бу кетма-кетликнинг 
лимити мавжуд булади ва бу лимитга z комплекс сони 
учун е' нинг киймати дейилади:

ег = lim l̂ + ^| (ге С).

Агар z-x+iy десак
ег = еж(со^у + isiny) (13)

тенглик уринли (к 1-боб, 4-§, 117-мисол).
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Курсаткичли w=e* функциянинг асосий хоссаларини 
келтирамиз:

1) функция С комплекс текисликда голоморф ва унинг 
цосиласи

булади.
2) е: функция учун

е*+Ь = е* ■ е** (г^С, г,еС)

булади.
3) е1 функция даврий булиб, унинг асосий даври 2ni 

булади:
ez*2Ki _ ег .

4) V* е С учун (е*У*0 булиб, w=e* функция ёрдамидаги 
акслантириш С текисликнинг х,ар бир нуцтасида конформ 
акстнтириш булади.

jj, (13)тенгликка кУра, |=«*, ai  ̂е*=у. Демак, функ
ция (г) текисликдаги {*=*„} туфи чизицни |н^=ех° ай-
ланага, {у=:уп} тУфи чизик,ни эса {arg w=y.} нурга акслан
тиради н функция Я={>'0<1шг<>’п+2л) со\ада бир яп- 
роми булади. Жумладан, функция ушбу

Я  = {2дся<1тг<2(/Ж)л}, к= 0,±1,±2,...
со\аларнинг \ар бирини (w) текисликдаги C\R* га кон
форм акслантиради (33-чизма). Худди шунга ухшаш w=e*
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функция {0<lnu<n} со.\ани юкори ярим текисликка акс
лантиради.

17-м исол. Курсаткичли
w =ez

функциянинг г = l± f/  \амда z=kni (к= 0,±\,±2,...) нук-
талардаги кийматларини топинг.

(13) формуладан фойдаланиб топамиз:

Ц1 ± $ /) = = е е±*' = e|cos|± +1 sin(± = e(±i) = ±ie

w(kni) = ekKi = cos kn + i sin kn = cos kn = (-1)*
(*= 0,±1,±2,...)

18-м и со л . Курсаткичли
w=e*

функция С. текисликдаги
D = e C:0 < Re г < 1, 0 < Im z < $}

туфи туртбурчакли со\ани С  текисликдаги кандай со\а- 
га акслантиради?

^х+Уукамла w=ре* деб олайлик. Унда /5со\ада 
е° < р < е\ 0 < у  < ^

булади. Шуларни эътиборга олиб топамиз:
w(D) = jw = ре* е С:\ < р < е, 0 < у  < * }  *

D \амда w(D) со\алар 34-чизмада тасвирланган.
19-м и со л . Ушбу

w = е !
акслантириш ёрдамида С. текисликдаги

D = {z€ С: Re г >0, -к< 1тг< я}

со\ани - ярим йулакнинг С„ текисликдаги аксини топинг. 
Равшанки, z=x+iy, w=p V 1’ дейилса, унда

D =*{(*, У)е №:х>0, ~к<у<к)
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булиб, бу со\эда
р>1, -п<у<к

булади. Демак,
w{D)= {и- = pe'v е С:р > 1, - л < у  < л| =

= {w € С:|Н> 1, w € (-«о, -1|}.
Бу И  D) со\а - [-«о, - 1 J нур буйича киркилган 

{w € С:|*И> 1} 
доиранинг ташкарисини ифодалайди (35-чизма).

35-чизма

20-м и с о л . С. текисликда мав\ум укка параллел килиб 
олинган ва Н кенгликка эга булган
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D = {zeC :0< Re*< H] 
со\аии (йулакни) Cw текисликааги ушбу 

{we С: | w|<l}
бирлик доирага конформ акслантиринг.

Бу масалани бир нечта акслантиришларни кетма-кет 
бажариш билан *эл киламиз:

1) берилган D со\ани
w, =e^z = iz

акслантириш ёрдамида
Dt = { w,e С :0<lm *,<//}

со\ага акслантирамиз,
2) бу D) со^ани

Wj = -frw<

акслантириш ёрдамида
Dj= { w2€ C:0<Imw2<Jt)

со\ага акслантирамиз,
3) D: со\ани куйидаги

акслантириш ёрдамида
Д,= {WjE C:lnnv3>0}

со\ага (юкори ярим текисликка) акслантирамиз. .
4) Z), со\ани

W = —

каср чизикли акслантириш ёрдамида 
Z)4={w3eC|w|<l} 

со\ага — бирлик доирага акслантирамиз. Демак, излана-
ётган акслантиришни куйидагича

щ -i , ш2 w = f =»’з+' е"2+/

булишини топамиз (36-чизма).



I, 21-м исол . Ушбу
D = {zeC: -я<1пи<к, Ze [a, +» )}

со\ани ( Ia, +00) Hyp буйича киркилган йулакни ae R) 
юкори ярим текисликка конформ акслангиринг. 

к, Берилган D со\ани олдин
и- =е'

функция ёрдамида (-« , 0) ва [е*, +») нурлар буйича ке- 
силган (iv,) текисликка акслантирамиз:

D, = {*-, € С: и-, € (-»,0|u[ee,+oojj.

Сунгра Dt со\ани
w2= * z£Wl

акслантириш ёрдамида [0, +~) нур буйича кесилган (н») 
текисликка акслантирамиз:

А  = {w2 е С: w2 ¥  [0, + <»)}

Ни\оят, \осил булган D} со\ани ушбу

w = yf^l = /
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акслантириш ёрламила (*v) текисликнинг юкори ярим 
кисмига акслантирамиз ( — функция куйида, 6-§ да 
келтирилади).

Натижада,

w = fiT2 = = J\ - e a~z, уЛ  = i

булади. Дсмак,

w = Vi - ea~z, = /

акслантириш берилган Z) со,\ани юкори ярим текисликка 
акслантиради.

2*. (13) тенгликда х=0 десак,

еУ = cos у + i sin у\ 
е'У  = cos у - i sin у (14)

тенгликларга эга булиб, бундан

cosy = , sin у = (15)

ифодаларни оламиз. (15) формулалар ихтиёрий \акикий 
сон учун уринли булиб, улардан биз

w = cost, w = sin*
функцияларни аниклашда фойдаланишимиз мумкин.

7-таъриф. z комплекс аргумент учун тригонометрик 
функциялар чуйидагича аницланади:

cos г = , sin г = .

( 16)

ctK7 = “ «г = «И + О  
Clg2 sin г •

Тригонометрик функцияларнинг асосий хоссаларини 
келтирамиз:

I) cost ва sin? функциялар С комплекс текисликда го
ломорф ва уларнинг \осилаларн
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(cos*)' = -sin* 
(sin*)' = cos*

I  тупламда, ctg* функция эса
{* е С :* * * я ;  к = 0, ±1, ±2,...}

К .  тупламда голоморф булади.
? 3) sin*, ctg*, tg* ток функциялар, cos* эса жуфт функ- 

I  ция булади.
4) Тригонометрик функциялар даврий булиб, cos* ва 

К  sin* нинг даври 2л га, tg* ва ctg* нинг даври п га тенгдир.
5) Хацикий узгарувчили тригонометрик функциялар 

№  орасидаги муносабатларни ифодаловчи формулалар ком- 
у плекс узгарувчили булган \олда \ам уринли булади.

6) Ушбу

I Одатда ( 17) функциялар гипербо шк функциялар дейилади.
7) Тригонометрик функциялар ёрдамида бажарилади- 

гаи акслантиришлар бир нечта (маълум) акслантириш- 
1  ларнинг композииияси натижасидан иборат булади. 

Масалан,

cos/* = ch*, Bin* = -sh*; 
cos* = ch/*, sin* = -/sh/*

муносабатлар уринли, бунда

(17)

w = sin*
функция ёрдамида бажариладиган акслантириш 

w, = /*, н»2 = ew' , Wj = i  w2. 

акслантиришлар композициясидан иборат булади:

Шунингдек,
w =tg* 
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функция ёрдамида бажариладиган акслантиришлар ушбу 
и-, = 2iz, w2 = ew' 

акслантиришлар композициясидан иборат булади:

и' = ,8г = - '^ г .
22-м и сол. Ушбу

sinJz+cosJz = 1 (гб О  
тенгликнинг уринли булишини исботланг.

Маълумки,
sin z = . cos z = *

Унда
sin1 г = - 2 +e 2“ ),

cos2 z = { (*J'r + 2 + e' la)

булиб, бу тенгликларни \адма-\ад кушсак, 
sin2 z + cos2 z *  |  + |  ■ 1

булади.
23-мисол. Ихтиёрий (г e О  комплекс сон учун ушбу

e';=cos* + /sinz (18)
Эйлер формуласини исботланг.

Тригономегрик функцияларнинг таърифига кура

cos z = , sin г = 
булиб, бу тенгликлардан

cos * + / sin z = flty ' g + = e‘l

экани келиб чинили.
24-м исол . Ихтиёрий г, е С, z2 е С учун

cos(z, + z2) = cos г, cos z2 - sin г, sin г2 
sin(Zi + Zi) = sin z, cosz2 + cosz, sinz2 

тенгликларнинг уринли булишини курсатинг.
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Эйлер формуласидан фойдаланиб, топамиз: 
cos(z, +z2)+ i sin(z, + Zj) = е‘(г*+tjК 

Равшанки,
еИЬ+Ь) _  eiZi 

Яна Эйлер формуласига кура
е'г' = cos г, + / sin z,, e‘Zl = cos г2 + i sin z2 

булади. Натижада
cos(zl+z,)+/sinUl+^)-(cosz1+/sinzl)(costl+isinZj)- g 

-(cos^ cos^-sin*, sin^+ifsin*, cos*2+cos*, sin^) ' '
тенгликка келамиз. Бу тенгликда zt ни ~z, га, z2 ни -г, га 
алмаштириб, cos* функциянинг жуфт, sin* функциянинг 
ток эканлигини эътиборга олиб, топамиз:

cos( г,+*.)-«№(*,+*j)= r2Qv
(cos*l cos£,-sin*| sin£2)-/(sin2l cos*2+cos*| sin*2)

(19) \амда (20) тенгликларни \адлаб кушеак,
cos( z,+z2)=cosz, cos^-sin*, sin ĵ,

(19) тенгликдан(20) тенгликни \адлаб айирсак, 
sin(z,+2j)=sinz, cos ĵ+cosz, sin^

экан и келиб чикади.
8* 25-м и сол. Ушбу

w = cos*
функциянинг комплекс тскислик Сда чегараланмаганли- 
гини кУрсатинг.

Маълумки.
cos z = . 

щ  Бу тенгликда z-iy деб оламиз. Унда
cos(o’) = f— ^ ---= f-y*-

рУлади Равшанки,
lim ( Vy (> = +°°

к у-++<»
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Бу эса w=cosz функциянинг Сда чегараланмаганлиги 
ни билдиради.

26-м и со л . Ушбу
a) cos^; б) sh/; в) ctg^

комплекс сонларнинг \акиций \а.мла мав\ум кисмларини 
топинг.

а) \олни цараймиз. z~x+iy деб, топамиз:
cost = cos(x+iy)=cosx cos(iy)-sinx sin(/y).

6-xoccara кура
cos(/y) = chy, sin(/y) = ishy

булишини эътиборга олсак,
cos(x+/y) = cosx chy-/sinxshy

булади. Бутенгликдан
Re cos (x+iy) = cosx chy,
Im cos (x+iy) =-sinx shy (21)

булиши келиб чицади. Равшанки,
cos/ ̂  = cos(0 + / 4).

(21) муносабатларда х=0, y = f  дейилса, унда 

Re c o s =  cosO ch$ = ch | ,

Im cos/^ = -sin Osh |  = О

булишини топамиз.
б) \олни карайлик

sh* = -isin(iz) 
тенгликдан фойдаланиб топамиз:

sh/ = -tsin(/ • /) = -isin(-l) = sinl-/

Демак,
Re sh/ = О, I m sh/ = sin 1.

в) \олни караймиз.
cos (iz) = cht, sin(/'t) = ishz

i  муносабатларда z = ^ дейилса,

cos(/ i )  = ch^, sin(/ • = /sh ̂

P  булади. Демак,
Re ctg(^) = 0, Im ctg(^) = -cth £ .

27-мисол.Ушбу
w = sinz

I  функция ёрдамида бажариладиган акслантириш iz) те- 
В  кислигидаги

0 = {teC :- ^ <  Re t< $ , Im *> o}

со\ани (ярим йулакни)(н') текисликдаги кандай со\ага 
\  акслантиради?

Берилган w=s}nt функция ёрдамида бажариладиган 
|i;, акслантириш бизга маълум булган

w, = iz, w2 = ew>, w> = ¥-

слантиришлар композициясидан иборат булиб,

w = sin Z = j

булади. Бинобарин, бу акслантиришларни кетма-кет ба- 
жариш натижасида w=sint учун w(D) топилади:

Г  1) D со\а w=iz акслантириш натижасида
Д  = {*, е С: Re w, < 0, - *  < Im w, < * }

со\ага утади.
I  2) Z), со\а w2 = eW[ акслантириш натижасида 

Д, ={w2eC:|w2|<l, - i< a ig w 2<-|j 

ярим доирага утади.



3) D7 co\a ^  = |  w2 акслантириш натижасида

Dj = {wj € C:|wj|< 1, я < aigwj < 2я} 

co\ai a утади.
4) D} co*a w = sin z = ^*Vj + акслантириш натижа

сида

иiD ) -  {we С: lmw>0}
со\ага Утади.

Демак, w=sin* акслантириш (г) текисликдаги

D = е С:- ̂  < Re z < f , Im z > о }
со\ани (w) текисликдаги

и<0) «  {we Clmw>0} 
со\ага акслантирар экан (37-чизма).

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р

Куйидаги комплекс сонларнинг модули ва аргументи- 
ни топинг.

211. е*” . 212. в™.
213. е3*4'. 214. е-™.
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?  функциясининг куйидаги нукгалардаги кийматларини 
топинг.

215. г=2я/. 217. z = f -  219. z = f-

216. z=ni- 218. z = - 1f-
220. e1 функцияси факат \акикий кийматларни кабул 

киладиган барча z нукталар тупламини топинг.
221. е1 функцияси факат соф мавхум кийматларни кабул 

киладиган барча z нукталар тупламини топинг.
Куйидаги тупламларнинг акслантириш ёрдами

даги аксини топинг:
222. Re*=l. 229. Imz=C.
223. Im z = f  • 230. Inu=£-Re*+/>.
224. Re*=-1. 231. -л<1тг<0.
225. Im z - - ̂  ■ 232. -n<Im*<n.

226. Inu=Re*-l. 233. - ^ < Im г < * .
227. Im*=Re*. 234.0<1тг<2я, Re*>0.
228. Re*=C. 235. a<Im*<P (0^а<Р^2я).
236. y=x ва y=x+2n туфи чизиклар орасидаги йулак.
237. {Re*<0, 0<1тг<а<2л} - ярим йулак.
238. {Re*>0, 0<1т*<а<2л} - ярим йулак.
239. {a<Re*<P, у<1т*<5} (8-у<2п) - турри бурчакли 

тУртбурчак.
240. D = {Re z > 0, 0 < Im z < f }  со\анинг акслан

тириш ёрдамидаги аксини топинг.
241. D={z:0<Rcz<n, 1тг>0} со\анинг 4-= '̂акслантириш 

[ ёрдамидаги аксини топинг.
|  Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан
ган со\аларни {1тн>>0} юкори ярим текисликка конформ 

гакслантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг.
242. 38-чизма.
243. 39-чизма.
244.40-чизма.
245. у=х ва у=х+Ь туфи чизиклари орасидаги йулакни 

■окори ярим текисликка конформ акслантиринг.
246. || z | =2} ва {| *-1| =1} айланалар билан чегаралан- 

ган доиравий ойчани юкори ярим текисликка конформ 
акслантиринг.
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247. {| z =2} ва {| *-3| =1} айланалар билан чегаралангаи 
со\ани юкори ярим текисликка конформ акслантириш.

248. {|* |>1, 1т*<1} со\ани {|w|<l} доирага конформ 
акслантирувчи ва

w(-3r) = , aig »v'(-3/) = ^

шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.
249. {|* |>1, 1тг<1> со^ани {Imw >0} юкори ярим те 

кисликка конформ акслантирувчи ва ушбу

w(-3i) =1 + /, arg w'(-31) = я

шартларни каноатлантирувчи и{*) функцияни топинг

Тригонометрик функцияларнинг таърифларидан фои 
даланиб куйидаги тенгликларни исботланг:
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250. chJ*-sh J*= l.
251 .ch (z l+*2)= ch*1ch*2+ sh*,sh*r
252. cos г, + c o s*2 = 2 co s- ip -- co s

253. sh (?  + f )  = ichz.

254. ch (*  + = /sh*

260. cos(/*)=ch*.

261. ch(/z)=cos*.

255. sh(*+n/)=-sh*. 262. tg(/z)=rth*
256. ch(*-bt/)=-ch*. 263. th(/*)=rtg*
257. th(*-Hw)=th*. 264. ctg(/*)=—icth*.
258. ch(*+2)i/)=ch*. 265. cth(/*)=-Wctg*.
259. sin(/*)=ish*.

i. Куйидаги комплекс аргументли функцияларни \акикий 
аргументли тригонометрик ва гиперболик функциялар 
ёрдамида ифодаланг \амда берилган функцияларнинг мо- 
лулларини топинг:

266. sin*. 269. sh*.
267. cos*. 270. ch*
268. tg*. 271. th*.
Куйидаги комплекс сонларнинг \акикий \амда мав- 

\ум кисмларини топинг:
272. sin(m). 277. sin(2/).
273. sin(f + /). 278. tg(2—/).

274.ch(2/)- 279. ctg(f-/ln2).

275. tg (f/). 280. cth(2+/).

276. cos(2+0-
|r Куйидаги функциялар факат \акикий кийматларни 
Кабул киладиган z нукталар тупламини топинг:

281. cos*. 284. tg*.
282. ch* 285. cth*.
283. sin*.

|  * нинг к^ндай кийматларида куйидаги функциялар соф 
мав^ум кийматларни кабул килади?

286. sin* 289. ctg*.
287. sh* 290. th*
288. cos*
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Куйидаги функцияларни бир япрокжкка текш иринг

291. sin*. 293. tg£ 295. sh*.
292. cosz- 294. ctgz- 296. ch*.
Куйидаги тупламларнинги^овгакслантириш ёрдами- 

даги аксини топинг.
297. х=с, у=с — Декарт тури.
298. {о < х < , у > о} — ярим йулак.
299. (-л<дг<о, у>0} — ярим йулак.
300. У>о} — ярим йулак.
301. {0<х<л} -  йулак.
302. {0<х<л, -h<y<h) (А>0) — тугри бурчакли туртбур 

чак.
Куйидаги D со\ани берилган w=f(z) акслантириш ёр 

дамидаги аксини топинг.

303. /> = { - f  < R e*< f}, w=tg*.

304. 0 = {|lmz|<f}, w=lhz.
305. D = {0<Rez<n}, w = tgz.
306. /) = {o < Re z < f }, w = ctgz.
307. D = {0<Re*<l, Inu>0}, w=tgnz.
308. D = {0<Inu<Jt}, w =cht.
309. D = {Ret>0, -1<1тг<0}, w=chnj.
310. Z) = |Rez>0, 0<1тг<1, г « [^ , ^ ] } , w = chnz

311. D = {| 1тг|<я, Rez>0}, w=shz.
312. D = {0<Ret<2n, 1тг>0} w=sin*.
313. D = {Ret>0, 0<1тг<я} w=chz.
314. D = {0<Ret<R, lm*>0} w =tgt.
315. D = {O < Re z < $}, w=tgt.
316. D = {0<1тг<я}, w=cthz.
317. D = {Rez>0, 0<1тг<л} w=cth*.
318. Z> = {|z—1| >1, |г+1|>1, 1тг>0} со\ами {lmw>0} 

юкори ярим текисликка конформ акслантирувчи функ
цияни топинг.
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Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан- 
сохаларни {lmw>0} юкори ярим текисликка конформ 

£ лантирувчи  бирорта w(z) функцияни топинг.
319.41-чизма.



6-§. Куп кийматли функциялар
Комплекс аргументли функциялар назариясида голо

морф функцияга тсскари булган функцияни Урганиш ма 
саласи \ам му\им уринда туради. Аксарият лолларда бун 
дай функциялар бир кийматли булмай, аргумента ннгбип а 
кийматига бир нечта (баъзи \олларда чексиз куп) комп
лекс сон мос кУйилади. Бундай функцияларни катъим 
математик асосда бериш йулида комплекс анализга Ри 
ман сиртлари термини кирнтилади. Биз бу ерда энг содда 
куп кийматли функцияларни кцраш билан кифояланампз. 

1°. w = yfz (л 2 2 - бутун сон) функцияси.
8-таъриф. Ушбу

иг— z (22)
тенгламанинг ечимларига z комплекс соннинг л-даражл 
ли илдихтари дейилади ва w = tfz ка^и белгиланади.

(22) тенгламани ечиш учун z ва w комплекс сонлар 
нинг тригонометрик шаклларидан фойдаланамиз. z~re . 
Z=Reл леб белгилаб,

ге*
тенгламага эга буламиз. Бу тенгламадан К=г, еГ*=е”  му 
носабатларга келамиз. Бундан

R = 'J-r , Q = S l^ L ,k e z

Демак, (22) тенгламанинг умумий ёчими
S±2ter

w = Vr е " , к е z
булади. Бу ечимлар к нинг 0, 1,2, ..., (я—1) кийматларндл 
бир-биридан фарк килиб, к нинг бошка кийматларида эса 
улар такрорланади. Шунинг учун \ам f a n  та кийматли 
булиб, бу кийматлар

к=  0 ,1 .......(л-1) (23)

дир.
w=tfz нинг функционал хоссаларини урганишда ту- 

бандаги содда, лекин му\им теоремадан фойдаланилади 
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3-теорем а. (Тескари функциянинг конформлиги 
Хвцида). Фараз килайлик^=/(ц) функцияси (х\) текисликда
ги D со.\апи (t) текисликдаги G соцага конформ аксланти
рувчи функция булсин. У  х;олда бу функцняга тескари булган 
Г\= Г(0  функция G ни D га конформ акслантиради.

К ,  Китобхонга г=н,я функциянинг бир япроми булади-
I  ган со\алари 3-§ дан маълум: *= v функция ушбу .\ар бир

|  Dk = {2^<argH-<^ ± ^ } ,  *= 0 ,1 ,2 ...... (л-1),

Гсо\ада бир я про м  и булиб, бу со\ани у 
G «  С \R.

' СО\ага конформ акслантиради. Л:=0 десак, z~w" функция 
Д) = |о  < arg н» < со\ани G га конформ акслантиради.
З-теоремага кура бу акслантиришнинг тескариси G ни Da 
га конформ акслантиради. Бу тескари функция (23) лаги

га мос келиб, бу бир кийматли функцияга ^  куп кий*

матли функциянинг 0-тармоги дейилади ва у ( ^ ) 0 каби

белгиланади. Худди шундай, *= W функция

Д  = < arg w < 2 2®j

со\ани \ам G га конформ акслантиради. Бу функциянинг 
тескариси G ни О, га акслантириб, унга tfz нинг 1-тар-

Motv дейилади ва у (V*) каби белгиланади. Бу жараённи

давом эттириб, ц[1 к^п кийматли функциядан биз л та

бир кийматли тармокдар (>^)0, ( ^ ) , , •••. ( ^ ) я , ларни

ажрата оламиз. Бу \ар бир *=0, 1......(я-1), тар-

МоК С да бир кийматли ва уни D. со\ага конформ акслан
тиради.



Бу тармокдарнинг Узаро боманганлигини куриш учун | 
(г) текислигида г радиусли айлана у буйлаб мусбат йуна, 
лишда z нук,тани \аракатлантирайлик (46-чизма).

Z нукта А дан В  оркали Л  га караб \аракатланганда

функциянинг кийматлари >/г дан Vr е ” ' гача узгариб, 

олдинги кийматга кайтиб келмасдан, тармокнинг
бошлангич кийматига келади. Шундай килиб, z нукта у 
айлана буйлаб бир марта айланса, w=l[z функциянинг

46-чизма. 47-чизма.

кийматлари О-тармокдан 1-тармокка утади; агар у буйлаб
2-марта айланса, кийматлар (>/г)2 тармокка мос узгаради

ва \оказо. Бу жараён z нукта у буйлаб п марта айлангунча 
давом кидали; п - марта \аракат килиб А' нуктага келган-
да нинг кийматлари яна кайтиб [yfz)n тармокка ке
лад и.

w=;fl ни тасвирловчи сирт, п=2 \олда 47-чизмада бе
рилган. Бу ерда О ва O' нукталар, / ва Г, у ва /  кирралар 
бирлашган (ёпишган) деб фараз килинади.

Бу сирт w = yfz функциянинг Риман сирти дейилиб, О 
нукта тармокланиш нуктаси дейилади.
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28-мисол. 0=С\Л’ со\ани бирлик доирага конформ 
^ Н Л (р и н г .
F " lfzja тармокнинг хоссасига кура H’,= (V i)o функция D 
ни юкори ярим текисликка конформ акслантиради. 
w я каср чизикли функция эса юкори ярим текис
ликни бирлик доирага акслантиради. Демак,

w =

функция С \R* ни бирлик доирага конформ акслантиради.
29-м и с о л . w = функцияси

<7 = {* е С: а < aig z < Ph 0 £ а < р < 2к

бурчакли со\ани кайси со\ага акслантиради?
Берилган функция G ни

{$ < aig w < | J

со^ага акслантиришини куриш кийин эмас.
w=i[z куп кийматли функцияда ( 'П )0, ......

Wzj бир кийматли функцияларнинг \осил килиниши

К^п кийматли функциялардан тармок ажратиш дейилиб, 
бу ерда биз тармок ажратишнинг битта услубини бердик.
Бу тармоклардан одатда w=(Vz)o тармок куп ишлатилади.

| Амалиётла бу функциялардан бурчак со\аларни кичрай- 
тириш (сикиш) учун фойдаланилади. 

й Баъзи бир масалаларни ечишда куп кийматли w=tfz
функциянинг бир кийматли тармокларини берилган шарт- 
ларга караб \ам ажратишга тугри келади. Масалан, я= 2 

| булганда, икки кийматли w = Jz  функциянинг иккита бир
Кийматли (»v)0 ва (иО, тармокларини куйидагича \ам аж
ратиш мумкин:
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эллипсни -— ®—ту + -— ^—-у = 1 эллипсга акслантирами

(зйг) (яЫ
Бу эллипснинг фокуслари (-1, 0), (1, 0) нукталарда жоп 
.launaH  булиб, унинг ташкдоисини

W2 = W\ + *V2<oe)«B *

функция {| w2\=R, R> 1} айлана ташк£рис#га акслантир' 
ли (31-мисол'га каранг). Бунда Л ушбу



I  системани каноатлантириб, бундан эса R ~ экан-

лиги келиб чикали. Энди

\ акслантириш ёрдамида R радиусли дойра ташкарисини 
бирлик дойра ташкэрисига утказамиз. Демак,

w = = е* w, = е*  -

‘*Мг*'1е
I функция берилган ^  = 1 эллииснинг ташкарисини

г бирлик дойра ташкарисига акслантирар экан. Агар 
агвн̂ («ю)=0 эканлигини эътиборга олсак <р=0 булиши ке
либ чикади. Шундай килиб, изланаётган акслантириш

‘ » = ^ [ * W * 2- V - * 2]

i курннишда булади.
I 2"} n>**Ln* функцияси.
I 9-т а ъ р и ф . Ушбу

е' = г (24)
'тенгламанинг ечимлари z комплекс сонининг логарифми 
Дейилади ва H'=Ln* каби белгиланади.

Тенгламани ечиш учун z ни z~re* куринишда, w ни эса 
и’«w+iv шаклила ифодалаймиз:

ef,*h = re *

Бундан е“=г, е"=е* тенгликларга эга булиб, ечим 
и=1пг, у=ф+2£я, ке Z,



Z = cos w  = f" y  ”

муносабатга эга буламиз. Бундан

(e'w )J - 2zeiw + 1=0

тенглама \осил булади. Кейинги тенгламаии га нисба 
тан ечиб, топамиз:

ёки
iw = Ln(z + Jz 1 - 1).

Демак,
w = Arc cos z = -»Ln(z + y]z2 - 1 )•

Бу тенгликдан куриниб турибдики, логарифмик функция 
каби Arc cos* функция \ам бир кийматли эмас. (У куп кий 
матли функциядир). Ln(z + -Jz2 - 1) функциянинг бош кий 
мати w=arc совгдеб олинади. Шундай килиб, 

w = arg cos с = -/1п̂ г + .

39-м исол . Arc cos j  нинг барча кийматларини топинг. 
Юкоридаги 38-мисолда исботланган тенгликка кура:

Arc cos ̂  = -/Ln^j + ^  - 1 j  = - iLn^  ± / ^  j  =

= -i(ln 1 ±I'^ + 2An/) = ±  ̂+ 2кп, к = 0; ±1; ±2,...

Бу ерда a,g ^  - 1 = - f  деб олинади.

40- мисол. Ушбу
cosz=2 ф

тенгламанинг барча илдизларини топинг.
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cosj=2 тенглама г=Агс cos2 тенгламага эквивалент булга- 
ни учун, 38-мисолдан фойдаланиб, топамиз:

г - Arc cos 2 = -i'Ln(2 ± 4b) = -i'(ln(2 ± V3) + 2kni) =
= 2кп - / ln(2 ± VI)

41-ми сол. Ушбу
sinz+cosz = 2.

тенгламанинг барча илдизларини топинг.
Каралаётган тенгламани ечиш учун Vo, РеСучун  

уринли булган
cos(a - * ) = sin a, 

сое a + cos p = 2 cos ■ cos 
тенгликлардан фойдаланамиз:

cos|z - | j  + cosz = 2=>2 cos(z - f  )cos |  = 2 =»

=> cos(z - * )  = >/2=>г-* = Arc cos >/2 =*

=>* = f-/Ln (V 2 + V 2 ^T )« f + 2*и-/1п(Л±1).

Энди w=Arc cos z функция ёрдамида акслантириш ма- 
саласини царайлик.

Маълумки, w=cosz функция бугун комплекс текисликда 
аницланган ва

{z:~n<Rtz<0 , lmz>0} 
ярим йулакда бир япрокли булиб, бу йулакни 

{w: ImwX)}
юцори ярим текисликка конформ акслантиради. V* е С 
учун

cos(-z) = cosz
ва

cos(z+2kn) = cosz, jfc=0, ±1, ±2,... 
тенгликлар уринли булгани учун ушбу 
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{z:0<Rez<K, lm*<0}
ва

{z.n<Rez<2n, Im*>0}
ярим йулаклар \ам w=cosz функция ёрдамида юкори ярим 
текисликка конформ аксланади. Бу жараённи давом этти- 
риб w-cosz функция

{z:-n+2kn<Rez<2kn, 1тг>0}, 
{z:2kn<Rez<n+2kn, Im*<0}, к=О, ±1, ±2...

ярим йулакларнинг \ар бирини (52-чизма)

{w : lmw>0}
юкори ярим текисликка конформ акслантиришини топа
миз.

Равшанки, w=Arc cos* функция 
{г: 1тг>0}

юкори ярим текисликда чексиз куп кийматли булиб,

Arc cos z = -/Ьп^г + "Jz2 - 1J

тенглик ёрдамида унинг бир кийматли тармокларини аж- 
ратиш мумкин. Уларни

(Arc cos г)* = -i^lMz + Jz 2 “  •))t- *=0, ±1, ±2... 

тенглик ёрдамида аникпанади. Масалан, к=О булса,



(Arc cos z)о = arccos z = -i ln(* + Jz 1 - 1 j

функция
{z : 1тг>0}

{w:0<Rew<n, lmw<0} 
ярим йулакка конформ акслантиради (53-чизма).

53-чизма

К  „  f  ИСОЛ. />={г : | z~/1> 1, |г-2/|<2} со\ани 
| И '» ' :  0<кеи<л, lm>v>0} ярим йулакка конформ акслан- 
|  тирувчи бирорта н<г) функцияни топинг .

f . Wj = 4jiWj, w4 = e"*

аксл антиришларни кетма-кет бажариш ёрдамида D ни 
. {w4: Imt^X)} юцори ярим текисликка конформ аксланти- 

риб оламиз.
w5=arccosw4

Игйкслантиришни ёрдамида, юкори ярим текислик
{и»,: 0<Rew5<n, Imn^O}

ярим йулакка аксланади. Бу ярим й^лакни G со\ага акс
лантириш учун эса

w =л—и>}
^функциями олиш кифоя. Олинган функциялар D со\ани 
; КДйси й л̂ билан Ссокага акслантириши 54-чизмада курса- 

тилган
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Шундай килиб, масала шартини каноатлантирувчи 
функция

w = n-w i =n- arccos w4 = к - arccose*’ =

= я -arccose4*4'2 = к -arccos е4*^1 =
4»

= я - arccosе ' экан.

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р  

Куйидаги илдизларнинг барча кийматларини топинг:
324. VTT7 328. з/i.

325. V-T . 329. V-2 + 2 i.
326. V7. 330. .
327. V3 + 4/ • 331. V-4 + З/.
Тенгламаларни ечинг:
332. г1-!. 336. г7+1 =0.
333. ^=3-4/. 337. г*=1+|.
334. *>— 1. 338. г = г3
335. г6=64. 339. |г|-г=1+2/.
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340. Агар zi+z2+z)=0 ва |г, |=|z J=|Zj 1=1 булса, у \олда 
г,, Zj, Zз нукталарнинг бирлик айланага ички чизилган 
мунтазам учбурчакнинг учлари эканлигини исботланг.

341. Агар мунтазам п — бурчакнинг маркази г=0 нуктада 
булиб, битта zt учи берилган булса, крлган учларини топинг.

342. Агар г, ва z2 лар мунтазам п — бурчакнинг иккита 
кУшни учи булса, у \олда билан кУшни булган учинчи 
£3U3*£,) учини топинг.
Г w = jz  функциянинг куйида берилган шартни кано
атлантирувчи бир кийматли тармоги ёрдамида £>со\анинг 
аксини топинг:

343. D = {Rcz>0}, Vz|z,i= l.

344. /> = {**<—>, +1||, Vz|z=4=2.

345. D-(|«|<1, Im г > 0}, I f

346. ft = {M> 1, ^  < aig z < ^ } ,  V*|z=-l= ' .

347. D = {(Im z)2 > 2 Re г +1}, -/г|г-|=  -/'•

348. ft = {Im z > 0, (Im z)2 > 4 Re z + 4}, >/г|г=_| = i.

349. Z>={| г |< 1, 1тг>0} со\анинг w = акслантириш- 

нинг = -bi шартни каноатлантирувчи бир кийматли 
тармоги ёрдамидаги аксини топинг.

350. D={\ г|>4, Rez>0} со\анинг w = г  ̂ акслантириш- 
нинг w(9) = -^у шартни каноатлантирувчи бир кийматли 
тармоги ёрдамидаги аксини топинг.

351. |- |< a ig z < ^ } бурчакни {lmw>0} юкори ярим
текисликка шундай акслантирингки, и<1-|)=2, Ц/)=— 1, 
М0)=0 шартлар бажарилсин.

Куйидаги со^аларни {lm»v>0} юкори ярим текисликка 
конформ акслантирувчи Иг) функцияни топинг.

352. Imw>0, z* (0, а/].
353. j г|</?( 0<аг^г<яа (0<а£2).
354.1 г|>/?, 0<argi<TO (0<а$2).
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355.кК1,|*-/|<1.
356. Iz p l,  U-/|>1-
357. zi [-1,1].
358. zt (-/, /)•
359. гг U,, Zil
360. ;« { (- « ,  -ЛЦЛЯ, +-)}, R> 0.
361. {| z |= 1} айлананинг ёйи буйича z= 1 нуцтадан г=е", 

0<а<п нуктагача киркилган {Im*>0} юкори ярим текис 
ликни {Imw^O} юкори ярим текисликка конформ акслан- 
гирувчи w(z) функцияни топинг.

362. <|г|=1} айлананинг ёйи буйича г=1 нуктадан z ^ .  
0<а<лр, 0<р<2, нукгагача киркилган {0<arg*<7tP} секторни 
{InnvX)} юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.





ii •

65-чизма 66-чизма.
373.65-чизма.
374. 66-чизма.
375. (>^>4(х+1)} со\ани {| w|<l} доирага конформ акс- 

лантирувчи ва

шартларни к,аноатлантирувчи Цг) функцияни топинг.
376. [О, /) кесмабуйича киркилган {1тг>0} юкори ярим 

текисликни {| w|<l} доирага конформ акслантирувчи ва

шартларни цаноатлантирувчи Цг) функцияни топинг.

377. [-а, -1), а> 1 кесма ва [1, +«) нур бу>йича ig*p- 
килган бирлик лоиранинг ташк,арисини {1шг>0} юкрри 
ярим текисликка конформ акслантиринг.
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М~4)=0, argw'(~4)=0

и-(^) = 0, w(i) = -/



|> Жуковский функциясига тескари булган

функциянинг берилган шартни каноатлантирувчи бир 
|йматли TapMOfи ёрдамида /)со*анинг аксини топинг:
378. D = {^у - с l| (0 < о < 1), н»(0) = /'.

379. 0 = {*« (-» . -||, Z e\l, +-)>, *v(0) = /.
380. 0 = {lnu>0}, н<+/оо)=0.
381. D - |^у + pT j < 1. У > о| (а > 1), w(+/0) = /'.

З»2- ° " { i - i >l" x>0-)' >,)} («<“ <}).
М » = 0

383. Z) = { ^  + ^ < l* ze I " 1* 4} (e> 1), и<+Ю)— /.

384. °  = + ^  + ^ >1} (а>Л>1), и<г)>1,

arap b<z<a булса.
385. Жуковский функциясидан фойдаланиб [-с, с) (с>0) 

кесманимг ташкарисини {| к» > 1} — бирлик доиранинг таш 
Карисига конформ акслантирувчи ва

и{°°) = во, arg*v'(oe) = a 
шартларни каноатлантирувчи Цг) функцияни топинг.



386. 0  = {1тг>  > о| со\ани юкори

ярим текисликка конформ акслантиринг.
Куйидаги мисоллардаги чизмаларда тасвирланган со- 

\аларни {lmw>0} юкори ярим текисликка конформ акс
лантирувчи бирорта и<г) функцияни топинг.

387. 67-чизма. 392. 72-чизма.
388.68-чизма. 393. 73-чизма.
389. 69-чизма. 394. 74-чизма.
390. 70-чизма. 395. 75-чизма.
391. 71-чизма. 396.76-чизма. *

75-чизма
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79-чизма 80-чизма.
397. 77-чизма.
398. 78-чизма.
399. 79-чизма.
400. 80-чизма.

I  Куйидаги мисолардаги чизмаларда тасвирланган со\а- 
ларни {| *v|<l} бирлик доирага конформ акслантирувчи 
бирорта Цг) функцияни гопинг:

401. 81-чизма.
402.82-чизма
403. 83-чизма.
404. 84-чизма.
405. 85-чизма.
406. Z)=4xJ-y2< 1} со\ани {| и>|<1} доирага конформ акс- 

йюнтирувчи ва
н<0)=0, и<1)=1 

ларни к,аноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.
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85-чизма.

4ff}- п = {■ Я < аг8 z < П ' I г1< •} секторнинг w  =
(н<г)>0, агар гХ) брлса) акслантириш ёрдамидаги акси
ни топинг.

К у р са т м а . w = r. w* ~ = деб белги-

ланса, w = w} °w 2oWi булади.

Куйидаги чи шаларда тасвирланган со\аларни {lri?w»>0} 
юкори ярим текисликка конформ акслантирувчи бирорта 
иiz) функцияни топинг:

IS6



408. Кб-чиэма.
409. 87-чизма.



416. /)={0<1тг<л, г«|0, id\), 0<</<я, со\ани {1тнС>0} 
ю^ори ярим текисликка конформ акслантиринг.

Куйидаги логарифмларнинг барча кийматларини то
пинг:

417. Ln4 426. Ln(-2+3/).
418. ln(-l). 427. Ine.
419. Ln(-l). 428. Lne.
420. Ln(l-/). 429. ln(l+/).
421.1m. 430. Ln(l+/).
422. Ln/. 431. - 1 ^  j •

423. L n ig .  432. Ln(!+/>/3)-

424. Ln I j i . 433. Ln(«).

425. Ln(2-3/)/

434. Ln(cosa+/sina), a — \ак,икий сон.
Тенгламаларни ечинг:

435. I =е-'-\ 436. In z = 1 + f . 437.
438. Ушбу фикрлаш кетма-кетлигидаги И. Бернулли 

парадоксига олиб келадиган хатони топинг:
1) (~z)2=z:-
2) Ln[(-*)2]=Ln(^).
3) Ln(-*)+Ln(-z)=Ln*+Ln*.
4) 2Ln(-*)=2Lnz.
Демак, ихтиёрий г*0 учун

Ln(~z)=Ln(z).
Куйидаги даражаларнинг барча кийматларини топинг

439. |л . 444. ( ^ J .  448. (-1)'.

440. (-2)Л . 445. (-3+4/)1*'. 449. (~\)S . 
441.2'. 446.(3—4/),+'. 450.^.
442. I ' 447.1 451. (-/)'.

* (* Г



к Куйидаги мисолларда а ва b лар берилган \олларда а'=Ь 
тенгламани ечинг.

452. 0=2, b=i. 454. а=е, Ь=е.
453. а-i, b=1. 455. a=i, b=i.
456. а2а, (о“)2, (о2)“ ларнинг кийматлар туплами устма- 

уст тушалими?
457. а нинг кандай кийматларида (о2)°ва ^ “ ларнинг 

цийматлар туплами устма-уст тушади?
458. а нинг кандай кийматларила (а5)” ва ^ “ ларнинг 

^ийматлар туплами устма-уст тушади?
К^йидаги тупламларнинг н>=1пг акслантириш ёрдами- 

дагм аксини топинг.
459. | z |=R; argz=<p — поляр тур.
460. г=Аек* (>4>0) — логарифмик спираль.
461. 0<argz<a<2n — бурчак.
462. |z|<l, 0<arg*<a<2n — сектор.
463. [г,, г2) кесма буйича киркилган {г,<|г|<г2} \алкд.

к  Куйидаги со\аларнинг w=Ln; функциянинг куйилган
шартни каноатлантирувчи бир к,ийматли тармоги ёрда- 
мидаги аксини топинг.

464. Z>=<lnu>0},
465. D={ze (-<», 0)}, И 1 )=4л/.
466. D={ze (-«о, OJ}, w(-i) = - f .

467. D={zi (0, +«)}, w(i) = ^
468. 0={ге[О, +<»)}, и<—1>=л/.
469. D={ze (0, +~)}, w(-i) = - f .

| 470. D={zi [0, +oo)}, ^  •

[ 471. 0={ге(О, +<»)}, н<-1)=-л/.
I 472. D={zt (—°°, 0), z<t 11, +oo)}, w(/) = ^  .

f 473. /)={|г|<1, lnu>0}, w(i - i0) = - If-.
: 474. 0={|г|<1, г«[0, 1)}, И-1+0)=-я/.

475. <1тг>0} юкори ярим текисликни {0<1тн<2л} йулак- 
*а конформ акслантиринг.

Куйидаги мисолларда берилган чизмаларда тасвирлан-
со\аларни {0<1тн<1} йулакка конформ акслантирув- 

чи бирорта w(z) функцияни топинг.
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481. (| Im*|<Jt} й^лакни {| Imw|<K} й^лакка конформ акс 
лантирувчи ва ушбу

и<яО=+ов, и<+ов)=-я/, н<-яО=-~ * 
шартларни каноатлантирувчи иiz) функцияни топинг.

* нинг кандай цийматларида куйидаги функциялар О 
га айланали?

482. sin*. 483. cos*. 484. sh*. 485. ch*.
Куйидаги тенгликларни каноатлантирувчи * нинг бар

ча кийматларини топинг:
486. | tg* |= 1 487. | th* |=1.
Куйидаги тенгликларни исботланг. Бу тенгликларда 

илдизнинг барча кийматлари олинган:

488. Arc sin * = -/Ln/| * + V*J - 1 )•

489. Arctg* = \ Ln = £  Ln £§ .

490. Arcctg* = i  Ln .

491. Arcch* = Ln(*+ V*J -1)-

492. Arcsh* = Ln(* +V*J - 1).
493. Arcth* =  ̂Ln .

494. Arccth* =  ̂Ln .

I  Куйидаги ифодаларнинг барча кийматларини топинг:
495. Arccos 1. 500. Arctg 21.
496. Arc sin 501. Arctg(l+2/).
497. .Arcsin 2. 502. Arc ctg (1+0-
498. Arcsin 503. Ar ch 2/.
499. Arctg 1. 504. Ar th (1-0.

I  Куйидаги тенгламаларнинг барча илдизларини топинг:
505. sin * = ^ .

506. sin * = ^.

507. cos * = ^ .

508. cos * = ^ .

509. tg* = f .

510. ctg* = - ̂  •

511. sh* = ^.

512. ch* = l .



513. sin* - cos*=3.
514. sin* - cos*=/.
515. ch* - sh*=l.
516. sh*-ch*=2/.

517. 2ch*+sh*=i.
518. cos*=ch*.
519. sin*=fsh*
520. cos*=ish2*

Куйидаги со\аларнинг w=flz) акслантиришнинг берил
ган шартларни каноатлантирувчи бир кийматли тармоги 
ёрдамидаги аксини топинг.

н<0)=2 я/.
524. D={z*(-<*>, -11, г « I I,  +“•)>, *v=Arcsinz, w(0)=0.
525. D = {lm z > 0}, w = Arc cos z, w(0) = - .

Куйидаги со\аларнинг w=arcsin* акслантириш ёрдами 
даги аксини топинг:

526. 0={Im*>O}.
527. 0={Re*>O, lm*>0}.
528. D={Rez<0, г« (-~ , -11».

Бир со\ани иккинчи со\ага конформ акслантиришда 
симметрия принципидан кенг фойдаланилади. Ъу прин 
цип аналитик давом эттиришга асосланган.

Айтайлик, Е тупламда (£ с  О  бирор J{z) функция бс 
рилган булсин.

10-т а ъ р и ф . Агар D со.уада (Е  с  D) шундай F(z) функция 
топшсаки. Vc е Е  учун

булса, у х,олда F(zJ функция f(z) функциянинг Е  тупламдан D 
со^ага аналитик давоми дейилади.

4-т е о р е м а Агар а(ае D) нукта Е  тупламнинг лимит 
нуктаси булса, Е  тупламдан D со\ага анмитик даввм ягони 
булади.

521. D= {Re*>0}, w = Ln^* + VPTTj,.»v(+0) = я/

522. D={Rez>0, lm*>0}. w = Ln[z + Jz 2 +1 j, M 2)>0.

523. D = {(Im *)J - (Re z)J < j) . w = Ln(* + V ? T T  j,

7-§. Симметрия принципи

F(zJ=f(z)
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Хусусан, Е  туплам D со\ага тегишли булган эфи чи
зик еки шу со\анинг бирор кисми булса, у \олда f(z) 
функциянинг D со\ага аналитик давоми биттадан куп 
булмайди

43-м и со л . Ушбу

/ (г )= £ г*  = 1 + г+г2+... 
i»»0

функциянинг аналитик давомини топинг.
Равшанки, бу f[z) функция

E={ze C:|z|<U
тупламда (бирлик доирада) голоморф.

Куйидаги

функЦияни царайлик. Бу функция Z>=<7\{ 1} со\ада голо
морф булади.

Иккинчи томондан Vze Е учун F[z)=Az) тенглик ба
жарилади

Демак, = функция /(z)= функциянинг
#»»0

£■={*€ С:|г|<1> тупламдан D=C\{ 1} со\ага аналатик да
воми булади.

Фараз килайлик, /,(*) функция Z), со*ада (Z), с  О  бе
рилган \амда шу со\ада конформ булсин. Бунда Z), сола
нин! чегараси ЭD{ нинг бирор кисми у(усЭО, ) айлана ёйи 
ёки тУфи чизик кесмасидан иборат. Бу/,(г) акслантириш 
jD, со\ани 6, со^ага, у чизикни Г чизикка ( Г  — айлана ёйи 
ёки тУфи чизик кесмаси) акслантирсин:

G r № )>
ММ)-

А  со\анинг у ёйга нисбатан симмефик булган со\аси 
2* Ч  со\анинг Гёйга нисбатан симметрик булган со\аси 

эса С2 булсин. /2(г) функцияни D2 со\ада шундай аник- 
лаймизки, унинг кийматлари /,(г) функциянинг С, даги 
Киймлтларига Гёйга нисбатан симметрик булган киймат
ларни кабул килсин. У \олда /2(г) функция D, ни С. га, 
Ушбу



/,(г), ze Д,
»  = /■(*) = /2 (г), ге  у,

/г(г), ге  Д

функция эса Д  UyU  А  со\ани (/, U f\ JG 2 со\ага конформ 
акслантиради (99-чизма).

99-чизма

Одатда юцоридаги тасдиц симметрия принципи с к и 
Риман-Шварц теоремаси деб аталади.

Эсл а тм а . Агар у ва Глар одиций укдаги кесмалар 
булса, у \олда f2(z) функция ушбу

тенглик ёрдамила аниманади.
44-м и сол. Ушбу

Л = {*€  С:г ё  (-1, 1|, Z € (-1, /)}

со\ани юкрри ярим текислик
{we С: Im^X)}

ка конформ акслантирувчи w=w(£) функцияни топнш 
(100-чизма).

Куйидаги
Д =[геС:1тг>0, *ё[0, /)}

сохдда



I  функцияни караймиз. Равшанки, бу акслантириш Z), со\ада 
конформ булади.

Энди 0, со\ани юкори ярим текисликка акслантира
миз. Бу куйидаги

w ш£
wj£w,+ l, (27)

w3 = 7*7, v n =/

акслантириш.тарни кетма-кет бажариш натижасила солир 
булади. ((27) акслантиришларнинг бажарилиши жараёни 
101-чизмада тасвирланган).

101-чизма
Шундай килиб, Dt со\а ушбу

= = 7*1 +1 = V?~+T. =
Функция ёрдамида



<?,“ {*,€ С: lmw,>0}
юкори ярим текисликка конформ аксланар экан.

Энди симметрия принципидан фойдаланиб, D со\ани

и-, ■ Vz2 + 1, = i

функция ёрдамида

G = {w, eC.w, ё [ - Л ,  Л ] }

со\ага конформ акслантирамиэ. Бу со\ани юк,ори ярим 
текислик

{we С: ImtvX)} 
ка конформ акслантириш куйидаги

н> = fa , V-T = i

акслантиришларни кетма-кет бажарилиши натижасидл 
б^лади.

Демак, D = {г е С: z ё  |—1, 11, z ё  [-/, /1} со\ани юкори
ярим текислик {we С Imn'X)} ка конформ акслантирун 
чи функция

булади.
45-мисол. Ушбу {*eC :R e *  = ^, Л£ 1тг<«>} нур 

буйича циркилган куйидаги
{ге С: 0<Rer<l}

со\ани (йулакни)

{weC:Imw>0} ф
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юцрри ярим текисликка конформ акслантирувчи функ
цияни топинг (102-чизма).

Куйидаги

Д = |* е СЮ < Re г < 1J 

со\ани караймиз. Бу со\а
w=iz,

wj=2kwi, (28)

[ акслантиришларни бирин-кетин бажариш натижасида

G= {y»^C\ ImWjX)}

юцори ярим текисликка конформ аксланади ((28) акс- 
Я  лантиришларнинг бажарилиши жараёни 103-чизмада тас- 

вирланган)
В Симметрия принципидан фойдаланиб, берилган со\а

и-3 = £>'* = е2" '  = еи‘г

Функция ёрдамида

G - {w , e C w , e [- *  JU, +«)}

со\ага конформ аксланишини топамиз.
Бу G со\з



акслантиришлар ёрдамида

{we С: 1ши»>0}
юк,ори ярим ггкисликка аксланади.

Демак, берилган со\ани юкори ярим текисликка кон 
форм акслангирувчи функция ушбу

w = = т1е2' ,: + е lwh

куринишда булади.
46-м и сол . Ушбу

D = Iz е C.z е [о, е*” 1; к = 0, 1, 2,... л — 11

со\ани
{we С: |и»|>1}

со.\ага конформ акслантирувчи функцияни топ»1нг (104 
чизма).



104-чизма

К ” Куйида I и

Dq = |г е С:0 < aig z <

? со\ани (секторни) караймиз. Бу со\а

H-J = IV, + y/wi -  I ,  / Л  = I 

2
w = w,"

(29̂

■кслантиришларни бирин-кетин бажариш натижасида 
ушбу

С0 = |w € С:0 < argw < & ,  Н >  lj

со\а& конформ аксланади ((29) акслантиришларнинг 
рилиши жараёни 105-чизмада тасвирланган).

Бу ерда

тиришнинг

W(l)=l, Н-(сс)

2 , ч
+ -1 )" = М  + Jz "  - 1 j

f  1st А Ы

4 e ' J = e ".



шартларни мноатлантирувчи бир кийматли тармот олин- 
ган.

Симметрия принципидан фойдаланиб,

|г е СЮ < arg z < 4а, z € 0̂, е ?  j|

со\а

Т)"
функция ёрдамида

{w е С:|и>|> 1, 0<aigw<^*}

со\ага конформ аксланишини топамиз.
Айтайлик,

Dk = |z е С:*** < aig* < ^±12* J, к = 1, л-1

булсин.
Равшанки,

и» = + V V - lj "  *

акслантириш Dk со\ани
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Gk з |н» 6 С:|И> 1» 2̂ < a ig w < ^ ii5 |,A : = l, 2, ..., л-1

-хага конформ акслантиради. Шуни эътиборга олиб, сим- 
-ия принципини л марта куллаш натижасида

w = ^z* +ylzn -  l j "

функция берилган

0  = | г е С : г ё | ^ 0 ,  к = 0, 1, 2........ л - l j

сохани
{н’е С : |w|>l}

со\ага конформ акслантиришини топамиз.
[ 47-м и со л . Симметрия принципидан фойдаланиб, 

/ушбу
Д={геС:к|<1}

'$ со.\анинг (бирлик доиранинг)

_______ f(l+?")J '

Iфункция ёрдамидаги тасвирини (образини) топинг.
D — бирлик доиранинг учлари г=0 нуктада ва кенгли- 

ги ^  га тенг булган D0, Dr  Dv .... Dm_r n та секторга 
ютамиз. Равшанки,

A) = { z e C : - i < a i g z < $ ,  М< l}

С^нг берилган w функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

Агар



w, = Wj + 1,

™ y p  буй
Я Я * ° ,|аМИ

дейилса, унда w функция ушбу

куринишга келади. Бу акслантиришлардан фойдаланиО. 
0 Л нинг тасвири (образи)

G0 = |w e C :- f  < argz< f, 

булишини топамиз (106-чизма). 

©

'[&•

Шу муло\аза асосида, симметрия принципини л мар 
та к^ллаш натижасида

функция бирлик дойра 0-{ге С |г|<1} ни л та
= 2sL, к - 0. л - 1

буйича киркилган (w) текислигига акслантиришини

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

529. (—<», - i j t [ i t +oe), (—/», —/) ва [/, +*»)
■Нурлар буйича кесилган (г) текисликни бирлик доира- 
|н и н г  ташмрисига конформ акслантирувчи функцияни

г » - D={z: Z<t \~а, A), z «[-с/, с/]} 
(а к 0, Ь г 0, с£0, оН^+с^О)

сохани юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.
531. D = {z : ze\-а,Ь)> ге I—«. с/]}

(о^О, feO, с20, оН^+с^О)
со\ани бирлик лоиранинг ташкарисига конформ акслан
тиринг

532.
[—а, +<*>) (о£0) нур ва [—с/, с/] (с>0) 

кесма буйича киркилган текисликни юкори ярим текис
ликка конформ акслантиринг.

533.
Я  = {г:г« [—1,1), » [ —/,/]>

■ со\ани бирлик лоиранинг ташкарисига конформ акслан- 
I  тириш.

534.
D = {г : z* (|г|= 1. Jnu<0), zt (Re*=0, Jnu<0)}

I  со\ани бирлик лоиранинг ташкарисига конформ акслан
тиринг.

535.
D = {z : ге [—а/,01 (а< 1), ге (|г|= 1, Jm*<0)}

1 со\ани юкори ярим тскисликка конформ акслантиринг.
536. Пастки мавхум ярим ук ва учлари ±1 нукталарда 

булган \амда г=—/ нуктадан утувчи ярим айлана ёйи
* буйича киркилган (г) текислигини (107-чизма) {»v;Jmw>0} 

юкори ярим текисликка конформ акслантирувчи Иг) 
функцияни топинг.

537. (—«в, — 1] ва (1, +«>) нурлар ва учлари ±/ нукталарда 
булган \амда г= 1 нуктадан утувчи ярим айлана ёйи буйича 
ВФКИлган (с) текислигини (108-чизма) юкори 
ярим текисликка конформ акслантирувчи н<г) функцияни 
топит
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®

чтяй

109-чизма.

538. 1—1,11 кесма ва учлари 
нуцталарда булган *дмда z=-

1 нуцтадан утувчи айлана сии 
буйича цирцилган U) текисли 
гини (109-чизма) {j»rJmw>0} 
юцори ярим текисликка кон 
форм акслантирувчи w(z) функ 
цияни топинг.

539.
0= {г :И >  1. *'1-

z<e[—bi, —/],
:«{1, а], г«[—а,— 1]} (а>\%Ь>\)
со\ани юцори ярим текисликка 

конформ акслантиринг.
540. 110-чизмада тасвирланган со\ани бирлик дойра 

нинг ташцарисига конформ акслантиринг. ^

541. = 1

■йперболаниш \мг шохчаси орасидаги со\ани юцори ярим 
текисликка конформ акслантиринг.

542.

cos a sin а

гипербола унг шохчаси ташцарисини юцори ярим текис
ликка конформ акслантиринг.
I  543. •£т - р- = | гиперболанинг шохлари орасидаги

СО\ани юцори ярим текисликка конформ акслантиринг. 
^■Куйидаги мисолларда берилган со\аларни юцори ярим 
текисликка конформ акслантирувчи бирорта функцияни 
«пинг:

544.
|Г  {х = 1, A,S.v<°o} ва {дс-1, -оо<^<Л,}

<Л2*с/Ж нурлар буйича цирцилган {0<дг< 1} йулак.
«  545. {0 <x<h, ^=0} (А< 1) кесма буйича цирцилган 

1} йулак.
546.

г  {0  ̂дг </»,, ,у=0} ва (1— А2̂ х <1, у=0}
кссмалар буйича цирцилган {0<х<1} йулак.



547. {*  = f . 0£>»£й| кесма буйича киркилган {0<дг<п

у>0} ярим йулак.
548. |* = f< Л5>’ <<»| (Л>0) нур буйича киркилган

{0<дКя, ,к>0) ярим йулак.
549. {*  = $- О £ у *  А,} кесма ва {*  - f . *h *  У < ~}

(Н2>И ) нур буйича киркилган {ОСдКя, >>>0} ярим йулак
550. {|г—1|=1}, {|г+1|=П айланалар билан чегараланган 

ва {2<х<«, >-=0} нур буйича киркилган со\а.
551. {\z—1|=1}, |г—2|=2 айланалар билан чегараланган 

ва {>«=0. 2йх<а) (о<4) кесма буйича киркилган со\а.
552. {|г—1|=1, {к— 2|=2} айланалар билан чегараланган 

\амда {>-=0, 2<х<о} ва {у=0, Ь<х£4} (а<Ь) кесмалар буйича 
киркилган со\а.

553. Мав\ум ук ва {|z—1|=1} айлана билан чегараланган 
\амда {>*=0, 2<л<а} кесма ва {>̂ =0, Ь<х<<*>) (а<Ь) нур буйича 
киркилган со\а.

554. {|г—1|=1}, {|г+1|=1} айланалар билан чегараланган 
ва (л-0, — а ^ Р }  (а^О, р>0) кесма буйича киркилган со\а

555. {х=0, 0<><Л} кесма буйича киркилган {|г—1|>1. 
|г+1|> 1, Jm£>0} со\а.

556. уг=4а2(л+а2) нараболанинг ичи.
557. .v’=4a2(x+a2) параболанинг ичини бирлик доирага 

конформ акслантиринг.
I



Куйидаги мисоллардаги чизмаларда тасвирланган со- 
\аларни {и^ти^О} юкори ярим текисликка конформ акс
лантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг:

558. 111-чизма. 564. 117-чизма.
559. 112-чизма. 565. 118-чизма.
560. 113-чизма. 566. 119-чизма.
561. 114-чизма. 567. 120-чизма.
562. 115-чизма 568. 121-чизма.
563. 116-чизм

118-чизма. 
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569. | v3<2/,(Jr + f ) }  (/>>0) соцани (r.Jmw>0) юцори

ярим текисликка конформ акслантирувчи w(z) функцияни 
топинг.

57® ' {сте^а ”  sirTa > ** ^ > ° |  (® < а  < f ) СО)фНИ {и ^ ти О О }

юцори ярим текисликка конформ акслантирувчи и<г) 
функцияни топинг.



Куйидаги мисоллар чизмаларида тасвирланган со\алар- 
ни {нг|н̂ < 1} доирага конформ акслантирувчи н<*) функ- 
цияни топинг:

571. 122-чизма. 572. 123-чизма.
Куйидаги мисоллар чизмаларида тасвирланган со\алар- 

ни (H'JmH'X)} юкори ярим текисликка конформ акслан
тирувчи w(z) функцияни топинг:

573. 124-чизма. 575. 126-чизма.
574. 125-чизма.

'■ Т П П
(l- i)? -

IIIIII
I Mi l l 1V

т Т 7 7 (1*1)?

м
.1Ш|| ll l l l l l l l

576.
I  0={sJm*>O, г«{Яег=*+*д, 0<Jmj«o, k=0, ±1, ±2,...}}
совами (127 чизма) {tv:Jnnv>0} юкори ярим текисликка 
Конформ акслантирувчи функцияни топинг.
* 577. {£№<1} — бирлик доирани

argvt = ~ , к  = 0,п-ll



«юлдуз*нинг ташМрисига конформ акслантирувчи w{z) 
функцияни топинг.

578. Бирлик доиранинг ташцарисини
|w:|w| й 1, aigw = к = 0, л - lj

«юлдуз»нинг ташкдрисига конформ акслантирувчи w(z) 
функцияни топинг.

579.
|-а£дг£а, >=а + *л} (к= 0, ±1,±2,...)

кесмалар буйича циркилган (z) текисликни \ак,икий укда! м 
[кп—b, кп+b) (*=0, ±1, ±2,...; 0<Л<*) кесмалар буйича
цирцилган (w) текисликка конформ акслантирувчи м<г) 
функцияни топинг.

580. {О  ̂У < «о, х= (к=0, ±1, ±2,...)

нурлар буйича цирцилган текисликни юцори ярим текис 
ликка конформ акслантирувчи функцияни топинг.

581.
\z:ze[kni, Jbu+~), (к= 0, ±1, ±2,...)} 

со\ани {w:Jmw>0} ярим текисликка конформ аксланти
рувчи w(z) функцияни топинг.

582.
{rJm>0, zt\kn, kit+ni], (Jt=0, ±1, ±2,...)} 

со\ани {wiJmn'X)} ярим текисликка конформ аксланти
рувчи w(z) функцияни топинг.

583. {г; Jnu>0: z*[2k, 2k+2i\. 
г«(2*+1, 2*+1+/) (*=0, ±1, ±2,...)}

со\ани {wtJmw>0} ярим текисликка конформ аксланти
рувчи иiz) функцияни топинг.
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1V6o6
КОМ ПЛЕКС АРГУМ ЕНТЛИ ФУНКЦ И ЯЛАРНИ Н Г 

ИНТЕГРАЛИ

1-§. Интеграл тушунчаси
Комплекс текислик С да бирор туфиланувчи у = АЁ  эфи 

чизикни олайлик.
у = АВ Эфи чизикни А дан В га караб г,,, ••• , Z„ нук

талар ёрдамида п та у,, уг ... , уп ёй- 
ларга ажратамиз (ХЬ  ёйининг боши- 
ни г,, нукта, охирини ^ нукта тасвир- 
лайди (128-чизма). у^-ейларнинг (it =
1, 2, ... . п) узунликлари /ь ларнинг (А 
= 1,2,..., п) энг каттасини А билан 

Иелгилаймиз:
A=max I ,  

lltf<

"Айтайлик, у эгри чизикда /  (г) 128-чизма 
функция берилган булсин. Юкорида- 
ги *ар бир ук ёйда ихтиёрий t  нукта олиб, сунг берилган 

Г функциянинг шу нуктадаги /I(^ ) кииматини ^ — zK_, га 
купайтириб, ушбу

с - | / К . ) ( г , - г , . , )  (1)

 ̂ йигинлини тузами j . Одатда бу йигинди/(г) функциянинг 
|41нтеграл йигиндиси дейилади.
EL Равшанки, /  (г) функциянинг интефал йигиндиси у 

| Эфн чизикнинг б^линишига \амда \ар бир ук да олинган 
нукталарга боглик булади.

*  1- таър иф . Агар Я -* 0 да f(z ) функциянинг интеграл 
щйитндиси у эгри чизикнинг булиниш усулига %амда ук да ^  
Шнуцтанинг танлаб олинишига боглик булмаган х,олда чеыи 
Шлимитга эга булса, бу лимит /  (z) функциянинг у эгри чизик 
L буйича интеграли деб аталади ва

181



I /(«) * (2)

каби белгиланади. Демак,

J/U №  = lim f /($*) 
у

Агар г = х + iy ,f (z )=  и (х, у) + /V (х, у) = и + /v

дейилса, унда (2) интеграл 2 -  тур эгри чизикли интег- 
раллар билан цуйидагича боманган

г.. . . .  л..
(3)\f(z) dz = \и dx - v dy + ifv  dx + и dy

1- теорем а . / (г) функциянинг у эгри чизик; буйича 
интеграли

J / W *
г

нинг мавжуд булиши учун куйидаги

ju dx-v dy, J  v dx + и dy

эгри чизицли интегралларнинг мавжуд булиши зарур ва 

ия узлуксиз

\f{z)dz

етарли.
Хусусан, /  (z) функция узлуксиз булса, унинг интегрши

мавжуд булади.
И н те гр ал н и н г  хо ссалар и .
1*. Агар/(г) ва g (г) функциялар yiycQ  у эгри чизик 

да берилган ва узлуксиз булса, у \олда
\[af (г) + bg (г)] dz = a \ f(z ) dz + b\g (г) dz 4) 
г г г

булади, бунда а, Ь -  комплекс сонлар.
2*. Агар f(z )  функция у эгри чизикда берилган «а уз

луксиз булиб, у = у, и  у2, у, п  72 = 0  булса,

lf(z)dz= jf(z)dz+ jf(z)dz  ...
г Г, 72 (5)

булади.
3*. Агар /  (zj функция у эгри чизикда берилган ва уз

луксиз булса,

J/ M  *--//(«) * (6)

булади. Бу ерда у~ — берилган ориентация *
(йуналиш) га тескари ориентация билан 
опинган чизиц (129-чизма).

4’. Агар/(*) функция у эгри чизикда бе
рилган ва узлуксиз булса,

I//W  J s f l / M I- w

S
^  129-чизмаЧ I г

булади, бунда \dz\ = J(dx)2 + (dy)2 (z = x+ iy).
Жумладан,

M = тах[/ (*)|,

I (У) — У эгри чизикнинг узунлиги булса, 

|j/U)<fe|sA/./(r)

булади.
5*. Агар / (г) функция у эфи чизикда берилган ва уз

луксиз у эфи чизик ушбу
z -  z (0 (о £ / £ Р) 

тенглама билан берилган булиб, * 0 булса, у \олда

\f(z)dz = ] f (z ( t ) )  z!(t)dt (8)
I

булади.
к- Бу формуладан комплекс аргументли функция интег- 

ралини \исоблашда фойдаланилади.



1 — м ис-ол . Ушбу
Idz
г

интефални \исобланг, бунда у чи шк, боши а (а е О  нук, 
тала, охири b (b е Q  нуктада булган эгри чизик-

Равшанки, /  (z) * 1 функциянинг интеграл йигин 
диси

о= 1 / (4 * )(г* -г»-.)* X  =*.i **i
= Zl-Z'+Z9-Zt+...+Z,,-Z^r z-z^

булади. Агар'
\dz = lim аУ А-»0

ва Zq = a, zn = b эканини эътиборга олсак, унда

} dz = Ь- а 
Г

булишнни топамиз.
2 — м и сол . Ушбу

l„ = l(z-a)"dz  (я-бутунсон)

интефални \исобланг, бундау= {ге C :\ z - d  = р, р > 0} 
айланадан иборат (йуналиш соат сфелкасига царама-цар 
ши олинган).

у айлананинг тенгламасини цуйидаги

Z = z (0 = а + р е" (0 £ t £ 2л)

куринишда ёзиб оламиз. Унда
dz = d (а + р е") = ipe" dt

булиб, (8) формулага кура

/, = J (г - a)"dz = ф"4' J e*{”' udt
т о «

булади.
184
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Агар п* — 1, булса,

I .  = ^ =  /р-+| Т = О
о W o о

булади
г Агар п = — 1 булса,

/_, = i je " °  dt ~ 2я/

булади Демак,
В г /  v.j г/ f О, агар п * -1 булса,W  \(z-a)'dz= \(z-a)dz=\ . J\t.j^  {2m, агар n - -1 булса,

у  3- м исол . Агар у эгри чизик юзаси S  га тенг булган 
|  со\ани чегараловчи ёпик чизик булса, у \олда

Г
I тенгликнинг Уринли булишини исботланг 

1; Бундан буён j  — белги ёпик контур у буйича олинган
интегрални билдиради. 

к Равшанки,
/  (г) = и (х, у) + /V (х, у) = х

учун
и (х, у) = X, V (х, у) = О 

булади. (3) формуладан фойдаланиб топамиз:

fx dz = jx  dx + ijx  dy 
r r r

Бу тенгликнинг унг томонидаги кар бир эфи чизикли ин- 
тефалга Грин формуласини кУлласак, нагижада

ffX dz - j\ odx dy + 1 fj dx dy = / JJ dx dy = IS
т <•» <*> (Я

булиши келиб чикади.
V .  I8S



'
4- мисол. Ушбу

\xdz 
У

интефални \исобланг, бунда у эфи чизик
[ze С : 1*1 -  1, 0 £ arg г £

дан иборат (чизикнинг боши z -  1 нуктада).
Аввало у эфи чизикни куйидагича

*  = «*, Ой t i n
парамефик куринишда ёзиб оламиз. Унда (8) формулага 
кура

fxdz = Jcos t d(e*) 
у •

булади. Бу тенгликнинг Унг томонидаги аник интефални 
\исоблаймиз:

] cos t d (efl) = ] cos t d (cos / + i sin /) =jcos / d (cos t) +
0 0 0

+ ijcos t d (sin t) = sail |+ / ĵ cos / sin f |- J-  sin2/ =

= ijsin2/ dt = i\1=&l2L dz = i\ ( t~^sin 2/)j=

Демак,
I  x dz = у  ■ 
r

я . Ушбу

j интефални кисобланг, бунда у эфи чизик

{г € С :Ы « 1 ,  1тг > 0}

юкори ярим айлана \амда [—1, 1] кесмадан 
130-чизма иборат булган ёпик чизик (130-чизма).



Агар Т, Деб {z “  х + iy е С : — 1 S дс й I , у = 0} ни, у} деб 
iz e C :\z l ~ 1, Im z < 0} ни белгиласак, унда

Y *  Y ^ Y j

булиб, интегралнинг 2* — хоссасига кура
М  • z dz = /|г| z dz + J|z| • z dz 
У ri п

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интефалларни 
ало\ида-ало\ида \исоблаймиз:

l\^ zdz = Jjc |х| dx = jx (-x )dx  + jx 2dx = 0.
Yi 0

Кейинги
JW  * dz
ri

интефални \исоблаш учун z - e" (0 £ t й я) деймиз. Унда 

*■**(**)*ТЗ •

■ J 1 • е~* 4e"dz -  i] dz= at
о о

булади. Демак,
j |z) z dz -  /я. 
г

Р* 6 — м исол . Агар/ (г) функция О нуктанинг бирор 
атрофида узлуксиз булса, у *олда

Urn \L & d z  = 2яif (0) (9)
7r

тенгликнинг Уринли булишини исботланг. Бу ерда уг - 
U  е С : I d = г} айлана.

р f(z )  функция z = 0 нуктада узлуксиз. Таърифга биноан
V е > 0 олинганда \ам шундай 6 > 0 сон топиладики, I d < 

[’8 тенгсизликни каноатлантирувчи барча z е С лар учун

|Я*>-/(01|<*
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тенгсизлик уринли булади. Ьинобарин, г < 6 тенгсизлик- 
ни цаноатлантирувчи барча г лар учун

[ф ^ )- / < 0 )|< £  (0£ф£2я) (Ю)

тенгсизлик бажарилади.
уг ёпик чизикни z = ге*, 0 й <р й 2п шаклида ифодала 

сак/
f/ iй dz = i j  f ire * ) dy

У г
булиб, бундан

| \U &  dz - 2я|/(о| = |// / (« ’” ) <*Р - 2я//(0)| =

= |J/ (/ ** )*- j7 (0 )< *p |s  

= | / [ / Ю - / ( ° ) ] ^ | | / М - / ( 0) | ^

(10) муносабатга кура охирги интеграл с дан кагга эмас 
Демак, г < 8 лар учун

| J Lip-dz - 2к//(о| < е

булиб, бу
lim j d z  = 2л </(0)

Тг
булишини курсатади.

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р

1. Ушбу
\zdz
г

интефални ^исобланг, бунда у чизик боши а (о е Оинук 
тала, охири b (Ь е С) нуктада булган эгри чизик. 

Интефалларни \исобланг.
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2. J dz, бунда у боши 0 ва охири 2 + / нуктада булган 
т

туфи чизик кесмаси.
3. \xdz, у : z = 2 + I нуктанинг радиус вектори. 

г
4. | дг dz, y.\z - о) = R, 

я  г
5. J|z| dz, у. боши (— 1,0) нуктада, охири (1,0) нук- 

г
гада булган кесма.

6. /|г| dz, у :(-1, 0) нуктадан (1; 0) нукгага караб йунал- 
г

ган юкори ярим бирлик айлана.
Агар у боши г, = — 2 нуктада, охири Zj = 2 нуктада 

булган {Id =2, Im* £ 0} айлана булаги булса, куйидаги 
интефалларни \исобланг:

7. jzdz  9. /|г| dz t Y 7
8 ./ ^ .  ю. / г H *  

г 1 7
11. J (2х - 3 iy) dz. 

г
Куйидаги интегралларни \исобланг, бунда y боши 

г, = 1 нуктада, охири z2 = i нуктада булган кесма.

12. [zdz. 13. J Imzdz. 14. jA<fc
i r  T r w

Куйидаги интефалларни \исобланг.
15. jz z  dz. 17. j  Re zdz.

I4-. |*-i|-i

16. $z\mz2dz. 18. fin  zdz
И-i l«H

19. |[(.v+ l)-ix] dz, y :zo = 1 ва zt = -/



нукталарни туташтирувчи туфи чизик кесмаси.
20. r k - 0  + fl l- i

г

21 1(х2 + /у2) dz, y.Zo = 1 + i ва z\ = 2 + 3/

нукталарни туташтирувчи т^фи чизик кермаси.
22. jzdz, у:х = cos t, у = sin / (0 £ / й 2я)

7

23. f Г-х = 3cos /, у = 2 sin / - эллипс.. г
24. f f ,  у:х = cos t, у = sin/ - айлана.

' т
25. fy  dz, у: г = 2 + / нуктанинг радйус вектори.

у
26. J у </*, у:|г| = arg* < я - ярим айлана (чизик, 

У
нинг боши г = 1 нуктада).

27. $ у dz, у:|* - о| = Л - айлана.
г

28. /|*| </*, у: г = 2 - / нуктанинг радиус вектори.
у

29. J|*| </*; у:|*| = 1, 0 й arg * й п (чизикнинг боути* = 1
г

нуктада).
30. \\z\dz\ у:|*| = I.Re z 2 0 (чизикнинг боши * = - ‘

г
нуктада).

31. j\z\ dz, у:|*| = R - айлана. 
г

32. J f  “Г  131 — чизмада тасвир 
у *

ланган ярим \алкэнинг чегараси.
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г
/г -

33. I (z—a)"dz (п — бутун сон); у : \ z—а | = R, 0 £ arg 
т

-  а) й я — ярим айлана (чизикнинг боши z =а + R
нуктада).

34. — бутун сон); маркази а нуктада, то- 
г

Емонлари координата укларига параллел булган квадрат- 
ниш периметри.

s 35. Агар у эгри чизик юзи S  га тенг булган со\ани чега- 
раловчи ёпик чизик булса, у колда 

jydz = -S  
у

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
36. Агар у эгри чизик юзи S  га тенг булган со\ани чега- 

раловчи ёпик чизик булса, У \олда
jzdz = 2iS

1ГЛНКНИНГ Уринли булишини исботланг.
Куйидаги интефалларни \исобланг:
37. \eldz, г^ , = 0 в а г ,= я  — m нукталарни туташтй-

рувчи тугри чизик кесмаси.
38. \с 1 Re* dz', f. z0 = 0 ва г,= 1+/ нукталарни туташ- 

' у
тирувчн тУфи чизик кесмаси.

39. \eldz, у. у = \2 параболанинг ^ = 0 ва г, *  1 + / 
у

нукталарни туташтнрувчи булаги.
cos z dz\ у: го = f  ча г, = я + / нукталарни туташ-

тирувчи тУфи чизик кесмаси.
41. J Re (sin z) cos z dz\ Y 'x  = a, _  i \ _  кесма. r
42- / Z Im (г1) dz r  x = 1, — 1 £ у й 1 — кесма.



Агар у : боши ^ = 0 охири г, = j  + нуктада булган
туфи чизик кесмаси булса, у \олда куйидаги интефал
ларни \исобланг:

43. j*fc.
Y

4 4  J e*̂ 2Re z dz .
у

45. J ег2 Re z dz .
у

4 М $ Т * .

47- Д Н И -

48. Arap y чизик ^ = 0 нуктадан г, = i нуктага караб 
йуналган туфи чизик кесмаси булса,

\ z sin zjdz 
г

интеграл ни \исобланг.
49. Ушбу

Л£гт\&\м*г-
тенгликни исботланг.

50. Агар I о) * R булса,

тенгсизликни исботланг.

Куйидаги мисолларда интефал остида куп кийматли 
функциянинг интефаллаш чизигининг бирорта нуктаси 
да берилган шартни каноатлантирувчи бир киймач9ж тар 
m o fh  туради. Агар чизик ё'пик булса, уша нукта интефал 

192

?  лаш чизигининг бошлангич нуктаси деб кабул килинади 
F (Интегралнинг киймати шу бошлангич нуктанинг танла- 
Е  нишига боглик булиши мумкин эканлигини ёдда тутиш 

керак).
f *  ни кисобланг. 

j г51. у. I zI = 1, Im z £0; VI =1 — ярим айлана.
52. у. 1г1 = 1, Im z Z 0; VT = —1 — ярим айлана.
53. X-1 z\ = I • Im Z *  0; J l  — — 1 — ярим айлана.
54. у: 1*1 = 1, J l -  1 — айлана.

; 55. у: Id  = 1; J -T -  i — айлана.
56. \ ни \исобланг, бу ерда

г « Г
у  Id = 1, Im z £ 0; V f “  I- 

t 57. J *Jzdz ни \исобланг, бу ерда у. ^ = — 2 нуктадан z, 
у

= 2 нуктага караб йуналган {I z \} = 2, Im z й 0 ярим айла
на ва V I= i шартни каноатлантирувчи бир кийматли тар
мок олинган.

 ̂ Ln г dz ни \исобланг.

I У
58.г  Id -  1; Ln 1 =0.
59. у  Id = 1; Ln / -  f  ■

60. у. | d = R, Ln* = In R.
61. у  Id = R, Ln R  = In R + 2ni.
62. n — бутун сон ва Ln 1 = 0 булса,

jz "Ln  zdz

1 интефал ни \исобланг.
63. п — бутун сон ва Ln (—1) = ni булса,

$z”Lnzd z
И-'

I  Интегралми \исобланг.
I  *3-952 193



64. К^п кийматли а1 функциясининг \ар камлай тар- 
mofh олинганда \ам

i a ldz = О 
1+'

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
65. а — ихтиёрий комплекс сон ва 1° = 1 булса,

интегрални \исобланг.
• * *

66. Агарf(z ) функция z = а нуктанинг бирор атрофида 
чзлуксиз булса, у \олда

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
67. Айтайлик,/ (* ) функция кенгайтирилган комплекс 

текислик С да узлуксиз булсин. Агар у. чизик а (а е Q  
нуктадан а + 1 нуктага караб йуналган туфи чизик кесма 
си булса, у холла

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
68. Фараз килайлик, /  (z) функция {1тг £0} юкори 

ярим текисликда узлуксиз булиб,

тенгсизлик бажарилсин. Агару, чизик ̂  = R нуктадан z, ■ — R 
нуктага кдраб йуналган {I г1 = R, 1тг>0} ярим айлана булса. 
ушбу

■Г*

lim £ £Щ Ж  = 2nif (а)'■-*0 1 а

hm // (z) dz = f (~)

ИФ*И’



69. Айтайлик, /  (г) функция
— а £ arg г £ а (0 < а < я )

урчакла узлуксиз булиб, I arg d £ а лар учун z-х» да zf (z) 
А булсин. Агаруя чизик,*;, = Re”  нуктадан z, =RC" нук- 

tara караб йу налган

1*1 *  /?, I arg г1 £ а 
ей булса, у \олда ушбу

lim \ f (z ) dz = 2iaA 
*~Ук

тснгликнинг уринли булишини исботланг.
Ш . Нйидаги тасдикдарни исботланг.

70. Фараз цилайлик, /  (г) функция
{х *х 0, 0 <,у<. h) 

ярим йулакда узлуксиз булиб, ушбу 
lim f (x  + iy) = А

Кимит у ia боглик булмаган \олда ва у узгарувчига нисбатац 
текис равишда мавжуд булсин. АгарРх— пастдан юцррига кдраб 

Шналган 0<><Л вертикал гурри чизик, кесмаси булса, у \олда
lim \f(x )d z  = iA h

рулади
I  7Ц Айтайлик, f  (z) функция 0 < !г — а\ й га,

0 < arg (z—a) й а  (0 < а < 2л) 
се кто рд а узлуксиз булиб,

lim[(z-a)f(z)\ = A

Ьимит мавжул булсин. Агар уг чизик, шу секторда ётган ва 
РУналиши мусбат булган {I z — al = г} айлана сйи булса, у 
крлда

lim J У (/•) dz = iAa 
К r_* Yr
бУлади
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г
72. Фараз килайлик, / (г) функция

Id £/?,,, О  ̂arg г £ а (0< а 5  2я) 
со\ада узлуксиз булиб,

lim z f ( t )  = А

лимит мавжуд булсин. Агар Г„ чизик шу со\ада ётган ва 
йуналиши координата бошига нисбатан мусбат булган {I - 
= Л} айлана ёйи булса, у \олда

булади.

lim \f(z ) dz = iAa 
гк

2- §. Коши тсоремаси
Комплекс узгарувчили функциялар назариясида фун- 

даментал теоремалардан бири Кошининг интефал теорс 
масидир.

2-теорем а. (Кошининг интеграл теоремаси). Фара) 
цилашик, f  (г) функцияси комплекс текислик С даги бир 
богламли D со.\ада голоморф булсин. У  *олда D га тегишли 
булган ихтиёрий тугриланувчи ёпик; эгри чизиц у буйича 
олинган интеграг пол га тенг булади:

j  / (г )  dz = О
у

Юкорида биз курдикки (2 — мисол)

/(г) = ^
функциясидан у: I г — а\ =р айлана буйича олинган инта I 
рал 2л/ га тенг. Бу мисолда/ (г) функцияси С \{а) да голо- I 

морф булиб, бу соха бир богламли эмас. I 
Шунинг учун \ам ] f(z ) dz* 0 булади

2-теорема тубандагича хам ёзилиши 
мумкин.

2'-тео рем а . Фараз цилайлик, D с 
С бир богламли, чегараси тугрилану«чи 
ёпиц чизицдан ташкил топтан сох* 
булсин. Агар /  (г) функцияси D соланин*

fgufu D нинг бирор атрофида голоморф булса (132-чиз- 
ма). У- *олда

/ f(z) dz = 0
»D

булади. ____
Бу теоремани/(г) функция факат D да голоморф булган 

*ол учун хам исботлаш мумкин.
3- теорем а. D с  С бир богламли, чегараси тугрила- 

нувчи соха булиб, /  (г) функцияси D да голоморф, D да 
узлуксиз булсин. У  холда

fjf(z) dz = О
3D

булади.
4-теорема. (Куп богламли соха учун) Фараз*; илай- 

лнк, D c  С чегараси Г, у,, ... , Y. тугриланувчи чизи^юрдан 
ташкил топган куп богламли соха булсин (133-чизма). Агар 
/  (г) D да голоморф, D да узлуксиз булса, у \олда

\ / (z) dz = I f(z)dz =0
"  Гиу^...^у- (1,)

тенглик уринлидир.
V  (11) тенгликни куйидагича хам ёзиш мумкин

j f (z )d z = t  \f(z) dz ( ,2)
г k. I ук

Н ати ж а. Фараз килайлик; D (D с. С) бир богламли 
соха булиб, у,, у2 чизикларнинг хар бири (у,сД у cD) боши 
^ ва охири z нуктада булган чизиклар булсин (134-чизма). 
Агар f(z) е 0(D) булса, у холла



\f(z)dz = \f(z)dz
Ti YJ (13) 

булади.
(13) тенглик, каралаётган интефалнинг z<, ва z нукта 

ларигагина ботик булиб, интефаллаш йулига боглик, 
булмаслигини билдиради. Шуни эътиборга олиб, (13) 
интефални

\rndz (14)
сп

каби белгилаш \ам мумкин.
Агар (14) интефалда ^ нуктани тайинлаб, z ни эса 

узгарувчи сифатила каралса, (14) интефал z узгарувчи 
нинг функцияси булади:

Г
В . { г с С :  Н < |; 

v со\а олинса, унда биринчидан

Ф>
чи

F{z)= ]f (z )  dz

5-теорем а. Агар /  (г) функция бир богламли D cC со- 
хада голоморф булса, у х,олда F  (z) функция х,ам D сохаОи 
голоморф булиб,

F'(z) = f i t )  (zeD )
булади.

Бу теоремадан куринадики.бир богламли со\ада голо
морф функция / (г) нинг бошлангич функцияси мавжул 
дир.

6-теорем а. Агар Ф (г) функция D (D  с  Q  сокала 
/  (г) нинг бошлангич функцияси булса, у \олда

f/ (z ) dz = Ф (г )- Ф  (го) = Ф (г) | (15)

формула (Ньютон — Лейбниц форму лас и) уринли булади. 
бунда z0 ва z нукталар D сохага тегишли ихтиёрий нукта
лар.

7- мисол. Ушбу

dz

интефални \исобланг, бунда у = {z е С : I d = У?. 
Агар D (D с  О  со\а Деб куйидаги

f(z ) = г-2/
функция голоморф булади, иккинчидан каралаётган ёпик 
чизик У шу со\ага тегишли булади: y<zD, 2/ е D.

Унда 2-теоремага кура
i/ (z )  dz = j-^2jdz = 0

булади.
8 - м и с о л . Агар f(z )  функция ушбу

D = {z е С: r<\z — fll < /?}
; сохада (\алкада) голоморф булса, у \олда 

t f (z )d z  (г < р < R)
|г-а|-р

В ?  интефал ним г киймати р га боглик эмаслигини курсатинг.
к  Ихтиёрий р(, р2 сонларни (г < р, < R, г < рг < R) 

в  олайлик. Улар учун р, < р2 булсин део, ушбу
В  у, = {Z « C :\ z - d  = Р,}, у2 = {г е С: I z -  d = р2} 
ёпик чизикпарни карайлик.

В  Равшанки.
G = |г г С. р, < 1г -  d < р2>

соха учун
G с с  {г е С: г < \z - < /?}

V  булади. Унда 4-теоремадан
j/ (z )  dz = j f ( z )  dz 
ri Y\

■ булиши келиб чикади. Демак,
j  f (z ) dz = j  f (z ) dz 

M * i  IH-»2
[ 9-мисол. Ушбу

j V dz

Я*нтегрални \исобланг.



l1+l

Iх
0 1

Равшанки, / (г ) = z2 функция бутун комплекс текис 
лик С да голоморф. Бинобарин, берилган интефал ,̂ = 1, 

*, = ! + / нукталарни бир 
лаштирувчи йулга боглик, 
булмайди. Шундан фойла 
ланиб интеграллаш чизиги 
у сифатида
у = {г = х+ /> е С: х = I ,

О йу  <. 1}
тугри чизик кесмасини 
оламиз (135-чизма). 

135-чизма Буучизицда

z ш 1 + iy, dz -  i dy 
булишидан фойдаланиб топамиз:

} z*dz = j  z2dz = f (1 + iy f i dy =
I T 0

= /j(l + 2 iy-y*)dy = ^ y  + iy2 =-1 + 2/. 

10-мисол. Ушбу

r
интефални \исобланг, бунда у эфи чизик боши ^ = 1 ва 
охири г, = + i нукталарда булган у1 = 1 — х параболаниш 
ёйи.

Куйидаги
D = С \ (— >. О) 

бир бомамли со\ани царайлик. К̂ аралаётган у эгри чизик 
шу со\ага тегишли булади: у с  D.

Иккинчи томондан, D со\ада Ф (г)=  j ln Jz функции

учун
Ф' (г) = 1п2г) = ^

булганлиги сабабли, Ф (г) функция/(г) = ^  нинг бош-
лангич функцияси булади. Ньютон — Лейбниц фбрмула- 
силан фойдаланиб топамиз:

200

Ж
т 1

1 1п2(+ /) = 1 [1п|1 + /| + / агв (+1)]2 = £/1(| )2 = - £ .

1 1 - М И СОЛ . Ушбу

и * 0)

ллтефалниш киймати ^ = 1 ва = 2 нукталарни бир- 
яаштирувчи йулга боглик буладими (йул координата бо- 
шидан Утмайди деб фараз килинади)?

Равшанки.
/<*) = {

функция D - С\{0} со\ада голоморф. Айни пайтда бу бир 
богламли со\а эмас. Демак, Кошининг интефал теорема- 
сидан фойдаланиб булмайди.
Г = 1 ва z, -  2 нукталарни бирлаштирувчи иккита у, 
\амда Уз чизикларни

у. = {z = х +iy € С. I й х й 2, у = 0},
|: у2 = к е С :  Id = I}u y , 

деб оламиз (136-чизма).

136-чизма

I  Т| чизикда z — х, dz - dx булиб,

i f = J f = i f =,n^i=
I T, I I

бУлади.



|г|=1 айланада

булиб,
Z - е* (О £ Ф £ 2я), dz = ie*dq>

» * ♦ ! * -  1 Т2 • l«H 1

= / ^  + 1п2 = 2л/ + 1п2
о г*

булади. Демак, берилган интефал интефаллаш йулига I 
боглик, экан.

12-м и сол. Ушбу j
j е ' dz^-Jn (Пуассон интефали) 

тенгликдан фойдаланиб,

/ = /V *2cos 2Ьх dx (А > 0)
о

интегрални \исобланг 
Комплекс текислик С да

Ъ ~  {z = х+ iye С. Ы ^г, 0 й у Z Ь)
туфи туртбурчакни олиб, унинг чегарасини удейлик (137 
чизма).

Куйидаги

137-чизма

/(г) =

функцияни кдоаймиз. Бу функция D ни уз ичига олгаи 
со.чдда голоморф булади. Унда 2-теоремага кура

$e~l2dz = 0 (16)

К .  Z = х+ iy эканини эътиборга олиб топамиз:

$e~l'dz = ^e~(x+ly)1d(x + iy) =
'i T
= l e-(x2-y l ) e ‘2xyd(x + iy). (17)

Y
IYчизикда x e (-г, г), у e [0, b\ булганлиги сабабли

и « * - * '. е-*Ч (х  + iy) = j e ‘2dx + i f e (r2-'2h2»</y +
—г 0

t T
I  + + i je - ^ - ^ ^ d y  = ]e  x2dx -

L, -r » -/■

-e»2 \ e '2-i2*dx + i ^ J e ' V ' 2”' -e'2* )  <I8>

булади.
■  Равшанки, г -» + »  да е '2

e-r2je^2(e "2 -  в '2'’' )  rfy - »  0 . (19)

| (16), (17) ва (19) муносабатларни эътиборга олиб, (18) 
тенгликда г -* + «  да лимитга утсак, унда

-
тенгликка келамиз. Берилишига кура

J ё~*2 dx - -Jn

\амда

\ e '^ ’^ d x  = J e_Jc2cos(2xi) dx -i J e~x sin(2o:b)dx



булганлигидан

| е~*2со& (2xb) dx- i f e'^sin (2xb) dx = ^

булиши келиб чикдди. Бу тенгликнинг хзкнкий кисмла 
рини тенглаштириб

ни

J e‘xJcos (2xb) dx -

■Уж „-ft2J e'^cos (Ixb) dx = If-е~ 
o

булишини топамиз.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР
Куйидаги интегралларни Ньютон — Лейбниц форму 

ласидан фойдаланмасдан \исобланг.

73‘ * l S d dZI H - * (г *

74. *
w-i

75.
j-h

76. J ( 2*+l)<fc
ы

77.

78. j z cos z dz
0 
/

79. | г sin *
1

80. \ze*dz 
-i

81. Ĵsin z dz
0

82. J zezdz.

Куйидаги функцияларнинг бошлангич функциялари- 
нИ топинг.

Lg4. с*. 89. е*г cos bz.
85. ch az- 90. г en.
86. sh a*. 91. ^cha*.
87. cos az.
88. sin az. 92. z cos az.
Куйидаги интегралларни \исобланг.
93. J y ;  у чизик, * o « - /  нуктадан = / нуктага караб

йуналган у1 = х + 1 параболанинг ёйи.
94. / у ; У чизик ,̂= — i нуктадан г, = i нуктага караб 
S' У "

I ? йуналган {Id = 1, Re г > 0} айлана ёйи.
95 j sin z dz. 

t !♦*
96. J 9~ldl.

о
97. J In(z + 1) dz, бунда у чизик = — 1 — / нуктадан г, 
I  r

■ -4 1-я нуктага караб йуналган ва (—во, — 1] нурни кес- 
майдиган ихтиёрий тУфиланувчи эфи чизик 

К  Куйидаги функцйялар берилган со\аларда бошланшч 
функцияга эга эмаслигини кУрсатинг.

83. j (* - a)"dz ( п — бугун сон), бунда у чизик Z = а
У

нуктани уз ичида сакловчи ихтиёрий со\ани чегараловчи 
ёпик тУфиланувчи Жордан чизиги.

98. / (* ) = ) ;

99. f (x )  =

100. / (* ) = 

101. / (* ) =

/ )=  {0 < I г1 < в.}.

Z ) = { 0 < U I  < l}. 

D = { \ <1 *1  <вв} .  

0={О<|*| < l}.

. 102. Агар интефаллаш йули ± / нукталардан утмаса, у 
Vyiaa ушбу

. .|^ ~ r= 4 + 7̂t (к — бутун сон)



тенгликнинг уринли булишини исботланг.
103. {z*± i) со\зла | интегралнинг киймати Arctg

функииянинг кийматлар туплами билан устма-уст туши 
шини, яъни

|̂ I = ArCtg;:
тенгликнинг Уринли булишини исботланг.

104. интефални \исобланг. Бу ерда (Ln z).I 1
оркали куп кийматли Ln гфункциянинг Lnl = 2я/ шар: 
ни каноатлантирувчи бир кийматли тармот белгилат 
ва интефал С\(— «, 0] со*ада ётувчи чизик, буйлаб олин 
ган.

Куйидаги тасдикдарни исботланг.
105. Агар/ (г) функция U= {! z — d < R) доирада ro i 

морф булиб, v ге i/учун l/ (*)U  А/тенгсизлик бажарп 
са, у *олда у  г,, Z^U  нукталар учун

булади.
106. Arap/(z) функция U= {I z — d < R) доирада гол< 

морф булиб, у ге U учун Re/(г) £ М> 0 тенгсизлик ба 
жарилса, у \олда v  г,, ^ е U нукталар учун

|] f U )  s М  |г, - zl\

булади.
107. 106-мисолдаги тасдик Rcf(z)2M(ze U) uiapiv 

Re [e*f(z)) 2 M  шарт билан узгартирилганда ><£м уз кучи 
ни сакдайди (бу шартдаги <р \акик,ий сон г нуктаШшг таь 
лашига боглик эмас).
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108. Arap f(z ) ва #(г) функциялар бир богламли чега
раланган D z С со\ада голоморф булса, у \олда у  a, be D 
нуКгалар учун ушбу

[ J/(z) dg (г) = / (г ) g (г) |-//(г) g ’(г) dz

лулаклаб интеграллаш формуласи уринли булади.
109. Айтайлик,/(г) функция {г<| d < R} \алкдда голо

морф булиб, у чизик {13 % г) доирани 
уз ичида сакдовчи ва {I d < /?} доира- 
нинг ичида ётувчи со\ани чегаралов- 
чи мусбат йуналишли содда, булакли 
_  силлик булган чизик булсин (138- 
чизма). У \олда

j f ( z )  dz 
г

юпегралнинг киймати шундайучизик 
нинг танланишига боглик булмайди 138-чизма

110. Фараз килайлик, f(z ) функ
ция ёпик, булакли — силлику, ва у2 чизикдарнинг ораси- 
да жойдашган икки богламли чегараланган D a  С со\ада 
голоморф булиб, унинг ёпиги /)да узлуксиз булсин. f(z ) 
функция /)со\ада бошлангич функцияга эга булиши учун

J f (z )  dz = 0
Г|

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
111. Айтайлик, f(z ) функция п та ёпик, булакли — 

силлик У,» у2.......у„ чизимар билан чегараланган п бог
ламли 0со\ада голоморф булсин. У \олда/(г) функция D 
со\ада бошлангич функцияга эга булиши учун

j f (z )d z  = 0 (к = 1,2,...,(л- 1)
Ук

Ирларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. (Бу ерда ул 
контур билан чегараланган со^а барча ук(к=  1,л - 1) чи- 
3иКДарни уз ичида сакдайди деб фараз килинади.
6уЛцУ“ ФУНКЦИЯ {— а< 1тг< в} йулакда голоморф
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z-»во (— a < Im z< а) да f(z) -»0 
булсин. Агар

//(x ) dx

интефал яцинлашса, у \олда у а е  (— а, а) учун 
/о*-

J / (г )
/а-»

интефал \ам яцинлашувчи булиб, унинг циймати a ra 
бомик булмайди.

К у р са тм а . Коши теоремасини
{— /?,< Re г < Z?j, 0 < I Im d < I d } 

туртбурчакларнинг бирига куллаб, кейин Л,-»+во, . 
да лимитга утинг.

113. Фараз килайлик,/(г) функция {0 йуйН) й^лакла 
голоморф булиб,

lim у (х + iy) ш о

•foe

булсин. Агар } f (x )  dx мавжуд булса, у \олда

\ f (x  + ih)dx

интеграл \ам мавжуд булиб, иккала интегралнинг к»111' 
матлари тенг булади.

114. Айтайлик, f(z) функция
{О £ arg z й о} (0 < о £ 2я) 

бурчакда голоморф булиб,
lim zf(z)= О
f-м-

булсин. Агар
] f (x )d x
о

мавжуд булса, у \олда *
Y ={z =  re” , 0 S r < » )



нур буйича олинган
J /<*) dz
г

интеграл *ам мавжуд булиб, иккала интегралнинг кий- 
матлари тенг булади.

КУ р сатм а  . 113 — 114-мисолларни ечишда 70 — 72- 
мисолларнинг натижаларидан фойдаланннг.

3-§. Кошининг интеграл формуласи
Комплекс текислик С да чега- 

раси туфиланувчи чизик булган, 
чегараланган D со\ани (О с С )  
карайлик. Кузатувчи бу со\а чега- 
раси 6D буйлаб \аракат кил ганда 
со\а \ар доим чап томонда колсин 
(139-чизма).

7-теорем а. Агар/ (г) функ
ция D соцада голоморф булиб, D да 
эса узлуксиз булса, у \олда

1 f / « ) ^  J/(z), агар г €/) булса, 
* £ * * * " {  о, агар z е D булса <20>

тенглик уринли булади.
Одатда(20)формулаКошининг интеграл  ф ор 

муласи  дейилади. Бу формула/(г) нингге Ьнуктадаги 
кийматини чегарадаги кийматлар билан бомайдиган фор- 
муладир.

1 3 - м и сол . Ушбу

г
интефални \исобланг, бунда у = {* € С. I z + /I =3} айла- 
надан иборат.

Равшанки,
D - U *  С. U+ /I <3}

со\а \амда f(z ) = sin г функция учун 7-теорема шартлари 
ажарилади. (20) формулага кура 
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2n if(a ) -  z_a dz булиб, бундам 

f j r B )d z  = 2iusin(-/) =

= 2ni ±  (e -e~')=  2n sh I

тенгликка эга буламиз.
14-мисол. Ушбу

'? + 9

интефални \исобланг, бунда у эфи чизик С текислик- 
нинг ±3/ нукталарилан утмайдиган ихтиёрий ёпик чизик 

Фараз килайлик, у ёпик чизик билан чегараланган 
туплам Dбулсин.

а) ±3/ нукталар D со\ага тегишли булмасин: ±3/е А  Бу 
\олда

ф (z) = -j1— е 0(D) 
г +9

булиб, 2-теоремага кура

булади.
б) +3/е А  — 3/е D булсин. Бу \олда, аввало интеграл 

остидаги функцияни
_  ]_______ I _ ^ 5  «
гг+9 ~ (г+3/) (г-3/) ~ г-3/

куринишида ёзиб оламиз. Унда

/ w - i A t  • - 3 '
лар учун 7-теореманинг шарти бажарилганлиги сабабли
(20) формулага асосан

* 7 ^  = $ Й /  *  = W W )  = зЙ7 = з 
г г

булади.
в) —З/'е A  3ie D булсин. Бунда, юкоридаги б) \олЛ- 

гига ухшаш муло\аза юритиш билан топамиз:



т
1̂  г) 3/е D, — 3/е D булсин. Бу \олда, аввало интеграл 
остилаги функцияни содда касрларга ажратамиз:

р ^9 = (z+3i)\z-H) ~ 6/ (г-5/ ~~ гЬ ) •
И,- У \олла

булишини топамиз.
[' I 5- мисол. Ушбу

№
'“ннтегрални \исобланг, бунда y={z = x+ iye  С:а*+у* +

+ 6у - 0} ёгжк чизикдан иборат.
Равшан к и

Г  дс2 + у1 + 6 у = 0 => х1 + у- + 2 • Зу + 9 -  9 = 0 =>
=>xJ + Cv+3)J = 3J =>k+3/t =3.

К, Демак, у - {ге С. I г + 3d = 3}. Бу айлана билан чегара- 
ланган со\ани Одейлик:

D={ze С: |*+34 < 3}.

В . Ушб\ f (z )  = Tzrj функция учун берилган интеграл цу- 
f. йилагича

■ L .
ИвЗил ад и. /■(’) е <j(/)) булишини эътиборга олиб, Кошининг

ингегра! формуласидан фойдаланиб топамиз:

dz = 2я//(-2/) =
т

= я̂/ = f  s'n (2я/) = л / sh 2.



Демак,

(20) формуладаги интегралга Коши ин
oD ’

теграли дейилади. Коши интегралида — aD  
контур со*а чегараси булиб, /(!;) функция £>со\ада голо 
морфдир. Энди, фараз килайлик, Стекисликда ихтиёрий 
туфиланувчи контур Г ва Г да аник^анган ва узлуксиз 
функция /(£) берилган булсин. У \олда ушбу

интефалга К о ш и  ти п ид аги  и н те грал дейилади
8-теорема. Коши типидаги интефал С\Гсо\адаF(z) 

функциясини аниклаб, бу функция ушбу хоссаларга эга- 
дир:

а) F(z) функцияси С\Гда голоморф,
б) lim F(z ) = 0,

в) F(z) функциянинг иста.пан тартибли \<>силаси А**’(г) 
мавжуд ва

Н а т и ж а . Голоморф функция исталган тартибли *оси- 
лага эгадир.

Хакицатан \ам, голоморф функцияни Коши интефа- 
ли ёрдамида ифодалаш мумкин. Коши интефалининг ис
талган тартибли \осиласи мавжудлигидан берилган функ
ция \ам исталган тартибли \осилага эга:

1 6 - м и со л . Ушбу

интефални \исобланг, бунда у чизик С текисликдаги 
z = — 2 нуктани Уз ичига оладиган ихтиёрий ёпик *он- 
тур.
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у контур билан чегараланган со\ани 0деб белгилай- 
миз.

Равшанки,/(г) = ?  учун f " (z )  = е1 булади. Бу функция 
ва D со\а учун 8-теореманинг шартлари бажарилади. Унда
(21) формуладан фойдаланиб топамиз:

1 7-мисол. Уш бу 
f

интефални \исобланг.
^ = 0, г, = 1 нукталар {ге С. Id =2} 
айлана билан чегараланган {*€ С:
Id <2} доирага тегишли булиб, ^ = 3 
нукта эса шу доирага тегишли эмас.
^ = 0 ва z, = 1 нукталарни {г е С. I d <2} 
доирага тегишли ва узаро кесишмайди- 
ган у, ва у2 ёпик чизикдар билан урай- 
миз. Бу у,, у чизиклар \амда (ге C ld  =
2} айлана билан чегараланган уч 6o f- 
ламли со\ани D билан белгилаймиз 140-чтма 

>.<140-чизма).
Каралаётган интефалда интефал остидаги

--- 1-Т---г (г-1)2 (г-3)
функция £>со\ада голоморф булади. 4-теоремадан фойда
ланиб топамиз:

J j  г <г-1)2(г-3) d z  = [  z U - l f ( z - 3 )  d z  4Ti

Агар

нтефалда
/ (г ) = (г-1)2(г-3)

Дейилиб, (20) формуладан фойдаланилса 
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= f dz = 2*»/(0) = 2« -L = -

булиши келиб чикали.
(21) формуладан фойдаланиб топамиз:

/ ;  *  K i t - l f u - n  0

Шундай килиб, 

булади.
1 8 - м и с о л . Агар/(г) функция комплекс текислик С 

да голоморф ва чегараланган булса, у \олда/(г) функци- 
янинг Сда узгармас булишини исботланг.

Ушбу

J [ rTz-aHz-Ь) (id  < г, 14 < г, а *  А)

интефални караймиз. Уни Кошининг интефал формула- 
сидан фойдаланиб \исоблаймиз:

_ 1 /(г) 1 = 
i t  г - ‘  1

ган <

I i  /(g)<ft I х l/(g)kd

2ш (/<«>- /<*». ' <22)

Шартга кура /(г) чегараланган функция lf(*)l < М. 
Унда

S  (r-W)(r-W) |J.r "  (r-W)(r-W) 

булади. Демак,

° 4 i  < ^ Ы £ (>-ы!иТ-М|- (23)



Равшанки,

(22), (23) ва (24) муносабатлардан
^ 2 n i\ f (a )- f (b ) ]  = 0,

яъни
№  =/(Ь)

булиши келиб чикдди. Бу эса/(г) функциянинг Сда Узгар
мас, яъни f(z ) - const булишини билдиради.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

(24)

Куйидаги интегралларни \исобланг.

115. X Z2dz 125. i  4 ^
M -5  Z2~<*

116. i  -т5-- 126.г +9 И-'

117. X dz 127.
k-<H z +l

118. f  - f c .  
Ul-Jz +l 128. i  - r -

119. j  4 & . 129. l  l*d z

Л * г+/ ■

120. L dz 
1*4 , (г+1)(г-1)' ' 130. i  l i *  

" ,  z+ i ■
И

121. 131. x sin г . 
f  — d z-  

U-H-I 4
122.

J - ^ d z
132. * TTdz. 

u-4-1г *

123. i ch i z d z  
|.|.2 г2+4г+3 ’ 133. i f t  

н и } г
124. I  I ? * ,  

|г-г|.з г2-6г 134. u»2(-l < -1
2IS



■35- ,/,Т
т dz- 143. j  -f'-dz. 

к-.Ц г +г
144.

i,i.i г +2г dz-

145. f dzU-iM г
sin* (г-0
гг-2г+2 ’

,36' “

•w . J L A *

,з»- , £ £ * ■

13». I  ^ 4  л .
|;М ■*

,4°  f dzм -|(г п

141. * Д 5 г Л  
и-1И(г 0

J 5I {/г; y;xJ +3J астроида.

k-i 

147.
kH „ S i

r cos (г+«)
.Л  <<*t+2>

149. f ^ J 7  •
|гИ г

*

148. Л.

,̂ 4 (гг«-9)(г+9) ‘

153. f ^  ■И-i г
154. |

t sinY155. i ---- “

158. f f £ dzU-Л-зг 4г
159. * ^ d z .  И г

,60'

156. u i .  i1--Ии_,) Ы-1 г
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: 1 «  JL <«-««-»>’ (И < '  < №  « *  • А 4

J. 164. , бунда учизик *, = 0 ва г, 2 = ± ! нукта-

лардам утмайдиган ихтиёрий ёпик контур.
; 165. $ jj гг„ = о ва г, = I нукталардан утмай

диган ёпик контур.
166. Агар соя(г) = (г — г,)(г — г^..(г —г„) (z,*zr  i * j ) 

булиб. у чизик бирорта \ам ^(/*!,/») нуктадан утмаса, 
ушбу

г
Гинтегралнинг неча хил бир-биридан фаркди кийматни 
Крбул кил и in и мумкин эканлигини аникланг.
I 167. j  j A ,  (fl> l).

U-4-*

168. буерда у чизик билан чегараланган со\а

{I d < а] доирани уз ичида сакдайди.

169- бунда у чизик билан чегараланган

со\а а нуктани уз ичида сакдайди.
* * *

170. Агар у :l d = 2 — айлана булиб, а > 0 учун Ln а = In а 
шарт бажарилса,

у
интегрални \исобланг.
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171. Arapy:l Z— ll = 1 айлана булиб, a > 0 учун Lna=4na 
■парт бажарилса, ва z = 1 + i интефаллашнинг бошлянкич 
нуктаси булса, у \олда

интефални \исобланг.
172. Айтайлик, f(z ) функция координата бошини уз 

ичига олувчи ва содда ёпик контур у билан чегараланган 
О с  Ссо\ада голоморф булсин. Куп кийматли Ln z функ 
ииясининг ихтиёрий бир кийматли тармоги олинганда \ам

тенгликнинг уринли булишини исботланг. Бу ерда 
интефаллашнинг бошлангич нуктаси.

173. Ушбу теоремани исботланг (чегараланмаган со\а 
учун Кошининг интеграл формуласи).

Фараз килайлик, D со\а чегараланмаган со\а булиб, 
f(z ) е о(0) булсин. Агар

lim f(z )=  А

булса, унда бундай \ол учун Кошининг интефал форму 
ласи куйидаги куринишга эга булади:

f it) функциянинг п — тартибли косиласи учун интеграл 
формула эса (21) формула куринишига эга булади.

К у р са тм а . Аввал D„= Z> \ {I г1 £ /?}со\аучун Коши 
нинг интефал формуласини куллаб, кейин R ни °° га ин 
тилтиринг.

174. Айтайлик, у чизик чегараланган />со\анинг чега 
раси булиб,/(г) € a(C\D) булсин. Агар Ое 0 булса, у \олд.| 
ушбу

£ f/Чг) Lnzdz = f ( Z o ) - m

формуланинг уринли эканлигини исботланг.
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\
175. ArapZ)={ld < 1} булиб,/(г) ва#(г)е a (D )n C (D )  

булса, у холла ушбу

формуланинг уринли эканлигини исботланг.
176. Агар о = {I d < Я} булиб ,/(г) e a (D )n C (D )  булса, 

(z) dx dy

интегрални \исобланг.
177. Айтайлик, чегараси чекли сонлаги ёпик, булакли- 

силлик чизиклардан иборат булган чегараланган D с  С 
со\а берилган булиб, f (z )^ a (D )r\ C (D )  булсин. 
А/ = тю|/(г)|, z нуктадан 0со\анинг чегарасигача булган

Шсофани р ва D со\а чегарасининг тулик узунлигини L 
деб белгилайм ' ~ со\ада ушбу

гсизликнинг уринли булишини исботланг.
178. Фаразкилайлик, £>= {U < Л}булиб,/(г)€0(Dfn С (Ъ )

И< 1, 
Id > 1

булсин. Агар М  = max|/(z)j булса, у \олда D со\ада

тенгсизликнинг уринли булишини исботланг.



Бирор

У боб
КАТОРЛАР

1-§. Сонли цаторлар

г,, .... V  ...
комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган булсин. Бу кет 
ма-кетлик \адларидан тузилган ушбу

... +Z.+ •••

ифода цатор лей ил ад и ва каби белгиланади:

Бунда г., zJt... комплекс сонлар цаторнинг %адлари дейи
лади. (I) катор \адларидан ташкил топган

52=г,+г2,
•*=г1+г2+-.-Ч

йикиндилар каторнинг цисмий йигиндмари дейилади.
I-т а ъ р и ф . Агар (!) цаторнинг цисмий йитндшаридан 

иборат { S J  кетма-кетлик яциюашувчи булса, (!) катор 
яцинлашувчи,

lim S„ = S

эса цатор и игиндиси дейилади. Акс х,олда, агар {5 } яцинла- 
шувчи булмаса, (!) цатор унщлашувчи дейилади.

Айтайлик, ф

1я=хя+1Уя (хе R, y e  R, /1=1, 2, ...)
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булсин. Унда

S. = X *  = i ( x k+iyk)= ix k+i±yk 
*•1 * -| *»| * .|

булади.
Г  1-теорема. JL*a цаторнинг яци/иашувчи булиши учун

£*., £>.■•I 0-1

цаторлар яцинлашувчи булиши зарур ва етарли.
Демак, математик анализ курсида урганилган кдгор- 

лар ва улар \акидаги маълумот ва тасдицпар комплекс
ХЭДЛИ цаторлар учун хам Уринли булади. Жумладан, £*«

каюр якинлашувчи булса,
lim z„ = О

булади (цатор яцинлашишининг зарурий шарти).
I- м и со л . Ушбу

цаторни яцинлашувчиликка текширинг. 
Бу цатор учун

г)1ше*“ совл+шпл=Ц^“  1 

lim | г.| =1*0
булиб,

лади. Демак, берилган кдгор узоадашувчи (к,атор яцин- 
‘ шишининг зарурий шарти бажарилмайди).

2-м и сол. Ушбу

5*
<а тек 
а̂ди у

,  _  _  сжя+кшя _  С08Я + j япл 
я л л я

Мторни яцинлашувчиликка текширинг. 
Бу кдторнинг умумий хзди учун



булади. Равшанки,
£ и * я , £ яал
я.1 " ’*•! "

каторлар яцинлашувчи. Унда 1-теоремага кура берилган 
к,атор \ам якинлашувчи булади.

3-м и сол Ушбу

каторни якинлашувчиликка текширинг.
Берилган каторнинг умумий *адини куйидагича ёзиб 

оламиз:
z = --U=
* 7»7i (Л+/Н-Л+/) n+1 л+|

Бизга

куторларининг узоцлашувчи булиши маълум. Унда, I -теп 
ремага кура, берилган катор узомашувчи булади.

4-м и со л . Ушбу
у  cos(m)
к  Г

каюрни якинлашувчиликка текширинг.
Бу крторнинг

г _  cos(m) ^   ̂ _  cosi(n+\)

\здларини олиб,
ia*L
г,

нисбатни цараймиз:
гл±1 = cos 2* = 1 c°s i(rt+1)

2"*1 сое in "  2 cosm

Агар
cos/и = i ( e +  e+"), cos/(n+1) = +e'*1)
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НИНИ эътиборга олсак, унда ^  учун

г ц . 1 . «-<*»'>t#~'
г. 2 е и+е" 2 

улиш и келиб чикади. Кейинги тенгликдан 

= 1 е > 1

канини топамиз. Демак, берилган катор узокдашувчи. 

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

1. Айтайлик, гя=дся+/>)1 (хе R, yeR , п = 1, 2, ...) булсин. 
|Унда

£<.

каторнинг абсолют як,инлашувчи булиши учун 

£ * „  ва £ у „
«I я-1

рларининг абсолют якинлашувчи булиши зарур ва 
етарли эканлигини исботланг.

2. Куйидаги шартларнинг бирортаси бажарилганда

i z .
*.i

рнинг абсолют яцинлашишини исботланг:
1) I zj < А/p" (/»>л0). Бу ерда Л/<°° ва 0<р< 1.
2) = р < 1.

Куйидаги мисоллардаги шартлар бажарилганда £  Z„

КДТорнинг абсолют якинлашишини исботланг:
^  3. |^|<А/л“ (л>яв),а>1, А/<».



5.1zj< M — I—  (n>nt)), a > 1, M < oe. 
n (In n)

6. Айтайлик, X  катор якинлашувчи булиб, Re ^>0, 

Lm i>  0 булсин. У \олда X  г. ва X  ^  кдгорларнинг абЦ.1 я.|
солют якинлашишини исботланг.

7. Фараз килайлик, X  м  X  ^  каторлар якинлашув

чи булиб, Rez„>0 булсин. У \олда X I* J2 каторнинг я к. и и 

лашувчи эканлигини исботланг.

8. Агар X  катор якинлашувчи булиб,

|a ig z j£  о  < а ,  п-  1, 2, ... ,

булса, у \олда берилган каторнинг абсолют якинлаши 
шини исботланг.

9. Агар X  катор якинлашувчи булиб,

0<а<ап5гя<л—а, п-  1 ,2 ,...,
булса, у \олда берилган каторнинг абсолют якинлаши 
шини исботланг.

Каторларни шартли якинлашишга текширишла ва бош 
ка куп масалаларда Абель алмаштиришидан фойдаланилади 
Интефалларни \исоблашда булаклаб интеграллаш амали 
Канчалик му\им булса, Абель алмаштириши йигиндилар 
учун шунчалик му\имдир.

10. Ушбу формула (А бель  ал м аш ти р и ш и  )ниис 
ботланг:

£ а кЬк = X SkФк - bktl)-  Sm.tbm + S„b„.
к-т k-m

Бу ерда \<т<п, S= at+a2+...+ak ( te 1), S^O, ак ва Ьк лар 
ихтиёрий комплекс сонлар.
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г

бул

И . Айтайлик, X flA  комплекс \адли катор берилган

булиб, Ь>0 булсин. Бу кдгорнинг якинлашувчи булиши

учун Ъ ая каторнинг кисмий йигиндилари чегараланган

булиши ва {b j сонлар кетма-кетлигининг нолга монотон 
интилиши етарли эканлигини исботланг (Дирихле 
аломати).

К ур са тм  а . Абель алмаштиришидан фойдаланинг.

12. Фараз килайлик, катор берилган булиб, Ья

лар \акикий сонлардан иборат булсин. Бу катор якин-

лашувчи булиши учун Л а„ катор якинлашувчи ва {А} •>1
кетма-кетлик монотон ва чегараланган булиши етарли 
эканлигини исботланг (Абель аломати).

Куйидаги мисоллардаги шартлар бажарилганда

£ « А

Каторнинг якинлашувчи булишини исботланг.
13. lim Jnb’ = 0.

14. lV S |  b„- катор якинлашувчи.

15. SK = булса, j ^ j  кетма-кетлик чегараланган.

16. Айтайлик, катор берилган булиб,

Hm Vki = Я

булсин Агар q<\ булса, каторнинг абсолют якинлашувчи 
88 9>1 булса, унинг узоклашувчи булишини исботланг. 
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17. Фараз килайлик, L c- катор берилган булиб, 

|jm|fi±i| = | булсин. Кдторнинг абсолют якинлашувчи були
- I «. I

ши учун

т

< -1

тенгсизликнинг бажарилиши етарли эканлигини исбоч- 
ланг ( Раабе аломати).

18. Айтайлик,

булиб, бу ерда а сони п га бомикбулмай, а<—\ булсин У 
\олда

каторнинг абсолют я^инлашишини исботланг (Гаусс ало
мати).

Куйидаги каторларнинг яцинлашувчи эканлигини 
курсатинг (Дирихле аломатидан фойдаланинг).

19 £  sinjw

20 £ « *£ £ («  *2*я, к = 0, 1, 2, ...)

2|-

Куйидаги каторларни яцинлашувчиликка текширинг

2 2 . 1 и . Ъ $ .

25.
*>| 5"

« Ж
stu-Jn30.1

33 У-Я-Igi/m

35.1<*Ti |/»+(2/i-iyp

36.

эт- Ilsra&f 

»• ! ( ? ) ’ ■

ZS(«+I)

411 ?̂ 
4111? 
44. £ l  Л

45.

К , Куйидаги цаторларнинг \акик>ий параметра нинг к,ан- 
аай цнйматларида яцинлашувчи булишини ан и клан г:

46. f/ i V .  49. £  <а+!><в̂ > <<*.♦"> /».
•и * *.| я

47. so. £
■ В :  ml ».|

48. - 1 ) .  5 i  £  2 '* ( 1 + / ) " ( ln c tg  A )a.



2-§. Функционал каторлар
Бирор DfDcC) тупламда аникланган u,(z), u2(z), v}(z), 

.... ujz), ■■■ функциялар кетма-кетлиги берилган булсин 
Бу кетма-кетликдан тузилган ушбу

и,(г)+и2(г)+ ... +«,<*)+...

ифода фушацишлл катор дейилади ва X  um(z) каби белги

ланади:

£  “ »(*) = и,(г)+м2(гН-..+«.(г)+-- (2)

Одатда
5,(г)=и,(г), 

S2(z)=u,(z)+u2(z), 

Sm(z)-ut(z)+u2(z)+ ... +u,(z)

йигиндилар (2) функционал каторнинг кисмий йигинди
лари,

lim S„(z)

ни эса каторнинг йигиндиси дейилади.
2-т а ъ р и ф . Агар (2) функционал каторнинг кисмий ии 

гиндиларидан иборат
{ .З Д }  (z ^ D ), п= 1, 2...........

кетма-кетлик якинлашувчи (узоклашувчи) булса, (2) функ 
ционал катор z„ нуктада якинлашувчи (узоклашувчи) дейи 
лади.

(2) функционал каторнинг барча якинлашиш нукгала 
ридан ташкил топган А/туплам (А/ с  D)^ue(z) функции«•I
нал каторнинг якинлашиш туплами дейилади. Кдгорнинг  
йигиндиси S(z) = [im S„(z) ф

М тупламда аникланган функцйядир.

1. 3-таъриф. Агар Ve>0 олинганда \ам шундай л0€ N 
топилсаки, уя>я„ ва v  Ze М учун

|ЗД -Я г )1 < е  
тенгсизлик бажарилса, <5(г)} функционал кетма-кетлик 
Л/тупламда S(zJ га текис якинлашади дейилади.

?■ 2-теорема (Вейери1трасс аломати). Агар

£"»(* ) = u,(z) + и2(г)+...+ия(г)+

функционал каторнинг х,ар бир %ади М  тупламда ( Л/с С)
I «„(zjUfl,, (л=1, 2, 3, ...)

тенгси LiuK tupnu каноатлантирса ва

Ё ая = а, + а2 +...+а„+...

сонли катор якинлашувчи булса, у х,олда Х м„(г) функцио

нер! щатор М  тупламда текис якинлашувчи булади.
Ж  5-м и сол. Ушбу

функционал каторнинг якинлашиш тупламини топинг. 
Бу цдторнинг умумий \алини куйидагича ёзиб оламиз:

- г"* t-’ -J** е*

1 Агар >-эеО булса, унда

I  | « . ( г ) | - г  4 И  - И  - - И
булиб,

lim|Mn(z)|= «о

®Улади. Демак, z=x+iy, у * 0 нукталарда берилган функ
ционал катор узоклашувчи булади.



Агар v-О булса, унда
к(г>1=

булиб, берилган катор ушбу
V  sin ж
Г. "2

каторга айланади. Равшанки, бу каторнинг \адлари учуй 
" nJ x <, J 2 тенгсизлик уринли булиб, X  сонли катор

якинлашувчи. Вейерштрасс аломатига кура берилган фу и к 
ционал катор {С€ С: Jmz=0}
тупламда текис якинлашувчидир.

6-м и сол . Ушбу
X - 5—Я !-«"

якинлаш

u.(z) = и ...(г)*

функционал каторнинг якинлашиш со*асини топинг. 
Бу каторнинг

\адлари учун

ЙУ)1=

булиб, 1г1<1 булганда

Н ^ Н 4<
булади. Демак,

\ г \ <  1
булганда берилган катор якинлашувчи булади. 

Агар I г I > 1 булса,
И тк(г)|=  - j™  j^T j “ 156 0

булиб. катор узокчашувчи булади.

Г  | г1 =1 булганда z -е* дейилса, унда

; бУЛИб,

K U ) I )  =

кетма-кетлик узоклашувчи булади. Демак, берилган катор
нинг якинлашиш со\эси

бирлик доирадан иборат булади.
7-м и со л . Ушбу

функционал каторнинг текис якинлашадиган тупламини 
топинг.

Равшанки, U I <1 \амда I г1 >1 булганда

Нт] «,(;)[= 1|т4г|г' + х| =

булади. Бинобарин, бу \олда берилган функционал катор 
К  узокдашувчи булади.

Энди I z\ =1 булган \олни караймиз. Бу \олда

булиб,

к « 1 - !*(«*• « - К - 1 з =1^
булади. Маълумки, а
КЗтор якинлашувчи. Вейерштрасс аломатига кура берил- 
ган кзтор текис якинлашувчи.



Шундай-цилиб, берилган функционал цаторнинг
к б С :Ы = 1 }

айланада текис як^нлашувчи булишини топдик.

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р

Куйидаги функционал кэторларнинг берилган туплам 
ларда абсолют якинлашишини исботланг

53. £  «“ г"; U |< 1. - ~ < а < ~

54. £  £  г\ \z\<e.

55. I - ; z *-2, -3, -4, .£2 ( я к )  In2 л

55 |  г$ЫЫ£±2); Rez <-\.

-л г *  -2, -4.57 X; Гг )̂(г+4М1+2я)’

58- X ; -, '| ), г;з)"(г+2л+1)’ z > 2

59. Айтайлик, D тупламда I « , U )  функционал катор

берилган булиб,
Я„(г) = I  М г )

каторнинг цолдиги булсин. У \олда берилган функционал 
каторнинг D тупламда текис яцинлашиши учун ушбу 

lim Sup I R„(z)\ = О»-*' ztD
тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли экашЛгини
исботланг.
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В  ъКарл**
Куйидаги функционал каторларнинг берилган туплам- 
— текис якинлашишини курсатинг:

60. £  A  Z -;

61. Х Л « " * :  ■ *«1

62.

63. £ « * ;г ' **1

64. £ (-1Г«
■ ■

65. £2 "cos nz\

66. I  ;Л,1 (я+гГ

«• Х £ :

0={UI*1}

z> = {k |s p < £ }.

Z>={/?ec^S>0}. 

/>={/?ег>5>1} 

/>={/?ег^6>0} 

/>={1 Jmz ̂  5<1п2} 

Z H  z \ £/?<оо}. 

/>={ld £/?<<*>}. 

0={Re£SO}. 

/>=<RejS6<—1}.

70. 2j(£" - г"'1) функционал каторнинг £>={1 z\ <U ло- 

ирача ноте кис якинлашишини исботланг.

71. г1п'’ цаторнинг V е>0 учун {Rej>l+e} ярим ге-

*исликда абсолют ва текис якинлашишини ва {Rez>l} 
чРим| текисликда нотекис якинлашишини исботланг.
1 Агар Jim = 1 булса, у \олда куйидаги тасдикдарнн
Н отлаж
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72. Х  в»г" катор {I d  £р<1}тупламда текис якинлаша 

к,атор {Re£>6>0} тупламда текис я кин

У - ^ -  катор {|z |* р <min(l, )} тупламда текис

73. Ъа,*'" 

лашади.
74- X ^ rcos/l* катор {I Jm d £5<1п2} тупламда текис

я кин лашади.

75.

якинлашади.
76. " ‘ кзтор {Re^6>0} тупламда текис якинлаша

ди. 77. Куйидаги тасдикни исботланг: ушбу

я-0

функционал катор {Re*<0} ярим текисликда нотекис якин
лашади; Ve>0 сони учун {Re*2l+e} ярим текисликда ге | 
кис якинлашади, {Re^> 1 > ярим текисликда эса нотекис 
якинлашади.Куйидаги функционал каторларнинг якинлашиш соха- 
сини топинг:

80. £ [ ^ f  •

81. £ е г,л\

Куйидаги функционал каторларнинг текис якинлаша- 
Кдиган тупламларини топинг.

I  86. i f Z- 87. £<>-г,пж. 88. 1 ^ .

3-§. Даражали каторлар
9  1*. Д ар а ж а ли  к а то р л а р н и н г  як и н л а ш и ш  

[ ралиуси  \амда як и н л а ш и ш  доираси .
И »  функционал каторлар орасида уларнинг хусусий \оли 

к булган

1 СХ  =С0 +ciz + c1z1+...+c,z"+-4 (3) 

ёки умумийрок

X c „ ( z - a ) "  =c0 +cl(z - a ) +  c1(z - a )2+-.. (4)
Я-0

+ся(г—о)"+...+сж(г—д)"+...

*  црторлар (бунда с0, с,, с2.....  ся, ... \амда а — комплекс
I  сонлар) математика ва унинг татбикларида му\им роль 

уйнайди.
F  (3) ва (4) каторлар дарамсши цаторлар дейилади.
Я  Агар (4) каторда z~a=\  дейилса, у \олда (4) катор 
\ узгарувчига нисбатан (3) куринишдаги каторга келади. 

Винобарин, (3) куринишдаги каторларни урганиш биз 
учун етарли булади. 

щ О д ап а , с0, с,, с,, ... сп, ... комплекс сонлар (3) даража
ли кзторниш ктффициенпиари дейилади.

Я  3-теорема (А б е л ь  те о р е м аси ). Агар

Ё с яг" = с0 +с|г + с2г2+...+сяг"+...

^ражали катор : нинг с=г, (г,* 0) кийматида якинлашувчи 
булса, у холла катор

{ге С: I zl <1 г,1}

Д°ирада абсолют якинлашувчи булади.



Агар Х с«£* даражали каторг нингz=z, кийматида узоц- 

лашувчи б^лса, у \олда катор
{zg Ci I zl >1 z,l}

тупламда узоклашувчи булади.
Абель теоремасидан куринадики, (3) даражали катор 

учун шундай г сони (0<г£+<*>) мавжуд буларканки, (3) 
к,атор {ге С. I z\ <г) доирада якинлашувчи, унинг ташка 
рисида, яъни {ге С: I z\ >г) тупламда узоклашувчи булади. 
Бу г сон (3) даражали каторнинг якинлашиш радиуси,

U={zeC.\z\<r) 
дойра эса унинг якинлашиш со^аси дейилади.

(3) даражали каторнинг якинлашиш радиуси

" S t e  <5>
формула (Ко ш и - А д ам ар  формуласи) ёрдамида топи 
лади.

(3) даражали катор узининг якинлашиш со^асига те 
гишли булган ихтиёрий

{z e C U U p },  (р <г )
ёпик доирада текис якинлашувчи булади.

2*.Д ар аж али  ка то р л а р н и н г  хо ссалар и . 
Бирор

=св + с,г + с2г2+...+сягя+... (6)
*« О

даражали катор берилган булиб,

унинг якинлашиш со\аси булсин. У \олда
1) (6) каторнинг йигиндиси S(zJ функция U да голо 

морф функция булади.
2) (6) каторни U да \адлаб дифференциаллаш мум 

кин:

я» О я» 0 я-1
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|  3) (3) катор ни \аллаб интеграллаш мумкин:

j f l v " ] * -  £|/сяг"|</г= £  C 'fz 'd z ;
у \ "" ° / " * \ y  )  *-° у

бунда, у — U га тегишли булган ихтиёрий силлик чизик
8-м и сол. Ушбу

£ ,* < ■
даражали каторнинг якинлашиш со\асини топинг.

Равшанки. даражали каторнинг якинлашиш со\асини 
топиш учун унинг якинлашиш радиусини топиш лозим 
булади. Берилган каторнинг якинлашиш радиусини (5) 
формулалан фойдаланиб топамиз:

г = —  Л,. = — Ц— = lim п” = 1 lim п" = 1 L
UmJ\c,\ Km J - f  I/--  /

г  Демак, даражали каторнинг якинлашиш со\аси
tf= {*eC k l< l}

бирлик доирадан иборат экан. Катор I z\ < 1 со\ада якинла
шувчи. Берилган катор со\анинг чегараси 1*1=1 да \ам 
шджлашувчидир.

9-м и сол. X * ” каторнинг якинлашиш радиуси г = 1 га
ншО

тенг. Кдтор| *1 <1 да якинлашувчи булиб, чегара |z |=1 нинг 
\ар бир нукгасида узомашувчидир.

I  10-м исол. X  ̂  каторни кэрайлик. (5) формулага кура

'=*1 дир. Демак катор |*|<1 со\ада якинлашувчи булади.

'Чегарада ётувчи г = 1 нуктада катор X  £ куринишда булиб,

ВУЭоклашувчилир. г =—1 нукта учун эса Х Ц т “ Лейбниц
я. О

•̂ тори \осил булиб, бу нуктада катор якинлашувчи була- 
Ди- Демак, катор 1*1=1 айлананинг баъзи нукталарида 

^Шкяашувчи, баъзи нукталарида эса узоклашувчидир.
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11-мисол. Ушбу

I P  + H H V

даражали кдторнинг якинлашиш со\асини топннг.
(5) формуладан фойдаланиб берилган даражаиш МТОр. 

нинг я^инлашиш радиусини топамиз:
г»  ;__I = f----=■ = ——-L—  = 4.

j - Я  timW+(-irr ЬтР*(-1 Л

Демак, цэторнинг яцинлашиш со\аси 
t/ = {* e c :k | <  1}

доирадан иборат.
12-м и сол. Ушбу

£  (sin in)z*
<r*0

даражали кдторнинг якинлашиш со\асини топинг. 
Берилган кзторнинг п — коэффициенти

c=sinin
ни куйидагича ёзиб оламиз:

с, = sin in = f '- t"  .

Унда

булиб,

= Пт ^  -|l - -L| = е

булади. Демак, берилган даражали цаторнинг якинлш1И1 
радиуси г = , булиб, якинлашиш со*аси эса

U = [z € C:\z 1< ,
булади.
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Щ  ,3-м исол. Ушбу

2я+Т

Нажали к,аторнинг иигиндисини топинг.
Я|ерилган каторнинг якинлашиш радиуси г = 1 булиб, 
■нлашиш со*аси

бирлик доирадан иборат булади. Бу каторнинг йижндисини 
5(2) дейлик:

фторни и да, яъни zeU  деб \адлаб дифференциал- 
лайми j:

5 '(г)

Демак.
5'(г) = т

Кейинги тенгликнинг *ар икки томонини интефаллаб, 
топамиз

■  | S'(z)dz = ] => s (z) = \ ,n jr f  + c-

^**Ша||ки- Я0)=0. Унда c=0 булади. Демак, берилган 
^ Р Ви н г  йигиндиси

[ 6Jh

ёйиш Х ” К ц и я л а Р ни Д аражали  като р ла р га  
'1аР наза ИК11ИЧ 1арни даРажали каторларга ёйиш катор- 
ц^|ШРиясидаги му\им масалалардан *исобланади. Бу 

^^^^р**идаги теорема ёрдамида \ал этилади.

Л*Р экан



4-теорема Arap/(z) функция DcC  со\ала голоморф 
б^лса, у *олда D соуадаш ихтиёрий

U-{zeC.\z-a\<r) (V eeD )
доирада (UczD) уии даражали каторга сйиш мумкин:

формулалар ёрдамида \исобланадилар.
Одатда, (7) катор /  (г) функциянинг а нуктадаги Теи 

лор цатори дейилади. 4-теоремада келтирилган (7)да 
ражали катор ни i/да исталган марта \адлаб дифферент) 
аллаш *амда интеграллаш мумкин. Улар натижасида \осил 
булган каторлар со\ага тегишли булган ихтиёрий ёпик, 
доирада текис якинлашувчи булади. Амалиётда купчилик 
масалаларни \ал кили шла элементар функциялар ёйил 
маларидан фойдаланилади:

7) о + z ) a =  1+ М <  1. #

Бу ерда ся коэффициент лар

1) = !«■; 1< 1,

2) *' = £ &  z e C  **0

3) sinZ = i ( - i r 1̂ , ;  z e C

4) « « - ! f C

6) cte=£<&!eC
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f(z)=ze'
функцияни a= 1 нуктада Тейлор кдгорига ёйинг.

' Аввало берилган функцияни
/(г) = [1 + (г -1)1 = (I + (г - 1)] е’1 е4* "

куринишида ёзиб оламиз. Сунг 2) муносабатдан фойда
ланиб

*.0 п 

булишини топамиз. Натижада

f(z) = zet =[\ + (z- 1)1е*'1(-1Г ^  =

= г ', + £ ^ Ц - 1 Г ,е-'(г-1)"«2 "■
булади.

15-м и сол. Ушбу
/(*)=sinJz

-кцияни о=0 нукта атрофида Тейлор кагорига ёйинг. 
Равшанки,

sinI Z e b c« 2 *= l- lco s 2 *

Энди 4) муносабатдан фойдаланиб



булишини топамиз. Натижада

/ (z) = sinJ * = £ ( - l ) " g ^ J"

булади. Бу берилган функциянинг а-0 нуктадаги Тейлор 
каторидир.

16-м и сол . Ушбу

/(г) * с^77
функцияни о=0 нукта атрофида Тейлор каторига ёйинг 
ва унинг якинлашиш радиусини топинг.

Берилган функция С\{-1} тупламда голоморф булади. 
Каралаётган функцияни

/<г)' < ы Г г'

куринишида ёзиб оламиз, бунда 

булади. Равшанки,

I )— тенгликлан фойдаланиб топамиз:

Унда

*■) ■
= -£|(-1)' г Т  = -£(-1)' я г "1

я«О *ш1

булади. Натижада берилган функция учун

/(г) = -«, £(-1)"лг"-1 = £ ( - l ) * V  ,4-1 М-1
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ёйилмага келамиз. Кейинги даражали катор {I d  < 1} да якин - 
лашади, (I г1 >1} да эса узоклашади. Демак, мторнинг якин
лашиш радиус и г-1 булади.

4*.Д араж али  к а то р лар н и н г баъзи  татбик-  
лари

I) Фараз килайлик, f(z) функция бирор аеС нук?а- 
нинг атрофида голоморф булсин. Агар

f(a)=0
б^лса, а сони f(z) функциянинг моле дейилади. Агар

/(fl)-/'(e)*/"(e)- .-/^"(e)=0, /<->(<1*0
булса, а сони f(z) функциянинг я — тартибли ёки я 
коррали ноля дейилади. Хусусан, я = 1 да о оддий ноль дейи
лади.

Агар f(z ) функция г=~> да голоморф булиб,
/<~)=0

булса, ~ nyifma функция ноли дейилади. Функциянинг бун- 
дай нолининг тартиби

К Й - / ( { )

функциянинг z =0 нуктадаги ноли тартиби билан аникда- 
нади.

17-м и с о л . Arap/fc) функция ае С нуктанинг атрофи
да голоморф булиб, а сон функциянинг к — тартибли ноли 
булса,

/(*)“ (« -  о)*ф(г)

булиши кУрсатилсин, бунда ф(г) функция а нукта атро
фида голоморф ва ф(о)*0.
л Бу масалани *»л килишда /(г) функциянинг Тейлор 

горига ёйилмаси

f(Z)=  X ^ j^ (z - a ) "  (8)
».о

Дан фойдаланамиз.
•: Модом и ки, а сон и J[z) функциянингА: — тартибли ноли 
экан, унда

Ло)=Ла)=/"(о)=...=/'*"(о)=0, /  (*'(я)*0
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булиб, (8) тенглик ушбу

<*-«)* +

куринишга келади. Кейинги тенгликда

Ф(г) = + ^V+iif (* -а)+...

деб белгиласак, унда <р (г)е О {а}, <р(а)*0 булиб, 

Лг)=(г-о)*Ф(г)
булади.

18-м и сол. Агар f(z) функция аеС  нуктанинг атро
фида голоморф булиб, ушбу

/(*)=(* -  а)*ф(г)
куринишга эга булса, у *олда а сон/(*) функциянинг к — 
тартибли ноли булишини курсатинг, бунда <р(г) функция 
а нуктанинг атрофида голоморф ва <р(а)*0.

Равшанки, /(о)=0. f (z ) функциянинг \осилаларини 
олиб, уларнинг а нуктадаги кийматларини топамиз:

f'(z)=k(z -  a)k-'Mz)+(z -  a)kv'U), f {a )= 0; 
f"(z)=k(k -  l)(z -  а)‘-2чр(*)+(г - a )k ' k^(z)+  

+k(z -  a)k - ' ф'(г)+(г -а)*Ф"(*), f ” (a)=0

Шу йул билан / (*_,)(а)=0 ва айни пайтда f ik)(a)*0 булиши 
курсатилади. Бу эса а сони f(z ) функциянинг fc-тартибли 
ноли эканини билдиради.

19-м и с о л . Ушбу
/ (* )= z V  -1)

функция учун а=0 нукга нечанчи тартибли ноль булади?
Маълумки, г  функциянинг Тейлор каторига ёйил- 

маси

е*2 = 1 + z1 + + зт+”  

булади. Шуни эътиборга олиб топамиз:



бунда

/(г) = zJ(e'J -1)= г2̂ 1 + г2 + 2Т+ зТ+"  ~1) = 

= *4( l + £  + -£+...) = г4 ф(г), 

Ф (г ) = 1 + ^  + ^ + . . .

Равшанкн, «р(г)е 0{О}, ф(0)=1*0. Демак, а=0 сон бе
рилган функциянинг 4-тартибли ноли булар экан.

20-м исол . Агар а нукта Az) функциянинг п — тар- 
тибли, g(z) функциянинг т  — тартибли ноли булса, а 
нукта Az) g(z) функциянинг нечанчи тартибли ноли була
ди?

а нукта Az) функциянинг п — тартибли ноли. Демак, 
Az)=(z -  a)'M z), q*z)€ 

а нукта g(z) функциянинг т  — тартибли ноли. Демак, 
g(z)=(z -  a)'y(z), v(z)e 0{a}, v(o)*0.

A&glzM z -  a)Tp(z) (z -  a)m?(z)=(z -a)"+m <p(z)v(z) 
булиб, q>(z) y(z)e 0{a}, ф(a)y(<x)*0 булади. Бу эса а нук
тани f(z)g(z) функциянинг п+т — тартибли ноли були
шини билдиради.

21-мисол. Ушбу

функциянинг нолларини аникданг ва уларнинг тартиби- 
ни топинг.

I  Равшанки, бу функция

булганлиги сабабли 3/ ва —3/ сонлар берилган функция
нинг оддий ноллари булади.

Энди функциянинг а3=оо нолининг тартибини аник- 
Даймиз. Равшанки,

Унда

m - i f

нукгаларл
о,=3/, а= —3/, а= оо 

•да нолга айланади ва
/'(30*0;/'(-3/)*0
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S<z) = / ( i ) « ! j r  = **+9z4

функциянинг г=0 даги нолининг тартиби, 2 га тенг.
Демак, г=°° нукта берилган функциянинг 2-тартибли 

ноли булади.
Айтайлик, fiz) функция U={ze С:| г—я1 <г) доирада го

ломорф булиб,

4  = 5 8 ^
булсин. У ^олдаЛг) функциянинг а нукта атрофида Тейлор 
катори

f (l)  = lc . (z  - а) '
я !

коэффициентлари учун ушбу

|с.|<М (я = 0, 1, 2, ...) (9)

тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликлар Коши тенгсиз- 
лиги дейилади.

22-м и с о л . ArapjU) функция С  да голоморф булиб,

1Лг)  ̂М\ г I"
(л>0 бутун сон) тенгсизлик бажарилса, у \олда f(z) нинг 
даражаси т  дан юкори булмаган куп\ад булишини исбот 
ланг.

fit) функция С да голоморф булганлиги сабабли 

f (z )= ic nzn
я.О

тенглик уринли булади.
Энди ихтиёрий р >0 сонни олиб, ушбу

y={zeC]z\=p}

айланани цараймиз. Шартга кура ур айланада

\Az)\*Mpm
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булали. Коши тенгсизлигидан фойдаланиб топамиз:

Кейинги тенгсизликдан ихтиёрий п>т учун р-ю» да 
с =0

булиши келиб чикали. Демак,

Л*)«с0+с|с+с2*Ч-...+сжГ .

Бу теоремадан хусусий \ол т =О учун Лиувилл теоремаси 
келиб чикади. Агар/(г) функцияси бутун текисликда голо
морф булиб, [/(г)! ZM  булса, у узгармас функциядир: 
/(z)sconst.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР
Куйидаги даражали каторларнинг якинлашиш радиус- 

лари ва якинлашиш со\аларини топинг:

= (и - I. 2. 3, ...)I | р. рЯ-т

89. I  ешг'.

97. £ (я  + /)г".

99. £ ^ ж.

94. I d  + OV- IOl. X  п'е ” Z".

95. Х ” 0*", а —ихтиёрий 102. Х ^

\акикий сон.
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103. £[3 + (-1Г] г

im- 15-
105. £>"г\

106. £^г*.

107. I ^ Z ' .

108. £ 2"г"".я-0

'»•  £ т я £ -  

■■о.
я.О ■>

111. £ (я  + о")г". 
<f»0

112. i z 2” .#»*=0

и з. £ d  + / )V . 

114. £<2zY

4 5 . i f ^ L .

116. £ а(а-|)я|а—

117. I | ln ( w  + 2)|*z".
/?»0

118 Ё - 5—> а  > 0.11в- Гп(«!)°

,7ft у (to)! гГ__
лЧя+Ц! (/•+*-!)!'

« I . 11*0

122. £«!e "V , a > 1 
**<)

ш . ••I 2

г (г-2/)»

125. £•£.

~ Я „
126. Х * " *  .If*l

127. £ 'V .*•0

128. £(sin^)c". 

,м-1(от'* )г
’ )̂Sh"(l+w)



Агар £с„г" даражали каторнинг якинлашиш радиуси

J?(0<R<°°) булса, у \олда куйидаги каторларнинг якинла 
шиш радиусларини (/?,) топинг:

.31 £<*•-.)«■■ « а й *
132. £ * 4 ,* " .  (*-1 , 2, ...). 139. £лс„(г-1)я.
г. |»*0

133. £ %  ЛЦ »*о

134. I  я* С, г".

135. I  с* z", (к = 1, 2, ...).: яшо

136. £  (l + го*) С, г’ .

137. £с„г"\ (А = 1, 2, ...).

+ (- ') "  р . "

141. £ я Х ( г  + /)*.

142.|;И £ с .г-.

143. £ ^ (г  + 2/)’ .
».о

144. £ с2яг2".

К Агар ва даражали каторларнинг якинла-Б **0 л*0
шии1 радиуслари мос равишда г, ва г2 булса, у колда куй
идаги каторларнинг якинлашиш радиусларини ( R) то
пит

145. I K  +bn)z”. 146. £ в Л г*  147. £ j V .

Куйидаги даражали каторларнинг йигиндиларини то
пинг:

148. £ яг* (|г1<1). 149. £^(1г1<1).
р ;  *-1 л.1 п

150. £ ( - i r '^ d d < l ) .



177. £  (|+^)» функционал каторнинг

{id S 0, |aig*| £ ? }

ёпик со\ада абсолют якинлашувчи, лекин текис якинла
шувчи эмаслигини курсатинг.

И з о к .Б у  мисол шуни кУрсатадики, функционал 
каторнинг \атто ёпиксокада абсолют якинлашувчи экан 
лигидан \ам унинг шу со\ада текис якинлашиши келиб 
чикмайди.

178. каторнинг 177-мисолдаги со\ада текися.0<1 + « )
ва абсолют якинлашувчи эканлиги ва абсолют текис якин
лашувчи эмаслигини (яъни, абсолют кийматларидан ту- 
зилган катор текис якинлашмаслигини исботланг.)

/"'(0) ни туфидан-туфи \исоблаш ёрдамида куйидаги 
формулаларнинг v  ге С учун Уринли эканлигини исбот
ланг:

179. е* = 4L(z- ZoY,Zo — ихтиёрий тайин- 

ланган нукта.
180. c h e z - £ ^ .  

H I  «И

182. ^ = £ ( - 1 ) ' ^ ^ * .

183. cosa2=
«■о ' ’’

Куйидаги мисолларда берилган J{z) функцияни z-o 
нуктанинг атрофида Тейлор каторига ёйинг ва каторнинг 
якинлашиш радиуси R ни топинг.
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184. /(г) = , о = 0.

185. /<*) = х Ь . o = l.

186. f(z ) = j L ,  a  = oo.

187. f ( z) - e z, a = 0.

188. f(z ) = i,  о = 2.

190. f (z ) = cos2*, a = к.

191. /(* ) = . « = /•г +4

192./(г) = T2- ,  0 = 2.
г +4

193. /(г) = | Л &  о = 0.
о

194./(г) = { ^ Ч .  о = 0.

189. f(z )  = cos2z, о = 1.

195. Куп кийматли f(z ) = л/г + / функциянинг ^  = ^  
шартни каноатлантирувчи бир кийматли тармоги; о=0. 

1%. /(*) = УПв = -2; о = -8.
197. /(г) = 1пг; In 1 = 2ju ; о = 2.
198. /(г) = 1пг; о = 1.

199. /(г) = (1 - г)ег; о = 0.
200. /(г) = sin2* - 2siiu; о = 0.
201. f(z )  = chJ?; о = 0.
202. /(г) = (b+z)a(ba = е"“ ); о = 0.
203. /(г) = ^ (< / * 0 ) ;  о = 0.

2в4/<г,* 7 ^ П ; ‘" °
205. /(г) = 1п£§; о = 0.

206./(г) = Aretgz, ArcrtgO = 0; о = 0.
207./(г) = Arcsh*, ArcshO = 0; о = 0.
2°8. f ( z) = 1п(г2 - 3z + 2); о = 0.

209. /U ) = J^ < / { ;  о = 0.



Куйидаги мисоллардаги рационал функцияларни с=0 
нукта атрофида Тейлор катор и га ёйинг.

™ Пг)ш7 ^  244-/< l)- i 7 ^ i i  

М5-Л г )= < 7 ^ 7 > '
Баъзи бир \олларда унинг сурат ва ма\ражини мос 

купайтувчига купайтириш ёрдамида соддалаштириш мум 
кин.

248. /<*) = 

247./«> = z f e h -  249.

(1+г)(1+г )(!+*)

4г2-2г+1 * * * ' (1-г')(1+г+12+г5)

Курсаткичли ва тригонометрик функцияларнинг ком 
бинациясидан иборат булган функцияни Тейлор каторига 
ёйишда функцияни факрт курсаткичли функцияларниш 
комбинацияси шаклида тасвирлаб олиш яхши натижа бс 
ради.

250. Az) = cos3*. 253. Az) = e'sin*.
251. Az) = sin4*+cos4*. 254. Az) = ch*cos*.
252. Az) -  cos2*+ch2*.
Куйидаги (1+*)“ функциянинг Тейлор каторига ёйил 

масидан фойдаланиб, ушбу тенгликларни исботланг:

М<!>
256. V T T 7 - 1-£<-1>-
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25S. arcsine £ ^ £ 1  (j;j < I).

Куйидаги мисоллардаги тенгликларни исботланг:

и * . | " £ - 2 £ £ Н 4 < | >

И», arctgz = £ ( - ' ) • 0 4  < I)

2 6 I. ia Ic.K  + J l n l i | .  | ^ ,  (Jzj< I).

Куйидаги мисолларда fa )  функциянинг г=0 нукта ат- 
рофидаги Тейлор каторига ёйилмасининг биринчи учта 
нолдан фаркли \адини топинг.

КУрсатм а. Номаълум коэффициентларусулиданфой- 
даланинг.

263./U) = ui(fe- 266./ U )  = ^ -  

|  264./(*) = tgz. 267. f(z )

257.

(l-z')siiw

265. 268./ (^  = «**“ .
269. Ушбу

r h  = Z c' z'1 - Z - C  ».o

ёйилмадаги ся коэффициентлар

c„~c- i+c.-i ( ^ 2)
муносабатни каноатлантиришини исботланг. ст коэффи- 
ииентларни ва каторнинг якинлашиш радиусини топинг. 
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Э сл атм а . сн сонларга Фибоначчи сонлари деб ата- 
лади.

Куйидаги мисолларда г=0 нуктанинг бирор атрофида 
голоморф булган ва берилган тенглама \амда шартларни 
каноатлантирувчи/г) функцияни г=0 нуктада Тейлор ка- 
торига ёйинг:

270./'(г)=Лг);Л0)=1.
271.(1+*УЧг)-1;Л0И>.
272. f"(z)+zAz)=0; /'(0)= 1, /'(0)=0.
273. /"(г)+а2Лг)=0;/'(0>.=0,/'(0)= 1.
274. (1 - г2 )/""(*)—г/"(г)=0;/'(0)=0,/'(0)= 1.
275./"(г)+|/(г)+Лг)=0;Л0)=1,/'(0)=0.
276. (1 —?V"(z)—5zf{(z)—4Az)=0\/0)= 1 ,/'(0)=0.
277. ^  = Функциянинг

дифференциал тенгламани каноатлантиришидан фойда

тенгликнинг Уринли эканлигини исботланг.

Голом орф  ф у н к ц и я н и н г  ноллари  
Куйидаги мисолларда берилган J{z) функциянинг z=a 

нуктадаги нолинцнг тартибини аникланг:
278. /fz)=siiu+3sin2£; а=кп, к=0, ±1, ±2, ...
279. /(г) = sin(z - l)cos3 а = 1
280./г)=6 6); а=0. 

е^, о=0.
282.Лг)=2(сЬг-1)-г1; о=0.
283. /(Z) = а = кя, к = ±1, ±2,...
284.yU)=zsin* — г2; о=0.
285./(г)=1п(1+г)-г + 4 ; *=0.

286. / ( г )  = Vl + z -1; Л - 1 ;  а = 0.

( l- z jr(* )-^ (z )= l;/ (0 )= 0 ,

ланиб.
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287. ftг)=е2г-  e""2*; a=0.
.Агар Z=a нукта ftz) функция учун n — тартибли, g(z) 
;кция учун т  — тартибли ноль булса, у \олда z=a нукта 
Шаги функциялар учун кандай нукта булади? 
lM.f(z)+g(z). 290./'(г)в(г).
289. j- 29i.P(z)g\z).

— F 292. cflz)+Cjg(zY, с, ва с̂ лар узгармас сонлар.
Куйидаги мисолларда ftz) функциянинг барча нолла- 

рини топинг ва уларнинг тартибини аннцданг.
Г  293.ftz)=?+9. 310.
I  294./U)=sinz-l. 311.Л*)=(^— ^ )ln (l —г).
I  295. J(z ) - -у*— • 312../U)=zcosJ£

у  +COK

i  296. Лг)=г4+4г2. 313.Jfa)= tf+ 2rH )(e '- l).
К  297.ftz)=&ir\z 314.ftz)—(z?+1 )}tg*.
I  298. лг)=^пг. 315. Лг)=( 1 — «'Кг2—4)3.
| 299./( )=l+ch*. 3l6.ftz)=\-cosz.
I  300. ftz)=(z’+n2)( 1+r O. 317. Az) = .

I 30M*)=l+cos*. 318. A z ) = --f®.
i  302. _/?*)* 1 - Л  319.ftd=e*
I  303 №  e • 320. ftz)=*>m'z.

I  304./(z)=(*,+ l)3shj. 321. Az)=  sĵ .
F 305./(z)=(*+Jt/)shz. 322.Xz)=sini*.

306. Az)=  -*-■ 323./(z)=cos3£.

' 307. / (« )- !1 = ^ .  324./<*)=( V z-2 )3.

m.ftz)=cosz>. 325. A z) = (l - >12 - 2cosz)2



Я го н а л и к  теорем аси
326. Куйидаги тасдикни исботланг (ягоналик теорема- 

си): Айтайлик, f(z) ва g(z) функциялар D cC со\ада голо
морф булиб, камида бит та  лимит нуктага эга булган EcD  
тупламда f(z)-g(z) булсин. У  цолда барча zeD лар учун 
f(z)*g(z) булади.

Хакиций анализдаги маълум формулалар ва ягонатик 
теоремасидан фойдаланиб, куйидаги формулаларнип; 
комплекс узгаруичиларнинг ихтиёрий «.ийматлари учуй 
уринли эканлигини исботланг:

327. sin2z+cos2z=l.
328. еч*г2=<*| «*2.
329. sin2r=2sin2 cos*.
330. ch2r=ch:c+shJz.
331. sin (2.+z2)=sin*, cos^+cos*,, sinZj.
332. ch(zl+zJ)=ch?l ch^+shzl shz2.
333. cos(z,+2,)=cosz,-cosz2—sin .̂-sin .̂
334. cosz,+cos22=2c<>s-̂ yl  cos-^y^-.

335. sh*, +shZj=2sh ch .

336. cos* = тенглик ёрдамида аникданган cos.
функция OXукида cosx функцияси билан устма-уст туша 
диган ва комплекс текислик С да голоморф булган ягон.1 
функция эканлигини исботланг.

с -ft
337. sin* = - — тенглик ёрдамида аникданадиган si п.-

функция ОХукила sinx функцияси билан устма-уст тушадшан 
ва Сда голоморф булган ягона функция булишини курсатиш

338. ег = lim(l + тенглик ёрдамида аникланадигап е

функция ОХукида е  функцияси билан устма-уст тушади 
ган ва Сда голоморф булган ягона функция эканлигини 
исботланг.

339. f(z ) = sin 1 функция О нуктага интилувчи чексиз куи 

сондаги Zk = 4*1 , 2, .... нукталарда 0 га айланаяи, ле 
кин.Дг) * 0. Бу факт ягоналик теоремасига зид эмасми?
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I  340. f(z ) = sin функция г=\ нуцтага интилувчи чек
сиз куп сондаги нукталарда нолга интилади, лекин 
дг) * const. Бу факт ягоналик теоремасига зил эмасми? 

341. Комплекс текислик Сда голоморф ва узгармасдан 
^фарк,1и 6\лган функция нолларининг кетма-кетлиги ли
мит нуцтага эга булиши мумкинми?

нуктада голоморф булган ва z = * (я = 1, 2, ...)
Дукталар.! .■ куйилаги мисоллардаги цийматларни кабул 

млалигам flz) функция мавжудми?
|  342. 0. 1, 0, 1, 0, 1, ..., 0, 1.......
I  343.0. 1 .0 , 1 .0 . J ...... 0, X .........

ш  1 1 1 1 1 1 X X
2 ’ 2 ’ 4 ’ 4 ’ 6 ' 6 ........ 2 * ’ 2 * .........

б  345. f  I  j ,  | ......  * ........

I  г=0 нуктада голоморф булган ва л= 1, 2, ... лар учун 
*£уйидаги мисоллардаги шартларни каноатлантирувчи^г) 

функция мавжудми?

34«./ ( ! ) - / ( - i ) - Л- 3 5 3 . / ( ; ) . / ( - ; ) . 5 ^ .

\ 347./ ( ; )■ / (-  ; )- Л -  354. /(;)= »- ".

h 348. /Ц ) = sin « .  355. |/ (i| < е~".

К  349. / ( J )  = * COSJtn 356> 2~п < |/ (i| < 2,_я.

Ь  3 5 0 ./( i)= s /n . 357.

f  * 4 e ) - t S r -  35*. ! / ( у -

I  352. 4п) = 2твмп-

Щ  Куйидаги мисоллардаги ая(п=2, 3, ...) лар учун {Id  <1} 
бирлик доирада голоморф булган ва /(];) = ап шартларни 

®Ч*ноатлантирувчи f{z) функция мавжудми?



362. a2t = «,*„ =£■, к = I, 2, ...
{I г—ll <2> доирада голоморф булган ва куйидаги ми 

соллардаги шартларни каноатлантирувчи (л=1, 2, 3, ...) 
Az) функция мавжуд булса, шу функцияни топинг.

зм . 4 а )=-/(й )= - ^ -

3*5. / (й )=-«)■•

з<*
367. Фараз килайлик, Az) функция D соннинг ёпит 

Л да голоморф булсин. Ихтиёрий тайинланган а сони учун
Az) = а

тенгламанинг чекли сондаги ечимларигина D со\ада ё™ 
шини исботланг.

368. Айтайлик. Az) ва g(*) функциялар D со\ада голо 
морф булиб, шу со\ада ушбу

F'(z)=!\z, F{z)) 
дифференциал тенгламани каноатлантирсин. Бу ерда P ( z .  
w) — уз Учгарувчиларига нисбатан кУп\ад. Агар бирор D 
нуктада Azj^gi^) тенглик бажарилса, у \олда D сохдда

Az) = g(z)
булишини исботланг.

369. Фараз килайлик, AZ) ва g(z) функциялар /)со\ад;< 
голоморф булиб, шу со\ада ушбу

F ”>(z)=P(z, F. F[, .... F ml>)
дифференциал тенгламани кдноатлантирсин. Бу ерда Р 
уз узгарувчиларига нисбатан куп\ад. Агар бирор D учун

A ^ g iz ,) ,  /'(го)=*Ч^), / (- '>(г0)=^'>(г0)



тенгликлар бажарилса, у \олаа J[z)=g(z) булишини исбот
ланг.

370, flz)=A2z) функционал тенглама г=0 нуцтада голо
морф) ва узгармасдан фарми булган ечимга эга булиши
■умкин эмаслигини исботланг.

371. Айтайлик, даврий Az) функция z=°° нуктани уз 
ичида сакдовчи бирорта D со\ада голоморф булсин. У \олда 
D ла ̂ (^^const эканлигини исботланг.

Кои и те н гси зл и к л а р и  ва м од ул н и н г 
м акси м ум  п р ин ц ип и

Айтайлик. {Ы</?} доирада At) функция ушбу 

/ (г )= 1 с .г "я*0
торга ёйилган булсин. Куйидаги тасдикдарни исботланг.
372. Ихтиёрий К  R учун

^ ’/I/d»*» (<*(. = £|c.|V-

ки, Коши тенгсизликлар 
тах|/(г)| = М(г) (г < R)

тенглик уринли.
373. Маълумки, Коши тенгсизликларига асосан, агар

= 1, 2 , .

б^лса, у \олда

■енгсизликлар уринли булар эди. Агар бу Коши тенгсиз- 
рликларининг бироргаси тенгликка айланса, яъни |с*| = ~рг 
, булса, у \олда берилган функция ушбу 

Az)=ck?
куринишга эга булади.

К у р са тм а . 372-мисолдаги тенгликдан келиб чицади-
ган

||c .|V - s [A / (r)f

■^нгсизликдан фойдаланинг.
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374. Агар р берилган каторнинг якинлашиш радиус и 
дан катта булмаган ихтиёрий сон булиб,

М = М( р) = тах|/(г)|
М-р' 1

булса, у \олда г=О нуктадан f(z) функциянинг энг яким 
нолигача булган масофа

рЫ
W+lcJ

дан кичик эмас.
КУ р сатм а . {1/г)—d < lc j } со\ада/(г)функция ноли 

тенг эмаслигини курсатио, Коши тенгсизликларидан фон 
даланган \олда 1/Ы—с„|ни ба\оланг.

375. /(*) = Хс„г" функция {I d йг) да голоморф булсин 

Ушбу

ф « > . |  s f

каторнинг бутун комплекс текислик С да якинлашувчи ва 
унинг йигинлиси учун куйидаги

М Н
|ф(г)| < Me' ва |ф^(г)| < & е ' (М -  узгармас)

тенгсизликларнинг уринли булишини курсатинг.
376. Ихтиёрий

/>я(г)=с0+с|г+...+с(,г (ся*0, /tel)

куп\ад \еч булмаганда битта нолга эга эканлигини исбот 
ланг (алгебранинг асосий теоремаси).

377. Куйидаги тасдикни исботланг: агар f(z ) функция 
DcC  со\ада голоморф булиб, унинг модули 1/1 бирорта 
ички D нуктада (локал) максимумга эришса, у \олда 
Дг)~const булади (модулнинг максимум принципи).

378. АгарЛг)с0(/))пС(D) булса, у \олда|/1 максимумга 
факат со\анинг чегараси r)D ла эришишини исботланг.

379. АгарЛг)е 0(D) ва V  0 учун.Дг)*0 булса,у  \олда 
|/(с)1 нинг 0со\анинг ичида минимумга эришиши мум 
кин эмаслигини исботланг.
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380. 379-мисолдаги.Дг)*0 шарт олиб ташланса, у \олда 
Вцсолда! и тасдик туфи буладими?

381. Айтайлик, ./W^const ваfiz)eO(D) булиб, {|.Дг)1 =с} 
чизик билан чегараланган со\а ва чизикнинг узи /)со\ада 
«?ликётсин. У \олда {|/(г)1 =с} чизик билан чегараланган 
К р н и нг ичидаfit) функциянинг камида битта ноли ёти- 
III и ни исботланг.

382. Агар f\z) — я — тартибли куп\ад булса, {I Аг)1 =г} 
■ймнискатаншп п тадан куп булмаган богламли компо
н е н т а  ар га ажралиши мумкинлигини исботланг.

383. Куйидаги тасдикни исботланг: агар fit) функция 
U={I d < И доирада голоморф булиб,у(0)=0 ва у  ze U учун 
\fiг)| <1 булса. у \олда v  ze U учун

Йвнгсизлик уринли булади. Агар бирорта z *■ 0 ва z е U нук
тада lyU)l Н 21 булса, у \олда U нинг \амма ерида|/(гИ 21. 
яъниЛг)=^"г(а — \акикий сон) булади (Шварц леммаси).

384. Агар fiz) функция f/={UI<l} доирада голоморф 
булиб, ze U учун Г/(г)£1 ва^а)=0 (|а| <1) булса, у *олда 
V ze V  учун ушбу

тенгсизликнинг уринли булишини исботланг.
I  К у р с а т м а . ф(г) = Jh££/(^) ёрдамчи функцияни

385. Arap/UJe 0(D)r\C(P) ьа/= const булиб,|yU)l №=const 
булса, у \олда fiz) функциянинг D со\ада камида битта 
нолга эга булишини исботланг.

386. Айтайлик, Лг)еО (Ы < /?} булиб, /(0)=0 ва 
V*€(| г1 <R) учун lyUjJ <Мбулсин. У \олда

lyU )l< U I

Карат

1/Ч0)| £ f  

булишини ва бу тенгсизлик

f(z) = Me* j

Шягандагина тенгликка айланишини исботланг.



387. Фараз килайлик, /  (г) функция {ld</?} доирал, 
голоморф булиб, уша ерда 1/(г)1<А/ ва fia)=0 (1оГ<Д) 
булсин У \олда куйидаги

1/ М -  м  <

| тенг

тенгсизликларнинг уринли булишини исботланг.
388. Az) функция {Яег < 4} йулакда голоморф ца

/(0)=0 булиб, шу йулакда 1^г)|<1 тенгсизликни канон 
лантирсин. У \олда шу йулакда

\fizi * tg z

тенгсизликнинг бажарилишини исботланг.
389. J{z) функция {Rez>0} ярим текисликда голоморф 

ва чегараланган булсин. Агар Az) функция шу ярим к 
кисликда ётувчи {г.К кетма-кетлик нукгаларии

нолга айланса, у \олда ёки./(г)аО булишини, ёки X  Rе

Каторнинг якинлашишини исботланг.
390. At) функция {1г1<Л} доирада голоморф ва чега- I 

раланган булиб, шу доирада ётувчи {z } кетма-кетлик нук I 
таларида нолга айлансин. У \олда ёд г )*0  булиши, ёки I

X  “  K l) каторнинг якинлашувчи булишини исботлаш I

т  К у р са тм а . 387-мисолдан фойдаланинг.
391. Дг) функция D со\ада голоморф булиб,

т $ Л ф ц > 0

булсин. У холда ё/(г)зце',\ ёки D со\анинг \ар бир ички 
нуктасида |у(г)| >Ц булишини исботланг.

392. Айтайлик,/**)— п- тартбпи купздд ва M(r) = тах|/><: 1

булсин. У колда 0<г,<г, лар учун

**/!) ̂  АЛ5)

тенгсизликнинг уринли булишини ва бу тенгсизлик 
P(z)~a? булгандагина бирорта г,, г2 жуфтлик учун тенг- 
ликка айланишини исботланг.

|Г  393. Фараз килайлик, J{z)e 0(D)r\C(D) булиб, \Azi dD= 
econst булсин. Агар D даДг) * const булса, у \олда Ьсо,\а- 
iiMHi камида битта нуктасида At) функция нолга тенг 
булишини исботланг.

Ушбу

4-§. Лоран катори

+...+С_| —L_ 4
• (г-а )" ~'я~”  (г-в)"’1

+c0+c,(z— a)+c2(z—a)2+ ... +ся(г-а)"+ 
ифода Лоран катори дейилади ва

Ic A z - a )"

каби белгиланади. Бунда .. *с-о с>.....с„, ... ком
плекс сонлар Лоран каторининг коэффициентлари, а эса 
бирор комплекс сон.

К  Лоран катори

£c,(z-ay (Ю)

(И)

§Кэторлар иипшдиси сифатида ифодаланади. (10) каторга 
Лоран каторининг тугри кис ми, (11) га эса бош касми 

ГДейилади
Щ  (10) даражали каторнинг якинлашиш радиуси

lim qj|ca| (12)

Формула ёрдамида топилиб, унинг якинлашиш со\аси, 
ке С | z— a] <R) булади.



(11) каторнинг якинлашиш радиуси
г = Пш ^/Д (13)

формула ёрдамида топилади ва унинг якинлашиш со\аси 
{ге С:

булади. Берилган Лоран каторининг якинлашиш со*аси
С. I z—a I <Л} ГИге С. I z—a I >г}={ге C.r < | z—a I </?|

т^пламдан (\алкадан) иборат булади.
5-теорема. Агар/\(z) функция U - / r <  \ z—a | <R} соцада 

(цалцада) голоморф булса, у шу халцада Лоран цаторигс 
ешилади:

Az)= i j . i z - аГ . (И ,

Кдторнинг коэффициентлари ушбу

±|; ±2--> <|5) 

формулалар ёрдамида топилади (Кр</?).
Агар М = тах|/(г)| десак, Лоран катори (14) ниш

|г-в|-р 1
коэффициентлари учун

<я=°;  ±2.-) * <16>
тенгсизлик уринли булади. Одатда (16) Коши тенгсизлик 
лари дейилади.

Лоран каторинн якинлашиш со\асида \адлаб диффс 
ренциаллаш

( £с.(*-вг] = х [с.и-ог]1.
шунингдек \адлаб интефаллаш

I J  X  - о)" Jfc = X  / C„(z - a)"dz *

мумкин.
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ПИН1.
Г  Равшанки.

ЕЦоран каторининг якинлашиш нукталари тупламини то-

: £  _ j!_ + 
„Т^З-Ч! ,ГоЗ" + 1

Бу тснгсизликнинг унг томонидаги \ар бир каторнинг 
шашиш радиуси \амда якинлашиш со^асини топамиз:

|  (12) формуладан фойдаланиб даражали катор

нинг якинлашиш радиуси 

lim

якинлашиш доираси эса { | г1 <3} булишини топамиз. Бу 
каторнинг умумий \ади учун {Ы = 3 } да

Нгаганидан, унинг { Izl =3} да узоклашувчи эканлиги ке- 
либ чикади.

[Г Энди

Каторни
с ’ )

у  J L  = у  _£!_ = у  -XL X  = у  _21_w-
яГ.\ 3"+1 1 3-%1 Г ,3 % 1  г" 3"+1

■ (w = г ) кУРИнишда ёзиб оламиз. Равшанки,

у ^ - н ,"
...3-41

КДтор { | w| <1} да, (17) катор эса

{Ы < 1 }» {Й < 1 }» {Ы > 1 }

®  якинлашувчи булади.



< Ы < 3 }П {Ы > 1}= {кЫ < 3 }
\алкадан иборат булар экан.

24- м исол . Ушбу

Лоран каторининг якинлашиш нукталари тупламини то
пинг.

Бу каторнинг коэффициентлари

Берилган Лоран каторининг якинлашиш нукталарида
иборат туплам

булиб, (12) ва (13) формулаларга кура 
R= 1; г = 1

булади Бу холла берилган Лоран каторининг якинл; 
со^аси { К Ы <R) туплам - буш туплам булади. ш :

L n r  ~ я2*!

1ашиш
1 да

булганлиги сабабли

кагор якинлашувчи (абсолют якинлашувчи) булади. 
Шундай килиб, бе 

иш нукталаридан иб
25-м и со л . Ушбу

Шундай килиб, берилган Лоран каторининг якинл;! 
шиш нукталаридан иборат туплам { Ы  = 1} айлана булади

v  sinm + у  (г-0*
к  u-tr h  *'■

Лоран каторининг якинлашиш со\асини топинг. 
Авваю Лоран каторининг туфи кисми

R = = J

булиб, якинлашиш со\аси {1г—/ К 00} булади. 
Энди берилган каторнинг бош кисми

у  sin in
.. I (г-/)* 

ни караймиз. Бу катор учун
с_„ = sin in = 7̂ \е'т  - е т̂)] =

булади. Демак, каторнинг якинлашиш со\аси {1г—i\>e). 
Шундай килиб берилган Лоран каторининг якинлашиш 
со\аси {е< I z—i I <°°} булар экан.

I  26-м исол . Ушбу
Az)- __I__U-DU-2)

«функциями {ге С. I < I z\<2} да Лоран каторига ёйинг. 
■^Равшанки, берилган функция V={ze О. |<Ы<2}\ал- 
едпа голоморф). Бинобарин, уни Лоран каторига ёйиш мум- 
кнн булади.

К  Авваю Az) функцияни

Az)-- : 7-2 -

■Уринишида ёзиб оламиз. Сунг бу тенгликнинг унг томо- 
нидаги функцняларнинг \ар бирини каторга ёйамиз:

Бу катор { | z\<2} да якинлашади.

■  — !—  _ i  _1____± у  J —  _ у_1--- .
I I  г~' * 1-| ~ ‘  ~

ни караймиз. Бударажачи каторнинг якинлашиш радиуси I  Бу цдтор эса { I г I > 1} да якинлашади.



Натижада берилган функция

f(z ) = - j . Z n - Х ^ г

цаторга ёйнлиб, у {1<Ы<2} да якинлашувчи булади
27-м исол . Ушбу

f(z ) = zV '

функцияни ^{0< | г | <«»} хэлкэда г нинг даражалари буйича 
Лоран каторига ёйинг.
3-§ да келтирилган (2) формуладан фойдаланиб ег Функ 
цияни каторга ёйамиз:

Бу катор { I zI >0} да якинлашувчи булади. Шуни эътибори! 
олиб топамиз:

/(г) = г’е* = г’<1 + ^  + £  ■£ + ̂ + .. .+

+  i ^ + - ) e * , + * 1 + f  +  6 +  j ( ^ 5j !

Бу берилган функция z нинг даражалари буйича ёйилма- 
сидир.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР
Куйидаги мисолларда Лоран каторининг якинлашиш 

нукталари тупламини топинг.

1 '- '» -‘ё ? -

394. I I :

395 f-£=L+
395- «|(г+1)" Ло(я+0*’

396* X . ..я |У> + X«U + 1 - /г.„.lU+l-O „о

(М )).

399.

400.

401.

402.

403.

404.

405.

406.

407.

408.

409.

410.

411.

412. 

18-952

f  (3+4/Г  у. (z+2i)” 
п; (г+2/)" яГо 6" •

-7^т+ i (- D '( z - i r .If о

i i - i f f ) ’ . it.i г «>=.0'̂ '

f (Я  + 2 У ~ ' (г  -/ )Г .

12+•*-.

а>0.

J E t t " 3 + 1 )'(г- о )2". 

£ 2 - J (Z+l)-. 

S t ' S .

Z 2 V .



413. Фараз килайлик, £  с»<*-«)" Лоран катори

{r^ U —oU/?} ёпик\алкааа якинлашсин. Бу каторнинг ко- 
эффициентлари учун ушбу

(л = 0, ±1, ±2, ...)

тенгсизликларнинг уринли булишини исботланг. Бу ерда 
М — л га бомик булмаган бирорта узгармас сон.

414. Айтайлик, Х а я(г - а )я ва 2 А ( * - в )" Лоран

каторлари {гс|г—а|</?} \алкэда мос равишда f(z ) ва #(г) 
йигинлиларга эга булсин. У \олда

£с,,(г-а)" , бу ерда с„ = ^ а кЬя.к.

Лоран катори уша калкдаа fl,z)'giz) йигиндига эга були
шини исботланг.

415. Куйидаги теоремани исботланг (функциянинг Ло
ран каторига ёйилмасининг ягоналиги \акида):

Айтайлик:
I>={rl<\z—a\<Rl} ва 0={г2<|г—а | </̂ } 

булиб, ур={ I z—a I =р}czD ва yp<zG булсин. Агар

/(*) = t a „ ( z - a )" ва g(z) = I  bn(z - a ) '

Лоран каторлари мос равишда D ва G \алкаларда якин- 
лашса \амда

Лг)1Тр=«(г)|^
булса, у \олда бу каторларнинг коэффициентлари бир- 
бирига айнан тенг булади:

а=Ья (л=0, ±1, ±2,...),
яъни каторлар устма-уст тушади.

Куйидаги мисоллардаД*) функцияни курсатилган \ал- 
кдаа ёки курсатилган z = Za нуктанинг атрофида Лоран 
каторига ёйинг. Кейинги \олда каторнинг якинлашии^со- 
\асини топинг:
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416 . A t ) -^2 ', ^=0.

417. f i t )  - I Zo=~-

418. A t )  = (fl*0, к — натурал сон); ^

— натурал сон); z0

420. / ( * ) - m h y ;  ^ = o .

421. / w - i j f c y ;  * - i .

422./(z) = ^ y ;  *  —

423. Az)= и _Х)\г_2); И={0<|г1<1).

424. A t )  = (ГТКГ2 ); ^ {2 < Id <-}.

425. A z) *  ; И={0<1г1<1}.

426. H={2<U-1 !<•«}.

427 / W - jF i f c l lR i  *-1.

428 / U )= ? i ^ ; <o=2/-

429./ (d  = ^ r ; ^=-1.

430. / W a ^ j ;  * - i .

431. / (d  = ^ ;  Zq— o.

432. A t ) -  Z4 COS j ;  ^=0.

433./(*) = £ ^ i ;  ^ = 0.

434. A z )~  ^=0.

4 3 5 ./ U )- a ^ i;  *0=0.
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436. f U )  = ( Г 2МГЗ); ^<2< W  <3>-
437. Лг) = ^ ;  ^={0<ld<l}.

4 3 8 . K={1<U+2|<3}.

439. f(z ) = -+г '• M0< I Z-i\ <2). 

ш -m = ’ **■£< i* - i i<+r>.

441. f(z )  = 0-

442. f iz )  = ; ^=o.

443. / w - ^ y 4; <,= 0.
444. f(z ) = -£sin2 2; 0.

445./ (d - ^ J r ;  v»0.

4 4 6 . M1<UI <2} .

447. =̂<1<lzl<2>-

448. /<*) e ? ^ * ; H={l<lz+2|<4>.

449. /<*> = ^ 7 » И={4< | г+21 <ee}.

450. A z )  - ; и={0< Iz—2| <!}.

451. /(*)■ '^ 2  ’ <ee>-

4 5 2 . / W * ^ f e ;  H={I<UI<2). 

453- ^ ) = ^ i ? ^ ; »*■«*< l«l<2».

454. /(*)-«*«*; Н={0<Ы<~}.
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455. f i t )  = zl sin ̂ . И={0< | г | <«}.

456. Hz) - sin ^=0.

457 . / U )  = f J .  *-1.

458. /(г) = 2 sinJ г + cos ̂ . ^=o.

459. / ( O - ^  + cos^-. ^=0.

460. f ( z ) ^ z c o s ^ .  ^ = - i .

461. f(z) = Z2 s in ^ . ^=1.

462 /(г) = ? ^ : V " *

463./U ) = ^ ^ ;  * - 2. 

ш т  = тШ^' ^U<UI<2}.

465. / ( )̂ = ^ I 7 ; b - L

466./ (г) = ^ т ;  ^=00.

467. Hz) = sin z sin j  И-{0<к1<~}.

468- f(z) = et *. ^={0<ld<oo).

469. /(«) = s in ^ ; ^=1.

► Куйндаги мисолларда берилган функцияларни V={ 1 < | z I <2} 
\алк,ала z нинг даражалари буйича Лоран каторига ёйинг:

* * - / (г>шй я Ь г Т г

« '• / u > - < 4 n b -

472. Я г )  = - т(11+1)(г+2)‘
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474.

475. /<Й-
Куйидаги мисолларда функцияларни берилган К\алка 

да (г—о) нинг даражалари буйича Лоран каторига ёйит

476. /(z) = ^ i 7 : е - l ;  И={1<|г—11<2}.

477./U ) = ^ r ^ ;  о=1; К= {1<1г—11 <2>.

478. /(г) = -^г; а = ; ва —I е К

479. /(*) = £ } ;  в = 1 ва l ie  V.

480. /U )=  = 83 “ 2б К

481./ U ) = - ^ ; в=1 ва —le V.

482•/(г)=(7йиГ2>; в - “ Ь  ^={0<1г+1|<3}.

483. ^(г )= (^-|)1(гЧ 4 ); о = 0- ^={1г1>2}-

484. /(г) = г3 cos й = 2, У= {0< I г-21 <~1-
Куйидаги мисолларда функцияларни г = о нуктанинг 

агрофида Лоран каторига ёйиш мумкинми?
485. /и> -ай= г: « — ■

486. f(z )  = cos-̂ ; о = 0.

487./(z) = cos|; а = ~.

488./(Z) = sec^y; о= 1.

489. /(г) = ctgz а = «о. ф
490. /(*) = th {; о = 0.
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5-§. Функциянинг яккаланган махсус нукталари
Бирор Дг)_функцияни карайлик. Бу функция учун а 

нуктада (ое С ) голоморфлик шарти бажарилмаса, а Дг) 
функциянинг махсус нуктаси дейилади.

4-т а ъ р и ф . Агар а махсус нуктанинг шундай
U(a)={ze С. 0< I z—a | <е}

атрофи тотисаки, f(z) функция Ща) да голоморф булса, а 
нуцта f(z) функциянинг яккаланган махсус нуцтаси дейилади.

Фараз килайлик, а нукта Дг) функциянинг яккалан
ган махсус нуктаси булсин.

1) Агар
Нгп f(z )=  А

(А -  чекли сон) булса, а нукта Дг) функциянинг блрта- 
раф цшинадиган махсус нуктаси дейилади.

2) Агар
Н т / ( г )  = ов
Z-РШ

булса, а нукта Дг) функциянинг 1(утб нуктаси дейилади.
3) Агар z-*a да Дг) функциянинг лимити мавжуд булма- 

са, а нукта fiz) функциянинг ута махсус нуктаси дейилади.
Э с л а т м а .а  нукта Дг) функциянинг бартараф кили- 

налиган махсус нуктаси булса.
Д а) = lim /(г)

деб олиниши натижасида махсуслик бартараф этил ал и. Агар 
а нукта Дг) функциянинг кутби булса, у *олда шу нукта 
7( )̂ функциянинг ноли булади. функция нолининг
тартибигаДг) ф у н к ц и я к утб и н и н г  тартиби  дейи
лади.

Энди функциянинг махсус нукталари билан унинг 
Лоран катори орасидаги богланишни ифодалайдиган тас- 
Дикларни келтирамиз.



6-теорема. f(z) функциянинг яккаланган махсус а нуц- 
таси у нинг бартараф цилиш мумкин булган махсус нуцта- 
си булиши учун f(z) функциянинг а нукта атрофида Лоран 
цаторига ёйилмасида бош цисмининг булмаслиги, яьни

f(z )=  Ъ ся(1 - а ) 'я-О
булиши зарур ва етарли.

7-теорема. f(z) функциянинг яккыанган махсус а нуц- 
таси унинг цутби булиши учун f(z) функциянинг а ну к, та  
атрофида Лоран цаторига ёйилмасида бош цисм таркиби- 
да чекли сондаги нолдан фар^ли %адларининг булиши, яьни

/(*)= (т > 0)

булиши зарур ва етарли.
8-теорема. f(z) функциянинг яккаланган махсус а нуц- 

таси унинг ута  махсус нуктаси булиши учун f(z) функция
нинг а ну^та атрофида Лоран цаторига ёйилмасида бош 
цисм таркибида чеке из куп сондаги нолдан фарцли \ad.ta- 
рининг булиши зарур ва етарли.

28-м и со л . Ушбу
т - ^

функция учун z — 0 нукта кэндай махсус нукта булади?
Аввало cosz функцияни z = 0 нукта атрофида даража

ли каторга ёйамиз:

cosz = l--£  + £--£+ ... •
У \олда

(|8)
булади. Кейинги тенгликда г->0 да \адлаб лимитга утиб, 
топамиз:

1пп/(г) = } .

Демак, z- 0 берилган функциянинг бартараф килиш мум
кин булган махсус нуктаси экан.
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Шу хулосага (18) ёйилма ва 5-теоремага кура хам ке-
II мумкин.
29-м исол . Ушбу

нкциянинг махсус нуктасини аникланг.
I  Бу функция {0<U—л/|<я} да голоморф булиб, г=л/ 
-;тада голоморф булмайди. Бинобарин к/ нукта махсус 

укта булади.

булишидан ni нукта берилган функциянинг кутб нуктаси 
эканлиги келиб чикади.

' 30-м и сол . Ушбу

функция учун а = 0 нукта ута махсус нукта булишини 
кУрсатипг.

Берилган f(z ) = e: функция {0<Ы<~} да голоморф 
булиб, а = 0 нукта унинг махсус нуктасидир. Махсус нук- 
танинг характерини аниклаш максадида г-»0aa/(z) функ
циянинг лимитини караймиз.

I Айтайлик, z «  х булсин. Бу \олда

Демак, z -»0 да.Дг) функциянинг лимити мавжуд эмас. а = 0 
нукта берилган функциянинг ута махсус нукгаси булади. 

31-м и с о л . Ушбу

Функциянинг барча махсус нукгаларини топинг ва улар- 
нинг характерини аникданг.

Берилган функция {0<u—1|<°°} да голоморф булиб, 
°i=*l хэмда а2=°° унинг махсус нукталари булади.

7

f(z ) = e‘

Hm е: = lime* =
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508. H i)

s n . A D - r f j ? :

510./(г) = ctg*; о =

511. Az) = tgnz; a = ±\ 
Az)

I—cos z '

—L_

o = 0. 

o=0.

±|;.. 

o = 0.

514. Az) =

o = 0.

a = 5 + 2*7t, A = 0, ±1, ±2,..

Куйидаги мисоллардаги функцияларнинг z- а нукта 
даги кугбининг тартибини аникланг.

515. Az) =

516. Az) -

518. Az) =

sin2(z—1) ’

o=kn, k=0, ±1, ±2.....

C OS HZ +1 .
7Л7Т37- e — * Ba e = 2.

519. Фараз килайлик,/(г) ва g(z) функциялар z=a нук
тада голоморф булиб, fia)=g(a)~ 0 булсин. У \олда z=a
нукта Жг)=^<|) функция учун яккаланган махсус нукта
булиб, му\им махсус нукта була олмаслигини исботланг

Куйидаги мисоллардаги функциялар учун z=a нукта
нинг ута махсус нукта булишини курсатинг.

X
520. Az) = e '2; о = 0.
521. Az) = ez; о = ~.
522. Az) = е г \ о = оо. 0
523. Az) = sinz, о = «°.



524. /(Z) = sm^r; o = 0.

525. f(z)-  2Jcos*; о = 0.

526. f(z) = e'*z\ o = i .

527. f(z) = sine-' ; a = <».
528. / (z )  = c o s ^ r ; e = - l.

529. Л г ) = sin a =

Куйидаги мисоллардаги функцияларнинг барча якка- 
ланган махсус нукталарини топинг ва уларнинг характе
рини аниманг.

538. f(z) « функция учун г=0 нуктанинг якка-

ланмаган махсус нукта булишини курсатинг.
539. Ушбу

функция учун { ы  =1} бирлик айлананинг \ар бир нукта- 
си яккаланмаган махсус нукта булишини исботланг.

Куйидаги мисоллардаги функцияларнинг барча мах
сус нукталарини топинг ва уларнинг характерини аник- 
ланг (кутблар учун уларнинг тартибини курсатинг).

532. /(*) = dsin-^j.

533. f(z) = ^  cos

Az) = t z 2" = 1 + г2 + г4 + г‘+...

541. Az)=ctgz-

540 f(z) = — г(г+1) 543. f(z) = e^Ii.

544. /U) = cos-L

542. Az) - rj^T-(г2+03
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Куйидаги мисоллардаги функциялар учун г = О нукТа_ 
нинг характерини аникланг.

545. f(z) *  . 548. Az)=(e*-l-z)ctg'z.

546. fU )  = • 549. /(г) =

547. Я г )  =---£L-т  • 550. /(Z) = ег* V .

Фараз килайлик, Дг) ва £<г) функциялар г = а нукта 
да мос равишда п ва т  — тартибли кутбга эга булсин. У 
\олда куйидаги мисоллардаги функциялар г=а нуктада 
кандай махсусликка эга булади?

551. Дг)+*(г). 553. .
552. Az) g(z). 554. /*(г) «'(г) (* ,  /е /V).

Фараз килайлик, Дг) ва я(г) функциялар берилган 
булиб, г=о нукта Дг) функция учун ута махсус нукта ва 
g(z) (g(z№) функция z=a нуктада голоморф булсин. У \олда 
г = а нуктанинг куйидага функциялар учун ута махсус нукта 
булишини курсатинг.

555.Дг)+*(г). 556.Дг) «(г). 557.
АгарДг) функция г *  «  нуктанинг бирор атрофида i о 

ломорф булса, у \олда куйидаги мисоллардаги тасдик 
ларни исботланг:

558. г = “» нукта/(г) функциянинг к — тартибли кутби 
булиши учун ушбу

limlz'*/U)l = А (* 0; » )

шартнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
559. г®=°° нукта /(г) функциянинг к тартибли ноли 

булиши учун ушбу
Нгп|г*/(г)1 = А (* 0; °°)

шартнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Куйидаги функциялар учун г = °° нуктанинг характе 

рини аниктанг.



560. /(*) * • S*3' /U ) = esin \ ■

561. /(г) = ^ -  564. A z ) = zitg jr .

562. /(Z)=tf+D 'V-
565. Айтайлик,Az) функция {0< | z—a | <r} да голоморф 

булиб. z=a нуктада кутбга эга булсин. У \олда { | z—a \ <г) 
оирада ушбу

тенглик ёрдамида аникданганя(г) функция z=a нуктанинг 
бирор атрофида голоморф булишини курсатинг.

566. Фараз килайлик, Az) функция ушбу 
A zM z—а)"яКг)

[кУринишла ифодалансин. Бу ерда т  — бутун сон, <р(г) 
функция эса z=a нуктада голоморф ва ф(а)*0. У \олда агар 
т>0 булса/fc) функция z=a нуктада т  — тартибли нолга, 
т<0 булса, т  — тартибли кутбга эга булишини исбот
ланг.

К 567. Az) функция чекли z=a нуктада голоморф булиб, 
|ш у  нуктада т  — тартибли нолга эга булсин. У \олда z=a 

нукта Яй)*/"Чг) (п<т) функция учун нечанчи тартибли 
|  ноль булади?
[ 568. Az) функция чекли z=a нуктада т  — тартибли кутб
га эга булсин. У \олда z=a нукта Rz)=f"\z) функция учун 

Щнечанчи тартибли кутб булади?
I  569. Az) функция z=°° нуктада голоморф булиб, шу нук
тада т  — тартибли нолга эга булсин. У \олда f\z)=f"'(z) 

■функция с=~> нуктада нечанчи тартибли нолга эга булади? 
| Г  Куйидаги функцияларнинг барча махсус нукталарини 

■топинг, уларнинг характерини аникданг ва функциялар- 
ни z=°o нуктада текширинг.

[ 570. A Z )  = -+Г . 573. A Z ) = •

571. A z )  = 574•Az) = -£T .

572 / (г )  = Т^7- 575./ U )  = ^i±I.
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576./(г) = ze г.
577. A z ) = j Te«.

57» . / ( г ) * ^ « *  

57»./(г) 

5* > Л г > - ^ -  
5«1/(г) = Й т -

582. /(г) - *3(2-стег)' 
sin г

583./ W - p ^ JjjT

584. / U ) = tg f

иг-1'585./ (г ) =

586./(z)=zctgi*.

587. / (г ) = sin г е5"7.

588. /(*) .ll± I
■ г4-1

590. / (г ) = гсо к |- г.

591. /(z )= z3s in {- * 2.

592./(*)=th*.

593. Я г ) = « !* ■

1
594. /(г) = г*1-

595. A z  
5%. /(г

597. /(г

598./(г)

599./(г)
600. /(г

601. /(г

602. /(г

603. Л г

604. /(г

605. Az

606. /(г

607. /(г

608. A z

609. Az

610. Az

611. Az

612. /(г

613. Az

_= *l-l • 
= tgz.

“  tgJZ.

■y
= ctg z - \ .

___I_
sin г-sine ‘

-----1--- .co6z+cosa

“ " rh -

■ , j ’ .
(г2-4)г с « ^

= ctg|.

’ C t g l- f

. Sin l  + ^ .

= f  ‘ COs|.

= e 4



Фараз килайлик, PK(z) ва Q (z) лар мос равишда п ва 
/л-тартибли куп.\адлар булсин. У \олда куйидаги функци
яларнинг z = “> нуктадаги характерини аникланг:

614. P'(z) + QJt). 617. p jz)edm

615* ^ Й  6,8*^ ( i)  + <5iij-

616. P.(z) • Q Jz). 6t9- $ M ) - T 0 -

620. Айтайлик, Az) ва g(z) функциялар z = «  нуктада 
мос равишда m ва n- тартибли кутбларга эга булсин. У 
холла z - ~ нуктанинг ушбу

/ \Z )  = / Ш )

функция учун т  п- тартибли кутб булишини исботланг.
Кенгайтирилган комплекс текислик С  да факат куйи

даги махсусликларга эга булган функцияларга мисоллар 
тузинг.

621. z = «• нукта — иккинчи тартибли кутб.
622. z = 0 нукта — иккинчи тартибли кутб, Лоран като

рига ёйилмасининг бош кисми ^  га тенг ва z - <*> нукта
оддий кутб.

623. г4=*и* нукталар — оддий кутблар, бу ерда

w = e*? (4=0, 1, 2,..., я—1).

Ц  Кенгайтирилган комплекс текислик С  да факат куйи- 
да берилган махсусликларга эга булган функцияларнинг 
умумий куринишини топинг.

624. Битта оддий кутб.
* 625. Битта п — тартибли кутб.

626. Лоран каторига ёйилмасининг бош кисми га
тенг ва ;  = 0 нукта иккинчи тартибли кутб.

627. п та биринчи тартибли кутблар.
628. z = 0 нукта — w-тартибли кутб ва z = 00 нукта — 

"•-тартибли кутб.
629. Айтайлик, f(z) функция 0сСсо\ада бир кий

матли булиб, шу со\ада кутблардан бошка махсус нукта- 
ларга эга булмасин. У \олда
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VI боб  
ЧЕГИРМ АЛАР НАЗАРИЯСИ

1-§. Чсгирмалар ва уларни \исоблаш
Фараз кдлайлик, f(z ) функция <0<U— а| <5} да голо

морф булсин, яъни а бу функциянинг яккаланган махсус 
нуктаси булсин

1-таъриф. Ушбу

^ \ - J } Z)dZ (0<р<6)

интеграл fit) функциянинг а нуктадаги чегирмаси дейилаг)и 
ва res f(z ) каби белгшанади:

res/(г) = 2*7 kf(z)dz.
г-« !г-о|-р

Равшанки, Az) функция а нуктада голоморф булса. 

res/(z) = О

булади.
Айтайлик, Az) функция {г< Ы < ~ } да голоморф 

булсин.
2-таъриф. Ушбу

(г< р)

интеграл f(z ) функциянинг z - ° °  нуктадаги чегирмаси де
йилади ва res f(z ) каби белгиланади:

« • / ( * ) if(z)dz. 0
г'~  М-р

_ 1-теорема. Агар/fz) функция {0< lz—a / <r) сох,ада — 
халнадо Лоран катори

f(z )  = j t c m(z - а)"

га ёыилган булса, у цолда f(z) функциянинг г - а  нуктадаги 
чегирмаси с_, га тенг, яъни

res/(г) « с_,

булади.
[ Arap/U) функция {r< I г1 < «•} \алкада Лоран катори 

/ (г ) =

га ёйилган булса, у \олда Az) функциянинг z = °° нукта
даги чегирмаси — с, га тенг, яъни

res/(г) =-с.,

булади.
2-теорема. Агар f(z) функция С\{ар af  a j  туплам- 

да голоморф булса, у цолда

£  res f (z )  + res f (z ) = О *-к>ч «—
булади.

I  Энди функция чегирмаларини \исоблашда фойдала- 
надиган формулаларни келтирамиз:

I) Агар z- а нукта f(z) функциянинг биринчи тартиб
ли кугб нукгаси булса,

res f(z ) = Нш(г - a)f(z) ( l )Z-*a

булади
I 2) Агар f(z ) = учун ф(г) ва \у(г) функциялар а 
Н>'кгада голоморф булиб, у(о)=0, \^(а)*0 булса, у \олда 

res/U) = ^  (2)

бУлади



3) Arap Z = а нукта/(г) функциянинг л-тартибли кутб 
нуктаси б^лса,

(3)
гм *-*• dz

булади.
4) Агар z = °° нуктада / (г) функция голоморф булса,

res /(*) = lim г(/(~) - /(г) 1 (4)

булади.
5) Агар /(г) = булиб, <р(г) функция z = 0 нуктада 

голоморф булса,
res/(г) = -<р'(0) (5)

булади.
1-м и сол. Ушбу

т ' 7 ы ?

функциянинг Z= 1 нуктадаги чегирмасини топинг.
Берилган функцияни z~ 1 нуктанинг тешик атрофи 

0< | г— 11 < е да (г—1) нинг даражалари буйича Лоран като 
рига ёйамиз:

/<г> *  ■ ( Й ? 11 + <г ‘  0  ■*
+ â £. + lSj(t+ + i  +

Бу ёйилмадан с_=е булиши келиб чикади.
1-теоремадан фойдаланиб, берилган функциянингг=1 

нуктадаги чегирмаси

И Л ‘ )ш Я < ы 7 - *
булишини топамиз.

2-м и со л . Ушбу
f(z)=z2 sin*

*
функциянинг z = °° нуктадаги чегирмасини топинг.



Берилган функцияни z нинг даражалари буйича Лоран 
Каторига ёйамиз:

булади.
3-м и сол . Ушбу

; функциянинг барча махсус нукталаридаги чсгирмалари- 
ни \исобланг.

Берилган функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

емак, a=i, a= —i нукталар функциянинг биринчи тар
тибли, о=1 нукта эса 2-тартибли кутб нукталари булади. 
Г  (1), ( J )  ва (4) формулалардан фойдаланиб, функиия- 
'нинг чегирмаларини топамиз:

Я /<г) - * i ;
res/(г) = lim £|<г- 1>7<г>| = =

res Az) = lim г(/(«) - Az)) = 
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4-м и сол. Ушбу
f(z) = ctgJt*

функциянинг барча чекли махсус нукталаридаги чегир- 
маларини топинг.

Равшанки,

булиб, а = л  (л = 0, ±1, ±2, ...) нукталар унинг С даги 
махсус нукталари булади. Берилган функциянинг бу нук- 
талардаги чегирмаларини (2) формуладан фойдаланиб то
памиз:

Агарф(г) = coskz, у(^) = simiz дейилса, ундау(л) = яплл = О, 
\/(л) = ncosnn * 0 булади. Демак,

функциянинг z = °° нуктадаги чегирмасини \исобланг.
Берилган функциянинг г = °° нуктадаги чегирмасини

(5) формуладан фойдаланиб \исоблаймиз.

дейилса. бу функция г-  0 нуктада голоморф. Демак,

функциянинг барча чекли махсус \амда z = °° нуфадаги 
чегирмаларини \исобланг.
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5-м и сол. Ушбу
/(*) = c o s n ^

Агар

Ф(г) = / ( { )  = c °s - 2— я

res/(г) = -ф'(0) = -Jcos(i^ г.0 = 

. « i n f . *

булади.
6-м и со л . Ушбу



Берилган функцияни

«уринишда ёзиб, унинг махсус нукталари: о,=3/, а =—3/
-  биринчи тартибли кутб нукталар, а=  0 — иккинчи тар
тибли кутб нукта ва г = «в — ута махсус нукта булишини 
аниклаймиз. res /(г), res f (z )  ларни \исоблашда (1) фор

муладан фойдаланамиз:

res/(г) ни \исоблашда эса 2-теоремадан фойдаланса

7-м и сол. Агар z = а нукта Д г) функциянинг «-тар
тибли ноли б^лса,

Ни топинг.
Маълумки, z = a нукта f(z) функциянинг л-тартибли 

ли булса, функцияни ушбу
Hz) = ( г - о )Х г )

-  « -9 6/--- 54 VMil J “  1

res f(z ) = res (г + 3 i)f(z ) = -^(sin3 + /cos3). 

(ЗКформулага кура res /(г) ни \исоблаймиз:

булади



куринишда ифодалаш мумкин. Бунда ф(г) функция z=a 
нуктада голоморф ва ф(в)*0. Бундан /(г) функциянинг 
\осиласи

/ ,(г)=(г-а)*-,1т|)(г)+(г-а)Ф'(г)]

булиб,
f ’U ) (г - а Г 'У ч К гМ г - я У П г )!  n « z )+ U -a * 'U )

• • = (г-«Жг)(z-e)Vz>

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги мисоллардаги чегирмаларни Лоран кдтори- 
иинг с_, коэффициентини аницдаш ёрдамида \исобланг.

l . r e s ^ .f г— 11

куринишда ифодаланади. Демак, /{г) функцияси учун z -
3. re s^ f. 

<-5

4. res z f i .Г-1

5. res*"*1.Г—

6-

нукта биринчи 
биноан

тартибли кутб булади. Унда (1) формула, а 1 1 рини топинг;
Куйидаги функцияларнинг z — а нуктадаги чегирмала-

пытии-аЪ’и) _ = 
= lirnU - о) (Z-exp(z) "  * в>

8. /<*)“

Демак,

8-мисол: Агар г 
тибли кутб б^лса,

: а нукта/(г) функцияси учун к-

ни топинг.
Z =а нукганиЛ-гаргибли кутббулишидан, уни f(z ) - ^  и ,.

куринишда ифодалаш мумкин, бу ерда<р(г) функция а нук 
тала голоморф ва ф(а)*0. Худди 7-мисолдагидек, z = а нук™

функцияси учун I- тартибли кугё булишини ва

булишини куриш кийин эмас.
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Щ - - кТгУ J Т

(z+2)J(z-3) ’

_ £ и ___■

а = 3. 

а =—2. 

=  0.

10./U)=tgs a = f .

l% / (z )  = e ^ \  а = -2.

12. f(z) = sin -^y; o= l.
Куйидаги функцияларнинг барча чекли махсус нукта- 

Ероаги чегирмаларини топинг.
13. f(z) =

(l+z)J

1г/и) = Ш

18. f(z) =

19. f(z) =

(z+2)(z-l)' 
sinz

*2- w

20-^(z )= i -  

21. f(z) = г1 cos-



24 f(z )= z ’e' 3t./(z)=lhz.

25. =
z ”  4

32./<*)=cthJ*.

Куйидаги функцияларнинг z= °° нуктадаги чегирма 
ларини топинг.

тенгликнинг бажарилишини курсатинг (бу ердаги чегир 
малар маънога эга деб фараз килинади).

43. Ихтиёрий жуфт/(г) функция учун
res/(г) = - res /(г),С-а г—а

ва ток/(г) функция учун

тенгликларнинг бажарилишини исботланг (бу ерлйги че 
гирмалар маънога эга деб фараз килинади).
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42. Ихтиёрий жуфт/(г) функция учун ушбу 
res /(г) = res/(г) = 0г«-

res /(г) = res/(г)



44. Айтайлик, f(z)=g(az), о* 0 булсин. У \олда

булишини исботланг.
£ Куйидаги функцияларнинг барча махсус нукталарида- 
ги ва z =°° нуктадаги чегирмаларини \исобланг (бунда г = ~ 
нукта махсус нукталарнинг лимит нуктаси булмаган \ол 
карал ад и)

45. Л г ) = -^рг-

46./<*> = т т а - 49 . / М - 4 * А г .

4 7 ./W -

50. /(*) =

г‘ (г-2)'

0+г)" (л — н ату рал сон).

51. f (t )=  а * 0 (я — натурал сон).

60./(г) = ctgJ*.

61./U)=ctg5*.

62. /(z) = cos^L

52. /<г) = -

53. /(*)■ г2(г-1)

54. / W - g f r .

55. /(г) = sin г sin ̂ . 63. f(z )  = г3 c o s .



68. f(z ) = z" sin 1 (л — бутун сон).

7 , / w = ^ '

71. f(z ) = ^  (n — натурал сон).

Куйидаги чегирмаларни \исобланг:

72. r e s л-1,2,.... 
г*® sin г

___sin3;-3sin г
73- ^ я п г  (япг-г)-

7 4  res lez' z~. 
г-0 (l-cos Z)

75. res-^-, п—2, 3, .... г-о sh г

76. res z*'Jctg"2, п=2, 3......г-О
77. res— *-у. 

l * ° chz-l-^-

78.f(z) ва^ (г) функциялар чекли z = а нуктада голоморф 
б^либ, шу нуктада /и-тартибли нолга эга булсин. У \олда

re s f^  - L |  = /!.-<Й

тенгликнинг уринли булишини курсатинг.
79. Агар функциянингz - °° нукта атрофидаги ёйилмаси

/(г) = с0 + ^  + ^+...

куринишга эга булса, res{|/(z)|J } ни топинг.

80. Агар g(z) функция z = а нуктада голоморф булиб 
Az) функция z - и нуктада оддий кутбга эга ва res f U )  - А

булса, у \олда res|/U) g(z)l ни топинг.
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81. Агар £z) функция а нуктада голоморф,/(г) функ
ция эса г = о нуктада А:-тартибли кутбга ва

С. | C.t
г-а + -+ (г _в)*

бош КИемга эга булса, у *олда rcs|/(j) £(*)) ни топинг.

82. Агар г = а нукта/(г) функциянинг л-тартиблн ноли 
булиб. g(z) функция а нуктада голоморф булса, у *олда

НИ топинг
83. Агар z = а нукта/(г) функциянинг л-тартибли кутб 

! нуктасн булиб,/(г) функция а нуктада голоморф булса, у
холла

ни гопинг.
84. Айтайлик, g(z) функция г= а нуктада голоморф 

булиб, & (а )*  0 булсин. Агар f (\ )  функция £,=g(a) нукта-, 
да I -тартибли кутбга эга ва

rcs/(s(*)l
н(| топинг.
1. 85. Агар/(с) функция г = «  нуктада А-тартибли кучбга 
эга булса, у \олда

= ойут
тргликнинг уринли булишини курсатинг.

^ 2- §. Интегралларни чегирмалар ёрдамида 
\исоблаш

Чегирмалар ердамида турли интегралларни \исоблаш 
УйнаКИ" l>VH' ,a КУйида келтириладиган теорема мух,нм рол



Г. 3- т е о р е м a (K i О- Фараз
цшлвшлшк,

1) /(г) функция
Я\<-„ •:г......•.)

сох;ада голоморф (Dcz С, а,, «2, ае  D)
2) /(г) функцияси сосаны чегарасигача аницланган ва  

D\{at, в , в ) да узлуксиз.
3) dD — тугриланувчи ёпик, контур булсин. У  х,олда

формула уринлидир.
И зо \: (6) формула <*> е D булган \ол учун уринлидир 

Факдт бу \олда z = °° ни/(г) учун махсус нукта деб \исо6 
лаш \амда ЭЛ чизик ориентациясини соат стрелкаси йуна 
лишила олиш кифоядир.

Юкорида келтирилган Коши теоремасидан фойдала 
ниб ёпик контур буйича олинган интефалларни хисоб 
лаймиз.

9- м и со л . Ушбу

интефални хисобланг.
Бу холда интефал остидаги функция

интефаллаш контури {геС|г|=3} айлана, О соха эса 
D={ze С|*|<3} доирадан иборат. f{z ) функцияни

куринишда ёзиб, а,=0, a=-2i, a=2i лар функцияниш 
I - тартибли кутб нукгалари эканини анимаймиз. Равшан 
ки, в,, av а} махсус нукталар D сохага тегишли булади
3- теореманинг барча шартлари бажарилиб, шу теоремам 
кура

\f(z)dz =2ru‘X  res f(z) ( 6 )

булади.
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Унг томондаги чегирмаларни (1) формулага кура \исо6- 
лаймиз:

res /(г) = re s i1-  = lim г -j-1— = ^ ,
f * ,  г-о Г+4* i-л Г+4« 4

res f(z )=  res t V  = Hm тттЦл * “ ■»t-«, f-2i Г+ 4г 1-.-И «*-20 8

res/(z)= res-j^r- = lim H = -A-г-«, f l i  r+ 4 г t_j< *(*+20 8

Натижада

булишини топамиз.
10- ми сол . Ушбу

интефални \исобланг, бунда у:^+^=2х айланадан ибо
рат.

Равшанки,
х2+ /  = 2x=>(x-l)J + / = l= > {zeC :|z- l|= l},

D со\а эса Z>={| Z“ 1|<1} доирадир.
Энди /(*) = функциянинг 0со*ага теги шли булган 

махсус нукталарини топамиз:

+1 = 0 => г = - Vl (cos л + / sin я) =>

=> г* = cos + / sin (Л = 0, 1, 2, 3).

<о* г,, Zj, г, махсус нукталардан

Zo = cos *  + /sin *  = ^ (1  + /),

Zj = c o s ^ 5 + isin5^  = ^ ( 1  - / )

лар 0 co\ara тегишли булади. Шуни эътиборга олиб, (6) 
формуладан 
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f = 2 я/  res -|Ц + res 1
\ Г+1 \z-zo г +1 г-г, V * \ )

булишини топамиз. Бу тенгликнинг унг томонидаги че- 
гирмаларни \исоблаймиз:

Натижада

булади.
Агар

-L + -L_____ L - 1 4

булишини \исобга олсак, унда

f ^ r l dz = - :r ni

эканини топамиз.
11-м исол. Ушбу

j . 2(z-3)(zS-l)dz

интефални \исобланг.
(6) формулага кУра f(z) = (g_3)}^ ^ ) УЧУН

j f(z)dz = -2т\ res f(z) + res/(г)]
W-2 Lt Z“ * J

булади. Бу тенгликнинг Унг томонидаги чегирмалар*и 
Хисоблаймиз:



res f(z ) = Iim(z - l )f (z )  = lim - J-  = Л - .
i»3 *-*J *-*1 j* _ | 242

Arap
/<*>•

эканини эътиборга олсак, унда z= <*> нукта f(z ) функция
нинг 6- тартибли ноли булишини аниклаймиз. Бу функ
циянинг Лоран цэтори

/<г) = £  + ^  + ^ + ...

булиб, с_,=0 булади. Демак,
res f(z )  = 0. 
г—

Шундай килиб,

J , « - Ж - » *  ■ " М Л +°)  - -т¥т

12- м и с о л . Ушбу

jzle*dz (А:-бутун сон, г> 0)

( интегрални кисобланг.
Бу интеграл (6) формулага кура

к zke'dz = reszV'
2w |*r **°

булади. Чегирмани \исоблаш учун f(z) = zke: функцияни 
2=0 нуктанинг уйилган атрофида Лоран каторига ёямиз:

I f(z) = zke* = *^1 + 1 + т̂ ■+̂ т ^г +

+ (ГИ)Т’^ПГ+ " ]®  г* +2г**1 + £**-’+...+

(ЙТТ 7 + (Й^Т $ + -



с.,={(£г>!’ агаР * * б^лса.
[О, агар Л < -1 булса

булиши келиб чикади.
Энди

с., = res**e*Г»0
булишини эътиборга олиб,

а  ^ , { * = { й - агар * г
ю-г [0, агар А: < -1 б^лса

булишини топамиз.
13- м исол . Агар D={ze С: | z|>3> булса, ушбу

интефални \исобланг.
f (Z ) - sin деб, сунг (6) формуладан фойдаланиб то

памиз:
\f(z)dz=2iuTCsf(z).
SD

Энди fi.z) функциянинг чегирмасини (4) формулага кура 
\исоблаймиз:

res f(z ) = В т  z (J (« ) - /(г)) = lim z(sin 1 - sin =

Бу тенгликдан

Демак,

Jsin^y</z = 2x/cosl. 
а/>
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[ 2*.А н и к  и н тегр аллар ни  чеггр м а ла р  ёрда
мида \и со блаш

Аник интефалларни \ам чегирмалар ёрдамида хисоб- 
лаш мумкин. Бунда аник интеграллар комплекс узгарув- 
чили функциянинг контур буйича олинган интегралига 
келтирилиб топ и л ад и.

2к
I  1) J/?(cosx, sinx)dx кури н и шлаги интеграл-

0
ларни \и со бл аш .

Ушбу
2*

/=J/?(cosx, sinx)rfx ^7^

интеграт берилган булиб, уни \исоблаш талаб этилсин, 
бунда /?(cosx, sinx) — cosx ва sinx ларнинг рационал функ
цияси ва у [0, 2л] да узлуксиз.

Эйлер формуласига кура

cos х = s ly ' *  , sin х = £  

булишини эътиборга олиб, сунг 

Z=?'
деб белгилашни киритсак, унда

Х€(0, 2я1=>{геС: Ы= I},

s in * .  £ ( * - ! ) ,  

dx = ±dz

булиб, берилган (7) интефат куйидагича
2* ~

/=J/?(cosx, sinx)dx = $R(z)dz0
булади, бунда

309



J —<*-5 j  cosx-2

интефални хисобланг.
Бу интефалда ebt=z белгилашни киритамиз. Унда

J dx = i  L t *  = 1 L & . 

булади. Интефал остидаги

14- м и сол . Ушбу

функция учун г, = 2 + >/3 ва г2 = 2 - >/3 нукталар 1-тар
тибли кутб нукталари булиб, улардан г2 = 2 - -Л нукта 
/>={г € С : | г |< 1} сохдга тегишли булади: г2 = 2 — V3 е £). 
Унда Кошининг чегирмалар \акидаги теоремасига асосан

j /(г)</г = j  J  I dz = 2ni res /(г)
№1 №1 ^ "4г+1 г*4

Функция чегирмасини \исоблаймиз:
res f(z ) = lim(z - г2)/(г) =

lu n (z - Z 2) - ^ 3 ^ L _  _ L _

Демак,

f— 1—x dx = I  i  I— dz - 2ni 1 ( — C l  = - Д&. 
o008*"2 ' |JL, г2-4г̂ | 4  U i )  7з

15-ми сол. Ушбу

интефални кисобланг.
Бу интегралда e*=z алмаштиришни бажарамиз. Натижада 
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I r a W * »  - H  ’ И  57^ 5 *

булади. Интефал остидаги

/ W ' 5 7 ^ I
функциянинг l>={zeC: | г |< 1} со.\ага тегишли битта z = - j  
махсус нуктаси булиб, у 1- тартибли кутбдан иборат. Унда

булади. Равшанки,

”  3^+10?+3 “  + ^  3<г+А)<г+3) = i  ’

Демак,

{  = !•
16-м исол. Ушбу

Ь 2*sinJ я»
интефални \исобланг.

Бу интефалда «“ *** алмаштиришни бажарсак,
фе[0, «]=>{*€ С: U|=l}

5 ft* ’ 

с « - »= 112121,

sin2 ф _ l-cos2ф _

булиб,

тенглик уринлидир.
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Энди кейинги тенгликнинг Унг томонидаги чегирмани 
\исоблаймиз:

« - » w ] '

Натижада

I ft* \ - 2я/ т̂ т = |  лJ_ ( x j +I)j I61 8

булишини топамиз.
18-ми сол. Ушбу

f — (я - натурал сон)
о <* ♦!)"

интегрални \исобланг.
Авваю берилган интегрални

куринишда ёзиб оламиз.
Энди

= (Air = (t+iru-V
десак, бу функция {ге С :1 тг> 0 } даг=/ махсус нук
тага, я- тартибли кутбга эга.

Равшанки,
lim г max| ftz )I = 0 (у ={ | z \-г, 0 < argz 2? я}).

Унда 4- теоремага кура

булади.
314



(1) формуладан фойдаланиб топамиз:

5? / ( г ) ’

Натижада

булиб, берилган интефал учун

=  2

булишини топамиз.
Энди

\е^ R(x)dx

кУринишдаги хосмас интефалларни карайлик.
Агар lim max| R(z)|= 0 булса, у \олда Жордан леммаси-

га кура
lim j  f(z)dz = О

Tf

булади, бунда
f(z)=^R(z).

4- теоремага кура биз

~\e*xR(x)dx = 7ni £  resje*1/^ )] (14)

нгликни \осил киламиз. Бу тенгликдан

jR(x)coskxdx = -2л1т| £  resje41 Л(г)]| ( j 5) 
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\амда
f R(x)sin Xxdx = 2n Rej  ̂ £  ft л(г)]| (16)

формулалар келиб чицади.
19- м исол . Ушбу

1 хг-1х+1

интегрални \исобланг. 
f(z) функция деб

/(*) = j*_2i+2 = U-d+OIU-(l-OI
ни оламиз. Бу функциянинг 2 та: г,=1+/ ва ^=1-/ кутб 
нукталари булиб, улардан *,=l+i€ {Im z > 0} булади.

R(z) = 4>Ункиия учунг-»«да R(z) ~ булган

лигидан 2- лемма шартининг бажарилиши таъминланади 
Унда (16) формулага кура

1рй &а -2**[я Н
булади.( I )  формуладан фойдаланиб res f (z )  ни \исоблаймигr-q

Г.“ /<г| - ^ { u-d .o iiVn-,,^  *  <'+' « } ' .
= (sin I — / cos 1).

Демак,

J  dx = 2я ReJ^^-(sin 1 - / cos l)j  = не~l sin 1.

20-м исол . Ушбу

]  Ф -dx 
— л

интефални \исобланг.

куринишда ёзиб оламиз.
Энди

:[ ч # *

интефални (15) формуладан фойдаланиб \исоблаймиз: 

j  « ^  = -2 л 1 т [ге 5 ^ ] = -2Я 1 т ( 4 )  = пе-\ 

Демак,

21-м исо л . Ушбу

Жинтегрални \исобланг.
Интеграл остидаги функция жуфт функция булганли-1ЛЯН

Аввало берилган интефални

[ булади.
Равшанки,

f(z)-= *  (г-Шг+0 

В  функциянинг битта махсус нуктаси z = /булиб, у кутб нук- 
«Г тадир, г=/е{1пк>0}. = функция учун z да
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R(z)~ |  булади. Булар кдралаётган интегралга нисбатан
(14) формулани куллаш мумкинлигини курсатади. (16) 
формуладан фойдаланиб топамиз:

J  ,  2„ R c j r a ^ ]  = 2«Re£  = f .

Демак,

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги интефалларни \исобланг:

86. t 87. j  dz.

88. j  $dz.
IK-1

г={4  + ,т ' 1} ■ элл“пс
90. ^tg^. 95. f Qz- l)cos-Vz.

Id-2 kl-J

91. j  96. j *к<Ь-
Лз i +4 КМ г_2

92. i  4 * .  97. f ——-j--
7 3 г- + 1 ^ 2  l+2sin г

93. i  ^  dz■ 98. j Г  sin  ̂dz.
Iil-I * w-J



100. j jr^ d z ', Y = | т  + T  = 1 j - ЭЛЛИПС.

,01* J £ £ , ; Y = + y2 = ,6  ̂ “  айлана 

102. j y = ( 4  + 4  = I } “  эллипс 

103. j г5 sin |  dt 109. !)
'  ?(«+l)J U+2)(z+4)

1,5 £«**»<*<>• " '■ sj , 5 '

106. i  П2. j —f dz . 
y  04 « teb-i* гсовг

107. j 113. zdz.
В  W*J 1Й-1
108. j l l ld z .  114. < ВД/г-

l*M.l г  + l lrt- Л  г  ~г

I IS .  Г = { * ’ + / - 2 * } .

£dz_  
■2̂ +1'

117.

118. !f(z+\)e:dz.
К r.i

" H f ,1 3

• » « » ;  » - { * ♦ / - i }.



120. jf г s in ^ fc .

121 i  sVi£121. t 2 ы

122 i  ?in zdz
Л и  (г3-гНг-')

123. if tgnofc, л=1, 2.......

124. f sin I  dz

126. I
,L  2г<+'

12». i  i  sin’ Uz.
id*r

129. |(1 + г + г 'К г '+ г ^ + г ^ № .
w»3

l30-

* - * « - '- « < 4

“ Хей**
|М - 1 е т ^ З ? ; "-{2< I< I<4}-

134. /> = {N>4}.



о;

S!

'*•  В * И <3}

137. j-f-dr- о »  (|г|< 2}.
,WZ -|

138. J sin -±f!z, D = {I z - 1| > 1}.

139. D = {|г-2(+|г + 2|<6}.
AD t

140. \zcos-^dz-, 0  = {|z|>2}.

141. j ^ d z  /) = {|z|>l}.
*D 1

142. f-^-dz; 0  = {|*|<1, Re*>0, lm?>0}.
»d2z “ *

143. Д = {|*1>4}.
.ш** -I

144. j- ^ d z \  /> = {M< 4}.
лоег  -I

145. />={1тг>0} ярим текисликнинг чегараси буйича 
олинган

нтеграл шу интеграл остидаги функциянинг шу ярим
■  текисликлаги чегирмаларининг йижндисига тенг экан- 
К  лигини курсатинг ва унинг кийматини топинг.

; К у р са тм а . Кошининг чегирмалар *акидаги теоре- 
*' масини {Im z > 0, | z I < R) ярим доиранинг чегараси буйи

ча олинган интегралга кулланг ва кейин R ни <*> га интил- 
тириб лимитга утинг.

Куйидаги мисолларда чегараланмаган со\анинг чега- 
Раси буйича олинган интефалларга Кошининг чегирма
лар \акидаги теоремасини куллаш мумкинлигига ишонч 
\осил килинг ва уларни \исобланг:
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146. \^ d z\  D = {Re z > 0).
*DZ

l47- ^  = b |< lm z < f } .

Ш . j j £ ? e  z'dZ-, 0  = {- f< an u < £ }.

Куйидаги мисоллардаги интегралларга Кошининг че- 
гирмалар хакидаги теоремасини куллаш мумкин эмасли
гини курсатинг.

149. / = \e ^dz, /> = z > 0}.

150./= D = {lmz> 0}.

А н и к  и н тегр ал ла р н и  чегир м ал ар  
ёрдамида \и со бл аш  

Бу б$лимдаги барча мисолларда аник интегралларни 
кисоблаш талаб килинганда, агар интеграл хосмас ва узок- 
лашувчи булса, у \олда унинг бош кийматини топиш ту- 
шунилади1.

Куйидаги мисолларда интегралларни \исобланг.

151.

“ ■ {ъ&г.т
153-

154. Jtg(x+i)dx.

11 Айтайлик, fix) функция [а, *|\{с( да узлуксиз булиб, } f(x)dx 

интеграл узокдашсин. У халда

lim] I  f(x)dx + \ f(x)dx 
р-°|_ • *+р

лимитга fix) функция шнтегралимшмг бош щиымати деб аталади ва у
ь

V. p. \ f{x)dx каби белгиланади.

fix) функциянинг |а, *| кесмадаги узилиш нуцталари соми бир 
нечта булганда \ам интегралнинг бош киймати шу каби аникланади

155 f > О-1ЭЭ. J д+cosx

■56- Ь з +lTsin*' 

157. ' / n f J & I * -

159. )  ctg(x - ia)dx, (о > 0).
о

160. \ e2“ ctg(jc - ia)dx, (о > 0).
О

■ « • I s a f a r '  <»»><»■

162. ! , j . (в>0, 6>0).J  (e+ftcosJ дс)2
2*

163. / \_̂ a^ sx+ai ~ ^мплекс сон ва а *  ±1).

164 /—ss Ĵxdx (о _ комплекс сон ва а *  ±1).
,, l-2acosjr+e

Р**  2»
165. j ecosx cos(пх - sin x)dx (n - бугун сон).

166. jf *g(* + io)dx (а - хакикий сон).

2я
167. J ctg(x + a)dx (a - комплекс сон ва Ima *■ 0).

о

168. > (а>1)._,l-2 a cos*+a
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202. 7  Г Г ,  dx. 205. 7  - К * - dx-1 x -2x+2 1 x -6x+l09

204. j
1 (x +4tx-5)

Куйидаги интефадларни Жордан леммаларидан фой 
лаланиб \исобланг:

213. Т - *д--5--д— f/x.
1 х +10х +9xJ -2x+IO

209.
xJ -2x+IO'

2 ,o. J  Л .
J_ x 2 +4x+20

2 n  T lx * l)s in 2 x  ^  
J x +2x+2

216. j rfx.
J x +2x+10

218- (fl>0)-

219. (a > 0, A>0).
о x +b

B ,  H J J *  (a > 0).

221. t o > 0 ) .

222. ( д а 1*  <<’ >0' * > “ )•

<- >0- * >0)

225. <«>*>■

Куйидаги интефалларнинг бош кийматларини топинг:

226. j  *^-dx (a > 0).

227. / (о < 0).

228. f dx.
_ * -5х+6

I

229. f - ,ап*</л .
\ (x +4)(x-l)

230. 7

M1-_(.(?♦ A x - o  (fl>0> --<'<->•

232. I (a > 0).

*33. / k r  dx (a < 0).



142-чизма. 143-чизма.

К у р са т м а . 250 ва 251-мисолларни ечишда 143-чиз- 
мада курсатилган Гр я контур буйича олинган ушбу

j z ' ' e adz
Гр.л

интегралдан фойдаланинг.
■foo

252. | cosx'dx (р>\).

253. /sinx"dx (|р| > 1).
0

254. J (/>>1).

3-§. Аргумент принцнпи. Руше теоремаси
Фараз килайлик, комплекс текисликда бирор у содда 

ёпик эгри чизик \амда ^ (^>eY) нукта берилган булсин: 
у с  С, ,̂€ С. Бу эгри чизикда

<р (*)=arg (г-^,) (ге у )

функцияни карайлик.
Одатда, <р (г) = arg (г — функция охирги *амда бош

лангич нукгаларидаги кийматлари айирмасининг 2п га 
нисбати у чизикнинг ^  нуктага нисбатан индекси дайи- 
лади ва у
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inV
каби белгиланади.

Бу ind^Y сон боши ^ нуктада охири z нуктада (ге у) 
булган г в е к т о р н и н г  z0 нукта атрофидаги тулик 
айланишлар сонини ифодалайди. Агар векторнинг йуна- 
лиши мусбат булса, ind. у > 0, манфий булса, ind у<0 
булади. 10

Куйидаги
а )г  = «+р<*, 0 s t < 2л, JaJ< р
б) z=a + ре", 0St£2ji, \а\ >р>0

ёпик чизикларнинг ^  = 0 нуктага нисбатан индексини 
\исобланг.

Равшанки,
Z = а  + р е " ,  0 £ / £ 2я

маркази а нуктада, радиуси р га тенг булган айланани 
ифодалайди. Демак,

у= {геС :1 г — а\ = р}
а) Бу \олда \а\ < р булгани сабабли г̂ =0 нукта у айла

на билан чегараланган доиранинг ичида ётади. 144-а чиз
ма. t узгарувчи 0 дан 2л 
гача узгарганда z-Zo-Z
вектор 0 нукта атрофида 
тулик бир марта айлана- 
ди. Демак, ind{) у = 1;

б) Бу \олда |а|>р 
булганлиги сабабли ,̂=0 
нукга у айлана билан че- 
глраланган доиранинг таш- 
карисида ётади 144-6. t 
Узгарувчи 0 дан 2л гача ¥
Узгарганда z - Zu = Z век
тор 0 нукта атрофи ни бир 
марта \ам туликайланма- 
ганлиги сабабли ind0 у=0 
булади --- -

Айтайлик, комплекс 5) 
текисликда блрор D со\а 
берилган булсин: О сС .
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Arap D со\аДа / ( z) голоморф функция кутбдан бошка 
махсус нуктага эга булмаса, / (г) функция D да мероморф 
функция дейилади.

5-теорема (аргумент принципи). Фараз цилайлик, 
/  (z) функция чегараси булакли — силлик, чизи^дан иборат 
булган чегараланган D сохранит ( D c C ) ёпиги D да меро
морф булиб, dD да функциянинг ноллари цам, цутблари х,ам 
ётмасин.

Агар Nea Р  лар мос равишда f(z ) функциянинг D со\адаги 
ноллари ва цутбларининг умумий сони булса (х,ар бир ноль 
ва кутб неча каррали булса, шунча марта д:исобланади), у
з(олда

куринишда \ам ёзиш мумкин, бунда BD* = f(dD).
6-теорема (Руше теоремаси). Фараз цилашик, / (z) 

ва g (г) функциялар D со^анинг ёпиги D да голоморф булиб, 
ихтиёрий ze dD учун

тенгсизлик бажарилсин. У  \олда f(z) ва / (г) + g (z) функ- 
цияларнинг D со\адаги ноллари сони бир-бирига тенг була
ди.

22-м и с о л . \ар кандай и-даражали
Р. (z) = о0г"+в,Г '+ягГ~2+... + ai> iz+aH

(ап*0, п 2: 1) куп^ад п та илдизга эга эканлигини исбот
ланг.

(17)

булади.
Юкоридаги (17) тенгликни

N - P =  ind0 Э0* (18)

If(z ) l>lg(z) (19)

Агар
f(z)=a0 zT, 

g(^ = atz" 1 +fljZ"-2+ . . .  + ая tz + aK
десак, унда

PK (z) =f(z) + g (z)
булади.
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Равшанки,

Е  Унда шундай R> 0 сон топиладики, 
R} учун

булади
f Агар D={ze С| г| </?}, Э/>={ге С.| z\=R} дейилса, унда 
(20) муносабатга кура ЭЛ да

l/ (z )l> lf (г)1 
тенгсизлик бажарилади. Руше теоремасига биноан,

рига тенг булади.
Ш  Равшанки, г=0 нук^а f(z ) функциянинг п каррали 
> ноли. Бинобарин, Pn(z) куп\аднинг D со\адаги ноллари- 
нинг сони \ам п га тенг булади.

Ц  Яна (20) тенгсизликдан фойдаланиб, v z e U e C lz l £ R) 
да P,(z)* 0 булишини топамиз. Демак, Ря(£) купхаднинг 
барч.1 ноллари п та булади.

мисол . Айтайлик, f(z ) функция 1)со\анинг ёпи- 
m О да мероморф булиб, ЭD да узлуксиз булсин. Агар 

I v  ze dD учун lmf(z) * 0 булса, f(z ) функциянинг D со\а- 
|даги ноллари ва кутблари сони бир-бирига тенг булиши- 
нц исботланг.

/(Z) функциянинг D со\адаги нолларининг умумий 
кони /V, кутбларининг умумий сони Р  булсин. Масала- 
Рнинг шартидан f(z ) функциянинг 3D да ноллари \ам, кутб 
Ьнукталари \ам булмаслигини топамиз. Аргумент прин- 
Гципига кура

■ Р а д и , бунда dD* =f(dD)
К  Шартга кура yzedD  учун 1т/(г)*0. Бинобарин, Д/)* 
тУплам ёки {ге С: lmw>0}, ёки {ze С: lmw<0} ярим те
кисликда ётади (w=f(z)). Равшанки, бу \олларда w = /(г)

(20)

/(г) = о0Г, g (z) + f(z) =PJz)
■функцияларнинг D со\адаги нолларининг сони бир-би-

N-P=mdndD* (21)
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нуцта Э0* чегара буйлаб \аракатланганда w = /(*) вектор 
w = О нуктанинг атрофида бирор марта *ам тулик айлана 
олмайди. Демак,

ind 9Э0* = 0 (22)
булади. (21) ва (22) муносабатлардан 

N=P
булиши келиб чикали.

24-мисол. Ушбу
<*+2^-1 =0

тенглама 0={ге С: Ы  < 1} со\ада нечта илдизга эга бу 
лади?

Аввало
f U )  = 2?, g(V=  1 

деб оламиз. Унда берилган тенглама куйидаги 
f(z) + g(z) = 0

куринишни олади.Сунг у г е {г е С :| г 1 = 1 }  учун |g(z) I ни ба\олаймиз

ИЦ = К-1|5^4*...<2,|2г‘|= |/(4

Руше теоремасига кура
Hz) = Iz1 = 0,

/(г) + Я(г) = е г—1+2^ = 0
тенгламаларнинг Z )= {*eC :ld  < 1} со\адаги илдизлари 
сони тенг булади. Равшанки,/(г) = 2г2=0 тенглама икки 
та илдизга эга. Бинобарин, берилган

е1-  1 +2г? = 0

тенглама D да икки га илдизга эга булади.
25-мисол. Ушбу

г + X — е1 = 0 (X > I ) (23)
л

тенгламанинг {ге С: Rez< 0} ярим текисликда ягона ил
дизга (*акикий илдизга) эга булишини исботланг.
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Аввало куйидаги белгилашларни киламиз: 
У „- {ге  С: Id  =R, RezSO)

СУнг ушбу
= {Z= iy : -  И йуйХ ]

= y Au l
ёпик чизикни оламиз. 

^  \ Агар
I K  /(z) = Z + А, £(*) = — <*

дейилса. унда берилган тенглама ушбу

Az) + g(z) = о
куринишни олади.

> Равшанки,

уге/учун  |/(г)1 -  |Х+/у| *^ я Г Г у г ^Х>1, 

у г е т дучун, R> \ + 1 булганда

l/ ( < ) l « U + x | a lz l- x « * - x > i ,
!*(*) = \ег**\ = е*£1

булади. Руше теоремасига кура Гк ёпик чизик билан чега
раланган со\ада (ярим доиранинг ичида)

Я * )  = г+ Х = 0,
Az) + g(z) = z + X - e l = 0

Жтенгламанинг илдизлари сони тенг булади. Демак, берил
ган тенглама {*€ С: /?ег<0} ярим текисликда ягона ил-

• дизга эга. Энди бу илдизнинг х,акик,ий эканлигини курса- 
тамиз. Бунинг учун

х + Х — е х = 0
тенглама (— ев, 0) орал и кд а илдизга эгалигини курсатиш 
кифоя. ф (х) = х + X — еж деб белгиласак, бу функция (— 0) 
ораликда узлуксиз ва четки нукгаларда турли ишорали кий- 
матларни кабул килади: ф (0) = X — 1>0 ваф (— « ) = — <». Де
мак, ф (х) = 0 тенглама (— ~>, 0) ораликда илдизга эга.



26-м исол . Руше теоремасидан фойдаланиб, куйи- 
даги Гурвиц теоремасини исботланг. D со\ада голоморф 
булган {F'(z)} функциялар кетма-кетлиги берилган булиб 
бу кетма-кетлик шу со а̂да F(z) функцияга текис як,ин 
лашсин. Айтайлик, Г  чизик 0со\ада узи чегараланган со\а 
билан бирга тулик ётувчи ёпик туфиланувчи Жордан чи- 
зиги б^либ, v  I  е Г  учун F (z )*0  шарг бажарилсин. У \олда 
шундай натурал л0 =\ ( Г )  сон топиладики, ихтиёрий п>п 
учун барча F  J z )  ва F(z) функциялар Г  билан чегаралан 
ган со\анинг ичида бир хил сондаги нолларга эга булади

F(z) функция Г  да узлуксиз ва v  ze Г  учун F (z )*  О 
булгани учун

inf|f(z)j = т > 0

булади. Г да F K(z )~ F(z ) булганлиги сабабли шундай 
л0 = л0 ( ! )  топиладики, у  п 2 па ва ze Г  лар учун

| F,(z)-F(zJ\<y

тенгсизлик бажарилади. л £ л0 лар учун
F„(z )~F(t>  + [F (z )- F (z )}

деб ёза оламиз. Агар /(*) = F(z) ва я(г) = FK(z) — F (z) 
деб белгиласак, бу функциялар Г  чизик билан чегаралан
ган со\анинг ёпигида голоморф булиб, у  ze Г  учун

\f(z)\Zm>y>\g(z)\

булади. У \олда л > л0 лар учун Руше теоремасини куллаб, 
Г  чизик билан чегараланган со\анинг ичида F(z) ва Fa (z)= 
=f(z ) + g(z) функцияларнинг ноллари сони тенглигини 
топамиз.

27- м исо л . Агар р<f  булса, етарлича катта булган 
барча л лар учун

F.U ) - 1- ^ +...+(-!)"

куп\адлар ёпик { U l S р} доирада нолга эга булмаслигини
исботланг.
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F U )- c < K Z - £ (- i r £ l

функциями оламиз. Маълумки, бу фтор Сда якннлашиб, 
ундаги ихтиёрий ёпик доирада, хусусан, { Ы  £р } (p< f)
доирада текис якинлашади: { |*| £ р} да FJz)~F(z). { Id *  p} 
да F(z)=cosz* 0 булгани учун, Гурвиц теоремасига кура, 

|  шундай л„ = я„ (р) мавжудки, Vn £ л0 ва |*| £ р < f  лар учун

Fn(z)*0
|  булади.

М И С О Л  ВА  М А С А Л А Л А Р

Куйидаги параметрик тенгламалар ёрдамида берилган 
«зикларнинг г,=0 нуктага нисбатан индексини \исоб- 

ланг.
255. z -  р е 2и, 0 < t < 2л, р > 0.
256. г = |  cos/ + / sin /, 0 й I й 2п.

257. z = 2 cos t— i sin г, 0 £ t£ 6л.
258. z= l+ /sin J /, 0 <,t£ 2л.
259. f(z ) функция D со\анинг ёпиги D да мероморф 

булиб, dD да узлуксиз булсин. Агар v  г е 3D учун

Re/(г) *  0
булса, у \олда f(z ) функциянинг D со\адаги ноллари ва 
Кутблари сони бир-бирига тенг булишини_исботланг.

260. /(*), F(z) лар D со\анинг ёпиги D да голоморф
булиб, v  zedD учун , т тру * 0 булсин (бу ерда D чегара
ланган со\а) У \олда F(z) ва F (z )+ f(z ) функциялари- 
нинг D со\адаги нолларининг сони бир-бирига тенг экан
лигини исботланг.

Куйидаги тенгламаларнинг/)со>^даги илдизлари сони- 
ни топинг:

261.«4 — 3z+ 1 — 0; 0 = {Ы < 1 } .
262.2г4— 5z+2 = 0; 0 = {Ы < 1 ) .
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263. г" — 7г* — Зг4 + 1=0; D={\z\< 1>.
264. z4- W -  1 =0; D -{1<  k l  < 2}
265. ?  — 2г=1; D=< z\<\).
266.0,9ег+1=2г, 0={f,:\ <1, Re*>0}.
267.1 + 2 г- г5 = 0; D={ z < 1, Re* > 0}.
268. г7-5г* + ^ -2= 0 ; D={ z <lb
269. г* — 4^ + г2 — 1 = 0; D={ z <U
270. г’ -  12г+2 = 0; D={ z <2},
271. г4 — 9г + 1 =0; D={ z <2}
272. г6 -  6г + 10 = 0; D={ z >!>
273. г4+г5-4г+  1=0; D={ < k l  <2}
274. г* — г*6 + г2 — 8* — 2 = 0; D={ z <1}
275. 2г5- г > + Зг1- г + 8  = 0; D={ z <!}•
276. г7 — 5^ + г2 — 2 = 0; D={ z <U-
277. Arap ® (z) функция { k l  £ 1} ёпик доирада голо 

морф булиб, 1 ф(г) I < 1 булса,
Г  = ф W  (я — натурал сон)

тенглама { k l  <1} бирлик доирада нечта илдизга эга?
278. Фараз килайлик, ус. С контурнинг барча нуктала 

рида
I I > К  +  °iZ  + -  + °,-i «1‘1+ **+1+ -  + I

тенгсизлик бажарилсин. Агар г = 0 нукта у контур билан 
чегараланган со\анинг ичида ётса,

а0 + охг + • • • + ояГ
куп\ад шу контурнинг ичида к та илдизга эга, агар z = О 
нукта у контур билан чегараланган со^анинг ичида ётма- 
са, у \олда шу куп*аднинг контурнинг ичида бирорта *ам 
илдизга эга эмаслигини исботланг.

279. г4 — 5г + 1=0 тенглама
а) { k l  < 1} доирада,
б) {1< k l  < Z} \алкада 

нечта илдизга эга?
280. ?  — 8г + 10 = 0 тенгламанинг
а) { k l  < 1} доирада,
б) {1< k l  < 3} \алкада 

нечта илдизи ётади?
281. Агар l a j  > I a, I + | a j  + 1 шарт бажарилса,

Г  + a,,*2 + о,г + a = 0 (я — натурал сон) тенгламанинг 
нечта илдизи { k l  < 1} доирада ётишини аникланг.

338

7282. 4 r  + 1 - 0 (л — натурат сон) тенглама { k l  <1} 
Ьоирада нечта илдизга эга?

283. Агар М > булса,

е1- azr (л — натурал сон)
Ншглама { k l  < R) доирада нечта илдизга эга?

284. {Re*> 0} унг ярим текисликда
z = \ - e t (X> 1)

^Внглама ягона (у \ам булса \акикий) илдизга эга экан
лигини исботланг.

|Г 285. Ихтиёрий комплекс а сони учун л £ 2 булганда
1 + z + аг" = 0

тенглама { k l  S2} доирада \еч булмаганда битга илдизга 
э(а булишини исботланг.

|  286. { k l  й 1} доирада
г^_г= 1 (X > 1)

Ингламанинг ягона (у \ам булса хакикий) илдизи ёти
шини исботланг.

К  287 {Re*>0} ярим текисликда
a z '- z  + b = e~‘ (z+2) (а > 0; Ь > 2) 

тенглама счимга эга эмаслигини исботланг.
/(*) функция { k l  < 1} доирада голоморф булса, 

Куйидаги тасдикни исботланг:
^■шундай р > 0 сон тогшлааики, v  W(E { I wl <p} учун

z-wf(z)
ШТГглама {|z| <*!} доирада 1 та илдизга эга булади.
Ш 289. Агар /(г) е0{ k l  < 1} булиб, /(0) * 0 булса, куйи- 
jxarmw исботланг:

Зр > 0 сон топиладики,
V we {0 < |*И <р} учун 

Z" = *f(z)
тенглама { k l  < 1} доирада т  та бир-биридан фаркли ил- 
Дизга эга булади.

290. z sin z = I тенглама факат \акикий илдизларга эга 
бУлишини исботланг.
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КУрсатм а. Берилгантенгламанинг [- (я + |)я.(я + -1)л j 

кесмадаги х.ацикий илдизларининг сонини аниклаб. уни 
шу тенгламанинг ||zj < (я + J доирадаги барча илдизлари

нинг сони билан солицггиринг.
291. tgz =zтенгламафакзт \акик.ий илдизларга эгабули 

шини исботланг.
292. Ихтиёрий R> 0 сони учун бирор я0 = я0 (R) но 

мердан бошлаб барча л г я 0 лар учун

P„(z) = 1 +'П+‘§Г+--+'яГ

куп\адларнинг { Ы  < R) ёпик доирада нолга эга эмаслн 
гини исботланг.

293. р > 0 сони \ар цандай кичик килиб олинганида 
\ам, етарлича кагга л лар учун

функциянинг барча ноллари { I z | < р} доирада ётишини 
исботланг.

294. Агар 0 < р < 1 булса, етарлича катта я лар учун

P„(z) = 1 + 2г+3 ?+ ...+пГ'

куп*аднинг { Ы  <р> доирада илдизга эга эмаслигини ис 
ботланг.

295. С да голоморф булган /(г) функция комплекс те 
кислик С нинг ихтиёрий чекли кисмида текис якинла 
шувчи {Pn(z)} куп^адлар кетма-кетлигининг лимити булсин 
Агар барча Ря(£) куп\адлар факат \акиций илдизларга эи> 
булса, у \олда Az) функция ва унинг барча \осилалари 
*ам факат \ак,икий илдизга эга булишини исботланг.

296. Агар а ихтиёрий \акикий сон булса, у \олда

/Ю -ег«*««
функциянинг барча \осилалари факат \акикий иЛдизга эга 
булишини исботланг.
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I  297. Az) функция D c C  со^анинг ёпиги D да меро- 
морФ булиб, Э£> да узлуксиз булсин. Агар у  zedD учун

1/<е)1>1

Цшарт бажарилса, у \олда.Дг) = 1 тенгламанинг D со\адаги 
Шрдихчарм сони Az) функциянинг шу со\адаги ноллари 
$  сонига тенг эканлигини исботланг.
F  298. Az) функция DczC со\анинг ёпиги D да меро- 
морф булиб, Э/) да узлуксиз булсин. Агар v  zedD учун

1/(г) I < 1

шарт бажарилса, у \олда/(г) = 1 тенгламанинг Осо\адаги 
I Вдоизларн сони /U ) функциянинг шу со\адаги ноллари 

сонига тенг эканлигини исботланг.
£ 299. г6 + г5 + бг4 + 5*3 + вг2 + 4z + 1 куп\аднинг унг ярим 
текисликдаги илдизлари сонини топинг.

300. *4 + 2*1 + 3zJ + z + 2 = 0 тенгламанинг 
а) унг ярим текисликдаги,

i б) биринчи квадрантдаги илдизлари сонини топинг.
301. 2г* -  Зг1 + Зг2 — г + 1 = о тенглама \ар бир квад

ранта нечтадан илдизга эга?
302. г* + г3 + 4г2 + 2г + 3 = 0 тенгламанинг илдизлари 

кайс!и квадрантларда ётади?



И Л О В А

I. Каср-чизикли функция

1) Ангармоник нисбат.
г,, г,. г, е С

нуцталарни мос равишяа иг,, wy w} е Смнук,таларга акслантирувчи каср- 
чизикли функция ушбу

w-w, wj-wt _  г_-А  
HT-w, •Vj-H’, г-г2 г3-г,

ангармоник нисбатлан топилади.
2, н- = е * £ £ ,  Inui > 0 ea/)={z :liru>0} булса. *</)) = < И': I И-1 i 

г-о
булади (145-чизма).

®

tг
(5!>

Y7//0 11 *■ 

0



3) W = f "  

булади (146-чизма)

(I. Даражали функция ва унга тескари булган функциялар |
|) н» = ^ва 0 = {г : 1тг > 0| булса, *(/)) = С\К' булади (147-чиэма). 
2) и> = г2 ва 0  = {г :1тг< 0} булса, w (D )~ C \ lf  булади (148-чиз- 

©

®

V 3) w = г” ва D = |с0  < arg г < булса. w(D) - {if : Imw > 0) булади 

149-чизма)

® ,  ®

Ж. I I
149-чизма
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ж
1 1

4) н>= г" ва С = |гЮ< arg г < булса. w(D) = C\R' булади (150- 

чизма).

© ®

©

ll I'1 1 I n  I I

©

150-чизма

5) и- = г*ва D = < arg г < •с=0-1......  П-I, булса.

и\D) = C \ R * булади ( I S I-чизма).

<8>

153-чизмг

*"0.1— л -  lea0=C\*-6stoca.»<0) .  |нг & *  < ais и 

бу.тали НМ-чидо)

flW L_nr
IS I-чизма

6) м- = (>/г) (ски нг = 7г, -Гл-i) ва l^ C \  1C булса, w(C)*{w: lmt»>0} 

булади (152-чизма).

®
llllll
рт1 W

154-чизма

III. Жуковский функцияси ва унгж тескари функция

1) В Д (а + £ )  ва D - U :|i|<  1> булса, w (0 )-  (» : иг с |-1, 1|) 

булади (ISS-чизма).
2) H- = j (z  + £)ea D = U : |?| > 1} булса, w(D) -  (w: w t  |-|, l|) 

булади (156-чизма)



3) w = Z + V*J - I.V ^ T  = I (ёки » (- )  = - ) ва 0 = < гг «  |-l. 1| 
булса, w(D) = {w: |w| > 1} булади (157-чизма).

•lli'-

4) и, = г + 7г2 - 1 ./ Л  =-< (ёки w<-) - 0) ва £>-(г:*в|-1- Ч 
булса. w (D )-4w : Ы  < 1} булади (158-чизма)

(w)

IV. Курсаткичли ва логарифмик функциялар
I) w - г ва О = (г : 0 < 1тг< 2я} булса, w (D) = С\ Я* булади (15*» 

чизма).

К .  4) ва 0  = {г: 2дс»< 1тг< 2 (к + 1)я> </с = 0, ± I, ±2,...) булса,
*10) =« C\R* булади. (162-чизма).
. , , ,5)**'=(Алг)0 = 1пгва0 = С\Л*булса,w(D) = (*f:0< lmw< 2я} булади 

ь. НбЗ-чизма)
i , 6) w = (^яг), ва D = С\Л* булса, н< О) = |нг2/ся < 1тм> < 2 (к + 1) *} (к = О, 
L, *> * 2, ) булади (164- чизма).



©

г ч

®

V. Тригонометрик ва тескари тригонометрик функциялар
ц н ’ = я п ;в а  Z) = jz:-̂ < Л*г<^.Лпг>о| булса. w (О) - {»:lmw>0) 

Ьутали (165-чизма)

®

®

yjg Silt* ®

®

®
гЫ )п

■ IIIIIIIIIIIIIIII mi

2И1
0

-2*1

®

■>_ 3) W = ch г ва D = {г : 0 < 1тг < я. Лег > 0| булса, w (О) = {wlmw > 0> 
Кбулади (167 чизма)



4) x^tgz Ba/>={*;- f  < Re г <^}булс«, w(Z))«{Hdw|<l} булади (|f,8 

чизма).

©

5) w=(Arccos^ =arccos г ва i>={rlmz > 0) булса, w(/)>=(tid) < Re* r 
lmw< 0} булади (169-чизма).

6) и- = Arccos г, w ( 0 ) » - f  ва D - {г : Im г > 0) булса, н-(0) = <-

— «<Rew<0, Imw>0} булади (170-чизма).

If-
ЖАВОБЛАР BA КУРСАТМАЛАР

I 7. I. a) Re: 0. I m ;

2. a) Rez _ 0, I in.- -

I  боб

- I; 6) Rez = | .  Imz = ^ . в) Rez = 1. Imz =

- I; 6) Rez -  — i  , 1тг = — I , в) Re? =

m; v  3- a) Re* = 1 lmz = 0; 6) Rez =*2, 1тг= I 4. a) Rez = I .

Imz = ~  5 ; 6> Rei= - j  • lmz = 

6) R e ;«0 . Imz = -  |  6. a) R ez - -

5. a) Rez = — Imz = 

,lmz = 0: 6)Rez = 0, lmz = 0.

« . 4 f c ! .  1тг— й Д

8. a) Rez-2. Imz - - 4 ; 6) Rez = -0.1 ; Imz = 0,7 9. Rez = - j ,  

Imz - — у  12. z, + z2 ва г,—z, векторлар г, ва г, векторларга курил ran 

пгЬллелограммнинг лиагоналларига тенг. 13. z4= г, + г, — г;- 14. a) I zl = I. 
aig г Д  ; б) I zl = 3, aigz = я. 15. a) I zl " I .  aqgz = у  : б) I zl ”  I,

а«*г 16. а )|{| «  I, aigz* ^  б) |г| = I. argz = у  I7 .a ) lz l= l,  

a|F* б) Izl = I. аг*г- т I®- а> Iг! *  argz= б )|г |- |* | .

* ; агар Ь > 0 6Улса, 

-у ; агар b < 0 бУлса.

•9.а)1г| = |, а!*г = я + ф; — costp — i sin<p = сск(я + «р) + i sin (я + «p); 6) 
|*|p2sin^. argz = j -  -^:l— cosa + isina =2sin ^ + /'sin



КУ рсатм а  х “  I — cos а. у -  sin а, 0 < а  £ 2*. |г) = 7 ? ^ Г  1 

= ^4sinJ £  =2sin2.. цунки О б у л г а н л и г и  сабабли sin “   ̂п

булади.

ва

тснгликлардан argz = ?  = ̂ - y  эканлигини курит к^йин эмас 20. 

|г| - 2со*у, argz = j  + fisine + /(l + cosa) = 2cos^cosi|®+ iM n^t'' 

21. сояЗфМсов’ф—Зсо$ф

КУ р са тм а : я=3 булган \олда (6) — Муавр формуласини ёзамт 

(сое <р + / sin ф)’ = cos Зф + / sin Зф

Бу тенгликнинг чап томонини соддалаштириш ва тенгликнинг икк.иа 
томонидаги комплекс сонларнинг \ацикий кисмларини тенглаштириш 
натижасида керакли тенгликни \осил килиш цийин эмас.

22. ет5ф= I6sin>—20sinty + 5$тф. 23. а) г ~ — 8; Id  =8, arg.- - 
б) 1г1 = 125, argj = ^+ 3arctg j 24. а ) г * 32i; Ы - 32 , argz = ;

6» г = И  = ^. arg г = 0. 25. а) г=1; 1г1 = I. argz = 0: 61 г = - j  +/-у

|z|—l. arg г « Д®-. 26. а) г=2и Л<1 + /); U  “ 214J z  . ai* z *  f

б»г = 2’ (1 - / 7 з  ): U l= 2". argz = ^ .  27. г = 2й /: Ы  »2". argj= f

29. 2' [ c o s ^ - / s in ^ j  Зв. 2' (fo »^  + /s in^ ) . 31. 2cos^p

32. 2"cosn^ | c o s ^ t / s in ^ ] .  33. ( Г д | "  35. а) Барча коэффн 

ииентлар ца*и*ий; б) Барча коэффициентлар соф мав\ум 36 

•> 37. „  Д = й :
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3 8 . ---- *—--- i- , агар n — ток сон булса;----- 2-----2_ агар«* j  coŝ

s in ^ B  / _o \ s in ^ B  / \ 
я—жуфт сон б^лса. 39. a) — -*j— cos|a + ^  j; 6) — — sin|a + ®  j;

40. {x=l, — 2 iy i0 )  - TjfFpH чизик кесмаси. 41. z=a нуктадан z =b нук- 
тага ка раб йуналган Птри чизик кесмаси. 42. а) {1г1=Л. Rezi 0, ImzzO)
— айлана ёйи: б) { 1г1=Л, lnu£0} — пастки ярим айлана; в)(1г1=Л|
-  айлана. 43. У я ^  гиперболанииг 111 чоракда жойлашган булаги
44. у = г’ параболанинг унг ярим булаги. 45. у = х! параболанинг икки 
марта босиб Утилган унг ярим булаги. 46. { | г| =e, Rez<. 0} -  чап ярим

— эллипс. 48. { I г—11 = 1} -  айлана.

49. Икки марта босиб утилган (1г+|| = 1) айлана. 50. |1г1<1. lmz>0} 
юкори ярим доиранинг чегараси. 51. Икки марта босиб утилган г=— / 
ва г = / нукталарни туташтирувчи тутри чизик кесмаси. 52. Турт марта 
босиб Утилган г = 1 ва г=1+/ нукталарни туташтирувчи тУгри чизик кес
маси. 53. { ш  = 1. 1тг2 0) — юкори ярим айлана. 54. { I «1 = 1 > — айлана-

нинг биринчи чоракда ётган булаги. 55. J

56. Iх тМ
[у- а-

Ь Sm '' циклоиданинг I чоракдаги ёйи. 57. Берилган йуна- 
bcosl,

лишга тескари йумалншда босиб Утилган у эгри чизик 58. Икки марта 
босиб Утилган у эгри чизик 59. Икки марта босиб утилган у эгри чизик 
60. а) {cU'+y2)**) -  координата бошида мав\ум Укка уринувчи айла- 
налар оиласи (с*0) ва мав*ум укнинг Узи (с=0); б) Идс1 + у,)+у = 0) — 
координата бошида \акикий Ук*Э уринувчи айланалар оиласи (с*0) ва 
\акикий Укнинг узи (с = 0). 61. а) {дН—уг=с) — гиперболалар оиласи. 
б) |x> = — гиперболалар оиласи. 62. Хар бир чизик Апполоний ай-

ланасидан иборат. яъни шундай чизикки \ар бир нуктасидан г ва г, 
нукталаргача булган масофалар нисбати узгармас сонга тенг. 63. Четки 
нукталари г, ва z, нукталарда булган айлана ёйлари оиласи (бу оилага 
ва ij нукталарни туташтирувчи иккита тугри чизик кесмаси \ам кира- 
ди; бу кесмаларнинг бири чексиз уэоклашган нуктадан утади). 
64. а)г-х, — <х<+- б)г-х20 в)г=к. 65./>={и-«1<р) 66. />={Лгг>0}.

67. 0-JO<aigz<2ic). 68. />={lmz > (* « ) ')  69.D m Hi н!
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70. a) {х>2) -  ярим текислик (х=2 тугри чизикнинг нукталари кирмай- 
ди); б) 0*0) — ярим текислик О-=0 т^гри чизикнинг нукталари кира- 
ди). 71. а) (—1 <х< 1) — й^лак; б) учлари — /, 1 — i, I + / ва / нукта
ларда булган тугри бурчакли тУртбурчакнинг ичи 72. а) Маркази г-0 
нуктада ва радиуси 2 га тенг булган ёпик дойра; б) Маркази г=—/ 
нуктада ва радиуси I га тенг булган доиранинг ташкариси. 73. а) Мар 
кази z~i нуктада ва радиуси 1 га тенг булган доиранинг ташкариси 
б) г=0 нукта олиб ташланган маркази z=—i нуктада ва радиуси 2 га 
тенг булган дойра — \алка. 74. а) Марказлари z= 1 нуктада ва радиусла- 
ри I ва 3 га тенг булган айланалар орасидаги {1<(х—l) J+^<9) \алка; 
б) Хакикий Укоан юкори жойлашган, учи г-0 нуктада булган \амда
{aigz = 0) ва jargz = нурлар билан чегараланган чексиз сектор. 

75. а) (*>0, — маркази координата бошида ва радиуси 1 га
тенг булган Унг ярим дойра; б) учи г *  0 нуктада булган jargz = ^  j  ва

jargz=5л| нурлар билан чегараланган \амда у  катталикдаги кенг-

ликка эга булган чексиз бурчакнинг ичи. 76. а) {х—у=0| -  тугри чизик

б) (у=0) — тугри чизик 77. а) 1у=0( — тугри чизик б)

-  эллипс. 78. а) Диаметри |0, а\ кесмадан иборат булган

|(х - ♦ у2 « (^ ) |  айлана; б) маркази г =0 нуктада ва радиуси

I га тенг булган айлана. 79. а) Хакикий Ук б) Маркази г=0 нуктада ва 
радиуси а га тенг булган айлана. 80. а) {(х—1)2+У>1) —маркази г=1 
нуктада ва радиуси 1 га тенг булган ёпик доиранинг ташкариси;

б) |x2- ^ = l j  гиперболанинг чап шохчасининг унг томонида жойлаш

ган текислик кисми 81. а) {Кег < 0} -  ярим текислик; б) {х2 + у,= 1) 
айлананинг г = ^  нуктасига утказилган уринма билан чегараланган

ва г=0 нуктани сакловчи ярим текислик. 82. а) {>̂ =1—2х) парабола 
билан чегараланган ва г=1 нуктани сакловчи ярим текислик; б) учла
ри г=0 нуктада ва jargz = + 2. 3, 4 нурлар биссектрисала-

ри булган j  кенгликдаги тУртта чексиз бурчакнинг ичи. 83. а) г, ва г,

нукталарни туташтирувчи тутри чизик кесмасининг уртасидан утувчи 
кесмага перпендикуляр тУгри чизик; б) Мав\ум Ук директрисаси булган 
ва фокуси г=1 нуктада жойлашган парабола 84. а) Учи координата 
бошида, кенглиги {J—в  га тенг булган хам да (argz-a) ва {argz=fi) нурлар 
билан чегараланган бурчакнинг ичи; б) учи факат z=z„ нуктада булга*
а) даги бурчакнинг Узи. 85. (У=2х+1) — парабола. 86. j j *  - /j = V2 J  ва 
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||г + »j = V2J доираларнинг ичилан уларнинг умумий кием и чицариб

ташланган. 87. а) [г = «р. О < q> < 2я) — Архимед спирали ва {О S х <. 2я) 
кесма билан чегараланган со\анинг ичи; 6)а) даги со\а \акикий Укнинг 
(О, 2л) интервали билан тулдирилган. 88. а) {Лег > 0); б) [Rez>0 ,1шг>0). 
89. а) {1тг22(; б) { I Лег I < I ) 90. { 1г|<1, Лег<0). 91. Айлананинг марка-

„ Ьв\г-лс
эи г * -^  нуктада, радиуси эса у  j -- га тенг. 97. Параметрнинг

барча киймагларида 98. Параметрнинг барча киймагларида 99. |e| < I. 
Ы  > 1 ва а - I да 100. \а\<1. |а|>1 вао=1да 101. Параметрнинг бар
ча кийматларида 102. О 103. О 104. 105. 0.107. (х | ва {>„) кетма-кетлик- 
ларнинг \еч булмаганда биттаси чегараланган. Агар иккала (х„) ва (у.) 
кетма -кетликлар чегараланмаган булса, у \олда уларнинг иккаласи \ам 
лимитга jra булмаслиги мумкин. Масалан, х„ = я sin ^ . у, - ncos™

булсин Унда |х„ + />. I лекин I'™ ,*» м  Jjjjj У» — мавжуд эмас.

Агарда бу кетма-кетликдардан бирортаси, масалан. O',} чегараланган 
(l^ .kAO  булса, у \олда lim х„ = ~ булади. Чунки

I *, IZ I x.+i>, I — I у, 121 х +<у, I — М-*оо.

Бу холла \ам {у,} кетма-кетликнинг лимита мавжуд булмаслиги мум

кин. 108. 109 4[ Ч в  г-О ваг-г. 111.г = 0.

(т, п — ихтиёрий бутун сон). 112. Комплекс текисликнинг барча нукга- 
лари 113. ~  114. 116. Ушбу lim го лимитОёки

W r a  тенг булганда 118. а) ^1, о, б) |. I . о, в) |о, 1.

[ г> m - а) 5) б) (*- 'п-5) в) ( ’̂ ‘п’ ,' ;)- 
, 120. а) (4 > 0} ярим фа ад да ётувчи ярим сфера; б) {$<0) ярим фаэода 
Ьтувчи ярим сфера 121. а) {т)>0| ярим фазода ётувчи ярим сфера;

б)(^<0) ярим фазода ётувчи ярим сфера. 122. а) Юкори ярим сфера;
б) куйи ярим сфера 125. а) а=°°, б) а = ; в) а = J l ,  г) в нинг \еч

; Канлаи кийматида. 126. Сфера узининг (г) текислигининг \ацикий Укига 
Караллел лиаметри атрофида 180* га бурилганида. 128. Маркази ;=0
Еиуктада ва радиуси >--■». га тенг булган дойра 129. Маркази г=0 

VI-/?2
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нуктада ва радиуси II - л га тенг булган лоиранинг ташкариси

130. Хакикий Укдан юкорида жойлашган ярим текислик. 131. Мав\ум 
укдан унг томонда жойлашган ярим текисликдан маркази г= 2 нуктада 
ва радиуси Л  га тенг булган дойра чикариб ташланган. 132. Кугб

координата бошидан утувчи тугри чизикка катта айлана мос келади

I. Бир япрокли 2. Бир япрокли. 3. Бир япрокли. 4. Бир япрокли эмас 
5. Бир япрокли эмас. 6. Бир япрокли эмас. 7. Бир япрокли в. Бир япрок, 
ли эмас 9. Бир япрокли. 10. Бир япрокли. И . Бир япрокли эмас 12. Бир 
япрокди эмас. 13. Бир япрокли 14. Бир япрокли 15. Бир япрокли. 16. Бир 
япрокли эмас. 17. Бир япрокли 18. Бир япрокли 19. Бир япрокли эмас 
20. Бир япрокли. 21. Мавжуд эмас. 22. Мавжуд эмас 23. Бутун комплекс 
текисликда узлуксиз. 24. (Ы  #1} да узлуксиз 25. {г#±1} да узлуксиз
26. {г*-1;0> да узлуксиз. 27. C\ff да узлуксиз. 28. j|z| = 1, 0 < argz < 

да узилишга эга. 29. С\{0} да узлуксиз. 30. С\{0| да узлуксиз

31. j z e / f : z *  да узилишга эга. 40. Шарт эмас. Масалан,

узлуксиз эмас. 45. Текис узлуксиз. 46. Текис узлуксиз эмас. 47. Текис 
узлуксиз эмас. 48. Текис узлуксиз. 49. Текис узлуксиз эмас. 64. Шарт эмас 
Масалан,/('i>=z+siny ва g(V=-z 65. Шарт эмас. 66. Шарт эмас. 68./'(г)=2,

72. /'(г) = eHcos.y + /siny), ге С. 73. Хеч ерда С дифференциалланувчи 
эмас 74. {Rez=0( — тукри чизик нукталарида С  — дифференциалланув
чи. 75. г=0 нуктада С — дифференциалланувчи. 76. {Rcz=0( ва (Jmz=0) 
тугри чизикларда С" — дифференциалланувчи. 77. г=0 нуктада С — диф- 
ференциалланувчи. 78. (Rer=Jmzj тугри чизикда С — дифференциалла
нувчи. 79. {Rez+Jmz=0} тугри чизикда С  — дифференциалланувчи 80. 
г=0 нуктада С  — дифференциалланувчи. 81. г=0 нуктада С  — диффе
ренциалланувчи 82. Хамма ерда С — дифференциалланувчи. 83./'(0)=0. 
84. с=1, а; /(г)**(1 — а ) с  85. в=1, -̂=2;/<г)—г2. 86. 1;/U)-
87. a=b=— l;/(z)=r-'(cosjc+sinjc)=e". 88. £={^—>̂ >01 тупламда голоморф 
ва/г)**2. 89. Функция ушбу 0

нуктада бир-бирига текисликдаги

I I  боб

ж ■■*<*) = I - 41. Шарт эмас. Масалан. / (г ) = |^_^| 

ва gU) = 42. Текис узлуксиз. 43. Текис узлуксиз эмас. 44. Текис

геС 69./'(г)=3г!. ге С. 70./ ' ( г ) * * - гхО 71. / '(г ) г * ~2

356



F  = {$  < arg* < ^ } u { ^  < arg* <

J) ва мос равишда бу туплам.

,о*- |И

• ( С £  = 0. I L . f C . f f c i ;  |C = f l ^ £ .

_ _ .  . . _  21-а-Ь

Г тупламларда голоморф ва мос равишда бу тупламлардз /(г) “ г1 
[ хамда / (г )= —г1.

I -

'* * fcTi*-a5fo-,u- *-*•
м й ? '  113 i UP~K  

114 5 ' " ( " i )  " !  0 " ‘  « н 7 ?  114 й^-*г“р
u*const булса. \Tl.f(u)=au+b. 128. [Лг)| — гармоник эмас. argf(z) ва In |Дг)|

лар гармоник функциялар. 129. Д = -^г + ^ 4~ + -V . 130. v(x.y)= 
Sp' Р «Р р‘ V

|  -  2г>н->-+с. 131. v{x,y) * +с *32. v (x ,> )« - 1 (х г -j»2) + c.

1. vTjt,y>=argz+c. 134. v(x,y)=— ^ (л1—У)+с. 135. v(x,yf=lxy— j  (х2—/)+с.
I 136. v(x.y) - х cosysh.t—^тусЬх+с. 137. v(p,<p)=p<psin<p—plnp cos<p+c. 

13$ .f(i)=e+ci. 139 .f(i/-e+c. 140. /r^=^+2/?-i+c. U\.f(z )-\+ cl.

•42. f (V = l+ \ + c  143. f(t/=?+(S-i)z-  f  +ci. 144. f (V  = jr+ c i .

, I
145. f(zj~ 2l  +/z2+3i+c. 146. Мавжуд эмас, чунки берилган и(х,у)=е* 
функция гармоник функция эмас. 156. и=с,х+с,. Курсатма. м=ф(х) фун
кция гармоник функция булиши учун = ф'(дс) = 0 були-

дх‘ ду1
ши керак. Бу ердан ф(х) = с,х + с} эканлигини куриш кийин эмас. 
157. ^*c,(ex + by) + сг 158. и =c,arctg ̂  + с,. 159. и ш с,ху+ с,.

160. и = с,1п(дг3 + >’1) + с,. 161. и = /|ДС, ♦ сг 162. Мавжуд эмас. 
х1+у1

S3, и = cfjx  + -Jx2 + у2 + с2 164. и - Cffx’-jti+Cy 165.Ах + В.



166. Aarctg { +Д 167. Mntf+fy+B. 168. ♦ « 169. Лг)-(1-2»)с

173. Л(ф)=2: а(ф)=—2ф— j  . 174. Л(ф)=2, а(ф)=0. 175. Л(ф) = 4 sin 2q> 

176. Лф>= \ : <Кф)-1г. <«<V)=aivtg {  \ I  177. Жф)=2 -Л ; а(ф) = *
L v2 l+w+« <pj

178. Л(ф)*=10; а(ф)=* -  arctg  ̂■ 179. К(ф)=3; а(ф)=0. 180. Жф> * ^  ; 

а(ф)=*0. 181. Л(Ф) = 6; а(ф) = * 182. Я(ф)=75: а<ф)=-2агод * 

183. К(ф)=2 И  : а(ф)~ J  184. Л(ф)-2; а(ф)=  ̂ 185. Л(ф)=2, а(ф)=я 

186. Л(ф)= |?J: а(ф) ~ —argzlp. 187. Л(ф)= ^ , а(«р)=- * 188. {|г|< ^ )

сикилади. |М> \ I чузилади. 189. {|г+1|< ^ } сикилади. {|г+1|> £  ) чузи- 

лади 190. {|i|>l| си га л и , {|jj< 1} чузилади 191. |Ксг<0) сикилади. |Rez>0) 
чузилади 192. {Rei<— In >/2 ) сикилади, (Rez>— In V i ) чузилади. 193. 

(|г— 2| < j  I сикилади. (|г—2|> у  ) чузилади 194. (№>!} сикилади. {|г)<1| 

чузилади 1 9 5 . J 196. Id- j j  197. |г—If- j- 198. й= I 199. |г+/|= Л

200. \cz+4= yj\ad-'bc\. 201. argi„= 32?  202. Rez„=0 203. 1<г,<+-

204. Jm|(l+0^,|e 0. 205. Jm |(l-0(t+ 01“ 0- 206. Jm(c^+rf)-0 209. Бутун 
комплекс текисликда конформ 210. Чегараси г= 2 нуктадан Утувчи тугри 
чизикаан утувчи ихтиёрий ярим текисликда конформ. 212. Конформ. 
213. Конформ. 214. Конформ. 215. Конформ эмас. 216. Конформ эмас. 
217. Конформ 218. Конформ 219. Конформ эмас. 220. Конформ.
226. *=k,,+ f-  |.

I I I  боб
3.{|w-l+2/|<4) 4. <ReH-+lmw<3(.5. {—I<lmz< 1 >.*. ( I w—<I —/)I<2>. 

у  <arg(w—l+i)<*. 7. { I w I < J l  ( 8. {—4<ReH<0,lmw>l).9. Учлари A =1+3/,

в, =9+3/, С, -1+7/, £,=9+7/ нукталарда булган А[В1 С1Е1 туртбурчак

10. | (Re^-3) i  + (I m̂ -  < I j  11. {<Re*-l)J- ln w < !r 12. ||H' " ( ,+

|W' +( ^ " 1] <2| I3- * - d + 0 ( l- i)  14. и-= - l / г- 1 + j/ .
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15. и’=2г+2—2/. 16. w = h-0 + ^(г-го ). 17. и-= (2+i)z+l-3i. 18. г.-

- — 1+3/, ф=0, *=2; w+1 —3»'*2(г+1 —3/). 1». v=2+2/. , *- l; w-2-  
—2i=i(z—2—2i) 20. Чекли к^эгалмас нуцтаси йук 21. Агар а=1 булса, 
чекли цУзгалмас нуцтаси йУк; агар а*I булса, у холла Zq ж ■

ф-arga. *=|а|; "  ~ * д(г - W'l|~ ^ 1 ) 22. Агар а= I булса, чекли

Кузгалмас нуцтаси йук Агар о* I булса, у холла *о * . ф-arga, \а I ;

w ~ = <{ г ~Т^а) 23. н^вг+ft; а. be R ва о>0 24. w=-az+b. a, be R ва

в>0. 25. iv=—/(аг+Л): а, Ле Я ва а>0. 26. w=az+bi; a. be R ва а>0. 27. 
iv=z+ft/; ёки н-=-г+1 +W; Л. 28. и^г+Л; ёки w=-z-i+b; be Л. 29. 
и-=г+А</+|):ёкии-=—г+1+АО +0; 6е R 30. "  = 3 1 .  »  = ~г+Д+* + /.

32. H = 2 г. 33. w= f  2

34. н-е-Лг +н-,. 35. и=0.36. v=0.37. aigw= ^  . 38. { \и121, v=0(. 39. { I» I=I , 

n<aigH’<2x). 40. ii=l.
КУрсатма  w =  ̂* SSî ^ !tL я 1 ~ f  <‘< f  Буердани=*1,

v=—tg I t параметр -  j  ва J  ораликдаги цийматларни кабул килганда

; —*><»к+о. булишини куриш кий и н эмас. 41. {b(u,+v1)+u+v=0)—v=—u 
тугри чизигига координата бошида уринувчи айланалар оиласи (тугри 
чизицнинг узи \ам бу оилага киради). 42. {v=—ku) — тугри чизицлар
оиласи. 43. Координата боши ва «о = —  нуктадан утувчи айланалар

го
оиласи (бу оилага. шунингдек, w=0 ва h'=wi, нуцталардан Утувчи тугри 

чизик \ам киради). 44. |“ 2 =~ £ i }  — циссоида. 45. Мавхум укка парал-

лел булган {“  = тугри чизиадар оиласи (мавхум Укнинг узи хам бу 

оилага кирааи) 46. |ReM,> r̂| — ярим текисликлар оиласи. 47. jRei* <

— ярим текисликлар оиласи. 48. jl*n w < - — ярим текисликлар оила

си. 49. (Imw<—cRew} — ярим текисликлар оиласи. 50. <
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52. |Rc w = j J  53. Тугри чизик. 54. Айлана. 55. Айлана. 56. Тугри чизик 

57. Айлана 5*. Тугри чизик 5». и+v- {  60. * ж |  *|. „ _ у - _  |. 62. v>u. 

63. «>0. v<0.64. и>0.65. h H - f  6 fc | * - J> f  <ачн<2я.

68. ^  < arg**' < 3f  w  |w|<l 70. I*^2|>4.7I. Rch-< 1 72. Rew-lmn<l

73. |w|<l 74. |w|>l.75. Др- < arg *> < 0. 76. we |0. +-).77. - |< lm w < 0 .

78. Rew>—I, |w- i> j | .  7#. |н-|<1, Imw<0.e0. I и-| = 1 ва j"- ♦ |  ай

лана ёйлари билан чегараланган. t*=0 нуктани уз ичида сакловчи сом 

81. lnw<0, 82. Rew<l, I**' “  2I > ^ •3-|H’ - i j < 2 ’

I*  ”  4 I > 4 ’ 84- Rch,>2 ’ M > f  *5- w *  " f  + 1+*»ёки +

+*».*€* 86.-1+/. *7 .1-/. 88. 2(1+0. 89. l+i. «0.-. 01. \l ”  “  2

« .  \t -4| ■ i  » |*-| -f  H .« к —  *  •0 * .  K»p-

сатма.  Аввал г,=0, г,=°° ва г,-1 булган \олда ягона Г айлананинг 
мавжудлигини курсатинг. Умумий \олда исботлаш учун w=L(z) берил
ган z г,, г, нукталарни мос равишда w,=0, w,=«>, и>,= 1 нукталарга 
акслантирувчи каср чизикли функция булсин деб фараз киламиз. У 
\олда z-L-'(w) каср чизикли функция ( Ы « 1 )  айланани z, нуктадан 
Утувчи Г айлана ёки тугри чизикка акслантиради. Г чизикнинг масала 
шартларини каноатлантирувчи чизик булишини исботлаш кийин эмас.
100. *«2/г+4. 101. 102. н- - yfyzf- ЮЗ. "  - 0 + П * ц

« • * - & « ■ - * и  *  . — № ■  *т шшттШ 109 ”жайг "• -=1ii«'*l> 
" 3. ..4. - « Ш - « *
116. бу ерда a .b .c .d  — \аки кий сонлар ва ad—bc> 0.



у
т

в
щ

ш
, l7 ' W v cz+7' бу еряа e ,*,c,rf — скиний сонлар ва ad—bc<О

!>*• w “  ■ бУ еРла o .b .c .d  — \ак,икий сонлар ва ad—bc<0.

14. »  - Бу акслантириш ёрдамида юкори ярим дойра |Rcw>0.

К lmw<0) со\ага аксланади. 120. w = w0 + i A . 121. W = i 4—̂ . 
• '  Z+l l+Z

L ,23‘ мУмкинэмас ,M- wml£ %  ,25-

,  gO ** ) Z - {a  + Ы) m  w x m S z l+ w 127. ц, = _1^2/ , M  
г - (a - bi) «+» *+*

129.

= Ж±1- ¥ т

ерда *>0.138. "  * * J ' “

«о. j

133. w~-iz. 134.

*2 Я,-вг г+2' 

i -  139.

' « ■  «5. 

r. w = 144 ^ i l i , Gy

* _ « v  ^ t mea# fz -  '«• -

J Л~а , бу ерда a — \ак^кий сон ва |а|<Л 141. - - t  Дг-I^Vl-fl1
(i-ViVfc-e

К  l4 2 .R e w « ® » - ^ ( lm w )U 4 3 .R e w « - « , + ̂ ( l m i * ) 1.

I44.aigw=2ct 145. M -v*. *<argu-<^. 146. we |0. +-)■ 147. м>< (— , 0 |. 

141. lmw>0. 149. Iw I<I , у  < argн> < к. 150. Rew <-I + |(lm w )J . 

151. Rew > I - l( lm w ) J . |52. |w|<4. lmw>0.153. M > }•  * '‘ ( “ “ “ 4 }  

154. |w|<l, argw=* 155. |w|>l, aigH-=n. 156. M - 6 4 . *<ar*w<2>c. 

157. I| 15». — ( £ § ) ’ • 15». 1 «  » - - 4 r

161. ИГП ~2f  * 3*~2 162. w = i l i i s ± i .  ,63. W = i 4 ±^ ±̂  
2tJ +3?*2 i z 'r t z + i  2z - liz+ 2



- ( й Г  ' «  wma 5 ?  '«■ r/ - { r f
171. Бир япроми 172. Бир япроми эмас. 173. Бир япроми эмас. 174. Бир 
япроми 175. Бир япроми. 176. Бир япроми эмас. 177. Бир япроми 
эмас. 178. Бир япроми эмас. 179. Бир япроми 180. Бир япроми эмас 
181. 182. + 183. и!— и>0 184.

^ и 2+ ^**> 1. 185. 186. 187. и -

-v»< \ w i <-» >.0). 188. w* 1-1,+-). 189. ♦ - j.
190. lmw>0, » « [< > * }  191. Др < aigw < 2x. 192. и2 -»'2^ ,  v>0 

193. w « {(— ,- l|U | l.+ - )>  194. *€{<— ,- l | U | l .+ - ) l  195. lmw<0 

196. lmw>0.197. 1тн-<0. 198. lmw>0. 199. 4ц2-т + 4>>2 s
M f  ( 4 f

■1 эллипс

эллипс ичининг паст-

| кесма буйича киркилган +

ичининг юкори ярми 200. Т

киярми 201. ^ ( * + я ) ] к

эллипс ичининг Унг ярми. 202. — ----- *т~  “  1 гиперболанинг шох-sin о сое а

лари орасидаги со\а 203. ^ ( e + £ } J  204. **-«|(— , ^ в  +

« ’• - £ £ }  «>- 

210. h4/»={z* <— ,- 1 ), ze |1, +•»)>. 211. «*. arg^'=l. 212.

«гц*-*«2*-Э. 213. k - l - * 1, аЧ е,***4. 214 К * -* ! . 

ar*e-^-*=2«-4 215. 1.216. -  I 217. i. 218. 219. ^  + i & .  220. Imr-kx, 

*-0,±l,±2,... 221. Im? *-0,±l,±2.... 222. Iw|=e

362

. 223. aigw = ^  224. H  = 7 225. aigw = ^ . 226. { I wl-*»*', -

f спираль 227. (|м<|=г», — ~<y<<*| — спираль. 228. { I w|=e. 229. argw=c.
S£*230. *=0 булса, atgK^ft. 231. lmw<0. k*0 булса, p = e * (—  < у  < -) —

|. спираль 232. w< (—<»,0). 233. ReivX). 234. |w|>l,w« |l, +—),235.«<aigw<p.
236. р=е* спираль буйича киркилган бутун текислик. 237. |н’|<1,0<агзи<а

, .238. I w| >1, 0<argw<a. 239. е-< Ы < «*. y<argw<8. 240. |м>| >1,1тн->0.
1м it.241. U l< l,  lmw>0. 242. r . 243. tv = e * .  244.

„iti
245 « j *  ! « .  , . , S  247. --------

. sinr=siiurch>'+/cos*sh>\ |sind= ^sh2*  + sin2 jc

267. cosr=co&»ch>>—sirushy, |coŝ = • J^ y  + cos2 д. 268. tg? = s‘n2*+&h2>’ ^

2x+ch2y • 269 sh«=shj(cos>̂  +fch»inj, |sh«J = Jsh^x

270. chz=chjcosy+*shxsin>\ Ichzl = ^shJx + sinJ >. 271. tgJ = ch2x+cos2y ’

I м я ■2?2- ° ; **■ m - 4 sh,; 4 shi- 2?4-cos2; °
f 275. 0; « Ц  276. cos2chl; -sin2shl. 277. 0; sh2. 2 7 8 .----? " 4 , ;
|  2 2(cos 2+sh I)

i t e & i i '  m - A : B- 1,0 Я Й Ь -  - а Л Й п -  »'•
f l|inj=0; Rer=*x, *=0, ±1, ±2,.. 282. Rez=0; 1тг=*я, *=0, ±1, ±2,... 283. 
Bjjjte-0; R e z - (*  + ^]«. *=0 ,± l,±2 ,. 284. lmr=0 . 285. Imz = ^ ,  k= 0, 

r  t l .  ±2.... 286. 1тг=0; Re;=itx, *-0, t l ,  ±2,... 287. Rer=0, lmz=*i«, * “ 0,
I I , ±2. 288. lmr=0; R ez - ^ + ^ ]ic . *«=0.±l.±2. 289. Rez = ^ .  *=0,

*1, ±2,... 290. In it = *=0, ±1, ±2. .. 297. x-c тУфи чизимар

и1 v2 1■ ф и  фокуслари ±1 нукталарла булган — ?---- -г - = 1 гипербола-
cos с sin с

Л>Р синфига аксланали; у~с эса фокуслари ±1 нукталарла булган



!«■ " { Й ] '  " ' ( Й ) *  ,И ' " f l V  ,70'
171. Бир япрокли 172. Бир япрокли эмас. 173. Бир япрокли эмас. 174. Бир 
япрокли. 175. Бир япрокли 176. Бир япрокли эмас. 177. Бир япрокли 
эмас. 178. Бир япрокли эмас. 179. Бир япрокли 180. Бир япрокли эмас 
181. = 1 182. + 183. и1- v1- ^ .  «>0 184.

+ |85. |86. u‘- v J<^ 187. и

-v»< f  w «<-«>.0). 188. *•« I-1.+-) 1*9. "  с J £ j  и- с , + „ J

190. lmif>0, " « [О ,^ ] .  191. <ai*w<2it. 192. ui -v, <^, v>0. 

193. w i ( ( — HUH. +- ) )  1M- **={<— , - H U M .+-)) 195. lmw<0 

196. lmw>0.197. ImwCO. 198. lmw>0. 199. ———r + —^ —у = I эллипсMr (*-W
.4i 2. + 4r2 , i

ичининг юкори ярми 200. (Л~^) эллипс ичининг паст

киярми.201. ['• + кесмаб^нмакиркнл!^ +

эллипс ичининг Унг ярми. 202. —S ----- V - = 1 гиперболанинг шо\sin a cos а

лари орасидаги со\а. 203. 2 (в + в ) }  **’ * { ( “ •*• ^ ( в +

♦ 1 ) ]„н . и». »т. ИЭ-

» ■ * ■ { — *• " [ И
210. »(0)={z«<— . —п. zt 11, +-)). 211. arg^-=l. 212.

I *»-“ I -»*. ai***-»*-2*—3. 213. агв^**=4. 214. = ^  .

argr-,_4‘=2x—4.215. 1 216. -1.217. i. 218. - I .219. &  ♦ / &  220.1mr=**. 

* - 0 , ±1,±2,... 221. Im z = . * - 0 ,  ±1, ±2,... 222. |w|-e
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\. .'(**  = f  224. Н  = 7- 225. argH- = | .  226. ( | w | - « < ¥<«-J -

1 спираль 227. {|w|=e*, — ~<у<») — спираль 228. ( I w\=e. 229. argw=c.
t *

230. *=0 булса, arg и>=b. 231. Imtv<0. k*0 булса, p = t  * (—  < у  < ••) —

f. спираль 232. w* (— .0). 233. RewX). 234. I wl >1, |l,+ ~ ).235. a<aigw<|). 
23*. p'e* спираль буйича киркилган бутун текислик. 237. I и>| < 1, 0<aigtf<a 
238. |w|>1.0<argw<a. 239. f<  |н-|<«*, ^агвнкб. 240. |w| >1, 1ти<>0.

<«'.lsi Ш 4«
241. Iw l<l. lmw>0. 242. w = er‘ r . 243. w « e * .  244. w x ' .

la* «*.<♦;> _ e  *-<+2-i245. w - e ь . 246. W x e t-i 247. „ и ,- *И Г  _ 24S. « » - - .
<r «*'+2+/

249. w = g, • 266. smr=siruchy+/cosjcshy, I sin; I = ^*h2>> + sin2 x.
К и**'*-'

2<7.cosf=cosjchv—/sinxshy. |coŝ = ♦ cos’ v 268. Ig? = cos2x+ch2> ’

I  W  * ^coslx + chl^  269 sh =̂stucosr (' +*chxsin>', |shz) * J ih 2x + sin*y 

2M.chr'chjtcosy+ishjsiny. Ichil = Js tfx  +sinJ y. 271. = ch^xtct»^ ’

W  - •272-0:<sh" 273- 4 shl; 4 shl- 274-cos2;0
275. 0; th ?  276. cos2 chi; -sin2shl. 277. 0; sh2. 2 7 8 .----M l * - ;
|  2 2(cos 2+sh I)

*” • A : Й- 1,0 s £ f a : - -«**& •
'jlnu=0; Rc-кж. *=0. ±|, ±2,... 282. Rez=0; lnu=*n, *=0, ±1, ±2. .. 283. 
lmr=0; Re г + *=o,±l,±2„ 284. lmr=0. 285. lmz = ^ ,* = 0 ,  

±t. ±2. .. 286. lnu=0; Re*=*ii. *=0, ±1, ±2... 287. Re*=0, 1тг=*я, *-0, 
±l,±2. 288. lmr=0; R e * « ^ ; + l)x , *=0,±1,±2, . 289. Rez = ^ .  *=0,

*1, ±2, 290. In '? =( * + г)** *~0’ **’ *2- 297. x-c тугри чизиклар

синфи фокуслари ± I нукталарда булган —*Ц---- ГТ~  *  1 гипербола-сов с sin с
Л»Р синфига аксланади; у-с эса фокуслари ±1 нукталарда булган



U U 1^ 2̂  - - 1 эЛлипсларга аксланади 298. Туртинчи квадрант 299.

lmw>0. 300. Rez>0, Z«|0. 1|. 301. w« <(— . - H U M . +-)>• 302.

* ( IT ^  < '• w * (|—chh, — 1)U|1. chh|).303. |н-|<1 304. |и»|<1 сп*я sh n
305. w it {(—/. /| 306. I w| >1. Rcw>0 307. lmt»>0, w< |0, <| 308. w« 

- I IU l l . + H )  309. 1тн><0. 310. Imw>0. »  « [o. sh*]. 311. w«(— , 0|. 

w t  1—i, »|. 312. w « |- l .  11, w« |0, +» -|. 313. lmw>0. 314. ImnOO. 
w« |0,/|.315. |w|<l, Rew>0. 316. w« ((— , - 1 |U H . +-)» 317. Rew>0,

w « |l.+ ~ ). 318. w c o s . 319. w = _ c o s ^ . 320. w = /sh^

3 2 1 . w =«h *(г~<̂+-) 322. w = -cos-2^t. 323. »  = -ch2s. 324.

± ^ (> / Л + 1 - 1J J 2 -1). 325. ±f ( U O .  ф -i). 326. 

±T ' + 2' 327‘ ±<2+/> 328‘ *• " 2 * ^  329- ' "3 “  + 

u s iJ  ^  j  (A=0. 1.2) 330. t g f r f i+ O .  ± 4 ( ^ - 0 .  331. 

гГ (2A+l)n-arctĝ  (2*+l)K-arctĝ l
i/5 cos------j---- 1 + is in ------j------ (*=0 , j, 3. 4). 332.

*' = = “ W - 333. г,=2—/,t,-—2+». 334. г,-—1, г2 = | +/4 *

Zj = 335. г* - 2( 4 ^ |  (*=0. <• 2. 3. 4. 5) 336. zk =

(*=0, 1. 2. 3, 4. 5. 6). 337. Zk = (*=0. 1. 2. 3. 4, 5. 6, 7). 338.

г,=0, 1,-1, г,-—I, .Zi- —I. 339. г = I  - 2/. 341. = Z|(Co s ^  +

+ /sin ^ ij(*= 0 , 1. 2..... n— I). 342. г,=г2+(г,—г,) (cos + / sin^£ j. 343.

|o S arg w < J M t  < arg w 5 2k J. 344. Re^X), w«|0. I| 345. U l< l.  
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О < arg w < -5 346. M > l , | f -аг*н|<Я 347. 348. Кеи->0.

1тн»> 1. 349. {М  < 0s argw < ^Ju{|wj < I. *< argw s 2*}. 350. Н < | .

, 1- _ 2(V4+DfT*3 -----
" н <  *  351 л - , Л » . *  35!-'

( 1 1 
3 5 3 . 4 ^

„... Т
I. и' “  Г Г — Г  355. и

U a+^a )

*« ’ 5 " ‘ I t I  * *  “ 3Ц,гр+и

’ " J &  “ *■ "= ,!М  зи  " ‘ i f h  з ж » > «

-e'^VTw. 372. м

.лП =». з l i- Jz  ш 3+4<Уг2+1
- 7 Г т -

- Я Н '377. "  = j x | j  + i  + a + i j  37в 0<argw<K—а, a=arcsin 1̂ - a2. 379. 

lmw>0. 380. |мг|<|. 1шн<0 381. 1<|и-|<e+VeJ - I , lmw>0 382. |tr|<l. 

aignKO 383.в - VeJ -1 <|w|<1.384. Ь+-Jl + Ь2 < M < e W l + а2 385.

а  ♦ Vz2 - Сг >. 386. *  = g £ - ^ V - * 2) 387 w ,  ,.2 + V ^  
в2-Л2 г



388. h’ = * - I+ V z J -2z-fc 389. w = J ^ j p

3„ . w = *— *—  392.
I  г +I7z+I6

d ± i 393. *
г-1

- ■ " ' 7 Г

. I-
v P liT T F

x - /2 - 4/ - I , / = i  (г ♦ V?J + 3). 397. *  = + 7г2 - I j  •

+ | г - Vz1 - I a = arctg ^  398. w = »| г̂ + Jz 2 - l j

-|г - V«J - l ) ^ " |  u = arctg ^  399. *  = W ?2 - I j ' " ,  о = arctg

100. w = M u / , J )- ZV - D  401. 402.

/-2Цг-1)У/2- Ы  
2r*-3/+2

w = ii-2Ht+\yJt2-i+\ t = (_,г)К  
2/J+/+2 ’

■ f t #
_ /-2/U-l)y/*-/+1 

2/г-3/+2

/’+2/̂ -1 c (̂2-V3V
2-2U (z 4 z 2-2)2
2+2i'-(z+VtJ -2)?

411.
L » - . ?

413. "  = ^sin’ -y + sh21 414. »• =
sh2*
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416. H = J [ ^ | )  +« J f  417.1п4+2Дгя/,* e Z  418.я/. 419.(2*+1) « / . Z

420. lnV2+ l(8 * + 7)*/, IceZ . 421. ^  422. (2* +1j««. keZ. 423.

[2* + l ]w .  ke Z. 424. ( 2* - l )w .  ke Z. 425. \  In 13 ♦ (2fac - arctg j ) ; .

keZ 426. I  In 13+ ̂ 2* + l)n- arctgl)Ji, keZ  427. I 428. I +2*Ki, keZ  429.

i|n 2  + / |  430. ^ In2 +/ ( i + 2**}. te Z  431. - ' f  432. In 2 +/{*  + 2**),

ke Z  433. 1 ♦ { f  ♦ 2**), ke z  434. *a+2Jbc) 435. г=2кit. te Z  436. z=ei. 437.

Z = y U e Z  438. гЬпг^Ьпг2. чунки 2Lnj нинг кийматлар туплами Lnr’ 

jam г кийматлар тупламининг бир кисминигина ташкил кил ад и, холос 439. 
р(2*Л*)+ вш < 2*Лк).*е/.440 . 2Л  [cos (2к + 1)я Л  +«in<2* + 1)я Л  |.

А  . . (2*Д)«
| keZ. 441. f2**(cosln2+/sinln2), keZ. 442. е2к*. k e Z  443. ,

Г  .
| *eZ  444. e 4 . * e Z. 445. - 5* **3 |cos(ln5 - arctg 4.) +

♦ /sin|ln5 - arctg 4jJ, * e 2. 445 5,  “ з |cos(ln 5 - arctg 4 j +

[ t  I sin l̂n 5 - arctg * с Z. 447. е2п,к е  Z. 448. f»2**1»*, K e z.

449. eH>*ib/i« , eZ  450.r2***', * « Z. 451. e * ?1' ,  *«z .

,!f  453 5 & ‘ ‘ •■‘ Z 454 »
455. ; k, me/, 455. ва (j«)J ларнинг кийматлар туплами устма- 

уст тушади, (eJ)a нинг кийматлар туплами, умуман олганда, устма-уст
■Ушиши шарт эмас. 457. а = -& ■ k, meZ. 458. a  = -,-к- ; ; к, те /  2т+1 Э/и-1 ’

459. Тугри бурчакли /few = с, /mw « с  — Декарт тури. 460. Тугри чизик
лар 461. {0 < /mw<a) -  йулак 462. \Rew< 0, 0< lmw< и) -  ярим йулак 
463. {lnr, < Rew < lnrr  0 < 1ши> < 2я) — тугри бурчакли туртбурчак. 464.
0 < Imw < к . 465. Зж < Imw < 5я 466. — я < 1тн> < я 467. 2* < 1ти> < 4я. 
4W. 0 < Imw < 2п 469. — 2* < Itnw < 0 470.2л < Imw < 4я. 471. —2я < Inw < 0. 
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472. |lm*|<K,w« |0,+ - ).473.|^- + 1ти| < * , Re»<0. 474. -2* < Imw < 0, 

Rew < 0. 475. w-2lnz. 476. w ' ^ lnz 477. w » 1 1п^г1/в + г "  j 

478 .»= -iln^  + i .  479. H=lĥ r + VrJ -2 j- i.. 480. » = -£>n [1 + *~“ j

481. H'=‘ 2lnf f ^ '  482. г-Аж, A*Z. 483. * - (*  + ̂ )«. * « *  484. г = кю. 

keZ  485. * =(* +j)x .  *«=Z 4*6. Rer = i  + M ,  keZ  487. Imz = -S + M  

495. 2kk, ke Z. 496. £  + 2*u,^ + 2*ir. *eZ . 497. M±l*_i|n(2± / jj, keZ  

498. *n-iln|V2+(-l)**'J keZ  499. £  + te ,*e Z . 500. +<̂ .  * e Л

501. l[a r c tg l + (2* + l)* J + i|nS. 502. + *11 - ^  In 5, к e Z. 503. 

ln(Vs±2) + ( t t ± m  к e Z . 504. j ln S + [ ^ a ic t g 2 + ( * + АеЛ 

505.г=»(-1)‘1пЗ+**, *«=Z 506. r = ±iln3 + i  + 2**. k eZ  507. *-* 

± (-/ln2  + * )  + 2*x, * e Z. 508. i»± ^- i|n 2 + i j  + 2*n, ke Z  

509.r = iln2 + i«(* + l j ,  * «Z . 510. i=/ln2 + ic t̂ +J-j, AeZ. 511. +

+bd,k*Z  512. z = ±*f + 2 *» ;*€ Z  513. г = ^  ♦ 2** - i In . /fez.

514. r = i  + 2*K-iln^= i ва z = -2S+2A*-i'ln^jii, t e Z  515. г=2*л/

* e Z516l г=-1п2+(2*+1)я. teZ  517. r - ( 2* + l ) * f  ва г « - In 3 ♦ (2*  - j ) »  

k e Z  518.f=*n(l±i),*€ Z. 519. г - **<1+0 ва *€Z. 520.

ва 521. *<1ти-<Д®. Ren-cOi 522.

0</mw<-£, Rew>0 523. </mw < 2а ва Rew>0. 524. |Re»{< * 

525. —* < Rew < 0 ва Imw > 0. 526. - f< /trw < | ва lmt*>0

£ 527. Oc Rew< Д, |тн>0 528. -&<Rew<0 529. W ■ J ------=

x ̂  r2 + a + ^ V z J +c^ + a | “  бу ерда a  = ^ |>/a: + cJ -

1- V*2 + f2 ). M  |(V«2 *c2 W * 2 + cJ ). 532. h-=JV?+? + >/<i2+C2.

1 533. * = Jz2 + Jz*^l=-j-(}/i2+} +Jz2-1| 534. и- = ^(-*17) +” l +

КУрсатма Касрчизикли акслантириш ердамида 533-масалага кел- ирилади

5 и = I Уг2 
| 4 5 w ^ T 7

тГр^ади™ 3 КДСР ЧИЗИМИ акслантириш ёрдамида 530-масалага

КУ рсатм а . “1 =-<̂  каср чизицли акслантириш ёрдамида еч 
лтирилган 44-мисолга олиб келинади.

537.

'д а ’" е™  “ W -  530- •



К у р са тм а . и>, «  г1 функция [О, 1+/J ва |0, — I +/) кесмалар буйича 
киркилган юкори ярим текисликни 532-мисолнинг шартила берилган 
со\ага акслантиради 532- мисолнинг жавобидан ва симметрия принципи 
дан фойдаланиб, кидирилаётган функцияни топиш кийин эмас. 541.

К у р с а т м а . W| + j “  функция ёрдамида берилган со^

нинг юкориги ярим кисми { I w, I >1, Innf, >0) со\ага аксланади. Жу
ковский функцияси бу со\ани юкори ярим текисликка акслантиради 
Симметрия приниипидаи фойдаланиб масала шарти да берилган со*а 
нинг (— — I] нур буйича киркилган бутун текисликка аксланиши 
ни топамиз. Бу со\ани юкори ярим текисликка акслантириш кийин

эмас. 542. "  = + V?J - - i j j

543. » =k

Ку р с а тм а  Аввал |o<x<^| йулакни юкори ярим текисликка

акслантирувчи функцияни топинг. Симметрия принципига кУра бу 
функция берилган со\ани \акикий Увдаги нурлар буйлаб киркилган 
бутун текисликка акслантиради.

545 5“  w .» .V S S T d 5

548. 54». 55С . . . 1 ЩV сой*-*-! \cas2z+ch2h2 yi+«n*



I f

551. "  =
1

l+cei^
ca.4S-ce.^

554. w = J 4 4

l+ce»^ I COS 4? -cos 4s I coŝ S -cos2K

л ф .2a

II  КУ р са тм а . Аввал парабола нинг симметрия Уки буйлаб кссим 
Е  'утказиб. н, =Jz функция ёрдамида параболанинг юкори ги ярмини 
Е  ярим йулакка акслантиринг Ксйин ярим йулакни юкори ярим текис- 
Ш ЛИ к ка акслантиринг ва симметрия принципидан фойдаланинг

-Viч+г

:Ji4 4+г*+|Уг4+17гг+1б

Z2 + \+Jz, -2z2cos2a+A+2z(\+tma) 
Z1+\+Jz*-2z2cos2a+l-2zU+tma)

SZ- J*Z +I7jj +4 j i4+z2)JTi+sJz*+\7z2+\6

564. » = ^ p i^ j +i+VFT7.

X J (z 2 - l)(zJ - I + Jz *  + I) + 2 (77 J2 )Z2. 566- *
mu

J4z*+Uz2+4-1z
Uz*+nz2+4~iZ

567. 568. . .  [Щ Ш Е ч  1
^Vch2?+shJ J-chK I *2p/

570. w = <ch(  ̂ln(z > V P ^ l))  571. w = ( - J +VdT;]J 572. w-



574. + + 575. и-» Jsh |  + sh2 ^  +

+ Jc h $ - J c h 2z + sh2 576. *v = a re s in ^ .

К ур с а тм а . w,'sin; функция A>={?: - y< R e ?< y , lmz>oJ ярим 

йулакни юкори ярим текисликка акслантирааи. бунда ± j + ai нукта

лар ±cha нукталарга утади. Бу ердан *v = arcs'n^ ~  функция О, со\анн 

С0 = {^ - у  < Retv< j, lmw>oJ ярим йулакка акслантиришини топиш 

Кийин эмас. Бунда |яег = ±-*, a S Im w < ~ J  нурларга 

|Rew = ± i,  oslmn <-J нурлар мос кслади. Симметрия принципини

чексиз куп (санокди) марта кУллаб, w’ = arcs'n^ f  масала шарти ни 
каноатлантирувчи функция эканлигига ишонч \осил киламиз.

№ ) '  578. „ .577. -  0*£Г
<&z

579.
баге sin-*

580. w = arcsin е2".
К у р с а т м а . » |г:0 < Re г < * J  деб олиб, 576-мисолни ечиш ус\ 

лидан фойдаланинг.

581. w«ib^e-J + Ve'2t-l j. 582. и- = /1п-cosz+iVcos?;-ch:n

583.

/F боб

L  * (* 2 - e l . l l  + j ,  3.2+/. 4.«RJ. 5.1.6. 2. 7.4л/. 8.m 9.8 10.0. I I .  10m 

12./. 13. =*£* . 14. L j i  ln(3 - 2-Д). 15.0 16. -16». 17. id. 18.2iu 19. -1.20. 2л/

21.-12 +9/22. 2л/. 23.0 24.2Ш 25. I + '  26. - * . 27.-*R; 28. Vs(l - j  ;

I f
29. 2 . 30. 2/. 31. 0. 32. 4. 33. И т Г ^ -1) ~ ']• агар л * -I булса.

[ж/, агар л = -I булса.
»  10, агар п *  -1 булса, __ , ,
34- |2ж/, агар п *  -I булса. ^7. (I + «*)/'. 38. ^ (1 + /)(е - I) .

39. 4+«cosl+/«inl.40. —(l-t-ehl).41. I  sh2 + ^/. 42. - 4.43. e^* '^  - I.

44. *у1(1 + <Л) 4 5 . | ( 1 - ^ ) | е ' ^ - l j  46. !± b/I(l - |n2). 47.8.

48. -к-'- 51. -2(1-/).

к К у р с а т м а . -Д ш| шарт икки кийматли ‘Л  функциясинингбир

> Ж кийматли ( J z  )0 тармогини ажратиш имконини беради. Бу колда

Щ .Л  * (-Уг)о = >/ki(co* Н8|±° «. / sjn И рО  j = булиб, у: г-е».

0£ф5я, булгани учун / ^  3 = *1* = ~ —2<,—0

Г*! булади 52.2(1-/). 53. - 2( 1+1). 54.-4. 55.4/ 56. 2^2-4+12^2.

57. |  Щ Л  + /(-Л + 2) J  58. 2я1 59. - 2*. 60.2лЛ. 61. 2яЛ/.

К ур с а тм а . Берилган шарт куп кийматли Lm функциясининг бир
1. кийматли (1лг),=1пг+2л/ тармогини ажратиш имконини беради. У \олда 

y:z=Re*, 05ф$2л булганлиги учун

2*
j Lnzdz |ln z + 2m\dz = R }|ln R + /(<p + 2k*)\de*.► t 0

*  булади. Булаклаб интеграллаш натижасида

j  Lnzdz = 2 nRi

эканли

I  «•

анлигини топиш кийин эмас.

65.

62. й г  агар п * б*лса- 63. , агар л * -1 булса
I-2*2. агар л » -I б?лса. ( - 2л2. агар л =-I 6<глса.I булса.

\ е2аТ1 -11 |7 „  . aiap а * -! брлса.
2к/, агара = -I булса. 73‘ 0 74' 0 75- 2 +< 76.-2(1+/).



77. —7*-J+(3—2/У 78.e"1—1.79. coel—sinl—ir~'. SO.О S I. l+shl.82.21n2-l 
ю Го. . . - I ,  .-ога». ы  i , . „  ю 1 ^ , '  м

[2х/, п = -I.

87. + sinarfr 88. — д сомг+с. 89. - С” ** + с 90. e ( « " i ) e* '+c

9 1 . -- shot - — chaz ♦ j/юг ♦ с. 9 2 .  ̂sine* ♦ cose* ♦ с. 93 _ я/ 
а а а ’ в

94. к/. 95. cshl. 96. 2«-'+1+хе-'/. 97. -2/. 106. - КУ р 

са тм а : берилган шартдан; (Lnz),=ln*+2xi эканлигини топамиз У
' (Lnz)| *f In г 2*/ } In z j_ dz к2 _ J 9n\олда I ----- dz = J ------- dz = J ---dz + 2x/J —  = - —  - x = — —I г I г I г i z 8 8

эканлигини кУриш кийин эмас. 115. —8х/. 116. * 117. 118. 0 

119. 2x/shl 120. -  ™  121. 2х/. 122. (2-e)xi. 123.x/сое 1.124. -  ^  125.

Ki. 126.2х/ 127. х. 128. -я. 129. -2ю 130.0 131.0.132.0.133. к/. 134. 

к/ 135. хи-1 136.  ̂x/(cos2 - cos I - 3sin 1). 137. О 138. 2x/shl 139. 0 

140. -x/chl 141. - 1 4 2 .  - ^  . 143. 0 144. x/. 145. « j  «*1 146. яЫт

147.0.148. j /хсЛх. 149.0 150. - 151. Qxsinlchl. 152. 0.153. -x/. 154. nr 

155. _ 156. 0. 157. - 158. - t * .  159. хг 160. - /

161. —2х/. 162. - i t i e  163. -2кЦЬ-а)— 164. —2х/, агар 0 нукта у кон

тур билан чегараланган сохзга тегишли, I ва — I нукгалар эса тегиш 
ли булмаса; х/, агар у контур билан чегараланган со^ага —I ёки I 
нукталарнинг факат биттаси тегишли булиб, 0 нукта тегишли булма 
са ва хоказо. Хуллас интефал бешта \ар хил (—2xi; —xi; 0: xi; 2xn 
кийматларни кабул килиши мумкин. 165. a) 2xi, агар 0 нукта контур 
нинг ичида ва 1 нукта контурнинг ташкарисида ётса; б) —xie, агаг 
I нукта контурнинг ичида ва 0 нукта контурнинг ташкари 
сида ётса; в) 2x^1 агаР 0 ва 1 нукгалар контурнинг ичида

ётса; г) 0, агар 0 ва I нукгалар контурнинг ташкарисида ётса
166 { 2* - I. агар л>1 бУлса. 167 Я». !68 т е  169. 1 ч- «

I 2, агар л = 1 бУлса. * а \ 2 -
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К У р са тм а : Функциянинг \осиласи учун Кошининг интеграл фор- 
|  муласилан фойдаланинг. 170. j  171. 172. КУ рсатм а. Куп кий-

В  матли Lnz функциянинг ихтиерий бир кийматли тармоги (Lru),=lnj+2w* 
Ж  ни оламиз. У холла ^ rf/'(z)(L iu)*< fc = = ((булак-

|  лаб интсграллаймиэ)) = 2̂ 7[(1ли)*^ (г>]г ~ = *

К  x {((Ln j,), + 2n/j/(j,)- [(Lnz ,), / (2, ) ] } - / ( 0)= / (г ,)- / (0) булади. Бу 
К  ерда биз Кошининг интеграл формуласига кура ^17 j  f ^ d z =

2я7$ ̂ ^ г=/ (0) булишилан фойдаланлик. 
т  1

Убоб

22. Абсолют якинлашувчи 23. Абсолют якинлашувчи. 24. Шартли якин- 
цувчи. 25. Якинлашувчи 26. Якинлашувчи. 27. Якинлашувчи. 28. Узок

лашувчи 29. Якинлашувчи. 30. Якинлашувчи. 31. Узоклашувчи. 32. Якин- 
увчи. 33. Узоклашувчи. 34. Якинлашувчи. 35. Якинлашувчи. 36. Узок

лашувчи 37. Якинлашувчи. 38. Абсолют якинлашувчи. 39. Абсолют якин- 
иувчи 40. Узоклашувчи. 41. Абсолют якинлашувчи. 42. Абсолют якин-

(Шартли якинлашувчи. ф * 2*л, . .  .. шувчи. 43. < 44. Узоклашувчи 45.
I узоклашувчи, ф = 2Ал, * € г.

КДбсолют якинлашувчи 46. а>0.47. а> 1.48. а>0.49. а<0.50. а— ихтиерий
ФКИКРй сон. 51. а<0.78. 79.И>1 80-й<1 81. Rez< I 82.^0,±1,

I  (Н.рч
fc*2 ,. .§3.1г|>1.М.|г|*1.85. " (*. Я = 1, 2, . ) 86. Rez>6, 6y

ерда5>0 - ихтиёрий сон. 87. Rez>l+6, бу ерла8>0 — ихтиёрий сон. 88. \а- 
кикий Укнинг ихтиерий |2*я+е, 2(*+1)я—е| кесмасида текис яцин- 

\ лашади 89. Я = 1.90. Я =<». 91. Я = 1.92. Я =••. 93. *  = 1 94. Я= 95.Я=1.

96.Я=0 97. Я=1.98. Л-Л 2.99. Я = • . |00. Л= 1. 101. Я=+=°. 102. Я=1

103. Л = |  104. Я =» 105. Я=0.106. Я -2 107. Я = с 108. Я-1 109. Я=1;

I I, агар |о|< 1 булса.
 ̂fe+4< 1.110. Я ^3;k—I—4<3.111. Я= j J  , агар iu{> 1 Г.улса 112. Я-I ИЗ. Я=1



114. Л = 1 115. Л=1,|г+1+4<1 116. л = {7 , 'а «  jv.' 117. Л-! 11в.Я*=« 

119. «  = J  120. Л = * ‘ 121. Л-1.122. Л=~. 123. Л=0.124. Л=3;|г-2/1<> 

125. Я- л/2 126. Л= I 127. R -1 128. Я= 1 129. 1 130. Л=~. 131. *  132.Л

I R. arap j г0|5 1 булса,
R , , , «  137. 138. max <Л 1| r^L. агар|со|> 1 б?лса.

139. R 140. j   ̂ Я, S Л. 141. 0.142. Л 143. Н'. 144. Л,2:*  145. £?min<r,. г,)

146. Лгг.г,. 147. ^ 148. (|Д “ ? 149. -ln(l-z). 150.1п(1+г). 151. Ь Н .

z*~\ булганда шартлм якинлашади; r= —1 нуктада эса узоклашади
152. |г+1|=1 айланада абсолют якинлашади 153. |г|=1,г*У| . нукталлр 
да якинлашади; бирлик айлананинг куби I га тенг булган учта нукта 
сила узоклашади. 154. Бирлик айлананинг | z|= I . Z * i / i , нукталарил 
якинлашиб, колган туртта нуктасида узоклашади. 155. Якинлашиш 
сохаси чсгарасининг ихтисрий i * — 1 нуктасида якинлашади 156. Чета

2кя1
ранинг .ихтисрий г *  е р (*=0, I ..... р— I ) нуктасида якинлашади

157. Чегаранинг :  # ва г*— 1 нукгаларида якинлашади 158. 4eia

рада абсолю! якинлашади 159. Чегаранинг г» I нукталарида якинлаш.1 
ли 160. Чегарап 'кинлашади. 161. Чегарада якинлашади. 162. Чсгара
нинг ихтисрий  ̂ нуктасида якинлашади. 163. Чегаранинг г *

нуктгларили якинлашади. 164. Чегаранинг г#—I ва z *  £ нукта

ларида якинлашади. 165. Чегаранинг г*1 ва z*±i нукталарида якинлашади 
166. Чегаранинг г*1 ва z*±i нукталарида якинлашади 169. Масалан,

с .- (- 1 )-. 171. К У р с а т м а  = +

, ,-v sin(2n+l)<p ..
+ * 2. — 2я+1—  ердамчи катор оламиз. Бу каторнинг якинлашувчи

зканлиги Дирихле аломатидан келиб чикали. Энди унинг йигиндисини 
топамиз. Абелнинг иккинчи теоремасига асосан z Узгарувчи f  га 0 ва 
е* (<р*0. я) нукталарни туташтирувчи радиус буйича интилганда
- /<2*И>* - 2я*1
У  е j “  l,m I  v  г тенгликни оламиз. Ечими билан келти- «-о ».0‘гл+1
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p,i,гаи 13-мисол га кура |сК1 да Z f^ + f = 2 ,п Г- f бУлганлиги сабаб- 

булали Бу тснглик 83 = 

s  Re | * £ г  эканлигидан исбот килиш керак булган тенгликни 

Лрсил килиш кийин эмас. 184. £ySVf; Л = | 185. X * ' J ? ■ л ' 2 186.

- £  ! л ; Я * 3 187. = 188. I  (—l)*(z—2)*; R=\ 189.
•7ч-oz »=0 "  я=0

| И Й > ' й : * = “  1,1 I  ^ Ь г [у £  ' ,) г“ 'Г :  Я = 1 193

2л-1
^яТ(2я+1)’ Л ^ " ° к У Р с а ™ а: Лг)е0 (C )эканлигиравшан. Ихтиёрий

12 «> .2»
С учун уринли булган ушбу * = X  катори и \адлаб интеграл лаш 

иатижасилл Дг) функциянинг даражали каторга ёйилмасинн хосил киламиз 

195. + 2 f + ^ 2я)3» ( f )  • Л=| К у р с а т м а . Берилган

шарт асосида куп кийматли ■Jz + » функциянинг бир кийматли (>/? ♦ ‘ )ц 

тармогини ажратаб оламиз ва элемснтар функциялар ёйилмалари учун кел- 
тирилган (7) формуладан фойдалансак (бизнинг \олда «  = ^ ). керакли

иатижани \осил киламиэ. 196. - 2 + £ W - t u , . _ _
л-1 П

197. In2 + 2*/ + £ (- I)"” 1 Л = 2. 198. Г Н Г ’ ^ ^ :  Л-1.
я*1 2 я « I  п

т 1 - * •  - M0- <s£r
К '  - _2(1-1 2я - / V»

Щ  i  + J b W ,/l = “- 202- А“ Х0Ы (|) ■ * ={ь{ Буеряа
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(s) ■ ■•(;) ■ «-Й
. M

204. £ = 5)сяг*. * = лДз. Буердас, = J )  (-1)" у
°»-i 13 «•!

/ \ «. 2м1 ~ 2»+l
X "  )2- ,- ,32" .  205. 2 S & ;  *  = > 206. л i2̂m ♦ ij ,.oin+t »*o n̂+l

207. ^  I ( - | ) '  J 2n' ! r \ ^ '- Л-1. 208. In2- z f l  + i ) ^ - ;  Л I ».o 2 л!(2л+1) „А. 2 J "

209 | 0(Г , Г (2я+0!(2я+1): * = ~ 2,0 Л

Л“ |. 213. £ 5Ш(̂ ? )( г _ | )2" ; Д = ое 214 y ( 1)"(Я+ |)Z3*. /} ,

215. 1  <" ♦ *  = 1 216. I ш  / 4 0 .  M l  'л * 0 «=0 * cnl
y<$)^  ̂_ S J^ W SO  Л = л  К У р с а т м а  Катор коэффициент»i

/<я)(д )
\нсоблаш учун берилган с, = я , (я = I, 2, .. .) формуладан фон 

даланинг.218.Л—0=0,/Ч—/)=2+/./5><—/)=<26+504!;Л=1.21».Л1) 
/(3)(_,) = ]п^Ы) Зз j,; 220 /(0)=0. / " ”-(0»

*  10!, *=3с ■ 224. ^  ^  {г + <>г , I± jb il (г+0ч  . ; Л

225. | + ?: +^ . + ... 226. l - 4 _ % + 227> , + z2 ~ 2 ;

228. +

240. ....... ............ - 2 - ' ] :

- |  ( Г - . Г - ' ) Л  242. - 4 - '] .-



243. ^ " Ч * 1" 244. - 1 U 4" + Z * '' ') .245. и  ^ , [ 5я + 6 +

|  + (-1)"4'я' 1] г 2" 24*. £ (** "  - г3"*1). 247. £ (-1)'(23"+2г3"+2-23" г5").

г *  «*• i  <g?

: *»• “ *• S ' * ’-2Я- й

К  КУ р сатм а  Номаълум коэффиииентлар усули куйидагидан ибо

рат. Айтайлик. *(г) = £  а„ (г-а )"  Ва А(г) = £  »„ (г - а)" сйилмалар
я«о „=0

кмаълум булиб, / U ) *  функция а нуктанинг атрофида голоморф

[ияни (г—в)нинг даражалари б 
1инсин. У \олда

К.бУлсии иа бу функцияни (г—а)нинг даражалари буйича Тейлор кдго- 
рига ейиш талаб килинсин. У \олда

деб фараз килиб.

/<г)А<г)=*<:)

■яенгликллги мос даражалар олдидаги коэффиииентларни тенглаш ёр-

с,й„ + с, ft,., + ... +с„Л, = =  0,  I ,  2,  .

С(А =во.
<0*1 +сЛ=0| 
ео*г+Г|*| +сА*=вг.
£o*.+ei*»-i+

теигламалар системасини еде ил киламиз. Бу системадан эсас0, с,, с,, ... 
"Омаълумларни кстма-кет топиш мумкин.
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Бизнинг мисолда g (г) = г ва h(r) = In ( I + г) = г - - у  + -у —■— булиб, 

(*) система Урнига ушбу
Со I =1.

с°  (~2) + С| ,=0, 
с° (з ) + с> ( 4 Н  1 = 0

системами \осия килами ) Бу системалан с ,“  I, С1 = 2 ,Cj =~ ]2 ' 
эканлигини топиш кийин эмас.

264. z + з ?2 265.

267. U 2 г + ^ г 2+ 268. 1 + 1 + ̂ . . .  269. с« = “

- ( ¥ ) " ' } * г0' * - = ¥  ™

« • 1 - ТТ 'тй - ь  - т т т и г  2,1
К У р сатм а  /(г) *  с, + с,г + с,г’ + с,г5 + ... + Cfr  + лсб олиб. но 

маълум коэффиииентлар усулидан фойдаланиш ердамида с (л - I. 2. 
...) коэффициентларни топамиз. Берилган шартлардан фойдалансак 
/(г) = г + + с,г* + ■ + с.г" + Бу даражали каторни икки марта \ад- 
лаб дифференииаллаймиз". /  (г) ва /"(г) ларни берилган тенгламага 
олиб бориб кУйиб. номаълум коэффиииентларни топиш учун ушбу 

2с2 = 0 .
6с3 + А1 = 0.

4 Зс* ♦ Я2С2 » 0

(я ♦ 2)(л + 1 )ся+j + AJc„ * 0. 

тенгламалар системасини \осил киламиз. Бу ердан
С2«0. с ш - $ . с 4 ш0........ с^ , - (^ . - п с .........

эканлигини топамиз Демак, к -  0, 1. 2,... лар учун с„ = 0 экан. Мате 
матик индукция усулидан фойдаланиб,

с’*ч = ■ (2* + 1+2К2*ТГ+Т) - (~,)**' <^3у.
тенгликнинг уринли эканлигини курсатиш цийин эмас. Бу ердан кс 
ракли ёйилмани \осил киламиз.

Z1 Z
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J78.I 279.5 280.15. 281. 3. 282.4 283. I 284. 4 285. 3 286. I 287. J.

In - m, n > m,
оддий нукта, n = m. 290. n + m— 1. 291. 2n + im. 
махсус нукта, n < т.

W 2 jmin {«,«},/» 293. i- ±  3/нукталар -  1-тартибли ноллар.

294. (4* ♦ 1)^, * = 0. ± 1,±2,... нукталар — 2-тартибли ноллар. 295. г = 0

»  — 3-тартибли ноль. 296. г = 0 — 2-тартибли ноль, z =2/ — I-тартибли 
щ. ноль 297. г = 0 — 2-тартибли ноль, г = кк (* = ±1. ± 2,...) 1-тартибли 
К  ноллар 298. z -О — 3-тартибли ноль, г=*я(*=±1. ±2,...) 1-тартибли 

ноллар 299. г = (2А + 1)*/ (* »  0, ± 1, ±2,...) — 2-тартибли ноллар. 
300. Z~± ni— 2-тартибли ноллар, г = (2Л+1)я/ (*=0, ±1, ±2,...) — 

ь. оддий ноллар 301. г = (2k + I) х (* = 0, ± I, ± 2,...) — 2-тартибли нол- 
J лар. 302. г-2*х/ (k = 0, ± 1, ±2,...) — оддий ноллар. 303. г = 0 — 
К 5-тартибли ноль. 304. г = ±/ — 3-тартибли ноллар; z- kni (к = 0. ±1, 
Ш ± 2,...) — оддий ноллар. 305. z = — «1 — 2- тартибли ноль; г = Ы  (к = 0, 
Ж  ±1, ±2, ...) — оддий ноллар. 306. г = 0 — оддий ноль; г = kni (* = 0,
5  ± I, ±2, ...) 2- тартибли ноллар. 307. г=(4*+1)^ /(*=0, ±1, ±2,...) —2-

^ тартибли ноллар 308. ; з/(2Л + l ) f  ва г = {  (|± /Л )

V  (* = 0, ±1, ±2,...) — оддий ноллар. 309. г = 0 — оддий ноль. 310. г,= 0 — 
Ж  3- тартибли ноль. 311. г = 0 — 2- тартибли ноль. 312. z - 0 — оддий ноль:
V  г Ц  (2* + I) к (* = 0.±1,±2,...) — 2- тартибли ноллар. 313. г = —I —2-

6  тартибли ноль;z=2nik(к =0,± 1,±2; — ...)—оддий ноллар.314. г = ±/ — 
К З -  тартибли ноллар; г=*х (* = 0, ± 1,± 2,...)—оддий ноллар. 315. г =± 2— 
К  3 — тартибли ноллар; г = 2Ы  (* *  0, ± 1, ± 2,...) — оддий ноллар.

316. z~2kn (<r=0, ± 1, ±2,...) — 2 —тартибли ноллар. 317. z = ±ni —3- 
К  тартибли ноллар. к°лган барча z = кк (* = 0, ±2, ± 3,...) нукталар — 
1 оддии наглар 318. г = j  ♦ кя (к -  0, ± 1, ± 2,...) — оддий ноллар.

319. Ноллари й?к. 320. г = кп (к = 0, ± I, ±2,...) — 3- тартибли ноллар.
321. z - 0 — 2- тартибли ноль; г = кп (к = ± I , ± 2,...) — 3- тартибли ноллар.
322. z = 0 -  3- тартибли ноль; г = У** ва г = ^ Vkx (l ± / J5 ) (к -  ± I,

К ±2,...) — оддий ноллар. 323. г*(2 £  + 1 )$  (* = 0, ± I, ±2,...)—3-тар- 2
тибли ноллар 324. г ш 4 нукта илдизнинг бир кийматли (V?)n тармоги 

Учун 3-тартибли ноль булади. 325. Бу мисолда 2 та функция берилган,

я |  275. 27.



чунки и> = Jz  функция икки цийматли функииядир. Бу функциянинг

биринчи бир кийматли тармоги учун I  я 2кп 1 * нукталар, иккинчи

бир кийматли тармоги учун эса z = (2* +1) *  ± ^  (* - 0, ±1, ±2,...)

нукгалар 2-тартибли ноль булади 339. Зид эмас, чунки функция нолла 
рининг лимит нуктаси а = 0 нуктада функция голоморф эмас. 340. Зил 
эмас, чунки г я  1 нуктада функция голоморф эмас 341. Фацдт чексиз 
узоклашган нуктагина лимит нукта булиши мумкин. Масалан. 
/ <z) “ sin г« 0 ( 0  ва а, = кп (п = I, 2,...) булса,/(в„) ■* 0 ва lim ая = -

булади. 342. Мавжуд эмас. КУ р сатм а  Айтайлик,/(г) функция г ~ 0 
нуктада голоморф булса, унда шундай П О , с) атроф топилади к и

/(г) ”  О ( К(0, е>) булади. £ = де6 белгилаймиз. Е  тупламнинг

лимит нуктаси 0 булиб, 0€И(0, £). К (О, е) да g (z )a0  деб олсак 
шартга кура v ге £'учун/(г) = *(г) булади. Ягоналик теоремасига кура

К(0, с) да f(z) ■ 0 булади, лекин шартга кура •• я *  1. 2,..

эди. Зиддият кУйилган масала шартини каноатлантирувчи функция 
нинг мавжуд эмаслигини курсатади. 343. Мавжуд эмас. 344. Мавжуд эма̂
345. Мавжуд 346- Мавжуд. КУ р са тм а . Айтайлик

/(г) функция 0 нуктанинг Р (0, е )г О атрофида голоморф булсин
Е  = j i j  деб оламиз Е  тупламнинг лимит нуктаси 0 е D. g (г) *  г* ае

сак. g (г )« о (D) булиб, $ (Z)|f  = ^ l j  = -L = /  [^ )= / (г )|1 У чрлда

ягоналик теоремасига кура D да/(г)«* (г) = г2 булиб, бу функция кУйил 
ган масала шартини каноатлантиради 347. Мавжуд эмас 348. Мавжуд 
эмас 349. Мавжуд эмас 350. Мавжуд. 351. Мавжуд. 352. Мавжуд эмас 
353. Мавжуд эмас 354. Мавжуд эмас. 355. Мавжуд 356. Мавжуд эмас 
357. Мавжуд эмас. 358. Мавжуд эмас 359. Мавжуд эмас. 360. Мавжуд эмас 
361. Мавжуд;/(г) = I +I  362. Мавжуд эмас. 363. Мавжуд эмас 364. Мав 
жуд; /(г) = (г - 1  )*■ 365. Мавжуд; f(z ) =*(г— 1)J. 366. Мавжуд эмас 
376. КУ рсатм а  Тескарисини фараз киламиз. Айтайлик Рш (г) icynvu 
бирорта \ам нолга эга булмасин. У \олда f (z )  = функция С  да

голоморф булади г -♦ ~ да/(г) -»0 булганлиги сабабли (чунки z -* — да 
P,(z) ~ cnz"), f(z ) функция бутун комплекс текислик С да чегаралан 
ган Дархакикат. И™ f (г) = 0 3 R > 0 V г 6 (Id  > R) учун1/(г)| < 1 бу

лади Агар |/(г)| = М десак, у \олда \/ ze Сучун|Дг)| S М + I тенг 

сихшк бажарилааи Унда Лиувилль теоремасига Kypa/(z)«const ёки Pm(z) 
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■ const булади. Бу эса /'„(г) нинг берилишига зид, чунки шартга к Ура 
„ г  I да С'* О эди Зиддият фараэнинг нотУфи, тасдицнинг тУфилиги-
Н,1 исботлайди 3*0. Йуц. Масалан,/(г) = г ва D = (I г | < |).394. 2 < |?| <4.

J < l « * l l< - .  3 » .  0 .  397. | Н « Н < К
[о , агар |о| > |фулса.

39*. 0< I г—/1 < 2 399. 5 < I г+2/1 <6 400. 0 S I г-2 +<I < 1 401. 1 < I z I < 2. 
402. I < 111 < 2. 403. 0 < t z— 1|< 1 404. 1 <|г |<2 405. I < I * — И < 2. 
406.0 <1г — || < 1.407. ^ <|г|<2. 408.^“ <1г-|| < «■ 409.0 < I t - a l < I.

410. (К1 г  + II <~. 411. 1г1-1 412. 0 . 416. i ( f ) " ; l l l < 2 .  

4,7 м>г- 4 в - ^  |' |< “ - 

4”- *  I  (" i ‘ i ') (?)*:w >а ы <l ■ а +
+ £  (—1)"(г—1У:0<1г—ll< 1. 422. - £  -L; Id > I 423. У  f l -- Ц - )?".

К  -о „.2 z" „ to l 2**Ч

ы  1  - ' У  “ 1 ,  * 5  в 7- ^ т -

В £ ( г - 1 ) * ;  0< |г—11< I 42*. - - 4 т  + I  (- | ) " (z J i ] " ;0 < k - 2 i l  < I.
*  *“0 t - м  п=0 1 ' 1

4 1  *  [ h V - * * » ]  «-*■
J  - sin ((л+l) 2*1
^  <*— 1)"; |г—1|< V2 да ва S ( - l ) " '  X2 —I

- I ____f  [(«-■)}] 1г1|>Лд,
R T *  u - ir  £  (г-D*

К  jjjj(_1)Я (2я+Т)! ’ Ы <eo 432- j  t f S ?

0<1гК-- -*33.

Ь г = *  - i

« -П~\
■ S V

1г1 <-.



«*• ;0< ltl<-' 435 1, 3-T5«— ;l<l '•

436 - Щ * И , 5 №  431 i " S " l , v  438

lirisriM^r 439 440
+< 'sh  £ V  u , xr &  442 W ' T k ' i  s f e 443

■■ *

+ j  L J J l ,-  U7. £  - Jr  * £  (~l̂ |, ‘ 448. KiiopraMn:, 
».i г »»o 2 **i z я-о i

майди 449. £  - a - ^ y  450 .-Ц + £ (-1 )*(г-2 Г  451 £ ( - 1 Г 12^  + 
»,i (z+2)"*J г-2 „to »-i г

+ t i -  452. f  ^ r  + j r l J g : .  453. 1 ^ г 2'  +
»*■ Z л—I *-0 9 2 я»-| J

♦ i S ' ” - "»■ *2*< *£  - rWл=о 5 4 „s2 /Иг (2/1+1)!

хг1 463. ^  + «X  (-1)" ( г - г Г ;  0 < Iг — 2) < S

О < I г — 4 <2. 466. £(-•)" Id > 1.467. Z ^ . « 2"  + Z f - j . l ' J " , 6y
я-i г я»о яи

ерла с , I )• I ( ^ +l ) ! ( i +i b l ) l ; (« - • . I. 2. .). КУ р сатм а

/,(г) = sin г ва ̂  (г) = sin ^  деб бслгилаб, /(г) ни г НИНГ мусбат даражала

ри буйича ва /,(г) ни г нинг манфий даражалари буйича каторга ёйами i 
- _2im-I

/ (г )  = ипг= £ Ы ) " ^ — ^  (|г |< « ).



У холла бу фторларни купайтириш ердамида V*= <0 < I zl < <») \алкада 
якинлашувчи керакли Лоран каторини топамиз

468. + "• буерда г, - с_щ = £  к\(п*к)~. (я “  ° ’ *’ 2 ' ^

47,. т .

476. I  <г-')" + £  ^ ^ - ( г -D*. 477. 1 ^ ± Ш Г .и _ ,)«  +

У Н Г '- Г 1 . .
+  A  27^ '  t t ’ ,)

478. S (»  + 2 V'* 1 ■(*-«>•.

479. 1+ ^ Н Г ' Л ’ м Я Ц - Г 1 480. - £  z" - J L - £ 2— V .

“ 2- s i n - t * # ' " " -

- I  j f e l * * » '  4*3. I  И ~‘ ; Д---г!'  484. Ц - Ц Ч й - а Ч

♦ ?< «-» •! .  « f cTf t f H. , + £ % $ , х

х(16яг+24я+5)(г—2)1". 485. Йук. К у р с а т м а . Берилган fit)* 
функция а=«о нуктанинг бирор уйилган атрофида голоморф булиши 
етарли fiz) функциянинг голоморфлиги г* = у  + 2пк (к € Z ) нукта

ларда бузилганлиги ва lim г* =“  булгани учун а = »  нуктанинг ихтиёрий

Уйилган атрофини олганимизда хам бу атрофда fiz) функция голоморф 
була олмайди (чунки бу атрофда {г.} кетма-кетликнинг чексиз куп сон
даги нукгалари стали). 486. Х,а 487. \а 488. Йук 489. Йук 490. Йук 491. 
Йук 492. И ук 515. I 516. о=0 —2-тартибли кутб; а=кп (*=±1, ±2, ...)
— 3-тартибли кутблар. 517. а=2 — 1-тартибли кутб; а~ I — 2-тартибли 
Кутб. 518. а =—1 — 1-тартибли кутб. а = 2 — 3-тартибли кутб. 530. г=0
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— бартараф кнлинадиган махсус нукта; z=kn (*=±1, ±2, ...) — кутб
лар 531. г=0 — бартараф кнлинадиган махсус нукта; г=±(2я— 1)я (пе /V)
— кугёлар 532. г=“  — кутб нукта; г=— 1 — ута махсус нукта. 533. г=~ ва 
г=1 — бартараф цилинадиган махсус нукталар; г=— I ута махсус нукта 
534. г=0 -  бартараф кнлинадиган махсус нукта; z=k« (*=±1, ±2, ...)
— кутблар 535. г=~ — бартараф килинадиган махсус нукта; г=0 — Ута 
махсус нукта. 536. г (* »±1. ±2....) — ута махсус нукталар. 537.7=0

ута махсус нуцта. 538. К У р с а т м а  /(г ) » функция учун
Г

г = (* = ±I, ±2,. ) кутб нукталар булиб, г=0 нукта бу кутб нукталар-

нинг лимит нуктаси булади. г=0 нуктанинг ихтиёрий тешик атрофини 
олганимизда хам Дг) функциянинг чексиз куп махсус нукталари (кутб- 
лари) ётганлигн сабабли г=0 нукта/(г) функция учун яккаланган махсус 
нукта була олмайли Функциянинг бундай нукталарига унинг яккалан- 
маган махсус нукталари дейилади 540. г=1 — 3-тартибли кутб: г=0 ва

I — 1-тартибли кутблар. 541. z=kK (k= 0. ±1, ±2, ...) — I-тартибли

кутблар 542. z = ±^-(\-i) — 3-тартибли кутблар 543. г=2i — ута мах

сус нукта. 544. г=—< — ута махсус нукта. 545. Бартараф кнлинадиган 
махсус нукта. 546. Бартараф кнлинадиган махсус нукта. 547._5-тартиб- 
ли кутб 548. 1-тартибли кутб- 549- 3-тартибли кутб 550. Ута махсус 
нукта 551. Агар л * m булса, тах{л, ет|- тартибли кутб; агар п=т булса, 
тартиби п дан катта булмаган кутб нукта (хусусан, бартараф килина- 
диган махсус нукта). 552. (л+m) — тартибли кутб 553. Агар л>л> булса, 
(л—т )  — тартибли кугб; агар nim булса, у холла z -а нукта ( « —л)- 
тартибли ноль. 554. (kn+lm) — тартибли кутб 567. т —п 568. т+л 
569. т+л. 570. г = 0 ва z =±1 — 1-тартибли кутблар; г=~— 3-тартибли

ноль. 571. г“ —1 ва * = ^ + ~  1-тартибли кутблар; г =•• 3-тартибли

ноль. 572. г = ̂  ва Z = -  1 -тартибли кутблар; г =«. — тугри нукта.

573. г=0—1-тартибли куЛ; г “ ±2i — 2-тартибли кутблар; z — • 5-тартиблй 
ноль 574. г=±/ -1-тартибли кутблар; г =~— Ута махсус нукта 575. г ~~ — 
ута махсус нукта. 576. г=~ — ута махсус нукта 577. г=0 — 3-таргибли кутб.

— Ута махсус нукта. 578. г=—I—Ута махсус нукга; г=~ —3-тартибли 
ноль. 579. г=2/ан (Ас=±1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г=°« — кутблар- 
нинг лимит нуктаси 580. г = 0 — 2-тартибли кугё; г=2*п (*=±1, ±2, ...)
— 1-тартибли кутблар; г = ~ — кутбларнинг лимит нуктаси 581. г = 
=(2*+1)ih (* = 0. ±1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г = ~ — кутбларнинг 
лимит нуктаси. 582. г=0 — 3-тартибли кутб; z^2kn± Яп(2+ V5 ) (*=0, 
±1, ±2, .) — 1-тартибли ку<блар; г=~ — 1от6ларнинг лимит нуктаси 
583. г=0 — 1-тартибли кутб; г=±2/ — 2-тартибли кутблар; г=~ — ута 
махсус нукта. 584. z = 0 — кутбларнинг лимит нуктаси; z =~ — тУгри 
нукта (одаий ноль). 585. г-0 — бартараф килинадиган махсус нукта; 
г=2*я (*=±1. ±2, ...) — 2-тартибли кутблар; г =~ — кутбларнинг 
лимит нуктаси. 586. г=0 — бартараф кнлинадиган махсус нукта; z=ikx 
(*=±1, ±2,...) — 1-тартибли кутблар; г=~ — кутбларнинг лимит нуктаси.
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5*7. z ~kn (***±1, ±2, ...) — ута махсус нукгалар; г=— — яккаланмаган 
махсус нукта 588. z =±1 ва г=±/ — 1 -тартибли кутблар; — тугри нукта. 
589. г=0 — бартараф килинадиган махсус нукта; г=*я (*=±1, ±2, ...) —
I-тартибли кутблар; г=~ —кутбларнинг лимит нуктаси. 590. z= 0 — ута 
махсус нукта; — оддий ноль. 591. г=0 — уга махсус нукта; г=~ — 
тугри нукта 592. z=kni (*=0, ±1, ±2, ...) — 1- тартибли кутблар; г=°» — 
кутбларнинг лимит нуктаси. 593. г=0 — Ута махсус нукта; г=— — тугри 
нукта. 594. г=0 — ута махсус нукта; г=~ — I-тартибли кутб 595. г=1 — 
Уга махсус нукта; г”=<» — тугри нукта. 596. г=0 — уга махсус нукта;
I  =оо -  ута махсус нукта 597. г=1 — Ута махсус нукта; i  = 2Ы  (*=0, ±1, 
±2, ...) — I-тартибли кутблар; z =~ — кутбларнинг лимит нуктаси. 
598. <=(2* + 1)£ (4=0, ±1, ±2,...)— 1-тартибли кутблар; z-~ — кутб

ларнинг лимит нуктаси. 599. Z=(2* + I )S  (* = 0, ±1, ±2,. .)— 2-тартиб-

ли кутблар; г=- — кутбларнинг лимит нуктаси. 600. г=0 — 3-тартибли 
Кутб; z=kn (к=±\, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г=~ — кутбларнинг 
лимит нуктаси. 601. z=kn (*“ ±1, ±2, ...) - 1-тартибли кутблар; г=~ я-
КУТбларнинг лимит нуктаси. 602. Агар а * т к  + £  (<и = О, ±1, ±2,...)

булса. у холла z~2kn+a ва г=(2*+1 )к—а (*=0, ±1, ±2, ...) 1-тартибли
КУт^лар; агар а = /ия + £  булиб, т  жуфт сон булса, г = 2*я+у Ва т  ток

сон булса, г=(2*+1)я+ у  лар — 2-тартибли кутблар; г=~ — барча

Холларда \ам кутбларнинг лимит нуктаси. 603. Агар а*тп (т=0, ±1, 
±2, ...) булса, у едлда г=(2*+1) я±а (*=0, ±1, ±2, ...) — 1-тартибли 
Кутблар; агар а~тп  булиб, т  ток сон булса, z-2kn ва m жуфт сон 
булса, г=(2*+1)я лар — 2-тартибли кутблар; г=~ — барча холларда 
\ам кутбларнинг лимит нуктаси. 604. г=1 — уга махсус нукга; г=~ — 
оддий нукта 605. г=—2—2-тартибли кутб; г=2 — ута махсус нукта; г=~

-  3-тартибли кутб. 606 ва 607. ? = —  (*=±1, ±2,...) — 1-тартибли кутб

лар, г=0 — кутбларнинг лимит нуктаси; г=~ — 1-тартибли кутб 608. г=0
— Уга махсус нукта; г=~ — оддий ноль 609. г=0 —ута махсус нукта; 
г=“  уга махсус нукта. 610. г = -^ (*«± 1, ±2,...) — ута махсус нук- 

талар; г=0 — ута махсус нукталарнинг лимит нуктаси; г=~ — ута мах
сус нукта 611. г= (2*+1)* (* = 0-±1-±2* •) — Ута махсус нукгалар; 

г=0 — ута махсус нукталарнинг лимит нуктаси; z =~ — тУгри 
нукта. 612. ( * “ *•. ±2,...) — ута махсус нукталар; г=0 -  

Ута махсус нукталарнинг лимит нуктаси; г=~ — Ута махсус нукта. 
613. z = (* = 0. ±1, ±2,...)—ута махсус нукталар; — ута мах

сус нукталарнинг лимит нуктаси; z =•• — тугри нукта. 614. Агар п*т 
булса, у \олда Z =“> нукта шах{л, т)- тартибли кутб булади. Агар п-т  
булса. у холла z =“  нукта ёки тартиби £ п булган кутб нукга ёки тугри
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нукта булади. 615.
(я - /я) - тартибли кутб, агар я > т  булса, 
тугри нукта, агар л i  т  булса, ( 16. (,
(л! - л) - тартибли ноль, агар л < т  булса.

кичик булмаган ноль). 619. {|л - я|| - тартибли *yrti, агар л * т  булса, 
тугри нукта, агар я = т  бУлса.

621. Масалан, Az)~z? 622. Масалан, / («■ • 4  + t. 623. Масалан,

а#+л,г+...+а„г\ (л,*0). 626. -4г+с. 627. < W raP

*=/ булса ва кеч булмаганда ат лардан бирортаси *0 булса), ёки 

(а"  **0 “  * * ̂  булганда a, 62S.

(а0*0,e,.,*0)- 631. К у р с а т м а . Л — булсин. У \олда{*я}ж|^ } десак, 

lim z„ = 0 ва lim f (z „ )  * lim sin -L » lim sin(m) « -i lim shn - •• *  A 

булади. A *0  булсин. У цолда (г.) кетма-кетликни топиш учун

тенгламани ечамиз Бу тснгламадан

= Arc sin А = |  LiiiA  +

ёки
* =---- ' I , =---- 1-Ц----1 (* = 0, ±1, ±2,...)

LndA+b-A1 \n(iA^ l-A ')+2fac

эканлигини топамиз. Энди

г -----  1 я в  I, 2,...
b*iA+J\-A2)+2mi

деб олсак (бу ерда Vl - Л2 нинг битга киймати олинган). Km г, *  0 

ва f (z j =А (л=1, 2, ...) шартлар бажарилади. Демак, lim / (г „) = А



632. Л=~ булса, ( О * { я } ’ в?лс*» W - { ”  «}• Л # 0, ~ булса,

63S. г»в нукта АЦг) функииянинг яккаланмаган мах

сус нуктаси булади КУ р са тм а . Пикар теоремасига к Ура ихтиёрий 
чекли А*АС бирорта чекли комплекс сон) сон учун а нуктага ин- 
тилувчи шундай (г„) кетма-кетлик топиладики,

Аг.)=Л (л-1, 2. ...)

тенглик бажарилади. О ва I сонларини оламиз. Аи бир вактнинг узила 
уларнинг *ар иккаласига тенг була олмайди Шунинг учун Пикар тео
ремасига кура а нуктага интилувчи шундай (г.) кетма-кетлик топила
дики, барча я-1, 2, ... лар учун ёки /fa„)=0 ёки f(z,)=\ булади. Барча г. 
нукталар F(z) функииянинг кутблари булади, а нукта (г.) кетма-кет- 
ликнинг лимит нуктаси (функция кутб нукталарининг лимит нукта
си) сифатида F<z) функциянинг яккаланмаган махсус нуктаси булади. 
636. г=0 — ута махсус нукта; чекли мавжуд эмас. 637. г=0 — Ута 
махсус нукта; /4о=0 638. г=~ — Ута махсус нукта; Л,=0. 639. г=0 — ута 
махсус нукта; чекли А̂  мавжуд эмас. 640. г=~ — Ута махсус нукта; At=i. 
641. г=~ — Ута махсус нукга; A ^ —i.

VI боб

i . n - i . i 4 . t f  j ,.?.

I I .  I 12.4 13. / (? )= !; ™ f W a ~ 2 ' £ ? / U ) = _ 2 ,4‘ % /<Z)*
г**4

- Й ;
Z=e 4 z * e  4 z= e 4

is. i6. £?/<*> “ 1б 17 ^ /<г)ж0;
пм/<г) = I is. «■.«/(*) * £ ;  г7 » / ( г ) * - ^ т  19. Г И / (г )* 0 ;

гю /(г) = ^  го. /и/1? )- (- 1)*.*-0.±1,±2.....  21. J » / U )  = - ^

22. res f{z )  = С,";1 23. res / (г ) = г, res/U) = -5 24. « Я г )  = Jx1 г-1 г-0 г-0 •>*
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» . «/(«> . 0; -0.

I I * 2»*, ii — жуфт сон,

J -?+(2»-l(*
• Я-ТОЦСОН.

? -5»2«
- f 't  , "  - жуфт сон, 
v3

/u ' 2 л=0, ±1, ±2, ...» -  - j. e 6 , я - ток сон.

27. resf(z) = 0. 28. resf(Z) * 0 29. « * / (? )  = .-4  ;« з / (г )  = ^ s in J 4г-о j.o г-0 о г»Э H  i

30. г я / ( г ) - ^ Я ! . ; я=о,±1,±2. 31. ,-(«])«. /ГгМ.я=0,±1.±2, ... 

32. и* f(O=0. «=0. ±1. ±2, . ... 33. res/(г ) = sin 1 34. ы £ 1)ю f (0  =

-- 1 , я - 0 , ±1, ±2........ 35. лю / (г )«0 . 36. яи / (г )- 1 .

л »-*
г.,1* Л ; / U ) “  2Tw ; к ”  ° * 1 ’2..... ва я= 1.2,3, 3 7 .0 .3 8 .0 .- 1 40. - 1

41. к2 45. res /(г ) = - 1 ; res /<г) = 1; res /(г ) = 0 46. res/(г ) = - 4  ;г«±1 2 г-0 г— *»< ’

res/(z) = i ;  res / (г ) = 0.г—( 4 г—

res / ( г ) « 0.

49. res / ( г) = 0; res f ( i ) = - ^  /; reŝ  / (г ) = ^  /; res / ( г) = 0.

д / м , Т - / ( ; )

51. res / (г ) = в" + a " ,  res/(г ) = -в‘ "; res /(г) = -в ". 52. res / (г ) ■ 1г*а г«0 г«- г=0

res /(г) = - ^ ; res/(г) = 0. 53. £?/ (г )“  1

res /(г ) = -I. 54. res /(г ) - 2sin2; res/ (г ) - -2sin2. 55̂  «**/(*) = 0;
г— г—I г—

res /(г) - 0; 56. «*  /(г ) = - ^ ; / (г ) = ; res / (г ) = 0
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57. rcs/<*)»0; м  4 *  (c o s ^  + cAVij; *-0,1, 2, 3;

res/ (г ) = 0. 58. r c t/ U ) . - - L ;  res/ (г ) = £  59. j e s ^  f (V  = -

-К*-0,±|Д2..... ) 60. res /ft>=0(*=0,±l,±2..... ) M . r e s / fe ^ -

— I (k * 0 ,± l,± 2 ......... ) 62 . res/ (г ) = res/ (г ) = 0. 63. res/ ( t ) - -Ы  t~ ,.2 7

- j2 ' “ - - W  14 s / (e - - s « » - i  j is V i) !
w * гТ*| /<*)“ - Jfs / (? ) = - cos 1 ;reSj /(г) ■ - res / (? ) = - sin 2 x 

X ^  (2л-1)!(2л)! + ^0(2я)4!(2л+1)'| 67. res /(г ) - ^ /( *)  -

±2...........> 68 r « / (г ) = - res / (? ) «t-0 r— i
f 0, агар n < 0 ёки я > 0 ва ток сон б?лса.

*  \  / |И/2 69. res f ( z ) ~
г • агар я = 0 еки п > 0 ва жуфт сон б?лса. -*•£

> Н ) ‘ *' - f f  (* = ±1*2,.. ), rw /(г) = 4  i = - I 70Irir ж* *.| <>
Л ^ - (- 1 )*2 *У (*- 1 ,2 , ...). 72. I 73.24 74. 75.0. 76. - f  . 

77. 79. — 2c,c,. 80. /Ца) 81. с_Да)» +.■ >  C~ ^ * , ‘>!(a) ■

82. ngia) 83. —ngi,a) 84. 86. ( I-2*-1)*/. 87. 2(1-*-')я/ 88. 2я/. 89. 0

90.-4*/. 91.2я/. 92. * . 93.-я/ 94. -2я/. 95. -2w(cosl+sinl). 96. 2я/.

97. - sh  . 98. - 5' .99. -4 |„ Зя< |00. О 101. 2я/. 102. Si l l l^ « &.l . 103. О

104. 2я1.105. - Ш . 106. 2я/. 107. 0.108. 2я/. 109. ^  к/. ПО. -2я/. 111.». 

112. 2ж/ 113.0 114.0 115. 116.|cosl+sinl+i(sinl-cosl)||. 117.0.

118. Зп/. 119.0 120.4*/<cc*l-sinl). 121. 122. |(/ - l)s in l. 123. -4м.



132. wsinl 133. - Ф  134. ^  *  135. 0.136.0.137. 2m. 13*. -2я/ 139.2я/.

я .
140. я/ (cosl +2sinl) 141. 0. 142. » (1 - IV 2 143.-10я/. 144.0.145. - 2*

146. ' 147. «j. 148. 0 149. I>0, лскнн чегирмаларнинг йигиндиси 0 га

тенг 150. 1=0, лскнн чегирмаларнинг йигиндиси *0 151. ^  152. ^  я.

153. 154. я/. 155. 2 S_ . 156. & i. 157. А* к. 1 5 8 . )  159. т
Vfl2-1

160. 2я1е-ь 161. 162- , м - -2s7 . агар |а|<1
(a  - b  y  Me+6)|VJ I - ?

булса; • ■ агар |в|>1 булса; f  (бош киймат), агар

|e|=l. а*± I булса (в=±1 булганда бош к,иймат мавжуд эмас). 165.
1 . агар л г 0 булса.

киймати 0 гатенг). 167. —2«sign(Jma). 168. ^  . 169. я. 170. я. 171. -J&—
а VeJ - r

172. ? .  173.0 174. ж (I - >/Г^в). 175. * .  176. *1±й!. 177. 2 к-*%
2 e а 1-е1 1 -а2
О, агар л = 2* булса,

/ 179. 2я(Ч1" 180. к2,-*(—«)'■
2я ( | ) а , .агар я °  2& + I бУлса 3 U JI-в

181. * . 182. | .  183. J  184. S .  185. 186.0 187. я Л  188. *я 

I» . ;  M t . l N . - a . m .  пз. дЖ д ,. 194. 3gft. .95.0
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1*6. А а г h~*. 197. 198.0.19».— 5— . 200.а " / * ,  *
32 2ab(a+b) 2лып£

(2л—3)!? sin * т
ТлТй~ • M l- * > 202. 203. - ^ l in !  204. 0,205. як»' " 

"  sin я *

206. *(1-/> '-* 207. 1 ^  2 0 8 .^  (co s l- З ш ! )  209.^(3coel+sinl). 

210. J L ,2cos2 + sin2) 211. я«-<со*2.212. 213. | ( «  1+е“5).

214. к(е-‘+е ') 215.Jt*-J(cos4—sin4).2l6. яг >(cosl+  ̂sinl) 217. i»  J( j  cosl — 

-sinl). 218. - f c e  ‘ . 219. * * £ - .  220. f  221. £ • " * .  222. f  г "* .

J J 4 . .25. t [2 l t o f -

■ , _.V5
- sin|4 _ Д )^  2 226. it/. 227. —я/. 228. R(2sin2—3sin3). 229. |  (cos I - Д,-).

230. « j f 401 - sinlolj. 231. - «  - jL  232. яп. 233. —no. 234. я/. 235. —я/.

236. КУ рсатм а  Берилган интеграции \исоблаш учун 141-чизма- 

да курсатилган Г,, спиц контурни олиб, ушбу

'р.* - j  $  <ь 
Гр*

белгилашни киритамиз. Бу интегралнинг циймаги 0 га тенг. чунки

функция /рД контур билан чегараланган соцанинг ичида голоморф. Ик- 
кинчи томондан эса

функциянинг г=0 нукга атрофидаги Лоран катори га ёйилмаси-

нинг бош кисми  ̂ га тенг булганлиги сабабли (чунки г=0 нукта бу 

функция учун 1-тартибли кутб).
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б?лади. Бу ердаги g(z) функция г=0 нуктада голоморф. Агар zey, булса, 
унда г=ре". О S <p S я, dz = ipe* ва

о
J * J + / *UVfc = i j  Лр + J *(?)«fe * -М + J *(г)Л
Тр Тр Гр « Тр Тр

булади. g{z) функция г - 0 нуктанинг атрофида чегараланган булгани 
учун (чунки у г =0 нуктада голоморф) р-*0 да | gUWz -* 0 булади У

V
\олда охирги тенгликдан ушбу

lim f e—dz = - «р—° yJp l (2)

тенгликни \осил киламиз. Жордан леммасига кура 

«» ( « 1 * . °

булади. Уидан ташкари

(4 ,

О = -т + 0 + 2/ lim f dx P-.0 J x p
Бу тенгликдан

TiUUL dx = A .
J * 2

эканлиги келиб чикади.
237. я 238. -* 239. я (г**-  ^  ) 240. ^ ( 1  - г~*). 241. ^*7 |2-(2+

242. 243. п(Ь—а). 244. у  245. у  246. "  247. ~



- т Ъ 1]- е' 2вЬ)- 24*- -Я4 < 1 - в + 4 - * ‘в> 249. 1,-1, - 4 ^  4о 2 а * 4

»  as=l». м в, ^
254. Р ж 1 булганда интегралнинг циймати |  га тенг.
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С У З  Б О Ш И
Узбекистон жум^уриятида тил ^ацидаги цонун ца- 

бул цилинганидан с^нг, деярли ^амма фанлар буйича 
Узбек тилидаги адабиётларнинг та^чиллигн сезилиб 
цолди. Математик анализ буйича Т. Азларов ва \  Ман
суров томонидан ёзилган икки жилдлик китоб бу ма- 
салага маълум цадар жавоб б^лди. Ш у билан бирга 
бу китобларга мос мисол ва масалалар туплами яра- 
тиш э^тиёжи тугилди.

Ушбу китоб Тошкент Давлат университети матема
тика факультети у^итувчиларининг бир гуру^и томо
нидан тайёрланган б^либ, у математика ихтисослиги 
буйича мутахассислар тайёрлаш дастури ва юцорида 
кайд этилган китоблар асосида ёзилган.

Китобнинг бу цисмига дастлабки тушунчалар, сон- 
ли кетма-кетлик ва унинг лимити, функция ва унинг 
лимити, функция узлуксизлиги ва текис узлуксизлиги, 
функциянинг ^осила ва дифференциали, дифференциал 
^исобнинг асосий теоремалари ва татби^лари, ани^- 
мас ва аниц интеграллар, аник интегралларнинг баъзи 
бир татби^лари ва сонли кат0РлаР мавзулари кири- 
тилган.

^Улланмани ёзишда муаллифлар ^ар бир матема
тик тушунча ва тасдикларни мос мисол ва масалалар- 
ни т^лик ва синчиклаб та^лил килиб ечиш ор^али 
Уцувчиларга етказишга .\аракат килДилар. ^улланма- 
да 244 та мисол ва масала батафсил ечиб курсатилган
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булиб, 1502 та мисол ва масала муста^ил ечиш учун 
тавсия этилган.

Ушбу китобни ёзишда Тошкент Давлат университе- 
тида куп йиллар мобаннида математик анализ курси 
буйича олиб борилган дарслар катта ёрдам берди. Ш у 
билан бирга китоб ^улёзмасн тайёр булгач, у маш^ 
дарсларида синовдан утказилди.

Кнтоб ^улёзмасини у^иб, унинг яхшиланишига jto 
^иссаларини цушган профессор А. Аъзамов, доцентлар 
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лар учун муаллифлар олдиндан уз миннатдорчилик- 
ларини билднрадилар.



7 боб
ДАСТЛАБКИ ТУШ УНЧАЛАР

1-§. ТУПЛАМ. ТУПЛАМЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

Туплам тушунчаси математиканинг бошлангич, айни пайт- 
да му^им тушунчаларндан биридир. Тупламни ташкил этган 
нарсалар (предметлар) унинг элементлари дейилади. Одатда 
тупламлар бош харфлар билан, унинг элементлари эса ки- 
чик з̂ арфлар билан белгиланади. Тупламлар элементлари- 
нинг сони ну^таи назаридан икки хил булади: 1) чекли туп
ламлар, масалан, А — {2, 4, 6, 8} туплам, 2) чексиз туплам
лар, масалан, N = {1, 2, 4, . . .} туплам.

Иккита А ва В  туплам берилган булсин. Агар А туп- 
ламнинг ^ар бир элемента В  тупламнинг ^ам элемента бул
са, А туплам В  тупламнинг цисми ёки цисмий туплами деб 
аталади ра А с  В  каби ёзилади.

1-таъриф. Агар А си В  ва В  с. А бдлса, у холда А ва 
В  тупламлар бир- бирига тенг тупламлар деб аталади ва 
А = В  каби ёзилади.

2- т а ъ р и ф. А ва В  тупламларнинг барча элементлари- 
дан ташкил топган туплам А ва В  тупламлар йигиндиси 
(бирлашмаси) деб аталади ва A U В каби ёзилади.

3-таъриф. А ва В  тупламларнинг у мумий элемент- 
ларидан ташкил топган туплам А ва В  тупламлар ку- 
пайтмаси (кесишмаси) деб аталади ва А П В  каби ёзи
лади.

4- т а ъ р и ф. А тупламнинг В  тупламга тегишли бул- 
маган элементларидан тузилган туплам А т^пламдан В  
тупламнинг айирмаси деб аталади еа А \  В  каби ёзила
ди.

5- т а ъ р и ф. А тупламнинг В  тупламга тегишли бЦл- 
маган элементларидан ва В  тупламнинг А тупламга те 
гишли булмаган элементларидан тузилган туплам А ва'В 
тдпламларнине симметрик айирмаси деб аталади еа А А  В  
каби ёзилади.

б



6-таъриф . Биринчи элементи А тЦпламдан, иккинчи 
элемента В  тупламдан олинган (a, b) (а £ А, b £ В ) ку- 
ринишдаги жуфтликлардан тузилган тупламга А ва В  
тупламларнинг Декарт купайтмаси ёки тугри купайт- 
маси деб аталади в а А х В  каби ёзилади.

1-мисол. А = {1 ,2 ,3 }, В  = {2, 4} булсин. У  з̂ олда 
A U В  = {1 ,2 ,3 , 4}, А П В  = {2};
А \ В  = { 1,3}, Я \ А  = {4}, Л Д f l = { l ,  3, 4}; 
А Х £  = {(1, 2), (1, 4), (2, 2), (2,4), (3,2), 

(3, 4)}
булади.

7-таъриф. Агар А туплам U тупламнинг цисми, 
яъни А с= U бдлса, ушбу

U \A  =* {* ;  х £ U, х £ А}
туплам А тупшмни U тупла.чга тулдирувчи туплам деб 
аталади ва С А ёки С „А каби белгиланади.

Куйидаги хоссалар уринлидир:
1°. С (СА) = А.
2°. С (A U В) = С А Л СВ.
3°. С {А Л В) = С A U СВ.
4°. А \  С А = 0 , A U С А = U (0- буш туплам).
2-ми с о л. Ушбу

А \ В  = А Л СВ

тенглик Уринли эканини курсатинг.
Икки тупламнинг бир- бирига тенг булиши таър ифига асо- 

сан берилган тенгликнинг уринли булишини курса тиш учун
А \ В с А  ft СВ ва А Л С В< = А \В

муносабатларнинг бажарилишини курсатиш етарли.
Ч а £ А \ В  булсин, у ^олда:

а£А, а£ В=> а£А, а€СВ=ь-а£А()СВ.
Демак, А \  В  сг А Л СВ.

Энди V а £ А Л СВ булсин:
а£Л  п СВ=>а£А, а£СВ=>а£А, a lB = > a £ A \ B .  
Демак, А Л СВ с: А \ В .  Натижада 
Л \ В с Л Л С £ ,  Л Л С Я с  А\В= >  А \ В  = А [)С В  

булишини топамиз.

в



Мисол ва масалалар

Куйидаги муносабатларнинг уринли булишини курсатинг:\

2- §. *АКИКИЙ СОНЛАР

Q  — барча рационал сонлардан иборат туплам булсин.
6-таъриф. Рационал сонлар туплами Q нинг цисмла- 

ри А ва А ' пищламлар

шартларни каноатлантирсин. У  %олда А ва А ' туплам- 
лар Q тупламда кесим бажаради дейилади ва бу кесим 
(А , А’)  каби белгиланади. А туплам кесимнинг цуйи син- 
фи, А ' туплам кесимнинг юцори синфи дейилади.

Q тупламда бажарилган хар цандай кесим фацат икки 
турли булиши мумкин:

1) цуйи синфида энг катта элемент ёки юцори синфида 
энг кичик элемент мавжуд булган кесим. Бундай кесим ра
ционал кесим деб аталади.

2) цуйи синфида энг катта элемент мавжуд булмаган ва 
юцори синфида энг кичик элемент маьжуд булмаган кесим. 
Бундай кесим иррационал кесим деб аталади.

Биз 1-турдаги кесимга унга мос энг катта ёки энг ки
чик рационал сонни мос ^уямиз. Бу келишувга кура 2-тур- 
даги кесим учун бирор рационал сонни мос цуйиб булмайди.

7-таъриф. Рационал сонлар туплами Q да бажарил
ган иккинчи тур  кесим (иррационал кесим) иррационал 
сонни анщлайди дейилади.

Берилган кесим (А, А ') аниклаган сон а = (А, А ') ку- 
рннишда хам ёзилади. Рационал ва иррационал сонлар битта 
умумий ном билан ^а^и^ий сонлар дейилади. Барча ха̂ и- 
ций сонлар туплами R  хар^и билан белгиланади.

1) А Ф  0, А 'ф  0,
2) A U А ' = Q,
3) *а£А,  V a '^ '= » a < o '
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Ха^иций сонлар туплами куйидаги хоссаларгй эга:
1°. ^а^щий сонлар туплами тартнбланган дуплам, j 
2°. Хаь;икий сонлар туплами зич туплам. '
3°. Х,а̂ и!\ий сонлар туплами тулик; (узлуксиз) туплам. 
Хакицнй сонлар устида арифметик амаллар бажарилади 

(царанг: [I], 2-боб, 7-§). J
3-мисол. Ушбу х* = 2 тенгламани цаноатлантирувчи 

>̂ ци̂ ий соннинг мавжудлигини курса тип г.
Куйидаги рационал сонлар тупламшш оламиз:

А’ = {г : г 6Q.' г3 > £ },
A = {r:r£ Q , л»< 2}.

Бу А, А’ тупламлар Q да (А, А') десим бажаради, чунки:
1) 16 Л  26 А '= > А * 0, А' Ф  0.
2) v а 6 A, v о' 6 А' => а3 <  2 < (а')* => а3 <  (а')3=>а<а\
3) A [)A ' = Q.
Бу кесим бирор а хациций сонни аницлайди: 

а = (Л/ А').
Энди А тупламда энг катта, А' тупламда эса энг кичик 

элемент (сон) мавжуд эмаслигини курсатамиэ.
А' тупламда г0 сонни (г0 >  1) олиб, унинг ёрдамида ушбу

г0--- рационал сонни цараймиз. (Бунда п натурал сон

■ нп >  —з---- тенгсизликни ^аноатлантирсин п —
г о —  2  \

+ 1 деб олиш мумкин). Агар

\ п I  п п* п* п п*

- 1а="о3-  —  + >2п* п п2 п

булишини эътиборга олсак, унда (г0— - j £ А' булишини
топамиз. Шундай цилиб г06<4' сон олинганда, бу сондан
кичик булган шундай г0 — - сон мавжудки, г0 — — 6 А'

п п
булади. Бу эса А' тупламнинг элементлари ораснда энг кн-
чиги мавжуд эмаслигини курсатади. Худди шу йул билан А
тупламнинг элементлари орасида энг каттаси мавжуд эмас-
лиги курсатилади. Демак, (Л, А') иккинчи тур кесим булиб,
у а нррационал сонни анн^лайди.

Ха^нций сонлар устида арифметик амаллар бажариш цои-
дасидан фойдаланиб а3 = 2 эканлигини куриш ^ийин эмас.
8
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Юк;орида курсатилган усул билан мурлккаброц хак,ик,ий
сонларга, масалан, Y  1 + V"2, V I 3 + У  2 сонларга мос 
кесимларнн цурнш хам цийин эмас.

3-§. М К И К И Я  СОННИНГ АБСОЛЮТ КИЯМАТИ

Бирор x£R  (х ф  0) соннн олайлик Равшанки, х, — х 
сонларидан бири албатта мусбат булади. Бу мусбат сон х 
соннинг абсолют ^иймати деб аталади ва уни | х | куриниш
да белгиланади. Ноль соннинг абсолют циймати деб ноль 
сонининг узи олинади. Демак,

агар х > 0 булса, 
агар х <  0 булса.

Ха^нкин соннинг абсолют киймати цуйндаги хоссаларга
эга:

1°. Y x £R  сон учун
|*| 3» 0, |лг| = | — х\, * < | * | ,  — лг ^  | х/

муносабатлар уринлидир.
2°. Ушбу

|*| а>=> — а < * < а ,  (а >  0)
| * | < а <==> — а < * ^  а 

муносабатлар Уринлидир.
3°. Ушбу

\х + у\ ^  1x1 +  |у\,
\х — у\> 11х| — |у||,

\ху\ = |*|-|г/|.
X

у
муносабатлар уринлидир.

4*§• СОНЛИ ТУП Л А М Л А РН И Н Г Ч ЕГА РА Л А РИ

. Элементлари а̂ци̂ ий сонлардан иборат туплам сонли 
туплам деб аталади. Масалан,

{*:*£/?, а < * < & }  = [а, Ь], (1)
{ * : * € Я ,  а < х < Ь }  = (а, Ь), (2)
{*:*£/?, а < * < & }  = [а, Ь), (3)
{*;*£/?, а < * ^  Ь} = (а, Ь] (4)
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тупламлар сонли тупламлардир. (1) туплам сегмент ёкн кес- 
ма. (2) туплам интервал, (3) ва (4) тупламлар ярим интер
вал лар деб аталади.

Бирор £ туплам (£ с= R) берилган булсин.
8-таъриф. Агар шундай М сон ( т  сон) мавжуд бул- 

саки, V  х £ £ учун х ^  М (х > т )  тенгсизлик бажарилса, 
£ туплам юкоридан (куйидан) чегараланган дейилади.

9-таъриф. АгарЧ'Л сон (V  т  cohJ олинганда \ам шун
дай х0£ Е  топилсаки х0 >  М (х0 <  гп) тенгсизлик бажа- 
рилса, £ туплам юкрридан (куйидан) чегараланмаган дейи
лади.

10-та ъриф. Агар £  туплам \ам цуйидан, %ам щоридан 
чегараланган булса, £ туплам чегараланган дейилади.

I-т е о р е м а .  )^ар цандай юкоридан чегараланган туп
лам учун уни юкоридан чегараловчи сонлар ичида энг (ки- 
чиги мавжуд.

I I - та  ъриф. Юкоридан чегараланган Е  туплам учун 
уни юкоридан чегараловчи сонларнинг энг кичиги туплам
нинг аниц юкори чегараси дейилади ва sup£ каби белги
ланади.

Равшанки,

2-те о рем а. \ар  ^андай куйидан чегараланган туплам 
учун уни куйидан чегараловчи сонлар орасида энг каттаси 
мавжуд.

12-та ъриф. куйидан чегараланган Е  туплам учун уни 
цуйидан чегараловчи сонларнинг энг каттаси тупламнинг 
аник, цуйи чегараси деб аталади ва inf £  каби белгила
нади.

Равшанки,

4-мисол. Агар £ туплам (£ с: R) юкоридан чегаралан
ган булиб, £ j C £  булса, у холла

булишини курсатииг.
£ туплам ю^оридан чегараланган, E l cr Е  булгани са- 

бабли Е 1 туплам хам юкоридан чегаралангандир.
Демак, 1- теорема га кура, sup£j ва sup£ лар мавжуд. 

Уларни мос равишда а ва Ь билан белгилайлик:

Y  х £ £ учун х > b
V  е >  0 учун Зх 0££, х0< 6  + е.

sup Е х г? sup £

sup £х = a, sup £ = Ь.
10



Энди а < Ь булишини исботлаймиз. Тескариеини фараз 
цилайлнк, яъни а >  Ь булсин. У  холда .\ар доим а >  а >  Ь 
тенгсизликни каноатлантирувчи а рационал сонни топиш 
мумкин. a = sup£! булгани учун, шундай а*£ Е t мавжуд- 
Kii, а* >  а, демак, а* >  Ь булади. Аммо а *^ Е1 ва £, d  Е  
булгани учун а* ^  Ь. Шундай цилиб, b <  а* ^  Ь тенгсиз- 
ликларга эга булдик. Бу эса а > Ь  тенгсизликка зид. Де
мак, а < Ь, яъни supE l < sup£ булади.

Мисол ва масалалар

11. У"3 сонни ани^ловчи кесим тузииг.
12. Ушбу х* = 2 тенглама рационал сонлар тупламида 

ечимга эга эмаслигини курсатинг.
13. Кесим ёрдамида V 2 + ]/~8 =  1̂ 18 эканини курса

тинг.
14. Кесим ёрдамида = К б  эканини курсатинг.
15. Кесим ёрдамида 1^2 + ( — J / 2) =  0 булишини кур

сатинг.
16. Ушбу х* = 3 тенгламани каноатлантирувчи хаци^ий 

соннинг мавжудлигини курсатинг.
Берилган Л ва В  тупламларга кура A 'J В, А[\В, А\В, 

В\А  тупламларни топинг.
17. А =  {х  £ R'- хг —  5х +  6 <  0},

В = {x£R: 2х2 —  5х <  0}.
18. /1 = {х £ # :|х |  +  |х —  1 | <  3},

В ~  {х̂  R :х2 — 5 | х | + б <  0}.
19. А = {(х, y)£R X R: |x j +  |«/| < 1},

В = {(х, t/)€ R X R: х + у > 1}.
20. А = {(х, y)£R х R: ху 0},

В = { ( * .  y)£Rx R: у>х2).
21. Л  =  {х е / ? :  1 <  | х —  3| < 2},

B = {x£R: 21 х I <  3}.
22. А = {(х, y)£RxR: х*>у3},

В = {(х, у)£ R х R: х2>у2}.
23. А = {(х, y)£RxR: sin (х —  у) = 0},

В = {(х, y)£Rx R: cos (х  + у) = 0}.
24. А = {(х, y)£R х R: |cos ху\ > 1}, 

в =  { (* .  У) £ R X R : | cos ху | <  1}.25. А = {(х, y)£R х R: х2 + у2 = 0},
В  = {(х, у) £ R х R: х2 — у2 — 0}.

26. Агар А а  В б^лса, inf А > inf В эканини курса
тинг.
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27. А = {х} ва В  — {у} хациций сонлар туплари берил
ган булиб, {х + у) туплам эса [х + у: А, у^ В )  йигин- 
дилардан иборат туплам булсин. Унда

sup {* + у) = sup {х} +  sup [у], 
inf {х + у} = inf {*} + inf {у}

булишини исботланг.
28. А — {х} ва В  = {*/} манфий булмаган хациций сон

лар тупламлари берилган булиб, [ х у )  туплам эса { х у : х£А, 
у£ В }  купайтмалардан иборат туплам булсин. Унда

sup {х у) = sup {х}-sup {у}, 
inf {*  у) = inf {х} - inf {у}

булишини исботланг.
29. А = {х} ха̂ иций сонлар туплами берилган булиб, 

{— дг} туплам — х сонлардан (х £ А) иборат туплам булсин. 
Унда

sup {— х} = — inf {*}, 
inf { —jf} = — sup {*}

булишини курсатинг.
30. Ушбу

{тП = {"7 т < п}
тупламнинг ани  ̂ юцори чегараси sup j — j ва анщ цуйи че

гараси inf | —| ларни топинг.

11 боб
СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИ 

ВА УНИНГ ЛИМИТИ
1-§. СО Н ЛАР КЕТМ А-КЕТЛИ ГИ  ТУШ УНЧАСИ

Фараз цилайлик, / хар бир натурал сон n£N  га бирор 
одиций xn£R  сонни мос цуювчи акслантириш булсин:

f:n-*-xn.
Бу акслантириш цийматларидан тузил ган

* «^2* ^ 3 '  • • • » • • • ( 1 )



ифода з̂к,ик,ин сонлар кетма- кетлиги (цисцача сонлар кетма- 
кетлиги) дейилади ({х„> куринишда белгиланади).

х (п = 1, 2, 3, . . .) сонлар (1) кетма-кетликнинг хад-
лари дейилади.

Мисоллар:
п  1 • 1 1 1 1» ■’ч*- » '*• т 1 . . .
2 )  У п  =  ( —  П " : —  ! .  •• —  I .  1 ...............( —  О * .  • • •

3>* 1 - 1  b il!
6> г п ~  п ■ *• г* 3 ..........  п ’
4) ип — 1: 1, 1, 1, • • 1, • • •
1-таъриф. Агар шундай узгармас М  сони мавжуд бул- 

саки, Y  л £ .V учун хп ^  М (х„ > М) булса, у %олда {*„ } 
кетма-кетлик юкоридан (куйидан) чегараланган дейимди.

Бу таърифни ^искача
3 M £ R , Y  n £ N : < М  (*„ > М) 

каби ифодалаш мумкин. Масалан,
— 1, — 2, — 3, . . ., — п, . . . 

кетма- кетлик юкоридан,
1, 4, 9....... п\ . . .

кетма-кетлик эса цуйидан чегаралангандир.
Агар {*„} кетма-кетлик .хам куйидан, хам юкоридан че

гараланган булса, у чегараланган кетма-кетлик дейилади.
2- т а ъ р и ф. Агар шундай узгармас М >  0 сон мавжуд 

бЦлсаки, Y  n£N  учун |хп | < М булса, у \олда {*„} кетма- 
кетлик чегараланган дейилади.

Бу таърифни цисцача
3 M > 0 ,  Y  n£N, | * J < A I

каби ифодалаш мумкин. Масалан, ушбу

1 1 1  1 
' 2* 3 ..........я ’ " -

кетма-кетлик чегараланган кетма-кетликдир.
1-мисол. Ушбу

— L JL ?1
1!’ 21 ’ 3!’ ” л ! ’ "  '

кетма-кетликнинг юцоридан чегараланганлигини исботланг.



Бу кетма-кетликнинг п-ва (п + 1 )-хадлари
2 п  2 л + |

Хп ~  Хп+1 ~~ (п+1)!
учун

хп 2" (п + 1 ) ! __ п + 1
* п + 1  « I  2 " + *

тенглик уринли булади. Агар ихтиёрий натурал п (п > 1)
[ини эътнборга

> 1 = > х „ >  дгл + 1

сон учун 1 > 1 эканини эътиборга олсак, унда

х п +1

булишини курамиз. Демак,
*1 ^  Х2 ^  Х3 ^  ^  Хп  ^  Хп+ 1  ^  • 1

Бундан эса ихтиёрий п > 1 учун
Х п < Х 1 =  2

булиши келиб читали.
Демак, шундай М сони, яъни М = 2 сон ‘топилдики, 

2пV  n£N  учун хп — —  < 2 булди. Бу эса берилган кетма-
л !

кетлик юкоридан чегараланганлигини бнлдиради. хп > 0 экан- 
лигинн назарга олсак, {х„} кетма-кетликнинг чегараланган
лигини курамиз.

2-мисол. Ушбу

V2, V2+ V2 ...... V  2 + V  2 + ■ • ■ + V2 ,.. . (2)
п та илдиз

кетма- кетликнинг чегараланганлигини исботланг.

Равшанки, хп = 2 + 1^2 + . .. + У2~ булиб, Vn£jV
п та илдиз

учун хп > V 2" булади. Бу кетма- кетликнинг цуйидан че
гараланганлигини бклдирадн.

Агар

2 = V 2  + 2 > V 2  + V2  =хг,

2 = / 2  + V T + Y  > V 2 + V 2  + V2 = *„
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2= V 2-f-l/ 2 + . . .  + t/2 + 2 >
(n — 1) та илдиз

> У 2 + 1 ^ 2  + . .  . +  / 2 ~ =

п та илдиз
булишини эътиборга олсак, математик индукция усулидан 
фойдаланиб V  п £ N учун хп <  2 эканини аницлаймнз Шун
дай цилиб, (2) кетма- кетликнинг хам ^уйидан, хам юцори- 
дан чегараланганлиги курсатилди. Демак, берилган кетма- 
кетлик чегараланганлир.

3-,мис)ол. Ушбу {дгп} = {| л}:

1, /2 , ^ 3 ......../ л  , . . .
кетма- кетликнинг ю о̂рндан чегараланмаганлигини курсатинг.

Ихтиёрий мусбат М  сонни олайлик. Бу сонга кура 
лв = [М + I]2 олинса, унда

ш  + И* = [М + 1] > М (3)
булади. Бу эса { У п } кетма-кетликнинг юцоридан чегара- 
ланмаганлигнни билдирадн.

4-мисол. Ушбу

w  = |1 + 7 r + 7 r  + " + 7 r )
кетма-кетликнинг ю о̂ридан чегараланмаганлигини исботланг. 

Равшанки,

= 1 + + - jz . + • • • + -j=. >
V  2 V з V п

> i~ r  Ч— 7='+ • • • Н— ~  = п • e  V n ■/п Уп Уп Уп
Демак,

Ю^оридаги (3)1муносабатдан фойдалансак, х;ар а̂ндай М  
учун шундай л0£#_мавжудки, бу л0 учун

к>м
булади.
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Демак,
М  > 0 , з  п0 £ N : хП' > у п0 >  М.

Бу эса берилган кетма* кетликнинг юкоридан чегаралан- 
маганлигнин билдиради.

Мисол ва масалалар

Куйидаги кетма- кетликларнинг чегараланганлигнни исбот
ланг:

1. Хп =  \ п +  1 — \ гп .

2. хп = V п 1 + (л
3 ■ ха = log(n+1) 2.

1) sinn — л.

4. хп = l o g in  

п
5. А' =  —— —

4 + п»
с  п 16. Х„ =  — .

п  2
1 1 + (я — 1) п 

s in n  , ( П >  2 ) .

7- ‘ " - '  + -FT + I T + - "
с  - t i  s i n 2  , ,8. х„ = sinl +  ••----h • • • +

1 - 2  1 ( п — 1) п

»• * . - ! + £  +  • ■ •  +  >  ( « > 2 ) .

, 0 .
"  2 3 4 п

1 1 .  хп = sin sin . .  . sin х.

, (п >2).

п та
Куйидаги кетма-кетликларнинг чегараланмаганлигини ис

ботланг:
12. хп = —  .

п л»
13. хп = (— 1)" п.

У~п, агар п жуфт булса,
* п  =  I  « Лп —, агар п тоц булса. 

п

15 х — ] V л, агар п = кя булса, 
п 0, агар п Ф &  булса.
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1 6 .  1 + ^ Г +  ■ • • + ^ г .  ( « <  ! )•

17. х„ = log, (л* + л).
18. Агар {*„}, {уп} чегараланган кетма-кетликлар бул

са, у хрлда {х„ ± </„}, {х„ уп) кетма- кетликларнинг чегара
ланган эканлигини курсатинг.

19. Агар {хп} ва {{/„} кетма-кетликлар чегараланмаган 
булса, {хп ± уп), {хп уп) кетма-кетликлар хасида нима дейиш 
мумкин?

20. Агар {хл} чегараланган, {уп} эса чегараланмаган кет- 
ма-кетлик булса, у .\олда {хл + уп) кетма-кетликнинг чега- 
раланмаганлигини курсатинг.

21. Агар {хл} кетма-кетлик учун + хл+1 йигинди че
гараланган булса, {хл} кетма-кетликнинг чегараланган були
ши шартми?

22. Агар {хл} чегараланган кетма- кетлик булса, у о̂лда 
уп = *х х  ~1~ ——- ' — кетма- кетлик .̂ ам чегараланган экан-
лигини курсатинг. Тескариси уринлими?

23. Агар {хл} кетма-кетлик учун {г 5̂ — хл} айнрма че
гараланган булса, у хрлда {хп} кетма-кетликнинг чегара
ланган булишини курсатинг.

24. Агар {*„} кетма-кетлик учун х* +  — йигинди че-
хп

гараланган булса, у халда {хл} ва | — | кетма-кетликлар
нинг чегараланган булишини курсатинг.

25. Агар {хп} кетма- кетлик учун хп >  0 ва хл+1 < 
< хп (1— xn), п > 1 шартлар [бажарилса, {лхл} кетма-кет
ликнинг чегараланган булишини курсатинг.

Фараз фпайлик,
^•[1 * Х п> • • •

кетма-кетлик берилган булсин.
3-та ъриф. Агар V n £ N  учун

тенгсизлик уринли булса, {хл} дсувчи (цатъий усувчи) кет
ма-кетлик дейилади.
2-438 17
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Агар V  п £ N учун
X„ > Xn+l (* „> *n + t)

тенгсизлик дринли булса, {*„} камаювчи (кртъий камаюв- 
чи) кетма- кетлик дейилади.

4- т а ъ р и ф. Усувчи ва камаювчи кетма- кетликлар 
монотон кетма-кетликлар дейилади.

Масалан
1, 2, 2, 3, 3, 3.......... усувчи,

2, 2*. 23, . . , 2п . , цатъий усувчи,
, 1 1  1 .1, катъии камаювчи,

2 3 л '

, 1 1  I I1, —, —.......... камаювчи
2  2  л л

кетма-кетликлар булади.
Ю^оридаги таърифдан бевосита, V п £ JV учун

-£а-  < 1 (*„ >  0) ёки хп — хп+1 < 0
*л+1

булганда {хл} кетма-кетликнинг усувчи,

> 1 (хп > 0) ёки хп- х  { > 0
х п + 1

булганда эса кетма-кетликнинг камаювчи булиши келиб чи
тали.

5-мисол. Ушбу {хп) = | i j :

J . 1  л
2 '  2 *  ’  '  '  ’  ’  2 я *

кетма-кетликнинг камаювчи эканлигини курсатинг.
л л + 1хп =» — ва хя ,, = ■ ' г, 

п  2 п  л  ‘  2^+ 1

лар учун
*„+ 1 ( л + 1 ) 2 "  1 / .  , I \ ^  1 , 1 _  ,

—  +  2 +  2  1

булади. Бу тенгсизликдан эса
>  *л+1

18



булиши келиб чицади. Демак, V n£N  учун
*П > *„+>

булади. Бу эса берилган кетма-кетликнинг камаювчи экани- 
ни билдиради.

6-ми сол. Ушбу

W “ { l +  f2  +  i b + -- - + ^ 3 T ) } (" > 2)
кетма-кетликнинг усупчи эканлигини курсатинг.

Берилган кетма-кетликнинг
1 , 1 , 1 ,  . 1

1-2 2-3 n (п— 1)

I | 4 J I I • • • j
п+| 1-2 2-3 п (л — 1) л (я+ 1 )

хадларини олиб, уларнинг айирмаси
Хп+1 ~ Хп

ни цараймиз:

* П+1 ”  х п ~  1 +  +  • • • +  ( я _  , ) л  +  л ( я +  , )  ~

- ( 1 + Г 2+ " - + 1 ^ ) - ^ Т 7 5 -
Равшанки, V п учун

~ г — > °-п (п +  1)
Демак, V n£N  учун

V H - * n > 0 o jcn+i>*n
булади ва бу берилган кетма-кетликнинг усувчи эканини 
билдиради.

Мисол ва масалалар
К,уйидаги кетма-кетликларнинг усувчи ёки камаювчи бу

лишини ани^ланг:

п  л !
26.



29- -  *„ (2 — * J .  О <  дг <  1 (л j .  I).'л-И Лл Лч'* w ^  Лл

30. л0 ни цандай танланса, п > л0 лар учун цуйидлгп 
кетма-кетликлар монотон булади:

а) х = б) х = — ; в) х = -•л л 2„ '  л Пп

Куйидаги кетма- кетликларнинг монотон ва чегаралапган- 
лигини курсатинг:

31. а) х ■ -  1 + -rL + -4= + . . .  +  - L  — 2 //7+ 1.
п V 2 КЗ V я

б) и = 1 +  -rL + - L  + . . .  + —L — 2Wn J^2 К З  | 'а
32. х, = 9, дгп+1 = (хп — 3)* кетма- кетликнинг усувчи 

эканини исботланг.

2-§. СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИНИНГ ЛИМИТИ

^1*  X j t  • • • ,  Х п ,  . . .  ( 1 )

сонлар кетма-кетлиги \ацда бирор а сон (a 'R ) берилган 
булсин.

5- т а ъ р и ф. Агар V е >  0 олинганда щ н  шундай на- 
т у  рал л„ = п0 (е) сон топилсаки, барча л >  nQ натурал 
сонлар учун

\хп — а \ < г

тенгсизлик бажарилса, {хп} кетма-кетлик якинлашувчи 
дейилади, а сон эса {хп} кетма-кетликнинг лимити деб 
аталади ва

lim х„ — а ёки х„-*-аП ПП —+ао

каби бе.ггиланади.
Бу таърифни цисцача

V e > 0 , Н п0 =» n0(t)£N , V л >  л0 =► | дея — а\<  е

каби ифодалаш мумкин.
7-ми сол. Ушбу

U J : 2* 3 ’ я+1
кетма-кетликнинг лимити а =  1 булишини курсатинг. 
20



Ихтиёрий мусбат е сонниа оламиз. Бу е. >  0 сонга кура 
дейилса, у ^олда V п >  л0 учун

\хп- а \  =

булади. Демак,

П-*ос П  -f~ 1
lim _ 2 _  = 1.

8-ми сол. Ушбу

W < B((7 ? } : _1 , F T ’ ~ 7 Т '
<- и"

V я

кетма-кетликнинг лимити ноль булишини таърифга асосан 
исбот дилинг.

Ихтиёрий мусбат е сонни олайлик. Унда бу е >  0 сонга 
кура шундай натурал nQ (nQ — п0 (е) £ N) сон топнлишини 
курсатиш керакки, п >  л0 булган барча натурал л сонлар 
учун (демак, топилган л0 сондан кейин келадиган натурал 
сонлар учун)

1*п 0| =  |хп| < е

тенгсизлик бажарилсин. Ю^орида айтилган л0 сонни топиш, 
одатда | хп | <  е тенгсизликни ечиш орцали амалга ошири- 
лади:

К 1
Равшанки,

Vn

( - 1 ) ' I <  е о  ^ < е о - < / п  о л >  —I I л | Уп

Демак, л0 натурал сон сифатнда ^  j -J- 1 = л0 олинса, 
унда V п >  п0 учун

> < е
I Vn I Vn 

булади. Кетма-кетлик лимити таърифига биноан

Н ш Ц Е - О
П-+оо )  П

булади.



Э с л а т  ма. Шуни таъкцдлаш лозимки, кетма-кетлик лимите 
таърифидаги берилган е > 0  га кура топиладиган п0 = п0(е) натурал 
сонлар (яъни V  п >  п0 учун I х„ — а | <  е теигсизлик бажариладиган) 
жуда куп булади. Улардан бирини олиш етарлидир.

6-таъриф. Агар
lim х„ = ОЛП —+00

булса, у цолда {* ,} ни чексиз кичик мицдор деб аталади. 
Масалан:

лар чексиз кичик ми^дорлар булади.
7- т а ъ р и ф. Агар V £ >  0 сон олинганда %ам шундай 

натурал п0 сон топилсаки, V п >  л0 учун
К 1 > £

б$Аса, {дгп} ни чексиз катта  мщдор деб аталади.
Агар V Е  >  0 сон олинганда щ и шундай п0£ N то

пилсаки, V п >  п0 учун хп >  Е  (хп <  — Е ) булса, унда 
{*„} кетма-кетликнинг лимити +  оо (— оо) деб олинади 
ва lim хп = +  оо, (lim хп — — оо) каби белгиланади.

П-+ оо п —*00

9-мисол. Ушбу
{*„} = {2/й}: 2, 2V7, 2УТ..........2 У\  . . .

кетма- кетликнинг лимити + оо эканини курсатинг.
Ихтиёрий Е  >  0 сонни олайлик. Унда бу сонга кура 

шундай л0 € N (п0 = л0 (Е )) сон топнлишини курсатиш ке- 
ракки, барча п >  л0 учун

= 2, ;Г>  Е
тенгсизлик бажарилсин.

Олдинги мисолни ечиш жараёнида айтганимиздек, л0 сон
2V* >  Е  (4)

тенгсизликни ечиш ор а̂ли ани^ланади.
Раыианки,

2’ " > £  о  log, 2У* >  log, £ V n  >  log, Е.
О <  £ ^  1 булганда, л0 =» л0(£) = 1 дейилса, £ >  1 бул
ганда, л0 = [ loĝ  £) дейилса, унда V л >  л0 учун .\ар доим 
(4) тенгсизлик бажарилади:

хп = 2* " >  £.
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Бу эса
lim хп — lim 2* n = + оо
Л-»оо п-+оо

эканини билдиради.
{х„} ва {*/„} к е тм а - кетликлар берилган булсин.

К,уйидагн
Х\ +  У р  Х 2 +  -V 2............... Х п +  У п ' • • •

*1 —  1/1» х 2 У 2* ’ ’ '  • Х п У п • ' • •

Х 1 ' У 1' Х 2 ' У 2’ ' ' * * Х п ' Уп* * '

- * .................... --------------  Q / „ ^ 0 ,  л  =  1 ,  2 -------- )
Vi Уг Уп

кетма-кетликлар {дсп} ва {уп} кетма-кетликларнинг мос ра- 
вишда йигиндиси, айирмаси, купайтмаси ва нисбати деб ата
лади ва

{ * „  +  Уп)< { Х п ~ У п 1  ( Х п У п ) ’ { ^ }  

каби белгиланади.

3-§. ЛИМИТГА ЭГА БУЛГАН КЕТМА-КЕТЛ ИКЛАР 
*АКИДА ТЕОРЕМАЛАР

Айтайлик, {лсп} ва {уп} кетма- кетликлар берилган булиб, 
улар чекли лимитга эга булсин:

lim хп = в, lim уп = Ь.
П—+оо п —ю о

У холда:
1) lim (хп ± у п) = а±Ь\

Л —♦00

2) lim (хп • уп) = а-Ь;
П-+ОС

3) lim х-* = -  (Ь Ф 0)
Л—* оо У  п Ь

булади.
4) агар Y  п £ N учун хп < уп булса, а < Ь булади.
Э с л а т м а .  Агар V n £ J V  учун хп < у п б^лса, а< 6  булиши

шарт эмас. Масалан, хп =  — —- у п = — кетма- кетликлар учун 
п  - j - 1 п

*п <  Уп ва а = 6=  0.
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Лимитларга донр мисол ва масалалар купинча 1) — 3) 
^оидалар ёрдамида ечилади. _

10-мисол. Ушбу { * }  = ( кетма-кетлнкнинг ли-
I п -+■ 1 ■*

митини топинг.
Бу кетма-кетликнинг лимита ^уйидагича топилади:

5
Ий П С К  =  lim = i im X L  =

П-»ао П -f- 1 n-*ao (rt -f- 1) / П n-»og I
* I

П
5

lim —r=
П -.ос У  П

lim ( l + ~ )
n —*oo \ n  1

=  0 .

Бу ерда биз фойдаланган lim - JL  = 0, lim (1 -f —'j =
Л—»<ю I  П  n —*oo f t  f

= 1 муносабатлар бевосита лимит таърнфига кура исбот 
^илинади.

11-мисол. Ушбу {хп} = {| п };

1. V 2 , У з ,  . . . . у ' п . . . .
кетма-кетликнинг лимитини топинг.

2 ft —

Равшанки, V  л > 2 да у п >1 булади. Агар 

<*„ = 'у' п — 1 => ~Vn = 1 +  a„ => \ rn = (1 + ап)п
дейилса, сунг Бернулли тенгсизлнгидан фойдаланилса 
(Азларов Т., 1Мансуров X. «Математик анализ» I жилди, 
66-бетга царанг), унда

V *  =  (• + а п) п > 1 +  п а п > п а п

булишини топамиз. Кейинги тенгсизликдан
a n< - L

п )  п

булиши келиб читали. Натижада ушбу

l < ^ 'n < ( | +  j7= )’ (5)

тенгсизликка келамиз. Агар

lim I 1 +  - jL )2 = 1
Л—юс \ }  П J
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эканини и̂собга олсак, у *олда 5) ва юцоридаги 4) к,оида- 
га ку’ра

lim 1 'п = 1
Л-ЮО

булишини топамиз.
5) 1Х ) (и ) ва {г„} кетма- кетликлар берилган булсин.

Агар V  п £ N nучун х„ < уп < г„ булиб.
lim хп = lim г„ = а
П-+00 П-+ОС

булса, у ^олда {уп) кетма-кетликнинг лимити мавжуд бу
либ,

lim уп = а
П~*0Q

булади.
12- м и с о л. Ушбу {*„} = cos п j  кетма- кетликнинг

лимитини топинг.
Равшанки, бир томондан, хп = — cos, п учун

П

— — < — cos п < —
п п п

тенгсизлик бажарилади, иккинчи томондан,

lim ( — М  = lim /-М = 0.
П-¥0о \ П  )  п-+оо \  f l  /

Унда {хп} = кетма- кетлик э̂ ам лимитга эга бу
либ,

lim — cos п. — 0
Я —♦оо П

булади.
6) Агар {хп} кетма-кетлик усувчи булиб, юцоридан че

гараланган булса, унинг чекли лимити мавжуд булади.
Агар {*„} кетма-кетлик камаювчи булиб, цуйидан чега

раланган булса, унинг чекли лимити мавжуд булади.
13-ми сол. Бнринчи хади х0 = 2, кейинги хадлари эса

*л+ 1 = j  ( ̂  + j- j цоида ёрдамида аницланадиган кетма-
кетликнинг лимити мавжуд эканлигини курсатинг ва шу ли- 
митни топинг.
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Аввало х0 = 2 ва xn+l = | хп +  —] (л > 0) С^лганлиги
2 хп I

дан хп >  0 (л = 1, 2, 3, . . .) булиши равшаи.
Энди хп+, — хп айирмани царанмиз:

Демак,

тенгсизлик бажарилиб, бу берилган кетма-кетликнинг ка- 
маювчи булишини бнлдиради. Шундай к,илиб, берилган кет
ма- кетлик камаювчи ва ^уйидан чегараланган экан. Унда 
кетма-кетлик чекли лимитга эга булади. Бу лимитни с би
лан белгилаб

булиши келиб чицади. Якинлашувчи кетма-кетликларнинг 
хоссаларига кура хп >  0 булгани учун с = 1, яъни

муносабатга эга буламиз.
7) {■*„} кетма-кетлик якинлашувчи булиши учун, Y e >

>  0 сон олинганда хам шундай л0 g N  сон мавжуд булиб,
V  л >  л0 ва V  m >  л0 ларда (л Ф т )

тенгсизликнинг бажарилишн зарур ва етарли (Коши крите- 
рийси).

14-мисол. Ушбу

тенгликда лимитга утсак, у халда

lim xn =  1

I Хп ~ Хт 1 < е

кетма-кетликнинг якинлашувчи эканини исботланг. 
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Берилган кетма- кетлик учун (л >  т )
cos It . cos 2! . . cos л!

X -  =  - г г -  +  1 - Г -  +  • • • +1-2 2-3 п (я -Ь1)
_cos 1! , cos 2! . . cos ml

*m 1-2 2-3 m(m-f I)
булиб,

cos (m + 1)! I cos (m -f 2) t . ,
(m+l)(m + 2) (m + 2)(m+I)

cos n! I 1_________ ________ ! ^ +
n (n+  I) I "  (« +  l)(m + 2) (m+2)(m + 3)

• +

+  f i ----------------------! _ )  =  _ ! ------------------------------------1

\ f l  n  \ J  ш - f - l  n  I m -f- 1

, i  „  / _ j ______________ i _ \  . ( _ ! ______________ L _ \  +

n  ( n  -f* 1 ) \ m  +  1 n  -f- 2 /  ' m - f - 2  m  +  3 /  

булади.
Агар V  e > 0  сонга кура л0> -  — 1 дейилса, у о̂лда 

п >  т  >  п0 булганда
| хп — хт | <  — — <  ——  <  е

«  m  +  1 л 0 +  1

булади. Демак, Коши критерийсига кура берилган кетма- 
кетлик чекли лимит га эга.

15- мисол. Ушбу

K ) = { 1 +  Y  + T + - " +  ^r}
кетма-кетликнинг яцинлашувчн эмаслигини курсатинг.

Коши критерийсига кура бу кетма-кетликнинг яцинлашувчи 
эмаслигини исботлаш учун шундай е0 >  0 сон ва ихтиёрий 
натурал я учун шундай т 0, n0£N  топилиб, л0 >  л ва 
т 0 >  л булганда

бажарилишини курсатиш керак.
ео — «о = п + 1. т 0 =  2 (я+ 1) (равшанки л0 > л, т 0>

О
> л ) булганда

|х2 (п+,) — + 7 ^ 7 + ••• +  27^ г ) >

- Л + ‘ ^-> е„2(п+1) 2
булади. Демак, берилган кетма-кетлик лнмитга эга эмас.
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Мисол ва масалалар
Сонлар кетма-кетлиги лимити таърифига кура курсатилган 

сонлар берилган кетма-кетликларнинг лимити эканлигини ис-
ботланг:

СОсо Хп
(-1 )"
2л + 5 ’

34. YХп л* + I ’ а
35. Хп а = 0.л!
26. Хп—  |0Й* п  л  О= —7— , а = 0. 1 л

ьсо *п п + '  ̂ « — , а = I.л
38. Хп

2п2 4- 3л 1= ------- — , а
4л* -  5л +6 ’

39. Хп = У  2, а = 1.

Куйидаги сонлар кетма-кетликларининг лимитини топинг:
40. lim ] / l " ± j .

П—*о о  '  Л

41. lim (V n 2 + п +  1 —V  п2— 1 ).
П—¥ Ж

42. lim п {У'п* + п + 1 — y V + l) .
П -+  во

43. цт >-Н>»-Н" + 2>10.
П—+ ао (Л  —  I ) 13 -f* 1

44. lim -n, + 2" + cosn,
п-+ во 2я -f- sin я

45. lim r z b ;• (я > 0)-л-> во 1 а "

46- lim ■ (а> °- &>°)- п-»'00 5а -f- 7V
47. lim ( —  -f- -L + .. .-f--- i- Y

Л-.» \ 1-2 ^  2-3 n(rt+l)/

48. lim (—  +  — -f . . .  -]--- !— V
П-r* ао \ 3  15 4 Л 2— 1 /
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4 9 . П т  .-2 +  2.3+  t n_Cn± . ) ,
Л-# oo

5 °; Hm (co s- Jco s^ -co s-^ ... cos ^  J.

i . 1 -f -  fl ~f“ fl* • 2 ■}“ • • • *4" ^  / v  * \51. lim '^— L— ------- * (<*>!)•

52. lim у n* + л +  1-
Л - Ф  OO

53. Um yf 2» + 5я ■

54. lim f '’ 2" • 3° +  2n-1 • 3 +  .. .  +  2* 3” '
Tl-¥ OO

55. lim ^ I я + 2"+  . . .  + п я -
n-*ao

/ 1  l l \

“ •Л ™ ! /»-!+! + ^ T + 2  + -  +  У * + *  j '

57. H m f - J = r + — L r + . . .  + — ! = Y
n-*“ \ / f l* + l V n 3+2 V  n» +  n /

Коши критерийсилан фойдаланиб куйидаги кетма-кетлик* 
ларнинг чекли лимитга эга булишини курсатинг:

_ 0 sin 1 , sin 2 , . sin п58. х . = ----+ ------Ь • • •+ -гг--
п 2 2* 2"

59. r ; = 1 +  — + ...+  — .
п 2* л*

60. х. = 1 +  —  + ...+  — .
"  21 п!

61. хп= 1 Н— + .. Н— учун а >  1 б^лса яцинла-
2 п

шувчи, а  < 1 булса узоклашувчи эканлигини курсатинг.
62. j хл] кетма-кетлик Коши критерийсини цаноатлантир-

са, { Хл|, (У1*л |1 лар з̂ ам Коши критерийсини цаноатлан- 
тиришини курсатинг.

63. Агар |хл}, { ул) кетма-кетликлар Коши критерийси- 
ни^аноатлантирса, { хп + уп\ (п > 1), \хпуп) *ам Коши 
критерийсини ^аноатлантиришини курсатинг.

64. Агар ( хл) кетма-кетлик учун |хл+1— *л1 < ^  бул
са, {*„} Коши критерийсини цаноатЛантиришини курсатинг.
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4- §. КЕТМА-КЕТЛИКНИНГ ЦУЙИ ВА Ю^ОРИ 
ЛИМИТЛАРИ

Фараз цилайлик, ихтиёрий
* | t  * 2 >  Х у  • • • ,

кетма-кетлик берилган булсин. Бу кетма-кетлик а̂дларидан 
тузилган ушбу ......... х„к---- (л, <  . . .  <  пК<  . . .,

N, Л = 1 ,2 , . . . , )  кетма-кетлик берилган {*„} кетма- 
кетликнинг ^исмий кетма-кетлнги деб аталади.

{*„} кетма-кетликнинг яцинлашувчи к,исмий кетма-кетли- 
гининг лимити берилган кетма-кетликнинг ^исмнй лимити
деб аталади.

{*„} кетма-кетлик цисмий лимитларининг энг каттаси бе
рилган кетма-кетликнинг ю^ори лимити деб аталади ва

каби белгиланади.
{*„} кетма-кетлик цисмий лимитларининг энг кичиги бе

рилган кетма-кетликнинг цуйи лимити деб аталади^ва
lim хп

каби белгиланади.
Кетма-кетликнинг юцори ва к̂ уйи лимитларини цуйидаги- 

ча ^ам ифодалаш мумкин:

кетма-кетликнинг ^уйи ва ю^ори (лимитларини топинг. 
Берилган кетма-кетликнинг

lim ■*„

lim хп =

= L  f 1°- V  е >  0, зл0, Y  п >  п ^ х п <  L  +  е 
хп '<==>'{2 0. Y e > 0 , Y N , ^n>N=>xn > L  — е, 

=1°. У е > 0 ,з л 0, У л  > п 0=>хп >  / — е
*» "" 2° Ye >  О, Y  N, зп>А^=>хя <  / +  е.
16-мисол. Ушбу

W - { | + « "• ?)

{ Х2 т—\ ) 83 \ Х 2 т )

цисмий кетма-кетликларини цараймиз. 
Равшанки,
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булади. Демак, берилган кетма-кетликнинг
{  ^ 2 m —  1 } ’ * 1'  * * •  * * ’ '  '  '  * * 2 т — I»  - ’ '

и̂смий кетма-кетлиги лимитга эга ва у 1 га тенг:
I'm V i  = Lт-*оо

Энди {x2m} цисмий кетма-кетликни ^араймиз: 
х2т = 1 +  cosmn.

Агар
1, агар т  = 2k,
— 1 агар т  — 2k — 1 

эканини эътиборга олсак, унда
{*2т| = I 1 + ( — 1)т ! =|0. 2,0, 2, . . . }

булишини курамиз. { х2т] — (0, 2, 0, 2, . . . } к,исмий кетма- 
кетлик якинлашувчи эмас. Бу кетма-кетликда

X i k  ~  2» Х 4 (*— I > =  0

булиб, 2 ва 0 сонлари ^исмий лимит эканлигини курамиз. 
Энди

{  *2> * 1 0 *  • • • I • • •

кетма-кетликларни царайлик.
{хАк} кетма-кетлик учун Y  к £ N да

х*„ <*«*+1, 83 х<*<2 
булади. Демак, {jcu } кетма-кетлик усувчи ва у ю^оридан 
чегараланган. Унда бу кетма-кетликнинг лимити мавжуд ва

lim д:.ь = lim (1Н---= 2.
*к к—*  \ 4* -н I/

Шундай к,илиб, берилган кетма-кетликнинг и̂смий кет- 
ма-кетликлари лимитлари орасида энг каттаси 2, энг кичиги 
эса 0 га тенг эканлигини куриш цийин эмас. Демак,

lim хп = lim [ 1+ cos — ) = 2,
П-*ао п-*оо \  2  /

пп\ п cos —  =0.
2 I

17-мисол. Агарап= sup{хя} булса, lim jfn=lima„; экан-
/с >п П—КЗО п-* 00

лиги курсатилсин.
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Аввало lim ап мавжудлигини курсатамиз:
П—*оо

“ i =  sup {дж}, . . . .  a i *  sup {*»}.
* > l  * > n + l

Бундан куринадики, а, > а2> . . . > а„+1 . . . .  яъни (а„) 
кетма-кетлик монотон камаювчи экан. У  ^олда чекли ёки 
чексиз lim a„ мавжуд.

fl —* оо
1-^ол. lim ап = а булиб, а чекли сон булсин. У  ^олдаП-»оо

Y e > 0 , n0 = n0(e)GV топиладнки, Y л > л 0 учун а—е <
<  а„<  а + е булади.
a„ = sup хк экани сабабли

*> п

a — е <  sup xk <  а + с.
к>п

Равшанки, барча п > 1 лар учун
хп < sup дс* <  a + е => Y  е >0, 3  л0 = лв(е)£ДГ,

кэп
Y n > n 0, x „< a  + e (1)

эканлигини курамиз.
ап = sup хК сабабли, уша берилган Y  с >  0 учун шун

дай k(e)£N топиладнки, унинг учун

булади. Аммо, барча п > 1 лар учун an> ’a, шу сабабли 
**«> >  «* — « > а  — е>х*,е) >  а - е . (2)

(1) ва (2) лардан куринадики,
lim хп = а  = lim ап = lim sup xk.
П~¥00 П -ю о  П —*оо М > П 9Л

2- з̂ ол. а = — оо булсин. У  ^олда:

Y  Е >  0, н п0 = л0(£) £ N, Y  л >  л0, <  — £ =► £ 
=> sup (**} <  — £ =*- <  — £.

к>п

Шу сабабли:
lim х„ — lim sup хп = ~  оо.



эканини курсатинг.
{*„} ва {уп} кетма-кетликларнинг юцори ва ^уйи лимит-

лари чекли сон булган ^оли билан чекланамиз.
Ю^орида келтирилган мисапларга асосан:
а) lim хп +  lim уп =■ lim sup {*„}+

f l  ч о о  П —* о с  П -+ оо  к > П

+ lim sup {ук} = lim (sup {xK} +  sup {ул}) >
n -+ o o  k ^ n  П -+ О О  * > n  k > n

> lim sup {дг* +  ук) = iim { x„ +  yn);
П - Ю О  k > n  П - +  O*

б) \ W y n = Ш  [(*„ + y,) + (—*„)] <
rt—POO n —¥OU

< iim (xn + yn)+  lim (— xn) =
П —*00 r i -+ o o

= lim (xn +  yn) — lim ( x j.
П—*00

Бундан: lim xn +  Tim yn < Urn (xn, +  yn).
n  —  OO П -+  0 0  П —+00

19-мисол. Агар lim *n мавжуд булса, у ^олда ихтиё-
п # » о »

Рий {«/„} учун

Кто (*„ +  Уп) = И т *„ + Йт'Уп
Л —►ОО П —+00 П г+ о о

эканлигини курсатинг.
Юцорида келтирилган мисолларга асосаш
а) 11гтГ(хп +  уп) < 11пГдсп + Ш у п = lim + Hint/,,;

Л - * 0 0  П т *  ОО П - ¥  ОО Пт+ОО П ~ *  ОО

б) lirrT(хп + уп)>  lim хп -f Hm уп= lim хп+ Н т у
п - * а о  п - ю о  П - ю о  п - *  оо п - ю о

Булардан
lim (хп -f уп) = lim хп +  lim и экани келиб чикади.

П т * о о  П ~ ¥ 0 0  П -+ о о

Мисол ва масалалар

К,уйидаги кетма-кетликларнинг юцори 'ва цуйи лимитла
рини топинг:

6 5 . x „  =  - L ± h i i ) l .
" 2
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\
66. хп='л'-'*п .
67. ^ - b ! £  +  J± fc !£ .

n л 2
68. х = 1 + — cos*— .

п л + 1  2
Я(П— I )

69. xn= 1+ 2 (- l)n+l+ 3 (— 1) 2
-л я — 1 2 ля70. x„ = ---- cos ---- .

" л+  1 3
71. х„ = - л [2 + (- 1 П .
72. x„ = ( l+ - jr j " ( - i r  + sin^-.

73. x„ =y/’ 1 + 2

74. x = cos" ■2 — .
n 3

Исботланг:
75. limxn = a o  limx = lim x = a.

П - П-

76. lim (— xn) = — lim xn.
П—+00

77. {x t , k > \), {xn} кетма-кетликнинг ихтиёрий пие
мий кетма-кетлиги булса, у х,олда

а) П т х„ < Птх„,ь ,
П — *оо п —+ао

б) Ш х п{к) < 1Н“хп
п~* оо П—+СО

эканлигини курсатинг.
78. Ишхп = lim inf {хк} эканини курсатинг.

П - Ю О  k  ; П

79. limx* = max((lim х„)*, (lim xn)*)
n ~ * ° °  п -POO П-+ао

эканини курсатинг.
80. lim x„ -f lim yn < Mm (xn + yn) < lim x„ + lim yn

П —*oo n-*oo n-+oo n—*oo n-*ee
эканини курсатинг.

81. Агар хп > 0, уп > 0 булса, lim х„ lim ^
| £ м *

«S lim (хп уп) < lim X lim
П—too п - + о о  П — *ои

булишини курсатинг.
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I l l  боб

ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ ЛИМИТИ
1-§. ФУНКЦИЯ ТУШУНЧАСИ

X  ва У ха̂ иций сонларнинг бирор тупламлари булсин:
1-та ъриф. Агар X  тупламдаги %ар бир х сонга би

рор цоида ёки крнунга кура Y тупламдан битта у сон 
мос цуйилса, X  тупламда функция берилган (аникланган) 
деб аталади ва f :х->-у ёки у = f(x) каби белгиланади.

Бунда X  — функциянинг аницланиш туплами (со.̂ аси), Y — 
функциянинг узгарнш туплами (со^аси) деб аталади. х — 
эркли узгарувчи (функция аргументи), у эса эрксиз узга- 
рувчи (х узгарувчининг функцияси) деб аталади.

Масалан: 1) / — а̂р бир а̂ци̂ ий х сонга унинг бутун 
цисми [х] ни мос цуювчи цоида булсин. Демак, /:х-*-[х] 
ёки у = [х] функцияга эга буламиз. Бу функциянинг анин,- 
ланиш туплами X  — R, узгариш туплами эса Y = Z булади.

2) Х,ар бир рационал сонга 1 ни, .\ар бир иррационал 
сонга 0 ни мос цуйиш натижасида функция ^осил булади. 
Уни Дирихле функцияси дейилади ва D(x) каби белгила
нади:

Дирихле функциясининг антуиииш со^аси X  = R, узга
риш сохаси Y = {0, 1} булади.

1- мисол. Ушбу

функциянинг аницланиш со^аснни топинг.
V 1 — х* ифода каср махражида эканлигини ^исобга олиб,

1— хг> 0  муносабатга эга буламиз, яъни |х |<  1.
Демак, берилган функциянинг ани^ланиш со.̂ аси (— 1, 1) 
интервалдан иборат.

2-мисол. Ушбу
У = K logmosinx

функциянинг ани^ланиш со.хаси ва функция кийматлари туп- 
ламини топинг.

1, агар х€Я  рационал сон булса,
О, агар x eR  иррационал сон булса.

У  V \ - x *

V^log1W0sinx ифода logltt0sinx> О
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муносабатнни каноатлантирувчи х ларда маънога эга эканли
гини ^исобга олиб, sin х> 1 тенгсизликка эга буламиз. 

sin х функциянинг энг катта ^иймати 1 эканидан sin х=
«= I, яъни х = -~ +  2kn, k£Z булади. Демак, функция

нинг ани^ланиш сохаси + 26л, k£Zj тупламдан иборат.

Энди k нинг з̂ ар бир k£Z цийматнда sin ^ -  + 2/гл) = 1
булгани учун, функциянинг аницланиш со.̂ асидан олинган 
а̂р цандай х да log1M0 sin х = 0 булади. Шундай ^илиб, ца- 

ралаётган функциянинг цийматлари туплами {0} тупламдан 
иборат.

у = f(x) функция X  тупламда аницланган булсин.
2-та ъриф. Агар шундай узгармас М (узгармас т )  

сон топилсаки, Vx£X  учун
f(x) < М  (/(х)> т )

б^лса, f(x) функция X  тупламда юкоридан (цуйидан) чега
раланган деб аталади. Агар f(x) функция %ам юкоридан, 
%ам куйидан чегараланган булса, яъни шундай узгармас 
М ва т  сонлар топилсаки, *?х£Х учун

т  < / (х) < М
булса, f(x) функция X  тупламда чегараланган деб ата
лади.

3- мисол. Ушбу
f  (х) = 2е05’* +  3 sin 2х

функциянинг чегараланганлигини курсатинг. Равшанки, бу 
функция R  = (— оо, -+■ оо) да ани^ланган;

12вт'х +  3 sin 2x1 < | г005’*! +  3 1 sin 2х\ ^  2 +  3 = 5.

Демак, функция R  да чегараланган.
Функциянинг юцоридан (куйидан) чегараланмаганлиги 

бундай таърифланади.
3-та ъриф. Агар ихтиёрий М  (ихтиёрий т )  сон олин

ганда %ам, шундай х0£Х (х0' £ X) сон топилсаки,
/(*•) >  М  (J(Xq) <  т

булса, f(x) функция X  тупламда юкоридан (куйидан) че
гараланмаган дейилади.

4-мисол. Ушбу /(х) + х*; х£(0, +  оо) функциянинг 
юцоридан чегараланмаганлигини курсатинг.
Зв



Бу функция юкрридан чегараланган булсин дейлик, яъни 
шундай М  сони топилиб, барча л: € (0, +оо) лар учун х*<М 
муносабат уринли. Бу тенгсизликдан куринадики, М  >'0. 
Энди х0 = V M + 1 сонни царайлик. Функциянинг Jfy  нук,та- 
даги ^иймати / (х0) = Xq = (V  М  + 1)г = М  +  2j/ М  +  1 га

Фаразимизга кура /(х)<Л/, /(х0) эса М  + 2» М  +  1 га 
тенг булиб, у *ар доим М  дан катта. Бу зиддият царалаёт- 
ган функциянинг юкррндан чегараланмагаилигини курсатади.

Куйидаги функцияларнинг аникланиш со^аларини топинг:
1. f(x) = V  2х + 1 — V x +  1-
2. f(x) = lg (1 — х*).
3. / (х) = 3 — 2 cos х.
4. f{x) = / — log* (x x~) .
5. /(x) = 5* — 2х4-1.
6 .  / ( x )  =  t g / i 6 = ^ :  ____________

7. f (x) = arc sin x +  l / — __'
r nx — 1

8. f(x) = \x\-2.

10. / (x) = logCOJ x sin x .
11. f (x) =Kcosx.
12. /(x) = lncosx.
13. / (x) = arc cos (3—x).

15. /(x) = v x2 — | x | — 2
16. / (x) = log(Jt+|, (x* — 3x + 2).
17. Аналитик усулда берилган, аникланиш со^аси фа- 

^ат бнтта сондан иборат функцияга мисол келтиринг.
18. Аналитик усулда берилган, аникланиш со.̂ аси [1,2] 

сегментнинг нуцталари булган функцияга мисол келтиринг.
Куйидаги функцияларнинг аникланиш со а̂лари ва функ

ция ^ийматлари тупламларини топинг:

тенг.

Мисол ва масалалар
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19. /(*) = log,(— x).
20. f (x) = У  Ig cos x +4.
21.

X

22. f (x) = 2log,r.
23. f (x) = | |x | 1 | x.

24. f(x) = x +  — .
X

I '
26. /(x) = cos V  x + 100-
27. f (x) = ctgx-tgx.
28. f  (x) = sin x 4- >̂ 3 cos x.
29. Аналитик усулда берилган, цийматлар туплами î y- 

йидагича булган функцияларга мисоллар келтиринг:
а) фацат битта сондан иборат;
б) иккита сондан иборат;
в) натурал сонлардан иборат;
г) барча бутун сонлардан иборат;
д) (0,1) интервал нуцталаридан иборат булсин.
К,уйидаги функцияларнинг чегараланганлигини курсатинг:

30. / (х )= — , х€Ю,51.
х — 10

81. / W  = Т Т Т . x£R.X* +  1

32. /(х) x£R, Х Ф  1.|**—1|
33. f(x )=  2 sin * •

1 -  tg« х

34. Дх)= — sinx.
X

35. /(х) ва g(x) функциялар X  тупламда анн^ланган 
булиб, чегараланган булса, у >;олда

а) f(x) + g(x);
б) f{x) — g(x);
в) fix) g(x);



r )|/ (* )l
функциялар хам X  тупламда чегараланганлигини курсатинг;

д) цаи дай шарт бажарилса, функция эуам X  ТУП'
ламда чегараланган булади?

36. / (х) функция X  тупламда аннцланган ва чегараланган 
булсин, у з̂ олда ушбу функцияларнинг X  да чегараланган
лигини курсатинг:

а) у т  д! arcsin{(' >'f(x). е) arc cos f (x);
Blcos/W- 6>arctg/M;
r) sin / (*); ж> arcdg fW '
Куйидаги функцияларнинг уз аникланиш со.̂ аларида чега- 

раланмаганлигини курсатинг:
3/

37. = 42. fix ) = /— V-JE.
38. /(х) = |х+ 2 |. \3 /

«г— 43. / (х) = х sin х.
39. /(х) = 2 ^ .

I 44. f (x) = — -— .
40. / (x) --= x + — . cos x

x I
41. /(x)=*|x| + |2x+l|. 45. /(x) = arsctg*

46. f (x) ва g(x) функциялар X  тупламда ани^ланган ва 
чегараланмаган булсин. /(х) ва g(x) функцияларнинг айирма- 
си X  тупламда чегараланган булиши мумкинми? Мисоллар 
келтиринг.

47. /(х) ва g(x) функциялар X  тупламда аницланган бу
либ, /(х) функция X  да чегараланган, g(x) эса чегаралан
маган булсин. [ (х) ва g (х) функциялар орасида арифметик 
амаллар бажариш натижасида ^оснл булган функцияларнинг 
чегараланганлиги а̂цида нима дейиш мумкин? Мисоллар 
келтиринг.

48. Ихтиёрий функциянинг квадрата цуйидан чегаралан
ганлигини исботланг.

4-та ъриф. Агар Vx,, х ,£ Х  лар учун х,<х2 булиши- Н i ^  W  (/ (*i) <  / (Jf*)) булса, f (х) функция X  туп- 
ламда t'/сувчи (^атъий усувчи) деб аталади.

Ажр V  х,, х2£Х  лар учун xt < x 2 булишидан /(х,)>
> / (хг) (/ (*i) >  / (xt) ) булса, f (х) функция X  тупламда 
камаювчи (цатъий камаювчиJ  деб аталади.
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Усувчи ва камаювчи функция монотон функциялар деб 
аталади.

5-мисол. Ушбу
/ (х) = х* (х€Л)

функциянинг цатъий усувчи эканини исботланг.
Y  Х|« X, £R нуцталарни олиб, <  х, булсин деб а̂рай- 

лик. У  ^олда
/ (х2,) — f (х,) = = (х2 — х,) [х] + х,-х2 +  х?) =

= (̂ * — ̂ х) [(** +  \  * i ) ' +  7  *?] >  0

булади.
Демак, Y  х,, xt £R, xl <  xt =>f (x j < f  (x j.

Бу эса f (х) = х3 функциянинг ft да цатъий усувчи эканини 
билдиради.

6-мисол. Ушбу

/  ( х )  =  — —' 4 ' 1 + **
функциянинг [0; +  00) = X  да камаювчи эканини курсатинг.

Y  Хр х, б X  ну^таларни олиб, xt <  х2 булсин деб ь̂ а- 
райлик. У  з̂ олда Д (х) = х? учун

/1  (*t) — /х (*i) = *2 — х\ = (х, — xt) (х, +  xt) >  0
булади. Демак,

Y  Х|, х, £Х, Xj х, =>■ fj (хх) /1 (х*).
Бу эса /4 (х) = хг 'функциянинг, жумладан, /2 (х) = х* + 1 
функциянинг царалаётган орали^да усувчи эканини билдиради.

Энди Y  хг, хг£ Х  нуцталар учун х1 <  х, булган ^олда 
/ (х, ) — f (хх) айирмани царайлик.

I  М  - / ( * , ) -  -  -1 - J -  f-j-. -  .-j-T-
1 + х2 1 +  I I  W  /*(*1)

/, (x j >  f. (x.) булганидан —------ —  <  0 эканини топа-
fi (*«) ft (*1) v . v

миз. Демак, Y  x „ x2£X , xt <  x,=>/ (xs) <  f (xt), яъни f (x) 
функция X  тупламда камаювчи.

5-таъриф . Агар шундай узгармас Т (Т ф 0) сони мае- 
усуд бЦлсаки, Y  х£х учун

х + Т £ Х , х — Т £ Х ,
f (х + Т) = / (х )
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бйлса, f (х) функция даврий функция дейилади ва бу шарт
ларни цаноатлантирувни мусбат Т ларнинг энг кичиги 
(агар у мавжуд булса) функциянинг даври деб аталади.

7-ми со л. Ушбу
/ (х) = 3 cos* + cos2x

функциянинг даврий функция эканини курсатинг.
Функциянинг аницланиш сохаси бутун сонлар увидан ибо- 

ратдир. Фараз цилайлик, бирор Т >  0 учун
3 cos (х + Т) +  cos (2 (х +  Т)) = 3 cos х + cos 2х

муносабат Уринли булсин. х = 0 да
3 cos Т + cos 27 = 4

тенгламага эга булиб,
cos Т < 1, cos 27* < 1

тенгсизликларии эътиборга олсак,
3 cos Т +  cos 2Т < 4

булади.
Демак, Т цуйидаги тенгламалар системасини каноат.тан- 

тиради:
/cos Т = 1,
[cos 27* = 1.

Бу тенгламалар системасининг энг кичик мусбат ечими Т =2 л 
экани равшанднр.

Энди Т = 2 л сонни берилган функциянинг даври эка
нини текшириш кийин эмас: V  х £ R  учун

3 cos (х + 2 л) +  cos (2 (х + 2 л)) = 3 cos х +  cos 2 х

тенглик уринлидир. Шундай цилиб, царалаётган функция 
даврий булиб, унинг даври 2 л га тенг экан.

Мисол ва масалалар
Куйидаги функцияларнинг усувчи ёки камаювчи эканини 

аницланг:
49. / (х) = 2**+1.
50. f (*) = **+ .!_ .

JC*

5K /(x) = c^ 7 ' U l ^  -f-
52. f (*) = sin x.
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53. f (x) = arccos | x [.

54. f (x) = sin — x
V \  — X*

55. / (x) = arc tg x — x.

57. f (*) = * — / * * — 1 .

58. f (x)=  2~ sin-, x£[0, 2л].
2 + sirur

59. f (x) = 2-3l_x — 9 'x.
60. f (x) = x — e sin x (0 <  e < 1).
61. Агар / (x) функция X  тупламда ани^ланган булиб, 

монотон булса, у я,олда у = — / (х) функциянинг хам мо- 
нотонлигини исботланг.

62. Агар f (х) >  0 тенгсизлик барча х£Х лар учун уринли
ва / (х) монотон булса, у холда у — —  функциянинг хам

fix)
монотонлигини исботланг.

63. Монотон функциялардан тузилган мураккаб функция
нинг монотонлигини исботланг.

Куйидаги функцияларнинг даврий функция эканини кур
сатинг.

64. f (х) = tg (sin х).
65. f (х) = i f  sin Зх.
66 . f(x ) = 2 '
67. f (x) = lg sin x — lg cos x.
68. / (x) = sin*x.
69. / (x) = |cosx|.
70. / (x) = {2x}.__
71. f (x) = cos |^2 x.
72. f (x) = [2x + 5] — 2x, бу ерда [а]—царалаётган а сон- 

нинг бутун к,исмнни билдиради.
73. f (х) — cos (sin х).
74. f (х) — sin4x + cos4x.
75. f (x) функция X  — R  тупламда аницланган булиб, 

унинг графиги х — а, х = Ь (а Ф Ь ) чизицларга нисбатан сим- 
метрик булса, у холда унинг даврийлигини исботланг.

76. f (х) функция X  тупламда ани^ланган булиб, шун
дай Т Ф  0 сони топилсаки, \ар к,андай х £ X  лар учун х + 
+ Т £ Х , х — Т £ Х  булиб, куйидаги шартлардан биттасн ба
жарилса, унинг даврийлигини исботланг:
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1) f (x+T) = — f (*):

I
"  ' I -fix )

5) f (x + T ) = f(x ).
77. f (jc) = cos x -f sin ax даврий функция булса, у холда 

а рационал сон эканлигини исботланг.
78. Бутун сонлар увидан битта нуцта чик,ариб ташлан- 

ган тупламда аницланган функциянинг даврий эмаслигини 
исботланг.

у = f (х) функция Х (Х  с= R) тупламда аницланган булиб,
Y  х € X  учун — х £ X  булсин.

6-таъриф . Агар Y x £ X  учун / (— х) = / (х) булса, 
f (х) жуф т функция, f (— х) — — / (х) булса, f (х) функ
ция то/у функция деб аталади.

8-мисол. Ушбу

функциянинг жуфт ёки тон; функция эканини ани^ланг.
Y  х g R  ларда х + у/ 1 +х2 >  0 булгани учун функцня- 

нинг аницланиш сохаси R  дан иборат. ______
Y  х £ R учун / (— х) = log, (— х + / 1  + хг) =

= log* (x + V \  + х* r »  = - lo g , (x + V 1+ х! ) = - / (х )
булади. Бу эса царалаётган функциянинг ток; эканини бил-

У — f (х) функция X  тупламда аницланган булиб, Y эса 
функция цийматларидан иборат туплам булсин: Y = {f (х) : 
: * €А}. Шу билан бирга Y тупламдан олинган хар бир у га 
X  тупламдан фа цат битта х мос келсин, яъни xt ф  х, бул
ганда f (х,) Ф  [ (дг,) булсин. Бу холда Y тупламдан олин
ган хар бир у та X  тупламда битта х мос цуйилишини 
нфодалайдиган функцияга келамиз. Бу функция у = /(х) га 
нисбатан тескари ф ункция дейилади ва у х = (у) 
каби белгиланади.

9-мисол. Ушбу у ~  f (х) = 2х + 1, х£[0, 1]функцня- 
га нисбатан тескари функцияни топинг.

f (х) = log, (х +  /  1 + х2)

диради.
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Бу функциянинг цнйматлари туплами [1,3] оралицни

функция берилган у = 2х+  1 функцияга нисбатан тескари 
функция булади.

у — / (х) функция X  тупламда ани^ланган булиб, г = 
— Ф (У) функция уз навбатида Y — {/ (х ): х£ X } {/: X  -► У} 
тупламда аншуганган булсин:

Натижада X  тупламдан олинган хар бир х га бнтта z £ Z 
сон мос ^уйиладн. Бундай хат да / ва (р функцияларнинг 
мураккаб функцияси берилган дейилади ва г = ср (/ (дс)) кабн 
белгиланади.

10-мисол. Ушбу

функциялар ёрдамида мураккаб функциялар топинг. 
Бу мураккаб функциялар цуйидагича булади:

Куйидаги функцияларнинг жуфт ёки тоцлигинн ани^ланг:

f (х) = хг, g (х) = 2х

/ (8 (x)) = [g(x)i; = (2 T  = 2^; 
g (j (x)) = 2f{x) =

f (/ (*)) = I/ W l* = (*2)2 = x4;
g (g (x)) = 2*<x) = 22X.

Мисол ва масалалар

х

80. / (х) = х + 1 .
JC

81. / (* ) =

* + -  X

82. / (x) = K x 4 — )x|-log^s.
83. / (x) = ( * • araP * — рационал сон булса,

1— 1, агар х — иррационал сон булса.
84. / (х) = sin Y х .
85. / (х) = arccos|x|.
86. f (х) = i± i i l I f
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г / 4 I Sin х\
87‘ f (х) -  r h s 7-
88. / (х) = (х — 1)* sin* х.
89. / (х) = arc sin (arccosx).
90. / W =  ^ ± 1 .

1 w  10r — I
91. Arap f (x) ва g (x) функциялар жуфт функциялар 

б^лса, улардан тузилган мураккаб функцияларнинг хам жуфт 
функция булишини исботланг.

92. Агар / (х) ва g (х) функциялар тщ  функциялар бул
са, улардан тузилган мураккаб функцияларнинг тоц функция 
булишини исботланг.

93. О ну^тага нисбатан симметрии булган X  тупламда 
аницланган хар цандай / (х) функция жуфт ва тоц функция
лар йигиндиси куринишида ифодаланишини исботланг.

94. / (х) = 21 функцияни жуфг ва ток, функциялар йи- 
риндиси куринишида ифодаланг:

95. / (х) = I®* агаР * ^  9 ^улса, функцияни жуфт ва ' w  (х, агар х <  0 булса
то  ̂ функциялар йигиндиси куринишида ифодаланг.

96. Жуфт ва тоц функциялардан тузилган мураккаб 
функцияларнинг жуфт ёки тоцлиги хацида нима дейиш мум
кин?

Куйидаги функцияларга нисбатан тескари булган функ- 
цияларни топинг:

97. f (х) = (х + 1)*. x G (- l;  + оо].
98. /(x) = sinx, х£^— 10; —

99. f (х) = ?i± _L_
X

1 —  х»

100. f(x ) = - e  2 , x€lO; -f oo).
101. f (x) = ln x € (0 ; - oo ).

102. f (x) = n — arcsinx, xg [— 1; 1].
103. f (x) = 2*,-2jc, x € ( - oo ; 1].
104. а ва b ларнинг цандай цийматларида f (x) = ax+b 

тескари функцияга эга булиб, у = f (х) билан бир хил бу
лади?

105. <*£/? нинг цандай цийматида / (х) = х“ , х > 0  тес
кари функцияга эга булиб, у f (х) билан бир хил булади?

Куйидаги функциялар б\йича шу функцияларнинг мурак
каб функцияларини топинг:’
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106. f (x) = x*. g (x) = K x .
107. f (x) = V •— *'• R (*) = V >—■*2
108. f (x) = x4, g (x) = x + 5.
109. f (x) = e , g (x) = In x.
110. f (x) = sgn x, g (x) = 1 + ДС*
111. /(x) = sgnx, g (x) = 1 + X  — Ix],
112. f  (x) = ln X*. g (x) = sin x.
НЧ f lr\ — /*< araP x £ I °i + ° ° )  булса,

0, агар x £ (— oo; 0) булса.
- = 0, агар x£ (0; +  oo) булса,
* (x*, агар x£ (— oo; 0) булса.

114. f (x) = - - * - - булса, / ( / ( . . . /  (x))) . . .) (n мар- 
V  a *  +  x *

та) нн топинг.
Текисликда Декарт координаталар системасиии оламиз. 

Текисликнинг (х, / (х)) каби ани^ланган нукталаридан ибо
рат ушбу

{(х, / (х))} = {(х, / (х)): х е X, у = / (х) £ К)
туплам у = / (х) функциянинг графиги деб аталади.

Мураккаб функцияларнинг графиги уларнинг ордината- 
лари устида аналитик (̂ ушиш, айириш, купайтириш, булиш, 
даражага кутариш, илдиз чицариш, логарифмлаш ва \  к.) 
амаллар бажариш ёрдамида тацрибан чизилади. Функция- 
ларни тули^ текшириш, уларнинг аниц графикларини нфо- 
далаш билан биз кеГшнро̂  батафсил шугулланамиз.

11-ми сол. Ушбу
у — х cosх, х£ R

функциянинг графигини чизинг.
Функция тоц булгани учун, унинг графигини [х >[0 лар 

учун ясаш етарли. К,аралаётган функциянинг ординаталари 
у, = х ва уt — cosх функцияларнинг ординаталаринн купай
тириш натижасида з̂ осил булади.

Функция графиги координаталар бошидан утиб, Ох уцини
х = +k л (k£Z, cosx=0) нукталарда кесади.— 1 s^cosx*; 1
булгани учун, х > 0  ларда — х < xcosx < х булади. Де
мак, у — хcos х функциянинг графиги у = х ва у = — х чи- 
зи^лар орасида ётади. х = 2/гл нукталарда co sx= l бул
гани учун, функция графиги у — х чизи  ̂ билан х = 2k л 
нукталарда умумий ^ийматларга эга, х = л + 2k л ну т̂а- 
ларда эса у — — х чизик, билан умумий нуцталарга эгадир 
(cos х = — 1, х = я + 2к л, k£Z), 0 <  х <  1 да 0<х cos х<
46



/ \

I- чизма.
<  cos х, яъни х cos х <  х. Бу эса функция графиги у = cosx 
ва у — х функцияларнинг графигидан пастда жойлашганли- 
гини билдиради.

х = 1 ля у —-х cos х ва у — cosx функцияларнинг гра- 
фиги кесишади. у = cosl «  0,54. Агар х >  1 булса, |xcosx|>
>  | cos х |. Шу маълумотларга асосланиб берилган функция
нинг графигини чизамиз (1-чизма).

Мисол ва масалалар
К,уйидаги функцияларнинг графикларини чизинг:
115. f (х) = xsinx.

1116. f (*) =

117. / (* )-
1 +  X *

118. f (х) = sgn cos x.
119. f (x) = ln sin x.
120. f (x) = arctg —.

X

121. /(x) = arctg
122. f (x ) = X].

123. f(x ) = 1

124. f (x) = [x*].

125. /(x) = |x— 1 j -f |x—2|—
I x 3 1.

126. / (x) = [| x | ].

127. / (x) = xsin —.
X

128. / (x) = ex cosx.

129. f (x) = e~x cosx.

130. f (x) = 2,e*.
131. f (x) = x+  sinx.



X  — {х} хакиций сонлар туплами берилган булиб, а нуц- 
та унинг лимит нуктаси булсин. Бу тупламда у =  / (х) 
функция аникланган.

7-таъриф (Гейне таърифи). Агар X  тупламнинг 
нуупаларидан тузи.гган а га интилувчи \ар цандай {xnj 
(хпф а , п =  1, 2 . .  .) кетма-кетлик олинганда .\ам мос 
if  (*„)} кетма-кетлик %амма вацт ягона Ь (чекли ёки чексиз) 
лимитга интилса, uiy b га f (х) функциянинг а нуцтада- 
ги (ёки х-*-а даги) лимити деб аталади ва у ни lim f (х) = Ь

х ->а
ёки х-*-а да f (х)-*-Ькаби белгиланади.

12-мисол. Ушбу
/ (х) = х»

функциянинг х-»-2 даги лимити 32 га тенг эканини курса
тинг.

2 га интилувчи ихтиёрий {x j (хп Ф  2, п = 1, 2, . . .) кет
ма-кетликни оламиз. Мос {/ (х„)} кетма-кетлик куйидаги 
{/ СО} = {^ }  куринишда булади. [Я^инлашувчи кетма- кет- 
ликлар устйдаги арифметик амалларга биноан:

lim f(xn) = lim х* = 2‘ = 32.
V - 2

Демак, таърифга кура!
lim / (х) = 32.
х-*2

13-мисол. Ушбу
И х) = cos -  (х ф  0)

х

функциянинг х-> 0 да лимитга эга эмаслигини курсатинг. 
Нолга интилувчи иккита турли

2- §. ФУНКЦИЯНИНГ ЛИМИТИ

кетма-кетликларни олайлик. У  холда

/ ( , ; ) = cos о.

/ (х') = cos2л л =  1
булиб,

f « )  = 0, lim / (*;) = 1
П-ю о П—ю о

булади.



Бу эса f (х) = cos -  функциянинг х = О нуктада лимити
мавжуд эмаслигини курсатадн.

8-таъриф (Кош и таърифи). Агар V e > 0  сон учун 
шундай б >  О сон топилсаки, аргумент х нинг 0<|х—о|<
<  б тенгсизликни цаноапыантирувчи барча цийматгарида 
| / (х) — b | <  е тенгсизлик бажарилса, b сон f (х) функция
нинг а нуктадаги (х-*- а даги) лимити деб аталади.

14-мисол. Ушбу
/ (х) =*= sin х

ФУНКЦИЯНИНГ X ' —  нуктадаги лимити 1 га тенг экани к̂ р-
сатилсин.

Y  е >  0 сонга кура б ни б = е деб олсак, у 
j  х — у  | <  6 тенгсизликни цаноатлантирувчи барча 
учун

холда 
х лар

| sinх — 11 = | sin х — sin |

я я
X  —  —  Х-\----

2  22 s in -----cos----
2 2

2 sin х --- <  б
2

муносабат бажарилади. Бундан, таърифга кура, lim sin х 1
я

дгм--
2

экани келиб чицади.
X  =  {х} хациций сонлар туплами берилган булиб, а нуц- 

та унинг унг (чап) лимит нуктаси булсин. Шу тупламда / (х) 
функция аницланган.

9-таъриф (Гейне таъриф и). Агар X  тупламнинг 
нуцталаридан тузилган ва .\ар бир %ади а дан ка тта  (ки
чик) булиб а га интилувчи \ар цандай {хп} кетма-кетлик 
олинганда %ам мос {/ (хп)} кетма-кетлик .\амма вацт 
ягона b га интилса, шу b ни f (х) функциянинг а нуцта- 
даги днг (чап) лимити деб аталади.

10-таъриф (Кош и таъриф и). Агар У е > 0 с о н  
учун шундай б = б (е) сон топилсаки, аргумент х нинг 
а <  х <  a -f б (а — б <  х <  а) тенгсизликларни каноат- 
лантирувчи барча х £ Х  цийматларида |/ (х) — b] <  е тенг-
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сизлик бажарилса, b сон f (х) функциянинг а нщтцдаги 
унг (чап) лимити деб аталади.

Функциянинг унг (чап) лимитлари цуйидагнча белгила
нади:

lim / (х) = Ь ёки f (а + 0) = Ь,
Х - .О + 0

(lim f (х) — Ь ёки / (а — 0) — Ь).
х -»в- О

1 5-мисол. Ушбу

isin х, агар х >  0 булса, 
агаР х <  0 булса,

функциянинг х = О нуктадаги унг ва чап лимитларинн то
пинг.

lim f (х) = lim sin х = О,
х-*+0 х-»+0

lim f (х) = lim .
х— о х— о 2 2

Мисол ва масалалар
Функция лимити таърифларидан фойдаланиб куйидаги му- 

носабатларни исботланг:

132. lim =6.
Х - .3  X  —  3

133. lim cos х = cosх0.

134. lim — — - = 0.
х-*0 X

135. lim ** = 2.
х-,4 х* —  4х

136. и * ) - 'п Ь -
i 0, агар х = 0 булса. 

lim / (х) = 1.
Х-.0

137. lim —-— = оо. 
х-»о х — 3

138. lim sin х = 0.
139. lim х4 = 81.

Х-.3

140. lim xsin— = 0.
х-»0 X
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куйидаги функциялар а нуцтада лимитга эга эмаслиги
ни исботланг:

141. f (х) = - ^ , а = 0.
X

142. / (х) = sin —, а = 0.
X

143. f (х) = arcctg , а = 0.

144 / ^ - / jc3 + jc* + jc+ 1’ агаР 1 б?лса* а = 1 I W - \  0 , агар х< 1  б?лса
145. / (х) = х - [х ], а = 2.

148 Mxl = f а г а Р  * <  0 бУлса> а = ° ’\6 +  х, агар х 5* 0 булса, b #  1.
147. Дирихле функциясннинг бирорта нуктада хам ли

мити мавжуд эмаслигини исботланг.
148 f (х) — ( х*• агаР х иРРа|1ионал сон булса,‘ ' [ 1, агар х рационал сон булса,

функция цандай нукталарда лимитга эга?
149. / (х) = [х] • — функциянинг х-»-0 даги лимити мав-

X

жудми?
куйидаги функцияларнинг курсатнлган нуктадаги унг ва 

чап лимитларини топинг:

150. / (х) = th —, а = 0.
X

151. / (х) —
s in  X— , агар х > 0  булса, _х J а — 0.
cos х, агар х < 0 булса,

152. / (х) = sg п х*, а = 0.
153. / (х) = sgn cos х, а =

154. / (х )------, а = 3.
3 — х

х  +  З

155. / (х) ---- 1— , а = — 1.
X —  И

156. / (х) = х + [хг], а =• 10.
157. / (х) функциянинг а нуцтада бир томонли лимитлар 

таърифлари инкорини Коши ва Гейне буйича келтиринг.
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158. Функциянинг а нуктада бир томонли лимитлари 
мавжуд булишидан унинг шу нуктада лимитга эга були
ши келиб чицадими?

X  (X  cz R) туплам берилган булиб, а унинг лимит нуц- 
таси булсин. / (х) ва g (х) функциялар а нуктада чекли ли
митга эга булиб,

lim f (х) = b, lim g (x) = с
x-+a a -♦a

булсин. У  холда
1) Hm If {x )± g  (x)] = b ± c,
2) lim I/ (x) g (x)] = b e,

3) lim = - , с ф  0
g (x) с

булади.
1 6-мисол. Ушбу

х —  1 \lim |(10sin*x +  3 cos3x +
*-»о \ х 2 /

ни топинг.
lim sin* х = lim sinx lim sinx = 0,
x-*0 x-»0 *-*0

lim cos*x = lim cos x-lim cosx* lim cosx = 1,
ЛГ-.0 fc x-»0 x-*0 X-.Q

l im  (дг —  1)
l im ? ^ -  = — ----- = — £.
x-+Q дг-j-2 lim (jc +  2) 2

x-*Q

Демак,

lim fl0sin*x-f3cossx+  * ~ M  = lim 10sin*x +
*-►0 \ x 2 ] *-*o

+ lim 3 cos* x +  lim —— - = 0 +  3 — t  = = 2 -J- • *-»o x—*o x + 2 2 2 2
Ф ун кц и я  лим итининг м а вж уд л и ги  з^а^ида 

теоремалар
1°. Агар х нинг а нуктанинг U& (а) атрофидан олинган 

кийматларида
fi (х) < / (*) < /, (х) 

булиб, х-*-а да fv (х) ва /, (х) функциялар лимитга эга 
^амда

lim (х) = lim ft (х) = b
x-*a x**a
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булса, у *олда f (х) функция хам лимитга эга ва
lim / (х) = Ь

булади.
2°. X  a  R туплам берилган булиб, а шу тупламнинг 

лимит нуцтаси ва барча х £ Х  лар учун х ^ а  булсин. Агар 
/ (х) функция X  тупламда Усувчи (камаювчи) булиб, юк,о- 
ридан (цуйндан) чегараланган булса, } (х) функция а нуц- 
тада чекли лимитга эга.

11-та ър и ф. Агар V  в >  0 сон учун шундай б = б (е) 
сон топилсаки, аргумент х нинг

тенгсизликни цаноатлантирувчи ихтиёрий х' ва х " (х'£Х, 
х" £ X ) цийматларида

булса, / (х) функция учун а нуктада Коши шарти бажа- 
рилади дейилади.

f (х) функция а нуктада чекли лимитга эга булиши 
учун унинг бу нуктада Коши шартини цаноатлантири- 
ши зарур ва етарли (Коши критерийси).

17-ми со л. Ушбу

функция учун а = 0 нуктада Коши шартининг бажарили- 
шини курсатинг.

тенгсизликларни цаноатлантирувчи ихтиёрий х', х" и̂ймат- 
лари учун цуйидагига эга буламиз:

О <  | х' — а | <  б, 0 <  J х" — а |< б

I / (* " )- / (* ') !<  е

/ (х) =>2 cos —
X

\f (■* ) / (*0 I = I x"* cos —---- x'* COS —  <
I x" x'

+  |x'*cos 1 < |x"*| +  1 x'11 <  e.

x^cos-V < x',J COS —  +
rX  X
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Бу эса царалаётган функциянинг х — 0 нуктада Коши шар- 
тининг бажарнлишиии курсатади.

Ф у н к ц и я л а р н и  т а ^ о с л а ш
X  cr R тупламда f (х) ва g (х) функциялар аницланган 

булсин. Бирор а нуктанинг U(, (a) (i/e (а)сгХ) атрофида f (х) ва 
g (х) функциялар куйидагича так^осланади.

1 2- т а ъ р и ф. Агар f (х) ва g (х) функциялар учун шун
дай узгармас б >  0 еа С >  0 сонлар топилсаки, барча 
x£U6 (а) лар учун

I / (х) | < С / g (х) |
булса, у %олда х-*-а да f (х) функция g (х) функцияга 
нисбатан чегараланган дейилади ва f (х) = О (g (х)) каби 
белгиланади.

Агар f (х) = О (g (х)) ва g (х) = О (/ (х)) булса, f (х) ва 
g (х) функциялар х-*- а да бир хил тартибли функциялар 
дейилади.

Агар
lim I W  =  ,
х-*а В  (* )

булса, х а да g (х) ва f (х) лар эквивалент функциялар 
деб аталади ва f (х) ~  g (х) каби белгиланади.

18-ми сол. Ушбу

f (х) = V\x\ + V\x\ ва g (х) = V [x J  
функцияларнинг х-*- 0 да узаро эквивалеитлигинн курсатинг.

lim I—  = lim ■ l im / l  +  K R  -  >•
» - 0 « W  Jt-»0 у /Г\ х \  x " * °

Демак, ^араластган функциялар узаро эквивалент.
13-та ъриф. Агар / (х) ва g (х) функциялар учун

f (х) = а  (х) • g (х)

булиб, бунда lima (х) = lim g (х) = 0 булса, у \олда х~-*-а
х~*а *-♦ а

да f (х) функция g (х) га нисбатан щори тартибли чек
сиз кичик функция деб аталади ва f (х) = о (g (х)) каби 
белгиланади.

19-ми со л. Ушбу | х |5/2 = о (х2) муиосабат х-*- 0 да 
уринли эканини курсатинг. | х |5/2 ** У\ х | • х* тенгликдан ва
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lim V\  *1 = 0 эканлигидан \x\ = о (хг) эканлиги келиб
х -0
чи̂ адн.

Лимит ^исоблашга оид булган мисолларда купинча цуйи- 
даги ажойиб лимитлардан фойдаланилади:

sinx ,1) lim --- = 1.
Jt— О X

2) lim ° X~- -  ln a (a >  0).
X-.0 X

I

3) lim (1 + *) = e.
X-.0

4) lim f 1 +  —) = e.
x-.ee \ X  j

20-мисол. Ушбу
lim (x-s!n 2x) 
x-«0 X *

лимитни хисобланг
Бу ифода -jj куринишдаги аник,масликдир.
*-►0 да jtsin2x-*-0 эканини хисобга олиб топамиз:

lim sin Ĵrs'in2^ — lim 2sin sin2x)sin2x _  
x -*o x* X -.0  x-(sin 2 x)-2x

= 21imsin(x-sin2jc)-lim iiH ^  = 2.
x-,0 x-sin 2x x-»o 2x

21-мисол. Ушбу
,. e* ’ — cos xlim -------
x-»o sin* x

лимитни хисобланг.
« * * —  COS X— —---ифоданинг куринишинн ^уйидагича узгартирамиз:

X
г* v* . sin* — е — cos х _  f* — 1 -I- I — cos x _  e* — I ^ ____2

sin1 x sin* x sin*x sin*x

\* ex‘ -  I

— ------- +  2 ’ ------ :------- — ------=  — + --------------sin*x . . x X sin*x 1 X
4 sin1 —  cos* —   2 cos* --

2 2 x* 2
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Бундан эса
« г * * - !

Н т _  lim + lim — Ц -
х-»0 sin** х-»0 * 1П *  х-*0 2  cos* —

, , m  ----- ; —  1 1 ч*->о ** . , | J_ _  £.
sin** х™ х ~  2 2'lim ---  х- ° 2cos* —

х-*о х* 2

2

22-мисол. Ушбу

лимитни ,\исобланг.
lim (cosx)
x-*Q

--L  --L lim I^ i2 «
lim (cosx) * = lim (1 +  cosx— 1) = e
x->0 x -»0

lim

2 s In*—  lim
2 x -»0 {if-x -»0  x* \ 2 ] 2 .—= e = e = e = y e .

23-мисол. Агар x-*-0 да /(x)-*-0 булса, у л,олда 
lim (/ (х) +  f (х2)] = 0 эканини исботланг. Шартга кура
х -»0
х->-0 да / (х)-*-0. Бу эса Гейне таърифига кура, >̂ар цан- 
дай^нолга интилувчи {х„} (ха =^0, п = 1, 2, . . .) кетма-кет- 
ликни 'олганимизда |.\ам, мос {/ (х„)} кетма- кет лик з̂ амма- 
вацт ягона 0 лимитга интилишини англатадн.

уп — х2п деб олсак, п-*~°о да уп-*-0 булиб, юк,оридаги 
таърифга биноан / (i/J = f (х2п) -*■ 0 муносабатга эга була- 
миз. Демак, f (х2) функция .\ам х-*-0 да нолга интилар 
экан. Чекли лимитга эга булган функциялар устидаги ариф
метик амалларга кура / (х) +  f (х2) функциянинг х -► 0 да
0 га интилишини топамиз.

Энди х — 0 да f (х) +  f (х*)-*-0 булсин. х-»-0 да / (х) 
нинг нолга ннтилиши хасида нима дейиш мумкин?

Мисол сифатида ушбу
(— 1)’ , агар х = —  булса,

/ ( * ) - !  ( 22"
0, агар х ф  булса,

5в



функцияни ^арайлик. У  холда

f ix ')
(— 1)',+| , агар х «=» —— булса,

2*п
,0, агар х ф  _ !_булса 

2*"
б^либ, х-*-0 да f (х) +  f (х2) -*> 0 булади. Лекин х-»-0 да 
f (х) функциянинг лимити мавжуд эмас Шундай цилиб, ис- 
бот ^илинган муносабатнинг тескарнси ^ар доим уринли 
булиши шарт эмас экан.

Мисол ва масалалар
Куйидаги лимитларни топинг i

159. lim — -_ ~ а _ (а >  0).
у ~ _ у

160. lim (х -  2)»

161. lim

ж-,2 X* —  8

Ух* — 8

162. lim ~ — — (m, п£ N).
х-*1 Xя* —  1 

т .—

163. lim у х (л, m£N).
V Z - i

164. lim ( —------- —— \ (п, m£N).X—*1 \1 — Xя 1—хт ) У

165. lim У б - х - 1

166. lim
х-*а>

X - 8 3 —  У А х

167. lim (л, m£N).

168. lim
х-*0

[У \ + X* + х)" —  [У  I + X* —  х)п

67



/ » + / ;169. lim r л_г r
*-+« V x + l

170. lim .* + *»+•• • 4-Xя — n
*-»l X  --  1

Куйидаги лимитларни топинг:
sin /ядг*171. lim ----- .

jc-»0 П Х 1 

COS X172. limл л
x —  -  --- —  X

2 2

173. lim
*_o sin6.v — sin7jc

174. lim C<” -3£ - '  . 
x-tO sin*2jt

sinx— sina175. lim

176. lim f - - - - - - - - - - - - -V
x—o \sin2x-sinx sin*x/

,  s in  X177. lim
Х- .Л  Я *  —  X*

1 — cos x У  cos*178. lim
x-»0 tg X*

179. lim Z20l*L.
x— Q X

i n л , * Sin 7 71 X180. lim
*-.1 sin 2 я *

181. lim хг (cos - — cos - V
Х-*оо \ X  X  )

182. lin sin* л У n* -J- 2n .
X-+OD

183. lim i ~ cos* c°^-cos»3x
x-»0 X я

184 lim (sin —  -f sin —  +
x-*oo \ Л *  rt*

J

185. lim
x-*a \sin a )
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186. lim (sinx)'***.
Л

I  -

187. lim
x - 0  X

2x
188. lim (sinx +cosx) .

x -0
1

189. lim x (3х — 1).
X ~ * o o

190. lim ------ .
x -0  tg X  (

191. lim . 
x - .o  \  c h x  /

192 lim ( * '+ — ) '  (a > 0, b> 0).

, 93. lim
X - . + ®  \ l + s i n 4 x — c o s 4 x  1

,94. lim arccos 
* — 1-° Y x

195. /(x) = sinx функция x-+- + oo да лимитга эга 
эмаслигини курсатинг.

196. / (х) = sgn sin -  функция х->- 0 да лимитга эга
эмаслигини курсатинг.

197. f (х) ва g (х) функциялар а нуцтада лимитга эга 
булмаса, / (х) ± g (х), f (x)-g (х) функцияларнинг бу нук
тада лимити хасида нима дейиш мумкин? Мисоллар келти- 
ринг.

198. lim (f (х) Н----—  ̂= 0 булса, lim f (х) ни топинг.
*—а \ I/ (х)|/ х—а

199. Агар / (х) >  0 булиб, lim (f (х) +  — = 2 бул-
х—а \ / ( * ) /

са, у халда lim / (х) = 1 эканини исботланг.
х _ а

200. Агар f (х) функция даврий булиб, х-*- <х> да f (х)-*-с 
булса, у о̂лда } (х) — с эканлигини курсатинг.
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201. Даврий функция х-*-— оо да чексиз катта булиши 
мумкинмн?

202. Даврий функция чегараланмаган булиши мумкинми?
203. lim cos —  cos —  . . .  cos ни топинг.

n- «  2» 2’  2
204. (0, -f oo) оралицда аншушнгаи, цийматлар туплами 

[0, +  оо) оралнцдан иборат / (х) функция х — 0 нуцта атро
фида чегараланган булиб, бу функция учун ихтиёрий х ;» 0, 
у > 0 ларда f (х + у) = f (х) +  f (у) муносабат уринли бул-

/(*)са, lim лимит мавжудлигини исботланг.
а ва р ларнинг цандай цийматларида f (х) функция 

чексиз кичик булади?

205. / (х) = ** ах  — Р, х-»-оо.
(* + !)»

206. f (х) — у' х* — х3 — ях  — р, х —► -(- оо.
207. f ( х )= - ^ - - а х - Р ,  х - + о о .

г '  —  1

208. / (x)=x“ sin х-*- + 0.

209. f (х) = (1 — хаУ\ х-* + 0.

210. / (х)=  ln . х-*- + 0.
х р

Куйидаги муносабатларни исботланг:
211. о (о (/)) = о (/).
212 . О (о (Л) = о (Л-
213. О (О (/)) = О (/).
214. о (/) +  О (/) = О (/).
215. о (/) - О (/) = o(f).

I V  боб

ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ 
ВА ТЕКИС УЗЛУКСИЗЛИГИ

1-§. ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ
Х с z R  туатамда /(х) функция аник,ланган ] булиб, 

х0(х0£ Х ) тупламнинг лимит нуктаси булсин.
1-таъриф ( К о ш и  таърифи) .  V e > 0  сон учун 

шундай 6 = 6 (е) >  0 сон топилсаки, функция аргумента
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х £ Х  нинг | х — х0| <  6 тенгсизликни цаноатлантирувчи 
барча цийматларида

I / W - / W K »
тенгсизлик бажарилса, f (х) функция х0 нуктада узлук
сиз дейилади.

1-мисол. Ушбу
f(x) = V x +  П

функциянинг х0 = 5 нуктада узлуксиз эканини курсатинг.
Y  е >  0 сон олиб, бу е сонга кура б >  0 сонни б = 4е 

булсин деб царалса, у холда \х — 51 <  б булганда
| / (х )- / (5 ) | - | К Г + П - 4 |  =

I* — 5| ^  \х —  51 ^  _б _  р
— /7+71 + 4 4  4

булади.
Бу эса царалаётган функциянинг х0 = 5 нуктада узлук

сиз эканини билдиради.
2-таъриф ( Г ей н е  таърифи).  Агар X  тупламнинг 

элементларидан тузилган ва х0 га интилувчи \ар цандай 
{хя} кетма-кетлик олинганда щм функция цийматларидан 
тузилган мос {/ (хп)} кетма-кетлик щчма вацт ягона f (xt) 
га интилса, f (х) функция х0 нуктада узлуксиз деб ата
лади.

2-мисол. Ушбу
f(x) = x-D(x)

функциянинг х0 *= 0 нуктадаги узлуксиз эканини курсатинг. 
Бу ерда D (х) — Дирихле функцияси.

Ихтиёрий нолга интилувчи {хп} кетма- кетлик оламиз. У 
*олда мос {/(х„)} кетма-кетлик

f(xn) = xn D(xn)
кУринишга эга булади.

Маълумки, Дирихле функцияси чегараланган. {хл} кет
ма-кетлик чексиз кичик булгани учун {/ (хл)} кетма-кетлик 
а̂м чексиз кичик булади. Демак, п-*- оо да f(xn)-*- 0 бу

лади. Бу эса ^аралаётган функциянинг х0 = 0 нуктада 
узлуксиз эканини бипдиради.

Агар lim f (х) = f (х0)
Х- .Х ,

муносабат уринли булса, ушбу
Игл I/ (х) — / (хв)1 = Ох—х,-*0
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муносабат \ам уринли булади. Одатда х — хв айирма аргу
м ен т орттирм аси, / (х )— /(х0) эса функциянинг х0 
нуктадаги орттирм аси  дейилади.

Улар мос равишда Дх ва Ay (\f (х0)) каби белгиланади:
Дх = х — х0, Ду = Д/ (Хо) = / (х> — f (х,).

Демак, х = х„ + Дх, Ду = f (х0 + Дх) — f (х0).
Натижада, lim f (x) = f (х0) муносабат

Х — Хщ

lim Ду — lim Д/(х0) = О
Дх-»0 Д *-»0

куринишга эга булади.
Шундай ^илиб, f (х) функциянинг х0 нуцтада узлуксиз

лиги, бу нуктада аргументнинг чексиз кичик орттирмасига 
функциянинг х,ам чексиз кичик орттирмаси мос келиши си- 
фатида хам таърифланиши мумкин.

3-мисол. Ушбу
/ (х) = cos х

функциянинг Y  х0 £ R нуктада узлуксиз булишини курса
тинг.

V  х0 £ R нуктани олиб, унга Дх орттирма берайлнк. На
тижада / (х) = cos х функция \ам ушбу

Д у = cos (х„ -f Дх) — cos х0
орттирмага эга булиб, — л <  Дх <  л булганда

1Лу1 — | cos (х, -+ Дх) — cos хв | =

= | 2 s in y s m (x e + y ) | < 2 - i ^ i  = |Ax|

муносабатга эга буламиз. Бундан эса Дх-кО да Ду-*- О 
булиши келиб чи а̂ди.

Демак, / (х) = cos х функция х0 £ R  нуцтада узлуксиз.
3- т а ъ р и ф. Агар f (х) функция X  тупламнинг %ар бир 

нуцтасида узлуксиз булса, функция X  тупламда узлуксиз 
деб аталади.

4-мне о л. Ушбу
sin х . _ „ »--- , агар х ф 0 булса,

х

2, агар х = 0 булса,
функцияни х0 = 0 нуктада узлуксизликка текширинг. 

Маълумки,
lim /(х) = lim = 1.
х-*0 х -*0 X
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Ленин бу лимит циймат функциянинг О нуктадаги циймати 
билан устма-уст тушмайдн. Демак, бу функция х0 = 0 нук
тада узлуксиз эмас.

1. / (х) функция X  сz R тупламда аницланган булиб, 
*о (х„ 6 X ) тупламнинг (унг ва чап) лимит нуктаси булсин.

х—► х0 да /(х) функция учун куйидаги 3 .\олдан битта- 
сигина бажарилади:

1°. Чекли / (х0 — 0), f  (х0 + 0) чап ва унг лимнтлар мав
жуд ва

/(хо- 0 )  = /(хо + 0) = /(*0) (1)

тенгликлар уринли.
Бу холда /(х) функция х = х0 да узлуксиз булади.
2Э. /(х0 — 0), /(х0 + 0) лар мавжуд, лекин (1) тенглик

лар бажарилмайди У холда /(х) х = х0 нуктада 1-тур узи
лишга эга дейилади.

3°. /(х0 — 0), / (х0 + 0) ларнинг бирэртаси чексиз ёки 
мавжуд эмас. Бу холда функция х0 нуктада 2- тур узилиш
га эга дейилади.**

4°. / (х0 — 0) = / (х0 +  0) Ф  f  (Xg) булса, бундай узилиш, 
бартараф килиш мумкин булган узилиш дейилади.

5-мисол. Ушбу

. . .  х sin - , агар х ф 0 булса,
/ (*) = | *

1, агар х = О булса

функция учун хв= 0  бартараф цилиш мумкин булган узи
лиш нуктаси эканини курсатайлик.

Маълумки,
. 1 х sin —

X
< |х| булиб, х-»-0 да

х sin- функция 0 га интилади.
X

Демак, х-*-0 да /(х) функция чекли лимитга эга, лекин 
бу лимит / (0) = 1 билан тенг эмас, яъни х0 = 0 царалаёт- 
ган функция учун бартараф килиш мумкин булган узилиш 
нуктасидир. Бунда / (0) = 0 деб олиш билан, функция узи- 
лишидан кутулинади.

•) Баъзан f (х) функция х„ нуктада аницланмаган (х„ £ X) булиб, 
/(*о— 0), /(д:0 +  0) ларнинг мавжуд ёки мавжудмзслигига цараб
f(x)xe да бириичи ёки иккинчи тур узилишга эга, деган фикр \ам ишлатнладн.
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fix ) -  w
функциянинг xt = 2 нуктада биринчи тур узилишга эга эка
нини курсатинг.

lim [дс] = 1, lim [дс] = 2.
Х-.2—0 х^2+ в

Демак, функция дс0 = 2 нуктада биринчи тур узилишга 
эга.

Ушбу
г .4 _  Г 1, агар х — рационал булса,
' ' ( — 1, агар х — иррационал булса.

функциянинг Y  х0 £ R  нуктадаги лимити мавжуд эмас, де
мак, бу функция х0 нуктада иккиичи тур узилишга эга.

/ (х) = ctg х функциянинг х0 = л нуктадаги унг ва чап 
лимитлари

lim ctg х = — оо, lim ctg х = + оо
х-*я+0 х-»п—

булади.
Демак, f(x) = ctg х функция х0 = л нуктада иккннчи 

тур узилишга эга.
2. /(дс) ва g (дс) функциялар X  тупламда ани^ланган бу

либ, дс0 £ X  ну^та X  тупламнинг лимит нуктаси булснн. 
Агар /(дс) ва g(x) дс, нуктада узлуксиз булса, у халда

/•(*) ± g(x), fi(x ) g(x),

№  (g(x) + О, Y  дс С X )J j 
« W

функциялар хам дс0 нуцтада узлуксиз булади.
7-ми сол. Ушбу

/ (дс) = Здс3 -f sin* дс

функциянинг X  = R  да узлуксизлигини курсатинг.
Ф (дс) = х, g (х) = sin х функциялар R  да узлуксиз. / (х) 

функцияни
Д(х)]= Здсдс-дс + sin x]-(sin х

куринишда ёзамиз. У  ^олда узлуксиз функциялар устидаги 
арифметик амалларга кура i{x ) функциянинг R  да узлук- 
сизлиги келиб чи а̂ди.

6-мисол. Ушбу
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Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг узлуксизлигини курсатинг:
1. / (х) = sin*.
2. f(x) = х*._
3. fix) =  Ух.
4. f(x )= \x\.
5. / (х) = sh*.

tin*
x

6. fix) = xe
7. fix ) функциянинг x0 нуктада бир томондан (унгдан 

ва чапдан) узлуксиз булиши таърифларини келтиринг.
8. f(x) функциянинг х0 нуктада узлуксиз булиши зару- 

рий ва етарли шартларини ифодаланг.
9. Агар f (х) функция х0 нуктада узлуксиз булса, у о̂л- 

да | / (х) | функциянинг кам шу нуктада узлуксиз булишини 
исботланг.

10. fix ) функция х0 нуктада узлуксизлигининг геомет- 
рик тал^инини ифодаланг.

И . Агар / (х) функция а нуктада узлуксиз булса, ф(х)=
а — с■= f(bx +  с) (Ь Ф  0) функция

шини исботланг.
Куйидаги функцияларнинг 

ланг ва графикларини чизинг:

,2 ' /(Х)“ Т Т f -
13. f (ж) = sgn (е* 1).

14. / (х) = х — [х].

15. /(х) 1

ну^тада узлуксиз були- 

узилиш нук,таларини аник-

17. х* — ж*
18. Цх) = sgnsin х.

19. /(*) =  _ ! _ .
sin X

1

16
X  —  1*1

• / « - и -

20. fix)

22. fix ) [
21. fix) 

x +  1, агар x >  0 б^лса, 
хг, агар х < 0 булса.

cos х 
_  i _  

_  X

23. Х,еч бир нуктада узлуксиз булмаган функцияга ми
сол келтиринг.

24. Факат биргина х0 £ R  нуктада узлуксиз, бошка нук
таларда узлуксиз булмаган функцияларга мисол келтиринг.

25. fix ) -f g (х) функция биринчи тур узилишга зга б̂ л-
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са, у з̂ олда f(x) ва g(x) функцияларнинг камида биттаси 
биринчи тур узилишга эга булиши шартми?

26. f ( x ) g  (х) функция иккинчи тур узилишга эга булса, 
у долда f(x) ва g (х) функцияларнинг жуда булмаганда 
биттаси иккинчи тур узилишга эга булиши шартми?

3. f(x) функция X  тупламда аницланган булиб, x0f  X  
нуктада узлуксиз булсин. У  \олда

1) х0 нуцтанинг етарли кичик атрофида функция чегара
ланган булади.

2) Агар f(x0)=£ 0 булса, х0 нуктанинг етарли кичик 
атрофида }(х) уз ишорасини сацлайди.

(Булар узлуксиз функцияларнинг локал хоссалари.)
У = f(x) функция X  тупламда г — ф (у) функция У туп

ламда аник,ланган булиб, улар ёрдамида z = ф (/ (х)) мурак
каб функция тузилган булсин.

Агар f (х) функция х0 нуктада, z = ф (у) функция х0 га 
мос келган / (х„) нуктада узлуксиз булса, г = ф (/ (х)) функ
ция х, нуктада узлуксиз булади. (Мураккаб функция узлук- 
сизлиги хацидаги теорема).

1-теорема (Бо л ьц а н о  — Кош и н и н г  биринчи 
теоремаси) .  Агар f(x ) функция [а, Ь) сегментда аниц- 
ланган узлуксиз булиб, сегментиииг четки нукталарида хар 
хил ишорали ^ийматларга эга булса, у х>олда шундай 
с (а <  с <  6) нуцта топиладики, у нуктада функция нолга 
айланади: /(с) = 0.

2-теорема (Б о л ьц а н о  — К о ш и н и н г  иккинчи 
теоремаси) .  Агар f  (х) функция [а, ft] сегментда ани -̂ 
ланган ва узлуксиз булиб, унинг четки нукталарида /(я) = 
= A, f(b ) = В  цийматларга эга ва А ф  В  булса, А ва В  
орасида а̂р цандай С сон олинганда з̂ ам а билан 6 ора- 
сида шундай с ну^та топиладики,

f (с) — С
булади.

3-теорема (В е й е рш трассн и н г  биринчи теоре
маси). Агар f  (х) функция [а, ft] сегментда аник̂ ланган 
ва узлуксиз булса, у шу сегментда чегараланган булади.

4-теорема ( В е й е р ш т р а с с н и н г  иккинчи  тео
ремаси). Агар }(х ) функция [я, ft] сегментда ани^ланган 
ва узлуксиз булса. функция шу сегментда узининг аниц 
ю^ори хамда аниц цуйи чегараларига эришади.

(Юцорнда келтирилган Больцано—Кошининг ва Вейершт
расс теоремалари узлуксиз функцияларнинг глобал хоссала- 
ридир).
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8-мисол. Ушбу

функцияни узлуксизликка текширинг. 
Маълумки,

■ х, агар х > 0 булса,
Iх ! [ _  х, агар х <  О булса.

Бундан фойдаланиб, топамиз:
I 0, агар jc >  0 булса, 
| — —, агар х <  О булса.

х = О нуктада функция аницланмаган булиб, 
lim / (х) = О, lim f (х) = +  оо

+ о

муносабатлар уринлидир.
Бу эса таърифга кура х = О нуцта /(х) функция учун 

иккинчи тур узилиш нуктаси эканини билдиради.
9-мисол Бутун сонлар уцида аницланган, х = 1, х — 

= — 1 нукталарда узлуксиз, к,олган барча нукталарда узи
лишга эга булган функцияни тузинг.

Дирихле функцияси ёрдамида хам ёзиш мумкин.
Маълумки, Дирихле функцияси сонлар уцининг хамма 

нуцталарида узилишга эга. 1 га интилувчи ихтиёрий {хл} 
кетма-кетлик олайлик, у >;олда мос функция цийматлари- 
дан иборат булган {/(хл)} кетма- кетлик л-*- оо да нолга 
интилади. Бу эса функциянинг х=  1 нуктада узлуксиз эка
нини англатади.

Функциянинг х = — 1 нуцтада узлуксизлиги худди шун- 
га ухшаш кУрсатилади.

Энди ихтиёрий а £ R, а ф  ± 1 га интилувчи рационал 
сонлар ва иррационал сонлар кетма-кетлигини карасак, мос 
функция цийматларидан иборат кетма- кетликлар а* — 1 га 
ва 0 га интилади. а Ф  ± 1 булгани учун а1 — 1 ¥=0. Де-

Ушбу
х4 — 1, агар х — рационал сон булса, 

О, агар х — иррационал сон булса
функцияни царайлик. 

Бу функцияни
/(x) = (x *- l )D (x )
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мак, к;аРалаё'гган функция х =  1, х = — 1 ну^талардан 
бошца барча нукталарда узилишга эга.

10-мисол. Ушбу

f (х) = lim п  —  п

п —.оо П *  +  я

функцияни ’ узлуксизликка J текширинг ва унинг графигини 
чизинг.

f (х) функциянинг х = 0, х >  0, х <  0 иу^талардаги к,ии- 
матлариницарайлик:

ДО) = lim - 0 .
п —. оо Я° +  Пв

х > 0  лар учун
, , ч  1
/ ( * )  =  l i m  . ■ ~  

ц  —♦ оо I “Г  Л

х <  0 лар учун эса

/(х) =» lim 1 —  п
.— 2х

булади. Демак,

/(*) =

л-»о о 1 +  л
2ж

1, агар х >  0 булса,
О, агар х = 0 булса,

— 1, агар х < 0  булса.

Бу функция f (х) =» sgn х булиб, маълумки у х — 0 нуцта- 
да биринчи тур узилишга эга (2-чизма).
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Мисол ва масалалар

г Куйидаги функцияларни узлуксиэликка текширинг ва 
улар графикларини чизинг:

27. f(x) = lim -Г -Ц: (xisO). 35. f(x) = lim x+-e
n—too l-f-X* П  — * oo  1 +  X t ™

29. f(x) = lim x*n~ '  36. /(x) = lim
п —ф о с  X * n  - j-  1 -♦oo 1 -f- (2 sin x)̂ 1

30. (x) = lim у  i + x2* • 37. /(x)=lim- 4 * »  + l

31. /(x)= 1 imy' i-f«"U+i)• 38. f (x) = lim(x arctg(nctgx)).
П-* 00 П-ЮО

32. f (x) = x2 — [x2]. 39. f (x) = lim cos2'1 x.

33. /(x) = l

sin дс* 40. /(x) = lim V cos^x+sin^x.
П - ¥  00

34. /(x) = sgn(̂ cos ^-j. 41. /(x) = [x] sin лх.

Куйидаги функцияларни а нинг цандай цийматларида 
узлуксиз булишини ани^ланг:

42. / (х) =

43. /(х) =

44. / (х) =

45. /(х) =

(1 +  х ) п  -  1 агар х^=0 булса,
а, агар х = 0 булса.

x ctgx, агар х Ф  0, |х[ <  ~  булса, 
а, агар х = 0 булса. 
с * - 1

агар хф О  булса,
а, агар х = 0 булса.

агар хф О  булса, 
а, агар х = О булса.

(с> 0 )
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46.
/ (х) = (1 +  х) х, агар хф О  булса, 

а, агар х = 0 булса.
47.

j(x) = I е х , агар х Ф  О булса, 
а, агар х = О булса.

48. / (х) = || е*, агар х <  О булса, 
1 а +  х, агар х ;> О булса.

49. Монотон функциянинг узлуксизлиги ва уз и лиши ха
сида ги теоремаларни келтиринг.

50. куйидаги функциялардан тузилган мураккаб функ
цияларни узлуксизликка текширинг:

а) f (х) =* sgn х, g (х) =» 1 +  х*;
б) /(х) — sgnх, g(x) = — 1+х*;
в) f (х) = sgnX, g(x) =» 1 + X— [х].

^  51 • f (S W ) мураккаб функция х0 нуктада биринчи тур 
(иккинчи тур) узилишга эга булса, g (х) нинг х0 нуктада 
албатта биринчи тур (иккинчи тур) узилишга эга булиши 
шартми?

52. Монотон, лекин узлуксиз булмаган функцияларга 
мисол келтиринг.

53. Вейерштрасс теоремаларида [а, Ь] сегмент урнига 
[а, Ь) ёки [а, Ь] у [с, d] царалса, тасдиц уринли буладими?

54. (а, Ь] сегментда чегараланган ихтиёрий f (х) функ
ция узлуксиз буладими?

55. Узлуксиз булмаган функциялар учун Вейерштрасс 
теоремалари уринлими?

56. хех = 1 тенглама (0,1) оралицда з̂ еч булмаганда 
битта илдизга эга эканини курсатинг.

57. Агар /(х) функция {x j ва {х,} тупламларда узлук
сиз булса, у з̂ олда бу функциянинг {хх} U {х,} тупламда 
узлуксизлиги .\ацида нима дейиш мумкин?

58. /(х) функция узлуксиз булиб,

муносабат бажарилса, у з̂ олда шундай а нуцта топилиб, 
f (a) = 0 булишини курсатинг.

59. Агар f(x) ва g(x) функциялар [а, Ь] сегментда 
узлуксиз булса, у холда
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р(х) — max {/ (х), g (*)}, ?(х) = min {/(x), g(x)}
Г  у  x £ [<J. b) V  *  6 [e . M

функциялар *ам [a, 6] да узлуксизлигини курсатинг.
60. f (x) функция [о, с] ва [с, Ь] сегментларда узлуксиз 

булсин. / (х) функциянинг (а, Ь] сегментда узлуксиз були- 
шн учун етарли шартни келтиринг ва исботланг.

61. Агар f{x ) функция V  [а, Ь] cz X  сегментда узлук
сиз булса, у -\олда у X  тупламда узлуксиз булишини
исботланг (а<.Ь).

62. Тескари функция мавжудлиги ва узлуксизлиги зоди- 
даги теоремани келтиринг.

63. / (х) функция [a, Ь] орали^да аницланган булиб, 
цатъий монотон булса, у холда унга тескари функциянинг 
узлуксизлигини исботланг.

64. f (х) функция (0,1] оралин;да аникланган, монотон 
булиб, / (0) = 0, / (1) = 1 булсин. Агар V  * £ (0,1] учун 
шундай п £ N  топилсаки,

/(/(/••• fifix )) . . . )  = х
п та

муносабат бажарилса, [0,1] оралицда f (х) = х эканини ис
ботланг.

65. / (х) функция R да узлуксиз булиб, V  х £ R  учун 
fifix )) = х муносабат бажарилса, у ^олда шундай с ну^та 
топилиб, f(c) — 0 булишини исботланг.

66. f(x ) ва g(x) функциялар узлуксиз ва бир хил давр- 
ли булсин. Агар

lim I/(х) — g (дс)] = 0
х-+т

булса,
/(*) — £(*)

эканлигини исботланг.

2-§. ФУНКЦИЯНИНГ ТЕКИС УЗЛУКСИЗЛИГИ
Бирор у — f (х) функция X  тупламда берилган булсин.
4-таъриф. Агар V e > 0  сон учуй шундай 6(е)>0 

сон топилсаки, X  тупламнинг \х' — х " / < 6  тенгсизлик- 
та  ихтиёрий х' ва х " (У, х" £ X ) нуц-

! / ( * " ) - / ( х ' ) К е
^ажари'^а' Г М  Фупкция X  тдпламда текис узлуксиз деб аталади.
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Бу таърифни цисцача
Y e > 0 ,  3  б (е) >  О, V  дс', х" £ X : \х'-  х" 

* * \ f(x ")- f(x ')\ < e
куринишда ифодалаш мумкин.

11-мисол. Ушбу

/(*) = V  х
функциянинг X  = [1, 2] тупламда текис узлуксизлигини 
курсатинг.

У е > 0 с о н  учун б(е)>0 сонни 6=зЗе деб олсак, 
унда | х' — х " | <  б = 3 е тенгсизликни каноатлантирувчи
Y  х', х " £ П. 2] ларда

булишини топамиз. Бу эса, таърифга кура, берилга н / (дс) =а 
= у Гх функциянинг X  = [1,2] да текис узлуксиз эканини 
билдиради.

/(дс) функция X  да текис узлуксиз эмаслигини ту банда- 
гича таърифлаш мумкин.

5-таъриф Шундай мусбат е сони мавжуд булиб,
Y  б >  0 сон олинганда цам | дс' — дс" | <  б тенгсизликни 
каноатлантирувчи шундай дс', х" £ X  нукталар топилсаки

I/(■*') — f (x" )  \ > е 
тенгси&гик бажарилса, /(дс) функция X  тупламда текис 
узлуксиз эмас дейилади.

Бу таърифни цисцача
3  е >  О, Y  б>0,  з х ' С Х ,  з  дс" € X : | дс' — х " | <  б =*• 

= > 1 / ( х ' ) - / Ю 1 > е  
куринишда ифодалаш мумкин.

12-мисол. Ушбу
/(дс) = дс*

функция X  = (0, + оо) тупламда текис узлуксиз эмаслиги
ни курсатинг. Ихтиёрий мусбат б сонни олайлик. Агар е =*
= 1 ва дс' = - , х" =s деб олинса, унда
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б^либ.

Бу эса f (х) = хг функциянинг X  = (0, +  оо) тупламда те
кис узлуксиз эмаслигини билдиради.

5-теорема ( К а н т о р  теоремаси) .  Агар f(x ) 
функция [а, Ь) сегментда ани^ланган ва узлуксиз булса, у 
шу сегментда текис узлуксиз булади.

Масалан, ушбу

функция, [0, 1] сегментда текис узлуксиз булади, чунки бу 
функция шу сегментда узлуксиздир.

13-мисол. Ушбу

функция X  — (0, 1) тупламда текис узлуксиз эмаслигини 
курсатинг.

тенгсизликка эрншиш мумкин. Унда

//(*') — /(х")| = I In -  — 1п - I = In 2 >  — 1п2=е
I п  П  I 2

булади. Бу эса / (х)= In х функциянинг (0, 1) да текис узлук
сиз эмаслигини билдиради.

f (*) функция X  тупламда берилган булиб, б ихтиёрий 
мусбат сон булсин.

6-таъриф. Ушбу 
*y-.&)r s u p {\ f(x ')- f {x" ) l  :Yx ' ,  х" £ Х : 1 х '- х " |  <6} 
П х) функциянинг X  тупламдаги узлуксизлик модули 
деб аталади.

6-теорема, f  (х) функция X  тупламда текис узлук
сиз булиши учун

f(x) = V x

f  (х) = In X

Ихтиёрий мусбат б сонни олиб, е = — In 2 ва х' — —,
л

х" = — дейлик. г£ни етарлича катта ^илиб олиш ^исобига

л 2л 2л ^
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lim to (/ ; 6) = 0
4 - . + 0

лимит муносабатнинг бажарилиши зарур ва етарли.
14-ми сол. Ушбу

/(*) = **+  1
функциянинг X  =[0, 1) сегментдаги узлуксизлик модулини то
пинг ва / (дс) нинг X  да текис узлуксизлигини курсатинг.

X  = [0, 1) да ихтиёрий х нуцта олиб, х" нуктани эса 
дс" = « '— 6 деб ^арайлик (0 < б <  1). Равшанки, 26 —
— 6* >  0 ва

i / (*') -  / (О  I = I (*'* + 1) -  (х "г + 1) \ =
= 12 дс' 6 — бг | 2 6 — б5.

Демак,
о) (/; 6) = sup { | / ( * ' ) - /  Ю  | : Y  дс', x”  £ X  :

: U ' - x " K 6 } < 2 6 - 6 J.

Агар дс' = 1, дс" = 1 — б нукталар учун \х' — дс" | < б ва 
|Д *') — /(* ") !  = 26 — б* булишини эътиборга олсак, унда 
со (/; 6) = 26— 6* эканинн топамиз. Бундан эса:

lim 6) = lim (26 — 6’) = 0.

Демак, берилган /(дс) = дс2+ 1 функция [0, 1] да текис 
узлуксиз.

15-мисол. Ушбу

/(дс) = sin —
X

функциянинг X  = (0, + оо) тупламдаги узлуксизлик моду
лини топинг ва /(дс) функцияни текис узлуксизликка тек
ширинг.

Ихтиёрий мусбат б сонни олайлик.
Равшанки,

I /(*') — /(*") I = j sin j, — s*n < 2  (дс', дс" € X).

Жумладан | х' — дс" | <  б тенгсизликни каноатлантирувчи 
ихтиёрий дс' ва дс" лар учун хам

. 1 1 sin ——  sin — < 2
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булади. Демак,

Иккинчи томондан,

ш! sin —; в I < 2 .

1

- -  +  2 п я
Л— + 2 ля

дейилса, унда л ни етарлича катта цилиб олиш .̂ исобига 
бу х'п ва х"п лар учун

\х’„ - х п\< б
тенгсизликка эришиш мумкин. Унда

sin Д— sin Дг-1 = | sin ( — ̂  +  2 ля) —
хJ  I \ 2 )

булади.
Демак,

Аммо

— sin ( j  +  2лл ) | = 2 

со (sin —; 6 j = 2.

lim со ( sin —; 6 ) = 2 ф  О в_+о \ х I
1булгани сабабли f (х) = sin — функция (0; + оо) да текис
х

узлуксиз эмас.
16-ми сол. Агар f(x) ва g(x) функциялар бирор {х} 

тупламда текис узлуксиз булса, <р(х) = f (х) ■ g (х) функция
ни текис узлуксизликка текширинг.

Аввало {х} = [а, Ь] булган холни царайлик. Шартга ку
ра f(x) ва g(x) функциялар [а, Ь\ да текис узлуксиз.
V  х' £ [a, b], V x " £  [а, Ь\ нуцталарни олиб цуйидаги айир- 
маии цараймиз:

<р (х') -  Ф (X") = / (х') g (X') -  / (х") g (X ') = f (X') g (х’) -
-  f (x )g (x ") + f (X ')  g ( X " )  -  / (X ” ) g ( X " )  =

= fix ') [g(x') -  g (X")] + g ( X " )  • [/ (X ')  -  / (*")].
Вейерштрасснинг иккинчи теор*ыяоига бнноан

A = sup l f (x)\, B =  sup |g(x)| 
x e i“- bi * e [». fci
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ларга эга буламиз. Бундан эса 
| <р ОО -  ф (X ") | < A I g (х') -  g(x")\ + В - \f (X') -  f (х") I 

б^лади. Равшанки, <р (х) функциянинг [а, Ь] сегментда текис 
узлуксизлиги учун, f(x) ва g (х) ларнннг бу сегментда текис 
узлуксизлиги кифоя.

Агар ^аралаётган [а, Ь] сегмент урнига (— оо; + оо) 
оралицни олсак, умуман айтганда, ф (х) текис узлуксиз бул- 
масдан цолиши мумкин. Масалан, /(х) = х, g(x) = х функ
циялар бутун сонлар уцида текис узлуксиз, лекин f {x )g  (х)= 
= х2 функция царалаётган оралиеда текис узлуксиз эмас.

Мисол ва масалалар
Куйидаги функцияларни текис узлуксизликка текширинг:

67. / (х )= 8- ^  (0 <  х <  л).

68. /(х) = х • sin х (0 ^  х <  + оо).
69./(х) = хг (~ е < х < е ).
70. Дх) — е1 (— оо <  х <  -f оо).

71. /(х) = cos х • cos — (0 < х < 1 ) .
X

72. / (х) = х sin — (0 <  х <  л).
X

73. / (х) = sin У х  (1 < х <  + оо ).
74. /(х) = е~ * (— 1 < х ^  1).
75. с /х% _  ( х + I, агар х ^  0 булса,

\ е~х, агар х > 0  булса.
76. / (х) = sin I х |“ , а >  0.
Куйидаги функцияларнинг берилган ’ ораликдаги узлук- 

сизлнк модулларини топинг ва текис узлуксизликка текши
ринг:

77. / (х) = х2 (— е < х < е).

78. f(x )=  — (0 <  а <  х <  + оо).
X

79. /(х) = sin х + cos х (0 *£ х ^  2л).

80. /(х) — 4- (0 <  х <  1).
хг

81. /(х) = х3 (— оо <  х <  + оо).
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82. Агар б ,< 62 булса, <о (/; б,) < w(/; б,) тенгсизликни 
исботланг.

83. Агар /(х) функция X  тупламда чегараланган булса, 
у зр)лда V  б> 0  учун to(/; 6)<  + оо эканини исботланг.

84. Агар f(x) функция чегараланган X  тупламда аник;- 
ланган булиб, чегараланмаган булса, у ^олда V  6 > 0  учун 
to (/; 6) = + оо эканлигини исботланг.

85. f(x) функция а нуктада текис узлуксиз, деган 
жумла маънога эгами?

86. (а, Ь) ораликда текис узлуксиз функция чегаралан
ган буладими? (97-масалага к,аранг.)

87. Функция текис узлуксизлигининг геометрик талци- 
нини ифодаланг.

88. Агар /(дс) функция X  тупламда узлуксиз булса, у 
берилган тупламда текис узлуксиз буладими?

89. Агар f(x) функция [а, Ь] ва (Ь, с] сегментларда текис 
узлуксиз булса, у х;олда у [а, с] сегментда з̂ ам текис уз
луксизлигини исботланг.

90. Агар 89-мисолда [Ь, с] сегмент урнига (Ь, с] оралиц 
олинса, / (дс) функциянинг [а, с] сегментда текис узлуксиз
лиги з̂ ацида нима дейиш мумкин?

91. Агар f(x) ва g(x) функциялар X  тупламда текис 
узлуксиз булса, у з̂ олда Vet, р £ R  лар учун а/ (х) + 
+ $8 (*) функция л;ам X  тупламда текис узлуксиз эканини 
исботланг.

92. Мураккаб функциянинг текис узлуксиз булиши учун 
бирорта етарли шарт келтиринг ва исботланг.

93. Агар / (х) функция Л ва В  тупламларда текис уз- 
луксиз булса, у з̂ олда А р В  тупламда .̂ ам текис узлуксиз 
булишини исботланг.

94. Узлуксиз даврий функция текис узлуксиз булишини 
исботланг.

95. Интервалда (чекли ёки чексиз) узлуксиз, чегаралан
ган монотон функциянинг текис узлуксизлигини исбот
ланг.

96. Агар /(дс) функция [а, Ь\ сегментда текис узлуксиз 
булмаса, у *олда унинг з̂ еч булмаганда [а, Ь] ораликдаги 
бирорта нуктада узилишга эга эканлигини исботланг.

97. Чекли (а,Ь) ораликда /(дс) функция текис узлуксиз 
булиши учун, унинг (а,Ь) ораликда узлуксиз булиб, чекли

Нт/(дс), Пт/(дс)
дг— О

лнмитларнинг мапжудлиги зарур ва етарлилигини исбот-
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98. /(х) функция [0; '+  oo] ораликда текис узлуксиз 
булса, у колда х -*■ + оо да

/ М  = о (х)
эканлигини исботланг.

99. X  ту пламда а тартибли Гёльдер шартини каноатлан
тирувчи функциянинг текис узлуксизлигини исботланг.

100. /(х) функция [0, 1] сегментдаги барча рационал сон
лар туплами Q0 да аницланган булсин. [0, 1] да узлуксиз 
g(x) функция мавжуд булиб, Vx£Q 0 ларда f(x) = g(x) тенг
лик бажарилиши учун, /(х) функциянинг Q0 да текис уз
луксиз булиши зарур ва етарлилигини исботланг.

V  боб
ФУНКЦИЯНИНГ КОСИЛА 

ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ
1.§. ФУНКЦИЯНИНГ \ОСИЛАСИ

1°. Ф у н к ц и я  з^осиласининг таърифи у = f(x) 
функция х, нуктанинг (х0£/?) бирор атрофида берилган бул
син. Бу функциянинг х0 нуктадаги орттирмаси

Ьу = А/ (Хо) = /(х0 + Ах) — / (х,) (1)
нинг аргумент орттирмаси Ах га нисбати 

Д у  ^  Д / о д  ( Д х  ф  0 )

Д х Дх
ни караймиз.

1-таъриф. Агар Ах-*-0 да нисбатнинг лимити

lim н т  + (2)
д»-*о Дх ддг-*о Дх

мавжуд ва чекли булса, бу лимит у = f(x) функциянинг 
х0 нуктадаги \осиласи деб аталади ва f '(x j  ёки у 'хш,х%
ёки —  I куринишларда белгиланади. 

dx U—д,
ГТ рмяк

> W  =  l i m &  =  lim  № .  +  A « ) - f W .
Д х -,0  Дх Д*-*0 Дх

у = f (х) функциянинг х0 нуктадаги з̂ осиласи куйидагича 
Кам таърифланиши мумкин:

f'(x0) = lim Пх)~й*>)„ (3)
х-»х , X —  Х0
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1*м и*с о л. Ушбу у = f(x) = х5 функциянинг X = 
тадаги ^осиласини топинг.

Бу функциянинг х0 нуктадаги орттирмаси (1) га кура
Ы  W  =  (*о +  Дх)5 ~ Х1 =  2*о • +  Л* 2 

булади. Унда
lim WfoL = lim = lim (2x0 + Ax) = 2x0
Дл-.0 Д* Дх-»0 Дх д*-»о

булади.
Демак, /' (х0) = (х2) ^  = 2х0.

2-мисол. Ушбу /(х) = ех функциянинг х0 = 1 нукта
даги хосиласини топинг.

Ю^оридагн (3) формуладан фойдаланиб топамиз:

/'(1) =  («• )», -  И т ^  -  lim ~  ’> _
Х - + 1  X —  I X  —♦» X  —  I

= e-lim —  1 = e-lne = e.
X-.I x  —  1

Демак,
m  = (**);.., -«•

3- мисол. Ушбу /(x) =xsin — , / (0 ) = 0 функцияx=0
X

нуктада хосилага эга эмас. ^а^ицатан хам бу функция учун

ц х ) - т  х  $ ,п  х  . 1
П — ------------=  S i n  ----х — 0 х х

бУлиб, х-*-0 да
ш ы й  _  sin l

х — 0 х
нисбат лимитга эга эмас. Демак, берилган функция х = 0 
ну^тада хосилага эга-булмайди.

4-мисол. Ушбу
_ | х2, агар х — рационал сон булса,

х2, агар х — иррационал сон булса,
функциянинг х = 0 нуктадаги \осиласи ПО) = 0 булишини 
исботланг.

/(*) = { '

Берилган функция учун:
/(*) — /(0) _  _  | х, агар х — рационал сон булса,

* ~  0 х { — х, агар х — иррационал сон булса, 
булиб, унинг лимити х->0 да 0 булади.
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Демак,
lim «*>=/» = о.
jt,»0 x — 0

Бу эса
п 0) = о

булишини билдиради.
5-мисол. Агар ф(х) функция х = а нуктада узлуксиз 

булса, ушбу
/(*) = (х — а)ф(х)

функциянинг дс = а нуктадаги хосиласи /'(а) = ф(а) булиши
ни курсатинг.

Берилган функциянинг х — а нуктадаги орттирмаси
Д /(а) = /(а + Дх) — /(а) = (а +  Дх — а) ■ <р(а + Дх) —

— (а — а)-ф(а) = Дх • ср(а +  Дх)
булади. Унда

A / ja )^  Дх.у(а +  Дх) =<р(д +  Д х )
Дх Дх

булиб,
lim = lim = ф (a -f Дх)

Дх-rtO Дх Д(-»0

булиши келиб читали. ф(х) функциянинг х = а нуктада уз
луксиз эканини эътиборга олиб, топамиз:

lim ф (а +  Дх) = ф (а).
Амб

Демак,
lim = ф (а), 

д<-»о Дх

Бу эса /'(а) = ф (а) эканини билдиради.
2°. Бир томонли ^осилалар
2- т а ъ р и ф. Агар Дх -► 0 (Дх-*- — 0) да ^  нисбат- 

нинг лимити
lim Ш .  = lim ^о + Дх)-Дха) 

дх-*+о Дх д*-»+о Дх
(  н т  М Ы  =  И т  / ( х 0 +  Д х )  — _ / (£ о )\

\Дх-»— 0 Дх Дх*»— 0 Дх 1
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мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x) функциянинг х, 
нуктадаги унг (чап) з(Осиласи деб аталади ва уни['(ха+  0) 
(/ (̂ о — 0)) каби белгиланади.

Функциянинг Унг ва чап з̂ осилалари бир то м онли  
Хосилалар  деб аталади.

6- мисол. Ушбу

/(х) = x*cos /(0) = О

функциянинг х = 0 нуктадаги унг ва чап з̂ осилаларини то
пинг.

Бу функциянинг х = 0 нуктадаги орттирмаси 

А/ (0) = / (0 + Дх) — ДО) = / (Ах) = Дх*сов J L -

б у л и б ,

булади. Агар

д/(0 ) Ajr,' cos ~t~x 1 
“ д 7 ------ Т х----= А х с о 5 ^

lim Axcos —  = О, 
дх-*+о Д х
lim А х- cos —  = О

Дх**—о Дх

эканлигини эътиборга атак, унда

lim * Ш  = 0,
Дх-,+0 Дх

lim ®  = 0 
Дх-*—О Дх

булишини топамиз.
Демак, берилган функциянинг х = 0 нуктадаги унг хо- 

силаси f  (+0) = 0, чап хосиласи /'(— 0) = 0 булади.
7- м и с о л. |Ушбу / (х) = У 1 — е функциянинг [х = 

= 0 нуктадаги унг ва чап хосилаларини топинг. Бу функ
циянинг х = 0 нуктадаги орттирмаси

А/ (0) = / (Ч+|Ах)1- / (0) = / (Дх) -  /.(0) -  
=  у  1 _  у  j  _ e - o  в  у  ! _ е - (А х ,-

6-4М „



=  |Лдс\  ̂ f  1 - Г * *  e  1Дх|_ ,  /  1 ^  _  1 

д * г (Дх)« Дх У ***' ' (Д*)«
булади. Агар

1*т  1 А- 1 ■ *** ~  1 / Г Ш - 1дх-о|/ ео,дх,* (Дх), »

эканини эътиборга^олсак, унда

lim ^М Ь=  lim lim —  = 1,
Дж—+ 0  Ддг ‘ 4х-»+0 д* Дж-»+оДх

lim * Ш - Н т  ^ L = lim  -  1.
Ах-*-—0 Д *  Дх-*—О А х  Дх-»—О Д *

булишини топамиз. Демак,
П + о ) = 1 ,  Г  (— 0) — — 1.

8- мисол. Ушбу
( sin дс, агар х < 0 бУлса,

/(*) = j xcos— , агар х >  0 булса

функциянинг дс =[0 нуцтадаги бир томонли ^осилаларини 
топинг.

Бу функция учун
Ш в !!£Д£(Дх<0)

Дх Ддг
Д/(0)
Дх Дх

cos (Ах >  0)

б^либ,
lim Urn s- ^  -  1

Дг-»—О Дх \х— 0 Дх

булади. Демак, берилган функциянинг х = 0 нуктадаги чап 
^осиласи f' ( —0) = 1 булади. Бирок Ах-*- + 0 да =»

«= cos —  нисбат лимитга эга эмас. Демак, берилган функ- 
Д х

ция х = О нуктада унг хосилага эга эмас.



9- м и с о л. Ушбу f (дс) = х ■ cos —  функциянинг(/ (0) —0)
х = 0  нуктадаги унг ва чап хосилаларининг мавжуд эмаслигини 
курсатинг.

Бу функциянинг х = 0 нуктадаги орттирмаси 

Af (0) = f (0 + Д*) — f (0) = Ax cos -~х
булиб,

Д/(0) & х-т Г х  
Дх дх cos Д *

булади. Ах -*■ ±  0 да
Л /(0) 1——  = cos--
Д> Д х

нисбат лимитга эга эмас.
Демак, берилган функция х = 0 нуктада унг ва чап хо- 

силаларга эга эмас.
3°. Ч екси з  хосилалар.
у = f(x) функция х0 нуктанинг (xe £ R) бирор атрофида 

берилган булиб, у х0 нуктада узлуксиз бУлсин.
3- та ъриф. Агар Ах-*-0 да ~  нисбатнинг лимити 

lim Ду = И т /К  + А*),- /  М
Дх-»0  Дх Ах—» о Дх

+  оо (ёки — оо) брлса, уни \ам f (х) функциянинг х0 нук,- 
тадаги %осиласи дейилади. Бундай цосила чексиз \осила 
деб аталади.

Демак,
П т /К+ _Д *)-/ы  = + 00 (ёки _
Дх-»0 Дх

Бир томонли чексиз хосилалар хам худди шунга Ухшаш 
таърифланади.

10-мисол. Ушбу f(x) = V x  функциянинг дс = 0 нук
тадаги хосиласини топинг.

Бу функциянинг х = 0 нуктадаги орттирмаси
Д/ (0) -  / (0 +  Дх) -  / (0) = V aТ



булади. Бундан эса
. .  д / (0 )  . .  1lim — lim -v __ => +  oo

\x-+o Ax дх-»ь |7 Ax*

булиши келиб чикади. Демак, берилган функциянинг х = О 
нуктадаги хосиласи +  оо булади.

11-мисол. Ушбу f(x) = y^cosx функциянинг х= -j- 

нуцтадаги ^осиласи топилсин. Бу функциянинг х = —  нук
тада ги орттирмаси

+ * « )-

— "У  cos-^- = |/^cos^-j-+ Д xj=  У  — sinДх —

= — У  sinAx
булиб.

^  ( 2 ) ____T^sin Ах ____-,3/ sin Дх 1
Дх — Дх г Дх Т^Дх*

булади. Бундан эса

im limf— № Ш .  . -^Ц 1=  _
<■-,0 Дх дх-м>|. у  Ах 1/Дх’ ] 

булиши келиб чикади.
Демак, берилган функциянинг х — —  нуцтадаги косила-

си — оо булар экан.
12-мисол. Ушбу / (х) = функциянинг х «  0 нуц- 

тадаги унг ва чап ^осилаларини топинг.
Бу функциянинг х = 0 нуктадаги орттирмаси

Д/ (0) = f (0 + Д х) — /(0 )= f Дх5
булиб,

Д / ( 0 )  =  У д 1 Г  =  1 _

Дх Дх Ах
булади. Равшанки,

lim А /(0>- = lim v-U--= -+ оо 
Дх-»+0 Дх [At-^+O У Д х
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булади. Демак, берилган функциянинг х = 0 нуктадаги Унг 
хосиласи /' (+  0) = + оо, чап косиласи /'(—0) = — оо экан.

13- мисол. Ушбу
I 0, агар х < 1 булса,
\ v ~ > .  агар дс>  1 булса

функциянинг х = 1 нуктадаги унг ва чап хосилаларини то
пинг.

Бу функциянинг х = 1 нуктадаги орттирмаси
I 0, агар Дх <  0 булса,

Д/(1) = /(• + Дх) — /(1) = | YXx, агар Дх< 0 булса

булиб,
^  1 0, агар Д х < 0  булса,

Д х

булади. Демак,

lim = lim ¥..* = lim —  = 4- оо,Ах-.+о Ах Дх-»+о Ах Дх-»40 у Ах
lim ^ 1  = lim 0 = 0.Дх-.—О Д X Дх-* —о

Берилган функциянинг х = 1 нуктадаги унг хосиласи /'(—
— 1) ■= Ч-oo, чап хосиласи /' (— 1) = 0 дан иборат.

4°. Ф у н к ц и я  косиласининг  геометрик ва ме
ханик маънолари.

/ (х) функция (а, Ь) ораликда аник-.анган ва узлуксиз 
булиб, х0£(а,Ь) нуктада / '(х0) хосилага эга булсин. У кол- 
да f (х) функция графигига А10 (х0, / (х0)) нуктада утказил
ган урунма мавжуд. Функциянинг х0 нуктадаги хосиласи 
/' (х0) эса бу уринманинг бурчак коэффициентлни ифодалай- 
ди. Уринманинг тенгламаси

y = f ( x j+  /'(Хо)(х — х„) (4)
курин ншда булади.

14-мисол. Ушбу / (х) — cosх функция графигига
./ нуктада утказилган уринма тенгламасини

топинг.



Берилган функциянинг хосиласи f'(x) — — sin х га тенг. 
Агар

' ( T M f ) - V I . r ( i ) — !  

булишини эътиборга олсак, унда (4) формулага кура 
М 01 /' ---jj нуцтадан утувчи уринма тенгламаснни

У =ж' 2 2 [ б j
эканини топамиз.

Агар /'(дг0) = ± оо булса, /(дс) функция графигига (дс0, 
/(*о)) нуцтадан утказилган уринма Оде укка перпендикуляр 
б£лади.

Моддий нуктанинг тутри чизи^ли харакати s = / (/) функ
ция билан ифодаланган булсин, бунда t — ва^т, а шу вацт 
ичида утилган йул (масофа).

s — f(t) функциянинг t0 нуктадаги хосиласи f '(t j  хара- 
кат килаётган моддий нуктанинг t0 пайтдаги оний тезлиги- 
ни билдиради.

5°. Тескари  ф ункциянинг  коси  л ас и.
Агар у = / (дс) функция х0 нуктада /' (х0) ф 0 щгнлага 

эга булса, бу функцияга тескари дс = f~\y) функция дс0 нук- 
тага мос булган у^у0 = / (х0) ) нуктада х,осилага эга ва

f *(*<>)
булади.

15-мисол. Ушбу у =• arcsinх функциянинг косиласини 
топинг.

Равшанки, у — arcsin дс функция дс = sin у функцияга 

у < < / <  -у) тескари функциядир. Унда юкоридаги 
Коидага кура

у' — (arcsin дс)' = — —- (**пу)
булади. Маълумки, (sin у)' = cos у. Демак,

у' = (arcsin х )'= — 1-— = 1 . ---(— 1<х<1).
v cosy у 1— sin*y

6°. Х,оснлалар жадвали .
К,уйида элементар функцияларнинг косилаларинн топиш 

формулаларини келтирамиз;
« 0  ' -1



1) (*“)' — и-**” 1' <1*> °)-
2 ) (flx)' = a ' ■ In a, (a >  0, а Ф  1).

3) (logax)' => ylogac(x>0, a> 0, аф  1).

4) (sin x)' = cos x.
5) (cosx)' = — sinx.

6) (tgx)' = — T  + Ля: * = ° ’ ±1, ±2, ‘ "°  cos* * *

7) (ctgx)' -  — — j— , x * fc i; * = 0,±1, ± 2, . .  .
'  '  *  sin**

8) (arcsinx)' = y = ^ *  — 1 < x <  L

9) (arccos x)' = — > — 1 < *  <  b

10) (arctgx)' =

11) (arcctg x)' = —

12) (In x)* = — . x >  0.

13) (sh x)' = ch x.
14) (ch x)' = sh x.

16) (cth jc)'------
sn* X

7°. к о си л а  хисоблаш нинг содда цоидалари. 
f(x) на g(x) функциялар х £ (а, Ь) нуктада f'(x) ва g'{x) 

^осилаларга эга булсин. У  холда /(х) ± g (х), /(x)-g(x),
(g (х) #  0 функциялар >;ам хосилага эга ва

1) m ± g (x ) ) '  = f' (x)±g'(x);
2) I / (х) • g (x))' = Г  (x) • g(x) + Дх) • g'(x);
3) № Г в  Г М - в М - П х ) - в ' Ы  Ш Ф 0 )L f (* ) J  *•(*) w w - r-  /

булади.
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у — X + У  X +  X
функциянинг хосиласини топинг.

Бу функциянинг хосиласини топишда ю^оридаги о̂ида- 
дан хамда хосилалар жадвалидан фойдаланамиз:

y '= ( x + V ^ + V T ) '  = (х+ х 2 + * 3)' =
J .  1  _L_ i J___,

- (Х ) '  +  (Х 2)' +  (Х3) '= 1  + у д е 2 + у х 3 =

- l + W T + i h {х> 0)-
17- мисол. Ушбу

/ ( * ) »  1*1 
функциянинг хосиласини топинг:

а) х >  0 булсин. У  ^олда f(x) = х • | х\ = х% булиб, 
/' (х) = 2х булади.

б) х <  0 булсин. У  ,\олда f (х) = х • \ х | = — х1 булиб, 
/' (х) = — 2х булади ;

в) х = 0 булсин. У  \олда, хосила таърифига кура:
/40) = lim i i M  =

Дх-»0 A* At-, о Дх
= lim I Дх| = 0. 

д*-»о
Демак, берилган функциянинг хосиласи:

—2х, агар х <  0 булса,

16* мисол. Ушбу

 ̂ ^  12х, агар х > 0 булса.
8° М ур ак ка б  ф ун кц и ян и н г  ^осиласи  
и — f (х) функция (а, Ь) оралицда. у — F  (и) функция эса 

(с, d) оралицда берилган булиб,
у . < Р Ю )

мураккаб функцияга эга булайлик.
Агар и — f(x) функция х0£(а,Ь) нуктада / '(х0) хосилага 

эга булиб, у = F  (и) функция эса х0 нуцтага мос и0 («0 = 
= f (х0)) нуцтада F ' (ы0) ^осилага эга булса, у \олда мурак
каб функция F(f(x) а̂м х0 нуктада хосилага эга ва

булади.
м

(5)



18- мисол. Ушбу
у = sin 5 V  х

функциянинг хосиласини топинг.
Равшанки, бу мураккаб функция булиб, уни 

у = F(u) = sin и, и = f (х) = $Vx  

деб цараш мумкин. (5) формулага кура:
у' = (sin 5K^)'= (sinU) '_ 5V,r  (5V x )'=

_ Я . 5-cos5K*
= cos 5 К  x • 5• ^ 7 7  = - 2' V J  (x >0)

19- мисол. Ушбу
у = InflOx4 -f- 2х* -f 1)

функциянинг косиласини топинг.
Равшанки,

у = F(u) = In и, и = f (x) = 10 х4 + 2х* -f 1.
(5) формулага кура

у' = (1п(10х4 + 2х*+ 1))' =
“  (1п“ );-.ох*+2х.+. (Юх4 + 2х* + 1)' =

= [----- (40х* + 4х) = — х(10х,+ 1)
Юх4 +  2х* 4- 1 10х« +  2х»+1

20- мисол. Ушбу

у = arcsin f — ) Vi +x*j
функциянинг хосиласини топинг. Бу функциянинг ^осиласи 
цуйидагича топилади:

у' =  [arcsin ( ) [ ’=

—(1 -4-х*)-2х — (1’— X*) • 2х —4х
(1 +  х*)* ~  ,  /  4х*

у  „  , -о + х»)»
— 4х

2- \х/-(1 +  х*)
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Демак,

У =
1 +  X *

, агар х >  0 б^лса,

агар х<  О булса.
1 - М *

Берилган функция х =* О нуцтада эса косила га эга эмас.

Мисол ва масалалар
I ^осила таърифидан фойдаланиб куйидаги функциялар

нинг ^осилаларини топинг:
1. / м  = у * г
2. / (х) — 2х • sin х.
3. /(*) = дс-у^7

4. / (х) = 2*+1-
5. / (х) = In х.
6. /(x) = sin5x.
7. / (х) = arctg Зх.
8. /(x) = 2sin3x, х0 = .
9. / (х) = 1 + In 2х, х0 = 1.

x+tgx, х0= — .
4

10. /(х) =
11. / (х) = 5 1 х + 11, х0 = — 2.
12. /(х) = X s, х„ = 0,1.
13. / (х) = К 7 , х0 = 0.

14. /(х) =

15. /(х) =

«6. /(х)

x* sin — , агар х Ф  0 булса,
X

О, агар х = 0 булса.

v\. •cos — , агар х Ф  0 булса,

О, агар х = О булса. 

— , агар х ф 0 булса,

О, агар х 0 булса.
во



Хосила таърифидан фойдаланиб куйидаги функциялар
нинг \оеилалари мавжудлигини текширинг.

17. /(х) = |*1. х0 = 0.
18. /(*) = !(*  — !)(* — 2)|, х0= 1, х0 = 2.
19. /(х) = |**|. х0. = 0
20. f(x) = х\х\, х0 = 0.
21. /(дс) = |sinх !, х0 = я.
22. /(*)«= |дс* — х|, х0= 1.

I х*. агар х >  0 булса,
I х*, агар х < 0 булса,

* о  =  0 .

О, агар х > 0 б^лса, 
х*. агар х <  0 булса,

23. /(х)

24. /(х)

25. / (* )«

26. /(х) =

27. /(х)=

х- cos— , агар х Ф  0 булса,
Ж

О, агар х = О булса 
X s, агар х < 0 б^лса,

_  _ i_

е х агар х >  0 булса
0 .

28. f{x) I»:
, 0, агар х = О б^лса, 

х0 = О
х, агар х — рационал сон б^лса,

агар х — иррационал сон булса, 
х0 = 0.
х*, агар х — рационал сон булса,
2(х — 1), агар х — иррационал сон 

булса.
Функциянинг ^осилалари мавжуд булган нук,таларини 

аницланг ва бу нукталарда ^осилаларни топинг.
II. куйидаги функцияларнинг унг ва чап хосилалари 

мавжудлигини текширинг.
30. / (х) = (2*— 2|, х0 =* 1.

29. Ушбу /(х)



31. /(х) = sin JC2, x0 = 0, xa= v л

32. f (x) = arccos — , x0 = 1, x0 = — 1.

x4sin — , агар x # 0  булса,
33. f(x) =

О, агар x = 0 б^лса,

( x, агар x > 0 булса,
34. f (x )=  —

I l^x4 lnx, агар х>0 булса,

35. /(х)=

х0 = 0.
-- — —, агар х ^ О  б$'лса,
1 + ех

О, агар х =* 0 б^лса, 
х0 = 0.

. —1П—  ̂ агар хф О булса,
36. / (х) = | 1*1

1, агар х = 0 булса,
х0 = 0.

37. 37. f (х) =
x sin — , агар х Ф 0 булса, 

jt*

О, агар х = О булса,

38. /(х) = |х — 1 \ ех, х0 = 1.

ех , агар хф О  булса,
О, агар х = 0 булса,

1 —  COS X
О ,

, агар х ф 0 булса,
40. /(х) х

10, агар х = О булса, 
х0 = 0, х0 = 1.

III. Куйидаги функцияларнинг берилган нуктадаги тес- 
карн функцияларн ва уларнинг ^осилаларини топинг:

4 1 .i/  =  2х— cos х

02



42. у = 2х* — х*, х>1, у0 — 0.

43. у = O .lx+ f0’1'.  !•
44. Агар дс = sh у булса, t/' (дс) ни топинг.
45. Агар у = х +  sinx булса, x£R а̂ндай нуцталарда 

бу функцияга тескари функция + ° °  лосилага эга булади?
IV. ^осалалар жадвали ва к,оидалари ёрдамида у̂йида- 

ги функцияларнинг ,\осилаларини ^исобланг:

46 . y - b L + f .

47. у = 7хгь + 25х-7

48. y = xV2 — х**, Г .

49. у = а-1±±, сФО .
cx +  d

50. у = 5дс sin х.
51. у = (дс+ 1) tg х.

52. / (х)
sm х , агар х 0 б^лса,

. 1, агар х =« 0 булса.
53. у =» (х* — 7х + 8) е*
54. у = еах - (a sin 6х — bcos bx).
55. у = 2*\п\х\.
56. у =• loĝ 2.

57. у = logx 2х.
58. у = sh*x — ch*x
59. у = K x s — а*.
60. у = Г

61. y = / x + K J + ^

62. ^ = sin* (cos х) +  cos* (sin х).
63. у = sin(sin (sin х)).
64. у = 2со“ +‘«*.
65. ^=e*-sinx.
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66. y=ex*cos 2х.)
67. у =* е ** +  х ** •
6 8 .  // =  х х .

69. у =* In (In (ln дс)).
70. а<0,

2 а j»+a
71. In|x|.

72. у = In (х + Ух* ± а*).
73. у'=  In sin jc.
74.  ̂= sin (In x).

75. у = arcsin — .
a

76. у — arctg - - .
1 — X*

77. у = arccos — .
X

78. у = arc sin (sin x).
79. у = arctg (tg x).
80. у = sin (arcsin x).

81. y — ln -■—t. -a . —  arc tg — ; a, b >  0.* /х*+Ь* T  6 s b ^

82. у  ]/аа~ х *  +  arc sin a >  0

oo arscos x 1 , 1 — V 1 — x*83. у —------  -I--- In ----------.
x 2 1 +  у  l — x*

84. у -  arctgy*C IT  +  r?= = - .

85. +
К 1 — x* 2 I +  x

86. y=  In (e* y/~ 1 + е2я).

87. I/ = arctg(x + V  l+x*).
88. у = (sinx)eo’ *-
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89. y = sh(tgx).
90. у = th(cosx).
91. у = ln(shx).
92. у = lg(chx).
93. у = arctg (th x).
94. f(x) = x(x— IK* — 2) . . .  (де— 1000); /'(0) ни то

пинг.
95. Ушбу

f ,|W  •• • flni*)
9

M * ) •• • / i,W

/*,М • • f»*))
п

jLd /*iW • • /*„(*)

L (* ) • • U * )
fc* 1

w  '■
муносабатни исботланг.

96. Бутун сонлар у к,ида аницланган ва иккита нуктада 
косила га эга булмаган функцияга мисол келтиринг.

97. /(*) ва g(x) функциялар X  тупламда ани^ланган бу
либ, f(x) х0 да .\осилага эга, g(x) эса бу нуктада ^осилага 
эга булмасин. У  у;олда

а) f{x) ±  g(x),
б) f(x) g(x)

функцияларнинг х0 нуктадаги хосилалари а̂̂ ида нима дей- 
иш мумкин? Мисоллар келтиринг.

98. Агар 97- мисолда f(x) функция х;ам х0 иуцтада .хо
силага эга булмаса, у *олда f(x)± g(x), f{x) g(x) функция
ларнинг x0 нуктадаги хосилалари хасида нима дейиш мум
кин? Мисоллар келтиринг.

99. Бутун сонлар Уцида ани^ланган ва фа^ат п та нуц- 
тада хосилага эга булган функцияга мисол келтиринг.
&3 100. Хосилага эга булган жуфт функциянинг лрсиласи 
тоц функщ!Я эканини исботланг.

101. Хосилага эга булган то  ̂ функциянинг ^осиласи 
жуфг функция эканини исботланг.

102. Хосиласи жуфт функция булган, узи то  ̂ булмаган 
функцияга мисол келтиринг.

103. Агар f(x) функциянинг хосиласи f'(x) то  ̂ функция 
булса, у холда f(x) функция жуфт эканини исботланг.

-104. Агар ^осилага эга булган f(x) функция даврий бу- 
либ, унинг даври Т га тенг булса, у .уэлда }'(х) .\ам дав-
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рий б^либ, унинг з̂ ам даври Т га тенг булишини исбот- 
ланг.

105. Агар /(х) функция хв нуктада ^осилага эга булса, 
функция х0 нуктанинг бирор атрофида з̂ осилага эга бу
ладими?

106. Бутун сонлар уцида аницланган булиб, ихтиёрий 
x£R  нуктада з̂ осилага эга булмаган, лекин квадрати Yx£R 
нуктада хосилага эга булган функцияга мисол келтиринг.

107. х0 нуктада ^осилага эга булмаган f(x) ва g{x) функ
ция лардан тузилган мураккаб функцияларнинг хосилалари 
Хак;ида нима дейиш мумкин? Мисоллар келтиринг.

108. Агар /(дс) функция дс0 нуктада косила га эга булса,
У Х°лда кетма-кетлик якинлашувчи
эканини исботланг. Тасдицнинг тескариси уринлими?

109. Агар /(дс) <  g(x) булса, бу тенгсизликдан хосила 
олиш уринлими?

ПО. а) 1 + 2х +  Здс* + . . . +  пхп~'\
б) 1* +  2*х + 3*** + . .  . +  n V 1;
в) sin х +  sin 2дс +  . . . +  sin лдс;
г) cos х +  cos 2дс + • • • +  cos лдс 

йигиндиларни хисоблаш формулалари топилсин.
111. y = |sin*xj ва у = [дс]sin*nx функцияларнинг хоси

лалари топилсин.
112. /(дс) функция бутун сонлар уцида ани^ланган ва 

y x £ R  учун /'(х) мавжуд булсин. Агар |/'(х) |<Л1 тенгсизлик 
ух£/?учун уринли булса, ^андай б >  0 лар учун | х | <  б тенг
сизликдан | /(х) — /(0) | <  е тенгсизлик келиб чицади? (Ve> 0).

113. /x(jc), /,(дс), . .  ., /п(х) функциялар X  тупламда аниц- 
ланган булиб, х £ Х  нуцтада /Дх) зухилаларга эга булсин, 
i = 1,л. У  з̂ олда

Ш - № )  • ■ • W  • • •. •/„(*)
* = |

формулани исботланг.
х  | 1 2114, К,андай нуцталарда у =  ̂ функция графигига

утказилган уринма Ох Укнинг мусбат йуналиши билан 135е 
ли бурчак ташкил этади?



115. у — sin* функция графнги абсцнссалар укини к;ан- 
дай бурчаклар остида кесади?

К,андай нукталарда куйидаги у = /(х) функциялар гра- 
фигига утказилган уринмалар Ох укка параллел булади?

116. у = (3 — хг)ех.
117. у = 2х3 — Зхг— \2х + 7.
118. у = \х— 5|-(* — 3)®.
К,андай нукталарда куйидаги у = /(х) функциялар гра- 

фигига утказилган уринмалар берилган тугри чнзнкларга па
раллел булади?

119. /(х) = х* — Зх* +  2, у = Зх.
120. f(x) = х* — 7х + 3, 5х у — 3 = 0.
121. /(х) = ln(4x— 1), у = х.

122. Дх) =» —  sin Зх+ i _ i  cos Зх, у =* — х.3 3
К,андай нукталарда куйидаги у = f(x) функциялар графи- 

гига утказилган уринмалар kберилган тугри чнзикларга пер
пендикуляр булади?

123. /(х) = х* + 2х — 1, х + у = 0.
124. /(x) = sinx, х — 10 = 0.
125. /(х) = In х, 2у +  х 1 = 0.
126. /(х) = tgx, х + у = 0.
127. у = —\f~bF, 4х — Зу +  2 = 0.
у — /(х) функция графи гига берилган нуктада утказилган 

уринма тенгламасини ёзинг;
128. у = У  5—xJ, х = 1.
129. у = arctg 2х, х = 0.
130. у  =  In ~ ~ 2х3: 1 х =  о.

х* +  х +  1
I п |  j  i COS X  л131. у = 4 ctg х---— , х = — .

sin* х 2
132. у =  |х — 1\УТ+ 2, х = 6.
133. у = ех, х = 1.
Куйидаги функцияларнинг графиклари кайси нукталарда 

Кандай бурчак остида кесишишларнни аникланг:
134. ух = У  2sinx, r/,= I 2 cosx.



138. ух = х2, х = уг.
Куйидаги функиияларнинг графикларига берилган нук- 

таларда утказилган бир томонли урннмалар орасидаги бур- 
чакни топинг:

139. у = 1 xj^ М (0,0).
140. у = У х \  М (0,0).

141. у  — p ij arc sin м ( 1 . - ф г }

142. у =У  2х* + 9х*, М(0, 0). 
агар хфО булса,

143. у = 1 + е  х

О, агар х = 0 булса, 
М  ( 0 , 0 ) .

144. у = у  1 — е-*'*' , М(0, 0).
145. Параметр п нинг цандай цийматида у = arctg пх 

(п >  0) чизик Ох уц билан 89° дан катта бурчак ости да 
кесишадн?

146. у = \х\а чизик 0 < а < 1  булганда Оу Укка . 
1 <  а <  + оо булганда Ох укка урнниышни исботланг.

2-§. ФУНКЦИЯНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

Iе. Ф у н кц и ян и н г  дифференциалланувчи  бу- 
лиши туш унчаси . у = f{x) функция х0 нуктанинг (x0£R) 
бирор атрофида берилган булсин. Бу функциянинг х0 нук
тадаги орттирмаси

Ay = Д/(хо) = f(x0 + Ах) — f(xо)
ни карайлик. Равшанки, бу орттирма Ах га богликдир.

4-та ъриф. Агар у = Дх) функциянинг х0 нуктадаги 
орттирмаси А у ни

А у = A f (x j = А-Ах + а  (Дх) (6)
(бунда А — узгармас, а = а(Дх) булиб, Ах -*■ 0 да а(Дх)->-



-►О) куринишда ифодалаш мумкин булса, функция Xq 
ну^ада дифференциалланувчи деб аталади.
(6) муносабатни к,уйидагича

Д у =  Д f(x„) = А Лх + 0(Дх) (7)
ёзиш хам мумкии.

ААх га функциянинг дифференциали дейилади. Функция 
дифференциали dy *= df (x j каби белгиланади: df(x,) = А Ах 
булиб. Ах = dx ни эътиборга олсак, df(x^ = Adx булади.

21- мисол. Ушбу
f(x) = дс3 +  хг +  1

функциянинг x0(V  xteR) нуктада дифференциалланувчи бу
лишини курсатинг.

Бу функциянинг х0 нуктадаги орттирмасини топамиз:
Д / М  -  /(*о + Лх) -  Дх,,) = (х’+ Дх)3 + (х0 + Дх)* +

+ 1 — (xjj-fxg+ 1) = Зх^-Дх +  Зх0-Дх* +
+ Дх3 + 2х0 Дх +  Дх* = (Зх  ̂-f 2Xq) Ах +

+ (Зх0 Дх -f Дх + Дх*) • Дх.

Агар А = 3xj* +  2х0, а = а (Дх) = (Зх, -f 1)Дх +  Дх* де- 
йилса, у \олда

Д f (хо) =  А Ах +  а  (Дх)
булиши келнб чицади. Бу эса берилган функциянинг х0 ну̂ - 
тада дифференциалланувчи эканини билдиради. 
irt 2 2- м и с о л. Ушбу

f(x) = х* arctg / (0)= 0

функция х = 0 нуктада дифференциаллануьчи буладими?
I  Бу функциянинг X «= 0 нуктадаги орттирмасини топамиз:

Д/(0) *= /(0.+|Дх) — /(0)'« Дх« arctg— .
Ах

Бу тенгликдан куринадики, берилган' функциянинг х = О 
нуктадаги орттирмаси Д/(0) ни (7) куринишда ифодалаб бул- 
; - - мД - к, функция х = 0 нуцтада дифференциалланув-

23-мисол. Ушбу

f(x) = ax
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функциянинг х0 нуцтада ( у  x0£R) дифференциалланувчи бу
лишини курсатинг.

Бу функциянинг х0 нуктадаги оргпфмасини топамиз:
А/ (х,) = /(х0 + Дх) -  /(х0) = ах,+А* -  а ’ = а > А* -  1).

экан лиги аншуганади. Демак,
Д/ (x j = А Дх +  ах(Дх) • Дх. 

бунда А = аж,1па, а^Дх) = а а1*.
Бу эса берилган функциянинг х0 нуктада (V  x0£R) диф
ференциалланувчи эканини билдиради.

1-теорема, /(х) функция х0 нуктада дифференциал
ланувчи булиши учун унинг шу нуктада чекли f'(x j xfi- 
силага эга булиши зарур ва етарли.

Функция дифференциалланувчи булса,

Агар

=> а х— 1 = Дх-1па +  а-Дх 
(а = а (Дх): Дх -*■ 0 да а  -*■ 0)

булишини эътиборга олсак, унда
Д / (х0) = а * (In а • Дх + а • Дх) =» 

= а ’ • In а ■ Дх + ос • Дх- а**

df{xd = f'(x0)dx
эканлигини куриш кийин эмас.

24-мисол. Ушбу

(8)

/(х) — V 1 — х* arc sinj/lT
функция х0 = —  нуктада дифференциалланувчи булади, чун-

ки бу функция х0 = —  нуцтада чекли хосилага эга. 
Х,а^и^атан хам,

+ arcsinj/~x --------- (— 1)=
2У1 —*

1 a r c s i n ] ^ *

2Ух 2 \ \ — х
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б^либ,

'■ (*)- arc sin ^  -7Г

V  i  2F  > - t

( / У  )_1( l  — arc sin ^ A )

булади. .
Юцорида келтирилган теоремага кура берилган функция

Х'=  -у нуктада дифференциалланувчи булади._1_

2
2 5- м и с о л. Ушбу

/(х) = xcos-p  /(0) = О

функция х = 0 нуктада дифференциалланувчи булмайди, 
чунки бу функция х = 0 нуцтада хосилага эга эмас.

Буни Дх-> 0 да

Д/(0) /ю +  Дх)-/(0) Ддс-со5— —  0 ,
----  ----------------------------  =cos--

Дх Ах Ах Ах
нисбатнинг лимитга эга ? v  слигидан топамиз.

26-мисол. Ушбу
х) = У Г

функция х = 0 нукт-да ди4ференциалланувчи булмайди, 
чунки бу функция х = 0 нуктада чекли ^осилага эга эмас.

27- мисол. Ушбу

= In 1 —sin*
1 sin х

функциянинг дифференциалини топинг.
Бу функциянинг дифференциалини (8) формуладан фой

даланиб топамиз:

dy = d (in l / r a j W i n  т / Г Е 5 й у . ^  =
\ у 1 +  sin х У \ V l+ s in x /

“  (4 " [ ,п(1 — sin х) — In (1 + sinx) J ) dx =

^ — ( j ^ C0SX cosx \ J  I
2 \ 1 — sinx ~  l+sinxj (^77

2е. Тацрибий формул ала p.
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у = f(x) функция (а, Ь) орали^да берилган булиб, х0£(а, Ь) 
нуктада дифференциалланувчи булсин. Бу ухтсда

Ду = Д/(х„) = /(х, + Ax)~f(xa) = f'(xj Дх + а Дх
булади. Равшанки, Дх етарлича кичик булганда ушбу

/ (х0 + Ах)— f (x j «  f' (Xq) ■ Дх,
яъни

/(х0 + Д х)«/(х0)+/'(Хо)Дх (9)
тацрибий формула га келамиз.

28-мисол. Ушбу
у T J ,  У Т Ж  V 1, 002

микдорларнинг такрибий кийматларини топинг.
Ушбу

/ ( х ) - / Г Й
функцияни царайлик. Бу функциянинг ^осиласи

f\x) = - TL =  (х^=-1)' ' 2)̂  1 + х
эканлигшш эътиборга олиб, сунг (9) формуладан фойдала
ниб, топамиз:

/ 1  +  (х0 +  Дх)«  / 1  +  х0 +  -2̂ -- L = - - Дх .

Агар х0 = 0, Дх = 0,2 дейилса, унда

/ 1 + 0 ,2  *  1 +  у  0,2

булиши келиб «ицади. Демак, V  1,2 «1 ,1 . 
Агар х0 = 0, Дх = 0,02 дейилса, унда

У 1 + 0.02w 1 +  у  0,02

булади. Демак,]/ 1.02 г» 1,01.
Агар х0 = 0, Дх = 0,002 дейилса, унда

У  1+0,002 «  1+ у  0,002

булади. Демак. i 1,002» 1,001.
29-мисол. Ушбу

совбОРб'
мик,дорнинг тацрибий цийматини топинг.
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(9) формулага кура:
cos (х0 + Ах)«  cosx0 + (— sin *о)-Аде-

v — Л  Дх = —  деб олинса, унда:
О о • ia n n

“ ( f + i s ) —  f — f - i s -
_ П с _ 0 _ .  —  а  0,4985. -  и,О — 2 ,800

П о ч в у

cos 60 °6 '«  0,4985.

Мисол ва масалалар
1. Куйидаги функцияларни берилган ну^таларда диффе- 

ренциалланувчанликка текширинг:
147. /(х) = 2х* + 7х — 1, Yx0 € R ■
148. f(x) = e2x, Ух0£R.

|х-sin— , агар х ^ О  булса,
X .

0, агар х = 0 булса, 
х0 = 0.

150. /(х)= -' + * 7  *,* • хо = 0, х0 = I.
1 —  К  +  X *

«в1
151. /(х) = 2 \  х0 = ——.

Л152. /(х) = 3cos2x— V  1 — sin2х (sinх +  cos2х),
Л

~6~

153. /(х) = In (1 -f sin’x) — 2 sin х arctg sin x, x„ = — .
2

154. /(x) = a r c s i n ^ ,  Xg = 1, x0 = - l ,  x0 = 0.
\sh x155. / (дг) = (ch jc)s , x0 = 0.

156, / (x) = --- !_____  у = (
sin»* +  1 * X°  ' 

i " .  * - f .
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158. f(x) — max(7x— 6x*, |x|s), х0 = 0.
159. j{x) = у  arctgvAcosln*x , x0— l.
160. /(*) = (у лТ + З г ' ) |П1\ x0 = 1.
161. /(x) = cos4x- cosnx, Y  x0£R.
162. f{x) = 2,in *** ,Vx0€^.
163. f(x) = 2**,x, Y x £ R .
2. Куйидаги функцияларнинг дифференциалини топинг.

164. /(х) = 1п1п(у).

165. f(x) = cos —!— .
logs*

X

166. fix) = lo '°e,\
V b L

167. f(x)=*e l+x-

168. /(x) = ln VJ ~ ^ 1 C° SX- .
V  з -f У  2 cos x

X  __________

169. / (x) — arc tg e ' — ln ] / jq ~ p

170. f(x) = xx\

171. f(x) = x ,X .

172. f(x) = 5 xX .
173. /(x) = |sinx|cos*-

174. / ( x ) = f T ,  (x >  0).
175. /(x) = x^ +  x eX +  a**, a >  0, x >  0.

176. / ( x ) - - ^ .

177. f (x) = ln * (sec 2 ^  x).
178. /(x) = ln (cos* x + K  1 +cos*x).

179. f (x) = ln 1 + + 2arctgK sin x"
i — Y  sin *
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180. f  (x) = arc tg — , x0 = , x„ -  e.
X  6

181. / ( * ) - ( —  + ln £ T 1) ’ x° = _1

182. / ( x ) « 4 ^ - .  *o= *o = 2.

3. Куйидаги функцияларнинг берилган нукталарда тац- 
рнбий кийматларини топинг.

184. /(х) = Т^Г х = 65, х = 125.1324.
185. /(x) = sinx, х = 29э, х = 359э.
186. /(*) = tg х. х = 44°50\
187. /(х)= lntgx, х = 47°15'.
188. /(х) = х = 0,15.

189. /(дг) = cosx, х = 151°.
190. /(х) = lgx, х = 11.

1°. Ф ун кц и ян и н г  юкори тартибли ^осилала-
ри

У =  f  (х )  функция х0 нуктанинг бирор атрофида берилган 
б^либ, шу атрофда /' (х) хосилага эга булсин. Агар /' (х) 
Кам х0 нуктада х,осилага эга булса, унн /(х) функциянинг 
х0 нуктадаги икки н чи  т а р т и б л и  \осиласи  деб аталади ва

I(х) функциянинг учинчи, туртинчи ва \  к. тартибдагн 
^осилаларн худдн шунга ухшаш таърифланадн.

3-§. Ю КО РИ  ТАРТИ БЛ И  КОСИЛА 
ВА Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л Л А Р

каби ёзилади. Демак,
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Умуман, агар y = f(x) функциянинг (п — 1)-тартибли 
/ " — 1 (дг) ^осиласи х0 нуктанинг бирор атрофида мавжуд 
б^либ, бу fn~ l ( х)  функция х0 нуцтада хосилага эга булса, 
уни у  =  f(x) функциянинг х0 н у к т а д а г и  п-т а р т и б л и  цоси- 
ласи  даб аталади ва

€ .„■  Г ы .  - £ f |ах
белгиларнинг бири ор^али ёзилади.

Шундай нилиб,
f n\x) = (fn~l)(x)Y.

( с Г у  д  d /  dln~ l)y \ \

I  dxT dx \ dx"-' J J
булади.

30-мисол. Ушбу у  — In sin х  функциянинг учинчи тар- 
тнбли хосиласини топинг.

Функциянинг учинчи тартибли хосиласини топнш учун 
унинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини топиш 
керак булади:

у’ = (In sin д:)' = — • cos х  = ctg х , 
sin х

У" = (у’У = (ctg *)' = ---: 1

«/'" = a/T = ( - - V Y\  s in *  х /

Демак,

sin* х
— 2 sin х cos х 2 cos х

sin4 х sin* x

« -  2  COi *
<1sin3*

31-мисол. Ушбу

У — x *

I  — x

функциянинг саккизинчи тартибли хосиласини топинг.
Аввало берилган функцияни

- 0  — ( ,  +  „  +

1 — х  1 —  X

+  - 1-  = - ( 1 + х )  + ( 1 - х Г ‘
1 —  X

куринишда ёзиб оламиз. Шундан кейин унинг хосилаларнни 
хисоблаимнз:
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у' = [_ (1  +  х) +  (1 — * )" '] ' = — I -h (— 1) (1 - Х )~ \  
у" »  [ _  1 + (-  1).(1 - ж )"2]' = 0 + ( -  1) (-2 )(1  - х Г 3. 

у'" = [(— 1) ( _  2). (1 — х)-3]' = ( -  1) (— 2) ( -  3) (1 — х)-4 =1 

= (— I)3-3! (1 — х)“ 4.
Шу йул билан

ys = (— I)8• 81 (I — х)-9 = 8! (1 — х)-9
булишини топамиз.

2°. Содда ^оидалар ва асосий ф ормулалар  
/ (х) ва g(x) функииялар х0 нуцтанинг бирор атрофнда 

ани^ланган булиб, улар шу атрофда } {п) (х), g(n)(x) хоснла- 
ларга эга булсин. У  холда

О lc-f х)](п) - c - fn) (х), с = const.
2) t f W ± * ( x ) ] w -/•">(*)
3) [/(x) g(x)l(n, = /(n,(x) g(x) +  C‘ fin- ])(x) g'(x) +

+ C2 r ~ 2)(x ).g "(x )+  . . . + C n- 'r(x )-g in- ') (x) +
+ /(x)Vn,w
(Лейбниц формуласи) булади.

Энди асосий формулаларнн келтирамиз:
1) у = ах булса, у1п) = ах Лппа, а >  0.
2) у = ех булса, у(п) = ех.
3) у = sin х булса, у(п) = sin ̂ х + п • ~  j .

4) у = cosx булса, //(n) = cos х̂ + п • у  j .

5) у = In х булса, у(п) =  1~ Ц" 1 — П [_

6) булса, ^  = Ь ||Д' Л|

7) у = хт булса, «/(л> =  т ( т  — 1) . . .  (т  — п + 1) хт~п.
8) У =  (1 +  х)“  булса, у(п) = (а (а — 1) . . .  (а — п +

+  1)(1 + х)“~п.
32-мисол. Ушбу

у = е2х sin* х 
Функциянинг л-тартибли хосиласини топинг.
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Берилган функцияни

у = е2' sin5* = г2'  • -L=r co-i2x- «= ± (еи - е,х • cos2х)2 2
куринишда ёзиб оламиз. Шундан кейин унинг ^осилаларнни 
^нсоблаймнз:

у' = i.g2*. J i _ 2 ' . cos (2х + -2-j].

Ю^оридаги формулалардан фойдаланиб
П

yin) = 2 ^ -1  J J _ 2 2 cos(2 х + л • j j j

булиши топилади.
33-мисол. Ушбу у = sin ах функциянинг л-тартибли 

^осиласини топинг.
Равшанки,

у' = (sinax)' = со sax a  = a-sin^uc +  -j-J, 

Юцоридаги 3)-формуладан фойдаланиб

у,п) = a 1 sin (ах + л • у  j
булишини топамиз.

34-м не о л. Ушбу
I

х* — 3 х +  2
функциянинг л — тартибли хосиласн топнлсин.

Берилган функцияни
_  1 =  I  =  _ _ 1 ______________ 1____

у  х* — Зх +  2 (х — 2) (х — I) х — 2 х — I
куринишда ёзиб оламиз. Юцорида келтирилган содда к,оида 
ва (8) формуладан фойдаланиб, топамиз:

~  ( т Ь  -  т г т Г "  ( т Ь Г  - ( т Ь т Г  “
= [(X -  2 ) - ' ] -  1(Х -  1 Г1! (п> = ( -  1) ( -  1 -  J) . •

J ) (дс —  2 Г 1-Я —  К —  1 ) ( -  1 -  1) . .
. .  (_  j _  „ + 1) (Х _  i)-1-"] = (— lr-nl К* -  2Г ""' -  

_  ( _ , ) — ] _  (_ ,)- [ - i ^  — i - , ] .
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Демак,

35-ми сол. y = xcosax функциянинг п-тартибли х,оси- 
ласини топинг.

Бу функциянинг л- тартибли хосиласини топишда Лейбниц 
формуласидан фойдаланамиз. Лейбниц формуласида f (х) = 
= cos ах, g(x) = x деймиз. Агар

f n)(x) = (cos ах),п> = ап cos (ах + п ■ у  j ,

tf'W-I. ff"W = g"'W = ... = g'n)(x) = o.
булишини эътиборга олсак, у холда

У™ = (f(x )g(x))<n> = (xcos о х Г  =

= xrt', cos[ax4- п ■ у  j 4- С\ • ап~ { cos (ах -f (л — 1) y j  =■

= хап cos (|ах + л ■ ~  j + пап~1 cos +  — ■ —■ -у) =

= хап cos ̂ ах 4- л • у  j  + nan~ l sin (ях +  ^ - 1 

булишини топамиз. Демак,

у{п) = хап cos (ах + п ■ -у j 4- ла"” 1 sin (ах 4- л • -у j .

36-мисол. Агар х = а нуктанинг атрофида (р(х) функ
ция (л— 1)-тартибли узлуксиз хосилага эга булса, у \ол- 
да

У = У(х) = (х — а)п • ф(х) 
функциянинг х =» а нуктадаги л-тартибли хосиласини то
пинг.

Айтайлик,
/(х) = (х — а)п, g(x) = <p(x) 

булсин. У  хат да
(/(х))(я~ 1) ** [(х — а)" ] {п~1) =

= л (л — 1)(л — 2) . . . 2 (х — а) = л!(х — а),
t e W f-1’ = ф (',~ |)(х) 

булади. Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:

109



=  [/ (x ) .g (x ) l (n- 1) =  [(X —  а Г  • ф М ) (п- "  -  

= К* -  а)п) {п-"- ф (х) +  C j_, [ (х -  а)1 ] <л-2' • Ф'(х) + . . .+  

+  С "-2, [(х -  а )У  • ф ^"2' (х) +  (х -  а)п ^  (х) =
*= л! (х — а) ф (х) +  (п — 1) (п — 1) п (п — 2) . .  . 2 . .

. .  (х — а)*ф '(х)+  . .  . + (л  — 1)л(х —

_  а)п~1 ч (п-2' (х) + (х -  а)" Ф ^ "”  (х).
Энди

у{п~ 1) = л! (х — а) Ф (х) +  а  (X — а), 
деб оламиз, бунда

lim a = О
х-*а

булади. Равшанки,
у<п“ '1 (а) = 0.

Шуни эътиборга олиб, сунгра косила таърифидан фойдала
ниб, топамиз:

/ » - lim _  ,im _
л-иг x  —  a x-*a x  —  a

= lim "»(x-a) » (* )+ « (,- « ) = ,.m (n, {x _  fl) ф (x) +  a] =
x -»a X —  A x-w

= nl Нтф (x).
x -*a

Шартга кура ф (x) функция x = a нуцтада узлуксиз.
Демак,

lim ф (х) =  ф (а).
X — +Q

Натижада берилган функциянинг х = а нуктадаги п — 
тартибли ^осиласи

у(п) (а) = л!ф(а).
булиши келиб чи а̂ди.

Зэ. Ф ун к ц и я н и н г  юцори тартибли дифферен- 
циаллари

у = f(x) функция х0 нуктанинг бирор атрофида берилган 
булиб, шу атрофаа икки марта дифференциалланувчи бул
син. f(x) функция дифференциали dy ■■ df{x) нинг диф
ференциали берилган функциянинг иккинчи тартибли диф
ференциала деб аталади ва

(Ру ёки d2f(x)
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каби ёзилади. Демак, d*y = d (dy) ёки d'f(x) = d(df(x)). 
Юцорида келтирилган функциянинг иккинчи тартибли диф- 
ференциали цуйидагича изо.уинади;

а) dy фацат х нинг функцияси деб фараз цилинади, 
яъни /' (х) dx нинг дифференциали .угсоблан ганда dx узгар
мас купаювчи деб царалади.

б) /' (х) нинг дифференциали хисобланганда х нинг орт
тирмаси Ах = dx ни биринчи тартибли дифференциал dy = 
= f'(x)dx ни хнсоблагандаги dx нинг ^нйматига тенг деб 
царалади.

/(х) нинг учинчи, туртинчи ва к. тартибдаги днфферен- 
циаллари худди шунга ухшаш таърифланади.

Умуман, /(х) функциянинг л-тартибли дифференциали 
(Г f(x) ни

d7(x) = d(d"-7(x))

деб таърифланади.
Функциянинг .ухгилалари билан унинг дифференциаллари 

орасида
dTy = yw dxn ёки dnf(x) = f(r)(x)dxn (10)

богланиш мавжуд.
37-мисол. Ушбу у — \пх функциянинг 100-тартибли 

дифференциалини топинг.
(10) форму лага кура

d'o<>y = d100 (ln х) -  (In х)100 dx100
булади. Агар

fln.i)(l00> f— l)100—1 <100 — l>» 99!
,1 0 0  *1 0 0

булишини хисобга олсак, унда

dlMy ----— dx100
x ioo

экани келиб чикади.
4Э. Содда цоидалар ва асосин формулалар  
/(*) ва g(x) функциялар х0 нуктанинг бирор атрофида 

ани^ланган булиб, улар шу атрофда f n)(x) ва g(n> (х) хоси- 
лаларга эга булсин. У  х;олда

1) cf (c-f(x)) = c t f f  (х), с — const,
2) dn (f (x) ± g(x) = dn f (x) ± d?g(x),
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3) сГ ( f (х)■ g (х)) = cCf (X) g(x) + C\ cf-] f (x)dg(x) -f 
+ Cl cf-2 / (x)- d5g (*) +  . . . +  C^-1 d/ (x) d ""1 g (x) +
+ f(x)cfg (x)
(Лейбниц формуласн) булади.

Энди асосий формулаларни келтирамиз:
1) у = а булса, сГу — ах Innadxn.
2) у = ех булса, сГу = ех dx1.
3) у = sin х булса, <f у=  sin х̂ + л • ) dx" .

4) у = cos х булса, сГ у = cos (х +  п • -у} dx".

I л (— l)"- 1 (/* — I)! . „5) у = In x б$'лса, сГ у = ------ ------ dx .

1 Л  ( —  1/* л !  , п6) «/ = — булса, (Г у = — ——  dx .

7) у — хт булса, dni/ = m (m — 1) . . . (т  — n + 1) X  
X  xm~n dx,

8) у = (1 + x)a булса, сГу = a (a — 1) . . . (a — n +
+ l ) ( l  +  xf-*dxn-

38- мисол. Агар у =* f(x) функция n- тартибли хосилага 
эга б^лса,

cf / (ах 4- 6) = а" /<п) (аде +  6) dxa
булишини курсатинг (а, Ь — узгармас сонлар).

(10) форму лага кура
сГ1(ах + Ь) = и (ах+ Ь))^хп

булади. Энди f(ax + b) нинг п — тартибли хосиласини \н- 
соблаймиз. Равшанки,

[/ (ах +  &)]' = f’ (ах +  Ь) ■ (ах+ ЬУ = a • /' (ах + Ь),Щ 
[f(ax +  b)\" =  [af (ах +  6)1' = а [/' (ах +  6)1' -  

= а •/" (аде +  6) • (ах -f- 6)' = а1/" (ах +  6),
\](ах + Ь )Г  -  [а '-Г(ах+Ь))' = аг1Г(ах + Ь)]' =

= а1 • (ах +  6) • (ах +  6)' = а3/'" (ах + 6).
Бу муносабатлардан фойдаланиб царалаётган функциянинг 
п — тартибли ^оснласи учун ушбу



\f(ax+b)](n) =  a f n)(ax + b) (11)
формулани ёзамнз- Унинг тутрилнгини математик индукция 
усулн ёрдамида курсатиш кийин эмас. Маълуки, k = 1 да

lf(ax + b)]' = a-f'(ax +  b).
Энди (11) муносабат k (k>  1) да уринли, яъни 

lf(ax+b)](k) = ak-fk(ax +  b)
65’ЛСИН деб, унинг k +  1 да уринли булишини курсатамиз. 

Таърифга к\'ра:
lf(ax + b )f+])= {[f(ax  +  b)?k)y .

Шуиинг учун
If (ах fe)J(*+l) =» {I/ (ах +  ft)]1*’} ' =

= [а* /<*)(шс +  ft)]' = a* [/“ > (ах +  f t ) -  
= а* • /<‘+,) (ах + Ь) (ах + Ь)' = а*+1 • /<*+”  (ах +  ft)

булиши келиб читали. Бу эса (11) формула ихтиёрий п 
учун уринли булишини билдиради.

Демак,
dnf (ах +  b) = [f(ax +  ft)l(n) dxn -  ап ■ Г  (ах +  Ь) dxn.
39- м и с о л. Агар и — узгарувчи х нинг икки марта диф

ференциалланувчи функцияси экани маълум булса, унда ушбу
Uу = е

функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини топинг.
Бу функциянинг дифференциалларини, юцорида келтирил- 

ган цоидалардан фойдаланиб, кетма-кет хисоблаймнз:
dy = d(e“ )=i eudu,

сРу = d (dy) = d (eudu) =  d (eu) du +  eu d(du) =
= eududu + eud2u = eu (du)2 + «“ d2u = e (du2 +  cPu).

Мисол ва масалалар

1. Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли о̂сила- 
ларини топинг:

191. у = х У  1 + х г . 194. у = ё~х*.
192. у = arcsin * . 195. у = tg]x.

/ 1 —дс* 196. у = [sin (In х) -f
193. у = l in t .  -f- cos (In x).
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197. у = (1 +  х2) arctg х.
Yx198. у = e

199. j/ = eslnJ'cos(sinx) .

200. у = cos* x.
201. у = sh2x + ch*x.
202. у = Xх.
203. у = x(cos lnx +  

+ sin ln x).

2. Куйидаги функцияларнинг л-тартибли ^оснлаларини 
топинг:

204. у = а0 + а1х +
I I n+ . . .  +  anx .

205. у = sin4* + cos4 x.
206. у = sin ax cos 6*.

I + **207. у = ■■ ■.
*  1 —  X*

208. y = (x— I)2*-1. ’
209. y = ln(x— 1)2\

3 +  *

213. y =
у  1 - 2 *
ax_

210. у = x ln

211. y -

212. у

3 — x

/ 1 - 5 *

214. у = earcos (bx + c).
I

215. y = xn~l e x.
216. y = xn~'Inx.
217. у = arctg x.
218. у = xsinxcos2x,

n = 100, x0 = — .
0 2

219. у = (x — sinx)1,
л = 16, x0= .

4

220. у = ch ax sin bx.

3. Куйидаги функцияларнинг x = 0 нуктада нечанчи
тартибли хосилаларга эга эканлигини аницланг ва бу .\оси-
лаларни топинг.

221.
222.

223.

224.

225.

t(x\ _  ( 1 — cosx, агар х <  0 булса, 
' '  \1п(1 +  х) — х, агар х > 0 булса.
f(x\ _  [2xcosx, агар х < 0  булса,
' '  ' [ sin 2 х, агар х > 0 булса.

fix) = { _ х10, агар х рационал сон булса, 
х10, агар х иррационал сон булса.

/ (* )-

/(*)

jx^-sin — , агар х 0 булса, 
1о, агар х = 0 булса.

_I
ХЩ ле , агар х Ф  0 булса,

0, агар х = 0 булса.
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226. К,уйидаги формулами исботланг.

* !  v +l I  2 п 1
227. Куйидаги формулани исботланг:

( « ( т
бу ерда /(п) (х) мавжуд деб хисобланади.

228. Агар Р п т (х) ~  —  О — х ) булса, Рп.т (1)
dx’

ни топинг.
Агар du, d?u, dv, d*v лар мавжуд б?лса, куйидаги 

функциялар учун d*y ни топинг:
’ 2 2 9 . ,  = * “* 234. „ - « I n *

2 3 0 = 235. у - и .

231. у = arctg .
236. У — —

______ 237. y**V u *+ v .
232. у =  In Ku*+o*.
233. y = u(2 +  t>). 238’  ̂= w u '

F /  боб
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ХДОСОБНИНГ АСОСИЙ 

ТЕОРЕМАЛАРИ
1-§. Т ЕО РЕМ А Л А Р

1°. Ферма теоремаси. y — J{x ) функция бирор х 
орали^да аникланган ва бу орали^нинг нчки с нуктасида 
узининг энг катта (энг кичик) ^ийматига эришсин. Агар 
бу нуцтада функция чекли / ' (с) ^осилага эга булса, у х,олда

f '(c ) = 0
булади.

2° Р о л л ь  теоремаси. у = / (х) функция [а,Ь] сег
ментда аникланган ва узлуксиз булсин. Агар бу функция 
(а, 6) интервалда чекли f  (х) ^осилага эга булиб, f  (а) = 
=/(Ь) булса, у *олда шундай с(а< с< 6) ну^та топиладики,

Г (с )  = 0
булади.
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3е. Л а гр а н ж  теоремаси. у = /(х ) функция [а, 6] 
сегментда ани^ланган ва узлуксиз булсин. Агар бу функ
ция (а, Ь) интервалда чекли f '(x )  хосилага эга булса, 
у х°лда шундай с ( а < с < 6 )  ну^та топиладнки, бу ну^- 
тада

/' (с) == п ь ) - т
Ь — а

булади.
4°. Коши теоремаси. f(x ) ва g(x) функциялар [я, Ь] 

сегментда ани^ланган ва узлуксиз булсин. Агар бу функ
циялар (а, Ь) интервалда чекли /' (х) ва g' (х) х.осилаларга 
эга булиб, V x  £ (а, 6) учун g' (х) Ф  0 булса, у холда шун
дай с ( я < с < 6 )  нуцта топиладнки,

№  ~/(а) = Г (с)
8 ( b ) — g  ( a )  g ' ( C )

булади.
1-мисол. Ушбу f (x )= \ rx* — 1 функция (— 1, 1) ин- 

тервалнинг ичкн х = 0 ну^тасида узининг энг кнчнк цнй- 
матига эришса хам, бу функция учун Ферма теоремасининг 
хулосаси уринли эмас. Шуни курсатинг.

Берилган функция х = 0 нуцтада узининг энг кичик 
цийматига эришади. Бироц функция шу х = 0 нуктада чек
ли хосилага эга эмас. Бу ушбу

А/ (0) =  f (А х) — / (0) =  =  I
Л х А * Ах ДУдТ

нисбатнинг Д дс -*■ 0 да чекли лимитга эга эмаслигидан ке- 
либ чицади. Демак, Ферма теоремасининг шарти бажарил- 
майди. Бинобарин, теореманинг хулосаси уринли эмас.

2-мисол. Ушбу /(х) = sinx функция учун (0, 2 л] сег
ментда Ролль теоремасининг шартлари бажариладими?

Равшанки, /(x) = sinx функция [0,2 л] сегментда узлук - 
сиз хамда / '(х) = (sinx)' = cosх х°силага эга. Бу функ
циянинг (0,2 л] сегментнинг четки нукталаридаги цийматла- 
ри /(0) = 0, f (2л) = 0 булиб, улар бир-бирига тенг. Демак, 
берилган функция [0,2л] сегментда Ролль теоремасининг 
барча шартларини цаноатлантиради. [0, 2 л] сегментнинг
ci — ~  • с* — -j л нукталарида функциянинг хосилалари 
нолга айланади;

f '(c1) = cos-5. = 0, /'(с*) = cos у  л = 0.
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функция хосиласини нолга айлантирадиган ну^талардан 
тузилган {г„} кетма-кетликнинг лимити ноль булишини кур
сатинг.

Равшанки, берилган функция [0,1] сегментда узлуксиз, 
(0,1) интервалда хосилага эга ва /(0) = /(1) = 0. Демак, 
функция [0,1] сегментда Ролль теоремасннинг барча шарт
ларини цаноатлантиради. [0,1] сегментни куйидаги

[т* ' ] '  [т* т ] ......Ы и  ’ т ] * - ' -
сегментчаларга ажратамиз. Х аР бир — —  , — сегментча-

L п +  I п J
да (п = 1, 2, . . .) /(х) функция Ролль теоремасининг барча
шартларини цаноатлантиради. Бинобарин, I - , — 1 сег-

[ п -f I п J
ментда {п — 1 ,2 , . . . )  шундай сп нуцта ( —'— <  <  — )

\ п +  1 п /
топиладики, /' (ся) = 0 булади.

Агар
’ < * „ < -  ( я - 1 .  2 , . . . )

3-мисол. Ушбу /(*) = xsin-j-, / (0) = 0 ( 0 < х < 1 )

л+1 п п
ва

lim — = lim 1
rz—>зо П  П —*оо  П -{- 1

булишини эътиборга олсак, у щплд
lim с. — 0П

П т*  ОО

экани келиб чи а̂ди.
4-ми с о л. Агар f(x) функция: 1) [а, Ь\ сегментда аниц- 

ланган на узлуксиз, 2) (а, Ь) интервалда л-тартибли хосила
га эга, 3) ушбу xv  хг, (а < * , < * , <  . . .
<  <  Ь) нуцталарда

/ И  = f(xt) = / W  = . . . =  /(х„_,) = f(b) = 0 
булса, у холда (а, Ь) да камида битта с ну^та топиладики,

Г , (0  = 0
булади. Шуни исботланг.

1а, Ь] сегментни юк,орида айтилган xl , xt, , хп , 
нуцталар ёрдамида п та

la> Xj], [Xj, Xj], . . .  , [xn_ | ,  b)
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сегментларга ажратамиз. f(x) функция >̂ар бир сегментда 
Ролль теоремасннннг барча шартларинн цаноатлантиради. 
Унда Ролль теоремасига кура шундай сх, с „ . . .  , сп ну̂ - 
талар (а <  с, <  xv х1 <  с, <  xt.........дсл_, <  сп <  Ь) топи
ладики,

/'(Сх) = /'(£ ,)=  . . .  = / ' ( 0  = 0
булади. Энди

(Cj, Cj], [Cji Cj], . .  . , [cn_[, c„]

сегментларнн ^арайлик. Бу сегментларнинг а̂р бирида /' (*) 
функция Ролль теоремасннннг барча шартларини а̂ноатлан- 
тирадн. Ролль теоремасига мувофик шундай с\, с'2, . . .  ,
с‘п-1  нуцталар (сг <  с[ <  са <  с' <  с,......... с„_, <
<  с’_, <  с„) топиладики,

Г(с[)  =  Г(с'2) = . . . = / " « _ , )  =  О 
булади. Энди 

1̂1» 2̂̂’ 2̂* Сз1 * * * • • 2* С п  J
сегментларнн царайлик. Бу сегментларнинг з\ар бирида /"(дс) 
функция Ролль теоремасннннг барча шартларини цаноатлан- 
тиради. Ролль теоремасига кура шундай с\, cv . . .  , с’_ 2
нукталар с\ <  <  с ', с' <  с' <  с’3.........с'п_ 2 <  с^_2 <  с'п_,)
топиладики,

Г (0  = Г(ср = ... =Г(С2> = °
булади.

Шу жараённи давом эттириб (п — 1) - ̂ адамдан кейин 
[с*,'1-**, ’] сегментга келамизки, бу сегментда f n~ l) (х) 
функция Ролль теоремасининг барча шартларинн ^аноатлан- 
тиради. Унда Ролль теоремасига кура шундай с ну^та 
(с[п~и <  с <  4п- 1>) топиладики,

Г ( с )  = о !
буладн.

5-мисол. Агар /(дс) функция (а, &) интервалда чекли 
/'(дс) хосилага эга булса, унинг шу интервалда текис уз
луксиз булишини исботланг.
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Модочики, /' (*) чекли зкан, унда шундай узгармас 
Af > 0  сон топиладики, Y  *<Е(а, Ь) учун |/'(х)|<Л1 була-

(а, Ь) интервалда ихтиёрий х1 ва х2 нукталарни олайлик: 
xlt х2€(а, Ь). Унда Лагранж теоремасига кура

булади. Демак,
| / М ~  / М 1  <А4-|ДС| —  *J-

Агар Y  е >  0 олинганда хам 6 = 6 (е) <  дейилса,
у холда

и. •- I <6 < jf if м  -  / mi < м• j i = е
булади. Бу эса {(х) функциянинг (а, V) да текис узлуксиз 
булишини билдиради.

6-мисол. Ушбу /(х) = х* +  3 функция [— 1, 2] сег
ментда Лагранж теоремасининг шартларини цаноатлантира- 
дими?

Равшанки, берилган функция I— 1, 2] сегментда узлук
сиз ва (— 1,2) интервалда /' (х) = 2 х хосилага эга. Демак, 
/(х) = х* +  3 функция [— 1, 2] сегментда Лагранж теоре
масининг шартларини цаноатлантиради. Лагранж теоремасига 
кура шундай с нуцта (— 1 <  с <  2) топиладики,

/(2)- /(— 1) = /' (с) = 2 с
2 —  ( —  1) v

булади. Кейинги тенгликдан с — — эканини топамиз.
2

7- м и с о л. Ушбу

^ < 1 п ^ < ^ -  (0< Ь < а )
а Ь Ь

тенгсизликни исботланг.
[Ь, а] сегментда f (х) = In х функцияни царайлик. Бу

функция шу сегментда узлуксиз ва (b, а) интервалда /' (х) =
1

= — хосилага эга. Унда Лагранж теоремасига кура шун
дай с ну^та (£> <  с <  а) топиладики,

In а — 1п Ь _  _1_
а — Ь с

булади. Равшанки.
Ь < с< а = > — <  — <  — .a c t
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Демак,
1 ^  in а — in ь ^  j_  
а а — Ь Ь

Кейинги тенгсизликлардан эса

а Ь Ь
булишн келиб чикади.

8-м и со л. Агар х > О булса, у холда

У Т + ~ \— У х 1

2  v  *  +  в  ( * )  

тенгликни исботланг. Бунда

v  < 0 W < т  * ,im0W  = т *  lim0W  = -4 2  x-»-f-0 4  * _ « ,  2

булишини хам курсатинг.
Ушбу

f{y) =  V y
функцияни [х, х+  1) сегментда (х > 0) царайлик. Бу функ
ция шу сегментда узлуксиз, (дс, х +  1) да /' (у) = _  о̂-

2  у У
снлага эга. Унда чекли орттирмалар формуласи 

F(t +  Д 0 - F  (0 = F ' (t +  0(0 Д/) Дt
га кура

/(* +  1)— f(x) = f '(x+ Q (x ))\ ,
яъни

V x + 1  — V *  = , ‘
2 1  х  +  0 М

булади. Бу тенгликдан топамиз:
г— ^ ,  —- = 9 - ' д - ~ =►2 V x  + Q(x) =/  х +  1 +  у x 2 у х +  в (х)

= /дс+1 + >Лс=>4(дс + 0(дс)) = дс +  1 +  дс +
+  2\^х(х+  1)=*-4 0(дс) = 1 + 2 Vх(х  +" I) — 2 х =>

Кейинги тенгликдан эса

lim 0 (дг) = lim Г у  + -i- (/ 7 (7 + 1 ) — х)1 = у
х-*+0 14 2 J  4

120



0 (х) функциянинг

в ( * ) - - г +  14 2J/1+JL + 2
ифодасндан, унинг (0, + 00) оралицда усувчи эканини топа
миз. Демак,

булади.
9-м и со л. Ушбу

f(x) = eK, g(x) =
1 +  * »

функциялар I— 3, 3] сегментда Коши теоремасининг шарт
ларини ^аноатлантирадими?

Берилган функциялар [—3, 3] сегментда узлуксиз, (—3, 3)
да

/' (х) — ех, g' (х) ---- — —
' '  *  (I +  ж») *

хосилаларга эга. Бироц, g' (0) = 0. Демак, Дх) ва g(x) 
функциялар Коши теоремасининг шартларини а̂ноатлантир- 
майди.

10-мне о л. Агар /(х) функция [xlt х4] сегментда 
(*i. х% >  0) дифференциалланувчи булса, у холда ушбу

< с < х , )  тенгликнинг уринли булишини исботланг. 
Иккита

а(х) = Ш г р(х) = -1- 
X  X

функцияларни олайлик. Модом ики, х1 ■ хг >  0 экан, х = 0 1 
l*u *j] булади. Бу функциялар [xlt xs] сегментда узлук
сиз, да



Хосилаларга эга ва р (дс) ф  0 (дс € (*i, *2])- Демак, а  (дс), 
Р(дс) функциялар Коши теоремасининг барча шартларини 
^аноатлантиради. Унда Коши теоремасига кура шундай с 
нук,та (jCj <С с <  дс,) топиладнки,

1. / (х) = дс (дс2 — 1) функция учун [— 1, 1] ва [0, 1] 
оралицларда Ролль теоремасининг шартларини текширинг.

2. / (дс) = (дс2 — 1) (дс — 2) функция учун (— 1, 1) ва (1, 2) 
интервалларда шундай нукталар топингки, бу нукталарда 
функция графигига утказилган уринма абсциссалар уцига 
параллел булсин

3. коэффициентли куп^ад фацат хакдоуш ил- 
дизларга эга булса, унинг хосилалари х;ам факат а̂циций 
нлдизларга эга эканини исботланг.

4. Шундай 5£(а, Ь) мавжуд булиб, /'(?) = О булиши 
учун, Ролль теоремасининг шартлари зарур ва етарлими?

функция учун I— 1, 1] оралиьуи Лагранж теоремаси урин- 
лими?

Лагранж теоремасидан фойдаланиб куйидаги тенгсизлик- 
ларни исботланг:

а (х,) — a  (xt) _  а ' (с)
Р'(е)

булади. Кейинги тенгликдан топамиз:
/(*») f(x t) сГ (О - }  (с) 

*1_____ *1  _  с*

с *

= - [с/ '(0 - / (с ) ]= *

=»__ !___х. х*
*1-*. / К )  /(**)

Мисол ва масалалар

6. - ^ - < 1 п (1 + х )< х ,  х >  0.
I + х

7, ех>ех, х >  1.
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8. ех >1 + *, x£R.
9. |sin x — sin y\ < \x — y\.
10. |arctg a — arctg b\ < \a — b\.
11. xa |lnx| < 0 < x < l .  a > 0 .

12. / (x) =  x*. g (x) — x* функциялар учун [— 1, 1] ора- 
лиада Коши теоремаси уринлими?

13. Агар fix) функция х > 0  нукталарда дифференциал-
fланунчи булиб, lim {' (х) = 0 булса, у *олда lim --- ■= 0Х-.+00 *-*+« х

эканини исботланг.
14. Агар /(х) функция х > 0  нукталарда дифференциал

ланувчи булиб, lim — 0 булса, у \олда lim \f (х)| =■х-»4-оо X х-+-\-т
= 0 эканини исботланг.

15. Агар /(дг) функция чекли (а, Ь) интервалда дифферен
циалланувчи ва чегараланмаган булса, у халда унинг хоси- 
ласи хам чегараланмаганлигини исботланг.

16. Агар /(х) функция [а, Ь] сегментда дифференциал
ланувчи булиб, / (а) = / (Ь) булса, у х,°лда з  £ £ (а, Ь) булиб,
/(а) — f ( l) = — I f '  (5) муносабат уринлилигини исботланг.

2-§. ТЕЙЛОР ФОРМУЛАСИ

1°. Ф у н кц и ян и н г  Тейлор  формуласи  (локаль  
формула).

y = f(x) функция х0 нуктанинг (х0 £ R) бирор атрофида 
берилган булсин. Агар функция х0 нуктанинг шу атрофида
Г  (*). Г  (*)......... Г ~ " (х )  х°сила.тарга эга булиб, х0 нуцтада
п-тартибли f n) (х0) >,осилага эга булса, у холда

/ W  =  / (*o ) +  - ^ x - x J  +  n ^  ( X - X / +  . . .  +

+ (* -  х0У +  о ((х -  х0)л) = V  (х _  *0)* +
CS

+ 0 ((X — х0)п) (/<°>(х) = /(X)) (1)
булади.’ Бу Тейлор формуласидир.

2°. М аклорен формуласи.
Агар (1) формулада хв = О деб олсак, унда ушбу
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/(дс) = /(0) + 4 r )jt+  ^  х* +  • • • +  - v r - +

4-о(х") = J j ]  - ^ х ^ о ^ )  (2)

формула хосил булади. Бу Маклорен формуласидир.
Ушбу/ (дс) = е\ /(х) = sinх, /(х) = cosx, /(х)’= (1 + 

4- x)m, /(дс) = In (1 4- х) функциялар учун (2) Маклорен фор- 
муласи цуйидагича булади:

1) ег = 1 4- дс 4- -j]- +  -jf 4- . • • . 4- 4- о (дс4),

2) sinх = х — 3( 4- — 4- . . . + ( — 1) (2я—1)! "*■
4- о (дс2п),

X *  X *
--- 1----- . . .  4- (— 1)" -21 4! ; (2

4) (1 4- х)т  = 1 4- тх  4- m(m~ °  х* + • •

3) cos х = 1 -  Tl +  ^  -  . . .  4- ( -  1)п щ ,  4- о (х2"+|),

21
_|_ т ( т  — I ) . . .  (m — п +  1) Q ̂ п ^

nl

5) In (1 4-х) =*х— 4- -у — • • • 4- (— I)"” 1 —  4-
4-о (хп).

3°. Тей лор  формуласи  (о р а л и к учун). 
у = /(х) функция [а, Ь] сегментда берилган булсин. Агар 

функция шу сегментда /' (х), /" (х ). . .  /п (дс) ^осилаларга 'эга
булиб, х0 нуктада (а <  х0 <  Ь) f n+])(x) хосилага эга булса, 
у лолда

/(х) = /(х0) 4 - ^ о)(х - х 0) +  -№-) (х - х 0)1 . . .  +

+ J^ ( x - x . f  + Rn(x)
булади. Бу Тейлор формуласидир. Rn(x) ни Тейлор 
формуласининг цолдщ %ади дейилади. У  куйидаги куриниш- 
ларга эга:

1) Rn (х) = (с) (х — xe)n+l (1 — 0)" (Коши куриниши).
(с = х04-0(х — Хо), 0 < 0 <  1).
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2) R„ (x) = ,fn (x — x0)n+l (Лагранж куриниши),
(с = x0 +  0 (x — дго). О <  0 <  1).

11-мисол. Ушбу f(x) = \гх функцияни х — 1 нинг 
манфий булмаган да ража лари буйича ёйилмасининг учта 
хадини топинг.

Бу хол учун (1) формула ушбу

/(*) = / ( 1 ) + ^ ( * - 1 )  +  - ^ ( * - 1 ) ’ +  0 ((*- 1 )* )

куринишда булади. Берилган функциянинг хосилаларини то
памиз:

/'<*)- t V .  п а  1 12 / Г *  '  W  4 / j ?  •

Равшанки,

/(!)-!, /'(1) = у .  Г(0= - у -
Демак,

/ х  -  1 +  ±  ( х - D - y ( x -  1)* +  0 ( (х -  1)*).

12-мисол. Агар х-*-0 да

/(х)=1 +  -1х +  0(х)

булса,
j _  _  

lim I/ (х)1х = V  е
х-*0

булишини исботланг.
Ушбу

I

y = l f (x ) f  
функцияни царайлик. Уни цуйидагича

h I / W j T  i - i n / u i
у = е = е

куринишда ёзнш мумкин. Агар

1п/(х) = 1п[1 +  | х + 0 ( х ) ]
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*амда
ln |l +  y j c  +  0(*)] = i-jc + 0(x) 

булишини эътиборга олсак, унда

, _ . ± < т — и > _ . 4 + 4 »
булишини топамиз. Кейинги тенгликдан

1  1 +°J£) г-
lim у = lim [/ (х)1 * = lim (е2 х ) — V  е
Х-+0 х-»0 х-*С

эканлиги келиб чицади.
13* ми со л. Тейлор формуласидан фойдаланиб ушбу

ot = sin 36°, р <= (1,2)1,1

мицдорларни тацрнбий ^исобланг.
(3) формулага асосланиб

sin + о м

муносабатга ва ундан ушбу
X *  X *sin хта х ----- 1---
J3! 51

тацрибий формулага келамиз. Бу та1фибий формуладан фой- 
даланиб, топамиз:

• осо • Л Л 1 Я 3 , J Я® .  .а = sin 36 = sin — « ----- ----- —  • —  та 0,588.
5 5 6 125 5! 5»

Демак,
а я* 0,588.

(3) формулага асосланган з̂ олда

(1 +  х Г  = 1 +  mx +  +  0(х*)

булишига эга буламиз. Бундан эса

(1 +  х)т «  1 + mx + w(w2~ 1) х*

тацрибий формулага келамиз.
Энди шу формуладан фойдаланиб Р микдорни тацрибий 

^исоблаймиз:
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р -  (1,2)1,1 = 1,2• (1,2)0,1 = 1,2- (1 +  0,2)°*' ж  
«  1,2 (1 +  0,1 • 0,2 +  . 0 ,2*)« 1,121.

1,121.

14-мисол. (3) формулалардан фойдаланиб ушбу

а) |im « ■ ■ ■ " - - « ( l+ A
х - ,0  х*

Демак,

лимитларни топинг.
а) да курсатилган лимитни топишда (3) формуланинг 

Пуйида

е* = 1 +  — + — 4- 0 (дс*),1! 21 '
s inx  =  x - ^  +  0(*«)

Ход и дан фойдаланамиз.

lim ** sin х~ х<1 + <) _
х-,0 X*

_  lira[l + f + £ _
х « 0  X *

* +  * * + ( } -  ^-)x* +  0 ( x » ) - x - x *
lim

—  * •  4 -  0  (х>)

= Н т Ц ----
х^о х* 3 x̂ *o х* 3

Демак,

lim ** sin x ~  x (l + x) — —
«-»o x1 3

б) да курсатилган лимитни топишда (3) формуланинг

' " О + т К - И т Г + о Ш
Холидан фойдаланамиз.

127



lim f x — x* ln /1 4— -VI =* lim \x — x* (------ +
X<400

X  —  X 2 In

Демак,

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнн Маклорен формуласи буйича 
О (х2) хадгача ёйинг:

19. /(дс) = In cos х.
Куйидаги функцияларнн Маклорен формуласи буйича 

О (г1) хадгача ёйинг:

20. / (х) = (1 + х )х.
21. f(x) = V  1 + 3 sin х •
22. f(x) = In (1 +  arc sin x).
23. /(x) = arctg (sin x).
Куйидаги функцияларнн Маклорен формуласи буйича 

0(х") ^адгача ёйинг:
24. /(х) = е5х~|.
25. /(х) = sin (2х +  3).

26. /(x) = c o s (|  +  2).

27. /(*) = In (е* +  2).

29. / (х) = 32“ *.
30. /(х) = (х* — х)е~*.

17. /(х)«=е‘«*.
18. f(x) = eVi+2x.

32. / (х) = In (2 + х — х*).
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33. f  (х )  =  — -p ir~

34. f ( x )  =  — .
X —  1

35. /(дО- 

Зв. /(x) =

x»-f 1 
2x — 3*

1 —  2x*
2 +  x — x*

Куйидаги функцияларни Тейлор формуласи буйича хв 
нуктанинг атрофида 0((х— дг©)2) хадгача ёйинг:

37. / (дг) — —, х0 = 2.
X

38. / (х) = sin (2х— 3), х0 — 1.
39. / (х) = хе2*, х0 = — 1.
40. / (х) = х2 2jt, х0--- 1.
41 • / (х) = (х2 — 1) е2х, х0 — 1.
42. /(х) — sin (х+ 1) sin (х+ 2), х0 = — 1.

43. /(х) = ln(2x + 1), х0 = у .

44. /(х) = In Т^7х— 2, х0 = 1.

45. f (х) = - ■+|1 lnx, х„ — 1.

46. / (х) =
х — 1

2х 2.У-** ' Л°
Куйидаги лнмитларни ^исобланг;

47. lim 1п .
Д - .0  X ’

48. lim
JC-.0 X *

X J
cos х — 1 +  —

49. lim -----------
дг—*0 X4

50. lim
*- *o

t? x — sin x
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S i  ]jm arctg « — arcsin x
X - .0  X*

52. lim

53. lim
x « 0

x-+o sin x—x
_j_

( l+ x ) ‘ - e

55. lim
x-»0 x*

56. lim lh(tgx)- g .
x „0  Xs

57. lim
x-*0 In* (1— X)

\t* X
" L ' i j T - * ) * * * )

2

59. lim „ . ( l + i j H ^ + i ) ,

_1_

60. lime((x* — X*4-1 +  \ y * — Y x1*— *» +  2 )

6, l im « in (s in «x ) 
x̂ *i ln (1 In x)

t _  ,nx—2x»
62. lim — ------

cos X
2

I  1

63. lim x [(2e) * +  e x — 2].
X-.00

64. lim ( ------ !— V
X-.0 \ X* X  tg  X )

65. 11тЛ * ~ 1 ~ (^ + х + 1 ) 1 п ( 1 +  7 ))-
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V I I  боб

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ^ИСОБНИНГ БАЪЗИ  
ТАТБ1ЩЛАРИ

1-§. Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г УС УВЧИ Л И ГИ  \АМ ДА 
КАМ АЮ ВЧ И Л И ГИ

Фараз цилайлик, у = { (х) функция X  оралицда (X  <=. R) 
берилган булсин. Маълу.мки,

V  Xj, xs £ А , х ,<  х2 =► / (Xj) ^  f (Xj) 

булса, [  (х) функция X  да усувчи,

Y  X], х, £ X, Xj <  х ,^  /(хi) > /(х,)

булса, f (x )  функция X  да камаювчи дейилар эди.
Функция хосиласи ёрдамида унинг усувчилигини хамда 

камаювчилигини аницлаш мумкин.
1-теорема, /(.v) функция (л, Ь) интервалда чекли 

/' (лс) хосилага эга булсин. Бу I функция шу интервалда 
усувчи булиши учун (а, Ь) да

/ '(* )> .  о
булиши зарур ва етарли.

2- т е о р е м a. f  (х ) функция (а, Ь) интервалда чекли /' (дг) 
хосилага эга булсин. Бу функция шу интервалда камаювчи 
булиши учун (а, Ь) да

/ ' ( * )<  О
булиши зарур ва етарли.

1-мисол. Ушбу

= In X

функцияни усувчи ва камаювчи булишга текширинг.
Бу функция (0, +  оо) да аник,лангандир. Унинг хосила

си

булади. Энди

/' (х) > 0, яъни — -- - > О
5 х
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ёки

/' (х) < 0, яъни —--- < О
5 х

булишга текширамиз:

Бундан эса, (1^5, +  оо) да f  (х) >  О, (0, / 5 )  да /' (х) <  О 
булишини топамиз. Демак, берилган функция (0, ]Л>) да 
камаювчи, (V~b, +  оо) да усувчи булади.

2-мисол. Ушбу

функциянинг Усувчи ва камаювчи буладиган оралицларини 
топинг.

Бу функция /?\{0} = (— оо, 0) U (0, +  со) да ани л̂ан- 
ган. Унинг ^осиласи

булади. Бундан эса, х >  0 булганда f  (х) >  0 булади, х <
<  0 булганда f  (х) <  0 булади. Демак, берилган функция 
(— оо, 0) да камаювчи, (0, +  оо) да усувчи булади.

3-м и сол. ^осиласи

булган /(х) функциянинг усувчилиги з̂ амда камаювчилиги 
тутрисида нима дейиш мумкин.

Бу масалани х;ал цилиш учун

5 х Ъх

f (х) = 1п |х|

г  м -
X

/' (х) > 0 ёки / '(Х )<  о

r w  = - 1 < 0
3 — 2х — X*

тенгсизликни ечамиз:
5

3 — 2х — X*
_  * «  +  2 * + 1  +  1 

О* +  3) (х — 1)
о (х  +  3 ) (х - 1 )> 0 .
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Демак, (— оо; — 3) U (1, +<») Да /' М < ° булади. (—3, 1) 
оралицда эса /' (х) >  0 булади. Шундай килиб, берилган 
функция (— оо — 3) U (1. +  оо) да камаювчи, (— 3, 1) ора- 
лнкда эса усувчи булади.

4-мисол. Агар f{x) ва g(x) функциялар: 1) [а, Ь] сег
ментда аникланган ва шу сегментда чекли /' (х), g' (х) хоси- 
лаларга эга; 2) /' (х) > g' (х)(х £ [a, ft]); 3) / (а) = g(a) бул
са, у х;олда (а, Ь\ ярим интервалда /(x)>g(x) булишини 
исботланг.

/(х) ва g(x) функциялар айирмасини ф(х) билан белги- 
лаймиз:

Унда ф' (х) = /' (х) — g' (х) б^либ, 2) шартга кура ф' (х) > 
> 0 булади. Демак, ф (х) функция [а, 6] да усувчи. Агар 
Ф  (a) — f (а) — g (а) — 0 булишини эътиборга олсак, унда 
(о, Ь] ярим интервалда ф (х) >  0 эканлигини топамиз. До- 
мак,

тенгсизлнкни исботланг.
Бу тенгсизликнн исботлашда 4- мисол да келтнрилган 

шартлардан фойдаланамиз. / (х) ва g (х) функциялар сифа- 
тида

функцияларни олайлик. Бу функциялар учун (0, -f оо) ора- 
ликда 4-мисолдаги шартлар бажарилади:

1 )f^ x) =  TT~x'
2) (0 , - f оо) оралиада

Ф (x) = f(x) — g(x).

ln(l +  x )> x  — у

/(x) = ln ( l- f  х), g (х) = х — ~

булади (чунки 1 - * » <  1 => (1 _ * ) ( !  +  х) <  1 1 <

133



3) / (0) = ln I = 0, g(0) = 0 => /(0) = g(0).
Унда /(x)>g(x), яъни

In (1 + x )> x  — *J
булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг усувчи ва камаюччн булади- 
ган оралик,ларнни топинг.

1. /(х) = Зх — х3.

2. /(х) =
1 + 2 х

3. / (х) =  х 4- sin х.
4. f(x) = 8x3 — x*.
5. / (.v) = (х — l)s (2х + 3)s.
6. /(х) =» хег**.
7. f(x) = x'-e~*\
8. /(x) = x + | sin 2x\

9. f (x) = cos —.
X

10. /(x) =  Xs In x.
11. / (x) = e*x cos лх.
12. / (x) = x* 2_x.
13. /(x) = x* — ln x2.
14. /(x) = x" e~x, (n >  0, x > 0).

15. /(x) = x^|/ -j + sin ln x j, x >  0, / (0) = 0.

16.

17. /(*) =  x K ( * +  1)».
18./ (x) = arctg x — ln x.

_ i ___

(*-3 )19. / (x) = 3'
20. /(x) = !!lL± £ 2 *.

1 -i- I cos XI
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21. Агар f(x) функция (о, Ь) интервалда усувчи булиб, 
/' (х) мавжуд булса, /' (х) нинг (я, Ь) да усувчилиги хасида 
нима дейиш мумкин?

куйидаги тенгсизликларни исботланг:
22. е* > ех\ х£ R. 23. е* >  1+ дс; хфО.

24. In (1 4* дс) >  * > °х +  1

25. х — -  <  sin х <  дг, дс >  0.6
26. е* >  1 -f In (1 4- дс).

27. ±L2L * > 0 ;  *=?М.
х — 1 У  х

28. cos дс> 1— у ;  х €/?.

29. ch дс > 1 +  у ,  х£ R.

30. sin х +  tg х >  2дс, 0 < х < у

3I- ( ~ r ) ' >C0S *’ °< М  *5 у-

32. у 'Т — V У  *£ V x  — y, х > у > 0.

3 3 . fL ti' ^  -, дс > 0, у > 0, п £ N.

34. (дс“  + «/^“ Хдс* + У р) е, дс>0, у > 0 ,  0 < а < р.
35. — х <  sin дс <  х, 0 <  дс <  - .  

я  2

36. ^ < l n  дс> у >0.
х у у

37. х«— 1 <а(дс— 1), * > 0 ,  0 <  a <  1.
38. a) ( l  + ± у < е < ^ 1  +  <>0;

б) -*1пх +  У1п и х +  у
X +  у  >  In 2

39. ch х > 1 4-
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у = f (х) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, 
х0 £ (а, Ь) булсин.

1-та ъриф. Агар х0 нуктанинг шундай атрофи
U e(*o) = {*€  R: х0 — б <  дс< х0 -h 6; б >  0} с= (д, Ь) 

мавжуд булсаки, V  х £ Ue(*o) учун
/(х)</(ДГо) ( J (x )> f  (Xgj)

тенгсизлик уринли булса, f (х) функция х0 нуктада мак
симу мга (минимумга) эрииади дейилади. f (х„) циймат 
f (х) нинг максимум (минимум) циймати дейилади ва

f(x0) = max {f{x)} (/(Ха) =*min {/(*„)}) 
x 6 Ue <*•’ *  6 Ue

каби белгиланади.
Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан 

унинг экстремуми дейилади.
Г . Э к стр ем ум н и н г  зарурий ш арти  
Агар f(x) функция х0 нуктада (х0 £ (а, Ь)) чекли f  (х0) 

Хосилага эга булиб, бу нуктада f(x) функция экстрему мга 
эришса, у холда

П * о ) = 0

булади.
"Ч 2s Э к  стрем ум нинг е тарли  ш артлари  

1х0 £ (о, Ь) нуктанинг

U Г  (*0> = € R : *о — 6 <  * <  Х0' 6 >  °} .
[)t (X ')  = { x t R : x 0< x < x 0 + b-, 6 > 0 }

чап ва у’нг атрофларини караймиз.
Фараз килайлик, у — f(x) функция х0 нуктада узлуксиз 

булиб, U e(*o)M*o} да чекли П * ) Х<*илага эга булсин.
а) Агар

V x € U r ( xo) УЧУ Н / ' W > ° *

v x 6 u e+ (jt0) у цу н / ' ( * ) < 0

булса, f(x) функция х0 нуктада макси му мга эришади.
б) Агар

V  х € U ~ (дс̂  учун /' (х) <  0,

V x e u ^ O t o )  УЧУК /' ( * )  >  0

2-|. ФУНКЦИЯНИНГ ЭКСТРЕМУМЛАРИ
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булса, /(х) функция х0 нуктада минимумга эрншади.
в) Агар

V x e U T W  УЧУ» / ' М > ° .

V x € U * ( * 0) УЧУ» Г ( * ) > °
Я га

v x e u r w  учун г м <  ° .  

учун r w < °
булса, /(х) функция х0 нуктада экстремуыга эришмайди.

/(дг) функция х0 нуктада /', /", . . . , f'n> х,осилаларга 
эга булиб,

/ ' w - r w -  • • • = Г - |}(*о) = о, Г ( х 0) Ф О  
булсин.

г) Агар л жуфт сон булиб,
f W < o

булса, / (дс) функция дг0 нуктада максимумга,
/(n,W>o

булса, /(х) функция х0 ну^таца минимумга эрншади.
д) Агар п тоц сон булса, f (х) функция х0 нуктада 

экстремумга эришмайди.
6-мне о л. Ушбу / (х) = е—** функция х = 0 нуктада 

максимумга эришишини курсатинг ва максимум цийматини 
топинг.

х = 0 нуктанинг U e(0) = {*€ R ■ — 6 <  х <  6; 6 > 0 }  
атрофидаги исталган х ну^та учун ( V x £  U о(0))

/(х) = е-**^е «>= 1 =/(0)
булади. Демак, берилган функция х = 0 нуцтада максимум
га эришади. Унинг максимум киймати

max {/ (х)} = max {е~*’} = /(0) = 1
булади.

7-мисол. Ушбу /(х) = Зх2 — 2х функцияни экстремум
га текширинг.

Берилган функциянинг ^осиласн
/' (х) = 6х — 2 = 2 (Зх — 1) 

ни нолга тенглаймиз.
/' (х) =» 2 (Зх — 1) = 0
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ва бундан x = — стационар ну^та эканлигини топамиз. Шу3
нуцта атрофида косила ишорасининг узгаршиини аншушймиз. 

Равшанки,

Y * € U r ( j ) - { * C R :  { - 6 < ' <  f > ° )

учун

г  (х) = 2 (Зх — 1) = — 6 (-j—х ) <  О,

V x £  U 6+ ( j ) = { * € * : - j < * < - j  +  6; б > 0 }

учун

Г (х) — 2 (Зх — 1) = — 6 xj >  О 

булади. Демак, функциянинг хосиласи х = — нук,тадан утиш-
О

да уз ншораснни манфий («—») дан мусбат («+») га узгар- 
тирар экан. Берилган функциянинг узи х = — нуктада уз-

О

луксиз. Демак, f(x) = Зх1 — 2х функция х = — нуцтада ми-
«3

нимумга эришади. Унинг минимум циймати

mln/W  = 3 . ( i ) * - 2 . i --- 1.

8-мисол. Ушбу
_  Г х*, агар х Ф  0 булса,

{ 1, агар х = 0 булса
функцияни экстремумга текшнринг.

Бу функциянинг хосиласи /' (х) = 2х булиб, х = 0 нук- 
танинг атрофида:

V x £  U (0) = {х € : — 6 < х < 0 ;  б >  0} учун 
Г (х) = 2х <  О,

V x e  U^(0) = {x € t f :0 < x < 6 ; 6 > 0 } учун 
/' (х) = 2х >  О

булади, яъни функция хосиласи х — 0 нуцтани утишда уз 
ишорасини «—» дан «+» га узгартирадн. Бироц, берилган 
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функция шу нуктада минимумга эришмайди. Бунга сабаб, 
функциянинг х = 0 нуктада узлуксиз эмаслигидир.

9-мисол. Ушбу
, ( х )  =  1 д » - | х *  +  6 Х

функцияни экстремумга текширинг.
Бу функциянинг

у  (х) = -  • Зх* — — -2х +  6 = х2 — 5х + 6
3 2

Косиласини нолга тенглаймиз:
/' (х) =  х* —  5х +  6 =  0.

Бундан хх — 2, хг = 3 ларнинг стационар нукталар эка
нини топамиз.

Аввало Xj = 2 нукта атрофида функция ^осиласининг 
ишорасини аник.лаймиз.

Y  х € U Г  (2) =  (* €  # '■ 2 ~  Ь < х < 2 ;  0 <  б <  1} учун 
Г (х) = х* — 5х + 6 = (х — 2)(х — 3) >  0,
V x €  U ^ (2) = {х6/?: 2 < х <  2 Ч- 6; 0 < б <  1} учун 
f' (х) = х* — 5х + 6 = (х — 2)(х — 3) <  О

булади. Берилган функшш х, = 2 нуктада узлуксиз. Де
мак, берилган функция х, = 2 нуктада максимумга эрнша
ди ва унинг максимум киймати

max /(х) = -  -23 — — -2- + 6-2 = 4 -
3 2 3

булади.
Худди шу йул билан / (х) = -  х3 — -  х2 + 6х функ ия-

3 2
нинг х2 = 3 нуктада минимумга эришишини ва унинг мини
мум киймати

min /(х) = 4^

га тенглиги топилади.
10-ми сол. Ушбу

/<*)— £
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функцияни экстремумга текширинг. Бу функция хосиласи

/'(*>--£■(з - Э Д

ни нолга тенглаймиз:

П х ) - - £ (  3-2дс) = 0.
з

Бу тенгламадан Xj = 0, jc2 = — ларнинг стационар нуцталар
эканини топамиз.

Энди функциянинг иккинчи тартибли хосиласннн Хис°5- 
ланмиз:

Г ‘ (х) =  Ы2х*~£- +  3)-

/(дс) функциянинг бери лишидан х = 0 нуцта экстремум
га эга эмаслиги келиб чикади.

f ( l \ ----!  . 1 < 0 ,\2/ 2

демак, царалаётган функция х = нуктада максимумга эри- 
шади ва унинг максимум циймати

max /(дс) = — с-3 
4

га тенг.
И зо  35: а) Маълумки, / (х) = | * | функциянинг * = О нуктада цо- 

силаси мавжуд эмас, лекии бу нуктада минимумга зга булиши равшан- 
дир. ' 2

б) f(x) = x 3 функция х = 0 нуктада чексиз о̂силага эга булиб, 
унинг бу нуцтада минимумга эга эканлигини куриш цийин эмас. Де
мак, функция ^осиласи мавжуд булмаган ёки чексизга айланадиган 
ну^таларда зрм экстремум мавжуд булиши мумкин экаи.

Мисол ва масалалар
К,уйидаги функцияларнинг экстремум цийматларини то

пинг:
40. /(дг) = 2дс2 — дс*.

41. / (дс) = — — 2дс* +  — Xs — бдс + 3.4 2
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42. t (r\ =  f x* +  1, агар x^O б^лса, 
' ' '  \ 2 агар x = 0 булса.

43. \(x) =  xe~x.

44.

45. /<*)

46. /(x) = x +  j .

47. f(x) =  e* sin x.
48. f(x)=\x\e~l *~l I.
49. f(x )=  | Xs— 1 |е'*'.
50. / (x) = | x* — 41 e ^x 1.
51. / (x) = e- 1 *-11 / (x +  1).
52. / (*) = * +  ]/ 3 ^ x .

53. /(x) = arctg x — у  ln (I + хг).

54. f(x) = ln cos x — cos x.
55. f(x) =  x* .

56. /(x) = x *.
57. /(x) = | x — 51 (x — 3)3.
58. /(jc) = "Px*|2 — x|.
59. f  (x) = sin \ x — 3 1 +  cos x, x £ (0, л)
60. t / \ __ Г 1 + x, агар x < 0 б^лса,

|x* 'lnx, агар x > 0  булса.

3-§. ФУНКЦИЯ ГРАФИ ГИ НИ НГ КАВАРИКЛИГИ  
BA БОТИКЛИГИ. ФУНКЦИЯ АСИМПТОТАЛАРИ

У =  { (x) функция (a, b) интервалда аниклан ган булиб, 
a < x t < x ,< b  булсин. Л (Xj, f(x,)), B(xt, f ( x j )  нукталар
ни караймиз. Маълумки, бу нукталардан утувчи тугри чи
зик тенгламаси
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куринишда булади. Бу тенгламанинг унг томонидагн ифода- 
ни /(х) билан белгиласак, у :\олда тенглама кисцача у = 
=  / (дс) куринишга эга булиб,

l(x1) =  f(x 1), 1{хг) = [ ( х г) 
булиши равшандир.

2-таъриф. Агар .\ар цандай, .vlt хг (а <  х, <  ха <  Ь) 
ларда Y  х £ (х1( х*) лар учун f { x ) > l  (х) (/(х) ^  I (х)) тенг
сизлик уринли булса, f(x) функция графиги (а, Ь) интер
валда цавариц (ботщ ) дейилади.

3-теорема, у — / (я) функция (а , Ь) интервалда 
аникланган ва бу интервалда чекли / ' (х) хосилага эга 
булсин. / (х) функциянинг (а, Ь) да ^авари  ̂ (ботик,) були
ши учун /' (х) нинг (а, Ь) да камаювчи (усувчи) булиши 
зарур ва етарли.

4-теорема, у  = /(х ) функция (а, Ь) интервалда аник- 
ланган ва бу интервалда иккинчи тартибли / " (х )  ^осила- 
га эга булиб, V  (а, р)с=(я, Ь) (а Ф р) ларда / " (х) Ф  О 
булсин. /(х ) функция (а, Ь) интервалда каваРиК (боти^) 
булиши учун шу интервалда /" (х) < О (/ " (х) > 0) тенг
сизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

11-мисол. Ушбу
/ (х) =  х* — 6л* — бх +  1

функциянинг к,авари̂  ва боти^лиги орали л̂арини топинг.
Функциянинг иккинчи тартибли .уэсиласини .̂ исоблаймиз:

/' (х) = 4х* — 12х — 6.
Г ( х )  = 12х* — 12= 12 (х* — 1),

|х |>  1 да f" (x )>  0, |х|<  1 да / " (х) <  0.
Демак, (— 1, 1) интервалда функция графиги ^авари ,̂ 

(— оо, — 1), (1, +  оо) интервалларда эса функция графиги 
ботиц булади.

f (х) функция х0 нуктанинг (J 6 (х0) атрофида аникланган 
булсин.

3-таъриф. Агар f  (х) функция (J 7 (хо) оралицда ца- 
варщ (ботщ ) булиб, |j ^ (х0) орали^да эса ботиц (цава- 
риц) булса, у %олда х0 ну^та функциянинг (функция гра- 
фигининг) эгилиш нуктаси деб аталади.

5-теорем а. у  — f  (х) функция х0 нуктанинг U e(*o) 
атрофида аникланган ва иккинчи тартибли / " (х) ^осилага 
эга булсин. Агар / "(х□) = 0 булиб, U^(*o) °ра*
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ликларда / " (х ) *осила турли ишорали булса, у *олда 
(х0,1 ( х 0)) Функция графиги учун эгилиш нуктаси булади.

12-мисол. Ушбу
f (х) =  хе~х'

функииянинг эгилиш нуктасини топинг.
Функцнянннг иккинчи тартибли хосиласи

f"(x) =  2xe~x'{2x2 — 3) 

ни нолга тенглаб топамиз.

х = 0, x =  х =  - У

^— ОО. - V I )  ва (О, j/ "- |) интервалларда f" (x) <  О,

| — | 0 1 ва -у* 00 ) интервалларда / " (* )>  О 

эканини куриш кийнн эмас. Демак,

л { - V I  - v ' ! « ' г ). в < °.«>■ c ( V l  W 3)

нукталар функция графигннинг эгилиш нуцталаридир.
у — f (х) функция а нуцтанинг бирор атрофида ани̂ лан- 

ган булсин.
4-та ъриф. Агар ушбу

lim f(x), lim f(x)
ж— a + 0  x-*a—0

лимитлардан бири ёки иккаласи чексиз булса, у  %олда 
х =  а mijFpu чизщ f (х) функция графигининг вертикал 
асимптотаси деб аталади.

Масалан, у = —— функция графиги учун х = 1 тугри
X  —  1

чизиц вертикал асимптота булади.
5-та ъриф. Шундай k ва Ь сонлари мавжуд булиб, 

*-*■ +  оо (дс —  оо) да f (х) фунхция куйидаги

f (х) =  kx +  Ь +  а{х)

кдринишда ифодаланса (бунда lim а(х) = 0), у \олда 
y =  kx +  b myFpu чизик у = /(х) функция графигинине 
огма асимптотаси дейилади.
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/ w  = JfL M _ z 2
х — 1

функция графигинииг OFMa асимптотасини топинг.
Берилган функция куринишмни цуйидагичз узгартирамиз:

1

13-ми сол, Ушбу

/(х) = 2х+3 +
х —  1

х-*- ± оо да а(х) = — булгани учун, /(х) функция
ни /(х) = 2x-f 3 -f а(х) куринишда ифодалаш мумкин. 
Бундан эса у =  2х 4- 3 тугри чизин, функция графигинииг 
OFMa асимптотаси экани келиб читали.

6-теорема, у = / (х) функция графиги х-*- + оо да 
у  = кх 4- Ь огма асимптотага эга булиши учун

lim — 11 = k, lim [/(х)— kx] =  b
x-+-\-oo X ао

лимитларнинг уринли булиши зарур ва етарли.
Бу теорема х-»- — оо да а̂м уринлидир.
14-мисол. Ушбу

/(х) = (1-х)»
функция графигинииг OFMa асимптоталарнни топинг. 

lim =  lim ----— - = 1,
Х-*±ао X х-+±оо X ( 1  -f* ДГ)а

lim [f(x) — kx\ =  lim I - * * ■— * ]  =
*-•±00 X-»±ao L (I + * ) *  J

_  jjm x4 — x(l -+-3x4-3x* + x*) _ __^
x-*±oo (1 4" x)*

Демак, царалаётган функция учун 
у = х — 3 

чизн  ̂ OFMa асимптота булади.
Мксэл ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг цавари^лик па боти^лик ора- 
ликларнни топинг:

61. /(х) = ха , а >  1, 63. /(х) = 1пх.
i > 0 .  64. f(x) =  xb — 10х* 4- Зх.

65. /(х) =62. / (х )- е ' .  1-х*'
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Куйидаги функциялар графикларининг эгнлнш нуктала- 
рини топинг:

71. / М - cos*. 79. /(х) = 1 +  х* — —

к - 80. , w _

73 . f (x )  =  e~. 81. / (х) = 2 лг* Ч- In х.
74. / (х) = (х2 — I)3. 82. / (х) = <T2xsirT: дс.
75. /(х) = 4х1 + у  . 83. а ф О ,

76. / (х) — [*JZZ-U. Ь * ° -
84. /(дс):77. f(x) =  e'oiX. (1 + *)*

78. /(х) -  4 ^ -  85. /(х) = / Г = ? .
У *

4- §. ФУНКЦИЯЛАРНИ ТУЛИК ТЕКШ ИРИШ  
ВА ГРАФИКЛАРИНИ ЧИЗИШ

Функцияларни текширнш ва уларнинг графикларпни 
чизишни куйидаги цоида буйича амалга ошириш максадга 
мувофи^Дир:

1°. Функциянинг аникланиш тупламини топиш;
2°. Функцияни узлуксизликка текшириш ва узилиш нук,- 

таларини топиш;
3°. Функциянинг жуфт, тоц а̂мда даврийлигини аннк- 

лаш; ij.. ■,£
4°. Функцияни монотонликка текшириш;
5е. Функцияни экстремумга текшириш;
6°. Функция графигининг каварик ва ботиклик оралик* 

ларини аниклаш, эгилиш нукталарини топиш;
7°. Функция графигининг асимптоталарини топиш;
8°. Агар имконияти булса, функциянинг Ох ва Оу уклар 

билан кесишадиган (агар улар мавжуд булса) нукталарини 
топиш ва аргумент дс нинг бир нечта характерен кийматла- 
рида функциянинг кийматларини хисоблаш.
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15-мисол. Ушбу f (х) = —— j функцияни тулик тек
ширинг ва графигини чизинг.

Берилган функция {(— оо, — 1) (J (— 1. 1) U (1. +  оо)} 
тупламда аницланган. Бу функция учун f (— х) = f (х) бул- 
ганидан у жуфгдир. Демак, функциянинг графиги Оу уцка 
нисбатан симметрик булади ва уни [0, +  оо) ораликда тек- 
шириш кнфоя.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари:

/' (Х) =  ~ Ах Г  (Х) =  4 + .
' V (**-1)* (*•— !)*

Биринчи тартибли хосила [0. +  ° ° )  орали^нннг х = 1 
нуктасидан бошка барча нукталарида ани^ланган ва х =  0 
нуктада нолга айланади. Иккинчи тартибли хосиланинг х =  0 
нуктадаги циймати f" (0) = — 4 <  0. Шунинг учун f (х) 
функция х = 0 нуктада максимумга эга ва бу максимум 
Киймат f (0) = — 1 булади.
Й  Энди (0, 1) ва (1, + оо) да /' (х )< 0  булганидан бу 
тупламда / (дс) нинг камаювчилиги келиб чикади. Су игра

* * + 1  ж* +  1 .lim —z - =  — оо, l im ——  = + оо, 
х^|_0| X* — 1 *-«4+0 X* —  I

lim ■** - = — оо, lim х + * = + оо

X* -1- 1

— 1- f O  X *  —  1 х - * — 1— О  X *  —  1

булгани учун х = ± 1 (функциянинг иккинчи тур узилиш 
нукталари) тугри чизиклар вертикал асимптоталар эканлигини 
ва

* = limIi£L- l im  £±i.JL- о,
Х-.00 X х - м о  X* —  1 *

Ь «= lim [/ (х)— kx] =  lim ■* ■ — 1
X-+QO Х —+00 х *  —  I

лимитларга кура у =» 1 гориэонтал тугри чизик / (х) функ
ция графнгининг асимптотаси эканлигини хосил кнламнз.

Энди 1 +  Зх* = 0 тенглама хакикий сонлар укида ечимга 
эга булмагани сабабли функциянинг иккинчи тартибли .хо
силаси нолга тенг б^лмаслиги, яъни эгилиш нуктаси йук,- 
лиги келиб чикади. Иккинчи тартибли хосиланинг киймат- 
лари: [0, 1) да Г  М < 0 ,  (1, +  оо) да f" (х) >  0. Демак, 
функция графиги [0, 1) да каварик ва (1, +  оо) да ботик 
булади (3-чизма).
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3- чнзм а.

Мисол ва масалалар 
Цуйидаги функцияларнинг графикларини чизинг:
86. / (х) = Зх — Xs . 96. / (х)
87. / (х)=— х3 +  4х—3. <* “
88. / (х) = х (х -  1)». 97. f  (х) =
89. f (х)=(х+2)*(х— 1)*.

<* “  *)’ 99. f  (x) = —
91. / (x) = - i— . V**-H

X  —  1

92. 1 w  100 1 w  “  * ’ V x +
(* + i)*

93. / (x) = __—__. ,01- /(*) = * (*  +  1).

,02 , w - v = -

95. / ( X )  _  - £ = !. 103. - 1 .
*4 V  X* + \ *
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104. f  (x) = (x* + 8x+ 12)3 .
105. f (x) = |x| V I  - x * .

3_

106. f  (x) = ,-?-±4r-.
V  X

107. f (x) = ex—x.
108. f  (x) = хё~2к.
109. f  (x) =« xe~x.

110. / (x) =
I  — X

111.  f { x )  =  \nx —  x + l .

112. f  (x) = — .
x

113. f  (x) = x2 lnx.
114. / (x) = x ln*x.
115- / (x) = ln I —7-j-1 H—

1 x+  1 I x +  I
116. / (x) = x —' У x* — 2x .
117. /(x) = x* — 2 lnx.
118. f  (x) = cosx+ sin2x. 

[119. f (x) = sinx -f sin2x.

120. / (x) =

121. / (x) COi2x
[cosx

122. f (x )> - ^  — arctg x.

123. / (x) =  -  x — arccos-.2 *
124. / (x)] = arccos 1 ~  **

125. f (x)

1+x* 
1

arcctg *
2jk126. f  (x) = arcsin' 1 + X*
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,28. / (x) = e~,rct* *.
129. /(x) = sinx — lnsinx.

_ i_

130. / (x) = (1 + x ) \

12 7 . / (x) = eCOiX.

5- §. АНИЦМАСЛИКЛАРНИ ОЧИШ
(Лопиталь ^ондалари)

1°. ^ куриниш д аги  аницмасликлар.

7-теорема, f (х) ва g (х) функциялар учун куйидаги 
шартлар уринли булсин:

1) / (х) ва g (х) функциялар а нуктанинг бирор атро
фида ани^ланган ва чекли укилага эга;

2) lim / (х) = lim g (х) = 0;
х -* а  х -* а

3) а нуктанинг шу атрофида g (дг)^0;
f  <х)4) lim --- - чекли ёки чексиз.

* -«  8' (ж)
У  х°лда

lim = lim 
х-,а в (*) *-<■“ В (*)

тенглик уринли булади.
И з о .̂ Агар бу теореманинг шгртлари а нуцтанннг чап (ёки $нг)

I  (х)ярим атрофида бажарилса, у х,олда теорема ----  нинг а нуцтадаги
В  W

чап (ёки 5’иг) лимитнга нисбатан Гринли булади.
16-мисол. Ушбу

,. еах — cos а х  ,lim ----------  лимитни хисобланг.
х-*о еЛх — cosPx

Бу холда f (х) = е1Х — cosax, g (х) = е3* — cospx бу
либ, улар учун теорема шартлари бажарилади:

а) lim / (х) = 0 = lim g (х),
* —0 х-»0

б) /' М  ■= a (еах +  sin а  х), g' (дг) = Р (£ х +  sin Э х),

в) lim =  ^L, Пт = «
X-.0 g ' (x) p x-»o * +  sin p X P ’
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lim ii£ L  =
*-*о 8 М  Р

8-теорема, f  (х) ва g  (х) функциялар учун куйидаги 
шартлар уринли булсин:

1) f  (х) ва g  (х) функциялар (а, +  оо) да аникланган 
ва чекли ^осилага эга;

2) lim f (х) = lim g  (x) «= 0;
x-*-j-ao x-*-\-oo

3) g ' (x) Ф 0, V  x£(a, +  oo);

4) lim — чекли ёки чексиз.
* - + •  8 W

У холда
lim Ш .  - l im  f- ^ L  
*-+«□ 8 (*) * -» + •  8 W

тенглик уринли булади.
1 7-мнсол. Ушбу

. .  я — 2arctg х лurn — ---- —  лимитни хнсобланг.
* - ♦ + 0 0

Б у ерда

у холда теоремага кура:

И х) = Л — 2arctgх, g (х) = In 1̂ +  ^ j

функциялар теореманинг 1) — 3) шартларини каноатланти- 
рншини текширнш кнйин эмас.]

Равшанки,

- 2 - 1 -
Пт - 0 ^ 1  =  Пт -------- L ± i i _ = iim _

* - * + »  в' (•*) X - » - fO O  X I I \  х - » - (- в о  1
Ь Н )1 + Х  \ X* ]  (1-f-JC) X

= Н т J L .  (1 + х) х = 2.
Х - » + « о  1 -+■ X *

Демак, 4) шарт а̂м бажариладн. Шунннг учун теоре
мага кура:

lim L W = i im я — 2 arctg*■ _  2
* ■ » + « •  8  ( « )  л - * + о о
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2Э— куриниш даги  ан ищмасликлар.
00

9-теорем a. f (х) ва g  (х) функциялари учун куйидаги 
шартлар уринли булсин:

1) бу функииялар а нуктанинг бирор атрофида аниц- 
ланган ва чекли ^осилага эга

2) lim f (х) = оо, lim g  (х) = оо;
X—+Q х —*а

3) а нуктанинг шу атрофида g ' (х )^0;
4) iim чекли еки чексиз.

х ^ а  g'(x)
У *олда

lim П а . = lim П И
х—а g  (х) х—а ч (х )

тенглик уринли булади.
18-мисол. Ушбу

1п ( * “ ? )  lim — ------  лимит хисоблансин.
Я tg X  

Х - +  —
2

Бу ерда

/ (х) =.1п (х — I ) ,  g (х) = tg X

булиб, улар теореманинг 1) — 3) шартларини каноатланти- 
ради ва

1
я

X —

lim L J-L  =• lim ---—  =  lim — s* * .
_  Я  g  ( X )  Я  1 _ Я  я

—  X - * —  -  ■ —  X —  —

2 2 COS* X  2 2

Кейинги лимит -Ц куринншдагн ани^маслик булиб,

/,(х) = cos’ x, ^ (х ) = х — j

функциялар 7-теореманинг барча шартларини к,аноатланти- 
ради. Шу теоремага асосан:

lim = lim 2-£” f-b.»in^ = о.



|п (* “ f )  lim —i--- tL  = о.
x-J£ tgx 

2

Зэ. Бошца куриниш даги  аницм асликлар  
Маълумки,

lim / (х) = 0, lim g (х) = оо булса, f  (x) g  (х)
х-*а х -*а

купайтма 0-оо куринишдаги аницмаслик булиб, уни

f (*) _  8 М

Демак, 9-теоремага кура,

f  (x) g (х) ' 1 I
g W f (*)

•  ,  0  .  ОС -куринишда ифодалаш оркали — еки - куринишдаги аниц-
О  ОО

масликка келтириш мумкин.
Шунннгдек, lim / (х) =■ + оо, lim g (х) = + оо булса,

x—+q х -*а
f (х) — g (х) айирма оо — оо куринишдаги ани^маслик бу- 
либ, уни хам

_1_____ 1_

I Ц - g W - » 1?

Г м 'Г м
куринишда нфодалаб, — куринишдаги ани^масликка келти-

_  .  А а л *  0

риш мумкин.
Шундай цнлиб, функция хосилалари ёрдамида 0-оо ва

оо —  то куринишдаги ани^масликларни очишда, уларни ^

ёки ^ куринишдаги анн^масликка келтириб, сунгра юцо
ридаги теоремалар цулланилади.

Маълумки, х —*■ и да f (х) функция 1, 0 ва оо га, g (х) 
функция эса мос равишда оо, 0 ва 0 га интилганда

I/ (х)1г<>> даражали — курсаткичлнифодада 1*, 0°, оо° ку- 
ринишдаги аннцмаслнклар келиши мумкин. Бу куринишдаги 
ани^масликларни очиш учун аввало

у = l/(*)]flw
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яфода логарифмланади:
•п </ = £ М  In / (ж).

x-+ a  да g (x) In / (x) ифода Ooo куринишдаги аннцмас- 
ликни ифодалаши равшан.

Из ох. Агар f (х) ва g (х) функциянинг /' (х) ва g' (х) косила- 
лари *ям / (х) вз g (х) лардек юцорида келтирилган теоремаларнинг 
барча шартларини ^аноаглантирсэ, у ^олда

.. f (*) .. Г (х) .. Г  Wlim —— = lim ——- = lim - 
g (x) g (x) g’ (x)

тенгликлар уринли булади, яъни бу *олда Лолигаль ^оидасини такрор 
ц̂ 'лллш мумкин б£лади.

1 9-мисол. Ушбу
lim (tg*)'82*

Л  
Х-+ —

4

лимитни хиеобланг.
Бу лимит 1“  куринишдаги анн^маслик булиб, ю^орида 

айтилганларга асосан:

»-< м ' с "
ифодашс логарифмлаш натижасида

In tgxlim Iny = lim
* - ► —  x — —  ( * s 2 x ) — 1

4 4

■jj куринишдаги аницмасликка келади.
Энди Лопиталь цоидасинн цулласак:

_1__ 1_
Hm _ 2 o ! i £ L _ „ m 4 « W ; ----------lim sinZx — — 1.

4 4 C O S* 2X 4

Демак,

зкан.

(tg 2x)* 

lim (tg*)'*2" = -
Я  t

X-+—
4
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Мисол ва масалалар

131. lim - - g x ~  1.

132. lim М 4. * - ™ * * '  
х-»о 3sin4 х — 12sin х

133. lim V tg* ~ ‘ .
л 2sin'jr — 1

JC - * —
4

134. lim - i —lt- '!~ 2 (c<r~  *>
x - » 0  X 1

. . .  .. I — cosx*135. ltm ------ .
x~»o x * s in x *

„ X  -5  ln x

136. lim --------
x - 0  Xs

(a > 0).
137. lim .nrcsln.2* - .2-?L?in.f,

x—О x*

138. lim (e >  0).
X—♦oo X

139. lim
X - l  x  —  1

(P + 0).
140. lim

X-.I lnx

,41. Mm cos t ^ + I JLL.
X я  cos (2n +  1) x 

2

m £ N ,  n £ N
lnx — x +  1142. lim

X—» I X —  Xх

143. lim ,n*
х-*+о lnsin x

144. lim ln-~
x—+<*> e1 x

145. lim — — —
х-»+» x* “  >пРх

146. lim x e~x‘-
x—> 4-00
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147. lim (дс*— 1) 1пдг.
* - » + о

148. lim ( —-----Y
jt-*o \ sin x x /

149. lim ( - * - = - -----
i-*1 \ l - x a 1 — * /
а, РФО. 

i
150. lim x

*“♦1 / 2 \x
151. lim I -  arctg x i .

V я /
152. lim (1 + *)'"*.

* - » + o

153. lim (л — 2дс)с<м*•
* - » — — о  

2

154. lim |lnjc|2x.

155. lim x**” 1.
J t - » 0

156. lim (дс** — 1).
(a 4- x)x — a*157. lim ----- -----, (a >  0).

дг- * 0  * *  .  \  ^  t

158. lim (th дс)*.

159. lim .
*-*э \ x J

,lnx
160. lim

x- , + 0 0  (In x)
1

161. lim <!+*) - «
x-»0 X

_ l ____

. . .  Insh<162. lim x
* - ► + 0

163. lim ( i V ta*. 
*-»+o \ x j

164. lim (arcsinx),gJ 
* » + o
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1

165. lim (— arccosx  ̂ .
x-*0 \ Я  /

166 lim ( - ----- l----Vx-*o \ x arcsin x J

\je — X  m* X/167. lim
* - » + 0Q

168. lim x ln ( — arctg Ax-*+® \ я /
1 6 9 . |im JSL=JL.

x-*0 In’ (1+ДГ)
170. lim xa ax, a > 0 ,

X - *- f- o o

а Ф  1.

V I I I  боб  

А Н Щ М А С  И Н Т Е ГРА Л Л А Р

l-§. АНИКМАС ИНТЕГРАЛ ТУШУНЧАСИ

f(x) функция бирор (a, b) (чекли ёки чексиз) интервалда 
ани^ланган булсин.

1-та ъриф. Агар (а, Ь) интереалда f  (х) функция 
(f (х) dx ифода) шу интервалда дифференциалланувчи F (х) 
функциянинг хрсиласига (дифференциалига) тенг булса, 
яъни ушбу

F'(x) =  f(x )  (dF (х) = f(x) dx), х£(а, b) 
тенглик уринли булса, у \олда F(x) функция (а, Ь) интер
валда f (х) функциянинг бошлангич функцияси дейилади.

1-мисол. Ушбу

/ ( х ) = т т 41 + JT*
функциянинг (— оо; +  оо) интервалда бошланшч функцияси 

F (х) — In (1 + х -)
булади, чунки

F' (х) = [In (1 +  **)]' = - L -  -2х -  / (х).1 + X*
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F (x) ва Ф  (x) функцияларнинг хар бирн (а, Ь) интервалда 
битта f  (х) функция учун бошлангич функция булсин:

F' (х) = f  (х), Ф ' (х) = / (х), х€(а,6).
Демак,

F' (х) = Ф ' (х).
Бундан эса

F  (х) = Ф  (х) + С (С — const)
тенглик келиб читали.

Демак, (а, Ь) интервалда берилган / (х) функциянинг бош
ланрич функциялари бир- бири дан узгармас сонга фарц цилар 
экан, яъни бу функциянинг (а, Ь) интервалда бирор бошлан
рич функцияси F (х) булса, унинг исталган бошланрич функ
цияси ушбу

F (х) + С (С — const)
куринишда нфодаланади.

2-таъриф. (а, Ь) интервалда берилган функция бош
лангич функцияларининг умумий ифодаси F (х) +  С 
(С — const), f  (х) функциянинг анщмас интеграли деб а т а 
лади ва

{/  (*) dx
каби белгиланади. .

Демак,
J  f (х) dx =  F (х) +  С (С — const).

2-мисол. Ушбу
J  Зх* dx

ннтегрални хисобланг.
Равшанки, / (х) = Зх5 функциянинг бошланрич функцияси 

F (х) — х* булади.
Ани^мас интеграл таърифидан

У Зх* dx =  x* +  C
булишини топамиз.

1. Аницм ас и нтегралнинг  содда хоссалари: 
1°. d [Г/ (х) dx] = / (х) dx.
2°. J d f  (х) = F (х) +  С (С — const).
3°. Агар / (х) ва g (х) функциялар бошланрич функция- 

ларга эга булса, у ^олда f (х) ± g (х) функциялар]хам бош
ланрич функция га эга ва



J  I/ (*) ± g M ] d x - J /  (x) dx ± J  g (x) rfx
муносабат Уринлидир.

4°. Агар f (x) функция бошланпгч функцияга эга б$лса, 
у холла k I (х) (k — const) функция хам бошлангич функ
цияга эга ва

j k f ( x ) d x ~ k j f  (x)dx (кфО)
муносабат уринлндир.

2. Элем ентар  ф ункц и яларн и нг  аницмас ин- 
теграллари.

Элементар функцияларнинг хосилалари жадвалицан хамда 
бошлангич функция таърифидан фойдаланиб, элементар функ
циялар учун ани^мас интеграллар жадвалини келтирамнз.

1 J  0 dx = С, С — const.
2. J  1 dx — х +  С.

_ а - Н

3. fxa dx = ^ —  + С ( а ^ _ 1 ) .
J а 1

4. =1п /х| +  С (х ф 0).

5. f a* dx =  —-- f-С (а >  0, а ф  1).J lna
6. fe*dx =  e* +  C.

7. j’ sin xjdx = — cos x + C.
8. j'cosxdx = sinx+C.

9. Г — = tgx + С, x # ^  + п л ,  n € Z.J  cos* x 2
10. Г ———— = — ctgx+C, х # л л ,  n£Z.| J  sin1*
1 1 .  a r c t p + C ,

J  1 + X* I — arcctg x +  C.
12. Г -- —---- ( arcsinx-f C, _ j  <JC<  j

J  VTT7* I  arccos x -f C, 
13. Jshxdx = chx + C .
14. Jchxdx = shx+ C.
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3-миоол. Ушбу

I X

dx

интегрални ^исобланг.
Интеграл ости даги функцияни

з. J_

* ± £ + i _  /  +  /  +
У 7  V.

куринишда ёзиб оламиз. Натижада

тенгликка келамиз.
Аницмас интегралнинг содда хоссалари ва ю^орида кел

тирилган жадвалдан фойдаланиб, топамиз:

1 + 1  i+ i  -  -
2  2  л  2  „ 2

= £---- +  —  +  2Vx + С = i -Ни. +  JfLL-f-
з I . . 5 3
2 + ‘ 2 + i

+ 2 У Т  + С = 2х% +  2x-¥ jL . +  2 У 7  +  С =

2 v V ( f + T + l ) + c -

2-$. ИНТЕГРАЛЛАШ УСУЛЛАРИ

\ Iе. У згар увчи н и  алмаш тнриш  усул и
Агар ф(/) функция (с, d) интервалда бошлангич функция 

Ф (0  га эга б^либ, g(x) функция (а,Ь) интервалда диффе
ренциалланувчи а̂мда х £ (а, Ь) цийматларда g(x) £ (с, d) бул
са, у_^олда

|ф (g (*)) g' (*) dx = Ф (я (х)) +  С 
формула уринлидир.

(
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Демак, ftp (g{x))g (x)dx иптегралнн хиеоблаш t = g(x) 
алмаипириш ёрдамида \ ф(t)dt интегрални хисоблашга кел-
тнрилган экан. Бундай у с у л  узгар увчи н и  алмашти- 
риш усулн  деб аталади.

4-мне о л. Ушбу
Г dx
J

интегрални хисобланг.

dx
ху" X* + 1

_ 1_
X»

■dx----
Т
X»V * - ,

Охирги интегралдан куринадики, узгарувчини —  = / деб
X

алмаштириш мацсадга мувофик;дир. Янги узгарувчи / орца- 
ли интеграл куйидаги куринишга келади: / = — J —

ch*/ — sh*/ = 1 айниятни .\оеобга сшиб, / = sh г алмашти- 
ришни бажарамиз. У  холда

dt =  c\\zdz, / 1  + /* = 1 +  sh*z = ch*
булиб,

J * ~ * + c

натижани оламиз. Берилган интегралнинг х узгарувчи орца- 
ли ифодаси

/ = —In

булиши равшандир.
5-мисол. Ушбу

dxj V rc

интегрални хисобланг.
1 + х *
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Бу интегралда arctg дс = / алмаштиришнн бажарамиз.
Натижада ■■ = d t  булиб,

I  •+■ х *

,гс ig * _dx_  =  j V d/ =  e'  +  C  =  e trc{‘ x +  C

булади.
6- мисол. Ушбу

г dx
J  (**+!)*/*

интеграл хисоблансин. Бу интегралда х = tgt,— — —  
алмаштиришни бажарамиз. Натижада

« лdx ------
cos* t

булиб,
Г — ——  в  Г dt =  Г cos / dt =  sin t + С = sin (arctg дс) +C 
Ju*+D'/, J cos«  J
булади.

7- мисол. Ушбу
f lrM In x ^  dx 
J  X ln x

нитегралии хисобланг.
Бу интегралда In (ln дг) = / алмаштиришни бажариш на-

тижасида - dx— = dt булиб,
X In JC

г_И 1пд г л  + c _ l № i ! ! !  + c  
J jtlnx J 2 2

б̂ лали-
Мисол ва масалалар

Узгарувчини алмаштириш усулидан фойдаланиб куйидаги 
интегралларни хисобланг:

1. Г - ,— — dx. 5. Г — —— .
J / 1 —** J (дг» — 1)»/а

г. J*yr=?&. в. J  iV‘L ,  •
1 И 5 - *  7- h

4 - »• j v
dx

i n r

11—438

дг + 1
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' - 'd x .9. jcos^xV^sin x dx. 18. f

, 0 - Ь 4 у Т  '» •  A * -
11. L , - ^  -■■• 9П f _________

1 у « < * « Г  “ • J

12. \xe~x’dx. „

13. 2 I '

J„  * 22. (K l- x V x .Г sinx— cosx , J

V  i+**+K(i+**)»
dx

, . С sin* — cosx ,14. J  .=-dx.

15.

16.

y sinx~ ' 0sx "  23. \ Y ' - ± L d x .

J  sin*x +  2cos*x f  sin x-cos*x ,

I dx
24 f  sinx-cos»* dx 

J  1-f cos*x

J  ilnx  25 fa rc tg V T

2°. Б у л а к л а б  интеграллаш  усул и  
Фараз ^илайлик, ч(х) ва t<x) функциялар (а,Ь) интервал

да дифференциалланувчи булиб, у(х)ы'(х) функция бу ин
тервалда бошланрич функцняга эга булсин. У холда u(x)v’(x) 
функция хам бошлангич функцияга эга ва

f и(х) v’(x)dx = и(х) i(x)]— ju(x) и’(х) dx

тенглик уринлидир. Бу тенглик б ул а кл а б  интеграл
лаш формуласи дейилади. Булаклаб интеграллаш фор- 
муласини

f и(х) dv(x) = и(х) v(x)— j  t{x) du (x)

куринишда ёзиш хам мумкин.
8- мисол. Ушбу

j  arctgV х  dx.

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги ифодани и =  arctg У  х , dv =  dx лар

купайтмаси деб оламиз. У  холда du = —!---— 7= , v — х
1 +  х 2 у х

булади. Булаклаб интеграллаш формуласига кура:
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, =  jV c tg  -

-  x -arctg V x

J/T d x  ИНТегралда V x  = t оламиз. Натижада x = 

= /*, dx — 21 dt булиб,
(V T  dx = Г .± »_л  =2 Г ™ - =
J T + T  J i - M *  J I + ' 1

=,2 | J  ̂  2arctg/+C==2/x—2arctg +C.

Шундай цилиб, берилган интеграл куйидагига тенг булади:
/ =  дс-ardg Vx — Vx +  a r c i g V x  +  С =

=  (х -+- 1) arctg V x  — V х + С*
9-мисол. Ушбу

/ = fsin(lnx)djc

интегрални хисобланг.
и =  sin (In х), dv = dx деб оламиз. У холда du=  (1п ** dx,

X

v = х булади.
Булаклаб интеграллаш формуласидан топамиз:

/ = x -s in (ln x )— J x  - os *ln^  dx =

= x- sin (In x) — j  cos(ln x)dx.

I i=  ( cos(lnx)dx интегралда худди юцоридаги каби бу
лаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланамиз:

/, = xcos(lnx) 4- [sin(Inx)dx.
Демак, царалаётган интеграл куйидагича куринишга эга 

булади:

/ =  xs in (ln x ) — х cos In х— J  sin (lnx )dx=

= xsin(lnx) — x cos (ln x) — I.
Шундай цилиб, / га нисбатан чизикли тенглама хосил 

оулди, бундан
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I =- -j- ̂ sin (ln x) — cos (In x)j +  С

эканини топамиз.
10- мис о л. Ушбу

I = Г- — - (а -  1.2,3, . . .  )J(x* + e*)n V
интегрални хисобланг.

Аввало бу интегра л да п = 1 булган холни каранлик 
Бу холда

U -  Г — - - 1  - ^ L - 1 - a r c t g i  +  c
1 * '+ » ' а 1 . . / х \* а Б a

муносабатга эга буламиз.

I .  -  г - х" л**-1 +  а * ) "

интеграл да

деб олсак,

и ---------!-----, du =  dx
(х* +  а«)я

, 2 л х dx
а ы  = ------------------- — г .  и  =  j c

(x» +  a*)n+l
булиб, булаклаб интеграллаш формуласига кура

/ = — ----+ 2л Г--------dx
п (х* +  а*)я J  (х> +а *)ч+|

булади.
ифоданинг куриниши

(х* + а*),,+‘
■а*

(х» +  о*/-+| (х* +  а*)" (х* +  а*)'1+|
каби узгартирилиши натнжасида

/  =  — -------+  2 п 1 — 2 п а Ч . .
"  (х* +  а*)" "  n+i

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликдан эса
j  __ *1 х______2 п — 1 I j
',+| ~  2п а* (х* +  а‘)л 2л ’ а» "
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оеккурент формула келиб чикади. Бу реккурент формула
дан ва п =  1 булган холдаги интеграл и̂собга олиннб, 
п >2 лар учун интеграллар топилади. .Масалан:

/ = Г— —  = J ---- —  + — /1 =
2 J  (х« -ь а*>* 2а* х*+а* 2а*

_  —!— . — —  4. —— arctg —  + С.
2 а* х*+а* 2в* а

Мисол ва масалалар

Булаклаб интеграллаш усулидан фойдаланиб куйидаги 
интегралларни хисобланг:

26. j^  sin xdx.

27. § x e ~ xdx.

28. jV ln *d x (n  1).

29. j  arcsin xdx.

30. j  Xя e~*'dx.

31. I arcsin x dx.

32. j1 arctg xdx.

33. jln (x - f V T + J)d x .

34. I sin x In (tg x)dx.

35. Jcos(ln x)dx.

3-f. РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ
л Вх +  С

36. J* e0,-cos bx dx.

37. j  e"-sin bxdx.

38. \V~x InXxdx.

39. j* e2xs\ni xdx.

40. j x  (arctg x)* dx.

41. Где In 1 ~l~* dx. 
J  1—X

42. jVshxdx.

43.

44. \— dx. 
J  c o s * jc

45. j . r c « ( 0  dx

т 1 .2 ,3 ,. (1)( . г - А р ’  (X*  +  рх +  q)m •

куринишдаги касрлар сод д акасрлард еб  аталади, бунда
vuZ ’n L a' P,q лаР УзгаРмас сонлар, x* +  px +  q квадрат учхад эса ^акиций илдизга эга эмас.

Ушбу
_  ао ~f~ 4- о»х* + . . . + дп Xя 

<?<*) bt +  bix +  btx* +  . . .+  bjxi ( '
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куринишдаги каср рационал функция дейилади, бунда а0....... а п
b ва ь .А .........bj узгармас сонлар, n£ N ,j£ N . Агар л</
булса, бу каср тугри каср деб аталади.

Хар цандай тугри каср содда касрлар орщали ифодалана- 
ди (к- Т. Азларов, X. Мансуров. «Математик] анализ*, 1-жилд, 
262-бет). Демак, (2) куринишдаги рационал касрларни ин- 
теграллаш масаласи (1) куринишдаги содда касрларни ин- 
теграллаш орцали хал цилинади.

1. содда касрнинг ани^мас интеграл  и:
х—а

=  А Г - (- - а)-  =  /1 I n |х-а | + С .
,)х — a J  х —а

2. Г— ----dx (m > 1) интеграл хам осэн хисобла-
J  (х — а)п

нади:
Г — 4—  dx =  А Г =  А Г ( х - а ) ~ т d(x — а) =J ( х - а ) т J  ( х - а Г  У

— --------- V t + c -I — т (х— а)т_|

3. — Вх С - содда касрнинг интегралини хис°блаш 
х* + рх + я

учун х* 4■ рх +  q квадрат учхадни

х* + рх +  </= (х +  +  q -

куринишда ифодалаймиз (х* +  рх +  q квадрат учхад хаци-
и̂й илдизга эга булмаганидан q — —  >  0). У холда

4

/=  Г Вх + С.  -dx= Г--- Вх± С -  dx; a* =q-- —
j „  + p, + ,  J  (,+  ■§-)’ +«• 

булади. Бу интегралда х +  -у = t алмаштиришни бажара
миз:

J *  + a»T V 2 )J t' +  a*

В Г d((* +  а») ( c  Bp \ J _  Г rf(~r)
2 J  /* + a* 2 j a J  ! + (— )*
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Вх + с (m >  1) содда касрни интеграллаш учун
У *  * г *  1 *1 'худди 3- холдаги каби узгарувчини алмаштиришдан фоида- 

ланиб топамиз:

тирилган булиб, у реккурент формула орцали ^исобланади. 
11- мисол. Ушбу

интегрални дисобланг.
- , <цо— Х касрни содда касрларга ёйиш нати- <•* + 1)(2дс — !)(дг* + I)

жасида у куйидаги куринишга эга булади:

___________£___________ _  А __ В _  С х + Р
(х+1)(2дг — !)<*»+|) х + 1 2х — 1 х»+1

Бу тенгликнинг унг томонидаги касрларнн умумий махраж- 
га келтириб, суратдаги купдадларнинг тенглигидан фойда- 
лансак, ушбу ^  ^

' т  I
Вр

(x* +  px+ q )m 
i f  dt

В х + С d(t* +  a*)
/ 4 4  I ~9\ГП(<* +  а*)т

(/* 4. а*уп
В____ 1 _
2 1 —т  ' 

dt

Бу муносабатдаги J интеграл 10- мисол да кел-



— A +  B — D =  0,
2A +  B — C +  D = l,
—A + B  + C + 2D —0,
2 A +  В +  2C = 0 

система га келамиз. Бу системани ечиб,
Д  ____ I g  ____ 4  Q  ____ 3  Q  ____ 1

“  T ’ = IF ’ To"* — io
эканини топамиз. Шундай цилиб,

1 = Г-----^ . -f — + -if— +
J  (x+ l)< 2x— IXx* +  1) 6 J x + l  15 J  2 x — 1 

3 _  _ l _

+ f  ~ , io * * -  4 - m i* + 1 1 in i2* - u -

20 J  x* +  1 10 J  x* - f  I 6 1

+  i o  ,n l 2x~  ,n^ * +  1 )+ a r c tg x + C .
Бу мисолда рационал касрларни интеграллаш учун уму

мий булган, содда касрларга ёйиш усули етарлича мурак
каб булган тенгламалар системасига олиб келишини курдик. 
Шунинг учун интеграл остидаги функция куринишига цараб 
нложи борича соддароц усуллар билан интеграллаш маъцул- 
дир.

12-мисол. Ушбу
* dx

h)x* +  l 
интегрални хисобланг.

Интеграл остидаги ифода куринишини узгартириш нати- 
жасида топамиз:

J _

1 X* л ( \ . \ I \ 2dx
-  + 1 , . + л

X*

Г dx Г X* _ ± _ С  d [ X х )  d ( X +  х )  
Jx« + I J  I 2 J  I

*1+ТГ

, _ L f  ___L  Г d(x+7~) -  
2 J I 1 \* „ 2 J  / I „
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I , ( x — ~r” ) _  J _  Г _JL - 
2 J : ' - :

г* — 2

2y  2 arcts  y - 2 2 J  г* — 2 ' 

функцияни содда касрларга ёямиз:

* + — • 
X

г*— 2
■ (___ L _ ___ ____'___ )2V 2 \ г—У2 г+У 2/’

Натижада
Г i t ______I__ Г dz 1 Г йг

J  г» — 2 “  2 у'2~ J г — У Т  2 / Г . )  г+ У 2
In I I -f- С булади.

2^2
Демак,

Т у т агс'8
Х  +  — +У2

X

х+ —  - У 2  х
х% 4- х У Т 4-1
X* — х У Г  + 1

+ с- 

+ с.
Мисол ва масалалар

Куйидаги интегралларни хисобланг:
xdx46 1 

47- ь =

<* +  IKx +  2)(jt +  3) 
xdx

53. Г —  •J  X*- I

Зх +  2
54. f J ± J d x .J  **+1

*■ Я - Ы ' * -
49. ГJ (
50.

55. dx

dx
(*+!)(**+!) 

f — ■J  *»+ 1

5L J ^  dx
52. f ___XA X

J  U+IXx*+l) ‘

J(l+*)(l+x*)(l+x*)
56. f  — *— dx.

J  (*- l)l0e
57. f  - ‘ ~ <T dx.J  x(l + **)
58. f --*11, dx.C _xn_

J x®+3̂ +2"
59. Г

J  ** + 1
60. f - i i- .J  X*— 1
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Куйидаги формулаларни исботланг:

1. Г = —  arctg —  + С (а ф 0).
J а*+х* а а

2. f  = —  1п| — - I + С (а Ф 0).
J а*—дг* 2а I а — *  I

3. Г ——  dx = ± —  In |fl* ± х*| + С.
J а*±х» 2 1

4. Г , dx— = arcsin JL +  С (а >  0).
J У  а*—дс* a

5. J  yr**±j i  = In I x + V хг ± a* I + С (а >  0).

6. f  ^ - ■ ± y 7 ± ?  + c  (о>0).
J V a * ± x *

7. J V a ' — x'dx  = -yKa*"— x* +

-+• —  arcsin — +  C (a >  0).
2 a

8. J  Vx* ± a* dx =  - j V . x* ±  a* ± - y  In J x 4-

4  V x r ± a i l +  C (a >  0).

4- §. БАЪЗИ ИРРАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ 
ИНТЕГРАЛЛАШ

1°. j* ft ( х, у  f  х̂ кУРинишдаги интегрални царай-

лнк Ф бунда R(x, ф(х)) х ва ф(х) ларнинг рацио
нал функциясидир.

Бу интегралда

У cx - t d
алмаштиришни бажарнб, рационал функцияни интеграллаш- 
га келамиз.

13-мисол. Ушбу

/„- Г —■ d -x ---- (п€Л0
J  / ( * —а ," + '( ,—б ) " "1

интегрални дисобланг.
Интеграл остидаги функция куринишини куйидагича уз- 

гартирамиз:
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-|П x~e. = / алмаштиришни бажарсак, у холда дс = 
а — Ып . п1П * (а W /- rtWr М __

= 7 Г 7 Г ’ ( i - r F * ’ {x~ fl)(jc- &)— U Z ? f ~

булади.
Натижада берилган интеграл учун

/ Г п/п—' (а — ft)( l—/fl )2
п J ( I—/")* / (а—b)2 tn '

п Г dl_ _ п 1 _ _ я
— a — b j  I* ~  Ь — а I  ь — а

эканини топамиз.
2°. К,уйидаги

м ч ш ч й г .........................

интегрални ^арайлик ^  *“ ■); гм г2, . . .  , тп — рацио
нал сонлар. Бу r lt гг, . . . , г„ рационал сонларнинг умумий 
махражини топамиз,- у m га тенг булсин. Агар царалаётган

m/r ах 4 -  Ь
интегралда t = |  fX + d алмаштнРиш бажарилса, интеграл
ни хисоблаш рационал функцияни интеграллашга келади.

14-ми со л. Ушбу
/ =  г _ * ___________

J  V~x +  V~x
интегрални хисобланг.

Бу интегралда / =у/ х алмаштиришни бажарамиз. Нати
жада

= 6 ( т ~ т + / _ 1 п | / + 1 | ) + с =

=* 6 +Уг х — \п\у'х +  11 ) +  С =

= 2V х — ЗУ х  -f бу х — 6 In | \гх + 11 +  С 
эканлигини топамиз.

V я— +I дс — в- 1



Мисол ва масалалар
Куйидаги интегралларни хисобланг:

3°. Куйидаги
J R[х, V а х г+ Ь х+ с ) dx

интегрални царайлик, бунда а, Ь, с — узгармас сонлар, axJ -f- 
4- bx +  с квадрат учхад тенг илдизларга эга эмас (а Ф О, 
Ьг — 4ас Ф  0).

а) Агар аде* -f Ьх 4- с квадрат учхад ха̂ и^нй илдизларга 
эга булмаса, у >\олаа унинг ишораси билан а нинг ншораси 
бир хил булиши маълумдир. Шунинг учун а >  0 деб фараз 
циламиз. Бу х.олда к,аралаётган интегралда

алмаштириш натижасида интеграл рационал функцияларни 
интеграллаш га келтирилади.

б) Агар аде2 +  Ьх +  с квадрат учхад \ар хил х, ва хг 
.хакнций илдизларга эга булса, у холда

алмаштириш натижасида интеграл остидаги функция / уз 
гарувчининг рационал функциясига келтирилади.

Одатда ( I) ва (2) алмаштиришлар Эй лер  алм аш ти  
ришлари деб аталади.

15-мисол. Ушбу
f  ' - У Ч Н 2 . dx

J  xV  1+JC -t-Jt* 
интегрални хисобланг.

t = \  a x -f y rax2+bx+ c (1)
(ёки t — — V a x +  V ах*+Ьх+с)

У  ax*+bx+c = V aix—xi^x—xi) 
V a(x—xi) (x—x,) = t (x—x,)

булиб,
(2)



Эйлер алмаштиришларидан фойдаланиб,
У 1 + Х +  x* =  tx +  1

десак, натижада

булади.
Топилган муносабатлардан фойдалансак,

f ' - V ' + ’.± J L  dx_  »1 —  V I +  X  4 -  ДГ*

*  V 1 +  X +  X*V l+ x  + x*

- In  | 1 — <*| + C = ln  1 — ^V j_± £± ii!---* )  + c1 + x +  x* — I

хрсил булади.
Куп холларда Эйлер алмаштиришлари мураккаб хисоб- 

лашларга олиб келади. КУ^ида I R (дг, \/Гахг +  Ьх +  с) dx 
интегрални хисоблашнинг яна бир усулини келтирамиз.

R (х, Vox* +  bx +  с ) функцияни алгебраик алмаштириш- 
лар ёрдамида хар доим куйидаги куринишда ифодалаш .чум- 
кин-

бу ерда /?, (х) ва Rt (х) рационал касрлардир. Рациоиал 
касрларни интеграллаш масаласи юкорида курилганини эъти
борга олсак, у холда

интегрални хисоблашга келамиз. Маълумки, R{ (х) рационал 
каср Рп (д) купхад ва элементар (содда) касрлар йириндисн 
куринишида ифодаланади. Шундай цилиб,

V  ахг Ьх -+• с

(3)

dx
(4)
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J (x* +  px +  q)m V  ax*+  bx +  с
интегралларга келтирамиз.

(3) интегрални ^иооЗлаш учун

I - Рп —  =  Q (х) V a x 2 +  bx +  c +
У ах*  + bx + с

+ X j  dx (6)
V ox* + bx}+ e

формуладан фойдаланиш мацсадга мувофи^дир. Бу ерда X 
бирор сон, Q (х) тартиби (я — 1) дан катта булмаган купхад. 
Охирги формулада тенгликнинг хар иккала томонидан косила 
олиш ёрдамида хосил булган тенгликдан X ва Q (х) куп.̂ ад- 
нинг коэффициентлари топилади.

dx •интеграл эса узгарувчини алмаштириш
Vах* +  Ьх с 

усули билан х;исобланади.
(4) формула билан ифодаланган интегрални t = —-—

х — а
алмаштириш ёрдамида (3) куринишга келтириш мумкин* 
лигини куриш цийин эмас.

(5) куринншдагн интегрални .̂ исоб-паш учун ахг + Ьх+ с,
x* +  px +  q квадрат учхадларда р =  -  булса, царалаётган

а
ннтегралларни

(2х +  р) dx Г*_____ dx_____
\ 2m+‘ I

J  (дг* + р* + <?) 2 J (х* +  px +  q)
2m— 1 

2

интеграллар йигиндиси оркали ифодалаб, биринчи интегралда 
и = х* -f рх +  q, иккинчи интегралда эса

t = (V x ' +  px+q)' ----- 2х + Р
2 V x * + p x  +  4

алмаштириш бажарилади (Абель алмаштириши).
Агар р ф — булса, 

а



алмаштириш ердамида (5) интеграл
Р (О dt1 (M+X)m у  si* +  г

куринишга келтирилади. бу ерда Р (/), (2m— 1) — тартибли 
купхад ва >. мусбат соиднр. Юкоридаги алмаштиришда а  ва 
р' лар шундай танланадики, х2 +  рх +  q ва ах2 Ьх + с 
квадрат учхадларда t нииг биринчи даражаси ^атнашган 
Хадлар йуколади.

Р  If) т
(/t л-t)” ТУГРН касР,|и с°ДДа касрларга ейиш натижасида

юкоридаги интеграл куйидаги интегралларга келтирилади:
р ______ ш ______ г ______ ш______

J  (/* +  X)* V si* +  г J (/* +  X)* V &  +  г
Бу интегралларнинг биринчиси и2 =  st* +  г, иккннчиси эса

v = (V '& + ')’ = — U Абель алмаштиришлари ёрдамида 
V « * + r

хисобланади.
16-мисол. Ушбу

dx

J;(х* + 2) V *  +  I 
интегрални хисобланг.

Абель алмаштиришидан фойдаланамиз. Натижада

у = ( / j r + l ) '  =
V**+ 1

2 — V*v2 (х2 +  1) =  х2, х2 +  2
1 —  V*

v V х 2 -f 1 = х, dv V х 2 -f 1 + v2dx = dx,

—- dx = ■ dv-~ муносабатлар хосил булади. 
i V  х* + i 1 — l’*

f --- ----  - f --- X . In Y1±jl + с
J ( * *  +  2 )K x * + l  J 2 - w * 2 V i  V  2 -  v

V 2  +

— —  In ---- + C - - L -  ln У ъ ' +  , + '+ С .
2 К г  V~2 — ---—  2 V 2 V 2x* +  2 - x

V x * + \
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1 7-мисол. УшбуJ <2* +  1)» V 4х*+4*+5

интегрални хисобланг.
Бу интегрални ^исоблаш учун 2х + 1 = 2 sh t алмашти

ришни бажарамиз. Натижада
1 = -  [ Л - = — 1  cth/ + C =

8 J  sh*/ 8

-  _  1 V 1 + s h , t  _ L  Г  -  —  1  V w  +  ix  +  b r

8 sh/ 8 (2x -f- 1)
булади.

1 8-ми сол. Ушбу
/ = J  х Y хг — 2x+2 dx 

интегрални хисобланг.
Бу интеграл цуйидагича хисобланади:

I = J  х У  х1 — 2х+ 2dx = дг У  (х— 1)*+ \dx —

= j  (X — 1) V ( x -  l)*+ lrfx + j  K ( * - l ) * + ld x  =
_l_

= i j  |(*-1)’+1]! d|<*-l)’ +l| +

+ Jv ^ n y +Ы (,-  1)-1- '.Iм. +
2

K ( * - l ) 4 - l + y  In / (x - l )  +  K ( x - l ) * + l |  +

+ C = i  (x* — 2x-f 2)3/2+ Vx* — 2x+2 +
3 2

+  1  in |(x — 1)+V"x* — 2x+2| +  C.

4°. Биномиал дифференциалларни интеграл- 
ла ш

Ушбу
х* (ахп -f ЬУ dx 

ифода биномиал дифференциал деб аталади.
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Бу ерда а, Ь — *ак;и̂ ий сонлар, т, п, р лар эса рацио
нал сонлар булиб, а ф  О, b Ф  0, т Ф  0, п ф  0, р ф  0. Ушбу

х" (ах" +  ЬУ dx

интеграллар куйидаги уч долда рационал функцияларни ин- 
теграллашга келтирилади:

1) Агар р — бутун сон булса, х — (  алмаштириш бажа
рилади, бу ерда N, т  ва п касрларнинг умумий махражи-

ЛИР' т 4 - 12) Агар----  бутун сон булса, ахп +  b =  Is алмашти-
П

риш бажарилади, бу ерда s р касрнинг махражидир.
3) Агар т  "  + р бутун сон булса, а +  bx~n = ts ал-

л
маштириш бажарилади, бу ерда хам s р касрнинг махражи
дир

1 9-мисол. Ушбу
dx

V I +**
интегрални х,исобланг.

Интеграл остидаги ифода учун

a =  b =  I, /7**= 0, л = 4, р =  — 1 булиб,
т  - f  1 , 1 I  л----- г р --------= 0 булади.

п 4 4 1
Демак, 1 +  х~* = t* алмаштиришни бажариш лозим. Нати- 
жада:



20-мисол. Ушбу

I . х3 (х< —  27) dx
интегрални хисобланг.

^ ( х 4 —  2 7 )9 dx =  ± j ( x 4 —  2 7 )9 d  (х* —  27) =
ю

-  9 (* *- 2 7 ) 9 , ^
40

Мисол ва масалалар
куйидаги интегралларни хисобланг:

72.

73.

71. Г--— ------ dx. 82. Г ---- —
J  V \ + x + x *  J  ( 1 + * * )  V l - x *

Г ----- --------• 83. Г ------* ------
J  (х+1) V x*+ x+  1 J  (1_*«)1Л+Х« 

1 „ - , „ К Г Т 7

j £ -** f --2x +  2 dx. 85. Г.--------- a*------

79

80 

81

178

74. f  ________
* J (x * + x + l)V x * + x -\

75. Г ------- - —  . 86 Г  ( * + D  dx
J (1 + x )V \ —x —x* J  (jtt+jr+|j ]/xt+x+i

76. f ---- — ---- . о ,  Г  dx

(x*+2) V 2x>-2x+5

77- I ---- ~ --- • 88. f _____ *  --
x +  V x * + x + \

7 8. I ----- —-----. o o  Г dx

I t 7 ? T 7  87 j
Г  x*dx

J  } Л  +  2  x -  x'

} 89 |
r  x*-6x*+ l l x - 6  . ' ______

' J  K . T  +  4 X + 3  * ' 90. Г Х-  К Г , +  З Х + 2,
л *  J *  + V/'jr* + 3x + 2

J  ( * + 0*Kx*-|-2x 9t j- c/x *  —

I + К 1 — 2x -  x«

'dx.

2x+2 dx.

. f ---- xdx 92. Г _____^ ____
J  (X*— 1) ]/"х*—x - 1  J  ( l  + K x  (1 + x ) )*



94

95

96

97

98

99

J
+ 1 

dx
x V  5x* -  2x + 1 

x'dx

, x >0.

P —

J  V * +  4x +  5 

x*dx
Г  x d xJ V x * - \

• J

V 1 +  2x +  2x* 

dx
(x* +  4x -f- 7) 3/2

(x».+ x + l ) 5/2 ■

100. | — + ' L  rfx.( , * + x + 1 ) 3/2

101.

102

p xdx

J  (2x* + 1) Кз**+5
(r  +  3) dx

J ( * e+ l )K x 4 - x + l

1 3. Г —
J  <*•-*

1 0 4  j *  -2 - J - -  t  ■ d X i

-■»+!) V x * + x + l
X « + X  +  I 

X V x * - x + l
x >  0.

105. Г JL+У+ *+ *!_ 
J  1+х+|Л+х+х*

106. | ^ V j+ x + T i—iV ,

 ̂ dx

X

K i  +

• i

107. j  x 3 (1 —x 6)- Idx.
_ i _  j _

108. I x ' ( l+ x 3)-2 dx.

109. J x 3 (1 + х "Г *  dx.

110. J x  2( l+ x 4 )“ l0dx.

111. I x 'V ( x +  1)* dx. 

112 V/~\ + V x  dx.

113. f  dx,
J  V7

114. V7
V i + y . x

115. P ------ --------
J X VX* + 1

xdx

v  i +v*
dx

dx.

■i
j

X -fx*

X* V(2 +  Xs) 1

118. Г---- - ---  .
J x* V^2 — x*

119. $ V x  — x 2 dx.

120. /„ = Г — dx
J  V ax*+bx+c,

а Ф 0, n£ N, n> l,  
интеграл учун

179



/ = —  (дг4 1 У  ахг + Ьх +  с — 
па \

{  ( 2 п - 1 ) .  — с(л — 1) 1п_ 2)

реккурент формулани исботланг.

5- §. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРНН ИНТЕГРАЛЛАШ

R (sinх. cosx) оркали sinх ua cosх лзрнинг рационал 
функцияси белгиланган булсин.

\ R (sinjc, cosjc) dx интегрални ^арайлик. Бу интегралда

1 =  tg ■“  (— Л < х <  л)

алмаштириш бажарилса, у холда интеграл остидаги ифода t 
узгарувчининг рационал функциясига айланади:

Г Г J  2/ I — П\ 2dtj  R (sin x, cos дг) dx — J  /?(— . — ) — •

t =  tg — алмаштириш тригонометрик функцияларнн ин-
теграллашда умумий алмаштириш булиб, ундан фойдаланиш 
куп холларда мураккаб хисоблашларга олиб келади. Шунинг 
учун интеграл остидаги функция куринишига к,араб (маса
лан, / = sinх, t = cosjc ва х- к.) алмаштириш танлангани 
маъ^улдир.

2 1-м и сол. Ушбу

/ = (  —
J  1 -f- е cos*

а) 0<  е < 1; б) е>  1 интеграл хисоблансин. 

tg / алмаштириш натижасида

2dt
1 + /I _  Г 2dt

~  J  1+ * + (!-«)'*I
1+е-----

« у  1+/*
хисил булади

1 — е ифоданинг ишораси е га боглиц булиб, а) хол, 
яъни 0 <  е <  1 да мусбат б) хол, яъни е >  1 да эса ман - 
фий булади. Демак, 0 <  е <  1 да
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dt
I -  e I  I +  e

1 —e
2

arc'e /  hn

V \ -t*
булади, e >  1 булганда эса

-}-/* V 1—**

arctg ( | / f = ;  < * |)

+

+ C

/ + c  =

/ = d/
1 — e /* —

1 +  e VV-1
In

/ ]

V e» — 1
In

e — 1
1+e-M* (e — 1) — 2/ Vt*-\ 

1 +  e — t*(e — 1)

+ c  =

V

, I -г ч
+ /

+ c  =

ln e +  cos x ■ V^e* — I sir

V"e* — 1 
булади.

22-мисол. Ушбу

интегрални хисобланг.
I

1 +  е cos х

c o s *  x dx

+  С.

Агар бу интеграл остидаги ифода учун tg — = t алмаш
тириш бажарсак натижада

1 — .» 2 dt
1-и*

интеграл о̂сил булади. Интеграл остидаги функция t нинг 
рационал функцияси булса-да, уни интеграллаш мураккаб 
Хисоблашлардан иборат эканини куриш цнйин эмас. Агар 
интеграл остидаги функция куринишини цуйидагича узгартир- 
сак:

cos‘jc =  cos4jc • cosjc =  ( 1  —  sin*jc)* COSJC.

У холда берилган интеграл осон хисобланади:

j  cos1 xdx = j  (l — sinjcbc)* d (sinjc) =

= J(1 — 2sin*jc +  sin4jc) d (sinjc) =
n sin** . sin‘ x . „= smjc — 2 — -  + —— +C.

«5 О
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Мисол ва масалалар
куйидаги интегралларни хисобланг:

21. J s i n 'x - d x .

22. fsin*JC COs4Jt dx.
23. J  sin‘ jc cos‘ jc dx.

24. f i i dx.
J  cos*x
Г dx

J  COs’ jC

f dx 
J  sin5*

27. f - ^ - .
J  cos4*

f —J  sin*.

J sin4. 

■ h

28.

29
j t

dx

30
x cos1* 
dx

sin3* cos5*

3i. Г dx -J  sinx-cos4.

■ I
32

33

V  sin**-cos4*

P dx 

J  V tg*
34. f cosxcos4xd;r.
35. j1 sin2x cos4* dx.
36. jsin’xcos (3x+ l)dx.
37. J- cos*2x • cos*3x dx.

38. |shx-ch7x dx.

39. dx.

J  si
40.

sin**
cos**
sin4x

dx.

141. J  cos** dx.
142. j" cos*x ■ cos2x dx.

143. fcos‘2x-sin72x dx.
144. fsh*jc-ch2* dx.

145. Г Sin -- dx.
J (3 cos* — I)*

sinx +  sin**u , p i  

.47. J
148

cos2*
dx

dx.

sin* (I +  cos*) 
sin2*

149

150 

151.

i. Г - ii
J  3 +
P 'cos* — CO: 

J  I — sin4.

r_tg*
' J  tg*—:

I

dx.
4sin**
— cos3* 

'x

dx. 

cos* — sin*

dx.

cos* +  sin* 

sin2*

dx.

152. f  —
J  cos2* —

153. f

154. f

• I ;

5 +  cos** .  I * l<
dx

155

156.

157.

2 -|- 3sin2* — 4cos** 
dx 

+ 3sh** ‘ 
dx

J  tg**+4tg* 
dx

J  sin4, 

■ f

* -(- cos4* 
dx

ash* +  fcchx
,b>0.
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J -

159

160 

161

162. f  —
J (asi

163. f

cosx -f 5 
sin*x

•Jo-
dx

sinx -f- 2cosx 
dx

dx.

f —
J  a*sin*x +  b*cos*x

dx

170
-cosx+sinx)*

171. J  sin®* • V c o sjc  dx.

m  J  ‘

(asinx +  о cosx)*
_______ dx________
7cosx — 4sinx 8

• f

I

(sinx-f-2cosx)* 
sinx

164.
J-

cosx +  2sinr dx.
4cosx+3sinx—2

166. i
J  sinx +  cosx+ V 2 

2cosx+«inx—3

,65. \ dx.
-cos (x +  a)

sinx

■n. j

cosx V I +  sin*x 
dx

(1+ecosx)*
0 < e <  1.

2sinx — cosx

-dx.

dx.

167

168 

169.

I
■ J-

2cosx—sirtx—3 
I 4- sinx

dx.

3sin*x +  4cos*x

176. I'sin" xdx.

177. J  cos’* xdx.

178.
J  sinnx

dx.

sin2x +  2sinx 
Г dx___

dx. 179. f  dx 
J cos"x

180. |'sin'lx cosmx dx, 
m ,  n £ N .J sin2x+4sinx—4sin*x 

6- §. ТУРЛИ ХИЛДАГИ ИНТЕГРАЛЛАРНИ Х.ИСОБЛАШ

27-мисол. Ушбу
l = \ e ‘ +S dx

интегрални дисобланг.
Интеграл остидаги функцияни = е* • е4 * куриниш- 

да ифодалаб е = t алмаштиришни бажарамиз. Натижада

/  =  j V  ех dx =  J  е di=e‘ +  с =  е1 х +  С

булади.
28-мисол. Ушбу

■“ I
/. = 

/

еах • cos bx dx,

.2 — j*eec - sin bxdx 

интегралларни дисобланг.
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23-ми сол. Ушбу

1 - Г —  "J  3sin3siru+4cosjt+5 
интегрални хисобланг.

tg ~ = / алмаштириш натижасида:

sin* = —— , cosx = 1 ~ , dx — Ut- . Бу муносабат- 1 -ь /* 1 + /* 1 + f*
лардан фойдаланиб топамиз:

/ = 2 Г----- i -------2 Г--- -----
J « + 4 (1 -< Ч + 5 (1 -Н Ч  J »  +  61 +  9

= 2 f((+ 3 )- -  d t - -  ~ -  +  C - ----- ----+ С.
J  '  + 3 3 + ,8 i

2 4- м не о л. Ушбу
[ sinjc-sin3jc dx.

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функция куринишини и;уйидагича уз- 

гартирамиз:
sinjc sin Здс= j  (cos2x — cos4x).

Натижада
j* sinjc-sin Зх dx =  y j  cos2x dx — 1  j  cos4x dx =

sln2x sin4x . q

4 8
булади.

2 5-ми со л. Ушбу r dx 
J  asinx -f- bcosx

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функциянинг куринишини узгартира- 

миз:
1 1 1

asinx+ fccosx т /  . , .. а ЬУ а* +  о* — - ■ sinxH----------- cosx

У  а* +Ь* sin {х +  V
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Бунда v = arcsin
V  a* +b*

a'- + Ьг +  0.

Демак, к,аралаётган интеграл к у й и д а г и  куринишга келади:
Г---* —  = — !—  . } - Л - = и  = х + у) =
J  osinjt + 6cosj( Y a *+6* J  sin

1
V  a* +6* 

1
К  <J* +**

L J  2co% ~2
7 - +

J  2sinI

( ,n
sin — — In2 I COS

; l ) + c =

У  a* +6*
In tg -  I +  С 1

V = arcsin
V  a* +6* 

b

In tg + C,

Ka* +6*
26-мисол. Ушбу

dxI = I ■ — • интегрални хисобланг.
J  V  sin** cos*

t = sin* алмаштириш натижасида интеграл куйидаги ку- 
ринишнн олади:

s г
/ = J ,  3 ( I- / * )  3 dt.

Интеграл остидаги ифода биномиал дифференциал булиб, 
- - +  1

унда -т  + 1 +  р =  — -------— = — 1. Бу холда
п 2 3

= и9 алмаштириш ни бажариш лозимдир. Лекин царалаетган
* I dx ,куринишда ифода лаб.интегрални / =

|  Г  sin»x 
у  cos*jt

cos*x

соддароц tgx = t алмаштиришни бажарсак, у холда
_  2_

d (tgx) = — |  (tgx) 3 + С
булади.

■J т ~
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Бу интегралларнн ^исоблаш учун /2 ни i = V  — 1 га
купайтириб /, га >\ушамиз. Натижада /, + И2 = \еах -e‘bx dx
булади. Энди е'ф = costp + isintp формуладан фойдаланиб 
топамиз:

г  . ■. Ja+<b)x
/1 +  //,=  | V " “ “ ^ = i r n r + c -

e**.eibx , ,, ^(cosftx +  isin**), ,сч , „
= + С  = ---- --------- (° ~  ,<>)+ С =
-од

= "t+ -,(аcos&x +  ftsin6x + i(asin бдс — b cosbx)) + С.

Комплекс сонларнинг тенглиги да^идаги тасди^ка кура 
топамиз:

, ах acnsbx +  b sin bx , ~I , =  в • ---------------- С,
1 а ' +  Ь'-
, ах . a sin bx — b cosbx , ~/„= е ----------------------- +  L.
2 а* +  Ь*

29-ми сол. Ушбу
/ = jV (l + in x)dx

интегрални \исобланг.
Интеграл остндаги функция учун F(x) — х бошланрич 

функция эканини куриш цнйин эмас. х* =  t алмаштиришни 
бажарамиз. У хрлда х*(1 + In x)dx = dt булиб,

I =  \dt =  t +  С
булади.
Демак.

I = \ x*(l + In x)dx =  xx +  C.

30-мисол. Ушбу

/ = ,U l  + x*)~Te,rcttx dx
интегрални днсобланг.

Интеграл остндаги ифодани цуйидаги куринишда ёзамиз: 
з _

,(1  + Л  > '*  • * -  * « '»  ■ „ + * К Г Т 7 . •
arctg х =  t алмаштириш натижасида 
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x = igt, V 1 +** = 1= dt
cost I -f- X*

бу.мб.
I — \ipt e1 — ——  = i e‘ sintdt булади.

J  s  (cos/)-» J

Бу (V sin  tdt интеграл 28-мисолда ,\исобланган. Демак,
•/

l  =  \ ,'s m td t= e ' • ‘ln ,- .̂ , + C  =

= +C.
2[fx*+ l

31-мисол. Ушбу
/ = | x3 arcsin x dx

интегрални хисобланг.
Булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланамиэ:

dxи = arcsin х, du = VT=7*'

x3dx =  do, v = — x4.4

/ = ( x*arcsin xdx=—  • arcsin x — Г —  ■ - —
J  4 J  4 [ f l - x *

x* I f x*dx=  —  arcsin x ---- ,
4 4 J  V I — **

С ж*11 = | ---■  . dx интегралда x = sin / алмаштиришни ба- 
J  Г I x

жариб хисоблаймиз:
/1 = J  sin4/ dt =  J  (sin* (fd t = f dt -

= 2cos2/+ '-±^— jd< = -^/ — sin2/+

J _  sj ^ iA + c
2 8 /

< — arcein x эканини хисобга олган холда

/ =* ( —---- — W csin х — — (2х* 4- Зх)» 1—х* + С
\ 4 32 У 32

эканини топамиз.
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dx
32-мисол. Ушбу]

' +  3 x + \  
интегрални хисобланг.

Аввало бу интегралда t = —!— алмаштиришни бажара-
X  —  1

миз. Натижада dx =  — -ррdt булиб, интеграл куйидаги ку- 
ринишга эга булади:

Vbt* +  5/ + Г
Бу интегрални хисоблаш учун (6) формуладан фойдаланамиз: 

t4 t  . . .  . m  /■=ТГГ-ЕТ-ГГ , ,  Г d/Г —- + В)./5/»+5/+1 +Я.С- у______
J  У 5/* + 5/ + 1 J К 5 / » + « + 1 .
Бутенгликнн дифференциаллаб, хосил булган касрларни уму
мий махражга келтириш натижасида t нинг бир хил дара- 
жалари олдидаги коэффиииентларни тенглаб топамиз:

А =  — . В =  — — , л - Я .
10 20 40

У холда
/ = —(—/ — —У5?+5/+Г -—Г --  =

\  10 20 /  40 J / 5 / * + 5 f +  I 

= — ( —  /— — )•/»*-+-5/+1--- ^  + 2-' —  =
1 .° 4оК5У к ) Ч 0

- - ( i ^ l K 5,,+5'+ 1 - w i ln| '+ T +
+  / Щ +  ф с ^ у ^ + З х + l  -

______L L . I „  I (X +  D / 5  +  2K Х*+Зх+ 1 + c
40^5 | x~ \

33- мне о л. Ушбу

/ - Г ----------- £ -----------
J (* - 2 ) * ( х  +  3)*

интегрални хисобланг.
Аввал куйидаги умумийрок интегралларни караймиз:

/ _  .  =
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Бу интегралда t = ~ ~  алмаштиришни бажарсак, у холД3
, Ь — а .. , 1(Ь — а) . . Ь — аdx — ---- dt, х -f а = J х +  b = ----(l-/)» l — t i —l

булади.
/ = f  (I — <)” (> -/)" (ft-a) Л  =
т л J (6— a)m+'* Г<1 -02

(b -a )m+n

_  Г П-/Г
- О  /

Юхорида царалаётган интеграл учун
т  =  2, л = 3, a = — 2, 6 = 3.

Демак,
, = JL  Г ( h l J t d t  = ±  '  -L + 3/ — £  — 3 !п|/| ) +

5* J /* 625 \ I 2 /

+с “ 4 (~ +з -  -йшг~

I)-зт|^ |)+ е.
34- м и с о л. Ушбу

/ = Г—^ —
J  l+xM-x*

интегрални хисобланг.
1 4- х* 4- дс*= (х4 -f I)2 — х4 тенгликдан фойдаланиб, инте

грал остидаги функция куринишини ^уйидагича узгартира- 
миз:

_ J___ _  1 = __________ |_________ _
1+X«+X* (X«4-l)*—X4 (х«+1+х*)(дс«+1-х*)

_  I / х»+1 1-х» \
2\х«+х*+1 х*—х*+1/Г

У  х°лда

х*+1
1 \ Г* 7 _. 1 \



+ 2
x*+ xV 3 + 1 
xt—xY^ +  I + - J - s g n x )  +C.

35-мисол. Ушбу
l - j \ x \ d x

интегрални дисобланг.
а) x >  0 булсин. У долда

/ = j  | *| dx =  ^xdx = - j +  Ci,

б) x < 0 да j* | x | dx =  — J  xdx = -- j  + Ct;
x = 0 да C„ = Cj =C  булгани учун

I =  ^\x\dx =  - у  щПХ +  С булади.

36-мисол. Ушбу
/=  (]e ~ 'x'dx

интегрални ^исобланг,
*5*0, х <  О 

^олларни худди 35-мисолга ухшаш ^араймиз:

х > 0 да j  е~ 1 х 1 dx — j е~х dx =  — е~х -f Сх. 
х <  0 да

\ е~'х 1 dx =  \ ех dx =  ех +  С,. 
х = 0 да — e° +  Cl =  e° +  Ci

булгани учун Cj = 2 + С, булади.
Демак,

С -|*| = ( 2 — Г х +  С, агар д: > 0 б^лса, 
J  1 е* + С, агар х <  0 булса.

Мисол ва масалалар
Куйидаги интегралларни дисобланг.

181. § еах sin3 bxdx. ^  j* dx

182. Jx V co s ’ xd*. 185. J I n W  2

,83- f — m d\n— ITв- 186- Г агсс05з*h dx.J l+ « ,/2 + «  /3+ *  '  J (1—JC*)3/2
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187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

203.

204.

j" x arctg x-

I  
5
5 
1

ln( 1 + x2)dx. 205 dx.

x arccos— ax.
X

(l+x*)3/2 

X ln (4 + xx)dx. 

arcsin д 1 +  x*

dx.

■ dx.
x* V 1 -  **

$ x V x t+ T ln V x ^ — ldx.

X —  I

X +  I

Гох*+_6_ |n
.) x* — 1

Г *1,arcco<jt
J  v r ^  ■

dx.

x«arctg 
1 +  x*J

\ V W T + ~ \ d x .

I* x  | x  | dx.

J (* +  \x\?dx.

J  max (1, x2)dx.

f { | l  +•*! — 
~| 1  — x\)dx.

С dx
J  (x+ l)*Ki*+2x'

5
S (i^ x*)V r+ 7i 

Г dx
J  ( i _ ^ j ^ * ) *

(x+\)*Y x*+2x

dx 
x*+4 Yx

dx

1 +2x

С VT+T*
* J  x* — I

" Ч < Й Я Г

207.

208. f -- xln' x| - - dx.
J  ( l—x*,Kx*—1 

2 °9- j  n£N,

a >  0.

210.
dx

-a*) Yb*-X* '
a, b Ф 0.

211. Г --- —---
J  1 +2a cos x +  a*

212. h dx
Yxn+a ’ 

а Ф 0, n £ N.

213. f ■■ J *J  aex+be~x
а-ЬФ  0.

214. Г / ^ _ - ,q-fr*0.

215.  ̂ ln | x* + a | dx.

216. f  /UL=^dx.J  Y x + a
2 l 7  j  ln | x + / x * + a  \Иг

218. (x ‘,' ,ln<’_/x(alnx+ 
+  b)dx.

219. J ln* - ^ ln.5djc.

sin jcdx.220. | cos arctg si
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I X  боб 

А Н Щ  ИНТЕГРАЛ
1- §. АНИК ИНТЕГРАЛ ТАЪРИФЛАРИ

1. [а, Ь\ сегм ентн ин г  б^линишн
Бирор [я, b\ cz R сегмент берилган булсин. [a, ft] сегмент

нинг
а =  х0 <  х, <  х2 <  хп = Ь

муносабатда булган ихтиёрий чекли сондаги х0, xlt . . , 
хп - г  х п нукталар системаси [а, b] сегментнинг булиниши 
деб аталади ва у Я = {xQ, х{..........хп_,, хп) каби белги
ланади.

)̂ ар бир xk(k = 1, 2, 3, . . . п) нукта Р булннишнинг 
булувчи нуупаси, [дсА. дг/к+/] сегмент эса булиниш ора.гиги 
дейилади.

Р булиниш ораликларининг узунлиги Axk — хк+1 — хк 
(k = 0, 1.......... п — 1) нинг энг каттаси, яъни

К  “  { Ах* } = шах ( Дх0, Ахг  . . . Ахп_ , j

микдор Р булинишнинг диаметры деб аталади. Масалан, 
[a, ft] = (0, 1) булсин. Нукталарнинг

О —  —  —  ± 1
10' 10 10 ’ 10 ’ ’
о 1  1  i  i  1 

’ 10 ’ 10 ’ 10 ’ 10 ’
системалари [0, 1] сегментнинг

Р' = { 0, То’ "ю.........1о* 1}’

р* =  { 0> 1 J'
булинищлари булиб, уларнинг диаметрлари мос равишда 

= -^ , Я,р> = -g- булади. [а, b\ сегмент берилган холда
унинг турли усуллар билан исталган сондаги булинишларини 
тузиш мумкин. Бу булинишлардан иборат туплам ?  булсин:
?  = {Р)

2. И н тегр ал  йнгинди
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< е

f(x) функция [а, b] сегментда аншушнган ва чегаралан
ган булсин. [о, Ь] сегментнинг Р булннишини царайлик 
(а <  Ь), бу булннишга мос келувчн хар бир [хк, хк+1] (к =
= О, п — 1) ораликда ихтиёрий !*(?*€[**, *к+]]) ну^та олиб, 
цуйидаги йигиндини тузамиз:

л —1

° (/ )  =  ^  / (**) (**+ 1 Х к ~
* = 0

Одатда бу ниринди /(дс) функциянинг интеграл йигиндиси 
ёки Риман йигиндиси деб аталади.

3. А ниц интегра л нинг таърифи
1- т а ъ р и ф. Агар Ve >  0 берилганда %ам шундай б = 

= 6(e) >  0 мавжуд булсаки, диаметри Ар <  6 булган [а, Ь] 
оралигининг .\ар цандай Р булинишда (Я£^) цамда [хк, 
дсА+|] оралицдан олинган ихтиёрий (£к £ [*А, дс*+1]) нуцта- 
ларда

У . № № * * -1  
* - 0

тенгсизлик бажарилса, у %олда 1 сонини /(дс) функциянинг 
[а, Ь] оралицдаги аник интеграли деб аталади ва уни

1 = |  /(дс) dx
а

каби белгиланади.
1-мисол. Ушбу

/(дс) = х
функциянинг [а, b] сегментдаги интегралинн хисобланг.

Маълумки, /(х) функция учун [а, Ь] сегментда интеграл 
йигинди

2ь=о
куринишда булиб, бунда

д** = **+“ **•
Хк ^  %к ^  Х*+1 •

Бу тенгсизликдан, &хк >  0 булгани учун топамиз;

хк&хк < < **+1^**,
1 3 -4 3 8  193



л—I я —I
V  XkAxk < о < N x*+1Ax4.
* —  0  * - 0  

л—I л—1
Энди V  xkAxk ва V  х^Дх* йириндиларни куйидагича уз- 

* - 0  * - 0  

гартнриб ёзиб атамиз:
п—I л—1

i  = 2  х*(дг*+| - * * )=
* - = 0  * = 0

=  т  2  ( * * + > — ~  т  2  ( * * + '  ~  J f * ) i  =

-  Т  «  -  х2° > - т  2  ^ ^  - 1 - 2 ' * * *J  ■* Со *-0
Агар х>+| = х*|+ Ах* эканини эътиборга олсак, у холда

л—I , л—1

2 w ^ - n r + T 2 * «  * = 0  * - 0

булади.
Демак,

£= £  — L  У А х\ < о <  ^  +  —  У  Дх*.
i2 2 а  2 2 h

Бу муносабатдан
п — 1

О - < т 2 л**
2  * = 0

я —I
тенгсизлик келиб чикади. Сунгра —  V  &х\ учун

*По
я —1 л — 1

—  V A x J ^ v  • —  V  д  *  =  Я . -------а
2 р 2 * р 2 

* = 0  * - 0

(Я,р = шах { Ах*}) булишидан Яр-+- 0 да
1 Л-1

•2"2 А**-*-0 булади.
* - о

Демак,
ь*—а* С . Ь*—а*lim о = —х— , яъни \ xdx = —5— . 

*„-о J  J  •
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2-мисол. Ушбу
j 1, агар х рационал сон булса,

У.(*) = ( 0, агар х иррационал сон булса.
Дирихле функцияси учун (0.1J сегментда интеграл мавжуд-
ликка текширинг.

Бу функция учун царалаётган ораликда интеграл йигин- 
ди цуйидагича булади:

j 1, агар барча ?* рационал сон булса,
0 — {0 , агар барча иррационал сон булса

Равшанки, Яр -► 0 да о йигинди лимитга эга эмас.
Демак, Дирихле функцияси [0, 1] сегментда интеграл- 

ланувчи эмас.
4. Д а р б у  йигиндилари. Аниц интегралнинг 

бош цача таърифи.
f(x) функция [а, Ь\ ораликда аницланган булиб, чегара

ланган булсин. [о, Ь] оралицнинг бирор

р = {х 0, дг,.......... хп) € ?

булинишини олайлик. Тупламнинг аник; чегаралари \а^идаги 
теоремага кура

тк =  inf {/(*)}, х € [**; дг*+1],

M k =  sup { (/(дс)}, *£ [**, дг*+|) (к =  0, л — 1) 
лар мавжуд ва ихтиёрий € [**, д:*+1] учун

т к < /(?*) С  м к

тенгсизликлар уринлиднр.
2-таъриф. Ушбу

у / ) = 2  S № = 2

Й К У М Г 1 Дарбутгаг ч * ' w  “ и " й я -

[ " Г г п Ж ) .1̂  ,° ,йидагн «рш-
1) «р(Л <  ор(/) <  £ ,(/ ).
2) т (Ь -  а) <  sp(f) <  5//) <  Af(6 -  а).

Af =  sup{/(*)}, т  =  in f (/(*)}, х ^ ( а ,  Ь].



Демак, 2) муносабат Дарбу йигиндилари т^пламларннинг 
чегараланганлигини билдиради.

3-таъриф. (sp(/)} тупламнинг анщ щори чегараси 
f(x) функциянинг [а, Ь] оралщдаги цуйи интеграли деб 
аталади ва

/ = f  f(x)dx
а

каби белгшанади.
{Sp(f)} тупламнинг анщ куйи чегараси f(x) функция

нинг (а, ft] ораликдаги юцори интеграли деб аталади ва
ь

7 = f f(x)dx
v
а

каби белгиланади.
4-таърнф. Агар f(x) функциянинг [а,Ь] ораликдаги 

куйи ва щори интеграллари бир-бирига тенг булса, у 
Холда f(x) функция [а, ft] оралицда интегралланувчи де
йилади ва уларнинг умумий циймати

/ = / = /
/(*) функциянинг [а, ft] ораликдаги аник, интеграли (Риман 
интеграли) дейилади ва у

j  f(x)dx
а

каби белгиланади.
Демак,  ̂ ь

(  f(x)dx =  f  f{x)dx= |  f(x)dx.
a 0 0

Агар b b

J  f(x)dx ф \ f(x)dx
a  “

б^лса, у \олда f(x) функция [a, ft] оралицда интегралланув
чи эмас дейилади.

3-мисол. Ушбу
f(x) = X

функция 4-таъриф ёрдамида [a, ft] орали^да интегралланув
чи эканини курсатинг.
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\a b] оралщнинг ихтиёрий P булинишини оламиз ва 
f(x) ^ x  учун Дарбу йигиндиларини тузамиз. \ар бир

[хк. **+,] (* -  0 ,«^1 )
оралнкда т к -  Af* -  **+, эканини дисобга олсак,

* = •

ифодаларни топамиз.
Бу муносабатлардан

I /м Ьг — аг sup { sp(/)} =

in f {*Sp( /) )  —P '" '  2
эканини куриш н̂йин эмас.

Демак,
ь i

Ь2 — а2
J » * - - г 1 - J« * * '

булиб, /(дс) = х функция [a, ft] ораликда интегралланувчи ва
ь

4-мисол. Ушбу
= / 1 ’ агаР х Рационал сон булса,

/л ’ 10, агар х иррационал сон булса.
Дирихле функциясини [0, 1] ораликда 4-таъриф ёрдамида 
интсгралланувчиликка текширинг.

[0, 1) ора лигнин г ихтиёрий р булинишини караймиз ва 
унга нисбатан Дарбу йигиндиларини тузамиз:



sup {sp(f)} -  О, 
inf {Sp(f)} =  1

экани келиб чицади. Демак, Дирихле функциясининг [0, 1] 
ораликда цуйи ва юцори ннтеграллари мавжуд. Лекин

( X(*)dx ф  j  y{x)dx
о о

булгани сабабли у [0 , 1] ораликда интегралланувчи эмас.
Аниц интегралнинг 1- ва 4-таърифлари \'заро эквива

лент дир.

2-§. АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ МАВЖУДЛИГИ. 
ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ ФУНКЦИЯЛАР СИНФИ

1-теорема. f(x) функция [о, 6 J ораликда аникланган 
ва чегараланган булсин. Бу функция [а, Ь\ ораликда ин
тегралланувчи булиши учун V e  >  0 олинганда хам шун
дай 6 = 6(e) >  0 сон топилиб, [а, 6] ораликнин! диаметри

<  6 булган хаР кандай р булинишга нисбатан
5p(/ )- s p(/)< e ( 1)

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. _____
Агар аввалгидек /(дс) функциянинг [дгА, хк+1] (/г= 0, п— 1) 

оралицдаги тебранишини шк ор^али белгиласак, у холДа (О 
тенгсизлик

п—1
V  <ок\хк <  е (2)

куринишга эга булади.
2-теорема. f(x) функция [а, 6] ораликда узлуксиз 

булса. у шу ораликда интегралланувчи булади.
3-теорема, /(х) функция (о ,&] ораликда чегаралан

ган ва монотон булса, функция шу ораликда интеграл
ланувчи булади.

4-теорема. /(х) функция (а, 6 ) ораликда чегаралан
ган ва бу оралицнинг чекли сондаги нукталарида узилиш
га эга булиб, долган барча нукталарида узлуксиз булса, 
функция шу ораликда интегралланувчи булади.

Бундан
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5-мисол. Ушбу
ь

/ = j  хЧх
а

интегрални хисобланг.
1(х) =* хг функция [л, Ь] ораликда узлуксиз булганн учун

2-теорема га кура у каралаётган ораликда интегралланувчи
булади.

Демак, бу функциянинг [л, Ь\ оралик буйича интеграли- 
ни таърнфга кура хисоблашда [а, Ь] оралицнинг булиниши- 
ни хам да хар бир [**, х4+,] булакда 1к нукталарини интег
рал йигикди ва унинг лимитини хисоблашга цулай цилиб 
олиш имкониятига эга буламиз.

Шуни эътиборга олган холда [а, Ь\ оралицни л та тенг 
булакка булиб, l k (fe = О, л — 1) нуцталар сифатида [хд, 
дгл+11 сегментларнинг чап четки нукталарини оламиз.

Натижада
П — \

п L п 2
+  (Ь — о)» (п— 1)п(2п- 1)1

п* 6 J ’
К~*~ 0 (л ► оо) да лимитга утиб, топамиз:

=  ± 1 2 ?  Г  п а г  +  M b - а )  n ( n  —  1 )  +2а(Ь — а) п(п — 1)

6

а

6-мисол. Ушбу

j  ах dx (а >  0)
о

интегрални хисобланг.
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Худди ю^оридагч 5-мисолга ухшаш [0,1] еегментни тенг 
п та булаккка буламиз ва 1к нукталар сифатида [xt, , ]
(к = 0 , п — 1) сегментларнинг чап четки нукталарини ола
миз. Натижада

° P(f) = S f(?*)Ax* = ^  S fl,r = T - ^ v i

булади.
а >  О эканини хисобга олган холда п -*■ оо да лимитга 

утиб, топамиз:
1

j* axdx = lim а — I _  а— 1
оо а ' / п -  I -  i n a  •

1/я
1

XХусусан a = е булса, |У dx интеграл е — 1 га тенг булади.

7-мисол. Ушбу

h  « > « ■ < »  
а

интегрални хисобланг.
Фараз к,илайлик, Р  [а,Ь] сегментнинг ихтиерий булиниши 

булсин. 1к нукталар сифатида ^уйидагиларни оламиз:

l„ = V x kxk+l (к = 0, п 1).

Натижада
п—1 я —I .--  Дх»

* * + 1стр (/ ) =  X* X*
*5? *=о

= **+!/ '0  *п а

досил булади. 
Демак,



jxdx
а

интегрални [а, Ь\ сегментнинг иккита турлича булинишла* 
рида ьа \к ну^таларнинг .\ар хил танлаиишларида хисобланг.

а) [а,Ь\ сегментни л+ 1  та тенг булакка булиб, нук,- 
талар сифатида [хк, xt+lJ (k= 07п) ораликларнинг чап чет
ки нукталарини оламиз. Натижада

* - О

= fa  ^ а Ь~~~^  ̂ ‘ Л)] = п+ 1  L п+ 1 J
= b- ^  \(п + 1)а + —  • я -h 1 L n + 1 2 J

Хосил булади.
п -*• оо да лимитга утнб [топамиз:

Ь  t i - a i

xdx = 2
а

б) [а, Ь\ сегментни п та тенг булакка булиб, 1к нуцта- 
лар сифатида хар бир [̂хА, xt+1] (k = 0 , п — 1) орали л̂ар-

J  j £

нинг уртасида ётувчи —-— нукталарни оламиз. На
тижада

а  — I

a j j ) - bj=±  V ^ ± !* ± != * n f I *0 + *i . xi + x2 .
n 2 ^  2 ~  „  I ---j-- + ---2---+

k Z s  '

+  . . . + ^ p ^ y ^ ^ + X i + : _ +

булади.
n~* 00 да лимитга утиб, топамиз: 

f - —

8-мисол. Ушбу
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1. Агар /(х) функция [я, Ь] сегментда интегралланувчи 
булса, унинг шу сегментда чегараланган эканлигини ис
ботланг.

2. /(х) функция [а, Ь\ сегментда интегралланувчи булиши 
учун V e > 0  олинганда хам шундай 6 = 6 (e) >  О топилиб, 
диаметрлари 6 дан кичик булган [а, Ь] сегментнииг ихти
ёрий Р1 ва Р г булинишларида

1стр , ( / )  — ° р , ( / ) | < е

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканини небот- 
ланг.

3. Интеграл йигиндининг лимити таърифини Гейне буйи
ча келтиринг.

4. Ушбу
Я/2 b b

а) \ sin xdx, б) j" x3dx, в) \ У х  dx,
Ь а а

Мисол ва масалалар

интегралларни таъриф ёрдамида хисобланг.

3-§. АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ ХОССАЛАРИ

1°. Агар /(х) функция [а, Ь) ораликда интегралланувчи 
б^лса, у исталган [а, Р) d  [а, Ь] ораликда хам интеграл
ланувчи булади.

2°. Агар Дх) функция [а, с] ва [с, Ь) оралицларда ин
тегралланувчи булса, у холда функция (а, Ь] ораликда хам 
интегралланувчи булади ва ушбу

(“ f(x)dx=  j/ (x )dx+  j/(x )dx
а а с

формула уринли булади.
3°. Агар / (х) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи 

булса, у холда С • / (х) (С — const) хам шу ораликда интег
ралланувчи б^лали ва ушбу

JC/(x)dx = C j/(x )dx
а а

формула уринли булади.
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4° Arap fix) ва g(x) функциялар [а, 6] оралицда интег
ралланувчи булса, у *олда f(x )± g (x ) функция хам шу 
ораликда интегралланувчи булади ва ушбу

[а, Ь] орали^да интефалланувчи булса, у долда ушбу

Ci/j (х) +  C J t (х) + . , . +  Сп fn (х) (С, = const, i = 1. n)

формула Гринли булади.
5°. Агар /(дг) ва g(x) функциялар (а, Ь] ораликда интег

ралланувчи булса, у холда f {x )g  (х) функция дам шу ора- 
ли^да интегралланувчи булади.

2-натижа. Агар /(дг) функция [a, b] орали к, да инте
гралланувчи булса, Уп£М  учун {/(дс)]'1 функция дам шу 
орали^да интегралланувчи Сулади.

6Э. Агар /(дг) функция (а, Ь] орали^да интегралланувчи 
булиб, Уд; £ (а, Ь\ лар учун /(дг) > 0 булса, у долда

3-натижа. Агар /(х) ва g(x) функциялар [а, Ь] ора- 
ли^да интегралланувчи булиб, Vx£  [а, 6 ] Лар учун /(х)<
< в (х) тенгсизлик уринли булса, у долда ушбу

функция дам шу оралидда интегралланувчи ва
ь

j  1Сж/х (х) +  C Jt (х) + • • • +  Сп /„ (х)] dx -
а

Ь ь

= Cl$ fl (x)dx+ . . .  + Сп |  /„ (дг) dx
а а

Ь
j / W r fx >  0 (а >Ь).
а

булади.

а а

тенгсизлик дам уринли булади.



7°. Агар /(дс) функция [я, Ь] оралшуи интегралланувчи 
булса, у холда |/ (х)\ функция хам шу ораликда интеграл- 
лануьчи булади ва

|j/(x)djc| < J \f(x)\dx
а а

тенгсизлик уринли булади.
/ (дс) функция (я, Ь] ораликда аницланган ва чегараланган 

булсин. У холда [а, Ь\ ораликда т  = inf {/(х)}, М  = 
= sup {/(дс)} мавжуд ва Удс£[я, b] лар учун

/(дс)
тенгсизлик уринли булади.

8°. Агар /(х) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи
булса, у холда шундай узгармас ц (т  ^  ц < М) сон мав- 

ь

жудки, ушбу 1 f(x)dx = n{b — я) тенглик уринли булади.
а

(Бу урта циймат одидаги теорема.)
4-натижа. Агар f(x) функция [а, Ь\ ораликда узлук

сиз булса, у холДа бу ораликда шундай с (с £ (а, 6]) нуцта 
топиладики,

»

j  / (х) dx = f  (с) ф  — а)
а

тенглик уринли булади.
9°. Агар /(*) ва g(x) функциялар [а, Ь] оралнь̂ да интег- 

ралланувчи булиб, g(x) функция шу ораликда уз ишорасини 
узгартирмаса, у холда шундай узгармас ц (т  < ц < И) сон 
мавжудки

ь ь
]jf(x )g (x )dx= n  ( g (дс) dx
а а

тенглик уринли булади.
5-натижа. Агар f(x) функция [я, Ь] ораликда узлук

сиз булса, у х°лда (а, Ь\ ораликда шундай с (с £ [а, &]) 
нук,та топиладики,

ь  ь

j  1 (х) g (х) dx = / (с) j'g (х) dx
а а

тенглик уринли булади.
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f (x) функция [a, b] ораликда интегралланувчи булсин. 
У холда анин интегралланг 19-хоссасига кура /(.*) функция 
исталган [а, х\ с= [а, Ь) (а < х ^ Ь )  оралицда хам интеграл
ланувчи булади. Равшанки,

j f (0 d t
а

интеграл х га боглик, булади. Уни F(x) деб белгилаймиз: 

F(x) =  j /(/)<*•
а

10°. Агар f(x) функция [а, Ь] оралицда интегралланувчи 
булса, F(x) функция шу ораликда узлуксиз булади.

11°. Агар f(x) функция [а, Ь] орали^а интегралланувчи 
булиб, Xq£ (а, Ь) нуктада узлуксиз булса, _ у *олда F(x) 
функция х0 нуктада дифференциалланувчи булади ва

F'(Xo) = f(Xo)
тенглик уринлидир.

6-натижа. Агар / (х ) функция [а, Ь] орали^да узлук- 
снз булса, у зцолда Vx£[a , Ь] лар учун

V  (х) = /(х)
булади.

Энди юцорида келтирилган аник интегралнинг хоссалари- 
дан баъзиларини та х л ил киламиз.

4’-хоссага кура /(дс) ва g(x) функциялар [а, Ь] сег
ментда интегралланувчи булса, у холда / (x) ±  g (дс) функ
ция \ам шу орали1уи  интегралланувчи булади.

Фараз ^илайлик, /(x)±g(x) функция (а, Ь] сегментда 
интегралланувчи булсин, у *олда /(х) ва g(x) функциялар- 
нинг хар доим [а, Ь] сегментда интегралланувчи экани келиб 
чнк,адими?

Мисол сифатида ушбу
агар х рационал сон булса,

10, агар х иррационал сон' булса,
g(x) = ( ~  1. агаР х рационал сон булса,

1 0, агар х иррационал сон булса
функцияларни царайлик. Маълумки, бу функциялар [а Ь\ 
сегментда интегралланувчи эмас, лекин f(x) +  g(x) функция 
(а Ь] сегментда интегралланувчидир. Агар /(*) функция 
куринишини узгартирмасдан g(x) функция сифатида ушбу
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f 0, агар х рационал сон булса,
{— 1, агар х иррационал сон булса

функцияни караеак f (x )+ g (х) функция [а, ft] сегментда 
интегралланувчи булмайди.

5°- хоссага кура / (х) ва g (х) функциялар [а, ft] сегмент
да интегралланувчи булса, у холда / (х) • g (х) функция хам 
[a, ft] сегментда интегралланувчи булади.

f(x) g(x) функциянинг [a, ft] сегментда интегралланувчи 
булишидан f(x) ва g(x) функцияларнинг [a, ft] сегментда 
Хар доим интегралланувчи булиши келиб чицадими, деган 
савол тутилади.

Мисол сифатида ушбу
} 1х\ = д !х\ _  ( 1, агар х рационал сон булса,

\— 1, агар х иррационал сон булса

функцияларни ^арасак, f(x)-g(x) функциянинг [a, ft] сег
ментда интегралланувчи эканини куриш цийин эмас, лекин 
/(х) ва g(x) функциялар [a, ft] сегментда интегралланувчи 
булмайди.

Худди шу /(х) функция ёрдамида 7°-хоссани хам тах- 
лил цилиш мумкин. Равшанки, //(х)|= 1 функция хар доим 
[a, ft] сегментда интегралланувчи, лекин f(x) функция бу 
ораликда интегралланувчи эмас.

4- §. АНИК ИНТЕГРАЛЛАРНИ ХИСОБЛАШ

1. Н ью то н  — Лейбниц  формуласи.
5-теорема. f(x) функция [a, ft] сегментда узлуксиз 

булса, у холДа бу функциянинг ихтиёрий бошлангич функ
цияси F(x) учун

^f(x )dx  = F ( x ) — F  (b)—F  (а)

формула уринлидир.
Одатда бу формула Ньютон-Лейбниц формуласи дейи

лади.
9-ми со л. Ушбу

sh2 
1

dx

, ы  / Т + 3 5
интегрални хисобланг. 
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shl -f- / l  -f-shl  1

*h2 + / 1 sh* 2

shl

ln 2 + ch 2 = ]n g» + g-24-e»-e~ 2 
shl+chl e + e~l + e —e~l

— In e — 1.

2 . Аник интегралларни  хисоблаш у с ул л а р и  
Iе. У з га р увч и н и  алмаш тириш  у с у л и

х = ф (/) формула билан алмаштирилган булиб, куйидаги 
шартлар бажарилсин:

а) ф (0  функция [а, Р) ораликда аницлангаи ва узлуксиз, 
t узгарувчи [а, Р) сегментда узгарганда функция кийматлари 
[а, Ь\ оралицдан чикмайди;

б) ф (а) = а, ф (Р) = Ь,
в) ф(0  функция (а, р] ораликда узлуксиз хосилага эга.
У холда

тенглик уринли булади.
Одатда бу формула узгарувчини алмаштириб интеграл

лаш формуласи дейилади.
10-мисол. Ушбу

ь

Фараз килайлнк \f{x)dx интегралда узгарувчи х ушбу
а

а а

а

f дс* Vа? — х1|2 — х2 dx

интегрални хисобланг.
х = a sin t алмаштириш натижасида

булади.
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2°. Б у л а к л а б  интеграллаш  у с у  л и
и(х) ва у(х) функцияларнинг .\ар бири [а, Ь] оралицда 

узлуксиз и’ (х), v'(x) ^осилаларга эга булсин. У долда
ь Ь Ь
f и (х) dv (х) = (и (дс) v (х)) j — j  о (at) du (х)

а а а

формула уринлидир.
Одатда бу формула аник интегрални булаклаб интеграл- 

лаш формуласи деб аталади.
11-мисол. Ушбу

Я/2
/„ = \ sinnxd.r, п — О, 1 , 2 , . . .

о

интегрални хисобланг.
Бу интеграл п — 0, п — 1 да хусусий ^олларда содда 

Хисобланади:
Я/2 Я/2

/0 = j dx = у , /j = J  sin xdx = 1. 

n > 2 булганда берилган интегрални
Я/2 Я/2

/ = \ sinnjcdjc = f sinn 1 xd ( — cos дс)
о о

куринишда ёзнб, булаклаб интеграллаш формуласини цул- 
лаймиз. Натижада

Я/2 Я/2
1п = (— sin" - 1 jc cos лс) | +  (n — 1) j’ sinn~2Jc-cos*Jcd.* =

0 0

я/2 Я/2
= (n— 1) ( sin”-2дс( 1 — sin2x)d* = (n— l) j sinn~2 xdx —

Я/2
— (n — 1) j’ sin ĵcdx

булиб, ундан

реккурент формула келиб чикади.
Бу формула ёрдамида п== 2, 3, . . .  да берилган интег- 

ралнннг кнйматларнни кетма-кет хисоблаш мумкин.
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п = 2 т  жуфт сон булсин, у холда
2 т  — 1 2 т  — 3 5_ 3_ . J _  \ =  (2 т —1)!1 я

/2 т “  2 т  2 т  - 1  6 4 2 0 (2т)1! 2

булади.
л = 2 ш +  1 тоц сон булсин, у холда

2 т  2 т  — 2 6 4 2 , (2т)П
2т + 1 -  2 т +  1 ’ 2 т -  1 7 5 ‘ 3 ' 1 < 2т+ 1)11

булади.
12-мисол. Агар /(*) функция [0 ,1] сегментда узлуксиз 

булса, у холда
я/2 я/2
j  / (sin л) dx = j  f (cos x) dx

муносабатни исботланг.

дс € ĵ O, y J лар учун sin (^у — xj = cosx

эканини хисобга олиб топамиз:
я/2 Я/2 Я/2

j ' f(cosx)dx = j  / [s in ( i - x ) ] * r --- j  / [ s i „ ( f  -

Я/2

Демак,
я/2 я/2
J  I (sin дг) dx =  j  / (cos дс) dx.

я/2 Я/2

Хусусан J sin" xdx = | cos'1* dx эканлигини топамиз.

13-мисол. [— /, /) сегментда узлуксиз f(x) функция 
учун 3

а) агар / (х) жуфт функция булса,

jV  (*) dx ■= 2 • J  f (x) dx,
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б) агар /(дг) то^ функция булса, 

f/(x)dx = 0
— I

муносабатларни исботланг.
i

j  f(x)dx интегрални ани  ̂ интегралнинг 1°, 2°-хоссаларидан 

фойдаланиб цуйидагича ёзамиз:

j  f{x)dx = f f(x)dx +  J  /(x)dx.

о

j  / (x) dx интегралда x = — t алмаштириш натижасида топа

миз:

|  f{x)dx= j  / (— 0  dt = j7 (— x)dx.

Шундай цилиб,

f f(x)dx=  j/(x)dx + \'f(— x)dx=  j [/ (x ) +  /(— дс)] dx. 
—  1 0  0 0

Агар /(дг) жуфт булса, у х;олда / (х) = / (— х) булиб,

\ f(x)dx= 2 • j  f(x)dx муносабатга эга буламиз.
- i  о

Агар /(х) то  ̂ булса, у о̂лда /(— х) = — /(х) булиб,

1 f(x)dx = 0 муносабатга эга буламиз.
- I

14-мисол. Агар f(x) функция (— оо, оо) ораликда 
аникланган, узлуксиз, даврий булиб, унинг даври Т га тенг 
булса,

а +Т  Т
j  f(x)dx = j  f(x)dx, Y a £ R ,

муносабатни исботланг.
Аник; интегралнинг 1°, 2? - хоссаларидан фойдаланиб,

а+т
I / (х) dx интегрални цуйидагича ёзамиз!

а
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а+ Т  Т Т+а
j  f(x)dx = j  f(x)dx +  j  f(x)dx.

f (x) функция учун / (x + Г ) = f(x — T) = f(x) эканлиги
ни хисобга олиб, топамиз:

а+ Т  о +Г  о+Г
f / (х) dx = f f(x — T)dx=  J f(x — T)d(x — T).

a-

I

ЭНДН f + T t/  rr. . .  7-4f(x — T)d(x  — T)

интегралда x — T = z алмаштиришни бажарамиз. Натижада
о + Г  а

\ / (х) dx = \ f (г) dz булади.
)■ о

Демак,
о +г  T o o

j  f(x)dx = j  f(x)dx + j  f(x)dx — j f(x)dx +
a a 0 0

+ f f (x) dx = \f(x)dx.

15- мне о л. Ушбу 
i

/
«—2ял'

- J  |(c o s l„± y |* . „SW ,

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги ифода куринишини куйидагича узгар- 

тирамиз;

|( cos In - j j | dx = Kcos (ln *))' \dx = |— sin (ln x) • —

— ln x = t алмаштириш натижасида
2 я л  я

I  — j |sin Ц dt = 2 n j  sin / dt = 4 n

булади.

d x .
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16-мисол. Ушбу

интегрални хисобланг.

- 1

=  Г dx
J  . V i M

/
- i  - i  

- f — “х - Г -j  * V * - i
dx

f  'Ж
— 2

- 1
> f= — arcsin—  = 
x

— 2

= _ J L  + JL  = _ J L
2 6 3 ■

17-ми'сол. Ушбу
в

I  = j  (x ln x)1 dx

интегрални хисобланг.
Аниц интегралда булаклаб интеграллаш формуласидан 

фойдаланиб, топамиз:

и = In*х, du = 2 ln xl- —  , v = — .
1 * з

--— Г x2 In x dx = -----— | xs ln x dx
3 J  3 3

*

/х = \ x2 ln xdx ннтегралга яна булаклаб интеграллаш 

формуласнни цуллаш натижасида

/, = — In х 
1 3 3 J  3 9 I

1 I

^ _ _ f » _ L = 2 £ > J _  
3 9 9 9 9

булади.
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/ _  i i _ i f ! - . ? -  =  5 e > ~  2 
3 27 27 27

18-мисол. Ушбу
i

Демак,

0

интегрални хисобланг.
x = sin t алмаштириш натижасида

я/2 я/2
/ = Г - C O S J ^ ^  Г s i n n /d/

" J  cost J

булади. 11-мисолга кура:

Я/2
П ./„ = | sin" /Л =

.(2*+  1))И

19-мисол. Ушбу

— — —  • — , агар п = 2 к булса.
(2 *)!! 2

(2^ '! , агар n = 2k-\- 1 булса.

1000

/=  j  м  dx

интегрални хисобланг.
Интеграллануьчи функциялар синфига оид теоремага кура 

[х] функция [0 , 1000] сегментда интегралланувчидир, чунки 
у [0,1000] сегментда чекли сондаги (999 та) нуцталардан 
бо1ща барча нуцталарда узлуксиз. Аник, интеграл хоссала- 
ридан фойдаланиб, топамиз:

J0 0 0  1 2 1000

/ = f  [x]dx = j[x]dx + j  [x]dx+ . . . +  J  [x] dx =

1 4 - 2 +  . .  . +  999 =. — 100 = 49950.

20- мисол. Ушбу
P _ l  

/  =  

17
интегрални хисобланг.

в
= j  [х] sin xj dx
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Интеграл остидаги функция х = 1, 2, 3, 4, 5, 6 нукта
ларда узилишга эга. Демак, каралаётган интеграл мавжуд.

I 2 з

1 —  ̂[дс] sin ~  dx + j' [х] sin ̂  dx + Г [х] sin ~  dx +
о i  2

4 5 6

+ J  [х] sin ̂  djc + j  [дс] sin ̂  dx + Г [дс] sin ^  dx =
3 4 5

= f[(cosf ““!f )+2(co5f _cosf )+3(co5f'* 
- cosT - ) + 4 (C0S T ' _ C “ ' T ‘) + _

— cos л )1 = —  (cos — — cos — + 2 cos — -f-3cos — —
/J Я v 6 3 3 3

Л П  I А Я  Г  Я  . _ \  30— 4 cos---h 4 cos---- 5 cos--- V 5 1 = —  .
3 6 6 )  л

21-мисол. Ушбу
я

I  = j x sgn (cos x) dx
0

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функция [0, л] ораликда cos х = О бу-

ладиган | дс = нуктадан бошка барча нукталарда узлук
сиз Демак каралаётган интеграл мавжуд.

Я/2 Я Я/2
1 — \ хsgn (cos х) dx + \ х sgn (cos дс) dx = Г xdx —

О Я/2 О

_  fxdx = — +  — — — = .
J  8 8 2 4Я/2

Я/2 Я/2
22-мисол. I 1 = j  sin10xdx, /2 = [ sin*дсrfx интеграл-

лардан ка йен бири катта эканини аникланг.)
Маълумки,

дс G (о, -j-J лар учун sin2 дс >  sin10 дс

тенгсизлик уринли.
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х = 0 , х = у  нуцталарда sin*дс = sin10*

lx — sin10x >тенглик бажарилнб, х£ (о, — ) ларда f (х) — sin2
JW2

> 0  булади. Аник; интегралнинг 6°  хоссасига кура \f(x)dx>

Р

J

>  0 , яъни /а >  /г тенгсизлик уринлидир.
23-ми сол. У рта циймат ха̂ идаги теоремадан фойдала

ниб
ь

Ш -dx, (0 < а < Ь )
V *

интегрални бахоланг.
Аниц интегралнинг 9° хоссасига кура 

ь ь
I — - sin xdx=  — Г sin xdx — — .(cos a — cos Ь)
J  V T  V l j  V I

булади. 0 <  a <  b да -)=. <  -7= ва Icosa — cosb\ «£ 2
V \  /a

булишини ^исобга олсак, у ^олда берилган интеграл учун 
ъ

JlDJLdxII V ха

батога эга буламиз.
24- мисол. Ушбу

sinx 

f /tg / dt
lim 0--------

ж - + 0  К *  ---------------

I /sin / dt

лимитни хисобланг.
■V\gx ва v^sinx функциялар ^аралаётган оралицларда 

узлуксиз булгани учун аниц интегралнинг 11° хоссасига*in х ___ tg х ____ ,
кура f -YtgtdtBa \ У  sin t dt интегралларни юцорн чега- 

о й
ранинг функцияси сифатида дифференциаллаш мумкин. К,ара- 
лаётган ифода куринншдагн аннк,маслик булиб, унга
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Лопиталь цоидасини цуллаш мумкинлигини куриш цийин 
эмас.

Де.мак,
tin *
f / tg  t dt  

lim?— ------ - lim  -  (sin*,_=

~ +0Г /$int dt ~ +0 «*** ’ /sin <tgx)

= lim cos*x i  /r Ji№ jO _ _
x-.+o V sin (tg x)

,, % f  tjj(sinx) sin* tg* .= lim cos*x Л/ — -------- -— 5—  = 1.
x-.+o f  sin* tg* sin (tg *)

2 5-мисол. Ушбу
S  -  1P + 2P + - • - + "p (p >  o)

n rp+1 ^  ’

йигинди лимитини аник; интеграл ёрдамида хисобланг.
Sn йириндининг куринишини цуйидагича узгартнрамиз:

* - 1. № + № + - + т -

Бу йигинди f (х) = хр функция учун [0,1] сегментда (бу сег
ментни тенг п та булакка булиш натижасида хосил булган) 
интеграл (Риман) йигинди эканини куриш осон.

Демак,

lim S„ = J  хр dx =
о

2 6-ми сол. Ушбу

* р + | I 1
"  1 Р +11 I Р + 1

1

/ = lim sin — V i ~ kn
П-*оо fl jm b A 2 COS n

лимитни аниц интеграл ёрдамида хисобланг.
Етарлича катта п лар учун sin — ~  — эканини эъти-п п

борга олсак, у холда 
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lim sin -  
f t - * *  Я

* V 1 - lim  - " V l
k  Д  n~*oo fl Л

k^\ 2 + cos —  *-! 2 + cos —
fl n

булади.
Энди лимит остида турган ифода f(x) — 2+cosx

функ
ция учун [0 , л] оралицда (бу оралик тенг п та булакка бу- 
линган холда тузилган) интеграл йигинди экани равшандир. 
Демак,

dx
2 + cosjt

71 Jгъ <*х 1
я

1 х
I I  х \

\  COS.-
1 “ М

* I х
J  W o ' 3+ tg*—

= —  arctg 1 —
Уз \Уз I

Л

" y f

Мисол ва масалалар

5. Нуктада узлуксиз ва бу нуктани уз ичига олувчи хар 
Кандай сегментда интегралланувчи булмаган функцияга ми
сол келтиринг.

6 . Бирор [а, Ь\ сегментда чегараланган / (дс) функция бу 
сегментда интегралланувчи булиши учун ихтиёрий е >  О 
олинганда хам функциянинг барча узилиш нукталарини уз 
ичига олувчи чекли ёки санокли сондаги интерваллар систе- 
маси мавжуд булиб, уларнинг узунликлари йигиндиси е дан 
кичик булиши зарур ва етарли эканини исботланг.

7. Ушбу

!0 , агар х — иррационал сон булса,
—, агар х = — булса 
п п

(т , n£N, — Ф  0 — кчс^рмайдиган каср).
Риман функцияси ихтиёрий [а, Ь\ сегментда интегралла

нувчи эканини исботланг.
8- / (*) = sgn |̂ sin -j ) функциянинг (0 , 1] сегментда ин

тегралланувчи эканини исботланг.
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9. Ушбу

М * ) = [ т ~ [ т }  агаР *  *  О бужа,
О, агар х = 0 булса

функциянинг [О, 1] сегментда интегралланувчи эканини ис
ботланг.

10. Агар / (х) функция [а, Ь) сегментда интегралланувчи,
V  х £ [а, Ь\ лар учун с<  / (х) ^  d булиб, g (х) функция 
[с, dJ сегментда узлуксиз булса, у холда g If (х)] функция
нинг [а, Ь\ сегментда интегралланувчи эканини исботланг.

11. Агар / (х) ва g (х) функциялар интегралланувчи бул
са, / (g (х)) функция хам интегралланувчи булиши шартми? 
Мисоллар келтиринг.

12 Агар / (х) функция [А, В] сегментда интегралланувчи 
булса, у .\олда 

ь
lim f | f (x + h) — f (x) | dx = 0, [a, b] с : [A, В ]
Л-+0 j  a

муносабатни исботланг.
13. Агар f (x) функция [a, b] сегментда интегралланувчи 

булса, у холда ь
J /2 (х) dx = О
а

тенглик бажарилиши учун / (х) функциянинг [а, Ь] сегмент- 
даги барча узлуксиз булган нукталарида нолга тенг булиши 
зарур ва етарли эканини исботланг.

14. / (х) функция [а, Ь) сегментда интегралланувчи бул
син. —5— функция [а, Ь\ сегментда интегралланувчи булиши

I (»)
учун бирорта етарли шарт келтиринг ва исботланг.

15. / (х) ва g (х) функциялар [а, Ь] сегментда интеграл
ланувчи булса, у холда

f I f (х) g (х) | dx < j / "  j  Р  (х) dx • J  g2 (x) dx
a a a

Коши- Буняковский тенгсизлигини исботланг.
Куйидаги интегралларни хисобланг:

1/2 УГ
16. Л d‘  -  Г dx

- i /а г  , _ л ’

1 + х»
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' Ч

2
\\— x\dx.

I

19•J dx
x* +  2*cos «  +  1 

^ 1

(О <  a  <  л),
о

20
dx

cos*xi’L
21 . f Y x ~~ 1 dX"

22
dx

1 +  e cos*

(0 < e <  1).
Я/2

23. j dx
a* sin* * +  6* cos* *

(a b Ф  0).

24. Г т—“ t  dx.

25

Г *1 ' J  l+x*
о

r* 
f  r f*

J  *ln*
n

26 f cos* xdx.
— я

2

27.  ̂ sh*xdx.

28

29

О

Г— £— .J  ** — 2* — 8
г

• J
dx

3/4 K 2  +  3 *  — 2 * *

30 i  i^ ~ dx'

31. f --------.J  * (1 + In**)

32. f  --—— .
J  t* + e~x
я/3

33. f tg4xdx. 
jl/6  

- 1  

•J34. I - * ± i -  dx.
- 2
1

* *  ( * - l )

35. J V  zi 4- 5

36

K *1 + 2* + 2

Г dx 
‘ 0’ l + K *  ’

37. dje.

1  
38. ( j /  4 — x* dx.

Я /4

39. f  
J  1

dx
1 + 2sin**

ЯJ i

40
sin* *

dx.‘ J
Л /4

2

41.  ̂xlnxdx.
J

e
42.  ̂sin (lnx) dx.
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1/2 9

3. j  arcsir\xdx 55 . (  x V  1 — x dx.

n/2

4. f e*xcosxdx. J, _______
6 56. j x u K l + 3 x* dx.

5. j  3y/"sin x dx.
— Л 

Я

7
- i

50. \ ex* -xdx.
4 '

e

53

о

n/2

57. f sinjcsin2jcsin3jedx.
л r l , 0

6 . I e sin xdx.
— Л  n

j, 58. f^cos‘ xdx.
. ( cosxthxdje. о

e . j ^  +  o t gxdx. 5». | * ” lrmfc.

■ j *• К1 dx 60. j  x (2 - x ') “  Jx.

61. f | lnx | dx.
51. f x* cos xdx. '* 

о "
/з 62. \ — ~ - , \ b \ < a .

52. j  arctg ]/ x dx. о °  C0S*

2 * +  —

Г __________ 63. (Y l+x— —'je *dx-
J  x V T + h ^ ' Й  x)
p/2 r f, 100 Я ___________

5 4 J  3+cosx' 64 J  ]/ l- c o s 2xdx.
Я/3  0

л/2

65. а) Г ------------ ---------- , ac — b* >  0.
J  a cos1* +  26 cos* situ +  с si n*x 

я
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б) /„ = j  (1 — х Т  dx. в) l n = j  tg*" xdx.
0 0

1

r) I m n =  j  X m (lr\x)ndx, m, n£N. 
о

я / 4 .  . ■

"  J  V sinx +  cosx )

вв. i n -  j
Inn

ch" xdx.
— Inn

Куйидаги муносабатларни исботланг:
Я/2

67. j  sinmxcos"xdx =
О

(m — 1)!! (л — 1)!! п_' агар п Ж уфт б^лса^
( т - | - п ) ! 1  2

^  ZT,1*!: t m ва я ток, булса.
(m -f- я)!!

68 С ... 2п!!Г (а* — хг)я dx = а,п+1 ■ , n£N.J v '  (2п + 1)!!
о

69. |  (аг— х4)<2',-1,/2 dx = a n-(— -~T1-}'' n £ N .
( 2 n )  I !  2

я/2 n

70. Г cos"x s i n n x d x = -у.  n£N.
о 2  ^  *

я/2

71. J  cos"X-cosnxdx = n£N.  
о

я/2
72. f cosmxcos (m + 2) xdx = 0, m £ JV.

Я/2

73. i cosmx sin (m -+ 2) xdx = —-— , m £ JV. J  m+ 1
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т я

74.1 sin™x cos (m -f 2) xdx = ------- , m£N.
J  m  + 1
о

П/2

75. | sinmx-sin (m + 2) xdx = 3-7-7  cos m£N.

я / 2  s i n  —

m + 1 2

Я/2

76. j  e a* cos" ^ 1 xdx =
— я /2

= 2ch— ___________ (n + W_________
2 (a»+l) (a»+3*). . .(a*-f (2/1+1)*)”

Я/2 I

77. ii£2£ dx = -J - 2cos ™ - f- i- _ d * (n = 0 , l , . . . ) .  J  sin* 2 2 ^ 1+** 7

Я/2 я /2

78. J  / (sin2x) cosxdx = J / (cos*x) cosxdx, / (x)£C[0, 1].

Куйидаги интегралларни хисобланг;
з

79. f sgn (x — Xs) dx .

2
80. j  [e*] dx.

1
81. J  sgn (sin (lnx)) dx. 

0

n-f-1

82. I  In [x] dx.

83. f (x) функция [j, Ь] сегментда интегралланувчи бул
син. Агар Y  х£ [a, Ь] лар учун / (х )>  0 булса, у холда 
шундай [a, 0] а  [а, £>] топилнб, inf / (х) >  0 булишини ис-

[о .р ]
ботланг.

84. f (х) функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи бу
либ, V  х £ [а, Ь) лар учун / (х) > 0 булсин.

J  f (х) dx >  0
а
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булиши учун шундай fa, р] <= [а, Ь\ сегмент топилиб,
Y  х € [a, Р) ларда / (дг) У-- 0 муносабатнинг бажарилиши зарур 
ва етарлилигини исботланг.

85. f (дг) функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи булиб,
ь

f | / (х)| dx = О булса, у о̂лда ихтиёрий [а, р] с: [а, Ь\ учун

j V  (х) dx = О
a

булишини исботланг.
Аник; интеграл ёрдамида куйидаги лимитларни топинг:

86. + + +
п-,0» V л* и* л* /

8 7 . lim ( 4 + * L +  . . . +  <!-=«: у
П-.0» \  л *  п * п * 1

. lim (— ----1--- ---- f  . . . 4----—  I-п—*ao \ я +  1 /1*4-2 п п J

lim ( — " _ + _ _ 2_  + . . .  + _ Л _ у
л - »  \л*+ 1* л‘ +  2« л» +  л*/

1 I  . я  . . 2 я  , , . (л — 1) л\ lim - sin — I- s in ----J- . . .  + sin 5--- —  ,
l~*ao n  \  n  n  n  )

{ — -—  +  - ' +  . . .  +  — V
\ V  4n*— 1* V 4л*-2» V 4л*—n* )

,n̂ ( / l+ ' i + / l + 7+- + / , + ^)-

88

89

90

91. lim
П—¥00

92
П-+00

93. lim — .
n-»ao ft

L *=l J
(/ (x) функция [a, b\ сегментда интегралланувчи).

95. lim (1+  —) sin
n—  Z U  \ n )  n*

П

96 ,im \  V V{nx  +  k) (nx +  k +  1) ,  x > 0 .
n-*ao H s
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97.
п —*оо jn e A  1k~\ *+ -

ft
X

J co$x*dx
98. lim --------

x-*0 X

X

[ (arctgO1 dt
99. lim —̂ ----- .

x-*+ « у  xi + \

( !> - )*
100. lim —----- - .

0

Куйидаги интегралларнинг кайси бири катта эканини 
аник,ланг:

]  I

101. || е~х dx ёки j ё~х‘ dx.
о о
Я  2Я

102. j ех‘ cos*j:dx ёки \ ё~х‘ cos1 xdx.
о я
я п  Я

. . .  С  s i n *  j  - С  s i n *  .103.   dx еки ---  dx.
о о

,04. |  f  ёки (  f -
Т/а/* Г/г У *

I  1

105. ( е~х sinxdx ёки j  е~х‘ sinjrdjc.

106. Г dx — ёки Г — .
$  / 1  +  х *  \  х

Куйидаги функцияларнинг берилган ораликдаги урта к,ий- 
матларини топинг.

107. f (х) = х \ _ х £[0,1].
108. f(x ) =  V х, х£(0 , 100].
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109. f (x) = 10 + 2 sinx + 3 cosx, x£ (0, 2 л].
110. / (x) = sinx-sin (x + ф), xG(0, 2 л].

У рта циймат хацидаги теоремалардан фойдаланиб, куйи
даги интегралларни бахоланг:

2я
1 1 1 .  ГI

о

I

I +  0,5 cos*

112. Г dx. 
0J V \ + x

100

1 1 3  f  d x - J  *  + 1 0 0
0

203 X

114 f  I f  dx.
100 Л

Г e~a x45- j ——  sinxdx (0 <  a <  b, a > 0).
a

b
116. j*sinx*d.x (o <  a <  b).

"\f dx

lnx + 2

118. jsfdx.
I

2

— dx.
X

, jx ‘120. Г x* Vsinx dx.
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АШЩ ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ 
ТАТБИЦЛАРИ

1-§. Ей УЗУНЛИГИНИ Х.ИСОБЛАШ

Маълумки, эгри чизик ёйининг узунлиги шу эгри чи- 
зикка чизилган синик чизик периметрининг лимити сифатида 
таърифланади. Синик чизик периметри йириндига (интеграл 
йипщдига) келади ва унинг лимити аник интегрални нфода- 
лайди.

1°. Фараз килайлик, ЛВ ёй
y = f{x ) ( а ^ х ^ Ь )

тенглама билан аннклансин. Бунда f (х) функция [а, Ь] сег
ментда аникланган узлуксиз ва узлуксиз }' (х) хосилага эга 
булсин.

Хв ёйнинг узунлиги

/s" J K l  +/ '* (* ) dx 0 )
а

булади.
1- мисол. Ушбу

/ (х) = ~2 (« "  + е  ) (а > 0)

тенглама билан аникланган чизикнинг (занжир чизикнинг) 
[— а, а) ораликдагн узунлигини топинг.

Бу эгри чизикнинг узунлигини (!) формуладан фойдала
ниб топамиз. Равшанки,

Унда
Ж  X  X  X

л  1 / a a \ t I  / а . а \ *
1 + Г  +  — е ) = ^ - ( е + е ) 

булиб,
X

Г ---------п------  1 /  а  0  \

V i + г  w  — ?  (е + ' )

X  боб
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—а а
Дсмак, берилган эгри чизицнинг узунлиги

булади. (1) формулага кура:

га тенг.
2-ми с о л. Ушбу

параболанинг [0 , о) оралицдаги цисмининг узунлигини то
пинг (а >  0).

Аввал / (дс) функциянинг хосиласини хис°блаб

V 1+г* м
ни топамиз:

r { x ) = f D = i '2 р р

1 + Г + р*

V 1+/'2 w = V"^ = 7 Vx2 + pt-
(1) формулага кура царалаётган эгри чизицнинг узунлиги

а

I = 1 J  V  хг +  рг dx

булади.
Энди ушбу

\ v X2 +  рг dx 
аницмас интегрални хисоблаймиз. Агар

и = Ух* + р\ dv = dx
дейилса, унда

du = xdx

Y x '+ p *
, V = x
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хЧх
булиб,

jV** + рг dx -  xVx* +  Рг -  f
V * + P *

булади. Бу тенгламанинг унг томонидаги интеграл куйида- 
гича хисобланади:

Г = Г dx = Г dx-
J  у'х*+р* J  Vx*+P* J  V **+Р»
_p* г —gi__ = Г — p L =.—

J  К x*+P* J  J  M*+P*

=  ̂ ]/ x2 + p* dx — p* ln \x+ Vx2 + p'\.
Демак,

f Vx2 + p2 dx = xV x2 + p2 —  ̂ )/ V - f/>* dx +

+ p2 ln |x+  Vx* + p2\.
Бу тенгликдан:

2 j* V x 2 + p- dx — x V x 1 + p2 + p2 In | x +  V x 2 +  p% 
булиб,

J  V x2 + p2 dx = -j x У  x2 + p2 +  ^ p2 In | x + V x2 + p21

булиши келиб чикади.
Натнжада

а

/ = -  j  V ^ + J 2 dx =
P  0

a

= j  [ i  x ^ r + P i + } p t l n \ x  +  V * T ? | ] I  -

= — a V a 2 + p2 + 2- In \a-\-Va2jr p2\ — ̂ r Inp
2 p 2 2

ни топамиз.
2Э. Фараз цилайлик, АВ  ёй

G - J w  ( a < , < w
тенгламалар системаси билан аниклансин. (Бу хол да эгри 
чизик параметрик холда берилган дейилади.) Бунда х=х ((),
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и = // (/) функциялар [а, Р) да аникланган, узлуксиз ва уз
луксиз х (О, У' (0 хосилаларга эга.

'ЛВ ёйнинг узунлиги

1 = § ]/ х ‘*(0+У'2(0 dt (2)

булади.
3-м и сол. Ушбу

мп/) (< )< /< „)
\y = a ( 1 — cos/)

тенгламалар системаси билан аникланган эгри чизикнинг (цик- 
лоиданинг) узунлигини топинг.

Аввал х = а (/— sin/), у = а  (1— cos/) функиияларнинг 
^осилаларини хисоблаймиз:

х' (/) = а (1 — cos/), у ' (/) = asin/.
Унда

х' 2 (0  +  у'2 (/) = а4 (1 — cos/)4 + aHin4/ = a4-2 (1 — cos/) 
булиб,

К * ,2(/) +  у '2 (0 = а К 2  (1-COS/)
булади.

(2) формулага кура изланаётган эгри чизикнинг узунлиги
2 Я

1= \ а У  2 (1—cos/) dt 
о

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални хисоб
лаймиз:

* я 2 я ________
j  a V 2 ( 1 -cos/) d t- a  j  -у/"4.sin, ± dt —

= 2a j  sini-d/ = 4 a j  sin I d  ( A ) -
о

2 я

— 4a cos — I = 8a.
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l = 8a.
3°. Фараз цилайлик, АВ  эгри чнзиц цутб координата сис- 

темасида
р = р (0) (а < 0 < Р)

функция билан берилган булсин. Бунда р = р (0) функция 
[а, Р] сегментда узлуксиз ва узлуксиз р' (0) хосилага эга. 
Бу холда АВ эгри чнзицнипг узунлиги

/ = | / р ' 2 (0) +  P*(O)dO (3)
а

булади.
5-ми со л. Ушбу

р = а • 0 (а = const, 0 < G а)
эгри чизиц ёйининг узунлигини топинг.

Равшанки,

V р '2 (0) +  P* (0) =  К(а-0)'2+(а-0)2 =  а ] / 1  +  0*.

(3) формулага кура изланаётган эгри чизицнинг узунлиги
“ _____  <* _____  гп ______

1 = \ а К 1 +  0* d 0 = а j  К 1 + 0г d 0 = a | ^  V 1 +  0‘ +

а

+ ^ l n ( 0 + K T T F j ] |  = ^ а ] / Г Т ^ + 1п 'а + / Г Й Г г
о

булади. Демак,

/ = |  [ а у Т + t f  + In (а +  У Т Т * ) 1

6-мисол. Ушбу

р =* а • sin* — (а >  0)3
тенглама билан берилган ёпиц эгри чизицнинг узуилигинн 
топинг.

Модомики, р > 0 булиши керак экан, унда sin ^ > 0
«3

булади. Бундан эса 0 < — < л, яъни 0 < ф ^  Зл  булишини3
топамиз.

Демак,
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гача узгарганда р уса бориб О 
дан а гача узгаради, ф уз
гарувчи 3 • дан Зл  гача
узгарганда р камая бориб а 
дан 0 гача узгаради (4-чнз- 
ма).

Берилган функциянинг 
^осиласи

q> узгарувчи 0 дан 3 —

Р
булиб,

asin5 — cos ^з 3

|/р ' 2 + р2 = l/ "a * s in 4 —-cos* — + a2sin‘ = asin2 -f 3 3 3 3
булади. (3) формуладан фойдаланиб топамиз:

3 л 3 л
/ = |* asin* j  dy = a j -- ( 1 — cos2 j )  dy  =

о

3 я

- f [ j  (,- cos2f)H "f (''-I5'"2!)!
a 3 . 2 „  \ Зал = — 13 л --- sin — - 3 л ------  .
2 \ 2 3 / 2

Демак, царалаётган эгри чизикнинг узунлиги
, За л

га тенг булади.

2-5. ТЕКИС ШАКЛНИНГ ЮЗИ

I • Фараз цнлайлик, у  = f (х) функция [а, Ь] сегментда 
аникланган ва узлуксиз булиб, V  x £ (а, Ь] да f (х) > 0 бул- син.

^Юцоридан / (х) функция графиги, ён томонлардан х = а, 
х ~  веРтикал чнзицлар, пастдан Ох абсциссалар уци билан 

раланган шаклнинг (одатда бундай шаклни эгри чизикли
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трапеция дейилади) юзи

S - J / ( x ) r f x
а

(4)

булади (5- чизма).
7-ми сол. Ушбу

4у = 8х — хг ва 4г/ = х +  6
чизицлар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.

Бу чизицлардан бири парабола, иккинчиси тугри чизик,
булиб, улар бир-бири билан A f l ;  ва В  (6 ; 3) нуцта-
ларда кесишади (6-чизма).

Изланаётган шаклнинг юзи 5, А 'АВВ ' эгри чизик,ли тра
пеция юзи 5! дан А 'АВВ ' трапециянинг юзи S , нинг айир- 
масига тенг:

S  = S , — S t.
А 'АВВ ' эгри чизицли трапециянинг юзи (4) формулага кура

I  I
булади.

А’АВВ' трапециянинг юзи эса
7_

■ Л‘Л + Р В ,л.'В. _ 4 ± 1.5 _ »
* 2  2 8 

булади. Демак, царалаётган шаклнинг юзи:

5 = —  — — = 5 —  кв. бир.
12 8 24

205
12
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Эндн текисликда

y = fi М . yt = /* W .
_  а, х = b
чизиклар билан чегараланган 
шаклни карайлик. Бунда /,(х) 
ва ft (x) функциялар [а, Ь ] 
да аникланган узлуксиз ва
V  * 6  Ь] учун /\(х) > f,(x)>
> 0 (7- чизма). Бундай шзкл- 
нинг юзи 7- чизма.

5 = f I/i (х) — /, (д:)) rfx (5)

булади.
8-ми сол. Ушбу

(у — х)2 = Xs, х = 1
чизиклар билан чегараланган шаклнннг юзини топинг. 

Берилган чизиц тенгламаси (у — х)* = х3 ни
у — х = ± V *  = ± х 

куринишда ёзиб оламиз. Бундан
У\ (*) = х +  х У 7 ,  уг(х) = х — х У 7  

булиши келиб чикади.
Равшанки, х > 0 да

Ух. (х) > yt (х)
булади.

Юкррида келтнрилган (5) формулага кура царалаётган
шаклнннг юзи

5  = f \Ух (х) — yt (*)] dx

булади. Бу интегрални хисоблаб, топамиз:



Э сл а тм а . Агар f (<) функция (а, 6) дз упуксиз булиб, унда 
ишора caiyiaMaca, Ох у^н шг юцорисидзги шаклнинг юзи мусбат ишора 
билан, Ох укнинг пастидаги шинникг юзи ман|>и'< ишора билзн оли- 
над и.

2. Айтайлик, текисликда ги шаклни ураб турувчи эгри 
чизнц

параметрик тенгламалар билан берилган булсин.
а) х = х (О, У = У V) функциялар [а, Р) да узлуксиз,

Y  t £ [а, Р1 Да x(t) > 0 , у (() > О ва х (/) функция узлуксиз, 
манфий булмаган х (I) ^осилага эга булса, у холда шакл- 
нииг юзи

б) х = X (/), у ~  у (t) функциялар [а, Р] да узлуксиз,
V  / £ [а, Р] да х (/) 5* 0 , у (/) > 0 ва ij(t) функция узлуксиз 
манфий булмаган у' (/) хосилага эга булса, у холда шакл
нинг юзи

(6)
а

булади.

(7)
а

булади.
9-мисол. Ушбу

(0 < Г < 2 л)у = Ь COS3 t
чизик, билан чегараланган 
шаклнинг юзини топинг.

Бу чизик билан чегара
ланган шакл 8- чизмада тас
вирланган. К,аралаётган ёпик, 
чизиц Ох ва Оу координата 
уцларига нисбатан симмет
рик. У чегаралаб турган 
шаклнинг юзи S  туртта 
АОВ эгри чизикли учбур- 
чак юзи S A0B га тенг бу
лади:

8- чизма.
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Энди эгри чизикли учбурчак юзи S A0B ни (6) формула
дан фойдаланиб топамиз:

Я/2 .Я/2
S A0B = J  у (t) x' (о dt=  f у (t) dx(t) = у (() х (f) | —

я/2 °  я/2 '"У2
— f v (/)«/' (О d/ = ft cos3/ asm*/ | — J  х (0 у' (0 dt =

о о о
Я/2

-  -  * (0 -у' (О Л.
о

Шундай килиб,
я/2

= J  y (t) x '(t)d t,

Я/2

^ 0B = - f  ИО -'/ (О Л

булишини топамиз. Бу тенгликларни хадлаб кушиб,
я/2

5*>в = \  j  * V )- x (t )  y '(t)} dt
о

тенгликка келамиз.
Энди интегрални хисоблаймиз:

I Я/2
5лсв = ~ J  Iftcos5/ а ■ 3sin*/ • cos/—asin3/ • ft • 3cos2/ (—sin/)]d/=

Я/2

= M  | sin?/cos?/ (cos4 + sin’/) dt =
о

Я/2 n/2

= ™  j sin2/ • cos’/d/ = J 4sin* tcosHdt =
0

я/2 я /2
■j sins2/d/ = ^ - j  l^ o s 4r dt n3 ab

T  _

6
я/2



13. i/ = ln th ( y j ,  (0 <  a < X < fc).

14. x = 17. (0< x *£ 2^3).
О

15. x = a(cos/ + / sin /), у = a(sin/ — /cos/), (0</<2л).
16. x = a(sh/— /), j/=a(ch/— 1), (0 < / < T).
17. x = chs/, у = sh3/, (0 < / < T).
18. x = — 4 =cos(a In /),«/= -r===-sin(a ln /), (/,</</4).V o*+ 1 к a1 + 1
19. x = /---^-ih 2/, 1/ = 2 ch /, (0 < / < /„).

20. x = a^cos/4 - lntg (y ))>  У = asin/,/0 < /„ s?/< y j .
21. x = (/* — 2)sin/ + 2 /cos/, г/= (/* — 2)cos/— 2/sin/, 

(0 < / < л).
22. x = cos4/, у = sin4/, (O </<  у ) .

33. r = l  + cos/, ф = / — t g y .  (0.< t ^  Г <  л).

23. x = sin4/, j/ = cos1/, (0</<-^-j.

24. x *= a cos® /, у = a sin8/, (0 < / < 2л).

о  o

(0 < / < /о) (клотоида).
* t

26. x = j ^ / ф , 1/ = j  ^ 4 ф ,  (1 </</„).

27. r = a • етф, (/n >  0), (a >  r >  0).

29. r= ath-y , (0<ф<2л).

3 °. Ф =  у ( '  +  у ) ,  (1 <  г ^ З ) .  

31. ф = v г , (0 < г < 5).
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34. г = 2 (1 +cos<f). (r<  1).
35. г = a{\ — sin ф ) ( ---j  < Ф < ~  — )•

36. r = аф*, (0 < Ф < 4).
37. r = а ф\ (0 < ф < 3).
38. ф = arccos'* . (а < г < Ь).

(а +  Ь)г
Куйидаги чизикларнинг ёй узунлнкларнни хисобланг:
39. х* = Ъу3, х* + уг = 6 .

*•-•£(*— г-)' f “ '-
41. (у — arcsin х)*=1—х*.
42. К х  + К</ = К а  •
43. J i + * L = i .  

а» *»

44. х = /*, г/ = / (- J — я).

45. х = 2/3( I—/*), у = К15/4.
46. * - . « * - 1 ) .

47. х = cos* Л i/ = sin4/.
48. у = acos3 -̂̂ -j.

49. г = a sin41
\ 4 I

50. r=a ccs8̂ - j .

51. r = a s in " |— ), n£N.
Г . л = 2*. 2э.л = 2* + 1.

Куйидаги чизицлар билан чегарзланган шаклларнинг юз- 
ларнни хисобланг.

52. ах = у*, ау = х*.
53. у = 2х — х*. х + у = 0.
54. г/=2*. у = 2, х = 0.
55. у = (х + 1)*, х = sin̂ .-ii/, I/ = 0 (0 < у < 1).
56. у = х, у — х 4- sin* х, (0 < х < л).
57. у = е~х-1 sin х |. у = 0, (х > 0).
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58. у = х -- 5-, у — cosx, х = 0.

59. у = sinx, у — cosх, 0<х .

60. у = ln( 1 +х ) , {/  = — хё~х, х — 1.
61. у =х, у = у- sinx, х > 0.

62. у=  - 7-, у = |х|, х>  — 2.Х+5
63. у = \х\3е *, |х| = а, а >  0.
64. хъ +  у* — 2, уг = 2х — 1, х >  -1 .

65. </ = 2'-3+ 1. у - ? ~ ‘ +  1, у =1,5.
1 1066. у = х, у = — , У ------*, х > 1.

х  3

67. у =4~х, у = — log.x, у = 0, х = 0.
68. 2у = х*. х2 +  у* = 4у, 2«/ > х*.

69. у = х“ , I/ = х*, х > 0. а >  1.
70. у = ха, у = х-®, // = 0, х — Ь. а>  0, сс=* 1, 6> 1
71. х = а(/ — sin/), 1/= а(1 — cos/), (0 < / < 2л), у =О
72. х = 2/ — /*, {/ = 2/2 — Z3.
„  . a  sin*/73. х = acos/, (/= -------.

2+sin/
74. х = а cos /, i/ = f>sin/.
75. x = а(1—cos/)cos/, у]= а(1— cos/)sin/.
76. x= а|-̂ -/—sin/j, y = a(\— cos/), a >  0.

77. x = a sin 2/, 1/ = a sin /, a> 0 .
78. r* = a*cos 2ф (лемниската).
79. г = -— -—  (парабола), ф = -7-, Ф=1 —cos ф 4 2
80. г = 3 2 cos ф.
81. г = — , г = — , (0 <  ф < -у VФ япф \ 2 /
82. г* + фг = 1.
83. ф = sin(.nr), (0 < г < 1).
84. ф — г — sin г ф — л.
85. г = 2 — соэф, г = «вф .
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86. г = а | tg ф |, г — b \ cos ф |, О <  6 <  а.
87. г = b+a cos ф, а > Ь >  0.

s in  Ф  „  _  л88. г = 2а cosф. г = а — — , ф —

sin<p sin ф
90. л* = 0*0)5 4 ф.

3-§. АИЛАНМА СИРТНИНГ ЮЗИ

У  = f(x) функция [а,Ь\ да аникланган на узлуксиз хамда 
узлуксиз /'(*) хосилага эга булиб, Vx£ [а,6] учун /(х) > О 
булсин. Бу функция графигининг (а, /(а)) ва (b, f(b)) нук,та-
лар орасидаги /Ш сини Ох уц атрофида айлантиришдан ко
сил булган сиртнинг юзи

занжир чизикни Ох у^ атрофида айлантиришдан хосил бул
ган айланиш сиртининг юзиии топинг.

Равшанки, берилган Дх) функциянинг о̂силаси

булади. (9) формуладан фойдаланиб, изланаётган айланиш 
сиртининг юзини топамиз:

5 = 2 л f f(x)V  1 +f'V(x)dx (9)
о

булади.
11- м и со л. Ушбу

16-438
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Демак,

АВ эгри чизик ю^ори яримтекисликда (у > 0) жойлашган 
булиб, у

параметрик тенгламалар билан берилган булсин. Бунда х =
— х (/) ва y = y(t) функциялар [ct, Р] да узлуксиз ва узлук- 
снз х'(/), у '(f) косилаларга эга булсин. Бу эгри чизикни Ох 
УК атрофида айлантиришдан \осил булган айланиш сирти- 
нинг юзи

айланани Ох ук атрофида айлантиришдан косил булган айла
ниш сиртининг (тор) юзини топинг.

Берилган айлананинг тенгламасини

параметрик формада ёзиб оламиз. Изланаётган айланиш сир
тининг юзини ( 10) формуладан фойдаланиб топамиз:

2 л

1. Фараз килайлик, у — / (х) функция [я, Ь\ да аниклан
ган ва узлуксиз булиб, V  х€(я, Ь\ да f(x) 3 *0  булсин.

а

( 10)

булади.
11-м и сол. Ушбу

хг + (у - 2)*=  1

S = 2л \ (2 + sin 0 • У  (cos /)'* + (2 4- sin /)'* dt =
о

2 я

= 2 л ( \/\— s>n0 * + cos2/-(2 +  sin t)dt —
о

2 л

= 2л ( (2 + sin t)dt -= 2л(2/ — cos 0  I = 8л*.
о о

Демак,
S = 8 я*.

4- §. АПЛАНМА Ж ИСМ НИНГ \АЖМИ
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Ю^оридан / (х) функция графиги, ён томонлардан х =* а, 
х = Ь вертикал чизи^лар, пастдан Ох у к, даги [а, b] сегмент 
билан чегараланган шаклни Ох уц атрофида айлантиришдан 
хосил булган жнсмнинг ,\ажми

Г  = л jr (x )d x  (11)
а

булади.
12-м и со л. Асосларининг радиуси г ва R, баландлнги 

h булган кесик конуснинг хажмини топинг.
Масаладз айтилган 

кесик конус юцоридан

/ (д с )  =  Г  + ~ L X ,  
п

( О  < д с  <  / I )

функция графиги, ён то" 
монлардзн х = 0 , х = h 
вертикал тугри чизи̂ - 
лар, пастдан [о, Н] сег
мент билан чегараланган 
ОАВС трапециянинг Ох 
УК атрофида айлангириш- 
дан ^осил булган жисм 
булади ( 11-чизма).

(11) формуладан фойдаланиб кесик конуснинг .̂ ажмини 
топамиз:

У “  11 jf*(x)dx = я dx =

0

V ' - ’ + f i
= Rr — /* +  -i — 2Rr + ri 'j) =

- f  (*■ +  *  + ,• ).
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Демак,
У

2 у-хЛ
В чизицлар билан чегара

ланган шаклни Ох УК 
атрофида айлантиришдан 
\осил булган айланиш 
жисмининг ^ажмини то
пинг.

2у = х1, 2х + 2у = 3
13-мисол. Ушбу

12- чизма.

Аввало 2у = хг парабола билан 2х +  2у — 3 = 0 тугри 
чнзшушнг кесишиш нукталарини топамиз:

х* = 3 — 2х.
Бундан Xj ==* 1, х, = — 3 булиши келиб чик,ади. Демак,

либ, улар о̂сил цилган шакл 12-чизмада тасвирланган. 
Изланаётган айланиш жисмининг ^ажми

булади, бунда Vl — /4, А ВВХ трапециянинг Ох уц атрофида 
айлантиришдан \осил булган жисмнинг >;ажми, V2 эса 
АхАОВВх эгри чизицли трапсниянинг Ох уц атрофида айлан
тиришдан о̂сил булган жисмнинг х,ажми. Бу жисмларнинг 
^ажмини ( 11) формуладан фойдаланиб топамиз:

чизикларнинг кесишиш нуцталари бу-

- з

= - ( !  +  243) = - л. 
20 5

— з — з

Демак,
V = К, — К,V = у  — V, = —

1 * 3
61л
5

Фараз цилайлик, эгри чизиц



параметрик тенгламалар 
билан берилган булсин. 
Бунда х = х(1) функция 
узлуксиз .\амда узлуксиз 
манфий булмаган х (/) 
хосилага эга, у (0 функ
ция (a, Р] да узлуксиз 
хамда V  / € [a. Р1 Д3 
у (0 >  0 .

Бундай чизик, билан 
чегараланган шаклни Ох 
УХ атрофида айлантириш
дан хосил булган жисм- 
нинг хажми

I  y = yU)

13- чизма.

(12)

булади
15-мисол. Ушбу

( х = а cosj t (0 < / < 2 л )\у  = a sin3 / ’
параметрик тенгламалар билан аникланган чизин; (астроида) 
^осил цилган шаклнинг Ох ух атрофида айлантиришдан юза- 
га келган жисмнинг дажмини топннг (13-чизма).

13-чизмада курсатилган ОАВ шаклни Ох уц атрофида 
айлантиришдан хосил булган жисмнинг хажми (12) 4>ормула- 
га кура топилади:

0 2

V* = л J  у* (() ■ х (/) dt =» — л  ̂ аг sin* t a 3 cos21 •

Л

2

•(— sin t)dt=— Зла3 | (1 — cos* t)* cos21 d (cos t)

~  Эла3 [ I  cos31 — {cos» t +  {co s71 — 1  cos* /] 16яаэ 
105 ’
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V = 21/0 = ^ - .
0 105

Мисол ва масалалар
Куйидаги чизицларни айлантиришдан \осил булган айла

ниш сиртларининг юзаларини хисобланг:

91. // =■ я cos ( | х | <&), Ох уц атрофида.

92. у = tg х, (о < х < ■“ ), Ох уц атрофида.

93. у = е~ж, (0 < х а), Ох уц атрофида.
94. 2ау = а* + xJ, (0 < х < а), Ох уц атрофида.

95. х = In (у — V  У1— 1). °У  У* атР °' 
фида.

96. х = а ■ arcsin У  ~ + V У  (а — У), ^  < У < j ) ,  Оу 

уц атрофида.
97. 4х +21п у =* у*, (<?-' <{/<<?), Оу уц атрофида.
98. у1 — 2(х— 1), (0 < у < 1), Оу уц атрофида.
99. у = (arcsin х — х 1—хг)/ 2, (0 < х < 1). Оу у к ат

рофида.

100. у = a ch(—\  (а < х < ft), Оу уц атрофида.
\а)

101. х = a(t — sin /), у = а (1 — cos /), (0 < / < 2л),
1) Ох у к;, 2) Оу уц, 3) у = 2а чизик, атрофида.

102. х = а (2 cos / — cos 2/), У =* а (2sin / — sin 2/),
Ох уц атрофида.

103. х = 2^3 cos t, у = sin 2/, Ох уц атрофида.

104. х *= —, у = 4 — ( I t  I < 2 / 2 ), Ох ук; атрофида.
J  ^

Куйидаги чизик,лар билан чегараланган шаклларни Ох у К 
атрофида айлантиришдан ^осил булган айланиш жнсмляр'»- 
нинг хажмларини топинг:

Демак, иэланаётган жисмнинг ,\ажми:
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105. у*=  2рх, у = 0 , х = а.
106. ху = а\ у = 0 . х = а, х = 2а.

107. у = 0, х = а, (х>0).

108. у  =  sin 2х, (о <  х <  ~  j .  У — 0.

109. у =  е- х , у  =  0, х  =  а.
110. у = (In х) /х, (1 < х s£ е), у = 0 , л: = е.
111. у = sin Vx, (0 < х < л2), у  = О
112. у = еах sin лх, (п — I < х *5 л ), у = О, л £ А'.

И З. + 4 - 1-о* £>*

114. — «1 = — 1. | х | = ft. 
а > 6»

115. у2 = 2х, у = 2, х = 0.
116. у = sin1 х, у = х sin х, (0 ^  х sg л).
117. 2ру = х*. 2qx = у*, р >  0 , <7 >  0 .
118. у = е-д Ksinx, (0 < х <  + оо).
119. у — е* -f- 6, у = е2\ х = 0.
120. у = х, у = х +  sin* х, (0 < х < л).
121. х = а(/ — sin/), у = а (1— cos/), у = 0, (0 < / < 2я).
122. х — 2/ — /*, у = 4/ — /*.
ю о  a  f S —  /123. х ------ , у = а ----  .

( *  +  1 /* +  I

124. x = ach3/, y = a sh3/, х = 2|^2 а.
юс 2а(г 2 а/*
125. Х==Т Г 7 '  У =1 +  /* 1 +  /*

126. х = а (1 + cos/), у = a(tg/ +  sin/), х = .

5-§. АНИЦ ИНТЕГРАЛНИНГ МЕХАНИК МАСАЛАЛАРГА 
ТАТБИКИ

1 С татик  момент. О гирлнк маркази.
Маълумки, эгри чизицнннг Ох ва Оу уцларига нисбатан 

статик моментларн куйидаги формулалар билан нфодаланади:

К  я  = j  yd s ,  Kv = [ xd s,
о 0
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бу ерда ds = У  (dx)2 -f (dy)2 эгри чизиц ёйининг днфферен- 
циали булиб, s эса берилган эгри чизиц узунлиги.

Берилган эгри чизицнинг орирлик марказлари эса цуйида- 
ги формулалар билан цисобланади:

- К ,  - К ,
х = — , у — — . s '  J  s

Амалий жи.\атдан бу формулаларда s ни эгри чизицнинг 
аналитик тасвирида эркли узгарувчи ролини уйнаган t, х ёки 
0 узгарувчилар орцали ифодаланади.

16-ми сол. Тенгламаси — + — = 1 булган тугри чи-
а Ь

зикнинг координата уцлари орасига жойлашган цисми учун, 
унинг Ох ва Оу уцларига нисбатан статик моментларини то
пинг.

* > > ( • -  t h

к

= К 1 + у 'г dx

а

Ь у а* + Ьл 17
а J \0

Ь V а* + Ь* Jt*

а» 2

а
- (V  +

- Ь У а ' Т ^ - Ь- Ц ± £

Ь V  а* + Ъ* .

'  . 1  «  а  J  2
О о

1  2 .  -1

17-мисол. Тенгламаси дс3 + у  3 = а3 билан берилган ас- 
троиданинг биринчи чоракда ётган цисмининг Ох ва Оу уцларнга 
нисбатан статик моментларини а̂мда унинг огирлик маркази- 
ни топинг.

Равшанки, бу астроиданинг параметрнк тенгламаси х = 
= a cos* ф, у = a sin* <р булади. У цолда
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ds = V m *  +  (dy)* =
= K (= 3  a cos* <p sin ф)1 +  (3 a sin* <p cos ф)* dq> = 

=  З а с о э ф ^ ш ф ^ / ф ;

Л
2*

К х = f 05т*ф-За-С05ф-5!пф</ф = 
о
Я  Л
Т 2

= За* |* sin*ф d (sin ф) = За** -g-sinNp j “  -g~

Худди шунга ухшаш

- г -О

^  ^

Огирлик маркази х = -j-, у = булиб, бу ерда
Я  Я
2 2

= I 3 a cos ф • sin ф d ф =

я  я

« г  , ,  V О cos*(p | 3 а .= — За j cosф ^ (cos ф) = — За —-— | = -у- . 
о о

За» За  2а - За» За  2а
х=я—  : Т  = 5; У = “  : Т  = Т *

_  _  (2 а 2а\
Демак, (дг, у ) = -g-J.
2. Геометрик ф игураларнинг статик  момент- 

лари. О гирлик маркази.
Агар геометрик фигура юк,оридан у = у (х), пастдан Ох 

у^и, ён томонидан х — а ва х — Ь вертикал чизик,лар билан 
чегараланган булса, бундай фнгуранинг Ох ва Оу уцларига 
нисбатан статик моментлари ва огирлик маркази цуйидаги 
формулалар билан и̂собланади:

— у j f d x ,  Лl ^ j x y d x .  { I  У) -  , )̂.
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h
Бу ерда 5 = \ у (x)dx геометрик фигуранинг юзи

а
18-мисол. у — а — х, у — 0, х = 0 чизицлар билан че

гараланган фигуранинг Ox, Оу yiyiapura нисбатан статик 
моментлари ва огирлик марказининг координаталарини топинг. 

Ю^орнда келтирнлган формулаларга асосан:
а

м ■" 7 [ dx ~  Т .f1(а ~ xf  dx ~  - <а -#! “ Т :о о о
М ■= f (а — х) xdx — f ах dx — f x'dx =

о o o
a* as a8 a3 a5

~~Q ' ~~2 T  ~  1  2 T  ’
5 = C (a — x)dx — f a dx — f xdx = a2 — ~  '

19-мисол. x = a(t — sin/), y = a (  1— cos/) циклоида- 
нинг бир TapMOFii ва Ox у к, билан чегараланган фигуранинг 
огнрлик марказини топинг.

I 2л  2я

М = —-\ y2dx= —  Г ог ( 1 — cost)2dx~J у2 dx = -i- J  а2 (1 — cos /)* t

2я  2я

= -у j* (1 — cos /)*d/ = ( 1—3cos/+3cos®/— 3cos*/)d/ =

о* о i  ̂ о з i о  ̂ з 5 я fl*= — • 2 л 4----■ 2 л = л a3 + 3 --- л a3 = -----.
2 4 2 2

Гя 2л
M v =  ̂ xj/ dx = j" a (/ — sin /) a2 (1 — cos t)2 dt —

% *о 02Я
= as | (/ — sin/) (1 — cos t)2dt — 3 л*а3.

о2я 2я 2л
5 = f у dx \ у (/) x’fdt — a2 f (1 — cos/)*d/ = 3 л a*,

o o  о
IMV Mx )i 1 5a ^
h r - t )H n a - t )
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булса. у *олда бУ КУЧНИНГ [а’ Ь| сегме,,тда г,ажаРган иши 
А = f F(x)dx формула орцали ифодаланади.

20-мисол. Агар 5кГ  куч пружинами 25 см га чузса, 
у о̂лда пружинани 60 см га чузиш учун цандай иш бажа- 
риш керак?

Гук цонунига биноан:
F(x) — k x, 5кГ  = Л-0,25 M=*-k = 20=>F = 20*.

21-мисол. Цилиндрда диамегрн 20 см на узунлиги 80см 
булган поршень ^аракат циладн. Бу цилиндр Р0— 10 кг/см2 
босим остида 6yF билан тулдирилган булса, температурани 
узгартмай цандай иш бажарилганда, бурнинг .̂ ажми икки 
баробар камаяди?

Жараён изотермиклиги сабабли, Бойль-Марриот цонунига 
биноан: P V  = P„ V0 булиб,

Бундан: v0 = 102 я -80 = 8000 л см2 ва Р0 = 10 кг/см2 
сабабли,

А = 80000 л • 1п 2 кг • см = 800 л In 2 кг • м
булади.

X I  боб 
СОНЛИ ЦАТОРЛАР

>-§. АСОСИП ТУШУНЧАЛАР. СОДДА ТЕОРЕМАЛАР

0.6 О.б

А = Г 2 0 x d x = ^ L  
. )  2
о

= 10 • 0,36 — 3,6 кг-м.
о

Бирор
0 | »  ^ 2 ’ ‘ ’ '• ‘ ‘ • 

ха̂ иций сонлар кетма-кетлиги берилган булсин.
1-таъриф. Куйидаги

a i +  а г +  °з  +  • • • +  ап +  • • •
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ифода цатор (сонли цатор) деб аталади. Уни цисцача
ао

V  а, каби белгиланади:
П*=1

V  ап = а, + а2 + а3 +  . . . 4- ап+ . . . .  (1)
П=-1

а,, аг, а3, . . . лар ( 1) цаторнинг цадлари, а„ эса цаторнинг 
умумий ){ади дейилади.

Ушбу
A i  =  а „

/1а = а, 4- а2,
А3 = ai +  а2 + °s>

= а, + а2 +  а3 + . .  . +  ап

йигиндилар ( 1) цаторнинг цисмий \йигиндилари дейилади. 
Бу цисмий йипшдилардан иборат

^ 2 (  А ^ ,  • • *» А . • •

кетма- кетликни цараймиз.
2-таъриф. Агар п-*-оо да {Ап} кетма-кетлик чекли 

лимитга эга, яъни

lim А„ = Ап
П —»00

бдлса, у %олда (1) цатор якинлашувчи дейилади, А сон 
шу цаторнинг йигиндиси дейилади.

Бу холда
ао

А = а, + а, + а3 4- . . .  + ап 4 - . . .  = ^  ап 

каби ёзилади.
Агар п-*- оо да {/!„} кетма-кетликнинг лимити чексиз 

булса, ёки бу лимит мавжуд булмаса, у цолда (1) цатор 
узоцлашувчи дейилади.
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Шундай цилиб, таърифга кура ^  ап цаторнинг як;инла-
п = 1

шувчи ёки узсиуюшувчи булишини аницлаш учун унинг пие
мий йипшдилар кетма-кетлигини {Ап} нинг лимитини а̂раш 
керак экан. К,исмий йигинди Ап нинг лимитини топишда 
унинг ифодасини цулайроц шаклда ёзиб олиш лозим. Куп- 
гина холларда к,уйида келтириладиган формулалардан фой- 
даланиш мацеадга мувофиц булади:

В , (*) - *  +  . . .  + *" — J 3 T  — 7 ^ 7 ' агар х *  1 6?лса’
I п , агар х = 1 булса,

С„ (х) = 1 + 2х +  Зх*4- . + пхп~' =

— !----(- ~  *> х ~  пх--- агар х ф j булса,
(1  —  ДГ)* < ! - * * ) >  ( 2 )

i i 2_±_!lt агар х = 1 булса.

Dn (х) = х + х3 + х* +  . . . + x^~' =
X х2п~ 1----------- , агар дс Ф  ± 1 булса,

1 — х* 1 — X*
± л , агар х = ± 1 булса.

Е п (х) = 1+ Зх* +  5х*4- . • • +  (2л -  1) х2" - 2 =
(2,+  !)«’- » - С - 1>”  ± ,

( I — X»)* (1 — X»)*
± л* , агар х = ± 1.

Бу формулаларни келтириб чи^ариш н̂йин эмас. Биз улар- 
дан бирини, масалан, учинчисининг тугрилигини курсатамиз. 

Равшанки, х = ± 1 булганда
Ц,(1)-1 + 1 + 1 + . . .  + 1-я. Dn (-1) =

= — 1 — 1 — 1 — . . . — 1 = — л
булади.

Энди х ф  ± 1 булсин. Бу холда тенгликкинг а̂р икки 
томонини х га купайтириб, топамиз:

X'D „ (х) = х (х 4 -  дс* 4 -  х* + . . .  +  дс2"-1) =
=  X s 4 -  X 4 4 -  • . .  4 -  * 2\
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Агар
х* + х1 + х* +  . . . +х2" = х* + (х*)* + . . . + (х*)" 

, !1  — (**)'’ , 1-дг2"
=  X 5 ---------- —  —  X 2 ----------

1 —  X *  1 — Х *

булишини эътиборга олсак, унда ушбу

x Dn (х) = х! I  —  X
2л

"  v  '  1 - х *

тенгликка эга буламиз. Бундан эса
х _ х 2п-(-1 х

\ — х *
D Jx )

булиши келиб чицади.
1-мисол. Ушбу

1 — - — - +
2 4 8

г 2 л+ 1

1

П—  1

цаторни яциилашувчиликка текширннг. 
Берилган цаторнинг цисмий йигиндиси

I 1 IА = 1  — -  + -  — + (— 1 Г -1 •л 2 4 8 2̂
булади. Бу Ап ни юцорида келтирилган (2) формуладан'фой- 
даланиб бундай ёзиб оламиз:

, „ - 1 + Н ) + Н ) * + Н ) ч . . . + Н Г  =
1 / 1 \п

~  2 ( a j
1 \ л — I

-К ) -(4) 
К Г

| + т

1 + 7

_  2 _ _____ 2 / ______^ \а —

3 3 \ 2 j

п-*- оо да лимитга утиб, топамиз:
2lim А_ = lim - т К Г Н

Демак, берилган к т̂ор якинлашувчи, унинг йигиндиси
А = —.з
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1  +  Л  + А + .
2 2* 2»

2-мисол. Ушбу
+ i in l  +т  г

а̂торни яцинлашувчиликка текширинг. Бу каторнинг цисмий 
йигиндиси

А = !  +  -  +  . . . +  ^ 1  = 1  ( l  + 3-1  +
2 2* 2я 2 \ 2

+  5 ~  +  . . .  +  (2n - D ~ l )

булади Уни (2) формуладан фойдаланиб, бундай ёзиб ола
миз:

. г- ' I V • / 1 \ <
+ . . . +

1

+ (2/ х - 1)>
/ | \ 2 П - 2 1 2

( v T ) j 2 К)
+

(2п + 1) - р Я _ (2„ + , ) ._1

( - т Г
Натижада

1 (а 2ч + 3\

lim Л s= lim — 16 — ~ ? ) = 3
n _ e .  "  n- .cc 2 V 2 I

булишини топамиз. Демак, катор якинлашувчи, унинг йи
гиндиси

А = 3.
3-м и со л. Ушбу

1
—  + _ ! _ +  + _
1-4 4-7 (Зп — 2) (Зл+1)

+ . . .

Каторни якинлашишга текширинг. Бу кат°рнинг к«смий йи- 
гиндисини кисоблаб, унинг лимитини топамиз:

А  - 1 , 1 ,  | I

"  1-4 4-7 (Зп—2) (Зп+1)

О a  - i ) + - - + i
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e ±(i_i + I_I + ±_+... + _I---- i_\.
3 \ 4 4 7 7 З я - 2  Зл+ l j

= — ( l ---- — V lim An = lim -  (1 — — -— ) = —.3 \ 3n -f- 1 / /j—* e n—*oo 3 \ 3n -f- 1 / 3
Демак, берилган цатор якинлашувчи ва унинг йигиндиси

л = 1з
4-мисол. Ушбу

V (V^+2 - 2  V n+T  +  Vn)
п— I

Каторни яцинлашувчиликка текширинг. Бу каторнинг кисмий 
йигиндиси

К  = (К З  - 2 V2+V~\) + (1 /4 - 2  J/3  +  ]/ 2 ) +

+  . . . + 2 К Й Т + К л )
булади. Уни куйидагича ёзиб оламиз:

Ап = 1 (К з - у Т )  +  ( К Г  -  / 2 )J + ((К Т  -  / 3 )  +
+  ( К 2 -  /3 )1  + [(/ 5  -  у Т )  +  (1/3 - 1 /4 )]+

+ . . .  + [(1/71+2- 1/й+П + (Vn  -  V T + \ )]=
= [(1/3 -1/2 ) + (1 -1/2)1 + [(1/4 — 1/3) -  

(V"3-1/2)1 + [(Кб  - У Т )  - ( К 4  - К З ) ]  +  . . . +
+ \(Уп+2 -  V n + l)- {V n W — Vn)] = 1 - 1/2 +
+ (1ЛЙ=2 — Кл+ 1 ) =  1— 1/2 + I

1Л» + 2 +У"л + 1 
Натижада

lim Ап = lim ( 1 — ] 2 -j--- 1-- ---\ = 1 — У 2.
П-» п-оо  ̂ V n + 2  + V n + l )

булишини топамиз. Демак, катор якинлашувчи, унинг йигин
диси А — 1 — V  2.

5-ми сол. Ушбу
1-2  + 3 - 4 +  . . .+ (- 1 ) '- , .л + . . .

цаторни якинлашувчиликка текширинг. Бу каторнинг кнсмн11 
йигиндиси

А „ = \ — 2+3 — 4+ . . .  + (— 1)" 1 • п
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булади. Юкорида келтирилган (2) формуладан фойдаланиб 
(бу формулада х = — \ деб) Ап ни \исоблаймиз:

I . ( - l ) " - M - l ) " - 1 _

" (l- (- l)]* [1 - (-О )*
=  1  +  (я —  0 (— О" ~  я ' _  L  [1 -f .

4 4 4

+  2п ( - l ) "  +  ( - l ) " +,J.
Агар п =■■ 2к б^лса,

Л2к = 1  (1 +  4А— 1) = к,

агар п = 2к — 1 булса,
^ * - 1  =  ^  (1 - 2  (2 f t - l )+  l) =  i  (4 —  4А) =- 1 - к

булади.
Бундан эса

lim А2к = +  оо, lim А2к_ { = — оо
к - *  да к~*оо

булиши келиб чицади. Демак, цатор уэоцлашувчи.

Содда теорем ал ар
Бирор

V a n = e, +  a2 + a3 +  . .  . + a „ +  . . .  (1)
Л — 1

|\атор берилган булсин. Бу каторнинг дастлабки т  та а̂дини 
ташлаш натижасида юзага келган

2  а п = а т + 1 + а т + 2 +  • • •  (6 )
л — т+ 1

а̂тор (1) каторнинг цолдиги дейилади.
1*теорема. Агар (1) ^атор якинлашувчи булса, унинг 

исталган (6) ^олдиги ^ам якинлашувчи булади ва, аксинча, 
(6) колди^нинг якинлашувчи булиши дан берилган ( 1) а̂- 
торнннг якинлашувчи булиши келиб чи^ади.

2-теорема. Агар (1) ^атор якинлашувчи булиб, унинг 
йигиндиси А га тенг булса, у ^олда

ао
2  с ап = са\ +  са2 + са3 +  . . .  4- сап + . . .
п-1



^атор хам я^инлашувчи ва унинг йигиндиси с-Л га тенг 
булади (с Ф 0 узгармас сон).

3-теорема. Агар
QO

V  ап = а, + а2 + а3 +  . . . + ап + . . .
П*»1

Wbn-bl +b2+b3 + . .. + ья + ...
л - 1

^аторлар якиилашувчи булиб, уларнинг йигиндиси мог ра
вишда А ва В  га тенг булса, у ^олда

2 (fln + 6» )“ (ai + bl )+ (ai  +  62) +--  + (a« + t n)+ -  - 
л — 1

к,атор з̂ ам я^инлашувчи ва унинг йигиндиси А +  В  га тенг 
булади.

4-теорема Агар ( 1) ^атор якиилашувчи булса, п-*- »  
да ^аторнинг умумий >̂ ади ап нолга интилади. (Бу теорема
цатор яцинлашувчи булишинннг зарурий шартини ифодалай
ди.)

6-ми сол. Ушбу

0,001 +  V 0,001 +  V 0,001 + . . . + V 0,001 + . . .

цатории яцинлашувчиликка текширинг. _____
Берилган каторнинг умумий а̂ди ап — Г о  ,001 булади. 

Агар

lim ап = lim 0,001 = 1 ^ 0
Л - * »  Л-*эв

булишини эътиборга олсак, унда берилган цатор учун а̂тор 
як,инлашишининг зарурий шартининг бажарилмаслигннн кура- 
миз. Демак, берилган а̂тор узоцлашувчи.

7-ми со л. Ушбу

цатор якиилашувчи буладими? 
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Бу каторнинг умумий Х,ади учун
1 1 1

п Пг----  1 , , ln lnnу  1п П ( 1пл) — lnlnrt -----9 п пе е
булганлиги сабабли катор узо^лашувчи булади.

2-§. МУСБАТ *АДЛИ КАТОРЛАР. СОЛИШТИРИШ 
ТЕОРЕМАЛАРИ

Бирор

V  ап = а, + а2 +  а3 . . . +  ап +  . . .  (1)
П=1

цатор берилган булсин.
Агар ( 1) цаторда ап 5» 0 (л = 1, 2, 3, . . .) булса, у о̂л- 

да ( 1) катор мусбат \адли цатор ёки кис^ача мусбат к,а- 
тор деб аталади.

ОО
5-теорем а. Мусбат ^атор ап нинг я^инлашувчн

п — I
булиши учун унинг ^исмий йигиндилари кетма-кетлиги 
{ Ап} нинг ю^оридан чегараланган булиши зарур ва етар
ли.

8-мисол. Ушбу
ОО

2 ^  = 1 + 2* +  i  +  ’ ■ ■ + "  ■
/1— 1

цаторни я^инлашувчиликка текширинг.
Бу ^аторнинг к,исмий йигиндиси

Ап= 1 + - £ + - £ +  ••• +  -£
булади. Равшанки, {Ап} — усувчи кетма-кетликдир.
Иккинчи томондан,

- V , - ! + ■ £ + £ +  + 5 ^ 5  -

" 1+( ? + f ) + •••+(,^ + й ^ ) <



булиб, ундан
А . О  + 5 С Т4 ,

булиши келиб чицади. Кейинги теигсизликдаи топамиз:

Демак, { Ап} кетма-кетлик юк.оридан чегараланган. Юцори- 
дан келтирилгаи теоремага кура берилган а̂тор я^инлашув- 
чи булади.

Одатда каторни умумлашган гармоник катор

деб юритилади.
Шундай цилиб умумлашган гармоник к;атор а >  1 бул

ганда якинлашувчи булади. Бу цатор а  < 1 булганда узоц- 
лашувчи булади.

9-мисол. Ушбу

V  а 1пп
Л » 1

цаторни я^инлашувчиликка текширинг.
Бу цаторнинг умумий а̂ди

ни цуйидагича ёзиб оламиз:

куринишга келади.
^  Агар —In а >  1 булеа, цатор якинлашувчи булади.

Ап < - 2а--— ( п =  1,2,3..........а >  1).
2“ - ' -1

Натижада берилган цатор ушбу

— ln a >  1 =Ип —  >1пе=*-
а
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=► — > е  = *а< -7- 
а е

Д е м а к ,  берилган катор а <  у  булганда якинлашувчи

булади. _ ч
/а > _!_ булганда цатор узоклашувчи булади.J
Энди мусбат цаторларни солиштириш теоремаларини ка

раймиз.
Иккита

оо

2 " n = f l . + f l I  +  f l 3 +  • ■ • +  ° Л  +  • • •
Л — 1 

во

3  Ьп =  Ь\ +  Ь2 +  *3 +  • ' • +  Ьп +  • • • 
п — 1

мусбат каторлар берилган булсин.
6-теорема. Агар л нинг бирор я0(л0> 1) киймати* 

дан бошлаб барча л > л0 лар учун
a sg: b

П  ^  П

оо

тенгсизлик уринли булса, у ^олда^^ Ьп каторнинг якин-
Пшт\

ОО

лашувчи булишидан v  ап каторнинг кам якинлашувчи
П  —  1

°° °° булиши ёки V  ап каторнинг узоклашувчи булишидан V  Ь
п - 1  п - 1  П

каторнинг )\ам узоклашувчи булиши келиб чикади.
7-теорема. Агар л->оо да —  нисбат ушбу

Ъп

= к  (Ossfc<-foo)
fl- .» O P  О д

лимитга эга булса,
а ) к  <  оо булганда V  Ъп ^аторнинг якинлашувчи бу-

1
оо

лишидан V  ^аторнинг якинлашувчи булиши;
Л — 1

б) А >  О булганда V  Ъп каторнинг узоклашувчи буди-
Л» 1
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шидан V  а п каторнинг ^ам узо^лашувчи булиши келиб
П »  1

читали.
Н атиж а. Агар

lim —  =  к
П-+ОЧ Ъп

ао

лимит уринли булиб, 0 <  к <  оо булса, у трлда V  ап ва
п »  1

ао
2  Ьп цаторлар бир ва^тда ёки якинлашувчи, ёки узодла-
Л а  I

шувчи булади.
8-теорема. Агар п нинг бирор п0 к̂ инматидан бош- 

лаб барча п > п0 лар учун
°п+1 _  Ьа+1

ао
тенгсизлик уринли булса, у *олда V  Ьп ^аторнинг яции-

Л — 1
ао

лашувчи булишидан У  ап ^аторнинг *ам якинлашувчи
оо

булиши ёки У  ап цаторнинг узо^лашувчи булишидан
П =»1

ОО

У  Ьп каторнинг хам узоцлашувчи булиши келиб чи^ади.
П  — 1

10-мисол. Ушбу
1 , 1 , 1 , 4 .  1 4 -  

-п-+ ¥  + 1 г + + ^ + -•
цаторнинг я^инлашувчилигини курсатинг.

Математик индукция усули билан курсатиш мумкинки,

±  ^  -^=1. (п >  1)

булади. Маълумки,
оо

§ п — I

геометрик а̂тор ^  = y < l j  якинлашувчи. Демак, б-тео- 
ремага кура берилган цатор хам якинлашувчи булади.
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11-мисол. Ушбу 
J _  , J _  4- ... + — !—  + ...
100! 2001 1000-Я+ 1

Каторнинг узоклашувчи эканлигини курсатинг.
Равшанки,

1000-л-Н <  1000л +  1000= 1000(л+1 )•
Бундан эса

1 ^  I / 1 <  1000 

IООО(n +  1) 1000я +1 \ я +  1 1000 я+1
булиши келиб чикади.

Агар
оо
V —Z j n + l
л ~  1

каторнинг узоклашувчи эканини эътиборга олсак, унда 6- 
теоремага кура берилган катоРиинг узоклашувчи булишини 
аниклаймиз.

12-мне о л. Ушбу

— ==- Н------ ------- f  Ч------ 1 I
/ 1 .3  > ^ 5  ^  / ( 2л -  1) (2я +  1) ' ' ‘

Каторнинг узоклашувчи булишини курсатинг.
Энг олдин куйидаги тенгсизликни о̂сил ки-чамиз:

(2л -  1Х2л + 1) <  (2л +  1) (2л + 1) <  (2л + 2Х2л + 2) = 
= 4(л + 1)*,

— '—  > —  1 
2(я + 1) / ( 2л — 1)(2  я +  1)

Маълумки,
оо
V-L-
1 # n + l

Катор узоклашувчи. Демак, 6-теоремага кура, берилган ка- 
тор узоклашувчи булади.

13-мисол. Агар
оо

к > 0 ;  л = 1,2,3, . . .)
Л«х I
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а̂тор якинлашувчи б^лса, у хрлда
0 0

2 ' “2 
Л— 1

цаторнинг якинлашувчи булишини курсатинг.
К,атор якинлашишининг зарурий шартидан

lim ап = О
Л - *  0 0  <

булади. Демак, шундай n0£ N  сонни топиш мумкинки, 
барча п >  п0 лар учун

О < а„ <  1 
булади. Унда п >  п0 учун

булади. 6-теоремадан фойдаланиб берилган катоРнинг якин
лашувчи булишини топамиз.

14-мисол. Агар ап > 0, Ьп > 0 (п — 1, 2, . . .) булиб

ОО ОО

2  ап = + ° ° .  V  &„ = + °0
п » | п—1

булса, у холда
оо ОО

У  min (ап, Ьп), 2  тах («„• U
п — I п — I

Каторлар хакида нима дейиш мумкин?
Равшанки,

тах(а„, Ьп) '> а п, 
тах(а„, Ъп) > Ь п.

ОО

Шу сабабли V  шах (ап, Ьп) (катор каммавакт узоклашувчи
П --1

булади.
Аммо

ОО

V  min (а„, Ьп)
Л — 1

Катор якинлашувчи булиши мумкин.
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Масалан,
f — , агар п жуфт сон булса,

ап\'
пг
— , агар п ТОК сон булса,

| — , агар п жуфт сон булса, 

| X ,  агар п то^ сон булса
Ь

булганда

булади.
Равшанки,

min К ,  Ьп )= -^ Г

V min(a„, Ь„) = V т?
^  и г

катор якинлашувчи.
15-мисол. Ушбу

ОО

V —
л=| „ п

Катор якинлашувчиликка текширилсин.
ОО

Бу каторни гармоник катоР 2~ТГ ®илан солиштирамиз.
п = |

Равшанки, бу икки катор умумий хадлари нисбатининг ли
мити

1
i + j -" - 1lim —  = l im— = **т  и -----•_  I , , I  Л , - -п~+оо --- п~¥ оо 1-f- — л-*00 у п

П  п

булади. Юкорнда келтирилган натижага кура берилган ка
тор узоклашувчи булади.

Мисол ва масалалар
Куйидаги каторларнинг якин.ташувчнлигини курсатинг 

ва иигиндиларини топинг:

' •  Ф + т )+ (± + ± )+ •••+(*+*)+...
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2.
с о

V I  1

1
п(п 1)(л 4- 2)

оо
4. V  1г.(л+1)(л+2)(л+3)

П — I

ОО

5. V 1
(2л+1)(2л+3)(2л+5) 

п — I

ОО

л(л -f 2) (л +  зГ
л—1
оо

^ V I  2-л
^ л ( л + 1 ) ( л  +  3)
л—1

8. V l n f l -----— V
\  я(л+1)/

л—2

9- f > S r r
л=2
оо

10
л«2

*  ,  V I  . а  . З а  

"•  J ^ s,nlS T r ,s ,n /H T
л — 1

0 0

12 V  — ____^пНп + 2)
СО

13. V sin-̂ г- -cos —
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0 0

14. Y arctg i j
П — I

O O

15. V (2л -  1)\ (2л +  I)*
n — I

Куйидаги ^аторлар учун цатор якиплашурчилигининг 
зарурий шарти бажарилмаслигини курсатинг:

аз
П

«6-
л - |]

"• SCt -IT-
п — 1

18. V / 3 ^ ?  Г
J b J \ 3 n * + 4 j
л—I
ОО

19. V  * п_1п*(я+ 1)
Л — 1

20. V  (л* + 2) In
^  л*

Л « |

ОО

21 ’ 2 (Л+ 1)arctgT=f:
л—1
о о

22. V — j_____
шД у  1п(л+ 1)
00 Л+1

23.

24' У  (я1 + 9) arcsin — . 
- Й  "’ +  5

п - 1

оо
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Солиштирнш (таккослаш) аломатларидан фойдаланиб
оо

Куйидаги цаторларнл як,инлашишга текширинг: V  ап.
л-1

п- sin*3n25. а = — — •
"  n V n

26. а = !£ЁИ!
п л*+ I

Я
c o s  —

27. а = >/Д
no In л +  sin л28. а = ---------.

" л* +  21п п
п — I

arcsin----;
29. а = А n-t=S-.

"  n K ln (n + l)
30. а = .^ e K + 2 g L .

а 3" + л«

3 1 - а л = - Т ‘

32. а„ = (Зп +  n3jel п -In л.

33 „  _ { 3 - ^ ' т \ е'33. а„ = - _2 o'*Я  • J

3 4 - ‘’" - 1 " ( 1 +  4 т )- 

“ - ' Т  j ' smF S + T
3 6 . а„ >  булиб, { п о п} кетма-кетлик чегараланган булса,

00

V  а* Катор  якинлашувчи.-.игини исботланг.
л=1

3-§. МУСБАТ КАТОРЛАР УЧУН ЯКИНЛАШУВЧИЛИК 
АЛОМАТЛАРИ

Бирор
00

N  ■ *„ - “ | T u j T u 3

мусбат катор берилган булсин. 

26в

2  ап =  а , +  а2 +  а3 +  . . .  +  ап +  . . .  (1)
л — 1



Iе Кош и  аломати. Агар (1) каторда нинг
бирор п}п0 > 1) и̂йматндан бошлаб барча п > п0 киймат-
лари учун

^ < » < 1  ( f 4 > 0
тенгсизлик Уринли булса, (1) кат0Р якинлашувчи (узокла
шувчи) булади.

Агар (1) катор учун
lim ап = k

Л - *а О  Г

лимит мавжуд булиб, k <  1 булса, у холда (1) катор якин
лашувчи, /г>1 булса, (1) катор узоклашувчи булади.

2°. Д алам бер  аломати. Агар (1) каторда п £М  
нинг бирор п(/п 0 > 1) кийматларидан бошлаб барча п > л0 
КИЙматлари учун

“п V }
тенгсизлик уринли булса, (1) катор якинлашувчи (узокла
шувчи) булади.

Агар (1) катор учун

П - + э с

лимит мавжуд булиб, d <  1 булса, у холда (1) катор якин
лашувчи, d >  1 булса, (1) катор узоклашувчи булади.

3°. Раабе  аломати Агар (1) каторда п£Ы  нинг би- 
Р°Р пЛпо >  О кийматларидан бошлаб барча п > п0 киймат- 
лари учун

тенгсизлик уринли булса, (1) катор якинлашувчи (узокла
шувчи) булади.

Агар (1) катор учун

lim п (1 — 'j = р (р = const)
«  \  а п  )

лимит мавжуд булиб, р >  1 булса, у .̂ алда (1) катор якин- 
^ишувчи, р <  1 булса, (1) катор узоклашувчи булади. 
ж *  ■ Кош ининг интеграл  аломати . Агар /(х) 
функция [1, -f-оо] да аникланган, узлуксиз ва усмайдиган
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булиб, F(x) = j  f(t)dt шу функция учун бошлаигич функ

ция ва
ао оо

V a „

n=l n=l
булса, у колда

X

lim F(x) = lim f f(()dt
X  —♦ oo X-+0O |

лимит мавжуд Еа чекли булганда (1) цатор якинлашувчи, 
бу лимит швжуд булмаганда ёки чексиз булганда (1) а̂тор 
узоклашувчи булади.

5°. Г а у с с  аломати. Агар (1) цатор учун

+  —  + -£- ( Iвд|< с, е > 0 )
“п+ l  "  л '+ е

булса у о̂лда:
а) Х >  1 булганда (1) цатор якинлашувчи,
б) X <  1 булганда (1) к,атор узоклашувчи,
в) X = 1 булиб, ц >  1 булганда (1) цатор якинлашувчи,
г) X = 1 булиб, ц < 1 булганда (1) цатор узоклашувчи 

булади.
16-мисол. Ушбу
_4_ 4-7 4-7-10 , 4.7-ю .. . (Зя +  I ) ,
2 2-6 2-6-10 2-6-10 . . .  (4 а - 2 )

цаторни я^инлашувчиликка текширинг.
Бу цаторни текширишда Даламбер аломатидан фойдала

намиз .
Равшанки,

_  4-7-10 • . . .  ■ (З я+ 1 )
"  2-6-10 • . . .  ■ (4л- 2 ) ’

4-7-10 • . . .  • (ЗяЧ- 1)(3л 4)
0 п+ 1 2-6-10. . . . .  (4 л- 2 ) (4л+  2)’

а„-ц =  Зл +  4
ап 4 л+  2'

Кейинги тенгликда п-*-оо да лимитга утиб, топамиз:

lim ^±1 = lim 3^±-4 = А <  1. 
п-*я  оп п-»х 4л +  2 4

Демак, берилган ^атор якинлашувчи.
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^аторни я^инлашувчиликка текширинг. 
Берилган катор учун:

а -  п* п (п +  U*
я  2 я  - f-  3 я  ’  2 п + 1^ _ з '* + 1

М - 1 . (I.+ H* у + з1’ _<  1+_L  у  3 [ |+ ( з ) ]
2 "+ '+ 3 '+ ' ns { а )  * '+1[ |+ { т )  ]

. ( . ,  ■ ,  Ч т  Г

“ • ^ - “- т К Г ^ Е г - н !
б^лганлиги сабабли, Даламбер аломатига кура, берилган к,а- 
тор якинлашувчи 

18-м и с о л. Ушбу
ОО

V ---?-—
^  п^ 2 Г  

Каторни яцинлашувчиликка текширинг.
Агар

1а л(К2)" ’ 
^  _ 1 ________ 1_

/2 у'п’

lim У  а *=* lim — - • ~a7z  ̂  1п-*т я-*» } Л2 | II V 2

булишини эътиборга олсак, унда Коши аломатига кура, бе
рилган цаторнинг якинлашувчи булишини топамиз.

271



19-ми сол. Ушбу

цаторни я^ннлашувчиликка текширинг.
Равшанки,

Э - Н - и " _ _  3 + (-1 )',+ ' 
а п  ~  2 „ + ,  • а п + 1 ~  ^ + 2  •

ап+ 1 _  3 + (- l)',+l 2"+ ' _  1 3 4 (- 1 ),,+ 1 

ап 2"+'  3+ (-1 )п 2 3 + (- 1 )‘
Агар п — 2k булса,

в ? * - Н  _  J _  3  ~  1 _  J _

<hk ~  2 3 -+- 1 4

агар п = 2к — 1 булса,
02* I 3+1

02*—I 2 3—1 
о .

=  1

булади. Демак, л-+-оо да —̂  нинг лимити мавжуд эмас.
П

Бинобарин, Даламбер аломатига кура берилган цаторнинг 
якинлашувчи ёки узоклашувчи булиши тугрисида бирор ка* 
рорга келиб булмайди.

Аммо
.. «•/■— _  1: „  л Г 3+ ( - 0" 1 / 3+ (—1)”  1j 7 — j—  - т <1

Демак, Коши аломатига кура берилган цатор якинлашувчи 
булади.

00

20-ми сол. Ушбу У  ап,
Л »  1

в „ - ( 2 - У в ) ( 2 - Г « )  . . .  (2 - у  а), а > 0
цаторни яцинлашишга текширинг.

а -  а п  1
нисбатни царайлик. Бунда --------- ~-- экани-

° п+| °п+1 2— ^
ни куриш цийин эмас.

- у а - е ' — ' -  , +  Ь Ц | - ± )  +  В ?  +  0 ( £ )  

- | + ! Т  +  :Й ’ 1 М < С
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муносабатдан фойдаланиб топамиз:

a n+i i _  LH£. — Y«_
п л*

бу ерда |?М < М -
Гаусс аломатига кура lna >  I , яъни а >  е булганда а̂- 

тор якинлашувчи, lna < 1, яъни а ^ е  булганда эса узок
лашувчи булади.

Агар царалаётган мнсолда Даламбер аломатидан фойда- 
ланаднган булсак, у холда к,атор я^инлашувчилнги ёки узок,- 
лашувчнлиги а̂̂ ида бирор царорга келиб булмайди, чунки:

Коши ва Даламбер аломатларидан фойдаланиб куйидаги 
а̂торларни яцинлашишга текширинг:

оооо

па узоклашувчи

л =  I

цийин эмас.

V I
п

Мисол ва масалалар

оо

оо

41 £ г + ' (йгГ-
18-438 273



4 2  m , , W - l \«*-И"+5S(Sfr
П = ш '  

ас

43. V nn + i

(Зп>+2я+1) (а+3,/2 '
Л1—  |

4 4 . v / K ; +j " 3/J

Л — 1

45 Ё 3‘ " Г - г Г -
л = » |

46. (cos —J , a >  0.

47- " Y  "■■ ? а ф е ,  a >  0
n — I

48. V M .
- £ f  (n!)>

4 g  V I  ( 2 я  +  W

' ^il(3n+4)3n'
k.n- 1

50. У (2л +  1)!!
3я л!

л—1

Г . 3-6 ••••(Зя) 151. Л  ------—  arcsin — .
— 4  (n+l)!i 2я
Я — 1

5, | < ^ агс1е± .

Раабе ва Гаусс аломатларидан фойдаланиб куйидаги ца- 
торларни я^инлашишга текширинг»
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53 2 j

ао

54. V
Л =-1

ОО

55. V

ОО

56. V  
j — d
л * Г

Г 1-3-5-.-(2л— 1) \р  1

[ 2-4-6...(2л) J1 я » '

л! еп
л п+р-

(2л -  1)!1

(2 л)!!

1п2 "1пЗ-• • -In (л +  1)
In (2+о) In (3+в)-. ••In (л+ 1+ в)’

57. V ---- — ---- X ? ------------- . „> 0 .
Л —  I

У 'п !

( в + / 2 )  (в +  / з ) . . . . ( в + К я +  1 )

58 V  р {р+  »)---(Р + я -  0 1
^  л! ’ п<'

л — 1

5 9 . V  [ £ j g ± . 0 - •••(/> + я - 1 )  |«
(9+1)----(? + л-1) J

л «=1
ао

Куйидаги цаторларни яцинлашишга текширинг ( ^ a j :
Л * 1

во. У _ ! _ .
J m J  п \ г \ р п  
п=22

2
оо

и -61. Ж1
л ( 1пл)р (In 1пл)в

П = J  

оо

62. V 1 / я  + 2 -
п — 2

63. V - L . ,
Й ' - М

64. У  - J !_
V п  '
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, 7. Y V ‘+' -О-
ш тл-1

« а68. V  (лл* -  1).
Л — 1

1 . Я69. ап — --- sin — .
У п  "

70. ап = —  In ( 1 + 1 ■)
V n  I  V n + \  I

Yn  /(«•+!) ,
71. an =  e - 1 .

72. a = tg -  — arctg
f t  n

73' "■ -  w
74 „  _ Я 1 ± Ж

" nn (л!)»

75. am =П  П

/ In (n + I)  
In (л!)



узоклашувчи булишини исботланг.
• оо

84. Агар ап >  О, V  n £ N  ларда ап+1 < ап булиб, V  ап
л » »  I

к^тор якинлашувчи булса, lim пап «= 0 эканини исботланг.

8 5. Агар а„ >  0 булиб, катор хусусий йиринди-
п — 1

лари кетма- кетлигининг бирорта цисмий кетма- кетлиги юк,о-
оо

ридан чекланган булса, V  ап цаторнинг я^инлашувчилигини
П " 1

исботланг.
ОО оо

86. Агар V  ajj, V  Ь\ ^а тор лар [якинлашувчи булса,
Л = |  П т . )

У о̂лда

У ч и  У ' т 1
п — I  n =  1

цаторлар хам якинлашувчи булишини исботланг.
оо

®7- 2  ап катор (ап >  0) берилган булиб, п >  п0 ларда
1

/ 1  ^ А  —1 ^

' ~~ * an) > / ? >  1 булса, берилган цатор якинлашувчи,



п >  па ларда (1 — j а . —  <1 булса узоклашувчи эка- 
\ / Inn

нини исботланг.
оо

88. V  ап катор (ап >  0) берилган булсин. Шундай а>0
П=1

1
In —

мавжуд булиб, п >  п0 ларда --а-я- >  1 + а булса, катор
Inn
1

In --
якинлашувчи, п >  п0 ларда а" < 1 булса, цатор узок-

Inn
лашувчи эканини исботланг. (Логарифмик аломат.)

4- §. ИХТИЕРИЙ \АДЛИ  КАТОРЛАР,
КОШИ ТЕОРЕМАСИ.

АБСОЛЮТ ВА ШАРТЛИ ЯКИНЛАШУВЧИ КАТОРЛАР
ОО

Бирор V  ап = а, + \  4- а3 4- . . . +  ап +  ,|.\ катор бе-
П =  1

рилган булсин.
00

8-теорема (Коши теоремаси). Ихтиёрнй У  ап катор-
п - 1

нинг якинлашувчи булиши учун V  е >  0 сон олинганда 
*ам шундай n0£ N  сон мавмуд булиб, барча п >  п0 ва 
т — 1, 2, 3, . . ., лар учун

I А п + т - ~ А п\ =  I а п+ 1 +  ° а + 2 +  • • • +  | <  в

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
00

Ихтиёрий V  ап катор билан бирга бу катор \адларининг
Л * 1

00

абсолют кийматларидан тузилган V  /а п\ каторни карайлик.
П =  1

оо

9-те орем а. Агар катор якинлашувчи булса, у
П =  1

00

*олда V  ап катор *ам якинлашувчи булади.
П — 1

оо

3-таъриф. Агар V  \ ап\ к̂ атор якинлашувчи бдлса, у
П =  1
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*олда V  ап цатор абсолют якинлашувчи цатор деб ата-
Л *=  1

лади.
“  V 4

4- т а ъ р и ф. Агар \  д„ цатор якинлашувчи булиб, _ ,а „|
п- t  « - 1

00

цатор узоклашувчи булса, у  \олда ^  а п Чат0Р шартли
Л «  1

якинлашувчи Kflmop дейилади.
2 1- мисол. Ушбу

V I  sinnar 
^  л (л+1)

П =  1

а̂торнинг я^инлашувчилигини Коши критерийси ёрдамида 
курсатинг.

| Ап+т — Ап | ифодани царайлик.
n-f-m

\Ап+т- А п sinfar
___ М *+Г)

m + n

V .  7-7L- : = - ^ - Г ----1k (k -f- 1) n m n-f-1
Демак, Y  n £ N  ва Y  m £ N  ларда

l°n+l +  • • • +  an+m I <  ~ J  
тенгсизлик Уринли.

Энди lim — !—  = 0 эканини хисобга олган холда, Ye> 0
п-,0 0  Л+1

га кура, шундай n0£ N  мавжуд булиб, барча п >  п0 ва
Y  m £ N  лар учун \Ап+т — А п1 < е  тенгсизлик уринли эка-

оо

нини курамиз. Бундан эса ■■■s-'rmx ■ цаторнинг якинла-
n(n+l)n*=l

шувчи эканлигн келиб чикади.
2 2- м и со л. Ушбу

оо

2 т
1
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гармоник цатор узоцлашувчилигини Коши теоремаси ёрда
мида курсатинг. ^

I Ап+т — \ I  муносабатда V  k £ N  учун п =  к, т =  к 
деб олсак,

I V m - ^ l = 7 ^ 7 + 7 ^  + --- + 7 ^ >

> к —  =
2 •* 2

Бундан куринадики, | Ап+т — Ап | <  г тенгсизлик е <  j
учун бажарилмайди. Демак, ^аралаётган цатор уэоцлашувчи 

23-мисол. Ушбу

цаторнинг абсолют яцинлашувчилиги курсатилсин.
Маълумки, х >  О ларда 0 < In (1 + *) < х тенгсизлик, 

x £ R  ларда |arctg*| < |х | тенгсизлик уринли. У ^олда

cos *п

< 7 >V n
оо

булиб, бу V  ап ^аторнинг абсолют яцинлашувчилигини бил-
п — I

диради.
К,уйидаги

V  ( -  I)"- 1 ап = а, а 2 +  . . .  +  (■ I)'” ’ 1 а„ +
П *  1

(а„ >  0 ёки ап 0)

цатор цадларининг ииора гари навбат б и м и  дзгариб кела- 
диган цатор деб аталади.

Л ейбниц  аломати. Агар
lim а = 0

П
П - +  30

булиб, V  ngjV ларда 0 < а а+1 <|ап тенгсизлик уринли бул
са, у холда
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00 Л — I
V  (— 1) an цатор якинлашувчи булади.

rt— 1

Ушбу (— 1)" ' —гг а̂тор Лейбниц аломатларииинг
&  У "

барча шартларини к,аноатлантиради, яъни ап =  монотон
V  пкамайиб нолга интилади. Демак, к,атор яцинлашувчидир.

Айни вак,тда V  а
П в  I

а̂тор узоклашувчи, чунки

У —̂ цатор узоклашувчи.
4А V *

Шундай ^илиб, ^аралаётгаи ^атор шартли яцинлашувчи- 
дир.

Мисол ва масалалар

Куйидаги каторларнинг я^инлашувчилигини Коши теоре- 
маси ёрдамида исботланг:

89. '  ' cosru£
П — 1

90.

2я

cosx"
п*

п » |

Q| Ж !  COSпх — cos (л 4- 1) X

'  мП т т  I

п —  1

93. sin’rur

§ (" + •) (л+3)

Куйидаги каторларнинг уэоцлашувчнлигини Коши теоре
маси ердамида исботланг:
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9 5 . ^  '
___2п +  1
л — I

со

96. 4 ^ l

97.

H S iV n  ("+>)

n -f” 1
* J n *  +  4

98 . j j  in  ( .  +  i ) .

99. l +  i - i + l  +  i - i + . . . .

К,уйидаги цаторларнинг абсолют я^инлашувчилигини ис
ботланг:

•  sin ( 2n +  - j)

100 S  '■ £ f  n V n +  2

101 V  arctg (— n)»
■“ f  у Ч .* +  3/1+1

,02. is * .
2n

л — 1

103. Y  arcsin —  •
v'n  4n

104. \^coss/i arctg
Л -  1

105. V  n* sinne~ yn .
I

106. V ^ " > '1
(2n)!Л—I
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107 2 ( -  1)" In» (п +  I) 

n

108 .

n=»l

( -  I)" (2я)/1

2 л  (п+1)л
П — 1

109. 2n_± n \
^  3я +  n*

л « =  1

110. I ---^--- cos — \cos я n.
n *=  I \  n S  1П  ~  n

[Куйидаги цаторларни я^кнлашищга текширинг: 

, 12 2 Ьл-1  / п

e l
113 §<-■>" (■— £-)•

114. S ] r - i r +' 5 - L = .
iS5f m i

оо

115. У Д - ! ) "  -*±2_ arctg —
П = 1

_  ”  cos
116. ап **1

(■+?)
In* (а +  I)

117. ( _  I)4 cos*2n 
V n

л — !
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s

sin* ( ? )118. T  , ( -  1)" V2/
V 7 T T

oo

s

V i
Z A  k!

П в т  1

n (n—1>

“ S ' - " '  й И ' Н Г  
,21 V  ■ f

j —кк V n  -f sin n
n — I

N*4 . / sinrt \
_ j sln (F7)-

n * l

123. V  sin (n V n * + 1)-
n*l

ж sin
124. ,

) ln In (л +  1)
n — 1

125. V  sinn*. 
n « I

126
П — 1

j 2 y sinn-sirri* 
jh J  п

n * l

Куйидаги цаторларни абсолют [ва шартли яцинлашишга 
текширинг:
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>28 ^  л*
^ 1 ( - » ) — 1

h -

flO£129.
р +  -

П
" - 1 л

. з о . 5 > [ ,  +  ^ ]
п - 2

131.
JmJt

м =-1

«о__

^  /  1 \ * — 1 2,1
п

П = ш \

. Л Я
sin — —

132. ~

133. £  ( -  1)' ^ >0/-
П я |  ^  Л

Я (Я — I)
2  „ 100

2
134. > . ( -  1)

_____ 2я
п « - |

135. V< -= -^.

136. (— l)"- 1 Г 1 -3-5 (2л I) У> 
jmJ  L 2 '4 ‘6 " " (2 л ) J

Пш т  1 

£
.sin —  

137. V ___ 12
___  1пл

п—2
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ЖАВОБЛАР ВА КУРСАТМАЛАР
/ б о б

I, 2, 3, 4-мисолларда тенгликнинг чап томонидаги тупламнинг ихтнс- 
рий элемента ^нг томондаги тупламга тегишли ва акгинчасини кУрса- 
тиш керак. 5. А \ ( В  Л С) =  А П (В  П С) ва (А Л С) =  (В U Q  муноса- 
батлардаи фойдаланинг. 6. .4 \ (fl (J С) =  А Л (В  U С) ва (В  (J Q =  
*= (В Л Q  муносабатлардан фойдаланинг. 7. 4- ми сол дан ва А Ц А =  U 
ва U Г, X  =  X  муносабатлардан фойдаланинг. 8. А \ ( В \ С )  =  А Л
Л (В \ С ) =  А Л~(В Л С) =  А Л (В U С) =  (А Л В ) U (А Л С) =  ( А \ В )  (J 
U (А Л Q- 27.J sup {*  +  # )=  sup {x )+ su p  (у ) эканини «Урса- 
тайлик. Фараз] цилайлик,' sup (дс) =  a sup [у ]  — Ь булсин. У  *олда
V * € ( * } .  У у б Ы у ч у н  ва у  <  Ь булади. Бундан х  +  у ^

+  га эга буламиз. Пккинчидаи, у  е > 0 , 3 * ^  I*)* I  Уг € ( У I
» в / в » ф

топилиб, дге >  а — — >   ̂— — булади. Бундан хг +  у л >  а +  Ь —

— е га эга буламиз. Аммо дг’ +  y't  6 {*  +  у } Демак, sup{* +  у ]  = а + 6= 
=  sup {ж} +  sup {у } экан. 28, 29- Maiuiyiap )̂ ам юцоридагига ух

шаш исботлаиади. 30. т <  л ва т,  л 6 N  булгани сабабли 0 <  —  <
л

<  1. Энди sup |“ J= * *»in* | ~ |  =  0 эканини ку-рсатиш цяйин эмас.

// б о б

1-§. 19. хп •= л, уп =  — я х„ +  у п чегараланган. хп = ) я +  1, уп =

=  f  л, хп — у п чегараланган. Аммо {* „ • у п } чегараланмагаи булади.

^ацицатан, V £ >  0) J п'Е£ N  | х„ | >  У~Ё ва л^ 6 N  | y n \ > У ~ Ё -
Е  Е

Агар лЕ  =  max {л^, л^ } деб олсак, у х;олда( V £  > 0 ) \  лЕ  6 JV топи
либ | х„ • y n I >  £  булади. 21. Шарт эмас. хп =  (— 1)" У  п. 22. Фа- 

Е  Е
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раз ^илаАлик, барча л 6 N  лар учун | хп | <  М булсин. У  *олда| уп |> 
■ Г| .j. . . . +  х„ | J  xt | 4-1 х,  I +  . . .  +  l x „l ^ M+M-h ■ ■ . + М  _

Н  л I "  я ' ' я
п - М

я
> М.  Тескариси *ар Дои“  Уринли змас. Масалан, хп =

_  ( у 'п .  П = к3 булса, у *олда ( V *) 6 N к* <  л <  (А +  1)’ лар учун 
\  0 , л ф  к3

1 -4- 2 -4- . . .  ■+* k 1 1и — — ■-------------------- ; л >  к3 булга ни сабабли — <  7 7 . У  цолда
У  t \  t i  k

14-24-.  . . + *  * (*  +  П , , - *— - — !-------- !— =  ---------<  I .  Ammo биэ биламизки, x  чега-
У п ^  k з 2Л* "

раланган эмгс. 40.2. 41. 42.^-; 43. 1; 44. 1; 45. 0 < а < 1

1 1
булса, 0; а >  1 булса, 1; а =  1 булса, — 46. Агар а =  Ь булса, — ;

3 1
а >  6 булса. */»; а < Ь  бу^са, у .  47. 1. 48. -^ - .КУрсатм а .

— !— = — ( — -— — — -— ^49. —. К У р с а т м а .  1.2 +  2 *3 +  
4л*-1 2 \2л — 1 2л +  1/ 3
+  . . . +  я (я +  1) =» 1* +  2* +  , . . +  л* +  (I +  2 +  3 +  . . . +  л) =

д я (я + 1 )(2 л + _ 1) я (я +  1)  ̂ и  s|nx_  К У р с а т м а .  2 " .
6 2 *

*in 5n = sin *• s n = cos f cos 7  • • •cos ~£T • 5|. a(a_ 1): 

52. 1. К У р с а т м а .  1 <  » л* +  л +  1 <  у Зл* =  у  3 • (у я)*.

53.5. К У р с а т м а .  5 < V  2"  +  5Л <  5 1̂ 2 . 54. 3. К  у р с а т м а. 3 <

<  V  2п 3 ° + . . .+ 2° Зл <  3 У  ( j f  +  ( I ) " ”  ' +  •• • + ( f ) + 1< 

< з У п .  65. I. К У р с а т м а .  1 <  V  I я +  . . +  ля <  V  ля + ля +
Я/*- П г- — Я -4-1 1
У  +  . . . я я = ( / л )  . 56. 1. 57. 1. 59. - J.+

■ я (я + 1) 
fl. е> 1 

—1+1. 0<е<1+  . . .  + ------1--------=  -----АГ(е) =(л+гл) (я+m— 1) л л + т  п

деб олсак, у х;олда v  е >  0 j  /V => Л/ (е) ( V л) (я >  А/ (е)) ва (V  m)£N,
I х п+т — хп | <  е, 61, Агар о > 1  булса, барча натурал л > 1  учун 

1 1„а  ^  n,<  ~ ~  __ j ̂  булади. Фараз цилайлик, а  ^  1 булсин. У  \олда
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З в0 =  | > 0 ,  ихтиёрий натурал N учун 3  n v =  W +  1 >  ЛГ ва Э т л  = 

*=Af+l топиладнки, улар учун I *л v + т v— *л ч,1 >  — булади. .%аци^атан,

1 1 I 1 ■ 1 I 1хп-\-т ~  *п I - (д+,)» + („ + 2)а + "  • + (я+т)а > п + \ +  „+24'
1 т . . N + 1

+ • • •+ ^  ^  ■■х ™ ™ ' 4 +  " « Ч  ( , ,  + ц + йчП, “

=  ~2 ' I * л + т  хп \ =  I хл + т  *л I I хп + т  "Ь  *я  I ^  I хп + т

— хп I < I * л + т  I +  М л  I ) <  2с I хп+ т  ~  хп 1> ЧУНКИ V Л 6 ^  учун
------  --  I хп+т I I хп I I xn+m хп I

хп < СУ \  *л+т1 ~  У ' *л -  й ‘

65. 1; 0. 66. +  оо; 0. 67. 1; 0; 70. 1; — у .  71. — оо. 72. « +  I;  -  

~ ( ‘ + f f ) -  73- 2:1-74- °*

/// б о б

I. ( - у ,  + c c j .  2. (- 1 . 1). 3. R.  4. (0. 1). 5. R.  6 . ( * 6  [— 4, 4], 

х Ф  ± У 16 —  ^ |-  7- п 6 { — 1. 0 , 1} булганда х =  0 ; л >  1 б^л- 

ганда Х =  1 j; л <  — 1 б?лса, X  =  ĵ — 1, j. 8. R.  в. 2 j. 

10. | х 6 2̂ я л ; - ^  +  2ял | n € Z  | I I .  | х б | г я я — у ;  у + 2 я л |.л 6 2 }

12. | х с (2 я л -  j .  у +  2ля), л е г ] .  13.(2,41. 14. / ? \ {— 1; 1}. 15.

( -  оо, -2 1  U [2. +  оо). 16. ( -  1; 0) U Ю; 1) U (2; +  «=)• 17. / (*) =
=  К - х > , х  =  {0} ёки g (х) =  eVx~*  . /4 = 1 7  х  =  {4}. 20. х = 
=  {2л*, * 6  2 ), J =  {4 }. 21. X  =  ( - с о ,  0) U (0; +  оо); Y  =  ( -  оо,—
— 1) и (1. +  ® ). 22. X  =  (0, +  оо), / =  (0, + 00). 23. X  = \R.  Y  =  
=  1 -1 , +  оо). 24. Х =  (— оо, 0 )U (0 , +  оо), К = ( — оо. - 2 ]  U [ 2 , +  
+  оо). 25 .Х= |К , У =  [0; 1). 26. X  =  [— 100, +  оо), Y  = 1 — 1; 1]. 27.

х = | / ? \ { { у + я * .  * e z } u { « * .  * 6 2 } } .  Y =  (1 } 28. Х  =  |Я, у = [ -

— 2; 2J. 49. |R  да усувчи. 50. (— оо, — 1) (J (0, 1) тупламда камаюв

чи, [—  1; 0) U (1; +  оо) туплаыда ^сувчи. 51.^— л; — ^-)и ( — ^ ;0 )
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дя кам аю вчи . ^0. j  U я )  да усувчи. 55. R  да камаювчи. 57. 

( _  оо; — 11 да усувчи; [1, +  ос) да камаювчи. 58. jo ; - j j u  2лJ

да камаювчи; , — j да Усувчи. 59. (— оо; — 1] да усувчи; [—

— I; +  оо) да камаювчи. 60. К  да Усувчи. 79. Тоц. 80. Тоц. 81. Тоц. 
82. Жуфт. 83. Жуфт. 84. Жуфт *ам, ток х.ам эмас. 85. Жуфт. 86. 
Жуфт v*m, тоц хам эмас. 87. Жуфт. 88. Жуфт ^ам. тоц \ам эмас. 
89. Жуфт лам. ток Лам эмас- Жуфт. 100. у  =  У  1 — 2 In (— jt),

* 6  1— / Г ; 0 ). 101. у  =  In -̂  ~  ^  * 6 (0 ; +  оо). 102. у  =  sin х.

дг 6 [-^; J . 103. у  ** 1— У  log, 2*. *>»/«• IM- e = l ,  6 =  0 ва

а =  — 1, 6 =  0. 105. а  — ± 1 .  106. H x ) ° g ( x )  =  x, лг>0 g ° I (х) => 

- | * | .  x £ R .  107. f o g { x )  =  g o f { x )  =  \ x \ ,  * 6 1 - 1 ; 1]. 108. 
f ° g ( x ) =  <дс +  5)‘ , x £ \ R  g ° f { x )  =  x» +  5, x £ R .  109. f o g { x )  =  x,  
g ° f { x ) * = x .  110. f o g ( x ) =  1, g a f { x ) =  1 +(sgn Jt)*. I I I .  f o g ( x )  =
— I. e ° / W = l -  М2. f o g ( x ) =  In sin* x, x ±  ЯП, n £ Z , g o f ( x )  =

=  sin ln x*. ^ 0 .  113. I ° g ( x ) = *  {  ? i. x l [(— ^ >°0) . 8 ° K x) = 0 x t R .

114. Arap a* Ф 1 булса, / ( / ( . . . /  (дг)) . . . ) =  — /  — §

V a* — 1

агар о* =  1 булса, / ( / ( . . . / (дг)) . . . ) =  --- 149. Мавжуд
У  1 +  пх*

эмас. 150. 1; — 1. 151. 1; 1. 152. 0; 0. 153. — 1; 1. 154. — ; 0. 155.
3

+  ос; 1. 156. 110; 109. 159. 2 У  а. 160. 0. 161. 3. 162. — . 163. —.
т т

1М- ‘ 165.3. 166. 167. - тп . 168. 2п. 169. 1. 170.
*-------------12 am  +  Ьп 

п (п +  1) т о 
-------- . 171. - .  172. I. 173. -  1. 174. -  175. cosa. 176.

1 1 7  .
J -  1 7 7 |79- 5- ,80- |8 ,‘ *• 182. 1. 183. 18. 184. — .

I
185. «*■<**, а ф  j  +  я*.  186. у = .  187. 1. 188. Y ' t .  189. In 3. 

190. 5. 191. «*/•. 192. У ы > .  193. 0. 194. / 2 . 203. . 205. <х =
X
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=  1, Р =  — 3. 206. <х =  — 1. р =  7 - 207. а  =  1, р =  0 . 208. а > 0 , 

Р — ихтиёрий; а ^ О .  Р < 0 , а > р .  209. а  +  Р >  0. 210. а  >  Р.

IV б о б

12. дс = — 2. 13. дс =  0. 14. * 6 2  15. * 6 Z. 16. х =  —  , n £ Z .
п

17. х =  О, * =  1. 18. х  =  п п .  n £ Z .  19. х =  п я , п 6 Z.  20. х = г~ - -f

+  л я , п 6 Z. 21. дг =  0. 22. * = 0. 42. а =  п. 43. а =  1. 44. а =  1п с. 
45. а =  I. 46. а =  е. 47. а =  0. 48. а =  1. 67. Текис узлуксиз. 6 8 . Те- 
кис узлуксиз эмас. 69. Текис узлуксиз. 70. Текис узлуксиз эмас. 
71. Текис узлуксиз. 72. Текис узлуксиз. 73. Текис узлуксиз. 74. Те
кис узлуксиз. 75. Текис узлуксиз. 77. Агар 6 > «  б^лса, w ( 6) =  е>;

агар 0 < 6 < г  б^лса, х  (8) => 6 (2 в — 6). 78. w  (6) =  -------- .
а (а -(- 6 )

80. V 6 > 0  учун w (а, / )=  +  св. 81. у  6 > 0  учун w (б. /) =  -f-co.

V б о б

I. /' (дс) =  ~ 7 = , (дс >  0 ). 2. /' (х) =  2* (1п 2 sin х +  cos *). 3. /' (дс) = 
2 |/ х

=  ( у ) Т У Г  . 4. /' (X) =  2* +1 1п 2. 5. Г  М  -  у  . (X >  0). в. /' (X) =

— 5 cos 5 jr. 7.

10. f  (я '4 ) = 3 . I I .  Г  (— 2) =  — 5. 12. /' (0.1) =  0,03 (<нг цосилп).

13. /' (0) = +  оо, 14./' (0) =  0. 15. /' (дс) =  (  (5/2) |x|3/2cos —  sgn х +
1

+  U|1/2 sin— .агар дс^О булса. 0. агарх = 0 булса. 16. Мавжуд. w .c. 
х

17. Мавжуд эмас. 18. Мавжуд эмас. 19. /' (0) =  0. 20. /' (0) =  0. 21. Млв- 
жуд эмас. 22. .Мавжуд эмас. 23. /' (0) =  0. 24. /' (0) =  0. 25. Мавжуд 
эмас. 26. Мавжуд эмас. 27 ./'(0 ) =  0. 28. / '(0) =  0. 29. Мавжуд эмас. 
30. 4 ( 1 ) "  In 4. / 1 (1 )= - In 4. 31. 4 (0 )  =  1; /1(0) =  - 1 ; / 1 (/ я )=  
=  — эо 4  ( / * )  — мавжуд эмас. 32. /' 1  (— 1) =  f'+  ( 1) =  +  ос,
4  (— 1) ва /1 (1 ) мавжуд эмас. 33. /' (0) =  0. 34. / 1 (0 )=  1;

/+ (0) =  0- 35. /' (0) =  — оо, /_|_ (0) =  0. 36. Мавжуд эмас. 37. Мав-
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жуд эмас. 38. / 1 0 ) ----<1 / ;  0 ) =  зв- f -  <°> -  -  0: / ;  W  -  4-
/ 1 \ 1

+  оо. 40. / ' ( 0 ) - J S  / 'О )  - i l n l + c o s l - 1 .  41. ( — Т )  =  Т *

П> 1
42. х ' ( 0 ) - - !Х - . « . » ' ( 1) - 6 . 44. у ’ (х) =  у = .  45. у* -

-  (2 ft +  1) я; * €2. 46. V ' -  -  47. у ' =  175 (х *«-  х "8). 48. 

/  48 ‘ ®°- ^ = S(5 inx+
х cos х — sin х 
----- —----- , агар

О , агар
+  хсо5 х). 51. у ’ =  <8 * +  с0^ х • 52- У’

[ х *  0 б^ЛСа* 53. у ' -  (х*— 5х+ 1)«* . 54. у ' =  (а» +  Ь*) <“* sin Ьх. 55. 
(дс =  О б^лса.

/ _ (b ,2 . i .W  + i ) f . « ^ o . » V —

X + I .  57. x >  0; x ^ I .  58. y ’ =* 0.
In X log,X

x — —  2  x ^

“ • 7 5 3 '  eo » '- 1,' ' , + ' + r r i7 T T f .
, 1+ 2 / x - f  + 4 V T | / x  + ) - T

= 8 V * V 7 T 7 T - V 7 ^ v x + v ~x •
62. у ' =  — 2  (sin (cos x) • cos (cosx) sinx +

+  cos (sin x) sin (sinx) cos x). 63. у  =  cos x cos (sin x) cos (sin (sin x)).

64. y ’ =  ln 2 — sin xj 2е05 x + x 65. y ' =  ** (sin x+cos x). 66.

y' =  2e*’ (x cos2 x — sin 2 x). 67. y '=  e* (« ** +  x ** ( y  +  In *  j  j  .

68. у ’ шш x x (1 +  ln x). 69. y ’ =  - ' — (x >  e). 70. y ’ =
J J x (ln  x) ln (ln x) y

x*~a*' 7L У = T  1 (д;у:0)- 72- 73« » ' =  Ctg*

( 2 * n < x <  (2* +  1)«. ft€Z). 74. y ' = - S ln * . 75 ■ ■< - -  ^  a .
*  0  V a *  +  x * ’

(|x| <  a'). 76. y ' = ----- i-----  . 7 7  = ---- J .  . . .  .  ..
1 -f (1 — x)» y |*| у  jfl _  i * >  *)•

78. y ' =  sgn (cosx), ( x *  -2 * ~  ‘ я , ft62). 78. y ' =  |. 80. y ' -  |,

(|x|< 1). 81. y '  ---- £ i± £ !---  M  _
(x +  e)(x» +  6>) y • 83. у =  —
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-» (0 <  |х| <  I). 84. у'  =  ~ ~ j 3/2 ( * > l ) .  8 5 . /

х ™ * \£ г> (И < »• 88 Г7==5г • 87- « '----- 1---(I _  х«)3/2 * '  У \ + Р  2 (1 + **)
88. у'  =  (sin х) 1+со5 х (ctg** — In (sin х». (2 к л <  х <  (2 к +  1) я , к 6 Z)

cos* х ch* (cos х)

=  i i l i L  9з ц' — — !— . 94. I' (0)=  1000! 109. \ар доим уринли эмас. 
In 10 ch 2 х

ПО. f) ях" +1- у + ^ + 1 :
1 +  х _  („  4- 1)1 ХП +  (2 П» +  2 п — I) x"+ I -  Л* х" + 2

8 1  ( Г Г ?  ;

пх п +  I nxcosn+ l
sin —- s in — — х  s i n — — - x

в) _ i ----- 2 —  ; r ) _ J ---- i _ .
s in ^  sin ̂2 2

I I I .  I) y '  =  2/3 sin2x|sinx|; 2) у'  =  я  [x] sin 2 я  x. 112. в =  е/м.
114. j4 = (0, — 1); В (4. 3). I IS. x =  2 fc я  да ф=45° ,  * € Z ; *  =
=  ( 2 k +  1)я да ф =  135°. k £ Z .  116. ( I, 2 e)\ (— 3, — 6 e-3). 117.
( - 1 .  14); (2, — 13). 118. (3.0); (9/2. 27/16). 119. (I +  V~2~, — V * ) \

( \ — V 2 ~ .  V ^ ) -  120. ( 1 , - 3 ) .  121.(5/4, In 4). 122. (1/3 (я/3 —
— 2Ля) ,  \ / V 3  ), (1/3 (- 2  я/3 — 2m я), — 1//3 ), к. m £ Z .  123. О .
124. fri/2 +  А я , 1), (A 6 Z). 125. (1/2, — In 2). 126. (к я, 0), (k£Z) .
1 2 7 .(1 /8 ,-  1/16). 128. х +  2 у — 5 =  0. 129. 2х — у  =  0. 130. у +

З я
+  3х =  0. 131. Зх  +  у — —  = 0 . 132. 29х — 12у — 54 =  0. 133. 

« - у  =  0. 134. (я/4 +  * я , ( - 1 ) * ) ,  (*£ 2 ), ф =  135. (1,1);

ф = arc tg 3. 136. ( У Г ,  1/2), ф =  0, 137. ( I ,  1); ф =  - у - . 138.(0,0);

Ф = я / 2 .  (1, 1); ф =  arctgЗ/4. 139. ф = я/2. 140. ф =  2 я/3. 141. 
З я

ф=arctgЗ/4.  142. ф = --- . 144. ф =  2 arc tg (1/|а|). 145. л >  57,3.
4

147. Дифференциалланувчи. 148. Дифференциалланувчи, 149. Дифферен
циалланувчи эмас. 150. Дифференциалланувчи. 151. Дифференциаллану» 
чи. 152. Дифферснциглланувчн. 153. Дифференциалланувчи. 154. х0= 1, 
X j = — I да дифференциалланувчи; х„ =  0 да дифференциалланувчи эмас. 
155. Дифференциалланувчи. 156. Дифференциалланувчи. 157. Дифферен
циалланувчи. 158.Дифференциалланувчи эмас. 159. Дифференциалланувчи. 
160. Дифференциалланувчи. 161. Дифференциалланувчи 162. Дифферен

dx
циалланувчи. 163. Дифференциалланувчи. 164. ------ — , х > 2 .

х In (х/2)
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s in (l/ lo e ** ),  ,£,  (In jr — p in  Ю jglo*,' d  167.-.. . ;— .
In - loe. - ( l + ^ l —

1 1_____________  ,  —  S i n x  . , „ n  _ L  A r„ „- тч- п d„  2 V 6 - _ 2 — , J « .  '«»• 2 - 7 Т Г

170. x '+ '‘ (l+ 2 1 n *)< ix . 171. e* S '  (l/x +  ln *) dx. 172. (In 5) 
5й  x*(l+ lnx)dx. I73.|«inx|c05x (cos xctg x — sin x In |sinx|)dx. 174. 
х'Л*-2> (|— lnx)<ix. 175. | / -1 /  ( 1 + а 1пх) +  вж ( l / * + l n a

ln x) +  x W 'ln  a (I +  In x)l dx. 178. -  —  (logx *)* dx.

Z '+ l^ ^ ln  2 sin (2* x ) In (sec 2* * *,77- -------i y i - dx.

3 у  x* co>* 2
sin 2 x i .  cos*x \  .

1 7 8 , - -----------------  -----  | 1 — — ) dx.
c o s* x + V / l -f-cos*x \  y i + c o s 4 x /

178. , - ------. 180. 2e dX ; 0. 181. — (l/2 )dx .
у  sin x cos x e* +  I

182. (2 In 4)dx; 0. 183. Мавжуд эмас. 184. 4,0208; 5,00177.
185. 0,485, — 0,017. 188. 0.9Э42. 187. 0,079; 188. 0,925; 189. —0,8747;

x(3  +  2x*) З х  (1 +  2x*)arc sin x
l»0. 1,043. 191. * ’ . 1 9 2 . ----------------h--2------------— ХП—  .

(1 +  x«)3/J (1 — x*)* (1 — x*)5/2

( |x |< l ) .  193 . 1/x (x > 0 ) .  194. 2 e ~ x*(2 x* — I). 195. - lliH JL  l x ¥ ,
cos* x \

2 f t+ l 2 2 x
Ф  Z----- Я, * 6  Z). 196. - -  cos (lnx). (x >  0). 197. — —  +

2 xJ l + x *
+  2 arc tg x. 200. — 2 c o s2 x . 201. 4 ch  2 x . 202. ( x ( l + l n x ) *  +  

+  l)x J,_ l. 203. — (2 sin (ln x))/x. 204. o"/il 205. 4'*-1  cos ^4 x +  ~  j.

~ ^ ~ sin[ ~ * )*  +  J + ^ - y ^ -  ^n [ (e +  6)x +
.  Л Я 1  . . .  ,

+  — J. 207. п! «1 -  x ) - " - 1 +  ( -  1)" (1 +  х Г " - 1). 208.

(ln "- '2 ) 2*—1 (In 2) (x— |) - f  „). 209. (— 1)" 2 (n — 2)1 (x — n) (x — 1 )-"  
( r t  >  1) .  210. ( r t  -  2)1 ((3 r t  -  x) (3 -  x )- " +  ( -  1 ) "  (3 r t  +  д )(3 + х Г "), 
n >  I. 211. /' (x) =  cos* x — x sin 2 x. 1) n =  4 * — 3 , * =  2 , 3 , 4 , . . . 
fn)(x) =■ — 24 1 x sin2x +  г"- 2/i cos2 x; 2) л = 4 ft — 2 ft = 1 ,  2 3 

.../<"» ( x ) = - 2 " - 1 x c o s 2 x - 2 » - 2 rtsin2x; 3 ) „  =  4 f t - l .  k - l ,  
2. 3, . . .  , ^  (x) =  2" 1 x sin 2 x — 2я - 2  n cos 2 x; 4) n =  4 ft, ft =  l 
2, 3, . . .  /*n> (x) =  2я - 1 x cos 2 x -f- 2" ~ 2 n sin 2 x. 212. 5n~ l(2 л — 3)11

e — 2„ .  0 „ _ 5)М(3ж. Г 2„ +
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+

+  л » - л ) ( 1  _ 2 х ) - (2л+1,/г (я >  2). 214. eex(a* +  6*)"/J cos(bx+c +  
+  п <р). cos ф =  а / \ г а2 +  Ь'- J; sin ф =  Ь /  У  а* +  6* . 215. (— 1)п 
х - п - \  е\ /х 2 )в (п _  |)|/j(. 217. ( - i ) " - 1 ( п - 1)1(1+ х * )“ п/2sin

(п arctgx). 2 18. (1 + 3 « в). 219. ( l 6 - - j  ) } г 2 .  220. (а*+Ь*)пП 

(ch аде cos ( п ф — ~ Y ~^sin ( bx +  +  sh ax sin |̂ n ф — —  j cos bx

cos Ф = а/^а* +  6* ; sin ф= у  . 221. /' (0 ) =  0 ; f" (0 )—

— мавжуд эмас. 222. /' (0 ) = 2 ; f" (0) => 0 ; f”  (0) — мавжуд эмас. 223. 
f  (0) =  0; f" (0) — мавжуд эмас. 224. /('•) (0) =  0, n <  50. fffij1 мавжуд

эмас. 225. /(»)(0) =  0, ng -V. 228. (— 1)* т"1л! 229. f« f u’ ^ - d u *-f 

+  ln иА»+  (и 1’- ’ +  ~  j 1’ In и +  j ]  dudv +  (ur  iH- v  — 1) — d u*-|-

(u* +  1) In* и dv*. 230. -j- (u* d*o  — u v d 2 u — 2 и d u d v  +  2 v du*).

(a» -f- t>»> (ai*4> — jJ-u) 2 uti d’t* 2 (a1 — a1) iu dt.’ — 2 uv dv1 
23,‘ (a* + u*)*  ̂ (u*-f v*)*
232. --------  ((as +  v2) (u d2u -j- v d*v) (e1 — u*) du* — 4 uv du dv  +(u* + I'*)*
+  (U« _  у*) 4у». 233. (v +  2) d-u +  2 d u d v  -{- ud*v. 234. In vd* u +

2 u и v v ( v — 1)
-f- — du dv  -j- — d*v — —  dv*. 235. ii -  d*u +  ln ud2v -(------- du-h

V V V* \ u  и*
2 (в In a +  I) , , , .  ̂^ „  v d * u — ud *v  2 d v ( v d u  —

-|--------------du dv  In1 udv*). 236. ------------- — ----- ------
^  и v* v*
— и dv) 1

------- . 237. --------т-rr ((u* — v*) (u d*u +  v  dv) -f- (v du — u d v ) 2).
v* (u* + ifl)3'*

238. u**u»» {(9900 v*du* +  20200 uv dudv -+■ 10100 u*dv*\ -f- uu(100 vd2u +
+  101 ud*v)j

VI б о б

2 ± V 7  . „

2 . jt| 2=  -------- 4. Ролль теоремасининг шартлари етарли, лекин за-
и

рур эмас. Масалан, (а, Ь) =  (0,2), f (х) =  х* —  3* функция учун /'(1)=0, 
лекин Ролль теоремасининг шартлари бажарилмайди. 5. Йуц, чунки 
Г  (0) мавжуд эмас. 12. Пу^, чункиg ’ (0) =0 . 13. Функция лимитинин

f (*) 1Гейне таьри}>и ва Лагранж теоремасидан фойдшнинг. 14. ----  ва ~

функцияларга Коли теоремасинн цулланг. 15. Лагранж теоремаендан 
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фойдаланинг. Тескари тасдиц т?гри эмас, яъни функция ^оснласинннг 
чегараланмаганлигидан V P  ДО И“  *ам функциянинг чегараланмаганлиги 
келиб чицавермайди. Масалан, / (х) =  у ■*. 0 <  х <  а. 17. 1 +  х +

+ 1  xt  +  о 18. г +  м  + .0 (**). 19. -  j  +  0 (**). 20. e - j x  +

+  -^ -  е х * - ^  х» +  0 (х*). 21. 1 + х - х *  +  4  х* +  0(х»). 22. х — 
24 16

X* X* I x S  5* „  „
-  —  +  J  +  0 (х*). 23. х  -  -  х» +  0 (х*). 24. V  —  х * +  О (х").

* - 0

“ ■ >  ------ 5------+«<*■>• п .  V —^  ,»+0 («я.
* « 0  * = оП _п_

27• |п2 +  У ]  — 'Г — 1 (■§■)* ** +  0 (хл). 28. \ > + 1) х* +  0 (хя). 
* - 1  7 * - 0

29. V ** + <>(,«). 30. - х + V-bi^x*+
i i o  (k - 1)1

+  0 (X я ) .  31. У ] — 11)- I  2 +  ‘ x* +  0 (X я ). 32. In 2 +

n

I V ^ ( — — 2 - *  „
+  i ----------- *-----------  * +  0 (xn). 33. 3 +  \  l3 +  * ( * - l ) 2 * - « J

Л1 ** -+- О(хя). 34. —  ^ x *  +  0(xn).  3 5 .---- * _
<i *“ 3  ̂ 9

- I  S ( f ) ‘ • ‘,+0" ’>- »•
м

П

+  0 (x ",. 37. ( « - » •  +  0 ( ( , _ 2 ) , .

v 2* sin ( ¥  - ')
*i ( * - l ) *  +  0  ((x — 1)»). 39. - « - »  +

4 - 0

, \ 4  «-» 2*-t (A — 2)
^  */ (■* +  I) +  0 ((x +  1) я).
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x S  (— И* e* 2*—2
40. V  ---- ----------  (ft* +  3 ft +  4) {x +  I)*  +  0 ((*  +  ln)).

* = o

41. V s t ~'' 2 * ~ 2 , k~ l } (x +  I)*  +  0 ((x +  I ) " ) .  42. 
^  (ft-1)1
* = o

g j
( -  l ) * - 1 cos 1 • 2;* - ' (x +  |)2* +  V  Sin 1 (-  I) * 2г*_ ( jt  +  

-f <2*>! ^  (» + !) !
П  ^

+  1)2* +1 +  0 ((x +  I) "  ). 43. In2 +  У  -i- ( -  I ) * - 1 (  * -  J  )  +

+°((‘- ■?)")• «• T + S , ) ‘ ' 1 +0“'-
*-1

— I f  . 45. 3 +  0  ((*  I ) " ) .  46. У ( -
*• - 1  к -  0

— 1)*+' (I +  l/3*+ l)(x  — 2)* +  0 ( ( x - 2 ) n ). 47. —  1/2. 48. 1/2.
49. 1/24. 50. 1/2. 51. 0. 52. — 2. 53. — e/2. 54. I. 55. 1/2. 56. 
1/2. 57. — 1/2. 58. 1. 59. 1/3. 60. 17/21. 61. — я . 62. — я . 63.
2 +  1п2. 64. 1/3. 65. — 4/3.

VII б о б
I. Функция — о о < х < — 1 да камаювчи, — 1 < х < 1  да усувчи.
1 <  х <  ао да камаювчи. 2. Функция — о о < х < — 1 да камаювчи,
— 1 <  х <  1 да усувчи; 1 <  х <  оо да камаювчи. 3. Функция усувчи,
4. (— оо , 6 )да / ,  (6 , +  оо )д а\ . 5. (—оо, — 3/2) ^  (— 1/2,+ оо )да/, 
( -  3/2, — 1/2)да\. 6 . ( - о о ,  1/3) да A  (I/ 3 .+ оо)да\.7. ( - оо, — 1) U

(0.1) да/*. <— 1.0)и(1+~)да\ 8. ( ^ ,  *£ +  j )  да / .  ( y + f  ~ +

+ i )  ±2.••>■*• (s V i-  i ) ^ ( - ггцп

2ft + 2/ / , \2ft + 2 2ft+l/ \ 2ft 2ft+i; 4 
=  0 , I, 2 , . . .). 10. (0 . l / V * )  да 4 . (1 i V a ,  +  oo) да / .  I I .  (2f t-

-3 /4 , 2 ft+  да / ,  (2ft +  1/4, 2ft +  5/4) да \ ( f t € Z ) .  12. ( - « .

0) w  (2/ln2, +oo)  да \ ,  (0, 2/In2) да / .  13. ( - » ,  -  1) w  (0, D
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да ( - 1. 0 ) ^ ( 1. +  » )  Да / •  ,4  (°- "> да '*• +  оо) да V  
L l 2 , , *  !1 П- + 2* я  „ 1т ? + 2*я 1£5 + 2*я)  да (AC*)-

15.̂  ТГ + г*я. « 12 ю Л 12 • '2
1в. (— «с , —  1) ^  <о. +  00 ) да / * •  , 7 ’ *' — * да ч ’
(— 2/5 , +оо)  да / .  18. (О, + 00) да V  19 (— « °.3) ^ ( 3. + * )

да *. 20. +  2Ая, у  +  2Ая| да / .  | -  +  2Ая, у  +  2Ая)

да (* €Л- 21. /' (х) функция (а. Ь) да >’ сувчи булиши шарт эмас. 
М£салак, / (x) =  x +  sinx функция х 6 # да усувчи. лскнн /' (x)=cosx 
Усувчи эмас. 40. х =  0 да min у =  0; х =  db I да max у =  1.41. х=2 
да max у =  1; х =  1 вах  = 3 a miny =  3/4. 42. х =  0 да шаху — 2.
43. х =  1 да таху =  е- ‘ ж  0,368. 44. х =  I да mini/ =  0; х =  г*ж

4
*  7,389 да таху =  —  ж  0,541. 45. х = 1/2 да max у  =  — 4. 46. х =  г*

я
=  — 1 да max у=  — 2; х =  1 да min у=  2. 47. х =  +  — +  2А я  да

—  V 2  -Ж /4  +  2* Я  3  Яminy — ----—  е . х =  —— f- 2k я  да та  ху  =

V  2 Т +2* Я
2 - * е ^ .  48. х — — 1 да т а ху =  е * ж  0,135,

х =  0 да miny =  0; х =  1 да таху =  1. 49. х =  ±  (1 — у^2) да т а х у =
г —  у  2 ___1 _

=  2 ( 1 2  — 1) е , х  =  ±  I да miny =  0. 50. х  =  d; (1 -f* |^5) да

таху =  2 (>/5 + I) е 1 1 5 , х =  0 да таху = 4, х= ± 2 да min у=0.

51. х =  1 да тех у =  1/2; х =  0 да min у — 1/е. 52. х =  — да max у  —
4

13 я=  х =  3 да бир томонли min у=  3. 53. х =  I да таху =  — —

— 1/2 1п2 яг 0,439. 54. х =  2А я  да max у =  — 1 (A £Z).  55. х =  е да 
J _  _1_

miny =  е . 56. х =  е да max у  — е * . 57. х =  9/2 да max у  =  —— ;
16

2  1/ 4 "
Х = 5 да min у=  0. 58. х =  4/3 да max у =  * ; х =  0 ва х =  2 да

«3

т т у = 0 .  59. х =  ~ — да m axy=2sin х = 3  да miny =

_1_

" "  cos3- ®0- *  =  ~  да у  =  е ; х =  1 да min у=  1. 61. Ботиц, 62. Бо- 

тиц. 63. Ботиц. 64. ( - » .  1) да навари*; (1. +«*») да ботик 6 5 .(-  оо,
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/ 2 + /3 \
— 1) ва ( 1, +  оо) да ^гвариц; (— 1, 1) да ботиц. 66 . О, --- —  |

\ /3  /

да цавариц; +  «> ] да ^оти^. 67. | — о с ,---- j ва

(l/y^2 , +оо,)'да ботиц; / — — — . — ~  I Да кавариц. 68 . (2* я,
\ У  2 У 2 )

(2*-}-1)я) да ^авариц; ((2k -f-1) л, (2k +  2) л) да боти^, k £ Z ,  
j  я <8*—3) я (8H-I N I я (8*-Н) я (8»+5)\

69. \е 4 , е 4 / да ботиц, \е 4 , е > да цавариц

70. (— оо, 1/2) да ботим (1/2, -j-oo) да цавариц. 71. х = + * л

( k £ Z ) .  72. ж =  0, * = ± 3 .  73. < =  — 1/2. 74. х = ± 1 ,  х =

—--------------------V 2 У  5 -  1 
=  ±1/у 5, 75. х = ----—  76. х =  3. 77. x —2k л±агс соз----—  ,

k £ Z .  78. х =  е8/3. 79. 1//3; х =  —  1//3. 80. х =  ~ .

( f i f t  4 -  ( ___  1 ) * )  л  _
81. *=■ 1/2. 82. х = ------ 12 k £ Z. 83. х =  0,  х  — ±  b V  3

84. Эгилиш ну^талари йук. 85. х — 0; х =  1. [86 .* Координата бошига 
нис!гган счмчетрик. Фунчдчшшг ноллари: х =  0 ва д с = ± ’у 3 »  
да 1,73, х =» — 1 да mini/ = — 2, 1дс =  1 да т а  ху  =  2 х =  О, у  =  0 
эгилиш нуцтаси. 87. Координата 'Учлари билан {кесишиш нуцталари:

(1. 0). ( ~ ' ±гК | 3 . о). ,0.-3). к  ш , —

16 у1Г „ 2 ^ 3  161 ''з . ..
— 3; х  =  — -—  да т а х у  = -------— 3; (0 , — 3) эгилиш

9 3 '  9
нуцтаси. 83. Координата уцларн билан ке сишиш нуцталари: (0; 0), <1; 0);

х = ~  Да miny = — "25^ ’ ^пииш нУЧталари: (•■ 0)-

89. Координата {учлари |битзн кесиjjhlu нуцталари. (— 2; 0), (1, 0),
1 81

(О, 4); х — — 2 ва х  =  1 да mini/ =  0; х =  — — да та  х у  =  — .
2 1о

Эгилиш нуцталари: (0, 4), (— 1, 4). 90. Аницланиш со^аси. х = £  1. Ко
ордината учлари билан кесишиш нуцталари: (0, 0). Асимлтоталари: у = 0

80
ва х  =  1. х =  0  да та  ху  =  0; х =  — 2 да 'mini/ =  — — .Эгилиш нуц

талари: х*= — 2 ±  У  Т .  91. Аницланиш со.цаси: х ф  1. Координата 
Учлари билан кесишиш иуцталари: (0,0). Асимптота: дг = 1; х  = 3;2 
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да шаху = — . Эгилиш нукталари: (0,0). 92. Аникланиш со*аси:

х Ф - l .  Координата Цлари билан кесишиш нукталари: (1; 0), (0; 1). 
Асимптоталари: у =  0 ва х =  — 1. х =  I да miny — 0, дг — 5 да

--- Г =  J - .  Эгилиш нучталари: х =  5 ± 2  / 3 .  93. Аникланиш соцаси

х Ф  — 1. Координата у^ари билан кесишиш нуцтаси (0; 0). Асимпто
талари: у  — х — 3 ва х =  — 1. дс =  0 да miny = 0; дг = — 4 дашаху=
= __^ 5 6  ^  Аникланиш со^аси: х ф 1 .  Координата уклари билан

27
кесишиш нукталари: (— 1; 0)» (0; 1). Асимптоталари: у  =  1 ва х — I.

* =  — 1 да miny =  0. Эгилиш нуктаси: ( — 4; 95. Аникланиш

сод;аси: х Ф  0. Координата уклари билан кесишиш нукталари:
0) *  (1,52: 0). Асимптотаси у =  х. дс =  — 2 да miny =  — 2,5. 96. Ко
ордината бошига нисбатан симметрик. Экстремум йук. Эгилиш нуктаси: 
(0, 0). Асимптоталари: х =  — 1, дс =  1 ва у  =  0. 97. Аникланиш со- 
^аси: х ф 2 .  Координата уклари билан кесишиш нукталари: (1:0);

55
Асимптоталари: у=х- (-3 ,  х =  2. х  =  6 да miny =  —— .

44
Эгилиш нуктаси (1; 0). 98. Аникланиш сохаси: л: >  0. Ноллари: дс =  0 
ва х =  3. х =  1 да шаху =  — 2 ; х  =  0  да чегараэий шаху =  0 . Кава- 
рик- 99. Функциянинг наш х =  2. х = — 0,5 да miny = — 5 « —

— 2,24. Эгилиш нукталари: х — — —~  -j - 41 . Асимптоталари: х - ~ —оо
О

Да у =  — 1 в а х - *  +  я> да у =  1. 100. Аникланиш соучси: х ^ — 1. 
Координата уклари билан кесишиш нукталари: (— 1; 0) ва (0; 0), х =

4 16=  — 1; х  =  0 да miny =  0. х =  — — да maxy ------ — «0,29. Эги-
5 25 V " 5

лиш нуктаси: дс = — 5- ~  5 яг — 0,55. у =  ~ *  0 21 101
5 5 V '5

Аникланиш соухи: дс >  — 1. х  =  2/5 да mini, «  — 6 ~  _  0 iq
125

Эгилиш нуктаси: (-4 /5 ; -4/25  V b ) .  102. Аникланиш сохаси: |х|> 2  
Координата бошига нисбатан симметрик. Асимптоталари: у  =  8 , х= ± 2  

~ 2)ва <2- + * >  ораликларда функция катъий камаювчи’ 
103. Аникланиш со.*,си: R  (0 ; 0) -  симметрия маркази. Асимптоталари:
дс-*- — оо да и =  — — ■ 8 „т < дс — 8

2 +  30 да у ------ -— . Координа

та уклари билан кесишиш нукталари: (0 , 0) ;  (0 , ± 3  \ Т ) .  х = - \ г 3
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__з У^з” з V^3
да mini/ =  --- ---- ; х — у  3 да max// =  — -— . Эгилиш нуктаси:

(О, 0). 104. Аникланиш со.\аси R. х =  — 4 тугри чизиц симметрия У кн. 
Координата уклари билан кесишиш нукталари: (— 6 ; 0); (— 2; 0 ); (0 ;
2 -Т? IF ). * = — 6  ва ж— — 2 да miny =  0 ; х =  — 4 да таху = 
=  2 ^ 2  « 2 ,5 .Эгилиш нукталари: х ^ 2 = — 4 ± 2 У  3 , у (*i)=y(xi)=» 
=  4. Функция (*,; — 6); (— 6 ; — 2); (— 2; х2) ораликда кавариь;. 
105. Аникланиш со\аси: |дс| <  1. Ординаталар укига нисбатан симмет 
рик. Координата Уклари билан кесишиш нукталари: (— 1; 0), (0. 0),

уТ
( 1; 0); х =  0 да miny =  0 ; х =  ± — —  да таху =  1/2 . 106. Ани*-

3
ланиш со.\асн: х > 0 , х =  1/2 да miny =  —  I  3 «2 ,60 . К а»арик

3
Асимптоталари: у = х  +  — ва х =  0. 107. Асимптотаси: х - + — ос л&

у  =  — х\ x =  0 miny =  1. Боти* Ю8 . Координата уклари билан ке
сишиш нуктаси: (0; 0). Асимптотаси: х-*-+-оо дт у  =  0; х = 0 , 5  да

пиху=  —  ж  0,2. Эгилиш нуктаси: ( I,  *~*). 109. Аникланиш со^аси: 
2е

R.  Асимптотаси: х-* +  оо да у — 0. Координата Уклари билан кеси
шиш нуктаси: (0; 0). х =  0 да miny = 0 ; х =  2 да таху =  4-е- ,ж0,54 . 
Эгилиш нукталари: xt =  У з  — 1, у (х,) =  0,3; х, =  V 3 -(-I. у(х2)ж  
ж  0,47. (х,. х*) ораликда каваРиК- НО- Аник-пниш со.̂ аси: х ф  I. 
Асимптоталари: х =  1 ва х-*- +  °о да у =  0. х = 0  да таху =  1, х> 1  
да каварик; х <  1 да ботик 111. Аникланиш соцаси: х > 0 .  Асимпто
таси: х - * - + 0  да х =  0 . х =  1 да таху = 0. К,1ваРиК- 42- Аникланиш 
со^аси: х > 0 .  Координата Уклари билан кесишиш нуктаси (1; 0). 
Асимптоталари: х-* +  оо да у =  0 ва х-*-(-0 да х=0; х =  е да

т а х у =  — . Эгилиш нуктаси: (е3/2; 1.5 е ~ 3/2). 113. Аникланиш со-

\аси: * > 0 ; у  (+ 0 ) = 0 , у ' (+ 0) = 0 , координата уклари билан ке 
сишиш нуктаси (1. 0) х =  V e  да miny =  — е 1п2. Эгилиш нуктасн

3/2, — 114. Аникланиш со^аси: х > 0 .  у (+ 0) = 0. у ' (+0)=

1 4 л „=  -f оо . х  =  —  да таху =  — , ва дс =  1 да miny =  0. Эгилиш нук- 
e i  е<

*: | — . — j .  115. Аникланиш со^аси: х ф  ±  1. _ А с и м п т о т  зла ри:
х =  — 1, х =  1. у =  0. Координата Уклари билан кесишиш нукталари: 
( ж 0,9; 0); ( ж  1.2; 0); (0; 6), х  =  2 да таху =  2 — 1пЗ. Эгилиш нук
талари: (0.5; 4 — 1пЗ). (3; 1,5 — 1п2). 116. Аникланиш со^аси: х < 0

тгси:



Г i  2 Координата <клари билан кесишиш нуктаси: (0. 0). Асимпто- 
Г а л . £ х - Т «  » ; - ! « * —  ДП. =  2 х - . . х < 0 Дафунк- 
ш,- * ва х > 2  да V  Ботик- П7. Аникланиш со^аси: х > 0 .  Асимп
тота™ х = 0 < у - + » )  * -  I Д3 ■ * * “  1• Боти1<- ,18' ф>нкция' 
нинг даври 2 л га тенг ва координата уклари билан кесишиш нукта-

лари: (0 ; I), ( j .  о ), ( ° ) - &  ” * * »  “  “ 7 "  "  * =

=  “ ■ Д5 miny =  ■ ~  • Эгилиш нукталари: . o j; (Я +

- З У 1 ?\  / 3 Л  (  п - , г. 3 KTF \
+  a r c s i n  1 / 4 ,  — — ------- I ;  f  — я .  ° j  у  2 я  — a r c s i n  1 / 4 . — - — J .

119. Функциянинг даври 2 я  га тенг, графиги координата бошига нис-
я  3 У Т  я

батан симметрик. х  =  — да шаху = -----  ва х =  — — да пипу =
3 4 3

— з Уз ^ / 1 - з ) / ^
=“ --- -----. Эгилиш нукталари: (—я; 0), I — я  -|- arc cos — ,-----—  ,

4 \ 4 16 /
I з у  15 \

(0, 0). | я — сгссо? 1/4,---—---  J, (я, 0), 120. Функциянинг даври

/ я \ я  52 я  га тенг; у (0) =  у \ — ) =  у (п) — 0 х =  — ва х =  —я да таху=

1 я  3
“  J !  х =  — да miny =  0. х «= — я  да у = — 2. Эгилиш нукталари :

. i + 1/ з з  Узз — I 1-4-1 /3 3
х — arc sin -----, х =  я  +  arc sin---- -----, х = я —arcsin ------- 'о 8 8

Узз - I  я
* ~  1 я  — arc м п --- ё--- • 121. Аницланиш сохгси: х ф ------(-в 2
+  * я ,  k£Z Даври 2 я  га тенг. Асимптоталари: у = 

k ^Z ' ( — *2; *2 Л) °Р а-™*да * =  °  «УПтада шаху = 1, х = я

да miny = (О. f )  ва ( | ; я )  да V  ( - | ;  о ) ва (я ;  I  я )  

да / .  122. Координата бошига нисбатан симметрик. Асимптоталари:
х  Я  1 д

У “  2 ' 8Гар б?л<*  ва у =  — -—  агар х-* — во бр-
2 —  я

С3' * ~  4 ла maxv =  1 “a x ' »  “  да min у =- — 1, Эгилиш

301



нуктаси: (0 ; 0). 123. Аникланиш соуки: | х | S* 1; (о, — } — сим-

Зх— л — 2 V 'T
метрия маркази. Асимптотаси: х-*- оо да у  — — -—  х2 3

да шаху = ------ -------  ж  — 4,4 х =  — -—  да miny =
о 3

— 6 Уз — 5 л J4  2 Уз 

6 У з -  л
ж  1,2; (—  оо, — 1) ораликдт каваРиЧ- *24. Аникланиш 

6
со у с  и Я; графиги ординаталар укига нисбатан симметрик. Асимптотаси: 
у =  я . х > 0  да / .  у  (+ 0 ) =  2. 125. Аникланиш со^аси: Я. Асимп-

тоталари: х-*- — оо да у =  — ва х-^ +  оо да у =  х. Координата у к
Л

лари билан кесишиш нуктаси (о ; Ботик- 126. Аникланиш соцаси

|Я; координаталар бошига нисбатан симметрик. Асимптотаси: у = 0 .
Я  ЯX = 1 да шаху =* —; х = — 1 да miny = — —; у (1 — 0 ) = I

у ' (1+0 )  =  — 1. Эгилиш нуктаси: (0; 0). 127. Дарри 2 я ; ордината
лар Укига нисбатан симметрик. х =  0  да max у =  е ва х =  я  да miny =

1 _  К Г - 1=  — . Эгилиш нукталари: х =  arccos --- ----  ва х == 2 я —
е __ 2

У ъ  — 1
— arc cos --- ----  128. Асимптоталари: х -*-— оо да у =  е ' х  ва

х оо да у  =  е ~ п/2. Функция \ .  Эгилиш нуктаси: «*гс,г1/2 )•

129. Аникланиш со^аси: 2к я  <  х <  (2k +  1) л, к £ Z. Даври 2 я. Асимп

тот алари: х =  к я . х = - ^ + 2* л д а  m iny=  1, A£Z.  130. Аникла

ниш со^аси: х >  — 1; х ф  0; у  (— 0) =  у (+  0) =  е. Асимптоталари: 

х =  — 1, у =  1 Ботик- 131.---j .  132. — 2 . 133. 1/3. 134. 1/6 .

135. 1/2. 136. l/6 -lna. 137. 1. 138. 0. 139. с*/р. 140. 1.
(— 1)т ~л (2т -4- 1)

141. ---- ----- 1 142. 1/2. 143. 1. 144. tx. Р V . y > 0  булса,
2 1

0; ( а с О .  Р V , а  =  0. Р < 0 ) булиб, у =* 0 булса, 0: +  оо, агар 
у <  0  (а. Р — V ) ёки y = 0  (a >  0, Р — V;  а  =  0 , Р >  0) булса. 
■+- оо; агар а  =  Р =  у  =  0 булса. 1. 145. Агар а  >  1 ёки а  =  1, Р >  
> — 1 булса. 0 ; агар <х — 1. р =  — 1 булса, 1; агар а  <  1 ё к и а =  1,

а  —  В
р <  — 1 булса. +  оо. 146. 0. 147. 0. 148. 0. 149. — — . 150. е. 
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151. е ~ 7 , я . 152 1. 153. I. 154. 1. 155. 1. 156. — I .  157. I/a. 158. I 

159. г|/3. 160 0. 161. -  у .  162. e. 163. 1 184. 1. 165. е ~ 2, я. 166.0. 

_  2167. +  ос. 168. ---. 169. 1/3. 170. 0. Агар 0.<  а <  1 ( а — У)б£л-
л

са, 0 ; агар а >  I (а  — у )  булса. +  ао.

VIII б о б

| __I I ___2 _______  ____ — — 3. — (arete*)*. 4. In | In (1пх)|.
3 2

5 . -----‘ — . 6 . — arcsin —  7. — x — 2e ~x'2 +  21n (I +  e"*2).
J/'x« -  1 *x|

8 . Аггр x >  1 булса, | x* — 1 — 2ln ( j ' x  — 1 — } r x +  1 ) агар x <

<  — 1 б£-лса, — ) x*— 1 -f- 2ln ( V —x +  1 +  V  — x  —  I). 9. ^  —

4 2 \ , ______  _
— — s i n*x+— sin'xl M in*x  . 10. 2 arc tg > x I I .  2 s g n x X

X In ( I  Й + 1  11 +  *  I), (x (x- f 1) > 0 ). 12. - -  t ~ x% 13. |ПШ<- .
2 101

______________ I /  x  I
14. -jr V 1 — sin2x. 15. — — arctg ( tg — -  16. ln ! tg

2  )  2  \  V 2  I  • 2

x

1 . x1 -(- x У  2 -f I . 1  x V 2  . .  I 
17- — —  In --------— ---  + ---—  arctg ------  18. . .  _ _  I  H I  U g  'O *  _  ___

4 2 x* — x VA2 +  1 2 ^ 2  1 — * 2 к 2

, х 1 - х / Г + 1  I I V  -  2Ж I

"  x. +  x K 2 + l ’ ’ 2 (In 3 - ln 2 ) "  [ з '  +  И *

20. 2 К 1 +  x*. 21. 2arctg e*. 22. у  | I — x* +  j- arcsinx.

23. — }  1 x* -+- arcsinx. 24. — -j cos*x +  -̂  Jn  (1 +  cos* x).

25. (arctg У 7 )*. 26. — xcosx +  sinx. 27. — (x +  1) e ~ x .
x "+1 /  1 \  _______

28. — — j-^lnx — )<n Ф  — 1). 29. xarcsinx +  \ r  I +  x*. 30.

* * + 1  _rt ... arcsinx
—  ,  . 3 , ------------------------- l+ K l  -**

32. xarctgx — 
x I
2 I

-cosx-ln  (tgx). 35. [sin (lnx) +  cos (lnx)). 26 acosbx +  b™ b x
a« + *

— 2 In (1 +  x«). 33. x In (x +  V \  +  x») — y ‘ l +  x«. 34. In I tg -  I —
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e sin bx — b cos bx 2 3/2 Л  .  4 ,
X ‘ a'- 37- ------^ ‘  '  38- 3 * V n x ~ l  lru +

8 \ I *}* **
4- -  I. 39. ------  (2 — sin2x — cos2x). 40. (arctgx)* —

9 ) 8  i
1 1 — X* 1 +  X

— xarctgx +  —  ln (1 +  хг). 41. x — -  - I n  j _  ^ •

42. (x* +  2)ch x — 2x sh x. 43. — - ^ ( l n *  x +  3/2 ln* x + 3 /2  In x + 3 /4 ).

44. x t g *  +  l n | c o s x | .  45. — x +  4 * l n ( l +  e * * ) - « “  * arcctg e*. 462

2 <x+lf (i+ 3 )' 3 (*-l>
x — 1 1 5x-t-6---- . 48.— -------- -f
x +  2 I x*-3x-f2

x — 1 | 1 1 . (x-f 1)* 1 . (x+ 1)*
-|-4ln ----  . 49. — arcctgx-i----ln --------. 5 0 . — l n -------- -f
T  x - 2 1  2 8 4 x * + l  6 i* *- x + l

1 2x— I . 1 . (x — 1)* 1 2 x + l
• ,u  arctg — r — • 51. In ■ -f- .— arctg ,—  . 52./5 Уз 6 x*+x+i ^ Уз K /3
—  arcctg x — 1/4 I n I . 53. 1/4 In I —---- — —— arctg x 54.
2 x* +  1 | x -f 1 2
1 x* — 1 1 1 , (1 -fx)* 1

— =rarctg . 55. — — --- - f — In--------- + — arctgx —
V 2 x/ 2  6(l+ x ) 6 1—x+x* 2

1 2x — 1 1 3 3
— — r=- arete — 7= —. 56. — -------- -------------- --------- —

З У З  6 У З  96(x— 1)** 97(x— I ) * 7 98(x— l),e
1------- 1 , I x1 1 x* 1 x* +  1 

------  57. —  ln J  ' .58. —  +  —  ln o . 59.
99 (x— 1)** 7 (1+x’)* 4 ' 4 (x« +  2)«

I 1 + х / З + х *  1 1 . л 1 Г 1
I f f ,-х Кз% х *  '+ Т агс‘вх+Т  uct* x - в0- a I*  ln(x,+
+ ,+  , )-  ‘ a r c ig ^ - - *  ln if L ± i^ _  > c tg ^ 'l.

У з  У з  6 x *- x + l 2 У З  K K 3 j

61. 2 У х  —  2 1 n (l +  / i ) .  64. 6/ — 3 /»-2/* +  —  /*+ —  +2 5 /
+  3 In (1 f*) — 6 a rc tg /, бунда I  =  у x +  I 65.

—  — • t r -  • 66. -y- — x ^ xt  -*■ -f — ln |x + K x « — 1 \. 67. - t * -
1+ У x 2 2 2 1 4
3 15 27 2<4-l

— —  /* — 3/4 In|< — I | +  —  ln (/* +  / +  2) — ^ 7j  arctg - y =  ,

бунда t - V i + x .  68. 2 { / Ш . в9. _  +  « ,n W ; » + g  +
3 \ x- 1  1+/' ' # 2  I- / K 2 +C

a I — I* * Г Т 2 Г . x+ ш & 1 vf' бунда t=V ж t +Vx ~



3-2х
_  —!_ /(* <  I + J t ) ) — —- l n ( V ~ * + V l  +  * ) -7 l .  4 I H -x + x *

2 2
T / , _________ \ , \ 2 - x + 2 ) r x * + x + l

- -i-ln( x +jr+^ ,+Jt+JtT 72' * JC+1
2 — x  74 p  ln (x+ 1 +  R) — К  2 In I £ +  2 +  ^  -,бун-

3(1—x)* I x_________
__________14- 2x | З +  х  +  2/ l —x - x J

д-i R  =  VxH-2x+2. 75. arcsin ■ .̂-g-  +  In ------- T + *
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4 +  6 20 • ,37‘ T +  ~  +

, sin 4x . sin 6x . sin Юх sh8x sh6x 2 I
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+
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4 [  a* +  b*
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>  I ) . 193. ф  In — — - — In | x* — 1 !) +  ——  • In* — —  
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чи. 38. Якинлашувчи. 39. Якинлашувчи. 40. 0 < а <  I да якинлашувчи, 
а>1 да узоклашувчи. 41. Узоклашувчи. 42. Якинлашувчи. 43. Якинла- 
шувчи. 44. Якинлашувчи. 45. Якинлашувчи. 46. Якинлашувчи. 47. а < е  да 
якинлашувчи, а > е  да узоклашувчи. 48. Узоклашувчи. 49. Узоклашувчи.

р
50. Якинлашувчи. 51. Узоклашувчи. 52. Якинлашувчи. 53. у  +  q >  1

да якинлашувчи. 54. р>3/2 да якинлашувчи. 55. Узоклашувчи. 56. Узок
лашувчи. 57. Якинлашувчи. 58. q > p  да якинлашувчи. 59. a(q—p ) > l  
ла якинлашувчи. 60. р >  I да якинлашувчи. 61. \ /q ,  р >  1 да якин-

1
лашувчи, р — 1, <7 >  1 да якинлашувчи. 62. а  >  —  да якинлашувчи.

63. Узоклашувчи. 64. Узоклашувчи. 65. Якинлашувчи. 66 . Якинлашув
чи. 67. Якинлашувчи. 68 . а <  — 1 да якинлашувчи. 69. Якинлашувчи.
70. Узоклашувчи. 71. Якинлашувчи. 72. Якинлашувчи. 73. Якинлашувчи. 
М . Якинлашувчи. 75. Узоклашувчи. 76. а > 2  да якинлашувчи. а ^ 2  
Да узоклашувчи. 77. Узоклашувчи. 78. Якинлашувчи. 79. Якинлашув
чи. 80. Якинлашувчи. 81. Якинлашувчи. 82. Якинлашувчи. 111. Якин-
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лашувчи. 112. Якинлашувчи. 113. Якинлашувчи. 114. Узоклашувчи
115. Якинлашувчи. 116. Якинлашувчи. 117. Якинлашувчи. 118. Як ни- 
лашувчи. 119. Якинлашувчи. 120. Якинлашувчи. 121. Узоклашувчи. 
122. Якинлашувчи. 123. Якинлашувчи. 124. Якинлашувчи. 12 5. Узокла
шувчи. 126. Узоклашувчи. 127. Якинлашувчи. 128. р  >  1 да абсолют 
якинлашувчи. 0 < р ^ 1  да шартли якинлашувчи. 129. р >  1 да абсо
лют якинлашувчи, 0 < р ^  1 да шартли якинлашувчи. 130. р > \  да 

1
абсолют якинлгшпвчи. у  </> <  1 да шартли якинлашувчи. 131.

я  я
| ж— * л | <  —  да абсолют якинлашувчи. х = «я± —- да шартли якин-

4 4
1

лашувчи. 132. р >  1 да абсолют якинлашувчи, —  < р  ^  I да шартли

якинлашувчи. 133. Шартли якинлашувчи. 134. Абсолют якинлашувчи. 
135. Узоклашувчи. 136. р  > 2  да абсолют якинлашувчи, 0 <  р ^  2 
да шартли якинлашувчи. 137. Шартли якинлашувчи.
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