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С ?3  БОШ И

Алгебра — математиканинг алгебраик амалларни урга- 
нувчи булими. Энг содда алгебраик амаллар — натурал 
сонлар ва мусбат рационал сонлар устидаги амаллардир. 
Уларнинг барча асосий хоссалари кадим замонларда маъ- 
лум булган. Алгебраик фикр ва белгиларнинг ривожлани- 
шига Диофант "Арифметика"сининг (эрамизнинг III асри) 
таъсири катта булган. Алгебранинг бундан кейинги ри- 
вожланишига Хивада тугилган ва IX асрда яшаган мате­
матик ва астроном Мухаммад ибн Мусо ал-Хоразмийнинг 
"Ал-жабр ва ал-мукобала" асарининг таъсири жуда катта 
булган. "Алгебра" атамаси Хоразмийнинг ана шу асари­
нинг номидан олинган. Бу асарда биринчи ва иккинчи 
даражали алгебраик тенгламаларни ечишга келтирилади- 
ган масалаларни ечишнинг умумий усуллари берилган.

XV асрнинг охирига келиб, шу давргача математик асар- 
ларда ишлатилган алгебраик амалларнинг узундан-узун 
сузли ифодалари урнига ^озир кабул килинган + ва -  
ишоралари, даража, илдиз ва кавс белгилари пайдо булди. 
Ф. Виет (XVI асрнинг охири) биринчи булиб номаълум- 
лар ва масалаларда берилган катталиклар учун харфий бел- 
гиларни ишлата бошлади. XVII асрнинг урталарига келиб 
асосан ^озирги замонда ишлатилаётган алгебраик белги- 
лашлар кабул цилинди.

XVII—XVIII асрларда "Алгебра" деб алгебраик тенгла­
маларни ечиш ва ^арфий формулаларни айний узгарти- 
риш \акидаги фан тушунилган. XVIII асрнинг урталарига 
келганда алгебра хозир "элементар алгебра" деб тушуни- 
ладиган ^ажмда юксалди.
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XVIII—XIX асрлар алгебраси — бу асосан купхдцлар 
алгебрасидир. Бир номаълумли алгебраик тенгламалар 
назарияси билан бирга бир неча номаълумли алгебраик 
тенгламалар тизимларини ечиш назарияси ^ам ривожлан- 
ди. Хусусан, чизикли тенгламалар тизимлари назарияси 
яхши ривожланди, матрица ва детерминант тушунчалари 
пайдо булди.

XIX асрнинг урталаридан бошлаб, алгебрада ихтиёрий 
алгебраик амалларни урганиш масалалари пайдо булди. 
XX асрнинг бошларида Д. Гильберт, Э. Ш тейниц, Э. Ар- 
тин ва Э. Нетер каби математиклар асарлари таъсирида 
ихтиёрий алгебраик амалларни урганиш алгебранинг асо- 
сий масаласига айланди ва х,озир хам шундай булиб к>ол- 
мокда.

Алгебранинг хозирги замон математикасидаги адами- 
яти нихоятда катта. Умуман, хозирги замон математика- 
си куп булимларининг "алгебраиклашиши" кучайиб бор- 
мокда. Математика бошк,а булимлари масалаларининг ал­
гебра тилига утказилиши, уларни ечиш учун ни^оятда 
унумли булган формал алгебраик х,исоблашларни татбик, 
к^лишга имкон беради. Кейинги вак^ларда математикада 
бу йул билан мухим ихтиролар кддинган (масалан, топо- 
логияда). Алгебранинг физикада, кибернетикада ва мате­
матик ик^исодда мухим татбиклари бор.

Мазкур китоб университетлар ва пединститутлар ма­
тематика булимлари талабаларига мулжалланган булиб, уч 
Кисмдан иборат. Бу к^смлар Тошкент давлат университе- 
тида укитиладиган алгебра курси укув дастурига мос ке- 
лади.

Китобнинг 67- ва 68-параграфларини ёзиш да доц. 
Б. Турсунов як,индан ёрдам берди. Муаллифлар унга уз 
миннатдорчиликларини билдирадилар.

Китоб хакдцаги фикр-муло^азаларни муаллифлар мам- 
нунлик билан к,абул к;иладилар ва олдиндан миннатдор- 
лик билдирадилар.



Биринчи боб. 
ТУПЛАМЛАР ВА ФУНКЦИЯ Л АР

1-§. ТУПЛАМЛАР

Туплам ^озирги кунда математиканинг энг умумий ва 
шу билан бирга энг бошлангич тушунчаларидан биридир.

Математикада туплам деганда нарсаларнинг, ходиса- 
ларнинг ихтиёрий мажмуи (синфи, бирлашмаси) тушу- 
нилади. Тупламни ташкил этувчи нарсалар, ходисалар 
унинг элементлари деб аталади. Купинча тупламнинг эле- 
ментлари узларининг бир ёки бир нечта хосса ва белгила- 
ри билан тупламга кирмаган нарсалардан, щцисалардан 
ажралиб туради.

Тупламга кирувчи барча элементлар турли ^исоблана- 
ди, яъни унда айнан бир хил элементлар булмайди.

Одатда тупламларни катта лотин харфлари билан, улар- 
нинг элементларини эса кичик лотин харфлари билан бел- 
гиланади.

Тупламларга мисоллар:
1) Ер юзидаги барча одамлар туплами;
2) Ер юзидаги барча давлатлар туплами;
3) Ушбу 1, 2, 3, 4 сонлардан иборат туплам; элемент­

лари бу усулда бирин-кетин таърифлаб берилган туплам­
ларни куйидагича белгилаш кабул килинган: {1, 2, 3, 4};

4) N  = {1, 2, п) -  1 дан п сонигача булган натурал 
сонлар тУплами;

5) N  = {15 2, 3, ...} — барча натурал сонлар туплами;
6) Z  — барча бутун сонлар туплами;
Ъ Q —■ барча рационал сонлар туплами;
8) Я — барча хакикий сонлар туплами.
Бундан кейин хам Nn, N, Z, Q, R  белгиларни худди шу 

тупламлар учун ишлатамиз.
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Кулайлик учун бирорта хам элементга эга булмаган 
туплам хам курилади. Уни буш туплам деб аталади ва 0  
билан белгиланади.

Ушбу х  Е А  ёзув билан х  элемент А  тупламнинг эле­
мента эканлиги белгиланади; бу холдах элемент Л туплам - 
га тегишли (А тупламда ётади) дейилади. Акс х,ол яъни х  
элементнинг А тупламга тегишли эмаслиги х  G А билан 
белгиланади.

Т а ъ р и ф .  Агар А тупламнинг %ар бир элементи В 
тупламга хдм тегишли булса, А туплам В тупламнинг цисм 
туплами (цисми) дейилади ва А С  В ёки В 2  А билан белги­
ланади.

Бу холда В  туплам А тупламдан катта ёки тенг, А туплам 
эса В  тупламдан кичик ёки тенг хам дейилади. Ушбу "С" 
ва "2" белгилар эса тупламлар орасидаги тенгсизлик му- 
носабати дейилади.

Масалан, юк,оридаги мисолимизда N  туплам Z  туплам­
нинг kjicm  туплами, N  С Z.

Бу таърифдан бевосита куйидаги хоссалар келиб чи- 
кади:

1) Буш туплам хар к,андай А тупламнинг кием т^пла- 
мидир, яъни 0  С А\

2) Хар кандай А туплам учун A Q А (тенгсизликнинг 
рефлексивлик хоссаси);

3) Агар А С В ва В С С булса, у холда А С С (тенгсиз­
ликнинг транзитивлик хоссаси).

Агар А С В булса, купинча А нинг элементлари В нинг 
А  га кирмаган элементларидан бир ёки бир нечта хосса­
лар билан ажралиб туради. Бундай в^исм тупламларни куйи- 
дагича белгилаймиз:

А = { х Е .В \ х Е .  А ни  белгилайдиган хоссалар }.
Масалан,
А = {п Е N  | п сони 3 га булинганда к;олдик; 1}, яъни А 

туплам биринчи хади 1 ва айирмаси 3 булган арифметик 
прогрессия хадларидан иборат.

Т а ъ р и ф .  Агар А С  В ва В С А б^лса, А ва В тупламлар 
тенг дейилади ва А = В билан белгиланади. Акс хрл, яъни А 
ва В тупламларнинг тенгмаслиги А *  В билан белгиланади.
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Бу т а ъ р и ф д а н  тенглик муносабатининг куйидаги хос- 
салари  бевосита келиб чикади:

1) Хар кандай А туплам учун А -  А (тенгликнинг реф-
нексивлик хоссаси);

2)Агар А = В  булса, у х;олда В = А (тенгликнинг сим-
метриклик хоссаси);

3) Агар А = В ва В  = С булса, у *олда А = С (тенглик­
нинг транзитивлик хоссаси).

Агар А ва В тупламлар учун А С В  ва А *  В уринли 
булса, буни кискача А С  В  билан белгилаймиз. Ушбу "С" 
ва "Э" белгилар тупламлар орасидаги к,атъий тенгсизлик 
муносабати дейилади. Ушбу А С  В  муносабатнинг маъно- 
си шундан иборатки, А нинг *ар бир элементи В га те- 
гишли, аммо В нинг А га тегишли булмаган элементлари 
мавжуд. Масалан, юкорида келтирилган тупламлар учун 
Nn с  N  С Z  с  Q с  R.

" Равшанки, агар А С В  ва В С С булса, А С С (катьий 
тенгсизликнинг транзитивлик хоссаси).

Шуни айтиш керакки, А С В  ва В С А шартлар бир 
вак.тда уринли эмас.

Буш булмаган хар кандай А туплам иккита турли кием 
тупламга эга: 0  , А\ бу кием тупламлар хосмас кием туплам­
лар дейилади. Бошка (яъни 0  С В С А шартни каноат- 
лантирувчи) кием тупламлар хос кием тупламлар дейила­
ди. Буш туплам ва битта элементдан иборат туплам хос 
кием тупламларга эга эмас.

Элементларининг узи ^ам туплам булган тупламлар куп 
учрайди. Улар тупламлар тизими дейилади.

Масалан А туплам текисликдаги барча туьри чизиклар- 
дан иборат туплам булсин. Бу мисолда А тупламнинг эле­
менти — тукри чизикнинг узи — туплам булиб, бу туплам 
ШУ тугри чизикда ётувчи барча нукгалардан иборат. Бу 
ерда турри чизикнинг ^зи А тупламга кирадию, аммо ун- 
даги нукгаларнинг бирортаси ^ам А тупламнинг элемен­
ти эмас.

Тупламлар тизими элементларини баъзан катта лотин 
■\арфлари билан белгиланади.
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2-§. ТУПЛАМЛАР АЛГЕБРАСИ

Тупламлар устида бир нечта амаллар бажариб, бу амал- 
ларнинг хоссаларини урганамиз.

А ва В  — ихтиёрий тупламлар булсин. Бу иккита туплам- 
дан иборат {А, В} тупламлар тизимини к;араймиз.

Агар с е  А ва с G В  шартларнинг иккаласи хам Гринли 
булса, бундай с элемент А  ва В тупламларнинг ({А, В } 
тизимнинг) умумий элементы дейилади.

Т а ъ р и ф . Л в а . 5  тупламларнинг барча умумий элемент - 
ларидан тузилган туплам А ва В тупламларнинг кесишмаси 
(баъзан купайтмаси, умумий крсми) дейилади ва А П В би­
лан белгиланади.

'  Масалан, А ={0, 1, 2, 3} ва В  ={1, 3, 5, 7} булса, у холда 
А П Я ={1, 3}.

Кесишма амали таърифидан куйидаги хоссаларнинг 
уринлилиги бевосита келиб чикдци:

at) Хар кщдай А туплам учун/4 П А = А ,А П 0  = 0 Г \А  = 0- 
Хар кандай А ва В тупламлар учун А П В =В  П А 

(коммутативлик хоссаси).
а3) Хар кандай А, В, С тупламлар учун (А П В) Л С = 

= А П (В Г\ Q  (ассоциативлик хоссаси).
а4) Хар кандай А ва В тупламлар учун А 2  А П В ва 

В  2  А П В.
а5) Агар А, В, С тупламлар учун А 2  С ва В  □  С булса, 

у холда А П В  2  С.
Агар А ва В тупламларнинг кесишмаси буш туплам, 

яъни А П В  = 0  б^лса, улар кесишмайдиган тупламлар 
дейилади.

Агар х  элемент учун х  G А ва х  G В шартларнинг ками- 
да бири уринли б^лса, бундай элемент {А, В} тизимга те­
плили дейилади.

Т а ъ р и ф. {А, В) тизимга тегишли булган барча элемент- 
лардан тузилган туплам А ва В тупламларнинг бирлашма- 
си (баъзан, йитндиси) дейилади ва A U В билан белгила­
нади.

Масалан, агар А =  {0, 1, 2, 3} ва В  = {1, 3, 5, 7} булса, у 
Холда A U В = {0, 1, 2, 3, 5, 7}.



Б ирл аш м а 'амали таърифидан куйидаги хоссаларнинг 
упинлилиги бевосита келиб чикади:

b ) Хар кандай А туплам учун A U A = A , A U 0  = 0 U

А = А-b ) Хар кандай А ва В тупламлар учун A U В = В  U А 
(коммутати вл и к хоссаси).

b ) Хар кандай А, В, С тупламлар учун {A U В )  U С = А 
и  (В U С) (ассоциативлик хоссаси).

b ) Хар кандай А ва В  тупламлар учун А С A U В  ва 
В С A U В.'

Ь5) Агар А, В, С тупламлар учун А С С ва В С С булса,
у холда A  U В  С С.

Хар кандай А, В, С тупламлар учун кесишма ва бир­
лашма амалларини узаро боЕлайдиган куйидаги айният- 
лар (дистрибутивлик хоссалари) уринли:

с,) A U (В П С ) = (A U В )  П (A U С). 
с2) А Л (В  U С ) = (А П В )  U (A U С).

Буларнинг биринчисини исботлаймиз. Бунинг учун 
AU (В Г\ С )С  (А и В ) Г \  (A U С)  в а А и  (В Г \ С ) 2  (A U B )  
П (A U С ) муносабатларнинг иккаласи хам уринлилиги- 
ни курсатиш кифоя. Юкоридаги (Ь4) хоссага кура А С A U 
В ва А С A U С. Бундан а5) хоссага асосан А С (A U В ) П 
(.A U С). Юкоридаги а4) ва Ь4) хоссаларга асосан В Г\ С С 
B Q A U  В ваВГ\  С С С с  А и  С. Бундан а5) муносабатга 
кура 5  Л С С и  5 )  П U С). Натижада Ь5) хоссага 
асосан А и  (В П С ) С (A U В)  П (A U С).

Энди у 4 и ( 5 П  С)  2  (A U В )  П ( Л П  С ) муносабатни 
исботлаймиз. Фараз килайлик, (/1 U 5 )  П U С). У 
ходда x & A V J  В ъ а х & А 1 )  С. Бу ерда икки хол булиши 
мумкин: 1) х  е  А; 2) х  G А. Биринчи холда х  Е А дан х  G 
А U (В П Q  муносабат келиб чикади. Иккинчи холда х £  
А, х  е  А и  В, х  е  А U С муносабатлардан х G В  ва х  G С 
эканлиги, яъни х Е В  П С келиб чикади. Бундан х G A U 
( П С ) .  Демак иккала холда хам x G ^ U  ( 5 П  С).  Бу ерда
* элементнинг ихтиёрийлигидан (A U В) П (A U С ) С A  U

П С )  муносабатни оламиз. LLIv билан с.) хосса исбот- 
ланди. 1

9



Иккинчи айниятнинг исботи биринчининг исботига 
ухшаш; уни исботлашни укувчига ^авола к^иламиз.

Т а ъ р и ф. А тупламнинг В тупламга кирмаган элемент- 
ларидан иборат туплам А ва В тупламларнинг айирмасц 
(баъзан В нинг А даги тулдирувчиси) дейилади ва А\В билан 
белгиланади.

Масалан, агар А = {0, 1, 2, 3} ва В = {1, 3, 5, 7} булса, у 
Холда А\В  = {0, 2} ва В\А = {5, 7}.

Бу мисолдан куринадики, тупламларни айириш амали 
учун коммутативлик хоссаси хар к;андай А ва .5  тупламлар 
учун уринли эмас. Бу амал учун ассоциативлик хоссаси 
хам уринли эмас. Бунга мос мисол топишни укувчига хаво- 
ла киламиз.

3-§. АКС ЭТТИРИШ ЛАР

А ва В  буш б^лмаган тупламлар булсин.
Т а ъ р и ф. Агар бирор /  цоидага мувофщ А тупламнинг 

xflp бир х  элементига В тупламнинг бирор у  элементи мос 
куйилган булса, бу /  цоидага акс эттириш (аксланиш, акс- 
лантириш, функция) дейилади ва f : А -» В ёки у = f(x) билан 
белгиланади.

Хаётда, техникада ва бошк,а фанларда одатда / :  А -* В 
акс эттиришлар А туплам элементларининг маълум хос- 
сасини белгиловчи катталик сифатида учрайди. Масалан, 
А бирор шахардаги одамлар туплами булсин. У холда a G 
А учун f(a )  деб а одамнинг буйи узунлигини оламиз. На- 
тижада / :  А -* R акс эттириш хосил булади.

Умуман, бирор f : А -* В  акс эттириш каралса, уни А 
туплам элементларининг бирор /  хоссаси деб тушуниш 
мумкин.

А туплам/ акс эттиришнинг аникланиш сохаси, В туплам 
эса кийматлар сохаси дейилади. Бу /аксланиш даги у  эле­
мент х  элементнинг /  — тасвири (образи), х элемент эса у  
элементнинг /  — асл образи дейилади.

Агар у  G В  берилган булса, у холда унинг барча /  - асл 
образларидан иборат туплам унинг/  - асл образи дейила­
ди ва f 1 (у) оркали белгиланади.
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Ушбу f  (Л) = { у & в /  биР°Р x G A  У4^  У =f(x)} туплам,
и Л- элемент А тупламда узгарганда f(x )  нинг кабул 

^ип-ан барча кийматларидан иборат туплам А туш амнинг 
г образи дейилади. Равш анки/(Я) С В.

Масалан, f : R -*■ R — функция f(x) = х 2 коида буйича
бир ^акикий сонга унинг квадратини мос куйган булса, 

у холда f(R )  манфий булмаган хакикий сонлар туплами- 
дан иборат.

Агар f : A - *  В акс эттириш учун шундай b0 G В  элемент 
мавжуд булсаки, барча х  G А элементлар учун f(x )  = Ь0 
булса, униузгармас акс эттириш (функция) дейилади. Унинг 
учун/  Y V  = А ва бошк>а *аР кандай Ь Е В  учун f  ^b )  = 0 .

Т а ъ р и ф .  Агар f : A  -* В ва g : А -* В акс эттиришлар 
xflp бир х  £  А учун f(x )  = g(x) тенгликни к,аноатлантирса, 
умр тенг дейилади ва бу муносабат f = g  куринишда ёзи- 
лади.

Берилган А ва В  тупламлар учун барча f ; А -* В акс 
эттиришлардан иборат тупламни В А оркали белгилаймиз.

Aj туплам А нинг бирор кием туплами булсин. Х,ар бир 
х  G А: учун f / x )  = f(x )  тенглик билан аникланган/; :А 1 -*• В 
акс эттириш / акс эттиришнинг торайиши, / акс эттириш 
эса f 1 акс эттиришнинг кенгайиши (давоми) дейилади.

Масалан, R  тупламда аникланган f(x )  = J \x \  функция 
[О, +оо) тупламда аникланган f / x )  = J~x функциянинг 
давомидир.

Т а ъ р и ф .  Агар/ :А -* В акс эттириш учун х,ар бир у  G В 
элемент А тупламда камида бир /  — асл образга эга булса 
бундай акс эттириш сюръекция дейилади.

Т а ъ р и ф .  Агар/ :  А -» В акс эттириш учун х,ар бир у £  В 
элемент биттадан ортик, /  — асл образга эга булмаса (яъни 
А да ётувчи х р х2 элементлар учун f ( x )  -  f ( x )  тенгликдан 
х, = х2 тенглик келиб чик;са), бундай акс эттириш инъекция 
дейилади.

Т а ъ р и ф .  Бир вак,тда х,ам сюръекция ва х,ам инъекция 
улган f : A - * B  акс эттириш биекция (узаро бир циймапыи 

оксланиш) дейилади.
* * * * *  айттанда,/: А -* В  акслантириш биекция були- 

M eH^jn 5 у* идаги шартни каноатлантириши керак: х  эле-
т А тупламдаги хар бир кийматни бир мартадан кабул
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кдлиб узгарганда бу вакгда у  = f(x )  функция В  тУпламдаги 
х,ар бир кийматни фацат бир марта кабул цилган холда 
узгаради.

Юкррида келтирилган/ :  R -* R ,f(x ) = х2 функция сюръ- 
екция хам эмас, инъекция хам эмас. Чунки манфий сон- 
ларнинг бирорта хам асл образи мавжуд эмас, мусбат сон- 
ларнинг хар бири эса иккитадан асл образга эга. Агар 
К  = [ 0 ,  + 00 ) белгилаш киритиб, / , ;  R -» R+, f(x )  = х2 
функцияни карасак, у сюръекция булади. Ушбу/2; Щ  -* Я, 
f(x)  = х2 функция инъекция ъ а/3 : Щ -* f / x )  = х2 функ­
ция эса биекция булади.

Ихтиёрий иккита f : А -* В  ва g : В -* С акс эттиришлар 
берилган булсин.

Т а  ъ р и ф. Хар бир х  G А учун ушбу р(х) = g(f(x)) муноса - 
бат билан аник,ланган р : А -* С акс эттиришга f  ва g акс 
эттиришларнинг композицияси (суперпозицияси, баъзан 
купайтмаси) дейилади ва р = g f билан белгиланади.

Агар А = В = С б^лса, у холда g f : А -* А композиция 
билан б и р г а ^ .Л  -+ А композиция хам каралиши м ум кин. 
Бу ^олда умуман ай тган д а ,^  *  gf. Масалан, агар/ :  R-> R, 

f ( x )  =  х 2, g : R  -* R, g (x) = х  + 1 булса ,  у холда 
f(g(x)) = f(x  + 1) =  (х  +  I)2 ва gf(x) = g(x2)  -  x2 + 1. Демак

1 - т е о р е м а .  X,ap кандай учта f :А -* В, g : В -* С, 
h : С-> D акс эттиришлар учун h(gf) = (hg)f

И с б о т .  Х аки к атан  хам хар бир х  G А учун 
h(gf)(x) = h(gf(x)) = h(g(f(x))) ва (hg)f(x) = hg(f(x)) = h(g(f(x))).

Бу теоремадаги айният акс эттиришлар композиция- 
сининг ассоциативлик хоссаси дейилади.

Хар кандай А тупламнинг барча х  G А элементлари 
учун е(х) = е тенглик билан аникланган е = еА : А -*• А акс 
эттириш А тупламнинг айний аксланиши (бирлик аксла- 
ниши) дейилади.

Равшанки, хар кандай А туплам учун бирлик аксла- 
ниш еА:А -* А — биекциядир. Бирлик аксланишларнинг 
асосий хоссаси шуки, хар кандай f : А  -* В  акс эттириш 
УЧУИ f eA -  eBf = f

Т а ъ р и ф .  Агар / ;  А -*■ В акс эттириш учун шундай 
g : В -* А акс эттириш мавжуд булсаки, g f  = еА ва fg =  ев
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„ ти булса, бундай /  акс эттириш тескариланувчи, g акс 
ImmupuM э с а /г а  тескари дейилади.

Таърифдан куринадики, g акс эттириш х,ам тескарила- 
■вчи ва f  акс эттириш унга тескари булади.

2 - т е о р е м а .  Агар /  акс эттиришнинг тескариси м ав­
жуд булса, у  ягона.

И с б о т .  Фараз килайлик, g : B  -* А ва h : В -*■ А акс 
эггириш лар/га тескари булсин, яъни gf=  eA, h f=  eA,fg  = ев, 
fh = eB. y  холда h(fg) = heB = h, (hf)g = e ^  = g. Булардан акс 
эггиришлар композициясининг ассоциативлик хоссасига 
асосан h - g .

А га р /а к с  эттиришнинг тескариси мавжуд булса, уш-' 
f-> билан белгилаймиз.

3 - т е о р е м а .  Акс эттиришнинг тескаршганувчи були- 
ши учун унинг биекция булиши зарур ва кифоя.

И с б о т .  Зарурлиги. Агар f  : А В акс эттириш тескари- 
ланувчи ва g : В -* А — унга тескари акс эттириш б^лса, у 
холда g f  = fg  = е в ва хар бир у  & В  учун 
f(g(y)) =  (fs)(y) =  е/ у )  =  у- Бундан g(y) G А элемент у  эле- 
ментнинг / -  асл образи эканлиги келиб чикади. Бу ерда 
у  G В ихтиёрий булганлиги учун /  — сюръекция булади. 
Агар бирор хрс2 G А элементлар учун f ( x )  = f ( x j  булса, у 
Холда х , = е / х )  = gf(xf) = g f(x )  =  e j x j  = х2, яъни / — инъ­
екция. Демак /  — биекция.

Кифоялиги. Энди f - . A ^ - B — биекция булсин. У холда 
хар бир у  G В  учун ягона /  - асл образ мавжуд. Уни g(y) 
билан белгилаб, g : В  -* А акс эттиришни хосил киламиз. 
Бу акс эттириш /  акс эттиришга тескари, чунки хар кан­
дай у  G В учун fg(y) = f(g(yj)  = у  ва хар кандай х G А учун 
Sf(x)  = g(f(x)) = х. Демак, /  нинг тескариси мавжуд.

Мисоллар: 1) Агар a G R ва а *  0 булса, у холда/ :  R-* R,
f(x) = ах функция биекция. Унинг тескариси g : R  -* R,
8(У) =  - .  а

2) Ихтиёрий b G R  учун / ;  R -*• R, f(x )  = х + b функция 
цнекциядир. Унинг тескариси g : R  -* R, g(y) = у  -  b. 
f( _  /Лц'аР a, b g  R  ва a * 0 булса, у холда / :  R -* R, 

тескариланувчи, унинг тескариси g : R -* R, 
Шунинг учун/ва^ф ункциялар — биекциялар.
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4 - т е о р е м а .  Агар / :  А -* В ва g : В -> С — биекциялар 
булса, у  х,олда уларнинг композициям gf: А -* С %ам биекци- 
ядир ва (g f)1 = f-1g '1.

И с б о т. Берилган /  ва g акс эттиришлар биекция бул- 
гани учун f 1: В  -» А ва g - ': С -* В акс эттиришлар мавжуд. 
Демак f~lg '1: С -* А  композиция хам мавжуд. Компози- 
циянинг ассоциативлигига асосан (gOCf^g'1)  = g(ff'l)g '1 = 
= (& Jg '1 = gg'1 = ес ва ( f lg 'l)(gf) = f ,(gg ,) f = f 1(ecf)  = f ]f  = 
=  еА. Бувдан g f  акс эттиришнинг тескариланувчилиги ва 
(SO'1 = f g '1 келиб чикдди. 3-теоремага асосан g f  — биек­
ция.

Т а ъ р и ф .  А тупламнинг узини узига / ;  А -> А биекцияси 
А тупламнинг узгартириши (алмаштириши) дейилади.

А тупламнинг барча узгартиришлар тупламини GA ор- 
к,али белгилаймиз.

Т а ъ р и ф .  Ga тупламнинг Н  к,исм туплами цуйидаги 
шартигарни к,аноатлантирса, у  узгартиришлар гурухи дейи­
лади:

flj) Н  тупламдаги ихтиёрий иккита f  g  узгартиришлар- 
нинг fg  ва g f  композициялари %ам Н  га тегишли;

д^) А тупламнинг бирлик ел узгартириш у,ам Н  тупламга 
тегишли;

д3) *ар бир / Е  Н  учунf  Е Н.
4-теорема, 3-теореманинг натижаси ва бирлик еЛ акс 

эттиришнинг биекция эканлиги, СА тупламнинг узи д;ам 
узгартиришлар гурух,ини х,осил цилишини курсатади.

М и с о л л а р :  1) К  тупламдаги f / x )  = ах(а Е R, а 0) 
куринишидаги барча функциялар Н  узгартиришлар гуру- 
Хини хосил кдлади. Ха^ицатан:

а) Агар f / x )  = ах, f / x )  = Ьх булса, у холда (fa - f j fx )  = abx, 
(fb - fj(x )  = abx, яъни f j b E H, f / a E H;

б) e /x )  = f / x )  = x , f ,  = eR G H;
в) f ' l(x) = a 'x; демак f ; 1 E H.
2) R тупламдаги g /x )  = x+a (a E R) куринишидаги бар­

ча функциялардан иборат Р  туплам хам узгартиришлар 
гурухини хосил к,илади:

а) Агар g / x )  = х  + a, g / x )  = х  + Ь булса, у холда
SJSb ~  &Ь&а ~  &а+Ъ ^
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в) агар gg /x )  = X + а булса, у х>олда ga ‘(x) = х  -  а; демак 

g;1 в  * - е  р '

4-§. ТУПЛАМЛАРНИНГ 1^УВВАТИ

Т а ъ  р и ф. Агар А ва В тупламлар учун/ :  А -* В биекция 
мавжуд булса, улар_тенг куввапии тупламлар дейилади. Бу 
муносабатни А = В билан белгилаймиз.

Илгариги "параграфда келтирилган биекцияларнинг 
хоссаларидан (яъни бирлик еа акс эттиришнинг биекция 
эканлигидан, 3-теореманинг натижасидан ва 4-теорема- 
дан) тупламлар тенг кувватлилик муносабатининг куйи- 
даги хоссалари бевосита келиб чи^ади:

а) Хар кандай А туплам учун А = А (рефлексивлик).
б) Агар А = В булса, у холда В = А (симметрикиик).
в) Агар А = В ва В = С булса, у холда А = С (транзи- 

тивлик).
Равшанки, агар т л булса, N m = {1, 2, ...,т} ва NH = {1,

2, ..., п) тупламлар учун N m * Nn ■
Агар буш булмаган А туплам учун шундай п мавжуд

булсаки, А = N„ булса, А чекли туплам дейилади. Бундай 
тупламни А = {аг  <зл} куринишида ёзиш мумкин, яъни 
А тупламнинг элементлари сони я га тенг. Аксинча, агар
А ни шундай куринишда ёзиш мумкин булса, А = N„ . Бу 
чекли тупламларнинг тенг кувватлилиги улардаги элемент­
лар сонининг тенглиги демакдир. Шунга кура, одатда

= п деб ёзилади.
Бундан буён элементларининг сони п та булган туплам­

ни ушбу {av ...,a^  ёки {ajt /  =  1,и} куринишларда ёзамиз.
Т а ъ р и ф .  N =  {1, 2, 3, ...} — барча натурал сонлар тупла­

ми билан тенг к,увватли булган туплам санок^ги дейилади.
Ундай А тупламни ушбу А = {аи аг,..., ап, ...} чексиз кет- 

ма-кетлик куринищида ёзиш мумкин. Аксинча, шундай 
, инишда ёзиш мумкин булган хар кандай туплам са-
ноклидир.
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Масалан, А = {1, 3, 5, 2я -  1, ...} — барча ток, нату, 
рал сонлардан иборат туплам санок^идир: f : N -* д 
f  (п) = 2 п -  1.

Санокди А т$т1лам элементларини бундан буён А = {а 
ап,...} ёки А = {at, i Е N) куринишларда ёзамиз. Уму1’ 

ман, бирор Т  туплам билан тенг кувватли А туплам эле- 
ментларини ушбу

А = {at, t G 7)

куринишда ёзамиз.
Санок,сиз булган чексиз тупламлар хам мавжуд.
1 - т е о р е м а .  R х;ациций сонлар туплами саноцсиздир.
И с б о т .  Маълумки, хар бир г Е R хакик,ий сон ягона 

усул билан чексиз унли каср куринишида ёзилиши мум- 
кин, яъни г = йд, oq, а2... ая . . . ,  бу ерда а0 Е Z, а, £  {0, 1,..., 
9}, / > 1 ва хар бир п натурал сон учун шундай j ,  j  > п, сон 
мавжудки, а. *  0.

Фараз кдлайлик, R  туплам санокли булсин. У холда 
уни

К  Г1> •"» Гп> -  } 0 )

кетма-кетлик куринишида ёзиш мумкин. Хар бир г. ни 
чексиз унли каср куринишида ёзиб оламиз:

г = а<0> д<°> а(0)'о 0 ’ и 1 2 "
= Я<», О*1* ..
= а<2>, а\2> а<2> ..

= а(0к), o f  ..

Ч0)
аО)

а<2>

а<*> ...

Энди ушбу г =  Ь0, Ьр Ь2 ... Ьп... чексиз унли каср кури- 
нишидаги ифодаси билан берилган гхак,ик^1й сонни куйи- 
дагича тузамиз: Ь0 *  я0(0), Ь0 *  0, Ь] *  а ^ \  Ь1 0 ,..., bn *  a f, 
bn *  0, ... . Бу сон хакикий сон б^лгани учун (1) кетма- 
кетликда учраши керак. Демак бирор т Е  N  учун г = гя- 
Бу холда Ьт = ат(т> булади. Бу эса г нинг тузилишига зиЛ-
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Олинган царама-каршилик R нинг саноксизлигини 

курсатади.
R х,акикий сонлар тупламининг кувватини континиум

куввати деб аталади.
Агар тупламлар кувватини чекли тупламлардаги эле­

ментлар сонининг чексиз тУпламларга умумлашмаси деб 
Каралса, 1 -теорема чексиз тупламлар учун турли кувват- 
лар мавжуд эканини кУрсатади.

5-§. ИХТИЁРИЙ ТУПЛАМЛАР ТИ ЗИ М И  
У СТИДА АМАЛЛАР

Агар А тупламлар тизими Т туплам билан тенг кувват- 
ли ва А нинг t G Т  га мос элементи Ву туплам булса, А ни 
ушбу

А =  {В, t G 7}

кУринишда ёзилади. Хусусан, Т =  {1, ..., £} — чекли булса, 
A = {BV Вк) кУринишда ёзилади ва уни чекли тизим 
дейилади. Агар Т  = {1, 2, п, ...} — санокли булса, А ни 
А = {Bv В2, ..., В^ ...} кУринишда ёзилади ва уни санокли 
тизим (тупламлар кетма-кетлиги) дейилади.

Т тупламнинг ихтиёрий Т0 кием тУпламига мос келув- 
чи Ад = {В', i G Т0) тупламлар тизими А нинг кием тизими 
дейилади.

Энди 2-§ да иккита туплам учун киритилган кесишма 
ва йигинди амалларини ихтиёрий тупламлар тизими учун 
таърифлаймиз.

Л = {Bt, t G 7) — ихтиёрий тупламлар тизими булсин.
Агар b G В, шарт барча / G Т  учун бажарилса, бундай b 

элемент А тизимнинг умумий элементи дейилади.
Т а ъ р и ф  А = {Br / G  7) тизимнинг барча умумий эле- 

ментларидан тузилган туплам бу тизимнинг кесишмаси де­
йилади еа П В билан белгиланади. _ ——— — — I

I Бух. ТИП и ЛП ! 
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Масалан, агар А = {Nn, п G N) булиб, бунда Nn = {1, 2
п} булса, у холда

П  * к  =  {1}.
кр N

Агар кандайдир / G Т  учун с Е Вf шарт бажарилса, бун­
дай с элемент А = {if, I G 7) тизимга тегишли деймиз.

Т а ъ р и ф .  А =  {В', ( £  7} тизимга тегишли булган барча 
элеменпьтрдан иборат туплам бу тизимнинг йитндиси дей­
илади ва U В, билан белгиланади. 

teT
М асалан, юк,оридаги А -  { N , п G N} тизим учун 

neN
S  — ихтиёрий туплам булсин.
Т а ъ р и ф .  Агар шундай А = {Br, t G 7} тупламлар тизи­

ми мавжуд булсаки, бу тизимга кирувчи у,ар кандай икки 
туплам узаро кесишмаса ва бу тизимнинг йитндиси S  булса,
S  тушам синфларга булинган дейилади. Бунда Bt туплам­
лар S  тупламнинг синфлари, А тизим эса булинма (фак­
тор туплам) дейилади.

Масалан, жуфт бутун сонлар синфи ва ток, бутун сон- 
лар синфи Z  бутун сонлар тупламининг булинмасидир. 
Барча учбурчаклар тупламини учта синфга булиш мум- 
кин: утмас бурчакли, тугри бурчакли ва уткир бурчакли 
учбурчаклар синфлари. Ушбу {[«, п + 1), п G Z} ярим ин- 
терваллар туилами R  хак,ик.ий сонлар тупламининг булин- 
масини беради.

S  тупламнинг А = {Bt, t G 7} синфларга булинмаси бе- 
рилган булсин. У холда хар к,андай х G S  элемент учун бу 
элементни уз ичига олган ягона синф мавжуд. Уни х 
оркали белгилаймиз. Бу билан ушбу / :  S  -* A, f(x)  =  х акс 
эттириш аникданади. Уни мазкур синфларга булишга мос 
факторизация акс эттириши дейилади.
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6 & ИХТИЁРИЙ ТУПЛАМЛАР УСТИДА 
ВЕКТОРЛАР

Бирор я > 1 натурал сон учун Nn = {1,2 , я } туплам- 
ни оламиз. А -  буш булмаган туплам булсин.

Т а ъ р и ф .  Ихтиёрий/ : Nn >̂ А акс эттиришга А усти-
даги п-улчамли вектор дейилади.

у . f t  а  акс эттиришда i G Nn элементга А туплам- 
пя мос келган f(i)  элементен а. билан белгилаймиз ва /  
нинг кийматларини кичик кавс ичига олинган я та хадли 
кетма-кетлик куринишида ёзамиз: {а,, а2, ..., ап). Бунда 
/ -уринда i Е Nn элементга мос келган f(i)  = а, элементен 
ёзамиз. Аксинча, тартиб билан ёзилган ихтиёрий я та хадли 
(а , ..., а )  кетма-кетлик ушбу f(i)  = a., / G Nn тенгликлар 
оркали ягона f : N n^  А акс эттиришни аникдайди. Шун- 
дай кдлиб, хадлари А туплам устидаги я-^лчамли вектор 
деб, маълум тартибда ёзилган я та хадли элементлари 
А дан олинган ихтиёрий кетма-кетликни айтишимиз мум- 
кин. Уни бундан буён а = (а,, ..., ап) куринишда ёзамиз. 
Бу ердаги а,, ..., ап элементлар а векторнинг компонента- 
лари (координаталари) дейилади; а. элемент векторнинг 
/ -компонентаси (координатаси) дейилади.

Акс эттиришларнинг тенглиги таърифидан я-улчамли 
векторлар учун куйидаги таъриф келиб чикдди.

Т а ъ р и ф .  Агар а = (ар ..., ая) ва b = (Ь}, Ьп) п-улчам­
ли векторлар барча / G Nn учун а ( = Ь. тенгликларни к,ано- 
апьтнтирса, бу векторлар тенг дейилади ва бу муносабат 
а = Ь куринишда ёзилади.

Равшанки, векторларнинг тенглиги муносабати реф- 
лексивлик, симметриклик ва транзитивлик хоссаларига 
эга.

Хадлари А тупламдан олинган барча я-улчамли век­
торлар туплами А  тупламнинг я-улчамли декарт куби де- 
иилади ва А" билан белгиланади. Хусусан, икки улчамли 
лекарт куби декарт квадрати дейилади.

и с °л.  Текисликда бирор декарт координат гизими
ритилса, текислик нукталари ва тартиб билан ёзилган 

ти^ик?,й сонлар жуфтлари, яъни R2 орасида биекция урна- 
и - Ьу холда R устидаги икки улчамли векторларнинг
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координаталари текисликдаги нукталарнинг декарт коор, 
динаталаридан иборат.

Энди А х, ..., Ап — тупламлар А тупламнинг буш булма- 
ган ихтиёрий кием тупламлари булсин.

Барча / е  iV учун ушбу a. G Aj шартларни каноатланти- 
рувчи барча п - улчамли (ар ..., ап) векторлар туплами А., 

Ап тупламларнинг декарт купайтмаси дейилади ва 
А *  А *  ... *Ап билан белгиланади. Равшанки, А ^ А ^ х  
*Ап С А".

Т а ъ р и ф. / :  А" -* В  функция А да ани^ланган п узгарув- 
чили функция (акс эттириш, аксланиш) дейилади.

Бу функциянинг х  = (х,, ..., хл) £  А" вектордаги кийма- 
ти унинг х,, х п ком поненталарига б о т и к -  Ушбу 
f(x) = f((x i, ..., хп)) белги урнига/(х; = f(x v ...,х л) белги иш- 
латиш кабул килинган.

М и с о л л а р :  1 )/:№-*■ R ,f(x, у) = х2 +уР- функция икки 
Узгарувчили ф ункция; 2) / :  R" ■* R, f  ( x v  ..., 
хл) = х,2 + х22 + ... + хл2 эса п узгарувчили функция.

Т а ъ р и ф .  F : А" -* В ” функция А ни В га асклантирувчи 
т та п узгарувчили функциялар (акс эттиришлар) тизими 
дейилади.

Хар бир x G A n учун F(x) элемент В™ нинг элементи 
булгани учун у т - улчамли вектордир. Унинг координа­
талари мос равишда f / x ) ,  . . . , f j x )  булсин. Агар ушбу

у = F(x) = F(xv  ..., x j ,  у  = (yv y j

функция берилган булса, у холда куйидаги т та функция­
лар хам берилган булади:

УI = U x v  •••> XJ
y2= f2(xv  ..., x j

y m= f J x v  XJ

Аксинча, бу m та функциялар тизими берилган булса, 
F(x) = ( f/x ) , ..., f j x ) )  белгилаш киритиб, ушбу F : А" ■* В” 
функцияни хосил киламиз.
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м  Ы с о л Ихтиёрий иккита р, q -  N(1 < р < q < п) сон- 
м  таш тб оламиз, ва акс эггиришни куии-

Ла^ ч а  а^КДаймиз: я = (av  .... а,.......  ^  V  векторга
дагича а ^ а  ^ Дл)  векторни мос куямиз, яъни Т
Та = иш хар кандай о векгорнинг р - ва q- координа­
т е  этгир бош^  барча координаталарини узгартирмай-
1ЯЛвР м  д координаталарнинг эса факат урнини алмаш- 
ДИ,£ и Bv акс эггиришни Г  оркали белгилаймиз. Рав- 
2 S S '  лар кандай a учун T J T J ( a ) ~  а. Бундан 
^ 3  т^рем ага асосан 7и  акс эттиришнинг биекция экан- 
л £ и  ва V ' -  Т» муносабат келиб чикади.



И к к и н ч и  боб

БИНАР МУНОСАБАТЛАР ВА 
АЛ ГЕБ РАИ К АМАЛЛАР

7-§. БИНАР МУНОСАБАТЛАР. 
ЭКВИВАЛЕНТЛИК МУНОСАБАТИ

Ихтиёрий А туплам берилган булсин.
А2 тупламнинг ихтиёрий Р  кием туилами А туиламда 

бинар муносабат дейилади. Агар (х, у) е  Р  булса, у холда х 
элемент у  элемент билан Р  бинар муносабатда дейилади 
ва хРу каби ёзилади.

Математикадаги мухим бинар муносабатлар учун ай- 
рим белгилар киритилган.

М и с о л л а р .  1) R хакикий сонлар тупламида х ва у 
сонларнинг тенглик муносабати. Унинг белгиси х = у. Бу 
муносабат R2 текисликдаги у  = х  тугри чизик, нукталари 
билан берилади.

2) R хакдоий сонлар тупламида х ва у  сонларнинг тенг- 
маслик муносабати. Унинг белгиси х *  у. Бу муносабат К- 
текисликда у  = х тугри чизик,к;а кирмаган барча нук^алар- 
дан иборат булган туплам билан берилади.

3) R да у  соннинг х сондан катта эканлиги муносабати: 
белгиси у  > х  ёки х < у. Бу муносабат R2 да у -  х  тугри 
чизикдан юкррида ётувчи нукталар туплами билан бери­
лади;

4) А = В  — тупламларнинг тенглик муносабати;
5) А *  В  — тупламларнинг тенгмаслик муносабати;
6) А С В — ёки В ^ А — к,исм туплам муносабати;
7) А С В  ёки В D А — хос к;исм туплам муносабати;
8) а  Ц/3 — тугри чизик^арнинг параллеллик муноса­

бати;
9) а X Р — тугри чизикдарнинг тиклик муносабати;
10) а=>р — бир тенгламалар тизими иккинчисининг 

натижаси эканлиги;
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а _  иккита тенгламалар тизимининг тенг куч-
иК муносабати.

Л Агар А тупламда берилган бирор Р  муносабат шундай 
ю п & т  *ар кандай а е  А учун аРа уринли булса, у реф- 

сив муносабат дейилади. Агар аРЬ муносабатдан а *  Ъ 
Ле*носабат келиб чикса, (яъни аРа муносабат хеч кандай 

е  А элемент учун бажарилмаса), бундай муносабат ан-
тирефлексив дейилади.

Агар аРЬ муносабатнинг бажарилишидан ЬРа муноса- 
батнинг хам бажарилиши келиб чикса, бундай муносабат 
А да симметриклик муносабати дейилади.

Агар аРЬ ва ЬРс муносабатларнинг бажарилишидан аРс 
бажарилиши келиб чикса, бундай муносабат транзитив­
лик дейилади.

Т а ъ р и ф .  Агар А тупламдаги Р муносабат рефлексив, 
симметрик ва транзитив булса, уни А да эквивалентлик 
муносабати дейилади ва унинг учун аРЬ белги урнига купин- 

р

ча а ~  Ь (ёки а ~  b ) белги ишлатилади.
Эквивалентликка мисоллар: 1) хакикий сонларнинг 

тенглик муносабати;
2) тупламларнинг тенглик муносабати;
3) тенгламалар тизимларининг тенг кучлилик муноса­

бати;
4) функцияларнинг тенглик муносабати.
5) Мухим мисол. А тупламда Н  узгартиришлар гурухи 

берилган булсин.
Бу Я  узгартиришлар гурухи ёрдамида А да эквивалент- 

лик тушунчасини киритамиз.
Агар А тупламнинг а ва Ь элементлари учун шундай

Л е я  биекция мавжуд булсаки, h(a) = b булса, бу элемент-
жж Нлар Я  — эквивалент дейилади ва а ~ b куринишда ёзила- 

ди.
Агар ихтиёрий а £  А ни олиб, И G Я  сифатида еА ни 

лсак (еА — бирлик акс эттириш узгартиришлар гурухи- 
нинг таърифидаги д2) шартга кура Я  га тегишли, еА(а) = а,

^ н и  хар кандай а е  А учун а ~ а (рефлексивлик).
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Энди а ~Ъ  булсин. У холда шундай А е  Я  мавжудки, 
h(a) = А. Узгартиришлар гурухининг таърифидаги д3) шарт- 
га кура. А-1 е й  У холда h(a) = А тенгликка А-1 татбик
Килсак, А_1(А(д)) = А-1(А). Бундан а = А-1 (А), яъни А ~ а 
(симметриклик).

н нАгар а ~ А ва А ~ с булса, шундай A, G Я  ва £  //  
биекциялар мавжудки, А,(а) = А, А2(А) = с. Булардан А2(А) = 
= А2(А,(а) = с, яъни (А2А,)(а) = с. Узгартиришлар гурухи- 
нинг д,) шартига кура A2Aj е  И. Бундан ва (A2Aj)(a) = с

тенгликдан а ~ с муносабатни оламиз (транзитивлик;.
JJ

Демак, а ~ А (Я  — эквивалентлик) хакик.атан хам эк- 
вивалентлик муносабати экан.

Келажакда бу эквивалентликни Н  Узгартиришлар гу- 
рухи хосил кдлган эквивалентлик (Я-эквивалентлик) деб 
атаймиз.

А  туплам бирор усул билан синфларга булинган булсин: 
В = {A,, t G 1), А = U А, , /  G Г. Бу булинма ёрдамида А

тупламга эквивалентлик муносабатини киритамиз.
Агар х, у  G А элементлар В булинмадаги бир синфга 

тегишли булса, уларни В булинмага нисбатан эквивалент 
деймиз ва х  ~  у  шаклда ёзамиз.

Бу эквивалентлик рефлексивлик, симметриклик ва 
транзитивлик хоссаларига эга.

Ихтиёрий А тупламда хар кандай эквивалентлик муно­
сабати шундай хосил килиниши мумкинлигини курсата- 
миз.

А тупламда бирор эквивалентлик муносабати бе- 
рилган булсин. Ихтиёрий х е  А учун х оркали х га экви­

валент булган барча у  е  А элементлар тупламини белги- 
лаймиз ва {х , х е  А) тупламлар тизими А ни синфларга 
булишини курсатамиз.

Рефлексивлик хоссасига асосан хар бир х е  А учун 
х е  х ,  яъни U x  =А. Энди хар бир х G А элемент ягона 
синфга тегишли эканлигини курсатамиз. Фараз килай- 
лик, х G х ва х е  z  булсин, яъни z ~  х. Бундан симмет-
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клик хоссасига асосан х  -  z. Ихтиёрий у  £  z элеменг- 
рИ^,ламиз. У холда г  ~  У- Юкоридаги х ~  z ва z  ~  у  муно- 
нИбаТЛардан транзитивлик хоссасига асосан х ~у  ни ола-
03 яъни у  £  х . Ушбу у  е  z  элемент ихтиёрий булгани

н Z С х . Юцоридагига ухшаш мулохазалар билан х  С z 
^носабат хам курсатилади, яъни x  = z .  Бу билан {х , 
х& Л ) тупламлар тизими А тупламни синфларга булиши
курсатилди.

Шундай кдлиб, А тУпламдаги эквивалентлик муноса- 
бати билан А ни синфларга булиш орасида узаро бир кий- 
матли богланиш курсатилди.

А тупламда бирор Р  эквивалентлик муносабати берил­
ган ва С — бирор туплам булсин.

А гар /: А -*■ С акс эттириш, яъни А туплам элементла­
рининг бирор/ хоссаси учун а ~ b , а, b £  А муносабатдан 
у  (а) = /  (Ь) тенглик келиб чикса, бундай акс эттириш Р- 
инвариант (Р  — эквивалентликда сакланувчи, Узгармас) 
дейилади.

Хусусан, агар А тупламдаги эквивалентлик муносабати 
А тупламдаги бирор Н  Узгаришлар гурухи хосил килган 
//-эквивалентлик муносабати булсин. Бу холда Н  — ин­
вариант / :  А -* С акс эттириш таърифи куйидагича бери- 
лиши мумкин.

Агар х,ар кандай h £  Н  ва х  £  А учун J[x) = f{hx) тенглик 
уринли булса, бундай акс эттириш Н  — инвариант (Н  узга­
ришлар гурухи таъсирида сацланувчи) дейилади. Н  — инва­
риант акс эттиришлар математикада ва фаннинг турли 
сохаларида куп учрайди. Масалан, ёпик; физик тизимнинг 
энергияси ёпик физик тизимнинг барча физик Узгариш- 
лаРига нисбатан сакланадиган катталикдир (энергиянинг 
сакданиш конуни). Механик тизимнинг массаси механик 
харакатларда сакланади.

Р  — инвариант акс эттиришлар куйидаги хоссалари 
туфайли мухим ахамиятга эга: агар а{, а2Е А элементлар 
шундай б у л саки ,^^ ) *  Да2) булса, бундай а,, а2 элемент- 
ар __ эквивалент булмайди. Шундай килиб, Р — инва- 
иантлар р  _  эквивалент синфларни фарк килиш воси- 

таси сифатида ахамиятга эга.
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Т а ъ р и ф .  Р — инвариантлар F  = {ft, г G 7} тизимц 
к,уйидаги шартни к,аноатлантирса, у  тула дейилади: ^  
кандай иккита Р — эквивалент булмаган а,, а2Е А  элемент~ 
лар учун шундай Р — инвариант/ Е  F мавжудки, Да,) *  )

Кейинги бобларда Р  — инвариант функцияларни 
учратамиз.

8-§. ТАРТИБ МУНОСАБАТИ. МАТЕМАТИК 
ИНДУКЦИЯ

Энди А тупламда тартиб муносабати киритамиз.
А тупламдаги антирефлексив ва транзитив булган Р 

муносабатга А тупламда тартиб муносабати дейилади ва 
аРЬ урнига а < b ёки а > b ёзилади.

Мисоллар: 1) R  хакикий сонлар тупламида х  ва у  сон­
лар орасидаги х  < у  тенгсизлик муносабати;

2) Бирор А/тупламнинг барча кием тупламлари тизими- 
ни 2м оркали белгилаймиз. У \олда 2м да кием тупламлар 
орасидаги “С ” муносабат тенгсизлик муносабати булади.

3) N  натурал сонлар тупламида булиниш муносабати: 
агар у  сон х  га булинса ва у  *  х  булса, улар х  < у  муноса- 
батда деймиз.

Агар А тупламда бирор тартиб муносабати берилган 
булса, А  туплам кисман тартибланган дейилади.

Агар кисман тартибланган А тупламда ихтиёрий х, у  G 
А элементлар учун х  < у, х  = у, х  > у  муносабатларнинг 
бири уринли булса, бундай туплам чизикли тартибланган 
дейилади.

Юкорида келтирилган мисолларга кайтамиз: 1) R — 
чизикли тартибланган; 2) агар М  тупламда факат битга 
элемент булсагина 2,yf туплам чизикли тартибланган бу­
лади.

Агар кисман тартибланган А  тупламнинг ихтиёрий В 
кием туплами элементлари учун А даги тартиб муносаба­
ти каралса, у муносабат В  да хам тартиб муносабати була­
ди. Агар А — чизикли тартибланган булса, В  хам чизикли 
тартибланган булади (исботланг!).
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. Г1лам кисман тартибланган булсин. Агар т Е А  эле- 
чун х < т (х > т) тенгсизликни каноатлантирувчи л 

МС̂ Т эпемент мавжуд булмаса, бундай т элемент минимал
Максимал) элемент дейилади.

К)к.орида келтирилган мисолларга яна кайтамиз:
n  R яа минимал элемент хам макси мал элемент х,ам йук;
2) 2м тупламда буш туплам — минимал элемент, М  

туплам — максимал элемент.
Энди Л^натурал сонлар тУпламида “< ” сифатида нату- 

пал сонлар орасидаги оддий тенгсизликни оламиз. У холда 
дгда 1 _  минимал элемент булади, аммо максимал эле­
ментлар мавжуд эмас. Агар Я  туплам N  нинг ихтиёрий 
кием туплами булса, унда минимал элемент мавжуд. Бун­
дай элемент Я  нинг элемендлари ичида энг кичиги. Куй- 
ида ТУ да худди шу тартиб курил ад и.

Натурал сонлар тупламидаги кием тупламларнинг бу 
хоссасидан математик формулалар ва теоремаларни ис- 
ботлашнинг куйидаги усули келиб чикдди.

Т е о р е м а  (математик индукция тамойили). Хор бир п 
Е N учун Т\п) тасдиц (формула) муло^аза берилган булсин. 
Агар шундай цоида (у су л) мавжуд булсаки, бунга асосан:

1) 71(1) тасдицнинг чинлигини (тугрилигини) исботлаш 
мумкин булса ва

2) т < п тенгсизликни каноатлантирувчи барча т лар 
учун 1\т) тасдикни чин деб фараз цилиб, Дл) нинг чинли­
гини курсатиш мумкин булса, у  %олда 1\п) тасдиц %ар кан­
дай п Е N  учун чин булади.

И с б о т .  Фараз килайлик, бирор п Е N  учун Г(л) чин 
булмасин. Т(п) тасдик чин булмаган барча и Е N  лар 
тупламни Я  оркали белгилаймиз. Фаразимизга мувофик

туплам буш эмас. Ятуплам jV нинг кием туплами булгани 
учун унинг минимал элементи мавжуд. Уни по оркали бел- 
гилаймиз. У холда Т(по) чин эмас, аммо хар кандай m < 
У̂ Ун (/и) _  чин gy эса теоремэнинг 2) фаразига зид. 

и с о л .  Ихтиёрий я Е N  учун ушбу

I2 + 2 2 +пг = ”(я+1)(2п+1)
6

Тенгликни исботлаймиз.
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1
Агар я = 1 б^лса, бу тенглик равшан. Фараз килайли* | 

бу тенглик л сондан кичик булган барча натурал сонлап 
учун Уринли булсин. Хусусан

У +2 \.. + (п -1 У  = (п- ' )п? п- ])О

тенглик уринли булсин. Бу тенгликнинг икки томонига 
п2 сонни кушамиз:

I2 + 22 + ... + (л -  I)2 + л2 = +  ni =

= т (2пг -  Зя + 1 + 6я) = л.(-л-+1>(2и+1).6 6

Бу билан математик индукция тамойилига асосан тенг­
лик х,ар кандай я Е N  учун уринли эканлиги исбот- 
ланди.

9-§. АЛГЕБРАИК AMAJIJIAP. ЯРИМГУРУХЛАР

Т а ъ р и ф . / :  А" -* А акс эттиришга А даги я = уринли 
(я — ар) алгебраик амал дейилади. Бир уринли амаллар — 
унар, икки уринли амаллар — бинар, уч уринли амаллар — 
тернар амаллар дейилади.

Мисоллар: I) R  хакикий сонлар тупламидаги кушиш 
амали / :  R2 -* R, f  (х,, х2) = х ,+  х2; 2) R хакикий сонлар 
тупламидаги купайтириш амали,?: R2 -*■ R, g(x,, х2) = х, • х ,̂
3) Тупламларнинг кесишма амали: А П В; 4) Тупламлар­
нинг йигандиси амали A U В\ 5) / , :  В -* В  ва f  : В -*■ В — 
акс эттириш ларнинг композицияси амали: (f2 •/,)(*) = 
- f i i f^ x ) ) ,  х  S  В. 6) я та тупламнинг кесишмаси амали 
A t П А2П...ПАп; 7) Берилган В  тупламнинг барча С кием 
тупламлари учун С ■* С2 амал, яъни хар бир кием туплам- 
га унинг декарт квадрата мос куйилади.

Бу ердаги 1), 2), 3), 4) ва 5) мисоллардаги амаллар — 
бинар, 6) даги я — уринли, 7) даги — унар амаллар.
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ддгебраик амаллар ичида энг куп учрайдигани ва энг 
„лгими -  бинар амаллардир.

му^1 /■. j 2 а — бинар амал берилган булсин. БуБирор У] • ,
I а (а, Ь) е  /I2 элементнинг образи а ва b элементлар-

мииг купайтмаси дейилади ва а -b оркали белгиланади. 
Вошка масалан, а + Ь, а * Ь, а • Ь ва хоказо белгилар хам 
ишлатилади. Бу холларда “купайтма” сузи Урнига мос ра- 
вишда бошка сузлар ишлатилади. Хусусан ab урнига а + 
Ь ишлатилса, “купайтма” сузи урнига “йигинди” сузи иш ­
латилади.

Т а ъ р и ф .  Агар х,ар кандай унта а, Ь, с & А элементлар 
х'чун (ab)с = а{Ь • с) тенглик бажарилса, бундай ab амал 
ассоциатив дейилади.

Т а ъ р и ф .  Агар буш булмаган А тупламда ассоциатив 
бинар амал бершган булса, бундай туплам яримгурух; дейи­
лади.

М и с о л л а р :  1) N  натурал сонлар туплами п + т 
кушиш амалига нисбатан яримгурух хосил кдлади;

2) N  натурал сонлар туплами п • т купайтириш амали­
га нисбатан яримгурух хосил килади;

3) Бирор В  тупламнинг узини узига барча акс этти- 
ришлари туплами акс эттиришларнинг композицияси ама­
лига нисбатан 3-§ 1-теоремага асосан яримгурух хосил 
килади;

4) Бирор Ступламнинг барча кием тупламлари тизими 
тупламларнинг йигиндиси амалига нисбатан яримгурух 
хосил кдлади.

А — бирор яримгурух булсин. Унда п = 1 учун 
а\ ' аг■■■ап = а\ ва ихтиёрий п > 1 учун а, • а2...ап = (а, • а2... 
ап-\ )а„ (1) белгилашларни киритамиз.

1 -т  е о р е м а .  Х,ар кандай т, п натурал сонлар ва А 
яРимгуру%нинг ихтиёрий а,,а2, ... а я+т элементлари учун

(а, • a2...an)(an+l...an+m) = а, • а2...ап+т (2)

тенглик Уринли.
- о т .  Математик индукция (т буйича) ёрдамидэ

оглаймиз. Агар т = 1 булса, бу холда (2) тенглик ушб^
29



тенгликка келади. Бу тенгликнинг уринлилиги эса (1) бед_ 
гилашдан келиб чикали. Фараз килайлик, (2) тенглик барча 
к  (к < т) сонлар учун уринли булсин:

(аГ  a2...ai)(a n+1...anJ  = a ^ a r ..a + K.

У х;олда яримгурувдаги ассоциативлик хоссасига асо­
сан

(а, • а2...ап)(ап+1...ап+т) = (а, • аг ..а„)((ая+1...ап+п_1)аи1+ п) =
= ((а, • аг ..ал)(ал+1...ап+м_1))ал+ и = (ах ■ а2...ал+п_х)ап+

= «1 • ‘ ап+т-

Математик индукция коидасига кура (2) тенглик ис- 
ботланди.

Исботланган тенглик умумлашган ассоциативлик кону-
ни деб аталади. Бу конун шуни курсатадики, ушбу ах • а2...ап 
купайтманинг киймати уни .\исоблашдаги п -  1 та купай- 
тириш амалининг кайси тартибда бажарилишига (яъни 
бу тартибни аникловчи кавсларни кандай куйилишига) 
боглик эмас.

Баъзан а, • а2...алкупайтма П а; куринишда хам ёзилади. 
Агар а, •а2...аи купайтмада а, = а2 = ... = ап -  а б^лса, 

уни ап куринишда ёзилади. Бу белгилашлардан ва (2) тенг- 
ликдан ихтиёрий п ва т натурал сонлар ва А яримгурух- 
нинг ихтиёрий а элементи учун ушбу

а" -ат = а"+т, (а")т = а™ (3)

тенгликларнинг уринлилиги бевосита келиб чикади.
Агар А яримгурухда бинар амалининг белгиси сифати- 

да а + b кушиш амали белгиси ишлатилса, юкоридаги (О 
купайтма урнига а ,+  а2+ ...+ ап йигинди пайдо булади. Бу

п
йигинди баъзан 2 а, куринишда ёзилади. Бу холда (2) 
тьнглик ушбу
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к«ринишга эга булади. „
Агар о, = *2 = -  = ап = а б?лса’ УРнига па ёзила- 

ди. Бу белгилашларга кура (3) тенгликлар ушбу

па + та = (л + т)а, т(па) = (т ■ п)а (4)

куринишларга эга булади (л, т — ихтиёрий натурал сон-

ЛЗРу  а ъ р и ф . А тупламда а • b бинар амал берилган булсин. 
Агар е Е А элемент х,ар кандай а Е  А элемент учун ае~  еа = а 
тенгликни каноатлантирса, бу е элемент берилган амалга 
нисбатан бирлик элемент дейилади.

Агар А даги бинар амал а + b кушиш амали курини- 
шида олинса, бирлик элемент сузи урнига ноль элемент 
сузи ишлатилади.

А тупламда берилган хар кандай бинар амал учун бир­
лик элемент мавжуд булавермайди. Аммо

2 - т е о р е м а .  Агар А тупламда берилган бинар амал 
учун бирлик элемент мавжуд булса, у  ягонадир.

И с б о т .  Фараз кнлайлик ev е2 элементлар ва ихтиё­
рий а Е А элемент учун е{а = аеу = а ва е2а = ае2 = а 
тенгликлар уринли булсин. Бу тенгликларнинг биринчи- 
сида а сифатида е2 ни олсак, е]е2 = е2е =  е2 тенгликларни 
ва иккинчисида а сифатида е, ни олсак, е2е1 = ехег = 
тенгликларни оламиз. Булардан е, = е2 тенглик келиб чи- 
Кади. Теорема исботланди.

Агар А яримгурух бирлик элементга эга булса, бундай 
яримгуру^ моноид дейилади. 2-теоремага асосан моноид- 
Да оирлик элемент ягона.

А — моноид, е — ундаги бирлик элемент ва а Е А — 
* *  элемент булсин. Агар h Е А элемент ab -  Ьа = е 

дейГЛИКЛЗРНИ к'аноатлантиРса- бу элемент а га тескари 
цлщ адИ- Агар бу таърифда А даги бинар амал учун а + Ь 

” ш амали белгиси ишлатилса, “тескари” сузи урнига 
^Рама-карщ и” сузи ишлатилади.

31



Х|ар к;андай моноидда х,ам унда берилган элементниц„И 
тескариси мавжуд булавермайди. Аммо

3 - т е о р е м а .  Агар А моноиднинг берилган а элеменщ 
учун тескариси мавжуд булса, у  ягонадир.

И с б о т .  Фараз килайлик, 6, ва Ь2 элементлар а га тес. 
кари булсин. У холда

abx = b}a = е, ab2 = Ь2а = е.

Булардан bl = bte = b ^ a b j  = (b{a)b2 = eb2 = b2.
А,В  — яримгурухлар (моноидлар) булсин. Агар/ :  А 

акс эттириш шундай булсаки, хар кандай х, у  е  А учун

А х -у )  = Ах) •Ау )

тенгликни каноатлантирса, у А нинг ва В  га гомоморфиз­
мы дейилади.

М и с о л . R  хакикий сонлар туплами купайтириш ама­
лига нисбатан моноидни хосил килади. Шунга ухшаш 
манфий булмаган барча хакикий сонлардан иборат В 
туплам купайтириш амалига нисбатан моноид хосил кила­
ди. Хар бир a G R учун а -* |а| мослик R  нинг В  га гомо- 
морфизмини беради, чунки ab -» \ab\ = |а| • |А|.

10-§. ГУРУХДАР

А яримгурух КУЙидаги иккита шартни каноатлантирса, 
У гурух дейилади:

1) шундай е е  А элемент мавжудки, хар кандай а & Л 
элемент учун ае = а (унг бирлик элементнинг мавжуд- 
лиги);

2) хар кандай a G А элемент учун шундай b элемент 
мавжудки, ab = е (унг тескари элементнинг мавжудлигй)-

Агар А гурухда хар кандай а, b элементлар учун ab == 
тенглик бажарилса, у коммутатив (абель) гурух деб атала- 
ди. Коммутатив гурухлар учун купинча бинар амалнинг 
ab белгиси урнига а + b кушиш белгиси ишлатилади.
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о л л а р :  О Z бутун сонлар туплами кушиш ама- 
нисбатан коммутатив гурухни хосил килади. Бунда 

ЛИГа аърифининг 1 -шартидаги в элементи ролини 0 сони 
^ Г ш ар ти д аги  Ь элементи ролини { -а )  сони уйнайди.
В3 2) Шунта ухшаш Q рационал сонлар ва R хацикий сон­
л а р  тУпламлари кушиш амалига нисбатан коммутатив
пгрухларни хосил килади.

3) Q \ ва R \  {О} тупламлари купаитириш амалига
нисбатан коммутатив гурухларни хосил килади. Бунда е 
вазифасини 1 сони ва 2-шартдаги Ь вазифасини 1/а сони
уйнайди.

4) А тупламнинг уз-Узига барча биекцияларидан ибо­
рат G{A) туплам биекцияларнинг композицияси амалига 
нисбатан гурух хосил килади. Бу аслида 3-§ даги тасдик- 
ларда исботланган.

Гурухтарнинг умумий хоссаларини урганамиз.
1 - т е о р е м а . Л  — гурух; булсин. У  холда:
1) ундаги х;ар кандай а Е А учун ае -  а шартни цаноат- 

лантирувчи е элемент х,ар кандай а £  А учун еа -  а тенг- 
ликни х;ам каноатлантиради, яъни у  бирлик элементдир:

2) берилган а & А учун аЬ — е тенгликни каноатланти- 
рувчи Ь элемент Ьа — е тенгликни х,ам каноатлантиради, 
яъни Ь элемент а га тескаридир.

И с б о т .  Берилган a G А элемент учун гурух таърифи- 
даги 2-шартга кура шундай b G А элемент мавжудки, ab = е. 
Бу Ь элемент учун яна 2-шартга кура шундай с & А эле­
мент мавжудки, Ьс -  е. У холда бир томондан (ba)(bc) = 
= (Ьа) ■ е = Ьа. Иккинчи томондан купаитириш амали- 
нинг ассоциативлигига асосан (ba)(bc) = ((ba)b)c) = (b(ab)c) = 
= (Ье)с = Ьс = е. Демак, Ьа = е. Бу билан Ь элементаинг 
а га тескари эканлиги исботланди.

Бунта кура еа =(ab)a = а(Ьа) = а • е = а, яъни ихтиё- 
РИ^ .а G А еа = а > яъни е — бирлик элемент.

сботланган теоремага кура гурух таърифининг 1 -шар-
аги е элемент бирлик элемент экан. 8-§ 2 -теоремага 

о^ан бирлик элемент ягона. Бу ягона бирлик элемент 
тилгаНИНГ ^и^лик элементи (кушиш амали белгиси ишла- 
лашам ~  нУРУ^нинг ноль элементи) дейилади. Исбот- 

теоремага кура гурух таърифи 2-шартидаги Ь эле- 
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мент а га тескари экан. 8-§ 3-теоремага асосан а га теска 
ри элемент ягона; уни а ' 1 (кушиш амали белгиси ипща-Я 
тилганда) ( -а )  оркали белгиланади.

Тескари элементнинг ягоналигига асосан ( а '1)-1 = Q 
(кушиш белгиси ишлатилганда ( - ( - а)) = а).

Ихтиёрий a, b Е А элементлар учун (ab)~1 = Ь~1 • a-i 
Хакикатан, (ab)(b~la~l) =  (a(h •b-1)а-1) =  (ае)а~1 =  е.

А коммутатив гурухда бинар амал кушиш амали булсин 
Бу *олда ихтиёрий a,b £  А элементлар учун а + ( - b) эле- 
ментни а ва b элементларнинг айирмаси деб аталади ва 
а -  b каби белгиланади. Хусусан, х,ар кандай а £  А учун 
а -  а = 0. Ихтиёрий a, b G А элементлар учун (а -  Ь) + Ь = 
= а ва (а + b) -  b = а тенгликлар уринли (исботланг!).

2 - т е о р е м а .  А — гурух; ва a G А булсин. Ух;олдаf a{x)= 
= ах, h(x) = х '1 ва ga(x) = ха ифодалар билан берилган fa ; 
А -* A, h : А -* A, ga: А -* А акс эттиришларнинг х;ар бирц 
биекциядир.

И с б о т .  Ихтиёрий а, Ь, х  Е А элементлар учун 

f j x )  = (ab)x = a(bx) = f a(fb(x)) = ( f / b)(x).

яъни

fab = fJb-

Хусусан

f afa - X = f^ fa  = f '=  К

бирлик акс эггиришдир. Бундан f a нинг тескариланувчи- 
лиги ва 3-§ 3-теоремага асосан унинг биекция эканлиги 
келиб чикади. Ушбу ga акс эттириш нинг биекциялиги 
шунга ухшаш исботланади.

Ихтиёрий х  Е А учун h(h(x)) = (х-1)-1 =  х  муносабатдан 
h нинг тескариланувчилиги ва 3-§ 3-теоремага асосан би­
екциялиги келиб чикади.

Н а т и ж а . Агар х  элемент А гурухда тула узгарса (яъни 
А даги х,ар бир к;ийматни фак,ат бир мартадан к,абул к;илгаН 
хрлда А даги барча к,ийматларни кабул к,илса) , у  хрлда у  = аХ’ 
Z = ха, t = х _| узгарувчилар х,ам А гурух,да тула узгаради.
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м б о т  Натижанинг исботи f a, h ва ga акс эттириш- 
г биекция эканлигилан келиб чикади. 

ларнин гv p y ^ а а” ифодани хар кандай натурал сон учун 
аган эдик, энди уни ихтиёрий п бутун сон учун аник- 

анИКЛ Кулайлик учун а0 = е деб олинади. Агар п — ман- 
ГяТбутун сон булса, а" = ( а '1) 1"1 Деб олинади. Бу белги- 
лашларлан ихтиёрий п ва т бутун сонлар учун ушбу

а” ап = а"+т, (ал)ш = апт (1)

тенгликларнинг уринлилиги бевосита келиб чикади.
А гурух коммутатив булиб, ундаги амал сифатида 

кушиш амали ишлатилган холда па ифодани ихтиёрий п 
бугун сон учун аниклаймиз. Кулайлик учун хар кандай 
а 6  А учун 0 • а = 0 деб олинади (бу ерда 0 — ноль бутун 
сон. О эса гурухнинг ноль элементи). Агар п — манфий 
бутун сон булса, па =  |л |( -а )д е б  олинади. Бу белгилаш- 
ларга асосан хар кандай я в а  и  бутун сонлар учун (1) 
тенгликлар ушбу

па + та = (п + т)а, т(па) = (т ■ п)а

куринишларга эга булади.
А гурухнинг В кием туплами шу гурухдаги амалга нис- 

батан гурух хосил килса, у А гурухнинг кием гурухи дейи­
лади.

М и с о л л а р : 1) Кушиш амалига нисбатан гурух булган 
Q рационал сонлар тунламида Z  бутун сонлар туплами 
Кием гурухдир.

2) Купайтириш амалига нисбатан гурух булган R \ {О} 
тунламда барча мусбат сонлардан иборат R+ туплам кием 
гурухдир.

3) 3-§ да киритилган А тупламнинг Н  узгартиришлар 
НУРУХИ Ол гурухнинг кием гурухидир.

" Т е о р е м а .  Агар А гурух,да а элемент а1 = а тенглик- 
бу1ади°аТЛаНТИРСа’ ^ *олда а ~ е яъни а бирлик элемент

ХолдаС^ ° Т а элементнинг а-' тескарисини оламиз. У
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Бу теоремадан фойдаланиб, куйидаги теоремани ис­
ботлаймиз:

4 - т е о р е м а . Л  — гурух ва В унинг кием гурухи булсин. 
У холда:

1) цисм гурухнинг бирлик элементы гурух,нынг бырлик 
элементыга тенг;

2) а G В элементнынг шу кием гурух,дагы тескарысы бу 
элементнынг А гурух;дагы тескарысыга тенг.

И с б о т .  Ихтиёрий гурухда е бирлик элемент е - ё  тенг- 
ликни каноатлантиради. Хусусан, В кием гурухнинг ед 
бирлик элемента учун ев = ё в. J -теоремага асосан ев = ед.

Энди a G В  ихтиёрий элемент б^либ, b элемент а нинг 
В к,исм гурухдаги тескариси, яъни ab -  е булса, у холда бу 
тенглик курсатадики, Ь элемент а га А гурухда хам теска­
ри. Демак, улар тенг.

Н а т и ж а . В туплам щисм гурух, булышы учун куыидагы 
ыккы шарт бажарылыши зарур ва кыфоя:

1) агар bi G В, b2 G В булса, у  %олда G В;
2) агар b G В булса, у  %олда b~] G В.
И с б о т .  Агар В кием гурух; булса, унда 1) шарт бажа- 

рилади. 4-теоремага асосан 2) шарт хам бажарилади.
Энди, аксинча, (1) ва (2) шартлар бежарилган булсин. 

У холда В да ассоциативлик хоссасининг бажарилиши бу 
хоссанинг А да бажарилишидан келиб чикади. (1) ва (2) 
шартлардан b-b~l = е G В эканлиги келиб чикади. Бун­
дан 4-теоремага асосан В  нинг бирлик элементга эга экан­
лиги келиб чикади. (2) шартдан ва 4-теоремадан В даги 
Хар бир элемент тескари элементга эга эканлиги келиб 
чикади.

5 - т е о р е м а .  Кцсм гуру^трнинг кесышмасы цыем гурухf- 
дир.

И с б о т .  А гурухда {В, г G 7} кием гурухяар тизими 
берилган булиб, В = ПВх — уларнинг кесишмаси булсин.

% Т

Агар bx G В, b2 G В  булса, у холда хар бир т G Т  учун 
A, G Вх, b2 G Вх. Бундан Вх кием гурух булгани учун й, • й2 G Вх-

а  =  а _1( а 2) = а ~ 'а  =  е.
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и м у н о саб ат  хар бир т Е  Т  учун уринли булгани 
^файли Ь,Ьг Е В  = П\ВХ ■

Энди Ь Е В  булсин. У *олда х,ар бир г G Т  учун Ь Е  Вх. 
см гурух булгани туфайли b~l Е  Вх. Охирги муносабат

Чар бир г Е Т  учун уринли булганидан Ь~1 Е В  = П.А . Бу
билан 4-теореманинг натижасига асосан В нинг кием гурух
эканлиги курсатилди.

А гурувда ётувчи С тупламни уз ичига олувчи барча 
кием гурухлар тизимини {Вх, г Е  Т } оркали белгилаймиз. 
Бу тизим буш эмас, чунки А гуру\нинг узи бу тизимга 
киради. Бу кием  гурухлар т и з и м и н и н г  кесишмаси  
В = Г\В ни С туплам хосил к,илган кием гурух деб ата-

лади.
А ва А2 — гурухлар булсин. А1 даги гурух амалини * 

оркали ва 'А2 дагини ° оркали белгилаймиз.
Т а ъ р и ф .  Агар А1 ва Л2 гуру^юрнинг /  : А ] -* А2 акс 

эттириши %ар кандай a, b Е А1 элементлар учун.

Д а  * b) = f  (а)° J[b) (2)

тенгликни цоноатлантирса, бу/ акс эттириш гомоморфизм 
дейилади. Бу тушунча 8-§ да яримгуруэугар учун киритил- 
ган гомоморфизм тушунчасининг хусусий :x,0л и.

6 - т е о р е м а . / :  А, Аг — гурухларнинг гомоморфизми 
булсин. У  х;олда: 1) А{ гурух,нинг е бирлик элементи бу го- 
моморфизмда Аг нинг бирлик элементига утади:

2) ихтиёрий а Е  Ал элемент учун

Л а -1) = ( f  (а))"1.

И с б о т . Ах гурухда е бирлик элемент булгани учун е -  е1. 
Ьундан (2) хоссага кура

Ае) = Ае1) = <J(e))\

Бу тенгликдан 3-теоремага асосан^е) элемент A ,rypyv 
нг ирлик элементи эканлиги келиб чикади.
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Бунга асосан ихтиёрий a G А 1 учун

Ле) =Ааа-') = А°) •Аа-')

тенглик уринли, яъни

Аа~') = (Д а))-».

Теорема исботланди.
Н а т и ж а . Гомоморфизмда гурухнинг образи гурух;дир.
И с б о т . G — гурух, <р : G-* (г — гомоморфизм булсин 

<p(G) тупламнинг G даги амалга нисбатан гурух эканлн- 
гини курсатамиз. Ихтиёрий a', b' E<p(G) элементлар учуц 
шундай a, b E  G элементлар мавжудки, а' =<р(а), Ь' =<р(Ь). 
У холда а' •Ь' =  <р(а) • <p(b) = <p(ah)£ <p(G).

Агар е е  С бирлик элемент булса, у холда 6-теоремага 
асосан е' = <р(е) элемент G' гурухда бирлик элемент. Де­
мак е' G <p(G). Агар a' G tp(G) булса, у холда шундай а е  G 
элемент мавжудки, а' =^(а). У холда ушбу Ь' =<р(а~’) эле­
мент учун а'Ь' = <р(а) • <р(а-') = <р(аа~1) = р(е) = ё .

Шунга ухшаш Ь'а' = е' муносабатни оламиз. Демак Ь' 
элемент а' элемент учун тескари элемент. 4-теореманинг 
натижасига кура <p(G) туплам G' гурухнинг кием гурухи- 
дир.

Т а ъ р и ф . Биекция булган /  : -* А2 — гомоморфизм 
изоморфизм дейилади.

Изоморфизм / :  /4, -* Аг— биекция булгани учун 3-§ 3- 
теоремага кура унга тескари булган / ~ь. А1 -*• биекция 
мавжуд.

7 - т е о р е м а . / :  At -*■ Аг изоморфизмга тескари булган 
/ _1 биекция х,ам изоморфизмдир.

И с б о т .  Ихгиёрий a’b' G А1 элементларни оламиз. У 
холда/ — биекция булгани учун шундай a,b Е А1 элемент- 
лар мавжудки, a' = j[a), b' =j{b). Булардан а = / ' ](я')> b -  
= /- '( » )  ва f - \ a ' - b ' )  = / - 'Ш ° А Ь ) )  = /'* (Д а*  Ь)) = а*Ь  =
=/-> (* ') * /-Ч ^').

Теорема исботланди.
М и с о л ;  Л хакик»й сонлар туплами кушиш амалига 

нисбатан коммутатив гурухни хосил килади. R+ — барча
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с б а т  хакикий сонлар туплами купайтириш амалига нис-
б-пан к о м м у тати в  гурухни хосил килади. Ушбу J{x) =  2* 
функция R ни R + га биекцияси булиб,

■  2Х+У = 2х -2У

хоссага эга, яъни R  ни R+ га изоморфизмидир. Бунга тес­
кари изоморфизм g : R+ -* R ушбу g(y) = log j' функция- 
дир. Бунинг учун (2) хосса ушбу log2(^  • у2) = log2̂  +  log,y2
к^ринишга эга.

А , гурухни А, гурухга акс эттирувчи изоморфизм мав­
жуд булса, бу гурухлар изоморф дейилади.

Гурухларнинг изоморфлиги рефлексивлик, симметрик­
лик ва транзитивлик хоссаларига эга (исботланг!), яъни 
эквивалентлик муносабатидир.

Изоморф гурухларни улардаги бинар амалнинг хосса- 
лари нукгаи назаридан бири-биридан фарк килиб бул- 
майди.

п -§ . у р и н л а ш т и р и ш л а р , У р и н
АЛМАШ ТИРИШ ЛАР ВА БИРИКМАЛАР

А туплам п элементли туплам ва к  — бирор натурал 
сон булсин.

Т а ъ р и ф .  Компоненталари турли булган А устидаги их­
тиёрий к улчаш и вектор А устидаги k -улчамли уринлаш- 
тириш (л та элементдан к тадан уришаштириш) дейила­
ди; п-улчамли уринлаштириш урин алмаштириш дейилади.

Равшанки, мумкин булган барча А:-улчамли уринлаш­
тиришлар сони чекли булиб, бу сон факат п ва к  га бог- 
лик Уни А * оркали белгилаймиз. А" ни, яъни п элемент­
дан мумкин булган барча урин алмашгиришлар сонини 
Ря билан белгилаймиз.

Битта урин га п элементли туплам элементларини п та 
УсУл билан жойлаштириш мумкин булгани учун ихтиёрий 
п натурал сон учун А 1п =  п.
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Таърифдан куринадики, агар к  > п булса, к  — Улчамли 
уринлашгиришлар мавжуд эмас, яъни А * = 0.

1 - т е о р е м а .  Агар к < п булса, у  холда А* = rt(n—1). 
(п -  к + 1). Хусусан, Ря = 1'2 ...п .

И с б о т .  Уринлаштиришнинг биринчи компонентаси 
п усул билан берилиши мумкин. Агар к  — улчамли Урин­
лаштиришнинг биринчи компонентаси танланган булса, 
у холда унинг кол га н (к  -  1) — та компонентаси долган 
(п -  1) та элементдан (к -  1) — улчамли уринлаштирищ- 
ни х;осил кил ад и. Шунга асосан А* = п ■ А*~{. Бу тенг­
ликни кетма-кет татбик, кдламиз:

А кп = п ■ А ^ {  = п(п -  1 ) А кп:1 = ... =  n(n -1 )  ...(« -  к  +

+ 2)Л'_* + 1 =  " (л “  О -  (п -  к  + 2)(« -  к  + 1),

чунки A 'n-k+1 = и -  к + 1 •
Рп = 1 -2  ...п купайтмани кискалик учун я! (“эн-факто­

риал” деб укилади) куринишда ёзиш кабул килинган.
Т а ъ р и ф .  А тупламнинг ихтиёрий к-элементли %исм 

туплами унинг к-элементли (п та элементдан к тадан) би- 
рикмаси (iбирлашмаси, комбинациям, гурухлаши) дейилади.

А тупламнинг мумкин булган барча Аг-элементли би- 
рикмалари сони факат п ва к  сонларга ботик,. Уни С* 
орк,али белгилаймиз.

Равшанки, агар к > п булса, С* =  0. к  < п булсин.
2 - т е о р е м а .  Ушбу

~ к  _  Ап _  и(и—1)—(w-'Ar+l) _  л!
" Рк к\ к'.(п-к)'.

тенглик уринли.
И с б о т .  Мумкин булган барча &-элементли бирикма- 

ларни оламиз. Ихтиёрий бирикма олиб, унинг мумкин 
булган барча &-элементли урин алмаштиришларини ба- 
жарсак, бунинг натижасида Рк та fc-элементли урин ал- 
маштиришларни хосил киламиз. Энди мумкин булган бар­
ча Аг-элементли урин алмаштиришларни хосил килиш учун 
барча /r-элементли бирикмаларни олиб, уларнинг хар би-
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мумкин булган барча ^-элементли урин алмашти-
S S phh хосил килиш керак.

KvHra асосан ва турли бирикмалардан хосил цилинган 
к элементли урин алмаштиришлар турли булгани учун бар- 

£-элементли уринлаштиришлар сони А кп комбинация- 
сони С* нинг уриналмаштиришлар сони Рк га купайт- 

масига тенг, яъни А* =  С* • Рк-

тенгликни оламиз.
Ск ни Аг = 0 да бирга тенг деб хисоблаймиз, яъни С" = 1.
Ск сонлар икки ХЭД йигиндиси (биномни) ихтиёрий 

натурал курсаткичли даражага кутариш масалаларида уч- 
райди.

3 - т е о р е м а .  Фараз цилайлик, х, у  Е R ва п — ихтиё­
рий натурал сон булсин. У  х,олда

(х +>>)" = Xя + С^хГ-'у + С*х"-2у г + ... + С *х* 'У  + ...+  
+ С ^ х у 1 + у".

Бу айният Ньютон биноми формуласи дейилади.
И с б о т .  Фараз килайлик х, y v у2, ... уп Е R. Ушбу (х + 

+ у,) • (х + j>2) ... (х  + уп) купайтмани курамиз. Бу купайт- 
мада к,авс ичидаги хадларни купайгириб ва х  нинг бир 
хил даражаларини уз ичига олган хадларни йигиб, куйи- 
даги ифодани оламиз:

(х  + У,)(х + У2) (.х + уп) =
+ r tx"-k + . .

бу ерда

r i = У1 + У2 + ... + у„, 
г1- У Г У 2 + У Г Уг  +  -  >,.л»

V ,  =  УГУ2 ... УИ_, + у,-У2 ... У„.2У„ + ... У2У3... Уп, 
хп = У Г У 2 - У Й.
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Шундай к,илиб, хк — ушбу {yv у2, ..., >-в} туплаМн 
мумкин булган барча /r-элементли бирикмалари элеме1л, 
лари купайгмасининг йигиндисига тенг. Хусусан, агар 
= у2 = ... = уп -  у  деб олсак, у холда тк = Скп у к. B y J  
асосан (х + у)" = х" + С 1пх"~1у + ... C"~lxy"~] + у .

12-§. ТЕНГЛАМАЛАР

Ai ap / :  А -* В функция ва a G А элемент берил^ 
булса, у холда булар орцали

b = f ( a )  (1)

элемент топилади. Шундай масалалар учрайдики, уларда 
(1) муносабатдаги/функция ва b элемент берилган, аммо 
а элемент берилмаган булади ва уни тоииш талаб кили- 
нади.

Бундан хам умумийрок, булган куйидаги масала хам 
учрайди:/ :  А -* В ва g : А ■* В  функциялар берилган. Ушбу

f ( x )  = g (x )  (2)

тенгликни каноатлантирувчи х  G А элементлар топилсин. 
Бу холда (2) тенглик А ва В  тупламлар устида бир номаъ- 
лумли тенглама ва х элемент эса бу тенгламадаги номаъ- 
лум дейилади.

М и с ол  : / :  R -* B , f { x )  = X* ва g(x) = 1 булса, х4 -  Ь 
Куринишидаги биквадрат тенглама хосил булади. 
М азкур (2) т е н гл и к н и  кан оатлан ти рувчи  бирор 

х  = а Е А  элемент бу тенгламанинг ечими дейилади. Тенг- 
ламанинг барча ечимларини топиш тенгламани ечиш Дей' 
илади.

С ва В — ихтиёрий тупламлар булсин.
Т а ъ р и ф . Агар /  : С" -* В  ва g : С" -+ В функция 

берилган булиб, ушбу



кан0ашантирувчи х  = О ',,-.,* ,) £  С вектор 
тенг-'икн б „ са ва уни топиш керак булса, (3) тенглик С 
берилм*га л устида п та номаълумли тенглама ва х  = 
во В myrL* вект0р  эса бу тенгламадаги номаълумлар т и- 
s. я
3* М и с ^ л а р :  1 ) / :  R 1 - Л . Л * .  У) =  * 2 +  у , *(х , у ) =  1 

: + у = 1 тенглама хосил булади.
К" = х1+ х2 + ... + * ва g ix ^ .^ x j  =

s l L x \ булса, х ,+  х = 1 - х ?  тенглама хосил бу-

ЛаДМазкур (3) тенглам ани  каноатлантирувчи  бирор 
п -  (а а )  £  С" вектор бу тенгламанинг ечимн де-

йилади.
Агар (3) тенгламада С = А белгилаш киритсак, у холда

(3) тенглама (2) куринишга эга булган А ва В устидаги бир 
номаълумли тенгламага келади.

Т а ъ р и ф  . Агар 2т  т а / :  С" -* Д , / =  1, /и, £, : С" -* Д, 
; = Г ,т  функциялар берилган булиб, ушбу

/,(* ,» -» * * ) =  £ ,(* ,,...,х„)
..........................................  (4)

/ m(Xi,...,xB) = §м(х„...,хл)

тенгликларнинг барчасини каноатлантирувчи х  — (х ,,..., 
х.) £  Л элемент бери.шаган булса ва уни топиш керак булса,
(4) тенгликлар туплами С ва Д  устида п та номаълумли 
т та теныамалар тизими ва х(х,,...,хя) эса бу тенглама­
лар тизимидаги номаълум вектор (номаълумлар тизими) 
дейилади.

(4) тенгликлардан тузилган тенгламалар тизимини ушбу

•>*J = ft(Xi...

/«(*!,■ ">*„) = Ям (*1.

(4) ШДЭ ®елгилаш Кабул килинган. 
х = с =Т!13ИМдаги ^ар бир тенгликни каноатлантирувчи 

сп) е  С" вектор (яъни (4) даги барча тенгла-
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маларнинг умумий ечими) (5) тенгламалар тизиминиД 
ечими дейилади. (5) тизимнинг барча ечимларини тог», |  
бу тизимни ечиш дейилади.

Масалан, F: Z?2 -* Я2, F(x, у) = (2х  — у, х  + Зу), g : ^
Л2, gix, у) = ( - 1 ,  х2 + 3 — у) булса,

2 х  -  у  = - I  
х + 3 у  = х 2 + 3 - у

тенгламалар тизими \осил булади.
Агар Fix) = (/j(x),.../H(x))> С" -  А, Д т = й ва G{x) = 

ig^x),...,gmix)) белгилашлар киритсак, у холда (4) тизимни

F{x) = G(x) j

куринишда ёзиш мумкин, яъни (4) тенгламалар тизими- 
ни А = С" ва В = Д т тупламлар устида бир номаълумли 
битта тенглама деб к,араш мумкин. Аксинча, агар F  : <? -
-+Дт, Fix) = (/J(x),...,/m(x)) ва G : С" -*Дт, G(x) = (g,(x)....
gm(x)) функциялар берилган булса, у холда С" ва туплам­
лар устидаги Fix) = G(x) тенгламани С ва Д  тупламлар 
устидаги (5) тизим куринишда ёзиш мумкин. Бундан буён 
баъзан (5) тизимнинг ушбу Д х) = G(x) киска куриниши- 
ни хам ишлатамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар (5) тизимнинг камида бир ечими мав­
жуд булса, у  биргаликда дейилади. Агар (5) тизим биргалик- 
да булиб, ечими ягона булса, у  аниц дейилади.

Иккита

ва
F(x) = G(x) («)

Р(х) = Q(x) Ф

тенгламалар тизимлари берилган булсин. Бунда (а)  тизим 
С ва Д тупламлар устидаги п та х = (х,,...,хл) ном аълум ли 
т та тенгламалар тизими булсин:

F : С  -*Дт, G : С" -* Д",



\ зса С ва S тупламлар устидаги п та л- -  (х .... д ; )
№  ти3‘ , /, тенгламалар тизими булсин: 

н0маълУ^1Н к
Р : Сп ■* S \  Q : С" -* S k 

риф- АгаР тизил,нинг Х°Р биР еними Ф) нтг
ечими булса, ф) тизим (а) нинг натижаси дейилади ва 

*Т(а)=> Ф) куринишда ёзилади.
Бу таърифдан бевосита куй ид а ги хоссалар келиб чи-

КаЛ1) Хар кандай (а) тенгламалар тизими учун (а) => (а)
(рефлексивлик).

2) Агар бир хил номаълумли (a), (J3) ва (у) тенгламалар
тизимлари берилган булиб, (а) => ф) ва (/?) =* (у) булса, у 
холда (а) => (у) (транзитивлик).

Т а ъ р и ф . Агар (а) =* ф) ва (ft) ^  (у) булса, ёки (а) ва 
ф) тизишарнинг иккаласи %ам биргаликда булмаса, улар 
тенг купли тизимлар дейилади ва бу (а) о  (р) куринишида 
ёзшади.

Бу таърифдан бир хил номаълумли (я), (/3) ва (у) тенг­
ламалар тизимлари учун куйидаги хоссаларнинг уринли- 
лиги бевосита келиб чикади:

1) Хар кандай (а) тизим учун (а) «• (а) (рефлексивлик);
2) Агар (а) (/?) булса, у холда (J5) (а) (симметрик­

лик).
3) Агар (а) о  (/?) ва ф) о  (у) булса, у холда (а) (у) 

(транзитивлик).
Масалан, агар F : А В, b Е В  ва Н  : В => В булса, у 

хрлда

Д х) = Ь (6)

тешламада х  = а ечим булса, бу элемент

HF(x) = НЬ (7)

натижя'3 ' ЧУН Х,ЗМ ечим булади, яъни (7) тенглама (6) нинг
малап Г ЛИР' ^ гаР Н  — биекция булса, у холда бу тенгла- 

н тенг кучли булади.
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Учинчи боб

чизикда ТЕНГЛАМАЛАР ГИЗИМ JIАрц

13-§. ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАР Т И ЗИ М Л А Р И  
ВА УЛАРНИНГ МАТРИЦАЛАРИ

Ушбу

ахх х + + ... + а х я = Ь (1)

тенглик берилган булиб, бу тенгликдаги av  а „  ..., ап, b 
хакикий сонлар маълум, х,, х2, ..., хп хак,ик,ий с о н л а р  эса 
номаълум булса, бу тенглик п та номаълумли чизик^и тенг- 
лама дейилади; av а2, ап сонлар бу чизиьуш тенглама- 
нинг коэффициентлари, b сон озод хади, х,, х2> . . . .  хпсон­
лар эса номаълумлар дейилади.

Агар b = 0 булса, (1) тенглама бир жинсли дейилади. 
Бир хил номаълумли чизик^и тенгламалардан и б о р а т  бир 
нечта тенгламаларни бирга ечиш, яъни чизш ути  тенгла- 
маларни ечиш масаласи куп учрайди.

Бирга курилаётган бир хил номаълумли бир н еч та  чи- 
зик^и тенгламалар тупламини чиз»щли тенгламалар тизи­
ми дейилади.

Умумий куриниш да олинган чизик^ли тенглам алар 
тизимида одатда коэффициентлар ва озод хадлар к у п  булга­
ни ва шунга кура уларни турли харфлар билан белгилаш 
учун алифбодаги харфлар етишмагани сабабли коэффи- 
циентларни ва озод хадларни куйидагича б е л г и л а т  усули 
ишлатилади. Дастлаб чизикуш тенгламалар т и зи м и га  ки- 
рувчи тенгламалар тартиб билан ж ойлаш тирилади , яъни 
улар рак,амланади. Бунга асосан чизикуш тенгламалар  
тизимш'а кирувчи коэффициентлар куйидаги к ,о и д з  буйича 
иккита индексли бир хил харфлар билан белгиланади : ин- 
дексларнинг биринчиси тенгламанинг рак,амини ва и1С" 
кинчиси эса бу коэффициент турган жойдаги номзъЛУ*4'
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i -тенгламадаги j -но-ovntHM кУрсатади. Масалан, / 
нИнг р « а м 1 к0Эффициент а., оркали белгиланади ва
маъл>’м 0Т Х илади (хусусан я2, ни а -икки-уч деб укила-
а-и-жи л „  тенгламалар тизимига кирувчи озод хадлар
Дй)- Чизит “  бошКа бир хил харфлар билан белгиланади.
бир и Н Д  е к с  о з о д  Хад тегишли булган тенгламанинг ра-
Бунда инд Масалан, /-тенгламанинг озод хади />,
камин:и кур^11*^ •
^пкали белгиланади.

юкооида келтирилган келишувга асосан умумии холда
№ ‘ „ „ у  Г , х номаълумли 5 та чизикли тенг- берилган п та х х, л2, .... „

ламалар тизимини ушбу

апх х + ап х г+...аХпх п -  6, 

2̂1*1 **22*2“*"••• ̂ 2пХп ~ 2̂ 
a S \X \ +  a S 2X 2 + - - - a SnX n ~  b S

(2)

ёки кискача = b,{i = 1,S) куринишларда ёзиш мум­
кин. Бу ердаги аг сонлар / = тенгламадаги j - номаълум 
олдидаги коэффициент ва Ь. сон эса / - тенгламанинг озод
*ади дейилади. Агар барча /=[гп лар учун Ь. = 0 булса, (2) 
тизим бир жинсли дейилади.

Чизикли тенгламалар тизим ини ечиш масаласи бу 
тизимнинг коэффициентларидан тузилган ушбу

А =
a Ua \ 2 - - - a \n 
а21а22 • • ■ а2п

--- 5̂П /
( 3)

чугри бурчакли тУртбурчак жадвалнинг хоссаларига 6of- 
БуНДай жЭДвал $  та сатрли п та устунли матрица

хам “ '  Матрица  ̂ Дейилади, (atj)  ёки 11 а.. 11 куринишда 
езилади. Бу А матрицадаги atJ сонлар матрицанинг 

Чентларн дейилади. Барча S  х « - матрицалар туиламини 
sj, °РКали белгилаймиз.
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А матрицанинг хар бир сатрига R устида п - улчамли 
вектор деб кзраш мумкин. Унинг / -сатрини (aiv аа, ... 
ай) куринишда ёзамиз. Келажакда А матрицанинг сатрла- 
рини мос равишда Аг  А As оркали белгилаймиз. ^ 
матрицанинг устунларига R устида S-улчамли вектор деб 
к,араш мумкин. Унинг j  -устунини ушбу

ач I

белги урнига жойни тежаш мак,садида [ау, ау, as ] кури­
нишида ёзамиз. Келажакда А матрицанинг устунларини 
мос равишда А 1, А2, А" каби белгилаймиз.

Агар S  х и-матрицада п = S  булса, у п тартибли квадрат 
матрица дейилади. Барча квадрат матрицалар тупламини 
белгилашда Млп урнига Мл белгини ишлатамиз. Квадрат 
матрицадаги ап , а21, ат элементлар туплами унинг бош 
диагонали дейилади. Агар квадрат матрицада бош диаго- 
налдан ташк;аридаги барча элементлар ноль булса, у диа- 
гонал матрица дейилади ва баъзан diag (а,,, а22, ..., o j  
куринишида ёзилади. Барча элеменглари нолга тенг булган 
матрица ноль матрица дейилади. Агар диагонал матрица- 

= 1 булса, у бирлик матрица дейилади11» *2 2  = =  ада а
ва Еп (баъзан Е) орк,али белгиланади.

Юкорида (2) тизим буйича киритилган (3) матрица (2) 
тизим номаълумларининг коэффициентлари матрицаси де­
йилади. Бу матрицанинг унг томонига тизимнинг озод 
Хадларидан иборат [А,, Ь2, ..., AJ усгунни ёзсак, S  та сатр- 
ли п + 1 устунли

А' =
ап ахг..д ХпЬ\
а2\Chi"-a '
Cl г* Cl г-).. Snb2

(4)

матрица хосил булади. Уни (2) тизимнинг кенгайтирил- 
ган матрицаси дейилади ва ( a jb )  куринишида хам ёзила­
ди. Одатда (2) тизимни ечиш масаласи (3) ва (4) матрица- 
ларнинг хоссаларини урганишга келтирилади.
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14-§. п УЛЧОВЛИ АРИФМ ЕТИК ФАЗО

М а т р и ц а л а р н и н г  сатрлари ва устунлари орасидаги 6of- 
л а н и ш л а р н и  урганиш максадида R" даги (R  — хакикий 
туплам и) векторлар устида амаллар киритиб, уларнинг хос- 
са л ар и н и  урганамиз.

Агар X  = (хр х2, ..., хп) ва У =  (yv  у2, ..., уя) координата- 
лари хаки кий сон булган п улчамли векторлар булса, ушбу 
(х + y v х2 +  У2’ •••> +  Уп> вектоР уларнинг йигиндиси деб 
аталади ва X  + Уоркали белгиланади. Барча координата - 
ли нольга тенг булган (0, 0, ..., 0) вектор ноль вектор деб 
аталади ва б (купинча 0) оркали белгиланади.

Хакикий сонларни КУШИШ амалининг хоссаларидан 
век то р л а р н и  кушиш амалининг куйидаги хоссалари бе- 
восита келиб чикади:

а,) хар кандай учта X, У, Z  Е  R" векторлар учун

( X + Y )  + Z = X  + (У  + Z) (ассоциативлик) 

а2) хар кандай X  ER"  вектор учун 

X  + 0  = 0  + X  = X  

ау) \ар  кандай X  = (х,, х2, хп) Е  R? вектор учун

X  + У  = У  + X  = о

тенгликларни каноатлантирувчи У  вектор мавжуд; бу век­
тор У = ( - х р - х п) булиб, X  га карама-карши вектор 
дейилади ва —X  оркали белгиланади.

°4) Х9Р кандай X, У  Е  R" векторлар учун Х +  У = У + Х  
(коммутативлик). Бу хоссалар R" туплам кушиш амалига 
нисбатан коммутатив гурух хосил килишини курсатади.

Агар X  = (Хр х2, xn) Е  R" ва Я Е  R булса, ушбу (Ахр 
-Ц, Яхя, вектор X  векторнингЯ сонга купайтмаси дейи­
лади ва XX оркали белгиланади.

Хакикий сонларни купайтириш амалининг хоссалари­
дан векторни сонга купайтириш амалининг куйидаги хос­
салари бевосита келиб чикади:
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Z>j) хар кандай X  Е  Р? вектор учун 

1 - Х = Х \

Ь2) хар кандай X , f i £ R  сонлар ва X  ЕР? вектор учун 

Л(цХ) = <fr)X;

b}) хар кандай Л,ц Е  R ва X  Е  R" учун 

(Л + /г)Х=ЛХ+ цХ\

Ь4) хар кандай Л E R  ва X, У Е R" векторлар учун 

Л(Х+ У) =ЛХ+ЛУ.

R* туплам векторларни кушиш ва векторларни сонга 
купайтириш амаллари билан бирга л - улчамли арифметик 
фазо дейилади.

БерилганXv X' ,  ..., Х к Е R" векторлар ва ср с2, с. е  R 
сонлар учун ушбу с Д  + с Д  + ...+  с Х к вектор Xv Х2, ..., 
Х к векторларнинг с,, с2, ск коэффициентли чизикли 
ифодаси (комбинацияси) дейилади. Агар У  вектор Xv Х2, 

векторларнинг бирор чизикли ифодасига тенг булса, 
у Xv Х2, Х к векторлар оркали чизикли ифодаланувчи 
дейилади.

Агар Хг  Х2, ..., векторлар тизими учун ушбу 

схХ\ + с2Х 2+...+скХ к = О

тенгликни каноатлантирувчи камида бири нольдан фаркди 
булган с,, с2, ск сонлар мавжуд булса, бу векторлар 
тизими чизикли богланган дейилади. Масалан, ноль век- 
торни ёки иккита бир хил векгорни уз ичига олувчи R" 
даги ихтиёрий чекли векторлар тизими чизикли боглан­
ган.

1 - т е о р е м а .  X v  Хг, Х к векторлар тизими чизикли 
богланган булиши учун бу тизимдаги бирор векторни бош-



оркали чизикли ифодалаш мумкинлиги зарурий ва
кжЬоявий шартдир.

И  с б о т .  Xv Х2, ..., Х к векторлар чизикли богланган 
сиН. У холда камида бири нольдан фаркли булган с,, 

с сонлар мавжудки, с1Х 1 + с 2Х2+...+скХ к = 0 .  Бу 
сонлар  ичида нольдан фаркдиси с, булсин. У холда юкори- 
даги тенгликдан ушбу

v  Q  у  _  _  C j-l у  _  I у  _  _  С  к у  Х1= - Т ; Л 1- . . .  <7— ^,-1 Т ~ л м  ■■■

тенглик, яъни Xt векторнинг бошкалари оркали чизикли 
ифодаланганлиги келиб чикади.

Энди, аксинча, Xv Х2, ..., Х к векторларнинг бирортаси, 
масалан ХР бошкалари оркали ифодаланган булсин.

X' =  Я Д  + х 2х2 + ... + х 1_1х ,_1 + х 1 + 1х 1+ 1 +. . .  + х х к.

У холда

Х А  +ХгХ2 + ... +Х,_1Х1_1 - Х , +  Х1+ 1Х1+ 1 + ... +Х"ХК = 0.

Буердас, =Я,,  с2 =Х2, ..., с,_, =Я,_, ,  с =  -1 ,  с.+]= Я(+1, ..., 
с =  Хк деб олсак, =  - 1  *  0 булгани учун Xv Х2, ..., Х к 
тизим чизикли богланган.

Бу теоремадан куйидаги натижа келиб чикади. Агар 
бирор векторлар тизими чизикли богланган кием тизимига 
эга булса, бу тизимнинг узи хам чизикти богланган бу­
лади.

Чизикли богланмаган векторлар тизими чизикли эркли 
тизим хам деб аталади. Шундай килиб, агарXv  ..., Хк£В" 
тизим учун хар кандай ушбу

с^Хj + с2Х2+...+скХ к = 0

к5финишдаги тенгликдан с, = с2 = ... = ск = 0 тенглик ке- 
чикса, бу тизим чизикли эркли булади. Равшанки,

51



чизикли эркли.
В? фазода чизикли эркли тизимга мухим мисол келц, 

рамиз. Е{ оркали / координатаси 1 га ва бошк,а барча ко 
ординаталари нольга тенг булган векторни белгилаймиз' 
Ушбу

векторлар тизими чизикли эркли. Хаки катан, с]Е] + с,Д + 
+ -  + СА  -  (с1> с2> ->  О  булгани учун СХЕУ + с2Е2 + J  + 
+ с Е л = 0 тенгликдан с, = с2 = ... = сп = 0 тенглик келиб 
чикдци. Ер Е2, Еп векторлар ортлар деб аталади.

В" да А ва В тизимлар берилган булсин. Агар А нинг 
хар бир X  вектори учун В  нинг шундай чекли кием тизи­
ми мавжуд булсаки, X  вектор бу кием тизим оркали чи­
зикли ифодаланса, А тизим В тизим оркали чизикли ифо- 
даланувчи дейилади.

2 - т е о р е м а .  Агар А тизим В оркали чизикли ифода­
ланса ва В тизим С тизим оркали читали ифодшанса, у 
Холда А тизим С оркали чизикли ифодаланади.

И с б о т .  А нинг ихтиёрий X вектори В  нинг бирор {У,,
У} чекли кием тизими оркали чизикли ифодаланади:
а .у > + -  + а*К-

Хар бир У. вектор С даги бирор {Z„, ..., Zi } чекли кием 
тизим оркали чизикли ифодаланади:

Е х = (1, 0, ..., 0)
е 2 =  (0, 1, ..., 0)

Еп = (0, 0, ..., 1)

у , .  = 2 b f Z 9, b9 G R .  
j“ 1

Бу тенгликларни X  нинг ифодасига куйсак:

тенгликни оламиз. ■



Г  да бирор А тизим олинган булсин. Агар А даги 
F  - r +  1 та вектор чизикли богланган ва унда г та 
каН^эркли векторлар кием тизими мавжуд булса, бун- 

^ ' н и  А тизимнинг ранги дейилади. Уни г{А) оркали 
лай г аймИЗ ноль векторлардан иборат тизимнинг ран- 
^ни 'нольгатенг деб хисоблаймиз.

Агар хар кандай т натурал сон учун А да т та чизикли
• ^  вектор мавжуд б?лса, бундай А тупламнинг ранги 
Г сиз дейилади ва г(А) = «> куринишида ёзамиз.

А т и зи м н и н г  ранги г га  тенг булсин. А даги ихтиерий г 
чизикли эркли вектор А нинг базиси дейилади.
3 - т е о р е м а .  А тизимнинг ранги г га тенг булсин. У  

хо гда А даги ихтиёрий вектор ундаги ихтиёрий базис ор- 
а.ги ягона усул бъган чизикли ифодаланади.

И с б о т .  А да ихтиёрий {Bv Bv  ..., В)  базисни ва ихти­
ёрий X  секторни оламиз. У холда Br, X}  тизим 
чизикди богланган, яъни камида бири нольдан фаркли 
булган шундай ср с2, ..., сг, с сонлар мавжудки,

+ с2В2+...+сгВг + сХ — 0 .

Агар с = 0 булса, у холда с1В1+...+сгВг = 0 булиб, с,, с2, 
..., с^ сонларнинг ичида камида бири нольдан фаркли 
буларди, яъни Вг В2, ..., В2тизим чизикли богланган булар- 
ди. Бу эса тизимнинг базис эканлигига зид.^Демак с *  0.
Бунга^кура юкоридаги тенгликдан X  = — г~
~ ~~С^г  генгликни оламиз. Бу билан х;ар кандай X  век­
торнинг базис оркали чизикли ифодаланиши курсатилди.

Энди А" вектор икки хил усул билан базис оркали ифода- 
ланган булсин: Х = а 1В1 + а2В2 + ... + а Д , Х =  ЬД  + Ь2В2 +
+ ...+ 6 Д , Бу тенгликларнинг биринчисидан иккинчи- 
сини айириб, ушбу

(а, - Ь1)В1 + (аг -  Ь2)В2+...+(аг - Ь Г)ВГ = 0

^®нгликка келамиз. Бундан базиснинг чизикли эрклили- 
а = ftacoca” а , ~  = а2 -  Ь2 = ... = аг -  Ьг = 0 ни, яъни 
1 1’ аг "2> —> аг -  Ьг тенгликларни оламиз.
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4 -т  е о р е м а . R" да ётувчи А ва В тушмлар берилган 
булиб, В нинг ранги S  га тенг булсин. Ага{ А тизим В ор~ 
цали чизикли ифодаланса, у  холда А дии хар цандай 
(S  + 1) — та вектор чизикли богланган, m u  r(A) < S.

И с б о т .  Теорем ани S  буйича математик индукция усу- 
ли билан исботлаймиз. А тупламда юстиций {С,, ..., С,} 
чизикли эркли тизимни ва В  тизимда брор {/),, ..., Z)} 
базисни оламиз. У холда 2-ва 3-теоремалрга асосан С 
С2, ..., С векторларни {£),, ..., Ds} базис орцади ифодалаш 
мумкин:

С, = д Д  + ... + alsDs,
C2 = a2Dl +  ... +  a2sDs, (1)

с г = аЛ  1 + -  + аЛ

Теоремани исботлаш учун r<  S  тенгсизликни исбот- 
лаш кифоя.

Агар В  тизимнинг ранги S =  1 булса, у юлда С,, С2, ..., 
С векторлар чизикли эркли булгани учун 1) тенгликлар- 
дан г < 1 тенгсизликни оламиз, яъни теорема S  = 1 учун 
уринли. Энди теоремани ранги S  -  1 булпн хар кандай В 
туплам учун уринли булсин деб фараз кшамиз. Агар (1) 
тизимда а1л. = a2S = ... = я„=  0 булса, у холдзранги г га тенг 
булган {Cj, ..., CJ тизим ранги S -  1 га тенг булган {Dv ..., 
Ds l} тизим оркали чизикли ифодаланардн. Бу холда ин­
дукция буйича фаразимизга асосан г <  S  - I . Бундан г < S. 
Энди als ..., аг6.коэффициентларнинг бирортаси, масалан 
arS> нольдан фаркли булган холни курамиз. Бу \олда (1) 
нинг охирги генглигидан Ds ни ифодалаб оламиз:

 ̂ °п г ап 1 а„ rf

Бу ифодани (1) даги колган (г -1 ) та тезгликка куйиб, 
ухшаш хадларни йигиб чикамиз. Натижада <уйидаги тенг­
ликлар тизимини оламиз.
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Г-1,5—1 S—1'

(2 )

Бу тенгликлар тизими ушбу

векторлар  тизимининг {Dv ..., векторлар тизими ор­
кали чизикли ифодаланишини курсатади.

С}, . . . ,С'_, векторларнинг чизикли эркли эканлигини 
курсатамиз. Хакикатан, бирор А,, Я2, Я 1._1 сонлар учун 
Я,С\ + Я2С2‘+ .. .+ЯГ_,С'_1 = 0 тенглик Уринли булсин, деб фа- 
раз килайлик. Бу тенгликка С/ векторларнинг ифодаси-

тенгликни оламиз. Ср ..., С векторлар чизикли эркли 
булгани учун охирги тенгликдаги барча коэффициентлар 
нольга тенг. Хусусан Я ,=  Я2 = ... = Хг_1 = 0. Бу эса 

векторларнинг чизикли эркли эканлигини 
курсатади. Шундай килиб, (2) тенгликка асосан ранги г — 1

булган {£),, ..., Ds_j} тизим оркали чизикли ифодаланади. 
Бундан индукциянинг фаразига мувофик г -  1 < S -  1, 
льни г < S  тенгсизлик келиб чикади.

1 - н а т и ж а .  R" фазонинг ранги п га тенг.
И с б о т .  Хакикатан, {Ех, ..., Еп} ортлар тизими чи­

зикли эркли булгани учун бу тизимнинг ранги п га тенг.

ни кУйсак Я,(С, - ^ С л)+...+Яг_1(сг_1- % ^ с )  = 0.
L-- иП \ ап )

Бундан ухшаш хдоларни йигаб

тизим ранги S -  1 га тенг
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Иккинчи томондан ортлар тизими оркали /?" даги и* 
ёрий (С,, С2> С ) вектор чизикли ифодалангани у,/'' 
(Ср С2, ..., С ) = С Д  + С2.Ё2 + ... + СпЕп. Исботланган >
оремага асосан r(R")< п. Бу ортлар тизими Яп да ёП а 
учун r(Rn) = п.

2 - н а т и ж а .  R" даги хар кандай А кием туплам ^  
г\А)< п. ' Л

И с б о т .  А кием туплам В"да ётгани учун R" орк^ц, 
чизикли ифодаланади.

1-натижага асосан г[В")=п. Бундан ва 4-теоремадав 
г{А) < п тенгсизлик келиб чикади.

3 - н а т и ж а .  В" да ётувни А ва В тизимлар берилган 
булсин. Агар А тизим В оркали чизикли ифодаланса ва В 
тизим А оркали чизикли ифодаланса, г(А) = г(В).

И с б о т .  2-натижага кура, г(А)< п ва г(В)< п. Бундан 
ва А тизим В оркали чизикли ифодалангани учун 4-тео- 
ремага асосан г(А)< г(В). Шунга ухшаш г\А)> г(В). Демак 
riA) =  r{B). U

15-§. МАТРИЦАНИНГ ВА ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 
ТИЗИМИНИНГ РАНГИ

A G Msn матрицанинг Л!, А2, ..., А” устунларини б’-улчам- 
ли векторлар деб караймиз. А матрицанинг устунларидан 
иборат булган векторлар тизимининг рангига А матрица 
устунларининг ранги деб аталади. Уни кискалик учун гу(А) 
оркали белгилаймиз. Равшанки, rt(A)< п.

Ушбу

f a , kx k =b, (/ = 1,^) (а)
k=1 V '

тенгламалар тизимининг ечими мавжудлиги масаласини 
текширишга утамиз.

A G Л/ п матрица берилган (а) чизикли тенгламалар ти- 
зими номаълумларининг коэффициентлари матрицаси в3 
А 1 £  Л/ „ +, эса (я) тизимнинг кенгайтирилган матрица011

56



Бу матрицалар устунларининг ранглари учун

гг(л/-=*
I - т е о р е м а  ( К р о н е к е р - К а п е л л и ) .  Берилган 

(д) чизикли тенгламалар тизимининг биргаликда булиши 
i <ля г (^) = г,(  ̂  ') тенгликнинг бажаршиши зарур ва ки-

Ф°я ' 5оТ  Берилган (а) тизимнинг озод-хадларидан ибо-
• L 1 . гг«I *11 й  Л П 1 /0  1 П т и и ш .оагбулггш [br bv  ... bs\ устунни В оркали белгилаб, тизим- 

НИ кУйидаги вектор куринишда ёзиб оламиз:

Берилган (а) тизим биргаликда булсин деб фараз килай- 
лик. У холда бундан ва ф) ифодадан В векторнинг А1, А2, 

А" векторлар оркали чизикди ифодаланиши келиб чи­
кади. {А \ А"} тизим нинг ранги г га тенг булиб,  
!a Ki, , А Кг} унинг ихтиёрий базиси булсин. У х,олда 2-§ 
даги 3-теоремага кура, кар кандай А  вектор бу базис ор­
кали ифодаланади. Демак, В вектор хам бу базис оркали 
ифодаланади. Бу [А1, ..., А", В} тизимда хар кандай г + 1 та 
векторнинг чизикли богликлигини курсатади, яъни 
г(А) = г ( А ') тенглик уринли.

Энди г (А) = г ( А ‘) тенглик уринли булсин деб фараз 
Килайлик. Бундан {Л1, Ап} тизимнинг  ихтиёрий 
{л*1, . . . ,АКг} базиси {Л1, ..., А", В} тизим учун х,ам базис- 
лиги келиб чикади. Бундан эса В  векторнинг {А*, А1, ..., 
А") тизим оркали чизикли ифодаланиши келиб чикади. 
Бу (Р) тенгламани ва демак (а) ни хам каноатлантирувчи 
номаълумларнинг кийматлари мавжудлигини курсатади.

Биргаликда булган (а) чизикди тенгламалар тизими учун 
исботланган теоремага асосан г {А) = г ( А ')• Бу сонга (а) 
чизикли тенгламалар тизимининг ранги деймиз ва г\а) ор­
кали белгилаймиз. Равшанки 0< г(а)< п. Хусусан г(а) = О
б анда ва факат шу ,\олдагина тенгламалар тизимининг 

№  коэффициентлари ва озод хадлари нольга тенг. 
' т е о р е м а .  Бирга,гикда булган (а) чизикли тенгла- 

ва *‘Р.тизимининг аник булиши учун г(а) =п булиши зарур

Xj/41 + х2А2 + ... + x j "  = В.
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И с б о т .  Биргаликда булган (а) тизимнинг аник^и I 
дан (ft) муносабатга асосан В векторнинг А', ..., А" ус/** 
лар оркали ягона усулда ифодаланиши келиб чикади. g ,H' 
дан А \  ..., А" векторлар тизимининг чизикли эрклили*1' 
келиб чикишини курсатамиз. Хакикатан бирор с,Л1 +
+ С А” = 0 куринишидаги тенглик уринли булсин деб фа+ 
раз килайлик. Бу тенгликни  (ft) тенгликка  кушиб' 
(Xj + С,)Л' + ... + (хл + CJA" = В тенгликни оламиз. Охип’ 
ги тенглик курсатадики, агар (х,, ...хл) вектор (а) тизим- 
нинг ечими булса, (х, + с,, ..., хл+ сп) вектор хам ечимдИр 
Ечимнинг ягоналигидан х, +  с, =  х,, ..., хл +  сл =  х  тенг­
ликни оламиз. Бу тенгликлардан с, = 0, ..., сп = 0, яъни 
А1, А" векторлар тизими ч изикли  эркли. Демак 
г(а) = г (А) = п.

Аксинча, г(а) =  п булсин. У холда {А1, ..., А"} векторлар 
тизими чизикли эркли булиб, {А1, ..., А", В) тизим эса чи­
зикли богланган. Бундан В  векторнинг А \ ..., А" тизим 
оркали ягона усулда ифодаланиши, яъни (ft) тизимнинг 
ягона ечими борлиги келиб чикади.

Н а т и ж а . Агар п та номаълумли S  та бир жинсли чи- 
зик^ли тенгламалар тизими учун S  <п булса, бу тизимнинг 
нольдан фар^ли ечими мавжуд.

И с б о т .  Берилган (а) бир жинсли тизимнинг вектор 
куринишидаги (ft) тенгламасида В = 0 булиб, у ушбу

х 1А1+...+х„Ап = б

куринишга келади. Бу тенгламах, = 0 ,..., хп = 0, яъни ноль 
ечимга эга. Демак, бир жинсли тизим доим биргаликда. 
Тизимда тенгламаларнинг сони S  та булгани учун устун- 
лар S  - улчовли векторлардир. Бундан ва 14-§ 4-теорема- 
нинг 2-натижасидан (а) тизимнинг ранги учун г(а) £ $ 
тенгсизлик келиб чикади. Бу ва S  < п тенгсизликдан г(а) < п 
тенгсизлик келиб чикади. Охирги тенгсизлик 2-теоремага 
асосан (а) тизим ечимлари сонининг биттадан ортикДи' 
гини курсатади. Демак (а) тизимнинг нольдан фарКД*1 
ечими мавжуд.

Бу параграфдаги теоремалар матрица у сту н л ар и н и н г 
р а н г и н и  хисоблаш масаласи мухимлигини курсатади .
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г- и  м а т р и ц а н и н г  сатрларини я-улчовли векторлар
А е  мумкин. А матрицанинг сатрларидан иборат 

деб КаРвекторлар тизимининг рангига А матрица сатрла- 
б?лгаН пяяги деб аталади. Уни к,искдлик учун г (А) оркали
C S S S . V n - u - v я * *

Кейинги параграфда х;ар кандай А м атрица учун 
г (Л) тенгликни курсатамиз ва матрицаларни эле­

ментар алмаштириш ёрдамида рангларини \исоблаш усу- 
,н билан танишамиз.

1б-§ МАТРИЦАЛАРНИНГ ЭЛЕМЕНТАР 
АЛМАШ ТИРИШ ЛАРИ

Иккита А{В&  А/,. матрицалар берилган булсин.
Агар А матрицада иккита сатрнинг урни алмаштири- 

лиши натижасида В  матрица хосил кдлинса, В матрица А 
дан сатрлар устида (I) тур элементар алмаштириш нати­
жасида хосил килинган  дейилади . Бу билан бирор 
f \ M - *  М5 п акс эттириш аникланди.

Агар А матрицанинг бирор сатрини бирор сонга купай- 
тириб, бошка бирор сатрига кушиш натижасида В матри­
ца хосил килинса, В  матрица А дан сатрлар устида ( I I ) -  
тур элементар алмаштириш натижасида хосил килинган 
дейилади. Бу билан хам бирор / :  А/ п -* М< п акс эттириш
Хосил КИЛИНДИ.

Бу таърифларга ухшаш матрица устунларининг (1) ва 
(Н)-тур элементар алмаштиришлари таърифланади.

1 - т е о р е м а .  Сатрлар (устунлар) устидаги х;ар бир 
М%тэлементар а.шаштириш биекция булиб, унинг 

теск а р и с и : М 1я-+М511х;ам сатрлар (устунлар) устида 
элементар алмаштиришдир.

И с б о т .  Фараз килайлик,/ — сатрлар устида (I) тур эле­
ментар алмаштириш булиб, ихтиёрий А матрицада, маса- 

н р- ва q- сатрларнинг урнини алмаштиришдан иборат 
^ н н  f(A) = В. Ai-ap В матрицада яна р- ва q- сатрлар- 

УРнини алмаштирсак, у холда А матрицага кайта-
^ н и Г  ^  ~ Я ^  -f( f(A )). Бу/ • / — бирлик акслантириш, 

^ н г  тескариси /  нинг узи булиб, у элементар ал-
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маштириш эканлигини курсатади. Бундан хусусан / н J  
биекция эканлиги хам келиб чикади. ,Нг

Энди / — сатрлар устида (II) тур элементар алмащп.1 
риш булсин: f(A ) -  В. У холда /  акслантириш ихтиёп 
А = (а.} матрицага куйидагича таъсир килади. Шундай 
ва q (1 < р, q <  S) хамда А е Л  сонлар мавжудки, А ва ь 
ларнинг /?-сатрдан бошка барча сатрлари бир хил ва д 
нинг р  -сатри эса А нинг р- ва ^-сатрлари оркали

Ьрк = apic +haqK (к = \,п)

формула буйича олинади (яъни А нинг ^-сатри И сонига 
купайтирилиб, /j-сатрига кушилди.

Агар хосил булган В матрицада бу матрицанинг д-сат- 
рини (-А) сонига купайтириб, уз-сатрига кушсак, А мат­
рицага кайтамиз: g(B) = А. Курамизки g: Msп ■* А/ акс эт­
тириш /  га тескари ва у хам сатрлар устида (II) тур ал- 
маштиришдир. Бундан/ нинг биекция эканлиги хам келиб 
чикади.

Устунлар учун теореманинг исботи шунга ухшаш.
Gt(s х ri) оркали сатрлар устидаги элементар алмашти- 

рилишларнинг мумкин булган барча чекли сондаги ком- 
позицияларидан иборат тупламни белгилаймиз. Хар бир 
/ :  Msn-* Msn элементар алмаштириш биекция булгани ва 
биекцияларнинг композицияси биекция булгани учун 
Gc(s х ri) тупламнинг элементлари хам Msn нинг узини узига 
биекцияларидан иборат.

2 - т е о р е м а .  G /s  * п) туплам биекцияларнинг ком­
позицияси (яъни элементар алмаштиришларнинг кетма- 
кет бажарилиши) амалига нисбатан гурух,ни х,осил цилади.

И с б о т .  Акс эттиришлар, хусусан, биекциялар учун 
ассоциативлик к°нуни уринли (3-§, I-теорема). Демак. 
улар учун умумлашган ассоциативлик конуни хам уринли 
(9-§, 1-теорема). Бунга кура элементар алмаштиришлар­
нинг иккита f x ■ f 2 . . . /m£  Gc{s х «) Ва gy -g2 ... grG Gi,s хп) 
чекли композицияларнинг (/j • f 2 . . . fm)(g^%2 ... g)  купайт- 
масини хам ■ f 2 . . . fm -f, -g2... gr куринишда, яъни эл ем ен ­
тар алмаштирилишларнинг чекли сондаги к о м п о з и ц и я с и  

куринишида ёзиш мумкин. Демак
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( / ; - / 2- / J t e r s 2  •••&)€<?,<**«).

да ассоциативлик конунининг бажарилиши 
опламлар акс эттиришларининг комиозииияси учун

гяжаР^лиШИДа н  к е л и б  ЧИКаДИ.0 Л/ нинг (1) формула билан берилган (И)-тур ал- 
^ го и ш и д а  А = 0 деб олсак. тупламнинг бирлик алмаш- 

ма- ИиРни оламиз. Бундан М!п нинг бирлик алмаштири- 
ТИР О (s * п) га тегишли эканлиги келиб чикади.
ШИЭнди ихти ёри й/, - / 2 - / nG G (s X п )  элементни оламиз.

ерда .\ар бир /  элементар алмаштириш булгани ва ,\ар 
fi n элементар алмаштиришга тескари алмаштириш мав- 
^v-д булиб. у хам элементар алмаштириш булгани сабабли 
г-1 1.../ ," ' G Сс( 5 х  л). Бу э л ем е н т / • /  , . . /т га теска­

ри. Хаки^атан ушбу

(Ут 1 * /п-1• ) ( /  ’ f 2" ' f т) ~

=  ( / m- ‘( / « - i ( - ( / r 1 • / , ) . . . ) / „ - , ) / „ )

купайтма ассоциативлик хоссасига кура бирлик элемент­
га тенг.

Бу билан Gc(s х п) нинг гурух эканлиги курсатилди. 
Ge(s х п) гурух; бу аслида Gc(Msn) гуру.\яа сатрларнинг 

барча элементар алмаштиришлари хосил кил га н кием гу- 
РУХДир.

Шунга ухшаш устунлар учун (7 (s х п) гурук .\ам кири- 
тилади.

Н а т и ж а .  А, В п матрицалар берилган булсин. Агар 
А матрицадан Вматрицага сатрларнинг (устунларнинг) пек­
ли сондаги элементар алмаштиришлари оркали утиш мум- 
Кин булса, у  урлда В дан А га х,ам чекли сондаги элементар 
а,мяштиришлар оркали утиш мумкин.

с б от .  Фараз килайлик, А дан В га сатрларнинг f m,
э^ементар алмаштиришлари оркали утиш мумкин 

У-Гсин. У колда

Ш  -  (f, М» = В,
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яъни

1-теоремага асосан 1 лар \ам элементар ^

маштиришлар булиб, 2 -теоремага асосан

яъни / f 1 • / 2_1, э л е м е н т а р  атмаштиришлар оркали 
В дан А га уташ мумкин. Устунлар учун мулохдза щунга 
ухшаш.

3 - т е о р е м а .  Матрица сатрларининг (устунларининг) 
ранги унинг сатрлари (устунлари) устида чекли сон мар. 
та элементар алмаштиришлар бажарилганда узгармайди 
яъни Gc(s х п) гурухнинг (Gy(s * п) гурухнинг) таъсирига нис■ 
батан инвариантдир.

И с б о т .  А Е  Ms п матрицанинг сатрлари устида ихти­
ёрий / , ,  / г, . . . f k элементар алмаштиришлар бажарилган

тенгликни исботлашимиз керак. Дастлаб бу тенгликни 
k =  1 х;олда исботлаймиз.

А нинг сатрлари устида ихтиёрий /  элементар алмаш- 
тириш бажарилган булсин. Агар у (I) тур элементар ал- 
маштириш булса, у .\олда А матрица билан f(A) матрица 
бир хил сатрларга эга булгани учун (улар факдтгина сатр­
ларнинг уринлари билан фарк, килгани учун) уларнинг 
ранглари тенг г /А ) = rc(f(A)). Агар А га (И) тур/элементар 
алмаштириш таъсир килган булса, у х;олда А да шундай Р 
ва q сатрлар мавжудки, А билан f(A) ларнинг р -с а т р л а р и -  

дан бошк,а барча сатрлари бир хил ва /(А ) нинг ^-сатри Л 
нинг р -  ва g-сатрларининг чизикли комбинациясидир- 
Демак, бундан 14-§, 4-теоремага кура rc(f(A)) < гс(А). Ик-

булсин: (fk . . . f x)(A). 
Ушбу

r/(fk ...Q(A)) =  r/A)
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J P J L  ,0НДан 2 -теоремага кура/ 1 мавжуд ва у \ам (II) 
10111411 ,ентар алмаштиришдир. Унинг учун юкоридаги 
ТУР эле!\ 1арГа асосан rc(f-'(A)) ^ г/ л > Агар бУ тенгсизликда

олинса:

Г /А )  -  г / / - ' ( Я Л » >  5  г / « Л »

Кундан ва юкоридаги тенгсизликдан г /А ) = гД(А)) тенг- 
олинади. Бу билан теорема к = 1 да исботланди.

ЛН Энди теоремани к - 1  элементар алмаштириш учун
„«ли деб фараз килайлик. У холда теореманинг к = 1 

ва к - 1  УЧУН урянлилигига асосан

= '•Д -1 -//4 » ; = г/л).

Устунлар учун теореманинг исботи шунга ухшаш.
Куйидаги иккита хоссага эга булган матрицага сатрла- 

рига (устунларига) нисбатан зинапоя матрица дейилади:
1) Агар /-сатр (устун) ноллардан иборат булса, у холда 

(/+ 1) - сатр (устун) кам ноллардан иборат.
2) Агар матрицанинг / -  ва (/ + 1)- сатрларининг (ус- 

тунларининг) хар бирида нольдан фаркли элементлар 
булиб, / - сатрдаги (устундаги) чапдан (юкоридан) бирин- 
чи фаркли элемента. - ракамли устунда (сатрда) ва (/ + 1) - 
сатрдаги (устундаги) чаидан (юкоридан) биринчи ноль­
дан фаркли элемент /и|+1- (сатрда) учраса, у холда т. < m.+j 
тенгсизлик уринли.

Хусусан, ноль матрица сатрларига нисбатан хам ус­
тунларига нисбатан хам зинапоя матрицадир.

Келтирилган таъриф сатрларига (устунларига) нисба- 
тан зинапоя матрицада нолдан фаркли сагрлардаги (ус- 
тунлардаги) чапдан (юкоридан) биринчи нольдан фаркли 
элементдан чаццаги (юкоридаги) ва пастдаги (унгдаги) эле- 
Ментлар нольга тенг булишини курсатади.

Сатрларга нисбатан зинапоя матрицада нольдан фарк-
сатрлар г  та булсин. У холда бу сатрларга мос булган

1’ mv  —. шт ракамли устунларни сатрларга нисбатан зи- 
я матрицанинг бош устунлари деймиз. Сатрларга
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нисбатан зинапоя матрицанинг таърифига кУра 1 ^
< тг < . . .<  т_< п

4 - т е о р е м а .  Дар кандай матрицани сатрларнинг ( 
тунларнинг) чекли сондаги элементар ajiMammupuuctapu • 
дамида сатрларга (устунларга) нисбатан зинапоя 6р'Mafnpu.цага аилантириш мумкин.

И с б о т .  Ихтиёрий А Е Msn матрица берилган булси I 
Теоремани S  сатрларнинг сони буйича математик инду  ̂
ция усули билан исботлаймиз. Агар матрица фацат битга 
сатрдан иборат булса, у сатрларга нисбатан зинапоя мат 
рица булади. Демак S  = 1 булса, теорема уринли.

Энди S  > 2 *олни курамиз ва теоремани (S  - 1) та сатрд  ̂
матрицалар учун уринли деб фараз циламиз. Агар а  мат- 
рица ноль матрица булса, у зинапоя матрица.

А нольдан фаркли матрица булсин. У х,олда унда ноль- 
дан фаркли элемент мавжуд. Демак матрицада нольдан 
фаркли устун мавжуд. Биринчи нольдан фаркли устун т - 
устун булиб, ундаги нольдан фаркли элемент р - сатрда 
ётсин. Биринчи ва р - сатрларнинг урнини алмаштириб 
((1) гур элементар алмаштириш), биринчи сатрининг т- 
устунида ётувчи а[щ элементи нольдан фаркди булган ку­
йидаги матрицага келамиз:

А' =

О ...а ',...а '„\ sml sn /

“to
а\ тх СОН-Агар \ар бир k =  2 ,S  учун биринчи сатрни

га кунайтириб, /с-сатрга кушсак ((П)-тур э л е м е н т а р  ал 
маштиришлар), куйидаги матрицага келамиз:

А" =
'О-О

0 - 0  0  -  ° 2 л

\0..0 0 ... asn j

64



У4" м а т р и ц а д а  биринчи сатрни ташлаб, калган
ЭНД тотардан* иборат матрицани С оркали белгилай- 

S ' 1 ^аТ̂ м аТрицанинг биринчи т1 та устуни нолыа тенг. 
мяз- ь> {ца та сатрга эга булгани учун унга матема- 

С ял^сциянинг фаразини куллаб, чекли сондаги эле-
' ___ __ ЛМПП..||ПЛ ЛЛТЛТ-! Г\1'Г\ ИИ/'ЙПТ'ОИ *111тик

ментар а л м а ш т и р и ш л а р  ёрдамида сатрларга нисбатан зи- 
^куриниш га эга булган D матрицага келтириш мум- 

иапоя устидаги сатрларнинг элементар алмаштиришлари 
Г м а т р и ц а н и н г  хам элементар алмаштиршцлари булиб, 
бунда биринчи сатр узгармайди. Хосил булган D матрица­
нинг хам биринчи /и, та устуни ноллардан иборат булади.

D м а тр и ц а н и н г  нольдан фаркли г-1  та сатри булиб, бу 
сатрлардаги нольдан фаркли биринчи элементлар мос ра- 
вишда тг, тг устунларда ётган булсин. У холда 
т < ... < ю • D матрицанинг биринчи тх та устуни нол­
лардан иборат булгани учун тх< т 2 < ... < тг. Натижада 
биринчи сатрдан пастга D  матрицанинг сатрлари ёзилса, 
хосил булган S  та сатрли матрица сатрларга нисбатан зи- 
напоя матрица булиб, у А матрицадан чекли сондаги эле­
ментар алмаштиришлар оркали хосил килинган булади.

Устунлар учун теорема шунга ухшаш исботланади.
5 - т е о р е м а .  Сатрларга (устунларига) нисбатан зи- 

напоя матрица сатрларининг (устунларининг) ранги ноль­
дан фаркли сатрларининг (устунларининг) сонига тенг.

Исбот.  A G Msn матрица сатрларига нисбатан зина- 
поя булиб, гта нольдан фаркли сатрга эга ва mv т2, ...,тг — 
бош устунларининг ракамлари булсин:

А =

Буердая
сатрлар ^ д и б , бирор с„

~~̂ %>Мсиее UJ

(2)

*  0 — нольдан фарк- 
..., с сонлар учун



с Д  -I- c2A2+...+crAr =  0 булсин деб фараз киламиз. Бунд 
теоремани исботлаш учун долган сатрлар ноль буд  ̂ Н 
туфайли с, = с2 = ... = с. = 0 келиб чикишини кУрсатаи,Н 
Агар г  = 1 булса, ушбу с,Л, = 0 тенгликни, яъни с а 
= ... = с1а 1п =  0 тенгликларни оламиз. Бундан а, !л̂ п 
булгани учун с, = 0 тенгликни оламиз. Энди г -  \ "Iq 
г - 1  та нольдан фаркли б,, ..., Вг сатрларга эга ва сатр^ 
рига нисбатан зинаиоя булган .\ар кандай В матрица y w  
ciBl+...+cr_\Br_l = 0 тенгликдан доим с, = с2 = ... = с . 
келиб чик;син деб фараз киламиз. Ушбу с Д  + ... + с^' -  q 
тенгликдан

W m , = О

с, а.l“lm0 + сгагт- = 0

+• ■+cramir =  О

тенгликлар тизимини оламиз. Буларнинг биринчисцдан 
а\тХ *  0 булгани учун с, = 0 т енгликни оламиз ва 
С.Д + ... + сД. = 0 тенгликка келамиз. А7, ..., Аг сатрлар- 
нинг узи г -  1 сатрли зинапоя матрица хосил кдлгани учун, 
индукция фаразига кура с2 = ... =  с. = 0. Бу ва с, = 0 тенг­
ликлар Av А2, ..., Аг сатрларнинг чизикли эрклилигини 
курсатади, яъни гс(А) = г.

4- ва 5-теоремалар бирор матрица сатрларининг (ус­
тунларининг) рангини хисоблаш учун уни элементар ал­
маштиришлар оркали зинапоя куринишга келтириш ки- 
фоя эканлигини курсатади.

Агар А е  Мп квадрат матрица булиб, диагонал кури- 
нишга эга булса, 5-теоремага асосан унинг с а т р л а р и н и н г  
(устунларининг) ранги нолдан фаркли диагонал эл е м е н т -  
ларининг сонига тенг.

6 - т е о р е м а .  Сатрларига (устунларига) нисбатан зи- 
напоя матрица устунларининг (сатрларининг) ранги ноль­
дан фаркли сатрларининг (устунларининг) сонига тенг- 

И с б о т .  Зинаиоя А матрица (2) куринишга эга б$лсйч 
Нольдан фаркли сатрлар г  та булгани учун унинг устуН' 
ларини г-улчамли векгорлар деб караш мумкин.
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У м * * , ~ - ’А Пт б о ш  устунларнинг ч и з и к л и  э ркли 
эканлигини куреатамиз. Фараз килайлик бирор с , с 
t- сонлар учун схА "  + c 2A ”*+ ...+ crA ”'  =  0 булсин. У  КолДа

. Ьа 1 ™, +  с2а 1«2 +• ■ -+Cra ,mr =  О

с2д2„2 +• • -+c,armr = о

CrQrmr О

6 V ерда ,*  “•‘Ч *  0  f лга1м >'ч>'н 5-те°-
оемага ухшаш мулохазаларни ишлатиб с, = с2 = ... = сг= О
тенгликларни оламиз, яъни А ? ',...,А т' бош устунлар чи­
зикли эркли. Бундан ва 14-§ даги 4-теореманинг 2-нати- 
жасига асосан г (А) =  г  эканлиги келиб чикади.

С а тр л ар н и н г  ранги учун теореманинг исботи шунга
waiiam. ■

Н а т и ж а .  Сатрларига (устунларига) нисбатан зина­
поя булган хар кандай матрица сатрларининг ранги устун- 
ларининг рангига тенг.

И с б о т .  Агар сатрларига нисбатан зинапоя матрица- 
нинг нольдан фаркли сатрлари сони г  га тенг булса, у 
.\олда 5- ва 6-теоремаларга асосан гс(А) = г =  гу(А).

Агар В = (by) G Л/ п матрицанинг элементлар» А = (ам)  6  
е  М! п матрицанинг элементлари билан ушбу Ьц = qJt

(' = h s , j  =  1,и) тенгликлар билан богланган булса, яъни 
Янинг Bv В2, ..., Bs сатрлари мос равишда А нинг А1, А2, 

А‘ устунларига тенг булса, В матрица А га нисбатан 
транспонирланган дейилади ва А1 каби белгиланади. Рав- 
шанки, х;ар кандай А матрица учун (АТУ = А, гс(А) = 
= гуМт), гу(А) = гс(А т).

- т е о р е м а .  Матрица сатрларининг (устунларининг) 
Ромгц матрица транспонирланганда узгармайди, яъни хар 
«ан<>аи Р м а л и ц а  учун г(Я) = л (Я т), гу(Н) =  ry(JT).
уНи с о т - Ихтиёрий Н £  М!п матрица берилган ва t f -  

г транспонирлангани булсин. 4-теоремага кура сачр-
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ларнинг чекли сондаги f v  ..., f K алмаштиришлари 0 * 
Я  ни сатрларига нисбатан зинапояни А матрицага к е *11 
риш мумкин: (fK../,)(Я ) = А . Агар Я  нинг сатрлари ус'*11' 
бажарилган/,, . . . , / к элементар алмаштиришларни fp  ^  
рицанинг устунлари устида бажарсак, устунларига 
тан зинапоя А 1 матрицага келамиз. 3-теоремага ас 
г(Я) = гс(А) ва г (Л1) = г (Я 1), 6-теореманинг натикас^ 
асосан гс(А т) = г (Л1). Булардан

г (Я) = г(Л) = г(/Г ) = г(Л т) =гДЯт).

Шунга ухшаш г (Я) = г (Я’) тенглик исботланади. Ц 
Н а т и ж а . Хар кандай матрица сатрларининг ранги ус 

тунларининг рангига тенг.
И с б о т .  Ихтиёрий Я  матрица учун 7-теоремага асо 

сан г (Я) =г (Я 1) = г (Я). ■
Бу натижага асосан куйидаги таърифни киритишимиз 

мумкин. Ушбу г (Я) = г (Я) сон матрицанинг ранги дейи­
лади.

17-§. ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАР ТИЗИМЛАРИНИНГ 
АЛМАШТИРИШЛАРИ. ГАУСС УСУЛИ

Иккита

п __
2 а * х к = 4  (/ = 1,5) W

= d ,( i  = 1, s) ф)
к=1

бир хил Хр х2, ..., хп номаълумли S  та тенгламалар тизим- 
лари ва уларнинг кенгайтирилган матрицалари берилган 
булсин.

Агар (а) тизим иккита тенгламасининг уринлари ал- 
маштирилиши натижасида (fi) система хосил к и ли н са. (Р> 
тизим ( а )  дан (1)-тур элементар алмаштириш н ати ж асй Д 3 

Хосил килинган дейилади.
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. ч тизимнинг бирор тенгламасини бирор сонга 
^гар б бошца бирор тенгламасига кушиш натижа- 

к ^ / Г и з и м  косил килинса, ф ) тизим (а) дан (II) тур 
с«Да а л м а ш т и р и ш  натижасида косил килинган де-

ййЛ^Ибир Чизикли тенгламалар тизимига унинг кенгай- 
* *  Матрицасини мос куйсак, у холда чизикли тенг- 

тири^ар тизими устидаги кар бир (I) тур ёки (II) тур эле- 
ЛЗМ о алмаштиришга унинг кенгайтирилган матрицаси 
МеН(да мос элементар алмаштириш тугри келади. Аксин- 
>СТ кенгайтирилган матрица устидаги \ар бир (I) тур ёки 
Ш) тур элементар алмаштиришга тизим устидаги мос эле­
ментар алмаштириш тугри келади. Тизимлар ва уларнинг 
к е н г а й т и р и л г а н  матрицаларининг элементар алмаштириш - 
шри орасидаги бу мослилик ва 1б-§ да матрицалар эле­
ментар алмаштиришлари учун олинган хоссалардан бе­
восита тенгламалар тизимлари элементар алмаштириш- 
ларининг хоссалари олинади.

1 - т е о р е м а .  Агар битта чизицли тизимдан иккинчи- 
сига чекли сондаги элементар алмаштиришлар op^CLiu утиш 
мумкин булса, у  х,олда иккинчисидан биринчисига х,ам чек­
ли сондаги элементар алмаштирииьгар оркали утиш м ум ­
кин.

Исбот .  Теореманинг исботи тизимлар ва уларнинг 
кенгайтирилган матрицалар элементар алмаштиришлари 
орасидаги мосликдан ва 16-§ да 2 -теореманинг натижа- 
сидан келиб чикади.

Агар чизикли тенгламалар тизимининг кенгайтирил­
ган матрицаси зинапоя матрица булса, у зинапоя тизим 
Дейилади.2

' т е о Рема .  Хар цандай чизи^ги тенгламалар тизи- 
по НеКЛи сон^аги элементар а.гмаштиришлар орк,а.ш зина- 
0я̂ гизимга келтирилиши мумкин.

кенга°“б ° Т ^ еоРеманинг исботи тизимлар ва уларнинг 
Ри on ТИрилган матрицалари элементар алмаштиришла- 
цади аснлаги мосликдан ва 1б-§ 4-теоремадан келиб чи-

дан цк* ° Р е м а • Агар бир чизикли тенгламалар тизими- 
ННи тизимга чекли сондаги элементар а.гмашти-



ришлар орцали ymuui мумкин булса, у  холда бу тизимлар 
тенг кучлидир.

И с б о т .  Дастлаб теоремани (а) тизимдан (/?) га битта 
(I) тур элементар алмаштириш оркали хосил килинган ход 
учун исботлаймиз. Фараз килайлик, (а) тизим биргаликда 
булиб, (xj°,x®,...,x°) вектор (а) нинг бирор ечими булсин. 
У холда бу вектор (/?) нинг хам ечими булади, чунки (а) ва 
(/?)лардаги тенгламалар бир хил булиб, факат (0) да (а) га 
нисбатан иккита тенгламанинг урни алмашган. Иккинчи 
томондан (а) тизим хам (/?) дан (I) тур элементар алмаш­
тириш оркали хосил килинади. Бундан юкоридаги муло- 
хазага кура (/3) нинг хар бир ечими (а) нинг хам ечими 
булади.

Демак, (а) ва (ft) тизимлар тенг кучли.
Энди (/3) тизим (а) дан (II) тур элементар алмаштириш 

оркали хосил килинган холни курамиз. У холда шундай 
р, q (р *  q, I < р, q < s) ва h G R сонлар мавжудки, (а) ва 
(/3) тизимларда р - тенгламалардан бошка барча тенглама­
лар бир хил, р  - тенгламаларнинг коэффициентлари ва 
озод хадлари эса куйидагича богланган:

с = а + ha (к =  \ ri) d  =b  +  hbрк рк qK V 'v  Р Р  я

Ф араз килайлик, (а) тизим биргаликда булиб, 
хо = вектор (а) нинг бирор ечими булсин. У
холда бу тизимларнинг /ьтенгламаларидан бошка барча 
тенгламалари бир хил булгани учун х0 вектор (/?) тизим­
нинг р -  тенгламадан бошка барча тенгламаларини кано- 
атлантиради. Бу х0 вектор (а) тизимни каноатлантиргани 
учун унинг р- ва q- тенгламаларини каноатлантиради:

Иккинчи тенгликнинг икки томонини И га купайти 
риб, биринчи тенгликка кушсак,
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+ = bp + hbq
K = \

тенгликни оламиз. Бу эса (л:®, , . . . ,х°) векторнинг (ft) 
даги р-  тенгламани хам каноатлантиришини курсатади. 
Демак (а) нинг хар бир ечими (ft) нинг хам ечими экан. 
Аммо (а) хам (ft) дан (II) тур элементар ал маштириш ор­
кали хосил килинади. Бундан юкоридаги мулохазаларни 
ишлатиб, (ft) нинг хар бир ечими (а) нинг хам ечими экан­
лиги олинади.

Юкорида келтирилган мулохазалардан курамизки, агар 
тизимларнинг бирортаси иккинчисидан битга элементар 
алмаштириш оркали хосил килинган булса, у холда бу 
тизимларнинг бирортаси биргаликда булса, иккинчиси хам 
биргаликда ва улар бир хил ечимларга эга. Бунга асосан, 
агар уларнинг бирортаси биргаликда булмаса, иккинчиси 
Хам биргаликда булмайди. Бу билан теорема (ft) тизим (а) 
дан битта элементар алмаштириш оркали хосил килин­
ган холда исботланди.

Бундан фойдаланиб, умумий хол математик индукция 
усули ёрдамида исботланади.

Н а т и ж а . Хар кандай тенгламалар тизими бирор зи­
напоя тизимга тенг кучли.

И с б о т .  Натижанинг исботи 2- ва 3- теоремалардан 
келиб чикади.

Бу натижадан фойдаланиб, ихтиёрий чизикли тенгла­
малар тизимини унга тенг кучли булган зинапоя тизимга 
келтириб олиб, бевосита ечамиз.

Ихтиёрий п та номаълумли S  та чизикли тенгламали
(а) тизим берилган булсин. А ва А' мос равишда бу тизим­
нинг коэффициентлари матрицаси ва кенгайтирилган мат- 
рицаси булсин. Бу тизимни чекли_сондаги элементар ал­
маштиришлар ёрдамида бирор (а) зинапоя куринишга 
келтирамиз. А ва А мос равишда (а) тизимнинг коэф­
фициентлари матрицаси ва кенгайтирилган матрицаси 
булсин. У холда А п та устунли ва S  та сатрли .зинапоя 
матрица булади. А эса А матрица устунларини уз ичига
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олган (h + 1) та устунли ва S  та сатрли зинапоя матрица 
булади. А нинг нольдан фаркли сатрлари сони г  га тенг 
булсин. Унинг бош устунларининг номерлари мос равишда 
mv т2, ..., тг булсин. У холда 1 < /и, < т2 < ... < mr < п +  1

Куйидаги икки холни айрим курамиз:
1) mr =  п +  1, яъни r -сатрда нольдан фаркли ягона 

элемент булиб, у (п + 1)-устунда ётади;
2) mr < п +  1.
Биринчи хол, яъни ушбу mr = п + 1 тенглик уринли 

булсин деб фараз кдламиз. У холда r-тенглама куйидаги 
куринишда булади:

О • х, + 0 • х2 + ... + 0 • хп = b r, Ъг О,

яъни бу тенгламанинг чап томонидаги барча коэффици­
ентлар нолга тенг, озод хад эса нольдан фаркли. Аммо 
бундай тенгламанинг ечими йук, чунки унинг чап томо- 
ни хар кандай х,, х2, ..., хп лар учун нольга тенг, аммо унг 
томони нольдан фаркли. Бундан (а) тизимнинг хам ечи­
ми йукдиги келиб чикади. 3-теоремага кура (а) тизим хам 
ечимга эга эмаслиги келиб чикади. Шундай килиб, 
mr =  п + 1 холда (а) тизим биргаликда эмас экан.

Энди mr < п + 1 холни курамиз. Бу холда (а) тизим 
куйидаги куринишда ёзилади:

Aim, хИ] + . . .  +  а\„х„ = Ь\,

02т2 X +  . . .+  й2пХп =  Ь2,

Qrmr Хтг + ... + йтХп = Ь,,

О • х, + .......+ 0хл= 0 ,
Ох, + .......+ 0хп= 0 ,

бу ерда aim, * 0 , а 2т2 *  0 , . . . ,  а тг *  0 .
Бош устунларга мос келувчи хт{ х т2 > ■ • • > х тг номаълум- 

ларни бош номаълумлар ва колганларини эса озод но-
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мат>лумлар дейилади. Бош номаълумларнинг сони г  та ва 
озод номаълумларнинг сони (п -  г) та. Агар п = г  булса, 
озод номаълумлар йуц. Бу холда у куйидаги куринишга 
эга:

ацх, + а п х 2 +  . . .+  а\„хп = Ъ\

аг2Хг+ . . .+  а 2пХп =  Ьг

йтХп "  Ьп (б?)

Ох, + 0х2 + .......+ 0хл= 0

Ох. + .......+ Ох =0.1 Л

бу ерда аи * 0 , . . . , а т *  0 . Агар n = s булса, (а) тизим уч- 
бурчак тизим дейилади. Бу холда тизимда Ох, + ... + 0хл=0 
айнан ноль куринишидаги тенгламалар йук. Агар s >  п 
булса, (а) да (5 — ri) та айнан ноль куринишидаги тенгла­
малар булади. Айнан ноль куринишидаги тенгламаларни 
*ар кандай вектор каноатлантиргани учун (а) тизимни 
ечишда айнан ноль булган тенгламаларни ташлаб юбо- 
риш мумкин. Демак (а) тизимни ечиш куйидаги учбур- 
чак тизимни ечишга келтирилади.

Дпх, + а\гхг + ... + а\пх п = Ь\ 

апХ2+ ...+  а2пХп = Ъг

ОплХп — Ьп

Бу ерда охирги тенгламадан хя ни топамиз:

Буни барча бошка (л -  1) та тенгламага куйсак, нати- 
Жада х,, х2, ..., хп _, номаълумли учбурчак тизим хосил була-
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ди. Бундан охирги хя_ 1 номаълумни топиб, бошк,а тенг- 
ламаларга куямиз. Шу йусинда номаълумларни кетма- 
кет топиб, натижада барча номаълумларни бир кийматли 
топамиз. _

Бу билан биз (а) тизимни п = г булган холда ечдик. 
Энди г <  п булган холни курамиз. Бу холда юк,оридаги- 

га ухшаб, тизимдан айнан нольга тенг булган тенглама­
ларни ташлаб, куйидаги тизимни ечишга келамиз:

+  0\п>2 • • ш̂т 0\пХп Ь\ 

агтг х т  ̂ + . . . +  агпХп =  Ьг

йгтг Х„г +  . .  . +  атХ„ =  Ьг

Бу тизимда озод номаълумлар катнашган барча хдд- 
ларни тизимнинг ^нг томонига утказамиз ва озод номаъ- 
лумларга ихтиёрий кийматларни берамиз. У холда тизим­
нинг Унг томони сонларга айланиб, тизим бош номаъ- 
лумларга нисбатан учбурчак тизим булади. Бу тизимни 
х£м юк,оридагига ухшаш ечиб, бош номаълумларнинг к,ий- 
матини бир кийматли топамиз. Бу билан (а) тизимнинг 
ечими топилди. Бундай ечншда озод номаълумларнинг 
барчасига ихтиёрий кийматларни бериб, бош номаълум­
ларнинг буларга мос кийматлари бир кийматли топила- 
ди. Шундай килиб, бу усул билан (а ) тизимнинг барча 
ечимлари то пил ад и. Бу билан (а) тизимлар тенг кучли 
булгани учун (а) ва (а) тизимнинг хам барча ечимлари 
топилди.

Чизикди тенгламалар тизимини элементар алмашти­
ришлар оркали зинапоя усулга келтириб, юкорида келти- 
рилган усулда ечишни Гаусс усули (баъзан номаълумлар­
ни кетма-кет йукотиш усули) дейилади.

ЮкорВДа келтирилган мулохазалар жараёнида куйи­
даги теоремалар хам олинди:

4 - т е о р е м а .  Чизицли тенгламалар тизими биргалик­
да булиши учун у  зинапоя куринишга келтирилганда кен-



гайтирилган матрицасининг охирги бош устунининг тг р а ­
зами mr < п + 1 тенгсизликни цаноатлантириши зарур ва 
кифоя.

5 - т е о р е м а .  Агар (а) чизикли тенгламалар тизими­
нинг ранги г  (а) < п тенгсизликни каноатлантирса, у  х,олда 
бундай тизимнинг ечимлари чексиз куп булиб, ечимлар 
туплами (п -г(а ) )  та ихтиёрий узгарувчилар билан пара- 
метрланади.

Шундай масалалар учрайдики, уларда чизикли тенгла­
малар тизимларини текширишни ва ечишни зинапоя 
тизимга келтирмасдан туриб, бажариш керак булади. Ке- 
йинги параграфлар шундай усулларга багишланган.



Туртинчи боб 

ДЕТЕРМ И НАНТЛАР НАЗАРИЯСИ

18-§. ИККИНЧИ ВА УЧИНЧИ ТАРТИБЛИ 
ДЕТЕРМИНАНТЛАР

Энди бошк;а усул билан иккита номаълумли иккита 
тенгламалар тизимини ечамиз.

1 - т е о р е м а .  Икки номаълумли иккита чизикли тенг­
ламалар тизими

ушбу ап • аг1 — аи • аи *  0 шарт бажарилганда ягона

ечимга эга.
И с б о т .  Ушбу Д = апап -  апа21, А, = 6 ,а22 -  Ь2ап, А2= 

= aub2 -  а2]Ь1 белгилашларни киритамиз. Тизимдаги би­
ринчи тенгламани а22 га, иккинчисини эса ( - а 12) га купай- 
тириб, уларни кушсак, Ах, =Д, тенгликни оламиз. Шунга 
ухшаш, биринчи тенгламани ( - л 21) га, иккинчи тенгла­
мани яи га купайтириб, уларни цушсак, =Д 2 тенглик­
ни оламиз. Натижада Д *  О булгани учун

fanX,+a,2x2=Ai,
и 21х,+в22х2= 6г ( 1)

bian-l>ian , 
в11в22_°12а21
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Иккинчи томондан бевосита х,исоблашлар номаълум- 
ларнинг топилган к.ийматлари берилган тизимни ^аноат- 
лантиришни курсатади:

д.
=

х-, =

д 5
_  а2

д ’

а\1х 1 + °\2Х2 — 
а2\Х\ а22Х2 = 1̂-

Демак,

а \ \ х \ +  а 12х 2 ~  

а2,х, + а22х 2 = Ь2,

Д1
* = Т ’ 
х  = Otl 

2 Д

Бу эса теореманинг исботидир.

А =
\ а 21°22

квадрат матрицага апа22 — ап • а]2 сонни мос куя ми з. Бу 
сон А матрицанинг детерминапти (2-тартибли детерми­
нант) дейилади ва det А ёки

а\\а12

тарзида белгиланади.
Бу белгилаш тилида 1 - т е о р е м а  куйидагича айтила- 

Ди: агар

А =
а.,а11 12 

а 21 °22

* О
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булса, у  холда (1) тизим ягона

ечимга эга, бу ерда А, ва Д2ларни хам юк,орида киритид- 
ган белгилашга кура

= Ьхап
, А? =

а,,й,

bla22 #21̂ 2

куринишда ёзиш мумкин.
Уч номаълумли учта тенгламалар тизимини ечиш ма- 

саласи учун тартибли детерминант тушунчасига олиб ке- 
лади. Агар

А =
а̂\\а \2а\Ъ ^
аг\аггагъ 

\ апап а гз /

учинчи тартибли квадрат матрица булса, ушбу

а п а гга гг а \ъа г\а ъ2 а п агъа ъ\ а \ъа гга ъ\ а п а п а п  

~ а п а п а ъъ

сон А матрицанинг детерминанти дейилади ва det А ёки

ап а\гаи
а 21а 22а 23

тарзида белгиланади. Юкорида келтирилган дет ер м и н ан т  
Кийматини хисоблаш ко ид ас и эсда колиши учун куйи да- 
ги Саррюс жадваллари ишлатилади:



и

Бу ердаги (+) жадвалда детерминантнинг мусбат ишо- 
-аля бирладлари купайтувчиларининг олиниши кридаси: 
^ж адга купайтувчи сифатида кирувчи матрицаларнинг 
элементлари кесмалар билан бирлаштирилган. Детерми­
нантнинг манфий ишорали хдолари учун бундай к;оида 
жадвалда берилган.

2 - т е о р е м а .  Агар

« 1 1 « 1 2 « 1 3

« 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3

* 0

булса, у  х;олда

« 1 1 * 1  « 1 2 * 2  « 1 3 * 3  ^ 1  

« 2 1 * 1  +  « 2 2 * 2  +  « 2 3 * 3  =  Ь 2 

« 3 1 * 1  ■*" « 3 2 * 2  « 3 3 * 3  =  * 3

(2 )

чизицли тенгламалар тизими ягона

ечимга эга, бу ерда

А =

fnl 
< 

\ N 
<

U  • д * д 1

«11«12«13 Ь\а \2аМ

аг\а22а 21 . А , = ^2а21аП

«31«32«33 *3«32«33
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<*lM3 ana12b|
д 2 = агФгагъ> ^з —а21а72̂ 2

a3l îal3 Д31С32̂ 3

И с б о т .  Агар (2) тизимнинг биринчи тенгламасини 
дар иккала томонини нг

ап аи
ап аъъ

га, иккинчисини

а п а ч

га, учинчисини

Д12а13

га купайтирсак ва уларни кушсак, Дх, 
оламиз. Агар биринчи тенгламани

Aj тенгликни

га, иккинчисини

га, учинчисини
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ку п ай т и р са к  ва уларни кушсак, Ах2 = \  тенгликни 
'оламиз. Нихоят, биринчи тенгламани

а 2\а 22

га, иккинчисини

_ а \1а \2 
а 31а 12

га. учинчисини

аиа \г

га купайтирсак ва уларни кушсак, Дх3 = А3 тенгликни 
оламиз. Олинган тенгликларга асосан

X -  Д*

Дт
* 2 = - ± (3)

<
|<II«“ОК

тенгламалар тизими (2) тизимнинг натижасидир. Иккин-
чи томондан (3) тизимдаги кийматларни (2 ) тизимга олиб
00РИб куйилса, унинг каноатланиши бевосига текшири-
лади. Бу (2) ва (3) тизимларнинг эквивалентлигини курса­
тади.
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Исботланган 1 -ва 2-теоремалар л номаълумли п та тенг- 
ламанинг ягона ечимга эга булиши х.ак.идаги Крамер тео- 
ремасининг хусусий холларидир.

19-§. УРНИГА КУЙИШЛАР ГУРУХИ

3-§ ва 10-§ (4-мисол)да А тупламнинг уз-узига барча 
биекцияларидан иборат G{A) туплам киритилиб, унинг 
биекциялар композицияси амалига нисбатан гурух хосил 
к;илиши курсатилган эди.

Биз шу гурухни биринчи л та натурал сонлардан ибо­
рат А = {1, 2, ... , л} туплам учун курамиз. Бу холда G(A) 
туплам Sn оркали белгиланади ва л-даражали симметрии 
гурух деб аталади. ^нинг  элемента, яъни А = {1, 2, ... , п} 
турламнинг уз-узига биекцияси л-даражали урнига иуйиш 
деб аталади. Агар <pl Е Sn ва <р2 Е Sn булса, уларнинг (р (<р) 
композицияси <р1 ва у>,урнига куйишларнинг купайтмаси 
дейилади вар, • куринишида белгиланади. Х,аР бир урни­
га куйишни иккита сатрли жадвал куринишида куйида- 
гича ёзиш мумкин: унинг биринчи сатрида берилган 
тупламнинг элементлари бирин-кетин ёзилади ва улар­
нинг остига иккинчи са-фда мос равишда образлари ёзи­
лади. Масалан, ушбу

ёзув А = {1, 2, 3, 4} тупламнинг куйидаги (р : А -* А биек- 
циясидир:

(D

'1 2 3 4 ' 
<р : 4 1 

\4 3 2 1J

яъни <р (1) = 4, <р (2) = 3, (р (3) = 2, (р (4) = 1. Умуман
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* - ( '  2 " i  [ m, т2 m j
( 2 )

езув /1 = (1> 2 , п} тупламнинг куйидаги биекциясидир:

яъни <р (0  =  т? / = 1,л.
Агар Л тупламнинг элементлари 1, 2, ... и усиш тарти- 

бида эмас, балки бошк^а бирор av а2, ..., ап тартибда ёзил- 
ган булса, хр урнига куйишни ушбу

яъни ip (а ) = Ь., / = 1 Масалан, (1) урнига куйиш ушбу

куринишда хам ёзилиши мумкин. (4) ёзув (1) ёзувдан ус- 
тунларнинг урни билан фарк; ктилади. Умуман, берилган 

Урнига к^йишнинг бирор ёзувида устунларнинг урни 
адмаштирилса, яна хр урнига куйишга мос ёзувни оламиз. 
Урнига куйишнинг турли ёзувлари бир-биридан фак,ат ус- 
тунларнинг урни билан фарк, к,илади. Хар бир хр урнига

'1 2 . . . и '  
хр : 1 i  4 

кш1 Щ тя,

(3)

ёзуви хам ишлатилади. Бу ерда

(4)
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куйиш (2) куринишдаги ягона ёзувга эга. Бу унинг кано 
ник ёзуви дейилади.

Киритилган ёзувлардан фойдаланиб, масалан, ушбу

V\ =
'12 3 4 
ч4 3 1 2

12 3 4 
2 4  13

урн ига куйишлар биекцияларнинг композицияси коида- 
си буйича куйидагича куиайтирилади:

' 1 2 3 4 '
(1 2 3 4 \ '1 2 3 4^ [1 2 3 4'
\2 4 1 3J ,4 3 12 , = 4 3 1 2 =  \3 1 24  у

Н И
1312 4J

\р̂ 1)г купайтма х,ам шунга ухшаш топилади:

12 3 4
3 2 4 1

Топилган в а у ^ , урнига куйишларнинг турли экан­
лиги SA гурух коммутатив эмаслигини курсатади.

А тупламнинг бирлик акс эттириши St гурухнинг бир­
лик элементидир. Уни Е  оркали белгилаймиз. У ушбу



-лринишларда ёзилиши мумкин. (2 ) куринтп и берилган 
У урнига куйишнинг хр~1 тескариси ушбу

ф и ш т  эга, яъни г ' ( » , )  = ^  ^
КУЙИШ (3) куринишда берилган булса, у вдлла унинг
тескариси ушбу ^

V; ' 1 =
6, Ь2 ■ • ■ Ьп

курин иш га эга, яъни У>~\Ь) -  о,., I -  1,л-
1 - т е о р е м а .  Sm гурух, элементларининг сони п ! га тенг.
И с б о т .  Хар бир rp G SK урнига куйиш ягона (2) кано­

ник куринишга эга. Бу куринишдаги иккинчи сатр эле- 
ментлари у  биекция булгани учун А =  {1 ,2 ,  «} тунлам- 
нинг бирор урин алмаштиришидир. Аксинча, агар А 
тупламнинг бирор урин алмаштиришини (2) куринишда 
иккинчи сатр цилиб олсак, хосил булган гр : А ■* А акс 
эттириш биекция булади. Шундай кдлиб, барча и-дара- 
жали урнига куйишлар билан А тупламнинг барча урин 
алмаштиришлари орасида узаро бир кийматли мослик 
урнатилди. Демак Sn д а т  элементлар сони А тупламнинг 
барча урин алмаштиришлар сонига, яъни п ! га тенг (11-§).

А = (1, 2, ..., п} тупламнинг ихтиёрий а = (а,, а2,...,ап) 
Урин алмаштириши берилган булсин. Агар (а., а )  жуфт 
Учун af < а. булса, бу жуфтнинг инверсияси нольга тенг 
Дейилади. Агар (а., а.) жуфт учун ai > а. булса, (о(, а.) жуфт­
нинг инверсияси бирга тенг дейилади. Берилган (я,, 
а2>-~,ап) урин алмаштиришнинг 1 < / < j  < п тенгсизликни 
Каноатлантирувчи барча (а., а )  жуфтлари буйича инвер- 
сияларни к^шиб чик^шдан хосил булган сон бу урин ал- 
маштиришнинг инверсиялар сони дейилади ва /(о) оркали
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белгиланади. Масалан, (4 3 12) урин алмаштиришда (4
3), (4, 1), (4, 2), (3, I), (3, 2) жуфтлар инверсиялар хосил 
Килади, (1, 2) жуфт эса х,осил килмайди. Демак, бу урИн 
алмаштиришнинг инверсиялар сони 5 га тенг. Агар урИн 
алмаштиришнинг инверсиялар сони жуфт (ток) булса, у 
жуфт (ток) урин алмаштириш дейилади. Масалан, (1, 2 
3, 4) — жуфт урин алмаштириш, (4, 3, 1,2) — ток Урин 
алмаштириш.

Агар каноник куринишда берилган урнига куйишнинг 
иккинчи сагри жуфт (ток) урин алмаштириш булса, бу 
урнига куйиш жуфт (ток) дейилади. Масалан, (1) урнига 
куйиш жуфт.

Агар хр урнига куйишда факат иккита элементларнинг 
урни алмашиб, колганлар уз урнида колса, бундай урнига 
куйиш транспозиция дейилади. Масалан, ушбу

урнига куйиш транспозициядир.
2 - т е о р е м а .  Xjap кандай $  транспозиция учун <р2 = Е, 

яъни <р = <р~1 ва у  ток урнига куйишдир.
И с б о т .  Берилган транспозиция / ва к  (/ < к) сон- 

ларнинг уринларини алмаштириб (яъни <p(i) = к, <р(к) =
о, колган барча (яъни т *  i, т к) сонларни уз урнида 
Колдирсин: <р(т) = т. Бу муносабатларга кура <p(<p(i)) = <р 
(к) = /, <р(<р(к)) = <p(i) = к ват *  к, i у г̂ун <р(<р(т)) =<р (т) = т, 
яъни <р2 = Е. Бундан <р~1 = <р эканлиги келиб чикади.

Бу ip транспозицияга каноник ёзувда ушбу

урин алмаштириш мос келади. Бу ерда 1, 2, ..., / — 1 лар- 
нинг хар бири узидан кейингиларнинг хеч кайсиси билан 
инверсия бермайди. Акшо к  сони / + 1, ..., к — 1, / сон- 
ларнингхар бири билан инверсия беради. Ушбу / + 1, •••, 
к  - 1  ларнинг хар бири / билан инверсия беради, ам м о 
к +  1, ..., п лар билан эса инверсия бермайди. Ушбу i,

(1, 2 , ..., / - 1, к, i +  1, ..., к  - I ,  /, к  + 1, ... п)
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К .  |  ,.v n ларнинг хар бири узидан кейингиларнинг хеч
Йсйси билан инверсия бермайди. Хосил булган барча 

цнверсияларни йигсак: (к  -  /) + (к  -  i -  I) = 2(к -Г ) -  1, 
яъни инверсиялар сони ток,.

Агар Я урнига куйиш (ёки урин алмаштириш) жуфт 
(ток) б^лса, унинг ишораси 1 га ( — 1 )га тенг дейилади. 
Унинг ишораси sgn Я оркали белгиланади. Бошкача айт- 
ганда sgn Я = ( -1 ) '(Д), бу ерда /(Я) — инверсиялар сони.

3 - т е о р е м а .  Урнига цуйишлар купаитмасининг ишо­
раси урнига qyiiuuLiap ишораларининг купайтмасига тенг, 
яъни хар кандай <р, гр G 5  лар учун

S g n ( < p ' 1/>) =  sgn ip ’ sgn v>.

И с б о т .  Хар бир tp G Sn урнига куйишга Л" фазонинг 
куйидаги F  уз-узига акс эттиришни мос куямиз: агар х = 
(х,, х2, ..., х.) е  R" булса,

Рф* = Х2’ Xi) = ЦеО)’ Х¥>(2)> •"> Х?(п)

Агар у  = (у,, у 2, ..., уп) = (ху(1), х^2), х,(л)), яъни у, = 
х i = \ , n деб олсак, у холда F v  = (у  yv{2), ..., у  ). 
Бундан Угф =  Xffm  =  Xftor яъни = Ff (P x ) =  F x  Де­
мак,

F -F = F (5)\p ipyj ' '

муносабат уринли.
Хар бир х е/?” да аникпанган ушбу

Ж ( х ) =  П ( х / - х у ) 
1 < / < j  < п (6)

функцияни караймиз (барча / < j  лар учун олинган (х. - х у) 
айирмаларнинг купайтмаси). Бу функция Вандермонд 
купайтмаси дейилади. Ушбу

W ( F y X )  =  П  ( х <р(.‘) ~  х  f (j) )
1 < / < j  < п
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купайтма (6) купайтмадан факат <p{i) > <p(j) тенгсизлик 
уринли булган (х^ф—х  ) айирмаларнинг ишоралари би- 
лангина фарк килади. Бунга асосан

ЩЕ<рх) =  (—1)/<!,,> W(x) = sgny> Щх).

Бундан ва (5) муносабатдан

sgn(<ргр)Щх) = ЩЕ^х) =  W(Fv(F x)) =  sgnxp W (Fx) =
= sgnxp -sgny? w(x)

тенгликларни оламиз. Булардан

sgn (p -tp ) = sgn<p-sgnxp.

Иккита элементли {1, —1} тупламда купайтириш ама- 
лини карасак, бу туплам шу амалга нисбатан коммутатив 
гурухни хосил килади. Бу гурухни Z2 оркали белгилаймиз.

SK гурухнинг^ га ушбу <р -*■ sgn̂ > акс эттиришини к,арай- 
миз. Исботланган теорема бу акс эттиришнинг шу гурух- 
ларнинг гомоморфизми эканини курсатади.

1 - н а т и ж а .  1) Жуфт урнига куйишяарнинг купайтма- 
си жуфт урнига куйишдир ва ток, урнига куйишларнинг 
купайтмаси х,ам жуфт урнига куйишдир.

2) жуфт (ток) ва ток, (жуфт) урнига куйишларнинг 
купайтмаси ток урнига куйишдир.

И с б о т .  Хакикатан

[1, агар sgn <р =  sgn хр
sgn ( ^ )  = sgn*> • sgnv> = sgn v  *  sgn ^

2 - н а т и ж а .  Хор кандай <р урнига куйиш учун

sgn<р =  sgn <р~К

И с б о т .  Хакикатан, Е  бирлик урнига куйиш жуФт 
булгани учун 1 = sgn Е  = sgn(v? • <p~l) = sgn(р • sgn</>~'. Де'  
мак, sgn̂ > = sgnyr1.
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с о р е м  а . Агар п > 1 булса, у  х;олда барча жуфт
4 а цуйишлар сони барча ток, урнига цуйишлар сонига

т г а т е ^Исбот-  Р„ оркали барча л-даражали жуфт урнига 
J L w a p  ту пл амин и ва Qn оркали ток урнига куйишлар 

|0 * * ^ нНИ белгилаймиз. Sn да бирор г транспозицияни 
* *  2-теоремага ва 3-теореманинг 1-натижасига кура 
мо кандай а& Р „  учун та £  Qn булгани учун Да) = г а , а  £  Р„ 

сЬола бирор / :  Р„ ■* Qn акс эттиришни аниклайди. Хар 
к в & Q учун gift) =  ифода билан аникланган

q  ^ .р  акс эттириш /  га тескари акс эттиришдир. 
Хакикатан. 2 -теоремага кура г2 = К  Хар кандай а  £  Рп 
учун

giAa)) =  S(ra ) = г(га) = т~а =  Ба = а  

ва хар кандай /3 £  Qn учун

J W ) )  = Л Ф ) = *(ГР) = т ф =  Ер = р.

Демак / :  Рп -* Qn— биекциядир. Бундан Рп ва Qn даги
элементларнинг сони тенглиги келиб чикади. Sn нинг эле-
ментлари сони п ! булгани учун Рп ва Qn лар хар бири-

л! _нинг элементлари сони у  га тенг.*
5 - т е о р е м а .  Рп туплам Sn гурущинг к,исм гурухидир.
И с б о т .  1-натижанинг (1) тасдигига кура, агар<р,гр £  Рп 

булса, у холда <р- хр £  Рп. 2-натижага кура, агар <р £  Рп 
булса, у холда <р~] £  Рп. Булардан ва 10-§ даги 4-теорема- 
ниш натижасидан Рп нинг кием гурух эканлиги келиб 
чикади.■

20-§. ДЕТЕРМИНАНТЛАР НАЗАРИЯСИ

п — натурал сон, А = (аЛ  — п-тартибли квадрат мат­
рица ва



1\А, Я) = аа х/9\ ' аа г0 г ■■ аа я/?„

белгилаш киритамиз. Бу купайтма Я >фнига куйишни 
ёзиш усулига боглик, эмас, чунки Я нинг бошка ёзувига 
унинг устунларини алмаштириш оркали утилгани учун б 
алмаштириш куиайтмадаги купайгувчиларнинг урнинй 
алмашишигагина олиб келади.

Ушбу S  SSH Л Р(А, Я) йитнди А матрицанинг детер-
ie S n

минанти дейилади ва det А оркали белгиланади. 5  гурд 
элементлари сони п ! га тенг булгани учун det А нинг 
ифодаси п ! та хаднинг йигиндисидир.

Хусусан, агар Я учун

л -т а р т и б л и  у р н и г а  к у й и ш  б у л с и н .  У ш б у

каноник ёзув ишлатилса, детерминант ушбу

det А = 2 sg n X a Ul a2l2. ..a rA„ (2)
А<=*„

куринишда ёзилади. Агар А матрица ушбу

'ап ап- • О
А = а2\аИ • ■°гп

ка п\апг •••̂ ПП 1

жадвал куринишда берилса, унинг детерминанти учун 
куйидаги белги \ам ишлатилади:

апа п • •«и
det А - а2\атг •■•а2п

ап\ап2 - ° т
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Aran (2 ) ифодадс „ -
JJJgarv i и ф о д а л а р н и  оламиз.

дгар (2) иф°дааа л -= 1, 2 , 3 деб олсак, мос равишда

—  а 11а 22 а 12а 21

вца12а13
а 21а 22°23  =  ° \ \  ' ° 2 2  '  °33  +  а \Ъа 2 \а П  +

вцап ап
+  а 12а 23й 31 — ^ З ^ ^ !  а \ 2 ° 2 \ а  33 а п а 2Ъа Ъ2

Бу и ф о д ал ар  п  -тартибли детерминант 2- ва 3 - тартиб­
ли д е т е р м и н а н т л а р н и н г  умумлашмаси эканлигини курса­
тади.

Д е т е р м и н а н т л а р н и н г  асосий хоссаларини курамиз.
1 - т е о р е м а .  Матрица транспонирланганда унинг де­

терминанты узгармайди, яъни det А = det АТ
И с б о т .  Агар А = (а.к), Ат = (йл) булса, у холда Ь.к =  ай

ва Р(ЛГ, Я) = Ьа^ .Ъ а^ 1...Ь а^ п = ар1п ^ ар2а2- - ар^г„

= Р (А ,Г ') ,  ч у н к и , агар Я нинг ифодаси (1) куринишда 
булса, у  холда

Олинган тенгликка ва sgn Я = sgn Я 1 тенгликка (19-§ 
3 -теореманинг  2 - натижаси)  асосан
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det A 1' =  ^sgn  ц Р (А т,ц )  = цР{А , ц) = det А
Sn р 6 sn

тенгликни оламиз.
1-теореманинг ахамияги шундан иборатки, у детерм и 

нантнинг сатрларига (устунларига) дойр хоссаларни Ус' 
тунларига (сатрларига) алохида исботсиз утказишга им' 
кон беради.

Агар А матрица бош диагоналининг остидаги (устида 
ги) барча элементлар нольга тенг булса, у устки учбурчак 
(остки учбурчак) матрица дейилади. Устки ва о стк и  уч­
бурчак матрицалар учбурчак матрицалар дейилади.

2 - т е о р е м а .  Учбурчак матрицанинг детерминанта 
диагоналдаги элементларнинг купайтмасига тенг.

И с б о т .  Теоремани остки учбурчак матрицалар учун 
исботлаш кифоя, чунки устки учбурчак матрицалар остки 
учбурчак матрицаларни фанспонирлаш натижасида хосил 
кдлинади.

Агар А = (aft) — остки учбурчак матрица булса, у холда 
i < А: тенгсизликни кдноатлантирувчи /, А: лар учун а.к = 0. 
Шунга асосан, агар бирор / = \ ьП учун / < Я. булса, у 
Холда P (A ,A ) =  aUx ■ агАг ...а^„ =  0.

Натижада (2) йигиндида бундай хадлар ноль булиб, унда 
барча / = 1,л учун Я.< i шартни к,аноатлантирувчи хадлар 
кщади. Аммо бу шартни факдг Я, = 1, Я2 = 2,..., Ял= п, 
яъни

га мос хадгина к;аноатлантиради. Бун га асосан

det А -  £  sgn ЯР(А, Я) = sgn Е ■ ап • ап - ат = ап • ап • ат ■ 
xss„

Н а т и ж а . Диагонал матрицанинг детерминанти диаго­
налдаги элементларнинг купайтмасига тенг.
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К | с б о т .  Хакик,атан, диагонал матрица учбурчак мат-

рипаДИР,^ ^  ^  функция куйидаги икки шартни каноат-
^ с а  У чизикли функция дейилади:
ПХар кандай х, у  G К 1 векторлар учун

Л х  + у) =  А х) + А у)-

2) ^ ар Кандай х G i f  вектор ва с G Леон учун 

Дсх) = сДх).

дгар бир неча аргументли сонли функция хар бир ар- 
гументига нисбатан чизикли булса, у куп чизикли функ­
ция дейилади.

и-тартибли А квадрат матрицанинг детерминантини бу 
м атрицанинг п та сатрларининг (устунларининг) сонли 
функдияси сифатида ь;араш мумкин:

det А = А А \ - , ^ п) =  А \  ^ 2,---,Ап)

бу ерда А \ ...,А” векторлар А матрицанинг устунлари, 
Аг ...,Аг векторлар эса сатрлари булиб, х;ам сатрлар, хам 
устунлар учун 1-теоремага асосан / функция бир хил.

3 - т е о р е м а .  А матрицанинг детерминанти сатрла­
рининг (устушарининг) куп чизикли функциясидир.

И с б о т .  1-теоремага асосан теоремани сатрлар учун 
исботлаш кифоя.

А матрицанинг /-сатрини x G J T  вектор билан алмаш­
тириш натижасида хосил булган детерминантни Д.(х) ор­
кали белгилаймиз. Хусусан Д.(А) = det А. Д.(х) нинг х га 
нисбатан чизиеди эканлигини курсатамиз.

Ихтиёрий х = (х,, ...,хя), у  = (у,, ...,уп) векторларни ва 
с & R сонларни оламиз. У холда ихтиёрий / = 1,л учун

Д, (х + у ) = 2  sgn ... (хя + у , ) . . .  апх = 
яе s„ п

s | i s g n i f l A - 3CV " 4  +

+ 2  sgn Л а ^ . . . у х. . . .а ^ п = Д,(х) + Д,Ск),
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А/(сх)= 2  sgn Ха V.. .(cxi )... a„i =
iesn

= с 2  sgn i a  i  . . . jci .. Дм = с • Д,(х).
де.9п 11

Теорема исботланди. ■
1 - н а т и ж а . Дар кандай / = 1, и А/(о) = 0.
И с б о т .  Хак^щатан Д,(о) = Д,(о + о) = 2Д;(о). Бундан 

Д,(о) = 0. ■
2 - н а т и ж а .  Агар А матрица ноль сатрга (устунга) эга 

булса, у  у;олда det А = 0.
И с б о т .  Бу холда бирор i = 1 ,п  учун А. =0. Ушбу det 

А =Д. (А(. ) тенгликка ва 1-натижага асосан det А -  0. ■
4 - т е о р е м а .  Агар А матрица сатрларига (устунлари­

га) у урнига куйиш татбик, цилиш (яъни сатрлари ёки ус- 
тунларини урин алмаштириш) натижасида В матрица 
хосил булса, у  холда det В  = sgn у detA.

И с б о т .  1-теоремага асосан тасдикни сатрлар учун 
исботлаш кифоя. Ушбу В. = Ау , / = 1 ,п муносабатга кура,
К  =  a d , k  = h ii)  ва

Р(В, Я) = Ьщ.--ЬЛя — ау\х\..-ау^п — ^ (А ,ц ),

бу ерда

^Ях — Яя
'Ур-гЛ ( y v - Y n

M l = r t

Бундан ваЯ урнига куйиш Sn да тула узгарганда берил­
ган у учун у_1Я хам Sn да тула узгаргани учун (10-§ даги
2-теореманинг натижаси)

det В -  ХР(В, X) =  п X • Р(А,у~'Х) =
гех„ лея„

= 2  sgn(yn)P(A, ц) = £  sgn у • sgn цР(А, ц) =
meS„ /ies„

= sgn у 2  sgn цР(А , ц) =  sgn у • det A. U
ие,ч„
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j . н а т и ж а . Агар А матрицанинг к,андаидир иккита 
сатРини (УстУнини)  транспозиция к,илиш натижасида В 
иагприца хосил килинган булса, у  холда det В =  —det А.

14с б о т .  19-§ даги 2-теоремадан ва 4-теоремадан бе- 
восита келиб чикади. ■

2 - н а т и ж а .  Агар А матрица иккита бир хил сатрга 
(устунга) эга булса, у  холда det А = 0.

И с б о т .  Хакрщатан, а матрицада шу сатрларнинг урни­
ни алмаштирсак, 1-натижага асосан det А = — detA Бун­
дан det А = 0. ■

Бу натижани 4-теоремани ишлатмасдан бошк,ача усул 
билан хам исботлаш мумкин.

А даги /-сатр ва /-сатрларнинг уринларини алмашти­
риш натижасида хосил булган матрицани В ва бунга мос (/ 
J) транснозицияни j  орк,али белгилаймиз. У холда 4-теоре­
ма исботидаги мулохазага кура хар кандай Я G Sn учун Р(В, 
Я) = Р(А, Яу'1) А матрицанинг /-сатри ва у'-сатри бир хил 
булгани учун А = В. Демак, Р{А, Я) = Р(А, Яу1)- Бундан

2  Р(А, Я) = 2  Р (А ,Х у - ')=  2 Р (А ,ц ) ,
iep„ lep„ ^ ь пР„

чунки Я урнига куйиш Рп жуфт урнига куйишлар тупла- 
мида тула узгаргандаЯу-1 урнига куйиш ток, урнига куйиш­
лар туплам ид а тула узгаради. Бу тенгликка асосан

det А =  2  sgn Я/>(Л,Я) = '2 .Р (А Л )~  2 Д Л , Я )  = 0 
les„ 1ел„ ies„P„

Олинган натижани куйидагича хам айтиш мумкин.
3 - н а т и ж а .  \а р  кандай i, j  (i * j )  учун Д.(А) = 0.
И с б о т .  Хакикатан, Д,(А) детерминантнинг / — сатри

ва j  - сатри хам А. векторга тенг, яъни бир хил. 2-натижа- 
га кура бундай детерминант нольга генг. ■

5 - т е о р е м а .  Агар А матрицанинг бирор сатрини (ус- 
Щнини) бирор сонга купайтириб, бошка сатрга (устунга) 
кушиш натижасида В матрица хосил булса, у  холда

det В = det А.
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И с б о т . Бу холла бирор /', j  ( i *  j  1 < i, j  < n)  Ba I 
сонлар мавжудки, В  матрицанинг сатрлари ушбу Г 5  ^

В  к  =
Ак, агар к ф i булса,
Ai +  cAj агар к  = / булса

куринишга эга.
Илгари киригилган Д.(х) белгилашга кура

det В = А (А + сА^.

Бундан, 3-теоремадан ва 4-теореманинг 3-натижаси- 
дан фойдаланиб, ушбу

det В = А {А) + сД (А) = det А + с • 0 = det Л

тенгликни оламиз. В
1 - н а т и ж а. \ а р  кандай ск = (к  = 1^п, к  * /) сонлар учун

д /( 4  + 2 С*А ) = det А. 
к =1

И с б о т .  3-теоремага ва 4-теореманинг 3-натижасига 
кура

А/(4- + 2 скАк) = Ai( A )  +  1 скА, ( Л )  = 
к=1 *=1 
k*i kxi

=  det A + 2  • 0  = det A . U
k=1 
k*i

2 - н а т и ж а .  Агар А матрицанинг сатрлари (устунлариj 
чизикли богланган булса, у  %олда det А = 0.

И с б о т .  Натижани сатрлар учун исбоглаш кифоя. Бу 
холда А матрицанинг бирор сатри (масалан /-сатр) бошка 
сатрларнинг чизикли комбинацияси куринишида ифод3'  
ланиши мумкин:



у  холда A  ® В3
k*i

д ,(0) =  Д,( Л  -  =  Д М )  -

-  t c kAi(Ak) = А/(4 )  “  2 ск ‘ 0 = АМ >- 
*-i i"1.

Бундан 3-теореманинг 1-натюкасига асосан det А =
д (Л) = 0 тенглик келиб чикади. ■

' 1—5-теоремалар ва уларнинг натижалари «-тартибли 
детерминантларни хисоблашда ишлатилади. Мисол тари- 
к,асида куйидаги детерминантни хисоблаймиз:

X, ап а13.~а\п
X, х2 й2Ъ ■- а г„

X, х 2 Ху ■ аЪп

X, *2 Ху . . х п

Д =

Бу ерда л-сатрдан (л -  1)-сатрни айириб, (л -  1)-сатр- 
дан (л -  2)-сатрни ва хоказо иккинчидан биринчи сатрни 
айириб, 5-теоремага асосан куйидаги ифодани оламиз:

*1 °12

А =
О Х 2 а \ 2 а 23 а \ У - - а 2п а 11

о о

О О
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Бундан 2-теоремага асосан

А = х ,(^  -  ап)(х, -  а23) ... (х, ~ a n_ J .

21-§. МИНОРЛАР ВА АЛГЕБРАИК 
ТУЛДИРУВЧИЛАР

Детерминантларни хисоблашнинг асосий воситаси — 
тартибни иасайтириш хакддаги теоремалар. Уларда я-тар- 
тибли детерминатни хисоблаш бир неча пастки тартибли 
детерминантларни хисоблашга келтирилади. Бунда бош 
ролни минор ва алгебраик тулдирувчи тушунчалари уй­
найди.

А — ихтиёрий s х «-матрица булсин. А матрицада кан- 
дайдир к  та сатр ва к  та устунларнинг кесишган жойидаги 
элементлардан ташкил топган Аг-тартибли матрицанинг 
детерминанта Л-тартибли минор дейилади.

/2, ..., ik (1 < ij< /2< ... <ik < ri) ра ка мл и сатрлар ва j v  
j v  ..., j k (1 < j\<  j 2< ... <jk < ri) рак,амли устунлар кесиши- 
шидан хосил булган Аг-тартибли минорни орка­
ли белгилаймиз. {/,, j v  д} тупламнинг барча урнига 
Куйишлар тупламини S  у2, ..., j t} оркали белгилаймиз. 
Бунга кура

ahhahh ■ ■ anJk 

а- ■ а , а‘kh lkh ' ' ‘kJk

бу ерда

урнига куйиш S  (/,, j v  ..., j k) гурувда тула узгаради, sgn Р  
эса Р  Урнига куйишнинг ишораси.
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А __ к в а д р а т  матрица булсин ( я  =  s ). Бу холда 
3/  = M j £ j kk МИН°РНИНГ элементларидан утмайдиган 
сатрлар ва устунларнинг кесишишидан хосил булган М' 
м и н о р Л / га тулдирувчи минор деб аталади. Ушбу

А и 1'"̂ = ( - 1)'1+'2+-+'*+л +-+Л M 'iy ik

сон эса М  минорнинг алгебраик тулдирувчиси дейилади.
А — квадрат матрицанинг А^ ,--.А ,к сатрларини мос 

равишда А-,, ..., Xk| G Я" векторлар билан алмаштиришдан 
хосил булган матрица детерминантини Д Xt)

оркали белгилаймиз.
1 - т е о р е м а . Ушбу

Ahi- i k = л м *  ( ч  ’ • • • ’ E jk )

тенглик уринли, бу ерда Е Jx.....E Jk — ортлар.
И с б о т .  Дастлаб М  =  булган хусусий холни

курамиз (бундай минор бурчак минор дейилади). У холда 
Д l2 k(E]t Е2 ..., Ek) =  E sgn P  ak

/> 6 5 (1 ,2 .....п)
Pl = l,.^Pk=k

‘k+lPk+1 ' ak+2Pk+ 2 ’

чунки аи = а22 =  ... =  = 1 хамда i  *  j  ва 1 < / < fc, 1 ^  
<У < к булса, av = 0. Бундан Д, 2 k(Ev  Er ... EJ =

* J , ..... r F '
Ч+1*+1 . . .а

1пк+\

чунки

к+1п

. . . а .
=  м \

р  =
1 2 . . .к  к + 1 ...п

[ 1 2 . . .к  Рк+1. . .Р п 

Урнига куйишдаги инверсиялар с о н и
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урнига куйишдаги инверсиялар сонига тенг. Курилаётган 
хусусий холда /, + /2 + ... + ik + j \  +  ... + j k =  2(1 + 2 + ... 
+ к) жуфт сон булгани учун

^121  к = А/1 = &-\2...к(Е\1 Е г , : .  > Ек)

Умумий Л/ = Л/ / 1 '"j* х;ол курилган хусусий холга 
куйидагича келтирилади. Ушбу

детерминант сатрлари устида кетма-кет транспозициялар 
бажариб, /, ракамли сатрни биринчи уринга, /2 ракамли 
сатрни иккинчи Уринга ва хоказо ik ракамли сатрни к- 
уринга утказамиз. Буни бажариш учун (/, -  1) + (/2 — 2) + 
+ ... + (ik -  к) та транспозиция ишлатилади. Шуни ай- 
тиш керакки, бу транспозициялар натижасида долган (и -
-  к) та сатрларнинг бир-бирига нисбатан жойлашиши 
узгармайди.

Хосил булган детерминантда устунлари устида кетма- 
кет транспозициялар бажариб, у, ракамли устунни бирин­
чи уринга, j 2 рак,амли устунни иккинчи уринга ва хоказо 
j k ракамли устунни ^-уринга утказамиз. Бунда (/, -  1) + 
+ (/2 -  2) + ... + (Jk -  к) та транспозиция бажарилади. 
Устунлар устидаги бу транспозициялар натижасида кол- 
ган (п -  к) та устунларнинг бир-бирига нисбатан жойла­
шиши Узгармайди. Сатрлар ва устунлар устидаги юкори- 
да бажарилган транспозициялар натижасида шундай Дде- 
терминантга келамизки, к  = тартибли бурчак минори ушбу

1 0 ...0  
О 1 ...0  
О 0...1

минор булиб, унга тулдирувчи минор эса М ’ га тенг, чун- 
ки колган сатр ва устунларнинг бир-бирига нисбатан жой-



**шиши узгармади. Хусусий холда исботланганга кура 
да= Л/'. Иккинчи томондан 19-§ даги 2-теорема ва 20-§ 
даги 4-теоремаларга асосан

\ . , k(EA, . . . ,E jk)  =  .
д  _  J^q  + i2 + -+ |* + Л +- +У*_2(1+2+...+*) .

д  =  (_ М + -+ * * + Л +  -+ Л  . М ' =  А Н к.
‘l-'k

2 - т е о р е м а  (Лаплас теоремаси). А квадрат матри­
цада ip /2, •••** (1 -  *1 < — < ‘k ^ «) сатрлар (устунлар) 
танланган булсин. Агар сатрлари (устунлари) шу танлан- 
ган сатрларда (устунларда) жойлашган мумкин булган к- 
тартибли минорларни уларнинг алгебраик тулдирувчила- 
рига купайтириб, бу купайтмалар барнасининг йитндиси 
олинса, А матрицанинг детерминанти хосил булади.

И с б о т .  Теоремани исботлаш учун ушбу

det = Y M H k At}~.Jk
1 sh<~<Jksn п~,к

тенгликни исботлашимиз керак.
п

Хар кандай / = учун А  = 

бу ерда Ev ..., Еп — ортлар. Бунга асосан 

r| -  det А = А ^ к(А[1, . . . ,А ,к) =

к A 'i"i* ̂  a‘i,i £ Ш1 a,kpk EPk )•

сан
Бундан детерминантнинг купчизиклилик хоссасига асо-

det А р ^ рк а\Р\ ■ • • aikрк ' \ . . . i k № p i Ерк )> (1)

101



бу ерда йигинди координаталари 1 < Р] < < р  ^
тенгсизликларни каноатлантирувчи барча Р  = ( р ,*'/>'> 
векторлар буйича олинади. Агар (Pv ...Pk) векторнинг цан- 
дайдир иккита координатаси тенг булса, у холда 
\ . . л к(Ер.>---’Егк) детерминантда иккита бир хил сатр 
мавжуд булади, ва демак, у нольга тенг булади. Бунга кура 
Р  = (Р 1,...Рк) векторнинг барча координаталарини турди 
деб хисоблаш мумкин. Демак (1) йигинди {1, 2, ...5 п} 
тупламнинг барча А:-улчамли Р  = (Р 1,...Рк) 5финлаштириш- 
лари буйича олинган дейиш мумкин. Бунга асосан (1) 
йигиндини куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

20-§ даги 4-теоремага кура Р  G S  ( j \ , j v  учун 

\ . j k (Яд >Е п  >->Ерк ) = sgn Р  4 ,  ik (E h , . . . ,E Jk ).

Бунга ва 1-теоремага асосан

det А =  £  А'1/** < 2  sgn Р - ai P . . .  ai p ) =
\sh < ...< jk s „ p e s ( n ....J k ) *

= , 2
1 SJl<...<Jk^n

Теорема исботланди. H
Лаплас теоремасининг к  = 1 булган хусусий холини 

курамиз. Ушбу /,= /, j =  j  белгилаш киритамиз. Бу холда 
M'j минор А матрицанинг а., элементига тенг булиб, бу 
минорнинг алгебраик туддирувчиси а., элементнинг ал­
гебраик тулдирувчиси дейилади ва А., оркали белгилана­
ди. Агар А матрицада /-сатр ва у-сатр устунларни учи- 
ришдан хосил булган детерминантни М \ оркали белгила- 
сак (у М j минорнинг тулдирувчи минори), у холда 
Ау =  ( 1) М ) ■

Бу белгилашларга асосан Лаплас теоремасидан куйи­
даги теорема хусусий холда (к  = 1 да) келиб чикади.



т е о р е м а ,  (детерминантнинг сатрлар (устунлар)
- а ёйиш хакидаги теорема). А квадрат матрицанинг 

сатр (устун) элементларини уларнинг ыгебраик 
биР°,дирувчиларига  купайтириб, йигсак, бу матрицанинг 
'детерминанти хосил булади, яъни хар кандай /  =  1,и учун

Е  адАц =  det4
У=I

ва хар кандай j  =  \,n  учун

2 а ¥А„ =deL4
/ = |

теныиклар уринли.
Н а т и ж а .  Агар А матрица бирор сатр (устун) элемент­

ларини бошца сатр (устун) элементларининг мос алгебраик 
тулдирувчиларига купайтириб, йигсак ноль хосил булади, яъни 
агар » S  булса, у  холда

Ъ а ,А , =  О
У* 1

ва агар j  *  q булса, у  -хрлда

2 е 9А„ =  0.

И с б о т .  Агар / *  S  булса, у холда Д^А) = 0, чунки 
унда иккита бир хил сатрлар бор (/-сатр ва 5-сатр). Бу 
детерминантнинг 5-сатрига 3-теоремани татбик; килсак

Ду(Д-) = 2  = 0 .
/-1

Устунлар учун исбот шунга ухшаш. В
ЮЗ



3-теоремани куйидаги Вандермонд детерминантини 
хисоблашга татбик киламиз:

1 1 1 ... 1

Д (х,,...,хя) = *2 х3 .. •

vw-l
Л1

у,П~
Х2

-у./1-1
хз • ул-1 • лп

Бу ерда кетма-кет куйидаги амалларни бажарамиз:
(« — 1)-сатрни х, га купайтириб, я-сатрдан айирамиз, 

(п — 2)-сатрни х2га купайтириб, (п — 1)-сатрдан айира­
миз ва хоказо. Охирида биринчи сатрни х, га купайтириб, 
иккинчи сатрдан айирамиз. Натижада куйидаги детерми- 
нантга келамиз:

1 1 1 1

0 * 2 “ *1 Х3 - Х , * „-* 1
Д (х„...,х„) = 1 ̂ г*Xо

x 3J - x 3x, X,2 -х„х ,

0 х£ 1 - х 2 ' 1х 1 х3"-‘ - х 3"-2х, ... хГ 1 - х Г 2х,

Буни 3-теоремага асосан биринчи устун буйича ёйиб 
куйидаги ифодани оламиз:

*2 -X , х 3 - х , * . - * i

Д (х „ ...,х „ )  = * 2(*2 х 3(х3 - х ,  ...

Х ^ ( Х 2 - X , )  Xr 2( X j - X j )  . . . х"~2(хп - * , )

Бундан детерминантнинг устунларига нисбатан чи зи кли  
эканлигидан фойдаланиб



Л(*1
...,х„) = (х2 -х ,) (х , - X , - X , )

1 1 ... 1

X, . . .  X.

,я-2 „я-2 . . . X .п-2

= (Х2 — X] )(Xj х ,).. (х„ х ,) ■ Д(х2 1 Xj, — , х я)

тенгликни оламиз. Юкрридаги муло^азани Д(х2,...хл) де- 
терм инантга ва *оказо кетма-кет татбик, ццлиб, куйидаги 
ифодага келамиз:

A(x,,..Jся) = (х2- х 1)(х3- х 1)...(х„-х1) •
• (х3- х 2)...(х), - х 2)...(хл- х л_2)Л(хп_рхл) =

= П(** - * , )  = w (*!,•••>хя)
1 zi<kzn

чунки
1 1

бу ерда Щхг  х2, хп) функция 19-§ да киритилган Ван- 
дермонд купайтмасидир. Шундай к,илиб, х,,..., хл ^згарув- 
чиларнинг Вандермонд детерминанта бу узгарувчиларнинг 
Вандермонд купайтмасига тенг. Бундан, хусусан, куйида- 
ги н а т и ж а  келиб чикдци: х,,..., хпузгарувчи.1арнинг Ван­
дермонд детерминанты нольдан фаркли булиши учун х,, х2, 
—» хд сонларнинг турли булиши зарурий ва кифоявий шарт- 
дир.

22-§. МАТРИЦАЛАР АЛГЕРБАСИ

Чизикли тенгламалар тизиминп ечиш ва алгебранинг 
шка масалалари матрицалар устида бир неча амалларга 

°либ келади.
~(h \ ^  S матРицалаР берилган булсин: А =  (aik), В = 

*)' Элементлари с.к = а^ + Ьл сонлардан иборат С = (сй)
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матрица А ва В матрицаларнинг йигандиси дейилади 
С = А + В  оркали белгиланади. Бу амалга нисбатан М  абе Ч  
гурухини хосил кдлади. Бу гурухнинг ноль элемента нол! 
матрицадир (яъни барча элементлари нольлардан ибоп» 
матрица). Бу гурухда В = -А  булса, у холда Ь.к = ~а Т
i =  l ,s ,  к  =  \,п . А =  (ал) G М л матрицанинг X g  R C0Hj  ̂
купайтмаси деб, элементлари Ь.к = Ха.к сонлардан иборат 
В G Msn матрицага айтилади ва В = ХА оркали белгила­
нади.

Матрицаларнинг купайтмаси амали хам киритилади 
Уни таърифлашдан олдин иккита векторнинг скаляр 
купайтмасини киритамиз. Иккита п — улчамли X  =(х  , *
... ,x j  ва У=(у1, у2, ... ,уп) векторларнинг скаляр купайтма­
си деб, ххух +  х2у2 + ... +  х)у л сонга айтилади ва (XУ)  
оркали белгиланади. Агар Л £  ¥ .  ва В G М  . булса vs,n fn,t '  J J
холда А матрицанинг В матрицага купайтмаси факат А 
матрицанинг устунлари сони В матрицанинг сатрлари 
сонига тенг б^лганда, яъни п = т булгандагина таъ- 
рифланади. Шунга кура А £  ва В G Мп ,матрицалар- 
ни оламиз. Уларнинг купайтмаси деб, элементлари ̂ П
cik = (A j,B  )=  сонлар (А матрица /-сатрининг В
матрица к — устунига скаляр куиайтмаси) дан иборат С 
матрицага айтилади ва С -  А -В  оркали белгиланади. Бу 
таърифдан Юфинадики, С G Ms l .

Шуни айтиш керакки, АВ мавжуд булиши, аммо ВА 
мавжуд булмаслиги мумкин. ВА купайтма факат / = S 
булгандагина мавжуд. Бу холда А - В G Mss ва В -A G Мпп 
Агар S  *  п булса, бу матрицалар турли, чунки улар турли 
тартибли квадрат матрицалар. Агар S  = п булса, у холда 
АВ ва ВА бир хил тартибли квадрат матрицалар. Бу холда,

12  ̂ „ (56)
умуман айтганда, АВ *  ВА. Масалан: А =  I, В =  ■ yg

булса, у холда АВ = 

Демак АВ # В А.

'1922 \ _ /2334 
v43 50J’ Л "13146
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( . т е о р е м а .  МатР ^ а л а р к уп айтмаси .аССОциативлик
хоссасига эга, яъни агар А, В, С  матрицалар шундай булса- 
ки, (АВ) С, А (ВС) купаитмаларнинг бири мавж уд булса 
холда иккинчиси хам мавж уд ва (А В )С  = А (ВС) тенг гик 

уринли.и с б о т .  Масалан, (АВ)С  купайтма мавжуд булсин 
У холда А е  MS K ’ В G М п АВ G м  С £  И  

(А В )С 6  М: ,  Бунга кура В - С  мавжуд, ВС  е  %  „  
хам мавжуд, А(ВС) е  Msu. пи А(ВС)

Куйидаги белгилашларни киритамиз-
А = {Ь*] ' С  =  (с*>> А ' в  =  Ь  = (d  ) (А К С

4* = 2 > А *  (/ = 1, 5, Аг = 1,0,
/>=1

file — 2,dlqCqk ~  2  2 aipbpqCqk (*' 1> 5 , £  1, « ) ,
4=1 »=1/>=1

g* = 'Zb<kctk (i = l,n, k = I, и)
f»l

At = Ё М /»  = 1  2  aipbpqCqk 0  =  1,5, AT = 1,U). p=l /»=!«=!

Бу ердан барча / = 1,5 ва = 1,и учун/й =  Ал эканли­
ги келиб чицади. Демак F — H , яъни (А#)С = Л(£С).

Агар ДДС) мавжуд булса, теореманинг исботи шунга 
ухшаш. ■

Сатрлари Е}, Ег, ..., £  ортлардан иборат л-тартибли 
ушбу

U. =

(1 0 ... 0х
0 1 ... о

0  О . . .  1
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" 1матрица л-тартибли бирлик матрица дейилади.
Урнига U ёки Е  ёзамиз. Бу матрицанинг асосий хосс * 
куйидагидан иборат: хар кандай А е  Msn матрица учур 
AUn = А ва U/1 = А. Хусусан, хар кандай л-тартибли л 
квадрат матрица учун UA  = AUn = А. Бундан ва 1-теоре 
мадан бевосита куйидаги натижа келиб чикади.

Н а т и ж а .  п-тартибли барча квадрат матрицапа 
туплами матрицаларнинг купайтириш амалига нисбатан мо 
ноид хосил килади. Бу моноидни (Мп, •) оркали белгилай- 
миз. Хусусан, п =  1 да (Мп, •) = (R, •), яъни хакикий 
сонлар тупламида купайтириш амали каралиши натижа­
сида хосил булган моноид булади.

2 - т е о р е м а .  Матрицаларни кушиш ва купайтириш 
амаллари узаро дистрибутивлик цонуни билан богланган, 
яъни агар А, В, С  матрицалар шундай булсаки, А(В + С) 
ёки АВ + АС ифодалар мавжуд булса, >> д;олда иккинчиси 
%ам мавж уд ва А(В +  С) = АВ + А С  тенглик уринли.

Бу теореманинг исботи 1-теореманинг исботига ухшаш 
булгани учун уни бажаришни укувчига колдирамиз.

3 - т е о р е м а  (детерминантларнингкупайтмасихакдда). 
Агар А ва В бир хил тартибли квадрат матрицалар булса, 
у  ^олда det (АВ) =  det А • det В.

Исбот. А, В G Мп ва А =  Ц А), В =  (bй) булсин. У холда

С = А -В  е  Мп. С =  (с.к), с* = t a ^ b ^  ( i , k  = 1 ,п) ва
р=1

det С = 2  sgnAcu = 2  sgnA (£a, b , )...
Д65„ ies„ fl=i 1 1 1

Л п п
( 2 , anp„bp х„) = J. 2  • • • 2  °inb I . . .  anp„bPnln = 
р„= 1 ^=1 fli-l

£ . . .  2  ax a ( 2  S g n bp X ) =
^=1 p„=i n  ’=<• 1 rn n■*6 Sn
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д  (В  .....в р„) оркали сатрлари мос равишда
бУ еряЛ5  1 векторлардан иборат детерминант белгилана- 
Bri д векторлар В матрицанинг сатрлари). Агар
ДИ сонлар ичида кандайдир иккитаси тенг булса, у холда

С (В ВРп) детерминантда иккита бир хил сатр мав- 
А‘3 булади- Демак бу холда бу детерминант нолга тенг.

р 1 Р  сонлар турли булса, у холда Р = Р  Р Агар ^  1 >•“’ п г-op (1 2 , ...» «) тупламнинг бирор урин алмаштириши
булади. Бу ходда 20-§ даги 4-теоремага асосан

дп п{Вп .....в рп) =  Sgn рА ]2 ...„(5!,..., Вп) = sgn р det В.

Бунга асосан (1) формуладан

det С = det 5  2  sgn Ра\п . . .  = det А • det В
PeSi 1,2...,л)

Теорема исботланди.
Бу теоремани яна куйидагича хам айтиш мумкин: А/ 

да аникланган ва кийматлари R да булган А -* det А акс 
эттириш (Мп •) моноиднинг (R, •) моноидга гомомор- 
физмидир.

Агар А S Мп учун шундай В Е Мп мавжуд булсаки, 
АВ= В А =  Un булса (f / — бирлик матрица), А тескарила­
нувчи дейилади. Бу холда В матрица А га тескари дейи­
лади.

Агар А матрицанинг тескариси мавжуд булса, у холда 
9-§ даги 3-теоремага асосан у ягона. А га тескари булган 
матрицани А-1 оркали белгилаймиз. Тескари матрицанинг 
таърифидан куринадики, А~1 га тескари матрица А нинг 
Узи, яъни (А )*> = а .

Агар А матрица учун det А *  0 булса, у махсусмас мат­
рица дейилади.

4 - т е о р е м а .  а  квадрат матрицанинг тескаршанувчи  
п,^иШЧ учун Унинг махсусмас булиши зарур ва кифоя. Бу

Рт бажарилганда
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А = det Л

Л1 2̂1 ••• Ail 
Л 2 2̂2 Л 2 

А}„ ... \ n

бу ерда А  со н  а ц элементнинг алгебраик тулдирувчиси 
И с б о т .  А тескариланувчи булсин. У х;олда шундай д 

матрица мавжудки, АВ = Un. У ходца 3-теоремага асосан 
det А • det В = det Un = 1. Бундан det А *  0.

Аксинча, det Л * 0 булсин. Ушбу Д = det А белгилащ 
киритиб, элементлари

ифода билан аникланувчи В = матрицани ва С = Лй 
купайтмани караймиз. С = (с .к) матрицанинг элементла­
ри 21-§ даги 3-теоремага кура хисобланади.

_ А , _  1 А . [агар/ 
* , ? > ,р* | агар/

= к  булса, 1, 
*  к булса, 0.

Шунга ухшаш ВА = D =  (d.t) матрицанинг хам элемент­
лари хисобланади:

" 1 " Гагар / = к  булса, 1,
* Д  *арк ^ р к р ‘ {агар / *  к  булса, 0.

Демак, АВ = ВА = t/ ва /I' 1 = 5.
5 - т е о р е м а .  /4га/? квадрат матрицанинг сатрлари (ус- 

тунлари) чизикли эркли булса, у  холда у махсусмас.
И с б о т .  л-тартибли А матрицанинг Л ,,..., Ап сатрлари 

чизикли эркли булсин. 14-§ даги 4-теореманинг 2-нати- 
жасига кура улар В” да базис хосил килади. У x0JWa 
даги 3-теоремага асосан В" даги ихтиёрий вектор бу ба­
зис оркали ягона усул билан ифодаланади. Х усусан ,
Ev  ... Ея ортлар бу базис оркали ифодаланади:



Е к = l b pkAp (k  = ],n).  
Р=1

Иккинчи томондан

А =  t a ipE i (p  =  1,п).  
i=i

Булардан

Ек = 2 Ь ркЦ а ^ ) = 2 ( 2 а фЬрк}Ег
р=1 i=i (-I />=* 1

R" да Еп ортлар базис хосил цилгани учун
охирги тенгликдан

£  и \ г 
\ а*ЪрК =  -р=1 [а

{агар / = к  булса, 1, 
агар / * А: булса, 0.

тенгликларни оламиз. Демак, В = (Ьл) шундай матрица 
эканки, АВ = Un. У холда det А • det В = det Ur = 1. Бундан 
det /1 * 0 .

Устунлар учун исбот шунга ухшаш.
Н а т и ж а .  Квадрат матрица детерминантининг ноль 

булиши учун унинг сатрлари (устунлари) чизикли богланган 
булиши зарур ва кифоя.

И с б о т .  А матрицанинг детерминант ноль булсин. У 
Холда унинг сатрлари (устунлари) чизикли богланган, чун- 
ки акс холда 5-теоремага асосан det А *  0 б улар эди — бу 
эса берилганга зид.

Аксинча, А матрицанинг сатрлари (устунлари) чизик,- 
овданган булсин. У холда 20-§ даги 5-теореманинг 2- 

^ •^ си га  кура det А = 0. Натижа тула исботланди. 
ф  _Т е о Р е м а .  М атрица,1 ар купайт масининг ранги  

аигпУвчиларнинг рангларидан катта эмас.
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И с б о т . А Е Msn, В G Мпг ьа A -В  =  Сп =  (с1к) булсин. 

У холда ушбу cik ~  2 aipbpk(i =  l , s , k  =  l , t )  тенгликлардан

= 2 ai,Bp(i =  \,s )
рш i

тенгликлар келиб чикади.
Бу тенгликлар С = АВ  матрицанинг сатрлари В мат­

рицанинг сатрлари оркали ифодаланишини курсатади. 
Бундан 14-§ даги 4-теоремага кура г(А - В) < г(В).

Юк,оридаги тенгликларга ухшаш ушбу

Ск =  2 с лЕ ‘ = 1 Ь 1* а а , Е ‘) = 2 Ь ркА '(к  =  й ) .
1*1 р-1 1*1 р-1

Бу тенглик С = АВ матрица устунлари А матрицанинг 
устунлари орк,али ифодаланишини курсатади. Бундан 14-§ 
даги 4-теоремага кура г(АВ) = г  (А). Теорема исботланди.

Н а т и ж а . Агар матрицани чапдан ёки унгдан махсус- 
мас матрицага купайтирилса, унинг ранги узгармайди.

И с б о т .  А — тугрибурчакли матрица ва В — махсус- 
мас матрица булсин. У холда 6 -теоремага асосан 
г(АВ) < г(А). Иккинчи томондан А = АВ • В~'. Бундан яна
6-теоремага асосан г(А) < г(А • В). Демак г(А) = г(А • В).

Чапдан махсусмас матрицага купайтирилган хол шун- 
га ухшаш исботланади.

23-§. БИРГАЛИКДА БУЛГАН ЧИЗИКЛИ 
ТЕНГЛАМАЛАР ТИЗИМИ ЕЧИМЛАРИ 

ТУПЛАМИНИНГ ТУЗИЛИШИ

Дастлаб тизимнинг коэффициентлари матрицаси мах- 
сусмас квадрат матрица булган хусусий холни курамиз.

1 - т е о р е м а  (Крамер коидаси). Агар А = (аы) G Мя мах­
сусмас булса, у  %олда



апх х +  ап хп +...+аых п = bx 
а2]х1 +  а21х 2+...+а2пхп = Ь2 

ап\х \ + 0„2X2+---+annXn = b„
( 1)

читали тенгламалар тизими ушбу

( Д2 АЛ
{  Д ’ Д Д )

ягона ечимга эга, бу ерда Д  =  det А ва Д к эса Д  нинг к- 
устунини озод хдолар устун и билан алмаштиришдан х,осил
булган детерминант (к = 1, п ) .

И с б о т .  Ушбу

м
/ \  

А 1

хг Ь2

х  = * , В =
■

КХ Л, Л,

белгилар киритиб ва магрицаларни куиайтириш амали- 
дан фойдаланиб, ( 1) тизимни матрица куринишида куйи- 
дагича ёзиб оламиз:

А Х =  В. (3)

Шундай килиб, ( 1) тизимни ечиш (3) куринишдаги мат- 
рицали битта тенгламани ечишга тенг кучли.

А — махсусмас булгани учун (3) тенглама

i —Ж^оокиев

Х = А - ' В

И З

(4)



тенгламага тенг кучли, яъни (3) тенглама (4) куринищ I 
ги ягона ечимга эга. Бундан тескари матрицанинг к\п3' 
нишидан (22-§, 4-теорема) фойдаланиб, номаълумлар' 
топамиз: 11

х к =  = X ’ = *>л)-i=iа “ /=1 а

2 - т е о р е м а .  Матрицанинг ранги нолдан фар^ги мц. 
норларининг энг юцори тартибига тенг.

И с б о т .  A £  Msn матрицанинг ранги г  булсин. У холда 
1б-§ даги 7-теореманинг натижасига кура А да г  та чизик­
ли эркли сатрлар мавжуд. Бу сатрлар хосил килган мат­
рицани В  оркали белгилайммз. У холда В Е Мгп ва унинг 
ранги г  га тенг. В нинг ранги г  булгани учун 1б>-§ даги 7- 
теореманинг натижасига асосан В да г та чизикли эркли 
устун мавжуд. Бу устунлар А матрицанинг г-тартибли 
минорни хосил килади. Бу минор 22-§ даги 5-теорема- 
нинг натижасига кура нолдан фаркли. Иккинчи томон- 
дан, агар к > г  булса, у холда А нинг ранги г  булгани учун 
А даги ихтиёрий к  та сатр чизикли богланган. Бундан 22-§ 
даги 5-теореманинг натижасига асосан А нинг &-тартиб- 
ли ихтиёрий минори нольга тенг эканлиги келиб чикади.

А матрицанинг ранги г  булсин. А нинг нольдан фарри 
г-тартибли ихтиёрий минори базис минори деб аталади.

Куйидаги теорема матрицанинг рангини хисоблашда 
ва унинг базис минорини топишда фойдали.

3 - т е о р е м а .  Агар А матрицанинг бирор г тартибли 
минори нольдан фарцли булиб, бу минорни уз ичига олувчи 
х;ар кандай (г + \)~ тартибли минор нольга тенг булса, У 
холда у  базис миноридир (ва демак, А нинг ранги г  га тенг).

И с б о т .  М -  нольдан фаркли r -тартибли минор 
булсин. 22-§ даги 5-теореманинг натижасига кура, Л/дан 
Утувчи А нинг сатрлари чизикли эркли. Уларни Av 4  
оркали белгилаймиз. Теоремани исботлаш учун А нинг 
бошка сатрлари бу сатрлар оркали чизикли и ф од алан и - 
шини курсатиш кифоя.
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А А сатрларни уз ичига олувчи А нинг (r+ 1)
’ ’ ан иборат матрицани В оркали белгилаймиз. М 

1-3 caTpl,,f ичига олувчи А нинг х;ар кандай (г + 1) - тар- 
МИН°Рминори нольга тенг булгани сабабли, В нинг х,ар 

устуни м  минордан утувчи г  та чизикж  эркли 
оркали чизикли ифодаланади. Бунга кура В нинг 

УСТ™[ г га тенг. Бундан Ак сатрнинг Av  ..., Аг сатрлар ор- 
X  чизикли ифодаланиши келиб чикади.

Энди биргаликда булган ихтиёрий чизикли тенглама­
лар тизимини курамиз:

«11*1 «12*2^"— +«>л*л — \

«21*1 «22*2"*"'' -"^«2л*л —

............................................... (4)

«,1*1 +  « ,2 * 2 + ‘ • -+ a snX„ =  Ь,

Ушбу

«11 «12-- •«in'

А = «21 «22 • • «2л

i«il as2 • •• asn.

белгилаш ва (2) белгилашлар киритиб, (4) тизимни

А Х = В  (5)

матрица куринишида ёзиб оламиз. Шундай килиб, (4) ти­
зимни ечиш (5) матрицали тенгламани ечишга тенг куч- 

• ( ) матрицали тенглама билан (3) матрицали тенгла- 
““нг ф и н и ш и  бир хил, аммо (5) да А квадрат матри- 

-ам *лмаслиги мумкин ёки мабодо квадрат матрица булса
• Унинг детерминанта ноль булиши мумкин. 

п — Улчамли 0 вектор ва
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Ух

У  = *

у*.

вектор олиб, (5) тенглама билан бирга ушбу

А У  = 0 (6)

тенгламани хам караймиз. Бу тенглама (5) тенгламага (ёки
(4) тизимга) мос бир жинсли тенглама дейилади.

4 -те о р е м  а .  (а) Агар X v  ^ 6  й" векторлар (5) нинг 
ечимлари булса, у  холда уларнинг Xt — Х2 айирмаси (6) нинг 
ечимидир.

в) Агар Ха G R" вектор (5) нинг ечими ва У G R" вектор
(6) нинг ечими булса, у  холда уларнинг XQ + У  йитндиси
(5) нинг ечимидир.

c) Агар Х0 G R" вектор (5) нинг бирор ечими ва X  век­
тор (5) нинг ихтиёрий ечими булса, у  холда (6) нинг шун­
дай У G R" ечими мавжудки, X  =  Х0 +  У.

d) Бир жинсли тенгламанинг ихтиёрий ечим^гарининг 
чизикли комбинацияси яна шу тенгламанинг ечимидир.

И с б о т .  а) Бу холда: АХх = В, АХ2 =  В. Бу тенглама- 
ларнинг  биринчисидан и к ки нчис и ни  айирсак: 
А{ Хх - Х 2) = 0, яъни Хх -  Х2 вектор (6) нинг ечимидир.

в) Бу холда: АХ0 = В, А У =  0. Буларни кушсак: 
А(Х0 + У) = В, яъни Х0 + У  вектор (6) нинг ечими.

c) Бу холда АХ0 = В, АХх -  В. Иккинчидан биринчини 
айирсак, А( Хх -  Х 2) =  б , яъни Хх -  XQ вектор (6) нинг ечи­
ми. Бу векторни У  оркали белгиласак, Хх =  Х0 + У-

d) Агар Уг  У2Е R" векторлар (6) нинг ечимлари булса, 
у Холда АУ,  =  0 , АУг = 0. Бундан ихтиёрий
сонлар учун А(ХУ} + ц У 2) = 0 .

Энди ихтиёрий (4) тизимни ечишга утамиз. А м атри­
цанинг ранги г булсин. (4) тизим биргаликда б у л ган и  учУн
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бу тизимнинг кенгайтирилган/Г матрицасининг ранги 
/г а  тенг. Бунлан / V матрицанинг шунлай л та чизик™ 
эркли сатри мавжудлиги келиб чикадики, Колган xan 
лай сатр бу сатрларнинг чизикли комбинациясилан ибо' 
рат. Бу эса (4) тизимнинг г та тенгламадан иборат щунлай 
кием тизими борлигини курсатадики, тизимнингТошка 
хаР кандай тенгламаси бу г та тенгламанинг чизикли ы Т  
бинациясидир (натижасидир). Шундай килиб (4 ) т „ ? Т /  

'  12 тенгламадан нб°»эт к и ш  ™3™ „ „

Бу г та тенгламадан иборат кием тизимни (кепке 
тенгламаларни ракамини узгартириб) биринчи Л ? Г нг 
ламалардан иборат деб хисоблашимиз мумкин

Шундай килиб, (4) ва (7) тизимлар тенг кучли.
Керак булса, номаълумларнинг номерини узгартириб,
6v

OiiXj + а 12х 2+ ...+ а1пх п = b ,
а21Х1 + а 72Х2+---+а2лХп = b2

arlx ! + a r2x2+ ...+ amx n = b r

a l \  a 12 Q\

• • •  54 0
( 8)a r \O r 2 . .M r r \

Деб хисоблат --- — ------- xp xr ларни бош но-
хп ларни эса озод номаълумлар деб 

и белгилашларни киритамиз:



Бу холда (7) тизимни

DX6 + СХ6 = В 1 (9)

матрица куринишида ёзиш мумкин. Бунга мос бир жинс- 
ли тизимни ушбу

D X 6 + C X °  = 0 (10)

куринишда ёзиш мумкин. (8) шартга кура, detD * 0, де­
мак ZH — мавжуд.

Х> вектор сифатида R"~r фазонинг ихтиёрий Т  вектори- 
ни оламиз. У холда

DX6 = В1-  СТ,
X'  = D - \B 1 -  СТ).

Натижада

X = ( D ' 1{Bi -  CT),Deir  ( I D

вектор (7) нинг ечимидир. Аксинча, (7) нинг хар к,андай 
ечимини шундай куринишда олиш мумкин. Хак,ик£тан, 
агар берилган X  ечимнинг охирги п -  г та координаталари- 
дан ташкил топган векторни Xs =  Т  билан белгилаб (9) 
тенгламага куйсак, ( 11) ифодани оламиз.

Хусусан, Х> сифатида ноль вектор олсак, (11) ифода 
X  = ( I t 1 В1, О) куринишга эга булади. Бу вектор (9) нинг 
хусусий ечимидир. Юк,оридаги мулохазалардан (10) бир 
жинсли тенгламанинг умумий ечими

У  = ( - £ > - 'СТ, Т,) (12)

куринишга эга эканлиги хам келиб чикади.



еМа.  (Ю) бир жинсли тенгламалар тизими-
5 ечимлари тупламининг ранги г га тенг.____

й о т  (10) тенгламанинг Т =  Е ‘ [i = \ , n - r ) га мос 
ни F  оркали белгилаймиз (бу ерда Е \  ..., Е пг лар 

еЧ1? А  зонинг устун шаклида олинган ортлари) ва 
г »-1 g j?"  векторлар тизими чизикли эркли экан- 

^ 1’ ни ’курсатамиз- БУ векторларни сатр деб олиб, (л -  г) 
ЛЯГЙтоли ва и та устунли матрица тузсак, бу матрицанинг
13 °пги (п -  г) та устунидан тузилган матрица (п -  г)-тар- 
S w  бирлик матрицадир. Шунинг учун бунга мос (п -  г)- 
тартибли минор нольдан фаркли. Демак F { ,. . . ,F ^ r век­
торлар тизими чизикли эркли.

Энди Т  сифатида ихтиёрий Т=  (/,, ..., tn_) векторни 
оламиз. У холда T = t x F} + t2F? +  ... + ta_rE - '  тенгликдан 
ва (12) ифодадан

У =  txF  +  ... +  tn_ P - r

тенглик келиб чикади. Бундан ва 4-теоремадан теорема- 
нинг исботи келиб чикади.

Н а т и ж а .  (4) тизимнинг ихтиёрий ечими Х0 + txF  + 
+ ... + tn_rF'~r куринишида ифодаланиши мумкин, бу ерда 
ХЛ Е R" вектор (4) нинг хусусий ечими, F , ...,F'~rE R" век­
торлар эса (4) га мос бир жинсли тизимнинг чизикли эркли 
ечимлари тизимидир. Г2, tn_r E R.

И с б о т .  Натижанинг исботи 5-теореманинг исбоги- 
дан ва 4-теоремадан келиб чикади.

(10) тизимнинг ечимлари тупламининг ихтиёрий бази- 
си (10) тизимнинг фундаментал ечимлар тизими дейилади.



Бешинчи боб

ХАЛКДЛАР ВА МАЙДОНЛАР. КОМПЛЕКС 
СОНЛАР МАЙДОНИ

24-§. ?САЛКАЛАР ВА МАЙДОНЛАР.
BOUIJIAHFHH МАЪЛУМOTJIAP

К  тупламда иккита бинар амал аникланган булсин 
Уларнинг биттасини кушиш амали деб атаймиз ва а, Ь е  к  
элементларнинг йигиндисини а + Ь оркали белгилаймиз 
Иккинчисини купайтириш амали деб атаймиз ва а, Ь £ к  
элементларнинг кунайтмасини а ■ Ь оркали белгилаймиз.

К  тупламда аникланган кушиш ва купайтириш амал- 
лари куйидаги шартларни каноатлантирса, у халка дейи­
лади:

I. А'туплам кушиш амалига нисбатан коммутатив гурух 
хосил килади.

II. К  туплам купайтириш амалига нисбатан яримгурух 
Хосил килади.

III. Кушиш ва купайтириш амаллари дистрибутивлик 
конунлари билан богланган:

а(Ь + с) = ab +  ас,
(а + Ь)с = ас + Ьс.

Мисоллар: 1) Z, Q, R тупламлар сонларни кушиш ва 
купайтириш амалига нисбатан халка хосил килади.

2) [а, А] ораликдаги барча узлуксиз функциялардан ибо­
рат С [а, Ь] туплам функцияларнинг кушиш ва купайти­
риш амалига нисбатан халка хосил килади.

3) Берилган т(т > 1) натурал сонга булинувчи барча 
бутун сонлардан иборат m Z  туплам сонларни кушиш ва 
купайтириш амалига нисбатан халка хосил килади.

4) Элементлари мос равишда Z , Q, R халкаларда ётув- 
чи барча w-тартибли квадрат матрицалардан иборат Mn(Z)>



M L  у  (/j) тупламлар мачрицаларни кушиш ва купай- 
ш а м а л л а р и га  нисбатан калка х;осил килади.

Пф« lD А'калкада купайтириш амали коммутатив булса, у 
^ ^ . атив калка дейилади. Юкорида келтирилган Z , 0, 
п° с[д,  A], m Zхалкалар коммутатив, аммо A/(Z), Л/п(0), 
1М/?) (л > 1).хал кал ар эса коммутатив эмас.

Агар К  халкдда купайтириш амали учун / Е К бирлик
мент мавжуд (яъни кар кандай а £  К  учун а/ = /а = о) 

«Lea / элемент ^  калканинг бирлик элементи ва К  эса 
бирлик элементли калка дейилади. Баъзан К  калканинг 
бирлик элементи I оркали кам белгиланади.

Ю кори д а келтирилган Z , Q, R, С [a, b\, Mn(Z), Mn(Q), 
М (R) калкалар бирлик элементга эга, mZ  калка эса эга 
эмас. Z , Q, R Я а бирлик элементи ролини 1 сони уйнай­
ди. С [а, Ь\ да бирлик элемент ролини [а, Ь] да айнан 1 га 
тенг булган функция уйнайди. Mn(Z), Mn(Q), Mn{R) калка- 
ларда бирлик элемент ролини бирлик матрица уйнайди.

Халка кушиш амалига нисбатан гурук булгани сабабли 
унда кушиш амалига нисбатан умумлашган ассоциатив 
цонун уринли. Халка купайтириш амалига нисбатан ярим 
гурук булгани сабабли унда купайтириш амалига нисба­
тан кам умумлашган ассоциатив конун уринли.

Кушиш ва купайтириш амалларининг дистрибутивлик 
конунларидан п буйича математик индукция ёрдамида кар 
кандай f l j ,  / > , ,  . . . ,  bnG К  элементлар учун бевосига куйида- 
ги тенгликлар олинади:

a(bl + bi  +  ... + bn) = abx + ab2 + ... + abn,

(й, + Ь2 +  ... + Ьп)а = Ьха +  Ь2а + ... + Ьпа.

Булардан эса кар кандай a v а2, ..., ап, й,, ..., bmG К  
элементлар учун бевосита куйидаги тенглик келиб чикади:

ЩрУ йигиндида кушилувчиларнинг кандай тартибда ёзи- 
ининг акамияти йук (яъни йигинди узгармайди), аммолишининг
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коммутатив булмаган халкада купайтувчиларнинг канаал 
тартибда ёзилиши мухим.

Хар кандай халкада айириш ва купайтириш амаллар 
дистрибутивлик конуни билан богланган, яъни хар кзд 
дай а, Ь, с G К  элементлар учун

(а -Ь)с  = а с -  Ьс, а(Ь — с) =  ab -  ас.

Буларнинг, масалан, биринчисини исботлаймиз. Ушбу

(a - b ) c  + Ьс = ((а -  Ь) +  Ь)с = ас

тенгликдан

((a - b ) c  +  Ьс) — Ьс = ас -  Ьс,

яъни

(а —Ь)с =  ас -  Ьс

келиб чикади.
Бу дистрибутивлик конунидан хар кандай a £  К  эле­

мент учун куйидаги тенглик келиб чикади:

а • 0 = 0 • а = О,

бу ерда 0 — халкагшги кушиш ама^ининг ноль элементи.
Хакикатан, а • 0 = a(b -  b) =  ab -  ab =  0. Шунга ухшаш 

0 • а =  (Ь -  Ь)а = Ьа -Ь а  = 0.
К  бирлик элементли халка булсин. Агар a G К  учун 

а • b =  Ь ■ а =  /тенгликларни каноатлантирувчи b G К  эле­
мент мавжуд булса, а элемент тескариланувчи ва Ь эле­
мент эса а га тескари дейилади.

9-§ даги 3-теоремага асосан, агар а га тескари элем ен т 
мавжуд 6$uica, у ягона. Бу холда уни а~‘ оркали белги лай ­
миз. Бу а -1 элементнинг узи хам тескариланувчи булиб, а 
унга тескари, яъни (а-1) -1 = а.

Z  халкада факат 1 ва -1  сонлар тескариланувчи.
Q ва R халкаларда нольдан бошка барча эл ем ен тлар  

тескариланувчи. С\а,Ь] халкада тескариланувчи эл ем ен т-
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Г а н о л ь д ан  фаркли булган функциялардан ибо- 
лар laJ  ' ^алк,ада тескариланувчи элементлар детерми- 
рзт- ^  ва _1  б у л га н  матрицалардан иборат. Mn(Q) ва 
НаНя! салкаларда тескариланувчи элементлар махсусмас
Л/"!п .ш алардан  иборат.

К  хал ка ягона элементдан иборат булса, у факаг 
одадан иборат булади. Бу халк,а ноль халк,а дейилади.

Ноль халкада 1 =  °-
Бирлик элементли К  халкада биттадан ортик элемент

ин У холда унда нольдан фаркли элемент мавжуд. Бу 
алкал3 1 *  °> ЧУНКИ акс *олДа 1 = 0 булиб, а = а • I =

* а . о = 0 тенглик олинарди. Бу карама-каршилик 1 * О 
эканини курсатади. Бундай халкада 0 элемент тескарила­
нувчи эмас, чунки хар кандай b G К  элемент учун
О • й = 0 *  1.

Агар К  халкада нольдан фаркли а ва Ъ элементлар учун 
а . Ь =  0 булса, а ва b элементлар нольнинг булувчилари 
дейилади. Бундай элементларга эга булган халка нольнинг 
булувчисига эга халка дейилади. Z, mZ, Q, R халкалар ноль­
нинг булувчиларига эга эмас. С (-°о , +оо) халкада 
/(/)  = |г|-ь/ ва g { t ) - \ t \ - t  функциялар нольнинг булув- 
чиларидир. Mn(Z), Л /(Q) ва Mn(R) халкалар хам нольнинг 
булувчиларига эга. Масалан

1 1 1 - 1  1 1 - 1  1

\ О О’ 
О о

Агар камида иккита элементга эга булган бирлик эле­
ментли коммутатив халкада хар кандай нольдан фаркли 
элемент тескариланувчи булса, бундай халка майдон де­
йилади.

Юкорида келтирилган мисоллар ичида факат Q ва R 
халкалар майдондир.

Майдон га яна бир мисол келтирамиз. q (J2 ) орк,али
0̂ 6  ^  куринишдаги хакикий сонлартуплами- 

ИЛа”МИ3' ^ а^икий сонларни кушиш ва купайти- 
ш амалларига нисбатан бу туплам нолдан фаркли бир- 
к Элементли халкадир:
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(а + ь Щ  +  (с  +  d j l )  =  (a +  c ) + ( b  +  d ) J l  е  Q(V2), 

(а + b j 2 ) • (с + d ^ l j = (ас + 2bd) + ( a d  +  2bc)yfl e

1 = 1 + 0 Л е е ( Л ) .

Агар а + b j 2  *  0 булса, у холда л/2 иррационал булга 
ни учун a2 - 2 b 1 *  0. Бундан

a+b42 =  а2-1Ь 2 ~ 'а Г^2Ь2 ^  G

чунки

a2- l b 2 ’ а2-2Ь 2 U ‘

Демак, (?(V2) — майдон.
Майдонда нольнинг булувчилари й ук  Хакикатан, агар 

а • b =  0 ва масалан, а *  0 булса, бу холда а -1 мавжуд булга­
ни учун а~ \аЬ ) =  0, яъни (a~la)b  =  Ь =  0.

F — майдон булсин. Агар a, b Е Г в а  Ь*  0 булса, у холда 
a ■ b~l элемент сурати а ва махражи b булган каср дейила­
ди ва баъзан j  куринишида хам белгиланади. Ихтиёрий 
майдондаги касрлар учун сонли касрларга хос булган асо- 
сий конунлар уринли

1) хар кандай с G F  (с *  0) элемент учун

ас _  а 
Ьс Ь '

а с _  ad+bc 
1 ) Ь 1  b d ~  '

4) а *  0 булганда
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К  а р н и  исботлаш ни укувчига колдирамиз.
Бу хоссалар  ихтиёрий майдонда кушиш, айириш, купай- 

ш ва нольдан фаркли элементларга булиш амаллари 
булиб, улар одатдаги “арифметик” хусусиятларга 

м а  б у л и ш и н и  курсатади. Бу жи.\ат ихтиёрий майдон ус- 
fj^a  чизицли тенгламаларни куришга ва ечишга имкон 
беради. Илгариги бобларда курилган R устидаги вектор- 
ларга, матрицаларга, детерминантларга ва чизикли тенг­
ламалар тизимларига оид барча теоремалар R  майдонни 
ихтиёрий майдон билан алмаштирилса ,\ам уринлилигича
колади.

Бевосита текшириш бунда 20-§ даги 4-теорема 2-на- 
тижасининг биринчи исботидан бошка барча теоремалар- 
нинг исботида ишлатилган мулохазалар ихтиёрий май- 
лонлар учун хам ярокли эканини курсатади.

20-§ даги 4-теорема 2-натижаеининг биринчи исботи- 
даги мулохазалар баъзи бир майдонлар (характеристика- 
си 2 га тенг майдонлар; майдоннинг характеристикаси 
тушунчаси кейинрок киритилади) учун уринли эмас. Аммо 
бу натижанинг келтирилган иккинчи исботидаги мулоха- 
залар ихтиёрий майдонлар учун хам ярайди.

Кпа К 1 — халкалар булсин. Агар <р : К fC акс эттириш 
хар кандай х, у  е  К  элементлар учун

<р(х +  у )  =  <р(х) + <р(у),

<р(х ■ у) =  <р(х) <р(у)

тенгликларни каноатлантирса, у К  халканинг К  халкага 
гомоморф акс эттириши (гомоморфизми) дейилади. Агар <р 
гомоморфизм шу билан бирга биекция хам булса, у изо- 
МоРф акс эттириш (изоморфизм) дейилади.

Агар — изоморфизм булса, у холда <р~1 акс эттириш 
изоморфизм. Бу тасдикнинг исботи гурухлар учун ил- 
келтирилган мос тасдикнинг исботига ухшаш.



Худди гурухлар каби изоморф халк,алар алгебраик ху- 
сусиятлари билан бир-биридан фарк к^лмайди. Масалан, 
коммутативлик, бирлик элементнинг мавжудлиги ёки 
нольнинг булувчилари мавжудлиги иккита изоморф хал- 
цаларда ё бир вакгда бажарилади, ё бир вакгда бажарил- 
майди. Агар К — майдон булса, у холда унга изоморф хал ка 
Хам майдон.

Изоморф халкалар ва майдонларнинг алгебраик хос- 
салари бир хил булгани учун келажакда бундай халка ва 
майдонларни бир-биридан фарк килмаймиз.

Мисол курамиз. К  — бирор халка ва 0 — унинг ноль эле­
мента булсин. К2 нинг ушбу кисмини К  оркали {(х, 0), 
х  £  К} белгилаймиз. К  да кушиш ва купайтириш амалла- 
рини куйидагича киритамиз:

(х, 0) + (у, 0) = (х  + у , 0),
(х, 0) • (у , 0) = (х • у ,  0).

Бу амалларга нисбатан К  халка булиб, <р(х) = (х, 0) ифо- 
да билан берилган акс эттириш А'ва К  халкаларнинг изо- 
морфизми эканлиги бевосита текширилади.

1 - т е о р е м а .  Агар К — бирлик элементли халка булса, 
у х;олда К даги барча тескариланувчи элементлардан ибо­
рат G  туплам К даги купайтириш амалига нисбатан гурух 
Хосил килади.

И с б о т .  Агар х, у  £  G булса, у холда ху  £  G, чунки 
у~'х~1ху  = хуу-Ъг1 = 1, яъни (ху)-1 = у 'х -1)- Сдаги элемент­
лар купайтмасининг ассоциативлиги бу купайтманинг К  
да ассоциативлигидан келиб чикади. Ушбу 1 1  =  1 тенг­
л и к д а н  1 £  G м ун осаб ат , хар к ан д ай  х £  G учун
1 • х = х • 1 =х ва х • X-1 = х-1 • х  = 1 муносабатлар келиб 
чикади, яъни G — гурух.

Н а т и ж а .  Майдоннинг нольдан фаркли элементлари май- 
дондаги купайтириш амалига нисбатан гурух хосил келади.

Бу гурух майдоннинг мультипликатив гурухи дейилади.
Агар Р, F — майдонлар булиб, F Q  Р  ва Р д аги  амаллар 

/"нинг элементлари учун курилганда F даги амаллар би­
лан бир хил булса, Р  майдон F  майдоннинг кенгайтмаси 
дейилади. Масалан (?(л/2) ва R майдонлар Q нинг кен­
гайтмаси, R  майдон эса (2(72) нинг кенгайтмаси.



25-§. КОМ ПЛЕКС СОНЛАР

Агар С майдон R  х,ак;ик;ий сонлар майдонининг кен- 
гайтмаси булиб, куйидаги иккита шартни каноатлантир- 
са. у комплекс сонлар майдони дейилади:

1. Ушбу Р =  — 1 тенгликни к,аноатлантирувчи / е  С эле­
мент мавжуд; бундай элемент мавкум бирлик дейилади.

2. Хар кандай г б  С элемент учун шундай a, b G R 
хркикий сонлар мавжудки, Z = a  +  bi уринли.

С  майдоннинг элементлари комплекс сонлар деб ата- 
лади.

Бундай кенгайтманинг мавжудлигини курсатамиз.
Бунинг учун R2 да куш и т ва купайтириш амалларини 

киритамиз. Кушиш амали сифатида векторларни кушиш 
амалини оламиз:

(а, Ь) +  (с, d) =  (а  + с, Ь +  d). (1)

Купайтириш амалини ушбу

(а, Ь) ■ (с, d) =  (ас -  bd, be + ad) (2)

ифода (формула) билан аниклаймиз.
Кушиш амалига нисбатан R2 нинг коммутатив гурух 

эканлиги илгари курсатилган эди. Бунда (0, 0) элемент бу 
гурух,нинг ноль элементидир.

Купайтиришнинг коммутативлиги (2) ва ушбу

(с, d) ■ (а, Ь) =  ( са -  db, da +  cb)

ифодаларнинг унг томонидаги векторларнинг тенглиги- 
дан келиб чикади. Ассоциативлиги эса куйидаги тенглик- 
лардан келиб чикади:

[(а, Ь) ■ (с, d)](p ,q) = (ас -  bd, be + ad)(p, q) =
= (аср -  bdp -  beq — adp, bcp + adp  + a c q -b d q ) ,

(a, b)[(c, d)(p, q)] =  (a, b)(cp -  dq, cq + dp) =

=  (acp -  adq  -  beq -  bdp, acq  + adp  + bcp -  bdq)
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Дистрибутивлик хоссалари эса куйидаги тенгли 1 
дан келиб чикдди:

[(а, Ь) + (с, d)](p,q) =  (а +  с, b +  d)(p, q) =  (ар + cp -  ь
-  dq, a q + c q  +  bp +  dp), (a, b)(p, q) +  (c, d )(p , q) J  "

=  (a p -----bq, bp + aq) +  (cp -  dq, cq +  dp) =
= (ap -  bq +  cp -  dq, bp +  aq +  cq +  dp).

Демак R2 туплам бу амалларга нисбатан халк,а эка 
Ушбу (1,0)  элемент шундай хусусиятга эгаки, хар канп!!-' 
(a, b) Е Кг элемент учун

(1>0)(я, Ь) =  (а, Ь),

яъни (1,0) элемент К2 нинг бирлик элементи. Нольдан 
фаркли ихтиёрий (a, b) Е R2 элементни оламиз: (а, Ь) * (О
0). У холда а, Ь сонларнинг камида бири нольдан фарюти 
яъни а2 + Ь2*  0.

Ушбу

тенглик курсатадики, R2 да нольдан фаркли хар к,андай 

(а, Ь) элемент тескариланувчи ва (я, Ь) 1 = ( - т ^ г » “  ̂ ? )  •

Демак, R2 туплам киритилган кушиш ва купайтириш 
амалларига нисбатан майдондир. Бу майдонни С оркали 
белгилаймиз ва уни комплекс сонлар майдони деб атай- 
миз. Бу майдон R  майдоннинг кенгайтмаси эканлигини 
ва юкррида келтирилган иккита хоссани к,аноатлантири- 
шини курсатамиз.

С =  R2 да (х, 0) куринишидаги барча векторлар тупла- 
мини R' орк;али белгилаймиз. Юкррида киритилган (1) 
кушиш ва (2) купайтириш амалларини R' элем ен тлари д а  
Караймиз:

(а, 0) + (с, 0) = (а +  с, 0),
(а, 0) • (с, 0) = (а ■ с, 0).
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формулалардан R' нинг майдон эканлиги бевосита 
Ж лмб чик^ДИ. Демак, С майдон R' майдоннинг кенгайт- 
келИ 24-§ да К =  R  нинг К' = R' га изоморф эканлиги 
м?С‘‘атилган эди. Изоморф майдонларни алгебраик нук- 
*^назардан  бир хил деб х,исоблаганимиз учун С майдон- 

майдонни R  майдон билан айнийлаштирамиз. Ке­
лажакда (а, 0) урнига а ёзамиз.

Ушбу

(0,1)(0,1) =  ( - 1 ,  0) =  - 1

тенглик курсатадики, агар (0,1) ни / оркали белгиласак, у 
^олда /* = -1 . Демак, С майдонда юкорида айтилган би­
ринчи шарт уринли.

Ихтиёрий (а , Ъ) & С  учун (а , Ь) = (а, 0) + (0, Ь) =  (а,
0) + (Ь, 0) • (0,1)= а +  Ы

тенгликни ёзишимиз мумкин. Демак, С майдон учун 
юкоридаги иккинчи шарт хам Уринли, яъни хар кандай 
Z = (а, Ь) е  С элемент

Z  =  а  +  b i  ( i )

куринишда ёзилиши мумкин. Берилган (а , Ь) вектор уз 
координаталари билан тула аниклангани учун уни (3) кури­
нишда ягона усул билан ёзиш мумкин (3) ифодадаги а 
сони z  комплекс соннинг хакикий кисми дейилади ва Rez 
оркали белгиланади. Ундаги b  сони эса z  комплекс сон­
нинг мавхум кисми дейилади ва Im z  оркали белгиланади. 
Шундай килиб, хакикий сонлар мавхум кисми ноль булган 
комплекс сонлардир. Хакикий кисми ноль булган комп­
лекс сонлар, яъни b i ( b  G R) куринишидаги сонлар соф 
Ма*хум комплекс сонлар дейилади.

^ Р  R  хакикий сонлар тупламини туф и чизик сифа- 
гида геометрик талкинини карасак, у холда R2 ни текис- 

деб карашимиз мумкин.
) формула R? текислик нукталари билан комплекс сон- 
МайД°ни орасида биекция урнатади. Бу биекция С  
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комплекс сонлар майдонининг геометрик талкини, текис- 
лик эса — комплекс текислик дейилади.

Комплекс сонларни комгиюкс текисликнинг ну^тала- 
ри деб хам гапирилади. Бунда ха^ик^й сонларга абсцисса 
укининг нукгалари, соф мавхум сонларга эса ордината 
ук?шинг нукгалари мос келади. Шунинг учун баъзан абс­
цисса уци — хацикий ук, ордината утдл эса мавхум ук де­
йилади.

Комплекс текисликда кутб координат тизимини кири- 
тамиз. Кутб сифатида О нуцта ва кутб уки сифатида 
хаки^ий мусбат ярим укри (абсциссалар ук^нинг мусбат 
ярим ук?ши) оламиз (1-шакл).

Текисликдаги Р(а, Ь) нукганинг (z, <р) кутб координа- 
талари куйидагича аник,ланади: Р  нуктадан координата- 
лар бошигача булган масофа ва Ох кутб ярим ук?1 билан 
ОР  кесма орасидаги <р бурчак билан Р  нуктанинг текис­
ликдаги урни тула аникданади. г  — кугб радиуси ва <р — 
кутб бурчаги дейилади.

г масофа булгани учун у доим манфий булмаган хак,ик,ий 
сонга ва фацат Р =  0 булгандагина нольга тенгдир. <р бур­
чак булгани учун унинг к^шматлари О < <р <2л  тенгсиз­
ликни к,аноатлантириши керак.

Аммо шундай масалалар учрайдики, уларда ихтиёрий 
хаки^ий к^йматли (яъни к;ийматлари [0,2тг) ораликдан 
ташкарида ётган) бурчаклар билан иш куришга т>три ке­
лади. Келишувга мувофик, мусбат бурчаклар соат мили

130



юришига царши йуналишда ва манфий бурчаклар соат 
с т р е л каси юриши йуналиши буйича хисобланади. Кутб 
координаталари (г, <р) ва (г, <р +  2 к л )  булган жуфтлар хар 
кандай  к  бутун сон учун текисликда битта нукгага мос 
келади.

1-шаклдаги тугри бурчакли OPQ  учбурчакдан Рнукта- 
нинг (а, Ь) декарт координаталари билан (г, <р), кутб ко­
ординаталари а = г  cos <р, b =  г sin <р тенгликтар билан 6of- 
ланганлиги олинади. Агар Р{а, Ь) нукга берилган булса, у 
холда унинг кутб радиуси г  = -Ja2 + b 1 тенглик оркали то- 
пилади. г  *  0 холда унинг кутб бурчаги я га ёки 2л  га 
каррали булган сон аниклигида cos <р = - ,  sin <р = -  тенг- 
ликлардан топилади. г =  О холда унинг кутб бурчаги их­
тиёрий хакикий сон. z =  а  + Ы комплекс соннинг кутб 
радиуси унинг модули дейилади ва |г| оркали белгила­
нади.  

Ушбу |г| = 1Ja2 + Ь2 ифодадан ва а = Rez, b =  Im Z  бел- 
гилардан бевосита |R e .j |< |z |, |1 т г |< |г | тенгсизликлар 
келиб чикади.

|г| функция z  нинг  бир кийматли функциясидир. 
Z =  а  + bi комплекс соннинг кутб бурчаги унинг аргумен­
та дейилади ва Argz оркали белгиланади. Агар <р сон z  
комплекс соннинг кутб бурчаги булса, хар кандай к  бутун 
сон учун <р + 2л к  хам z  нинг кутб бурчаги булгани сабабли 
Argz функция z  нинг куп кийматли функциясидир. Де­
мак, берилган z(z  *  0) учун Argz битта сон эмас, балки 
(<Р + 2л к }  куринишдаги барча сонлар тизими (бу ерда к  
ихтиёрий бутун сон).

Ушбу z -  а  + bi ифода одатда z  комплекс соннинг ал­
гебраик ифодаси дейилади. Бу ифодадан ва а = г  cos <р, 
b =  г  sin <р тенгликлардан фойдаланиб, z  = r(cos <р + / sin <р) 
ифодани оламиз. Бу z  комплекс соннинг тригонометрии 
ифодаси дейилади. Комплекс соннинг тригонометрик 
ифодаси куйидаги маънода ягона:

1 - т е о р е м а .  Агар z(z  *  0) комплекс соннинг иккита 
z ~  f(co s <р +  i  sin p )  ва z  =  r1 (cos<p' + i sim p') тригономет­
рик ифодалари берилган булса, у холда г = г' ва шундай к 
бутун сон мавжудки, <р = <р' + 2лк.
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И с б о т .  Хак,ик;атан, бу холда г  c o s <р =  г' c o s ^ ' ,  
г  s\n<p =  г1 sin у?'. Булардан

г  -  г  cos <р)2 +  (г  sin <р)~ = :os ip')2 +  (г ' sin ip')2 = г'.

У холда z  *■ 0 булгани учун cos^> = cosv>', sinp = sin^1. 
Бу тенгликлардан <р ва <р1 бурчакларнинг бир-биридан 2л к 
(к  — бутун сон) га фарк килиши келиб чикади.

Комплекс сонлар устида кушиш ва айириш амаллари- 
ни бажаришда уларнинг алгебраик ифодаси билан иш 
куриш кулай. Комплекс сонларнинг тригонометрик ифо­
даси эса комплекс сонларни купайтиришда, булишда ва 
даражага кутаришда кул келади.

Агар Z, = r^cos^, + / siny?j), Z2 = r2(cos^2 + i siny?,) булса, 
у холда Z, • Z2 = r,r2[(cos^j ■ cosy?, sm^sirkp,) + /(sin^, ■ cosp2 -
-  s in ^ c o s^ )]  = r, • r2[(cos(^  +  <p2) +  i s i n ^  + <p,)\.

Бундан 1-теоремага асосан г, ■ r2 = |Z , • Z2|,  яъни

| Z , - Z 2| = |Z , | • |Z 2| (4)

Юкорида олинган тенгликдан

Arg(Zl ■ Z2) = ArgZx +  ArgZ2 (5)

тенглик хам келиб чикади. Бу тенглик куйидагича тушу- 
н и л а д и Л ^ ^  • Z2) сонлар тизими <р +  ip,<pG ArgZ, <р G ArgZ, 
куринишидаги сонлар тизимидан иборат.

(4) тенглик гомоморфизмлар ёрдамида куйидагича тал- 
Кин килинади:

Смайдонни купайтиришга нисбатан яримгурух ва R0 — 
манфий булмаган хакикий сонлар тупламини купайти­

ришга нисбатан яримгурух деб карасак, у холда (4) тенг­
лик Z -*  | Z | мосликнинг С ва яримгурухлар гомомор- 
физми эканлигини курсатади.

(5) тенглик хам гомоморфизм сифатида талкин кили- 
ниши мумкин. Бу гомоморфизм устида кейинрок тухта- 
л ам и з. М атем атик  и н д укц и я ёрдам ида хар кандай
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2  = rk(costpk +  / sinpt), к  =  I, n комплекс сонлар учун ку- 
йидаги тенгликлар олинади:

Z , - ^ . . . .  Zn = | Z,| • |Z 2| .... IZ  I (cos(^1 +
+ <p2 + ...+  <pj + i  sin(y>, + <p2 + ...+  <pj, (6)

яъни |Zj • Z2 .... Z J  =  |Z J  • |Z 21.... I Z J e a  

Arg(Zl • Z  ̂ .... Zn) = ArgZx +  ArgZ2 + ... + ArgZn.

2 - т е о р е м а  (Муавр формуласи). \ a p  цандай n бутун  
сон ва х,ар цандай р  Е  R  бурчак учун

(cos <р + I sin <р)" = cosn <р +  i  sin <р

тенглик уринли.
И с б о т .  (6) ф ормулада г, = г2 =  ... =  rn =  1 ва 
= <рг = ... =  <рп -  <р деб олсак, (7) формуланинг п натурал 

сонлар учун уринли эканлиги келиб чикади.
Ушбу

(cos ф +  i sin (р) 1 = ------ —  ='  ' cosy>+;sinp
=  c o s y - / s i n  у  = cos(-p ) + / s in (-p ) (8)

тенглик (7) нинг n = - 1  да уринли эканлигини курсата­
ди. Энди ихтиёрий п манфий бутун сонни оламиз. Уни, 
и = - т ,  т G N , деб олиб, (7) тенгликнинг хар кандай на­
турал сон учун ва п — — 1 учун уринлилигидан фойдала- 
ниб, куйидаги тенгликни оламиз:

(cos<p + i  sin (р)п = (cosip + i sin <рУ” =

= ((cosy + i sin y?)' j  = {cos(-<p) +  i s in (-p ))m =

= cos(-w  <p) + / sin(-/w <p) =  cos n <p + / sin n<p,

яъни (7) тенглик n манфий бутун сон учун хам Уринли.
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А га р  г, =  г ,(c o s p ,  +  /  siriy?,) ,  ^  =  r2(c o s ^ 2 +  / s iny>2) буЛса
у  х о л д а  ( 6 )  ва ( 8 )  т ен г л и к л а р д а н  ' ’

— = — (cos(^, -  <рг) +  / sin(<p, -  <рг ) \
Ч h

Демак,

Комплекс соннинг модули хакикий сон абсолют к,ий- 
мати (модули) туш унчасининг умумлашмасидир: агар 
Z =  х  + y i  хакикий сон булса, у холда у  = 0, |г) = -Jx2 + у 2 = 
=  V ?  =  |х |. Хар кандай г, =  х, +  (у,, ^  = х2 + iy7 учун г, -

Zq — (х, — х2) + i ( y { — у 2), |г, — Zi | =  yj{x \ ~  х г) (^i ~ У г) ■ 
Демак |z, ~  г2| сон комплекс текисликдаги z , ва гг нукта- 
лар орасидаги масофадир. (|х, -  х2| сон тугри чизикдаги 
х, ва х2 нукталар орасидаги масофа булгани каби). Бунга 
кура, агар г о е  С, r G R ,  г >  0 булса ,  у холда
{ Z G C : | Z - Z 0| = r}, { г £ С : | г - г о | < г } ,  {г е  C : \ z - Zo\ ^ г) 
тупламлар мос равишда маркази ^  нуктада радиуси г 
булган айланани, очик ва ёпик доираларни ифодалайди.

Берилган z = а  +  bi учун а -  bi сон z га комплекс куш1**3 
дейилади ва z оркали белгиланади. Z нукта комплекс 
текисликда хакикий укка нисбатан z га симметрик жой-
лашган. Равшанки, z  =  Z ■

jz| = |z|> z +  z  = 2R ez, z - z  =  2 U m z, z - z  =  \z\2 ■ УщбУ

Z =  Z тенглик уринли булиши учун z £  R шартнинг бажа- 
рилиши зарур ва кифоя.

3 - т е о р е м а ,  z -* z формула билан берилган f:C- *C  

акс эттириш С майдоннинг автоморфизмидир.
И с б о т .  z  =  z  айниятдан /- | нинг мавжудлиги в а / -1 ==/ 

те нглик  келиб чикади.  Х усусан, / — биекция.  Агар 
= о, + Z1 =  аг +  b2i б^лса, у холда



м  + Z i )  =  ( a ,  +  a 2) ~  ( b ,  +  b 2) i  =  ( a- -  b j )  +

+ (a, -  *2')  = г, + г2 = / ( г . )  + / ( г 2),

Дг, г,) = / ( ( * А  -  W  + <а А  + « А ) 0 =
( о ^  -  * А ) -  (я А  + а Л ) /=

= (о, -  bj)(a2 -  b2i) =  z l - z 7 =  /(г ,)  • f ( z 2).

4 - теорема .  Хар кандай z,, zl e  Сучун |г, + z2\ < fe| + |z2|,

|Zl| - N ^ k - 4

И с б о т .  Хакзикатан

|г, + z2\2 = fe  + z1)(zl + z 2) =  (г, + *2)(i, +  г2) = |г,|2 + |г2|2 +

+ (г, ■ i  + А • *2) = fc f  + Ы * + 2 R e(z ,^ )

Бундан

1*1 + г2|2 ^  |г,|2 + |г2|2 + 2 К е (г ,£ ) ^  |г,|2 + |г2|2 + 2|г,г2| =

=  к | 2 + Ы 2 + 2 |г ,|- |г 2| = (к1 + Ы )2

Бу тенгсизликдан эса |г, + z2\ ^  |г,| + |г2| келиб чикади. Бун­
га кура |г , |- |( г ,  ~ z i )  +  z \ < \ z x -Zj I  +  I^I- Бундан

k - 4 - k H  4

26-§. КОМ ПЛЕКС СОНЛАРНИНГ ИЛДИЗЛАРИ

£ 6  С ва л — натурал сон булсин (п > 1). Ушбу W" =  z  
^нгликни каноатлантирувчи W  комплекс сон z  нинг п- 
Даражали илдизи дейилади.



А гар  г, =  r,(cos^, +  /  s in p ,) ,  г , =  r2(c o s ^ 2 +  /  s in¥>2) б ул
у  х о л д а  (6 )  ва (8 ) т ен гл и к л а р д а н  а

— = — (cos(y, -  <р2) +  i sin(y>, -  (р2)). 
z2 г2

Демак,

Комплекс соннинг модули хакикий сон абсолют к,ий- 
мати (модули) туш унчасининг умумлашмасидир: агар 
z =  х  +  yi  хакикий сон булса, у холда у  = 0, \^ =  -Jx2 +  у* = 
=  л/х1 = |х |. Хар кандай г, = х, + />,, ^  = х2 + iy2 учун г, -

^2 — (х, — Х2) +  i(y] — у 2), |^J — £21 =  J(x, —х2) + (у , — у 2) . 
Демак |z1 -  Z21 сон комплекс текисликдаги г, ва ^  нукта- 
лар орасидаги масофадир. (|х, - х 2| сон тугри чизикдаги 
х, ва х2 нукталар орасидаги масофа булгани каби). Бунга 
кура, агар z 0 G C ,  г  G R, г >  0 булса ,  у холда 
{ Z e  C : |Z - Z 0| = г}, { z E C : \ z - Z o \ < r } ,  {z £  С: jz — о̂| < г} 
тупламлар мос равишда маркази ^  нуктада радиуси г 
булган айланани, очик ва ёпик доираларни ифодалайди.

Берилган z =а + bi учун а -  bi сон z га комплекс кушма 
дейилади ва z оркали белгиланади. Z нукта комплекс 
текисликда хакикий укка нисбатан z га симметрик жой-
лашган. Равшанки, z =  Z ■

|г| = |г |, z  +  z  = 2Rez , z - Z  =  2 iJm z, z - z  =  \z\2- УшбУ

Z = Z тенглик уринли булиши учун г £  /? шартнинг бажа- 
рилиши зарур ва кифоя.

3 - т е о р е м а .  Z -*■ Z формула билан берилган f:C- *C  

акс эттириш С майдоннинг автоморфизмидир.
И с б от . z  =  z айниятдан f~' нинг мавжудлиги в а / '1 - J  

тенглик  келиб чикади. Х усусан, / — биекция.  Агар 
Z, =  а, + b,i, z2 =  а2 +  b2i булса, у холда



М  +  4  -  «*. + <*. + * * ) '"  <*. "  М  +
4- — Й2/) = Zt + £2 — f ( Z t) f (Z 2),

AZi z j  S /( ( f lA  -  W  + («,*2 +  *А)*'> =

( f llfl2 -  * A >  -  ( * A _ +  <*A )*  =

= (a, -  *,/)(a2 -  b2i) =  z r z 2 =  /(г ,) ■ /(г ,).

4 -т е о р е м а . Хар кандайz,, г, G Сучун |г, + г2| < \$\ +  \z2\,

M-N^ki-4
И с б о т .  Хакикатан

|г, + z2f  = ( *  + z1){z1+ z2)  = U  + z2)(z, + z2) = \ z f  + \г$  + 

+ (zi ■ T2 + Zy ■ z2) = Iztf + \z2\2 + 2 Re(z,Z2)

Бундан

|z, +  z2\t Z \zxf  +  |г2|2 +  2 R e ( ^ )  <  |г,|2 +  |г2|2 +  2\Zl72\ =

=  W2 +кгГ +2|zj| * |z2| = (к| + |г:|)2

Бу тенгсизликдан эса |z, + г2| ^  |г,| + |г2| келиб чикади. Бун­
га кура |г,| = \{zt -  Zj) +  z \  <  |г, -  Z2\ +  |z2|. Бундан

k-4^kH4

26-§. КОМ ПЛЕКС СОНЛАРНИНГ ИЛДИЗЛАРИ

z  Е С ва п — натурал сон булсин (л > 1). Ушбу W n = z  
^нгликни каноатлантирувчи W  комплекс сон z  нинг п- 
Даражали илдизи дейилади.
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1 - т е о р е м а .  Хар кавдаи Z *  0 комплекс сон нац п 
турли п -даражали илдизга эга. Агар г = r(cos sin  ̂
булса, у холда улар цуйидаги куринишда ифодаланади-

жжг 11~( + 2кл  . . и) + 2к л \  / ---------
fVk =  V rlcos  ---- + / sin — ------- 1, (a: = 0, n -  l).

И с б о т .  W" = z  б^либ, W  = p(cos в +  i sin в) — унинг 
тригонометрик ифодаси булсин. Муавр формуласига асо­
сан

W ” =  р ”{cos пв + / sin в) = r(cos <р +  i sin <р).

Бундан 25-§ даги 1-теоремага  асосан р л = г !
пв = <р +  2т л, т G Z. Бу те нг л икл а рд а н  эса р  =  л[г f 

<р + 2т л  _ 7  
в  = -----------, т z  ни оламиз. Демак, z  нинг хар бир п-
даражали илдизи ушбу

W  =  Wm -  ^ ( c o s ^ L  + / s i n * ^ ) ,  т G Z

куринишда ёзилиши мумкин. Аксинча, бундай куриниш­
га эга булган хар кандай комплекс сон z  нинг «-даражали 
илдизидир.

Эвди Wm ва IV лар качон узаро тенглигини ан и к л ай - 

миз. W  = W  дан Р+2тл _ айирманинг  2лк, k & Z
п п т —1

куринишга эга эканлиги келиб чикади. Бундан 
яъни от ва / сонлари п га булинганда бир хил колдикка эга 
эканлиги келиб чикади. Бундан, биринчидан, п нинг к°л‘ 
диклари факат 0,1, ..., п -  1 булиши мумкинлигидан ушбу 
JV0, Wv Wn сонларнинг турли эканлиги келиб чика­
ди. Иккинчидан, хар кандай т G Z учун т ни п га булган- 
да колдикр га тенг булса (0 <  р  <  л -  1), у холда Wm = 
яъни хар кандай Wm сон IV0, Wy  ..., Wn l сонларнинг би- 
рортасига тенглиги келиб чикади.
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If сол курамиз. ^ + 1  =  0 тенгламанинг хакикий ил- 
Р *  мавжуд эмас, аммо 4 та комплекс илдизга эга — 

дизлар . соннинг 4-дараж али илдизлари. Ушбу -  
уласРо^  + / sin я  ифодага кура W0, Wv Wv  W3 илдизлар 
^уйядаги куринишга эга:

я  . . .  Л 1+1 И/ = c o s T  + / s m -  = - ^ ?

: Щ = cos - -  + / sin ^  ,

^ 2 = COSX + / S i n T : = : X ’

111 ■ 1л 1—1W-, = cos —  + 1 sin — = - = .
4 4 Л

Бошк.а мисол. Бир сонининг л-даражали илдизлари ус­
тида тухталамиз. 1 = cosO + /sinO ифодага кура 1 нинг л- 
даражали илдизлари куйидаги формулалар буйича топи- 
лад и:

Wm = c o s ^ -  + i s i n (к = 0,л -  1)

Бир сонининг барча илдизлари купайтириш амалига 
нисбатан гурух; хосил кдлади. Хацикатан, агара" =  1,/?" =  1 
булса, у холда (а • р)" = а" ■ р ” = 1. Бир сонининг узи бир- 

" '^Р аж али  илдизи: 1* =  1. Агар а" = 1 булса, у холда 
Ы  = яъни хар бир бирнинг л-даражали илдизи- 
нинг тескариси хам бирнинг л-даражали илдизидир.

2я . . 2ferN* cos — + / sin —  = п п )
~ ^ \  > яъни бирнинг барча л-даражали илдизлари W* нинг 

ражалари орк,али хосил к,илинади.
^ ^ и р о р т а  элементининг даражаларидан иборат гурух
йипа ^ У Х  дейилади. Юкоридаги муло.\азалар билан ку­

ги теорема исботланди:

Муавр формуласига асосан Wk =
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2 - т е о р е м а .  \ а р  бир п Е  N  учун бирнинг п-дараж али  
комплекс илдизлари купайтириш амалига нисбатан циклик 
гурухни х;осил к,илади.

27-§. КОМ ПЛЕКС УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР

Комплекс сонлардан иборат бирор тупламда аниклан- 
ган ва кийматлари хам комплекс сон булган функция ком­
плекс узгарувчили функция деб аталади. Комплекс сон- 
ларнинг илгариги параграфларда келтирилган хоссалари 
комплекс сонлар кетма-кетлиги лимита ва комплекс узга­
рувчили функция лимита тушунчаларини худди хакикий 
узгарувчили функцияларнинг лимити каби киритишга им- 
кон беради.

Маркази ^  нуктада булган D  очик, доирада аникланган 
(?„ нукгада аникданмаган х;ам булиши мумкин) комплекс 
узгарувчили бирорДг) функция берилган булсин. Агар их­
тиёрий хакикий е > 0 сон учун шундай хакикий д =  5(e) > О 
мавжуд булсаки, ушбу 0 < |г -  Z0\ <  <5 тенгсизликни кано­
атлантирувчи барча z нукгалар учун | f{z) -W\<e  уринли 
булса, W  комплекс сон Лг) функциянинг z узгарувчи z0 га 
интилгандаги лимити дейилади ва lim f(z) =  W  куриниш­
да ёзилади. Z"z°

Комплекс текисликда бирор доирадан ташкарида аник­
ланган Дг) функция берилган булсин. Агар ихтиёрий £ > О 
учун шундай г = г(е)>  0 сон мавжуд булсаки, |г| >  г  тенг- 
сизликдан |f { z )  -  w| < е келиб чикса, W комплекс сон f (z )  
функциянинг z  узгарувчи °о га интилгандаги лимити де­
йилади ва [im д г) = W  каби ёзилади. Шунга ухшаш ушбу

lim f ( z )  = 00, lim f ( z )  = oo белгилap ва буларга мос тушун- 
z-*ta г-»°°
чалар киритилади.

Й и г и н д и н и н г , купайтманинг, булинманинг лимитла- 
ри хакдааги георемалар ва лимитлар назариясининг бошка 
теоремалари \еч узгаришсиз комплекс Узгарувчили функ- 
цияларга утказилади.
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Маркази ^  н уктада булган бирор очи к, доирада аник­
ланган f(z) функция учун lim f (z)  =  / ( г 0) уринли булса,

z-'Zq
бу функция Zq нуктада узлуксиз дейилади. Бирор туплам­
нинг кар бир нуктасида узлуксиз булган функция бу 
тупламда узлуксиз дейилади.

Узлуксиз функциялар йигиндиси, купайтмаси, нисба- 
ти ва узлуксиз функциялар гугрисидаги бошка теорема- 
лар комплекс узгарувчили функциялар учун кам уринли- 
лигича колади. Бу теоремалар ичида Вейерштрасснинг 
иккита теоремасини келтирамиз. Бу теоремалар кейин- 
рок ишлатилади.

1 - т е о р е м а .  Агар f ( z )  функция k| s  г ёпик доирада 
узлуксиз булса, у бу тупламда чегараланган (яъни шундай 
хакикий М> 0 сони мавжудки, бу ёпик доирадаги барча z 
нукталар учун |/(г ) | < М  ).

2 - т е о р е м а .  Агар f (x )  функция  |г| < г ёпик доирада у з ­
луксиз булса ва унда фацат  х,ак,иций кийматларни кабул 
Килса, у  ^олда у  бу ёпик дойра узининг энг кат т а ва энг  
кичик киймат ларига эришади (яъни шундай z0 ва z , нукт а­

л а р  м а в ж у д к и ,  /(г „ )  =  inf (г), / ( $ )  =  sup / ( г ) ,  |го| ^  г,

N  *  № '
Бу теоремаларнинг исботи хакикий узгарувчили функ­

циялар учун мос теоремаларнинг исботи га ухшаш. Булар- 
ни тула исботлашни китобхонга колдирамиз.

Маркази Z0 нукгада булган бирор очик доирада аник­
ланган f(x )  функция учун

г-»го Z Зо

лимит мавжуд булса, у Z0 нукгада дифференциалланувчи 
дейилади. Агар f(z) функция М тупламнинг кар бир нук­
тасида дифференциалланувчи булса, у М тупламда диф ­
ференциалланувчи д ей и л ад и ./’(г) функция Лг) функция- 
нинг хосиласи дейилади.

Дифференциаллашнинг одатдаги хоссалари, хусусан, 
функциялар йигиндисининг, купайтмасининг, нисбатй- 
нинг хосилалари хакидаги теоремалар осон исботланади.

139



28-§. КОМ ПЛЕКС КОЭФ Ф ИЦИЕНТЛИ 
КУПХАДЛАР

Ушбу

а0 + a xz  + a2z2 + ... +  ап?

куринишдаги функцияга купх,ад ва а0, а,, ..., ап сонларга 
эса кугщаднинг коэффициентлари дейилади. Барча узгар- 
мас сонлар купхадлардир. Купхадларнинг йигиндиси ва 
купайтмаси яна купхаддир. гузгарувчининг барча к у г д а д -  
ларидан иборат тупламни C[z] оркали белгилаймиз. 
Купхадларнинг кушиш ва купайтириш амалига нисбатан 
C \z] туплам бирлик элементли коммутатив халка х;осил 
Килиши бевосита курсатилади. Бунда 0 сонидан иборат 
узгармас функция (ноль куп\ад) C\z] халканинг нолидир, 
1 сонидан иборат узгармас функция бу халканинг бирлик 
элементидир.

Узгармас функцияларнинг ва f ( z )  = z  функциянинг уз- 
луксизлигидан узлуксиз функцияларнинг йигиндиси ва 
купайтмаси узлуксизлиги хакидаги теоремаларга асосан 
ихтиёрий купхаднинг узлуксизлиги келиб чикади.

1 - т е о р е м а .  Да/» кандай кугщаднинг коэффициентла­
ри  бир кийматли аникланган (яъни агар f ( z )  ва g (z) кугцад- 
лар барча нукт аларда f ( z )  = g (z) тенгликни каноатлантир- 
са, у  холда уларнинг м ос коэффициентлари т енг).

И с б о т .  Дастлаб, агар барча z  нукталарда а0 + axz + 
+ ... + anz* = 0 булса, у холда а0 = а, = ... = ап = 0 эканли­
гини курсатамиз.

Хак?п<этан, а0 + + ... + anzf = 0 да z  = 0 деб олсак, 
а0 = 0 тенглик хосил булади, яъни барча z  нукталарда 
a xz  + a2z2 +  ... +  anz? =  0. Бундан барча z *  0 нукталарда 
а,+  a2z  +  ... +  anzP~x = 0 тенглик олинади. Бу тенглик бар­
ча z  *  0 лардагина уринлилиги курсатилгани учун уни z =  0 
да хам уринли дея олмаймиз. Аммо купхаднинг барча Z 

ларда узлуксизлигидан фойдаланиб, a,+  a2z  + ... + af i '  ~  ® 
тенгликда z  ни нольга интилтирсак, а, = 0 тенгликни ола­
миз. Бундан a2z  + ... + anzP~l =  0. Яна z *  0 да а2 + ••• + 
+ anzP~2 = 0 тенгликни оламиз. Бунда яна z  ни н о л ьга  ин-
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б = О тенгликни оламиз ва хоказо. Натижада 
TvtTTHp»0 2_  а  _  о тенглиКларни оламиз.

чнли барча” г  ларда я0 + a lZ +  ... + = *0 + b xz  +  
+ b 7? уринли булсин деб фараз киламиз. Бунда т = п 

+ г (Ьараз килишимиз мумкин (акс холда тенгликнинг би- 
ДС томонга бир канча ноль коэффициентли хадларни 
^ш амиз). У холла

(а0 -  Ь0) +  (а, -  b j z  +  ... + К  -  Ьл) ?  =  0.

Бундан юкоридаги мулохазаларимизга асосан а0 -  Ь0 = 
_ = а ~  ьп = 0 эканлиги, яьни а0 = Ь0, а, = />,, ..., а =  Ьп
келиб чикади.

Исботланган теорема купхадларнинг икки хил тенглик 
м у н о саб атл ар и  орасида богланиш урнатади: f [z )  ва g(z) 
купхадлар барча z  нукталарда тенг булиши учун уларнинг 
мос коэффициентлари тенг булиши зарур ва кифоя.

Нольдан фаркли купхад берилган булсин. Купхадга 
нольдан фаркли коэффициент билан кирган z  нинг энг 
юкори даражасига купхаднинг даражаси дейилади. Бу ко­
эффициент бош коэффициент ва купхаднинг бунга мос 
хади бош хад дейилади. J{z) купхаднинг z  катнашмайди- 
ган хади (яьни нолинчи даражали хади) озод хад дейила­
ди. Равшанки, у ДО,) га тенг. Купхадлар купайтирилганда 
уларнинг даражалари кушилади, бош коэффициентлари 
эса купайтирилади. Хусусан, нолдан фаркли купхадлар- 
нинг купайтмаси яна нолдан фаркли купхад. Демак, C[z] 
халкада нолнинг булувчилари мавжуд эмас. Нолинчи да­
ражали купхадлар нолдан фаркли узгармас сонлардан 
иборат. Биринчи даражали купхадлар чизикли, иккинчи 
Даражали купхадлар квадрат, учинчи даражалилар — куб 
купхадлар дейилади. Агар f  g  купхадлар шундай булсаки, 
J ' g ~ \  булса, у холда 1 сон нолинчи даражали купхад 
булгани учун /  ва g  нинг даражалари хам нолга тенг. Де- 

С[г] халканинг тескариланувчи элементлари нолин- 
Чи заражали куихадлардан иборат.

Купхадлар комплекс текисликнинг хар кандай нукга- 
СИда ДиФФеренциалланувчи. Узгармас соннинг хосиласи
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ноль купхаддир. Агар л > 0 булса, у холда л-даражал 
купхаднинг хосиласи (п -  1)-даражали купхаддир.

Агар С майдоннинг F  кием туплами С даги к у ш и щ  Ва 
купайтириш амалларига нисбатан майдон хосил килса у 
сонли майдон дейилади. Масалан, Q ,Q \> l2 j,R  -сонли  май- 
донлардир. Сонли майдонга яна бир мисол келтирамиз

a, b G Q шартни каноатлантирувчи барча а  + bi ком­
плекс сонларни Q(i) оркали белгилаймиз. Q(i) нинг май­
дон эканлиги бевосита текширилади.

F — сонли майдон булсин. Коэффициентлари F  га те- 
гишли купхад F майдон устидаги купхад дейилади. / ’май­
дон устидаги барча купхадлар тупламини оркали бел­
гилаймиз. Купхадларни кушиш ва купайтириш амалига 
нисбатан /{г] туплам бирлик элементли коммутатив халка 
хосил килиши бевосита текширилади. Ундан ташкари, 
Халкада нолнинг булувчилари мавжуд эмас.

2 - т е о р е м а  (Цолдикли булиш хакидаги т еорема). F — 
майдон уст ида f  ва g  купхадлар берилган булиб, g  — ноль­
дан фарцли булсин. У  холда куйидаги икки холнинг бири 
уринли:

1) F майдон уст ида шундай ягона q купхад мавжудки, 

/ =  Я8'у
2) F  майдон уст ида шундай ягона q купхад ва нолдан 

фаркли г  купхадлар мавж удки, f  =  qg +  г, бу ерда г  нинг 
дараж аси g  нинг дараж асидан кичик.

И с б о т .  Ушбу

М  = { /  -  ug\u G /[г]}

купхадлар тупламини караймиз. Агар ноль купхад М  
тупламга кирса, у холда бирор м, е  / [ г ]  учун / -  м,1 =
Бу холда q =  и, деб олсак: / =  qg.

Агар ноль купхад М  тупламга кирмаса, у холда туплам - 
га кирувчи купхадлар ичида даражаси энг кичик булгани- 
ни г  оркали белгилаймиз. г  нинг даражаси g  нинг д араж а­
сидан кичиклигини курсатамиз. Тескарисини фараз кила 
миз. У холда г  нинг даражаси л, g  нинг д а р аж ас и  т в
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«  6*либ, улар r = a z ” +  g =  bz” +  ... куринишда 
п >  а *  О Ь *  0. Ушбу г0 =  г  -  а ■ h-'zT'mg  купхад хам 
б>ЛСИНегишли булиб, унинг даражаси г  нинг даражасидан 

g  x a  г  нинг танланишига зид. Бу кдоама-карши- 
К1,Ч11К нинг даражаси g  нинг даражасидан кичиклигини 
^ а т а д и  Шундай килиб, г = / -  qg, q G F\z], чункиr G  М.
Бундан / =  q g + г  ва бу ерда г нинг 8  нинг даРа_
жасидан кичик.

Энди q ва г  купхадларнинг бир кииматли аниклани-
шини курсатамиз.

Ушбу

/ =  д #  +  ri = Я £  + гг

тенгликлар уринли булсин. У холда

(9, ~ q2)g = r 2 ~ r v

Агар r2 -  r x *  0 булса, у холда г2 -  г, = ( q } -  q 2)g  
купхаднинг даражаси ^ ник ид а н  кичик булмайди. Бу эса 
г ва г2 купхадларнинг хоссасига зид. Бу карама-карш и- 
лик г, -  г, = 0 эканини курсатади. Бу холда г, = г2. Бундан 
ва ($, -  q2)g  = г2 -  г, дан (?, -  q2) g =  0 тенгликни оламиз. 
Бу эса F\z\ халкада нольнинг булувчилари булмагани ва 
g *  0 булгани учун q2 -  qx =0, яъни <?, = q2 эканини курса­
тади.

2-теоремадаги q ва г  купхадлар мос равишда /  ни g  га 
булишдаги туликсиз булинмаси ва колдига дейилади. Агар 
колдик ноль яъни f = q g  булса, у холда /куп хад  g  га були- 
нувчи ёки g  купхад /  ни булувчи дейилади. Бу холда q 
купхад/ни g  га булишдаги булинма дейилади.

2-теореманинг мухим бир татбигини курамиз. АгарЛг) 
купхад ва а  G С сон ушбу Д а )  = 0 шартни каноатлаьтир- 
са, а  сон f lz )  купхаднинг илдизи дейилади.

3 - т е о р е м а  ( Б е з у  т е о р е м  а с  и ) .  Агар а  £  F  сон F  
майдон устидаги f ( z )  купхаднинг илдизи булса, у  холда f ( z )  
купхад z -а к у п х а д г а  булинади (яъни F майдон устида шун- 
Дай/ г )  купхад мавжудки, J[z) =  (z  -  cc)q(z).

И с б о т .  Хак^катан, z  -  а  биринчи даражали купхад 
ани учун 2-теоремага асосан F  майдон устида шун-
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дай q(z) ва r(z) купхадлар мавжудки,Лг) =  ( z -  a)q(z) + ^ ) 
бу ерда r(z) нольдан фаркли булган х;олда нольдан фарЛ  
узгармас сон булади: r{z) =  г, г *  0. Бу тенгликда z  =  а  деся** 
ваД а) =0 эканини инобатга олсак, у холда г =  0. Бу к,ара 
ма-каршилик г(г) — ноль купхад эканини курсатади 

Агар Дг) купхад и-даражали булса, у холда (п +  1 ) -Да. 
ражали хеч цайси купхадга булинмайди. Хусусан, у ( z -  
- a ) n + 1 купхадга булинмайди.Дг) купхаднингz  -  а  га були- 
надиган энг юк;ори даражаси а  илдизининг карраси дейи­
лади. Шундай килиб, агар Дг) купхад (z  -  а )к купхадга 
булиниб, (z  -  а)* + | га булинмаса, к сон а  илдизнинг кар­
раси булади. Карраси бирга тенг илдизлар содда ва кар­
раси бирдан ортик; илдизлар каррали дейилади.

4 - т е о р е м а .  Агар а  соя Дг) купхаднинг к каррали (к > 1) 
илдизи булса, у холда а  сон f( z )  купхаднинг к -  1 каррали 
илдизи булади.

И с б о т .  Агар а  сон Дг) купхаднинг к  каррали илдизи 
булса, Безу теоремасига асосан Дг) = (г -  a )Kg(z), бу ерда 
g(a) *  0. Бу муносабатни дифференциаллаймиз:

f ' ( z )  =  k ( z  -  a )K~lq'(z) + (Z ~  a )Kq'(z) =  U ~  a y - 'h iz ) ,

бу ерда h(z) = Kg(z) +  (z  -  a )g ’(z). Ушбу h{a) = Kg(a) * 0 
тенгсизлик а  сон f ( z )  купхаднинг к  -  1 каррали илдизи 
эканини курсатади.

29-§. КУПХАДЛАРНИНГ БУЛИ Н И Ш  НАЗАРИЯСИ

F — сонлар майдони,/, # э с а  / ’майдон устидаги к^пхад- 
лар булсин./купхаднинг g  га булинишини (ёки g  купхад/ 
нинг булувчиси эканлигини) g / f  куринишда белгилаймиз. 
Кущадларнинг булиниши таърифидан бевосита куйида- 
ги хоссалар келиб чик,ади:

а) / / / ;  б) агар g / f  ва h /g  булса, у холда h /f, в) агар g / f  ва 
g /f2 булса, у холда g / f  + / 2.

1 - т е о р е м а .  Агар g / f  ва f/g  булса, у холда шундай с £ Л 
с * 0, мавжудки, f= c  g.
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В ЙОТ Хакикатан, /у ст и д а  шундай с ва с, куп\ад-
. мавжудки» f = c g ,  g = c / .  Булардан / =  с с / . Агар / *  О 

лар м олда с • с, = 1. Бундан с ва с, нинг нолинчи дара- 
б^ЛСи кунхад эканлиги келиб чикади. Агар / =  0 булса, у

/ *  g  =  1 '  8-

F майдон устидаги ихтиёрий иккита купхаднинг уму­
мий булувчиси мавжуд. Масалан, нольдан фаркли с е  F  
сонлар. А га р /в а  g  купхадларнинг бирор d  умумий булув­
чиси бу купхадларнинг бошка хар кандай умумий булув- 
ч и с и г а  булинса, d  купхад /  ва g  купхадларнинг энг катта 
умумий булувчиси (э.к.у.б.) дейилади.

Равшанки, /  ва g  купхадларнинг иккаласи хам ноль 
купхад булгандагина уларнинг э.к.у.б. си нольдир.

2 - т е о р е м а .  F  майдон уст идаги ихтиёрий иккита /  ва  
g  купхадлар энг кат т а ум ум ий булувчига эга . Уни u f +  vg 
куринишда ифодалаш мумкин, бу ерда и, v G /[г].

И с б о т .  Агар / ва g  ноль купхадлар булса, уларнинг 
э.к.у.б. — ноль купхад ва равшанки, у u f  + vg куринишда 
ифодаланади.

Энди g  *  0 булган холни курам из.
Бу ходца колдикли булиш хакддаги теоремани навбат- 

даги булувчи нольга айлангунча давом эттириб, куйидаги 
кетма-кетликни оламиз:

f = Q g + r , g =  q /  + rv  г  = q / x + rv  ... .

Бу ердаги g, г, г,, ... булувчиларнинг (колдикларнинг) 
даражалари колдикли булиш хакддаги теоремага асосан 
манфий булмаган бутун сонларнинг камаювчи кетм а-кет- 
лигини хосил килади. Демак, бундай кетма-кетлик чекли. 
Бунга кура, шундай п сон мавжудки, q, г, rv  ... гп купхад­
лар нольдан фаркли, аммо гл +, =  0. гп кунхад /ва  g  купхад­
ларнинг энг катта умумий булувчиси эканлигини курса- 
тамиз. Хакикатан, ушбу /•„_,= 9> + 1 г., гя_2= qn гп_ ,+ гя, 
" - 3 -  9„_, гп-2+ гп-\> ■■■>/- Q8 + г  муносабатлар туфайли, г
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дай q(z) ва tiz) купхадлар мавжудки,Лг) = ( z -  a)q(z) + *  ч 
бу ерда r{z) нольдан фаркли булган холда нольдан фаркд 
узгармас сон булади: r{z) = г, г *  0. Бу тенгликда z = а десак 
ваД а) =0 эканини инобатга олсак, у холда г =  0. Бу к;ара 
ма-к,аршилик г(г) — ноль купхад эканини курсатади.

Агар f iz )  купхад л-даражали булса, у холда (л + 1 ) -Да_ 
ражали хеч цайси купхадга булинмайди. Хусусан, у (г _
-  а )п +1 купхадга булинмайди./(г) купхаднингz -  а  га булИ- 
надиган энг юкори даражаси а  илдизи нинг карраси дейи­
лади. Шундай килиб, агар f i z )  купхад (z  -  а)к купхадга 
булиниб, (z  -  а )к + ] га булинмаса, к сон а  илдизнинг кар­
раси булади. Карраси бирга тенг илдизлар содда ва кар­
раси бирдан ортик илдизлар каррали дейилади.

4 - т е о р е м а .  Агар а  сон fix ) купх;аднинг к каррали (к > 1) 
илдизи булса, у  холда а  сон f ( z )  купхаднинг к  -  1 каррали 
илдизи булади.

И с б о т .  Агар а  сон f iz )  купхаднинг к  каррали илдизи 
булса, Безу теоремасига асосан f iz )  = (z  -  a )Kg(z), бу ерда 
g(a) *  0. Бу муносабатни дифференциаллаймиз:

f ' ( Z) = k(z -  a y - 'q ' iz )  +  (Z ~  a )Kq'(z) =  ( z ~  a)*-'h(z),

бу ерда h(z) = K g (z )  +  (z  -  a )g '(z). Ушбу h{a) =  K g (a )  *  0 
тенгсизлик а  сон f ( z )  купхаднинг к -  1 каррали илдизи 
эканини курсатади.

29-§. К^ПХАДЛАРНИНГ БУЛИ Н И Ш  НАЗАРИЯСИ

F — сонлар майдони,/, g  эса /  майдон устидаги купхад­
лар булсин./купхаднинг g  га булинишини (ёки g  купхад/ 
нинг булувчиси эканлигини) g / f  куринишда белгилаймиз. 
Купхадларнинг булиниши таърифидан бевосита куйида- 
ги хоссалар келиб чикади:

a) f / f  б) агар g / f  ва h /g  булса, у холда h /f, в) агар g / f  ва 
g /f2 булса, у холда g / f  + f r

1 - т е о р е м а .  Агар g / f  ва f / g  булса, у  холда шундай с £  Л  
с *  0, м авж удки, / =с • g.
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1 й п т  Хаки катан, /'устида шундай с на с, купхад-
ммжудки. f = c g ,  g = c / .  Булардан / =  с с / . Агар / *  О

ЛЗР V холда с - с, = 1. Бундан сва  с, нинг нолинчи дара-
булса- - _ эканлиги келиб чикади. Агар / =  0 булса, у 
жали Kyibv*-^
^ л д а * = 0 .  Бу холда

/ = £  = 1

/м ай д о н  устидаги ихтиёрий иккита кунхаднинг уму­
мий булувчиси мавжуд. Масалан, нольдан фаркли с е  F  
сонлар. А га р /в а  g купхадларнинг бирор d  умумий булув­
чиси бу купхадларнинг бошка хар кандай умумий булув- 
ч и с и г а  булинса, d  купхад /  ва g  купхадларнинг энг катта 
умумий булувчиси (э.к.у.б.) дейилади.

Равшанки, /  ва g  купхадчарнинг иккаласи хам ноль 
купхад булгандагина уларнинг э.к.у.б. си нольдир.

2 - т е о р е м а .  F майдон уст идаги ихтиёрий иккита f  ва  
g  купхадлар энг кат т а ум ум ий булувчига эга . Уни u f  + vg 
куринишда ифодалаш мумкин, бу ерда и, v G /{г].

И с б о т .  Агар / ва g  ноль купхадлар булса, уларнинг 
э.к.у.б. — ноль купхад ва равшанки, у u f +  vg куринишда 
ифодаланади.

Энди g  *  0 булган холни курамиз.
Бу холда колдикли булиш хакддаги теоремани навбат- 

даги булувчи нольга айлангунча давом эттириб, куйидаги 
кетма-кетликни оламиз:

f = Q g  +  r , g =  q /  + rv  г  ж q2rx + rv  ... .

Бу ердаги g, г, г,, ... булувчиларнинг (колдикдарнинг) 
Даражалари колдикли булиш хакидаги теоремага асосан 
манфий булмаган бутун сонларнинг камаювчи кетм а-кет- 
лигини хосил кдлади. Демак, бундай кетма-кетлик чекли. 
Бунга кура, шундай п сон мавжудки, q, г, rv  ... /;к¥пхад- 
лаР нольдан фаркли, аммо rn + j =  0. гп купхад /ва  g  кущ ад- 
ларнинг энг катта умумий булувчиси эканлигини курса- 
тамиз. Хакикатан, ушбу /■„_,= вя + 1 гн, гя_2= qn rn_x+ r n, 
*-з~ 9„_, rn l + rn_i, ..., f = q g  +  r  муносабатлар туфайли, гп
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куг^ад rn-v rn-v r„ - i ’ rv r> S> f  купхадларнинг булувчи 
сидир. Иккинчи томондан, агар И купхад /  ва g  купхап' 
ларнинг умумий булувчиси булса, у холда r  =  f -  q g r = *
-  q xr  r2 =  r -  q/ v  ... r , . ,  r„_, -  qn_, r„_2, r„ = r„_2-  q j  M~ 
носабатларга асосан h купхад r, rv  rv  ..., г купхадлар. 
нинг булувчисидир. Бу билан гв нинг э.к.у.б. эканлиги 
исботланди.

Энди

=  Гп-2 - 4 / n - V
rn-x = r n_ ,_ - q n_ /„ .v

r2 = r - q 2rv
r i = g -  q Yr, 

r = f - q g

муносабатларни оламиз. Иккинчи тенгликааги гп ] ни би­
ринчи тенгликка куйиб, ушбу г = и / п_ъ +  v, • г _2 тенгликни 
оламиз, бу ерда ир v, — /устидаги  купхадлар. Охирги тенг­
ликка гп_2 нинг гп1ва г 4 оркали ифодасини куямиз вахока- 
зо. Бунинг нагижасида куйидаги ифодаларни оламиз:

Гп =  и гг п-<  + Чп-3 = Чп-Ь +  Ч п -4 = • • • = « / +  vg,

бу ерда и, V— / ’устидаги купхадлар.
/  ва g  купхадларнинг энг катта умумий булувчисини 

кетм а-кет колдикли булиш ёрдамида топиш жараёнини 
Евклид алгоритми дейилади.

Энг катта умумий булувчи ягона эмас. Хаки катан, агар 
И купхад / в а  g  купхадларнинг энг катта умумий булувчи­
си булса, у холда ихтиёрий сЕ. F, с *  0 сон учун ch купхад 
Ха м/ в а  g ларнинг энг катта умумий булувчисидир.

/ в а  g  купхадларнинг камида бири нольдан фаркли 
булиб, hv  h2 — уларнинг энг катта умумий булувчилари 
булсин. У холда h~/h2 ва h j h v  Бундан бирор с £  F, с О 
сон учун А2 =  сА, тенглик уринли эканлиги келиб чикади.

Бош коэффициента 1 га тенг купхад унитар дейилади- 
Хар кандай нольдан фаркли /  купхад учун ягона шундай 
унитар / ,  купхад мавжудки, бирор с Е / ,  с *  0 сон учун
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f  Bv унитар куп хад /н и  унинг бош коэффициентига 
щдан хосил булади. Юкоридаги мулохазалардан ка- 

6>Л а бири нольдан фаркли /  ва g  купхадлар ягона унитар 
* T v  б га эгалиги келиб чикади.

Э к  у б. ни топишга мисол курамиз: Q майдон устида
. _  j?- -  3z +  1 ва g(z) =  z t +  z -  2 купхадлар берилган 

булсин. Колдикли булишни бажарсак,

2г2 -  Зг + 1 =  2(z2 + г -  2) -  5г + 5, 
z2 + z - 2  = [ ls z + l \ - 5 z  + 5).

Бунга кура - 5 z  + 5 = - 5 (z  -  1) купхад / в а  g  купхад- 
ларнинг э.к.у.б. си д и р ./ва  уларнинг ягона унитар э.к.у.б. 
си г - 1  купхаддир.

Агар f{z) ва g(z) купхадларнинг э.к.у.б.си 1 булса, улар 
узаро туб дейилади. А га р /в а  g  купхадлар узаро туб булса, 
у холда 2-теоремага асосан бирор и, v Е F  [г] купхадлар 
учун u f+  vg =  1. А кси н ч а ,/ва  g  купхадлар учун шундай и, 
v, G f[z] купхадлар мавжуд булсинки, и / +  v g =  1. У холда 
агар h /f  ва h /g  булса, А/1 булади. Демак, 1 сони /  ва g  
купхадларнинг э.к.у.б.си. Бу билан куйидаги теорема ис­
ботланди.

3 - т е о р е м а .  F  майдон уст идаги f  ва g  купхадлар узаро  
туб булиши учун уш бу u f  + vg = 1 шартни каноат лант и­
рувчи и, v G F  [г] купхадларнинг м авж уд булиши зарур ва  
кифоя.

Н а т и ж а . Агар f  купхад g, gv  ..., gm купхадларнинг хар  
бири билан узаро т уб булса, у  холда у  уларнинг купайтмаси 
билан хам узаро т уб булади.

И с б о т .  3 -теоремага асосан

и/ +  v,*, = и / +  и &  = ... = u j +  vjgm = 1.

Булардан ( u f  +  vlg l) ( u / +  v^2) . . . ( u j +  v ^ g j =  1.
by тенгликнинг чап томонидаги ифодаларни купайти- 

Ри ва/катнаш ган  хадлардан /ни  кавсдан ташка рига чи- 
Карсак, u f +  v, • ... g2, ..., gm = 1 тенгликни оламиз,
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бу ерда и — купхад. Бу тенгликдан 3-теоремага асосан г  
ва gx g2, gm купайгманинг узаро тублиги келиб чикади

Агар F майдон устидаги мусбат даражали /купхадни f  
майдон устидаги мусбат даражали иккита купхаднинг 
купайтмаси шаклида ифодалаш мумкин булмаса,/купхад 
F  майдон устида келтирилмайдиган купхад дейилади. Акс 
Ходда /  келтириладиган купхад дейилади. Масалан, чи­
зикли купхадлар хар кандай сонли майдон устида келти­
рилмайдиган купхадлардир. Агар a z2 +  bz +  с квадрат 
кунхаднинг Ь2 -  4ас  дискриминанта манфий булса, у R 
майдон устида келтирилмайдиган купхад булади. Купхад­
нинг келтирилмайдиган булиши F  майдонга боглик. Ма­
салан, х2 - 2  купхад Q майдон устида келтирилмайдиган, 
аммо R  майдон устида келтириладиган:

х 1 -  2 = [ х -  -J2.\x  +  V2 ).

Келтирилмайдиган /  купхаднинг булувчилари факат 
с G F, с *  0, сонлардан ва с/, с Е  F, с ф  0, куринишдаги 
купхадлардан иборат. Хусусан, унитар келтирилмайдиган /  
купхад факат иккита унитар булувчиларга эга: 1 ва /  Бун­
дан хар бир купхад ё берилган келтирилмайдиган купхадга 
булиниши ёки у билан узаро туб булиши келиб чикади.

4 - т е о р е м а .  F  майдон уст идаги f v f v  . . . , f m купхадлар 
ва келт ирилмайдиган р  купхад берилган булсин. Агар /,. 
/ г купайт ма р  га булинса, у  холда / , ,  / 2, . . . f m купхад­
ларнинг бирортаси р  га булинади.

И с б о т .  Тескарисини курайлик, яъ н и /,,^ , ...fm купхад- 
ларнинг хеч бири р  га булинмасин. У ходда р  уларнинг 
хар бири билан узаро туб булади. Бундан 3-теоремага асо­
сан р  нинг fv f2 ...fm купайтма билан хам узаро тублиги 
келиб чикади. Бу эса теореманинг шартига зид.

5 - т е о р е м а .  F майдон уст идаги м усбат  даражали хар 
бир унитар f ( z )  купхад F  майдон уст ида кытирилмайдиган  
унитар купхадларнинг купайтмаси шаклида ёзилиши м ум ­
кин. Бу купайтувчилар уларнинг купайт мада ёзилиш тар- 
тиби анигугигида /  купхад буйича бир цийматли топшгади.

И с б о т .  Исботни/ купхаднинг п даражаси буйича ин­
дукция ёрдамида исботланади. Агар п = 1 булса, теорема
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Щ -рлнинг уринлилиги равшан, чунки чизикли купхад- 
ТаСДкелтирилмайдиган куттхадлардир. Энди п >  1 деб ва 
И  еманинг тасдиги даражаси п дан кичик булган барча 
Те-пхадлар учун уринли деб фараз киламиз.

Агар / — келтирилмайдиган булса, унинг учун теоре- 
анинг уринлилиги равшан. Шунинг учун / — келтири- 

^ иган купхад булган х,олни курамиз./нинг унитар булув- 
^илари ичида энг кичик мусбат даражага эга булганини р, 
билан белгилаймиз. У холда / =  p /j булиб, р, купхад кел- 
т и р и л м а й д и г а н . Чунки агар унитарр' купхаар у нинг булув­
чиси булса, р' купхад/нинг хам унитар булувчиси. р' нинг 
д а р аж ас и р н и н г  даражасидан катта булмагани учун ё унинг 
дараж аси  нольга тенг (яъни р ' = 1) ёки унинг даражаси р 
нинг даражасига тенг (у холда р' =р, ) .

/ =  P /i купайтмадаги /  купхаднинг даражаси п дан ки­
чик. Шунинг учун индукциянинг фаразига мувофик уни­
тар келтирилмайдиган купхадларнинг купайтмасига тенг. 
Бундан /  = р / ,  купхаднинг хам худди шу хоссага эга экан­
лиги келиб чикади.

Энди /  купхад икки хил унитар келтирилмайдиган 
купайтувчиларнинг ёйилмасига эга будсин. Бу ёйилма- 
ларнинг биринчиси q l купайтувчига эга булсин. У холда
4-теоремага кура, иккинчи ёйилмадаги бирор А, купай- 
тувчи qx га булинади. — унитар келтирилмайдиган булга- 
ни учун A, = qy  Иккала ёйилмани бу q x купайтувчига кис- 
картирсак ( / |г ]  халкада нольнинг булувчилари булмагани 
учун кискартириш мумкин), у холда ушбу S ~  {^ купхад- 
нинг икки хил унитар келтирилмайдиган ёйилмаси хосил 
булади. Бу купхаднинг даражаси п дан кичик булгани учун 
индукция буйича унинг турли ёйилмаларида унитар кел­
тирилмайдиган купайтувчилар факат купайтувчиларнинг 
езилиш тартиби билан фарк килади. У холда бу хосса /  
кУпхад учун хам уринли.

Н а т и ж а .  F майдон устидаги хар кандай f(z) купхад ушбу 
f  -  ар,1... р*» куринишида купайтувчиларнинг ёзилиш тар- 
миби аницлигида ягона усул билан ифодаланади, бу ерда а 
сони /  купхаднинг бош коэффициента, р,, ..., ps купхад­
лар эса /  майдон устидаги келтирилмайдиган турли уни- 

р купхадлар, к,, кг, k GN.
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30-§. АЛГЕБРАНИНГ АСОСИЙ ТЕОРЕМАСИ 
ВА УНИНГ НАГИЖАЛАРИ

Куйидаги тасдик, анъана буйича алгебранинг асосий 
теоремаси деб юритилади.

1 - т е о р е м а .  Комплекс коэффициентли мусбат дара­
жали хор кандай купхад комплекс илдизга эга.

Исбот иккита леммага асосланган.
1 - л е м м а . С  даги хор кандай f  (z) купхад учун  | / ( г )  

функция комплекс текисликда узининг энг кичик кийматига 
эришади.

И с б о т .  Агар f (z )  узгармас булса, унинг учун тасдик- 
нинг уринлилиги равшан. Ш унинг учун уни мусбат дара­
жали деб хисоблаймиз, яъни

/ ( г )  = a 0z n + а ^ ”' 1 + - .+ а „  ,n G  N , 

a k G C ( k  =  0,и).

Ушбу

\fU)\  = \zn а1 °П
о г z „

тенглик равшан. Бунинг биринчи купайтувчиси z 00 да
оо га интилгани ва иккинчи купайтувчи \а0 \ га интилгани 
сабабли z -* 00 да | / ( z ) j  -* » .  Шунга кура, шундай г  > О 
хакикий сон мавжудки, |г| > г  булганда | / ( z ) |  > |/ ( ° ) |  ■ 
Иккинчи томондан | / ( z ) |  функция \z \^r  ёпик доирада 
узлуксиз булгани сабабли Вейерштрасс теоремасига асо­
сан доирада шундай zQ нукга мавжудки, доирадаги барча 
Z нукгалар учун | / ( г ) |  £  \ f ( z0 )|. Хусусан, | / ( о ) |  > | / ( г„ ) !  
уринли. Шундай килиб, |г| ^  г  доиранинг нукталари учун 
| / ( г ) |  ^  | / ( г 0) | , доирадан таш каридаги нукталар учун 
| / ( z ) |  ^  |/ (о)| > | / ( г 0 )| муносабатлар уринли. Бу муноса­
батлар | / ( г 0)| сон | / ( z ) |  функциянинг С  д а г и  э н г  кичик
Киймати эканлигини курсатади. ■

150



л е м м а  (Даламбер леммаси). Агарf (z )  мусбат дара- 
и кугцад ва f ( z j  *  0 булса, у  холда шундай h ЕС мае-

И с б о т . f (z )  купхаднинг даражаси и булсин. У холда

/■ ч-  f j z»+hl  функция х^м h га нисбатан п даражали 
g ( n > / (г„)
купхад булади:

)-= l+ C ih + ...+ C nh n, (1)
/ U о /

бу ерда С =  1, чунки gfo) = 1. Шундай /с =  (I <  к  <  п) 
м авж удки! (1) ифодада i < А:учун С, =  0 ва Ск *  0. У холда

M 0 ,  =  l  +  Ckhk + C k+ihk> \..+ C nh’' =  

=  (1 + Ckhk) + Ckhk{ ^ h + . . . + ^ h n k  
\ ck ck

ифодага келамиз. Комплекс сон модулларининг хоссала- 
ридан фойдаланиб, ушбу

/($>)
< |l + Ckhk| + \Ckhk^ h + . . . + ^ h " - k (2)

тенгсизликни оламиз. Энди А ни танлашга утамиз. Унинг 
модули ва аргумента к;ийматларини айрим танлаймиз. 
Ушбу

P(h) = ^ ± h + . . . +  ^-h"-k
Cv ск

купхаднинг к^ймати И =  0 да ноль булгани ва унинг бар­
ча h 6  с  да узлуксиз булгани сабабли h -* 0 да P(h) ■* 0,
ЯЪни шундай хакик,ий <5, > 0 сон мавжудки, |А| < тенг­
сизликни каноатлантирувчи h лар учун



|* « |  = ^ -h + ...+ ^ -h " 'k 
к 'к (3)

тенгсизлик уринли.
Бундан фойдаланиб (2) тенгсизликдан

f ( z a+h)
/ (*„)

< |1+С*А *| + 1|с*л*|
(4)

тенгсизликни оламиз.
Энди А ни шундай танлаймизки,

\Ckhk \ < \ (5)

тенгсизлик хам бажарилсин. Бунинг учун А нинг к^иймати

\ < ъ = кт 1 к \ т

тенгсизликни каноатлантириши кифоя. Агар (5 орк,али <5,,<5, 
сонларнинг кичигини белгиласак, у холда |Aj < д  тенг­
сизликни каноатлангирувчи барча А лар учун (3) ва (5) 
тенгсизликлар уринли. Энди А нинг аргументини шундай 
танлаймизки, ушбу

arg(Ct A*) = л (6)

тенглик бажарилсин. Бунинг учун

arg(Ckhk) = arg Ск +  к  aig А = л

тенглик, яъни

arg А = л^ Ск (7)
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«ринли булиши керак. Демак, h нинг аргумента 
тен гл и к  . F холла (6) тенглик уринли. (6) тенг
ни шундай
дИкдан

та н л а н с а , у холда (6) тенглик уринли. (6)

С,ft* — |с,*‘ |

келиб ч и к а д и . Бунга ва (5) га асосан 

|1 +  С*А*| = 1 - М * = 1 ~ C khk

уринли. Бундан фойдаланиб, (4) тенгсизликни куйидаги- 
ча ёзишимиз мумкин:

Я ъ +h)
А го)

< 1 — \Ckhk\ + у  |с*й*| = 1 - ~ \ С кНк\.

Бунга ва (5) га асосан

Azo)
<  1

яъни | / ( г с + А)| < | / ( г 0 )|- Бу билан 2-лемма исботланди.
Энди 1-теореманинг исботини охирига етказишимиз 

мумкин.
1-леммага асосан шундай г „ £  С мавжудки, хар кан- 

дай z  £  С учун

*;* l / M  *  1 / ( 4  (8)

Агар f ( z j  *  0 булса, у холда 2-леммага асосан шундай 
h 6  С мавжудки, | / ( Zq + А)| < |/(г„)|- Бу эса (8) тенгсиз- 
ликка зид. Демак, f ( z j  =  0, яъни zo сон f(z) купхаднинг 
иДДИзидир.Ш
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2 - т е о р е м а .  \ а р  кандай п >  0  да р а ж а л и  f ( z )  купхад

A z )  = a (z  -  z,)(z -  z2)...(z  -  г„) (9ч

куринишда ифодаланиши м ум кин , бу ерда а сон f ( z )  купхад 
нинг бош коэффициенти, г,, Zj,..., zn сонлар эса унинг ил­
дизлари (бу ерда хар бир илдиз канча каррали булса, шунча 
марта хисобланган). Бу ифода купайтувчиларнинг ёзилиш 
тартиби аниклигида ягонадир.

И с б о т .  1-теоремага асосан f iz)  бирор комплекс ил- 
дизга эга. Везу теоремасига асосан шундай /,(?) купхад 
мавжудки, Лг) =  (z - z x)fx(z). Равш анки,/,(г) нинг даража­
си п — 1 га тенг. Агар п -  1 > 0 булса, у холда/,(г) ни хам 
шунга ухшаш куринишда ёзиш мумкин: f^ z )  = (z -  z J f U) ,  
бу ерда f 2(z) нинг даражаси п -  2 га тенг. У холда fiz) = 
= (z -  Z,)(Z -  z j f 2(z). By мулохазани n марта ишлатиб,Лг) = 
=  (z -  z,)(z -  Zj) • (z -  z„)fn(z) ифодани оламиз. Бу ердаги 

f n(z) купхаднинг даражаси нольга тенг булиб, у fiz)  купхад­
нинг бош коэффициентига тенг. Натижада (9) ифодани 
оламиз. Бу ифода f iz )  купхаднинг Zv ---,Zn сонлардан фарк­
ли булган илдизлари мавжуд эмаслигини курсатади. fiz) 
купхаднинг (9) куринишда ифодаланиши купайтувчилар­
нинг ёзилиши тартиби аниклигида ягоналиги 29-§ даги
5-теоремадан келиб чикади.

(9) ифода f iz )  комплекс купхаднинг С майдон устида 
келтирилмайдиган купайтувчиларга ёйилмасини беради. 
АгарДг) купхаднинг z v - - ,z nилдизлари ичидаа сон Смар­
та учраса, у холда (9) ифодани fiz) =  (z -  a)kg(z) кури­
нишда ёзиш мумкин. Бу ерда g(a) *  0. Бу мулохазадан 
куй ид а ги натижа келиб чикади.

Н а т и ж а .  Агар a, ,  a 2,... ,a s cowiap f iz )  купхаднинг барча 
турли илдизлари ва k r  kz,...,k s уларнинг карралиги булса, у  
холда ATj + ... + ks =  п ва fiz) = a(Z -  а,)*1̂  -  а 2)*2 ••• (Z ~

— а )  •
3 - т е о р е м а .  (Виет теоремаси). Агар z t, . . . , z m coHjiap 

f ( z )  =  a t  + axi" ljr ... + а я , купхаднинг илдизлари булса (бу 
ерда хар бир илдиз цанча каррали булса, шунча март а хисоб- 
ланган), холда
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г, + z 2+ ...+ Z . = —7 ,

г, • г2 +  г, • z3+ .. •+гя_,г11 = ^ ,

= ( - 1 ) * ^ -

Бу ерда чап томондаги к  — формуланинг хар бир хади 
zt, Zi’---’Zn илдизлар ичидаги к  тасининг к^пайтмасидир. 
Чап томондаги к  формула эса барча бундай купайтмалар- 
нинг йигандисидан иборат.

И с б о т .  (9) ифодадан

^ / ( z ) = ( z - z , ) ( z - z 2) . . . ( z - z j  =

=  Z" -  а ^ - 1 +  a 2z" -2 - . . . + ( -  1 у а „

тенгликни оламиз, бу ерда

° 1  = z1 + z2 + . . .+  zn,
а г =  Z,Z2 +  Z2 • Z3 + . . .  +  Zn_,Z„,

a n — ZjZ2 •■•Zn-

Ушбу

7я +th-7n~] = z" —O.z"”1 +<72^" 1 •••"*"(—̂ ) a n
a a " ’ a

тенгликдан z  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффи 
циентларнинг тенглиги келиб чикади. Бу эса теореманиш
исботини беради. ■

4 - т е о р е м а .  А гар  Д г) -  *а*икий коэф ф ициент ли
купхад булса, у  холда уни

A z)= a (z  -  *,) ... (z -  xk) t f  +  p tz  +  q t) (г2 + Pfi + ?/> (1®)
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куринишда ифодалаш м ум кин, бу ерда а сон f(z) кугцдц 
нинг бош коэффициента, х,, ... , хк эса унинг х.ацик.ий 
илдизлари (хар бирининг карраси канча булса, шунча мао 
та ёзилган), p v  q v ^ .  р,, q , шундай хакиций сонлар! 
ки, р гт - 4 q m < 0 ,т  =  1,1.  Бу ифода купайтувчиларнинг ёзи- 
лиш тартиби аниклигида ягонадир.

И с б о т .  Дастлаб, агар а  сон J[z) кугщаднинг илдизи 
булса, а  сон хам илдизи эканлигини ва уларнинг карра- 
лари тенглигини курсатамиз. Хак,икатан, агар J[z) =  а ?  + 
+Д|ЗГ’ + -  + ° п ва а, в,, аг, ... ап G R  булса, у холда 
f ( z ) = а ?  + a~z”~l + . . .  +  ап = / ( г ) .  Шунга кураДг) = ( z ~  
- a ) kg(z)  тенгликдан ва g  (а)  *  0 муносабатдан f[z)  =
=  f ( z )  =  ( Z ~  a ) kg( z )  = ( z ~  a )g t(z )  келиб чик,ади, бу ерда

S i U )  =  gU) .  Бундан g l ( * )  =  g ( a ) * 0  муносабат келиб 
чикади. Бу агар а сон f [z)  купхаднинг илдизи булса, у 
холда а  сон хам шу купхаднинг илдизи булишини ва улар­
нинг карралари узаро тенг эканини курсатади. Энди а  ва 
а (а ^ а )  илдизларга мос купайтувчиларнинг купайтма- 
сини караймиз:

(Z — a ) ( z  — а )  =  z2 — (а +  a  )z  +  а  а  =  z2 +  PZ +  q.

Бу ерда р  =  — (а +  a ) ,  q =  а  • а  = |а|” булгани учун 
р 2 — 4q =  (а — а  )2 < 0, чунки а  — а  *  0 — соф мавхум 
сон.

Энди (9) ифодада хар бир комплекс а  илдизга мос z  — а 
купайтувчини а  илдизга мос z  — а  купайтувчига купай- 
тириб ёзсак, а  ва а  ларнинг карраси бир хиллигига кура 
Дг) купхад (10) куринишда ёзилади. ■

Агар (10) ифодада бир хил купайтувчиларни туплаб 
ёзсак, куйидаги натижани оламиз:

Н а т и ж а . J(ap кандай уа^икий коэффициентли №  
кущ ад

/ (* )  = a (z  -  а , )*... (Z -  (г2 + f a  + У, У1 • • • ' 
■(z2 + P . Z  + у,У1
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„ иШда ёзилиши мумкин , бу ерда п сон/(г) купхаднинг 
'■'С коэффициента, а ,, а з — унинг турли хакикий ил- 

и к , ■■■, К  мос равишда бу илдизларнинг каррала-
z2 + Р Z +  Ymy (»» = М ) — куп\адлар эса дискриминан- 

рИ м ан ф и й  булган хакикий коэффициентли турли квад­
рат купхадлар, / , , (  — натурал сонлар (хакикий булмаган 
илдизларнинг карраси).

(10) ифода хакикий коэффициентли д г )  купхаднинг R 
майдон устида келтирилмайдиган купайтувчиларга ёйил- 
масини беради.

31-§. РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАР

Иккита Лг) ва g(z) купхадларнинг булинмасига
рационал функция (рационал каср) дейилади. Рационал 
функция комплекс текисликнинг махраж илдизларидан 
бошкэ барча нукгаларида аникланган. Агар рационал каср- 
нинг сурати нольга тенг булса ёки суратанинг даражаси 
махражининг даражасидан кичик булса, у тугри каср дейи­
лади. Рационал касрнинг тукри ёки нотугри касрлиги унинг 
купхадларнинг булинмаси куринишида ифодаланишига 
боклик эмас (текширинг!). Бундан буён, агар иккита ра­
ционал функциялар уларнинг иккаласи хам аникланган 
барча нукталарда тенг булса, уларни тенг деб юритамиз.

Масалан, ——j— = Z -  1 деб ёзамиз, вахоланки буларнинг 
чапдагиси z  *  1 нукталарда, унгдагиси эса барча z Е С  
нукталарда аникланган.

1 - т е о р е м а  .^ ар  кандай рационал каср к ущ а д  ва тугри  
касрнинг йитиндиси куринишида ифодаланиши мум кин.

И с б о т .  f[z)  ва g(z) купхадларга к°лдикли булишни 
татбик киламиз: Az) = q(z)g(z) +  riz).

Бундан

Л£> = q ( z )  + £<£) 
sU)  qKZ) g(z)'

1 У"Рда ^z) — ноль купхад ёки унинг даражаси g(z) нинг 
4аРажасидан кичик. ■
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2 - т е о р е м а .  Агар £  — тугри каср, gv gv ..., g^~ у3а 
ро туб купхадлар ва g = gt 'g r --g„ булса, у холда шундай/

f  f\  f l  f  ^ f v  / ,  купхадлар мавжудки, 7  = ~  + ^ + - + ^  ea ^
бир — (Л = 1,л) тугри касрдир.

И с б о т .  Теоремани п = 2 холда исботлаймиз. Умумий 
Хол и буйича математик индукция ёрдамида исботланади 

(уни исботлашни китобхонга машк, сифатида колдирамиз). 
g, ва g2 купхадлар узаро туб булгани учун, шундай и, ва и 
купхадлар мавжудки, и,#, + и ^ 2 =  1. Бунга кура

/  _  f(M\g\+»l&l) =  >2 + А
£ Шг Si &г

1 ^2 _ .  . A fi*i _ л , /г1-теоремага асосан —— ?i + —  , ифо-

даларни ёзиш мумкин, бу ерда qv  q2 — купхадлар, ва 
эса тугри касрлар. Натижада

L  =  q + q + A  +  l L  
s  1 2 g 1 «2

ифодани оламиз. Бунинг иккала томонини g =  gx •g2 га 
купайтириб ,/ =  {q x +  q2)g + / g 2 + />£, тенгликни оламиз./ 
нинг даражаси g x нинг даражасидан кичик, / 2 нинг дара­
жаси g2 нинг даражасидан кичик, /  нинг даражаси g  нинг 
даражасидан кичик булгани учун qx + q2 = 0 (чунки акс 
Холда /  нинг даражаси g  нинг даражасидан кичик булмас- 
ди — к,арама-каршилик). Демак

L  = I l  + А
g g i £2 

Теорема исботланди.
А гар/ва g  купхадлар /  майдон устидаги купхадлар булса, 

у  функция F  майдон устидаги рационал функция дейи- 
лади. Агар /"майдон устидаги куринишдаги
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и касрнинг махражидаги р  купхад /  майдон устида 
^ярилм айдиган ва /  нинг даражаси р нинг даражаси­
дан КИЧИК булса, у  туфи каср содда дейилади.

3 - т е о р е м а .  F майдон устидаги хар кандай mytpu каср 
содда касрларнинг йишндисига тенг.

И с б о т .  /  майдон устидаги — тугри каср берилган 
булсин. Умумийликни чегаратамасдан g  ни унитар купхад 
деб хисоблаш мумкин, чунки акс холда касрнинг сурат ва 
махражини g  нинг бош коэф ф ициентам  булиб юбориш 
мумкин. Фараз килайлик, g  =  р р  ■ р р  .../>*» -  ифода g  
нинг F майдон устида келтирилмайдиган унитар купхад­
ларнинг купайтмасига ёйилмаси булсин, бу ерда р р р2, ..., 
р _  купхадлар /  майдон устида келтирилмайдиган турли
унитар кунхадлардир. Ушбу /г*1 ■ р 22 . . .р * ” купхадлар уза- 
ро туб булгани учун 2-теоремага асосан 

— =  + 4-
S p k 1 p kn ’y\ yn

бу ерда (m = Ь «) — тугри касрлар. Бундан куринади- 
ки, теоремани исботлаш учун уни ~рг куринишдаги тугри 
касрлар учун исботлаш кифоя, бу ерда р  — келтирилмай­
диган унитар купхад. Крлдикли булишни кетма-кет тат- 
бик, кдлиб, куйидаги ифодаларни оламиз:

г  = ЧхР +  rv  qx = q2p  + r2, q2 =  qj> +  rv  ... .

Булардан: r  = q j?  + r2p  + =  qj)- +  rjp2 + r2p  +  r, = ... 
V i/7* 1 + \ - ^ 2 + ... + г,. Бу ердаги r,, r2 ..., rk_x купхад­
ларнинг хар бири ноль купхад ёки даражаси р  нинг дара­
жасидан кичик. Ундан ташкари г нинг даражаси рк-  нинг 
Даражасидан кичик булгани учун qk_x =  rk купхад ноль ёки 

нг даражаси р  нинг даражасидан кичик. Бунга кура

содда касрларнинг йигиндисидир. ■
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1 -Н а т и ж а. Махражи g(z) =  a (z  -  a / t  ... (z  -  ^  
нишда (бу ерда a v  ..., a s — турли комплекс сонлар; к 
ks G N) булган С  майдон устидаги хор кандай туури 'Ка ' 
уш бу

s .
У  у  пт
л=1 m = \ \ Z  а  п )

куринишида ифодаланиши мумкин, бу ерда dnm G С.
2-теорема. М ахраж и g (z)  =  a(z -  а,)*1... (г -  а 1)4,(гг + 

+ P xz  + У,)7' — (г2 + P,z + у,У’ куринишда (бу ерда а ,, — 
турли хакикий сонлар, г2 + Pmz  +  у п, т =  I , t , купхадлар 
дискриминанти манфий булган R хакикий сонлар майдо-
ни устидаги турли купхадлар; t ........, . , ( е Л )  булган
/? майдон уст идаги хор кандай m ytpu  каср уш бу

У  У  +  у  У  apqZ+bM
л=1«=1(г-«лГ  frfiitf+fipZ+YpV

куринишда ифодаланиши мум кин, бу ерда dnm, ар , h^E R.
Аник холларда apq, Ьм, dnm сонлар аникмас коэффициент- 

лар услуби ёрдамида топилади. Бунда берилган тугри каср 
содца касрлар йигиндиси шаклида ёзилиб, z  га турли сон 
Кийматлари берилади (ёки ёйилма умумий махражга кел- 
тирилгандан сунг хосил булган купхадларнинг мос коэф­
фициентлари тенглаштирилади).

М асалан, г+| каср R майдон устида содда, аммо С 
U +1)

майдон устида содда эмас. Унинг С майдон устида содда 
касрлар йигиндисига ёйилмаси 1-натижага кура куйидаги 
куринишга эга:

f+ l =  4  +  d2 d3 d4 
( Г + lF  г+/ (г+02 г - /  ( г - /)2 ’

Бундан z  + 1 = ^ (г 2 + 1)(г—О + d2(z~ t)2 + ^3(z2 + 0(2 + 
+ 0  + d ^ z  +  О2 •



Энди Z га кетма-кет i, О, 1 кийматларни бериб, 
куйидаги тенгликларни оламиз:

_ 4 J  =  1 +  /, —4 — 1 — — — ^  — ^4 ^>
4 2(1 + /V, + 2/</2 + 2(/ т1- 1)</3 + 2/<74 = 2.

« 1 , , 1-1 , _  1 . ■ _  1+/
Бундан «1 -  4 '> “2 -  4 • “ з “  4 '• “ 4 -  4

z+1 _  ' _  1_г _ ' _  1+'
ва (г2 + 1 ) 2 “  4(г+0 4(г+/)2 4Сг-') 4( z - i ) z '

32-§. БИ Р НЕЧА УЗГАРУВЧИЛИ КУПХАДЛАР

/ — сонли майдон ва п — натурал сон булсин. п та х,, 
Xj, хл номаълумнинг /  майдон устидаги купхади деб 
акх---кп коэффициентлари /  майдондан олинган ушбу

/ ( х „ . . . , х п) = 2  akv ..k x \ l • ■ • хп"

чекли йигинди куринишидаги / :  F  -* F  функцияга айти­
лади. Хусусан, п = 1 холда илгари курилган бир узгарув-

jt. I,
чили кущадларни оламиз, Хар бир (*кх ■ ■ -кп x i •••*>." хадга 
мос келган (к,, кп) векторни бу хаднинг курсаткич век- 
тори дейилади, ушбу к х +  кг +... +  кп сон эса бу хаднинг 
даражаси дейилади. /  купхадга нольдан фаркли коэффи­
циент билан кирувчи хаолар даражаларининг энг каттаси 
бу купхаднинг даражаси дейилади.

1 - т е о р е м а ,  п узгарув чили /  купхаднинг коэффициент­
лари бу купхад билан бир цийматли аницланади.

И с б о т .  Исботлашда п буйича математик индукция­
ми ишлатамиз. п = 1 холда бу теорема илгари исботлан- 
гаи эди. Энди п > I деб олиб, бу холда теоремани п -  1 
Узгарувчили купхадлар учун уринли деб фараз киламиз. 
/к у ^ а д д а  akv kn ikn х ^ . . . х кп_\хх кп хадлари учун (£,..., кп_х) 
Вект°Р бир хил булган хадларини йигиб ёзамиз:
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Энди хп =  Z е с деб олиб, куйидаги (л -  1) Узгарувчили 
кугщадга келамиз:

f / x  i, . . . , xn_i)= 2  U ) ,

(АГ|, Аги_1)

бу ерда

W  ~ 2  aki„.knZ .
К

Математик индукдиянинг фаразига мувофик } (г) 
коэффициентлар / г( х , , к у п х а д  билан бир киймат- 
ли аникланган. Бу барча С учун уринли булгандан /  
оркали бир узгарувчили ^  купхадлар бир кий- 
матли аникланган. Бундан бу купхадларнинг коэф- 
фициентлари хам бир кийматли аникланганлиги келиб 
чикади.

Бир узгарувчили купхадлар алгебрасида купхад хадла- 
рини даражаси буйича тартиблаш мумкинлиги мухим 
ахамиятга эга. Аммо бир неча узгарувчили купхадларнинг 
турли хадлари бир хил даражага эга булиши мумкин. Ма­
салан,

/(x ,x 2x3) = Зх,х22 -  5х; + х 2х г +  х?

купхадда иккитадан иккинчи ва учинчи даражали хадлар 
бор. Куп узгарувчили кунхадларда купхад хадларини тар­
тиблаш учун хаднинг даражаси урнига хаднинг курсаткич 
вектори ишлатилади. Унинг кулайлиги шундаки, турли 
хадларнинг курсаткич вектори турлидир.

Купхад хадларини курсаткич вектор ёрдамида т а р т и б ­
лаш максадида R" да куйидагича чизикли тартиб к и р и т а -



• а г а р Х  У £  Я" векторлар учун X  — Уайирманинг ноль- 
фаркли булган координаталари ичида энг олдинда тур- 

м усб ат булса, X  вектор У  дан катта дейилади ва Х >  У  
"кя У < Х к а б и  белгиланади. Бу холда У  вектор X  дан ки-
!нк деб хам юритилади.

Бу бинар муносабат куйидаги хоссаларга эга:
1) агар Х >  У  булса, у холда X *  У.
Хакикатан, Х >  У  булса, у холда X - У ф 0;
2) агар Х >  У  ва агар У> Z  булса, у холда Х >  Z.
Хакикатан, агар X -  У  ва У -  Z  векторларнинг ноль­

дан фаркли координаталарининг энг олдингиси мусбат 
булса, бу хосса

( Х - У )  + ( y - Z )  =  X - Z

вектор учун хам уринли.
3) агар Х ф У  булса, у холда Х >  У  ёки У> X.
Хакикатан, агар X  ф  У булса, у холда X  -  У  вектор ноль­

дан фаркли координаталарга эга. Агар бундай координа- 
таларнинг энг олдингиси мусбат булса, у холда X > У, ман- 
фий булса, У> X  (чунки У -  X  =  - ( X  -  У).

Шундай кнлиб, R" да киритилган бу бинар муносабат 
чизикли тартиб муносабатидир. R" даги бу чизикли тар- 
тиб “лексикографик” ёки “лугат” тартиб дейилади. Бу 
чизикли тартиб лугатларда сузларнинг алфавит тартибида 
келишига мос коидага асослангани учун шундай аталади.

JlyFaT тартиб R" даги кушиш амали билан куйидагича 
боьланган: агар X  >  У  ва Z  > Т булса, у холда X  +  Z  >  У  + Т. 
Хакикатан, агар Z  = Т  булса, X  >  У  дан Х +  Z  > У  + Т  =  
= У +  Z  келиб чикади, чунки X -  У =  ( Х +  Z) -  (У +  Z). 
Агар Х >  У, Z >  Т булса, у холда Х +  Z >  У +  Z >  У +  Т.

Агар купхаднинг нольдан1 фаркли хадларининг курсат- 
кич векторлари камайиш тартибида жойлашган булса, 
купхаднинг нольдан фаркли хадлари лугат тартибида жой­
лашган дейилади.

Масалан, юкорида келтирилган /(х ,, х7, х,) купхад хад­
ларининг курсаткич векторлари куйидагича: (1, 2, 0), (3,

’ )> (0, 1, 1), (2, 0, 0). Бу векторлар лугат тартиб буйича 
^иичагича жойлаиизн: (3, 0, 0) > (2, 0, 0) > (1, 2, 0) > (0, 1, 1).
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Купхад уядиярининг бу тартибга мос ёзилиши эса куйи- 
дагича:

/ (х ,х 2х3) = -5 х *  + х,2 + Зх,х2 + х 2х , .

Бир неча узгарувчили купхад хадлари ичида энг катта 
курсаткич векторга эга булган хади бу купхаднинг юк,ори 
Хади дейилади. Курилган J[xv  х2, х3) купхаднинг юк,ори 
Хади -  5х,3.

2 - т е о р е м а .  Бир хил узгарувчиларнинг иккита кугц а-  
ди купайт масининг юцори х,ади купайт увчилар юцори д\ад- 
ларининг купайт м асига тенг.

И с б о т .  Лугат тартибида ёзилган иккита

f ( x i , . . . , x „ )  =  ax f1 . . . х*п+ . . . ,  

g( x l , . . . , x n) =  b x ? .. .x l; + . . .

купхадлар берилган булсин.  У холда а х ^ . . . х к" ва 
b х,1 ...х 'пп мос равишда уларнинг юк,ори хадларидир. Ушбу 
а-Ъ  х1*1+̂ ...х*',+'я ХЭД /*  g купхаднинг юкрри хади экан­
лигини курсатамиз. Дастлаб К  = (k v  kn), L  =  (/,, ..., /„) 
белгиларни киритамиз. Э н д и / =  (iv  ..., /п) оркали/купхад- 
даги нольдан фаркли бирор хаднинг курсаткич вектори- 
ни, / =  ( /,,... , j n) оркалиg купхаддаги нольдан фаркли бирор 
хаднинг курсаткич векгорини белгилаймиз. У холда К >  /, 
L >  J. Хадлар купайтирилганда уларнинг курсаткич век- 
торлари кушилади: К +  L >  I  + J. Агар К >  I, L >  J  тенг- 
сизликларнинг камида бирида катьий тенгсизлик булса 
(яъни тенглик булмаса), у холда K + L > I + J .  Шундай 
кдлиб, К  +  L  вектор факат /  ва g  купхадларнинг юкори 
хадлари купайтирилгандагина хосил булади. ■

Агар хар кандай <р£ S n урин алмаштириш ва f{x v  ..., 
хп) купхад учун

J{X j, Х2, . . . ,  Хп) — Л Хф у  \ (2 )>  ■■■’
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тенглик Уринли булса, яъни Д хр хп) купхад узгарувчи- 
ларнинг урнини хар кандай алмаштирилганда хам узгар- 
маса, у симметрии купхад дейилади.

Масалан, куйидаги купхадлар симметрик купхадлар- 
дир:

а , = а,(хр х2, хп) = х, + х2 + ... + х„,
° 2  =  а г ( Х \-> Х 2’ =  * 1 *2  +  Х 1Х 3 +  + *2 * 3  + * л -Л >

°л  =  ° S X V XV  * n) =  *1*2 -  * л '

Бу купхадлар бизга илгари учраганди; улар элементар 
симметрик купхадлар дейилади. Симметрик кущадларга 
бошк,а мисоллар — даражали йигиндилар:

s k =  Si (x1,x 2,.. .,x „ )  =  x 1* + х 2*+...+х* (к  =  1, 2, 3, ...).

3 - т е о р е м а .  Лгя/> ахр  • х*2. . .х*л хад.Дх,, х2, . . . , хл) «ш - 
м е т р и к  к у п х а д н и н г  ю ц о р и  х а д и  б у л с а ,  у  холда  
к  >  к, >  ... >  к  .1 2  л

И с б о т .  Ушбу 1 < i < j  < п тенгсизлик уринли булсин. 
/к у п х ад  симметрик булгани учун бу куихаднинг курсат- 
кич векторлари ичида юкори хаднинг К  = (А:,, ..., кп ..., it 
..., кп) курсаткич вектори билан бирга ундан k i ** k t транс­
позиция оркали хосил кдлинган L  = (kv  ..., кр ..., к, 
кп) вектор хам учрайди. Ушбу (кр ..., к., ..., к ,  кп) >  (кр 
..., к„ кр ..., кп) тенгсизлик уринли булгани учун к. > к, 
чунки акс холда К <  L  уринли булади. Бу ерда i, j ,  i < j  
ихтиёрий булгани учун бундан теореманинг исботи келиб 
чикади.

F — сонли майдон ва коэффициентлари F  майдондан 
олинган Л хр ..., хв), f p c v  ..., хл), ..., f j x v  хл) купхадлар 
берилган булсин. Агар F  майдон устида шундай g(yr  ..., 
Ут) купхад мавжуд булсаки, / =  g(fv  f j  уринли булса, /  
купхад f v  f v  ..., f m купхадларнинг F  майдон устидаги ал­
гебраик комбинацияси дейилади.

4 - т е о р е м а  (симметрик купхадлар тугрисидаги асо­
сий теорема). F  майдон уст идаги хар кандай Д х г  ..., хл)



симметрии купхад элементар симметрик а ,, o j  фуНк. 
цияларнинг F майдон устидаги алгебраик комбинациясидир

И с б о т .  Ноль кущ ад учун бу равшан. Энди / — ноль­
дан фаркли купхад булиб, ах,*1 • х*2... хлл — унинг юк,ори 
Хади булсин. 3-теоремага кура к х > к2 > ... > £л. Ушбу

/  -  ac7f1"*2a22_tз...cr^71_*"aJ',

айирмани оркали белгилаймиз. Элементар симмет­
рик сг,, о 2, о п функцияларнинг юкори хадлари мос 
равишда х,, х, • х2, ..., х, • х2, ... хл булгани учун 2-теоре­
мага кура а а к̂ к2о кгг ~къ. . . а кпп купхаднинг юк,ори хади 
ах*1 (х,х2р ~ кК . . (х,х2. . .х„)*« = ax kl. . . x k" булиб, у /н и н г  
юцори хадига тенгдир. Шунга кура/  ё ноль купхад, ё к и /  
нинг юк,ори хади/ нинг юкрри хадидан (лугат тартиб маъ- 
носида) кичик. Биринчи холда исбот шу билан тугайди, 
чунки бу холда /  = аор~к2о р ~ кз. . . о*п . Иккинчи холда f  
нинг юцори хадини олиб, бу говори хадга мос элементар 
симметрик купхадларнинг алгебраик комбинациясини /  
дан айириб, бирор^ купхадни хосил киламиз. Б у^кущ ад  
ё ноль купхад ёки унинг юкори хади / ,  нинг юкрри хади­
дан кичик. Биринчи холда теореманинг исботи тугайди. 
Иккинчи холда мулохаза юкоридаги каби давом этади. 
Пайдо булган / , ,  / 2, ..., f x, ... купхадларнинг хар бири /  
билан ст,,..., а п функциялар хосил калган бирор алгебраик 
комбинациясининг айирмасидир. Бу f v f 2, ... купхад­
ларнинг ичида нольдан фаркли булганлари турли юкрри 
хадларга эга булиб, уларнинг хар б и р и /н и н г  юкрри хдци- 
дан кичик. Агар (/,, /2, ..., /л) — бу купхадлардан ихтиёрий- 
сининг юк,ори хади булса, у холда (/,, /2, ..., /л) < (&,, к2, ..., 
кп) ва /, > /2 > ... > /л > 0 тенгсизликлардан 0< /л < ... -  
< / , < £ : ,  тенгсизликлар келиб чик,ади.

Охирги тенгсизликлар курсатадики, /,, /2, ..., /л с о н л а р ­
нинг хар бири (&, + I) та ушбу 0, 1, 2, ..., кх к и й м атд ан  
факдт биттасини к,абул цилиши мумкин. Бундан келиб 
чикддики, / ,  / 2> ■■■,/ к, ... кетм а-кетликда нольдан ф а р к л и
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«пдадлар сони (£, + 1)" дан ошмайди. Шунинг учун би-
& N  Я a f m=  0- Бу эса /  купхад о г  оя ларнинг ал- 

Р°бРраИк  комбинацияси эканлигини курсатади. ■
^  Бу те о р ем ад ан  ва Виета теоремасидан куйидаги нати- 
жзни оламиз.

Н а т и ж а .  Агар g (z) — бир узгарувчили п дараж али F  
майдон уст идаги купхад, г,, г,, г , — унинг комплекс ил­
дизлари (карраси билан хисобланган), /(* ,, х2, *,) эса  F  
майдон уст ида симмет рик купхад булса, у  холда Д гр z1, 

г ) сон F майдонга тегишлидир.
"" ' и с б о т .  Хакикатан 4-теоремага асосан п узгарувчили 
шундай Л(УР - , У п) купхад мавжудки,Дхр Xj, . . . ,х п) = h(av av

' Агар g(z) =  а ?  +  а ^ ~ 1+ . . .  +  ап, а, а,, ап е  /  булса, у 
холда Виета теоремасига асосан

$  ох . о  = - у .

°гг(̂ 1> ••• > О  = — ,

•••» « . ) “ ( -  1)"тг

Бунга кура / ( г „ г 2,.. . ,  г„) =  а ( - - £ F.

Мисол курамиз. Берилган z3 + az2 +  bz +  с купхад zv  Z2, 
z} илдизларини хисобламасдан туриб, уларнинг кублари 
йигиндисини хисоблаймиз.  Ушбу ^  = ~ [а £  +  bzK + с) 
(к = 1 ,  2, 3) тенгликларга  асосан ^  +  z \  + z \  = 
~ ~ a{ $  +  ^  +  z ^ ) - b ( z ] +  z2 +  Z))-3c.  Виета теоремасига 
асосан а , = Zl + z 2 +  Z} = - а ,  а г =  z,Z2 + Z tZ, + Z2Z} =  b. 
Энди z* + + z j ни ва оркали  ифодалаймиз :  
CT> ~ z i + zl  +  z l  * 2a 2 тенгликдан zl  +  z l  +  z l  —o \ — 2a 2. 
Демак, ^  + z2 +  zj  =  - a ( a 2 -  2b) +  a b - 3 c  =  - a 3 + ЪаЬ -  3с .
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33-§. БУТУН СОНЛАРНИНГ БУЛИНИШ  
НАЗАРИЯСИ

Бутун сонларнинг булиниш назарияси куп жихатдан 
купхадларнинг булиниш назариясига ухшаш. Купхадлар- 
даги каби бу холда хам назариянинг асосида колдикли 
булиш мумкинлиги ётади.

1 - т е о р е м а ( Z халкада колдикли булиш хакидаги тео­
рема). Агар а, Ь — бутун сонлар ва Ь *  0 булса, у холда 
шундай q ва г бутун сонлар мавжудки, а = bq+ г ва
О < г  <  | b | . Бу шартларни цаноатлантирувчи q ва г  сон­
лар ягона.

И с б о т .  И сботлаш да хакикий узгарувчининг [х] 
(х нинг бутун кисми) ва {х} (х нинг каср кисми) функцияла-

а
ринингхоссаларидан фойдаланамиз. Ушбу щ 

тенгликдан а ~  + = bq + г  > бУ ерда

Я ~  [|f[]sgn^ ’ r  =  а ~  bq =  |щ ||^ | — бутун сонлар. Хар кан­

дай х сон учун 0 < {х} < 1 булгани учун О < г <  \ Ь \ .
Агар ва г, сонлар учун хам а =  bqx +  г,, q ur G  Z,

О < г, < | b | уринли булса, у холда b(q  -  ^,) = г, -  г. Ушбу 
0 < г <  | />| ,  0 < г, < | b | т е нг с из л ик л а рда н  \b\q -  <?)| = 
= |r1-r)<|Z>| т е н г с и з л и к  келиб  чика ди .  Бундан  эса 
\q — q \ < \  тенгсизлик келиб чикади. Бу q, qx сонларнинг 
бутун сон эканлигидан q -  qx = 0 ,  яъни q =  q t келиб чика­
ди. Бундан ва b(q -  q j  =  ( г, -  г) тенгликдан г = г, келиб 
чикади.

Бу теоремадаги q сон чала булинма, г эса а ни b га 
булишдан хосил булган колдик дейилади. Агар г  -  0, яъни 
a - b q  б^лса, а сон b га булинувчи ёки b сон а  нинг булув­
чиси дейилади.

Камида бири нольдан фаркли булган иккита бутун сон­
ларнинг умумий булувчилари ичида энг каттаси уларнинг 
энг катта умумий булувчиси (Э.К.У.Б.) дейилади.

а ва b сонларнинг энг катта умумий булувчиси (а, Ь) 
оркали белгиланади.

-н И й }
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2 - т е о р е м а .  1) Х ар кандай a, b Е  Z  учун шундай х0, 
у0 £  Z  мавж удки, (а , Ь) =  ах9 +  Ьу0.

2) И ккит а соннинг э .к .у .б . уларнинг ихтиёрий ум ум ий  
булувчисига булинади.

И с б о т .  Куйидаги/ :  2? -*■ Z, Д х, у) =  ах +  by функция­
ми курамиз. Агар а  ва b сонлар бир вактда нольга тенг 
булмаса, бу функция мусбат кийматларни х;ам, манфий 
Кийматларни хам кабул килади. Унинг мусбат кийматла- 
рянинг энг кичигини d  оркали белгилаймиз ва d  =  (a ,b ) 
эканлигини курсатамиз.

Ушбу d  =  ах0 +  Ьу0 > 0 уринли булгани учун а ва d  га 1- 
теоремани татбик килиб, а =  dq +  z, 0 <  r <  d  ни оламиз. 
Эвди г  =  a - d q  =  а (\ -  qxQ) + b ( - q y 0) =  ах, + byv  Е  Z, 
тенглик ва 0 < r <  d  тенгсизлик d  нинг таърифланишига 
зид. Демак г  — 0, яъни а  сон d  га булинади. Шунга ухшаш 
Ь нинг хам d  га булиниши курсатилади. Иккинчи томон­
дан а ва b сонларнинг хар кандай булувчиси d  = ах0 + Ьу0 
сонни хам булади ва шунга кура d  дан катта булмайди. Бу 
билан d  = (а, Ь) эканлиги курсатилди. Иккинчи тасдик 
d =  ах0 +  Ьу0 тенгликдан келиб чикади.

И с б о т .  Х акикатан а х 0 +  b y 0 =  d  т е н г л и к д а н  
- |х 0 +  -j у 0 = 1 тенглик келиб чикади. Бу ^  х  + ^  у  функ- 
циянинг мусбат кийматлари ичида энг кичиги 1 га тенг 
эканини курсатади. Исботланган теоремага асосан:

2 - н а т и ж а .  Агар a, b, c E Z ,  (а, с)=1 ва ab сон с га  
булинса, у  холда b сон с га  булинади.

И с б о т .  (а,с)  =1 булгани учун шундай х0, у 0Е  z  мав­
жудки, ах0 +  су0 =  1. Бундан abx0 +  bcy0 =  b келиб чикади. 
Бу тенгликнинг чап томонидаги ab  ва Ьс сонлар с га були­
нади. Бундан b нинг хам с га булиниши келиб чикади. I  

Бутун сонларнинг э.к.у.б. ни хисоблаш учун купхад- 
ЛаРДаги каби Евклид алгоритми (кетм а-кет колдикли
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булиш ёрдамида э.к.у.б. ни топиш усули) ишлатилад 
Бунинг тафсилотларини китобхонга колдирамиз.

Агар a, b e  z  сонлар учун (a,b) = 1 булса, улар узар0 туб 
дейилади. 2-теоремадан куйидаги тасдик, келиб чикади- 
а  ва Ь сонлар узаро туб булиши учун бирор х0, у0 е  г.учун 
ах0 +  by0 = 1 тенглик бажарилиши зарур ва кифоя.

Бундан худди кущадлардаги каби куйидаги тасдик; ке­
либ чикади: агар a  G Z  сон bv  bv  bmG Z  сонлар билан 
узаро туб б^лса, у холда у bv  b2, ..., Ьт купайтма билан хам 
узаро туб булади (исботланг!).

Ушбу a, b G Z  сонларнинг иккаласига хам булинади- 
ган энг кичик мусбат сон уларнинг энг кичик умумий 
булинувчиси дейилади ва [а, Ь] оркали белгиланади.

3 -т  е о р е м а . [а,  Ь] сон а ва Ь сонларнинг х,ар кандай 
бошка ум ум ий булинувчисини булади. Нольдан фаркли х;ар 
кандай a, b E  Z  сонлар учун J

И с б о т .  Тасдикни мусбат a, b &  Z  сонлар учун ис- 

ботлаш киф оя, чунки [а,Ь] = [|й|,|Л|] . Ушбу ах =

А = бедгиларни киритсак, у холда = abx = аф

сон а ва b сонларнинг умумий булинувчисидир. Агар с G Z
сон а ва b сонларнинг бошка умумий булинувчиси булса,

au Q\U г
у холда с = au = bv9 и, v Е Z  Бундан v = у  = . Ушбу 
(д., b.) =  1 муносабат уринли булгани учун и =  b и., и, G Z.

и °Ъ аЪ г
Бунга кура с -  abx - u x -  ы,. д емак -  1а > ь\ .

Узидан ва бир сондан бошка булувчилари булмаган бир 
сонидан катта булган бутун сон туб сон дейилади. Маса­
лан, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 сонлар туб сонлардир.

4 - т е о р е м а .  Туб сонлар туплами чексиздир.
И с б о т .  Агар а бутун сон, а  > 1 ва а  нинг б и р  сонидан  

катта булган булувчилари ичида энг кичиги р  булса, у холда 
р  — туб сон. Хакикатан, d  Е  Z, d  > 0, d /p  ва d  < р  булсин. 
Агар 1 < d< р  булса, у холда бундай d  нинг м авж удли ги  Р



’ -аърифланишига зид. Демак, ё d  = 1 ёки d = р , яъни 
НЙ туб сон.
Р туб сонлар туплами чекли булсин деб фараз килай-

р Рг> —’ ~  барча туб сонлар булсин. Ушбу а =  
л*1* ' р 1 +  1 сонни оламиз ва бу сон учун юк,орида 
Р' п и ф л ан га н  р  сонни курамиз. р — туб булгани учун у p v  

р  сонларнинг бирига тенг булади. Ундан ташк,ари 
Д ем ак. а - р х- Рг ... Рп =  1 сон р  га булинади. Бу 

арама-КаРшилик теоремани исботлайди.
Туб соннинг таърифидан, агар р  туб сон булса, у холда 

бир бутун сон ё р  га булинади ёки р  билан узаро туб 
эканлиги келиб чикдди. Шунга кура, агар бир нечта бутун 
соннинг купайтмаси р  туб сонга булинса, у холда бу сон­
ларнинг камида бири р  га булинади (чунки акс холда барча 
купайтувчилар р  билан узаро туб булади; бундан улар 
купайтмасининг хам р  билан узаро тублиги келиб чикдди).

5 - т е о р е м а  (арифметиканингасосий теоремаси).%ар 
кандай а > /  бутун сон туб сонларнинг купайтмаси шак­
лида ифодаланиши мумкин. Бундай ифода купайтувчилар­
нинг ёзилиш тартиби аницлигида ягона.

И с б о т .  Исботни а > 2 буйича математик индукция 
ёрдамида исботлаймиз. 2 сон туб сон. Энда а > 2  булсин.
4-теореманинг исботида курдикки, шундай /?, туб сон мав­
жудки, p j a .  Демак, а  = р,а,, а, е  z., 1 < а, < а. Агар а, = 1 
булса, у холда а -  р. Агар а, > 1 булса, у холда математик 
индукциянинг фаразига мувофик, а, сон туб сонларнинг 
купайтмаси шаклида ифодаланади. Бунга кура а = р ха х 
*ам туб сонларнинг купайтмаси шаклида ифодаланади. 
Бутун соннинг туб сонларнинг купайтмаси шаклида яго­
на ифодаланиши унитар купхадлар учун исботланган мос 
теореманинг (унитар купхаднинг келтирилмайдиган 
купхадларнинг купайтмасига ёйилиши хакидаги теорема­
нинг) исботига ухшаш (тафсилотини китобхонга к,олди- 
рамиз).

Н а т и ж а. \ а р  кандай а  > 1 бутун сон рх1 • р^2. . .  p k5s 
КУринишида ифодаланиши мумкин, бу ерда р, — турли 

У сонлар, k v ...,ks — натурал сош ар. Бундай ифода купай- 
циларнинг ёзилиш тартиби аниклигида ягона.
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34-§. Z ХАЛКАДА ТАККОСЛАМАЛАР 
ВА ЧЕГИРМАЛАР СИНФЛАРИ

от — натурал сон, а  ва b — бутун сонлар булсин. Ага 
а -  Ь айирма от га булинса, а сон b билан от модуль буйич 
таккосланувчи дейилади ва а  з  Ь (mod от) куриницщда 
ёзилади.

Берилган т учун Z  тупламдаги а = b (modm) бинар 
муносабат куйидаги хоссаларга эга:

1. а  = a  (mod от) (рефлексивлик хоссаси), чунки а ~~ а 
сон от га булинади.

2. Агар а = b (mod т) булса, у холда b = a (mod т) 
(симметриклик хоссаси), чунки а — Ь сон т га булинса 
Ь -  а = - ( а -  Ь) хам т га булинади.

3. Агар а =  b (mod т) ва Ь = с (mod от) булса, у холда 
а =  с (mod от), чунки а -  h сон от га булинса ва Ъ -  с сон 
хам от га булинса, у холда а -  с =  (а  -  Ь) +  (Ь -  с) сон х;ам 
т га булинади.

Бу учта хоссанинг уринлилиги а  = b (mod от) бинар 
муносабат эквивалентлик муносабати эканлигини курса­
тади. Zтyплaмдa бу эквивалентлик муносабати хосил кил- 
ган синфларни от модуль буйича чегирмалар синфлари 
дейилади, а =  b (mod от) муносабат эса тавдослама дейи­
лади.

а =  b (mod т) муносабат а ва Ь сонлар т га булинганда 
бир хил крлдикда эга булишига тенг кучли булгани учун 
(текширинг!), от модуль буйича хар бир чегирмалар син- 
фи от га булинганда бир хил колдик берадиган барча бу­
тун сонлардан иборат. Бутун сон от га булинганда фа кат
О, 1, ..., от -  1 сонларгина колдик; сифатида пайдо булади. 
яъни от модуль буйича роппа-роса от та чегирмалар син- 
фи бор.

от сони берилган булсин. Бу холда а  сонни уз ичига 
олувчи ягона от модуль буйича чегирмалар синфини о 
оркали белгилаймиз. Zm оркали от модуль буйича барча 
чегирмалар синфлари системасини белгилаймиз, яъни 
Z m = {6,1 ,...,от -  1}. от модуль буйича чегирмалар с^гнф- 
ларининг таърифидан а =  b (mod от) муносабат а = b МУ' 
носабатга тенг кучли.



е о р е м а .  Агар а =  Ь (mod т) ва с = d  (mod т) 
1 ' Т - олда а +  с =  b + d  (mod т ), а - с  =  bd  (mod т ), 

бУ ^Ж рф дслам аларни хадлаб кушиш ва купайтириш м ум -

*иН' б 0 т дгар а -  b ва с -  d  сонлар т га булинса, у 
0п д а ( а  + с) -  (Ь + d) = (а -  Ь) +  (с -  d) ва ас -  bd =  

Х ~ b)c +  b(c -  d) сонлар т га булинади.И 
'  ^теорема Zm тупламда куйидаги усул билан кушиш 

купайтириш амалларини киритишга имкон беради: 1) 
'  ва Ь синфларнинг йигиндиси деб, а + Ь синфга айти- 
!ади ва а + Ь оркдли белгиланади. 2) а ва Ь синфлар­
нинг купайтмаси деб ab синфга айтилади ва а ■ b орк,а-
ли белгиланади.

Хар бир синф узидаги ихтиёрий элемент билан аник,-
лангани учун а +  Ь йигиндининг ва а • Ь купайтманинг 
а ва Ь элементларнинг а ва Ъ синфларда танланишига 
боглик эмаслигини курсатишимиз керак. _Бунинг_учун 
0  ̂ = 0  ва й, =  Ь тен гли клардан  al + b l = a  +  b ва 
а, -Ь1 — а- Ъ  тенгликлар келиб чицишини курсатишимиз 
керак. Таккосламалар тилида бунинг маъноси куйидагича: 
ах = a (mod т) ва й, =  b (mod т)  дан я, + b x г  а +  b 
(mod т) ва а х • Ь{ = а  • £(mod т) келиб чикдшини исбот- 
лаш керак. Аммо бу 1-теоремада курсатилган эди.

Шундай кдлиб, Zm тупламда киритилган а + Ь кушиш 
ва а ■ Ь купайтириш амаллари а  ва Ь синфлар билан бир 
Кийматли аникланган амаллардир.

Бу амаллар коммутатив ва ассоциатив булиб, узаро дис­
трибутив цонун билан богланган. Хакик,атан,

а +  Ъ = (о + Ь) = (Ь +  а)  = Ъ + а, 

a(b • с) = a(Jbc) =  a(bc) =  (ab)c = (ab)c -- 

=  (а ■ Ь)с; а(Ь + с) = а(Ь +  с) =  а(Ь + с) =

= ab + ас = ab +  ас = а ■ Ь + а ■ с.

Колган хоссалар шунга ухшаш исботланади.
 ̂ Ушбу 0 ноль синф синфларни кушишда ноль ролини 

Уинайди: х;ар цандай а Е Z m учун а +  0 =  а +  0 =  а.
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Шунга ухшаш 1 бирлик синф синфларни купайтирищДа

б ирл ик  р о л и н и  уйнайди:  х;ар ка ндай  а  е  Z m уЧун 
а • 1 =  а  • 1 = а.

Ушбу ( -  а) синф а синфга карама-к;арши. 
а +  ( - а ) = а +  ( - а ) = 0. Zm да кушиш ва купайтириш амал- 
ларининг келтирилган хоссалари Zm нинг бирлик элемент­
ли коммутатив халка эканлигини курсатади.

Агар а  = b(mod т) булса, у холда (а , т) = (b, т) 
Хакикатан, бу холда а =  b +  mt, t Е Z. Бундан (b, т)/а.  Бу 
муносабатдан ва ах0 + ту0 = (а, т)  тенгликдан (Ь,т)/(а 
т) келиб чикади. Шунга ухшаш (а,т)/ (Ь, т)  муносабат 
хам исботланади. Демак, (а,т) — (Ь, т). Хусусан, охирги 
тенгликдан куйидаги хосса келиб чикади: агар бирор синф- 
даги бирор элемент т билан узаро туб булса, у холда бу 
синфдаги барча элементлар хам т билан узаро туб була­
ди. Бундай синфлар содда синфлар дейилади. Ушбу 
\ , 2 , . . . , ( т - \ ) , т  =  б барча турли синфлар ичида (к, т) =  1 
шартни каноатлантирувчи к  синфларгина содда синф-
лардир. Шунинг учун т модуль буйича синфлар ичида 
содцаларининг умумий сони т дан катта булмаган ва т 
билан узаро туб булган натурал сонларнинг сонига тенг. 
Бу сон <р{т) оркали белгиланади ва Эйлер функцияси деб 
аталади. Масалан, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 сонлари ора- 
сида 10 билан узаро туб булган сонлар 1, 3, 7, 9. Демак 
р(10) = 4. Агар т = р — туб булса, у холда 1, 2, ..., р - 1, р  
сонлар орасида р  дан бошка хар бири р  билан узаро туб. 
Демак <р [р) = р  - 1.

2 - т е о р е м а ,  т модуль буйича содда чегирмалар синф­
лари Zm да купайтириш ам алига нисбатан тескариланувчи 
ва унда мультипликатив (яъни купайтириш амалига нис­
батан) группа х;осил килади. Содда булмаган нольдан фарцли 
синфлар эса Zm да нольнинг булувчилари булади.

И с б о т .  т билан узаро туб булган сонларнинг купайт­
маси яна т билан узаро туб булгани учун иккита т мо­
дуль буйича содда синфнинг купайтмаси яна содда синф 
булади. 1 синф т модуль буйича содда синфдир. Агар 
с — содда синф булса {т модуль буйича), у холда (с, т) = 1-
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га кура шундай а  ва b бутун сонлар мавжудки, ас + 
^  _  j Бундан ас  = 1, яъни а  синф с синфга_тескари. 
Ьт " ~ синф тескариланувчи ва с = а , а  = с .  а  синф 
^ еМ w модуль буйича содда синф, чунки акс холда ас +  
^  , = 1 тенгликнинг иккала томони хам (а , т) = d  > 1 
+ булинарди. Бу билан теореманинг биринчи тасдиги ис-
ботланди.

р с _  нольдан фаркли т модуль буйича содда булма­
ган синф булса, у холда (с, т) =  d, 1 < d  < т, с = сД , w = 
__ ^  1 < dx < т. Бунга кура d  *  0, dx *  0, с • dx = q d  ■ dx =

= " . ^ ; ^  = q -  ̂  = Ci-m = 0. Демак с синф Zm да ноль-
нинг булувчисидир.И

3 - т е о р е м а  (Эйлер теоремаси). Агар (с, т ) = 1 булса, 
у  х;олда с'5(и) = l(m od w).

И с б о т .  Ушбу л = ^(/я) белги киритамиз.
= ( х 1, х ~1, •••>*„} оркали /и модуль буйича барча 

содда синфлардан иборат мультипликатив гурухни бел­
гилаймиз. Ушбу (с, т)  = 1 шартдан с G Z'm келиб чита­
ли. Гурухнинг илгари келтирилган хоссаларига асосан 
{ с - х { , с х 2 , . . . , с х п} =  Z'm ■ Бундан

(с*!)(сл:2 ) ...(с х п) = х, -х2.. .х„, 

с  х х х2...х„ = х 1. . .хя .

Бу тенгликнинг иккала томонини х, -х2. . .хл га к,ис- 
картириб (чунки Z* — гурух), С ” = I тенгликни оламиз. 
Охирги тенглик С л =  l(mod т)  тенгликка тенг кучли.И 

Н а т и ж а  (Ферманинг кичик теоремаси). Агар а — бу- 
Щ н  сон ва р  —  т уб сон булса, у  холда а? —  а сон р  га  
булинади.

И с б о т .  Агар а сон р  га булинса, тасдикнинг уринли- 
лиги равшан. Энди а  сон р  га булинмаган холни курамиз.

^ лда (о, р) = 1. Эйлер теоремасига кура ар~х -  1 = 
~ 1v  ) ~  1 сон р  га булинади. Бу холда а? — а = а{ар~1 — 1) 

ннинг хам р  га булиниши келиб чикдди. I
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Агар р  — туб булса, у холда ноль синфдан боцц^ 
модуль буйича барча синфлар содда булиб, 2-теорема Р 
кура бу холда Z  майдон булади.

2р майдон куйидаги мухим хоссага эга: Zp майдоннинг 
1 бирлик элементини узин и узига р  марта кушилса, ноль 
ни беради:

1 + 1+...+1 = 0 ,
Р

чунки р = 0. Бундай хосса хеч к,айси сонли майдонда 
Уринли эмас.

Агар /м ай д он д а  хар кандай т натурал сон учун 1 бир­
лик элементни узини узига т марта кушилганда нольдан 
фаркли элемент булса

1 + 1+...+ 1 *  0, 
т

F  майдон ноль характеристикали дейилади. Акс холда, 
яъни агар бирор т учун 1 ни узини узига т марта кушил­
ганда ноль хосил булса

1 + 1+...+ 1 = 0, 
т

бу шартни каноатлантирувчи энг кичик т сони F  май­
доннинг характеристикаси дейилади. Масалан, барча сон­
ли майдонлар ноль характеристикали.

Агар р  туб сон булса, Z  майдоннинг х ар а к тер и с ти к аси  
р  га тенг, чунки агар т G N  булса, у холда т < р:

1 + ]+. .  .+1 = т ф б.
4---------------V-------------- J

т

4 - т е о р е м а .  Агар F майдоннинг характеристикаси 
нолдан фаркли булса, у  холда у  туб сон булади.



И с б о т .  F  майдоннинг характеристикаси р > 0 булсин, 
р  = а-Ь,  а, Ъ е  N.  У Холда

(1 + 1+...+1) • (1 + 1+...+ 1) = 1 +1+--.+ 1 = 0. 
а '  Ь Р

Бундан F  майдон булгани учун ё 1 + 1+...+ 1 = 0 ёки
а

1 1-+-. ..4-1 = 0 эканлиги келиб чикади. Биринчи холда 
ъ

майдоннинг характеристикаси таърифига кура а > р. Де­
мак. а = р, Ь =1. Иккинчи холда шунга ухшаш b = р,  а =
1. Бур сон узидан ва бирдан бошка булувчиларга эга эмас- 
лигини курсатади. р  > 1 булгани учун р  туб сон. ■

Агар /м а й д о н  р  > 0 характеристикали, а 6  /  ва т сон 
р  га булинса,  т = т 1 - р ,  у холда та =  ( т хр ) а  =

m ta ( l  + 1+...+1) =  0 • 
р

5 - т е о р е м а .  Агар F майдон р  > 0 характеристикали  
булса, у  холда хор кандай a, b Е F  учун  (а + ЬУ =  а? + Ы.

И с б о т .  Хаки катан Ньютон биноми формуласига кура 
(бу формуланинг хар кандай коммутатив халкада уринли­
лиги равшан),

(а +  Ь )р = а р +  c lpa p~1b + . . .+ c p~la b l’~1 + b p .

Теоремадан олдинги изохга кура, теоремани исботлаш 
учун хар бир с*(£  = 1 , р - 1 )  биномиал коэффициенти- 
нинг р  га булинишини курсатиш кифоя.

_  р(р-1).. .(р-к+1)
Р к\

каср бугун сон булгани учун унинг сурати махражига були­
нади. р  туб булгани ва 1 < к  < р  — 1 шартда (р, №) = 1 
Улгани туфайли (р  —1)(р —2)...(/> —к  +  1) сон /д. га були­

нади. Демак
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4
P k\

бутун сон, яъни с* сон р  га булинади.*
Энди J[x) ва g(x) — кийматлари бутун сон булган ва а 

тупламда аникланган функциялар, т — бирор натурал сон 
булсин.

А тупламдаги Дх) г  g(x)(mod т) муносабат х  номаълум­
ли такдослам а дейилади.  Ра вшанки ,  бу муносабат 
/ (х) =  g(x)  тенгликка тенг кучли, бу ерда юкрридаги каби
/ ( * )  ва g(x)  белгилар т модуль буйича синфларга утищ- 
ни белгилайди. Шунга ухшаш бир неча номаълумли так,- 
косламалар ва такдосламалар тизимлари таърифланади.

Ушбу Дх) е  g(x)(mod т)  так;к;осламанинг ечими деб, 
шундай хо G А  элементга айтамизки, Дхо) = #(*,)( mod т) 
такдослама >финли булсин. Биз бу ерда биринчи даража­
ли бир номаълумли такдосламани текшириш билан чега- 
раланамиз: ах  = Z>(mod т),  а,  b — берилган бутун сонлар, 
х  — номаълум бутун сон.

т модуль буйича чегирмалар синфларига утиб, бу тенг­
ламани а х  =  Ь куринишда ёзишимиз мумкин, бу ерда 
a , b  G Z m ва х номаълум хам Zm нинг элементи.

Агар (а, т)  = 1 6 ^ caJ а  — содда синф булади. У холда
2-теоремага кура а х  =  b тенглама х = а b = х0 тенгла- 
мага тенг кучли. Демак, бу холда а х - b  тенглама ягона 
х 0 ечимга эга ва берилган такдосламанинг ечимлари 
туплами куйидаги чегирмалар синфидан иборат:

х0 — {х0 + m t / t e  Z }

Агар (а, т)  = d > 1 булса, у холда а =  a {d, т =  m xd, (а,, 
/и,) = 1 белгиларни киритиб берилган такдосламан и ушбу 
a }dx = A(mod m^d) куринишда ёзишимиз мумкин. Бундан 
куринадики, бу так,к;ослама ечимга эга булиши учун b 
соннинг  d  га булиниши зарур:  b = b xd.  Бу х °лда 
ах  =  6(mod т)  таккослама ушбу

а,х = 6,(mod m,)
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«цжосламага тенг кучли. Бу ерда (av  = 1 булгани учун 
ia^= b(mod т) таклосламани курилаётган холда ечиш ма- 
^яаси  илгариги курилган холда ечишга келтирилди. Бу 
билан куйидаги теорема исботланди.

7- т е о р е м а ,  а, Ь — бутун сонлар, т натурал сон булсин. 
Ушбу ах — ft(mod т) т ащ ослам а ечимга эга  булиши учун  
Ь нинг d  = ( а ,  т)  га булиниши зарур ва кифоя. Бу шарт 
бажарилганда такдосламанинг умумий ечими ушбу

х  =  х  + m .tО 1

формула билан берш ади, бу ерда х п — т ащ ослам анинг би-
т

pop хусусии ечими, т х -  у .

Мисол к^рамиз. Ушбу 6х =  10(niod 14) тацкрслама ечим­
га эга, чунки (6, 14) = 2  ва 10 сон 2 га булинади. Бу 
таккосламанинг иккала томонини ва модулини 2 га булиб, 
унга тенг кучли булган ушбу Зх = 5(mod 7) куринишда 
ёки даги ушбу Зх = 5 тенглама куринишда ёзилади. Бу 
тенглама ягона ечимга эга. Шунинг учун берилган так,- 
крсламанинг ечимлари туплами 7 модуль буйича бирор 
чегирмалар синфидан иборат. Агар 0, 1, 2, ... 6 чегирма- 
лар синфларини кетма-кет тенгламага куйиб текширсак, 
ечим 4 = {4 + I t  / 1 е  Z )  синф эканлигини топамиз. Шун- 
га кура вх  =  10(mod 14) такдосламанинг ечимлари тупла­
ми {4 + l t / t  е  Z } тупламдир.



Олтинчи боб
ЧИЗИКЛИ ФАЗОЛАР ВА ЧИЗИКЛИ  

АКСЛАНТИРИШЛАР

35-§. ЧИЗИКЛИ (ВЕКТОР) ФАЗОЛАР

/  — майдон ва V  — аддитив абель гурухи булсин.
Т а ъ р и ф. Хар бир X Е  F  ва х  ар бир х  Е  V элементларга 

бирор крида буйича X ва х  элементларнинг купайтмаси деб 
аталувчи ва Ах куринишида белгиланувчи у  Е  V элемент мос 
Куйилган булиб, куйидаги шартлар (аксиомалар) бажарил­
ган булсин:

1) агар X, ц  Е  F, х  Е  V булса, у  холда

X (цх) = (1 (А х) =  (Хц)х;

2) хар кандай х  Е  V учун 1 • х  = х  (бу ерда 1 оркали 
майдоннинг бирлик элементи белгиланган);

3) агар X, ц  Е  F, х  Е  V булса, у  холда

(Я + ц ) х  = X х  +  ц  х;

4) агар X Е  F  ва х, у  Е  V булса, у  холда

X (х + у) =  Хх +  Ху.

Бу шартларни каноатлантирувчи V  аддитив абель гу- 
рухга F  майдон устида чизикли (ёки вектор) фазо дейи­
лади.

Келажакда /  майдон устида V чизикди фазо курилган- 
да /м а й д о н  элементлари скалярлар деб аталиб, кичик грек 
Харфлари билан белгиланади, Кчизикди фазо элементла­
ри эса векторлар деб аталиб, кичик лотин х,арфлари би­
лан белгиланади. F  майдоннинг ноль элементини, яъни 
ноль скалярни 0 ракам оркали, ноль векторни эса 0 оркали 
белгилаймиз.



Бу боб давомида кискдлик учун "чизикли фазо" сузла- 
и урнига "фазо" сузини хам ишлатамиз.

Р М и с о л л а р .  1. Берилган a тугри чизикда ётувчи ва 
«м умий бошланрич О нуктага эга булган барча йуналган 
к есм алар н и н г  Д ,(а )  тупламида кушиш амали куйидагича 
аниктанади:

Йуналган ОА ва ОВ кесмалар берилган булсин. ОБ 
кесманинг йуналишини ва узунлигини узгартирмасдан 
бошлангич нуктасини А нуктага кучирамиз. Бунда В  нук- 
та бирор С  нуктага кучади. ОА ва ОВ йуналган кесма- 
ларнинг йигиндиси деб ОС  йуналган кесмага айтамиз.

Йуналган ОА кесманинг Я е  R сонга купайтириш ама­
ли эса куйидагича аникланади:

1) агар Я = 0 булса, Я- О А= 0 0 ,  яъни узунлиги 0 га 
тенг йуналган кесма Я • ОА деб олинади;

2) агар Я > 0 булса, Я • ОА йуналган кесманинг йунали- 
ши ОА нинг йуналиши билан бир хил, узунлиги \ХОА\ 
эса Х\ОА\ га, яъни ОА йуналган кесма узунлигини Я га 
купайтирилганига тенг;

3) агар Я < 0 булса, йуналган кесманинг йуналишининг 
йуналишига тескари, узунлиги эса Х\ОА\ га тенг.

Бу амалларга нисбатан Д / а )  туплам R хакикий сонлар 
майдони устида чизикли фазо хосил килади.

2. Берилган а  текисликда ётувчи ва умумий бошланг­
ич нуктага эга булган барча йуналган кесмаларнинг Д / а )  
тупламида кушиш амали параллелограмм к°идаси билан 
аникланадИ: ОА ва ОВ кесмаларнинг йигиндиси деб, ОА 
ва OS кесмаларига курилган ОАСВ параллелограммнинг 
(2-шакл) диагоналига айтилади.
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Йуналган кесмани А £  R  сонга купайтириш амали ил 
гариги мисолдаги каби аникданади.

Бу амалларга нисбатан Д / а )  туплам R майдон устида 
чизикли фазо хосил килади.

3. Фазода умумий бошлангич нукгага эга булган барча 
йуналган кесмаларнинг Д ъ тупламида кушиш ва хакикий 
сонга купайтириш амалларини илгариги мисолдаги каби 
киритилса, у R майдон устида вектор фазо хосил килади

4. F — ихтиёрий майдон, п — натурал сон булсин. Fn 
тупламда кушиш амалини ушбу

(aj, a v  а я) + (/Зр p v  ..., /?я) =

= (a t + °2 + @2’ •> Пп +

коида оркали, у  £  F  скалярга купайтириш амалини эса

у (а,, а 2, ..., а п) =  (уа,, у а 2, ..., у а п)

коида орк,али киритсак, у F  майдон устида вектор фазога 
айланади.

5. Илгариги мисолдаги F" тупламда кушишни уша ми­
солдаги каби, у  скалярга купайтириш амалини эса хар 
кандай у  G F  ва (а,, ..., а п) £  F" учун у  (а,, а л) =  О 
коида оркали киритамиз. Бу амалларга нисбатан F" чи- 
зик1и фазо булмайди, чунки унинг учун иккинчи аксио­
ма бажарилмайди.

6. [а, Ь\ кесмада аникланган ва узлуксиз барча функпия- 
лардан иборат С[а, Ь\ тупламда функцияларнинг йигин- 
дисини ва Л £  Л скалярга купайтмасини одатдагича кири­
тилса, у R  майдон устида чизикли фазо хосил килади.

7. F  — сонлар майдони булиб, коэффициентлари бу 
майдондан олинган барча купхадларнинг F\t\ тупламида 
Кушиш ва скалярга купайтириш амалларини илгариги 
мисолдаги каби киритилса, у F  устида чизикли фазога 
айланади.

Т а ъ р и ф .  Ушбу х, у , £  V векторларнинг айирмаси деб V 
ни аддитив гурух; сифатида царалгандаги айирмасига, яъни 
х  -  у  = х  + ( —у)  га  айтилади.
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Ч и з и к д и  фазо аксиомаларидан келиб чицадиган нати-
ткаларга утамиз.

I .  ж У  м л а. а) Хар кандай A G F ,x, у  G Vэлементлар учун

Я (х -  у) = Я х  -  Я у.

б) Х°Р Кандай Я, ц  G F  ва х  G К элементлар учун 

(Я -  ц) х  = Ах -

Хакикатан, Я(х -  >0 + Ху = Х((х -  у) + у) = Х(х+(-у) + 
+ у) =  Хх.

Бундан А(х -  у) = Хх + (-Яу) = Ях -  Ху.
Шунга Ухшаш (Я -  ц)х  = Ях - ц х  муносабат исботланади.
2-Ж ум л а. а) Хар кандай X G F учун Я • 0 = 0.
б) Хар кандай х  & V учун 0 • х = 0.
Хаки катан, Я 0 _= Я(х -  х) = Ях -  Хх = 0 ва 0 ■ х = (Я -

-  Я)х = Ях -  Ях = 0. Бу жумланинг аксинчаси хам уринли.
3-жумла. Агар бирор X G F  ва х  G Vэлементлар учун 

Ях = б булса, у  холда ё  Я = 0 ёки х = 0.
Хакикатан, агар Ях = 0 ва Я *  0 булса, у холда Я'1 G F  

элемент мавжуд ва А‘0 = Я4 (Ах) = (Я 'Я)х = 1х = х. Бундан 
х = 0.

Натурал п сони буйича математик индукция ёрдамида 
хар кандайЯ.Я,, Я2, ..., А„ G F вах, хр х2, ..., хп G Кэлемент- 
лар учун (Я,+Я2 +,..+Ял)х = Я,х +...+Ялх ва Я(х1 + х7 + ...+хл) 
= Ях, +...+Яхл муносабатларнинг уринли эканлиги курса- 
тилади (мустацил текширинг). Булардан

36-§. ЧИЗИКЛИ БОРЛАНИШ

/майдон устидаги V вектор фазода х,, х2, ..., хп вектор­
лар тизими берилган булсин.

Т а ъ р и ф. Агар камида бири нольдан фаркли булган шун- 
аи ^1» ^2’ * * * з Хп скалярлар мавжуд булиб, А,х, + А ^с2 +...+
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+ Хп -хп = 0 тенглик бажарилса. x v xv  ..., хп векторлар ти­
зими чизикли боглик (эрксиз) дейилади. Акс холда бу век­
торлар тизими чизи^и  богланмаган (эркли) дейилади.

Шундай килиб, x v  х2, ..., хп векторлар тизимининг чи­
зикли богланмаганлигининг маъноси ш уки^х, + ... + Я х  = 
= О (Я,, ...,Ял GF) тенгликдан доимоЯ,= Я2=...=  Ял = 0 экан­
лиги келиб чицади.

М и с о л л а р .  1) F 2 фазода ушбу х, = (1,0), х2 = (ОД), 
х3 = (2,2) векторлар чизикли богланган, чунки

2х, + 2х2 -  х3 = 0

2) F7 фазода ушбу х, = (1,0) ва х2 = (0,1) векторлар 
чизикли богланмаган, чункиЯ,х, + Я ^  = ЯД 1,0) + Я2(0,1) = 
= (Я,Д2) = О = (0,0) муносабатдан Я, = 0, Я2 = 0 келиб
чикади.

Т а ъ р и ф .  F  майдон устидаги V чизикли фазода х,, х2,
хл векторлар тизими берилган булсин. Агар шундай 

Hv ц 2, ..., ц п1 скалярлар мавжуд булсаки, хл = //,х, +
+ ...+ ц п.рс„., бажарилса, хп вектор х,, х2, хп1 векторлар 
оркали чизикли ифодаланган дейилади.

Ж ум  л а. Ушбу х,, х2, ..., хл векторлар чизикли богланган 
булиши учун уларнинг бирортаси бошкалари оркали чизикли 
ифодаланган булиши зарур ва кифоя.

Ушбу х,, х2, ..., хп векторлар чизикли богланган булсин. 
У \олда камида бири (масалан, Як) нольдан фаркли булган 
Я,, Я2, ..., Ял скалярлар мавжудки, Я,х, + Я ^  +...+ Ялхл = 0. 
Бундан

Xk ~ ~^k X  ^'Х1 •
/ - 1
Ык

Аксинча, х,, х2, хп векторларнинг бирортаси (маса­
лан xt) бошкалари оркали чизикли ифодаланган булсин:

п

Бундан

* *  =  2  .
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** -  2 > л  = 0 • i«l ,i*k

льни t  х&  =  0 ’ бу ерда Я* =  *’ =  ~  Ai(i *1*1
Бу хумладан куйидаги натижалар келиб читали.
1 Ноль векторни уз ичига олувчи хар кандай вектор- 

п тизими чизикли богланган, чунки ноль вектор бошка
мсторлар оркали чизикли ифодаланади (чизикли ифода- 

нинг барча коэффициентлари нольга тенг).
2 Агар векторлар тизими чизикли бокланган булса, у 

ходда бу тизимни уз ичига олган хар кандай векторлар 
тизими хам чизикли богланган булади.

Бу натижадан куйидаги хул оса келиб чикади.
3. Агар векторлар тизими чизикли эркли булса, у *олда 

унинг хар кандай кием тизими хам чизикли эркли булади.

37-§. УЛЧАМ ВА БАЗИС

/майдон устидаги Квектор фазода векторларнинг чек­
ли ёки чексиз А тизими берилган булсин.

Т а ъ р и ф .  Агар А тизимнинг п та элементдан иборат 
чизикли эркли кием тизими мавжуд ва (п + 1) вектордан 
иборат хар кандай кием тизими чизикли богланган булса, п 
сони А тизимнинг ранги дейилади (бу ерда ранг сузи инглиз 
range сузидан олинган булиб, бу ерда даража сузига якин 
маънони билдиради).

Агар хар кандай п натурал сон учун А тизимда п та 
элементдан иборат чизикли эркли кием тизим мавжуд булса, 
А тизим чексиз рангга эга дейилади.

Агар А тизимнинг ранги п булса, унинг п та вектордан ибо­
рат чизикли эркли кит  тизими А тизимнинг базиси дейилади.

1-теорема.  А тизимнинг ранги п булсин. А тизимдан 
олинган хар кандай вектор унинг базиси оркали ягона усул- 
а чизицли ифодаланади.

Исбот .  Ушбу bv bv  ..., bn — кием тизим А тизимнинг 
азиси ва х  е  А булсин. У холда (л + 1)да вектордан ибо-
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рат bv bv  bn, x  кием тизим чизикди богланган булад 
яъни камида бири нольдан фаркли Я,, Я2, Яп, Яя+ С((И’ 
лярлар мавжудки, Х1Ь1 + Х2Ь2 +...+  XJbn + Ял+1 х  ="о.1 Ага'  
Я„+1 = 0 булса эди, Я,6, + Х2Ь2 + . . .+ Х лЬп = 0 бажарилади 
Бундан Я, =  Я2 = ...=  Хп =  0, чунки Ьр Ь2, Ьп ~  чизикди 
эркли. Бу эсаЯ,, Я2, . . . ,Х п, Яи+, скалярларнинг камида бири 
нольдан фаркли деган шартга зид. Демак Ял+1 * 0. Бундан 
х = -<1+, (*А + . . .+ Х яЬп) яъни х вектор bv \ ,  ..., bn базис 
оркали чизикли ифодаланади.

Агар х  вектор бу базис оркали икки хил х  = а^Ь +.. + 
+ anbn = flxbl+ ...+ flbn чизикли ифодаланган булса, (а _ 
/3,)*, +...+(ап- Р п)Ьп = 0 тенглик уринли булади. Бундан 
эса bv b2, ..., Ьп векторлар чизикли эркли булгани учун
а, -  /?i = 0, ..., а -  рп = 0 тенглик, яъни а, = /?,, ап = р 
келиб чикади. ■

V чизикли фазонинг ранги унинг улчами деб аталади 
ва dim V куринишда белгиланади. Агар dim V < со булса, 
V чекли улчамли, акс холда эса чексиз улчамли дейилади.

V чекли Улчамли булиб, унинг бирор bv ..., bn базиси 
берилган булсин. У холда 1-теоремага асосан хар кандай 
х  Е V вектор бу базис оркали бир кийматли чизикли ифо­
даланади: х = а Д  +...+  а Д .

Бу ифодадаги а,, а п коэффициентлар х  векторнинг 
bv bn базисидаги координаталари деб аталади.

2 - т е о р е м а .  А — векторлар тизими ва В  — унинг чекли 
чизикли эркли кием тизими булсин. Агар А тизимининг хар 
бир вектори. В  оркали чизикли ифодаланса, у  х;олда В ти­
зим А тизимнинг базиси булади.

И с б о т .  Китобнинг биринчи кисмидаги. 14-§ 4-теоре- 
мага асосан, агар А тизим В" фазонинг кисми ва В эса А 
нинг кием тизими булиб, А нинг хар бир вектори В орка­
ли чизикди ифодаланса, у холда А нинг ранги В нинг 
рангидан катта эмас.

Агар А ихтиёрий V чизикди фазодаги тизим ва В унда- 
ги чекли рангга эга булган кием тизим булса, бу теорема 
уринлилигича колади (мустакил исботланг). Ш ундай 
кдлиб, охирги тасдикка ва теоремамизнинг шартига асо­
сан, агар А нинг ранги п булса, у холда В нинг хам ранги 
п булади, яъни В  кием тизим А нинг базисидир. Ш



В  теорем а муайян чизикли фазоларнинг улчамини 
лблашда кулай воситадир. Бир нечта мисол курамиз.
1 Агар />,(«) чизикли фазода (35-§ даги 1 мисол) е,- 

ёрий нольга тенг булмаган вектор булса, у холда
Шараги хар кандай х векторни aev a G R куринишда
Лодалаш мумкин.

Демак, тизим D,(a) нинг базиси ва dim D^a) = 1.
2 Агар D2(a) фазода (35-§ даги 2-мисол) коллинеар 

булмаган (яъни бир тугри чизикда ётмаган е, ва е2 вектор- 
пар берилган булса, у холда улар чизикли эркли ва хар 
кандай х G D2(a) вектор А,<?, + Я,<?2, куринишида ифодала­
ниши мумкин. бу ерда А,,А? е  R. Бунга асосан {е,, е2) ти­
зим Д(а) нинг базиси ва dimD2{a) = 2.

3 Агар Д  фазода (35-§ даги 3-мисол) компланар булма­
ган (яъни бир текисликда ётмаган) ev е2, еъ векторлар бе­
рилган б^лса, у холда улар чизикли эркли ва хар кандай х 
G D вектор Ajg, + Х2е2 + А3е3 куринишда ифодаланиши 
мумкин, бу ерда А,, А2, А3 G R. Бунга асосан {ev ev  е3} 
тизим D} нинг базиси ва dimD3 = 3.

4. Ихтиёрий /  майдон устидаги F" фазодаги е, = (1, О, О,
0), е2 = (0 ,1 ,0 ,..., 0 ) , еп = (0, 0 , 1 )  векторлар ортлар

деб аталади. Хар кандай А,, А2, Ал е  /  элементлар учун 
уринли булган Аае, + А2е2 +...+ 1 е п = (Ар А2 Ап) тенгликдан 
ортларнинг чизикли эркли эканлиги ва хар кандай х G F” 
векторнинг улар оркали чизикли ифодаланиши келиб чи- 
КЭДИ- Демак, ортлар Р  фазонинг базиси ва dimF* = п.

5. С [г] оркали даражаси < п булган ва коэффициент­
лари С комплекс сонлар майдон идан олинган купхадлар 
тупламини белгилаймиз. Купхадларни кушиш ва сонга 
купайтириш амалларини куйидагича киритамиз:

КО + g(t) = (а0 + axt + ...+  а Г )  + (b0 + bY + ...+  Ь Г )  =

=  (°о +  Ю  +  (a i +  b ]) + . . . + ( a n +  bn)t",

АЛО = А (ао + ах1 + ...+  antn) = Ха0 + АдД +...+  X a tn.

у шбу 1, t, t2, t n — купхадлар чизикли эркли, 
З^КДтан, акс холда камида бири нольдан фаркш  булган 
шундай А0, Яр ..., Хп сонлар мавжудки, хар кандай / G С
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учун А0 + А,/ +...+ А,/" = 0. Вахоланки, алгебранинг ас 
сий теоремасининг натижасига асосан бу купхаднинг kv° 
билан п та илдизи мавжуд. 8

Демак, {1, /, ..., /"} тизим C J/] нинг базиси „ 
dimCn[t) = п + 1. Ва

6. С[г] фазо (35-§ даги 7-мисол) чексиз Улчамли, чунки 
Хар кандай п учун (и + I) та вектордан иборат 1, t, г  
тизим чизикли эркли.

3-т е о р е м а. Чекли улчамли Vвектор фазодаги х;ар кан 
дай чизикли эркли тизим бу фазонинг базиси булгунча my.tdu- 
рилиши мумкин.

И с б о т .  V нинг улчами п ва {е,, ..., ек} ундаги чизикли 
эркли тизим булсин. У холда к < п. Агар к = п булса, у 
холда бу тизим базис булади. Агар к  < п булса, у холда 
чизикли фазо улчамининг ва ундаги базиснинг таърифла- 
рига кура бу тизим базис булмайди. Демак, 2-теоремага 
асосан шундай en+i вектор мавжудки, у ер е2, ..., ек век­
торлар оркали чизикли ифодаланмайди. Ушбу {ер ..., е , 
ek+i} тизим чизикли эркли. Хакикатан, агарА,е, +... + Хкек + 
+ K+iek*i = 0 бУлса, у холда At+1 = 0 (чунки акс холда ем  
вектор ev е2, ..., ек векторлар оркали чизикли ифодала- 
нарди). Бундан А,е, + ...+ \кек= 0 тенглик келиб чикади. 
Бу тенгликдан эса е , , ..., ек векторлар чизикли эркли булга­
ни учун А, = А2 = ...=  кк = 0. Агар к +  1 = п булса, 
{е, , ..., ек, ek+i) тизим базис булади. Акс холда, яъни к  + I < п 
булса, ev ..., ек, ек+{ векторлар оркали чизикли ифодалан- 
майдиган ек+1 G V вектор мавжуд булади.

Юкоридаги мулохазаларни яна ишлатиб {ер ..., ек, ем , 
ек+2) тизимнинг чизикли эркли эканлигини оламиз ва хока- 
зо. Бу мулохазаларни (я -  к) марта ишлатиб, {ер ..., ек} 
тизимни уз ичига олувчи V  фазонинг {е,, ..., ек+1, ..., ел) 
базисини оламиз. ■

38-§. БАЗИС УЗГАРГАН ДА КООРДИНАТАЛАРИ ИНГ 
АЛМ АШ ИНИШ И

/м айдон  устидаги чизикли фазода иккита {е,, ..., eJ  ва 
{f v ..., / я} базислар берилган булсин. Иккинчи базис век- 
торларни биринчи базис векторлар оркали ифодалаймиз-
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Л

Л  = 2 > * ei (1)1=1

суифодадаги С = (ytt) G Р*" матрица {е,, ев} базис- 
l f  .... /}  базисга утиш матрицаси дейилади. Утиш 

д̂ . ииаси доим махсусмас ва С 1 тескари матрица [fv  ..., 
а  базисдан Ц ,  .... е п)  базисга утиш матрицасидир (булар- 
ни мустакил исботланг).

Кда ихтиёрийх  вектор олинган булиб,4,, ..., £„ — унинг
б,фИнчи базисдаги координаталари, rjv  ..., rjn — иккинчи-

даги, яъни х = g  ^ е' = 2)9*/* булсин. У холда

Л Л л /  л \

* = 5) v tE  = 1  I  у*7/* к  
*=1 '=1 >=1 \*“1 /

Бундан

£ = 2 > V 7 * ,  0  = U 0 -  (2)
*=i

(1) ва (2) формулаларни солиштириш курсатадики, 
иккинчи базисдаги координаталари и биринчи базисдаги 
координаталарга алмаштиришдаги коэффициентлар мат­
рицаси транспонирлаш билангина биринчи базисдан ик­
кинчи базисга Утиш матрицасидан фарк килади.

39-§. КИСМФАЗОЛАР ВА ГИПЕРТЕКИСЛИКЛАР

/майдон устидаги V чизикли фазода V  кием туплам 
оеРилган булсин.

Т а ъ р и ф .  Агар Vдаги кушиш амашга ва векторларни F 
скалярларга купайтириш амашга нисбатан V  тутам  
булса, яъни хар кандай х, у  G V' учун х  + у  & V  ва хар 
°й х G V' X G F учун Хх G V  булса, у  V чизикли фазо- 

ни*  Кисмфазоси дейилади.
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Таърифдаги шарт ушбу хар кандай х, у  G V ва Я, ц  6  р 
учун Ах + цу  G V шарт га тенг кучли. Бундан келиб чика 
дики, V кисмфазонинг узи хам /  майдон устида чизикд' 
фазо хамда dim V  < dim V (мустакил текширинг).

М и с о л л а р .  1) Хар кандай чизикли фазо ноль век 
тордан иборат кием фазога эга. Бу кием фазонинг улчами 
ноль деб олинади ва ноль кием фазо деб аталади.

2. R2 текисликда 2х + у = 0 шартни каноатлантируВЧи 
барча (х,, у) нукталар киемфазо хосил килади. Бу нук^а- 
ларнинг геометрик урни — координаталар бошидан утувчи 
тугри чизик Умуман, координаталар бошидан утмайди- 
ган тугри чизикдаги нукталар туплами R2 да киемфазо 
Хосил килмайди, чунки унга ноль вектор, яъни (0, 0) нук- 
та кирмайди.

3. 0 — уч улчовли физик фазонинг тайин нуктаси булиб 
а  — бу нуктадан утувчи тугри чизик, а  эса бу нукгадан 
утувчи текислик булсин. Бу нукгани йуналган кесмалар- 
нинг умумий бошлангич нуктаси деб олсак, Z),(a) ва D2(a) 
лар чизикли фазонинг (35-§ даги 1—3-мисоллар) кием 
фазолари булади. Ундан ташкари, агар а  тугри чизик а 
текисликда ётса, у холда D^a) туплам D2(a) чизикли фа­
зонинг кием фазоси булади.

4. Коэффициентлари /м айдондан олинган ушбу

(i = l S )
*=i

л та ..., £л номаълум .S’ та чизикли тенгламалардан ибо­
рат бир жинсли тизимни оламиз. Агар г сони А = (я,*) 
матрицанинг ранги булса, маълумки, бу тизим (т -  г) та 
чизикли эркли (фундаментал) ечимлар тизим ига эга ва 
барча ечимлардан иборат L  туплам фундаментал ечим- 
ларнинг чизикли комбинацияларидан иборат туплам би­
лан устма-уст тушади. Шундай килиб, L туплам Р  чизик­
ли фазонинг (л -  г) улчамли кисмфазоси булади.

5. Агар л < т булса, у холда Z J/j фазо Z J/] нинг кием 
фазоси. Ял[/] фазоларнинг хар бири (л = 1,2,  ...) эса Дч 
фазонинг кием фазоси.
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( V  фазонинг ихтиёрий М  кием тупламини оламиз.
оркали М дан олинган векторлар оркали чизикли ифо- 

м энган барча векторлар тупламини белгилаймиз. Бу 
fjlnjiaM М тупламнинг чизикли кобига дейилади. Lu туплам 
Книнг кисмфазоси булиб, унинг улчами М  тупламнинг 
jLurnrа тенг (текширинг!). Бундан келиб чикадики, агар 
V./ny  __ п булса, у холда хар кандай т < п натурал сон 
v4VH К фазо т улчамли кием фазоларга эга. Агар Кчексиз 
улчамли б^лса, у холда хар кандай т натурал сон учун V 

т _  улчамли киемфазоларига эга. \акикатан, агар 
е ( е G V векторлар чизикли эркли булса, у холда {ер
1 е } туплам чизикли кобигининг улчами т га тенг.
' Агар V фазода V  — киемфазо ва dim V  = dim V булса, 

у холда V' = V  Хакикатан, агар {ер ..., e j  туплам V  нинг 
базиси булса, у холда dim V = dim V  = п га асосан бу 
туплам Книнг хам базиси булади. Шунингучун V  хамда 
К фазо {ер ..., еп} тупламнинг чизикли коботи булади. V 
фазонинг У1 кисмфазоси ва a G Гвектор берилган булсин.

Т а ъ р и ф .  Vфазода ётувчи ушбу а + V = {а + х / х £  V} 
туплам V  циемфазони а векторга силжитишдан хосил булган 
гипертекислик деб аталади.

М и с о л л а р .  1) Агар К чизикли фазода К1 киемфазо 
сифатида ноль киемфазо олинса, у холда бу киемфазони 
а векторга силжитишдан хосил булган гипертекислик фа- 
к£т а векторнинг узидангина иборат.

2. R2 да ушбу 2х + у  = 0 тугри чизик билан аник'тнган 
киемфазони олиб, уни а = (3, -4 )  векторга силжитсак, 
а + К1 гипертекислик V1 тугри чизикка параллель булган 
ча а нуктадан утувчи тугри чизикни беради; унинг тенг- 
ламаси 2(х -  3) + у  + 4 = 0, яъни 2х + у  -  2 = 0.

3. D2(a) фазода охирги нуктаси а  текисликдаги берил­
ган тугри чизикда ётувчи барча векторлар бу фазода ги­
пертекислик хосил килади.

4. Z>3 фазода охирги нуктаси берилган тутри чизикда 
(текисликда) ётувчи барча векторлар бу фазода гиперте­
кислик хосил килади.

коэффициентлари F  майдондан олинган ва бирга- 
“*ВДа булган п номаълумли ихтиёрий чизикли тенглама- 
J Р тизимининг ечимлари туплами Fn фазода гипертекис- 
лик Хосил килади.



Бу гипертекислик берилган чизикли тенгламалар 1и 
мига мос бир жинсли чизикли тенгламалар т и з и м и щ  И 
ечимларидан иборат V  кием фазони берилган тизимни^ 
бирор хусусий ечими га силжитишдан х;осил булади. Г

1- т е о р е м а  V чизицли фазонинг бирор У  циемфазос 
берилган булсин. У  циемфазони силжитишдан хосил булгар 
барча гипертекисликлар V фазонинг ёйилмасини беради

И с б от .  Хакикатан, хар кандай a Е  К учун а е  а + у> 
чунки О G V . Ундан ташкари, агар a Е b + К булса у 
холда а -  b Е У  ва демак а + У  = b + (а  -  Ь) + V' ~
= Ь + У .Ш

2 - т е о р е м а .  Xflp цандай берилган гипертекислик фацат- 
гина ягона циемфазони силжитиш билан хосил цилинади.

И с б от .  Хакикатан, V — чизикли фазо, V  ва V" — 
ундаги киемфазолар, a, b G V — шундай векторлар булсин- 
ки, а + V  = b + У". Бундан хар бир кием фазо ноль 
векторга эга булгани учун а -  b Е V' ва а -  b е  V”. 
Иккинчи томондан хар кандай х  Е У  учун а + х Е  а + V = 
= b + У ". Демак, а -  b + х  Е У". Бундан эса х Е У", 
яъни V  С V" муносабат келиб чикади. Шунга ухшаш 
V" с  V  муносабат олинади. Демак, V  = V". ■

Исботланган теорема куйидаги таърифни айтишга им- 
кон беради.

Т а ъ р и ф .  Гипертекисликнинг улчами деб силжитиш на­
тижасида бу гипертекисликни хосил цилган ягони к;исмфа- 
зонинг улчамига айтилади.

V фазода гипертекисликларнинг улчами 0 булганлари 
нукталар, улчами 1 булганлари — туфи чизиклар, улчами
2 булганлари — текисликлар деб аталади. Хусусан, агар 
V= В? булганда биз фазо аналитик геометриясининг мос 
тушунчаларига келамиз.

40-§. КИСМФАЗОЛАРНИНГ ЙИРИНДИСИ 
ВА КЕСИШМАСИ

V чизикли фазонинг Уг ва У2 киемфазолари берилган 
булсин. К,исмфазоларнинг кесишмаси доим киемфазо. 
Хакикатан, агар A, ц Е Р ва  х, у  Е У] П У2 булса, у холДа 
Лх +  н у  Е  Уг ва Ах + НУ Е У2, демак Ах + ц у  Е Ух П Уг-
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Кисмфазоларнинг туплам сифатида йигиндиси У2 и  
умуман айтганда, к,исмфазо эмас (мисол келтиринг). 

Ш унинг  учун куйидаги таърифни берамиз.
Т а ъ р и ф. Барча ушбу х, + x 2, x i G Ур x2G У2 куринишдаги

- щндилардан тузшган тушам V, ва К, к,исмфазоларнинг йи- 
Ul'ндиси деб атспади ва У, + У2 куринишда белгиланади.
*** у  + у  _  к^исмфазо. Х,акикатан, агар Я, ц  е  F  ва
v у  е  У, + Ч  бУлса>у *олдах = xi + *i> у = У\ + yv  x v Ухе  vi> 
х2, у2 е  vr  БУвдан

Ях + НУ = А(х, + х2) + ц (ух + у2) =
= (Ях, + /O']) + (^Х2 + G 1̂ + ^2-

1- т е о р е м а ,  Лгар Vчизикли фазо Vv V2 — чеши улчам­
ли цисмфазолар булса, у  холда К;+ У} хам чекли улчамли ва 
dim (У, +  VJ =  dim  У, +  dim  У2 -  dim  (У, П у ) .

Исбот .  Уу П У кием фазонинг улчами к ва {е,, е2, ..., 
_  ундаги базис булсин. Бу базис 37-§ даги 3-жумлага 

асосан F, даги базисгача хамда У2 даги базисгача тущдири- 
лиши мумкин. Бунга асосан шундай f v f v  . . . , / , £  Ух век­
торлар мавжудки, {ev е2, ек, f v ..., f n) тизим — К, нинг 
базиси ва шундай gv  ..., gm £  V2 векторлар мавжудки {ev 
..., ек, g(, ..., g j  тизим — У, нинг базиси булади. Ушбу {ev
е2, ek, f v gx......g j  тизимнинг Ух + V2 фазода базис
эканлигини курсатамиз. Бу векторлар чизикли эркли. 
Хакикатан, агар Я,, Я2, ..., Хк, n v ..., ц п, vv  ..., vm £  F  учун 
V ,  +...+ ЯЛ  + ^ 1/ 1 +...+ ц / п + v lgl +...+  vA  = 0 6ynca,y 
*олда Я1е1+ ...+  ЯЛ + А/ 1+... + /г /п= - v , g , v ^ m. Бу 
тенгликнинг чап томони V, нинг вектори, унг томони эса 
У2 нинг вектори булгани учун бу векторларнинг икк&часи 
эрм У} Г\ У2 га тегишли ва демак ev ..., еК лар оркали 
ифодаланади. Шундай килиб, —v,#, vj;m = а,е, +...+ akek, 
а Л  +•••+ akek + v lgl + ...+  vjgm = 0. Бундан {ev  ..., ek, gv  ..., 
Sn) тизимнинг чизикди эрклилигига асосан a, = a2 =... = 
°* = vi =••.= vm = 0. Охирги муносабатлардан Я,е, +... 

kek + А /  + ...+  u f  = -v.g, - . . . -  vjg  = 0 тенгликнил- • rr n 1WI m~Jm
амиз. Бундан эса {e., ..., e . , f ,  . . . ,/}  тизимнинг чизикли 

Ркл или гига асосанЯ, =Я2 = ...=  Хк = ц х =...= ц п = 0. Демак
р ек’ /р  —, gv  ..., gm} ТИЗИМ ЧИЗИКЛИ эркли. 

^~Ж-Хожиев iQ-i



Энди ихтиёрий х  Е Vt + V2 вектор бу тизим оркдгщ 
чизикли ифодаланишини курсатамиз. Хар бир х  е  у  + 
V2 вектор х = х, + х2, х х Е Vv х2 Е V2 куринишга эга. Энди 
х, G Vx вектор {е1У ек, f v  .... /„} тизим оркали ва х2 е  у  
вектор {ех, ек, gx, ..., g j  тизим оркали ифодаланади 
Демак х = х, + х2 вектор {ev  ..., ekJ x, gr  ТИзим
оркали чизикли ифодаланади. Шундай килиб, {ех, е 
f v  gx, ..., g j  тизим Vx + V2 фазонинг базиси эканли­
ги курсатилди. Бундан

dim (Vx + V2) = к + п + т = (к  + п) + (к  + т) -  к -
-  dim Vx + dim V2 -  dim Vx П Vr  U

Т а ъ р и ф .  Агар кар кандай х G Vx + V2 вектор x  = Xj + x,, 
x, G Vx, x2 G V2 куринишда ягона усул билан ифодаланса, 
Vx + V2 йигинди турри йишнди деб аталади.

2 - т е о р е м а .  У, + V2 йишнди тугри йигинди булиши 
учун Vj П У2 цисмфазонинг ноль фазо булиши зарур ва ки­
фоя.

И с б о т .  Vx + V2 — тугри йигинди вах G Vx П V2, х, G Vv 
х2 G V2 булсин. У холда х, + х G Vx, х2 -  х  G V2 ва ушбу 
х, + х2 = (Xj + х) + (х2 -  х) тенгликдан Vx + V2 тугри 
йигиндилигига асосан х, = х, + х. Бундан х = 0, яъни 
Vx Л V2 — ноль фазо.

Энди Vx П V2 = {0} булсин. У холда х, + х2 = у х + у2, х,, 
ух Е Vx, х2, у2 G V2 тенгликдан х х -  у х = у2 -  х2 тенгликни 
оламиз. Бу ердан х, — у х G Vx, ул  -  х2 Е V2 эканлигини 
назарга олсак х х -  у х = у2 -  х2 = 0. Шунинг учун х, = у,, 
х2 = у2. Бу ерда х,, у х G Vx ва х2, у2 Е V2 векторлар ихтиё­
рий булгани учун V{ + V2 тугри йигинди булади. U

41-§. ЧИЗИКЛИ АКСЛАНТИРИШЛАР 
ВА ИЗОМОРФИЗМ

F  майдон устида V ва W  чизикли фазолар берилган 
булсин.

Т а ъ р и ф .  Агар / :  V -* W  акслантириш ушбу:
1) у;ар кандай х, у, Е V учун f(x  + у) = f(x) + f(y),
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2 )  х а р  Кандай X & Р в а х  £  V учун f(Xx) = G fix )  шартлар- 
каноатлантирса, у  чизикли дейилади.

HU Бу ердаги 1) ва 2) шартларни ушбу:
кандай х , у е  У ваХ .н  G Р учун/(Х х  + цу) = Xfix) +

муносабатнинг уринли эканлиги курсатилади.
М и с о л л а р .  1) V — ихтиёрий чизикли фазо ва X G F  

берилган скаляр булсин. У x p w a fix )  = Хх — чизикли акс- 
лантириш. Хусусан, f(x) = х, яъни айний акслантириш- 
чизиклидир.

2) R1 текисликдаги хар бир векторни берилган а  бур- 
чакка буриш бу фазода чизикли акслантиришни беради.

3) Ушбу f(x) = 2х, + Зх2, х = (xv х,) G Л2, формула 
билан берилган / :  R1 -» R  акслантириш — чизикли.

4) Ушбу fix) = (2х, -  5х2), х = (х,, х2) G R2 формула 
билан берилган f : R2 -* R2 — акслантириш хам чизикли.

5) У?[/] фазода хосила олиш — бу фазони узини узига 
чизикли акслантиришдир.

Агар/ ;  V -» W  ва g : W  U — чизикли акслантиришлар 
булса, у холда уларнинг купайтмаси (суперпозицияси), 
яъни gf : V -* U акслантириш хам чизиклидир. Хакикатан, 
-\ар кандай х, у  G V, X, ц  G F  учун

gf(Xx + ц у )  = g(f(Xx + ЦУ)) = gQ-fix)  + rf(y))  =
= Ш (х) + figfiy).

 ̂Чизикти / ;  V -* IV акслантиришнинг i  G f  сонга 
купайтмаси деб ушбу (Х/)(х) = Xfix) тенглик билан аник­
ланган акслантиришга айтилади. Унинг чизиклилиги бе- 
в°сита текширилади.

Чизикли ; V -* W  ва f 2: V -» W  акслантиришларнинг 
игиндиси деб, ушбу (/J + f 2)(x) = f x(x) + / 2(х) тенглик
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билан аникланган акслантиришга айтилади. Бу акслан 
тириш чизиклидир:

(А, + / 2)(Ях + fiy) = /ДЯх + цу) + / 2(Хх + ну) =
= Щ х)  + A/jOO + я/2(х) + nf2(y) = Я(/;(х) + +

+ nd^y) +  ЛСу)) =  ЛЦ{ +  / 2)(х) +  м(/, + / 2)(у).

Агар/ :  V -* — чизикли акслантириш узаро бир кий- 
матли булса, у холда / 11: И-'' -» К акслантириш хам чизик­
ли. Хаки катан, агар у,, у2 G IV, X, ц Е F булса, у холда 
У1 = / ,(* ,) ,  ^  =  Л х,), *2 е  г  ва f- \X y l + цу2) =  / • ■ № ,)  + 
+ Я/Ц )) = /'!Л-Ц  + И*2) = Ях, + цхг = У*(У,) + А /’0 2).

Т а ъ р и ф .  Узаро бир к;ийматли чизикли акслантириш изо­
морфизм деб аталади. Агар V чизикли фазонинг W  чизикли 
фазога бирор изоморфизми мавжуд булса, V фазо W  фазога 
изоморф деб аталади ва V ~  W  куринишда белгиланади.

Чизикли акслантиришларнинг юкорида исботланган 
хоссаларидан хар кандай чизикли фазо узига изоморф 
эканлиги келиб чикади (яъни айний акслантириш — изо- 
морфизмдир). Ундан ташкари, агар V ~  W  булса, у холда 
W  ~  V\ (симметриклик хоссаси); агар V ~  W, W  ~ U 
булса, у холда V ~  U (транзитивлик хоссаси).

Изоморфизм векторлар устидаги амаллар билан урин- 
алмашиш хусусиятига эга булган узаро бир кийматли чи­
зикли акслантириш булгани учун V фазонинг векторлар 
устидаги амалларга б о т и к  булган барча хусусиятлари их­
тиёрий унга изоморф булган фазога утилганда сак'ганади. 
Хусусан, изоморф чизикли фазолар бир хил улчамга эга. 
Чекли Улчамли фазолар учун бу тасдикнинг тескариси хам 
Уринли.

1 - теорема .  Агар F майдон устидаги вектор фазолар 
бир хил чекли улчамга эга булса, улар изоморф.

Теоремани исботлаш учун изоморфизмнинг симмет­
риклик ва транзитивлик хоссаларига асосан F майдон ус­
тидаги хар кандай п улчамли V чизикли фазонинг Р  га 
изоморф эканлигини курсатиш кифоя.

И с б о т .  Ушбу {е|5 ..., e j  тизим V нинг базиси булсин. 
Барча a v ап Е F  учун f[a v ■■■> а„) = а,е, +...+ « Л
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Евглик билан аникданган f : P  -* V акслантиришнинг 
А м орф изм  эканлигини курсатамиз.

Агар х 6  Квекторнинг {ер е )  базисдаги координата- 
и £ . .... L  булса, у холда /(£,, £„) = х. Координата- 

парнинг ягоналик хоссасига асосанJ[av ...,а п) - Щ ,  ...,£„) 
^нгликлан (а,, а„) = (0„ •■•>£,) тенглик келиб чик,ади. 
Бу /  акслантиришнинг узаро бир кийматли эканлигини 
Лрсатади. Ундан ташкари / — чизикли: агар и = (а,, 
а )> у = 03,, /?„), А, н  £  /  булса, у холда

/(Ли +  fiv) =  ДАя, +  P-Pv  •••> Хап +  цРп) =
= (Аа, + нРх)е, (А</, + црп)еп =  А(а,е, + ...+  а е к) +

+ + ...+  рлеп) = XJ(u) + M v). ■

Чизикли /•' V -* W  акслантириш берилган булсин. 
Т а ъ р и ф .  Ушбу f(x) = 0 тенгликни каноатлантирувчи 

барча х  £  V векторлар туплами чизикли /  акслантиришнинг 
негизи (ядроси) деб аталади ва k(f) куринишда белгиланади. 
f(V) = {f(x)/xG V} С W  туплам f  акслантиришнинг акси 
(образи) деб аталади.

2 -теорема .  Чизицли/ :  V -* W акслантиришнинг неги­
зи V фазонинг цисмфазосидир, образи эса W фазонинг цисм- 
фазосидир. Агар V чеюш улчамли булса, у  холда

dim k(f) + dim f(V )  = dim V.

И сбот .  Arap_ x,, x2 £  k(f), A, p. £  F  булса, у холда 
= 0, Дх2) = 0. Бундан/(Ах, + цх2) = АДх,) + цДх2) = 0 

яъни Ах, + [ix2 £  k(f). Шунга ухшаш, агар y v  у2 £  f(V ), А, 
U £  F  булса у холда шундай х,, х2 £  V векторлар мавжуд - 
ки> У\ = А хх), у2 = А х2) ваАу, + цу2 = АДх,) + д/Ц,) = +
+ / ^ ) е у ( К ) -

Энди dim V = п, {е,, ..., ек} тизим k(j) негизнинг базиси 
^фазонинг k(f) негиздаги бу базиснинг тулдирилиши- 

Дан хосил булган базиси {е,, ..., ек, ек+1, е } булсин. У 
Холда А еш)) А еп) векторлар тизими f(V )  нинг базиси 
Улади. Хакик;атан, агару £  f(V ) булса, шундай х £  Кмав- 

^ УДКи> У = f(x). Бунга асосан, агар х = а,е, + ...+  акек + 
a*+ie*+1 +•••+ а е п, а. £ / ( / ' =  1,л) булса, у  = f(x) =
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= ak+Aek J  +••■+ a / ( e J  чунки f ( e j  =...= f ( e j  = о. УНдан 
ташкари f ( e k+i), ..., f ( e j  векторлар чизикли эркли 
Хакикатан, агар X ^ fle M ) + ...+  X /(eJ  = 0 булса, у ’

f ( ^ k + \ e k+\ +  ••• +  ^„ e J  = ^ к + / ( е к+\) +  ••• +  AJ (e J  =  О , ЯЪНИ

Я*+1е*+1 + - + Х пе п G  k ( f ) -
Демак, бирор ц х, Ик е  /у ч у н

я*+ 1е*+1 + - +ЛА  = ^1е1 + - + t*kek>
^\в\ +••■+ Икек ~ Хк* 1 ~ Хпеп =

Бундан ва {ер ..., ем , ..., еп} тизимнинг чизикли 
эрклилигидан /х, = ц г =•••= Ик = ^*+i =••■= = 0.

Шундай килиб,

dim V = п -  к  + (п -  к) -  dim k(J) + d im f(V ).

Н а т и ж а. Чекли улчамли чизикли фазонинг узини узига 
чизик^ш акслантиришининг узаро бир к,ийматли булиши учун 
унинг негизи ноль фазо булиши зарурий ва кифоявий шарт- 
дир.

И с б о т .  Бу шартнинг зарурлиги аён. Агар бу шарт ба­
жарилган ва dim V= п булса, 2-теоремага асосан dim f(V) = 
п. Демак, f(V) = V  Ундан ташкари f(x) = f(y) тенгликдан 
fix  -  у) = 0 тенглик, бундан эса х  -  у  = 0 ва х  = у 
тенгликлар келиб чикади. ■

Бу натижада фазонинг чекли улчамлилиги мухим. Ма­
салан, хар бир х  = x(t) G i?[/] учун f(x ) = tx тенглик билан 
аникланган f:R [ t]  -* ./?[/] чизикли акслантириш нинг не­
гизи ноль фазо булгани билан у узаро бир кийматли эмас, 
чунки унинг акси озод хади нольга тенг булган куп хад- 
лардангина иборат.



Еттинчи боб

ЧИЗИКЛИ, БИЧИЗИКДИ ВА КВАДРАТИК 
ФОРМАЛАР

42-§. ЧИЗИКЛИ ФОРМАЛАР

/майдон устида V чизикли фазо берилган булсин.
Т а ъ р и ф .  Агар <р V -* F  функция ушбу:
1) хар кандай х, у, Е  Vучун <р(х + у) = <р(х) + <р(у);
2) хар кандай х Е  V, X Е  F учун <р(Хх) = Х<р(х) шарттрни 

каноатлантирса, у  чизикли форма (чизикли функция, чи- 
3ukj1u функционер) деб аталади. Бошкача сузлар билан ай- 
тилганда, агар F  майдонни узи устида чизикли фазо деб 
харалса, чизикли форма — бу V чизикли фазони F  майдонга 
чизикли акслантиришидир.

М и с о л л а р .  1) Агар V — улчами « булган чизикли 
фазо, х  Е  V  векторнинг бирор базисдаги координаталари 
|j ,  ва a v а 2, а п Е  F — берилган скалярлар булса, 
у холда <р(х) = <*,£,, + a j n функция V даги чизикли 
формадир. Кейинрок V даги хар кандай чизикди форма- 
нинг шу куринишда ифодаланиши мумкинлиги курсати- 
лади.

2) Чексиз улчамли С[а, Ь] чизикли фазонинг x(t) эле- 
ь

ментида ср(х) = J x(t)dt тенглик билан <р : С [a, b] -* R

берилган функция чизикли формадир.
Энди dim V -  п, {е,, ..., еп} тизим Кдаги базис, х  Е V 

векторнинг бу базисдаги координаталари £я яъни
х = £]ei + - .+  \ пеп булсин. Агару? : V — F — чизикли форма 
булса^у холда <р(х) = а ,£ , + . . .+  aj£n, бу ерда а .  = <р(е),
Ь' = 15и). Шундай килиб, хар кандай чизикли форма ба- 
зисга кирувчи вектордаги кийматлари билан тула аникла- 
нади. Бу кийматлар чизикли форманинг берилган базис- 
Даги коэффициентлари деб аталади.



Агар {fv  тизим V даги бошка базис ва С = (у ) 
биринчи базисдан иккинчи базисга утиш матрицаси булс̂

л л >

у холда Л  = 2 y ikei . Рк = <P(fk) =  2>*1Р(е,), (* =  1, п)i=l 1=1 '■>п __
яъни /3* = = !,«)•

1=1

Бу формулалар базис узгарганда чизикли форманинг 
коэффициентлари кандай узгаришини курсатади.

Киймати /  майдонда ётувчи V чизикли фазода аник,- 
ланган иккита чизикли форманинг йигиндиси ва Кда 
аникланган чизикли форманинг скалярга купайтмаси яна 
V да аникланган чизикли формадир.

Бу амалларга нисбатан V да аникланган киймати F 
майдонда булган барча чизикли формалар туплами /м ай- 
дон устида чизикли фазо хосил килади (текширинг!). Бу 
чизикли фазо V га кушма деб аталади.

Т е о р е м а .  F майдон устида п-улчамли V чизикли фазо 
ва <р : V -*• F  — чизикли форма берилган булсин. У  х;олда <р 
чизицли форманинг ядроси R(<p) (п -  I) улчамли цисмфа- 
зодир.

И с б о т .  41 -§. даги 2-теоремага кура

dim к(<р) + dim <p(V) = dim V = п.

Бу ерда <р(У) = / в а  /  майдон узи устида бир улчамли 
чизикли фазо булгани учун dim к(<р) =  п -  1. Я

43-§. БИЧИЗИКЛИ ВА КВАДРАТИК ФОРМАЛАР

Т а ъ р и ф .  Агар икки вектор аргументли скаляр <р(х, у) 
функция <р : V2 -* F хар бир аргументи буйича чизикли булса, 
яъни

1) хор к,андай х,, х2 G V ва Я, p. G F  учун

р(Ях, + цх2, у) = k<p{xv у) + р<р(х2, у);

2) хар кандай yv  у2 G Ква Я, p. G /  учун

<Р(х, Яу, + ру2) = 1<р(х, у,) + р<р(х, у2)
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juflpmJiaP бажарилса, у  бичизик^и форма (функция, функцио-
иал) деб аталади.

М и с о л л а р .  1) Dx{a), D2(a) ва D, фазоларда йуналги- 
^ аН кесмаларнинг скаляр купайтмаси бичизикли форма. 

Р‘ 2) Р  Фазода х = (£,, £„) ва у = fa,, ..., »?„) векторлар
п

у) = 2  тенглик билан аникланган функция 

бичизикли.
3) Элементлари F маидондан олинган л тартибли (а.*) 

квадрат матрица берилган булсин. Р  фазода х = ( £ , , £ „ )

вау = (»?!» •••> V„) векторлар учун <Р(х,у) = ^^а Л ,П к  тенг­

лик билан аникланган функция бичизикдидир.
4) С[д, Ь\ фазонинг x(t) ва y(t) элементлари учун

ь
Ф (х ,у ) = \  x(t)y(t)dt

а

тенглик билан аникланган функция бичизикли.
Энди dim V -  п, {е,, e j  тизим Кдаги базис, бу ба- 

зисда х ва у векторларнинг координаталари мос равишда 
|, ,  ва т]п булсин. У холда

/ л  л \  Л

<р(х, у) =  <р 2  £.«.•> 2  Vke k = S  “ iktiVk’
\i= 1 t=l /  i,*=l

бу ерда a* = p(ef, et).
Бу а л скалярлар <p(x, у) бичизикли форманинг {е,, 

е„> базисдаги коэффициентлари, А = (Aft) = ек)) £  -Р*" 
эса — матрицаси деб аталади. Шундай к,илиб, тайинлан- 
ган базисда <р : V2 -* F  бичизикли формалар билан эле­
ментлари F  дан олинган п тартибли квадрат матрицалар 
орасида узаро бир к,ийматли мослик мавжуд.

Энди базис узгарганда бичизикли форманинг матри- 
Цаси к,андай узгаришини текширамиз. Агар V да бошка

п
~ И  Yikei, (К  = 1, п) базис олинган булса, у холда <р (х , у)

*=1
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бичизшдш форманинг янги базисдаги матрицасини В 
= 03.*) орк,али белгилаб, унинг элементлари учун куйида~ 
ги ифодани топамиз:

Рис = f i f i J k )  = !>«*«, 1 =
\ р =1 *=1 )

п п

= X YpiYMeP’ê =  2у1аРяУ̂ -
p,q= 1 Р*9=1

Бу тенглик 5  = (Т'ЛС эканлигини курсатади, бу ерда 
С = (ул) — биринчи базисдан иккинчи базисга утиш мат­
рицаси. С матрица доим махсусмас булгани учун ва мат­
рицанинг ранги махсусмас матрицага купайтирилганда 
узгармаганлиги учун А ва В  матрицаларнинг ранги бир 
хил эканлигини топамиз, яъни бичизицли форманинг хар 
хил базислардаги матрицасининг ранги бир хил. Бу сон 
бичизик^ш форманинг ранги деб аталади.

Агар /р(х, у) — бичизик^и форма булса, у холда q(x) = 
<р(х, х) квадратик форма деб аталади. Шундай килиб, 
юкорида келтирилган хар бир мисол квадратик формата 
мисолни беради.

Т а ъ р и ф. Агар х,ар кандай х, у  £  V векторлар учун 
<р(х, у) = <р(у, х) тенглик уринли булса, бу бичизи^ли форма 
симметрик деб аталади.

Симметрик бичизикли форманинг матрицаси у;ар кандай 
базисда симметрик: а.к = <р(ег ек) = <р(ек, е )  = акГ

Аксинча, агар бичизинуш форманинг матрицаси бирор 
базисда симметрик булса, бичизикли форма хам симмет­
рик. Хак,икатан, А = (а.к) — бирор базисда <р(х, у) бичи- 
зикяи форманинг матрицаси, бу базисда х ва у  вектор­
ларнинг координаталари мос равишда £п ва rjr  V„ 
булсин. Агар А — симметрик булса, у холда а 1к = ак1 
( /,к  = I n ) .  Бунга асосан

п п
<р(у , х)=  2  а *пЛк =  =

1%кш 1 itK=\
п п

=  2  а кЛкП; =  h  =  Ф , у ) -  
к,i=l i,k=1
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д а р  /"майдоннинг характеристикаси (белгиси) 2 дан 
фаркли булса, у холда д(х) = <р(х, х) квадратик форма ушбу

(х у) = 2 ^ х’ ^  + симметрик бичиэикди фор­
ма билан хам хосил килинади. Бу у(х , у) симметрик бичи- 

форма q(x) квадратик форма оркали бир кийматли 
а н и к л а н а д и .  Хакикатан, q(x + у) = хр(х + у, х  + у) = q(x)

+ q(y) + 2 V(x> у)' Бу ердан

ip(x, у) = \  (q(x + у) -  q(x) -  q(y)).

берилган квадратик формани хосил килувчи ягона сим­
метрик бичизикди форма мавжудлигини курамиз.

Т а ъ р и ф .  Квадратик формани х,осил к,илувчи ягона сим­
метрик бичизикли форманинг матрицасига квадратик фор­
манинг матрицаси деб аталади.

Шундай килиб, квадратик форманинг матрицаси май­
дон характеристикаси 2 дан фаркти булганда аникланиб, 
у доим симметрик.

44-§. КАНОНИК БАЗИСЛАР

/майдон устида Кчизикди фазо ва £  : V2 -» / — бичи- 
зикли форма берилган булсин.

Т а ъ р и ф .  Агар V даги {ер еJ  базисда <р(х, у) бичи- 
зикяи форманинг матрицаси диагонал (яъни i *  к  булганда 

(е,, = 0) булса, бу базис <р(х, у) бичизии^ги форма учун 
каноник деб аталади.

Диагональ матрица симметрик булгани сабабли, бичи- 
зикли форманинг каноник базиси мавжуд булиши учун унинг 
симметрик булиши зарур. Агар /  майдоннинг характерис­
тикаси 2 дан фаркли булса, бу шарт кифоя хамдир.

1- т е о р е ма .  Характеристикаси 2 дан фаркли майдон 
Устидаги чекли улчамли чизик^хи фазода аникланган х,ар цан- 

аи симметрик бичизицли форма каноник базисга эга.
И с б от .  Исботни чизикти фазонинг улчами буйича 

математик индукция усули ёрдамида исботлаймиз.
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Характеристикаси 2 дан фаркли F  майдон устида 
улчамли V чизикли фазо ва <р : У7 -* F — бичизикли фор^а 
берилган булсин.

Агар п = 1 б^лса, тасдикнинг уринлилиги аён, чунки 
биринчи тартибли хар кандай матрица диагонал куринищГа 
эга. Энди п > 1 булсин ва улчами < п булган чизикли 
фазолар учун теорема исботланган деб фараз киламиз.

Агар <р(х, у) = 0, яъни айнан нольга тенг булса, у холда 
унинг матрицаси хам ноль матрица булиб, унинг учун хар 
Кандай базис каноник булади. Агар <р(х, у) нольдан фарц- 
ли бичизикчи форма булса, у холда шундай е, G V вектор 
мавжудки, <p(ev е,) ^  0, чунки акс холда хар кандай х, у  £  у  
векторлар учун

<р(х, у) = |  (<р(х + у, х  + у) -  <р(х, х) -  <р(у, у)) = О

уринли буларди.
Ушбу Vx = {х е  V I  <р(х, е,) = 0} тупламни курамиз. Бу 

туплам Кда улчами (л -  1) га тенг кием фазо хосил кили- 
шини курсатамиз. Агар х, у  G Vv  А, ц  S  F  булса, <р(х, 
е,) = <р(у, е,) = 0. Бундан <р(Хх + цу, е,) = Х<р(х, <?,) + 
+ ц<р(у, е,) = 0. Демак, Ах + цу  е  Vy Хар бир х е  V вектор 
ушбу х = Ае, + у, X G F, у  G Уг  куринишда ягона усул 
билан ифодаланиши мумкин. Хакикатан, охирги тенглик 
<р(х -  Ае,, е,) = 0 тенгликка тенг кучли, яъни <р(х, е,) -  А̂  (е,,

ф(ДС, Cj)
е,) = 0. Бу эса <p(ev е,) * 0 булгани учун А, =  ̂ тенг­
ликка тенг кучли. Шундай килиб, А охирги тенглик орка­
ли ягона усулда танланади, у  = х  -  е, е  Vx ва х = Ае, + Ух 
куринишда ягона усулда ифодаланади. Демак, V фазо У, 
Киемфазо билан бир Улчамли {Ае, /  A G F) фазоларнинг 
тугри йигиндисидир. Бундан dim Ух = п — 1.

Индукциянинг фаразига асосан У} фазода <р{х, у) би- 
чизикти форманинг каноник базиси мавжуд. Ушбу {е2, •••, 
еп) тизим Vx даги каноник базисларнинг бирортаси булсин. 
Ушбу {е,, е2, ел} тизимнинг V да каноник базис экан- 
лигини исботлаймиз.



Хакикатан, 1 < к  учун <p(ev  ек) = 0, чунки ек £  Vr  Агар
< / < к  б^лса, у холда {е2, ..., e j  тизим Vt да каноник 

«йгани учун <р(е,, ек) = 0. Булардан ф(х, у)_нинг симмет- 
риклиги туфайли хар кандай / *  к, i, к  = 1 ,п лар учун

у?:-- <р (ер ек) = 0. ■

И сботланган теорема бичизшуш форма учун каноник 
базиснинг мавжудлигинигина курсатиб, муайян бичизик­
ли форма учун уни кандай усул билан топиш кераклиги 
тугрисида курсатма (алгоритм) бермайди.

Куйида келтириладиган теорема баъзи бир симметрик 
бичизикли формалар учун шундай курсатмани (алгоритм- 
ни) беради.

2 - т е о р е м а .  Бирор {ер ..., e j  базисда А = ( a j  матри-
цасининг барна бурчак минорлари нольдан фаркли булган
<р(х> У) симметрик бичизик^ш форма берилган булсин. У
х;олда бичизицли форманинг бу базис билан учбурчакли утиш
матрицаси оркали богланган шундай {ft, f j  каноник

л к -  1 —  
базиси мавжудки, <р (fk, f j  = , (к = \ ,п ) ,  бу ерда

А =1, Ак эса А матрицанинг к  — бурчак минори (k  = 1, п ).

Берилган {ev ..., е )  базис билан учбурчакли утиш мат­
рицаси билан богланган ва 1 < j < k < n  тенгсизликни 
каноатлантирувчи j ,  к  лар учун ушбу

<Р (fk, е )  = 0, <р (fk, е )  = 1 (1)

муносабатларни каноатлантирувчи ягона {fv  ..., f n} базис 
мавжудлигини ва бу базиснинг теореманинг барча шарт- 
ларини каноатлантиришини курсатамиз.

Янги {/J, ..., f n) базисни ушбу

Л = (* = 1 ,п), у* £ F,
Ы\

Куринишда кидирамиз. ХаР бир тайинланган к учун (1) 
муносабатлардан ушбу
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п __________ п

2<Р(^,е} )ул = 0  (У =  1 , к -  1), 2<Р(е' ’ ек)Ул =  1, 
1=1 /=1

ЯЪНИ

2  a ijVik =  0  O' =  1 , к -  1), 2  сс^Уь = 1 
i=l i=l

муносабатлар келиб чикади.
Тайинланган к  учун бу муносабатлар у 1к, уи> лар_ 

га нисбатан детерминанта А* * 0 булган к  та чизюуш тенг­
ламалар тизимидир. Бу тизим ягона ечимга эга булиб, у 
Крамер к;оидаси буйича топилади. Хусусан,

Y«* = * 0  (к = \Гп).

Шунинг учун {е,, еп} базисдан {fv  ..., f n) тизимга 
утиш учбурчакли матрицаси махсусмас, чунки унинг де-

1 _
терминанти У \\' У 22 ' ' '  Упп ~  т — * и Бунга асосан {/"

1\п 1 ’’
/ в} тизим хам базисдир. Энди (1) дан /' < к  тенгсизликни 
цаноатлантирувчи i, к  лар учун ушбу

<P(fk, f )  = <P(fk, 2 Yjiej )  =  2 Ул<Р(fk>ej ) = 0 
j - i  j - \

муносабатни оламиз. Бундан <p (x, у) нинг симметрикли- 
гига асосан / > к  тенгсизликни каноатлан гирувчи i, к лар 
учун <Р (fk, f )  = 0 муносабатларни хам оламиз. Демак {/j, 
—> f n} тизим <р (х, у) учун каноник базис. Нихоят, (1) га 
асосан

П
<P(fk>fk) = 'Z y ik V U k^ i)  = Укк <P(fk,ek ) = (к  = Гя)-в

i-l Д*

Каноник базисни бу теоремада келтирилган топиш 
усули Якоби усули деб аталади.
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45-§. ЛАГРАНЖ УСУЛИ

Агар <р(х> У) — симметрик бичизикли форма, q(x) =
(х х) унга мос квадратик форма ва {ер ..., е„} базису (х, у)

г1ун каноник булса, у х;олда <?(*) = , бу ерда

_ эса х векторнинг бу базисдаги / — координа-
таси Шунинг учун баъзан каноник базис куришни "квад­
ратик формани квадратларнинг йигиндисига келтириш” 
деб хам гапирилади (аслини олганда бу ерда квадратлар­
нинг йигиндиси туфисида эмас, уларнинг чизикли ком- 
бинацияси туфисида ran кетаяпти).

Квадратик формани квадратларнинг йигиндисига кел- 
тирувчи ва Лафанж усули деб аталувчи универсал усул 
мавжуд. Унинг асосий ажралиб турадиган хусусияти шуки, 
унда масала базисни эмас, балки координаталарни кет- 
ма-кет алмаштириш йули билан хал килинади.

Квадратик q(x) форма бирор базисдаги мафицаси 
А = (а.) булсин. Бу мафица симмефик. Бунга асосан

q(x) = ?(£„ = 2 а й|,2 +2
i ,k = 1 i= 1 1 £i< k£n

Бизга q(x) = q ( |  ..., £я) квадратик формага x вектор­
нинг £,, координаталарининг функцияси сифатида 
Караш кулайрок-

А мафидани нольдан фаркди деб фараз киламиз (агар 
А бирор базисда нольга тенг булса, у хар кандай базисда 
Хам нольга тенг булиб, унга мос квадратик форма хам 
аинан нольга тенг булади). У холда унинг камида бирор- 
та элементи нольдан фаркли.

Агар а п *  0 булса, у холда ни уз ичига олувчи барча 
Хадларни йигиб ва бу йигиндини квадратгача тулдириб, 
КУиидаги ифодани оламиз:

•••,§,) = а п( |,  + — £2+. ..+ ̂ - £ п )' + qx(£i, •••> £*)>
а и а п
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бу ерда q(£v  ..., | и) ифода п -  1 узгарувчининг квадратИк. 
формаси. Агар А матрицанинг а и эмас, балки бошца б 
pop диагонал элементи нольдан фаркли булса, юцорида 
гига ухшаш мулох,аза юритамиз (масалан а и *  0 булса /  
уринга £. билан мулохаза юритамиз). ' 1

Энди А матрицанинг барча диагонал элементлари ноль 
га тенг булган холни курамиз. У холда бирор а.., / * 
элементи нольдан фаркли. Соддалик учун а п * 0 булсин 
дейлик. Узгарувчиларнинг куйидаги чизикли алмаштири- 
шини бажарамиз:

е. -  «  + r v  
*. = f; -  
t 3 = . . . .

e . = • * • •

Бу чизикли алмаштиришнинг матрицаси махсусмас 
булиб, хосил булган fj, ..., £' узгарувчиларга борлиц 
булган янги квадратик форма учун а'п *  0. Унга яна юкрри- 
даги мулохазаларни татбик, килиш мумкин. Бошка а *
0, / j  булган хол шунга ухшаш курилади.

Бу мулохазалардан куринадики, доим квадратик фор- 
мадан чизикли ифоданинг квадратини ажратиб олиш мум­
кин, к,олган ифодалар эса узгарувчиларининг сони битта- 
га кам квадратик формани хосил кдлади. Бу квадратик 
формага хам юцоридаги мулохазаларни татбик, кдпиб ва 
математик индукция усулини кулланиб, пировардида бе­
рилган квадратик формани чизикли ифодалар квадратла- 
рининг йигиндиси куринишида ифодалаш мумкин. Н

Мисол курамиз. V = Ю булиб, унда q(x) = q (£,, £2,1 3) 
= -  3^2 -  2£,£2 + 2£,£3 -  6£2£3 квадратик форма берилган 
булсин. У холда

q(x) = -  Щ 2 + Щ ъ) -  Щ  -  б ^ з  =
^  + £3)2 - ¥ г - Ч \ -  Щ г =

=(£, “  f 2 + ^3)2 -  <3 + 4 Ш  -  =
= (?, -  f ,  + £3)* -  (f2 + 2 ^ Y  = т/]- П\,
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fiv ерда *  “  *i "  *2 + + 2 £» Узгарувчилар х
векторнинг янги координаталари, яъни

П1 Г О \ -1 г
л2 = С 2̂ , С = 0 1 2

,Лз, U,J 1° 0 1/

Бундан

N 'лГ '1 1 -3N
2̂ = с ч л2 , с-1 = 0 1 -2

UJ чЛз> ч0 0 \

Демак, 38-§ га асосан {fv f 2, f 3} каноник базис {«,, е2, е3} 
базис билан куйидагича богланган:

А = ev f i  =  ei + /з =  _ 3 e i "  2ег + ег

46-§. ХАКИК.ИЙ КВАДРАТИК ФОРМАЛАР

Коэффициентлари R  \ак?^к,ий сонлар майдонидан олин­
ган чизикли, бичизикли ва квадратик формалар хакикий 
деб аталади. R майдоннинг характеристикаси ноль булга­
ни учун юкорида исботланган барча теоремалар хакикий 
формалар учун уринли.

Т а ъ р и ф .  Агар х,ар кандай нольдан фар/^ги х  вектор учун 
Я(х) > 0 (q(x)<0) тенгсизлик бажарилса, q(x) х;ак;ик;ий квад­
ратик форма мусбат (манфий) деб аталади.

М и с о л л а р .  1) R" фазода q(x) = х\ +...+  х2п квадратик 
форма мусбат. О

2) С [а, Ь] фазода q(x) = J  x 2(r)dr квадратик форма мус­
бат (исботланг). а

Агар {ер е2, еп} базис q(x) квадратик форма учун 
каноник булса, у холда унинг мусбатлиги q{ex), q(en)
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сонлардан хар бирининг мусбатлигига тенг кучли. Бу щапт 
нинг зарурлиги аён. Етарлилиги эса х  вектор | ; 
координталарининг камида бири нольдан фаркли булган

л
q(x) = 2  q(ek)^2k > 0 тенгсизликнинг уринлилигидан

*=1 NC~ 
либ чик,ади.

Сильвестр белгиси деб аталувчи куйидаги теоремада 
квадратик форманинг мусбатлилик белгиси унинг матри­
цаси тилида берилади.

1 - т е о р е м а .  А — квадратик q(х) форманинг бирор ба­
зисдаги матрицаси булсин. У холда q(x) форманинг мус­
бат булиши учун А матрицанинг барча бурчак минорларц 
мусбат булиши зарур ва кифоявий шартдир.

И с б от .  q(x) мусбат булсин. А матрицанинг А:-бурчак 
минорини оламиз:

<р(еi,e,) . ,<р(е х,е к)

<р(ек,е ,) . ■ -<Р(ек,е к)

бу ерда (р (х, .у) — шундай симметрик бичизик«ли форма- 
ки, q(x) = ip (х, х). Бу минорнинг сатрлари чизикли эркли 
эканини курсатамиз, бундан минорнинг нольдан фаркли 
эканлиги келиб чикдди. Хак,икатан, бу минор сатрларини 
Я,, ..., Xk Е R  сонларга купайтириб, Rk фазонинг ноль век- 
торига тенглаймиз:

Xlip(ev  е) + ...+  Хк<р(ек, е) = 0, (/' = 1 ,к )

Бундан <р (Я1е] + ...+ Хкек, е) = 0, (/' = 1 ,к ) .

Бу муносабатлардан эса

X  Xi<p(Xxex+...+Xkek,e i) = q ( £  Я,е,.) = О 
1 1-1

тенгликни оламиз. Бу ердан q(x) нинг мусбатлигига асосан
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тенгликни оламиз. Бу муносабатдан эса {ev ..., e j  тизим- 
нинг чизикли эрклилигига асосанХ1 = Х2 = ...=  Хк = 0 тенг­
ликни оламиз. Бу эса Д* минор сатрларининг чизикли 
эрклилигини курсатади. Бундан Ак *  0 эканлиги келиб 
чикади. Якоби усулини куллаб, шундай {/J, каноник 
базисни топамизки,

« « > - £ .  ■ ■ ■ ,« / . ) •* Z л

Бундан q форманинг мусбатлилигига асосан Д, > О, А̂  >

О, Д„ > 0.
Аксинча, агар А* > 0 (к  = ],п) булса, Якоби усулини 

ку.ьтаб, шундай [fv ..., f )  каноник базисни топамизки,

q(Jk) = ^ L > о (k  = i,n ). 
Ак

Бундан юк^орида исботланганга асосан q(x) форманинг 
мусбатлиги келиб чикади. ■

Шунга ухшаш муло\азалар билан квадратик форманинг 
Куйидаги манфийлик белгиси исботланади: квадратик 
форма манфий булиши учун унинг матрицаси жуфт тар­
тибли бурчак минорлари мусбат ва ток тартибли бурчак 
минорлари эса манфий булиши зарурий ва кифоявий 
шартдир (исботланг).

Куйидаги теорема квадратик формаларнинг инерция 
К°нуни деб аталади.

2 - т е о р е м а .  Х,ак,ик;ий квадратик форманинг ихтиёрий 
««поник базиси векторларидаги мусбат цийматлари сони

манфий цийматлари сони базиснинг танланишига 6of- 
ли* эмас.

Исбот .  Хакикий квадратик q(x) форманинг иккита 
J> eJ  ва {fv ..., f n) каноник базиси берилган булиб,
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?(«?,), q(en) сонларнинг p таси мусбат, q ( f^  ^  ц. 
сонларнинг г таси мусбат булсин. Керак булса, базисда 
даги векторларнинг индекслари урнини узгартириб

ва

<7(е*) =

<?(/*) =

> 0, агар к  = 1 ,р ,

[< 0, агар к  = р + 1,«. 

> 0, агар к  = 1, г,

I < 0, агар к  = г +1, п

шартлар бажарилган деб фараз к,миш мумкин.
Фараз кдлайлик, р > г булсин. К, оркали {ер е } 

тизимнинг чизикли k°6hfhhh ва V2 оркали {f /}  
тизимнинг чизикли кобигини белгилаймиз. Бу тизимлар 
чизикли эркли булгани учун dimVx = р, dimV2 = п -  г.

Бундан

dim ( V} Л V2) = dim + dim V2 -  dim ( V] + V2) >
> p  + (n -  r) -  n = p -  r > 0.

Бунга кура нольдан фаркли х  Е П V2 вектор мавжуд, 

яъни х  = 2  Уjfj-  Демак, <?(*) = ^ q ( ei ) ^  >
i=l j= r+ \ i=l

чунки хар бир i = 1,р учун q(e) > 0 ва ларнинг камида 
бири нольдан фаркли.  Иккинчи томондан я(х ) ~

2  4 i f j  Уч) -  °> чунки хар бир j  -  г + 1,и учун qif) -  °-
у-г+1

Олинган бу карама-каршилик р < г тенгсизлик урин­
ли эканлигини курсатади. Худди шунга ухшаш мулохаза- 
лардан г < р  тенгсизликни оламиз. Демак р = г.

Энди юкорида келтирилган мулохазаларни ( -q )  кваД' 
ратик формага татбик килиб, q квадратик форманинг ка­
ноник базисдаги манфий кийматлари сони базиснинг тан- 
ланишига боглик эмаслиги курсатилади. ■



47-§. ЭРМ ИТ ФОРМАЛАРИ

К о эф ф и ц и ен тл ар и  С комплекс сонлар майдонидан 
нган чизикли, бичизикди ва квадратик формалар 1- 

°ДН к о м п л е к с  формалар деб аталади. Куйидагича таъриф- 
^ ад и ган  комплекс коэффициентли 2-тур чизикли, би­
чизикли ва квадратик формалар хам кур ил ад и.

Т а ъ р и ф .  Агар <р : V -* С функция:
\)трр кандай х, у  £  V векторлар учун <р(х + у) = <р(х) + <р(у),
2) WP Кандай х  £  V ва X £  С учун <р(Хх) = Х<р(х) шарт- 

шрни каноатлантирса, у  2-тур чизикли форма деб ата­
лади.

Бу иккала шарт ушбу:
хрр кандай х, у  £  К ва X, /г £  С лар учун <р(Хх + /гу) = 

= Х<р(х) + Ц<р(у) шартга тенг кучли.
Т а ъ р и ф .  Агар икки вектор аргуменпыи комплекс <р(х, у) 

функция биринчи аргументи буйича 1-тур чизикли форма ва
2-аргументи буйича 2-тур чизикли форма булса, у  2-тур 
бичизикли форма деб аталади.

п ___

Масалан, ушбу f ( x ,y ) =  функция, бу ерда
i,*-i

* = (fP £„), У = (vv •••» Чп) a ik е  С, (/, k  = 1 ,п ) , O' да 
аникланган 2-тур бичизикли формадир.

А гарях, у) функция 2-тур комплекс бичизикли форма 
булса, у холда q(x) = <р(х, х) функция 2-тур квадратик 
форма деб аталади. 2-тур бичизикли форманинг 1-тур би­
чизикли формалардан фарки шуки, улар мос квадратик 
формалари буйича бир кийматли тикланадилар: агар 
q{x) = <р(х, х) булса, у холда бевосита хисоблаш курсата­
ди ки

<р(х, у) = I  (?(х + у ) + iq(x  + /у) -  q(x -  у) -  iq(x - iy ) )  (1)

(текширинг).
Ма комплекс ^фазода 2-тур <р(х, у) бичизикли фор- 

’ у Фазонинг {ер ..., еп} базиси, х, у  £  V векторларнинг
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бу базисдаги мос равишда £п ва т/,, rjn коорДИн 
талари берилган булса, у холда

(л  п \  п ____

,=1 <г=1 )  i ,k = l

бу ерда а 1к = <р(е., ек), А = (ал) G С”'" матрица р форманинг 
{е,, ..., ея} базисдаги матрицаси дейилади. Агар базис Узгар. 
са, у холда ^форманинг матрицаси 1-тур формаларнинг 
матрицаларига ухшаш коида буйича узгаради.

п __
Агар V фазода бошк,а /* = £ У*е„ (Л = 1,и) -  базис

i=i ’
С = (ул) — биринчи базисдан иккинчи базисга утиш мат­
рицаси ва <р(х; у) форманинг иккинчи базисдаги В = (ft.) 
матрицаси берилган булса, у холда

P ik  =  V U i J k )  =  2  Yqke q
q= 1

.Т ,= 2  y piYqk<P(ep ^ q)=  Х,У1а ряУяк-
/>,9=1 P.?=l

Бу тенглик В = СГЛС эканлигини курсатади, бу ердаги 
С -(Y ik )  матрица С матрица элементларини мос равиш­
да комплекс кушмасига алмаштиришдан хосил булган.

Т а ъ р и ф . Агар хар цандай х, у  Е Vучун <р(х, у) = <р(У>х) 
тенглик уринли булса, 2-тур <р(х, у) бичизикли форма (ва 
унга мос q(х) = <р(х, х) квадратик форма) эрмит формаси 
деб аталади. 1-тур бичизикли формалар орасида симмет­
рик формалар ^андай урин тутса, 2-тур бичизикли форма­
лар орасида эрмит формалар шундай урин тутади.

Т а ъ р и ф. Агар элементлари С майдондан олинган 
А = ( a j  матрица учун АТ = А (яъни аи, = а И)  тенглик 6а- 
жарилса, у  эрмит матрицаси деб аталади.

Хар кандай базисда эрмит формасининг матрицаси 
доим эрмит матрица, чунки ant = tp(eh ek ) = <р(ек , ^ )  = aki- 
Аксинча, агар 2-тур бичизикли форманинг м а т р и ц а с и
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О базисда эрмит булса, у холда унинг узи хам эрмит. 
ХаЮ^атан- агар А = (я,*) — эрмит матрица булса, у холда

_________  п _  П _  __

<р(х,у)= =
i , t = l  /,*=1

= ЪаиП ьё, = ' 2 a ikTlil k =<р(У,х). 
i , k - l  « '.* =  1

1 -теорема. >>> бичизи^и  форма эрмит були­
ши учун унга мос q(x) = p fo  х> квадратик форманинг ций- 
мати *ар цандай х  G V учун х;ацик;ий булиши зарур ва ки-
фоя. --------

И сбот. Хакикатан х = у  булганда <р(у, х) = <р(х, у)  тенг­
ликдан q(x) = q(x) тенгликни оламиз. Аксинча, агар q(x) 
дар кандай х G V учун хакикий булса, (1) формулага асо­
сан

f ( x J )  = \ ( q ( x  + у) -  iq(x + iy) -  q(x -  у) + iq(x -  iy) =

= ~ (q(y + x) + iq(y + ix) -  q(y - x )  -  iq{y -  ix)) = <p(y, x). ■

Эрмит бичизикш формалари учун юкорида симметрик 
бичизикли формалар учун олинган теоремаларга ухшаш 
теоремаларни олиш учун 2-тур бичизикли формаларга мос- 
лаштирилган каноник базис таърифини берамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар 2-тур бичизикш форманинг матрицаси 
(е,, e j  базисда диагонал ва %ак;ик;ий булса, у  берилган 2- 
тУР бичизикли форма учун каноник деб аталади.

Бундай матрица эрмит булгани учун хозир киритилган 
маънодаги базисларга факат эрмит формаларигина эга 
булиши мумкин. Агар q(x) — эрмит квадратик формаси 
булса, унинг каноник базисдаги куриниши куйидагича:

q(X) = 2 a kk%k£k ~ ^ a kk\%k\2 , 
k=1 *=1

6у ерда akk =  q(ek) е  л.
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Куйида келтириладиган эрмит формалари хасида 
теоремаларнинг исботлари симметрик формалар хакил 
ги мос теоремаларининг исботларига ухшаш булгани vv 3 
уларни келтирмаймиз ва укувчига мустакил исботлащ 
Колдирамиз.

2-т е о р е м а. Чекли улчамли комплекс фазода аник тн 
ган х,ар кандай эрмит формасининг каноник базиси мав 
жуд.

3 - т е о р е м а  (Сильвестр белгиси). Эрмит формасининг 
мусбат булиши учун унинг бирор базисдаги матрицаси барча 
бурчак минорларининг мусбат булиши зарур ва кифоя.

4 - т е о р е м а  (инерция кону ни). Эрмит форманинг их­
тиёрий каноник базиси векторларидаги мусбат циймат- 
лари сони ва манфий цийматлари сони базисни танлашга 
ботлик, эмас.



Саккизинчи боб 

ЕВКЛИД ВА УНИТАР ФАЗОЛАР

48-§. ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИ

Т а ъ р и ф .  Агар Vу;ак,их,ий чизикли фазода икки вектор 
аргументли (х, у) скаляр функция учун ушбу

1) xfip кандай х, у  Е V учун (х, у) = (у, х);
2) *ар кандай x v  х2, у  £  Vучун (х, + х2, у) = (х,, у) + (х2у);
3) хар кандай х, у  £  V, X £  R учун (Хх, у) = Х(х, у);
4) хар кандай нольдан фаркли х  £  Vвектор учун (х, х) > О 

шартлар бажарилса, у  скаляр купайтма деб amajiadu. Ска- 
jinp купайтмали V фазо эса евклид фазоси деб amajiadu.

Равшанки, евклид фазонинг хар к,андай кисмфазоси 
хам евклид фазо.

Юкрридаги 2) ва 3) шартлар скаляр купайтма биринчи 
аргумента буйича чизикли эканлигини, булар ва 1) сим- 
метриклик шарти эса унинг симметрик бичизикли форма 
эканлигини курсатади. Охирги 4) шарт бу бичизикли фор- 
мага мос квадратик форманинг мусбатлигини курсатади.

М и с о л л а р .  1) Z), (a), D2(a) ва D3 фазоларда йуналти- 
рилан кесмаларнинг скаляр купайтмаси деб уларнинг узун- 
ликларини улар орасидаги бурчакнинг косинусига купаю-- 
масини оламиз.

2) R" да х  = (aj, ап) ва у  = (fiv  ..., fin) векторларнинг 
скаляр купайтмаси деб

(х,у) =
1

Функция га айтамиз.
3) С[а, Ь\ фазода x(t) ва y(t) узлуксиз функцияларнинг 

скаляр купайтмаси деб



(x ,y )  = Jx(t)y(t)d t
а

функцияга айтамиз. (Бу мисолларда скаляр купайтманинг 
барча хоссалари бажарилишини текширинг.)

V евклид фазосида {х,, xt} векторлар тизимининг 
Грам детерминанта деб ушбу

у(х,, . . . ,х к) =
(x,,xi) . • (*!•**)

(х*,х,) . •(х к,х к)

детерминантга, Грам матрицаси деб эса ушбу ((х,,х,)), 
( / ,7  = 1,к) матрицага айтамиз.

1-те о ре ма .  Агар {х,, хк) тизим чизикли эркли булса, 
унинг Грам детерминанти мусбат, ва акс холда — нольга 
тенг.

И с б о т .  Дастлаб {х,,...,хк} тизим чизикли эркли булган 
Холни курамиз. У холда бу тизим уз чизикли кобиги V{ 
нинг базиси, бу тизимнинг Грам матрицаси эса (х, у) сим­
метрик бичизикли форманинг V даги матрицаси булади. 
Квадратик (х, х) форма мусбат булгани учун Сильвестр 
белгисидан Грам детерминантининг мусбатлиги келиб 
чикади.

Энди {х,, ..., x j  тизим чизикли богланган булсин. У 
ходца Грам детерминантининг сатрлари чизикли боглан­
ган: Я, х, +...+ Хкхк = 0 тенгликдан барча / = 1 ,к  лар учун

Я,(Хр х.) + ...+  Хк(хк, х )  = (AjXj +...+ Хкхк, х.) = (0 , х;) = О

тенглик келиб чикади. Бундан эса Грам детерминанти- 
нинг нольга тенг эканлиги келиб чикади. ■

Бу теореманинг мухим натижаларидан бири — Коши- 
Буняковский тенгсизлиги (баъзан Шварц тенгсизлиги хам 
дейилади):
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2 т е о р е м а .  Агар х  ва >' ев/сгид фазосининг векторлари 
булса, У ^ л д а

(х, j>)2 < (х, х) (у, >>).

Бу тенгсизликда тенглик булиши учун х  ва у векторлар- 
нинг чизикли боманган булиши зарур ва кифоя.

И с б от. Бу тасдикнинг исботи Грам теоремасини {х, у} 
тизимга татбик кдлинганда бу тизимнинг Грам детерми­
нанта (х, х) (у, У) ~ (х, У)2 эканлигвдан келиб чикади. ■

Коши-Буняковский тенгсизлигида х ва у  векторлар 
сифатида R" евклид фазонинг (а,, ..., ссп) ва (/?,, /?л) 
векторлари олинса, хар кандай хакикий a v  ..., ап, /3,, 
сонлар учун

(а \Р\ +---+апРл)2 -  (a i +---+а2п)(Р\+---+Р2п)

тенгсизлик уринли эканлигини оламиз.
Коши-Буняковский тенгсизлигида х ва у  векторлар 

сифатида С [а, Ь\ евклид фазосининг x(t) ва у(г) элемент- 
ларини олсак, [а, Ь] да аникланган ва узлуксиз хар кан­
дай х(/) ва y(t) функциялар учун

[ f  x(t)y{t)dt\ < /  x(t)2dt ■ f  у  (у)2 dr
\ а  J а а

тенгсизлик уринли эканлигини оламиз.
Евклид фазодаги х векторнинг узунлиги деб -J(x,x) 

сонга айтилади ва уни |х | (баъзан ||х||) куринишда белги­
ланади. Бундан келиб чикадики, ноль векторнинг узун­
лиги нольга тенг ва бошка хар кандай векторнинг узун­
лиги мусбат. Ундан ташкари хаР кандай х G V ва A G R 
Учун

. IАх| = | А | | х|.

Хакикатан

|Ах| =  V(Ax,Ax) = ylx2( x , x ) =  |А) ■ |х|.
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3 - т е о р е м а .  %ар цандай иккита вектор йигиндисининг 
узунлиги улар узунликларининг йитндисидан катта эмаг 
яъни

\х  + у \ < | х |  + \у \ .

Исбот. Хакикатан, Коши-Буняковский тенгсизлигига 
асосан

| х  + у \2 =  (х + у, х  + у) = | х | 2 + \у \г + 2(х, у) <

< | х | 2 + \у \2 + 2 | х | * | у |  = ( | х |  + Н ) 2.

Бундан \х  + у \<  |х | + \у\. ■
Вектор узунлигининг бу хоссаси х ва у  векторлар айир- 

маси узунлигини уларнинг орасидаги масофа (метрика) 
деб олишга имкон беради.

Т а ъ р и ф .  Евклид фазосида х  ва у  векторларнинг ораси­
даги масофа (купинча метрика хам дейилади) деб р(х, у) = 
= | х — у  | у;ак,ик,ий функцияга айтилади.

Киритилган |х  -  у  \ масофа метриканинг барча хусуси- 
ятларига эга:

1) хар кандай х ва у  учун р(х, >0 = р(у, х).
2) хар кандай х *  у  учун р(х, у) > 0;х  = у у ч у н р (х ,у )  = 0 

ва аксинча р(х, у) = 0 б^лса, х = у\
3) хар кандай х, у, г  учун р(х, у) < р(х, г) +  p(z, у).
Биринчи ва иккинчи хоссаларнинг бажарилиши аён.

Учинчи хосса куйидагича исботланади:

I* ~У\ = К* -  Z) + (Z ~У)\ ^ \х -  z\ + \z  -  УI-

Ушбу р(х, у) = | х -  у  | метрика евклид метрикаси деб 
аталади.

49-§ . ОРТОГОНАЛ ВА ОРТОНОРМАЛ ТИЗИМЛАР

Коши-Буняковский тенгсизлиги ихтиёрий иккита ноль­
дан фаркли х ва у  векторлар орасидаги бурчак т а ъ р и ф и н й  

киритишга имкон беради:



ч у н к и Коши-Буняковский тенгсизлигига асосан

(х ,у)

W-W
< 1 .

Йуналтирилган кесмалар фазосида бурчакнинг бу таъ- 
рифи бурчакнинг оддий таърифига айланади.

Т а ъ р и ф. Агар х  ва у векторлар орасидаги бурчак у  га 
тенг булса, бу векторлар ортогонал дейилади.

А г а р х вау векторлар ортогонал булса, у холда (х, у) = 0. 
Аксинча, нольдан фаркли х  ва у  векторлар учун (х, у) = О 
булса, улар ортогонал.

Демак, юкрридаги таърифни куйидагича айтса дам була­
ди. Агар нольдан фаркли х  ва у  векторлар учун (х, у) = 0 
булса, улар ортогонал дейилади.

Евклид фазосидаги векторлар тизимига кирувчи хар 
к,андай иккита вектор ортогонал булса, бу тизим ортого­
нал дейилади. Агар ортогонал тизимга кирувчи хаР бир 
векторнинг узунлиги бирга тенг булса, бу тизим ортонор- 
мал дейилади. Х,ар кандай ортогонал тизимни, ундаги хар 
бир векторни узунлигига булаб, ортонормал тизимга ай- 
лантириш мумкин.

Мисол курамиз. С [а, Ь\ евклид фазосида 2п + 1 век- 
тордан иборат ушбу

1, cos 1, sin t, cos 2/, sin 2/, ..., cos nt, sin nt

векторлар тизими ортогонал, чунки хар кандай бутун к  ва 
т лар учун



2л [0, агар к *  т
/  cos kt cos mtdl -  • л , агар к = т *  О

2л, агар к = т = 0 ,

2 я
/  sin • sin tdt = 
О

О, агар к *  т 
л ,  агар к = т .

Хар бир векторни унинг узунлигига булиб, ушбу

ортонормал тизимни оламиз.

Т е о р е м а .  Чекли улчамли евклид фазосида ортонор­
мал тизимлар мавжуд.

И с б о т .  Х,а*чИК,атан (х, у) симметрик бичизикли фор­
манинг (ev ..., е )  каноник базиси мавжуд. Бу базис век- 
торлари ортогонал, чунки \ ф к  булган да (е., ек) = 0. Бу 
базис векторларининг х;ар бирини унинг узунлигига булиб, 
ортонормал базисга келамиз.

V евклид фазосида {ev ..., е )  ортонормал базис ва
£л сонлар х  векторнинг бу базисдаги координаталари 

булсин. У холда

Агар r}v ..., г)л сонлар у векторнинг уша базисдаги ко­
ординаталари булса, у холда

cos t sin / cos nt sin nt

(*, ek) 1 ^ е к \ = 2 и е п е к) = £к .
n n

Демак
n

x  = 2 ( x >ek)ek .
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п Л
(х,у)  = 2(«<.«*>£Л* =  ' Z h ’lk

i,k- 1 *■=!

Хусусан, У -  x  УЧУН

< * , * ) - 2 Й  ■>“ М - Д й -
* = 1  V

К фазо сифатида текисликдаги йуналтирилган кесма- 
лар фазосини олсак, охирги тенглик Пифагорнинг клас­
сик теоремасини беради. Шунинг учуЯ охирги тасдикка 
Пифагор теоремасининг жуда кенг умумлашмаси деб 
к,араш мумкин.

50-§. ОРТОГОНАЛ ПРОЕКЦИЯЛАР

Кевклид фазосида Vx киемфазо вах G V вектор берил­
ган булсин. Агар х вектор Vx киемфазонинг хар бир век- 
торига ортогонал булса, х  вектор Vx киемфазога ортого- 
нал дейилади.

Т а ъ р и ф .  Vx киемфазога тегишли булмаган х  £  V век­
тор учун шундай х, Е Vx вектор топилсаки, х  -  х, вектор 
Vx киемфазога ортогонал булса, бундай х, вектор х  вектор­
нинг Vx киемфазога ортогонал проекцияси (сояси) деб ата­
лади.

Хусусан, агар х вектор Vx киемфазога ортогонал булса, 
У холда ноль вектор х векторнинг Vx га ортогонал проек- 
Цияси булади.

1 - теорема .  Агар х, G Vx вектор х  G Vвекторнинг ор- 
тогона.1  проекцияси булса, у  холда х, векторга тенг булма- 
ган х,ар кандай z Е Fj вектор учун | х  -  z \ > \ х  -  х,| тенг­
сизлик уринли (яъни евклид метрикасида х х вектор Vx фа­
зода х  векторга энг якин вектор).

И с б о т .  Хакикатан, Z -  х х вектор Vx нинг нольдан 
Фарк^ш вектори ва (х -  х,, z -  х,) = 0. Шунинг учун
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tx - ф  =  ( x - Z , x - z )  =  ( (x  - x , )  -  iz - x , ) , ( x  - X , )  -  (z 

=  \x -  x , |2 +  IZ -  X,|2 >  \x -  x ,p  

Бундан |x  -  z| > |x  -  x , |.  ■

2-те о р ема .  Агар Fj — евклид Vфазосининг чекли улча м ­
ли цисмфазоси булса, у  холда Vx га тегишли булмаган х,ар 
Кандай х  вектор ягона х, е  Vl ортогонал проекцияга эга 

И с б о т .  Vt нинг бирор {ev ek} ортонормал базисини 
оламиз. У холда

х, = £ ( х ,  <?,)«,. е  Vt 
i=1

вектор х векторнинг У1 га ортогонал проекциясидир. 
Хакикатан, хар бир т = 1, 2, к  учун

к
(*чет ) = £ (х,е,) (е,,ет) = (х ,ет ) .

1=1

Демак, (х -  х,, ет) = 0. Шунинг учун хар кандай 
j .  к 

У = 2, 4mRm G У\ вектор учун (х — Хх, у) = X  Т]т(х -
m* 1

~х \,е т) = 0.
Ортогонал проекциянинг ягоналиги 1-теоремадан ке­

либ чикади. ■
Векторнинг чексиз улчамли кисмфазога ортогонал про- 

екцияси мавжуд булмаслиги хам мумкин. Масалан, маъ- 
лумки, С [а, Ь\ фазода евклид метрикасида ё  узлуксиз 
функциясига энг якин булган купхад мавжуд эмас. Бун­
дан е' функциясининг купхадлар кисмфазосига ортогонал 
проекцияси мавжуд эмаслиги келиб чикади.

Мисол курамиз. Ушбу

п

«о + X  (а к cos kt + р к sin kt) 
к=1
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инишдаги хар кандай функция п даражали тригоно- 
SnfflK купхад Деб аталади. Даражаси < п барча тригоно- 
МеТрик купхадлар С [а, Ь\ фазонинг 2п + 1 улчамли Г 
^ ^ с м ф а з о с и н и  хосил килади. Юкорида курилган ушбу

] cos t sin / cos nt sin nt
Гп ’ i r

тизим бу кисмфазонинг ортонормал базисини хосил ки­
лади.

Агар J[t) функция [0,2л-] сегментда аникланган ва уз- 
луксиз б^лса, у холда 2-теореманинг исботида курсатил- 
ганига кура, унинг Тп кисмфазога ортогонал проекцияси 
(яъни евклид метрикасида бу функцияга энг якин булган 
тригонометрик купхад)

-7 - + X  (а * cos k t + ft к sin to) к* 1

купхаддир, бу ерда

а к = — / / ( t )cosktdt, ftk = -  f  /(O sin  ktdl

Бу тенгликлар билан аникланган ak Baftt коэффициент- 
ларД/) функциянинг Фурье коэффициентлари дейилади.

51-§. УНИТАР ФАЗОЛАР

Унитар фазо — евклид фазосининг комплекс куриниши. 
Т а ъ р и ф .  Агар Vкомплекс чизикли фазода икки вектор 

аргументы (х, у) комплекс кийматли функция учун ушбу:
1) %ар кандай х, у  е  V учун (х ,у ) = (у ,х );

2) Хар кандай x v х2, у  е  Vучун (х, + х2, у) = (х,, у) + Ц ,  у)\ 
 ̂ Ж-Хожиев 11 s



3) Хар кандай х, у  G V, Я G С учун (Ях, у) = Я(х, _у);
4) кандай нольдан фаркли х  G V вектор учун (х, х) > о 

шартлар бажарилса, у  V комплекс чизикли фазодаги скаляр 
купайтма деб аталади. Скаляр купайтма аникланган V ком- 
плекс чизикли фазо эса унитар деб аталади.

Равшанки, унитар фазонинг хар кандай кисмфазоси 
хам унитар фазо.

Иккинчи ва учинчи шартлар скаляр купайтма бирин­
чи аргумента буйича чизикли эканлигини курсатади. Бун­
дан ва биринчи шартдан иккинчи аргумента буйича 2- 
тур чизикли эканлиги, яъни

(х, у х + у2) = (x. y j  + (х, у2),
(х, Ху) -  Я (х, у)

шартларнинг хар кандай х, у, y v  у2 G V, Я G С учун бажа- 
рилиши келиб чикади (исботланг). Буларга кура, унитар 
фазодаги скаляр купайтма эрмит формаси булиб, унга мос 
квадратик форма мусбат.

Мисол курамиз. Агар С" фазодах  = (а,, ...,а„) вау  = (/?,, 
..., /?л) скаляр купайтмани

(х,у) =
Ы1

тенглик билан киритсак, С1 унитар фазога айланади (тек- 
ширинг).

Евклид фазосидаги каби унитар фазода хам, Грам де­
терминанти тушунчаси киритилади ва векторлар тизими 
чизикли эркли булса, уларнинг Грам детерминанти мус­
бат эканлиги ва акс холда — нольга тенг эканлиги исбот- 
ланади. Бу теоремани иккита вектордан иборат тизимга 
татбик килиб, унитар фазо учун Коши-Буняковский тенг- 
сиэлигини оламиз. Унитар фазода бу тен гси зли кн и н г кури- 
ниши куйидагича:

\(х, y)Y < (х, х) (у, у).
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Унитар фазода векторнинг узунлиги худди евклид фа- 
зодагидек таърифланади: |х| = J ( x , x ) . Хар кандай Я Е С 

учун
|Ах| = |Я | - 1 х|

Коши-Буняковский тенгсизлигидан Кунитар фазонинг 
хар кандай х, у  векторлари учун |х  + у \  < |х | + \ у \  тенг- 
с и з л и к н и н г  уринли эканлиги келиб чикади. Бу евклид 
фазодаги каби унитар фазода ушбу р(х, у) = \ х  -  у  | тенг­
лик оркали метрика киритишга имкон беради.

Унитар фазода иккита вектор орасидаги бурчак тушун- 
часи киритилмайди, аммо ортогоналлик тушунчаси ки- 
ритилади: агар унитар фазодаги нольдан фаркли иккита 
векторнинг скаляр купайтмаси нольга тенг булса, улар 
ортогонал деб аталади. Ортогонал ва ортонормал тизим 
тушунчалари худди евклид фазосидагидек киритилади.

Унитар фазода ортонормал базисларнинг мавжудлиги 
эрмит формалар хакидаги теоремалардан бевосита келиб 
чикади. Агар V унитар фазода {ev ..., e j  ортонормал ти-

п п
зим берилган ва х = £ £ кек , У = £  Vkek бу фазодаги век- 

торлар булса, евклид фазодаги каби, ушбу

£* = (х ,ек), (к  = 1,л), (х,д>) =
к=\

В " :  И * =  2 N *
А:=1

тенгликларни оламиз.
Бу параграфдаги келтирилган теоремаларнинг исбот- 

ларини муста кил бажариш тавсия килинади.



Тущизинчи боб 

ЧИЗИКЛИ ОПЕРАТОРЛАР

52-§. ЧИЗИ1У1И ОПЕРАТОРЛАР ВА УЛАРНИНГ 
МАТРИЦАЛАРИ

Чизикли фазонинг узини узига чизикли акслантири- 
ши чизикли оператор деб аталади.

Мисоллар. 1) F  майдоннинг тайин бир X элементи бе­
рилган булсин. Бу майдон устидаги V чизикли фазонинг 
х  -* X х  акслантириши чизикли оператордир.

2) В2(а) ва £>, фазоларда бирор тугри чизик, берилган 
булсин. Йуналтирилган кесмани бу тугри чизик;к;а орто­
гонал проекцияланиши чизикли оператордир.

3) A £  Р*п матрица берилган булсин. Р  чизикли фазо 
элементларини п та элементли бир устун куринишида 
ифодалаб, унинг Узини узига ушбу х  -* Ах (А матрицани 
чапданхустунга купайтириш) акслантириши чизикли опе­
ратордир.

4) R  [/] ва /?я[/] чизикли фазоларда косила олиш ама­
ли — чизикли оператор.

5) С [а, b] фазода хар бир x(t) узлукиз функция учун
I

/ ( / )  = /  x{u)du, (a < t < b ) , тенглик билан аникланувчи 
а

акслантириш чизикли оператор.
41-§ да чизикли акслантиришларнинг йигиндиси, 

купайтмаси ва сонга купайтмаси таърифланган эди. Бу 
таърифларни V чизикли фазодаги чизикли операторлар 
тупламига татбик, к,илсак, у бу амалларга нисбатан халк,а- 
га айланади. Бунда чизикли операторлар йигиндиси ва 
купайтмасининг халк,а аксиомаларини к^аноатлантириши 
бевосита текширилади. V  чизикли фазонинг хар бир эле- 
ментини 0 элементига утказувчи оператор (у ноль опе­
ратор деб аталади) бу халкдда ноль ролини уйнайди.
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Г , дкди фазонинг хар бир элементини узини узига утка- 
40 чи айн ий  оператор (у бирлик оператор хам деб атала- 

халкада бирлик ролини уйнайди. 
у  чизикли фазода /чизикли оператор ва Vy киемфазо 

шундай булиш  саки, хар бир х  G Vt учун fix ) G Vx шарт 
бажарилса, Vx киемфазо /  чизикли операторга нисбатан 
инвариант деб аталади. Масалан, хар бир /  чизикли опе­
ратор учун k e r f  62 A V ) киемфазолар инвариантдир. 
Х акикатан, агар х G k e r f  булса, у холда fix )  = О G k e r f  
Агар x G fiV )  булса, у холда fix )  е  f i t 0, чунки х G V 

F майдон устидаги чекли улчамли Кчизикли фазо­
да {ег е„} базис ва/ :  V -* V чизикли оператор берил­

ган булсин. У холда хар бир х = учун

f ix )  = £ $ * /(« * ). 
t=i

Бундан кУринадики, чизикш  оператор базис вектор- 
лардаги киймати билан тула аникланар экан. Чизикли опе- 
раторнинг базислардаги кийматларини базис буйича ёйиб, 
куйидаги ифодаларни оламиз:

/(**) = а * G F > (к = i-i

А = (aft) G F ,x” матрица чизикли операторнинг {ev ..., 
еп} базисдаги матрицаси деб аталади. Шундай килиб, агар 
чекли улчамли V  фазода базис берилса, у холда хар кан­
дай f : V -* V чизикли оператор бу базисдаги матрицаси 
билан бир кийматли аникланади. п — улчамли V чизикли 
фазода базиснинг берилиши, бу фазодаги чизикли опера- 
торлар билан F  майдон устидаги п тартибли квадрат мат­
рицалар орасида узаро бир кийматли муносабат урнатади.

М и с о л л а р .  1) D3 фазода базис сифатида i, j ,  к  орт- 
тарни олиб, абсцисса укига /  ортогонал проекциялашни 
Караймиз. Бунда /(/') = f ( j )  = f ( k )  = 0 булгани учун 
Унинг матрицаси
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'1 0 o'
О О О
,0 о оу

2) Р  фазода базислар сифатида е, = (1, 0, 0), е2 = (о
1, 0), еп = (0, 0, 1) ортларни олиб, А = (aft) е  р,*’п 
матрица оркали J[x) = Ах чизикли операторни

Л 6)} = а1\е\ + а2\е2 + ••■+«„> еп,

Ае ) = а, е, + а .  е. +...+ а еп ' 1л 1 2л 2 пп п

муносабатлар оркали аниклаймиз. Демак,/операторнинг 
олинган базисдаги матрицаси А.

3) фазода {1, /, Г) базис олинса, унда диффе- 
ренциаллаш операторининг матрицаси

'0 1 0 . .  0 0'
0 0 2 . .  0 0

0 0 0 . .  0 п

1° 0 0 . .  0 o j

куринишга эга.
4) Ноль операторнинг матрицаси хар кандай базисда 

Хам ноль матрица.
5) Бирлик операторнинг (айний акслантиришнинг) мат­

рицаси хар кандай базисда бирлик матрицадир.
Чекли Улчамли V  фазода базис берилган булса, у х0ЛДа 

бу фазодаги/чизикли операторлар билан у л а р н и н г  Л^мат- 
рицалари орасидаги узаро бир кийматли муносабат КУ®И' 
даги хоссаларга эга:

Af+g = А{ + Ag; Ах/ = ХАр X Е Р,

\  = л г \ -
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1 Охирги хоссани исботлаймиз (колган хоссаларнинг ис-
шунга ухшаш). Базис {е,, e j  берилган булиб, бу 

Йа исда /, g ва fg  чизикли операторларнинг матрицалари
2  = (а* ),Ч  = Ю  ва <У*> бУдсин- У *олда

/ Ы  = 2 a *ei’ g(ek) = 2 P * ei>
im 1 |«1

(£)(«*) = 2  У**|> (* = 1, ri). 
i=\

Иккинчи томондан

fg{ek) = f(g {e k)) = = 2 /*,*/(*,) =
\p=i / p=i

/л \ л л ^
2 а*А и М l a ipPpk

\/*1 / 1=1[р-1 J

Демак У* = , яъни = Af -Ag.
р = 1

Т а ъ р и ф. Агар f : V  -* V акслантриш (чизикли булиши 
шарт эмас) учун шундай g : V -*■ V акслантириш мавжуд 
булсаки, fg  = g f = е — бирлик (айний) акслантириш булса, g 
акслантириш /  га тескари деб аталади.

Агар /  акслантириш учун тескариси мавжуд булса, у 
ягона. Хак^щатан, иккита g2 тескари акслантириш мав­
жуд булсин:

fg\ = g / =  е, fg2 = g / =  е-

У холда g jgl = (gj ) g] = eg, = gv

Иккинчи томондан g/g, = g2(fg,) = g2e = g2. Демак, gi = g2.
Берилган '/акслантиришга тескари g акслантириш g = / '  

кУРинишда белгиланади. Агар/  — чизикли оператор булса,



у холда / - ’ хам чизикли. Хакикатан, агар х, у  е  у  ихтиё 
рий векторлар булса, /  нинг тескариси мавжуд булган'  
учун шундай ягона a, b G V векторлар мавжудки, Да) -. 
Дй) = у. Бундан /  чизикли булгани учун Да + Ь) = х  + ’ 
Натижада

f \ x  + у) = /- ‘Д а + Ь) = а + b = f \ x )  + /  '(у).

Шунга ухшаш f~l(Xx) = X f \x )  хосса исботланади.
1 - т е о р е ма .  Чекли улчамли чизицли фазодаги чизи^лц 

операторнинг тескариси мавжуд булиши учун унинг мат­
рицаси махсусмас булиши зарур ва кифоя. Бу шарт бажа- 
рилганда унинг матрицаси д;ар цандай базисда махсусмас 
ва А | — .

И с б о т .  Чизикли /  операторнинг тескариси булган g 
чизикли оператор мавжуд булсин: jg -  gf = е. У холда 
ихтиёрий берилган базисда /  ва g  ларнинг матрицалари 
куйидаги тенгликни каноатлантиради:

Af -At = Ag ■ Af  -  Ah = At = E, бу ерда E  — бирлик 
матрица. Бундан Af  матрицанинг махсусмаслиги ва 
\  = А х = А~} 1 тенглик бажарилиши келиб чикади.

Аксинча, бирор базисда Af  махсусмас булсин. У холда 
бу базисда матрицаси Ах = Af x шартни каноатлантирувчи 
чизикли g  операторни олсак, унинг учун А^ = А{ • Ag = А^ = 
= Ax -Af = Е  тенгликлардан fg  = g f -  е тенгликларни ола­
миз (чунки берилган базисда /  -* Ар Af  -* /  — узаро бир 
кийматли муносабатлар), яъни /  нинг тескариси мавжуд ва
g = f lM

Энди базис узгарганда чизикли операторнинг матри­
цаси кандай узгаришини кузатамиз. /м ай дон  устидаги V 
чизикли фазода иккита {е,, ..., еп}, {fv f n} базислар ва 
и : V ■* V — чизикли оператор берилган булсин. А ва В 
матрицалар и чизикли операторнинг мос равишда бирин­
чи ва иккинчи базисдаги матрицалари булиб, С-биринчи 
базисдан иккинчи базисга утиш матрицаси булсин. Агар 
А = \ a ik), В = (Рл), С = (уа) деб олсак, у холда
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И п
u(£fc) = У. — ftikfi>

i - 1 i” l

Л  = 2 > * е. (л = 1,л).

ушбу v(et) = f k (* = 1,я) тенглик билан янги v : К-+ V 
чизикли операторни аниклаймиз. Бу операторнинг {ер ..., 
е } базисдаги матрицаси С матрицадир. С матрица бир 
базисдан иккинчи базисга утиш матрицаси булгани учун 
у махсусмас. Бундан келиб чикадики, v чизикли опера­
торнинг тескариси мавжуд.

Энди ушбу

тенгликдан v нинг тескариси мавжудлигидан фойдаланиб.

тенгликни оламиз. Бунинг маъноси шуки, v'uv оператор­
нинг {е1Э ..., еп} базисдаги матрицаси В = га тенг. 
Иккинчи томондан чизикли операторлар билан уларнинг 
матрицалари орасидаги узаро бир кийматли муносабат- 
нинг хоссаларига асосан v ' mv ч и з и к л и  операторнинг {е,, 
..., ея} базисдаги матрицаси С 'А С  га тенг. Натижада В = 
= С 1 АС. Бу билан куйидаги тасдик исботланди:

2-те о ре ма .  Агар чеши улчамли V фазода чизик г̂и опе­
ратор иккита базисдаги матрицалари мос равишда А ва В 
булиб, С-биринчи базисдан иккинчи базисга утиш матри­
цаси булса, у  холда В = С 1 АС.

Т а ъ р и ф .  п-ни тартибли А ва В квадрат матрицалар 
учун шундай махсусмас п-тартибли С матрица топилсаки, 
В ~ С 1 АС булса, А ва В матрицалар ухшаш деб amajiadu.

Барча л-тартибли /  майдон устидаги квадрат матрица- 
лаР тупламидаги бу ухшашлик муносабати рефлексивлик,

п

233



симметриклик ва транзитивлик хусусиятларига эга, яъ 
бу тупламда эквивалентлик муносабатидир (текширин ^

2-теореманинг маъноси шуки, чизикли операторни 
турли базисдаги матрицалари ухшашдир.

53-§. ХОС ВЕКТОРЛАР ВА ХОС СОНЛАР

Агар чекли Улчамли чизикли фазода чизикти оператоп 
учун матрицасини диагонал куринишга келтирадиган ба­
зис мавжуд булса, бундай чизикли оператор диагоналла- 
шувчи деб аталади. Операторнинг диагоналлашувчилиги 
масаласи табиий равишда хос векторлар ва хос сонлар 
тушунчаларига олиб келади.

Т а ъ р и ф .  Агар нольдан фаркли х вектор учун шундай 
A G /мавжуд булсаки,У(х) = Ах тенглик бажарилса, х  век­
тор /  чизикли операторнинг хос вектори ва А эса бу хос 
векторга мос хос сон деб аталади.

М и с о л л а р .  1) Д, фазода берилган тугри чизикка ор­
тогонал проекциялашдан иборат булган чизикли опера­
тор учун бу тугри чизивда ётувчи хар бир нольдан фаркли 
вектор хос вектор булади. Бу векторлар хар бирининг хос 
сони 1.

2) i?[/] фазода хосила олиш операторининг хос вектор­
лари факат узгармас сонлардан иборат. Улар хар бири­
нинг хос сони 0. Умуман, агар чизикли оператор нольдан 
фаркли негизга эга булса, негизга тегишли хар бир век­
тор — хос вектор; унинг хос сони 0.

3) D2(a) фазода берилган <р бурчакка <р *  пя , п G Z, 
буришдан иборат чизикли операторнинг хос вектори йук

1 - теорема .  Чекли улчамли чизикли фазодаги чизицля 
операторнинг диагоналлашувчи булиши учун унинг хос век- 
торлардан ташкил топган базисининг мавжуд булиши за- 
рур ва кифоя. Бу шарт бажарилганда оператор матрицаси 
диагонал элементлари мос базис векторларининг хос сон- 
лари булади.

И с б о т .  Чизикли /  оператор диагоналлашувчи, яъни 
бирор {еи ..., еп} базисда унинг матрицаси диагонал кУРи'  
нишда булсин:
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'Я, o '
Я2

У холда Лек) = V*» = Ъ")- Демак ^  •••> е„ хос век­
торлар, Я„ ..., Ял эса мос хос сонлар.

Аксинча, Л ек) = V * ’ Vе = 1' п) тенгликлардан /  опера­
торнинг {elt е„} базисдаги матрицаси диагоналлиги ва 
А га тенглиги келиб чикади. ■  
f  2- т е о р е м а .  Чекли улчамли комплекс фазода х;ар к,ан- 

дай чизикли оператор хос векторга эга.
И сбот .  Хос х  вектор ва хос Я сон учун fix )  = Хх тенг­

лик ушбу ( f - X e )  (х) = 0 тенгликка тенг кучли, бу ерда е- 
бирлик оператор. Охирги ( f  -  Хё) (х) = 0 тенглик эса х 
вектор /  - Х е  операторнинг негизига тегишли эканлигини 
курсатади. Шундай килиб, хос векторнинг мавжуд були­
ши бирор Я G С учун f  -  Хе оператор нольдан фаркли 
негизга эга эканлигини курсатади. Чекли улчамли фазода 
охирги шарт эса /  -  Хе Операторнинг тескариси мавжуд 
эмаслигига тенг кучли,{яъни бу оператор матрицаси хар 
кандай базисда махсус. Шундай килиб, агар /  оператор­
нинг матрицаси А булса, у холда бу оператор хос сонлари 
туплами det{A - ХЕ) = 0 тенгламанинг илдизлари туплами 
билан устма-уст тушади, бу ерда det(А — ХЕ) ифода А -Х Е  
матрицанинг детерминанти. Ушбу det (А -  ХЕ) = 0 тенг­
лама Я га нисбатан п = dim V даражали тенглама булиб, Я” 
олдидаги коэффициент (-1)" га тенг. Алгебранинг асосий 
теоремасига асосан бундай тенглама С майдонда камида 
битта илдизга эга. Шундай килиб / оператор камида бит- 
та хос сонга ва демак, хос векторга эга. ■

Бу теоремада чекли улчамлилик шарти му хим. С[/] чек­
сиз Улчамли фазода J[x) = tx оператор хеч кандай хос век­
торга эга эмас.

Чизикли оператор учун чизикли V фазода хос вектор­
нинг мавжуд булиши бу фазода бир улчамли инвариант

235



Кисмфазонинг мавжуд булишига тенг кучли. Бунга
2-теорема айтадики, чекли улчамли комплекс фазода х 
цандай чизикли оператор бир улчамли инвариант 
фазога эга.

3-т е о р е м а. Агар чекли улчамли комплекс фазода икки 
чизикли f  ва g  операторлар урин алмашувчи (яъни fg  = gf) 
булишса, у  холда улар умумий хос векторга эга.

И с б о т .  Чизик™ /  оператор учун а-хос вектор ва Д - 
мос хос сон булсин: J[a) = Я,a. Vy фазо чизикли /  -  х е 
операторнинг (е-бирлик оператор) негизи булсин. У ноль­
дан фаркли, чунки a Е Vy  Агар х G V1 булса, у холда 
Ах) = Я,х ва fg(x) = gf[x) = g{Xxx) = Я^х).

Бу g(x) £  Vx эканини курсатади. Демак, Fj чизикли/ва 
g операторлар учун инвариант. Чизикли g операторнинг 
аникланиш сохасини гача торайтириш натижасида 
хосил булган операторни g, билан белгилаймиз. 2-теоре- 
мага асосан gt оператор VI да камида битта хос векторга 
эга. Масалан, b £  V} шундай хос вектор булсин: g{b) = ХгЬ. 
Бу вектор /учун хам хос векторДб) = Я, А, чунки b £  V Ш

Коэффициентлари / ’майдондан олинган квадрат А мат­
рица учун тузилган а(Х) = аА(Х) = det(.А -  ХЕ) купхад А 
матрицанинг характеристик кутдди  деб аталади.

Ухшаш матрицалари инг характеристик купхадлар и уза- 
ро тенг. Хакикатан, В = С 1 АС  булсин, бу ерда С коэффи­
циентлари F  майдондан олинган махсусмас матрица, У 
холда матрицалар купайтмасининг детерминанта хакдда- 
ги теоремага асосан

а в(Х) = det(B -  ХЕ) = det(C 'AC  -  С'ХЕС) =
= det СА(А - Х Е ) С  = detC'det(A -  ХЕ) detC = аА(Х).

Бундан аёнки, берилган чизикли операторнинг турли 
базисдаги матрицалари бир хил характеристик купхадга 
эга. Бу характеристик купхад берилган чизикли опера­
торнинг характеристик купхади деб аталади.

4-т е о р е м а. Агар сонли F  майдон устидаги п улчовли 
чизикли фазода аникланган чизикли операторнинг харак­
теристик купхади п та турли илдизга эга булса, бу опера­
тор диагоналлашувчидир.
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) й с бот.  Дастлаб ихтиёрий чизикли фазода чизикли 
' я т о р н и н г  турли хос сонларига мос келувчи хос век- 

опеРя инг чизикли эркли эканлигини курсатамиз. 
T0p\'ui6y (хг хк} — турли хос сонларга мос келувчи хос 
векторлар булсин: Д х )  = Арс„ (/ = 1,*), бу ерда / *  j  учун

^  тизимнинг чизикли эрклилигини к  буйича матема­
тик индукция ёрдамида исботлаймиз. Тасдик к = 1 да х,

0 (хар кандай хос вектор учун) булгани учун аён. Тас- 
яик (к ~  1) та хос вектоРлаР УЧУН Уринли булсин деб фа­
раз килами з. к

ЭндиХр ... ,х к векторлар учун Х а Л  = 0 тенглик урин­
ли булсин. Бу тенгликдан ,_1

/ ( £ « * )  = = t a ‘X‘x > = 5 
\i= l /  1=1 i=l

тенгликни оламиз. Ушбу А*£а,х, = ]Г а  А * , = 0 тенглик-
1-1 1*1 

к
дан охирги тенгликни айириб, £  a M i ~  Xk)x i = 0 тенг-

i=l
ликни хосил киламиз. Индукциянинг фаразига кура хр 

хкЛ чизикли эркли. Бунга кура охирги тенгликдан а.(А. -  
- Х к) = 0, (i = \ , k - \ )  тенгликларни оламиз. Хос сонлар 
турли булгани учун А. -  At *  О (/ = \ ,к  - 1). Бундан ва
охирги тенгликлардан а, = 0, (/ = \ ,к  -  1) тенгликларни 

к _  _  
оламиз. Булардан ва ^  а *х , = 0 тенгликдан а кхк = 0 тенг- 

i=i
ликни оламиз. Хос вектор хк ф 0 булгани учун ак = 0. 
Демака. = 0 (/ = 1,&). Бу хр хк векторларнинг чизикли 
эркли эканлигини курсатади.

Энди Ар Ал сонлар берилган чизикли операторнинг 
хос сонлари, ер еп эса бу хос сонларга мос хос вектор- 
jiap булсин. У холда исботланганга кура, ер еп вектор­
лар тизими чизикли эркли булиб, Кфазонинг базиси була- 
Ди- 1-теоремага асосан / чизикли операторнинг бу базис- 

ги матрицаси диагонал куринишга эга. ■



D2 фазода берилган <р бурчакка (<р *  лп , п е  Z) бурИЦ1 
чизикли оператори мисоли курсатадики, 2-теорема чекли 
улчамли хакикий фазоларда уринли эмас. Бошкача суз 
билан айтганда чекли улчамли чизикли фазоларда чизик­
ли операторнинг бир улчамли инвариант кисмфазоси 
булмаслиги мумкин.

Куйидаги теорема курсатадики, чекли улчами хакикий 
фазоларда чизикли операторнинг бир улчамли инвариант 
кием фазоси доим булмасаям, лекин икки улчамли инва­
риант кисмфазоси доим мавжуд.

5-теорема. Чекли улчамли хацщ ий чизикли У фазода чи­
зикли f  оператор берилган булсин. У  холда шундай Я, н Е R 
сонлар ва бир вацтда нольга тенг булмаган шундай х, у е  у  
векторлар мавжудки, f ix )  = Хх -  ЦУ> f iy )  -  fix + Ху (агар 
ц  = 0 булса, х  ва у  векторларнинг нольдан фарцлиси /  опе­
раторнинг хос вектори булади).

И с б о т .  Хар кандай чекли улчамли хакикий чизикта 
фазо бирор п учун R" га изоморф булгани учун V = Rn деб 
олишимиз мумкин. Бу фазода базис сифатида ушбу 
ех = (1, 0, о), е2 = (0, 1, 0, ..., 0), еп = (0, 0, ..., 0, 1) 
ортлар тизимини оламиз. Бу базисда чизикли / оператор­
нинг матрицаси А = (ал) булсин. У холда хар кандай х  Е 
R" учун f ix) = Ах, бу ерда х  вектор устун куринишида 
ёзилган. Энди С" фазода хар бир Z Е С" учун чизикли g 
операторни g(z) = Az тенглик билан аниклаймиз, бу ерда 
хам z вектор устун куринишда ёзилган. 2-теоремага асо­
сан g операторнинг хос вектори мавжуд, уни ^  билан ва 
мос хос сонни £ оркали белгилаймиз. У холда ^  = *0 + % 
куринишда ёзишимиз мумкин, бу ерда х0, у0 — баравар 
нольга тенг булмаган R даги векторлар (чунки Z0 *■ 0). 
Хос £ сонни £ = Я +щ* X, н  Е R куринишда ёзиб оламиз. 
Ушбу AZ0 = £Z0 тенгликдан А(хй + :>0) = (Я + щ) (хо + 
+ iy0) = (Ях0 -  /лУ0) + ‘ (М*0 + Яд). Бу ердан

f ix 0) = А х 0 = Хх0 -  цу0>
АУ0) = Ау0 = цх0 + Ху0.

Шуни айгиш керакки, улчами бирдан ортик оул1<»п 
комплекс чизикли фазоларда диагоналлашувчи булмаган 
чизикли операторлар мавжуд.



М асалан. О  фазода бирор базисда

10 0\
А  =

1 О

м а т р и ц а г а  эга булган чизикли /оператор диагоналлашув- 
эмас. Хакикатан, акс холда шундай махсусмас

С = Yu Y 12 

721 У 22

матрица мавжудки, В = С 'А С  диагонал куринишга эга:

(А 0)
В =

О /I

Бундан ва АС  = СВ тенгликдан

1 0JUi Yп) (у21 У22Л0 А,

муносабатни оламиз. Бу муносабатдан эса Ауп = ц уп = О, 
^21 = Уц> W22 = У и* Уц = У12 = 0 тенгликларни оламиз. 
Охирги тенгликлар эса С матрицанинг махсусмас экан- 
лигига зид.



Унинчи боб

МАТРИЦАЛАРНИНГ ЖОРДАН 
НОРМАЛ ФОРМАСИ

54-§. МАТРИЦАЛИ КУПХАДЛАР

Матрицами купхад деб, X комплекс узгарувчили шун­
дай А(Х) функцияга айтиладики, унинг кийматлари Смай- 
дон устидаги п — тартибли квадрат матрицалар булиб, у

А(Х) — А0 + А,Х +...+  A (1)

куринишга эга, бу ерда А0> Av Ат — тартиби п булган 
квадрат матрицалар. Таърифдаги п сони матрицами купвдд- 
нинг тартиби дейилади. Агар Ат нольдан фаркли булса, 
т сони матрицали купхаднинг даражаси, Ат эса юцори 
коэффициенти дейилади.

Матрицалар устидаги амалларнинг хоссаларидан фой­
даланиб, хэр кандай матрицали кугщадни п — тартибли 
шундай квадрат матрица куринишида ёзиш йумкинки, 
унинг элементлари X узгарувчининг комплекс коэффици­
ентам кугдадларидан иборат:

(ап (Х) ... а1п(Х)
А(Х) =

k l W  ••• annW.
(2)

Бундай матрицалар X — матрицалар деб аталади.
Матрицали купхадлар ни X — матрицалар куринишида 

ёзиб олиб ва сонли коэффициентли купхадларнинг хос­
саларидан фойдаланиб, А(Х) — матрицали купхад (1) ИФ0' 
дасидагиЛ,,, Av  ..., Ат матрицаларнинг бир кийматли аник- 
ланганини топамиз; улар А(Х) матрицали купхаднинг ко- 
эффициентлари деб аталади.
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Хусусан, хар кандай Я е  С учун А(Х) ноль матрица 
Щяиши У4^  барча А°’ Ар Ат коэФФиЦиентларнинг

ль м атрица булиши зарур ва кифоя. Агар А(Х) — ноль- 
й°н фаркли матрицали купхад булса, у холда А(Х) га ноль- 
лан фаркли коэффициент билан кирувчиЯ нинг энг юкори 
ааражаси А(Х) матрицали купхаднинг даражаси булади. 
Равш анки, А(Х) нинг даражаси унинг (2) ифодасидаги а1к(Х), 
,. ^ купхадлар даражаларининг энг каттасига тенг.
5 арча п — тартибли X матрицаларнинг тупламини С"Нп[Х\ 
оркали белгилаймиз.

Матрицали купхадларнинг (2) ифодасидан фойдаланиб, 
уларнинг йигиндиси ва купайтмасини матрицаларнинг 
йигиндиси ва купайтмаси оркали киритамиз. Бу амаллар 
С Х*[Я] т^пламни халкага айлантиради (халка аксиомалар 
бажарилишини текширинг). Бу халкада бирлик элемент 
ролини п — тартибли бирлик матрица уйнайди. Агар п >  2 
булса, халка коммутатив эмас ва нольнинг булувчиларига 
эга (м ос мисоллар келтиринг). Куйидаги теоремага С?Х'’[Я] 
Халкада колдикли булиш хакддаги теорема деб караш мум­
кин.

1-теорема. А(Х), В(Х) — тартиби п га тенг матрицали 
купхадлар, В(Х) — нольдан фаркли ва унинг юцори коэффи­
циента махсусмас булсин. У  холда тартиби п булган шун- 
дай 0,(Я), Л, (Я), <22(Я), Лг(Х) матрицали купхадлар мав­
жудки,

AQ) = <2,(Я) В(Х) + Л,(Я) = B(X)Q2(X) + Лг(Л).

Бунда, агар Л,(2) ёки Яг{Х) матрицали купхадлар ноль­
дан фаркли булса, у  холда уларнинг даражаси В(Х) нинг 
даражасидан кичик.

Исбот .  Агар А{Х) — ноль ёки даражаси В(Х) никидан 
кичик матрицали купхад булса, 0,(Я) = 0 2(Я) = О, ДДЯ) = 
~ (Я) = А(Х) деб олинса, теорема исботланади.

Энди А(Х), В(Х) ларнинг даражалари мос равишда т, к  
Улиб, т > к  бажарилсин.

Энди теоремани ноль купхадлар ёки даражаси < т 
купхадлар учун исботланган деб фараз кдламиз. А(Х) ва
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В(Х) кУгщадларни (А) нинг даражалари камайиб борищ 
тартибида ёзамиз:

ДА) = АХт +..., В(Х) = ВХк +... .

Бунга кура

у4,(А) = Л(А) -  А ВВ (Х)Х

купхад ё ноль ёки даражаси < т булган купхад.
Индукциянинг фаразига мувофик

4(A) = <20(АЩА) + Я,(А)

муносабат уринли, бу ерда if,(A) ё ноль ёки даражаси
< к  булган купхад. Бундан

ДА) = АВ-1 ДА)А"* + 4(A) = <2,(А)ДА) + Л,(А),

бу ерда (?,(А) = Л б '1 Ат * + 0 О(А).
Q2(A) ва /^(А) купхадларнинг мавжудлиги шунга ухшаш 

исботланади (мустакил курсатинг). ■
Энди А(Х) = А0 + /4,А +...+  АтХт — тартиби п булган 

матрицали купхад, X  — тартиби п булган комплекс мат­
рица булсин. А(Х) га А нинг урнига X  ни куйиб, барча 
амалларни бажариш натижасида хосил булган А(Х) = \
4- + А^Х +...+AJC* матрица А(Х) купхаднинг X матрицада- 
ги киймати деб аталади. Равшанки, агар А(Х) = В(Х) + 
С(А) булса, у холда хар кандай X  Е С’*" матрица учун А(Х) 
= В(Х) + С(Х). Аммо А(Х) = В(Х) • С(А) тенгликдан доим 
А(Х) = Ъ(Х) С(Х) тенглик келиб чикавермайди. Бунинг 
сабаби шуки, ДА) ва С(А) матрицали купхадлар купайти- 
рилганда комплекс А узгарувчи бу купхадларнинг матри- 
цалардан иборат коэффициентлари билан урин алмаши- 
нувчи, аммо X матрица эса бу хоссага эга булмаслиги мум­
кин. Агар X  матрица С(А) купхаднинг матрицалардан 
иборат барча коэффициентлари билан урин алмашинув- 
чи б^лса, у холда А{Х) = ДА) С(А) дан А(Х) = В(Х) • С(Х) 
тенглик келиб чикади. Шу изохлан фойдаланиб, куй>!Да- 
ги теорема исботланади.
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2 - т е о р е м а  (Гамильтон-Кэли). Агар А матрицанинг 
арактеристик кугцади <р(Х) булса, у х;олда <р(А) = 0 (бу 
пдаф(А) де® матрицали купхаднинг А матрицадаги

мймати тушунилади).
И с б о т .  В{Х) орк,али (Лл(А))т матрицани белгилаймиз, 

бунда A kW  оркали А -  ХЕ матрицадаги мос элементнинг 
а л г е б р а и к  тулдирувчиси белгиланган. Детерминантлар на- 
з а р и я с и д а н  ( 2 1 - § ,  3-теорема) маълумки

<р(Х)Е = В(Х) (А -  ХЕ)

А матрица А -  ХЕ матрицали купхаднинг иккала коэф­
фициента билан Урин алмашинувчи булгани учун юкори- 
даги тенгликдан <р(А)Е = В(А) (А -  АЕ) = 0 тенгликни 
оламиз. ■

С*п[Х] халкада тескариси мавжуд булган элементлар 
унимодуляр А-матрицалар деб аталади.

3-те о рема .  X-матрица унимодуляр булиши учун унинг 
детерминанти узгармас (яъни А га боглик эмас) булиши 
зарур еа кифоя.

Исбот .  Таърифга асосан, агар A-матрица А{Х) унимо­
дуляр булса, унинг учун шундай A-матрица В(Х) мавжуд­
ки, А(Х) • В(Х) = В(Х) • А(Х) = Е. Ушбу detA(X) ва detB(X) лар 
X га нисбатан купхадлар ва delA(X) • detB(X) = 1 булгани 
учун detA{X) — нольдан фаркли сондир. Аксинча, агар 
detA{X) = Д — нольдан фаркли сон ва А(Х) = (aik(X)) булса,
У холда В(Х) = (/3Л(А)), /?Й(А) = ^ А и(Х) деб оламиз, бу ерда
Аи(Х) оркали А(Х) матрицадаги аы элементнинг алгебраик 
тулдирувчиси белгиланган. У холда А(Х)В(Х) = В(Х)А(Х) = Е.Ш

55-§. КАНОНИК А-МАТРИЦАЛАР

Та ъ риф .  Куйидаги шарпыарни каноатлантирувчи X- 
Ма,пРица каноник деб аталади:

О  У диагонал матрица;
) duazoHaji буйича дастлаб нольдан фаркли купхадлар, 

еиин ноллар жойлашган;
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3) нольдан фаркли %ар кандай купхаднинг юк,ори коэффи 
циенти бирга тенг;

4) нольдан фаркли %ар бир кейинги купхад олдингисига 
булинади.

F  — сонли майдон булсин. Бундан кейин, агар бошкд 
ran алохида к,айд килинган булмаса, F  майдонда аник­
ланган Я-матрицалар кур ил ад и, яъни шундай матрицали 
купхддларки, уларнинг барча коэффициентлари F  май­
дон устидаги л-тартибли матрицалардир.

Я-матрицаларнинг элементар алмаштиришлари деб 
Куйидаги алмаштиришларга айтилади:

1) Я-матрицанинг бирор сатрини (устунини) нольдан 
фаркли сонга купайтириш (бундай алмаштиришлар 1-тур 
элементар алмаштиришлар деб аталади);

2) Я-матрицанинг бирор сатрини (устунини) /{Я] \алкд- 
дан олинган купхад га купайтириб, бошка сатрига (усту- 
нига) кушиш.

Т а ъ р и ф .  Иккита Я-матрицадан бирини иккинчиси- 
дан чекли марта элементар алмаштиришларни куллаб 
Косил кдлиш мумкин б^лса, улар эквивалент деб аталади.

Бу эквивалентлик тушунчаси рефлексивлик, симмет­
риклик ва транзитивлик хоссаларига эга (текширинг).

Мисол курамиз. Иккита Я-матрица берилиб, уларнинг 
бири иккинчисидан факат сатрларнинг (устунларнинг) 
транспозицияси билан фарк килсин. Уларнинг экви- 
валентлигини курсатамиз. А{Х) матрицанинг Аг-устунини 
ак = ак(Х) оркали белгилаймиз. А{Х) матрицада элементар 
алмаштиришда катнашмаган устунларни ташлаб юбориб, 
куйидаги элементар алмаштиришларни бажарамиз:

А(А) = (а., а ) ~ (а. + а., а )  ~ (а, + ар -  а .) ~ (а., -  а) ~
~ (а., а ),

бу ерда / ф j. Сатрларнинг х;ам урнини алм аш тириш  шун- 
га ухшаш бажарилади.

Т е о р е м а .  Х,ар кандай 1-матрица бирор каноникЯ-мат- 
рицага эквивалент.

И с б о т .  Ноль матрица учун теорема равшан, чункй 
унинг узи каноник. Энди А(Х) нольдан фаркли булсин-
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Теоремани Я -матрицанинг тартиби буйича индукция ёр- 
дамида исботлаймиз.

Агар п = 1 б^лса, у холда А(Х) матрица битта элемент- 
лан иборат матрица А(Х) = (а(Я)), а{Х) = а0 +  а,Я +...+ a j . m, 

а ат G F, ат *  0. А(Х) ни a'J сонга купайтириб, 
юкори коэффициента бирга тенг булган купхадга кела­
миз. Бу билан А(Х) каноник куринишни олади.

Энди п > 1 холни курамиз. Теорема тартиби (и -  1) 
булган Я-матрицалар учун исботланган деб фараз кдла- 
миз.

Тартиби п булган ЖЯ)-матрицани ва унга эквивалент 
булган барча Я-матрицаларни оламиз. Бундай Я-матрица- 
ларнинг элементлари ичида даражаси энг кичик ва юкрри 
коэффициента бир булганини £,(Я) орк;али белгилаймиз. 
Бу еДЯ) элемент кирган Я-матрицада бу элементни сатр­
ларнинг ва устунларнинг транспозицияси оркали бу мат­
рицанинг чап бурчагига утказамиз:

А(Х)

4 W  а п (Я) 
a 2 lW  a n W

■■ a lnW )  
•• G2l№

« „ i W  a n2(X) . . .  a m (X \

Охирги матрицанинг биринчи сатри ва биринчи усту- 
нидаги барча элементларнинг £,(Я) га булинишини курса­
тамиз.

Хак^к,атан, а а(Я) = ^(Я)е1(Я) + г(Я) булсин. Бу ерда г(Я) 
нинг даражаси еДЯ) нинг даражасидан кичик. У холда би­
ринчи устунни — q(X) га купайтириб &-устунга кушсак, 
А(Х) га эквивалент булган шундай Я-матрицани оламизки, 
Унинг биринчи сатрининг ^-устунида г(Х) ни оламиз. Бу 
Я-матрицанинг биринчи сатрини г(Х) нинг юк,ори коэф­
фициентам буламиз. Натижада А(Х) га эквивалент булган 
•̂Ундай Я-матрицага келдикки, унда биринчи сатрининг 
'Устунидаги элементнинг даражаси сДЯ) нинг даражаси­

дан кичик ва говори коэффициента бирга тенг. Бу эса 
£iv ) нинг танланишига зид. Демак, г(Я) — ноль купхад.

245



Шунга ухшаш мулохазаларни биринчи сатр ва бирич 
чи устун элементларининг барчаси устида бажариб kv~ 
йидаги Я-матрицага келамиз:

А(Х)~

ге,(А) 0 ... О 
о P n W  ... Р г Л )

о р„2(Х) -  Рт(Х)

Индукцияга мувофик; ушбу:

' P n W  ... Р М '  

Д 2(Я) ... р т( х \
т  =

(п — 1)-тартибли Я-матрица куйидаги каноник Я-матри- 
цага эквивалент:

В(Х)
'е2(Х) 0 ' 

, 0 ея(Х\

А(Х) матрица устида факат В(Х) матрицанинг сатрлари ва 
устунларинигина узгартирадиган шундай элементлар ал­
маштиришларни бажарамизки, бунда В(Х) каноник кури­
нишга утсин:

(ех(Х) О

А{Х)~ e2W
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Охирги А-матрицанинг каноник эканлигини курсата- 
' Бунинг учун £2(А) нинг £j(A) га булинишини кУрса- 

^  кифоя- Охирги ма!рицанинг биринчи сагрига иккинчи 
Т1Г|рини кушиб, куйидаги А-матрицани оламиз:

А( Я)

(е,(Л) «2(Л) 
е2(Я)

О «■(Л),

Юкорида а 1к нинг е,(А) га булинишини кандай килиб 
исботлаган булсак, худди шу мулохазаларни охирги мат- 
рицаниг биринчи сатри ва иккинчи устунида турувчи е2(А) 
га кУллаб, унинг гДА) га булинишини исботлаймиз. ■

56-§. ДЕТЕРМИНАНТ БУЛУВЧИЛАР 
ВА ИНВАРИАНТ КУПАЙТУВЧИЛАР

ДА)-тартиби п булган A-матрица ва Ar-натурал сон, 1 < 
к < п булсин.

Т а ъ р и ф .  ДА) матрицанинг к-тартибли детерминант 
булувчиси деб, цуйидагича топиладиган <5ДА) кущ адга ай- 
тилади: агар ДА) нинг барча k -тартибли минорлари нольга 
тенг булса, дк(Х) — ноль кугцад; агар ДА) нинг к-тартибли 
минорлари ичида нольдан фарк^илари булса, дк(Х)-нольдан 
фаркли к-тартибли минорларнинг энг катта умумий уни- 
тар булувчиси.

1 - т е о р е м а .  Х-матрица.гарнинг детерминант булувчи- 
лари элементар алмаштиришларда узгармайди.

И с б от .  Элементар алмаштиришларда /.'-тартибли ми­
норларнинг кандай узгаришини кузатамиз. Сатрларни эле­
ментар алмаштириш билан чекланамиз (устунларники — 
шунга ухшаш).

А(А) матрицанинг бирор сатри нольдан фаркли сонга 
купайтирилган булсин. У холда бу сатр катнашган ми- 
норлар шу сонга купайтирилади, колган минорлар эса
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узгармайди. Бундан куринадики, бу хил элементар ^  
маштиришда бк(Х) узгармайди.

Энди А(Х) матрицанинг у-сатри <р(Х) купхадга купайти 
рилиб / сатрига куш ил га н булсин.

Бунинг натижасида хосил булган янги Я-матрицани 
А(Л) ва унинг к  тартибли детерминант булувчисини эса 
5* (Я) орк;али белгилаймиз.

Бажарилган элементар алмаштириш натижасида А(Х) 
нинг / минор катнашмайдиган хамда / ва j  сатрларнинг 
иккаласи хам катнашадиган минорлари узгармайди. Агар 
А(Х) нинг берилган ц(Х) минорида / сатр кдгнашиб, у сатр 
катнашмаса, у холда бажарилган элементар алмаштириш 
натижасида унинг киймати узгариб, /г(Я) ± <р(Х) ц (̂Х) га 
тенг булади, бу ерда ц х(Х) купхад А(Х) нинг шундай к тар­
тибли минорики, ц(Х) минордан А(Х) нинг / сатри жой- 
лашган кисмини j  сатрнинг мос кисми билан алмашти- 
ришдан хосил булган. Булардан куринадики, А (Я) матри­
цанинг барча к  тартибли минорлари дк(Х) га булинади. 
Демак дк(Х) хам дк(Х) га булинади. Иккинчи томондан,
А(Х) матрица хам А(Х) дан элементар алмаштириш орка­
ли олингани учун юкоридаги мулохазаларга кура <5ДЯ) хам
5* (Я) га булинади. Натижада <5ДЯ) = <5*(Я), (к = \,п) тенг­
ликни оламиз. ■

1-теорема ёрдамида куйидаги теоремани исботлаймиз. 
55-§ да хар кандай Я-матрицанинг бирор каноник Я —

матрицага эквивалент эканлиги курсатилган эди. Энди 
бундай каноникЯ-матрицанингягоналигини исботлаймиз.

2 - те о р ем а .  \ а р  цандай Х-матрица ягона каноник X- 
матрицага эквивалент.

И с б о т .  Берилган А(Х) матрица ушбу

Ч(Я) 0 )
А(Х) =

I 0 ел(Х)

каноник Я-матрицага эквивалент булсин. У холда 1-тео­
ремага асосан х;ар кандай k = 1 ,п учундк(Х) = дк(Х). А(Х)
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ОНИК матрицанинг с ,(А), еДА) элементлари нольдан 
^ к л и  ва £*(А) = 0, к = г  + 1, л булсин. У холда Л(А) мат- 

цанинг хар кандай (г + 1) ва ундан юк;ори тартибли 
минорлари нольга тенг. Демак,

<5*(А) = 0, ( к  = г  + \ ,п) .

Каноник А-матрицанинг таърифига мувофик бу мат- 
рицанинг хар кандай к  -  (1 < к  < г) тартибли минори 
ушбу £,(Я) - f2(A) ... et(A) бурчак минорига булинади. Бунга
асосан <̂ (А) = <5*(А) = f](A) ... ct(A), (к — 1,г) ва <5*(А) ^  О,
(* = U ) .

Энди (30(А) = 1 деб олиб, ушбу

е )̂ = -РЩ-,Лк = Гг)
*к-l(A) 

ек(Х) = О, (к = г + 1,«)

муносабатларга эга буламиз. Бу билан А(А) га эквивалент 
булган А(Х) каноник A-матрица А(Х) матрица билан бир 
кийматли аникпанади. ■

А(Х) га эквивалент булган ягона каноник А-матрица­
нинг диагоналидаги е,(А), ..., еп(Х) элементлари А(X) мат­
рицанинг инвариант купайтувчилари деб аталади.

Инвариант купайтувчиларнинг (1) хисоблаш форму- 
лалари купинча А — матрицаларнинг эквивалентлик ма- 
саласини осон ечишга имкон беради.

М и с о л .  Ушбу

А(Х) =
(X - 3
1 А -  4

матрицани курамиз. Равшанки, унинг биринчи тартибли 
минорлари узаро туб. Ягона иккинчи тартибли минори 
°Р. уА2 -  4А + 3 га тенг. Шунинг учун <5,(А) = 1, д2(А) = А2 -



-41  + 3. Л(Я) нинг инвариант кунайтувчилари куйил 
гича:

£,(Я) = <5,(Я) = 1, е2(Я) = V  -  4Я + 3.

Демак, А(А) ушбу

'1 0 \ 
f t  Я2 -  4Я +  з)

каноник матрицага эквивалент.
/7(Я)-тартиби п га тенг унимодуляр матрица булсин. 

Унинг детерминанта нольдан фаркли сон булгани учун 
е,(Я)... £л(Я) = <5л(Я) = 1. Бундан £,(Я) = ...=  £л(Я) = 1. Шун­
дай килиб, х;ар кандай унимодуляр t/(A) матрица бирлик 
матрицадан иборат каноник матрицага эквивалент экан.

Т а ъ р и ф. 1-тур элементар матрица деб, шундай диаго- 
налЯ-матрицага айтамизки, унинг битта диагонал элементи 
нольдан фаркли сон, колган диагонал элементлари эса 
бирга тенг:

(1

10

(Л

2-тур элементар матрица деб шундай Х-матрицага аи- 
тамизки, унинг барча диагонал элементлари бирга тенг, бош 
диагоналдан ташцари ётувчи элементларнинг бири — кугцад, 
цолганлари — нольга тенг:
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£ > ( * ) )  =
• р(А)

Равшанки, барча элементар А-матрицалар унимодуляр- 
дир... А(Х) матрицанинг / сатрини (устунини) нольдан 
фаркли у сонга купайтириш Л(А) ни чапдан (унгдан) Е.(у) 
элементлар матрицага купайтиришга тенг кучли. А(Х) мат­
рицанинг j  сатрини (устунини) <р(Х) га купайтириб / сат- 
рига кушиш А(Х) ни чапдан (унгдан) Е„(<р(Х))га купайти- 
ишга тенг кучли. Унимодуляр матрицаларнинг купайтма­
си яна унимодуляр булгани сабабли эквивалент булган 
А{Х) ва В(Х) X — матрицалар учун унимодуляр шундай 17(A) 
ва V{X) X — матрицалар мавжудки, В(Х) = U{X)A(X) V(X). 
Бунга асосан, хар кандай унимодуляр матрица бирлик 
матрицага эквивалент булгани сабабли у элементар мат­
рицаларнинг купайтмаси шаклида ёзилиши мумкин. Бу 
мулохазалардан куйидаги теорема келиб чикади.

3 - теорема .  Иккита А(Х) еа В(Х)-матрицаларнинг эк­
вивалент булиши учун В(Х) = U(X)A(X) V(X) тенгликни кано­
атлантирувчи унимодуляр U(X) ва У(Х) матрицаларнинг 
мавжуд булиши зарур ва кифоя.

57-§. УХШАШЛИК ВА ЭКВИВАЛЕНТЛИК

F майдон устида А квадрат матрица берилган булсин.
Т а ъ р и ф .  А -  ХЕ матрицага А матрицанинг характе­

ристик Х-матрицаси деб аталади.
Т е о р е м а .  F майдон устидаги иккита А ва В матри- 

Чаларнинг ухшаш булиши учун уларнинг мос А — ХЕ ва В  -
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-  ХЕ характеристик X -  матрицыарининг эквившент були 
utu зарур ва кифоя.

И с б о т .  А ва В  лар ухшаш, яъни В = СЛАС  тенгликни 
каноатлантирадиган F  майдон устидаги махсусмас С мат 
рица мавжуд булсин. У холда В -  ХЕ = О 1 (А -ХЕ)С.  Сва 
С 1 матрицаларнинг иккаласи хам F  майдон устида уни 
модуляр Я — матрицалар булгани учун В -  ХЕ -  А -  ХЕ 

Аксинча А -  ХЕ ва В -  ХЕ — матрицалар эквивалент 
булсин. У холда шундай U = U(X) ва V = У(Х) унимодуЛЯр 
Я-матрицалар мавжудки, В -  ХЕ = U(A -  ХЕ) V. U ва К 
ларга матрицали купхад деб к,араб ва уларга колдикли 
булиш хакддаги теоремани татбик килиб, ушбу

U =  ( В - X E ) Q 1 + Rv V =  Q2(B - Х Е )  + Rl

тенгликларни оламиз, бу ерда (?, = Q^X), Q2 = 02(Я) Я- 
матрицалардир, Л, ва R2 лар эса F  майдон устидаги мат­
рицалар. Бу тенгликлардан фойдаланиб, ушбу

- X E ) R 1 = U(A -  ХЕ) V -  (В -  ХЕ) Qt(A -  XE)V -
-  U(A -  ХЕ) Q2(B -  ХЕ) + (В -  XE)Qt(A -  XE)Q2(B -  ХЕ)

тенгликни оламиз. U  ва V тескариси мавжуд булган Я — 
матрицалар булгани учун UA ва V х лар хам Я-матрицалар- 
дир. Энди ушбу (А -  ХЕ) V = U \ B  -  ХЕ) ва U(A -  ХЕ) = 
= (В -  ХЕ) Vх тенгликлардан фойдаланиб,

R^A - X E ) R 2 = (В -  ХЕ) -  (В -XEjQ^U-'iB -  ХЕ) -
-  (В -  XE)V'Q2(B -  ХЕ) + (В -  XE)Qt(A - X E ) Q 2(B -  

- Х Е )  = В -  ХЕ - { В  -Х Е )(О хи 1 + V'Q2 -
-  Q^A - X E )Q 2)(B - Х Е )

тенгликни оламиз. Агар QXUA + V l Q2 -  Q}(A -  XE)Q2 мат­
рица нольдан фаркли булса, охирги ифода Я га нисбатан 
даражаси > 2 булган матрицали купхад буларди, вахолан- 
ки RX(A -  XE)R7 ифоданинг даражаси эса бирдан катта 
булиши мумкин эмас: Бу зиддият курсатадики, R^A 
-XE)R2 = В -  ХЕ. Бу ердан В = R1AR2, Л, • R2 = Е  яъни В = 
= С'АС,  С = R2. ■



И с б о т л а н г а н  теоремадан ва 56-§ даги 2-теоремадан ку-
йипаги натижани оламиз.

Н атижа. Иккита А ва В матрицалар ухшаш булиши учун 
ХЕ ва В -  АЕ матрицаларнинг мос инвариант купай- 

мувчилари (детерминант булувчилари) тенг булиши зарур 
ва кифоя.

58-§. ЭЛЕМЕНТАР БУЛУВЧИЛАР

С  комплекс сонлар майдони устида п -  даражали (п  >  1) 

бирор ДА) кущад берилган ва ..., a s — унинг турли 
илдизлари булсин. У холда 30-§ даги 2-теореманинг на- 
тижасига кура уни

/(А) = а0(А — а,)*1 ...(А -  a s)k’

куринишда ифодалаш мумкин, бу ерда kv  ..., ks — нату- 
рал сонлар. Ушбу (А -  ,...,(А -  a s)k‘ купхадлар ДА) 
купхаднинг элементар булувчилари дейилади. Бу/купхад­
нинг элементар булувчилари тупламини Д /) оркали бел­
гилаймиз.

Бирор А(А) матрица берилган ва е,(А), ..., £л(А) — унинг 
инвариант булувчилари булсин. А(А) матрицанинг ранги г 
булса, е((А) * 0, (/ = 1 ,г), ва е.(А) = 0, j  =  г  + 1,и. Нольдан 
фарк^щ булган £((А), (/ = 1,г) инвариант купайтувчилар 
ичида бирдан фаркли булганларининг сони q та булсин. 
У -холда А.(А) = 1, / = 1 , r  -  q ва е^+ДА) *  1, (р  = 1, q) .

Ушбу еДА) инвариант купай гувчининг турли илдизла- 
рини А,, А, орк;али белгилаймиз. Бу ег(А) инвариант 
купайтувчи бирдан фаркли хар бир £гр+,(А) га булингани 

бу £г_р+,(А) купхадларнинг илдизлари А,, ..., Аг сон­
ларнинг ичида ётади. Бунга кура хар бир бирдан фарк,- 
Ли е^+,(А) купхаднинг (1) куринишдаги ёйилмаси куйи- 
Дагича: £,_р+1(А) = (А- Aj) * ' (А-А2) Ч . . ( А - А , )*» .
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Ушбу

(Я-А,)*» ( А - Я , ) *  ... (Я-Я,)*14 
(Я -Я 2)*м (Я — Я2)*“ . . . ( Я - Я 2)*2*

(Я — Я,)*'1 (Я — Я,)*'2 ... (Я — Я,)*4

жадвалга /4(Я) матрицанинг элементар булувчилари жадва- 
ли деб атаймиз. Бу жадвалнингр — устуни элементларининг 
купайтмаси£гр+1(Я) га тенг. Жадвалдаги баъзи бир (Я -  Я,)**» 
купхадлар бирга тенг, яъни кт = 0 булиши мумкин. ^ар 
бир £(+1(Я) купхад £(.(Я) купхад га булингани учун

ки > к п > .

к21 > к п > .

кл > к а > . IV •f

А(к) матрицанинг эквивалентлиги масаласини текши- 
ришда Я,, ..., Я( илдизларнинг кандай тартибда олиниши 
ахамиятга эга булмаганлиги сабабли сатрларининг урни 
билан фарк килувчи турли (1) жадвалларни тенг (бир хил) 
деб хисоблаймиз.

(1) жадвалдаги бирдан фаркди булган барча (X - X s)km 
купхадлар тупламини D(A) оркали белгилаймиз. Бунда 
бирор (Я-Я,)*”  купхад (1) жадвалда неча марта учраса, 
бу купхад D(A) тупламда шунча марта хисобланади.

D(A) туплам А(Х) матрицанинг элементар булувчилари 
туплами деб аталади.

1- т е о р е м а .  А(Х) матрицанинг тартиби, ранги ва D(A) 
элементар булувчилари туплами бу матрицанинг инвари­
ант купайтувчиларини тула аницлайди.

И с б от .  А(Х) матрицанинг тартиби п, ранги г ва D(A) 
туплам берилган булсин. У холда А(Х) матрица п -  г  таси 
нольга тенг булган инвариант купайтувчиларга эга.
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Пастлаб АЛ) туплам А{к) матрицанинг (1) элементар 
чилари жадвалини тула аник^ашини курсатамиз. 

6>Л£,Н) тупламда турли А,, ..., А, илдизларга мос келувчи 
^ ч*1 .,(А —А,)*' куринишдаги купхадлар ичида энг 

^кори даражалиларини биттадан оламиз: (А-А])*11, .. . ,  
о  _ я,)**1 Улар (2) хоссага кура (1) жадвалнинг биринчи 
«стунини беради. Бу купхадлар ни D(A) тупламдан чика- 

иб ю бориб, колган купхадлар ичидан энг юцори дара- 
^ал и лар и н и  танлаб оламиз. Улар (2) хоссага кура (1) жад- 
вал и к ки н чи  устунининг бирдан фаркли элементларини 
беради. Бу мулохазани D(A) туплам элементлари барчаси- 
нИ (1) жадвалга жойлаштиргунча давом эттирамиз. Бу 
мулохаза курсатадики, (1) жадвал D(A) туплам билан тула 
эникланар экан. Хусусан, D(A) туплам (1) жадвалнинг q 
устунлари сонини хам тула аник^айди. Демак, Л(А) мат­
рицанинг бирга тенг булган инвариант кУпайтувчилари 
сони г -  q. U

Бу теоремадан ва 56-§ даги 2-теоремадан куйидаги на- 
тижани оламиз.

Н а т и ж а .  Агар бир хш  тартибли, бир хил рангли икки­
та Ах(к) ва А,(А) матрицалар учун D(AX) = DiAJ булса, буХ- 
матрицалар эквивалент.

59-§. ЖОРДАН НОРМАЛ ФОРМАСИ

Т а ъ р иф .  Агар F  майдон устидаги квадрат матрица­
нинг диагоналидаги барча элементлар узаро тенг, х,ар бир 
сатрда диагоналдаги элементнинг унг томонида турган эле­
мент бирга тенг ва колган барча элементлар нольга тенг 
булса, бундай матрица жордан катаги деб аталади:

' а 1 0 . . 0 0'
0 а 1 . .  0 0
0 0 а  . . 0 0

0 0 0 . . а 1
0 0 . . 0

255



Бу ердаги а сон жордан катагининг хос сони деб ат 
лади. Хусусан:

Т а ъ р и ф. Агар F майдон устидаги квадрат матрица­
нинг бош диагонали бирин-кетин жойлашган жордан ка- 
таклардан иборат ва бу катаклардан ташцаридаги барча 
элементлар ноль булса, бундай матрица жордан матрицаси 
деб аталади.

Шундай кдш б, жордан матрицаси мос /  (а )
..., Jk{ a )  жордан катакларнинг кетма-кетлиги билан\ула 
аникланади, бу ерда kv  kv  ..., ks хамда a v а 2, ..., as соатар 
турли булиши шарг эмас. Хусусан, диагонал матрица — 
биринчи тартибли жордан катакларидан хосил килинган 
жордан матрицасидир. Умумий холда жордан матрицаси 
куйидаги куринишга эга:

1 - т е о р е м а .  Jk(a) — ХЕ матрица учун  £;(Я) = 1, 
(i = 1 ,k  - 1), £*(Я) = (Я — а ) к, яъни у  куйидаги каноник X — 
матрицага эквивалент

'/* (« ,)  0 ... О > 
О /*(<*,) ... о

О 0 ... J ks( a s)

О
о

( 1)

1 о ... о о 
О 1 ... о о 
  о

(2)1 О
О 1 (Я -  а)к
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И с б о т .  Ушбу

J k( a ) - A E  =

' а - А  1 0 . . 0 '
0 а - А 1 . . 0

0
* * * "

1 (3)

, 0 ... ... . . а  — At

матрицанинг детерминанта (а -  А)* га тенг. Детерминант 
булувчи <5ДА) унитар булгани учун <5ДА) = (А -  а)*. Агар (3) 
нинг биринчи устуни ва охирги сатрини учирсак, диаго- 
налида 1 сони, диагоналнинг юкорисида 0 сони булган 
ЛДА) матрицани оламиз. Бунга кура 5t l(A) = 1. Бу ЛДА) 
матрицада бир хил номерли сатр ва устунлар ни кетма-кет 
учириб, ушбу <5*.2(А) = ...=  <5 ДА) = 1 тенгликларни оламиз. 
Булардан 56-§ даги (1) формулага кура е,(А) = 1 (/ = \ , к - \ ) , 
£ (Х) = (А -  а)*. Бунга ва 56-§ даги 2-теоремага асосан 
/Да) -  АЕ матрицанинг каноник куриниши (2) матрица 
билан берилади. ■

(2) ифодадан ва 58-§ даги таърифдан бевосита куйида­
ги натижани оламиз.

Н а т и ж а .  /Да) -  АЕ матрицанинг ранги унинг тарти- 
бига тенг булиб, D(Jk(a) -  АЕ) = {(А -  а)*}, яъни ягона (А -
-  а)* кущаддан иборат.

2 - теорема .  Ихтиёрий J  жордан матрицаси берилган 
булиб, у  (1) куринишга эга булсин. У  холда J  -  АЕ матри­
цанинг ранги унинг тартибига тенг булиб, D (J  -А Е )  туплам

— АЕ) тупламларнинг йигиндисига тенг (бунда 
бирор (А -  а)* купхад D(Jk(a )  -  АЕ) тупламларга неча 
марта кирса, у D(J -  АЕ) тупламда шунча марта хисобла- 
нади).

Исбот .  /  -  АЕ матрица ушбу

( / * ( « , ) - 0  - ... О
О ^к-Аа г) ~  ••• О

О . . .  Jki( a , ) -A E S)
(4)
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куринишга эга, бу ерда Е, оркали тартиби к. га тенг бип 
лик матрица белгиланди.

1-теоремага кура х;ар бир J k ( a , ) - X E ,  матрицанинг
детерминанта (а, -А)*1 га тенг. Демак, J -  ХЕ матрица, 
нинг детерминанта

П  <“ » - * )*
/=1

купайтмага тенг. Бундан J -  ХЕ матрицанинг ранги унинг 
тартибига тенглиги келиб чикади.

D(J -  ХЕ) тупламга дойр тасдик,ни исботлаш учун даст- 
лаб куйидаги икки леммани исботлаймиз.

1 -л е м м а. Фацат диагоналидаги элементларнинг урни би­
лан фарк, щиладиган иккита диагонал Х-матрица.шр эквива- 
лентидир.

И с б о т .  Диагонал матрицадаги /- ва j -  элементларнинг 
урнини алмаштириш учун дастлаб ва j -  сатрларнинг 
урнини, кейин /'- ва j -  устунларнинг урнини алмаштириш 
кифоя. А(Х) ва В(Х) диагонал А-матрицаларнинг диагонал 
элементларнинг ихтиёрий урин алмаштириши чекли марта 
сатрлар ва устунларни алмаштириш оркали бажарилиши 
мумкинлиги сабабли улар эквивалент. Лемма исботланди.

2-лемма .  Агар /[А] х&щада р,(А), ..., tpJX) купхадлар­
нинг ихтиёрий иккитаси узаро туб булса, у  холда куйидаги 
диагонал Х-матрицалар эквивалент:

<Р\ (А) 0 . .  0 ' '1 0 . 0 '

0 <р2(X) . .  0 ~
0 1 . 0

0

, 0 <рМ 0 .

1 . П <р№ )  /=1 /

И с б о т .  Агар т = 2 булса, <52(А) = у ^ 1(А)^,(А), бу ерДа 
у *  0 узгармас сон. ^(А ) ва <р2(Х) узаро туб булгани са
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бабли <5,(Я) = 1. Булардан е,(А) = 1, е2(А) = у^(А)^(А). 
Демак

<Pi (А) 0 W l О
О <p2(A)J \Р ^iUVa(A)

Бундан фойдаланиб, умумий т > 2  хол индукция ёрда- 
мида исботланади. Лемма исботланди.

J  матрицанинг а,, a s xос сонлари ичида турлилари- 
ни танлаб олиб, уларни А,, ..., А, оркали белгилаймиз. Рав- 
шанки, t < S. __

J матрицада =  хос сонга эга булган жордан 
катаклар q, та булсин. Бу катакларнинг тартибларини 
усмайдиган куринишда жойлаштирамиз:

кп -  ка -  -  а  К  г  1 (5)

Агар (4) матрицанинг ихтиёрий J k (a t) -  ХЕ, катаги ёт- 
ган сатр ва устунлари устида элементар алмаштиришлар 
бажарилиб, унинг каноник куринишига утилса, бошка ка­
таклар узгаришсиз к,олади. Бундан фойдаланиб, (4) мат- 
рицадаги хар бир J ki( a , ) -  ХЕ, катакни унга эквивалент 
булган (2) куринишдаги катак билан алмаштирсак, (4) мат­
рицага эквивалент булган куйидаги А(Х) диагоналА — мат­
рицами оламиз: А(А) матрицанинг диагоналида бирлар ва
(4) матрицанинг жордан катакларининг бирдан фаркли 
инвариант купайтувчиларидан иборат ушбу

( Х - Х ^ Ч Х - Х ^ К . ^ Х - Х ^  

( Х - Х 2 )к2' ( Х - Х 2)к п . . . ( Х -  Х2)kqi

(А -  А, )*« (А-А,  )*«... (А -А ,)*'
(6)

^пхадлар жойлашган. Бу ерда (5) га кура
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1̂1 — 1̂2 — ' iv jv IV

кгх >кп > . • -  кцц — 1

к„>к, 2 > . ^кц_> 1

Бирларнинг ва бу купхадларнинг Л (Я) диагоналида цан- 
дай жойлашганлиги 1-леммага кура катта ахамиятга эга 
эмас.

Энди qv qt сонларнинг^энг каттасини q билан бел­
гилаймиз. Хар бир р , (р  = 1 ,q) учун (6) жадвалнинг р ~  
устунида турган (Я -  А,)** купхадларнинг купайтмасини 
£п-Р+ 1+ W  оркали белгилаймиз. Агар бирор q. учун q , > p  
(яъни р  — устуннинг i — сатри буш булса), бу сатрга мос 
купайтувчини бирга тенг деб оламиз. (6) жадвалдаги А 
..., А, сонлар турли булгани учун бу жадвалнинг хар бир 
устунидаги ихтиёрий иккита купхад узаро тубдир. Бунга 
асосан А(А) диагонал матрицага 2-леммани татбик, килиб, 
ундан элементар алмаштиришлар ёрдамида диагоналида 
бирлар ва £„.р+1(А), (j> = 1 ,q) купхадлар ётган В(А) диагонал 
А-матрицага утиши мумкин:

(\

(J  -  АЕ) ~ В(Х) =

О

(8)

(5) шартга кура хар бирепр+1(А) купхад ,(А) кугщадга
булингани учун В(Х) матрица каноник куринишдаги Я — 
матрица. Демак, В(Х) матрица J  -  ХЕ матрицанинг кано-
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ю к  куриниш идир. Бундан (6) жадвалдаги купхадлар D(J -  
\Е) туплам ни хосил килишини оламиз. Аммо (6) жадвал­
даги купхадлар тузилишига кура D(Jk (a i,) -  ХЕ,) туплам- 
тгарнинг йигиндисидир. Теорема тула исботланди.

Исботланган теорема курсатадики, хар бир J  -  ХЕ мат- 
ша учун шундай Ар ..., А, турли сонлар ва (7) шартни 

каноатлантирувчи к  натурал сонлар мавжудки, Д /  -  ХЕ) 
туплам (6) жадвал билан берилган кущадлардан иборат. 
Аксинча хам уринли.

Н а т и ж а .  Агар ихтиёрий Ар Xt турли сонлар ва (7) 
шартни каноатлантирувчи ихтиёрий к., натурал сонлар бе- 
pwica, у  холда шундай J  жордан матрицаси мавжудки, унинг 
учун D (J  — ХЕ) туплам (6) жадвал билан берилади.

Исбот .  Бундай J  жордан матрицаси куйидагича то- 
пилади. Хар бир А. ва (7) шартни каноатлантирувчи ktj 
сони учун /*..(А,) жордан катагини олсак, 1-теореманинг 
натижасига кура

Л (/* ,(А ,.) -А ^ )  = {(А-А,.)**}.

Энди J  сифатида барча /*. (А,.) жордан катакларидан 
иборат жордан матрицаси олинса, 2-теоремага кура D(J -  
-ХЕ)  туплам (6) жадвалдан иборат булади. ■

3 -т е о р е ма .  С майдон устидаги х,ар кандай А матрица 
бирор жордан матрицасига ухшаш. Бу жордан матрицаси 
А оркали жордан катакларининг урни алмашишигача аник- 
лик билан топилади (бу жордан матрицаларининг хар бири 
А матрицанинг жордан нормал формаси деб аталади).

И с б от. A G С"х" берилган булсин. Унга ухшаш булган 
j  g Q,** жордан матрицасини топамиз. 57-§ га асосан А 
ва J мат-рицаларнинг ухшашлиги уларнинг характеристик 
А -Х Е  ва J  -  ХЕ X — матрицаларнинг эквивалентлигига 
тенг кучли.

А матрицанинг характеристик <р(Х) = det{A -Х Е )  купха- 
лини курамиз. У п та комплекс идцизга эга (илдизлар кар- 
Раси билан хисобланганда). Ушбу Ар ...,А,сонлар^(А) нинг 
турли илдизлари, kv  kt натурал сонлар — бу илдизлар-



нинг карраси булсин. У х;олда + . . . +  к = п
р(Л) = (—1)”(Л -  ...(Я -  Я,)*' . Бундан А -  кЕ  матрица* 
нинг ранги унинг тартибига тенглиги келиб чикади 

Ушбу е,(Я), ..., еп(Я) купхадлар А -  кЕ  матрицанинг ин­
вариант купайтувчилари булсин. У холда

в1(Я) ... г„(Д) = 5Л(Я) = (Я -  Я,)** ...(Я -  Я,)*'.

Бунга к^ра е^Д Я ), (р  = 1,?) инвариант купайтувчилар 
куйидаги куринишга эга:

«_,«(Я) = (Я -  Я / 1'(Я -  Я2)*2'...(Я  -  Я,)** .

Агар бу ифодада бирор Я, илдиз катнашмаса, мос 
(Я -  Я,)** купайтувчини бирга тенг деб хисоблаймиз. Бун­
дай купайтувчи учун к. = 0.

Бунга асосан А -  кЁ  матрицанинг элементар булувчи­
лари (6) куринишга эга.

2-теореманинг натижасига кура элементар булувчила­
ри (6) жадвал куринишига эга булган /жордан матрицаси 
мавжуд. Бундан, 58-§ даги 1-теоремадан ва 57-§ даги тео- 
ремадан А ва J  матрицаларнинг ухшашлиги келиб чика­
ди. Теорема исботланди.

Исботланган теоремадан куйидаги натижа х,ам келиб 
чикади. Чекли улчамли чизикли фазода хар кандай чи­
зикли оператор учун шундай базис мавжудки, бу базисда 
унинг матрицаси жордан матрицасидир (баъзан бу базис 
берилган чизикли операторнинг жордан базиси деб ата­
лади).

Исботланган теоремадан чизикли операторнинг диа- 
гоналлашувчилигининг зарурий ва кифоявий шарти осон 
ч и кар ил ад и.

Жордан катаклари билан элементар булувчилар ора­
сидаги мосликка мувофик чизикли операторнинг диаго- 
наллашувчилиги унинг барча элементар булувчиларининг 
биринчи тартибли эканлигига тенг кучли. Охирги шарт



И?., Навбатида энг кейинги е„(А) инвариант купай- 
эсачиНИнг каррали илдизлари йукдагига тенг кучли. Шун- 

& килиб, чизикли операторнинг диагоналлашувчи були- 
унинг энг кейинги инвариант купайтувчиси- 

ианг каррали илдизлари булмаслиги зарур ва кифоя.
/сон ли  майдон шундай булсаки, унда det{A -  АЕ) ха­

рактеристик купх,ад чизикли купайтувчиларга ажралса, те- 
опеманинг бундай F  майдон ва чизикли А операторлар 
учун уринли булиши исботдан бевосита куринади. Аксин- 
«а F  майдон устидаги А матрица F майдон устидаги би­
рор J жордан матрицасига ухшаш булсин. У холда А -  АЕ 
билан J -  АЕ инвариант купайтувчилари бир хил, демак 
det(A -  АЕ) = (— 1)ле1(А) ... ел(А) купхад хам чизикли купай­
тувчиларга ажралади. Шундай килиб, куйидаги теорема 
уринли.

4-те о рема .  F майдон устидаги чекли улчамли чизицли 
фазода чизицли операторнинг жордан базиси мавж уд були­
ши учун унинг характеристик купх,ади F майдон устида 
чизикли купайтувчиларга ажралиши зарур ва кифоя.

Мисол курамиз. Ушбу

А =
(\ - 3  4)
4 - 1 8  
6 - 7  7

матрицага ухшаш жордан матрицани топамиз. Характе­
ристик

А - А Е  =
( I -  А - 3  4

4 - 7 - Я  8 
6 - 7  7 - Я

купхаднинг инвариант купайтувчилари <5,(Я) = 1, <52(Я) = 1
(ушбу 4 - 7 - Я

6 - 7  
Узаро туб),

=  6 Я + I)
4 8 
6 7 -Я

= -4(Я +12) минорлар



Бундан £,(А) = £2(А) = 1, £3(А) = (А -  3) (А + 1)2,

Элементар булувчилар А -  3 ва (А + I)2. Уларга 3 
дан иборат (3) катаги ва

-1 1 
О - 1

<53(А) =  А 3 -  А -  5А -  3 =  (А -  3) (А +  1)2.

жордан катаклари мос келади. 
Демак, А матрица ушбу

J =
'3 0 0 
0 - 1  1 
о о - V

жордан матрицасига ухшаш.



Ун биринчи боб
УНИТАР ВА ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИДА 

ЧИЗИКЛИ ОПЕРАТОРЛАР

60-§. УНИТАР ФАЗОЛАРДА ЧИЗИКЛИ 
ОПЕРАТОРЛАР

X — унитар фазо ва <р, g  : L L  чизикли операторлар 
булсин.

Т а ъ р и ф .  Агар хар кандай х, е Е L учун

(ф(х), У) = (х, g(y)) (1)

тенглик бажарилса, g оператор <р га кушма деб аталади.
Агар <р оператор учун кушма оператор мавжуд булса, у 

ягона. Хакикатан, агар g  ва И операторлар <р га кушма 
булса, у холда (1) билан бирга хар кандай х, у  Е L учун

(<р(х), у) = (х, h{y))

тенглик хам уринли. Бу тенгликлардан хар кандай x , y G L  
учун (х, g(y) -  h(y)) = 0 тенгликни оламиз. Хусусан, х = 
g(y) -  h(y) учун (g(y) -  h(y), g{y) -  h(y)) = 0. Бундан хар 
хандай у  Е L  учун g(y) -  h(y) = 0 тенгликни, яъни g = А 
эканлигини оламиз.

Келажакда <р операторга кушма булган оператор мав­
жуд булса, у <р* куринишида белгиланади.

Кушма операторнинг асосий хоссаларини келтирамиз:
1. (р*)* = <р. Дархдкикат (<р*(х), у =  (у,<р* (х)) = {<р(у),х) = 

= <Р(У))-
2. (р + у,)* = + гр*. Дархакикат, (<р(х) + гр(х), у) = 

И *), у) + (V'(x), у) = (х, <р*(у)) + (х, гр*{у)) = (х, <р*(у) +
УЪ )) .

3. Хар кандай Л Е С  учун (Я <р)* = Х<р*. Дархакикат



4. (<р • хр)* = \р* tp*. Дархакикат

(<Р V'M, У) = (У(х), <р*(у) = (х, У>*<р*(у)).

5. Агар <р чизикли операторнинг тескариси мавжуд 
булса, у холда <р* операторнинг хам тескариси мавжуд ва 
(<Р*У1 = (<РЛ)*- Дархак,икат (<рл)* • <р* =  (<р • у 1)* = е* ~ е 
чунки (е(х), (у) =  (х, е*(у)) = (х, у). Шунга ухшаш

<р*(<рл)* — (<р'1<р)* = е* =  е.

Теорема. Чекли улчамли унитар фазода хар цандай чи- 
зицли /  оператор учун f*  цушмаси мавжуд.

Агар А = (аш) ва В  = (/3Л) лар /  ва f *  операторларнинг 
ортонормал базисдаги матрицалари булса, у  холда ft.k = a h 
(келажакда бундай хоссага эга булган В матрицани А* би­
лан белгиланади).

И с б о т .  Л-чизикпи /операторнинг ev  еп ортонор­
мал базисдаги матрицаси булсин:

к

Я ч )  = . 
i=l

Бу базисда В = А* матрицага эга булган чизикли опе- 
раторни g оркали белгилаймиз:

g(ek) =  2  А л  = 2 а ь е< .1*1 1*1

Бичизикли <р(х, у) = (Дх), у) ва гр(х, у) -  (х, g(y)) Ф°Р" 
маларни оламиз. ХаР бир к =  1,п ва / = 1 ,п  учун

п
<р(ек,е,) = (f(,ek) , e ,) = ]Г а л(е,.,е() = а л ,

1*1

(Х<р(х), у)  = Ц<р(х), у) = А(х, <р*(у)) = (х, \<р*(у))_
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Г .  . . ., &i) — î k> Si î)) 2  0 iltek* £j) Р ki atk 
i= l

хенгликлардан <р(х, у) = гр(х, у ), яъни барча х, у  Е L учун 
(Дх), У) = (х> 8(У)) тенгликни оламиз. Демак, g = f * . U

61-§. НОРМАЛ ОПЕРАТОРЛАР

Ч изикли <р : L -» L  оператор учун <р <р* = <р*<р булса, у 
нормал деб аталади. Бу холда <р ва <р* операторлар L  да 
умумий хос е векторга эга. Мос хос сонлар узаро комп­
лекс катима сонлар. Хакдкатан, <р(е) = Хе, <р*(е) = це булса, 
у холда ц(е, е) = (ц е,_е) = (>р*{е), е) = (е, <р(е)) =  (е, Хе) = 
Х(е, е), бундан ц = X.

Т е о р е м а .  Чекли улчамли унитар L фазода чизикли /  
оператор учун хос векторлардан иборат ортонормал базис 
мавжуд булиши учун унинг нормал булиши зарур ва кифоя.

И с б о т .  Чизикли/ оператор учун ev  ..., еп — унинг хос 
векторларидан иборат ортонормал базис ва А,, Хп — 
уларга мос хос сонлар булсин. Бу базисда / ушбу

/А, О

матрицага, f*  эса ушбу

,0 Хп,
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матрицага эга. Диагонал А ва А * матрицалар урин алмашищ 
хоссасига эга булгани сабабли / • /*  = f* f  яъни /  нормал

Тескари гасдикни п = dim L буйича индукция ишлатиб 
исботлаймиз. Агар я = 1 булса, тасдик,нинг тугрилиги рав­
шан. Энди п > 1, еп — чизикли / ва /*  операторларнинг I  
даги умумий хос вектори, \ел\ =  I ва Ъ  = {х G L /  (х, е ) = 0} 
булсин. У холда dim V  = п -  1 булиб, L1 фазо /  ва" f*  га 
нисбатан инвариант (бу <р(х) = (х, еп) ни чизикли форма 
деб к,араб, 42-§ даги теорема каби исботланади).

Хакикатан, агар (х, еп) = 0 булса, у холда

(Ах), еп) = (х, f*(en)) = (х, J nen) = Xn(x, e j  = О
ва

(Г ( х ), ел) = (х„ Ле„)) = (х> К О  = О  = 0.

Индукция фаразига мувофик L 1 да /операторнинг хос 
векторларидан тузилган ev  еп1 ортонормал базис мав­
жуд. У холда е,, ..., еп тизим L да / операторнинг хос век­
торларидан тузилган ортонормал базисдир. ■

62-§. УЗ-УЗИГА КУШМА ОПЕРАТОРЛАР

Чизикли f : L - * L  оператор учун /*  = /  булса, у уз- 
Узига кушма деб аталади.

1-т е о р е м а. Чекли улчамли унитар L фазода чизикли/ 
операторнинг уз-узига кушма булиши учун унинг нормал ва 
барча хос сонлари д̂ ациций булиши зарур ва кифоя.

И с б о т .  Чизикли/ оператор уз-узига кушма булсин. У 
холда#* = f* f  = / ,  яъни у нормал. Нормаллиги сабабли L 
да унинг хос векторларидан иборат ортонормал базис бор. 
Бу б ази с д а /в а /*  операторларнинг матрицалари



куринишга эга_Ушбу /  = /*  муносабатдан А = А* яъни 
__ J (к =  1,п) тенглик келиб чикади. Демак кк лар 

Л/"икий. А ксинча,/н и н г  нормаллиги ва барча Хк ларнинг 
дакикийлигидаи А =  А*  ва демак/  = /*  келиб чикади. ■

2-т е о р е м а. Унитар L фазода х,ар кандай чизикли f o n e -  
atnop g  + куринишда ифодаланиши мумкин, бу ерда g, h  

у3-узига цушма операторлар.
И с б о т .  Ушбу g =  \ ( f + f * ) , h =  — i f  - / * )  белгилаш- 

лар киритиб, f = g  + ih, g* = g, h* = h муносабатларни 
оламиз. В

Чизикли / операторнинг уз-узига кушмалиги бичизик­
ли <р(х, У) = (Л*)> У) форманинг эрмитлигига тенг кучли: 
агар / =  /*  булса, у холда р(у, х) = (Ду), х) = (у, Дх)) =
(Д*Х7) = ( Ф > У ) » аксинча, (р(х,у) = <р(у,х) дан (Дх), у) =
(Д>0>*) = (*>/00) яъни /*  = /  келиб чик.ади.

Агар чизикли /  оператор учун ev  ..., еп — унинг хос 
векторларидан иборат базис булса, у холда

<p(e ji e k) = i f  ( е )> e i )  = e i)  ~  ^ i^ ik  ~

А*,агар/ = k,
О, агар i *  k.

Шундай килиб, бу базис <р(х, у) учун каноник. Иккин­
чи томондан чекли улчамли унитар L фазодаги хар кан­
дай бичизикли <р(х, у) форма ( / (х), у) куринишда ифода­
ланиши мумкин, бу ерда чизикли / операторнинг матри­
цаси <р(х, у) форманинг матрицасига транспортирланган. 
Бу мулохазалар билан куйидаги тасдик исботланди.

3-т е о р е м а. Чекли улчамли унитар L фазода хар кан­
дай эрмит бичизикли форма учун ортонормал каноник ба­
зис мавжуд.

Н а т и ж а .  Агар чекли улчамли комплекс L фазода икки­
та эрмит <р(х, у) ва Ц>(х, у) формалар берилган в а уларнинг 
бири мусбат булса, у  холда улар L да умумий каноник базис- 
га эга.
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И с б о т .  Аникдик учун хр(х, у) мусбат булсин. Бу ^0лл 
L да (х, у) = хр(х, у)  тенглик ёрдамида скаляр купайтм 
киритамиз. 3-теоремага асосан L да <р(х, у) учун ортоно а 
мал каноник базис мавжуд. Бу базис гр(х, у) учун \ам ка 
ноник, чунки

хр(е„ е )  = (ер е) =
агар / = j  булса, 
агар / *  j  булса.

63-§. МУСБАТ ОПЕРАТОРЛАР

Агар чекли улчамли унигар L фазодаги чизикш /  опе­
ратор у ч у н / =  g -g* тенгликни каноатлантирувчи махсус­
мас чизикли g  оператор мавжуд булса, / мусбат деб атала­
ди. Равшанки, /х а м  махсусмас ва хар кандай х *  б учун 
(Дх), х) = (gg*(x), х) = (g*(x)y g*(x)) > 0.

Т е о р е м а .  Чекли улчамли унитар L фазода берилган 
чизицли /  операторнинг мусбат булиши учун унинг нормал 
ва барча хос сонларининг мусбат булиши зарур ва кифоя.

И с б о т .  Чизикли/ оператор мусбат булсин:/  = gg*. У 
холда/* = (gg*) = g * * - g * =  g g *  = f,  яъни/уз-узига куиша, 
ва демак, нормал. Агар J(e) = Хе булса, у холда (Де), е) = 
(Хе, е) = Х(е, е). Бундан

х = ш $ . > 0
(е,е)

Аксинча /норм ал ва барча хос сонлари мусбат булсин. 
У холда бирор ортонормал базисда унинг матрицаси ку­
йидаги куринишга эга:

1% 0 \

А = = В-  В* = в г
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№Г о )
в =

о лДТ\ » "/

Ш ундай килиб /  = g-g* = g \  бу ерда g-матрицаси 5  
булган чизикди оператор. ■

И сботлаш  давомида \ар кандай мусбат оператор би­
рор мусбат операторнинг квадратига тнг эканлигини х;ам 
курсатдик.

64-§. УНИТАР ОПЕРАТОРЛАР

Унитар чизикли фазодаги /чизикли операторнинг тес­
кариси мавжуд ва / '  = f *  тенглик уринли булса, у унитар 
деб аталади.

1 - т е о р е м а .  Чекли улчамли унитар чизикли L фазода 
аникланган чизикли /  оператор унитар булиши учун унинг 
скаляр купайтмани сацлаши, яъни хар кандай х, у  G L учун

( / (х), f  (у)) =  (х, у) (1)

булиши зарур ва кифоя.
И с б о т .  Агар / ’ мавжуд ва / ‘ = /*  булса, у холда i f  (дс), 

/O')) = ( x , f * A y ) )  = (*, е{у)) = (х, У)- А ксинча,/учун (1) 
муносабат уринли булсин, 60-§ даги теоремага асосан /  
учун /*  кушма оператор мавжуд. У холда (1) га кура хар 
кандай х, у  е  L  учун

( f ( x ) , f ( y ) )  = ( x , f * f ( y ) )  = (х, у).

Бундан хар кандай х, у  е  L  учун (х, f*f*(y)  -  у) = 0. Бу 
тенгликдан f * f = e  бирлик оператор эканлигини оламиз. 
Бу тенгликдан бу операторларнинг матрицаларига утсак, 
Af' A f  = Ае. Бу тенгликда матрицаларнинг детерминант- 
ларига Утсак, detA„-detAf = 1. Бундан detAf *  0 эканлиги­
ни оламиз, яъни/ учун теск ар и /1 оператор мавжуд. Бун-
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nycy^i (1) дан: ( f l(x), у) = (x, f[y)) = (f*(x), j>), яъни/-1_

2 - т е о р е м а .  Чекли улчамли унитар фазода аниыан 
чизикли /  оператор унитар булиши учун унинг нормц, * 
барча хос сонларининг модули бирга тенг булиши зарур в° 
кифоя. ва

И с б о т .  Чизикли/операторнинг унитар эканлиги/ /*  _ 
- f * f  = е тенгликка тенг кучли. Демак у нормал. Шунинг 
учун бирор ортонормал базисда / ва /*  ларнинг матрица­
лари мос равишда

'К 0 ' 'Яг o N
А =

,0

, А* =

0\ Лп /

/4/4* =
W2

= Е

тенгликдан |AJ = 1, {к = \,п) эканлиги келиб чикади.
Аксинча, агар /■ /*  = /*  */ва / нинг барча Хк хос сонла­

рининг модули бирга тенг булса, у холда бирор ортонор­
мал базис учун А А* -  А*А = .Етенгликни оламиз. Бундан 
/ . / *  = -у = е яъни /• ' = /*. ■

Хар кандай унитар оператор хар кандай ортонормал 
базисни ортонормал базисга акс эттиради:

( А е ) ,Л е ) )  = (е„ е )  =
1, агар / = j  булса,
О, агар / *  j  булса.

Агар чекли Улчамли унитар фазода аникланган чизик­
ли /оператор бирор ортонормал базисни ортонормал ба­
зисга акс эттирса, у холда / унитар. Хакикатан, агар ev  ег>
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е __ берилган ортонормал базис ва х  = X  .
• ••» л i-1

У = J) т]кек б^лса, у холда 
*=i

( / ( * ) , /0 0 )  = t ^ V k( f ( e l ) , f ( e k)) =
j, Jk*l

л _
= 2  ̂  у).

Хар кандай унитар операторнинг ортонормал базис­
даги А матрицаси А А*  = А А = Е тенгликни каноатланти- 
ради. Охирги тенгликни кдноатлантирувчи матрица уни­
тар матрица деб аталади. Бу тенглик унитар А матрица­
нинг сатр ва устунлари тизимига унитар С" даги векторлар 
деб кдрасак, улар бу фазода ортонормал тизимни хосил 
килишини курсатади.

65-§. МАХСУСМАС ОПЕРАТОРНИНГ 
ТРИГОНОМЕТРИК ИФОДАСИ

Т е о р е м а .  Чекли улчамли унитар фазодаги х,ар крндай 
махсусмас /  чизикли оператор учун шундай мусбат glt g2 
операторлар ва унит ар А,, Аг операторлар мавж удки  
f — — hjS}-

И с б о т .  Махсусмас/оиератор учун ? ,= /• /* мусбат опе­
ратор. У холда 63-§ га асосан шундай мусбат g1 оператор 
мавжудки / • /*  = gf. Ушбу А, = ^ ’/операторнинг унитар 
эканлигини курсатамиз. Хакикатан,^* =/*(gI~1)* =f *g{ x■ Бунга 
асосан АД* = g -»• /  • f*g -' =  g -i g i g  -i = e, A,*A, = / % ’ g{lf  =
A ' /  = / W / - 1/ =  e.

Шундай килиб,/ =  gxhy Шунга ухшаш t2 = f * f  = g22 деб 
олиб, /  = A ^  ифода исботланади. ■

Махсусмас оператор учун олинган ифода нольдан фарк­
ли комплекс сонни триганометрик ифодасига яъни мус­
бат соннинг ва модули бирга тенг булган сонларнинг 
купайтмаси шаклида ифодалашга ухшаш.
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66-§. ЕВКЛИД ФАЗОСИДАГИ ЧИЗИКЛИ 
ОПЕРАТОРЛАР

Евклид фазосида чизикли операторлар назарияси уни­
тар фазодаги каби кур ил ад и. Бу назариялар орасидаги асо- 
сий фарк шуки, евклид фазосида баъзи бир чизикли опе­
раторлар хос векторга эга булмаслиги мумкин.

Евклид V фазосида чизикли /  ва g  операторлар берил­
ган булсин. Хар к,андай х, у  Е V учун (Дх), у) = (*, 
тенгликни к,аноатлантирувчи g  оператор /  га кушма деб 
аталади. Худди унитар фазолардаги каби, агар кушма опе­
ратор мавжуд булса, унинг ягоналиги исботланади. Чи­
зикли /  операторга кушма булган операторни /*  оркали 
белгилаймиз. Кушма операторнинг евклид фазолардаги 
куйида келтириладиган хоссалари худди унитар фазолар­
даги каби исботланади:

1 ./* *  = /
2. ( f + g )* = f  + g *
3. (А У)* = Я /*  (Я Е R).
4. ( f 'g)* = g*f*-
5. Агар /  нинг тескариси мавжуд булса, /*  нинг хам 

тескариси мавжуд ва (/*)■* = ( f 1)*.
1- т е о р е м а .  Чекли улчамли евклид V фазосида хар кан­

дай чизикли /  оператор учун кушма f*  оператор мавжуд. 
Агар /  операторнинг бирор ортонормал базисдаги матри­
цаси А булса, у  хол да /*  операторнинг шу базисдаги матри­
цаси АТ.

И с б о т .  Чизикли/операторнинг eJt ..., еп ортонормал 
базисдаги матрицаси А = (аа) булсин. Бу базисда матри­
цаси Ат булган операторни g  оркали белгилаймиз. У холда

п п

/о * )  = >
1 = 1 1=1

(k = 1,п,  п = dim У).

Бичизикли <р(х, у) = (f(,x), у) ва \р(х, у) = (х, g(y)) форма - 
ларни олиб, уларнинг берилган базисдаги матрицаларини 
Хисоблаймиз:
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<p(ek,et ) =  (f(.ek),e, ) =  £  £**(<?,., e,) = a tt ,
1=1

n
rp(ek,e,) = (ek,g(e,))  = ^ а , ( е ; ,е,) = а л . 

i=i

Демак, бу формалар берилган базисда бир хил Ат мат­
рицага эга. Бундан хар кандай х, у  Е V учун (f(x),  у) = (х, 
g(y)), яъни g = f *  тенгликни оламиз. ■

Агар евклид Vфазосидаги чизшцш/ оператор учун/* = /  
яъни хар кандай х, у  & V учун

( f ix ) ,  у) = ( x , f ( y ) )

булса, у уз-Узига кушма ёки симметрик деб аталади.
Чекли улчамли евклид фазосида /  операторнинг сим- 

метриклиги ихтиёрий ортонормал базисда бу оператор 
матрицасининг симметриклигига тенг кучли. Хакикатан, 
агар /  операторнинг ер еп ортонормал базисдаги мат­
рицаси А = (а.к) булса, у холда бичизикли ( f  (х), у) форма­
нинг матрицаси А г, бичизикли (х, /  (у)) форманинг мат­
рицаси эса А (текширинг!). Бу бичизикли формалар узаро 
тенг булгани сабабли Ат = А, яъни А — симметрик.

Аксинча, агар бирор ортонормал базисда чизик,ли/опе- 
раторнинг матрицаси симметрик булса, у холда/хам сим­
метрик, чунки берилган базисда бичизикли ( f  (х), у) ва (х, 
/  (у)) формалар бир хил матрицага эга.

2 - те о р е ма .  Чекли улчамли евклид фазосида чизицли/  
операторнинг хос векторлардан иборат ортонормал бази- 
сининг мавж уд булиши учун унинг симметрик булиши за- 
РУР ва кифоя.

И с б от .  Агар чизик'ш /операторнинг хос векторлари- 
дан иборат ортонормал базис мавжуд булса, у холда бу 
базисда /  нинг матрицаси диагонал, демак, симметрик. 
Юкоридаги изохга асосан /  хам симметрик.

Тескари тасдикни евклид V фазонинг улчами буйича 
индукция ёрдамида исботлаймиз. Агар п = 1 булса, тас-
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дикнинг тугрилиги равшан. Энди п > 1 ва тасдик, улчами 
< п тенгсизликни к,аноатлантирувчи фазолар учун тугри 
деб фараз кдламиз. V — хак^щий фазо булгани учун 53-§ 
даги 5-теоремага асосан шундай баравар нольга тенг булма­
ган х, у G V векторлар ва Я, ц  Е R сонлар мавжудки 
f i x )  = А х- цу ,Ау )  = ц х  + Ху. Бундан (Хх -  цу, у) = (х, цх + 
+ Ху). БунданцЦх, х) + iy, у)) = 0. Бу ерда (х, х) + (у, у) > q 
булгани учун ц = 0. Демак f i x )  = Хх, f ( y )  = Ху. Бу х, у  
векторларнинг нольдан фарк«лисини олиб, уни уз узунли- 
гига буламиз. Хосил булган векторни ех оркали белги­
лаймиз.

Чизикли V фазода е, га ортогонал булган векторлардан 
иборат кисмфазони Vx оркали белгилаймиз, dim Vx = п -  1 
(текширинг!). Vx ф азо/га нисбатан инвариант. Хак,ик,атан, 
агар х Е Vx булса, у холда (х, ех) = 0. Бундан (Дх), ех) = 
ix, f i e x)) = ix, Хе,)) =Х(х,  ех) = 0 яъниДх) Е Vx.

Индукциянинг фаразига мувофик; Ух да / нинг хос век- 
торларидан тузилган е2, ..., еп ортонормал базис мавжуд. 
Бу тизимга ех ни хам кушсак, V да /н и н г  хос векторлари- 
дан иборат ех, ev  ..., еп ортонормал базисни хосил к,и- 
ламиз. ■

1-натижа.  Симметрик операторнинг характеристик 
куп^ади фак;ат хациций илдизларга эга.

И с б о т .  Симметрик/операторнингЛ матрицаси унинг 
хос векторларидан иборат ортонормал базисда

А =
{Хх 0")

о я
, Я; Е  R , (/ = 1,«)

базисга эга. Демак,

det (А -  ХЕ) = (А, -  Я) ... (Я„ -  Я). ■

2 - н а ти жа .  Чекли улчамли евклид фазосида х,ар кандай 
симметрик бичизикли форма учун ортонормал каноник ба­
зис мавжуд.



И с б о т .  Чекли улчамли евклид V фазосида симметрик 
би чи зи кли  <р(х, у) форма берилган ва А унинг бирор орто­
нормал базисдаги матрицаси булсин. У холда Л-симмет- 
рик ва бу матрица аниклаган /  оператор хам симметрик 
булиб, (/(х), У) -  (x , f ( y ) )  = <р(х, у) 2-теоремага асосан /  
оператор учун унинг хос векторларидан тузилган орто­
нормал базис мавжуд булиб, бу базис <р(х, у) учун кано­
ник, чунки хар бир / *  к  учун

<р(е,, ек) = ( f (e ) ,  (ек) =  (Я, е,, ек) = Х.(е., ек) = 0. ■

Бу натижа ёрдамида куйидаги тасдик,ни исботлаймиз.
3 - т ео р ем а .  Чекли улчамли хациций фазода иккита 

симметрик бичизикли формалар берилган булиб, уларнинг 
мос квадратик формаларининг бирортаси мусбат булса, у  
Холда улар умумий каноник базисга эга.

И с б о т .  Чекли улчамли хакикий V фазода симметрик 
бичизикли <р(х, у) ва хр(х, у) формалар берилган ва хр(х, х) 
квадратик форма мусбат булсин. У холда Кда (х, у) = ip(x, у) 
тенглик билан скаляр купайтма киритиб, V ни евклид фа- 
зосига айлантирамиз. 2-натижа буйича tp(x, у) форма учун 
олинган ортонормал каноник базис гр(х, у) = (х, у) форма 
учун хам каноник, чунки бу базис ортонормал. ■

Агар евклид V фазосидаги чизикли/операторнинг тес­
кариси мавжуд ва / ’ = f *  булса, у ортогонал деб аталади.

Бу таърифдан ортогонал операторнинг скаляр купайт- 
мани узгартирмаслиги ва демак, векторларнинг узунлиги 
хамда улар орасидаги бурчакни саклаши келиб чикади:

i f ( x ) , f ( y ) )  = (x , f*f( y) )  = (х , у) .

Хусусан, ортогонал оператор ортонормал тизимни ор­
тонормал тизимга акслантиради. Чекли улчамли фазоларда 
тескари тасдик хам уринли: агар бирор чизикли /  опера­
тор бирор ортонормал базисни ортонормал базисга акс- 
лантирса, у ортогоналдир.

Хакикатан, V евклид фазосида е , ..., е — ортонормал 
базис ва
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п п
булсин. У холда Рдаги хар кандай х = ^  > У -  X  Vkek

Бундан (х, /*Ду)) = (х, у). Бу ерда х =/*Д у)  -  у  деб ол­
сак, (х, х) = 0. Демакх = 0, яъни/ *Ду) = у  хар кандай^ е  V 
учун, яъни f *  = / - 1.

Агар квадрат А матрица махсусмас ва А 1 = Лг булса, у 
ортогонал деб аталади.

Масалан, агар А -  (ап) биринчи тартибли ортогонал 
матрица булса, у холда а ■} = а 1Р яъни а„  = ± 1. Иккинчи 
тартибли

ортогонал матрица учун а 2и + а\2 = а 2, + а 2, = а* + а |2 = 
= а п + а*2 =  1, а па 21 + а 12а п =  а иа х2 + а 21а 22 = 0 тенгликлар 
келиб чикади. А А 1' = Аг А = .Етенгликдан deL4 = ± 1 экан­
лиги кедиб чикади. Ушбу deL4 = 1 тенгликни каноатлан- 
тирувчи хар кандай А матрица учун шундай <р Е R мав­
жудки, а и = cos <р, а 12 = -  sin <р, а 2) = sin <р, а п = cos <р, яъни

векторлар учун

п п
( / ( * ) , /0 0 )  = S 7 * /(e t ) =

*=i

куринишга эга. Агар deL4 = -1  булса, у ушбу



куринишга эга (буларни исботланг).
Агар ортогонал /  операторнинг ортонормал базисдаги 

матрицаси А булса, у холда/-1 = /*  тенгликдан Ал = АттеЛг- 
лик, яъни А нинг ортогоналлиги келиб чикади. Аксинча, 
чизик^ли /  операторнинг А матрицаси бирор ортонормал 
базисда ортогонал, яъни Ал = Ат булса, у холда / '  = /* . 
Демак, /  хам ортогонал.

Евклид фазосидаги чизикли/оператор учун/  = gg*тенг­
ликни к,аноатлантирувчи тескариси мавжуд булган g  опе­
ратор мавжуд б^лса,/оператор мусбат деб аталади. Чекли 
улчамли фазода чизикли/операторнинг мусбатлиги унинг 
симметриклигига ва барча хос сонларининг мусбатлигига 
тенг кучли (исботланг). Худди унитар фазодаги каби чек­
ли улчамли евклид фазосидаги хар кандай махсусмас чи­
зикли оператор мусбат ва ортогонал операторларнинг 
купайтмаси шаклида ифодаланиши курсатилади.



Ун иккинчи боб 

КУШИМЧАЛАР

67-§. ТЕНЗОРЛАР

Чизикли фазолар урганилганда турли хил объектлар- 
векторлар, чизикли ва бичизикли формалар, чизикли опе­
раторлар билан учрашдик. Буларнинг турли булишига 
карамай, уларнинг бир умумий хислати бор. Уларнинг х,ар 
бири чизикли фазодаги берилган базисда маълум бир сон­
лар (скалярлар) тизими билан аникланиб, базис узгарса, 
бу сонлар (скалярлар) тизими маълум бир крнуният буйича 
иккинчи базис билан аникланган сонлар (скалярлар) ти- 
зимига утади. Бу ерда биз бундай хислатга эга булган сон­
лар тизимини умумийрок куринишда киритиб урганамиз. 
Биз киритмокчи булган сонлар тизими тензорлар деб ата­
лади.

Дастлаб бу тушунчаларни киритиш учун зарур булган 
белгилашларни киритамиз, улар тензор белгилар деб ата­
лади.

Бизга келажакда шундай кетма-кетликлар, катталик- 
лар учрайдики, уларга кирувчи хадлар бир нечта индексга 
бои и к  б^либ, бу индексларнинг хар бири одатда 1 дан п 
гача узгаради. Кулайлик учун бу хаднинг баъзи индексла- 
ри пастда, баъзилари эса юкорида ёзилади.

Кдйси индекснинг к,аерда ёзилиши бир базисдан ик­
кинчи базисга утилганда хддларнинг кандай узгаришига 
боглик Бу кулайликнинг мохияти кейинрок билинади.

Масалан, п тартибли квадрат А = (a lk) матрицанинг эле- 
ментларини а'к куринишда ёзиш кулай, бунда сатр номе- 
ри юкорида, устун номери эса пастда ёзилади.

Иккинчи мухим белгилаш, келишиш шундан иборат- 
ки, агар пастда хам, юкорида хам учрайдиган бирор ин-



с буйича йигинди олинган булса, йигинди белгиси 
т^шлаб крлдирилади. Одатда бу англашилмовчиликка олиб
келмайди.

Масалан, агар чизикли V фазода {е,, е )  базис ва §,, 
е сонлар х векторнинг бу базисдаги координаталари

булса, х = 2 урнига х = ёзамиз.

Яна бир нечта мисол курамиз.
1. К фазода иккита {ev  ..., ев} ва {е[, e'J базис берил- 

ган, (ур ~■ биринчи базисдан иккинча базисга утиш мат­
рицаси 0?*) — унга тескари матрица булсин. У холда 
е ' = у кек, е. = р.ке ’к. Агар х = £'<?, = £"е\ булса, у холда 
gte = £'iy kek = £'Укег  Бундан £* = у*£" ва §'* = /?*§'. Охирги 
ифода х векторнинг янги координаталарининг эски ко­
ординаталари оркали ифодаси.

2. /"майдон устидаги чизикли V фазо, <р — ундаги чи­
зикли форма, {е,, ..., e j  ва {е[, ..., e'J базислар, ^(е() = а, ва 
<р(е') = а булсин. У холда а! = = У,Чг БУ 
чизикли <р форма янги коэффициентларининг эскилари 
оркали ифодаси.

3. F  майдон устидаги чизикли V фазо, <р — ундаги би­
чизикли форма, {ev  еп} ва {е', e'J базислар, tp(et, 
ек) = a lk, •Pie',, е'к) = а ’.к. У холда а\к = <р(у,г е ,  yj е )  = y [ y sk(p{er> 
е )  = у [ у к*ап. Шундай кдлиб,

а '* =  УГГка п

тенглик — бичизикли форма янги матрицасининг эски 
матрицаси оркали ифодаси.

4. L фазода/ — чизикли оператор, {е,, еп} ва {е\,
e j  базислар, <р(е) = а кек, <р(е'.) = а'ке'к булсин. У холда 
“М  = <Р(е'.) = <р(укек) = у к<р(ек) = y ka ' e r = у* a ; #  ds = y ^ ka rs е'к. 
Ьундан

а * = у//?* а].

Бу чизикли оператор янги матрицасининг эски матри­
цаси оркали ифодаси.
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Кетма-кетлик куринишида ёзилган р  + q индексли 
улардан р  таси пастда ва q таси юкорида булган, F  май- 
дондан олинган пр+ ч та

скалярлардан иборат тизим J7майдон устидаги п — улчамли 
чизикди V фазода (р, q) типдаги координат жадвали деб 
аталади.

Т а ъ р и ф .  F майдон устидаги п-улчамли чизикли V ф а ­
зода (р, q) типдаги тензор деб, V фазодаги барча базислар 
тупламини бу фазодаги (р, q) типдаги координат ж адвш -  
лари тупламига шундай t акс эттиришига айтамизки, агар 
е =  {в,, ..., e j  в а е ’ = {е\, ..., е'п} базислар, в/ = y.kek, е. = 
(яъни (у*) биринчи базисдан иккинчи базисга утиш мат­
рицаси, (/?*) унга тескари матрица) ва

булганда ушбу

тенглик уринли. Типи {р, q) булган тензор р  марта ковари- 
ант ва q марта контравариант деб х;ам гапирилади (кова- 
риант — худди шундай узгарувчи, контравариант — тес­
кари узгарувчи деган маънони бидциради; бу ерда бу сузлар 
шу маънода ишлатилганки, пастки индекслар буйича узга- 
ришни эски базисдан янги базисга утиш матрицаси ба- 
жаради, юкори индекслар буйича узгаришни эса унга тес­
кари матрица бажаради). Юкоридаги мисоллар курсата­
дики, вектор (0,1) типидаги (контравариант) тензор, 
чизикли форма (1,0) типидаги (ковариант) тензор, бичи­
зикли форма (2,0) типидаги (икки марта ковариант) тен­
зор, чизикли оператор (1,1) типидаги (бир марта ковари­
ант ва бир марта контравариант) тензор. Кейинрок ихти­
ёрий (р, q) типдаги тензорга мисол келтирамиз.
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F  майдон устидаги чизикли V фазода аникланган бар­
ч а  чизик™ у  : V -* F  формалардан иборат чизикли фазо V 
га кушма фазо деб аталади ва V оркали белгиланади. Агар 
\0 е \ тизим Кдаги базис булса, у холда•••> п>

r i ,  Ч xi fl, агар i - к  булса, 
f ( e i . )  = o t  = [О, агар i *  к  булса.

(Кронекер белгиси) тенгликлар билан аникланган чи­
зикли / ,  ..., /  G F  формалар кушма V  фазодаги базис 
булади. Хаки катан, агар А /' = 0' булса, у холда А./'(«*) = 0. 
Бундан барча к = 1,п учун А, <5̂ = Хк = 0.

Хар к.андай х Е Ува у  Е  V  учун (х, у) = у(х) деб белги­
лаймиз. Ушбу (х, у) функция V x V  тупламда хар бир ар­
гумента буйича чизикли. Агар барча х Е  V лар учун 
(х,у) = 0 булса, у холда у  = 0 . Шунга ухшаш, агар барча 
у  Е V лар учун (х, у) = 0 булса, у холда х  = 0 (Акс холда V 
да {е,, еп} базисни шундай танлаймизки, е, = х. У холда 
/(е ,) = f { x )  = (х, / )  = 1 тенглик бажарилади — зиддият).

Юкорида V даги {ер ..., e j  базис буйича (е., f )  = д к 
тенгликларни каноатлантирувчи V  нинг { f ,  ..., /}  базис­
ни курдик. V даги бу базис {е,, ..., e j  базисга биортогонал 
(баъзан, кушма) деб аталади. ХаР кандай базис учун унга 
биортогонал булган базис бир кийматли аникланган. 
Хакикатан, агар {е,, ..., еп} базисга биортогонал булган яна 
бир {g1, ..., g 1} базис мавжуд булсин: (е.; gk) = 6,к =  (<?.,/). У 
холда хар кандай х = §' е. Е  V вектор учун (х, gk - / )  = £( ер 
£  - / )  =J;((e,, g*) -  (е ,,/))  = 0. Бундан барча к -  1,я учун 
g* - /  = 0 , яъни g* = / .

Т е о р е м а .  Иккита биортогонал е, /  еа е', f  базислар 
берилган булсин. У  холда f  дан /  га утиш матрицаси е дан 
е га утиш матрицасидан транспонирлаш еа тескари м ат ­
рицага утиш орцали хосил цилинади.

Исбот .  Агар/* = А * /' булса, у холда <5 * = (в/ ,/*) = (у[ е  ̂
V / 0  = У'Xkier, f s) = у [ А /<5/ = у \ А/. Бундан (ук) ва (А,*) мат- 
рицаларнинг бир-бирига тескари эканлиги келиб чикади. 
Ушбу (А.*) матрица эса/ дан/ '  га утиш матрицасидан транс-
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понирлаш оркали олинган (бу матрицада сатр ракамини 
юкррида, устун ракамини пастда ёзишга келишилгани- 
дан келиб чикади). ■

68-§. КУПЧИЗИКЛИ ФОРМАЛАР

Т а ъ р и ф .  Агар скаляр функция учун куйидаги шартлар:
1) бу скаляр функция р  + q та вектор аргументнинг функ- 

цияси;
2) буларнинг р  таси V да аникланган, q таси эса V да 

аникланган;
3) бу функия %ар бир аргументи буйича чизикли булса, у  

(р, q) типидаги купчизикли (поличизик^и) функция деб ата­
лади.

Ушбу <р(х., / )  = <p(xv  ..., хр, у 1, у*) (х. е  V, /  g  V) 
ифода (р, q) типидаги купчизикли функция, {ер е } 
тизим V даги базис, унга биортогонал булган V даги ба­
зис {Д /}  булсин. Агар х. = £(г е^ /  = »?// Деб олсак, 
р(хр = <р(£?еп , е^, n ^ f * ,  =
=  # . . . ? ; ■  т}\ . . . r \ \ -  a * : sT'f , бу ерда

= 'P ^ rx, . . .e rf, P , . . . f s' )  -

скалярлар, улар купчизикли <р форманинг {ev  ..., еп} ба­
зисдаги координаталари деб аталади. Шундай килиб хар 
бир базисда (р, q) типидаги купчизикли формага худди 
шу типдаги координат жадвал мос келади. Базис узгар- 
ганда бу жадвалнинг кандай узгаришини кузатамиз. V да 
бошка {ej, е'п} базисни, V да эса бунга биортогонал 
булган {/ , базисни оламиз. У холда юкорида курса- 
тилганга асосан

e ; = Y ? e k, f k =  V f .

Купчизикли у  форманинг {е\, ел) базисдаги коорди­
нат жадвали куйидагича:
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Бундан куринадики, (p, q) тинидаги x;ap кандай купчи- 
зикли форма р марта новариант ва q марта контравариант 
булган тензорни аниклайди. Иккинчи томондан хар бир 
тензор ягона купчизикли форма билан аникланади (бу 
форманинг хар бир базисдаги координаталари тензорнинг 
бу базисдаги координат жадвали билан аникланади). Бу 
билан тензорлар ва купчизикли формалар орасида узаро 
бир кийматли мослик урнатилди.

I  y j - y j  ' P i  ' «nl r ,

69-§. КИСМГУРУ^ЛАР

G гурухнинг Я  кием туплами гурухдаги амалга нисба­
тан гурух хосил килса, у G гурухнинг киемгурухи деб ата­
лади. Мультипликатив белгиларда бунинг маъноси бун­
дай 1) агар a, Ь Е Я  булса, у холда a -b Е Я; 2) шундай 
£( е Я  элемент мавжудки, хар кандай a Е Я  элемент учун 
аех = а\ 3) хар кандай а Е Н  элемент учун шундай b £  Я 
элемент мавжудки, a - b  = ev

Бундан е1 е  Я  элементнинг G гурухнинг бирлик е эле- 
ментига тенг булиши келиб чикади. Хакикатан, ае, = а 
тенгликдан алае, = а 1 а, яъни ех = е келиб чикади. Шу­
нинг учун а • b = е, = е тенгликни каноатлантирувчи b Е Я  
элемент ал га тенг, чунки алаЬ = але = ал.

Демак, G гурухнинг Я  киемгурухи шундай киемтуплам- 
ки, унга G гурухнинг бирлик элементи тегишли, хар кан­
дай иккита элементининг купайтмаси узига тегишли ва 
Хар кандай элементнинг тескариси узига тегишли.

1- т е о р е м  a. G гурухда Н  шундай циемтумамки, агар 
в, b G Н  булса, a ‘ b l Е Н, у  холда G гурухда Н  — щ ем -  
гУРУХдир.

И с б о т .  Бирор а Е Н  элемент оламиз. Унинг учун 
е -  а - а '  е  Я  ва а х = е - а 1 Е Я . Агар a, b Е Н  булса, ис- 
ботланганга асосан ЬЛ Е Я. Демак, а - Ь = а(ЬЛ)Л Е H . U
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Шунга ухшаган мулохаза билан, агар G гурувда f f  к^См 
туплам учун a, b G Я  дан доим алЬ G Я  келиб чикса #  
нинг кием гурух эканлиги исботланади (текширинг!)

Исботланган теорема гурухнинг берилган киемтупла- 
ми кием гурух эканлигини текширишнинг содда усулини 
беради.

М и с о л л а р .  1) Симметрик Sn гурухда жуфт Урнига 
куйишлардан иборат Ап туплам кием гурухаир.

2) Барча хакикдй элементли махсусмас п — тартибли 
квадрат матрицалар гурухида детерминанта бирга тенг 
булган матрицалардан иборат кием туплам кием гурухдир.

3) Аддитив Z  гурухда берилган бутун манфий булмаган 
т сон учун т га булинувчи барча бутун сонлардан иборат 
m Z  туплам кием гурухдир.

2-т е о р е м а. Аддитив Z  гурухнинг х;ар капай кием гу- 
рухи m Z  куринишга эга, бу ерда т — манфий булмаган бу­
тун сон.

И с б о т .  Z  гурухнинг бирор Н  кием гурухи берилган 
булсин. Агар Н  факат ноль элементидан иборат булса, у 
холда Н  = о Z.

Энди Н  oZ холни курамиз. Бу холда Н  да хам мусбат, 
хам манфий сонлар бор, чунки a G Н  билан Н  кием гурух 
булгани учун ( - a )  G N. Я  даги энг кичик мусбат сонни т 
оркали белгилаймиз. У холда т га булинувчи хар кандай 
сон хам Я  га тегишли булгани учун mZ С Я. Иккинчи 
томондан, агар х  G Я  ва х ни т га булишдан чиккан кол- 
дик г  га тенг булса, у холда r = x - q m & H , q  — бутун сон,
О < г <  т. Агар г  > 0 булса, у холда Я  да т дан кичик булган 
мусбат сон буларди — бу эса т нинг танланишига зид. 
Шунинг учун г  = 0 ва демак, х = qm G mZ. Бу ерда х ихти­
ёрий булгани учун Я  С mZ. Натижада Я  = mZ. Я

G гурухнинг ихтиёрий кием гурухлари тупламининг 
кесишмаси яна кием гурух (текширинг!). G гурухда ихти­
ёрий М  кием туплам берилган булсин. У холда Л/туплам- 
ни Уз ичига олувчи барча кием гурухларнинг кесишмаси 
Нм кием гурух булиб, у G гурухда М  тупламни уз ичига 
олувчи кием гурухларнинг "энг кичкинаси". Нм кием гурУХ 
М  туплам хосил килган деб аталади, М  туплам эса Нм 
Кием гурухнинг хосил килувчи тизими деб аталади.



3 - т е о р е м а .  Нм кием гурух барча мумкин булган ушбу 
ak'ak2 ■■■ as‘ чекли купйтмалардан иборат, бу ерда а,, ..., 
а £  М, k t, •••» ks £  Z.

’ И с б о т .  Р  орк^али шундай чекли купайтмалар тупла­
мини белгилаймиз.  Агар a, b £  Р  булса,  у холда 
а =  ар  —а) ' , Ъ = b{‘ ...blr , a t, as, bv  ..., bt £  M, ва 
а . Ь- ' = а Ь . . . а к/ Ь ; ' - . . . Ь ^ Е Р .

Демак, Ртуплам М тупламни уз ичига олган кием гурух. 
Шунинг учун Н ч С Р. Иккинчи томондан М  ни уз ичига 
олган хар кандай кием гурух Р  га кирувчи барча чекли 
купайтмаларни хам уз ичига олади, яъни Р  С Нати- 
жида Р =  Нт. Ж

70-§. ЦИКЛИК ГУРУХЛАР

Агар гурух узидаги бирор а элементнинг даражалари- 
дан иборат булса, бундай гурух циклик гурух деб аталади 
ва (а) оркали белгиланади: (а) = {а” | п £  Z). Бу а элемент 
(а) гурухнинг хосил килувчи элементи деб аталади.

Агар а элемент учун а" = е (бу ерда е — гурухнинг бир­
лик элементи) тенгликни каноатлантирувчи натурал п сони 
мавжуд булса, бундай элемент чекли тартибли деб атала­
ди. Бу шартни каноатлантирувчи сонларнинг энг кичиги 
а элементнинг тартиби деб аталади. Агар а" -  е тенгла- 
мани каноатлантирувчи п сони мавжуд булмаса, а чексиз 
тартибли деб аталади.

Масалан, нольдан фаркли комплекс сонларнинг муль- 
типликатив гурухида бирнинг ихтиёрий даражали илдиз­
лари ва факат улар чекли тартибли элементлардир.

1 - теорема .  Циклик гурухнинг элементлари сони уни 
Хосил килувчи элементнинг тартибига тенг.

И с б о т .  Циклик (а) гурух берилган булсин. Дастлаб 
бундаги а элементнинг тартиби чекли, масалан, h булган 
*олни курамиз. Бу холда е, а, ..., анл £  (а) элементлар 
турли ва (а) = {е, а, ah l}. Хакикатан, агар а" = ат,
О s  п < т < h -  1 булса, у холда ат-" = е в а 0 < / и - л < й - 1 .  
Бу эса а элементи тартибининг таърифига зид. Демак, е, 
а> а*1 элементлар турли.
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Хар бир х G (а) элемент х = ак, к  G Z куринишга эга 
Агар £ ни й га булишдан чикдан колдик г  га тенг (яъни 
к = qh + г, q -  бутун, 0 < г  < И -  1) булса, у ^олда 
х = ак = (о*)« cf = аг, яъни х С {е, а, ..., а*1}.

Энди а нинг тартиби чексиз булган холни курамиз. Бу 
холда аг1, о г\ е, а, а2, ... элементлар турли, чунки агар 
а" = ат булса, у холда &  = е. Бундан п = т. Демак (а) — 
чексиз гурух. ■

Циклик гурух элементлари сонига унинг тартиби деб 
Хам юритилади.

Чексиз циклик гурухга Z аддитив группаси мисол була­
ди. Унда амал аддитив булгани учун элементнинг дара- 
жалари сузлари урнига элементнинг бир неча марта оли- 
ниши сузлари ишлатилиши керак. Бу гурухда 1 (ёки -1) 
хосил килувчи элемент.

Бирнинг п = даражали илдизлари гурухи п = тартибли 
циклик гурухдир. Ундаги бирнинг хар кандай хосил килув- 
чи (дастлабки) илдизи бу гурухнинг хосил килувчи эле­
менти булади.

Энди циклик (а) гурухда а элементнинг даражалари 
Качон тенг булишида тухтаймиз. Агар а элементнинг тар­
тиби чексиз булса, у холда а" = ат дан п = т тенглик ке­
либ чшдиши равшан. Агар а элементнинг тартиби чекли, 
масалан, И булса, у холда а" = а" тенглик уринли булиши 
учун п — т соннинг h га булиниши зарур ва етарли. Бу 
шартнинг етарлилиги равшан. Зарурлиги: п - т  ни А га 
булишдан чиккан крлдик; г  булса, у холда г = п -  т -  qh, 
q — бутун, 0 < г  < А, ва е = ап т = (ah)q • cf = аг, бундан г  = 0.

2-т е о р е м а. Бир хил ( чекли ёки чексиз) тартибли цик­
лик гурухлар изоморф.

И с б о т .  Циклик (а) ва (Ь) гурухлар бир хил тартибли 
булсин. Хар кандай п G Z  учун <р(ал) = Ь" тенглик билан 
аникланган <р: (а) -» (b) акслантиришнинг изоморфизм 
эканлигини курсатамиз. Агарх, у Е  (а) булса, у холдах = <?, 
у = а т ва <р(ху) = <р(а"+т) =  Ьп+ т = <р{х) • <р(у), яъни <р — го­
моморфизм. Ушбу х = ап тенгликда п бир кийматли аник- 
ланмагани учун <р акслантиришнинг бир кийматли акс­
лантириш эканлигини текшириш керак. Юкоридаги изохга 
асосан, агар (а) ва (b) чексиз циклик гурухлар булса, у



х;олда cf -  ат дан п - т  келиб чикади, демак Ь" = Ьт. Агар 
(а) ва (Ь) лар тартиби И булган чекли тартибли циклик 
гурухлар б^лса, у холда ап = ат дан п - т  нинг h га були- 
ниши келиб чикади, демак, If = Ьг.

Худди шундай мулохазатарга кура, хр(Ьп) = а" тенглик 
билан аникланган (b) гурухнинг (а) гурухга гр\ (й) -» (а) 
акслантиришнинг бир кийматли гомоморфизм эканлиги 
курсатилади. у  акслантириш <р га тескари эканлиги рав­
шан. Бунга асосан f  — изоморфизм. ■

Н а т и ж а .  1) Хар кандай чексиз циклик гурух бутун сон­
ларнинг Z  аддитив гурухига изоморф.

2) ХаР кандай тартиби п булган циклик гурух бирнинг п = 
даражали комплекс илдизларидан иборат гурухга изоморф.

71-§. ИЗОМОРФИЗМ ХАКИДА КЭЛИ ТЕОРЕМАСИ

Куй ид а келтириладиган теорема хар кандай гуру^ни 
элементар атмаштиришлардан иборат гурух деб тасаввур 
килиш мумкинлигини курсатади.

Т е о р е м а  Дар  кандай G гурух G туплам алмашти- 
ришлари гурухининг бирор кием гурухига изоморфдир.

И с б о т .  Ихтиёрий а Е Сэлементни олиб, барча л: Е G 
учун f a(x) = ах ифода билан аникланган f a : G -* G акслан- 
тиришни караймиз. Хар кандай a, b Е G учун =/,/*> 
чунки х е  (?учун

f j x )  = abx =  f a(bx) = f j b{x).

Бунга кура / ш-i = /„ • f a-1 = f a. lfl = f e . Бундан барча 
х е  G учун f e(x) = x, яъни у G тупламнинг айний акслан- 
тириши булгани учун f  ., = / / ‘ . Шундай килиб, барча/, 
акслантиришлар G тупламнинг ашаштиришлари булиб 
улар / ’гурухни — G тупламнинг атмаштиришлари гурухи­
нинг кием гурухини хосил килади. Хар бир а Е G учун 

~ f a ифода билан аникланган <р : G -* F  акслантириш - 
ни караб, унинг изоморфизм эканлигини курсатамиз. 
Хакикатан, <p(G) = F  ва <р(а) = <р(Ь) тенгликдан /  = f b, 

яъни а = b тенглик келиб чикади. Ундан таш-
Кари
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<P(a  b ) = f a i =  f a  '/*  =  Р<в > V<<b). U

H а т и ж а. Тартиби n булган хар кандай чекли гурух, s  
симметрик гурухнинг бирор кием гуру%ига изоморфдир.

И зох- Кэли теоремасини исботлашда f a акслантириш- 
лар урнига юкоридагига ухшаш мулохазалар ёрдамида 
ha : G-* G, ha{x) -  ха, х  Е  G, акслантиришларни ишлатиш 
мумкин эди.

72-§. ЁНДОШ СИНФЛАР

G гурухнинг бирор Н  кием гурухи ва a Е  G берилган 
булсин.

Ушбу аН  = {ах /  х  Е Н] туплам G гурухнинг Н  кием 
гурух буйича а элемент хосил килган чап ёндош синфи деб 
аталади. Шунга ухшаш, На = {ха /  х  Е  Н) туплам G гурух­
нинг Н  кием гурух буйича а элемент хосил килган унг ён­
дош синфи деб аталади. Аддитив гурухларда ёндош синф- 
лар чегирма синфлар деб аталади. Масалан, сонлар назари- 
ясидаги т модуль буйича чегирма синфлари — бу Z аддитив 
гурухнинг mZ  кием гурух буйича чегирма синфларидир. 
Чизикли алгебрада К вектор фазодаги V1 кием фазони сил­
житишдан хосил булган гипертекисликлар V аддитив гу­
рухнинг Vx кием гурух буйича чегирма синфларидир.

1- т е о р е м a. G гурухнинг Н  кием гурух буйича хар бир 
чап (унг) ёндош синфининг куввати Н  нинг куввати билан 
бир хил. Ундан ташкари барча чап (унг) ёндош синфлар G 
гурухнинг булинишини хосил килади.

И с б о т .  Чап ёндош аН  синф Н  кием гурухнинг узаро 
бир кийматли fa : G -* G, f a(x) = ах, акслантиришдаги ак- 
сидир (образидир). Шунга ухшаш, На унг ёндош синф Н 
кием гурухнинг узаро бир кийматли ha: G -* G, ha(x) = ха 
акслантиришдаги образидир. Бу билан теореманинг би­
ринчи тасдиги исботланди.

Ушбу а = ае = еа, е Е  Н  — бирлик элемент, тенглик- 
лардан а £  аН  ва а Е  На муносабат келиб чикади, яъни G 
гурухнинг хар кандай элементи узи хосил килган ёндош 
синфда ётади.
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G гурухнинг хар бир а элементи ягона чап ёндош синфда 
ётади. Хакикатан, бирор Ь €  G учун a G ЬН булсин. У 
холда шундай А & Н  мавжудки, а = bh. Бундан хар кандай 
h G Н учун аА, = bhh  ̂ е  ЬН, яъни аН  С ЬН. Иккинчи то- 
мондан а - b h  тенгликдан ahA = b тенгликни оламиз, яъни 
ь S аН. Бундан хар кандай А, Е Я  учун АЛ, = a h 1 A, G аН, 
яъни ЬН Q аН. Шундай килиб, ЬН = аН, яъни хар кандай 
а £  G элемент ягона ёндош синфга киради. Бундан икки­
та турли ёндош синфларнинг узаро кесишмаслиги келиб 
чикади- Бу билан иккинчи тасдикхам исботланди.

Чекли гурух элементлари сонига унинг тартиби деб 
аталади.

Исботланган теоремадан куйидаги теорема келиб чи- 
кади.

2 - т е о р е м а  (Лангранжнинг чекли гурухлар хакндаги 
теоремаси). Чекли гурухнинг тартиби унинг ихтиёрий кием 
гурухининг тартибига булинади.

Исбот .  G гурухнинг тартиби п, унинг Я  кием гурухи- 
нинг тартиби эса d  булсин. У холда 1-теоремага асосан G 
гурухнинг Н кием гурух буйича ёндош синфлари G гурух­
нинг булинишини хосил килиб, уларнинг хар бири d  та 
элементдан иборат. G нинг Н  буйича ёндош синфлари 
сонини т оркали белгиласак, п = d  -т булади, яъни п сони 
d  га булинади.

Н а т и ж а .  Чекли гурухнинг тартиби узидаги хар бир эле­
ментнинг тартибига булинади.

И с б от .  Тартиби d  булган элемент тартиби d  булган 
циклик гурухни хосил килгани учун натижанинг исботи
2-теоремадан келиб чикади.

73-§. НОРМАЛ КИСМГУРУХЛАР, ФАКТОР- 
ГУРУХЛАР ВА ГОМОМОРФИЗМЛАР

Агар G гурухнинг Н  киемгурухи ва хар кандай а Е G 
элементи учун аН  = На булса, Н  нормал кием гурух деб 
аталади. Нормал киемгурух учун хар бир чап ёндош синф 
мос Унг ёндош синф билан устма-уст тушгани учун улар 
Кискагина ёндош синфлар деб аталади.
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Равшанки, абель гурухининг хар кандай кисмгуруед 
нормал. Ихтиёрий гурухнинг бирлик гурухи ва узи (узи- 
нинг кисмгурухи деб каралса) нормал кисмгуруэутрдир 
улар гурухнинг хосмас нормал кисмгурухларидир. Ноа- 
бель гурухида хос нормал гурухга мисол сифатида л > 2 да
5  симметрик гурухидаги жуфт урнига куйишлардан ибо­
рат булган Ап кисмгурухи олиниши мумкин. Хакикатан, 
хар кандай а £  Sn учун

Купинча, Якисмгурух нормаллигининг куйидаги содда 
белгиси ишлатилади: Н  кием гурухнинг нормал булиши 
учун хар кандай а £  G учун аНал С Н  муносабатиинг ба- 
жарилиши зарур ва кифоя. Бу шартнинг зарурлиги аён. 
Кифоялиги эса куйидагича кУрсатилади: агар хар кандай 
а £  G учун аНал С Н  булса, у холда хар кандай а £  С учун 
а 1 На С Н  муносабат хам уринли; буларга кура аН  с  На, 
На С аН, яъни хар кандай а £  G учун аН  = На.

G гурух ва ундаги Н  нормал кием гурух тайин булган 
Ходда хар кандай а £  G учун а оркали а ни уз ичига олувчи 
G нинг Н  буйича ягона ёндош синфини белгилаймиз: 
а = аН = На. G нинг Н  буйича барча ёндош синфларидан 
иборат тупламни G / Н  оркали белгилаймиз. G ва Н  лар та­
йин булган холда G / Н  урнига G белгини ^ам ишлатамиз.

Хар кандай a, b £  G элементлар учун а-Ъ  = а- b деб 
хисоблаб, G тупламда синфларни купайтириш амалини 
киритамиз. Хар бир ёндош синф узидаги ихтиёрий эле­
менти оркали хосил килинганлиги туфайли а ва Л синф- 
ларнинг купайтмаси бу синфларни хосил килувчи эле- 
ментларни танлашга боглик эмаслигини курсатиш керак. 
Хакикатан, агара, £  а , 6, £  h (яъни а, = а , й, = Ь) булса, 
у холда ахЬх = а, й, = а Ъ = а ■ Ъ .

1 -т е о р е м а. Агар G гурух ва Н  унинг нормал циемгу- 
рухи булса, у  холда киритилган синфларни купайтириш 
амалига нисбатан G/ Н  туплам гурухни хосил килади.

И с б о т \  Ёндош синфларни купайтириш ассоциатив- 
дир: агар а, Ь,с £  G/Н  булса, у холда



a(bс) — a-b e  — a(Jbc) =  (ab)c =  a b c  =  ( a b ) c  Ушбу e =  H  
синф синфларнинг купайтириш амали учун бирлик ва­
зифасини бажаради, чунки хар кандай а Е G/Н  элемент 
учун а е  -  ае = а . Ушбу а -1 синф а синфга тескари, чун­
ки а • а~х = аа 1 = е . Ш

G/ Н  гурух G нинг Я  нормал к,исмгурух буйича фак­
тор гурухи деб аталади.

Масалан, т модуль буйича чегирма синфлардан хосил 
булган Zm аддитив гурух Z  аддитив гурухнинг m Z  кием 
гурух буйича фактор гурухидир: Zm = Z/mZ.

Энди нормал кием гурухлар ва гурухларнинг гомомор- 
физмлари орасидаги богланишни текширишга утамиз.

Агар G — гурух ва Я  — унинг нормал киемгурухи булса, у 
холда <р: G ■* G/Н , <р(а) =  а ,  а Е G, акслантириш гомомор- 
физмидир, чунки <р(а ■ b) = ab = а Ъ = <p(a)<p(b). G гурух­
нинг бу куринишдаги гомоморфизмлари табиий деб аталади.

G гурухнинг Gj  гурухга бирор <р : (?-»(?, гомоморфиз- 
мини курамиз. G ва (?, гурухларнинг бирлик элементла- 
рини мос равишда е, ех оркали белгилаймиз. <р аксланти­
ришдаги е, нинг асл образи, яъни <р(х) = <р(е) = ех шартни 
каноатлантирувчи барча х  Е G элементлар туплами <р го- 
моморфизмнинг ядроси деб аталади. Уни к(<р) оркали бел­
гилаймиз. G гурухнинг <р гомоморфизмдаги <p(G) тасвири 
Ю-§ га кура <7, нинг кдемгурухидир.

2-т е о р е м a. G гурухнинг ip гомоморфизмдаги к(<р) яд­
роси G гурухнинг нормал цисмгурухидир. <р (G ) циемгурух- 
даги хар бир элементнинг асл образи G нинг бу нормал 
щемгурух буйича ёндош синфидир.

И с б о т .  Агар a, b Е к(<р) булса,  у холда 
Н а )  = <р(Ь) = <р(е). Бундан <р(а Ь 1) = <р(а) (<р(Ь)У1 = <р(е). 
Демак a -b ] Е k(ip), яъни к(<р) туплам G нинг киемгуру- 
ХИДир. Агар а Е G, х Е  к(<р) булса, у холда <р{х) = <р(е) ва 
<р(аха ') = = ip(a) р(х) <р(а)■’ = <р(а) <р(е) ф(а)л = (р(ё). Бун- 
Дан а х а 1 Е к(<р), яъни к(<р) — нормал киемгурух. Ихтиё- 
рии a1 E<p(G) ни олиб, унинг аслини А оркали белгилай­
миз. Бирор а Е А ни оламиз. У холда А = {х E G /
4>(х) = <р(а)}, А -  а -  ак((р) эканлигини курсатамиз. Ха­
кикатан:
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х Е А о  <р(х) = <р(а) о  <р(ха ]) = <р(е) •» 
ал G к(<р) » х ё  ак(<р) = k(tp)a. Ш

3 - т ео р ем а .  Агар <р: G ■* Gl — гомоморфизм булса, 
Холда <p(G) щсмгурух G/k(<p) фактор гурухга изоморфдир.

И с б от .  Хар бир a1 E<p(G) элементга унинг G гурух- 
даги асл образини мос куювчи y>:<p(G) -> G/k{<p) акслан- 
тиришни цараймиз ва унинг изоморфизм эканлигини 
курсатамиз. Илгариги теореманинг исботида курдикки, 
х Е  а -к{(р) = я_муносабат <р(х) = р(а) га тенг кучлидир, 
яъни хар бир а Е G/k(<p) ёндош синф <р гомоморфизмда 
а1 = <р(а) Eip(G) элементнинг асл образидир. Шунга кура 
гр — сюръекция. Агар а \  А1 Е <p(G) учунipia1) = гр(Ь1) булса, 
у х;олда шундай a, b Е G элементлар мавжудки, а' = <р(а), 
Ь1 = <р(Ь) ва ак(<р) = Ьк(<р), яъни а ва b элементлар к(<р) 
ядронинг битта ёндош синфида ётади. 2-теоремага кура 
<р(а) = <р(Ь), яъни а1 = ЬК Демак, гр — инъекция. Энди их­
тиёрий а1, Ь1 Е <p(G) лар учун шундай a, b Е G мавжудки, 
а1 = <р(а), Ь] = <р(Ь) ва а1 ■ Ь1 = ф(а Ь), гр(а} Ь]) = а ■ b  = а -b =
rpia^tpib1). U

3-теорема гурухларнинг гомоморфизмлари хакидаги 
теорема дейилади. Унинг маъноси шундаки, гурухнинг 
сюръекгив гомоморфизмлари билан нормал к,исмгурух- 
лари пайдо килган табиий гомоморфизмлари орасида уза­
ро бир кийматли муносабат бор.

74-§. КИСМХАЛКДЛАР ВА ЦИСММАЙДОНЛАР

Агар К  халканинг L  кисмтуплами К даги кушиш ва 
купайтириш амалларига нисбатан халка хосил килса, у К  
Халканинг кисщалцаси дейилади. Агар L кисмхалка май­
дон булса, у К  халканинг к,исммайдони дейилади. Агар халка 
аддитив гурухининг киемгурухи купайтириш амалига нис­
батан ёиик булса, у киемхалкадир. Бундан ва киемгурух- 
нинг илгари курилган хоссаларидан куйидаги теорема ке­
либ чикади.

1- т е о р е м а .  К  халканинг буш булмаган кисмтуплами 
киемхалка булиши учун у  К  даги айириш ва купайтириш 
амалларига нисбатан ёпик булиши зарур ва кифоя.
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/ ’майдоннинг нольдан фаркли элементлари мультип- 
л и к ати в  гурухни хосил килгани учун илгари курилган 
мулохазалардан куйидаги теорема келиб чикади.

2 - т е о р е м а .  F майдоннинг биттадан ортиц элемент­
га эга булган цисмтуплами цисммайдон булиши учун у  F 
даги айириш ва булиш (нольдан фаркли элементларга) амал- 
ларига нисбатан ёпик, булиши зарур ва кифоя.

М и с о л л а р .  /  сонли майдон Уф] халканинг кисм- 
майдони, / ’[/,] халка эса F [ tv  /2) халканинг кисмхалкаси- 
дир; Q майдон R  майдоннинг цисммайдонидир.

Агар халка коммутатив (нольнинг булувчиларига эга 
булмаса), у холда унинг хар кандай кисмхалкаси хам ком- 
мутативдир (нольнинг булувчиларига эга эмас). К,исмхал- 
канинг ноль элементи доим халканинг ноль элементи би­
лан устма-уст тушади, чунки к.исмх.алка халка аддитив 
гурухининг кисмгурухидир. Бирлик элементга эга булган 
калканинг кисмхалкаси бирлик элементга эга булмаслиги 
мумкин. Масалан, Z  халка ва ундаги 2Z кисмхалка. Агар 
К  халканинг кисмхалкаси бирлик элементга эга булса, у 
элемент халканинг бирлик элементидан фаркли булиши 
мумкин. Масалан, мос компонентлари буйича: ((а, Ь) + 
+ (с, d) = (а + с, b + d), (а, Ь) • (с, d) -  (ас, bd)) кушиш ва 
купайтириш амаллари киритилган О  халкада (1, 1) эле­
мент бирлик элементдир, аммо унинг (а, 0), а £  С  кури- 
нишдаги элементларидан иборат кисмхалкасида (1,0) эле­
мент бирлик элементдир. Иккинчи томондан, агар Р  май­
дон ва унинг ихтиёрий кисммайдонининг  бирлик 
элементлари доим устма-уст тушади, чунки F кисммай- 
доннинг мультипликатив гурухи Р  майдон мультиплика- 
тив гурухининг кисмгурухидир.

Агар майдоннинг хос кисммайдони мавжуд булмаса, у 
содда дейилади. Х,аР кандай содда майдон т ■ 1, т & Z, 
куринишдаги элементлардан ва бундай элементларнинг 
нисбатларидан иборат, чунки бундай нисбатлар майдон 
Хосил килади.

F — ноль характеристикали содда майдон булсин. У 
Холда т - 1, т е  Z, элементлар турли т Е Zлapдa турли 
булиб, т = 0 дагина нольга тенг. Агар а, Ь, с, d  — бутун
сонлар булса, у холда -  = — тенглик тенгликка



тенг кучли. Ушбу = j ±  > а> ь е  Z, Ь *  0, муносабат

билан аниклаган <р : Q -* F  акслантириш бу майдонлар- 
нинг изоморфизмидир (текширинг!). Агар F — характе­
ристикаси р  > О булган содда майдон булса, у холда р ~  
туб сон ва ихтиёрий а, b бутун сонлар учун р  модуль буйича 
чегирмалар синфларининг ушбу а = b тенглиги а • 1 = Ь ■ 1 
тенгликка тенг кучли. Ушбу хр(а) = а - 1, а е  Z, муноса­
бат билан берилган rp: Zp -> F акслантириш изоморфизм- 
дир, чунки

(а + Ь) = гр(а + b) = (а + b) 1 = а\ + Ы = хр(а) + у(Ь) ,

<р(а ■ Ь) = гр(а ■ Ь) =  аЪ ■ 1 = а\ ■ b ■ 1 = хр(а) ■ ip(b).

Бунда агар b £  Z  сон р  га булинмаса, у холда Ы *  О,
— = с1 , бу ерда С шундай бутун сонки b c =  a(modp) .

Шуларга кура куйидаги теорема уринли.
3-т е о р е м а. Агар F содда майдоннинг характеристи­

каси нольга тенг булса, у  Q майдонга изоморф. Агар ха­
рактеристикаси р  > 0 булса, у  Zp майдонга изоморф.

Хар кандай майдон бирор содда майдонни уз ичига 
олгани учун (равшанки, берилган майдоннинг барча к,исм- 
майдонларининг кесишмаси содда майдондир), 3-теоре- 
мадан куйидаги натижа келиб чикади.

Н а т и ж а .  Агар майдоннинг характеристикаси нольга тенг 
булса, у  Q майдонга изоморф булган цисммайдонга эга. Агар 
характеристикаси р >0 булса, у  холда у  Z  майдонга изо­
морф булган к,исммайдонга эга.

75-§. ИДЕАЛЛАР ВА ФАКТОР ХАЛКАЛАР

К  — халка булсин. Агар К  халканинг буш булмаган /  
кисмтуплами куйидаги шартларни каноатлантирса, у К  
халканинг идеалы дейилади: 1) a, b Е I  булса, у холда а -
— b £  /; 2) а £  1 ва с £  К булса, у холда ас £  / ва са £  /.
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Шундай килиб, А"халканинг /  идеали К  калканинг шун­
дай аддитив гурухики, хар кандай с Е К  учун с /С  /  ва 
1с С I  муносабатлар бажарилади. Хар кандай халкада ноль 
элементдан иборат булган туплам идеалдир. У ноль идеал 
деб аталади. Ундан ташкари хар кандай халкада халка- 
нинг барча элементлари хам идеал хосил килади. У бир­
лик идеал дейилади. Ноль идеал ва бирлик идеаллар халка- 
нинг хосмас идеаллари дейилади. Бошка идеаллар — хос 
идеаллар.

Агар К  — коммутатив халка ва а Е К  булса, у холда 
а К =  {ах/х Е К] тупламнинг идеал эканлиги бевосита тек- 
ширилади. Бу идеал а элемент хосил килган бош идеал 
дейилади. Идеалнинг таърифидан а элементни уз ичига 
олувчи хар кандай /  идеал аК  бош идеални хам уз ичига 
олиши келиб чикади. Ноль элементи хосил килган бош 
идеал — ноль идеал. Бирлик элементли халкада бирлик 
элемент хосил килган бош идеал — бирлик идеалдир.

1 - теорема .  Майдонда хос идеаллар мавж уд эмас. Ак­
синча, хос идеалларга эга булмаган х,ар цандай нольдан фарц- 
ли бирлик элементли коммутатив д;алк,а майдондир.

Ис б о т .  К  — майдон ва I  ундаги ноль идеалдан фарк­
ли идеал булсин. У холда a Е I, а *  0 элемент мавжуд. 
Хар кандай х G К  элемент учун х =  а гг1 х G 1. Демак, I  =  К. 
Аксинча, К  — хос идеалларга эга булмаган нольдан фарк­
ли бирлик элементли коммутатив халка булсин. У холда 
а Е К, а *  о элемент мавжуд ва а элементни уз ичига олув­
чи аК  бош идеал ноль идеалдан фаркли. Демак, аК  = К. 
Хусусан 1 G аК, яъни шундай b Е К  элемент мавжудки, 
ab = 1. Демак, а — тескариланувчи. Олинган а * 0 эле­
мент ихтиёрий булгани учун К  — майдон. ■

Идеалларнинг халкадаги вазифаси нормал кием гурух­
ларнинг гурухлардаги вазифасига ухшаш. Хар кандай идеал 
халка аддитив гурухининг нормал кием гурухидир, чунки 
бу гурух коммутатив. Идеал буйича чегирмалар синфлари 
аддитив гурухнинг бу нормал кием гурух буйича фактор 
гурухини хосил килади. Мухими шуки, чегирмалар син­
флари тупламида кушиш амалини киритган усул буйича 
купайтма амалини хам киритиш мумкин. Илгари синф- 
ларни кушиш амалини а + Ъ — а + Ъ куринишда аникла-
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ган эдик. Энди синфларни купайтириш амалини a -b  =  ab 
куринишда киритамиз. Буерда а илгаригидек а элементни 
уз ичига олувчи чегирмалар синфини белгилайди.

Идеал буйича хосил килингаи чегирмалар синфлари- 
нинг купайтириш амали а ва Ь синфлардан танлаб олин­
ган а ва Ь элементлар оркали таърифланди. Купайтма бу 
элементларнинг мос синфлардан кандай танланишига бог- 
лик эмаслигини курсатамиз. Фараз килайлик, ах = а ва 
ЬХ= Ь  булсин. У холда а, -  a E l ,  -  b Е I,  a ]b ] -  
ab = (a, -  -  a)bx + a(bx -  b) G /. Демак, = ab .

Купайтириш амалининг ассоциативлиги нормал кием 
гурух буйича ёндош синфларнинг купайтмасининг ассо- 
циативлигининг исботи каби исботланади.

_Ундан ташкари а(Ь + с) =  а(Ь + с) = a(b +  c) =_ab +_ас = 
= ab + ac = a b +  a - c  Шунга ухшаш (а +  Ь)с =  ас  + Ь с .

Юкоридаги мулохазалар билан куйидаги теорема ис­
ботланди.

2-т е о р е м а. Агар I  туплам К  д̂ алцанинг идеалы булса, 
у  холда К  халканинг I  идеал буйича К /1  чегирмалар синф­
лари туплами чегирма синфларини кушиш ва купайтириш 
амалига нисбатан халка хосил килади.

К /1  халка К  халканинг I  идеал буйича фактор халкаси 
дейилади. Мухим мисол: т модуль буйича чегирмалар 
синфларидан иборат Zm халка Z  халканинг m Z  бош идеал 
буйича фактор халкасидир.

76-§. ХАЛКДЛАРНИНГ ГОМОМОРФИЗМИ

К  — халка булсин. К  эса шундай туплам булсинки, 
унда иккита бинар амал аникланган булсин. К} даги амал- 
ларни ?̂ ам К  даги амаллар каби кУшиш ва купайтириш 
деб атаймиз. Агар <р : К  -* К  акслантириш хар кандай а, 
Ь G К  элементлар учун <р(а + Ь) = <р(а) + <р(Ь) ва 
<р(а Ь) = <р(а) <р(Ь) шартларни каноатлантирса, у гомомор­
физм дейилади.

Масалан, агар К  халканинг I  идеал и олинса, у холда >р '■ 
К  -* К/I ,  G (а) = а  акслантириш К  халканинг гомомор-
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физмидир^ чунки хар кандай a, h е  К_ учун <р (а + Ь) =■ 
_ ь = a + b = <р(а) + <p(b), <р (а b) = ab = ab  = <р(а)<р(Ь). 
Бу куринишдаги гомоморфизмлар табиий дейилади.

Биз гурухларнинг гомоморфизмларини кандай урган- 
ган булсак, халкаларнинг гомоморфизмларини шу усулда 
урганамиз. К  халканинг гомоморфизми шу билан бирга 
унинг аддитив гурухининг хам гомоморфизми булгани учун 
биз илгари исботланган гурухларнинг гомоморфизмлари 
хакидаги теоремалардан фойдаланамиз.

1 - теорема .  Халцанинг гомоморфизмдаги акси х,алца- 
дир.

И с б о т .  К  — халка ва <р : К  -* Ю — унинг бирор гомо­
морфизми булсин. Илгари исботланганга кура, <р(К) туплам 
Ю даги кушиш амалига нисбатан гурух хосил килади. 
Купайтма амалининг <р(К) да ассоциативлиги гурухлар учун 
к,андай исботланса, худди шундай исботланади. Худди 
шундай ip (К) нинг купайтма амалига нисбатан ёпиклиги 
курсатилади. Агар а 1, Ь\  с1 €  <р(К), а 1 = <р(а), Ь1 = <р(Ь), 
с1 = <р(с), а, Ь, с Е К  булса, у холда + с1) = <р(а)(<р(Ь) + 
+ /р(с)) = <р(а) <р(Ь + с) = <р{а(Ь + с)) = <p(ab + ас) = <р(а Ь) + <р(а с) = 
= <р(а)<р(Ь) + <р(а)<р(с) = а 'Ь1 + а ' с 1. Шунга ухшаш 
(а1 + Ь1)сх = = а'с1 + Ь'с1. U

Агар К  халка коммутатив ва <р бу халканинг гомомор­
физми булса, у холда <р(К) халканинг хам коммутативлиги 
осон курсатилади. Агар К  халка 1 бирлик элементга эга 
булса, у холда <р( 1) элемент <р(К) халканинг бирлик эле­
менти булади. Агар а & К  элемент тескариланувчи булса, у 
холда <р(а) элемент <р(К) халкада тескариланувчи ва <р(а~1) = 
= <р(а)л (текширинг!).

Гурухлар гомоморфизмларининг хоссаларидануНо) эле­
мент <р(К) халканинг ноль элементи ва барча а & К  эле­
ментлар учун <р(-а) = -  <р(а) эканлиги келиб чикади 

<р(К) халка ноль элементининг(р гомоморфизмдаги тула 
асли (яъни ^(х) = <р(о) тенгликни каноатлантирувчи бар­
ча х G К  элементлар туплами) <р гомоморфизмнинг ядроси 
дейилади.

/  туплам К  халканинг <р гомоморфизмдаги ядроси 
булсин. I  туплам шу билан бирга К  халка аддитив гурухи
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гомоморфизмидаги ядроси булгани учун I  туплам бу ад­
дитив гурухнинг кием гурухидир. Ундан ташкари, агар а 
£  I, с £  К  булса, у холда <р(ас) = <р(а)<р(с) = <р(о)<р(с) = 
= <р(о), яъни ас £  I. Шунга ухшаш са £  I. Демак, /туплам  
К  халкада идеалдир. Бу билан куйидаги теорема исбот- 
ланди.

2-т е о р е м a. ip гомоморфизмнинг I  ядроси К  халцанинг 
идеалидир. (р(К) х;алца д;ар бир элементининг тула асли эса 
К халцанинг /  идеал буйича чегирмалар синфидан иборат.

Группаларнинг гомоморфизмлари хакиаа теоремадан 
халкаларнинг гомоморфизмлари хакидаги куйидаги тео­
рема келиб чикади.

3-т е о р е м а. К  у,алцанинг <р гомоморфизми берилган ва
I  бу гомоморфизмнинг ядроси булса, у  холда <р(К) халца К /1  
фактор халцага изоморфдир.

И с б о т. <р шу билан бирга К  халка аддитив гурухининг 
Хам гомоморфизми булгани учун гурухларнинг гомомор­
физмлари хакидаги теоремага асосан хр : <р(К) ■* К/ I  акс­
лантириш <р(К) аддитив гурухнинг К/ I  фактор гурухга изо- 
морфизмидир. Бунда <р(а) £  <р(К) элементнинг акси а эле­
ментни уз ичига олувчи I  идеал буйича чегирмалар 
синфидир. Ундан ташкари, хар кандай a1, bl £  ip(K) эле­
ментлар учун а 1 = <р(а), Ъ1 = <р(Ъ), а, b £  К  а'Ь] = 
= tp(a) ■ f ( b )  -  <p(ab). Бундан tp^a'b') =  ab =  а -Ь  = <р(а1)*  
х <р(Ь1). Демак гр акслантириш <р(К) халканинг К/ I  фактор 
халкага изоморфизмидир. ■

3-теорема К  халканинг гомоморф акслари туплами бу 
Халканинг идеаллари буйича фактор халкаларидан иборат 
эканини курсатади.

Мисол курамиз. К  халка сифатида Z  бутун сонлар хал- 
Касини оламиз. Халканинг хар бир идеали аддитив гурух­
нинг кием гурухи булгани учун Z  халканинг барча идеал­
лари mZ  куринишга эга, бу ерда т — манфий булмаган 
бутун сон. Иккинчи томондан хар бир mZ  кием гурух Z  
халкада т сони хосил килган бош идеал билан устма-уст 
тушади.  Бундан куйидаги хулосани оламиз.  Агар 
<р акслантириш Z  халканинг гомоморфизми булса, у холда 
<p(Z) ё ноль халка, ё Z ra  изоморф ёки бирор т > 2 учун Zm 
чекли халкага изоморфдир.
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