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Математик анализ булими функция лимити, узлуксизлиги, 
функциянинг хосила ва дифференциаллари, хосилалар ёрдамида 
функцияларни текшириш мавзуларини уз ичига олади.

Мазкур китобни ёзишда муаллифлар олий математиканинг асосий 
тушунчалар ва тасдикларини мумкин кадар содда, айни пайтда 
математик катъият ва изчиллик билан баён этилишига эътиборни 
каратдилар. Бунда уларга куп йиллар мобайнида олий математика
нинг турли сохалари буйича укиган маърузалари катта ёрдам берди.

М уаллифлар дарслик кулёзмасини укиб, унииг сифатини янада 
ошириш борасидаги фикр ва мулохазалари учун профессор- 
лар  X. Р. Латипов хамда Р. Р. Ашуровга уз миннатдорчиликларини 
изхор киладилар ва китобнинг камчиликларини бартараф  этишга оид 
таклифлари учун китобхонларга аввалдан ташаккур билдирадилар.



Д А С Т Л А Б К И  М А Ъ Л У М О Т Л А Р

Олий математика урта мактаб математикасининг узвий давоми 
булиб, уни урганишда урта мактаб матсматикаси таянч вазифасини 
утайди. Айни вактда матемагиканинг асосий тушунчалари (тенглама, 
функция ва х. к.) урта мактаб доирасидан кенгайтирилиб, матема
тик катъият ва изчиллик билан баён этилади.

Шу вазиятни эътиборга олиб, мазкур булимда хакикий сонлар, 
функция, тенглама ва тенгсизликлар, шунингдек геометрик шакллар- 
нинг мухим хоссалари келтирилади.

I- Б О Б  

Х.АКИК.ИЙ СОНЛАР

1 - §. Туплам. Тупламлар устида амаллар

I. Туплам тушунчаси. Туплам тушунчаси математиканинг 
бошлапгич, айни пайтда мухим тушунчаларидан бири. Уни мисоллар 
ёрдамида тушунтириш кийин эмас. М асалан, аудиториядаги талаба- 
лар туплами, шкафдаги китоблар туплами, бир нуктадан утувчи 
тугри чизиклар туплами, ушбу х'2 — 5х  +  6 =  0 квадрат тенгламанинг 
илдизлари туплами. Демак, туплам маьлум бир белгиларга эга 
булган нарсаларнинг мажмуасидан ташкил топилар экан. Тупламни 
ташкил этган нарсалар унинг элемеитлари дейилади.

Математикада туплам бош харфлар билан, унинг элементлари 
эса кичик харфлар билан белгиланади. Масалан, А, В , С — 
тупламлар, а, Ь, с — тупламнинг элементлари. Ь аьзан  тупламлар 
уларнинг элементларини курсатиш билан хам ёзилади. Масалан, 2, 4, 
6, 8, 10 сонлардан ташкил топган туплам

А =  {2, 4, 6, 8, 10}
куринишда ёзилади.

Агар а бирор А тупламнинг элементи булса, а ^ А  каби ёзилади ва 
«а элемент А тупламга теги шли» деб укилади. Агар а шу тупламга 
тегишли булмаса, унда а £ А  каби ёзилади ва «а элемент А тупламга 
тегишли эмас» деб укилади. М асалан, юкоридаги А тупламда 106,4, 
156/4.

Агар А туплам чекли сондаги элементлардан ташкил топган булса, 
чекли туплам, акс холда у чексиз туплам дейилади. Масалан, А = {2, 4,
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6, 8, 10} — чекли туплам, бир нуктадан утувчи тугри чизиклар 
туплами эса чексиз туплам булади. Битта хам элементга эга булмаган 
туплам буш туплам дейилади ва у 0  каби белгиланади. Масалан, 
jt +  jc +  1 =  0 квадрат тенгламанинг хакикий илдизларидан иборат 
туплам буш туплам булади (чунки бу тенглама битта хам хакикий 
илдизга эга эмас).

Иккита Е  ва F тупламларни карайлик. Агар Е тупламнинг хар бир 
элементи F тупламнинг хам элементи булса, Е  туплам F тупламнинг 
к,исми дейилади ва E c z F  каби белгиланади.

Агар E c z F  ва уз навбатида F ez Е  булса, у холда Е  ва F тупламлар 
бир-бирига тенг тупламлар дейилади ва E = F  каби ёзилади.

2. Тупламлар устида амаллар. Иккита Е  ва F тупламлар берилган 
булсин.

1 - т а ъ р и ф . E a a F  тупламларнинг барча элементларидан ташкил 
топган А туплам Е ва F тупламлар йипсндиси (бирлаш м аси) 
дейилади ва

A = E [ )F

каби белгиланади.
2- т а ъ р и ф . Е ва F тупламларнинг умумий элементларидан 

ташкил топган В туплам Е ва F тупламлар купайтмаси (кесиш маси) 
дейилади ва

В ^ Е П Е
каби белгиланади.

3- т а ъ  р и ф . Е тупламнинг F тупламга тегишли булмаган  
элементларидан ташкил топган С туплам F тупламнинг Е  тупламдан 
айирмаси дейилади ва

C = E \F
каби белгиланади.

4 - т а ъ р и ф .  Биринчи элементи Е тупламдан ( а £ Е ) ,  иккинчи  
элементи F тупламдан ( b £ f )  олиниб х,осил к,илинган барча (а, Ь) 
куриниш даги жуфтликлардан тузилган туплам Е  ва F тупламлар
нинг тугри (Декарт) купайтмаси дейилади ва

E X F

каби белгиланади. Демак,
E X F = { ( a , b ) :  а £ Е ,  b£F).

Хусусан, E =  F булганда Е Х Е = Е 2 булади.
1- м и с о л. Ушбу

А = { I, 2, 3, 4, 5, 6}. В — [2, 4, 6, 8|, С =  {1, 3} 

тупламларни карайлик. Бу тупламлар учун
Л и Я  =  (1, 2, 3, 4, 5, 6, 8},

А[ \ В  — \2, 4, 6),
Л \Я  =  {1- 3, 5},

В \А = {8 ),
Л 11С =  {1, 2, 3, 4, 5, 6),
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Л Л С Н 1 ,  3),
В П С =  0 ,

В х  С =  {(2, 1), (2, 3), (4, I) ,  (4, 3), (6, 1), (6, 3), (8, 1), (8, 3)).
Юкорида келтирилган таърифлардан

Е[]Е =  Е , Е { \ Е — Е, Е \ Е =  0 ,  
шунингдек E c z F  булганда

E \ J F = F ,  Ef ] F =  E
булиши келиб чикади.

Барча 1, 2, 3 ....... / г , н а т у р а л  сонлардаи иборат туплам натурал
сонлар туплами дейилади ва у N  харфи билан белгиланади:

Л/={1, 2, 3 .......п, ...|.
Барча —2, — I, 0, 1, 2, ... -  бутун сонлардаи иборат туплам 

бутун сонлар туплами дейилади ва у Z харфи билан белгиланади:
Z =={..., - 2 ,  - 1 ,  0, 1, 2. ...).

Равшанки,
N a Z

булади.
3. Тупламларни солиштириш. Ихтиёрий иккита Е ва F тупламлар 

берилган холда, табиийки, уларнинг кайси бирининг элементи «куп» 
деган савол тугилади. Н атиж ада тупламларни солиштириш (эле
ментлари сопи жихатидаи солиштириш) масаласи юзага келади. 
Одатда бу масала икки усул билан хал килинади:

1) тупламларнинг элементларини бевосита санаш билан уларнинг 
элементлари сони солиштирилади,

2) бирор коидага к^ра бир туиламнинг элементларига иккинчи 
т^пламнинг элементларини мос куйиш йули билан уларнинг 
элементлари солиштирилади.

Масалан, Е = {  1, 2, 3}, /? =  {1, 4, 9, 16} тупламларнинг элементлари 
сонини солиштириб, F тупламнинг элементлари сони Е туплам 
элементлари сонидан куп эканини аниклаймиз. Еки, Е  тупламнинг 
хар бир элементига F тупламнинг битта элементини

1 ^ 1 ,  2-^4, 3 ^ 9
тарзда мос куйиб, F тупламда Е туплам элементига мос куйилмай 
колган элемент борлигини (у 16) хисобга олиб, яна F нинг 
элементлари сони Е  нинг элементлари сонидан куп деган хулосага 
келамиз. Агар тупламлар чексиз булса, равшанки, уларни 1-усул 
билан солиштириб булмайди. Бундай вазиятда ф акат  2- усул 
билангина иш ку'рилади. Масалан, jV =  {1, 2, п, ...} натурал сонлар 
т^пламининг хар бир п элементига (/1 = 1 , 2 , . . .)  жуфт сонлар туплами 
А/| ={2, 4, .... 2п, ...} нинг 2п элементини ( п =  1,2, ...) мос куйиш билан 
(п-*-2п) солиштириб, уларнинг элементлари сони «тенг» деган 
хулосага келамиз.

5- т а ъ р и ф. Агар Е тупламнинг %ар бир а элементига 
F тупламнинг битта b элементи мос к^уйилган булиб, бунда



F тупламнинг yap бир элем ент  учун Е тупламда унга мое келадиган  
биттагина элемент бор булса, у х;олда Е ва F тупламлар элементлари 
орасида $заро бир к^ийматли мослик урнатилган дейилади.

2 - м и  с о л .  Радиуслари 1 ва 3 га тенг булган кониентрик 
айланалар берилган булсин ( 1 - чизма) .

Е туплам радиуси 1 га тенг айлана нукталаридан, 
F туплам эса радиуси 3 га тенг айлана нукталаридан 
иборат булсин. Бу Е ва F тупламларнинг элемент
лари орасида узаро бир кийматли мосликни куйида- 
гича урнатиш мумкин: айланалар марказидан чик- 
кан дар бир пур радиуси I га тенг айланани а нукта- 
да, радиуси 3 га тенг айланани Ь нуктада кесади. Е 
тупламнинг а нуктасига F тупламнинг b нуктасини 
мос куямиз ва аксинча. Натижада Е ва F туплам

1- чизма элементлари орасида узаро бир кийматли мослик 
урнатилади.

6- т а ъ р и ф. А гар Е  ва F туплам элементлари орасида узаро бир 
к,ийматли мослик урнатиш мумкин булса, улар  бир-бирига эквивалент  
тупламлар деб аталади ва

E - F
каби белгиланади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
£  =  {1, 2, 3, 4, 5}, F={1,  ±  j ,

тупламлар эквивалент тупламлар булади. Бу туплам элементлари 
орасида узаро бир кийматли мослик мавжуд. Уни куйидагича

2-<-► ' 4-*-»-- -̂, 5-*-*-- -̂
2 3 4 5

урнатиш мумкип. Демак, E ~ F .
2. Ушбу

Е = { 2, 4, 6, 8}, F =  {2, 4, 6, 8, 10)
тупламлар эквивалент тупламлар булмайди. Чунки бу туплам 
элементлари орасида узаро бир кийматли мослик урнатиб булмайди.

3. Ушбу

E = N = [ l ,  2, 3....... л, ...}, £  =  {1, J-. у -  Т ’ - I

тупламлар эквивалент тупламлар булади. Бу туплам элементлари 
орасидаги узаро бир кийматли мослик х.ар бир п га ( n £ N )
— ни (—б /7) мос куйиш билан урнатилади. Демак, E ~ F .  
п \ п /

4. Ушбу
E =  N  =  { 1, 2, 3, ..., п, ...}, jV, ={2, 4, б .......2п, ...)

тупламлар узаро эквивалент булади. Бу туплам элементлари орасида 
узаро бир кийматли мосликни куйидагича урнатиш мумкин: х,ар бир 
натурал п ( n £ N )  сонга 2 п сон ( 2 n £ N\ )  мос куйилади (п++2п). 
Демак, E =  N ~ N \ .
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Равшанки, N t c=N.  Бу эса тупламнинг кисми узига эквивалент 
булиши мумкин эканлигини курсатади. Бундай вазият ф акат  чексиз 
тупламларгагина хосдир.

Юкорида келтирилган таъриф ва мисоллардан икки чекли 
тупламнинг узаро эквивалент булиши учун уларнинг элементлари 
сони бир-бирига тенг булиши зарур ва етарли эканлигини курамиз.

Эквивалентлик муносабати куйидаги хоссаларга эга булади:
1°. Е ~ Е  (рефлексивлик хоссаси).
2°. Е ~ Е  булса, булади (симметриклик хоссаси).
3°. £ ~ / \  /г~ 0  булса, £ ~ G  булади (транзитивлик хоссаси).
Тупламларнинг эквивалентлик тушунчаси тупламларни синфлар- 

га аж ратиш  имконини беради.
7- т а ъ  р и ф. Натурал сонлар туплами N га эквивалент булган  

х,ар к,андай туплам саноцли туплам дейилади.
Масалан,

4. М а т е м а т и к  б е л г и л а р .  М атематикада тез-тез учрайдиган 
суз ва суз бирикмалари урнига махсус белгилар ишлатилади. 
Улардан энг мухимларини келтирамиз.

Г .  «Агар ... булса, у холда ... булади» ибораси «=►» белгиси 
оркали ёзилади.

2°. Икки иборанинг эквивалентлиги у ш б у  «=>■» белги оркали 
ёзилади.

3°. «Хар каидай», «ихтиёрий», «барчаси учун» сузлари урнига 
« V» умумийлик белгиси ишлатилади.

4°. «Мавжудки», «топиладики» сузлари урнига «3» мавжудлик 
белгиси ишлатилади.

Сон математиканинг асосий тушунчасидир. Бу тушунча укувчига 
мактаб математика курсидан таниш. Аввало натурал ва бутун сонлар, 
кейинчалик умумий ном билан, хакикий сонлар деб аталувчи 
рационал хамда иррационал сонлар урганилган. Бирок хакикий 
сонларнинг олий математикада мухимлигини эътиборга олйб, улар 
тугрисидаги маълумотлар олий математика талаби дараж асида 
катъий баён этилиши лозим.

I. Рационал сонлар. Маълумки, ^ куринишдаги сон оддий каср 

дейилади, бунда р  — бутун сон ( p £ Z )  касрнинг сурати, q — натурал

N\ — {2, 4, б .......2п,
iV2 =  |I, 3, 5....... 2/1— 1, ...},

тупламлар санокли тупламлардир, чунки

2- §. \ак.икий сонлар



сон ( q d N )  касрнинг махражи. Хусусан. хар кандай натурал хамда 
бутун сон — куринишида ифодаланад'и (масалан, р бутун сон учун

р =  ~  булади).

Биз касрда р ва q сонларни узаро туб сонлар деб караймиз.

Барча г =  куринишидаги сонлар тупламинн, яъни оддий 

касрлар тупламини Q билан белгилаймиз:

Q =  {г : г =  ̂  p i Z ,

Равшанки
/ V c Q ,  Z c r Q .

Q туплам катор хоссаларга эгадир.

1°. Q тупламдан олинган ихтиёрий икки —  ва —  элементлар 

учун
. Р\ Р-2 Р\ Р2 Р\ Р'2а) - — , —> — , — <  —

Я\ Я\ Я 2 </| 42

муносабатлардан биттаси ва ф акат биттаси уринли,
Р\ .  Р‘2 „  Р г _  Рз б — < —  ва — <  —
Я\ я2 <?2 я3

те(Тгсизликлардан

— <г ~
Я\ Яз

тенгсизликнинг уринли булиши келиб чикади. Бу хол Q тупламнинг 
тартибланган туплам эканини билдиради.

2°. Q тупламда кушиш, айириш, купайтириш ва булиш амаллари 
ушбу

Р\
+

f l  —
P,<72 +  P2<?i

Я\ Я2 Я\Я2

А Р2 _ Р\Я-2 — Р2Я{

ЧУ ь  ~ Я\Я2

р 1 . А  - Р\ ' Р 2

Я\ Я2 Я \ 'Я ‘1

р_\_ ■ Л  -
__ Р\-Я2

Я\ я2 '~  Я\’ Р ‘2

к,оида буйича киритилган булиб, бу амаллар куйидаги хоссаларга 
эга:
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1) Z!__|_ijL= — -|_ Р | , (коммутативлик хоссаси),
<7 | <7г </2 <7| Я\ Я 2 42 Я\

Я Я2 )  Яз Я\ \ я 2 я3 )
( Р\ Р г \  Ръ Р\ ( Рч Рг \  , v( --------- )------ -------- [ — •—  1 (ассоциативлик хоссаси),
\  <7 1 <?2 /  Я3 Я | \  Я2 я )

3) + — \ — ==— •— + — • —  (дистрибутивлик хоссаси), 
\Я \  яг )  Яг Я , <73 я2 я3

4) ~ + 0  =  -̂ -, -^ -0  =  0 (над сонининг хусусияти),

5) (бир сонининг хусусияти),

6) V—6 Q учун шундай — - 6 Q сон мавжудки, — +  С —- ^ Л = 0
я я я \ я /

(к а р а м а -к а р ш и  элементнинг м авж удли ги ) .

7) ( р ф 0) учун шундай ' 6 Q сон мавжудки,

= 1  (тескари элементнинг мавжудлиги).

8) V ^ 6 Q ,  V ^ g Q ,  V ^ 6 Q  сонлар учун

Р 1 ^2 Р\ . Ря Р2 , Рз—  >  —  =>■ —  —  ! > ------г  —Ti
Я | Я 2 9 [ <7з Я2 Яз

9) V-P- 6 Q ,  V — £Q,  V — (—>  0) сонлар учун
</| <72 </з <7з

£ i-  E l ^  E l . E l ^ E l . E l
q\'> <72 Qi <7з <72 <7з’

10) Ихтиёрий икки мусбат —  ва -^-оддий касрлар учун шундай
<71 Я 2

натурал п сон мавжудки,
P i ^  Р2

П ---- >  —
ЯI Я2

булади. Бу 10) хосса Архимед аксиомаси деб юритилади.

3°. Ихтиёрий иккита —  хамда —  оддий касрлар берилган 
Я, <72

булиб, —  < —  булсин. У холда 
Я | Я2

i f  p± + f i \  
2 \  <7, <?2 /
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оддий каср учун

Р\_ J  ( ^ ,  р2 
4l 2 \ <?1 9 2 /  </2

булади. Бундан —  хамда ~  оддий касрлар орасида оддий каср

борлиги ва демак, улар орасида исталганча куп оддий касрлар 
борлиги келиб чикади. Бу Q тупламнинг зичлик хоссасидир.

8- т а ъ р и ф. Q тупламнинг элементлари рационал сонлар, Q эса 
рационал сонлар туплами дейилади.

Демак, куринишдаги сон ( pdZ,  q £ N )  рационал сон булади.

2. Х,акикий сонлар. Биз юко^ида рационал сон ~  курннишида

булишини курдик. Агар касрнинг махражи 9 = 10* ( k £ N )  булса,

уни унли  каср дейилади. Унли каср махражсиз куйидагича 
ёзилади: касрнинг суратидаги ракамлар унгдан чапга караб каср 
махражидаги нолларнинг сонича саналади ва вергул куйилади (апар 
суратида ракамлар етишмаса, улар урнига ноллар ёзилиб, сунг
вергул куйилади). Масалан, - ^ '  =  17,1, -— ==2,173, - ^ = 0 , 6 1 ,  

% ^ * 0 , 0 Ш З .

Унли касрларда вергулдан олдинги сон унли касрнинг бутун кисми, 
кейингиси эса каср кисми булади.

Ф араз килайлик, бирор мусбат рационал сон булсин. Арифме-

тикада урганилган коидага кура р  бутун сонни q га буламиз. Бунда 
колдик 0, 1, 2, ..., q — 1 булиши мумкин. Агар р  ни q га булиш 
жараёнида бирор кадамдан кейин колдик 0 га тенг булса, у холда
булиш жараёни тухтаб, -- каср унли касрга айланадй. Одатда

59бундай унли касрни чекли унли  каср дейилади. М асалан, —  каср-

59да 59 ни 40 га булиб, 1,475 булишини топамиз: —  — 1,475. Агар р

ни q га булиш жараёни чексиз давом этса, маълум кадамдан кейин 
юкорида айтилган колдиклардан бири яна бир марта учрайди, сунг 
ундан олдинги ракамлар мос тартибда такрорланади. Одатда бундай 
каср чексиз даврий ун ли  каср  дейилади. Такрорланадиган ракамлар 
(ракамлар бирлашмаси) унли касрнинг даври булади. Масёлан,
J £> CJ (

— касрда 1 ни 3 га булиб, 0,333... булишини топамиз: Nunq
ia

~  =  о ,з з з  ... . м
см

12
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Ушбу 0,333... , 1,4777... , 2,131313... касрлар чексиз даврий унли 
касрлардир. Уларнинг даври мос равишда 3, 7, 13 булиб,

0 ,(3 ) ;  1,4(7); 2, (13)

каби ёзилади:
0,(3) =0 ,333 .. .  , 1,4(7) =  1,4777... , 2,(13) =2,131313...  .

Э с  л а т м а. Даври 9 га тенг булган чексиз даврий унли касрни 
чекли унли каср килиб ёзилади. М асалан,

0 ,4999 .. .=0 ,4 (9) = 0 ,5 ,  2,71999...=2,71 (9 )= 2 ,7 2
Равшанки, хар кандай чекли унли касрни ноллар билан давом 
килдириб чексиз даврий унли каср куринишида ёзиш мумкин. 
М асалан, 1 ,4 =  1,4000...=  1,4 (0), 0 ,7 5 = 0 ,7 5 0 0 0 . . .= 0 ,7 5 (0 ) .

Демак, хар кандай рационал сон чексиз даврий унли каср 

куринишида ёзилади.
Аксинча, хар кандай чексиз даврий унли касрни — каср кури

нишида ёзиш мумкин.
Масалан, ушбу 0, (3) =0 ,333 .. . ,  7,31 (06)=7,31060606...  чексиз 

даврий унли касрларни карайлик.
Аввало уларни

7.31 (06) = 7 + ^ + - ^ + ^ + ^ +  ...

куринишда ёзиб, сунг чексиз камаювчи геометрик прогрессия 
йигиндисини топиш формуласидан фойдаланамиз:

з

0,(3) = 0 ,3 3 3  - = - ~ |01 - ^ - ~ = | ,
1 Го

6
731 , 104 731 , 1 67,31 (06) =7 ,31060606  ...

— ю о ( 7 3 1 33 )

ю2
24152 _  965 
100 - 33 132

Шундай килиб ихтиёрий рационал сон чексиз даврий унли каср 
оркали ифодаланади ва аксинча, ихтиёрий чексиз даврий унли каср 
рационал сонни ифодалайди.

Бирок, чексиз даврий булмаган унли касрлар хам мавжуд. 
М асалан, 0,1010010001 ... ; 0 ,12345 .. . ;  1,4142135....
Юкорида айтилганлардан, бундай чексиз даврий булмаган унли



9- т а ъ  р и ф. Чексиз даврий булмаган унли  каср иррационал сон 
дейилади.

Масалан, -^/2= 1,4142135 ••• , л = 3 , 141583 ... иррационал сонлар- 
дир.

Рационал хамда иррационал сонлар умумий ном билан %ак,ик;ий 
сонлар  дейилади. Барча хакикий сонлар туплами R  харфи билан 
белгиланади.

Хакикий сонлар туплами R  хам рационал сонлар туплами 
хоссалари каби хоссаларга эга.

3. Хакикий сонларни геометрик тасвирлаш. Бирор тугри чизик 
олиб, бу тугри чизикда ихтиёрий нуктани О харф билан белгилайлнк.
О нукта тугри чизикпи икки кисмга — иккита нурга ажратади. Бу 
нурлардан бирининг йуналишини, одатда О нуктадан унг томонга 
йуналишини мусбат йуналиш, иккинчисини (О нуктадан чап томонга 
йуналйшини) манфий йуналиш деб оламиз. Сунг маълум бир кес- 
мани улчов бирлиги сифатида (бу кесманинг узунлиги 1 деб) кабул 
киламиз. Йуналиши ва бирлик кесмаси (масштаби) аникланган 
бундай тугри чизик сонлар уки дейилади (2- ч изм а). Сонлар укидаги

О нуктани нол сонининг геометрик
— ^  1 — тасвири деб атаймиз. Улчов бир

лиги сифатида кабул килинган ОЕ 
2_ чизма кесмани О нуктадан бошлаб унг

ва чап томонларга куямиз. Бу бирлик кесманинг учлари А (1) ва 
А ( — 1) нукталарни белгилайди. А (1) нукта 1 сонининг геометрик 
тасвири, Л ( — 1) нукта эса — 1 сонининг геометрик тасвири булади.

Шу усул билан бирлик кесмани кетма-кет О нуктадан  унг ва чап 
томонда ж о й л аш ган  нурларга  куйиб А (2 ), А (3), ..., А ( —2),  
А (—3),  ... нукталарни топамиз ( 3 - чи зм а) .

' А (2), А (3), ... нукталар
Afi) а [ 2) ' е ' а (г) а( з )  2, 3, ... сонларнинг геометрик

тасвирлари, А ( —2),  А
3-чизма ( — 3 ) ,  ... нукталар эса —2,

—3, ... сонларнинг геометрик тасвирлари булади.
Агар улчов бирлигини q та ( q £ N)  тенг булакка булиб, уларнинг 

р тасини ( р > 0) олиб, О нуктадан унг ва чап томонларга юкоридаги
де к жойлаштирсак, унг томондаги нурда сонга мос нукта,

чап томондаги нурда — ^  сонга мос в (̂ — нукта хосил булади.

Шу усулда хар бир рационал сонга мос келадиган нукта топила-

ди. Бундай нукталар рационал сонларнинг геометрик тасвирлари 
булади. Масалан, рационал сонни тасвирловчи нуктани топиш

учун аввало улчов бирлигини О нуктадан унг томонга бир марта 
жойлаштириб, хосил булган нуктадан бошлаб улчов бирлигининг

касрларни рационал сон курннишида иф одалаб  булмайди.
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ловчи ^ нуктани топамиз.

Шундай килиб, рационал сонлар тупламидан олинган хар бир 
рационал сонга тугри чизикда битта нукта мос келади. Одатда 
бундай нукталар рационал нукталар дейилади.

Бирок, тугри чизикда шундай нукталар борки, улар бирорта х,ам 
рационал соннинг геометрик тасвири булмайди.

Томони бир бирликка тенг ОАВС  квад- 
ратни карайлик ( 4 - чизма). Бу квадрат- 
нинг диагонали ОВ нинг_узунлиги, П иф а
гор теоремасига кура д/2 га тенг булади.
Циркулнинг учини О нуктага куйиб, р а 
диуси ОВ га тенг булган айлана чизилса, 
бу айлана тугри чизикни D нуктада кеса- 
ди. O B = O D  булганлиги сабабли D нукта 
мос келадиган сон \J2 булади. (бошкача
айтганда д/2 нинг геометрик тасвири D 

нукта булади). Маълумки, д/2 сон ра- 4-чизма

ционал сон булмасдан иррационал сон эди.
Тугри чизикда шунга ухшаган нукталар чексиз куп булиб, улар 
иррационал сонларнинг геометрик тасвирлари булади.

Демак, рационал сонлар туплами билан тугри чизик нукталари 
туплами орасида узаро бир кийматли мослик мавжуд эмас. Хакикий 
сонлар туплами тугрисида вазият бошкача булади. Хакикий сонлар 
туплами R билан тугри чизик нукталари туплами орасида узаро бир 
кийматли мослик мавжуд, яъни хар бир хакикий сонга тугри чизикда 
уни геометрик тасвирловчи битта нукта мавжуд, ва аксинча, тугри 
чизикнинг хар бир нуктасига R  да унга мос келувчи хакикий сон 
мавжуд.

Келгусида, тугри чизикнинг нуктаси деганда хакикий сонни, 
хакикий сон деганда тугри чизикнинг нуктасини тушунамиз ва 
зарурат тугилса, уларнинг бири урнига иккинчисини ишлатамиз.

Куйидаги хакикий сонлардан ташкил топган тупламлар матема
тика курсида жуда куп ишлатилади.

1. Ушбу

туплам сегмент дейилади ва |а, Ъ) каби белгиланади:

[a, =
2. Ушбу

{хб/?: a c x c b )

туплам интервал дейилади ва (а, Ь) каби ёзилади:
(a, b ) = \ x e R -  a < x < b ) .

туртдан  бир кисмини куйиб, рационал сонни гсометрик ифода-
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3. Ушбу
\x£R-. a ^ x c b ) ,  {*6 R- a < x ^ b )

тупламлар ярим интервал дейилади ва улар мос равишда [а, Ь), (а, Ь] 
каби белгиланади:

[a, b ) = { x £ R :  a ^ . x < b ) ,  (а, 6 ] =  {*6 £ :  a < x ^ . b ) .

4. Тупламнинг чегаралари. Ф араз килайлик £  =  {*} бирор хакикий 
сонлар туплами булсин.

10- т а ъ р и ф. Агар ш ундай узгармас М сон мавжуд булсаки, 
Vjc6Е учун  х ^ . М  тенгсизлик бажарилса, Е туплам юк,оридан 
чегараланган туплам дейилади, М сон эса Е тупламнинг юк,ори 
чегараси дейилади.

Масалан, £  =  10, 1] булсин. Бу тупламнинг хар бир элементи 1 дан 
катта эмас. Демак, £  =  [0, 1] туплам юкоридан чегараланган.

Агар туплам юкоридан чегараланган булса, унинг юкори 
чегаралари чексиз куп булади. Масалан, £  =  [0, 1] туплам учун 1 ва 
ундан катта хар бир хакикий сон шу тупламнинг юкори чегараси 
булади.

11- т а ъ  р и ф. Ю коридан чегараланган  £ = (* }  тупламнинг юк,ори 
чегараларининг энг кичиги Е  нинг аник, юк,ори чегараси дейилади ва  
sup £  (супремум Е ) каби белгиланади.

Масалан, £  =  [0, 1] тупламнинг аник юкори чегараси I га тенг 
булади: sup £ =  1.

1 2 - т а ъ р и ф .  Агар ш ундай узгармас m сон мавжуд булсаки. 
V x £ £  учун  х ^ т  тенгсизлик бажарилса, Е туплам к,уйидан чегара
ланган дейилади, m сон эса Е тупламнинг к,уйи чегараси дейилади.

М асалан, £  — (0, 2) булсин. Бу тупламнинг хар бир элементи 0 дан 
катта. Демак, £ = ( 0 ,  2) туплам куйидан чегараланган.

Агар туплам куйидан чегараланган булса, унинг куйи чегаралари 
чексиз куп булади. Масалан, £ =  (0, 2) туплам учун 0 ва ундан кичик 
хар кандай сон (яъни манфий сонлар) шу тупламнинг куйи чегараси 
булади.

1 3 - т а ъ р и ф .  Куйидан чегараланган Е =  \х] тупламнинг к,уйи 
чегараларининг энг каттаси Е нинг аник, к,уйи чегараси дейилади ва 
inf £  (инфимум Е ) каби белгиланади.

М асалан, £ = ( 0 ,  2) тупламнинг аник куйи чегараси 0 га тенг 
булади: inf £  =  0.

Тупламнинг аник юкори хамда аник куйи чегаралари хакида 
куйидаги теорема уринлидир.

Т е о р е м а .  А[ар цандай юкоридан ( куйидан) чегараланган туплам 
учун у ни юкоридан ( куйидан) чегараловчи сонлар орасида энг кичиги  
(энг каттаси) мавжуд.

5. Х,ак.икий соннинг абсолют киймати. Бирор х  хакикий сон 
берилган булсин. Агар бу сон мусбат булса, шу соннинг узига, 
манфий булса, унга карама-карш и ишорали —х  сонига х  соннинг 
абсолют киймати дейилади ва |х |  каби белгиланади. Нол соннинг 
абсолют киймати | 0 | = 0 .
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Демак,
х , агар хГ^гО булса, 

— х, агар х < 0  булса.

Масалан,
| _ 5 | = 5 ,  | я |  = л ,  | -  д/2 1 =  V2 . П .5 | =  1,5.

Хакикий соннинг абсолют киймати катор хоссаларга эга. 
1°. Ихтиёрий л: хакикий сон учун ушбу

муносабатлар уринли булади.
2°. Бирор мусбат а хакикий сон берилган булсин. Агар х хакикии

сон
U I < а

тенгсизликни каноатлантирса, у
— а < .х < а

тенгсизликларни хам каноатлантиради ва аксинча. Демак,
\х\ < а - о  — а < х < а .

3°. Икки хакикий х  ва у  сонлар учун

а) U + y K U l  +  \у\,
б) \ х — у \ ^ \ х \  — \у\ ,

муносабат уринли. „
Юкорида келтирилган хоссаларни исботлаш кииин эмас. Ьиз 

улардан бирини, масалан, 2°- хоссанинг исботини келтирамиз.
2°- х о с с а н и н г и с б о т и. Айтайлик,

| jc| > 0, |х |  =  | — *1, — jc< | * |

4°. Ушбу

д / а 2 =  | а  I

UI <  a
булсин. Ундан 1°-хоссага кура

л :<  U I ,  демак х < а ,

— х < ; | х | ,  демак — х < а ,  яъни х > — а
булади. Бу муносабатлардан эса

~ - а С х < а
булиши келиб чикади. 

Энди
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х < а ,
— а < х ,  яъни — x<La

булади. Н атиж ада
х > 0  булганда | j c | = j t < a ,
* < 0  булганда |лс| =  —х< са

булади, улардан
Ul < а

булиши келиб чикади.
Шундай килиб

Ijc| < а о — a < L x < a
булиши курсатилди.

Хакикий соннинг абсолют киймати ёрдамида турри чизикда икки 
нукта орасидаги масофа тушунчаси киритилади.

Айтайлик, х  ва у  хакикий сонлар турри чизикда А (х) ва В {у) 
нукталарни тасвирласин.

Ушбу
\ х — у\

микдор /4(дг), В (у) нукталар орасидаги масофа дейилади ва р (*, у) 
каби белгиланади:

р(х,  у) =  \х — у |.

3-§. Текисликда Декарт \а м д а  кутб 
координаталар системаси

Мазкур бобнинг 2-§  ида хар бир х  хакикий сон ( x £ R )  сонлар уки- 
да битта нуктани тасвирлашини айгдик. Одатда бу х  сон шу нукта- 
нинг координатаси дейилади.

Хакикий сонлар туплами R нинг геометрик тасвири сонлар укидан 
иборат.

Энди R X  R Д екарт купайтмани карайлик. Маълумки бу туплам 
(х, у)  жуфтликлардан ( x £R,  y £ R )  ташкил топган:

R X /? =  {(*. У)- *6/? ,  y€R) .
Бу тупламнинг геометрик тасвири текислик булади.

Текисликда геометрик объектларни урганиш учун унда Декарт 
координаталари системаси тушунчаси киритилади.

Текисликда узаро перпендикуляр булган икки турри чизикни 
олайлик. Улардан бири горизонтал, иккинчиси вертикал жойлашсин 
( 5 - ч и зм а) .

Бу тугри чизикларнинг кесишган нуктасини О харфи билан 
белгилаб, уни координата боши деймиз. О нукта горизонтал тугри 
чизикни икки кисмга ажратиб, улардан унг томондагисини мусбат 
йуналиш, чап томондагисини эса манфий йуналиш деб караймиз.

булсин. Бу  холда
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Шунга ухшаш О нукта вертикал тугри чизикни хам икки кисмга 
ажратади. Юкоридаги кисми мусбат йуналишда, пастдаги кисми 
манфий йуналишда деб караймиз (5- чизмада мусбат йуналишлар 
стрелкалар ёрдамида курсатилган).

Одатда горизонтал чизик ОХ  уки ёки абсцисса ук,и, вертикал 
чизик OY уки ёки ордината ук,и дейилади. Абсцисса ва ордината 
уклари координата Ццлари дейилади.

Координата уклари текисликни туртта чоракка ажратади. Бу 
чораклар 5 - чизмада курсатилган тартибда номерланади.

У
У

п 1 Им)

0

ш \\

5- чизма 6- чизма

Масштаб бирлигини тайинлаб, текисликда бирор М  нуктани 
оламиз. Бу нуктадан аввал абсцисса укига, сунг ордината укига 
перпендикулярлар туширамиз. Уларнинг координата уклари билан 
кесишган нукталарини мос равишда М х ва М у оркали белгилаймиз 
(6- чизма).

ОХ укидаги М х нуктани ифодалаган сонни х  дейлик (х сон М х 
нукта О нуктадан унгда булса, мусбат, чапда булса, манфий булади). 
Шунга ухшаш OY  укидаги М у нуктани ифодалаган сонни у  деймиз 
(у сон Мц нукта О нуктадан юкорида булса, мусбат, пастда булса, 
манфий булади). М х ва М у нукталар сонлар укида л: ва у  сонларни 
аниклайди. Бу л: ва у сонлардан тузилган (х, у)  жуфтлик М нуктанинг 
координаталари: х  га М нуктанинг биринчи координатаси ёки 
абсциссаси, у  га М  нуктанинг иккинчи координатаси ёки ординатаси 
дейилади. М  нукта координаталари оркали

М =  М (х, у)
каби ёзилади.

Э с л а т м а . Абсцисса укидаги нукталарнинг координаталари 
(х, 0), ордината укидаги нукталарнинг координаталари (0, у ) ,  коор
дината бошининг координаталари (0, 0) булади.

Ихтиёрий иккита х  ва у  хакикий сонлар берилган булиб, улардан 
тузилган (jc, у) жуфтликни карайлик. Бу жуфтлик текисликда битта 
нуктани тасвирлайди. Буни курсатиш учун абсцисса укида х  сонга 
мос келадиган нуктани, ордината укида у  сонга мос келадиган 
нуктани топиб, бу нукталардан мос равишда асбцисса ва ордината 
укларига перпендикуляр чикарамиз. Перпендикулярларнинг ке
сишган нуктаси координаталари (х , у) булган нуктани ифодалайди 
( 7 - чиз ма ) .



Шундай килиб текисликдан олинган хар бир нукта иккита х  ва 
у  хакикий сонлардан тузилган (х, у) жуфтликни хосил килади. 
Аксинча ижтиёрий иккита х  ва у  хакикий сонлардан тузилган (лг, у)

жуфтлик текисликда битта нуктани 
ифодалайди.

Юкорида келтирилган тадбирлар 
нуктанинг текисликдаги вазиятини ту- 
лик аниклаш имконини беради. Одатда 
бундай тадбирлар натижаси rijFpu бур-

У

У

0 X

7- чизма

маси, кискача Декарт координаталари 
системаси дейилади.

Д екар  координаталари системаси 
билан бир каторда кутб координатала
ри системаси хам мухим урин тутади.

Кутб координаталари, кутб нукта деб аталувчи О нукта ва ундан 
чикувчи ОЕ  нурдан — кутб укидан иборат ( 8 - чизма).

Кутб координаталари системаси берил- 
I  ~ Т  ган булиб, Р текисликдаги бирор нукта

8 чизма булсин. Ф араз килайлик р Р нуктадан
V*- О нуктагача булган масофа, ф эса кутб
укини ОР нур билан ташкил этган бурчаги булсин.

Нуктанинг кутб координаталари деб р ва ф сонларига айтилади. 
Бунда р биринчи координата булиб, у кутб радиуси, ф эса иккинчи 
координата булиб, кутб бурчаги дейилади. К,утб координаталарида 
Р  нукта Р  (р, ф) каби белгиланади ( 9 - чизма).

9- чизма

Равшанки, 0 < р <  +  оо, 0 ^ ф < 2 л .
Энди нуктанинг Д екарт координаталари билан кутб координата

лари орасидаги богланишни курайлик. Бунинг учун координата бо- 
шини кутб нукта билан, абсцисса укининг мусбат йуналишини эса 
кутб уки билан устма-уст тушадиган килиб оламиз. Декарт коорди- 
наталар системасида Р нукта (х, у )  координаталарга эга булсин 
(10- чизм а).

Равшанки, дг =  р со 5 ф , f/ =  р sin ф. Бу формулалар нуктанинг 
Д екарт координаталари билан кутб координаталарини богловчи 
формулалардир.
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2- Б О Б 

ФУНКЦИЯ

1-§. Функция тушунчаси

1. Узгарувчи ва узгармас микдорлар. Табиатда, фан ва 
техниканинг барча сохаларида хар хил микдорларни (узунлик, юза, 
вакт, масса ва X- к.) учратамиз. Бундай микдорлар вазиятга караб 
турли кийматларни кабул килиши мумкин. М асалан, хар кандай 
учбурчакнинг бурчаклари йигиндиси хар доим 180° га тенг булса, 
учбурчаклар периметри эса (уларнинг томонлари узунлигига 
караб) турлича булади. Бундан учбурчак бурчаклари йигиндиси 
узгармас микдор, учбурчак периметри эса 'узгарувчи микдор экани 
куринади. Н атиж ада икки хил — узгарувчи хамда узгармас мик- 
дорларга дуч келамиз.

Узгарувчи микдорлар х, у. z ва хоказо харфлар билан белгила
нади.

Агар узгарувчи микдорнинг кабул киладиган кийматлари 
туплами маълум булса, узгарувчи берилган дейилади (масалан. 
барча мусбат сонлар туплами узгарувчи микдор сифатида олинган 
айлана радиуси г нинг кабул киладиган кийматлари туплами 
булади).

М атематикада бир нечта узгарувчи микдорлар ва улар орасидаги 
богланишлар урганилади. Мисол тарикасида радиуси г га тенг 
булган айлана узунлигини олайлик. Бундай айлана узунлиги

С — 2 лг  ( I )

булади. Айлана радиуси г хамда айлана узунлиги С узгарувчи 
микдорлардир. Улар (1) муносабат билан богланган. Бу богла- 
ни'шдан куринадики, айлана радиуси эркли равишда мусбат 
кийматларни кабул килса, айлана узунлиги эса унга боглик (демак, 
эрксиз) равишда кийматларни кабул килади.

Кейинчалик, узгарувчи микдор, узгармас микдор иборалари 
урнига (киска айтиш максадида) мос равишда узгарувчи, узгармас 
сузларини ишлатамиз.

’2. Функция таърифи. Функциянинг берилиш усуллари. Иккита 
.V ва у  узгарувчиларни карайлик. х  узгарувчининг кабул киладиган 
кийматлари туплами X, у  узгарувчининг кабул киладиган кнймат- 
Яа'])'туплами Y хакикий сонлар тупламларидан иборат булсин.

1- т а ъ  р и ф. Агар X тупламдан олинган уар бир х  сонга бирор  
f  цоидага ёки к,онунга кура Y тупламнинг битта у  сони мос к,уйилган 
буИса. у  цолда X тупламда ф ункция аник,ланган (берилган) 

' дейилади.
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Бунда X туплам функииянинг аникланиш (берилиш) сохаси, 
Y туплам эса функииянинг узгариш сохаси, х  — функция аргументы, 
у  эса х  нинг функцияси  дейилади. / хар бир х  га битта у  ни мос куюв- 
чи коидани билдиради.

Келтирилган таърифдаги х, у  ва f  бирлаштирилиб, у  узгарувчи 
х  нинг функцияси дейилиши —

У =  1(х)
тарзида ёзилади ва «игрек тенг эф икс» деб укилади.

Агар хар бир х  ( х £ Х)  га бошка коидага кура битта у  ( y £ Y )  мос 
куйилса, табиийки бошка функция хосил булади, ва уни, масалан, 
г/ =  ф(лг) каби ёзиш мумкин.

М и с о л л а р .  1. X =  R,  Y =  R тупламлар берилган булиб, f  — хар 
бир х  хакикий сонга (л: 6 А') унинг квадратини (х26 Y) 
мос куювчи коида булсин. Бу холда

2у  — х
функцияга эга буламиз.

2. Мос куйиш коидаси куйидагича булсин: хар бир мусбат х  сонга
1, манфий х  сонга — 1 ва дг =  0 сонга у  =  0 мос куйилади. Н атиж ада 
y  =  f ( x )  функция хосил булади. Уни куйидагича

1, агар j c > 0 ,  булса,
У =  / (* )  =  0. агар х =  0 булса,

— 1, агар х< с0  булса

ёзиш мумкин. Одатда бу функция
у  =  sign д:

каби белгиланади. Бунда sign — лотинча signum сузидан олинган 
булиб, «белги» деган маънони англатади .

y  =  f ( x )  функция берилган булиб, унинг аникланиш сохаси 
X булсин. X  тупламдан бирор хо нуктани оламиз. Равшанки, хо 
нуктага битта у0 сон мос келади. Бу у 0 сон берилган y  =  f (x)  
функииянинг х0 нуктадаги киймати дейилади ва y0 =  f(xo)  каби 
белгиланади.

Энди х  аргументнинг А" тупламдаги хар бир кийматига мос у  =  
=  f ( x)  функииянинг кийматини топиб, ушбу

{ / ( * ) :  х е х ]

тупламни хосил киламиз. Одатда бу туплам ф ункция к;ийматлари 
туплами дейилади ва Y, каби белгиланади. Равшанки, Y /c i Y булади.

Текисликда Д екарт координаталар системасини олайлик. Абсцис
са укига y  =  f ( x)  функииянинг аникланиш сохасини жойлаштирамиз. 
Сунг X  тупламнинг х  нукталарида функция кийматлари f ( x)  ни 
хисоблаб, уларни ордината укига жойлаштирамиз. Н атиж ада 
(х • f ( x ) )  жуфтликлар хосил булади. Текисликнинг (дг, f ( x ) )  кури- 
нишдаги нукталари туплами

{(х, f ( x ) ) ) ={ ( x ,  f ( x ) ) : x e X ,  f ( x ) t Y )
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гд берилган функциянинг графиги  дейилади. Функция графиги 
,тугриснда кейинрок батафсил тухталамиз.

Функция таърифидаги хар бир х  га битта у  ни мос куювчи коида 
турли усулда: аналитик, ж адвал , график ва бошка усулларда булиши 
мумкин.

1) Аналитик усул. Бу усулда, купинча х  ва у  узгарувчилар 
орасидаги богланиш формулалар оркали булади. Бунда аргумент 
х  нинг кийматига кура у  нинг киймати кушиш, айириш, купайтириш, 
булиш ва бошка амаллар ёрдамида топилади. М асалан, ушбу

» -  T f P S  "  V 1

функциялар аналитик усулда берилган функциялардир. Куп холда 
аналитик усулда берилган функциянинг аникланиш сохаси курса- 
тилмайди. Бу усулда берилган функцияларни урганиш уларнинг 
аникланиш сохаларини тоиишдан бошланади.

Аналитик усулда берилган функциянинг аникланиш сохаси 
узгарувчининг шундай кийматларидан иборат туплам буладики, бу 
тупламДан олинган хар бир х  нинг кийматига мос келувчи у  нинг 
киймати маънога эга (яъни чекли, хакикий) булсин.

М и с о л . Ушбу

функциянинг аникланиш сохасини топинг.
Равшанки, бу функциянинг аникланиш сохасига х  =  5 нукта 

кирмайди, чунки х  =  5 га мос келадиган у  нинг киймати чекли 
булмайди.

Иккинчи томондан, каралаётган функциянинг аникланиш сохаси
га х  нинг — 3 дан кичик кийматлари хам кирмайди, чунки х <  — 3 
булган х  нинг кийматларига мос келувчи у  нинг кийматлари 
хакикий булмайди. Демак, берилган функциянинг аникланиш сохаси

А- =  {*: — 3 ^  х <  -)- оо, х ф Ь \
т.упламдан иборат.

2) Ж адвал усули. Бу усулда х  билан у  узгарувчилар орасидаги 
богланиш ж адвал  куринишида булади. Масалан, кун давомида хаво 
хароратини кузатганимизда, t\ вактда хаво харорати Гь t2 вактда 
Хаво харорати Т2 ва х. к. булсин. Н атиж ада куйидаги ж адвал  хосил 
булади:

1 — вакт h <2 1з и  . tn

:: " 1 Т — харорат т, Тг Тг т< т.

Бу ж адвал t вакт билан хаво харорати Т орасидаги богланишни 
ифояалайди, бунда t — аргумент, Т эса t нинг функцияси булади.

<>!3) График усул. Бу усулда х  ва у  узгарувчилар орасидаги 
богланиш текисликдаги бирор эгри чизик оркали булади. Масалан, 
текисликда 11-чизмада тасвирланган эгри чизик берилган булсин.
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х  узгарувчи X = j a, b] тупламда уз- 
гарсин. Бу X  тупламдан ихтиёрий 
х  нукта оламиз. Шу нуктадан пер
пендикуляр чикариб унинг берилган 
чизик билан кесишиш нуктасини то
памиз ва х  га кесишиш нуктасининг 
ординатаси у  ни мос куямиз. Нати- 
ж ада хар бир х  га ( х £ Х )  битта у  мос 

у  куйилиб функция хосил булади. Бун
да х  билан у  нинг орасидаги богла- 
нишни берилган эгри чизик бажа- 
ради.

Олий математикада, асосан аналитик усулда берилган функция- 
лар каралади.

2- §. Чегараланган функциялар

Бирор X  тупламда f ( x)  функция берилган булсин.
2- т а ъ  р и ф. Агар шундай узгармас М сон топилсаки, V* 6 Л" 

учун ,

тенгсизлик бажарилса, у  з^олда f (x)  ф ункция X тупламда юцоридан  
чегараланган ф ункция дейилади.

М и с о л. Ушбу

функцияни карайлик. Бу функция Х = (  — оо, + о о ) д а  аник- 
ланган. Равшанки, — оо, + -о о )д а

1

булади. Демак, берилган функция юкоридан чегараланган.
3- т а ъ  р и ф. Агар шундай узгармас m сон топилсаки, Vx 

учун

f (x)  ^  m

булса, у  х,олда f ( x )  ф ункция X  тупламда к,уйидан чегараланган  
ф ункция дейилади.

М и с о л .  Ушбу

f ( x ) = x 2+  1

функцияни карайлик. Бу функция , Y = ( — оо, +  о о ) да аник- 
ланган. V * £ ( — оо, -(-оо) учун : ,г. '
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f ( x ) =  x2 +  1 ^  1
булади. Демак, берилган функция куйидан чегараланган.

4 - т а ъ р и ф .  Агар f ( x)  ф ункция X тупламда .\ам юкоридан, 
%ам. куйидан чегараланган ф ункция булса, яъни ш ундай узгармас  
m ва М сонлар топилсаки, V* учун

m ^ f ( x )  ^ М

тенгсизлик баж арилса, у  х;олда f ( x)  ф ункция X тупламда чегара
ланган ф ункция дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

«*> "  7 Т 7
функцияни карайлик. Бу функция Х = (  — оо, +  се ) да аникланган. 
Равшанки, лг€ ( — оо, - f o o )  да

булади. Демак, берилган функция куйидан чегараланган.
Берилган функцияни

f(*\ =  _L ±fl _  — !------1-----
1 + х4 l+ j t4 1 + /

тарзда ёзиб оламиз. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи 
кушилувчи барча * 6 (  — оо, -f- о о )  да бирдан катта булмайди:

<  1 .
) + * 4

Энди иккинчи кушилувчи

1 + * 4

ни бахолаймиз. Агар

(1 — х 2) 2=  1 — 2х 2+ х * 

эканини эътиборга олсак, унда

га эга буламиз. Н атиж ада барча х £ (  — оо, + о о )  учун

=  — +  1 + -  =  4
1 + х 4 1+*4 1+JC4 2 2

булиши келиб чикади. Демак, берилган функция юкоридан чегара
ланган.



Ш ундай килиб,

функциянинг хам куйидан, хам юкоридан чегараланганлиги исбот- 
ланди.

функцияни карайлик. Бу функция Х =  ( — о о ,  -|- оо ) да аникланган. 
Агар ихтиёрий мусбат А сон олинса хам, ундан катта булган

булади. Бу берилган f ( x ) функциянинг юкоридан чегараланмаганли- 
гини билдиради. Айни пайтда каралаётган функция куйидан 
чегаралангандир: f ( x ) ^ О-

Ф араз килайлик f ( x )  ва g ( x )  функцияларнинг хар бири 
X  тупламда аникланган булиб, улар шу тупламда чегараланган 
булсин. У холда

Бирор X хакикий сонлар тупламини карайлик. Агар У х £ Х  учун
— х £ Х  булса, у холда X  туплам О нуктага нисбатан симметрии 
туплам дейилади. М асалан,

Х =  ( — оо , + о о ) ,  [ — 2, 2], ( — 6, 6 )  

тупламлар О нуктага нисбатан симметрик тупламлар булади. Ушбу
* = ( 0 ,  + о о ) ,  ( — 2, 2], [ — 6, 6),  [1, 2]

тупламлар О нуктага нисбатан симметрик тупламлар эмас.
Айтайлик, О нуктага нисбатан симметрик булган X тупламда у =  

=  f ( x)  функция берилган булсин.
5- т а ъ р и ф. Агар ихтиёрий х £ Х  учун

2. Ушбу

f w  -  *
[о, агар х =  0 булса

-2, агар х ф О  булса.

натурал п сони топиладики, — £Х  булиб,

f ( x ) + g { x ) ,  f ( x ) — g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x )  
функциялар хам X тупламда чегараланган булади.

3- §. Жуфт ва ток функциялар

/ ( — X) = / (  х)
тенглик бажарилса, f ( х) жуфт ф ункция дейилади. 

Масала'н, ушбу
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функциялар жуфт функциялардир.
б - т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий х £ Х  учун

Н — Х) =  — f (x)
тенглик бажарилса, f ( x)  ток, ф ункция дейилади. 

Масалан, ушбу

функциялар ток функциялар булади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

f ( x )  =  л ] х 2+ \

функцияни карайлик. Бу функциянинг аникланиш сохаси ( — оо, 4 - 00 ) 
булади. Берилган функцияни жуфт ёки ток булишига текширамиз:

н — х)  =  Л/ ( - х ) 2+ \  =  V Х 2+ \  = f ( x )

Демак, f ( x )  жуфт функция.
2. Ушбу

f ( x )  =  х ^ / х 2— 9

функцияни карайлик. Аввало берилган функциянинг аникланиш 
сохасини топамиз:

х2 — 9 ^ 0  =►■ х 2^ 9  => — o o < j c ^ — 3 ва 3 ^  х<С оо .
Демак, берилган функциянинг аникланиш сохаси

х =  ( - 0 0 , - 3 ] и [ 3 ,  +  оо)
тупламдан иборат. Равшанки, бу туплам О нуктага нисбатап 
симметрик туплам.

Энди / ( — х)  ни топамиз:

/ ( —*) =  ( — х) ~\J ( — х ) 2— 9 =  — хл] х 2— 9 =  — f (x)  .

Демак, f ( x)  ток функция.
3. Ушбу

f ( x )  =  х 2 — х

функцияни карайлик. Равшанки, бу функциянинг аникланиш сохаси 
( — оо, +  оо ) булади.

f ( — x)  =  ( — х ) 2— ( — х) =  х 2 +  х.
Энди

f ( x )  = х 2 — х, f (  — x ) = x 2-\-x
ларни солиштириб, берилган функция учун (2) ва (3) шартларнинг 
бирортаси хам бажарилмаслигини курамиз. Демак, берилган 
функция жуфт функция хам, ток функция хам эмас.
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Жуфт функииянинг графиги ордината укига нисбатан симметрии 
жойлашган булади.

Ток функииянинг графиги координата бошига нисбатан симмет- 
рик жойлашган булади.

Ф араз килайлик f ( x )  ва g ( x )  функиияларнинг хар бири О нукта га 
нисбатан симмстрик булган X тупламда аникланган булсин.

Г .  Агар f ( x)  за g(;c) функниялар жуфт функциялар булса, 
у холда

/ ( * ) + * ( * ) ,  f ( x ) - g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x ) ,  Щ -  ( в ( х ) Ф О )

функциялар хам жуфт булади.
2°. Агар f ( x)  ва g (x )  функциялар ток функциялар булса, у холда

f ( x ) + g ( x ) ,  f ( x ) — g ( x )  
функциялар ток булади,

f ( x ) - g ( x ) ,  ( g ( x ) ^ O )

функциялар эса жуфт булади.

4- §. Монотон функциялар
у  — f ( x )  функция X  тупламда аникланган булсин.
7 - т а ъ р и ф. Агар аргумент х  нинг X  тупламдан олинган  

ихтиёрий х | ва х 2 к,ийматлари учун  Х \ б у л и ш и д а н

f ( X l ) < f ( X 2) ( Д * | ) < / ( * 2 ) )
тенгсизлик уринли  булиш и келиб чик,са, у  %олда f  (х) ф ункция  
X тупламда усувчи  (кам айм айдиган) ф ункция дейилади.

8- т а ъ  р и ф. Агар аргумент х  нинг X тупламдан олинган ихтиёрий 
Х\ ва х -2 щийматлари учун  х \ < х 2 булиш идан

f(x t) > f ( x a) ( f (X l )> f (X 2))
тенгсизлик уринли  булиш и келиб чи^са, у  х,олда f ( x)  ф ункция  
X тупламда камаювчи (усм айдиган) ф ункция дейилади.

Усувчи хам да  кам аю вчи ф ун кц и ялар  монотон ф ункц иялар  
дейилади.
• М и с о л л а р . 1 .  Ушбу

f ( x ) = x 2 Г
функция [0, +  о о ) тупламда усувчи булади. Д архакикат ,  [0, +  оо ) да 
ихтиёрий дг| ва х 2 нукталар олиб, X i< jc 2 булсин дейлик. Равшанки, 
О ^д:,  < х 2<  - f  о о .  Унда

f ( x i) — f ( x 2) = * ? — х \ =  (д г ,+ * 2) (ДГ, — х 2) < О

булади, чунки * |+ д с 2> 0 ,  х \ ~ jc2< 0 .
Н атиж ада / (лг|) — f ( x 2) < 0  =*-f(xi) < f ( x 2) тенгсизликка эга 

буламиз.
Демак, x\<.x>=>f(x\) c f ( X i ) .  Бу эса 7 - таърифга кура берйЛ ^п
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функциянинг [0, -(- оо ) да усувчи функция эканини билдиради.
2. Ушбу ____

/(х) =  v * -И
функцияни карайлик.

Бу функциянинг аникланиш сохаси [ — 1, +  ° ° ) булади. Шу [ — 1, 
-|- о о ) тупламда ихтиёрий Х\ ва х2 нукталарни олиб, Х | < х 2 дейлик. 
Равшанки, — I ^Cxi < х 2<  +  Унда

--------  --------  ( ~\/ х2+ 1 — -\/ ̂  I 1 )
f ( X 2) - f ( X l ) =  V ^ 2 + l  -  =  у Х 2 + |  + л / Х [  +  Г Х

х  ( V ^i-F  1 ч- л / ^ . + 1 ) =  - ^ + ; ,  +  1 > 0

булади, чунки х 2 — X i > 0 ,  yJx2- \ -1 +  \ / х , +  1 ^ 0 .  Демак,
Х[ < Х 2=>[(Х2) — f ( x |) > 0 = ^ / (Х |)  < / ( x 2).

Бу эса берилган функция ( — 1, +  о о ) да усувчи функция эканини 
билдиради.

3. Ушбу

П х > ~  7 + 7
функция [1, + о о )  тупламда камаювчи функция булади.

Хакикатан хам, [1, +  оо) тупламда ихтиёрий х\ ва х2 нукталарни 
олиб, x i < x 2 дейлик. Унда

, г/ \ Х1 -*2 -̂ 1+ JCIJC2 — -*"2 — -*2-̂ ?f ( x t) — f ( x 2)
l+Jff I +*2 (I •+••*?) ( I+ * 2)

x] —x2 +  xlx2(x2—xl ) ( * | — * 2 ) ( ] —  XjJC2)

(1+JC?) (1+xf) ( l+x?)(l+*?)

булади. Равшанки х, — x 2< 0 ,  (1 +  x?) ( I + x 2) > 0  ва [1, + o o )  да
1 — Х(Х2 < 0 .  Демак, / ( j c i )  — / ( x 2) > 0 .  Кейинги тенгсизликдан f ( x i )  >  
> / ( x 2) булиши келиб чикади. Шундай килиб x i < x 2 булишидан 
/(x i)  > / ( х 2) ни топдик. Бу эса берилган функциянинг [1, +  оо ) да 
камаювчи эканини билдиради.

Айтаилик, f ( x)  ва g { x )  функциялар X тупламда Усувчи 
(камаювчи) булиб, С узгармас сон булсин. У холда:

1°. / ( х ) + С  функция усувчи (камаювчи) булади.
2°. С > 0  булганда C- f ( x )  функция усувчи булади,

С < 0  булганда C- f ( x )  функция камаювчи булади.
3°. f ( x)  +  g (x )  функция усувчи (камаювчи) булади.

5-§. Даврий функциялар

y  =  f ( x )  функция X  тупламда аникланган булсин.
9 - т а ъ р и ф .  А гар ш ундай узгармас Т ( Т ф О )  сон мавжуд 

булсаки, ихтиёрий х £ Х  учун
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1) x— тех, x+ т е х ,
2) f ( x  +  T ) = f ( x )

булса, у  цолда f ( х) даврий ф ункция дейилади. Бундаги Т сон f (x)  
ф ункциянинг даври дейилади.

Масалан,
у  =  sin х, у  =  cos х  

функциялар даврий функциялар булиб, уларнинг даври 2л га тенг,

У =  t g *
функция хам даврий функция, унинг даври л  га тенг.

М и с о л . Ушбу

f(x) -- М
функцияни карайлик, бунда {*) оркали х  нинг каср кисми белгиланган 
(масалан, (1,5} =  0,5, (0,75(=0,75, |2 }= 0 ) .  Бу функция ( — оо, 
да аникланган. Айтайлик, Т — ихтиёрий ( Т Ф 0) бутун сон булсин: 
T — m ( т =  ±  1, ± 2 ,  ± 3 , . . .  ). Унда ихтиёрийх 6 ( — оо, - f  о о ) учун

X --7’6 ( --- оо, о о) , х + Т в  ( — оо, - ( -° ° )
булиб,

f ( x + T ) = { x + T \ = { x } = f ( x )
булади. Демак, берилган функция даврий функция, унинг даври Т =  
=  т  булади.

Г .  Агар / (* )  даврий функция булиб, унинг даври Т га ( Т Ф 0 )  тенг 
булса,

Т„ =  п Т  ( я = ± 1 ,  ± 2 ,  ± 3 ,  ...)
сонлар адм шу функциянинг даври булади.

2°. Агар Г, ва Т2 сонлар f ( x )  функциянинг даври булса, у холда 
Т \- \-Т г (Т \- \-Т ъ Ф $ )  хамда Т\ — Т2( Т \ Ф Т 2) сонлар хам f ( x )  функция
нинг даври булади.

3°. Агар f ( x ) ва ^(дг) даврий функциялар булиб, уларнинг хар 
бирининг даври Т булса ( Г ^ О ) ,  у холда

f (x )+ g (x ) ,  f (x )—g(x), f(x)-g(x), - М -  (g (x )^ 0 )

функциялар хам даврий функциялар булиб, Т сон уларнинг хам даври 
булади.

6- §. Тескари функция. Мураккаб функция

y = f ( x )  функция X да  ан и клан ган  булиб, Y) эса бу функция 
ки й м атлари дан  иборат туплам  булсин:

Y, =  {f(x): х е Х }.
Айтайлик, Y/ туплам даги  хар  бир у  сон А" ту п лам даги  биттагина х  нинг 
кийматига  мос келсин. Р авш ан к и , бу холда Yj туп лам дан  олинган хар 
бир у  ra X  ту п л ам да  битта х  мос келиб, бу мослик нати ж аси да
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функция хосил булади. Одатда бу функция y = f ( x )  функцияга 
нисбатан тескари функция дейилади ва у x = f ~ '  (у) каби белгилана- 
ди.

М  и с о л . Ушбу

У =  fix) — j x +  1 

функцияни [0, !] да карайлик. Бу функция кийматлари туплами

I > M i
булади. Y, =  [ l ,  - J J  да аникланган ушбу

х =  2у — 1

функция берилган у  =  у Х + 1  функцияга нисбатан тескари функция 

булади.
Юкорида айтилганлардан y  =  f ( x )  да х — аргумент, у  эса 

функцияси, тескари

x =  f~[(y)
функцияда эса у  — аргумент, х  эса унинг функцияси булиши 
куринади. Демак, берилган функция хамда унга тескари функцияда 
аргумент билан функциянинг роллари алмашишар экан. Кулайлик 
учун куп холларда тескари функция аргументини хам х,  унинг 
функциясини у  каби белгиланади: y ~ g ( x ) .

y  =  f (x)  га нисбатан тескари булган y  =  g ( x ) функция графиги, 
y  =  f (x)  функция графигини I ва III чораклар биссектрисаси 
атрофида 180° га айлантириш натижасида хосил булади (12- чизма).

y  =  f ( x ) функция X  да ани
кланган булиб, К/ эса шу функция 
Кийматлари туплами булсин:

Y, =  {f(х) :х6Х).'

Бу Yf тупламда z  =  F(y)  функция 
аникланган булсин. Н атижада 
X тупламдан олинган хар бир х  га 
Yf тупламда битта у:

, f '■ Х~*~у (y =  f(x)),
ва Yf тупламдаги бундай у  сонга 
битта г:

F:y-*-Z (z  =  [ ( y) )  >2-чизма
сон мос куйилади. Демак, X тупламдан апинган хар бир х  сонга битта 
г  сон мос куйилиб, янги функция хосил булади:

z =  F( f ( x ) ) .



Одатда бундай функция мураккаб ф ункция  дейилади. Бу мураккаб 
функция y  =  f ( x)  хамда z — F(y)  функциялар ёрдамида хосил 
булган.

Масалан,
2 = ( Д Г +  I ) 2

функция y= zx-\~ \ ва z = y 2 функциялар ёрдамида хосил булган 
мураккаб функциядир.

7- §. Элементар функциялар
1°. Б у т у н  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу 

у  =  а 0+ а ]х + а 2>с'2-\- . . . +  а п_ 1х я~ 1 +  а пх а

куринишдаги функция бутун рационал ф ункция  дейилади. Бунда а 0, 
а ь ... , ап — узгармас сонлар, п эса натурал сон. Бу функция R — 
=  ( — оо, + о о )  да аникланган.

Бутун рационал  функциянинг б аъ зи  бир хусусий холлари: 
а) Ч и з и к л и  ф у н к ц и я .  У

у  =  ах  - f  Ь ( а фО)
куринишга эга, бунда а, b — узгармас сонлар.

Чизикли функция:
1) ( — оо, -f-oo) Да аникланган,
2) а > 0 булганда усувчи, а < 0  булганда камаювчи,
3) графиги текисликда тугри чизикдан иборатдир. Ушбу

у  =  2х—  1, у =  — 2х-\-2 , у =  1 
чи <икли функцияларнинг графиги 13- чизмада тасвирланган.

б) К в а д р а т и к  ф у н к ц и я .  У 
у  =  ах2 +  Ьх-}-с ( а ф 0)

куринишга эга. Бунда а, Ь, с — уз
гармас сонлар. Квадратик функ
ция / ? =  ( — оо, °° ) Да аниклан
ган. Унинг графиги караболадан 
иборат. Параболанинг текислик- 
даги вазиятини аниклаш учун 
квадратик функцияни куйидаги 
куринишда ёзиб оламиз:

=<*+ЬУ

y  =  a x2-\-bx +  c =  a ( x 2-{- -[- 

+  с =  а(дс2+

4a c -b 2 I  . Ь \  2 
=  а (Х +  2 а )  -

-Х +  -
4а

)+ с -
4а

Ь2 —  4ас

4а 4а

у  =  а хг -\-Ь х4-с  функция графигининг текисликда жойлашиши 
ia  d =  b — 4ас микдорларнинг ишорасига боглик булади
; ма ) :



2°. К а с р  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р. Ушбу 

а0хп+ а 1хп 1 +  ал_|* -\-ап
y ~ T oXm +  b lxm- ' + . . .  +  bm_ ix  +  bm

куринишдаги функция каср рационал ф ункция  дейилади. Бунда ао, а \ , 
... , а„ ва Ьо, Ь\ , . . . ,  лар узгармас сонлар, п, т  — натурал сонлар. Бу 
функция

X  =  ( —  о о , -(- о о ) \{х  : ЬоХт - \ - Ь\Хт  1 -(-••• -|- Ьт  =  0}

тупламда, яъни касрнинг махражини нолга айлантирувчи нукта- 
лардан фаркли булган барча хакикий сонлардан иборат тупламда 
аникланган.

Каср рационал функциянинг баъзи бир хусусий холлари:
а) Т е с к а р и  п р о п о р ц и о н а л  б о г л а н и ш н и  ифодаловчи 

ушбу

У =  -х ( х ф О )

фунцияни карайлик. Бунда а — узгармас сон. Бу функция:
1) Х =  ( — оо, 0) U (0, + о о )  да аникланган,
2) ток функция. Демак, унинг графиги координата бошига 

нисбатан симметрик,
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3) а нинг мусбат ёки манфийлигига караб функция ( — оо, 0) ва 
(0, +  оо ) ораликларнинг хар бирида камаювчи ёки усувчи булади.

Равшанки, у  — -— функция графигининг текисликда жойлашиши

1

15- чизма

а нинг ишорасига боглик булади (1 5 -чизма). Одатда 1 5 -чизмада 
тасвирланган эгри чизиклар тенг ёнли гипербола  дейилади.

б) К а с р  ч и з и к л и  ф у н к ц и я .  У
а х + Ь

У~~сх+ 7

куринишга эга. Бу функция Х =  ( — о о , +  оо)\ [—у  }тупламда ани

кланган.
Каср чизикли функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

У =
ах +  Ь 
cx-\-d

i '+i )
< ~ 4)

, d  l> d
---------------— ---------------------с а с

bc — ad 
__ ас___

х + - )
_ ± с -— ad I . а

х-\----с

Демак, каралаётган функция ушбу

куринишда була р э к а п  » - f .  т - f ) .

Каср чизикли функциянинг графиги тенг ёнли гипербола каби 
булади. Масалан,

У_ 1 _ *-|-3— 2 __. __  2
У дг +  3 ~  дг +  3 — х +  3 . 

функциянинг графиги 16- чизмада тасвирланган.
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3°. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я .  Ушбу
у  =  х а ( * > 0 )

куринишдаги функция дараж али ф ункция  дейилади. Д араж али  
функциянинг аникланиш сохаси а  га боглик булади. Агар а >  
> 0  булса, у = х а функция (0, + ° ° )  да усувчи, а < 0  да камаювчи 
булади. Д ар аж ал и  функция графиги текисликнинг (0, 0) хамда (1,
1) нукталаридан утади. Масалан,

у  =  х \  у = х г

функция графиклари 17- чизмада тасвирланган.
4°. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

У =  ах
куринишдаги функция курсаткичли ф ункция  дейилади, бунда 
а хакикий сон, а > 0  ва а ф  1.

Курсаткичли функция:
1) ( — оо, + ° ° )  да аникланган,
2) ихтиёрий х  да у  — ах > 0 ,
3) а > 1  булганда у = а х усувчи, 0 < а < 1  булганда у = а х 

камаювчи.
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Курсаткичли функция графиги ОХ  укидан юкорида жойлашган ва 
доим текисликнинг (0, 1) нуктасидан утади. Масалан, у  =  2х ва
у — * функцияларнинг графиги 18-чизмада тасвирланган.

5°. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .  Ушбу

f / = l o g 0X

куринишдаги функция логариф мик ф ункция  дейилади, бунда
а > 0  ва а ф  1.

Логарифмик функция:
1) (0, -f- 00 ) Да аникланган,
2) у  =  ах функцияга нисбатан тескари функция,
3) a >  1 булганда y = \o g ax усувчи, 0 < a <  1 булганда камаювчи. 
Логарифмик функция графиги OY  укининг унг томонида

жойлашган ва доим текисликнинг (1 ,0 )  нуктасидан утади. Масалан, 
у  =  log2x ва у  =  l o g ,х  функцияларнинг графиги 19-чизмада тасвир- 

т
ланган.

6°. Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу 
t/ =  sinx, у  =  cosx, у  =  tgx, y =  ctgx, у — secx, у  =  coseoc. 

функциялар тригонометрик ф ункциялар  дейилади.
у  =  sinA: хамда y  =  cosx  функциялар / ? = (  — оо, - f  о о ) да 

аникланган 2л даврли функциялар булиб, ихтиёрий х  да
— 1 ^  s i n x ^  1, — 1 s^cosxjg; 1 

тенгсизликлар уринли булади.
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tg*. ctg*- secx, cosecx функциялар sinx, cosx функциялар оркали 
куйидагича ифодаланади:

I isec* = ------, cosecx= —r —•sin*
0  r

C O S *  

■ sinx

sinx, cosx, tgx  хамда ctgx функцияларнинг графиклари 20- чизма- 
да тасвирланган.

7°. Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу
- i/ =  arcsinx, y =  arccosx, у — arctgx, i/ =  arcctgx 

функциялар тескари тригонометрик ф ункциялар  дейилади.
Масалан, i /= a r c s in x  функциянинг аникланиш сохаси [ — 

ораликдан иборат булиб, кийматлар туплами эса [  — у .  у
, 1] 
дан

иборатдир.
Юкорида кайд этилган arcsinx, arccosx, a rc tgx  хамда arcctgx 

функцияларнинг графиклари 21-чизмада тасвирлангйн.

7

У=01СЫЛ X

О I х 

f

i/^aicctp х

21- чизма

/
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—я_

3- Б О Б

ТЕНГЛАМАЛА Р

Олий математиканинг турли сохаларидаги масалалар куп 
холларда маълум тенгламаларни ечиш билан хал килинади. Шуни 
эътиборга олиб ушбу бобда тенгламалар хакидаги маълумотларни 
кискача баён этамиз.

1-§. Умумий маълумотлар

f ( x ) функция / 'т у п л а м д а  ( F c z R ) ,  g ( x )  функция эса G тупламда 
( Gc z R )  берилган булсин. Бу функцияларнинг аникланиш сохаси 
булган F ва G тупламларнинг купайтмасини (кесишмасини) М  билан 
белгилайлик:

F{]G =  M.
Агар М тупламдан олинган jc0 учун f (х0) ва g(^o) сонлар бир- 

бирига тенг булса, яъни f ( x o ) =g ( x o )  булса, у холда лс0
f ( x ) = g ( x )  ( I )

тенгламанинг илдизи (ечими) дейилади. Одатда (1) муносабат бир 
номаълумли тенглама дейилади.

Тенгламанинг барча илдизларини (илдизлар тупламини) топиш 
билан тенглама ечилади. Агар илдизлар туплами буш булса, (1) тенг
лама ечимга эга булмайди.

Берилган (1) тенглама билан бир каторда ушбу

/ |  (JC) (■*) (2 )
тенгламани хам карайлик.

Агар (1) тенгламанинг хар бир илдизи (2) тенгламанинг хам 
илдизи булса, у холда (2) тенглама (1) тенгламанинг натижаси 
дейилади ва

f(x) = g ( x ) = > / , ( x )  = g , ( x )
каби белгиланади.

Агар (2) тенглама (1) тенгламанинг натижаси булса, ва аксинча,
(1) тенглама уз навбатида (2) тенгламанинг натижаси булса, 
у холда (1) ва (2) тенгламалар тенг кучли  (эквивалент) тенгламалар 
дейилади ва

/(■*)=  8 (x )o f i (x )  =g i(x )
каби белгиланади.
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Демак, тенг кучли тенгламаларнинг илдизлари туплами бир хил 
булар экан.

Тенг кучли тушунчаси тенгламаларни ечишда кенг кулланилади. 
Одатда, берилган тенгламани ечишда уни тенг кучли, айни пайтда 
ундан соддарок булган тенглама билан алмаштирилади. Бу жараён 
бир неча бор такрорланиши натижасида тенглама содда тенгламага 
келади ва уни ечиб берилган тенгламанинг илдизлари топилади.

Энди тенгламаларнинг узаро тенг кучлилиги хакида баъзи бир 
тасдикларни келтирамиз:

1°. Ушбу
f ( x ) = g ( x )  ва f ( x ) — g ( x ) = 0  

тенгламалар тенг кучлидир:
f ( x)  =  g ( x ) o f ( x )  — g ( x )  =  0 .

2°. Ихтиёрий а сон учун
f ( x ) = g ( x )  ва f ( x ) + a  =  g ( x )  -\-а

тенгламалар тенг кучлидир:
/(* )  =  g { x ) o f ( x )  + a  =  g ( x )  +  а.

3°. Ихтиёрий а ( а ф 0) сон учун
f ( x ) = g ( x )  ва a f ( x ) = a g ( x )

тенгламалар тенг кучлидир:
f ( x )  = g ( x ) o a f ( x )  = a g ( x ) .

4°. Ихтиёрий а ( а > 0 ,  а ф \ )  сон учун
f ( x ) = g { х)  ва о №  =  сР(х)

тенгламалар тенг кучлидир:
f ( x )  — g ( x ) o a l{x> =  ag{x)

5°. Ихтиёрий натурал п сон учун, f ( x ) ^  0, g ( x ) ^  0 булганда 
ушбу

f ( x ) ' = g ( x )  ва f "(x)  = g " ( x )

тенгламалар тенг кучлидир:
f ( x ) = g ( x ) o f n( x ) = g n(x).  I 

6°. Агар а > 0 ,  а ф  1 булиб, /(лс) > 0 ,  g( x )  > 0  булса, у холда
f ( x ) = g { x > ва \O gaf(x)= \O gag(x)

,вренгламалар тенг кучли тенгламалар булади:
«*>1 f ( X) = g ( x ) o \a g a f ( x ) = \O g a g ( x ) .

7°. Агар ф(х) функция М  тупламда аникланган булиб, V .rfM  
учун ф ( х ) ^ 0  булса, у холда

f ( x ) = g ( x )  ва f ( x ) y ( x ) = g ( x ) <p ( x )
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тенгламалар тенг кучли тенгламалар булади:
/ (* )  = g ( x ) o f ( x )  -ф(х) =  # (* )  -ф(*)-

Б и pop

f(x) =g(x )
тенглама берилган булсин. Текисликда Декарт координаталар 
системасини олиб, f ( x)  ва g ( x )  функцияларнинг графикларини 
чизамиз. Ф араз килайлик, f  (х) ва g (x )  функцияларнинг графиклари 
22- чизмада тасвирланган эгри чизикларни ифодаласин. Бу функция

графиклари кесишган нукталарининг абсциссалари берилган тенгла- 
манинг илдизлари булади. Масалан, ушбу

ф  =  ( х - 1 ) 2 (2')

тенгламани карайлик. f ( x )  =  д/ х  ва ^(лг) =  ( х — 1 )2 функцияларнинг

графикларини чизамиз (23- чизма). Чизмадан куринадики, f ( x ) = У * ,  
g ( x )  — ( x — I ) 2 функцияларнинг графиклари иккита нуктада кеси- 
шади. Демак, берилган (2') тенгламанинг иккита ечими булиб, улар- 
дан биттаси 0 билан 1 орасида, иккинчиси 2 билан 3 орасида булади.

2- §. Рационал тенгламалар

Бирор
f ( x ) = g ( x )

тенглама берилган булсин. Юкорида айтиб утдикки, у

f ( x ) - g ( x ) =  О (3)
тенгламага тенг кучли булади. Агар f (х) — g( x )  = F ( x )  десак, унда 
(3) тенглама ушбу

F ( x ) = 0  (4)

куринишга келади. Агар F(x)  рационал функция булса, (4) тенглама 
рационал тенглама дейилади.
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Рационал тенгламалар мазкур курснинг олий алгебра булимида 
батафсил урганилади. Бу ерда биз рационал тенгламаларнинг баъзи 
бир хусусий холларинигина келтириш билан кифояланамиз.

1°. F(x)  ч и з и к л и  ф у н к ц и я  б у л с и н. F(x)  = а х  +  Ь, бунда 
а ва Ь узгармас хакикий сонлар. Бу холда (4) тенглама

ах +  Ь =  0 ( а ф  0) (5)

куринишда булади. (5) тенглама чизикли тенглама дейилади. Унинг 
ечими а, Ь сонларга боглик.

Агар а Ф 0 булса, унда
ах-\-Ь  =  0= > ах=  — Ь=> х — — -1 а

булиб, (5) тенглама ягона х — — ^  ечимга эга ва ечимлар туплами

Е =  | — £-} булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
х — I , Здс — 9 __ х  Q

5 ' • 2 — 3

тенгламани ечинг.
Бу тенглама куйидагича ечилади:

+  i £ z ±  *=-£ — 2 о 6 х  — 6 +  45х — 135 =  10* — 60**
О 4 О

о  41^ =  81 о л :  =  4г-41

Демак, берилган тенгламанинг ечимлар туплами £ =  j-^pj булади. 

2. Ушбу
( р - \ ) х  +  2 =  р + \

тенгламани ечинг. Равшанки, бу тенгламанинг ечими р нинг 
кийматига боглик булади.

Агар р Ф  1 булса, унда

( р — \ ) х + 2 = р + \ о ( р — \ ) х = р — 1 о х =  = 1

булади.
Агар р =  1 булса, у холда берилган тенглама

0 - х + 2  =  2

куринишга келиб, у номаъл'ум х  нинг хар кандай кийматида уринли 
булади.

Демак, р Ф  1 булганда тенгламанинг ечимлар туплами £  =  {1} 
булиб, р =  1 булганда эса £ = (  — оо, - f  оо ) булади.

2°. F ( x )  к в а д р а т и к  ф у н к ц и я  б у л с и н :  F ( x ) = a x 2-\- 
-\-b x - \-c , бунда а, Ь, с узгармас хакикий сонлар. У холда (4) тенг
лама куйидагича

ах2 +  Ьх +  с — 0 (а¥=0) (6)



булади. (6) тенглама квадрат тенглама дейилади. Унинг ечими а, Ь, 
с сонларга боглик. Бу сонлардан тузилган ушбу

D =  Ь1 — Аас

микдор квадрат тенгламанинг дискриминанти  дейилади.
Агар D >  0 булса, унда

ах 2 +  6дг-)-с =  0 ( а Ф  0) 
квадрат тенглама иккита

_ 6 + V 75 - ь -  yZ>
2а Та

ечимларга эга булиб, ечимлар туплами

г _ (~ Ь + У*> . - ь -  УД 1
I  *  2а ' . 2а )

булади.
Агар £) =  0 булса, у холда (6) квадрат тенгламанинг илдизлари 

бир-бирига тенг
ьх , =  х 2— — г-1 2 2 а

ечимларга эга булиб, ечимлар туплами £ = | — j булади.

Агар D < i0 булса, (6) квадрат тенглама ечимга эга эмас. Бу холда 
ечимлар туплами буш туплам булади: Е = 0 .

Квадрат тенгламанинг илдизлари хакида Виет теоремасини 
келтирамиз.

В и е т  т е о р е м а с и .  Агар х\ ва х 2 лар
а х 2 +  Ьх +  с =  0 ( а Ф  0)

квадрат тенгламанинг илдизлари булса, у холда

I ьх , +  х 2=  — — .

* .•*  2 =  ̂

булади.
М и с о л л а р .  I. Ушбу

(р-\- I )х2 +  2 ( р +  1 )х - \-р  — 2 =  0 ( р ф  — 1) 1
квадрат тенгламани ечинг.

Бу тенгламанинг дискриминантини тоиамиз:

D =  [ 2 ( p + \ ) ] 2- 4 ( p + l )  ( р - 2 ) = 4 ( р + 1 ) 2- 4 ( р + 1 )  ( р - 2) =>т 
=  4 ( р + 1 )  (pH- 1 — рН-2) =  1 2 ( р +  1).

Демак, D =  12(рН- I )• Агар / ? >  — 1 булса, D > 0 булиб, берилган 
тенглама ■А
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— 2(p+ D +  У12(р+1) Г~3~
' 2 ( р + 1 )  V Р + 1

-2 ( р + 1 ) -  \/12(Р+1)
А2 -  2(р+1) 1 V7+-

ечимларга эга булади. Бу холда ечимлар туплами:

Н-'+УЗт' -‘-VSr }•
Агар р<С — 1 булса, D < 0  булиб берилган тенгламанинг ечими 

мавжуд булмайди. Бу холда ечимлар туплами буш туплам булади:
Е = 0 -

2. Агар Х\, х2 лар
2х2 — 5дс 1 =  О

квадрат тенгламанинг илдизлари булса, х 2х 2 +  х \х \  ни хисобланг. 
Берилган тенгламанинг дискриминанти

D — ( — 5 ) 2 — 4- 2  -1 =  2 5 — 8 = 1 7 .

Демак, берилган тенглама Х\ ва х 2 иккита илдизга эга. Виет 
теоремасига кура

. 5 X \ + X 2= - j ,

X r X  2 = \ -

Бу тенгликларни эътиборга олиб топамиз:

Демак,

* 7* 2+ *  1* 2=  Т  .4
3°. F (х) ф у н к ц и я  к у й и д а г и ч а  б у л с и н :  F ( x ) = a x 4 +  

-\-bx2-{-c, бунда а, Ь, с узгармас сонлар. Бу холда (4) тенглама ушбу
ах* -\-Ьх2 -\-с = 0 (7)

куринишда булади. (7) тенглама биквадрат тенглама дейилади.
Биквадрат тенглама у = х 2 алмаштириш натижасида квадрат 

тенгламага келади. Уни ечиб берилган биквадрат тенгламанинг 
ечимлари топилади.

М и с о л. Ушбу
9х4 — 25х2 + 1 6  =  0

тенгламани ечинг.
Бу тенгламада у  =  х 2 алмаштириш киламиз. Унда

9у2 — 25у-\- 16 =  0

квадрат тенглама хосил булади:
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Демак,

Х* = ~ Т '
ДГ2=  1 ) {Jtr —(— 1 ) =  0-О-Х3=  1, JC4=  — 1.

Шундай килиб, берилган тенгламанинг ечимлар туплами

H f  -4. '• -'}
булишини топамиз.

4°. F (х)  ф у н к ц и я  к у й и д а г и ч а  б у л с и н :
F( x)  = а х *  -\-Ьх3 +  cjc2 - \-bx-\-a ,

бунда а, Ь, с узгармас сонлар. Бу холда (4) тенглама ушбу
ах* -\-Ьх* +  сх2 - \ - b x - \ - a - Q  (8)

к^ринишда булади. (8) тенглама симметрик тенглама дейилади. 
Тенгламанинг хар икки томонини х 2 га (jc =?£= 0) булиб топамиз:

а х 2+ Ь х  +  с + ~  + ~  — 0 .
Х X

Агар

ax2+ j f  (х 2+ ~У ) = а  (x +  ± J- 2 a ,  

Ь х + ± = ь ( х + ± )

булишини эътиборга олсак, у холда (8) тенглама 

а  +  ^~с — 2а =  0

куринишга келади. Кейинги тенгликда дг- f  — =  у  дейилса,

Щ 2 +  Ь у + с — 2 а = 0

квадрат тенглама хосил булади.
Шундай килиб, симметрик тенгламани ечиш квадрат тенгламани 

ечишга келади.
Умуман, F ( х)  функцияни

F( x)  =  а[ф (х ) ] 2 +  йф(;с) + с

куриниш да ёзиш мумкин булса , у  =  ф (х) алм аш тириш  ёрдамида
F ( x ) =  0

тенглама квадрат тенгламага келади.



М и с о л .  Ушбу

тенгламани карайлик. Бу холда

^ ( ^ = ^ + ( 7 — ) ~ 8 

булиб, уни куйидагича ёзиш мумкин:

F ix ) - J + ( - £ r ' f - » - , ’+ 2 x . 1£ v  +

+  (7 ^ т ) ! - 2- А - 8“ ( - ' + т ) ! - 2Т = Г  “ 8 =

ЫтУ-г-т=т-8-°
Натижада

тенгламага келамиз. Бунда — = у  белгилаш киритилса

У2 — 2У — 8 =  0
квадрат тенглама хосил булади. Бу тенгламанинг илдизлари

У i =  4, i/2 = — 2

булади. Демак,

- j~ i  = 4  4х +  4 =  0 =>(х — 2) 2=0=>х1= х 2=2,
— 2±  V4 + 8

- ~ у  =  — 2=ф-д:2+ 2 х — 2=0=>-дгз.4=- 2

=>*3=  — 1 +  у з  , х , =  — 1 — д/3 .
Шундай килиб берилган тенгламанинг ечимлар туплами 

£ = { 2 ; - 1  +  д/ 3  ; - 1 -  у з }

булади.

3-§. Иррационал, курсаткичли ва логарифмик 
тенгламалар

1°« Иррационал тенгламалар. Номаълум х  радикал (илдиз) 
ишораси остида катнашган тенгламалар иррационал тенгламалар 
дейилади. Масалан,

У* — 2 = 5 ,  У* +  5 У 2 * - f 8  = 7 ,  

д/jc — 2 - М =  V * 2 - 4
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тенгламалар иррационал тенгламалардир.
Иррационал тенгламаларни ечишдан аввал тенгламада катнаш- 

ган ифодаларнинг маънога эга буладиган тупламини аниклаш керак 
булади.

Иррационал тенгламалар турли усуллар ёрдамида ечилади. 
Купчилик холларда тенгламанинг хар икки томони квадратга 
кутарилади. Бунда чет илдизлар хосил булиши мумкин. Топилган 
кийматни берилган тенгламага куйиб, унинг ечим ёки ечим эмаслиги 
аникланади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

У* +  5 +  V 2* +  8 =  7
тенгламани ечинг.

Тенгламадаги ифодалар маънога эга булиши учун 
jc +  5 ^ 0 ,  яъни — 5,
2 * +  8 23=0, яъни х ^ — 4

булиши лозим. Демак, х ^  — 4 буладиган ечимларни топиш керак. 
Берилган тенглама куйидагича ечилади:

д / х + 5  +  д/2^ +  8 = 7 = > л]2 х '+ 8  = 7 -  V * + 5 = ^  
^ ( V 2 7 + 8 ) 2=  ( 7 -  y J I + 5 ) W 2 x  +  8 =

=  4 9 — 14 д/х +  5 +  х +  5=И 4 д/х +  5 = 4 6  — х=>

=►(14 у 7 + 5 ) 2= ( 4 6 - * ) 2=И96(л: +  5) =
=  2116 — 92x +  x W 2 — 288* +  1136 =  0=^

2 8 8 ±  V 2 8 8 2 — 4-1136
=►*1.2= --------- -------------------= ** , =  284, x 2= 4  .

(Равшанки, 2 8 4 > — 4, 4 > — 4.)
Энди топилган jci =  284 ва *2 =  4 нинг берилган тенгламани 

каноатлантиришини текширамиз:
а) *1 =  284 булган холда:

У*| +  5 +  ^ /2 * ,+  8 =  д/289 +  д/576 ф !  ,

б) *2 =  4 булган холда

д/*2+ 5  +  д/2*2+ 8  =  д/9 -|- д/16 = 3  +  4 =  7 .

Демак, берилган тенгламанинг ечими х = 4  булади: £  =  {4}.
2. Ушбу

■\j2\x\ —х2 =  р
тенгламани ечинг.

Равшанки, бу тенгламанинг ечими р  га боглик булади. 
Агар р < ; 0  булса, тенглама ечимга эга булмайди: Е = 0 .

Энди р ^ О  булган холни караймиз. Бу холда

-\j2 \x \ — х 2 = р  о  2 \х \ — х 2— р 2 о  \ х \ 2— 2\х\  +  р 2= 0

46



булади. Хосил булган квадрат тенгламанинг дискриминанта 
D =  ( — 2 ) 2 — 4 р 2 =  4 — 4 р 2 =  4 ( 1 — р 2).

Агар р > 1  булса, у холла D < О булиб, | х | 2 — 2 |х |  +  р2 =  0 
тенглама ечимга эга эмас. Бинобарин, берилган тенглама хам 
ечимга эга булмайди.

Агар р =  1 булса,
\ х \ 2 — 2 |х |  +  1 = 0  =*- ( U |  — 1)2 =  0 => |х |  =  1 =*► *, =  1, х2=  — 1

булиб, берилган тенглама иккита ечимга эга булади:
£  =  ( 1 , - 1 ) .

Энди 0 < р < !  булган холни карайлик. Бу холда 0 > 0 булиб 
\ х \ 2 — 2 |х |  -\-р2 =  0 тенгламанинг ечимлари

|х | =  1 +  V " l ^ - V .  1x1 =  1— V i - P *
булади. Равшанки,

| Х| =  1 + д / 1 - р 2 =► х , =  1 +  V T - P 2, х 2= - ( 1 +  ^ \ - р 2) .

|х |  =  1 — д / 1 - Р 2 — V 1 - Р 2' х < = - ( \ -  V 1- ^ 2) •
Бу холда берилган тенглама 4 та ечимга эга булади:

£=(1+ V^-V: -(1 + V *- V ); i-VT"-?; - JU - V .1-P2))-
Агар р =  0 булса, кжорида келтирилганлардан куринадики, берилган 
тенглама учта Х| =  2, х 2= — 2, *з =  0 ечимларга эга булади: £  =  {2; 
- 2 ;  0}.

Шундай килиб берилган иррационал тенглама учун
1) р < 0  булганда £ = 0 ,
2) р =  0 булганда £  =  {2; —2; 0},
3) р =  1 булганда £  =  {1; — 1}, _____  - _____
4) 0 < р <  1 булганда £  =  { ±  (1 +  д / 1 — р 2)\ ±  (1 — V 1 ~  Р 'Н .
5) р > 1  булганда £ = 0  

булади.
2°. Курсаткичли тенгламалар. Номаълум д: дараж а курсаткичида 

катнашган тенгламалар курсаткичли тенгламалар дейилади. М аса
лан,

4х— 5 - 2 * + 6  =  0, 9 i2+4"_45= 3  ,

тен гл ам ал ар  курсаткичли тенглам алардир . Курсаткичли тенглама- 
ларни ечишда куйидаги к ои далардан  ф ойдалани лади :



Шунингдек, ушбу бобнинг 1 - § да келтирилган

а ,{х) =  a g{x) о  f ( x)  =  g ( x )  ( а > 0, а Ф  1) 

тасдикдан хам фойдаланилади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

g  S + i x - 4.5  з

тенгламани ечинг. Бу тенглама куйидагича ечилади:

9 =  з  о  g =  g г

— 4,5 =  - j  - о  Jt2+  4х — 5 =  0 =>

X | — 1, X2 — — 5*

Демак, берилган тенгламанинг ечимлар туплами £ = { 1 ; —5) булади.
2. Ушбу

I
* +  7  с) 2х — [4 х— 3 2 =  3 

тенгламани ечинг.
Бу тенглама куйидагича ечилади:

4 *— 3 ' W +T- 2  2х~ '= > 4 х— 3 ~ = 3 ^ j — 4

=► 4 * + 4  -  3 * ^  +  3-~*=> 4 ' ( ]  + | )  =  3 ■( л/3 +  J j ) = -

*  1 4 ' = ~h'3 ‘1~  (4)‘ = -^ г=- Ш ” -  (тгУ~
=> 2х =  3 => х  =  y  •

Демак, берилган тенгламанинг ечими х  =  ■— булади: £  =

3°. Логарифмик тенгламалар. Номаьлум х  логарифм белгиси 
остида ёки логарифм асосида катнашган тенгламалар логарифмик  
тенгламалар дейилади. Масалан,

+  l o g ^  =  1 ,

V 1 +•* +  3 V 1 — * — lg д / 1 — a:2 + 2
тенгламалар логарифмик тенгламалардир.

Логарифмик тенгламаларни ечишда, аввало
1) логарифм белгиси остидаги ифоданинг хар доим мусбат 

булишига,
2) логарифм асоси эса мусбат ва 1 дан фаркли булишига эътибор 

берилиши керак.
Логарифм таърифидан бевосита куйидагилар келиб чикади:
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Г . log„a =  1 ,
2°. logal =  0 ,
3°. log aN lN 2 =  \ogaN , +  loguyV2,

4°‘ logal ^  =  loK«^i ~  |Oga^2,

5°. logayV " =  n logaN  ,

6°. log^A/ =  ~  loguiV, Iogu„/V л =  log„iV ,

7°. IogqN  • 1 og va =  1 ,

no , A/ l0Kr^8 . logjV =  ------- .
l ° K ta

Бу келтирилган коидалар хамда 1-§ даги

f(x) =8(x)0-\ogaf(x)=\oga{y(x) (a  >  О, О ф  1, / ( JC) >  0, g (ЛГ) > 0 )
тасдикдаи логарифмик тенгламаларни ечишда кенг фойдаланилади 

М и с о л л а р .  I. Ушбу

д/ lo g  ,д/3лг-log** =  -  1 (jc> 0 )

тенгламани ечинг.
Бу тенглама куйидагича ечилади:

V l o g , V 3 ^ 1 o g . * = - l  =► л / \ о ^ х л/Зх =  — _ J —  =►
v log 3 ̂

=► V io£ =  -  ! o g ^

Кейинги тенгликнииг чап томонидаги ифода мусбат. Шунинг учун 
log*3 < 0 ,  0 <  х  <  1 

булиши керак. Шуни эътиборга олиб топамиз:

( V lo£  ̂у! 3 х ) 2 =  ( — log ;3 )2=M og x-\j3x =  l o g 2<3

=► j  (>°g * 3 + 1 )  =  log £ = > 2  log £  — log ^  — 1 =  0 .

Агар |ogx3 =  y дейилса, унда 2y2 — y — \—Q квадрат тенгламага 
келамиз. Равшанки, у\ =  1, у 2— — ^  булиб, бу ечимлардан у 2

•ogx3 =  t/с 0 шартни каноатлантиради.
Д ем ак ,

• o g , 3 = — £  =  { { l -
2. Ушбу

ig V 1 + х  + 3 V 1 ~ х  =  V 1 - * 2 +  2
тенгламани ечинг.

4 513 49



Бу тенглама номаълум х  нинг — 1 < х < ; 1  тенгсизликларни 
каноатлантирадиган кийматларидагина маънога эга.

Равшанки, _____
lg V l + * + 3 lg V l — J f = l g  л/ l  — x'2 + 2= >

=► lg V 1 + x  +  3 V 1 - x  =  1g V 1 + x  + * 8  V 1 — x + 2 = ^
= H g  у  I — Jt =  1 = ^ л :=  — 99 .

Бирок x = — 99 юкоридаги — 1 < л : < 1  шартни каноатлантирмайди. 
Демак, берилган тенглама ечимга эга эмас.

4 - §. Тригонометрик тенгламалар
Номаълум х  тригонометрик функциялар белгиси остида катнаш- 

ган тенгламалар тригонометрик тенгламалар дейилади.
Масалан,

X 1 1~~ •
4 tg  ^ = 3  sin х, sin Зх — sin X =  Y ’ s*n 2 x + c o s  2 x =  y 2 s in  x.

тенгламалар тригонометрик тенгламалардир.
Куйидаги

sin х  =  а ( | а  | ^  1) (9)
cos х =  а ( | а | ^  1) (10)
tg  х  =  а ( И )
c t g x  =  a (12)

тенгламаларга содда тригонометрик тенгламалар дейилади.
(9) тенгламанинг ечими

х =  ( — 1 )"arcsin а -\-п л  (п =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...),
(10) тенгламанинг ечими

х =  ± a r c c o s  а -\-2 п л  (п — 0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...),
(11) тенгламанинг ечими

x =  a rc ig  а  +  шх (я =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...),
(12) тенгламанинг ечими эса

* =  arcctg  а  +  пл (п =  0, ± 1 ,  ± 2 , , . . ) .

Одатда берилган тригонометрик тенгламани тенг кучли тенглама 
билан алмаштириш натижасида содда тригонометрик тенгламага 
келтирилади. Бу тенгламани ечиб берилган тригонометрик тенглама
нинг ечимлари топилади.

Тригонометрик тенгламаларни уларга тенг кучли тенгламалар 
билан алмаштиришда тригонометрик функциялар орасидаги богла- 
нишлардан фойдаланилади. Куйида бундай богланишлардан баъзи- 
ларини келтирамиз.

.о  • 2 , 2 , I s in  а  , _  cos а1°. sin а +  cos а =  , t g a = - ^ ,

2°. s i n ( а ± р )  = s i n  a  cos p ± c o s  a  sin р ,
3°. c o s ( a ± P )  = c o s  a  cos p T s i n  a  sin p ,
4 . s i n a  +  s i n p  =  2 s i n — cos —— - ,
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5°. sin a  — sin p =  2 sin -^ -S -c o s  — ,

6°. cos a  +  cos p =  2 cos cos a ~ ^  ,

7°. cos a  — cos p =  — 2 sin sin .

М и с о л л а р .  1. Ушбу

cos x  — д/2 - sin - j  =  I
тенгламани ечинг.

Бу тенглама куйидагича ечилади:

cos х — д/2 - s i n =  1 =>- 1 — cos х +  д/2 >sin =  0 =>

=> 2 s in2- | +  д/2 -sin ~  =  0 => sin у  (2 sin - | - f  д/2 ) = 0 = *  

s in — =  0 = * y  =  nn=> х  =  2пл ,

s i n i = - J T ^ i = ( - ' ) " +,T + ™ = > x = ( - i ) n +Y + 2 n n -

Демак, берилган тенгламанинг ечимлар туплами

£  =  {2лл; ( - - I  )« + > * .+ 2/ис; л =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...}.

2. Ушбу cos 2x-f-cos2x = 0  тенгламани ечинг.
Аввало cos2* ни куйидагича ёзиб оламиз:

2 1+COS2* cos л: =  — — ----- .

Унда берилган тенглама cos 2х  +  1 +  c°s 2х =  О куринишга кела

ди. Кейинги тенгликдан cos 2х  = -----булиши келиб чикади.О
Демак,

2 х =  rfcarccos^— ^ - } - 2 п л  (п =  О, ± 1 ,  ± 2 ,  ...) ,
яъни

a rccos  ( ~ : з ) + п п  (п =  0 ’ ± | * ± 2 ' •••) •



4 - Б О Б  

Т Е Н Г С И З Л И К Л А Р

Ушбу бобда тенгсизликлар хакидаги маълумотларни кискача 
баён этамиз.

1-§. Умумий маълумотлар

Икки f ( x )  ва g-(at) функциялар мос равишда F ва G тупламларда 
( F ^ R ,  G c z R ) берилган булиб,

М  =  F П G Ф  0
булсин.

Агар М  тупламдан олинган х п учун /(лг«) ва g( x , t) сонлар ора
сида

f(xo)  >  g(xo)  
муносабат бажарилса, у холда хо сон

f ( x)  >  g{x)  (1)
тенгсизликнинг ечими дейилади. Одатда (1) муносабат бир номаъ- 
лум ли  тенгсизлик дейилади. Тенгсизликнинг барча ечимларини 
топиш (ечимлар тупламини топиш) билан тенгсизлик ечилади. Агар 
ечимлар тумлами буш булса, (1) тенгсизлик ечимга эга булмайди.

(1) тенгсизлик билан бирга ушбу
fi(x) >  g t ( x )  (2)

тенгсизликни караймиз.
Агар (1) тенгсизликнинг хар бир ечими (2) тенгсизликнинг хам 

ечими булса, ва аксинча (2) тенгсизликнинг хар бир ечими 
(1) тенгсизликнинг хам ечими булса, у холда (1) ва (2) тенгсизлик
лар тенг кучли тенгсизликлар  дейилади ва

f(x) >  g(x) о- / ,(х ) >  Ы * )
каби белгиланади.

Одатда, берилган тенгсизликни ечишда уни тенг кучли, айни 
пайтда ундан соддарок булган тенгсизлик билан алмаштирилади. Бу 
жараён бир неча бор такрорланиши натижасида тенгсизлик содда 
тенгсизликка келади ва уни ечиб берилган тенгсизликнинг ечимлари 
топилади.
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Энди тенгсизликларнинг узаро тенг кучлилиги хакида баъзи 
бир тасдикларни келтирамиз:

1°. Ушбу / (* )  >  g( x )  ва f ( x)  — g ( x )  > 0 тенгсизликлар тенг 
кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  f ( x )  — g[ x)  > 0 .

2°. Ихтиёрий а сон учун / ( * ) > £ ( * )  ва /(* )  - j - a > # ( x )  +  <* 
тенгсизликлар тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  / ( * )  + a > g ( . v )  - f a .

3°. Ихтиёрий a > 0  сон учун f ( x ) > g ( x )  ва a - f ( x )  > a - g ( x )  
тенгсизликлар тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  a - f ( x ) > a - g ( x ) .

4°. Ихтиёрий а < 0 сон учун f ( x ) > g ( x )  ва a - f ( x ) < Z u - g ( x ) 
тенгсизликлар тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  a - f ( x ) < a - g { x ) .

5°. Ихтиёрий тайин а  ( 1 < а <  + о о )  сон учун f ( x ) > g ( x )  ва 
а Пх)>  a g[x) тенгсизликлар тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  а Нх) >  а *{х).

6°. Ихтиёрий тайин а ( 0 < а < 1 )  сон учун f ( x ) > g ( x )  ва 
a ,(jt)< a  *(х)
тенгсизликлар тенг кучлидир:

f ( x ) > g { x )  о  а '{х)< а  Kix>.

7°. Ихтиёрий натурал п сон учун, / ( * ) > 0 ,  g ( x ) ^ 0  ( х £ М)  
булганда f ( x ) > g ( x )  ва (f  (х) ) " >  (g{x)  )" { х £ М)  тенгсизликлар 
тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  ( / ( * ) ) " >  ( g ( x ) ) " .

8°. Ихтиёрий тайин а(  1 < а <  +  оо ) сон учун, f ( x ) > 0 ,  g ( x ) >  
> 0  (* € М ) булганда f ( x)  > g (x) ва log ,/(x )  > logflg(.r) тенг
сизликлар тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x )  о  \ o g J ( x ) > \ o g j > ( x )  .

9°. Ихтиёрий тайин a ( 0 < a < l )  сон учун f ( x ) > 0, g { x ) >  
> 0  ( х £ М)  булганда f ( x ) > g { x )  ва log j ( x )  < log , g(x)  тенг
сизликлар тенг кучлидир:
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f ( x ) > g ( x )  о  < l o g J ? ( * )  •

10°. M тупламда аникланган ихтиёрий ф ( х ) ;> 0  функция учун 
/(* )  > 8 (х ) ва /(* )  •ф(*) > £ ( * )  -ф(*) тенгсизликлар тенг кучлидир:

f ( x ) > g ( x ) о  f ( x ) -ф (х)  > g ( x ) -ф(л-) •

2- §. Рационал тенгсизликлар
Бирор

f ( x ) > g { x )  (1)
тенгсизлик берилган булсин. У f  (х) — g ( x )  > 0  тенгсизликка тенг 
кучли булади.

Агар F ( x ) = f ( x ) — g(x)  десак, (1) тенгсизликка тенг кучли булган
£ ( * ) > 0  (2)

тенгсизликка келамиз.
Агар F (х) рационал функция булса, (2) рационал тенгсизлик деб 

аталади. Биз куйида рационал тёнгсизликларнинг баъзи бир хусусий 
холларини келтирамиз.

1°. F(x)  ч и з и к л и  ф у н к ц и я  б у л с и н :  F( x)  = a x - \-b ,  бунда 
а ва Ь узгармас хакикий сонлар. Бу холда (2) тенгсизлик

ах +  6 > 0  (3)
булади ва у чизикли тенгсизлик дейилади.

Агар а > 0  булса, унда
а х - \- Ь > 0  => х  >  — -а

булиб, (3) тенгсизликнинг ечимлар туплами £ = ( — +  00 )

бул?чи.
. ар а < 0  булса, унда

а х - \ - Ь > 0  => х <  — —а

булиб, (3) тенгсизликнинг ечимлар туплами £ = ^  — оо, — ^

булади.
М и с о л . Ушбу

( р — \ ) х > р 2— 1
тенгсизликни ечинг.

Бу тенгсизликнинг ечими р нинг кийматига боглик булади.
Агар р > 1  булса, унда

( р — 1)х > р~ 1 =>■ =>- 1

б у лади берИЛГЗН тенгсизли*<нинг ечимлар туплами £ = ( р  +  1, -(-оо)



Агар р <  1 булса, унда

(р — 1 ) * > р 2= 1  =>■ д :<  =► * < / ?  +  1

булиб, тенгсизликнинг ечимлар туплами Е =  ( — оо, р-\- I ) булади.
Агар р =  1 булса, тенгсизлик 0 - х > 0  куринишга келиб, у номаъ- 

л у м  х  нинг хеч кандай кийматида бажарилмайди. Демак, бу холда 
Е =  0  булади.

2°. F(x)  к в а д р а т и к  ф у н к ц и я  б у л с и н: F( x)  = a x 2 +  bx +  c, 
бунда а, Ь, с узгармас хакикий сонлар. Бу холда (2) тенгсизлик

ах2 + Ь х - \- с >  0  (4 )

булади ва у квадрат тенгсизлик дейилади.
Маълумки, их -\-b x -\-с квадрат учхадни

К  , а х2+ Ь х + с  =  а [ ( * + - £ - )  ]

куринишда ёзиш мумкин.
Бу муносабатдан куринадики, ах2-(- Ьх +  с квадрат учхаднинг 

ишораси а хамда D — b — Aac нинг ишораларига боглик булади. 
Агар а > 0 ,  D < 0 булса, у холда х  нинг барча кийматларида

а х2 +  Ьх -(- с >  О
булади.

Бу холда (4 )  тенгсизликнинг ечимлар туплами Е = ( — о о ,  +  о о )  
булади.

Агар а > О, D >  0 булса, у холда ах2-\-b x -\-с квадрат учхад иккита 
*1 ва х 2 илдизларга эга булиб, (4) тенгсизлик а ( х — Х\  ) ( х —* г ) > 0  
куринишни олади. Бу тенгсизлик интерваллар усулй билан ечилади.

Каралаётган тенгсизликнинг ечимлар туплами £ = (  — оо, jc,) у 
U (*2, + о о )  булади.

Агар а < О ,  D < О булса, у холда а х2-\-Ь х-\-с  квадрат учхад х  нинг 
барча кийматларида манфий булиб,

ах:2 -+- bx  - f  с >  О
тенгсизлик ечимга эга булмайди, Е = 0 .

Агар а < 0 ,  D > 0 булса, у холда (4) тенгсизликнинг ечимлар туп
лами Е = ( х  1, х2) булади.

М и с о л . Ушбу
х 2 — 4х  -)- 1 > 2 х — х 1 — 3

тенгсизликни ечинг.
Равшанки,

х 2 — 4х-{- 1 > 2 х  — х 2 — 3 -о- 2х2 — 6х +  4 > 0 .
Хосил булган квадрат тенгсизликда

а =  2 > 0 ,  0  =  36 — 4 - 4 - 2  =  4 > 0
булиб, 2х2 —  6х +  4 квадрат учхаднинг илдизлари х\ =  1, х 2 =  2 га тенг. 
'Бу холда берилган тенгсизлик ечимга эга ва унинг ечимлар туплами 
£ = (  — оо, 1) и (2, + о о )  булади.



М и с о л л а р .  1. Ушбу
х 3 +  9х2 +  2 3 х +  15 >  О

тенгсизликни ечинг.
Агар

х 3-f-9х2-(-23* +  1 5 =  ( х +  1) (х +  3) (jc +  5) =
— (* — ( — 1 ) ) ( * — ( — 3))  (* — ( — 5))

булишини эътиборга олсак, унда берилган тенгсизлик
(х — ( — 1)) ( х — ( — 3 ))  (х — ( — 5))  > 0

куринишга келади.
Энди сонлар укида —5, —3, — 1 сонларга мос келувчи нукталарни 

аниклаймиз (2 4 -чизма).
Сунг берилган тенгсизликнинг 

ечимлар туплами £ = (  — 5, —3) U 
У (1, - f o o ) булишини топамиз.

2. Ушбу х j~4* ~ 4 > 0  тенгсиз- 
2х —х — 1

ликни ечинг.
Бу тенгсизлик куйидагича ечилади:

* —- > 0  =>- (х2+ 4 х  — 4) (2х2—х —  1) > 0 = >
2х — х — 1

=* ( X - ( - 2  +  2 V 2 ) ) ( * - ( - 2 - 2 V 2 ) ) ( j c - ( — i ) ) ( x - l ) > 0 .  

Энди

Х | = — 2 — 2 д / 2 ,  * 2= — ~г  * з =  — 2 +  2 д/2 , х 4= 1

г

24- чизма

сонларнинг сонлар укидаги тасвирларини аниклаймиз (25- чизм а). 
Демак, (5) тенгсизликнинг ечимлар туплами

Е —  ( о®. —  2 —  2 д /2 ) U ( ~ j ,  — 2 +  2 д /2 ) U (1 , +  о о ) .

3- §. Иррационал, курсаткичли ва 
логарифмик тенгсизликлар ,1(

-I
1°. И р р а ц и о н а л  т е н г с и з л и к л а р .  Номаълум х радикал 

(илдиз) ишораси остида катнашган тенгсизликлар иррационал тенг
сизликлар  дейилади. Масалан,

д / 1 + х  +  д /1— х  >  1 ,
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т й г  <  '• V* + 9 V* + 18> °

тенгсизликлар иррационал тенгсизликлардир.
Иррационал тенгсизликларни ечишдан аввал тенгсизликда кат- 

нашган ифодаларнинг маънога эга буладиган тупламни аниклаш 
керак булади.

М и с о л . Ушбу

у * +  v i  -  V * -  V* >  1  V i r V
тенгсизликни ечинг.

Бу тенгсизлик х ^ \  булгандагина маънога эга.
Равшанки, -\jx +  \ ] х >  0. Шуни эътиборга олиб топамиз:

У * + У *  ( у * +  ф - V * - ’V * ) > 4 V * +  V* ^

* +  -у/* — -\jx 2 — x  > - | У *  => X ---->  ^ х ( х —  1) .

Энди х > 1  булганда > 0  ва yjx — булишини хисобга

олиб кейинги тенгсизликни, унга тенг кучли ва айни пайтда ундан 
содда булган тенгсизликка келтирамиз:

•*— \  Vх >  л ! х ( х — \) о - ^ ( х ~ -J y j x )  >

^ \lx ~ i >  yJx ~ l ^  ( ^ х

>  (  ) 2 = > Х — ^ / x + ± > x - l  = >  y * < - | - = s - * < - | | .

Демак, берилган тенгсизликнинг ечимлар туплами Е  =  [1, — ) 

булади.
2°. К у р с а т к и ч л и  т е н г с и з л и к л а р .  Номаълум х  дараж а  

курсаткичида катнашган тенгсизликлар курсаткичли тенгсизликлар 
дейилади. Масалан,

- J - > — 1^-Г, .4J- 2f ^ ± i  <  8 \
2 — 1 1—2 1 2 —

4 * <  3 -2  +х +  4 1+ f*

тенгсизликлар курсаткичли тенгсизликлардир.
Курсаткичли тенгсизликларни ечишда мазкур бобнинг 1-§ ида 

келтирилган тасдиклардан фойдаланилади.
М и с о л . Ушбу

3-4  ^  +  3 <  1 0 - 2 ^
тенгсизликни ечинг.

аг.
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Равшанки, мазкур тенгсизлик х gC 2 булганда маънога эга. 
Агар берилган тенгсизликда 2 ' 2_д =  у  дейилса, у холда

3 у 2-  10// + 3 < 0
шгсизлик хосил булади.

Равшанки,

3y2- 1 0 y + 3 < 0 = * 3 ( i / - 3 ) ( { / — j )  < 0 = >

=► ( у - у ) ( у - 3 )  < о  =► | < У < 3 -

Демак,

- 1 <  у  <  3 =► у  <  2 3 =►

=> — lo g a 3 <  д/211* < l ° g 2 3  •

Агар д/2 — х  ^ 0  булишини эътиборга олсак, унда

0 <  д /2— х  C l o g ^

нгсизликка эга буламиз.
Кейинги тенгсизликлардан

0 <  2 — х < log j3 ,

.ни

2 — log 2З <  х

лиши келиб чикади.
Демак, берилган тенгсизликнинг ечимлар туплами •

=  (2 — logib, 2] булади.
3°. Л о г а р и ф м и к  т е н г с и з л и к л а р .  Номаълум х  логарифм 

лгиси остида ёки логарифм асосида катнашган тенгсизликлар 
гарифмик тенгсизликлар  дейилади.

М асалан,

log 1 (2jc +  3) > 0 ,  21og *5 +  logSjI5 +  3log 25л5 > 0 ,
2

log->,-,j(*2+ l ) <  I

игсизликлар логарифмик тенгсизликлардир.
Логарифмик тенгсизликларни ечишда логарифмнинг хоссалари- 

н хамда 1-§ да келтирилган тасдиклардан фойдаланилади.
М и с о л . Ушбу

. log., <  о

1 гсизликни ечинг.



у ___ О

Бу тенгсизликнинг чап томонидаги ифода ------> 0  булгандаги-

на маънога эга.
Равшанки,

-“ “ > 0 = * -  (х -\-2 ) ( х — 3) > 0  .

Кейинги тенгсизликни каноатлантирувчи х  нинг кийматлари
* > 3 ,  х с  — 2

булишини топамиз.
Демак, х £ (  — оо, — 2) (J (3, -+- оо ) учун берилган тенгсизлик 

маънога эга.
Шуни эътиборга олиб топамиз:

I х — 3 _  „  х — 3 ,
1О̂ 1 Т 2 < 0 ^ 7 + 2 < 1 ^

Демак, берилган тенгсизликнинг ечимлар т^плакчГЕ =  (3, + о о )  
булади.

I



АЛГЕБРА

5- БОБ.

Д Е Т Е Р М И Н А Н Т Л А Р  ВА УЛАРНИ НГ ХОССАЛАРИ

Маълумки, олий математиканинг алгебра булимида асосан 
тенгламаларни, тенгламалар системаларини ечиш билан шугуллани- 
лади. Чизикли тенгламалар еистемасини урганишда детерминант 
тушунчаси мухим рол уйнайди. Шуни эьтиборга олиб мазкур бобда 
детерминантлар ва уларнинг хоссаларини кискача баён этамиз.

1~§. Детерминантлар

Айтайлик, бирор а , b , с, d  сонлар берилган булсин. Ушбу
а Ь
с d

ифода 2- тартибли детерминант, ad — bc айирма эса унинг к;иймати 
дейилади. Демак

а b
с d

=  ad — be . ( i ;

Бунда a. b , с, d  — детерминантнинг элементлари. a, b ва с, d  сонлар 
(1) детерминантнинг мос равишда биринчи ва иккинчи йулларини 
(сатрларини), а, с ва b, d  сонлар эса (1) детерминантнинг мос 
равишда биринчи ва иккинчи устунларини ташкил этади.

Одатда детерминантнинг элементларини иккита индекс куйилган 
чарфлар билан белгиланади. Бунда биринчи индекс йулни, иккинчиси 
эса устунии билдиради. М асалан, а2\ — с сон (1) детерминантнинг 
иккинчи й^л биринчи устунида турган элемент булади. Шундай килиб 
(I )  детерминант куйидагича ёзилади

I уступ
' I

2- устун

1 йул 

2- йул

Худди шунга ухшаш учинчи, туртинчи ва х- к. п- тартибли детер
минант тушунчалари киритилади.

Соддалик учун биз бу ерда учинчи тартибли детерминантлар ва 
уларнинг хоссалари билан танишамиз. Юкори тартибли детерми- 
нантларга келсак, улар хам учинчи тартибли детерминант каби
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детерминант хосил булади. Учинчи тартибли детерминантнинг 
киритилишига кура:

ka  11 /га ,2 ka  ,3

o 2i О 22 Й23 — ka 1 |fl220 33 ~ ka  12O93O31 +  feo ,302,032

0 31 о 32 о.зз
— ka\ 30220.11 — к а п а23ам  — ka  12021033 =  k  (о 11022033 +  012023031 -+~ 

-f- а 13O21032 — о 13022031 — о и а 2зОз2 — о 12O21 азз)
Бу тенгликни (2) теиглик билан солиштириб

/го ,, fee 12 ,3 0,1 0 ,2 0,3

a 21 22 a 23 = О 21 a 22 • O 23

a 31 a 32 f l33 a 3I O 32 0.33

булишини топамиз.
4°. Детерминантнинг бирор йули (устуни)даги барча элементлар 

нол булса, детерминантнинг киймати нолга тенг булади.
Бу хоссанинг исботи юкорида келтирилган 3°- хоссадан бевосита 

келиб чикади.
5°. Детерминантнинг ихтиёрий икки йули (устуни) ^заро 

пропорционал булса, детерминантнинг киймати нолга тенг булади.
И с б о т .  Ф араз килайлик,

Оц а и  0 |з

а 21 а 22 о 2 з

о31 о 32

“|3
°зз

детерминантнинг биринчи ва учинчи йуллари узаро пропориионаЛ 
булсин. Унда

“ II _ а |2
к| а31 а32

булади. Агар бу нисбатни к билан белгиласак, 
о 11 =  кал| , 0|2 =  ^Оз2. 0 [з =  /гозз

булиб,

31»г.|
IHK

булади. Келтирилган 1-натижага кура кейинги детерминант нолга 
тенг. Демак,

0,1 0,2 0,3 £ 0 3, ka.y. /го 33 Оз, 032 a 33

o 2. a 22 О 23 = a 2, a 22 O 23 o 2, a 22 О 23

O31 0.12 О3З O31. O32 О 33 031 «33

Оц 0,2 013

a 2| a 22 023 =  0

031 a 32 O33



6°. Агар (3) детерминантнинг бирор йули (устуни)даги эле- 
ментлар икки кушилувчилар йигиндисидан иборат булса, масалан,

а  п а  |2 Оо

« 2 l  +  a l « 2 2 + a 2 « 2 3 + a 3

«31 « з г  « з з

булса, у холда
а п а ,  2 «13 а п «12 «13 а п «12 «13
а 21 +  И | а  2 2“ (~ Я  2 «23 ~1"" ®3 = «21 «22 «23 + а . а 2 “ з

«31 а  32 « з з «31 «32 «33 «31 «32 «33
булади. Бу хосса (2) муносабатдан, яъни учинчи тартибли 
детерминантнинг киритилишидан келиб чикади.

Юкоридаги 3°- ва 6°- хоссалардан куйидаги натижага келамиз.
2- н а т и ж а. Агар

« И  «12 «13
«21 «22 «23 
«31 «32 «33

нинг бирор йули (уступи)ни узгармас k сонга купайтириб, уни бошца 
йули (устуни)га к,ушилса, детерминант к,иймати узгармайди:

« I I «12 «13 « I I «12 «13
« 2, + ^«11 « 22+^«12 « 23Ч “^«13 = «21 «22 «23
«31 «32 «33 «31 «32 «33

Энди детерминантнинг минорлари хамда алгебраик тулдирувчи- 
лари тушунчаларини келтирамиз: Яна соддалик учун учинчи тартибли 
детерминантларни караймиз.

Айтайлик,
« I I «12 «13
«21 а  22 «23 ( 3 )

«31 «32 «33

учинчи тартибли детерминант берилган булсин. Бу детерминантнинг 
бирор aik(i, k — \, 2, 3) элементини олиб, шу элемент турган йулни 
хамда устунни учирамиз. Берилган детерминантнинг колган эле- 
ментларидан иккинчи тартибли детерминант хосил булади. Унга aik 
элементнинг минори деб аталади ва Mik каби белгилаиади. Масалан, 
(3) детерминантнинг a i3 элементи турган йулни хамда устунни 
учириш

Отт—

«21 «22 i*23 
а .31 « з г  “ зз



натижасида иккинчи тартибли ушбу

«21 «22М 13 —
*32

детерминант хосил булади. Бу берилган детерминантнинг a i3' 
элементининг миноридир.

Равшанки, (3) детерминантнинг 9 та элементи бор. Бинобарин 
минорлар хам туккизта булади.

Ушбу \
( \ - 1  ) ,+kM ik

микдор (3) детерминант а1к элементининг алгебраик тулдирувчиси 
дейилади ва Ац, оркали белгиланади:

( - 1) '+*М«. (4 )
Масалан,

1 2 О
4 3 1
2 7 3

детерминантнинг азз =  3 элементининг алгебраик тулдирувчиси
1 2
4 3
2— 7-

а з з =  ( —  1 )  3 + 3 М  3 3 =  ( —  I ) 1

)
1 2

5
4 3

=  — 5

булади.
7°. Детерминантнинг бирор йули (устуни)да турган барча 

элементларнинг уларга мос алгебраик тулдирувчилари билан купайт- 
масидан ташкил топган йигинди шу детерминантнинг кийматига 
тенг.

И с б о т. Бу хоссани биринчи йул учун исботини келтирамиз. 
(3) детерминант

« и « 1 2 « 1 3

« 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3

а п , « 1 2 ,- 0 1 3
тулдирувчиларини топамиз:

а 22 а 2 з
^  и — ( — l ) l + lAfn =  

^ 1 2 = = ( - | ) , + 2/И|2 =

^  is— ( — 1 ) 1+3М  | з =  

5-  -513

‘ 32 а зз
о  21 « 2 3  

«31 « з з

а 2 , а 22 
а 3, а 32

«  22° 33 «  32й  23- 

=  —  («2 1 0 .3 3  —  « 3 1 « 2 3 ) ,

=  а2,а:,.,— а ,,а3 iu 22*
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Ун да
оцЛц +  0|2/1|2 +  0 |з'4 |з =  0п (022033— ОзгОгз) Н- 0i2[— (021033— 031023)] +  

- ) -  й ] 3  ( а 21а 32 —  О з 1 <^22 ) =  0 |  | O22O 33 +  а ,  2O3 1 О гЗ t "  O 13O 21O 32 —  O i 1O32O 23 

—  О 12 ^ 2 1 O 33 —  013 О 31 <222
булади. (2) муносабатдан фойдаланиб

Оц О 12 0,3
а 2) 0,2 #27 =  0(|Л 11-(-'Т  ,2^112 +  0  13^13 (4')

Оз! О 32 о 33

булишини топамиз.
Бошка холлар хам шунга ухшаш исботланади.
Одатда (4') формула детерминантнинг биринчи йул элементлари 

буйича ёйилмаси дейилади.
8°. Детерминантнинг бирор йули (устуни)да турган барча 

элементлари билан бошка йул (устун)да турган мос элементларнинг 
алгебраик тулдирувчилари кунайтмаларидан ташкил топган йигинди 
нолга тенг булади.

И с б о т. Бу хоссанинг тугрилигини бирор хол учун, масалан, 
(3) детерминантнинг биринчи йул элементлари а ц ( O12, Oi3 лар билан 
учинчи йул мос элементлари Язь о32, азз ларнинг алгебраик 
тулдйрувчилари купайтмасидан ту^илган РцЛз! + 012̂ 32+ 013^33 
йигиндининг нолга тенг булишини курсатамиз.

Равшанки,

А 31— ( — 1) ’* /И3|=
а2 2 а  2з | =  <3 12° 23— a  ‘i  f l  S 3.

Д , „ = (  — ! ) 3+7 и „ =  — а  is

Q 23
— О | ]£223 йцО21“  13»

^ з з =  ( — 1 )3+3А*зз= —
«И 0 12
а 2, а 2 2 —  0 1(0 22— о  12O21-

vd
Унда

О ц Л з !  +  0 12*432 +  О | :Ji433 =  О | | (O i U 23 —  а 22 0 | з )  — 0 | 2 ( 0 ц 0 2 3  — 0 21 0 |з )  +
+  013 (О н  02.! —  U ‘ 2 l i>\) =  0| |0|20:> —  О п О ^ О г г  —  0| 1012023 +  012013021 +  

+  0110,3022 — 012013O21 = 0
буладь. Демак,

О ц /4 з) + 012-4 32 +  О 13Л  33 =  0 .

п г
6в



3- §. Детерминантларни х,исоблаш
Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар бевосита таърифга 

кура хисобланади. М асалан,

7 5  .......................... . -

3
7
О

=  7 - 3 - 2 - 5  =  2 1 - 1 0  =

=  1 -7-1 + 3 - 3 - 4  +  5- 2 X 0 - 5 - 7 - 4 -  1- 3 - 0 - 3 - 2 - 1 =  -  103.

Юкори тартибли детерминантлар'Ни хисоблаш бирмунча мураккаб 
булади. Бу холда детерминантларни асосан 2-§  да келтирилган 
хоссалардан фойдаланиб хисобланади.

М и с о л л а р  1. Ушбу
1 2
0 2
0 0

Д =

-2 - 4

3
5
3

- 6
детерминантни хисобланг. 

Бу детерминантнинг топиш учун 2- натижаданкииматини
фойдаланиш максадга мувофик. Бунинг учун унинг биринчи йулини
2 га купайтириб 4- йулига кушамиз. Н атиж ада каралаётган 
детерминант ушбу

Д =

2
2
0
0

3
5
3
0

куринишга келади.
Энди охирги детерминантни 7°- хоссадан фойдаланиб, 1-устун 

элементлари буйича алгебраик тулдирувчилар оркали ёямиз:
2. 5 4

Д =  1 • ( — 1 ) 1 + | 0 3 7
0 0 9

Бу детерминантнинг киймати Д =  2 -3 -9  +  5 -7 - 0  +  0 -0 -4  — 4 -3 -0

2. Ушбу
- 7 - 0 - 2  — 9 -0 -5  =  54 га тенг.

Д =

3 - 1 2 — 1 1
5 1 - 2 1 2
9 - 1 1 3 4
3 0 6 - 1 3
5 2 3 - 2 1

Детерминантни хисобланг.
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Аввало 2- натнжага кура 2- ва 4- устунларнинг хар бирига 
5- устунни кушамиз:

3 0 2 0 1

5 3 - 2 3 2

9 3 1 7 4

3 3 6 2 3

5 3 3 — 1 1

Энди 5 - устунни 3 га купайтириб 1- устундан айирамиз:

0 0 2 0 1

— 1 3 - 2 3 2

- 3 3 1 7 4

- 6 3 6 2 3

2 3 3 — 1 1

Сунг 5- устунни 2 га купайтириб 3- устунда н
кейинги детерминант

0 0 0 0 1

- 1 3 — 6 3 2

Д = — 3 3 - 7 7 4

- 6 3* 0 2 3
2 3 1 — 1 1

курииишга келади. 7°- хоссадан фойдаланиб топамиз:

Л =  1 • ( — 1) I 4~5

— 1 3 - 6 3

— 3 3 - 7 7

- 6 3 3 2

2 3 1 - 1

3°- хоссага кура

Л =  3 ■

- 1  1 - 6 3
- 3  1 — 7 7
- 6  1 0 2

2 1 1 - 1

булади. Нихоят, I- йулни колган барча йуллардан айирамиз. У
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А =  3-

7°- хоссага асосан

- 2  -

S =  3• I - ( — 1) * “ 5
3

булади. Демак, А =  465.

холда
-  1 1 - 6 3

— 2 0 - 1 4

-  5 0 6 - 1

3 0 7 - 4

=  — 3 - ( — 155) = 4 6 5



6- В О Б.

М А Т  Р И Ц A J1 А Р

1-§. Матрица тушунчаси

Бирор т -п  та ( m ^ N ,  n £ N)
a \l,a]2,...,aln,a2i,a22 ,...,a2n.....ami,am2,...,am„

сонлар берилган булсин. Бу сонлардан ташкил топган ушбу
(1)

«и 
а21

а\2
а22

Ol п
а2п

QmI @т2 - - - «тл

жадвал  [ т  X л]- тартибли матрица дейилади ва 

«п
Й91

а , 2 .. «1 л ' «и а 12 •• «1 я
«22 •• а2п ёки

а2\ «22 •• «2л (2)

ат2 •■■ атп . «ml «m2 • «тл.

каби белгиланади. Бунда (1) сонлар матрицанинг элементлари 
дейилади. Матрицанинг элементлари икки индекс билан ёзилиб, 
биринчи индекс шу элемент турган йул ракамини, иккинчи индекс эса 
устун ракамини билдиради. Баъзан (2) матрицани бирор харф билан

НаЛ 1 1,от каби х.ам белгиланади:11 k —\,n
. / = 1  ,m

lla ‘*H k = \  ,п

Равшанки, (2) матрица m та йул п та устунга эга. Агар
(2) матрицанинг барча элементлари нолга тенг булса

0 =

у нол матрица дейилади.
Хусусан матрицанинг йуллари сони устунлар сонига тенг (т =  п 

булса, яъни каралаётган матрица куйидаги

0 0  . . 0

0 0  . . 0

. 
о

0  . .  0

« I I «12  • • « 1л

«21 «2 2  • • « 2л

«Я| « л 2 • •• « л я

( 3 )
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куринишда булса, у п- тартибли квадрат матрица дейилади.
(3) матрицанинг а ц ,а 22, .... а„„ элементлари бош диагонал элементла
ри дейилади.

Агар (3) квадрат матрицанинг бош диагоналида турган эле: 
мен-тлардан бошка барча элементлари нол булса.

(4)

а , 0 0 . .  0

0
«22 0 . .  0

0 0 . .  0

0 0 0 • • &ПП
уни диагонал матрица дейилади. Хусусан, (4) матрица да 

Д| 1= 022=  = а пп=  1
булса,

1 0 .0 . . 0
0 1 0 . . 0

Е = 0 0 1 . . 0

0 0 0 . . 1
Хосил булиб, уни бирлик матрица деб аталади. 

Квадрат матрица
а м. а ,2 . ■ а ы

л  =
а 2| а22 .. «2„

«п! а „2 а  ПП
нинг элементларидан ташкил топган

а п a v> ...
ушбу

а,. а22

а 2
детерминант А матрицанинг детерминанты дейилади ва det4 ёки |Л | 
каби белгиланади.

Агар А матрицанинг детерминанги | Л | = 0  булса, у холда 
А хос матрица дейилади, акс холда. яъни А матрицанинг детерми- 
нанти |Л | =^0 булса, у холда .1 хосмас матрица дейилади.

Квадрат млтрнца А нинг йулларини мос устунлари билан 
алмаштиришдан хосил булгаь уибу

I I  а 21 ■■ 'л п I

а ,2 а22 и1п2

а \n а 2п ••• а пп
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матрица транспонирланган матрица дейилади ва А' каби белгилана
ди.

Квадрат А матрица билан унинг транспонирланган матрицалари 
детерминантлари бир-бирига тенг булади:

\А\ =  \А '\.
Иккита

А =

а м а ,2 
а 21 ^22

*-т 2

^2 п в=

Ьи Ь12 

b21 b 22

'ml ' m2

Ь In
Ь2п

матрицалар берилган булсин.
Агар А матрицанинг хар бир элементи В матрицанинг мос 

элементига тенг, яъни барча / ва k ( /= 1 ,2 ,  ..., т\ k = 1 ,2 ,  ..., п) лар 
учун

k ^ ik
булса, у холда А ва В узаро тенг матрицалар дейилади ва А =  В каби 
ёзилади.

Агар

А =

а | а 12
а2\ а22

а л| ^п2

квадрат матрица транспонирланган А' матрицага тенг булса, у холда 
А симметрии матрица дейилади.

2- §. Матрицалар устида амаллар ва уларнинг 
хоссалари

Иккита [m X  «]- тартибли

А = а 21 а 22

а,„
а2п

, в=

b II Ь 12

Ь 21 Ь 22 Ь 2п

' ml Ь m2

(5)

матрицалар берилган булсин. Бу матрицаларнинг мос элементлари 
йигиндиларидан ташкил топган ушбу [ т Х  я]-тартибли

а И+^11 а 12+^12 ••• Я|<,+ ^ 1л 
а2\-\~^2\ 022~Ь^22 ••• U2n~\~b2n

а т1 +  Ьт , ^т2-Н ^ m2 ••• &тп + Ь  пт
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матрица А ва В матрицалар йигиндиси деб аталади ва А -\-В  каби 
белгиланади.

Л ва В матрицаларнинг мос элементлари айирмаларидан ташкил 
топтан ушбу [ш Х «]- тартибли

матрица А матрицадан В матрицанинг айирмаси дейилади ва А — В 
каби белгиланади.

Юкорида айтилганлардан
1°. А -\-0 = 0  +  А =  А,
2°. А +  В =  В + А

булишини куриш кийин эмас, бунда 0 — нол матрица.
Бирор к сон ва

А =

а. 4 2

а 2| а 22
а 1«
а 2п

l tn\ 1т2

матрицани карайлик. Бу А матрицанинг хар бир элементини к сонга 
купайтирганда хосил булган матрицага к сон билан А матрица ку- 
пайтмаси дейилади ва кА каби белгиланади. Демак,

ка и 'Kd |2 • ■ Ьа ,л

кА =
"Ка 2j }\Х1о2 • • "ка2п

kami ка т2 . . . катп

Равшанки, А ва В матрицалар хамда ихтиёрий ). ва ц сонлар учун:
3 ’ Х,(|г>1) =  (Хц)Д.
4°. к ( А + В )  = к А + к В ,  
5 . (к ) А =  кА -f" ji/4.

1- м и с о л .  Агар 

А =
2 4 1 0 2 1

В =
- 1 0  2 1 1 2

булса, А +  В , А — В,  2 А — ЗВ м атри цаларни  топинг.



Икки матрица йигиндиси, айирмаси хамда матрицани сонга 
купайтириш коидаларидан фойдаланиб, изланаётган матрицаларни 
топамиз:

А + В  =
2 

— 1
4
0

1
2 +

0 2 11 
1 1 21

-
2 +  0 

- 1  +  1

4 +  2 1 — 1
0 + 1  2 + 2

2 6 2
0 1 4 »

Л - В  =
2 4 1 0 2 1 2 - 0 4 - 2  1— 1

— 1 0 2 1 1 2 - 1 - 1 0 - 1  2 - 2

2 2 0
- 2  - 1 0 *

2А — ЗВ =  2-
2 4 1 1 0 2 1 4 8 2

- 1 0  2 1 1 2 - 2 0 4

0 6 3
о1тГ

3

СО 6 - 2 - 3 0 — 3 4 - 6
4

•5
2 — 1 

- 3  - 2

Энди икки матрица купайтмаси тушунчасини келтирамиз. Бу 
амални киритишда купайтириладиган матрицаларнинг биринчиси- 
нинг устунлари сони иккинчисининг йуллари сонига тенг булиши 
талаб килинади.

Ф араз килайлик, \т Х«]- тартибли

а и °12 • • • «1п

А = . «21 «22 • • а 2л

ат\ Йш2 • • • а тл

[пХ ^]- тартибли

Ьп Ь J2 •

В =
Ь 21 Ь 22 • *2*

ьп 1 b п2 • • ^ fife

матрица берилган булсин. А матрицанинг i- йул элементлари ап, а,2, 
... а„| ни ( /= 1 ,2 ,  ..., т) мос равишда В матрицанинг /- устун 
элементлари Ьц, 62/, Ьп/ га ( / = 1 ,2 ,  ..., k ) купайтириб ушбу
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d i j  =  a,|blf +  0.12b  2 i +  • • ■ +  Q in b a j (6 )

( /— 1,2........  m\ j — 1,2, £) йигинднларни хосил киламиз. Бу
сонлардан тузилган fm X ^]- тартибли ушбу

d\\ d 12 
d 2i <̂22

lm2

dik 

d mk

матрица берилган Л ва В матрицалар купайтмаси дейилади ва А -В  
каби ёзилади.

Демак, А -В  матрицанинг хар бир элементи (6) куринишдаги 
йигиндилардан иборат.

2- м и с о л. Ушбу

2  1 - 1 1 - 1

А  =
ОО

в = 0 1

0  0 - 1 1 0

матрицаларнинг купайтмасини тонинг. Бу матрицалар купайтмаси 
[3 X 2 ] -тартибли ушбу

А- В ~ d-2\ d 22 
d 3i d i2

I.
матрица булиб, бунда

d„ =  2-l +  1 -O-h ( — 1) -1 
dl2 =  2 . ( - l )  +  l-l + ( - l ) - 0 = - l ,  
d 21= 0 - 1 +  1-0 - f  0 - 1= 0, 
d22 =  0 . ( - l )  +  M + 0 . 0 - l ,  
d3i= 0 * l+ 0 - 0 + ( — 1)-1 =  — 1, 
ds2 =  0 • ( — 1) +  0 • 1 +  ( — 1) • 0 =  0

булади. Демак,
1
0 

- 1
A -B  =

3- м и с о л. Агар 

А =
7 12 

-4 7
В =

26 45 
15 26

булса, АВ  ва ВА м атри цаларни  топинг.
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Равшанки, 

A -В —
7 -1 2 1 1 26 45

- 4  7 И 15 26

7 - 2 6 +  ( — 12) • 15 7 - 4 5 +  ( — 12) -26 2 1

— 4-26 +  7-15 - 4 - 4 5  +  7-26 3 2

В А =
26 45 7 -  12
15 26 - 4 7

26-7  +  45- ( - 4 ) 26- ( — 12) + 4 5 - 7 2 1

15-7 +  26- ( - 4 ) 15 - ( — 12) + 2 6 - 7 3 2

Шундай килиб, берилган матрицалар учун

АВ =

В А =

2 1
3 2
2 1
3 2

булиб,

4- м и с о л. Агар
АВ =  ВА.

2 0 1 - 3 1 0

А = - 2 3 2 , в = 0 2 1

4 - 1 5 0 - 1  3

2 0 1
АВ = - 2 3 2

4 — 1 5

булса, АВ  ва ВА матрнцаларни топинг.
Берилган матрицаларнинг купайтмасини топамиз:

-3 1 О
О 2 1
0 - 1 3

2-1+0-2+1 • < — 1)
- 2 - 1 + 3 - 2  +  2 - ( - 1 )

4-1 +  ( — 1 ) - 2 + 5 - (  — 1)

- 6  1 3
6 2 9 

- 1 2  - 3  14

2- (—3) +  0-0 +  1-0 
- 2 - ( - 3 ) + . 3 - 0  +  2-0 

4 • ( — 3) — 1-0 +  5-0

2 - 0  +  0 -  i +  1 -3  

• 2 - 0 + 3 1 + 2 - 3  
4 - 0 + (  — П - 1 + 5 - 3

- 3  1 0 2 0 1

ВА = 0 2 1 • - 2  3 2

0 — 1 3 4 — 1 5
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0 - 2 + 2  • ( —2) +  I ■ 4
0 - 2 +  ( — 1) ( —2) -4-3-4

-3-0+1 з + о - ( - 1) — 3-1 +  1 • 2 -f- U • о
0-0 +  2-3 +  1 ■ ( — 1) 0 - 1 + 2 - 2 + I - 5
о-о-ы - п - 3 + 3 ( - 1) 0-1+ ( — !>•2 +  3
— 8 3 - 1

0 5 9
14 - 6  13

Демак,
- б " 1 - - з - 8 3 -  1

АВ = 6 2 9 , ВА = 0 5 9
- 1 2 - 3 14 14 - 6 1 3

Бу холда
А В ф В А .

Келтирилган мисоллардан куринадики. икки матрица купайтмаси 
учун урин алмаштириш коидаси, умуман айтганда, уринли булмас 
экан.

Бирок, [п Х«]- тартибли А матрица билан [пХ  л]-тартибли 
бирлик

Е =

1 0 0 . 0
0 1 0 . 0

0 0 0 . . 1

матрица учун хар доим
АЕ =  Е А = А

тенглик уринли булади.
А, В ва С матрицалар берилган булсин. У холДа 
6°. (А +  В) -С =  АС +  ВС 
7°. ( А - В ) - С = А - { В - С )

булади. Бу тенгликларнинг уринли булиши матрицалар йигиндиси, 
купайтмаси хамда тенглиги тушунчаларидан келиб чикади. Мисол 
тарикасида

А =
«11 «1 2 « .

«21 «22 «■

«31 « 3 2 а

Ь и й ,  2 Ь13

Ь 21 Ь 22 Ь 23

^31 6  32 ^ 3 3

С =
с 12 с 13

С21 С 22 С 23

С31 С32 с 33

матрицалар учун 6 - хоссанинг уринли булишини курсатамиз. 
Равшанки,

« И  +  &11 « 1 2 + ^ 1 2 « 1 3 + ^ 1 3

А + В  = «21 +  ^21 « 2 2 + ^ 2 2 « 2 3 +  ^2 3

«31 +  ^31 « 3 2 +  ^3 2 « 3 3 +  ^3 3

77



Энди (А- \ - В) - С  ни топамиз.

а п -(-&|| о.\2~\-Ь\2 ^ 13+^13 
( А - \ - В ) - С— «21 +  2̂1 а 22+^22 а 23+^23

а 31 +  ^31 а 3 2 + ^ 3 2  а З З + ^ з З

а \\С11~\~а чС2\~\~а \!Са\ ■ а 11С 13_Ь < ,12£:2 3 + а 13С33

С и С 12 с \3

С2\ С 22 С 23

С 31 с 32 С33

+

а31С 11 +  аз£п  +  а ЗЗС31 

6 ||С|| +  0 )2̂ 21 +  1̂3̂ 31

а 31С l 3 + a 32c’2 3 + a 3 ^ 3 3  

а п с  1 3 + ^  1 2 ^ 2 3 +  ^  13^33

+

^31С П + ^ 3 ^ 2 1 +  ^33^31 • 6 з |С |3 + & 3 2 С 2 3 + Ь з з С 33

Агар

О- 1 1 0 ) 2  а . з  

Л  • С  =  <^21 а 22 а 23

а 31 а 32 «зз

а 11С 1 1 + а 12С 21 +  а  13^31

а 31С 11 +  Яз^г! +  ai£ i\  

6 II & 12 Ь 13 
В - С — b 21 ^22 ^ 23

^31 ^  32 О зз

6 | | 6’ | |  +  6  12е  2! +  ^1 3 С31 

^ 3 I C 11 +  ^  32^21 +  Ь 33е 3 1

С11
С2|

С 31

С 12 С 13 

С 22 С23 

С 32 С 33

а  1 lC 13 +  а  12е 2 3 +  а  13е 33

а 31С 1 3 +  a i / - 2 3 +  а  3.3е  33

c l I
С21
£.31

С 12 С 13 

с 22  С 23 

С 32 С зз

^llCl3+^i-J +^13^33 

^31С 1 3 +  6.32е  2 3 +  ^ 3 3 С 33

булишини эътиборга олсак, юкоридаги тенглик

(А +  В ) - С = А - С  +  В-С

куринишга келишини топамиз. Бу эса каралаётган матрицалар учун 
6°- хоссанинг уринли булишини курсатади.

Биз юкорида икки матрица купайтмаси учун урин алмаштириш 
конуни, умуман айтганда, уринли эмаслигини курдик. Аммо уларнинг 
детерминантлари учун куйидаги тасдик уринли булади.

[пХ л]- тартибли Л ва В матрицалар купайтмасининг детерми- 
нанти шу матрица детерминантлари купайтмасига тенг:

|Л й |  =  |В -Л |  =  |Л | - |В | .

3- §. Матрицанинг ранги
Бирор [тХп]-  тартибли

А =

а и 0)2 . . O'\п
0.21 а22 . . ■ Ci2n

&т1 ат2 ■ ■ ■ атп
матрица берилган булсин. А матрицанинг ихтиёрий к та йулини ва 
ихтиёрий k та устунини олиб, ( f e ^ m in (m ,  п))  [feX&]- тартибли 
квадрат матрица тузамиз. Бу квадрат матрицанинг детерминанти 
А матрицанинг к- тартибли минори дейилади.

1-м и с о л .  Куйидаги [4X 5] - тартибли
2 - 4 3 1 0
1 - 2 1 - 4 2
0 1 1 3 1
4 — 7 4 - 4 5

матрицани карайлик. Ушбу

— 4 
- 2 = 0, - 3 ,

- 2  1 
1 1 

— 7 4

- 4  
1

— 7 
2 - 4  
1 - 2  -  

О 1

3 
1
4 
1

-4
3

=  - 4 0 ,

=  0

0
1
5
0 
2
1

4 — 7 —4 5
детерминантлар каралаётган матрицанинг мос равишда иккинчи, 
учинчи хамда туртинчи тартибли минорларидпр.

Юкорида айтилганлардан ва келтирилган мисолдан куринадики, 
берилган матрицанинг бир нечтадан к- тартибли (к — 2,3, .... 
min (т , п )) минорлари булиб. уларнинг баъзилари нолга тенг, баъ- 
зилари эса нолдан фаркли булар экан.

А матрица ёрдамида хосил килиш мумкин булган барча минорлар 
орасида нолдан фаркли булган юкори. тартибли минерни топиш 
мухимдир.

Шуни айтиш керакки, агар А матрицанинг барча k- тартибли 
( « ^ m i n ( m ,  я ) )  минорлари нолга тенг булса, ундан юкори тартибли 
булган барча минорлари хам нолга тенг булади.

А матрицанинг нолдан фаркли минорларининг энг юкори (к а п а )  
тартиби унинг ранги дейилади ва rank  А каби белгиланади.

2- м и с о л. Ушбу
II I 3

78
матрицанинг рангиии тоиинг.

1 1 
1 1
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Берилган матрицанинг иккинчи тартибли минорлари бир нечта 
' 1 3

=  — 1 булади. Шу матрицанинг учинчибулиб, улардан бири 

тартибли минори эса
1 2

I I 3
i 1 2

1 1 3
=  0

га тенг. Шундай килиб А матрицанинг нолдан фаркли минорларининг 
энг катта тартиби 2 га тенг экан. Демак, берилган матрицанинг ранги 
2: rank А = 2 .

1 1 1 1
3- м и с о л. [З Х 4 | - тартибли ушбу А = 1 1 

I 1
2 1
3 2

матрицанинг рангини топинг.
Бу матрицанинг иккинчи тартибли минорлари бир нечта булиб,

2 1
3 2

улардан бири Г -  1 .

Берилган матрицанинг учинчи тартибли минорлари хам бир нечта 
бул^б, улардан бири

яна бири

I 1 
1 1 
1 1

1 1
1 2
1 3

=  0 ,

Демак, А матрицанинг нолдан фаркли минорларининг энг юкори 
тартиби учга тенг, бинобарин

rank /4 =  3.
1- э с  л а т м а. Агар каралаётган матрица нол матрица булса,

0 0 0 . . .  0
0 0 0 . . .  О

А —

О 0 0 . . .  О

унинг ранги нол деб олинади.
2 - э с л а т м а .  Агар [2X 2] - тартибли нол булмаган

а,о

*22
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матрицанинг детерминанти нолга тенг булса, унинг ранги 1 деб 
олинади.

Матрицаларнинг рангини ю ниш  куп холларда мураккаб булади, 
чунки унда бир канча турли тартибдаги детерминантларни хисоблаш- 
га турри келади.

Куйида матрица рангини топишнинг усулларидан бирини келтира- 
миз.

Бирор а |, a \i • • ■ 0.\п

А =
а 2\ а '22 ■ ■ • а2п

a m 1 ат 2 ■ • • а тп
матрица берилган булсин. Бу матрицада:

1) икки йулини (устунини) узаро алмаштириш,
2) бирор йулини (устунини) узгармас сонга купайтириш,
3) бирор йулига (устунига) бошка йулни (устунни) узгармас 

сонга купайтириб кушиш
А матрицанинг элементар алмаштиришлари дейилади.

Элементар алмаштиришлар натижасида матрицанинг ранги 
узгармайди. Бу тасдикдан бцз куйида матрицаларнинг рангини 
хисоблашда фойдаланамиз. Аввало диагонал куринишли матрица 
тушунчасини келтирамиз.

Агар [ т Х « ] -  тартибли А матрицанинг a lt, а22, а 3з, «.« ( 0 ^  
0 ^ m i n ( m ,  п )) элементларининг хар бири нолдан фаркли булиб, 
колган барча элементлари нолга тенг булса, у холда А диагонал 
куринишли матрица дейилади. Равшанки, бундай диагонал кури
нишли матрицанинг ранги s га тенг булади.

Айтайлик, бирор [ т Х « ] -  тартибли

А =

«11 «1 2  ■ ■ • « 1л

«21 «2 2  ■ • « 2  п

« m l « « 2  • ■ ■ а тп

матрица берилган булиб, унинг рангини топиш талаб килинсин.
Берилган матрицанинг рангини уни юкорида айтилган элементар 

алмаштиришлар ёрдамида диагонал куринишли матрицага келтириб 
топамиз.

А матрицанинг хеч булмаганда битта элементи нолдан фаркли 
булсин. Бу элементни матрицанинг йуллари хамда устунларини узаро 
алмаштириш ёрдамида биринчи йул хамда биринчи устунига 
келтирамиз. Сунг кейинги матрицанинг биринчи устунини уша сонга 
булиб, ушбу

(7)

1 «12 « 1 3  • • «1

«21 «22 « 2 3  • • • « 2п

« m l « m 2 «m 3  • . .  а
6-513 81



матрицани ч.осил киламиз.
(7) матрицанинг биринчи устунини — а 12 га купайтириб уни

иккинчи устунига кушсак, сунг — а и га купайтириб учинчи устунига
кушсак ва х. к. биринчи устунини — а,„ га купайтириб устунига
кушсак, натижада (7) матрицанинг биринчи йулидаги а  и =  1, кол- 
ган элементлари ноллар булиб колади.

Худди шунга ухшаш усул билан (7) матрицанинг биринчи 
устунидаги элементлари нолга айлантирилади. Бундай элементар 
алмаштиришлар натижасида

1 0 0  . . 0

J 0
*

а  22 « 2 3  ■ • « 2г(

/ 4 1 = 0 « 3 2 а  зз  ■ ■ « 3  и

0 « m l « m 2
S

• • ^  тп

матрицага келамиз. Бунда
rank Л =  гапк А\

булади.
А 1 матрица юкори tarn элементар алмаштиришни бир неча бор 

куллаш билан диагонал куринишли матрицага келади. Бу диагонал 
куринишли матрицанинг ранги берилган А матрицанинг ранги 
охлади.

4- м и с о л. Ушбу
л 0 2 — 4

- 1 — 4 5
А = 3 1 7

0 5 - 1 0
2 3 0

матрицанинг рангипи хисобланг.
Элементар алмаштиришлар ёрдамида берилган матрицани диаго

нал матрицага келтирамиз. А матрицанинг бириччи ва иккинчи 
устунларини узаро алмаштирамиз:

2 0 -  4
— 4 — 1 5

1 3 7
5 0 - 1 0
3 2 0

82



Сунг биринчи йулни Y  ра купайтирамиз:

1 0 -  2
— 4 — 1 5

1 3 7
5 0 — 10
3 2 0

Кейинги матрицада биринчи устунни 2 га купайтириб, уни учинчи 
устунига кушамиз:

1 0 0
— 4 — 1 - 3

1 3 9
5 0 0
3 2 6

Энди бу матрицанинг биринчи йулини 4 га купайтириб иккинчи 
йулига кушамиз, — 1 га купайтириб учинчи йулига, —5 га купайтириб 
туртинчи йулига ва —3 га купайтириб бешинчи йулига кушамиз. 
Н атижада

1 0 0
0 - 1 - 3
0 3 9
0 0 0
0 2 6

матрицага келамиз.
Кейинги матрицада иккинчи йулни 3 га купайтириб учинчи йулга 

Кушсак, биринчи устунни аввал —2 га купайтириб иккинчи устунга, 
сунг —6 га купайтириб учинчи устунга кушсак, унда

1 0 0
0 — 1 - 3

0 0 0
0 0 0

0 0 о]

матрица хосил булади.
Нихоят, бу матрицанинг иккинчи устунини —3 га купайтириб, 

учинчи устунига кушсак ва хосил булган матрицанинг иккинчи
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йулини — 1 га купайтирсак, диагонал  куриниш даги

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

матрицага келамиз. Унинг ранги 2 га тенг. Демак, rank А — 2.

4- §. Тескари матрица

Бирор [пХ «]- тартибли

*11 а \2
с.

а п а , 2 . . . а м

а 2, а2г . .  . а 2„

• • а п

квадрат матрица берилган булсин.
Агар А билан [л Х « ]— тартибли В матрица купайтмаси бирлик 

матрицага тенг булса
АВ — ВА =  Е,

у холда В матрица А га тескари матрица дейилади ва А ~ ‘ каби 
белгиланади. М асалан, ушбу

1 — 2 1
2 0 1

— 2 1 1

?*<атрицага тескари булган матрица

А ~ [ =

булади, чунки

А - А ~ '  =
1
2 

- 2

- 2  I

0 1
1 1

1
1

2
3 3

0 1 1

2
1

4
3 3

‘ 1  
О 1 1

1 4
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1 9
1 ~g +  I - 2)-0+1 •— I • I -f I . ( - 2) -fH •

2 . 1 + 0 . 0 + 1 .1

1 —  -2-1  -J 
3 3

2 • I +<)•  I +  ( — I ) .  I 2 —  + I - 0 +  ( - 1 )

— 2- — + 1 -0 +  I--,3 3 — 2 -1 -f -1 • I +  I • I ‘2 4- 2 . -  +  1- ! +  1-з

1 0 0
= 0 I 0

0 0 1

Энди берилган матринага тескари матрицанинг мавжуд булиши
• хакидаги теоремапи келтирамиз.

Т e o p e i f f a . - ' ^ a p  цандай хосмас матрица А нинг тескари 
матрицаси мавжуд ва у ягона булади.

И с б о т. Шартга кура А хосмас матрица. Бинобарпн, унинг 
детерминанти нолдан фаркли булади:

«и «1 г • О 1II

1-41 = й2! (1 >>2 a‘2fi
¥=0

«л! ап'1

Бу детерминант элеменгларининг алгебраик тулдирувчиларн 
/4,* (('==1.2. ., п: £==1,2....... п) ни топиб, улардан

Ап А 21 . . . А п]

А !2 А п ■ ■ ■ А п2
А \п А 2,, • • • A m

матрицани тузамиз. Кейинги матрицанинг
А матрицанинг детерминанти \А\ Г.-i булиб, \

Л!1 А-2\ •4„,
Ш 1.4 i ' ■ ' 1.4 i
а » .4,2

‘4" i
В = \А\ M l 1,41

А\п
*
Aua

M i i л . • • • Ml

■ 8)

матрицани хосил киламиз. Энди А матрицани В матрицага 
купайтириб, топамиз:



«II а 12 ■ «1 л

А -В  =
а21 а 22 • • а’2п

а„, «л2 • • «лл

/42,

M l M l • • •
Аа -4 22
M l m i  ■ "

■4,„ 2 л
M l w  • ■ •

^л!
1-41
-4/i2
w

Ann_
Ml'

Ml

Ml

( a )i '4 i i + . . .  +  ai„-4i») - (аиАц  + . . .  +  ai«/42«)... (a uA ni - f . . . - f - a  i „/!»„) 

(ii2\A,, +  ... +  a2„A,„) ( a 2M 2i +  ... +  a2l, A 2 „ ) + • • • +а2л-4яп)
Ml Ml

(a*M au +  ... +  а яп/1|„) — — (a„iA-2\ +  ■■■ +  a„nA in)...— * + . . .|л I MlMl

Агар а 1*4я +  а а/4,-2+". +  а,у4»,= M l ( / = 1 , 2 .......л ) ,  хамда

а :И | / + а г И 2/ + - ■ + а лИч/==0
k =  1,2,...,л 
/ — 1,2.....п (Каралсин, 5- боб, 2- §)

булишини эътиборга олсак, унда

ж - | Л |
0  . . . 0

1 0  . . 0

0 0
=

0 1 . . 0

0  0
1

• • • M l ■ M l
0 0  . . 1

келиб чикади. Худди шундек

1 0 . .  0

А =
0 1 . .  0

0 0 . . 1
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I булишини хам куриш кийин эмас. Демак,
В А = А В  =  Е.

Бу эса (8) матрицанинг берилган А га тескари матрица эканини 
билдиради:

Л и А г | Лп1
1-41 Ml • ■ Ml
А |2 /122 А, ,2
\А\ Ml ' ' Ml

А и А-2п Ann
1А\ . ' IЖ

Шундай килиб берилган А матрицанинг тескари матрицаси 
мавжудлиги курсатилди. Энди тескари матрицанинг ягоналигини 
курсатамиз.

Ф араз килайлик, А дай фаркли С матрица хам А нинг тескари 
матрицаси булсин. Унда АС =  СА — Е булади. Ушбу

С А А ~ ' = С ( А А ~ ' ) = С Е = С ,
САА - 1= ( С Л ) Л - | =  £ Л - '  =  Л - 1

тенгликлардан С =  Л -1 экани келиб чикади. Бу эса А матрицанинг 
тескари матрицаси А ~ 1 ягона эканлигини билдиради. Теорема исбот 
булди.

Бу теорема берилган матрицанинг тескари матрицасининг мавжуд 
булишинигина исботлаб колмасдан, уни топиш усулини хам 
курсатади.

М и с о л. Ушбу
1 0 — 2

А = 3 ! 0
— I 2 4

матрицанинг тескари А матрицасини топинг.
Аввало берилган матрица детерминантини хисоблаймиз:

1 0 - 2
Л| = 3 1 0

- 1 2 4
=  - 1 0 .

Демак, юкорида келтирилган теорема га кура берилган матрицанинг 
тескари матрицаси А ~ '  мавжуд. А~ '  магрицани t o h h u j  учун \А\ 
Детерминантнинг алгебраик тулдирувчиларини хисоблаймиз:

A 11= =  4, А |2 —
3

- 1
=  12,

3
- 1

=  7,
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Унда
^11 А21 *31 4 1 2
Ml \л 1 м Г 10 10 10

А\2 Л 22 3̂2 12 6 6

\А\ 1дГ Ml 10 10 10

А 1з 2̂3 3̂3 7 2 1
10 10 10“мТ ми. , Ml

5 5 '  1
‘ 2 2 5

6 4 4
5 5 5
7 1 1
10 5 10

Э с л а т м а .  Хос матрицанинг тескари матрицаси мавжуд булмайди.
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7 - DO Б

Ч И ЗИ К Л И  ТЕНГЛАМ АЛАР СИСТЕМАСИ

Биз утган бобларда детермннантлар, матрицалар ва уларнинг 
хоссаларини карадик. Энди бу маълумотлардан фойдаланиб тенгла
малар системасини батафсил урганамиз.

1-§. Икки ва уч номаълумли чизикли тенгламалар 
системаси

Иккита х\ ва х2 номаълумли чизикли тепгламалардан иборат ушбу

система икки номаълумли чизикли тенгламалар системаси дейилади, 
бунда а п, а |2, а2Ъ а22-  (1) система коэффициентлари, Ь\, Ь2 — бе-
рилган сонлардир.

Агар (1) системадаги Х\ нинг урнига х'\ сонни, х2 нинг урнига
* 2сонни куйганда тенгламаларнинг хар бири айниятга ай^анса, унда
(*”,*2) жуфтлик (1) тенгламалар системасининг ечими дейилади.

(1) системани урганишда бу системанинг коэффициентларидан 
тузилган.

детерминант (уни ( I )  системанинг детерминанти дейилади) хамда бу 
детерминантнинг биринчи ва иккинчи устунларини мос равишда озод 
хадлар билан алмаштирилган ушбу

а,,дС| +  а,2*а= & |,  
а21х  ,4- 0^ 2== Ь2 ( 1)

— 0 1)022 0 12̂ 21 ( 2 )

(3)

(4)

Детермннантлар мухим ахамиятга эга.
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(1) тенгламалар системасини ечиш учун аввало бу системанинг 
биринчи тенгламасини а 22 га, иккинчи тенгламасини э с а — aVi га 
купайтириб, кейин хадлаб Kj/шиб

булишини топамиз. Сунгра (1) системанинг биринчи тенгламасини
— a 2i га, иккинчи тенгламасини эса оц га купайтириб кейин хадлаб 
кушиб

=^(a lla 22 а \& 2 \)х 2— а \\Ьо— «21 1̂

булишини топамиз. Натижада (1) системага тенг кучли булган ушбу

системага келамиз. Бу система юкоридаги (2), (3) ва (4) муноса- 
батларда хисобга олганда куйидагича ёзилади:

( ! ' )  системасининг ечими А , А Х> хамда д ^  ларга боглик. 

1°. Д  ^=0 булсин. Бу холда (1) системадан

булишини топамиз. Бу топилган х\ ва Х2 лар  (1') тенгламанинг ечими 
булади. (1) системанинг ечимини топишнинг бу усули Крамер усули  
дейилади. (5) формулага эса Крамер формуласи дейилади.

1- м и с о л. Ушбу

=^(ai|«22 — «I2«2l)^l =  0.2'lb \ — Q\2b'2

(а I lf l 22 —  а I2a 2 l ) Х 1 —  Ь 1« 22 а[Фь 
( а п а 22 — cii&n) х 2— ^ 2 °  и —  a 2 i^  I-

( ! ' )

*1+3*2 =  — 1 
2лг, — лг2= 5

системани ечинг.
Аввало бу системанинг детерминантини хисоблаймиз:
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Демак, берилган система ягона ечимга эга. Уни Крамер формуласи- 
дан фойдаланиб топамиз:

*1 =
л

л <, I

- 1  3 
5 - 1

1 - 1
2 5

у - ( - Н )  

• 7 =  — 1.

= 2,

/  Демак, берилган системанинг ечими ( + 2 ;  — 1) булади.

2°. Д =  0 булиб, ДХ[ ва Д^ лардан хеч булмаганда биттаси нолдан

фаркли булсин. Бунда (1) система ечимга эга булмайди. Бу холда 
(I)  биргаликда булмаган система дейилади.

2- м и с о л. Ушбу
Г х ,-\-2х2= 3  
|  Злг | -)- 6 * 2 =  I

системани ечинг. Бу система учун 

А =
1 2 
3 6

=  0, д ,  =х\
3 2 
1 6

=  16, д ,  =х2
1 3
3 1

=  - 8

булади. Демак, берилган система биргаликда булмаган система 
булиб, унинг ечими мавжуд эмас.

3° Д =  0, Д г = 0 ,  А ^ = 0  булсин. Бу холда (1) система ёки чексиз

куп ечимга эга булади ёки ечимга эга булмайди. Шунинг учун система 
бу холда ноаник, дейилади.

3- м и с о л . Ушбу
( 2 x t -\-3x2=  1 
[ 4 x i +  6*2= 2

системани ечинг. Бу система учун

а  =  _ :  = о  А , =  ;  :  = о  д . =  “ ‘ =  о
2 3 1 3

=  0 2 1
=  0 д* = А, =4 6 х\ 2 6 2 4 2

булади. Ихтиёрий (t, - 32/- )  куринишдаги жуфглик

(/6 /?)  системанинг ечими экани равшан. Демак берилган 
система ноаник система булиб, у чексиз куп ечимга эга.

Энди уч номаълумли чизикли тенгламалар системасини караймиз. 
Учта х\, х2 ва хз номаълумли чизикли тенгламалардан иборат 

ушбу

а 11* I а 12*2~Ь а 13*3— Ь I, 

а 2\Х \ " Ь  а 2 2 * 2 2Э*3 =  ^2> 

«31*1  « 3 2 * 2 4 “  «ЗЭ *3 =  Ь з

(6 )
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система уч номаълумли чизикли тенгламалар системаси дейилади, 
бунда ап ,  а\о, а13, а 2ь «22, а 2з, а 3|, 032. «зз - бу системанинг 
коэффициентлари, Ь2, Ьэ — берилган сонлардир.

Агар (6 ) системадаги Х\ нинг урнига х? сонни, х2 нинг урнига х°2 
сонни ва х3 нинг урнига х§ сонни куйганда тенгламаларнинг хар бири 
айниянт? айланса, унда (х?, х->, х!|) учлик (6 ) системанинг ечими 
дейилади 

Ушбу
а ,  | « 12 « 13

А  = «21 а  22 « 23 ( 7 )

«31 «3 2 « 33

детерминант берилган (6 ) системанинг детерминанти дейилади. Бу 
детерминантнинг биринчи, иккинчи ва учинчи устунларини мос 
равишда озод хадлар билан алмаштириб

Ь | а |2 «13 Он Ь, а  13 «п а |2 Л ,

хг~ '
Ь, я 2 2 Я  23 ,  Ах, — а 22 ь 2 а 23 . А ^ = а 2| . Я  22 6  2

Ь-\ «  32 « з з «31 ь . «3 3 «31 а  32 * 3

детерминантларни хосил киламиз. Икки номаълумли система сингари 
бу детермннантлар хам (6 ) системани ечишда мухим ахамиятга эга.

Алгебраик тулдирувчилар хоссаларидан фойдаланиб (6 ) система
ни унга эквивалент, соддарок система билан алмаштирамиз. Бунинг 
учун аввало, берилган система детерминанти элементларининг 
алгебраик тулдирувчиларини топамиз:

£2 22 С1о\ а 2 | Я  23
. Л  , з =

а  21 и  22
> Л  ,2 —

« 32 а зз « 3 ! Я  33 «31 а 32

и !2 а  13 а 11 « 1 3
, /4  2 3 =  —

« I I . «12
1 Л  22 —

О ̂ 0 « з з а 3| • а  ;й “ 31 СХ;у2

« !2 «1 3
. Л  32—  —

« I I « 13 « и «1 2
> Л  33 —

«22 « 2 3 «21 « 23 «21 «2 2

Бу алгебраик тулдирувчилар ёрдамида юкоридаги А  ва А г  де-

терминантлар куйидагича ёзилади:
А  —  а \ iA  п  - ( -  а л Л г !  - \ - а ц А з \ ,

А*( =  Ь\А11 -f-Й2Л 21 +  ЬзА-л. , (8 )
Энди (6 ) системанинг биринчи тенгламасини А ц га, иккинчи 

тенгламасини Л 2| га ва учинчи тенгламасини Л31 га купайтириб, кейин 
хадлаб кушсак, унда

(й| \А 11 + 02|Л2| + а З |Л з |  )Х] -f- («12-4 11 + 022^21 +
+  0 3 2 ^ 3 i ) x 2 - | -  ( а  1 3-4  I I + 0 2 3 ^ 2 1  + О з : ^ 4 з 1 ) Х з =  ( 9 )

— Ь\А\\-{-ЬгАц -\-ЬзАз\
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булади. Юкоридаги (8 ) муносабатлардан хамда детерминантнинг 
хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

в\\А  п —}— <221̂ 21 + 031^31 =  Д,
Ol2̂ | |  + ^ 22̂ 21 +«32^31 = 0, 
a\:sA II —|— <223̂ 121 +  «33^31 = 0,
biA\i + Й 2/421 +  63^31 =  Д Г|.

Натижада (9) тенглама ушбу
А •дс,=ДХ|

куринишга келади.
Худди юкоридагиДек, (6 ) системанинг биринчи тенгламасини А ц  

га, иккинчи тенгламасини Л22 га ва учинчи тенгламасини /1з2 га 
купайтириб, кейин хадлаб кушиб

Д -* 2= Д Л2

тенглама, (6 ) тенгламанинг биринчи тенгламасини ,4i3 га, иккинчи 
тенгламасини Лгз га ва учинчи тенгламасини А $з га купайтириб, сунг 
уларни хадлаб кушиш натижасида

Д-*з=А*з
тенглама хосил булади. .

Шундай килиб (6 ) системага тенг кучли булган ушбу

А-*1 =  Д,,

Д-*2 =  Д^ {6)

Д-*3 =  Дх,
системага келамиз.

Равшанки (6' )  системанинг ечими Д, ДХ(, Дv  Д^ ларга боглик.

1 °. Д =#0 булсин. Ьу холда (6' )  систсмадан
Ах. Ах,

^= ~ ьГ >  Х з= ~!Г ( ,0 )
булишини топамиз. (jtj, *2, *з) (6 ) системанинг ягона ечими булади. 
By холда (6 ) система биргаликда дейилади ва ( 10) муносабатлар хам 
Крамер формулалари дейилади.

2°. Д =  0 булиб, Дх, Дv  ДХ) лардан хеч булмаганда биттаси

поддан фаркли булсин. Бунда (6 ) система ечимга эга булмайди.
3°. Д =  0 булиб, Д = Д  = ^ ^ = 0  булсин. Бу холда (6 ) система

ёки чексиз куп ечимга эга булади ёки битта хам ечимга эга булмайди.
4- м и с 'о л. Ушбу

2 * ,— * 2+ * 3= 4 ,

3 * | +  2д:2— х з=
* , + * 2— 2* 3=  — 3'
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системани ечинг.
Бу системанинг детерминанти

2 -1
Д =

1
2  - I  

1 - 2
=  - 10.

Демак, берилган система ягона ечимга эга. Берилган система учун
4 — 1 1 

Д . — 1 2 - 1  = - 1 0 ,
— 3 1 - 2

2 4 1
3 1 1
1 - 3  - 2

=  0 ,

2 - 1 4
3 2 1 
1 1 - 3  

Крамер формуласидан фойдаланиб

=  - 20,

* . = ^ = 1, х 2= - ~  = 0, х 3= ~ -  = 2
булишини топамиз.

5- м и с о л. Ушбу
* |  +  * 2 + * 3 = 2

3*i +  2* 2+ 2д:3=  1
4*i -)- 3*2 -f- 3*з =  4 

системани ечинг. Бу система учун

1 1 1 2 1 1
1 . 2  1

д = 3 2 2 =  0, д , = 1 2 2 = 0, д ^ = 3 1 2
4 3 3 4 3 3 4 4 3

1 1
3 2
4 3

=  1.

булгани сабабли берилган система ечимга эга эмас.
Энди учинчи тартибли чизикли тенгламалар системасини матрица
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куринишида ёзилишини ва матрица оркали шни курайлик. 
Аввалгидек

' а , , х , +  а |2К2+ « 1э*з==&|
■ % * |+ О й * 2+ а 2Л = ^!

«31* 1 ”1” «32* 2 ”1” «33* З̂ 1 ^ .1
система берилган булсин. Берилган системанинг коэффициентлари- 
дан. jci, *2, * :t лардан хамда системанинг озод хадларидмп ушбу

« I I  « 1 2  « 1 3

U  21 « 2 2  «2 3  

«31 « 3 2  «3 3

*1 ь 1
х = В = Ь 2

*3 Ь3

матрицаларнн тузамиз. 
Равшанки,

« и а |2 « 1 3 * 1 «  11*1 ”f~ «  12* 2+  « 1 3 * -

А - Х — «21 «22 « 2 3 • Хо = « 21*  1+  « 22* 2+  «2:1*3

«31 «3 2 « 3 3 * 3 « 3 1 * 1 + «  M » * 2 + « 3 S * 3

А - Х  =  В ( 6")

куринишида езиш имконини беради.
Г (6") тенглама (6 ) тенгламалар системасининг матрица курини

шида ёзилиши булади.
Айтайлик, (6 ) системанинг детерминанти

«11 «1 2 « 1 3

Д = « 2| «22 «2 3 ФО

«31 «3 2 « 3 3

булсин. Унда кжорида киритилганЛ матрицанинг тескари магрицаси 
мавжуд булиб.

л ~ ' =

А п л 2. » 3,
д д А

И 12 а 22 ^32
А А А

-4.3 '̂23 А ХЗ
Д А А

булади (каралсин: 6 - боб, 4 -§).
(б") тенгликнинг хар иккн томонини А 1 матрицага купайтириб 

топамиз: А ~ ' А Х = А ~ ' В .  Агар А ~ ' А Х =  ( А ~ ' А ) Х = Е Х _ = Х  булиши- 
ни , эътиборга олсак, унда матрица куринишида ёзилган (6") 
тенгламанинг ечими

X = A ~ ' - B  (11)



булишини топамиз. Равшанки,

Агар X =

-I В =

Ли Л, | Л31
д д ~Л

Л 12 Л 22 л 32
д“ д Л

Л |3 Лгз Лзз
д А д

£л

А ,
= -*2

Д

*3
Д

(д- (Ь{A n - \-b A 2\-\-b:}A^) 

— (b\A 12+ 62Д Я+^Изг)

'■д (^ |^ |зЧ “ ^2^23+^.Изз)

булишини эътиборга олсак, ( 11) тенгликни

куйидаги куринишда хам езиш мумкин:

-АхД |

•А«, д **
Кейинги тенгликдан

X , - -  , х 2= - г , х 3= —  

булиши келиб чикади. Бу эса Крамер формуласидир.

2 -§. п та номаълумли чизикли тенгламалар системаси

Олий математика ва унинг татбикларида учтадан ортик номаъ
лумли чизикли тенгламалар системасидан хам фойдаланилади. Шуни 
эътиборга олиб, п та номаълумли чизикли тенгламалар системасини 
кискача баён этамиз.

п та Х\, х2, ... , х„ номаълумли чизикли тенгламалардан иборат 
ушбу

'а ,  1* 1- И  12*2+  ... + а , Л = й | ,  

а 2|&1 +  а 2̂ 2+  ••• + а 2л*п— Ьь ( 1 А)

. а п|*1 +  а«2*2 +  ••• + а Я/гХп— Ья



бунда ац ,  0 |2......... а1п, а2............. а2п, ... , .... .........  , аля — шу система
коэффициентлари, Ь\, Ь2, ...,  Ьп — озод хадлар берилган сонлардир.

Агар (12) системадаги Х\ нинг урнига х°\ сонни, х 2 нинг урнига х 2 
ни, ва к. хп нинг урнига х°п сонни куйганда системадаги тенглама
ларнинг хар бири айниятга айланса, унда (дс? х2, ... х°) ( 12) система
нинг ечими дейилади.

Берилган тенгламаларни ечишда унинг коэффициентларидан 
тузилган

система п та номаълум ли чизикли тенгламалар системаси деиилади,

« 1 | « 1 2  • ■ « и

А  =
« 2 1 « 2 2  • « 2 л

« л | « л 2  ■ • « л л

детерминант хамда бу детерминантнинг / - устунини ( / = 1, 2 , 
п) мос равишда озод хадлар билан алмаштирилган

« 1 1  « 1 2  • • • « 1 / - 1 Ь | а 1Г+1 ■ am

xi
а2| а 22 • « 2 / - 1 b2 a2j+l . • • «2/1

«л| а п2 ■ «л/—1 Ьп « л /  + 1 • • « п п

( / = 1 ,  2, ... , п) детермннантлар мухим ахамиятга эга. Агар А, X ва 
В матрицалар учун

А =
12а ц С1\ч

а 21 а и

«я| «л2

« 1 л

«2 п
а„„

Ь |

, х  = *2 , в = Ьо
Ьп

матрицалар олинса, унда ( 12) тенгламалар системаси
А -Х  =  В (13)

матрица куринишидаги тенгламага келади.
Ф араз килайлик (12) системанинг детерминанти Д=^0 булсин. 

У холда А матрицанинг тескари матрицаси мавжуд ва

А ~ 1 =

Аи /12. -4т
А д Д

/4,2 А 22 ^„2
Л л д

Л,„ ^  2/1 Л/1Л
л д д

булади.
(13) тенгламанинг хар икки томонини А ~ 1 

А ~ 1А Х = А ~ ' В .
Равшанки, А ~ 1А Х — (А ' А ) Х — Е Х = Х .

га купаитирамиз:



Демак, матрица куринишидаги (13) тенгламанинг ечими
Х = А ~ ' В

булади.
А ~ '  ва В матрицаларни купайтириб топамиз:

А ~ ' В  =

А и а 2[ Л.1
А А ' ' д

л , 2 /122 ЛП2
д Л ■ • ~ д

* 1 , А 2п

А А д

■д и -\-b A 2\-\- ■• ■ -\-b„A„i

• • +  ^ И л 2

(b[Ain-\-b2A 2n-\- . .-(- ь,Апп)

Агар детерминантнинг ушбу
А =  а | ,/41; +  ао/Лг/ +  . . .  -\-anjA„i ( / =  1, 2, 
Axj =  biAij-\-f>2A2i-{- . . .  + b nA ni ( / = 1 ,  2,

n - \ - a 2 k ^ 2 i- \-  . . .  - \ - a nkA n i = 0  

хоссасидан фойдалансак,

А ~  В =

п ) ,

п ) ,

булади. Бу тенгликни хамда Х =

ни эътиборга олсак, унда (14) муносабат ушбу
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куринишга келади. Кейинги тенгликдан эса

келиб чикади (Крамер формуласи). Бу холда (12) система 
биргаликда дейилади.

Агар системанинг детерминанти Д =  0 булиб, ДХ|, Д^, Д^ л а р 

дан хеч булмаганда биттаси нолдан фаркли булса, ( 12) система 
ечимга эга булмайди. Бу холда (12) биргаликда булмаган система 
дейилади.

Агар Д =  О булиб, Д х =  Д г = . .  , = Д  ^  =  0 булса, унда (12) си

стема битта хам ечимга эга булмайди ёки чексиз куп ечимга эга 
булади.

6-м и с ол  . Ушбу
2*i + * 2 — 5*з +  *4 =  8

—3*2— 6*4= 9

г  2 * 2  —  * 3 + 2 * 4 =  —  5

*1 +  4*2— 7*3+ 6*4 =  0

чизикли тенгламалар системасини ечинг. Бу системанинг детерми- 
нантини хисоблаймиз:

2 1 - 5  1
- 3 0 - 6 1 - 5  1

1 —3 0 —6
=  2 2 --- 1 2 _ 2 - 1  2

0 2 - 1  2
4 _ 7 6 4 - 7  6

1 4 - 7  6
1 - 5 1 1 - -5 1

+  0

Осо1 - 6 — - 3 0 - 6 =  27.
4 - 7 6 2 - -1 2

Демак, берилган тенгламалар системаси ягона ечимга эга. 
Энди А , ,  Д , ,  Д . ва Д , ни топамиз.I *2 ^  4

Д х, =  8 • ̂ 4,, +  9 - ̂ 4 21 — 5/4 з I +  0 - >4 4, =

3 0 - 6 1 - 5  1 1 - 5  1
2 - 1  2 — 9- 2 — 1 2 — 5- — 3 0 - 6
4 - 7  6 4 - 7  6 4 - 7  6

Д — 108, Д х3=  — 27, Д ,4 =  27.
Демак,

_  Лд:1 _  о  _  _  л _  _  .
| — д — 3’ *2— ~ Г ~  — 4’ хз— - д -  — x t — д - - 1-
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3-§. Бир жинсли чизикли тенгламалар системаси
Ушбу а | 1д:| +  а , гк2+ .  . .+ a xjcn= О

а 21*1 +  а 2г*2+ -  • • + а 2-т*/1=0
a nlx \ +  Я Я2*2 +  - • • + а /ш *л =  0

(15)

система бир жинсли чизикли тенгламалар системаси дейилади. Бу 
система 2-§  да урганилган системанинг b\ =  b2= . . .— h^=  О булган 
хусусий холидир.

Равшанки, jct = 0 ,  х2 =  0 ..........*л =  0 сонлар (15) системанинг хар
бир тенгламасини каноатлантиради. Бинобарин p ia p  (18) система
нинг ечими булади. Одатда бу ечим (15) системанинг тривиал ечими 
дейилади.

Табиий равишда (15) системанинг тривиал булмаган (хеч
булмаганда Х\, х 2.........хп ларнинг’бири нолдан фаркли булган) ечими
буладими дегаи савол тугилади.

Агар (15) бир жинсли чизикли тенгламалар системасининг 
детерминанти

а , , 0 , 2  - ■ а  | „

л =
а 2 1 а  2 2  • • а 2п

а п2 ■ • “  пп

нолдан фаркли булса (Д =^0), у холда бу система ф акат  тривиал 
ечимга эга булади.

Хакикатан хам, (15) система учун

0 а 12 . • О in а п 0 . а\ п

А *  =
0 а22 . ■ а2п II

<о*II а 2| 0 . . ■ а 2п

0 а п2 • • ®пп а п 1 0 . ■ апп
а м а |2 . . 0

а2\ а22 . . 0

л
а„ 1 а„2 ■. .0

=  0

булиб, Крамер формуласига кура = 0 ,  лг2 =  0 , . .  . ,  х„ =  0 булади. 
Юкорида айтилганлардан куйидаги хулоса келиб чикади.
Агар (15) система тривиал булмаган ечимга эга булса, у холда

(15) системанинг детерминанти нол булиши зарурдир.
Демак, (15) системанинг тривиал булмаган ечими шу система 

детерминанти нолга тенг булган холдагина булиши мумкин экан.
7-м и с ол . Ушбу • —*1 + х 2= 0  

> 1—* 2 = 0
(16)
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г
бир жинсли чизикли тенгламалар системасини карайлик.

jci =  0, *2 =  0 берилган системанинг тривиал ечимларидир.
(16) системанинг детерминанти

А =
-1 1 
1 - 1 =  0 .

Демак, (16) системанинг тривиал булмаган ечимлари булиши 
мумкин. Хакикатан хам, берилган системанинг чексиз куп тривиал 
булмаган ечимлари мавжуд:

х ,  =  /, Xi — t  (бунда t — ихтиёрий хакикий сон).

4-§. Ч и зи м и  тенгламалар системасининг умумий 
куриниши

п та *2> 
иборат ушбу

. , х„ номаълумли т та чизикли тенгламалардан

а ,,* ,+ а 12х2+ .  . ,-\-a.\jcn= b \  
6 2I*i +  02^ 2+ . .  . + а 2„ х „ = 62

а т |г, +  а игг2+ -  • - +  а т̂ „ = Ь п

(17)

системани карайлик. Хусусан, п — т булган холда, иъни номаъ- 
лумлар сони системадаги тенгламалар сонига тенг булганда 
(17) система 3 -§  да урганилган (12) системага келади.

(17) системани урганишдаги асосий масалалардан бири унинг 
биргаликда булиши, яъни ечимининг мавжуд булиши масаласидир. 
Бу эса (17) система коэффициентларидан тузилган [т X п]-тартибли

А =

а |, « 1 2  ■ •«1 л

« 2 1 « 2 2  • •«2л

« m l « m 2 • ■ « т л

матрица хамда кенгайтирилган матрица деб номланувчи [т X (« +  
+ 1)]- тартибли

А =

« 1 1 а \ 2  • 1л ь  I

« 2 1 а 22  • ^ 2

А  т , ^  m2 • ' ^ т п ь т

матрицаларнинг рангига богликдир. Куйида бу хакидаги теоремани 
исботсиз келтирамиз.
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Т е о р е м а  ( К р о н е к е р  — К о п е л л и  т е о р е м а с и). (17 ) тен
гламалар системаси биргаликда булиши учун А ва А матрицаларнинг 
ранглари бир-бирига тенг булиши, яъни

rankA  =  rankA ,
зарур ва етарлидир.

Келтирилган теоремадан куйидаги хулосалар келиб чикади:
1°. Агар А матрицанинг ранги А матрицанинг рангидан катта 

булса, яъни I
гапкЛ>1гапк/4, 

унда (17) система ечимга эга булмайди.
2°. Агар А матрицанинг ранги А матрицанинг рангига тенг булиб, 

гапкЛ =  гапкЛ =  k 
булса, унда (17) система ечимга эга булиб, куйидаги холлар юз 
беради:

a) k< in  да (17) система ечимга эга булади ва у куйидагича 
топилади: тапкА — k эканлигидан шундай нолдан фаркли камида 
битта k- тартибли минор мавжуд. Ф араз килайлик улардан бири

а\\ . . .  aik

а к*
булсин.

Энди (17) системани бу минорга мос холда ушбу 

(о,\\Х\ . . -)-а1*л:& -)- С2|*+ i*a+i + .  . .-\-Uinx n =  b\ 

• • +  а М **+а М+|-Х* + 1+ -  • а кпХ п=  b k
(18)

куринишда ёзиб оламиз ва хк+\, . . . , * „  номаълумлар катнашган 
хадларни унг томонга утказамиз:

| а п* , + . . .+ а ]кх к=Ь^ — а ^ +1х к+1—. . .— a lnxn
1 ак\х \-\~- ■ -+ а ккх к= Ь к— а кк_ . .— а кпх л.

(19)

x* + i, ..., х„ ларни ихтиёрий тайинланган **+|, ..., х°„ сонлар деб 
караб, бу системани ечамиз. (19) системанинг детерминанти нолдан 
фаркли булгани учун унинг ечимлари

%  ^хк 
Х' ~ ~ Т ...........Хк~

булади. Демак, хар бир тайинланган х *+ |, . . .  , х°п лар учун 
(19) система ягона . .  ., хк ечимга эга булиб, х °\,. .  „ **, ** + i , . . ,  х„ 
сонлар (18) системанинг ечими булади. х*+|, . .  ., х„ лар ихтиёрий 
кийматларни кабул килиши мумкинлиги сабабли (19) система чекснз 
куп ечимга эга булади. Топилган хЧ, . . .  , лс*, **+i, . . .  , *2 сонлар
(17) системанинг колган тенгламаларини хам каноатлантирганлиги 
учун улар (17) системанинг хам ечими булади.

б) k — n булганда (17) система а) холда айтилганларга асосан 
ягона ечимга эга булади.
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Демак, гапкЛ =  гапк/4 = п  булгандагина (17) система ягона 
ечимга эга булар экан.

8-м и с о л  . Ушбу

7*| +  3*а= 2  
х,  — 2х.;=  — 3 

4 * , +  9 * 2 =  11 

системаии ечинг. Бу система учун
7 3 7 3 2

А = 1 - 2 ,А  = 1 —2 — 3
4 9 4 9 11

булади. Куйидаги иккинчи тартибли детерминант

7 3
1 - 2

=  — 17 ФО

нолдан фаркли булганлигидан
гапкЛ =  2

булишини топамиз. Агар
7 3 2
1 - 2  - 3
4 9 11

=  - 1 7 2 + 1 7 2  =  0

булишини эътиборга олсак, унда А матрицанинг ранги хам 2 га тенг 
булишини аниклаймиз: rank А =  2, rank A — rank А =  2. Номаъ- 
лумлар сони хам 2 та булгани учун берилган система ягона ечимга 
эга. Берилган системанинг биринчи иккита тенгламасини олиб

17Х| +  3*2 = 2 ,

{* , — 2* 2=  — 3

системани ечамиз:

* , =

2 3 
- 3  - 2

5

7 2 
1 - 3

23
— 17 ’ * 2 _ “ 17

7 3 7 3
1 - 2 1 - 2

Бу топилган х, ва *2 берилган системанинг учинчи тенгламасини хам
/  r \ 23

каноатлантиради: 4*, +  9*2= 4 - f — —J + 9 -  —  =  11. Шундай ки-

5 23 vлиб, * 2= ~  берилган системанинг ягона ечими булади.
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9 - м и с о л .  Ушбу
'*,+*2+*3= 1, 
*, +  * 2+ 2* з =  I, 

*, +  * 2+ 3 * 3 =  2

системани ечинг. эу система учун
1 1 1

А = 1 1
I I

=  0

булгани сабабли Крамер усулини куллаш мумкин эмас. Шунинг учун 
берилган системанинг ечимга эга ёки эга эмаслигини Кронекер — 
Копелли теоремасидан фойдаланиб текширамиз. Системанинг асосий 
А ва кенгайтирилган А матрицаларининг рангини хисоблаймиз. 
Система учун

1 1 1 1 1 1 1
А = 1 1 2 , л = 1 1 2  1

1 1 3 1 1 3  2

эканлигидан | / 4 ] = А  =  0 ва

1 =  1 ¥=0,
1

1
2
3

=  1э&0

булишидан rank-4 =  2, r a n L 4 = 3  эканлиги келиб чикади. Демак, 
г апк АфгапкА  булгани учун система ечимга эга эмас.

10- м и с о л . Ушбу
* ,  + * 2+ * з =  1
*, +  * 2 + 2 * 3 =  I
2* 1 +  2* 2+ 4 * 3 = 2

системани ечинг.
Бу система учун

Асосий

1 1 1
= 1 1 2 =

2 2 4

1 1 1
А-- 1 1 2

2 2 . 4
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ва кенгайтирилган 1 1 1 1
Л =  1 I 2 1

2 2 4 2

матрицаларнинг рангларини хисоблаймиз.
‘ 1 Г

Агар \А | =  Л =  0,-
1 2

=  1 ^ 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 =  0, 1 2 1 =  0, 1 2 1 =  0, 1 1 1
2 2 4 2 4 2 2 4 2 2 2 2

булишини эътиборга олсак, унда г ап к /4 = 2  ни топамиз.
Кенгайтирилган матрицадаи хосил килингал барча (4та) учинчи 

тартибли матрицалар детерминантлари нолга тенг:

=  0 .

>ирок А нинг иккинчи тартибли матрицасидан тузилган детерминант: 

^ = 1 ^ = 0 .  Бинобарин, гапкЛ =  2. Демак, гапкЛ =  гапкЛ =  

=  2 экаи.
Энди системанинг ечимини топиш учун бу системадан нолдан 

фаркли 2- тартибли детерминант элементлари катнашган биринчи ва 
иккинчи тенгламаларни олиб,

( *1 +  * 2 + * 3 =  1>
I * 1 ~Н х 2-\- 2*з== 1

системани курамиз. Бу системадаги тенгламаларнинг унг томонига 
битта номаълумни шундай утказиш керакки, хосил булган^ икки 
номаълумли системанинг детерминанти 0 дан фаркли булсин. 
Масалан, бизнинг холимизда унг томонга ёки х, ни ёки х2 ни утказиш 
мумкин. Биз Х2 ни олиб утамиз:

i t  з. 2 ( 2 0 )

х ,-\-2 х3=  1 — * 2,

бу системанинг детерминанти

Д' = =  1=/=0

булгани учун (20) система хар бир тайинланган х2 =  х2 да ягона 
ечимга эга булади:

1—*2  1 
\ - х ° 2 2

1 \ - х ° 2

1 1 X 2* 3 =  • — ; 0,
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Шундай килиб (1 — х2, х2, 0) учлик х2 нинг ихтиёрий кийматида 
берилган системанинг барча енимларини беради.

Пировардида (17) системада Ь\ =  Ь2= . . , — Ьт =  0 булган холни. 
яъни ушбу

бир Ж1 ли тенгламалар системасини караймиз. Равшанки, бу 
холда

булади. Бинобарин, Кронекер — Копелли теоремасига кура (21) сис- 
стема биргаликда булади.

Агар k =  n булса, у холда (21) система ф акат  х\ = 0 ,  *2 =  0, . . .  ,
i *„ =  0 булган ечимларга, яъни тривиал ечимларга эга булади.

Агар k < n  б^лса, у холда (21) система тривиал булмаган 
ечимларга хам эга булади ва бу ечимлар юкорида келтирилган усул 
билан топилади.

ам*1 + а  12*2+ - .  .+ а , „ х „ = 0  
а 21* | +  а 22*2+ . . . + а 2„х„ = 0

(21)

гапкЛ =  гапкЛ =  k
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КОМ ПЛЕКС СОНЛАР
Ушбу бобда комплекс сонлар хакидаги дастлабки маълумотларни 

келтирамиз. Комплекс сонлар ва уларга боглик комплекс узгарувчи- 
ли функцияларни кейинчалик батафсил урганамиз. Математикада 
купчилик масалаларни хал килиш хакикий сонлар тупламини 
кенгайтиришни такозо  килади. Мисол учун квадрат тенгламалар ва 
уларнинг ечимларини урганишда биз комплекс сонлар тупламига 
утиш зарурлигини куп курганмиз.

1-§. Комплекс сон тушунчаси
Иккита а ва b хакикий сонлар берилган булсин. Ушбу

a-\-ib
куринишдаги сон комплекс сон, «' =  \/  — Г эса мавхум бирлик де
йилади.

Одатда комплекс сонлар битта харф, купинча z харфи билан 
белгиланади: ,

z — a-\-ib.
а сон 2 комплекс соннинг уа^и^ий к,исми дейилиб, Rez каби 
белгиланади, b сон z  комплекси соннинг мавхум цисми дейилиб, Imг 
каби белгиланади.

Демак, a =  Re2, b =  \mz.
Масалан, г  =  2 +  5г комплекс соннинг хакикий кисми Rez =  2, мавхум 
кисми Imz =  5 булади.

Бирор z= a -\- ib  комплекс сон берилган булсин. Бу соннинг мавхум 
кисмидан ишораси билан ф арк  килувчи a — ib комплккс сон z  га 
к,ушма комплекс сон дейилади ва z  каби белгиланади:

z — a — ib
Иккита 2 | = а \ -\-ib\, хамда 22= 0 2 + ^ 2  комплекс сонлар берилган 

булсин. Агар ai =  a2, b\ — b2 булса, у холда Z| ва z2 комплекс сонлар 
узаро тенг дейилади ва 21 =  22 каби белгиланади.

2- §. Комплекс сонлар устида арифметик амаллар

Иккита z\= a .\-\-ib \  ва z2 =  a2-\-ib2 комплекс сонлар берилган 
булсин. Ушбу

(«I + « 2) + *  (^i +  ^2) 
комплекс сон z\ ва г^омплекс сонлар HuFunducu дейилади ва z\ +22 
каби белгиланади:

2 | -(-22=  (а. \ +  а2) -\-i {b\ +  Ь2) .



Келтирилган коидага кура
г +  z — 2а

булишини куриш кийин эмас.
Ушбу

(0 | — й2) I — 62)

комплекс сон z\ комплекс сондан z2 комплекс соннииг айирмаси 
дейилади ва z \ — z2 каби белгиланади:

г, — z 2 — (а, — а2) + i ( b ,  — b2)
Равшанк^,

z  — z =  2ib.
Ушбу

(а,а2 — bib2) + i ( a \ b 2 +  a2bl)
комплекс сон z, ва z2 комплекс сонлар купайтмаси дейилади ва z \z 2 
каби белгиланади:

Z\ • z2=  (й\а2 — b\b2) -J-£ (а 162•+• a2b\)

Бу купайтириш коидаси a\.*\-ib\, a2-\-ib2 икки хадларни узаро 
купайтиришдан ва / * =  — 1 эканлигини эътиборга олиб хосил 
килинган. Хакикатан хам,

(“ i -\-ib \ ) (a2-\-ib2) =  a \ -a2 +  ib\a2 +  ai • ib2-\-ib\ ■ib2 —
=  о 12-Hi' (flib\ -f-a2b2) -\-i~bi • b2=  (a2a2 — b\b2) ~\~ i (a\b2~\~a2b \) .

Келтирилган купайтириш коидасидан фойдаланиб
z .z  =  a2 +  b2

булишини топамиз.
Ушбу

Я1 * ̂ 2 ~ ^  1 ̂ 2 • ^2̂  I а2̂ 2 
a2+ 6j “2 +  *2

комплекс сон z \ ва z2 (z2=/=0) комплекс сонлар нисбати ёки

булинмаси дейилади ва —  каби белгиланади:
г2

г \ _ а,-02+ 6|-&2 . ° 2* |~  а 1*2 . . .
. ^2 4 + ь 2 + l  4 + 4  ■

Бу булиш коидаси a \+ ib \  иккихадни а 2+г '62 иккихадга булишдан 
келиб чиккан. Х акикатан хам

а\ __  ( a ,  + / & I ) ( а 2 — 1Ь2) __  iha-i + bibi + Haibi — a i & 2 )

a2 +  ib2 (a2 +  ib2) (a2 — ib2) u2 +  b?2

ci 1 o, 2  "4~ b j b 2  t a2b 1 ci 1

a2 +  *2 ^  <4+b2



М и с ол. Ушбу
2 | =  1 — i, Z2— 1 + t

комплекс сонларнинг нисбати - ни топинг.

Юкорида келтирилган (1) коидага кура:
Il L = ± z ± = ± z L + i ^ L _

г 2 1 + /  1 +  1 1 +  1
■ 0 — 1= — I.

3-§. Комплекс сонни геометрик тасвирлаш

Хакикий сонлар туплами Ох укида тасвирланиши бизга маълум. 
Комплекс сонларни геометрик тасвирлаш учун биз текисликда Оху 
Д екарт координаталари системасидан фойдаланамиз.

z =  a-j-ib  комплекс сон учун а бирликни Ох укига, b бирликни эса 
Оу укига куйиб мос М (а , Ь) нукта оламиз (2 7 -чизма). М нукта 
z комплекс соннинг текисликда геомет
рик тасвири дейилади. Равшанки, хар 
бир комплекс сонга текисликда битта 
М нукта ва аксинча текисликдаги хар 
бир М  нуктага битта комплекс сон мос 
келади. Демак, комплекс сонлар тупла
ми билан текислик нукталари орасида 
узаро бир кийматли мослик урнатилган 
булиб, Оху текислик (шу мосликни 
назарда тутиб) комплекс сонлар те- 
кислиги дейилади.

Координаталар боши 0 нукта билан 
М ни бирлаштирувчи ОМ кесма узунлиги г га 2 комплекс соннинг 
модули дейилади ва |z |  каби белгиланади.

Пифагор теоремасига кура

\z\ =  ^ j a 2+ b }

эканлигини куриш кииин эмас.
ОМ вектор билан Ох уки орасидаги а  бурчакка z  комплекс соннинг 

аргумента дейилади ва argz каби белгиланади. Демак, ( j ^  a rg2 < 2n 
27- чизмадан куринадики.

6 (2 )c o s a =  a-,..sina =  — ёки tg a  =г г ”  а

булиб, бу формулалар ёрдамида комплекс соннинг аргументини 
топиш мумкин.

М и с о л .  Ушбу 2 = 1— i комплекс соннинг модули ва аргументи 
топилсин.

\г\ =  д / 12+  ( — 1 ) 2 — д/2 булиб, cosoc =  ̂ = - ,  s i n a = ------]=- эка-
V V ̂

нини куриш кийин эмас. Бу тенгламалар [0, 2я) оралигида ягона
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3*1а  =  -^ -  ечимга эга. Демак, (2) тенгликлардан a==rcosa, b =  rs ina  

ифодаларга эга булиб, бундан эса z =  a-\-ib комплекс сонни 
2 = r c o s a - ) - / r s i n a  =  r ( c o s a + t s i n a )

куринишда ёзиш мумкинлигини курамиз. Комплекс соннинг бу 
куриниши унинг тригонометрии шакли дейилади. Комплекс соннинг 
бундай куриниши катор кулайликларга олиб келади.

Ф араз ^илайлик, z\ ва 22 комнлекс сонлар
■2 \ =  г \ (cosai - f / s in a i ) ,  22 =  r2(co sa2 +  i'sina2)

тригонометрнк шаклда берилган булсин. Бу ерда
ri =  |z i | ,  r2= \ z 2\, ot 1 = a r g 2i, a 2 =  a r g 22

2 i - 22 купайтма ва —  нисбатни карайлик.
z 2

2 | -z2 =  r\ -r2(cosczi + i ‘s in a i)  (co sa2 +  /s in a2) =
=  r 2r 2[(cosa ,  cosaa — sinai - s in a 2) +  / ( c o s a is in a 2 +
+  s in a ic o sa 2)] =  /'i/'2[cos(ai + a 2) - f t s in ( a i  + a 2)]

булиб, бу тенгликдан \ z \ - z2\ — r\ - r2, a r g ( 2 | -z2) =  a rg 2 i -\-argz2 
эканини курамиз.

Юкоридаги коидадан куринадики, иккита комплекс сон купайти- 
рилганда, купайтманинг модули модулларнинг купайтмасига, аргу- 
менти эса аргументларнинг йигиндисига тенг б^лар экан.
М и с о л . 2i =  1 — i, z2=  — 1 + i  комплекс сонлар учун Z\ ■z2 топилсин.

12i | =  д/2 , 1221 =  д/2 , | 2 |2г1 =  д/2 • д/2 = 2  эканлиги равшан.

a r g z ,  =  -7p  a rg  2 , = - - ~  булиб, a rg  z r z 2=-. a rg  z, +  a r g  z 2̂

= -J -+ -1 T =  т  Демак, 21 -22 =  2 (c o s - |  +  ( sin f ) = 2 i .

Худди шунингдек биз —  нисбат учун —  = ■■ ^
2̂ I I I Zij I

2Ia r g — = a r g  2 , — ar g  2 ., эканини куришимиз мумкин.
z 2

Энди комплекс соннинг даражаси г" ва илдизи д/г ифодалари 
билан танишайлик.
Таърифга кура z" =  z - z - . . .-г б^либ, 2n= -yn(cosna-j- /  sin па)  эканли-

п та

ги равшан.

Демак, 12 1л =  12 Р, a rg  zn =  n a rg  2 булади. '\jz микдор дара-
жага тескари амал булиб, у куйидагича аникланади: берилган
2 комплекс сон учун ушбу

W n= z  (3 )

110



тенгламанинг ечимлари z  комплекс сондан олинган п- даражали
илдиз дейилади ва д/г каби белгиланади. (3) тенгламани ечиш учун
2 ни z =  r ( c o s a -M  sin a ) ,  W ни эса W =  R ( c o s y i  sin <p) шаклда 
ифодалаймиз. У холда (3) тенглама

R "(cos/гф +  i sin ncp) =  r ( c o s a  +  /s ina) (4)

куринишини олади. Аввало (4) тенгликнинг хар иккала томонидаги 
комплекс сонларнинг модулларини хисоблаймиз:

|/?"(cos лф +  i sin «ф| =  /?", | r(cos a  +  г sin a )  | =  r.
Демак, R "= r.

Энди комплекс сонларнинг тенглиги тушунчасидан фойдаланиб
(4) тенгликдан топамиз:

COS Лф =  С050С, s i n ^ = s i n a .
Шундай килиб, куйидаги тенгликларга келдик:

R " = r , cosfHp =  cos ct, s i n r ^  =  s i na .

Бу ерда R п= г  тенглама ягона /? =  -\Jr ечимга эга булади.
c o s ^  =  c o s a ,  sin ^  =  sin а  тенгликлардан яф =  а  +  2/гл, k ^ Z  

булиб, 0 < ф < 2л шартни каноатлантирувчи барча ечимлар А

а +  2(п —Оя лардан иборат Демак, (3) тенглгма п та 
п л

ечимга эга булиб, улар куйидаги формулалар ёрдамида топилади: 

№ ,=  \ jr  (cos-^-H'sin®),

W.2=  (cos а-^ — + ts in -^ ± -2- ) , (5)

W -  ф  (c o s5 ± 2 i ^ 4 ? L + i

3 ______
1- м и с о л .  у  1 + i  ни хисобланг.
Аввало 1 + /  комплекс сонни тригонометрик шаклда ифодалаймиз. 
Маълумки, бу сон учун 2 =  д/2, Ф=-^-, демак,

l + i =  д/2 (cos-^-+isin-j-).
з  

Энди д/ l + t  ни хисоблаймиз.

з —  в Т + 2*л Т  +  2*л 
д/1 + <  =  д/2 (c o s---- g------ f- /sin- g ) —

б / 5 . л +  8*л . . л +  8*л.
=  д/2 (cos— ^ -----H s i n — 12— )

булиб, бу ерда fc =  0, i ,2 .
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2-м и с о л .  д/1 ни хисобланг.
Худди аввалги мисолга ^хшаш бу ерда хам 1 сонини тригоно

метрик шаклда ифодалаймиз:
1 =  1 (cosO +  tsinO).

Бу илдизлардан биттаси хакикий сон булиб, у к =  0 да 1 га тенг, 
колган илдизлар эса комплекс сонлардир.

f (x)  = а  j  "+<2 +  а  ,* +  а  0

купхад берилган булсин. Бу купхад юкоридаги теоремага кура 
камида бигга а\ илдизга эга. Шунинг учун.

/(*) =  (* — а,) -ф, (лг)
тенглик уринли булади, бунда ср, (*) купхад булиб, унинг дараж аси 
п — 1 га тенг.

Агар <pi(X) нинг даражаси п булиб; п > 1  булса, бу купхад хам 
теоремага кура камида битта а 2 илдизга эга булади:

ф! (х ) =  (х — а 2)ф2(*)- 

Бу ерда <р2(Х) — купхад. Н атижада берилган купхад 
f (x)  =  (х — а , )  (х — а 2) -ф2(*) 

куринишни олади. Бу жараённи давом эттириш билан 
f (x)  = а п(х — а , ) 4* — «.>)...(* — а„) 

тенгликка келамиз. Кейинги тенгликда а|,а.>,...,а„ орасида узаро 
бир-бирига тенглари булиши мумкин. Шуни эътиборга олсак,

f ( x ) ^ a n( x - a l) k>( x ) -  a 2) \ . . ( x - a s) k‘ (3)
булади, бунда к^-\-к2-\- ...-\-ks= n , i ^ j  ларда a i^ a i( i,j=  1,2.....s ) .
(3) тенглик уринли булганда а т сон ( m = l ,2.......  s) f (x)  купхад-
нинг k m каррали илдизи дейилади. Н атижада куйидаги теоремага 
келамиз.

Т е о р е м а .  ( А л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а с и . )  Ихтиё
рий п-даражали ( п ^ \ )  купхад п та илдизга эга (бунда у;ар бир 
илдиз неча каррали булса, шунча марта >;исобланади).
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ЮКОРИ Д А РА Ж А Л И  ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу
апх п-\-ап_ \Х "~[ -f- • • • + й |  х - | - a n= 0  ( 1)

куринишдаги тенглама п- даражали тенглама дейилади, бунда 
a f„ а ........  а„ ихтиёрий хакикий ёки комплекс сонлар ва апФ 0 .

Агар х0 сонни (бу сон хакикий ё комплекс булиши мумкин)
( 1) тенгламанинг чап томонидаги х нинг урнига к\/йганда ифода 
айнан нолга айланса:

anX'l\+ a „ _ ]  X(i 1 +  . . .+«1  *о-На о = ^ ,  
у холда *0 сон (1) тенгламанинг ечими дейилади. Берилган 
тенгламанинг барча ечимларини топиш уни ечиш дейилади.

( 1) тенгламани ечишда купхад ва улар хакидаги маълумотлар 
мухимдир.

1-§. Купхддлар
Бутун дараж али

f (x)  =a„xn+ a n_iXn- l +  ... +  a ix -\-a ()

функция п- даражали купхад  дейилади, бунда а ........  а„
купхаднинг коэффиниентлари, п эса купхаднинг даражасидир. 
Умумиятга зиён келтирмасдан апФ 0 деб ф араз  килинади.

Иккита

f ( x y = a nxa-\-an̂ lx n~ l-\-...-\-a lx + a 0, 
ф(х) = b y + b n_ ix " - [ +  ... +  b lx + ,b 0

купхадлар берилган булсин. Бу купхадларнинг бир хил даражали 
узгарувчилари олдидаги турган коэффициентлар бир-бирига тенг 
булса,

а ь= & к£ =  0 , 1,2,...,«),

У х,олда бу купхадлар бир-бирига тенг дейилади ва f (x)  =ф(дг) каби 
ёзилади.

Купхадлар устида кушиш, айириш ва купайтириш амалларини 
бажариш мумкин.
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Икки купхад йигиндиси, айирмаси ва купайтмаси яна купхад 
булади.

f (x)  ва g(x)  купхадлар учун шундай (ягона) q(x)  ва г{х) 
купхадлар топиладики, г ( х ) пинг даражаси g(x)  нинг даражасидаи 
катъий кичик булиб,

f (x)  = 8 ( x ) q ( x )  + r ( x )  (2)
тенглик бажарилади. q ( x ) купхад f (x)  ни g(x)  га булишдан хосил 
булган булинма, г(х)  га эса цолдик, дейилади.

Агар (2) тенг^икда г(х)  = 0  булса, у холда f (x)  купхад g(x)  га 
булинади дейилади. Бу х,олда g(x)  купхад/(дг) купхаднинг булувчиси 
дейилади.

Бирор f (x)  купхад ва бирор с сон бершпан булсин. Агар / (с )  =  
=  0 булса, с сои [(х)  купхаднинг илдизи дейилади.

Т е о р е м а .  f ( x )  купхад ни х — а купхад га булишдан х,осил булган  
цолдиц берилган купхаднинг х = а  доги щймати f ( a)  га тенг булади.

И с б о т .  f (x)  купхадни х — а га булганда булинма q(x) ,  колдик 
эса г(х)  булсин. Равшанки, бу холда г(х)  узгармас булади. Уни 
г(х) = с  деб олайлик.

Унда
f (x)  =  (х — a)q(x)  + с  

булади. Бу тенгликда х =  а дейилса,
c — f(a)

булиши келиб чикади. Бу эса теоремани исбоглайди.
Бу теоремадан куйидаги натижа келиб чикади:
а сон f (x)  купхаднинг илдизи булиши учун f ( x ) нинг х — а га 

булиниши зарур ва етарлидир (Безу теоремаси).
Агар f (x)  купхад х — а га булиниши билан бирга (х — а ) к га 

Хам булинса (/г> 1  булган натурал сон), а сон f (x)  купхаднинг 
каррали илдизи дейилади.

Шуни таькидлаш лозимки, / ( х) купхад ( х— а ) к га булиниб. 
(х — а )* +| га булинмаса, а сон [(х)  нинг k каррали илдизи дейилади. 
Бу халда / ( х) купхад

/ ( х) =  (х — а)*ф(дг) 
куринишида ёзилиб, ф(х) купхад х — а га булинмайди.

2- §. Алгебранинг асосий теоремаси

Куйидаги теоремани исботсиз келтирамиз.
Т е о р е м а .  Дараж аси бирдан кичик булмаган ихтиёрий купхад 

камида битта, умуман айтганда комплекс илдизга эга.
Ф араз килайлик, бирор п- дараж али

f (x)  = а „ * ' , +  а„_ i*"-1 Н-------- Ь а :* +  а 0
Ц 4



купхад берилган булсин. Бу купхад юкоридаги теоремага кура 
камида битта а : илдизга эга. Шунинг учун.

f ( x ) =  (jc — cei) • cpi (лг)
тенглик уринли булади, бунда cpi(x) купхад б^либ, унинг даражаси 
п — 1 га тенг.

Агар п >  1 булса, бу (р\(х) купхад хам теоремага кура камида 
битта а 2 илдизга эга булади:

(pi(*) =  (х — а 2) ф2 (■*) •

Бу ерда ч>2(х)  — купхад. Натиж ада берилган купхад
f (x)  =  (x — a t ) ( x  — a 2) *ф2(-<г)

куринишни олади. Бу жараённи давом эттириш билан
f ( x ) = a n( x — a l) {х — а 2)...(х  — а п)

тенгликка келамиз. Кейинги тенгликда он, аг,..., а„ сонлар орасида 
узаро бир-бирига тенглари булиши мумкин. Шуни эътиборга олсак,

f (x)  = а„(х  — а , ) *' (х) — а 2) \ . . ( * — a s)*5 (3)
булади, бунда k\ +  k2 +  ... +  ks =  n, i=£j ларда а ,= ^ а ,  ( / , / = 1,2.....s) .
(3) тенглик уринли булганда a m сон ( m = l , 2 .....s) f (x)  купхаднинг k m
каррали илдизи дейилади. Натижада куйидаги теоремага келамиз.

Т е о р е м а  ( а л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а с и ) .  Ихтиё
рий п-даражали ( п ^ 1 )  купхад п та илдизга эга (%ар бир илдиз 
неча каррали булса, шунча марта %исобланади).

3-§. Юкори даражали тенгламаларни ечиш

Алгебранинг асосий теоремаси мухим назарий ахамиятга эга. 
Гарчи у

а0х п +  а\хп~ 1 -)-...+  a„_ i*  +  a n =  0 (4)
(a0)ai, ... a „ 6 /?)

тенгламанинг п та ечими мавжудлигини ифодаласа хам, умумий 
холда тенгламанинг бу ечимларини топиш алгоритмини аниклаб 
бермайди. (4 ) тенгламани ечиш масаласи хозирга кадар катта 
муаммо булиб, у айрим хусусий холлардагина хал этилган.

Одатда, (4) тенгламанинг ечими ao,a|...,a(!_i,a„ коэффициентлар
устида кушиш, айириш, купайтириш, булиш ва илдиз чикариш 
амалларини бажариш дан хосил булган ифода билан аникланса, 
У холда (4) тенглама радикалларда ечилади дейилади.

Шуни таъкидлаш лозимки, агар a  =  a-\-ib  комплекс сон 
Р(х)  =aoX n +  aiXn - l  +  ... +  a « - i*  +  an =  0

тенгламанинг ечими булса, Р(а)  = 0 ,  у холда а  соннинг кушмаси 
®==a — ib комплекс сон хам шу тенгламанинг ечими булади. 
Хакикатан хам
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P(z )  = P(z)  булганлиги сабабли

P(a)  =  P(a — ib) =  P(a +  ib) = P (a -\- ib )  =  0 =  0

булади. Бу эса а  комплекс сон (4) тенгламанинг ечими булишини
билдиради.

Н а т и ж  а . Агар
а [)х п-\-а[хп 1 -\-ал_\Х-\-ап= 0

тенгламанинкдаражаси п ток, сон булса, у холда тенглама камида 
ватта уак,икий ечимга эга булади.

Энди (4) тенглама радикалларда ечиладиган холларни келтира 
миз.

Г . л = 1  булСин. Бу холда (4) тенглама 
а^г +  а ,  =  0 ( а о=5̂ 0 ) 

а,
куринишга келади ва унинг ечими х = -------булади.

°о
2°.п— 2 булсин. Бу (4) тенглама

a„x2- f  a,jc +  a 2= 0  (а0Ф  0 )

. куринишга келади ва унинг ечимлари

—  а \~\~ a \ ~ ~ ^ a Qa 2 — al V а ? 4 0 ^ 0 2
д, _  2-  , * 2=  2а0

булади.
3 ° .п = 3  булсин. Бу холда (4) тенглама

a rjx3- f  a ,* 2+ a 2* +  a 3= 0  (а0Ф  0) (5)
г

куринишга келади. Бу тенглама куйидагича ечилади:
1) (5) тенгламанинг хар икки томонини ао га буламиз. 

Н атиж ада (5) га эквивалент
х 3 b tx 2 b^ х b3= 0 (6 )

ak
тенгламага келамиз, бунда Ьк= —- (£ =  1, 2 , 3 )

ао
Ь\2) (6 ) тенгламада х — у — — алмаштириш бажарамиз. Унда
О

(6 ) тенгламанинг чап томонидаги купхад

. ( у — ^ - ) 3+ ь л у — ^ - ) 2+ ь 2( у — ^ -)  + ь3=

Ь'\ , . . .  *1*2 , 2
= У л+ ( Ь 2— т )У + (Ь 3----- 27

куринишга келади. Агар
ь\Ь-2 , 2

I If.
Ш



(7)
деб олинса, унда (6 ) тенглама

У3+РУ +  Я =  о 
куринишни олади.

Шундай килиб берилган тенгламани ечиш (7) тенгламани ечишга 
келади.

3) (7) тенгламанинг ечимини
y =  u +  v (8 )

куринишда излаймиз. Бунда и ва v
рu - v =  — (9)

шартни каноатлантирсин. Юкоридаги (8 ) ва (9) муносабатларни 
бажарувчи и ва v ларнинг мавжудлиги уларнинг

i'2- y t -  f = 0

квадрат тенгламанинг илдизлари эканлигидан келиб чикади (Вист 
теоремасига кура).

4) Олинган y =  u +  v ни (7) тенгламадаги у  нинг урнига куямиз:

(и +  у ) 3+ р ( ы  +  у) +<? =  0 .

Бу тенгламанинг чан томонидаги кавсларни очиб, сунг уларни 
группалаб

и 3+ 3 и 2у +  3uv 2-\-v 3-\-pu-\-pv-\-q  =  0
ёки

(и 3+ v  3 + < 7 ) +  (3uv +  p) ( ы  +  у )  = 0  ( 1 0 )

булишини топамиз.
Юкорида келтирилган u v =  — ~  муносабатдан 3uv-{-p =  0 б \.ж и ,

о

( 10) тенглама ия-\-и3+  q =  0, яъни u 3+ u 3= — q куринишни олади. 
Н атиж ада y 3-\-p y -\-q = 0  тенгламани ечиш

| V + u 3= — <7, ♦

u V = р
27

системани ечишга келади.
5) Кейинги u i - \ - v 3= — q,

u v — i

тенгликлардан куринадики, изланаётган и ва v нинг кублари и3 ва и3 
ушбу
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квадрат тенгламанинг ечимлари булади. Бу квадрат тенгламани ечиб 
топамиз:

Р3 
27 '

Демак,
г' — ■»+ ■2г= 2 V r + -

V r+ i1'
у з _  _  </ л  f t  4 -  р3 

- Z 2- - T ~  V T  +  27 '
( 11) ва ( 12) дан

V - i + V ^ + 5 ' V - i - V ? + i

( i n

( 12)

(13)

булишини топамиз. Демак, (7) тенгламанинг ечими

» = “+ » = У - i  +  V r + ^ + У - i -  + «  (|4)
булади. Одатда (14) тенглик Кардано формуласи дейилади. Кардано 
формуласи икки хад йигиндисидан, яъни ы-(-у дан иборат булиб, *ар 
бир и ва у лар учтадан кийматга эга. Бунда и ва и ларнинг ихтиёрий 
кийматларидан тузилган и - \-v йигиндининг кийматлари 9 та булади. 
Бу кийматлар ичида учтасигина (7) тенгламанинг ечими булиб, 
бундаги и ва v нинг кийматлари

р
u v ~ ~ 3

муносабатда булади.
7) Айтайлик, и ва v нинг (13) муносабатни каноатлантирувчи 

кийматларидан бири и\ ва v\ булсин. Унда:
— 1+1л /3  — 1—1 л/3 — 1—14/3 — l + i y / 3  

“ 2 =  ■ 2  ■ Ц |,  “ з =  — И| ,  и 2=  2 0 „  « 3 =  --------2---------У | -

булади.

8 ) (7) тенгламанинг ечимлари
у ,= « 1  +  у,

у * = - | ( “ . + ° , ) + - ^ - ( “ , - * ' 1). ( 15>

У з=  — •| - ( « |  +  »|) — — »,)

б^либ, берилган тенгламанинг ечимлари эса jt| =  л/,— —

Х2 =  У2 — -г-; * з= £ /з---- т" булади.

М и с о л . Ушбу

тенгламани ечинг.
*3 — 9лг2 +  21х — 5 =  0



Берилган тенгламада х =  у  — 3 алмаштиришни бажарамиз: 
(у +  3 )3- 9 ( « /  +  3 )2 +  21 (у +  3) - 5  =  0,

Я"ЬНИ

у3 — 6г/ +  4 =  0.

(14) формуладан фойдаланиб топамиз:

и =  V  — 2 +  V4 “ 8 =  V — 2 +  2».

Бу куб илдизнинг кийматларидан бири u i = l + i  булади. Унда

булиб, (15) формуладан фойдаланиб топамиз:

У1 — 2 , у 2=  — 1 — д/3 , Уз— — 1 +  д/3 .

Берилган тенгламанинг ечимлари:

X] =  5, Х2 =  2 — д /3 , Jf3=  2 +  д/3.

4°. /г = 4  булсин. Бу х,олда (4) тенглама

a l>*4+ a 1r ,+  a 2* 2+ a >* +  a 4= 0  ( а 0=^0 ) (16)

куринишга келади.
Аввало куйидаги содда леммани келтирамиз.
Л е м м а .  \а р  к,андай

ах1 -\-bx-\-c (а-ф0)
квадрат уч%ад чизикли kx-\-l икки^аднинг квадратига тенг булиши 
учун унинг Ь2 — 4ас дискриминанти нол булиши зарур ва етарли. 

И с б о т .  Зарурлиги. Айтайлик,
ах2 Ьх -\- с =  (kx  -\-1)2

булсин. Унда
ах2 +  Ьх +  с =  k2x2 +  2 k lx -\- l2

булиб,
a =  k2, b =  2kl, c =  l2

булади. Н атиж ада
b2 — Aac =  4k2l 2 — 4-k  2- / 2 =  0

булиши келиб чикади.
Етарлилиги. Берилган ax2-j~bx +  c квадрат учх.аднинг дискри

минанти нол булсин:
Ь2 — 4ас =  0.
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ш с '+ Ь х + с = (  J a X + - j L , y + c - J t =

=  < V - + 4 ; ) ' + % ‘- - ( V 5 , + ^ 3 ) >

булади. Лемма исбот булди.
Берилган (16) тенглама куйидагича ечилади:
1) (16) тенгламанинг хар икки томонини сю га буламиз. Натижада

х  - \ - b i x  -(-Ь ‘2Х * Ь з х -(-Ь\  —  0 (17)
ак

тенгламага келамиз, бунда bk= — (fe=  1,2 ,3,4).
ао

2) (17) тенгламанинг чан томонидаги купхадни, хозирча 
номаълум хисобланган у  ни киритиб, куйидагича ёзамиз:

х 1 -f- b \Х  ̂ b b -j- b .(=

/  2 I ^1 | У \ 2 ^1 2 Ь\УХ у2 2 2 I 
=  (х2+ — х +  ± У — j - x ------ -̂---- 1 — У х +

+  b<2X2+ b : iX +  b < =  ( * 2 +  - ^ - *  +  у ) 2 —

-  [ ( - J  + У - Ь 2) х 2+  (-^1у - Ь 3) Х +  ( -у~— b 4) J.

У х,олда (17) тенглама ушбу

(* 2+ Т х Н )  -  [ ( - Т - + 4 ' - * = ) *’+

куринишга келади.
3) Юкоридаги (18) тенгламада катнашган у ни шундай 

танлаймизки, натижада

( т + у  -  ь2)  * 4 -  ( ь~ ~  ь3) х  +  ( £ - ь )

квадрат учхад чизикли иккихаднинг квадратига тенг булсин. Бунинг 
учун, лсммага кура, квадрат учхаднинг дискриминанти нолга тенг 
булиши зарур ва етарли:

№ - ь ») ~ 4 ( т б4) = 0

Равшанки,

У холда
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— 4 b tb3y -\-b 3 У ' У  *-\~ b2y~-\-b]bА-\-4yb ,— 4b2bA —

— У ~b b ,у (b i^;i+4/?4) y-\- (б",-)- b2b4— 1 b_bt).

Н атижада (17) тенглама

V3+ 6 2r - ( f e ^ .T - { - 4 6 4) y + ( 6 | + 6 ^ 4- 4 6 2A4) = 0  (17')

куринишга келади. Бу у  га нисбатан учинчи даражали тенглам^дир.
4) Айтайлик, г/, юкоридаги (17') учинчи дараж али тенгламанинг 

бирор ечими булсин. У х,олда у — у\ булганда

Кг ( х + У ' - ^ ) * 2+ (  bf [ — Ь ^ х +  ( ^ '  — 6 , ) =  (kx +  l ) 2 

булиб, берилган (17) тенглама ушбу

( х 2-\-~-х-{- 2 ) — (k x - \- l)2— 0=*-

=► (*2+ —2 *-|--^-+/гдг +  /) (-*"+ 2 Х~̂ ~~5— ^  

куринишни олади. Хар бир купайтувчини нолга тенглаб 

х 2-\--^ -х -\-^ -\-к х-\-1 = {)  ,

*2-|— ~-х -)—y — kx  — / =  О

иккита квадрат тенгламага келамиз. Бу тенгламаларнинг 4 га ечими 
булиб, улар берилган (16) тенгламанинг ечимлари булади.

М и с о л . Ушбу
*4 +  2лг3 -  6*2 -  5* +  2 =  О

тенгламани ечинг.
Бу тенгламанинг чап томонидаги кунхадии куйидагича ёзиб 

оламиз:

х* -f- 2хя — б*2 — 5* +  2 =  (х2-Ь х  +  -уУ — ух2— х 2—

— ху — - А— б*2— 5х +  2 =  (х 2+ * + - | ) 2-

- [ ( г /  +  7 ) * Ч  («, +  5 ) *  +  ( - £ - г ) ]

Унда берилган тенглама куйидаги куринишда булади:

(*2+ * + | ) 2- [ ( t f + 7 ) j t 4 ( f / + 5 ) * + ( 4 - 2 ) ] = 0 .  (19)

СУ«Г (у + 7 ) х2+ ( у + 5 ) х + ( у* ~ 2 )  квадрат уч\аднинг дискрими-
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нантини нолга тенглаимиз:

(у +  5 ) 2- 4 ( £ /  +  7 ) ( ^ - 2 )  =  0. (20)

Равшанки

(у +  5 ) 2- 4 ( у  +  7 ) ( ^ - 2 ) = у 2+ 1 0 у - + 2 5 - 1 / 3-

- 7 у 2+ 8 у  +  5 6 = - у 3- 6 у 2+ 1 8 у + 8 \  .

Унда (20) тенглама у 3 +  Ьу2 — 18г/ — 81 = 0  куринишга келади. Бу 
тенгламанинг битта ечимини топамиз:

у3 +  бу2 — 18г/ — 8 1 = 0  =>- у3 +  Зг/2 +  Зу2 +  9/у — 27у  — 81 = 0  =>- 
=>- y 2(y-\-3) + 3 у ( у  +  3) — 2 7 (у +  З) = 0  =►
'=► (у +  3) («/2 +  Зу — 27) = 0  =>- у , =  — 3.

Бу у\ =  — 3 ни (19) тенгламадаги у  нинг урнига куямиз:

(х 2-\-х — - | ) 2— [4*2+ 2 * + ( - | — 2 ) ] = 0 .

яъни

Кейинги тенгламанинг чап томонини купайтувчиларга ажратиб,
(х2 +  З х - \ ) ( х 2- х - 2 )  = 0 .

тенгламага келамиз. Равшанки,
х 2-{-Зх — 1 = 0, 
х*— х — 2 =  0

булиб, бу квадрат тенгламаларнинг ечимлари:
-з+ утз  - — 3 — V ТЗ . _ « х ] = ------ -— , х 2= ---------- —  ва JC, =  2 , х 2=  — 1.

Шундай килиб, берилган х* +  2х3 — 6х2 — 5х +  2 =  0 тенгламанинг 
ечимлари:

-з+ угз  -.3 - ^ 1 3  0 .
X l  = --------2 ^ ---- , *  2 = --------2 — . Х 3 =  2, * 4=  — 1.

булганда (4) тенгламанинг радикалларда ечилиши масала- 
си хакида куп изланишлар олиб борилган. Натижада куйидаги 
хулосага келинган.

Агар (4) тенгламанинг дараж аси беш ва ундан катта булса, 
у холда (4) тенглама умумий холда радикалларда ечилмайди.

Энди юкори дараж али  тенгламаларнинг радикалларда ечилади- 
ган айрим хусусий холларини келтирамиз.

а) И к к и  х а д л и  т е н г л а м а .  Ушбу
ахп-\-Ь =  0 (а ф  0) (21)



куринишдаги тенглама икки уадли тенглама дейилади. Бу тенглама
нинг ечими:

М и с о л .  дгь +  32 =  0 тенгламани ечинг.
Аввало берилган тенгламани *5= — 32 куринишда ёзиб оламиз.

Ундан: х =  \ j  — 32 .
Сунг —32 сонни комплекс сон сифатида караб, 8 - бобдаги

(5) формуладан фойдаланиб, — 32 =  32(cos л - f / sin л) тенгликка 
келамиз.

Комплекс сондан нлдиз чикариш коидасига кура 

д/ — 32 =  y 3 2 (c o s  л +  / sin л) =

=  2 (cos л +-2* * + t~ sin л + . ^ л )  (* =  0, 1, 2, 3, 4) 

булади. Демак,

*  * = 2  (cos sin J l+ p L 'j ( k = 0 ,  1, 2, 3 , 4 )

берилган тенгламанинг илдизлари:

х 0= 2  (cos -л + /  sin х | =  (cos -у-+<  sin х.2=  —2 ,

п (  7л . . . 7л \  /  9л . . . 9л \JC3=2(cO S ——|-ZSin-g-), * 4= ( c O S - 5 + < s i n - r - j .

б) Уч х а д л и  т е н г л а м а л а р .  Ушбу
ах2п +  Ьхп +  с =  0 (афО)  (22)

куринишдаги тенглама уч уадли тенглама дейилади. Бундай 
тенгламани ечиш учун x" =  t алмаштириш бажарамиз. Нати.лада 
берилган тенглама at2 +  b t-\-c =  0 квадрат тенгламага келади ва

унинг ечими t = ~ b±  ~ 4ас булади. Демак, л: п=  ~ ь ± ^ ь ~ 4ас.2а  2 а
Кейинги тенгликдан

* =  ^\J ~ b ± i f ~ iaC (23)

булишини топамиз.
М и с о л .  х6 — Зле3 — 2 =  0 тенгламани ечинг.
(23) муносабатдан фойдаланиб топамиз:

, _ у ж р  . v at ‘ •
Демак, х 3 =  1.
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Равшанки,

x (n=  \/Т = 1 - ( c o s - ^  +  г sin — )  ( Л = 0, 1, 2 ).

Бундан эса

4 " = 1, x,(1) =  c o s - y - + / s in - y - ,  ^ u =  cos s i n -у-

булишини топамиз. Шунингдек,

х .2, =  ^ 2  =  V 2 ( c o s ^ - + / s i n i f )  (fe =  0, 1, 2 )

Ундан

* J « -  V 2 .

jc}2)=  д/2 (cos - у + г  sin ) .  

jcf> =  \ /2  (cos - ^ + i  sin 4^-)

булишини топамиз.
Шундай килиб берилган тенгламанинг ечимлари

лг0— 1, дс, =  со6- у - + / sin-y-, .*2= c o s 4 p + t  sin— , 

* , =  д/2 , * 4=  д/2 ( c o s ^ + t  s i n ^ - ) ,  * 5=  д/2 ( c o s - ^ + i  s i n ^ - ) . 

Баъзан

a o x ' t +  a i * ' , - l  +  . . .  +  a n - i *  +  a n  =  0  ( 4 )

тенгламанинг чап томонидагн

P (* )  = a  ох я+ а  |* n_1- f ... +  а  „_i* +  a  „

куп-чадни Р\(х) ,  Р2(х ) , ..., Р*(*) купхадлар купайтмаси сифатида
P ( x ) = P , ( X ) - P 2(x) . . .Pt (x)

ёзиш мумкин булади. Бундай холда\(4) тенгламани ечиш даражаси
(4) тенгламанинг даражасида?) паст\ булган

/> , ( * ) =  0, Р2( х ) =  О, />*(*) = 0
тенгламаларни ечишга келади. ,

М и с о л  . х6 +  х 5- f  — х2 — х — 1 = 0  тенгламани ечинг.

Бу тенгламанинг чап томонидагн к^пхадни куйидагича ёзиб 
оламиз:

хь -\-хъ -\-х*—х 2 — X— 1 =  *4 (х2 +  дг +  I ) — +  1 ) =
=  (х2+ х + 1) ( * 4- 1) =  (*2 +  * + 1) ( л : - 1) ( ; с + 1) ( * 2+ 1).



Н атиж ада берилган тенглама ( х — I ) (*-}- 1) (х2 +  1) (х2- |-х-+ 1) =  
=  0 куринишни олади. Уни ечиш х — 1= 0, х+1=0, х2+ 1= 0, 
х 2- \- х - \ - \— 0 тенгламаларни ечишга келади.

Равшанки,

*1 =  1, *2=  — 1, *3=/ ,  * 4 = —/, *5= — ^6== — Т  —

Булар берилган тенгламанинг ечимларидир.

VH '

хЧ\



А Н А Л И Т И К  ГЕО М ЕТ Р И Я

Аналитик геометрия олий математиканинг булимларидан бири 
булиб, унда геометрик шаклларнинг (чизиклар, сиртлар ва X- к.) 
хоссалари уларнинг аналитик ифодалари оркали урганилади.

Маълумки, текисликдаги хар бир нукта икки хакикий х ва 
у сонлардан ташкил топган (х, у) жуфтлик (нуктанинг координатала
ри) билан аникланади. Бу жуфтлик нуктанинг аналитик тасвиридир.

Геометрик шакллар эса нукталар туплами сифатида каралади. 
Бунда нукталарнинг координаталари маълум муносабат билан — 
тенгламалар билан богланган булади. Нукта координаталарини 
богловчи бундай тенгламаларни геометрик шаклларнинг аналитик 
ифодалари деб караш мумкин.

Аналитик геометрияда караладиган масалалар асосан икки хил 
булади.

1. Шаклларнинг геометрик хоссаларига кура, уларнинг тенглама- 
ларини тузиш.

2. Шаклларнинг тенгла мала рига кура, уларнинг геометрик 
хоссаларини аниклаш.

ю- Б  О Б

А Н А Л И ТИ К ГЕО М ЕТ Р И Я Н И Н Г  СОДДА М АСАЛАЛ АРИ

Ушбу бобда аналитик геометриянинг содда масалаларини: икки 
нукта орасидаги масофа, кесмани берилган нисбатда булиш хамда 
учбурчакларнинг юзини топиш масалаларини келтирамиз.

1-§. Текисликда икки нукта орасидаги масофа

Текисликда Декарт координаталар системаси берилган булсин. Бу 
текисликда А ва В  нукталарни олайлик. Уларнинг координаталари 
мос равишда (jci, у\), (х2, Уг) булсин:

А = А  (лг|, у\), В  =  В (х 2, у 2).
Масала, А ва В  нукталарнинг координаталарига кура шу 

нукталар орасидаги масофани, яъни А В  кесманинг узунлигини 
топишдан иборат (28-чизма).
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А ва В  нукталардан Ох укига 
I  перпендикуляр туширамиз. Уларнинг 
: асосларини А, ва В, билан белги- 

лаймиз. Равшанки,
ОА\= хи О В : =  х2, АА\=у\,

ВВ\ = У2- (•)
А нуктадан Ох укига параллел 

чизик утказиб, унинг ВВ\ билан ке- 
?, сишган нуктасини С билан белгилай- 

миз. Унда
СВ, =  ЛЛ, (2)
A lB l =  OBf-O A i, 

эканини эътиборга

ЛС =  Л ,В  и
булади. 
ВС  =  ВВ, 
лардан

Агар 
- С В  |

28- чизма
олсак, ( 1) ва (2) муносабат-

кеди» чикади.
А С = Х 2 — Х\, В С = у 2— у\ (3)

д Л С В —тугри бурчакли (^ Л С В  =  90°). Пифагор теоремасига 
биноан А В 2̂ =АС2-\-ВС2 булади. (3) муносабатдан фойдаланиб 
А В2= (х 2- х [) 2-]-(у2 — у\)2 тенгликни ва ундан эса

Л В =  д/ (х2— xt) 2+  (у 2—у {) 2 (4)

булишини топамиз. Бу икки нукта орасидаги масофани ифодаловчи 
формуладир.

Хусусан, Л ва В  нукталар абсцисса укида булса, унда Л = Л  (jci,0), 
В  =  В (х2, 0) булиб, улар орасидаги масофа Л В =  д/ (х2— *,) 2 =  
= 1*2—*|| булади.

Л ва В  нукталар ордината укида булса, унда Л = Л (0 , у\), В  =
— В (0, у2) б^либ, улар орасидаги масофа А В — \J (У2— У\) 2 =  
== I У2 у 11 булади.

Агар А ва В  нукталардан бири координата бошида жойлашса, 
масалан Л =  0(0, 0) булса, у х,олда координата бошидан В (х2, у2) 
нуктагача масофа О В=  х\-{-у \ булади.
! М и со л . Ушбу Л (5,3), В  (2, — 1) нукталар орасидаги масофани 

топинг.
(4) формулага кура, бу нукталар орасидаги масофа:

Л В  =  У  (2 - 5 ) 2+ ( ( - 1 ) - 3 ) 2 =  д/9+Тб =  5.

2- §. Кесмани берилган нисбатда булиш.
о’ Текисликда Л (*|. у {) ва В  (х2, у2) нукталарни туташтирувчи АВ  

тУ^ри чизик кесмасини карайлик. Бу кесмада шундай С нукта топиш 
франки, АС  кесманинг СВ кесмага нисбати берилган Я сонга тенг 
бУлсин:

АС
~св (5)
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Изланаётган нуктанинг координаталарини х ва у дейлик: С (х,у). 
Демак, масала А ва В  нукталарнинг координаталари хамда 
к сонга кура С нуктанинг координаталари х ва у ни тонишдан иборат.

А, В , С нукталардан Ох укига перпендикуляр туширамиз 
(29-чизма). Унда ОА,=;х,, ОС\=х, О В {= х 2, А А \= ух, СС, =/у.

В В \ = у 2 булади.
Сунг Л ва С нуктадан Ох укига 

параллел чизиклар утказамиз. 
Уларнинг СС| хамда ВВ\ билан ке- 
сишган нукталарини D ва Е  лей 
лик. Равшанки,
AD =  А\С\ =  ОС | — ОЛ | = х  — х\, 

СС | =  ЕВ ] = у,
C E =  C iB i =  O B i — OC | (6 ,

Л Л | =  DC | =  у \,
CD =  CC | — DCi = у — у\, В Е  =  В В { — Е В ,= у 2— у.

Л£>С хамда С£В тугри бурчакли учбурчакларнинг ухшашлигидан
AD AC CD АС  л .. . /с ,=  булишини топамиз. Агар (о) ва (6) тенглик-СЕ С В ' BE

лардан фойдалансак, у—у |■ X, —-—  =А. келиб чикади. Демак.у2—у
jr,+U2

\+Ь~ у2 — у У=
У\ + 'Ш2
Т+х

Шундай килиб, А В  кесмани I  нисбатда булувчи С нуктанинг 
координаталари:

х ,+  кх2 
1+А ’ У=

yl+ty2
1+Х

Хусусан, С нукта А В  кесманинг уртаси булса, унда АС =  СВ  ва 
А,= 1 булиб, С нуктанинг координаталари х =  — -— , у = — 2—  

булади.

3-§. Учбурчакнинг юзини топиш

Текисликда учта А(х\, у |), В (х 2, у2) ва С (х3, у$) нукталар 
берилган булиб, A BC  учбурчакларни карайлик (30- чизма). Масала 
берилган нукталарнинг координаталарига кура шу ЛйС  учбурчак
нинг юзини топишдан иборат.

Л ,  В , С нукталардан Ох укига перпендикуляр тушириб уларнинг 
асосларинй мос равишда А,, В |, С i билан белгилаймиз. Бунда



О Л I =  дс |, ОВ |= * 2, ОС |=лг3, 
АА\ =у\, В  В  i= i/2. СС\= уз
булиб,

Л | й, =  ОВ | — ОЛ | =jc2 — Xi 
B iC i =  ОС | — ОВ | =  — х2 
Л 1 С| =  ОС | — О А | =  Хз — х,

булади.
ЛЛ |B|B, B B iC iC  хамда Л Л 1С 1С 

трапецияларнинг юзалари S AAiBfB,
S bb^ o S AAiciC учун ушбу

А А | -|- В В  j
S aa r о - Л ,в , = У\+У2 (x.2 — xt)

s s ,+ c c .

АА j -{- CCj
>АА.С.С —

D П  У 2 + У З  . хВ ,с , =  — 2—  (*з— *2)

„  _  Уз +  У\ . ч• Л |С| — --2 (*з— * 1)П| U| и 2

тенгликларга келамиз. Равшанки, ЛВС  учбурчакнинг юзи
+  SfЛ/1,В|В f  °88,С|С  —  S / t ^ C

булади. Юкоридаги (7) тенгликлардан фойдаланиб

(7)

5 д л в с  =  - д К ^  +  г/г) (* 2  — X i )  +  ( 1/3 +  1/2 )  ( * з  — х2) — (Уз +  У\) (х3 — * 1)]

булишини топамиз. Бу берилган учбурчак юзини топиш формуласи- 
дир.



11-БОБ

Т *Т РИ  Ч И ЗИ К  Т ЕН ГЛ А М А Л А РИ

Тугри чизик аналитик геометриящшг мухим тушунчаларидан 
бири. Унга дойр масалаларни урганиш учун аввало унинг тенглама
сини ёзиш лозим булади.

Текисликда Декарт координаталар системаси ва бирор тугри 
чизик берилган булсин. Бу тугри чизикда узгарувчи М =  М (х,у) 
нуктани олайлик. Агар узгарувчи нуктанинг х ва у координаталари 
орасида шундай муносабат (тенглама) топилсаки, уни факат шу 
тугри чизик нукталаригина (нуктанинг координЙталаригина) кано- 
атлантирса, бу муносабат тугри чизик тенгламасини хосил килади.

1-§. T y F p H  ЧИЗИК.НИНГ у м у м и й  тенгламаси
Фараз килайлик текисликда Р  (а\, Ь\) хамда Q (а2, Ьг) нукталар 

берилган булсин. Бу нукталардан баравар узокликда жойлашган 
\М(х. у)\ нукталар тупламини карайлик (31-чизма). Унда

PM  =  QM
булади. Икки нукТа орасидаги масофани топиш формуласига кура 

РМ  =  д/(х — а , )2+  (у — Ь ,) 2 ,

QM =  -\J (х — а 2) 2+  ( у - Ь 2) 2
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булади. Натижада:

V (х — а ,) 2+  (у — Ь ,) 2 =  д/(х— а 2) 2+  (г/ — 6 2) 2 =>

=► (■« — о i) 2+  (У — Ь ,) 2 == (х — а 2) 2+  (у — Ь 2) 2=>- 
=>2(а 2— а х)х +  2(Ь 2— Ь х)у  +  а ?+  Ь ?— а \— Ь \=  О

Агар 2 (а2 — а | )= Л , 2(Ь2 — Ь \ )= В , а\-\-Ь]— а\— Ь\— (2 деб бел- 
гиласак, унда

Лх -{- By  -f- С =  О
тенгламага келамиз. Бу тугри чизикнинг умумий тенгламаси 
дейилади.

А, В, С сонлар тенгламанинг коэффициентлари були,6, улар турли 
кийматларга тенг булганда турли тугри чизиклар х,осил булади. 
Демак, тугри чизикнинг текисликдаги вазияти шу А., В, С сонлар 
билан тулик аникланади.

Энди
Ах +  By  +  С =  0 ( 1)

тенгламанинг баъзи хусусий холларини караймиз.
1°. (1) да С =  0, Аф О , В ф 0 булсин. Бу холда (1) тенглама

Ах +  By  =  0 (2)
куринишни олади. Равшанки, 0(0, 0) нукта (координата боши)нинг 
координаталари бу тенгламани каноатлантир»ади. Бундай тугри 
чизиклар координата бошидан утади. Масалан., 5х — 3у =  0 тенглама 
ифодалаган тугри чизик 32- чизмада тасвирланган.

2°. ( 1) да /1 =  0, В ф 0, С ф 0 булсин. У х.олда (1) тенглама

У

2 2у- 4 = 0

0 X

33- чизма

6 Х * 5 - 0

1 0 X

34- чизма

куринишни олади.
Уни у =  — —

5 В
( 1) тенглама у =  а куринишни олади.

(3)

С" СУни у = ---— куринишда ёзиб, — -= а белгилаш килинса,D О
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Дем.лк, бундай тугри чизикдаги хар бир нуктанинг ординатаси бир 
хил булкб, у а сонига тенг. Бу эса (3) тугри чизикнинг Ох (абсцисса) 
укига параллел булишини билдиради. Масалан, 2у — 4 =  0 тенглама 
ифодалаган тугри чизик 33- чизмада тасвирланган.

3°. (1) .да /? =  0, А Ф 0 , Сф О  булсин. Бу холда (1) тенглама ушбу

Ах —|— С == 0 (4 )

куринишда булади. Кейинги тенгликдан:

г  _
Агар Ь деб белгилаеак, натижада (4) тенглама х — Ь

куринишга келади. Л* +  С = 0  тугри чизикдаги х,ар бир нуктанинг 
абсциссаси бир хил булиб, у b сонига тенг. Бу эса (4) тугри чизикнинг 
Оу (ордината) у\кига параллел булишини билдиради. Масалан, 6.V +  
-f 5 =  0*генглама ифодалаган тугри чизик 34- чизмада тасвирланган.

4°. (1) да В= *С  =  0, А Ф 0 булсин. Бу колда (1) тенглама 
\

Ах =  0, яъни х =  0 (5)
куринишга келади. Демак, (5) тугри чизикдаги х,ар бир нуктаниш 
абсциссаси нолга телг. Бу ордината укини ифодалайди.

5°. (1) да А — С -z-0, В ф 0 булсин. Бу хаада (1) тенглама

By  =  0, яъни у — 0 (6 )

куринишга келади. Демак, (6) тугри чизикдаги хар бир нуктанинг 
ординатаси нолга тенг. Бу абсцисса Укини ифодалайди.

Юкорида айтилганла,одан куринадики, ( I )  тенгламада А ФО. В ф  
ф О, С ф 0 булса, (1) тенглама ифодалаган тугри чизик координата 
бошидан хам утмайди, координата укларига параллел хам булмайди.

Куп холларда тугри чизикнингумумий Ах -f- By  +  С =  Отенгла- 
масига кура унинг текисли кдаги вазиятини аниклаш лозим булади. 
Бунда тугри чизикнинг икки нуктасини аниклаш етарли. Изланаётган 
нукталардан хар бирининг координаталаридан биттасига ихтиёрий 
киймат бериб, бу кийматни' тенгламага куйилади. Натижада бир 
номаълумли тенглама хосил булади ва уни ечиб мос нуктанинг 
иккинчи координатаси топилади. Топилган нукталар оркали утка- 
зилган тугри чизик берилгал тенглама ифодалаган тугри чизик 
булади.

М и с о л . Ушбу

2х — 5;у +  6 =  0 (7)

тенглама билан берилган тугри чизикни ясанг.
Аввало тугри чизикнинг икки нуктасини топамиз. Бу нукталар 

координаталаридан, масалан, .абсциссаларини * | = 0, Хч=  I деб
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■’ оламиз. Уларни (7) тенгламага куямиз. Натижада

2дг-5г/ +  6 =  0, дг, =  0 =>- - 5 у , +  6 =  0 =► «/,=-1 ,

2х— 5t/ +  6 =  0, *2=1 =>■ 2 — Sy2+ 6  =  0 =► У2= ~̂ '

булади. Топилган 0̂, ва ^1, -|-j нукталар оркали тугри чизик 
утказамиз (35- чизма)

2-§. Турри ЧИЗИК.НИНГ бурчак коэффициентли тенгламаси

Текисликда Декарт координаталар системасини олиб бирор тугри 
чизикни карайлик. Бу тугри чизик Оу укидан b га тенг кесма 
ажратиб, Ох укининг мусбат йуналиши билан а  бурчак ташкил этойн 
(36-чизма). ,

Унинг ордината уки билан кесишган нуктасини В, абсцисса 
уки билан кесишган нуктасини А билан белгилайлик. Унда ОВ =  Ь, 
/-ОАВ — а булади.

Тугри чизикда узгарувчи М =  М (х, у) нуктани олиб, ундан Ох 
укига перпендикуляр туширамиз. Бу мерпендикулярнинг Ох уки би
лан кесишган нуктаси М, булсин. Сунг В  нуктадан Ох укига параллел 
тугри чизик утказамиз. Унинг ММ, билан кесишган нуктасини 
Р  дейлик. Натижада тугри бурчакли В РМ  учбурчак хосил булади. 
Равшанки,

В Р =  ОМ, =х, А Р М В ^ а ,
М Р  =  ММ, — РМ , = у — ОВ — у — Ь.

А В Р М  дан -~̂ - =  tg a , яъни =  tg a  булишини топамиз. Кей-

инги тенгликдан эса
y =  ig a - x  +  b (8)

булиши келиб чикади.
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Одатда, турри чизикнинг Ох укининг мусбат йуналиши билан 
ташкил этган бурчагининг тангенсини тугри чизикнинг бурчак 
коэффициент дейилади ва k х,арфи билан белгиланади:

tg a  =  fe.
Натижада юкоридаги (8 ) тенглама

y= k x  +  b (9)
куринишни олади. (9) тенгламани тугри чизикнинг бурчак коэффици- 
ентли тенгламаси дейилади. У иккита параметр k ва b га боглик. 
Тугри чизикнинг текисликдаги вазияти шу параметрлар билан тулик 
аниманади.

М и с о л .  Ушбу у=х-\-2 тенглама билан берилган тугри 
чизикнинг текисликдаги вазиятини аникланг.

Равшанки, бу тугри чизикнинг бурчак коэффициентли тенгламаси 
булиб, бунда:

Ь =  2, fc =  tga =  1 =f* a=-^-.

Демак, берилган тугри чизик ордината укидан 2 бирлик ажратиб 
(ордината укининг (0, 2) нуктасидан утиб) Ох уки билан 45° бурчак 
ташкил этади (37-чизма). Агар (9) тенгламада 6 =  0 булса, унда у —
— kx булиб, тугри чизик координата бошидан утади.

Э с л а т м а .  Турри чизикнинг умумий Ах +  Ву +  С — 0 ( В ф 0) тенгламасидан 
унинг бурчак коэффициентли тенгламасига келиш мумкин:

Ах-{-Ву +  С =  0 =>■ B y — — Ах — С => у = - А . х - £  =►3 п
+  y-k x  + Ь ( к - - ± .  Ь— ± у

3-§. Турри чизикнинг кесмалар буйича тенгламаси

Текисликда Декарт координаталар системасини олиб, бирор турри 
чизикни караймиз. Бу тугри чизик координаталар укларини кесиб, 
абсцисса укидан а =  ОА кесмани, ордината укидан эса Ь =  ОВ 
кесмани ажратсин (38-чизма).
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Каралаётган тугри чизикда узгарувчи М =  М(х, у )  нуктани 
олайлик. Равшанки, О М ,= х, М М ,= у , М \А = а — х. ОАВ хамда

М М  М А
М\АМ  учбурчакларнинг ухшашлигидан — = —V- келиб чикади.ОВ ОА

Демак, ~ =  . Кейинги тенгликдано а

i  + i = '  <10>
булишини топамиз. (10) тенглама ryFpu чизикнинг кесмалар буйича 
тенгламаси  дейилади. У иккита параметр а  ва Ь ларга боглик. Тугри 
чизикнинг текисликдаги вазияти шу параметрлар билап тулик 
аникланади. Масалан, координата укларидан мос равишда 2 ва 
3 бирлик кесма ажрагадиган тугри чизик ( 10) тенглама билан 
ифодаланади (39-чизма).

Э с л а т м а .  Тугри чизикнинг умумий Ах + Ву +  С =  0 {С ф 0) тенгламасидан 
унинг кесмалар буйича тенгламасига келиш мумкин:

Ах +  Ву + С =  0 ~ r y!= l =*

А В

4-§. Тугри чизикнинг нормал тенгламаси

Текисликда Декарт координаталар системасини олиб, бирор тугри 
чизикни карайлик. Координата бошидан бу тугри чизикка туши- 
рилган перпендикулярнинг узунлиги р, шу перпендикуляр билан Ох 
укининг мусбат йуналиши орасидаги бурчак а (а ^ О , а Ф

бУлсин (40-чизма).

Демак, ON =  p, Z .AON  =  а. Тугри чизикда узгарувчи М =  М(х,у) 
нуктани олиб, бу нуктадан Ох укига перпендикуляр туширамиз. 
Перпендикулярнинг асоси A f ,  булсин. Унда

ОМ ,= х, ММ\ = у, ( 11)
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булади. AON хамда BON турри бурчакли учбурчакларда Z.AON = a , 
Z. NOB =  90° - а .

AAON  дан:

0N cos а =>- О Л = - ™ -  =ф- О Л = —р— , (12)
ОА

A B O N  дан:
J W _ P--/nnо _  O.V___;______  ̂ п я ____ Р

о ^Равшанки,

=  cos (90° — а) =>- oa-=sin а  => О В= -— -. <13)

М |Л =  О Д - О М , =  ̂ г - * .  ( 14)

ЛОВ хамда АМ\М  учбурчакларнинг ухшашлигидан 
Д4 Д4 М А——  =  ——  келиб чикади. ( I I ) ,  (12), (13) ва (14) муносабатларни 
OB ОА

- £ — жи cos аэътиборга олсак, кейинги тенглик — -—  =  ----—--- куринишга ке-
sin a cos а

лади.
Бу тенгликдан

х cos a-f-y sin a  — p — 0 (15)

булишини топамиз. (15) тенгламани тугри чизикнинг нормал 
тенгламаси дейилади. У иккита параметр, р ва а ларга боглик. Тугри 
чизикнинг текисликдаги вазияти шу параметрлар билан тулик 
аникланади.

Турри чизикнинг нормал тенгламаси куйидаги хоссаларга эга:
1°. Тенгламада х ва у олдидаги коэффициентлар абсолют киймати 

буйича бирдан катта булмаган сонлардир.
2°. Тенгламада х ва у лар олдидаги коэффициентларнинг 

квадратлари й и р и н д и с и  1 га тенг.
3°. Тенгламадаги озод хад манфий сон. Турри чизикнинг умумий 

Ах-\-Ву-\-С =  0 тенгламасини нормал куринишдаги тенгламасига 
келтириш мумкин. Умумий тенгламани ^озирча номаълум р. (р.^= 
ф 0 ) сонга купайтирамиз:

р.Лл: +  рВ(/ +  цС =  0 (16)
Агар (16) тенгламани турри чизикнинг нормал тенгламаси деб 
айтадиган булсак, унда, равшанки |лЛ=соза, (iB =  sina, \iC— — p 
булади. Бу тенгламалардан топамиз:

(цЛ ) 2-(- (| iB ) 2 =  cos2 a-(-sin2 а =  1 =>
=► И = --- 7 = = f  • (16')± n a 2+ b 2
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, ■ cos а = --- -£_■ s in a = — — ,В..■■.
± \ А ~  + В  ±  У/42 + fi-' ± л! а 2+ В 2

Демак,

— Р =
± ^ а 2 + в 2 '

Натижада берилган Л * -+Вг/+  С =  О тенглама

А , в  . с
—} , * 4-----, „ -----т—  = 0
: \  А В  ±  \  А +  В ± ^ J  А2 +  В 2

нормал тенгламага келади. Одатда (х нормалловчи купайтувчи 
дейилади. Унинг ишораси (1) тенгламадаги С нинг ишорасига 
карама-карши булади.

М и с о л .  Тугри чизикнинг ушбу ~ х + ^ у — 1 = 0  умумий тенг
ламасини нормал куринишга келтиринг.

Аввало нормалловчи купайтувчи ц ни (16') формуладан
фойдаланиб топамиз: ц = --- - 1 — -

Л / Ш Ч 4 У  5

Сунг каралаётган тенгламани ц га купайтирамиз: -|- (J^x +  |-</ — 1)  =

0. Натижада берилган тугри чизикнинг — - =  0 нормал**
5 5 5

тенгламасига келамиз.
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12- Б О Б

Т $ Т Р И  Ч И З И К К А  ОИД M ACAJ1AJ1AP

Биз 11-бобда тугри чизикнинг аналитик ифодаси х ва у ларга 
нисбатан биринчп-даражали тенглама эканлигини курдик ва унинг 
турли куринишдаги тенгламаларини ёздик.

Ушбу бобда тугри чизикка оид масалаларни келтирамиз. Бунда 
масаланинг куйилишига караб тугри чизикнинг у ёки бу куринишда
ги тенгламасидан фойдаланамиз.

1-§. Икки турри чизик орасидаги бурчак

Текисликда икки тугри чизик берилган булиб, уларнинг бурчак 
коэффициентли тенгламалари

y =  k\x +  b\, y =  k2x-\-b2 

булсин. Бунда (41-чизма)

k\ =  tg ai, £2 =  tg a 2-

Масала, шу икки тугри чизик орасидаги /-АВС =  ф бурчакни 
топишдан иборат.

A  A BC  да а 2 ва ф лар ички 
бурчаклар булиб, а\ эса уларга нисба
тан ташки бурчак. Шу сабабли a i =  
=  «2 +  Ф булади. Бу тенгликдан ф =  
=  ai — a 2 булиши келиб чикади.

Агар tg ф =  tg(ot 1 — a 2) =
tg“ i —‘g«2 . , * i, ва tg a i= K i,  tg a 2 =  «2l+ tgar tga2 

булишини эътиборга олсак, унда
л, — k2

(1

эканини топамиз. Бу тенгликдан эса изланаётган ф бурчак 
аникланади.

М и с о л .  Ушбу 5х — (/ +  7 =  0, 2х — Зу+ 1 = 0  тугри чизиклар 
орасидаги бурчакни топинг.
W8ЙС.1



Аввало тугри чизик. тенгламаларини бурчак коэффициентли 
тенгламалар куринишига келтирамиз ва k\, k2 ларни аниклаймиз:

5х — у-\-7 =  0=> y =  bx-\-7, k\=b,
2х — Зу+  1 _ =  ()=► (/ =  -|* +  -у, * 2=-|-

( 1) формуладан фойдаланиб топамиз:
_ _ _ 2

tg ф =  — V  =  1 ^  ф = 450 •
1 + 5 ‘Т

Демак, берилган икки тугри чизик орасидаги бурчак 45° га тенг экан.

2-§. Икки турри чизикнинг параллеллик х,амда 
перпендикулярлик шарти

Текисликда икки тугри чизик берилган булиб, уларнинг бурчак 
коэффициентли тенгламалари

y =  kiX +  b 1, y =  k2x-\-b2
булсин. Бу тугри чизиклар орасидаги бурчакнинг тангенси

k.-k.2
tg Ф =  , , ь ь булади.1 *«2

Агар икки тугри чизик орасидаги бурчак <р=0 булса, равшанки, 
бу тугри чизиклар узаро параллел булади ёки устма-уст тушади.

£ _U
Бу холда -р-Ц— 0 =  0 булиб, ундан k\ =  k2 булиши келиб

чикади.
Демак, икки тугри чизикнинг параллел булиши шарти уларнинг 

бурчак коэффициентларининг узаро тенг булишидан иборат экан:
kx= k 2. (2) 

Агар икки тугри чизик орасидаги бурчак ф =  ^  булса, унда
*,-*2

2

тугри чизиклар узаро перпендикуляр булади. Бу холда , 7̂ - =

=  tg-5-= 00 булиб, ундан 1 k\ ‘ k2 =  0, яъни k\ =  —£. 2
(/г2=  — булиши келиб чикади. Демак, икки тугри чизикнинг

перпендикуляр булиши шарти уларнинг бурчак коэффициентлари 
учун

* , )
тенгликнинг уринли булишидан иборат экан.

(3)
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Масалан, ушбу у== 2х~\~\, у =  2х-\-7 тугри чизиклар узаро 
параллел булади, чунки уларнинг бурчак коэффициентлари (2 ) шарт-
ни каноатлантиради, ушбу у =  Зх-\-2, у = — ]гХ +  8 тугри чизикларО
эса узаро перпендикуляр булади, чунки уларнинг бурчак коэффици
ентлари (3) шартни каноатлантиради.

Э с л а т м а . Умумий тенгламалари

А\Х-\-В\у-\-С\ =0,
АчХ-f- В̂ у -|- С'г = 0

А , 5,
булган тугри чизикларнинг узаро параллсллик шарти —— = ,  перпендиууляр-А2 В2
лик шарги эса А,А-. +  В ,й 2 =  0 булади.

3- §. Берилган нуктадан берилган 
тугри чизиккача масофа

Текисликда бирор Ах-}- Ву +  С — 0 тугри чизик ва бу тугри 
чизикка тегишли булмаган бирор М =  М (х0, уо) нукта берилган 
булсин.

Маълумки, М  нуктадан тугри чизикка туширилган перпендику- 
лярнинг узунлиги М  нуктадан Ах-\-B y -\-С=0 тугри чизиккача 
булган масофа булади. Уни р билан белгилайлик: — (42- чиз
ма).

Аввало берилган Ах-\-Ву-\-С=0 т^ри чизикни нормал кури- 
нишдаги тенгламага келтирамиз. У куйидагича

jccos a- f у sin a — р =  0 (4)
булади. Бу ерда

cos a = ----,А----■- , (5)
±  yj А2 -\-В2

sin a = --- - . (6 )
± V ^ 2+s 

- Р  = ------- 7= = Т  (7 )
±  л !А 24-й

булиб, р—координата бошидан шу туг
ри чизикка туширилгай перпендику- 

лярнинг узунлиги: р =  ОЕ. Сунг М  нукта оркали берилган тугри 
чизикка параллел тугри чизик утказамиз. Унинг нормал тенгламаси 
ушбу

x-cos a-(-j/-sin а  — <? =  0 (8)
куринишда булиб, бунда q — координата бошидан (8 ) тугри чизикка 
туширилган перпендикулярнинг узунлиги: q ^ O F .  Модомики, бу 
тугри чизик М {х„, уо) нукта оркали утар экан, М нуктанинг
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координаталари шу тенгламани каноатлантиради
jt0cos a +  yosin a — </ =  0. (У)

Равшанки,
р =  NM =  EF, O F= O E-\-EF  ( ОЕ =  р, OF=*q).

Демак, р =  q — p. (9) тенгликдан q =  xncos a-KyciSin а ни топамиз. 
Натижада:

p=jcocos a+yoSin a — p. ( 10)
Шундай килиб, биринчидан, берилган тугри чизикнинг тенгламасини 
нормал куринишдаги тенгламага келтириш, иккинчидан, бу тенглама- 
даги х ва у нинг урнига М  нуктанинг координаталари х0 ва у0 ни 
куйиш натижасида берилган нуктадан берилган тутри чизиккача 
булган масофа топилади.

М и с о л .  Текисликда М(5, 2) нуктадан
Зх +  4г/— 12 =  0

тугри чизиккача булган масофани топинг.
Изланаётган масофани (11) формулага кура топамиз:

_  3-5 +  4-2-12 _  J J

У з2 +  42 5

4- §. Берилган нуктадан утувчи тугри 
чизиклар дастасининг тенгламаси

Текисликда Мо (*о, Уч) нукта берилган булсин. Шу нуктадан 
утувчи тугри чизиклар тенгламасини топамиз. Маълумки, тугри 
чизикнинг бурчак коэффициентли тенгламаси 

y =  kx-{-b ( 12)
куринишда булар эди. Айтайлик, бу 
тугри чизик берилган Мо(хп, уо) нукта
дан утсин. Унда нуктанинг координата
лари тугри чизик тенгламасини кано- 
атлантиради:

yn =  kx0 +  b. (13)
(12) ва (13) тенгликлардан

y — y0 =  k( х — хо) (14)
булиши келиб чикади. Кейинги тенглик 

'берилган Мо нуктадан утувчи тугри 
чизик тенгламаси булади.

Равшанки, k нинг гурли кийматларида Mq(x0, уо) нуктадан утувчи 
турли тукри чизикларга эга буламиз. Бинобарин бундай тугри 
чизиклар чексиз куп (43-чизма). Шунинг учун (14) тенгламани 
берилган нуктадан утувчи тугри чизиклар дастасининг тенгламаси 
Дейилади.



Масалан, М 0 (1, 1) нуктадан утувчи турри чизиклар дастасининг 
тенгламаси у — 1 = k (x — 1), яъни kx— у — k -\-1 = 0  булади.

Турри чизиклар дастасидан маълум йуналишга эга булган тугри 
чизикни ажратиш мумкин. Дастадаги бурчак коэффициенти 
булган (Ох уки билан ао бурчак ташкил этган, fco =  tg а 0) тугри чизик 
тенгламаси

y — y0 =  k0(x— xn) (15)
булади. Демак, (15) тенглама берилган нуктадан утувчи ва берилган 
йуналиш буйича тугри чизик тенгламасидир. Масалан, М  (1,2) 
нуктадан утувчи х,амда Ох укининг мусбат йуналиши билан 
45° бурчак ташкил этг.диган турри чизик тенгламаси у — 2 =  
=  tg 45 °- (х — 1), яъни у — дг-t-l булади.

Энди турри чизиклар дастаси
y —yo =  k (x — xo) (14)

дан шундайини ажратиш керакки, у бошка бир берилган Afi (х\, у\) 
нуктадан ^тсин. Равшанки, бу х,олда М\ (jci, у\) нуктанинг 
координаталари (14) тенгламани каноатлантириши лозим:

У\— уо =  к(х\ — х0)

Бу тенгликдан k = ~ — — ни топамиз. Агар k нинг бу кийматиниДГ|— х0

(14) тенгламага куйсак, унда у — у0= — —У- (х — jc0), яъни
*1 ~ хо

У\~Уо *\~хо
тенглама хосил булади. Бу (15) тенглама берилган М о (* о . Уо) хамда 
Afi(jf|, у\) нуктадан утувчи турри чизик тенгламасидир.

Масалан, М0 (1, 1) ва M i (7, 3) нукталардан утувчи турри чизик
тенгламаси яъни х ~ 3^ +  2 =  0 булади.
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13- Б О Б

И К К И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  Э Г Р И  Ч И З И К Л А Р

Мазкур бобда иккинчи тартибли эгри чизиклардан— айлана, 
эллипс, гипербола ва параболаларни келтирамиз ва уларнинг 
хоссаларини урганамиз.

1- §. Айлана

Текисликда Декарт координаталар системасини олайлик. Шу 
текисликда бирор М (а, Ь) нукта берилган булсин. Маълумки, 
берилган М (а, Ь) нуктадан бир хил г масофада жойлашган 
нукталарнинг геометрик урни айлана дейилади (44-чизма). Бунда 
М нукта айлана маркази, г эса айлана радиусидир. Демак, 
айланадаги ихтиёрий Р  (*, у) нуктадан унинг маркази М (а, Ь) гача 
булган масофа хар доим г га тенг. Икки нукта орасидаги масофа
формуласига кура -\J (х — а )2+ (у  — Ь )2=  г булади. Кейинги тенг-
ликнинг хар икки томонини квадратга кутариб топамиз:

I
(jс— а )* + (у  — Ь )2= г 2. (1)

Шундай, килиб айланадаги ихтиё
рий Р  нуктанинг * ва у  координа- 
таларини богловчи тенгламага 
келдик. Бу маркази (а ,Ь ) нуктада, 
радиуси г га тенг булган айлана 
тенгламасидир.

Хусусан маркази координата 
бошида булган айлана тенгламаси

х2+ у 2 =  г2 (2)
куринишга эга булади.

М и с о л .  Маркази (3. 4) нукта
да, радиуси 5 га тенг булган 44-чизма 
айлана тенгламасини ёзинг.

Равшанки, бу >̂ олда а =  3, Ь =  4, г =  5 булади. (1) формуладан 
фойдаланиб изланаётган айлана тенгламаси (х — 3 )2-(-(// — 4)' =  
=  25 булишини топамиз.
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2- §. Эллипс

Текисликда F t(a\, bi), F 2(a2, b2) нукталар берилган булсин. F\ ва 
F 2 нукталаргача булган масофаларнинг йигиндиси узгармас булган 
нукталарнинг геометрик урни эллипс дейилади. Бунда F\ ва F { лар 
эллипс фокусларидир. Демак, эллипсдаги ихтиёрий М(х, у) нуктадан 
унинг фокуслари F \ ва F 2 гача булган масофаларнинг йигиндиси 
узгармас сонга тенг. Бу узгармас сонни 2а билан, F\F2 кесманинг 
узунлигини эса 2с билан белгилайлик. Эллипс тенгламасини келтириб 
чикйриш учун текисликда Декарт координаталар системасини 
куйидагича танлайми^. F\ ва F 2 нукталар абсцисса укида жойлашган 
булиб, координата боши F\F2 кесмани тенг иккига булсин. У холда 
эллипс фокуслари мос равишда ( — с, 0), (с, 0) координаталарга эга 
булади (45-чизМа).

Икки нукта орасидаги масофа формуласига кура 
^/(x +  c )2+i/2-f ~\/(х —  с)'2+ у 2= 2 а  булади. Бу тенгликдан:

а  V  ( ;е +  с ) 2+ У 2 = а 2-\-сх. Кейинги тенгликнинг хар икки томонини
квадратга ошириш натижасида а 2(х2 +  2сх-\-с'2-\-у2)= а*-\-2а2сх-\-
-\-с2х2 хосил булиб, ундан эса

тенгламага эга буламиз.
Равшанки, 2а>2с, яъни а > с  тенгсизлик уринли. Бинобарин, 

а2 — с2 мусбат. Уни b2 билан белгиласак, у холда (3) тенглама

куринишга келади. Бу тенгликнинг хар икки томонини Ь2а2 га булиб 
топамиз:

Одатда (5) тенглама эллипснинг каноник тенгламаси дейилади.

у
nfx.y)

х

F,(-C,0) О гг(с.в) * в,

45- чизма 46- чизма

(а2 — с2) х2 +  а2у2 =  а2 (а2 — с2) (3)

Ь2х2-\-а2у2 =  а2Ь2 (4)

(5)
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■
равшанки, (5) тенгламада х =  0 булса, у =  ± 6, у — 0 булса, х =  ± а  
булади. Демак эллипс абсциссалар укини А (а , О), Л |( — а.О) 
нукталарда, ординаталар укини эса В ( 0, b), B i(0 , — Ь ) нукталарда 
кесар экан (46-чизма). АА\ ва ВВ\ кесмалар мос равишда 
эллипснинг катта ва кичик уклари дейилади. Шундай килиб, 
а — эллипснинг катта ярим уки узунлиги, Ь эса кичик ярим 
уки узунлигидир.

2 С сЭнди е =  —  =  — микдорни карайлик. Уни эллипснинг эксцент
риситета дейилади. Эллипснинг эксцентриситет» унинг шаклини 
ифодаловчи микдордир.

х 2  2М и сол .  Ушбу =  1 тенглама билан берилган эл-IUU «30
липснинг эксцентриситетини топинг.

Каралаётган эллипснинг ярим уклари узунлиги а =  10, Ь — 6 экани
равшан. а2 — с2 =  Ь2, муносабатларни эътиборга олиб топамиз:

с=  д/i00 — 36 = 8, £=-^-=-i. Демак, e = - j.

Э л л и п с н и н г  х о с с а л а р и
I

1°. Эллипс координаталар укига нисбатан симметрик эгри 
чизикдир.

Бу хоссанинг тугрилиги (5) тенгламани х ва у га нисбатан 
ечишдан хосил булган

у =  ± - ^ V a2~ х2 . * = ± у У & 2— у2
муносабатлардан келиб чикади.

2°. Эллипс АВА\В\ тугри туртбурчак ичида жойлашган шаклдир. 
Юкоридаги (6 ) формулалардан: |дг|^а, \у\^.Ь. Бу эса

х* и2— +-^-=1 эллипс АВА\В\ тугри туртбурчакда жойлашганини
о Ь
билдиради.

3°. Агар эллипснинг экспентриситети е — 0 булса, у холда 
(5) тенглама маркази координата бошида, радиуси а  га тенг булган 
айланани ифодалайди.

Хакикатан хам е= 0  булганидан а =  Ь булиб, (5) тенглама дг-f- 
+ у2 =  а2 куринишга келади.

4°. Маркази координаталар бошида, радиуси а  га тенг айланани
Оу уки буйлаб “ марта кисиш натижасида ярим уклари а ва Ь га 

тенг булган эллипс хосил булади. Хакикатан хам, х= х ', y — -j У ' 
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эллипс тенгламасига келади.

3-§. Гипербола
Текисликда /^(ai, Ь ,), F 2(a2, Ь2) нукталар берилган булсин. Бу 

текисликда F\ ва F 2 нукгаларгача булган масофалар айирмасининг 
абсолют киймати узгармас булган нукталарни карайлик. Бундай 
нукталарнинг г^ометрик урни гипербола дейилади. Бунда F\ ва F 2 
гипербола фокурларидир.

Демак, гиперболадаги ихтиёрий М(х, у) нуктадан унинг 
фокуслари F | ва F 2 гача булган масофалар айирмасининг абсолют 
киймати узгармас сонга тенг. Бу узгармас сонни 2а билан белгилай- 
миз.

Гипербола тенгламасини хосил килиш учун Декарт координатала- 
ри системасида Z7, ва F2 нукталарни Ох уки буйлаб координата 
бошига нисбатан симметрии булган с масофада жойлаштирайлик. 
Икки нукта орасидаги масофа формуласига кура:

V  (*  +  с )2-|-У2— У  ( — с )2+ у 2=  ± 2  а 
булади. Бу тенгликдан топамиз:

± а  У  (х — с) 2+ у 2 = сх2— а2.

Кейинги тенгликнинг хар икки томонини яна квадратга кутариш 
натижасида

(с2 — а2)х2 — а2у2 =  а2(с2 — а2) (7)
тенгликка келамиз. с > а  булгани сабабли с2 — а2 айирма мусбат 
булади. Уни b2 оркали белгиласак, у холда (7) тенглама

Ь2х2 —  а2у2 =  а2Ь2 ( 8 )

куринишга келади. Бу тенгликнинг хар икки томонини а2Ь2 га булиб 
топамиз:

4  -  4  = 1 • (9 )а Ь~

Одатда (9) гиперболанинг каноник тенгламаси дейилади. Гипербола 
тенгламасида у =  0 дейилса, х — ± а  булиши келиб чикади. Бу эса 
гипербола Ох уюини А (а, 0), Л, ( — а, 0) нукталарда кесишини 
билдиради. (9) тенгламада * =  0 дейилса у2= — Ь2 булади. Бу эса 
гипербола Оу уки билан кесишмаслигини билдиради.

Л (а, 0) ва Л, ( — а, 0) нукталар гиперболанинг учлари, A A t кесма 
эса унинг уак,ик,ий ук,и дейилади.

Ушбу е =  ~  нисбат билан аникланган микдор гиперболанинг

алмаштириш (кисиш натижасида (2) айлана тенгламаси



эксцентриситеты дейилади. Худди эллипсдагига ухшаш бу ерда 
хам гипербола эксцентриситеты унинг шаклини ифодалайди. с > а
булгани учун е =  -^> 1 тенгсизлик уринлидир.

Г и п е р б о л а н и н г  х о с с а л а р и
Г . Гипербола координата уклариг*! нисбатан симметрик булган 

эгри чизикдир.
2 ° . у = ± —х тугри чизиклар гиперболанинг асимптоталари

булади, яъни бу тугри чизик х нинг чек.сиз катталишиб бориши билан 
гиперболага борган сари якинлашиб боради.

Бу хоссанинг уринлилигини курс^тайлик. Тугри чизик у =  — х 
булган холни караймиз.

Абсциссалари х'^-а булган гиперболада М (х, у ), тугри чизикда 
эса N (ж, г/i) нукталарни оламиз (47-чизма). Унда y =  ̂ y jx 2 — а 2 ,

У\ =  Ь-х чизиклардаги мос М ва N нукталар бир хил абсциссага эга 
булгани учун MN  тугри чизмк Ох укига перпендикуляр булади. 
Демак, M N  кесманинг узунлиги \у\— у\ га тенг. 

х ^ а  лар учун

у , = > 4 " У * 2- * 2

эканлигини эътиборга олсак, унда MN  кесманинг узунлиги:

| MN  | = у , -  у = \ х — Ь- ^ х 2- а 1 =

л/х ■С1г )
ab

Бу муносабатдан х чексиз ошиб борганда M N  кесманинг узунлиги 
нолга интилишини курамиз. .ОД нуктадан у х = ~ х  чизикка туширил-
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ган перпендикуляр асосини Р  нукта билан белгилайлик. У холда 
\МР\ < \М М ] булиб, М Р  кесманинг узунлиги хам нолга интила
боради. Ъуэс.ау\==Ьх тугри чизик гиперболанинг асимптотаси

эканлигини билдиради.
у =  — ~х тугри чи^ик хам гипербола учун асимптота булиши

худди юкоридагидек курсатнлади (48-чизма).
2

М и сол .  Ушбу — — ~ =-1 гиперболанинг эксцентриситети ва

асимптоталарини топинг.
Берилган тенгламада: а =  4, Ь — 3. Бундан с — yja 3 +  Ь 2 =
г--- 1—  с 5=  л/16-1-9 =5, <? = —= — эканини топамиз.v а 4

Юкорида келтирилган 2°-хоссадан фойдаланиб, у =  ±~^х тугри 

х2 и1чизиклар берилган - =  1 гиперболанинг асимптоталари були

шини аниклаймиз.

4- §. Парабола

Текисликда Декарт координаталари системасини олайлик. Бу 
текисликда Оу укига параллел гугри чизик ва бу тугри чизикка 
тегишли булмаган F {а, Ь) нукта берилган булсин. Бу тугри чизик ва 
F  нуктадан бир хил масофада жойлашган нукталарнинг геометрик 
урни парабола дейилади. F  нукта параболанинг фокуси, каралаётган 
тугри чизик эса унинг директрисаси деб аталади (49- чизма).

Парабола тенгламасини хосил килиш учун F  нуктани Ох
уки буйлаб координата бошидан масофада (/?;>0 ) жойлашти-

райлик. Унинг директрисаси эса 
х = — j  тугри чизик булсин. Пара

боланинг ихтиёрий М (х, у) нуктаси
ни карайлик. Икки нукга орасидаги 
масофа формуласига кура

д /(х--2 У+У2= х+ {

булади.
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Бу тенгликнинг хар икки томонини квадратга ошириб топамиз:
у2 =  2рх. (Ю )

Бу тенглама параболанинг каноник тенгламаси дейилади.
П а р а б о л а н и н г  х о с с а л а р и

Г . Парабола Ох укига нисбатан симметрик булган эгри чизикдир.
2°. Парабола координата бошидан утади.
3°. х узгарувчининг кийматлари чексиз ошиб борган сари 

у узгарувчининг кийматлари'хам чексиз ошиб боради.

5-§. Иккинчи тартибли эгри 
чизикларнинг умумий тенгламаси

Биз юкорида'иккинчи тартибли эгри чизиклардан айлана, эллипс, 
гипербола, параболаларни келтирдик ва уларнинг содда хоссаларини 
ургандик.

Агар бу эгри чизикларнинг каноник тенгламаларига эътибор 
берсак, уларни

Ах2 +  2 Вху +  Су2 +  2Dx +  2Ey +  F = 0  (11)
тенгламанинг хусусий холлари эканлигини курамиз.

Х)датда ( 11) тенглама иккинчи тартибли эгри Чизикларнинг 
умумий тенгламаси дейилади.

Ушбу параграфда иккинчи тартибли эгри чизикларнинг умумий 
тенгламасини каноник куринишга келтириш масаласи билан шугул- 
ланамиз. Бу масала координата уктарини алмаштириш:

1) Координата укларини параллел кучириш;
2) Координата укларини маълум а бурчакка буриш натижасида 

хал килинади.

I. К о о р д и н а т а  у к л а р и н и  п а р а л л е л  к у ч и р и ш .
Фараз килайлик, Декарт координаталари системасида М(х,у) 

нукта берилган булсин. Координаталар бошини O '(х0, уо) нуктага 
кучирамиз. Координаталар уклари Ох, Оу лар эса параллел 
кучириш натижасида О'х', О'у' координаталар укларига келсин.
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Натижада янги Декарт координаталар системаси X 'O 'Y ' хосил 
булади. М  нуктанинг координаталари (х, у) ни янги координаталар 
(х\ у ')  оркали ифодаловчи формулани келтириб чикарамиз. Бунинг 
учун Ох укига М М Х, 0 '0 'х, Оу укига эса М М У, 0 '0 'у перпендику- 
лярлар ту ши paw из (50-чизма). М М Х ва М М У чизикларнинг мос 
равишда O V , О'у ' уклар билан кесишиш нукталарини 
М х, ва А1 оркали1 белгилайлик. У холда

х =  О м Х  0 0 ' ,+  OfJM x=  0 0 'х+  0 'М х.= х о+х ' , 
у =  ОМу=  0 0 'у+  0 'уМу=  0 0 'у+  0 'М у.= у  0+ у '

булади.
Шундай килиб, (х, у) ва (х\ у ') нукта координаталари орасида 

куйидаги муносабат хосил булди: х = х 0 +  х', У= У 0 -\~У' ёки х '= х  —
— *о, у '— у —уо- Одатда бу формулалар координата укларини 
параллел кучириш формулалари дейилади.

2. К о о р д и н а т а  у к л а р и н и  б у р и ш .
Оху Декарт координаталар системасини карайлик. Координата 

укларини соат стрел'касига карши йуналишда а  бурчакка бурамиз 
(51- чизма). Натижада янги Ох'у' Декарт системаси хосил булади.

Оху системада М  нуктанинг координаталари (х, у ),  бурип 
натижасида хосил булган Ох'у' системада эса (х', у ') булсин 
М  нуктанинг кутб координаталарини (р, 9) оркали белгилай—
К и Н П Я  К  V T ^  Vi/ IJ  Г ' и / К ч т и я ч  ........... .............  ̂ ---- -*-----------  "

Ш

илик. 
олинган.

хп uji\ianrini iv jiu  лиирдилага^арини (р, Н) оркали Оел
Бунда кутб уки сифатида Ох укининг мусбат ярим уки ..........
(р, 0') сифатида эса яна М  нуктанинг кутб координаталари 
белгиланган булиб, бу холда кутб уки сифатида Ох' нинг мусбат ярим 
уки олинган. Равшанки хар иккала холда хам р=  | О М | булиб, 0 эса 
9' + а га тенг, яъни 0 =  0' -fa.

Равшанки, (51-чизмага каранг),
х = р cos 0, t/ =  p sin 0, x' =  p cos 0', у' — р sin 0', 0 =  0' -fa.

Бу тенгликларни эътиборга олган холда топамиз:
л: =  р cos 0 =  р cos(0' +  a ) =  р (с os 0'cos a  — sin 0'sin a )  =

=  p cos 0'cos a  — p sin 0'sin a  =  x'cos a — y'sin a, 
y =  p sin 0 =  p sin (0'  +  a )  =  p(sin 0'cos a  +  cos 0'sin a )  =

= p  sin 0'cos a  +  p cos 0'sin a  =  x'sin a  +  i/'cos a  .

Демак,

{x =  x' cos a — i/'sin a , 
i/ =  jr'sin a - f  y'cos a

Бу системадан топамиз:
I  x' =  x cos a -\-y sin a ,
\y ' =  — x sin a  +  у cos a . (*)

Одатда (*) формула координата укларини буриш формуласи 
дейилади.

I  х '=  (х— х,

( у  =  (у - у,
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Э с л а т м а .  Умумий холда, координата укларини параллел кучириш ва a  
бурчакка буриш формулалари

x0-\-x'cos <х — у'sin а 
у0 +  -r'sin а  +  i/'cos a  .

:0)cos a +  (у — i/0)sin a. 

y0)cos a — {x — Xq) sin at

системалар билан ифодаланади.
Координата Укларини параллел кучириш ва буриш формулалари каралаётган 

тугри бурчакли координаталар системаси билан бир каторда янги координаталар 
системасини олиш имкониятини беради. Янги координаталар снстемасига утиш (янги 
координаталар системасини куриш) катор масалаларнн хал этишда анча кулай- 
ликларга олиб келади. Жумладан, 2- тартибли эгри чнзикларни синфларга ажратишда 
бу алмаштиришлардан фойдаланилади.

Л е м м а .  Декарт координаталари системасида (11) тенглама 
берилган булиб, АС — В 2Ф 0 булсин. У холда шундай тугри бурчакли 
координаталар системасини танлаш мумкинки, бу системада
( 11) тенглама

А 'х" 2+ С 'у "  2+ F ' =  0 (12)
куринишга эга булади. Бунда А ', С', F ' — сонлар, (jc", у '') эса янги 
системадаги нуктанинг координаталаридир.

И с б о т .  Фараз килайлик, параллел кучириш натижасида 
координата боши 0 '(х п, у0) нуктага утсин. Хосил булган янги 
координаталар системасини О'х'у' оркали белгилайлик. У холда 
нуктанинг (х,у) координаталари янги (х ',у ') координаталар билан

х = х ' +  хп,
У = У ' +  Уо

формулалар оркали (богланади) ифодаланади. Бу алмаштириш 
натижасида ( 11) тенглама куйидаги

Ах' 2+2Вх'у'-\-Су' 2+ 2D 'x ' +  2E'y ' +  F ' =  0 (13)

куринишга келади. Бунда
D' =  Ахо -f Вуо -f D\ Е '=  Вхц-\-Суо~\~ Е\

F ' =  Ax 1+2Вх (Уп-\~ Су о+ 2Dx 0+  2Е у  ,,+ F .
Энди (хо, у о) нуктани шундай танлаймизки, у 

(  Ах 0+  By  0-f D =  0,
\Вх  n-f Су п+ £  =  0 

тенгламалар системасини каноатлантирсин. Лемма шартига кура 
АС — В 2Ф 0 булгани учун (14) система ягона ечимга эга булади.
( Шундай килиб, агар (jc0, i/o) (14) системанинг ечими булса, 
У Холда (13) тенгламада Е ' =  Ъ ' =  0 булиб, у соддарок

Ах' 2+ 2Вх 'у ' +  Су' 2+ F  =  0 (15)
Куринишга эга булади. 131



СУх''у" координаталар системаси О'х'у' координаталар системаси- 
ни а бурчакка буриш натижасида хосил килинган булсин. Равшанки, 
у холда х' , у' координаталар х", у "  координаталар оркали куйидаги 
формулалар билан ифодаланади:

х' == x"cos а — y"sin а, 
y' =  x"s'm a  +  y"sin а.

СУх"у" координаталар системасида (15) тенглама
А'х" 2+  2В'х"у" +  С у "2 +  F  =  О (16)

куринишга эга булади. Бунда
A ' — A cos2a  +  2£ cos a-sin a +  C sin2a  ;

B '=  — A sin a-cos a +  B (cos2a  — sin2a ) +  C sin a-cos a  ,
C' =  A sin2a — 2В  cos a-sin a +  C cos2a  . (17)

Энди a  бурчакни шундай танлаймизки, натижада (16) тенгламада 
В ' =  — A sin a cos a +  В  cos 2a +  С sin а • cos a 

ифода нолга айлансин. Бунинг учун а ушбу
2 В  cos 2a =  (А — С) sin 2a

тенгламанинг ечими булиши етарли. Кейинги тенгламанинг ечими 
А =  С ёки А ф С  булишига боглик.

1-Х о л. А =  С булсин. У ^олда cos 2a =  0 булиб, а сифатида
а= ^-  олинади.4

<2В
2- \ ол. А ф С  булсин. Бу холда tg 2a=-^— — булиб,п — С»

1 2 Вa =  —arctg-^—^  булади.
Шундай килиб, координаталар укини параллел кучириш ва буриш 

ёрдамида иккинчи тартибли эгри чизикларнинг умумий тенгламаси

А ’х" 2+ С 'у "  2+ F ' =  О
куринишга эга булди. Лемма исботланди.

Маълумки (14) тенгламалар системаси ягона ечимга эга булиши 
учун АС — В ‘2Ф 0  шартнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Биз 
леммани исботлаш жараёнида А С — В 2 ифоданинг координаталар 
укини параллел кучириш натижасида ^згармаслигини (инвариантли- 
гини) курдик. Энди бу ифоданинг координата укларини буриш 
натижасида хам инвариантлигини курсатамиз.

(17) формуладан фойдаланиб А 'С ' — В '2 ифодани соддалаштира- 
миз:

А 'С ' — В '2— (A cos2a +  2В  sin a-cos a  +  C sin2a) X  
X  (A sin2a — 2В  sin a-cos a +  C cos2a ) —

— f(C  — /4)sin a-cos a +  fi(cos2a — sin2a ) ]2.
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Кавсларни очиб ухшаш хадларни ихчамлаш натижасида А 'С ' — 
— fi,2 =  /1C(cos2a-)-sin2a ) — B 2(cos2a +  sin2a ) = А С  — В 2 булади. Де
мак, А 'С '- В ,2 =  А С - В 2.

Одатда АС — В 2 га иккинчи тартибли эгри чизиклар у мумий 
тенгламасининг инварианты дейилади.

Бу ифоданинг ишорасига караб иккинчи тартибли эгри чизиклар 
куйидаги уч турга булинади.

1) Агар АС — В 2> 0 булса, эллиптик тип;
2) Агар АС — В 2< 0  булса, гиперболик тип;
3) Агар АС — В 2 =  0 булса, параболик тип.
Энди бу уч холни алохида-алохида баён эгамиз.
1-X о л. Э  л л и п т и к тип.
АС — В 2> 0  булгани учун исбот килинган леммага кура иккинчи 

тартибли эгри чизикларнинг умумий тенгламаси
Ax2 +  Cy2 +  F = 0 (18)

куринишга эга булади. АС — В 2 — А С > 0 булганлигидан А ва С лар 
бир хил ишоралидир. Демак куйидагича уч холдан факат биттаси юз 
бериши мумкин;

а) Р Ф 0 ва унинг ишораси А хамда С нинг ишорасига тескари. Бу 
холда F  ни (18) тенгламанинг унг томонига утказиб, тенгламанинг 
хар икки томонини унга буламиз:

2 2
*—  +  =  1 _ F _  ' _  F

А С

— т > 0, — ^ > 0  эканлигини эътиборга олиб, — ,~ =  а 2, — ^ = Ь 2Л с л с .
2 2

белгилашлар натижасида (--^-=1 тенгламага келамиз. Бу эса
а Ь

эллипснинг каноник тенгламаси эканлиги маълум.
б) Рф О  ва унинг ишораси А хамда С нинг ишораси билан бир хил. 

Бу холда (18) тенглама худди а) холда каралган усул билан ушбу
х2 и2-гг- +  -~ =  — 1 куринишга келтирилади. Одатда бу тенглама мавхум а Ь
эллипснинг тенгламаси дейилади.

в) F  =  0. Бу холда |Л |= а 2, | С\ = с 2 белгилаш натижасида а2х2-\- 
-\-с2у2 =  0 тенгламага келамиз. Бу тенгламани факат (0, 0) нукта 
Каноатлантириши равшандир. а2х2 +  сгу2 =  0 — узаро кесишувчи 
икки мавхум чизик, тенгламаси дейилади.

2- х ол . Г и п е р б о л и к тип.
Бу холда АС — В 2<С0 булгани учун исботланган леммадан фойда

ланиб, иккинчи тартибли эгри чизикларнинг умумий тенгламасини 
яна

Ax* +  Cy2 +  F = 0
кУринишга келтирамиз.

Куйидаги холлар булиши мумкин: !53



a) Р Ф О, у холда F  ни (18) тенгламанинг унг томонига утказиб, 
тенгламанинг хар икки томонини унга булиб топамиз:

Бу эса гиперболанинг каноник тенгламасидир.
б) F  =  0. Бу холда (18) тенглама
а2х2 — с2у2 =  0 ёки (ах — су) ( а х с у )  — О

куринишга эга булади. Бу эса координаталар бошидан утувчи икки 
тугри чизикни ифодалаши равшандир.

3-хол.  П а р а б о л и к  ти  п.
АС — В 2 =  0 булгани учун юкоридаги леммани исботлаш жараёни- 

даги мулохазалардан фойдаланиб координаталар укини а  бурчакка 
буриш натижасида иккинчи тартибли эгри чизикларнинг умумий 
тенгламаси

куринишга келтирилади. Бу тенглама учун В  — 0, демак АС =  
=  0 булади.

Фараз килай'лик, Л =  0, С Ф 0 булсин. Бу холда (19) тенгламани 
куйидагича узгартирамиз:

А х2 +  Су2 +  2£,у +  2Dx +  F  =  0 (19)

ёки

c ( y + Ec ) 2+ 2 D x+  7  = ° ,  бунда Т  = F —

Энди координаталар бошини 0̂, — ^  нуктага кучирамиз, яъни
с

х' =  х, у ' — у-\--£ алмаштириш бажарамиз. Натижада (19) тенглама

яъни

Су' 2+ 2 D x '+  F  = 0
куринишга келади.

Куйидаги хаалар юз бериши мумкин.
а) й Ф 0, у холда (20) тенгламани 

куринишда ёзиб.

(20)

алмаштириш натижасида
C y"2 +  2Dx" =  0 ёки у "2 =  2рх
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тенгламага келамиз (р = — Бу эса параболанинг каноник тенг
ламасидир. ^

б) D =  0 булсин. У холда_Д20) тенглама Су' 2-f F  = 0  кури
нишга келади. Агар С > 0 , F  < 0  (С < 0 , F  > 0 ) булса,
Су' 2+  F  = 0  тенглама

(у' — а) ( у '+  а) = 0  

куринишда булади (а  2 =  Бу эса икки параллел тугри чизикни

ифодалайди.
Агар С ва F  бир хил ишорали булса, у холда

у /2 +  а 2 =  О

тенгламага келамиз. Бу тенглама икки параллел мавхум тугри чизик, 
тенгламаси дейилади.

в) F  = 0  булсин. У холда

У '2 =  О

тенглама узаро устма-уст тушган икки тугри чизикни ифодалайди.
Шундай килиб, иккинчи тартибли эгри чизикларнинг умумий 

тенгламасига оид куйидаги теорема исбот килинди:
Т е о р е м а .  Декарт координаталари системасини иккинчи тартиб

ли эгри чизикларнинг умумий тенгламаси
А х2 +  2Вху +  Су2 +  2Dx+  2Еу +  F  =  0

берилган булсин. У холда тугри бурчакли координаталар системаси
ни шундай танлаш мумкинки, бу системада каралаётган тенглама 
куйидаги каноник куринишлардан биттасига келтирилади:

1) -4  +  =  1 (эллипс),
аГ b 
у? U22) —- -f- -2— =  — 1 (мавхум эллипс), 
а Ь

3) а2х2 +  с2у2 =  0 (икки мавхум кесишувчи чизиклар),
х2 и24) — ---=  1 (гипербола),
о ь

5) а2х2 — с2у2 =  0 (икки кесишувчи чизиклар),
6) у2 =  2рх (парабола),
7) у2 — а2 =  0 (икки параллел чизиклар),
8) у2 -(- а2 =  0 (икки параллел мавхум чизиклар),
9) у2 =  0 (икки узаро устма-уст тушувчи чизиклар).
М и с о л .  Ушбу х2 +  у + 2 у — 10* +  1 = 0  тенгламани каноник

куринишга келтиринг.
Каралаетган тенглама учун А — 1, С =  1, В  =  0 булиб, АС  — В 2>  

> 0  экани равшан. Демак, бу эллиптик типдаги тенгламадир.



* 2 4- у2 +  2у -  10* +1 -(- 25 -  25 =  О,
* 2 -  1 Ох +  25+ у- +  2у -f-1 =  25,

(х — 5 )2+ (г/+ 1 ) 2 =  52.
Бу эса маркази (5, — 1) нуктада, радиуси 5 га тенг булган айлана 
тенгламасидир.

М и с ол . Ушб) --f-j/2 =  a2 айлана тенгламасини кутб координата- 
лари системасида ёзинг.

Маълумки, нук^тёнинг кутб координаталари ва Декарт координа- 
таларини x ^ n fo s  ф, y =  psincp формулалар боглайди. Бундан 
р cos ф+р sifr(p =  a- ёки р =  а эканлигини топамиз. Демак, x2-f-i/2 =
— а~ айлананинг кутб координаталаридаги тенгламаси р =  а кури- 
нишда^булиб, 0 < ф < 2л булади.

Берилган тенгламани куйидагича узгартирамиз:



Ф А ЗО Д А  А Н А Л И Т И К  Г Е О М Е Т Р И Я  Н И Н Г  А С О С И Й  
Т У Ш У Н Ч А Л А Р И  ВА  М А С А Л А Л А Р И

Биз 10— 12- бобларда текисликда аналитик геометриянинг асосий 
тушунчалари ва содда масалалари билан шугулландик. Маълумки, 
бизни ураб турган борлик фазо (уч улчовли фазо) булиб, бизга 
куриниб турган реал жисмлар шу фазода м'аълум бир уринни 
эгаллайди. Фазода уларнинг холатини аниклаш учун худди 
текисликдаги каби Декарт координаталари системаси киритилади. 
Бизга масштаб бирлиги билан таъминла нган узаро перпендикуляр 
хамда битта О нуктада кесишувчи Ох, Оч, Ог тугри чизиклар. 
системаси берилган булсин. Одатда бу система фазода Декарт 
координаталари системаси дейилади ва Охуг каби белгиланади.
О нукта координаталар боши, Ох— абсциссалар ук,и, О,,— 
ординаталар ук,и, О, эса аппликаталар уки  дейилади.

' \  m ! '

Фазода бирор А нуктанинг чатати унинг Ох, Оу, Oz укларг.э 
проекциялари — (х, у, z) учлик билан тула аниклан ади (52- чизмада 
А нуктанинг Ох, Оу, Ог укларга проекциялари х, у, г ва Оху, Оуг, Охг 
текисликларга проекциялари эса Аху, Ауг, Ахг билан тасвирланган). 
Одатда (х, у , z) учлик А нуктанинг координаталари деь'илиб, у н и  
А (дг, у, z) куринишда белгиланади. Бу ерда х — А н у 'К т а н и н г  
а б с ц и с с а с и ,  у — ординатаси, z — эса аппликатасидир.



1-§. Икки нукта ор>асидаги масофа. 
Кесмани берилган нисбатда булиш

Фазода Декарт координаталари системаси ва Л (х\, у\, г\), В  (х2, 
Уг, z2) нукталар берилган. Бу нукталар орасидаги масофани топиш 
масаласи билан шугулланамиз. А ' ва В ' нукталар мос равишда А ва 
В  нинг СЦ текисликдаги проекциялари булсин (53-чизма).

Текисликда икки нукта орасидаги масофа формуласига кура А 'В ' 
кесма узунлиги A 'B ' =  r\J ( * 2— *,) (у 2— у,) 2 булади. А нуктадан
А 'В ' кесмага параллел чизик утка.'зиб, уни В В ' чизик билан кесишган 
нуктасини В  оркалП Оелгилайлик (53-чизма). У холда В В "  
кесманинг узунлиги \z2 — Z\ | га тенг булади. Равшанки, а Л В В "  — 
тугри бурчакли Учбурчак. Пифагор теоремасидан фойдаланиб
А В =  ^ А В "  2-\-ВВ" 2 ни топамиз. Энди А В " =  А 'В ' эканлигини
эътиборга олсак, у холда

A B = ^ j A ' B ' 2- t 'BB" 2 =  л /  ( х 2- х У + ( у 2- у У + (г2- г1)2 
булади. Демак,

А В  = = у  (дс2— лг,)2-f- (у2— t/,)2-f (z2— z ,)2 .

, Бу икки нук,тгл 0ра сидаги масофани х,исоблаш формуласи дейилади.

/ Фазод?. А(х\, >yi, z |) ва В (х 2, У2, г2) нукталарни туташтирувчи АВ  
.есмани карайлик. Бу кесмада шундай С нукта топиш керакки, АС  

чесман’инг СВ  кесмага нисбати берилган А, сонга тенг булсин:
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=  x. Изланаётган С нуктанинг координаталарини х, у , z дейлик.СВ
Берилган А ва В  нукталарнинг координаталари хамда к сон оркали 
С нуктанинг х, у , z координаталари

j ' ^ j r , + u 2 __  У[+Ъ-У-2 __  г ,+ Х г 2
х =  l+ a. • у ~  i+ a. ’ г =  I +  Х.

формулалар билан тонилади. Хусусан, С нукта А В  кесманинг уртаси
б^лса, унда АС =  СВ  ва Х=1 булиб, С нуктанинг координаталари

■*1+*2 У1 + У 2 г|+ г2 х =  — 2— - У =  — у А  * =  —  булади.

2- §. Фазода текислик ва унинг хоссалари
Фараз килайлик, фазода Декарт координаталар системаси, Р(а.\, 

Ь\, С\) хамда Q (a2, ' Ь2, с2) нукталар берилган булсин. Бу икки 
нуктадан бир хил масофада жойлашган нукталарнинг геометрик 
урни текисликни ифодалайди. Бу текисликда ихтиёрий М(х, у, 
z) нуктани олайлик. Икки нукта орасидаги масофани топиш 
формуласига кура

М Р  =  -yj (х — а 1) 'г+ (у  — Ь 1) - + (г  — с1) 2,

MQ =  -\J(x — а2) 2+  (У— Ь2)'*+ {z— С2)2 
булади. Агар M P =  MQ  булишини эътиборга олсак, унда 

■\J (х — а ,)2+  (у — b , )2+  (z — c , )2=

^  (х — а2) 2+  (У — Ь2) 2+  {z Cj) 2 
тенгликка келамиз. Бу тенгликнинг хар икки томонини квадратга 
ошириб топамиз:

a ?  +  f>? +  c 2 —  2а,х — 2Ь,у — 2с,г =  а$ +  Ь$ +  с$ — 2а2х — 2Ь2у  — 2с2г. 
Уни куйидагича

2 (а2 Q|)jt-|-2(62 — Ь \) у -\-2(с2 — С])г +
+  af-j-fc2-f-c2— a2— bj— с2= 0

хам ёзиш мумкин. Энди А = 2 (а 2 — a ,), B  =  2(b2 — b,), C =  2(c2 — ct), 
Z )  =  a2+ & 2+ c 2— а\— b\— с\ белгилашлар киритсак, унда кейинги
тенглик ушбу

Ax +  By +  Cz +  D =  0 Of
куринишни олади. Шундай килиб, узгарувчи М (х, у, z) нуктанинг 
координаталарини богловчи тенгламага келдик. ( I )  тенглама фазода 
Текисликнинг умумий тенгламаси дейилади. Бу ерда А , В, С, 
Ь  узгармас сонлар булиб, улар текисликнинг фазодаги вазиятини 
тула аниклайди.

Энди ( 1) тенгламанинг хусусий холларини карайлик.
1°. А ф О, В Ф 0, С=?ьО, D =  0 булсин. У холда Ах +  Ву +  Сг =
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—О тенглама хосил булиб, бу тенглама билан аникланган текислик 
координаталар боши — О (0, 0, 0) нуктадан утади.

2°. АфО, В Ф 0, й Ф 0, С = 0. Бу холда биз Ах +  Ву-\-D =  
=  0 тенгламага эга буламиз. Бу тенглама билан аникланган текислик 
Оху координаталар текислигида Ах-\-Ву-\-D =  0 тугри чизикдан 
утувчи ва ~

3°. В= холда Ax-\-Cz-\- 0  =
=  0 текис Ax-\-Cz-\-D =  0 тугри

4°. Л = 0 , В ф 0, С ф О, О Ф 0. Бу холда (1) тенглама By-\-Cz-\- 
-J-Z> =  0 куринишга келиб, у Oyz координаталар текислигида Ву-\- 
-\-Cz-\-D — 0 тугри чизикдан утувчи хамда Ох укига параллел 
текисликдир.

5°. /1=0, й =  0, С Ф 0, й Ф О  булсин. У холда (1) тенглама Сг + 
-)-D =  0 куринишга эга булиб, у Оху координаталар текислигига 
параллел.

6°. А =  С =  О, В Ф 0, й ф О  булсин. Бу холда ( I )  тенглама By-1- 
+  £) =  0 куринишга эга булиб, у Oxz текислигига параллел булади.

7°. В  =  С — О, А Ф  О, И Ф  0 булган холда (1) тенглама Ax +  D =  
=  0 куринишга эга булиб, у Oyz текислигига параллел булади.

ламада у =  0, 2 =  0 десак х =  а эканлигини курамиз. Бу эса
(2) текисликнинг Ох укини х =  а нуктада кесиб утишини билдиради. 
Худди шунга ухшаш х =  0, i/ =  0 ёки х =  0, 2 = 0  дейилса, каралаётган 
текисликнинг мос равишда Ог укини г =  с нуктада, Оу укини эса у =  Ь 
nvKT’iда кесишини аниклайди (54-чизма).

1 тенглама текисликнинг кесмалардаги тенгламаси дейилади.

чизикдан

с

2 8°. A — B  =  D =  (), С ф  
Ф 0 булсин. Бу холда (1) тенг
лама Сг =  0=^2 =  0 куринишга 
эга булиб, у Оху текисликни 
ифодалайди.

9°. Л =  C =  D =  0, В Ф  
Ф 0 булсин. Бу холда (1) тенг
лама В у= 0  => у — 0 куринишга 
эга булиб, у Oxz координата 
текислигини ифодалайди.

у

10°. В — С =  D — 0, А ф  
Ф 0 булсин. Бу холда (1) тенг
лама Ах =  0=> х =  0 куринишга 
эга булиб, у Оух координата 
текислигини ифодалайди.

11°. Л^=0. В Ф 0. С Ф 0. О ф
54- чизма Ф 0 булсин. Бу холда (1) тенглама

куринишга келади. Бу ерда а =



Фазода
А \ Х В  $ С \ Z D  ,

А 2Х В  Сp z D ■,== 0 (3)
тенгламалар билан аникланган Т | ва То текисликлар берилган 
булсин. Бу икки текислик параллел булиши учун

____  s i ____ _ £ i ^  1 * \

А 2 ~  В2 ~  С2
шарт бажарилиши зарур ва етарли.

Г, ва Т2 текисликлар узаро перпендикуляр булиши учун эса
Л ,Л2 +  В ,В 2+ С ,С 2 =  0 ( ** )

шарт бажарилиши зарур ва етарлидир.
М и сол .  Ушбу 2х-\-у +  Cz =  0 текислик С параметрнинг кандай 

кийматларида 4х +  2у +  г =  0 текисликка параллел ва перпендикуляр 
булишини аникланг.

Берилган текисликлар учун А\ =  2, Аг =  4, fii =  l, В 2 =  2, Ci =  C, 
C i— 1 эканлигини эътиборга олган холда (*) формуладан фойдала
ниб топамиз: -|-= у=-у=*-С=-^- Шундай килиб, С = — булганда
текисликлар параллел булади.

Энди бу текисликларнинг перпендикулярлик шартининг бажари- 
лишини текширамиз. (* *) формулага кура 2-4+1-2 +  С-1 =  
=  0 булиб, бундан С =  — 10 келиб чикади. Демак, С — — 10 булганда 
каралаётган текисликлар перпендикуляр булар экан.

3- §. Фазода турри чизик, ва унинг тенгламаси

Декарт координаталари системасида
A\x-\-B]y-\-C\z-\-D \ =0,
А 2х -f- В 2у -f- C2z-\- £>2 =  0

тенгламалар билан аникланган Т\ ва Г2 текисликлар берилган 
булсин. Каралаётган бу текисликлар узаро параллел булмасин. 
Равшанки, бу холда улар бирор тугри чизик буйича кесишади. Бу 
турри чизикни ушбу

( ;4 |Х-}- Я  С |Z +  /) | =  0, ^
[ А оХ-|- Воу С 2Z -f- Do— 0

системанинг ечимлари тупламидан иборат деб караш мумкин. Т\ ва Т2
А1 й| Сj

текисликлар узаро параллел булмагани учун тенг-

А ф
ликлар бир вактда бажарилмайди. Фараз килайлик

2 '
булсин. Биз 6- бобдаги 4- § да (3) куринишдаги тенгламалар система- 
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сини ечиш масаласи билан шугулланган эдик. МаълуМки, бу систем.-' 
чексиз куп ечимга зга. Бу ечимларни топиш учун номаълумлардан 
бирини, масалан z нинг тайинланган zо кийматини оламиз. z0 
{.атнашган ва озод хадларни тенгламанинг унг томонига утказиб 
)) системани

( A lX + B ly = — D ] — C lzi), 
I  А -я -f- В  оу =  — Do— CoZ0

куринишда ифодалаймиз. -£-ф

(4)

муносабатни

эътиборга олиб (4) системани х ва у га нисбатан ечамиз:
— Z), — C,z0 S. л, — — (.|20

— 0 2 — С2гп в2 а2 — D., — С2г0

А\ в ,
II

Л, s,

А2 В2 ^ 2 «2

2о га мос ечимларни хп ва у0 оркали белгилайлик. Шундай килиб, 
(3) системанинг (jto, уо, zo) ечимини топдик. Энди го га турли 
кийматлар бериш оркали системанинг колган чексиз куп ечимлагш- 
нинг топилиши равшан. Демак, (3) система ечимлари оркали 
ифодаланадиган тугри чизик нукталарини аниклаш мумкин экан. 
Масала шу тугри чизик тенгламасини топишдан ибера*. Каралаётган 
тугри чизикда М (хо, уо, 2о) нукта билан бир каторда ихч ■! f- i 
г)  нукта олайлик. У холда бу нукталарнинг координата, с ф п  7 ■ Г 
текислик тенгламаларини каноатлантиради:

| А |Х0+  В \Уо~\- С iZ0—|- D | =  0, |  А ,х +  В ty -f- С ,z +  D , ==О,
1 ВоУо~}~ С^о~\- D-2=0\ \ А -\- В  $  С -\- D .= ().

Бу системалардан куйидаги системани хосил ки ..
( A t(x— x0) + B i(y — y0) + C ,(z  — zo) =0, 
[A 2(x — x0) + B 2(y —y 0) + C 2(z — z0) =  0.

fl,
Ф 0 булгани учун бу системани (х— х„) ва (у — у- ' п.

2 2

нисбатан ечиб топамиз:

х — хп =

В\ С,
в2 с2

а 2 в 2

(2 — Zo) , У — У о  =

С, 4,
С2 А,

А2 В о

( г —«о) -  07.

Бу тенгликлардан М  (*о, уо, Zo) ва Р  (х, у, г) нукталардан утувчи 
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куйидаги турри чизик тенгламасига эга буламиз
У— Уо

Т в ; сПГ : Г С| л, А, в, 1
1 в2 с2| 1 с2 а2 а 2 в2\

Бу ерда
I — D\ — С ! z0 я, I — £)| — C,z0 I
1 ^2 С  220 В 2 \ а . —

сч — D2— C 2z 0  1

Ушбу
В,
В-2

С,
с 2

а 2 в 2

/,
С,
с 2

— т ,
А\ В,
Ао Во

=  п

(5)

■белгилашлар ёрдамида охирги тенгликлар
х—х0 _  у —%_ _  z— z0 

I т  п

куринишига келади. Одатда (5) тенглама тугри чизикнинг каноник 
тенгламаси  дейилади.

Агар (5) тенгламада
х—х0 ^  у —у0 Z — 2„

I m п

деб олсак

=  £ -5 -  =  t (/€/?)

x = x 0+ lt, 
y = y n+ m t , 
z — z0-\-nt

тенгламалар системаси хосил булади. Уни турри чизикнинг пара
метрик тенгламаси дейилади, бунда t — параметр.

М и с о л .  Ушбу
f3* +  2(/ +  4 z - l l= 0 ,
\2x-\-y— 3 z — 1 = 0

тенгламалар системаси билан аникланган тугри чизикнинг каноник 
тенгламасини топинг.

Аввало тугри чизикнинг бирор А (хо, Уо, z0) нуктасини топиб 
оламиз. Бунинг учун zo =  1 деб тайинлаб, берилган системадан уо =  2, 
*о=1 эканлигини аниклаймиз. Демак, турри чизикдаги А нукта х0 =  
=  1, у0 =  2, 2 о = 1  координаталарга эга.

Энди
Л ,=  3, В  | = 2, С i =  4;

/42 =  2, В 2=  1, С2= - 3
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сини ечиш масаласи билан шугулланган эдик. МаълуМки, бу смсi --м 
чексиз куп ечимга эга. Бу ечимларни топиш учун номаълумлардан 
бирини, масалан z нинг тайинланган го кийматини оламиз. г0 
катнашган ва озод хадларни тенгламанинг унг томонига утказиб 
(3) системани

( A lx +  B ly = — D ] — C iZn, 

[Л 2к + в 2г/= — D 2— С&о 

А, В ,А. в, (  А, В , \ 
куринишда ифодалаймиз. — ф — l \ф 0  J мун

2 2 \ А 2 В 2 \ /
эътиборга олиб (4) системани х ва у га нисбатан ечамиз:

(4)

ю сабатни

— D, — С (г0 в, л, — Of — С |20

— D2 — С2г0 В2 II —
л 2 — £)2 — С2г0

А х в ,
. У  —

й .

а 2 В 2 А 2 «2

2о га мос ечимларни хо ва у0 оркали белгилайлик. Шундай килиб,
(3) системанинг (х0, г/о, го) ечимини топдик. Энди го га турли 
кийматлар бериш оркали системанинг колган чексиз куп ечимлари- 
нинг топилиши равшан. Демак, (3) система ечимлари оркали 
ифодаланадиган тугри чизик нукталарини аниклаш мумкин экан. 
Масала шу тугри чизик тенгламасини топишдан иборат. Каралаётган 
туFpH чизикда М (х0, г/о, г0) нукта билан бир каторда ихт :
г) нукта олайлик. У холда бу нукталарнинг координата щ.- ; Т
текислик тенгламаларини каноатлантиради:

| А |Х0+  б|(/о+ С |20+  £>! =  0, |  А ,х-|- В ,г/ 4- С |2 +  /),=0,

Бу системалардан куйидаги системани хосил ки ■ ... .
М , ( х — х0) + B t(y — y0) -f*С|(z Zo) =0, 
j  A 2 ( x  —  x 0)  + B 2(y —y 0) + C 2 ( z  —  z 0 )  =  0 .

A\ fl,
A 2 B 2

нисбатан ечиб топамиз:

Ф 0  булгани учун бу системани (л:— л,,j на (у-

Х —  Хп =

А, С, 

В 2 С 2

А 2 В 2

(z z0) , у — у0 =

С, А

с2 А.

А, ~ ё
А2 в.

Zo)

Бу тенгликлардан М  (х0, г/о, Zo) ва Р  (х, у, z) нукталардан утувчи
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т куйидаги тугри чизик тенгламасига эга буламиз
х — х0 У — Уо

N1N

I в. с, I - с, л, л. в,
1 в2 с2\ с2 а2

Бу ерда
I — 0 | C|Zn в. Л\ — D | C|Zn
I —02 -̂2Z0 в2 а2 — D2 — C2z0

Ушбу
С,
С2

С,
С2

т .
A t 
А 2

s2

В\
В 2

=  п

•белгилашлар ёрдамида охирги тенгликлар
•*— Ч  у — уп z — z,о

I (5)

куринишига келади. Одатда (5) тенглама тугри чизикнинг каноник, 
тенгламаси дейилади.

Агар (5) тенгламада
* - *  z y - y о = ^ £ о  { teR)

I
деб олсак

'x = x 0+ lt,
У^ У о+mt,
z  =  z0+n/

тенгламалар системаси хосил булади. Уни TyFpu чизикнинг пара
метрик тенгламаси  дейилади, бунда / — параметр.

М и с ол . Ушбу
( Зх -f- 2 у ~t~ 4 г — 11 =  О,
(2 х^ ~ у  — 3z — 1 = 0

тенгламалар системаси билан аникланган тугри чизикнинг каноник 
тенгламасини топинг.

Аввало тугри чизикнинг бирор А (аго, f/o, zo) нуктасини топиб 
оламиз. Бунинг учун zо =  1 деб тайинлаб, берилган системадан уо =  2, 
•«0=1 эканлигини аниклаймиз. Демак, турри чизикдаги А нукта х0 — 
=  1, i/o =  2, Z o = l координаталарга эга.

Энди
А ,=  3, В [  =  2, С i =  4;

А'2 — 2, В 2 == 1, С2= — 3
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эканлигини эътиборга олиб
лг — х0 У—Уо г ~~го

В, с, с, л, М . в\
fl2 с2 С2 -42 \ А 2

х— 1тенгликлардан изланаетган тугри чизикнинг тенгламаси _ ю =  
у —2 г — I - „— - —  =  ——- куринишда булишини топамиз.

4- §. Фазода текислик ва тугри чизикларга оид масалалар

Биз бу параграфда фазодаги тугри чизик ва текисликка оид баъзи 
бир масалаларни караймиз. Бунда келтирилган тасдиклардан 
айрнмларинигина исботлаймиз.

1°. Н у к т а д а н  т е к и с л и к к а ч а  м а с о ф а н и  т о п и ш .  
Фазода

Ах By  +  Cz +  D =  О
тенглама билан берилган Т текислик ва бу текисликда ётмаган Р  (хо, 
Уо, zo) нуктани карайлик. Р  нуктадан Т текисликка туширилган 
перпендикуляр узунлиги бу нуктадан Т текисликкача масофани 
билдиради. Бу масофа куйидаги

Мх0+ву0+Сг0+О|
Р  =  -----------/ 2 2 2------- ( 6 )\  Л + R + С

формула билан топилади ( ( 6 ) формулани келтириб чикариш мазкур 
китобнинг 12-бобида нуктадан тугри чизиккача булган масофа 
формуласининг исботидаги каби мулохазалар ёрдамида амалга 
оширилади).

М и с о л .  Ушбу Р  (0, 0, 0) нуктадан 1.= 1 текисликка-Z о 4
ча булган масофани хисобланг.

Берилган текислик тенгламасини 6х +  4iy-|-3z — 12 =  0 куринишда 
ёзиб олиб, (6 ) формула ёрдамида топамиз:

П _  16-0 + 4- 0 + 3-0 — 121 _  12 
Р ~  V 36+16 +  9 " ~  V6T '

12Демак, берилган нуктадан текисликкача булган масофа р =  ~~==-
-у 61

булади.
2°. У ч  н у к т а д а н  у т у в ч и  т е к и с л и к  т е н г л а м а с и .
Биз 12- бобда икки нуктадан утувчи тугри чизик тенгламасини 

келтириб чикардик ва ургандик. Худди шунга ухшаш фазода бир 
тугри чизикка тегишли булмаган

Р I (*1, У1, Z i), P i (х2, У2, Z2), Рз (JC3, Уз, Z3)
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нукталардан утувчи текислик тенгламасини келтириб чикариш 
мумкин. Бу тенглама

куринишда булади.

х — x i У ~ У I г — z,
Х 2 Х [ У2 — Уь г2— z, =  0 (7)
Хз— * 1  Уа— У 1 2  — г,

М и с о л .  Ушбу Р | (О, О, 1), Р 2 (О, 2, О), Р л (3, О, 0) нукталардан 
утувчи текислик тенгламасини тузинг.

(7) формулага кура изланаётган текислик
X— О у — О 2 — 1

0 - 0  2 - 0  0 - 1  = 0
3 - 0  0 - 0  0 - 1  

тенглама билан ифодаланади. Бу детерминантни хисоблаб топамиз:
2х -(- Зу 6z =  6.

3°. Ф а з о д а  и к к и  н у к т а д а н  у т у в ч и  т у г р и  ч и з и к
т е н г л а м а с и .

Фазода A (xt. у\, 2t) ва В  (х2, у2, г2) нукталардан утувчи бирор 
туFpn чизик берилган булсин. Бу чизикда ихтиёрий С (х, у , г) нукта 
оламиз (55- чизма). А, В, С нукталар бир турри чизикда ётганлиги 
сабабли уларнинг Оху текисликдаги проекциялари булган А', В\ С' 
нукталар хам бир тугри чизикда ётади. Бундан эса

х — *! У — У I 
*2 —  *\У-2 — У\

.  х - х , y - f , l
=  0 е к и ----- = ------

*2~*\ У2~У I

муносабатларга эга буламиз. А, В , С нукталарнинг Oyz, Oxz 
координата текисликларидаги проекциялари учун хам мос равишда

У -У\  
У 2 У\

z — z, г —г,
г.,—z. г2- г .

тенгликлар уринлидир. Хосил 
булган тенгликларнинг бир 
вактда бажарилишини эьтибор- 
га олиб топамиз:

У~У\

У2~У\
г~ г1 
г , — г

Бу фазода берилган икки нукта 
Дан утувчи турри чизик тенгла 
масидир.

4°. Т у р р и  ч и з и к  Вс 
к и с л и к н и н г  п а р а л л е л -  
л и к  ва п е р п с н д и к у л я р -  
л ‘и к а л о м а т л а р и .

Бизга I
тенгламалар

-  у ~ у°  
т

билан 55- чизма



15-Б О Б

И ККИ Н Ч И  ТА РТИ БЛ И  С И РТЛ А Р

Мазкур бобда иккинчи тартибли сиртлардан — сфера, эллипсоид, 
гиперболоид, конус, параболоид ва цилиндрни келтирамиз ва 
уларнинг хоссаларини урганамиз.

1- §. Сфера

Фазода Декарт координаталар системасини олайлик. Ш у фазода 
бирор М  (а, Ь, с) нукта берилган булсин. М (а, Ь, с ) нуктадан бир хил 
г масофада жойлашган нукталарнинг геометрик урни сфера 
дейилади. Бунда М  нукта сфера маркази, г эса сфера радиусидир.

Демак, сферадаги ихтиёрий Р (х, у, z ) нуктадан унинг маркази 
М (а, Ь, с) гача булган масофа хамма вакт г га тенг. Фазода икки 
нукта орасидаги масофа формуласига кура

У  (х — а ) 2+  (у — Ь)*+~(г — с )2= г

булади. Бу тенгликнинг хар икки томонини квадратга кутариб 
топамиз: . ,

(x — a )2-\-(y — b )2+ (z  — c)'2 =  r2. ( 1)
Шундай килиб, сферадаги ихтиёрий нуктанинг х, у, z координатала
рини богловчи тенгламага келдик. Бу тенглама маркази (а, Ь, 
с) нукта, радиуси т га тенг булган сфера тенгламасидир. Агар сфера 
маркази координата бошида, яъни а =  Ь =  с =  0 булса, у холда унинг 
тенгламаси

х2 +  у2 -j-г2 =  г2 (2)
куринишга эга булади.

2- §. Эллипсоид

Биз мазкур китобнииг 13-бобида иккинчи тартибли эгри 
чизикларнинг каноник тенгламалари ва уларнинг содда хоссаларини 
ургандик. Жумладан маркази координата бошида, радиуси г га тенг 
булган айланани Оу уки буйлаб сикиш натижасида эллипс ва унинг 
тенгламасини хосил килиш мумкинлигини курдик. Ушбу параграфда 
биз шу усул билан эллипсоид тушунчасини киритиш ва унинг 
тенгламасини келтириб чикариш билан шугулланамиз.

Сферани узаро перпендикуляр учта йуналиш буйича текис
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деформациялаш (чузиш ёки сикиш) натижасида хосил булган сирт 
эллипсоид дейилади.

Бизга ушбу
•*2+ y 2 +  z2 =  r2 (3)

тенглама билан аникланган сфера берилган булсин. Фараз килайлик 
юкорида кайд этилган деформация Ox, Оу, Oz уклари буйлаб мос 
равишда k\, k2, kj (6; > 0, /= 1, 2, 3) коэффициентарга эга булсин 
(Ох, Оу, Oz уклари буйлаб мос равишда ku k2,k 3 марта чузиш ёки 
сикиш амалга оширилсин). Бу деформация натижасида эллипсоид 
хосил булиб, сферанинг М (х, y,z) нуктаси эллипсоиддаги М ' (х, у, г) 
нуктага утади. Агар нуктанинг деформациялашдан кейинги янги 
координаталарини (X,Y,Z ) билан белгиласак, X =  k\x, Y =  k2y, Z =  k ẑ

X Y Zифодаларга эга буламиз. Бу тенгликлардан х — ~ ,  у =  -, z =  —  

булиб, уларни (3) тенгламага куйсак,

— +  — +  — =  г2k2 k* k2 к  | к >2 к  з

тенгламага эга буламиз. Агар a =  k\r, b =  k2r, c — kir белгилашлар 
киритсак, ушбу

„2
(4)t  -2 

Ь2 с"
J L . + J L + .£L= iJ2 I .2 ' „2 1

тенглама хосил булади. (4) тенглама эллипсоиднинг каноник 
тенгламаси дейилади. а, Ь, с сонлар эллипсоиднинг ярим ук,лари деб 
аталади (56- чизма).

Э л л и п с о и д н и н г  х о с с а л а р и
х2Фараз килайлик Декарт координаталари системасида - у - 1-
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+  -2оЧ— «■= 1 тенглама билан аникланган эллипсоид берилган 
6 с

булсин.
1°. Эллипсоид координата укларига нисбатан симметрикд'ир.
2°. Эллипсоид координата укларини: Ох укини (а, 0, 0), ( — а, 0, 

0) нукталарда, Оу укини (0, Ь, 0), (0, — Ь, 0) нукталарда, Ог укини 
эса (0, 0, с), (0, 0, — с) нукталарни кесади.

3°. Эллипсоиднинг \z =  h) текислик билан кесишмаси эллипс булиб,
х2 и2 А2унинг тенгламаси 1--- - куринишга эга булади.
а Ь с

3- §. Параболоид
Охг текисликда ушбу

х2 =  2pz, у =  0 (5)
тенглама билан берилган параболани карайлик. Бу параболани 
Oz уки атрофида айлантиришдан хосил булган сирт параболоид
(айланма параболоид) дейилади.

Энди параболоид тенгламасини келтириб чикариш билан шугул- 
ланамиз Параболоидда ихтиёрий М (хо, уо, Zq) нукта олиб, бу 
нуктадан Ог укка перпендикуляр z =  Zo текислик утказамиз. Бу 
текислик (5) тенглама билан берилган параболоидни N(x°, 0°, z°) 
нуктада кесади»(57- чизма).

М  ва N нукталарнинг бир горизонтал текисликда ётганини 
эътиборга o;icaK CN =  CM  эканлигини, яъни уларнинг битта айлана 
радиуси булишини топамиз. Демак,

х0=  У-^о+Уо (6)

муносабат уринлидир. Бу тенгликни (5) тенгламага куйсак, 
jeg-f y l= 2pza булади. Демак, параболоиддаги ихтиёрий нуктанинг 
координаталарини богловчи

х2 у2 =  2pz (7)
тенгламага келамиз. Одатда (7) тенглама айланма параболоиднинг 
каноник тенгламаси дейилади.

Биз юкорида баъзи бир геометрик шаклларнинг хусусиятларига 
караб уларнинг тенгламаларини келтириб чикардик ва асосий 
хоссаларини ургандик.

Энди геометрик шаклларни уларнинг тенгламалари оркали 
таърифлаб, айрим хоссаларини келтирамиз.

2 2
Ушбу 2г = - т + - т  тенглама билан аникланган сирт эллиптик 

а b
параболоид дейилади.

х2 и2Гиперболик параболоид деб, 2г =  —5-+-^-тенглама билан аник

ланган сиртга айтилади.

i/2 z 2
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1°. Ушбу х2-\-y2—2pz тенглама билан берилган айланма 
параболоид Ог укига нисбатан симметрикдир.

2 2 .
2°. 22 =  “ + ^  тенглама билан берилган эллиптик параболоидни

а Ь
{г =  Л > 0) текислик билан кесиш натижасида ушбу

П а р а  б о л о и д н и н г  х о с с а л а р и

7  + - ? “ 2л
эллипс хосил булади.

х2 и13°. 2z — — ----j  тенглама билан берилган гиперболик парабо-
ь

2 .2
лоидни (z =  h) текислик ёрдамида кесилса, кесимда —---- = 2  h

а Ь~
гипербола хосил булади.

4-§. Гиперболоидлар

Ушбу

Z  +  Z _ . i i = 1
а2 +  ft2 с2

тенглама билан аникланган сирт бир паллали гиперболоид дейилади. 
Бу ерда а, Ь, с гиперболоиднинг ярим укларидир.

Ушбу

Z  +  Z _ Z = _ ,
о2 +  Ь2 с2

тенглама билан аникланган сирт икки паллали гиперболоид деб 
аталади.

Г и п е р б о л о и д н и н г  х о с с а л а р и
2 2 2

Г .  Ушбу ------=» =  1 тенглама билан берилган бир
а Ь с

паллали гиперболоидни z =  h текислиги -%■ -j- +  1 эллипс
аг ft с

буйлаб кесади. Жумладан, h =  0 га энг кичик эллипс мос келиб, 
|Л| усиши билан унга мос эллипс хам катталашиб боради (58-чиз
ма).

2°. Ушбу ---V  =  1 гиперболами 0 «  текисликда Ог уки атро-
а с

2 2 2
фида айлантиришдан ~  ------ 5- =  1 гиперболоид хосил була-

а Ь Г
ДН- U.I
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3°. Ушбу j L  +  А  _  А 2 =  I ________

тенглама билан берилган бир 
паллали гиперболоидни у =  \Н\Ф 
Ф Ь  текислик билан кесиш нати
жасида гипербола хосил булади. 

y = \ h \ — b б^лгаи холда ке-
симда — + — = 0  ва — — - =  0а ' с а с
тугри чизиклар хосил булади.
Худди шунга ухшаш |А |= а булса,
кесимда = 0, — — =  ОЬ ' с ь с
т^гри чизиклар хосил булади.

4°. Бир паллали гиперболо- 
иднинг хар бир нуктасидан иккита 
TyFpH ЧИЗИК утаДИ. 58- чизма

Одатда бу тугри чизиклар гиперболоиднинг ясовчилари дейилади 
(59-чизма).

59- чизма

5°. Икки паллали гиперболоидни z =  h текислик билан кесиш 
натижасида кесимда

** . г
г

—  4- -г- =  —---1
а2 ^  Ь2 -2

эллипс хосил булади (60-чизма). Агар \h\Cc  булса, каралаётган 
сирт {z =  h} текислик билан кесишмайди.
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Ушбу
5- §. Конус

тенглама билан аникланган сирт конус деб аталади.
Х о с с а л а р и

Г . Агар Р  (jc0, уо, 20) нукта конусга теги шли булса, у холда шу 
нуктадан утувчи

х =  хпt, y = y 0t, z — zat, (/£/?)
турри чизик хам конусга тегишли булади (61-чизма).

Одатда бу чизиклар конус ясовчилари дейилади.
2°. Агар конусни z — h текислик билан кессак, кесимда 

дс2 . у2 А2—j  +  -Zj — —г  э л л и п с  хосил булади. 
а b с

3°. Конусни {jc =  /г} ёки [у — h) текисликлар билан кесиш ёрдамида 
кесимда гиперболалар хосил булади.

62- чизма

6- §. Иккинчи тартибли сиртларнинг умумий тенгламаси

Биз аввалги параграфларда иккинчи тартибли сиртларнинг 
каноник тенгламалари ва хоссаларини ургандик. Агар бу тенглама- 
ларга эътибор берсак, уларнинг

Ax2 +  By2-\-Cz2 +  2Dxz +  2Eyz +  2Fxy-\-px +  qy+ rz  +  £ =  0 (8 )
куринишдаги тенгламанинг хусусий холлари эканлигини курамиз.
(8 ) тенглама иккинчи тартибли сиртларнинг умумий тенгламаси 
дейилади.
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Агар (8 ) тенгламанинг чап томони F  (х, у, г) оркали белгиланса, 
у холда уни

F  (х, у, г) = 0  (9)
куринишда ёзиш мумкин.

Демак, умуман айтганда иккинчи тартибли сиртлар F  (х, у, 
z) — 0 иккинчи даражали алгебраик тенглама билан аникланади. 
Худди текисликдаги каби, бу ерда хам (8 ) тенгламани каноник 
куринишга келтириш масаласини хал этиш мумкин.

Агар 2-тартибли сирт тенгламаси F  (х, у, z) — 0 да узгарувчи 
лардан бирортаси иштирок этмаса, бундай сирт цилиндрик сиртни 
ифодалайди. Масалан, цилиндрик сирт F  (х, у) =  0 тенглама билан 
берилган булсин. Уни геометрик тасвирлаш учун F  (х, у) =  0 чизик 
графиги чизилиб, унинг хар бир нуктасида Ог укига перпендикуляр 
чизик утказилади. F  (х, у) = 0  тенглама куринишига караб иккинчи 
тартибли цилиндрлар куйидаги турларга булинади:

1°. Ушбу
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тенглама билан аникланган сирт эллиптик цилиндр дейилади
(62- чизма).

2°. Ушбу

тенглама билан аникланган сирт гиперболик цилиндр дейилади
(63-чизма).

3°. Ушбу г
у2 — 2рх

тенглама билан ифодаланган 
сирт эса параболик цилиндр 
дейилади (64-чизма).

64- чизма



16- Б О Б

BEK T O P J1 A P

Математика, механика ва физиканинг катор булимларида 
кесмаларнинг бирор йуналишини тайинлаб караш анча кулай- 
ликларга олиб келади.

Одатда йуналтирилган кесма вектор дейилади ва А В  ёки а, b 
каби белгиланади. 65- чизма йуналтирилган А В  кесманинг А нук- 
таси унинг бошлантч нуцтаси, В эса охирги нук,таси дейилади. 
А В  кесманинг узунлиги векгорнинг узунлиги дейилиб, |ЛВ| каби 
белгиланади.

Бошлангич ва охирги нукталари устма-уст тушган вектор ноль 
вектор дейилади ва б ёки 0 каби белгиланади.

Битта тугри чизикда ёки параллел чизикларда ётган а ва 
Ь векторлар коллинеар векторлар дейилади. Шуни таъкидлаш 
лозимки, коллинеар векторлар бир хил йуналишга эга булиши шарт 
эмас.

66- чизма

Бир хилйуналишга эга булиб, узунликлари тенг булган иккита 
коллинеар а ва Ь векторлар тенг векторлар дейилади ва а =  Ь каби 
белгиланади.

66- чизмада а =  Ь , а ф с , с ф Ь  эканини куриш кийин эмас.
Ушбу бобда фазода векторлар ва уларнинг хоссалари урганилади. 

Аслида текисликда хам вектор тушунчаси киритилиб, уларнинг 
хоссаларини урганиш мумкин. К,уйида келтириладиган барча 
тасди^лар текисликда хам уринлидир, ь

А

а

6
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1-§. Векторлар фазоси. 
Векторлар устида арифметик амаллар

Агар а векторнинг бошлангич нуктаси координаталар боши билан 
устма-уст тушган булса, унинг охирги нуктаси фазода бирор 
М нуктани аниклайди. Ва аксинча, фазодаги хар кандай М нуктага 
ОМ вектор мос келади. Демак, бундай векторлар туплами билан уч 
улчовли фазодаги М (х, у , г) нукталар уртасида узаро бир к,ийматли 
мослик уринли булиб, бу уч улчовли /?3 фазога векторлар фазоси хам 
дейилади. Шундай килиб, а вектор узининг координаталари (лг, у ,
г) билан аникланади ва а = (х , у , z) каби белгиланади.

Векторлар фазосида а =  (х, у, г), Ь=  (х\ у', z') векторлар ва а  
скаляр сон берилган булсин. Куйидаги (х +  х', у-\-у', z +  2 ')  вектор 
а ва Ь векторларнинг UufuhOucu дейилади ва а-\-Ь каби белгиланади. 
Демак,

а-\-Ь= (х +  х\ у +  у', z +  г')-

а ва Ь векторларнинг айирмаси деб, (х — х ',у  — у', z — z') векторга 
айтилади ва а — Ъ каби белгиланади. Демак

а — Ь — (х— х', у — у', z — z')- ■
а векторнинг а  сонга купайтмаси ушбу (ах, а у, az) вектор билан 

аникланади, яъни
а-а =  (ах , а  у, az).

Векторлар устида киритилган амалларга нисбатан куйидаги хоссалар 
уринли:

1°. а-\-Ь — Ь-\-а (коммутативлик хоссаси).
2°. а+ (6 -|-с) =  (а  +  Ь ) -f-с (ассоциативлик хоссаси).
3°. а + 0  =  а.
4°. Х.ар кандай а вектор учун шундай b вектор мавжуд булиб, 

а +  6 =  0 булади.
12—513 • 177

I



b вектор а га тескари вектор дейилади ва — а каби белгиланади.
5°. a(a-\-b) =aa-j-ab,

(а  +  р)а =  ао-|-Эа (дистрибутивлик хоссаси).
6°. a(P-a)  =а$а.
Бу хоссаларнинг исботи бевосита таърифдан келиб чикади. Эн п 

векторлар йигиндиси, айирмаси ва а сонга купайтмасининг геометрик 
маъносини карайлик. Бизга а=  (х, у , г) ва 6 =  (*', у ', z') векторл 
берилган булсин.

а векторнинг охирги нукгасига b векторнинг бЬщлапп 
нуктасини параллел кучириб куяйлик. Унда b векторнинг слир 
нуктаси бирор С нуктани аниклайди. (67-чизма). Х,осил булг.Т' 
ОС вектор а ва b нинг йигиндисини ифодалайди, яъни ОС— ( v-f- у 
у +  у\ z +  z').

а — Ь векторни геометрик тасвирлаш учун а — 6 =  а-(-( — /• 
тенгликдан фойдаланамиз (68- чизма).

а -а векторни тасвирлаш учун а > 0  ва а < 0  булган холл'арпн 
алохида караймиз.

а > 0  булганда а - а  векторнинг йуналиши а  вектор йуналиил 
билан бир хил булиб, унинг узунлиги |a a |= a |a | га тенгдир.

Агар a >  I булса, а  вектор а  марта чузилади, а  С  I булса, а марта 
кискаради. Агар а < 0  булса, а а  нинг узунлиги \аа\ =  !а| • |а| булиб. 
унинг йуналиши а га тескари булади (69-чизма).

2- §. Векторнинг проекцияси, йуналтирувчи косинуслар

Фазода a — Ati вектор ва йуналтирилган / тугри чизик берилгак 
булсин (70-чизма).

а векторнинг бошлангич нуктаси ва охирги нуктасидан / га 
перпендикуляр туширамиз. Бу перпердикулярнинг / чизикдан 
ажратган кесмасини А\В\ оркали белгилайлик. А\В\ кесманин; 
узунлиги а векторнинг / чизикдаги проекцияси дейилади ва

пр,а =  пр;ЛВ
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каби белгиланади. Агар А\В± векторнинг йуналиши / нинг йуналиши 
билан бир хил булса, пр,Лб А\В\ нинг узунлигига тенг: пр,А В  =
=  |Л|б,| акс холда эса пр, Л В =  — |Л булади. Масалан, 70-чиз- 
мада пр а мусбат ишорали, пр Ь эса манфий ишорали булади. 
Равшанки, а векторнинг / укка .проекцияси скаляр микдор 
булиб, бу микдор а нинг /?3 фазодаги холатига боглик эмас. Агар 
а векторнинг бошлангич нуктаси / тугри чизик устига кучирилса, 
а вектор билан / тугри чизик орасида а  бурчак хосил булиб, бу а 
бурчак а векторнинг / тугри чизикка нисбатан o fu u i бурчаги 
дейилади.

а векторнинг ofhlu бурчаги ва / укка проекцияси орасидаги 
куйидаги муносабатнинг уринлилигини куриш кийин эмас:

пр,а=  |а|cos а . (1)

Агар а, р, у лар мос равишда а =  (х, у , z) векторнинг Ох, Оу, Ог 
укларга нисбатан огиш бурчаклари булса, у холда

*= |a |co sa , г/ =  | а | cos р, z= |a |co sv
тенгликлар уринлидир.

Одатда, cos a, cos р, cos у лар а векторнинг йуналтирувчи 
косинуслари дейилади.

/= (cos a, cos р, cos у) векторнинг узунлиги бирга тенг булиб 
(бирлик вектор), унинг йуналиши а нинг йуналиши билан устма-уст 
тушади.

3- §. Векторларнинг скаляр купайтмаси

Бизга а =  (х, у , г) ва 6=  (х', у ', z') векторлар берилган булсин. 
Ушбу

хх'-\-yy’ +  zz'

сон а ва Ь векторларнинг скаляр купайтмаси дейилади ва ab ёки (а, Ь) 
каби белгиланади. Демак,

аЬ =  хх'+  у у '+  zz'.

М и с о л .  Ушбу а =  (0, !, 2), Ь =  (3, 0, 5) векторларнинг скаляр 
купайтмасини топинг.

Юкоридаги хх'4-уу' +  zz' =  ab формулага биноан ab =  0*34-I X  
Х04-2-5=10 булади. Демак, aft =  10.

С к а л я р  к у п а й т м а н и н г  х о с с а л а р и

1°. ab =  ba.
2°. a (ab) =  (аа)Ь.
3°. a(b +  c) = ab +  ac.
4°. ab =  |a|npj>.
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1°  — 3°- хоссаларнинг исботи бевосита таърифдан келиб чикади.
4°- хоссани исботлаш учун Ь векторни учта вектор йигиндиси 

куринишида ифодалаймиз: Ь — (х', у', г') =  (х', 0, 0) (0, у', 0 ) +  (0,
О, z ')= b i+ b 2 + b3- Унда праЛ =  пра6 | +  прв62+ пр063
(|а(пр</>= lalnp^i-j- |a|np,/i2+  \a\npj>3) булиб,

n p ^ ^ x 'co s  а , 
nPa*2=</cOS Р ,
npa63= 2/cos v

тенгликларга эга буламиз. Бу ерда cos a, cos р, cos у лар а векторнинг 
йуналтирувчи косинусларидир. Энди

x = |a |cosa , г/ =  |a |cos p, z= |a |co sv
тенгликларни эътиборга олиб топамиз:

| а | npjy =  хх7 +  уу' +  zz' =  ab.
5°. ab=  |а| • |6 | =cos илЬ.
Бу тенгликни исботлаш учун 4° — хоссадан фойдаланамиз: ab 

6 =  |a|npafc. ( 1) формулага кура пр</>= 16|cos а булиб, бундан эса
ab=  \a\ •Ifclcosafe эканлиги келиб чикади.

6°. a-a =  |a|2.
7°. а вектор b векторга перпендикуляр булиши учун ab =  

=  0 тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

4- §. Векторларнинг вектор ва аралаш купайтмалари

Бизга а — (х, у, z) ва Ь — (х', у', z') векторлар берилган булсин. 
Ушбу

( \ у 2
2 X X У I

VI У’ *
» z' х' 1 х' у' I

вектор а ва b нинг вектор купайтмаси дейилади ва [ab] каби 
белгиланади. Демак,

[аЬ]
- (1 у ,

Z X

Я)-
=  (yz' — zy', zx' — xz', xy' — yx'). 

В е к т о р  к у п а й т м а н и н г  х о с с а л а р и .  
1°. \ab]=-\ba]
2 °.  [ ( Х а ) 6 ] = Л [ а Н  [ а ( М ) ]  =  * И 1 ,  Х 6 R 
3°. [a(6+c)]=[a&J+[acJ, •

[(a + £>)cj=lacj+l*cj.
180



Бу хоссаларнинг исбстги вектор купайтма таърифидан бевосита келиб 
чикади.

[а^] =  0 булиши учун а ва b нинг коллинеар булиши з , р  ва 
етарлидир.

а ва b векторлар берилган булсин. а ва b нинг вектор купайтмаси 
[аб] нинг киймати 71-чизмада тасвирланган параллелограмм юзи 
5 =  | а 116 i sin ф га тенг.

Бизга учта а, b ва с векторлар берилган булсин. Ушбу [ab]c ифода
а, Ь, с векторларнннг аралаш купайтмаси дейилади ва abc каби 
белгиланади.

М и с о л .  Ушбу а — (1, 3, 0), Ь =  (2, 0, 1), с— (0, 1, 2) векторлар- 
нинг аралаш купайтмаларини топинг.

И ]= (3 - 1 - 0 - 0 , 0-2— 1-1, 1 • 0— 3*2) = '(3, - 1 , - 6 ) .  
а Ь с = {3, — 1. — 6)(0, 1, 2 ) =3 - 0 — М — 6-2= — 13.

5- §. Векторлар назариясининг баъзи татбиклари
Биз мазкур бобнинг бошланишида векторларнинг катор маса- 

лаларни хал этишда анча кулайликларга олиб келишини таъкидла- 
ган эдик. Мазкур параграфда ана шу масалалардан баъзи бирларини 
келтирамиз.

1. Ф а з о д а  н у к т а д а н  т у г р и  ч и з и к к а ч а  м а с о ф а н и  
т о п и ш .

X — Хп у — U.) Z — - -
' Бизга уш б у--- = ------- = --- тенгликлар билан берк ,;анJ  J  l m n

L турри чизик ва M(x\, У\, Z\) нукта берилган булсин. М нуктадан 
L тугри чизиккача булган масофа р{М , L ) ни топиш масаласини 
К а р а й л и ^

Агар a — (l, т ,  п) векторнинг бошлангич нуктасини L да ётувчи 
бирор Му нуктага куйсак, унинг No учи L да ётади. Бундан 
курииадики, изланастган р (М, L) масофа а — (1, т ,  п) ва М 0М ~
== (jc, — jco, г/i— Уо, z, — zo) векторлар оркали курилган паралле
лограмм баландлигидан (72- чизма) иборатдир.



а ва ММц векторларнинг вектор купайтмасини карайлик.
Маълумки, | [а Л Ш п]| микдор чизмада тасвирланган паралле

лограмм юзига тенг. Иккинчи томондан параллелограммнинг юзи 
асос узунлиги |а| ва баландлиги р нинг купайтмасига тенглигини 
эътиборга олсак, |а| *р =  |[(а-А/М0]|муносабат уринли булади. Бун
да н эса

VI У\~Уо г , - г 0 | 2 I г , - г 0 х ,- х 0 I 2 I * | - * 0 У\~Уо
I / ' Iт  п I I п / I I /  т

V*2+m2+n2
формула келиб чикади.

2. Ф а з о д а  и к к и  т у г р и  ч и з и к  о р а с и д а г и  б у р ч а к .
х дг, y — y t Z — г, X—х2 у —у2 г — г2

Бизга — -— = ---- = -----хамда — — = ----- = ----- тенг-/| т , «| 12 т 2 п2
ликлар билан ифодаланган L\ ва L 2 чизиклар берилган булсин.

Берилган L чизикка параллел ёки унда ётувчи а вектор (\а\Ф
=5̂=0) L  чизикнинг йС/налтирувчи вектори дейилади.

х—х0 У—Уо 2  — г0 „(/, т .  п) вектор L: — —  ̂ - тугри чизикнинг иунал-
тирувчи векторидир. L, ва L 2 чизиклар орасидаги бурчаклардан бири 
булган ф бу чизикларнинг йуналтирувчи а\ =  (/1, т |, п.\), a2=  (12, т 2, 
п2) векторлари орасидаги бурчакка тенгдир. Иккинчи бурчак эса 
180° — ф га тенглиги равшан.

Скаляр купайтманинг 5°-хоссасидан фойдаланиб топамиз:
V 2 + mlm2 + nlrt2cos ф ==

V  Р\ +  т ]  +  п] У  ti +  ml +  n

Бу формула фазода икки тугри чизик орасидаги бурчакни топиш 
формуласидир.
3. Ф а з о д а  н у к т а д а н  т е к и с л и к к а ч а  б у л г а н  м а с о ф а .

Фараз килайлик, фазода М  (jci , у,, z 1) нукта ва Т: Ax +  By +  Cz-\- 
-\-D =  0 текислик берилган булсин (73-чизма).

Аввало координаталар боши О нуктадан текисликкача булган 
масофани топайлик. Бунинг учун О нуктадан Т текисликка 
перпендикуляр р векторни караймиз. р векторнинг Т текислик билан 
кесишган нуктаси координаталарини (х2, г/2, z2) оркали белгилаймиз.

Равшанки, р=р-п0, бунда п0 бирлик вектор. (х2, у2, z2) £Т 
эканлигини эътиборга олиб топамиз:

АХ2 -(- By2 -f- Cz2 -f- D =  0.
Ax -f- By  -f- Cz -j- D =  0.

A (x - X 2)-\-B(y — y2)+ C (Z  — Z2)= U . (1)
(1) тенглама а = ( Л ,  В, С ), b = (x  — x2, y —y2, z — z2) векторлар 

оркали
ab =  0 (2)
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скаляр купайтма шаклида ёзилиши равшандир.
Ихтиёрий L  (х, у , г) 6 Т учун Ь векторнинг бошлангич нуктаси 

/Уда, охирги нуктаси L  да булишини эътиборга олсак, (2) ифодадан 
аА-Т эканлиги келиб чикади.

Демак, а ва п векторлар коллинеар булиб, п =  Ха тенглик 
уринлидир. ON вектор хам п га коллинеар булганлигидан б  N =  
=  ца тенглик уринли булади.

Энди N нукта Т текисликда ётишини эътиборга олиб топамиз
Ах2 -j- B y 2 Ч- Cz2 D =  О,

Л-цЛ +  fi-M. fi +  C-M. C +  D =  0.
Охирги тенгламадан:

______0_ _  _  _D_
а 2+ в 2+ с 2 . u j 2

Демак,

| ш  =  lu lla l

ц нуктадан Т текисликкача булган р масофани топиш учун 
ОМ векторни п га проекциясини караймиз. Равшанки, J jp  =  ОЯ
— U N  булиб, пр„-jVP =  rip„ ОМ — np,;0/V 
тенглик уринлидир.



Шундай килиб,
Axi + B y ,+ C z l +  D

р =  пр nN P  =  - ■ ■■ ■ (3)
V-d +s +с

формула хосил булди.
4. И к к и  т е к и с л и к н и н г  п а р а л л е л л и к  ва 

п е р п е н д и к у л я р л и к  а л о м а т л а р и .
Фазода иккита

Т А\Х-\- В\у -(- C\Z-\- D i= 0,

Т2: А 2х-\- В 2у C2z-\- D2 =  0

текисликлар берилган булсин. Биз юкорида а\ — (А\, В\, С\) ва а2 =  
=  (Л2, В 2, С2) векторларнинг Т\ ва Т2 текисликларга перпендикуляр 
эканлигини курдик. Бундан а, ва а2 векторларнинг перпендикулярлик 
ва параллеллик аломатлари Т\ ва Т2 текисликларнинг хам мос 
равишда параллеллик ва перпендикулярлик аломатлари булишини 
курамиз. Демак, Т\ ва Т2 текисликлар параллел булиши учун 
fa,, a2] =  0 шартнинг, перпендикуляр булиши учун эса (а,, а2 ) =  
=  0 шартнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Бу шартлар 
А\ Й1 с \-д~ — ~ ~  =  0 хамда /4|/42-(-fiiS2 +  C|C2 =  0 куринишда ифо- 

даланиши равшандир.
5. Т у г р и  ч и з и к  ва т е к и с л и к н и н г  п а р а л л е л л и к  

ва п е р п е н д и к у л я р л и к  а л о м а т л а р и .
Фараз килайлик, фазода ушбу

У-Уо (4)

тенглама билан аникланган L  тугри чизик хамда

Ах By  -f- Cz -f- D =  0 (5)
тенглама билан ифодаланган Т текислик берилган булсин. Маълумки,
(5) тенглик а= (/ , m, п ) вектор билан (х—х0, у — уч, z — z0) 
векторнинг коллинеарлик шартини ифодалайди. _Демак, а — (/, т ,  
п) вектор L  учун йуналтирувчи вектор булиб, а нинг бошланГич 
нуктасида ётса, бу вектор тулик L да ётади (74-чизма).

L тугри чизикнинг Т текисликка параллеллик ва перпендику
лярлик шартлари а — (I, т ,  п) ва £>=(Л, В , С) векторларнинг 
параллеллик ва перпендикулярлик шартларига эквивалентдир.

Демак, А1 +  Вт-\-Сп =  0 тенглама L тугри чизикнинг Т те-
A B Cкисликка параллеллик шартини, — = —= — эса перпендикулярликL m п

шартини ифодалайди.



6. Ф а з о д а  и к к и  т у г р и  ч и з и к н и н г  п а р а л л е л л и к  
ва  п е р п е н д и к у л я р л и к  а л о м а т л а р и .

‘ ,  х - х ,  у - у х г-г, х - х 2 у - у 2 г - г 2
Бизга ушбу — -— = -----= -----  ва — -— = -----= — -—  тенг-

1\ "1| «| 1-2 Щ-2 п-

ламалар билан аникланган L, ва L 2 тугри чизиклар берилган булсин. 
Бу тугри чизикларнинг параллеллик ва перпендикулярлик шартлари 
уларнинг а, =  (/i, т и п\) ва а2 =  (/2, т.2, п2) йуналтирувчи векторлари 
оркали ифодаланади. Шундай килиб, бу икки тугри чизикнинг узаро 
параллеллик ва перпендикулярлик шартлари мос равишда:

I - т .  п. '
~У =  — -= —  ва /,/2- (- т |т 2+П|П2==0 .

К II 

П1

я к



М А Т ЕМ А Т И К  А Н А Л И З

17- Б О Б

Н А Т У РА Л  А Р Г У М Е Н Т Л И  Ф У Н К Ц И Я  Л И М И Т И

Функция лимити математик анализнинг мухим тушунчаларидан 
бири. Даставвал содда холни, натурал аргументли функциялар 
(сонлар кетма-кетлиги)нинг лимитини караймиз.

1-§. Сонлар кетма-кетлиги тушунчаси
Биз мазкур китобнинг 2- бобида функция тушунчаси билан 

танишган эдик. Энди, хусусий холда, аникланиш сохаси натурал 
сонлар туплами jV = {1, 2, 3, ...( дан иборат булган функцияларни 
(натурал аргументли функцияларни) караймиз.

Айтайлик, N тупламда бирор f (n ) функция берилган булсин. Бу 
функция кийматларини х„ билан белгилаймиз:

f (n )= x „  (,)
(/(1 )= *1. /(2) =Х2, f (3) ==лг3, ..., f(ri)=Xn, ...).

Каралаётган функция кийматларидан ташкил топган ушбу
* 1, *2, х3, ..., хп, ...

туплам сонлар кетма-кетлиги дейилади.
Масалан,

с) 3 4 п 1
r Т ’ ~з ’ ' ‘ ’’ ~7Г~’ ■ • •

сонлар кетма-кетлиги

f(n ) (я= 1 . 2, 3, ... )

функциянинг кийматларидан ташкил топгандир.
(1) кетма-кетликни ташкил этган х„ (п — 1, 2, 3 ...) сонлар унинг 

уадлари дейилади: jq — кетма-кетликнинг биринчи хади, х2 — кетма- 
кетликнинг иккинчи хади ва хоказо, хп — кетма-кетликнинг п- хади 
(ёки умумий хади). (1) кетма-кетлик кискача хп ёки {дг„} каби 
белгиланади.

Куп холда кетма-кетликларнинг умумий хади формула билан
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ифодаланади. Унинг барча *адларн шу формула оркали топилади. 
М и с о л л а р .

1 х = —• 1 — — —‘ " п *• 2' 3......  п..............
2. хп — п\ 1, 2, 3...... п.............
Q у. -  ___ L  (-1 )"п и ’ «.2» л9> •••» о-у •...2 г  з2 л
4. * „= 1 : 1, 1, 1...... 1, ...
5. xn= a q n~ а, а?, а«Д aq"~\
Бирор {*„}:

Х\, Х-2, х3, ... , х„, ...

кетма-кетлик берилган булсин.
1- т а ъ р и ф. Агар шундай узгармас М сон мавжуд булсаки, {*„} 

кетма-кетликнинг хар бир хади шу сондан катта булмаса, яъни 
VngyV учун

х „ ^ М
твнгсизлик уринли булса, {дг„| юкоридан чегараланган кетма-кетлик 
дейилади.

2- т а ъ р и ф. Агар шундай узгармас m сон мавжуд булсаки, {x„j 
кетма-кетликнинг %ар бир j(ади шу сондан кичик булмаса, яъни 
VnZN  учун

И  Хп^ГП
тенгсизлик уринли булса, { х„) куйидан чегараланган кетма-кетлик 
дейилади.

3- т а ъ р и ф. Агар кетма-кетлик хам куйидан, х;ам юк,оридан 
чегараланган булса, яъни шундай узгармас m ва М  сонлар 
топилсаки, Vn£N  учун

т ^ х п^ .М
тенгсизликлар уринли булса, {*„} чегараланган кетма-кетлик дейила
ди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу хп=  I +  —3-:П"

1 +  1, \ + ~  1+тр •••• -
кетма-кетлик юкоридан чегараланган, чунки ихтиёрий п 6N  учун

2 (М =  2)
тенгсизлик уринли.

I I \ *
2. Ушбу хп=  -— I---:



кетма-кетлик куйидан чегараланган, чунки V n (;N учун

(т =  — —)ХП^ J

тенгсизлик уринли.
3. Ушбу хп= - гГ

П — - Я2- !
• 4’ 9......  „2 ’ -

кетма-кетлик чегараланган, чунки V « 6 vV учун
0 <  хп<  1

тенгсизликлар уринли.
4- т а ъ р и ф. Агар {х„| кетма-кетликнинг уадлари куйидаги

*i ... ..
(Х| <jc2< *3<  ... <•*■„<...)

тенгсизликларни к,аноатлантирса, яъни Vn£N учун
л 5̂ : Хя + I (*л< .*п-н)

булса, {*„} усувчи (к,итъий усувчи) кетма-кетлик дейилади.
5- т а ъ р и ф. Агар {а' „ |  кетма-кетликнинг х,адлари куйидаги

Х\ ... ^  х„ ^  ...
( * |  > * 2 > Х з >  ... > Х п > .  .)

тенгсизликларни к^ноатлантирса, яъни У n^N  учун
Хп'^%п+\  (*л -£/t+I )

булса, (х„) камаювчи ( к^атъий камаювчи) кетма-кетлик дейилади.
Усувчи (к,атъий усувчи), камаювчи (к,атъий камаювчи) кетма- 

кетликлар монотон кетма-кетликлар дейилади.

'■ “ "СОЛ- У “ «У * .=  7Г?Г т- !• !• "  « Т г  -
кетма-кетликнинг усувчи эканини курсатинг.

Бу кетма-кетликнинг
п /1+1

я = 3 ! « + 1  ’  Х п + ' ~ ~ П  +  2

Хадларини олиб, х„+, — х„ айирмани караймиз:
, 1_ /1 +1  п ___  1

х п + 1 х п „ 1 <i _ l 1 — т г т/1 +  2 /г+1 (/I +  I ) ( я + 2 )

Равшанки, учун -7 — 7-777— r s r > 0 .]  ( я  +  1) ( я  +  2)

|1)#£



Демак, V«€N  да хп+,— лгя>0, яъни * „< * „+ 1  булади. Бу эса бе
рилган кетма-кетликнинг усувчи (хатто катъий усувчи) эканини 
билдиради.

о v  к 11 21 3! п!2- м и с о л. Ушбу хп= — : у ,  ... — , ...

кетма-кетликнинг камаювчи эканини курсатинг.

Бу кетма-кетликнинг х„= хп + ,= —— — хадларини олиб,п (п + 1)" +
уларнинг нисбатини караймиз:

(/г+ D1
*„+!_  (п + 1)<',+ |> (Я+1Ц и" _ /  n У1_/. 1 у

_л!_ (л+1) (л + |> л! \п+ 1/ \ л+ 1/
п”

Равшанки, ихтиёрий /г6 Л/ да ( l — д j  <1 булади. Демак, 

п + | < 1. Бу тенгсизликдан эса х „> х я + , (V « 6 N) келиб чикади.х
Демак, кетма-кетлик камаювчи экан.

Фараз килайлик, {х„| ва {i/„} сонлар кетма-кетлиги берилган 
булсин:

хп: х\, х2, х3, ..., х„ , ...,
У п : У\,У2 , У э......Уп.......

Куйидаги
Х\ +  </|. Х2-\-У2, Хп-\-уп, ....

Х\— у \ ,Х 2 —  у 2......Ха —  Уп, ...

кетма-кетликлар мос равишда {*„} ва \у„} кетма-кетликлар йигиндиси 
хамда айирмаси дейилади ва |хп-\-у„], {х„—уп| каби белгиланади. 

Ушбу
Х\-У\, Х2-У2, .... Хп-Уп, ...

кетма-кетлик {*„) ва [у„] кетма-кетликлар купайтмаси дейилади ва 
(х,1-ул} каби белгиланади.

Куйидаги

Ъ .......  Т " ’- {Укф 0. Л = 1. 2. ...)У | У 2 Уп

кетма-кетлик {*„} ва \уп\ кетма-кетликлар нисбати дейилади ва

fe} каби белгиланади.

2- §. Сонлар кетма-кетлигининг лимити

Аввало нуктанинг атрофи тушунчасини келтирамиз. Бирор 
а нукта (сон) хамда ихтиёрий мусбат е сони (V e > 0 ) берилган



булсин. Ушбу (а — е, a-fe )  интервал а нуктанинг атрофи (е 
атрофи) лейилади (75- чизма). Равшанки, е турли кийматларга тенг 
булганда а нуктанинг турли атрофлари хосил булади. Масалан, а =
= 1 нуктанинг e=-j атрофи ( l — 1 интервалдан, яъни

( т ’ т )  интеРвалдан; а =  0 нуктанинг е = -̂ - атрофи ( — jV’lV )  
интервалдан иборат.

Бирор {*„}: jci, хг, хз, .... х,„ ... кетма-кетлик хамда бирор а нукта 
(сон) берилган булсин. Бу кетмакетликнинг хадлари а нуктанинг 
бирор атрофига тегишли буладими, тегишли булса, нечта хади 
тегишли булади — шуларни аниклаш кетма-кетликнинг лимити 
тушунчасини киритишда мухим роль уйнайди. Мисоллар келтирай- 
лик:

у шбу хл= ± ^ :  1, - ±  ±  - ±  ... кет

ма-кетлик ва а =  0 нуктанинг ( — атрофини карайлик. Бу 
кетма-кетликнинг

1 I 1 „ 1 1X | 1, Х‘> 2 > *3 £» %4  ̂, Х§ ^

хадлари а нуктанинг ( —
а-е a a*t атрофига тегишли булмайди.

75-чизма Берилган кетма-кетликнинг х6
хадидан, яъни 6- хадидан бошлаб кейинги барча хадлари шу атроф
га тегишли булади.

Агар а =  0 нуктанинг ( — атрофи олинса, унда х„=
( — 1) я+|~ кетма-кетликнинг 11-хадидан бошлаб кейинги барча

хадлари шу ( — ĵ -, ~^) атрофга тегишли булади.
Агар а =  0 нукт^йКнг ( —2, 2) атрофи олинса, унда берилган 

кетма-кетликнинг барча хадлари шу ( — 2, 2 ) атрофга тегишли 
булади.

2. Ушбу * „= (  — 1)" : — 1, 1, — 1, 1, ... кетма-кетликни хамда 
а= | нуктанинг ( l — ^, 1+ у ) ,  яъни атрофини караймиз.
Бу кетма-кетликнинг

*2=1, *4=1, *6=1, .... *2*=1.

хадлари, яъни жуфт номерли барча хадлари -|Л атрофга те
гишли булади. Берилган кетма-кетликнинг

Х/= — 1, * :)=  — 1, *5=  1, •••> *2*+!'= •••
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хадлари, яъни ток померли барча хадлари г )  атрофга те
ги шли булмайди.

Равшанки, * „= (  — 1)" кетма-кетликнинг бирор хадидан бошлаб
кейинги барча хадлари а = 1  нуктанинг (   ̂ атрофига тегиш-

j  ли булавермайди.
3. Ушбу хп =  п: 1, 2, 3, ..., п, ... кетма-кетликни хамда а — 

1 —2 нуктанинг (2—4, 2+4) яъни (—2, 6 ) атрофини карайлик. Бу 
■жтма кетликни нг

*1= 1, *2 =  2, *3= 3, *4 =  4, *5 =  5
' ха/1лари (—2, 6 ) атрофга тегишли булиб, 6- хадидан бошлаб колган 

барча хадлари шу атрофга тегишли эмас. Агар а =  О нукта олинса ва
унинг ( — )  атрофи каралса, унда берилган х„ =  п кетма-
кетликнинг битта хам хади шу атрофга тегишли булмаслигини 
курамиз.

Юкори да келгирилган мисаплардан куринадйки, бирор нукта 
а I !' )■■■• :i кетма-кетликнинг чекли сондаги хадлари тегишли булиши, 
б ; хадидан бошлаб кейинги барча хадлари, жумладан кетма- 
кетликнинг барча хадлари (чексиз сондаги хадлари) тегишли 
булиши, битта хам хади тегишли булмаслиги мумкин экан.

Бирор {,v„j кетма-кетлик хамда бирор а сон берилган булсин. 
щ 6-т а ь р и ф. Агар а нуктанинг ихтиёрий (а — г, а +  е) атрофи 
Г С Vу > 0) олинганда %ам {*„} кетма-кетликнинг бирор хадидан бошлаб, 
|  и на -; парча $адлари шу атрофга тегишли булса, а сон {х„| кетма- 

г-т tu-\nu№ лимити дейилади ва
\imx„—a (ёки limx„ =  a ёки х„-+а)
П~* оо

чгч Ое >гиланйди.
; ; ,1 кетма-кетликнинг бирор хадидан бошлаб кейинги барча 

•у: а нуктанинг ихтиёрий (а —г, а +  е) атрофига тегншлилиги, 
И , . он олинганда хам шундай натурал п0 сои топилиб, барча 
> /(,, УЧ\ н 

Ш ь а — е < х „< а  + е 
I  текгсл микларнинг уринли булишидан иборатдир.

Равшанкки,
а — г< х п<.а-\-го— г< х п — а < t o |х„ — а\ < е.

’ пма-кетликнинг лимитини куйидагича таърифлаш хам мумкин.
Ш/ г а ъ р и ф. Агар Ve> 0  сон олинганда х,ам шундай натурал 

Щ  топилсаки, барча п > п 0 учун
\х„ — а\ < е

> нгсизлик бажарилса, а сон {*„) кетма-кетликнинг лимити дейилади.
1-ми сол. Ушбу *„=-„-: 1, 4-, ...... Т> -  кетма-кетликнинг4’ 9’ п- 

1ити а —0 эканини курсатинг.
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Бунинг учун аввало ихтиёрий мусбат е сон олинади. Сунг бу сонга 
кура шундай натурал сони топилишини к^рсатиш керакки, 
берилган кетма-кетликнинг по — хадидан кейинги барча хадлари 
куйидаги

| Л - 0 | < е  (2)п
тенгсизликни каноатлантирсин. Одатда бундай по натурал сонни 
(2 ) тенгсизлик бажарилсин деб, ундан фойдаланиб топилади:

Г  у — 0 |  < е = £ — ^  < « = ► « » >  1=^ п > — у—
п2 п2 е V K

Агар натурал по сонни !_ дан катта килиб олинса, унда барча
V е

п>п.о учун

бинобарин,

1 -^ -— 01 < в  п
тенгсизлик бажарилади.

Шундай килиб, ихтиёрий s> 0  сонга кура п0 натурал сон 
топилдики, барча п>по учун

П

тенгсизлик бажарилди. Бу эса, таърифга биноан 0 сони хп=  -Ц
п

кетма-кетликнинг лимити эканини билдиради:

lim-^-=0.
«-►оо п

2- м и с о л. Ушбу хп=  ( — 1)": — 1,1, — 1, 1..... ( — I к е т м а -
кетликни карайлик. Х.ар кандай а нинг ихтиёрий атрофи, жумладан

(а — а Н—зг) атрофи олинса, кетма-кетликнинг бирор хадидан
О О

бошлаб кейинги барча хадлари шу атрофга тегишли булмайди. 
. Бинобарин, а берилган кетма-кетликнинг лимити эмас. Берилган 

кетма-кетлик лимитга эга эмас.



Агар {х„\ кетма-кетликнинг лимити 0 га тенг булса,
lim хп=0,

п-*-оо

у холда (jc„( чексиз кичик микдор дейилади.

Масалан, х „= ~  кетма-кетлик чексиз кичик микдор булади, 
чунки

lim—= 0.
П-+-00 П

Бирор [*:„} кетма-кетлик берилган булсин. Агар хар кандай мусбат 
М сон берилганда хам шундай rio£N сон топилсаки, барча п>По учун

\хп\> М

тенгсизлик уринли булса, {*„} кетма-кетликнинг лимитини оо деб ка- 
ралади ва

lim*„=oo ёки х„—>- оо
П -+  оо

каби белгиланади.
Агар хар кандай мусбат М сон берилганда хам шундай Яоб/V 

сон топилсаки, барча п > п 0 учун
хп> М  (хпС —М)

тенгсизлик уринли булса, {*„} кетма-кетликнинг лимити + оо ( — оо ) 
деб каралади.

Масалан, хп=  ( — \)п• п: — 1, 2, —3, 4, ..., ( — 1)" п, ... кетма- 
кетликнинг лимити оо булади, чунки

Uni =  I ( — 1) л-«| — п

булиб, хар кандай мусбат М сон олинганда хам шундай натурал п сон 
топиладики, п > М  булади.

Агар {*„} кетма-кетликнинг лимити чексиз
lim*„= оо,
П—*~ ОО

булса, у холда {хп} чексиз катта микдор дейилади.
Масалан, хп =  п кетма-кетлик чексиз катта микдор булади, чунки

limn= оо.
л-*-о о

8- т а ъ р и ф. Агар {*„} кетма-кетликнинг лимити чекли сон 
булса, уни як,инлашувчи кетма-кетлик дейилади.

Агар кетма-кетликнинг лимити чексиз ёки кетма-кетлик лимитга 
эга булмаса, уни узо^лашувчи кетма-кетлик дейилади.

Энди кетма-кетликнинг якинлашувчилигини ифодалайдиган тео- 
ремаларни келтирамиз.
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1 - т е о р е м а .  Агар |дся( кетма-кетлик усувчи булиб, юкоридан
чегараланган булса, у якинлашувчи булади.

И с б от. [х„] кетма-кетлик усувчи булиб, юкоридан чегараланган 
булсин. Кетма-кетлик юкоридан чегараланган булгани учун барча 
хадларидан тузилган \хп\ туплам хам юкоридан чегараланган булади. 
Унда I- боб, 2- § да келтирилган теоремага кура бу тупламнинг аник 
юкори чегараси sup {jc„} мавжуд булади:

sup {х„)=а.

Демак, учун
(3)

ва V e > 0  сон олинганда хам кетма-кетликнинг шундай дг^хадито- 
пиладики,

х%> а — г (4)
тенгсизлик бажарилади.

Шартга кура {*„} кетма-кетлик усувчи. Шунинг учун п > п 0 
булганда

хп> х % (5)

булади. Натижада (3), (4) ва (5) муносабатлардан 0 < а  — хп< г, 
яъни |хп—а\ тенгсизлик келиб чикади. Бу эса

\imxn= a
П-* ОО

эканини билдиради. Демак, {*„} кетма-кетлик якинлашувчи. Теорема 
исбот булди.

2- т е о р е м а. Агар {дс„} кетма-кетлик камаювчи булиб, цуйидан
чегараланган булса, у якинлашувчи булади.

Бу теорема юкоридаги 1-теоремага ухшаш исботланади.
Бирор jjcn) кетма-кетлик берилган булсин.

9-т а ъ р и ф. Агар Ve> 0 сон олинганда х,ам шундай n0̂ N 
топилсаки, барча п>по, барча т> п о  лар учун

\хп—Хт \ <  к
тенгсизлик бажарилса, {лгя> фундаментал кетма-кетлик дейилади.

Хар кандай якинлашувчи кетма-кетлик фундаментал кетма- 
кетлик булади. Шуни исботлайлик.

[хп] кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимити а булсин:
lim;t„=a.
П-+ ОО

Лимит таърифига кура Ve> 0 сон олинганда хам, -у га кура шун

дай n0£N  топиладики, барча п > п 0 учун \хп — а| <-|, жумладан, 
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т> п о  учун хам \хт — а | < у  тенгсизлик уринли булади. Равшанки,

\Хп— Хт\ =  \хп —  а  +  а  — д:т к  \х„ — а |  +  \хт — а |  < - | + " |  =  е - 

Демак, {*„} фундаментал кетма-кетлик.
Энди фундаментал кетма-кетликларнинг якинлашувчилиги 

хакидаги куйидаги теоремани исботсиз келтирамиз:
3-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  Агар {*„} кетма-кетлик 

фундаментал кетма-кетлик булса, у якинлашувчи булади.
М и со л . Ушбу хп=  (1 +-^-)л:

1+ | ,  ( 1+ | ) 2, (1 +  ^ ) 3. .... (» + 4 )"> -

кетма-кетлик якинлашувчи эканини курсатинг.
Ньютон биноми формуласидан фойдаланиб топамиз:

„ _/1_1__ _____| I я п (п П I | я (я I ) (я 2) I I
u - t ~1~п ’ п~*~ 2! '  „2 3! Л3”1” '"

п(п — 1) (п — 2)... 1 1 _
+  п! ' Пп

= 2 + Т 2 ( , - т ) + Т Г з ( , - т ) ( , - 1 ) + ” +
1 W , 2 ч /f п — \ 

п

Шунга ухшаш хл+1 =  (1 + —L - )«+■ ёйилса, унда:

1) xn+i нинг ифодасида х„ нинг ифодасидагига Караганда битта 
ортикча мусбат хад борлигини;

2) хп+1 нинг ифодасидаги хар бир хад (иккинчи хаддан бошлаб) 
хп нинг ифодасидаги мос хаддан катта булишини топамиз. Демак, 
Vn£N  да хп<сх„+1 булади. Бу эса хп= кетма-кетлик
нинг усувчи эканини билдиради.

Равшанки,

*.“ 2+'-т т <1-4> + т к с - т )  о - 4 > + - +

< 2  + Т + 1 Г+-" + ̂ г т = 2 +  I — £ т  <3.
Демак, каралаётган кетма-кетлик юкоридан чегараланган. Унда 
1-теоремага мувофик хп=  (1 +-^-)я кетма-кетлик якинлашувчи, 
яъни чекли лимитга эга булади.
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Бу хп=  (1 ”1-~)" кетма-кетликнинг лимити е сони дейилади:

~ е' е — иррационал сон: е = 2,718281828459045...

Асоси е булган логарифм натурал логарифм дейилади. М соннинг 
(М > 0 ) натурал логарифми LnM каби ёзилади.

3-§. Якинлашувчи кетма-кетликларнинг 
хоссалари

Якинлашувчи кетма-кетликлар катор хоссаларга эга. К,уйида бу 
хоссаларни санаб утамиз, айирмаларининг исботини хам келтирамиз.

1°. Агар {хп] кетма-кетлик якинлашувчи булса, унинг лимити ягона 
булади.

2°. Агар {хп1 кетма-кетлик якинлашувчи булса, у чегараланган 
булади.

3°. Агар (х„) ва {уп\ кетма-кетликлар якинлашувчи булса, у холда 
[хп±Уп] кетма-кетлик хам якинлашувчи ва

lim (хп± у„) =  Птлг„± Пту„
П-r o o  п —*-оо rt—*-ос

булади.
3° - х о с с а н и н г  ис б от и .  {*„} ва [уп} кетма-кетликлар якинла

шувчи булиб,
limjt„=a, limy,,= 6 булсин. Лимит таърифига биноан, Ve> 0 сон

п —*~ оо п —*- оо

олинганда хам, ~  сонга кура шундай топиладики, барча

п>п'0 учун

\хп—a \ < j  (6)

булади. Шунингдек, ~  га кура шундай пIdN  топиладики, барча 

п > п 0 учун
\у„— Ь\<-^ (7)

булади. Агар п0 ва па натурал сонларнинг каттасини по десак, унда 
барча п>по учун бир йула (6 ) ва (7) тенгсизликлар бажарилади. 
Шуларни эътиборга олиб топамиз:

I (хп +  Уп) — (а +  Ь) | =  | (х„ — а) + (уп — Ь) 1<
\хп — a| -f- \ Уп-\-Ь\ <  Е-
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Бу эса а-\-Ь сон [хп-\-уп| кетма-кетликнинг лимити булишини 
билдиради. Демак.

lim (x„+ i/J = a + b=  limx„+ limy,,.Л—*- OO П—+ОО tl—►oo

Худди шунга ухшаш
lim (хп—уп) =  l i m — limy,,

П--*- OO n —-o o  n —*~ oo

экани исботланади. 3°- хосса исбот булди.
4°. Агар \xn\ ва \yn\ кетма-кетликлар якинлашувчи булса, у холда 

\х„-уп) кетма-кетлик хам якинлашувчи ва
lim (xn-y„) =  lim*„- \imyn

П -* -о о  п -* -о о  n -+ -o o

булади.

Н а т и ж а .  Агар {jc„} кетма-кетлик якинлашувчи булса, {с-хп} 
кетма-кетлик хам якинлашувчи ва

limc-x„=c- 1 im лг„
я—► оо л—»-оо

булади, бу ерда с — узгармас сон.

5°. Агар {*„) ва \уп) кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, упф О
(л = 1,2,3, ...) ва Мтул=^0 булса, у холда {  " }  кетма-кетлик хам

я - »  I  у„ )
якинлашувчи ва

lim хп
Я-*- ООlim

П ~о о Уп  llm  У*П-- оо
булади.

6°. Агар [хп) ва \уп\ кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, V ^6 N да 
Хп<^уп (Хп^Уп) булса, у холда П тхп<  limy„ ( \\mxn̂ \\m yn )

П-*- ОО П-+- ОО ft-* ОО п -оо '
булади.

7°. Агар {*„}, |z„} кетма-кетликлар якинлашувчи ва Мтд:„ =
= limz„=a булиб, VndN  да

л —*• оо

Х „  <  У „  <  2 „  ( 8 )

булса, у холда {уп} кетма-кетлик хам якинлашувчи ва limуп = а
л —*-оо

булади.
7°,- х о с с а н и н г  и с б о т  и. {хп) ва {zn | кетма-кетликлар якинла

шувчи булиб, limjc„= limz„=a булсин. Лимит таърифига биноан
л -* -о о  л —►оо

Ve> 0  сон олинганда хам шундай л06 N сон топиладики, барча п>по 
учун \х„ — a| <е, \zn — а |< е  тенгсизликлар бажарилади.
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Равшанки,
\хп — а\ <е=*—  е< х„ — а<е=>а— е<хп<а+е, (9)
\г„ — а| <е=*— e<z„ — а<е=*-а — e < z „< a  + e. ( 10)

(8 ) ва (10) муносабатлардан уп<Са-\-г, (8 ) ва (9) муносабатлардан 
эса а — г<Су„ булиши келиб чикади. Демак,

а — е < у „< а  + е=>- Iу„ — a I < е.

Бу эса (и„) кетма-кетликнинг якинлашувчилигини ва lim = a
/1-* оо

булишини билдиради. 7°- хосса исбот булди.
8°. Агар 1хп\ кетма-кетлик якинлашувчи булиб, limxn= a  булса,

«-►оо
у холда хл =  а-(-ая булади ва аксинча, бунда а п чексиз кичик 
микдор.

4- §. Сонлар кетма-кетликлари лимитини 
\исоблаш ' >.

Сонлар кетма-кетлиги мавзусининг асосий масалаларидан бири 
унинг лимитини топишдан иборат. Кетма-кетликларнинг лимитлари- 
ни топишда таърифдан, 2- § да келтирилган хоссалардан фойдалани- 
лади.

1- м и с ол. Ушбу хп =  с: м
с, с, с, ..., с, ... (c =  const) 

кетма-кетликни карайлик. с нуктанинг ихтиёрий атрофи (с —г, с + е) 
ни (V e > 0 ) олайлик. Равшанки, берилган кетма-кетликнинг барча 
хадлари шу (с — е, с +  е) атрофга тегишли булади. Унда кетма-
кетликнинг лимити таърифига биноан . ,г V* *Г11 *

П т л г „=  lim c  =  c
/I —*• оо Я-*- ОО « J-

булиши келиб чикади.
о  ̂ п1— м'ГГ^у^-мисол. Ушбу х„= -\Ja (a> 0 ) кетма-кетликни карайлик.
1) а> \  булсин. Бу холда ix-Rw

a n=  V a — 1 (d Ii')oh

дейилса, унда a „ > 0  булиб, { г, )

a ,=  \Ja — 1 =► \/a.= 1 +  a„=>- a=  (1 + a „ )"

булади. Ньютон биноми формуласидан фойдаланиб топамиз:
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Бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчи мусбатдир. 
Шуиинг учун (1 + а я) я^  1 +  тенгсизлик уринли булади. Демак,
а> 1+ я-а„. Кейинги тенгсизликдан эса булиши келиб

чикади. Шундай килиб О С а ,,^ - ^ — булади. Равшанки, Iim0^=0,

lim--—-=0. Унда 7°-хоссага кура lim a„=0 булади. Демак, ап

чексиз кичик микдор. ( 11) муносабзтдан топамиз: \ja =  l- fa „

П .— м
3°-хоссага мувофик lim y a  =  1 булади.Я—► оо
2 ) а = 1  булганда л/a =  \JJ = 1 булиб, lim \ja = 1  булади.П-* оо

3) 0 < а< 1  булсин. Бу холда булади. 5°-хоссадан 

фойдаланиб топамиз:
lim 1

lim V« =  ! i m ^ V - ^ T T f - T - 1-n—► oo n-+ oo /1 • ■ — / 1M1 лЯV a n-» V a

Демак, a> 0  булганда lim \/a =1./!-*• oo
Иккита {*„) ва {i/„( кетма-кетликлар берилган булиб, limx„— 0 ,rt—► оо

limу„= 0  булсин. кетма-кетликнинг лимитини топишда 3-§

даги 5°- хоссадан фойдаланиб булмайди, чунки мазкур хоссада

келтирилган шарт limy„=^0 ) бажарилмайди. п-*~оо да |  кет-
П-+оо  ̂ Уп '

ма-кетликнинг лимити (*,,} ва \у„) кетма-кетликлардан хар бирининг 
нолга кандай интилишига караб турлича булади. Шунинг учун уни 
( '5") куринишидаги аникмаслик деб юритилади.

_ J__К л3 4-13- м и с ол. Ушбу lim----—---  ни хисобланг.• л-*оо____ |____
3/13+«+1
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lim

Берилган кетма-кетликнинг лимити куйидагича топилади:

л;,+ 1
I Hm-g ± ! ± L =  lim

ао * п I ингишдм .

Зп34-п+|
п Ч 1

=  lim
ЗН— 2 + ~ T lim ^34— уН— L \  

n n —  л̂ ” \ я я /
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= 4 = 3
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ФУНКЦИЯ л и м и т и
18- Б О Б

1-§. Функция лимити таърифлари
Биз 17- бобда сонлар кетма-кетлиги ва унинг лимитини ургандик. 

Энди хакикий аргументли функция лимити ва уларнинг хоссалари 
билан танишамиз. Аввало тупламнинг лимит нуктаси тушунчасини 
келтирамиз.

Бирор хакикий сонлар туплами X берилган булсин.
1- т а ъ р и ф .  Агар a£R  нуктанинг ихтиёрий е атрофида (е> 0) 

X тупламнинг чексиз куп элементлари ётси, а нук,та X туплам
нинг лимит нуктаси дейилади.

Масалан, ^ =  {^| (n£N ) туплам учун 0 лимит нуктадир.
Л' =  {( — 1)"}, n£N  туплам учун эса — I ва 1 нукталар лимит 

нукталар булади.
Агар а нукта X тупламнинг лимит нуктаси булса, у холда X дан 

а га якинлашувчи кетма-кетлик ажратиш мумкин.
Хакикатан хам, а нукта X тупламнинг лимит нуктаси булсин. 

У холда а нуктанинг ихтиёрий е атрофида X нинг чексиз куп
, 1 1 1 . элементлари етади. е нинг 1, -j, —, ..., - ... кииматлари учун а нук

танинг к атрофларини карайлик. е= 1  учун (а — 1, а + 1) ораликда 
X тупламнинг чексиз куп элементлари ётади. Бу атрофдан

„  .  1 1 X тупламнинг xh элементини оламиз. е= - учун а нуктанинг —

атрофидан, яъни (а — ~, а+-у) ораликдан X тупламнинг хкг эле
ментини оламиз (k2> k i).

е =  ̂ - учун а нуктанинг атрофидан X тупламнинг л:*3(йз>-k2)
О О

элементини оламиз ва х. к. Шу мулохазани давом эттириб а нуктанинг 
~  атрофидан хк элемент оламиз. Натижада, ушбу хк[, х х кл,

кетма-кетлик хосил булади. Бу кетма-кетлик учун |jc* — а| -< —п П
булади. Бу тенгсизликдан {лг*} кетма-кетликнинг а нуктага якинла-
шиши келиб чикади.

Энди X тупламдан а га якинлашувчи {*„} кетма-кетлик ажратиш 
мумкин булсин. У холда якинлашувчи кетма-кетлик таърифига
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биноан а нуктанинг ихтиёрий е атрофида {х„} кетма-кетликнинг, 
жумладан X  тупламнинг чексиз к^п элементлари ётади. Демак, 
таърифга кура а нукта X туплам учун лимит нукта булади. Шундай 
килиб, X тупламнинг лимит нуктаси тушунчасини куйидагича хам 
таърифлаш мумкин.

2- т а ъ р и ф. Агар X тупламдан а га якинлашувчи кетма-кетлик. 
ажратиш мумкин булса, а нук,та X тупламнинг лимит нук,таси 
дейилади.

Биз аввалги бобда чексиз катта кетма-кетлик тушунчасини 
киритиб, унинг баъзи бир хоссаларини урганган эдик. Бу тушунчадан 
фойдаланиб куйидаги таърифни киритамиз:

3- т а ъ р и ф. Агар X тупламдан мусбат элементлардан иборат 
(манфий элементлардан иборат) чексиз катта кетма-кетлик ажратиш 
мумкин булса, -(- оо ( — оо) «нук,та» X тупламнинг лимит нуктаси 
дейилади.

f(x) функция X т^пламида берилган булиб, а нукта X тупламнинг 
лимит нуктаси булсин (умуман айтганда а нукта X тупламга тегишли 
булиши шарт эмас).

4- т а ъ р и ф. Агар X тупламнинг нук,таларидан тузилган, а га 
якинлашувчи %ар к,андай {*„} кетма-кетлик олинганда %ам, функция 
кийматларидан иборат )/(*„)) кетма-кетлик ягона ( чекли ёки чексиз) 
b лимитга интилса, шу Ь га f (х) функциянинг а нуцтадаги (х нинг а га 
интилгандаги) лимити дейилади ва

lim f(x ) =  b
х-*-а

каби белгиланади.
Функция лимитига берилган бу таъриф Гейне таърифи дейилади. 
Э с л а т м а  . Агар а га интилувчи иккита (хя) ва (дсп) кетма-кетликлар олинган

да мос If (*„)| ва |/(*")! кетма-кетликларнинг лимити турлича булса, у холда f (х)

функция х-+а да лимитга эга булмайди.
М и с о л л а р .  1. Ушбу f(x )= x 3 функциянинг х =  2 нуктадаги 

лимити 8 га тенг эканлигини курсатинг.
Хар бир хади 2 дан фаркли булган 2 га интилувчи ихтиёрий {*„) 

кетма-кетлик олайлик:
limx„ = 2  (х„ф2, п— 1, 2, 3, ...) .
П-+- оо

У холда
f(xn) =  х 3п

кетма-кетликни хосил киламиз. Якинлашувчи кетма-кетликлар 
устидаги арифметик амалларга кура

Пт/^дс „) — Птх *=  Птдся- limлгя- Птд:„=2 -2-2 =  8 .
х  п~*~ 2 х п ~*~2 Х п ~ *2 х п ^ 2  х п ~ *2

Бу эса 4- таърифга кура f(x) = х3 функциянинг х-*2 даги лимити 8 га 
тенглигини билдиради.

2. Ушбу /(*) =  cos2-̂ , х Ф 0, функциянинг je-̂ О даги лимити 
мавжуд эмаслигини курсатинг.
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Нолга интилувчи иккита [хА}={ } ва Ю Н - (4Д  , )л> кетма- 

: кетлик олайлик. Бунда f(x'n) =  cos2nn =  1, f (х") =  cos2 =  О

булиб, lim/(x') =  l, V\mf(x'n) —0 эканлиги равшандир. Бу эса cos2y
хп-~0

функциянинг *-►() даги лимити мавжуд эмаслигини курсатади.
Энди функция лимитининг яна бир таърифини келтирамиз.
5- т а ъ р и ф. Агар Ve> 0 сон учун шундай б> 0  сон топилсаки, 

.аргумент х нинг 0 < |*  — а| < 6  тенгсизликни к,аноатлантирувчи 
1 "барча к,ийматларида \f(x) —b\ < е  тенгсизлик бажарилса, b conf(x) 
uu функциянинг а нуктада (х-из даги) лимити дейилади ва

lim/(x) =  Ь
х-*а

1 !•* I*
, каби белгиланади. Функция лимитига берилган бу таъриф Коши 

таърифи дейилади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу f(x) =  sinx функциянинг * = — нуктада-VA >4. 6

Iги лимити — га тенг эканлигини курсатинг.
Ve> 0 сонни олайлик. Бу е га кура б ни 6 =  е деб олсак, у холда 

0 <  \х ——| < 6  тенгсизликни каноатлантирувчи дгларда куйидаги

»■ 1/(*) — j l  =  I sin jc — у  | =  | sin x — sin -|| =
Д Л . Л I

!*.)• 6 x—аI о  О и  I л  О I Я  I=  |2 sin — -— cos — ^— 1 <  2 --- -— =  |jc— -| < e
.iiJia i

тенгсизлик бажарилади. Бундан 5-таърифга кура lim sin х=  —( , я 2Х-*-l«w.j б
эканлиги келиб чикади.

2. Ушбу
1, агар х — рационал сон булса,

у  ( х )  —
‘ О, агар х — иррацйонал сон булса 

Пепин
Дирихле функциясининг ихтиёрий a£R  нуктада лимитга эга 
эмаслигини курсатинг.

Тескарисини фараз килайлик, яъни Дирихле функцияси а нуктада 
чекли b лимитга эга булсин. У холда таърифга кура ихтиёрий е>0,
^умладан V е =  -|- учун 0 <|jc — а| < 6  тенгсизликни каноатланти-

m iid'Xjзчи баРча рационал х ларда ,
I х (лг) — Ь I =  11 — b | <  е



тенгсизлик бажарилади.
Худди шундай, 0<|л: — а |< б  тенгсиликни каноатлантирувчи 

барча иррационал х ларда
|х(лг)—й| = |0 —6| = Ш < е

тенгсизлик бажарилади.
1 =  ( 1— Ь) -\-Ь айниятни эътиборга олиб топамиз:

1 =  | ( 1- 6 )+ *> |< |1-&| +  |&|<е +  е =  2е =  у .

Бу зиддият фаразимизнинг нотугрилигини, яъни Дирихле функция- 
сининг V а нуктада лимитга эга эмаслигини курсатади.

1-теорема.  Функция лимити учун берилган Г  ейне ва Коши (4- 
ва 5- таърифлар) таърифлари узаро эквивалентдир.

Ис б о т .  1) /(х) функция а нуктада 4-таърифга (Гейне 
таърифига) кура лимитга эга булсин, яъни X  тупламнинг нукталари- 
дан тузилган, а га интилувчи хар кандай (*„} (хпфа, п — 1, 2, 3, ... ) 
кетма-кетлик олинганда хам мос {/(*„)} кетма-кетлик ягона Ь лимитга 
интилсин. Биз шу Ь сон f(x ) функциянинг х = а нуктада 5- таърифга 
(Коши таърифига) кура хам лимити булишини курсатамиз.

Тескарисини фараз килайлик, яъни f(x ) функция х =  а нуктада
4- таърифга кура b лимитга эга булса хам, функция шу нуктада
5- таърифга кура Ь лимитга эга булмасин. Унда бирор е =  р ,о > 0  сон 
учун ихтиёрий кичик мусбат б сон олинганда хам аргумент х нинг 0 <  
<  |х а | < б  тенгсизликларни каноатлантирувчи бирор х\ киймати- 
да

\f(x\)— b\ > е 0
булади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги {б„} ни олайлик.
У холда юкорида гига кура хар бир 6„>0 (п=  1, 2, 3, ...) учун 
х аргументнинг 0 < \х—-а| < 6  тенгсизликни каноатлантирувчи 
шундай х= хп (/2 =  1, 2 , 3, ...) киймати топиладики, 0 < \хп — а\ < б п 
ва | f(xn) —b | ^ е 0 булади. Аммо 6„->-0 дан х„->-а булиши, бундан эса
4- таърифга кура {f(xn) ) кетма-кетлик Ь га интилиши лозим. \ f(xn) —
— Ы ^ г 0\ муносабат эса бунга зиддир. Демак, f(x) функция х= а  
нуктада 4- таърифга кура Ь лимитга эга булишидан унинг шу нуктада
5- таърифга кура хам b лимитга эга булиши келиб чикади.

2) f(x) функция а нуктада 5-таърифга (Коши таърифига) 
кура лимитга эга булсин, яъни Vg> 0  сон учун шундай 6 > 0  сон 
топиладики, 0 < |х  — а| < 6  тенгсизликлар бажарилганда |/(х) —
— fe|<e тенгсизлик хам уринли булади.

X тупламнинг нукталаридан тузилган хар бир хади а дан фаркли 
ва а га интилувчи ихтиёрий {*„} кетма-кетлик олайлик.

Сонлар кетма-кетлиги лимитининг таърифига кура, юкориДаги 
6 > 0  учун шундай no£N сон топиладики, барча п > п 0 лан учун U „ —
— а | < б  тенгсизлик уринли булади. Натижада хпф а  (я= 1, 2, ...) 
муносабатга кура 0 < |х„ —а | <б  тенгсизликлар келиб чикади. /(

Бу тенгсизликлардан эса 5-таърифга кура \f(xn) — b\< t  
тенгсизлик келиб чикади. Демак, хп-+а ва f(xn)-*b булади.



Биз кжорида f(x) функция х^-а даги чекли Ь лимитга эга 
булншининг Коши таърифини (5-таърифни) келтирдик. Ь — оо 
^  = -|-оо, Ь=  — оо) булган холда функция лимитининг Коши 
т а ъ р и ф и  куйидагича ифодаланади.

6- т а ъ р и ф. Агар V £ > О сон учун шундай 6> 0 сон топилсаки, 
х аргументнинг 0 < |х  — а | < 6  тенгсизликларни к,аноатлантирувчи 
барча цийматларида

\f(x) | > Е  (/(*) > £ ; — f{x) > Е)
тенгсизлик бажарилса, f(x) функциянинг а нук,тадаги лимити оо 
( _|_ оо, — оо) дейилади ва

lim/(x) =  оо (lim/(jc) =  -+- оо; Iim/(д:) = — oo)
x-*-ci x -a x-*-a

каби белгиланади.
Ми с о л .  Ушбу f(x) —---!— - функция учун lim/(jc) =  оо були-

( х — t ) J  JT-I
шини курсатинг.

Агар V f  > 0  сон учун 6 = деб олинса, у х,олда 0<  |х— 11 < 6  

тенгсизликни каноатлантирувчи барча х ларда

I !  |« * ) | - |ЦГТрг|> £
тенгсизлик бажарилади. Демак, lim——— 5-=оо.

*-1 (х— 1)
Энди f(x) функциянинг а нуктадаги унг ва. чаи лимитлари 

тушунчаларини келтирамиз.
7-'т а ъ р и ф (Гейне таърифи). Агар X тупламнинг нук,таларидан 

тузилган, х,ар бир %ади а дан катта (кичик) булиб, а га интилувчи yap 
к,андай [х„] кетма-кетлик олинганда цам мос \f(xn)\кетма-кетлик ягона 
b сонига интилса, шу b сон f(x) функциянинг а нуктадаги унг (чап) 
лимити дейилади ва куйидагича белгиланади:
| и— lim f (x )= b  ёки f(a-\-0) =b

I > n £. x-*a -J- 0

/ lim f (x )= b  ёки f(a — 0 )= b  \ .
\ I :i'i v *-~a—о /

Ми с о л .  yiu6y /(*).= (x=^0 ) функциянинг ноль нуктадаги
унг ва чап лимитларини топинг.

Нолга интилувчи турли \х'„} ва \х'Д кетма-кетликларни олайлик. 
Фараз килайлик, \х'П) кетма-кетлик 0 нуктага унгдан, {*$ эса 0 нуктага 
чапдан интилсин. У холда бу кетма-кетликлар учун

f(xt0 = — -Хп *п
булиб, соннинг абсолют киймати таърифига кура

1. =  1
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lim f(x) — lim -— =  1 ,
x-~+0 * - + Q  *

lim f(x) =  lim —  = — 1 . ,
x—*■ —0 x— —0 x

8 - т а ъ р и ф  (Коши таърифи). Агар Ve> 0  сон учун шундай 
6 > 0  сон топилсаки, аргумент х нинг тенгсизликни каноатлантирувчи 
барча кийматларида |f(*) — b \ < е  тенгсизлик бажарилса, Ь сон f(x) 
функциянинг а нуктадаги унг (чап) лимити дейилади ва куйидагича 
белгиланади:

lim f (x )= b  ёки /'(а + 0 )= 6

булади. Демак,

( lim f (x )= b  ёки f(a — Q)=b\\ х—о — 0 /
М и с ол . Ушбу f(x) —— функциянинг о нуктадаги унг лимити-

\х
ни топинг.

Ихтиёрий £ > 0  сон учун й =  де(  ̂ У холда ()< х < 6

тенгсизлик бажарилишидан — тенгсизлик келиб чикади.

Демак, • .. . 1 .lim f(x) =  lim —7^= + 00 • vvi>wjx—► f 0 X***- + 0
a<Cx<a b (a — b < x < a )

M'j\
Функция лимити, функциянинг унг ва чап лимитлари таърйфла- 

ридан бевосита куйидаги теоремага келамиз:
2- т е о р е м а. Агар f(x) функция бирор а нуктада Ь лимитга эга 

булса, бу функция шу нуктада унг ва чап лимитларга эга булиб,
f(a  +  0 )= f ( a - 0 )  =  b

муносабат уринли, ва аксинча, агар f(x ) функция а нуктада унг ва 
чап лимитларга эга булиб, бу лимитлар узаро тенг (Ь  га тенгХ.булса, 
у х,олда бу нуктада функция лимитга эга ва бу лимит %ам b га тенг 
булади. д

Энди ,к—>-оо (x-v-+- 00; х->- — оо ) да функция лимити тушунчасини 
келтирамиз. < у.

9- т а ъ р и ф (Гейне таърифи). Агар X тупламнинг нук,таларидан 
тузилган х,ар к,андай чексиз катта (мусбат чексиз катта; манфий 
чексиз катта) \х„\ кетма-кетлик олинганда %ам мос {/(*„)} кетма- 
кетлик ягона Ь га интилса, b сон f(x) функциянинг х^оо даги (*->- + 
-{-оо; х->-— оо ) лимити дейилади ва ..et.vo

limf(jt) = 6  ( lim f(x)=b\  lim f (x )— b)X-*-<X> X—*- - j -  00 X-»—00 ' ,

каби белгиланади.
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х? -Ь 2x — 7 1Ми с о л .  Ушбу lim-—^---- = - тенгликнинг уринли эканлиги-X—f оо Зх 1 1 3
ни курсатинг.

{*„) ихтиёрий чексиз катта кетма-кетлик булсин. У холда функция 
кийматларидан иборат кетма-кетлик

-)- 2х — 7
f(Xn) — л " —  булади. Чекли лимитга эга булган кетма- 
м  3^ + 11

кетликлар устидаги арифметик амаллардан фойдаланиб топамиз:
Д̂  + 2лг„-7 

lim/(*,,) =  lim---5---- =
я-оо а*?+ I I

1
=  lim —

+ — ---- 1-  lim ( 1Н— -----
х * *1  п~ ° °  \  х "  Х п )

з + 4  - л  1 1 4  3 'XZ lim (3 + - 4 Л
*п  J

Демак,
. .  х2 + 2  де— 7 Ilim— -̂--- = — .Зх2 -J-11 3

10- т а ъ р и ф  ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар Ve> 0  сон учун 
шундай Д сон топилсаки, х аргументнинг |дс|>Д (* > Д ;— х> Д ) 
тенгсизликни каноатлантирувчи барча к,ийматларида \[(х) — Ь\ < е
тенгсизлик бажарилса, b сон f(x) функциянинг х-*-оо ( х оо; 

х->—  оо ) даги лимити дейилади ва
lim/( jc ) =  6 ( lim f(x)=b\  lim f (x )= b )
X-*■ oo x-*- + oo x—► — oo

каби белгиланади.
~2 I t

М и с о л .  Ушбу f(x) = " ~ 2 у  функциянинг x-+oo даги лимити
IY  га тенг эканлигини курсатинг.

Агар ихтиёрий е> 0 учун Д =  ~ \ J ~  деб олинса, у холда 
U I > Д  тенгсизликни каноатлантирувчи барча х ларда

- 1-$— - 4 к *

булади.
V  . +1 I I I 2х  ̂-\-2 — 2х  ̂+  1 I 3дакикатан хам, — ----- - =  ----- ъ----- —---- 2----

2л:2— I 2 2(2х — 1) 2(2лг2— I )

2п:



булиб, . 5

2(2лг2— 1)
булишини топамиз.. Демак, д = д Д + ± .

2-§. Чекли лимитга эга булган 
функцияларнинг хоссалари

Чекли лимитга эга булган функциялар катор хоссаларга эга 
булиб, бу хоссаларни урганишда асосан функция лимити таърифла- 
ридан фойдаланилади. Биз функция лимити учун Гейне таърифининг 
келтирилганини эътиборга олиб (функция лимитининг сонлар кетма- 
кетлигинннг лимити сифати таърифланиши), ушбу параграфда 
келтирнладиган хоссаларнинг баъзиларинигина исботлаймиз.

f(x) функция х тупламда берилган, а эса X нинг лимит нуктаси 
булсин.

1°. Агар f(x) функциянинг а нуктада лимити мавжуд булса, бу 
лимит ягонадир.

2°. Агар Пт/(х ) = 6  булиб, b > p (b < q )  булса, у холда а нинг

етарли кичик атрофидан олинган х (хф а)  нинг кийматларида 
f (x )> p  (f (x )< q ) булади.

3°. Агар Пт/(лг) = Ь ф  оо булса, у холда а нинг етарлича кичик

атрофидан олинган х (х ф а ) нинг кийматларида f(x) функция 
чегараланган булади.

3 ° -хоссанинг  исботи.  Шартга кура lim/'(x) — Ь ф  оо.

Функция лимитининг Коши таърифига k^pa Vg>0 сон учун 
шундай 6 > 0  сон топиладики, аргумент х нинг 0 < U  — o J< 6  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида \f(x)—
<е, яъни b — £ < f(x ) < 6 -(-н тенгсизликлар уринли булади. Демак, 
х аргументнинг 0 <|л: — а |*<й (а — б, а + fi ораликда) тенгсизлик
ни каноатлантирувчи барча кийматларида f(x) функциянинг 
кийматлари (Ь — е, Ь-\-к) ораликда булади. Бу эса функциянинг 
(а — б, а-|-б) ораликда чегараланганлигини курсатади.

fi(x ) ва f2(x) функциялар X тупламда берилган булиб, а нукта 
А' нинг лимит нуктаси булсин.

булиб, х аргументнинг 0 < U  — а | < 6  тенгсизликни каноатланти
рувчи барча кийматларида ft(x)s^.f2(x) тенгсизлик уринли булса, 
у халда b ]^ b 2 тенгсизлик уринли булади.

5°. Агар х аргументнинг 0<C|x — а |< б  тенгсизликни. каио- 
атлантирувчи барча кийматларида

4°. Агар
Umfi(x) — bb \\mf2(x )= b 2

208
Pt\C*



тенгсизлик уринли булиб, lim/i(х) — \imf2(x) = Ь  булса, у холда
х~+а х- >а

lim/(Jf)— мавжуд ва у хам Ь га тенг.
х—а

6°. Агар lim/,(лг) =  b„ lim/2(*) =  Ь2 булса, у холда /|(л;) ± М * ) .
х-*-а х— а

f (х)f\(x)-h(x), j-j-f (f2(x) ФО.) функциялар хам лимитга эга ва

Н т (/ ,(д г )± Ы * ))— &|±&а
х-*и

lim (/1 (x)f2(x )) —br b2,
х— а

Г f' (X) 11 . /\чlim-r-—= — (Ь2фО)х-*а 12(х) Ь2
муносабатлар уринли.

7°. Агар lim/(jc) мавжуд булса, у холда lim (£•/(*)) хам мав-
х— а х--*а

жуд ва у £-Пт/(л:) га тенг (A —const), яъни
х— а

lim (k-f(x)) =k-\\mf(x).
х— а х-*-а

8°. Агар Пт/(дг) мавжуд ва чекли булса, у холда 1 im[/(лг)] т
х — а х—*-а

хам мавжуд (m(zN) ва
Iim[/(jc)] m=(lim/(x)] тX—U X—-Q

муносабат уринли булади.
Фараз килайлик {*) тупламда / =  <р(*) функция аникланган ва бу 

функция кийматларидан иборат {/} тупламда y = f ( l ) функция 
аникланган булиб, улар ёрдамида мураккаб y = f (y (x ) )  функция 
хосил килинган булсин.

9°. Агар I) Птф(дг) —с булиб, а нуктанинг шундай (а — б, а +  б)
х— а

атрофи мавжуд булсаки, бу атрофдан олинган барча х лар учун 
ф(д:) Ф с  булса, 2) с нукта Т тупламнинг лимит нуктаси булиб, 
lim/(/) = Ь  булса, у холда а да мураккаб функция f(q>(x) ) лимитга
1—+С

эга ва
lim/(ф(дс)) =Ь
х— а

булади.

3- §. Чексиз кичик ва чексиз катта функциялар
X  тупламда а (* ) функция берилган булиб, а нукта X нинг лимит 

нуктаси булсин.
М - т а ъ р и ф .  Агар х-^а да я(х) функциянинг лимити нолга 

тенг, яъни
П та (* ) = 0
х  -*-а

•*4 513 209



булса, а  (jc) функция а нуктада (ёки х->-а да) чексиз кичик функция 
дейилади.

Масалан, f(x) =cosx jc->-y да, ф(х) = х 2 эса х->0 да чексиз кичик

функция булади.
Агар X тупламда берилган f(x) функция х-*а да чекли b лимитга 

эга булса, у холда а(х) = f(x ) — Ь функция х->~а да чексиз кичик 
функция булади ва аксинча.

Хакикатан хам
l im a ( jc )  =  lim [/(jc) — b]
х-+а х:-+а

булиб, чекли лимитга эга булган функциялар устидаги арифметик 
амалларга кура (5°-хосса)

lim [/ (jc) —  6] == lim /(jc ) — b =  0x—a x—+q
булади.

Худди шунингдек x = a нуктада f (x )— b чексиз кичик функция 
булса, у холда

lim / (jc) =b
х-*-а

экани курсатилади.
Юкорида айтилганлардан куринадики, агар /  (jc) функция jc-*a да 

чекли ft лимитга эга булса, уни /(jc) =b +  a(x) куринишда ифодалаш 
мумкин. Бунда a ( jc )  чексиз кичик функция.

Энди X  тупламда берилган бирор р (jc) функцияни карайлик.
12- т а ъ р и ф. Агар х-+а да р (jc) функциянинг лимити оо, яъни

lim p  (jc) =  оо
х-*-а

булса, р (jc) функция х-*~а да чексиз катта функция деб аталади.I
Масалан, / ( jc) -  функция х-+\ да, 9 ( jc ) = f “'' функция

(•*— 1)
эса jc->0 да чексиз катта функция булади.

Чексиз кичик ва катта функциялар куйидаги хоссаларга эга.
1°. Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг йигиндиси ва 

купайтмаси чексиз кичик функция булади.

2°. Чегараланган функция билан чексиз кичик функциянинг 
купайтмаси чексиз кичик функция булади.

3°. Агар а(х) (а(х) =£0) чексиз кичик функция булса, 

чексиз катта функция булади.

4°. Агар р (jc) чексиз катта функция булса, чексиз кичик
функция булади.
210



r 4- §. Функцияларни таккослаш
фараз килайлик, X тупламда а(х) ва р(л:) функциялар берилган 

булиб,
lima(jr) = 0,
х+ а

limp(jc) =  0
х-*-а

булсин (а нукта X тупламнинг лимит нуктаси).
Ушбу

лимитни караймиз.
1 °. Агар ( I ) лимит 0 га тенг булса, у холда х->~а да а (х) функция 

Р(х) га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик функция дейилади ва 
а (х) =о(р>(х)) каби белгиланади.

2°. Агар (1) лимит 0 дан фаркли чекли сонга тенг булса, у х,олда 
х-+а да a(jt) ва P(x) бир хил тартибли чексиз кичик функциялар 
дейилади.

3°. Агар (1) лимит 1 га тенг булса, у холда а(х) ва р(лс) функция
лар х->~а да эквивалент дейилади ва a (x )~ p (jt) каби белгиланади. .

Куйидаги хоссалар бевосита таърифдан келиб чикади.
а) 0 ( р ) ± 0 ( р ) = 0 (р);
б) Агар v =  o(p) булса, о(р) ± o (v ) = о (Р );
•в) Агар а (л:) ва р(х) функциялар х->-а да ихтиёрий чексиз кичик 

функциялар булса, у халда a-p =  o(a) ва ос-р =  о(р) булади.

5- §. Функция лимити мавжудлигига оид теоремалар

Биз юкорида чекли лимитга эга булган функциянинг хоссаларини 
ургандик. Ушбу параграфда эса функция лимити мавжудлиги 
масаласи билан шугулланамиз. Аввало бу масалани монотон 
функциялар учун хал этамиз.

f(x) функция X  тупламда берилган булиб, а нукта X тупламнинг 
лимит нуктаси хамда V х£Х учун х ^ а  булсин.

3-те орем а. Агар f (  х ) функция X  тупламда усувчи (кама
ювчи) булиб, юкоридан (куйидан) чегараланган булса, а нуктада 
чекли лимитга эга булади.

И с б о т .  /(х) функция X тупламда усувчи булиб, юкоридан 
чегараланган булсин. У холда {/(x))=(/U) :* (;*) тупламнинг аник 
юкори чегараси мавжуд булади. Фараз килайлик, sup{/(*)}=& 
бУлсин. У холда аник юкори чегара хоссасига к^ра

•°- Ух£Х учун f(x) <  Ь.
„2°- Ve> 0 . Зх'еХ, f ( x ' )> b - e  

муносабатлар уринли булади.
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Каралаётган функция Усувчи булгани учун х'сСхларда f(x')<. 
< f(x )  тенгсизлик уринлидир. Энди b — t< .f(x ') ва f (x )< b  
эканлигини эътиборга олсак

b - e c f ( x ' )  < f(x ) < Ь  +  г
тенгсизликлар хосил булади. Бу эса b сон /(х) функциянинг лимити 
эканини ифодалайди.

f(x ) функция X тупламда берилган ва а нукта X  нинг лимит 
нуктаси булсин.

13-таъриф.  Агар V е >0  сон учун шундай 6>0  сон топил
саки, аргумент х нинг 0 < U '  — а | < 6, 0<С\х" — а| < 6  тенгсиз
ликларни каноатлантирувчи ихтиёрий х' ва х" (х £Х, х"£Х) 
к,ийматларида \f(x') — f(x") | < е  тенгсизлик уринли булса, f(x) 
функция учун а нуктада Kouiu шарти бажарилади дейилади.

4- те о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  f(x ) функция а нуктада 
чекли лимитга эга булиши учун, бу функция а нуктада Коши шартини 
цаноатлантириши зарур ва етарли.

М и с о л л а р .  \. f (х) =  х cos2— функция учун х = 0 нуктада 
Коши шарти бажарилишини курсатинг. V e > 0  сон берилган булсин. 
Бу е> 0 га кура 6 ни 6 = ~ деб олинса, у холда х нинг

0<  Ix '-O I < 6  =  у .  0< |*"-0 |< 6= -§-

тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий х', х" кийматлари учун 
куйидаги тенгсизлик уринли булади:

I f(x") —f(x') | =  U"cos?-p~jc'cos2p i<  I^'cos^H-Ijc'cos2-̂ ! <

< U " I  +  I* 'l< e .
Бу эса каралаётган функция учун х = 0 нуктада Коши шарти 
бажарилишини курсатади.

2- f (x )=  sin-j функция учун х = 0 нуктада Коши шарти бажа- 
рилмаслигини курсатинг.

Vk> 0  сон учун jc= 0 нукта атрофида х '= — ,х " = --- ----
лл (4п 4-1) л

нукталар оламиз. Бу нукталар учун \х' — х"\< 6, \f(x") — f(x') |=
. (4 л -(-|5л  , , _=  lsin-— ---- sm п =  1 экани равшан. Энди 0 < е <  1 лар учун
Коши шартининг бажарилмаслигини куриш кийин эмас.

Ушбу параграф якунида келажакда куп фойдаланиладиган 
айни пайтда мухим булган иккита функция лимитини келтирамиз.

I. Ушбу lim ь1— = 1 тенгликни исботланг.
х - * 0  х .
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Равшанки, 0 < * < y  ( — ^-< *< 0) ораликдан олинган ихтиё

рий х ларда 0 <sinjc<je<lgjt тенгсизликлар уринлидир.
Энди sinjc< лг< tgjc тенгсизликларни sinx га булиб, <

<-— ва ундан cos* <  1 булишини топамиз. Натижада
COSX х

п ^ . sinx .0 <  1----- <  1 — cosjcX
тенгсизликларга эга буламиз 

Энди 1 —сos* 
эътиборга олсак,

Энди 1 — cosx =  2sin 2— ва 0 < x < - j  Да sin 2—<sin— эканини

1 — cosx<2sin-|-<2 --̂  =  *

луносабат уринли булишини топамиз. Демак, ихтиёрий 0 < * < у
sinx ида O d ---— < *  тенгсизликлар уринли.

Энди V е> 0 учун б сифатида е ва |  сонларининг кичиги олин- 

са, аргумент х нинг 0< x< L~  тенгсизликни каноатлантирувчи бар

ча кийматларида 11 <дс<е тенгсизлик уринли булади. Бу 
эса таърифга кура

.. sinx .lim — -=  1•Г-. + 0 х
эканини билдиради.

f(x) функция учун f ( —x) = f(x )  тенгликнинг бажарилиши-X
ни, яъни smx функциянинг жуфт эканлигини куриш кийнн эмас. 

Демак,
.. sinx . lim --- =  1

--- ------------ 0  х

тенглик хам уринли булади. 2-теоремага асосан jc =  0 нуктада 
sinx , .— — функциянинг лимити мавжуд ва у 1 га тенг.

2. Ушбу
l i m ( l + V = * ’
X—► оо

тенглик уринли булишини курсатинг.
Биз lim (1 + —) "=е  эканлигини курган эдик (каралсин, 17-боб,

л-*- оо п

2- §)•
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Фараз килайлик, х > \  булсин. х нинг бутун кисмини п оркали
белгиласак, у холда + 1 булиб, бундан эса 1 L

л + I ^  п
тенгсизликларга эга буламиз. Бу тенгсизликлардан

О+^тМ'+^М'+^Г <*>
тенгсизликлар келиб чикади.

Iim(l-|—-j—-)" =  е, ! im ( l+ —У + ' = е
Я^ о о \  Л + 1 /  л^ с о \  п )

хамда (2 ) тенгсизликлардан фойдаланиб чекли лимитга эга булган 
функция хоссаларига кура (5°- хосса) jf— +oo (п->-оо) да

\т (\ + ± У  =  еX—► оо \ л /
тенгликка эга буламиз.

Энди х <  — 1 булсин. х— —у белгилаш киритсак, у холда:

lim ( н —— V — lim f l — - ) У— lim ( н ---
X-*--OO V / у-* + ОО V У / у + оо V У  1 /

= lim (\-\-- Ц-Y ' lim (l-f--Ц-W e-1 =e
у-»+=о\ у — I /  y^+ooV у — I /

булади.
Демак,

!™ ( '+ т ) '= г
булади.

Н а т и ж a. lim (1 + х ) х =е  тенглик уринлидир.ж—о
Хакикатан хам —=и  белгилаш натижасидаX *

\_

lim (1 -f-x) ' =  lim (\ + —У
Х-*-0 у-*, оо N У /

булиб, l im 1 +  -М —е муносабатдан lim (1 -j-jt) ‘ =е  келиб чика-
У— 00\ У /  *_*<)

ди.

6- §. Функция лимитини х,исоблашга оид 
мисоллар

Ушбу лимитни хисобланг:

limflOsin2A: +  cos2x+  .гТЛ Л  
дг-й) V лх + z /

Аввало
/,(*) =  10sin2x, f2(x )=  cos2*, f3=  3* ~ '2



функцияларнинг х->-0 да лимитларини топамиз.
lim /,(х) =Iim (1 Osin лг) =  lOflim sirucl =0,
JC—О x-*Q |_дс— т

lim f2(x) =  lim cos2*=  [lim cosxf=  1,X-.0 0 [ jt—о
i lim (jc— I )

lim f3(x) =  lim ———  =  —----- = ---- .
* -0  *-o 3* + 2 lim (3x + 2) 2x—0

Энди, чекли лимитга эга булган функцияларнинг хоссаларидан 
фойдаланамиз.

Натижада:
limflO sin 2x +  cos 2х +  * ~ 1 ) =  lim lOsin 2х-|-lim cos2x +jc-̂ 0 V ^  + ̂  / x--0 x-*-0

• • X  ~~ 1 __  A l l  I __  I
™  1 7 + 2 “  +  2 ~ T

I j i 2X_3
2. Ушбу linw—%---- лимитни топинг.

V* ~ 2
/1 I 2 x  3Аввало J -— -—  функцияни куйидагича узгартирамиз:

_V 1 +2дг —3 _  ( V I +2* - 3 ) ( V *  +2) ( V 1 -|-2X Ч-3) _ 
V * - 2 ( V i  - 2 ) ( V *  + 2 ) (V 1 + 2 a; +3)

( VT+2i — 3) ( V 1 +2jc +3) y/x+2 _  (I + 2*-9) ( V I + 2x +3) 
( V * - 2 ) ( V * + 2 )  ‘ V T + 2 i+ 3  “  (Jr_ 4) ( V 5 + 2 )

_  2 (x - 4 ) (V T + 2 i  +3) _  2 (y T + 2 i +3) 
( j c _4 ) (Vx+ 2 )  V ^ + 2  '

~ .. 2 (V l+ 2x- f3  „ Энди lim- y ----- ни х,исоблаимиз:
X—*A Vх +2

2 ( V l + 2 x +3) 2(3 + 3) 0
‘x™ V^ + 2  2 + 2

Демак, lim ~t2x- ■ 3 =3.
V'* - 2

3. Ушбу lim П€Л\ лимитни топинг.
*-*-0 *

Аввало (1 + х )л ни Ньютон биноми формуласи буйича ёямиз: 
(1 + Х ) *= 1 + пх+  п- ^ г 1х2+  "(я~1Нп-2)хз+

+ • . .+ У .
У холда

Л(Л —  1) _2 j_ _j_ „ л  ,



П + х ) " - 1  .. . , л (я — 1) , п (п— I ) (л — 2) 2 , , / . - 1 1lim --- =lim[/H— Ч у х-\— 5 ^ -----х -\- ... + хп '] =  л.Х-+-0 х х-*-0

Ушбу [/(x)]*(jr' куринишдаги функция даражали-курсаткичли
функция дейилади.

Лимит хисоблашга оид катор мисолларда даражали-курсат
кичли функцияларнинг лимитини топишга оид куйидаги коидадан 
фойдаланилади:

f(x) ва g(x ) функциялар X тупламда берилган булиб, а нукта 
X тупламнинг лимит нуктаси булсин.

Агар lim /( jc ) = b, lim g(x)=c
x-*-a x-+a

булса, у холда
lim [/ (* )]*x>=6c
x ~+a

булади.

Энди берилган лимитни хисоблаймиз:

4. Ушбу limf— г  лимитни топинг.
x-ra V sma /

1

(sin* \ 3 „2 , „ „—— y ~ a ифоданинг куринишини узгартирамиз:
I I i

/ simc \,г_„г _  Л  sin* Л * 2-«2 _  Л  ■ sin* —sina\ _
\ sina / \ sina / \ sina /

/  „  • x—a x + a  \ — !—

\ sina /

/ л . x — a x4-a \  U-alU+al

= ( ,  I\ sina /

Энди даражали-курсаткичли функция лимити хамда

lim (1 + * ) * =е, lim )
л:-̂ 0 jc—►О х

тенгликлардан фойдаланамиз. Натижада
x—а х+а

- c o s ~

Н т ( - ^ У - * = ех̂ а\ sma /

хосил булади.

2 2 
l im  

Х~*а (*+«)sina
2 = e 2U



Arap f (x )—x булса, (л:) == 1 булади. Унда бир томондан 
(7) формулага кура d [(x )= f ' (x ) Ах =  Лх, иккинчи томондан эса 
df (x) =dx булиб, \x=dx  булади. Натижада функция дифференциа- 
ли учун df(x)=f'(x)dx  ифодани топамиз. Бу -муносабатдан хамда 
хосилалар жадвалидан фойдаланиб функцияларнинг дифференци- 
аллари учун ушбу формулаларга келамиз:

Г . у= х'1(х>-0) булса, dy =  \ix?~ldx булади;
2°. у =  ах( а > 0, а ф  1) булса, dy =  ax\na dx булади;
3°. t/ =  logax(x>0, а >  0, аф 1 )  булса, dy =  ̂ \ogae dx булади;
4°. y =  sin;t булса, dy =  cos х dx булади;
5°. y=cosx  булса, dy= — sin л: dx булади;
6°. у — igx  булса, dy —— X-j-dx булади;

COS X

7°. t/ =  ctgx булса, d y = ----булади;
sin x%

8°. y =  arcsin x булса, dy= — —  dx булади;
V  l - x 2

9°. y =  arccos x булса, dy= —  ̂ 1 ,,dx булади;

10°. y =  arctgx булса, d y = — ]—jdx  булади;
l+ x

11°. j/ =  arcctgx булса, dy— — — ^dx булади;
1 +x

12°. y = shx булса, dy =  chxdx булади;
13°. y =  chx булса, dy = s,hxdx булади.

Фараз килайлик, /(x) ва ф(х) функциялар (а, Ь) интервалда 
берилган булиб, х£ (а, Ь) нуктада дифференциалланувчи булсин.
У холда f ( x )± ф(дс), /(х)-ф(х), хамда (ф(х)^=0) функция

ф \ Х )

лар хам шу х нуктада дифференциалланувчи ва

d[(f(x) ± ф (x)] =  df(x) ±dq>(x), 
d[[{x) -ф(х)] =  ф (х )# (х ) +  /(х)^ф(х),

d\-f^L]=  -/_(*)<М*) {9 (Х )Ф 0 )
L ф(̂ > J ф2(дг) ’

булади.
Бу тасдикларнинг исботи хосилани хисоблашдаги содда коидалар 

Хамда юкоридаги (7) формуладан бевосита келиб чикади.
М и с ол л а р . 1. Ушбу у — х3 — 3х функциянинг диффёренциалини 

топинг.
Бу функциянинг дифференциали куйидагича топилади:

dy =  d (x*-3x) = dx*-d3x =  (x*)'dx- (3 X)'dx =
= 3x2d x-3x\n3dx= (3x2-34n3)dx.



2. Ушбу
х | 3 у =  cos --(-sin -3 x

функциянинг дифференциалини топинг:

dy =  d(cos -^-+sin ! ĉos-̂ -f- sin^- ĉfjc =

=[-slniiiy+cosi{i)yx=-(bbi+̂ i)dx ■
Функциянинг дифференциалидан унинг кийматларини такрибий 

хисоблашда фойдаланилади. Такрибий хисоблаш формуласи куйида
ги содда теоремадан келиб чикади.

7- т е о р е м а. Агар y= f (x )  функция (а, Ь ) да берилган булиб, 
x i(a ,  Ь) нуктада чекли } '(х )ф О  х,осилага эга булса, у цолда

lim  \(/ _
xx̂ °~dy "

булади.
Исбот. y — f (х) функция х£(а, Ь) нуктада чекли \ '(х )Ф 0  

хосилага эга булсин. У холда
Ay =  f(x-\-Ax) —f(x) = f'(x )  Ддг +  а(Дл:) Ах, 

dy =  f (х)dx =  f ' (х)Ах,
бунда lima(A;t)=0. Бу тенгликларни эътиборга олиб топамиз:

\х—0

А у .. [ ' (х) Ах +  а (Ах) Ауlim-r-= lim ' Д  . — —-=\x̂ 0  dy Лх-*-0 f'(x)Ax

= lim (l + - ^ - а (Д * ) ) = 1  + -^ - lim a (A * ) =  l .
Лх-ь-О \ I \X ) / I \X I Ax-+0

Теорема исбот булди.
Бу теоремада аргумент орттирмаси Лх етарлича кичик булганда

^  ~  1 булиши келиб чикади. Кейинги такрибий формулани

[ ( х + А х )& [ (х )+f'(x )Ax  (8 )
куринишда хам ёзиш мумкин. Бу формуладан функцияларнинг 
кийматларини такрибий хисоблашда фойдаланилади.4 ,__

М и с о л .  Ушбу д/17 микдорни такрибий хисобланг.

Бу микдорни f ( x )~  \Jx функциянинг jc, =  17 нуктадаги киймати 
деб караш мумкин. Агар х0=16 деб олсак, унда Ах=х\—хп=\ 
булиб, (8 ) формулага кура д/17 » f ( x 0) + f '(x0) • Ах булади. 

Равшанки,

f(x 0)=  V l6 = 2 ,
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f ' (x )=  ( 4ф ) ' = } х ~ \  Г(х  б ) = } ( М ) ~ '= ~ &

Демак, V l7 « 2 + - ^ - l= - § « 2 ,0 3 1  .

Параметрик куринишда берилган функцияларни дифференци-
аллаш. л: =  ф(/). !/—$ (() функциялар бирор (а, 0 ) мнтервалда 
берилган булиб, бу ораликда ф'(/), ty'(t) хосилаларга эга хамда х=  
=  ф(t) функцияга тескари t =  <f~'(x) функция мавжуд булсин. 
У холда y =  \lp(t) функция узгарувчи (параметр) t =  <p~'(x) ёрдамида 
г/ =  ф(ф_| ( jc ) )  куринишга келади. Одатда функциянинг бу куриниши 
унинг параметрик куриниши дейилади ва х =  ф(/), у =  г|}(/) каби 
ифодаланади. Энди параметрик куринишда берилган функциянинг 
хосиласини топамиз:

Маълумки, у'(х) =^j-- Энди x =  cp(i), y =  \p(t) булгани учун 

dy=ty'{t).dt, dx=y'{t)d t  булиб, у'(х) булади.

6- §. Юкори тартибли х,осиЛа ва дифференциаллар

y =  f(x) функция (а, Ь) интервалда берилган ихтиёрий х£(а,Ь) 
нуктада / ' ( jc )  хосилага эга булсин. Бу / ' ( jc )  х«м, умуман айтганда, 
jc узгарувч"ининг функцияси булиб, унинг хосиласини караш мумкин.

y= f(x )  функция хосиласи / ' ( jc )  нинг хосиласи берилган f(x) 
функциянинг иккинчи тартибли хосиласи дейилади ва

у", ёки /"(дг), ёки -t-
*  dx2

каби белгиланади. Демак,
Г  ( JC )  =  ( / ' ( * ) ) ' .

y =  f(x) функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказо тартибдаги 
хосилалари худди юкоридагидек киритилади.

Умуман, y =  f(x) функция (л — 1)-тартибли хосиласи f'n~[)( x )  
нинг хосиласи берилган f(x) функциянинг п- тартибли хосиласи 
дейилади. Демак,

Г м ( £ - £ ( £ * ) )

У~1(х) функциянинг / " ( jc ) ,  / " ' ( jc ) ,  f {IV)(x), ••• хосилалари унинг
юк,ори тартибли хосилалари дейилади.

Функциянинг юкори тартибли хосилаларидан фаннинг, техника- 
нинг турли сохаларида фойдаланилади. Масалаь, харакатдаги 
жисмнинг оний тезланишини топиш харакат конунини ифодаловчи 
функциянинг иккинчи тартибли хосиласини топиш билан хал этилади.
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М и с ол . Ушбу у — х-е* функциянинг учинчи тартибли хосиласини 
топинг.

Берилган функциянинг учинчи тартибли хосиласи куйидагича 
топилади:

у' =  (х • ех) ' =  1 • ех -(- хе* =  (1 +  х) ех,
«/"=(*/')' = \(\+х)ех) '= \ .е х+ (\ + х ) .е х= (2  +  х)ех 
У " '= (У " ) '= [ (  2 + * Ю '=  I -ех+  (2 + х)ех =  (3 +  х)е*

Функциянинг юкори тартибли хосилаларини топиш учун унинг 
хамма олдинги тартибли хосилаларини хисоблаш керак булади. 
Бирок, айрим функцияларнинг n-тартибли хосилаларини бир йула 
топиш имконини берадиган формулалар мавжуд. Биз куйида бундай 
формулаларни келтириб чикарамиз.

1°. у =  х'1(х> 0 ) булсин. Равшанки,
у ' =  рх»-\

y ' " = ( y " ) '= ( Vi (Vi- \ )x '1-2), =  Vi ( \ i - \ ) (VL-2)x'1-*

Бу муносабатлардан ихтиёрий n£N учун
г/|''| =  И ц - 1) ( ц - 2 ) ...(ц - «  +  1)* '‘-п

булишини курии! кийин эмас (Бу формуланинг тутрилиги математик 
индукция усули ёрдамида исботланади).

Хусусан, ц= — 1 булганда У— — булиб, унинг л-тартибли хоси

ласи булади.

2°. у =  ах(а >  0, а Ф  I) булсин. Бу функциянинг юкори тартибли 
Хосилаларини бирин-кетин хисоблаймиз:

у '=  ах\па., 
у" =  (ах\па)'= ах\п2х,
У'" =  (ax\n2a) =  ах\пла.

y {n) =  ax\nna
Кейинги тенгликнинг уринлилиги математик индукция усули 

ёрдамида курсатилади.
Хусусан, у =  ех булса, унинг и-тартибли хосиласи у {п) =  ех була

ди.
3°. y =  sin х булсин. Бу функциянинг юкори тартибли хосилалари

ни бирин-кетин хисоблаймиз:

у' =  cos x =  sin (* +  у )  

у — (cos х) — sin jc == sin (x-\-2
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i/"' =  ( — sin х) =  —cos Af = sin(jc-|-3--jj 

yn =  ( — cos Jt)' =  sin * =  sin(jt-|-4*-? j  .

y {ni =  sin(x +  n-n ~ j .

Кейинги тенгликнинг уринлилиги математик индукция усули 
ёрдамида курсатилади.

Энди икки функция йикиндиси, айирмаси хамда купайтмасининг 
юкори тартибли хосилаларини топиш коидаларини келтирамиз.

[(х) ва g (*) функциялар (а, Ь) интервалда берилган булиб, 
х£(а,Ь) нуктада л-тартибли /'"'(*). £ 1Я,(*) хосилаларга эга 
булсин. У холда ушбу муносабатлар уринли:

а) [c-f(x)]i") =  c-f{n'(x), с — const;
б) [ / ( * )+ £ ( * ) Г  =  Г , ( * )± £ ,л,(* ); О )

* В) [nx )-g (x )Y ' ' =  r ' ( x ) g ( x ) + C ' f ' ,l- " ( x ) g ' ( x ) + . . .+
+ Ск] ,п -k)(x )g{i)(x) + ...+/(*]i •g in)(x), 
бунда

r t, _  n(n— Г ) . . . (я — fe-H)
" — ”  k\

by тенгликларнинг бирини, масалан в) сини математик индукция 
усулидан фойдаланиб исботлаймиз.

Маълумки. [/(х) .£ (а)]' =  П * )  •£(*) +  Д *)# '(* ) тенглик уринли. 
Демак, в) тенглик п — \ да тугри.

Фараз килайлик, в) формула п — к булганда тугри булсин:
[/(*) -g(x)]{k'= f w (x )g (x ) + C lJ {k- u (x )g '(x )+ ... + f (x )g [k'(x ). (10)

Энди в) тенгликнинг n = k-{-1 учун тугрилигини курсатамиз. 
Таърифга кура

[ f (x )g (x )y+ "= ([ f (x )g (x )Y k)V
булади.

Юкоридаги (10) муносабатдан фойдаланиб топамиз:
[fix) 'g (x ) ] {k+" = { f 'k'(x)g(x) + C ' j [k- l)(x)g'(x) +

+  ... +  Cij ' k- l)(x )g 0)(x )+ ... +  f (x )g ik'(x )] ' =  
= f 'k+ "(x )g (x ) + f w (x )g '(x )+ C 'J {k,(x )g '(x )  +

+  £ "(* ) +  ••■ +  C‘J ik~,^ l)(x )g{,)(x) +
+ C 'J'*-"(a :) -g(i+u(x)+... +  f '(x )g tk)(x) + f(x ) -g'k+"(x)  =  

= f k+"(x)g (x ) + (Cl-\-Cl)f'k](x)g'(x) +  ...+
+  ( C i + C ,*- |) f l*“ ,+ l , ( * )  ■g[i' ( x )+ -  +  f (x )g ,l‘ r " (x )  -
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Агар С'к-\-С'к ' =  С'*+! тенгликни эътиборга олсак, у холда ушбу 

[/(*) - £ (* )Г +| W * +l,(* )£ (* ) +  C\+if l* '(x )g '(x ) +

формулага эга буламиз. Бу эса в) формуланинг n =  k-\-1 да 
тугрилигини билдиради. Демак, в) формула барча п лар учун 
тугридир.

Одатда бу формула Лейбниц формуласи дейилади.
Ми с о л .  Ушбу у —х2ех функциянинг 100-тартибли хосиласини 

хисобланг.
f(x) =  ех, g(x) = х2 деб, сунг Лейбниц формуласидан фойдаланиб 

топамиз:
у " 0<»== (О  { т х2+С\оо(ех) ™ { ХУ + С и е хГ ( х У  =

= хгех+200хех+  100 • 99<?'.
f(x) функция лг6 (а, Ь) нуктада иккинчи тартибли f" (х) хосилага 

эга булсин.
5-т а ъ р и ф. f(x) функция дифференциали dy нинг х£ (аф) 

нук,тадаги дифференциали функциянинг иккинчи тартибли диффе
ренциали деб аталади ва d3f (x) ёки d2y каби белгиланади.

Демак, d2y =  d(dy) ёки d2f(x )= d (d f(x )) .
Дифференциаллаш коидасига кура:

d2y = d(dy) =d(y'dx) =dxd(y') =  dx(y ') 'dx=y" (dx)2.
Шундай килиб, функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 

унинг иккинчи тартибли хосиласи оркали куйидагича ёзилади:
d2y = y"dx2 (dx2=dxdx=(dx)2).

Функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказотартибдаги дифференци- 
аллари худди шунга ухшаш таърифланади.

Умуман f(x) функция х£ (а, Ь) нуктада л-тартибли /(л)(х) 
Хосилага эга булсин. Функциянинг (п— 1)-тартибли дифференциа
ли d in~ ')y дан олинган дифференциал [(х) функциянинг х нуктадаги 
п- тартибли дифференциали деб аталади ва dnu ёки dnf(x) каби 
белгиланади.

Демак,
dny =  d(dn-'y).

Юкоридагидек бу холда хам функциянинг и- тартибли диффе- 
ренциалини унинг «-тартибли хосиласи оркали

dny =  y in)dxn
куринишда ёзилишини математик индукция усули ёрдамида курса- 
тиш мумкин.

j(x) ва g(x) функциялар (а, Ь) интервалда берилган булиб, улар 
* 6  (а, Ь) нуктада «-тартибли d"f(x), dng(x) дифференциалларга
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эга булсин. У холда ушбу формулалар уринли булади:
a) [c-f(x)] =  cd"f(x)\ с — const:
b) d'\f(x) ± g (x ) ]= d nf(x) d z d "g (x )  \
в) d'[f(x) -g(x)] =  d"f(x) -g(x) 'f(x)-dg(x) +  ...+

+  f(x)dng(x) .

7- §. Дифференциал х,исобнинг асосий теоремалар*

Куйида дифференциал хисобнинг асосий теоремалари 
аталувчи теоремаларни келтирамиз. ,|

8-т е о р е м а  ( Ф е р м а  т е о р е м а с и ) .  f(x) функция (' 
интервалда берилган булиб, у шу интервалнинг бирор с ну^та- 
узининг энг катта (энг кичик) уийматига эришсин. Агар фун 
с нуктада чекли цосилага эга булса, у уолда

f ( c )  =  О

булади.
И с б от. Айтайлик, f{x) функция с нуктада (с6 (а, Ь ) ) узинин 

катта кийматига эришсин. Унда V.v6 (a, Ь) учун
f(x) ^ f ( c ) ,

яъни
П х )- Н с )<  О

булади.
Каралаётган функция с нуктада хосилага эга. Бинобарин 

нуктада функциянинг унг хосиласи мавжуд ва
г (с-f  0 ) - lim 1LX)-H C) <  0 (х> с ),дг—с+0 х~ с

шунингдек чап хосиласи мавжуд ва
/ ' ( с —0) =  lim 1{х )~ Пс) > 0  ( х < с )

х-*-с—0 х  с

булиб,
Г (с )= Г (с + 0 )= Г (с - 0 ).

(И) ,  ( 12) ва (13) муносабатлардан
Г(с) =  0

булиши келиб чикади. Функциянинг с нуктада энг кичйк кийматг 
булиб, унинг шу нуктада хосиласи мавжуд булганда f' (с) = 0  бу ' 
шунга ухшаш курсатилади. Теорема исбот булди.

9-теорема ( Р о л л ь  т еорема си ) .  f(x) функция [а, Ь 
ментда аникланган ва узлуксиз булиб, f (a )  =  f(b) булсин.



функция (а, b) интервалда чекли уосилага эга булса, у х;олда шундай 
с ну к;та (с£(а, Ь ) )  топиладики,

Г (с )  =  О
булади.

Ис б о т .  Шартга кура f(x) функция [а, 6] сегментда узлуксиз. 
Бннобарин, функция шу сегментда узининг энг катта киймати М ва 
энг кичик киймати m га эришади (Af =  sup(/(j:)}, m =  inf{/(л:)}; * 6 [а,й]

1) m = M булсин. Равшанки, бу халда /(лг) =  const булиб. 
V c6 (a, Ь) нуктада f '(c) = 0  булади.

2 ) m <  М булсин. Бу холда f ( a )= f (b ) булгани сабабли f(x ) 
функция узининг энг катта киймати М, энг кичик киймати m ларнинг 
камида биттасига (а, Ь) нинг бирор с нуктасида эришади. Ферма 
теоремасига асосан

f'(c) — 0 
булади. Теорема исбот булди.

10-т е о р е м а  ( Л а г р а н ж  т е о р е м а с и). f(x) функция [а,Ь] 
сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Агар функция (а, Ь) да 
чекли уосилага эга булса, у х;олда шундай с нук;та (с в (а, Ь )) топила
дики,

Щ = ¥ $ - г < с )  •о — а

булади.
И с б о т .  Теоремани исботлаш учун куйидаги ёрдамчи 

Ф(х) = f ( x ) - ( ( а )  — f(bl Z fJ a) * (x“ a>
функцияни тузамиз. Шартга кура f(x) функция [a, b] сегментда 
аникланган ва узлуксиз булиб, (а, Ь) да f'(x) хосилага эга булгани 
учун бу ф(х) функция хам [а, Ь\ сегментда аникланган ва узлуксиз 
булиб, (о, Ь) да

Ф'(Х) = Г ( х ) - Н*1 T fJ a) (14)

га эга булади.
Бевосита хисоблаб топамиз:

Ф  (а) =  ф (Ь).
Демак, ф(jc) функция Ролль теоремасининг барча шартларини 

каноатлантиради. У холда шундай с нукта (б'6 (а, Ь )) топиладики,
Ф' ( с ) = 0  (15)

булади. (14) ва (15) тенгликлардан
ЦЬ) —f(a) _  f/. v 

b - a  ~  '

келиб чикади. Теорема исбот булди.
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11- т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и). f (x )  ва g (x ) функция
лар [а, b ) сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Агар 
бу функциялар (а, Ь ) интервалда чекли х,осилаларга эга булиб, 
V *  £ (а , Ь)учун g  (х )ф О  булса, у х,олда шундай с нуцта ( с £ (а , Ь ) )  
топиладики

f m - f ( a )  _  f (с) (16)
8 (b )—ц(а) я'(с)

булади.
Ис бо т .  (16) тенглик маъного эга булиши учун g(b) Ф ё (а )  

булиши керак. Бу эса теоремадаги g'(x) =̂ 0, (х£(а, ft)) шартдан 
келиб чикади.

Энди f(x) ва g(x) функциялар ёрдамида

F(x) = f(x ) f(a) - [ *( *)  - g (a ) ]

функцияни тузайлик. Бу функция [a, b\ сегментда аникланган 
узлуксиз булиб, (a, b) да

хосилага эга.
Сунгра F (х) функциянинг х — а, х =  Ь нукталардаги кийматлари

ни хисоблаймиз:
F(a) = F (b )  =0.

Демак, F(x) функция [а, й] сегментда Ролль теоремасининг барча 
шартларини каноатлантнради. Шунинг учун шундай с нукта 
(a < c< b ) топиладики, F ' (с) =  0 булади. Шундай килиб,

0 = F ' ( c ) = f ' ( c ) - J $ ^ - g ' ( c ) .

Бундан эса (16) тенгликнинг уринли экани келиб чикади. Теорема 
исбот булди.

8-§. Тейлор формуласи
f(x) функция x<)£R нуктанинг бирор атрофи Ub(x0) = (хп — б, * 0 +  

+ 6 ) да аникланган булиб, бу атрофда f ' (х ), f" (х),..., / ' " ' " ( * )  
Хосилаларга эга ва /(п+|,(х) хосила Ха нуктада узлуксиз булсин. 
У холда ушбу

I f (* ) — J fj  + ^ р - (л —* J ‘+ - +

(17)

формула уринли булади, бунда | =  л;о + в (х — *о), О<0<1. Бу 
формулани исботлаш учун, аввало куйидаги белгилашлар киритамиз:
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, v г/ ч , Г Ы  . , . . fW (*о) , . „ (pU, JT0) =  /(*<>) H---jT— ( * ~  *o) +  -4--- —  (x — X0) ",

Rn + \(x) = f(x )  — ф(*, X0).
A rap

W>+l (x)
fin-(-0 (g)

r ( x —x o)(я+ 1)!
эканлигини курсатсак (17) формула исбот булади. Ut,{xo) ораликда 
ихтиёрий л- нуктани тайинлаймиз. Фараз килайлик х > х 0 булсин. 
[лго, *] ораликда ёрдамчи

F (0  = /(* ) — Ф(дс. О /€[*», х]
(х—х0)

функцияни карайлик.
F(t) функция [x0, х] ораликда Ролль теорсмасининг барча 

шартларини каноатлантиради:
1°. F(t)  функция [х0, х] ораликда узлуксиз ва дифференциалла- 

нувчи булиб,

F'(t) =  - Г  it ) +  Ш -ix- t )  +  ^ 2 (x - t )  -

-  -£г-{х-~ О Ч -  + — Г 1 "  ( х - П 1 ■
/(я + П (О

+ -
( я + 1  И * - / ) " / ? ,  ,+  , ( * ) f=  —  *-■ <0 (jc- / )"+

(Х  —  Х0 ) я+1

(д с- О Ч  

(n+ !)(jt- / )X + iW
(*—*0>Я + 1

(18)
2°. / =  х0 да

F(jc0) =  /(*) — ф(*, х0) —/?„+,(*) =  /?„f l (х) — R n+l(x) = 0, 
 ̂=  х да

F(x) = f (x )- f (x )  - 1 & -  ( х - х ) - П ^ ( х - х ) 2-

(*-х)я+|/гп+| (х)
u - * 0)n+l

=о

булади.
У холда Ролль тсоремасига кура шундай t- нукта мавжудки,

F ( s ) = 0
булади.

(18) тенгликдан фойдалансак.

(х - 1) -+- - t i  о
(*—*0)
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f(rt+ I) /£\
Rn+Лх) (х - х 0) я+1

эканлиги келиб чикади.
Одатда (17) формула Тейлор формуласи, /?„ + ,(*) эса цолдик, цас 

(Лагранж куриниши) дейилади.
Энди /(п+ ’’ (дс) нинг х0 нуктада узлуксизлигидан фойдаланамиз:

.. «.+,(*> r +l,(S )U - V "+'lim— 1--- =  lim

б^либ, бундан эса

'- 'о  (* — хо) х--"о (л +  • )!(^ — «0)"

=  Пт-^ -, - ■,-(д:-х0) = 0.

Бу эса Х-+Х0 да R„ + i (х) = 0( ( jc — х0) ) л эканлигини билдиради.
R„ + i (х) = 0 ( (дс — х0)л) колдик хаднинг Пеано куриниши дейила

ди.
Тейлор формуласида дго =  0 булган хат алохида ахамиятга эга:

H , ) = f ( 0 ) + - £ | f * + ^ 4 . . . + ^ - + R . +,W . (19)
Одатда (19) Маклорен формуласи' дейилади. Бу формуладан 
функция лимитини топиш, такрибий хисоблаш масалаларида 
фойдаланилади.

9- §. Баъзи бир элементар функциялар 
учун Маклорен формуласи

1°. f (x )—ex булсин. Бу функция учун
f " ( x ) = e \  f(0) =  \, f M (0) =  1 (л = 1, 2, ...).

У холда

'.. e*= 1+ lT+ '|r^ -"+ ~ n7+ /?"+ iM
булиб, унинг колдик хади Лагранж курннишида куйидагича

*•+'<*> ( о<«<>)
ёзилади. Хар бир *€[ — а, а] да

\е9ж\<еа 
булишини эътиборга олсак, унда

И ш  l^n+i(*)l <  7п +1 )Je
б9либ, п-*-оо да /?„+,(*) нолга интилади.



Натижада f (x )—e* функция учун

такрибий формулага эга буламиз. Бу формуладан. хусусан, х— 
=  1 булганда, есонини та^рибий хисоблаш имконини берадиган ушбу

~  1! 2! п!
формула хосил булади.

2°. /(JC) =  sin лг булсин. Маълумки бу функциянинг «-тартибли 
хосиласи учун

/'"'(х) — (sin х) ‘"' =  sin(x +  n--^

формула уринли.
Равшанки, ДО) =0 ва

/ ( 0 ) =sin =
ГО, агар п жуфт булса,

L ( — 1) г , агар п ток булса.
Демак, /(jc) =  sin jc функциясннинг Маклорен формуласи

sin̂ =̂ -4+4-4+”+(-l)n~,l£)r+0(̂ )
куринишда ёзилади.

3°. /(х) =  cosx булсин. Бу функциянинг п- тартибли хосиласи 
учун

f [n'(x) =  (cos х) (," =  cos(x-|-/j •

формула уринлилиги маълум. Равшанки, /(0) =  1 ва
0, агар п- ток сон булса,

2 = ]  —
I ( — 1) 2, агар п — жуфт сон булса.

Демак, f(x) —cos х функциянинг Маклорен формуласи 

соГх-1 - 4 + 4 — |-+ ■+

куринишда ёзилади.
4°. f(x) = ln (l -j-х) булсин.
Бу функциянинг п- тартибли хосиласини топамиз:

Г  (*) = Т Г 7 =  ( 1 +*> f" W  =  ( “  1) ( 1 +  *) ' 2- 
Г  W  =  (- 1 )  (- 2 )  (1 + x) -3, f,v(x) =  ( -  1) ( - 2 ) ( - 3 ) (1 +x) -4. 
Бундан 

;2$0

Г п,(0 )=  c o s =



/ « (* )  =  ( - 1) — ' ( л -  ! ) ! ( ! + * )  - " = ( - ! ) ,,_i (я—1)! 
’ (1+*)"

эканини куриш кийин эмас. Равшанки,
f {n)(0) =  ( — 1) "_1(л — 1)!.

Демак, f(x) =  In (1 +  х) функция учун Маклорен формуласи

куринишда булади.
Маклорен формуласи ёрдамида баъзи бир функция лимитлари 

осон топилади. Масалан, ушбу
/sinx — дг( 1 Ч-лг) lim ^

л — о  х 6

лимитни карайлик.
6х ва sinx функцияларнинг Маклорен формуласи буйича 

ёйилмасидан фойдаланамиз:

е '— 1 -f- 0 (JC3) , sin x — x 3, H-0 (дс ).

У холда:
e*sin x — x(l +Л-)

lim---x+0
[ 1+lT+|-+-0(JfZ,] [ JC~ ¥ +0(x5)] “ x“ ^

„3

= lim
*+ *2

Демак,

I

' Ш



21- Б ОБ

ДИФФЕРЕНЦИАЛ Х.ИСОБН ИНГ БАЪЗИ БИР ТАТБИК.ЛАРИ

Ушбу бобда функциянинг хосилалари ёрдамида унинг лимитини 
топиш,узгариш хусусиятлари, усувчи ёки камаювчилиги, максимум 
ва минимум кийматлари, шунингдек функция графигини текшириш 
каби масалалар урганилади.

1-§. Функция лимитини топишда хосиланинг татбики
Маълумки, функцияларнинг лимитини топиш мухим масала- 

лардан бири булиб, айни пайтда уларни хисоблашда анча 
кийинчиликлар юзага келади. Функцияларнинг хосилаларидан 
фойдаланиб уларнинг лимитларини топишни осонлаштирадиган 
коидалар мавжуд булиб, улар Лопитал к^оидалари дейилади. Биз 
куйида шу коидалар баёнини келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  f(x ) ва g (x ) функциялар (а , Ь ) интервалда 
узлуксиз булиб, куйидаги шартларни цаноатлантирсин:

1) \imf(x) =  0, lim g (X ) =  0

2) *€<а, b) да чекли Р (х ) ,  g '(x ) лар мавжуд•
3) lim’ х-а
У %олда

f '(x )
3) lim ^~ \ ( k —  чекли ёки чексиз).

x~aS(x) х-а£(х)
тенглик уринли булади.

И с б о т .  f(x) хамда g(x) функцияларнинг х =  а нуктадаги 
кийматларини нолга тенг деб оламиз

/ (а ) = 0, g(a )=0.
Натижада

lim/ (х) =  0 =  / (а ), limtf(x) = 0  =  ff(a).
х~*а х-*-и

булиб,/ ( x )  B a g ( j t )  функциялар х =  а нуктада узлуксиз булиб колади. 
Энди ихтиёрий *6  (а, Ь) нукта олиб, [а, х] сегментда f(x) ва g(x) 
функцияларни караймиз. Бу сегментда f(x) ва g(x) функциялар 
Коши теоремасининг шартларини каноатлантиради. Демак, а ва х
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орасида шундай с (а < с < х )  нукта топиладики
f M  - 1 (a ) _  f '(c ) 
g(x)—g(a) g'(c)

тенглик уринли булади. Агар f(a) =0, g(a) =0 булишини эътиборга 
олсак, унда кейинги тенглик

f(x) __ ПО 
е(х) ff'(c)

куринишга келади.
Равшанки, х-*-а да с-*-а. Демак,

l im ~ -  — \im-~rp-==k.x-̂ aS(x) c^aSU)
Бу эса теоремани исботлайди.ал-

М и с о л .  Ушбу lim-V ~ c°  лимитни хисобланг.
х-*о — с os fix

Бу холда f (х) =е'1Х—cosax, g(x) =  е*х—cospx дейилса, улар 
учун 1-теорема шартлари бажарилади:

1) lim^jc) =  Iirn(eaj:—cosax) = 0,
x-+Q х-*-0

limg(jc) =  lim(e,,'c— cosfix) = 0 ,
x-»0

2) f  (*) = a [e“x4-sina*],
£ '(* ) =p [вржН-sin̂ A:],

Демак,
.. f(x) alim—, —= —•
Ж-.0 tf W  P

Э с л а т м а .  Юкорида келтирилган теорема х— оо, х-*-+оо ва 
х->-— оо да хам уринли.

Айтайлик

\imf(x) =  Ymg(x)=0  ва lim-j^. =*: (чекли ёки чексиз)
X—*-ос X — ОО X— ОО Л  \ х >

булсин. х—-- алмаштиришни бажарсак, дг— оо да /-*-0 булиб, 

/— 0 да
f(x)=f(-j)-+0, g ( x ) = g ( j ) ^ 0

булади.
1-теоремадан фойдаланиб топамиз:



2-т е ор е ма .  / (* jee  S ( x) функциялар (a, b) ораликда берилган 
булиб, куйидаги шартларни цаноатлантирсир:

1) \imf(x) =  оо, \\mg(x) =  оо ;
х-+-а х-*-а

2) х£(а, Ь) да чекли f '(x ), g '(x ) уосилалар мавжуд ва g'(x)=£ 0;
3) lim ----- =  k (чекли ёки чексиз).

* -a g (х )

У \олда
l i m ____ ___m u _________S(X) x^aS'(x)

тенглик уринли булади.
Юкорида келтирилган 1-теорема ^ куринишдаги аникмаслик-

ОО 

ОО

син, 17-боб, 4-§) очиш имконини беради.

\ т ^ г = \ т - Г(х)

ларни, 2-теорема эса —  куринишдаги аникмасликларни (карал-

1п(дг-|-)
Ми с о л .  Ушбу lim---7--- лимитни хисобланг.tgJC

2

Агар f(x) =  In(jc — ̂ ),  £ (*)= tg ;t дейилса, улар 2-теореманинг 
( 1) — (3) шартларини каноатлантириб,

л
х -------  2 ... [ ' (х) 2 cos"*lim -Ч~- =  lim— г— — lim---- .- * tf(x) __я __l _

X~*~2 2 2 * -2 x ОCOS ЛГ ^

булади. Энди lim -^-x- ифодада f\ (x) —cos2x, g\(x)=x — ~  функ- я 2'-у * 2
циялар 1 - теореманинг барча шартларини каноатлантиради. Демак,

| j m-2—s'r- — si—;-—Q.

Бундан эса
Пгп(дг—5) 

lim-------- = 0
2

эканлиги келиб чикади.
Маълумки, х-*а да f(x) функция 1, 0 ва оо га, g (x )  функция эса 

мос равишда оо, 0 ва 0 га интилганда
264



[/(*)]'«''(/(*) Ф  I. f(x) > 0 ) 
даража курсаткичли ифода 1", 0°, оо° куринишдаги аникмаслик- 
ларни ифодалайди. Масалан х-+а да f(x)-+1, £(л:)-»-оо булсин. Бу 
холда [/(*)]и,дг| 1 ' куринишдаги аникмаслик булади. Уни очиш учун 
аввало у = [/ ( * ) ]А',ЛГ) ифода логарифланади:

>n«/=g(*) 1п[/(х)].
Натижада х-+а да g(x) 1п[/(х) ] ° ° 0 куринишдаги аникмасликка 
келамиз. Агар

lim /(x)= 0, limg(x) =  oo
х -*а х-*а

булса, lim [/(лг) •£(*)] ни
х-*-а

lim[/(х) -g(A:)]=lim-^p-=lim-£^
х-+а х-+а * х-*-а 1

g(x) 1{х)
v I 0  .. оокуринишда ифодалаш оркали -Q-еки — куринишдаги аникмаслик

ка келтириш мумкин.
Шунингдек,

lim/(лг) =  + оо, limg(je) =  + оо
х-*-а х~+а

булса, f (x )—g(x ) айирмани
__I____ I

H x ) - g M = j m  т  j

/(*) g(x)

тарзда ифодалаб, lim (f (x) — g ( x ) ) ни -^-куринишдаги аникмаслик-*
.t-^a '*

ка келтириш мумкин.

2-§. Функциянинг монотонлигини аниклашда 
х,осиланинг татбики

Биз куйида функция х,осилаларидан фойдаланиб унинг усувчили- 
ги х,амда камаювчилигини ифодалайдиган теоремани келтирамиз.

3-т е о р е м а. f(x) функция (а, Ь ) интервалда чекли f ( x )  
^осилага эга булсин. Бу функция шу интервалда усувчи ( камаювчи)  
булиши учун (а , Ь) да

/ Ч * » о  ( Г ( х ) ^ 0 )  
тенгсизлик уринли булиши зарур ва етарли.

Ис б о т .  З а р у р л и г и .  Шартга кура f(x) функция (а, Ь) да 
Цекли хосилага эга булиб, у (a, Ь) интервалда усувчи (камаювчи). 
Ихтиёрий (а, Ь) нукта олиб, у билан бирга х +  Адгб (а, Ь) нуктани 
Караймиз. У х,олда Дх>0 да / (* )< / (*  +  Ад:) (/(лг) > / (*  + Дл:)),
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Дх< 0  да f(x) ^f(x-\-Ax) (/ '(х Х Д х  +  Ах) ) муносабатлар уринЛи 
булиб, бу муносабатлардан

f (x+Ax)—f(x) ^  q  ( f(x+hx) —f(x)
Дх

тенгсизликлар келиб чикади. f(x) функция (а, ft) да чекли f'(x) 
хосилага эга булгани учун

мавжуд ва чекли. 
Демак,

П т '  Н*+ A*);—fife)
\х *0  А *

ljmi(£ ± M - fW . =/v (jc)
Д * - » 0  Д х

( 1) муносабатдан хамда чекли лимитга эга булган функция 
хоссаларидан фойдаланиб (каранг 18-боб, 2-§) (а, ft) да

Г {х ) > 0 ( Г ( х ) С  0 )
эканини топамиз.

Е т а р л и л и г и .  Шартга кура /(х) функция (а, 6 ) интервалда 
чекли хосилага эга булиб, (a, ft) да

П * )> о  ( f w < 0 )
тенгсизлик уринли. (a, ft) да ихтиёрий хь х2 нукталарни олайлик 
(x i< x 2). У холда |X|, x2]c=(u, ft) булиб, /(х) функция [Х|, х2] сег- 
ментда Лагранж теоремасининг барча шартларини каноатлантиради.

Лагранж теоремасига кура шундай с€(xi, х2) нукта мавжуд 
булиб,

f(x2) — f (x , )= f/(c) (Х2 Х|) 
тенглик уринли булади. Шартга кура

f ' ( c ) ^ 0  ( f ( c ) ^ O ) ,  х2 — Х| > 0 .
Демак,

Дх2)> / (х ,) (Дх2)< / (х ,) ) .
Бу эса /(х) функциянинг (a, ft) интервалда усувчи (камаювчи) 
эканини билдиради.

3-§. Функциянинг экстремум кийматларини топишда 
х,осиланинг татбики

/(х) функция (a, ft) интервалда аникланган булиб, х06 (а, Ь) 
булсин.

1- т а ъ р и ф .  Лгар х0€ (a, ft) нуктанинг шундай Ut,(x0), = 
= {x:x£R, Хо — 6 < х < х 0 +  6, 6 > 0}сг (а, ft) атрофи мавжуд булсаки, 
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/ ( * )< / (  Xo) (f(x)^sf(Xo))

тенгсизлик уринли булса, у %олда f(x) функция х0 нуктада 
максимумга (минимумга) эга дейилади, f(x0) к,иймат f(x) функция
нинг Uь(хо) даги максимум (минимум) к,иймати ёки максимуми 
(минимуми) дейилади.

2- т а ъ р и ф. Агар xs£(a, Ь) нуктанинг шундай атрофи 11ь(хо) сг 
с~(а, Ь) мавжуд булсаки, Чх£ Uk(xo) \{*о| учун

f ( x )< f (x  0) ( f ( x )> f ( x n))

тенгсизлик уринли булса, у х,олда f(x) функция дг0 нуктада к,атъий 
максимумга (цатъий минимумга) эга дейилади. f(x0) циймат f(x) 
функциянинг Uй(х„) даги к,атъий максимум (к,атъий минимум)
к,иймати ёки цатъий максимуми (к,атъий минимуми) дейилади. 

1 . Э к с т р е м у м н и н г з а р у р и й  ша рт и .
4 - т е о р е м а .  Агар f(x ) функция х0£(а, Ь) нуктада чекли f '(x )

^ ос ила га эга булиб, бу нуктада экстремумга эришса, у %олда

Г(х „)  =  0
булади.

И с б о т .  Фараз килайлик f(x) функция *о6 (а, Ь) нуктада 
максимумга эришсин. Демак, таърифга кура х0 нуктанинг шундай 
U,,(x0) с  (о, Ь) атрофи мавжудки, ихтиёрий .х£ и 6(х0) да /(*) ^
</(хо) булади. У холда Ферма теоремасига кура f  (хо)= 0.

Бу теорема функция экстремумга эга булишининг зарурий 
шартини ифодалайди.

2 . Э к с т р е м у м н и н г  е т арли  ша р т л а р и .
f(x) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, лго6 (а, Ь) нуктада

узлуксиз, унинг U b(x0) =  U ь(х0) М*,)} атрофида чекли f' (х) хосилага 
эга булсин. Ушбу

и П х п)= !*:*€/?, *о—6 <*<*о}. (б > 0 ) 
U f ( x 0)= {x :x£ R ,  x0< x < x 0+ 6|, (6 > 0 )

белгилашларни киритайлик.
а) Агар

V x t u r  (х0) учун f ' ( x ) > о,
Vxeuj-(xo) учун f ' (x ) < 0

тенгсизликлар уринли булса, яъни f ' (х) функция х0 нуктадан 
Утишда ишорасини «+» дан «—» га узгартирса, у холда f(x) 
функция хо нуктада максимумга эга булади.

s) учун



Хакикатан хам, Vx£Ub(x0) учун / '(* )> 0  булишидан f(x) 
функциянинг U^(xо) да катъий усувчилиги келиб чикади. Сунгра 
f(x) функциянинг хо да узлуксиз булишидан

Wm f (x )= f (x 0) (x0eU^(xa))

тенглик келиб чикади.
Демак, Vx£ (Уй- (х0) учун /(х) < /(х0) тенгсизлик уринлидир.
Энди V x d U J (Xll) учун f ' (x )< 0  булишидан U f (x 0) да f(x)

функциянинг катъий камаювчилиги келиб чикади. f(x ) функция
нинг хо нуктада узлуксизлигиДан эса lim / ( х ) =/ ( х о) тенглик

хосил булади.
Демак, Ух£и^(х0) учун яна f(x )< / (x 0) тенгсизлик бажари- 

лади.
Бундан Vx£Ui>(xa) учун f(x)<f(xo)  булиб, бу эса f(x) функция 

Хо нуктада максимумга эга булишини билдиради.
б) Vx£U^(xо) учун f ' (х) < 0,

Vx£U?(xo) учун f ' (х) > О

тенгсизликлар уринли булса, яъни f ' (х) хосила х0 нуктани утишда 
уз ишорасини «—» дан «+» га узгартирса, у халда f(x) функция х<, 
нуктада минимумга эга булади.

Хакикатан хам, Vx£Ub(x „) учун f ' ( x ) > О булишидан f(x) 
функциянинг U f (x о) да катъий камаювчилиги, VxgC'+f'xo) Да
катъий усувчилиги келиб чикади. f ix ) функциянинг х0 нуктада 
узлуксизлигини эътиборга алсак, Vx6 ^ (x 0) учун / (х )> /(х  с) 
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса f(x) функция хо нуктада 
минимумга эга булишини билдиради.

в) Агар VxEU^(xo) учун Дх) > О,
VxeUffxo) учун /'(х) > 0

ёки

V x e i/ f ix о) учун f(x) < 0 ,
Vx6 t/ + (x0) учун f(x) < 0

тенгсизликлар уринли булса, яъни /' (х) хосила Хо нуктани  
утишда уз ишорасини узгартирмаса, у хатда f(x) функция Хо 
нуктада экстремумга эга булмайди. / (X ) функция хо нуктанинг 
Ui(xo) атрофида катъий усувчи ёки катьий камаювчи булади.

М и с о л .  Ушбу /(х) =  Зх2— 2х функцияни экстремумга текши- 
ринг.
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Берилган функциянинг /'(х) = 6х —2 =  2(3х— 1) хосиласини 
нолга тенглаб

Г (х )=  2(3лг— 1) = 0,
х = ~  каралаётган функция учун стационар (критик) нукта
эканини топамиз. Энди шу нукта атрофида функция хосиласи 
ишорасини узгартиришини текширамиз.

Равшанки,

v * e t / r ( | ) = { * e # :  s> o

учун

f '(x )=2(3x — 1 )=  — б (~  — Л ')< 0 , 

v x6 f/6+ ( i )  =  +  Л > 0

учун
/'(х) =2{3х— 1 ) =  - б (- у -  * ) > 0 .

Демак, функциянинг хосиласи х=  ~  нуктадан утишда уз ишо-О
расини «—» дан «-+-» га узгартирар экан. Берилган функция 
х =  -̂  нуктада узлуксиз. Шундай килиб, f(x )=3x2 — 2x функция 

1х=  — нуктада минимумга эришади ва
О

min f(x) =  3- — 2--~= —у  x£Ub -
булади.

Э с л а т м а .  Юкорида келтирилган экстремумнинг етарлилик 
шарти каралаётган функция хосиласининг стационар нукта атрофида 
ишорасини аниклаш билан ифодаланади. Купинча х0 нуктанинг 
атрофида f ' (х) нинг ишорасини аниклаш кийин булади. Агар f{x) 
функция х0 нуктада юкори тартибли хосилаларга эга булса, 
хосилаларнинг х0 нуктадаги кийматлари ишорасига караб хам 
функция экстремумини текшириш мумкин.

f {х) функция хи€ (а, Ь) нуктада f', f", ..., f {n) .хосилаларга эга 
булиб,

f'(xo) = f" (x 0) =... =  r _l,U„) =0, f in)(x о) =^0

булсин. Агар п — жуфт сон, яъни п =  2т  ( т 6 /V) булиб,
f n)(xо) =  =  f {2m)(xu) < 0  ( f<2m)(xo)> 0 )  тенгсизлик уринли булса,
fix) функция хо нуктада максимумга (минимумга) эга булади, агар 
п ток сон, яъни п = 2т  +  1 (m^N), булса, f(x) функция 
хо нуктада экстремумга эга булмайди.



4- §. Функция графигининг кавариклиги ва ботимиги 
\амда эгилиш нукдаларини анимашда хосиланинг 

татбики
f(x) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, у шу интервалда 

чекли f '(x ) хосилага эга булсин. У холда y = j(x) функция графигига 
ихтиёрий М(х, /’(* )) ( a c x c b )  нуктада уринма мавжуд. Бу уринма 
у — 1(х) булсин.

3-таъриф.  Агар ихтиёрий х\, х2 нукталар, a<Lxl< x 2<Lb 
уамда *2) учун l(x )^ .f (x ) ( l ( x )^ f (x ) )  булса, f(x) функ
ция графиги (а, Ь) да ботик, (к,аварик,) дейилади (82-чизма).

5 - т е о р е м а .  Агар f(x ) функция (а , Ь ) интервалда иккинчи 
тартибли f " (x )  х,осилага эга булиб,

булса, функция графиги (а , Ь) да ботик; (к,аварик;) булади.
Ис б о т .  Фараз килайлик. (а, Ь) да f"(x) ^ 0  булсин. (хь х2) (а, b)

у у

А

О а X 0 а

82- чизма

Г ( * ) >  О ( Г ( х ) ^ О ) -

У'
ораликда ихтиёрий с нукта 
оламиз. Теоремани исботлаш 
учун f(x) функция графиги 
М(с, /(с) ) нуктадан утувчи 
уринмадан юкорида ётиши- 
ни курсатиш лозим (83- чиз
ма).

i ---f - i

• Уринмадаги .узгарувчи 
нуктанинг координаталари 
(х, у) булсин. У холда М 
нуктадан утувчи уринма 
тенгламаси:

о а

83- чизма. Энди f(x ) функциянИHI 
х — с нукта атрофида Тей-
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y= f(x )  = f(c )  + i- L L ( * _ c) (c < g< Jf) (3 )

Юкоридаги (2) ва (3) тенгликлардан

У ~ У  =  - ~ - ( х ~ с ) 2
эканлигини тоиамиз.

f " (х) нинг (а, Ь}  да манфий булмаслигини эътиборга олсак, 
Vx6 {а, Ь) учун у —у~^0, яъни у ^ у  тенгсизлик хосил булади. Бу 
эса у= [(х )  функция графиги (а, Ь) ораликда (2) уринмадан 
юкорида ётишини, яъни ботик эканлигини билдиради.

4- т а ъ р и ф. Агар f(x ) функция U^(x„) ораликда к,аварик, (бо
тик,) булиб, U f (x 0) ораликда эса ботик, (к,аварик,) булса, у уолда 
(хо, /(*о)) нук,та функция графигининг (функциянинг) эгилиш 
нук,таси дейилади.

f (х) функция Ub(x0) да иккинчи тартибли /"(*) хосилага эга 
булсин. Агар

VA-et/6- (*0) учун Г (х ) > 0 (П * > <  0 )),

Vx£U£(xn) учун / " (* )<  0 (f " (x )> 0 )
тенгсизликлар уринли булса, у холда UZ(x0) да f ' (х) усувчи (ка
маювчи), U^(xо) да камаювчи (усувчи) булиб, f ' (х) функция х„ 
нуктада экстремумга эришади. У холда /"(*„) =0 булади. Демак. 
. (х) функциянинг эгилиш нуктасида иккинчи тартибли хосила f " (х) 
нолга тенг.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
/(AT) =JC4 — 6л:2—6л:-|- 1

функциянинг каварик ва ботиклик ораликларинп топинг.
Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини 

хисоблаймиз:
f' ( jc) =4х3— 1‘2х — 6,

/"(*) =  12лг2— 12= 12(дг2— 1).
Равшанки,

U| >  1 да f"(x) > 0,
U I < 1  да f" (x )< 0 .

Демак, (— 1, 1) интервалда берилган функция графиги каварик,
( — оо, — 1), ( 1, -f оо) интервалларда эса функция графиги ботик 
булади.

2. Ушбу /(*) =хе~х* функциянинг эгилиш нуктаси Сор ёки 
йуклигини аникланг.

лор формуласи буйича ёямиз:



Функциянинг иккинчи тартибли /"(х) =  2хе (2лг~ — 3) хосила- 
сини нолга тенглаб топамиз:

* =  0, х=  ±  д/-|.

Равшанки, —̂ оо, — д/2) па (Р’ VI) интервалларда 

/ " (* )<  0, ( — д Д ,  о) ва ( ^ f .  00)  интервалларда /"(х) > 0.

демак, Л ~  В <0’ °>- C( V f ’ V K ? )
нукталар функция графигининг эгилиш нукталаридир.

5- §. Функция графигининг асимптоталари

/(х) функция а£/? нуктанинг бирор атрофида аникланган булсин.
5- т а ъ р и ф. Агар ушбу

lim f(x), lim f(x)
*-*-a+ 0  x 0

лимитлардан бири ёки иккаласи чексиз булса, у х;олда х =  а турри 
чизик, f(x) функция графигининг вертикал асимптотаси дейилади.

Масалан, у — 1 ■ ■ функция учун дг =  3 тугри чизик вертикал

асимптота булади.
6-т а ъ р и ф. Шундай k ва b сонлари мавжуд булиб, х-у-\-оо 

(х->-— оо) да /(х) функция
f(x) =kx-\-b а(х) 

куринишда ифодаланса ( lim а ( х ) = 0 ), у уолда y =  kx-\-b тугри
X — r t  00

чизик, y =  f(x) функция графигининг огма асимптотаси дейилади 
(/г =  0 булса, горизонтал асимптота дейилади).

6- т е о р е м a. f(x) функция графиги
y=kx + b 

огма асимптотага эга булиши учун

lim -— = /г, lim [f(x) — kx] =  b
Х -*  4 -0 0  Х  Х-~  +■ 00

муносабатларнинг уринли булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  f(x ) функция графиги y — kx-\-b огма 

асимптотага эга булсин. У халда 6-таърифга кура f(x)=kx-\-b + 
-\-а(х). булиб, (х-^-|-оо, а(х)->-0 )

|im 11*L— |im ( f t+ ± + “ I f L W
x —+  - f  00 x  x —  00 V  *  X  /

272



хамда
lim [/ (* )— **] =  lim [fc + a ( * ) l  =  *

X-+ - f  oo x-~  - f  oo

булади.
Е т а р л и л и г и .  Ушбу

lim  ̂=  /г, lim \[{х) — kx\ =  b.
х + 0 0  х  х-*- -|- с»

лимитлар уринли булсин. У холда lim [/(jc) — kx]=b дан /(jc) —
X-*- -|- оо

— kx =  b +  a(x) (*->■ +оо, а(х)-^О) келиб чикади. Демак, 
х-+ +  оо да

f(x) =kx-\-b-\-a{x).
Бу эса y — kx +  b турри чизик /(jc) функция графигининг асимптотаси 
эканини билдиради.

I  а 2х2 4- х— 2М и сол.  Ушбу /(х) = — — функция графигининг oFMa
асимптоталарини топинг.

Равшанки,

lim М =  lim ^ ± £ = 2 = 2,
x - f  4-00 X х~*~ ■+■ 00 Х

lim [/ (* )— kx]= lim ( ^ + x~ ‘2- — 2дг) =
ДО., . jr-»-foo X  I /

=  lim - ^ + - 2*= 3.
x-*- -f-oo *  ^

Демак, k =  2, b =  3 булиб, бу эса y =  2jc +  3 тугри чизик функция 
графигининг ofMa асимптотаси эканини билдиради.

6-§. Функцияларни текшириш ва графикларини
чизиш

Функцияларни текшириш ва улар графикларини чизишни 
Куйидаги коидалар буйича амалга ошириш максадга мувофикдир:

1°. Функциянинганикланиш хамда кийматлар тупламини топиш; 
г 2°. Функцияни узлуксизликка текшириш ва узилиш нукталарини 

топиш;
3°. Функциянинг жуфт, ток хамда даврийлигини аниклаш;
4°. Функцияни монотонликка текшириш;
5°. Функцияни экстремумга текшириш;
6°. Функция графигининг каварик хамда ботиклик ораликларини 

аниклаш, эгилиш нукталарини топиш;
7°. Функция графигининг асимптоталарини топиш;
8°. Агар имконият булса, функциянинг абсцисса хамда ордината 

уклари билан кесишадиган (агар улар мавжуд булса) нукталарини
*8—513



топиш ва аргумент* нинг характерен нукталарида функция киймат- 
ларини хисоблаш.

^  \ 1
М и с о л .  Ушбу / ( j c )  =  ■ л_.. функцияни текширинг ва графигини

х — I
чизинг.

Берилган функция ,Y =  {( — оо, — 1)U ( — +  00 )(туплам
да аникланган. Бу функция учун / ( — jc) = / ( jc) тенглик бажа- 
рилганлигидан у жуфтдир. Демак, функция графиги Оу укига 
нисбатан симметрик булиб, уни [0, +  оо ] ораликда текшириш кифоя.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари мос 
равишда

4х , 4(1+3х2)
Г ( Х ) ~  (х2- ! ) 2' ’ Г ( Х ) ~  (дс2 — 1 )2

Биринчи тартибли хосила [0, +  оо ) ораликнинг х=  1 нуктасидан 
бошка барча нукталарида аникланган ва jc  = 0 нуктада нолга 
айланади, яъни /'(0)=0. Иккинчи тартибли хосила учун /"(0) =  —
— 4< 0 б^либ, бу / ( jc )  функциянинг jc = 0  нуктада максимумга 
эришишини билдиради. Бинобарин максимум киймат /(0) =  — 1 
булади.

Энди {(0, 1) U (1. + ° ° ) (  тупламда /'(д: ) < 0  эканлигидан /( jc ) 
функциянинг камаювчилиги келиб чикади.

Равшанки,
*2+1 х2 -+* Ilim -f!— =  — 00, lim —

x . i -олг2— 1 ’ Jt— — 1 ч- 0 jc2 —  1

lim x‘~ — =  -}- 00, lim — ~ t i-=  4- 00
jr- l+ O X  —  1 jc-̂ 1 —O —  1

булиб, бу * = ± 1  нукталар функциянинг иккинчи тур узилиш 
нукталари, шу билан бирга х =  ±  1 тугри чизиклар берилган функция 
учун вертикал асимптоталар эканини билдиради. 6-теоремага кура

k =  lim —  * — lim •—= 0 ,
*-* ■  - f  оо х  jc—►  - f -  00 X  —  1 x

b =  lim [/(x ) — kx\=  lim * + 1 =  1X— -f 00 X—- 4-00 г - 1

муносабатлардан y =  1 тугри чизик /(jc) функция графигининг 
асимптотаси булади.

Энди функция графигининг эгилиш нуктасининг бор ёки 
й^клигини текширамиз.

Берилган функциянинг иккинчи тартибли хосиласи / " ( jc) =
=  - (' +3*3-. \+Зх2фО, булганидан f " (х) ФО  (jc6 /?) эканини 

(Х 1 )
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топамиз. Бундан эса функция графигида эгилиш нуктаси йуклиги 
келиб чикади. Иккинчи тартибли хосила учун

[О, 1) да f " (x )<  О,
( 1, +оо)  да f " ( x )^ 0

тенгсизликлар уринли. Демак, функция графиги [0, 1) да каварик, (1. 
-f оо) да ботик. Бу маълумотлардан фойдаланиб функция графигини 
чизамиз (84-чизма).

84- чизма.
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