





0 ‘“7BEKISTON RESPUBLIKASI OLIY VA0 ‘RTA MAXSUS
TAYJIM VAZIRLIG1

O'RTA MAXSUS, KASB-HUNAR TA’LIMI MARKAZI

O RTA MAXSUS, KASB-HUNAR TA’LIMINI
RIVOJLANTIRISH INST1TUTI

l.Israilov, Z.Pashayev

GEOMETRIYA

I gism

Aka'demik litseylar uchun sinov darsligi



Tagqgrizchilar: Fizika-matematika fanlari doktori, professor
A. S. Soliyev; SamDCHTI qoshidagi akadcmik
litsey matematika o'gituvchisi, fizika-matematika'
fanlari nomzodi, dotscnt X. Nosirova; pedagogika
fanlari nomzodi, dotsent O. L. Musurmonov

Ushbu sinov darsligi ,Gcometriya“ fanidan akademik litseylar
uchun amaldagi dastur asosida yozilgan bo'lib, unda ,tekislikdagi
geometriya“ bo'yicha umumta’lim maktablarida amalda bo'lgnn o‘quv
dasturlaridagi materiallarga go'shimcha juda ko‘p mu'lumotlar berilgan.
Shu sababli, darslikdan umumta’lim maktablari o'qituvchilari hamda
matematika chuqur o'gitiladigan maxsus maktab o'quvchilari ham
foydalanishlari mumkin.



SO‘ZBOSHI

O'zbekiston Respublikasida gabul gilingan va hozirda amalda
bo'lgan ,Ta’lim to‘g'risida“gi Qonun va ,Kadrlar tayyorlash milliy
dasturi" uzluksiz ta’lim tizimini isloh qilishning yangi davrini
ochganligi tabiiydir.

Uzluksiz ta’lim tizimi har bir bosgichining o'ziga xos
Xususiyatlarini hisobga olgan holda, ular uchun o‘quv adabiyotlari
yaratish zarurati tug'ildi. Ana shu magsadda Rcspublikamizda
uzluksiz ta’lim tizimi uchun o‘quv adabiyotlarining yangi avlodini
yaratish konsepsiyasi ishlab chiqildi va hozirgi vaqtda amalga
oshirilmoqda.

Uzluksiz ta’lim tizimining biz uchun yangi mazmun kasb etgan
o'rta maxsus, kasb-hunar ta’limi tizimida o'quv adabiyotlari
yaratish jadal bormoqda.

Kitob mazmunini imkoni boricha akadcmik litseylar uchun
amaldagi ,,Geomctriya“ fani dasturiga yaqinlashtirishga harakat
qildik. Mazkur kitobni tayyorlashda biz umumta’lim maktablari
o'quvchilariga tanish bo'lgan geometrik bilimlaming ko'pchiligi
turli kitoblarda berilganligini, o'rta maktablar uchun geometriya
fanidan 1995- yilgacha nashr qilingan darsliklar o'rta bilimli
-0'quvchiga mo'ljallanganligini hitobga oldik. Hozirgi vaqtda akadcmik
litseylarga chuqur bilimli, mazmunli mulohazalar qilish qgobiliyati
bo'lgan o'quvchilar kelayotganligini hisobga olib, har bir mavzu
bo'yicha bayon gilinayotgan masalalar doirasini ancha kengaytirib
bcrishga qaror qildik.

Jumladan, kesmalarga bag'ishlangan bobda ikkita kesmaning
o'rta geometrik migdorini qurish bilan bog'liq masalalar, to'rtta
nugtaning garmonik nisbati ko rib chiqildi™

Uchburchaklarga bag'ishlangan bobda esa uchburchak
balandliklari, mcdianalari va bisscktrisalarining kesishishi hagidagi
teorcmalar hamda Stuart, Ptolcmey tcoremalari va boshqalar
yoritijgan.

LAylana va doira" bobida ichki chizilgan burchaklar, urinmalar
va vatarlar hosil gilgan burchaklarning xossalari hamda aylanaga
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o'tkazilgan vatarlar, kesuvchilar va urinmalarga oid mctrik
munosabatlar garaldi.

To'rtburchaklar hagidagi ma’lumotlarjuda keng bcrilgan. Unda
to‘g‘ri to'rtburchakka oid yangi formulalar, doiraga ichki va tashqi
chizilgan to'rtburchaklarning xossalari ham bcrilgan.

Afsuski, oxirgi vaqtlarda yasashga doir masalalarga e’tiborancha
susaydi. Ana shuni hisobga olib, tekis shakllarni yasashga doir
masalalarni alohida bobda garab chigishni ma’qul topdik.

Shuningdek, mazkur kitob ,,Vcktorlar® va ,Shakllarni
almashtirish* kabi boblarni ham o‘z ichiga oldi. Dcmak. kitobda
akadcmik litseylar uchun ,tekislikdagi gcomctriya“ dasturi bo'yicha
barcha mavzular igtidorli yoshlar bilan ishlashga moMijallangan
ma’lumotlar bilan to‘ldirilgan holda yoritildi.

Bundan tashqari, har bir bobda, imkoni boricha bizning ulug’
ajdodlarimiz Abu Rayhon Bcruniy, Ibn Sino, Al-Xorazmiy va
boshqgalarning gcometriyaga oid ishlari bilan bog‘liq tarixiy
ma’lumotlar hamda mustagil yechish uchun qiyinlik darajasi har
xil bo'lgan masalalar keltirildi.

Gcomctriya fani mavzularini bayon qilishdagi harakatlarimiz
mutaxassislar va keng kitobxonlar ommasini giziqtiradi, deb umid
bildiramiz hamda kitob mazmuni, bayon usuli bo'yicha barcha
fikrva takliflami mamnuniyat bilan gabul gilamiz.

Mualli/lar
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Misr, Bobil. Matcmatik bilimlarning, ma’lum bir turdagi
elemental masalalarni ycchish usullarining jamlanish jarayoni
katta bir davrni o'z ichiga oladi, uning ibtidosi uzoq o'tmishga
borib taqaladi.

Geometriyaning vatani Bobil va Misr hisoblanadi. Qadimgi
Misr matcmatikasi haqidagi ma’lumotlar matematik mazmunili
ikkita papirusga tasvirlangan. Uzunligi 5,5 m va eni 0,32 m bo'lgan
Rind pnpirusi Londonda saglanmoqgda. Unda to‘g‘ri to'rtburchak,

uchburchak, trapetsiya va doiraning (.S = yuzlarini, parallele-

piped va silindrning hajmlarini hamda piramidaning o'lcham-
larini aniglashga bag'ishlangan 84 ta masala o‘z ifodasini topgan.
Ikkinchi papifus Moskvada saglanmoqda, unda 25 ta masalaning
ycchimi berilgan bo'lib, ularorasida asosi kvadratdan iborat kesik
piramidaning hajmi va egri sirt — savat yon sirtining yuzi
hisoblangan masalalar o'z ifodasini topgan.

Rind papirusida teng yonli uchburchakning yuzi asosning yon
tomonning yarmiga ko'paytmasi kabi hisoblangan, doiraning yuzi
esa tomoni diametrning 1/9 gismicha kam bo'lgan kvadratning
yuziga teng ekanligi ko'rsafilgan, teng yonli trapctsiyaning yuzi
esa uning asoslari yig'indisining yarmi bilan yon tomoni
ko'paytmasi kabi hisoblangan. Unda yechilgan bir necha masaladan
to'g'ri burchakli uchburchakning burchaklari uning katetlari nisbati
orgali aniglanishi kelib chigadi.

Qadimgi Bobilliklarning merosi bizning davrimizgacha loydan
yasalgan jadvallar shaklida saqglanib qolgan bo'lib, ulardan gariyb
50 tasi matematik matnlat, 200 ga yaqini esa matnsiz matematik
jadvallarni o'z ichiga oladi. Bobilliklarning gcomctriya bo'yicha
bilimlari misrliklarnikidan ancha yuqori saviyada bo'lganligi
ko'rinadi. 1945- yilda Ncygcbaucr va Saks tomonidan AQSHnNing
Kolumbiya universiteti kutubxonasida saglanayotgan jadvalmng
tarjimasi nashr ettirildi. Unda ratsional tomonli, ya’ni tomonlari
Pifagor sonlaridan iborat (x 2+y 2=z 2shartni ganoatlantiradigan)

5



to‘g‘ri burchakli uchburchaklar sanab o'tilgan. Masalalar to‘g‘ri
burchakli shakllar yuzlari va hajmlarini hisoblash bilan bog‘liq
bo'lganligi ham ko'zga tashlanadi. Shuningdek, unda umumiy
turdagi masalalardan tashqari, burchaklarni o'lchash va
trigononiclrik munosabatlami kcltirib chigarishga doir urinishlar
ham uchraydi.

Aylanani 360° ga bo'lish, to'g'ri burchak va parallel to‘g‘ri
chiziglar tushunchalari ham Bobilliklarga mansubdir. Ulardoiraga
ichki chizilgan munlazam oltiburchakning tomoni uning radiusiga
tengligini bilishgan va k =3 deb hisoblashgan.

Miloddan awalgi birinchi ming vyillikning o‘rtalariga kelib,
O'rta Yer dengizi atrofida joylashgan qgator mamlakatlarda
matcmatikaning mustaqil fan sifatida shakllanishi uchun yetarli
sharoitlar yuzaga keldi.

Qadimgi Yunoniston Qadimgi Yunonistonda geomctriya
nvojlamshining boshlanishi milctlik Fales (miloddan awalgi 639—
548) nomi bilan bog'langan. U Misr bo'ylab ko'p sayohatlar
gilgan, misrliklar bilan muiogotda bo'lib, ulardan ko'p narsalarni
o'igangan. Yunonistonga kelib, u Miletda joylashadi va tarixga loniya
maktabi nomi bilan kitgan maktabga asos soladi. Fales hagli ravishda
teng yonli uchburchak asosidagi burchaklarning tengligi hagidagi,
vertikal burchaklarning tengligi hagidagi va h.k. kabi gator asosiy
geometrik teoremalarni ochgan hisoblanadi. Fales maktabining
asosiy xizmati shundan iboratki, u geometriyaga nazariya tusini
berib, geometriyani tadqiqotlar manbai sifatida garash lozimligini
ko'rsatdi.

Fales, Pifagor, Gippokrat, Ycvdoks va boshqgalarning ishlarida
geomctriya bo'yicha bilimlar e’tirofi va ulami tizimga tushirish ainalga
oshirildi. Geometriyaning o'sha davrda shakllangan tizimini bayon
giluvchi asarlar nashr qilindi (masalan, xiosslik Gippokratning
asarlari). Geometrik isbotlarning usullari takomillashtirildi va
kengaytirildi. Ana shu davrda. xususan, Pifagor teorcmasi, doira
kvadraturasi haqgidagi, burchakning triseksiyasi, kubni ikkilantirish
va h.k. kabi masalalar ham qaralgan edi.

Miloddan awalgi Il asrga kelib, to'plangan bilimlar hajmi
shunday kengayib ketdiki, ularni tartibga solish zarurati va
imkoniyati tug'ildi Bu vazifani IV va Ill asrlar orasida Yevklid
o'zining ,,Negizlar* ida uddaladi.



Miloddan avvalgi IV asr o'rtalarida Menexm konik
kesimlarni ochdi. Gcometriyada metrikaning kiritilishi Arximcd
nomi bilan bog'lig bo'lib, Yevklid geomctriyasida bu tushuncha
yo‘q cdi.

Miloddan awalgi IIf asming ikkinchi yarmida ijod qilgan
Apolluniyga uning konus kcsimlar haqidagi ishlari (sakkizta kitob)
shuhrat kcltirdi. Miloddan awalgi Il asrning oxirida Gipparx,
Menday va Ptolemcy kabi buyuk astronomlar davri boshlandi.
Gipparx (miloddan awalgi Il asr) va Ptolemcy dunyoning ha-
qiqjy kuzatishlar va hisoblashlarga asoslangan tizimini Kiritdi.
Ptolemeyning ,Almagest" nomi bilan mashhur boMgan
~Matematika gonuni“ olam tizimini tushunish uchun zarurboMgan
barcha matematik matcrialni o‘z ichiga olgan cdi. Ana shu davrda
to'g'ri chizigli va sfcrik trigonometriyaga ham asos solindi,
Gipparx sinuslar jadvalini tuzdi, Menelay sfera haqgidagi
ma’lumot — sferikani alohida ajratdi.

Yunon geomctriyasining oxirgi davri Gcron, Papp va Prokl
nomlari bilan bevosita bog'lig. Geronni'ng ,Metrika" (miloddan
awvalgi I1—I asrlar) nomli ishida gcomctrik shakllarning yuzlarini
va jismlarning hajmlarini hisoblash qoidalari bcrilgan.

Papp o‘zining sakkizta kitobdan iborat katta ,Matematik
kolleksiyalar® asari bilan mashhur. Hozirgi vaqtda Gyuldcn
teorcmasi nomi bilan mashhur teorcma ham Papp tomonidan
bayon qilingan.

Shilnday qilib, gadimgi Yunoniston matcmatikasi matcma-
tikaning fan sifatida shakllanishida ilk manbalardan hisoblanadi.

Qadimgi Xitoy va llindiston. Xitoyliklar matematikasi juda
gadim zamonlarga borib tagaladi. Geometrik bilimlardan, ular
tomonidan masalalami ycchishda sirkul, chizg'ich va go‘niyalardan
foydalanilganligini c'tirof ctish mumkin. Eng gadimgi matematik
asar bo'lib, miloddan avvalgi taxminan |l asrda yozilgan ,.To‘qqiz
bobli matematika" hisoblanadi. Unda uchburchakning, doiraning,
sektorning va segment halgasi yuzlarini hisoblashga oid amaliy
Xaraktcrdagi masalalar garalgan. Bundan tashqari, to'g'ri
to'rtburchakning yuzi va ma’lum tomoni bo‘yicha uning ikkinchi
tomonini topish hagidagi teskari masala ham yechilgan.
Shuningdek, kubning hajnlini, og"irligini hisoblash masalalari ham
garalgan. Bu asarning amaliy asosini yctib bo'Imaydigan masofalar



va balandliklarni Pifagor tcoremasi hamda o'xshash uchburc”™aklar
xossalari yordamida topish haqidagi masalalar tashkil giladi.

Xitoy matcmatikasi o'zining hisoblashlar — algoritmlarga
yo'nalganligini X IV asrning o'rtalarigacha saglab goldi.

Hindiston matematikasi ham gadim tarixga cga. Qadimgi
Hindistonda matematika, boshqga ilmiy fanlargalon sansknt tilining
qoidalari va stilistik shakllari hamda she’r (to'qish) yozish
qoidalariga rioya qgilar edi. Shuni ta’kidlash kcrakki, Hindistonda
ko'p ilmiy matnlar she’r shaklida yozilgan edi.

Hindlarning aksariyati gcometr bo'Imasdan, algcbrachi
bo Iganligi tez-tez e’tirof gilmadi Ariabxata (V1 asr), Braxmagupta
(V Il asr), Bxaskara (X1l asr) asarlariga sharhlar bo'yicha shunday
xulosa gilish mumkinki, geometriya arifmetika va algebra tatbiqglari
uchun asosiy maydon vazifasini o'tagan.

0 ‘rta Osiyo. O ‘rta Sharq, O'rta Osiyo hududlarida ma-
tematikaning rivoji ham boshga joylardagi kabi jamiyatning
rivojlanishi, qurilish sohasi, dengizda suzish, geografiya, harbiy
ish kabilarning rivoji bilan uzviy bog'lig bo'lgan. Xalifa Ma’mun
(813—833) hukmronlik gilgan davrda Bag'dodda ,,Bayt-ul-Hikma"
(»Bilimlar uyi“) tashkil etilgan, unda observatoriya faoliyat
ko'rsatgan va boy kutubxona mavjud edi. ,Bilimlar uyi“ da dunyonmg
ko'p davlatlaridan kelgan olimlar, jumladan, Muhammad-al
Xora/miy, Ahmad Farg‘oniy, Ahhos Javhariy va boshgalar ijod
qgilishgan.

O'sha zamonlarda Shargda xalqglarning mulogot till arab tili
boMgan. ,Bilimlar uyi“da Qadimgi Misr, Yunoniston, Hindiston
olimlari merosini arab tiliga taijima qilish bo'yicha kcng ko'lamda
ishlar olib borilgan. Masalan, Yevklidning ,,Negizlar‘i,
Arximedning ,Silindr va shar hagidagi kitob“i, ,Aylanani
o'lchash" asari, Ptolemeyning ,,Almagest”i va boshqalar taijima
qgilingan Shu ishlar natijasi o'laroq. boshga yunonlar va
misrliklarning ko'plab asarlari bizgacha fagat arabchaga taijima
shaklida yetib kelgan.

Afsuski, yagin vaqgtlargacha ham Shargda arab olimlari fagat
Yunonistonning va boshga mamlakatlar olimlari asarlarini taijima
qilish bilan shug'ullanganlar va birorta yangi narsa qilmaganlar,
degan fikr hukmron edi Balki bu fikr asosida sharq tillarim bilmaslik
yoki yetarli darajada bilmaslik yotgan bo'lishi mumkin.

8



Aslida sharq Olimlari ulardan awal o'tgan olimlar asarlarim
tarjima qilib, sharhlash bilan chegaralanmasdan, ko'p ishlari bilan
arifmctikani ham, algebrani ham. gcometriyani ham, astro-
nomivani ham ancha rivojlantirishgan.

Arifmctika va kombinatorika sohasida, ular

— o'nli kasrlar ustida amallar;

— sondan ildiz chigarish usuljari,

— Nyuton binomi formulasidan ixtiyoriy natural ko'rsatkich
uchun foydalanish;

— musbat hagiqiy son tushunchasi
kabilarni rivojlantirishgan.

Algebra sohasida, ular tomonidan quyidagi ishlar bajarilgan:

— algebraning mustaqil fan sifatidagi c’tirofi;

— kub tcnglamalarni yeehishda iteratsion usulning yaratilishi;

— kub tcnglamalarni yeehishning geometrik usullarini
rivojlantirish.

Geomoctriya va trigonometriya sohasida, ular:

— Yevklid va sferik trigonometriyaga asos solish;

— trigonometrik funksiyalarning to'la jadvalini tuzish;

— parallel to'g'ri chiziglar nazariyasiga oid natijalarni keltirib
chiqarish;

— yasashga doir masalalarni har xil usullar bilan yechish
kabi bilimlarni rivojlantirishgan.

Matematika va lining tatbiglariga ulkan hissa qo'shgan olimlar:
Muhaiiiniad-al Xora/miy (783—850), Abu Rayhon Bcruniy (973—
1048), Xo'jandiy (980-1037), Abu Nasr Fonibiy (873-950), Abu
Ali Ibn Sino, Mirzo Ulug'bck (1394— 1449) va uning maktabida
faoliyat ko'rsatgan boshqga olimlar kabilardir.

Ular orasida o'zining ,,Al-jabr-val-Muqgobala“ asari bilan al-
gebra faniga asos solgan Muhammad al-Xorazmiy alohida hurmatga
sazovordir.

Ycvropa. V—XI asrlarda Yevropada geometrik bilimlarning
saviyasijuda past bo'lgan. Ravshanki, matematik bilimlarning yagona
saglovchilari bo'lib, gadimgi olimlarning asarlarim taijima qilish
va ko'chirish bilan shug'ullangan kam sonli rohib olimlar
hisoblangan.

X1 —X 11l asrlarda Yevropada birinchi universitctlar,
Bolonyada, so'ngra Oksfordda va Parijda ( 1167), Kcmbrijda (1209),



Rimda ( 1303) va Pragada ( 1374) va boshqga shaharlarda paydo bo‘la
boshladi. Tarjimalar bilan mashg'ul bo'lgan yevropaliklar
Yevklidning ,,Negizlar”i, Ptolcmcyning ,,Almagcst‘i, Markaziy
Osiyo matematiklarining asarlari bilan tanishishga muyassar
bo'lishdi.

X 11l asrda Yevropa matcmatikasida jonlanish paydo bo'ladi
1202- yilda Leonardo Pizanskiy tomonidan arifmetika va algebra
masalalari garalgan ,Abak haqgidagi kitob“ yozildi. U 1202-
yilda ,Amaliy geometriya" nomli asarini yozib, unda, asosan,
jismlarning hajmlarini hisoblash masalalarini yechishni ga——*
ragan.

X1V va XV asrlar, 1461- yilda logann Myullcrning ,Har xil
uchburchaklar hagida besh kitob¥ (retomontanus) asari paydo
bo'lgunga gadar, uncha muvaffaqiyatli bo'Imadi. Bu asarda
uchburchaklarni yechish, jumladan, sferik uchburchaklami yechish
masalalari garalgan, trigonomctrik funksiyalar jadvallarini tuzish
ishlari davom ettirilgan.

O'rta asrlarda Leonardo Pizanskiy, Tartalya, Kardano, Viyct
kabi olimlaming sa’y - harakatlari algebraning rivojlanishida muhim
rol o‘ynadi.

Geometriyaning rivojida XV Il asr muhim o‘rin tutadi. Dekart
va Fcrma asarlarida geometrik jismlar shakllari, o'lchamlari va
xossalarini sonli bog'lanishlar vositasida ifodalash usuli sifatida
analitik geometriya shakllandi. J. De/.arg va B. Paskal risolalarida
proyektiv geometriyaga asos solindi. Analitik geometriya
bayonining hozirgi zamon shaklida boMishiga L. Eyler katta hissa
qgo‘shgan.

Ycvklidning ,Negizlar‘i. Miloddan awvalgi IV asrga kelib,
asosan, geometriya bo‘yicha bilimlar to'plash davri yakun topdi va
ulami tartib bilan bayon gilishga urinishlar gilindi.

O'sha davrda to'plangan matematik bilimlar majmuini
o‘z ichiga olgan, Yevklid tomonidan yozilgan ,,Negizlar®
bilimlarning tizimga tushirifganligi bo‘yicha barchaga manzur
bo'ldi. Kitobdagi materialning mantiqiy gat’iyligi uning keyingi
yigirma asr mobaynida asosiy darslik bo'lib xizmat qilishini
ta’minladi.

»Negizlar® o‘n uchta kitobdan iborat bo'lib, ularning har
birida teoremalar ketma-ket bayon gilingan. Xususan, geometriyaga
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birinchi - to'rtinchi, oltinchi, o'n birinchi va o n ikkinchi kitoblar
bag'ishlangan. ) ) ) o

Birinchi kitob ta’riflar, aksiomalar va postulatlarni o‘z ichiga
oladi Ycvklid ular yordamida matematik tushunchalami kiritgan
tasdiglar — ta’riflardir. Masalan, ,Nuqta — gismlarga ega bo'lmagan
narsa", ,chizig — ensiz uzunlik" va hokazo. Bu tasdiglar ko‘p
marta tangid qilinganligiga garamasdan, ulardan mukammal
ta’riflar haligacha bcrilgan emas. Hozirgi vaqtda bu nazariya
obyektlari va ularning xossalarini bayon qilish uchun aksiomalar
sistcmasi ishlatiladi.

Yevklid migdorlaming tengligi yoki tcngsizligi munosabatlarini
kirituvchi tasdiglarni aksiomalar deb ataydi. ,,Ncgizlar”da beshta
aksioma berilgan.

1 Bitla narsaga teng bo 1ganlar o zaro tengdir.

2 Tenglarga tenglar go'shilsa. yana tenglar hosil bo ladi.

3. Tenglardan tenglar ayirilganda, qoldiglar ham teng bo ‘ladi.

4 O ‘zaro bir-biriga joylashadiganlar o ‘zaro tengdir.

Butun gismdan kattadir.

Ycvklid gcometrik qurishlar imkoniyati haqgidagi beshta
tasdiq — postulatlarni alohida ajratgan.

/. IkKi nugtadan to g Ti chiziq o ‘tkazish mumkin.

2. To'g'ri chiziq kesmasini chcksiz davom ettirish mumkin

3. Ixtiyoriy nugtadan ista/gan radiusli aylana o ‘tkazish mumkin.

4 To'g'ri burchaklar o'zaro tengdir

5. Agar bir tekislikda yotgan ikkita to g'ri chizig uchinchi tog'ri
chizig bilan kesishsa va ichki bir tomonli burchaklarning yig'indisi
180° dan kichik bo‘sa, bu to'g'ri chiziglar ana shu tomondan
kesishadi.

.,.Negizlar® ning birinchi kitobida asosiy yasashlar, kcsmalar
va burchaklar ustida amallar, uchburchaklar, to'g'ri to'rtburchaklar
va parallclogrammlarning xossalari garalgan, bu shakllarning yuzlari
taggoslangan hamda Pifagor tcoremasi va unga teskari teorcma
bcrilgan.

Ikkinchi kitobda to'g'ri to’rtburchaklar va kvadratlaming yuzlari
orasidagi munosabatlar garalgan. Bu masalalar algebra masalalarini
yechish uchun geomctrik appnrat hosil giladi. Uchinchi kitob aylana
va doira, markaziy va ichki chizilgan burchaklar, vatarlar va
urinmalar xossalari bilan bog'lig masalalarga bag'ishlangan.



To'rtinchi kitobda csa muntazam ko'pburchaklarning xossalari,
ichki va tashgi chizilgan ko'pburchaklar hamda muntazam
uchburchak, muntazam bcshburchak, muntazam oltiburchak va
muntazam o‘n besh burchaklarni qurish garalgan.

Becshinchi kitobda proporsiyalar garalgan. Oltinchi kitob
nisbatlar nazariyasining geometrik tatbiglariga bag'ishlangan. Unda
burchak tonionlarini ikki parallel to'g'ri chiziq bilan kesganda hosil
bo'ladigan kesmalarning proporsionalligi haqgidagi, umumiy ,
balandlikka ega bo'lgan to'g'ri to'rtburchaklar va parallelogrammlar
yuzlarning nisbati hagidagi hamda o'xshash shakllar yuzlarining
nisbati hagidagi teorcmalar isbotlangan.

,»,Negizlar*ning o‘n birinchi — o‘n uchinchi Kkitoblari
stereometriyaga bag'ishlangan. Ulardan birinchisi ta’riflardan
boshlanadi. So'ngra fazoda to'g'ri chiziqglar va tckisliklamingo'zaro
joylashuvi haqgidagi gator teoremalar hamda ko'pyoqli burchaklar
hagidagi teoremalar keltiriladi. Kitobning oxirida parallelcpi-
pedlar va prizmalar xajmlarining nisbati garaladi. O'n ikkinchi
kitob piramida, silindr, konus va shaming hajmlarini hisoblashga
bag'ishlangan. O'n uchinchi kitobda sharlar hajmlarining nisbati
hamda 5 ta muntazam ko'pyoq: tctraedr (to'rtyoq), geksaedr
(oltiyoq), oktaedr (sakkizyoq), dodekaedr (o0 ‘n ikkiyoq), ikosaedr
(yigirmayoq)lami qurish usullari gqaralib, boshga turdagi muntazam
ko'pyoqglaming yo'qligi isbotlangan.

Bu gisga tahlil shuni ko'rsatadiki, ,Negizlar" uchun asosiy
aniglovchi omil matcmatika kursini qurishning aksiomatik xarakterda
ekanligidan iboratdir.

Ycvklidning bcshinchi postulati. Beshinchi postulat Ycvklid
aksiomalari tizimida alohida o'rin tutadi. Bcshinchi postulating
boshga aksiomalar va postulatlardan fargi shundaki, u boshgalar
kabi ko'rgazmalilik xususiyatidan xoli va dastlabki 28 ta teoremaning
isbotida go'llanilmaydi. Shu sababli, sharhlovchilar uni mustaqil
teorema shaklida isbotlashgajiringanlar. 3.

Agar ikkita Ava tftasdiqdan biri ikkinchisini keltirib chigarsa'
ular teng kuchli deyiladi.

Beshinchi postulatni isbotlashga urinishlar natijalari unga teng
kuchli tasdiglar ochilishiga sabab bo'ldi:

I a to'g'ri chizigdan tashqgarida yotgan A nuqgta orgali a to'g’
chizigni kesib o'tmaydigan yagona to'g'ri chiziq o'tkazish mumkin.
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2. Bitta to‘g‘ri chizigga o'tkazilgan perpendikular va og‘malar

kesishadi.
3. Ixtiyoriy uchburchak ichki burchaklarining yig'indisi ikkita

to‘g‘ri burchnkka teng.
4. lkkita parallel to'g'ri chizigdan birini kesib o'tuvchi to'g'ri

chiziq ularning ikkinchisini ham kesib o tadi.
5 Parallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa o'zgarmasdir.

O ‘rta asr shargida parallel chiziglar nazariyasi O rta asr
Sharq olimlari parallel to‘g‘n chiziglar nazariyasiga alohida e’tibor
berishgan.

Al-Abbos ibn Said al-Javhariy, Forob (hozirgi Qozog'iston
Rcspublikasi) shahri fugarosi, Muhammad ibn Muso al-
Xorazniiyning zamondoshi va ilmiy xodimi bo'lgan. U boshga
olimlar qatorida ,,Al-Ma’munning astronomik jadvallarini
yaratishda ishtirok ctgan. Al-Javhariy parallel chiziglar nazariyasini
o'zining ,Islohli kitob al-Usul* (,Negizlar" kitobini takomil-
lashtirish) nomli asarida bayon gilgan.

Al-Javhariy quyidagi teorenlani isbotlagan: ,, Agar HF to'g'ri
chizig AB va CD to'g'ri chiziglarni alar bilan teng burchaklar hosil
gilgan holda kesib o'tsa, AB va CD to'g'ri chiziglar paralleldir.
Agar ular parallel bo'lsa, CD to'g'ri chizigning mos nugtasidan AB
to'g'ri chizigning ixtiyoriy nuqgtasigacha bo ‘Igan masofa o zgarmaydr.

Nosir ad-Din at-Tusiy teoremaning al-Javhariy tomonidan
berilgan isbotiga qilgan sharhida bu teoremaning Yevklidning
bcshinchi postulatiga teng kuchli ekanligini edirof etadi.

Abu-I-Hasan Sobit ibn Qurra ibn Ma’van al-Xarroniy as-
Sobiy (831—901), Xarron (Suriya) fugarosi, Yevklidning
.,Negizlar* ini sharhlari bilan tatjima gilishdan tashqari, arifmctika,
geometriya, mexanika, astronomiya, sfcrik trigonomctriyaga oid
gator asarlar yozgan. Uning parallel chiziglar nazariyasi ,Maqola
fi burxon al-musodara aj-mashhura min Auklidis® (,Yevklidning
ma’lum postulati isboti haqgidagi kitob“) 'nomli traktatida o‘z
itodasini topgan. Ibn Qurra ketma-ket quyidagi tcorcmalarni
isbotlagan:

A. EYchizig AB va CD chiziglarga shunday tushganki, AEY va
E) D burchaklar tengdir. U holda AB va CD chiziglar na AC
lomonga, na BIl) tomonga qarab uzoqglashmaydilar va
yaginlashmavdilar, deb aytaman.



B. Ikkita, AB va CD chiziq hech bir tomonga qarab
uzoglashmaydilar ham, yaqinlashmaydilar ham va ularga EY chizig
o'tkazilgan. Hosil bo'lgan AEY va EYD ichki almashinuvchi
burchaklar teng bo‘ladi, deb aytaman.

C. Ikkita AB va CD to'g'ri chiziq yaginlashmaydilar ham.
uzoglashmaydilar ham. Ulaming uchlari AC va BD chiziglar bilan
tutashtiriigan. Unda AC va BD o'zaro teng va yaqinlashmaydilar
ham, uzoglashmaydilar ham, deb aytaman.

D. Ikkita AB va CD to'g'ri chiziq berilgan bo'lib, ularga EY
chiziq shunday tushirilganki, BEY va DEYburchaklarningyig'indisi
ikkita to'g'ri burchakdan kichik. Unda, AB va CD to'g'ri chiziglar
ularni BD tomonga davom ettirganda kesishadi, deb aytaman.

Abu Ali al-Hasan ibn al-Haysam (965— 1039)ning bcshinchi
postulat va parallel chiziglar nazariyasiga bag'ishlangan asarida,
agar berilgan uzunlikdagi kesma AB to'g'ri chiziq bo'ylab, unga
perpendikular ravishda harakat gihshi faraz qilinsa, kesmaning
ikkinchi uchi berilgan AB to'g'ri chizigga parallel to'g'ri chiziq
chizishi faraz qilinadi.

Lckin parallel to‘g'ri chiziglar orasidagi masofaning o'zgarmas
migdor ekanligi haqidagi tasdiq bcshinchi postulatga teng kuchli
tasdigdir.

Abu-I-Fath ibn Ibrohim al-Hayyom (1048—1122) ancha vaqt
Buxono va Samargandda yashab, ijod gilgan. Al-Hayyom ikkita to'g'ri
burchakli va yon tomonlari teng to'rtburchakni garaydi. So'ngra,
u yuqgori asosdagi burchaklarning tengligini isbotlaydi va bu
burchaklar fagat to'g'ri burchaklar bo'lishi mumkin, degan
Xxulosaga kcladi.

Bu xulosa ham beshinchi postulatga teng kuchlidir.

Shuningdek, bcshinchi postulatni boshga olimlar, masalan,
Xo‘ja Muhammad ibn Muhammad Abu Jafar Nosir ad-Din at
Tusiy (1201 —1274), Shams ad-Din Muhammad ibn Ashrif al-
husayni as-Samargandiy (X 11l asr oxiri-XIV asr boshi) kabilar
ham isbotlashga uringanlar. Ular isbotlash jarayonida beshinchi
postulatga teng kuchli yana bitta tasdigqga, ya’ni uchburchak ichki
burchaklarining yig'indisi ikkita to'g'ri burchakka tengligiga
kelishgan.



1 jysrry 1 ASOSIY GEOMETRIK
11 bvJO I TUSHUNCHALAR

| - 8. Gcomctriya — geometrik shakllarning
xossalari haqidagi fan

Fazoning ham m a tomonlaridan chegaralangan gismi geomerrik
/ism dcyiladi.

Gcom ctrik jism Uni gamrab olgan fazodan sirt vositasida ajralib
turadi. Sirt hagida dastlabki tasawumi qog'oz varag'i bcrishi mumkin.
Varaq fazoning bir qismini ikkinchisidan ajratadi, lekin u
gandaydirgalinlikka ega bo'lganligidan, sin ham bo'ladi. Shu sxibabli
sirt deganda, galinligi doimo (chcksiz) kamayib boradigan qog'oz
varag'i tushuniladi.

Sirtning ikkita qo'shni sohasining umumiy gismi chiziq deb
ataladi. Shuningdck, chizigni ikkita sirtning kesishishi deb ham
aytish mumkin. Sirt holida bo'lgani kabi, bu chiziglar ham galinlikka
ega bo'ladi, lekin geometrik chiziglar galinlikka ega emasligi ma’lum.

Chizigning bir gismi qo‘shni gismidan nuqta bilan ajraladi.
Nugtanmg bifon-bir o'lchovi yo'q. Nuqtalar, chiziglar, sirtlar
va jismlarning ixtiyoriy majmuasi shakl deb ataladi. Bunda birorta
tanlab olingan nugtaning holatlari majmuasi sifatida garaladigan
shakl nuqgtalarning geometrik o'rni deyiladi.

Geometrik shakllarni fazoda hech ganday o'zgartirmasdan
(ularni qisish yoki cho'zishlarsiz) harakatlantirish (siljitish)
mumkin. Agar ikkita shaklning barcha nugtalari bir-birining ustiga
tushsa, ular teng shakllar deyiladi.

Geometriya shakllarning xossalari va ular orasidagi
munosabatlarni o'rganadi. O ‘rganish natijalari ma’lum bir tasdiglar
ko'rinishida ifodalanadi Tasdiglar geometriyada ikki gism: shortva
Xulosadan iborat boMadi. Shartda shakl hagida barcha bcrilgan
Ta ‘lumotlar keltirilgan bo'ladi, xulosada berilgan shartdan hosil
qgilinadigan xossalar kcltiriladi.

Masalan, ,Agar o*zaro tenglarga tenglar qo'shilsa, yana
tenglarni olaniiz* tasdig'ida ,Agar o'zaro tenglarga tenglar
go shilsa" gismi — shartdan, ,yana tenglarni olamiz" gismi —
Xxulosadan iborat.

Geometriyada tasdiglar ikki xil ko'rinishda bo’ladi: aksiomalar
va teoremalar. Isbotsiz gabul gilinadigan (0’z-o'zidan ravshan)
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tasdiglar — aksiomalar, qolgan barcha
tasdigiaresa tcorcmalardeb ataladi va iijar
albattu, isbotlanishi shart. Isbotlashning
2.1-chizma mohiyati — tcorema shartlariga asoslangan
holda xulosada Kkcltirilgan xossalarni
isbotlashdan iboratdir. Bcrilgan tasdigqa teskari tasdiq deb, sharti
bcerilgan tasdigning xulosasi bilan ustma-ust tushadigan tasdigga
aytiladi va aksincha.
Teoremadan bcvosita kelib chigadigan tasdiq narija deb aytiljyjj
BC to'g'ri chizigning ixtiyoriy A nugtasi uni ikkita ACva /4ZxjsmiaiTga
bo'ladi (2.1-chizma). To'g'ri chizigning bir tomonidan
chcgaralangan qgismi nur deb ataladi. Nurni chcgaralovchi nugta
uning boshi dcyiladi, boshi umumiy bo’lgan va bir-birini to'g'ri
chiziggacha to'ldiradigan nurlar to'ldiruvchi nurlar <\eyiladi ( 12-
chizmada AC va AB nurlar).

2- 8. Nuqtalar va to'g'ri chiziglar

Tekislikda nuqtalar va to'g'ri chiziglar asosiy geometrik
obyektlar hisoblanadi. To'g'ri chiziglar a, b, c, ... kabi kichik
lotin harflari bilan, nuqgtalar csa A, B, C, ... kabi bosh lotin
harflari bilan belgilanadi. 2.2- chizmada A va C nuqtalar a to'g'ri
chizigga, B, C, D nuqgtalar esa b to'g'ri chizigga tegishlidir. C
nuqgta esa ham a to'g'ri chizigga, ham bto'g'ri chizigga tegishlidir.
Bu holda a va b to'g'ri chiziglar C nuqtada kesishadi dcyiladi, C
nugta csa ova b to'g'ri chiziglaming kcsishish nugtasi bo'ladi.

Nugta va to'g'ri chizigning asosiy tegishlilik xossalari
aksiomalarda o'z ifodasini topgan.

1-a Ksioma Istalgan to'g'ri chiziq uchun ungo tegishli
bo igan nuqgtalar ham, unga tegishli bo lmagan nuqtalar ham mavjud.

2-aksioma. lIstalgan ikkita harxil nugta ganday bo lishidan
gatiy nazar, ulardan o‘tuvchiyagona to'g'ri chiziq mavjud..

Bcrilgan ikkita A va B nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq AB kabi
yoziladi.

a) b) B

2-2- chizma 2.3-chizma



Ikkita har xil to'g'ri chizig bittadan ortig umumiy nugtalarga

~.,3 olmaydi. Agar ikkita to'g'ri chiziq ikkita umumiy nuqtalarga
eua bo'lsa. viar ustma-ust tushadi.

Berilgan uchta nuqtadan to'g'ri chiziq o'tkazish mumkinmi?
Bu ishni hamma vaqt ham bajarib bo'lmas ekan. Agar berilgan
uchta nugta 2.3- o chizmada ko'rsatilganidck joylashgan bo'lsa,
A 2va C nuqtalardan to'g'ri chiziq o'tkazish mumkin. Bu holda
A B va C nuqtalar to'g'ri chiziqgga legishli deyiladi. Agar A, B.
/) nugtalar 2.3- b chizmadagi kabi joylashgan bo'lsa, ular orqali
bitta to'g'ri chizig o'tkazish mumkin emas. 2.3- a chizmadan A
va Cnugqtalar B nugtaning turli tomonlarida yotganligi ma’lum.
Bu holda, B nugta A va C nugtalar orasicia joylashgan deb ham
aytiladi.

3-aksioma. Berilgan to'g'ri chizigning uchta har.xil nugtasidan
biri golgan ikkitasining orasida yotadi.

To'g'ri chizigda A va B nugtalar berilgan bo'lsin. To'g'ri
chizigning A va B nugtalar orasida yotgan barcha X nugtalar to'plami
(unga A va B nuqtalar ham kiradi) AB kesma (2 4- chizma), Ava B
nuqgtalar esa kcsmaning uchlari (oxirlarrjsieyiladi.

Agartckislikda AB kesma va a to'g'ri chiziq berilgan bo'lsa, a
to'g'ri chiziq tekislikni ikkita a va p yarim tckislikka bo'ladi. Agar A
va B nugtalar bitta yarim tekislikda yotsa, AB kesma to'g'ri chiziq
bilan kesishmaydi (2.5- a chizma). Agar A=B| kesmaning Atva Bt
uchlari har xil a va P yarim tekisliklarda yotsa, AtBt kesma a
to'g'ri chiziq bilan kesishadi (2.5- b chizma).

4-ak.sioma. To'g'ichiziq tekislikni ikkita yarim jekislikka
ajratadi. Agar kesmaning uchlari bitta yarim tekislikda yotsa, kesma
bu to'g'ri chiziq bilan kesishmaydi. Agar kesmaning uchlari har
xil yarim tekisliklarga tegishli bo'lsa, kesma to'g'ri chiziq bilan
kesishadi.



3- 8. Kecsmalar ustida amallar

Bizgn ikkita AB va kcsmalar berilgan bo'lsin. Bu
kcsmalarning boshlang‘ich A va Ai nuqtalarini ustma-ust go'yjb
kesmalarni bitta to‘g‘ri chizigda bir tomonga yo*naltiramiz. Agar
Bt nugta B nugta bilan ustma-ust tushsa, AB va A»8t kcsmalar tcn%
deyiladi (2.6-a chizma).

Agar B va B{ nuqtalar o'’zaro ustma-ust tushmasa, quyidagi
ikki hoi bo'lishi mumkin:

a) Bt nugta A va B nugtalar orasida yotadi. Bu holda A B
kcsma AB kesmadan kichik deyiladi va A{BX<AB kabi yoziladi
(2.6- b chizma).

b) B nugta A = A, va B, nuqtalar orasida yotadi. Bu holda A:B
kecsma AB kesmadan katta deyiladi va A™B{>AB kabi yoziladi (2.6-
d chizma).

Kesmalarni go‘shish. Agar ikkita ABva BC kcsma bitta
to‘g‘ri chizigda 2.7- chizmada ko*rsatilganidek joylashtirilgan bo'lsa,
AC kesma AB va BC kesmalarning yig'indisi deyiladi va u
AC = AB+BC kabi yoziladi.

Bir nechta, AB, BC, CD, D E... kesmalarning yig'indisi deb,
berilgan to‘g‘ri chizigda bu kesmalarni ketma-kct joylashtirish
natijasida hosil bo'lgan AE kesmaga aytiladi (2.8- chizma) va u
AE =AB+BC+CD+DE... kabi yoziladi.

Kesmalarning yig'indisi o'rin almcishtirish va guruhlash
Xossalariga ega, ya’ni

AB+CD—CD+AB.
AB+CD+EF=(AB+CD)+EF=AB+ (CD+EF).

A B o]
A=AX b=b,
a) 27- chizma
A=A, AB c O £
b) 2.8-chizma
A=A
B N A=C D B
d)
2.6-chizma 29- chizma



RerilEan ikkita AB va CD kesmaning ayirmasideb, ularni bitta.
inn A nuqgtadan to'g'ri chiziqga joylashtiriiganda hosil
bo*ladigan DB (2.9- chizma) kesmaga aytiladi va u DB= AB—CD

kabi yozHad'r~ ~g uzunligi. Har bir kesmaga uning uznnligi
deb ataladigan va quyidagi xossalarga ega bo'lgan nomanfiy migdor

mos gilib go'yiladi. o .
"1) teng kesmalar bir xil uzunliklarga ega. Katta kesma katta

uziinlikksrg™ar uzun|jklarining yig'indisi qo'shiluvchi kesmalar
uzunliklari yig'indisiga teng.

Kesmaning uzunligi uning uchlari orasidagi masofa deb ham
aytiladi va AB yoki \AB\ kabi yoziladi.

Kesmalarni o'lchash Arximed aksiomasi nomi bilan
yuritiladigan quyidagi tasdigga asoslangan.

Arximed aksiomasi. Agar ikkita ixtiyoriy AB va CD
(AB =CD) kesma bcrilgan bo’lsa, AB to'g'ri chiziqdagi A nugtadan
boshlab CD kesmani shuncha marta joylashtirish mumkinki, buning
natijasida yoki AB dan katta, yoki AB ga teng bo'lgan AK kesma
hosil bo'ladi. Boshgacha aytganda hamisha shunday natural n son
topish mumkinki, n CDzAB, (n—\)CD<AB.

Agar a kesmani AB va CD kesmalarda butun son marta
joylashtirish mumkin bo‘lsa, a kesma AB va CD kesmalar uchun
umumiy o'lchov deyiladi. Umumiy oMchovga ega bo'lgan ikkita
kesma o'lchovdosh bo'lgan kesmalar, aks holda esa o ‘ichovdoshmas
kcsmalar deyiladi. Masalan, kvadratning tomoni bilan diagonali
o'lchovdosh emas.

Kesmani o'lchash uchun o'lchov birligi (ya’ni biror kesma
uzunligini o'lchov birligi sifatida) tanlanib, uni bu kesma
uchlarining biridan boshlab joylashtiriladi O'lchash natijasida
hosil gilingan son bcrilgan kesmaning uzunligini beradi. Kesmani
o'lchashda uzunlik birligini o'zgartirish ham mumkin. Uzunlik
o'lchov birliklari: millimetr. santimetr, dctsimetr, metr, kilo-
metrvah.k. - N

4- §. Kesmalarning nisbati hagida

Bcrilgan ikkita kesmaning nisbati deb, ulaming bitta uzunlik
birligida o'lchangan uzunliklarining nisbatiga aytiladi. Agar AB va
CD kesmalarning uzunliklari mos ravishda, AB= m, CD=n
bo'lsa, kesmalarning nisbati

§]



AB _m

m n
kabi yoziladi. Ikkita nisbatning o'zaro tengligi pnoporsiya deyiladi
Agar a, b va c. d kesmalar juftliklari berilgan bo'lib, ularning
nisbatlari teng, ya’ni

- -£
b~ d

bo'lsa, bu juflliklnr proporsional deyiladi

Agar a, b, c kesmalar uchun — tengllk bajarilsa, a kesma

b —d
bva c kesmalar uchun o'rta proporsionaldeyiladi. Bundan a2= be
va a =yfbc bo'lishi kelib chigadi.

| -masala. Berilgan AD = 36 sm kesma uchta teng bo'lakk
boMingan. Uning birinchi va uchinchi bo'laklari o*rtalari orasidagi
masofa topilsin.

Yechilishi. AD kesmada yotuvchi B va C nuqtalar uni
uchta teng bo‘lakka bo‘lsin (2.10-chizma), ya’'ni AB =BC =

=CD=36:3=12sm. Kesmaning biriichi va uchinchi

a , * f , p bo'laklarining o'rtalarini K va M orqgali
K M bclgilaymiz, ya’ni AK—b sm, MD~ 6
2 10 chizma sm' ” holda birinchi va uchinchi kesmalar
o‘rtalarini tutashtiruvchi KM kesmaning

uzunligi:

KM = KB +BC + CM yoki KM =6sm +12 sm + 6 sm = 24 sm.

Javob: 24 sm.

2- masa la Uchta <=8sm, b=5sm, c - 12 sm kesme
berilgan. Ularga proporsional bo‘lgan to‘rtinchi d kesma topilsin.

Yechilishi. Ma’lumki, d kesma a, b, c kesmalarga

C
proporsional bo'lishi uchun %:H munosabat bajarilishi kerak.

bcmak, 8_2 bundan a.——1—2—§ Bowe sm blb ladi.
5 d 8 2
Javob: 7,5sm.
3-masa la. Berilgan b = 12smva ¢ = 27 sm kesmalarga o'rta
proporsional a kesma topilsin.
Ycchilishi.O'rta proporsional migdorning ta’rifidan
Z =. N :?.a1:2712 bolladi. Dcak, a =J92 4 =9 2=18 sm

o 12
Javob: 18 sm.
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| h Bcrilgan Avar kcsmalarga o'rta proporsional bo'lgan a
kecsma ba’zan b va ¢ migclorlar uchun o'rta geometrik migdor deb

ham ataladi
5. 8. Kesmani berilgan nisbatda bo'lish

T a-rif Agar AB kesmaning K nugtasida uni shunday bo'lish
amalga oshirilgan bo'lsaki, bo'lish natijasida hosil gilingan AK va

KB kesmalarning nisbati berilgan nisbatga teng. ya’ni

AK _ m

KB ~ n
bo'lsa, bunday bo'lish AB kesmani berilgan ~ nisbatda bo'lish
deyiladi.

Agar K nugta A va B nuqgtalar orasida yotsa. kcsmani bcrilgan
nisbatda bo'lish ichki tarzda bo'lish deb ataladi (2.11-a chizma).

Agar K nugta to'g'ri chizigning AB kesmadan tashqaridagi
gismida yotsa, kcsmani berilgan nisbatda bo'lish tashqi tarzda bo'lish
deb ataladi (2.11- b chizma).

m n m
a) b
2.11-chizma

1 -masala. Bcrilgan AB kesmani berilgan 2 : | nisbatda ichki
tarzda bo'ladigan nugta topilsin.

Ycchilishi K nugta topilishi talab gilingan nugta bo'lsin.
U holda AK kesmaning uzunligi BK kesmaning uzunligidan ikki
marta katta bo'ladi. Shuning uchun bcrilgan AB kcsmani uchta teng
bo'lakka bo'lamiz va A nuqgtadan bu kesmalarning ikkitasini
joylashtiramiz.

Y asash. /4#kesma bcrilgan bo'lsin. AK:KB~ 2: | shartni
ganoatlantiruvchi /C'nugtani topish talab qilinadi. Buning uchun
AB kesmaning A uchidan ixtiyoriy AC nur o'tkazamiz (2.12-
chizma). AC nurda A nuqgtadan ixtiyoriy AD kcsmani joylashtiramiz.
Uning davomida/)E= EC = AD kesmalarni joylashtiramiz So'ngra
~ nugtani B nuqgta bilan birlashtiramiz va E nugtadan EK\\CB
kesmani o'tkazamiz Ana shu K nugta talab gilingan nugta bo'ladi:



A .
A T-
T B B !

2.12-chizma 2.13- chizma

AK :% (isbotlnng?).

2 -masa la Berilgan AB kesmani 3 : 2 nisbatda tashqi tarzda
bo'ladigan nugta topilsin.

Yechilishi. AB kesmaning A uchidan ixtiyoriy AC nurm
o'tkazamiz (2.13-chizma). Unda A nuqtadan AC = 3a bo'lgan
kesmani joylashtiramiz, bunda a — ixtiyoriy kesma. So'ngra C
nuqtadan A nuqtaga garab CD = 2a bo'lgan CD kesmani
joylashtiramiz Nihoyat, D va B nugtalarni birlashtirib, CK\\DB
kesmani o'tkazamiz. Hosil gilingan K nugta talab gilingan nuqgta
bo'ladi, chunki

AK _AC _3a_3
Tk ~~DC ~ Ta 2

6- 8. Kesmani o‘rta va chetki nisbatlarda bo‘lish

Berilgan AB kesmani K nugta bilan bo'lish bajarilganda hosil
gilingan AK, BK kcsmalar (2.14-chizma) AK:BK =AB : AK,
AK

. AB . . . . .
ya’'ni B :mtengllklaml ganoatlantirsa, bu bo'lish kesmalarni

o'rta va chetki nisbatda bo'lish deyiladi va bunda AK kesma BK va
butun AB kesma orasida o'rta proporsional deyiladi. Shartdan
AK1l=AB BK yoki AK- =AB (AB — AK) bo'lishi kelib chigadi.
Endi AK kesmaning uvmligini topish uchun

AK2+AB BK-AB2=0

kvadrat tenglamaga ega bo'lamiz, undan

b +Jabl+4AB1 -i £41
a a AB

ifodani olamiz. AK >0 bo'lganligidan
22



2.14- chizma 2.15- chizma

AK =

bo'lishi kelib chigadi.
Kesmani o'rta va chctki nisbatda bo'lish oltin kesim deb ataladi va

** ='H— « 0,618.
AB 2

San’atda oltin kesimdan foydalanish shakllarning ko'zga aniq,
yengil va yogimli gabul gilinishini ta’minlaydi. Musiga nazariyasida

torlar uzunliklarining II—;—} ga teng nisbati garmonik akkord hosil
qilishi tabiiy.

M asala. Berilgan AB kesmani o'rta va chetki nisbatda bo'luvchi
K nugta yasalsin.

Yechilishi. AB kesmaning B uchidan BD 1 AB to'g'ri chiziq

(2.15- chizma) o'tkazamiz va unda BD =-AB kesmani joylash-

tiramiz hamda D nugtadan AD numi o'tkazamiz. So'ngra D nugtani
markaz deb olib, BD radiusli yoyni AD nurriing C nuqgtasida
kesishguncha chizamiz. Nihoyat, A nugtani markaz deb olib, AC
radiusli yoyni AB kesma bilan K nugtada kcsishguncha chizamiz.
Hosil gilingan K nugta talab gilingan nuqgta bo'ladi.

7- 8. Nuqgtalarning garmonik guruhi

Berilgan bitta to'g'ri chizigda yotgan A, K, B, N nugtalar
uchlari bo’lgan AK,*AN, BK va BN kesmalar (2.16- chizma)
AK AS
BK ~ BN
proporsiyani hosil gilsa. bu nuqgtalar nuqgtalarning garmonik
guruhini hosil giladi, deyiladi. Nugtalarning garmonik guruhi ta’-
ga k°‘ra, K nugta AB kesmani ichki tarzda bo'lishi, N nugta esa



2.12- chizma 2.13- chizma

AK =} (isbotlang!.

2 -masala Berilgan AB kcsmani 3 : 2 nisbatda tashqi tarzda
bo'ladigan nuqgta topilsin.

Yechilishi. AB kesmaning A uchidan ixtiyoriy AC nurm
o'tkazamiz (2.13-chizma). Unda A nuqgtadan AC = 3a bo'lgan
kesmani joylashtiramiz, bunda a — ixtiyoriy kesma. So‘ngra C
nuqtadan A nuqtaga garab CD = 2a bo’lgan CD kesmani
joylashtiramiz Nihoyat, D va B nuqtalarni birlashtirib, CK\\DB
kesmani o'tkazamiz. Hosil gilingan K nugta talab gilingan nugta
bo'ladi, chunki

AK _AC _3a 3
-BK DC ~ 2 ~ 2

6- 8. Kesmani o‘rta va chetki nisbatlarda bo'lish

Berilgan AB kesmani K nugta bilan bo'lish bajarilganda hosil
qgilingan AK, BK kcsmalar (2.14-chizma) AK: BK =AB : AK.
, B

AK A . . . . .
ya’'ni e :XK tengliklami ganoatlantirsa, bu bo'lish kesmalarni

o'rta va chetki nisbatda bo'lish deyiladi va bunda AK kesma BK va
butun AB kcsma orasida o'rta proporsional deyiladi. Shartdan
AK1= AB BK yoki AK- - AB (AB - AK) bo'lishi kelib chigadi
Endi AK kesmaning u*jnligini topish uchun

AK2+AB BK-AB> =0

kvadrat tenglamaga ega bo'lamiz, undan
AKl _ -AB+]Jabl1+4AB2 =31 ~ AB

2 2
ifodani olamiz. AK >0 bo'lganligidan.



2.14- chizma 2.15- chizma

ak =""N-ab
2
bo'lishi kelib chigadi.
Kesmani o'rta va chctki nisbatda bo'lish oltin kesim deb ataladi va

— = * 0.618.
AB 2
San’atda oltin kesimdan foydalamsh shakilarning ko'zga aniq,
yengil va yogimli gabul gilinishini ta’minlaydi. Musiga nazariyasida

torlar uzunliklarining 2/51 ga teng nisbati garmonik akkord hosil
qilishi tabiiy.

M asala. Berilgan AB kesmani o'rta va chetki nisbatda bo'luvchi
K nugta yasalsin.

Yechilishi. AB kesmaning B uchidan BD 1 AB to'g'ri chiziq

(2.15-chizma) o'tkazamiz va unda BD =-AB kesmani joylash-

tiramiz hamda D nugtadan AD numi o'tkazamiz. So'ngra D nugtani
markaz deb olib, BD radiusli yoyni AD nurriing C nugtasida
kesishguncha chizamiz. Nihoyat, A nugtani markaz deb olib, AC
radiusli yoyni AB kesma bilan K nugtada kesishguncha chizamiz.
Hosil gilingan K nugta talab gilingan nuqgta bo'ladi.

7- 8. Nuqtalarning garmonik guruhi

Berilgan bitta to'g'ri chiziqda votgan A, K, B. N nuqtalar
uchlari bo'lgun AK.-AN, BK va BN kesmalar (2.16- chizma)

AK AN

BK BN
proporsiyani hosil gilsa, bu nuqtalar nuqtalarning garmonik
guriihini hosil giladi, deyiladi. Nugtalarning garmonik guruhi ta’-
rifiga ko'ra, K nugta AB kesmani ichki tarzda bo'lishi. N nuqgta esa



2.16- chizma 2.17- chizma

uni tashqgi tarzda bo‘lishi kelib chigadi. AB kesmani ana shunday
bo'lish garmonik tarzda bo'lish deb ham ataladi. K va N nuqgtalar
AB va KB kesmalarni garmonik tarzda bo'lsa, A va B nuqtalar KB va
KN kesmalarni ham garmonik tarzda bo'ladi. Bunda Kva N nuqtalar
Ava B nugtalarga nisbatan qo'shma garmonik nuqtalar deyiladi va
aksincha.

Masala. Bitta to'g'ri chizigda yotgan A, B va P nuqtalar
bcrilgan. A va B nugtalarga nisbatan P nugtaga go'shma garmonik
nugta yasalsin.

Ycchilishi. A nugtadan ixtiyoriy nur o'tkazamiz va unda
AC = AP kesmani joylashtiramiz (2.17-chizma). C nuqtadan A
nugta tomonga garab, CD = PB kesmani joylashtiramiz. So'ngra
B va D nugtalami tutashtirib, CN \\PB kesmani o'tkazamiz. Natijada
izlangan N nugtani olamiz. Hagigatan, & ACN™ \ADB va shuning
uchun

AN _ AC
AB AD’
shunga o'xshash,
AN AC

AN -AB AC - AD

hosila proporsiya ham o'rinli. AN—AB = BN, AC—AD = CD = BP
bo'lganligidan,

AN _ AP

BN BP

tenglikka ega bo'lamiz, demak, N nugta berilgan A va B nugtalarga
nisbatan P nugtaga qo'?hma garmonik nuqgta bo'ladi.

8- 8. Burchaklar

1 Burchakning ta'rifi va turlari. Tekislikning bitta nugqtad
chiggan ikkita nur bilan chegaralangan gismi burchak deyiladi
Umumiy A nugta (2.18- chizma) burchakning uchi, AB va AC

24~



2.18-chizma 2.19-chizma

nurlar esa burchakning tomonlari deyiladi. Burchak yoki bitta harf
bilan (A), yoki uchta harf bilan (RAC) belgilanib, unda z belgisi
go'yilib yoziladi (z Ayoki z BAC).

A nugtadan chiquvchi AB va AC nurlar, ularni qo‘shgandn
butun tekislikni beradigan, ikkita burchak hosil giladi. Shu sababli
ulardan biri A uchdagi ichki burchak, ikkinchisi esa tashqgi burchak
deyiladi.

Agar burchakning tomonlari to'g'ri chiziq hosil qgilsa, burchak
yoyiq burchak deyiladi. Tckislikning bitta to'g'ri chiziq bilan
chegaralangan gismi yarim tekislik deyiladi. Ravshanki, to'g'ri chiziq
tekislikni ikkita yarim tckislikka bo'ladi.

Burchakning kattaligini o‘lchash uchun o'lchov birfigi
kiritiladi. O'lchov birligi sifatida I (bir gradus)li burchak gabul

qilinadi. Birgradusli burchak — yoyiq burchakning ~ ulushiga

teng burchakdir. Burchaklarni o'lchash transportir yordamida
amalga oshiriladi.

Z BAC burchak AC va AB nurlar yordamida hosil gilingan
bo'lsin (2.19-chizma). Agar-A nugtadan chiggan AD nur AC
tomonga nisbatan AB nur bilan bitta yarim tckislikda va AB
tomonga nisbatan AC nur bilan bitta yarim tckislikda yotsa, AD
bcrilgan burchakning AB va AC tomonlari orasidan o'tadi,
deyiladi.

Ichki AD nur (2.19- chizma) bcrilgan z BAC ni ikkita, kichik,
Z BAD va z ZX4Clarga bo'ladi. bunda ZBAC = ZBAD + ZDAC,
ya ni burchaklar yig'indisining kattaligi qo'shiluvchi burchaklar
kattaliklari yig'indisiga tengdir.

2. Burchaklarni fagqoslash, teng burchaklar. Bunda biz
* akllarning harakati (ko'chishi) haqgidagi aksiomadan
oydalanamiz: shaklni rekislikdagi birjoydan ikkinchijoyga uning
nugralari orasidagi masofani o'’zgartirmasdan ko'chirish mumkin.

Endi burchaklarni bir-birining ustiga joylashtirish tushunchasini

uitamiz. Agar bizga a to'g'ri chiziq va uning ustida yotuvchi K
25



2.20- chizma 2.21- chizma

nugta berilgan bo'lsa (2.20- chizma), Z BAC ni a to'g'ri chiziq
bilan aniglanadigan yarim tekisliklaming bittasiga joylashtirish
mumkin. Buning uchun:

1) A nugtani K nugta bilan ustma-ust qo'yamiz;

2) iGBBAC ning tomonlaridan birini, masalan, AC tomonni
KC nur bo'ylab yo'naltiramiz;

3) berilgan ZBAC ning AB nurini yarim tckisliklardan biriga
yo'naltiramiz.

Agar ikkita burchak bir-biriga joylashtirilganda o'zaro ustma-
ust tushsa, ular teng burchaklar deyiladi. Agar burchaklarning
tomonlari kesmalardan iborat bo'lsa, burchaklar teng bo'lganda
tomonlar teng bo'lmasligi ham mumkin. Bu yerdan, teng
burchaklarning bir xil kattalikda bo'lishi kelib chigadi. Bizga
ikkita zBACva ZEFK burchak berilgan bo'lsin (2.21- chizma).
Ularni A va F uchlar ustma-ust tushadigan gilib bir-biriga
joylashtiramiz hamda AC nurni FK nur bo'ylab yo'naltiramiz. Agar
FE nur ZBAC uchun ichki nur bo'lsa, ZBAC =>ZEFK bo'ladi
Bunda ZBAE burchak ZBAC va ZEFK ning ayirmasi deyiladi
hamda ZBAE = ZBAC —ZEFK kabi yoziladi.

Agar AB nur AE va AC nurlar orasida yotsa, burchaklarning
ayirmasi

rr EAB= ZEAC- ZBAC
kabi yoziladi.

3. Qo'shni va vertikal burchaklar. Agar ikkita burchakning
tomonlaridan bittasi umumiy bo'lib, golgan ikkita tomonlardan
biri ikkinchisining davomidan iborat bo'lsa, ular qo'shni
burchaklar deyiladi. 2.Tl- chizmada ZBOC va ZAOC qgo'shni
burchaklardir (bunda OC — umumiy tomon, OAva OB tomonlar
esa AB to'g'ri chizigda yotadi).

1-teorema. Qo'shni burchaklarning yigHndisi 180"ga teng.

I sbot i. Hagigatan. OA va OB nurlar bitta to'g'ri chizigda
yotib, 180" ga teng yoyiq burchak hosil giladi.

O'ziga go'shni burchakka teng burchak to'gfi burchak deb ataladi.
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2.22- chizma 2.23- chizma

Shunday qilib, agar /AOC =/COB bols.n. Z/10C =
=/COB= 90*. Bu holda OC to'g'ri chiziq AS to'g'ri chizigga
perpendikulardcyiladi va OCLA B kabi belgilanadi.

Agar ikkita burchakdan birining tomonlari ikkinchisining
tomonlari davomidan iborat bo'lsa, ular vcrtikal burchaklar
dcyiladi. 2.23-chizmada Z AOB va /.COD vcr/ZAw/burchaklardir.
chunki Z COD ning OD va OC tomonlari ZAOB ning BO va AO
tomonlarining davomidan iborat.

2- teorema. Vertikal burchaklar o‘zaro tengdir.

Isboti. /.AOB va /COD vertikal burchaklar bo'lsin (2.23-
chizma) Ularning har biri /AOD&a qo'shni burchaklardan iborat.
Qo'shni burchaklar hagidagi teoremaga ko'ra,

/AOB+ /AOD = 180, /COD + /AOD= 180~

Bu tengliklarning chap tomonidagi ikkinchi go'shiluvchilar
bir xil bo'lganligidan, birinchi go'shiluvchilar ham teng bo'lishi
shart, ya’ni

/AOB =/COD.

4, Burchak bisscktrisasi. Burchakni teng ikki bo'lakka bo’luvchi
nur uning bisseklrisasi dcyiladi. Agar OK nur /AOB ning
bissektrisasi bo’lsa (2.24- chizma), ta’rifga ko'ra

/AOK=/KOB

3- teorema Burchak hissektrisasining nuqtalari burchak
tomonlaridan bir xil uzoglikda yotadi.
1sbot i. Bi*kirisaning ixtiyoriy K
nugtasidan burchakning tomonlariga AK
va KB (2.24- chizma) perpcndikularlar
o'tkazamiz. Bulling natijasida gipo- O
tcnuzasi OK va o'tkir burchagi (/AOK =
~/BOK) bo'yicha teng bo’lgan ikkita 2.24-chizma
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2.20- chizma 2 21- chizma

nugta berilgan bo'lsa (2.20- chizma), Z BAC ni a to'g'ri chiziq
bilan aniglanadigan yarim tekisliklaming bittasiga joylashtirish
mumkin. Buning uchun:

1) A nuqgtani K nuqgta bilan ustma-ust qo'yamiz;

2) ZBAC ning tomonlaridan birini, masalan, AC tomonni
KC nur bo'ylab yo'naltiramiz;

3) berilgan Z BAC ning AB nurini yarim tekisliklardan biriga
yo'naltiramiz.

Agar ikkita burchak bir-biriga joylashtirilganda o'zaro ustma-
ust tushsa, ular teng burchaklar deyiladi. Agar burchaklarning
tomonlari kesmalardan iborat bo'lsa, burchaklar teng bo'lganda
tomonlar teng bo'Imasligi ham mumkin. Bu yerdan, teng
burchaklarning bir xil kattalikda bo'lishi kelib chigadi. Bizga
ikkita Z BAC va ZEFK burchak berilgan bo'lsin (2.21-chizma).
Ularni A va F uchlar ustma-ust tushadigan qilib bir-biriga
joylashtiramiz hamda AC nurni FK nur bo'ylab yo'naltiramiz. Agar
FE nur ZBAC uchun ichki nur bo'lsa, ZBAC >ZEFK bo'ladi
Bunda ZBAE burchak ZBAC va ZEFK ning ayirmasi deyiladi
hamda ZBAE= ZBAC —ZEFK kabi yoziladi.

Agar AB nur AE va AC nurlar orasida yotsa, burchaklarning
ayirmasi

Z EAB =ZEAC —ZBAC
kabi yoziladi.

3. Qo'shni va vertikal burchaklar. Agar ikkita burchakning
tomonlaridan bittasi umumiy bo'lib, golgan ikkita tomonlardan
biri ikkinchisining davomidan iborat bo'lsa, ular go'shni
burchaklar deyiladi. 2.f2- chizmada ZBOC va ZAOC qo'shni
burchaklardir (bunda OC — umumiy tomon, OAva OB tomonlar
csa AB to'g'ri chizigda yotadi).

| -teorema. Qo'shniburchaklarningyig'indisi 180"ga teng.

Isbot i. Hngigatan. OA va OB nurlar bitta to'g'ri chizigda
yotib, 180" ga teng yoyiq burchak hosil qgiladi.

O'ziga qo'shni burchakka teng burchak to'g'ri burchak deb ataladi.
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2.22- chizma 2.23- chizma

Shunday qilib, agar /AOC =/COB bo'ls.n. /AOC =
=/COB= 90*. Bu holda OC to'g'ri chizig AB to'g'ri chizigga
perpendikular deyiladi va OCLAB kabi bclgilanadi.

Agar ikkita burchakdan birining tomonlari ikkinchisining
tomonlari davomidan iborat bo'lsa, ular vcrtikal burchaklar
deyiladi. 2.23-chizmada /AOBuya /COD vcr//”«/burchaklardir.
chunki /COD ning OD va OC tomonlari /AOB ning BO va AO
tomonlarining davomidan iborat.

2- teorema. Vertikal burchaklar o"zaro tengdir.

Isboti. /.AOB va /COD veitikal burchaklar bo'lsin (2.23-
chizma) Ularning harbiri /AODga qo'shni burchaklardan iborat.
Qo'shni burchaklar haqgidagi tcoremaga ko'ra,

/AOB+ /AOD =180, /COD + /AOD = 180~

Bu tengliklarning chap tomonidagi ikkinchi qo'shiluvchilar
bir xil bo'lganligidan, birinchi qo'shiluvchilar ham teng bo'lishi
shart, ya’ni

/AOB= /COD.

4. Burchak bissektrisasi. Burchakni teng ikki bo'lakka bo'luvchi
nur uning bissektrisasi deyiladi. Agar OK nur /AOB ning
bissektrisasi bo'lsa (2.24- chizma), ta’rifga ko'ra

/AOK= /KOB

3- teorema Burchak hissektrisasininn nuqtalari burchak
tomonlaridan bir xil uzoglikda yotadi.
Isboti. Bisscktrisaning ixtiyoriy K
nugtasidan burchakning tomonlariga AK
va KB (2.24- chizma) perpcndikularlar
o'tkazamiz. Bulling natijasida gipo- O
lenuzasi OK va o'tkir burchagi (/AOK =
~/BOK) bo'yicha teng bo'lgan ikkita 2.24-chizma



to'g'ri burchakli OJAOK va &BOK larni hosil gilamiz. Bundan
AK= KB bo'lishi kelib chigadi. Teorcma isbotlandi.

| io h. Nuqgtadan to'g'ri chiziggacha bo'lgan m asofa sifa
shu nuqtadan mazkur to'g'ri chiziqga o'tkazilgan perpen-
dikularning uzunligi gabul qgilingan.

9- 8. Parallel to*g‘ri chiziglar

Agar tekislikda berilgan a va b to'g'ri chiziglar har gancha
davom ettirilganda ham o'zaro kcsishmasa, ular parallel to'g'ri
chiziglar deyiladi va ularning parallelligi a W kabi belgilanadi.

Parallel to'g'ri chiziglarning mavjud bo’'lishi quyidagi
teoremadan kelib chigadi.

4- teorema. Bitta to'g'ri chizigga perpendikularlar har
gancha davom ettirilganda ham kesishmaydi.

Isboti. ova/> to'g'ri chiziglar uchinchi bir nto'g'ri chiziqga
perpendikular bo'lsin (2.25- chizma). Agar avaft to'g'ri chiziglar
biror K nuqtada kesishadi, deb faraz qilsak, shu K nugtadan bitta
n to'g'ri chiziqga ikkita perpendikular to'g'ri chiziq o'tkazilgan
bo’'ladi, lekin bunday bo’'lishi mumkin cmas. Teorema isbotlandi

Endi ikkita ava bto'g'ri chiziq uchinchi n to'g'ri chiziq bilan
kesishgan bo'lsin (2.26- chizma). Buning natijasida /, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 kabi belgilangan burchaklar hosil bo'ladi. Bu burchaklar
quyidagicha ataladi:

3va 5, 4va 6 — ichkialmashinuvchi burchaklar;

2va 8, | va 7— tashqi almashinuvchi burchaklar;

lva5, 2va 6,] va 7, 4va 8 —mos burchaklar;

3va 6, 4va 5 — ichkibir tomonli burchaklar;

lva 8, 2va 7— tashqi bir tomonli burchaklar.

5-teorema. Agar ikkita to'g'ri chiziq uchinchito'g'ri chizig
bilan kesishganda: ichki almashinuvchi burchaklar teng, mos
burchaklar teng va ichki bir tomonli burchaklarning yig'indisi
18(f bo'lsa, bu to'g'ri chiziglar parallel bo'ladi.

K n

2.25- chizma 2.26- chizma
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bo'lishini isbotlaymiz.

a va bto'g'ri chiziglar biror D nuqtada kesishadi deb, tcskarisini
faraz qilamiz. U holda AABD ni hosil gilamiz. ZI1 shii AABD
uchun tashqgi burchakdan iborat va shuning uchun, ZI =272 +
+/ADB Shartga ko'ra zZI| =2z2, /ADR* 0 bo'lganligidan,
garama-garshilikka kclamiz, ya’ni a va b to'g'ri chiziglar davoni
ettirilganda kesisha olmasligi kelib chigadi.

2. Endi mos burchaklar teng bo'lgan, ya’ni Z2 =2Z 3 holni
ko'ribchigamiz. Z1 va Z3 vertikal burchaklar bo'lganligidan, Z3 = Z|1
tengliko'rinli. Modomiki, Z1 va Z2 ichki almashinuvchi burchaklar
ckan, yuqorida isbotlanganiga asosan, a |=bo'lishi kelib chigadi.

3. Nihoyat, ichki bir tomonli burchaklarning yig'indisi 180°
gateng, ya’ni Z 2va Z 4 — ichki bir tomonli burchaklarva 72 +
—-Z4 = 180° bo'lgan holni garaymiz. Bu holda Z1 = Z2 bo'ladi
hamda ular ichki almashinuvchi burchaklar bo'lganligidan,
birinchi bandda isbotlanganiga ko'ra, a va b to'g'ri chiziglar o'’zaro
kesishishi mumkin cmas.

Endi to'g'ri chiziglarning ular parallelligi va perpendikularligi
bilan alogador ba’zi xossalarini ko'rib o'tamiz.

1 Bitta to'gTi chizigga o tkazilgan ikkita perpendikular o'zaro
parallel'bo iadi.

Haqgigatan, agar bu perpendikularlar biror P nuqgtada
kesishadi, deb faraz gilsak, P nuqtadan bitta to'g'ri chizigga ikkita
perpendikular tushirilganligi kelib chigadi, bunday bo'lishi esa
mumkin emas.

2. Ikkita parallel to'g'ri chizigdan biriga perpendikular ularning
ikkinchisiga ham perpendikulyar bo ‘ladi-

Hagigatan ham, a va b to’g'ri chiziglar parallel hamda AB - a,
ya’ni zaAC = 90° bo'lsin (2.28- chizma). AB to'g'ri chizigda C va
B nuqgtalarni a to'g'ri chizigdan turli tonionlarda yotadigan qilib
olamiz. Modomiki, B nugta va bto'g'ri chizig a to'g'ri chizigdan
bir tomonda yotar ekan, AB to'g'ri chizig h to'g'ri chiziq bilan
B nugtada kesishadi.



2.28- chizma 2.29- chizma

a\b bo'lganligidan, AB to‘g‘ri chiziq b to‘g‘ri chizig bilan
90° ii burchak hosil giladi, ya’ni AB 1 a, shuni isbotlash talab
gilingan edi.

3 To'g'ri chizigdan tashqarida yorgan nuqgtadan berilgan to
chizigqa parallel yagona to'g'ri chiziq o‘tkazish mumkin.

Hagiqgatan, a — bcrilgan to'g'ri chizig va A undan tashqarida
yotgan nuqta bo'lsin (2. 29- chizma). A nuqgtadan a to‘g‘ri chizigqa
AB perpendikular o'tkazamiz. a va b to'g'ri chiziglar bitta AB
to'g'ri chizigga o'tkazilgan perpendikularlar sifatida, o'zaro pa-
rallel bo'ladi.

Endi shu to'g'ri chizignmg yagonaligini isbot qilish goldi,
xolos Buning uchun, A nuqgtadan o'tuvchi, b to'g'ri chizigdan
boshga ixtiyoriy to'g'ri chiziq a to'g'ri chizigni kesib o'tishini
isbotlash lozim. Ma’lumki, A nuqtadan o'tuvchi b to'g'ri chiziq
AB to'g'ri chiziqga perpendikulardir. Shuning uchun, A nugtadan
o'tadigan c to'g'ri chiziq AB bilan a o'tkir burchak hosil giladi.

AB
Ana shu nurda AC =—— kesmani joylashtiramiz va C nugtadan
cosa

CDLAB o'tkazamiz. U vaqtda to'g'ri burchakli tN\ACD dan
AD =AC cos a = AB bo'lishini, ya’ni B va D nuqtalar ustma-ust
tushishini ko'ramiz. Demak, BC to'g'ri chiziq B nuqgtadan o'tadi
va BCLAB, ya’ni BC to'g'ri chiziq a to'g'ri chiziq bilan ustma-ust
tushadi. Demak, s va c to'g'ri chiziglar C nugtada kesishadi.

Takrorlash uchun savol va iopshiriglar

1 Kesma deb nimaga aytiladi?

2. Nur deb nimaga aytiladi?

3. Ikki nugtani ncchta kesma tutashtiradi?

4. Berilgan AB kesmaning A va B nuqtalari orasida C nugta olingan.
Natijada chizmada nechta kesma hosil gilinadi?

5. AK nur AB kesmaning B nugtadan tashqaridagi davomi bo'lsin.
Shu kesma boshga biror kesmaning davomi sifatida gamlishi mumkinmi?

0



6 Ikki to'g'ri chizig K nuqtada kesishadi. Natijada ncchta nur hosil
bo'ladi?

7 a to'g'ri chiziqg berilgan. A, B. C nugtalarni shunday belgilash
talab gilinadiki, natijada a va AB to'g'ri chiziglar C nuqgtada o'zaro
kesishadigan bo'lsin.

8. A. B, C, D nugtalarni Aflva CD to'g'ri chiziglar kesishadigan, AB
va CD nurlar esa kcsishmaydigan qilib joylashtirish mumkinmi?

9. A, B, C, D nugtalarni AB va CD nurlar kesishadigan, AC va BD
nurlar esa kesishmaydigan qilib joylashtirish mumkinmi?

10 oto'g'ri chizig hamda Ava B nugtalar berilgan. Qachon AB kesma
a to'g'ri chizigni kesib o'tadi?

Mustaqil yeehish uchun masalalar

A GURUH

1 Agar:
a) AB =32 sm. BC =4,6 sm, AC = 14 sm;
b) AB=7,4 sm, BC = 12,6 sm, AC =231 sm bo'lsa. A, B,
C nuqtalar bitta to'g'ri chizigda yotadimi?
Javob: a) yotadi, b) yotmaydi.

2. C nugta A va B nuqtalar orasida yotadi. Agar/A = 18,4sm
va BC~ 4,8 sm bo'lsa, AC ning uzunligi topilsin.

Javob: 13,6sm.

3 M, A, va P nuqtalar bitta to'g'ri chizigda yotadi. Agar
MN —24,8 sm, NP= 8,3 sm bo'lsa, M va P nuqtalar orasidagi
masofa topilsin.

Javob: 33,1 sm.

4. Z.BAC= 15* /.BAD - 46° bo'lib, BA nur BC va BD nurlar
orasida yotadi. Z CAD ning kattaligi topilsin.
Javob: 6r

5. Qo'shni burchaklardan biri ikkinchisidan 20°ga katta.
Qo'shni burchaklardan kattasi topilsin.
Javob: 100*

B GURUH

6. AB— 12 sm, BC —4 sm, CD — 10 sm bo'lgan kesmalar
berilgan bo'lsin. Unda: |) A nuqtadan SC kesmaning o'rtasigacha
masofa; 2) AB va CD kesmalarning o'rtalan orasidagi masofa topilsin.

Javob: 1) 14 sm, 2) 15 sm.



7. AB =34 sm, BC = 12 sm kcsmalar bcrilgan. Unda AC
kesmaning uzunligi nimaga teng bo'lishi mumkin?
Javob: a) 46 sm, b) 22 sm
8. AB =a kesma berilgan. Bu kcsmadan: a) ikki marta kichik
bo'lgan; b) uch marta katta bo'lgan kesmalar (o'lchovsiz chizg ich
va sirkul yordamida) yasalsin.
9. AB = 60 sm kesma bcrilgan va C nugta uning o'rtasi bo'lsin
AB to'g'ri chizigda C nuqgtaning har xil tomonlarida P\a Q nuqtalar
olingan va PC = 6sm, QC = 18sm bo'lsa, AP va PQ kesmalarnjng
uzunliklari topilsin.
Javob: a) 24 sm va 6 sm; b) 36 sm va 54 sm.

10. Qo'shni burchaklarning kattaliklari 3:5 kabi nisbatda
bo'lsa, ularning kichigi topilsin.
Javob: 22° 30.

C GURUH

11. Yoyiq burchak uchla burchakka bo'lingan. Burchaklar
kattaliklari 2:3:4 nisbatda bo'lsa, burchaklar kattaliklari topilsin.
Javob: 40° 60\ 80"

12. AB kesma C va D ichki nugqtalar bilan uchta bo'lakka
bo'lingan. O'rtadagi kesma CD= 10 sm ga teng AC va DB
kesmalarning o'rta nuqtalari £va ~orasidagi masofa 24 sm ga teng
AC va DB kcsmalar yig'indisining uzunligi topilsin

Javob: 28sm.

13. To'g'ri burchakli uchburchakda o'tkir burchaklarning
bissektrisalari o'tkazilgan. Bisscktrisalar orasidagi o'tmas burchak
topilsin.

Javob: 135%

14. Muntazam uchburchakda ikkita ichki burchaklarning
bisscktisalari o'tkazilgan. Ular orasidagi o'tmas burchak nimaga
teng?

Javob: 120

15. Uchta kesma bcrilgan. AB =6 +2a, AC=a+ 1,CB=3n- 1
a ning ganday giymatida AB =AC + CB tenglik o'rinli bo'ladi?
Javob: a=3



TEKISLIKDA
11 B OB KOORDINATALAR
SISTEMAS1

1- 8. To‘g‘ri chizigda nuqtaning holatini aniglash

To'g'ri chizigda nugtaning o'rnini son yordamida aniglash
mUmkin. Berilgan to'g'ri chizigda biror O nuqtani sanoq boshi
sifatida tanlab olamiz. Bunda O nuqta to'g'ri chizigni ikkita nurga
ajratadi va hosil gilingan nurlarning birortasida O nuqgtadan
yo'nalish aniglaymiz hamda uni musbatyo'nalish deb ataymiz. Bu
vo'nalishga qarama-qarshi yo'nalishni manfiyyo'nalish deb ataymiz.
Yo'nalish aniglangan to'g'ri chiziq o‘q deb ataladi.

Sonlar va nuqtalar orasida moslik o'rnatish uchun masshtab
birligi deb ataladigan PQ kesmani garaymiz.

Berilgan o'qda ixtiyoriy K nuqgtani olamiz (3.1- chizma). K
nuqgtaga birorta sonni mos go'yish uchun masshtab birligini O
nugtadan K nuqgtagacha joylashtirib chigamiz. 3.1-chizmada RQ
kesma musbat yo'nalishda 3 marta joylashganligini ko'ramiz. Shu
sababli K nuqgtaga 3 sonini mos qilib qo'yamiz va uni nuqgtaning
koordinatasi deb ataymiz.

Shunga o'xshash, o'gning O nuqtadan manfiy yo'nalishida
yotgan R nugtasining (3.1- chizma) koordinatasi - 2 ga teng bo'ladi.

Bundan tashqgari, OK kesmaning uzunligi 3, ya'ni OK = 3va
OR kesmaning uzunligi 2, ya’ni OR = 2 bo'ladi.

Agar masshtab birligi OK kesmada butun son marta
ioylashmasa, unda masshtab birligini o'zgartirish lozim.

Shunday qilib, to'g'ri chizigda yotgan har bir nuqtaga bjror
* sonni quyidagi qoida bo'yicha mos gqo'yish mumkin:

1) *sonning moduli OK kesmaning uzunligiga teng, |Ix|=0Af;

2) K nugta musbat yarim o'qda votganda x > 0;

K nuqta manfiy yarim o'gda yotganda jc<O,
K va O nuqtalgr ustma-ust tushganda x =0 bo'ladi.
Bunda x son K nugtaning bcrilgan to'g'ri chizigdagi koordinatasi
deb ataladi.
v Endi to'g'ri chiziqda bcrilgan 1(x,)
_ .B(xi) nuqtalar orasidagi masofani K ,9 T,
niglaymiz. Buning uchun quyidagi X
llarni ko'rib chiqish zarur. 3.1-chizma

' 1 ,srailov. Z. Pashnyev 33
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3 2- chizma

1 N(x,) va B(x2 nugtalar Osanoq boshidan birtomonda va
musbat yo'nalishda yotsin (3.2- a chizma). U holda d =AB = OB -
- OA =X, —X, >0 bo'ladi. Agar A(xf) va B(x2 nuqtalar 3.2-b
chizmada ko‘rsatilganidck joylashsa, d =AB =\OB-0A\ =

=|%X,-X,|>0 bo'ladi. Dcmak, bcrilgan A(x{) va B(x}) nuqtalar

yugorida keltirilgan hollarga mos joylashganda, ular orasidagi
masofa

f =]jc2-x,|
bo'ladi.

2. Endi A(xt) va £(xa nugqtalar sanoq boshi O nugtadan turli
tomonda joylashgan bo'lsin. Dastlab ular 3.2- d chizmada
ko'rsatilganidck joylashsin. Unda d=AB = OA + OB =
= |Xj|+fic,] =-%X, +Xx2=x2-%x, >0 bo'ladi va agar /4(x,) va fi(x3
nuqtalar 3.2- e chizmada ko'rsatilganidck joylashgan bo'lsa, ular
orasidagi masofa

d=AB =0A + OB = [x| +]xq =x, - X2

bo'ladi, dcmak, bu holda ham A(x{) va B(xr) nuqtalar orasidagi
masofa

f =|x2-x,|
kabi bo'ladi.

3. A(x,) va Bj=}) nuqgtalar O nuqtadan chapda manfiy
yo'nalishda joylashgan bo'lsin (3.2./-chizma). U holda

d~ AB ~ OA — OB — Ix] x| =%, - %, =>0.

Agar A(xt) va B(x}) nuqtalar (3.2-g chizmadagi kabi
joylashgan bo'lsa, d=AB =0B - OA - |x,]| - x| =% -Xx3>0, ya'ni
bu holda ham A(xX va B(x7 nuqtalar orasidagi masofa
A



k° Shunday qilib, A(xt) va B(x:) 3 3. chizma
.uataiar t0'g'ri chizigda sanoq boshi O

nugtaga nisbatan qganday joylash-

ganligidan gafiy nazar, ular orasidagi masofa

d=v—cj =~ (n
formula bo‘yicha topiladi.
To'g'ri chizigda AB kesma berilgan bo'lib, lining A(xt) va
S(x,) uchlarining koordinatalari ma’lum bo'lsin.
Ta ’'rif. Agar AB kesmada yotgan C(x) nuqgta uchun
\w *£
CB
munosabat bajarilsa, C(x) nugla AB kesmani k nisbatda bo'ladi
deyiladi.
C(jc) nuqgtaning x koordinatasini kesmaning X*,) va B(x:)
uchlari koordinatalari va a son orqali ifodalaymiz (3.3- chizma").
Nugtalar orasidagi masofa formulasidan AC =|x-x,|, CB =|v2-ar].

U holda a=*- X , buyerdan x ni topamiz:
X2_*
A(*2 - X) =x - X,, Y+\Xx =%, +AJ va

£ )

Agar K = 1 bo'lsa, C nugta AB kesmaning o'rtasida yotadi va
uning koordinatasi

X =h A fl. 3)

formula bo‘yicha topiladi.

2- 8. Tekislikda nuqtaning holatini aniglash

Tekislikda Cbco'q va unda yotmaydigan K nugta berilgan bo'lsin
(3.4- chizma). A'nugtadan Qxo'qga KN perpendikular o'tkazamiz
X 0 gqdagi N nuqgtaning o'rnini bitta x koordinata bilan belgilash
mumkin. K nugtaning o'rnini belgilash uchun K nuqtaning Ox
0 qdan chetlanishini ham ko'rsatish lozim.
Endi tekislikda o'zaro perpendikular bo'lib, O nuqgtada



3.4- chizma 3.5- chizma

kesishadigan ikkita to'g'ri chizigni o'tkazamiz va bu to‘g‘'rj
chiziglarning har birida musbat yo'nalishni aniglaymiz hamda
o'lchov birligini beramiz (3.5- chizma).

Tekislikda A nuqgta berilgan bo'lsin. A nugtadan AAt+Ox va

AA2A0 y to'g'ri chiziglar (pedendikularlar) o'tkazamiz (3.5-
chizma). U holda /1, nugtaga Ox o'qda X, koordinata, A} nugtaga
esa Oy o'gda yt koordinata mos keladi. Topilgan ikkita x, va yf
sonlarni A nugtaga mos gqo'yamiz va A nuqtaning koordinatalari
deb ataymiz hamda A(xt; y{) kabi yozamiz.

Yuqgoridagi usulga o'xshash harakatlar bilan tekislikdagi har
bir B nugtaga (x;y) sonlar juftini mos qo'yish mumkin. Buning
aksi ham o'rinli: har bir sonlar juftiga tekislikda bitta nugta mos
keladi. Haqgigatan, agar (x; y) sonlinr jufti berilgan bo'lsa, Ox
o'qda O nugtadan, x ning ishorasiga bog'lig holda, musbat yoki
manfiy yo'nalishda uzunligi |[X] bo'lgan OBy kcsmani joylashtiramiz.

Oy o'gda esa x koordinataga o'xshash, uzunligi P bo'lgan OB,
kesmani joylashtiramiz. So'ngra topilgan Bt va Bt nuqgtalardan,
mos ravishda, Ox va Oy o'glarga perpcndikularlar o'tkazamiz va
ularning kesishish nuqgtasi koordinatalari (x;.y) bo'lgan B nugtadan
iborat bo'ladi.

Bunda x koordinata B nugtaning abssissasi, y koordinata esa
ordinatasi deyiladi. Mos ravishda, Ox 0'q — abssissa 0'qi, Oy o°‘q
esa ordinata o 'qgideyiladi. Koordinata o'glarining kesishish nuqtasi
O — yasalgan to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasining boshi
deyiladi. To'g'ri burchakli koordinatalar sistcmasi XVII asrda
fransuz matematigi va faylasufi Kene Dekart tomonidan
kiritilganligi sababli, n dekart koordinatalar sistemasi, (x; y) lar
esa nugtaning dekart koordinatalari deyiladi.

Koordinatalar o'glari tekislikni choraklar deb ataladigan to rtta
gismga bo'ladi. Choraklar soat mili harakati yo'nalishiga teskari

tartibda ragamlanadi (3.6- chizma).
Nugtaning koordinatalari ishoralari qanday bo'lishini ko'rib



36- chizma 3.7- chizma

=« Acir tekislikda berilgan B nuqgta Ox o'gda yotsa, uning
koordinatalari B(x\ 0) kabi bo'ladi. chunki bu holda Ox o'gdan
i rlanishyo'q Agar C nugta Oy o'gda yotsa, umng koordinatalari
no V) kabi bo'ladi, chunki bunda Oy o'qdan chctlanish yo'q.
Nihovat koordinatalar boshi bo'lgan O nugtaning koordinatalari
0(0 0) kabi bo'ladi. 3.7-chizmada tekislikning nuqtalari qaysi
choraklarda yotganligiga qarab; ular koordinatalarining ishoralari

ko'rsatilgan.

3- 8. Tckislikdagi ikki nuqta orasidagi masofa

Tekislikda A(xRAy,) va B(x2 y2J nuqtalar berilgan bo'lsin. Bu
Ava B nuqtalarning har biridan AAt.OXx, BByLOXx, AA,-Oy,
BB11 Oy pedhendikularlar o'tkazamiz (3.8- chizma) U holda

04,j=1|x,], |0*,]=W ° \OAA=\yt\ \OBA~\y2\
rHi~"l-h-x,!, VA2BA=\y2-vy,[

Endi A nuqtadan BBy to'g'ri chizigning C nuqtasida

kesishadigan AC\\Ox to'g'ri chiziqg o'tkazamiz va natijada

|=lic2_x,| va \BC[=\A2B2A=\y2- y{\ munosabatlar

o'rinli boladigan to'g'ri burchakli 1/IBC ni hosil gilamiz. Pifagor

teoremasi bo'yicha A va B nuqtalar orasidagi masofani aniglaynnz
(AB —gipotrmuza, BC va AC — katetlar):

"nqia orasidagi d masofa A va B O a, X
nijgtalarning mos koordinatalari 3.8- chizma



ayirmalari kvadratlari yig‘indisidan olingan kvadrat ildizga
tcngdir:

d ~d(A, B) =I(x, -X,Y +(y} -Y,)2- (4>

4- 8. Kesmani berilge

Tekislikda AB kesma berilgan va uning A(xr y{) va B{xv y2
uchlari koordinatalari ma’lum hamda C nugta AB kesmani X
nisbatda bo‘Isin, ya’ni

CB
C nuqtaning koordinatalarini (x; y) deb belgilaymiz va ularni
becrilgan A va B nuqtalarning koordinatalari hamda X son orqgali
ifodalashga harakat gilamiz. Buning uchun A nuqtadan AB{ || Ox
to‘g‘ri chiziq. A, B, C nuqtalardan Ox o‘qga perpendikularlar
o'tkazamiz. Pcrpcndikularlarning ABXto‘g‘ri chiziqg bilan kesishgan
nugtalarini Byva C, deb belgilaymiz (3.9- chizma). Fales tcoremasiga
ko‘ra ZBABi uchun
AC ACt
CB ' CIBI

nisbatga ega boMamiz. Modomiki, /1C, =x-x,, C{Bt=x2-Xx
ekan, yuqgoridagi nisbat

ko‘rinishni oladi. Undan Xx3-Xx =x - x,, (I + X)x - X, + Xx2va

X =X *~ bo‘ladi. Shunga o'xshash, y koordinata uchun
I +X

I+X
formulani olamiz.

Shunday qilib, bcrilgan AB kcs-
mani X nisbatda bo'luvchi C nug-
taning koordinatalari kesmaning J1(x(;
yX va B(x},y2 uchlari koordinatalari
orqgali quyidagi formulalar bo'yicha

39- chizma topiladi:



(5) formulalar kesmani berilgan n nisbatda bo'lish formulalari

dCyAcar / =1 bo'lsa, AC =CR, ya'ni C nuqta AB kesmaning
o'rtasida yotadi va uning koordinatalari

formuladan topiladi, (6) kesmani teng ikkiga bofish formulalaridir.

Takrorlash uchun savol va topshiriglar

1 To'g'ri chizigdagi nuqtaning koordinatasi nima? To'g'ri chizigda
ikki nugta orasidagi masofa qanday aniqglanadi?

2. Tckislikdagi nuqtaning koordinatalari ganday aniqglanadi?
Koordinatalarning ishoralari gqanday topiladi?

3. Koordinatalaridan bin nolga teng bo'lgan nuqta tekislikda ganday
joylashndi?

4. Ikki nuqgta orasidagi masofa formulasini keltirib chigarilsin.

5. Kesmani berilgan nisbatda bo'luvchi nuqta koordinatalari
topilsin.

Mustaqil yccliish uchun masalalar

A GURUII

1 Quyidagi nuqtalar yasalsin: /1(4: 2); flI(-3; 4); C(0; -2);
DO; 0); £(-2; -2).

2. Bcrilgan: a) A/(—; 4) va NM2; 0); b) P{2; 7) va Q (-1; 3)
nuqtalar orasidagi masofa topilsin.

3. Uchlari 74@3: 2), #(-1; -1), C(-2; 2) nuqtalarda bo'lgan
uchburchakning perimctri topilsin.

4. Bcrilgan C(3; 4) nugtaga: a) Ox o0'gga nisbatan; b) Oy
o'qga nisbatan; d) koordinatalar boshiga nisbatan simmectrik
nuqtalarning koordinatalari yozilsin.



5. Bcrilgan /1(3; -2), B(4; 1), C(5; 0), 0(0, -5), £(-4;3)
nuqgtalaming qaysi bin koordinatalar boshiga yaqin joylashgan?
Javob: A.

6. AB kesma A(-4; 3), B(2; 1) uchlari bilan berilgan. /15

kesmaning o‘rtasidagi nuqgtaning koordinatalari yozilsin.
Javob AT(-1; 2)

7. /15 kesmada J1(-3; 1) uch va uning o'rtasida yotuvchi
Af(l; 3) nugta ma’lum bo‘lsa, B nuqgtaning koordinatalari yozilsin.
Javob: B(5; 5).

B GURUH

8. Agar JABC ning uchlari A(1; 4), B(5; 8), C(3; 2) nuqtalar
bo'lsa, uning qanday uchburchak ekanligi topilsin.
Javob: To'g'ri burchaldi.

9. /40; 1), £(-1; -2), C(2; 7) nuqtalar bitta to'g'ri chizigda
yotadimi?
Javob: Ha.

10. Ordinata o'gida bcrilgan A(-5; 1) va 5(3; 2) nuqgtalardan
bir xil uzoglikda yotuvchi K nuqgtaning koordinatalari topilsin.
Javob: K(-6,5; 0).

11. Tckislikda A(1; 2) va B(6; 3) nuqtalar bcrilgan. Abssissa
o'gida shunday K nuqtani topish kerakki, /LAKB =90° bo'lsin.
Javob: ~(3,0),/44,0)

12. Uchlari A(-2; 4), fi(3;l), C(5; -3) bo'lgan OABC
uchburchakning AK medianasi uzunligi topilsin.
Javob: >/6T.

13. ABCD parallelogrammning uchta A(-4; 2), B(2; 6),
C(0; -4) uchlari berilgan. Uning D uchining koordinatalari
topilsin.

- Javob: D(—6; —8).

C GURUH

14. \ABC ning /1(-3; 1), B(-2;-5), C(2; 4) uchlari ma’lum
bo'lsa, uning og'irlik markazi koordinatalari topilsin.
Javob: AGC-1; 0).
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15 AJIBC ning A(-1; 3), 5(2; - 1), C(7; -3) uchlari bcrilgan.
Uning AK bissektrisasi uzunligi topilsin.

Javob: -

16 J115C ning /<(3; 8), 5(10; 2) uchlari va medianalarining
kesishish nuqtasi A/(l; O berilganda uning uchinchi C uchi

koordinatalari topilsin. javob: C(-10;-7).

17. Uchlari X-3; 7), 5(5; 11) bo'lgan AB kesma berilgan
bo‘lib, M, N, P nugtalar uni to'rtta teng bo'lakka bo'lishi ma’lum

bolsa M N P nuqgtalaming koordinatalari topilsin.
Javob: M (-1 8), N(1, 9), 5(3; 10).

18. Berilgan A(Z1; 2), 5(9; 2), C(2; -5) nuqgtalardan bir xil
uzoglikda yotuvchi nuqta topilsirr.
Javob: (5, -1)

19. /4(2; 2) va 5(5; -2) nuqtalar berilgan. Abssissalar o'gida
shunday P nugtani topish kerakki, ZAPB to‘g‘ri burchak bo'lsin.
Javob: /»(1; 0), P,(6; 0).

20. Kvadratning ikkita garama-qgarshi /4(3; 0) va C(-4; 1)
uchi berilgan. Kvadratning qolgan ikkita uchi topilsin.
Javob-: 5(0; 4), D(-1 -3).



5. Bcrilgan /4@3; -2), B(4; 1), C(5; 0), 0(0; -5), £(-4;3)
nugtalarning qaysi bin koordinatalar boshiga yaqin joylashgan?
Javob: /A

6. /4# kesma /4(-4; 3), #(2; 1) uchlari bilan bcrilgan. AB

kesmaning o'rtasidagi nuqgtaning koordinatalari yozilsin.
Javob Af(-1; 2)

7. AB kesmada /4(-3; |) uch va uning o'rtasida yotuvchi
Af(l; 3) nugta ma’lum bo'lsa, B nuqtaning koordinatalari yozilsin.
Javob: B(5; 5).

B GURUH

8. Agar JABC ning uchlari =4(; 4), B(5; 8), C(3; 2) nuqtalar
bo‘lsa, uning ganday uchburchak ekanligi topilsin.
Javob: To‘g‘ri burchakli.

9. /40; 1), A(-1; -2), C(2; 7) nuqtalar bitta to‘g‘ri chizigda
yotadimi?
Javob: Ha.

10. Ordinata o'gida bcrilgan 74(-5; 1) va BO', 2) nuqtalardan
bir xil uzoglikda yotuvchi K nuqtaning koordinatalari topilsin.
Javob: K(-6,5; 0).

11. Tekislikda 74(1; 2) va B(6; 3) nuqtalar bcrilgan. Abssissa
o'gida shunday K nuqtani topish kerakki, ZAKB =90° bo'lsin.
Javob: *,3,0), *,(4,0)

12. Uchlari A(-2; 4), B(3;1), C(5; -3) bo'lgan AABC
uchburchakning AX medianasi uzunligi topilsin.
Javob: 3fl.

13. ABCD parallelogrammning uchta /4(-4; 2), B(2; 6),
C(0; -4) uchlari bcrilgan. Uning D uchining koordinatalari
topilsin.

- Javob: D(—6; —8).

C GURUH

14. AABC ning /4—3; 1), B(-2;-5), C(2; 4) uchlari ma’lum
bo'lsa, uning og'irlik markazi koordinatalari topilsin.
Javob: AT(-1;0).
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15. AABC ning X -1 J)._a7; - 3) uchlari berilgan.
Uning AK bissektrisasi uzunligi topilsin

Javob:

16 \ABC ning X 3; 8), £(10; 2) uchlari va medianalarining

kesishish nuqgtasi A/(l; D berilganda uning uchinchi C uchi
koordinatalari topilsin. javob: C(-10;-7).

17. Uchlari X-3; 7), £(5; 11) bo‘lgan AB kesma berilgan
bo‘iib, M, N, P nugtalar uni to‘rtta teng boMakka boMishi ma’lum
bollsa M N P nugtalarning koordinatalari topilsin.

Javob: A/(-1, 8), N{1, 9), 4 3; 10).

18. Berilgan X1; 2), B(9; 2), C(2; -5) nugtalardan bir xil
uzoglikda yotuvchi nugta topilsin.
Javob: (5, -1)

19. X 2; 2) va B(5; -2) nuqtalar berilgan. Abssissalar o‘gida
shunday 7/ nugtani topish kerakki, ZAPB to‘g‘ri burchak bo'lsin.
Javob: /*(1;, 0), ~ (6; 0).

20. Kvadratning ikkita garama-qgarshi /1(3; 0) va C(-4; 1)
uchi berilgan. Kvadratning golgan ikkita uchi topilsin.
Javob-: B(0; 4), L -3).



1- 8. To'g'ri chiziq tenglamalarining turlari

Tckislikda biror | to'g'ri chiziq bcrilgan bo'lsin. Agar:
1) /to'g'ri chiziq ixtiyoriy nuqgtasining koordinatalari
f(x;y) =0
tenglamani ganoatlantirsa;
2) /to'g'ri chizigda yotmagan nuqtaning koordinatalari

f(,x; y) = 0 tenglamani ganoatlantirmasa, / to'g'ri chiziq
nuqtalarining xva y koordinatalari orasidagi

f(x;y) =0

bog'lanish uning tenglamasi deyiladi.

To'g'ri chizigning tenglamasi berilganda uni yasash mumkin.
Modomiki, to'g'ri chiziq ikkita nuqta vositasida aniglanar ekan,
to'g'ri chizigni yasash uchun x ning o'miga biror x, va x2 giymatlar
qo'yib, to'g'ri chiziq tenglamasidan ularga mos yt vay} giymatlami
topish yetarlidir.

1 To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi. / to'g'ri chiziq
tenglamasini topamiz. Buning uchun tekislikda /to'g'ri chiziqga
perpendikular ixtiyoriy p to'g'ri chizigni o'tkazamiz va uning /
to'g'ri chiziq bilan kesishgan nuqtasini K deb belgilaymiz (4.1-
chizma). So'ngra p to'g'ri chizigda K nugtadan har xil tomonda
joylashgan ikkita KP, = KP2kesmani qo'yamiz. M nuqta /to'g'ri
chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. M nuqtani P, va P2nuqtalar
bilan tutashtiramiz. U holda hosil bo'lgan AKMP, va AKMP,
uchburchaklarda KM katet — umumiy, yasashga ko'ra KP. = KP,

L@'ga-nlligi an—ular’ tengdir, ya’ni
AKMP. = AKMPr Bundan MPX= MP2
bo'lislii, boshqacha aytganda, PtP2
kesmaning o'rtasidan o'tkazilgan KM
perpendikulaming nuqtalari kesmani P,
va P} uchlaridan teng uzogllkda yotishi
kelib chigadi. Ana shu shartni M, Pt, va
P2 nuqtalaming koordinatalari orqali
4.1- chizma ifodalaymiz.
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deD Dcigiunyiiii*-
bo'lgan masofalarni topamiz:

MPANJiIX-Xj'+iy-yi)2 MP2=yj(Xx-x2)2+ (y-y2)2m

End. ularni tcnglasntirib, / to'g'ri chizigning

I(X =x~y +(¥ -y, =yjix -X}? +(y -y2y

tenglamasini olamiz. Bu ifodani soddalashtirish uchun:
1) uning har ikkala tomonini kvadratga ko'taramiz;
2) o'xshash hadlarni ixchamlaymiz.

Natijada

XI =20 +x2-/ -2yy, +y] =X - 20Q2+X" +yr - 2yy} +y\.
yoki
2x3- X)X +2(y2-y{)y +(x,2+y] -x\ -y2) =0
munosabatnr olamiz. Ushbu
2(x3-x,)=0; I(y2-yxX =b\ x2+y] -x2-y\ =c
belgilashlarni kiritamiz. Shunday qilib, biz | to'g'ri chiziq ixtiyoriy
M nugtasining x va y koordinatalari
ax +by +c =0 0)
chizigli tenglamani ganoatlantirishini isbotladik.
Teorema. Har birikkio zgaruvchili
Ax +By +C =0 (a0

chiziqgli tenglama ickislikJa to'g'ri chizigni ifodalaydi.

Ishoti. Ikkita har xil /f,(x,; y,) va KZx2Ay2 nugtaning
koordinatalari ma’lum bo'lib, ular (I') tenglamani ganoatlantirsin.
Ikkinchi tomondan, KkKr to'g'ri chizigning tcnglamasi (1)
ko'rinishida bo'ladi. Shunday qilib. biz va K2 nuqtalarning
koordinatalari ganoatlantiradigan

ax +by +c =0,
{ AX +By +C =0 @)



tcnglamalar sistemasini olamiz. Modomiki, A, va K1" nuqtalar
har xil ekan, hech bo'lmaganda ularning koordinatalaridan bittasi
har xil giymat gabul qilishi, masalan, x, *x 2 bo'lishi mumkin.
Bu holda (2) sistcmadagi birinchi tenglamani B ga, ikkinchisini b
ga ko'paytirib, birinchi tenglikdan ikkinchi tenglikni ayiramiz:

(aB - bA)x +(cB - bC) =0. 3)
(3) tenglama (2) sistcma tenglamalarining har biriga teng kuchli
bo'lganligidan, x, ham, x2ham bu tenglamani ganoatlantiradi.
Shartga ko'ra, X, *x2 bo'lganligidan, bu fagat har ikkala
koeffitsient nolga teng, ya’ni

[aB-bA =0,
\cB-bC =0

bo'lganda bajariladi, xolos. Bundan,

bo'lishi kelib chigadi.

Shunday qilib, (') tenglama (1) tenglamadan fagat X
ko'paytuvchi bilan farq giladi. Shuning uchun, (1*) tenglama KtK2
to'g'ri chizig tenglamasi bo'ladi. Teorema isbotlandi.

(1) tenglama to'g'ri chizigning umumiy tenglamasi deb ataladi.
Uning xususiy hollarini garab chigamiz.

1 Agar a - O bo'lsa, to'g'ri chiziq tenglamasi

by+c =0 yoki vy :_B

ko'rinishda yoziladi. Bu to'g'ri chizigning nuqtalari uchun vy
koordinata o'zgarmas giymatga ega bo'lib, x koordinata ixtiyoriy

giymatlar gabul giladi (4.2- a chizma). Bu holda to'g'ri chiziq

nugtadan Ox o‘qga parallel ravishda o'tadi.
2 Agar b =0 bo'lsa, to'g'ri chiziq tenglamasi



y--f

X 0.\

a)
4.2- chizma b)

ax+c=0 yoki x- ~

ko'rinishda yoziladi. Bu holda
to'g'ri chizigning nuqtalari

C
uchun x koordinata - - o z-

garmas qiymatni saqlaydi, y 4.3- chizma
koordinata esa ixtiyoriy
giymatlar gabul qgiladi (4.2- b chizma) hamda to'g'ri chiziq Oy
o'gqga parallel ravishda o'tadi.

3. Agar c¢c =0 bo'lsa, to'g'ri chizig tenglamasi

ax +by =0

ko'rinishda bo'ladi va bu tenglamani koordinatalar sistemasi
boshining koordinatalari ham ganoatlantiradi, demak, bu to'g'ri
chiziqg koordinatalar boshidan o'tadi.

4. Agar b=c =0 bo'lsa, ox=0 yoki x =0 to'g'ri chiziq
Oy o'q bilan ustma-ust tushadi, a=c =0 bo'lganda esay =0
to'g'ri chizig Ox o'q bilan ustma-ust tushadi.

2. To‘g‘ri chizigning burchak kocffitsicntli tenglamasi. To'g'ri
chizig Ox o'gqning musbat yo'nalishi bilan  burchak tashkil
qilib, Oy o'gdan ON kesmani kesib o'tsin va \ON\=b bo'lsin
(4.3- chizma). To'g'ri chizigda biror M(X, y) nuqgtani olamiz va
OK =x, MK=y bo'lsin. To'g'ri chizigning Oy 0'q bilan kesishgan
N nugtasidan NS || Ox o'tkazamiz. U holda ZM NS - ZMPK =tp.
To'g'ri burchakli AMNS dan

_MS y-b
o= NS
ekanligini topamiz. So'ngra, == Kk belgilashni kiritsak.

a4



/
K=Ymb =KX +b
yeo va ¥ (@)
bo'ladi. Bunda k =tgp miqdor to'g'ri chizigning burchak
koeffitsienti, (4) tenglama esa to'g'ri chizigning burchak koeffitsientli

tenglamasi deyiladi.
Agar b =0 bo'lsa, y - kxto'g'ri chiziqg koordinatalar boshidan

o'tadi. b> 0 bo'lganda esa to'g'ri chiziq ON = b kesmani Oy o'gning
musbat yo'nalishida kesib o'tadi.

3. Berilgan nuqgtadan berilgan yo'nalishda o'tuvchi to'g'ri
chizig tenglamasi. Berilgan / to'g'ri chizigning k burchak
koeffitsienti va bitta (xe; yO nuqtasi ma’ium bo'lsin. To'g'ri
chizigning tenglamasini (4)

y =kx +b
ko'rinishda izlaymiz va berilgan nuqgtaning koordinatalarini bu
tenglamaga qo'yamiz:

®)

tenglamani olamiz. Ana shu (5) tenglama berilgan nugtadan berilgan
yo ‘nalishda o ‘tuvchi to g ri chiziq tenglamasi deyiladi.

4. Berilgan ikki nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi.
Ikkita A(xtsy,) va #(x2 yr) nuqgta berilgan bo'lsin (4. 4- chizma).
Unda yugoridagi 3- bandga asosan, >4(x,; y,) nuqtadan o'tuvchi
to'g'ri chizig tenglamasi

y-y, =lJc(x-X,)

ko'rinishda yoziladi. Bu tenglamada jc vay lar o'miga B nugtaning
jc,. v, koordinatalarini go'yamiz:



formulani hosil gilamiz. Endi berilgan ikkita A(xt;y,) va B(x2Ay2
nugtadan o'tuvchi to'g'ri chizig tenglamasi

Y~-Y\ _ Yr-N\

X - X x Xj - X|

yoKi
Qz_i;'(f’L.ZIZL (6)

ko'rinishni oladi.
5. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo'yicha tenglamasi. Benigan

| to'g'ri chizig koordinata o'qlari bilan mos ravishda A va B
nugtalarda kesishib, koordinata o'glarida OA =a, OB~b kesmalar
ajratilgan bo'lsin (4.5- chizma). U vaqtda A va B nuqtalamiftg
koordinatalarini A(a\ 0), B(0; b) kabi yozamiz. Endi / to'-g'ri
chiziqg tcnglamasini yuqorida ko'rib o'tilgan, bcrilgan A va B
nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi (6) sifatida
yozishimiz mumkin:

X4a _Yy-0, x-a_y _xX",_y
0 —a b~0 —a b a b
yoki
fe{-1 (7)
a b

(7) tenglama to'g'ri chizigning kesmalar bo'yicha tenglamasi
deyiladi, chunki a va b to'g'ri chizigning Ox va Oy o'glarda kesgan
kesmalari uzunliklariga tengdir.

2- 8. To‘g‘ri chiziglarning o‘zaro joylashishi
Tekislikda tenglamalari

a,x +bly =ct,

a,x +by =



ko'rinishda boMgan ikkita to‘g‘ri chiziq berilgan bo'lsin. Bu
tenglamalarni sistema sifatida qarab, berilgan to'g'ri chiziglarning
umumiy nugtasini topishga harakat gilamiz. Shu magsadda,
tenglamalardan birinchisini b} ga, ikkinchisini —bxga ko'paytiramiz
va hosil gilingan ifodalami go‘shamiz:

<a>b2< +btb2y =bzif

-bx»@2<-b>2/--blc2\
(a2-ad{)x =V i - bx2. 9)
Endi tenglamalardan birinchisini a2 ga, ikkinchisini esa -a, ga
ko'paytirib, ulami go'shamiz:
+arby =o,c,, (aA 12
n ; aA -a =a,qg -qc,,
[ Ofdix aAy — "G, Y q-d
yoki

(a,b2-ad,)y =atc2-az,. (10)
Olingan (9) va (10) munosabatlardagi koeffitsientlarga bog'liq

quyidagi hollarni ko'rib chigamiz:
a) ab2-adt*0 bo'lganda, x va y lar yagona yo‘l bilan

al
aniglanadi. Demak, agar aA, * yoki bo'lsa, berilgan

to'g'ri chiziglar bitta nuqgtada kesishadi. Bu shartni £ * £1 yoki

kx* k2 shaklda yozish ham mumkin, ya’ni burchak koeffitsientlari
har xil bo igan to'g'ri chiziglar kesishadi (4.6- a chizma).

b) a{b2—ad{= 0 boMib, hech bo‘Imaganda bxx- bx2* 0
bo'lsin. Bu shartlardan



= bo'lganligidan, _ , ya’ni to‘g‘ri chiziglarning

burchak koeffitsientlan o‘zaro teng bo‘ladi. " =m, fL =p va

p* n boMsin. n holda a, = mav b{= va c,=pc2 W ladi.
Oijngan ifodalami (8) ning birinchi tenglamasiga keltinb qo'yamiz:
mc™X +mb2/ =pcr, fmo,x + = pclt
a7 +bly =cl, AN [ma& +mby =mc2
Bu ifodalarning chap tomonlari bir xil, o‘ng tomonlari har xil
bo'lganligidan, sistcma yeehimga ega cmas, demak, berilgan to'g'ri

chiziglar paralleldir (4.6- b chizma).

d) Endi ath2- abt=0 va bzZl- b,c2=0 bo‘lgan holni
garaymiz. U vaqtda

-A.=fi,=m va a, =a2n, b{=b2n va c, =c2n.
a2 R c2

Topilgan a,, bt, ¢, giymatlami (8) sistcmaning birinchi tcng-
lamasiga keitirib go‘yib,

ma +mb7d =mc2, ax +by =c2,

ax +bzy =c2 ax +bz =c2

munosabatlarni olamiz, ya’ni berilgan to'g'ri chiziglar o zaro ustma-
ust tushadi (4.6- d chizma).

3- 8. Ikki noma’lumli tengsizliklar
Bizga quyidagi ikki o'zgaruvchili chizigli tengsizlik berilgan
bo‘lIsin:
ax +by +c, >0 (a,x +by +c, <O)
lekislikda
OjX +~y +c, =0

tenglama to‘g‘ri chizigni ifodalaydi. Har ganday to‘g‘ri chiziq
tekislikni ikkita yarim tekislikka ajratadi. Ikki o'zgaruvchili
4 1 Isroilov, Z. Pashayev 49



tengsizlikni yechish yarim tekisliklardan birini aniglashdan
iboratdir. Chiziqgli tengsizlik bilan aniglangan nuqtalar to'plami
tengsizlikning yechim lari fazosi yoki yechimlar yarim fazosi
deyiladi.

Quyidagi gat’iy tengsizlikni ganoatlantiruvchi yechimlar
to'plami yechimlarning ochiq yarim fazosini tashkil giladi:

alx +bly +cl =0 (a,*+/>+c, <0).
Agar tengsizlik
alx +bly +cli O (aix +bly +cl sO).

ko'rinishda, ya’ni nogat’iy tengsizlik bo'lsa, uning yechimlari
to'plami yopiq yarim fazo deyiladi.

1 -miso 1l 2x—y —4 <0 tengsizlikning yechimlari to'plamim
aniglang.

Yechilishi. 2x—y —4 = 0tenglikdan y= 2x—4 ekanligini
olamiz va shu tenglama bilan aniglanadigan to'g'ri chizigni yasaymiz
Bu tenglamada x va y ning o'miga ixtiyoriy nuqtaning
koordinatalarini, masalan, x—1, y =0 ni go'yamiz:

21-0-4= -2<0.

Demak, berilgan tengsizlikning yechimlari yarim fazosi
tekislikning y = 2x—4 to'g'ri chizigdan yugorida yotgan gismidan
iborat ekan (4.7- chizma).

IX -y +4<0
2- misol. |2X+2y _5=>0 tengsizliklar sistemasini yeching

Yechilishi. Tengsizliklar sistemasining yechimi deb,
birinchi va ikkinchi tengsizliklarning yechimlari to'plamlari
<

kesishmasiga aytiladi. Bizy =x +4 va y =-x +- to'g'ri chiziglami

yasaymiz (4.8- chizma).
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V> X + 4 tengsizlikning yechimlari
tn'nlami y =* + 4 to‘g‘ri chiziddan
yugorida Yyotgan yarim tekislikdan,~ ~
v>-x +- tengsizlikning yechimlari

,o-plamijcM Y " - * 25 '°'8ri
chizigda» yuqorida yotgan yanm
tekislikdan iborat. Dcmak. berilgan
tcngsizliklar sistemasining yechimi
/BAC ning ichki gismida joylashgan
nugtalardan iborat ekan.
3- misol. Ushbu tengsizliklar sistemasini yeching: *

X -y -2<0,
2x+y -6 =0,
Xi-2
Yech il ish i. Berilgan sistemadan, unga teng kuchli
y=>x-2,
my >-2X +6,
Xs -2
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemadagi har bir tengsizlikning
yechimlari sohasini shtrixlab, tcngsizliklar sistemasining yechimlari
y=X-2,y=-2Xx+6 va =-2 to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan uchburchakning ichidagi nuqtalardan tashkil topgan
ekanligiga ishonch hosil qgilamiz (4.9- chizma).

4- 8. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

Tekislikda tenglamalari y = kix+ btva y = kX + b2 bo'lgan
ikkita to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsin. Bu to‘g‘ri chiziglarning k, va
k7 burchak koeffitsientlarini to‘g‘ri chiziglarning Ox o°‘q bilan
tashkil etgan a, va a. hurchaklari oroali ifodalasak. k, = tga, va

tg<p=tg(aj -a,).



tengsizlikni yechish yarim tekisliklardan birini aniglashdan
iboratdir. Chiziqli tengsizlik bilan aniglangan nuqtalar to'plami
tengsizlikning yechim lari fazosi yoki yechimlar yarim fazosi
deyiladi.

Quyidagi gat’iy tengsizlikni ganoatlantiruvchi yechimlar
to'plami yechimlarning ochiq yarim fazosini tashkil giladi:

§,x +6I>+cl >0 + +  <0).
Agar tengsizlik
alx +biy +et 20 + +c, sO).

ko'rinishda, ya’ni noqat’iy tengsizlik bo'lsa, uning yechimlari
to'plami yopiq yarim fazo deyiladi.

I-misol.2x—y —4 <0 tengsizlikning yechimlari to'plaminj
aniglang.

Yechilishi. 2x—y —4 = Otenglikdan y —2x—4 ekanligini
olamiz va shu tenglama bilan aniglanadigan to'g'ri chizigni yasaymiz.
Bu tenglamada x va y ning o'rniga ixtiyoriy nuqtaning
koordinatalarini, masalan, x= 1, y =0 ni go'yamiz:

21-0-4= -2<0.

Demak, berilgan tengsizlikning yechimlari yarim fazosi
tekislikning y = 2x—4 to'g'ri chizigdan yuqorida yotgan gismidan
iborat ekan (4.7- chizma).

IX-y+4<0
2- misol "2x +2y - 5>0 tcn£Szliklar sistemasini yeching

Yechilishi. Tengsizliklar sistemasining yechimi deb,
birinchi va ikkinchi tengsizliklarning yechimlari to'plamlari

kesishmasiga a;tiladi. Bizy =x+4 va YWW-X +2 to'g'ri chizigiami
yasaymiz (4.8- chizma).



Y >Xx + 4 tengsizlikning yechimlari
to'plami y =* + 4 to'g'ri chizigdan
yugorida Yyotgan yar.m tekislikdan.™ ~

y>-x +- tengsizlikning yechimlari

to‘plami esa y=-* +25 togri
chizigdan yuqorida yotgan yar.m
tekislikdan iborat. Demak. berilgan
tengsizliklar Sistemasining yechimi
ZBAC ning ichki gismida joylashgan
nugtalardan iborat ekan. ...
3-misol. Ushbu tengsizliklar sistemasini yeching: <

X-y -2<0,
2xX +y -6 =0,
Xi -2
Yechilishi. Berilgan’sistemadan, unga teng kuchli

y>x- 2
y >-2X +6,
X £ -2

sistemani hosil gilamiz. 'Bu sistemadagi har bir tengsizlikning
yechimlari sohasini shtrixlab, tengsizliklar sistemasining yechimlari
y=Xx—2, y= —2x+6 va x=-—2 to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan uchburchakning ichidagi nugtalardan tashkil topgan
ekanligiga ishonch hosil gilamiz (4.9- chizma).

4- §. Ikki to‘g‘ri chiziqg orasidagi burchak

Tekislikda tenglamalari y = k,x + 6, va y = kX + b2 bo'lgan
ikkita to'g'ri chiziq berilgan bo’lsin. Bu to‘g'ri chiziglarning k, va
k. burchak koeffitsientlarini to'g'ri chiziglarning Ox o'q bilan
tashkil etgan a, va a. hurchaklari oroali ifodalasak. k, = tga, va

tgw =tg(a, -a,).
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to? - tgg.

| +tgn, tgo3
yoki
———1 nn
I+ v)])
bo'lishi kelib chigadi. (11) ikki

4-10- chizma forthulasi deyiladi.

Agar to‘g‘ri chiziglar o‘zaro
parallel bo'lsa, a, = a} va u vaqtda
(12)
Oxirgi tenglik ikki to‘g‘ri chizigning o'zaro parallellik sharti
deyiladi.

Agar to‘g‘ri chiziglar bir-biriga pedendikular boMsa, tg-
anigmas bo'ladi. Bu shart
| + kk}=0
yoKi
13)
bo lganda bajariladi. (13) ikki to'g'ri chizigning perpendikularlik
sharti deyiladi.
Agar to'g'ri chiziq
ax + by +c =0
umumiy tenglamasi bilan berilgan bo'lsa,
y =—3x_¢
b b
bo’'lib, uning burchak koeffitsienti

b
formuladan topiladi.

Berilgan A (\, yO nugtatian ax + by + ¢ = 0tog'n chiziggacha
bo ‘lgan masofa

(14)

formula bo'yicha hisoblanadi Bu masofani aniglash uchun:
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_ berilgan to'g'ri chizigga A nug-
tadan AK perpendikular o'tkazish, ya’ni
A K perpcndikulaming tcnglamasim tuzish;

- berilgan to'g'ri chiziq tenglamasi
va o'tkazilgan perpend.kular tengla-
masidan tuzilgan sistemani yechib, to'g'ri
chiziglar kesishadigan K nuqtaning

koordinatalarini topish,

— berilgan A nugtadan bcrilgan to'g'-
ri chieiggacha masofani ikkita A va K nuqgta
orasidagi masofa kabi aniglash lozim

1- masala. Agar AABC va uning
A(-1 3), B(2; 6), C(4; -2) uchlari ma’lum bo'lsa, uchbur-
chakning AK medianasi tenglamasi tuzilsin.

Yechilishi. Ta’rifga ko'ra, AK mediana BC tomonni teng
ikkiga bo'ladi. BC kesmaning o'rtasidagi K nuqtaning
koordinatalarini (4.11- chizma)

% =XB +XC

formulalar bo'yicha topamiz:
2+4
x="""=3 y-1~ =2
2

Endi AK mediana tenglamasini ikkita ma’'lum A va K nugtadan
o'tuvchi to'g'ri chizig (1-8 ga q.) tenglamasi kabi tuzamiz:
X-Xnp _ Y-Yn s+l Y¥y-3
YK-Yn 3+1 2-3

X+l _y-3

. 4 -1
yoki

-x-l=4y-12, x+4»-11=0.
DemalC, mediana tenglamasi
X +4y- 1l =0
Ko rinishda bo'lar ekan.

2- masala. Benlgan 2x -y - 3=0 to'g'ri chizigqa parallel
Iravishda, K{-2; 3) nuqgta orqali o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi
uzIISin.



4.12- chizma 4.13- chizma

Yechilishi. To'g'ri chizigning izlanayotgan tenglamasini
berilgan (xG yO nuqtadan berilgan k yo'nalishda o'tadigan to'g'ri
chiziq tenglamasi (4.12- chizma)

Y-Yo=k(x-x0)

sifatida izlaymiz. Bu to'g'ri chizigning burchak koefifitsientini to'g'ri
chiziglarning parallellik shartidan, ya’ni k =k, shartdan
aniglaymiz, bunda kt— Dberilgan to'g'ri chizigning burchak
koeflitsientidir.
Berilgan to'g'ri chizigning 2x-y-3 =0 tenglamasidan
-A
k =— =
xa= -2, y0= 3, k = 2 qgiymatlarni kcltirib go'yamiz va natijada
y- 3=2(x + 2),y =2x + 7 bo'lishini ko'ramiz. Demak,

2x-y+ 7=0

_2 =2 bo'ladi va k = k} = 2. To'g'ri chiziq tenglamasiga

talab gilingan to'g'ri chiziqg tenglamasi bo'lar ekan.

3 masala. Berilgan 3x+ 2y - 6 =0 to'g'ri chizigga
perpendikular ravishda 7(1; 2) nugqta orgali o'tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasi tuzilsin.

Yechilishi. Bu holda ham, yugoridagi kabi, to'g'ri chiziq
tenglamasini (4.13- chizma)

Yy -y0
ko'rinishda izlaymiz. To'g'ri chiziq P "nuqgtadan o'tganligidan,
x0= 1, y0o= 2. Berilgan to'g'ri chizigning burchak koefTitsientini
kt deb belgilab, izlanayotgan to'g'ri chizigning burchak
koefTitsientini ikki to'g'ri chizigning perpendikularliksharti bo'lgan
Keft, =- 1

munosabatdan topamiz. Berilgan to'g'ri chiziq uchun =5
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yoki U vaqgtda k=

J_ =1 . Dcmak, bcrilgan to'g'-

ri cfcizigga P nugeda o lkazil-
gan pcrpcndikularmng tcnslamasi

Y 2=-(x-1). 3y-6=2x-2,
2xX_ 3™+ 4 =0 ko'rinishda bo'lar
ekan.
4- masala . Berilgan 3, 2)
nuqta orgali o‘tib, berilgan
Y _ 2x+4 to'g'ri chizig bilan 45*
li burchak hosil giluvchi to'g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
Y cchilishi. Bu holda ham berilgan /1x,; y,) nugtadan «
yo'nalishda o'tuvchi to'g'ri chizigning (4.14-chizma)

y —yf = k(x — x,)

tcnglamasidan foydalanamiz. Burchak koefTitsienti k ni aniglash
uchun ikkita y = kx + b va y = k{x + bt to'g'ri chiziq orasidagi
burchakni topish formulasi (11) dan, ya’'ni

g+
|+
formuladan foydalanamiz. Berilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasidan
kt = 2 bo'lishini topamiz. Modomiki, tg45* = | ekan,
1= 2 oka\=k-2, k=-3
1+2K
bo'lishi kelib chigadi. U vaqtda izlanayotgan to'g'ri chiziq tenglamasi
N-2 =-3(x+3), y-3 =-3x-9, 3x+y +7=0

bo'ladi.
Ikkinchi yechimni k va A, ning o'rnini almashtirib topamiz:

AN_n =1 2-k=\+2k, k=-.
1+2kK 3

Dcmak, ikkinchi to'g'ri chi2iq tenglamasi Yy -2 =j(x +3).
-V—6 = x + 3 yoki



X- by+9=0
bo'ladi.
5- masala. Parallel 3x- 4y- 20 =0va 3x- 4y + 10=0
to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa topilsin.
Yechilishi. Bizga berilgan (X0, yQ nuqtadan berilgan
Ax + By + C = 0 to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan masofa formulasi

g = 0 +ByO+Q\

ma’lum. Berilgan 3x-4y+ 10 = 0 to‘g‘ri chizigda ixtiyoriy nugtani
olamiz va undan ikkinchi to'g'ri chiziggacha bo'lgan masofani
topamiz. X, = 2 bo'lsin. U vaqtda 3 =2 - 4y + 10 =0, yO= 4 bo'ladi
va (™ = 2,y0=4) nugtadan 3x - 4y + 20 =0to'g'ri chiziggacha
bo’lgan masofa

> 2-4.4-24-3 <
/2* (V 5

”

bo'ladi.

Takrorlash uchun savol va topshiriglar

1 To'g'ri chizigning umumiy tenglamasi keltirib chigarilsin.

2 To'g'ri chizigning burchak koefTitsientli tenglamasi keltirib
chigarilsin.

3 To'g'ri chizigning kesmalar bo'yicha tenglamasi keltirib
chigarilsin.

4. Berilgan ikki nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi keltirib
chigarilsin.

5. Berilgan nuqgtadan berilgan yo'nalishda o'tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasi keltirib chigarilsin.

6. Ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchakni topish formulasi yozilsin.

7. To'g'ri chiziglarning parallellik va perpendikulariik shartlari keltirib
chigarilsin. -

8. Nugtadan to'g'ri chiziggacha bo'lgan masofa ganday aniglanadi?

9. Nugtani Ox o'qga nisbatan simmetnk ravishda akslantirganda uning
koordinatalari ganday o'zgaradi?

10. Nugtani Oy o'gga nisbatan simmetrik ravishda akslantirganda
uning koordinatalari ganday o'zgaradi?
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11 Nugtani koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik ravishda
akslantirganda uning koordinatalari ganday o'zgarishi tushuntirilsin.
12 Koordinatalar boshidan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi ganday

yoziladi?
13 Ox o'gga parallel ravishda o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi

yozilsin.
14 Oy o‘qga parallel ravishda o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi

yozilsin.

15 k>0, b>0bo'lganday = kx + hto'g'ri chiziq gaysi choraklarda
yotishi ko'rsatilsin.

16. k>0, b <0bo'lganday = kx +bto'g'ri chiziq gaysi choraklarda
yotishi ko'rsatilsin.

17. k <0, b<O0bo'lganday = kx +bto'g'ri chiziq gaysi choraklarda
yotishi ko'rsatilsin.

18 k <0, b>0bo'lganda y = kx +b to'g'ri chiziq gaysi choraklarda
yotishi ko'rsatilsin.

19, To'g'ri chizigning ax + by +c = 0 umumiy tenglamasidagi a va
b koeffitsientlaming geometrik ma’nosi izohlansin.

20. Ikki o'zgaruvchili ikkita chizigli tenglama sistemasi yechimining
geometrik ma’nosi tushuntirilsin.

21" Ikki o'zgaruvchili ikkita chizigli tengsizlik sistemasi yechimining
geometrik ma’nosi izohlansin.

% Mustaqil ycchish uchun masalalar
A GURUH

1. Berilgan N(-1; 1), B(0; 2), C(3; -2), 2)(1; 4) nuqtalardan
qaysilari 2x - y - 8 =0 to‘g‘ri chizigda yotadi?
Javob: C.
2. x+ay- 6 =0 to'g'ri chizig K(-2; 4) nuqgtadan o‘tishi
ma’lum bo'lsa, a, ning giymati topilsin.
Javob: a=2
3. a)y =2x+ \, b)x+ 2y - 4 =0 to'g'ri chiziglar yasalsin.

4. y =x - 2va 3x- 2y = 9to'g'ri chiziglarning o'zaro kesishish
nuqtasi topilsitr.
Javob: (5; 3).
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5. 2x- 3y =8va 7x - 5y + 5 =0 to'g'ri chiziglarning o'zaro
kcsishish nuqgtasi topilsin.
Javob: (-5; -6)
6. /<2, - 1) va X-3; 2) nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasi yozilsin.
Javob: 3x+5y-1=0

7. y = 3x- 2 to'g'ri chizig Oy o'qda kesadigan kesmaning
uzunligi topilsin.
Javob:2

B GURUH

8. Uchlari >4(2, -2), 5(4; 2), C(5; 1) bo'lgan \ ABC berilgan
Uning CK medianasi tenglamasi yozilsin.
Javob: x-2y-3=0.

9. Koordinatalar o'qlari hamda 2x - 3y - 6 = 0 to'g'ri chiziq
bilan chegaralangan uchburchakning yuzi hisoblansin.
Javob: S~"tc=3

10. (a- 2)x+ 3y+ar-5a + 6 =0 to'g'ri chiziq a ning ganday
giymatlarida koordinatalar boshidan o'tadi?
Javob: a=2va a=3

11. 3x+by- 4=0vay =6x- 2to'g'ri chiziglarning o'zaro
parallelligi ma’lum bo'lsa, b ning giymati topilsin.
Javob: -1/2.

12 y=2x+3va 3x+y-4=0 to'g'ri chiziglar orasidagi
o'tkir burchak topilsin.
Javob: <p=45*
13. 2x-3y-7 =0 to'g'ri chizigga parallel va A(-1;, 2)
nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
Javob: 2x—3y+8=0.
14. y= 2x-6 to'g'ri chizigga perpendikular va A'@3; I)
nuqgtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
Javob: x+2y-5 =0.
15. /4@3; 2) nuqtadan 3x— 4y+ 19 =0 to'g'ri chiziggacha
bo'lgan masofa topilsin.
Javob: d=4



C GURUH

16. Uchlari /74(1,5; 1), B(l; 17), C(3; 3) nugtalar bo’'lgan
aABC bcrilgan. Uning CD balandhgining uzunligi topilsin.
Javob: 24.
17. Uchlari /4(2; 2), B(-2; -8), C(-6; -2) nuqtalarda
bo'lgan AABC bcrilgan. Uning AK medianasi tenglamasi
tuzilsin.
Javob: 7x-6>>-2 =0
18. Uchlari /74(1; 2), B(-1 -1), C(2; 1) nugtalar bo'lgan
[/45C berilgan. Uning /M/bissektrisasi tenglamasi tuzilsin.
Javob: x—y =0.

19. x—y - | =0vax +2y-2 = 0to'g'ri chiziglaming o'zaro
kesishish nugtasi hamda bcrilgan (- 1; 1) nugta orqali o'tuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasini yozing.

Javob: 2x+7y-5=0.

20. /4(2; -5) nugta tomonlaridan biri x- 2y - 7=0 to'g'ri
chizigda yotgan kvadratning uchidan iborat. Shu kvadratning yuzi
hisoblansin.

Javob: 5

21. /43, -4) va 2?(-l; -2) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri
chizigga nisbatan A/Z8; —9) nugtaga simmetrik bo'lgan JV, nuqgta
topilsini

Javob: (10; -5).

22. Berilgan B(2; 2) nuqtadan o'tib, koordinatalar
burchagidan yuzi 9 kvadrat birlikka teng bo'lgan uchburchak
ajratuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

Javob: 2x+y =6.
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V BOB AYLANA VA DOIRA

1- 8. Aylana va uning asosiy clementlari

1-1a’rif. Tekislikning berilgan nugtadan bir xil uzoglikda
yotgan nuqtalari to'plami aylana deb ataladi.

Berilgan nuqta aylananing markazi deyiladi. Markazni
aylananing biror nuqtasi bilan birlashtiruvchi kcsma aylananing
radiusi deyiladi. Bu kesmaning uzunligi ham radius deb ataladi va
aylananing nugqtalari uning markazidan qanday masofada
joylashganligini ko‘rsatadi.

Aylananing ikkita A, B nugtasini tutashtiruvchi AB kesma
aylananing vatari deyiladi (5.1- chizma). Aylananing markazidan
o'tuvchi AC vatar diametr deyiladi.

Aylana o‘zi joylashgan tekislikni ikkita — ichki va tashqi
sohalarga ajratadi. Agar R — aylananing radiusi bo'lsa, tashqi
sohadagi ixtiyoriy K nugta uchun OK=>R tengsizlik, agar F ichki
sohaning nugtasi bo'lsa, OF<R tengsizlik bajariladi.

2-1a’rif . Tekislikning berilgan O nuqgtadan berilgan R sondan
katta bo'Imagan masofada joylashgan nuqtalari to’plami R radiusli
doira deyiladi.

R radiusli doiraning ixtiyoriy F nugtasi uchun OF <R
tengsizlik bajariladi. Bundan R radiusli aylana doiraning
chegarasidan iborat ekanligi kelib chigadi.

1- teorema. Bir to'g'richizigda yotmagan uchta nuqtadz:
yagona aylana o‘tkazish mumkin.

1 sboti. A, B, C nuqgtalar bir to'g'ri chizigda yotmasin. A
kesmaning A va C uchlaridan teng uzoglikda joylashgan nuqtalar



to‘piami AC kesmaga o'tkazilgan o'rta pcrpendikularda yotadi (5.2-
chizma).

Shunga o'xshash, A va B nuqtalardan teng uzoglikda joylashgan
nuqgtalar AB kesmaga o'rta perpendikularda yotadi, B va C
nugtalardan teng uzoglikda joylashgan nuqgtalar BC kesmaga o'rta
perpendikularda yotadi. U vaqtda bu o'rta perpendikularlar
kesishadigan O nugta A, B va C nuqgtalarning barchasidan teng
uzoglikda joylashgandir va, demak, ulardan o'tuvchi aylananing
markazidan iborat.

Barcha o'rta perpendikularlar bitta nugtada kesishganligidan,
aylana yagona bo'ladi.

2- 8. Markaziy va ichki chizilgan burchaklar

1 Markaziy burchaklar. Berilgan aylananing ikkita A va B
nuqgtasidan AB to'g'ri chiziq o'tkazamiz (5.3- chizma).Bu to'g'ri
.chiziq tekislikni ikkita yarim tekislikka ajratadi. Aylananing bu yarim
tekisliklarda yotuvchi qismlari uning yoylari deyiladi. Agar AB
diametrdan iborat bo'lsa,- aylananing yoylari yarim aylanalar
deyiladi.

Agar AB diametr bo'lmasa, aylananing markazi yarim
tekisliklardan biriga tegishli bo'ladi. Aylananing ana shu yarim
tekislikka tegishli yoyi yarim aylanadan kattayoy deb ataladi. Boshga
yoy esa yarim aylanadan kichik yoy deyiladi. Agar aylananing O
markazini kichik yoyning nuqgtalari bilan tutashtirsak, bu radiuslar
AB vatarni kesib o'tadi. Agar O markazni katta yoyning nuqtalari
bilan tutashtirsak, bu radiuslar AB vatar bilan kesishmaydi.

3- ta’rif. Uchiaylananing markazida yotgan burchak uning
markaziy burchagi deyiladi.

Ravshanki, aylanada olingan ikkita A va B nugta aylananing O
markazi bilan birga ikkita markaziy burchakni aniglaydi. Agar

5.3- chizma 5.4~ chizma



5.5- chizmn 5.6- chizma

Z AOB yoyiq burchak bo'lImasa, yoylardan biri yarim aylanadan
kichik, boshgasi esa yarim aylanadan katta bo'ladi (5.4- chizma)

Agar AB yoy yarim aylanadan kichik bo'lsa, uning gradus o'lchovi
markaziy AO B burchakning gradus o'Ichoviga teng deb hisoblanadi

Agar AB vyoy yarim aylanadan katta bo'lsa, uning gradus o'lchovi

360° - ZA OB, bunda Z.AOB <180] ifodaga teng deb hisoblanadi.
Bu ycrdan aylananing umumiy uchlarga ega bo'lgan ikkita yoyining
gradus o'lchovlari yig'indisi 360° ga teng bo'lishi kelib chigadi.

2. Ichki chizilgan burchaklar.

4- ta’rif. Agar BAC burchakning A uchi aylanada yoti
uning AB va AC tomonlari esa aylananing vatarlaridan iborat bo'lsa
(5.5- chizma), burchak aylanaga ichki chizilgan deyiladi.

Burchakning tomonlari orasida joylashgan BC berilgan ichki
chizilgan burchakka mos yoy deyiladi. Agar B va C nuqtalarni
aylananing markazi O nuqta bilan tutashtirsak, BOC markaziy
burchak berilgan BAC ichki chizilgan burchakka mos burchak
deyiladi.

2 -teorema Aylanaga ichki chizilgan burchak o‘zi tor
turgan yoyning yarmi bilan o4chanadi.

Isboti. Uch hoi bo'lishi mumkin.

1- hoi. Aylanaga ichki chizilgan BAC burchakning tomonlarid
biri, masalan, AB tomoni aylananing diametridan iborat bo'lsin
/S A- chi7fll'l\ AvIflfl'ninn f} >>orl* C nun**"* ~ Kirl'>r,** *



D D
5.7- chizma 5.8- chizma

2- hoi. Aylananing O markazi ichki chizilgan BAC bur-
chakning AB va AC tomonlari orasida yotsin (5.7- chizmtf). Aylanada
AD diametr o'tkazamiz.

U vagtda ZBAC =ZBAD +ZDAC. Bundan oldingi holdagi
natijani qo’llab,

ZBAC =-BD +-D'C =!(BD +DC)
2 2 2
deb yozish mumkin. Oxirgi (ymunosabatdan, talab gilingan
0

ZBAC =- BC tcnglik kelib chigadi.

3- hoi. Nihoyat, aylananing 0 markazi ichki chizilgan
burchakdan tashqarida yotgan holni qaraymiz (5.8- chizma). Bu
holda ham AD diametr o'tkazamiz va

ZBAC =ZBAD- ZCAD =-fD--CD =-(BD-CD) =-BC
r 2 2 2 r 2

ekanligini topamiz, ya’ni bu holda ham, talab gilingan

ZBAC~-BC
2

munosabat o'rinli. Teorema isbotlandi.
| - natija. Bitta yoyga tiralgan ichki chizilgan burchaklar
o'zaro teng (5.9- a chizma), ya ni
ZBA,C =ZBAZX =ZBA-IC.

2- natija. Diametrga tiralgan ichki chizilgan burchaklar to g ri
burchakdan iborat (5.9- b chizma), yani

ZBA,C =ZBAZX =90*



5.9- chizma

3-teorema. Ikkita o‘zaro kesishadigan vatar hosil gilgan
burchak vatarlarning.uchlari orasida joylashgan yoylar
yig'indisining yarmiga teng, ya’ni agar AB va CD vatarlar O
nugtada kesishsa (5.9- d chizma),

/AOC ==+(AC +BD).

| sboti. Aylanadagi A va D nuqgtalarni tutashtirib, ibAOD
hosil gilamiz. AOC burchak sAOD uchun tashqi burchak bo'ladi
va shuning uchun

/AOC =/0AD +/ADO.

Lekin /OAD =/BAD aylanaga ichki chizilgan burchakdan iborat
va isbotlanganiga ko‘ra

/OAD =-BD.
2

Xuddi shunga o‘xshash, ichki chizilgan /ADO uchun

/ADO =/ADC =-AC
2
bo'ladi.
Shunday qilib, isbotlanishi talab gilingan,

/AOC =-BD +1AC =1 (BD +AC)
2 2 2
munosabatni olamiz. Teorema isbotlandi.

4- teorema. Aylanaga o'tkazilgan ikkita kesuvchi orasidagi
burchak aylananing berilgan kesuvchitar orasida yotgan yoylari
ayirmasining yarmiga teng, yani agar J/IB va AD kesuvchilar
aylanani B, C va E, D nuqtalarda kesib o‘tsa (5.10- chizma),

/BAD =-j(fib - CE).



D
5.10- chizma 5.11- chizma

| sboti. Aylanadagi C va D nuqgtalarni tutashtirib, (SACD ni
hosil gilamiz. BCD burchak AACD uchun tashqgi burchak bo'ladi
va shuning uchun, /BCD =/.CAD +/CDA, bundan
/BAD =/CAD =/BCD -/CDA munosabatni hosil gilamiz.
Lekin BCD va CDE burchaklar ichki chizilgan burchaklardir va
shu sababli, isbotlanganiga ko'ra,

/BCD = -BD, /CDE = /CDA = -CE
% ;o2 272

bo'ladi. Oxirgi munosabatlardan talab gilingan
"/BAD =- BD--CE =-(BD~CE)
2 2 2

tenglikni olamiz. Teorema isbotlandi.

5- teorema. Aylanaga o'tkazilgan urinma va vatar orasidagi
burchak, ular orasidagi yoyning yarmiga teng, ya ni agar AB —
aylanaga urinma, AC — uning vatari bo'lsa (5.11- chizma),

/BAC =1 AC.
2

| sbot i.Aylanada AD diametr o'tkazamiz. Urinish nuqgtasiga
o'tkazilgan radiusning xossasidan /BAD =90° bo'lishi kelib
chigadi. DAC burchak aylanaga ichki chizilgan bo’lganligidan,

/IDAC :EDC'
U holda
/BAC =/BAD -/DAC =90“—%DC =5DA—i2 DC

bo'ladi va talab gilingan

5— I. Israilov, Z. Pashayev



ZBAC =-(DA- DC)~XAC
2 2

munosabatga ega bo'lamiz. Teorema
isbotlandi.

4- ta’rif. Bcrilgan bitt
nuqgtadan aylanaga o'tkazilgan ikkita
urinma tashkil etgan burchak aylanaga
tashgi chizilgan burchak deyiladi.

6-
burchak urinish nuqtalari orasida
joylashgan yoylar ayirmalarining

yarmiga teng, ya’niagar AB va AC aylanaga A nuqtadan o'tkazilgan
urinmalar bo'lsa (5.12- chizma),

ZBAC =~(BDC - BKC).

Teoremaning isboti yuqgorida isbot gilingan teoremalardan kelib
chigadi.

3- §. Doiradagi metrik munosabatlar

7- teorema. Doira ichidagi nuqtadan o'tkazilgan hammn
vatarlar uchun, har bir vatar kesmalarining ko'paytm asi o'zgarmas
miqgdordir.

Isboti. Aylananing AB va CD vatarlari K nuqgtada kesishgan
bo'lsin (5.13- chizma). A va C, B va D nuqtalami tutashtirib, ikkita,
AACK va ABDK ni hosil gilamiz. Bu uchburchaklarda vertikal
burchaklar sifatida

ZAKC =ZBDK
hamda bitta AD yoyga tiralgan ichki chizilgan burchaklar sifatida

ZACK =ZKBD yoki ZACD =ZABD
bo'ladi.
Demak, ikkita teng burchagi bo'yicha AACK 00 ABDK Bu
uchburchaklar mos tomonlarinmg nisbatini tuzamiz:

AK KD

ck ~bk'
bu yerdan AK BK = CK KD, talab qgilingan tenglik olindi
Teorema isbotlandi.
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5.13- chizma 5.14~ chizma

3 natija. Agar doira ichidagi nugtadan vatar va diametr
o'tkazilgan bo'lsa, vatar kesmalarining ko'paytmasi diametr
kesmalarining ko'paytmasiga teng bo'ladi, yahi agar AB diametr
va CD vatar K nuqgtada kesishgan bo'lsa (5.14-chizma),

AK -KB= CK KD

tenglik o'rinli.

8- teorema. Aylanadan tashqarida yotgan nuqtadan
aylanaga kesuvchi va urinma o'tkazilgan bo'lsa, urinma
kesmasining kvadrati kesuvchining uning tashqi gismiga %
ko'paytmasiga teng, ya hiagar AK— aylanaga urinmaning kesmasi
va AB — shu aylananing kesuvchisi bo'lsa (5.15- chizma),

AK1=AB AC.

| sboti. Berilgan A nugtadan aylanaga urinish nuqtasi K gacha
boMgan kesma AK, AB aylanani kesuvchi, AC esa kesuvchining
tashqi gismi bo‘lsin. Kva C, Kva B nugtalarni tutashtirib, JAKC va
SAKB ni hosil gilamiz. Bu- uchburchaklar o’xshash
uchburchaklardir, AAKC™ &AKB, chunki ZA — ularning har

ikkisi uchun umumiy hamda ZAKC =ZABK =-KC. O ‘xshash
2

uchburchaklarda mos tomonlar nisbatini tuzamiz: A

5.15- chizma 5.16- chizma
67



AK _ AB
AC AK
Oxirgi tcnglikdan, talab qgilingan,
AK> = AB AC

munosabat kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

4 - natija. Agaraylanadan tashgarida yotgan nugtadan unga
kesuvchilar o ‘tkazilgan bo 1sa, har bir kesuvchi uzunligining uning
tashqi gismi uzunligiga ko paytmasi berilgan aylana uchun o zganvas
miqgdordan iborat (5.16- chizma):

AB™ =AC, = AB: AC: =AB, ACy
4- §. Aylana uzunligi

Aylananing uzunligini chizg‘ich yordamida kesmaning uzunligi
kabi o'lchashimiz mumkin emas. Uni, sirkul yordamida, gismlarini
ketma-ket oMchashlar bajarib, o'lchash mumkin. Bu jarayonning
har bir gadamida egri chiziq uzunligi aylana uzunligining taqribiy
giymatini beradigan siniq chiziq bilan almashtiriladi. Aylana
uzunligini o'lchash qozonlar, porshenlar, quvurlami yasash va
h.k. bilan bog'liq ko*plab amaliy masalalarda uchraydi. Shu sababli,
aylana uzunligini hisoblash uchun formulani keltirib chigarishga
harakat gilamiz.

Awalo berilgan aylanaga muntazam o‘nburchakni, so‘ngra
muntazam yigirmaburchakni, girq burchakni va h.qg. ichki chizamiz.
Ravshanki, bu ko‘pburchak!arning tomonlari soni gancha ko‘p
bo'lsa, ularning PIO, Pw P~,... perimetrlari aylana uzunligiga
shuncha yaqginroq bo'ladi. Shu sababli, aylana uzunligi aylanaga
ichki chizilgan muntazam ko pburchaklaming perimetrlari, ularning
tomonlari soni cheksiz ortganda, intiladigan limitga teng deb gabul
qilingan.

9-teorema. Aylana uzunligining uning diam etriga nisbati
aylana diametriga bog‘liq emas.

Isboti. Radiuslari /2, va R}, uzunliklari C, va C2bo'lgan
ikkita aylana berilgan bo'lsin (5.17- chizma). Bu aylanalarga
tomonlari soni bir xil — mta bo'lgan muntazam n- burchaklarni
ichki chizamiz. Ichki chizilgan muntazam n- burchaklarning
tomonlari, mos ravishda, amva bm ularning perimetrlari esa Pn va
Pn bo'lsin Dastlab ak ni topish formulasini keltirib chigaramiz.
Agar Ot birinchi aylananing markazi, AtB, ~ aii uning tomoni
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bo'lsa, A/1,0,4, da ZAIOx8I
markaziy burchak bo'ladi va
uning Kattaligi’ §§;|Z ga teng,

. 360"
ya’ni ZA,0x5, =—-—-.Teng
yonli 0/4,0#, ning 00X,

balandligini o'tkazamiz. U 5.17- chizma
holda
180
2 n

To'g'ri burchakli JAO{Kx dan

ia'|’—:l§,/s'|n}§cf—vao, =§2‘, si'n—l—g(—)o

2/ i n

bo'lishi kelib chigadi. Shunga o'xshash, ikkinchi aylanaga ichki
chizilgan muntazam n- burchakning tomoni uchun

b, =21, sin 222
n
bo'lishini olamiz. Endi ko'pburchaklar perimetrlarini hisoblaymiz:

. 180°
Pn=n aH=n-2/?, sin-

P‘=n-b, =nmRj singgo—

n
Ma’lumki, o'xshash muntazam ko'pburchaklar perimetr-
larining nisbati ular o'’xshash tomonlarining nisbati kabi bo'ladi.
Shuning uchun d{ va d7 — berilgan aylanalaming diametrlari
bo'lganda,

, m_ 2% i
rn
deb yozish mumkin.
Agar nsonni cheksiz orttirib borsak, ichki chizilgan muntazam
ko'pburchaklaming A va P, perimetrlari mos aylanalaming C, va
C2uzunliklariga intiladi. Shunday qilib,



AK _ AB
AC AK
Oxirgi tcnglikdan, talab gilingan,
AK2=AB AC

munosabat kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

4 - natija Agaraylanadan tashgarida yotgan nugtadan unga
kesuvchilar o tkazilgan bo ‘1sa, har bir kesuvchi uzunligining uning
tashqi gismi uzunligiga ko paytmasi berilgan aylana uchun o ‘zgarmas
miqgdordan iborat (5.16- chizma):

ABtWAC, = AB: AC: =AB} ACy
4- 8. Aylana uzunligi

Aylananing uzunligini chizg'ich yordamida kesmaning uzunligi
kabi o'lchashimiz mumkin emas. Uni, sirkul yordamida, gismlarim
ketma-ket oMchashlar bajarib, oMchash mumkin. Bu jarayonning
har bir gadamida egri chiziq uzunligi aylana uzunligining taqribiy
giymatini beradigan siniq chizig bilan almashtiriladi. Aylana
uzunligini o'lchash gozonlar, porshenlar, quvurlami yasash va
h.k. bilan bog'liq ko‘plab amaliy masalalarda uchraydi. Shu sababli,
aylana uzunligini hisoblash uchun formulani keltirib chigarishga
harakat gilamiz.

Awalo berilgan aylanaga muntazam o‘nburchakni, so‘ngra
muntazam yigirmaburchakni, girq burchakni va h.qg. ichki chizamiz.
Ravshanki, bu ko'pburchaklarning tomonlari soni gancha ko‘p
bo'lsa, ularning PyQ Pw /4]... perimetrlari aylana uzunligiga
shuncha yaginroq bo‘ladi. Shu sababli, aylana uzunligi aylanaga
ichki chizilgan muntazam ko pburchaklaming perimetrlari, ularning
tomonlari soni cheksiz ortganda, intiladigan limitga teng deb gabul
gilingan.

9 - teorema. Aylana uzunligining uning diam etriga nisbati
aylana diametriga bog‘liq emas.

Isboti. Radiuslari /2, va R}, uzunliklari C, va C2bo'lgan
ikkita aylana berilgan bo‘lsin (5.17- chizma). Bu aylanalarga
tomonlari soni bir xil — nata boMgan muntazam n- burchaklarni
ichki chizamiz. Ichki chizilgan muntazam n- burchaklarning
tomonlari, mos ravishda, o, va bmularning perimetrlari esa Pn va
P, boMsin. Dastlab aiini topish formulasini keltirib chigaramiz.
Agar 0O, birinchi aylananing markazi, A{Bt”~ aK uning tomoni

& "



yonli A/4,0,5, ning O,A,
balandligini o'tkazamiz. U 5.17-chizma
holda

2 n
To'g'ri burchakli Oy4,0K, dan
az =/[2 sin—lgz—va a, =2I'Psih—1§—7
n n

bo'lishi kelib chigadi. Shunga o'xshash, ikkinchi aylanaga ichki
chizilgan muntazam n- burchakning tomoni uchun

b, =§£j sin 23
=

bo'lishini olamiz. Endi ko'pburchaklar perimetrlarini hisoblaymiz:

Arih-a.ra.rhan— |
n r
P =n -b, =n ®Rj s'inl—g)—
n
M a’lumki, o'xshash muntazam ko'pburchaklar perimetr-
larining nisbati ular o'’xshash tomonlarining nisbati kabi bo'ladi.

Shuning uchun dxva d2 — berilgan aylanalaming diametrlari
bo'lganda,

Pn  2R2 d2

deb yozish mumkin.

Agar nsonni cheksiz orttirib borsak, ichki chizilgan muntazam
ko'pburchaklaming Pnva Pn perimetrlari mos aylanalaming C, va
Cj uzunliklariga intiladi. Shunday qilib,



2
bundan talab gilingan tenglik kelib chigadi. Teorema isbotlandi
Aylana uzunligining uningdiametriga nisbati yunoncha n (,,pi“)
harfi bilan belgilanadi. n soni irratsional son bo'lib, ** 3,1416.

gateng.
Shunday qilib, agar C aylana uzunligi, R uning radiusi bolsa.
C pa—
E{ —h
bundan
C = 2nR

bo'lishi kelib chigadi. Demak, aylananing uzunligi uning radiusiga
proporsional ekan.

Aylana yoyining uzunligi bu yoy o‘lchoviga, yani unga mos
markaziy burchakning o ‘Ichoviga proporsionaldir. Agar 2nR ni 360"
ga bo‘lsak, I li yoyning uzunligini topamiz. Demak, a gradusli
yoyning L uzunligi

bo‘ladi.
Tarixiy ma’luraotlar. Axmes papirusida (miloddan awalgi 1700
yil atrofi) a soni uchun quyidagi giymat berilgan: n *3,1605.
Arximed (miloddan awalgi 287 — 212- yillar) n soni uchun

na 3™« 314 qiymatni ishlatgan.

Hind matematigi va astronomi Ariabxata (475- yillar atrofi)
n* 3,146 qgiymat bilan ish ko‘rgan.

Ulug‘bck observatoriyasida ish olib borgan Jamshid
G'iyosiddin al-Koshiy 1424- yilda o‘zining ,Aylana uzunligi
hagidagi kitob*“ ida n soni uchun 16 ta ragam anigligida giymatni
beradi: n* 3,1415826535897932.

Yevropada al-Koshivning ishi ma’lum boMmagan. Fagat XV
asrda (1597- y.). Van Komen n ning giymatlarini 17 ta ragam
anigligida topgan. n belgining o'zini XV Il asrda buyuk matematik
Leonard Eyler (1707 — 1783-yillar) kiritgan bo'lib, u n son
uchun 153 ta to‘g‘ri ragamli yaginlashishni bergan.
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5- 8. Doira va uning gismlari yuzi

Doira aylana bilan, ya’ni egri chizig bilan chegaralangan. Shu
sababli doira yuzini hisoblash uchun aylana uzunligini topishda
foydalanilgan usulni go'llaymiz. Awalo doiraga muntazam ichki n
burchakni chizamiz, so'ngra ko'pburchak tomonlarini ketma-kct
ikkilantirib boramiz. Ko'pburchaklar ichki chizilgan bo'lganligidan,
ularning yuzlari doira yuzidan kichik bo'ladi.

Lekin ko'pburchak tomonlari sonining ortib borishi bilan uning
5kyuzi doiraning St yuziga intiladi.

4- ta’rif. Doiraning yuzi deb, berilgan aylanaga ichki
chizilgan muntazam ko'pburchak tomonlari sonini cheksiz
orttirilganda, ko'pburchak yuzining limiti bo'lgan migdorga aytiladi.

10- teorema. R radiusli doiraning yuzi S - nR2 for-
mula boYyicha hisoblanadi, bunda n — aylana uzunligining uning
diametriga nisbatidir.

| sboti. AB =af aylanaga ichki chizilgan muntazam n-
burchakning tomoni bo'lsin (5.18-chizma). Tomonning A va B
uchlarini aylananing O markazi bilan tutashtirib, teng yonli AAOB
ni hosil gilamiz. Bu uchburchakning O uchidan tushirilgan
balandligini rdeb belgilaymiz. U vagqtda AAOB ning yuzi

C
ANOB

ichki chizilgan muntazam ko'pburchakning. (n- burchakning)
yuzi esa

bo'ladi. Ichki chizilgan ko'pburchak tomonlari sonini cheksiz
orttirilganda uning Pkperimctri chcgaralovchi aylananing

C= 2kR
A

5.18- chizma 5.19- chizma



uzunligiga, uchburchakmng r balandligi esa aylananing R radiusiga
intiladi. Shuning uchun doiraning yuzini hisoblash formulasi

S =-2nR R
2

yoki
S =nR2

bo'ladi. Teorema isbotlandi.

Endi burchagining kattaligi a bo'lgan AOB doiraviy sektormng
yuzini topamiz (5.19- chizma). Doiraning yuzini 360° ga bo‘lib,
burchak kattaligi 1* bo'lgan sektoming yuzini topamiz. U vaqtda
burchak Kkattaligi a gradus bo'lgan sektoming yuzi

c kR2

Z%OI’ a

formula bo'yicha hisoblanishi kelib chigadi.

Nihoyat, ACB doiraviy segment yuzini hisoblash uchun (5.20-
chizma), AOB doiraviy sektoming yuzini hisoblash va bu
miqdordan teng yonli JAO B yuzini ayirish yetarli. Doiraning radiusi
R, markaziy ZAOB ning Kkattaligi a bo'lsin. U holda doiraviy
segmentning yuzini hisoblash formulasi

a--R2sina

: 360* 2

ko'rinishda bo'ladi.

Tarixiy ma'lumot. Segmentning yuzini hisoblashda Muham-
mad al-Xorazmiy tomonidan ganday ish ko'rilganligini garab
chigamiz. Markazi O nuqgtada, radiusi R ga teng aylanada AB vatar
o'tkazilgan bo'lib, uning markaziy burchagi (5.21-chizma)



Z.AOB =a <1

bo'lsin. U holda ADB yoy va OA = OB =R radiuslar bilan
chegaralangan, balandligi DC = h bo'lgan doiraviy scgmentning

yuzi

formula bo‘yicha hisoblanadi.
Agar markaziy burchakning kattaligi a >n bo'lsa, doiraviy
scgmentning yuzi

formula bo'yicha hisoblanadi.

6- 8. Aylana tenglamasi

Tekislikda to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
bo'lsin. Aylana tenglamasini: 1) aylananing markazi A(a; b)
nugtada, 2) aylananing radiusi R ekanligi ma’lum bo'lganda,
tuzamiz (5.22- chizma).

Aylanada ixtiyoriy K nuqgtani olamiz va uning koordinatalarini
(oo y) deb belgilaymiz. Aylananing ta’iifiga ko'ra, aylananing
ixtiyoriy K(x;y) nuqtasi uchun AK = R tenglik bajariladi. A va K
nuqtalar orasidagi masofani ularning koordinatalari orqgali
ifodalasak, aylananing tenglamasini

J(x-a)2+ (y-b)2=R

ko'rinishda olamiz. Bu tenglikning har
ikki tomonini kvadratga ko'tarib, aylana-
tenglamasini

{x-a)2+ (y-b)2=R7 1)

ko'rinishda yozamiz. (1) tenglama
aylananing kanonik tenglamasi
deyiladi.



Agar aylananing markazi kooi-
dinataiar sistemasining boshi bilan ustma-
ust tushsa, (1) tenglama

X2+y 2=R} 2)
ko'rinishm oladi.
I- masa la . Agar aylana diametri A
ning uchlari koordinatalari /74(-4; 2), B(6,
8) bo'lsa, aylana tenglamasi tuzilsin (5.23-
chizma).

Yechilishi. Kesmani teng ikkiga bo'lish formulalaridan
aylana markazining koordinatalarini topamiz:

a=z ll6=1 n=1+8=5
2 2
So'ngra aylananing radiusini topamiz:
R=V(6-1)2+(8-5)j =V34.
Demak, bu holda aylana uchun (1) tenglama
(x- Di+ (y_5)2=34
ko‘rinishni oladi.

7- 8. To‘g‘ri chizig va aylana

Bizga kanonik tenglamasi
(x-a)2+ (y-b)2=R1 (1)
ko'rinishda bo'lgan aylana va umumiy tenglamasi
atx +bly +ci =0 (2)
ko'rinishda bo'lgan to'g'ri chizig berilgan bo'lsin.
To'g'ri chizig va aylananing o'zaro joylashuvini o'rganish
uchun ularning (1) va (2) tenglamalarini birgalikda garash, ya’ni
f(x-0)2+(y-b)2=R1,
lo,jr £N\y +f, =0 nn
tenglamalar sistemasini“yechish zarur.
Aylananing hech ganday uchta nugtasi bir to'g'ri chiziqda
yotmasligidan, quyidagi hollar bo’'lishi mumkin:

a) to'g'ri chizig va aylana umumiy nuqgtaga ega cmas (5.24-
chizma).
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b)

5.24- chizma

b) to'g'ri chiziqg va aylana bitta umumiy nuqtaga ega, ya’ni
to'g'ri chiziq aylanaga urinadi (5.24- b chizma);

d) to'g'ri chizig va aylana ikkita umumiy nuqtaga ega, ya’ni
ular ikkita nuqtada kesishadi (5.24- Jichizma).

Aylananing markazi koordinatalar boshida bo'lgan, ya’ni uning
tenglamasi

X'+yi=R\ 4)
to'g'ri chiziq csa
y =kx+b ®)
burchak koeffitsientli tenglama bilan berilgan holda,'to'g'ri
chizigning aylanaga urinish shartini topamiz.
Shu magsadda yuqorida aytib o'tilganiga ko'ra
IV +y1=Rr1
y =kx +b \%

tenglamalar sistcmasini tuzamiz va bu sistemani o'rniga qo'yish
usulidan foydalanib, yechamiz:

Xr+ (kx+bY= R\
1 +kY)x'+2bkx+ b>= R],
(7~ ’+rw+y-n-o. ~ ()

Hosil gilingan (7) kvadrat tenglama uning diskriminanti nolga
teng bo'lganda yagona yechimga ega bo'ladi. Bu shartni yozsak,

D =4b2k2- 41 +k2)(b2- R2) =0
yoki

4b2k 2- 4b2- 4bX2+4R2+4k2R2=0,



R1+k2R2-b2=0 H)
shart kelib chigadi. Olingan (8) shartning o'zi to'g'ri chizigning
aylana bilan kcsishish shartidan iborat.

Endi tenglamasi (4) ko'rinishda berilgan aylana va tenglamasi

y=kx ©)

ko'rinishda berilgan to'g'ri chizigning o'zaro joylashuvini garah

chigamiz. Buning uchun, (6) ga o'xshash tenglamalar sistemasini
tuzib, yechamiz:

JX2+y2=R\ |1 +k2x2=R2 X - £—...
{y =fee ly =fee

Ixtiyoriy k uchun 1+itl>0 bo'lganligidan, berilgan aylana
koordinatalar boshidan o'tuvchi (9) to'g'ri chiziqg bilan
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'lgan ikkita nuqgtada
kesishadi.

Nihoyat, to'g'ri chiziq koordinatalar boshidan o'‘tmagan
holni, ya’ni uning tenglamasi (5) ko'rinishda bo'lgan holni garab
chigamiz. (6) ga o'xshash tenglamalar sistemasini yechamiz:

I¥#+yl=R2 \x 2+(kx#HD2=RD, Y\+k2x 1+2bkx+bl- R 2=0,
\y=kx+b |.y=Ax+6 Ny=kx+b.

Oxirgi sistcmadagi kvadrat tenglamaning diskriminantini
hisoblaymiz:

D=4b2&2-4(\+k2)(b2- R 2)=4b2k 2-4b Xk 2+4(1+k2)R 2-4b2=
=4((1+A2)/22-A2).

.2
Agar D >0, ya’ni R2>---r bo'lsa, kvadrat tenglama ikkita

ildizga ega bo'ladi va, demak, Pokg'ri chiziq aylana bilan ikkita nugtada
kesishadi.
h2
Agar D =0, ya’ni =R 7:¥|_;y bo'lsa, to'g'ri chiziq aylanaga

urinadi.
. b2 o .
Agar D <0, ya’ni R2<”™”~ bo'lsa, to'g'ri chiziq aylana bilan

umumiy nugtaga ega bo'lmaydi.
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2- masala. Aylana 3:7:8 kabi B
nisbatdagi gismlarga bo'lingan. Bo'linish
nuqtalaridan o'tkazilgan vatarlar hosil
gilgan burchaklar topilsin.
Bcrilgan: (0, R) —aylana,
AB :BC:AC =3:7:8. ZABC, zBCA,
ZBAC topilsin (5.25-chizma).
Yechilishi. Bo'lish natijasida hosil
bo'lgan yoylarning umumiy o'lchovini 5.25- chizma
x deb qabul qgilsak, AB = 3x, BC = Ix,
AC =8x. AC, BC, AC yoylar birgalikda aylanani qop-
laganligidan =
3X + Ix + 8x = 360*
tenglamani tuzamiz, undan
18x = 360*, x= 20* '
bo’lishini olamiz. U holda,

AB=60‘,B'C=\ll ,AC=rT".

Izlanayotgan ZABC, ZBCA, ZBAC ichki chizilgan bo'lgan-
ligidan,

ZABC =-AC =—160 =80,
2 2
ZBCA=-AB =-60" =30*.
2 2

ZBAC =-BC =7140" =70"
2 2

bo'ladi.

3- masa la. Aylanadan tashgarida yotgan M nuqtadan MA va
MB urinmalarjo'tkazilgan. Agar ZBMA=45" bo'lsa, uripish
nuqtalari orasidagi yoylar topilsin.

Berilgan: (O0,R) —aylana, MA, MB — urinmalar,
ZBMA-45". AKB, ADB topilsin (5.26-chizma).

Yechilishi. Urinish nuqtalariga OA va OB radiuslarni

‘I’(tkazamiz. Urinish nuqtasiga o'tkazilgan radiusning xossasiga
o'ra.



5.27- chizma

/MOA =90', /MBO =90

M nugtani aylana markazi bo'lgan O nugta bilan tutashtiramiz
U holda MO ning nugtalari BMA burchakning tomoniaridan teng
uzoglikda yotishi kerak. Demak, MO kesma /BM A burchakning
bissektrisasi va shu sababli

/OMA =-/BMA =22-30.
2

To'g'ri burchakli &OMA dan
/MOA =90°- 22°30' =67°30'

bo’'lishi kelib chigadi.

Endi /MOB-/MOA bo'lganligidan, /.AOB =2-/MOA -
=2 67*30' =135. Lekin /A O B— markaziy burchakdir, shuning
uchun AKB =135* Undan ABD =360°— 135* = 225* ekanligini
olamiz.

4 -masala Uzunligi a va b bo'lgan ikkita vatar o0'ze
kesishadi. Agar kesishish nuqtasida ikkinchi vatar m:n kabi
kesmalarga bo'linsa, birinchi vataming kesmalari uzunliklari
topilsin.

Bcrilgan: (0,.R) — aylana, AB,CD — vatarlar, ABf]CD =K,
CK:KD =m:n. AB =ft, CD = b. AK, BK topilsin (5.27- chizma)

Yechilishi. Aylananing o'zaro kesishuvchi vatarlari
Xossasiga ko'ra, AK KB = CKeCD CD vatar kesmalari uchun
o'lchov birligini x deb, ular uchun CK = mx, KD = nx giymatlami
olamiz.

Shartga ko'ra, CK + KD = b. Bundan



munosabatlarni hosil gilamiz.
AK va KB kesmalar uzunligini topish uchun

AK KB=——-y,

(m +n)

AK +KB =a

ikki noma’lumli ikkita tenglamalar sistemasini tuzamiz.
Modomiki, AK va KB kesmalarning yig‘indisi va ko'paytmasi
ma’lum ekan, ularning uzunliklari

(m+n)

kvadrat tenglamaning ildizlaridan iborat bo'ladi. Kvadrat
tenglamaning diskriminantini topamiz:

2 4b2mn a2(m +n)2 - 4b2mn
(m +n) (m +'n)
U holda,
.51i~(m+n)2 —462mn
E13""E'“ (m=+n)2 a(m+n)xJa2(m+n)~ -4b'/
2 2(m+n)

Shunday qilib, AK va BK kesmalar, mos ravishda,

a yja2m+n)2-4b2m a <k2(m +n)2 - 4b2m

2 m-+n 2
uzunlikka ega bo'ladi, bunda shart bajariladi.
m+n
5 -masala Agar R radiusli aylananing radiusi a migdorga

orttirilsa, aylana uzunligi ganday o'zgaradi?
Berilgan: (0O,R), (OrR +a) — aylanalar, C, - C, topilsin.
Yechilishi. Berilgan birinchi aylananing uzunligi (5.28-
chizma)
C, = 2nR,
<kkinchisining uzunligi esa C2= 2«(R + a) bo'ladi. U holda



5.28- chizma 5.29- chizma

C2-C, =2n (R+a)-2nR=2nR+2na-2nR=2na,

ya’ni aylana radiusi a migdorga orttirilganda, aylana uzunligi 2na
miqgdorga ortadi.

6 -masala Aylanaga yuzi Q ga teng bo'lgan muntaz:
uchburchak ichki chizilgan, bu uchburchakka esa aylana ichki
chizilgan. Hosil bo'lgan halganing yuzi hisoblansin

Berilgan: muntazam AABC, SSAtc= Q, (O, R) aylana
AABC ga tashqi chizilgan. (O.r) aylana AABC ga ichki chizilgan

topilsin (5.29- chizma).

Yechilishi. R — tashqichizilgan aylana radiusi, r — ichki
chizilgan aylana radiusi boMganda, halganing yuzi

bo'ladi.
‘Muntazam AABC ning tomoni AB =a boMsin. JABC ning
yuzi

bo'ladi. Uchburchakning tomonini berilgandan foydalanib
topamiz:

AABC muntazam ~o'lganligidan, R +r = A bo'ladi, bunda
h — uchburchakning balandligi va R - 2r. So'ngra,

bo'lishini topamiz. Demak. halganing yuzi



Takrorlash uchun savol va topshiriglar

1 Aylana deb nimaga aytiladi?

2 Aylananing radiusi, vatari, diametri nima?

3. Markaziy burchak deb nimaga aytiladi?

4. Markaziy burchak ganday o’lchanadi?

5. Qanday burchak aylanaga ichki chizilgan deyiladi?

6. Ichki chizilgan burchaklar ganday o'lchanadi?

7. Ikkita o'zaro kesishuvchi vatar orasidagi burchak ganday
o'lchanadi?

8. Umumiy (bitta) nugtadan o'tuvchi urinma va kesuvchi tashkil
ctgan burchak ganday o'lchanadi?

9. Aylanada o'zaro kesishadigan vatarlaming xossasi.

10 Aylanaga umumiy (bitta) nuqgtadan o'tuvchi kesuvchilarning
X0ssasi.

11. Umumiy (bitta) nugtadan aylanaga o'tkazilgan urinma va
kesuvchining Xossasi.

12, Aylana uzunligi deb nima gabul gilingan?

13 Doiraning yuzi deb nima gabul gilingan?

14. Aylana uzunligini topish formulasi.

15. Doiraning yuzini hisoblash formulasi.

16. Aylana yoyining uzunligini topish formulasi. -

17. Sektorning yuzini hisoblash formulasi.

18 Segmentning yuzini hisoblash formulasi

19 Qanday aylanalar konsentrik aylanalar deyiladi?

20. Doiraviy halganing yuzini ganday hisoblash mumkin?

21. Aylana tenglamasi.

Mustaqil yechish uchun masalalar

A GURUH

1 Aytanadagi AC yoyning o'lchovi 230°. Ana shu yoyga tiralgan,
aylanaga ichki chizilgan /45Cburchakning kattaligi aniglansin.
Javob: 115

2. Aylananing A nuqgtasidan unga AB urinma va AC vatar
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o'tkazilgan. Agar ZBAC dan tashgaridagi yoyning o'lchovi 220"
ga teng ekanligi ma’liim bo’lsa, ZBAC ning kattaligi topilsin
Javob: 70r
3. Aylananing ikkita AB va CD vatari K nuqtada kesishadi. Agar
BK =8 sm, CK = 12 sm, KD - 6 sm bo'lsa, AK kesmaning
uzunligi topilsin.
Javob: 9snv
4. Aylananing diametri 16 sm bo'lsa, aylananing uzunligi
topilsin.
Javob: 16 n.
5. Aylananing uzunligi 8jtsm. Bu aylana bilan chegaralangan
doiraning yuzi hisoblansin.
Javob: 16 n s
6. Aylanadan tashgandagi A nugtadan unga AK urinma va ABC
kesuvchi o'tkazilgan. Agar AC = 20 sm, AB = 5sm bo'lsa, urinma
kesmasining uzunligi topilsin.
Javob: 10 sm
7. Aylanadan tashgaridagi K nugtadan unga ikkita KABva KCD
kesuvchi o'tkazilgan. Agar KB = 18 sm, KA = 3 sm, KC =6 sm
bo'lsa, KD kesma uzunligi topilsin.
Javob: 9sm

B GURUH

8. Aylanaga ABC burchak ichki chizilgan. A va C nuqtalar
aylananing markazi O nuqgta bilan tutashtiriiganda hosil gilingan

burchaklar ma’lum: ZBA O =50°, ZBC O =30° bo'lsa, Z.ABC ning
kattaligi aniglansin.
Javob: 80°
9. Berilgan A, B, C, nuqtalaraylanani 5:6:7 nisbatda bo'lishi
ma’lum bo'lsa. ZABC ning kattaligi aniglansin.
Javob: 10
10. Aylananing AB vatari 120’ li yoyni tortib turadi. Agar
AB=H¥V3 sm bo'lsa, aylana markazi O nuqtadan vata™gacha bo'lgan
masofa topilsin. *
Javob:5sm
11. Aylananing A nugtasidan AK = 8 sm urinma va aylananing
markazidan o'tadigan HfiCkesuvchi o'tkazilgan Agar kesuvchining
tashqi gismi AB = 4 sm bo'lsa, aylananing radiusi topilsin.
Javob: 6sm.



12. Aylananing AB va C7)vatarlari K nuqgtada kesishadi. Agar
CK =3 sm>"~K =8 sm, AB = 10 sm bo'lsa, AB vatar ganday

uzunlikdagi kesmalarga boMinadi?
Javob: 4sm, 6 sm.

13. Aylanadan tashqaridagi A nugtadan aylanaga ikkita ABC
va AKN kesuvchi o'tkazilgan. Agar AK =4 sm, AN = 15 sm va
AC :AB =5:3 kabi bo'lsa, BC vatarning uzunligi topilsin.

Javob: 4 sm.

14. Markazi 0(-3; 2) nugtada, radiusi esa 4 sm ga teng bo'lgan
aylana tenglamasi yozilsin.

Javob: (x +3)+(y- 2))m=16.

C GURUH

15. (x- 32+ (y +2Y =16 va x2+y2- 6x +4y - 12=0
aylanalar tashkil gilgan doiraviy halganing yuzi hisoblansin.
Javob: 93 kv.birl.
16. x2+>"+8x-2y-8 =0 aylana va x+y =4 to'g'ri
chizigning kesishish nuqgtalari topilsin.
..Javob: (0,4),(-1,5).
17. k ning ganday qgiymatida y —kx - | to'g'ri chiziq x 7+
+y 1- 2x+ 1 =0 aylanaga urinadi?
Javob:)t=1.
18. Berilgan N1(3; 9) nugtadan x 1+y 2- 26x + 30y +313 =0
aylanagacha bo'lgan masofa topilsin.
Javobj 17

19. Ikkita aylananing radiuslari, mos ravishda, 26 sm va
54 sm, ularning markazlari orasidagi masofa 1 m. Berilgan aylanalar
uchun umumiy urinmalarning uzunliklari topilsin.
Javob: 80; 2>/1771
20. Radiusi R va r bo'lgan doiralar o'zaro tashqgi ravishda
urinadi. Ularga va ularning urinmasiga urinma aylananing radiusi
topilsin.

- Javob: wTuWw w'’
21. Berilgan kesmada va uning ikki teng gismida bir tomonga

garab yarim doiralar yasalgan. Kichik yarim doiralaming R radiusi
ma’lum bo'lsa, uchta yarim doiralaming har binga urinib o'tadigan
doiraning radiusi topilsin.



VI BOB TRIGONOMETRIK

FUNKSIYALAR

1- 8. To‘g‘ri burchakli uchburchakda trigonomctrik
funksiyalar

Berilgan to'g'ri burchakli ABC uchburchakning gipotenuzasi
AB =c, katctlari AC = b, BC = a va o‘tkir burchaklaridan biri a
ga teng, ya’'ni ZA=a (6.1- chizma) bo'lsin.

1- ta’'rif. To'g'ri burchakli uchburchakdagi a o'tki
burchakning sinusi deb, a burchak garshisidagi a katetning c
gipotenuzaga nisbatiga aytiladi:

sina=2. )
2- ta’rif. To'g'ri burchakli uchburchakdagi a o'tki

burchakning kosinusi deb, a burchakka yopishgan b katetning c
gipotenuzaga nisbatiga aytiladi:
cosa=-.
. (2)

3 ta’rif. To'g'ri burchakli uchburchakdagi a o'tkir
burchakning tangensi (kotangensi) deb, a burchak garshisidagi
(unga yopishgan) katetning yopishgan (qarshisidagi) katetga
nisbatiga aytiladi:

tga =’t\) (ctga :5). 3)

Endi — kasrning suratini ham, maxrajini ham ega bo'lamiz,
bunda kasrning xossasiga ko'ra uning giymati o'zgarmaydi. Natijada,

osa 0 sma 4

bo'lishi kelib chigadi.

Ma’lumki, Pifagortcoremasiga ko'ra,
to'g’ri burchakli ABC uchburchakning a,
b, ¢ tomonlari
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a2+ b2= c? (5)
tenglik orqali bog'langandir. (5) tenglikning har ikki tomonini c2
gabo'lib,

tengliklarni olamiz. Bu tenglik

sinj a+cosla=| (6)
kabi yoziladi. Nihoyat, tga va ctga lar uchun olingan (3) ifodalarni

tagqoslab, bitta a o'tkir burchakning trigonometrik funksiyalarini
bog'lovchi, yana bitta,

tga «ctga =1 (7)
tenglikni ham yozish mumkin.

To‘g‘ri burchakli ABC uchburchakda ZB - p bclgilash
kiritamiz. U vaqtda

* a+P=90°, sinp=-, cosp=-
C C

bo'ladi. sina va cosp ning qiymatlarini taqgoslab, agar ikki
burchakning yig'indisi 90' ga teng bo'lsa, bu burchaklardan birining
sinusi ikkinchisining kosinusiga tengligini olamiz:

sina =cosp yoki sina =cos(90° - a),
cosa =sinp yoki cosa =sin(90° -a).

2- 8. Ixtiyoriy burchakning trigonometrik
funksiyalari ta’riflari

Matematikada «sinus», «kosinus», «tangens*, «kotangens*
tushunchalari muhim rol o'ynaydi. Ular bilan tanishib chigamiz.

Tekislikda to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
bo'lsin. Markazi koordinatalar boshida bo'lib, radiusi R = 1
bo'lgan aylana chizamiz (6.2- chizma). Aylananing Ox o'gning
musbat yo'nalishi bilan kesishgan nuqtasini A bilan belgilaymiz.
OA nurdan burchakni soat mili harakatiga teskari yo'nalishda
hisoblaymiz. OK numing aylana bilan kesishish nuqgtasi K(x;y),
ZAOK-a, bo'lsin.

4- ta’rif. K nugtaning y ordinatasi a burchakning sinusi,
uning x abssissasi esa a burchakning kosinusi deb ataladi, ya’ni
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sina =3\ cosa=x. (8)

5- ta’rif.a burchak sinusining sl
burchak kosinusiga nisbati a burchakning
tangensi deb, unga tcskari nisbat «
burchakning kotangensi deb ataladi, ya’'ni

sina . cosa
tgu = -——=, ctga = ——- 9
6.2- chizma

3- 8. Trigonometrik funksiyalarning ishoralari

u | To‘g‘ri  burchakli koordinatalai

1 x<0 x>0 1 sistemasining Ox va Oy koordinatalar o'glari
y>0 y=0 tekislikni choraklar deb ataladigan to'rtta
gismga bo'ladi (6.3- chizma). Bu choraklami

x<00 x>0 *  soat miliga tcskari yo'nalishda, ya’ni OK
y<0 y<0 nurning burilishi yo'nalishida ragamlab

Al V' chigamiz. U vaqtda | chorakda nugtaning
6.3- chizma koordinatalari ishoralari x>0, y >0; Il
chorakda x<O0O, y =>0; Ill chorakda x<0,

y <0; IV chorakda x>0, y<0 bo'ladi Trigonometrik
funksiyalarning ta’riflari va kasr ishorasining qoidasiga ko'ra,
ishoralarning quyidagi jadvallarini yozishimiz mumkin (6.4-
chizma):

6 4- chizma

4- 8. Trigonometrik funksiyalarning o'zgarishi

Tekislikda markazi koordinatalar boshida bo'lgan R = | radiusli
doira chizilgan bo'lsin (6.5- chizma). Doira aylanasidagi A, B,
C, D nuqtalarning koordinatalarini yozamiz: A(l; 0), B(O; I),
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6.5- chizma 56. chizma

C(-1;0), D{O; -1). Birinchi chorakda a =ZAOK burchak 0* dan
90’ gacha, ikkinchi chorakda 90' dan 180 gacha, uchinchi chorakda
180° dan 270° gacha, to'rtinchi chorakda csa 270° dan 360" gacha
o‘zgaradi. Birinchi chorakda a burchak 0°dan 90° gacha ortganda
K nuqtaning ordinatasi O dan 1gacha ortadi. Ikkinchi chorakda
burchak ortadi, Ickin K nugtaning ordinatasi 1 dan O gacha
kamayadi va u bilan birga a burchakning sinusi kamayadi. Uchinchi
chorakda K nuqtaning ordinatasi O dan -1 gacha kamayadi, ya’ni
a burchakning sinusi 0 dan - 1gacha kamayadi. To'rtinchi chorakda
K nugtaning ordinatasi va u bilan birga a burchakning sinusi ham
-1 dan 0 gacha ortadi.

Yuqgoridagiga o'xshash fikr yuritib, kosinus birinchi chorakda
1 dan 0 gacha kamayishini, ikkinchi chorakda O dan -1 gacha
kamayishini, uchinchi chorakda -1 dan O gacha o'sishini va,
nihoyat. to'rtinchi chorakda 0 dan 1gacha o'sishini olamiz (6.6-
chizma).

A nugtadan Ox o'gqga perpendikular ravishda o'tkazilgan to'g'ri
chiziq (6.7- chizma) tangenslar o'gi deb ataladi. ZAOK =a. OK

8 AB"IQO Q

A . sor 0
V.’ -

-90" -90'

6.7- chizma 6.8- chizma



sinasy, cosa=x. (8

5 ta’rif a burchak sinusining
burchak kosinusiga nisbati a burchakning
longensi deb, unga teskari nisbat «
burchakning korangensi deb ataladi, ya’ni

tga =n2 ctga = 0% 9
cosa

6.2- chizma

3- 8. Trigonometrik funksiyalarning ishoralari

Y/ To‘g‘ri burchakli koordinatalar
<o xX) 1 sistemasining Ox va Oy koordinatalar o'glari
y=0 y=0 tekislikni choraklar deb ataladjgan to'rtta

gismga bo'ladi (6.3- chizma). Bu choraklami

x<oo xX) X soat _miliga te_s_kar_i yo'nali_shgla, ya’ni OK
y<0 y<O nurning burilishi yo‘nalishida ragamlab
I v chigamiz. U vaqtda | chorakda nugtaning
6.3- chizma koordinatalari ishoralari x>0, y >0; Il

chorakda jc<O, y> 0; 111 chorakda x<O0,
y <0; IV chorakda x>0, y<O bo'ladi. Trigonometrik
funksiyalarning ta’riflari va kasr ishorasining qoidasiga ko'ra,
ishoralarning quyidagi jadvallarini yozishimiz mumkin (6.4-
chizma):

4- 8. Trigonometrik funksiyalarning o'zgarishi

Tekislikda markazi koordinatalar boshida bo'lgan R = 1radiusli
doira chizilgan bo’'lsin (6.5- chizma). Doira aylanasidagi A, B,
C, D nuqtalarnmg koordinatalarini yozamiz: A(1 0), B(O; 1),

86



6- 8. Ba’zi burchaklarning trigonometrik
funksiyalari

ZPOK=2a=45* bo'lsin (6.10-chizma). U holda AKOP teng
yonli bo'ladi va x =y. Modomiki, OK = lekan, Pifagor teoremasiga

ko'ra, 2= 1, x2=] va X~y~—2 olamiz. Shunday
qilib,

sin45—:}——§‘—, ces&c'—lj—?/z,
b 2 42 2

tgas =08 b iga5 =955 o)
cos 45 sin 45

ifodalarni keltirib chigardik.
Endi Z.POK =a =30 bo'lgan holni garaymiz (6.11-chizma).
OK= 1va 30* li burchak qarshisidagi katet gipotenuzaning

0 p *

6.11- chizma

yarmiga teng bo'lganligidan, pk =y=-, ya’ni sin 30* =- bo'lishi

kelib chigadi. Pifagor teoremasidan, cos230"=x2=1-sin230"'=

:1_2,:2 va cos30° 5 bo'lishi kelib chigadi, u vaqtda

cos30" 2 2 73 3 sin 30° 2 2

giymatlami olamiz.
Pirovardida, ba’zi burchaklar trigonometrik funksiyalarining
giymatlari jadvalini keltiramiz:
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7- 8. Bitta burchakning trigonomctrik funksiyalari orasidagi
asosiy algcbraik munosabatlar

Ma’lumki, birlik aylananing ixtiyoriy K(x; y) nugtasining
koordinatalari shu aylananing
*)+yl=I (1)
tenglamasini ganoatlantiradi. Trigonomctrik funksiyalarning
ta’rifidan, a shu K nugtaga mos burchakning kattaligi bo'lganda
X =co0sa, Yy =sina
bo'lishi kelib chigadi. Shunday qilib, ixtiyoriy a burchak uchun
sin@ +cosla = 1 (2)
tenglik bajarilar ekan.
sina yoki cosa funksiyalardan birining giymatini bilgan holda
(2) formuladan foydalanib, boshga funksiyaning giymatini aniglash
mumkin, masalan.

sina=xVI-cosJa yoki cosa=xVI-sin2a" 3
tga va ctga funksiyalar esa
tga =ctga = 1 4)

munosabat orqali o'zaro bog'langandir.
Bitta a burchakning funksiyalari, shuningdek,

1+tga = va l+ctgla =-r\- (5)
Cos a Sin a
tengliklarni ham ganoatlantiradi.
Odatda (2), (4) munosabatlar asosiy trigonometrik ayniyatlar
deb ham aytiladi.

8- 8. Trigonometrik funksiyalarning grafiklarini
yasash

1 y =sinx funksiyaning grafigi. Tekislikda to'g'ri chiziqgli
koordinatalar sistemasini va markazi koordinatalar boshida bo'lgan
trigonometrik doira yasaymiz. Boshlang'ich vekto»-sifatida Ox
*’gning musbat yo'nalishi bilan ustma-ust tushadigan OA birlik
vektorni gabul qgilamiz (6.12- chizma). Birinchi chorakda to'g'ri
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6.12- chizma

6.13- chizma
burchakni to‘rtta teng burchakka bo'lib, hosil gilingan vcktorlar

uchlarining koordinatalarini yasaymiz. Bunda At nugta AX X=s'n~
ordinataga ega bo'ladi (6.12-chizma).

Oxo'gda — nugtani belgilaymiz va AtK, =ytni x=- nuqgtaga
8 8

o'tkazamiz. Shunga o‘xshash, (©; AZKr), (™qa; AIK}) nugqtalarni

ham yasaymiz.
A nuqgtaning koordinatalari (0,1), B nuqtaning koordinatalari

(~; < ekanligi ma’lum.

Ikkinchi, uchinchi va to'rtinchi choraklarda ham shunga
o'xshash ish ko'ramiz, ya’ni ularning har birini to'rtta teng bo'lakka
bo’lib, mos burchaklami Cbco'qda belgilaymiz va mos ordinntalami
olingan nuqtalarga o'tkazamiz.

Natijada, y = sinx funksiyaning [0; 2n] oraligdagi grafigim
olamiz. Hosil qgilingan grafikni chapga va o'ngga 2nn ga siljitib,
nniglanish sohasining barcha nuqtalarida funksiya grafigini olamiz

y =sinx funksiya grafigini ifodalovchi egri chiziq sinusoidu
deyiladi



2.y =cosx funksiyaning graflgi. Yuqorida ko'rib o'tilgan
munosabatlardan (jadvalga q.)

‘mcosx=sin(i-x)
bo'lishi kelib chigadi. Shuning uchun, kosinus funksiyaning grafigi,

y = sinx funksiyaning grafigini chapga y migdorga siljitish natijasida

olinadi (6.13- chizma).

3. y =tgx funksiyaning graflgi. Tekislikda berilgan to'g'ri
burchakli koordinatalar sistemasida trigonometrik doira yasaymiz.
Doiraning Oxo'q bilan kesishish nugtasi bo'lgan A nugtadan Ox
o'gga perpendikular AA, to'g'ri chiziq o'tkazamiz, u tangenslar
oqi deyiladi.

Har bir chorakni to'rtta teng gismga bo'lamiz va har bir
burchakning ikkinchi tomonini tangenslar o'qi bilan kesishguncha
davom ettiramiz (6.14 chizma).

A nugtadan K, kesishish nuqgtasigacha bo'lgan kesmaning
uzunligi garalayotgairburchakning tangensi kattaligini beradi. Hosil
gilingan kesmalarni Oxy sisttmada x ning mos giymatlariga
o'tkazamiz va y = tgx funksiya grafigini yasaymiz, u egri chiziq
tangensoida deb ataladi.

4.y = ctgx funksiyaning graflgi. Yuqorida ko'rib o'tilganiga ko'ra,

ctgx =tg(™ - x)



6.15- chizma

bo'lganligidan, koordinatalar sistemasini soat mili harakatiga
teskari yo'nalishda 90* ga buramiz hamda kotangenslar o'gi deb
atalgan BBt to'g'ri chizigni Oy o0'gga perpendikular ravishda
o'tkazamiz. So'ngra y = ctgx funksiyaning grafigim y =tgx
funksiyaning grafigi kabi yasaymiz (6.15- chizma).

Takrorlash uchun savol va topshiriglar

1 Berilgan a burchakning sinusi deb nimaga aytiladi?

2. Berilgan a burchakning kosinusi deb nimaga aytiladi?

3. Berilgan a burchakning tangensi deb nimaga aytiladi?

4. Berilgan a burchakning kotangensi deb nimaga aytiladi?

5. Qaysi trigonometrik funksiyalarbinnchi chorakda o'sadi?

6. Qaysi trigonometrik funksiyalar birinchi chorakda kamayadi?

7. Trigonometrik funksiyalarning ishoralari hagida nima bilasiz?

8. Qanday to'g'ri chiziq tangenslar o'qi. deyiladi?

9. Qanday to'g'ri chiziq kotangenslar o'qi deyiladi?

10. 30* li, 60* li burchaklar trigonometrik funksiyalarining
giymatlarini yozing

11. 45* It, VO’ |li burchaklar trigonometrik funksiyalarining
giymatlarini yozing

12. Sinus va kosinuslarning giymatlari ganday o'zgaradi?

13. Tangens va kotangenslar giymatlarining o'zgarishi izohlanM”™

14. Bitta burchakning trigonometrik funksiyalari orasidagi 1'0*
algebraik munosabatlar yozilsin.



if. Agar cosa =a, |e|sl giymat berilgan bo'lsa, tga ning giymati

MY topiladi?
= Mgiymat berilgan bo'lsa, cosa ning giymati ganday topiladi?

if sina=a, |aj®l qgiymat berilgan bo'lsa, ctga ning giymati ganday
iiali?

1% ctga = p giymat berilganda, sina ning giymati ganday topiladi?

\3- To'g'ri burchakli uchburchakning tomonlari va burchaklari

orasidagi bog'lanish nimalardan iborat?
20- 180" - a burchak trigonometrik funksiyalari giymatlari yozilsin.

Mustaqil yechish uchun masalalar

A GURUH

1 Hisoblansin:
a) sin45e + cos60° - cos45° + sin30°.

Javob: 1
b) 2cos60° - tgB0° + tg35°ctg35°. Y
Javob: -1.
2. Hisoblansin:
a) 4sinZB0° - cos2B04 + 4sinB0°cosBO°.
Javob: 1.
b) 8sini30°cosZB0° + sin245° - 3tg30°ctg30°.
Javob: -1
3. sina=",90'<a<180“ berilgan. cosa, tga, ctga ning
giymatlarj hisoblansin.
12 5 12

tga =3) 180° <a <270° berilgan. sina, cosa, ctga ning
Y'Ytallap hisoblansin.

|_|I Jada "3 xAn: T

~oddalushtirilsin:  1- (sina + cosa)(sina - cosa).
Javob: 2cosa.



6.15- chizma

bo'lganligidan, koordinatalar sistcmasini soat mili harakatiga
teskari yo'nalishda 90* ga buramiz hamda kotangenslar o'qi deb
atalgan BBXto'g'ri chizigni Oy o'gga perpendikular ravishda
o'tkazamiz. So'ngra y = ctgx funksiyaning grafigini y = tgx
funksiyaning grafigi kabi yasaymiz (6.15- chizma).

Takrorlash uchun savol va topshiriglar

1 Bcrilgan a burchakning sinusi deb nimaga aytiladi?

2. Berilgan a burchakning kosinusi deb nimaga aytiladi?

3. Berilgan a burchakning tangensi deb nimaga aytiladi?

4. Berilgan a burchakning kotangensi deb nimaga aytiladi?

5. Qaysi trigonometrik funksiyalar binnchi chorakda o'sadi?

6. Qaysi trigonomctrik funksiyalar birinchi chorakda kamayadi?
7. Trigonometrik funksiyalarning ishoralari hagida nima bilasiz?
8. Qanday to'g'ri chiziq tangenslar o'qgi. deyiladi?

9. Qanday to'g'ri chiziq kotangenslar o'qi deyiladi?

10. 30' li, 60** li burchaklar trigonometrik funksiyalarining
giymatlarini yozing
11. 45* li, 90’ li burchaklar trigonometrtk funksiyalarining

giymatlarini yozing
12. Sinus va kosinuslarning giymatlari ganday o'zgaradi?
13. Tangens va kotangenslar giymatlarining o'zgarishi izohlansin
14. Bitta burchakning trigonometrik funksiyalari orasidagi asosiy
algebraik munosabatlar yozilsin.



15. Agar cosa =0, |o|™ giymat bcrilgan bo'lsa, tga ning giymati
ganday topiladi?

16. tga = Mgiymat bcrilgan bo'lsa, cosa ning giymati ganday topiladiO

17. sina=a, |a|™l giymat bcrilgan bo'lsa, ctga ning giymati ganday
topiladi?

18. ctga = p giymat berilganda, sina ning giymati ganday topiladi?

19. To'g'ri burchakli uchburchakning tomonlari va burchaklari

orasidagi bog'lanish nimalardan iborat?
20. 180* - a burchak trigonomctrik funksiyalari giymatlari yozilsin.

Mustaqil ycchish uchun masalalar

A GURUH

1 Hisoblansin:
a) sin45° + cos60° - cos45* + sin30\

Javob: .
b) 2co0s60° - tgB0° + tg35ectg35°. "
Javob: -1
2. Hisoblansin:
a) 4sinZB0> cosB0* + 4sinB0*cosXB0’.
Javob: 1
b) 8sinZB0ao0s230° + sin215° - 3tg30°ctg30°.
Javob: -1

3. sina=”",90'<a<180’ bcrilgan. cosa, tga, ctga ning

giymatlari hisoblansin.
, 12
H. P

4. tga =3, 180° <a <270° bcrilgan. sina, cosa, ctga ning
giymatlari hisoblansin.

Javob: -405;~/1r:3

5. Soddalashtirilsin: 1- (sina + cosa)(sina - cosa).
Javob: 2cosa.



6. Soddaiashtirilsin:

sind + sin:acos?a + cosA.
Javob: |

7. Tenglik isbotlansin: sin2a + sin2uicos2 + cosd = |.
B GURUH

8. Hisoblansin:
a) 2sin(-30 )-4tg(-45 ) +6cos(-60 ),

b) (2sin(—£))2- (3tgLy +Q2cosj) 2 (2ctg 7)),

9. Agar tgaz—é—l, E<a<2n bo‘lsa, sin(é—a) qgiymati
hisoblansin.

lavodh AT

10. Soddaiashtirilsin: (cosa - sina)2+ (cosa + sina)2
Javob: 2
11. Soddaiashtirilsin:

(sina ecosa)r -1

ctga -sina cosa
Javob: 2tga

12. Ayniyat isbotlansin: tg2 - sina = tgasina.
13. Ayniyat isbotlansin:

1-sin4a - CO4a __ 2

------ 522 =2ty

14. Soddaiashtirilsin:

(cos™ - a) -sin(2n-a) - tg(™ +a)ctg (™ - a).
Javob: 1
C GURUH

15. Agar sina + cosa = mbo'lsa, sina cosa ifodaning giymati
hisoblansin.



sina-cosa

16. Agar tga = 2 bo'lsa, . ifodaning giymati
Sina +cosa
hisoblansin.
Javob: —
17. Agar tga + ctga = p bo'lsa, tga + ctga ifodaning giymati
hisoblansin.

Javob: p1- 2

18. Teng yonli uchburchakning asosidagi burchagi a ga,
uchidagi burchagi p gateng bo'lganda 2cos2 + cosp = 1 munosabat
O‘rinli bo'lishi isbotlansin.

19. Ayniyat isbotlansin: sin3a - tgacos3a = 2sina.

20. Soddalashtirilsin:

2cos21
-ctg(n-f)-
sin 2/ +2sin5/ g( )
Javob: —1.

21. Hisoblansin:

Javob:

N I- Israilov, Z. Pashayev 97



VII BOB UIBRIHAKAR

1- 8. UchburehaWarning turlari. Asosiy elementlar

Bir to‘g‘ri chizigda yotmagan uchta A,B,C nuqgta berilgan
bo'lsin. Bu nuqtalarni ketma-ket kesmalar orqali tutashtirih,
uchburchak deb atalgan va gABC kabi belgilanadigan shaklm hosil
gilamiz. A, B, C nuqtalar uchburchakning uchlari, AB, BC, CA
kesmalar uning tomonlari deyiladi (7.1-chizma).

AB, BC, CA kesmalar yopiq siniq chizig hosil giladi va shu
sababli uchburchakning ta’rifini quyidagicha berish mumkin:
tckislikning uch bo‘g‘indan iborat yopiq siniq chiziq bilan
chegaralangan gismi uchburchak deyiladi. /.CAB, ZCBA, ZACB
burchaklar ABC uchburchakning ichki burchaklari deyiladi, ular
ba’zan bitta harforqali belgilanadi: jLA, ZB, Z.C. Uchburchakning
AC tomonini C nugtadan o'ngga davom ettiramiz. Natijada hosil
gilingan ZBCD burchak ABC uchburchakning tashgi burchagi
deyiladi.

Tomonlariga ko'ra uchburchaklar uch turga: teng yonli, teng
tomonli yoki muntazam, turli tomonli uchburchaklarga bo'linadi.

Ikki tomoni bir-biriga teng bo’lgan uchburchak teng yonli
deyiladi.

Uchta tomoni o‘zaro teng bo'lgan uchburchak teng tomonli
yoki muntazam deyiladi.

Tomonlari har xil uzunliklarga ega bo'lgan uchburchak turli
tomonli deyiladi.

Burchaklariga ko'ra uchburchaklar uch xil bo'ladi. Barcha ichki
burchaklari o'tkir bo'lgan uchburchak o'tkir burchakli deyiladi
Bitta ichki burchagi o'tmas bo'lgan uchburchak o'tmas burchakli

7.1- chizma 7.2- chizma 7.3- chizma



7.4- chizma 7.5- chizma
deyiladi. Bitta ichki burchagi 90° ga teng bo’'lgan uchburchak
to'g'ri burchakli deyiladi.

Ta’rif. Uchburchakning A uchini uning garshisidagi BC
tomonning o'rtasi A'bilan tutashtiruvchi AK kesma uchburchakning
medianasi deyiladi (7.2- chizma).

Ta’rifdan ko‘rinadiki,eM £C da uchta mediana o‘tkazish
mumkin.

AD nur AABC dagi /BACnhi teng ikkiga bo'lsin, ya’ni
/.BAD - /DAC hamda AD numing uchburchak BC tomoni bilan
kesishish nuqtasi D bo'lsin. U vaqtda AD kesma ABC uchburchak
A burchagining bissektrisasi deyiladi (7.3- chizma). Ravshanki,
uchburchakda uchta bissektrisa o'tkazish mumkin.

ABC uchburchakning A uchidan BC to'g'ri chizigga
perpendikular tushiramiz va /ularning kesishish nuqgtasi bo'lsin.
U vagtda A F kesma uchburchakning balandligi deyiladi (7.4-chizma).
Uchburchakda uchta balandlik o'tkazish mumkin.

ABC uchburchakning AB va AC tomonlari o'rtalari A-~va N
nuqtalarni tutashtiruvchi kesma uchburchakning o'rta chiiig'i
deyiladi (7.5-chizma). Uchburchakda uchta o'rta chiziq o'tkazish
mumkin.

2- 8. Uchburchaklaming umumiy xossalari

1-teorema.Uchburchakning o'rta chiiig'i uning asosiga
parallel va asosi uzunligining yarmiga teng:

KN\BC va KN=FBC. (1)

2-teorema. Uchburchak ichki burchaklariningyig‘indisi
180°ga teng.

3-teorema. Uchburchakning tashqi burchagi unga qo'shni
bo'Imagan ichki burchaklar yig'indisiga teng (7.6- chizma):

ZBCD - /BAC + /ABC. 2



VII BOB* IGBLRHAKAR

1- 8. Uchburchaklarning turlari. Asosiy elemcntlar

Bir to‘g‘ri chizigda yotmagan uchta A,B,C nuqgta bcrilgan
bo'lsin. Bu nuqtalarni ketma-ket kesmalar orqali tutashtirih,
uchburchak deb atalgan va AABC kabi belgilanadigan shakIni hosil
gilamiz. A, B, C nuqtalar uchburchakning uchlari, AB, BC, CA
kesmalar uning tomonlari dcyiladi (7.1- chizma).

AB, BC, CA kcsmalar yopiq siniq chiziq hosil giladi va shu
sababli uchburchakning ta’rifini quyidagicha berish mumkin:
tekislikning uch bo‘g‘indan iborat yopiq sinig chiziq bilan
chcgaralangan gismi uchburchak deyiladi. /CAB, /CBA, /ACB
burchaklar ABC uchburchakning ichki burchaklari deyiladi, ular
ba’zan bitta harforqali belgilanadi: /A, /B, /C. Uchburchakning
AC tomonini C nugtadan o'ngga davom ettiramiz. Natijada hosii
qgilingan /BCD burchak ABC uchburchakning tashqgi burchagi
deyiladi.

Tomonlariga ko'ra uchburchakjar uch turga: teng yonli, teng
tomonli yoki muntazam, turli tomonli uchburchaklarga bo'linadi.

Ikki tomoni bir-biriga teng bo'lgan uchburchak teng yonli
dcyiladi.

Uchta tomoni o'zaro teng bo’lgan uchburchak teng tomonli
yoki muntazam deyiladi.

Tomonlari har xil uzunliklarga ega bo'lgan uchburchak turli
tomonli deyiladi.

Burchaklariga ko'ra uchburchaklar uch xil bo'ladi. Barcha ichki
burchaklari o'tkir bo'lgan uchburchak o'tkir burchakli dcyiladi
Bitta ichki burchagi o'tmas bo'lgan uchburchak o‘tmas burchakli

7.1- chizma 7.2- chizma 7.3- chizma



7.4~ chizma 7.5- chizma

deyiladi. Bitta ichki burchagi 90' ga teng bo‘lgan uchburchak
to'g'ri burchakli deyiladi.

Ta’rif. Uchburchakning A uchini uning garshisidagi BC
tomonning o'rtasi A"bilan tutashtiruvchi AK kesma uchburchakning
medianasi deyiladi (7.2- chizma).

Ta’rifdan ko‘rinadiki,,MZ?C da uchta mediana o'tkazish
mumekin.

AD nur AABC dagi /BAC ni teng ikkiga bo'lsin, ya’ni
/BAD =/DAC hamda AD numing uchburchak BC tomoni bilan
kesishish nuqtasi D bo'lsin. U vaqtda AD kesma ABC uchburchak
A burchagining bissektrisasi deyiladi (7.3- chizma). Ravshanki,
uchburchakda uchta bissektrisa o'tkazish mumkin.

ABC uchburchakning A uchidan BC to'g'ri chiziqga
perpendikular tushiramiz va F ularning kesishish nuqtasi bo'lsin.
U vaqtda /1/7kesma uchburchakning balandligi deyiladi (7.4-chizma).
Uchburchakda uchta balandlik o'tkazish mumkin.

ABC uchburchakning AB va AC tomonlari o'rtalari KvaN
nugtalarni tutashtiruvchi kesma uchburchakning o'rta chiiig'i
deyiladi (7.5-chizma). Uchburchakda uchta o'rta chiziq o'tkazish
mumkin.

2- 8. Uchburchaklaming umumiy xossalari

1-teorema Uchburchakning o'rta chiiig'i uning asosiga
parallel va asosi uzunligining yarmiga teng:

KN\\BC va KN -"BC. (1)

2-teorema. Uchburchak ichki burchaklariningyig(indisi
180’ ga teng.

3-teorema. Uchburchakning tashqgi burchagi unga qo'shni
bo‘lmagan ichki burchaklar yig'indisiga teng (7.6- chizma):

/BCD =/BAC +/ABC. 2



I sboti. Ikkita shartdan foydalanami/
birinchidan, uchburchak ichki burch.ik
laming yig'indisi 180" ga teng; ikkinchidan.
uchburchakning tashgi burchagi bilan
uchburchakning unga qo'shni bo’lgan
burchagi yig'indisi ham 180° ga teng
Bulardan (7.6- chizma)

I/BAC +ZABC +/ACB =180,
\/ACB +ZBCD =180

bo'ladi. Bu tengliklarning birinchisidan ikkinchisini ayiramiz:
ZBAC +/ABC +/ACB -/ACB -/BCD =0. U vaqtda /BCD -
=/BAC w/ABC, teorema isbotlandi.

3- 8. Uchburchaklarning tengligi

Ikkita, ABC va AX8XCX uchburchak berilgan bo'lib. ularning
birini ikkinchisining ustiga qo'yganda mos tomonlari va mos uchlari
bir-biri bilan ustma-ust tushsa, ya’ni AB - /4,5,,AC = AfCr
BC =BxC,va /A =/Ax /B =/Bx /C - ZC, bo'lsa, uchbur-
chaklar o'zaro teng deyiladi (7.7-chizma).

Uchburchaklarning tengligi alomatlari

1 Agar bir uchburchakning ikki tomoni va ular orasidagi
burchagi mos ravishda ikkinchi uchburchakning ikki tomoni va
ular orasidagi burchagiga teng bo'lsa, Bun uchburchaklar teng
bo'ladi, ya’ni agar AB =A,BX AC =AC, va /1 =/N, bo'lsa (7.7-
chizma), NABC =AA,B,C, bo'ladi.

2. Agar bir uchburchakning bir tomoni va unga yopishgan
ikki burchagi, mos ravishda, ikkinchi uchburchakning bir tomoni
va unga yopishgan ikki burchagiga teng bo'lsa, bu uchburchaklar
teng bo’'ladi, ya’ni agar AB =714, va /A =/A, /B =/B{ bo'lsa

(7.7-chizma), bABC - JU1,A,C, bo’'ladi.
3. Agar bir uchburchakning

uchta tomoni, mos ravishda.

ikkinchi uchburchakning uchta

tomoniga teng bo'lsa, bu uchbur-

chaklar teng bo'ladi, ya’ni agar

AB =AyB,, BC =B,C,, AC =A_C,

bo'lsa (7.7-chizma), pABC =N1ABL1
7.7- chizma bo'ladi.

8



4- 8. Teng yonli uchburchak va uning xossalari

\ABC berilgan bo'lib, unda AB = BC, ya’ni B

u teng yonli boMsin. Bu uchburchak quyidagi
Xxossalarga ega.

1 Tengyonli uchburchakning uchidan uning
asosiga o'tkazilgan bissektrisa, ham mediana,
ham balandlik bo'ladi.

Boshqgacha aytganda, agar &ABC da
AB =BC va ZABD =ZDBC bo‘lsa (7.8-
chizma), u vaqtda BD x AC va AD=DC
bo'ladi.

2. Teng yonli uchburchakning asosidagi burchaklar o'zaro
teng, ya’ni agar AABC da AB = BC bo'lsa (7.8- chizma), zA =zZC
bo'ladi.

I sboti. Teng yonli AABC da (AB = BC) B uchining BD
bissektrisasini o'tkazamiz, ya’'ni ZABD =zDBC. 1-xossaga
muvofiq, BD | AC va AD = DC.

Endi AABD ni AABC ning BD medianasi bo'yicha buramiz.
Modomiki, ZDBC - ZDBA ekan, SABD ni ABDC ustiga
go'yganda,. BA tomon BC tomon bo'ylab boradi. DC = DA
bo'lganligidan, A nugta C nuqgta bilan ustma-ust tushadi hamda
BA va BC tomonlar ham ustma-ust tushadi, BA = BC. Endi
BC = BA va CD = DA bo'lganligidan, ular orasidagi burchaklar
ham o'zaro teng bo'ladi, ya’ni zBAD =ZBCD . Xossa isbotlandi.

Teng yonli. uchburchakda yon tomonlarga o'tkazilgan: a)
balandliklar; b) medianalar~d) bissektrisalar mos ravishda o'zaro
teng bo'ladi.

Teng tomonli uchburchakning ixtiyoriy uchidan o'tkazilgan
balandlik, mediana va bissektrisa ustma-ust tushadi.

5- 8. Uchburchaklarning o‘xshashligi

Agar ikkita A”B~C, va AjB:C} uchburchak bcrilgan bo'lib (7 9-
chizma):
1) ularning mos tomonlari o'zaro proporsional, ya’ni
~N AfC, ~
AlB1 BjGj ACG
2) ularning mos burchaklari o'zaro teng, ya’ni ZA, =ZA2,
~B, - ZB1, ZC, =ZCj bo'lsa, bu uchburchaklar o xshash deyiladi.
ioT



7.9- chizma 7.10- chizma

0 ‘xshash uchburchaklar mos tomonlarining nisbati bu

uchburchaklaming o'xshashlik koeffitsienti deb ataladi: 412' -k
niar

Uchburchaklaming o‘xshashligi 144,C, <ABXr kabi yoziladi

O'xshash, lekin bir-biriga teng bo'lImagan uchburchaklaming
mavjud bo'lishini isbotlaymiz.

l1-teorema. Agar burchakning tomonlari parallel to'g'ri
chiziglar bilan kesilsa, hosil gilingan uchburchaklar o’xshash bo'ladi.

Isboti. Bizga zBAC berilgan bo'lib, uning tomonlari
o'zaro parallel BC va BICI to'g'ri chiziglar bilan kesilgan (7.10-
chizma), ya’ni ACUAC, bo'lsin. Buning natijasida hosil gilingan
AABC va AAMB KCxning o'xshashligini isbotlaymiz.

Ularda ZA — umumiy va o'zaro parallel BC wa Z(C, to'g'ri
chiziglar va BB, kesuvchi hosil gilgan ZABC hamda ZAB>XCt mos
burchaklar sifatida bir-biriga tengdir, ZABC - ZAB,C,. Bundan esa
uchburchaklaming uchinchi burchaklari ham o'zaro tengligi kelib
chigadi: ZACB =ZAC,B,.

Endi uchburchaklaming mos tomonlari proporsionalligini
ko'rsatamiz. zBAC ning tomonlari o'zaro parallel BC va BtCt
to'g'ri chiziglar bilan kesilganligidan, Fales teoremasiga ko'ra

BB CC.

AB  AC
bo'ladi. Bu tenglikning har ikkala tomoniga 1 ni qo'shib, umumiy
maxrajga keltiramiz:
CC, BB, + AB CCl + AC AB, AC,
AC AB AC " AB AC

Uchinchi tomonlarning ham proporsionalligini ko'rsatamiz



g nuqtadan BK\AC to‘g‘ri chizigni o'tkazamiz (7.10-
chizm a).BC\B,Cl, BK\CC, bo'lganligidan KCX= BC bo'ladi.
Shunday qilib, ZAB,C, burchakning tomonlari o'zaro parallel
BK va AC, to'g'ri chiziglar bilan kesilgan, ya’ni BK\AC,. Endi,
yuqoridagiga o'xshash, Fales teoremasidan foydalanib,

fi,C, AB,
KC, AB
v A
oki N ekanligini isbotlaymiz. Shunda ilib,
yoKki BC AR igini i ymiz u y qili

Endi uchburchaklarning o'xshashlik alomatlarini garaymiz.
2-tcorema (uchburchaklar o'xshashligining birinchi
alomati). Agar bir uchburchakning ikki burchagi ikkinchi
uchburchakning mos ravishda. ikki burchagiga teng bo‘lsa, bu
uchburchaklar o'xshash bo'ladi.
I sb ot i Teoremaning sharti bo'yicha, AABC va bA,B,C,
lar uchun A =zA,,ZzB ='ZB, tengliklar bajariladi (7:11-
chizma). Endi zC va ZC, ning o'zaro tengligi va uchburchaklar
mos tomonlarining proporsionalligini ko'rsatish goldi, xolos.
Uchburchak ichki burthaklarining yig'indisi formulasidan,
ZC =180°-(ZA +ZB) =180 - (ZA, +ZB,) =Z A
AB tomonda A nugtadan boshlab AB2=A,B, kesmani ajratamiz
va B2nugta orqali Z°"C2\BC to'g'ri chiziq o'tkazamiz. 1-teorcmaga
ko'ra AABZ2w AABC . Endi AABX2=[A,B,C, tenglikni isbotlash
goldi. Yasashga ko'ra AB2=A,B,, shartga ko'ra zA =ZA,. Modomiki,
BjC2\BC ekan, mos burchaklar sifatida ZABIC1=ZABCbo'ladi.
Lekin shartga ko'ra zB =ZB, va shuning uchun ZABjCj =ZA,B,C,.
Uchburchaklar tengligining ikkinchi alomatiga ko'ra
=bABX2 Modomiki, aABX2~ bABC ekan,
AB BC AC
MA,C,~0y45C, ya’ni =~~r bo'ladi.Teorema isbot-
landi.
3-teorema (uchburchaklar
o'xshashligining ikkinchi alomati).
Agar bir uchburchakning ikki
tomoni ikkinchi uchburchakning
Mos tomonlariga proporsional 7.11- chizma



ho'lib, ular orasidagi burchuklar o'zaro teng bu'i*u
uchburchaklar o'xshash bo'ladi.
AB AC
I sboti. Tcoremaning shartiga ko'ra va Z2/f =/A
(7.12-chizma). /Itftomonda A uchdan boshlab, AB2- AX8 X kesma
ajratamiz va B2 nuqtadan BiCi \BxXCi to‘g‘ri chizigni o'tkazamiz (j
vagtda AABICIr™AABC va

AB  AC_
AB, ~ AC y

bo'ladi. Yasash bo'yicha AB} =AX8{ bo'lganligidan, hosil gilingan
proporsiyalami (nisbatlarni) tagqoslaymiz. Proporsiyalarning chap
tomonlari teng bo’lganligidan ularning o'ng tomonlari ham teng
bo'lishi kcrak: —_—
AC AT
AC, ACj
Bundan AC} =A[CI bo'lishi kelib chigadi. U vaqtda ikki tomoni va
ular orasidagi burchagi teng bo'lgan A/1,BxC, va AABICl1o0'zaro
teng, ya’ni AAXB>xCt= AABZX7bo'ladi. Demak, J[AB,C, ~ OABC,
teorema isbotlandi.
4-teorema (uchburchaklar o'xshashligining uchinchi
alomati). Agar bir uchburchakning uchta tomoni ikkinchi
uchburchakning uchta mos tomonlariga proporsional bo'lsa, bu
uchburchaklar o'xshash bo'ladi.
AB BC AC
I sb o ti. Shartga ko'ra Biz £A - ZAX
Z13=2Bj, ZC =zQ bo'lishini isbotlashimiz kerak (7.13- chizma)
AABC ning A uchidan AB} =AIBI, AC} = A{Ct kesmalami ajratamiz
O'xshashlikning yuqorida isbotlangan birinchi alomatiga binoan

AABZX7AABC va AC ac bo'ladi. AC, =A.C. bo'lganligidan.

yugorida yozilgan”proporsiyalardan B2C2=5,C, bo'lishi kelib

7.12- chizma 7.13- chizma



chigadi- U vaqtda uchburchaklar
tcngligining uchinchi alomati
bo'yicha /NnAB2Cr=AA,B,CX
bo'ladi. Yasashga Kko‘ra

AB, -44. AC>" Atcx hamda
isbotlanganiga asosan B2C} =BtCt

bo'ladi. Modomiki, gABC™
COpABT} va AAB,C7=544,C, ekan, AABC ™ AA,B,C,
O'xshash uchburchaklaming qo'shimcha xossalarini ham

garab chigamiz.
5- teorema. O'xshash uchburchaklaming perimetrlari

ularning o'xshash tomonlari kabi nisbatda bo'ladi.
Isboti. AABC da P— perimetr, a,b,c — uning tomonlari,

AAB,C, da esa, P, — perimetr, at,bt,ct— uning tomonlari
bo'lsin va shartga ko'ra, JABC ~ A,B,C, (7.14- chizma). O'xshash

uchburchaklaming aniglanishidan, ularning o'xshash tomonlari

.. . a b C a_J .e £l
propoisional bo'ladi: “ =" _ Bundan ( =~ tenghkni ~— ~
ko'rinishda yozib olamiz. Oxirgi tenglikning har ikki (7.14-chiz-

ma) tomomga ‘i qo‘shamiz: 2+ :%Jri yoki axb —a rn

b q ’
a+h b
fl, +ft>
ft _c b _ A _ b*c_ b
Shungao'jdush=~"="= >oki- == C'Jt] E'_@"'t’ c T
b+c ¢ o+b ftec
N+c =" deb yozish mumkin. U holda 0O+~ - f +¢c, muno~
sabatni olamiz. Uning uchun ham yuqoridagi almashtirishlarni
. e +ft c e+ft e.+ft, a+ft , a +b _,
lalcrorlaymir A — --f-. —

Bundan

a+A+c a=h ¢ a+ft+c
a, +ft, ec, C,

bo'ladi. Berilishiga ko'ra P =a +ft+c, P, =0, +ft, +c, bo'lganligidan,
talab gilingan



munosabatni olamiz. Teorema isbotlandi.

6-leorema O'xshash uchburchaklarning yuzlari ularning
o'xshash tomonlari kvadratlari kabi nisbatda bo'ladi, ya’ni S —
AABC ning yuzi, 5, - OA,B,Clning yuzi, a va a,, bva b, mos
ravishda ularning o'xshash tomonlari bo'lsa (7.14- chizma),

A - =*1
5 al
1sboti. Oxshash OABC va OAIBICI da /.ACB =Z.Afix8, -y
bo'lsin. Unda ularning yuzlari mos ravishda S = siny va
S, = siny bo'ladi. 5 ni 5, ga bo'lamiz :
5 *smT fl b

S' vye, b siny f| »

JABC w A4NC, bo'lganligidan, yuqgorida isbotlanganiga asosan,

a b
8" q\‘ Shu sababli,

va teorema isbotlandi.
[ z o h. Agar o'xshash uchburchaklarning perimetrlari, mos
ravishda, P va Pt bo'lsa, 5-teoremada isbotlangani bo'yicha,

S P1
o'xshash uchburchaklar vuzlarining nisbati uchun H:ﬁr

munosabat o'rinli bo'ladi.
6- 8. To'g'ri burchakli uchburchak

Ta’rif. Bitta ichki burchagi 90° bo'lgan uchburchak to'g'ri
burchakli deyiladi (7.15-chizmada Z.C - 90c) Uchburchaknini:
to'g'ri burchak hosil giluvchi AC va BC tomonlari uning katetlari.
to'g'ri burchak garshisidayotgan AB tomoni uning gipotenuzast
deyiladi.



Endi to‘g‘ri burchakli uchburchakning xossalarini ko‘rib
o‘tamiz.

1-teorema. Agar to'g'ri burchakli uchburchakning to'g'ri
burchagi uchidan gipotenuzaga balandlik o'tkazilgan bo'lsa:

1) balandlik gipotenuzada u hosil gilgan kesmalar orasida
o'rta proporsional miqgdordir;

2) har bir katet gipotenuza va bu katetning gipotenuzaga
proytksiyasi orasida o'rta proporsional migdordir.

I sboti. Berilgan uchburchakning katetlari va gipotenuzasini,
AC=b; BC=a, AB =c deb, katctlarning gipotenuzaga
proyeksiyalarini AD =A,, DB= a, deb belgilaymiz (7.15- chizma).

1 CD =h balandlik tushirish natijasida hosil gilingan AACD
va ABCD to‘g‘ri burchakli bo'ladi, chunki CD LAB. Endi
zCAD =a bo'lsin. To‘g‘ri burchakli uchburchak o‘tkir
burchaklarining yig'indisi 90' ga teng bo'lganligidan zACD =90° -a
bo'ladi. U vaqtda zDCB =90° -(90° -a) =a. ya’ni ZDCB =ZCAD.
Endi AACD va ABCD ning ikkita burchaklari o'zaro teng
bo'lganligidan, aACD ~ ABCD bo'lishi kelib chigadi. Bu
uchburchaklarda mos tomonlarining nisbatini tuzamiz:

AD DC .. n_ =
KSIi yok,T - 2.

bundan talab gilingan, A2=a( <A tenglik kelib chigadi.

2. AABC va AACD lar o'xshash bo'ladi, chunki ularning har
ikkalasi ham to'g'ri burchakli va ularda ZA umumiydir, ya’ni
AABC  AACD. Bu uchburchaklarda mos tomonlarning nisbati

AD AC . h b
— =—  yoki
AC AB b e
bo'ladi, bundan b2=A, =c bo'lishi kelib chigadi.
Endi AABC va ABDC ning o'xshashligidan(ularning har
ikkalasi ham to'g'ri burchakli va ularda zB umumiydir), talab
gilingan ikkinchi al=o, =c tenglik kelib chigadi.

C

7.15- chizma 7.16- chizma



2-teorema (Pifagor). To'g'ri burchakli uchburchak) -
gipotenuza uzunligining kvadrati katetlar uzunliklarinin/£
kvadratlari yig'indisiga teng.
l1sboti Agar AABC da AB -c— gipotenuza, BC =a va
AC =b — katetlar bo'lsa, Pifagor teoremasi c2=a2+ b2ko'rinishda
yoziladi (7.16-chizma). &ABCda CD | AB balandlik o'tkazamiz
va katetlarning gi potenuzaga proyeksiyalarini AD =A va DB =ai
kabi belgilaymiz. 1- tcorcmmaga asoslanib, AC va BC katetlar uchun
b2=bf c va a2- a, =c munosabatlarni olamiz va ularni hadma-
had qgo'shamiz: b*+ a2- b,c + ayxx =c(A, +a,) =c ec, ya'ni
+ 0J =c2 Teorema isbotlandi.

7- 8. Aylana va uchburchak

Ta ’rif. Agar uchburchakning tomonlari aylanaga urinsa,
bu aylana uchburchakka ichki chizilgan deyiladi.

1- teorema. Uchburchakka ichki chizilgan aylananing
markazi uchburchak bissektrisalarining kesishish nuqgtani bo'ladi.

I sboti. \ABC — berilgan uchburchak bo'lsin (7.17- chizm
Agar D ,E,Fuchburchakning tomonlari aylanaga urinadigan nuqtalar
bo'lsa, OE- OF= OD va OD 1 AB, OE 1 AC, OF 1 BC bo'ladi
Shunday qilib, O nuqgta uchburchak tomonlaridan baravar uzoglikda
joylashgan bo'ladi. 0E= OD bo'lganligidan, O nuqta uchbur
chakning ichki A burchagi bissektrisasida yotadi. Shunga o'xshash.
OE= OD bo'lganligidan, O nuqta C burchakning bissektrisasida
yotadi va shuningdek, B burchakning bissektrisasida ham
yotadi, ya’ni O — uchburchak bissektrisalarining kesishish
nuqgtasidir.

2- ta’rif. Uchburchakning hamma uchlaridan o'tuvchi
aylana uchburchakka tashgi chizilgan deyiladi.

2- teorema. Uchburchakka tashqi chizilgan aylanani
markazi uchburchak tomonlarining o'rtalaridan o'tkazilgan

perpendikularlarning kesishish nuqtasidan iborat.
B

7.17- chizma 7.18- chizma



Isboti. Bizga AABC va unga tashqi
chizilgan aylananing markazi O nuqta berilgan
bo'lsin (7.18-chizma). O nuqtani uchbur-
chakning A, B, C uchlari bilan tutashtiramiz.
Unda hosil qilingan TAOC teng yonli bo'ladi,
chunki OA =0C=R, bunda R— tashqi
chizilgan aylananing radiusi. Shuningdek,
uchburchakning OD mcdianasi bir vaqtning
o‘zida balandlik ham bo'ladi, ya’ni OD | AC.
Shunday qilib, AABC uchburchakka tashqi
chizilgan aylananing O markazi AC tomonga
uning o'rtasi D nuqtadan o'tkazilgan
perpendikularda yotadi. Yuqgoridagiga o'xshash, BO =A0O =R va
BO =0C= R bo'lganligidan, ABOC va AAOB lar ham teng yonli
bo'ladi va O nugta AB va 2?Ctomonlaming o'rtalaridan o'tkazilgan
pcrpcndikularlarda yotadi. Teorema isbotlandi.

1- natija. Har ganday uchburchakka ichki aylana chizish
mumkin.

2- natij a. Har ganday uchburchak atroftda unga tashqgi aylana
chizish mumkin.

3-natija. Agar to'g'ri burchakli uchburchakning tomonlari
AB =c, AC=b, BC=a bo'lib (7.19-chizma), r — unga ichki
chizilgan aylananing radiusi, R — tashqi chizilgan aylananing radiusi
bo'lsa, ular
_a+b-c

n=-
2

r

formulalar orqali hisoblanadi.

Hagigatan,

|AF +BK ~c

AF+ FC+BK +KC =2r +c,
\FC +CK =2~

a+b-c
a+b=2r+c, r =

Ma’lumki, diametrga tiralgan ichki burchak 90" ga teng.

Shunday qilib, AB=c=2R va bundan ™=~ bo'lishi kelib
chigadi.



8- 8. Kosinnslar tcorcmasi

Teorema Uchburthak istalgan tomonining kvadrati qois --
ikki tomon kvadratlari yig'indisidan, shu ikki tomon bilan ular
orasidagi burchak kosinusining ikkilangan ko'paytmasini ayirish
natijasiga teng:

a2=b2+c2- 2be COSA;
bl=al+c2-lac mosB;
c2=a3+b2-lab cosC.

I sboti. Uchta holni garab chigamiz. 1- hoi. a) ZA o'tkir,
ya’ni ZA <90° va zB o‘tkir burchak boMsin. Uchburchakning C
uchidan CD | AB oMkazamiz (7.20- a chizma). U vaqtda AD =hr
va DB =at lar AC=b va BC =a tomonlarning /tfi =ctomonga
proyeksiyasidan iborat boMadi. CD =hedeb belgilaymiz. To‘g‘n
burchakli IBCD va SACD lardan, Pifagor teoremasiga ko’ra,

Ligie

munosabatlami olamiz. ht ning giymatini birinchi ifodaga qo'yib,
at=c—be munosabatdan foydalangan holda, a2=b2-
- b2+(c - ©r)2 ifodani olamiz yoki a2=b2-b2+c2-2 cb c+b2=
* pb2+c2-2m st boMadi. JACD da bckesma ZA ga yopishgan katct
bo’lganligidan bt =bcosA. Olingan qgiymatni a2 ning ifodasiga
keltirib gqo’ysak, talab gilingan al- b2+ c2- 2 mb =c mosA
tenglikni olamiz.

b) ZA — o’tkir, zB — o’tmas burchak bo’lgan holni garaymiz
Bu holda be=AD =c + ar, at= BD boMadi (7.20- b chizma)
To’g’ri burchakli \BCD va bACD lardan, Pifagor teoremasiga

., \a2=bg+ak
kora lh: _ - b2-(c +a )2 munosabatlami olamiz. Bundar.

C . C



b2 bo'ladi. To'g'ri burchakli AACD
dan AD =be=cos/4 yoki ¢ + ac=b mosA bo'lishi kelib chigadi. U
vaqtda ac=b «c0s/4 - ¢ bo'ladi va a2 uchun olingan ifodaga kel-
tirib qo'ysak, a2=b*-c*—2c(b ®0sZ4 -c) =b7-cl 2b cmosA +2c7
va a2=h2+ c2-2/lc cos A bo'ladi.

d) /A —o'tkir, zB — to'g'ri burchak bo'lgan holni garaymiz.
Bu holda CB va CD kesmalar bir-biriga teng bo'ladi va ac=0 (7.20-
d chizma). To'g'ri burchakli AABC dan Pifagor teoremasiga ko'ra
a” b 2-c1bo'ladi. Bu ifodani quyidagicha yozamiz: a2=b2+ c¢3-
- 2cl c katet /LA ga yopishganligini hisobga olsak, c= b masA
bo'ladi va natijada talab qilingan, a2=b2+ c2- 2 b ¢ cos/4 teng-
likka ega bo'lamiz. Shunday gilib, bu holda ham kosinuslar teo-
remasi o'rinli bo'lar ekan.

2-hoi. ZA — o'tmas burchak, ya’ni ZA >90° bo'lgan
holni gqaraymiz. CD 1 AB to'g'ri chizigni o'tkazamiz va BD =a(,
AD =bt deb belgilaymiz (7.21-chizma). To'g'ri burchakli AACD

va ABCD dan Pifagor teoremasiga ko'ra h7 =b- b¥, h7=a7~(c +ht)7

munosabatlami olamiz. Olingan tengliklarning o'ng tomonlarini
tenglashtirib,

bl-be7=a2—c +be)7, b7- be7=a7-c2- 2ebe - be7

ifodalarga ega bo'lamiz. Ulardan a2=b2.+c2 + 2cbe ifoda kelib
chigadi. To'g'ri burchakli AACD ni qaraymiz. ZCAD =180° - ZA
va cos(180° -zA) =-cosZA munosabat zA =>90* bo'lganda baja-
rilganligidan ke =b cos(180e - ZA) - -b mos ZA bo'ladi. Shunday
qilib, a2=b2+ c1- 2b =cos ZA .

3- hoi. ZA to'g'ri burchak, ya’ni ZA ~90° bo’lgan holm
qaraymiz (7.22-chizma). ZA =90° bo'lganligidan, BC =a tomon
AABC ning gipotenuzasidir va Pifagor teoremasiga ko'ra,
a2=b2+ c2bo'ladi. cos 90° =0 ekanligini hisobga olib, oxiigi ifodani
a2= b2+ c2- 2bc cosZA ko'rinishda yozish mumkin. Teorema
to'la isbotlandi.

C

C

A c B c B
7.21- chizma 7.22- chizma



9- 8. Sinuslar teoiemasi

Teorema. liar ganday uchburchakning tomonlari ular
qgarshisidagi burchaklarning sinuslariga proporsionaldir:

a _ b _ c
sin A sinB sinC
I sboti a) AABC ning bitta tomoni unga tashqi chizilgan
aylananing markazidan o‘tadi, ya’ni AB=2R deb olamiz (7.23-
chizma), bunda R — tashqi chizilgan aylananing radiusi
ZACB diametrga tiralganligidan zACB - 90*. Sinusning ta’rifiga

i BC . a_ . a . a
|<o'ra — =sinA, = =sinA, — =sA,--—— - 'ladi. i
AB . R s A 2R bo'ladi. Xuddi

shunga o'xshash, B =2R ekanligini ham ko'rsatish mumkin
sin90° =1 ekanligini hisobga olib, AB =c gi potenuza uchun
S_:C =2R debyozish mumkin. Hosil gilingan ifodalami taqqgoslab,
|

a b c .

- — - = ,-— =2 R munosabatlargaega bo'lamiz .
sin A sin B sin C

b) AABC ning barcha tomonlari unga tashqi chizilgan
aylananing O markazidan bir tomonda yotgan bo’lsin
Uchburchakning B uchidan aylananing BAtdiametrini o'tkazamiz
(7.24- chizma). U vagtda AAtBC to'g'ri burchakli bo'ladi va A,B=2R

AAtBC dan BC= 2RsinZBA,C bao'lishini topamiz. Lekin /BA,C
va ZBAC lar aylanaga ichki chizilgan va BC tomonga tiralgan
bo'lganligi uchun o'zaro teng, ya’ni ZBANC= /BAC. Demak.

BC - 2/%sinvd va ° =2R.

sin A
Qolgan tengliklar ham shunga o'xshash isbotlanadi.

7 24- chizma 7.25- chizma



d) AABC ga tashgi chizilgan aylananing O markazi AABC
ning ichida yotgan holni garaymiz (7.25- chizma). Uchburchakning
B uchidan aylananing BA{ diamctrini o'tkazamiz hamda A{va C
nugtalarni tutashtiramiz. AtB - 2 R bo'lganligidan, AJ1,BC —to'g'ri
burchakli bo'ladi va aylanaga ichki chizilgan burchaklar sifatida
ZBAX =ZBAC bo'ladi. b.AXBC dan BC - AxBs\nA yoki

BC= 25sirv( bo'ladi. Dcmmak, ——=2R.
sin A

Oolgan, ——=2R, ——=2R tengliklar ham shunga o'x-
sin B sinC

shash isbotlanadi.

Natija. Ixtiyoriy uchburchak tomonining shu tomon
garshisidagi burchak sinusiga nisbati bu uchburchakka tashqi
chizilgan aylana diametriga teng:

sinA sinB sinC

10- §. Tangenslar teoremasi

Teorema. Ixtiyoriy uchburchak ikki tomoni ayirmasining
ular yig'indisiga nisbati shu tomonlar qarshisidagi burchaklar
ayirmasi yarmi tangensining shu burchaklar yig'indisi yarmining
tangensiga nisbati kabidir:

a+b A +B
I8——

I sb ot i Yuqgorida isbotlangan sinuslar teoremasiga ko'ra

Oxitgi tenglikning ikki tomoniga 1va

ifodalarni
Nl u

o Mil o n
olamiz. So'ngra ikkinchi tenglikni birinchisiga bo'lamiz:

Teorema isbotlandi
1 Israilov, Z. Pashaycv 113



11- 8. Uchburchakdagi mctrik munosabatlar

1-teorema. Ixtiyoriy uchburchak ikki tomoni kvadratlar
ayirmasi bu tomonlarning uchburchakning uchinchi tontonio *
mos proyeksiyalari kvadratlari ayirmasiga teng.

I sboti S.ABC ning B uchidan BD 1 AC to'g'ri chiziq
o'tkazamiz (7.26- chizma). U vaqtda AB tomonning AC tomonga
proyeksiyasi AD kesmadan, BC tomonning AC tomonga
proycksiyasi DC kesmadan iborat bo'ladi. Dcmak, BC
—A B2=D C2— AD 2bo’'lishini isbotlash kcrak bo'ladi. Balandlik
o'tkazish natijasida hosil bo'lgan to'g'ri burchakli AABD va nDBC
ni qaraymiz. Pifagor teoremasiga ko'ra mos ravishda

AB2=AD2+ BD 2
BC2=BD2+DC1

munosabatlami olamiz. Ularning ikkinchisidan birinchisini ayirib,
talab qgilingan
BC2 AB2=DC1—AD2

tenglikni olamiz.Tcorema isbotlandi.
2- teorema (Stuart). Agar ABC uchburchakning BC
tomonida ichki D nuqta olingan bo'lsa,

AB1<DC + AC3 BD - AD2sBC = BC BD mDC
tenglik bajariladi.

Il sboti AABC ning A uchidan AK 1 BC to'g'ri chiziq
o'tkazamiz (7.27- chizma). K nuqgta D va C nuqtalar orasida yotadi,
deb faraz.qilamiz. Ikkita to'g'ri burchakli AAKC va. bADK ni
garaymiz va Pifagor teoremasiga ko'ra AAKC dan AC2-
= AK2+ KC2AADK dan AK2=AD2— DK2 munosabatlami
olamiz. Ulardan

AC2= AD2+ KC2- DK2= AD2+ (KC + DK)(KC - DK)
yoki
AC2= AD2+ DC(KC - DK) = AD2+ DC(DC - 2DK),
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AC3=AD‘+DC3-2DC DK

*gro'g‘'n burchakli AABK va JIADK dan AB1=AK* + BfC2 va

- ap 2- DK7 munosabatlarni olamiz. Ulardan, AB1=

- AD- + BK2-DK2=AD2+ (BK — DK)(BK + DK) boMishi kelib
chigadi. BK - DK- BD, BK= BD + DK ekanligini hisobga olsak,

AB3=AD2+BD(BD + z)Af) = +BD' +240 DA
bo'ladi. Endi A C 2 uchun hosil gilingan ifodani BD ga, J/1#r uchun
oiingan ifodani DC ga ko'paytirib, hosil qilingan ifodalarni
go'shamiz:
AC7 BD +AB2 DC=AD\BD+ DC)+DC1 BD+ BD2DC -
=AD2-BC+ DC1-BD+ BD2-DC=AD1-BC+ DC BD(DC+ BD)=
=ADZBC+ BD DC BC,

ya’ni bundan talab gilingan tenglik olinadi.
Stuart teoremasidan foydalanib, uchburchak medianasi,
balandligi, bissektrisasi uzunliklarini hisoblaymiz.

12- §. Uchburchakning medianasi

AABC da AD mediana va /4A"balandlik o'tkazilgan bo'lsin (7.28-
chizma). Kesmalar uzunliklari uchun quyidagi belgilashlarni
kiritamiz: AB =c, AC =b, BC -a, AD-me. AD mediana
bo’lganligidan BD =DC =

Endi AABC uchun Stuart teoremasini yozamiz:

AC2mBD + AB2mDC =AD2 BC+ DC BD =BC
yoki

)
m| a+— a
4

Bu tenglikning ikkala tomonini a ga

D K C

ifodani olamiz 7 28- chizma
its



Yuqoridagiga o'xshash, mA mc medianalar uchun ushbu
ifodalarni olamiz:

=—si2a2+2c1-b2, nt - —72a2+2b2-cl.
.2 2

13- §. Uchburchakning baiandligi

Berilgan AABC ning tomonlari AB =c¢, BC=a, AC~h
bo'lsin (7.29-chizma). Unda AK 1 BC balandlik o'tkazamiz. Agar
ZB <90 bo'lsa, to'g'ri burchakli ABK va ACK uchburchaklardan
b2=AK2+ KC 1 AK2=c2- BK 2 ifodalarni topamiz. Ulardan
b2=c2- BK2+ (a - BK)2=cJ- BK2+ a2- 2a «sBK + BK2

b2=a2+ cl1- 2a mBK bo‘ladi. Bundan BK= — s kelib

chigadi. Olingan ifodani AK uchun yuqorida olingan ifodaga keltirib
go'yamiz:

2+c2-b2)2 24+cr -b2
(a2+c ) f (cm a2-+cr . -

4a2 la 2a

AK2=c2-BK2=c2-

(lac-a2-c2+b2)(lac +a2+cl -b2) (b2-(.a- c)2)((a +c)2- b2)
da 4aJ
_(b-a+c)(b +a—cA(a +c - b)(a +b+c)

Bundan, ~ i bo Tadi.

a +b +c=2p deb belgilab, qolgan ko‘paytuvchilarni p orgali
ifodalaymiz:

b+e-a=a+b+c-2a=2p-2a—2(p—a);-
a+c- b=2{p-b), a+b-c=2(p—c).

Natijada AK balandlik uchun AK* =—~p——&;\p7 bNp—— va
. a
AK =}’p=ayjp(p -a)(p - b)(p -c) ifodani olamiz.

Qolgan hbva hc balandliklar uchun
ham, yuqoridagiga o'xshash,

K =gslp(p -a)(p - b)(p -c),

n =z yip(p-a)(p-_b)(p-c)

formulalarni hosil gilamiz.



14- 8. Uchburchakning bissektrisasi

Uchburchak burchagi bissektrisasining ba’zi xossalarini ko'rib
o'tamiz.

1-teorema. Burchak bissektrisasining nuqtuluri burchak
lomonlaridan teng uzoglikda yotudi.

| sboti AD to'g'ri chizig BAC burchakning bissektrisasi,
ya’ni ZBAD =ZDAC bo'lsin (7.30- chizma). AD bissektrisada
ixtiyoriy K nuqgtani olib, bu nugtadan burchakning tomonlariga
KN 1 AC, KM 1 AB perpendikularlartushiramiz. Hosil gilingan
to'g'ri burchakli AKM va AKN uchburchaklarda gi potenuza
umumiyva zMAK, ZKAN o'tkir burchaklar teng bo'lgani uchun,
ular o'zaro teng bo’ladi: tsKMA =AKNA. Teng uchburchaklarda
teng burchaklar garshisida teng tomonlar yotadi. Shuning uchun,
KM =KN. Teorema isbotlandi.

2-leorema. Uchburchak ichki burchagining bissektrisasi
garshisidagi tomonni unga yopishgan tomonlarga proporsional
gismlarga bo'ladi.

Il sboti AD kesma AABC ichki ZA”~a burchagining

bissektrisasi bo'lsin, ya’ni ZBAD =ZDAC =" (7.31-chizma).

o Ap bo'lishini isbotlash kerak. Uchburchakning B va C

uchlaridan AD to'g'ri chizigga perpendikularlar tushiramiz:
BE 1 AD, CF 1 AD. U vaqtda AABEva \ACFlar to'g'ri burchakli
va ularda ZBAF - ZCAF bo'lganligidan, ular o'’xshash bo'ladi, ya’'ni
JABE ~ AACF. Bundan <

AC CF
AB BE

kelib chigadi.

7 30- chizma 7.31- chizma



Ikkinchi tomondan, ACFD va ABDIi
lar to‘g‘ri burchakli va vertikal burchaklar
bo’lgani uchun zBDE =Z.CDF tenglik

o‘rinli, demak, uchburchaklar
o‘xshashdir, ya’ni ACFD™ SBDE
Bundan
7.32- chizma £F__ BE_
CD BD
yoki
Be TBD Q)
kelib chigadi.
Hosil qgilingan (a), (b) tengliklarni tagqoslab, talab gilingan
AC CD
AB DB

tenglikni hosil gilamiz. Teorema isbotlandi.

Endi uchburchak bissektrisalarini hisoblash formulalarini
keltirib chigaramiz. Tomonlari AB =c, BC =a, AC =b bo'lgan
AABC da AD bissektrisani o'tkazamiz (7.32-chizma) va uning la
uzunligini a, b, c orqali ifodalaymiz. Uchburchak ichki burchagi
bissektrisasining xossasiga ko'ra

BD _ DC ...BD _DC ab

— =— yoki— =— va ESZE , DC =—

AB AC c b b+c b+c
murrosabatlami olamiz. Bu giymatlarni Stuart teoremasidagi

AC1sBD +AB2 DC =BD DC BC +AD2m8C
ifodaga keltirib go'yamiz:

, Oxirgi ifodani au?a qgisqartirib,
j2 _ be(b+c) a2 b c _ be((b+c)2-a2)
b+c (b +c)2 (b +c)2
yoki
Joc((b +c)2-a2)
b+c



ifodaga ega bo'lamiz. Agar yuqoridagi kabi, a +b +c=2p deb
belgilasak, b+c- a=a+ b+c- 2a=2p- la -2(p - a) boMadi.
U holda oxirgi formula

l. =7 yipip ~a)
Cc

ko'rinishm oladi.
Yuqoridagiga o'xshash amallar bajarib,

/S>:a+glp(p—b) va Ir =a+de(p -C)

formulalarni ham isbotlash mumkin.
IS- §. Uchburchakdagi ajoyib nuqtalar

1- teorema. Uchburchakning medianalari bitta nuqtada
kesishadi va kesishish nuqtasida uchdan hisoblagunda 2:1 kabi
nisbatda bofinadi.

Il sboti M nugta AC tomonning o'rtasi, N nuqta BC
tomonning o‘rtasi boMsin deb faraz qilamiz, ya’ni MA =MC,
NB=NC (7.33-chizma). N nuqta B va C nugtalar orasida
yotganligidan, B va C nuqtalar AN to'g'ri chizigdan turli
tomonlarda yotadi. AN va AC to‘g‘ri chiziglar uchun A nuqta
umumiy, demak, ularning boshga umumiy nuqtalari boMishi
mumkin emas. Shuning uchun /1Cto'g'ri chizigda yotuvchi M
nugta va B nuqgta AN to‘g'ri chizigdan turli tomonlarda yotadi.
Natijada AN va BM medianalar biror O nuqgtada kesishadi.

Modomiki, M va N, mos ravishda, AC va BC tomonlarning
o'rtalaridan iborat ekan, MN kesma AABC ning o‘rta chizigM

bo'ladi va MN\AB, MN =~ AB. Ikkita o'zaro parallel AB va MN

to'g'ri chiziglar AN va BM to'g'ri chiziglar bilan kesilgan. U vaqtda
hosil bo'lgan ichki almashinuvchi burchaklar o'zaro teng:

/BAN =ZANM, ZABM =ZBMN.

Endi AABO da ikkita burchak aM O N ning
mos burchaklariga-tengligidan, ular
o'xshash bo'ladi, ya’ni IJABO ™ gMON,
ularning mos tomonlari proporsional:

AO = BO® AB_=2 A
ON ~ MO MN



Shunday qilib, AN va BM medianalar kesishish nugtasi O da
AO BON_ 2
ON ~ MO ~\
nisbatda bo‘linadi.
BO va CO bissektrisalarni garab chigib, ular ham O kesishish
nuqtasida

BO CO _2
MO ~ KO 1
nisbatda bo'linishini olamiz. Teorema isbotlandi.
2- teorema. Uchburchakning hamma balandliklari bi

nuqtada kesishadi.
Isboti. Berilgan uchburchakning A, B, C uchlandan uning

garama-garshi tomonlariga parallel AtCt\AC, A,B,\AB, Bfi,\BC
to‘g‘ri chiziglami o'tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglarning o‘zaro
kesishishi natijasida &A,BICI hosil bodadi (7.34- chizma). Yasashga
ko‘ra C,B\\AC, C,A\BC, A,C\\AB, BA\AC.

Shunday qilib, AC,BC va ABA,C to'rtburchaklar
parallelogramm va C,B* AC, BA, =AC, BANAC. Bundan
C,B=BA, bo'lishini, ya’ni B nuqgta A,C{ kesmaning o'rtasi
ekanligini olamiz. Shunga o‘xshash, A va C nuqtalar mos ravishda
B,C, va A,B, tomonlarning o'rtalari boMishini ko*rsatish mumkin
ABC uchburchakning B uchidan fijVbalandlik o’tkazamiz. Lekin
JA.B,C, da balandlik uning A,C, tomoniga o’tkazilgan o'rta
perpendikulardir. Shunga o'xshash, CK va MA balandliklar, mos
ravishda, A,B, va BICI tomonlargao'rta peipendikularlardan iborat
Har gqanday uchburchakda o'rta perpendikularlar bitta nuqtada
kesishganligidan, MA, NBva KC balandliklarning bitta O nuqtada
kesishishi kelib chigadi.

I-ta’rif. Uchburchak balandliklarining kesishish nuqtasi
O uchburchakning ortomarkazi deyiladi.

7.34- chizma 7.35- chizma



3-teorema. Uchburchakning uchta bissektrisasi bitta
nuqtada kesishadi.

i s b o ti SABC ichki burchaklanning AK, BM va CYY
bissektrisalarini o'tkazamiz (7.35-chizma).Modomiki, K nuqta
BC kesmaning ichki nuqgtasi bo'lib, M nugta AC tomonda yotar
ekan, 5va M nuqtalar ~/Thissektrisadan turli tomonlarda yotadi.
Demak, AK va BM bissektrisalar bitta O nuqgtada kesishadi. Burchak
bissektrisasining xossasiga ko'ra O nuqta ichki A burchakning AC
va AB tomonlaridan, shuningdek, B burchakning AB va BC
tomonlaridan baravar uzoglikda joylashgandir. Demak, O nuqgta
ichki C burchakning AC va BC tomonlaridan baravar uzoglikda
joylashgan, ya’ni O nuqta C burchakning CO bissektrisasida yotar
ckan. Teorema isbotlandi.

2- ta’rif. Uchburchak burchaklari bissektrisalarining
kesishish nugtasi uchburchakning inmarkazi deyiladi.

16- §. Uchburchakning yuzi

Har bir geometrik shakl (uchburchak, ko'pburchak va h.k)
tekislikning ma’lum bir gismini egallaydi. Ularni tagqoslash
imkoniyati bo'lishi uchun yuz tushunchasi kiritilgan. ,Shaklning
yuzi“ tushunchasi uchun quyidagi xossalar bajariladi (o'rinli):

1 Har bir shakl (ko'pburchak, uchburchak) musbat son bilan
ifodalangan yuzga ega.

2. Teng shaktlar (uchburchak,ko pburchaklar) teng yuzga ega
bo ‘ladi.

3. Agar shakl (uchburchak, ko'pburchak) bir necha gismlarga
bo lingan bo ‘Isa, uning yuzi uni tashkil giluvchi gismlar yuzlarining
yig'indisiga teng.

Bizga tomonlari AB =c, BC=a, AC~ b bo'lgan J[JABC
berilgan bo'lsin (7.36-chizma). Uchburchakning A uchidan
AD i BC balandlik o'tkazamiz va uning uzunligini AD =ha deb
belgilaymiz.

1 Agar AABC da BC =a asos va A
AD =ha balandlik-maMum bo'lsa,
uchburchakning yuzi

S-'-oh. () 5

formula bo'yicha hisoblanadi. 7.36- chizma



2. AABC da ikkita BC=a, AB =c tomon va ular orasidagi
Z.B =3 ma’lum bo'lsin. Agar AD =ho uchburchakning balandligj
bo'lsa, to‘g‘ri burchakli AABD dan
ha=c =sinp
ckanligi kelib chigadi. Natijada uchburchak yuzini hisoblash
formulasi
5 =iacsinp 2

ko‘rinishni oladi.
3. Agar AABC ning uchta tomoni ham ma’lum, ya’ni AB =c,
AC =b, BC =a bo'lsa, uchburchakning yuzi

S =Jp(p ~a)(p -b)(p -c¢) €©)

formula bo'yicha hisoblanadi, bunda p = +b +c) — uchburchak-

ning yarim perimetri.
(3) uchburchakning yuzi uchun Geron formulasi deyiladi.
Bu formulani keltirib .chigarish uchun kosinuslar teorcma-

sidan foydalanamiz. Unga ko'ra, cosp =§gf§3——tlz bundan

sinp=Jl -cos2p =jI| - =-L 7(2ac)2-(a2+c2-b22 =
p p Y 2ac( )2 ( 2

(2ac)
=EJ(2ac -a2-c2+b2(2ac +a2+c) -b2 =
= \I(b2- (a- c)2)((a +c)2- b2) =
2acC
=§:—>/(o+b +c)(a+c-JNa+b-c)b +c-a)
2
bo'ladi. Endi a +b +c¢c=2p deb olib,
a+c-b =a+b+c-2p =2p-2b =2(p-b),
a+b-cw 2(p-c), b+c-a =2(p-a)

munosabatlarni olamiz. Natijada sinp=— yfpip -a)(p -a)(p -c¢)
ac

bo'ladi va uchburchakning yuzi formulasi talab qilingan

| 2
§ =7ac — Ip(p -a)(p - b)(p -c\ =ylp(p - a)(p - b)(p - ©)

ko'rinishni oladi.
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4. Tomonlari AB-c, AC =b, BC =g bo'lgan n/1/?2C ga

radiusli aylana ichki chizilgan bo'lsin (7.37- chizma). Ichki chizilgan
aylananing O markazini uchburchakning uchlari bilan tutash-
tjramiz va aylananing uchburchakka urinish nugtalaridan aylana-
ning radiuslarinio'tkazamiz. Natijada OD X AC, OE 1 AB, OF j. BC
bo'ladi va S.ABC uchta AOAC, AOAB, AOBC gabo'linadi. AABC
ning yuzi shu uchburchaklar yuzlarining yig'indisiga teng bo’'ladi:

"VUIAC ~ S&AOB + + AONCH
Modomiki, OD =OE =OF =r ckan, SAA =-c r, 54MC=

=!2b r, SiOtc =\2—a r boladi va =’2\/—(a+1'l+c) =’2\n 2p=pr,
ya’'ni
S»K =prr, 4)

bunda p — uchburchakning yarim pcrimctri, r*~ uchburchakka
ichki chizilgan aylananing radiusi.

5. AABC ga R radiusli aylana tashqi chizilgan bo'lsin. 2-
banddagi (2) formulaga asosan uchburchakning yuzi
S. =-am minp.
4 za B
Sinuslar teoremasiga ko'ra, S—“’I\pr =2R, bundan sinp = .
vagtda AABC ning yuzi unga tashqi chizilgan aylananing radiusi
bilan
abec
. ®)
formula bo'yicha bog'langandir.
6. JABC da tomonlar AB =c, BC =a, AC - b bo'lib, ZA =a,

£B =(, z.C =y bo'lsin (7.38-chizma). 2- banddagi formulaga

ko'ra, 5= ~ab siny. Sinuslar teoremasidan,



b

-—— =~f~zva 0=—-—-.

sina  sinp sina
b ning topilgan giymatini (2) formulaga qo‘yamiz, natijada
uchburchakning yuzini hisoblash formulasi

N a3sinp minr
2sina
ko'rinishni oladi.
7. Uchburchakning yuzini unga tashqgi chizilgan aylananii

radiusi va uchburchakning burchaklari orqali ifodalash ham
mumkin. Sinuslar tcoremasidan

__i_ :__i_ = =2R

sina sinp siny
bo'lganligidan a =2R sina, b =2R sinp, ¢ =2R siny. Hosil gilingan
ifodalami 5-banddagi (5) formulaga qo‘ysak, uchburchakning
yuzini hisoblash #chun yangi

S =8/3sina sinP sinj, 2Rigina .sinp.siny 7)
4 an

formulani olamiz.

17- 8. Qo‘shimcha ma’lumotlar

l1-teorema. Agar AABC da AB -c¢, AC =b bo'lib, AD
bissektrisa BC tomonni 8p-n, DC=m (7.39-chizma)
kesmalarga ajratsa, uchburchakning AD =It bissektrisasi uchun

NN=be-mn
tenglik bajariladi.
| sboti. AABC gatashqgi aylana chizamiz va AD bissektris:
aylana bilan P nuqgtada kesishguncha davom ettiramiz. PD =d deb
belgilaymiz. Aylananing kesishuvchi vatarlari xossasidan
CD -DB =AD DP Voki m n=I, d bo'ladi. C va P nuqtalarni
tutashtiramiz. U Rolda AC yoyga ttralgan burchaklar sifatida

ZCAP =/.DAB, /APC =/ABD bo'ganligidan, JACP ™ AABD.
Natijada

op

AD AC L

— =— yoki —=— ~

AB AP c lL.+d
boMadi. Bundan
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A

7.40- chizma
I] +It d =be, 1] =be-1I, d =be-mn,

ya’'ni teorema isbotlandi.

2-teorema. Agar berilgan TABC da AB-c, AC=b
tomonlar va ular orasidagi ZA =a Ta ’lum bo'lsa, A burchakning
AD - |, bissektrisasi (7.40-chizma)

.Ibc «os “
*-  b+c

formula bo'yicha topiladi.
*1sb ot i. AABC ning yuzini ikki usul bilan hisoblaymiz:

i AB /ACsina=Resina;
m\W * SVBD + I. ssin™ +"bm. sin™ =i (b +e)®assin].
Bu ifodalarning o‘ng tomonlarini tenglashtiramiz:

—Io c sina=—1(o+cy y 2} s'inf’l,

b ¢ 2sin—cos—=(b+c) la sin—,
2 2 2

bu yerdan talab gilingan
/.:___b_*_c_ 2_
formulani hosil gilamiz. Teorema isbotlandi.
Yuqgoridagiga o'xshash yo‘l bilan

P Y
2accos r ] 2abcos~I
= .
* etc ' C 0+6

formulalarni ham isbotlash mumkin.
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A 3-teorema. AABC <,

AB =c, AC=b, BC=a (7.41

chizma) va O uchburchakning

inmarkazi bo'lsin. U holda @

c D B inmarkazdan uchburchakning

2 41- chizma uchlarigacha bo'lgan masofalar

formulalar bo yicha topiladi.
Isboti. AO va CO uchburchakning O nuqtada kesishadigan
bissektrisalari boMsin. Yuqorida isbotlanganiga ko'ra CD:B:E' Cco

kesma gADC ning bissektrisasi boMganligidan, bissektrisaning
yugorida isbotlangan asosiy xossasiga ko'ra

DO _ DC ab a
OA AC bib+c) b+c
U holda shunday x > O topiladiki, OD =a «x, AO = (b +¢) X
bolMadi.
Bisscktrisani hisoblash formulasidan foydalanib,

AD= AO +0OD =ax +Hb +c)X;

bo'lishini ko'ramiz. Bu yerdan

2p* :B/_:_Ejp(1p_a)’

chunki a+b+c=2p.

Endi AO = (b +c)x boMganligidan, x ning giymatini qo'ysak.
talab qgilingan *

formulani hosil gilamiz. BO va CO lar uchun mos formulalar
shunga o'xshash isbotlanadi.
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Tarixiy nia'lunmtlar

Uchburchak bilan bog'lig bo'lgan masalalar O'rta Osiyoning
ko'pchilik olimlari tomonidan garalgan.

Muhammad al-Xorazmiy ,,Al-jabr va-l-muqgobala“
kitobining ikkinchi qgismi geomctriyaga bag'ishlangan. U
uchburchakning turini aniglash uchun uning tomonlari
kvadratlarini garagan. Agar katta tomonning kvadrati kichik
tomonlar kvadratlari yig'indisiga teng bo'lsa, u to'g'ri burchakli
bo'ladi; o'tkir burchakli uchburchakda kichik tomonlar kvad-
ratlarining yig'indisi uchinchi tomon kvadratidan katta, o'tmas .
burchakli uchburchakda esa kichik bo'ladi, degan xulosa berilgan.
Al-Xorazmiy Pifagor teoremasini teng yonli to'g'ri burchakli
uchburchak uchun isbot gilgan. U tomonlari fI=13, b= 14,

¢ = 15 bo'lgan uchburchakning yuzini S =jC h, formula

bo'yicha hisoblagan, u shuningdek, yer maydonlari yuzini ham
hisoblashlarni bajargan.

Ibn Sino o'zining ,,Donishnoma*“ asarida uchburchaklaming
tomonlari va burchaklari orasidagi bogManishlami, uchburchak
ichki burchaklarining yig'indisi haqidagi teoremani, uchbur-
chaklaming tengligi alomatlarini va nihoyat, quyidagi: agar
uchburchaklar umumiy asosga ega bo'lib, ularning uchlari asosga
parallel to'g'ri chizigda yotsa, ular teng yuzli bo'ladi, degan
teoremani ham garagan.

Shakllar xossalari haqidagi bilimlaming yetarli emasligi, ko'p
masalalar bayonini giyinlashtirgan.

/ j  Takrorlash uchun savol va topshiriglar

1 Uchburchak deb nimaga aytiladi?
2 Qanday shart bajarilganda bcrilgan uchta a, b, ckesmadan
uchburchak yasash mumkin?
Uchburchakning medianasi deb nimaga aytiladi?
Uchburchakning bissektrisasi deb nimaga aytiladi?
Uchburchakning batandligi deb nimaga aytiladi?
Uchburchakning perimetri deb nimaga aytiladi7
Muntazam uchburchakning ta’rifi berilsin.
To'g'ri burchakli uchburchakning ta’rifi berilsin.
.Qanday uchburchaklar teng deyiladi?
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10. Uchburchaklar tengligining alomatlari ta’riflansin.

11. Teng yonli uchburchakning xossasi ta’riflansin.

12. Qanday uchburchakda mcdianalar, balandliklar va bissektrisalaming
kesishish nuqgtalari ustma-ust tushadi?

13. To’g'ri burchakli uchburchakning balandliklari gaysi nuqtada
kesishadi?

14. Teng yonli uchburchak deb nimaga aytiladi?

15. Uchburchakka ichki chizilgan aylananing markazi ganday topiladil

16. Uchburchakka tashgi chizilgan aylananing markazi gandav
topiladi?

17. Kosinuslar teoremasi.

18. Sinuslar teoremasi.

19. Tangenslar teoremasi.

20. Uchburchak yuzini hisoblash formulalari.

21. Uchburchakka tashgi chizilgan aylananing radiusini topish
formulasi.

22. Uchburchakka ichki chizilgan aylananing radiusini topish
formulasi.

23. To'g’ri burchakli uchburchakka tashqi chizilgan aylananing markaz i
gayerda joylashgan bo'ladi?

24. Uchburchakning og'irlik markazi, ortomarkazi va inmarkazi ganday
topiladi?

25. Qanday uchburchaklar o'xshash deyiladi?

26. Uchburchaklaming o'xshashlik alomatlari.

27. Uchburchak bissektrisasining xossasi.

28. Uchburchak mcdianalarini topish formulalari.

29. Uchburchak balandliklarini topish formulalari.

30. Uchburchak bissektrisalarini topish formulalari.

31. To'g’ri burchakli uchburchak katetlarining xossalari.

32. Pifagor teoremasi.

33. To’g’ri burchakli uchburchakning gi potenuzasiga o'tkazilgan
balandligi xossasi.

34. Uchburchakning o'rta chizig'i va uning xossalari.

35. Uchburchakning tashgi burchagiya uning xossalari.

36. Uchburchakdagi ganday nuqgtalar uning ajoyib nuqtalari deyiladi?

37. To’g'ri burchakli uchburchakka ichki chizilgan aylana radiusini
uchburchak tomonlari orgali ifodalash.

38. Stuart teoremasi.

39 O'xshash uchburchaklaming yuzlari ganday nisbatda bo'ladi?

40. O'xshash uchburchaklaming perimetrlari ganday nisbatda bo'ladi ’



Mustaqil ycchish uchun masalalar
AGURUH

1 Uchburchakning tomonlari 18, 24 va 32 sm bo'lib, bu
uchburchakning o'rta chiziglari o'tkazilgan. Yangi uchburchak
perimctri topilsin.

Javob: 37 sm.

2. Uchburchak burchaklaridan biri 40\ Ikkinchisi undan 30°
ortiq bo'lsa, uchburchakning uchinchi burchagi topilsin va turi
aniglansin.

Javob: 70* teng yonli.

3. Teng yonli uchburchakning uchidagi burchagi 70*. Asosidagi
burchaklarning bissektrisalari.o'tkazilgan. Shu bisscktrisalar
orasidagi uchburchakning asosiga qaragan burchak topilsin.

Javob: 125°.

4. Teng yonli uchburchakning yon tomoni 10 sm, perimetri
36 sm bo'lsa, uchburchakning asosiga o'tkazilgan balandlik topilsin.
Javob:6sm.

5. Uchburchakning ikki tomoni 7 va 8 sm, ular orasidagi
burchak 120° bo'lsa, uchburchakning uchinchi tomoni topilsin.
Javob: 13sm.

6.To'g'ri burchakli uchburchakning gipotenuzasi 5 dm,
katetlaridan biri 30 sm.Shu katetning gipotenuzaga proyeksiyasi
topilsin.

Javob: 18sm.

7. Agar berilgan OABC va JAIBICI da AB =4 sm, BC =6
sm, AC- 8sm, A,BS=6sm, A,C, =9smva,4)C| = 12sm bo'lsa,
bu uchburchaklar o'xshash bo'ladimi?

Javob:Ha.

B GURUH

8. Uchburchakning bir tomoni 16 sm, ikkinchi tomoni undan
1,5 marta katta.Uning uchinchi tomoni ikkita tomon yig'indisining
30% ini tashkil etadi. Uchburchakning perimetri topilsin.

Javob: 52 sm

1 Israilov, Z. Pashayev 129



9. O'xshash AABCva AAIBiCI berilgan. AABC ning eng katta
tomoni 18 sm, pcrimctri 39 sm, [OAXXCXning eng kichik tomon,
esa 3 sm bo'lsin. Agar o'xshashlik koeffitsienti 3 ga teng
bo'lsa, 4 A,B,C, ning o'rta tomoni topilsin.

Ja vob : 4sin

10. To'g'ri burchakli uchburchakning gipotenuzasi 122 sm.
katetlari esa 5:6 kabi nisbatda. Uchburchak katetlarining
gi potenuzaga proyeksiyalari topilsin.

Javob :50va 72 sm

11. Teng yonli uchburchakning asosi 42 sm, yon
tomonining mcdianasi 5 sm bo'lsa, uchburchakning yon tomoni
topilsin.

Javob:6 sm

12. Uchburchakning ikkita tomoni uzunliklari 6 va 3 sm. Agar
berilgan tomonlarga o'tkazilgan balandliklar yig'indisining yarnn
uchburchakning uchinchi balandligiga teng bo'lsa, uning uchinchi
tomoni uzunligi topilsin.

Javob:4 sm

13. To'g'ri burchakli uchburchakka ichki chizilgan aylananing
markazidan AB gipotenuzaning uchlarigachabo'lgan masofalar
Vs vaVio. AB gipotenuzaning uzunligi topilsin.

Javob: 5

14. Uchburchak o'tkir burchaklarining sinuslari mos ravishda

~ va mjj, tashqi chizilgan aylananing radiusi esa 32,5 sm ga teng

Uchburchakning tomonlari topilsin va uning yuzi hisoblansin.
Javob: 25, 39, 56 sm, 420 sm2

C GURUH

15. To'g'ri burchakli uchburchakning katetlari 15 va 20 sm
To'g'ri burchakning uchidan balandlik va bissektrisa o'tkazilganda
gi potenuza qanday |"esmalarga bo'Unadi?

Javobi: 9, Jﬁ 14?sm

16. Uchburchakning tomonlari 13, 14 va 15sm. Markazi o'rta
tomonida bo'lib, uchburchakning golgan ikki tomoniga uringan
yarim aylananing uzunligi topilsin.

Javob: 6it
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|7. To’g'ri burchakli AABC ning /1/?gipotcnuzasiga C uchdan
O‘tkazilgan CO mediana va CE balandliklar nisbatini
gO BE =51 kabi bo'lganda aniglang.

Javob:

18 Agar uchburchak mcdianalarining uzunliklan ma= 3,
m =4, mr=5sm bo'lsa, uchburchakning yuzi hisoblansin.
Javob: 8sm!.

19. Teng yonli uchburchakning uchidagi burchagi a ga teng.
Uchburchakka ichki chizilgan va tashqi chizilgan doiralar radiuslari
nisbati topilsin.

Javobi: sina.

20. AABC ning A, B, C burchaklari va AK = m medianasi
ma’lum bo'lsa, uning yuzi hisoblansin.
2m2sin-4sin B suiC
Javob:
2sin29+2bIn2C -sin2A

21. Teng yonli uchburchakning asosi b, asosidagi burchagi a
ga teng bo'lganda uning perimetri topilsin.

Javob: btga ctg™-



VIII BOB TO‘RTBURCHAKLAR

1- 8. Ta’riflar, umumiy xossalar

Ta’'rif. To'rtburchak deb, ixtiyoriy uchtasi bir to'gri
chizigda yotmagan to'rtta A, B, C, D nuqta va ularni ketma-kei
tutashtiruvchi AB, BC, CD, AD kesmalardan tashkil topgan shakiga
aytiladi. Bunda A, B, C, D nuqtalar to'rt-

burchakning uchlari, AB, BC, CD, AD
kesmalar esa uning tomonlari deyiladi
(8.1-chizma).

To‘rtburchakning garama-qarshi
uchlarini tutashtiruvchi AC va BD kes-
malar to‘rtburchakning diagonallari

B dcyiladi. To'rtburchak barcha tomon-
8 1- chizma larining uzunliklari yig'indisi uning peri-
metri deyiladi.

To‘rtburchakning tomonlaridan birini, masalan, DC tomonni
davom ettiramiz. Faraz gilaylik, bunda ABCD to'rtburchak DC
to'g'ri chizigdan bir tomonda yotsin. Agar to'rtburchak o'z
tomonlanning har biriga nisbatan ana shunday xossaga ega bo'lsa,
u gavariq deb ataladi.

1-teorema. Qavarig tortburchakning diagonallari kesishadi

1 sboti ABCD to'rtburchak. gavarig bo'lganligidan, unir
A va B uchlari hamda CA va CB nurlar CD to'g'ri chizigdan bir
tomonda yotadi. Shunga o'xshash, CA va DA nurlar ham CD to'g'ri
chizigdan bir tomonda yotadi. Demak, AC nur /BAD ning
tomonlari orasida yotadi. Bunda AC to'g'ri chiziq  va D nuqgtalami
ajratadi, ya’ni BD kesmani va u bilan birga BD to'g'ri chizigni
kesib o'tadi. AC va BD to'g'ri chiziglar fagat bitta nuqtada kesishadi
Shunday qilib, AC va BD diagonallar kesishadi. Teorema isbotlandi

2- §. Parallelogram™

Ta’rif. Qarama-qarshi tomonlari juft-juft parallel bo'lgan
to'rtburchak paralliclogramm deyiladi
Ta’rifga ko'ra ABCD parallelogramm bo'lsa, AB\\CD va

BC N\AD (8.2-chizma).



8.2- chizma 8.3- chizma

Parallelogrammning quyidagi alomatlari muhimdir.

1- teorema (birinchi alomat). Agar to‘rtburchakning
garama-garshi tomonlari juft-juft o'zaro teng bo'lsa, bu
tortburchak parallelogrammdan iborat.

Teoremada ABCD to'rtburchak uchun AB = CD, BC =AD
(8.3- chizma) bo'lsa, AB ||CD va BC ||AD ekanligini isbotlash
talab qilinadi.

I sboti. ABCD to'rtburchakning ACdiagonalini o'tkazamiz,
natijada to'rtburchak uchta tomoni bo'yicha o'zaro teng bo’lgan
ikkita AABCva AACD gaajraladi, ya’ni AABC = AACD. Ma’lumki,
teng uchburchaklarda teng tomonlar garshisida teng burchaklar
yotadi, shuning uchun, ZCAD =ZBCA. Lekin bu burchaklar
AD va BC to'g'ri chizigning uchinchi AC to'g'ri chiziq bilan
kesishishi natijasida hosil qilingan. Demak, ular ichki
almashinuvchi burchakiardir, shu sababli, BC [AD. Ikkinchi
tomondan, ZBAC =ZACD vaular AB va CD to'g'ri chiziglarning
AC kesuvchi bilan kesishishi natijasida hosil qilingan ichki
almashinuvchi burchakiardir. Bundan AB ||[CD ekanligi kelib
chigadi. Demak, ABCD — parallelogrammdir.

2-teorema (ikkinchi alomat) .igar to ‘rtburchakning ikkita
garama-garshi tomoni o'zaro teng va parallel bo‘lsa, berilgan
tortburchak parallelogrammdir.

Isboti. Berilgan ABCD to'rt-
burchakda BC = AD va BC\\AD{$A-
chizma) bo'lganda AB ||CD ekanli-
gini isbotlash talab qilinadi. To'rt-
burchakda AC diagonal o'tkazamiz. U
yaqtda ikkita parallel BC va AD to'g'ri
chiziglarni AC kesuvchi kesganda hosil
bo'lgan ichki almashinuvchi burchaklar



VI II BOBl TO‘RTBURCHAKLAR

1- 8. Ta’riflar, umumiy xossalar

Ta’rif. To'rtburchak deb, ixtiyoriy uchtasi bir to'g'ri
chizigda yotmagan to'rtta A, B, C, D nuqta va ularni ketma-kct
tutashtiruvchi AB, BC, CD, AD kesmalardan tashkil topgan shaklga
aytiladi. Bunda A, B, C, D nugtalar to'rt-

B burchakning uchlari, AB, BC, CD, AD
kesmalar esa uning tomonlari deyiladi
(8.1-chizma).

To‘rtburchakning garama-qarshi
uchlarini tutashtiruvchi AC va BD kes-
malar to'rtburchakning diagonallari
deyiladi. To‘rtburchak barcha tomon-

8 1- chizma larining uzunliklari yig'indisi uning pen-
metri deyiladi.

To‘rtburchakning tomonlaridan birini, masalan, DC tomonni
davom ettiramiz. Faraz gilaylik, bunda ABCD to'rtburchak DC
to'g'ri chizigdan bir tomonda yotsin. Agar to'rtburchak o'z
tomonlarming har biriga nisbatan ana shunday xossaga ega bo'lsa,
u gavariq deb ataladi.

1-teorema. Qavariq tortburchakning diagonallari kesishadi.

Isboti. ABCD to'rtburchak. gavariq bo'lganligidan, uning
A va B uchlari hamda CA va CB nurlar CD to'g'ri chizigdan bir
tomonda yotadi. Shunga o'xshash, CA va DA nurlar ham CD to'g'ri
chizigdan bir tomonda yotadi. Demak, AC nur /BAD ning
tomonlari orasida yotadi. Bunda AC to'g'ri chizig  va D nuqgtalami
ajratadi, ya’ni BD kesmani va u bilan birga BD to'g'ri chizigni
kesib o'tadi. AC va BD to'g'ri chiziglar fagat bitta nugtada kesishadi
Shunday qilib, AC va BD diagonallar kesishadi. Teorema isbotlandi

2- §. Parallelogram™

Ta’rif. Qarama-qarshi tomonlari juft-juft parallel bo'lgan
to'rtburchak parallologramm deyiladi

Ta’rifga ko'ra ABCD parallelogramm bo'lsa, AB\\CD va
BC NAD (8.2-chizma).
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8.2- chizma 8.3~ chizma

ParaUelogrammning quyidagi alomatlari muhimdir.

1- teorema (birinchi alomat). Agar to'rtburchakning
garama-garshi tomonlari juft-juft o'zaro teng bo'lsa, bu
to'rtburchak parallelogrammdan iborat.

Teoremada ABCD to'rtburchak uchun AB = CD, BC =AD
(8.3-chizma) bo'lsa, AB\\CD va BC\\AD ekanligini isbotlash
talab gilinadi.

I sboti ABCD to'rtburchakning ACdiagonalini o'tkazamiz,
natijada to'rtburchak uchta tomoni bo'yicha o'zaro teng bo'lgan
ikkita AABCva AACD ga ajraladi, ya’ni AABC = AACD. Ma’lumki,
teng uchburchaklarda teng tomonlar garshisida teng burchaklar
yotadi, shuning uchun, /CAD - /BCA. Lekin bu burchaklar
AD va BC to'g'ri chizigning uchinchi AC to'g'ri chiziq bilan
kesishishi natijasida hosil gilingan. Demak, ular ichki
almashinuvchi burchaklardir, shu sababli, BC || AD. Ikkinchi
tomondan, /BAC =/ACD vaular AB va CD to'g'ri chiziglaming
AC kesuvchi bilan kesishishi natijasida hosil gilingan ichki
almashinuvchi burchaklardir. Bundan AB ||[CD ekanligi kelib
chigadi. Demak, ABC D — parallelogrammdir.

2-teorema (ikkinchi alomat). .igar to'rtburchakning ikkita
garama-garshi tomoni o'zaro teng va parallel bo'lsa, berilgan
to'rtburchak parallelogrammdir.

Isboti. Berilgan ABCD to'rt-

burchakda BC = AD va BC ||AD (8.4-
chizma) bo'lganda AB\\CD ekanli-
gini isbotlash talab qilinadi. To'rt-
burchakda AC diagonal o’tkazamiz. U
yaqtda ikkita parallel BC va AD to'g ri
chizigiami AC kesuvchi kesganda hosil
bo'lgan ichki almashinuvchi burchaklar



o'zaro tcngdir, ya’ni ZBCA =ZCAD
Shartga ko‘ra, BC = AD va AC
umumiy tomon bo'lganligidan
AABC = AACD bo'ladi va bunda
ZBAC =ZACD. Lekin bu burchak-
lar ikkita AB va CD to'g'ri chizigni
uchinchi AC kesuvchi kesib o'tganda
hosil gilingan ichki almashinuvchi burchakiardir. Shu sababli,
AB ||CD, demak, ABCD parallelogrammdan iborat.

Paralellogrammning xossalarini ko'rib chigamiz.

3- teorema. Parallelogrammda: a) garama-qarshi
burchaklar o‘zaro teng, b) garama-garshi tomonlar o'zaro
teng.

ABCD parallelogrammda ZA =ZC,ZB =zD, AB =CD,
BC =AD bo'lishini isbotlash talab qilinadi.

I sbot i. Panallclogrammning ta’rifiga ko'ra AB ||[CD, BC || AL
Unda AC diagonalni o‘tkazamiz (8.5- chizma). Natijada
ZBAC =ZACD va ZBCA =ZCAD bo'ladi.

Demak, bitta AC tomon va unga yopishgan ikkita teng
burchaklariga ko'ra, AABC = AADC bo'ladi. Bundan,

ZBAD =ZBAC +ZCAD =ZACD +ZBCA =ZBCD,

ZABC =180 -(ZBAC +Z BCA) =180° - (ZA CD +Z CAD)=ZADC

bo'ladi. Shunday qilib, biz parallelogrammning garama-qarshi
burchaklari o'zaro tengligini isbotladik.

Ma’lumki, teng ABC va ADC uchburchaklarda teng burchaklar
garshisida teng tomonlar yotadi. Shu sababli AB=CD va BC -AD =
ya’ni garama-qarshi tomonlarning ham o'zaro teng ekanligi
isbotlandi.

4- teorema. Parallelogrammning diagonallari kesishish
nugtasida teng ikkigi\ boTinadi.

ABCD parallelogrammda AC, BD diagonallar berilgan,
ACC\ BD =0 (8.6-chizma); AO - OC, BO - OD bo'lishini
isbotlash talab qilinadi.

| sboti ABCD parallelogramm bo'lganligidan, BC - Al
AB-CD, BC\\AD, AB\\CD. U holda BC va AD parallel to'g'ri
chiziglar va AC kesuvchi vositasida hosil bo'lgan ichki



barcha xossalariga ega. ABCD to'g'ri to'rtburchakning AC va BD
diagonallarini o'tkazamiz (8.10- chizma). Natijada hosil bo'lgan
ABD va ACD uchburchaklar to'g'ri burchakli bo'lib, ikkita katet
bo'yicha AABDMAACD. Demak, ularning gipotenuzalari ham
teng, AC= BD, ya’ni to'g'ri to'rtburchakning diagonallari o'zaro
tengdir.

Agar to'g'ri to'rtburchakda AD =a, AB-b tomonlar
(uzunliklari) ma’lum bo'lsa, uning yuzi

S=a-b

formula bo'yicha hisoblanadi.
Agar to'g'ri to'rtburchakda diagonallari uzunligi va ular
orasidagi burchak y ma’lum bo'lsa, uning yuzi

S =-d1sin?
2

formula bo'yicha hisoblanadi (8.10-chizma).

2- ta’rif. Barcha tomonlari o'zaro teng bo'lgan to'g'ri
to'rtburchak kvadrat deb aytiladi.

Ta’rifga ko'ra kvadrat parallelogramm, romb va to'g'ri
to'rtburchakning xossalariga ega:

1 Kvadratning diagonallari kesishish nuqgtasida teng ikkiga
bo'linadi (8.11- rasm): OA =0C, BO =0D.

2. Kvadratning diagonallari uning simmetriya o'qlaridir.

3. Kvadratning diagonallari o'zaro perpendikulardir.

Agar kvadratning AB= a tomoni yoki AC =d diagonali ma’lum
bo'lsa, kvadratning yuzi

S =alyoki S =~d*

formula bo'yicha hisoblanadi.



5- 8. Trapetsiya

Ta’rif. Ikkita tomoni o‘zaro
parallel bo’lib, golgan ikkita tomonj

B¢ o'zaro parallel bo'lImagan to'rtbur-
chak trapetsiya deyiladi.

Trapetsiyaning o'zaro parallel

At D ikki tomoni uning asoslari deyiladi.

8.12-chizma Qolgan ikkita tomoni uning yon

tomonlari deyiladi.

Trapetsiyaning qo'shni juft-juft uchlarini tutashtiruvchi
AC va BD kesmalar uning diagonallari deyiladi (8.12- chizma).

Trapetsiya yuqori asosimng ixtiyoriy K nuqtasidan AD pastki
asosga perpendikular ravishda o'tkazilgan KN kesma trapetsiyaning
balandligi deyiladi. Odatda, trapetsiyaning balandligi, yoki B
uchdan, yoki C uchdan o'tkaziladi.

Trapetsiya yon tomonlarining o'rtalari bo'lgan M va N
nuqtalami tutashtiruvchi MN kesma uning o'rta chizigf deyiladi
(8.13- chizma).

Yon tomonlari o'zaro teng bo'lgan trapetsiya tengyonli deyiladi

Agar trapesiyaning bitta yon tomoni uning asoslariga
perpendikular bo'lsa, u to'g'ri burchakli deyiladi. (8.14- chizma)

Bundan buyon ABCD trapetsiyaning asoslarini AD =a,
BC=Db bilan, yon tomonlarini AB =/,, CD =1I: bilan, balandligini
h bilan belgilaymiz.

l1-teorema. Trapetsiyaning o'rta chizig'i uning asoslariga
parallel va asoslari yig'indisining yarmiga teng.

M N — trapetsiyaning o'rta chizig'i, ya’ni MA =MBva DN - NC

bo'lsin, uholda MN j|AD va MN =A+3£BC bo’'lishini isbotlash

talab qilinadi. 1

| sboti. fl va yVnugtalardan BN to'g'ri chiziq o'tkazamiz
uni trapetsiya AD tomonining davomi bilan E nuqgtada kesishguncha
davom ettiramiz. Natijada ikkita BN C\a D N E uchburchakni hosil

8.13- chizma 8.14- chizma



8.15- chizma 8.16- chizma

gilamiz (8.15- chizma). Shartga ko'ra CN =ND, vcrtikal burchaklar
sifatida ZBNC =ZDNE bo'lganligidan hamda ikkita parallel
gC va £5£to'g'ri chizig va ularni CD to'g'ri chiziq bilan kesganda
nosi bo'lgan burchaklar sifatida ZBCN =ZN D E bo’lganligidan,
bBNC =&NDE. Uchburchaklaming tengligidan, BN =NE va
gC= DE bo'ladi.

Demak, MN kesma JIABE ning o'rta chizig'idir. Uchburchak

o'rta chizig'ining xossasiga ko'ra MN ||JAE va MN="AE

~:2~(AD +DE) :—Z(AD+BC). Teorema isbotlandi.

2- teorema Trapetsiyaning yuzi uning asoslari
yig'indisining yarmi bilan balandligining ko'paytmasiga teng.

Agar ABCD trapetsiyaning asoslari AD =a, BC =b, balandligi
CC, =AA, =A bo'lsa (8.16- chizma), trapetsiyaning yuzi

S =~-h
2

formula bo'yicha hisoblanishini isbotlash talab gilinadi.

Isboti. Trapetsiyaning A C diagonalini o'tkazamiz, natijada
trapetsiya ikkita, ACD va ABC uchburchakka ajraladi. A va C
nuqtalardan AA, 1 BC va CC, 1 AD balandliklar o'tkazamiz.
AD\\BC bo'lganligidan, CC, =AA, =A bo’'ladi. Shu sababli, ACD
va ABC uchburchaklaming yuzlari

Sracd ~ 2 an ~ bh

forinulalar bo'yicha hisoblanadi. Trapetsiyaning yuzi esa

~ Ni =i N =7-_N_
S ~Smecd + ya’ni S |2aA+2bh -t

bo'ladi. Teorema isbotlandi.



6- 8. To'rtburchakning yuzi

1- teorema. Qavariqg to'rtburchakning yuzi uni
diagonallari ko paytmasining yarmi bilan ular orasidagi burchak
sinusining ko'paytmasiga teng.

ABCD gavariq to'rtburchakda AC =dr BD =d: diagonallari
va ular orasidagi ZCOD =a burchak ma’lum bo'lsin. U holda to'rt-
burchakning yuzi

S =-d,d, sina
2 12

formula bo'yicha hisoblamshini isbotlash kerak.
| s b o ti. Qavarig ABCD to'rtburchakning AC, |
diagonallari (8.17-chizma) to‘rtburchakni to‘rtta AOB, BOC,
COD, AOD uchburchakkabo'ladi. Ma’lumki, ZAOB =ZCOD =a,
ZBOC =ZAOD =180*-a, u holda
BO s\na, S"~"BO-CO-sin (180°-a)=jBO CO-sin a,

Yoo =\CO OD sma, SWD="A0 OD sin(180° =g =

++A0 OD sina =+BO(A0O +0OC)sina +jOD(AO-bOC)sina =
=-BO- AC -sina +-OD- AC mina =-AC ®BO +0OD)sina =

=~AC sBD-sina
bo'ladi.

8.17- chizma 8.18- chizma



Shartga ko'ra AC =dr BD =d} boMganligidan talab gilingan
S = -rf,rfjSina

iriunosabatni olamiz.
Faraz qilaylik, a, b, c, d — to'rtburchakning tomonlari va

p= uning yarim perimetri boMsin.
2-teorema. Tomonlari a, b, ¢, d bo'lgan ABCD
to'rtburchakning yuzi

S= p-a)(p-b)(p-c)(p-d)-abedcosl

formula bo'yicha hisoblanadi.

| sboti. To'rtburchakning AC diagonalini o‘tkazamiz (8.18-
chizma). U holda to'rtburchakning yuzi uchun S= S~tc+ S~MK =
=i(o*sin ZB +cdsinzD) formula o'rinli boMadi. Bu ifodani ikkiga
kg'paytirib, kvadratga ko'taramiz:

45’ - a2*1sin2Z B +labedsinZBsinZD +ca2sin1ZzD =

=cfbl-a'b1lcos2ZB +ca2- c*d2cos2z D +labed sinz B sm Z D.

Bu yerdan

abZosZ B +cAZos ZD -adb2+cd JHabcd sinzBsinZD -4S2 (*)

Ikkinchi tomondan, kosinuslar teoremasiga ko'ra, AABC va
AACD lardan

ACl-al+b2-labcosZB =cr+dl-IlcdcoszZD
boMishini olamiz. Bundan

HabcosZB -cdcoszZD) =a2+bl-c2-d1
boMadi. Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga ko'taramiz:

A(aZ2c0s2ZB - labed cosZB cosZD +cAd2c0s2ZD) =
=<(@+b2-c2-d 1\
u holda (*) Ifodadan foydalansak,

4(a2 +cA: -452+2abedsinz Asinz O -labed cosZB cosz D) =
=(a2+b2-c2-d22



Bundan
165] - 4ab2+4e2 - (a2+b2-c2-d22+ bed(sin ZBsxn ZD
-c0sZBcosZD) =4aZ2+ s abed wicX2-(a2+bl-c2-d2)2-
-sabed -sabedcos(ZB +ZD) =4(ab +cd): - (a2+b2-c2-d2)]J -
-%abedcos(l +cos(zB +zZD» =(2ab +led - a2-b2+c* +d2)(2ab +

+2cd +a2+b2-c2-d2) - \6abcdcos2 =((c +8J -(a -AJ)X
X((a +MA 4c-rf)l)N6<7ftc/cos]™ y N =(2/>-2a)2">-2">)(2N>-.

-2c*)2/>- 2d)- Ibabedcos2/B * =16(p - a)(/>- b)(p-c)(p -d)~

Natijada

mw- J(p-°)(p-Db)(p- c)(p-<0-abcdcos)

formulani hosil gilamiz.

7- 8. Aylanaga ichki va tashqi chizilgan to‘rtburchaklar

Agar to'rtburchakning uchlari aylanada yotsa, u aylanaga
ichki chizilgan to'rtburchak deyiladi.

1- teorema. Aylanaga ichki chizilgan to'rtburchakning

garama-qarshi burchaklari yig'indisi 180* ga teng.
Isboti. ABCD to'rtburchak aylanaga ichki chizilgan bo'lsin
(8.19- chizma). U holda to'rtburchakning har bir burchagi aylanaga

ichki chizilgan bo'ladi va o‘zi tiralgan yoyning yarmi bilan
o'lchanadi:

ZAN-BCD, ZB =~ADC, ZC =7~b7d, ZD =)-ABC
U holda

ZA +ZC =3 BCIf+ 5 BAD =5(BCD +BAD) =2 360" =180’

ZB+Z7ZD= EADC +§ ABC ZE(ADC +ABC) =3 m860° =180".

Teorema isbotlandi.
n2

8.19- chizma 8.20- chizma

2- teorema (teskari teorema). Agar to'rtburchakning
garama-qarshi burchaklari yig'indisi 180° ga teng bo'lsa, bu
to'rtburchakka tashqgi aylana chizish mumkin.

Isboti. Hagigatan, agar ABCD to'rtburchakda (8.19-
chizma) ZA +ZC =180% zB +zD =180" tenghklar o‘rinli bo'l-
sa, ZA +ZB +ZC +ZD =180* +180° =360", ya’'ni aylana katta-
ligini beradi

3- teorema. Aylanaga tashgi chizilgan to'rtburchakning
garama-qgarshi tomonlari uzunliklari yig'indilari o'zaro teng.

Isboti. ABCD to'rtburchakka aylana ichki chizilgan bo'lsin
(8.20- chizma). Aylananing to'rtburchak tomonlari bilan urinish
nuqtalarini ketma-ket K, M, N, P lar bilan belgilaymiz. Bitta
nugtadan o'tkazilgan urinmalaming kesmalari teng bo'lganligidan,
AK =AP, BK=BM, CM =CN, DN =DP bo'ladi. Endi garama-
garshi tomonlaming uzunliklari yig'indisini garaymiz:

AB+CD= AK +KB+CN +ND =AP+ BM +CM +DP= AD+ BC.

Teorema isbotlandi.

4- teorema. Aylanaga ichki chizilgan to'rtburchak
diagonallari uzunliklarining nisbati diagonallar uchida
tutashadigan tomonlar uzunliklari ko'paytmasi yig'indilarining
nisbati kabi bo'ladi.

Isboti. ABCD ichki chizilgan to'rtburchak bo'lib, uning
diagonallari O nuqtada kesishsin (8.21-chizma). Ravshanki,
&OAD™ AOBC, chunki vertikal burchaklar sifatida ZOAD”~ZBOC

hamda ZDAO =ZOBC =2~DC. U holda o'xshash uchburchak-
. OA AD OD D e, OA OB
larda OB~~Bc’ oC munosaballardan

ocC oD

tengliklarni yozish mumkin
BC CD AD CD



8.21- chizma 2.22- chizma

Bundan tashqgari, AOAB ~ bODC bo’'lishi yuqoridagiga
o0‘xshash isbotlanadi. Bundan

o /M QA QD
OD~CD Va AB AD ~ AD CD

tengliklami olamiz. Olingan munosabatlami tagqoslab,

OA OB PC oD
% B AD ~AB BC ~BC®D AD CD %

kabi yozish mumkin. Endi birinchi va uchinchi nisbatlar dastlabki
hadlari yig‘indisining kcyingilari yig‘indisiga nisbatini tuzamiz,
ikkinchi va to'rtinchi nisbatlar bilan ham xuddi shunday amallar
bajarib, talab gilingan

AC BD
AB AD+BC CD ~ AB BC +AD CD

ifodani hosil gilamiz. Teorema isbotlandi.

5- teorema (Ptolemey). Aylanaga ichki chizilga
to'rtburchak diagonallarining ko'paytmasi to'rtburchak garama-
garshi tomonlari ko'paytmalariyig'indisiga teng (8.22 -chizma):

AC BD =AD BC +AB CD *)

| s b o ti. To'rtburchakning A uchidan AK numi shunde
o'tkazamizki, ZBAK =2CAD bo'lsin, bunda K nuqta AK
nurmng to'rtburchak aD diagonali bilan kesishish nuqtasi. Ikkita
S.BAK va S.CAD ni garaymiz. Yasashga ko'ra, zBAK =ZCAD va

ZABK =ZACD =-"AD. Demak, wular o'xshash, ya’'m

\ABK<*> bACD. O'xshash uchburchaklarda mos tomonlar nisbatini
tuzamiz:

144



Bundan
AC BK =AB CD 1)
bo'lishi kelib chigadi. *

Endi AAKD va AABC ni garaymiz. Utarda teng burchaklardan
hosil qilingan burchaklar sifatida, ZADK =ZABC,
ZBAC =ZDAK . Shu sababli, AAKD ™ AABC boMadi va ularning
mos tomonlari nisbatlari

— =~ va AC DK =AD BC 2
AD DK

kabi boMadi. (1) va (2) tengliklarni hadma-had qo'shamiz:
AC BBK +AC DK =AB CD +AD BC=>AC BD =AB CD +AD BC,

ya’'ni talab gilingan (*) tcnglikni olamiz.
1- natija. Aylanaga ichki chizilgan to‘'rtburchakning yuzi

S =J(p-a)(p -b)p-c)p -d)-abedcos3 P.

formula boyicha hisoblanadi.
2- natija. Aylanaga tashgi chizilgan to rtburchakning yuzi

S1—abedsin2 22—

formula boyicha hisoblanadi.

Masala yechish namunalari

I -masala . Parallelogrammning uchidan uningdiagonaliga
o'tkazilgan perpendikular diagonalni uzunliklari 6 va 15sm boMgan
kesmalarga boMadi. Agar parallelogramm tomonlarining ayirmasi
7 sm boMsa, parallelogrammning tomonlari va diagonallari topilsin.

Yechilishi. Shartgako‘ra, BK 1 AC, AK =6sm, KC =15
sm AD — AB =7sm (8.23-chizma). AD =a, AB =b, BK =h
belgilashlarni kiritamiz. To‘g‘ri burchakli AABK va gBKC lardan
Pifagor teoremasi bo'yicha quyidagi sistemani olamiz:

Al=Dbl-6J,
Al =0l] -15J.
a-b =7

FO— 1. Israilov, Z. Pashaycv



Bu sistema tenglamalarida h noma’lumni yo'qotib,

la2-225 =b2-36, a2-b2=189, \(a +bXa-b) =189,
[n-4 =7 a-b =7 a-b =7

7(0 +A) =189,, a+b=27,

a-b =7 a-6=%7
chizigli tcnglamalar sistemasini olamiz. Natijada parallelogrammning
tomonlari uchun 2a =34, 2b=20va 0=17, b= 10 giymatlarni

olamiz.
Parallelogramm diagonallari kvadratlarining yig'indisi uning
barcha tomonlari kvadratlarining yig‘indisiga teng:

AC2+BD2=2(AD2+AB2.
Bu munosabatdan,
BD2=2(172+102 —21 =2(289 +100) -144 =337, BD =JbTi
giymatlarni hosil gilamiz.
\Y Javob: 17, 10, 21, /33

2- masala. To'g'ri to'rtburchakning diagonali uning bur
chagini m : n kabi nisbatda bo'ladi. To'g'ri to'rtburchak perimetrining
uning diagonaliga nisbati topilsin.

Yechilishi. ABCD to'g'i to'rtburchakda AD- b, AB - n
bo'lsin. Unda AC diagonalni o'tkazamiz (8.24- chizma). U holda

burchak o'lchovini x bilan belgilasak, ZBAC =mx, zCAD =nx
deb yozish mumkin. Burchak o'lchovi x ni

nx +nx —90

. 90r .
t | dan t : =
englamadan topamiz: x f+n" Shuning uchun
nm
ZBAC = , ZCAD =
2m +5) 2m +n)
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/(C-d bo'lsa, to'g'ri burchakli AABC dan:
a=dcosZBAC, b-dsinsBAC

yoki
a =d cos b=tsin _""
2w e5)’ 2(m+1)

2(m +s:|)‘+ o 2(m#mn))
Bu tenglikning har ikki tomonini V2 ga ham ko'paytirib, ham
bo'lamiz:
Rcos—-"m__4 !gjp__m1t

1725 mam 127" S L -

m2j2 [« .1 COS=——T-—+sin-sin ———"m_;]_:
)

2m+s) 4 2(m
_ A\ >{m+n—2m) _
=2>/2cosf-——- %@OS Am +5)
_ n(m-n)
=2J1 cos LT )

yoki

£ =2nf2co s*"N.
E4 4 +5)

Javob: 22 o s .
41 +5)
3 masala .Romb penmctrining uning diagonallari yig'indisiga
nisbati k ga teng bo'lsa, rombning burchaklari topilsin.
Ycchilishi. Rombning tomoni AB =a, diagonallari
AC=dt, BD =d2 (8.25-chizma) bo'lsin. U holda p-Aa va

d*ﬁdj-: k. ZBAO =a deb belgilaymiz. To'g'n burchakli A/1OB dan

4- =acosa, ™~ =asina, < =2acosa, * =2asina
2 2 n
ekanligini olamiz. Ulardan foydalanib,
h ko'r ——— — — =Kk,
shartga ko'ra, ﬁacosa +2asina
sina +cosa Z%, K >0 tenglamani

olamiz. Oxirgi tenglamaning har ikki
tomonini kvadratga ko'taramiz: 8.25- chizma
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sin:a +2sinacosa +cosla =J/1-, sin2a :Q——:L sin2a =
K Ir

Shunday qilib, rombning burchaklari

2a =arcsin—Jf va n-2a =4 -arcsin -—

bunda k >/1 bo'ladi.

4-masala . Trapetsiyaning asosidagi o'tmas burchaklarning
bissektrisalari uning ikkinchi asosida kesishadi va 13, 15sm ga teng.
Agar trapetsiyaning balandligi 12 sm bo'lsa, uning tomonlari
topilsin.

Yechilishi. Shartga ko'ra BC || AD ekan (8.26- chizma),
ZCBK =ZAXB, ZBCK =ZCKD bo'ladi. AAKB da ZCBK =
-ZABK =ZAKB va shuning uchun AB =AK bo'ladi. 4CKD da
ZBCK =ZKCD =ZCDK va shuning uchun KC =KD bo'ladi.
Demak, KD =13 sm, AK= 15sm.U holda AD =AK + KD -
=15+ 13 =28 sm. Trapetsiyaning fiva C uchlaridan BF \a CE
balandliklami o'tkazamiz. Natijada hosil qgilingan to'g'ri burchakli
OBFK va OKCE lardan: FE= FK + KE= 9+ 5=14sm. U holda
AF= 15— 9 =6 sm. Endi trapetsiyaning tomonlarini topamiz:

AB2=AF2+BE1=62+12] =144+36 =180, AB =VISO =6/

Javob: 26, 14, 64/5 sm

5- masSa la . Trapetsiyaning asoslaridan biri 7 sm. Trapetsiyac
ichki chizilgan aylana uning yon tomonlaridan birini 4 va 9 sm
uzunlikdagi kesmalarga bo'ladi. Trapetsiyaning yuzi hisoblansin.

8 26- chizma 8.27- chizma
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V echilishi. Shartgako'ra BC =7sm, BP= 4sm, AP ~9sm
IS 27- chizma). BC, CD va AD tomonlarning aylana bilan urinish
nUqgtalarini mMos ravishda F, N, E bilan bclgilaymiz. Berilgan

ugtadan aylanaga o'tkazilgan urinmalarning xossasidan, BF=

* BPNA 4 sm, AE= AP= 9sm, CF=CN, DN=DE, CF~1-
~ 4 =3 sm bo'lishi kelib chigadi.

Endi DN =DE =x deb bclgilaymiz. U vaqgtda to'g'ri burchakli
bCRD dan Pifagor teoremasiga asosan,

CD1=CR1+/10-

yoki
(X +3)1=12* +(x - 3)1, x1+6X +9 =144 +x1-6X +9,

12x =144, x =12
Bundan trapetsiyaning pastki asosi
AD =AE +ED =9+12=21sm
bo'ladi. Nihoyat, trapetsiyaning yuzi

s =AD +BC BK 5 =2U9 12=Ig0
2 2
Javob: 180 sml

Tarixiy ma’lumotlar

To'rtburchaklar ulug' gqomusiy olim Abu Rayhon Beruniy
tomonidan batafsil garalgan. U to'rtburchaklami quyidagi turlarga
bo'ladi: kvadrat (murabbal, to'g'ri to'rtburchak (mustatil), romb
(muayyan), trapetsiya (muxarrif). Evklid kabi, Beruniy ham
parallelogrammni to'rtburchaklar soniga kiritmaydi va unralohida
garab chigadi.

Abu Ali Ibn Sino to'rtburchaklami garab chiqib, quyidagi
teoremalarni isbotlagan:

1 Agar to'rtburchaklarning garama-
garshi tomonlari parallel va teng bo'lsa,
uning diagonali to'rtburchakni teng bo'ladi.

2 Uchlari parallel to'g'ri chiziglarda
yotgan, gqarama-qgarshi tomonlari parallel
va umumiy asosga ega to'rtburchaklar bir
xil kattalikda bo'ladi.

G'iyosiddin Jamshid al-Koshiy
ABCD to'rtburchakning yuzini BD - BC.
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AD =DC hamda AC =a va BD =bdiagonallar o'zaro perpends..
bo'lgan holda hisoblagan.

AlJ-Koshiy yechimi quyidagicha: ABCD to'rtburchakning in
katta diagonali O kesishish nuqgtasida BO =bf, OD =b2 qistnlar
bo'lingan bo'lsin. U vaqgtda to'rtburchakning tomonlari a3

3

AB =BC =J j +bf, AD =DC =J-+~b*
kabi hisoblanadi. Berilgan ABCD to'rtburchakning yuzi uni tashk 1

qiluvchi shakllar AABC va AADC yuzlarining yig'indisi deh
qaraladi:

A ~ S laic "®WbITC>
lekin

s«mc=\ac BO, smjk= lac od

bo'lgani uchun,

m\W =\AC BO +1AC OD =i AC(BO +0OD),

Smcd =~af{b{+6j) va SUCD =

Al-Xorazmiy yuzni hisoblash formulasi S =-d,d2ni bilgan,
bunda, dt, dj — rombning diagonallari.

fSTHfI
f Takrorlash uchun savol va topshiriglar

1 Parallelogramm deb nimaga aytiladi?

2. To'g'ri to'rtburchak, kvadrat nima?

3. Romb deb nimaga aytiladi?

4. Trapetsiyaning ta’rifi berilsin.

5. To'rtburchakning diagonali deb nimaga aytiladi?

6. Qanday to‘rtburchaklaming diagonallari teng?

7. Qanday to'rtbu*chaklar simmetriya o'qlariga ega va ularning soni
nechta?

8. To'rtburchakning simmetriya markazi nima?
9. Parallclogramm diagonallarining xossalari.

10. Parallelogramm diagonallari va tomonlari orasidagi bog'lanishm
ifodalovchi tenglik yozilsin.

||. Qanday to rtburchaklarning diagonallari to'g’ri burchak ostida

kesishadi ’

12. Qanday to'rtburchakka ichki aylana chizish mumkin?

13. Qanday shartlarda to'rtburchakka ichki aylana chizish mumkin.’

14. Qanday shartlarda to'rtburchakka tashqi aylana chizish mumkin?

15. Trapetsiyaning o'rta chizig'i xossasi isbotlansin.

16. Trapetsiyaning diagonallari gachon o'zaro teng bo'ladi?

17. Parallelogrammning yuzi.

18. To'g'ri to'tburchak, kvadratning yuzi.

19 Rombning yuzi.

20. Trapetsiyaning yuzi ganday hisoblanadi?

21. Qavariq to'rtburchakning yuzi uning diagonali orgali ganday
ifodalanadi?

Mustagqil yechish uchun masalalar

AGURUH

1. To'g'ri to'rtburchakning bo'yi 32 sm, uning eni esa
bo'yidan 2 marta kichik. To'g'ri to'rtburchakning perimetri
topilsin. -

Javob: 96 sm.

2. To'g'ri to'rtburchakning tomonlari 3+2ava9+o0 bo'lsin. o

ning ganday giymatlarida to'g'ri to'rtburchak kvadratga aylanadi ?
Javob: 6.

3. Rombning diagonallari 12 va 16 sm. Rombning perimetri
topilsin.
Javob: 40 sm.

4. Kvadratning diagonali 12 sm bo'lsa, uning yuzi hisoblansin.
Javob: 72 smJ.

5. Rombning diagonali uning tomoni bilan 35 li burchak
tashkil giladi. Rombning burchaklari topilsin.

Javob: 70°% 110

6. Parallelogramtpning tomonlari 12 va 10 sm, uning yuzi

esa 60 sm3bo'lsa, parallelogrammning katta balandligi topilsin.
Javob: 6 sm.

7. Teng yonli trapetsiyaning asoslari 16 va 10sm, yon tomoni

esa 5 sm bo'lsa, trapetsiyaning yuzi hisoblansin.
Javob: 52 sml



B GURUH

8. Parallelogrammning katta tomoni 12 sm, parallel
ramm o'tkir burchagining bissektrisasi uning garama-qail '
tomonida 8 sm kesma kesib o'tadi. Parallelogrammning perim™ '
topilsin. n

Javob: 40 m

9. To'g'ri to'rtburchak tomonlari 8 va 12 sm. Agar uning har
bir tomoni 25% ga orttirilsa, to'g'ri to'rtburchakning yuzi ganday
o'zgaradi?

Javob: 54 sm2ga ortadi.

10 Agar kvadratning tomonlari 3 marta orttirilsa, uning wz
ganday o'zgaradi?
Javob: 9 marta ortadi.

11. Kvadrat tomonlarining o'rtalari tutashtirilgan. Berilgan
va yangi hosil gilingan to'rtburchaklar yuzlarining nisbati
topilsin.

Javob: 2

12. O'tkir burchagi 30° bo'lgan rombga yuzi Q ga teng bo'lgan
doira ichki chizilgan. Rombning yuzi hisoblansin.

13. Rombning yuzi S, diagonallarining nisbati m:n kabi
bo'lsa, uning perimetri hisoblansin.

Javob: .IS—S m_2_+_r_1)
V m

14. Yuzi 1698 sm2bo'lgan doiraga to'g'ri to'rtburchak ichki
chizilgan. To'g'ri to'rtburchakning tomonlaridan biri 24 sm bo'lsa,
uning ikkinchi tomoni topilsin.

Javob: 10 sm

/ C GURUH

15. Teng yonli trapetsiyaning yon tomoni 15 sm, diagonali esa
yon tomonga perpendikular va 20 sm. Trapetsiyaning yuzi
hisoblansin.

Javob: 192 srrr



| 6. Teng yonli trapetsiyaning balandligi h bo'lib, diagonallari
gja o‘zaro perpendikular. Agar unga ichki aylana chizish mumkin
bo'lsa, trapetsiyaning o'rta chizig'i topilsin.

a4

17. ABCD parallelogrammning AD va CD tomonlarida mos
ravishda shunday K va M nugqtalar tanlanganki, DK: MC =1:1
Icabidir. Hosil bo'lgan ADKM yuzining BCDK to'rtburchakning
yuziga nisbati topilsin.

Javob: 15 kabi.

18. ABCD trapetsiyaning asosi /40 =16 m, O nuqta AC va BD
diagonallaming kesishish nuqtasi bo'lib, SMt0O: SsBOC=2 bo'lsin.
Agar trapetsiyaning balandligi A=12 m bo'lsa, uning yuzi
hisoblansin.

Javob: 126 mJ.

19. Teng yonli trapetsiyaga R radiusli aylana ichki chizilgan.
Agar trapetsiyaning yugori asosi uning balandligidan ikki marta
kichik bo'lsa, trapetsiyaning yuzi hisoblansin.

Javob: BR2

20. ABCD rombda AB -2 sm, zA =60° bo'lsin. AB tomonni
diametr qilib doira yasalgan. Rombning ana shu doiradan
tashgaridagi gismining yuzi hisoblansin.

Javob:



IX BOB KO‘PBURCHAKLAR

I- 8. Asosiy ta’riflar va xossalar

1- la ’rif. Binning uchi ikkinchisinir
oxiri bilan kctma-kct tutashtirilgan ad
BC, CD, DE, EF kesmalardan tuzi|gan
shakl ABCDEF siniq chizig deyiladi (9.].

chizma).
) Bunda A, B, C, D, E, “nuqtalar siniq
9.1~ chizma chizigning uchlari, AB, BC, CD, DE, EF

kesmalar uning bo'ginlari, A va F nuqtalar
csa siniq chizigning oxirlari deyiladi.

Agar siniq chizigning hech ganday uchta nugtasi to‘g‘ri
chizigda yotmasa va uning hech ganday bo‘g‘inlari ichki nuqgtalarda
kesishmasa, u sodda siniq chiziq deyiladi (9.2- a chizma).

Sinig.chizigning bo‘g‘inlari uzunliklarining yig‘indisi uning
perimetri deyiladi. Ravshanki, ABCDE siniq chizigning peri-
metri uning oxirlari orasidagi AE masofadan kichik emas (9.3-
chizma).

Hagiqgatan, sinig chizigning bitta uchini uning qarshisidagi
bo'g'inlari bilan tutashtirib, AABC, AACD va pADE ni hosil
gilamiz. Bu uchburchaklarning har biri uchun uchburchak
tengsizligini go'llab, AB + BC >AC, AG+CD> AD, AD+ DE >AE
munosabatlami olamiz. Hosil bo'lgan tengsizliklar bir tipli
boMganligidan, ularni hadma-had qo'shish mumkin:

AB +BC +AC +CD +AD + DE >AC +AD + AE.
O'xshash hadlarni ixchamlab, talab gilingan

D

b) d)

a)
9.2- chizma



AB +BC +CD +DE >AE D

tdgsizlikni hosil gilamiz
Agar siniq chizigning oxirlari g

ustma-ust tushsa, u yopiqg siniq chizig E
deyiladi.
2-ta’rif. Tekislikningsodda yopiq
siniq chizig bilan chegaralangan gismi \ |
lcopburchak deyiladi.
Siniq chizigning uchlari va bo*- 93 ch'zma

g‘inlari mos ravishda, ko‘pburchakning

uchlari va tomonlari deyiladi. Tomonlari soni eng kam bo’lgan
ko'pburchak uchburchakdan iborat. Ko'pburchakning nomi uning
tomonlari soniga bog'liq ravishda aytiladi.

3-1a’rif =Ko'pburchakning bitta tomonida yotmagan ikkita
uchini tutashtiruvchi kesma uning diagonali deyiladi.

Uchburchakning diagonallari yo'q, to'rtburchak esa ikkita
diagonalga ega.

4- ta’rif. Ko'pburchak barcha tomonlari uzunliklarining
yig'indisi unmg perimetri deyiladi.

Har qanday ko'pburchak tekislikni ikki gismga bo'ladi:
ko'pburchak tomonlari bilan chegaralangan gism ko'pburchakning
ichki sohasi, ko'pburchakdan tashgarida yotgan gism uning tashqi
sohasidir.

Bizga ABCDE ko'pburchak berilgan bo'lsin. Uning
tomonlaridan istalgan bittasini, masalan, BC ni davom ettiramiz
(9.4- a chizma). Agar ko'pburchak shu BC to'g'ri chizigning bir
tomonida yotsa, u gavariq ko'pburchak deyiladi.

Qavariq ko'pburchakda uning ichki sohasidagi istalgan ikkita
M va N nugtani tutashtiruvchi MN kesma shu sohada to'lig
yotadi (9.4- b chizma). 9.5 chizmadagi ko'pburchakda esa uning
ichki Pva Q nuqtalarini tutashtiruvchi PQ kesma ko'pburchakning

Cc

b
0) 9 4- chizma )



9.5- chizma

ichlc) sohasida ham, tashgi sohasida ham, ywati. onu saoabli j
B C DX X gavariq bo'Imagan ko'pburchak deyiladi. Agar, masalan,
gava. rQbo‘lmagan A, C, Z3£, ko‘pburchakning C, Dxtomonin,
davc*m cttirsak, n C,Z), to‘g‘ri chizigdan turli tomonlarda
joyla shgan ikkita ko‘pburchakka ajraladi.

| -teorema. Qavarig n burchak ichki burchaklarinin/>
yig4r=*disi 180" (n - 2) ga teng.

I sboti. Faraz gilaylik, AtA2.. Atgavarig n burchak berilgan
bo'lsin. Uning uchlaridan birini, masalan, A, nugtani golgan uchlari
bilan t.utashtiramiz va uchburchaklar hosil gilamiz (9.6- chizma).
Hosil gilingan AtA2A™Ma AxAs/1 Aa uchburchaklaming har biri
beril™an ko'pburchakning ikkitadan tomoni orgali ifodalansa,
golga tn uchburchaklaming har biriga ko'pburchakning bitta tomoui
kirad*» xolos. Shuning uchun hosil gilingan uchburchaklaming
soni M —2ta bo'ladi. Uchburchak ichki burchaklarining yig'indisi
180° ga tcng bo‘lganligidan, qavariqg s burchak ichki

burcfraklarining yig'indisi 180°(n- 2) ga teng bo'ladi. Teorema
isbotlE*ndi.

2- §. Muntazam ko'pburchaklar

5- ta’rif. Agar qavarig ko'pburchakning: a) barcha
tom orilarii; p)* barcha ichki burchaklari o'zaro teng bo'lsa, u
muntazam ko 'ghvindine Hadli.

AV ¥ H .«

Yuqorigg, ko‘pburchak ichki burchaklarning yig'indisi 180°

(n-2) ga leng -ekanligini isbotladik. Unda muntazam
ko'pburchakning iciyci burchagi

180"(n - 2)
n

ga teng bo'lishi kelib chigadi, bunda g —

L h ko'pburchak tomon-
larining soni.

2- teorema Muntazam n
Ifgrchakka ichki aylana chizish mumkin
va uning atrofida tashqi aylana chizish
ham mumkin.

Isboti Bizga AMAy. A' muntazam
ko'pburchak berilgan bo'lsin. Ko'pbur-
chakning ikki go'shni Axva A2 uchlaridan
ko'pburchak ichki burchaklarining bissek-
trisalarini o'tkazamiz (9.7- chizma). Ular
0 nuqtada kesishgan bo’lsin. Agar

ko'pburchakning ichki burchagi a ga teng bo'lsa, z OAXA2=

9.7- chizma

=/AtAD = Z.OAZA5 | bo'ladi, bundan AOAXA2 ning teng

yonli ekanligi kelib chigadi va demak, OAt=0Ay Endi O nuqtani
A, uch bilan tutashtiramiz. Natijada hosil gilingan AOAtA2va
AOAZ\, ikkitadan tomonlari va-ular orasidagi burchagi bo'yicha
o'zaro teng bo'ladi: OA2—umumiy tomon, A,A2-/1}A} va

zAtA}0 = /. OAA}=" . Bundan OA,= OA2bo'lishi kelib chigadi.

Demak, \OA2Ayteng yonli va /AXA2D =Z. OAAr= ya’'ni 0/4,

kesma ichki burchakning bissektrisasidir. Keyingi ketma-ket

OAjA4,0A4},...,0OANAMuchburchaklaming ham teng yonli

bo'lishi yuqoridagiga o'xshash isbotlanadi va OA=0AZ2=...=0OAm
bo'lishi kelib chigadi. Shunday qilib, ko'pburchaklarning A,,

A2...,Aiiuchlari O nuqgtadan bir xil uzoglikda joylashgan ekan,

ya’ni O nuqgta AA2..Aa ko'pburchakka tashqi chizilgan aylananing

markazidan iborat.

Modomiki,AOy4 ,~2=A0/12/4=A0/"ii_J/4ickan,
uchburchaklaming balandliklari ham o'zaro teng bo'ladi,
demak,BvB2...,Bunuqtalar O nuqtadan bir xil uzoqglikda
joylashgan va O nugta bcrilgan muntazam AxAr ..Aw, ko'pburchakka
ichki chizilgan aylananing markazi bo'ladi. Teorema isbotlandi.

3- 8. Muntazam ko‘pburchaklarning tomonini topish

6- ta’rif.Muntazam ko'pburchakka ichki chizilgan
aylananing radiusi ko'pburchakning apofemasi deyiladi.

Endi muntazam ko'pburchak tomonlari uzunliklarini unga
tashqi va ichki chizilgan aylana radiuslari orqali ifodalash
formulalarini keltirib chigaramiz.



Faraz gilaylik, AB =aa muntazam ko'pburchakning tomonj
R—unga tashgi chizilgan aylananing radiusi,r — ko'pburchakka
ichki chizilgan aylananing radiusi bo'lsin (9.8- chizma). OD x ab
o'tkazamiz, uvaqtda OD =r bo'lib, OA= OB=R vaZAOB= -

A ’
1& - - -
ZAOD :—ﬁ—.,ﬂ,Oﬂﬂ —teng yonlidir, chunki OA=0B - g,

180
ZAOD =ABOD = To‘g4ri burchakli JAOD dan AD *

=R lsm—?‘— va AD =r tg—ﬁ— ifodani yozamiz. Modomiki,

AB=2AD ekan, muntazam ko'pburchak tomoni uzunligi uchun
Rva r radiuslar orgali ifodalangan

. 180 180
a_=2R -sm—ﬁ—) va a,=2rtg—ﬁ—

formulalarga ega bo'lamiz.

Xususiy holda ko'pburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi
orqali

a) muntazam uchburchak tomoni uchun

n=3 a, =2R sin60* =24y =/N5;

b) muntazam to'rtburchak tomoni uchun

n=4, a,=2R sm450=2 .R_l: =RN"2;

: d) muntazam oltiburchak tomoni uchun

n =6, a6=2/1 <in 00 =2RL=R
2
formulalarni hosil gilamiz.
Shunga o'xshash, ko'pburchakka ichki
chizilgan aylana radiusi r orgali muntazam
uchburchakning tomoni

0, =r>/3
formula bo'yicha, muntazam to'rtbur-
<chakning tomoni

ad4=2r
formula bo'yicha, muntazam oltibur-
chakning tomoni esa

2r

formula bo'yicha hisoblanishini olamiz.
4- 8. Ko'pburchakning yuzi. 0 ‘xshash ko*pburchaklar

Qavariq ko'pburchakning yuzini, uni uchburchaklarga bo'lib
hisoblash mumkin. Agar ko'pburchak muntazam n burchak bo'lsa,
uning markazini uchlari bilan tutashtirib, n ta teng uchburchak
olamiz. 5,— bitta uchburchakning yuzi bo'lsa, ko'pburchakning
yuzi

S=n.St
formula bo'yicha hisoblanadi.

7-ta’rif. Agar ikkita ko'pburchakning: 1) mos burchaklari
teng; 2) o'xshash tomonlari proporsional bo'lsa, ular o'xshash
deyiladi.

3- teorema. O'xshash ko'pburchaklarning perimetrlari
ularning o'xshash tomonlari kabi nisbatda bo'ladi.

Il s boti Berilgan ABCDE va AIB,CID[EI o'xshash
ko'pburchaklarning ta’riflaridan (9.9- chizma):

AB BC Cbh DE EA
A5, B,C, C,Dt DIEI £A"

Proporsiyalarning xossalaridan, bizga bir necha teng nisbatlar
berilganda, barcha oldingi hadlar yig'indisining barcha keyingi
hadlar yig'indisiga nisbati oldingi biror hadning o'ziga mos keyingi
hadga nisbati kabi bo'ladi, ya’'ni

AB +BC +CD +DE +EA AB™  BC EA
nga, fBX{.CzZ> +DtEl +EX ~ A * 4C, EXA
yoki perimetrlar uchun, mos ravishda,
p=AB+BC+CD+DE+EA;
b-W+BA+CA+DA+EA

hamda o'xshash tomonlar
euchun, mos ravishda,-

a,b. m; . < %
a&j» b. mj
belgilashlarni kiritib, talab
9 9- chizma

gilingan



Faraz giiaylik, AB =ammuntazam ko'pburchakning tomonj
R—unga tashqgi chizilgan aylananing radiusi,r — ko'pburchakka

ichki chizilgan aylananing radiusi boMsin (9.8-chizma). OD xab r

o'tkazamiz, u vaqtda OD =r bo'lib,OA= OB= R vaZAOB=".

180° n
ZAOD :——;]—.LI,OJ'IH —teng yonlidir, chunki OA=0B - g,
180°
ZAOD=2Z BOD:—7|—. To‘g‘ri burchakli JAOD dan AD =
80° 180°

=N sin—a— va AD =r \g—;— ifodani yozamiz. Modomiki,

AB - 2AD ekan, muntazam ko'pburchak tomoni uzunligi uchun
R va r radiuslar orqgali ifodalangan
a =2R esin--- va a =2r tg---
" n * n
formulalaiga ega boMamiz.

>I§ususiy holda ko'pburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi
orqali

a) muntazam uchburchak tomoni uchun

n=3 a, =2 sin60* =21y =J/3
b) muntazam to'rtburchak tomoni uchun

A
n =4, a, =2R win45° =2/>—

: d) muntazam oltiburchak tomoni uchun

n=6, at =2R-sin3W=2/1* =R

formulalarni hosil gilamiz.

Shunga o'xshash, ko'pburchakka ichki
chizilgan aylana radiusi r orqali muntazam
uchburchakning tomoni

o, =rJ3
formula bo‘yicha, muntazam to'rtbur-
«chakning tomoni

a, =2r
formula bo'yicha, muntazam oltibur-
chakning tomoni esa

2r
73
formula bo'yicha hisoblanishini olamiz.

4- §. Ko'pburchakning yuzi. O ‘xshash ko'pburehaklar

Qavariq ko'pburchakning yuzini, uni uchburchaklarga bo'lib
hisoblash mumkin. Agar ko'pburchak muntazam n burchak boMsa,
uning markazini uchlari bilan tutashtirib, n ta teng uchburchak
olamiz. St— bitta uchburchakning yuzi bo'lsa, ko'pburchakning
yuzi

S=n.St
formula bo'yicha hisoblanadi.

7-ta’rif. Agar ikkita ko'pburchakning: 1) mos burchaklari
teng; 2) o'xshash tomonlari proporsional bo'lsa, ular o'xshash
deyiladi.

3- teorema. O'xshash kopburchaklarning perimetrlari
ularning o'xshash tomonlari kabi nisbatda bo'ladi.

| s b o ti. Berilgan ABCDE va AIBtCIDIEI o'xshash
ko'pburchaklarning ta’riflaridan (9.9- chizma):

AB BC CD DE EA
5C, CZz= 2)£, £,

Proporsiyalarning xossalaridan, bizga bir necha teng nisbatlar
berilganda, barcha oldingi hadlar yig'indisining barcha keyingi
hadlar yig'indisiga nisbati oldingi biror hadning o'ziga mos keyingi
hadga nisbati kabi bo'ladi, ya’ni

AB +BC +CD +DE +EA AB BC EA
AB, tBCt»CD, +D,E, +E,\ A5, SC, =

yoki perimetrlar uchun, mos ravishda,
p=AB+BC+CD+DE+EA;

p{=AB, +4,C, +C./),+/>£ +£[ c
hamda o'xshash tomonlar
uchun, mos ravishda,- B
a,b...., m\
ar br m,
bclgilashlarni Kiritib, talab
gilingan

159
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N ai bx Tl
munosabatlami hosil gilamiz.
0 ‘xsMash ko'pburchaklarning o'xshash tomonlari nisbati
bu ko'pburchaklarning o %shashlik koeffitsienti deyiladi va

b, Pi

kabi belgtlanadi, bunda a va o,—o'xshash tomonlar, p va p~
ko'pburchaklarning perimetrlaridir.

4- te orcma., 0 xshash ko'pburchaklarni bir xil sondagi
o'xshash va bir xiljoylashgan uchburchaklarga ajratish mumkin.

1s b o ti Bizga ikkita o'xshash ABCDE va AX8,CXD E:
ko'pburch ak bcrilgan bo'lsin. Ulardan birinchisi ABCDE ning
ichida ixtiyoriy O nugtani olib, uni ko'pburchakning A, B,C, D,
E wuchlari bilan tutashtiramiz. Buning natijasida ko'pburchak
tomonlari soni gancha bo'lsa, shuncha uchburchakka ajraladi (9 10
-chizma). N, 5, C, D{E xko'pburchakning A>XEt tomonida ikkita:
Z 0,AEx= Z OAEva Z O{E,Ax Z DEA burchaklami yasaymiz. Rav-
shanki, OtE, MO,/4 =0, U holda yasashga ko'ra AAOE «»JAtOIEI.

Endi AABO va AAXBXO{ ning o'xshashligini isbotlaymiz.
Ko'pburchaklarning o'xshashligidan,

bo'lishi kelib chigadi. g/iOE ™ AA,0,E, bo’'lganligidan.
ZOAE =zO IAiE, va 9

AO AE
AR\ )
bo'ladi. (1) va (2) tengliklardan
T60



9.11-chizma

BA AO ) o
ZBAO =ZB,A,0, va munosabatlami hoeilgilamiz.

Demak, bABO ~ AOA0£,0,. Shunga o'xshash [ ™ aocaon
va h.k. larni ham isbotlash mumkin. Bunda, ravshanki, o'xshash
uchburchaklar bir xil joylashgan bo'ladi.
5 teorema. O'xshash ko'pburchaklarning yuzlari nisbati
ularning o'xshash tomonlari kvadratlarining nisbati kabidir.
Isboti. ABCDE vaA, BtC, DtE{ikkita o'xshash ko'pburchak
bo'lsin (9.11- chizma). Yuqorida isbotlangan teorcmmaga asosan ulami
bir xil sondagi va bir xil joylashgan o'xshash uchburchaklarga

ajratish mumkin.
Ko'pburchaklarni bo’lish natijasida hosil gilingan mos

uchburchaklar juftlari JAOB va ABOC va ABYOICI va
h.k.lami garab,

A
{_ 'I' SSBOC ( f
SbAOB., /LX\ ' SABOC,
deb yozish mumkin.Ko'pburchaklarning o'xshashligi ta’rifidan,

AB BC CD
/422, 5,C, CIDI

va shuning uchun

S&AOB  SABOC _ SACOD _
SAAOIBf  SABAC, S\C,0,[\

bundafi
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munosabatlami hosil gilamiz.

O'xslnash ko‘pburchaklarning o‘xshash tomonlari nisbati
bu ko'pburchaklarning o xshashlik koeffitsienti deyiladi va

kabi belgilanadi, bunda a va a,—o'xshash tomonlar, p va p~
ko'pburchaklarning perimctrlaridir.

4~ te orcma., 0 xshash ko'pburchaklarni bir xil sondagi

o'xshash va bir xiljoylashgan uchburchaklarga ajratish mumkin.

I sb o t i Bizga ikkita o‘xshash ABCDE va AIBICID EI
ko‘pburch ak berilgan bo‘lsin. Ulardan birinchisi ABCDE ning
ichida ixtiyoriy O nuqtani olib, uni ko'pburchakning A, B.C. D,
£ uchlari bilan tutashtiramiz. Buning natijasida ko'pburchak
tomonlari soni gancha bo'lsa, shuncha uchburchakka ajraladi (9 10
-chizma). N, BtC, D{Etko'pburchakning Ak, tomonida ikkita:

/ O{AIElI= Z. O AEva Z O {Ax=/_OEA burchaklarni yasaymiz. Rav-
shanki, O£ , MO, A, =0t U holda yasashga ko'ra & AOE ™ O040,£,.

Endi & ABO va AAIBIOI ning o'xshashligini isbotlaymiz.
Ko'pburchaklarning o'xshashligidan,

AB AE
ZBAE-Z BIAIEi va AB~ 2 (D

bo'lishi kelib chigadi. &JTOE <&A,0,E, bo'lganligidan.
ZOAE=/O"E, va #

AO AE
@)
bo'ladi. (1) va (2) tengliklardan
T6O



9.11- chizma

BA AO . o .
ZBAO =7B,A,0, va munosabatlami hosil gilamiz.

Demak, AABO ~ 0A40400,. Shunga O‘xshash &COD w ACA L4
va h.k. larni harn isbotlash mumkin. Bunda, ravshanki, o'xshash
uchburchaklar bir xil joylashgan bo‘ladi.
5- tcorema. 0 xshash ko'pburchaklarning yuzlari nisbati
ularning 0xshash tomonlari kvadratlarining nisbati kabidir.
Isboti. ABCDEvaA, B C, Dxh\ikkita o'xshash ko'pburchak
bo'lsin (9.11- chizma). Yuqgorida isbotlangan tcorcmaga asosan ulami
bir xil sondagi va bir Xxil joylashgan o'xshash uchburchaklarga

ajratish mumkin.
Ko'pburchaklarni bo'lish natijasida hosil gilingan mos

uchburchaklar juftlari AAOB va \AtOtBr ABOC va sByOXxCx va
h.k.lami garab,

S\AOB _ _fABY SsBOC ( BCV

SbA{OYB™  AB* uc,l
deb yozish mumkin.Ko'pburchaklarning o'xshashligi ta’rifidan,

AB  BC CD
AB\ BC, CA

va shuning uchun

bundafi

50A0B S&BOC _ S&COD _
SAAOIBf  S\BIOIC, S\QOonIx
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8 Qavariq ko'pburchakning yuzi ganday hisoblanadi?

9. Muntazam ko’pburchakning yuzi ganday hisoblanadi?

10 Muntazam ko‘pburchakning yuzini unga tashqi chizilgan aylara
radiusi orgali ifodalash.

11 Muntazam ko'pburchakning yuzini unga ichki chizilgan aylama
radiusi orgali ifodalash

12. Qanday ko'pburchaklar o’xshash deyiladi?

13 O'xshash ko'pburchaklarning perimetrlari va tomonlari orasidagi
bog'lanish.

J4. O'xshash ko'pburchaklarning yuzlari va tomonlari orasidagi
bog'lanish.

Mustaqil yechish uchun masalalar

A GURUH
1 Muntazam 12 burchakning ichki burchaklari yig'indi:
topilsin.
% Javob: 1800
2. Muntazam 10 burchakning har bir ichki burchagi nech
gradusga teng?
Javob: 142
3. Muntazam uchburchakning tomoni 9 sm. Uchburchakk

tashqgi chizilgan aylananing radiusi topilsin.
Javob: 3n/3" sm

4. To'g'ri burchakli uchburchakning katetlari 6 va 8 sm
Uchburchakka tashqi chizilgan aylananing radiusi topilsin.
Javob: 5sm

5. Muntazam oltiburchakka tashqi chizilgan aylananing radiusi
10 sm. Oltiburchakning pcrimetri topilsin.
Javob: 60 sm

6. Kvadratga tashqi chizilgan aylananing diametri 12V2 sm
bo'lsa, kvadratning yuz” hisoblansin.
Javob: 144 sm)

7. Aylananing uzunligi 16n. Aylanaga ichki chizilgan
kvadratning perimetri topilsin.

Javob: 32>/2.



B GURUH

8. Agar muntazam oltiburchakka tashqi chizilgan aylananing
radiusi R bo'lsa, uning diagonallari uzunliklari topilsin.

Javob: 2Rva Rsff.

9. Muntazam oltiburchakning parallel tomonlari orasidagi
masofa d ga teng. Oltiburchakning tomoni uzunligi topilsin.

favol: 9
3

10. Ichki burchagi 135°bo’'lgan muntazam ko'pburchakning

tomonlari soni topilsin.
Javob: 8ta.

11. Muntazam sakkizburchakning tomoni unga tashqi
chizilgan aylana radiusi R orgali ifodalansin.

Javob: Rsjl-1JlI.

12. Qavariq ko'pburchakning ichki burchaklari va bitta tashqi

burchagi yig'indisi 23;3( bo'lsa, ko'pburchakning tomonlari soni

topilsin.
Javob: 13ta.

13. Rombning tomoni 16 sm, o'tkir burchagi 30* bo;lsa,
unga ichki chizilgan aylana uzunligi topilsin.
Javob: 8n.

14. Muntazam uchburchakka tashqi chizilgan aylananing
radiusi 24 sm bo'lsa, uchburchakning yuzi hisoblansin.

Javob: 43273 snr

C GURUH

15. To'g'ri burchakli uchburchak katetlarining vyig'indisi
uning gipotenuzasidan 10 sm katta. Uchburchakka ichki chizil-
gan doiraning yuzi hisoblansin.

Javob: 251 sm*
i65



16. Aylananing radiusi R berilgan bo'lsa, unga ichki chizilgan
muntazam n burchakning yuzi hisoblansin.

Javob: ~-n-R*-sin”™L
2 n

17. Muntazam oltiburchakka R radiusli aylana tashqi chizilgan
va unga yana bitta aylana ichki chizilgan. Bu aylanalar hosil gilgan
halganing yuzi hisoblansin.

Javob: ~nR:

18. Aylanaga tomonlaridan biri aylananing radiusiga teng,
golgan tomonlari o‘zaro teng bo'lgan beshburchak ichki chizilgan.
Beshburchakning burchaklari topilsin.

Javob: 3taburchak 165* dan va 2tasi 112,5°
dan yoki 3ta burchak 165* dan va 2 tasi 22,5*dan.

19. Agar muntazam sakkizburchakka tashgi chizilgan
aylananing radiusi R bo'lsa, sakkiz burchakka ichki chizilgan
doiraning yuzi hisoblansin.

Javob: XR2
4

20. Radiusi 12 sm bo'lgan aylanaga muntazam oltiburchak
ichki chizilgan. Oltiburchakning tomonida kvadrat ichki chizilgan
va uning atrofida tashqi aylana chizilgan. Shu aylanaga tashqi chizilgan
muntazam uchburchakning yuzi hisoblansin.

Javob: 288s/3 sm!

21. Tomonlari 1bo'lgan ikkita teng kvadratlar bir-birining
ustida yotadi. Ulardan biri o‘zining simmetriya markazi atrofida
45°ga bunlganda hosil bo'lgan shaklning perimetri topilsin.

Javob: 8(2-72).

V ROB ~ SHAKLLARNI
]  ALMASHTIRISH

1- 8. Shakllaming harakati, umumiy xossalari

G~omctriyaning asosiy masalalaridan biri xossalari berilgan
shakllarni yasash hisoblanadi. Odatda, berilgan shaklga teng shakini
yoki unga o'xshash shakl yasash talab qgilinadi. Demak, magsad
berilgan shakllardan boshqalariga o‘tish qoidalarini berishdir.

Bizga biror F shakl berilgan bo'lsin. F shaklning har bir K
nuqgtasiga biror P nuqgta mos go'yiladi. F shaklning K nuqgtalariga
mos P nugqtalar to'plami f, shaklni hosil giladi.

Agar Fva F{ shakllaming nuqtalari orasida o'zaro bir giymatli
moslik o'matilgan bo'lsa, Fxshakl F shaklni almashtirish natijasida
hosil gilingan deyiladi, yoki Ft shakl berilgan almashtirishda F
shaklning aksi ham deyiladi.

Almashtirishlardan eng muhimlari — shakllaming barcha
geometrik xususiyatlarini, awalo, nuqtalar orasidagi masofalami,
burchaklami, yuzlami, kesmalarning parallelligini va h.k. saglovchi
almashtirishlar hisoblanadi.

1- ta’rif. F shaklni nuqgtalar orasidagi masofani saglagan

holda F{ shaklga almashtirish harakat (ko'chish) deyiladi.

Boshgacha aytganda, agar A’ va Y lar F shaklning nuqtalari,
X, va Yt nuqgtalar Fx shaklning ularga mos nuqtalari bo'lsa,
harakatda ular orasidagi masofalar teng bo'ladi:

XY = XXYr

Harakatda nuqtalar orasidagi masofalar saglanganligidan, ular
bilan aniglanadigan hamma xossalar saqlanishi kelib chigadi.
Harakatning asosiy xossalarini ko‘rib o'tamiz.

1-xossa . Harakatda bitta to'gri chizigda yotgan uchta nuqta
yana bitta to g'ri chizigda yotuvchi uchta nuqgtaga o ‘tadi. Agar bunda
B nugta A va C nuqtalar orasida yotsa, Bx nuqta A, va C,
nuqtalar orasida yotadi.

Isboti A, B, C'nuqgtalar bitta to'g'ri chizigda yotsin. U
holda ulardan biri qolgan ikkitasining orasida yotadi. B nuqgta A va
C nuqtalar orasida yotsin, ya’ni

AB+BC=AC
niunosabat bajarilsin.



10. 1-chizma

Harakatning ta’rifidan, A nuqtaga A, nuqta, B nuqtaga #
nugta va, nihoyat, C nuqgtaga C, nuqta mos qo'yilgan bo'lsin’
Harakatda masofalar o'’zgarmaganligidan,

AA -AB, AyYCx=AC va BICi =BC
bo'ladi va, demak,
AMBi +,C, =ACt

bajariladi. Oxirgi tenglik esa B x nuqtaning J1, va C, orasida yotishini
anglatadi.

2- xossa .AB kesmaning harakatida A va B nuqtalarga Atva
B) nuqtalar mos keladi.

I sboti 1-xossada isbotlanganiga o'xshash, harakatda AB
kesmaning ixtiyoriy X nuqtasiga AX8{ kesmaning X, nuqtasi mos
kelishi va bunda nuqtalarning tartibi saglanishiga ishonch hosil
qgilish mumkin. Shuningdek, harakatda A,B, kesmaning ixtiyoriy
Y, nuqtasiga AB kesmaning shunday Y nugtasi mos kelib, unda
A, yl=/4Ktenglikbajarilishini ko'rsatish mumkin. Demak, harakatda
AB kesma AiBl kesmaga o'tar ekan.

3- xossa Harakatda uchburchak yana uchburchakka o ‘tadi.

1sb o ti. Yugorida isbotlanganiga muvofiq, harakatda A nuqta
At nugtaga, BC kesma B, C{ kesmaga hamda AB va AC kesmalar,
mos ravishda, Ay va A,Ct kesmalarga o'tadi (10.1- chizma). AABC
ning A uchini BC tomonning ichki X nugtasi bilan tutashtiruvchi
kesmalar bilan to'ldiriladi. Isbot gilinganiga ko'ra, harakatda AX
kesma AtXt kesmaga o'tadi, bunda X, shu A,C, kesmaning ichki
nuqtasidan iborat. Barcha A, Xt kesmalar AAIBICI ni to'ldiradi
AAjBtC, berilgan harakatda AABC o'tgan uchburchakdir.

4- xossa . Harakatda burchaklarning kattaliklari saqlanadi

I sb oti. Burchak A nuqgtadan chiggan AB va AC nurlardan
hosil gilingan bo'lsin. Agar harakatda A, B, C nuqtalar, mos
ravishda, Ar Br C, nuqtalarga o'tsa, ZAtBtCt =ZABC ba'lishini
isbotlash talab qilinadi.
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Agar A, B, C nuqtalar bir to'g'ri chizigda yotmasa, mos
tomonlari o'zaro teng bo'lgan AABC va AABXCX lami olamiz,
ya'ni AABC =AAXB>Cy, demak, ularning mos burchaklari ham
o'zaro teng bo'ladi, ya’ni /B,A,C, =/BAC.

Agar A, B, C nuqtalar bitta to'g'ri chizigda yotsa, Av B[t
C nugqtalar ham (harakatda) bitta to'g'ri chiziqda yotadi. Agar A
nugta BC kesmada yotsa, Ay nuqta 5,C, kesmada yotadi va
/A =/A, =180 .

Agar A nuqta BC kesmaning davomida yotsa, A, nuqta ham
BICI kesmaning davomida yotadi va bu holda /B,A,C, =/BAC =0".

5- xossa. Ketma-ket bajarilgan ikkita harakat yana
harakatdan iborat bo ‘ladi.

Isboti. Birinchi harakat F shaklni f, shaklga, ikkinchi
harakat esa f, shaklni F2shaklga o'tkazsin, deb faraz gilamiz.
Bundan tashqari, birinchi harakatda F shaklning K nuqtasi Fx
shaklning Kx nuqgtasiga, ikkinchi harakatda esa Fy shaklning Kt
nuqgtasi F} shaklning K2 nuqgtasiga o'tsin. Harakatda KK Xva KX 2
masofalar saglanganligidan, KK2 masofa ham saglanadi. Shunday
gilib, K nuqgtaning K2 nuqgtaga o'tishi ham harakat bo'ladi.

Harakatda K nuqgta Ktnuqgtaga o'tsin, deb faraz gilaylik. Kx
nuqgtani yana K nuqtaga o'tkazadigan harakat, boshlang'ich
harakatga teskari harakat deyiladi.

6-X0ssa . Harakatga teskari harakatyana harakatdan iborat.

Isboti. Harakat nuqtalar orasidagi masofalarni saglab,
turli nuqtalarni turli nuqgtalarga o'tkazadi. Shu sababli, teskari
almashtirish mavjud bo'ladi. U, nuqtalar orasidagi masofalarni
saglaganligidan, yana harakatdan iborat.

2- 8. Parallel ko‘chirish

2- ta’rif. Agar almashtirish bajarilganda nugqtalar parallel
to'g'ri chiziglar bo'yicha o'zgarmas masofaga siljisa, bunday
almashtirish parallel ko 'chirish deyiladi.

Parallel ko'chirishda /"shaklning M va N nuqtalari F{shaklning

va W, nugtalariga o'tsin. U holda A/A/, va NN, to'g'ri chiziglar
kesmalari o'zaro tengdir (10.2-chizma).

Tekislikda xOy to'g'ri burchakli koordinatalar sistcmasi
Vasalgan bo'lsin. M nuqgtaning koordinatalarini (x; y), JV,
nUqgtaning koordinatalarini (jc,; y,) orqali belgilaymiz. U holda
Parallel ko'chirish
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N
10.2- chizma 10 3- chizma

IX, =x +a,
\y, =y +b Q)
formulalar orqali ifodalanadi, bunda a, b — o'zgarmas sonlar

Haqgigatan, agar N(xO, yO nuqta parallel ko'chirishda A
nugtaga o‘tsa, iV, nuqtaning koordinatalari

fxl=Xo+a, %
[y'=y* +b
bo'ladi. Endi MN va JI/,iV, kesmalaming uzunliklarini-taggoslaymiz:
MN =J(xo0-x)2+(yo-y)2,
MXNt=J(x"-xX)+Y -Vy,)2=sjx0-xy +(y0-y)2,

ya’ni MN =M ,N, boMadi.

Shunday qilib, (1) formulalar nuqgtalar orasidagi masofani
saglar ekan.

Endi MM ,N,N to'rtburchak MN, va NM, diagonallarining
o'rtalarini topamiz (10.3- chizma). Ularning ikkalasi ham bir

| enOaysy sy .
xil | j ’ 2-—-J koordinatalarga ega bo'ladi. Demak,
MM, NtN to'rtburchak parallelogrammdan iborat va MM \\N,N =
ya’ni (1) formulalar hagigatan ham parallel ko'chirishni aniqglaydi

Parallel ko'chirishning quyidagi xossalarini e’tirof etisli
foydadan xoli bo'Imaydi.

I- xossa. A(x{,y, va B(x}, y2 nuqtalar ganday bo'lishid
gatiy nazar A nuqta B nuqtaga o 'tadtgan vagona parallel ko ‘chmsh
mavjud.
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2- xossa . lkkita ketma-ket parallel ko ‘chirish yangi parallel

lco‘chirishni beradi.
3- xossa. Parallel ko thirishga teskari almashtirish parallel
/o‘chirishdan iborat.

3- 8. Burish

3- ta’rif O nuqta atrofida a
burchakka burish deb, unda O
go‘zg‘almas ravishda qolib, O nugtadan
chigadigan har bir nur a burchakka
buriladigan harakatga aytiladi.

OK numing K nugtasi (10.4-
chizma) a burchakka burishda
shunday K' nuqgtaga o‘tadiki, unda

OK'= OK

munosabat bajariladi. O nuqgtani to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasining boshi deb ohb, quyidagi teoremani isbotlaymiz.
1-teorema. Berilgan K(x, y) nugtani koordinatalari
X' =xcosa sin a,
y' =Xxsina +j'cosa
ko‘rinishda berilgan K'(x', y') nuqtaga o ‘tkazadigan
almashtirish a burchakka burishdan iborat.
1 s b o t i. Bu almashtirishda nuqgtalar orasidagi masofa
o'zgarmas, awalgi holida golishini ko'rsatish zarur. F shaklning
ikkita A((xIf y,) va Kj(xv y2 nuqtalarini olamiz. Bu nuqtalar,

mos ravishda, K't(x[, y[) \a Kj(x'}, > nugtalarga o'tgan boMsin.
Mos nuqtalar orasidagi masofalarni aniglaymiz:

I*IKZ =(X! _le +(y} _y1)71

ik § = (X;-x;y+(¥;- Yy,

ya’ni K[K\ =K,K2 Shunday qilib, burish harakatdan iborat va
shu sababli, u harakatning barcha xossalariga ega.



4- §. Nugtaga nisbatan simmetriya

Aytaylik, F shakl va O nuqta bcrilgan bo'lsin. F shaklning har
bir nugtasiga yangi nuqtani quyidagi qoidalar bo'yicha mos
go'yamiz:

1 F shaklning A nuqgtasidan va bcrilgan 0 nugtadan to‘g'n
chiziq o'tkazamiz.

2. Shu to'g'ri chizigda A nugtadan ikkinchi tomonga OAt- Oa
kesmani joylashtiramiz (10.5-chizma).

Bu At nuqgta A nugtaga O nuqtaga nisbatan simmetrik nuqta,
O nugta simmetriya markazi deyiladi.

Berilgan ABCDE shaklning barcha nugtalariga O nugtaga
nisbatan simmetrik nuqtalarni yasab, AIBICIDIEI shaklni hosil
gilamiz. ABCDE va AtBICID=1 bir-biriga O nuqtaga nisbatan
simmetrik shakllar deyiladi.

M asalalar Agar a) AB kesma; b) ABCD to'g'ri
to'rtburchak; d)ABCD romb berilgan bo'lsa, ularga O nuqtaga
nisbatan simmetrik bo'lgan shakllar yasalsin (10.6- chizma)

Ko'rinib turibdiki, nugtaga nisbatan simmetriyada kesma
kesmaga, to'g'ri to'rtburchak to'g'ri to'rlburchakka, romb esa
rombga o'tar ekan.

B Cc

10.6- chizma
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5- §. To‘g*ri chizigga nisbatan simmetriya

Bizga AABC va /to'g'ri chiziq berilgan bo'lsin. Uchburchakning
A' B, C uchlaridan / to'g'ri chizigga AO,, BO2va CO,
perpendikularlar tushiramiz va har bir perpendikulaming davomida
0A ~0,A, 02B,=028, O0,C,=0tC kesmalarni joylashtiramiz
(10.7-chizma). Hosil qgilingan A,, B,, C, nuqtalar A, B, C
nugtalarga / to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik nuqtalar deyiladi.
Shunga o'xshash, [JABC ning golgan nuqtalariga / to'g'ri chizigga
nisbatan simmetrik bo'lgan nugqtalarni yasab, AABC ga /to'g'ri
chizigga nisbatan simmetrik AA,B,CX ni olamiz, | to'g'ri chiziq
simmetriya o gi deyiladi.

B C

10.8- chizma

F shaklga /to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik bo'lgan Fx
shakl yuqoridagiga o'xshash yasaladi. To'g'ri chizigga nisbatan
simmetriya almashtirishida kesma yana kesmaga, uchburchak yana
uchburchakka o'tadi va h.k. (10.8- chizma).

6- 8. Nugtaga nisbatan gomotetiya

Bizga ABCD parallelogramm va O nugqta berilgan bo'lsin (10.9-
rasm). Parallelogrammning A, B, C, D uchlarini O nugta bilan
tutashtiramiz. OA to'g'ri chizigning ikkinchi tomonida (yoki o'sha
tomonning o'zida) uzunligi OA, =2 mOA (yoki OA2=2 =0A)
bo'lgan OA, kesmani joylashtiramiz. Shunga o'xshash, B,(B7,
C.,(Cj), D,(D2 nuqgtalarni yasaymiz, ya’ni

OC,=0C2=2<0C, OB =0B2=2 0B,
ODt=0D2=2 OD.

Agar parallelogrammning barcha nuqtalari uchun o'xshash

nuqtalar yasalgan bo'lsa, ABCD va A,B,C,D, (A2B2C2D2 (buni



mustaqil yasang)) shakllar q
nuqtaga nisbatan gomotetj®
deyiladi. Bunda 2 soni gomotetiya
koeffitsienti, O nuqta esa
gomotetiya markazi deyiladi
Aytaylik, /shakl va O nugta
berilgan boMsin. F shaklning ixti-
yoriy P nuqgtasini olib, OP nurni
109- chizma o'tkazamiz va unda OP, =k- OP
kesmani joylashtiramiz, bunda «
— berilgan son. /shaklning qolgan barcha nugtalari uchun mos
nuqtalarni shunga o'xshash yasaymiz. U vaqtda /shakl va hosil
bo'lgan /, shakl gomotetik deyiladi.

/ shaklni /, shaklga, / sh aklning har bir P nuqgtasini OP
nurda yotuvchi va OPy=k mO JP shartni ganoatlantiruvchi P[
nugtaga o'tkazadigan almashtirish O nugtaga nisbatan gomotetiya
deyiladi.

Gomotetiya almashtirishida F shaklning P va M nuqtalari
orasidagi masofa marta o'zgaradi:

PM =A <PtM,.

Agar PM=k PIMt tenglik F va /, shakllarning barcha
nugtalari uchun o'rinli bo'lsa, F" va /, shakllar o’xshash, , k“ son
esa o'xshashhk koeffitsienti deyiladi.

Eslatib o'tamizki, agar SAB <2va OJ1.~C, larda:

1) mos burchaklar teng, ya’'ni /A =ZAt, ZB =1ZB,.

ZC =ZC,;
2) mos tomonlar proporsio nal, ya’ni

AB BC AC__ k

AtBt B,C, A,Ct

bo'lsa, ular o'xshash deyiladi.

Takrorlash uchun savof va topshiriglar

1 Bcrilgan F shaklni /, shaklga almashtirish deb nimaga aytiladi?
2 Qanday almashtirish harakat deyiladi?
3 Harakatning asosiy xossalarir»i ayting.
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4. Qanday almashtirish parallel ko'chirish deyiladi?

5. Parallel ko'chirish formulalari ganday yoziladi?

6. Qanday almashtirish a burchakka burish deyiladi?

7. Qanday nugtalar nugtaga nisbatan simmetrik deyiladi?

8 Qanday nugtalar to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik deyiladi?

9. Berilgan F shaklga berilgan O nugtaga nisbatan simmetrik Fx shakl
yasalsin

10. Benlgan F shaklga berilgan /to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik
Ft shakl yasalsin.

11 Qanday shakllar O nugtaga nisbatan gomotetik deyiladi (bo'ladi)?

12 Gomotetiya koeffitsienti deb nimaga aytiladi?

Mustaqil yechish uchun masalalar

AGURUH

1. Ava K nuqtalar berilgan. A nuqtaga K nuqgtaga nisbatan
simmetrik bo'lgan Ax nuqgta yasalsin.

2. AB kesma va /to'g'ri chiziq berilgan. AB kesmaga / to'g'ri
chizigga nisbatan simmetrik bo'lgan AX8 Xkesma yasalsin.

3. AB kesma va unda yotmagan K nugta berilgan. AB kesmani
parallel ko'chirish natijasida shunday kesmani yasash kerakki,
unda A nuqgta K nuqgtaga o'tsin.

4. /4(3; 5) va B(-2; 4) nuqtalar berilgan. A va B nugtalarga
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'lgan Ax va Bx
nuqtalarning koordinatalari topilsin.

5. /4(4; 0) nuqgta berilgan. Shu nuqtani soat mili harakatiga
garama-qarshi yo'nalishda 90* burchakka burishdan hosil bo'lgan
Ax nuqgtaning koordinatalari topilsin.

6. K(-2; 2) nugta berilgan. Shu nugtani soat mili harakatiga
garama-qarsht yo'nalishda 90* burchakka burishdan hosil bo'lgan
Kxnugtaning koordinatalari topilsin.

7. /4(-1; 2) va B(2; 6) nuqtalar berilgan. AB kesmani paral-
lel ko'chirish natijasida hosil bo'lgan A X kesmaning uzunligi
topilsin.



B GURUH

8. ABCD parallelogramm bcrilgan. Berilgan parallelograrnrrigg
D nugtaga nisbatan simmetrik bo'lgan shakl yasalsin.

9. O'gga nisbatan simmetrik ikkita shakl o'zaro teng bo'ladi
degan tasdiq o'rinlimi?

10. Ikkita o'zaro teng bo'lgan shakllar biror o'qga nisbatan
simmetrik bo'ladi, degan tasdiq o'rinlimi?

11. AB kesma va unda yotmaydigan P nuqgta berilgan. Agar
o'xshashlik koeffitsienti k = 2 bo'lsa, berilgan kesmaga o'xshash
(gomotetik) kesma yasalsin.

12. 1 to'g'ri chizig va ABCD romb berilgan bo'lib, AB */,
BC * I. ABCD rombga | to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik shald
yasalsin.

13. A(—3; 0), B(3; 4), C(l; 5) nuqtalar berilgan. OA, OB,
OC to'g'ri chiziglar soat mili harakatiga qarama-qgarshi yo'nalishda
30*C burchakka burilganda hosil bo’'lgan At, Br C, nuqtalarning
koordinatalari topilsin.

Javob: A y/33) . B\Fa>/3+4 4-Ts - 3
2 2
fs +V3 5/3-
G
14. Parallel ko'chirish natijasida =4(1; 2) nuqta J1(3; 5) nuqte

o'tadi. Parallel ko'chirishning a va b parametrlari topilsin.
Javob: a=2 6=3.

C GURUH

15. Parallel ko'chirishda A(—2; 1)-nuqta /4,(4; 3) nuqgtaga
o'tadi. B(2; 4) nugta ganday nuqtaga o'tishi aniglansin.
Javob: 5,(8; 6)

16. ABCD kvadrat o'zining markazi O nuqtada 45* ga burilgan.
Agar kvadratning tomoni 1 ga teng bo'lsa, hosil gilingan
yulduzsimon shaklning yuzi hisoblansin.

Javob: 4-27~2 kv. biri
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\ 17. AB kesma A nuqta atrofida 60’ ga burilganda AB{ kesmaga
akslantiriladi. Agar AB =a bo'lsa, BBt masofa topilsin.
Javob: a.

18. Ava B nuqtalar /to'g'ri chizigdan bir tomonda yotadi.
Shu to'g'ri chiziqda shunday K nuqtani topish kerakki, AK + KB
yig'indi eng kichik giymat gabul qgilsin.

Javob: 5

19. Tomonlari uzunliklari a =24, />=16, ¢ =20 bo'lgan

OAEC berilgan. Agar o'xshashlik koeffitsienti k =i bo'lsa, berilgan

uchburchakka o'xshash HOAIBICI ning tomonlari uzunliklari
topilsin.
Javob: o0,=6, bt=4, c, =5.

20. Parallelogrammning sjmmetriya markazi O(3; 2) va ikkita
B(-1; 2), C(4; 6) uchlari koordinatalari berilgan bo'lsa, uning
golgan uchlari koordinatalari topilsin.

Javob: 742, -2), D{1\ 2).

21. y4—2; 5), C(-4; -1) nuqtalar berilgan. A va B nugtalarga
ordinatalar o'qgiga nisbatan simmetrik bo'lgan Atva B, nuqtalar
yasalsin. Hosil bo'lgan ABBIAI shaklning yuzi hisoblansin.

Javob: 36.
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B GURUH .
I
8. ABCD parallelogramm bcrilgan. Bcrilgan parallelogramrngg
D nugtaga nisbatan simmetrik bo'lgan shakl yasalsin.

9. 0 ‘gqga nisbatan simmetrik ikkita shakl o'zaro teng bo'ladi
degan tasdiq o'rinlimi?

10. Ikkita o'zaro teng bo'lgan shakllar biror o'qga nisbatan
simmetrik bo'ladi, degan tasdiq o'rinlimi?

11. AB kesma va unda yotmaydigan P nuqta berilgan. Agar
o'xshashlik koeffitsienti k = 2 bo'lsa, berilgan kesmaga o'xshash
(gomotetik) kcsma yasalsin.

12. | to'g'ri chiziq va ABCD romb berilgan bo'lib, AB */,
BC * I. ABCD rombga /to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik shakl
yasalsin.

13. A(—3; 0), B(3; 4), 0(1; 5) nuqtalar berilgan. OA, OB,
OC to'g'ri chiziglar soat mili harakatiga garama-qgarshi yo'nalishda
30*C burchakka burilganda hosil bo'lgan A,, Br C, nuqgtalarning
koordinatalari topilsin.

Javob: , (- L (U *.4 = 2).

N ESt-Y3 sJ5-i)
n 2\ 2
14. Parallel ko'chirish natijasida /74(1; 2) nugta /4(3; 5) nuqtaga

o'tadi. Parallel ko'chirishning a va b parametrlari topilsin.
Javob: a=2, 3

C GURUH

15. Parallel ko'chirishda A(—2; 1)- nuqta >4,4; 3) nuqtaga
o'tadi. B(2; 4) nugta ganday nugtaga o'tishi aniglansin.
Javob: #,8; 6)

16. ABCD kvadrat o'zining markazi O nuqtada 45* ga burilgan.
Agar kvadratning tomoni 1 ga teng bo'lsa, hosil gilingan
yulduzsimon shaklning yuzi hisoblansin.

Javob: 4-272 kv.birl
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\ 17. AB kesma A nugta atrofida 60" ga burilganda ABt kesmaga
afcslantiriladi. Agar AB=a bo'lsa, BBt masofa topilsin.
Javob: a.

18. Ava B nuqtalar /to'g'ri chizigdan bir tomonda yotadi.
Shu to‘g‘ri chizigda shunday K nuqgtani topish kerakki, AK + KB
yig'indi eng kichik giymat gabul qilsin.

Javob: 5.

19. Tomonlari uzunliklari a =24, b= 16, ¢ =20 bo'lgan

&ABCberilgan. Agar o‘xshashlik koeffitsienti k =~ bo'lsa, berilgan

uchburchakka o‘xshash A/4,5,0, ning tomonlari uzunliklari
topilsin.
Javob: <=6, bt=4, c, =5

20. Parallelogrammning simmetriya markazi <93; 2) va ikkita
B(-1; 2), C(4; 6) uchlari koordinatalari berilgan bo'lsa, uning
golgan uchlari koordinatalari topilsin.

Javob: /42; -2), 2)(7; 2).

21. /4(-2; 5), C(-4; -1) nuqtalar berilgan. A va B nugtalarga
ordinatalar o'qiga nisbatan simmetrik bo'lgan Ayva B{ nuqtalar
yasalsin. Hosil bo'lgan ABBIAI shaklning yuzi hisoblansin.

Javob: 36.
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X1 BURs ° TEEIRTABALALH S

Shakllarni yasashga doir masalalar geometriya fanida mu him
rol o'ynaydi. Bunday masalalarni yechish tamoyillarini chuqurr(Kj
his etish uchun biz sodda masalalarni garab chigishdan boshla&hni
ma’qul topdik va bu bob materiallari, boshgqa boblardan farqij
o'laroq, paragraflaiga ajratiimagan holda berilmoqgda.

1 Kesmani teng ikkiga bo'lish. Berilgan
AB kesmani chizg'ich yordam jda
(bo'Imasdan) teng ikkiga bo'lish talab
A B gilinadi.
Yasash. Bu masalani yechish uchun
AB kesmaning yarmidan katta bo'lgan
radiusni tanlaymiz. So'ngra A va B nugqtalarni
11.1-chizma markaz qilib, tanlangan radiusli yoylarni
chizamiz, ular P va Q nuqtalarda kesish adi
(11.1- chizma). P va Q nugqtalardan PQ to'g'ri chiziq o'tkazamiz.
AB va PQ to'g'ri chiziglaming kesishish nuqtasi X'berilgan AB
kesmaning o'rtasi bo'ladi: AK=KB. (Buning isboti maktab
geometriya kursida ham keltirilgan.)

2. Berilgan burchakka teng burchak yasash. Z.BAC bcrilgan.
Unga teng bo'lgan ni yasash talab gilinadi (11.2- chizma).

Yasash. AC va /47, nurlar berilgan bo'lsin. Sirkulning
oyog'ini A nuqtaga qo'yib, ixtiyoriy radiusli BC yoyni chizamiz.
So'ngra, radiusni o'zgartirmasdan, sirkulning oyog'ini A, nuqtaga
qo'yib, N1,C, nurni C, nuqtada kesib o'tadigan yoyni chizamiz.

Sirkul yordamida C va B nugtalar orasidagi masofani
o'lchaymiz. Sirkul yoyilmasini o'zgartirmasdan, uning oyog'ini
C, nuqtaga go'yamiz vaC,£, yoyda B, nuqtani shunday
belgilaymizki, unda C,/?,= CZ?tcnglik o'rinli bo'lsin. Nihoyat, A, va

11.2- chizma



11.3- chizma

nuqtalardan ZB"MAiICy ning ikkinchi
tomonidan iborat bo‘lgan AX8{ nurni 11.4-chizma
O'tkazamiz. Bunda ZBIACI =ZBAC bo'ladi.

Bu burchaklarning tengligi AABC va AA, B,C, ning tengligidan kelib
chigadi (ular uchta tomonlari bo'yicha teng uchburchaklardir).

3. Berilgan burchakni teng ikkiga bo'lish. zHAC berilgan va
uni teng ikkiga bo'lish, boshgacha aytganda, burchakning
bissektrisasini yasash talab qilinadi.

Y asash . Sirkulning oyog'ini A nuqgtaga qo'yib, burchakning
tomonlarini C va B nuqtalarda kesib o'tadigan, ixtiyoriy radiusli
BC. yoyni chizamiz (11.3- chizma). So'ngra sirkulning oyog'ini B
nugtaga qo'yamiz. C va B nuqgtalar orasidagi masofaning yarmidan
kattaroq radiusni tanlab, BC yoyning har xil tomonlarida belgi
go'yamiz. Sirkul yoyilmasini o'zgartirmasdan (ya’ni radiusni
o'zgarmas qoldirib), uning oyog'ini B nugtaga qo'yamiz va belgini
shunday go'yamizki, har ikkala belgi ham D nuqgtada kesishsin.

Nihoyat, A vaD nugqtalarni tutashtirib, ZBAC ni teng ikkiga
bo'luvchi AD nurni, ya’ni bissektrisani hosil gilamiz.
Tekshirish. Hagigatan, Bwa C nuqtalarni D nuqta bilan

tutashtiramiz. U holda ikkita aABD va gACD hosil bo'ladi va ular
o'zaro teng, chunki AD — umumiy tomon, yasashga ko'ra
NIB=AC, BD= DC. Bundan zBAD =ZCAD ba'lishi kelib chigadi.
Demak, AD nur ZBAC ning bissektrisasidan iborat.

4. Berilgan nuqgtadan berilgan to‘g‘ri chiziqga perpendikular
tushirish. Masalada berilgan A nuqgtadan berilgan a to'g'ri chizigga
Perpendikular tushirish talab gilinadi (11.4- chizma).

Yasash. A nuqta berilgan a to'g'ri chizigda (uni BtB deb
bclgilaymiz) yotmasin. Sirkulning oyog'ini A nuqgtaga qo'yib, A
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nugtadan berilgan to'g'ri chiziggacha bo'lgan masofadan kattaroq
radiusli yoy chizamiz. Bu yoy berilgan a to'g'ri chiziq bilan ikkita
B, va B nuqgtada kesishadi. Sirkulning oyog'ini B nugtaga qo'yib. S4
kesmaning uzunligiga teng radiusli yoy chizamiz va berilgan B fi
to'g'ri chizigning har ikkala tomonlaridan ikkita belgilar go'yarrnz.
Radiusni o'zgartirmasdan, sirkulning oyog'ini B, nuqtaga
go'yamiz va yuqoridagi kabi berilgan to'g'ri chizigning har xil
tomonlarida ikkita belgilarni go'yamiz. Ravshanki, belgilar A va a
nuqtalarda kesishadi. So'ngra AA, to'g'ri chizigni o'tkazamiz va u
izlanayotgan perpendikular bo'ladi.
Tekshirish.Haqigatan, yasalishiga ko'ra AB, =AB,

AB, =AB, A,B, =A,B, A,B =AB. Demak, ABA,B, to'rtburchak
rombdan iborat. Rombning diagonallari (chizmada AAX va

BB, ) xossasidan ularning o'zaro perpendikular bo'lishi va 0
kesishish nuqgtasida teng ikkiga bo'linishi ma’lum. Demak, talab

gilingan AO _L BB, shart olinadi.

5. Berilgan uchta tomoni bo'yicha uchburchak yasasl
Uchburchakning uchta a, b, ¢ tomoni bcrilgan, uni yasash talab
qilinadi.

Yasash. Biror nur olib, uning B nuqgtasidan uzunligi a ga
teng.bo‘lgan BC kesmani, ya’ni BC =a kesmani qo'yamiz (11.5-
chizma). B nugtani markaz qilib, sirkul bilan c radiusli, C nuqgtani
markaz qilib esa b radiusli aylanalar chizamiz. Shu aylanalar
yoylarining kesishgan nuqtasi uchburchakning A nugtasidan
iborat bo'ladi. A nuqtani £ va C nugqtalar bilan tutashtirib, talab
gilingan AABC ni hosil gilamiz.

Tekshirish. Masala uchburchakning barcha tomonlari
uchun uchburchak tengsizligi bajarilgandagina yechimga ega bo'ladi

Yasashni SCtomonning har ikkala tomoni bo'ylab bajarish

ham mumkin, lekin bu holda ham AA,BC =AABC (11.5-chizma)

115- chizma



bo'lganligidan, ular har xil yechim hisoblanmaydi, ya’ni
uchburchak tengsizligi bajarilganda masala yagona yechimga ega
bo'ladi.

6. Bir tomoni va unga yopishgan burchaklari bo'yicha
uchburchak yasash. Uchburchakning a tomoni va ikkita, unga

yopishgan zZ? =p va /C =y burchaklari bcrilgan, uni yasash
talab gilinadi (11.6- chizma).

Yasash. Biror to'g'ri chizig olib, uning B nuqtasi-
dan uzunligi a gateng BC=a kesmani qo'yamiz. BC nurda uchi

B nugtada bo'lgan ZABC =p burchakni sirkul (yoki transportir)
yordamida yasaymiz. Shunga o'xshash, CB nurda uchi C nuqgtada
bolgan ZACB =y yasaymiz. Yasalgan ABva CA nurlar kesishib,

uchburchakning A uchini beradi.

Tekshirish. Uchi berilgan nuqtada bo'lib, berilgan
yo'nalishdagi burchakni yagona yo'l bilan yasash mumkin
bo'lganligidan, masala yagona yechimga ega bo'ladi.

7. lkkita tomoni va ular orasidagi burchagi bo'yicha
uchburchak yasash. Uchburchakning BA =c, BC= a tomonlari va
ular orasidagi p burchak berilgan. Bu uchburchakni yasash talab
gilinadi.

Yasash. Biror to'g'ri chizigga BA=c kesmani go'yamiz
(11.7- chizma). BC nurda sirkul yordamida uchi B nuqgtada bo'lgan

ZABC =p niyasaymiz. So'ngra, BC nurda BC =a kesmani qo'yamiz

va A nuqtani C nuqta bilan tutashtirib, talab gilingan gABC ni
olamiz.

8. Gipotenuzasi va kateti bo'yicha to'g'ri burchakli
uchburchak yasash. Uchburchakning c gipotenuzasi vaa kateti
berilgan, uni yasash talab qgilinadi.

Ya sash. 1-usul.C nugtada kesishuvchi ikkita o'zaro
perpendikular to'g'ri chiziq o'tkazamiz (11.8- a chizma). Ularning
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nugtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan masofadan kattaroq
radiusli yoy chizamiz. Bu yoy berilgan a to‘g‘ri chiziq bilan ikkita
va B nuqtada kesishadi. Sirkulning oyog'ini B nugtaga qo'yib, Ba
kesmaning uzunligiga teng radiusli yoy chizamiz va berilgan B B
to‘g‘ri chizigning har ikkala tomonlaridan ikkita belgilar qo‘yami'z
Radiusni o'zgartirmasdan, sirkulning oyog'ini Bt nugtaga
go'yamiz va yuqoridagi kabi berilgan to'g'ri chizigning har xil
tomonlarida ikkita belgilarni go'yamiz. Ravshanki, belgilar A va a
nugtalarda kesishadi. So'ngra AA, to'g'ri chizigni o'tkazamiz va u
izlanayotgan perpendikular bo'ladi.
Tekshirish.Haqigatan, yasalishiga ko'ra AB{=AB,
AB, =A,B,AB, =A,B,A,B =AB. Demak, ABA,B, to'rtburchak
rombdan iborat. Rombning diagonallari (chizmada AAX va

BB, ) xossasidan ularning o'zaro perpendikular bo'lishi va 0
kesishish nuqtasida teng ikkiga bo'linishi ma’lum. Demak, talab

gilingan AO 1 BB, shart olinadi.

5. Berilgan uchta tomoni bo'yicha uchburchak yasas
Uchburchakning uchta a, b, ¢ tomoni bcrilgan, uni yasash talab
qilinadi.

Yasash. Biror nur olib, uning B nuqtasidan uzunligi a ga
teng.bo’lgan BC kesmani, ya’ni BC =a kesmani qo'yamiz (11.5-
chizma). B nuqgtani markaz qgilib, sirkul bilan c radiusli, C nuqgtani
markaz qilib esa b radiusli aylanalar chizamiz. Shu aylanalar
yoylarining kesishgan nuqtasi uchburchakning A nugtasidan
iborat bo'ladi. A nuqtani B va C nuqtalar bilan tutashtirib, talab
gilingan pABC ni hosil gilamiz.

Tekshirish. Masala uchburchakning barcha tomonlari
uchun uchburchak tengsizligi bajarilgandagina yechimga ega bo'ladi

Yasashni 5Ctomonning har ikkala tomoni bo'ylab bajarish

ham mumkin, lekin bu holda ham 040AC =&ABC (11.5- chizma)

11.5- chizma



bo'lganligidan, ular har xil ycchim hisoblanmaydi, ya’ni
uchburchak tcngsizligi bajarilganda masala yagona ycchimga cga
bo'ladi.

6. Bir tomoni va unga yopishgan burchaklari bo'yicha
uchburchak yasash. Uchburchakning a tomoni va ikkita, unga

yopishgan ZB =p va ZC =y burchaklari berilgan, uni yasash
talab gilinadi (11.6- chizma).

Yasash. Biror to'g'ri chizig olib, uning B nuqtasi-
dan uzunligi a gateng BC=a kesmani qo'yamiz. BC nurda uchi

B nuqgtada bo'lgan ZABC =p burchakni sirkul (yoki transportir)
yordamida yasaymiz. Shunga o'xshash, CB nurda uchi C nuqtada

bo'lgan Z.ACB =y yasaymiz. Yasalgan AB va CA nurlar kesishib,

uchburchakning A uchini beradi.

Tekshirish. Uchi berilgan nuqgtada bo'lib, berilgan
yo'nalishdagi burchakni yagona yo‘l bilan yasash mumkin
bo'lganligidan, masala yagona yechimga ega bo'ladi.

7. Ikkita tomoni va ular orasidagi burchagi bo'yicha
uchburchak yasash. Uchburchakning BA =c, BC=a tomonlariva

ular orasidagi p burchak berilgan. Bu uchburchakni yasash talab
qilinadi.

Yasash. Biror to'g'ri chizigga BA=c kesmani go'yamiz
(11.7- chizma). BC nurda sirkul yordamida uchi B nugtada bo'lgan
ZABC =p niyasaymiz. So'ngra, BC nurda BC=a kesmani qo'yamiz

va A nuqtani C nuqta bilan tutashtirib, talab gilingan AABC ni
olamiz.

8. Gipotenuzasi va kateti bo'yicha to'g'ri burchakli
uchburchak yasash. Uchburchakning c¢ gipotenuzasi vaa kateti
berilgan, uni yasash talab qilinadi.

Ya sash. 1-usul.C nugtada kesishuvchi ikkita o'zaro
petpendikular to'g'ri chiziq o'tkazamiz (11.8- o chizma). Ularning



11 8- chizma

irida C uchdan CB =a kesmani gqo'yamiz. B nuqgtadan
I=c radiusli yoy chizamiz. Yoyning to'g'ri burchakning ikkinchi
moni bilan kesishish nuqtasi to'g'ri burchakli uchburchakning
|uchidan iborat bo'ladi.

2- usul. Biror to'g'ri chizigda BA =c kesmani go'yamiz
18 - bchizma). Kesmani teng ikkiga bo'lamiz va uning O o'rtasini

rigilaymiz: OA =O0B. Markazi O nuqtada va radiusi R ="

i‘lgan yarim aylana chizamiz. So'ngra B (yoki A ) nuqtani markaz
Jib, yasalgan yarim aylana bilan kesishadigan r= a radiusli yoyni
mizamiz. Ularning kesishish nuqtasi uchburchakning Cnuqtasidan
»rat bo'ladi. C nuqgtani A va B nuqtalar bilan tutashtirib, talab

iingan JABC ni olamiz. Bu uchburchakda ZACB =90°,chunki
diamctrga tiralgan markaziy burchakdan iborat, AB =c
.potenuza, BC=a katetdir.

9. Tomoni, burchagi va golgan ikki tomoni yig‘indisi berilgan
diburchakni yasash. Uchburchakning b tomoni, A burchagi va
:lgan ikki tomonining a +c yig'indisi berilgan, uni yasash talab
iinadi.

T ahlil 7-bandda ko'rib o'tilganiga muvofiq, ikkita AC =b
AD =a +ctomonlar va ular orasidagi Z.A bo'yicha OADC ni
:sash mumkin (11.9-chizma). Agar B izlanayotgan

iiburchakning uchidan iborat bo'lsa, AIBCD teng yonli bo'ladi
j DC tomonga o'tkazilgan BK balandlik mediana ham bo'ladi
:mak, AABC izlanayoffean uchburchak bo'ladi.

Y a s a sh. Birorto'g'ri chizigda A nuqtani tanlab olamiz va
da AC =b kesmani joylashtiramiz. AC to'g'ri chizigda uchi A
~tadabo'lgan ZCAD ni yasaymiz (2-bandga q.). Bu burchakning
i tomonida AD=a +c kesmani joylashtiramiz. So'ngra DC
jnaning o'rtasi K ni topamiz (1- bandga g.) vau orgali KB 1 DC



11.10- chizma

o'tkazamiz. AD tomon va KB perpendikulaming kesishish nuqgtasi
OABC ning uchinchi B uchidan iborat boMadi.

Isboti. AABC da yasalishi bo'yicha AC=b va A berilgan.
ABCD esa teng yonli: BC=BD =a, ya’'ni AB+ BC=AB+ BD =

=c+a. Demak, gABC masalaning barcha shartlarini ganoatlan-
tiradi.

Tekshirish. Masala, uchburchak tengsizligiga muvofiq,
a+c>b bo'lganda yechimga ega boMadi.

10. Asosi va ikkita yon tomoniga o'tkazilgan mcdianalari
bo'yicha uchburchak yasash. Uchburchakning asosi AC =b va
yon tomonlariga o'tkazilgan mc, mc medianalari berilgan
Uchburchakni yasash talab qilinadi (11.10- chizma).

Tahiti. AABC yasalgan va unda AC =b, AK = CD -mr
deb faraz gilamiz. AK va CD medianalar O nuqtada kesishadi va
kesishish nuqtasida uchburchakning uchidan hisoblaganda, 2:1
kabi nisbatda bo'linadi (7-bob, 15-8, 1-teorema), ya’ni

2 2
AO =-mt,CO =-mr Shunday qilib, JJAOC ning uchta tomoni
ham ma’lum va uni yasash mumkin (5- bandga q.).
Yasash. Uchta tomoni bo'yicha AAOC ni yasaymizzBiror

to'g'ri chizigda AC= b kesmanijoylashtiramiz. Radiusi AO =- mava

markazi A nugtada hamda radiusi CO =| m, va markazi C nuqtada
boMgan yoylami chizamiz. Bu yoylar 0 nuqtada kesishadi. AO
kesmaning davomida OK =-ma kesmani, CO kesmaning

davomida esa OD =~mc kesmani joylashtiramiz. Hosil gilingan AT
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irida C uchdan CB =a kesmani qo'yamiz. B nuqgtadan
I=c radiusli yoy chizamiz. Yoyning to'g'ri burchakning ikkinchi
:moni bilan kesishish nuqtasi to'g'ri burchakli uchburchakning
luchidan iborat bo'ladi.

2- usul. Biror to'g'ri chizigda BA =c kcsmani qo'yamiz
18 -bchizma). Kesmani teng ikkiga bo'lamiz va uning O o'rtasini

Tlgilaymiz: OA =O0OB. Markazi O nuqtada va radiusi R -3
j'lgan yarim aylana chizamiz. So'ngra B (yoki A ) nuqtani markaz
Jib, yasalgan yarim aylana bilan kesishadigan r =a radiusli yoyni
=izamiz. Ularning kesishish nugtasi uchburchakning C nugtasidan
orat bo'ladi. C nuqtani A va B nuqtalar bilan tutashtirib, talab

iingan AABC ni olamiz. Bu uchburchakda /A CB =90\chunki
diamctrga tiralgan markaziy burchakdan iborat, AB =c
.potcnuza, BC=a Kkatetdir.

9. Tomoni, burchagi va qolgan ikki tomoni yig'indisi berilgan
diburchakni yasash. Uchburchakning b tomoni, A burchagi va
Jgan ikki tomonining a +c yig'indisi berilgan, uni yasash talab
iinadi.

T ahlil 7-bandda ko'rib o'tilganiga muvofiq, ikkita AC =b
AD =a +ctomonlar va ular orasidagi ZA bo'yicha AADC m
:sash mumkin (11.9-chizma). Agar B izlanayotgan

Jiburchakning uchidan iborat bo'lsa, JBCD teng yonli bo'ladi
I DC tomonga o'tkazilgan BK balandlik mediana ham bo'ladi
"mak, &ABC izlanayotgan uchburchak bo'ladi.

Y a s a sh. Birorto'g'ri chizigda A nuqgtani tanlab olamiz va
da AC= b kesmani joylashtiramiz. AC to'g'ri chiziqda uchi A

~adabo'lgan /.CAD niyasaymiz (2-bandga g.). Bu burchakning
O tomonida AD=a +c kesmani joylashtiramiz. So'ngra DC
maning o'rtasi K ni topamiz (1- bandga q.) vau orgali KB J. DC



11.10- chizma

o'tkazamiz. AD tomon va KB perpcndikulaming kesishish nuqtasi
OABC ning uchinchi B uchidan iborat boMadi.

Isboti. JABC da yasalishi bo'yicha AC =b va ZA berilgan.
ABCDesa teng yonli: BC= BD= a, ya’'ni AB+ BC=AB+ BD =

=c +a. Demak, fABC masalaning barcha shartlarini ganoatlan-
tiradi.

Tekshirish. Masala, uchburchak tengsizligiga muvofiq,
a+c>b bo'lganda yechimga ega boMadi.

10. Asosi va ikkita yon tomoniga o'tkazilgan mcdianalari
bo'yicha uchburchak yasash. Uchburchakning asosi AC =b va
yon tomoniariga o'tkazilgan ma, mc medianalari berilgan
Uchburchakni yasash talab qilinadi (11.10- chizma).

Tahiti. AABC yasalgan va unda AC= b, AK= mt, CD =mc
deb faraz gilamiz. AK va CD medianalar O nuqtada kesishadi va
kesishish nuqtasida uchburchakning uchidan hisoblaganda, 21
kabi nisbatda bo'linadi (7-bob, 15-8§, 1-teorema), ya’ni
AO = Co = Shunday qilib, AAOC ning uchta tomoni
ham ma’lum va uni yasash mumkin (5- bandga q.).

Yasash. Uchta tomoni bo'yicha JAOC ni yasaymizzBiror

to'g'ri chizigda AC= b kesmanijoylashtiramiz. Radiusi AO =- mava

markazi A nugtada hamda radiusi CO ~~mc va markazi C nuqtada
bo'lgan yoylami chizamiz. Bu yoylar 0 nuqtada kesishadi. AO
kesmaning davomida O K kesmani, CO kesmaning

davomida esa OD =~mc kesmani joylashtiramiz. Hosil gilingan A'
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o
va D nugqtalar, mos ravishda, BC va AB tomonlarning o‘rta_
lari bo'ladi. So'ngra, AD va CK to'g'ri chiziglarni davom ettirib
ularning kesishish nuqtasida AABC ning B nuqtasini olamiz.

Il s boti. Yasashga kora, AC=b, AK=maCD =
AD=DB, KC=KB. Demak, talab qgilingan AABC uchburchak
yasaldi.

Tekshirish. Masala uchburchak tengsizligi, ya’ni bu holda

-(ma+m{)> b tengsizlik bajarilgandagina, yagona yechimga ega.
iNlcs holda uning yechimi mavjud emas.

I. Kateti va gipotenuzasi bilan ikkinchi kateti ayirmas
bo'yicha to'g'ri burchakli uchburchak yasash. Uchburchakning
AC =b kateti hamdaAB =c gipotenuza va ikkinchi katet BC =a
orasidagi ayirma berilgan. Uni yasash talab gilinadi (1 1.11-chizma).

Tah1lil. AADC izlanayotgan to'g'ri burchakli uchburchak
bo'lsin.Shartgako'ra AC =b katet hamda AB =c gipotenuzava
BC =a ikkinchi katet orasidagi c - a ayirma berilgan. c - a ayirmani
chizmada ko'rsatish uchun BC katetni BA gi potenuzada Zfuchdan
joylashtirish mumkin. Biz teskarisini amalga oshiramiz, ya’ni BA
gipotenuzani BC nurda B uchdan joylashtiramiz va BD-c
kesmani hosil gilamiz. U vaqtda CD= BD - BC=c- a bo’'ladi.

A va D nuqtalarni tutashtirib, ikkita AC=b va CD =c-a

kateti ma’lum bo’'lgan to'g'ri burchakli AACD hosil gilamiz
Shuning uchun AACDnx yasash mumkin.

B uch ganday topiladi? Ravshanki, AABD—teng yonli
(chunki, AB =BD ) va shuning uchun 5Abalandlik mediana bam
bo'ladi.



Yasash. Ikkita kateti bo'yicha to‘g‘ri burchakli AABDri\
yasaymiz va CD =c- a katetni DC yo'nalishda =4Ctomondan

boshga tomonga davom ettiramiz. To'g'ri burchakli AACD ning

Al) gipotenuzasi o'rtasi bo'lgan K nuqgtadan KB 1 AD o'tkazamiz.
Unda B nuqta O va DC to'g'ri chiziglarning kesishish nuqtasi
bo'ladi. So'ngra B nuqgtani A nugta bilan tutashtirib, izlangan
to'g'ri burchakli AABC ni olamiz.

Isboti. Yasalgan OABC masalaning shartlarini ganoat-
lantiradi, chunki AB =BD va BD - BC =AB - BC= CD.

Tekshirish. Masala uchburchakning ikki tomoni uzunliklari
ayirmasi uchinchi tomoni uzunligidan kichik bo'lganda, ya’ni
c-a<b bo'lganda yechimga ega bo'ladi va u yagonadir.

12. Asosi, balandligi va medianasi bo'yicha uchburchak yasash.
Uchburchakning AC=b asosi, BD=h balandligi va BE=mt
medianasi berilgan, uni yasash talab gilinadi (11.12- chizma).

Ta hlil Asosi AC= bbo'lgan AABC yasalgan bo'lsin. Unda
BD =h balandlik, BE=mt mediana o'tkazamiz. U holda
ABDE to'g'ri burchakli bo'ladi hamda uning BD kateti va BE
gipotenuzasi ma’lum bo'lib, E nuqta AABC asosining o'rtasi

bo'lganligidan AE =EC =

Yasash. To'g'ri ZBDE niyasaymiz vato'g'ri burchakning
tomonlaridan birida to'g'ri burchakning D uchidan BD =h kesmani

joylashtiramiz va AABC ning B uchini hosil gilamiz. B nuqgtani
markaz deb olib, BE =m, radiusli yoyni to'g'ri burchakning DE
tomoni bilan kesishguncha chizamiz. So'ngra D E to'g'ri chizigdagi

E nugtadan EA =EC =~ kesmalarni go'yamiz. Shuning bilan,
AABC vyasaldi.
Isboti. Yasashga ko'ra, AC =EA +EC =~ +| =b, BD =h,

BE=mh hamda Z?22 1 AC , shu sababli, AABC izlanayotgan
uchburchakdan iborat.

Tekshirish. Agar mt>h bo'lsa, masalaning yechimi
mavjud va yagonadir.

13. Berilgan nuqgtadan berilgan aylanaga urinma to‘g(ri chiziq
o'tkazish.

Tahlil. Agar berilgan A nugta aylanada yotsa (11.13-



1113~ chizma

chizma), aylananing urinish nuqtasiga o'tkazilgan radiusi urinmaga
perpendikular bo'ladi.

Agar A nugta aylanadan tashqarida yotsa, urinmaning va
urinish nugtasida o'tkazilgan radiusning xossasiga ko'ra, to'g'ri
burchakli aOAK ni yasash zarur. Bunda ichki chizilgan
ZAKO , agar u diametrga tiralgan bo'lsa, to'g'ri burchakdan iborat.

Yasash. Agar A nugta aylanada yotsa, bu nugtaga aylananing
radiusini o'tkazamiz. So'ngra A nuqta orgali o'tkazilgan radiusga
perpendikular to'g'ri chizig o'tkazamiz.

Agar A nugtaaylanadan tashqarida yotsa, A nugtani O markaz
bilan tutashtiramiz. AO kesmani diametr deb olib, berilgan aylana
bilan K va 7/ nuqgtalarda kesishadigan aylana yasaymiz. So'ngra
izlanayotgan urinmalardan iborat AK va AP to'g'ri chizigiami
o'tkazamiz.

Isboti. Agar A nuqta aylanaga tegishli bo'lsa, AK to'g'ri
chizigning OA radiusga perpendikularligidan, aylana va AK to'g'ri
chizig A nugtadan boshga umumiy nuqtalarga ega bo'lmasligi kelib
chigadi.

Agar A nuqgta aylanadan tashqgarida yotsa, OA" va OP
radiuslami o'tkazib, biz ikkita to'g'ri burchakli bAOK va pAOP ni
olamiz, chunki AO diametrga tiralgan yoylar bo'lgani uchun

ZAKO =ZAPO = N~ pdomiki, AK A.OK,AP 0P ekan, AK

va AP to'g'ri chizigfar berilgan aylana bilan bittadan umumiy K va
P nugtalarga ega bo'ladi.

Tekshirish. Agar A nuqgta aylanaga tegishli bo'lsa, masala
yagona yechimga ega bo'ladi.

Agar A nugta aylanadan tashgarida yotsa, masala ikkita yechimga
ega, ya’'ni ikkita AK\a /1dunnnTtaTt o'tkazish mumkin bo'ladi.
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Agar A nugta aylana bilan chcgaralangan doirada yotsa, masala

yechimga ega emas.
14. Ikki tomoni va ulardan binning garshisidagi burchak

bo'yicha uchburchak yasash. Uchburchakning a, b tomonlari va a
tomoni qarshisidagi a burchak bcrilgan. Uchburchakni yasash
talab qgilinadi.

Tahlil. AABC vyasalganva AC =b,CB =a, ZA =a bo'lsin
(11.14- chizma). a burchakni yasash mumkin. C nugtaning holati
ma’lum. U holda B nuqta markazi C nuqtada bo'lib, radiusi CB=a
bo'lgan aylanaga tegishli bo'ladi.

Yasash. Birorto'g'ri chizigda AB =b kesmani joylashtiramiz.
Uchi A nugtada bo'lgan AC tomonda ZBAC =a niyasaymiz. C
uchni markaz qilib, CB =a radiusli aylana chizamiz. Aylana yoyining
a burchakning AB tomoni bilan kesishish nugtasi AABC ning B
uchidan iborat bo'ladi.

Isboti. AABC —izlangan uchburchak bo'ladi, chunki
yasalishiga ko'ra AC =b, ZBAC =a va CB =a tomon a burchak

garshisida yotadi.
Tckshirish. a burchak va berilgan kesmalarni yagona
ravishda yasash mumkin bo'lganligidan masala yagona yechimga

ega
15. Ikkita burchagi va tomonlari ayirmasi bo'yicha uchburchak

yasash. Uchburchakning ikkita ZB =p va zC =y burchagi hamda
a va A tomonlarining a - b ayirmasi berilgan, uni yasash talab
gilinadi (11.15- chizma)

T ah1lil aABC — izlangan uchburchak bo'lsin. Uning BC
tomonida B uchidan boshlab BD =a-b kcsmanijoylashtiramiz
hamda Ava D nuqtalarni tutashtiramiz. Modomiki, BC =a ekan,

CD=a-(a-Db), ya'ni AC-CD bo'ladi. Demak, AACD teng
yonli ysa

A b

11.14- chizma 1115- chizma



ZCAD =ZCDA =-°°~Y=90*-1 va "ADB =180 -(W -1ja

=90°-[],

Shunday qilib, aABD da BD tomoni va unga yopishgan ikkita
burchak ma’lum, shuning uchun uni yasash mumkin.
Yasash. Biror to‘g‘ri chizigda BD =a - b kesmani joylash-

tiramizva BC tomondagi B nugtada ZDBA =p ni, D nuqgtada esa

ZADB =90° +” ni yasaymiz. U holda DA va BA lar A nugtada

kesishadi. DA tomonda uchi A nuqgtada boMgan ZCAD =90" - - ni
yasaymiz. So'ngra BD ni davom ettiramiz va u holda C uch AC va
BC to‘g‘ri chiziglarning kesishish nuqtasi boMadi: AD M DC =C,
AABC esa izlangan uchburchakdir.

Isboti. Yasalishiga ko‘'ra ZCBA =p, ZADB =90° + U
holda ZADB =180° -y -"90° - ij boMadi. Shuningdek, yasalishiga

ko'ra ZCAD =90’ Endi ZADC ning kattaligini AADB ning
tashqgi burchagi kabi aniglaymiz:

ZADC =ZDAB +ZABD =90*—’2‘.
Modomiki, ZCAD =ZADC =90’ ekan, ZADC teng

yonliva ZADC =180 -2790° =vy. Shunday qilib, AABC izlan-

gan uchburchakdan iborat.

T e ksh i rish. Kesma va burchaklar yagona ravishda yasalishi
mumkinligidan, masala yagona yechimga ega.

16. Ikki burchagi va ikki tomoni yig'indisi bo'yicha uchburch:
yasash. Uchburchakning ikkita Ava B burchagi hamda uning ikkita .
A va c tomoni uzunlikltri yig'indisi b +c berilgan, uni yasash
talab qgilinadi (11.16- chizma).

Ta hlil Masalayechilgan boMsin. AB tomonning davomida
AD =AC kesmani joylashtiramiz, hamda D va C nuqtalarni

tutashtiramiz. Hosil boMgan AACD teng yonli boMadi va uning
tashqi burchagidan iborat va shuning uchun, ZACD =ZADC =
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=—~~- &BCD da BD =b+c tomon va ikkita unga yopishgan

ZCBD =zB, ZCBD =~ZA ma’lum.
Yasash. Birorto'g'ri chizigda BD =b+c kesmani go'yamiz.

Uchlari 4 va D nugtalarda bo'lgan zCBD = ZB va ZCDB ="ZA

burchaklarni yasaymiz. Bu burchaklarning BC va DC tomonlari C

nugtada kesishadi. CD nurda uchi C nuqgtada bo'lgan ZDCA =~ZA

burchakni yasaymiz. Bu burchakning CA tomoni BD tomon bilan
kesishishi natijasida gABC ning A uchini beradi.
Isboti. Yasalishigako'ra ZCAB =Z B, BD=b +c. Modomiki,

ZCDA =ZDCA ZEZA ekan, pACD teng yonli bo'ladi va AD =AC.

Uholda AC+ AB=b +c\a ZCAB - 2ZACD =ZA. Demak,AABC
izlangan uchburchakdir.

Tekshirish. Agar zA +ZB <180” bo'lsa, berilgan nurda
berilgan burchakni yagona tarzda yasash mumkin
bo'lganligidan, masala yagona yechimga ega bo'ladi.

17. Berilgan nugtadan ikkita parallel to'g'ri chizigga uringan

holda o'tuvchi aylana yasash.
Tahlil a va b parallel to'g'ri chiziglar orasidagi masofa d
bo'lsin (11.17- chizma). U holda izlanayotgan aylananing radiusi

11.16- chizma

11.17- chizma



y bo'lishi sharl. Aylananing markazi quyidagi ikki shartni

ganoatlantirishi zarur: 1) u a va b to'g'ri chiziglarning har
biridan teng uzoglikda joylashishi; 2) aylananing markazi berilgan

P nugtadan y masofada joylashishi.
Yasash. ato'g'ri chizigning ixtiyoriy A nugtasidan b to ‘g'rj

chizigga AB perpendikular o'tkazamiz, ya’ni ABI'\b-B. \B
kesmaning o'rtasi C ni topamiz va C nuqtadan AB kesmaga
perpendikular cto'g'ri chiziq o'tkazamiz. So'ngra P nuqtadan

radiusi ™ bo'lgan aylana o'tkazamiz Bu aylananing ¢ to'g'ri chiziq

bilan kesishish nuqtasi 0, (va02) izlanayotgan (O,; y) ayla-

naning markazi bo'ladi.
Isboti. Modomiki, to'g'ri chiziq berilgan o va A to'g'ri

chiziglardan y masofada joylashgan ekan, (O,; y ) aylana ham
a to'g'ri chizigga, ham bto'g'ri chizigga urinadi. Yasashga ko'ra,

PO,= y bo'lganligidan, yasalgan aylana P nuqtadan o'tadi.
e Tekshirish. Agar P nugta ava Ato'g'ri chiziglar orasida

yotsa, masala ikkita (O,; y ) va (02 y ) yechimga ega bo'ladi

Agar P nuqta a yoki b to'g'ri chizigda yotsa, masala yagona
yechimga ega bo'ladi.

18. Uchta tomonining o'rtalari bo'yicha parallelogramr
yasash. Parallelogramm uchta tomonining o'rtalari berilgan. uni
yasash talab gilinadi.

Tahlil. ABCD parallelogrammdagi M, Nva P nuqtalar
mas ravishda BC, AB va AD tomonlarning o'rtalari bo'lsin (11.18-
chizma). U holda M P to'g'ri chizig AB va CD tomonlarga parallel
bo'ladi. Agar O nuqta kesmaning o'rtasi bo'lsa,ON to'g'ri
chiziq parallelogrammning AD va BC tomonlariga parallel
bo'ladi. A, B, C, D uchlarni parallelogramm tomonlarining
kesishish nuqtalari sifatida olamiz.

Yasash . Uchta M, N, P nuqta berilgan. M va P nuqtalarni
tutashtiramiz va hosil gilingan MP kesmaning O o'rtasini topamiz.
So'ngra N va O nuqtalardan NO to'g'ri chiziq o'tkazamiz.



11.18- chizma 11.19- chizma

/VOto'g'ri chizigda N nuqtadan boshga tomonga garab OQ =ON
kesmani joylashtiramiz. Natijada parallelogramm to'rtta tomonining
o'rtalarini hosil gilamiz.

Nihoyat, M va P nuqgtalardan NO to‘g‘ri chizigqa parallel
MC va DP to'g'ri chiziglar, N va Q nuqgtalardan esa M P to'g'ri chi-
ziqga parallel NB va QC to‘g‘ri chizigiami o'tkazamiz.

U holda, mos ravishda, A =AB N AD,B =ABf\ BC, C =BCr\CD,
D =ADC\CD nugqtalarni olamiz.

| sbot i. Modomiki, BM || NO, AP\\NO ekan, BM \AP,

BC || AD boMadi, NB | MP, QC |[|[MP boMganligi uchun AB ||DC
boMadi. Hosil gilingan to'trtburchakda AB j|CD, AD ||BC, ya’ni
ABCD parallelogrammdan iborat.

Tekshirish Modomiki, MP kesmaning o'rtasi yagona va
to'g'ri chizigdan tashgaridagi nuqtadan berilgan to'g'ri chizigga
yagona parallel to'g'ri chiziq o'tkazish mumkin ekan, masala yagona
yechimga ega boMadi.

19. Diagonallari va ular orasidagi burchagi bo'yicha
parallelogramm yasash.

Ta h1il Agardiagonallarning uzunliklarini AC =dr BD - dv

ular orasidagi burchakni ZAOD =a deb belgilasak (11.19-

chizma),AAOD da ikkita AO =~dxOD =~d} tomon va ular
orasidagi a burchak ma’lum. Demak, yuqorida ko'rib chigilganlarga
asosan, Z.AOD ni yasash mumkin. A va C, B va D nuqtalar O

nugtaga nisbatan simmetrik nuqtalar boMganligidan, ZAOD
yordamida ABCD parallelogrammni yasash mumkin.

Yasash OA nurdagi ixtiyoriy O nuqtada z.AOD=a ni
yasaymiz. Bu burchakning OA va OD tomonlarida

AO - -dx OD =-d7 kesmalarni gqo'yamiz. Bu tomonlarningO



nugtasidan boshga tomonga garab OC =0OA va OB - OD kcsmalami
joylashtiramiz. So'ngra hosil gilingan A, B, C, D nuqgtalarni ketma- |
kct tutashtirib, ABCD parallclogrammni olamiz.
[sboti.OB=0D,0A =0C bo'lganligidan AC va BJ])
kesmalar O nuqgtada teng ikkiga bo'linadi. OB va Oc
kesmalar OD va OA kcsmalarning davomida joylanganligidan,

vertikal burchaklar bo'lgani uchun ZBOC =ZA0OD bo'ladi. U holda
ikki tomoni va ular orasidagi burchagi bo'yicha gAOD =ABOC

Bundan, BC=AD va ZCBO =ZADO bo'lishi kelib chigadi. AD
va BC to‘g‘ri chiziglar BD to‘g‘ri chizig tomonidan shunday
kesilganki, unda hosil bo'lgan ichki almashinuvchi burchaklar
o'zaro tengdir. U holda to'g'ri chiziglarning parallellik alomatiga

ko‘ra AD\\BC bo'ladi.

Nihoyat, AD\\BC va AD=BC bo'lganligidan, ABCD
to'rtburchak parallelogrammdan iborat.

Tekshirish. To'g'ri chizigda kesmalar va burchaklar yagona
ravishda yasalganligidan, masala yagona yechimga ega bo'ladi.

20. Tomoni va diagonallarining yig'indisi bo'yicha to'g'ri
to'rtburchak yasash.

Ta h1lil AD ma’lum tomon bo'lsin. To'g'ri to'rtburchakning
diagonallari teng ekanligi va O kesishish nuqtasida teng ikkiga

bo'linishi ma’lum bo'lganligidan, teng yonli JAOD da (11.20
chizma) AD asos va teng yon tomonlar yig'indisi ma’lum. Shuning

uchun AAOD niyasaymiz va so'ngra uni to'g'ri to'rtburchakkacha
to'ldiramiz. *

Yasash. To'g'ri chizigda A uchdan AD kesmani
joylashtiramiz. Uzunligi to'g'ri to'rtburchak diagonallari yig'indisiga
teng bo'lgan kesmani to'rtta teng bo'lakka (gismga) bo'lamiz.

11.20- chizma 11.21- chizma



Yoyilmasi berilgan kesmaning - gismiga teng bo'lgan sirkul bilan
markazlari A va D nugtalarda bo'lgan yoylarni chizamiz. Ular
kesishadigan O nuqgta &AOD ning uchini bcradi. So'ngra AO va
DO tomonlarning davomida OC =0OA va OB =0D kesmalarni
joylashtiramiz. Hosil bo'lgan A, B, C, D nuqtalami ketma-kct
tutashtirib, ABCD to'g'ri to'rtburchakni olamiz.

Isboti va tekshirishni mustaqil bajarish tavsiya qilinadi.

21. Balandligi va diagonallaridan bin bo'yicha romb yasash.

Tahlil. Rombda AC =d berilgan diagonal va BK =A berilgan
balandlik bo'lsin (11.21- chizma). Rombning B uchi noma’lum

bo'lgani uchun, CF 1 AD o'tkazamiz. F nuqta AD to'g'ri chiziq
bo'ylab shunday harakat qgilsinki, kesma o'z o'giga, ya’ni CF ga
parallel bo'lib golsin. Bu parallel ko'chirishda kesma BO bilan
rombning B uchida kesishadi. D nuqta B nuqtaga AC kesmaga
nisbatan simmetrik bo'ladi.

Yasash. Berilgan AC kesmaning o'rtasini topamiz

va OB 1 AC o'tkazamiz. C nuqtani markaz qilib, CF= h radiusli
aylana chizamiz. Berilgan A nuqgtadan shu aylanaga AF urinma
o'tkazamiz (13- masala). CF kesmani 0'z-o0'ziga parallel ravishda
AF kesmabo'ylab A nugtaga tomon harakat gildiramiz. Bu harakatda
kesma BO to'g'ri chiziq bilan B nuqtada kesishadi. OB ning
ikkinchi tomonida O nuqtadan OD = OB kcsmani joylashtirib,
rombning to'rtinchi uchini olamiz.

Isboti va tekshirishni mustaqil bajarish tavsiya gilinadi.

22. Uchta burchagi va ikki tomoni bo'yicha to'rtburchak
yasash. To'rtburchakning uchta A, B, C burchagi va ikkita AB va
AD tomoni berilgan, uni yasash talab gilinadi.

Tahlil. ABCD talab qilingan to'rtburchak bo'lib,
ZA, ZB,ZC uning ketma-kct ma’lum burchaklari hamda AB va
AD uning ma’lum tomonlari bo'lsin (11.22-chizma). Demalk,
ikkita AB, AD tomoni va ular orasidagi ZBAD bo'yicha AABD ni
yasash mumkin(7- masala). So'ngra BA

nurdagi B nuqtada ZABC ni yasay- —-—-tr\C
miz (2- masala) va ZADC =360* - J
-(ZA +zZ B +ZC) bo'li- shini topamiz. / \

Yasash. ZBADrix yasaymiz va
uning tomonlarida A nuqgtadan AB va 11.22-chizma
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AD kesmalarni go'yamiz. BA nur<ja
C B uchli ZABC niyasaymiz, AD

nurda csa D uchli Z/40C =360°-

(ZA +ZB +ZC)

A ni yasaymiz.BC vaDC nurlarning
kesishish nuqtasi C uchni beradi
11.23- chizma Isboti va tekshirishni mustaqii
bajarish tavsiya qgilinadi.

23. Ikkita burchagi va uchta tomoni bo'yicha to'rtburchak
yasash. ABCD to'rtburchakning ikkita ZCAB,ZADB burchagi va
uchta AB, AC, AD tomoni berilgan uni yasash talab qilinadi
(11.23- chizma).

Tahlil . ABCD izlanayotgan to'rtburchak bo'lsin. U
holda AABC da. ikkita ABva AC tomonlar va ular orasidagi ZBAC
ma’lum. ZABD esa BA nurda yasalgan. U holda AABD da AB\n
AD tomonlar va AD tomon garshisidagi ZABD ma’lum bo'ladi.

Yasash. ZBAC niyasaymiz va uning tomonlari bo'lgan AB
va AC kesmalarnijoylashtiramiz.

Shunday qilib, to'rtburchakning uchta A,B, C uchlari
yasaldi, BA nurda B uchi berilgan ikkinchi ZABD ni yasaymiz.
So'ngra markazi A nuqgtada va radiusi AD bo'lgan aylana chizamiz.
Bu aylananing BD nur bilan kesishish nuqgtasi to'rtburchakning
to'rtinchi D uchini beradi. Hosil qilingan B, C, D, A nugqtalarni
tutashtirib, talab gilingan ABCD to'rtburchakm olamiz.

Isboti. Berilgan nuqtadan bcrilgan kesmani joylashtirish
yoki berilgan nurda burchakni yasash yagona ravishda amalga
oshirilganligidan, masala yagona yechimga ega bo'ladi.

Endi yasashga doir masalalarning maxsus talablar
qgo'yilganlaridan ba’zilarini keltiramiz.

24. O'tkir burchak va uning ichidagi nugta bo'yicha tomonlardai
nugtalarni topish. O'tkir ZAOB burchak va uning ichida M nuqgta
berilgan. Burchakning tomonlarida shunday X va Y lami topish
kerakki, AM XY ning perimetti eng Kichik bo'lsin (11.24- chizma).

Tahlil. aM XYizlanayotgan uchburchak, X, Y uchbur-
chakning berilgan burchak tomonlarida yotuvchi uchlari bo'lsin
Uchburchakning perimetri p=MX +MY +XY bo’'ladi. M
nugtaga berilgan burchakning OAvaOB tomonlariga nisbatan
simmetrik va M: nuqtalarni yasaymiz.



11.24- chizma 11.25- chizma

U holda p perimetr M{,X,Y, M2nuqtalar bir to‘g‘n chizigda
yotgandagina, eng kichik giymat gabul qgiladi.

Yasash M nuqtaga berilgan ZAOB ning OA vaOB
tomonlariga nisbatan simmetrik boMgan Mt\a M} nuqtalarni
yasaymiz va ular orqali to‘g‘ri chiziq o'tkazamiz. Bu to'g'ri chiziq
ZA OB ning OA va OB tomonlari bilan kesishgan A' va ¥ nuqtalar
uchburchakning uchlaridan iborat boMadi.

Isboti. Mt,X,Y, Mr nuqtalar bir to'g'ri chiziqda
yotganligidan, A/, M 2shu A/,\&Mrnuqtalar orasidagi eng

gisga masofa bo'ladi. &«MMtXda JI//I/, 1 XA va ME =M ,E bo'l-

ganligidan, u teng yonli uchburchakdan iborat. U holda MX 1 M tX
Shunga o'xshash, \MY¥Mrda YM = YM: boMadi. Demak, bundan
p=MX+MY +XY ning M{Mr Kkesmaning uzunligiga tengligi
kelib chigadi, ya’ni bu giymat perimetming eng kichik giymati
boMadi.

Tekshirish. Ikkita JV, va M: nugtadan yagona to'g'ri chiziq
o'tkazish mumkinligidan, masala yagona yechimga ega.

25. Yer ustida ikki nuqta orasidagi masofani topish. A va B
punktlar eni ma’lum bo'lib, qirg'oqlari to'g'ri chizigli bo'lgan
daryoning turli tomonlarida joylashgan bo'lsin. Daryo ustida
ko'prikni shunday qurish kerakki, A dan B gacha boMgan yo'l eng
gisga bo'lsin.

Tahlil. Ko'prik t) nugtada qurilgan bo'lsin (11.25- chizma).
Ko'prikni hisobga olganda, yo'lIning uzunligi.fi nugta CD masofaga
ko'chirilganda, eng gisga boMadi va u holda A,D va Bx nuqtalar
bitta to'g'ri chizigda yotadi.

Yasash. KM daryoning eni bo'lsin. B nugtani KM ga paral-
lel ravishda, daryo eniga teng masofaga ko'chirib, Bt nuqtani
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olamiz. A va Bxnuqtalar orgali ABXto‘g‘ri chiziq o'tkazamiz n
holda ABt va KD to'g'ri chiziglarning kesishish nuqtasi D dan
iborat bo'ladi. Endi D nugtadan DC 1 KD o'tkazamiz hamda c
va B nugtalarni tutashtiramiz.Hosil bo'lgan ADCB siniq chiziq
eng gisga uzunlikka cgadir.

Isboti. CDBXB to'rtburchakda CD\\BBXva CD =BB
munosabatlar o'rinli. Shuning uchun CDBX8 parallelogramm
bo'ladi va u holda CB =DB{. Modomiki,/4, D, B xnuqtalar bir
to'g'ri chizigda yotar ekan, ADCB siniq chizig mumkin bo'lgan
eng kichik uzunlikka ega bo'ladi.

Tekshirish A va [, nuqtalardan yagona to'g'ri chiziq
o'tkazish, DB,\a KM kesmalar yordamida yagona paral-
lelogramm yasash mumkin bo’'lganligidan, masala yagona
yechimga egadir.

Mustaqil ycchish uchun masalalar

% AGURUH

1 Asosi bva unga yopishgan a burchagi bo'yicha teng yonli
uchburchak yasalsin.

2. Asosi b va asosga o'tkazilgan ht balandligi bo'yicha teng
yonli uchburchak yasalsin.

3. Ikkita tomoni va uchinchi tomoniga o'tkazilgan balandlik
bo'yicha uchburchak yasalsin.

4. Kateti a va unga yopishgan p burchagi bo'yicha to'g'ri
burchakli uchburchak yasalsin.

5. Diagonallari bo'yicha romb yasalsin.

6. Tomoni va ikkita diagonallari bo'yicha parallelogramm
yasalsin.

7. Tomoni a, unga ydl=ishgan burchagi a va benlgan tomonga
o'tkazilgan balandligi hcbo'yicha parallelogramm yasalsin.

B GURUH

8. Ikkita tomoni va ulardan biriga o'tkazilgan mediana bo'yicha
uchburchak yasalsin.
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9. Ikkita tomoni va ulardan biriga o'tkazilgan balandlik bo'yicha
uchburchak yasalsin.

10. Kateti b vaboshga katetning gipotenuza bilan yig'indisi
a +c bo'yicha to'g'ri burchakli uchburchak yasalsin.

11. ABCD kvadratga shunday yangi ichki kvadrat chizilsinki,
uning bitta uchi AD tomonda berilgan nuqgtada yotsin.

12. Berilgan tomoni va u bilan ikkita diagonali orasidagi
burchaklar bo'yicha parallelogramm yasalsin.

13. Tomoni va balandligi bo'yicha romb yasalsin.
14. Gi potenuzasi c va gi potenuzaga o'tkazilgan hc balandligi

bo'yicha to'g'ri burchakli uchburchak yasalsin.

C GURUH

15. Gi potenuzasi va unga o'tkazilgan balandligining yig'indisi
bo'yicha teng yonli to'g'ri burchakli uchburchak yasalsin.

16. lkkita a va b go'shni tomoni va diagonallari orasidagi a
burchak bo'yicha parallelogramm yasalsin.

17. Asosi a, balandligi h va diagonallari orasidagi a burchagi
bo'yicha parallelogramm yasalsin.

18. Uchta tomoni va ikkita burchagi bo'yicha to'rtburchak
yasalsin.

19. Ikkita tomoni va bitta diagonali bo'yicha (2 ta hoi)
parallelogramm yasalsin.

20. Tomoni va unga ichki chizilgan aylananing markazi bo'yicha
romb yasalsin.

21. Ikkita tomoni va uchinchi tomoniga o'tkazilgan balandlik
bo'yicha uchburchak ya(%alsin.



XIl BOB VEKTORLAR

1- 8. Asosiy tushunchalar

Tabiatda, asosan, ikki xil miqdorlar: skalar va vcktor
miqdorlarni bir-biridan ajratishadi.

1- ta’rif. Fagat son giymatlari bo'yicha tavsiflanadigan
miqdorlar skalar migdorlar yoki skalarlar dcyiladi. Masalan,
uzunlik, massa, yuz, tempcratura va h.k.

2- ta’rif. Agar miqgdor: |) son giymati; 2) yo'nalishi
bo'yicha tavsiflanadigan bo'lsa, u vektor migdor yoki vektor deyiladi.
Masalan, tezlik, kuch va h. k.

Vektorlar kichik lotin harflari ustiga strelka yozish yordamida

belgilanadi, masalan, a, b, c.

Agar vektor ikkita A va B nuqgta orqgali aniglansa, u nb kabi
belgilanadi, ya’ni vektor yo'nalishi strelka bilan ko'rsatilgan kesma
kabi tasvirlanadi.

3-ta’rif. Vektoming son giymati uning moduli yoki uzunligi

deyiladi va |o], a yolti\nb\, AB kabi yoziladi.

Ikkita A va B nuqta berilgan bo'lsin. A nugtadan B nugtaga siljish
(ko'chish) vektorga engsodda misol bo'la oladi. Bu ko'chish masofa
va yo'nalish bilan aniglanadi. Ikkita A va B nuqta ikkita AB va

vektorni aniglaydi. Shuning uchun vektor yo'nalgan AB kesma

bilan tasvirlanadi. AB vektor uchun A nugta uning boshi, B nugta
vektorning oxiri deyiladi.

Agar yo'nalgan AB kesma a vektorni ifodalasa, AB = a
kabi yozamiz.

4- ta’rif. Agar ikkita a va b vektor bitta to'g'ri chizigda
yoki parallel to'g'ri chiziglarda yotsa, ular o'zaro parallel
vektorlar deyiladi. a va b* vektorlarning parallelligi a ||b kabi
yoziladi.

5-ta’rif. Agar ikkita a va b vektor o'zaro parallel va bir xil
yo'nalishga ega bo'lsa, ular yonalishdosh vektorlar deyiladi. a va
b vektorlar yo'nalishdosh bo'lsa, u a Tt b kabi yoziladi.

6- ta’rif. Agar a va b vektorlar parallel bo'lib, ularning
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yo'nalishlari bir-biriga garama-qarshi bo'lsa, bu vcktorlar garama-
garshiyo'nalgan vektoriar deyiladi va a T4 b kabi belgilanadi.

O 7-ta’rif. Agar ikkita a va b vektor 1) yo‘nalishdosh; 2)
bii[ xil uzunliklarga ega bo'lsa, ya’ni a ft b, joj=}y bo’'lsa, ular
teng deyiladi.

8 ta’'rif. Agar AB vektoming boshi A va oxiri B ustma-
ust tushsa, AB nol vektor deyiladi.

Nol vektoming uzunligi nolga teng, yo'nalishi esa aniglanmagan
bo'lib, u 6 kabi belgilanadi.

AB vektor va C nuqgta berilgan bo'lsin. CD nurda AB vektorga
teng bo'lgan CD vektor yasaymiz. Buning uchun A va C nuqgtalami
tutastyiramiz.

B nuqtadan BD || AC nur o‘tkazamiz. C nuqtadan BD ning
CD nur bilan kesishish nuqgtasi./) gacha CD nur o'tkazamiz. U
holda (12.1-chizma) cb =A$ bo'ladi. Bu munosabat ABCD
to'rtburchak parallelogramm ekanligi va yasalishiga ko'ra cb tt Ah
ekanligidan kelib chigadi.

Berilgan AE vektorga teng bo'lgan ¢ 3 vektorni yasash
vektomi nuqtadan boshlab qo'yish deyiladi.

1- m asa la Agar AB va D& teng vektoriar bir to'g'ri

chizigda yotmasa, ABCD to'rtburchakning parallelogramm bo'lishi
isbotlansin (12.2- chizma).

Isboti.Modomiki, 1M =D cYsm\AN\ =\D™\ va A$ tr d £
bo'ladi. Shunday qilib, to'rtburchakning ikkita garama-garshi AB
va CD tomonlari teng va o'zaro paralleldir. Parallelogrammning
alomatiga ko'ra ABCD to'rtburchak parallelogrammdan iborat.

9-la’rif. a va b vektoriar bitta nugtadan boshlab go'yilganda
ular tashkil etgan ® burchak (12.3- chizma) nol bo'lImagan a va

12.2- chizma 12.3- chizma



b vektorlar orasidagi burchak deyiladi. Vektorni A nugtadan
boshlab qo‘yish, ba’zan vektorni A nuqtaga keltirish deb ham
ataladi.

2- 8. Vektorlar ustida amallar

1 Vektorlarni go'shish. Ta’rifga ko‘ra a =AJ$ vektor a
nuqgtadan B nuqtaga siljishdan (ko‘chish), b =B? vektor esa B
nuqgtadan C nugtaga siljishdan iborat (12.4- chizma). U holda A
nugtadan bevosita C nuqtaga siljishni berilgan a1$ va C8§
vektorlaming yig'indisi deb atash tabiiydir. Vektorlarni qo'shish
amali

S Ali +B~£ = A£
kabi yoziladi.

Ikkita a va b vektorni go'shish uchun quyidagi qoidaga amal
qilinadi:

Ikkita a va i vektorni qo'shish uchun a vektorni A nugtaga
keltiramiz va uning oxirgi nugtasini B deb belgilaymiz. So'ngra
Ab vektoming B oxirgi nuqtasidan Bb =b vektorni qo'yamiz.

Unda birinchi vektorning boshi bo'lgan A nugtani ikkinchi
vektorning oxin bo'lgan C nuqta bilan tutashtiruvchi a £ vektor
a va b vektorlaming yig'indisi bo'ladi. Vektorlarni qo'shishning
bu goidasi uchburchak qoidasi deyiladi.

Endi vektorlarni go'shishning yana bir qoidasi bilan
tanishamiz. Berilgan a va b vektorlarni A nugtaga keltiramiz (12.5-
chizma).

a-A$ vab=ab bo'lsin. B nugtadan BC ||AD, D nuqta-

dan DC ||AB kesmalarni o'tkazamiz. C nuqgta ABCD parallelo-
gramm BC\a CD tomonlarining kesishish nuqgtasi bo’lsin. A
nuqtadan o'tkazilgan va AC diagonalda yotuvchi a £ vektor
berilgan a va b vektorlaming yig'indisidan iborat:
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12.6- chizma 12.7- chizma

AC =a +h.

(isboti parallelogramm xossalaridan kelib chigadi).
Ikki vektorni qo'shishning bu qoidasi parallelogramm qoidasi
deyiladi.
Vcktorlarni go'shish amali quyidagi xossalarga ega:
1 a+b=b+a —qo‘shishning o‘rin almashtirish xossasi.
2. a+(~a)=0.

3. |a+J] £|o]+]f] (bu munosabat uchburchak tengsizligidan

kelib chigadi), tenglik a va b vektorlar yo'nalishdosh bo'lgandagina
(12.6-chizma) bajariladi.

4. a +0 =a.

Bir nechta a, b, c,...,d vektorni qo'shish uchun (12.7-
chizma) ularni uchburchak goidasi bo'yicha ketma-ket gqo'yamiz:

A$S+BE£ =nf£, A& +c i - AD--

aE+¢eP =aP.
Qoida. Bir nechta a, b, c.... vektorni go'shish uchun
oldingi vektoming oxiriga navbatdagi vektorning boshini ketma-
ket ravishda, to oxirgi d vektorgacha kcltiramiz. U holda a = A&

vektorning A boshini oxirgi go'shiluvchi d =EP vektoming F

oxiri bilan tutashtiruvchi aP vektor bcrilgan a, b, c,...,d

vektorlarning yig'indisi bo'ladi.
Bir nechta vektorning yig'indisi yuqorida keltirilgan xossalarga
go'shimcha ravishda guruhlash xossasiga ega (12.8-chizma):

a+b+c =a+(b+c)=(a+£)+c.



128- chizma 129- chizma

Hagigatan ham,
a+b +c =Ab, b+c =Bb.
a+ +cj=A%$+ BD =n/
a+b =JICN (a +£j +¢ =A&*fc =ab.

Bu ifodalarni tagqoslab, talab gilingan natijani olamiz.
2. Vektorlarni ayirish. a va b vektorlaming ayirmasi deb,

b +¢c =a shartni ganoatlantiradigan ¢ vektorga aytiladi. Bundan
a-b=-c boMadi (12.9-chizma).
Ikkita a va b vektorning ayirmasini a - b =a ko'ri-

nishda ham yozish mumkin.
Ikkita a va b vektorning ayirmasini topish masarasini geometnk
usul bilan yechish uchun ulami umumiy A boshlang'ich nugtaga

keltiramiz: AD =a, AW =b (12.10- chizma). fiva D nugqtalardan
BCjAD, DC\AB nurlarni o'tkazamiz, ular C nuqtada kesishadi
Hosil bo'lgan ABCD to'rtburchak parallelogrammdan iborat.
Ikkita vektorni go'shish va ayirish qoidalariga asosan.
parallelogrammning diagonallarida AC -a +b va a- b vektor

lar yotadi.
3. Vektorni songa ko'paytirish. Berilgan b vektorning berilgan
m songa ko paytmasi deb:

h Moduli \aA=|/|-|n| bo'lgan;
2. m>0bolganda a T19b vam<O0 bo'lganda a ™ b shartlann

ganoatlantiruvchi a vektorga aytiladi vau a =m b kabi yoziladi
Ta’rifdan, agar bitta vektor boshqgasini biror songa ko'paytirish

natijasida hosil gilingan bo'lsa, bu vektorlaming parallel bo'lishi

kelib chigadi. O'zaro parallel vektorlar kollinear deb ham ataladi



Shunday qilib, agar a va b vektoriar

kollinear bo'lsa a =X b (bunda \—
biror son) kabi yozish mumkin.
Vektoming songa ko'paytmasi
quyidagi xossalaiga ega.
1 Guruhlash gonuni: 12.10-chizma
x(ya) =(xy)a.
2. Sonlarning yig'indisiga nisbatan tagsimot qonuni:

(x +y)d =xa +ya. *)

3. Vektorlaming yig'indisiga nisbatan tagsimot qonuni:
X(a +b) =xa +xb.

Bu xossalardan ikkinchisini isbotlaymiz. Agar x =0, y =0,

0 =6 shartlardan birortasi bajarilsa, (*) formulaning o'rinliligi
ravshan. Shu sababli x* O, y * O, a* O deb faraz gilamiz.

Dastlab, x va y bir xil ishorali bo'lgan holni garaymiz. U
holda xa, ya va(x +y)a vektoriar yo'nalishdosh boMadi.
Ularning uzunliklari

[xa +ya\ =\xa\ +\ya\ =] o] +|y] el

Kx+y) a\=Ix +y\m5l =(W +\W)mH =X\m5|+I\a\

boMadi. Shunday qilib, x va y lar bir xil ishorali boMganda (*)
tenglik isbotlandi.

Endi x va y lar har xil ishorali bo‘lsin. Agar x +y= 0, ya’ni
X =-y bo'lsa, (X +y)a =6 va xa +ya =6 bo'ladi va (*) tenglik
O'rinli.

x +y * 0 bo'lsin. U holda x +y yig'indi -x yoki -y son bilan
bir xil ishorali bo'ladi. x +y ning ishorasi -x ning ishorasi bilan
bir xil bo'lsin. Unda

(x +y)a =(x +y)a-xa +xd

tenglikni yozish mumkin. Modomiki, x +y va -x bir xil ishorali
ekan, yuqorida bayon gilinganiga ko'ra
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(X +y\a\ - xa - (x +y - X)a =ya

deb yozish mumkin. Undan, talab gilingan,
(x +y)a =xa +ya

tenglikni hosil gilamiz.

X +Yy ning ishorasi -y ning. ishorasi bilan bir xil bo'lgan holda
ham tenglik shunga o'xshash isbotlanadi.

Qolgan xossalarni ham shunga o'xshash isbotlash mumkin.

3- 8. Vektorning o‘qga proyeksiyasi

x 0'q berilgan bo'lsin. Bu o'gdagi ixtiyoriy O nuqtada birlik &
(ya’ni uzunligi =1 bo'lgan) vektorni yasaymiz. Shuningdek,

a =nb vektor ham berilgan bo’lsin (12.11-chizma). a vektorning
A va B ohirlaridan x o'qqa AA, va BBt perpendikularlar o'tkazamiz

U holda nf va & vektorlar bitta to'g'ri chiziqgda yotadi. Ikkita
vektorning parallellik shartlari bo'yicha,

/(4 ==x|p0]| =

Ta’rif. Ushbu =|4/4] =axson a =A& vektorning x o'qga
proyeksiyasi deyiladi.
a vektorning o'qqga proyeksiyasi A{B{ kesmaning, g/ tt &

bo'lganda musbat ishora bilan olingan, A$tti-é bo'lganda ssa
manfiy ishora bilan olingan uzunligidan iborat.

Agar vektorning uzunligi va uning berilgan o'g bilan tashkil
etgan burchagi ma’lum bo'lsa, vektorning o'qga proyeksiyasim
topish mumkin.

1- teorema. Vektorning o‘qga proyeksiyasi vektor uzun-
ligining vektor va o'g orasidagi
burchak kosinusiga ko'paytmasiga

* teng.
Isboti. Berilgan vektorning
o'g bilan tashkil etgan burchagi
o'tkir, o'tmas va to'g'ri burchak
bo'lgan hollaming har birini alohida
12.11-chizma garab chigamiz.
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12.12- chizma

1 a =AB vektor x o‘q bilan ¢ o‘tkir burchak tashkil etgan
bo'lsin (12-12- a chizma).

A nugtadan x o'gqga parallel AC to'g'ri chiziq o'tkazamiz va
to'g'ri burchakli AABCni hosil gilamiz. OMn&nAABC dan

A —
AC =A,B, —I™"Ncosdt=|o =costp
munosabatni olamiz.
2. a=J1 vektorxo'qbilan ¢ o'tmas burchak tashkil etsin
(12.1 2 -bchizma). U holda to'g'ri burchakli AABC da
ZBAC =180"-¢ bo'ladiva

AC = AXBX=-|/1#]-co5(180°-ch)=|/1/?|-co5¢

munosabatni olamiz.

Teorema to'liq isbotlandi.

Vektoming o'qga proyeksiyasi quyidagi xossilaiga ega:

1 Teng vektoriar teng proyeksiyalarga ega.

2. Vektoriar yig‘indisining proyeksiyasi qo'shiluvchilar
proyeksiyalarining yig'indisiga teng.

3. Vektomisonga ko paytirganda uning proyeksiyasi ham o sha
songa ko'paytiriladi.

4- 8. Vektomi yoyish

2- teorema. Ikkita kollinear bo'Imagan i va c¢ vektoriar
berilgan bo'lsa, istalgan a vektorni b va & vektorlarning
algebraik yig'indisi kabi ifodalash mumkin.

Isboti. Uchta a, b, c vektorni umuniy A nuqtaga
keltiramiz (12.13-chizma). b va c vektorla: kollinear bo'l-
maganligidan, ular ZBAC tashkil etadi. a vchor ZBAC ning
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ichidan o‘tgan bo'lsin. a =aq
vektorning oxiri bo'lgan D nugtadan

DC\\AB va DB\\AC to'g'ri chi-

ziglar o'tkazamiz. Buning natijasida

. ABDC paralliclogrammni hosil

1213~ chizma gilamiz. Parallelogramm qoidasi

bo'yicha, ikki vektorning yig'indisi,

a5 =ab+ a? (o]
kabi yoziladi.

AB va b, AC va ¢ vektorlar yo'nalishdosh, ya’'ni A$ | b
A& |lc bo'lganligidan, bu vektorlaming kollinearlik shartidan

foydalanib,A$ =x b va nb =y c¢ deb yozish mumkin, bunda
jc va 'y — biror sonlar. Olingan giymatlami (1) ga keltirib qo'yib,
talab gilingan

a=xb+y-c '’ (23]
munosabatni hosil gilamiz. Teorema isbotlandi.

(2)-ifodadagi kabi, a vektorni kollinear bo'lmagan 4 va c
vektorlar bo'yicha yoyish mumkin bo'lsa, b va ¢ vektorlar bazis
tashkil giladi deyiladi va u (b; ¢ ) kabi belgilanadi.

(2) yoyilmadagi x va y koeffitsientlar a vektorning (S', c)

bazisdagi koordinatalari deb ataladi va a vektoT a(x\ vy)
ko'rinishda yoziladi.

(2) yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. a vektor berilgan
4 va c vektorlar orgali boshga x,tyx (bunda hech bo'lmaganda
XX,, Yy * yx shartlardan birortasi bajarilsin) koeffitsientlar bilan
ifodalangan bo'lsin:
a =xlb +y,c. - " (3)
(2) tenglikdan (3) tenglikni hadma-had ayirib,
(X -x,)b +(y -yt)a =6 4
munosabatni olamiz.
X * X, bo'lsin. U holda oxirgi tenglikdan b vektorni ¢ orgali



b~r-~Lc
X - X,

ko'rinishda ifodalash mumkin. Endi t =\ deb belgilab, uni
X
b ~Xc
ko'rinishda yozish mumkin. Bundan, go'yilgan masalaning
shartlariga zid ravishda, 6 vac vcktoriaming kollinearligini olamiz.
Olingan garama-qarshilikdan, (4) shart fagat
x-x,=0,y-yx=0

bo'lgandagina o'rinli bo'lishi kelib chigadi, bundan

* :*11 y :y1
boMishini olamiz.

Shunday qilib, tekislikda har ganday a vektorni ikkita

kollinear bo'Imagan b va ¢ vektor bo‘yicha yagona ravishda yoyish
mumkin.

5- §. Vektorning to'g'ri burchakli koordinatalari

Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan

boMsin. Ox abssissalar o'gida / biriik vektorni, Oy ordinatalar
o'gida esa, j birlik vektorni kiritamiz. Unda, nuqgta uchun bo'lgani
kabi, har bir vektorga ikkita son — vektoming koordinatalarini
mos go’yish mumkin.

Ikki holni garab o'tamiz.

1 Vektor a =0OA ko'rinishda bo'lsin, bundaO — koordina-
talar boshi. Oxy to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida

A (xI\yl) nuqta berilgan bo'lsin. Koordinatalar boshi bo'lgan O
nuqgtani A nuqgta bilan tutashtirib a =0OA vektorni yasaymiz va
uning koordinatalarini topamiz. JAOB dan (12.14- chizma):
a=0A=68B +BA ()]
kabi yozish mumkin. OA vektorning boshi Ox o'qda yotgan-

ligidan, \OB\ =|x,|, BA =]|y,| bo'ladi.
Ox o'gda musbat yo'nalish j birlik vektor orqali, Oy o'qda
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12.14- chizma 12.15- chizma

esa j birlik vektor orgali anigiangan bo'lsin. oh va i hamda

AB va j vektorlarning kollinearligidan foydalanib,

6b=xt, A1 -y j )
munosabatlami yozish mumkin. (2) dagi giymatlarni (1) ga keltirib
go'ysak,
a=xj+yj ©)]
ifodani hosil gilamiz.
Shunday qilib, boshlang‘ich nuqtasi koordinatalar boshi

bo'lgan a vektoming koordinatalari uning oxiri, ya‘ni
nuqgtaning koordinatalari bilan ustma-ust tushadi.
2. Vektor a =AB ko'rinishda bo'lib, A(xXy,) va B(Xj. y2

nuqgtalaming koordinatalari ma’lum bo'lsin (12.15- chizma).
Koordinatalar boshi bo'lgan O nuqtani A va B nuqgtalar
bilan tutashtiramiz. Vektoriar yordamida hosil gilingan [JAOB da

ob=6k+ab

deb yozish mumkin, bundan

AB =0B +0/1 (5)
tenglikni hosil qgilamiz. (5) ifodadagi oh va oa vektorlarning
yoyilmalari, yuqoridagiga asosan, ma’lum:

Oi=xj+yj, oX=xj+yj. (6)

a vektoming koordinatalarini x va y deb belgilab,
AB vektoming yoyilmasini

AB =Xi +yj (7)



ko'rinishda yozish mumkin. Endi (6), (7) dagi giymatlarm (5) ga
keltirib go'yamiz:
X 1+y j=(x)-xi) i+(yl-y,) j. (8)

Teng vektorlar mos o'qlarda teng proyeksiyalarga ega bo'l-
ganligidan

9

bo'lishi kelib chigadi.
Shunday qilib, agar vektor uchlarining koordinatalari ma’lum

bo'lsa, vektorning koordinatalari uning oxiri va boshi mos koor-
—>

dinatalarining ayirmasiga teng bo'lar ekan: AB{x7-x,,y2->»)).
Endi koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida bajariladigan
amallar hagida to'xtalamiz.

Bizga a va b vektorlar berilgan bo'lib, ularning koordinatalari
ma’lum, ya’ni a(x,;.y,) va h(xj-,y2) bo'lsin. Ta’rifga ko'ra,

vektorning koordinatalari uning mos o'qlarga proyeksiyalarining
algebraik giymatlaridan iborat. Vektorlar yig'indisi va ayirmasining
proyeksiyalari xossalaridan foydalanib, vektor koordinatalarining

quyidagi xossalarini ifodalash mumkin.
1. Vektorlarni qo'shishda ularning mos koordinatalari

qo'shiladi. a{xI\yl) va b(x2\yl) vektorlar berilgan bo'lsin. Unda

ular yig'indisining a +b koordinatalari (x, + x}, y, +yrn)
ko'rinishda bo'ladi.
2. Vektorlarni ayirishda ularning mos koordinatalari quyida

ko'rsatilgan tartibda ayiriladi, ya’ni a(xXyxX va b(x2y2) vektorlar
a-b ayirmasining koordinatalari (X, -x2y, -y2 ko'rinishda
bo'ladi.

3. Berilgan b(xi,y2) vektorni m songa ko'paytirishda uning har

bir koordinatasi shu m songa ko paytiriladi, ya hi mb(mx,; my}).

a=mb, e(x,;y,), £(X,;.y,) bo'lsin. U holda a va mb
vektorlaming mos koordinatalari o'zaro teng, ya’ni
X, =mxj, yx=my2bo'lishi shart. Bu munosabatlardan
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Xy (10)
bo'ladi.

b vektorni m songa ko'paytirganda b vektorga kollincar a
vektor hosil bo'lgani uchun (10) tenglik ikkita a va b vektoming
kollinearlik sharti deyiladi. Shunday qilib, agar a va b vektorlar
kollinear bo'lsa, ularning mos koordinatalari proporsionaldir.

6- 8. Vektorlarning skalar ko'paytmasi

1 Asosiy ta’riflar va xossalar. Ikkita a va b vektoming skalar
ko'paytmasi deb, bu vektorlar uzunliklarining ular orasidagi
burchak kosinusiga ko'paytmasiga aytiladi va u

(a£€) =|d||6]-cos(0A6) (n

ko'rinishda yoziladi.
Vektoming c'qqa proyeksiyasi formulalaridan foydalanib, (1)
tormulani

(ab) =1o| *npgs 2
yoki

(a€) =|f] np.a ©))

ko'rinishda ham yozish mumkin.
Demak, vektorlarning skalar ko'paytmasi natijasi skalar
miqdordan iborat ekan.

Jismni o'zgarmas F kuch yordamida S ga ko'chirishda
bajarilgan A mexanik ish shu tarzda aniqlanadi:

A - \F\-LS «cos</n4

Endi skalar ko'paytmanieg xossalarini ko'rib o'tamiz.
1 O rin almashtirish xossasi:

(ai)-(fe).

Bu xossaning o'rinliligi, sonlar ko'paytmasining shunga
o'xshash xossasi va kosinus funksiyasining juftligidan, ya’ni
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cosfa bj =cos™Mt aj

shartning bajarilishidan kelib chigadi.
2. Songa ko paytirishga nisbatan guruhlash xossasi:

= = ()

Bu xossani isbotlashda ikkita holni alohida garab chigish lozim.
Biz, avvalo, m >0 bo'lgan holni garaymiz. Vektorni songa

ko'paytirish qoidasi bo'yicha, ma ||a, mb ||b bo'ladi, shu sababli
m >0 bo'lganda o'zaro teng burchaklarni hosil gilamiz:
a*b =md*b =a* mb. a*b =< belgilashni kiritamiz va (4) dagi
skalar ko'paytmalarning har birini, ta’rif bo'yicha yozib chigamiz:

mH  =/n|fl]-jfijcos<p,
/noj|™Ncos«p = |[#1|-|B|-|b|costh = /n|al-|6jcos<p

|a (mb)j =|5| W/56]cos d = |a] #AN «{£] cos p=m [a] <jb] cos ch

Bu ifodalarni tagqoslab, talab qilingan (4) tenglik o'rinli
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

m < 0 bo'lgan holda ham xossa shunga o'xshash isbotlanadi.

3. Tagsimot xossasi:

(o(b +c)) =(ab) +(oc). 5)
Bu xossa (2), (3) formulalardan foydalangan holda isbotlanadi:
+c)) =4 np~i+c) =L enp™ +|g t\W/C =(a£) +(ac).

4. Nol bo'Imagan o'zaro perpendikular a va b
vektorlarning skalar ko ‘paytmasi nolga teng, vya 'ni

aLb, a*0, b*0 bo‘sa:
(3b) ~ 0. (6)

Xossaning isboti (1) formuladan kelib chigadi.

5. a=b bo'lsin. Bunda a vektoming o ziga skalar ko paytmasi
uning skalar kvadrati deb ataladi:



(W =a =pf, @)

chunki vektor o'zi bilan 0* li burchak tashkil etadi.
Oxirgi tenglikdan vektoming uzunligini hisoblash formulasini
olamiz:

p| =>/2, )
ya’ni vektoming uzunligi vektorning skalar kvadratidan olingan
kvadrat ildizga teng.

6. Ikkita, a va b vektor orasidagi burchak
(ab)
COS(p=r a 9)

formula orgali topiladi.
2. Skalar ko'paytmani koordinatalar orgali ifodalash.
Tekislikda to‘g‘ri burchakli Oxy koordinatalar sistemasi berilgan

va a(xxy{), b(x2y2 vektorlarning koordinatalari ma’lum bao'lsin.

Agar / va ] lar bu sistema bazisining birlik vektorlari bo'lsa, a
va b vektorlarning yoyilmasini
a=xll+yj, b=Xjl+y3]

ko'rinishda yozish mumkin.Bu vektorlarning skalar ko'paytmasi
esa

(ab)=(xIl +y J)(x I +yrj) (10)
ifoda ko'rinishini oladi. Bu ifodani skalar ko'paytmaning

xossalaridan foydalanib, soddalashtiramiz. /va j birlik
vektorlarning skalar ko'paytmasi uchun

(/7).(7r7).], {iy)=o
munosabatlar o'rinli, chunki L -1. U holda

(06) =x,x2 +x¥2(J)) +y,x2(77) +y,y2f
yoki
(ab) = x,x2+vy,y2 )
tenglikni olamiz.
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Demak, ikki vektorning skalar ko'paytmasi ularning bir xil
nomli koordinatalari ko'paytmasining yig'indisiga teng.

a vektorning skalar kvadrati
a =xi*+yl*
ko'rinishda yoziladi va undan vektorning uzunligini hisoblash
uchun
[51=VvVv7jVv (12)
formulani olamiz.

(11) dan foydalanib, ikkita, a va b vektor orasidagi burchakni
topish formulasi (9) ni

cosV = X +V

VX vix1 +Y1
ko'rinishda yozish mumkin.

Ikkita a va b vektorning perpendikularlik sharti
(aft) =0
ularning koordinatalari orqgali yozilganda
3n+nNn*o (14)
ko‘rinishini oladi.

Masala yechish namunalari

1- masala O/N1AC AB =c va AC =b vcktorlarda yasalgan.
Uchburchakning ichki A burchagi AD bissektrisasida yotuvchi

ab vektor b va ¢ orqali ifodalansin.

Y echilishi. AD bissektrisani o‘tkazib, S.ABD ni olamiz
(12.16- chizma). Ikkita vektorni go'shishning uchburchak qoidasi
bo'yicha

ab =aB +8Bb

ifodani olamiz. AABC dan esa,
bissektrisaning xossasiga ko‘ra

BD DC =AB :BC

boMadi, bundan BD :’B-DC va vek-



torlar uchun BD =g DC munosabatni olamiz.

Ikkinchi tomondan, Bb +Db =Bb % A= AN +57?. U holda

1+6b-b-c, \(/%A-jc-_(4-<,<z.|(|+_cz

boMadi.
Endi bissektrisaning /10 vektori uchun

N0 =c +c(™~c) . bc+cc +cb -cc

. A+cC £+cC
yoki
AD :be+cb
b+c
giymatni hosil gilamiz.
Javob. be +ct
b+c 2- m a s a la. /1(5; 0), Z20; 2),

C(2; 7) nuqgtalar to‘g‘ri burchakli uch-
burchakning uchlari boMishi isbot-
lansin va uchburchakning yuzi hisob-
lansin.

Y cchilishi. BC va BA

vektoming koordinatalarini hisoblaymiz
(12.17- chizma):

BC{2 -0;7-2)=(2;5),
A4(5-0; 0-2) =(5; —2).
Unda BC va BA vektorlarning skalar ko'paytmasi

(BA Bb) =2 5-5-2 =0
boMadi, bu esa, A?+ AC boMislflni *o ‘reatadi. TNAC dagi BA
va BC katetlaming uzunliklarini topamiz:
\BA\ = yjy +(-2f =M \BC\-Jy T9=J29.

To g ri burchakli uchburchakning yuzi uning katet/ari
KO paytmasining yarmiga teng:
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5 =i|&4[|iC| =1(v/29)J = =14,5.

Javob. 145kv.b

3-masala.a vab vektorlaro'zaro 9o=" burchak tashkil

qiladi.

91 =2, |E]=3 ekanligi ma’lum bo'lsa, (2a -b)[a +4b)

ifoda hisoblansin.

Y

(2a - b)(a +4b) =2a +8a6 -ai - 4b2=2a +Tab - 46*

echilishi.

2 N +7|aj|6jcosq)-4j6j] =2-2]) +7-2-3cosy-4 3J

=8- 7-2-3-4-36 =8~ 21-36 =49

Javob. -49.

CONO AN P

Takrorlash uchun savol va topshirlglar

Vektor va skalaming fargi nimadan iborat?

Qanday miqgdorlar vektor deyiladi?

Vcktorlami go'shishning uchburchak goidasi.

Vektorlami go'shishning parallelogramm goidasi.

Bir necha vektorlar yig'indisi ganday topiladi?

Ikki vektoming ayirmasi ganday topiladi?

Qanday vektorlar teng deyiladi?

Qanday vektorlar kollinear deyiladi?

Ikki vektoming kollineariik sharti nimadan iborat?
Ikki vektoming skalar ko'paytmasini topish.
Vektoming o'qga proyeksiyasi deb nimaga aytiladi?
Wktomi songa ko'paytirish qoidalari.

Nechta vektor ikkita nugtani ifodalaydi?
Vektoming koordinatalari deb nimaga aytiladi?

. Koordinatalari bilan berilgan vektorlami go'shish.

. Koordinatalari bilan berilgan vektorlami ayirish.

. Koordinatalari bilan bcrilgan vektorni songa ko'paytirish.

. Koordinatalari bilan berilgan vektorlarning kollineariik sharti.

. Tekislikda vektomi kollinear bo'lImagan vektorlar bo'yicha yoyish.
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20. Bazis deb nimaga aytiladi?

21. Skalar ko*paytmani vektortaming koordinatalari orqali ifodalash
22 Ikki vektorning o'zaro perpendikularlik sharti.

23. Vektorning uzunligi ganday topiladi?

24 Vektorning yo'nalishi ganday topiladi?

25. Ikki vektor orasidagi burchak ganday topiladi?

Mustaqil yechish uchun masalalar
A GURUH

1. a vektor berilganda: a) ~a; b)3a; d)-2J vektorlaming

uzunliklari a ning uzunligidan ganday farq qiladi?
Javob:a) 2marta kichik; b) 3 marta katta; d) 2 marta katta.

2. ABC uchburchak AB =c, BC =a, CA =b vektorlarda
yasalgan. Uchburchakning medianasi bilan ustma-ust tushadigan

AK vektor d, b, c vektorlar orgali ifodalansin.
Javob: c+y yoki -b

4, ABCD parallelogramm AB =a, va AD =b vektorlarda
yasalgan.
@) parallelogramm diagonallarining kesishish nuqgtasi bo'lsin.
N N

O_A, OB, OC:\a OD vektorlar a va b vektorlar orqgali ifodatensin.

Javob a__'__b _a_:p _o_i_p__b___g A
2 27 2. 2

» .

4. t/(-4;2) va b(3;-2) vektorlar berilgan bo'lsa, a+b

vektorning koordinatalari topilsin.
Javob :(-1; 0).

5. a(-1;3)va 6(3;-2) vektRrlar berilgan bo'lsa, a +b va

a - b vektorlaming koordinatalari topilsin.
Javob. (2; 1), (-4; 5).
6. Berilgan a(-3; 4) vektorning uzunligi topilsin.
Javob: 5



7. /1(-1;2)va B(3;5) nuqtalar bcrilganda, vektorning
koordinatalari topilsin.
Javob: (4; 3).

B GURUH

8. AB uchburchak AB =c va BC =b vektorlarda yasalgan.

Uchburchakning medianalarida yotuvchi nk va BD vektorlar b

va c orqali ifodalansin.

fBvob: 6+A, b-c
2 2
9. A(-2 3)’..)5(2; 1), C(l; 4) va Z)(x; -4) nuqtalar berilgan.
Agar AK va BD vektorlar kollinear bo‘lsa, x topilsin.

Javob : —13.

10. ABCD parallelogrammning A(1 —2), B(1 3), C(4; 3),
Z>(4; —1) uchlari berilgan. Uning AC va BD diagonallari orasidagi

burchak topilsin.
Javob: n —arccos—gz.

11. a(-3;2) va 6(x;6) vektorlaming o‘zaro perpendikular

ckanligi ma'lum bo'lsa, x topilsin.
Javob:4

12, f1.J va |iij=2 hamda a va b vektorlar orasidagi burchak

60" ekanligi ma’lum bo'lsa, (a -2fe)i skalar ko'paytma topilsin.

Javob:—5
13. Agar \m=2\, |nj=21va m | n ekanligi ma’lum bo'lsa,

a =2m - 3n vektorning uzunligi topilsin.
Javob:5.

14. /4(-1;3), B(2;3), C(4;-1) nuqtalar berilgan bo'lsa,

(2AB +BC) (32?(?+ AC) hisoblansin.
Javob:40.
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15. =2, |6|=1 (aA6) =60" bcrilgan bo'lsa, vektorlar
orasidagi burchak kosinusi topilsin.

Javob: cosm=—

16. Uchlari /4(-6; 1), B{4\-3), C(-1;-4) boMgan AABC

berilgan. Uchburchak mcdianasi CK da yotgan CK vektoming

koordinatalari topilsin.
Javob: (0,3).

17. a(-1;3) vektorga kollinear boMgan va (06) =30 shartni
ganoatlantiruvchi b vektor topilsin.

Javob : b (—3;9).

18. a(2;3) va 6(1;-2) vektorlar bcrilgan bo'lsa, (op) =16,
(dp) =1 shartlarni ganoatlantiruvchi p vektor topilsin.

Javob: p (5; 2).

19. Uchta o(3;-2), 6(-2,4) va c(7;-4) vektorlar berilgan

bo'lsa, ¢ vektoming a va 4 vektorlar bo'yicha yoyilmasi topilsin.

Javob: c=o0-26.

20. Uchta a =-2i +j, 6= 3/-4y, c ~i+ 2j vektor beril-

gan bo'lsa, npr(a +6) topilsin.

Javob: —-n!
21. ABC uchburchakning A(Z12), 5(1; 3), C(4;2) uchlari

berilgan bo'lsa, A uchdan o'tkazilgan bisscktnsaning uzunligi
hisoblansin. -
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