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Электрон хисоблаш машиналари (Э Х М ) нннг инсон 
фаолиятининг турли сохаларига тобора чукуррок кириб 
бори1ии ^озирги замон мухандис (инженер)ларидан 
хисоблаш техникаси ва амалий математика усулларини 
етарли даражада билишларини талаб этмокда. Олий 
техника укув юртларининг талабалари биринчи курсдаёк 
хисоблаш усуллари ва алгоритмик тилларни урганадилар, 
улардан умуммухандислик ва махсус фанлар буйича 
лаборатория ишлари, курс ишлари хамда диплом ишлари- 
ни бажаришда фойдаланадилар.

Хисоблаш усулларини юкори малакали мутахассислЬр 
яратадилар. Олий техника укув юртларининг талабалари 
ва илмий ходимлари шу усулларнинг асосий гояларини 
тушунсалар ва уз масалаларини ечишда улардан фойдала- 
на олсалар шунинг узи етарлидир. Хозирги пайтда амалий 
математиканинг катор булимлари буйича чукур мазмунли 
дарсликлар, илмий ва укув кулланмалари мавжуд. Аммо, 
уларнинг купида муайян математик йуналишгина ёри- 
тилган булиб, олий техника укув юртларининг талабалари 
уларни урганиш учун махсус математик тайёргарликка эга 
булмаганликлари туфайли бу фанни узлаштиришда 
кийналадилар. Айникса хисоблаш математикасн усуллари 
хар томонлама тушунарли килиб ёзилган кулланма ва 
дарсликлар узбек тилида етарли эмаслиги талабалар учун 
бир канча кийинчиликлар тугдирмокда. Ушбу укув 
кулланмаси шу кийинчиликларни озми-купмн енгиллашти- 
ради деган умиддамиз.

Укув кулланмаси унта бобдан ташкил топган. Уларда 
хисоблаш математикасн усуллари (I — V I боблар), эхти- 
моллар назарияси ва математик статистика (V II  
V I I I  боблар), математик программалаштириш ( IX  боб)
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ва вариацион \исоб хакида ластлабки маълумотлар 
(X  боб) келтирилган.

Укув кулланмаси олий техника укув юртлари талаба- 
лари ва илмий ходимлари учуй мулжалланган булиб, 
у хисоблаш ишлари билан машгул булган турли сохадаги 
ходймлар учун хам фойдали булиши мумкин.

Кулланмани ёзишда муаллиф узининг куп йиллар 
давомида Тошкент тукимачилик ва енгил саноат институ- 
тииинг «Амалий математика» кафедрасини бошкариш 
мобайнида талабаларга хамда малака ошириш курслари* 
да утгаи машгулотларида туплагаи тажрибаларини асос 
килиб олди. Шунингдек, сунгги йилларда мазкур соха 
буйича узбек тилида чиккан адабиётдаи хам фойдала- 
иилди (уларнинг руйхати кулланмаиииг охирида келти- 
рилган).

Кулланмаиииг устида ишлашда хамкасбларимиз 
С. Ройипов, М. Отамирзаев, Ж . Куракбоев, М. Исроилов 
ва А. Хушбоковлар катта ёрдам бердилар. Муаллиф 
уларга узининг самимий миннатлорчилигини изхорэтади.



Х А Т О Л И КЛ А Р  Н А ЗА РИ ЯС И

U -| .  АНИК ВА ТАКРИБИЙ СОНЛАР Х.АКИДА ТУШУНЧА

Кундалик хаётимизда ва техникада учрайдиган 
купдан-куп масалаларни ечишда турли сонлар билан иш 
куришга тугри кслади. Булар аник ёки такрибий сонлар 
булиши мумкин. А н и к  с о н л а р  бирор катталикнинг аник 
кийматини ифодалайди. Т а к р и б и й  с о н л а р  эса бирор 
катталикнинг аник кийматига жуда якин булган сонни 
ифодалайди. Такрибий соннинг аник сонга якинлик 
даражаси хисоблаш ёки улчаш жараёнида йул куйилган 
хатолик билан ифодаланади.

Масалан, ушбуларда: «китобда 738 та варак», «аудито- 
рияда 30 та талаба», «учбурчакда 3 та кирра», «телефон 
аппаратида 10 та ракам»,— 738, 30, 3, 10 — аник сонлар 
Ушбуларда эса: «ер булагининг перимстри 210 м», «Ернинг 
радиуси 6000 км», «каламнинг огирлиги 8 г»,- 210, 6000, 
8 такрибий сонлар. Бу катталикларнинг такрибий булиш- 
ларига сабаб, улчов асбобларининг такомиллашмаганли- 
гидир. Мутлак аник улчайдиган улчов асбоблари йук 
булиб, улардан фойдаланганда маълум хатоликларга 
й^л куйилади.

Бундан ташкари, Ер аник шар шаклида булмаганлиги 
туфайли, унинг радиуси такрибий олинган. Учинчи 
мисолда эса каламлар хар хил булганлиги учун уларнинг 
огирлиги турлича. 8 г деб уртача каламнинг огирлиги 
олинган.

Амалиётда такрибий сон а деб, аник кийматли сон 
А дан бироз фарк киладиган ва хисоблаш жараёнида 
унинг урнида ишлатиладиган сонга айтилади.

Кискалик учун бундан кейин аник кийматли сон 
урнига а н и к  сон , катталикнинг такрибий киймати урни- 
га т а к р и б и й  со н  деб ёзамиз.

Амалий масалаларни ечиш асосан куйидаги кетма-кет 
Кадамлардан иборат:

I Б О Б

5



1) ечилаётган масаланн математик мфодалар оркали 
ёзиш;

2 ) куйилган математик масаланн ечиш.
Табиатда учрайдиган масалаларни доим хам аник 

математик тилда ифодалаш мумкин булмаганлиги туфай- 
ли масала маълум даражада идеаллашган модель 
воситасида ёзилади, яъни хатоликка йул куйилади 
(биринчн кадамда).

Масаланинг таркибига кирган баъзи параметрлар 
тажрибадан олинганлиги туфайли, бунда хам хатоликка 
йул куйилади. Буларнинг йигиндиси эса б о ш л а н г и ч  
и н ф о р м а ц и я  х а т о л и г и н и  келтириб чикаради.

Ж  уда куп холларда математик масаланинг (иккинчи 
кадам) аник ечимини (аналитик) топишнинг иложи 
булмайди. Шунинг учун амалиётда такрибий математик 
усуллар кулланилади. Аник ечимнинг урнига такрибий 
ечимни кабул килнш (мажбурий равишда) яна хатоликни 
келтириб чикаради. Масаланн ечиш жараёнида бошлангич 
шартларни ва хисоблаш натижаларини яхлитлашда хам 
хатоликка йул куйилади, буни хисоблаш хатоликлари 
дейилади.

Такрибий сонлар билан нш курилаётганда куйидаги- 
ларга амал килиш лозим:

1) такрибий сонларнинг аниклиги хакида маълумотга 
эга булиш;

2 ) бошлангич кийматларнинг аниклнк даражасини 
билган холда натижанинг аниклигини бахолаш;

3) бошлангич кийматларнинг аниклик даражасини 
шундай танлаш керакки, натижа белгиланган аникликда 
булсин.

1.2-f. АБСОЛЮТ ВА НИСБИЙ ХАТОЛИКЛАР

Фараз килайлик А аник сон, а — унинг такрибий 
киймати булсин. Агар а < А  б^лса, а коми билан олинган 
тацрибий сон дейилади. Агар а > А  булса, а ортиги билан 
олинган такрибий сон дейилади.

1-таъриф. Такрибий соннинг хатолиги деб А ва 
а орасидаги айирмага айтилади.

Хатоликни Да деб белгиласак,
\ а  =  А —а\ ( 1.1)
А =  \ а + а  (1.2)

б^лади.
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2- таъриф. Такрибий соннинг абсолют хатолиги деб 
А ва а орасидаги айирманинг модулига айтилади.

Абсолют хатоликни А деб белгиласак, у холда
А =  \А — а\ (1.3)

булади.
Амалиётда куп холларда «0,01 гача аниклик билан», 

«I см гача аниклик билан» ва х.к. лар учрайди. Бу эса 
абсолют хатоликнинг 0,01 ; I см ва х.к. га тенг эканлигини 
билдиради.

1-мисол. L  узунликдаги кесмани 0,01 см аникликда 
^лчадилар ва / =  21.4 см натижани олдилар.

Бу ерда абсолют хатолик Л/=0.01 см. (1.2) формулага 
всосан Z. =  21,4±0,01, яъии 21.39^  21,41.

Абсолют хатолик улчаш ёки хисоблашни факат 
микдорий томондан ифодалайди ва сифат томонларини 
тавсифламайди. Ш у муносабат билан н и с б и й  х а ­
т о л и к  тушунчаси киритилади.

3-таъриф. Такрибий сон а нинг нисбий хатолиги 6 (a ) 
деб абсолют хатолик Да нинг А нинг модулига нисбатига 
айтилади:

М  « > ~ jg -  (1.4)

ёки

( « >

(1.4) ва (1.5) формулаларни 100 га купайтирилса, нисбий 
хатолик фоиз хисобида чикади.

2- мисол. а =  35,148 ±  0,00074 такрибий соннинг нисбий 
хатоси (фоизларда) топилсин.

Бу ерда Аа =  0,00074; А =35,148. (1.4) га асосан 
6 (а ) =0,00074: (35,148) =  0,000022 «  0,003 %

3-мисол. Нисбий хатолиги 6 (а ) = 0 ,0 1 %  булган 
а=4,123 такрибий соннинг абсолют хатолиги Аа топилсин.

Фоизни унли каср оркали ифодалаб ва (1.5) форму­
лага асосан: А а =  |a| -6 (a ) =  4,123-0,0001 =  0,0005. 
А =4,123 ±  0,0005.

4-мисол. Жисмнинг огирлигини улчашда Я  =  23,4± 
±0,2 г натижа олинган. Нисбий хатолик топилсин.

Бу ерда АЯ=0,2. У холда

6 ( Р ) = ~ \ 0 0 %  =  0 , 9 % .
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1.3-f. ТАКРИБИЙ СОНЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

Такрибий сонларни кушганда ёки айиргаила уларнииг 
абсолют хатоликлари кушилади:

Д (а ± 6 )= Д а  +  Д6 , ( 1.6 ;
бу ерда а ва Ь такрибий сонлар.
Такрибий сонни такрибий сонга булганда ёки купан- 
тирганда уларнинг нисбий хатоликлари кушилади:

б (а-Ь) (а ) -|-б ( 6 ); (1.7»

6 ( | ) = 6  (а ) + 6  ( 6 )

Такрибий сонни даражага ошнрилганда, унинг нисбнй 
хатолиги шу даража курсаткичига купайтирилади.

6 (a " )= n - 6-(a). ( 1.8 )
Мисол. Куйидаги функциянинг нисбий хатолиги то- 

пилсин:

(1.6), (1.7) ва (1.8) формулалардан фойдалансак,

«<„> = { 6  « . +  4 )+ 3 S  ( х ) - 1  ( ^ ± | 1 + з ^ - ) .

Фараз килайлик, а бир узгарувчили функция y = f ( x )  
нинг аргумснти х нинг такрибий киймати, \ а  эса унинг 
абсолют хатолиги булсии. Бу функциянинг абсолют 
хатолиги сифатида унинг орттирмаси А у  ни олиш мумкин. 
Орттирмани эса дифференциал билан алмаштирсак: 

\ y » d y
У холда

\ y = \ f ' ( a ) \ - \ a

Ушбу мулохазани куп узгарувчили функцияга хам куллаш 
мумкин.

U = f ( x ,  у, г )  функциянинг аргументлари х, у, г  лар 
учун такрибий кийматлар а, Ь, с лар булсин. У холда

\ u = \ f ' x(a, Ь, с) I-Д а+  \f'¥(a, Ь, с )|-А 6 +
+  \Щ а, Ь, с)|-Ас, (1.9)

8



бу ерда А а, А Ь, А с — аргументлар абсолют хатолиги; /£, 
['у, ['г — мос равишда ж, у, г  буйича олинган хусусий 
хосилалар.

Нисбий хатолик эса куйилаги формулалан аникланади:

А Л Г Е Б Р А И К  ВА ТРА Н С Ц ЕН Д ЕН Т  
Т ЕН ГЛ А М А Л А РН И  Т А К Р И Б И Й  Е Ч И Ш  У С У Л Л А РИ

Бир номаълумли исталган тенгламани куйилаги к^ри- 
нишга келтириш мумкин

бу ерда f(x ) функция |з, 6 ] ораликда аникланган ва 
узлуксиз.

Таъриф. (2.1) тенгламанннг илдизи (ечими) деб 
шундай | (a < £ < f t )  сонга айтиладики, £ ни (2.1) га 
куйганда

айният хосил булади.
Агар (2.1) да f (x ) функция алгебраик, яъни

f(x )  = а 0дгл -\-а\хп~ 1-\-а2Хя~3-\-... +  ап- 1Х-\-а„ (2.2 )

булса, у холда (2 .1) алгебраик тенглама деб аталади.
( ( 2.2 ) да Оо, Oi....ап — исталган сонлар, п — натурал сон.)

Алгебраик тенгламага мисоллар:

Алгебраик тенглама деганда ( 2.2 ) куринишдаги тенг­
лама кузда тутилади. Келтирилган мисоллардаги иккинчи 
ва учннчн тенгламаларни содда амаллар бажариб 
(2 .2 ) курннишга келтириш мумкин.

6 (« ) =
\Ца,Ь,с) I ( 1. 10)

II БОБ

2.1- {. МАСАЛАНИНГ К7ЙИЛИШИ

/ (* ) =  о. ( 2. 1)

лгг- 5 *  +  6 =  0; y j2 x + 6  +  у б * - 4  =14;



Агар (2.1) тенгламада f(x )  функция алгебраик 
булмаса, яъни уни ( 2 .2 ) куринишда ифодалаб булмаса, 
у холда (2.1) г а т р а н с ц е н д е н т т е н г л а м а  дейила- 
ди. Трансцендент тенгламага мисоллар:

х — 10sinjt =  0 ; 2х— 2qosx= 0 ; lg  ( x + l ) = t g x  ва \.к.
Курсаткичли (а*), логарифмик (logax ) , тригонометрик 

(sinjt, cos*, tgx, ctgx  ва \.к.) функциялар алгебраик 
б^лмаган (трансцендент) функциялардир.

(2.1) тенглама хакикий ёки комплекс илдизга эга 
булиши мумкин. Биз факат хакикий илдизлар топиш 
билан шугуллаиамиз ва куйидаги масалаларни ечамиз:

1) (2.1) тенглама хакикий илдизга эгами ёки йукми; 
агар эга булса илдизлар сони нечта?

2 ) хакикий илдизларни аник усуллар билан ёки 
берилган аникликда такрибий усуллар билан топиш;

Олий алгебрадаги алгебраик тенгламаларнинг баъзи 
хоссаларини исботсиз келтирамиз:

1) Хар кандай алгебраик тенглама жуда булмаганда 
битта илдизга эга (хакикий ёки комплекс).

2) Хар кандай п тартибли алгебраик тенгламанинг 
илдизлари сони п дан катта булмайди.

3) Хар кандай хакикий коэффициентли алгебраик 
тенглама факат жуфт сонли комплекс илдизларга эга 
булиши мумкин.

4) Хар кандай ток даражали алгебраик тенглама жуда 
булмаганда битта хакикий илдизга эга.

Алгебраик тенглама илдизларини кандай топамиз?
1-, 2-тартибли тенгламалар учун тайёр хисоблаш 

формулалари мавжуд булиб, улар бизга урта мактаб 
математикасидан маълум. Бу формулаларда илдизлар 
тенгламанинг коэффициентлари оркали ифодаланади 
(масалан квадрат тенгламанинг илдизларини хисоблаш- 
да). 3- ва 4- тартибли тенгламалар учун хам формулалар 
мавжуд. Бирок бу формулалар мураккаб куринишда. 5- ва 
ундан юкори даражали алгебраик тенгламалар учун 
буидай формулаларнинг булиши мумкин эмас. Буни 
Норвегиялик математик Абель исботлаган. Бундай тенгла- 
маларни факат хусусий холлардагина ечиш мумкин 
(масалан ахп =  Ь ни).

Ш у муносабат билан хисоблаш математикасида катор 
такрибий усуллар ишлаб чикилган. Бу усуллар билан 
исталган даражали алгебраик ёки трансцендент тенглама- 
ларнн берилган аникликда ечиш мумкин. Шунинг учун
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такрибий усуллар юкори даражали тенгламаларни ечиш 
учуй асос булади.

«Берилган аникликдаги такрибий ечим» деганда 
нкмани тушунамиз?

Фараз килайлик, |  (2.1) нинг аник ечими, х эса унинг е 
аникликдаги такрибий ечими (0 < е <  1) булсин. У холда 
юкоридаги саволимизнинг жавоби |£— х |< е  булади. 
Ушбу бобда биз бир номаълумли алгебраик ва транс- 
цендент тенгламаларни баъзи такрибий ечиш усуллари 
билан танишиб чикамиз.

2.2-f. ИЛДИЗЛДРНИ АЖРАТИШ. ОРАЛ ИКНИ ИККИГА 
БУЛИ 111 УСУЛИ

Тенгламаларни такрибий ечиш жараёни иккита бос- 
кичга ажратилади:

1) илдизларни ажратиш;
2 ) илдизларни берилган аникликда топиш.
}р\Ь\кесмада \ (х ) = 0  тенгламанинг £ дан бошка илдизи 

йук булса, илдиз £ ажратилган хисобланади. Илдизларни 
ажратиш учуй \p\b\ кесмани шундай кесмачаларга булиш 
к( ракки, бу кесмачаларда тенгламанинг факат битта 
|| |дизн булсин. Илдизларни г р а ф и к  ва а н а л и т и к  

уллар билан ажратиш мумкин.
Илдизларни график усулда ажратиш. 1-усул. Бу усул 

/куда содда булиб куйидагича бажарилади. Декарт 
координат тизимида y = f ( x )  функциянинг графигини 
чизамиз (бу бизга урта мактаб дастуридан маълум). Ш у 
графикнинг Ох уки билан кесишган нукталари излана- 
ётган илдизлар (такрибий) булади.

Мисол. х* — 6х2 +  20 =  0 тенгламанинг такрибий ечим- 
лари х\, хг, х3 1- расмда курсатилган.

У
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2-усул. f(x ) = 0  тенгламани /(дс)=/2 (дс) куринишда 
ёзиб оламиз.

Декарт координат тизимида f t (x) ва / 2 (х) функция- 
ларнинг графикларини чизамнз. Агар бу эгри чизиклар 
узаро кесишса, кесишган нукталаридан Ох укига тик 
чизик (перпендикуляр) утказамиз. Хосил булган нукталар 
(ёки нукта) такрибий ечимлар булади. 2- расмдаги x t ва х2 
лар (2.1) тенгламанинг такрибий ечимларидир.

2■ раем

Бу усуллар билан тенгламалар ечганда аникрок 
ечимлар олиш учун графикларни иложи борича аник 
чизиш ва катта масштаб олиш лозим булади. Шунга 
карамай график усуллар билан илдизларни юкори 
аникликда хисоблаб булмайди. График усул билан 
тенгламанинг илдизларини бирор чегараланган кесмада 
аниклаймиз, яъни чизмани исталганча катта улчовда 
ололмаймиз ва тенглама нечта илдизга эга эканлигига 
жавоб бера олмаймиз. Илдизларни юкори аникликда 
топиш лозим булса, бошка такрибий усуллардан фойдала- 
ниш керак.

Илдизларни аналитик усулда ажратиш. f ( x ) = 0  тенг­
ламанинг илдизларини аналитик усулда ажратиш учун 
олий математика курсидан баъзи теоремаларни исботсиз 
келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар f(x ) функция jp, Ь\ кесмада 
узлуксиз бдлиб, кесманинг чекка нук,таларида турли 
ишорали цийматлар к,абул к,илса, у  %олда |а, ft] кесмада 
/ (лг) = 0  тенгламанинг жуда булмаганда битта илдизи 
ётади.

2-т е о р е м а .  Агар /(х) функция |а, Ь\ кесмада 
узлуксиз ва монотон булиб, кесманинг чекка нуцталарида 
турли ишорали к,ийматлар к,абул цилса, у х,олда \i, 
6 ] кесмада f(x ) = 0  тенгламанинг фак,ат битта илдизи 
ётади.
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3-т е о р е м а .  Агар / (х) функция |з, ft) кесмада 
узлуксиз булиб ва кесманинг чекка нук,таларида турли 
ишорали цийматлар к,абул к,илиб, }р, ft) кесманинг ичида 
f ' (x )  %осиласининг ишораси узгармаса, у  цолда fa, 
ft) кесмада f ( x ) = 0  тенгламанинг фак,ат битта илдизи 
ётади.

Э с л а т м а . 1) у = Цх) функция берилган интервалда м о н о то н  
дейнлади. агар шу интервалга тегишлн исталган x i> x \  учун /(дг,)> 
;*/ (* ') (!’( * ) > 0) (монотон £сувчи) ёки Цх2) < Ц х , )  (/ '(* )<  0) (мо­
нотон камаювчи) булса

2) Агар у = Цх )  функция берилган интервалда узлуксиз булиб, 
интервалниш чамма нукталарида чосилалари мавжуд булса, у чолда 
функцияиинг бу интервалда монотон булиши учун f '(x) > 0  ёки f {x )  <  
^  0 тенгсизликларнинг бажарилиши зарур ва етарли.

3- ва 4- расмларда 1- ва 2-теоремаларнинг яккол 
тасвири берилган.

Ораликни иккига булиш усули. Фараз килайлик, 
f (x )  = 0  тенгламанинг бирор |  илдизи (я, ft| кесмада 
ажратилган булсин. Кесманинг узунлиги d =  b —a деб 
белгилайлик. Тенгламанинг £ ечими е =  0,001 аникликда 
топилсин. I илдиз |а, ft) нинг ичида булганлиги (a < | < f t )  
учун а  ни ками билан олинган такрибий илдиз, ft ни ортиги 
билан олинган такрибий илдиз деб олишимиз мумкин. Агар 
d ^ 0,001 булса масала ечилган хисобланади ва а хамда 
ft лар /(* ) = 0  тенгламанинг берилган е= 0,001 аникликда- 
ги ечимлари булади. Бу холда такрибий ечим сифатида 
а ва ft лардан ташкари булар орасида ётган исталган 
Х о (а < .Х о < Ь )  ни олиш мумкин. Такрибий ечим сифатида 
дс°в-“ ±А ни олиш максадга мувофик.
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Энди фараз килайлик </>0,001 ва [я, 6 ] кесманинг 
уртасида с=ж нукта олинган булсин. У холда |з,

Ь| кесма узунликлари (ft — а ) /2  га тенг булган |з, с| ва £, 
6 |кесмаларга ажрайди. Ш у икки кесмадан кайси бирининг 
чекка нукталарида f(x ) функция ишорасини узгартирса, 
шу кесмани олиб ко.1 и б кейингисини ташлаб юборамиз. 
Кол га н кесманинг узунлиги d i ^ e  булса, шу ерда 
тухтаймиз. Агар шарт бажарилмаса, олиб колинган 
кесмада юкоридаги мулохазаларни такрорлаймнз. Иккига 
булнш жараёнини кесманинг узунлиги d „ ^ .t  (п — ик­
кига булишлар сони) булгунига кадар давом эттира- 
миз.

Мисол. jc3 — 4 х — 1= 0 тенглама е = 0,001 аникликда 
ечилсин.

Куйидаги жадвални тузамиз

Ж - 1 0 1 2 2.1 2.2
1(Х) нинг 
■шорасн + - - > +

Жадвалдан куриняптики [— I ;0 ); [2.1; 2,2) кесма- 
ларда такрибий ечим ( 1- теоремага асосан) бор. Биз учун 
кулай кесма [2,1; 2,2|. Бунда Д2, I ) =  -  1.39<0;/(2.2) =  
=  0,850 > 0 . Бизда а =  2,1; Ь =  2,2. Бундан d =  b — a =  
=  0,1 > е . Демак хисоблашни давом эттириш керак.

/(2,И ) =  — 0,046<0; /(2.12) =0,046 > 0 .

Бу ердан а=2,11; 6 =  2.12; d  =  b — a =  0,01>е. 
Хисоблашни яна давом эттирамиз:

/(2,114) =  — 0,0085 < 0 ; /(2.115) =  0,0009 > 0.

a =  2 ,ll4 ;&= 2,115;d  =  ft — а =  2,И5 — 2,114 =  0,001 =е.
Куйилган максадга эришдик, яъни кесманинг узунлиги 

d  аввалдан берилган аниклик е =  0,001 дан катта эмас. Бу 
мисолда изланаётган такрибий ечим  ̂ куйидаги ораликда 
булади 2,11 4 < |< 2 ,1 15, яъни 2,114 ва 2,115 ларни 
такрибий ечим тарзида олиш мумкин ( |  аниклик билан). 
Амалда буларнинг урта арифметиги олинса ечим аниклиги 
янада ошади.
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2.3- §. ВАТАРЛАР УСУЛ И

- Алгебраик ва трансцендент тенгламаларни ечишда 
ватарлар усули кенг кулланадиган усуллардан биридир. 
Бу усулни икки холат учун куриб чикамиз.

1- х о л а т .  Фараз килайлик f ( x ) = 0  тенгламанинг 
илдизи {э, 6 ] кесмада ажратилган ва кесманинг чекка 
иукталарида /(а) •/(& )< 0  булсин. Бундан ташкари 
биринчи ва иккннчн хосилалари бнр хил ишорали 
кнйматларга эга булсин, яъни f'(x )  •/"(*) > 0  ёки 
)( а ) < 0 ; f(b )  > 0 ; f'(x ) > 0 ; f" (x ) > 0 (5- раем).

5- раем 6- раем

/(дг) = 0  — тенгламанинг аник ечими, f(x )  функция 
графигининг Ох ^ки билан кесишган нуктаси хо. А ва 
В нукталарни тугри чизик (ватар) билан туташтирамиз.

Олий математикадан маълумки, А ва В нукталарда 
(5-раем) утган тугри чизикнинг тенгламаси куйидагича 
ёзилади:

У-1(а)
ЦЬ)-Ца) Ь — а (2.3)

Утказилган ватарнинг Ох уки билан кесишган нуктаси 
х\ ни такрибий ечим деб кабул киламиз ва унинг 
координатасини аниклаймиз. (2.3) тенгликда дг =  дг|, у  =  
= 0  деб хисоблаб уни х\ га нисбатан ечамиз:

(2.4)

Изланаётган ечим хо энди |п; Ь] кесманинг ичида. Агар 
топилган х\ ечим бизни каноатлантирмаса юкорида

/(а) (Ь -а) 
h b )- l(a )
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айтилган мулохазаларни (п; 6 ] кесма учун такрорлаймиз 
ва Хя нуктанинг координатини аниклаймиз: 

f(x,) (Ь - х ,)
Ц Ь )- Ц х ,) (2.5)

Агар Х2 илдиз хам бизни каноатлантирмаса, яъни 
аввалдаи берилган е аниклик учун U 2 — * i l< e  шарт 
бажарилмаса, хз ни хисоблаймиз:

Цх2) (ь - х 2)

ёки умумий холда

( 2. 6 )

(2 .7)
Ц Ь )- Ц х п)

яъни хисоблашни |jc«+ i — x «|< e  шарт бажарилгунга 
кадар давом эттирамиз.

Юкорида келтирилган формулаларни f(a )  > 0 ; f(b ) <  
< 0 ; f ' ( x ) < 0 ;  / " (дг) < 0  учун хам куллаш мумкин.

2- х о л а т .  f(x) функциянинг биринчи ва иккинчи 
хосилалари турли ишорали кийматларга зга деб фараз 
килайлик, яъни f'(x) •/"(*) < 0  ёки /(а ) > 0, f ( b ) < 0, 
f'(x )  < 0 , f" (x) > 0  (6- раем).

А ва В нукталарни тугри чизик (ватар) билан 
туташтириб унинг тенгламасини ёзамиз

— _  ±=JL . (2 .8 )
1(b) —1(a)

Бу тенгламада у = 0 ва х = х \  деб кабул килиб, уни х\ га 
нисбатан ечсак,

х _к __  /(ft) (*—д) <291
Х > ~ Ь f ( b ) - H a )  ■ U a )

Топилган jci ни такрибий ечим деб олиш мумкин. Агар 
топилган xi нинг аниклиги бизни каноатлантирмаса, 
юкоридаги мулохазани |а, jci) кесма учун такрорлаймиз, 
яъни Х2 ни хисоблаймиз:

H x ,)- f (a ) ( 2. 10)

Агар |Х2— x il< e  шарт бажарилса, такрибий ечим 
сифатида хг олииади, бажарилмаса жз, дсч, ... лар 
хисобланади, яъни



( 2. 11)

Хисоблаш жараёни |хя+| — хп\ булгунга кадар лавом 
эттирилади. / (а ) < 0 ,  f(b ) > 0 ,  / '(дг) > 0 ,  /"(дг) < 0  булган 
\ол учун хам такрибий илдиз (2.9) — (2.11) формулалар 
билан хисобланади. Демак, агар / '(* ) •/"(*) > 0  булса 
такрибий ечим (2.4- 2.7) формулалар билан, /'(дг)Х 
X f " ( x ) < 0  булса (2.9) (2.11) формулалар билан хи­
собланади.

Мисол. дс3+ * 2— 3 = 0  тенглама е =  0,005 аникликда 
ватарлар усули билан хисоблансин.

Е ч и ш .  Илдизларни ажратсак, 0,5<лс<1,5 га эга 
буламиз; бу ерда /(0,5) =  — 2,625<0; /(1,5) =2,600 > 0 ; 
f'(x) = З х 2 +  2х; /"(дг) =  6дг +  2. Кидирилаётган такрибий 
илдиз (0,5; 1,5) кесмада экан. Бу кесмада эса f ' ( x ) > 0 \  
f"(x) > 0 . Демак биз такрибий илдизни (2.4) — (2.7) фор­
мулалар ёрдамида хисоблаймиз ( I  - холат). (2.4) дан х\ =  
=  1,012 ни, (2,5) дан Х2=  1,130 ни; (2.6) дан х з =  1,169 ни,
(2.7) дан (п =  3) Jt.i= 1, 173 ни топамиз. Бу ерда 1*4 — *з| =  
=  1,173— 1,169 =  0,004< е . Демак шарт 4- каламда бажа- 
рилли. Шунинг учун *4=1,173 юкоридаги тенгламанинг 
е =0,005 аникликдаги илдизи булади.

2.4-f. УРИНМАЛАР УСУЛИ. КОМБИНАЦИЯЛАНГАН УСУЛ

Уринмалар усулини Ньютон усули деб хам атайдилар. 
Бу усулни хам икки холат учун куриб чикамиз.

1- хол  а т . Фараз килайлик, /(а ) < 0 , f(b ) > 0 , / '(* ) >  
> 0, / " (дг) > 0  ёки /(а ) > 0 , f ( b ) < 0 , / ' ( * ) < 0 , / " (х ) <  
< 0  (7- раем).

у
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y = f ( x ) эгри чизикка В нуктада уринма ^тказамиз ва 
уринманинг Ох уки билан кесишган нуктаси xi ни 
аниклаймиз.

Уринманинг тенгламаси куйидагича:
y - f ( b ) = f ' { b )  ( х - Ь ) ,  (2.12)

бу ерда у = 0 , x =  xi деб, (2.12) ни х\ га нисбатан ечсак,

<2 |3 >

Ш у мулохазани |а; jci] кесма учун такрорлаб, хг ни 
топамиз:

/(*) 
Г (х )

Умуман олганда

(2-14)

<215)

Х,исоблашни |дся+|— дСяКе шарт бажарилганда т^хтата- 
миз.

2- хол  а т . Фараз килайлик, f ( a ) < 0 ,/(ft) > 0 , f'(x) >  
> 0. f" (x ) < 0 ёки /(а ) > 0 , /(ft) < 0 , / ' ( х ) < 0, Г ( х ) >  
> 0  (8-раем). y = f ( x )  эгри чизикка А нуктада уринма 
утказамиз, унинг тенгламаси:

y —f ( a ) = f ' ( a ) (х — а ). (2.16)
Бунда у —0, х = х \  десак,

1 /(Я)
(2.17)

(t i; ft] кесмадан
/(*,)

Х' = Х ' ~ Ш -
(218)

Умуман

(2|9)
(2.13) ва (2.17) формулаларни бнр-бири билан 

солиштирсак, улар бир-бирларидан бошлангич якинлаши- 
ши (а ёки ft) ни танлаб олиш билан фаркланадилар.



Б о ш ла н ги ч  якинлашишни танлаб олишда куйидаги коида- 
да н  фойдаланилади; бошлангич якинлашиш тарзида (з; 
Ь | кесманинг шундай чекка (а ёки Ь) кийматини 
о лиш  керакки, бу нуктада /(* ) функциянинг ишораси 
ун и н г иккинчи хосиласининг ишораси билан бир хил бул- 
син.

Мисол. х —sin*=0,25 тенгламанинг илдизи е =  
= 0,0001 аникликда уринмалар усули билан аниклан- 
син.

Е ч и ш .  Тенгламанинг илдизи (0,982; 1,178| кесмада 
ажратилган (буни текширишни китобхонга хавола кила- 
миз); бу ерда а =  0,982; Ь =  1,178; / '(* ) =  1 — cos*; / " (* )  =  
=  s in * > 0 .

[0,982; 1,178J кесмада /(1,178) •/"(*) > 0 , яъни бош­
лангич якинлашишда дго =  1.178. Хисоблашни (2.13) —
(2.15) формулалар воситасида бажарамиз. Хисоблаш 
натижалари куйидаги 2. 1-жадвалда берилган.

2.1-

л *. —sin хя —»Гпхя—0,25
П * .) -— 1—СО*Хя

п о

0 1,178 -0,92384 0,00416 0,61723 -0,0065
1 1,1715 -0,92133 0,00017 0,61123 - 0,0002
2 1,1713 -0.92127 0,00003 0,61110 -0,00005
3 1,17125

Жадвалдан куринадики, | дез — дсг I =  11,17125 —
— 1.17131 =  0,00005<е. Демак ечим деб *=1,17125 ни 
(е =  0,0001 аникликда) олиш мумкин.

5— 8- расмларга диккат билан эътибор килсак шуни 
курамизки, / ( * )=  0 тенгламанинг такрибий ечимларини 
ватарлар ва уринмалар усули билан топганда аник ечимга 
икки чеккадан якинлашиб келинади. Шунинг учун иккала 
усулни бир вактнинг узида куллаш натижасида максадга 
тезрок эришиш мумкин. Бу усулни к о м б и н а ц и я -  
л а н г а н  у с у л  деб атайдилар. Комбинацияланган усул 
юкорида келтирилган усулларнинг умумлашмаси булгани 
туфайли бу тугрида куп тухталмаймиз.
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2.5-f. KETMA-KET ЯКИНЛАШИШ УСУЛИ

Биздан f(x) = 0  тенгламанинг илдизини аниклаш талаб 
этилсин. Бу тенгламани куйндаги (тенг кучли) курннишда 
ёзамнз:

дг =  ф(дс). (2 .20)

f(x ) = 0  тенгламани дг =  ф(дг) курннишга келтиришни жуда 
енгил амаллар билан исталган вактда амалга ошириш 
мумкин. (2 .20 ) нинг илдизи |а; 6 ] кесмада ажратилган 
булсин. |а; b J нинг ичида ихтиёрий х0 нуктани оламиз (а <  
< х о < * ) ва бу нуктани бошлангич (нолинчи) якинла- 
шиш деб кабул киламиз. хо ни (2.20 ) нинг унг тарафидаги 
х нинг урнига куйиб, хосил булган натижани х\ десак,

JC!=<p(jto). (2.21 )
дг| ни биринчи якинлашиш буйича (2 .20 ) нинг илдизи 

дейилади. Кейинги якинлашишлар куйидагича топилади:

*2 =  ф(ДС|),
ДСЗ =  ф (*2 ) ,

дся =  Ф ( д с « - |) .

Бунинг натижасида куйидаги кетма-кетликни тузамиз:
Хо, X I, х г ....хя. (2.22)

Агар (2.22) кетма-кетликнинг лимити мавжуд булса 
(Нтдгя=дс), у холда х (2.20) нинг илдизи булади. Бунинг

исботи жуда содда. Агар ф(лг) ни узлуксиз функция десак,

lim x„=  П тф  (х„_|) = ф ( lim x .,, ) = ф (ж ),

яъни х =  ф(х) булиб, х (2.20 ) нинг илдизи булади.
Агар (2.20) кетма-кетликнинг лимити мавжуд булмаса, 

у холда кетма-кет якинлашиш усулининг маъноси бул- 
майди.

Юкорида айтилганлардан хулоса шуки, биз бу усул 
билан Цх) = 0 , (г =  ф(лг) ] тенгламанинг ечимини топмокчи 
булсак, куйидаги кетма-кет бажарилиши лозим булган 
жараённи хисоблашимиз керак булади:



*1 =  ф(*о). 
х2=ф(дс,), 

ЛГз=ф(^2). (2.23)

бу ерда хо, х\, Х2 ,..., кетма-кет якинлашишлар; дсо — 
бошлангич якинлашиш; х\ — биринчи якинлашиш; xj — 
иккинчи якинлашиш ва \.к.

(2.23) жараён якинлашувчи булишининг етарлилик 
шартларини куйилаги теорема ифодалайди (теоремани 
нсботеиз келтирамиз).

Теорема. дг =  ф (х ) тенгламанинг илдизи (а, 6 ] кесмада 
ажратилган булиб, бу кесмада к,уйидаги шартлар бажа- 
рилса:

1) ф(х) функция (а, ft) да аник,ланган ва дифференци- 
алланувчи:

2) барча деб |а; ft] учун ф (х ) 6 |а, ft];
3) барча дг6 |а; ft] |ф '(л г)КЛ < < 1  бЦлса, у  %олда

(2.23) жараён якинлашувчи булади.
Бу ерда шуни таъкидлаш лозимки, теореманкнг 

шартлари факат етарли булиб, зарурий эмасдир, яъни
(2.23) жараён бу шартлар бажарилмаганда хам якинла­
шувчи булиши мумкин. (2.23) ни хисоблаганимизда, 
хисоблашни аввалдан берилган е аниклик учун куйидаги 
тенгсизлик бажарилгунга кадар давом эттирамиз:

|дг.-х.,- , К в  (я  =1,2,3,4,...)
Мисол. \х  — 51пдс =  5 тенглама е =  0,0001 аникликда 

кетма-кет якинлашиш усули билан ечилсин.
Е ч и ш .  Тенгламани 1гиг= куринишда ёзамиз ва

i/i =  1пдг; у 2= ^ ~ ^ ~  чизиклар кесишган нуктани аниклай-

миз. Булар jto =  2,28; дго=0,57. Буларни бошлангич 
якинлашиш нукталари деб оламиз. Берилган тенгламани 
дг= 1.25(1 -f- 1пдг) куринишда ёзсак, ф(дг) =  1,25(1 +1пдс) 
булади, бундан ф '(х) = -^5-. Бу холда дго =  2,28 учун 

кетма-кет якинлашиш жараёни якинлашувчи булади:
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Хисоблаш натижалари куйидаги 2.2- жадвалда келти- 
рилган:

(1) (2) (3)
X

2.28
2.28022
2,28034
2,28040
2,28044

N D + 1
1,82418
1,82427
1,82432
1,82435
1,82437

1.25<2)
2,28022
2.28034
2.28040
2.28044
2,28046

Бошлангич якинлашиш лг<> =  0,57 атрофида жараён якин- 
лашувчи булмайди, чунки

. . .  1.25 1,25 .

Бу холда берилган тенгламани х =  е0»*-' куринишда ёзиб, 
хисоблашни давом эттириш керак.

Ill Б О Б

Ч И З И К Л И  ВА Ч И З И М И  БУЛ М А ГА Н  
А Л Г Е Б Р А И К  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р  ТИ ЗИ М И Н И  ЕЧ И Ш

3.1-f. ВЕКТОРЛАР ВА МАТРИЦАЛАР ХАКИДА БАЪЗИ 
МАЪЛУМОТЛАР. МАСАЛАНИНГ КГЙИЛИШ И

Ушбу параграфда тенгламалар тизимларини ечиш 
усулларини куришда лозим буладиган векторлар ва 
матрицалар хакидаги асосий маълумотларни келтирамиз. 
Булар укувчига олий математика курсидан маълум булса- 
да, бу маълумотлар ушбу бобни ёритишда мухим 
булганлиги туфайли бу хакда кискача тухталишни лозим 
топдик.

Вектор фазонинг иккита нуктаси унинг боши ва охири 
билан аникланади. Фараз килайлик, барча векторлар 
фазонинг бирдан-бир нуктаси — координата бошидан
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б о ш ла н си н. У холда бу векторни аниклаш учун факат 
битта нуктани, яъни унинг охирини курсатиш етарли 
булади, бу нукта уз навбатида унинг координаталари 
б^лмиш учта сон 0 >кали ифодаланади.

Шундай КИЛ116, координата бошидан бошланган хар 
кандай вектор тартибланган сонлартанг учлиги билан 
аникланадики, у в е к т о р  о х и р и н и н г  к о о р д и н а т а ­
л а р и  деб аталади. Аксинча, хар кандай тартибланган 
сонлар уштиги координата боши билан шу учта сон 
координаталари ваэ^фасини утовчи нуктани бирлашти- 
рувчи ягона векторни аниклайди. Биз х векторга унинг 
координаталари ёки ташкил этувчилари деб аталмиш jci, 
Х2, Хя сонлар учлигини мос куимиз.

Энди векторлар устида бажариладиган амалларни 
куриб чикайлик.

В е к т о р н и  с о н г а  к у п а й т и р и ш  учун унинг 
координаталари шу сонга купайтирилади, яъни

А« (дс|, Х2, дез) =  (Алл, кхг, кхз). (3.1)
Шунга ухшаш

(ДС|, Х2, ДСз) ±  (t/i, У2, уз) =  ( х \± у \ ,  Х г ± у 2, Х з± у з) . (3.2)
В е к т о р н и н г  м о д у л и  ( у з у н л и г и )  куйидагича 

аникланади:

lx| =  V * i  +  *2+*3 • (3.3)

д г в а ( / в е к т о р л а р н и н г  с к а л я р  к у п а й т м а с и  
деб уларнинг модулларининг хамда ораларидаги бурчак 
косинусининг купайтмасига айтилади: 

x-y= |x |- |y |cos(x ?y ).
Агарда х ва у  векторлар мос равишда ( jci, Хг, хз) ва (у\, у 2, 
уз) координаталарга эга булсалар, уларнинг скаляр 
купайтмаси куйидагича аникланади:

Х-У =  Х\У\+Х2У2 +  ХЗУЗ■ (3.4)
Худди юкоридаги каби биз энди п улчовли вектор ва 

улар устида бажариладиган амалларни аниклашимиз 
мумкин. п у л ч о в л и  в е к т о р  деб тартибланган п та 
Хакикий Х\, хг,..., хя сонларни айтамиз. В е к т о р н и н г  
А. с о н г а  к у п а й т м а с и  куйидагича аникланади:

А* (Х\, Хз.... Хп) =  (AJCI, кХ2.... Ал.).
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(ДС|, Х2,...,Х„) хамда ( у i, y i .... у„) в е к т о р л а р н и н г
й и г и н д и с и в а а й и р м а с и  эса куйидагига тенг:
(*|, *2....X n )± (y i , У‘2.....Уп) — (Х \±У \, Х2 ± у 2.... Х„±Уп).

п улчовли в е к т о  р н и н г м о д у л и  деб куйидаги сонга 
айтилади:

1*1 =  ^ х * + х * + ...+*• .
И к к и  в е к т о р н и н г  бир-биригаскаляр  к у п а й т -  

м а с и  эса куйидагига тенг:
Х-у =  Х \у \+ Х 2у 2 +  ...+ХпУп ■

Баъзи холларда битта вектор уриига векторлар тизими 
билан ишлашга тугри келади. Бундай в е к т о р л а р  
т и з и м и н и н г  к о о р д и н а т а л а р и  тугри бурчакли 
жадвал куринишига эга булади ва м а т р и ц а  деб 
аталади. Матрица элементлари иккита ракамли (ин- 
дексли) битта харф оркали ифодаланади (масалан а ,,). 
Буларнинг биринчиси сатр ракамини, иккинчисн л а  устун 
ракамини билдиради. Матрица элементлари икки томони- 
дан кавслар ёки иккита вертикал тугри чизик орасига олиб 
ёзилади. Масалан, учта сатр ва туртта устундан иборат 
(3 X 4  тартибли) матрица куйидагича ёзилади:

а И а 12а 13а 14

а 21 <*22 «23 а 24

.°31 а 32а 33а 34 .

Бу матрицани учта турт улчовли вектор сатрлар тизими 
сифатида ёки туртта уч улчовли вектор устунлар тизими 
сифатида караш мумкин.

Купинча устунлари ва сатрлари сони бир хил булган 
матрицалар учрайди. п та устун ва п та сатрдан иборат 
матрицани п- т а рт и б л и к в а д р а т  м а т р и ц а  дейи­
лади.

Матрицалар устида амаллар оддийгина аникланади. 
Бизга келгусида факат матрицани векторга купайтириш ва 
уларнинг купайтмаси керак булиши туфайли шуларнигина 
куриб чикамиз.

М а т р и ц а н и н г  в е к т о р г а  к у п а й т м а с и  деб 
шундай вектор устунга айтиладики, унинг координаталари 
матрица сатрларидаги векторларнинг берилган вектор 
устунга скаляр купайтмаларидан иборат, яъни
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а и а, 2. • ° 1я *, С\ '
<*2,022 •■ 02л X

* 2
-

с2

amiO«2-•• <*тп К ст

бу ерда

С\ = а \ \ Ь [  4 - 012*2 +  . . . -\-а\„Ьп,
С2 =  02\Ь\ +  022*2 +  . .  + 02л*я.

Cm =  Omtb\ +  0*2*2 +  ••• + О т л * д .

Матрицаларнинг бир-бирига купайтмасини содда ми 
сол тарнкасида квадрат матрицалар учун аниклаймиз. 
Иккита бир хил тартибли квадрат м а т р и ц а н и н г  
к у п а й т м а с и  куйидагича аникланади:

в||0|*.. • 0\п * „ * ,... •* ,л СI |С12 ..•С,, '

а21°И •■а2п
X

*21*22- • *;Л. =
С2|с22 ■С2„

а „ а П2- ■ а *п *,.* , 2- • *лл . <\|С„2-

бу ерда
C n = O n * n + 012* 21+  . . . + 0 м * Я|.
Cl2 +  Ol l* l2  +  Ol2*22 +  ... +  0 | я* л2. 

С2\ =  0 л * | |  + 0 2 2 * 2 1  +  ... +  02л*л1

ва умуман

Си, —  о, | Ьц, +  0,2*2» + . . . + atkbnn,

яъни |*сатр ва Ь- устундаги элемент биринчи матрица 
(- сатрининг иккинчи матрица к- устунига скаляр купайт- 
масига тенг.

Асосий диагоналидаги элементлар бирга, барча колган- 
лари эса нолга тенг булган квадрат матрица му\им 
ахамиятга эга. Бундай матрнцани б и р л и к  м а т р и ц а  
Дейилади ва Е билан белгиланади:

25



I о ... о

О I ... о

О 0 ... 1

Бундай матрица «бирлик» деб аталишига асосий сабаб 
ихтиёрий квадрат матрица А учун 

А -Е  =  Е -А = А
тенглик уринли.

Купчилик холларда тескари матрица тушунчаси хам 
ишлатилади. А матрицага т е с к а р и  А~' м а т р и ц а  деб 
шундай матрицага айтиладики, унинг учун 

А - А - ' = А  ~'-А  =  Е 
тенглик уринлик булади.

Юкорида келтирилганлардан фойдаланиб чизикли тенг- 
ламалар тизимини матрицалар ёрдамида ифодалаймиз.

« и *1 +  « | Л + . . . + в | А —
021̂ 1 +  0^ 2+  - * 2.

I* I +  0*1*2+ ••• +  <*ппХп =  Ь . |
тизим берилган булсин. А билан номаълумлар олдидаги 
коэффициентлардан ташкил топган матрицани белгилай- 
миз:

'в ц в | ,...в | ,

-__ а21а 22 " а 2я

1а «1 аяЗ— а«я
В билан озод хадлардан иборат вектор устунни, X билан 
эса номаълумлардан иборат вектор устунни белгилаймиз:



У холда берилган (3.5) тизим куйидагича ёзилади:
А Х  =  В. (3.6)

Назарий ва амалий математиканинг купгина масалала- 
ри чизикли алгебраик тенгламалар тизимини ечишга олиб 
келади.

Чизикли алгебраик тенгламаларни ечиш асосан икки 
усулга а н и к  ва и т е р а ц и о н  усулларга булинади.

Аник, усул деганда шундай усул тушуниладики, унинг 
ёрдамида чекли микдордаги арифметик амалларни аник 
бажариш натижасида масаланинг аник ечимини топиш 
мумкин булади. Хаммага маълум булган Крамер коидаси 
аник усулга мисол була олади. Лекин, Крамер коидаси 
амалда жуда кам кулланилади, чунки бу усул билан 
п- тартибли чизикли алгебраик тенгламалар тизимини 
ечганда нихоятда к^п арифметик амалларни бажаришга 
тугри келади.

Биз хисоблаш учун тежамли булган Г а у с с  в а б о ш  
э л е м е н т л а р  аник усулларини куриб чикамиз. Булар 
номаълумларни кетма-кет йукотиш гоясига асосланган.

Итерацион (кетма-кет якинлашиш) усул  шу билан 
характерланадики, бу усулда чизикли алгебраик тенглама­
лар тизимининг ечими кетма-кет якинлашишларнинг 
лимитидек топилади.

Итерацион усулларни куллаётганда факат уларнинг 
якинлашишларигина эмас, балки якинлашишларнинг 
тезлиги хам катта ахамиятга эга.

Бу усуллар айрим тизимлар учун жуда тез якинлашиб, 
бошка тизимлар учун секин якинлашиши ёки умуман 
якинлашмаслиги хам мумкин. Шунинг учун хам итерацион 
усулларни куллаётганда тизимни аввал тайёрлаб олиш 
керак. Яъни, берилган тизимни унга тенг кучли булган 
шундай тизимга алмаштириш керакки, хосил булган тизим 
учун танланган усул тез якинлашсин.

Тизимдаги тенгламалардан номаълумларни кетма-кет 
йукотишни икки йул билан амалга ошириш мумкин:

а) тенгламаларнинг керакли комбинацияларини тузиш;
б) алмаштиришнинг хар бир кадамида тизим матрица- 

сининг бирор элементини ёки бирор устундаги диагонал 
элементнинг остидаги барча элементларини нолга айлан- 
тириш максадида бу матрицани махсус равишда танлаб 
олинган матрицага купайтириш.

Хар иккала холда хам эътибор шунга каратилиши 
керакки, алмаштиришлар натижасида берилган тизим
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унга тенг кучли булган тизимга алмашиши хам да содда 
куринишга эга булиши лозим.

3.2-f. ГАУСС УСУЛИ

Гаусснинг номаълумларни кетма-кет йукотиш усули 
чизикли алгебраик тенгламалар тизимини ечиш усуллари 
ичида энг универсал ва энг еамаралисидир. Соддалик учун 
туртта номаълумлн т^ртта чизикли тизимни ечишнинг 
Гаусс усулини куриб чикамиз.

Ушбу тизим берилган булсин:

’в | Л  +  в | Л + в |* к » + в |Л “ *|;
а ^  +  о й ^ + а и Х з + а ^ ^ г ;  3 ? )

I +  аэзх*+  азэ*з +  а*** =  * *
« I \* I +  ап*г+ а 4э*з+<*««*4= ь 4.

бу ерда Xi ( i *  1,4) — номаълум сонлар, ац (/= 1,4) ва 
bi (/ = 1 ,4 )— маълум коэффициентлар. Кулайлик учун 
ais =  bi, Огл =  bi, аз5=йз, о^ = Ь а деб оламиз.

Гаусс усулининг тулик тавсифига утамиз. Биринчи 
кадамнинг етакчи элементи деб аталадиган ац коэффици- 
ентни нолдан фаркли деб хисоблаймиз. (3.7) даги биринчи 
тенгламанинг хамма хадларини ам га булиб, куйидагига 
эга буламиз:

ДГ|+Й|2ЛГ2 +  &13*3 +6|4*4 =  &15, (3.8)
бу ерда

^  (/ =  2,3.4,5).

(3.8) тенгликдан фойдаланиб (3.7) тизимнинг иккинчи, 
учинчи ва туртинчи тенгламаларидан х\ номаълумни 
йукотамиз. Бунинг учун (3.8) тенгламани a2i, a.n ва a4i га 
купайтириб натижани мос равишда тизимнинг иккинчи, 
учинчи ва туртинчи тенгламаларидан айириш керак. 
У холда уч номаълумлн куйидаги тизимга эга буламиз:

аЙ,* |+ в м * з + < С * 4 « а & ';

а » * 2+ ° » ' *з+ ам ^ 4 = вз» ': (З-9 )
а42,'Г2+ а 43,ДС3+ а 44)дГ4 =  а45' •
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(3.12)

бу ерда
o/i— Off— Ofi6 M (< =  2,3,4, / =  2,3,4,5) (3.10)

Энди шу тизимни у.чгартиришга киришамиз.
Иккинчи кадамни бажаришга утишдан олдин иккинчи 

кадамнинг етакчи элементи деб аталадиган ай  элементни 
н олда н  фаркли деб фараз киламиз (акс холда тенглама 
л а р н и н г урнини тегишли равишда алмаштириш лозим).
(3 .9 ) тизимнинг биринчи тенгламасини ои га буламиз, 
у холда

■^2+*23^3+*24^4^ *25* i (3-1 1)

бу ерда
о<!»

°22

Юкоридагига ухшаш дсг ни йукотсак, 
g‘x,+ag>*4= ag> ;

тизимга эга буламиз, бу ерда

(« =  3,4;/=3,4,5) (3.13)

(3.12) нинг биринчи тенгламасини га буламиз, у 
холда

Х3 + °3 4  -*4 — ®3S

булади, бу ерда
oi?> ей ’/ ,(2 ) _  “ 34 /,<*> —  35

34 л'2' ’ 35 “  а'2'“ зз “ 33

Бу тенглама ёрдамида (3.12) тизимнинг иккинчи 
тенгламасидан хз ни йукотиб, куйидаги тенгламага эга 
буламиз:

бу ерда

< - < - в < Х 2> (/ =  4.5) . (3.14)



Шундай килиб, (3.7) тнзимни учбурчак матрицали узига 
тенг кучли булган куйилаги тизимга келтирдик:

I * 2 + ^ 2 3  JC3 +  ^24)* 4 —

1 3 ' 5 )
„(3),. __„<3>( 044X4 — 045 .

Бу ердан кетма-кет куйидагиларни аниклаймиз:

(3.16)
х2= Ь ^  — Ь ^Х '—Ь $ х 3;
*. =  Ь ,5- Ь  ,* * « -Ь 13к3- Ь

Шундай килиб, (3.7) тизимни ечиш икки боскичдан 
иборат:

б и р и н ч и  б ос к и ч — тугри йул — (3.7) тизимни
(3.15) учбурчак куринишига келтириш;

и к к и н ч и  б о с к и ч  — тескари йул — номаълумлар­
ни (3.16) формулалар ёрдамида аниклаш.

Кулда хисоблаётганда хатога йул куймаслик учун 
хисоблаш жараёнини текшириш маъкулдир. Бунинг учун 
биз ушбу

а , . + 2=  Ь 1(+ / ,  ( | = Т 7 п )
У-1

йигиндидан фойдаланамиз.
Агар сатр элементлари устида бажарилган амалларни 

хар бир сатрдаги текширувчи йигинди устида хам 
бажарсак ва хисоблашлар хатосиз бажарилган булса, 
у холда текширувчи йигиндилардан тузилган устуннинг 
хар бир элементи мос равишда алмаштирилган сатрлар 
элементларининг йигиндисига тенг булади. Бу хол эса 
биринчи боскич (тугри юриш) ни текшириш учун хизмат 
килади. Иккинчи боскич (тескари юриш) да эса, тек- 
ширув ж/=х/ - | - 1 (/ =  1,4) ларни топиш билан бажари- 
лади.

Тенгламалар тизимини кулда ечилганда хисоблашлар-
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ни куйидаги 3.1-жадвалда курсатилган Гаусснинг ихчам 
тархи буйича бажариш маъкулдир. (Жадвалда соддалик 
учун туртта тенгламалар тизимини ечиш тархи келти- 
рилган.)

3.1-ж адаал

*1 *2 *s *«
Оэод

кадлар Z
Тар»
К.ИСМ-
ларн

«II «12 «13 •и «И
«21 “22 «23 «24 *2 «2*
«31 “и «33 «34 *3 «3»
«41 “44 “«3 «44 *4 «4* А

1 *12 f l i f i i А «И
«II «и «11 «11 «II

4 4 4 *у> 4
4 4 4 ар 4
4 -а 4 •р 4 А1
1 4 4

«и «22 022 «22

4 •Р 4
4 «а •f 4

л»
1 «9 4

«33 «33 “S3

«а 4
1 *• 4

«44 <44
1 *4 *«i *3 *> В1 *2 ч1 *1 *1
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Мисол. Куйидаги тизим Гаусс усули билан ечилсин 
x {+ x t — 2x3+ * 4= 6 ;
2х |-f- x2-f- х2— дс4= 3;
— х, — Зх2— х3+ х 4=  — 8 ; 
х, +  2х2— * 2+ 2дс4= 11.

Тизимни ечиш жараёни куйидаги 3.2- жадвалда келти- 
рилган.

3.2-

*1 *2 *» *4
Озод

хадлар I
Тар*

кисмла-
рн

1 1 - 2 1 6 7
2 1 1 -1 3 6

— 1 - 3 — 1 1 -8 -12
1 2 —3 2 11 13

1 1 - 2 1 6 7
-1 5 - 3 -9 -8
—2 - 3 2 -2 -5
1 1 1 5 8 л .

1 —5 3 9 8
— 13 8 16 И

6 - 2 —4 0
. . .  • . . . Ла

1 8 16 И
13 13 13
22 44 66
13 13 13 Ал

1 2 3
1 0 1

1 3 4 В

1 1 2
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Шундай килиб,
jcI =  1; *2 =  3; *з= 0 ; лг< =  2 

ечимига эга булдик.

Бош элементлар усули.
Гаусс усулида стакчи элементлар доим лам нолдан 

фаркли булавермайди. Баъзаи эса улар иолга якии сонлар 
булиши мумкин; бундай сонларга булганда катта абсолют 
хатога эга булган сонлар хосил булади. Бунинг натнжасн- 
да такрибий ечим аник ечимдан сезиларли даражада 
четлашиб кетади.

Хисоблашда бундай четлашишдан кутилиш учун Гаусс 
усули бош элементни танлаш й^ли билан кулланилади. Бу 
усулнинг Гаусс усулининг ихчам тархидан фарки куйида- 
П1 дан иборат. Фараз килайлик, номаълумларни йукотиш 
жараёнида ушбу тизимга эгамиз:

'* I +  * |J’* 2+ *  !У*з+ •• • +  b ii4 = b !'i+t.

* * + C U . * * - h + - - - + ^ = C « + .. 

e i " ^ i . « + i * « + i + - + e i + i * . = e W ( ; « + l * бУ еРда

о Л + 1*«+| +  .. ■+<">■— «Я + и

a (m)

f ;  a ' " ’ =  a i;7~'*— а ш ~ ' i!/' ( * ./ > «  +  0-

Энди |а£+,.*1 = m ax |в ‘Г+1./1 тенгликни каноатлан-

тирадиган k- ракамни топиб, узгарувчиларни кайта белги- 
лаймиз: JCm+i= x* ва х* =  хт+\. С^нгра ( т  +  2) тенглама- 
дан бошлаб, барчасидан хт + 1 номаълумни йукотамиз. 
Бундай кайта белгилашлар йукотиш тартибини узгарти- 
ришга олиб келади ва куп холларда хисоблаш хатолигини 
камайтиришга хизмат килади.

Мисол. Бош элементлар усулидан фойдаланиб куйида­
ги тизим ечилсин.
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' I

1.1 161*, +  0.1254*г+0,1397*3+0,1490*4 =  1,5471, 
0,182*1 +  1,I675*2+0,1768*3+0,1871*4=  1,6471,
0,1968* , =  0,2071 * г+  1,2168*3+ 0,2271*4=  1,7471,
0,2368* , +  0,2471*2+ 0,2568*з +  1,2671 * 4 =  1,8471.

Тизимни ечиш жараёни куйидаги 3.3- жадвалда келти- 
рилсин.

3.3-

1 « , ап аа ао “ в М 1

1

1
2
3
4

0,11759
0,14766
0,17923

1,11610
0,1582
0,1968
0,2368

0,1254
1,1675
0.2071
0^471

0.1397
0,1768
0,2168
0.2568

0.1490
0,1871
0,2271
1,2671

1.5471
1,6471
1,7471
1,8471

3,07730
3.33760
3.59490
3,85490

II
1
2
3

0,09353
0,11862

1,08825
0,12323
0,15436

0.09634
1,13101
0,16281

0.10950
0,13888
1.17077

1.32990
1.37436
1.41604

2.62399
2,76748
2,90398

III
1
2

0.07296 1,07381
0,10492

0,08111 
0,11170

1,19746
1.20639

2,35238
2,42301

IV 1 1,06616 1,10944 2,17560

V

1
2
3
4

1
1

1
1

1.04059
0,98697
0,9оМ5
0,88130

2.04059
1,98697
1,93505
1,88130

бу ерда т ,  =  а,,/ар,; барча 1 ф р  лар учун арч бош 
элемент. Жадвалдан куйидаги ечимни хосил киламиз:

*i =  1,04059; *2=0,98697;
*з=0,93505; * 4=  0,88130.

3.3-f. ИТЕРАЦИОН УСУЛЛАР

3.1-§ да итерацион усулларда ечим чексиз кетма- 
кетликларнинг лимити сифатида топилиши хакида айтиб 
утилган эди.

Бугунда турли тамойил ( принцип)ларга асосланган 
жуда куилаб итерацион усуллар мавжуд. Умуман, бу
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ус у л ла р н и н г . узига хос томонларидан бири шундан 
иборатки. йул куйилган хатоликлари х,ар кадамда 
тугриланиб боради. Аник усуллар билан ишлаётганда, 
агар бирор кадамда хатога йул куйилса, бу хато охирги 
натижага хам таъсир килади. Якинлашувчи итерацион 
жараённинг бирор кадамида йул куйилган хатолик эса 
факатбир неча итерация кадамини ортикча бажаришгаги- 
на олиб келади холос. Бирор кадамда йул куйилган 
хатолик кейинги кадамларда тузатилиб борилади. Боз 
устига бу усулларнинг хисоблаш тартиби содда булиб, 
уларни Э Х М  ларда хисоблаш кулайдир. .Пекин хар бир 
итерацион усулнинг кулланиш сохаси чегаралангандир. 
Чуики итерация жараёни берилган тизим учун узоклаши- 
ши ёки шунингдек, секин якинлашиши мумкинки, бунинг 
окибатила амалда ечимни коникарли аникликда топиб 
булмайдн.

Шунинг учун хам итерацион усулларда факат якинла­
шиш масаласигина эмас, балки якинлашиш тезлиги 
масаласи хам катта ахамиятга эгадир. Якинлашиш 
тезлиги дастлабки якинлашиш векторининг кулай танла- 
нишига хам богликдир.

Бу параграфда аввал итерацион усулларнинг умум^й 
характеристикасинн куриб чнкамиз, сунгра эса хисоблаш 
амалнётида кенг кулланиладиган итерацион усулларни 
келтнрамиз.

3.3.1. Итерацион усулларнинг умумий характеристикаси

Юкорида кайд этилганидек, итерацион усуллар ти-
зимнинг нзланган х ечимига якинлашалиган уо, у \, t/2__
итерацион кетма-кетликларни куришга асосланган. Хар 
бир шундай усул навбатдаги у*+) якинлашишни аввалги- 
лари ёрдамила хисоблаш га имкон берадиган итерацион 
формулалар билан характерланади. Энг содда холда «/*+1 
ни хисоблашда факат битта аввалги у* итерациядан 
фойдаланнлади. Бундай усуллар бир кадамли дейилади. 
Бир кадамли усуллар учун итерацион формулани куйидаги

B>+ l - - } '~ y'- + A y k= f  (3.17)
T*+i

стандарт каноник куринишда ёзиш кабул килинган; бунда 
T*+i — итерацион параметрлар ( t * + i> 0 ), fl* + i — ёрдам- 
чи махсусмас матрицалар. Агар т ва В лар fe-(-l индексга 
боглнк булмаса, яъни (3.17) формула ихтиёрий к лар учун
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бир хил куринишга эга булса, у холда бу итерацион усул 
с т а ц и о н а р  у с у л  дейилади. Стационар усуллар хисоб­
лаш жараёнини ташкил этиш нуктаи назаридан соддадир. 
Аммо ностационар усуллар бошка устунликларга эга: улар 
{т*+||, кетма-кетликларни танлаш билан богланган
кушимча «эркинлик даражасига* эга. Бундан «/* итерация- 
лар тизимнинг х ечимига якинлашиш тезлигини оширишда 
фойдаланиш мумкин.

(3.17) итерацион формула ёрдамида навбатдаги у*+1 
якинлашишни топиш ушбу

Bk+iy»+i =  F»+i (3.18)
тенгламалар тизимини ечишни талаб этади. Бунда

F» + , =  (fl* + i — T*+i;4)i/* +  T*+ if.

Шундай хисоблашни хар бир кадамда бажаришга тугри 
келади. fl*+i матрица сифатида бирлик fl*+i =  £ матрица 
олсак, итерацион кетма-кетлик хадларини хисоблаш учун 

.энг содда тархга эга буламиз. Бу холда (3.17) формула 
кетма-кетликнинг навбатдаги ук+\ хадини унинг аввалги у к 
хади оркали ошкор ифодалаш имконини беради:

Ук+1 = У к—т*+|Л«/* +  т*+|/. (3.19)
Ана шундай реккурент формулага асосланган итерацион 
усуллар о ш к о р  усуллар дейилади.

Ошкормас усуллар (fl* + i ф Е  орасида fl*+i матрицани 
учбурчакли килиб танланадиган усуллар энг куп тар- 
калган. Бу холда навбатдаги «/*+1 итерацияни топиш учун 
(/*+1 нинг компонентларини (3.18) учбурчакли тизимдан 
бирин-кетин Гаусс усулининг тескари юришига килингани- 
дек топишга келтирилади.

Кандайдир итерацион усулнинг кулланншн (у*) кетма- 
кетлик тизимнинг х ечимига якинлашишни билдиради:

limj/*=x. (3.20)

(3.20) тенглик куйидагини англатади:

V ( y  I**— (У Г + М - - +  (У ? * -* ,)  (3-21)
(3.21) дан куринадики, ук векторлар кетма-кетлигининг 
х векторга якинлашишининг зарурий ва етарли шарти хар 
бир компонентнинг якинлашувчилигидан иборат:

limj/ jki= x „  /— 1,2,...,л.



Ушбу айирма ги=Ук — х хатолик дейилади. ук ни у„ =  х +  
-f-z* куринишда ®зиб ва (3.17) га куйиб, хатолик учун,

Д*+1- * t .1—■—+ Л г»= 0 (3.22)
; т*+|

итераиион формулани хосил киламиз. (3.17) дан фаркли 
уларок, у тизимнинг унг томони (/) ни уз ичига олмайди, 
яъни бир жинслидир. (3.20) якинлашишни талаб этиш г* 
нинг нолга интилиши лозимлигини англатади:

1йпг*=0. (3.23)

Хар бир итерацион усул якинлашувчилигининг етарли- 
лик шартлари A, 1 матрицалар ва т»+| итерацион 
параметрлар каноатлантириши лозим булган куринишда 
ифодаланади. Улардан баъзиларини, айникса, итерацион 
параметрларни оптимал танлашга оид шартларни текши- 
риш кийин. Натижада хисоблашларни бажараётганда 
итерацион параметрларни купинча тажриба йули билан 
(эмпирик) танлашга тугри келади.

3.3.2. Оддий итерацион усул

Фараз килайлик,
А х = Ь  (3.24)

тизим бирор усул билан
х + С х + 1  (3.25)

куринишга келтирилган булсин, бу ерда С — кандайдир 
матрица, f — вектор устун. Дастлабки якинлашиш вектори 
хт бирор усул билан (масалан, дс*̂ =0 ) топилган булсин. 
Агар кейинги якинлашишлар

х (*+|» =  Сх,“ + / ( * = 0 .1,2,...)
реккурент формула ёрдамида топилса, бундай усул оддий 
итерация усули дейилади.

Агарда С матрица элементлари

2  |СчК а < 1  (1 =  1,2.... п) (3.26)
ва <-1

(3.27)



шартлардан бирортасини каноатлантирса. у холда итера­
цион жараён берилган тенгламанинг х ечнмига ихтиёрий 
бошлангич д-®’векторда якинлашиши исботланган, яъни

Шундай килиб, тизимнинг аник ечими чексиз кадамлар 
натижасида хосил килннади ва хосил килинган кетма- 
кетлнкнинг ихтиёрий дг1*’ вектори такрибий ечимни беради. 
Бу такрибий ечимнинг хатолигини куйидаги формула- 
лардан бири оркали ифодалаш мумкин:

max (3.28) 
' - fl i- и ..n 1 1

агарда (3.26) шарт бажарилса, ёки

2  (3.29)

агарда (3.27) шарт бажарилса. Бу бахоларни мос 
равишда куйидагича кучайтириш мумкин:

т ( х ,— дг/*'| <--£^-т ах|х/*'— х/*~и|

ёки

Итерацион жараёнларни юкоридаги бахолар олдиндан 
берилган аникликни каноатлантирганда тугаллайдилар.

Бошлангич х •' вектор, умуман олганда, ихтиёрий 
танланнши мумкин. Баъзан х ”—1 деб олишади. Аммо 
х “ векторнинг компонентлари сифатида номаълумларнинг 
к^пол тахминларда аникланган кийматлари олинади.

(3.24) тизимни (3.25) куринишга келтиришни бир неча 
хил усулларда амалга ошириш мумкин. Факат (3.26) ёки
(3.27) шартлардан бирортасининг бажарилиши лозим. 
Шундай усуллардан нккитасига тухталамиз.

Биринчи усул. Агарда А матрицанинг диоганал 
элементлари нолдан фаркли булса, яъни

аиФ 0 (1 =  1,2....п)

у холда берилган тизимни
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= (Ь>- а 1гх.2- . . . - а 1яхя),
“ ll

- ■ £ {Ь , - а , иг, (3  30)

куринишда ёзиш мумкин. Бу холда С матрица элементлари 
куйидагича аникланади:

хамда (3.26) ва (3.27) шартлар мос равишда куйидаги 
куринишни кабул килади:

< 1  (/=1.2.... л ) , (3.31)

£ |-^|<р<| </=12...«)• (зз2>
(3.31) ва (3.32) тенгсизликлар А матрицанинг диагонал 
элементлари

|а „ |>  S  1а„1 ( / - U .... п) (3.33)
)+1

шартларни каноатлантирганда уринли булади.
Иккинчи усул. Бу усулни куйидаги мисол оркали 

намойиш киламиз.
Умуман олганда. хар кандай келтирилмаган матрицали 

тизим учун якинлашувчи итерацион усуллар мавжуд, аммо 
уларнинг барчаси хисоблаш учун кулай эмас.

Агарда итерация усули якинлашувчи булса, у холда бу 
усул юкорида курилган усуллардан куйидаги афзаллик- 
ларга эга булади:

1. Итерацион жараён тезрок якинлашса, яъни ти­
зимнинг ечимини аниклаш учун л дан камрок итерация 
талаб килинса, у холда вактдан ютилади, чунки арифметик 
амаллар сони л2 га мутаносиб (пропорционал) (Гаусс 
усули учун эса бу сон л3 га мутаносиб).

2. Яхлитлаш хатоликлари итерация усулида натижага 
камрок таъсир этади. Бундан ташкари итерация усули 
Уз хатолигини тугрилаб борувчи усулдир.
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3. Итерация усули тизимнинг муайян коэффициентлари 
нолга тенг булган холда жуда хам кулайлашади. Бундай 
тизимлар хусусий хосилалн дифференциал тенгламаларни 
ечганда купрок учрайди.

4. Итерация жараёнида бир хил турдаги амаллар 
бажарилади, бу эса Э Х М  учун программалаштиришни 
осонлаштнради.

I- мисол. Куйидаги тизим оддий итерация усули билан 
ечилсин:

I Оде, +  х 2— Здс3— 2х 4-|- х 5= 6,
— лГ|-+-25лс2— х3—5х4—2лс5=  11,
2дг, +  х2— 20дс3+2ж4— Здс5=  — 19,
*2—ха+ 1 0 х 4—5дг5=  10,
дг, +  2х2— дс3— 2дг4— 20дг5=  — 32.

Е ч и ш .  Биринчи усулда айтилганидек, бу тизимнинг 
тенгламаларини мос равишда 10. 25, —20, 10, 20 ларга 
булиб, куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

х ,= 0,6 — 0,1 лг2+  0,3*3+0,2дс4— 0,1 JCs, 
jc2= 0 ,4 4  +  0,04х , -  0 ,04x3+ 0.2jc4 +  О.Овдс*
х3= 0,95+0,1 *, +  0,05jc2+ 0,1 х4 -  0,15**
х4=  I — 0.1 х2Н- 0.1 дг3-|- О.блса.
xs=  1,6+0,05*, +  0,1 х2+ 0,05*3+0,1 х4,

бу ерда (3.31) шарт бажарилади. Хакикатан хам,

2  |С 1/| - 0 , 3 < 1 ;  2  1С2/| = 0 ,2 8 <  1;
/-1 /-1

2  |С3/1 =0.41 <  1; 2  1С4(| = 0 ,5 <  1;
/-I /-1

2  | С5/| =  0,3 <  1.
/ - 1

Дастлабки якинлашиш х т сифатида озод хадлар устуни 
(0,6; 0,44; 0,95; 1; 1,6) ни олиб кейинги якинлашншларни 
топамиз:
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X j ' >= 0,6 -  0.1 * J°> +  0.3 f + 0 ,2 * <°>-  0 .1 * Г  =
__0 ,6 — 0,1 • 0,44 +  0,3 • 0,95+0,2 • 1 -0,1 -1,6 =  0,881, 

x «i> =  0.44 +  0,04 • 0,6-0,04 • 0,95+0,2-1 4-0,08-1,6 =  0,754.

Шунга ухшаш * ^  =  0,892; x {'’=  1.851; jcJ‘>— 1,72. Хисоб- 
л а ш л а р н и н г давомини 3.4- жадвалда келтирамиз:

3.4-жадаал

к * f t  *  , *
0 0.6 0.44 0,95 1 1.6
1 0,881 0,754 0,892 1,851 1.72
2 0,9884 0,9482 1,0029 1,9147 1,9859
3 0,9904 0,9814 0,9908 1,9939 1,9854
4 0,99944 0,99753 0,99769 1,99364 1,99897
5 0,99839 0,99865 0,99929 1,99954 1,99970
6 0.99986 0,99989 0,99977 1,99976 1,99960
7 0,999934 0,999920 1,000018 1,999788 1,999947
8 0,999974 0.999951 0,999976 2,000042 1,999978

Юкоридаги 3.4- жадвалдан курамизки, 8-итерация 
*, =  0,999974; *2 =  0,99951; *3 =  0.99998; *4 =  2,00004; 
*5=1,99998 ечимдан иборат. Бу топилган такрибий ечим 
аник ечим

* ’ =  * '  =  * ’ =  1; х\ =  х \= 2

дан бешинчи хонанинг бирликлари буйичагина фарклана- 
ди.

2- мисол.
1 , 0 2 * 0,05*2-  0,10*,=0,795,
-0,11*,-1,03*2-0,05*3=0,849,
- 0 ,1 1  * ,- 0 ,1 2 * 2 +  1,04*з= 1,398

тизимни 3 та итерация бажариб ечинг ва хатолигини 
бахоланг.

Е ч и ш .  Берилган тизим-матрицанинг диоганал эле­
ментлари бирга якин, колганлари эса бирдан анча кичик.
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Ш у сабабли итерация усулини куллаш учун берилган 
тизимни куйидагича ёзиб оламиз:

*, =  0,795 -  0.02*, +  0,05*2 +  0,10*3;
*2 =  0,849+0,11*, -0,03*2 +  0,05*з;
*з =  1.398 +  0,11*, +0,12*2 — 0.04*з.

(3.31) якинлашиш шарти бу тизим учун бажарилади. 
Хакикатан хам,

2  |С„| = 0,02 +  0,05+0,10 =  0.17<1,
/-1

2  |С 2/| =0.11+0,03 +  0,05 =  0,19<1,
/-■

2  |Сзу| =0.11+0,12 +  0,04 =  0,27<1.

Бошлангич якинлашиш *•' сифатида озод хадлар устуни 
элементларини икки хона аникликда оламиз 

0.80 |
*'0,=  0,85 

, 1,40)
Энди кетма-кет куйидагиларни аниклаймиз: 

к = \  да
*| "  =  0,795 -  0.016 +  0,0425 +  0,140 =  0,9615 *  0,962,

*  =  0,849 +  0,088 -  0,255 +  0,070 =  0,9815 *  0,982,

*1' 1 — 1,398 +  0,088 +  0.1020 -  0,056 =  1,532;

к =  2 да
*}3, =  0,980, *J3,=  1,004, *<3> =  1,563.

* =  3 да

*}3‘ =  0,980, *i3' =  1,004, *J3' =  1,563.
Номаълумларнинг к =  2 ва к = 3  даги кийматлари
3-10“ 3 дан камрок фарк килаяпти, шунинг учун номаъ­
лумларнинг такрибий кийматлари сифатида

*,*0,980, *2*1.004. *з«1.563
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ларни оламиз. У холда йул куйилган хатолик куйидагича
б а хо ла н а ди :

3.3.3. Зейдел усули

Зейдел усули чизикли бир кадамли биринчи тартибли 
и терацион усулдир. Бу усул оддий итерацион усулдан 
шу билан фарк кнладнки, дастлабки якинлашиш лг}°\
Х<°>......х\0) га кура лг|и топилади. С^нгра дг!". x f \ . . . ,  х'0)
га кура jcJ "  топнлади ва х.к. Барча дг/" лар аникланган- 
дан cj?Hr ... лар топилади. Аникрок айтганда,
хисоблашлар куйидаги тар* (схема) буйича олиб бори- 
лади:

j fla

х«*+"= 2_ _  2  Х«*+".

3.3.2. даги якинлашиш шартлари Зейдел усули учун хам 
уринлидир. Купинча Зейдел усули оддий итерация усулига 
ннсбатан яхшнрок якинлашади. аммо хар доим хам 
бундай булавермайди. Бундан ташкари Зейдел усули 
программалаштириш учун кулайдир, чунки дг(,*+|) нинг 
кнймати хисобланаётганда jc}*’..... лс ’̂, ларнинг кийматини 
саклаб кол и ш нинг хожати йук.

Мисол. Зейдел усули билан 3.3.2. даги 1- мисолнинг 
ечими 5 хона аникликда топилсин.

Е ч и ш .  Тизимни
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X, =  0,6 — 0,1 *2 +  0,3*3 +  0,2*4 — о, 1 * 5,
*2 =  0,44 +  0,04*1 — 0,04*3 +  0,2*4 +  0,08*5,
*з=0,95 +  0,1*| +  0,05*2 +  0 ,1 *4 — 0,15*5,

*4=  1 — 0,1*2 +0,1 *3 +  0,5*5,
*5 =  1.6+0,05*1 +  0,1 *2 +  0,05*3 +  о, 1 *4

куринишда ёзиб оламиз ва дастлабки якинлашиш *•' си­
фатида оддий итерация усулидагидек * « = ( 0,6 ; 0,44; 0,95; 
1; 1,6 ) деб оламиз.

Итерациянинг биринчи кадамини бажарамиз;

* {" =  0.6 -  0,1 *1°'+0,3*1°» +  0.2*{°» -  0,1 *1°'1 =  
= 0 , 6 - 0 , 1 -0 ,4 4 + 0 ,3 -0 ,9 5 + 0 ,2 -1 - 0 .1  -1,6 =  0.881;
*1'' =  0,44 +  0,04 - *  |4> -  0.04*1°»+0,2*{°'+0,08*1°' =

=  0,44 +  0,04 • 0,881 -  0,04 • 0,95 +  0,2.1 +  0,08 • 1.6=0,771; 
*1" =0,95+0.1 * ! !) +  0,05*21' +  0.1 *{°» -  0.1 *1°> =

=  0.95 +  0,1-0,881 + 0 ,05-0,771 + 0 .1  • 1 -  
-0 .1 5 -0 ,1 6  =  0,937; 

х<‘» =  1 -  0.1 *1 "+ 0 .1  *1"+0.5*1°» =  1.817; 

x l1 >= 1.6 +  0 .05* ,'"+0 .1  *1" +  0,05*1'» + 0 .1  *{1 »=  1.948. 

Кейинги якинлашишларни 3.5- жадвалда келтирамиз;

3.5-ж адаал

к * -Г * 4* 4»
0 0.6 0,44 0,95 1 1.6
1 0,881 0,771 0,937 1,817 1.948
2 0,973 0,961 0,985 1,974 1,992
3 0,995 0,995 0,999 1,996 1.999
4 0.9995 0.9991 0.9997 1,9995 1,9998
5 0.99992 0.99989 0,99997 1,99991 1,99997
6 0.99999 0.99998 0,99999 1,99999 2,00000

Куриниб турибдики, Зейдел усули оддий итерация 
усулига нисбатан тезрок якинлашмокда.



3.4-f. ЧИЗИКЛИ БУЛМАГАН ТЕНГЛАМАЛАР ТИЗИМИ 
УЧУН KETMA-KET ЯКИНЛАШИШ УСУЛИ

Ш у пайтгача биз факат чизимн тенгламалар тизимини 
ечиш усуллари билан танишдик. Энди тенгламалар тизими 
чизикли булмаган хол устида тухталамиз. Соддалик учун 
икки номаълумли иккнта чизикли булмаган тизимни оддий 
итерация усули билан ечишга тухталамиз. Бундай тизим 
куйидагича ёзилади:

//(■*. У) = 0,
\tp(x, у ) = 0 .

(3.34)

Фараз килайлик бошлангич х0, уо якинлашишлар берилган 
булсин. Берилган тизимни куйидагича ёзамиз:

(3.35,
\у = Ф (л г , у)

хамда бу тизимнинг унг томонидаги ж ва у  лар урнига 
бошлангич якинлашиш х<>, у0 ларни куйиб, биринчи 
якинлашишни аниклаймиз:

Худди шунингдек иккинчи якинлашишни аниклаймиз: 
x2 =  F(x,, у ,) ,  

у 2 =  Ф (х 1, у2) (3.37)
ва умуман

f x „ = F (x n_ „ у я_ ,),
| ' (3.38)
Ь .= Ф (д г я_ „  у , . , ) .

Агарда F(х, у) ва Ф (х , у) функциялар узлуксиз, хамда xt,
* 2,..., х„,... ва у |, у 2..... у„. ... кетма-кетликлар якинлашувчи
булса, у холда уларнинг лимитлари берилган тенгламанинг 
ечими булади.

Энди юкорида келтирилган итерацион жараёниинг 
якинлашувчи булиш шартларига тухталамиз.

Теорема, х ва у  (3.34) тизимнинг аник ечимлари, а <  
< x c b ,  c c y < d  булиб, х — а, х = Ь , у  =  с ва y  =  d тугри 
чизиклар билан чегараланган тугри туртбурчак ичида 
бошка ечимлар йук булса, у холда курсатилган тугри 
т^ртбурчакда куйидаги
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№ \ < к  I5 I< * . 1 5 1<* 1 5 1<*
(Р\ +  P 2< A f<  1 ва </i +<72< М <  1) тенгсизликлар бажа- 
рилса, итерацион жараён якинлашувчи булади ва бош- 
лангич якинлашиш х0, уо сифатида тугри туртбурчакнинг 
ихтиёрий нуктасини олиш мумкин.

Теореманинг исботини келтириб утирмаймиз.
Мисол

П ( х ,у ) = х 3+ у 3- 6 х  +  3 = 0 ,
1 ф(дг, у) = х 3—у 3—6у +  К =  0

тизимнинг мусбат ечимини итерацион усул билан уч хона 
аниклнкда топинг.

Берилган тизимни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

0 <дг< 1, 1 квадратни караймиз. Агарда х0, уо
нукта шу квадратга тегишли булса, у чолда 0 < F (*o , 
i/o) <  1 ва 0 < Ф (х 0, Уо)< 1 булади. (дг0. Уо) бошлангич 
якинлашиш кандай танланишидан катъи назар (**,«/*) 
якинлашишлар квадратга тегишли булади, чунки

Бундан ташкари (**, </*) нукталар '£■<*<■§■• 
квадратга тегишли. Бу квадрат нукталари учун:

2 5 . 1

l 5 l + l 5 l - T + 4 < - V - - f < > -  

I f  1 + 15 1 = т+ 14 1 < # < '
бажарилади.

Демак, к^рсатилган квадратда тизим ягона ечимга эга 
ва уни итерацион усулда аниклаш мумкин.
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ва у „ =  2 деб оламиз, у холда

i +i  1 _ 1
1  +  -® 6 * =0.542. », =  !  + J T -e-=0,333;

у , — j  +  ' 'м2'--0-:ет‘ =0.354;

, , _ ^ + М * ± М * _ а д » .

„,=1+»^-=?М_о.351;

Бу ерда q\ =  </2=34/72-<0,5 булгани сабабли биринчи 
учта унлик ракамларнинг мое тушганлиги керакли 
аникликдаги ечимни топиш имкониятини беради. Шундай 
килиб куйидаги ечнмга эга булдик

*  =  0.532; 1/ =  0,351.

IV Б О Б  

И Н Т Е Р П О Л Я Ц И Я Л А Ш

4.1-f. МАСАЛАНИНГ К7ЙИЛИШИ

Аксарият хисоблаш усуллари масаланинг куйилишида 
катнашадиган функцияларни унга бирор муайян маънода 
якин ва тузнлишн соддарок булган функцияларга алмаш- 
тириш гоясига асосланган. Бу бобда функцияларни 
якннлаштприш масаласининг энг содда ва жуда кенг 
кулланнладиган кисми - функцияларни интерполяция- 
лаш масаласи куриб чикилади.

Интерполяция масаласининг мохияти куйидагидан 
иборат. Фараз килайлик у = Ц  х) функция жадвал 
куринишида берилган булсин:

Yo =  f{Xo). 1/1 = /( * 1 ) ......yn =  f(x„).
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Одатда интерполяциялаш масаласи куйидагича кури­
нишда куйилади: Шундай л-тартиблидан ошмаган Р(х ) =  
=  Р„(х) купхад топиш керакки, P(x i) берилган дг ,(/ =  0.1.

л) нукталарда f(x )  билан бир хил кийматларни кабул 
килсин, ЯЪНИ P ( X i) = y i.

Бу масаланинг геометрик маъноси куйндагидан иборат: 
даражаси л дан ортмайдиган шундай

у = Р п(х)=жапхп +  а\хп '+ . . . + а „  (4.1)
купхад курилсинки, унинг графиги берилган Mi(xi, у,)
( /= 0 ,1 ....... я) нукталардан утсин (9- раем). Бу ердаги дг,
(« =  0,1,2......л) нукталар интерполяция тугун нукталари
ёки т у г у н л а р  дейилади. Р(х )  эса и н т е р п о л я ц и я -  
л о в ч и  ф у н к ц и я  дейилади.

Амалда топилган Р(х )  интерполяцион формула f(x )  
функциянинг берилган х аргументнинг (интерполяция 
тугунларидан фаркли) кийматларини хисоблаш учун 
кулланилади. Ушбу операция ф у н к ц и я н и  и н т е р п о ­
л я ц и я л а ш  дейилади. (Агар дг 6 (о, Ь ) булса и н т е р п о ­
л я ц и я л а ш  л: 6 (з, Ь\ булса, э к с т р а п о л я ц и я л а ш  
дейилади).

4.2-1. ЧЕКЛИ АЙИРМАЛАР ВА УЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Фараз килайлик аргументнинг узаро тенг узокликда 
жойлашган дг, =  х0+«Л, Адс,=дс/+| — Jc, =  A=const (А -  
жадвал кадами) кийматларида f(x )  функциянинг мос 
равишдаги «/, =  /(* ,) кийматлари берилган булсин.

Биринчи тартибли чекли айирмалар деб

Л 1 Л = / ( * + | ) - / ( д г , ) - 0 + , - у ,  (4.2)
ифодага иккинчи тартибли чекли айирмалар деб

Д2«/< =  Д(Д«Л) = Д у /+ | — Д«/, =  «/<+2 — 2«/i+i +  «/< (4.3)
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иф од ага ва хоказо л-тартибли чекли айирмалар деб

ифодага айтилади. Чекли айирмаларии куйидаги 4.1- жад- 
вал курииишида хам олиш мумкин.

4.1- ж  а да а л

*1 Vi A Vi * 4

*0 Vo ЬУо д3»о АЧ
V\ * V i А**г, * 4

*2 У* Д»2
Уз А *Э

*4 V\

(4.2) дан куйидагига эгамиз:
!//+, =  «/< + А у,=  (1 +А)у<- (4.5)

Бу ердан кетма-кет куйидагиларни келтириб чикарамиз:
i/ .+ 2 = ( l+ A )y /+ i =  ( l + A ) VУ‘+з= (1 + А ) | / / + 2=  (1 +  Д ) 3{Л,

*/<+п =  (1 +A)"l/<- 
Ньютон биноми формуласидан фойдаланиб, куйидаги­

га эга буламиз:
У.+ « =  У' +  СА \yi + .. .  +  A ty

Бундан эса:
Д-i/ ,=  «I +  Д)-1]"<Л =  (1 +  A )"« /,-C j( l + A ) - V  +

+ С2(1+Д)— (-l)ty
ёки

А"У( =  У<-н —C!iyH+ i- 1 +  С ^я+<-2 — - • +  ( — 1 )nyi- (4.6) 
Масалан, (4.6) дан

— 21/i-f-i Н-1/i,
A3«/i =  «А+з — 3«/,+2 +  3i/,

ва x .k .
Чекли айирмалар куйидаги х о с с а л а р г а  эга.
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1. Функциялар йигиндисининг (айирмасининг) чекли 
айирмаси функцияларнинг чекли айирмалари йигиндисига 
(айирмасига) tewr:

А " ( Д * )  ± Ф ( * ) )  =  А " Д * )  ± А " ф (* ) .
2. Функция узгармас сонга купайтирилса, унинг чекли 

айирмасн уша сонга купаяди:

Д " ( * . / ( * ) ) - * - А 7 ( * ) -
3. л-тартибли чекли айирманинг /л-тартибли чекли 

айирмаси (л +  л|)-тартибли чекли айирмага тенг:
Ат (Аяу ) - * А т+пу.

4. л-тартибли купхаднинг л-тартибли чекли айирмаси 
узгармас сонга, л +  1-тартибли чекли айирмаси эса нолга 
тенг.

Мисол. Жадвал кадамини h — 1 ва дастлабки кийматни 
*о =  0 деб \исоблаб, у =  2х3 — 2дг2-J-Здг — 1 кун\аднинг 
айирмалар жадвали тузилсин.

Е ч и ш. у нинг * 0 =  0, *1 =  1, *2 =  2, * з = 3  нукталардаги 
кийматларини хис.облаймиз: у0— — \,у\ = 2 , у г =  13, у3 =  
=  44. Бундан эса куйидагилар келиб чикали: Л*/0 =  </i —
— £/о =  3. At/, = i /2 — у i =  11, А2у0 =  А у ,— Луп =  8. Бу 
кийматларни 4.2- жадвалга жойлаштирамиз:

4.2-жадвал

я У Ну * 9 •tixx A *f

0 — 1 8
1 2 11 8 12
2 13 31 20 12
3 44 63 32 12
4 107 107 44
5 214

Берилган функция 3- даражали купхад булганлиги са- 
бабли унинг 3 -тартнбли айирмаси узгармас сон булиб, 
A3i/ ,=  12 булади. Жадвалнинг кол га н устунлари

А*|//+, =  А*У<4-12, (/ =  0,1.2,...);
Ayt + 1 =  A yt +  А2 у, (1 = 1 ,2 ,.) ;  

y.+ '= l / .  +  Ay. (/ =  2,3,..) 
формулалар ёрдамида тулдирилади.
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4.3-§. НЬЮТОННИНГ БИРИНЧИ ИНТЕРПОЛЯЦИОН 
ФОРМУЛАСИ

Фараз килайлик y = f ( x )  функция учун у, =  /(х ) 
кийматлар берилган ва интерполяция тугунлари тенг 
узокликда жойлашган булсин, яъни х, =  xo + ih
(/=0,1,2.... А) (А - интерполяция кадами). Аргументнинг
мос кийматларида даражаси А дан ошмайдиган мос 
кийматлар оладиган купхад тузиш лозим булсин ва бу 
купхад куйидаги куринишга эга булсин:

Р я(х) =ao  +  ai (дг—дсо) +  а2(х — х0) (х —Х|) + . . . +
+ а „ ( х  — дсь) (дг—ДГ|)...(дс — x „ - i) . (4.7)

Бу я-тартибли купхад. Интерполяция масаласидагн 
шартга кура Р п(х) купхад х0. ДС|, х„ интерполяция
тугунларида Р„\х0)= У о . Р н(х \ )= у и  Р я(х2) = у 2.........
р„(хп) = у п кийматларни кабул килади. х =  х0 деб тасаввур 
этсак. (4.7) формуладан у0 =  Р„(хо) =ао, яъни а<> =  «/о- 
С^нгра х га хх ва х2 ларнинг кийматларини бериб, кетма- 
кет куйидагига эга буламиз:

у, = *Р ,(х |) =ao +  ai (дс| — хо), бундан а ,=

У2 =  Рп(х2) =  а0 +  а ,(х2— х) +  а2(х2 —х0) (х2 — Х |) .  

яъни
у2 — 2Ау0— уо =  2А2а2 

ёки у2 — 2у\ +  «/0 =  2А2а2. бундан

Бу жараённи давом эттириб, х =  хн учун куйидаги 
ифодани хосил киламиз:

" л!Л"
Топилган а0, а к  а2......ап коэффициентларнинг кийматлари­
ни (4.7) формулага куйсак,

РЛх) = « /о + 4 ^ (х “ Хо) + ^ {Х~ Х0) +  • +

+  ^ 7 <х— х 0) •...• ( х — х ,_ , )  (4.8)
n \ f f
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jc = x 0 +  A<7 белгилаш киритилса, у холда 

х—*. x—xa—h

X-X. х - х 0-
= q — 2 ва х.к.

Натижада Ньютоннинг I- интерполяцион формуласига эга 
буламиз:

Р п(х) = P H(x0+ q h )  = y 0 +  q\y0+  Агу0+ . . . +

+  + —А"Уо- (4-9)

Н ьютоннинг 1- интерполяцион формуласини [а, А] нинг 
бошлангич нукталарида куллаш  кулай.

Агар п =  1 булса, у холда Р|(дс) = y 0 +  q&yo к^ринишда- 
ги чизикли интерполяцион формулага, п = 2  булганда эса

Р 2 Н = У 0 + Я А У 0 + ^ ^ А 2У0

куринишдаги параболик интерполяцион формулага эга 
буламиз.

Ньютоннинг 1-формуласини олдинга к,араб интерполя- 
циялаш формуласи хам дейилади.

(4.9) формуланинг колдик хади

# .( * )  —A"+l (4.10)

бу ерда S€{fo. * 4
Функциянинг аналитик куриниши хар доим хам маълум 

булавермайди. Бундай холларда чекли айирмалар тузи- 
либ.

деб олинади. У холда Ньютоннинг биринчи интерполяцион 
формуласи учун хатолик



R A x)  »  4(4 Д , (« n) А {я+,)Уо (4.11)

формула оркали топилади.
Мисол. y=\ gx  функциянинг 4 .3 -жадвалда берилган 

кнйматларидан фойдаланиб унинг дг=1001 булган холда- 
гн кийматини топинг.

4.3-ж а д | а л

к У А* А»* А*»

1000 3,0000000 43214 -4 2 6 8
1010 3,0043214 42788 -4 1 6 9
1020 3,0086002 42370 -4 0 9 8
1030 3,0128372 41961 -4 0 1
1040 3,0170333 41560
1050 3,0211893

Ечиш. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз. 4.3- жад- 
валдан куриниб турибдики, 3 -тартибли чекли айирма 
^згармас, шу сабабли (4.9) формула учун л = 3  олиш 
етарли:

дг= 1001 учун </=*0,1 (Л =  10). Шунинг учун

IglOOl =3,0000000 +  0,1 -0,0043214+ -5 ^ 5 ^  х  

X  0,0000426 +  -(М'°69' 1-9 • 0,0000008 =  3,0004341.

Энди колдик хадни бахолаймиз. (4.10) формулага 
асосан л = 3  булганда куйидагига эгамиз:

# , ( * > - •ш .

бу ерда 1000 <  £ <  1030.
/(дс) =  Igjc булгани сабабли / ,4,(лг) = — ^L|ge; шунинг

учун



Л =  10 ва <7 =  0,1 учун куйидагига эга буламиз:

|/?з( 1001)1 < - jL I M : l 9-2,9- |0V  « 0,5 . Ю~9.
4•(1000)

Шундай килиб, колдик хад /?3( 1001) «0,5* 10-9 экан.

4.4-f. НЬЮТОННИНГ ИККИНЧИ ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАСИ

Ньютоннинг биринчи интерполяцион формуласи жад- 
валнинг бошнда ва иккинчи формуласи эса жадвалнинг 
охирида интерполяциялаш учун мулжалланган. Ньютон­
нинг иккинчи интерполяцион формуласини келтириб 
чикарамиз.

Фараз килайликy = * f(х) функциянннг п +  1 та кнймати
маълум булсин, яъни аргументнинг п =  1 та дг0. jci, Хг.......хп
кнйматларида функциянннг кийматлари у», у,. у2...... у„
булсин. Тугунлар орасидаги масофа h узгармас булсин. 
Куйидаги куринишдаги интерполяцион купхадни курамиз:

Р„(х) =ao +  a i(jr—дгя)+ а 2(дг —лся)(лг —дся_,) +
+  аз(х — дг,) (х Хп — i) (x — xn-i) +  . +
+  ая(х — х„) (х — * „ _ , ) . . . ( * —Jti). (4.12)

Бунда катнашаётган ао, а,, а„ номаълум коэффици- 
ентларни топишни х = х „  булган холдан бошлаш керак. 
Сунгра аргументга дся_ |, дгя_ 2. ...кийматлар бериб, колган 
коэффициентлар аникланади.

4.3-$ да курилган мулохазаларни (4.12) формула учун 
хам кулласак, у холда номаълум коэффициентлар а,, а2, а3, 
.... а„ ларни топиш учун куйидагиларни хосил киламиз:

- 1 А2Уя_  2 \Уо« 0 = ! / ^ , =  — . ^ = — — .

Топнлган коэффициентларнинг кийматларини (4.12) фор- 
мулага куйсак,

P .W - J . + т г С - * . )

— *| )  «4 13> 

куринишдаги Ньютоннинг иккинчи интерполяцион форму-



ласи келиб чикади. Бу формулада q =  (x — xn)/h  белг илаш 
киритсак.

Р я( х) = уЛ Я ^ У п -\ -\ -~

+  Я(Я ± У . Л 9± п _ - 1 ) д „ (4.14)

хоснл булади. Баъзан бу формулани орцага цараб 
интерполяциялаш формуласи хам дейилади. (4.14) форму- 
ладан |я, Ь\ кесманинг охирги нукталарида фойдаланиш 
кулайрокдир.

Ньютоннинг иккинчи интерполяцион формуласининг 
колдик хадини бахолаш формуласи куйидагича булади:

R .(x )  - Г * 1 »■♦»({).

бу ерда q = ( x — x,)/h , 1 6 fr0. хп\
Агар функциянинг аналитик куриниши маълум булма­

са, у холда чекли айирмалар тузилиб,

деб олинади. Шунинг учун Ньютоннинг иккинчи интерпо­
ляцион формуласи учун хатолик формуласи

R . M  »

булади.
Мисол. i/= lg jc  функциянинг 4 .4-жадвалда берилган 

кийматларидан фойдаланиб, унинг дг =  1044 даги киймати- 
ни хисоблаш (Л =  10).

4.4-1

X 1
1000 3,0000000
1010 3.0043214
1020 3.0086002
1030 3,0128372
1040 3.0170333
1050 3,0211893
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Е ч и ш . Чекли айирмалар жадвалини тузамнз:

X У А у Ь?У ь*у

1000 3.0000000 43214 —426 8
1010 3,0043214 42788 —418 9
1020 3,0086002 42370 -4 0 9 8_
1030 3,0128372 41961 -4 0 1
1040 3,0170333 41560
1050 3,0211893

jcn =  1050 булсин, у холда
* - * „  1044 — 1050 - 0,6 . (4.14)

4.5- жадвалдаги тагига чизилган айирмалардан фонда 
ланган холда (4.14) формулага асосан куйидагига эга 
буламиз:

Igl044 =  3,0211893+ ( - 0 ,6 )  -0,0041560 +
+  ( - 06) . < - ft6 + l)  х о .0000401 +

, ( - 0 .6 )  - ( - 0 . 6 + I )  . ( - 0 , 6 + 2 ) •0,0000008 =  3,0187005.

4.5- §. ЛАГРАНЖ НИН Г ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАСИ

Топилиши лозим булган купхаднинг куринишинн 
куйидагича олайлнк:

L„(x )  =ао +  а|Ж +а2Лг2 +  ... +  аядг", (4.15)
бу ерда сц ( / = 0,1,2......л) — номаълум узгармас коэффи-
циентлар. Шартга кура L n(x) функция х0, х\, хп 
интерполяциялаш тугунларида L n(x0)= y o , L „ ( x i ) = y t, .... 
L n(x„)= q n  кийматларга эришади. Буни хисобга олган 
холда (4.15) дан куйидагиларни топиш мумкин:

Хо интерполяция тугунида

Ln(x  i) =ао +  0|ДС| +  а2дг? +  ... +  а,,дг7 

ва нихоят х„ интерполяция тугунида
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L H(x„) = a o + a ijr ,  +  a2jd +  ...-f-a,jrf;. 
ушбу ифодаларни тенгламалар тизими куринишида ёзсак: 

а0+ а,дг0+ a jx l+ .. .+  аХо=* У»

+  а л*" =  ‘/|.а0+ а |х | +  а1х?+

e0+ ¥ , + v ! +

(4.16)

+ < *X n = y «

бу ерда Jfi ва yt (i =  0.1,2. n) — берилган функциянннг 
ж ад ва л  кийматлари. Бу тизимнинг детерминанти

1 * 0* 0* 0 -■ Х я0

1 дс, х\х].. .х\

1 хлх\х\. .. X*

Хо, х\, Х2......хя тугунлар устма-уст тушмаган холда нолдан
фарклн булади. Масала мазмунидан равшанки, хо, Х\ , ..., хп 
нукталар бир-биридан фаркли, демак бу детерминант 
нолдан фарклидир. Шунинг учун хам (4.16) тизим ва шу 
билан бирга куйилган интерполяция масаласи ягона 
ечимга эга. Бу тизимни ечиб, an, а\, ..., ап ларни топнб
(4.15) га куйсак, L n(х) купхад аникланади. Биз L n(x) нинг 
ошкор куринишини топиш учун бошкача йул тутамнз. 
Аввало фундаментал купхадлар деб аталувчи Qi(x) ларни, 
яъни

{0, агар 1 Ф 1 булганда, 
I, агар / = /  булганда

(4.17)

шартларни каноатлантираднган я-даражали купхадларни 
курамиз.

L n ( x ) =  2  y,QXx) (4.18)

нзланаётган интерполяцион купхад булади. (4.17) шартни 
каноатлантирувчи купхад

( ? , ( * ) = ,  ( « - * , ) - ( * - * « - , > ( * " * i n - , ) - ( * - ^ i )  (4  |9 )
(■■»—-«в) (■**—ЛГ|)— —

Куринишида булади. (4.19) ни (4.18) га куйсак,



Ln(x) =
«  (х—х,)...^—* ,_ ,) ( * -_____________

” ,-0 _ !> (*(-*,+ |)■■■{*,-*„)

куринишдаги Лагранж интерполяцион формуласига эга 
буламиз.

Бу формуланинг хусусий холларини курайлик: 
п = I булганда Лагранж купхади икки нуктадан утувчи 
тугри чизик тенгламасини беради:

X —X, X —Х„
M * > - T d ^ o + - T Z 7 Их- х\ хо хо х\

Агар п =  2 булса, у холда квадратик интерполяцион 
купхадга эга буламиз, бу купхад учта нуктадан утувчи ва 
вертикал укка эга булган параболани аниклайди:

Ц (х )  =
(*о-*|М*о-*2> (X,-X0)(X,-Xj)

(X j-J to X X j-J t , )

Лагранж интерполяцион формуласининг бошка кури 
нишини келтирамиз. Бунинг учун

И\ + ,(ЛГ)= fl (X —  Xj)
О

купхадни киритамиз. Бундан хосила олсак,

ш, + |(х ) =  2  Г П ( * - * , )  ]

Квадрат кавс ичидаги ифода x = x t ва к Ф \  булганда нолга 
айланади, чунки (лг<—х<) купайтувчи катнашади. Демак,

«'i.+i (*/) =  П (* .—*/)•

Шунинг учун хам, JJ — у  Лагранж коэффициентини

58



кСринишда ёзиш мумкин. Бунда эса Лагранж купхади 
куйидаги куринишга эга булади:

/ . . и -  i  , (4.2 |)

Энди тугунлар бир хил узокликда жойлашган х\ — Хо =  
= . Xi  — x\ =  - = ‘ Xn— X n - t = h  хусусий холни курамиз.

Бу холда соддалик учун дг=дг0 +  /Л алмаштириш 
б а ж а р а м н з , у холда

x — Xi — h ( t — j ) ,  а>л + | ( д г )  = Н я + 'шп + \(1),

бу ерда
(/) = / ( / — 1)...(/ —/»). » ! + , ( * , ) - = ( - ! ) / ! (Л- I ) !Л-

булиб, (4.21) Лагранж интерполяцион купхади куйидаги 
к$рннишнн олади:

L A x  +  th) =  w\+ l(x) i  ■ (4-22>

Энди Лагранж интерполяцион формуласининг колдик 
хадинн бахолашни курамиз. Агар бирор |а, Ь\ ораликда 
берилган f(x )  функцияни L„(x) интерполяцион купхад 
билан алмаштирсак, улар интерполяция тугунлари^ 
узаро устма-уст тушиб, бошка нукталарда эса бир- 
биридан фарк килади (10-раем). Шунинг учун колдик 
хаднинг R (x ) = f ( x )  — L„(x) куринишини топиш ва уни 
бахолаш билан шугулланиш максадга мувофик. Бунинг 
учун ннтерпа!яция тугунларини уз ичига оладиган |з, 
Ь] ораликда /(дг) функция (л +  1) — тартибли 1 * (дг) 
узлуксиз хосилага эга деб фараз киламиз. Интерполя- 
циянинг колдик хади R (x )  учун куйидаги теорема урин- 
лилир:



Теорема. Агар [(х ) функция (з, Ь] оралицда (л +  
+  \)-тартибли узлуксиз цосилага эга булса, у цолда 
интерполяция цолдик, %адини

f ( x ) - L „ ( x )  = R ( x )  = Г + "(1 )  (4.23)

куринишда ифодалаш мумкин. Бу ерда £€|а, * |  булиб, 
умуман айтганда х нинг функциясидир.

И с б о т  и. Теоремани исботлаш учун ёрдамчи <p(z) =  
=  R (z )  — K w n+ t(z )  функцияни текширамиз (бу ерда 
К  номаълум узгармас коэффициент). Бу функциянинг
г = Х о ,  .......... хп ларда ноль кийматларини кабул килиши
равшан. Номаълум К  коэффициентни шундай танлай- 
мизки, ф(г) функция z =  x£ (a , ft) ва x = x i( i= 0 ,  п) нук- 
таларда ноль кнйматини кабул килсин. Демак,

К =  . (4.24)

Натижада ф(г) функция |a, ft] ораликнинг п +  2 та х0, 
Х|, .... хп нукталарида нолга айланади. Ролль теоремасига 
кура ф'(г) бу ораликда камида л +  1 та нуктада нолга 
айланади, ф "(г) эса камида л та нуктада ва хоказо, 
Фя + , ( г )  камида битта нуктада нолга айланади. Айтайлик, 
бу нукта |  булсин: ф<«+|*(|) = 0 .

Бундан L n(x) нинг л-даражали купхад эканлигини 
хисобга олсак:

ф(-+И(5) = /« -+ " (6 ) - L  ‘«+ |>Ш -  JC»‘v i u (6) =  

= Г + " ( 1 ) - К ( п  +  1)\= 0 ,
яъни

;<«+и(6)
(я+1)1 ‘

Бундан ва (4.24) дан, (4.23) формуланинг уринли 
эканлиги келиб чикади.

Мисол. Агар In 100. In 101, In 102, In 103 ларнинг 
кийматлари маълум булса, Лагранжнинг интерполяцион 
формуласи ёрдамида In 100,5 ни кандай аникликда 
хисоблаш мумкин?

Ечиш. Лагранж интерполяцион формуласининг колдик 
хади, агар я =  3 булса, куйидаги куринишга эга булади:

/И) / t )
R 3(X) -  1  4| - Ч * - х 0) ( Х - Х , )  ( х - х 2) ( х - х 3) .

60



Б и з н и н г  холда х0=  100, jci =  101, jc2 =  102, * 3=Ю З, х =  
=  100,5; 100< Б <  100,5. Чунки / ( х) =  In* у холда /<«>(*) =  
_____—. Шундай килиб,

X*

|Я (1 0 0 ,5 )|<  -  Л  --0 ,5 -0 ,5 -1 ,5-2 ,5=0 ,23 .10-*.
I V  (100) -4!

4.6- § ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ. ТЕСКАРИ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ

I. Экстраполяция. Экстраполяция, яъни аргументнинг 
жадвалда! и кийматларидан ташкари кийматларида функ- 
циянинг кийматини топиш масаласи устида тухталиб 
утамиз. Экстраполяциялаш одатда, жадвалнинг бир-икки 
кадами микёсида бажарилади. Чунки аргументнинг 
жадвалдаги кийматидан узокрок кийматида экстраполя- 
цияланганда хато ортиб кетади. Жадвал бошида экстрапо- 
ляциялаш учун Ньютоннинг биринчи интерполяцион 
формуласн кулланилиб, жадвал охирНда эса иккинчиси 
кулланилади. Интерполяцион купхаднинг тартиби одатда 
жадвалнинг амалий узгармас айирмаларининг тартибига 
тенг килиб олинади.

Мисол. 4.6- жадвалдан фойдаланиб х =  1,210 ва 
х =  1,2638 нукталар учун купхаднинг куриниши аниклан- 
син.

X V - f ( x ) Ч * * А
1,215 0.106044 7232 -8 3 1 95
1,220 0,113276 6395 -7 4 2 93
1,225 0,119671 5653 -6 4 9 93
1,230 0,125324 5004 -5 5 6 91
1,235 0,130328 44448 -4 6 5 90
1,240 0,134776 3983 -3 7 5 88
1.245 0,138759 3608 -2 8 7 87
1,250 0,142367 3321 -2 0 0
1.255 0.145688 3121
1.260 0.148809

Е ч и ш . Жадвалдаги учинчи тартибли айирма амалда 
узгармасдир. Шунинг учун хам учинчи тартибли интерпо­
ляцион формуладан фойдаланамиз. Жадвал бошида ва
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охнрили экстраполяциялаш учун формулалар куйидагича 
ёзилади:

P 3(jc) = 0 . 106044 +  0,007232?+  ( -0 ,0 0 0 8 3 7 ) .  q(q~ X) +  

+  0,000095- L.

P 3(x) =  0,148809 +  0,003121 <7 +  ( — 0,000200) • <М-̂ - > +  

+  0,000087- — - 'j ,- '1' 21

Биринчи формулага q =  (x — x0) //»=  ~~~‘o~o'os~  =  — 1 
кийматни куйсак:

1/(1,210) «0 ,106044 + ( -1 ) -0 ,0 0 7 2 3 2  +

+  ( ~ n ‘ ( ~ 2) . ( -0 ,0 0 0 8 3 7 )  +

+  ( - | >’ ( ~ 2) ’ ( -З ) - - 0,000095 =  0,097880.

Шунга ухшаш ^ 4 =  l-26y ^ -260 = 0 ,7 6  ни иккинчи 

формулага куйсак,

«/(1,2638) *0,148809 +  0,76-0.003121 +  °-7®21 - Х  

X  (-0,000200) +  Q-76- 1̂ 6-2-76 • 0,0000535 =  0 .1511007.

II. Тескари интерполяция. Шу пайтгача y = f (  х) 
функциянинг жадвали берилган холда аргументнинг 
берилган киймати х да функциянинг такрибий кийматини 
топиш масаласи билан шугулландик. Тескари интерполя­
ция масаласи куйидагича куйилади: y =  f(x )  функциянинг 
берилган у киймати учун аргументнинг шундай х киймати­
ни топиш керакки. f(x )y  булсин. Фараз килайлик, 
жадвалнинг каралаётган оралигила f(x )  функция монотон 
ва демак, бир кийматли тескари функция х =  ф(</) 
(1(Ч>(У ))=У ) мавжуд булсин. Бундай холда тескари 
интерполяция у (у) функция учун одатдаги интерполяция- 
га келтирилади. лг =  ф(|/) кийматни топиш учун Лагранж 
ёки Ньютоннинг тугунлари хар хил узокликда жойлашган
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ол учун формулалардан фойдаланиш мумкин. Масалан, 
Лагранжнинг интерполяцион формуласи

l . w -  i * , П Н ' ;  <4 и )
/ - о i+ i wt I 

кур и н и ш га  эга булиб, колдик хади

<р(</) - L n(y ) -  ( У - У )

булади.
Агар f(x )  монотон булмаса, юкоридаги формула 

яр ам ай д н . Вундай холда у ёки бу интерполяцион формула- 
ни ёзиб, аргументнинг маълум кийматларидан фойдаланиб 
ва функциянн маълум деб хисоблаб, хосил булган 
тенгл ам а у ёки бу усул билан аргументга нисбатан 
счилади.

Мисол. Функциянинг куйидаги кийматлари жадвали 
берилган:

4 .7 -ж а д в а л

X 0,880 0,881 0,882 0,883

9 - П * ) 2,4109 2,4133 2,4157 2,4181

х аргументнинг шундай киймати топилсинки, у = 2,4 булсин.
Ечиш, 4.7- жадвалдаги кийматларга кура функция 

монотон, шунинг учун хам п =  3 деб олиб, (4.25) формула- 
дан фойдаланамиз:

L  2,4142—2,4133) (2,4142— 2,4157) (2,4142—2,4181)
3 (2.4109 — 2,4133) (2.4109 — 2.4157) (2.4109 — 2.4181)

(2.4142-2.4109) (2.4142-2 .4157) (2,4142-2.4181)
(2.4133 — 2.4109) (2.4133 — 2.4157)(2.4133 — 2.4181) ’
(2.41-2.4109) (2,4142 -  2,4133) (2,4142 -  2,4181)

(2.4157 — 2.4109) (2.4157—2.4133) 157 — 2.4181) 
J 2 .4 I4 2 -2 .4 I0 9 )  (2.41 4 2 -2 .4 133) (2 ,4 1 4 2 -2.4157) ogg» 
(2.4181— 2.4109) (2.4181 -2.4133) (2.4181 -2,4157) ”

=  -0,0634766-0,880-1-0,6982421 -0.881 +
+  0,4189452 • 0,882 -  0,0537109 - 0,883 =  0,88137.

4.3—4.6-$§ да келтирилган мулохазалардан еунг 
куйидагнларни айтиш мумкин:
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Ньютоннинг биринчи интерполяцион формуласи [а, 
Ь \кесманинг бошлангич нукталарила интерполяциялаш ва 
кесманинг охирги нукталарила экстраполяциялаш учун, 
иккинчи формуласи эса кесманинг охирги нукталарила 
интерполяциялаш ва кесманинг бошлангич нукталарила 
экстрополяциялаш учун кулланилали. Шуни \ам айтиш 
лозимки, экстраполяциялаш ннтерполяциялашга Кара­
ганда каттарок хатоликлар берали, яъни унинг кулланиш 
чегараси чекланган. Лагранж ва Ньютон интерполяцион 
формулаларини бир-бирлари билан солиштирсак куйила- 
гилар билан фаркланишини курамиз:

Лагранж формуласндаги хар бир хал тенг хукукли 
л-тартибли купхаддан иборат. Шунинг учун аввалдан 
(хисобланмасдан аввал) бирорта хадини ташлаб юбора 
олмаймиз. Ньютон формуласининг хадлари эса ларажаси 
ошиб борувчи купхадлардан иборат булиб, уларнинг 
коэффициентлари факториалларга булинган чекли айир- 
малардан иборат. Бу кетма-кет чекли айирмалар одатда
4.2- § га мувофик тез кичрайиб боради. Шунинг учун 
Ньютон формуласндаги кичик коэффициентлар олдилаги 
хадларни ташлаб юборишимиз мумкин. Яъни бу холда 
функциянинг оралик кийматларини етарли аникликда 
содда интерполяцион формулалардан фойдаланиб хисоб- 
лаш мумкин.

ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБИЙ Х.ИСОБЛАШ

5.1-|. МАСАЛАНИНГ КУ ЙИ ЛИ Ш И

Кундалик хаётимизда учрайдиган куп мухандислик 
масалаларини ечишда аник интегралларни хисоблашга

лаб этилсин. Бу ерда /(дг) — [j; Ь ] кесмада берилган 
узлуксиз функция. Бу интегрални хнсоблашда куйидаги 
формула (Ньютон — Лейбниц формуласи) кулланилали:

бу ерда F (x )  — бошлангич функция. Агар бошлангич 
функция F ( x ) ни элементар функциялар оркали ифодалаб 
булмаса ёки интеграл остидаги функция /(дг) жадвал

V Б О Б

тугри келади. Фараз килайлик, ^ f(x)dx  ни хисоблаш та-
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куринишида берилса, у холда (.5.1) формуладан фойдала- 
ниш мумкин эмас. Бу холда аник интегрални такрибий 
формулалар оркали хисоблашга тугри келади. Бундай 
формулаларга квадратур формулалар дейилади.

Бундай формулаларни келтириб чикариш учун аник 
интегралнинг геометрик маъносини билмоклик лозим.

Агар (а; ft) кесмада / ( д г )  > 0  булса, у холда Jf(x )d x

нинг киймати сон жихатидан y =  f ( x ) функцияни графиги 
хамда х =  а, х =  Ь, тугри чизиклар билан чегараланган 
шакл (фигура)нинг юзига тенг (11 -раем). Агар (а; 
ft) кесмада / ( дс) <  0 булса, интегралнинг киймати юкорида 
келтирилган шаклнинг тескари ишора билан олинган 
юзига тенг (12- раем).

//- раем 12- раем

Шундай килиб аник интегрални хисоблаш деганда 
бирор шаклнинг юзини хисоблаш тушунилади. Куйида 
аник интегрални хисоблаш учун баъзи такрибий формула­
лар билан танишиб чикамиз.

5.2-§. ТУГРИ ТУРТБУРЧАКЛАР ВА ТРАПЕЦИЯЛАР ФОРМУЛАСИ

Фараз килайлик, биздан y (x )d x  аник интегралнинг

такрибий кийматини топиш талаб этилсин. х0, Xt, х„ 
нукталар ёрдамида |j; ft) кесмани я та тенг булакчаларга 
буламиз. Хар бир булакчанинг узунлиги я =  Ь~ а. Були- 

ниш нукталари эса:
дс0 =  а\ x \ = a + h \  дс2 =  а +  2Л; х3= а  +  

-|-ЗЛ...*«_| = а +  (я — 1)Л; хп =  Ь.
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Бу нукталарни тугун нукталар деб атаймиз. f(x )
функциянинг тугун нукталаридаги кийматлари у0, у\, y j.....
уп булсин. Булар yo=f(a )\  у\ = f(x \ ) ...y n =  f(b ) ларга тенг 
булади (13 -раем).

____ !------ 1------ 1------1 -------1---------1------ 1---
°\ аи„ х, хг я, V / 6'*я *

13- раем

13- раемдан куринадики, аАВЬ эгри чизикли трапеция- 
нинг юзини топиш учун (я, ft] кесмани булиш натижасида 
хосил булган барча туртбурчакларнинг юзини хисоблаб, 
уларни жамлаш керак булади. Албатта бу юзачаларни 
хисоблашларда маълум даражада хатоликларга йул 
куйилади (штрихланган юзачалар). Буларни ва 5.1-§ да 
айтилган аник интегралнинг геометрик маъносини хисобга 
олсак, куйидагини ёзишимиз мумкин булади:

»
fy (x )d xK h -y 0+ h y i+ h y i + . . . + h y , _ i=*
а

я — I
= к ( У о + У \ + У 1 +  ~ + У п - 1 ) = Ь  2 у*

ft-О
* я-1
^ f(x )d x » h  2 « /* . (5.2)

Бу ерда тугри туртбурчак юзини хисоблашда унинг чап 
томон ординатаси олинди. Агар унг томон ординатани 
олсак хам шундай формулага эга буламиз:

y ( x ) d x » h ( y t+ y 2+ y 3+ . . . + y m) = h  2  ук;

y ( x ) d x » h  2  у*- (5.3)

(5.2) ва (5.3) ларни мое равишда чап ва унг формулалар 
дейилади. Агар 13- раемга эътибор берсак, (5.2) формула



билан интегралнинг киймати хисобланганда интегралнинг 
такрибий киймати аник кийматидан маълум даражада 
камрок чикади, (5.3) ёрдамида хисобланганда эса 
такрибий киймат аник кийматдан маълум даражада 
каттарок чикади. Яъни (5.2) ва (5.3) формулалар 
ёрдамида аник интегралнинг такрибий киймати хисоблан­
ганда бу формулалардан бири интегралнинг аник кийма- 
тини нами билан ифодаласа, иккинчиси эса купи билан 
ифодалайди. 13- расмдан куринадики, (5.2) ва (5.3) фор- 
мулаларни куллаганда йул куйнладиган хатоликни камай- 
тириш учун булиниш нукталарини иложи борича купрок 
олиш, яъни кадам h ни тобора кичрайтириш лозим булади. 
Албатта, h ни кичрайтириш хисоблаш жараёнининг кескин 
усишига олиб келади. Бу нарсадан хавотирга тушмаслиги- 
миз керак, чунки бутун хисоблаш жараёни ЭХМ га 
юкланади.

Мисол. Тугри туртбурчаклар формулалари (5.2) ва

(5.3) ёрдамида интегралнинг такрибий кийматла-
о

ри топилсин.
Е ч и ш . Бу ерда а = 0 ; b =  1; п =  10; Л =  (Ь — а ) /л =0,1.

«*)-тЬг
х0 =  а =  0; дс|=а +  Л=0,1; х2 =  а +  2Л=0,2;

дг3 =  а +  ЗЛ =  0,3; 
дг4=а +  4Л =  0,4...дг9 =  а + 9 Л = 0 ,9 ; дсю =  * =  I.

» • = ' ( ' ) » ■ - « ' . ) - T f o T - 0-90*

y i= f ( x 2) =0,833; y3= f ( x 3) =0.769; . . . * / , - / ( * , )  =0,53; 
y io = f(x io ) =0,5.

i
(5.2) дан $ - ^ * 0 , 1 ( 1 +0,909 +  ... +  0,526) =0,718.

0
I

(5.3) дан 5t ^ 7 « 0 ,  1(0,909 +  0,833-1-... +  0,5) =

=  0,6688

Маълумки, =  1п2, In 2 «  0,693. Булардан курина-
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дики, аник ечим чап ва унг формулалар оркали тоиилган 
ечимлар орасида ётади.

Топилган ечимлар 0,718 ва 0,668 нинг урта арифметиги- 
ни олсак, бу 0,693 га тенг булади, бу эса аник ечим билан 
устма-уст тушади.

Бу хулосаларни назарга олган холда (5.2) ва
(5.3) формулалар хадларини мос равишда кушиб урта 
арифметигини олсак, куйидаги ифода хосил булади:

(5.4) формула трапециялар формуласи деб аталади. Бу 
формула ёрдамида топилган интегралнинг такрибий 
кийматининг аниклигини ошириш учун булиниш нуктала- 
ри сони «л» ни икки, уч ва х.к. марта ошириш керак булади. 
Албатта бунда хам хисоблаш хажми бир неча маротаба 
ошади.

Симпсон формуласи юкорида келтириб чикарилган
(5.2), (5.3) ва (5.4) формулаларга Караганда аниклиги 
юкори булган формула хисобланади. Бу формулада 
интегралнинг кийматини юкори аникликда олиш учун 
булиниш кадамларини тобора ошириш талаб этилмайди. 
(я;6) кесмани a = x 0< x i < . x 2...xn- i < x n =  b нукталар би­
лан л =  2 л» та жуфт тенг булакчаларга ажратамиз. у =  
= f ( x )  эгри чизикка тегишли булган (дго, у0), (xi, у i ), (хг. 
у2) нукталар оркали парабола утказамиз (14 -раем). 
Бизга маълумки, бу параболанинг тенгламаси

(5.4)

5.3-f  СИМПСОН ФОРМУЛАСИ

у = А х *  +  В х  +  С (5.5)



булади, бу ерда А, В , С — хозирча номаълум булган 
коэффиниентлар. jr0, * 2) кесмадаги эгри чизикли трапеция- 
нинг юзини шу кесмадаги парабола билан чегараланган 
эгри чизикли трапециянинг юзи билан алмаштирсак, 
куйидагига эга буламиз:

( jc2— jco) ни кавсдан ташкарига чикариб, умумий махраж- 
га келтирсак:

(5.5) даги номаълум А, В , С коэффициентлар куйидагича 
топилади: х нинг х0, Х\, *2 кийматларида f(x )  нинг

у t= A x \ +  в х 2+  С.

(5.7) нинг иккинчи ифодасини туртга купайтириб, учала 
тенгликни бир-бирига кушсак:

Бу ифодани (5.6) билан солиштирсак, булариинг унг 
тарафлари бир хил эканлигини курамиз. (5.8) ни
(5.6) нинг унг тарафига куйсак ва х2 — x0 =  2h f i =  (b —
— а)/п] эканлигини эътиборга олсак, куйидаги такрибий 
тенгликни топамиз:

\ f( x ) d x *  \ ( A x '+ B x  +  C ) d x = [ A ^ + C x  +  B ^ \ l =
•о *0

= А ^ ^ + В ^ ^ - + С ( х2- х  о).

$ / ( x ) d x * ^ °  PA (XI+X0X2+ X I)  +

+  ЗА(дг0+Х2)+6С ). (5.6)

кийматлари у0, у\, у2 эканини ва х, =  — жа ми н и  

хисобга олсак, (5.5) дан:

y 0= A x l+ B x 0+ C ,

«/o +  4i/i + у 2= А  |г8 +  (х0 +  * 2) 2 +
+  * 2] + В  |̂ о +  2 (хо+ * 2) +ДГ2)+6С =
=  2>1И +  Х0Х2 +  Х!]+ЗВ(Х0 +  Х2)+6С. (5.8)
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%
Худди шундай формулани fr2. кесма учун хам келтириб 
чикарнш мумкин:

1»

\ f( x ) d x & ±  ( у ,+ 4 у 3+ у< ). (5.10)
ч

Бу формулаларни бутун кесма (а, А] учун келтириб 
чикариб, бир-бирига кушсак, куйидагини хосил киламиз:

»
y ( x ) d x » j ( y 0+ 4 y t +  2y3+ 4 y 3+ . . . +

+  2«/2я,-2 + 4 у 2т-.+1 /2*)- (5.11)
Бу топилган формула Симпсон формуласидир. Баъзи 
холларда уни параболалар формуласи деб хам атайдилар.

(5.11) ни эслаб колиш унчалик кийин эмас; ток 
ракамли ординаталар туртга, жуфт ракамли ординаталар 
(икки чеккадаги ординатадан ташкари) иккита купайти- 
рилади. Чеккадаги ординаталар у0, у2т эса бирга 
купайтирилади.

<Уо+ 4 «/ , +  1/2). (5 .9)

Мисол. /  =

лар формуласи хамда Симпсон формуласи ёрдамида 
топинг.

Е ч и ш: Бу ерда 0 < д г<  1; п =  10-а=0; b =  \ - h =  (Ь —
— a ) / n = 0 , \ \ f ( x ) = y = — Ц -. Куйидаги 5.1-жадвалниl+ j r
тузамиз:

* 1 + * * X ** 1 + **
- « • ы ?

о.о 0,00 1,00 1.0000000 0.6 0.36 1.36 0,73522941
0.1 0.01 1.01 0,9900990 0.7 0.49 1.49 0,6711409
0.2 0.04 1.04 0,9615385 0.8 0.64 1.64 0,6097561
0.3 0,09 1.09 0,9174312 0.9 0.81 131 0.5524862
0.4 0,16 1.16 0,8620690 1.0 1.00 2.00 0.5000000
0.5 0.25 1.25 0.8000000
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, , | ^ _ дай( ^ + У 1 + й + ...+ й ) _

= О, I +0,9900990 + . . .  +  0,5524862 ) =  0,7849815.

Симпсон формуласига асосан

/ =  \ - ^ * 1 1 у° + 4У ' + 2у > + ау > + 2у * + 4у* +

+  2</6+ 4 у 7+ 2 |/8+4«/9+ у 10) =  

у -  Р+0 ,5  +  4(0.9900990 +  0,9174312 +  . . .+  

+0,5524862 +  2 (0,% 15385 + . . .  +  0,6097561) | = 0,7853981.

Бизга маълумки, ^ ^ = *a rc tg x  | =  ^«0,78539816. 
о '+  о

Булардан куринадики, бу мисол учун трапециялар 
формуласи кулланганда нисбий хатолик 0,06 % дан 
ошмайди. Симпсон формуласи кулланганда эса нисбий 
хатолик деярли йук.

5.4-|. ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБИЙ ХИСОБЛАШДА 
ЙУЛ К7Й И ЛГАН  ХАТОЛИКЛАРНИ БАХОЛАШ

»
Фараз килайлик, ^f{x)d x  интегралнинг аник киймати 

/  булсин. У холда
/  =  / „  +  /?, (5.12)

бу ерда / т — трапециялар формуласи ёки Симпсон 
формуласи ёрдамида интегрални хисоблаганда чиккан 
натнжа; R  — шу формулаларни куллаганда йул куйилган 
хатолик. Агар интеграл остидаги f(x )  функция аналитик 
(формула) куринишда булса, интегралларни такрибий 
хисоблаш хатолигини ифодаловчи формулаларни матема­
тик анализ усуллари билан келтириб чикариш мумкин. 
Агар интеграл остидаги функция жадвал ёки график 
куринишда булса, бундай формулаларни келтириб чика-
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ришнинг иложи булмайди. Шунинг учун бу холда бошка 
усуллар куллашга тугри келади. Шулардан баъзи бирла- 
рини куриб чикамиз.

Укувчига ортикча кийинчиликлар тугдирмаслик хамда 
кискалик учун формулаларни келтириб чикаришпи (исбот- 
лашни) лозим курмадик. Юкорида айтилганидек, булар 
хаммаси математик анализ усуллари ёрдамида исботлана- 
ди.

п =  4 т  та булакчаларга булиб, Симпсон формуласини 
куллаб олинган натижалар / 2т ва /4т булсин. / 2т нинг 
кийматини l i „  билан солиштириб Симпсон формуласининг 
аниклиги хакида мулохаза юритиш мумкин. Бунда / 4m 
нинг хатолиги куйидаги сондан катта булмайди:

[а, Ь ) кесмада Л*» =  та х  / '( * ) •  (5.12) дан /? =  /  — 1т . Бу 
холда хатоликлар куйидагича бахоланади:

Трапециялар формуласи учун

Мисол.  ̂ интегрални трапециялар ва Симпсон
о

формулалари ёрдамида хисоблаганда йул куйиладиган 
хатоликлар топилсин.

Е ч и ш .

мада 1 П * ) К  2; lf<lv>(jc) | <  24.
п =  8 да (5.14) дан трапециялар формуласи учун:

Фараз килайлик интегрални п =  2 т  та ва

(5.13)

(5.14)

Симпсон формуласи учун

(M 4= f< 'V,(x )) . (5.15)

f ( x ) ~  1 + *;Г (д С )=  (*+ i)3 ; [0; 1) кес-
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О ДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ УСУЛЛАРИ

6.1-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА ХАК.ИДА 
ДАСТЛАБКИ МАЪЛУМОТ.

МАСАЛАНИНГ К7Й И Л И Ш И
Агар тенгламада номаълум функция хосила ёки 

дифференциал остида катнашса, бундай тенглама диффе­
ренциал тенглама дейилади.

Агар дифференциал тенгламадаги номаълум функция 
факат бир узгарувчига боглнк булса, бундай тенглама 
оддий дифференциал тенглама дейилади. Масалан:

■ % - т / з О - М ;  ✓ — f .  f

(5.15) дан Симпсон формуласи учун:

V 2 - ^ = jc 2+ 1 ; xdy =  3dx.

Агар дифференциал тенгламадаги номаълум функция 
икки ёки ундан ортик узгарувчиларга боглик б^лса, 
бундай тенглама хусусий ^осилили дифференциал тенгла­
ма дейилади. Масалан:

а*и . д'и д’ и 
д *  +  д /  -

Дифференциал тенгламанинг т а р т и б и  деб, шу 
тенгламада катнашувчи хосиланинг (дифференциалнинг) 
энг юкори тартибига айтилади. Масалан:

- £ = 5 ( * - 1 ) ;  < « ' ) W + 2  

биринчи тартибли тенгламалар,

а*4
с /й 3!! . \  d*T

эса 4-тартибли дифференциал тенгламалардир.
Бу бобда факат оддий дифференциал тенгламаларни 

к^риб чикамиз. л-тартибли оддий дифференциал тенглама­
нинг умумий куриниши куйидагича:
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бу ерда х — эркли узгарувчи; у — номаълум функция, у', 
у ", .... у 1” — номаълум функциянннг хосилалари.

(6.1) ни куп холларда куйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

у {я)= Ц х , у , у \ у " .... (6.2)
(6.2) нинг ечими (ёки интеграли) деб уни каноатлаити- 

рувчи шундай у =  <р(х) функцияга айтиладики, ф(дг) ни
(6.2) га куйганда у айниятга айланади.

Оддий дифференциал тенглама ечимининг графиги 
унинг и и т е г р а л э гр и  ч и з и г и  дейилади.

л-тартибли дифференциал тенгламанинг ечимида л та 
эркли узгармас сон катнашади. Бу узгармас сонларни 
уз ичига олган ечим умумий ечим (умумий интеграл) 
дейилади. Умумий ечимнинг график куриниши интеграл 
эгри чизиклар дастасини ифодалайди. Умумий ечимда 
катнашувчн эркли узгармасларнинг аник сон кнйматлари 
маълум булса умумий ечимдан хусусий ечимни ажратиб 
олиш мумкин.

Умумий ечимга кирувчи эркли узгармаслар масаланинг 
бошлангич шартларидан аникланади. Бунда масала 
куйидагича куйилади: (6.1) дифференциал тенгламанинг 
шундай ечими y=q>(x) ни топиш керакки, бу ечим эркли 
узгарувчи х нинг берилган киймати х = х 0 да куйидаги 
кушимча шартларни каноатлантирсин: 

х=Х о  да у = у 0, у '= у о , у " = у 'о ......у ы "=У о  " (6-3)
(6.3) шартлар бошлангич шартлар дейилади, х0, Уо, у'о, у"о, 
.... yS ' — сонлар эса ечимнинг бошлангич к,ийматлари 
дейилади. Бошлангич шартлар (6.3) ёрдамида умумий 
ечимдан хусусий ечимни ажратиб олинади. (6.2) диффе­
ренциал тенгламанинг ечимини (6.3) бошлангич шартлар 
асосида топишга Коши масаласи дейилади. Биринчи 
тартибли дифференциал тенглама (л =  1) учун Коши 
масаласи куйидагичадир: бошлангич шарт x =  xq да у = у о  
ни каноатлантирувчи y '= f ( x ,  у) дифференциал тенглама­
нинг ечими топилсин. Биринчи тартибли дифференциал 
учун Коши масаласининг геометрик маъноси шундаки, 
умумий ечимдан (эгри чизиклар дастасидан) координата­
лари ж=Хо, У = У о булган нуктадан утувчи интеграл эгри 
чизик ажратиб олинади.

Мисол. ^  =  2* тенгламанинг лс0= 1  да у0 =  2 бош­
лангич шартни каноатлантирувчи ечими топилсин.

F(x, у, у ', у " ........у > ) = 0 ,  (6 .1)
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Е ч и ш . dy =2xd x. Бундан у = х 2 +  с. Бу ечим парабо- 
лалар дастасини ифодалайди. Бошлангич шартдан фойла- 
л а н с а к , 2 = l+ c ;  с =  I. Демак хусусий ечим у = х ?  +  
_|_1 булади. Яъни параболалар дастасидан (умумий 
ечимдан) М 0 (1; 2) нуктадан утувчи парабола ажратиб 
олинди.

Агар f(x , у) бирор Я М |= { |х —х0| < а ;  \у— у0 \ <  Ь | 
соха д а  узлуксиз булиб, шу сохада Липшиц шарти 

If ( x , y ) - f ( x ,  y )\ ^ N \ y + y \  
бажарилса, у холда Коши масаласи у(хо) =«/<> шартни ба- 
жарувчи ягона ечимга эгадир (бунда N — Липшиц дои- 
мийси)

Дифференциал тенгламаларнинг аник ечимини топиш 
жуда камдан-кам холлардагина мумкин булади. Амали- 
ётда учрайдиган купдан-куп масалаларда аник ечимни 
топишнинг иложи булмайди. Шунинг учун дифференциал 
тенгламаларни ечишда такрибий усуллар мухим роль 
уйнайди. Бу усуллар ечимлар кай тарзда ифодаланишла- 
рига караб куйидаги гурухларга булинадилар:

1. Аналитик усуллар. Бу такрибий усулларда ечим 
аналитик (формула) куринишда чикади.

2. Г  рафик усуллар. Бу холларда ечимлар график 
куринишларда ифодаланади.

3. Рак,амли усуллар. Бунда ечим жадвал куринишида 
олинади.

Хисоблаш математикасида мазкур уч гурухга кирувчи 
бир канча усуллар ишлаб чикилган. Бу усулларнинг бир- 
бирларига нисбатан муайян камчиликлари ва устунликла- 
ри мавжуд. Мухандислик масалаларини ечишда шуларни 
хисобга олган холда у ёки бу усулни танлаб олиш лозим 
булади.

6.2- §. КЕТМА-КЕТ ЯКИ Н ЛАШ И Ш  УСУЛ И 
(ПИ КАР АЛГОРИТМИ)

Пикар алгоритми аналитик усуллардан булиб амалий 
масалаларни ечишда кулланилади.

Фараз килайлик,
У)

дифференциал тенгламанинг унг томони {|дс — х0| < а ;  Iу —
— (/o l<6 ) туртбурчакда узлуксиз ва у буйича узлуксиз 
хусусий хосилага эга булсин. (6.4) тенгламанинг х = х 0 да

у(х  о) = у 0 (6.5)
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бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими топилсин.
(6.4) дан у ' =  ~ у- = / ( * ,  у ) ; dy =  f  (х, y)dx Бу ифоданинг 

иккала томонини х0 дан х гача интегралласак,

\ d y =  \ f(x ,y )d x
«О >0

Бундан (6.5) ни хисобга олинса,

У ( х ) = у 0+  j f(x ,y )d x  (6 .6 )

*
(6.6) да номаълум функция интеграл ифодаси остида 
катнашганлиги туфайли у и н т е гр а л  т е н гл а м а  деб 
аталади. (6.6) да f(x , у) функциядаги у нинг урнига унинг 
маълум киймати у0 ни куйиб биринчи якинлашиш буйича 
ечимни топамиз:

у А х ) = у 0+  \ f(x ,y 0). (6.7)

Энди (6.6) даги f(x , у) функциядаги у нинг урнига унинг 
маълум киймати у> ни куйсак, иккинчи якинлашиш буйича 
ечим у2(х) ни топамиз:

у2(х )= у 0+  \ f(x ,y t)dx. (6.8)
'о

Ушбу жараённи давом эттирсак,

Уз(х ) = у 0+  \ f(x ,y t)dx,

.................................  (6-9)

У п (* )= У о +  \ f(x .y ,- ,)d x .
*0

Шундай килиб, куйидаги функциялар кетма-кетлиги Ы * ) )  
ни ташкил килдик:

У\ (х), у2(х), у3(х ) ...... ун(х). (6.10)
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(6.10) кетма-кетлик якинлашувчи ёки узоклашувчи беля­
ши мумкин. Куйидаги теоремани исботсиз келтирамиз:

Теорема. Агар (лс0; уо) нук,та атрофида f(x , у) функция- 
нинг узлуксиз ва чегараланган хусусий цосиласи /£(х, 
у) мавжуд булса, у %олда {у<(х)) кетма-кетлик (6.4) тенгла­
манинг ечими булган ва у(хо )=уо  шартни к,аноатланти- 
рувчи у(х) функцияга як,инлашади.

Демак, дифференциал тенгламаларни ечишда ушбу 
теореманинг шартлари бажарилса (яъни (6.10) якинла­
шувчи булса), Пикар усулини куллаш мумкин. Агар
(6.10) узоклашувчи булса, бу усулнинг маъноси булмайди. 

Мисол. Кетма-кет якинлашиш усули билан (Пикар
усули) у ' =  ^  =  х + у  дифференциал тенгламанинг

лг =  0 да у = \  шартни каноатлантирувчи хусусий ечими 
топилсин.

Е ч и ш . £ = х + у .  Бундан дг=0 да у =  1 эканлигини 

хисобга олсак,

у = 1  +  \ (x + y )d x .  
о

(6.7) га асосан, t

</,= 1 +  \ ( x + \ ) d x = \ + x + ^ - .
о

(6.8) га асосан

y2= l +  * + * + 1
о

уз ва у4 ни хисоблаймиз:

у3=  I +  $ (* +  I + х + х г+ £ ) / х =  1 +  * + * * + 4  +  и ;
о

у4=  1 +  $ ( х + 1 + x + x '+ - £ ) d x =  1 + х + х * +  
о

~  3 ~  12 ~  120
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Берилган тенгламанинг аник ечими:

у = 2 е ж- х - I =  1 + х +  х2+ 4  +  Т2 +

х5 X6+ ——I- —— I-^  60 ^  360^ "

Бундан куринадиган такрибий ечимлар у3 ва t/4 аник 
ечимдан факат охирги хадлари билан фарк киладилар.

6.3- §. ДАРАЖ АЛИ КАТОРЛАР ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛЛАШ. 
КЕТМА-КЕТ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ  УСУЛИ

Фараз килайлик, л-тартибли

y ' ' " = f ( x ,y , y , . y " .....У * - 1') (6.11)
дифференциал тенглама учун

У =  Уо> У'=Уо. У * - .  У у* ~ 1)“ У о ~ "  (6.12)
бошлангич шартлар берилган.

(6.11) нинг унг томони Мо(дго, Уо, Уо.... ybn~ {)) бош­
лангич нуктада аналитик функция. (6.11) нинг ечими 
у = у ( х ) ни Тейлор катори (лг0 — нукта атрофида) курини- 
шида кидирамиз:

У = У о + У о (х— Хо) + - ^ ( * - * о ) 2+ - - • +

l ! L - ( x - x oy + . . . ,  (6.13)

бу ерда |ж—Хо1<Л; Л — етарли кичик сон.
(6.13) каторнинг коэффициентларини топиш учун,

(6.12) ни хисобга олган холда (6.11) дан талаб килинган 
микдорда хосила олинади. Топилган коэффициентлар у', 
Уо, Уо', ув’ ни (6.13) га куйсак, ечимни (лс—х0) даражала- 
ри буйича катор куринишда оламиз. Агар хо= 0  булса, 
ечим х нинг даражалари буйича катор куринишида 
чикади. Юкорида келтирилган усулни оддий дифференци­
ал тенгламалар тизими учун хам куллаш мумкин.

Мисол.
У " = х 3у (6.14)

тенгламанинг дс0 =  0, уо =\ , у'о=0  бошлангич шартни 
каноатлантирувчи ечими топилсин.
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Е ч и ш . Бу мисол учун (6.13) катор куйидаги 
куринишда ёзилади:

« / = l + f * 4 - ^ 3+ . . + - ^ * " + .. (6-15)

(6.14) дан кетма-кет хосила олсак, 

у ' " = 2 х у  +  х2у ',
у >*)= 2 у + 2 х у ' +  2ху/+ х 2у "  =  2у +  4 х у '+ х 2у,
у .5» =  2 у> +  4 у' +  4ху”  +  2 ху "  =  х2ут  =  6 у’ +  6 х у " + х2у '” ;
у {6)=  12у" -\-8xy'"+ х 2у <А);
у '7) =  2 0 у '"+ 1 0 х у (А)+ х 2у ("-,
y w  =  30</(4) +  12х«/,м+ * У 6).

Бу тенгликларнинг хар бирига дс=дго, «/2=1, «/6 =  
= 0  бошлангич шартни кулласак, куйидагиларни топамиз: 
«/6'=0; у'о"= 0; </<14) =  2; ^*>-«/А6> - ^ 7»=0; i/<8> =  30.2 =  60. 

Буларни (6.15) га куйиб изланаётган ечимни топамиз:

»=‘+тИ+бк'*+--
6.4-§. НОМАЪЛУМ КОЭФФИЦИЕНТЛАР УСУЛИ

Фараз килайлик, ушбу
y ' = f { х. у) (6.16)

дифференциал тенглама учун дг= дс0; У=Уо  бошлангич 
шарт берилган. Номаълум коэффициентлар усули
(6.16) нинг ечимини коэффициентлари номаълум булган 
куйидаги катор куринишида излашга асосланган:

y = a o  +  al (x — хо) +  а2(х —х0)2 +  а3(дс—х0)3 +  ... (6.17) 
Номаълум Оо, a i, а2 коэффициентлар куйидагича топилади:
(6.17) дан хосила олиб (6.16) га куйилади. Сунгра х нинг 
бир хил даражалари олдидаги коэффициентлари бир- 
бирларига тенглаштирилади ва х = х 0 да у — уп ни хисобга 
олган холда номаълум во, ai, а2, ... коэффициентлар 
топилади. Топилган оо, oi, а2 коэффициентларни (6.17) га 
куйсак, изланаётган ечимни топамиз.
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Мисол. у " = х 2у  тенгламанинг лг0= 0  бошлангич шартда 
|/о=1, уо =  0 ни каноатлантирувчи ечими топилсин.

Е ч и ш . Бу мисолни 6.3-§ да курган эдик. хо — 
= 0  булгани учун ечимни куйидаги катор куринишда 
кидирамиз:

у = 0о +  а\х+а2х2 +  анхп +  ... (6.18)
Бундан икки марта хосила олсак,

у/ =  а |+ 2 а 2дс+За3х2 +  4а4дг3 +  ... +  паядг', _ | , (6.19) 
у "  =  2а2+ 6 а з х +  12а4дс2 +  . . .+ а ял(л — 1)ж"-2 . (6.20)

(6.18) ва (6.19) дан бошлангич шартни хисобга олган 
холда а0= 1 ; a i= 0  эканлигини аниклаймиз. ао ва а\ ни
(6.18) га куйсак,

у = \  + а гх 2 +  а3х3+а<х* +  . . .+ а яхп. (6.21)
Бу каторнинг колган коэффициентларини топиш учун 
(6.20) ва (6.21) ларни у "  =  х2у  га куйсак, куйидагини 
аниклаймиз:

2а2 +  баз* +  12щх2 +  20аъх3 +  30а*х* + . . .  +
+  п (п — 1) ОпхГ ~ 2— х2 (1 +  а2х2 +  азх3 +  а4х4 + . . .  +

+  ая* л +  . . .) = 0  
Бу тенгликни х нинг даражалари буйича гурухларга 
ажратамиз:

2а2 +  базх +  (12а4 - 1 )  х2 +  20а5) jc3 +  ЗОов -  а2)х4 +
+  (42а7- а 3)дг5 +  ... =  0.

Биз ечимни хфО  булган хол учун кидираётганимиз 
туфайли х нинг олдидаги коэффициентларни 0 га 
тенглаштиришимиз лозим булади: а2= 0 ; аз =  0; 12а4 —
— I = 0 . Бундан a4= - jy ;  а5= 0 ; 30а6—а2= 0 . Бундан эса 
Об =  0 ва х.к.

Буларни хисобга олган холда ечимни куйидагича ёзиш 
мумкин

6.5-f. ЭЙЛЕР ВА Р У Н Г Е -  КУТТА УСУЛЛАРИ

Юкорнда (6.2—6. 4- $§. да) курилган усуллар такрибий 
аналитик усуллар булиб, бу холларда ечимлар аналитик 
(формула) куринишларида олинди. Бу усуллар билан
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топилган счимнинг аниклик ларажаси хакида фикр 
юритиш бирмунча мураккаб булади. Масалан, кетма-кет 
дифференциаллаш усулини куллаганда каторнинг жуда 
куп хадларини хисоблашга тугри келади ва куп лолларда 
бу каторнинг умумий хадини аниклаб булмайди. Пикар 
алгоритмини куллаганимизда эса, жуда куп мураккаб 
интегралларни хисоблашга тугри келади ва куп холларда 
интеграл остидаги функциялар элементар функциялар 
оркали ифодаланмайди. Амалий масалаларни ечишда 
ечимларни формула куринишида эмас, балки жадвал 
куринишида олиш кулай булади. Дифференциал тенглама­
ларни ракамли усуллар билан ечганда ечимлар жадвал 
куринишида олинади. Амалий масалаларни ечишда куп 
кулланиладиган Эйлер ва Рунге — Кутта усулларини 
куриб чикамиз.

Эйлер усули. Куйидаги

У, = К х .  у) (6.22)

биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг (а, Ь\ кес­
мада бошлангич шарт х =  ха булган хол учун у = у о  ни 
каноатлантирувчи ечими топилиши лозим булсин. |а, 
Ь ) кесмани х0, х\, xi...xn нукталар билан л та тенг 
б^лакчаларга ажратамиз; бунда х, =  Жо+ ih  (/=0 ,1 , 2, 
л), h =  b~ a — кадам.

(6.22) тенгламани (a, ft] кесмага тегишли булган бирор 
[х*. x*+ i] кесмада интегралласак,

*»+■ *+1 
J f ( x ,y ) d x =  J y'dx =

*•+1
= У ( х )  | = y { x k+i) - y ( x t) = y k+ l- y k,

яъни
*» + 1

i/*+ i= J /*+  J f(x ,y )d x . (6.23)

Бу ерда интеграл остидаги функцияни х = х ц  нуктада 
бошлангич узгармас кийматига тенг деб кабул килинса, 
куйидагини хосил киламиз:
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У холда (6.23) дан
Ук+Х=Ук +  УкИ.

y k + i— yk=Ayk, яъни y'kh =  \yk деб белгиласак, 
yk+\=yk-\-byk-

(6.24)

(6.25)
Ушбу жараённи (я, Ь\ га тегишли булган хар бир кесмача 
учун такрорлаб, (6.22) нинг ечимини ифодаловчи жадва­
лини тузамиз. Эйлер усулининг геометрик маъноси 
шундайки, бунда (6.22) нинг ечимини ифодаловчи интег­
рал эгри чизик синик ( I I)  чизиклар билан алмаштирилади 
(15-раем). Эйлер усулини дифференциал тенгламалар 
тизимини ечишда хам куллаш мумкин.

бошлангич шарт берилган. (6.26) нинг такрибий ечимлари 
куйидаги формулалар оркали топилади:

бу ерда
Д«/, =  Л /|(xi, ifi, Zi); \ Z i  =  hfi(X i, yit Zt) (i=0, I, 2, ...)

Мисол. y '= y  — x тенгламанинг ечими (0; 1,5) кеема 
учун Эйлер усули билан топилсин. Бошлангич шарт дго =  0; 
{/о=1,5; ка дам Л=0,25.

у

\1

15- раем
Куйидаги тизим

(6.26)

учун
х =  х0 да у = у о , Z = Z 0 (6.27)

yi+\=yi+\yi, Zi+I = Z i+ A z „



Е ч и ш . Куйидаги 6.1- жадвални тузамиз.

6.1-

1 V/ ~  V i~  *1 Н - Ч '

1 2 3 4 5

0 0 1,5000 1,5000 0,3750
1 0,25 1.8750 1,6250 0,4062
2 0.50 2,2812 1,7812 0,4453
3 0,75 2,7265 1,9765 0,4941
4 1.00 3,2206 2,2206 0,5552
5 1.25 3,7758 2,5258 0,6314
6 1.50 4,4702

Бу жадвални куйидагича тузамиз:
I. Бошлангич шарт сифатида 2- ва 3-устунларнинг

1-сатрини ёзамиз.
II. y i= y i—Xi тенгламадан у,- ( /= 0 ,  1, 2....... 5) ни

топамиз ва уни (4) устуннинг 1-сатрига ёзамиз.
III. 4-устуннинг кийматини h га кунайтириб (Ду,=/п//,

1 =  1,2, .... 5 ни хисоблаб), натижани 5-устунга ёзамиз.'
IV. 3- устундаги кийматни 5-устундаги кийматга (сатр- 

ларни мослаб) кушиб у, + 1 =  у, -|-Ау, ни хисоблаймиз ва 
натижани 3-устуннинг кейинги сатрига ёзамиз. Бу жара- 
ённи Р; 1, 5| кесмадаги хамма нукталар учун такрорлай­
миз.

Рунге — Кутта усули. Рунге — Кутта усули куп жи- 
хатдан Эйлер усулига ухшаш, аммо аниклик даражаси 
Эйлер усулига нисбатан юкори булган усуллардан 
биридир. Рунге — Кутта усули билан амалий масалаларни 
ечиш жуда кулай. Чунки, бу усул оркали номаълум функ­
циянинг *,+ ! даги кийматини топиш учун унинг xt даги 
киймати аник булиши етарлидир. Рунге — Кутта усули 
унинг аниклаш даражасига кура бир неча турларга 
булинади. Шулардан амалиётда энг куп кулланиладигани 
туртинчи даражали аникликдаги Рунге — Кутта усулидир.

Биринчи тартибли y — f ( х, у) дифференциал тенглама 
учун х = х ,  (/ =  0, I, 2, ...я) {/= у , маълум булсин. Бу ерда 
у, бошлангич шарт маъносида булмаслиги хам мум­
кин. Номапиум функция у нинг x =  xi+t даги киймати



y,+i = y i+ i  (дг) ни топиш учун куйидаги кетма-кет хи­
соблаш жараёнини амалга оширмок лозим булади:

I * ! '• = * / , ( * ,  У(),

K ¥ '= h U x l+ h / 2,y l+ K \ V 2),

*J0= * M * /+ A / 2 , y ,+ W 2 ) , ‘
К Г ^ Н Н х '+ Н . У '+ К ? ) .

Функциянннг орттирмаси Ayi куйидаги формуладан топи­
лади:

Д(/,= (1/6) (/С }°+2 /С ^+2/С Г +  /СГ). (6-29)

бу ерда h = ( b — a)/n — интеграллаш кадами. Тенглама­
нинг ечими кидирилаётган |з, Ь | кесма x i= x 0+ ih  ( i = 0, 1,
2..... я) нукталар билан узаро тенг л та булакка булинган.
( нинг хар бир киймати учун (6.28) ва (6.29) даги 
амалларни бажарамиз ва номаълум функция у нинг 
кийматларини (тенгламанинг ечимини) куйидаги форму­
ладан топамиз:

0 + ,=</« +  Л1/, (1=0, 1 ,2 ...... л). (6.30)
Рунге — Кутта усули билан дифференциал тенгламани 

ечишда жадвал тузилса хисоблаш жараёни бирмунча 
аниклашади. Жадвални тузиш тартиби куйидагича:

I. 2- ва 3-устунларга х ва у нинг керак булган 
кийматлари ёзилади.

II. х ва у ларнинг кийматларини (2- ва 3-устунлардан) 
y '= f ( x ,  у) тенгламанинг унг тарафига куйилади ва 
натижаларни 4-устунга (сатрларни мос келтириб) куйила­
ди.

III. Топилганf(x , у) кийматларни интеграллаш кадами 
Л га купайтирилади ва натижалар 5-устунга ёзилади.

IV. К |0» ни I га, К (20) ва K j0> ларни 2 га, /С{0> ни 1 га 
купайтириб уларни 6-устунга ёзамиз.

I — IV жараённи К  нинг ( /= 0 , 1, 2, ...л) хар бир 
киймати учун такрорлаймиз. 6-устундаги кийматларнинг 
йигиндисини хисоблаб, натижани 6 га буламиз ва 
Ьу =  \  (/C!,)4-2/C2,+ 2/Ci° +  К 4) ни топамиз. Ва нихоят,

y<+i =  I/,- f  Ду,- топилади. Юкорида келтирилган хисоблаш 
тартибини (a; ft) кесманинг барча нукталари учун 
такрорлаймиз.
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Жадвал куйидаги куринишга эга булади:

6.2-

X У k - lr f(x .y ) Ajr

1 2 3 4 5 6

*0 Уо /С*о* V0) A f I f

* + £
А ?

У о + Т
Л

/(*0+7- Vo+T) А?» 2Af>

0 , к 
*о+2

А?>
V o + T

h А?1 
/ Г * о + ^  * + Т > A?> 2A?>

*о+й *>+*?> /(*о+А; v0+A?>) A f A ?
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ЭХ.ТИМОЛЛИКЛАР НАЗАРИЯСИ

Эхтимолликлар назарияси математика фанининг му- 
хим тармокларидан биридир. Эхтимолликлар назарияси- 
нинг унсурлари (элементлари) XVI — XVII асрларда 
вужудга кела бошлади. Шу даврларда кимор уйинлари 
жуда кенг таркалган булиб, бу уйинлар математикларнинг 
хам эътиборини узига жалб этган эди. Бу уйинларда 
кузатилаётган ходисалар узига хос конуниятларга буйсу- 
нишини билган Гюйгенс, Паскаль, Ферма, Кардано ва бош- 
ка олимлар бу конунларни хар томонлама ургандилар ва
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эхтимолликлар назарияснга оил эхтимоллик, математик 
кутилма ва шунга ухшаш тушунчаларни киритдилар.

Эхтимолликлар назарияси ривожннинг кейинги боски- 
чи Яков Бернулли (1654— 1705) номи билан боглик. 
У исботлаган теорема кейинчалик «катта сонлар конуни» 
номини олган булиб, олдинрок йигилган фактларнинг 
биринчи назарий асосланиши эди.

Эхтимолликлар назариясининг кейинги ютуклари Му- 
авр, Лаплас, Гаусс, Пауссон ва бошкалар номи билан 
богликдир.

Эхтимолликлар назарияси ривожннинг янги, айникса 
самарадор даври П. Л. Чебишев (1821 — 1894) ва унинг 
шогирдлари А. А. Марков (1856— 1922), А. М. Ляпунов 
(1857— 1918) номлари билан боглик. Бу даврда эхти­
молликлар назарияси уйгунлашган математик фан булиб 
колди. Унннг кейинги ривожланиши Фишер, В. Феллер, 
С. Н. Бернштейн, А. Н. Колмогоров, А. Я. Хинчин, 
Б. В. Гнеденко, Н. В. Смирнов ва бошкалар номлари билан 
боглик.

Узбекистонда эхтимолчилар мактабининг вужудга 
келиши В. И. Романовский, Т. А. Саримсоков, С. X. Сиро- 
жиддинов ва уларнинг шогирдлари номлари билан 
богликдир. Узбек эхтимолчилари мактаби умумий муаммо- 
ларнинг куйилиши ва уларнинг хал этилиши, фундаментал 
илмий тадкикот ишларининг сифати ва салмоги буйича 
жахонда олдинги уринлардан бирида туради.

Эхтимолликлар назарияси математик статистиканинг 
асосий аппаратигина булиб колмай, бундан ташкари унинг 
усуллари оммавий хизмат курсатиш назариясида, ишонч- 
лилик назариясида, технологик жараённи тахлил килишда 
ва бошка максадларда кулланилали.

7.1-1. ХОЛМСА ВА ЭХТИМОЛЛИКЛАР ТУШУНЧАСИ.
ХОДИСАЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

Эхтимолликлар назариясининг асосий тушунчаларидан 
бири «тажриба> ва тажриба натижасида кузатилиши 
мумкин булган ходисалар тушунчаларидир. Тажриба 
ходисани руёбга келтирувчи шартлар мажмуи «S» нинг 
бажарилишини таъминлашдан иборатдир.

Тажрибадан тажрибага утганда руй бераётган ходиса­
лар узгариб турадиган холл ар хаётда кенг микёсда учраб 
туради. Бу ерда эса, албатта, тажрибани вужудга 
келтирувчи шартлар мажмуи «S» узгармас булган холлар



тушунилади. Масалан, утказилаётган тажриба бир жинс- 
ли тангани муайян шароитда ташлашдан иборат булсин. 
Албатта, бу ерда тажрибадан тажрибага утганда руй 
берувчи ходисалар хар хил булади, масалан, бир 
тажрибада «Герб» (Г) тушган булса, бошкасида танга 
нинг иккинчи томони «ракам» (Р) тушиши мумкин.

Тажриба, кузатишлар, улчашларнинг натижалари 
ходисалардан иборат булади. Тажриба натижасида руй 
бериши олдиндан аникбулмаган ходиса тасодифий цодиса 
дейилади. Тажрибанинг хар кандай натижаси элементар 
jfod uca дейилади. Тажриба натижасида руй бериши 
мумкин булган барча элементар ходисалар туплами 
элементар цодисалар фазоси дейилади. Элементар ходиса­
лар фазосини U  оркали, хар бир элементар ходисани эса 
е оркали белгилаймиз.

2 -мисол. Тажриба симметрик, бир жинсли тангани 
икки марта ташлашдан иборат булсин. Бунда элементар 
ходисалар куйидагича булади:

в |= (Г Г ) — биринчи ташлашда герб, иккинчисида хам 
герб тушиш ходисаси;

е-2=  (ГР) — биринчи ташлашда герб, иккинчисида эса 
ракам тушиш ходисаси;

е3= (Р Г ) — биринчи ташлашда ракам, иккинчисида 
герб тушиш ходисаси;

е4= (Р Р ) — биринчи ташлашда хам, иккинчисида хам 
ракам тушиш ходисаси;

3- мисол. Тажриба нуктани (2,5) сегментга тасодифий 
равишда ташлашдан иборат булсин, бу ерда элементар 
ходисалар фазоси U =  |?]= |2,5) тупламдан иборатдир, 
яъни у континуум кувватга эга.

Бу айтганларимизни якунлаб, шундай хулоса килиши- 
миз мумкин: хар кандай тажриба унинг натижасида руй 
бериши мумкин булган элементар ходисалар тупламини 
вужудга келтиради ва бу ходисалар туплами чекли, 
санокли ва хатто континуум кувватга эга булиши мумкин. 
Хар кандай тасодифий ходиса эса элементар ходисалар 
тупламидан иборат булиб, унинг «катта-кичиклиги» унга 
кирган элементар ходисаларнинг сонига боглик булади.

Тасодифий ходисаларни, одатда, лотин алифбосининг
бош харфлари А, В, С....  лар билан белгиланади. «Энг
катта» ходиса U  булиб, у барча элементар ходисалар 
тупламидан иборатдир.

Агар тажриба натижасида A (A c zU ) га кирган 
е элементар ходисаларнинг бирортаси руй берса, A joduca
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руй берди дейилади. Агар шу элементар ходисалардан 
бирортаси хам руй бермаса, А ходиса руй бермади ва 
А ходнсага тескари ходиса (уни А оркали белгилаймиз) 
руй берди деймиз. А ва А узаро к,арама-к,арши %одисалар 
дейилади.

Тажриба натижасида хар гал руй берадиган ходиса 
муцаррар цодиса дейилади. Юкорида келтирилган барча 
элементар ходисалар фазоси U  мукаррар ходиса га мисол 
була олали. Бирорта хам элементар ходисани уз ичига 
олмаган ходиса мумкин булмаган цодиса дейилади ва
V оркали белгиланади. Табинйки, бу ходиса тажриба 
натижасида сира хам руй бериши мумкин эмас. Руй 
бермайдиган ходиса V ни туплами маъносида 0  буш 
туплам билан, мукаррар ходиса U  ни Q универсал туплам 
билан белгилаймиз, яъни U =  Q, V = 0 .

4- мисол. А ходиса иккинчи мисолдаги тажрибада герб 
икки марта тушишидан иборат булсин. Бу холда A =  (et) 
булади, яъни тажриба натижасида е\ руй берса, А ходиса 
руй берди деймиз. Агар е\ руй бермаса, А ходиса_ руй 
бермади деймиз, у холда А га карама-карши ходиса А руй 
берган булади.

Тасодифий ходисалар орасида куйидагича муноса- 
батлар булиши мумкин:

1. Агар А ходисани ташкил этган элементар ходисалар 
В ходисага хам тегишли булса, А ходиса В  ходисани 
« р га ш т и р а д и  дейилади ва A c z B  каби белгиланади. 
Куриниб турибдики, бу холда А руй берса, В  хам албатта 
руй беради, лекин В  р^й берса, А нинг руй бериши шарт 
эмас.

2. Агар А ва В  ходисалар бир хил элементар ходисалар 
т\ пламидан ташкил топган булса, яъни А ни ташкил этган 
барча элементар ходисалар албатта В  га хам тегишли ва 
акгинча, В  ни ташкил этган барча элементар ходисалар 
албатта А га хам тегишли б^лса, А ва В  ходисалар 
т е н г  дейилади ва А =  В  каби белгиланади.

3. А ва В  ходисаларнинг й и г и н д и с и  деб А ёки 
В  нинг ёки иккаласининг хам руй беришидан иборат 
С холнсани айтамиз. А ва В  ходисаларнинг йигиндисини 
А и в  <'ки А-\-В оркали белгиланади.

4. .1 ва в ходисаларнинг бир вактда руй беришини 
таъмииловчи барча лардан ташкил топган С ходиса 
А ва В  ходисаларнинг к у п а й т м а с и  дейилади ва А ПВ  
ёки АВ  каби белгиланади.

5. А ва В  ходисаларнинг а й и р м а с и  деб А руй бериб.



в  руй бермаслигидан иборат С ходисага айтилади. А ва 
В  ходисаларнинг айирмаси А\В ёки А — В  каби белгила- 
иади.

6. Агар А [\ В = (д  булса, А ва В  ходисалар б и р г а -  
л и к д а  эмас  дейилади.

7. А ходисага карама-карши А ходиса А га кирмаган 
барча элементар ходисалар тупламидан иборатдир, яъни 
АПА =  0  ва А[)А  =  и .

8. Агар A\U...UAn =  U  булса, А\,...,Ап ходисалар 
х о д и с а л а р н и н г  т у л и к  г у р у х н н и  ташкил этади 
дейилади. Хусусан, А\ П Aj =  0 , / # / , / ,  / == 1,2,...,л ва >41 -|-
-\- ,..-\-Ап =  И  булса, А ..... .. ходисалар узаро биргаликда
булмаган ходисаларнинг тулик гурухнни ташкил этади 
дейилади.

Шундай килиб, тасодифий ходисаларнинг таърифидан 
фойдаланиб, куйидаги муносабатларнинг уринли эканли- 
гини курсатиш мумкин:

а) А [)В  =  В\)А, А{\В =  В[\А — коммутативлик кону-
ни;

б) y lU (B U C )-M U fl)U C . И П (в П С ) -М П в )П С -  
ассоциативлик конуни;

в) A\JA =A , А ( ]А = А  — айнийлик конуни;
г) Л П (в и С ) =  (/1П Я )и(ЛП С ). Л и(Я П С ) =  (/!и  

и в )П М и С ) — дистрибутивлик конуни.

7.2-§. ЭХТИМОЛЛИК ТАЪРИФЛАРИ

7.2.1. Эхтимолликнинг мумтоэ таърифи

Олдинги параграфда куриб утилган мисолларда эле­
ментар ходисалар фазоси Я чекли ёки санокли булишини 
курдик.

Агар элементар ходисалар фазоси чекли ходисалардан 
иборат булса, у элементар ходисаларнинг дискрет фазоси 
дейилади. Агар Я да мусбат кийматли Р(еЛ функция 
берилган булса ва у P(Q ) — 2  Р(е) =  1 шартни КаНО-

^О
атлантирса, у холда Я д а э х т и м о л л и к л а р  т а к с и м о - 
ти б е р и л г а н  дейилади.

Таъриф. Хар кандай А 6Я тасодифий * одисанинг 
э^тимоллиги деб, ушбу Р ( А ) =  2  Я(е) сонга айтилади.

*(Л
5- мисол. Вир жинсли кубни ташлашда / очко 

(/=1,2,3,4,5,6) тушиш ходисасини е, билан белгилайлик.
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руй берди дейилади. Агар шу элементар ходисалардан 
бирортаси хам руй бермаса, А ходиса руй бермади ва 
А ходисага тескари ходиса (уни А оркали белгилаймиз) 
руй берди деймиз. А ва А узаро к,арама-к,арши ходисалар 
дейилади.

Тажриба натижасида хар гал руй берадиган ходиса 
мукаррар цодиса дейилади. Юкорида келтирилган барча 
элементар ходисалар фазоси U  мукаррар ходисага мисол 
була олади. Бирорта хам элементар ходисани уз ичига 
олмаган ходиса мумкин булмаган цодиса дейилади ва
V оркали белгиланади. Табиийки, бу ходиса тажриба 
натижасида сира хам руй бериши мумкин эмас. Руй 
бермайдиган ходиса V ни туплами маъносида 0  буш 
туплам билан, мукаррар ходиса U  ни Q универсал туплам 
билан белгилаймиз, яъни 1/ =  Я, V — 0 -

4- мисол. А ходиса иккинчи мисолдаги тажрибада герб 
икки марта тушишидан иборат булсин. Бу холда A =  (ei) 
булади, яъни тажриба натижасида е\ руй берса, А ходиса 
руй берди деймиз. Агар е\ руй бермаса, А ходиса_ руй 
бермади деймиз, у холда А га карама-карши ходиса А руй 
берган булади.

Тасодифий ходисалар орасида куйидагича муноса- 
батлар булиши мумкин:

1. Агар А ходисани ташкил этган элементар ходисалар 
В  ходисага хам тегишли булса, А ходиса В  ходисани 
. р г а ш т и р а д и  дейилади ва А с  В  каби белгиланади. 
Куриниб турибдики, бу холда А руй берса, В  хам албатта 
руй беради, лекин В  р^й берса, А нинг руй бериши шарт 
эмас.

2. Агар А ва В  ходисалар бир хил элементар ходисалар 
т\ иламидан ташкил топтан булса, яъни А ни ташкил этган 
ба|>ча элементар ходисалар албатта В  га хам тегишли ва 
аксннча, В  ни ташкил этган барча элементар ходисалар 
алб.-пта А га хам тегишли булса, А ва В  ходисалар 
тем г дейилади ва А = В  каби белгиланади.

3. А ва В  ходисаларнинг й и г и н д и с и  деб А ёки 
В  нннг ёки иккаласининг хам руй беришидан иборат 
С холисани айтамиз. А ва В  ходисаларнинг йигиндисини 
А\]В < ки А +  В  оркали белгиланади.

4. I ва В ходисаларнинг бир вактда руй беришини 
таъмииловчи барча e £ U  лардан ташкил топган С ходиса 
А ва В  ходисаларнинг к у п а й т м а с и  дейилади ва А[\В 
ёки А В  каби белгиланади.

5. А ва В  ходисаларнинг а й и р м а с и  деб А руй бериб.
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В  руй бермаслигидан иборат С ходисага айтилади. А ва 
В  ходисаларнинг айирмаси А\В ёки А — В  каби белгила­
нади.

6. Агар А ( ] В = 0  б^лса, А ва в  ходисалар б и р г а -  
л и к д а  э ма с  дейилади.

7. А ходисага карама-карши А ходиса А га кирмаган 
барча элементар ходисалар тупламидан иборатдир, яъни 
A f]A  =  0  ва A\]A =  U.

8. Агар A \U...UAn =  U  б^лса, А\,...,Ап ходисалар 
х о д и с а л а р н и н г  т у л и к  г у р у х н н и  ташкил этади 
дейилади. Хусусан, A \ f\ A j= 0 , i= £ j, i, j= l ,2 , . . . ,n  ва A\ +
+  . . .+ A n =  U  булса, A\.... An ходисалар узаро биргаликда
булмаган ходисаларнинг тулик гурухнни ташкил этади 
дейилади.

Шундай килиб, тасодифий ходисаларнинг таърифидан 
фойдаланиб, куйидаги муносабатларнинг уринли эканли- 
гини курсатиш мумкин:

а) А [)В  =  В\]А, А[\В =  В{\А — коммутативлик кону-

НИ’ б) /1 и (в и С ) =  И и в )и С .  /»П(АПС) =  ( /1 П в )П С -  
ассоциативлик конуни;

в) A \JA =A , A f]A = A  — айнийлик конуни;
г) Л П (В и С )  =  М Л в ) и М П С ) .  /»U(fl f1C) =  (»U 

U fi) f lM U C ) — дистрибутивлик конуни.

7.2-f. ЭХТИМОЛЛИК ТАЪРИФЛАРИ

7.2.1. Эхтимолликнинг мумтоз таърифи

Олдинги параграфда куриб утилган мисолларда эле­
ментар ходисалар фазоси Q чекли ёки санокли булишини 
курдик.

Агар элементар ходисалар фазоси чекли ходисалардан 
иборат булса, у элементар ходисаларнинг дискрет фазоси 
дейилади. Агар & да мусбат кийматли Р(е<) функция 
берилган булса ва у Р ( Я) =  2  Р(е) =  \ шартни кано- 

»«о
атлантирса, у холда Q д а э х т и м о л л и к л а р  т а к  с и м о - 
ти б е р и л г а н  дейилади.

Таъриф. Хар кандай А 6Я тасодифий з^одисанинг 
э^тимоллиги деб, ушбу Р ( А ) =  Z P (e ) сонга айтилади.

чл
5- мисол. Вир жинсли кубни ташлашда i очко 

(< =  1,2,3,4,5,6) тушиш ходисасини е, билан белгилайлик.
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У холла элементар ходисалар фазоси £2 =  И, / =  1,6 
булади. Куб бир жинсли булгани сабабли е, ходисанинг 
руй бериш эхтимоллиги Я (е ,)= ^ - булади. Бундай аник- 

ланган эхтимоллик куйидаги хоссаларга эга:

1. Р (  0 ) = 0 , /> ( й )  =  2  Р ( е )  =  1.
»€И

2 . я м и в ) =  2  Р ( е ) =  2 />(<?) +  2  Р( е)  -г(ЛЦВ е(Л е(В
-  2  Р ( е ) = Р ( А ) +  р ( В ) - р ( А Г ) В ) .  

в
3 . Р ( А ) =  2  Р ( е ) =  2  Р ( е ) =  2 / > ( е ) -

'(а /л  ееа

-  1 Р ( е )  =  \ - Р ( А ) .'(Л
Иккинчи хоссадан, хусусий холда A f ] B = 0  булганда, 
Р ( А [ \ В )  = Р ( А )  + Р ( В )  (кушиш теоремаси) келиб чика- 
ди. Буни э х т и м о л л и к н и н г  ч е к л и  а д д и т и в л и к  
х о с с а с и  дейилади ва у биргаликда руй бермайдиган 
( A i ( ) A j =  0 , i=J=j) хар кандай [А,\ ходисалар учун хам 
уринли.

Агар й  чекли п та элементар ходисадан ташкил топган 
булиб, хар бир элементар ходиса е, нинг эхтимоллиги Р(е,) 
ни — га тенг деб олинса, е* элементар ходисалар т е н г

и м к о н и я т л и  дейилади. Бундай фазода хар кандай 
А ходисанинг эхтимоллиги куйидагича аникланади:

^  Р(е ) __ ^ га кирган мгмгнт'1аР сони_*
•,(Л п п

Ходиса функцияси Р ( А )  нинг эхтимолликнинг хамма 
хоссаларига эга эканлигини куриш мумкин. Эхтимоллик­
нинг юкоридаги киритилган таърифи унинг м у м т о з  
( к л а с с и к )  т а ъ р и ф и  дейилади. Мумтоз таъриф 
факат тенг имкониятли чекли сондаги элементар ходиса­
лардан ташкил топган й  фазо учун киритилиши мумкин, бу 
хол эса мумтоз таърифни куллашни чегаралайди, сабаби 
й  элементлари чекли булибгина колмай, балки турли 
имкониятли булиши хам мумкин.

6- мисол. Бешта бир хил когознинг хар бирига куйидаги



харфларлан бири ёзилган: к, а, й, и, к. Когозлар яхшилаб 
аралаштирилган. Битталаб олинган ва кетма-кет бир 
катор кнлиб терилган «кайик» сузини укиш мумкинлиги 
эхтимолини топинг.

Ечиш.  Тажрибаларнинг хамма булиши мумкин булган 
иатижалар сони 5 та харфдан тузиш мумкин булган барча 
Урин алмаштиришлар сонига, яъни 5 !=  I -2 *3 -4 *5 =  120 га 
тенг. Шулардан факат биттаси «кайик» сузини ташкил 
килади. Шунинг учун бу ерда т =  1, я =  120. А ходисаси- 
нинг изланаётган эхтимоллиги эса

7.2.2. Эхтимолликнинг геометрик таърифи

Бирор Q соха берилган булиб, Q i сохани уз ичига 
олеин: Q ic=Q*Q сохага таваккалига ташланган нукта- 
нинг Q | сохага хам тушнши эхтимоллигиии тониш талаб 
этилсин. Ташланган нукта Q га албатта тушеин ва унинг 
бирор Qi кисмига тушиш эхтимоллиги шу Qi киемнинг 
улчамига (узунлигига, юзига, хажмига) пропорционал 
булиб, Qi нин г тузилишига ва Qi ни Q нинг каерида 
жойлашганлигига боглик булмасин. Бу шартларда кара- 
лаётган ходисанинг эхтимоллиги

формула ёрдамида аникланади. Бу ерда аникланган Р  
функция эхтимолликнинг барча хоссаларини каноатланти- 
ради.

7- мисол. Узунлиги 20 см булган L  кесмага узунлиги 
10 см булган / кесма жойлаштирилган. Катта кесмага 
таваккалига куйилган нуктанинг кичик кесмага хам 
тушиш эхтимоллигиии топинг. Нуктанинг кесмага тушиш 
эхтимоллиги кесманинг узунлигига мутаносиб (пропорцио­
нал) булиб, унинг жойлашишига боглик эмас, деб фараз 
Килинади.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура /= 1 0  см, L  =  
=  20 см. Умумийликка халал келтирмасдан L  кесманинг 
санок боши / кесма билан устма-уст тушади деб караймиз. 
Унда каралаётган ходисанинг эхтимоллиги

Р (А ) = 120 «0,008.

mesQ

Р = 10 см _  1 
20см 2
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7.2.3. Э> >рифи

Узок кузатишлар шуни курсатадики, шартлар узгармас 
булганда бирор А ходисанинг руй бериши ёки руй 
бермаслиги маълум тургунлик характерига эга булар экан. 
А ходисанинг п та тажрибада руй беришлар сонини р деб 
олсак, у холда жуда куп сондаги кузатишлар учун 
-jj- нисбат деярли узгармас микдор булиб колаверади.

-jj- нисбат А ходисанинг р уй  б е р и ш  ч а с т о т а с и  
дейилади. Частотанинг тургунлик хусусияти «демографии» 
характердаги ходисаларда яккол сезилади. Масалан, 
кадимги замонларда бутун бир давлат учун ва катта 
шахарлар учун тугилган угил болалар сонининг хамма 
тугилган болалар сонига нисбати йилдан-йилга деярли 
Узгармаслиги кузатилган. Кадимги Хитойда бизнинг 
эрамиздан 2238 йил аввал ахолининг руйхатида бу сон 
асосан га тенг деб хисобланган.

Агар тажрибалар сони етарлича куп булса, у холда шу 
тажрнбаларда каралаётган А ходисанинг руй бериш 
частотаси бирор узгармас Я 6(0,1) сон атрофида тургун 
равишда тебранса, бу Р  сонни А ходисанинг р у й  б е р и ш  
э х т и м о л л и г и  деб кабул киламиз. Бу усулда аник- 
ланган эхтимоллик х о д и с а н и н г  с т а т и с т и к  э х т и ­
м о л л и г и  дейилади. Эхтимолликнинг бу таърифи жуда 
буш, сабаби бирор ходисанинг руй бериш частоталари 
кетма-кетлиги турли тажрибалар утказилганда турлича 
булади. Бундан ташкари, биз частоталар кетма-кетлигини 
эмас, балки унинг чекли элементларини оламиз, чунки 
хамма кетма-кетликни олиб булмайди.

7.3-§. ЭХТИМОЛЛИКНИНГ ХОССАЛАРИ

Эхтимолликнинг куйидаги туккиз хоссасини келтириш 
мумкин:

1. Агар А ходиса В  ходисани эргаштирса, яъни A c zB  
булса, у холда Р(А ) ^ Р ( В )  булади.

И с бо т  и. Хамма холларнинг умумий сони п дан А ва 
В  ходисаларга, мос равишда т\ таси ва т?  таси кулайлик

тугдирсин. Бинобарин, Р(А )  = ~ ;  Р ( В )  — Шартга

кура А ходисо В  ходисани эргаштиради, шунинг учун



А ходисага кулайлик тугдирувчи т\ та хол В  ходисага 
кулайлик тугдирувчи т 2 та холнииг таркибига киради, 
яъни mi < m 2 ёки Р(А ) ^ Р ( В ) .

2. Агар А ва В  ходисалар тенг кучли булса, у холда 
уларнинг эхтимолликлари тенг: Р(А ) = Р ( В ) .

И с бо т  и. Агар А ва В  ходисалар тенг кучли булса, 
у холда А ходиса В  ходисани эргаштиради. В  ходиса эса 
А ходисани эргаштиради. Шунинг учун биринчи хоссага 
асосан Р ( А ) ^ .Р ( В )  ва Р ( В )  ^ Р ( А )  деб ёзиш мумкин. 
Бундан Р(А ) = Р ( В )  булади.

3. Хар кандай А ходисанинг эхтимоллиги манфий була 
олмайди, яъни Р ( А ) ^ 0 .

И с бо т  и. Хар доим т > 0 ва л > 0  булганлиги учун 
Р(А ) =  ™ формулага кура Р (А ) =

4. Мукаррар ходисанинг эхтимоллиги бирга тенг.
5. V мумкин булмаган ходисанинг эхтимоллиги нолга 

тенг, яъни P (V )  = 0 .
6- Р = ( А )  =  1 - Р ( А ) .  _
Бу хосса /4иЛ =  Я ва Af\A =  V дан келиб чикади.
7. Р (А Ц В )  = Р ( А )  + Р ( В )  - Р ( А П В ) ,  чунки, А [)В  =  

= A [J (A  / ( A f]B ) ) .  В  =  А В + ( В  /А В)
8. P M U fl)< P (> 4 )+ P (B ) .
9. 0 <  Р ( Л ) <  I.
Шундай килиб, исталган А тасодифий ходисанинг 

эхтимоллиги мусбат тугри каср билан ифодаланади. Бу 
каср канчалик бирга якин булса, А ходисанинг руй 
беришига ишонч шунчалик куп булади. Агар бу каср нолга 
якин булса, у холда битта синашда ходисани амалда 
мумкин булмайди деб хисоблайдилар. Юкоридаги хосса- 
лар эхтимолликнинг мумтоз (классик) таърифига асосан 
ифодаланади.

Эхтимолликнинг статистик таърифи учун хам шу 
хоссаларнинг уринли эканлигини исботлаш мумкин.

М АШ К УЧУН МАСАЛАЛАР

I. Кутичада рангидан бошка хеч фарки булмаган Юта 
калам бор, улардан 7 таси кора, 3 таен кизил ва яхшилаб 
аралаштирнлган. Таваккалига олинган каламнинг кизил 
булиш эхтимоллигиии топинг.

Ж а в о б: Р =0,3.
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2. Гурухда 17 та талаба булиб, улардан 8 таси кизлар. 
Шу талабалар орасида 7 билет уйналмокда. Билетга эга 
булганлар орасида 4 та киз булиши эхтимоллигини топиш.

Ж а в о б: Р » 0,302.
3. Телефонда ракам тера туриб, абонент битта ракамни 

эсидан чикариб куйди ва уни таваккалига терди. Керакли 
ракам терилганлик эхтимоллигини топинг.

Ж а в о б: Р  =  -^-

7.4-§. ШАРТЛИ ЭХТИМОЛЛИКЛАР.
ХОДИСАЛАРНИНГ БОГЛИКМАСЛИГИ

Биз ходисанинг эхтимоллигини аниклашнинг асосида
5 комплекс шарт-шароит ётишини биламиз.

Агар Р(А )  эхтимолликни хисоблашда S комплекс 
шарт-шароитдан бошка хеч кандай шарт-шароит талаб 
килинмаса, бундай эхтимоллик шартсиз эхтимоллик 
дейилади.

Баъзан А ходисанинг эхтимоллигини бирор В  ходиса 
руй бергандан сунг хисоблашга тугри келади. Бундай 
эхтимоллик шартли эхтимоллик дейилади ва Р(А  /В )  ёки 
Р В(А) каби белгиланади.

Мисол. Кутида 8 та ок ва 7 та кора шар бор. Таваккали­
га олинган шарнинг ок булишини А ходиса деб, кора 
булишини В  ходиса деб оламиз. Кутидан икки марта 
таваккалига биттадан шар оламиз, уларни кайтариб 
солмасдан синашдан олдин А ходисанинг руй бериш 
эхтимоллиги Р (Л )= -^ г , В  ходисанинг руй бериш эхти­

моллиги Р ( В ) = -jy  булади. Фараз килайлик, агар би­

ринчи олган шаримиз ок булган булса (А ходиса), у холда 
иккинчи олган шаримизнинг кора булиш (В  ходиса) 
эхтимоллиги Р ( В )  =  - ^ -=  i  булади.

Шундай килиб, шартли эхтимоллик таърифи умумий 
холда куйидагича ифодаланади:

1-таъриф. (Q, F , Р) эхтимоллик фазоси берилган 
булиб, А, В  £ F  ва Р ( В )  > 0  булсин. У холда А ходисанинг 
В  шартдаги эхтимоллиги деб, куйидаги формула билан 
аникланадиган эхтимолликка айтилади:
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Шартли эхтимолликнинг хоссалари:
1. Р ( А / В ) ^ 0;
2. P (Q /B )  =  I ;
3. >4|,>42€й,/1|П ^2 =  ^б ул са , у холда P ( A t+ A i/ B )  =  

=  Р(А  I /В )  + P J A *  /В )  тенглик уринлик булади;
4. Агар А ва А ходисалар узаро карама-карши 

ходисалар булса, у холда Р(А  /В ) =  1 — Р(А  /В )  тенглик 
уринли булади.

Шунингдек, агар Р (^4) > 0  булса, В  ходисанинг 
А шартдаги эхтимоллиги.

Р { В / Л ) ~ Я $ -

формула ёрдамида топилади. Шартли эхтимолликни 
топиш формуласидан ходисаларнинг купайтмаси эхти- 
моллигини топиш учун куйидаги формулани келтириб 
чикариш мумкин:

Р ( А В ) = Р ( В ) - Р ( А  /В ) = Р ( А )  ‘ Р ( В  /А ). (7.1)
2-таъриф. Агар Р(А  /В ) = Р ( А )  тенглик бажарилса 

А ходиса В  ходисага боглик, эмас дейилади. Шунингден, 
А ходиса В  ходисага боглик булмаса ва В  ходиса хам А Га 
боглик булмаса Р ( В  /А) = Р ( В )  тенглик бажарилади.

3- таъриф. А\, А 2,...,Ап ходисалар берилган булсин. 1 <  
< / i < h < . . . < i t ^ п сонларни оламиз. Агар

Р{ Д ^ )  =  д / * м * )

тенглик уринли булса, у холда А ........  ходисалар
биргаликда боглик эмас дейилади.

Шунингдек, ходисаларнинг жуфт-жуфти билан боглик- 
маслигидан биргаликда богликмаслиги келиб чикмайди.

8- мисол. Цехда 7 эркак ишчи ва 6 аёл ишчи ишлайди. 
Табель рикамлари буйича таваккалига 3 киши ажратилди. 
Барча ажратиб олинган кишилар эркаклар булиш эхти- 
моллигинн топинг.

Е ч и ш :  Ходисаларни куйидагича белгилайлик: А \ 
биринчи ажратилган эркак киши, i42 иккинчи ажра- 
тилган эркак киши, Аз — учинчи ажратилган эркак киши. 
Учала ажратилган эркак киши ходисасини эса А деб
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белгилайлик. У холда />( Л , ) = - ^ ;  Р (А 2/А\) = ^ = ~  ; 

Р(Аз/А\А2) =  - |  тенгликлар уринли булади. Агар А =

=  A \AiA.) экаиини эътиборга олсак, изланаётган ходиса­
нинг эхтимоллиги куйидагича булади:

P ( A ) = P ( A l) .P ( A 2/A i) - P ( A 3/A ,A 2) = ^ - ± - \  =  j i .

7.5-§. ТУЛИ К ЭХТИМОЛЛИК ФОРМУЛАСИ.
БЕЙЕС ФОРМУЛАСИ

Фараз килайлик, А ходиса тулик гурух ташкил этувчи
биргаликда булмаган В\, В 2.... В„ ходисалардан биттаси ва
факат биттаси руй берганлик шартидагина руй берсин, 
бошкача килиб айтганда,

А =  U А В Л
I

бу ерда (ABi) Л (A B t) =  V, i # / \  У холда кушиш теоремаси- 
га асосан,

Р ( А ) =  1 Р ( А В ,) .  
i - i

Агар P (A B i) = Р ( А  / B i) ’ P (B i)  эканлигини эътиборга ол­
сак, у холда

Р ( А ) =  Е  Р ( В , ) 'Р ( А / В , ) .  (7.2)

Бу тенглик т у л и к  э х т и м о л л и к  ф о р м у л а с и  
дейилади.

9- мисол. Икки тикувчи эркаклар шимини тикмокда. 
Биринчи тикувчи тайёрлаган шимларининг 1- навли булиш 
эхтимоллиги 0,8 га, иккинчиси тайёрлаган шимларининг 
1-навли булиш эхтимоллиги 0,9 га тенг. Таваккалига 
(таваккалига танлаган тикувчидан) олинган шимнинг
1-навли булиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш . Таваккалига олинган шим учун куйидаги 
гипотезалар уринли булади:

Н | гипотеза — шимнинг биринчи тикувчи тайёрлаган 
булиш эхтимоллиги;



H i гипотеза — шимнинг иккинчи тикувчи тайёрлаган 
булиш эхтимоллиги.

Уларнинг эхтимолликлари куйидагича булади:

Р ( Н {) = \ ,  />(//,) = | .

Агар олинган шимнинг 1-навли булишини А ходиса деб 
олсак, у холда бу ходисаларнинг турли гипотезалардаги 
эхтимоллиги, масаланинг шартига кура, Р(А  /Н\) =0,8, 
Р (Л / / / 2) = 0 ,9  булади. Юкорида топилганларни тулик 
эхтимоллик формуласига куйиб, изланаётган ходиса учун 
куйидагини топамиз:

Р(А ) = Р ( Н ,) -Р(А  / / / , )  +  /> (//*)-Р(А  / Н 2) =

=  7*0,8 + 1 -0 ,9 =  0,85.

Энди тулик эхтимоллик формуласидан фойдаланиб 
Бейес формуласини келтириб чикамиз. А, ва А ходиса­
ларнинг купайтмаси учун ушбу

P ( B i /А) = Р ( А )  'P ( B i  /А) = P ( B i) - P ( A  / B i) 

формуланинг уринлилигидан

P ( B J A ) .
Р(В,)-Р{Л /В,) 

Р(А)

муносабатга эга буламиз. Тулик эхтимоллик формуласини 
кулласак, Б ейес ф о р м у л а с и н и  хосил киламиз:

Р{В,) Р(А /в.)
P ( B J A )  =  „ ' ‘ . (7.3)

Бейес формуласи А ходиса руй берганлиги маълум 
булгандан сунг гипотезалар эхтимолликларини кайта 
бахолашга имкон беради.

М А Ш К УЧУН МАСАЛАЛАР

1. Кутида 10 та ипли галтак булиб, улардан 4 таен 
буялган. Йигувчи таваккалига 3 та ипли галтак олди. 
Олинган ипнинг хеч булмаганда биттаси буялган булиш 
эхтимоллигиии топинг.

Ж а в об : Я = 4 -



булиши ни куриш мумкин. Хакикатан хам 2  C”pmqn т
т-0

=  ( q + p ) n =  1. (7.4) ифода p(x-\-q)n бином ёйилмасининг 
хп катнашган хадининг коэффициенти булгани сабабли 
Р я( т )  ларни эхтимолликнинг биномиал таксимот конуни 
дейилади.

п да Р п ( т )  эхтимоллик т  нинг функцияси эканлиги 
куриниб турибди. Бу функцияни текшириб курайлик: 

M « + l>  =  P
Рп( т ) m + 1 Я

1) агар (п — т ) р >  (m + \ )q , яъни np — q > m  булса, 
(б) тенгликдан Р п( т  + 1 )  >  Р п( т )  булади.

2) агар np — q =  m булса, (б) тенгликдан Р п( т  -J-1) =  
=  Р я( т )  келиб чикади.

3) агар np — q < m  булса, (б) тенгликдан Р п( т +  1) <  
< Р я( т )  келиб чикади.

Бу текширишлардан куринадики. Р я( т )  эхтимоллик 
т  усиши билан олдин усиб бориб, энг катта кийматга 
эришиб, т  нинг кейинги усишларида камаювчи функция 
булар экан. Шунингдек, агар np — q бутун сон б^лса, 
Р п( т )  эхтимоллик т  нинг иккита m<i =  np — q ва то =  пр — 
— </+1 кийматида энг катта кийиматга эришишини 
курами:*. Агар np — q бутун сон булмаса, Р л( т )  эхти­
моллик узининг энг катта кийматига /по дан катта булган 
энг кичик бутун сон кийматида эришади.

Агар кузатилаётган ходисанинг энг катта эхтимоли юз 
бериш сонини 6 деб олсак, np — q бутун сон булмаганда

np — q < 6 < n p  +  p (7.5)

тенгсизликлар хосил булади. Бу тенгсизликлар п марта 
синашда А ходисанинг энг катта эхтимли юз бериш сони 
ётадиган чегарани курсатади.

10- мисол. Заёмнинг уйнаш муддатида битта облигаци- 
янинг ютиш эхтимоллиги 0,25 га тенг. 8 та облигация 
мавжуд булса, шулардан иккитасининг ютиш эхтимоллиги 
нечага тенг?

Е ч и ш . Масала шартига кура л =  8, т  =  2, р =  0,25, 
q = 0,75. Бернулли формуласига кура хисоблаймиз.

/>„(2) = С & У = U (0,25)2- (0,75)6= 2 8 . | .  ^ « 0 , 3 1 1 5 .  
Демак, 8 та облигациядан иккитасининг ютиш эхтимолли­
ги «0,3115 га тенг.
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7.7-§. МУАВР -  ЛАПЛАСНИНГ ЛО КАЛ ТЕОРЕМАСИ

Агар п ва т  катта сонлар булса, у холда Р„ (т ) 
эхтимолликни Бернулли формуласидан фойдаланиб хисоб­
лаш маълум кийинчиликка олиб келади, чунки бунда катта 
сонлар устида амаллар бажариш талаб этилади. Бундан, 
бизни кизиктираётган эхтимолликни Бернулли формуласи­
ни кулламасдан хам хисоблаш мумкин деган савол 
тугилиши табиий.

Бу мумкин экан. Лапласнинг локал теоремаси си 
нашлар сони етарлича катта булганда ходисанинг п та 
тажрибада роса т  марта руй бериш эхтимоллигиии 
такрибий хисоблаш учун асимптотик формула беради.

Шуни айтиб утиш керакки, хусусий холда, Р  =  \

учун асимптотик формулани 1730 йилда Муавр исбот 
килган эди. 1783 йилда эса Муавр формуласини Лаплас 
0 ва I дан фаркли ихтиёрий Р6 (0,11 учун умумлаштирган. 
Шу сабабли бу ерда суз бораётган теорема баъзан 
Муавр — Лаплас теоремаси деб аталади. Биз факат 
Лапласнинг локал теоремасининг узини ва унинг куллани- 
лишини курсатамиз холос.

Теорема. Агар х,ар бир синашда А ходисанинг руй 
бериш эхтимоллиги Р ( 0 < р <  1) узгармас булиб, моль ва 
бирдан фарцли булса, у холда п та синашда А хооксанинг 
роса m марта руй бериш эхтимоллиги Р п( т )  так,рибан 
(п цанча катта булса. шунча аник,)

Y =  — —  «— • е 1 = — —1— •ф(х) 
yjnpq yJ2p yjnpq

функциянинг X =  даги к,ийматига тенг.
\npq

ц ,( х ) = —~ е  * функциянинг х аргументининг мусбат
кийматларига мос кийматларидан тузилган жадваллар 
мавжуд. <р( — х) =ф(лс) булганлиги сабабли бу жадвал- 
лардан аргументнинг кийматлари манфий булганда хам 
фойдаланилади. Шундай килиб, п та эркли синашда 
А ходисанинг роса m марта руй бериш эхтимоллиги 
такрибан куйидагига тенг:

р < т > — , 7'6)  
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бу ерда Х =  ' г  .
^ npq

I I - м и с о л .  Корхонада ишлаб чикарилгап буюмнинг 
яроксиз булиш эхтимоллиги 0,2 га тенг булса, 400 та 
буюмдан иборат партиядаги яроксиз буюмлар сони роса 
80 булиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Шартга кура п =  400, т  =  80, /7 =  0,2, q = 0,8. 
Лапласнинг асимптотик формуласидан фойдаланамиз:

Р ™ т  *  V400-0.2.0i •ф{Х) =  1 ’ ф(* 1 

х нинг кийматини хисоблаймиз:

Жадвалдан <р(0) =0,3989 эканлигини топамиз. 
Изланаётган эхтимоллик:

Р 400(80) =

7.8-f. ЛАПЛАСНИНГ ИНТЕГРАЛ ТЕОРЕМАСИ

Фараз килайлик, п та тажриба утказилаётган булиб, 
уларнинг хар бирида А ходисанинг руй бериш эхтимоллиги 
узгармас ва р га ( 0 < р <  1) тенг булсин. п та тажрибада 
А ходисанинг камида т\ марта ва к^пи билан т 2 марта руй 
бериш эхтимоллиги Р„(т\ , т 2) ни кандай хисоблаш 
мумкин? Бу саволга Л а п л а с н и н г  и н т е гр а л  т е о р е ­
ма с и жавоб беради. У ни куйида исботсиз келтирамиз: 

Теорема. Агар Jfap бир синашда А ходисанинг руй 
бериш эхтимоллиги Р  узгармас булиб, ноль ва бирдан 
фар к, ли булса, у холда п та синашда А ходисанинг mi дан 
пи мартагача руй бериш эхтимоллиги Р п(гп\, m2) так,рибан 
цуйидаги аник, интегралга тенг:

(7.7)

бу ерда а =  — =
_  т .,-п р  

yjnpq yjUpi,

Лапласнинг интеграл теоремасини куллаш билан 
ечиладиган масалаларда
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ифодани хисоблашга тугри келади. Бу интеграл учун 
махсус жадвал бор. Бу жадвалда Ф(дс) функциянинг 
мусбат х ларга мос кийматлари келтирилган. Ф(дг) 
функциянинг токлигндан фойдаланиб, жадвалдан х <  
< 0  булган холда хам фойдаланилади. Жадвалда Ф (х) 
функциянинг х6|0,5| сегментлаги кийматлари берилган, 
агар лг>5 булса, у холда Ф (х )= 0 ,5  деб олинади. 
Жадвалдан фойдаланиш осон булиши учун куйидаги 
формуладан фойдаланиш кулайдир:

Рл( т „  т 2)  ̂е 2 d x - O (b )  — Ф (а). (7.8)

12- мисол. Ихтиёрий олинган пилланинг яроксиз чикиш 
эхтимоллиги 0,2 га тенг. Тасодифан олинган 400 та 
пилладан 70тадан ЮОтагачаси яроксиз булиш эхтимолли- 
гини топинг.

Е ч и ш . Шартга кура р=0 ,2 ; </ =  0,8; л =  400; т\ =70 ;
/712= 100.

.Папласнинг интеграл формуласидан фойдаланамиз: J|>

/>4 о о ( 7 0 , 1 0 0 ) « Ф ( 6 ) - Ф ( а )

Интегралнинг юкори ва куйи чегараларини хисоблай- 
миз:

70 -  400-0,2 
V 400-0,2-0,8 = -1,25,

. _  100-400-0,2 _ 0 с 
^400-0,2-0,8

Шундай килиб, куйидагини хосил киламиз:

Р4оо(70,100)=Ф(2,5) -  Ф(1,25) =Ф (2 ,5 ) +  Ф(1,25). 
Жадвалдан куйидагини топамиз:

Ф (2,5) =0,4938; Ф ( 1,25) =0,3944. 
Изланаётган эхтимоллик

/>400 (70,100) =0,4938+0,3944=0,8882.



7 . 9 - ПУАССОН ТЕОРЕМАСИ

Лапласнинг локал теоремаси р ва q эхтимоллик
0,5 атрофила булганда Р п( т )  ни хисоблаш учун яхши 
натижалар беради. Аммо, р ва q лар I га ёки 0 га якин 
булганда бу формула маълум хатоликларга олиб келади. 
Шу сабабли, р ва q лар I га ёки 0 га якин булганда Р п( т ) 
учун локал теоремадан бошка асимптотик формула топиш 
зарурати тугилади. Бу масалани Пуассон теоремаси хал 
килади.

Теорема. Агар п-*~ оо да Р п-*-0 муносабат бажарилса, 
у холда

0

муносабат уринли булади.
И с б о т  и. а =  пр деб белгилаймиз ва Р я(щ) =  

=  CHpmqn~ m формуладан Р  =  ° ва q = l — — эканлигини 

эътиборга олиб, куйидаги ифодани хосил киламиз: 

рЛ т ) =  g  

=  " ( " - D ( " - 2 )  • ( * - « + » )  cT ^  a j _

о+ i H ‘ -T  r -  

- s - o - i X ' - i M ' - ^ к - т - т Г
Бу теигликда m соиии чекли деб хисоблаб, л-*-оо да 
лимитга утамиз:

! im_ ( ' - т Х '  - т ) ( '  - - ^ Х '  1

ва lim — ^ ) " ==е"  лаРни хисобга олиб, узил-кесил 

куйидаги формулани хосил киламиз:



ёки

Бу формула Пуассон таксимоти конунини ифодалайди. 
а ва т  маълум булганда Р „ (т )  ни топиш учун махсус 
жадваллар мавжуд.

13- мисол. Йигирувчи 1000 урчукда ишлайди. Бир 
минут мобайнида битта урчукда ипнинг узилиш эхти­
моллиги 0,004 га тенг. Бир минут мобайнида бешта 
урчукда ипнинг узилиш эхтимоллиги топилсин.

Е чи ш . Масаланинг шартига кура п =  1000; р =  0,004; 
т  =  5. КУриниб турибдики, п деярли катта, р эса жуда
кичик микдор. Шунинг учун Р ( т )  П уассон

формуласини куллаймиз:
а =  пр, а =1000-0,002 =  4.

Эхтимоллик эса

P tooo( m ) » ^ e - A= 0 ,\ 5 M

p„(m ) (7.9)

М АШ К УЧУН МАСАЛАЛАР

1. Пахта уругининг униб чикиши 70% ни ташкил 
этади. 10 та экилган пахта уругидан: а) 8 тасининг, 
б) камида 8 тасининг униб чикиш эхтимоллигини топинг.

Ж а в об : а) 0,2334;
б) 0,3827.

2. Пахтанинг 70 % ни узун толалар ташкил этади. 
Таваккалига олинган 10 та тола орасида 6 тадан куп 
булмаган узун тола булиш эхтимоллигини топинг.

Ж а в о б: 0,1727.
3. Йуловчининг поездга кечикиш эхтимоллиги 0,2 га 

тенг булса, 855 та йуловчидан поездга кечикканларнинг 
энг катта эхтимол сони топилсин.

Ж а  воб : 17.
4. Факультет талабаларининг имтихон сессиясидан 

«4 ва «5» билан утиш эхтимоллиги 0,9 га тенг. Тасодифий 
олинган 400 талабадан 34 тадан 55 тагачаси хеч булмаса 
битта фандан «4» дан паст бахо олиш эхтимоллигини 
топинг.

Ж а во б : 0,8351.
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5. Заводда ишлаб чикарилган махсулотнинг сифатини 
кузатиш натижасида барча махсулотнинг уртача 0,4 брак 
булиши аникланган. 1000 та махсулотдан иборат булган 
партияда бештадан куп булмаган брак махсулот булиши 
эхтимоллиги топилсин.

Ж а в о б: Я =  0,7852.

7.10-§. ТАСОДИФИЙ МИКДОРЛАР 
ВА ТАКСИМОТ ФУИКЦИЯЛАРИ

Биз баъзи бир микдорларнинг у ёки бу тасодифий 
таъсир натижасида турли кийматларни кабул килишини 
курамиз. Масалан:

1) 1 -январда Тошкентда тугилган киз болалар сони;
2) гуза тупидаги гуллаган кусаклар сони;
3) пахта толасининг узунлиги;
4) хар йилги куёшли кунлар сони— булар бари 

турлича булади, яъни тасодифий характерга эга.
Тасодифий микдор таърифини беришдан олдин улчов- 

ли функция тушунчасини киритамиз. Бизга <Я, F ), 
</?, G ) улчовли фазолар ва \:il-*~R функция берилган 
булиб, бу функция учун A 6G эканидан £- '(у4) =  
=  {| UHy(W') 6-4J6/7 экани келиб чикса, бундай функция 
улчовли функция дейилади.

Агар <Q, F , р > ихтиёрий эхтимоллик фазоси булса, 
хар кандай |:< й , £>-►</?, G) улчовли функция тасоди­
фий мик,дор дейилади.

14-мисол. Танга ташлаганимизда Q иккита элементар 
ходиса — герб ва ракам тушиши содир булади. Агар 
танганинг гербли томони тушса 1, ракамли томони тушса
0 ёзсак, у холда I ёки 0 ни кабул килувчи тасодифий 
микдорни хосил киламиз.

Тасодифий микдорнинг таърифига кура ихтиёрий X £ R  
учун

(Пб(ш ) < * } = { £ < * } - ' ( ] -  оо, F, сабаби J— оо, jc(6G.

Бундан F i(x )  ={и»:у<х} функциянинг R  да аникланганли- 
ги келиб чикали. Бу функция {• тасодифий микдорнинг 
т а к с и м о т  ф у н к ц и я с и  дейилади.

а) Агар |  тасодифий микдор 0,1, 2.... п кийматларни

р{£ =  /?>=С?Я*-<7',-Л  R = 0 T h
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эхтимоллик билан кабул килса, бу тасодифий микдор 
б и н о м и а л  к о н у  и б у й и ч а  т а к с и м л а н г а н  т а ­
со д и ф и й  м и к д о р  дейилади. Унинг таксимот функция- 
си куйидагича булади:

F (x )  =

О, а га р х < 0  булса,
2  C *PRqn~R, агар О ^д с ^ я  булса,

I, агар п < х  булса,

Графиги эса куйидагича булади:

б) I  тасодифий микдор Х\, Х2.... Х„ кийматларни
=  # = 1 .  N эхтимолликлар билан кабул килса,

бу тасодифий микдор т е к и с  т а к с и м л а н г а н  т а с о ­
диф ий  м и к д о р  дейилади. Унинг таксимот функцияси 
куйидагича булади:

0, агар X ^ X t  булса,

F ( x ) =  агар булса,

1, агар X N< X .

в) Агар тасодифий микдорнинг таксимот функцияси

du

куринишда булса, бундай тасодифий микдор н о р м а л 
т а к с и м л а н г а н  т а с о д и ф и й  м и к д о р  дейилади 
(бу ерда С > 0 , G > О, — о о < а < о о  узгармас сон- 
лар).
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Таксимот функцияси куйидаги хоссаларга эга:
1. Барча хакикий х лар учун 0 <  F { ( x )<  1;
2. F t (x) камаймайдиган функция;
3. Таксимот функцияси чапдан узлуксиз, яъни

Ft(x) = F l (x — 0) =  lim F (xm);

4. lim /7(x )= 0 ,  lim F(x) =  1.

5. Таксимот функциясининг сакрашга эга булган 
нукталар туплами купи билан санокли булиши мум-

1- таъриф. Агар £ тасодифий микдор чекли ёки санокли 
сондаги (Л,,} кийматларни =  1) эхтимолликлар 
билан кабул килса, уни д и с к р е т  та с о д и ф и й  м и к ­
дор  дейилади. Масалан, 100 та чакалок ичида 
болалар сони 0,1,2,..., 100 кийматларни кабул килиши 
мумкин булган тасодифий микдорлар дискрет тасодифий 
микдорлар булади. Дискрет тасодифий микдорнинг такси­
мот функцияси

F {x )=  2  Р„

формула билан аникланади.
2 -таъриф. Агар £ тасодифий микдорнинг таксимот 

функциясини

£ ( * ) =  ]  f(x )dx

куринишда ёзиш мумкин булса, бу тасодифий микдорни 
а б с о л ю т  у з л у к с и з  т а к с и м л а н г а н  т а с о д и ­
фий м и к д о р  дейилади. Бу ердаги f(x )  функция 
£ тасодифий микдорнинг з и ч л и к  ф у н к ц и я с и  дейила­
ди. Таърифга кура F '( x ) = f ( x )  булади.

Зичлик функцияси куйидаги хоссаларга эга:
1. Зичлик функцияси манфий эмас: 

f ( x ) >  0.

Хакикатан хам, F (x ) функция камаймайдиган функция 
булгани учун, унинг хосиласи хамма нукталарда доим 
мусбат булади.



2. Агар f(x ) зичлик функцияси, Хо нуктада узлуксиз 
б^лса, у холда P ( x o ^ i< X o + d x )  эхтимоллик зичлик 
функциясининг Хо нуктадаги кийматига нисбатан юкори 
тартибли чексиз кичик микдор аниклигида эквивалент 
булади:

P ( x o ^ l< x o  +  dx) » f(x )d x .

3. Зичлик функциясидан )— оо, -{- оо | оралик буйича 
олинган интеграл 1 га тенг:

]  f( x ) d x =  I.

7.11 - §. ТАСОДИФИЙ МИКДОРЛАРНИНГ СОНЛИ
ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИ

I. Математик кутилма

Юкорида айтилганлардан таксимот конуни тасодифий 
микдорни тулик характерлашини биламиз. Лекин купинча 
таксимот конуни номаълум булиб, кам маълумотлар билан 
чекланишга тугри келади. Баъзан хатто тасодифий 
микдорни йигма тасвирлайдиган сонлардан фойдаланиш 
кулайрок булади. Бундай сонлар тасодифий микдорнинг 
сонли характеристикалари дейилади. Мухим сонли ха- 
рактеристкалар жумласига математик кутилма хам та- 
аллуклидир.

Дискрет ва узлуксиз тасодифий микдорларнинг ма­
тематик кутилмасини алохида-алохида куриб ута- 
миз.

1-таьриф. |  тасодифий микдор {Х„} кийматларни (Я#) 

эхтимолликлар билан кабул килсин. У холда 2  Х„ Р„
R- I

катор йигиндиси £ тасодифий микдорнинг математик 
кутилмаси дейилади ва

Af(у) — 2 ХнРR (7.10)
л- i

каби белгиланади.
15-мисол. Тасодифий микдорнинг таксимот кону- 

нини билган холда унинг математик кутилмасини то­
пинг:
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Y Ь  5 2 
P  0,1 0,6 0,3

Е ч и ш . Изланаётган математик кутилма, (7.10) фор­
мулам асосан, М(£) =3-0,1 +5-0 .6  +  2-0,3 =  3,9 булади.

2- таъриф. Узлуксиз тасодифий мицдорнинг математик 
кутилмаси деб

интегралга (агар бу интеграл абсолют якинлашувчи 
булса) айтилади.

16- мисол. (з, Ь\ ораликда текис таксимланган у 
тасодифий микдорнинг математик кутилмасини топинг.

Е ч и ш . Мазкур математик кутилма куйидагича топи­
лади:

Математик кутилма куйидаги хоссаларга эга:
1. Узгармас соннинг математик кутилмаси шу соннинг 

узига тенг.
2. | М £ К  Af|g| тенгсизлик уринли.
3. Агар Щ , Мт\ ва М(£ +  л) ларнинг ихтиёрий 

иккитаси мавжуд булса, у холда ушбу Af ( |  +  г)) = M ( l )  +  
+  M (n) тенглик уринли булади.

4. Узгармас сонни математик кутилма ишорасидан 
ташкарига чикариб ёзиш мумкин, яъни M ( c l) = c M ( l) ,  
с =  const.

5. Агар булса, 6 < A f ( | ) < e  булади.
6. Агар £ > 0  ва М(£) = 0  булса, у холда £ =  0 тенглик

1 эхтимоллик билан бажарилади.
7. £ ва т) тасодифий микдорлар узаро боглик булмаеи 

Агар М(1) ва Af (т|) мавжуд булса, у холда Af(|rj) = М (\ )
ХМ(Л)

1-таъриф. Тасодифий микдорнинг дисперсияси деб 
M g  — A f(v ) f  ифодага айтилади ва D(%) каби белгилана- 
ди. Демак,

М (£ )=  \ x f(x )d x (7.11)

2. Дисперсия

(7.12)
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Агар I  тасодифий микдор {х„} кийматларни jp*J эхти­
молликлар билан кабул килса, tj =  |  — M (£ ) f  тасодифий 
микдор {|х* — Af (g) J2} кийматларни хам (р*| эхтимолликлар 
билан кабул килади ва бу тасодифий микдорнинг 
математик кутилмаси учун

М(т,) = / ) ( £ )  =  2  [хк-М (1 ) \ 2рк. (7.13)

Шунингдек, £ тасодифий микдорнинг дисперсиясини 
куйидаги формула билан хисоблаш кулайдир:

Д (£ )= Л Щ 2) - |Л 1 Ш Р . (7.14)

Энди узлуксиз тасодифий микдор дисперсиясининг таъри- 
фини берамиз. |  тасодифий микдорнинг зичлик функцияси 
/ ( х) булсин.

2- таъриф. Узлуксиз тасодифий микдорнинг дисперсия- 
си деб

D ( l)  =  ]  [ x - M ( l ) ] 2f(x )d x  (7.15)

интегралнинг кийматига айтилади. Агар мумкин булган 
кийматлар (а, Ь\ кесмага тегишли булса, у холда узлуксиз 
тасодифий микдорнинг дисперсияси деб

D ( | ) =  $[дс-Л!(|)17(дг).Лс (7.16)

интегралнинг кийматига айтилади.
16- мисол. |а, 6] ораликда текис таксимланган |  тасоди­

фий микдорнинг дисперсиясини топинг.
Е ч и ш . М (1) «в а~̂ Ь эканини хисобга олсак,

3- таъриф. Таксимот функцияси F ( х) булган тасодифий 
микдорнинг дисперсияси бундай аникланади:

D ( l)  =  ]  \c-M(\)\2d F(x)  . (7.17)

I I I



Днсперсияни хисоблашда куйидаги формулалардан фой- 
даланиш кулайдир:

D & ) =  \x2f ( x ) d x - m i ) f ,  (7.18)

0 ( 6 ) -  J x2f ( x ) d x - ^ ( l ) f .  (7.19)

Дисперсия куйидаги х о с с а л а р г а  эга:
1. Узгармас соннинг дисперсияси нолга тенг:

0 (С )= 0 .
2. Узгармас сонни квадратга ошириб, дисперсия 

ишорасидан ташкарига чикариш мумкин, яъни
D ( C l ) = C 2D ( l ) .

3. Узаро боглик булмаган тасодифий микдорлар 
йигнндисининг дисперсияси бу тасодифий микдорлар 
дисперсиясининг йигиндисига тенг, яъни

0 (Е - |-т ) )= 0 (б )+ 0 (л )  •

17-мисол. Агар X ва Y тасодифий микдорлар узаро 
боглик булмаса, D (X  — Y ) = D ( X ) + D ( Y )  булади.

Е ч и ш . 2 ва 3- хоссаларга асосан
D ( X - Y ) = D ( X ) + D ( - Y ) = D ( X )  +  ( - \ ) * D Y =

=  D (X )+ D (K ).

М АШ К УЧУН МИСОЛЛАР

1. Угил ва киз болаларнинг тугилиш эхтимолликларини 
тенг деб фараз килиб, 5 бол ал и оилада угил болалар 
сонини ифодаловчи X тасодифий микдорнинг таксимот 
конунини тузинг.

2. у тасодифий микдорнинг таксимот функцияси 
куйидагича:

0, агар Х < 0  булса,

F ( x ) =  агар 0 < Х < 4  булса,

1, агар Я > 4  булса.

Бу тасодифий микдорнинг математик кутилмасини топинг.
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3. Куйидаги интеграл функция билан берилган у 
тасодифий микдорнинг математик кутилмасини ва диспер- 
сиясини топинг:

( Х < 0  да 0;
0 < Х < 1  да X;

Х > 1  да 1.

7.12-1. КАТТА СОНЛАР КОНУНИ

Маълумки, тасодифий микдор синаш якунида мумкин 
булган кийматлардан кайси бирини кабул килишини 
аввалдан ишонч билан айтиб булмайди, чунки у хисобга 
олиб булмайдиган бир канча тасодифий сабабларга 
боглик булиб, биз уларни хисобга ололмаймиз. Хар бир 
тасодифий микдор хакида ана шу маънода жуда кам 
маълумотга эга булганимиз учун етарлича катта сондаги 
тасодифий миклорлар йигиндиси тугрисида хам бирор 
нарса айта олишимиз кийиндек куринади. Аслида эса бу 
ундай эмас. Муайян нисбатаи кенг шартлар остида 
етарлича катта сондаги тасодифий микдорлар йигиндиси- 
нинг тасодифийлик характери деярли йуколар ва у конуни- 
ятга айланиб колар экан.

Амалиёт учун жуда куп тасодифий сабабларнинг 
биргаликдаги таъсири тасодифга деярли боглик булмай­
диган натижага олиб келадиган шартларни билиш жуда 
катта ахамиятга эга, чунки бу хол ходисаларнинг кандай 
ривожланишини кура билишга имкон беради. Бу шартлар 
умумий ном билан катта сонлар конуни деб юритиладиган 
теоремаларда курсатилади. Булар жумласига Чебишев ва 
Бернулли теоремалари (бошка теоремалар хам бор, лекин 
улар бу ерда каралмайди) мансуб. Чебишев теоремаси 
катта сонлар конунининг эиг умумийси, Бернулли теорема­
си эса энг соддасидир. Биз бу ерда теоремаларнинг узини 
исботсиз ва уларнинг кулланишини урганамиз.

I. Чебишев теоремаси

Агар £i, it,..., 5* эркли тасодифий микдорлар булиб, 
уларнинг дисперсиялари текис чегараланган (узгармас 
С сондан катта эмас) булса, у холда ихтиёрий е > 0  сон 
учун куйидаги тенглик уринли булади:8 -  Д-806 113



„ га_ р { | М к ^

_  А«(6| >+Л1(8а) + -  +  Л«(6.> | > e j = 0

Шундай килиб, Чебишев теоремаси бундай даъво килади: 
агар дисперсиялари чегараланган тасодифий микдорлар- 
нинг етарлича к$п сондагиси к,аралаётган булса, у цолда 
бу тасодифий мик,дорларнинг уртача арифметик циймати 
п усиши билан бу тасодифий мицдорлар урта к,ийматлари- 
нинг ^рта арифметигига исталганча як,ин булади.

Юкоридаги бнз курган Чебишев теоремасининг мохия- 
ти бундай: айрим эркли тасодифий микдорлар уз матема­
тик кутилмасидан анча фарк киладиган кийматлар кабул 
килсада, етарлича катта сондаги тасодифий микдорлар- 
нинг арифметик уртача киймати катта эхтимоллик билан

тайин j/згармас сонга, чунончи
п

сонга (ёки, хусусий холда а сонга) якин кийматларни 
катта эхтимоллик билан кабул килади. Бошкача суз билан 
айтганда, айрим тасодифий микдорлар анчагина сочилган 
булиши мумкин, лекин уларнинг арифметик уртача 
киймати кам таркок булади.

Шундай килиб, хар бир тасодифий микдор мумкин 
булган кийматлардан кайсинисини кабул килишини 
аввалдан айтиб булмайди, аммо уларнинг арифметик 
уртача киймати кандай киймат кабул килишини олдиндан 
кура билиш мумкин. Чебишев теоремаси факат дискрет 
тасодифий микдорлар учун эмас, балки узлуксиз мик­
дорлар учун хам уринлидир.

Чебишев теоремасининг амалиёт учун ахамияти катта- 
дир. Масалан, одатда бирор физик катталикни улчаш учун 
бир нечта улчашлар утказилади ва уларнинг арифметик 
уртача киймати изланаётган улчаш сифатида кабул 
килинади. Кандай шартларда бундай улчаш усулини тугри 
деб хисоблаш мумкин? Бу саволга Чебишев теоремаси 
(унинг хусусий холи) жавоб беради.

Статистикада кулланиладиган танлама усул Чебишев 
теоремасига асосланган. Бу усулнинг мохнити шундан 
иборатки, унда унча катта булмаган тасодифий танламага 
асосланиб барча текширилаётган объектлар туплами (бош 
туплам) тугрисида мулохаза юритилади. Масалан, бир той 
пахтанинг сифати хакида хар ер-хар еридан олинган пахта
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толаларидан иборат тутамнинг сифатига караб хулоса 
чикарилади. Тутамдаги пахта толаларининг сони тойдаги- 
дан анча кам булса хам, тутам етарлича куп сондаги юзлаб 
толалардан иборатдир.

2. Бернулли теоремаси
Фараз килайлик, узаро боглик булмаган тажрибалар 

кетма-кетлиги утказилган булсин. Хар бир тажрибада 
А ходисанинг руй бериш эхтимоллиги Р  га тенг булсин. 
А ходисанинг ft-тажрибада руй бериш сонини £* десак, 
у холда £|, узаро боглик булмаган тасодифий
микдорлар кетма-кетлиги хосил булади. Булар учун Л1£* =  
=  Р\ D lk =  Pq. Бу тасодифий микдорларнинг п тасининг 
уртача арифметиги А ходиса руй беришларининг нисбий 

S„
частотаси — булади, бу ерда S„ =  | i  +  £2- f . - +  £л частота

п та узаро боглик булмаган тажрибада А ходисанинг руй 
беришлар сони. Маълумки M S n =  np\ D S„ =  npq.

Теорема (Бернулли). Ихтиёрий е > 0  сон учун

Демак, тажрибалар сони етарлича катта булса, 
А  ходиса руй беришининг нисбий частотаси А ходисанинг 
руй бериш эхтимоллигига якин булади.

Бернулли теоремасидан шундай хулоса чикариш 
мумкин: айрим шартлар остида кушилувчилар сони 
етарлича катта булганда тасодифий микдорлар йигиндиси 
узининг тасодифийлик характерини маълум маънода 
сйукотар> экан. Бу эса эхтимолликлар назариясининг 
асосий масалаларидан бири хисобланади.

3. Якинлашиш турлари '

Биз тасодифий микдорларни битта F , Р )  эхти­
моллик фазосида берилган деб фараз киламиз. Улчовли 
функциялар назариясидан маълумки, улчовли функциялар 
устида кушиш, айириш, купайтириш ва (махраждаги 
функция нолдан фаркли булса) булиш амали бажариш 
натижасида хосил буладиган функция яна улчовли, 
шу билан бирга улчовли функциялар кетма-кетлиги- 
нинг лимити (агар мавжуд булса) яна улчовли
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булади. Шунга ухшаш натижалар тасодифий микдорлар 
учун хам уринли. Тасодифий микдорлар кетма-кетлиги- 
нинг якинлашиши масаланинг талабига караб турлича 
булиши мумкин.

1-таъриф. Агар ихтиёрий мусбат е > 0  сон учун /»-*оо
дар{|&, — 61 булса, у холда £i, £2.... тасодифий
микдорлар кетма-кетлиги Р  эхтимоллик буйича |  тасоди­
фий микдорга якинлашади деймиз ва Ъ„Л- £ каби белги- 
лаймиз.

Айтайлик, g ихтиёрий узлуксиз, чегараланган функция 
булсин. Агар £ булса, у холда

(7.20)
Агар In ва |  ларнинг таксимот функцияларини мос 
равишда F n(x) ва F(x )  деб белгиласак, у холда (7.20) ни 
куйидагича ёзамиз:

J B (x )d F „ {x )-*  J g (x )d F(x ) . (7.21)

2 -таъриф. Агар | 2, . т а с о д и ф и й  микдорлар 
кетма-кетлиги учун

pjte»|lim S,(« ')=6(a') )=  |

тенглик уринли булса, у холда 6i. £2.... 6л тасодифий
микдорлар кетма-кетлиги |  тасодифий микдорга I эхти­
моллик билан якинлашади деймиз, яъни якинлашиш учун 
lim£„(tt>) =  l(w )  муносабатни каноатлантирмайдиган w

нукталарнинг улчови нолга тенг булади. /.v
Биз I эхтимоллик билан якинлашишни —--£-£ каби 

белгилаймиз. 1 эхтимоллик буйича якинлашиш
П т Р ^  ^ирСб,—6> е) j = o

га тенг кучлидир.
3 -таъриф. Агар п-*-сю да М1&,—£|->-0 шарт бажа- 

рилса, (|л) тасодифий микдорлар кетма-кетлиги £ га уртача 
r -тартибда якинлашади деймиз. Бу якинлашишни |  
каби белгилаймиз.

Хусусан, г =  2 да бу якинлашиш уртача квадратик 
якинлашиш дейилади ва 1 •1*т -£ „ =  £ каби белгиланади.
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Бизга {£я| тасодифий микдорлар кетма-кетлиги бе­
рилган булиб, Fn(x) = Р { |л<дг) булсин.

4 -таъриф. Агар {F„(jt)} таксимот функциялари кетма- 
кетлиги л—► оо да F (x ) = / >{£<;х| га F (x )  таксимот 
функциясининг хар бир узлуксизлик нуктасида якинлаш- 
са, у холда (g„) тасодифий микдорлар кетма-кетлиги g га 
таксимот буйича якинлашади дейилади ва g ^  & каби 
белгиланади (бу ерда D  инглизча «disizibution» — 
таксимот сузининг бош харфидан олинган).

Айтайлик, / /  =  {//} туплам Н  =  Н (х ) функциялардан 
иборат синф булиб, бу т^пламдаги функциялар куйидаги 
шартларни каноатлантирсин:

1) Н (х ) камаймайдиган функция;
2) / /(  — о о )= 0 , / / (  +  о о ) ^  1;
3) Н (х ) чапдан узлуксиз функция.
Биз F = [ F )  деб Н  синфнинг шундай кием тупламини 

оламизки, бунда F {  +  оо) =  \, яъни f ( jf )£  тасодифий 
микдор таксимот функциясининг худди узи булади.

5- таъриф. Агар ихтиёрий узлуксиз ва чегараланган 
h(x) функция учун

lim J h (x )d H n(») =  J h (x)dH (x)

тенглик уринли булса, НЭН„ функциялар кетма-кетлиги 
НЭ Н  функцияга суст якинлашади дейилади ва кискача 
Н п̂ С Н ‘ каби белгиланади (бу ерда UP харфи инглизча 
«Weak» — «суст» сузининг бош харфидан олинган).

7.13-f. МАРКАЗИЙ ЛИМИТ ТЕОРЕМА

Куп холларда тасодифий микдорлар йигиндисининг 
таксимот конунларини аннклашга тугри келади. Фараз
килайлик, узаро боглик булмаган gi, g2....  gn тасодифий
микдорларнинг йигиндиси S =  gi +  g2 +  ... +  gfl берилган 
булсин ва хар бир gi ( i= l , n )  тасодифий микдор «О» ёки 
«I» кийматини мос равишда q ва р эхтимоллик билан 
кабул килсин. У холда S„ тасодифий микдор биноминал 
конун буйича таксимланган тасодифий микдор булиб, 
уларнинг математик кутнлмаси пр, га дисперсияси эса npq
га тенг булади. S n тасодифий микдор 0,1,2.... п кийматлар-
ни кабул кила олади ва демак, п ортиши билан S n 
тасодифий микдорнинг кабул киладиган кийматлари 
исталганча катта сон булиши мумкин, шунинг учун S, 
тасодифий микдор урнига
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тасодифий микдорни куриш максадга мувофикдир. Бу 
ифодада А„, В„ лар п га боглик булган сонлар. Хусусан, А„ 
ва В п ларни A„ =  M S„ =  np, B n =  D S n =  npq куринишда 
танланса, у холла Муавр — Лапласнинг интеграл теорема- 
сини куйидагича баён этиш мумкин: агар 0 < р < 1  булса. 
п-+ оо да ихтиёрий а, Ь 6 ( — оо, оо) да

Ŝ T <6bv5rie 'Лг ,7“ >
муносабат уринли булади.

Табиий равишда бундай савол тугилади: (7.22) муноса­
бат ихтиёрий тасодифий микдорлар учун хам уринли 
буладими? (7.22) уринли булиши учун S, даги кушилувчи- 
ларнинг таксимот функцияларига кандай шартлар куйиш 
керак?

Бу масаланн хал килишда П. Л. Чебишев ва унинг 
шогирдлари А. А. Марков, А. М. Ляпуновларнинг 
хизматлари каттадир. Уларнинг тадкикотлари шуни 
курсатадики, кушилувчи тасодифий микдорларга жуда 
хам умумий шартлар куйиш мумкин экан. Бу шартларнинг 
маъноси айрим олинган кушилувчининг умумий йигин- 
дига сезилмайдиган таъсир курсатишини таъмннлашдир.

Таъриф. | i,  £2....£*,... тасодифий микдорлар кетма-
кетлиги берилган булсин. Агар шундай [Ап), {fl«), В п>  
> 0  сонлар кетма-кетлиги мавжуд булсаки, п-+ оо да

; r / \ j b u

муносабат ДС6( — оо, оо) да бажарилса, ||,  £2.... £„,...
тасодифий микдорлар кетма-кетлиги учун марказий лимит 
теоремаси уринли дейилади. Бу холда

h + h + ■■■+**-Ап
вп

тасодифий микдор п-*-оо да асимптотик нормал так- 
симланган дейилади.

Марказий лимит теоремасининг баъзи куринишларини 
келтирамиз.
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I. Бир хил таксимлаиган боглик булмаган тасодифий 
микдорлар кетма-кетлиги учун марказий лимит теорема.

Математик кутилмаси а ва дисперсияси G* булган, 
узаро боглик булмаган, бир хил таксимлаиган {£„) 
тасодифий микдорлар кетма-кетлиги берилган булсин. 
Умумийликка зарар келтирмасдан, а =  О, G2= l  деймиз. 
Куйидаги тасодифий микдорни киритамиз ва теоремани 
исботсиз берамиз:

s . - E , + b + . . . + l . n . - ^ .

Теорема. Юкорида келтирилган {£„) кетма-кстлик учун

И *

муносабат ихтиёрий X  (X 6К) да бажарилади.

2. Боглик булмаган тасодифий микдорлар 
кетма-кетлиги учун марказий лимит теорема

w
Боглик булмаган &,) тасодифий микдорлар кетма- 

кетлиги учун M%k =  ak, D%k =  G2k булсин. Куйидаги 
белгиларни киритамиз ва теоремани исботсиз берамиз:

А =  £ a * , f l ’  =  £  G2, S „ = +  fc2+ ...+£„, 

L A r ) = ' . 2 i ,  \  ( x - a y d F k( x )
Bn„-1

f k( t ) = M e ф 

Теорема. Ихтиёрий r >  0 учун n-*-oo да

U ( r ) - ~  0 (7.23)
бдлса. учун марказий лимит теорема уринли булади.
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(7.23) шарт Л и н д б е р г  ш а р т и  дейилади. Линд­
берг шартининг бажарилиши ихтиёрий R  да а„ )
кушилувчиларнинг текис равишда кичиклигини таъмин- 
лайди. Хакикатан хам,

J dF,( jc )<

эканлиги эътиборга олинса,

Я (m ax — а#| > r B n \ = P  \j ( | | , - а * | >
!<#<* I »-|

> г 0 л )<  2  Р ( |£ ,-а * |> г А л )<
* - i

< - ^ 2  \ (x - a R)*dFK(x).
^  u -v > ra .

Агар Линдберг шарти бажарилса, у холда охирги 
тенгсизлнкнинг унг томони, г> О  сон хар кандай булганда 
хам, п-*-оо да нолга интилади.

Теорема (А. М. Ляпунов). Агар л-»-оо да ,С -►О
°п +  5

шарт бажарилса, я-*-оо, Х £ ( — оо, оо) да Р ( т |„<
<  х ) —►(р (дс) муносабат бажарилади.

18- мисол. Куйидаги боглик булмаган тасодифий 
микдорлар кетма-кетлиги учун марказий лимит теорема- 
нинг уринлилиги текширилсин:

#»(6»- ± R )  = \ Р ( Е .-0 )  *  I - R  2 

Е ч и ш .  Ляпунов шартини текширамиз:

Л 1|,=0 ; D t R= R J =  Gb В 2я» А ,п &,г; 

Cbfc/?5/2;C „=  2  Rw *s A *m .
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Демак,

Шундай килиб, марказий лимит теорема уринли экан.

V III Б О Б

МАТЕМАТИК СТАТИСТИКА УНСУРЛАРИ
8.1*{■ МАТЕМАТИК СТАТИСТИКАНИНГ АСОСИЙ МАСАЛАЛАРИ.

БОШ ВА ТАНЛАНМА ТУПЛАМ

Статистика фани табиатда ва жамиятда буладиган 
оммавий ходисаларни урганади. Статистика сузи лотинча 
булиб, холат, вазият деган маънони англатади.

Математик статистика — статистик маълумотларни 
кузатиш, туплаш ва шу асосда баъзи бир хулосалар 
чикариш билан шугулланувчи фандир.

Математик статистиканинг асосий масалалари:
1. Фараз килайлик, |  тасодифий микдор устида п та 

узаро боглик булмаган тажриба Утказилиб, Л ,̂ Xi,...,Xn 
кийматлари олинсин. X t, X j,...,Х„ лар буйича £ тасодифий 
микдорнинг номаълум F (x )  таксимот функциясини бахо- 
лаш математик статистиканинг вазифаларидан биридир.

2. I  тасодифий микдор R  та номаълум параметрга 
боглик маълум куринишдаги таксимот функциясига эга 
булсин. у тасодифий микдор устида кузатишларга асосла- 
ниб бу номаълум параметрларни бахолаш математик 
статистиканинг иккинчи вазифасидир.

3. Кузатилган микдорларнинг таксимот конунлари ва 
баъзи характеристикалари хакидаги турли фаразлар 
«статистик гипотезалар» деб аталади. У ёки бу гипотезани 
текшириш учун кузатишлар оркали ёки махсус тажриба­
лар утказиш йули билан маълумотлар олиб, уларни 
килинган гипотезага мувофик назарий жихатдан кузати- 
лаётган маълумотлар билан таккослаб куриш математик 
статисканинг навбатдаги вазифасидир.

Одатда, бир жинсли объектлар тупламини бу объ- 
ектларни характерловчи бирор сифат ёки сон белгисига 
нисбатан урганиш талаб килинади.
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Масалан, пахтазордаги хали очилмаган кусакларнинг 
уртача огирлигини аниклаш керак булсин. Талаб этилган 
уртача огирликни билиш учун даладаги хамма кусакларни 
йнгиб олиш ва уларни тортиш лозим, лекин бу билан катта 
даладаги хосил исроф килинган булар эди.

Бундай холларда кусакларнинг бир кисминигина йнгиб 
олиб, уларнинг уртача огирлигини билган холда бутун 
даладаги кусакларнинг уртача огирлиги тугрисида фикр 
юритиш мумкин. Текширишнинг бундай усули тан-  
л а н м а  у с у л ,  улчаш учун йигиб олинган кусаклар 
т а н л а н м а  т у п  л а м ,  пахтазордаги хамма кусаклар 
туплами эса бо ш  т у п л а м  дейилади.

Шундай килиб, танланма туплам деб тасодифий 
равишда олинган объектлар тупламига, бош туплам деб 
эса танланма туплам ажратиб олинадиган объектлар 
тупламига айтилади.

Бош ёки танланма тупламнинг у аж ми деб, бу туплам- 
даги объектлар сонига айтилади.

Бош туплам хажмини N, танланма туплам хажмини эса 
п билан белгилаймиз. Танланмани бир неча усулда олиш 
мумкин.

Агар бош тупламдан танланма туплам ажратилиб, бу 
туплам устида кузатиш олиб боргандан сунг бу танланма 
туплам кейинги танлашдан олдин яна бош тупламга 
кайтарилса ва кейин яна танланма олинса ва х.к. равишда 
давом эттирилса, бундай танлаш усули такрорий танланма 
дейилади.

Агар бош тупламдан танланма туплам ажратиб, бу 
туплам устида кузатиш олиб борилгандан сунг бош 
тупламга кайтарилмаса, бундай танлаш усули такрорий 
булмаган танланма дейилади. Амалда купинча такрорий 
булмаган танлаб олиш усулидан фойдаланилади. Албатта, 
бу иккала танланма олиш усулида хам танланма туплам 
бош тупламнинг барча хусусиятларни саклаган холда 
олиниши керак.

Агар танланма туплам бош тупламнинг деярли барча 
хусусиятларини узида сакласа, у холда бундай танланма 
репрезентатив (ваколатли) танланма дейилади.

Репрезентатив танланма хосил килиш учун биз 
танланмани тасодифий килиб тузамиз. Танлаб олиш усули 
бош тупламнинг бизни кизиктнрадиган белгисига хеч 
кандай таъсир килмайди ва бош тупламнинг хар бир 
элементи танланмада бир хил имконият билан катнашиши 
таъминланади.
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8.2-f. ВАРИАЦИОН КАТОР. 
ТАНЛАНМАНИНГ ТАКСИМОТ ФУНКЦИЯСИ

Фараз килайлик, тажрибалар бир хил шароитда бир- 
бирнга боглик булмаган бирор £ тасодифий микдор устида 
п марта утказилиб,

Хи X t.... Хя (8 . 1)

натижалар олинган булсин. Маълумки, тажриба натижа- 
лари сон кийматлари буйича тартибсиз жойлашган 
булиши мумкин.

Агар (8.1) ифодани кийматлари буйича усиш (ёки 
камайиш) тартибида

Х'п (ёки Х \ > ...^ Х \ )

жойлаштирилса, Л’ , Хг....  А'* в а р и а ц и о н  к а т о р
дейилади, (8.1) танланмадаги Xi, 1=1,2.... п ларни эса
в а р и а н т а л а р  деб юритилади.

Масалан, пиллаларнинг узунлигини улчашда ушбу 
кийматлар (см. хисобида) хосил булган: 3,30; 3,40; 3,25; 
3,40; 3,60; 3,45; 3,43; 3,50; 3,35; 3,55. Бунда мос вариацион 
катор куйидаги куринишда ёзилади: 3,25; 3,30; 3,35; 3,40; 
3,40; 3,43; 3,45; 3,50; 3,55; 3,60. Умуман, (8.1) вари- 
антларнинг хар бири бир неча марта такрорланкпш
мумкин. Масалан, Я* варианта п\ марта.... Х*„ варианта эса
п„ марта такрорлансин ва л =  /и +  п2 +  .. .+ /!#  булсин, п\,
r i i....п„ сонлар ч а с т о т а л а р  дейилади. Вариацион катор
ва унга мос частоталар ушбу

х\, x i .... х ;
П I, /12 ,.... Пк

куринишда ёзилади. Бундан кейин, соддалик учун вариа­
цион катордаги «*» белгисини куймаймиз.

Агар тахлил килиниши лозим булган т^пламда 
варианталар сони куп булса, уларни гурухларга ажратиб, 
сунгра жадвал ёки катор куринишида ёзиб кузатиш олиб 
бориш максадга мувофик булади. Албатта, варианталарни 
гурухларга сифат жихатдан ёки сон жихатдан ажратиш 
мумкин.

Масалан, 8.1- жадвалда пахта селекцияси ва генетика 
илмий текшириш институтидан тажриба станциясида 
маълум навли 60 туп гузанинг асосий поясидаги бугинлар 
сонини хисоблаш натижаси келтирилган



Берилган тупламдаги кийматларни к^здан кечириб,
8.2- жадвални хосил киламиз:

Р?занииг асосий 
поясидаги 

б?гинлар сони
(* ,)

10 И 12 13 14 15 Жами

Б?гинлар сони 
Xt булган 

г?залар сони (л,)
2 15 20 16 6 1 60

8.2- жадвалнинг биринчи (юкори) сатри варианталарнинг 
кийматларндан иборат. Иккинчи (куйи) сатрдаги сонлар 
варианталар кийматларининг такрорланишини курсатади. 
Хар бир частотанинг танланма хажмига нисбати шу 
вариантанинг нисбий частотаси дейилади ва

1 = 0  (8.2) 

каби белгиланади. Шунингдек, W , = — , W2= — ....
П п

W я= —  нисбатлар белгининг тегишли кийматларига мос

булган нисбий частоталарни ташкил килади. Натижада 
куйидаги жадвалга эга буламиз:

8.3- ж  а д в а л
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К^п лолларда 8.3- жадвал у тасодифий микдорнинг 
статистик ёки эмпирик таксимоти дейилади.

Нисбий частоталар йигиндиси бирга тенг. Хакикатан 
хам,

\̂ + ^ + -  +  m̂ = - ^ + v + - + - t =
_  я|+ "а +  -+ * я  _  п _  |

8.2- жадвалда берилган вариацион катор учун статистик 
таксимот куйидагича ёзилади:

X, 10 U 12 13 И 15 
2 15 20 16 6 1Wi во 60 во 60 60 60

Берилган вариантларни сон жихатдан гурухларга ажра­
тиб кузатиш хам мумкин.

Узлуксиз узгарувчан варианталарда тупламдаги хам­
ма варианталарни маълум сондаги гурухларга ажра- 
тилади, суигра эса хар бир гурухга кирган варианталар 
сони хисобланади. Натижада вариацион катор жадвал 
куринишда хосил булади. Аммо такрорланишлар сопи 
айрим, алохида олинган вариантага тегишли булмасдан, 
балки гурухга тегишли булади, яъни гурухнинг такрорла- 
ниш сони булади. Масалан, берилган катта ёшдаги эркак 
ишчиларнинг буйига кура таксимланиши узлуксиз вари­
антага мисол була олади (8.4- жадвал). Бундай вариацион 
катор интервалли вариацион катор дейилади.

8.4-ж а д в а л

б ; йи (см, 
кисобида)

Эркаклар со­
ни, п,

Б?*м (см.
хисобида)

Эркаклар со­
нм, п(

143— 146 1 167-170 170
146-149 2 170-173 120
149-152 8 173— 176 64
152-155 26 176-179 28
155-158 65 179-182 10
158— 161 120 182-185 3
161-164 181 185— 188 1
164—167 201 жами 1000
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Гурухлар сонини танлашда (бу сонни R  харфи билан 
белгилаймиз), - одатда, куйидаги мулохазаларга амал 
килинади:

1) гурухлар сонини ток булгани маъкул;
2) тупламнинг хажми катта булганда (л> 100 ) гурух­

лар сони катта (масалан, 9,11, 13) булгани, хажми кичик 
булганда эса кичик (масалан, 5,7,9) булгани маъкул. 
Тажриба шуни курсатадики, тупламни нечта гурухга 
ажратишгагина эмас, балки биринчи гурухнинг чегарала- 
ри кандай аникланишига хам бефарк караб булмайди. 
Гурух оралиги (кенглиги) ни катта олмаслик керак ва 
биринчи гурухнинг чегараларини шундай олиш керакки, 
энг кичик варианта шу гурухнинг тахминан уртасига тугри 
келсин.

Бу мулохазаларнинг хаммаси окибат натижада такси- 
мотнинг характерли хусусиятларини тусиб куймаслик, 
тасодифий узгаришларни эса силликлаб юбориш максади- 
ни кузда тутади.

Гурухлар оралиги (кенглиги) ва улар чегараларининг 
жойлашиши масаласининг хал этилишини биз 8.4- жад­
валда берилган туплам мисолида курамиз. Гурухнинг 
кенглиги \Xi хамма гурухлар учун бнр хил булади ва у энг 
катта ва энг кичик варианталар айнрмасини гурухлар 
сонига нисбати билан аникланади. Бу мисолда Х т „ =  
=  188 ва Xmin= l4 3 ,  гурухлар сони /?=15 деб оламиз, 
у холда

AV I8 8 - U 3  45 „  Д Х _ _ _ _ = _ = 3.

Купинча, бизнинг шу мисолдаги каби, Х т „ — Х т1„  гурухлар 
сони R  га (кабул килннган аникликда) колдиксиз 
б^линмайди. Бундай холларда гурух кенглигини ортиш 
томонга яхлитланади, чунки акс холда вариация ора- 
лигининг умумий кенглиги камайган булар эди ва демак, 
варианталарнинг четки кийматлари унга кирмай кол ар 
эди. Бундай яхлитлашда бутун интервал бирмунча 
кенгаядн, шу билан бирга кенгайтиришни кичик киймат- 
лар томонига хам, катта кийматлар томонига хам килиш 
мумкин, лекин кенгайтиришни шундай бажариш керакки, 
кийматларнинг биттаси хам гурухларнинг чегарасига 
тушмасин.

Тупламни гурухларга ажратиш урганилаётган белги- 
нинг факат дискрет ёки узлуксиз узгарувчанлигига эмас, 
балки тупламнинг хажмига хам боглик булишини эсда
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саклашимиз керак булади. Туплам варианталарининг бир 
кисми (улуши) бирор X сондан кичик, тенг ёки ундан катта 
булиши мумкин. Шунинг учун хар бир X га йигилган 
нисбий частоталар мос келади, уларни F„(x) оркали 
белгилаймиз. X узгариши билан йигилган нисбий частота- 
ларнинг кийматлари хам узгаради. Шунинг учун F „ (x ) ни 
X нинг функцияси деб хисоблаймиз.

Варианталарнинг X  сондан кичик булган кийматлари- 
нииг нисбий частотаси эмпирик таксимот функцияси 
дейилади, яъни

F n(х) -  т1Х.< &  ёки F ,(x )  . (8.3)

бу ерда т ( х ) ифода X дан кичик булган варцанталар сони, 
п туплам хажми. Бош туплам таксимотнинг F(x) 
интеграл функциясини танланма таксимотининг эмпирик 
функциясилан фарк килган холда таксимотнинг назарий 
функцияси дейилади. Эмпирик ва назарий функциялар 
орасидаги фарк шундаки, F (x )  назарий функция Х < .х  
ходиса эхтимоллигини, F„(x) эмпирик функция эса шу 
ходисанинг узининг нисбий частотасини аниклайди. F„(x) 
функциянинг таърифидан унинг куйидаги хоссалари келиб 
чикали: ^

1) Эмпирик функциянинг кийматлари (0; I] кесмаГа 
тегишли;

2) F„(x) камаймайдиган функция;
3) Агар Х\ — энг кичик варианта булса, у холда 

А ,< Х | да F n(x) = 0 , Х к энг катта варианта булса, у холда 
Х & Х „  да F„(x) =  1.

Шундай килиб, танланма таксимотининг эмпирик 
функцияси бош туплам таксимотининг назарий функция­
сини бахолаш учун хизмат килади.

Мисол. Танланманинг куйида берилган таксимоти 
буйича унинг эмпирик функциясини топинг.
Варианталар Х ь  5 7 10 15 
Частоталар п,: 2 3 8 7

Е ч и ш .  Танланма хажмини топамиз: 
я =  2 +  3 +  8 +  7 =  20.

Энг кичик варианта 5 га тенг, демак,
Ж  5 да F „ ( x ) =  0.

Х < 7  киймат, хусусан X i= 5  киймат 2 марта куза- 
тилган, демак,
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5 < j t <  7 да F„(x) =
ДГ<!0 кийматлар, жумладан X i= 5  ва Хз =  7 кийматлар 
2 +  3 =  5 марта кузатилган, демак.

7 < Х <  10 да F n(X) = = 0,25.

* < 1 5  кийматлар, жумладан X i= 5 ,  Х? =  7 ва Хз=Ю  
кийматлар 2 + 3 + 8 = 1 3  марта кузатилган, демак.

10<ДГ< 15 да F n(x) =

Я = 15  энг катта варианта булгани сабабли ДС>-15 . 
F„(x) =  \. Изланаётган эмпирик функция:

FA x)

Х ^ .  5 да 0;
5 <  7 да 0,1; 
7 < Х <  10 да 0,25; 
1 0 < Х <  15 да 0,65; 
ДГ> 15 да 1.

Тугри бурчакли координаталар тизимида бу функция­
нинг графигини ясаймиз (17-раем).

/7- раем



8.3-f. ТАКСИМОТЛАРНИ ГРАФИК РАВИШДА ТАСВИРЛАШ

Тупламда варианталар гурухларга ажратилгандан 
сунг таксимотнинг характери озми-купми ойдинлашади. 
Лекин такснмотнн график равишда тасвирлаганда унинг 
характери янада якколлашади.

Такснмотнн график равишда тасвирлаш усуллари 
ичида жуда куп кулланиладиган иккитасини — полигон ва 
гистограмма ясашни куриб чикамиз.

1. Ч а с т о т а л а р  п о л и г о н и  деб, кесмалари (A'i, 
п I), (Хз,пг),..., (X R, п„ ) нукталарни туташтирадиган синик 
чизикка айтилади. Полигонни ясаш учун абсциссалар 
укига X| варианталарни, ординаталар укига эса уларга 
мос л, частоталарни куйиб чикилади. Сунгра (Xt, л,) 
нукталарни тугри чизик кесмалари билан туташтириб, 
частоталар полигоиини хосил киламиз.

2. Нисбий частоталар деб, кесмалари (A’i, W \ ),...,(Хц, 
W я) нукталарни туташтирадиган синик чизикка айтилади. 
Нисбий частоталар полигоиини ясаш учун абсциссалар укига 
Xi варианталарини, ординаталар укига эса уларга мос W, 
частоталарни куйиб чикилади. Сунгра хосил булган 
нукталарни тугри чизик кесмалари билан туташтириб, 
нисбий частоталар полигони хосил килинади.

Масалан, 18- расмда ушбу
ДГ,: 1.5 3.5 5.5 7.5

таксимотнинг нисбий частоталари полигони тасвирланган. 
v  3. Частоталар гистограммаси деб, асослари А(Ддс) 
узунликдаги интерваллар, баландликларга эса Л/ дан 
иборат булган тугри турт бурчаклардан иборат погонаси- 
Мон шаклга айтилади. Бу ерда п бош тупламнинг 
бизни кизиктирадиган белгисининг кузатилган кийматла­
рини уз ичига олган интервал узунлиги, л, эса /- 
интервалга тушган варианталар сони. Куп холларда
9 - Д- 806



частота гистограммаси 
белги узлуксиз булган 
холда кулланилади.

Частоталар гисто- 
граммасини ясаш учун 
абсциссалар укига кис- 
мий интерваллар, улар-

П:
нинг устига эса -jj- ма-

софада абсциссалар 
укига нараллел кес- 
малар утказилади. 
Масалан, 19- расмда 
8.5-жадвалда келтирил- 

ган п=100  хажмли таксимот частоталари гистограммаси 
тасвирланган.

8.5-

Узуилнгм А-*5 
булган кисмий интер­

вал

л. интервал варианта- 
лари частоталари- 

иииг йигнндиси
Частота зичлнги л у  л

5— 10 4 0.8
10-16 б U
15—20 16 3.2
2 0 -25 36 7.2
25 -30 24 4.8
30 -35 10 2.0
35—40 4 0.5

4. Нисбий частоталар гистрограммаси деб асослари
Г,

Л узунликдаги интерваллар, баландликлари эса —  нис-

батга (нисбий частота зичлигига) тенг булган тугри 
туртбурчаклардан иборат погонавий шаклга айтилади. 
Нисбий частоталар полигонини ясаш учун абсциссалар 
укига кисмий интервалларни куйиб чикилали, уларнинг

тепасндан эса масофада абсциссалар укига параллел

кесмалар утказилади.

0 1
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Статистик хисобнннг асосий масалаларидан бири 
па ра м е трл ар деб аталадиган ва вариацион каторнинг 
хусусиятларини етарли даражада ифодалаб берадиган 
характеристикаларни аниклашдан иборат. Вариацион 
ка то р л а р  куйидагиларга асосан бир-биридан фарк кили- 
ши мумкин:

а) белгининг атрофида купчилик варианталарнинг 
тупланган киймати буйича. Белгининг бу киймати туплам- 
да белгининг ривожланиш даражасини ёки бошкача 
айтганда, каторнинг марказий тенденциясини, яъни 
каторнинг узига хослигини акс эттиради;

б) параметрларнинг катор марказий тенденциясини 
акс эттирувчи киймат атрофида узгарувчанлиги дара- 
жаси, яъни уша кийматдан фарк килиш даражаси 
буйича.

Бунга мос равишда статистик курсаткичлар икки 
гурухга булинади: каторнинг марказий тенденциясини 
(ёки ривожланиш даражасини) ифодаловчи курсаткич­
лар: каторнинг узгарувчанлик даражасини ифодаловчи 
курсаткичлар.

Биринчи гурухга турли «уртача кийматлар» мода, 
медиана, арифметик уртача киймат, геод(етрик уртачИ 
киймат киради.

Иккинчи гурухга — абсолют уртача фарк (четланиш). 
уртача квадратик фарк. дисперсия, вариация ва ассимет- 
рия коэффициентлари киради.

I. (8.1) танланманинг уртача арифметик киймати деб,

2  ДГ,.
Х = - (8.4)

ифодага айтамиз.
Мисол. 5 та бир хил катталикдаги ер булагининг хар 

бир гектаридан 32, 28, 30, 31, 33 центнердан пахта хосили 
йигиб олинган булса, бу холда уртача хосил

Хвт  32± 28+ ЗД+ 31+ 8 3 + 3 ( )  8  ц

булади.
Агар тасодифий микдор устида олиб борилган кузатиш 

натижалари X i,...,X R мос равишда /||,..., марта

8.4-f  ТЛКСИМОТНИН1 СОНЛИ ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИ
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1

такрорланса, у холда уртача арифметик киймат куйидаги 
формула ёрдамида аникланади:

(8.5)
2  ",

Масалан, 8.6- жадвалда хар бир гектар ердан олинган 
пахта хосили таксимоти (ц. хисобида) берилган. Бунда 
28 ц. хосил икки марта, 29 ц. хосил 5 марта кузатилган ва

Бу холда уртача хосил
У 2-28 +  5-29 +  8-30 +  4 -3 I+ 3 -3 2  _ 

. 2 +  5 + 8 4 - 4 + 3 '

2. Уртача арифметик киймат танланма туплам учун 
сон белгисининг кайси киймати характерли эканлигини 
курсатади. Аммо у танланма тупламни характерлаш учун 
етарли эмас, чунки танланма туплам хадларининг узга- 
рувчанлиги тупламнинг асосий хусусияти хисобланади. 
Юкоридаги масалаларда варианталарнинг кийматлари 
уларнинг уртача арифметик кийматидан озми-купми 
таркок булиши мумкинлигини курдик. Шу таркокликни 
характерлаш учун танланма дисперсия тушунчаси кирити- 
лади.

(8.1) танланманинг танлама дисперсияси деб,

(8 .6 )

ифодага айтилади. Танланма дисперсиядан олинган 
квадрат илдиз
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(8.7)

га таксимотнинг дртача квадратик хатоси (уртача 
квадратик четланиши) дейилади.

(8.6) ва (8.7) га j/хшаш бош танланманинг д и с п е р - 
с и я с н  ва у р т а ч а  к в а д р а т и к  ч е т л а н и ш и н и  ки- 
ритиш мумкин:

Дисперсияни хисоблашда куйидаги формуладан фой­
даланиш максадга мувофик булади:

3. Танланма тупламнинг уртача арифметик киймати ва 
танлама дисперсиясидан бошка характеристикалари хам 
мавжуд булиб. уларга медиана ва мода киради:

а) Вариацион каторни варианталар сони тенг булган 
икки кисмга ажратадиган варианта вариацион каторнинг 
медианаси дейилади ва M e  деб белгиланади. Агар 
варианталар сони ток, яънн л =  2/?+1 булса, у холда 
Д1 =  I булади; агар варианталар сони жуфт, яъни п =  
=  2R  булса, у холда

деб олинади. Агар тупламнинг хажми катта булса, аввал 
уни гурухларга ажратилади, сунгра йигилган такрорла- 
нишлар катори тузилади ва медиана куйидаги формула 
буйича хисобланади:

N

(8.8 )

бу ерда N =  2  п?

G2 =  X2- ( J 0 2. (8.9)
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M e - X ,+ h  Ŝ S' (8.10)

бу ерда Хо — кузатишлар натижаларининг ярми жой- 
лашган гурухнинг куйи чегараси; А ораликнинг киймати; 
Si — катор умумий сонинннг ярми; S? — медиана жой- 
лашган гурухдан олдинги гурухнинг йигилган такрорлани- 
ши; f  — медиана жойлашган гурухнинг такрорланиши.

б) Энг катта частотага эга булган вариантага мода 
дейилади ва Мо билан белгиланади. Масалан, ушбу

катор учун мода 7 га тенг. Узлуксиз вариацион каторларда 
мода, одатда варианталар сони энг куп булган гурухда 
булади. Бу гурух мо д а л  г у р у х  деб аталади.

Гурух ичида кузатишлар текис таксимланмаган були­
ши мумкин, шунинг учун моланинг кийматини куйидаги 
формула буйича хнсоблаганда яхш ирок натижага эга 
булиш мумкин:

бу ерда Хо — модал гурухнинг куйи чегараси, h — гурух 
оралиги (кенглиги), л м, n M_ t, пм + 1— модал гурух хамда 
унга мос равишда чап ва унгдан кушни гурухларнинг 
такрорланишлари.

4. G нинг бир рзи урганилаётган микдорнинг узга- 
рувчанлигини тулик характерлаб бера олмайди. Масалан, 
уртача узунлиги 5,4 мм булган бугдой лонлари учун G =  
=  1,8 мм стандарт варианталарнинг анчагина таркок 
эканлигини биллирса, уртача узунлиги 129 мм булган 
бодринглар учун эса уша 6  =  1,8 мм киймат узунлнклари- 
га нисбатан бу бодрннгларнинг деярли бир хил эканлигини 
курсатади. Шу сабабли вариация коэффициент (нисбий 
уртача фарк) тушунчаси киритилади. Вариация коэффи- 
циенти деб

ифодага айтилади. Вариация коэффициенти халларн 
турли ^лчам бирликларига эга булган тупламларнинг 
узгарувчанлигини таккослашга хам имконият берали.

варианта 1 4  7 9 
частота 5 2 20 6

(8 . 11)

К =  -|.1 00 % (8 .12)
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ч ун ки  у таккосланадиган мнкдорларнннг улчам бирлигига 
р о г л н к  булмаган нисбий сондир.
У 5. Арифметик уртача киймат ва уртача квадратик 
цетланиш вариацион каторнинг мучим характеристикала- 
ридир. Аммо улар варианталарнинг арифметик уртача 
кийматига нисбатан гурухларга кандай таксимланиши 
\акида \еч кандай маълумот бермайди. Лекин вариацион 
каторнинг тузилиши хакидаги маълумот ходисанинг 
биометрик тахлилнинг мухим элементини ташкил этади.

Вариацион каторларда варианталар гурухларга ариф­
метик уртача кийматнинг иккала томонидан етарли 
даражада текис таксимланиши мумкин, яъни симметрик 
таксимотларнинг мода, медиана ва арифметик уртача 
кийматлари бир-бирига тенг булиши мумкин. Аммо 
статистик амалиётда асимметрик дейиладиган (яъни 
симметрик булмаган) таксимотлар хам учраб туради.

Таксимотнинг асимметрия (кийшайгаилик) коэффици­
ент и деб

1 *2  П'(Х,-Х)3

-1 ----- -- (8.13)
ифоЛага айтилади. Бу коэффициент ёрдамида такси- 
мотнинг носимметриклиги аникланади. Симметрик таксЙ- 
мот функциялар учун i45 =  0. Агар А 0,25 булса, 
асимметрия кам деб хисобланади. А ,^ 0 ,5  да такси­
мотнинг асимметрликлиги куп булади.

6. Эмпирик таксимотнинг нормал таксимотдан четлани- 
шини бахолашда эксцессдан хам фойдаланилади. Тацси- 
мотнинг эксцесси деб

2  «,<*,-X)*
Е„=ш П .------------3 (8.14)

С4
ифодага айтилади.

М АШ К УЧУН МАСАЛАЛАР

1. Ипакчилик илмий текшириш институтида 60 дона 
пилланинг буйи ва эни хакида олинган маълумотлар 
куйида келтирилган. Уларни гурухларга ажратиб, вариа­
цион катор тузинг, таксимот гистограммаси ва полигоиини 
ясанг.
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1

а) пилланинг ЭНИ (см. хисобида)
1.65 1,60 1,55 1,67 1.67 1.67
1.75 1.64 1,60 1.70 1.70 1,60
1,57 1,65 1.75 1,50 1,60 1,55
1,64 1,64 1.57 1.65 1,63 1,60
1.70 1.73 1.48 1,70 1.70 1,60
1.52 1,55 1.70 1.52 1,65 1,55
1.55 1,65 1,60 1,60 1.45 1.70
1,60 1,65 1,58 1,75 1.55 1,60
1.60 1,72 1,62 1,55 1.70 1,55
1.45 1.70 1,65 1.70 1,65 1.70

б) пилланинг буйи (СМ. хисобида)

3,20 3,30 3,20 3,20 3,45 3,30
3,45 3,25 3,40 3,45 3,10 3,30
3,30 3,40 3,40 3,50 3.35 3,30
3,34 3,40 3,45 3,35 3,40 2,25
3,45 3,45 3,20 3.50 3,10 3,30
2.20 3.25 3,40 3,20 3,30 3,35
3.25 3,25 3,30 3,30 3,10 3,40
3,20 3,20 3,30 2,90 3,40 3,35
2,90 3,20 3,45 3,45 2,90 3,35
3,25 3,30 3,20 3,35 3,50 3,10

Бу мисолдаги тупламчаларнинг эмпирик таксимот функци- 
ялариии топинг ва графигини ясанг.
2. Куйида эркаклар буйлари хакида (см. хисобида) 
маълумотлар берилган.

162 151 161 170 167 164 166 164 
165 153 164 169 170 154 163 159
168 164 170 166 176 157 159 158
167 155 168 167 173 165 175 165
170 169 159 159 160 156 161 162 
158 169 160 169 161 161 166 164 
158 169 169 165 166 172 168 171
171 165 161 162 182 164 171 169 
170 169 171 160 165 165 179 161
168 171 163 165 168 166 166 169 
167 172 169 171 168 162 165 168 
165 168 167 170 170 159 169 160

173 172 
161 167 
160 161
174 167 
161 181 
170 180 
178 179 
176 177
170 175 
178 173 
167 166
171 174

X  арифметик уртача киймат. Me, Мо ва G ни аннкланг.
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8.5-f. КОРРЕЛЯЦИЯ H А.1АРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

I. Статистик муносабатлар

Купинча тажриба ишларида турли сон ва сифат 
б елгилари  орасидаги муносабатларни урганишга тугри 
келади. Белгилар орасида икки турдаги богланиш — 
функционал ва корреляцион (ёки статистик) богланишлар 
мавжуд.

функционал богланишларда бир узгарувчан микдор­
нинг хар кайси кийматига бошка узгарувчан микдорнинг 
аник битта киймати мос келади. Бундай богланишлар аник 
фанлар — математика, физика ва химияда айникса яккол 
кузатилади. Масалан: термометрдаги симоб устунининг 
баландлиги хаво ёки сувнинг харорати хакида аник ва 
бир кийматли маълумот беради. Аммо купинча бир 
белгининг аник кийматига бошка белгининг бир эмас, 
балки бир канча турли кийматлари тугри келади, баъзан 
бу кийматлар аникмас булиб колиши хам мумкин. 
Масалан; хосил солинган угит микдорига боглик, лекин бу 
богланишда аник мослик йук. Бир хил сифатли, бир хил 
микдорда угит берилганда хам хосил турлича булиши 
мумкин, чунки хосилнинг микдори угитдан ташкари бошка 
куп сабабларга хам боглик булади.

Агар у тасодифий микдорнинг хар бир кийматига бирор 
конун асосида т) тасодифий микдорнинг аник киймати мос 
келса, у холда у ва т) орасидаги муносабат с т а т и с т и к  
ёки к о р р е л я ц и о н  м у н о с а б а т  дейилади. Агар у ва т) 
тасодифий микдорлар устида кузатиш олиб борилган бу­
либ, кузатишлар натижалари мос равишда Л"и Х 2,...,Хп ва 
Ki, Yj,...,Yn лардан иборат булса, у холда у ва ц орасидаги 
муносабатни куйидаги жадвал куринишида ифодалаш 
мумкин:

Агар кузатишлар натижасида хосил буладиган Xi, К, 
жуфтларнинг сони катта булса ва улар орасида такрорла- 
иадиган жуфтлар булса, у холда 8.7- жадвални куйи 
даги «икки улчовли» жадвал билан алмаштириш мум­
кин:
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8 8- ж ад в а л

X
X, х 2 X , * * X.

к, « . I
„  "1л. .

mr '

msi mu m,3
ту ma miR

8.8- жадвал корреляции» жадвал дейилади. Унинг баъзи 
хоссаларини куриб чикамиз:

1. Л|, X t.... X R сонлар у тасодифий микдорнинг R  та
турли кийматини ифодалайди. Y i, Кг.... К, сонлар эса »)
микдорнинг 5 та турли кийматини ифодалайди.

2. Жалиалнииг I- сатр ва /- устунларнинг кееншиш 
жойида кузатишларла у ва tj микдорларнинг мое Xt, К/ жуфт 
кнйматларннинг неча марта руй берганини курсатувчи т ,/ 
сон туради. rtiij сонлар т а к р о р л а н и ш л а р  дейилади.

3. Охирги сатрда т г\, tnx2....  mtR сонлар туради. Улар
хамма кузатишларда мос Xt, Хч....X кийматлар неча марта
руй берганини курсатади. mxt, т & ....т хЯ сонларнннг хар
бири мос устуннинг хамма такрорланишлари йигинлисига 
тенг, яъни

mxi =  m,i +m ,2-|-...
4. Охирги устунда т у\, m #.... m4s сонларга эгамиз.

Улар барча кузатишларда мос Y i, Y-г....Y, кийматлар неча
марта руй берганини курсатади. myt, т уi,...,mys сонларнннг 
хар бири мос сатрнинг хамма такрорланишлари йигинди- 
сига тенг, яъни

m¥j =  mti +  т?! -+-... -f- mRj.

5. m ,i, m„2....mlKсонларнннг йигиндиси myi, myi......mys
сонларнннг йигиндисига тенг ва бу йигиндиларнинг хар 
бири алохнда барча кузатишлар сони п га тенг булади, 
яъни

я я
2  т „ =  2  m4t= n .
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6. 8.8- корреляцион жадвалда у тасодифий микдорнинг 
хар бир айрим кийматига т) тасодифий микдорнинг аник 
таксимоти мос келади. Корреляцион муносабатлар тугри 
ва тескари, тугри чизикли ва эгри чизикли, оддий ва куп 
белгнлар орасидаги богланишлар булиши мумкин.

Тугри корреляцион муносабатла корреляцияланаётган 
белгилардан бирининг ортиши (камайиши) бошкасинннг 
ортншига (камайишига) олиб келади. Масалан, атрофда- 
ги хавонинг харорати пасайиши билан нафас олиш тезлиги 
камаяди. Тескари турдаги муносабатла коррелирлана- 
ётган белгилардан бирининг ортиши билан бошкаси 
камаяди.

2. Корреляция коэффициенти

Биз юкорила тугри корреляцион муносабатдан белги­
лардан бирининг ортиши (камайиши) бошкасининг орти- 
шига (камайишига) олиб келишини биламиз.

Богликлик миклори (корреляция коэффициенти)ни 
IX J i-n X ?

-------т Ь г —  <»15)

формула ёрдамида аниклаш мумкин, бу ерда G „ G„ -_мос 
равишда Л ва К нинг Уртача квадратик четланиши, X ва
Y -  танланманинг уртача арифметиги.

Назарий корреляция коэффициентининг хоссалари 
(8.15) ифола учун хам уринлидир. Агар — 1 < г х„ <
<  0 булса, у холла бу микдорлардан бирининг ортиши мос 
равшнда иккинчисининг камайишига олиб келади. Агар 
\r,y\ =  1 булса, бу хол Л ва К орасида чизикли корреляция 
мавжудлигинн курсатади ва аксннча.

Корреляция коэффициенти r ty= 0 булганда X ва 
К орасида тугри чизикли корреляцион муносабат мавжуд 
булиши мумкин эмас, аммо эгри чизикли корреляцион 
муносабат мавжуд булиши мумкин.

3. Регрессия тенгламаси

, Корреляция коэффициенти иккита белгининг узаро 
богланиш даражасини курсатади, лекин белгининг иккин­
чи белгига караб сон жихатдан кандай узгаришини очиб 
бера олмайли. Бу муносабатни Л ва К белгилар орасила 
регрессия тенгламаси деб аталувчи богланиш маълум
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даражала очиб бера опади. Бунда X нинг узгаришига 
караб Y ни аниклаш ва аксинча, Y нинг узгаришига караб, 
X ни аниклаш мумкин. Энг кичик квадратлар усули деб 
аталувчи усулдан фойдаланиб, X ва Y лар орасидаги 
чизикли регрессия тенгламаси Y, =  kx-\-b ни тузамиз (бу 
ерда k ва Ь — номаълум коэффициентлар). Бу усулга кура,
агар Ki, Кг.... Yn лар кузатиш натижаларидан иборат
булиб, бу кийматлар билан К* нинг Xt, Хз.... Х„ ларига мос
келувчи кийматлари орасидаги айирмалар квадратлари- 
нинг йигиндиси кичик булса яхши натижага эришилган 
булади. Шу максадда

F ( k , b ) =  £  ( Y l - Y y  (8.16)

ёки

F ( k ,b ) =  £  (kx,-\- Ь - у У

функцияни курамиз. Бу ифода энг кичик кийматга 
эришиши учун

^— '̂— = 2  £  ( * * ,+  & - К,) О, 

dF{£bb)- = 2  £  (к Х , + Ь - У , ) = 0

ёки

R  £  Х 2+ Ь  £  X,— £  х у ь 

R  £  X ,+ n d  £  Yt 

тенгликлар бажарилнши керак. Бу тизимнинг ечими:

п 2 х х ,- £ х, 2 У,
k =  —- =Г •

"  .  /  "  ,  \ щ ’
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z ,y-fi-  ифода Y нинг X га нисбатан регрессия

коэффициенти дейилади. X нинг Y ка нисбатан корреля­
ция коэффициентини К ху оркали белгиласак, у холда
Y нинг X га нисбатан регрессия тенгламаси 

Yx =  kyiх - ( Х - Х )  +  ?\

X нинг Y ка нисбатан регрессия тенгламаси 
Xv= k x r ( Y - Y ) + X

куринишда булади.
Чизикли регрессиядан ташкари эгри чизикли регрессия 

хам мавжуд. Энг содда эгри чизикли регрессия тенглама- 
лари сифатида

Y ,= a x 2+ b x + c \  Y ,,=a x3 +  bx2 +  cx +  b,

Y ,=  ±  +  b

ларни караш мумкин.

МАШ КЛАР

1. Куйида берилган жадвалдан фойдаланиб, К билан 
X орасидаги чизикли регрессия тенгламасини тузинг:

X 10 15 20 25 30 35 40 45 п1
80
100
120
140
160

2
3

1
4 3

5 10
1

8
6 1

4
1
1

3
10
23
9
5

«ж 5 5 8 11 8 6 5 2 л -5 0



2. Куйида берилган корреляцион жадвалдан фойдала- 
ниб, Y пинг X га нисбатан тугри чизикли регрессия 
тенгламасини тузинг:

IX ь о ь

МАТЕМАТИК ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

Бугунги ишлаб чикариш жараёнининг тобора му- 
раккаблашиб, бозор муносабатларининг кенгайиб бориш 
жараёнида хар бир ишни тахлил килиб, улардан тугри 
хулоса чикаришга асос берувчи илмий назариялар жуда 
зарур булмокда. Бундай назариянинг асосини математик 
программалаштириш ташкил этади.

«Программалаштириш» деганда масаланинг ечимлари- 
ни кетма-кет хосил килиш жараёнини тушуниш керак. Бу 
шундай жараёнкн. унда энг аввал бошлангич ечим 
топилади, сунгра бу ечим кадам-бакадам яхшиланиб 
борилади. Бу жараён энг яхши программа топилгунча 
давом эттирилади. Хар бир боскичда махсус курсаткичлар 
ёрдамида кандай иш тутиш кераклиги, оптимал ечимга 
кандай якинлашиш кераклиги курсатиб борилади.

Математик программалаштириш математиканинг асо- 
сан куп вариантли ечимга эга булган иктисоднй масала- 
ларнинг энг яхши, максадга мунофик (оптимал) ечимини 
топишга ёрдам берувчи бир тармогидир.

Математик программалаштириш ч и з и к л и  п р о ­
г р а м м а л а ш т и р и ш ,  ч и з и к л и  б у л м а г а н  п р о ­
г р а м м а л а ш т и р и ш  ва д и н а м и к  п р о г р а м м а ­
л а ш т и р и ш  деб аталувчи кисмларни уз ичига олади. 
Шуми айтиб утиш керакки, чизикли булмаган программа­
лаштириш масаласини ечиш учун умумий универсал усул 
йук. Шу пайтгача яратилган усуллар асосан чизикли 
булмаган программалаштириш масалаларининг айрим



хусусий холлари учун мослаштирилган. Айрим чизикли 
б ул м а га н  программалаштириш масалалари учун чизикли 
ап п р о кси м а ц и я  топилиб, уларни чизикли программа­
л а ш ти р и ш  усулларини куллаб ечиш мумкин.

Баъзи иктисодий жараёнлар вактга боглик булади. 
Б ундай  масалаларнинг турли боскичлардаги ечимини 
а н и кл а ш  учун динамик программалаштириш усуллари 
кулланилади. Ушбу кнтобда биз факат чизикли ирограм 
малаштиришни куриш билан чегараланамиз.

9.1-§. ЧИЗИКЛИ ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

Агар максад функцияси ва чекланишлар тизими 
номаълумларга нисбатан чизикли булса, у холда програм­
малаштириш чизикли программалаштириш дейилади. 
Агар улар чизикли булмаган ифодалардан ташкил топган 
булса, у холда программалаштириш чизикли булмаган 
программалаштириш дейилади.

Умумий холда чизикли программалаштириш масаласи 
бундай таърифланади. Ушбу

*2 .... - 0 = 0 .

№  lm (X ,.J t2......Х„) = 0.

чизикли чекланишлар тнзимида

у =  Ч>(Jfi. х * .... хп) (9.2)

чизикли функциянинг экстремум кийматлари топилсин. Бу 
ерда у функция чизикли булганлиги сабабли, умумий 
колда 0 булади. Унда (9.1) шартларни каноатланти-

рувчн соханинг ички нукталарида функция экстремум 
кийматга эришмайди. Функцияга экстремум киймат 
берувчи нукта бу соханинг четларида ётади. Шу сабабли 
функциянинг (9.1) шартлн чекланишлардаги экстремум 
кийматини топиш учун олий математика курсидаги 
функциянинг шартсиз экстремум кийматини топиш усулла- 
ридан фарк килувчи махсус усуллар ишлатилишини талаб 
кнлинадн. Чизикли программалаштириш шундай усуллар- 
НИ урганади.
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а\l-ц +  a2iхч + . . .  +  ат iх„ =  b i ; 
0)2*1 -\-Q22X2-\- ...-{-ат2Хп =Ь2',

(9 .3 )

I a 1 „x 1 +  d2nX2 + . . . +  am „xm =  b m,
JC2^0....  * „ > 0 ,  (9.4)

^ mi„=CiJfi +  ... +  cmjrm. (9.5)

9.3-f. ЧИЗИКЛИ ПРОГРАММАЛАШТИРИШ МАСАЛАЛАРИНИ 
ТУРЛИ К7РИНИШ ЛАРДА ИФОДАЛАШ

Чизикли программалаштириш масаласи умумий холда 
куйидагича ифодаланади:

и | s , +  а,,*2+ ... +  а

(9.6)

аЯ1|*| +  ат2*2+---+ат„х,1̂ / ' )т

Jti > 0 ,  ..1, х „ ^ 0 ; (9.7)
*»«<«*.> =  C|JC| +  ...+C*X,,. (9.8)

(9.6) ва (9.7) шартларни каноатлантирувчи номаъ- 
лумларнинг шундай кийматларини тониш ксракки, улар
(9.8) чизикли функцияга мннимал (максимал) киймат 
берсин. Масаланинг (9.6) ва (9.7) шартлари унинг 
ч е г а р а л о в ч и  ш а р т л а р и  деб, (9.8) чизикли функии- 
яни эса масаланинг м а к с а д и ёки м а к с а д  фу н к  ц и я - 
с и деб аталади. Масаладаги (9.6) шартнинг чап томони ва 
максад функцияси номаълумларга нисбатан чизикли 
экани куриииб турибдн. Шунинг учун хам (9.6)
(9.8) масала чизикли программалаштириш масаласи деб 
аталади.

Аник масалаларда (9.6) шарт тенгламалар тизимидан 
иборат булиши мумкин:

a llx l +  a l2x2-i-... +  a lnx„=b,-,

(9.9)

о™,*, +  a n iX2+ ... +  а пях п= Ь „

*■ > 0 . х2^ 0 ......хя> 0 ;  (9.10)
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2 mln =  C|JC| + . . .  + C nXn- (9 .1 1)

(9.9) (9.11) куриниш чизикли программалапшфиш 
масаласининг к а н о н и к  к у р и н и ш и  деб аталади. 
Б ерил ган  (9.9) — (9.11) масала векторлар ёрдамида 
ку й и д а ги ч а  ифодаланади:

А ,Х ,+  Л2Х, +  ’ . - М ЯХЯ=А>; (9.12)
*3*0 ; (9.13)

г тт**СХ. (9.14)
Бу ерда

С = (С |, Сц, ...,Сц) — вектор катор
Х =  (jc i, х2, .... хп) — вектор устун.

Масаланинг матрица ёрдамидаги ифодаси бундай;
(9.15)
(9.16)
(9.17) 
А a‘i

А Х = А 0,
Х ^ О ;

Z mm= C X ,
бу ерда С =(С |, с*, ..., с„) матрица катор, 
Коэффициснтлардан ташкил топган матрица:

А  
Ь ,

устун матрица

Ьт

Берилган масаланн йигиндилар ёрдамида ифодалаш хам 
мумкин:

Z a ./X ^ b , ( / « I ,  m); (9.18)



2 min=  i c f i ,  (9.20)

Чизикли программалаштириш масалаларини куйида 
келтирилгаи таъриф куринишларида хам ифодалаш мумкин.

1-таъриф. Верилган (9.9) (9.11) масаланинг мум­
кин булган ечими ёки режаси деб, унинг (9.6) — (9.7) шарт- 
ларини каноатлантирувчи X = (x i ,  ...хя) векторларга 
айтилади.

2-.таъриф. Агар (9.12) ёйилмадаги мусбат xi коэффици- 
ентли Д ( * = 1 ,  т )  векторлар узаро чизикли боглик 
булмаса, Х =  (xi, х2......х„ ) режа таянч режа дейилади.

3 -таъриф. * = ( x i ,  х2......хп) таянч режадаги мусбат
компонентлар сони m га тенг булса, бу режа айнимаган 
таянч режа, акс холда айниган таянч режа дейилади.

4- таъриф. Чизикли функция (9 .11) га энг кичик ёки энг 
катта киймат берувчи Я = ( Х | ,  х „ )  каноник режа 
масаланинг оптимал режаси ёки оптимал ечими дейилади.

х,;&0 (/ — 1, л); (9.19)

9.4-J. ТЕНГСИЗЛИКНИ ТЕНГЛАМАГА АЙЛАНТИРИШ

л та номаълумли
a ix i+ a 2x2 +  ,..-\-аяхп^ .Ь  (9.21)

чизикли тенгсизлик берилган булсин. Бу тенгсизликни 
тенгламага айлантириш учун унинг кичик томонига 
манфий булмаган номаълум

*„+ ■ > 0  (9.22)
ни кушамиз. Натижада л - f l  та номаълумли чизикли 
тенглама хосил булади:

а |Х |+ а 2х2-К .. +  аяхя+ х я+ |= &  (9.23)
Берилган (9.21) тенгсизликни тенгламага айлантириш 
учун кушилган хя+1^ 0  номаълум к у ш и м ч а  у з г а -  
р у в ч и деб аталади.

Шундай йул билан чизикли программалаштириш 
масаласининг чегараловчи шартларидаги тенгсизликлар- 
ни тенгламага айлантириш мумкин. Бунда шунга эътибор 
бериш керакки, тизимдаги турли тенгсизликларни тенгла­
мага айлантириш учун кушиладиган кушимча Узгарувчи- 
лар бир-биридан фаркли булиши керак.
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Масалан, чизикли программалаштириш масаласининг 
математик модели

куринишда булса, бу масаладаги тенгсизликларни кичик
томонига х„ + ,^ 0 ,  х„+2^ 0 ...... хя + т ^ 0  кушимча узга-
рувчилар кушиш ёрдамида тенгламага айлантириш мум­
кин. Бу узгарувчилар z mi„ га 0 коэффициент билан 
киритилади. Натижада берилган (9.24) (9.26) масала 
куйидаги куринишга келтирилади:

a iiJfi +  a i»*2+ — +  a ,<«x* + i* s^i; 
а21х, +  а „ х ,+ .. .  +  а2яхя+ х я+2= Ь ъ

А т \Х, +  ат2х2+ . . .  +  атяхя+ х т+я= Ь т, 

х , ^ 0 ,  х2^ 0 ......х „ > 0 , хн+ , > 0 ........ди + 1> 0 , (9.28)
г тт=*С\Х2 +  ~ . +  <:«*..+  0 ( х я- н +  ••• +  *<«+«)• (9.29)

9.5-f  Ч И З И М И  ПРОГРАММАЛАШТИРИШ МАСАЛАСИ 
ЕЧИМЛАРИНИНГ ХУСУСИЯТЛАРИ

Чизикли программалаштириш масаласининг режалари 
ва чизикли функциянинг бир каича хусусиятлари бор. 
Куйида буларнинг хусусиятларига дойр булган теорема- 
ларни (исботсиз) ва улардан келиб чикадиган баъзи 
хулосаларни келтирамиз.

1-теорема. Чизикли программалаштириш масаласи­
нинг режалари каварик тупламни ташкил этади.

2- теорема. Чизикли программалаштириш масаласи­
нинг чизикли функцияси узининг оптимал кийматига шу 
масаланинг режаларидан ташкил топган каварик туплам­
нинг четки нуктасида эришади. Агар чизикли функция 
М каварик тупламнинг бирдан ортик четки нуктасида

а 1|*1+ о 1л + в 1л < ^ 1;
а2,дс,+ ... +  а2яг я<  fc2;

(9.24)

.Л„,|Дс| +  ат2г2+ ...  +  аЯ|Я< & т, 

х , ^ 0  ( / =  1.я).
Z mi„ =  C,Xi +  ... +  CnXn

(9.25)
(9.26)
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оптимал кнйматга эришса, у шу нукталарнинг каварнк 
комбинанияснлан иборат булган ихтиёрий нуктада хам 
узининг оптимал кийматига эришали (20-раем).

3- теорема. Агар К та узаро чизикли боглик булмаган 
А |, А2......Ап векторлар берилган булиб, улар учун

тенглик барча дг.^О ларда уринли булса, х =  (ДГ|, х2..... х к,
0....... 0) вектор М каварик тупламнинг четки нуктаси
булади.

Юкорида танишган теоремаларлан куйилаги хулоса- 
ларни чикарнш мумкин.

1 -х у л  ос а. Чизикли программалаштириш масаласи 
таянч режаларилан ташкил топган туплам М каварик 
тупламнинг четки нукталар тупламига мос келади ва 
аксинча, хар бир таянч режа К тупламннинг бирор четки 
нуктасига мос келади.

2 -х у л  ос а. Чизикли программалаштириш масаласи­
нинг оптимал ечимини М тупламнинг четки нукталари 
орасилан килириш керак.

Чизикли программалаштириш масаласини ечиш усул­
лари М тупламнинг четки нукталари ичида оптимал 
нуктани кидиришга асосланган. Бу усуллардан бири 
симплекс усуллир. Симплекс усул асосларининг алгоритм 
тархи билан танишишдан олдин чизикли программа­
лаштириш масаласининг геометрик интерпретацияси би­
лан танишайлик.

9.6-f. ЧИ Ж К Л И  ПРОГРАММАЛАШТИРИШ МАСАЛАСИНИНГ 
ГЕОМЕТРИК ТАЛКИНИ

Визга чизикли

20- раем

Л|ДГ|+Л2Х 2 + ...+ Л *** =  Ло

z=  s  clxt (9.30)
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х ,> 0  ( / = 1.11)

чекланиш шартларини каноатлантирадиган минимумини 
топиш талаб килинган булснн. Тенгсизликлар тизими 
(9.31) ни каноатлантирадиган ихтиёрий х\, х2, ..., хп сонлар 
туплами унинг счимлари дейилади. Агар (9.31) тизим хеч 
булмаса битта ечимга эга булса тизим биргаликда 
дейилади. Акс холда эса, тизим биргаликда эмас дейилади.

Бундан кейин биз (9.31) тенгсизликлар тизимини 
биргаликда деб фараз киламиз. п =  2 булганда (9.31) дан 
куйидаги тизимни хосил киламиз:

2 а , ^ (< 6 ,; x i> 0 ,  дг2> 0 . (9.32)

Бу тенгсизликларнинг хар бири a,iXi -\-ацх2 =  Ь, тугри 
чизик билан, ечимларнинг манфий булмаслик шартлари 
ДС/^О, у =1,2  эса X j = 0  тугри чизик билан чегараланган 
ярим текисликлар булади. (9.32) тенгсизликлар тизими 
биргаликда булганлиги учун хеч булмаганда битта ечимШ 
эга булади, яъни чегаравий тугри чизиклар бир-бири 
билан кесишиб. уринли ечимлар тупламини хосил килади. 
Демак, л = 2  булганда уринли ечимлар туплами куи- 
бурчакнинг нукталаридан иборат булади. Масалан, 
т  =  4 булганда уринли ечимлар туплами 21-расмда 
курсатилган купбурчакдан иборат булади. Агар (9.31) да 
/1=3 булса, бу тенгсизликларнинг хар бирига геомет­
рик нуктаи назардан Караганда уларнинг хар бири

ф у н кц и я н и н г  куйидаги чизикли

(931)

21■ раем



a/|Jt| +  а«*2 +  а,здгз =  ft, текисликлар билан, ечимларнинг 
манфий булмаслик шартлари— Х /^ 0  лар эса, дг;= 0  
текисликлар билан чегараланган уч улчовли ярим фазо- 
ларлан иборат булади.

Иккинчи томондан, (9.31) тизим биргаликда булганли- 
ги сабабли бу ярим фазолар кесишнб, бирор бир купёклик 
хосил кнлади. Купёклик эса уринли ечимлар тупламини 
беради, яъни уни каноатлантиради ва нихоят, (9.31) да 
л > 3  булса, бу тенгсизликларнинг хар бири

О, IX I +  0,2*2 +  • • • +  OinXn =  bt
гипертекисликлар билан, ечимларнинг манфий булмаслик 
шартлари эса дг/=0 гипертекисликлар билан чегараланган 
ярим фазолардан иборат булади. Бу ярим фазолар 
кесишиб уринли ечимлар туплами булган бирорта купёк- 
ликни хосил килади.

Бу мулохазалар чизикли программалаштириш масала- 
ларини геометрик нуктаи назардан куйидагича изохлашга 
имкон беради: уринли ечимлар туплами булган купёк- 
ликнинг шундай нуктасининг координаталарини топила- 
дики, бу нуктада максад функцияси (9.30) узининг энг 
кичик кийматига эришади.

9.7-§. ЧИЗИКЛИ ПРОГРАММАЛАШТИРИШ МАСАЛАСИНИ 
ГРАФИК УСУЛДА ЕЧИШ

Чизикли программалаштириш масаласини график 
усулда ечиш уни геометрик тасвирлашга асосланган. Икки 
улчовли фазода (текисликда) берилган чизикли програм­
малаштириш масалаларини ечиш учун график усулни 
куллаш мумкин. п ~^3 улчовли фазода берилган масала­
ларни график усул билан ечиш нокулай, чунки бу холда 
ечимлардан ташкил топган каварик купбурчакни ясаш 
кийинлашади.

Икки улчовли фазода берилган куйидаги чизикли 
программалаштириш масаласини курайлик:

Г а ^  +  ам КаО ,;

I a2lXl +  a»*2^^!h  /Q

ат1-Г1 +  ат2*2^^т.
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X | > 0 ,  X j^ s O , (9.34)

zmkt= c ,x , +  c2x2 (9.35)

Фараз килайлик, (9.33) тизим (9.34) шартли каноатланти- 
рувчи ечимларга эга хамда улардан ташкил топган туплам 
чекли булсин. (9.33) ва (9.34) тенгсизликларнинг хар бири 
a„xi +  ai2x 2 =  bt, x i = 0 ;  х2= 0  чизиклар билан чегара- 
ланган ярим текисликларни ифодалайди. Чизикли функ­
ция хам маълум бир узгармас

C|jti +  C2x j =  const
кийматда тугри чизикни ифодалайди. Ечимлардан ташкил 
топган каварик т^пламни хосил килиш учун

aiiXi +  ai2x2 =  bi; 
o 2tX2-\-a22x 2 =  b2\

А т \Х\-\- ат2х 2 =  Ьт ,

Х\ = 0 ,  *2 = 0 ;

тугри чизиклар билан чегараланган купбурчакни ясаймиз. 
Фара.» килайлик бу купбурчак ABCDE булсин (22- раем).

Чизикли функцияни ихтиёрий узгармас Со сонга тенг деб 
олайлик. Натижада CiXi -\~с2х2 =  const =  Со тугри чизик 
Хосил булади. Бу тугри чизикни N (c i; с2) вектор 
йУналишида ёки унга тескари йуналишда узига параллел 
равишда суриб бориб каварик купбурчакнинг чизикли 
функциясига энг кичик киймат берувчи четки нуктасини 
аниклаймиз. 23- раемдан куриниб турибдики, чизикли 
функция узининг минимал кийматига каварик купбурчак- 
нинг А нуктасида эришади. >4 (jci; х2) нуктанинг координа- 
таси масаланинг чизикли функциясига минимал киймат
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1

берувчи оптимал ечими булади. Унинг координаталари АВ 
ва АЕ тугри чизикларни ифодаловчи тенгламалар тизими­
ни ечиш оркали аникланади.

Агар ечимлардан ташкил топган каварик купбурчак 
чегараланмаган булса икки холдан бири юз бериши 
мумкин:

1- хо л . CiJti +  е2дг2 =  const тугри чизик N вектор буйича 
ёки- унга карама-карши йуналишда силжиб борнб хар 
доим каварик купбурчакнн кесиб утади. Аммо на минимал, 
на максимал кийматга эришмайди. Бу холда чизикли 
функция куйидан ва юкоридан чегараланмаган булади 
(23- раем).

2- хо л . с\Х\ +  с2дг2 =  const тугри чизик N вектор буйича 
силжиб бориб каварик купбурчакнинг бирорта четки 
нуктасида узининг минимум ёки максимум кийматига 
эришади. Бу холда чизикли функция юкоридан чегара­
ланган, куйидан эса чегараланмаган (24-раем) ёки 
куйидан чегараланган юкоридан эса чегараланмаган 
булиши мумкин (25-раем). Баъзи чизикли функциялар 
хам куйидан хам юкоридан чегараланган булиши мум­
кин.

<z> (ZHZKZHvm
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г„,„,=2дС| — 5дс2

Масалани график усулда ечинг (26-раем).
Е ч и ш . Ечимлардан ташкил топган каварик купбур- 

чакни ясаш учун координаталар тизимида
5х,+4дг2 =  20 (/,); 4дс, +  5дг2 =  20 (/2) 

чизикларни ясаймнз (27- раем). Берилган тенгсизликлар- 
ни каноатлантирувчи ечим штрихланган ОАВС купбурчак- 
ни ташкил килади. Энди координатлар бошидан N = (2 ,
— 5) векторни ясаймиз ва унга тик булган тугри чизик 
утказамиз. Бу Tj?FpH чизик

2*1 -+5дг2 =  const

тенглама оркали ифодаланади. Уин вектор йуналишида 
узига параллел равишда силжитнб борамиз. Натижада 
чизикли функцияга максимум киймат берувчи с = (4 ,
0) нуктани топамиз. Бу нуктанинг координатлари Х |= 4 ; 
дс2 =  0 масаланинг оптимал ечими булади ва г т„ = 8  була-

9.8- f. СИМПЛЕКС УСУЛ

Юкорида курганимиздек, чизикли ирограммалашти- 
риш масаласининг оптимал режасини унинг барча 
режаларидан ташкил топган каварик тупламнинг четки
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нукталари орасилан излаш керак. Бундай нукталар сони 
ёки бошкача айтганда масаладаги таянч режалар сони 
п дан т тадан тузилган С?гурухлаш оркали аникланади. 
Масаладаги номаълумлар сони (п) ва тенгламалар сони 
( т )  катта булганда барча таянч режаларнинг оптималли- 
гини текшириб чикиш анча кийин булади. Шунинг учун 
таянч режаларни тартиб билан текшириб чикиб, улар 
ичидан оптимал режани аниклаб берувчи ечиш тархи 
(схемаси)ни бериш талаб килинади.

Чизикли программалаштириш масаласини ечишнинг 
бундай тархларидан бири с и м п л е к с у с у л дир. Бу усул 
бошлангич таянч режадан чекли сондаги интерациядан 
кейин оптимал режани хосил килиш йулини курсатади ва 
бунда хар бир навбатдаги итерация олдингисига нисбатан 
оптимал режага якинрок режани беради. Ечиш жараёни 
оптимал ечим топилгунча ёки масаланинг чизикли функ­
цияси чекли минимумга эга эмаслиги аниклангунча давом 
эттирилади.

I. Масаланинг таянч режаларини тузиш

Чизикли программалаштириш масаласи берилган 
булсин ва масалада т та узаро чизикли боглик булмаган 
бирлик векторлар мавжуд деб фараз киламиз. Бу 
векторлар А\, At, ... А„ булсин. У холда масала куйидаги 
куринишда булади:

'* |  +  « | .« + 1* - + 1  +  -  + а 1их я=Ь-,

Jf2 +  a2m+lJC« + l +  - - ~\~а1яХп==1>1;

* * + -н*«-и +  •• • +  о *-*-= 6 ~

*1 > 0 , х2> 0 ...... дся> 0 ,  дся-и^О........ 0,

Zmi„ =  С\Х\ +  CtXt + . . .  +  спх„.

(9.36) тизимни вектор куринишда ёзамиз:

A iX, +  AtX2+ . . .+ A mXm +  Am+ lXm+l+ A nXn =  Ao. (9.38)

(9.36)

(9.37)

(9.38)

бу ерда
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* г -

1 0 a i.*+ i
0 0 а 2.*+1

.....А т = , А я+1-

0 .1

At, А2, .... Ат векторлар п улчовли фазода узаро чизикли 
боглик булмаган бирлик векторлардан иборат булиб, бу 
фазонинг базисини ташкил килади. (9.36) да x̂ , х2, ...хт
Узгарувчиларни базис узгарувчилар, xm+i, хт+2....... х„

} Узгарувчиларни эса базис булмаган узгарувчилар деб 
кабул килиб, базис булмаган узгарувчиларни нолга 
тенглаймиз, базис узгарувчиларни эса мос равишда
(9.36) тизимнинг озод хадларига тенглаймиз. Натижада
Ao= (xi = Ь |, х2 =  Ь2......хт =  Ьт, дст + | = 0 ....... J t,=0 ) (9.39)
бошлангич режани хосил киламиз. Бу режага куйидаги

A [X i+ A 2X 2 +  ... +  A „X m= A 0 (9.40)
ёйилма мос келади. Бу ёйилмадаги A lt A j , .... А„ векторлар 
^заро чизикли боглик булмаган векторлар булмаганлиги 
сабабли, топилган бошлангич (9.39) режа таянч режа 
булади.

Энди бошлангич режадан фойдаланиб янги таянч 
режани топиш мумкинлигини курсатамиз. А\, Аг, ... Ат 
векторлар п улчовли фазонинг базисини ташкил килади.
Шу сабабдан А\, А2..... А„ векторларнинг ихтиёрийсини А /
базис вектор оркали куйидагича ифодалаш мумкин:

A, =  X liA > + X 2iA t + . . .  +  X miA m . (9.41)
Фараз килайлик, бирорта вектор, масалан /4т + |-вектор- 
нинг ёйилмасидаги коэффициентлардан камида биттаси 
(масалан, xt, n + i) нолдан фаркли булсин:
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А„ + I =^|,<и + tAi + X 2̂ n + 2̂ 2“b {Am- (9-42)
Ихтиёрий 0 > O  сон олиб (9.42) теигликнинг иккала 
томонини бу сонга купайтирамиз ва ‘(9.-40) И фоладан 
хадма-х,ад айирамиз, натижада -куйидаги тенгликка эга 
буламиз:

(А"| —0Л|,« + |)Л| -+■ (^2— 6Д(2.«| + |М » Ч -...+
4 -(X „-0 A rm. , + l) » „  +  0/»m + ,= ^ o . (9.43)

Агар
Х , - в Х , .„ +  , > < ) .  ДГ2- 0^ 2. « + , ^ О ......

Хт—вДГя>п+ | '^ 0  булса,
дг1 =  (дг.-едг|л+ ,,дг2-0х1.я1+,....хт-0дгя. т+1.о,о,...,-о)
вектор режа булади, 0 > О  булганлиги сабабли Х\ 
режанинг компоненталари манфий булмайди, шунинг учун 
JC2.*« + i> 0  булган компоненталарни курамиз. Демак, 
шундай 0 > О  ни топишимиз керакки, х<>л + | > 0  булганда 
Xi — 0(,m + 1 булади. Бундан

Х\ режа ихтиёрий
X,

О < 0 <  min
\«+ i>° -о»-и

тенгсизликни каноатлантирувчи 0 учун режа булади. 
•Пекин таянч режа уз ичига т -И  та компонентани 
олмайди, шунинг учун х\ режадаги камида битта 
компонентани нолга айлантириш керак. Фараз килайлик,

0 =  0О=  min =  Л*
", »ц>° *•"+■ Л*.т-Н

булсин. Бу холда X i режанинг к -  компонентаси 
X* —0X*,m + i = 0  булади. 0 нинг кийматини (9.43) га куйиб, 
куйидаги ёйилмани хосил киламиз:

X2/ I2 +  Х'лАз-\- ...-\-X 'm A m -\-Xm  + lA m-H =  Ао- 
Бу ёйилмага янгн таянч режа

*1 =  (0; Х'г, Х'у, .... Х'п; 0; . .. 0)
мос келади; бу ерда X'=X , — QnXi,m + l (/ =  2,3....  т),
Xi, + i = 0 О. Бундан кейинги таянч режани хосил килиш учун 
базисга кнрмаган ихтиёрий векторнинг базис векторлар



оркали ёйилмасиии аниклаш хамда шундай 0о> О  сонни 
топиш керакки, унинг ёрдамида янги вектор базисга 
кирсин ва эски базис векторларлан бирортаси базисдан 
чикснн. Шундай килиб, янги таянч режаларни хосил 
килиш жараёни базисга киритилалиган ва базисдан 
чикариладиган векторни танлашдан иборатдир.

Мисол. Берилган масаланинг таянч режасини тузинг ва 
янги таянч режага утинг:

х | -f- 2дг4 — 3^5—2дг6= 5 ;
* 2+Здг4—2xs—4дг6= 6 ; 
х3—4х4—х 5—2jte—3,

* / > 0  ( / = 1,6 ), 2^  =  X| —ж2 —Х3 +  Х4 —2xs +  x6.
Е ч и ш . Тизимни вектор куринишда ёзамиз:

А | дг | -\-A2Xi-{-A3X3-\-AiX4-{-AiX&-\-AeX6 =  Ai),

бу ерда At, А2, А3 — базис векторлар, Xt, х2, х3 базис 
! узгарувчилар, дг«, дг5, х6 базис булмаган узгарувчилар.

Базис булмаган узгарувчиларга ноль кийматлар бериб,
I бошлангич

х„ =  (jti = 5 ;  jc2 =  6; дг3 =  3; х4 =  0; дг&=0; *6 = 0 ) 
режани топамиз. Бу режага

5Л ,+6 Л 2 +  ЗЛз= Л о (9.44)
j  ёйилма мос келади. Янги таянч режага утиш учун базисга 
[ кирмаган вектордан биттасини базисга кирмаган вектор- 
[ ларлан биттаси билан алмаштирамиз. Масалан, А* вектор 
L билан алмаштирамиз ва унинг базис векторлар билан 
ь ёйилмасини топамиз:

2Л ,+З Л 2 —4Лз =  Л4 (9.45)
1 Бу ёйилманинг икки томонини 0 > 0  га купайтнриб, 
Г (9.44) ифодадан хадма-хад айирамиз:

Г  (5 -2 0 ) /1 | +  (6-30)>42+ ( 3 - 4 О ) у4з +  О/14=/4о . (9.46) 
L  Базисдан чикариладиган векторни аниклаш учун 

0o= m in ^ |- , - j ) =  |  =  2 ни топамиз. 0 =  2 кийматни

г  (9.46) га куйиб, A j  векторни базисдан чикарамиз ва 
куйидаги ёйилмага эга буламиз:

i4i +  1М 3 +  2Аа =  An-
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Бу ёйилмага
Х| =  (ДГ| =  1; х2= 0 ; дс3=11 ; х„ =  2, jcs =  0; х«=0 ) 

режа мос келади. Энди А« нинг урнига Аь ни базисга 
киритамиз. Бу векторнинг базис векторлар буйича
ёйилмаси:

— 3/41 — 2А% — A j =  As.
(9.47) ифоданинг икки томонини 0 > О  сонга купайтириб, 
натижани (9.44) дан айириб, куйидагига эга буламиз:

(5 +  30)/!, +  (6 +  20)/42 +  (3 +  еМ з +  еЛ5 =  /40 .
Бу ёйилмадан куринадики, бирорта хам векторни базисдан 
чикариб булмайди. Бу ёйилмага мос келувчи 

Х2 =  (5-1-30; 6 +  20; 3 +  0; 0; 0; 0)
режа таянч режа булмайди, сабаби 0 > О  шарт бажа- 
рилмайди ва 4 та мусбат компонентани уз ичига олади

1

2. Оптималлик шарти. Оптимал режани топиш

Куйидаги

вц*| +  в | Л +  — 
а2|дс1 +  аих2+ ...+ а 2̂ я= й 2;

Ап1х, +  ат2х2+ . . .+ а тяхя= Ь т, 

x i > 0. ( / — 1 ,п), 

гт1п=С|Л| + c2Jtj + ... +  с*дся 
чизикли программалаштириш масаласининг режалари 
мавжуд ва хар бир таянч режа хосмас деб фараз киламиз. 
Масаланинг

X = ( * i = 6 i ;  Xi =  b2\ ..., х„ =  Ь„\ Jcm+ i= 0 ......х „= 0 )
таянч режага мос келувчи узаро чизикли боглик булмаган 
А |, А2... Ат векторлар тизими маълум булсин. У холда

А ,Х ,+ А 2Х, +  ... +  АтХ „-А 0 (9.51)
ва

C>Xl +  C2X2 +  ... +  CmXm =  Z о, (9.52)
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бу ерда Zo чизикли функциянинг X таянч режадаги 
киймати, ^ ,> 0 ;  С< - чизикли функциянинг коэффици­
ентлари: A i, А 2....... А т векторлар jfaapo чизикли боглик
булмаган векторлар булганлиги сабабли ихтиёрий базис 
булмаган А\ векторнинг бу векторлар оркали факат битта 
ёйилмасини топиш мумкин:

X 4A , + X v A 2 +  ... +  XmiA m =  Ai. (9.53)
Бу векторга чизикли функциянинг

C\Xii-\-C2X2j-\-...-\-CmXmi =  Zj (9.54)
киймати мос келади. >4/ векторга мос келувчи чизикли 
функциянинг коэффициентини С/ билан белгилаймиз. 
.V"холда куйидаги теоремалар уринли булади.

1-теорема. Агар Хо таянч режада тайинланган / учун 
Zj — C, >0 п-нгсюлик дрин.ш nij.ua. Y., режа оптимал режа 
оулмайди пи шундии X режа топиш мумкин буладики, 
унинг учун Z (X )< Z (X 0) тенгсиплик уринли булади.

И с бо т . (9.53) ва (9.22) ифодаларни 0 > 0  га 
куиайтириб, мос равишда (9.51) ва (9.52) ифодаларлан 
айирамиз. Натижада куйидагиларга эга буламиз:

(A r,-e A ,/M l +  (X2- e A 2/M z+ . . . +
+  (X m-Q X n ,i)A m +  QAi =  A0-t

(дг,—0Л,/)С, +  (*2-е х 2/)С2+... +  (хт -в х п1)с „+
+ Q C i =  Z (Xo) —0(2; — С/). (9.56)

Агар (9.55) даги At, А 2....... А т , А ( векторлар олдидаги
коэффициентлар манфий булмаса, Z =  Z (X 0) — 0(Z/ — С/) 
га мос келувчи янги режага эга буламиз.

Маълумки, Х|, Х2, Хт номаълумлар мусбат хамда
0 > О  учун (9.55) даги A t, i42...... А т , А / векторларнинг хар
бири олдидаги коэффициентларнинг манфий булмаслигига 
эришиш мумкин.

Теореманинг шартига кура
Z i - C , >  о,

шунинг учун
Z (X ) — Z =  Zo — Q(Zj — С,) < Z o  =  Z(X o).

Теорема исбот килинди.
2-.теорема. Агар X =  (Xt......Хт ) таянч режа учун Z/ —

— 0 уринли булса. бу режа оптимал режа булади.
Бу теореманинг исботи 1-теореманинг исботи каби бу­

лади.
Бу теоремалан куйидаги натижалар келиб чикади.



1- н а т и ж a. Z\ — 0 тенгсизлик чизикли програм­
малаштириш масаласининг минимал кийматининг режаси- 
ни тузиш учун оптималлик шарти булади. Z/ — С/ айирма 
эса режанинг бахоси дейилади.

Шундай кнлиб, масаланинг минимал кийматининг 
оптимал режасини тузиш учун Z/ —С/ айирманинг мусбат 
булмаслиги етарли ва зарурдир.

2- н а т и ж a. Z/ —С ,> 0 тенгсизлик чизикли програм­
малаштириш масаласининг максимум кийматининг режа­
сини тузиш учун оптималлик шарти булади. Шундай 
килиб, масаланинг максимум кийматининг оптимал режа­
сини тузиш учун Zj — Cj айирманинг манфий булмаслиги 
етарли ва зарурдир.

3. Симплекс усул алгоритми
Юкоридаги I- ва 2- теоремаларга асосан, берилган 

бошлангич режадан бошлаб таянч режалар кетма- 
кетлигини хосил килиб бориб, бу жараённи оптимал ечим 
топилгунча давом эттириш мумкин.

Фараз килайлик,

Х = (Х ,, Х2...... ДГ«)
масаланинг бошлангич таянч режаси, Аи А2...... Ат шу
режага мос келувчи узаро чизикли боглик булмаган 
векторлар тизими булсин. Бу векторлардан ташкил топган
(А |, А2......Ат) матрицани В билан белгилаймиз. У холда
ВХ =  Ап. Бундан

Х =  В ' - А 0.
Умумий куринишда

Xi =  B -'A i
келиб чикади. Бу ерда

* = ( * , ,  Х2......Хт), X i= ( X tl, Хг,..........Xmi)

вектор устунлар.
Симплекс жараённи бошлашдан олдин масаланинг 

векторларини куйидагича гурухлаймиз:

(А0\А,, А2......Ат\Ат+......... ....
ёки

(А0\В\Ат + ....... .... • (9.57)



Э л ем ентл ари  айрим кисмлардан иборат булган (9.57) мат­
рицани В га купайтирамиз ва куйидагига эга буламиз:

(В - >Ао\В-'В\В-'Ат + .......  В~'Ап)

ёки
(X I/J X -  + ..........

Сунгра чар бир /= ! , /»  учун Z/ —С/ ни хисоблаймиз. Агар 
барча / лар учун Z/ —С /> 0 булса, 2 -теоремага асосан 
топилган таянч режа оптимал режа булади. Агар Z/ — С/ 
айирма баъзан j лар учун мусбат булса, 1-теоремага 
асосан топилган таянч режа оптимал режа булмайди ва бу 
режани оптимал режага якин булган бошка режа билан 
алмаштириш керак булади.

Берилган масалада дастлабки А\, А2, Ат векторлар 
т улчовли вектор фазодаги базисни ташкил килсин, яъни
В = ( А |, А2.......  Am)=Jm  булсин, бу ерда ] т матрица
т улчовли бирлик матрица. Бу холда В B =  J„ 
булганлиги сабабли

Х =  Ао ва X j=A j булади.

Масаланинг берилганларини 9.2- жадвалга жойлаштира- 
миз (чизикли тизими АХ =  В куринишда берилган масала 
учун Xi =  bi, х,у =  а,7 деб кабул киламиз).

Zj ифода X вектор-устуннинг С вектор-устунга скаляр 
купайтмасидан иборат, яъни

Z0— 2  СГХ„

z /=  i c rxir

Z0 ва Zj — Cj ларни жадвалнинг m +  1 каторидаги 
тегишли устунларга жойлаштирамиз. Базис векторлар 
учун хар доим Zj =  C ,=  0 булади.

Агар Z/ — С /<  0 булса,
X =  (Хх=Ьи Х2 =  Ьг\ ..., Хт =  Ьт) 

оптимал режа булади. Бу режадаги чизикли функциянинг 
Киймати Z0 га тенг.

163



\и
со

бл
аш

ни
нг

 б
ир

ин
чи

 
«т

ер
ац

м
ся

О* ; i i i 1

I -Э--7
+

о'

-г i  i  : : : : : iы ............ 4XX X

+
■J
1
+
N*

о* г о о : —У1IN

о" о о

| z
,-c

, 
|

о" — о : е

1 *
,-С

, 
|

4 чГчГ i : : : ; J N

и О «5* : : о

1 *
/~

С/ 
1

Баз
ис

век
тор ч: Т : : : : : ч? Z/-
C/

 
1

- -  м 1 1, i i ; «

1 
•+” 

1

164



Энди камида битта /' учун Z/ — С /< 0  булсин деб фараз 
к и л а й л и к . Бу холда топилган таняч режани оптимал 
режага якинрок режа билан алмаштириш керак, бунинг 
учун

max (Z i— С.) = Z * — Ck—\ k
* , - С/>0

шартни каноатлантирувчи Ак векторни базисга киритиб, 
базисдан

X X, 
min — = — = 0
Хл >0 Х1к х ш

шартни каноатлантирувчи Ai векторни чикариш керак 
булади.

Янги режа учун А\, Аз,...^ 1-и  Ai+i.... Ат, Ак векторлар
базис векторлар булади. Янги таянч режани хосил килиш 
ва унинг оптимал режа экалигини текшириш учун Ао ва А, 
векторларнинг базис векторлар оркали ёйилмасини хосил 
килиш керак.

Дастлабки базис векторларидан тузилган матрица 
бирлик матрицадан иборат эди, яъни 

(Л,. Аг.....Ат =  1).
Шунинг учун

j4o =  ̂ f|j4| +  Х2А2-{- ... “Н XiAi ХтАт, (9.58)
Ак =  ХцА | Х2кА2-\-... ■+■ X ik A i ...-\-XmkAm; (9.59)
Aj =  XijA\ X2iA2-\- XijAi-\- XmjAm (9.60)

(9.59) дан
A ^ ^ - ( A k- X ltA t- X ikA - . . . - X dtAm) . 

xik
(9.61)

Ai нинг бу кийматини (9.58) га куямиз. натижада
куйидагига эга буламиз:

i4o =  Xli4|

+ f y ( A k - № i - X7kAi- . . . - X mkAm) ]+ . . . -(- ХтАт

ёки

Ь - У -

Шундай килиб, Х|=»(ДН, ХЬ....  Х'т) янги таянч режа
Куйидаги формулалар оркали хисобланади
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Худди шунингдек, (9.61) ни (9.60) га куйиб А, векторнинг 
янги базис векторлар буйича ёйилмасини хосил киламиз:

A,=X\lAl+X'ilAi+ . . .+ X klAl+ . . .+ X MlAm,

бу ерда

(9.63)

(9.62) ва (9.63) ни бирлаштириб, /= 0 ,1 , 2.... Л лар учун
янги таянч режани ва А, векторларнинг янги базис 
векторлар буйича ёйилмасининг формуласини хосил 
киламиз:

Бу формула Ж о р д а н  — Г а у с с н и н г  т у л а  а ж р а ­
ти ш  ф о р м ул а си д и р . /' =  k да

Янги базисга киритилаётган векторнинг Хц, га (бундан 
кейин бу элементни а н и к л о в ч и  э л е м е н т  деб атаймиз) 
мос келувчи элементи 1 га тенг булиб, колган элементлари 
0 га тенг булади.

Янги режа учун

(9.64)

Z'i — Ci =  CtX'ii-\-C2Xti-\-... -\-CmX'mi — Ci



^ < Z , - C * ) .  (9.65)

Худдн шунингдек, X! нинг кийматини (9.62) дан 
ZS =  + .. .  +  + .. .  +  с» * ;,

ифодага кУйиб

Z0= Z 0- ^ - ( Z k- C t) (9.66)
Ai*

НИ топа м из .
Юкоридагилардан хулоса килиб айтганда, симплекс 

жадвал устида тартиб билан куйидаги ишларни бажариш 
керак:

1. Хар бир / учун Zj — Cj =  bj лар текширилади. Агар 
барча / лар учун А /<  0 булса, топилган режа оптимал 
режа булади.

2. Агар бирорта / учун Z\ — С /> 0  булса, базисга 
киритиладиган вектор танланади. Базисга

тахА.=Д*
а, >о

шартни каноатлантирувчи Ак вектор киритилади.
3. Базисдан чикарилиши керак булган вектор аникла- 

нади. Базисдан

бС лган ли ги  сабабли (9.63) дан фойдаланиб куйидаги
иф оДани хосил киламиз:

га мос келувчи А  вектор чикарилади. Агар Ац векторга 
мос келувчи барча Хш ̂ 0  булса, чизикли функция куйидан 
чегараланмаган булади;

4. Аникловчи элемент Х ;*> 0  танлангандан сунг 
симплекс жадвал (9.63) формула оркали алмаштирилади.

Шундай йул билан хар бир итерацияда янги таянч 
режа топилади. 1- ва 2 -теорем а га асосан симплекс усул 
ё оптимал режани беради ёки масаладаги чизикли 
функциянинг чекли минимумга эга эмаслигини аниклайди.

Мисол.
ло+дгч—2x5=1;
хг — 2x4 +  х5 =  2; (9.67)

167

J



X i— X (— - *  X u (i =^=l); 
*)k (9.62)

X,

Худди шунингдек, (9.61) ни (9.60) га куйиб Aj векторнинг 
янги базис векторлар буйича ёйилмасини хосил киламиз:

(9.62) ва (9.63) ни бирлаштириб, /' =  0,1, 2.... h лар учун
янги таянч режани ва А, векторларнинг янги базис 
векторлар буйича ёйилмасининг формуласини хосил 
киламиз:

Бу формула Ж о р д а н  — Г а у с с н и н г  т у л а а ж р а ­
ти ш  фор мул ас и дир. j — k да

Янги базисга киритилаётган векторнинг Хц га (бундан 
кейинбуэлементни а н и к л о в ч и  э л е м е н т  дебатаймиз) 
мос келувчи элементи 1 га тенг булиб, колган элементлари
0 га тенг булади.

Янги режа учун

A l= X l/A, +  X 2/A 2+ . . .  +  X klA l+ . . .  +  X m/A im

бу ерда

(9.63)

(9.64)

— Cj =  C [X 'll- \-C 2X 2l +  ... -\-CmXml — С/
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Z j— C , - Z ,—С,—-jb -(Z * -C * ). (9.65)

Худди шунингдек, X! нинг кийматини (9.62) дан 
Z6 =  C,Xt +  ... +  СкХ'к + .. .  +  СтХ'т

ифодага к^йиб

Z0= Z 0— ^L(Zk- C k) (9.66)

ни топамиз.
Юкоридагилардан хулоса килиб айтганда, симплекс 

жадвал устида тартиб билан куйидаги ишларни бажариш 
керак:

1. Хар бир /  учун Z/ —С, =  А, лар текширилади. Агар 
барча / лар учун О булса, топилган режа оптимал 
режа булади.

2. Агар бирорта / учун Z/ — С /> 0  булса, базисга 
киритиладиган вектор танланади. Базисга

тахД  , = А*
*>>»

шартни каноатлантирувчи Ак вектор киритилади.
3. Базисдан чикарилиши керак булган вектор аникла­

нади. Базисдан

га мос келувчи А, вектор чнкарилади. Агар Ак векторга 
мос келувчи барча 0 булса, чизикли функция куйидан 
чегараланмаган булади;

4. Аникловчи элемент Х>к> 0  танлангандан сунг 
симплекс жадвал (9.63) формула оркали алмаштирилади.

Шундай йул билан хар бир итерацияда янги таянч 
режа топилади. 1- ва 2 -теоремага асосан симплекс усул 
ё оптимал режани беради ёки масаладаги чизикли 
функциянинг чекли минимумга эга эмаслигини аниклайди. 

Мисол.
ДГ1+ДГ4—2x5= 1;
* 2 -2 * 4 +  *5 =  2; (9.67)

б у л га н л и ги  сабабли (9.63) дан фойдаланиб куйидаги
ифоДани хосил киламиз:
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I. Маълум бир жониворни хар куни овкатлантириш 
учун микдори 9 бирликдан кам булмаган Т\ туйимли 
модда, микдори 8 бирликдан кам булмаган Т2 туйимли 
модда ва микдори 12 бирликдан кам булмаган Гз туйимли 
модда керак булсин. Бу туйимли моддалардан икки хил, 
яъни Oi ва 0 2 озука тайёрлаш керак булса ва хар бир 
озукадаги туйимли моддаларнинг микдори хамда хар бир 
озука бирлигининг нархлари 9.6- жадвалдагидек берилган 
булса, куйилган масаланинг математик модели тузилсин. 
Масаланинг ечимларини график ва симплекс усулда 
топинг.

9.6- ж а д • а л

МАШ КЛАР

Туйимли
моддалар

Туйимли
моддалар
микдори

Хар бир кг озукадаги туйимли 
модда бирлигининг микдори

о. °2
Т1 9 3 1
Т2 8 1 2
ТЗ 12 1 6
1 кг озукаиинг иархи 4 6

(сУмларда)

2. Куйидаги чизикли программалаштириш масалала- 
рини график усулда ечинг:

2jc, + jc2<  1;
б)

15лг,+дг2<  I,
а) дс, +  2х2<  1; 

2дс, - х2= 1

JCi^O, х2^ 0 . X l^O , * 2 ^ 0 ,
Zmi> =  X| +ДГ2.

х, +  дг2<  12; 
лг2̂  8,

Х\ > 0 ,  ДС2>0,
гтшх= х \ —2х2

7дс,+ 2 дг2> 1 4 ; '
— х ,+ 2 х г^ 2 ;  
7х , +  10х 2^  28.

XI > 0 ,  дг2> 0 ,
г т.« =  ЗДГ| —  2*2.



3. Куйидаги чизикли программалаштириш масалалари 
симплекс усул билан ечилсин.

а) zmin= * 1+ 6*2 — 7* 3+*4 +  5*s;
Г 5 * ,+ 4 *2— 1 Здс3—2*4+ * 5=20 ;

S', 1 * , —*2 +  5*3 — *4 +  *5 =  8,

х<>0  ( / =  1,5).

б) zmin= 2 * ,  + 3*2 +  5 /2 *3;

12*, + * , + 3 * з ^ 6 ;
2*, +  4*2+ 3 * з <  16;

3*, +  4 *2+ 2 * 3<  12.

* ,> 0  ( / - Щ .

в) zmin=  — *1 + * 2;
Г - * , + * , + * з = 1 ;

й 1 *1 — 2 * j+ * 4= 2 ;

* ,> 0  (/ =  17).

9.9-{. НАКЛИЁТ МАСАЛАСИ

Наклиёт (транспорт, улов) масаласи чизикли програм­
малаштириш масалалари ичида назарий ва амалий 
жихатдан энг яхши узлаштирилган масалалардан бири 
б^либ, ундан саноат ва кишлок х^жалик махсулотларини 
ташишни оптимал режалаштириш ишларида муваффаки- 
ятли равишда фойдаланилмокда.

Наклиёт масаласи махсус чизикли программалаш­
тириш масалалари синфига тегишли булиб, унинг 
чегараловчи шартларидаги коэффициентлардан тузил- 
ган (а()) матрицанинг элементалари 0 ва 1 ракам- 
ларидап иборат булади ва хар бир устунда факат икки­
та элемент 0 дан фаркли, колганлари эса 0 га тенг 
булади.

Наклиёт масаласининг математик модели ва унинг 
иктисодий маъноси билан танишайлик.
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Намнёт масаласининг математик модели 
ва иктисодий маъноси

Фараз килайлик, т та А\, А2....А„ пунктларда бир хил
махсулот ишлаб чикарилсин. Маълум бир давр ичида хар 
бир At пунктда ишлаб чикарилган махсулотнинг микдори 
а, га тенг булсин. Ишлаб чикарилган махсулотлар В\, 
В'2'...,Вп пунктларда истеъмол килинсин хамда хар бир В, 
пунктнинг шу давр ичида махсулотга булган талаби
b (j= \ ,n  га тенг булсин. At, А2....Ат пунктларда ишлаб
чикарилган ма\сулотларнинг умумий микдори В\, В2....В„
пунктларнинг махсулотга булган талабларининг умумий 
микдорига тенг, яъни

2  а ,=  2  Ь/

деб фараз киламиз. Хар бир ишлаб чикариш пунктн At дан 
хар бир истеъмол килувчи иунктга махсулот ташиш 
имконияти булсин ва В, гача бирлик махсулотни олиб 
бориш учун сарф килинадиган харажат С,7 пул бирлигига 
тенг булсин.

Xii билан режалаштирнлган давр ичида А  пунктдан Bj 
пунктга олиб бориладиган махсулотнинг умумий микдори- 
ни белгилаймиз. Намнёт масаласининг берилган пара- 
метрларини 9.7- жадвалга жойлаштирамиз.

9.7- ж

Ишлаб
чикариш

пунктлари

Ишлаб Истеъмол пунктлари

махсулот ®1 *2 ... В.

«1 *11
СП

*4
С12 ...

*L
«и

а 2 в ,
*21

«И
X32

с22
*2*

«2»

л \ «1 *п
е1|

*13
с «

*и>
«и

ат с«|
*тЗ

ст»
~ *тт

стя

Махсулотга 
булган талаб Ь| Ьз ... Ьл
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Х а р  бир истеъмол кнлунчи пунктии хар бир ишлаб 
ч и ка р и ш  пунктига шундай бириктириш керакки:

1) хар бир ишлаб чикариш пунктидаги махсулотлар 
тС л и к таксимлансин;

2) хар бир истеъмол килувчи пунктнинг талаби тулик 
каноатлантирилсин;

3) сарф килинган наклиёт харажатларинннг жами 
минимал булсин.

Масаланинг I- шартини куйидаги тенгламалар тизими 
оркали ифодалаш мумкин:

Масаланинг 2- шарти эса куйидаги тенгламалар тизими 
куринишида ифодаланади:

Масаланинг иктисодий маъносига кура, номаълумлар 
манфий булмаслиги керак:

Н  Масаланинг 3- шарти куйидаги чизикли функция 
оркали ифодаланади:

В, (9.70) — (9.73) шартлар биргаликда намнёт масала- 
сининг м а т е м а т и к  м о де ли  деб аталади.

В  Наклиёт масаласининг математик моделини йигинди 
куринишда хам ифодалаш мумкин:

(9.70)

(9.71)

0 ( / =  1, т\ / = 1 ,я ) . (9.72)

г тк, =  С ц Х ч + С \ 2Х ,2 +  . . . + С тяХтя. (9.73)

2 (9.74)

(9.75)
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хц^О,

2 min=  2  2  C tp if

(9.76)

(9.77)

9.10-f. НАКЛИЁТ М АСАЛАСИНИНГ ХУСУСИЯТЛАРИ

Биз юкорида намиёт масаласи математик моделининг
(9.70) (9.77) куринишда ёзилишини курдик. Масалада- 
ги хар бир ai,bj ва с/лар манфий булмаган сонлардир. Агар 
бу масалада

тенглик уринли булса, яъни ишлаб чикарилган махсу- 
лотлар йигиндиси унга булган талаблар йигиндисига тенг 
булса, у холда бу масалани ёпик; моделли нацлиёт 
масаласи деб атаймиз.

I- Теорема. Кар к,андай ёпик, моделли нак,лиёт масала­
си ечимга эга.

И с б о т и. Шартга кура

У холда берилган масаланинг режаси булади.

Хакикатан хам

каноатлантиради. Шунинг учун бу микдор масаланинг 
режаси булади.

2- теорема. Агар масаладаги барча а, ва bj лар бутун

2  а,— 2  bj =  A (9.78)
i . i  i-i

2  а =  2  Ь:= А  > 0 .

ар.

_  а,Ь,
Демак, наклиет масаласининг хамма шартларини
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В  сонларОан иборат булса, наклиёт масаласининг ечими 
К бутун сондан иборат булади.

Теореманинг исботини наклиёт масаласининг бош­
лангич таянч режаларини топиш усулларида куриш 
мумкин.

3 -теорема. Ихтиёрий наклиёт масаласининг оптимал 
режаси мавжуддир.

И с б о т и . 1-теоремага асосан масаланинг камида 
битта режаси мавжуддир. (9.74), (9.75) шартлардаги 
коэффициентлар ва барча a,, ft/ лар мусбат бутун сонлар 
булганлиги сабабли Хц юкоридан чегараланган булади ва 
унинг киймати мос а, ва ft/ ларнинг кийматидан ошмайди.

Шундай килиб, наклиёт масаласи режаларидан ташкил 
топган туплам буш туплам булмайди, у чегараланган 
туплам булади. Демак, наклиёт масаласи оптимал режага 
эга.

9 .II-J . НАКЛИЁТ МАСАЛАСИНИНГ БОШЛАНГИЧ ТАЯНЧ 
РЕЖАСИНИ ТОПИШ УСУЛЛАРИ

< Бошка чизикли программалаштириш масалалари каби 
наклиёт масаласини ечиш жараёни хам бошлангич таянч 
режани топишдан бошланади. Наклиёт масаласининг 
бошлангич таянч режасини топиш усуллари куп булнб, 
куйида биз «Шимоли-гарбий бурчак* усули ва «устундйги 
минимал элемент» усули билан танишамиз.

А. «Шимоли-гарбий бурчак» усули.
Фараз килайлик, намнёт масаласининг шартлари 

куйидаги 9.8- жадвалга жойлаштирилган булсин.
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«Шнмолн-гарбнй бурчак» усулининг гояси куйидаги 
лардан иборат:

Энг аввал шимоли-гарбда жойлашган лги номаъ- 
лумкииг кийматиии аниклаймиз:

jtii =  m in(ai, bi). Агар булса, * n = a i ва * i/ =
=  0 агар булса, x u = b i  ва дс,|=0 булади.

Фараз килайлик, биринчи хол бажарнлсин. Бу холда
I- кадамдан сунг масаланинг ечимларидан ташкил топган 
матрица куйидаги куринишда булади:

1- к  а д а м.

... 0 

... х2п

(9.79)

1 Ь| —а | b2 Ьл ... Ьп

Энди иккинчи катордаги биринчи элементнинг кийматиии 
топамиз:
Агар а2<.Ь\—а\ булса, х2\ — Ь\—а\ ва дс,|=0.
Агар а2<Ь\ — а\ булса, * 21=02 ва х2/ =  0.

Фараз килайлик, матрица учун хам I- \о л  бажарилсин, 
у холда

2- к  а д а м.

дг 11 =  a  I 0  0  ... 0  О
x2t= b i — а, х22 хп ... х2ц a2 —ft i+ o i
О *32 хзз ... Хзп а3

Xml ХтЗ ... Хтп

bj Ьл ... Ьп

Худди шундай йул билан давом этиб, хар бир кадамда 
маълум бир Xij нинг киймати топилади. jr,/ =  min(aiftj) ва 
а, ёки bi нолга айлантирнлади. Бу жараён барча ъ  ва bj лар 
нолга айлангунча такрорланади. Маълумки, хар бир 
нинг киймати а, ва 6/ ларнинг турли комбинацияларини 
айириш ёки кушиш ёрдамида топилади. Шунинг учун а, ва 
bj лар бутун булганда топилган таянч режа бутун сонли
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б ул ад и . Бундай ташкари, юкорилаги 2- теоремага асосан 
т а ян ч  режалаги ноллан фаркли хц номаълумларнинг сони 
п -\-т — I лай ошмайли.

Мисол. Куйидаги наклиёт масаласининг бошлангич 
р е ж а си н и  топинг:

2_____________8_____________3_____________5____________ 8
_3_____________7_____________3_____________ 1_____________4_
3 5 9 7 2

Е ч и ш . I - к а л а  м. x ii =  mln(4,3) = 3 .
Шунинг учун f t i= 0  ва a i= 4  — 3 = 1  га узгаради. jc2i =
=X3i = *41=0.

2 -к а д а м .  jt i2 =  m in(l,6 ) =  1.
Бунда ai = 0  ва Ь2= 6 — 1 = 5  га узгаради, Xi.i =  * i4=0 .

3- к  а д а м. x22 =  m in(2,5)=2.
Бунда а г= 0  ва 62 = 5 — 2 = 3  га узгаради, камда х2з*= 
=  Х2\ =  0 булади.

4-.к а д а м. х32 =  т т (3 ,3 )  = 3 .
Бунда О) =  Й2 =  0 булади хам да хзз =  хз4 =  0, Ьц =  0.

5 -к а д а м. *43=0, 04 =  3 — 2 =  1 га узгаради.
6 -к  а д а м. Jt44 =  m in ( l, l)  =  l.

Бунда (ц =  Ьа= 0  булади ва масаланн ечиш жараёни 
тугайди.

Топилган режа куйидаги 9.10- жадвал куринишида бу­
лади.
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У холда
Jt2i =  min(a2, ft| ) =  m in(11.5) = 5 .

Демак, X2i =  fti = 5 . Шунинг учун x , i= 0  булади, яъни
1-устун учирилади. Натижада

- с : : )
матрица хосил булади. Бу матрица учун 

ft |и =  5 —5 = 0 , 

a < " = l l - 5  =  6 .

3. С " матрицанинг энг кичик элементи

minC^^^ Си 3 .

Шунинг уч\н x i4 =  m in(ai, fti) = m in ( l 1,7) =  7.
Бу ерда 4- уступ учирилади ва a{l, =  a ,—дг|4=  1 1 — 7 =  4 
булади. Натижада янги

н : :i
матрица хосил булади.

4. С "  матрицанинг элементлари орасида энг кичиги 
топилади:

minC1/ =  C22 =  4.

Бу холда
jr22=m in (aJ", ft2) =  min (6,9) = 6 .

Натижада 2- катор учирилади хамда ft2 нинг киймати 
ft2"  =  ft2—JC 22=9 —6 =  3

га узгаради ва янги CIV матрица-катор хосил булади: 
C 'v=  (8,5).

Шундай йул билан 5- каторда дпз=1 топилиб, 3- устун 
Учирилади. Хосил булган х матрица куйидаги куринишга 
эга булади:



Бу матрица берилган наклиёт масаласининг таянч 
режасидир.

9.1*2- {. НАКЛИЁТ МАСАЛАСИНИНГ ОПТИМАЛ ЕЧИМИНИ 
ТОПИШ НИНГ ПОТЕНЦИАЛ УСУЛИ

Потенциал усул наклиёт масаласини ечиш учун 
кулланилган биринчи универсал усул булиб, у 1949 йилда 
рус олимлари Л. В. Канторович ва М. К. Гавурин 
томонларилан яратилган. Бу усулнинг асосий гояси 
наклиёт масаласига мослаштирилган симплекс усул булиб, 
биринчи марта чизикли программалаштириш масалалари- 
ни ечиш усулларига боглик булмаган холда тасвирланган.

Потенциал усулда ечимни излаш бошлангич таянч 
режадан бошланиб, оптимал ечимга якинрок булган янги 
таянч режаларга утиб борилади ва чекли сондаги 
итерациилан сунг масаланинг оптимал ечими топилади. 
Хар бир итерацияда топилган таянч режа оптимал режа 
эканини текшириш учун хар бир ишлаб чикарувчи (Ад ва 
истеъмол килувчи (В,) пунктга унинг потенциали деб 
аталувчи микдорлар Ui ва У, мос куйилади. Бу потенци- 
аллар шундай танланадики, бунда узаро богланган Ai ва 
Bj пунктларга мос келувчи потенциаллар йигиндиси 
Сц га (At дан В, га бирлик махсулотнн ташиш учун 
сарф килинадиган наклиёт харажатига) тенг булиши 
керак

Теорема. Агар Х=(Х/,) режа наклиёт масаласининг 
оптимал режаси булса. у холда унга

шартларни каноатлантирувчи п +  т та Ui ва V, потенци­
аллар мос келади.

И с б о т . Фараз килайлик, X = (X ij) режа учун (9.80), 
(9.81) шартлар уринли булсин. У холда ихтиёрий Х'*= (Xfi) 
режа учун

U i+  Vi =  Cij (Х ц > 0 )- 

U i+ V i^ C i,  (Х ц -0 ) (9.81)

(9.80)
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2 2 с„дг;> 2 2 (U,+ V , ) 2 t / , 2  Х],+

+  2 V, 2 ДГ;,= 2 <МЛ+ 2 6,К,- 2 U, 2 * „+
/-1 (-1 /-I /-I j-i i - i

+  2 V, 2 Xt,=  2 2 { U ^ V fr X ^  2 2 CitXit

Демак, X рсжадаги Y чизикли функциянинг киймати унинг 
ихтиёрий X' режадаги кийматилан кичик б$лаяпти. Шу 
сабабли X режа оптимал режа булади.

Шундай килиб, потенциаллар усулининг алгоритми 
куйидагидан иборат.

1. Юкорида курилган усулларнинг биридан фойдала- 
ниб бошлангич режа топилади.

2. Топилган режанинг оптимал эканлигини текшириш 
учун потенциал тизим тузилади. Бунинг учун (9.79) форму- 
ладан фойдаланиб хар бир тулдирилган катакча учун
(9.80) куринишда потенциал тенгламалар тузилади. 
Маълумки, наклиёт масаласининг режадаги 0 дан фаркли 
булган узгарувчилари сони п +  т — I та. Демак, потенциал 
тенгламалар тизими п +  т та, номаълумлар эса n - fm  +  
+ 1  та. Бу тизимда номаълумлар сони тенгламалар 
сонидан ортик булганлиги сабабли потенциалларнинг сон 
кийматини топиш учун улардан ихтиёрий биттасига 
ихтиёрий киймат (соддалик учун ноль киймат) бериб, 
колганларини бирин-кетин топиш мумкин.

Фараз килайлик, UI маълум булсин, у холда (9.80) дан 
Vj топилади:

V t^ C ii-U ,.

Агар Vj маълум булса, у холда U, куйидагича топилади:

Ui =  Ci,— Vh

Барча потенциалларнинг сон кийматини аниклаб булгач, 
хамма буш катакчалар учун

All =  Ul+ V , - C ll (9.82)

хисобланади. Агар барча I ва /' лар учун А 0 урин­
ли булса, топилган бошлангич режа оптимал режа бу­
лади.
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3. .\i ap i ва j ларнннг камида битта киймати учун Д //^  
^ 0  булса, бошлангич таянч режа алмаштирилади. Бунинг

'учун

тахД, =  \iK
\/>®

шартни каноатлантирувчи (//С) катакча тулдирилади (А,* 
номаълум базисга киритилади). Х(Л= 0  деб фараз килиб 
(/АС катакчага 0 киритилади. Сунгра (//С) катакчадан 
боиыаб соат мили буйлаб харакат килиб тулдирил 
ган катакчаларга тартиб билан ( — ) ва ( +  ) ишоралар 
куйиб борилали. Натижада ёпик К контур хосил бу- 
ладн:

K =  K - '( )K +l

бу ерда К~ , К+ — ( = )  ва ( +  ) ишорали катакчаларни 
уз ичига олувчи ярим контурлар. Куйидаги формула билан 
О нинг сон киймати топилади:

0 =  min Х ц = Х „ .

4. Янги таянч режа хисобланади:

* Ь - 0 ;
Х!, =  Х„ агар Хц 6 АС;
Х;,=*Х„ +  0 агар ХчеК + ;

Х , , -в  агар Хц£К~

Янги таянч режадаги тулдирилган катакчалар сони я +  
+  m — 1 та булганлиги сабабли (9.83) шартни кано­
атлантирувчи катакчалар бирдан ортик булса, улардан 
биттасини буш катакчага айлантириб, колган катакча- 
лардаги таксимотни 0 га тенг деб кабул килинади. 
Топилган янги режа учун яна такрор потенциаллар тизими 
топилади ва янги режанинг оптимал булишлик шарти 
текширилади. Агар янги таянч режа оптимал булмаса, 
У холда яна кайтадан 3-, 4- бандларда бажарилган ишлар 
такрорланади. Такрорланиш жараёни оптимал режа 
топилгунча, яъни барча буш катакчалар учун Д 
+  Vj — Cii шарт бажарилгунча такрорланади.

Мисол. Берилган наклиёт масаласини потенциал усули 
билан ечинг.

(9.83)
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а ,\Ь ) 200 200 100 100 250 U i

100
10 
100-  в 7 п г

4
п г

1 4
п г О

250
2
lo o + e

7
150- в 1 0 1—Г-Т

6
F 7

11
р * - в

200
в F ?

5
50+  в

3
100

2
5 0-9 -10

300
" [ г

В

Г *

12
Г Г

16
50

13
250 4

ч
10 15 13 12 9

Е ч и ш .  1. Бошлангич таянч режани «Шимоли-гарбий 
бурчак» усули билан топамиз.

2. Хар бир тулдирилган катакчалар.учун потенциал 
тенгламалар тузиб, куйидаги тизимни хосил киламиз:

Ut +  Vi =  10. г /з+ У з  =  3;
U  > +  V\=2, {/э+У4 =  2;
U i-\ -V2 =  7. ^  +  Кч=16;
*Уз+К2 =  5, U i+ V b =  15.

Бу тизимдаги номаълумлар сони тенгламалар сонидан 
битта куп. Шунинг учун ихтиёрий бир потенциални 
(масалан I/, ни) 0 га тенг деб кабул килиб, колганларини 
бирин-кетин топиш мумкин.

U =  (0, - 8 ,  -1 0 ,  4);
К =  (10. 15. 13, 12. 9)

3. Хар бир буш катакча учун
Д „ ^ U i + V t - C i ,

ни хисоблаб уни буш катакчанинг пастки унг бурчагига 
ёзамиз.

max Д,(= Д  |4= Л 24=  11
Н (>о

булганлиги сабабли (1,4) катакчага (ёки (4,2) катакчага)
0 сонни киритамиз ва (1,1), (2,1), (2,2), (3,2), (3,4) ка- 
такчаларнн рз ичига олувчи ёпик К контурни тузамиз:

/ С « / Г 'и * + .
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6v 1бу ерда ( I . I ) .  (2,2). (3.4) 6К~ ва (2.1), (3.*) € К +
4. 0 нинг сон кийматини топамиз:

0 — m ах X ц—X ̂ —50.
V * ~

Янги таянч режани аниклаймиз ва уларни 9.13- жадвалга 
жойлаштирамиз:

а, \ bj 200 200 100 100 250 U j

too
10 

5 0 - в
4

Г Г
1
5 0 + 9

4

Г -7 О

250
2
50 +  0

7
100 -в

10 6

\= Гз
i t

Г=2? - а

200 * R 5
100

3
100

0|

-1 0

300 " г * 8
в\~22

12

СЬ1

13
250 15

ч
10 15 13 1 - 2 в  =50

Юкоридаги усул билан потенциаллар тизимини тузиб ва 
уни ечиб,

U =  (0, - 8 ,  -1 0 .  15);
У = (1 0 , 15. 13. I. - 2 )

эканини топамиз. Барча буш катакчалар учун 
-fV'y — Cii ни хисоблаймиз.

9.13- жадвалдан куринадики,
max Д(/= Д „= 2 2 .
\Х11 >0

Шу сабабли (4,2) катакчага 0 ни киритиб, Жадвалда 
к^рсатилган ёпик К контурни тузамиз ва 

0 =  min Xtj—Xu= 5 0
хvar'

эканлигини топамиз. Сунгра (9.82) формула оркали янги 
таянч режани топиб 9.14 -жадвалга жойлаштирамиз ва 
юкоридаги амалларни такрорлаймиз
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9.14 ж а д в а л
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9.15- ж а д в а л

ai\b, 200 200 100 100 250 U,

too
10 Ri 7рг 4 р 1

100
4

0 0

250 2
200

7
50 10 г -  R 5 6 г̂

11 ГГ В

200 8 F* 5100- е
3

100 *  п н

2
в \ Т 6

300
в

50+е
12 16

F 5
13
250-в 9

К - 6 -1 - 3 1 4 e= too

9.16- ж а д в а л

«/ У bj 200 200 100 100 250 и,

100
10 Rtf 7 R 4

Г Г
1
too- е

4
о + в 0

250 2
200

7
so- е 10 г —  П з Ч^

II ГГ в

200 8 {Т б
3

100 *ГГ 2
100 - 2

300 IL в150+е
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16

F*
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Vi -6 -1 5 1 4 е=5о
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9.18- ж а д в а л

• i \ b j 200 200 100 100 250 и ;

100
10

R 7 R
4
в [ Т

1
50

4
5 0 -е 0

250
2

200 7 ГГ
10,—  

Г 5
6

50
п

г* 5

200
8 F77 5 r

3
о - в ' р

2
200+в - 2

300 " R
в

200
12

100
16

R
13

R 7

ч - 3 1 5 1 4 е=о

9.19- ж а д в а л

а,\Ь/ 200 200 100 100 250 Ч

100
10

7r
4

0
1

50
4

50 0

250 2
200 7 ГГ '°R

6
50

11
R 5

200 8 Г775r 3 R 2 ГГ
2

200 - 2

300 " f *
в

200
12

100
16

R
13

R В

ч - 3 0 4 1 4



9.19- жалвалла келтирилган режа оптимал режа булади, 
чунки барча буш катакчалар учун

Д /,=  ( U i+  Vi — Ci)) <  0.

Шундай килиб, саккизинчи циклда куйидаги оптимал 
ечимга эга буламиз:

*14 =  50, *.s  =  50.
=200, X 24 =  50,

*35 =  200, *12 =  200, * 43= 100.
1 Ш „= 5 0  +  4-50 +  2- 200 +  6 - 50 +  2- 200 +

+  8-200+12.100 =  4150.

М АШ КЛ АР

1. А\ ва /4г станцияларга мос равишда 30 ва 
40 комплектлан мебель келиб тушди. At вокзалдан f l i ,  Bi 
ва В\ магазинларга 1 комплектлан мебелни етказиб бериш 
учун сарфланадиган наклиёт харажати мос равишда
2 сум, 3 сум ва 4 сумни, Aj вокзалдан эса мос равишда
2 сум, 5 сум ва 3 сумни ташкил килсин. f l i ,  Вг, f l i  
магазинларга мос равишда 15, 25 ва 30 комплектлан 
мебелни етказиб бсришда сарф килинадиган жами наклиёт 
харажати энг кам буладиган оптимал ечим топилсин

2. Куйидаги наклиёт масаласининг оптимал ечимини 
потенциал усули билан ечинг:

ai =  70; 6, = 3 0
02 =  90; />2 =  95 
аз =  50. Ьл =  25

*>4 =  60

5 3 8 4 |
6 6 3 2 
3 4 6 9 )

X Б О Б

ВАРИАЦИОН Х.ИСОБ Х.АКИДА БОШЛАНГИЧ 
МАЫ1УМОТЛАР

10.1-f  ОПЕРАТОРЛАР ВА ФУНКЦИОНАЛЛАР ХАКИДА 
ТУШУНЧА

Бизга олий математика курсилан маълумки, тупламлар 
орасидаги муносабат асосан акслантириш оркали аникла-
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над" Бирор X тупламни иккинчи Y тупламга акслантириш 
учун X нинг хар бир элементини Y тупламнинг бирор 
элсмснтнга мос келтириш керак. Масалан, у= х '2 функция 
Р хакикий сонлар тупламидаги х элементга манфий 
булмаган хакикий сонлар туплами D+ даги у  элементни 
мос куяди, яъни D тупламни D+ тупламга акс эттиради. 
умуман хар кандай функция сонларнинг маълум бир 
тупламини бошка бир сонлар тупламига акс эттиради.

Аммо, бу акс эттиришларни амалга ошириш учун бирор 
коида ёки конун берилиши керак. Масалан, у = х г функци- 
яд аги  коида берилган сонни квадратга кутаришдан. у =  у *  
функцияда эса илдиздан чикаришдан иборатдир. Шу 
коидаларга кура тупламларни акс эттира туриб, биз 
муайян амални бажарамнз. Бу холда тупламлар орасидаги 
акс эттириш жараёнини шартли равишда у = А х (Х  £Х, 
y€Y) куринишда ёзиш мумкин.

I- таъриф. Ихтиёрий X ва Y тупламлар учун аксланти­
риш коидаси А оператор деб аталади. Агар X тупламнинг 
хар бир х элементига аник А коида асосида Y тупламнинг 
биттагина у элементи мос келтирилган булса, X тупламда 
А оператор берилган дейилади. X туплам А операторнинг 
оницлиш co jfa cu , х эса А операторнинг аргументи 
дейилади.

Демак бирор оператор берилди дейиш учун шу опе­
ратор ёрдамида бажарилиши керак булган амаллар аник 
ва т^ла таърифланиши шарт. Масалан, куйидаги 

вилл+ 0 12*2  +  ... +  a tmx m= y i \
021*1 +  022*2 +  ... +  dlmXm =  у*.
................................................... (Ю .1)
a „ 1*1 +  0 , 2*2 + . . .  +  a „ „ x m =  у „  

алгебраик тенгламалар тизими ёрдамида т улчовли Х =
=  (*|, * 2..... Хт) вектор п улчовли К =  (у I, У‘2,...,У„) векторга
мос келтирилади, яъни Rm векторлар фазоси R„ векторлар 
фазосига акс эттирилади.

Агар
Ои 0,2 .. • а . *

А =
о 2, а и .. • а 2т

• а , *
матрица китирилса, (10.1) нн куйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:
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У +  Ах. ( 10.3 )

Курилаётган А оператор маънога эга булиши учун 
(10.3) дан (10.1) га утиш коидаси берилган булиши шарт. 
Бу коида матрицани векторга купайтириш амали деб 
аталувчи ушбу

К ,=  2  */ (1= 1, я)

формула билан аникланади.
Маълумкн, дифференциал тенгламалар функционал 

тупламларни бир-бирига акс эттиради. Масалан,

^ +2 /7(0  dX} ‘t ) + q ( l ) x ( t )= y ( t )  (10.4)

тенгламада онераторни

л - ^ + ^ ъ + ч

ифода ёрдамида киритсак, (10.4) куйидаги куринишга 
келади

А х = у . (10.5)

Демак, у =  Ах оператор берилиши учун:
1) иккита X ва Y туплам;
2) А операторнинг аник маъноси берилиши керак. 
Оператор оркали мухандислар амалиётида учрайдиган

деярли хамма тенгламаларни ягона усул билан ифодалаш 
мумкин. Бу эса хар хил масалаларни умумий нуктаи 
назардан караб, уларни текшириш имконини беради.

2 -таъриф. Агар операторнинг кийматлари сохаси 
Y хакикий сонлардан иборат, яъни Y = R  булса, бундай 
оператор функционал деб аталади.

Масалан, X векторлар туплами булсин. X дан бирор 
я векторни белгилаб олиб, функционал сифатида А х =  (дг, 
л) скаляр купайтмани мумкин. Шунга ухшаш, функционал 
сифатида берилган иккита А(хп\ у») ва В(х\, у\) нукта­
ларни бирлаштирувчи текисликдагн ёки фазодаги эгри 
чизикли ёйнинг узунлиги / ни хам олиш мумкин (28- раем).

Олий математикадан маълумкн, агар эгри чизик. 
тенгламаси у = у ( х ) маълум булса, у холла ёйнинг 
узунлиги куйидаги формула (функционал) ёрдамида 
топилади:
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l ( y ( x ) ) =  j  yjl +  {y ' { x) )2dx. (10.6)

Г  Ихтиёрий сиртнииг S юзаси хам функционал хисобла- 
нади. Агар сирт тенгламаси г =  г(х, у) булса, у холда юза 
S (функционал) куйидагича топилади:

- I j i + ^ f + ^ J d x d y ,  (Ю.7)
D ’

бу ерда D сиртнинг XOY текислигига проекцияси. 
Механикадаги инерция моменти, статик моментлар, бир 
жинсли эгри чизик ва сиртларнинг огирлик марказлари 
хам функционаллар хисобланади.

Келтирилган мисоллар асосида куйидаги н а т и ж а г а  
кел и ш  мумкин: функционал деб, шундай узгарувчи 
микдорларга айтиладики, уларнинг кийматлари бир ёки 
бир неча функцияларни танлаш оркали аникланади. 
Функционаллар операторларнинг хусусий холларилир. 
Маълумки, y = f ( x ) берилиши билан сонга сон мос 
кел тир и ла р  эди. Демак, функция билан функционални 
фарклай билиш керак.

10.2-1. ВАРИАЦИОН Х.ИСОБНИНГ УЧ МАСАЛАСИ

Вариацион хисобнинг пайдо булишига (XVII аср) ва 
Жадал суръат билан ривожланишига куйидаги учта 
масала асосий туртки булган

I. Брахистохрона хакидаги масала

Бу масала И. Бернулли томонидан куйилган энг тез 
думалаш чизиги брахистохрона тугрисидаги масала- 
Дир. Масала куйидагича куйилади: вертикал текисликда



битта тик тугри чизикда ётмагаи иккита О ва В нукталар 
берилган булиб, каттик жисм узининг огирлик кучи 
таъсирида О дан В га энг киска вакт ичида думалайдиган 
й}?л топилсин (29- раем). О ва В нукталарни туташтирувчи 
энг киска йул тугри чизик булсада, харакатланаётган 
жисм факат уз огирлик кучи таъсирида думалаётган 
б^лганлиги сабабли бу масаланинг ечими тугри чизик 
булмайди.

Куйилган масала

Иу(*)) =

Т

:  I

29- раем

У ч - (  у1 (ж))2
V 2</</(лг) dx ( 10.8)

функционалга минимум киймат берувчи у = у  (х ) функ­
циями топиш масаласига келтирилади.

Брахистохрона тугрисидаги масаланинг ечими И. Бер­
нулли, Г. Лейбниц, Я. Бернулли, И. Ньютон ва Г. Лопиталь 
томонидан берилган булиб, бу чизик циклоида эканлиги 
аникланган.

2. Геодезик чизик хакидаги масала

Бирор <р(х,у,г) =0сиртнинг берилган иккита нуктасини 
бирлаштирувчи чизиклар ичида энг кичик узунликка эга 
б\.иани топилсин. Бундай энг киска чизик г е о д е з и к  
ч и з и к  дейилади.

Бу масала

L (y (x ) ,z (x ) ) =  J У Г  +  < **(* )> *+ $ '(* ))*фс (Ю.9) 
*0

функционалга минимум киймат берувчи функцияларни 
топишга келтирилади. Бу шартли экстремум масаласи 
булиб, у(х ) ва г(х ) функциялар

9 (x ) j/(x ); г (х ))  = 0  (10.10)

/л м - раем
шартни каноатлантириши зарурдир (30-раем).

Бу масалани Я. Бернулли ечган.

3. Изопериметрик масала

Энг катта S юзани чегараловчи, узунлиги / га тенг 
булган берк чизик топилсин.

Бу масала хам функционалнинг экстремумини топишга 
келтирилади. Бу ерда узига хос булган кушимча шарт 
эгри чизик узунлигининг узгармас булишлик шарти 
юклатилади, яъни

10.11)
/ = $ А / И ' » Ч ( У < 0 ) ’  d t "

функционал узгармас кийматиии саклайди. Бундай турда- 
ги масалаларни ечиш усули Л. Эйлер томонидан ишлаб 
чикилган.

Вариацион хисобнинг энг содда масаласи, ушбу

F (u )=  \0>(xtu,u')dx (10.12)

функционал энг кичик киймат берувчи ва
ы (а )= Л ; u ( f t ) * f i  (10.13)

шартларни каноатлантиралиган ы(дс) функцияни топиш- 
дан иборат. Бу ерда Ф — уз аргументларига нисбатан 
узлуксиз ва дифференциалланувчи функциядир. Шундай 
килиб, вариацион хисоб функционалларнинг максимал ва 
минимал (экстремал) кийматларини топиш усулларини 
урганади. Механика ва физиканинг купгина конунлари 
каралаётган жараёнларда масала функционалларнинг 
уз максимуми ёки минимумига эришнш кераклиги таедики- 
га келтирилади. Конунларнинг бундай тарзда баён



этилиши механика ва физиканинг вариацион тамойили 
(принцинн) номи билан юритилади.

10.3-f  ФУНКЦИЯ ВА ФУНКЦИОНАЛ ОРАСИДАГИ УХШ АШ ЛИК

Вариацион масалаларни ечиш усуллари, яъни функци- 
оналларни максимум ва миннмумга текшириш билан функ- 
цияларни максимум ва миннмумга текширишнинг якин 
ухшашлнги бор. Шунинг учун функция ва функционал- 
ларга оид баъзи маълумотларни солиштирнб чикайлик:

1. Ф у н к ц и я .  Агар г узгарувчи х узгарувчининг 
функцияси булса, у холда куйидагича белгиланади:

г = 1 (х ).
Бу богланиш оркали х нинг олиши мумкин булган 
кийматлар сохасига тегишли хар бир сон учун мос х сони 
топилади, яъни функция оркали сонга сон мос кетирилади.

Ф у н к ц и о н а л .  Узгарувчи микдор V, у(х) функция- 
га боглик булган функционал дейилади ва 

V = V [(y (x )]
оркали белгиланади, яъни бирорта тупламга тегишли 
булган хар бир у(х) функцияга унга мос V киймат тугри 
келса, демак функционал оркали функцияга сон мос 
келтирилади.

2. А р г у м е н т  о р т т и р м а с и .  f(x) функция аргу- 
меити х нинг ортирмаси деб, бу узгарувчининг иккита 
киймати орасидаги айирмага айтилади ва куйидагича 
белгиланади:

\х =  х — Х\.

V\j(x)\ ф у н к ц и о н а л  а р г у м е н т и  у(х) н и н г  
о р т т и р м а с и  ё к и  в а р и а ц и я  с и деб иккита функ­
ция орасидаги айримага айтилади ва куйидагича белгила­
нади:

Ьу =у( х)  - у i(x ).
Бу ерда у(х) бирорта функциялар тупламига тегишли ва 
ихтиёрий узгара олади деб фараз килинади.

3. f ( x ) ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .  f(x) 
функция узлуксиз дейилади, агар аргумент х нинг кичик 
узгаришига / ( дг) функциясининг кичик узгар»»1И мос 
келса.

V\f(x)\ ф у н к ц и о н а л  н и н г  у з л у к с и з л и г и .  
 ̂!/(-*■) J функционал узлуксиз дейилади, агар у(х) нинг 

кичик узгарипшга V\f(x) \ функционалнинг кичик узгари-
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ill и мос келса. Бу ерда функционалнинг аргумента булган 
у(х) функциянинг кичик узгаришини ойдинлаштирайлик. 
у(х) функциянинг кичик узгариши у = у (х )  ва у = у у(х) 
эгри чизиклар бир-бирига якин ёки кам фарк килади деган 
фикр билан бир хилдир.

1-таъриф. Агар барча х лар учун \у(х) — у, (х) | 
тенгсизлик бажарилса, у = у (х )  ва у= у\ (х ) эгри чизиклар 
нолинчи тартибли яцинликка эга дейилади. Бу ерда е >  
> 0  ихтиёрий кичик сон.

2- таъриф. Агар барча х лар учун
\ y (x )-y i (x )  | < е  ва |^(дс) -у \ (х )  | < е  

шартлар бажарилса. у = у (х )  ва у= у\ (х ) эгри чизиклар 
биринчи тартибли яцинликка эга дейилади.

Демак 1- тартибли якинликка эга булиш учун ордина- 
талар бир-бирига якин булишидан ташкари якинлик 
нукталаридан утказилган уринмалар йуналиши хам бир 
булиши, яъни якин булиши керак.

4. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л  и.  f(x )  функция­
нинг днфференциали куйидагига тенг:

Ф у н к ц и о н а л н и н г  и а р и а ц и я с и . У Ы х )! 
функционалнинг вариацияси куйидагига тенг:

6V =-~-M y{x)+a& y)]\ ._0.

10.4-f. ВАРИАЦИОН ХИСОБНИНГ ОДДИЙ МАСАЛАСИ. 
ЭЙЛЕР ТЕНГЛАМАСИ

Таъриф. Агар V\y(x)] функционалнинг у = у 0(х) эгри 
чизикка якин чизикдагн киймати V'fe/o<jc)) дан катта 
булмаса, яъни

Д К « У И * ) 1 - У М * > 1 < 0
ёки

У У Ы -* )  I
булса, мазкур функционал у —у0(х) эгри чизикда макси- 
мумга эришади дейилади.

Агар 0 шарт бажарилса, Vty(x)\ функционал
минимумга эришади дейилади. Функционалнинг экстре 
мумга эга булишининг зарурий шартларини исботсиз 
келти рамиз.
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I-теорема. Агар V\)(x)\ функционал у = у 0(х) эгри 
чизик,да максимумга ёки минимумга эришеа, у холда у =  
=  i/о (дг) да функционалнинг вариацияси нолга тенг 
булади: 6У =  0

10.2-§ ла келтирилган вариацион хисобнинг оддий 
масаласини курайлик.

V \ ,(x )]= \ F (x<y,y ')dx  (10.14)

функционалии экстремумга текширамиз. F (дг, у, у') функ­
ции барча аргументлари буйича узлуксиз биринчи ва 
иккинчи тартибли хусусий хосилаларга эга деб фараз 
киламиз. Узлуксиз хосилаларга эга булган ва куйидаги

у (а )= А , у (Ь )= В  (10.15)
чегаравий шартларни каноатлантирувчи барча функцио­
нал ичидан шундайи топилсинки, (10.14) функционал 
экстремумга эга булсин. Яьни масала вариацион хисоб- 
нинг оддий масаласи Р\(а;А) ва Р2(Ь\В) нукталарни 
бирлаштирувчи чизиклар (функциялар) ичидан (10.14) 
функционалнинг экстремумини кидиришдан иборат 
(31-раем).

2 -теорема. (10.14) функционалнинг биринчи тартибли 
узлуксиз хосилага эга булган (10.15) чегаравий шартлар­
ни каноатлантирувчи у(х) функцияда экстремумга эга 
булишининг зарурий шарти бу функциянинг Эйлер 
тенгламаси

( ,0 -,6)
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ёки

ни цаноатлантиришидан иборатдир.
Мисол. Куйидаги

2
У И * ) | =  \(y‘ -2 x y )d x , 1/ ( 1) = 0 . 1/ (2) =  — I

функционал кандай эгри чизикдаи экстрсмумга эга 
булиши мумкин?

Е ч и ш .

F(x, у, у') = у * —2ху ва 
Fy.=2y'\ F „= 2 \  F „=  —2х 
F¥,= 0 -  Ft— —2y\ Fx, = 0

булгани учун Эйлер тенгламаси куйидаги куринишга эга 
булади:

2у" — ( — 2дг) = 0
ёки

</" +  * = 0
Бу тенгламанинг умумий ечимини топамиз:

У " = ~ х .
$ < /"< /*= -  \xdx,

! / = -  у  +  С-

Jy 'dx=  —-2 ^ d x  +  C ^ d x

1/ - - 1 . х > + С г х +  С,

С| ва Сз узгармасларни у (1) = 0  ва у (2) =  — 1 чегаравий 
шартлардан топами»:

«/(!) = - {  +  С, +  С2= 0 .

«/(2) =  - { . 8  +  2C,-|-C2= - l .

tT ( x ) - F „ + iS ( x )  . F ^ + F ' f - F ^ O  (10.17)

197



с , + с , =  '.

2С, +  С ,=  j ,

C , =  j ;  С 7= 0 .

Демак, берилган функционал

»w----T + W » 1-***
эгри чизикда экстремумга эга булади. Шуни эслатиб утиш 
керакки, Эйлер тенгламаси иккинчи тартибли дифференци­
ал тенглама булиб, хар доим хам интеграллаш осон 
булавермайди.

10.5-f . ЭЙЛЕР ТЕНГЛАМАСИНИНГ ХУСУСИЙ ХОЛЛАРИ

Эйлер тенгламасининг куйидаги соддалаштирилган 
куринишларинн куриб чикайлик.

1. F функция у' га боглик эмас; бу холда F=F(x\y) 
булади ва Эйлер тенгламаси (10.17):

FAx, У ) = 0  (10.18)
куринишга келади (чунки F , = 0). Бу холда (10.15) чега- 
равий шартлар бажарилмаслиги мумкин. Шунинг учун 
каралаётган вариацион масаланинг ечими мавжуд 
булмаслиги мумкин.

2. F функция у'(х) га чизикли боглик, яъни
F(x . у, у') = М (х , у) + N (х, у) •«/'. (10.19)

Эйлер тенгламаси (10.17) куйидаги куринишга келади;
6 M _ d N = Q  (10.20)
ду ду

Умуман айтганда (10.20) тенглик билан берилган эгри 
чизик чегаравий шартларни каноатлантирмайди, демак, 
вариацион масала бу холда ечимга эга эмас.

Мисол.

V\f(x)\=  j ( i f + x ' - t f W x ,
о

1/(0) = 0 ;  1/(1) = Я
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функционалнинг экстремаллари топилсин.
Е ч и т .  F=y*-\-x -у' булгани сабабли Эйлер тенгла- 

маси (10.17) у —х = 0  булади.
I у (0) = 0  чегаравий шарт бажарилади. Иккинчи чегара­
вий шарт эса факат Р =  1 дагина бажарилади. РФ  1, да 
эса берилган чегаравий шартларни каноатлантирувчи 
экстрсмаллар мавжуд эмас.

Г 3. F функция факат у ' га боглик, яъни
F ^ F (y ')  (10.21)

булсин. Бу холда Эйлер тенгламаси (10.17) куйидаги 
куринишга эга булади:

y " -F ,у = 0 .  (10.22)

Бу ердан у " (х )  = 0  ёки y =  C\x +  Cj иккита С| ва С2 
параметрларга эга булган тугри чизиклар оиласини 
топамиз. Демак бу холда экстремаллар тугри чизнклардан 
иборат булади.

4. F функция факат х ва \/ га боглик. яъни

F = F (x ,y ')  (10.23)
булсин. Бу холда Эйлер тенгламаси (10.17)

~ F , ( x , y ' ) =  0 (1(&4)

куринишда булада. Бу ердан
F„(x, I / ')= С ,

ни хосил киламиз.
i 5. F функция факат у ва у" га боглик, яъни

F = F (y ,y ')  (10.25)
булсин. Бу холда Эйлер тенгламаси (10.17) куйидаги 
куринишда булади:

F - F ^ y ' - F ^ . y " = 0 ,  (10.26)

чунки Fw =*0 булади.
(10.26) тенгламани интеграллаш учун аввал хар 

иккала томонини у’ га купайтирамиз, у холда куйидагига 
эга буламиз:
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