
Таким образом, площадь Д  О а О ь О с  (обозначим со Q )  будет
ас ъ

sin “ j "  sin —ж

Т “ COS —5 - апс г

ас sin6
. л  . в  е  •

sin - 5- sin - л - sin n r
0 )

Найдем sin - 5- :

Л л f  1 — cos Л /  1 / 6* -f- с* — аа \
Т =  '  ------ 2--------- К  Х ( ‘ - ------- 2Ьс----- )sin

л Г  (Р  —  Ь)(р — Г-) 
V  Ьс

' я * 0Так же находятся sin —у * 11 8*п “у *  Заменяя их в (1), подучим 

Л „ °Ьс
Q =  S 2 ( р - а ) ( р -Ь ) [р - с )  » 

а объем пирамиды МОа(\Ос будет

„  Saber 1 4
“  3 ( р - а ) ( р - 6 ) ( р - с )  =  3 в 6 е =  3

РАЗДЕЛ 3

161. Нет, не во всяком.
162 . Указанным свойством обладает пирамида, у которой два 

противоположных двугранных угла тупые.
163 . Докажите, что если прямая пе перпендикулярна плоскос

ти и образует равные углы с двумя пересекающимися прямыми 
этой плоскости, то проекция этой прямой на плоскость также об
разует равные углы с  темн же прямыми, т. е. параллельна биссект
рисе какого-то из двух углов, ими образованного.

164 . Треугольник, четырехугольник и шестиугольник. Сече- 
пие куба но может быть правильным пятиугольником, поскольку 
у сечения, имеющего более трех сторон, найдется хотя бы одна па
ра параллельных сторон, а у правильного пятиугольника парал
лельных сторон нет.

165 . Отложим па ребрах трехгранного угла от вершины S 
равные отрезки S A , S B , S C .  Обозначим через О проекцию S  на 
плоскость А ВС .  Треугольники A S B  и АОВ —  равнобедрепныо с 
общим основанием А В, причем боковые стороны треугольника АОВ 
меньше боковых сторон треугольника A S B .  Следовательно, АОВ >  
>  а !П}. Аналогичные неравенства верны для других углов. Таким 
образом,

'a s b  + ‘ТПГс +~С?А <^АОЪ +  ЙО& +  СОА <  2л.
(Последняя сумма равпа 2я ,если  О — внутри & А В С ,  и меньше 2л, 
если О —  вне & А В С .)
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f /faH  доказательства второй части возьмем произвольную точку 
внутри данного угла и опустим из пео перпендикуляры на грани 
данного угла. Эти перпендикуляры будут являться ребрами дру
гого трехграпного угла. (Полученный угол называется дополни- 
г тельным к даппому трехграппому углу. Этот прием является стан
дартным приемом в геометрии трехграпных углов.) Двугранные уг

лы данного трехграниого угла дополняются до л  пло ским и  углами 
Г дополнительного трехгранного'угла, и наоборот. Если а, р, у — 

двугранные углы данного трехгранпого угла, то, используя выше 
доказанное неравенство для плоских углов, будем иметь (л  — а ) +  
+  (я  — Р) +  (я — Y) <  2 я , откуда следует, что а  +  3 +  у >  л .

1 6 6 . 1) Пусть S  — вершина угла, М  — точка на ребре, М х 
и л /, — проекции Л/ па два других ребра, N  — проекция М  па 
противоположную грань. Предположим, что ребро S M  соответст
вует двугранному углу С. Если | S M  | =  а, то, находя последова
тельно j .9Mi |, а затем пз Д  M M XN — \MN\, или, по-другому, сна- 

5 *  чала | А Л/, |, а затем пз Д  M M tN  — |Л/ДГ|, придем к равспству

• | M N  | =  a sin a  sin В  =  a sin 3  sin А ,
т. е.

sin а    sin ft
sin A sin Ь *

2) Обозпачим через а ,  Ь и с  единичные векторы, направленные по 
ребрам трехгранного угла (а  противолежит плоскому углу величины 
а  Ь — Э, с — у). Вектор Ь можно представить в виде: Ь == a  cos у +  
+  Л. где | л j =  sin у» Л — вектор, перпендикулярный а ,  анало
гично с  =  a  cos Р +  £ , где | \ | =  sin 0 , \ перпепдпкуляреп а .  
Угол между векторами л и \ равен А.

Перемножая скалярно Ь и с , получим

be  =  cos а  =  (о  cos у +  Л) ( «  cos 3  +  |) =
= c o s  Р соз y +  sin 3  sin у cos А,

что н требовалось.
3) Опустим пз точки внутри угла перпендикуляры па грани 

данного угла. Получим, как известпо (см. задачу 165), трехгранный 
угол, дополнительный к данному. Плоские углы данного трехгран
ною угла дополняют до я двугранные углы дополнительного. При
меняя к дополнительному трехграппому углу 1-ю теорему косину
сов, получим паше утверждение.

167 . Воспользуйтесь 1-й теоремой косинусов (см. задачу 166).
1 6 8 . Воспользуйтесь 2-й теоремой косинусов (см. задачу 166). 
169# Сумма всех плоских углов тетраэдра равна 4л . Зпачит,

найдется вершина, сумма плоских углов при которой не большо л . 
Все плоские углы при этой вершине — острые. В противпом случае 
один угол был бы больше суммы двух других.

1 7 0 . Этим свойством обладает ребро, имеюгцео наибольшую 
длину.

171 . Пусть А В С  — перпендикулярное сеченио, | ВС  | =  а,
I С А | =  6, | А В  | =  с. Проведем через А сечение A B xC i ( B  п В<, 
С и Cf  — па соответствующих ребрах). Пусть, далее | В В Х | =  | х  |,
| ССХ I =  | у |. (Если В х и Cf — по одну сторону от плоскости Л В С 9 
то х  и у — одного знака, еслп по разные стороны, то знаки х  п у 
различны). Д ля того чтобы А В ХСх был правильным, необходимо п

4* 09
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга содержит 340 различных задач 
по стереометрии и является естественным продолжением 
вышедшей книги автора «Задачи по геометрии: Плани
метрия» — М.: Наука, 1982 («Библиотечка «Квант», 
вып. 17). В связп с этим автор считает возможным огра
ничиться в предисловии лишь замечаниями, непосред
ственно относящимися к данной книге.

Задачи этого сборника разбиты на два больших разде
ла: задачи на вычисление и задачи на доказательство.

Наиболее простые задачи первого раздела снабжены 
лишь ответами, другие — краткими указаниями, наиболее 
трудные — более подробными указаниями и решениями. 
Здесь следует сделать две оговорки. Во-первых, в боль
шинстве случаев решения задач лишь намечены, ряд де
талей предлагается рассматривать читателю. Во-вторых, 
неся ответственность за предлагаемые решения, автор 
не считает целесообразным рекомендовать своп решения 
в качестве образца на конкурсном экзамене.

Во втором разделе собраны различные геометрические 
факты и теоремы, задачи на максимум и минимум (некото
рые задачи этого раздела можно было бы отнести и к пер
вому), задачи па геометрические места точек; здесь же 
рассматриваются некоторые вопросы геометрии тетраэд
ра, сферической геометрии и т. п.

Говоря о методах решения задач, предлагаемых 
в сборнике, приходится констатировать, что, ио сравнению 
с задачами по планиметрии, резко возрастает удельный 
вес аналитических, счетных методов. Трудные стереомет
рические задачи предъявляют более высокие требования 
к общепрофессиональной подготовке читателя, к его уме
нию проделать достаточно громоздкую вычислительную 
работу.

Автор



РАЗДЕЛ 1 '

ЗАДАЧИ ИЛ ВЫЧИСЛЕНИЕ

1. Дай куб с ребром а. Две вершины прлвиль~ 
ного тетраэдра лежат на его диагонали, а дне оставшие
ся — на диагонали его грани. Найти объем тетраэдра.

2. В основании четырехугольной пирамиды лежит пря
моугольник, высота пирамиды А. Найти объем пирамиды, 
если известно, что все ее пять граней равновелики.

3. Среди пирамид, все ребра которых равны а, найти 
объем той пирамиды, которая имеет наибольшее число ребер.

4. Вокруг шара описана правильная усеченная че
тырехугольная пирамида, апофема которой равна а . 
Найти ее боковую поверхность.

5. Определить угол при вершине осевого сечения ко
нуса, если его объем в три раза больше объема вписанного 
в него шара.

6. Три шара касаются плоскости данного треуголь
ника в вершинах треугольника и между собой. Найти ра
диусы этих шаров, если стороны треугольника равны a t 
Ь и с.

7. Найти расстояние между скрещивающимися диаго
налями двух соседних граней куба с ребром а. В каком 
отношении делит каждую из этих диагоналей их общий 
перпендикуляр?

8. Доказать, что площадь проекции многоугольника, 
расположенного в плоскости а , на плоскость р равна 
S  coscp, где S  — площадь многоугольника, <р — угол 
между плоскостями а  и р.

9. Даны три прямые, проходящие через одну точку А. 
Пусть В х и В % — две точки на одной прямой, Сх и С2 — 
на другой, Dx и D2 — на третьей. Доказать, что

У ЛПгСгПг | Л В Х | ■ | А С , \. | , Ш, |
a DiC tih ~ ТЖ ГТЖ м Ж Г"

10. Пусть а , р и у — углы, образованные произволь
ной прямой с тремя попарно перпендикулярными пря
мыми. Доказать, что cos2 ос +  cos2 р +  cos2 у =  1.
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и. Пусть S п Р — площади Двух г - тетраэДР°* 
а -  длина их общего ребра, а  — дпугрп;„П̂  гГ0Л меЖЛУ 
ними. Доказать, что объем тетраэдра V может быть вай- 
дел по формуле ' '  -У:

2SP  sin а
‘Ап

12. Доказать, что для объема произвольного ТстряэД*
pa V справедлива формула V == —  abd sin  ср, где а и Ь — Два
противоположных ребратетраэдра, d — расстояние между 
ними, (р — угол между ними.

13. Доказать, что плоскость, делящая пополам дву- 
граппый угол при каком-либо ребре тетраэдра, делит 
противоположное ребро на части, пропорциональные пло
щадям граней, заключающих этот угол.

14. Доказать, что длй объема V многогранника, опи
санного около сферы радиуса /?, справедливо равенство
V =  - ^ S nMt где Sn — полная поверхность многогран
ника.

15. Дан выпуклый многогранник, все вершины ко
торого расположены в двух параллельных плоскостях. 
Доказать, что его объем можно вычислять по формуле

К =  А (5 1 +  5 а +  45),

где — площадь грани, расположенной в одной плоско
сти, S2 — площадь грани, расположенной в другой плос
кости, S  — площадь сечения многогранника плоскостью, 
равноудаленной от двух данных, h — расстояние между 
данными плоскостями.

1G. Доказать, что отношение объемов сферы и описан
ного около нее усеченного конуса равпо отношению их 
полных поверхностей.

17. Доказать, что площадь части поверхности сферы, 
заключенной между двумя параллельными плоскостями, 
пересекающими сферу, можно найти по формуле

S  =  2лДА,• л •

где П — радпус сферы, А — расстояние между плоско
стями.

18. Доказать, что объем тела, получающегося при 
вращении кругового сегмента вокруг диаметра, его по
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пересекающею, можно вычислять по формуле

V  =  *4“ ла*Л,о

где а — длина хорды этого сегмента, a h — проекция этой 
хорды на дпамотр.

19. Доказать, что отрезки, соединяющие першими 
тетраэдра с точками пересечения медиан противополож
ных граней, пересекаются в одной точке (центре тяжести 
тетраэдра) и делятся в ней в отношении 3 : 1 (считая от 
вершин).

Доказать также, что в этой же точке пересекаются от
резки, соединяющие середины противоположных ребер, 
и делятся этой точкой пополам.

20. Доказать, что прямые, соединяющие середину вы
соты правильного тетраэдра с вершинами тон грани, на 
которую эта высота опущена, попарно перпендикулярны.

21. Доказать, что сумма квадратов длин ребер тетра
эдра в четыре раза больше, чем сумма квадратов расстоя
ний между серединами его скрещивающихся ребер.

22. Дан куб ABCDAXB XCXDX *) с ребром а, К  — сере
дина ребра DDX. Найти угол п расстояние между прямы
ми С К и A XD.

23. Найти угол и расстояние между двумя скрещиваю
щимися медианами двух боковых граней правильного тет
раэдра с ребром а.

24. В основании пирамиды SABCD  лежит четырех
угольник A BCD. Ребро SD является высотой пирамиды. 
Найти объем пирамиды, если известно, что | А В  | =  
=  | ВС | =  / 5 ,  | AD | =  I DC | =  / 2 ,  | ЛС | =  2,
| SA | +  | S B  | =  2 +  ]/Т .

25. В основании пирамиды лежит правильный тре
угольник со стороной а, боковые ребра имеют длину Ь. 
Найти радиус шара, касающегося всех ребер пирамиды или 
их продолжений.

26. Сфера проходит через вершины одной грани куба 
и касается сторон противоположной грани куба. Найти 
отношение объемов шара и куба.

27. Ребро куба ABCDAXBXCXD X равно а. Найти радиус 
сферы, проходящей через середины ребер AAit В В Х и 
через вершины А и Сх.

*) ABCD  u AXB XCXDX —  две грани куба, А Л х, В В Х, ССХ, D D X—  
его ребра.
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28. В основании прямоугольного параллелепипеда ле
жит квадрат со стороной а, высота параллелепипеда ран, 
на Ь. Найти радиус сферы, проходящей через концы сто , 
роны АВ  основания и касающейся граней параллелепи
педа, параллельных А В .

29. В сферу радиуса В  вписана правильная треуголь 
пая призма со стороной основания а. Найти площадь сече 
ния призмы плоскостью, проходящей через центр сферы 
и сторону основания призмы.

30. Два шара одного радиуса и два другого расположе
ны так, что каждый шар касается трех других и данной 
плоскости. Найти отношение радиуса большего шара 
к меньшему.

31. Дан правильный тетраэдр A BCD с ребром а. Най
ти радиус сферы, проходящей через вершины С и D и 
середины ребер Л В и АС.

32. Одна грань куба лежит в плоскости основания 
правильной треугольной пирамиды, на одной из боковых 
граней пирамиды лежат две вершины куба, а на двух дру
гих по одной. Найти ребро куба, если сторона основания 
пирамиды равна а, а высота пирамиды к.

33. Двугранный угол при основании правильной 
л-угольной пирамиды равен а. Найти двугранный угол 
между соседними боковыми гранями.

34. В треугольной призме ABCAiBtCi *) проведены 
две плоскости: одна проходит через вершины Л, В и С,, 
а другая — через вершины А г, В { и С. Эти плоскости 
разделили призму на четыре части. Объем меньшей 
из этих частей равен V. Найти объем призмы.

35. Через точку, находящуюся на расстоянии а от 
центра шара радиуса / ? ( / ? ] >  а), проведены три попарно 
перпендикулярные хорды. Найти сумму квадратов отрез
ков хорд, на которые их делит данная точка.

36. В основании правильной треугольной призмы ле
жит треугольник АВС  со стороной а. На боковых ребрах 
взяты точки Л х, В х и С|, удаленные от плоскости основа 
ния соответственно на расстояния а/2, а, За/2. Найти уго л  
между плоскостями ЛВС  и А ХВ ХСХ.

37. Сторона основания правильной четырехугольно!! 
пирамиды равна апофеме боковой грани. Через сторону 
основания проведено сечение, делящее пополам поверх-

*) А ВС  к A l BlCf — основания призмы, АЛ  j, B B lt ССХ — »’0 
боковые ребра. Точно так жо следует понимать это и подобные обо
значения во всех случаях, встречающихся далее в тексте.
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ь пирамиды. Найти угол между плоскостью сечения 
и плоскостью основания пирамиды.

•Г Центр шара находится в плоскости основания 
правильной треугольной пирамиды. Вершины основания 
л е ж а т  на поверхности шара. Найти I — длину линии пе- 
ресечеоия поверхностей шара и пирамиды, если радиус 
ш ар а  равен /?, а плоский угол при вершине пирамиды а.

39. В правильной шестиугольной пирамиде SABCDEP 
( 5  _  вершина) на диагонали AL) взяты три точки, делящие 
д и а го н а л ь  на четыре равные части. Через эти точки прове
дены сечения, параллельные плоскости SAB. Найти от
н ош ен и я площадей полученных сечений.

40. В правильной четырехугольной пирамиде плоский 
угол при вершине равен углу между боковым ребром и 
плоскостью основания. Определить двугранные углы меж
ду соседними боковыми гранями этой пирамиды.

41. В основании треугольной пирамиды, все боковые 
ребра которой попарно перпендикулярны, лежит тре
угольник площади S. Площадь одной из боковых граней 
Q. Найти площадь проекции этой грани на основание.

42. АВСАХВ ХСХ — правильная треугольная призма, 
все ребра которой равны между собой. К  — точка на ребре 
А В , отличная от А и Я, Л/ — па примой В ХСХ, L  —в плос
кости грани АССХА Х. Прямая K L  образует равные углы 
с плоскостями АВС  и А В В ХА Х, LM  образует равные углы 
с плоскостями ВССХВ Х и АССХА Ъ КМ  также образует рав
ные углы с плоскостями ВССХВ Х и АССХА Х. Известно, что 
| K L  | =  | КМ  | =  1. Найти ребро призмы.

43. В правильной четырехугольной пирамиде угол 
между боковым ребром и плоскостью основания равен 
углу между боковым ребром и плоскостью боковой грани, 
не содержащей это ребро. Найти этот угол.

44. Найти другранный угол между основанием и бо
ковой гранью правильной треугольной усеченней пирами
ды, если известно, что в нее можно вписать шар и, кроме 
того, существует шар, касающийся всех ее ребер.

45. Три ребра треугольпой пирамиды равны 1, а три 
других равны а. Ни одна грань но является правильным 
треугольником. В каких пределах может меняться а? Чему 
равен объем этой пирамиды?

46. Боковые грани треугольной пирамиды равновели- 
ки и наклонены к плоскости основания под углами а , р и 
Y- Найти отношение радиуса шара, вписанного в эту пи
рамиду, к радиусу шара, касающегося основания пирамиды 
и продолжении трех боковых граней.
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47. Все ребра правпльпой шестиугольной призмы рав
ны а. Найти площадь сечения, проведенного через сторону 
основании под углом а  к плоскости основания.

48. В прямоугольном параллелепипеде ABCDAxB lCxD l 
известны | АВ  | =  а, | AD | =  Ь, | АЛ t | =  с. Найти 
угол между плоскостями A BXDX и A XCXD.

49. В основании пирамиды ABCDM  лежит квадрат 
Л BCD со стороной а, боковые ребра AM и ВМ  также рав
ны а, боковые ребра СМ и DM  имеют длину 6. На грапи 
CDM , как на основании, во внешнюю сторону построена 
треугольная пирамида CDMN , боковые ребра которой 
имеют длину а. Найти расстояние между прямыми AD 
и MN.

50. В тетраэдре одно ребро равно а, противоположное 
— Ь, а остальные — с. Найти радиус описанного шара.

51. В основании треугольной пирамиды лежит тре
угольник со сторонами а, б и с ,  противолежащие боковые 
ребра пирамиды равны соответственно т ,  п и р. Найти 
расстояние от вершины пирамиды до цептра тяжести ос
нования.

52. Дан куб ABCDAXB XCXDX\ через ребро А А Х прове1 
дена плоскость, образующая равные углы с прямыми ВС 
и B XD . Найти эти углы.

53. Боковые ребра треугольной пирамиды попарно 
перпендикулярны, причем одно из них равно а и равно 
сумме двух других. Найти радиус шара, касающегося ос
нования пирамиды и продолжений ее боковых граней.

54. В основании треугольной пирамиды SABC  лежит 
правильный треугольник АВС  со стороной а, ребро SA 
равно Ь. Найти объем пирамиды, если известно, что боко
вые грани пирамиды равновелики.

55. В основании треугольной пирамиды SABC  лежит 
равнобедренный прямо^ольный треугольник АВС  (Л =  
=  90°). Углы SAD, SC А у SA?Ty SBA  (в указанном поряд
ке) составляют арифметическую урогрессию, разность ко
торой отлична от нуля. Площади граней S A B , АВС  и 
SAC  составляют геометрическую прогрессию. Найти углы, 
составляющие прогрессию.

56. В основании треугольной пирамиды SABC  лежит 
правильный треугольник АВС  со стороной а. Найти объ- 
ем^этой пирамиды, если известно, что A S V =  A S~B=  а , 
SA Ii =  р.

57. Точка К  — середина ребра А А Х куба 
ABCDAXB XCXD i ,  точка L  лежит на ребре ВС. Отрезок K L
10



касается шара, вппсапного в куб. В каком отногпенпп от
резок K L  делится точкой касания?

58. В тетраэдре ABCD дано АВС  =  BAD =  90°, 
j Л/? | =  я, | DC | =  6, угол между ребрами AD и ВС 
равен а. Найти радиус описанного шара.

59. Ребро куба и ребро правильного тетраэдра лежат 
па одной прямой, середины противоположных нм ребер куба 
и тетраэдра совпадают. Найти объем общей части куба 
и тетраэдра, если ребро куба равно а.

60. В каком отношении делит объем треугольной пира
миды плоскость, параллельная двум ее скрещивающимся 
р е б р а м и  делящая одно из других ребер в отношении 2 : 1?.

61. В правильной четырехугольной усеченной пирами
де проведено сечение через диагонали оснований и сече
ние, проходящее через сторону нижнего основания и про
тивоположную сторону верхнего основания. Угол между 
секущими плоскостями равен ос. Найти отношение пло
щадей сечений.

62. В правильную шестиугольную пирамиду вписан 
конус п около нее описан конус. Найти разность объемов 
о п и сан н о го  и вписанного конусов, если высота пирами
ды // , радиус основания описанного конуса /?.

63. Дан шар и точка внутри него. Через точку прове
дены произвольно три взаимио перпендикулярные плос
кости, пересекающие шар по трем кругам. Доказать, что 
сумма площадей этих трех кругов постоянна, п найти эту 
сумму, если радиус шара /?, а расстояние от точки пе
ресечения плоскостей до цептра шара равно d.

64. В шаре радиуса R проведен диаметр АВ. Две пря
мые касаются шара в точках А и В и образуют между со
бой угол а  (а  <  90°) На этих прямых взяты точки С и D 
так, что CD также касается шара и угол между А В и CD 
равен Ф (ср <  90°). Найти объем тетраэдра A BCD.

65. В тетраэдре два противоположных ребра перпен
дикулярны, их длины а и 6, расстояние между ними с4 
В тетраэдр вписан куб, четыре ребра которого перпенди
кулярны этим двум ребрам тетраэдра, и на каждой грани 
тетраэдра лежат в точиости две вершины куба. Найти реб
ро куба. *

66. Два равных треугольника KLM  и K LN  имеют об
щую сторону K L , fCLM =  LK N  =  я/3, | K L  | =  а,
| LM  | =  | KN  | =  6а. Плоскости KLM  и K LN  взаим
но перпендикулярны. Шар касается отрезков LM  и KN  
в их серединах. Найти радиус шара.
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67. Шар радиуса R  касается всех боковых граней тре
угольной пирамиды в серединах сторон ее основании. От
резок, соединяющий вершину пирамиды с центром шара, 
делится пополам точкой пересечения с основанием пира
миды. Найти объем пирамиды.

68. В тетраэдре три двугранных угла прямые. Один 
из отрезков, соединяющих середины противоположных 
ребер тетраэдра, равен я, а другой b (6 >  а}. Найти дли
ну наибольшего ребра тетраэдра.

69. Прямой круговой конус с вершиной S вписан в 
треугольную пирамиду SPQR  так, что окружность осно
вания конуса вписана в основание PQR пирамиды. Из
вестно, что PSR  =  л/2, SQR =  л/4, PSQ =  7я/12. Най
ти отношение площади боковой^ поверхности конуса к 
площади основания PQR пирамиды.

70. В основании пирамиды ABCDE лежит паралле
лограмм A BCD. Ни одна из боковых граней не является 
тупоугольным треугольником. На ребре DC существует 
такая точка Л/, что прямая ЕМ  перпендикулярна ВС. Кро
ме того, диагональ основания АС и боковые ребра ED и

5 5ЕВ  связаны соотношениями: \А С \^-^\ЕВ\  > -g -| £ Z )| .
Через вершину В  и середину одного из боковых ре
бер проведено сечение, представляющее собой равно
бочную трапецию. Найти отношение площади сечения и 
площади основания пирамиды.

71. Отрезок А В  единичной длины, являющийся хор
дой сферы радиуса 1, расположен под углом л/3 к диамет
ру CD этой сферы. Расстояние от конца С диаметра до 
ближайшего к нему конца А хорды А В равно \г2. Опреде
лить величину отрезка BD .

72. В треугольной пирамиде A BCD грани АВС  п 
ABD имеют площади р  и q и образуют между собой 
угол а. Найти площадь сечения пирамиды, проходя
щего через ребро А В и центр вписанного в пирамиду 
шара.

73. В треугольной пирамиде A BCD через ребро AD 
(| AD | =  а) и точку Е  — середину ребра ВС — проведе
но сечение, образующее с гранями A CD и ADB соответ
ственно углы а  и р. Найти объем пирамиды, если площадь 
сечения ADE  равна S.

74. A BCD — правильный тетраэдр с ребром а. Пусть 
Л/ — центр грани ADCy N —- середина ребра ВС. Найти 
радиус шара, вписанного в трехграннми угол А и касаю
щегося прямой M N.
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75. Ь  основании треугольной пирамиды A BCD лежит 
правильный треугольник ЛЛС. Грань BCD образует с 
плоскостью основания угол 60°. На прямой, проходящей 
через точку D перпендикулярно основанию, лежит центр 
сферы единичного радиуса, которая касается ребер А В , 
АС и грани BCD . Высота пирамиды DH  в два раза меньше 
стороны основания. Найти объем пирамиды. *

76. В треугольной пирамиде SABC  известно, что 
| АС | = '  | А В |, а ребро SA наклонено к плоскостям гра
ней АВС  и SBC  под углом 45°. Известно, что вершина А 
н середины всех ребер пирамиды, кроме S A , лежат на 
сфере радиуса 1. Доказать, что центр сферы расположен 
на ребре SA , и найти площадь грани ASC .

77. Дай куб ABCDAlB lClDl с ребром а. Найти ради
ус сферы, касающейся отрезков АСХ и ССХ% прямых АВ  и 
ВС и пересекающей прямые АС и А ХСХ.

78. Шар касается плоскости основания A BCD правиль
ной четырехугольной пирамиды SABCD  в точке А и, 
кроме того, касается вписанного в пирамиду тар а. Через 
центр первого шара и сторону основания ВС проведена 
секущая плоскость. Найти угол наклона этой плоскости • 
к плоскости основания, если известно, что диагонали се
чения перпендикулярны ребрам SA и SD.

79. На сфере, радиус которой равен 2, расположены 
три окружности радиуса 1, каждая из которых касается 
двух других. Найти радиус окружности, меньшей, чем 
данные, которая также расположена на данной сфере и ка
сается каждой из данных окружностей.

80. В прямоугольном параллелепипеде ABCDAXBXCXDX 
длины ребер А В, ВС п В В { равны соответственно 2а, а и а, 
точка Е  — середина ребра ВС. Вершины Л/ и N правиль
ного тетраэдра MNPQ лежат на прямой СХЕ У вершины 
Р и Q ~  на прямой, проходящей через точку В х и пересе
кающей прямую AD в точке F. Найти: а) длину отрезка 

^  Расст°янпе между серединами отрезков MN

81. Ребро куба ABCDAXB XCXDX имеет длину а. Точки 
Л/ н N  лежат на отрезках BD и ССХ соответственно. Пря-% 
мая MN образует угол л/4 с плоскостью A BCD и угол 
л (1 с плоскостью В В ХСХС. Найти: а) длину отрезка M N ;
б) радиус шара с центром на отрезке Л/TV, касающегося 
плоскостей A BCD и В В ХСХС.

82. Вершина А правильной призмы АВСАХВ ХСХ сов
падает с вершиной конуса, вершины В и С лежат на бо
ковой поверхности этого конуса, а вершины В х и Сх —
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на окружности его основания. Найти отношение объемом 
конуса и призмы, если | ЛЛ, | =  2,4 | АВ  |.

83. Длина ребра куба ABCDAXB XCXDX равна а. Точ
ки Р , К , L  — середины ребер А А Х, A XD X, В ХСХ соответст
венно, точка Q — центр грани CCXDXD. Отрезок Л/Л 
с концами на прямых AD и K L  пересекает прямую
и перпендикулярен ей. Найти длину этого отрезка.

84. В правильной призме АВСАХВ ХСХ длина бокового 
ребра и высота основания равна а. Через вершпну А про
ведены две плоскости: одна перпендикулярно прямой 
А В Х, вторая перпендикулярно прямой АСх. Через верши
ну Л , также проведены две плоскости: одна перпендн 
кулярно прямой А ХВ, вторая перпендикулярно прямой 
А ХС. Найти объем многогранника, ограниченного этими 
четырьмя плоскостями и плоскостью В В ХСХС.

85. Точка О — общая вершина двух равных конусов, 
расположенных но одну сторону от плоскости а  так, что 
только одна образующая каждого конуса (ОА для одного 
конуса и ОВ для другого) принадлежит плоскости а. Из
вестно, что величина угла между высотами конусов рав
на Р, а величина угла между высотой и образующей кону
са равна <р, причем 2ф <  р. Найти величину угла между 
образующей ОА и плоскостью основания другого кону
са, которой принадлежит точка В.

86. Внутри правильного тетраэдра A BCD располо
жены два шара радиусов 2В  и 3/?, касающиеся друг дру
га внешним образом, причем один шар вписан в трехгран
ный угол тетраэдра с вершиной в точке Л, а другой — 
в трехграпный угол с вершиной в точке В . Найти длину 
ребра этого тетраэдра.

87. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD  
(A BCD — основание) сторона основания равна а, а угол 
между боковым ребром и плоскостью основания равен а. 
Плоскость, параллельная диагонали основания АС и бо
ковому ребру B S , пересекает пирамиду так, что в сече- 
нпе можно вписать окружность. Определить радиус этой 
окружности.

88. Ребро правильного тетраэдра равно а. Плоскость 
Р проходит через вершину В  и середины ребер АС и AD. 
Шар касается прямых А В , Л С, AD и той части плоскос
ти Я, которая заключена внутри тетраэдра. Найти радиус 
шара.

89. В правильном тетраэдре точки М и N являются 
серединами противоположных ребер. Проекция тетраэдра 
па плоскость, параллельную M N, представляет собой че-
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тырехугольник площади 5 , один из углов которого равен 
GO. Найти площадь поверхности тетраэдра.

90. В кубе ABCDAXBXCXDX на АС взята топка М ч 
а на диагонали BDX куба взята точка N так, что NMC =  
_  go0, MNB =  45°. В каком отношении точки А/ и N 
делят отрезки АС и BDX?

91. Основанием прямой призмы ABCDAXB XCXDX слу
жит равнобочная трапеция A BCD, в которой AD парал
лельна ВС, | AD | /| ВС | =  п, п >  1. Через ребра Л А Х 
и ВС проведены плоскости, параллельные диагонали BXD\ 
через ребра DDX и В ХСХ проведены плоскости, параллель
ные диагонали А ХС. Определить отношение объема тре
угольной пирамиды, ограниченной этими четырьмя плос
костями, к объему призмы.

92. Сторона основания АВС  правильной треугольной 
призмы АВСАХВ ХСХ равна а . Точки Л/ и N являются со
ответственно серединами ребер А ХВ Х и ААХ. Проекция 
отрезка ВМ  па прямую CXN  равна а!2|^5. Определить 
высоту призмы.

93. Два шара касаются между собой и граней дву
гранного угла, величина которого ос. Пусть А и В  — две 
точки касания этих шаров с гранями (А и В  принадлежат 
разным шарам и разным граням). В каком отношении 
отрезок АВ  делится точками пересечения с поверхностями 
этих шаров?

94. Основанием пирамиды A BCD является правиль
ный треугольник АВС  со стороной 12. Ребро BD перпен
дикулярно плоскости основания и равно 10\АЗ. Все 
вершины этой пирамиды лежат на боковой поверхности 
прямого кругового цилиндра, ось которого пересекает 
ребро BD и плоскость А ВС. Определить радиус цилиндра.

95. Основанием \пирамиды служит квадрат Л BCD со 
стороной а, боковое ребро SC  перпендикулярно плоскос
ти основания и равно b. М — точка на ребре AS. Точки 
М, В  и D лежат на боковой поверхности прямого круго
вого конуса с вершиной в точке А, а точка С — в плос
кости оснозапия этого конуса. Определить площадь бо
ковой поверхности конуса.

96. Внутри прямого кругового конуса расположен 
куб так, что одно ребро куба лежит на диаметре основа
ния конуса, вершины куба, не принадлежащие этому реб
ру, лежат на боковой поверхности конуса, центр куба 
леж-ит па высоте копуса. Найти отношение объема конуса 
к объему куба.
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97. В  треугольной призме АВС А \B\C\ проведепы два 
сечения. Первое сечение проходит через ребро А В  и се
редину ребра ССХ, а второе — через ребро А 1В 1 и середи
ну ребра СВ. Найти отношение длины отрезка линии пе 
ресечения этих сечений, заключенного внутри призмы, 
к длине ребра А В.

98. В тетраэдре A BCD ребро А В перпендикулярно 
ребру CD, 'АСЬ =  ЯЪЪ, площадь сечения, проходящего 
через ребро АВ  и середину ребра DC, равна S, | DC | =  
— а. Найти объем тетраэдра A BCD.

99. Дана правильная треугольная пирамида SABC  
(S — ее вершина). Ребро SC этой пирамиды совпадает 
с боковым ребром правильной треугольной призмы 
AlB tCA2B2S  (Л ХА 2 , В ХВ2 и CS — боковые ребра, а А ХВ ХС— 
одно из оснований). Вершины Ах и В х лежат в 
плоскости грани SA В пирамиды. Какую долю от объема 
всей пирамиды составляет объем части пирамиды, лежа
щей внутри призмы, если отношение длины бокового 
ребра пирамиды к стороне ее основания равно 2/'|/’3?

100. В правильной четырехугольной усеченной пира
миде с боковыми ребрами А А Х, В В Х, ССх, DDX сторона 
верхнего основания A XB XCXDX равна 1, а сторона нижнего 
основания равна 7. Плоскость, проходящая через ребро 
В ХСХ перпендикулярно к плоскости ADXC, делит пирами
ду па две части равного объема. Найти объем пирамиды.

101. Основанием призмы ABCAlBiCl является пра
вильный треугольник АВС  со стороной а. Проекцией 
призмы на плоскость основания является трапеция с бо
ковой стороной А В  и площадью, в два раза большей пло
щади основания. Радиус сферы, проходящей через вер
шины Л, В, А х, Сх, равен а. Найти объем призмы.

102. В плоскости дан квадрат A BCD со стороной а 
и точка Л/ на расстоянии Ь от его центра. Найти сумму 
объемов тел, получающихся при вращении треугольников 
ABM, ВСМ, CDM и DAM  соответственно вокруг прямых 
АВ, ВС, CD и DA.

103. Точка D — середина ребра А ХСХ правильной тре
угольной призмы АВСАХВХСХ. Правильная треугольная 
пирамида SM NP  расположена так, что плоскость ее ос
нования MNP  совпадает с плоскостью АВС, вершина А/
лежит на продолжении АС, причем |СА/| =  у |  АС\, ребро
SN  проходит через точку D, а ребро SP  пересекает отре
зок В В Х. В каком отношении отрезок В В Х делится точкой 
пересечения?
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104. Центры трех сфер, радиусы которых равны 3 , 
4 н 6 расположены п вершинах правильного треугольника 
го стороной И . Сколько существует плоскостей, касаю
щихся одновременно всех трех сфер?

105. Все плоские углы трехгранного угла N K LM  (N  — 
вершина) прямые. На грани LN M  взята точка Р на рас
стоянии 2 от вершины N и на расстоянии 1 от ребра MN. 
Из некоторой точки S , расположенной внутри трехгран
ного угла N K LM , в точку Р  направлен луч света. Луч 
образует угол я /4 с плоскостью MNK  и равные углы с 
ребрами KN  п MN. Луч зеркально отражается от граней 
угла N KLM  сначала в точке Р, затем — в точке Q, за
тем — в точке И . Найти сумму длин отрезков PQ и QR.

106. Основанием треугольной пирамиды A BCD яв
ляется треугольник АВСУ в котором А я/2, С =  я/6, 
\ВС | =  2\[2. Длины ребер ADy BD п CD равны меж

ду собой. Сфера радиуса 1 касается ребер ADy BD , про
должения ребра CD за точку D и Ьлоскости АВС. Найти 
величину отрезка касательной, проведенной из точки А 
к сфере.

107. Три шара, среди которых имеются два одинако
вых, касаются плоскости Р и, кроме того, попарно каса
ются друг друга. Вершина прямого кругового конуса 
принадлежит плоскости Я, а ось конуса перпендикуляр
на этой плоскостп. Все три шара расположены вне кону
са, причем каждый из них касается его боковой поверх
ности. Найти косинус угла между образующей конуса 
и плоскостью Р, если известно, что в треугольнике с вер
шинами в точках касания шаров с плоскостью один из 
углов равен 150°.

108. Объем тетраэдра A BCD равен 5. Через середины 
ребер AD и ВС проведена плоскость, пересекающая реб
ро CD в точке М. При этом отношение длины отрезка DM 
к длине отрезка СМ равно 2/3. Вычислить площадь сече
ния тетраэдра указанной пло(/Костью, если расстояниз 
от нее до вершины А равно 1. '

109. В правильную треугольную пирамиду SABC  
с вершиной S  и основанием АВС  вписан шар радиуса 2; 
высота пирамиды SK  равна 6. Доказать, что существует 
единственная плоскость, пересекающая ребра основания 
А В и ВС в некоторых точках М и N таких, что | MN | =  
=  7, касающаяся шара в точке, удаленной на равные 
расстояния от точек М и N у и пересекающая продолже
ние высоты пирамиды S K  за точку К  в некоторой точке D. 
Найти длину отрезка SD.



НО. Все ребра треугольной пирамиды ABCD  каса
ются некоторого шара. Три отрезка, соединяющие сере
дины скрещивающихся ребер, равны. Угол АВС  равен 
100°. Найти отношение высот пирамиды, опущенных из 
вершин А и В.

111. Ь пирамиде SABC  произведения длин ребер каж
дой из четырех граией равны одиому и тому же числу. Длина 
высоты пирамиды, опущенной из S  на грань АВС, равна

2 л /  а величина угла САВ равна агссоя
Найти объем пирамиды SA BC , если

| SA | 2 +  | S B  | 2 -  5 | SC | 2 =  60.

112. В плоско< ти Р  дан равнобедренный треугольник 
ЛВС  (| Л В  | =  | ВС | =  /, | АС | =  2а). Шар радиуса г 
касается плоскости Р в точке В. Две скрещивающиеся 
прямые проходят через точки А и С и касаются шара. 
Угол между каждой из этих прямых и плоскостью Р равен 
ос. Найти расстояние между этими прямыми.

113. Основанием пирамиды А ВСЕН  служит выпуклый 
четырехугольник А ВСЕ, который диагональю B E  делится 
на два равновеликих треугольника. Длина ребра А В 
равна 1, длины ребер ВС и СЕ равны. Сумма длин ребер 
АН и ЕН  равна \г 2. Объем пирамиды равен 1/6. Найти 
радиус шара, имеющего наибольший объем среди всех 
шаров, помещающихся в пирамиде.

114. В пирамиде SABC  прямая, пересекающая ребра
АС и BS  и перпендикулярная к ним, проходит через 
середину ребра BS. Грань AS В  равновелика грани BSC, 
а площадь грани ASC  в два раза больше площади грани 
BSC. Внутри пирамиды есть точка Л/, сумма расстояний 
от которой до вершин В и S  равна сумме расстояний до 
всех граией пирамиды. Найти расстояние от точки Л/ 
до вершины В , если | Я S| =  1.

115. В основании пирамиды лежит прямоугольник 
с острым углом между диагоналями а  (а  60°), боковые 
ребра ее равны между собой, а высота h. Внутри этой 
пирамиды расположена треугольная пирамида, вершина 
которой совпадает с вершиной первой пирамиды, а вер 
шины основания лежат по одной на трех сторонах прямо
угольника. Найти объем четырехугольной нирамнды, 
если все ребра треугольной пирамиды равны между 
собой, а боковые грани равновелики.

116. В треугольной пирамиде SABC  с основанием АВС 
и равными боковыми ребрами сумма двугранных углов
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С ребрами SA и SC  равна 180*. Известно, что | А В | =  at 
\БС \=* Ь. Найти длину бокового ребра.

И7- Дан правильный тетраэдр с ребром а. Сфера ка
сается трех ребер тетраэдра, выходящих из одиой вершины, 
и их концах. Найти площадь части сферической поверхно
сти, расположенной внутри тетраэдра.

118. На поверхности сферы радиуса 2 расположены 
три попарно касающиеся друг друга окружности радиуса 
гЛ2. Часть поверхности сферы, расположенная вне окруж
ностей, представляет собой два криволинейных треуголь
ника. Найти площади этих треугольников.

119. Три двугранных угла тетраэдра, не принадлежа
щие одной вершине, равны я/2. Оставшиеся три двугран
ных угла равны между собой. Найти эти углы.

120. Два шара вписаны в боковую поверхность конуса 
и касаются между собой. Третий шар проходит через дво 
окружности, по которым касаются поверхности конуса 
первые два шара. Доказать, что объем части третьего 
шара, расположенной вне конуса, равен объему части 
конуса, заключенной между первыми двумя шарами 
внутри конуса.

121. Шар радиуса В  касается одного основания 
усеченного конуса него боковой поверхности по окруж
ности, совпадающей с окружностью другого основания 
конуса. Найти объем тела, состоящего из объединения 
конуса и шара, если полная поверхность этого тела равна S.

122. Два треугольника — правильный со стороной а 
и равнобедренный прямоугольный с катетами, равными 
6 ,— расположены в пространстве так, что их центры 
тяжести совпадают. Найти сумму квадратов расстояний 
от всех вершин одного из них до всех вершин другого.

123. В правильной треугольной пирамиде SABC  
(S — вершина) точка Е  — середина апофемы грани SBC , 
а точки F , L  н Л/ лежат на ребрах А В, АС и SC  соот
ветственно, причем \AL | =  --ф-| АС\. Известно, что 
EFLM  — равнобедренная трапеция и длина ее основания 

равна \^7. Найти объем пирамидыE F
124. Дан куб ABCDAlB 1CxDl с ребром а . Основания 

цилиндра вписаны в грани A BCD и A1B lClD1. Пусть 
А/ точка на ребре А В  такая, что | AM  | =  а!3, N  — 
точка на ребре BfCx такая, что | NCX | =  а!4. Через 
точки Сх и AI проходит плоскость, касающаяся основания 
цнлицдра, вписанного в A BCD, а через А и N  — плос
кость, касающаяся основания, вписанного в A xBiCiDx.
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Найти объем части цилиндра, заключенной между пло
скостями.

125. Определить полную поверхность призмы, опи
санной около шара, если площадь ее основания равна S.

126. Центр сферы а  лежит на поверхности сферы р. 
Отношение поверхности сферы р, лежащей внутри сферы 
а , ко всей поверхности сферы а  равно 1/5. Найти отно
шение радиусов сфер а  и р.

127. Около шара описан усеченный конус. Полная 
поверхность этого конуса S. Второй шар касается боковой 
поверхности конуса по окружности основания конуса. 
Найти объем усеченного конуса, если известно, что часть 
поверхности второго шара, находящаяся внутри первого 
имеет площадь Q.

128. Около шара описан усеченный конус, основания 
которого являются большими кругами двух других шаров. 
Определить полную поверхность усеченного конуса, если 
сумма поверхностей трех шаров есть S.

129. Через вершину прямого кругового конуса про 
ведено сечение максимальной площади. Известно, что пло
щадь этого сечения в два раза больше площади осевого 
сечения. Найти угол при вершине осевого сечения конуса

130. В конус вписана треугольная пирамида SABC  
(S совпадаете вершиной конуса, Л, В  и С лежат на окруж
ности основания конуса), двугранные углы при ребрах 
£ Л , SB  и SC равны соответственно а, р и у. Найти угол 
между плоскостью SBC  и плоскостью, касающейся по
верхности конуса по образующей SC.

131. Три точки Л, В  и С, расположенные на поверх
ности сферы радиуса /?, попарно соединены дугами боль
ших кругов, меньшими полуокружности. Через середины 
дуг А В  и АС проведен еще один большой круг, Пересе- 
кающий продолжение ВС в точке К . Найти длину дугп 
С К , если | ВС | =  I (/ <  л/?).

132. Найти объем тела, полученного при вращении 
правильного треугольника со стороной а вокруг прямой, 
параллельной его плоскости и такой, что проекция этой 
прямой на плоскость треугольника содержит какую-либо 
высоту треугольника.

133. Рассмотрим тело, состоящее из точек, удаленных 
от какой-либо точки внутри или на границе плоской вы
пуклой фигуры периметра 2р  и площади S на расстояние 
не больше d. Найти объем этого тела.

134. Дана треугольная пирамида SABC . Шар радиуса
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R касается плоскости АВС  в точно С и реб^а SA в точке S. 
П и я м а я  BS  вторично пересекает шар в точке, диаметраль- 

}  ппотивоположной точке С. Найти объем пирамиды 
SABC, если | ВС | =  а, | SA | =  Ь.

135. Внутри правильной треугольной пирамиды рас
положена вершина трехгранного угла, все плоские углы 
которого прямые, а биссектрисы плоских углов проходят 
через вершины основания. В каком отношении поверх
ность этого угла делит объем пирамиды, если каждая 
грань пирамиды разделена ею на две равновеликие части?

136. Дан параллелепипед ABCDAXB XCXD X объема V. 
Найти объем общей части двух тетраэдров A B XCDX и 
AXBCXD .

137. Две одинаковые треугольные пирамиды объема V 
расположены в пространстве симметрично относительно 
точки О. Найти объем их общей части, если точка О 
ложит на отрезке, соединяющем вершину пирамиды с цен
тром тяжести основания, и делит этот отрезок отноше
нии 1) 1 : 1, 2) 3 : 1, 3) 2 : 1 , 4 )  4 : 1, считая от вершины.

138. Правильный тетраэдр объема V повернут около 
прямой, соединяющей середины его скрещивающихся 
ребер, на угол а. Найти объем общей части данного тетра
эдра и повернутого (0 <  а  <  л).

139. Ребро куба равно а. Куб повернут около диаго
нали на угол а. Найти объем общей чагти первоначаль
ного куба и повернутого.

140. На плоское зеркало под углом а  надает луч 
света. Зеркало поворачивается па угол Р вокруг проек
ции луча на зеркало. На какой угол отклонится отражен
ный луч?

141. В пространстве даны точки А, В, С и D, причем 
\ A B \ = *\ B C \ *= \ C D  |, А ВС =  BCD =  CDA =  а . 
Найти угол между прямыми АС и BD.

142. Дана правильная it-угольная призма. Площадь 
основания равна S. Две плоскости пересекают все боковыо 
ребра призмы таким образом, что объем части призмы 
между плоскостями равен V. Найти сумму длин отрезков 
боковых ребер призмы, заключенных между плоскостями, 
если известно, что плоскости не имеют общих точек вну
три призмы.

143. Гри последовательные стороны плоского выпук
лого пятиугольника равны 1, 2 и а. Найти оставшиеся 
две стороны этого пятиугольника, еслп известно, что он 
является ортогональной проекцией на плоскость пра
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вильного пятиугольника При каких значениях а  задач,-, 
имеет решение?

144. Дан куб ABCDAxBiCiDx, М — центр гран», 
А В В хА и N  — точка па ребре В ХС1% L  — середина А\Ви 
К  — основание перпендикуляра, опущенного из N и а 
ВС 1 . В каком отношении точка N  делит ребро В хСи если 
С м К  =  MKN?

145. В правильной шестиугольной пирамиде центр 
описанной сферы лежит на поверхности вписанной 
Найти отношения радиусов описанной и вписанной сфер

146. В правильной четырехугольной пирамиде центр 
описанного шара лежит на поверхности вписанного шара 
Найти величину плоского угла при вершине пирамиды.

147. В осповапии четырехугольной пирамиды SABCD 
лежит квадрат A BCD со стороной a. 0 6 i  угла между 
противоположными боковыми гранями прямые. Двугран
ный угол при ребре SA равен а. Найти объем пирамиды

148. Плоскость, пересекающая поверхность треуголь 
ной пирамиды, делит медианы граней, выходящие и 
одной вершины, в отношениях 2 : 1 ,  1 : 2, 4 : 1 соответ 
ственно (считая от вершины). В каком отношении эт<1 

плоскость делит объем пирамиды?
149. п равных конусов имеют общую вершину. Каж

дый касается двух других но образующей, а все касаются 
одной плоскости. Найти угол при вершине осевого сече
ния этих конусов.

150. Дан куб ABCDAxBxCxDy. Плоскость, проходя 
щая через А и касающаяся вписанного в куб шара, пере 
гекает ребра Л ,/?, н AXD X в точках К  п N. Определил 
величину двугранного угла между плоскостями АСХА 
и ACXN.

151. Дан тетраэдр A BCD. Другой тетраэдр — 
AxBxCxDx расположен так, что его вершины А Х1 С, 
Dx лежат соответственно в плоскостях BCD , CD A, DAB. 
ABC , а плоскости его граней А хВхСх, B xCxDx, CxDxAx 
DxAxBx содержат соответственно вершины О, Л, В и С 
тетраэдра A BCD. Известно также, что Л, совпадает 
с центром тяжести треугольника BCD , а прямые BDX. 
СВ и DCX делят пополам соответственно отрезки Л С, Л D 
АВ. Найти объем общей части этих тетраэдров, если объем 
тетраэдра A BCD равен V.

152. В тетраэдре A BCD дано | ВС | =  | CD \ - 
=  I DA |, | BD | =  | АС |, | BD | >  | ВС |, двугранным 
угол при ребре А В  равен л/3. Найти сумму остальные 
двугранных углов.
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153. Дана троугольная призма AВСАХВ ХС{. Известно, 
что пирамиды АВССи А В ВХСХ и AAxB tCi равны между 
собой Найти двугранные углы между плоскостью основа
нии и боковыми гранями призмы, если в основании лежит 
нерапнобедренный прямоугольный треугольник.

154. В правильном тетраэдре A BCD с ребром а 
в плоскостях BCD , CD A, DAB и АВС взяты соответст
венно точки Л ь  В и С\ и D i так> что прямая А ХВ Х перпен
дикулярна плоскости BCD , В ХСХ перпендикулярна плос
кости CDA, CXD X перпендикулярна плоскости DAB и, 
наконец, DXA X перпендикулярна плоскости АВС. Найти 
объем тетраэдра A XB XCXDX.

155. п равных шаров радиуса R касаются боковой 
поверхности изнутри и плоскости основания конуса, при
чем каждый шар касается двух соседних; п шаров радиуса 
2R расположены аналогичным образом, касаясь боковой 
поверхности с внешней стороны. Найти объем конуса.

156. Дан куб ABCDAXB XCXDX. На отрезках Л Л 1 и ВСХ 
взяты точки М и N так, что прямая MN пересекается 
с прямой B XD. Найти

\ВСХ\ | AM |
I BN  I I А Л Х |

157. Про тетраэдр известно, что все его грани — подоб
ные, но пе все равные между собой треугольники. Кроме 
того, у любых двух граней есть по крайней мере одна пара 
равных ребер, не считая общего ребра. Найти объем этого 
тетраэдра, если длины двух ребер, лежащих в одной гра
ни, равны 3 и 5.

158. Даны три взаимно перпендикулярные прямые, 
расстояние между любыми двумя равно а. Найти объем 
параллелепипеда, диагональ которого лежит на одной 
прямой, а диагонали двух соседних граней на двух дру
гих прямых.

159. Сечение правильной четырехугольной пирамиды 
некоторой плоскостью представляет собой правильный 
пятиугольник со стороной а. Найти объем пирамиды.

160. Дан треугольник АВС , площадь которого 5 , 
а радиус описанной окружности равен R. В вершинах Л, 
В u С к плоскости треугольника восставлены перпендику
ляры, и на них взяты точки A *, В х и Сх так, что отрезки 
Л Л ь  В В I, ССХ по длине равны соответствующим высотам 
треугольника, опущенным из вершин А, В  и С. Найти 
о ъем пирамиды, ограниченной плоскостями А ХВ ХС,
AiBCu A B tCl H ABC.



РАЗДЕЛ П

ЗАДАЧИ НА ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
ЗАДАЧИ НА МАКСИМУМ-МИНИМУМ. 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА. 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТА ТОЧЕК

§ 1. Задачи на доказательство

161. Во всяком ли тетраэдре высоты пере 
секаются в одной точке?

162. Существует ли такая треугольная пирамида, что 
основания всех ее высот лежат вне соответствующих гра 
пей?

163. Доказать, что прямая, образующая равные углы 
с тремя пересекающимися прямыми плоскости, перпенди
кулярна плоскости.

164. Какие правильные многоугольники могут полу
чаться при пересечении куба плоскостью?

165. Доказать, что сумма плоских углов трехграниого 
угла меньше 2л, а сумма двугранных углов — больше л.

166. Пусть плоские углы трехгранного угла равны а. 
Р и у, а противолежащие им двугранные углы — А , В и С. 
Доказать, что справедливы следующие равенства:

.v sin а    sin Р   sin у
'  sin A sin В  sin С

(теорема сипусов для трехгранпого угла),
2) cos ос =  cos fJcos у +  sin Р sin у cos А

(1-я теорема косинусов для трехгранного угла),
3) cos А =  —cos В  cos С +  sin В sin С cos а

(2-я теорема косинусов для трехгранного угла).
167. Доказать, что если все плоские углы трехграниого 

угла тупые, то и все двугранные углы также тупые.
168. Доказать, что если у трехграниого угла все дву 

гранные углы острые, то и все плоские углы острые.
169. Доказать, что в произвольном тетраэдре найдется 

трехгранный угол, все плоские углы которого острые.
170. Доказать, что в произвольном многограннике, 

все грани которого — треугольники, найдется такое ребро, 
что все плоские углы, прилежащие к нему,— острые.
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171 Доказать, что трехгранную призматическую но- 
мвхность можно пересечь плоскостью таким образом, что 
„ се ч е н и и  будет правильный треугольник.

172 В треугольной пирамиде все плоские углы при 
вершине А — прямые, ребро ЛЯ  равно сумме двух дру
гих ребер, выходящих из А. Доказать, что сумма плоских 
углов при вершине В равна л/2.
’ 173. Любой лн трехгранный угол можно пересечь
плоскостью таким образом, что в сечении получится пра
вильный треугольник?

174. Найти плоские углы при вершине трехгранного 
угла, если известно, что любое его сечение плоскостью 
есть остроугольный треугольник.

175. Доказать, что в любом тетраэдре имеется такая 
вершина, что из отрезков, равных выходящим из этой 
вершины ребрам, можно построить треугольник.

176. Доказать, что любой тетраэдр можно разрезать 
плоскостью на две части так, что из получившихся кус
ков можно вновь сложить такой же тетраэдр, приложив 
их друг к другу иным способом.

177. Найти плоские углы при вершине трехгранного 
угла, если известно, что существует другой трехгранный 
угол с той же вершиной, ребра которого лежат в плоско
стях, образующих грани данного, и перпендикулярны 
противоположным ребрам данного угла.

178. Прямая I образует острые углы а , р и у с тремя 
взаимно перпендикулярными прямыми. Доказать, что 
а  +  Р +  V <  гс-

179. Доказать, что сумма углов, образуемых ребрами 
трехграниого угла с противоположными гранями, меньше 
сум м ы  его плоских углов.

Доказать также, что если плоские углы трехгранною 
угла — острые, то сумма углов, образуемых его ребрами 
с противоположными гранями, больше половины суммы 
плоских углов. Верно ли последнее утверждение для про
извольного трехграниого угла?

180. Доказать, что сумма четырех двугранных углов 
тетраэдра (исключая любые два противоположные угла) 
меньше 2л, сумма же всех двугранных углов тетраэдра 
заключена между 2л и Зл.

*81. Из произвольной точки основании правильной 
пирамиды* восставлен перпендикуляр. Доказать, что сум
ма отрезков от основании перпендикуляра до пересечения 
с оковыми гранями или их продолжением есть величина 
постоянная.
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182. Доказать, что если дгь  хг, хл, х€ — расстояния от 
[роизволыюй точки внутри тетраэдра до его граней, h\% 
t* А3, А4 — соответствующие высоты тетраэдра, то

183. Доказать, что плоскость, проходящая через се- 
>едиим двух скрещивающихся ребер тетраэдра, делит его 
ia две части, равные по объему.

181. Доказать, что если в основании пирамиды Л BCD 
дожит правильный треугольник АВС и DAB =  DBC =  
=  DC А, то пирамида правильная.

185. Пусть а и Ь и Ьи с и сх — пары противополож
н а  ребер тетраэдра, а , р и у — соответственно углы 
дожду ними (а, Р и у не превосходят 90°). Доказать, что 
аз трех чисел aav cos a , bbx cos р, ссх cos у одно есть сумма 
Двух других.

186. В тетраэдре A BCD ребра D A ,D B  и DC равны 
соответствующим высотам треугольника ABC (DA равно 
высоте, проведенной из вершины Л, и т. д.). Доказать, что 
сфера, проходящая через три вершины тетраэдра, пересе
кает ребра, выходящие из четвертой вершины, в трех точ
ках, являющихся вершинами правильного треугольника.

187. Дана четырехугольная пирамида MABCD , в осно
вании которой лежит выпуклый четырехугольник A BCD. 
Плоскость пересекает ребра Л/Л, М В , МС р MD соответ
ственно в точках К , L, Р и N. Доказать, что выполняется 
соотношение

BCD
\МА\

р щ +  Sadb
I мс\
\МР\

о 1МР\ 
г>АВС | MN  | +  $ACD \ м и \

\ML\ •

188. Из произвольной точки пространства опущены 
перпендикуляры на грани данного куба. Получившиеся 
шесть отрезков являются диагоналями шести кубов. До
казать, что шесть сфер, каждая из которых касается всех 
ребер соответствующего куба, имеют общую касательную 
прямую.

189. Даны три параллельные прямые. Л , В  и С — фик
сированные точки на этих прямых. Пусть Л/, N \\ L — 
соответственные точки на этих же прямых, расположенные 
по одну сторону от плоскости АВС. Доказать, что если:
а) сумма длин отрезков ЛЛ/, BN  и CL постоянна, или
б) сумма площадей трапеций AM NB , BNLC  и CLMA 
постоянна, то плоскость MNL проходит через фиксиро
ванную точку.
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190. Сумма длин двух скрещивающихся ребор тетра
эдра р*впа сумме длин двух других скрещивающихся ро- 
бер. Доказать, что сумма двугранных углов, ребрами ко
торых является первая пара ребер, равна сумме двуграп- 
вых углов, ребрами которых является вторая пара ребер 
тетраэдра.

191. Пусть О — центр правильного тетраэдра. Из про
извольной точки Л/, расположенной на одной из граней 
тетраэдра, опускают перпендикуляры на остальные тр|* 
его грани. К у L y N — основания «этих перпендикуляро|(. 
Доказать, что прямая ОМ проходит через центр тяжести 
треугольника KLN .

192. В тетраэдре A BCD ребро CD перпендикулярно 
плоскости АВС , М — середина D By N — середина А В У
К — точка на ребре CD такая, что | СК\ — \CD\.
Доказать, что расстояние между прямыми ВК  и CN равно 
расстоянию между прямыми AM  и CN.

193. В плоскости одной из боковых граней правиль
ной четырехугольной пирамиды взят произвольный тре
угольник. Этот треугольник проектируется на основание 
пирамиды, получившийся треугольник вновь проекти
руется на боковую гргшь, смежную с первоначальной. 
Доказать, что получившийся при последнем проектиро
вании треугольник подобен первоначальному.

194. В тетраэдре A BCD в грани BCD взята произволь
ная точка Ai. Через вершину А проведена произвольная 
плоскость. Прямые, проходящие через вершины 8 , С и D 
параллельно прямой А А и пересекают эту плоскость в точ
ках BuCuDf. Доказать, что объем тетраэдра А хВхСхО\ 
равен объему тетраэдра A BCD.

195. Дан тетраэдр A BCD. В плоскостях, определяю
щих его грани, взяты точки А и В и С\у Di таким образом, 
что прямые АА{У BBf,  ССи DDf параллельны между са
бой. Найти отношение объемов тетраэдров A BCD и

196. Пусть D — одна из вершин тетраэдра, М — его 
центр тяжести, О — цептр описанного шара. Известно, 
что точки D, М и точки пересечения медиан граней, со
держащих D, лежат на поверхности одной сферы. Дока
зать, что прямые DM  и ОМ перпендикулярны. •

197. Доказать, что никакое тело в пространстве не 
может иметь в точности четное число осей симметрии.

198. Дана окружность и точка А в пространстве. 
Пусть В  — проекция А па плоскость, в которой располо-
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жена окружность, D — произвольная точка окружности. 
Доказать, что проекции В на AD лежат на одной окруж 
кости.

199. В основании пирамиды ABCDE лежит четырех 
угольник ABCDy диагонали АС и BD которого перпенди
кулярны и пересекаются в точке Л/. Отрезок ЕМ  являет 
ся высотой пирамиды. Доказать, что проекции точки Л/ 
на боковые грани пирамиды лежат в одной плоскости.

200. Доказать, что, если прямая, проходящая чере.; 
центр тяжести тетраэдра A BCD и центр описанной око:н. 
него сферы, пересекает ребра АВ  и CD, то | АС | = 
=  I BD |, \AD | =  | ВС |.

201. Доказать, что, если прямая, проходящая чере 
центр тяжести тетраэдра A BCD и центр вписанной в неги 
сферы, пересекает ребра АВ и CD, то | АС | =  |BD |, 
\ A D \ - \ B C \ .

202. Дан куб ABCDAiBxCxD v. Через вершину А про 
ведена плоскость, касающаяся вписанного в куб шара. 
Пусть Л/ и N — точки пересечения этой плоскости с пря
мыми А ХВ и A\D. Доказать, что прямая MN касается впи
санного в куб шара.

203. Доказать, что для тетраэдра, у которого все пло
ские углы при одной из вершин прямые, справедливо ут
верждение: сумма квадратов площадей прямоугольных 
граней равна квадрату площади четвертой грани (теорема 
Пифагора для прямоугольного тетраэдра).

204. Доказать, что сумма квадратов проекций ребер 
куба на произвольную плоскость постоянна.

205. Доказать, что сумма квадратов проекций реб< р 
правильного тетраэдра на произвольную плоскость по
стоянна.

206. Два тела в пространстве двигаются по двум пря
мым с постоянными и неравными скоростями. Доказать, 
что существует такая фиксированная окружность в про
странстве, отношение расстояний от любой точки которой 
до этих тел постоянно и равно отношению их скоростей.

207. Дан шар и две точки А и В  вне его. Из А и В к шару 
проведены две пересекающиеся касательные. Доказать, 
что точка их пересечения лежит в одной из двух фикси
рованных плоскостей.

208. Три шара касаются плоскости данного т р е у г о л ь 
ника в его  вершинах и касаются между собой. Доказать, 
что, если треугольник разносторонний, то существуют два 
шара, касающимся трех данных и плоскости т р е у г о л ь 
ника, причем если г и р (р  >  г) -  радиусы этих шаров»
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> I радиус окружности, описанной около треугольника/ 
1 2 / 3

ТО -Г *  р
I  2 0 9 . Дан тетраэдр Л BCD. Один шар касается ребер 

АВ  и CD в точках Л и С, а другой — в точках В  и D. 
д о к а з а т ь , что проекции АС и BD на прямую, проходящую 
через центры этих шаров, равны.

210. Существует ли пространственный пятиугольник 
такой, что отрезок, соединяющий любые две не соседнее 
вершины, пересекает плоскость треугольника, образо
ванного остальными тремя вершинами, во внутренней 
точке этого треугольника?

211. Доказать, что пятиугольник, все стороны кото
рого равны между собой и углы которого также равны 
между собой, является плоским.

212. Дан параллелепипед ABCDAXB XCXDX, диагональ 
АС\ которого равна d, а объем V. Доказать, что нз отрез
ков. равных расстояниям от вершины А и В  и D до диаго
нали АС и можно построить треугольник и что, если s — 
площадь этого треугольника, то V  =  2ds.

213. Дан тетраэдр A BCD, Аи В х, Си Dx — точки пе
ресечения медиан граней BCD , CD A, D AB , ABC . Дока
зать, что существует тетраэдр A2B2C2D2, у которого ребра 
A2R2i BtCt9 C2D2 и D2А 2 равны и параллельны соответ
ственно отрезкам A A i, В В  ь  ССХ п DD х. Найти объем 
тетраэдра A2B 2CtD2l если объем тетраэдра A BCD равен V.

214. Дан тетраэдр. Доказать, что существует другой 
тетраэдр KLMN, ребра АХ, АЛ/, MN и NK  которого пер
пендикулярны соответствующим граням данного тетра
эдра и их длины численно равны площадям этих граней. 
Найти объем тетраэдра KLM N , если объем данного V.

- 215. Даны три пересекающиеся сферы. Через точку, 
расположенную на общей всем трем сферам хорде, прове
дены три хорды, принадлежащие различным сферам. Дока
зать. что концы этих трех хорд лежат на одной сфере.

216. В тетраэдре A BCD проведено сечение плоскостью, 
перпендикулярной радиусу описанной сферы, идущему 
в вершину D. Доказать, что вершины Л , В, С и точки 
пересечения плоскости с ребрами DA , D B , DC лежат на 
одной сфере.
г 217. Дана сфера, окружность на сфере и точка Я, не 
принадлежащая сфере, /(оказать, что вторые точки пе
ресечении прямых, соединяющих точку Ли точки на дан
ной окружности, с поверхностью сферы образуют окруж-
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218. Доказать, что линия пересечения двух конически* 
поверхностей с параллельными осями и равными углами 
в осевых сечениях есть плоская кривая.

219. На ребрах А В , ВСУ CD и DA тетраэдра A BCD 
взяты точки Ку L , М  и IVу расположенные в одной плоско, 
стн. Пусть Р — произвольная точка пространства. При 
мыо РКу PLy РМ  и PN вторично пересекают соответ
ственно окружности, описанные около треугольников 
РАВу РВСу PCD и PDA в точках Qy /?, S и Т. Доказать 
что точки Ру Qy By S и Т лежат на поверхности сфер!,».

220. Доказать, что ребра выпуклого четырехгранною 
угла являются образующими конуса, вершина которою 
совпадает с вершиной этого угла, тогда и только тогда, 
когда суммы противоположных двугранных углов четы 
рехгранного угла равны между собой.

221. Дан шестигранник, все грани которого — четы 
рехугольники. Известно, что семь из восьми его вершин 
лежат на поверхности одной сферы. Доказать, что и вось
мая вершина лежит на поверхности той же сферы.

222. На каждом ребре тетраэдра взята произвольная 
точка, отличная от вершины тетраэдра. Доказать, что 
четыре сферы, каждая из которых проходит через одь> 
вершину тетраэдра п три точки, взятые на ребрах, выхо
дящих из этой вершины, пересекаются ь одной точке.

§ 2 . Задачи на максимум-минимум. 
Геометрические неравенства

223. Дан двугранный угол. Прямая I лежит 
в плоскости одной из его граней. Доказать, что угол 
между прямой I и плоскостью другой грани наиболь
ший, когда I перпендикулярна ребру этого двугранного 
угла.

221. В выпуклом четырехгранном угле все плоские углы 
равны (50°. Доказать, что углы между противоположными 
ребрами не могут быть одновременно острыми или одно
временно тупыми.

225. Высота усеченной нирамнды равна Л, площадь 
среднего сечения равна S. В каких пределах может ме
няться объем этой пирамиды?

226. Найти наибольшее значение объема тетраэдра, 
вписанного в цилиндр, радиус основания которого Н, вы
сота h.

227. Основанием прямоугольного параллелепипеда 
ABCDAiBiCiDi является квадрат ABCD. Найти наиболь-
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т возможную величину угла между прямой BDt 
К о с к п с т и .  в е с , .

228. В правильной четырехугольной нризмо 
a BCDA\BxCxD x высота в два раза меньше стороны осно- 
А ипя Найти наибольшее значение угла А хМСи где М — 
точка на ребро АВ.

229. Длипа ребра куба ABCDAXB XCXDX равна 1. На 
продолжении ребра А Р  за точку D выбрана точка М так, 
что | у!Л/ | =  2уг2/5. Точка Е  —. середина ребра А хВ и 
точка F  — середина ребра DDх. Какое наибольшее зна
чение может принимать отношение | МР | / | PQ\, где точ
ка Р лежит на отрезке А Е У а точка Q — на отрезке CF?

230. Длина ребра куба ABCDAXB XCXD X равна а. Точ
ки Е и F  — середины ребер В В Х и ССХ ^соответственно. 
Р а с см а т р и в а ю т с я  треугольники, вершинами которых 
служат точки пересечения плоскости, параллельной пло
скости ABCD , с прямыми АСХу СЕ и DF. Найти наимень
шее зн ач ен и е площади рассматриваемых треугольников.

231. В правильную четырехугольную пирамиду со 
стороной основания и высотой, равными 1 , вписан пря
моугольный параллелепипед, основание которого распо
ложено в плоскости основания пирамиды, а вершины про
тивоположной грани — на боковой поверхности пирами
ды. Площадь основания параллелепипеда равна s. В каких 
пределах может меняться диагональ параллелепипеда?

232. Основаниями усеченной пирамиды являются пра
вильные треугольники АВС  и А ХВ ХСХ со сторонами 3 и 2 
соответственно. Отрезок, соединяющий вершину Сх с цен
тром О основания Л ВС , перпендикулярен основаниям; 
|CiO| =  3. Через вершину В  и точки М и N  — середины 
ребер А\ВХ и В гСх проведена плоскость. Рассматривают
ся цилиндры, расположенные внутри многогранника 
ABCAiMNCь  с основаниями в грани A XMNCX. Найти:
а) наибольшее значение объема таких цилиндров с данной 
высотой А; б) наибольшее значение объема среди всех рас
сматриваемых цилиндров.

233. Все ребра правильной треугольной призмы 
АВСАхВ хСх имеют длину а. Рассматриваются отрезки с 
концами на диагоналях ВСХ и СЛХ боковых граней, па
раллельные плоскости А В В ХА Х. Найти наименьшую дли
ну таких отрезков.

234. Дан трехгранный угол и точка внутри него. Че
рез эту точку проведена плоскость. Доказать, что объем

в т р а э д р а , образованного данным углом и проведенной 
плоскостью, будет минимален в том случае, когда данная
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точка будет центром тяжести треугольника, являющегося 
Сечением трехгранного угла проведенной плоскостью.

235. Поверхность сферического сегмента равна S (рас
сматривается сферическая часть сегмента). Найти наиболь
шее значение объема этого сегмента.

236. На плоскости стоит куб с ребром а. Источник све
та расположен на расстоянии Ъ ( Ь >  а) от плоскости. 
Найти наименьшее значение площади тени, отбрасывав 
мой кубом на плоскость.

237. Дан выпуклый центрально-симметричный много
гранник. Рассмотрим сечения этого многогранпика, па
раллельные заданной плоскости. Верны ли следующие 
утверждения:

1 ) наибольшую площадь имеет сечение, проходящее 
через центр;

2 ) для каждого сечения рассмотрим окружность наи
меньшего радиуса, его содержащую. Верно ли, что наи
больший радиус такой окружности имеет сечение, прохо
дящее через центр многогранника?

238. Какое наименьшее значение может принимать 
отношение объема конуса к объему цилиндра, описанных 
около одного и того же шара?

239. Два конуса имеют общее основание и расположе
ны по разные стороны от него. Радиус основания г, высота 
одиого конуса А, другого — //  (А <  Я ). Найти наиболь
шее расстояние между двумя образующими этих конусов.

240. Дан куб ABCDAxBiCiDi с ребром а. Найти ради 
ус наименьшего шара, касающегося прямых А В и В ХС, 
CD и DA.

241. Диагональ куба, ребро которого равно 1, лежит 
на ребре двугранного угла величины а  (а <  180°). В ка
ких пределах может меняться объем части куба, заклю 
ченной внутри этого угла?

242. Длины ребер прямоугольного параллелепипеда 
равны а, 6  и с. Чему равно наибольшее значение площади 
прямоугольпой проекции этого параллелепипеда па плос
кость?

243. Длины пяти ребер тетраэдра меньше единицы. 
Доказать, что объем тетраэдра меньше 1/8.

244. Вершина Е  пирамиды А ВСЕ находится внутри 
пирамиды A BCD. Верны ли следующие утверждения:

1) сумма ребер А Е, BE  и СЕ меньше суммы ребер AD, 
BD и CD ;

2) хотя бы одно из ребер А Е , B E , СЕ меньше со о твет
ствующего ребра AD , BD , CD?
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245. Пусть г п У? — соответственно радиусы вписанно-
п описанного шаров правильной четырехугольной пи-

рампды. Доказать, что

- f >  / 2  +  1 .

246. Пусть Я и г — соответственно радиусы описан
ного и вписанного шаров некоторого тетраэдра. Доказать, 
что Я ^  Зг.

247. Два противоположных ребра тетраэдра имеют 
длины Ъ и с, а остальные равны а. Чему равно наименьшее 
значение суммы расстояний от произвольной точки прост
ранства до вергаип этого тетраэдра?

248. Дан усеченный конус, в котором угол между об
разующей и большим основанием равен 60°. Доказать, что 
кратчайший путь по поверхности конуса между точкой на 
границе одного основания и диаметрально противополож
ной точкой другого основания имеет длину 2 /?, где Я — 
радиус большего основания.

249. Пусть а , Ь и с  — три произвольных вектора. 
Доказать, что
| в |  +  | 6 | + | с | т - | а - { - 6  +  с | >

> | «  +  6 | +  \Ь +  е| +  | с +  а|.

250. Дан куб ABCDAiB,CiDt с ребром а. На прямой 
ААХ взята точка Л/, а на прямой ПС — точка N так, 
что прямая MN пересекает ребро CXD X. Найти наимень
шее значение величины | MN |.

251. В основании четырехугольной пирамиды лежит 
прямоугольник, одна сторона которого равна а, боковые 
ребра пирамиды равны Ь. Найти наибольшее значение 
объема таких пирамид.

252. Дан куб ABCDAXB XCXDX с ребром о . Найти длину 
наименьшего отрезка, концы которого расположены па 
прямых А В Х и ВС и образующего угол 60° с плоскостью 
грани A BCD.

253. Три одинаковые цилиндрические поверхности 
радиуса R со взаимно перпендикулярными осями попар
но касаются друг друга.

а) Чему равен радиус наименьшего шара, касающегося 
этих цилиндрических поверхностей?

б) Чему равен радиус наибольшего цилиндра, касаю
щегося трех данных, ось которого'проходит внутри тре
угольника с вершинами в точках касания трех данных 
Цилипдров?
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254. Две вершипы тетраэдра расположены на поверхнос
ти сферы радиуса Ю* Двс другие вершины — на поверх
ности сферы радиуса 2 , концентрической с первой. Каков 
наибольший объем таких тетраэдров?

255. Два трехгранных угла расположены таким обра 
80М, что вершина одного из них равноудалена от граней 
другого и наоборот, расстояние между вершинами равное/. 
Каков минимальный объем шестигранника, ограничен
ного гранями этих углов, если все плоские углы одного 
из пих по 60°, а другого — 90°?

256. Каков наибольший объем тетраэдра A BCD, все 
вершины которого лежат на поверхности сферы радиуса 1 , 
а ребра А В , ВС, CD и DA видны из центра сферы под 
углом 60°?

257. Дан правильный тетраэдр с ребром а . I lain и ра
диус такого шара с центром в центре тетраэдра, для кото
рого суммарный объем части тетраэдра, расположенной 
вне шара, и части шара, расположенной вне тетраэдра, 
достигает наименьшего значения.

258. Доказать, что среди треугольных пирамид с дан
ным основанием и одинаковыми высотами наименьшую 
боковую поверхность имеет та, у которой вершина проек
тируется в центр вписанной в основание окружности.

259. Дан куб с ребром а . Пусть N — точка на диаго
нали боковой грани, М — точка на окружпости, находя
щейся в плоскости основания, имеющей центр в центре
основания и радиус а . Найти ня.нмен: шее значение
величины | MN |.

260. а) В основании пирамиды SABC  лежит треуголь
ник АВС, в котором ВАС =  А, СВ А =  В, радиус опи 
санной около иего окружности равен В. Ребро SC перпен
дикулярно плоскости АВС. Найти | SC |, если известно,

что7ППГ +  1HTF “  Ипу" =  1. где а , р и y -  углы, обра- 
8 ованные ребрами SA , SB  и SC с плоскостями граней 
SBC, SAC и SAB  соответственно.

б) Пусть а , р и у — углы, образованные ребрами трех- 
гранного угла с плоскостями противоположных граней.

Доказать, что - -----Д-з---------— >  1.^  ’ sin  а  1 sin  р s in  у ^

261. Может ли правильный тетраэдр с ребром 1 пройти 
через круглое отверстие радиуса: а) 0,45; б) 0,44? Толщи
ной отверстия можно пренебречь.



§ 3. Геометрические места точек

262. Доказать, что в произвольном трех-
ином угле биссектрисы двух плоских углов и угла, 

смежного к третьему плоскому углу, лежат в одной
ПЛОСКОСТИ.

263. Доказать, что, если боковую поверхность цилинд-
пеоесечь наклоцной плоскостью, затем разрезать боко-

рую п о ве р х н о ст ь  вдоль образующей и развернуть на плос
к о ст ь , то линия сечения будет представлять собой сину
соиду*

264. На поверхности конуса дана линия, отличная от 
о б р азую щ ей  и такая, что любые две точки этой линии мо
гу т  быть соединены дугой, принадлежащей этой линии, 
п р е д ста вл я ю щ е й  собой на развертке конуса отрезок пря
мой. Сколько точек самопересечения имеет эта линия, 
если угол в осевом сечении конуса а?

265. Три взаимно перпендикулярные прямые проходят 
через точку О. Л , В и С — точки на этих прямых такие, 
что

| ОА | -  | ОВ | *= | ОС |.
Пусть / — произвольная прямая, проходящая через 0\ 
А х, Вх и Ci — точки, симметричные точкам А, В и С 
относительно I. Через А и В х и Сх проведены три плос
кости, перпендикулярные соответственно прямым ОА, ОВ 
и ОС. Найти геометрическое место точек пересечения 
этих плоскостей.

266. Найти геометрическое место середин отрезков, 
параллельных данной плоскости, концы которых находят
ся на двух скрещивающихся прямых.

267. Даны три попарно скрещивающиеся прямые. 
Найти:

а) геометрическое место центров тяжести треугольни
ков АВС  с вершинами на этих прямых;

б) геометрическое место центров тяжести треугольни
ков АВС  с вершинами на этих прямых, плоскости которых 
параллельны заданной плоскости.

268. Три попарно скрещивающиеся прямые 11у 12, / 3 

перпендикулярны одной и той же прямой и пересекаются 
с ней. Пусть N и М — две такие точки па прямых 1г и 

2̂ » что прямая NM  пересекает прямую 13. Найти геометри
ческое место середин отрезков NM.

269. В пространстве задано несколько произвольных 
прямых и точка А . Через А проводится прямая таким об- 
разомг что сумма косинусов острых углов, образуемых
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этой прямой с данными, равна заданному числу. Найти 
геометрическое место таких прямых.

270. Дан треугольник АВС и прямая /. Л ,, В х% Сх — 
три произвольные точки на прямой /. Найти геометричес
кое место центров тяжести треугольников с вершинами 
в серединах отрезков Л Л ,, ВВХу ССХ.

271. Дана прямая / и точка А. Через Л проводится про 
извольнаи прямая, скрещивающаяся X /. Пусть MN — 
общий перепендпкуляр к этой прямой и к / (Л/ — на пря
мой, проходящей через Л). Найти геометрическое место 
точек Л/.

272. Две сферы а и р  касаются сферы (о в точках Л 
и В. На сфере а  берется точка Л/,* прямая Л/Л вторично 
пересекает сферу о> в точке А\ прямая NB вторично 
пересекает сферу р в точке К. Найти геометрическое место 
таких точек Л/, для которых прямая МК касается сферы р.

273. Дана плоскость и две точки по одну сторону 
от нее. 11айти геометрическое место центров сфер, про 
ходящих через эти точки и касающихся плоскости.

274. Найти геометрическое место середин общих ка 
сатсльных к двум заданным сферам.

275. Прямые 1Х и /2 касаются некоторой сферы. Пусть 
М и N  — две такие точки на /, и /2, что прямая MN также 
касается этой же сферы. Найти геометрическое место то
чек касания прямой MN с этой сферой.

276. В пространстве дана точка О и две прямые. Найти 
геометрическое место точек Л/ таких, что сумма проекций 
отрезка ОМ на данные прямые есть величина постоянная.

277. В пространстве даны две прямые и точка Л на од- 
пой из нпх; через данные прямые проведепы две плоскости, 
образующие прямой двугранный угол. Найти геометри
ческое место проекций точки Л на ребро этого угла.

278. Даны три пересекающиеся плоскости, не имею
щие общей прямой. Найти геометрическое место таких 
точек, сумма расстояний от которых до данных плоскостей 
постоянна.

279. Дан треугольник ЛВС. На прямой, перпенди
кулярной плоскости АВС п проходящей через Л, берется 
произвольная точка D. Найти геометрическое место то
чек пересечения высот треугольников DBC.

280. Даны три пересекающиеся плоскости и прямая /. 
Через некоторую точку Л/ пространства проведена 
прямая, параллельная / и пересекающая плоскости в точ 
ках Л, В и С. Найти геометрическое место таких точек 
Л/, что | Л А/ | +  I ВМ | +  | СМ | постоянна.
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2 8 1 . Дан треугольник АВС. Найти геометрическое 
Вместо таких точек Л/, что прямая, соединяющая центр 
Г яжвсти пирамиды АВСМ  и центр описанной около нее 

сферы» пересекает ребра АС и ВМ.
V 282. Трехгранный угол пересечен двумя плоскостями, 
араллельнымнданной плоскости. Пусть первая плоскость 

п ер есек ает ребра трехгранного угла в точках А, В и Сл 
а вторая — в точках Л ,, /У, и Сх (одинаковыми буквами 
обозначены  точки, принадлежащие одному и тому же 
De6 p y ). Найти геометрическое место точек пересечения 
плоскостей Л/УС,, ЛВХС н А ХВС.

283. Дан плоский четырехугольник A BCD. Найти гео
м етр и ч еское место точек М таких, что боковую поверх
ность пирамиды ABCDM можно пересечь плоскостью 
так, чтобы в сечении получился: а) прямоугольник, 
б) ромб, в) квадрат, г) в предыдущем случае иайти геомет
рическое место центров квадратов.

284. На плоскости дан треугольник АВС. Найти гео
метрическое место таких точек М пространства, что пря
мая, соединяющая центр сферы, описанной около АВСМ% 
с точкой G — центром тяжести тетраэдра АВСМ , перпен
дикулярна плоскости AMG.

285. Окружность постоянного радиуса перемещается, 
касаясь граней трехгранного угла, все плоские углы ко
торого прямые. Найти геометрическое место центров этих 
окружностей.

286. Паук сидит в одной из вершин куба, ребро кото
рого равно 1 см. Паук ползет по поверхности куба со 
скоростью 1 см в секунду. Найти геометрическое место 
таких точек на поверхности куба, которых он может до
стичь за 2 секунды.

287. Дан трехгранный угол, все плоские углы кото
рого прямые, О — вершина этого угла. Рассмотрим все
возможные ломаные длины а, начинающиеся в точке О 
и такие, что любая плоскость, параллельная одной из 
граней угла, пересекает эту ломаную не более чем в од
ной точке. Найти геометрическое место концов этой ло
маной.

288. Дан шар с центром О. Пусть A BCD — описан
ная около него пирамида, для которой выполняются не
равенства | О А | >  | ОВ\ > |  ОС | >  | OD |. Найти гео
метрические места точек А, В, С, и D.

289. Дан треугольник АВС. Найти геометрическое 
таких точек М пространства, что из отрезков Л/Л,

МВ и МС можно составить прямоугольный треугольник.
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290. На поверхности земного шара берутся всевозмож
ные точки, географическая широта которых равна их 
долготе. Найти геометрическое место проекций этих то
чек на плоскость экватора.

291. Дан прямой круговой конус и точка А вне его, 
находящаяся на расстоянии от плоскости его основания, 
равном выЬото конуса. Пусть М — такая точка поверх
ности конуса, что луч света, идущий из Л в Л/, зеркально 
отражаясь от поверхности конуса, будет параллелен 
плоскости основания. Найти геометрическое место проек
ций точек Л/ на плоскость основания конуса.

292. Через фиксированную точку Р  внутри шара про
водятся произвольно три взаимно перпендикулярных лу
ча, пересекающих поверхность шара в точках /I, В  и С, 
Доказать, что точка пересечения медиан треугольника 
АВС  п проекция точки Р па плоскость АВС  описывают 
одну и ту же сферическую поверхность.

293. Дан трехгранный угол с вершиной О и точка N. 
Произвольная сфера проходит через О и N в пересе
кает ребра трехгранного угла в точках 4 ,  В и С. Най
ти геометрическое место центров тяжести треугольни
ков АВС .

П р о и з в о л ь н ы й  т е т р а э д р .
294. Дан произвольный тетраэдр и точка N. Доказать, 

что шесть плоскостей, каждая из которых проходит 4epv3 
одно ребро тетраэдра и параллельна прямой, соединяю
щей N с серединой противоположного ребра, пересека
ются в одной точке.

295. Доказать, что шесть плоскостей, каждая из кото
рых проходит через середину одного ребра тетраэдра и 
перпендикулярна противоположному ребру, пересека
ются в одной точке (точка Монжа).

290. Доказать, что, если точка Монжа (см. задачу 
295) лежит в плоскости какой-либо грани тетраэдра, то 
основание высоты, онущепной на эту грань, расположе
но на описанной около нее окружности.

297. Доказать, что сумма квадратов расстояний от 
произвольной точки пространства до вершин тетраэдра 
равна сумме квадратов расстояний между серединами 
противоположных ребер и учетверенного квадрата рас
стояния от этой точки до центра тяжести тетраэдра.

298. Доказать, что у произвольного тетраэдра найдет
ся не менее пяти и не более восьми сфер, каждая из кото
рых касается плоскостей всех его граней.
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299. A BCD — пространственный четырехугольник 
(А, В, С и D не лежат в одной плоскости). Доказать, что 
существует по крайпей мере восемь шаров, касающихся 
прямых А В у ВС у CD u DA. Доказать также, что, если 
сумма каких-либо двух сторон четырехугольника равна 
сумме двух других сторон, то таких шаров существует 
бесчисленное множество.

300. Доказать, что произведение длин двух про
тивоположных ребер тетраэдра, деленное на произведе
ние синусов двугранных углов тетраэдра, соответствую
щих этим ребрам, для данного тетраэдра постоянно (тео
рема синусов).

301. Пусть S{y R{y l{ (i =  1, 2, 3, 4) — соответственно 
площади граней, радиусы описанных около этих граней 
кругов и расстояния от центров этих кругов до противо
положных вершин тетраэдра. Доказать, что для объема 
тетраэдра справедлива формула

302. Дап произвольный тетраэдр. Доказать, что су
ществует треугольник, длипы сторон которого численно 
равны произведениям длин противоположных ребер тет
раэдра. Пусть S  — площадь этого треугольника, V — 
объем тетраэдра, R — радиус описанпой около него 
сфоры. Тогда имеет место равенство S =  6 VR. (Фор
мула Крелле).

303. Пусть а и Ь — длины двух скрещивающихся ре
бер тетраэдра, а  и Р — величины соответствующих дву
гранных углов. Доказать, что выражение

не зависит от выбора ребер. (Теорема Бретшнейдера.)

Р а в н о г р а н н ы й  т е т р а э д р .
304. Будем называть тетраэдр равногранныМу если все 

его грани — равные треугольники, или, что то же, если 
противоположные ребра тетраэдра попарно равны. До
казать, что для того, чтобы тетраэдр был равногранпым, 
необходимо и достаточно выполнения любого из следую
щих услопий:

а) суммы плоских углов при любых трех вершинах 
тетраэдра равны 180°;

а1 +  Ь* +  2ab ctg a  ctg р
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б) суммы плоскпх углов прп каких-то двух вершинах 
тетраэдра равны 180° и, кроме того, какие-то два противо 
положных ребра равны;

в) сумма плоских углов при какой-либо вершине тет
раэдра равна 180° и, кроме того, в тетраэдре есть две па 
ры равных противоположных ребер; __

г) выполняется равенство АВС  =  ADC =  BAD =  
=  BCD, где Л BCD — данный тетраэдр;

д) все грани равновелики;
е) центры вписанной и описанной сфер совпадают;
ж) отрезки, соединяющие середины противоположных 

ребер, перпендикулярны;
з) центр тяжести и центр описанной сферы совпадают;
и) центр тяжести и центр вписанной сферы совпадают
305. Доказать, что сумма косинусов двугранных уг 

лов тетраэдра положительна и но превосходит 2, причем 
равенство этой суммы 2 имеет место для равногранных 
тетраэдров и только для них.

306. Сумма плоских углов трехгранного угла равна 
180°. Найти сумму косинусов двугранных углов этого 
трехгранного угла.

307. Доказать, что для равногранного тетраэдра
а) радиус вписанного шара вдвое меньше радиуса 

шара, касающегося одной грани тетраэдра и продолже
ний трех других (такой шар называется вневписапным),

б) центры четырех вневппсаннмх шаров являются вер
шинами тетраэдра, равного данному.

308. Пусть Л— высота равногранного тетраэдра, hi и 
ht — отрезки, на которые одна из высот грани делится 
точкой пересечения высот этой грани. Доказать, что 
Л2 =  4h{ht . Доказать также, что основание высоты тет 
раэдра и точка пересечения высот грани, на которую эта 
высота опущена, симметричны относительно центра ок
ружности, описанной около этой грани.

309. Доказать, что в равногранном тетраэдре основа 
нпя высот, середины высот и точки пересечения высот 
граней лежат на поверхности одной сферы (сфера 12 то 
чек).

310. На плоскости дана окружность и точка Л/ на рас
стоянии от ее центра, меньшем 1/3 ее радиуса. Пусть 
АВС  — произвольный треугольник, вписанный в данную 
окружность, с центром тяжести в точке Л/. Доказать, 
что существуют две фиксированные точки в пространстве 
— D u  D ' , симметричиые относительно данной нлоскос-
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► такпе, что тетраэдры A BCD и A BCD' — равно
гранные.

311. На плоскости дан квадрат A BCD. На сторопах 
j)C и CD взяты точки Р м Q так, что | CP | +  | CQ | =  
__ | д в  |. Пусть Л/ — такая точка пространства, что в 
тетр аэдр е APQM все грани — равные треугольники. Оп
ределить геометрическое место проекций точек М на 
п л о ск о ст ь , перпендикулярную плоскости квадрата и 
п р о хо д я щ у ю  через диагональ АС.

О р т о ц е и т р и  ч е с к  и й т е т р а э д р .
312. Для того чтобы высоты тетраэдра пересекались 

в одной точке (такой тетраэдр называется ортоцеитри- 
ческим), необходимо и достаточно, чтобы:

а) противоположные ребра тетраэдра были перпенди
кулярны;

б) одна высота тетраэдра проходила через точку пере
сечения высот основания;

в) суммы квадратов скрещивающихся ребер были 
равны;

г) отрезки, соединяющие середины скрещивающихся 
ребер, былп равны между собой;

д) были равны произведения косинусов противополож
ных двугранных углов;

е) углы между противоположными ребрами были 
равны.

313. Доказать, что в ортоцентрическом тетраэдре центр 
тя кестп расположен в середине отрезка, соединяющего 
центр описанной сферы с точкой пересечения высот.

314. Доказать, что в ортоцентрическом тетраэдре 
выполняется соотношение

I ОН |2 =  4 Я 2 -  31\
где О — центр описанной сферы, II — точка пере
сечения высот, R  — радиус описанной сферы, I — рас
стояние между серединами скрещивающихся ребер 
тетраэдра.

315. Доказать, что в ортоцентрическом тетраэдре все 
плоские углы, прилегающие к одной вершине, или од
новременно острые, или тупые.

316. Доказать, что для ортоцентрического тетраэдра 
окружности 9 точек каждой грани принадлежат одной 
сфере (сфера 24 точек).

317. Доказать, что для ортоцентрического тетраэдра 
Центры тяжестей и точки пересечения высот граней, а
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также точки, делящие отрезки каждой пысоты тетраэдра 
от вершины до точки пересечения высот в отношении 
2 : 1 ,  лежат на одной сфере (сфера 12 точек).

318. Пусть / /  — точка пересечения высот ортоцентра 
ческого тетраэдра, М — центр тяжести какой-либо гра
ни, N — одна из точек пересечения прямой НМ с описан
ной около тетраэдра сферой (М — между / /  и N). Дока 
аать, что | MN | =  2 | НМ |.

319. Пусть G — центр тяжести ортоцентрического тет
раэдра, F  — основание какой-либо высоты, К  — одна из 
точек пересечения прямой FG с описанной около тетра
эдра сферой (G — между К  и F). Доказать, что | KG | =  
=  3 | FG |.

II р о и з в о л ь п ы й  м н о г о г р а н н и к .
С ф е р а .
320. Доказать, что на сфере нельзя расположить три 

дуги больших кругов в 300° каждая так, чтобы никакие 
две не имели общих точек.

321. Доказать, что кратчайшей линией, соединяющей 
две точки на поверхности сферы, является меньшая дуга 
большого круга, проходящего через эти точки. (Рассмат
риваются линии, идущие по поверхности сферы.)

322. Дан многогранник, все ребра которого равны 
между собой и касаются некоторой сферы. Всегда ли су
ществует сфера, описанная около этого многогранника?

323. Найти площадь треугольника, образованного при 
пересечении поверхности сферы радиуса R с трехгранным 
углом, двугранные углы которого равны а , Р и у, а вер
шина совпадает с центром сферы.

324. Пусть М — число граней, К  — число ребер, 
N — число вершин выпуклого многогранника. Доказать, 
что

М — К  +  N  =  2. 4

(Это соотношение впервые было получено Эйлером, при
чем оно справедливо не только для выпуклых многогран
ников, но и для более широкого класса так называемых 
односвязных многогранниковГ)

325. На поверхности сферы дана окружность. Дока 
зать, что из всех сферических л-угольников, содержащих 
внутри себя данную окружность, наименьшую площадь 
имеет правильный сферический л-угольпик.

326. Доказать, что в любом выпуклом многограннике 
найдется граньл имеющая меньше шести сторон.
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327. Доказать, что в любом выпуклом многограннике 
а й д ется  либо треугольная грань, либо вершина, в ко- 

т о р о й  сходятся трп ребра.
*328. Доказать, что выпуклый многогранник не мажет 

«цеть семь ребер. Доказать также, что при любом 
д б, п Ф  7 существует многогранник, имеющий п

^  3 2 9 .  Доказать, что у любого выпуклого многогранника 
найдутся две грани, имеющие равное число сторон.

330. Внутри сферы радиуса 1 находится выпуклый 
многогранник, все двугранные углы которого меньше 
2я/3. Доказать, что сумма длин ребер этого многогран
ника меньше 24.

331. Цептр. сферы радиуса R находится вне двугранно
го угла величины а на расстоянии а (а <  R) от его ребра 
и расположен в плоскости одной из его граней. Найти 
п л о щ адь части поверхности сферы, расположенной внут
ри угла.

332. Шар радиуса R касается ребер четырехгранного 
угла, все плоские углы которого равны 60°. Поверхность 
шара, находящаяся внутри угла, состоит из двух криво
линейных четырехугольников. Найти площади этих че
тырехугольников

333. Дан куб с ребром а. Определить площади частей 
описанной около этого куба сферы, на которые она раз
делена плоскостями граней куба.

334. Дан выпуклый многогранник. Некоторые из его 
граней окрашены в черный цвет, причем никакие две 
окрашенные грани не имеют общего ребра п число их 
больше половины числа всех граней многогранника. До
казать, что в этот многогранник нельзя вписать шар.

335. Какое наибольшее число шаров радиуса 7 могут 
одновременно, не пересекаясь, касаться шара радиуса 3 ?

В ы х о д  в п р о с т р а н с т в о .
336. На сторонах ВС и CD квадрата A BCD взяты точ

ки М и N так, что | СМ | +  | CN | =  | А В  |. Прямые 
AM п AN  делят диагональ BD на три отрезка. Доказать* 
что из этих отрезков всегда можно составить треуголь
ник, причем один угол этого т|юуголы1 ика равен 60°.

337. На плоскости даны /\АВС  п точка Р. Прямая 
* пересекает прямые А В , ВС u С А соответственно в точ- 
ках А х п В х. Прямые РСи РА Х и Р В Х пересекают ок
ружности, описанные соответственно вокруг треуголь
ников РА ВХ РВС н РЛС  в точках СХ) Ах и В и отличных от

43



Р. Доказать, что точки Р , А2, В2У С* лежат па одной ок
ружности.

338. Доказать, что диагонали, соединяющие противо
положные вершины описанного около окружности шести
угольника, пересекаются в одной точке. (Теорема 
Брианшона.)

339. Два треугольника АХВ ХСХ и А2В2С2 расположены 
на плоскости так, что прямые А хА2у В хВ 2у СхС2 пересе
каются в одной точке. Доказать, что три точки пересече
ния прямых А ХВ Х и А2В1у В хСх и В2С2, СХА Х и С2Л 2 рас
положены на одной прямой. (Теорема Дезарга.)

340. Три плоскости в пространстве пересекаются по 
одной прямой. Три трехгранных угла расположены так, 
что их вершины лежат на этой прямой, а ребра — в дан
ных плоскостях (предполагается, что соответствующие 
ребра, т. е. ребра, расположенные в одной плоскости, 
не пересекаются в одной точке). Доказать, что три точки 
пересечения соответствующих граней этих углов лежат 
на одной прямой.



ОТПЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ

РАЗЛИЛ I

a * V  6
108 • 3. 5 + / 5

24 а3. 4. 4а1.

5. п 2 arccos
5 ± 2  ^ 3  

13 6 .
ab Ьс . са -• /*  1 1
2 с“ *“2 а“ • 2 JT- 7* а У

8 . Утверждение задачи очевидно для треугольника, одна сто
рона которого лежит на линии пересечен и и плоскостей а и р. За
тем можно доказать его справедливость для произвольного тре
угольника, а затем и для произвольного многоугольника.

9. Возьмите в качестве оснований пирамид ABlClD l и AB2C?Dt 
треугольники АВУСУ и АВ2С2.

10. Рассматриваемые углы равны углам, образованным диаго
налью некоторого прямоугольного параллелепипеда с тремя роб- 
рами, выходящими из се конца.

12. Рассмотрим параллелепипед, образованный плоскостями, 
проходящими через ребра тетраэдра параллельно противоположным 
ребрам. (Этот способ достраивания тетраэдра до параллелепипед* 
в дальнейшем будет неоднократно применяться.) Объем тетраэдра 
составляет 1/3 объема параллелепипеда (плоскости граней тетра
эдра отсекают от параллелепипеда 4 треугольные пирамиды, объем 
кажд<*й пз которых составляет 1/6 объема параллелепипеда), а 
обтем параллелепипеда легко выражается через данные величины, 
поскольку дпагонали его граней равны и параллельны (или просто 
совпадают) соответствующим ребрам тетраэдра, а высота паралле
лепипеда равпа расстоянию между соответствующими ребрами тет
раэдра.

13. Легко видеть, что каждое из этих отношений (площадей 
грапей и отрезков ребра) равпо отношению объемов двух тетраэд
ров» на которые разделила данный тетраэдр биссекторная плос-

14. Соединив цептр сферы с вершинами многогранника, разобь- 
ем его на пирамиды, основаниями которых являются грани много
гранника, а высоты равны радиусу сферы.

15. Легко проверить справедливость даппой формулы для тет
раэдра. При этом падо рассмотреть два случая: 1) три всришпы тет
раэдра расположспы в одной плоскости и одна вершина — в дру- 
^ой; 2) две вершины тетраэдра расположспы в одной плоскости,

•" в другой. Во втором случае для объема тетраэдра восполь
зуемся формулой задачи 12.

После этого заметим, что произвольный выпуклый мпогогран- 
* * *  можео разбить на тетраэдры, вершины которых совпадают с вер-
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■швами многогранника. Утверждение это достаточно очевидпо, хотя 
доказательство его довольпо громоздко. Полое того, предлагав 
мая формула справедлива н для нсвыпуклых многогранников ука- 
ванного типа, а также для тел, заключенных между дпумя парал
лельными плоскостями, для которых площадь сечения плоскостью, 
параллельной этим плоскостям, есть квадратичная функция расстоя
ния до одной из них. Эта формула' носит название формулы Симп
сона.

16. Поскольку описанный усеченный конус можно рассматри
вать как предел усеченных пирамид, описанных около той же сфе
ры, для объема усеченного конуса справедлива формула задачи 14.

17. Докажем сначала следующее вспомогательное утверждо 
ние. Пусть отрезок А В вращается вокруг прямой I (/ не пересекает 
отрезок Л В). Перпендикуляр, восставленный к АВ  в точке С 
середине А В , пересекает прямую / в точке О, М У  —  проекция А В 
на прямую I. Тогда площадь поверхности, полученной при вращении 
А В вокруг /, равпа 2л | СО | • | М У  |.

Поверхность, полученная при вращении А В , представляет 
собой боковую поверхность усеченного конуса с радиусами основа 
вий В У  и A M ,  высотой | Л/iV | и образующей А В. Проведем через 
А прямую, параллельную /, и обозначим через L  точку ее пересечс 
ния с перпендикуляром В У ,  опущенным из В па /, | М У  | =  | AL  |. 
Обозпачим через К проекцию С на /. Заметим, что треугольники 
ABL  и СОК подобны. Учитывая это, получим, «по боковая поверх
ность усс«!енпого конуса равпа

w лиаччала центр тяжести двух грузов, затем двух других, после чего 
центр тяжести всей системы. Можно но прибегать к мсхлии- 

Бгкой интерпретации, л рассмотреть треугольник, образованный 
мя вершинами тетраэдра и серединой противоположною ребра.
21. Проведем через каждое юебро тетраэдра плоскость, плрал- 

Аяьную противоположному ребру (ем. решение задачи 12). Эти 
Л®оскости образуют параллелепипед, ребра которого равны рлсстоя- 

м дожду серединами скрещивающихся ребер тетраэдра, а сами 
сбра тетраэдра являются диагоналями его граней. После этого вос

пользуемся тем, что в произвольном параллелограмме сумма квад
ратов длин диагоналей равна сумме квадратов длин его сторон.
?  22. Если М  —  середина ВВХ, то А ХМ ^ С К .  Следовательно,
искомый угол равен углу М А ХЬ . С другой стороны, плоскость 
A DM  параллельна СК,  значит, расстояние между С К и A XD 
Р^рпо расстоянию от точки К до плоскости A XD М.  Обозначим иско
мое расстояние через х, а искомый угол —  через <р. Тогда имечш

AtMDK 3  S A iM D X ~Т SA,KDa
а* 
12

Отсюда x =  ---------- • Найдем стороны & A XMD:
40  A iM D

| /4,А/ | =  — . | DM | =  a.

.  | НУ  | 1 AM
2 . 1 --------- -------■ - •I ЛИ\ Ь \ \С К \ - \Л В \= *

=  2л I CO |.\AL I =  2л I CO | | M S  |.

Теперь с помощью предельного перехода нетрудпо подучить утверж
дение пашей задачи. (Если рассматриваемый шаровой пояс полу
чается от вращения некоторой дуги А&  окружпости вокруг ее диа
метра, то плошадь поверхности этого пояса равпа пределу площади 
поверхности, получающейся при вращении вокруг этого же двамсл 
ра ломаной A L XL2 . . . LnB , все вершины которой лежат на /ГВ. 
прп условии, что длина наибольшего звена ломаной стремится к 
нулю.)

18. Пусть А В —  хорда данного сегмента, О — центр круга. 
Обозначим через х расстояние от О до А В, а через Я —  радиус ок
ружности. Тогда объем тела, получающегося при врагцсиип секто
ра АОВ  вокруг диаметра, будет равен произведению площади по
верхности, получающейся от вращения дуги а Ь  (см. задачу 17), 
па R/3, т. е. этот объем равен

■ у  2я/РА =  - у  л fx*-|- — J h =  —  +  - у  ях*А.

Но второе слагаемое равно объему тела, получающегося при врато
пни треугольника АОС вокруг диаметра (см. решение задачи 17). 
Значит, первое слагаемое и есть объем тела, получающегося при 
вращении данного сегмента.

19. Поместив в вершинах пирамиды равные грузы, для нахож
дения центра тяжести системы можно сначала найти центр «ввести  
трех грузов, а затем, поместив в иайлепной точке утроенный груз, 
найти венгр тяжести всей системы. Можно поступить ииаче, найти

По теореме косинусов пайдсм cosq>

* A iM D

таким образом,

а
х =  — -

От в о т : arccos
1

V \о ’ —  •

23. Можно решать задачу тем же способом, каким была решега 
задача 22. Предложим иной способ определения расстояния между 
скрещивающимися медианами. Пусть A BCD —  данный тетраэдр, 
А — середина АВ, М  —  середина АС.  Спроектируем тетраэдр на 
плоскость, проходящую через А В перпендикулярно С К. Тетраэдр 
сироектируется в треугольник ABDX, где D x —  проекция D. Если 
A/i —  проекция М  (Л/, —  середина ЛК),  то расстояние между пря
мыми С К и DM равно расстоянию от точки К до прямой D XM X. 
Это расстояние легко найти, поскольку D XK M X —  прямоугольный 
треугольник, в котором катеты D XK п К М Х равны соответственно 
а V 2/3 (высота тетраэдра) и а/4.

Задача имеет два решения. Второв мы получим, если рассмот
рим медианы С К  и В У ,  где У  —  середина DC,

О т в е т :  arccos т - * У  ■
2_

35 и arccos 1 ^ 1 0

1 0
24. Из условия задачи следует, что четырехугольник А В CD 

ив выпуклый.

О т в е т :
/ 3

' Л 47



25.
( 2 6 ± a ) e

2 У  36* — а*
26.

4 1 я / 4 1
334 "•«У?-

28. а +  Ь ±  

а / 2 2

| / " 2 а Ь - - ^ - .  29 . / 4 Я *  -  а*. 30 . 2 + / 3 .

31. 8 32.
ЗаЛ

Зл +  Л (3 +  2 / 3 )  *

33. 2 arccos ^sin а  sin

34 . \2V. 3 5 . 6Д* — 2а*. 36 . ~  . 37 . a rctg  (2 — У^З). 

38. Еслп 0  <  а  <  arccos ^  ,

I =» Л 27 +  3 t g * - y   ̂ a rclg  ( з  ctg  - г г )  — а ]  ;

©ели а >  a rcco s - р  , / «= 0 .

Ql
39. 25 : 20 : 9 . 40. arccos (2 — / 5 ) .  41. - j -  .

42. Обозиачнм сторону основании и высоту призмы через а,
| к В  | =  х . Из условия задачи следует, что проекция К М  на 
плоскость основания параллельна биссектрисе угла С треугольника 
АВС,  т. о. | В ХМ | =  2х, | МСХ | =  а — 2х. Пусть L , — проекции 
L  на АС.  Из условия задачи можно также получить, что | CLj | =  

у 3
* | ALX | п р  , | L XC | =  а — 2х. Следовательно, величина | A L X \
может принимать зпаченая: 1) | A L X | =  я — | МСХ | =  а — 
—  (а — 2х) =  2х\ 2) | /I /-, | =  а +  (а — 2х) =  2"(а — г ) . В первом 
случае | KL  |* =  | К Lx |* +  | LLX |* =  а* +  Ют* — 4 ах; во втором — 
| K L  |* =  6 (а —  х) *.

В обоих случаях | КМ  |* =  Зх* +  а*.
Решая соответственно две системы уравнении, получим для а 

два значения

°1”  /«57 * 0 1

/ б  +  / 1 4  
------ 8-------

7 / 8 + / П

Отвот: “/ s f ’ — «

43. arclg Y  ?•
44. Продолжим боковые грани до пересечения. При этом мы 

получим две подобные пирамиды, основаниями которых являются 
большее и меньшее основания данной усеченной пирамиды. Пусть 
а — сторона большего основания усеченной пирамиды, а — дву 
гранный угол при этом основании, Можно найти: высоту большей

— Л / з
пирамиды —  »  — е

• / L ,  ®
г =  • 6  8  2

tg а ,  радиус впнсаиного в пее шара —

высоту меньшей пирамиды — Л, == Л — 2г 

I|jL  ос — 2 lg -Гр ) » сторону меньшего осповапия — а,

«=* - г -«
I g a  — 2 tg —  

I g a , боковое ребро большей пирамиды —

л у  з  __________
■— *—  v tg* a  - f  4 ,  боковое ребро меньшей пирамиды — /i

hi
c s / —  ; после этого воспользуемся условием существования шара, п
касающегося всех ребер усеченной пирамиды. Это условие экви
валентно существованию окружности, вписанной в боковую грань, 
т. е. должно выполняться равенство

2 а + а г .

Выражая /, 1Х, ах, через а я а ,  получим уравнение

/ 3  ---------- a  a
—  lM g ^a+l-tg -y - =  tga — tg “2 " .

Отсюда найдем tg - у -  =  У З  — }^ 2 .

О т в е т :  2 arctg  (У"3 — У 2).

. .  -  1 +  / 5  _  1 +  / 3
4о. ------ g------< а < ------ 2----- 1 es£**

у - -дг W + 1)(3в*— 1 — а«).
3 — cos а  — cos ft — cos у 

* 3 - f  cos а  - f  cos 0 - f  cos у *

„  л За* У з  я  _
47. Если 0 < а < —  , то S =  Т с о зоГ ; 60/1,1 Т Г < а <

<  arclg  , то 5  — -7----------
У З  0 cos а

еслп a r c t g то

а*6* - f  b V - c V  
-f  с*а*

(18 ctg а  — 3 У З  — 2 y S c t g ’ a ) ;

( / з  - f  ctg  о ).
У З  sin а

,о  /  а*6* -Ь 6*с* -  А *  \
■ агссоя ( а*й* +  Ьгег +  c V  ) ’

49. Млогограпник ABM DCN  является треугольной призмой 
основанием А В М , боковыми ребрами Л В , В С , Л/JV,

° т в е т: - ^ - / 4 а а — 6*.
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1^ 4с4 —
50. Л =  — т = = г  .

2 ^  4с* — а* — 6*

51 . V 3ш» +  Зв* +  3/<1 -  а- -  Л» — с1 .

52. Возьмем на продолжении ребра СС, точку Л  так, что 
В хК I В С Х, а через ребро В В Х проведем плоскость, параллельную даи- 
пой (рис. 1). Эта плоскость должна проходить или через внутрен
нюю, или через внешнюю биссектрису угла D B XK. Поскольку от
ношение, в котором плоскость, проходящая через Л Л ,, делит D K X}

равно отношению, в котором она делит D C , возможны два слу
чая: плоскость проходит через точку N  на ребре DC  такую, что 
| Z>iV |/| А’С| = ^ 3 / ^ 2 ,  или же она проходит через точку М  па его 
продолжении и опять \D M \I\ М С  | =  ^ 3 / ^ 2 .  Найдем расстоя
ние от точки К  до первой плоскости. Оно равно расстоянию от точ 
ки С до прямой B N .  Если это расстояние х, то

2 S B S C _____________ a V J ___________  a ( Y i ] -  l ) V 2

x 1 ^ 1  (Vz +  V l)  5

u

x  — 1
sm<p -  | U- K | — 5 ’

где <p — угал между плоскостью B B XN  н прямыми B XD н Л ,AT. Точ 
но так же находится другой угол.

О т в е т :  arcsin  #

53. Пусть Л BCD  — данная пирамида, боковые ребра которой 
DA  | =* а , | D B  | =  х , | DC  | =  у\ но условию, эти ребра перисп-
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Ьвкулярпы и X +  у =  а. Нетрудно найти, что

S ABC =  т  У ° г (I* +  у,) +  *  V .  »’ДВсо =  ~ Г  а*у-

С другой стороны, если В  — радиус искомого шара, то

Va BCD * “ Т  +  5 ЛВС +  ~~ 5 а в с ) =*

яя~(Г1ах +  аи +  хУ — У  а* (** 4- у*) +  * V  1 =*

■ = “ (Г  (а* +  ^»/ ~  V а 4 — 2*уа* +  х У )  =  - у - х у .
а

Приравнивая два выражения для V ^BCD, найдем Я =  - у -  .

54. Из условия следует, что вершина S  проектируется пли 
в цеитр окружности, вписапнон в Д  А В С , или в центр виевписаниой 
в пего окружности. (Ипсвпнсанпая окружность касается одной сто
роны треугольника и продолжении двух других сторон треуголь
ника.)

О т в е т :  е с л и - ^ = - < 6  < я ,  то V 

<  а / 3 ,  возможны два ответа:

=  Ч Г  кг =

если Ь >  в У з ,  возможны три ответа:

12 У  36* — в* ; если а <

УЗ

V'i = 7 2 "  V"36* -  а*, К , 

а* У З

12

УЗ

V» = 12

12

У  6* — За*.

У б *-в » ;

V b ^ ? ,

55. Пусть углы ~SAB, SCA ,  S T ? ,  ~SBA равны а  — 2q>, а  — ф, 
а , а  +  ср. По теореме синусов из Д  S A B  найдем:

sin (a  - f  ф)
I SA

в но Д  S A C  найдем:

1 ^ 1

\АВ\

I С А I -

sin (2а — ф) * 

sin (а  — ф)
sin (2 а — ф) *

Но по условию | А В | =  | АС  |. Значит, sin (а  +  ф) =  sin (а  — ф), 
^ у д а  а  =  п /2. Условие, связывающее площади треугольников 
ЪАВ, А ВС  и S A C , приводит к уравнению ctg* ф cos 2ф =  1, от»

куда ф =  —  arccos ( У  2 — 1),

О т в е т :  -у -— arccos ( ^ 2  — 1), -у- — -у- arccos (У  2 — 1 ), 
л  л 1
2 11 Г  +  arccos ( / 2 — 1) .
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56. Пусть | SA | ** I, / лег
ко выражается через в , а  и р. Е с
ли / <  а, то Д  A SC  «= Д  
(Пулем строить Д  ASC:  возьмем 
угол с вершиной S величины а , 
отложим на одной стороне 
| SA | =  /, построим окружное!I, 
радиуса а с центром в А; по
скольку а ^  / ,  эта окружность 
пересечет вторую сторону угла 
в одной точке.) Гели же [/ >  
>  д, то вояможпы два случая: 
& A S C  -  Д  i45 5  и ACS =  а + р .  

Отрезок / будет меньше, равен или больше а в зависимости от 
того, будет ли 2а  +  р больше, равно или меньше л.

Кроме того, в обоих случаях плоские углы, прилежашие к вер- 
шипе А , должны удовлетворять условиям, при которых возможен 
трех грани ый угол.

О т в е т .  Если Р >  ~  • 2а  4 - Р >  я , то

а8 sin (а 4- Р)
12 sin а V  t -  2 cos 2Р ;

Я Л
если р <  -тр , а  <  “з~  *

л
а 4- P > “j - то

С =  д 3? £ g  —  V S s i n * | » - l 2 c o B ( 2 a  +  P H - coeP i*;

« я Л л ^  а 2л
если Р > ~ *  а <  -g- , “з“ < а + Р <  —  * то возможны оба при

веденных выше отгета.
4

57. -тр , считая от точки А'.

58. Возьмем Сх так, что АВС СХ — прямоугольник (рис. 2). 
I) ,  — середина /1(7,, О ,, 0 2 — соответствен но центры окружностей, 
опнеанпых около треугольников ACXD , Л О Г, О — центр сферы, 
описанной около A BCD.  Очевидно, 0 2 — середина А С , Л #  и £ ,(7  
перпендикулярны Л /) и Л (7,, следовательно, плоскости ADCX 
н АВССХ перпендикулярны, а ОхР лОгО — прямоугольник. Таким 
образом, | 0 (7 , | =  V  | DC  | * — | Г ,С  |2 =  V Ь % — а8, радиус ок
ружности, описанной около Д  0 (7 ,/I , будет равен

' 2 sin ' 2 s i n a  '

А радиус сферы В  =  | О А | можно найти из прямоугольного тре
угольника А 0 Х0  (на рисунке этот треугольник но изображен):

____________  1 /  Ь8 -  а*
я =  ли, |* + 1 U i U - j -  у  ~ ^ г  +

——;----  Ь* — в5» fftgi СС
2 sin  а  г
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F V) Пусть К — середина |ебра 
лН куба A B C D A ХВ Х( \D\% М сс- 

на ребра А’ и Л/ одиовге
лнно являются серединами ребер 

р п  и R S  правильного тетраэдра 
P Q R S . DXCX лежит ua HS.  Если ре
бро тетраэдра равно а,то| Л/А | — 

t ,y j !2  =  a V 2 .  Значит, t  «* 2л . 
Спроектируем тетраэдр на плос

кость ABCD  (рис. 3 ), Р х% (}\чР\ч 
c f l !  проекции Р , (>, /Л 5 . Пос
кольку PQ составляет с этой плос
костью угол 45°, то длина P XQX бу
дет 0^ 2.

Рис. 3,

дет а к
Пусть L  — точка пересечения прямой А В  и прямой Р ХПХ* 

Из подобия треугольников PXL K  и Р ХВ ХМ Х найдем

\RXMX\-\PXK\ а а

" " l  +  ^ 2 <  2  •
I LA' 'МЛ

Значит, ребро тетраэдра /V / (а, следовательно, и другие ребра: 
P S , (>// и (>iS) пересекает куб.

Для вычисления объема получившегося тело удобно это тело 
рассматривать как тетраэдр со среэапнымп углами. 

а3 У 2
Ответ:  — ^ —  (16 \  2 — 17).
60. Обозначим длины этих скрещивающихся ребер через а и Ь, 

расстояние между ними через </, угол — через (р, по формуле за
дачи 15 найдем объемы получившихся частей

„  10 7
Pi =  -g y -  abd sin Ф, P< =  abd si и cp.

n 2 0О т в е т :  - у -  . ^

61. Площадь прсекпии второго сечения на первую плоскость 
вдвое меньше площади первого сечения. С другой стороны (см. 
задачу 8), отношение площади проекции второго сечения к площади 
самого сечения рввпо cos а .

О т п е т :  2 cos а .

62. ~  пЯЧ1.

63. Если дг, у и г — расстояния от центра шара до проведенных 
плоскостей, то х* +  у1 - f  2* =  d2, а сумма площадей трех кругов 
будет равна

л [(Я * -  **) +  (Я* -  у*) +  (Я* -  *«)1 =  д  (3Я* -  (Р).

64. Пусть | АС\ =* х , | BD | =  у (АС  и BD касаются шара). 
и \ —- проекция D на плоскость, проходящую через АС  параллель- 
“о BD. Имеем

| C D  | =  *  -j- у =г | CDX | =  2Я lg ф.

53



il & C A U X ) io.ri CAD x pa реп а  плп 180° — a .  II соответав,,,, 
c этим x и у должны удовлетворить одной из двух систем уравнении

' ( 2ДI * +  У— C0SCp t (i)
\ х1 А- уа —- 2ху cos а  =» 4 IP 1g ? ф, 

или
( 2 Л

* +  » “  ' ( 2)
х9 -f- у* *+• 2ху cos a  =* 4/Г* lg* ф.

2R ГР
Для системы (1) получим: х +  У 

2  Я
системы (2) — x - f

cos ф ’ 

ГР

*У —; для
cos'

СОЗф * ху a ■ . Учитывая неравенство
sin*

(х  +  у ) * ^  4x 1/, получим, что система (1) имеет решение при ф > “2“ »

я a
а система (2) — при ф > .  —  — — . Поскольку объем тетраэдра >1ЯС£)

1 ” а  . я  a
равен - j -  хуп sin а ,  получим отбст: если -у -  <  ф <  у  — у »  объем

2 __ а  я а  я
тетраэдра равен у  п 3 tg  у  ; если у  — у  <  ф <  у *  возможны

2 a  2 a
два вначепия объема у  ГР tg у  и у  IP clg  у  .

65 . Пусть общин перпендикуляр к данным ребрам делится ку
бом па отрезки у, х  и х, у +  х +  z *= с (х — реоро куба, у примы
кает к ребру а). Грани куба, плраллельпые данным ребрам, пере 
сокают тетраэдр по двум прямоугольникам, у иервого стороиы 
х - f  х уЬ г  х  +  У

а, , у второго — у  а» Ь, ирн этом меньшие сторо

иы этих прямоугольников равны ребру куба, т . е . -х— Ь — х,

у  a =  х , откуда

сх
ТГ

сх
а

abc
II х *=»■ ab +  be -f  са

66 . Пусть Ох п 0 2 — проекции иентра шара О па плоскости 
K L M  п K L N , Р  — середина ML.

Проекции О, п 0 2 па KL  дол жим совпадать. Можно доказать, 
что эти проекции попадают в середину KL  — точку Q (рис. 4). 
Поскольку двугранный угол между плоскостями K LM  и KLN  
равен 90°, радиус искомой сс^еры будет

y\l>Oi\‘ +|0 ,Q I*.

Если мы продолжим ОхР  до пересечения с прямой KL  в точке И, 
то из прямоугольного треугольника PLH  иайдсм | HL | =  бд,

54

=  З а У ‘3. Затем найдем

| IiQ | =  - т р . 10 ,Q  | -  • 

lie / 3

1 1 a V i

IPO, I - 3 a  V S

| Л0 , | =

2a / 3

1 1 a V3

Следовательно, радиус сферы равен

У Ч
121 а9

12 - t y
137
3

67. Используя равенство касательпых, выходящих ил одпои точ
ки докажем, что в оснопапии лежит правильный треугольник и 
медианы боковых граней, проведенные
к сторонам основания, равны. Из это
го будет следовать, что пирамида пра
вильная.

я3 V«
О т в е т : — ^------ .

68 . Данные три угла не могут при
легать к одной грани; далее, они не мо
гут прилегать* к одпои вершине, посколь
ку в этом случае все отрезки, соединя
ющие середины противоположных ребер, 
будут равны. Остается случай, когда 
три ребра, соответствующие прямым 
углам, образуют незамкнутую ломаную.
Пусть это будут ребра А В. ВС  и CD.
Обозначим |Л #| =  х , \ВС\ =  у, \ CD | =  х.

Рис. 4 .

Тогда расстояние 

между серединами А В  и CD будет у  ~ ^  +  у* +  — , а между

АС и BD (или A D u B C ) — х1 f  х*. Наибольшим будет ребро 

V  X1 +  у9 i 2“AD Vь'1 +  за*.

69. 4 У з  — 3 
13

70. Спачала докажем, что A BCD  — прямоугольник и плос
кость D EC  перпендикулярна плоскости A BCD.  Для этого проведем 
через Е  сечение, перпендикулярное ВС. Ото сечение должно пересечь 
основание по прямой, проходящей через М и пересекающей отрез- 
™ ВС  и AD  (возможно, в их концах). Далее, провести через В  сече- 

являющееся равпобочной трапецией, можно лишь при условии, 
сечс,,п,е содержит ребро А В У причем | D E  | =  | ЕС  |, | А Е  | =  

I ЕВ  |. Следовательпо,

~5“ I АС | ^  | ED  | =  | ЕС  |, 4 г \ А С \ ^ \ Е В \ = .\ А Е \ ,

Ъ-1?• \ЛС  | * >  | С Е  I1 +  | А Е  I* и & А Е С  — не остроугольный. По 
но может быть тупым, так как тогда тупым был бы БЕС1.
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Таким образом, | АС |

V —V м •

А Е  | T l £Cl'

О твет:
3т

71. Проведем через С прямую, параллельную А В , и во 
на ней точку Е  так, что | СЕ  | =  | А В  |, А В ЕС  — параллелограмм 
Если О — центр сферы, то, поскольку ОСЕ =  я /3  и | СЕ  | =  | 
(следует из условия), Д  ОСЕ  — правильный. Значит, точка о 
равноудалена от всех вершин параллелограмма А В ЕС.  Отсюда 
следует, что А В ЕС  — прямоугольник, проекция О на плоскость 
A B F C  — точка К  — центр А В Е С  и | BD  | *=» 2 1ОК |

2/ I ОС I» -  | ВС  |* -  1.

72 . Если х — площадь искомого сечения, | АВ  |

1

а , то, вос
пользовавшись для объема пирамиды A BCD  и ее частей формулой 
задачи 11, получим

а  а
2  p x s in  2 2  q I  s n 2  2 д<7 s in  a
3 a . 3 a ~  3 a *

откуда

73.

2p qcos

RS* sin a  sin ft 
3a sin ( a  P)

P +  Я

74. При пересечении шара плоскостью A MN  получим окруж
ность, вписанную в треугольник A M N . В этом треугольнике

/ 3  / 3  а
\AN | =  a —2“  , | ЛЛ/ | =  a —g—, | ЛУ/V | =  - у  (находится из

Д  CM N).  Следовательно, если L — точка касании искомого шара 
с А Л/, то

| AN  | - f  | ЛЛ/ | — | MN  | / 5 1 \
IALI ----------------2  ^ \ Ч Т * А- — ) а-

1 i / ~ 2
Шар, г.писаШ1ый в A BCD,  имеет радиус г  =  -jr у  у  а и

плоскости A CD в точке М.
Таким образом, если х — радиус искомого шара, то

х \AL\ 5 - / 3
~  =  I AM I =  4 *

касается

Отсюда х
5 / б _ з / 5

«а
9 /3  

8

/ 3 .
77. a / 2 .

75.

70.

78. arctg 2]/ 3

60

70 О бозначени я: О — центр с<|еры, О ,, О», 0 3 — центры дан- 
I  окружностей, 0 А — центр искомой окружности. Очевидно, 
К1* * п  правильный. Найдем его сторопы ( Л/ — точка каса-

окружностей с центрами О, и Ог ) . \ О хМ\ни?' о2м\
00«4 | о  Л/ | *= 2 . Значит, JfifO(7| =  Л/Од2 =  30°, | 0 0  х | 

г  V- , р  л  I =  / J .  перпендикулярна плоскости 0 ,0 а0 3 и
"доходит черев центр Д ОхО /)ш, расстояния от 0 , ,  0 f и О , до 0 0 4 
П"  ы 1. Пусть К — точка касания окружностей Ох и 0 4, L  — осно
вание перпендикуляра, опушенного из 0 ,  на 0 0 4. KN  J_ LOx% 
I ^  ^  | | 0\К  | =  1 , 1  ООх | =  / 3 .  Из подобия прямоугольных

треугольников OxKN  и OOxL найдем |0,W | К т - Таким

образом, искомый радиус | О,А' | =  | LN  | =  ,

80. Поскольку противоположные ребра правильного тетраэдра 
перпендикулярны, перпендикулярными должны быть прямые 
СХЕ  и B XF  (рис. 5).

Еслп К — середина СХС , то, поскольку прямые В ХК и В ХА{ 
перпендикулярны прямой СХЕ,  прямая BXF  должна лежать в плос
кости, проходящей через В ХК и ВХАХ, а отсюда следует, что A XF \ В ХК 
и, значит, | D F  | в  а (это ответ на пункт а)).

б) Расстояние между серединами MN  и PQ равно расстоянию 
между прямыVH BXF  и СХЕ .  Его можно найти, приравнивая раз
личные выражения для объема тетраэдра F B XCXE:

S B iC ii2a

Отсюда х

81. а) а; б)

4а

3 ^ 5  * 
a ( 2  - V 2 )

■ 2 ,6  а. Возьмем на
М £ | - Н * | | -

82. Пусть | А В | =  а, тогда | Л В Х | г= | АСХ \ 
прямых АВ  и А С точки К и L так, что | Л К  |
^  I АСХ | =  2 ,6 а . Равнобочная трапеция K LCXB X вписала в окруж
ность основания конуса. Все стороны этой трапеции легко вычис
ляются, значит, находится и радиус описаиной около нее окружно-

сти» он равеп у -  / 7а.
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Теперь можно найти объемы конуса и призмы. 
л  15379д
О твет: 1, ^  .у -  .

48 0 0  У  3
83. Заметим, что отрезок MN  своей точкой пересечения с пря

мой PQ делится пополам. Спроектируем этот отрезок па плоскостг. 
A BCD.  Если N x — проекция АТ, К х — середина AD, Qx — середин;, 
D C (К х и Qx — проекции К  и 0 ) ,  то N XM  перпендикулярен A q i 
и делится точкой пересечения иополам. Значит, N XAD  «  2QxA b.  
Отсюда найдем | N XKX |, затем | |.

a  f _
О т в е т :  - у  у  14.

84 . Проведем через ребро А Л Х плоскость, лернепднкуляркую 
плоскости ВССХВ Х (рис. 6 ). М и N — точки пересечения этой плос
кости с СХВ Х и СВ. Возьмем па Л/ЛГ точку К так, что | N K  | =  | Л/Л' |. 
По условию A A XM N  — квадрат, значит, А К  перпендикулярна А Л /*

Рис. 6 .

отсюда следует, что А К  перпендикулярна плоскости АСХВХ, т. о 
А К  есть прямая, по которой пересекаются плоскости, проходящие 
через вершину А . Аналогично для вершины А х определим точку L. 
Прямые А К  и A XL  пересекаются и точке S.  Таким образом, паш 
многогранник представляет собой чотырехугольную пирамплу 
SKP LQ  с вершиной S , основание которой находится в плоскости 
В В ХСХС. Далее, B XN  есть проекция АВХ. Отсюда следует, что плос
кость, проходящая через А перпендикулярно А В  ж, пересекается 
с плоскостью В В ХСХС но прямой, перпендикулярной B XN. Из усло
вия следует, что Д  B XNC^ — правильный. Значит, четырехуголь
ник PLQK,  являющийся основанием пирамиды SP LQ K , есть ромб, 
составленный из двух правильных треугольников со стороной 
\ K L\ m U .

л 9а3
О твет: ----
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Искомый угол дополняет до л /2  угол между образующей 
QA и осью второго конуса. Обозначим через Р  и Q центры оснований 
К и у х  копусов, через S  — точку, в котором плоскости оснований 
яолусон пересекают перпендикуляр, восставленным к плоское!и 
п А в  в точке О (рис. 7 ). В пирамиде SOAB  известно \ ОА | «= | ОН |, 
SO перпендикулярно плоскости ОАВ , ОР и OQ перпендикулярна 
еоаГветствснно SB  n SA, 'РОВ *= QOA ф, 'РОф «  р. Надо паптж
f o A .  Пусть | ОА | «  | ОВ | «* /, | АВ  | ■ = а. Тогда

| ОР | а  | OQ | == / cos ф, | SA  | в  | S B  | =* »

|S P |  =  |S<?| =  |0 />|ctg<p =  / - ^ - ,

S P I
I pQ I в  I a b \~ s b \ = a cos* ф

С другой сторопм.

| PQ | *= 2 1 OP | sin - y -  ** 2 / cos ф sin - y .

Отсюда

a cos ф в  2/ sin - y  • 

Найдем теперь | PA |:

| PA I» - \ P B  |* +  \AB \*— 2\PB\.\AB  Icos'PTTT
a sin ф

=  P  sin* ф -f- a1 — 21 sin ф а — -----=

Но, если у ■ » РОЛ , то из Д  /ЧМ  имеем:

(О

/* sin* ф +  в* cos* ф.

| РА |* =  Р cos * ф +  Р tmb VU3 Ч VUO

дем
Приравнивал два выражении для | РА |* и учитывая (1), nai

2 sin* -

я

=  COS ф — • COS ф

( 2 sin* 4 *
9 1 COS ф — С 08 ф

ее. ($уъ  +  / Я )  л.
87. Если плоскость пересекает ребра в СО, то в сечеппн б 

Дет треугольник, при этом радиус шшсаппоп окружности будет i

мяться от 0  до —?=-----------------д ----------: ----------—  ,
\f2 (2 cos а  +  / 4  cos* а  +  1)
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Пусть теперь плоскость пересекает ребра Л В  и ВС  в точках /> 
в /V, SA и SC  — п точках Q и Я , SD — ъ точке /Г и продолжении 
АП  и CD — в точках L и Л/ (рис. 8). Поскольку прямые PQ „ 
N В  параллельны и касаются окружности, вписанной п паше сече- 
пне, то РА  есть диаметр этой окружности. Обозначим | Р А  | =  2г,

будем иметь

K L

| M L  | =  2а У 2 — 2г, 

а V 2 — г
Vх 4 c o s -а  + 1 ,2 cos а

(о У  2 - г ) *
M KL 2 cos а

Таким образом,

________ о У 2 - г
2 cos а  +  V  4 cos* а  +  1

откуда

а У  2
1 +  2 cos а  +  У  4 cos2 а  +  1

От нет:

V̂ 2 (2 cos а  +  У%  cos* а  +  1) ’

__________а_У_2__________
Г 1 +  2 cos а  +  У  4 cos* а  +  1

88. Проведем сечение плоскостью, проходящей чероз ребро А В 
и точку L — середину CD, К  — точка пересечения плоскости Р и 
AL,  высота, опушенная из А на DL , пересекает В К  в точке Л\ 
BL  — в точке ^  (рис. 9 ). Нетрудно доказать, что центр сферы лежит 
на прямой AQ. При этом центр сферы может быть па отрезке AN  
(точка О) и на продолжении AQ (точка О ,).

Радиус первой сферы равен радиусу окружности, касающейся 
А В  и В К и имеющей центр ua A N .  Обозначим его через х; х  можно 
найти из соотношения

5 а л я “ “Г < 1 ^ 1  +  1 ЛУ 1 ) * ’

\BN\ =  +  I UK I =  +  V 2  \АВ I» +  2 I BL  |* -  | AL  |* =  т р - в ,

S BAN 5 "  S BAL
У  2

1 0

значит, х

О твет:

УЪа
ъ +  УТ\ 

у 2а
ъ ± У п  *

= г .  Так же находится радиус второй сферы,

89. Пусть х — ребро теграэдра, | MN  | =» y j .  Если ребро, сере

на которого Л/, образует с данной плоскостью угол а ,  то противо- 
Д1,Н я

сложное образует угол - у -  — а .  Проекция тетраэдра па эту плос- 

ссть представляет собой равнобочную трапецию с основаниями

cos а  и х sin а  и расстоянием между оспоиаппями, равным ” т=*.
V 2

Таким образом,.S ĉos а  +  sin а Ь Кроме того, по условию,

У  тугол при большем основании С0°, откуда | cos а  — s in a |

О т в е т :  3 5 ^ 2 .
90. Пусть ребро куба равно 1. Обозпачим через О центр грани 

A BCD. Из того, что N МС =  60° и Tw C  =  90°, следует, что О — 
между М и С. Обозначим | ОМ  | =  х, | | =  у. Тогда | Л/W | =»

** 2х,| АО | тУ 3 , | М В  | =  -тр +  х*. Применяя теорему

пусов к треугольникам М А В  и ON В,  получим

Y ~ +  х%=* 4х* +  у2 — 2ху У 2,

коси-

З х * =  - 7T  +  J / * -
у з■ ГУ-

Отсюда найдем:
1 ^ 6

=Г . У
_  У з
О т п е т :  М  Л/ |: | МС | =  2 -  У \  \ BN  | : | N D X | =  2.
81 . Плоскость, проходящая через А А Х параллельно B XD ,  бу- 

«®т параллельной плоскости l )D xB xB.  Точно так же плоскость, про- 
А Г Г с *  ”0рез паРаллольио ^ С ,  будет параллельна плоскости

В С С г другой стороны, плоскости, проходящие через ребра ВС  и 
8т̂ ь б у д у т параллельны нлоскостям A B XCXD и A XBCDX. Учитывая 

°бсгоятельство, построим сечеиис наших миогогранников пло-
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скостмо, параллельной основаниям и проходящем через серелi 
боковых ребор, и плоскостью, проходящей через середиим naj , I  
лельпмх сторон осиовапнй призмы (см. рис. 10). На рисунках А и у  I

7^

0 .*!И
+  I* =  (а* +  - f )  +  (<■* +  4i*) +

а

Н
Рис. 10.

а
О твет*. Y y i  ,,ЛИ в *
93 . Обозначим через /1, и В х две других точки касания, В  и г —  

, иуСи шаров. И трапеции А А ХВ В Х найдем основания: \ААХ\=*
1 &'' ‘ д о.
r - Z R c o s - j ^  , | ВВ Х | =  2r cos —  и боковые стороны \ABX\ ■» 

| =  2 /  Hr, после чего определим диагонали \АВ\ =  \ АХВ Х | =»

* = 2 | /  Лг  ̂t - f  c o s * - j - j  . Если nmp, проходянцш через А и А п  
пересекает А В  в точке К % то \АхВ\г =  | В К  | • | В А |, откуда

являются серединами противоположных ребер E F  и HG треуголь
ной пирамиды B F G H , сами ребра E F  и IIG перпендикулярны. Обо- 
значая | ВС  | ■ ■  х , | AD  | =  пх, высоту трапеции ABCD  через г/, 
высоту призмы через z, найдем

Так же находятся другие части, на которые разделен отрезок А В.  
О т в е т :  Отрезок А В  разделен в отношении

v n  V
|KS  | =  | 50| =  ■j~jrr  • 1™1 =  * г

5л -f 3/ 3  п \ „  5л +  3 5л -1-3
| K L  | =  у у~2~ -(- 7 Г + Т  /  ’ 2 *• n + 1 z.

Объем треугольной пирамид!
( л +  1 )хуг

Объем призмы равен --------- :>-------
1 (5л +  З )3

- r \EF\.\GH\.\KL\ =  ^ T ^ r  xyz.

(5п +  Э)«
0 т в е т :  12 (л +  I )3 *
9 2 . Пусть высота призмы равна х. Возьмем на продолжении реб

ра В ХВ точку К  так, что | В К  | =* -гг х , | ВХК | == у  х . Поскольку АЛ 

параллельпа В М  и | K N  | =  2 | В М  |, проекция K N  на CN  вдвое 

больше проекции В М  на C N , т. е. она равна . В  & C N K  имеем
/  5

CN | ^ |  =  / а *  +  4хМС/:| =  ] / а * + ^ -

В  зависимости от того, острый или тупой угол c f f i t ,  будем иметь 
два уравнения:

+ х ^ = ( в , + 'т ) + < * , , + 4х,> - 2 1 Д , + т - * 7 г *

94 . Можно доказать, что ось цилиндра должна проходить через 
середину ребра BD и принадлежать плоскости B D А, где L — се
редина АС.  Пусть ось цилиндра образует с BD острый угол а . Спро
ектируем пирамиду на плоскость, перпендикулярную оси цилиндра, 
получим четырех у голышк А 1В 1СхОХщ в котором \ А ХСХ \ =  | АС  | =* 
1=3 12. Диагонали А ХСХ и B lD l перпендикулярны, точка Пересече- 
вия диагоналей F  делит А ]С1 пополам, а диагональ D iB l делится 
точкой F  на отрезки 6 / 3  cos а  и 10 / 3  sin а  — 6 / з  cos а . И з 
условия | A XF  | . | FCX | =  | B XF  | • | FD X | получим для а  уравненыj

sin3 а  — 5 sin а  cos а  - f  4 cos* а  =  0 ,

°гкуда найдем tg а ,  =  1, 1д а* «= 4. Но | B XDX | =  1 0 / 3  sin а  и 
равняется диаметру основания цилиндра. Получим два значения
л _ 5 / 6  2 0 / 3
для радиуса основаиил цилиндра: — к—  н — 7= — .

*  У 17
95 . Возьмем на ребре A S  точку К  так, что | А К  | =  а. Тогда 

точки В % D и К принадлежат сечению конуса плоскостью, парал
лельной основанию конуса (| А В  | =  | AD | =  | А К  |). И з того, что 
улеж ит в плоскости осиовлннл, следует, что плоскость ВОК  делит 
пополам высоту конуса. Таким образом, поверхность nam eiо конуса 
■  четыре раза больше поверхности конуса, радиус основании кото
рого равен радиусу окружности, описанной около А , с обра- 
вУЮЩей, равиой а. ________

п  4л / 2 д *  { V Ь г -{- 2а2 — а)

2«* -У З  V b *  +  2a* —  Aa
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96. Пусть радиус основания конуса ранен /?, высота — Л, Per,
ро куба — а. Сечение конуса плоскостью, параллельной основами, 
и проходящей через центр куба, есть окружность ради\< 
„  ?А — a V i
п ------ г̂ г------ • в которую вписан прямоугольник (сечение куба) ,,,

сторонами а и а У  2, т. е.

За* =  В 2
C lh -a V i)'

Л* «)
Сечепие конуса, параллельпое основанию конуса и проходящее чо, 
рез ребро куба, противоположное ребру, лежащему в основании

А — о 2
есть окружность с радиусом В ------ г------ . С другой стороим, диа
метр этой окружности равеи а , т. е.

А - и  / 2
2 R (2 )

Из соотношений (1), (2) получим

, V Z (5  +  K 3 ) в| /? 2  У  5 — 1

О твет:
л (53 -  7 / 3 )  V 3

48

9 7 - 4 -
9 8 . Из равенства А СВ  =  АПЪ  и перпендикулярности А В в ПС 

можно получить, что точки С и D симметричны относительно плос
кости, проходящей через А В  перпендикулярно СП.

л  aS
О т в е т :  .
9 9 . Пусть К  — середина Л В, Р — основа пне перпендикуляра, 

опущенного из К  на CS.  Возьмем на А В точки Л/ и N  так, что 
Д PM N  — правильный (рис. 11). Пирамиду S P M N  можно достро
ить до правильной призмы P M N S M XN* так, что P M N  и S M X\ { 
будут ее основаниями, a P S , Л /Л /,, ЛГЛг, — ео боковыми ребрами. 
Призма A xB xC A tB«S будет гомотетична призме P M N S M XNX с цент
ром в S  и коэффициентом | C S  | /  | PS  |. Легко видеть, что искомая 
доля объема пирамиды S A B C , находящаяся внутри призмы 
A\BtC A J}y S  % равна отношению | M N  \ / \ А В  \. Обозначим | А В |
*= а У З ,  | CS  I =  2а. Найдем:

IS К |
/1 3

2
а, | С К  | =  -п- a ,  \ P S \  =  - r a ,  \ Р К \

3 / 3
“ Г "

О твет

| M N  | г= | РК

/ 3

2

/ 3
\MS\J\AB\ V I

2

100 . Пусть плоскость, проходящая через В хС и  пересекает М ; 
и D C  в точках К  и L  (рис. 12). По условию, объемы многогранни
ков A K L D A xB l C lD i и K B C L B xC t равны. Применим к ним форму.' 
Симпсона (задача 15), обозначив | А К  | =  \ D L  | а. Поскодь*
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ыС1У1ы эти х  многогранников раины, получим дли а уравнение

7 я г 1  +  4 ч ( 7 + 1 )  /7 .% 7  ■ 1  ( 7  — в)
2 ** (* — я) 7 +  4 2—

( 7 - М )
2

16откуда а = .
О б о значим  в ы со ту  пирам иды  черва Л. Введем систем у ко о рд ипат, 

Рзяв ее н а ч а л о  в ц ентре A BCD , оси х и у п а р а л л е л ь н ы м и  А В и ВС. Т о ч 

ки А, С и Dx б у д у т  им еть коорд инаты  у ,  —  - у ,  о ] ,  ( — , о ) ,

$

~2~*Л)* Н °тРУДн0 найти уравиеппоплоскости Лб7)| ; Ах —
— +  г =  0. Плоскость KLCXB\ будет иметь уравнение ЮАх —
— 8х +  ЗА *= 0 . Нормальный лектор к первой плоскости и  (Л, —А, 
1), ко второй т ( 1 0 А , 0 ,  — 8). Условие их иерпендикулиршчти даст

нам ЮА* — 8 = 0 ,  А =  — ^—  . Объем пирамиды равен

101. В о зм о ж ны  два с л у ч а я :
1. Б о ко вы м и сторонам и тр а л е н и и  я в л я ю тся  проекции ребер А В 

и ВХС\. М о ж но  д о к а за ть, что в атом с л у ч а е  центр сферы нахо д и тся 
в точке С. Объем при зм ы  будет равеи Зя3/8.

2. Б о ко вы м и сторонам и тр а п е ц и и  я в л я ю тся  про екц ии ребер А В 
и Л , С , .  В  атом с л у ч а е  центр сферы пр о екти р уется в центр о к р у ж н о -
CTut описаппой около тр а п е ц и и  АВС\Л\, высота тр а пец и и  равна
QV 5/3 , объем призмы равеи а*|^5/4.

п  За3 а3 / 5
и т в е т :  —5— и л и  — 7— .

102. —  а (а* +  26*).

• Спроектируем данные многогранники па плоскость ЛВ С
JP *c. 13). На рисунке отсутствуют проекции точек А х% В х и Сх —  

ни совпали с точками А , В  и С\ S x и Dx — проекции точек S  и D. 
ели мы на отрезке P S X возьмем точку К  так, что | Р К  | =  | NDt |t 

К  является проекцией точки К Хч в которой ребро PS  пере-
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екает плоскость A xB xCt. Таким образом, искомое отношение равно 
I КВ  | |/VD||-|P*| (| $iW| — IDjS» |) —(|P5j | — | BS\ |)
гWT = ----- --------------------------1PSX | -Т/73Г1-----------

I p j , I — I p ,g , |
=  | 5.Л/ | -  | U S l | ‘

Следовательно, наша задача свелась к нахождению стрелков 
| S XM  |, |Я£, |, \ D XS X |, где»?! — точка, из которой стороны & К 1 ) ХМ

Р  •
О

а)

Рис. 13.

видны под равными углами, & BDXM —  прямоугольный с катетами
\DXM \ =  2а, \BDt | =  а ^ З .

Обозначим | SXM | e  х% | SXB | =* у* | SXDX | =» в.
Повернем & D XS XM на угол 60° вокруг точки D x (рис. 13, б), 

& D xSxS t —  правильный со стороной г\ точки В , SXt S2, Л/i —  на 
одной прямой, BD^JHX =  150°. И з k B D xM x найдем ж +  у +  г  &  
*=а}^13. Высота t^BDxM u опущеппая на сторону В М и  раппа

/ 3 2а 1  / * ~  За5" 6а
Тз" • откуда * -  v q f  >У +  —  “  К  3 0 — IT У 13

Теперь легко найти у
5а 6а „

у ~ , х  =  у - = г .  Подставляя найденные зпа

пения в ( 1), получим, что искомое отношение, считая от вершили 
# ,  равно 3.

104. Любая касательная плоскость делит пространство на две 
части, при этом либо все три сферы расположены в одной части, 
либо две — в одной, а одпа в другой. Очевидпо, что, если некоторая 
плоскость касается сфер, то и плоскость, ей симметричная относи 
тольпо плоскости, проходящей через центры сфер, также являет* я 
касательной. Покажем, что не существует плоскости, касающейся 
данных сфер ток, что сферы радиусов 3 и 4 находятся по одну сторо
ну от нее, а сфера падиуса 6 — по другую.

Пусть центры сфер радиусов 3 , 4 и в находятся в точках А , В 
и С.  Плоскость, касающаяся данных сфер указанным выше обра 
вой, разделит сторопы АС  и ВС  в отношениях 1 : 2  о 2 : 3 , т. е.
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пройдет через точка К  п L  ян АС  й ВС  такие, что | С К  | =* 22 /3 , 
| C L  1 — 33/5 . Нетрудно пайтп расстоянии от С до K L .  Оно равно 
331^ 3/01 <  0 . Отсюда следует, что через K L  нельзя пгюпестн плос
кость, касающуюся сферы радиуса 6 с центром в С. Можно поко
вать, что все другие касательные плоскости существуют, а всего их 
будет G.

ЮС. Решепио задачи ос поп л по на том, что продолжение падаю- 
о;его луча епммотрпчно отраженному лучу относительно той грапи, 
от которой луч отражается. В ведем естественным образом систему 
координат, взяв ее начало в точке 7V, а в качество осей х , у и z —  
ребра N K ,  N L  и N M ,  обозначим через Q* и Л '  последовательные 
точки пересечения прямой S P  с координатными плоскостями, от
личными от L N M .  Имеем: | PQ | =  | P Q '  |, | QH | =* | ф 'Д ' |.

Точка Р  имеет коордиваты (0 , 1, У  3). Обозначим через а ,  р, а  
углы, образованные лучом S P  с осями координат. И з условия сло- 
дует, что р =  я /4 , далее пайдем cos а  из равенства 2 cos1 а  -f- 
+  cos2 Р =  1, cos а  =  1/2 (а  — острый угол). Следовательно, век
тор а  (1 /2 , У ^2/2, 1/2) параллелен прямой S P .  Если А (х, у, г) —  
произвольная точка па этой прязюй, то

ОА =  OP +  1а,
или покоординатно

г  л V 2  _  t
* —  2*  У  ̂"Ь 2 ^ 1 — г ”  -f* 2 •

Координаты у и г  обращаются в нуль при tx =  —1^2 (это будет
л- I V2точка Q ')  п при f* =» —2V  3 (точка /?'). Таким образом, Q' I — - у - ,

о, / 3  -  Х а )  , п ’ ( -  / з , 1 -  / б ,  0),
! PQ’ | =  У  2, I <?'Я' | =  2 / 3  -  У  2.

О т в е т :  2 У^З.
106. Обозпачпм через К  точку касания сферы с продолжением

CD, а через At и L  —  точки касания с ребрами j4D и B D , N  —  се
редина ВС (рис. 14). Так как | CD | =  | DD  I =  | ПА |, DN  
перпендикулярна плоскости А В С , | D K  | =  | DM  | =  | D L  |,
K L  параллсльпа D N , M L  параллельна А В, значит, плоскость K LM  
перпендикулярна плоскости A B C , KLAt  =  90°. Если О —  цептр 
сф(‘ры, то прямая DO  перпендикулярна илоскости K L M , т. е. DO 
параллельна плоскости АВС,  следовательно, |D W |=1 (радиусу 
сферы). Кроме того, DO  проходит через цептр окружности, описан
ной около ДААЛ/,—  середину КМ .  Отсюда следует, что ODAi =*

-  у -  Т ГоИ Т. Далее, | D A  | =  | D C  | =  /  | C N  |* +  | D N  |* =■  / 3 ,
| С А | =  | СВ | cos 3 0 ° =  / 6 , т. е. &CDA  — п р я м о у го л ь п ы й , CDA =» 
** 90°, 6D A i =  4 5 °,  | DA11 *= | OAI | =  1 .  И с к о м ы й  отрезок к а са те л ь 
ной равен \АМ\*=\ AD | — | DM  | *=■ УЪ — 1.

107. Пусть О,, О,, 0 3 — точки касания шаров с плоскостью Р ,  
Причем и точко Ot касается шар радиуса г, а в 0 2 и О, -  радиусов 
" ,  О  —. сер ши па конуса (рпс. 15), q> — угол между образующей
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ковусп в плоскостью Р. Можно найти, что

10 , 0 1 = r  c t g - y - , 10 0 , 1 =  10 0 , 1  =  п ctg  - f -  ,

10,0, 1= 10,0, 1=  2Vn~r, | 0,оя| =  2R .

|0L| =  K | 0 0 ,| * -| 0 ,L  Р ш = л } / '  1,

| 0,L I =  / I  0 ,0 ,11 -  I 0 ,L I* «  -  №.

Топка О находится на прямой 0 XL,  причем она может Сыть как 
на отрезко 0 . L ,  так и на его продолжении за точки L  или Ох (на ри 
сунко О'  и О'). Соответственно получим три соотношения

\OtL\-\OOt \ +  \OLl l O ^ I - I O i ^ l - I O ^ I ,
10\L | — 10еL | — 10"0\ |.

Заменив в каждом из этих трех соотношений Я *= (2 +  ^ 3 )  г, 
Фctg  i ,  в первых двух придем к противоречию (х ~  1 или 

х =  — 2 ^ 3 / 3 ) ,  в третьем случае найдем ж =  2 ^ 3 / 3 ,

О т в е т :  cos ф =  —  •

108. Обозначим через К  и L  середины ребер AD и ВС, N  и Р  — 
точки пересечения проведенной плоскости с прямыми А В  и АС 
(рис. 16). Найдем отношения | РА \I\PC | п | Р К  \I\PM  |. Прове
дем KQ и АЯ  параллельно D C, Q — середина АС.

I АЯ | \DM\, \РЛ\
\РС\

М/?|
Р?С| \ м с \

2_
3 *

С8



Затем ил Г; см

\РК\ |ЛГ<?| | DC | 5
\ р м \ =  | л/с-1 -  г | л/с | =  Т *

МЛГ| 2 |P.V| 4
] Ш \  “  3  ' \PL\ = Т *

V P A K N  \PA\.\AK\-\AN\ 2
VAUCD =  | .Ш | |/1Й| -  5 •

т. е. Р i >a k n  в  2* Поскольку высота, опущенная из /1 на ЛУАГ, рав»

Таким образом, площадь сеяспия будет S PML — *УРЛК =  3.

1 0 9 . Зная радиус шара, шшсаиного в ираьильиую треугольную 
пирамиду, к высоту пирамиды, нетрудно найти сторону основания. 
Оил раина 12, | М К | =  | А Л’ | (по условию касательные к шару из 
точек М и Лг равны).
Й ' Пусть | В М  | =  х, | ВМ | =  у. Найдя \ ММ \ по теореме коси
нусов из Д /Ш Л ’, а | М К  | и | IKK | — из треугольников В М К  и 
В М К 9 получим систему уравнений

*Я +  Ув — *1 
х* — 12х =

Эта система имеет решение х, =  у, =  7. В атом случае расстояние

Дящая через ММ и касающаяся шара, в самом деле, поросекаст 
продолжение S K  за точку А',

^  е решение атом системы удовлетворяет условию х -j- у =*
ИДО* Из иервого уравнения получим (х 4 - у)г — 3ту =  '*9.

ua 1, S p s K

s p m i . 1 РК  |•| Р У  | 3
S PNK “  \р М \ -\ Р Ц  “  2 •’ S PML =  *

Р С

О
Рис. 10.

0т К до ММ  равно 4 /  3 —
7 У з  V  3

2 ~  2 < 2 , т. е. плоскость, прохо-
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95/3. Отсюда следует, что

KN \SВ П К  +  S B N K  S U M N  I

I / 3  I 491^3
: * У З  +  у У З  — xy = 1Z

гд о ватсльно , вы со та, о п у щ е н н а я  и з  А' иа M N , р а в н а — V  3 > 2 ,

з. в атом  с л у ч а е  п л о с к о с т ь , п р о х о д я щ а я  через M N  и  к аса ю щ ая ся 
р а , не уд о вле тво р яет у с л о в и ю  зад ачи. 

л  п 12 
О  т н о т :0  .

1 1 0 .  Н а  то го , что ребра пи рам ид ы  A B C D  к а са ю тся  ш ар а, след ует, 
) сум м ы  п р о ти в о п о л о ж н ы *  ребер пи р а м и д ы  равны . Д остроим

п и р а м и д у  A BCD до п а р а л л е л е п и 
п е д а, проведя через каж дое ребро 
пи р а м и д ы  п л о ск о с т ь , 'п а р а л л е - 
л ь н у ю  пр о тиво по ло ж н о м у ребру. 
Ребра пи р а м и д ы  б у д у т  я в л я т ь с я  
д и а го н а ля м и  гр аи еп п а р а л л е л е 
пипед а (рис. 1 7 ) , а ребра п а р а л л е 
лепи пед а р а в н ы  р а ссто я ни ям  м е ж - 
*у серединам и п р о ти в о п о л о ж н ы х  

:>ебер п и р а м и д ы . П у с т ь  | AD  | =  а , 
| ВС  | ~  6, то гда лю бы е два п р о 
ти в о п о л о ж н ы х  ребра пи р а м и д ы  
б у д у т  р а вн ы  а и 6. Д о к а ж е м  это. 
Пусть | А В  | =  г ,  | DC  | =  у. 
Т о гд а  х  +  у =* а +  6, х1 +  у* =  
ш  а* +  Ьг (нослодпее равенство 

я вд ует из то го , что все гр а н и  п ар ал л е л е п и п е д а —  ромбы с 
энны м и  сто ро нам и).

О тсю д а сл е д уе т, что  х  =  а , у  *=  b и л и  *  ■ * 5 , у =  а. З п а ч и т , 
Д  А ВС  по  к р а й н е й  мере две сто ро ны  р а вн ы  м еж ду собой. Н о  

Г вС  =  10 0 °, след о вательн о , | А В | =• х =  | ВС  | =  6, | АС  | =  а, 
D B  I =  6, [ D C  | =  в.

И з  /\АВС  пойдем а *= 26 s in  50е,

л  BCD S A D C h B
Уз

S D B C h A
6* sin  100°

л*

откуда
а* УЗ

25* sin 100 У З  tg 50°.

111. Равенство произведений длин ребер при каждой граии 
означает, что противоположные ребра пирамиды равны. Достроим 
пирамиду S A B C  обычным обрааом до параллелепипеда, проведя 
через каждое ребро плоскость, пяраллельпую противоположному 
ребру. Ввиду равенства противоположных ребер пирамиды S A B C , 
получившийся параллелепипед будет прямоугольным. Обозначим 
ребра этого параллелепипеда через а, Ь и с, как показано па рис. 18.
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Проводеи о Д  BCD высоту D L.  На Д  BCD  найдем

be
DL

| AL  | =  +  | DL  I*

Vb^TTi ’
V д*6» -f  6 V* -f c V  

Кб* +  с*

ABC — Y  o*6* +  6*c* +  ЛЛ

Объем пирамиды S A B C  составляет 1/3 объема параллолепппода(/ 
высота па грань А ВС  дона, полу
чаем ураппеппо ____

У  а-6* 6*с* +  с*а*« l /  =  обе.
( 1 )

По теореме косинусов для Д  /1 
получим

6а* =  _

r= Кя* 4* • У  а* +  6* • 1 /^  Др •
(2)

I I , иаконоц, последнее условие задачи даст нам

с* — 2 о* — 26* =  30. (3)

Решив систему (1)— (3), найдем а* =  3 4 , 6* =  2 , с* «  102.
л  34 УТ\
О т в е т :  — g—  .
112 . Обозначим через М  п N  точки касаппя с шаром касатель

ных, проведенных из А н В , А ^ а Д ^  —  проекции точек М  и N  на

Рис. 19.

Плоскость А ВС  (рис. 19, а; па рисунке изображены один из двух 
бквипалептпых случаев расположения касательных, при которых 
Йтй касательные скрещиваются, в двух других случаях эти каса-
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|ьпые лежат в одной плоскости). Нетрудно найти: | A M  [ =
| CN  | -  I, | М Л/, | =  | ЛГЛГ, I =  I sin в ,  \А М х | =  1 CAT, | =  
I cos о . Найдем | В М Х | и | B N X | (рис. 19 , б\ О — центр шара, 

- I ВМ ,)
ГЛГ4 | =  | В М Х I =  I OL I =  V r 2 -  (/ Sin а  -  г)* =»________________

— rl sin а  — Z* sin* а .

При повороте вокруг точки В  на угол ф =  А ВС  точка А перей- 
>т в С, М х — в iYj, следовательно, треугольники B M XN X и ВА С  по- 
>бны,

| MN  | =  | M XNX | =  | ВМ Х | =  Ц -  V'lrl  sin a  -  l1 s u r a ;

& M XB N X получается из & А В С  поворотом вокруг В  на угол у =  
= А В М | с последующей гомотетией. Следовательно, угол между 
t xN  1 и Л С равен у. а поскольку M XN х и 3/Л Г параллельны, угол 
1ежду M N  и АС — также у.

Из Д / Ш ,Л  найдем

2rl sin a  — l* sin2 a  - f  l1 —  Р cos2 a  ________r sin rt________

21Y 2rl sin a  — /* sin5* a  ^ 2rJ sin a  — l* sin2 a
Затем

V 2r i s i u a - ( l » + r » )  sin2 a
sin у =  - t ; ■ -----  ,

Y 2rl  sin a  — l* sin2 a

Найдем, используя полученные значения для | M N  |, | М М Х | 
и sin у, объем пирамиды A C M N :

=  4 - М С  И  Л/ZV Н  Л/Л/, I Sin Y

2a2 sin a
Y 2 r l  sin a  — (P  +  r 2) sin* a . 0 )

Возьмем теперь точку P  так, что M XN XCP  —  параллелограмм, 
значит, M N C P  — также параллелограмм. Пусть Р — угол между 
A M  и CN ,  тогда Р =  А~МР. Н о & А В М Х получается пзJ ^ C B N ^  по
воротом вокруг В  по часовой стрелке па угол ф =  АВС.  Отсюда 
следует, что угол между А М Х и C N X i авеп ф, а , зпачит, и АМ\Р «= 
=  ф, т. е. треугольники А М ХР и АВС  подобны. Из этого подобия 
найдем | А Р  | =  2а cos а. Угол Р равен углу А М Р ,  Д Л Л /Р  — рав
нобедренный, в котором | А М | «• | МР  | =  / ,  \АР\  ■ = 2а cos a .  
Следовательно, ~

р a cos a

о р р
sin Р =» 2 sin - у -  cos - у

2a cos a  Y  l* — e'J cos2 a

Выразим объем пирамиды A C M N  по-другому,

V ACMN  “  ~  I и CM I *  sin p — -  j -  cos a  V ”/1 — a* cos2 a .

где j : — искомое расстояние. Сравнивая эту формулу с равенством 
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(!), получим
2а (ц а У £г/ «in а  — (i* +~г^) 8ш*а 

Vl* — а8 cos* а

113. Пусть | ЕА | = х , площадь ДЕЛМ будет наибольшей, если

| Е Н  | =  | НА  | =  —j -  * и равна при этом - j -  — Расстоя
ние от £  до плоскости ЕАН пе больше чем | А В | =  1. Поскольку 
s л е в  ^  s e b c ,

7 5 “ e  ~  V  АВСЕН  “  У  АВЕН  <  U  =

=  -57 ^ ( 2 - х* ) < ^ г [х» +  ( 2 - х‘)] =  -^ - .

Таким образом, х *= 1, и ребро А В  псрпепдикулярпо плоское* 
ти ЕЛ //. А ВСЕ —квадрат со стороной 1.

Рассмотрим две треугольпые призматические поверхности: пер
вая образована плоскостями А ВСЕ, АНЕ и ВСН ; вторая — А ВСЕ, 
ECU и АВН. Очевидно, радиус наибольшего шара, помещающегося 
в пнрамиде АВСЕН , равен радиусу наименьшего пз шаров, вписан
ных в эти призмы. Радиус же шара, вписанного в каждую из этих 
призм, равен радиусу окружности, вписанной в перпендикулярное 
сечение. Перпендикулярное сечение первой призмы представляет 
собой прямоугольный треугольник с катетами 1 и 1/2, радиус

3 — У ъ
окружности, вписанной в этот треугольник, равен----- -̂----. Перпен
дикулярное сечение второй призмы есть треугольник А Н Е , радиус

/  2 - 1 ^  3 - / 5
окружности, виисапнои в него, равен---- г,-----> ------ ------.

3 - / 5Ответ: ----£----.
114. Из того, что прямая, перпендикулярная ребрам тЛС и B S , 

проходит через середину B S , следует, что грани АС В и ACS  равно
велики.

Пусть ^ASB =  SBSC=  <?, тогда 5 ЛСВ -  SACS =  2Q. Обозиа- 
чим через А\% В\, С\, S\ проекции М на грапи B C S, A C S , A B S 9 
АВС соо7 ветственпо, hA, Лв, hc% hs — высоты, опущешшо па эти 
грани, V — объем пирамиды. Тогда будем иметь

| М АХ | +  2 | MB11 +  | МСХ | +  2 | А/ S ,  |
3V_
Q •

Но, по условию, | МВ | +  | MS | =  | МАх | +  | МВХ | +  
+  I МСХ | +  | А/5, |. Из двух последних равенств следует:

Но
| МВ | +  | МВХ | +  | MS | +  \ MSt | =  ^  .

У =  “5* 2Q =  -5"Ла -2Q «= -?р(Лв +  Лв).
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Следовательно, | МВ  | +  | М В Х | +  | M S  | +  | M S X I =  hB +  Л8 . 
С другой стороны, | МВ  | +  | М В Х | M S  | +  | M S t | ^  hs .
Значит, | МВ  | +  | М В Х | =  Лв , | M S  | *+• | M S X | =  Л8 , и высо
ты, опущенные из В  и 5 , пересекаются в точке Л/, а ребра АС  и BS  
перпендикулярны.

Из условий задачи следует также, что общин перпендикуляр 
к А С  и B S  делит пополам также и А С. Пусть F  — середина А С , 
Е  — середина B S .  Обозначим | F E  | =  х . Тогда

Рассмотрев равнобедренный треугольник B F S , в котором | BS \ =
3

=  1, | B F  | =  | F S  |, высота | F E  | =  - j -  • М — точка пересечспнл

о /То
высот, найдем | ВМ  | =  14УЛ/ | =  — —  .

1 1 5 . Поскольку боковые ребра четырехугольной пирамиды 
равны между собой, ее вершина Е  проектируется в точку О — цептр 
прямоугольника A BCD.  С другой стороны, из равенства ребер тре
угольной пирамиды следует, что все ее вершипы основания лежат 
па окружности с центром в точке О.

Пусть окружность, па которой лежат вершипы основания тро 
угольной пирамиды, пересекает стороны прямоугольника A BCD 
п точках, обозначения которых даны па рпс. 20 , а. Из того, что бо
ковые граин треугольной пирамиды — равнобедренные равновели. 
кие треугольники, следует, что углы при вершинах этих треуголь. 
ников либо равны, либо дополняют друг друга до 180°. Значты

воспованпп лежит равнобедренный треугольник. (Докажите, что оп 
по может быть правильным.) Далее, две вершины этого треугольни
ка но могут находиться па меньших сторонах прямоугольника 
A BCD.  Если основанном Судет & L N S ,  то | S L  | =* | LN  |, s T f f  ' 
=  90°, а отсюда будет следовать, что A BCD — квадрат. Если и 0 
основанием будет & L N R ,  то из условии а  < 6 0 °  будет следовать» 
что | BN  | >  | NR  |. Значит, равными будут стороны R L  и L N , чт0 
возможно, когда точки К и L  совпадают с серединой А В.

Рис. 20.
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Рассуждая аналогично, придем к еще одной возможности- пео- 
шииы основания треугольной пирамиды находятся в точках R N  
11 Р ,  при этом Р  есть середина CD. *

Рассмотрим первый случай (рис. 20 , б). Пусть | | _

- \ O N \ - \ O R \ - r .  Тогда \NR | =  |С />| =  2 r t g - f - . Н о, по.

скольку ~LEN +  =  180°, треугольники LNE и N E R , будучи
приложенными друг к другу (см. рис. 20, а), образуют прямоуголь
ный ALNR. Значит,

| LN | =  Y 4 | L E  |* — | iV/<* | =  | /  4Л» +  4г‘ -  4гг .
С другой стороны,

I £'v  I* =  ( г  +  Г | / "  1 —  tg* - | r )  +  г* tg* -у -  .
Таким образом,

а  -л /  а
2tg* — +  У  1 — tg* —  — 1

Применял аналогичные рассуждения к Д N R P ,  получим, что г2 <  0 ,

О твет:
W tg

1 1 6 . Продолжим ребро за точку 5  и возьмем на продолже
нии точку Ах так, что | *Si4j|= | SA  |. В S A fB C  двуграпные углы при 
ребрах SAx  и SC  будут равны, а поскольку | | =  | 5 С | , то
I A tB  | =  | СВ  | =  Ь. Треугольник А В Ах —  прямоугольный с ка
тетами а п Ь, Следовательно, гипотенуза \ A A t | =  2| | =

л
О т в е т :  - у У а *  +  6*.

117.  Рассмотрим тетраэдр с ребром 2а. Поверхность сферы, 
касающейся всех его p ew p , разбивается поверхностью тетраэдра 
на 4 равных сегмента и 4 равных криволинейных треугольника, 
Каждый* из которых равен искомому треугольнику. Радиус сферы

а V I  / / 2  1 , /  2 \
равен — 2— » высота каждого сегмента равна а I —у  — - у  I /  - у  у* 

следовательно, площадь искомого криволинейного треугольника равпа 

1

■ T - ( 2 V 5 - » ) .

И8. Рассмотрим куб с ребром 2 ^ 2 .  Сфера с центром в цептро 
касающаяся его ребер, имеет радиус 2 . Поверхность сферы 

С б и вае м  и поверхностью куба па 6 сегментов и 8 криволинейных 
Н Ч иольников ,1 равных меньшему вэ искомых треугольников. 

О т в е т :  л  ( 3 ^ 2  — 4) и л  ( 9 ^ 2  — 4).
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110. arccos V  5 - 1

120 . Проведем сечепие через ось конуса. Гагсмотрвм трапецию 
1С1) ,  образовавшуюся в этом сечении, гдо А н В  — точки касаппп 
поверхностью конуса одного шара, С и D — другого. Можно до- 
зать, что если F  — точка касания шаров, то F  — центр окруж- 
сти, вписанной в ABCD.

В дальнейшем, при определении объемов тел, образующихся 
вращения соответствующих сегментов, следует воспользоваться 

»рмулой, полученной в задаче 18.

121.

122 . Воспользуемся формулой Лейбница (см. (1) задача 153) *)

I МС  I1 =  I МЛ  I* 4 -1  М В  |« +  I МС  р -  - у -  ( I AD |> +  I ВС | * +  |СЛ|‘ ),

(0 G — центр тяжести треугольника АВС.
Если теперь А ВС — данный прямоугольный треугольник, 

ХВХСХ — данный правильный треугольник, G — их общий центр 
чжести, то

| АХА |* +  \АХВ  Р  +  | АХС  |* -  3 1 A f i  I* +  - у  *  -  а* ■ + Ь*.

аписав аиалогичные равенства для В х и С, и сложив их, получим, 
то искомая сумма квадратов равна За* +  46*.

123 . Пусть сторона основания пирамиды равна я, а боковое 
► ебро — 6. Проведем через F E  плоскость, параллельную A S C , обо- 
начим через К и N  точки пересечения этой плоскости с ВС  и SB.  
1оскольку Е  — середина апофемы грани S C B , то | A F  | =  | СК | =  
= л/4, | SN  | =  6 /4 , | К Е  | =  2 | ЕН  |.

Проведем через L прямую, параллельную A S ,  обозначим через 
э ее точку пересечения с SC.  Будем иметь | S P  | =* 0,1 6 . Треуголь- 
iiiKii LPC  и F N К  подобпы, их соответствующие стороны парал- 
юльны, кроме того, LM  и F E  также параллельпы, т. е. 
РМ  \/\ | МС | =  | Л ' £ | / | £ Л ’ | =  1 /2 , следовательно, | S M  | =  0 ,46 . 

Теперь найдем:

I L F  I* =  Ж Г  “*• I Л /£■  |* =  - щ -  а* +  - щ -  6*.

Ил условия | LF\ =  | M E  | получим я =  6 . Треугольник F N K  —
3 7

правильный со стороной у  я, | F Е  |* «  у а *  =* 7. Следовательно, 

а — 6 =  4.

О т в е т :  - у  У%.
124.  Докажите, что плоскость, пересекающая боковую поверх 

кость цилиндра, делит его объем в том же отношении, в котором она 
делит ось цилиндра.

_ ла3О твет: - у  .

*) Здесь и далее (1) обозначает: 111 а р ы г и и 11. Ф. Задачи 
по геометрии: Планиметрия.— М .: Н аука, 1982 («Библиотечка 
'Квант»,  вып. 17).



125 Каждая грапь призмы представляет собой параллелограмм. 
Если мы соединим точку касания этой грани н вписанного шара со 
рсеми вершинами этого параллелограмма, то паша грань разобьет
ся на четыре треугольника, причем сумма площадей двух из m ix, 
прилежащих к сторонам оснований, равна сумме площадей двух 
других. Площади треугольников первого тина для всех боковых 
граней дадут в сумме 2 S .  Значит, боковая поверхность равна 4 $ ,  
а вся поверхность призмы 6S .

1 2 6 . Если бы сферы а и р  пересекались, то площадь поверхности 
части сферы р, расположенной внутри сферы а , составляла бы 1/4 
всей поверхности сферы а . (Эта часть представляла бы сегмент вы-

г*
сотой -jTJ" * где г —  радпус сферы а , /? — радиус сферы р. Следо-

г* \
вательпо, его поверхность будет 2пИ  =  я г* .) Значит, сфера а

содержит внутри себя сферу р и отношение радиусов равно / 5 .
127. При решении вадачн используются следующие факты:
1) центр вписанного о конус шара лежит па поверхности второ- 

it) шара (рассмотрите соответствующее утверждение из планимет
рии);

2 ) из того что центр вписанного шара лежит на поверхности 
второго, будет следовать, что площадь поверхности вписанного шара 
равпа 4Q, а его радпус будет V Q/n;

3) объем усеченного конуса, в который вписан шар, также вы
ражается через полную поверхность усеченного конуса и

ра, как п объем описанного мпогограпппка, т. е. V *= -g -

1 2 8 . Докажите, что, если Л и г  -  радиусы окружностей осно
ваний усеченного конуса, то радиус вписапного шара будет V Rr»

л  S
О т в е т :  -т р .

129 . Любое из рассматриваемых сечений представляет собой 
равнобедренный треугольник, боковые стороны которого равны об
разующей конуса. Следовательно, наибольшую площадь имеет то 
сечепие, у которого наибольшее значение принимает синус учла при 
вершине. Если угол при вершине осевого сечепня конуса — ост
рый, то осевое сечепие нмеетГнаиболыпую площадь. Если этот угол -•  
тупой, то наибольшую площадь имеет прямоугольпый треугольная*

л 5
О т в е т :  -jr я.

130 . Проведем SO — высоту конуса. Образовалось три пира
миды SABO , SBCO , SC АО. В каждой пз этих пирамид двугранные 
углы при боковых ребрах SA  и S B , S B  и S C , SC  и SA равны. Обо- 
вначим эти углы через г ,  у и г.  Получим систему

*  +  !/ =  Р,
У +  * -  Y.
1 + *  = о ,

радиус ma

rt — Р +  Y
откуда найдем z = --------^-------- , а искомый угол будет равен

_п — a -f р — у
Г г  ф
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131.  Хорда ВС  параллельна любой плоскости, проходяще»» чо- 
:ередш1ы хорд А В  и АС.  Следовательно, хорда ВС  параллельна 
зкости, проходящей через центр сферы н середины дуг А В и АС• 
:ода следует, что большой круг, проходящий через В  и С, и 
мной круг, проходящий через середипы дуг А В  и АС,  пересе- 
тся в двух точках К  и К\ таким образом, что диаметр А'А, на 
лелеп хорде ВС.
л пВ I
О т в е т :  —ijr- ±  —  .

132 . Легко видеть, что сечение данного тела плоскостью, пер 
1дпкулярнон оси вращения, представляет собой кольцо, площадь 
орого не зависит от расстояния оси вращения до плоскости тро- 
»львика.

„  по» V 3
О т в е т :  — ^ —  •
133 . Если данная плоская фигура представляет собой выпук- 

н многоугольник, то рассматриваемое тело состоит из призмы объ- 
н 2 dS,  полуцилиндров с суммарным объемом npd? и совокупности

4
фовых секторов, в сумме составляющих шар объема - j -  juP . Следо-

4
тельно, в этом случае объем тела будет равен 2dS  +  npd* +  - j -  пеР.
«видно, эта формула справедлива и для произвольной выпуклой 
iryp u .

134.  Пусть О — центр шара, CD — диаметр, М — середина 
С. Докажем, что | А В  | =  | АС  |. Для этого достаточно доказать, 
го А М .JL ВС.  По условию, SA J .  O S , кроме того, S M  OS  (тре- 
гольникн C S D , C S B , BCD  — прямоугольпые, О и М  — сородппы 
О и СВ).  Следовательно, плоскость A M S  перпендикулярна OS, 
М J .  OS . Но A M  _L CD,  значит, A M  перпендикулярна плоскости 

'CD, таким образом, A M  J_ ВС.
л  Во* V и *  — а*
0 т в в т : т р м т р

1 3 5 . На рис. 21 , a S A B C  —  данная пирамида, SO —  ее высота, 
;  — вершила трехграпного угла. Из условия следует, что G нахо

дится па SO. Кроме того, ipann ■ пюхграпного угла при пересечении 
г плоскостью основания А В С  образуют правильный треугольник, 
стороны которого параллельны сторон ам Д И  В С и проходят через
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его вершины. Следовательно, если одпо из ребер трехгранного угля 
пересекает плоскость А ВС  в точке Е , а грань CSB  — в тонко F % 
то F  лежит на апофеме SD  боковой грани CSB  н | ED  | =■  | DA |]

Рпс. 22.

По условию, | S F  | =  | FD  |. Проведем через S  прямую, параллель
ную £0, и обозначим чсроз К  точку пересечения этой прямой с пря-

I SG I
мой E F  (рис. 21 , б). Имеем | S K  | =  | ED  |. Значит, \q q \ д  
1 ‘ S K  | | ED  | 3

Е о  | а '| j == “  • Таким образом, объем пирамиды GABC
■ оставляет 4/7  объема пирамиды SAB C.

С другой стороны, построенный трехграпный угол делит часть 
пирамиды S A B C , расположенную над пирамидой GABC , пополам.

О т в е т .  Объем части пирамиды, расноложеиной вне трех- 
граш!ого угла, к объему части внутри пего относится как 3 : 1 1 .

136.
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17. Не ррс>нках ? 2 , e ~ $ изображены общие чистп этих двух 
1мд для oct'X четырех случаев.
) Общая часть представляет собой параллелепипед (рпс. 22 , а). 
определения объема падо от объема исходной пирамиды от- 
объемы трех пирамид, ей подобных о коэффициентом подобия 

л прибавить объемы трех пирамид, также подобпых исходной 
кЬфшшентоы подобия 1/3 . Таким образом, объем раг^я:

Ф - »  ( 4 - Г + » ( т Л - т г -

2) Общая часть есть октаэдр (рпс. 22 , б), объем которою

- М 4 Л--Т-
3) Общая часть изображена па рис. 22 , в. Для определении ее 

ема надо от объема исходной пирамиды отпять объем пирамиды, 
юдобпон с коэффициентом подобия 1/3 (на рисунке эта пирамида 
рху), затем отнять объемы трех пирамид, также подобных исход- 
с коэффициентом подобия 5 /9 , и прибавить объемы трех пирамид, 

оторых коэффициент подобия 1/9 . Т а к т  образом, объем общей 
ти равен

' [ - ( т ; - » ( х Г + * ( 4 - у ] - й г г .

4) Общая часть изображеса на рис. 22 , #. Объем ее равеп

9  f 1 — ( “§ " )  - 3 [ ~ l 5 - )  +  3 ( т г )  1 V -

138 , Пусть ребро правпльпого тетраэдра A BCD равно а, К 
j —- середины ребер CD п А В  (рис. 23). Возьмем на ребре СВ  точ

ку А/, проведем через А/ сечепиэ, 
А перпендикулярное KL.  Обозначим

| СМ  | =  х  и определим величину 
х 9 при которой прямоугольппк, по
лучившийся в нашем сечении, будет 
иметь угол между диагоналями, рав- 
ный а . Поскольку стороны полу
чившеюся прямоугольника равны 

)0х и а —  лг, величину х можно найти 
из уравнения:

х  а
~ ~ 7  ~  1(? ~ Т

аatg-7-
х =

1 +  ‘*Т Г
I ис 23 Если мы возьмем па ребре ВС  erne

и точку N  так, что | BN  | =* 
= |  СМ  | = х , и проведем через нее 

ечсаие, перпендикулярное K L % мы получим второй прямоугольник 
\ углом между диагоналями, равным а . Из этого следует, что 
(носкость BCD после поворота вокруг K L  на угол а  против ча
евой стрелки будет проходить через точки К% Р п N .  Таким об-



разом после полорота плоскость BCD  отсечет от тетраэдра A BCD 
пирамиду KPNCy объем которой равен

\СР\ |C-V|
I СА I • т ищ V ЛВС D

х (д ~  *)
2а*

Те же рассуждения будут верны для любой грани тетраэдра. Следо-

1 +  (Й*Т“
олтельпо, объем общей ч а с т  будет равен -т------------- jj-t j - P .

( i  +  t g - j
139 . Пусть куб A B C D A xB xC*Di поворачпвается на угол а 

вокруг диагонали А Сх (рис. 24). Возьмем на ребрах А ХВ Х и A xDt 
точки К и L  так, что | А ХК  | в  
=  | AXL  | =  г ,  опустим из К и L  пер
пендикуляры на диагональ А Сх\ 
ввиду симметрии куба относится li
no плоскости АССХА Х эти перпенди
куляры пройдут через одну точ
ку М  па диагонали АСХ. Пусть ве
личина х выбрана таким образом, 
что КМЪ  =  а .  Тогда после пово
рота вокруг диагонали АС\ против 
часовой стрелки (если смотреть п 
направлении от Л к Г ,)  па угол а  
точка А перейдет в L . Возьмем 
также на ребрах ВХА Х и ВХВ  точки 
Р  и Q на том жо расстоянии х 
ЙТ вершины В х. После того же по
ворот.. :« чка Q перейдет в Р.  Следовательно, грань А В В ХА Х после 
поворота пройдет через точки A ,  L  u Р  И отсечет от вашего куба

пирамиду A A XPL,  объем которой равен —  ах (а — г ) .  Те же рас

суждении горны для всех граней. Таким образом, объем общей 
части равен а* — ах (а — х). Нам осталось найти величину х  на 
условия KM L  =  а .  Для этого соединим М с серединой отрезка

.и из подобия треугольников СХВ М  и СХА ХА найдем х = * ------------------- — .
l +  / 3 c t g —  *

За9 ^1 +  c t g * - j - )
Таким образом, объем общей части равен --------------------- аГ\*и

( i  +  V S c t g — )

140. Пусть А — какая-то точка па луче, В  — точка падения 
луча на веркало, К  и L  — проекции А на данное зеркало н на по
вернутое,' А х и Af — точки, симметричные А относительно эти*
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сал соответственно. Искомый угол равен углу А^ВЛь. Если  
? | =  а, то | Л | =  | А2В  | =  а, | А К  | =  a sin а. Посколь- 
K A L  =  Р, то | K L  | =  | А К | sin Р =  a sin а sin р, | А хАг \ *=

; | K L  | =  2 a sin а  sin р. Таким образом, если ф — искомый 
Фт, то' sin  “2"  =  sin a  sin р.

О т в е т :  2 arcsin (sin а  sin Р).
141.  Зафиксируем А  А ВС ,  тогда в А  Л DC известны две его 

юны | АС  | и | DC | и угол ADC  =  а . Построим в плоскости 
DC окружность радиуса | АС  | с центром в С (рис. 25, а). Если

 ̂ 00°, то сущ ествует лиш ь один треугольник, имеющий данпые 
юны и угол (вторая точка Л^ окаж ется  по другую  сторону от 
ш  D ), это треугольн и к , равны й треугольн ику  А ВС . В этом слу- 

АС и BD перпендикулярны .
Если ж е а  <  60°, то сущ ествует вторая возмож ность (па 

. 25, а это A  AXDC), для  которой СЛ^Ь =  90* +  - j -  , 

-* 4  З аD =  90° — —ту—. Н о в этом случае в вершине С (рис. 25, б) сходятся
CJL

ы f i c 2 l =  9 0 *----- 2 “  , ВСЪ -  а ,  Л^сЪ  =  90° — у ,  а по-
а  /  З а  \

л ьк у  90° — - j -  = (9 0 °  — -г*— ) +  а ,  то точки A f, D, С и D лежат
иной плоскости и угол между Л |С  и BD будет а .

О т в е т :  если а  ^  (Ю°, то угол меж ду Л С и BD  равен 90°, 
и а  <  60°, то угол между АС и BD  может быть равен или 90°, 
I а.

142. П усть в основании призмы леж ит многоугольник А хАг . . . 
. Л п , Q — центр описанной около него окруж ности. П усть да- 

некоторая плоскость пересекает ребра призмы соответственно 
очках В 1 , # 2, . . ., Вп. М — т а к а я  точка плоскости, что п рям ая  
) перп ен ди кулярна плоскости основания призмы. Тогда снра- 
,ливы следую щ ие равенства:

S  \АкВ к \ =  п \ М О \ ,
к*=1

V  =  S  I М О  |,

( 1)

( 2 )



cos —  =  А.,

где V — объем части призмы, заключенной между основанием 
щ проведенной плоскостью.

Докажем равенство (1). При п четном оно очевидно. Пусть 
п — нечетно. Рассмотрим треугольник Л ^ Л ^ Л / ,  где Л / — вер
шила, наиболее удаленная от Л * и Л *+1. Пусть С* п Ch — серодн-

я
вы AkAk+i и /?*#*+1 соответственно. Тогда j 

Теперь нетрудно доказать, что

I СкСк I +  I AiDi I *
I ,ио | = ГТТ =

~т (IАЛ I + 1 Л +A+i I) + 1 AiDi I*
=  1 +  х •

Сложив эти равенства для всех к (при к =  п вместо п +  1 следует 
взять 1), получим утверждение ( 1).

Для доказательства равенства (2) рассмотрим многогранник 
АкАк+хОВ^Въ+хМ, Если теперь V* — объем этого многогранника, 
то по формуле Симпсона (см. задачу 15)

г ( — *1+1  Ак+1Вк+у I
ап +

+  4
\АкВ„\ +  \Ак+1Вк+1\ +  2\МО\

+ ) -
“А  (I Аквк I + I A f А+11 + I A/О I) =

“  “5Г <1 А кВ к I + I A * + i B k + i  I + I Л/01).
где ап, Ьп — соответственно сторопа и апофема многоугольника 
А\Аг . . . Л п. Сложив эти равен* 
ства для всех К , учитывая (1), 
получим равенство (2).

Теперь петрудно заключить, что 
ответом па вопрос нашей за-

*  nV дачи будет величина — .

143 . Пусть пятиугольник
A B C D E  является проекцией пра
вильного пятиугольника, при
чем I Л ^  1 = 1,1  в с  I =  2, I CD I =

я» A BCD —  трапеция, в которой | ^  | =  X , F -
•очка пересечения ее диагоналей, A F D E  — параллелограмм. Про
ведем С К  параллельно А В (рис. 26 ). В & C KD  имеем | С К  | =  1, 
| KD  | =  2 (X — 1), | CD | =  а. Обозначим CD K  =  <р. Запишем 
теорему косинусов для треугольников CKD и ACD:

1 =  а3 +  4 (А. — I)1 — 4 (X — 1) а cos <р,

| АС  Р *■  а* +  4Xе — 4a l  cos ф.

ЯЛ



И з этих двух соотношении яайдсм

, /  4Х» -  ЗХ -  л11/1с\ =  у ------ г —}

г /

М Я | Н Ю > 1 - Т Т Т  У

1 ^ 1  =  м ^ 1  =  т  +
Аналогично находим

Х - 1

а*Л — 1 +  W  — 4Х"
Я, -  1

О т в е т .  Две другие стороны равны:

1Л5 —  1 ---------------------------------- -
— ^-------/ 1 4 +  1 0 ^ 5 - 2 ( ^ 5  4 - 1) 0*

1

^ 5~ 1 Va«(6 +  2K5) +  0 (V 5 + 1 ) .

Задача имеет решение при V 5— 2 <  а <  V^5.
144.  Пусть ребро куба равпо a , | Л С , \ — х.  Найдем:

| I 4 / | = - f ,  \ N K \ = - ^ -  ,

| LJV |J =  | LB, |* 4 - 1 B,(V |» =  - ^ - 4 - ( a - a r ) «  =  - | - a * - 2 ex 4 -* * ,

| LA" I* =  | LB, I* 4 - 1 B,A |* *= | LB, I* 4 - 1 B,.V |« 4-. | /VA' |* +

+  2|B,.V| . | A* | ~ ^ r ~  =  +  (« — *)’ +  ~T" +  (a — x ) x  =

=  —  a1 —  az +  - j - ,

3a*
| Л/Л I* =  | M B X I* +  | BxN I* =n - j -  -  2ax +  ** ,

3a* 3  r*
| A/A I* =  | Л/Д I* +  | B K  I*—  | M B  | . | BK  | =  ~ 2 --------- 2 ~ ax +  * 2* *

Если LAfTt =  S fK ft  =  ф, то по теореме косинусов для тро* 
угольников L M K  и M K N  получим:

| L K  |* =  | LM.\2 +  | М К  |* -  2 | L M  | • | М К  | cos ф,

| Л/ЛГ | * «  | МК |* +  | K N  I* —  2 | МК | • | K N  | сов ф.

Исключая на этих уравнений cos ф, получим

| LK  |* - | АГАТ | —  | Л/ЛГ |« . | | =
=  (| LM  | —  | KN  |) (| L M  | • | KN | —  | МК |*).

Рыра*кая входящие в это равенство отрезки по найденным



выше формулам, получим

Из этого ураввсния найдем х  =  а I I — ~  J  •

n I W  л .  1О т в е т :  | NCX j ' =  У ^ ~г 1 •
145 . Возможны два случая: 1) центр описанной сферы совпа

дает с цептром основания и 2) центр описанной сферы находится 
в точке поверхности впнеанпой сферы, диаметрально противополож
ной центру основания.

Во втором случае, обозначив через Л и г  радиусы вписанной 
и описанной сфер, пайдем высоту пирамиды 2г +  R и сторопу ос
новании V  R "  — 4 г1. Сечение, проходящее через высоту и середи
ну стороны основания пирамиды, есть равнобедренный треуголь
ник с высотой R +  2 г, основанием У 3 (Я* — 4г2) и радиусом впи
санной окружности, равным г. Исходя из этого, для И н г  можно 
иолучнть соотношение 3 R2 — 6Rr  — 4г* =  0 .

3 +  УТ\
О т в е т :  ------- g-------  (в обоих случаях).

146 . Возможны два случая: 1) центр описанпого шара совпа
дает с центром основания, 2) центр описанпого шара находится 
н точке поверхпссти вписанного шара, диаметрально противополож
ной цептру основания. В первом случае плоский угол при вершнпо 
равен я /2 .

Рассмотрим второй случай. Обозначим через в, 6 и I соответст
венно сторону основания, боковое ребро и апофему боковой грани,
То? *е

Ь2 (О

г — радиус вписанного шара равен радиусу окружности, вписанной 
в parm  бедренный треугольник с основанием а и боковой стороной /;

а У  21 — а

2УгГ+~а
(2)

R — радиус описанпого шара равен радиусу окружности, описан
ной около равнобедренного треугольника с основанием а У 2 
и боковой стороной Ь;

R
Ъ2 У  2

2 У  20*— а2 * (3 )

Пр:? этом центр окружности должеп быть внутри треугольника, 
что .означает & >  а. Поскольку расстояние от центра описанпого 
L а*
шара до основания есть 2г, то Л2 — —  =  4г2. Заменяя в этом
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а венет ве П и г но формулам (2) и (3), получим после упрощ ена

Учитывая, что Ь >  а или I >  а — т>—  » получим, что а и I удов- 

ютноряют уравнению

О т в е т :  —  или - g -  .

147 . Пусть К  — проекция вершины S  на плоскость A B C D % 
М , N  и Р — проекции S  на стороны А В , В С % СП и DA.

На условия следует, что треугольники L S N  и M S P  — прямо
угольные с прямыми углами при вершине S . Следовательно,

| L K  | • | K N  | «= | М К  I • Г К Р  | -  | K S  I*. А поскольку | L K  | +  
+  | KN  | =  | М К  | +  I К Р  | =  а, возможны два случая: или 
| Г К  | =  | К М  |, | К Р  | =  | KN  |, или | L K  | =  | КР  |, | М К  | =  
=  | K N  |, т. е. точка К  расположена па какой-то из диагоналей 
АС  или B D . Разберем оба случая.

1) К  — на диагонали BD  (рис. 27 , а). На этом рисунке изобра
жена проекция пирамиды на плоскость A BCD.  Точка S  находится 
«над» л ) .  Обозначим | L K  | =  | К М  | =  х.  Теперь найдем:

(6* —  д*)* а» (21 — а)
2 (2 6 *  — а*) “  21 + а

ыражая b через а и I по формуле (1), получим

1^3

------- а (21 — а).

ткуда второго корня

я я

А р П А ----Р D

Рис. 27.

| * S  | = / |  L A .H  K.V I = / *  (а -  * ) ,

\SL\ =  V Y I T F + [ k s T  ~ У а х ,
а У П

2

Аналогично S AD 8^



С другой стороны, по формуле задачи 11

2 s a b s s BPS sin a  a* ^ х ( д  — * )  sin a
^  ADDS “ 3 |.-IA| “  6 V  ( a  — x)* +  Xя 4- *  (<* — * )  *

Прпрлппипая дпа пыражепня для VABDS* получим 

х2 — ах 4 - о* cos* a  =  О, 

откуда х (a — х) =  a2 cos2 a ,
fl8 1 cos a  |

v ABCDS =  з

Задача имеет решение, если | cos a  | . Кроме того, угол при

ребро A S  тупой, поскольку плоскость A S M  перпендикулярна гра
ни A SD ,  а эта плоскость проходит внутри двугранного угла между 
плоскостями A S B  и A SD .  Следовательно, в 1-м случае задача име- 

я ^  2л
ет решение, если —  <  а  —д— .

2) Точка А' находится на диагонали АС  (рис. 27 , б). Рассуж 
дая так же, как п случае 1), получим (по-прежпсму | LK  | =  х)

а* У  х  (а — х) а3х sin a  
^ ABD S  - 6 ~  6 1 ^ x ( a  +  x ) *

откуда легко пайдсм х =  а | cos a  |,

• „  а3 У  | cos а  | ( I — | cos a  |)
v =  g .

Как и г 1-м случае, a >  Таким образом, получаем 

_ л 2л
О т в е т :  еслп - j "  <  a  <  “ 3— , возможны два ответа:

Vi
as cos a а3 У — cos a  (1 4* cos a)

w 2л а8 У  — cos a  (1 4- cos a)
если « > “ з “  >V  ------------------^ — l-----------L  .

148 . Решим спачала следующую задачу. В & Л В С  па сторопах

А В  и АС  взяты точки L  п К  так, что " j' ^ j  ‘ =  ” », =  п -
В каком отнотепии прямая KL  делит медиану AM ?

Обозначим через N  точку пересечения K L  и A M , Q — точка 
пересечения А'А и В С , Р  — точка пересечения K L  и прямой, па
раллельной ВС , проходящей через А.  Пусть | ВС  | =  2а%, | QC | =  
*= 6, | АР  | =  с, п >  т .  Тогда из подопня соответствующих тре-

с с I AN  I
угольпиков будем иметь: - j -  =  л , ^  =  т » 0ТКУДа | ~VA/ | =

с 2тп
6-f-a ~ т  п '
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Пусть теперь m ,n  и р — отношении, о которых разделены 
плоскостью ребра Л В, АС  и AD,  для их определении будем имст* 
систему

2 тп 2пр 1 2 рт
т +  и “  * л +  р “  2 * р +  m “  4 •

откуда

То, что — 1 <  т <  0 , означает, что точка L  лежит на продолжении 
А В  за точку Л , т. е. наша плоскость пересекает ребра АС, A D , ВС  
и BD.  Далее, определив отношения, в которых разделены ребра ВС

и BD  ^получим - у -  и —  j  , найдем ответ: ' 101ЮГ" *
1 4 9 . Рассмотрим пирамиду S A B C  (рис. 28), в которой | С А | =  

—  , SA перпендикулярна плоскости А ВС ,=  | АВ

S

I

15 0 1 =  

| SD
\BD\

I

и такую, что вершина А проектируется 
на плоскость S B C  в точку О — центр 
окружности, вписанной в SBC.

Впишем в эту пирамиду конус так, 
что его вершина совпадает с Л , а ок
ружностью его основания является ок
ружность, вписанная в S B C .  Очевид
но, что если мы возьмем п таких пи
рамид, основания которых расположе
ны на плоскости А ВС  так, что их ос
нования, равные Д  А В С , образуют 
правильный л-угольник с  центром в Л , 
то копусы, вписанные в эти пирамиды, 
образуют нужную нам систему кону
сов.

Далее, пусть D  —  середи
на ВС, \ 0D \  =  г, | AD  | =  I. Тогда

I tg — . Поскольку " $ # / )  =  2OBD, tg $BD  =

| BD я
r l g —

tg (j b D =*•

- о
, можно составить урав

нение

r

а &“7Г

i —
i* tg1

откуда —
** ~
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Ответ: 2ercsin---- 7====^- .
Ff * +

150. Пусть плоскость Л K N  касается шара в топке Р ,  а прямая 
4 р  пересекает N K  в точке М  (рис. 2 9 ). Тогда плоскость CXNA ян 
ляется биссскторной плоскостью двугранного угла, образованного 
плоскостями D XC XA и С%МА (плоскости D XA N  и A N M  касаются 
шара, а плоскости D XC XA  и С ХМ А  проходят через его центр).

*

Рис. 29. Рис. 30.

Точно так же плоскость СХКА  является биссекторпой плоскостью 
двугранного угла, образованного плоскостями М СХА и СХВ ХА .  
Таким образом, двуграпный угол между плоскостями А С ХК  и ACXN  
вдвое меньше двугранного угла между плоскостями A D XC X и Л Я Д  
равного 2л /3 .

О т в е т :  я /3 .
151 . Пусть К , L  и М  — середины ребер А В % АС  и A D  (рис. 30). 

Тогда из условия задачи следует, что тетраэдр A XB XCXDX ограничи
вают плоскости D K A X, B L A X> С М АХ и плоскость, проходящая че
рез А параллельпо B C D . При этом вершины В ХУ Сх и D x располо
жены так, что точки А/, К  и L  являются серединами СВХ, DCX 
и B D X (на рисунке точки В х, Сх, Dx отсутствуют).

Пусть теперь Q — середина В С , Р  — точка пересечения B L  
и KQ. Для того чтобы найти объем общей части двух пирамид 
A BCD  и A XB XCXDX, мы должны от объема пирамиды A BCD  — V — 
отнять объемы трех пирамид, равновеликих D K B Q  (каждая из них

имеет о б ъ е м V'j , и прибавить объемы трёх пирамид, равновели

ких A XBQP.  Объем последней пирамиды р а в е н -г г -У . Таким обра-
3 '

•ом, объем общей части равен - g -  V,

152 . Докажем сначала, что двугранные углы при ребрах DB 
^  АС  равны я /2 . Пусть | AD  | =  | CD | =  | ВС  | =  a, \ BD \=* 
*= \А С 1 = 6 ,  I А В  | = с , 6 >  а. Опустим из D и С перпендикуляры
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D K  n CL  па ребро А В  (рис. 31 , а). Обозначим 

| А К \  =  | BL\  -  | * | ,  | K L \ =  | с - 2 л | ,  \ D K \ = * \ C L \ ^ ht
Поскольку двугранный угол при ребре А В рявсп я/3  

то | DC  |2 =  | D K  |* +  | CL  I* — | D K  | • | CL  | +  | K L  |*, t . 0 . 
a9 =  Л3 +  (c — 2*)*; заменяя Л* =  a2 —  ла, получим Зха —  4cx - f  
+  са =  О, откуда xi  =  c /3 , x , =  с. И з условия Ь >  а следует, что 
х <  с/2 , значит, х  =  <?/3. Таким образом, величины а, 6 и с связаны 
соотношением с1 =  3  (6* — а9).

Найдем площади треугольников ADD  п ACD:

1 - . / ■  F "  1 1 /  4 н * - 6 * '
^ЛВП~ 5ЛВС — 2 с г а*““ 9 2 с г 3 *

^ А С D =  ^ BDC =  ~  ^  1 ^ 4 а а —  6* .

Выражая объем тетраэдра A BCD  по формуле задачи 11 через 
двугранный угол при ребре А В  о площади граней ABD  п Л В С ,

Л М

а затем через <р — двугранный угол при ребре АС  (он также равен 
углу при ребре BD) и площади граней А ВС  и A C D , получим

1 S A B D S ABC V 3  1 S ACDS ABC  .
V ABCD  “  3  \ЛВ\ '  2  ~  3  | /1C | s m < P ’

откуда
S A B D  \AC I / 3

8 , п ф - Т ^ Г  p w i  ’ 2  -

л 4a* — b9
20 V  3 

ьУ и *'—~ь*
b / 3
c * 2 1.

я
Зпачпт, Ф =  ”2"  •

Д ля определения суммы трех оставшихся двугранных углов 
рассмотрим призму BCD М И  А  (рис. 31 , б). Тетраэдр A B C N  равен 
тетраэдру A BCD,  поскольку плоскость А В С  перпендикулярна 
плоскости A DC И, A D C N  —  ромб, следовательно, тетраэдры A BCD
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n ABC N  симметричны относительно плоскости ПСА . Точно тек же 
F тетраэдр А В M N  симметричен тетраэдру ABC N  относительно плос

кости A B N  (угол при ребро ВIV в тетраэдре A B C N  район углу при 
ребро BD  тетраэдра A BC D , т. с . равен я /2), следовательно, тегра- 

A B M N  равен тетраэдру A B C N  и равен исходному тетраэдру

I Двугранные углы призмы при ребрах CN  и В М  равны соответ
ственно двугранным углам при ребрах DC  и ВС  тетраэдра A BCD. 
А поскольку сумма двугранных углов при боковых ребрах треуголь
ной призмы равна я , сумма двугранных углов при ребрах A D , DC 
и СВ  тетраэдра A BCD  также равна я , а сумма всех двугранпых 
углов тетраэдра, исключая даниый угол при ребре А В, рапна 2л . 

 ̂ " 1 5 3 . Пусть в треугольнике А ВС  стороны ВС, С А и Л В  равны
^соответственно а, Ь и с. И з того, что пирамиды АВССХ, A B B xCt 

u А А ХВ ХСХ равны, следует, что в каждой из них есть по две грани,

I

Рис. 32.

равных треугольнику А В С . В самом деле, если в каждой пирамидо 
была бы одна такая грань, то между вершинами пирамид А ВС СХ 
и А ХВ ХСХА было бы соответствие А -* Л х, В -+ В х, С — С*, С , *— 

Л, т. е. | ССХ | =  | А С Х |, | ВСХ | — \ В ХА |, а это означало бы, 
что и пирамиде А ВС\В1 пет ни одной грани, равной Л  А ВС. Теперь 
нетрудно заключить, что боковое ребро призмы равно или а, или 
Ь, или с (если, например, Д Л С ,#  = Д  А В С , то в пирамиде А ХВ ХСХА 
грань Л ХВХА соответствует ipaun А С ХВ  пирамиды АВС СХ и 
Д /1 \ВХА =  & А В С ) .

Разберем все возможные случаи. #
1) | А А Х | =  | ВВ,  | =  | ССХ | =  а (рис. 32 , а). Тогда из вер

шины С пирамиды ABCCi  выходят два ребра длины а и одно дли
ны Ь , а ребру ССХ противолежит ребро длины с. Отсюда следует, что 
вершит» С пирамиды А ВС СХ должна соответствовать вершина Сх 
пирамиды А ХВХСХЛ и I АСХ I =• а. Теперь можно заключить, что 
\АВХ\ ^ \ В С Х\= Ь.

Во всех трех пирамидах двуграпиые углы при ребрах, имею
щих длину 6 , равны, при этом два этих угла н сумме дают л (два уг
ла, например, при ребре СХВ в пирамидах А ВС СХ и А В В ХС\), т. о. 
каждым из них равеп л /2 .

■ L ' Проведем перпендикуляры BL  и СХК к ребру АС  (рис. 32 , б).
■ ^Поскольку двугранный угол при ребре А С — прямой, то

** -  I СХВ  I* «  I С ,К  I* +  I KL  I* +  I LB  I* =
I  -  I « V  |* -  | КС  I* +  (I КС | -  | LC  |)‘  +  I ВС  I* -  I и  I1 -

=  2а» -  6т,1



а* 4.  /у1 _  (Л
а* х1 == с* — (6 — х)*, х = ------- 2Й------- •

Таким образом, За5 — 36* +  с2 =» 0 . Но А ВС  по условию 
прямоугольный. Это возможно лишь при условии с* =  а* +  62. 
Следо пател ьпо, 6 =  а }^ 2 , с =  а }^ 3 .

Теперь можпо найти двугранный угол при ребре ВС  нашей 
призмы. АССХ =  л /4  является лпнениым углом этого двугранного 
угла (треугольники А ВС  и СХСВ  — прямоугольные, с прямыми у г
лами при вершине С). Двугранный угол при ребре А В  пирамиды 
А ВС СХ равен л/Л. Покажем это. Пусть этот угол равен ф. Тогда 
двугранный угол при ребре А В призмы А В С А ХВХСХ равен 2ф, а 
при ребро А ХВ Х — равен ф, таким образом,

я
оф =  Л,  ф =  - 3 -  •

2) | А А Х | =  I В В Х | =  | ССХ | =  Ъ (рис. 32 , в). В этом случае 
в пирамиде А ВС СХ из вершины С выходят два ребра длины Ь и од
но длины а. Значит, такая же вершина есть и в пирамиде А ХВХСХА. 
Это может быть или вершина .4 , пли С В обоих случаях получаем 
| А В Х | =  в, | АСХ | =  Ь (напоминаем, что должны найтись дг.е 
1 раин со сторонами а, b и е). Таким образом, в пирамидах АВСС\

где  х  =  | LC  |, п н ахо д и тся  из уравнени и

Рис. 33.

п А ХВХСХА имеется по одной грани, представляющей из себя пра
ва льпын треугольник со стороной 6 , в то время как п пирамид' 
А В В ХСХ такой грани нет, чему бы ни равнялось ребро ВСХ. Tani^'i 
образом, этот случай невозможен.

3) | А А Х | =* | В В Х | =  | ССХ | =* с . Этот случай, по существ^ 
совпадает с 1-м, только основания А ВС  и А хВ хСх меняются местам д. 

_ я л /  Зл \  я /  2я \
О т в е т :  —  , - ^ п л н  — ^ и л и - 3- J .



154 . Опустим перпендикуляры Л, Л/  и В ХМ  па CD, B XN  и C,.V 
0 а АО, СХК и DXK  на Л В, OxL и A XL  на СВ.

Поскольку
| АХМ  | |tf,/V| \СХК\ \DXL\ 1
|Д,Л/| “  i /VC', I ~  I А Д, I М ,А | -  3

(ЭТИ отношения ряпны косинусу двугранного угла при ребро тот- 
раэдра) и | А ХВ ,  | *» | В Х А  =  I £ , » .  I " l f » A  I- »  и0™ ™
выполняться равенство | Л, Л/  | =  | B XJS | — | С , ft | -  | ZAL | =  
«г х,  | В ХМ | =  | NCX | =  | KDX | =  | A XL \ =  3z  (на рис. 33 изоб
ражена развертка тетраэдра). Каждое ребро CD, DA, А В, ВС  ока
жется разделенным на отрезки т и п  так, как иоказано на рисупке.

а У  3 5я 7 а
Учитывая, что m +  п *= о, найдем х — J J  » т 33 J2  * Л — 12 * 
после чего найдем объем тетраэдра A xBxCxDf. 

л9 У  2
О т в е т : 162
155 . Не ограничивая общности, будем считать, что все обра

зующие конуса, касающиеся шаров, касаются одновременно двух 
шаров — внутреннего и внешпего. Проведем сечение через верши
ну конуса S и центры двух шаров, касающихся одной образующей

(рис. 34 , обозначения понятии из рисунка). И з условия, что п шаров 

радиуса В касаются друг друга, следует равенство | ОА | = -------- —  *
s . n-^г

2В R
аналогично | ОВ | « -------- —  . Следовательио, | АВ  | =  а  = --------- —

sin —  sin  —п п •
Н 2 В

Пусть | АС  | =  х.  Тогда t g a  =  ——  , ctg  a  =  ' • Перемножив

эти равенства, получим уравнение для х:
я* — ах +  2R* =  О,

а — У  а* -  8В* а +  У  а* — ЬН5
откуда хх =  ------------- 2------------- » = ------------- 2-------------* где а =

я *sm —
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Условие a* — 8 Я * > 0  приводит к  неравенству sin —- ^  -г-у т?  .
2 г 2

Кроме того, должно выполняться неравенство tg  а  =  —  <  1 . Тепер ь

1 . . я
петрудно получить, что корень хг подходит, ослн —  < з ю  — <

<  - л ] г -  . Для корпя х ,  остается одно ограниченно;

1
2V2

sin <
Л ^ 2 / 2  ‘

• 1 Я 1
Можно доказать, что - g -  <  sin —  <  ^ у -=- лишь при л =  9,

Объем конуса будет р а в е н - g - я ( а  +  x )*tg  2 а . Выражая я, г
и tg 2а  по соответствующим формулам через Л и л ,  получим 

О т в е т :  •

яЛ*(з +  | /  l - 8 s i n * - j p )  ( l + ' j /  | — 8 sln « —

12 sin* - ^1 — e s i ^ - j p  +  ^ Z ^  1 — 8 sin* 

л >  9 .

Кроме того, при л =  9 возможно еще одно значение:

я Я * ( з - j / \ - 8 s i n * - £ - )  ( 1  — ' l / ^  1 — 8 sin*

12 sin* - jp  ^1 — 6 sin* - g -  — 1 — 8 sin* - jp  j

156. Спроектируем куб на плоскость, перпендикулярную B±D,  
получим правильный шестиугольник ABCC\DXA X (рис. 35) со сто-ЛХМ/1/1

V Jропон у  - g -  а  =* 6 , где а — ребро
куба (правильный треугольник BCfA i 
с проектируется в равный ему треу
гольник, так как плоскость ВС\АХ 
перпепдикулярна B XD). Рассмотрим 
& К А С Х, в пем | КА  | =  | ACt | =  26, 
Прямая N M  проходит через середи 
ну Л С*. Пусть

Т4ЙГТ “ *•
Проведем параллельно MN$
Будем иметь:

| M L\ =  | A M  1,
\KN  | | K M  | 2 +  x
\KCi\ 5=1 | I  **  2  +  2 *  •

94



■
откуда

■  I В у ! 2 ( | A f . V | - | B C t |)
----------- г т а

K N
КС\ 1 =  2 ± £ . ^ 1

1 1 +  Г - 1 1 +  Х
Таким образом,

\ВСг \ \АМ\ 
\UN\ -  I/Ml 1 +  X —X =  1.

157. Если два неравных п подобных треугольника имеют две 
' равные стороны, то легко убедиться, что стороны каждого из них

образуют геометрическую прогрессию, причем стороны одпого на 
них можно обозначить через а, Ал, А,*а, другого — Ал, А*а, А,3а.

Далее, если стороны треугольника образуют геометрическую 
прогрессию и две из них равны 3 и 5 , то третья сторона равна / 1 5  
(в других случаях сумма двух сторон будет меньше третьей). Не
трудно доказать теперь, что в нашем тетраэдре две граии есть тре
угольники со сторонами 3 , / 15,  5 , а две другие имеют стороны

/ 1 5 ,  5,  5 или же 3 f 3,  / 1 5 ;  соответственно задача

55 / б  11
имеет два ответа — —  и - jq-  у 10.

158 . Введем прямоугольную систему коордниат так, чтобы 
первая прямая совпала с осью х, вторая — была параллельна оси

у и проходила через точку' (0 , 0 , в), а третья — параллельна осп 
г и проходила через точку (а , а, 0 ) . Пусть A B C D A XBXCXD{ — 
параллелепипед, у которого точки А и С лежат на первой прямой 
и имеют координаты (х ., 0 , 0 ) , (х2, 0 , 0 ), точки В  н Сх — на вто
рой, их координаты —  (0 , у,-, а ), (0 , у ,, а), точки D  и В х — па тре
тьей прямой, их координаты — (а, а ,х ,) , (а, а, ij). Из условия

равенства векторов AD  =* DC =  B $ i  получим а — х ^ х ,  = — а, 
а =  — ух «  у* — а, =  — а =  а — z*, откуда хх =  2а, х2 =  — а, 
Vi*■  — о, у? =  2а, «1 =  — а, х, =  2а. Таким образом, Л (2а, 0 , 0), 
В (0 ,— а, а),* С (— а, 0 , 0 ), D (а, а,—а), В х (а, а, 2а), (0 ,2 а , а).Мож

но проверить, что~АВ =  D C 7  Далее, | АС  | =  За, | И Z? | =  а / ? ,  
| ВС | =  а / з ,  т. е. & А В С  —  прямоугольный, значит, площадь 
A BCD будет | А В | • | ВС  | =» Заа/ 2 .  Уравнение плоскости A BCD

За
есть у +  i  =  0 , значит, расстояние от В * до нее будет равно . 

О т в е т :  9 а*.
159 . Рассмотрим правильную пирамиду в которой

проведено сечение K L M N P , представляющее собой правильный 
Пятиугольник со стороной а (рис. 36). Пусть диагоплль основания 
Пирамиды равна 6 , боковое ребро I. Обозначим также | S M  |
** *1, | SN  | =  yl. Поскольку пятиугольник K L M N P  — правиль
ный,

я. .  ... .  .. 1 +  / 5
| L N  | =  2а cos - g -  = -------g------ а =  ра,
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2л
\MF\ ‘ " “ ’ Т  / 5 - 1  .
I / ’6' I “  л  2л e  5  *г Л ‘

cos - g -  -f  cos —g—

ft — я
Имеем* | Л 'Р | я » в , | £ 0 | = * ----------- . С другой стороны, | 0 £ |  =

15 Л/1 Ь \МС\
- I  QCI \ sV \-~ — «» 1 ^ 1 - I ^ l - J 5 ? r r “ * ( « - * ) ,  \ г о ^

=  А ( 1 — у),  где А — высота пирамиды, следовательно,

|С 0| \оп  | (1 — V) *Ь
| /У )Т  ““ I Л / Я | -  I Ю I ’ I I =  2 (>/ -  X) •

Приравнивал пайдеиныо выражении для | GO |, получим уравпо-
пио •

«У (I — у) хЪ
у —х =» ft — а. (1)

Дало©:

Ю* I |Л/А|
\0О\ ~  I FG | " * •

откуда

Поскольку | LN  | =* ил,
| LN  | =  у | ПВ  |, то

уЪ а= ра. (3)

II, инконец, рассмотрим Д  P N B ,  в котором | P N  | =* а, | N B  | =  

-  (1 -  I/) I, \ Г В \ =  - Ц р -  / 2  , cos 1Ч?П =  cos Я1Г5 =  - ^ y i T

По теореме косинусов получим

1 /I , 6 - “1'  <1 ~  »№ ~  а) Ав* =■  (1 — !/)*«’ + -----2-----~ -----------2--------- (4)

/ 5  +  1 .
Учитывая, что р = * -------^------ » *

/ 5 - 1
----- 2------ » из уравнении (1) —

/ 5  — 1 .
(3) найдем у = -------г?------ , 6

/ § + з
----- ^------ а , после чего из уравнения (4)

получим

Р «
а* (7 4 - 3 / 5 )  М

2 ‘
Таким образом, объем пирамиды равен

_L И  i l  (° +  * /5 )
Я ’ 2 Г ~  Г  в Т Г “  12



I GO. Введем обычиыо обозначения: в, Л, с — стороны треуголь
ника, Л„, Ль, Лс — его высоты, р — полупериметр, г — радиус 
вписанной окружности. Пусть М — точка пересечении плоскостей 
Л\В\С> A xUCi и A B xCi% 0 а , Оь, Оо — центры вневоясаоных окруж
ностей (Оа — центр окружности, касающейся стороны ВС  и про
должений А В  п АС  и т. д .). Докажем, что искомой является пира
мида Оа ОьОе М , причем высота, опущенная па точки Л/, проходит 
через О — центр вписанной окружности и I МО | =  2г.

Рассмотрим, например, плоскость А%ВХС. Пусть А' — точка 
пересечения этой плоскости с прямой А В %

| К A I I ЛИ, | Аа 6 | ЛС I
“р г е Т ”  |ВД,| “  ль “  а =  \ и с \  •

т. е. К есть точка пересечения с прямой Л #  биссектрисы внешнего 
угла С. Отсюда следует, что основанием пашей пирамиды, и самом 
деле, является треугольник ОаО^Ос и что точка М проектируется 
в точку О. Найдем | МО |:

\МО\ I ° ° а \ га - г
ТГ ~  \ АОя I я  г •а 1 а 1 а

где га — радиус вневписанной окружности с цептром в 
S  S  2 S

ra -  - y Z T T  • г "  “  * “  —  » следовательно,

Г а — г
| МО I =3 ha — ------

а

_ J   J_
25 р —  л г
а 1

р —  а

Ос

Найдем площадь Д  Заметим, что 0 ОЛ , Ос6’ — высоты
этого треугольника. Легко находятся углы &ОаОъОс, например,

IRO* — ( 90е — - у  )  — (эО° — - у  )  =  !К)' — у *

Аналогично находятся другие углы. Окружность с диаметром 0^00 
проходит через В и С, следовательно,

\ВС\ а
1 ° ь° ^  ~  sin й О $  “  . А ’

6 8,0 —
С

точно так же | | ■ ■ -------- g —  . отсюда

sin —

___  е 6
I 0 ОЛ I -  I ОпОь I sin Оао ьА = ---------—  cos —  .

sin у
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достаточно, чтобы выполнялись равенства
с9 +  х9 
Ь*+ у9

Ь9 +  Л
fl* +  (х — у)9.

Покажем, что эта система всегда имеет решение. Пусть д ^  ь 
и с >  6. Легко показать, что мпожество точек плоскости (х, у), 
удовлетворяющих первому уравнению и расположенных в первой 
четверти; есть линия, которая при возрастании х неограничен по 
приближается к прямой у =  х, а при х =  0  у “  / с* — Ь9. (Как
известно, уравпепие у1 — Г* к описывает равпобочпую гипербо
лу .) А н а л о ги ч н о , л и п н и , ко то р ую  о п и сы ва е т второе у р а в н е н и е , при 
во зр астан и и  х п р и б л и ж а е тс я  к  прям ой у =■ х /2 , а п р и  х , стрем я
щемся к н у л ю , у не о гр ан и чен н о  во зр астает. (М нож ество то че к , удов
ле тво р я ю щ и х  втором у у р а в н е н и ю , т а к ж е  я в л я е т ся  гиперб о ло й.) 
О тсю да след ует, что эти две л и н и и  пер есекаю тся, т . е. система 
ур а в н е н и и  всегда имеет реш ение.

172. Обозначим две оставш иеся вершины тетраэдра через С 
и D .  По условию  \ АС \ +  \ A D  \ — \ А В  \. Рассмотрим квадрат 
K L M N  со стороной, раиной | А В |. Возьмем па его сторонах АЛ/ 
и MN точки Р и Q так , что | Р М  | =* | A D  | t | Q M  | «  | АС  |.
Тогда \LP\~\AC\4 \NQ\~\AD\,  I P Q I «  \'ВС\ и, следо- 

ДЛ//С, A  KNQ =  Д BAD,  A BDC =  Д KPQ.
к

вательпо, Д  KLP  =  A  ABC, & K N Q  =  Д  ВА 
Из этих равепств следует утверждение задачи.

173 . Нет, пе любой. Например, если один плоский угол трех- 
грапного угла достаточно мал, а два других плоских угла прямые, 
то легко убедиться, что никакое сечение этого трехграипого угла 
по является правильным треугольником.

174. Покажите, что если хотя бы одпп плоский угол данного 
трехграипого угла пе является прямым, то можно его пересеч! 
плоскостью так, чтобы в сечении был тупоугольпый треугольник. 
Если же все плоские углы трехграипого угла прямые, то любо* 
его сечение является остроугольным треугольником. Для этою 
достаточно выразить стороны произвольного сечения по теореме 
Пифагора через отрепки ребер и проверить, что сумма квадратов 
двух любых стороп течения больше квадрата третьей стороны

175. Пусть а — длила наибольшего ребра, b и с — длины 
ребер, примыкающих к одному концу ребра д, е  п /  — к другом\

Имеем: ( Ь + с  - а ) + ( < ?  +  / - а) =  & +  * + * + /  — 2 д >  о. 
Отсюда следует, что выполняется хотя бы одно из двух неравенств 
Ь + с — д >  О или е + / — д >  0 . Зпачпт, пз отрезков а, 6, с 
или а, с, /  можпо построить треугольник.

176. В любом тетраэдре найдется вершина, для которой сумма 
двух каких-то плосипх углов меньше 180®. (На самом дело справед
ливо болоо спльпое утперждепие: пайдется вершина, сумма всех 
плоских углов при которой пе превосходит 180®.) Пусть этим свой
ством обладает вершила Л. Возьмем па ребрах, выходящих из А. 
точки A', А, Л/ так, что ЛАЛ7 =  /CAL =  a ,  /ГАТТ «  АЛЛ/  =  р. 
Это можпо сделать, если а  +  р <  180®.

Таким образом,

Д  K A L  «  А АЛЛ/ ,  Д /ГА Л/ *= А К A M .

Anyi ранный угол при ребре Л К в пирамиде Л А АД/ рапс 
углу при ребре АЛ/, двуграпный угол при ребре Л Л/ равен угл 
при ребро /ГА. Нетрудно убедиться, что тетраэдр А’А Л/Л совм
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сштся сам с собой, если ребро К А совместить с Л Л/, а ребро A M  — 
с KL.

177. Предположим, что пи один плоский угол данного трех- 
грапвого угла но является прямым. Пусть 5  — вершина данного 
угла. Перенесем параллельно второй трехграиный угол так, чтобы 
его вершина совпала бы с некоторой точкой А какого-либо ребра 
данного угла (рис. 37). А В, АС  и AD  параллельны ребрам второго 
двугранного угла. Точки В  и С находятся' на ребрах данного угла 
или на их продолжениях. Но А В  перпендикулярна SC % АС  пер
пендикулярна S B , следовательно, проекции B S  и CS  па плоскость 
АВС будут соответственно перпендикуляры! АС  и А В , т. о. S  
проектируется в точку пересечения п и н  
сот & А В С ,  значит, /15  перпендику
лярна ВС.  Таким образом, ребро AD 
параллельно ВС. а это озпачает, что 
все ребра второго трехграипого угла 
принадлежат одной плоскости. Если 
жо одип плоский угол данного трех- 
граппого угла прямой, то все ребра 
второго должны лежать в одной грани 
равного (тон, которая соответствует 
прямому плоскому углу). Если в точ
ности два плоских угла данного трех
гранного угла прямые, то два ребра

второго должны совпадать с одним реб
ром данного. Таким образом, второй трехгранник угол может быть 
певырождепным только в случае, если все плоские углы данного —  
прямые.

178. Можпо считать, что прямая I является диагональю пря
моугольного параллелепипеда и о бр азует углы а ,  р и у с  его ро%  
рамн. Тогда, сложив три рав
ных параллелепипеда так, как 
показано на рис. 38, мы по
лучим, что углы между тремя 
диагоналями этих параллеле
пипедов, выходящими из общей 
вершины,равны 2а , 2Ь, 2у.
Следовательно, 2а  +  2р +
+  2у <  2л.

179. Пусть 5  — вершина 
угл а , А , В и С — какие-то 
точки иа его ребрах. Докажем, 
что угол между любым ребром 
и плоскостью противополож
ной грани всегда мепьшо 
любого из двух плоских 
углов, заключающих это ребро. Поскольку угол между прямой и 
плоскостью по может быть тупым, вам достаточно рассмотреть слу
чай, когда плоские углы, примыкающие к ребру, острые.

Пусть А(  — проекция А на грань S B C , А2 — проекция А на 
гйнбро S B , поскольку | SA 2 | >  | S A * |, A S A x <  Л 5 ^ ,  =  'ASB 
(напомним, что все илоские углы при вершине 5  — острые). Отсю
да легко следует первая часть вашей задачи.

S

Рис. 37.
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A S b  +  A S C  — c s b  <  £ Г & 1 | .

Записав аналогичные неравенства для каждого ребра и сложив их, 
получим нашо утверждение. Взяв трехгранпый угол, все плоские 
углы которого тупые, а сумма их близка к 2л , убедимся, что п этом 
случае утверждение второй части не будет верным.

180. Пусть ос и а , ,  р и Pi, у и Yi — двугранные углы тетраэдр.!
(одинаковыми буквами обозпачепы углы, соответствующие проти
воположным ребрам). Рассмотрим четыре вектора а ,  £>, с  и г/, пер
пендикулярные граням тетраэдра, направленные во внешнюю сто 
pony но отношению к тетраэдру и имеющие длины, численно рав
ные площадям соответствующих граней. Сумма этих векторов рав
на нулю. (Можно дать следующую интерпретацию этого утвержде
ния. Рассмотрим сосуд в виде нашего тетраэдра, наполненный га
зом. Сила давления па каждую грапь представляет собой вектор, 
перпендикулярный этой грани и пропорциональный по длине ее 
площади. Очевидно, что сумма этих векторов равна нулю.) Угол 
между любыми двумя векторами дополняет до л  соответствующий 
двугранный угол тетраэдра. Прикладывая эти векторы один к дру
гому в различном порядке, мы будем получать различные простран
ственные четырехугольники. Углы  каждого четырехугольника 
равны соответствующим двугранпым углам тетраэдра (исключа
ются два противоположных). Но сумма углов пространственного 
четырехугольника меньше 2 л . В самом деле, проведем диагональ 
этого четырехугольника. В результате четырехугольник разобьется 
на два треугольника,сумма углов которых равна 2 л . Сумма же углов 
четырехугольника меньше суммы углов этих треугольников, по
скольку в любом трехгранпом угле плоский угол мепыпе суммы 
двух других. Таким образом, мы доказали, что выполняются три 
неравенства: а  +  Щ  +  0  т  f c 'К, 8*»  Р +  P i . +  Т '+ 'И  <  2*1# f  +
+  Yi +  а  +  a i <  2л . (В  этом и заключалась первая часть задачи.) 
Сложив эти неравенства, получим a + o t f + p  +  P i + v + Y i  <  
<  Зл . Для завершения доказательства заметим, что сумма дву- 
граппых углов любого трехгранного угла больше л  (см. задачу 165).

Сложив неравенства, соответствующие каждой вершине тетра
эдра! мы завершим доказательство.

З а м е ч а н и е .  При решении этой задачи мы использовали 
прием, заключающийся в том, что вместо даппого трехгранного 
угла мы рассматривали другой трехграппый угол, ребра которого 
перпендикулярны граням данного. Получившаяся пара трехгран- 
ных углов обладает тем свойством, что плоские углы одного пз m ix 
дополняют двугранные углы другого до л . Называются такие углы 
дополнительными, или полярными. Прием этот весьма распростра
нен в сферической геометрии. Мы им также ужо пользовались 
в эадаче 1G5.

181. Утверждение задачи следует из того, что для правильного 
многоугольника сумма расстояний от произвольной точки внутри 
него до его сторон есть величина постоянная.

182. Если S 1, S2, S 3, S A — площади соответствующих гранен 
тетраэдра,* V — его объем, то.

х\ , х2 х* xi , SjX-l Sj2j  S Axt
h\ h% ' h i S\h\ &4h'2 *S3/ i3 &ih\

$\x\ 4- S-:x > ~l~ ^згя ■ .
“  zv  s : I e

»ти неравенства, получим
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183. Пусть М п К  — середины ребер АП п DC  тетраэдра A BCD, 
Плоскость, проходящая через М  и АТ, пересекает ребра AD и ВС  
р точках L  и N  (рис. 39 , а). Поскольку плоскость D M C  делит 
Объем тетраэдра пополам, пам достаточно доказан», что пирамиды

А

Л  О

О

Рис. 39.

D L K M  п KCM N  равновелики. Отношение объема пирамиды 

K CM N  к объему всего тетраэдра A BCD  р а в п о -^- | Аналогич

но, для пирамиды D L K M  это отношение равно- g -  | . Значит,

нам нужно доказать равенство:

\Ш\ CN
DA | С В  |

Спроектируем наш тетраэдр па плоскость, перпендикулярную 
прямой К М .  Тетраэдр A B C D  спроектируется в параллелограмм 
с диагоналями А В  и C D  (рис. 39 , б).
Прямая LN  будет проходит!» через 
точку пересечения его диагоналей, 
следовательно, наше утверждение 
доказало.

18'i. Пусть для определенности 
\ D A  | <  | D B  | <  \ D C \ y и хотя бы 
одно неравенство строгое. Наложим 
треугольники D A B , D B C  и D C  А 
так, чтобы совпали равпые углы и 
равные сторопы (рис. 40).

На рнсунко вершины второго 
Треугольника имеют ипдексы 1, 
третьего — индексы 2. Но | D 2A 2\ =
*=| D A  | <  | D xCy^ (по условию). Сле
довательно, D 2D XB  — острый, a &D^D — тупой и | D B  | >  | D XC X | —  
■ рол! воре чне.

185. Проведем через каждое ребро тетраэдра плоскость, па
раллельную противоположному ребру. Три пары получившихся 
Щоскостой образуют параллелепипед. Противоположные ребра 
тетраэдра будут являться диагоналями пары противоположных гра-

°>CUAZ A,B„Ct

Рис. 40.

104



wii параллелепипеда. Пусть, папрпмер, а и aj — диагонали двух 
противоположных граней параллелепипеда, т и л — их сторопы 

л). Тогда a ^ c o s  а  =  тг — л2. Записав подобные равенства 
|ли каждой пары противоположных ребер, докажем паше утверж
дение.

186. Пусть сфера проходит через вершины А , В  и С и пересе
кает ребра D A , DB  и D C  в точках К , L  и Д/. Из подобия треуголь-

I DL  I
пиков D K L  и ABD  найдем: | LK  | «== | АВ  | ■ ; » а из подобия

I DL  |
треугольников D M L  и D B C  найдем: | M L  | =  | ВС I " [ £ / ) ] "  • Но

\ АВ \ • \ CD \ =  \ ВС \ • \ BD \ =  2S a b c .
Теперь нетрудно убедиться, что | L K  | =  | ML  |.
З а м е ч а н и е .  Утверждение вашей задачи будет верпым для 

любого тетраэдра, у которого произведения противоположных ребер 
равпы.

187. Принадлежность точек К, L, Р  и N  одпой плоскости озна
чает, что

VMKLP +  VMPNK =  * MNKL +  VMLPN' ^
Из задачи 9 следует, что

\ m k \ . \ m l \ - \ m p \ .
V MKLP *= | Д//1 | . | М В  | • | МС  | V Л/.4ВС»

\ M P \ -  |Д/У I • \ м к \
1 MPNK  ~  I Д/с I . I M D  I . I М Л  I у ЛМОС» 

\ M N \ . \ M L \ - \ M K \  „
* MNLK =* | M D  I . I М Л  I • I M B  I v MABD »

, | M L  | * | M P  | « | Л/У |
1 MLPN -  \ M B  \ • | M C  | • | M D  | K MBCD •

Заменяя этими выражениями соответствующие величины в (1), 
деля па | Л/А' | • I M L  | • | М Р  | • | M N  |, умножая па | М А  |Х 
Х| М В  | • | М С  | • I M D  |, выражая объем каждой из оставшихся 
пирамид через площадь основания и высоту А, получим, после со
кращения на Л/3, утверждение пашей задачи.

188. Докажите, что прямая, проходящая через дапную точку 
параллельно какой-либо диагонали куба, будет касаться каждой» 
шара.

189. Оба пункта следуют из следующего общего утверждения: 
если сумма а  | А М  | +  Р \ B N  | +  у  \ C L  L где а, р, у — заданные 
коэффициенты, постоянна, то плоскость MNL  проходит через фик
сированную точку. Это утверждение, в свою очередь, следует из 
равенства

a \ A M \  +  P \ B N \ -  (а +  Р) I PQ |, 
где Р  — точка ua А В ,  Q — па M N ,

I Л Р  | 1A/QI Р
\РЬ\ =  TWI "  а '

э
190. Если в тетраэдре A B C D  выполняется равенство \ А В \  +  

+  | C D  | == | В С  | +  | D A  |, то точно так же, как это делается
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я а плотном случае, можно доказать, что существует шар, касающий
ся  ребер А  а ,  а  L ,  L V ,  и  А  у причем всо точки касания пахлпятга 

• ииутри отрезков А В ,  В С ,  C D  и D A .  Если мы проведем через центр 
шара О  и какое-либо ребро плоскость, то каждый из рассматммЕ 
емых двугранных углов бу- 1 *
дет раздолен соответству- л
ющен плоскостью на два, 
при этом для каждой час
ти любого двугранного уг
ла найдется равная ему 
часть соседнего угла. На
пример, угол между плос
костями О А В  п А В С  ра
вен углу между плоскостя
ми О В С  и А В С .

191. Пусть И — точка 
пересечения О М  с плос
костью K L N  (рис. 41). Ут
верждение, что В  есть 
центр тяжести д  K L N 9 эк- 
ридалептно утверждению, 
что объемы тетраэдров 
M K L O ,  M L N O  и M N K O  

.равны. Оболпдчим через j , 
у у I расстояния от М  до сто
рон & А В С .  Поскольку плоскость K L M  перпендикулярна doodv АТ) 
расстояние от О  до K L M  равно проекции О М  на A D  котппп * 
гроекпин М Р  на A D ,  где Р  — основание перпендикулярапп£!!!1а 
ного из М  на В С .  Легко видеть, что проекция М Р  u J i n "  Ще° '  

х равна
гле х ~  Расстояние от Л/ до В С .  Если а  -  двугранный угол 

между гранями тетраэдра А В  C D , то

kmlo  ~  ь | АГЛ#|.|Л/£|а1па* - p j

Точнд такими же будут объемы двух других тетраэдров: M L N O

192. Спроектируем тетраэдр на плоскость, проходящую через 
N порпевдикулярпо C N . Обозначим через A i% Bi% D x, К <  и М \ 
проекции точек А ,  В ,  D ,  К  и Л/. Расстояние между В  К  и C N  буде.т 
равно расстоянию отточки N  до B xK i t точно так жо расстояние 
между A M  и C N  равпо расстоянию 
от N  до И, Л/,. Но Д /1 ,Ь ,£ ,  —рав
нобедренный. Прямая А УМ | прохо
дит через А', (а , — точка пересече
ния Медиан). А поскольку & А \ К ХВ Х—  
также равнобедренный, Л' равно
удалена от А \ К Х и В ХК Х.

, 193. Пусть А — вершина осно
вания пирамиды, В  — точка в 
плоскости какой-либо боковой грани,
I А В  | =  а ,  В | — проекция В  на сто
рону основания, В 2 — проекция В

плоскость оспогяния, В 9 — проекция В 2 на ребро основания, 
Важное с А В Х, В 4 — проекция В 2 из Соковую грань, смежную с
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гранью, содержащей AD (рис. 42). Если теперь п  — двугранный 
угол при основании пирамиды, 7 ? 7 В ,=  <р, то

I | =* \ А Вх | ■ * a cos ф,
| а П3 | =  | В ХВ2 | =  | В ХВ  | cos а  =  a sin ф cos а ,

| в зВА | =  | ВЯВ2 | cos а  *= a cos q cos а ,
п, пакопец,

\ Л В а \ =  У \ А В я |» +  | Д з Д 4 ? ю_________________________
=  а V  sin2 ф cos1 а  +  cos1 ер соз- а  =  в cos а,

Отсюда следует, что длипа любого отрезка, находящегося 
в плоскости какой-либо боковой грани, после двукратного проекти
рования, указанного в условии задачи, умпожптся па cos а  (с по
мощью параллельного переноса переведем один из концов двиного 
отрезка н вершину А).  Следовательно, любая фигура при таком 
проектировании перейдет в фигуру, ей подобпую, с коэффициентом 
подобия cos а .

194. Утверждение задачи следует из равепств

VAAtBC  ~  1 AAlBiC  =  1 AAlBiCx

и аналогичных равенств для объемов пирамид A A XCD и AA\DD.
195. Пусть М  —  точка пересечения прямых СВ\ и СХВ.  Вер- 

шипа А лежит на D М.  Проведем через точки D , Dx и А плоскость* 
Обозначим через К и L  ее точки пересечения с СХВ Х и СВ , а через 
А2 — точку нересочепия прямой А А Х с D XK  (рис. 43). Из того, что 
ССХВ\В — трапеция и K L  проходит через точку пересечении со 
диагоналей, следует, что | К М  | =  | ML  |. Далее, рассмотрен

трапецию D\KLD> докажем, что | ААХ | =  - у -  | ААг |. Следователь

но,

v АВСП  e  3  v As BCD*

Но пз предыдущей задачи следует, что VAtBCD =  ЕЛ,В Г|/ 
Таким образом, отношение объемов пирамид AXBXCXD\ и АВС/ 
равно 3.

196. Введем следующие обозначения: A BCD  — данный т г; 
раэдр, I ВС  | = о ,  | С А | =  6 , | А В  | =  с, | DA | »  m, j DB \
=  п, | DC  | =  р. Пусть далее G — цептр тяжести & А В С , А  - 
точка пересечения прямой D M  с  описанной сферой, К  — точ: 
пересечения прямой AG  с окружностью, описапной около Д Л /  
(рис. 44). Воспользуемся следующим песложпо доказываемым р 
вепством:

M G | . | G * | - - g - ( *  +  6* +  C*).

Тогда

| DG\-GN | =  | AG |.| СК | =  (q« +  6» +  с’ ) ,
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f ледоват ел Ы!°,

гдо

СУ а7 +  6* +  с7
<М

t =  | DG | =  - - -  У  3т7 -f“ Зл* +  Зр* — а* Ь7 — с* (1)

-4- 6* -4- с3 V7
(СМ. задачу 5 1 ), \ОУ\ =» | DC | +  | С У  | =  t + ------- ^ ------- = — - j j ------- .

Утверждение, что ОМ перпендикулярна ЯЛ /, равносильно 

утверждению, что | DN  | =  2 | DM | =  2* | DC | г= —  / , т. о ,

//I* +  я* +  Р2 3
--------- j t--------откуда, заменяя t его выражением ( 1) через
ееличшш ребер тетраэдра, получим

а7 +  6* +  с* =  т7 +  я* +  р7. (2)

Е слпу А{, B i t Ci — центры тяжестей граней Я Я С , Я С 4  
n D A B t то в тетраэдре ^ 4 будем иметь

I В\С\ | =* у  , | С\А\ | «= - j - , | АХВ\ | =  у  ,

| D/1, | =  —  т а, |СД, | = - | - л ь1 | DCt | =  - у -  рс,

где me , л& и рс —  медианы к сторонам ВСУ С А и А В  в треуголь
никах ЯЯ<7, ЯСЛ к ЯЛ  Я . Е сли теперь f, — расстояние от вершины

Тис, 4 3 . Р ис. 44

Ядо точки Л/, то, поскольку М  по условию лежит на поверхности 
Ц®ры, описанной около тетраэдра A xBiCxDt а прямая Я Л / прохо
дит через центр тяжести треугольника А хВ хС и  для определения 
И Р п н в ы  | D M  | мы можем воспользоваться формулой, получен
и й  вами выше для | D S  |, т. е.

DM
4/п* +  4л? +  4 р\

271»
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гдо

<1 =  4 "  V  12 ("*о +  пЬ +  р\) —  —  fcJ —  с’ -

Воспользовавшись известной формулой длили медианы тре
угольники, получим

4m* 4- 4л* 4- 4 р* — в1 — 6* — с*
|Ш /|  = ------- ± ^ -----------------------•

ГД0
2   2

=» -у -  V"Зт* -f  Зл* 4* 3 р* — а2 — bL — с1 =  " у  /.

С другой сторопы, | DM | =* - у  |, т. е.

4 т *  4 - 4л2 4- 4р* — а* — 6* — с* 3
18/ =  4 '*

Заменяй / по формуле (1), получим (2 ), что и требовалось.
197. Зафиксируем какую-либо ось симметрии /. Тогда, если 

V является также осью симметрии, и при этом V по пересекается 
с / или пересекает /, но по под прямым уголом, то прямая Г , сим 
мотричная V относительно / , такжо является осью симметрия. 
Это очсвидпо. Если нее какая-либо прямая 1Х является осью симмет
рии, причем 1{ пересекается с / и перпендикулярна / , то прямая /2, 
проходящая через точку пересечения I и /, и перпендикулярная им, 
также будет осью симметрии. Убедиться в этом можно, например, 
следующим образом. Примем прямые /, /t , /2 за осп координат.

Применяя последовательно к точке М  (г , у, г) преобразования 
симметрии относительно прямых I и L  мы переведем точку М  спа- 
чала в Л/, (х, — у, — *), а затем М х в Л/2 (—х , — у, г). Таким образом, 
последовательное применение преобразования симметрии относг.- 
iiMi.no прямых I и If эквивалентно симметрии относительно /2.

Из наших рассуждений следует, что все осп симметрии, исклю 
чая /, можно разбить на пары, т* е* число осей симметрии, если оно 
конечпо, непременно нечетное.

198. Пусть Л/ — проекция В па AD. Очевидно, М принадле
жит поверхности сферы с диаметром А В. С другой стороны, можно 
показать, что | A M  [ • | AD  | =  | А В |*. На этого следует, что вес 
точки Л/ должны принадлежать некоторой сферической поверхно
сти, содержащей данную окружность. Значит, точки М  принадле
жат одной окружности, по которой пересекаются две эти сфериче
ские поверхности.

199. Докажите, что проекции точки М на стороны четырехуголь 
пика A BCD  лежат на одной окружности (если К  п L  — проекции 
М  па АВ  и В С , то точки В , К,  Л/ и L  —  на одной окружности, и, 
значит, M Llt  *= л7#^Г, M K L — ~МВЪ> То же самое для други.\ 
сторон).

После этого можно воспользоваться результатом задачи 198
200. Поскольку центр тяжести лежит на прямой, соединяюще 

середины ребер А В  я CD , пз условия задачи будет следовать, чт< 
эта прямая будет перпендикулярна ребрам А В  и CD.

201 . Пусть К  п М — середины ребер А В  Ш CD. Из условия еле 
дует, что прямая К At проходит через точку О — центр вппсапнеч 
шара, О равноудалена от граней ACD и BCD, Следовательно, то1»-
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КА К  такихо равноудалена от этих граней. Отсюда следует, что эта 
грани равновелики. Точпо так же равновеликими окалываются 
грани Л В С  и А 1 Ю .  Если мы теперь спроектируем тетраэдр на 
плоскость, параллельную ребрам Л В  и C D ,  то проекцией будет 
параллелограмм с диагоналями А В  и C D ,  Отсюда следует утвер
жден и о пашей задачи.

202. Поверпем куб вокруг диагонали А С Х па некоторый угол. 
Поскольку плоскость треугольника АхВО  перпендикулярна А С и  
а его сторопы касаются вписаппого в куб шара, сторопы треуголь
ника, получающегося из A XB D  после попорота, такжо будут ка
саться вписанного шара. При соответствующем выборе угла поворота 
грань АА\В\В перейдет в даппую плоскость, а отрезок MN  будет 
отрезком диагонали повернутой трапп.

203. Обозначим через а ,  р, у углы , образованные прямоуголь
ными гранями с четвертой гранью. Если S t , S2, S 9, S4 — площади 
грапей, то 5 ,  =  S 4 cos ос, S2 =  S 4 cos р, =  Sa cos у- После 
этого можно воспользоваться тем, что cos2 а  +  cos* Р +  cos* у =* 
^  1. Это следует, например, из того, что углы, образованные высо
той, опущенной на четвертую граиь, с боковыми ребрами пирамиды 
равны также а ,  р и у (см. задачу 10).

204. Возьмем прямую, перпендикулярную данной плоскости, 
и обозначим через ос, р и у углы, образуемые этой прямой с ребрами 
куба. Проекции ребер на плоскость принимают значеппя sin а ,  
sin р, sin у. А поскольку cos2 а  +  cos2 р -f- cos2 у =  1 , сумма ква
дратов проекций будет рапид

4а2 (sin2 а  +  sin2 Р +  sin2 у) «= 8а2, 

где а — ребро куба.
205 . Проведем через каждое ребро тетраэдра плоскость, па

раллельную противоположному ребру. Мы получим куб, в который 
вписан тетраэдр. Если ребро тетраэдра Ъ, то ребро куба будет 
btV  2 . Проекция каждой грани куба есть параллелограмм, дна го
пал и которого равны проекциям ребер тетраэдра. Сумма квадратов 
всех диагоналей равна удвоенной сумме квадратов проекций ребер 
тетраэдра и равна удвоенной сумме квадратов проекций ребер 
куба.

Воспользовавшись результатом предыдущей задачи, получим, 
что сумма квадратов проекций ребер правильпого тетраэдра на

6*
произвольную плоскость равна

206. Рассмотрим сначала случай, когда дннпые прямые скре
щиваются. Обозначим через А и В  положения точек в некоторый 
момент времени, к — отношение их скоростей (скорость тела, на
ходящегося в точке А,  в к раз больше скорости другого тела). 
М и N  — дво точки на прямой А В  такие, что | AM  | : | МВ  | =  
J*  I AM | : | Л’ В  | =  к (Л/ — па отрезке А В), О — середина M N . 
Доказательство утверждения нашей задачи разобьем па следую
щие пупкты:

1) Точки л /, N \\ О перемещаются по прямым, причем прямые, 
по которым перемещаются точки А , В , Л/, N и О, параллельны 
°Дпой плоскости.

' 2) Прямые, по которым перемещаются точки Л/ и N , ‘ порпсп- 
|ркуляршЗ.

3) Если две прямые перпендикулярны и скрещиваются, то 
любая сфера, построенная как па диаметре па отрезке, копцы кото- 
Юго расположены на этих прямых, проходит через точки Р  и Q,
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где PQ — общин перпендикуляр к этим прямым (Р п Q находятся 
па прямых).4) Геометрическим местом точек L  таких, что | A L  | : | LB\ =  
«= к , есть поверхность сферы, построенной па M N  как па диаметр.

Из утверждений 1) — 4) следует, что окружность, существоь,! 
пие которой утверждается в задаче, есть окружпость, получай, 
щалсл при вратеннн точки Р (или Q) вокруг прямой, по которо;- 
перемещается точка О, где Р и Q — концы общего перпепдикулн[ 
к прямым, по которым перемещаются точки Л/ и N .

Пупкты 1) и 2) можно доказать, папрпмер, следующим образом 
Пусть А 0 и # 0 — положения точек в некоторый фиксированны! 
момент времени. Спроектируем пашп точки параллсльпо прямой 
А 0В 0 на плоскосп», параллельную заданным прямым. Точки А л 
и В а с проектируются в одну точку С , точки же А> В ,  Л/, N  и о  
спроектируются в точки А \  В \  A /', N' и О '. Тогда точки Л/' и N  
будут оспованплмп биссектрис впутрепнего и впешнего угла С 
треугольника А 'В 'С . Значит, Л/', N 7 и О' перемещаются по прямым, 
причем К Г с Я *  =  90°. Отсюда следует, что и точки Л/, N  и О так
же перемещаются по прямым, поскольку очевидно, что каждая из 
атих точек расположена в фиксированной плоскости, параллельном 
заданным прямым. Пункт 3) очевиден. Пункт 4) следует из соответ
ствующего утверждения планиметрии.

П случае, когда точки А  и В  перемещаются по двум пересекаю
щимся прямым, рассуждения несколько видоизменяются. Задач., 
сводится к доказательству существования в плоскости, содержащем 
заданные прямые, двух фиксированных точек Р и О таких, чтг.
\AP\:\PB\ =  \AQ]:\QB\ =  k.

207. Пусть 0  — центр шара, г — его радиус, А Р  и BQ — ка- 
сательпые к шару (Р  и Q — точки касания), Л/ — точка пересечг 
ния прямых АР п B Q . Обозначим: | О А | =* а , | OB | ^  b ,  | Р М  | =>

e  I Q M  I *= г .  Тогда 
±  *>*, | В М  |*

ОМ  |* +  **, \ А М \х =  { V  — r* i

, и « . г  — (V ь* — Г* ±  *)*.
Если знаки однпакопые, то выполняется соотношение

( 1 )

И
I этою шара с плоскостью. Имеем:

Ш Ш  | Д//11 =  2 " | / * , |Л /«| =  2 | /  | Л/С | =  2 " | / " ~ ~ ~  •

Следовательно, \ МА \ :\ М В  | =  Ъ : а, | M B  I : I М С  I =  с  : Ь
яли | МА | : I М В  | : | МС | «  Ъс : ас : аЬ. 1 1  1

I f  Для любого неравностороннего треугольника существуют ровно 
две точки М | и Л/2, для которых выполняется это соотношение. 
Прп атом, если воспользоваться теоремой Бретшнейдера (см. зада
чу 149 из (1)), получим что, если Л =  а  — наименьший угол тре
угольника, углы ВМ уС  и В М Х  равны 60° +  а  к 60° — а . Пусть 

I 7 ВМ\С  =  60° +  а . Запишем для А В М ХС теорему косинусов, обо
значив радиус шара, касающегося плоскости в точке Л/,, через г 
(х *= г),

2асг 2abr
а* *= — g +  ~  — 4ar cos (G0° - f  ct) =>

У  Ьх _  r« | A M I* — / я 1 — г* | ВМ  I1 +
+  ( / а *  -  1г -  V  b* — г») | ОМ I1 =  I f

Рели знаки разные, то

/ ь Г Г т *  I А М I» +  V  а* —  Г-1 ВМ  I» —
—' (У а *  —  г * + У г.- -  г«) | од/ |1 = /,, (2

где /* и /2 — копстапты, зависящие от г, а и Ъ.
Поскольку сумма коэффициентов при | Л Л/ j1, | /?Л/ |а и | ОМ 

в выражениях (1) и (2) равпа пулю, геометрическим местом точек М- 
для которых выполняется одпо из этих соотношений, является п 
скость. В обоих случаях эта плоскость перпендикулярна плоскосп 
ОАВ.208. Пусть АЯС — даппый треугольник, сторопы которог 
как обычно, равны а ,  b  и  с . Радиусы трех шаров, касающихся межл> 
собой и плоскости треугольника в точках А, В ч  С , равны соотш * 

b e  с а  a b
ственпо - g j -  *~ 2 с~  * ^ озпап1,м '*ерез х  радиус тара, клеп»
щегося трех данных и плоскости треугольника, Л/ — точка касап I

- - 2 ^— 0 . —  2 008 (6°°  +  g )   ̂ / 1х^  г \ a b  ^ ас а  / *  ( ^

Аналогично, считая, что радиус шара, касающегося плоскости 
в точке Л/2, есть р, получим

1 о /  с  Ь 2  cos (60° — a ) \  
+ ! F ~  а 1 ■ ( 2)

Иычптая (2) из (1), получим 

_ L ___ 1 4 fco9 (G0° — a) — cos (60° -f- q)]

8 sin 60° sin a 2 У з
Haчто и требовалось.

209 . Пусть M  — середина А В, Ох и 0 2 — центры шаров, В х 
и В г  — их радиусы, тогда

13 /0 ,1» -  I Л/О, I* =  (л * +  -  [в \  +  =  R\ -  п \ .

Это означает, что середины всех отрезков общих касательных
к данным шарам лежат в одной плоскости, перпепдикуляриой
отрезку 0 Х0 2. Отсюда следует справодпвость утверждения пашен задачи.

210. Такого пятну гол ьпика пе существует.
211 . Пусть А хА г А г А КА ь — данный пятиугольник. Из условия 

следует, что все диагонали пятиугольника равны между собой. 
Выберем три вершины пятиугольника таким образом, чтобы две 
оставшиеся вершины находились по одну сторону от плоскости, 
определяемой тремя взятыми вершинами. Пусть, например, это 
будут вершины А2, А3, А ь. Тогда вершины А х и Л4 будут симмет- 
ричпы друг другу относительно плоскости, ироходящеп через сере- 
Аину А2А з и перпендикулярной А2А 3. Это следует из того, что 
А А2А 3А5 — равнобедренный, | А2Л Ъ \ =  | А 2А Ъ |, А х и Л4 — но 
одну сторону от плоскости А 2А дАг, и | А ХА 2 | =  | А4А3 |, | А ХА Ь | =  

■ 1 ^ 4 ^ 5  1» I | =  | А аА 2 |. Значит, точки А4, A.v  /18, Л 4



п одв о А плоскости. ДальлеАшее попятно. Случаи, когда иском, 
плоскость проходит череп другие ьершипм, рассматриваются ап , 
логично.

212. Обозначим через А/ точку пересечения диагонали А(\ 
с  плоскостью A XBD.  Тогда А/ — точка поресечепия медиан тро 
угольника AXBD,  и, кроме того, А/ делит диагопаль АСХ в от и,,

гаеппп 1 : 2 , т. е. | AM | =з -* •  d .

Рассмотрим пирамиду A B A XD (рис. 45). Возьмем на прямо 
DM  точку К так, что | М л  | «* | В Ы  |, и построим призму

M K D A N P .  Нетрудно 
метить, что расстоят 
между боковыми ребрам; 
этой призмы рапны СОО; 
иетсгвуюпшм расстояния 
от точек Л ,, В  и D по Л М 
Следовательно, сторопы ч 
пения, порпеплпкулярно! 
боковым ребрам прилип 
M K D A N P , рявпы min 
расстояпиям. Далее, объе* 
пирамиды A D AXD равен 
объему ностроенпой призм и 
и составляет V* обк 
ма параллелепипеда, т. е.

- g -  V = . ciS, V =ш2<1S.
213. Пусть М  — пепт| 

тяжести тетраздра A BCD. 
Объем пирамиды МА ВС  составляет V* объема данного тетраэдра. До
строим ппрампду М А В С  до параллелепипеда так, чтобы отрезки МЛ, 
М В , МС  являлись бы его ребрями. На рис. 46  этот па рал л ел вп и т

Р

Рис. 46 .

изображен отдельно. Очевидно, ребра МС% С К , KL и диагопаль 1 /{  
этого параллелепипеда равны и параллельны соответственно М ( 
М А , МВ  и M D . Но объемы пирамид М А В С  и M C KL  равны, т.

каждый из них составляет —  VABCD% Следовательно, объем теч 1*

на
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- I f  Vt

214. При решении задачи 180 пами было доказало, что сумма 
векторов, перпендикулярных граням тетраэдра, направленных во 
внешнюю по отпошению к тетраэдру сторопу п по длине равных 
площадям соответствующих гранен, рявпа пулю. Из этого следует 
существопяпио тотраэдра K LM N .

9 Прп пахождепии объема тетраэдра мы воспользуемся следую
щей формулой:

V «  - g -  аЬс sin a  sin 0 sin С ,

ЭДрА, О КОТОРОМ ПЛАТ рвЧЬ Я ЗЯДаЧО, СОСТЯВЛЯСТ J  • “4“  '  A B C D

где а, b и е — длины ребер, выходящих из какой-либо вершины 
тетраэдра, а и р  — два плоских угла прп этой вершине, С — дву- 
гранпыи угол между плоскостями граней, соответствующих углям 
а  п В. Если теперь а ,  р и у — все плоские углы прп этой вершине, 
Ач Н и С — двугряппые углы, то

а*6*св sin* а  sin* Р sin* у sin A sin В  sin С . ( 1)

Возьмем теперь какую-либо точку внутри тетраэдра, опустим 
перпепдикуляры из нее па три грани тетраэдра, соответствующих 
рассматриваемому трехграпному углу, и отложим иа каждом нз 
них отрезки, по длине численно равные площадям этих граней. 
Очевидно, объем тетраэдра, образованного этими отрезками, равен 
объему тетраэдра К LAIN. Плоские углы при вершине трехграп  
угла, образованного этими отрезками, равны 180® — «4, 180° — # ,  
180° — Су двугранпые углы — 180® —  а ,  180° — р, 180° — у. 
Следовательно, используя равенство (1), получим для И' — объема 
этого тетраэдра

5 jS jS g S in *  /1 sin* £  sin* 6’ sin a  sin Р sin у. (2)

где Si,  £ s , — площади граней, образованных ребрами в, 6 и с,

т. е. Si «я ~2 ~ab sin у» *= - х -  Ьс sin а ,  *У3 e - j p e a  sin р.

Заменяя S x% Sv  S 9 о (2), получим

( ”? “)  «in1 a  sin1 Р siu1 y s in M s in *  sin9 С . (3)

Сравнивал выражения (1) и (3 ), получим

215. Утверждение задачи следует из того, что произведения 
отрезков, па которые каждая из этих хорд делится точной пересе
чения, раины между собой.

217. Утверждение нашей задачи следует из такого планимет
рического факта. Если через точку Р , расположенную вно дапнон 
ОЯруншостп, пропедены две прямые, пересекающие окружность 
соответственно в точках А и А1} в  и ВХ} то прямая А ХВХ параллель-
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касательной к окружности, описанной около РА В , проведенной 
>ез точку Р.

Таким образом, множество точек, о которых говорится в задаче, 
,ет принадлежать плоскости, параллельной плоскости, касаю
тся в точке Р сферы, проходящей через данную окружность и 
ку Р.

2 1 8 . Уравпеппе

(х — а)* +  (у — Ь)2 =  к2 (z — с)2

icunaeT коническую поверхность, вершина которой находится в 
ко S  (а, Ь, с), ось параллельна оси i ,  к =  tg  а ,  где а  — угол меж
осью конуса и образующей. Вычитая друг из друга уравнения 
гх конических поверхностей с осями, параллельными оси z, 
таковыми параметрами к , но различными вершинами, получим 
lefmoe соотношение между х, у и z.

219 . Обозначим через F  точку пересечения прямых K L  и Л/Л', 
ерез Е  — точку пересечения прямой P F  со сферой, проходящей 
»ез точки Р у А, В  и С (предполагаем, что Р не лежит в плос
ки грани АВС).

Точки Р , Q, В  и Е  принадлежат одной окружности, пред
ел яющей собой сечение сферы, проходящей через Р , А , В  и С, 
юностью, проходящей через точки Р, К и L.  Но, поскольку 
— точка пересечения прямых К L и МЛг, точки Р, S ,  Т  и Е  дол- 
ы принадлежать окружности, являющейся сечением сферы, 
эходящей через Р, А ,  С и О , плоскостью, определяемой точтса-

Р , А/ и JV. Следовательно, точки Р , Q, /? , S  и Т  лежат на 
/ х окружностях, имеющих две общие \точки -  Р  и J?, а такие 
> окружности принадлежат одной сфере.

З а м е ч а н и е .  Мы рассмотрели случаи общего положения 
данных точек, для полноты решения нам нужно рассмотреть еще 
только предельных случаев, например, Р  лежит в плоскости 
ши, K L  и MN  параллельны и т. д.

2 2 0 . Пусть ребра S A , S B ,  S C  и SD  четырехгранного угла 
пяются образующими конуса, ось которого SO.  Тогда в трехгран- 
ы угле, образованном прямыми SO , S B  и S C ,  двугранные углы 
ебрами SA  и S B  равны. Рассмотрев три других таких угла, легко 
лучим, что суммы противоположных двугранных углов даиного 
гырехграипого угла равны.
Обратно. Пусть суммы противоположных двугранных углов 

вны. Рассмотрим конус, образующими которого являются пря- 
е S A ,  S B  и SC .  Допустим, что SD  не является образующей, 
означим через S D t прямую, по которой пересекаются поверх- 
сть копуса и плоскость A SD .  Мы получим два четырехгранных 
па S A B C D  и S A B C D t, в каждом из которых суммы противополож- 
х двугранных углов равны. И з этого будет следовать, что в трех- 
анпом угле, дополнительном к углу S C D D X (смотри решепио за- 
ч 1G5 и 166), одип плоский угол равен сумме двух других, что ие- 
зможно.

2 2 1 . Пусть все вершины шестигранника A B C D E F K L , за ис- 
ючением С,  расположены на поверхности сферы с центром О 
зс. 47). Обозначим через С| точку пересечения прямой КС  с по- 
рхпостью сферы.

Д ля краткости будем обозначать через F E L  двугранный 
ол между плоскостями FEO  и FLO  (аналогично обозначаются 
тальные двугранные углы). Используя утверждение (прямое)



8адачи 220, можем записать:
<  F E L  +  <  F K L  =  <  E F K  +  <  E L K ,
< £ A E F - \ - < $ A B F = < $ E A B  +  <$ E F B %
<  A E L  +  <  A D L  =  <  ELD  +  <  £AZ>,

<  F K C t +  <  F i ? ^  =  <  A F #  +  <  A C ,/? ,
<  LATCi +  <  LDCi =  <  A FD  +  <  K C XD .

Сложпв все эти равенства, учитывая, что сумма любых трех двуграп- 
вых углов, имеющих общее ребро (например, ОЕ) , равна 2л , полу
чим

' & А й С х +  <$ А О С х =
<=* <  BA D  +  <  A Cj/>,

а это означает (см. задачу 220, 
обратноо утверждение), что реб
ра О А , ОВ, ОСх и OD являются 
образующими одного конуса. От
сюда следует, что Сх лежит в 
плоскости A B D , т. е. Сх совпада
ет с С.

Требует отдельного рассмот
рения случай, когда О находит
ся вне многогранника.

222 . Пусть A BCD  — данный 
тетраэдр, К , L , М , N , Р и Q — 
данные точки соответственно на 
ребрах A B , A C , A D ,B C y CD и DB.
Обозначим через D\ точку пересечения окружностей, проходиших 
через К , В , N  и С, L, N .  Нетрудпо доказать, что точка Dx принад
лежит окружности, проходящей через точки А % К и L. Аналогично 
в плоскостях B C D , A CD и A D B  определим точки А ,,  В х и Сх. Пусть, 
вакопец, F  — точка пересечения трех сфер, описанных около 
тетраэдров KBN Q , LCN P  и NDPQ . Воспользуемся результатом 
задачи 221. В мпогогранпике с вершинами В , N , А\% Q, К ,  /> ,, F , 
С| все вершины лежат на поверхности сферы, пять граней —  
B K D XN , B K C XQ, D XN A XF , A ^ C ^ F  являются плоскими че
тырехугольниками, следовательно, и четырехугольник K D XFC X 
является плоским. Точно так же докажем, что плоскими являются 
четырехугольники LDXF B X и M B xFCi.

И, наконец, в шестигранпике A K D XLMDXFCX семь вершин 
А , К , О ,, L , Л /, Сх лежат па поверхности сферы, проходящей 
через А , К , L  и Л/, значит, и точка F  лежит па этой жо сфере.

224 . Пусть S  — вершина угла. Пересечем угол плоскостью 
таким образом, чтобы образовалась пирамида S A B C D , в которой 
A BCD — основание, а противоположные боковые ребра равны: 

\ S A \ — \SC\,  | S B  | =  | SD  |.
(Докажите, что это всегда можио сделать.) Поскольку плоские 
углы при вершинах равны между собой, ABCD — ромб. Пусть 
О — точка пересечения АС  и BD.  Обозначим | АС  | =  2лг, | BD  | =  
=» 2у, | SO  | *=* г. Вудем считать, что х <  у. Если /П?& и 7 Ш )  — 
острые, то х >  у, а это означает, что в Д  A S  В  | А В  | < Ц  A S  | < |  B S  |, 
т, е. X s l i  — меньший угол этого треугольника, A S B  < 6 0 ° .

Так жо рассматривается предположение, что оба угла тупые.

22о. От SJi до - у  67*.



22G. Наибольший объем имеет тетраэдр, дна противоположных 
бра которого перпендикулярны и являются диаметрами основа- 

2
ш. Его объем равен - я -  R2h.

227 . Пусть | А В  | =  | В С  | -  1, | А А Х \ х.

DDtBCt
J L  sз °DBDt

V i
2

i

другой стороны, 

D D t B C t * *

1
| sin Ф = * - ^ Д  • \ f ~ Y + x* • / 2  +  х*3 r  ^D BCt

о ф — угол между и плоскостью DBC\< 
Таким образом,

*  *
Sin Ф

8in Ф»

V( 2 +  j * ) ( I  +  2x «) sin* ф 2r* -f- ,  +  5 ^  9,^

куда следует, что наибольшим значением ф будет arcsin  - g - .

2 2 8 . Пусть высота призмы равна 1, | Л Л / | =  х. Опишем около 
>еугольника А 1МС1 окружность. Рассмотрим тело, получающееся 
>и вращении дуги А ХМ СХ этой окружности вокруг хорды А ХСХ. 
гол А ХМСХ будет наибольшим, если прямая А В  касается поверх- 
юти полученного тела. Последнее имеет место в том случае, если 
)ямые МО и А В ,  гдо О — пентр окружности, описанной около 
► еугольпика А В С , перпендикулярны, значит, прямая МО делит
л I AM  I *

,С , в отношении | дуц  |- =  у з у »

С другой стороны, можно показать, что МО делит А ХСХ в отпо-
| Л,Л/ I cos Я & П

епии — — ---------.-В ы р а ж а я  сторопы и косинусы углов
| СХМ | cos СХА\М

,А , П Г , через х , получим уравнение
(1 +  **) (4  —  х )  х  ...............................
,  (Я _  4 * + " * « )  =  2 ^ 7 ^ ^  +  3 г - 4 = = 0 *

'куда х  «  1. Наибольшее значепив угла А ХМСХ р а в п о -^ - .

2 2 9 . Прямые А Е  и C F  перпендикулярны. Пусть Qx — прови
дя Q на плоскость А В В ХА Х. Q} лежит па отрезке B L , где L  — сере- 
ina А А Х, Пусть 7V — точка пересечения А Е  и LB.  Нетрудно найти,

го | /LV | =  . Обозначим: \АР\ — - ~ = -  +  х , | NQX | =  у. Тог-

8 / 1  \2 I PM  I1
I I Р М I* =  +  « )  , I P Q I* =  ** +  у* +  1 . - 1 QP ]»■ дости-

ют наибольшего значения при у *= 0 . Осталось найтн наи-
9  2

)льпюе значение дроби 

1
V I  • .

О т в е т :  У  2.

— +  Т 5 г  +  г ’  

** +  1
.. Это значение достигается

ри
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2 3 0 . Рассмотрим Д А Х Л /, представляющий собой проекцию 
данного треугольника на плоскость Л B C D , К  — на прямой С В , 
I  __ на £7>, Л/ — на С А.  Если | С К  | *= х , то | CL  | =■  | а — ж |,

| CAf | =* V 3  |а " J “ | •

Нетрудно получить, что

[ а ~ тт ) \ яа'ТГ12х% - * * х  +  2в*)-

7а1
Наименьшее значение равно .

231. Пусть х — высота параллелепипеда. Рассмотрим сечеиио 
пирамиды плоскостью, проходящей на расстоянии х  от ее основания. 
В сечении получится квадрат со стороной (1 — х ), в который вписан 
прямоугольник площади *, являющийся гранью параллелепипеда. 
Возможны два случая:

1) Основание параллелепипеда есть квадрат со стороной \  s. 
Диагональ параллелепипеда d =  V  х2 +  2s, причем

л / 2 _  (
( l - x ) - ^  < у " »  < ( 1 - х )

или
1 -  V 2s  < х <  1 -  V s.

1
Таким образом, в этом случае, если * < 2‘ » 1 — 2 У  2 * +  4* < d a <  

<  1 — 2 / 7  +  & , если ж е в > у ,  2v <  d2 <  1 — 2 /  * +  3s.

2) Стороны грани параллелепипеда, вписанной в сечение, па
раллельны диагоналям сечения. Обозначим их через у и г. Наша 
задача заключается в том, чтобы исследовать изменение функции 
d* =  j*  4- .V* +  ** при условиях

уг =  s ,

у  +  ,  =  ( !  — * )  У  г .

( Получившаяся система совместпа, если 1 — х ^  У  2s, 0  <  х ^  
<  1 — / 2 7 . )  Имеем:

d2 =» х2 +  (у +  *)а — 2уг =  х2 +  2 (1 — х)2 — 2s =»
=  Зха — 4лг +  2 — 25.

Если t  <  то паимепьпюе значение d2 достигается при х  =

если же s >  то при х  **■  1 —  /  2а. Кроме того, d2 <  2 — 2$, 

Объединяя результаты пунктов 1) и 2), получим

О т в е т :  если 0 <  * <  , to

-  2* ^  й <  /  2 -  Ъ\
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Ill

III

III

1 7 +  2 V 6
j y  ^  t TO25

l A l - 2 / ^  + 4 s < r f < / J ^ T 2 J ;
7 +  2 / e < f < J

25
TO

1
1^1 —  2 Y'is + 4 s < r f < / l - 2 V *  + 3 s ;

<  8 <  1, TO

Y b  < d < , V ^ - 2 V s  + 3 * .
2 3 2 . Проведем сечение многогранника A B C A X **NC\ плос- 

:тью, проходящей на расстоянии А от плоскости А хВ хСи  п спроек- 
зуем получившееся сечение па плоскость А ХВ ХСХ (рис. 48). На

рисунке проекция этого сечения 
обозпачена штриховыми л и н и я м и . 
Очевидно, что окружность оснопа
ни я цилиндра должна находиться 
внутри трапеции KLNCX (К ,  L — 
точки пересечения А ХСХ и Mi\ с 
проекцией этого сечения). Если 
А =  3 , илоскость сечения совпадает 
с плоскостью АВС, а точки 
К  u L —  с серединами сторон 
ВХС| и АХСХ. Если А <  3 , | ML | =

=  | / М Г | = 4 * *  | LN  | =  1  —  — ■ ,

3
Нетрудно убедиться, что при А <  у  радиус наибольшей окруж*

У з  з
:тн, помещающейся в трапеции KLNCf, равен— »а п р п А > у -  

»т радиус равен радиусу окружности, вписанной в правильный
A I A W 3

зугольник со стороной |/iCC|= 2 — у - ,  т. е. он равен ( 2 — —g— )—jt— •

3 3  3
О т в е т :  а) если 0  <  А <  у , V у г  яА; если у  <  А <  3 ,

- т И ’ - г ) ' =
б) наибольшее зпачепие объема будет при Л =  2, V
2 3 3 . Если плоскость, проведенная через наш отрезок парал- 

чьно грани А В В ХА If пересекает СЯ в точке К  так, что \СК | =  * ,  
проекция отрезка па грань А ВС  имеет длину г ,  а проекция его 
ребро СС\ равпа \а —  7л |; таким образом, длина отрезка будет

впа ________________  ________________
У  х% +  (а —  2*)* =* У  ох2 —  4ах +  а\

8я
27

шмепыная длина равна
/ 5  в

8



2 3 4 . Аналогом пашен задачи па плоскости является следующее 
VTBCf»KACune. Дап угол и точка N внутри него. Рассмотрим всевоз
можные треугольники, образуемые сторонами угла и прямой, про
ходящей через точку N.  Наименьшую площадь среди таких тре
угольников имеет тот, для которого сторопа, проходящая через Л \ 
делится точкой N  пополам.

Вернемся к нашей задаче. Пусть М  — данная точка внутри 
трехграппого угла. Плоскость, проходящая через М ,  пересекает 
ребра трехгранного угла в точках А , В ,  С. Пусть прямая A M  пере
секает ВС  в точке N .  Тогда, если проведеппая плоскость отсекает 
тетраэдр наименьшего объема, точка N  должна быть серединой ВС. 
В противном случае, поворачивая плоскость вокруг прямой A N , 
мы сможем уменьшить объем тетраэдра.

2 3 5 . Если Л — высота сегмента, то его объем равен ~ S h  — - у  лЛ*.

23G. Заметим, что тень, отбрасываемая одной лишь верхней 
гранью куба (считая, что все остальные грани прозрачны), представ- 

-  оЬ _
л нет из себя квадрат со стороной ^ " д " ' ^ ТС!°Да следует, что пло
щадь тени, отбрасываемой кубом, будет наименьшей, когда источ
ник света расположен пад верхней грапью (освещена одна верхняя

грань куба); она будет равна с учетом площади ппжней

грани куба.
237 . Утверждение 1) верно, докажем это. Обозначим через Л/, 

многоугольник, получающийся при пересечении нашего много
гранника плоскостью, не проходящей через его центр, S  — площадь 
этого многоугольника. Л/* — многоугольник, симметричный М х 
относительно центра многограпника. Обозначим через II наимень
ший выпуклый многогранпнк, содержащий М\ и Л /. (П называется 
выпуклой оболочкой М х и Л/2). Очевидно, П —• центрально-симмет
ричный многогранник, его центр совпадает с  центром исходного 
многогранника. Все вершины П есть или вершины Л/, или вершины 
Л/2. Пусть М  — многоугольник, получающийся при пересечении П 
плоскостью, проходящей через центр, паоаллельпои граням Л/, 
и М о, q — его площадь. Возьмем какую-либо грань N  многогранни
ка П, отличпую от М | и А/а. Очевидпо, что любое сечение много
гранника П плоскостью, параллельной /V, должно или одновременно 
пересекать все три многоугольника Л/ j ,  М 2 и М  или не пересекать 
ни одип из них, причем, ввиду выпуклости мпогограппика П, от
резки /|, /а и / , по которым эта плоскость пересекает Л/ь  М г и Л/,

связапы соотношением / >  - у  (1Х +  /2). Отсюда следует, что

q ^ S .  (Проинтегрируем неравенство /  ^  - у  (1Х +  /2) по всевоз

можным плоскостям, параллельным N .)
Утверждение 2) певерпо. Построим пример. Рассмотрим в де

картовой системе координат мпогограпник, точки которого удовлет
воряют неравенству | *|  +  | И  +  1 * 1 ^ ^  (Этот многогранник пред-

Наибольшим объем будет при рапеп
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Являет собой правильный октаэдр.) Все грапл этого мпогогранпика 
•ть правильные треугольники со стороной \  2 и радиусом опп-

Сеченпе этого мпогогранпика плоско-шпон окружности
V 4

ъю , проходящей через начало координат непараллельной лю- 
эй его грани, представляет собой правильный шестиугольник со

оронон и таким же радиусом описанной окружности. Но

г г
V Iг <

3  а м е ч а п и е .  Для произвольного выпуклого центрально- 
1мметричпого тела справедливо следующее утверждение. Пусть Н 

/?0 — радиусы паименыпнх окружностей, содержащих сечения 
шпого тела двумя параллельными плоскостями, причем вторая

/ 3
носкость проходит через центр, тогда П о ^ - ^ - В .  При этом, как 

\л уже видели, равенство достигается для правильного октаэдра.

m  А .

2 3 9 . Пусть А и В — вершины конусов, А/ и А  — две точки 
I окружности оснований, А — точка, диаметрально протииополож- 
1Я точке Л/ (| A M  | =  V г* +  / / 2, | В At | =  V г *  +  А2). Проведем 
>рез At плоскость, перпендикулярную А А /, и обозначим через 
, ,  Лг, и А. проекции /?, N  и А па эту плоскость. Расстояние между 
Л/ и B N  равпо расстоянию между AI и B XN X и не может быть 
)лыпе, чем | А1ВХ |.

И з условия А <  Н  следует, что | AtBx | <  | AILX |, т. е. что точка 
, находится внутри или на границе проекции основания конусов 
» проведенную плоскость, и расстояние между AI и В хА\ равно 

если А1ВХ и В} А Х перпендикулярны.
(А -4- И) г

О т в е т :  — г = = = -  •
V r *  +  //*

2 4 0 . Продолжим ребро В ХВ  за точку В  и возьмем на продолже- 
1и точку А', | В К  | =  а. Нетрудно видеть, что К  равноудалена от 
:ех сторон четырехугольника A B XCD.  Возьмем теперь па диагова-

I BXL  I
1 B XD точку L  так, что ■ | ^  | ■ *= \  2 . Точка L  является основанием

ксектрис треугольников B XAD  и B XCD и, значит, L  также равно- 
тлен а от сторон четырехугольника А В хСО. Теперь можпо дока- 
1ть, что все точки прямой A'L  равноудалены от сторон четырохуголь- 
ика. Таким образом, искомый радиус равен кратчайшему расстоя- 
ию между прямой А'А и любой из прямых, образующих четырех 
голыши A B XCD . Найдем расстояние, например, между прямыми 
А и AD.  Спроектируем А' и А на плоскость CDDXCX. Получим точ- 

л А', и А,. Искомое расстояние равно расстоянию от точки L) ;н 
рямой А \А ,.

О т в е т :  а
241с Пусть па ребре двугранпого угла лежит диагональ А С х 

убп, грани угла пересекают ребра куба в точках М и /V. Нетрудно 
•метить, что, если объем части куба внутри этого угла достигает



своего наибольшего или наименьшего значения, то площади тре
угольников АСХМ\\ A C XN  должны быть равны (п прогиьном случае, 
поворачивая угол в нужном направлении, мы сможем этот объем 
как увеличить, так п уменьшить).

Если 0  <  а  <  60°, то рассматриваема я часть куба имеет объем,

При а  =  60° этот объем постоянен и равен >/f .
При 60° <  а  <  120° нужно концы интервала увеличить на 

Ve» а а  заменить на а  — 60°, при 120° <  а  <  180° — увеличить на 
1/ 3, а а  заменить па а  — 120°.

2 4 2 . Заметим, что площадь проекции любого параллелепипеда 
всегда вдвое больше площади проекции какого-либо треугольника 
с вершинами в концах трех ребер пстраллелопипеда, выходящими 
из одной его вершины. Для прямоугольного параллелепипеда вое 
такие треугольники равны. Наибольшая площадь проекции прямо
угольного параллелепипеда будет в том случае, когда один из таких 
треугольников параллелен плоскости, на которую проектируется 
параллелепипед. Таким образом, наибольшая площадь проекции 
равна ) f  п2Ьг  +  Ь*с* +  сгаг .

243. Докажите, что объем такого тетраэдра меньше, чем объем 
тетраэдра, две грани которого — правильные треугольники со 
стороной 1, образующие прямой угол.

. 244 . 1) Это утверждение неверно. Например, возьмем внутри 
треугольника А ВС  две точки D x и Е х так, чтобы сумма расстоянии 
от D x до вершлп треугольника была бы меньше суммы расстояний от 
Е х до вершин. Возьмем теперь точку D достаточно близко к D x так, 
чтобы сумма расстояний от D до вершин А , В и С оставалась бы 
меньше суммы расстояний от точки Е х. Точку Е  возьмем внутри 
A BCD  на перпендикуляре к плоскости А В С , восставленном в точ
ке Е\.

2) Это утверждение верно. Докажем это. Обозначим через Л/ 
точную пересечения прямой D E  с плоскостью А В С . Очевидно, Л/ — 
внутри треугольника А В С .

Прямые А Л/, В М  и СМ  разбивают плоскость треугольника 
А ВС  на шесть частей. Проекция D на плоскость А ВС  — точка U x— 
находится в одной из этих шести частей. В зависимости от того, где 
находится О ,, один из углов d [ j\TA , б ^ м Ъ , б^М С  — тупой. Если  
этоб ^М А ,  то и 1)ИГЛ будет тупым, о, значит, и б б А  тоже. Отсюда 
следует, что | D E  | <  | DA |.

2 4 5 . Пусть 2а — сторона основания, h — высота пирамиды. 
Тогда И равеи радиусу окружпости, описанной около равнобедрен-

2a2 - f  я*
пого треугольника с основанием 2а \  2 и высотой Л, Н = ------^ ------;

г  равен радиусу окружности, вписанной в равнобедренный треуголь
ник с основанном 2а п высотой Л,

1 2
заключенный в интервале от

Пусть

г в  +  Л2 — о).

2а2 +  Л2
2 й {У й *  +  к* — а)
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Будем иметь 2 -+- х =  2h ( У  1 +  *  — 1)» откуда х1 +  4 (1 ^  
-f- h — fc2) х - f  4 - f  8Л =  0 . Дискриминант этого уравпепия равоп 
16fc* (k* — 2А — 1). Таким образом, А? >  ]^ 2  +  1, что и требова* 
лось.

2 4 6 . Центры тяжести гранен тетраэдра служат вершинами тот. 
раэдра, подобного даппому с коэффициентом подобия 1/$. Следова- 
тельпо, радиус сферы, проходящей через центры тяжестей Граней 
данпого тетраэдра, равен Я /3 . Очевидно, этот радиус пе может быть 
ырпьтпе радиуса сферы, вписапной в дапный тетраэдр.

2 4 7 . Пусть в тетраэдре A BCD \ А В \ =  b, \ CD | =  с, остальные 
ребра равны а. Если /V —  середина А В % М  — середина CD , то пря
мая Л/TV является осью симметрии тетраэдра A BCD (рис. 49 , в).

Теперь петрудно доказать, что точка, для которой сумма расстоя
ний до вершин тетраэдра достигает наименьшего значения, должна 
находиться на примой Л/TV. В самом деле, возьмем произвольную 
точку Р  и точку Р \  симметричную ей относительно прямой Л/Л 
Тогда суммы расстояний от Р  н Р'  до вершин тетраэдра равны. Если 
К  — середина Р Р ' (К  лежит па Л/TV), то в треугольниках РАР\  
Р В Р \  РСР'  и PDP' А К, В К , С К  и D K  — медианы, а медиана 
треугольника меньше полусуммы сторон, ее заключающих.

Величину | M N  | нетрудно найти,

Рассмотрим равпобочную трапецию LQRS  (рис. 49 , б), в кото
рой осжшания | LS  | и | QH | равны Ь и с, а высота равна d. Пусть F 
и Е  — середипы оснований L S  и QH. Если К  — точка на Л/Л’, а 
Т — па F E , причем | F T  | =  \NK\% то, очевидно, суммы расстоянии 
от К  до вершин А , Я , С и D и от Т до вершин L , S ,  Q и Я равны 
А в трапеции LQRS  (да и в любом выпуклом четырехугольнике) 
сумма расстояний до вершин достигает наименьшего значения 
в точке пересечения диагоналей и равна сумме диагоналей.

О т в е т :  У  4 dl -f- 26с.
2 4 8 . Докажем, что кратчайший путь, ведущий из точки /1 

окружпости большего основания, в диаметрально противополож
ную точку С другого основания, состоит из образующей А В  и диа
метра ВС.  Его длина 2R. Обозначим через г — радиус меньшего ос
нования, О — его цептр. Рассмотрим путь, идущий из А в некото
рую точку Л/ мепьшего основания. Д уга А Л /, расположенная на
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отрезок прямой. Но развертка боковой поверхности конуса с углом 
между образующей и основанием, равным л /3 , и радиусом оспова- 
иия /? представляет собой полукруг радиуса 2П. Значь

основании соответствовал центральный угол ф, то на развертке этой

Это неравенство доказывается с помощью очевидных преобразо
вали ii.

2 4 9 . Зафиксируем величины | а  |, | Ь |, | с  |, обозначим через х , у 
и 1 косинусы углов соответственно между а  и 6 , Ь и с ,  с  и а .

Рассмотрим разность между левой и правой частями доказы
ваемого неравенства.

Получим

I® I + 1*1 +  |е| +
+  Y\ ~a I1 +  | +  | е I1 +  2 | а | ■ | * | .г +  1! | Л | • | с | .v +  2 1 е | ■ | « 12 -

- У 1 в | * + | Л | *  +  2 | в | . | 6 | * - У | А | » + | в | *  +  2 | » | .| с | 1, -

монотонна по /. Из этого следует, что /  (х, у, х) достигает своего 
наименьшего значения, когда х , у, г равны ± 1, т. е. когда век
торы а ,  Ь и с  коллипеарпы. В этом случае наше неравенство 
легко проверяется.

2 5 0 . Пусть прямая MN  пересекает D*С* в точке L. Обозначим!

у сеч ен н ого  конуса есть полукольцо. При этом, если

Рис. 50.

Фдуге будет соответствовать центральный угол - у  (рис. 50). Следова

тельно,

| AM  |* =  4/?* +  4г* — 8Rr  cos - т р , | Л/С | =  2г cos “!j”  •

Нам осталось доказать, что

j / " 4/?* +  4г* — 8 H r  cos - у -  +  2г cos - 5 г  2 /?.

— / | с | * + | а  |e +  2 | c | - | « | * = « / ( x t у , х).

Заметим, что функция
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а
а  У Н  а » спроектировав же их иа плоскость Л BCD,  пайд(М 

\С\L  | у — а а !/ — а
JT 7 T Следовательно, ■—' , откуда ху11 а г' ’ х  — а а

(х 4" !/)<*• Но (х +  у)* ^  4ху. Значит, ху ^  4а2.
Теперь получим | A//V |* =  х2 +  у1 4- а* =  (х 4- у)1 — 2ху -f  а* =

(xt/)2 1
= —д1 - — 2ху - f  а2 =  -jjf (ху — а*)1 ^  9а*. Наименьшее эпачеино 

Л/iV I равно За.
251 . Если х — длина двух д р у т х  сторон прямоугольника,

го объем пирамиды ранен 51__- i - ___- i — . Наибольшее зна

чение объема будет при х оно равно а(46* — а*) 
12

2 5 2 . Пусть Л/ — точка на примой Л /? ,, Л  — на прямой # 6' , ,  
Af, и 7V, — проекции Л/ и Лт на плоскость A BCD. Обозначим: 
| Я Л /, | =  х , | AW, | =  у, тогда

| Л/, W ,  I -  V  ?  +  У*. I Л/Л’ I =  к  I* +  у» +  (а — *  -  »)«.

По условию | Л/Л’ | =  2 | Л/1ЛГ. |, следовательно, (а — х — у)* =  
=  3 (х* +  у1). Пусть х1 +  у* =  к2, х +  У “  тогда 2м* — г* ^  О, 
а поскольку u* =  Vt (<* — *>)*♦  то» заменяя и* в неравенстве, евлзи- 
ваютцем и и v, получим неравенство для ir. ь% +  4 av — 2а* ^  О, 
откуда — а (2 +  <  и <  а (Уь — 2). Теперь найдем наимень
шее значение | M.N |, оно равно 2а (V3 — У 2).

2 5 3 . Рассмотрим куб A B C D A lB lClD l с ребром 2В .  Расположим 
оси данных цилиндров на прямых А А Х, DC, В ХСХ.

а) Центр куба удален от всех ребер куба на расстояние И } / 2. 
Любая точка пространства удалена на расстояние большее, чем 
В  / 2 ,  хотя бы от одного ребра А А Х, DC, BXCV Это следует из тою, 
что цилиндры с осями А А Х, DC, В ХСХ и радиусами В У  2 имеют един
ственную общую точку — центр куба. Следовательно, ради> с 
Наименьшего шара, касающегося всех трех цилиндров, равен
п  ( V 2 - 1).

б) Если К ,  L  и А/ — середины ребер А А Х, DC  и ВХСХ, то пря
мая, проходящая через центр нуба перпендикулярно плоскости 
K L M ,  удалена от прямых А А Х, DC  и ВХВ Х иа расстояние В У  2; 
ДАГ/^А/ — правильный, ею  центр совпадает с центром куба. Отсю
да следует, что любая прямая, пересекающая плоскость K L M ,  
удалена хотя бы от одной пз вершин & K L M  на расстояние неболь
шое, чем радиус опнеанвой около него окружности, равный В \2> 
Таким обравом, радиус наибольшего цилиндра, касающегося трех 
данных и удовлетворяв ш ею условиям задачи, равен В  (У 2— 1).

2 5 4 . Пусть A BCD — тетраэдр наибольшего объема, О — центр 
данных сфер. Каждый отрезок, соединяющий О с вершиной тетра
эдра, должен быть перпендикулярен грани, противоположной этой 
вершине. Если, например, АО не перпендикулярен плоское!и BCD, 
то на поворхпостп той сферы, иа которой лежит точка А , можио най
ти точки, более удаленные от плоскости BCD,  чем точка А.  (Это 
рассуждение, очевидно, останется верным, если А , В, С и D лежат
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на поверхностях различных сфер и даже не обязательно концентри
ческих.) Отсюда следует, что противоположные ребра тетраэдра 
A BCD попарно перпендикулярны. Пусть, далее, точки А п В  лежат
ва сфере радиуса Л =  у  10 , 
а С и D — на сфере радиуса 
г га 2. Обозначим через х  и у 
расстояния от О до А В и CD 
соответственно.

Проведем через А В се
чение, перпендикулярное CD. 
Обозначим через К  точку пе
ресечения этой плоскости с 
CD.  Учитывал свойства на
шего тетраэдра A B C D , нетру
дно доказать, что | А К  | =  
0  | В К  |, О — точка пересе
чения вы сот&А В К . Проведем 
высоты K L  н A M  (рис. 51) .. Из 
подобия треугольников A LO

и ОКМ  найдем | ОМ | =  - у р  . 

подобия треугольников AOL \
R

/ 7 F = r j r

А

Д алее, \АВ\*=  2 / Нг — х*, и из 

I А М В  получим 

2 V  R1 — х*

откуда 2х* +  ху =  Л 1. Точпо так же получим уравнение 2у* +  ту *= 
»= г*. Из системы уравнений

2х3 +  ху =  10, 

2 у1 +  ху =  4

найдем х &  2 , у =  1. Объем тетраэдра A BCD  будет равен 6 У 2.
2 5 5 . Пусть А — вершина трехграпного угла, плоские углы ко

торого прямые, В  — вершина другого угла. Возьмем иа отрезке 
А В точку М  такую, что 2| A M  | =  | МВ  |. Проведем через точку М 
плоскость, перпендикулярную А В. Проведенная плоскость пересечет 
каждый из этих двух трехгранпых углов по правильному треуголь

нику со стороной 6 =  а / Г - Н а рис. 5 2 ,а Д Р ф В соответствует

сечеппю трохграииого угла с вершиной А.  Грань BCD  отсекает от 
пирамиды APQB  пирамиду Q FK L  (где находится точка F ,  понятно 
из рис. 5 2 , б). Объем этой пирамиды пропорционален произведении) 
\QK |«|()L I* | QF  |. Величина | QF  |, очевидно, достигает наиболь
шего значения при а  =  я /3 , где а  *= CMQ. Докажем, что | KQ | X  
X  | QL | достигает наибольшего зпачепия таки е при а  =  я /3 . По
скольку K L  касается вписавпой в PQR окружности, периметр 
АА'(>Л постоянен и равен Ь. Обозначим | KQ | *= т , \QL\ — у% 
тогда | А Х  | *= 6 —  х — у. Запишем теорему косинусов для & KQ L:
{b — j  — у)* — т* -f- у* — jtj ть 6* — 26 (х +  у) +  3xj/_e  0 =>

6* — 4 6 / *у +  3ху >  0 .

Следоыпельио, или ^ ху ^  у  , или У  ху ^  6 . По 0 <  х <  - у -
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п 0  < » / <  —  . Значит, V * У  <  “з “ « Равепстно достигается, если 

Ъ

Таким образом, объем пирамиды Q K L F  наибольший при

Ъ в т  / ~ 2 ‘
а  =  я /3 . При ятом | ATQ | =  | QL | = з = - g - I /  - у .  Далее при

а = * л / 3  iV — середина (М / (рис. 52 .6 ). П р о во д я #/п а  рал л ел ы ю Г /?, 
получим | В Т  | =  | М В  |. Таким образом,

| A F | |А В | 3
| A Q | ~  | Я Г | ~  2 в

\ Q F \ ~ 2
5 М < ?[.

а3 }^ 3
Объем пирамиды Л Л # /?  легко находится, он ранен—

От пирамиды APQB  отрезаются три пирамиды, рапные пирамиде 
Q FK L.

1 1 2  2
Объем каждой из них составляет —  • —  • —  =  -^g* объема

APQ R . Таким образом, при a  =  л /Зот пирамиды APQR  останется 
мпогограпппк объема

а’ 1^3 / .  2 \  13а*/ 3
54 V1 15 / =  810  *

Рассуждая точно так ж е, получим, что при a  =  л /3  от пирами
ды B C D E  останется многогранник наименьшего объема, и объем

1 la* У  3
этого мпогогранпика будет — g j j —  *

a ' V *
Сложив полученные объемы, получим отпет —jjj—  •

2 3 6 . Обозначим | BD | =  2х. Нетрудио найти

ABCD
х  I 1 -  2х» I ^ 3  —  4д*

0(1  —

120



Заменив и =  1 — **, а затем w =  4u -f- */н, получим 

*> (»  — 2**)* (3 — 4х»)
(ОГ)* — '  (| — х*)г _

-  а--  “„ г“ -  ’ >• ( 4 -  ', ■  (5 -  JL  _  4 .)  (« . +  ±  _  , )  -
=  (5 — w)(w  — 4) =  — +  9ш — 20.

IНаибольшее значение достигается при w =  9 /2 , откуда

x  =  y r = l i  =  1
9 ± У 1 7

16

О т п е т :  наибольшее значение V 1
ABCD  РвВПО “JJ*  •

257 . Пусть х —  радиус шара, V (х) — сумма объема части 
шара, расположенной вне тетраэдра, и части тетраэдра — вне шара. 
Легко видеть, что Vй (х) =
«»5| (* )—'S* (*)• г д о ^ ,(х )— поверх
ность части шара, расположенной 
вне тетраэдра, S%{x) — поверх
ность части шара, расположен
ной внутри тетраэдра. Минимум 
достигается при ,9,(х) =  S 2 (х),

1 , /  2
откуда х  «= а - у  у  - у  .

258 . Пусть а, 6 , с — сторопы
a -f- 6 -f* с

основания, р -----------^-------- * г —
радиус шшеанной окружпости, 
х, у, г — расстояния от основа
ния высоты пирамиды до сторон 
а, 6 , с, Л — высота пирамиды.
Тогда

У

/ Г .......... . .-------------

п
У

Рис. 53.

■ W - 4 « +  4 - 6 У л * Т 7  +  / * * + ■ ? .

Заметим, что функция f  (х) =  V h F + 1 ?  вогнута (выпукла 
вниз). А для таких функций справедливо неравенство:

* i /  (*i) +  <**/ (r t) +  . . . +  a nf  (хп) > /  (а,х, +  а*т, +  . . . + а пхп),
^   ̂ в  1,  2 , • | «, л , a i “Ь "I" • • • 4* 83

Воспользуемся этим неравенством. Получим

5Сок р ( 2р /Л* +  х*+ У  A* - f  у3 - f  -g y  V h * +  г*} >

>  Р |А* +  ^  у +  - У  . ) “ =

1 ^  =  Р л* +  “4 р г =* Р У л* +  Г»,
что и требовалось-
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2 5 9 . Если О — центр окружности, А — проекции N па плос
кость оспопапип, то тонка М % поскольку М — ближайшая к дг 
гочка окружное™, должна находиться на отрезке LO. С другой 
тороиы, поскольку JV — ближайшая к М точка диагонали трапп 

MN  — перпендикуляр к этой диагонали, а, аиачпт, K N  также пер! 
пендикулярна этой диагонали, где К  — проекция М па грань, соде;., 
ж атую  ату диагональ (рис. 53).

Пусть | A L I =  пх% Д Л /VA' — равнобедренный прямоугольна'!
| A L  | =» а х ,

I I K  I 
ГП 7Т

ледовател ыю, \ !  К \ 

\МК 

| KD

| OD

а

ах
1 — 2х

0 - 4 х ) .

Записав для Д  МОЕ (M E  параллельна AD)  теорему Пифагора, по
лучим для х уравнение

(! — 4х)* / 1 х \2 25
------ 4------ +  Г Г - Т Г 2 Г /  - т г г *

[6(1 — 4х) (I -  2*))* +  [Г, (I -  4х))« =  [5(1 — 2*)|’ .

Заменив в правой части 5* — 3* +  4* и перенеси ее влево, получим 

|6 (1 — 4т) (1 — 2х)1а —
— |3 (1 — 2х)|а +  | 6 ( 1 -  4х)|* -  1 4 ( 1 -  2х)|* «  0  м  

0 (1 -  2х)а (1 -  8х)(3 -  8х) +  4 (5 -  16х) (1 -  8х) -  0  44
44 (1 — 8х)|9 (1 -  2 i)*  (3 -  8х) +  4 (5 -  1бх)| «  0 .

Легко видеть, что точка К  должна находиться левее точки D 
т. е. 0 <  х  <  */4, значит, выражение е квадратных скобках не равно
нулю, х V..

О т в е т :  о V E
24

260. а) Пусть | S C  | ■ » о, Ь, с — стороны & A D C t ha , Л6, Лс 
и с от и Д А Б С % 8 — ею  площадь. Тогда

sin а  =
у  аг +  Ь* ’

sin Р
У<1* 4-

sin у

Таким образом, получаем для d уравнение

У<р +  Ь* У  d* +  a* +
h +  h, “  1 +  h •a 0 с

Умножая это уравнение на 2л, получим

о Y d *  +  Ьг +  bY d *  +  а* =* 2s +  Yc*d* +  4s*.

Умножив и разделив левую и правую части (1) на разности со
ответствующих величии (считаем, что А Ф fi), получим 

а* — 6* с*

( 0

a rf* +  6* —  Ь У  а* +  а4 У  Л *  +  4г —  2*
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откуда

a t * V *  +  6* — b c * V < P +  •* =* (a* — 6*) ( V c V  - f  4*f — 2s). (2)

Умножив (1) на 6* — a* и сложив с (2), получим

а  (ft* +  « * — «*) У  я’  +  6* +  Л (ft* —  a* —  с*) +  а* =  4* ( 6 * - a * ) .

С помощью теорем косинусов и синусов иослодпео уравнение 
преобразуется к виду

, _______  ________  6* — а*
cos А • yd'1 62 — cos 7? • V  я2 в* *■  — 2 /i—  • (3)

Правую часть уравнения (3) преобразуем следующим образом:
62 — а* л  л

-  2//—  e  27? (sin* & — sin* /1) = 2 В  sin (A - f  В) sin (В  — А ),

после чего умножим обе части (3) на cos А V <** +  6* +  cos В X  
X } /  / - f  а1, получим уравнение

ч (cos* /I — cos1 В) сР +  6* cos* Л — a* cos* В =
— 27? sin (А +  В) sin {В — A) (cos А • У<Р +  6* +  cos В . /  rf* +  а*).

(4)

В уравнении (4) cosM  — cos27? *= sin (А +  В) sin (В — А), 
k 6*cos2i4 — Л о з 1#  =  47?2 sin (В +  A) sin (В  — А).  Следовательно, 
к после сокращения уравнение (4) преобразуется в

cos A- У<Р +  ft* +  COS В- V<P +  a* =  +  2п .  (4 ')

t Сложив (3) и (4 '), получим

2 cos Л • У  rf* +  6* =  - ^  +  2f l ( s i n, B +  cos*/1),

Котку,чп
(У<Р +  ft2 — 211 cos А )* =  О,

<Р =  4Л* (с<ь*Л -  sin*B) =  4Л* cos (Л +  В) cos (Л -  В). 

Таким образом,

| S C  I =  2Л У  cos (Л +  В ) cos (Л — И).

Задача имеет решение, если А +  В <  90°, т. е. в треугольнике А ВС 
угол С — тупой.

б) Воспользуемся обозначен и ям и пункта а). Тогда иаше нера
венство перепишется в виде

^  +  в* у ^ + ъ *  / < * * + * ?

Если угол С — острый, то правая часть, как это следует из пупк- 
та а), никогда пе равна 1, следовательно, неравенство имеет место, 
поскольку опо выполняется при d «= 0 . Если же С — угол тупой 
(или прямой), правая часть равна 1 при едина венном значении d (ес-
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ли С — примой угол, то d =  0). Но при d *» 0  И достаточно больших 
вплчсииях d иеравеистпо очевидно (при больших d оно следует щ  
неравенства треугольника), следопательпо, если бы при каком-либо 
значении d леиля часть была бы мепьше 1, то лепая часть орипимала 
£ы значение, рапное 1, при двух различных значениях d.

261 . Пусть A BCD — данный тетраэдр. Возьмем точки Л/ и А’ 
па ребрах ВС  и BD  и решим следующую задачу: нри каком положе
нии точек М  и N  радиус наименьшей окружности, содержащей внут
ри себя треугольник A A1N (рассматриваются окружности, распо
ложенные в плоскости A M N ),  достигает наименьшего значения? 
(Очевидно, радиус паимеиьшего отверстия по может быть меньше 
величины этого радиуса. Для этого достаточно рассмотреть тот мо
мент в процессе прохождения тетраэдра сквозь отверстие,, когда две 
вершины тетраэдра находятся по одну сторону от плоскости отвер
стия, третья — по другую, а четвертая — в плоскости отверстия.)

Предположим, что точки Л/ и А’ соответствуют искомому тре
угольнику. Допустим, этот треугольник — остроугольный. Тогда 
наименьшая окружность, его содержащая, совпадает с описаппой 
окружностью. Опишем около треугольника А МN  окружность и 
рассмотрим тело, получающееся при вращении душ  AM N  этой ок
ружности около хорды A N . Прямая ВС  должпа касаться поверхно
сти этого тела. В противном случае па ВС  мы могли бы взять точку 
Л/, так, что радиус окружности, описанной около Д Л  Л /,Л \ был бы 
меньше радиуса окружности, описанной около Д Л  MN. Тем более 
ВС  должна касаться поверхности сферы, проходящей через А , М и 7V, 
имеющей центр в плоскости A M N .  Точно так же этой сферы должна 
касаться и прямая BD. Следовательно, | ВМ  | == | BN  |. Обозначим 
| ВМ  | =  | BN  | =  х. Пусть К  — середина M N , L — проекция В 
на плоскость A M N  (L  — на продолжении А К).  Из предыдущего сле
дует, что LM  и LN  — касательные к окружности, описаппой 
около A  A M N . Д  A M N  — рш обю ревиы п, | AM  | =  | AN  | =  
^  \  х1 — х +  1, | MN  | =» х. Если AJAR  а ,  •то

со* а
х1 _  2х +  2 

2 ( * * - * + ! )  •

| LK | =з | ДМ | ig а

sin а
х Y 'Ах1 — 4х -f- 4

2 ' ( * з - г + 1) "

х 1 / З х *  — 4х - f  4 
2 (х* — 2х +  2 )

_ о , __9
Рассмотрим Д  /1 А '#, А К В =  Р >  180е; cos Р ---------  —

- “ + i >
f. Прирапнивая два пыраже-

ння для | LK  |, получим для х после упрощений уравиепие

Зх8 — 6х* +  7х — 2 =  0. (1)

Радиус окружности, описанной около ДИ Д/А', будет

х* -  х +  1
Я »

]/ Зх- — 4х - f  4

(Можно показать, что, если Д  A MN  — прямоугольный, то его ги

потенуза пе меньше, чем Y 15— 1 0 2  >  0 ,9 .) Покажем, что в отвер
стие наклейного радиуса наш тетраэдр может пройти.
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Отметим ва ребрах СВ и С А точки L  и Р так, что | CL | =* 
е= | СР  | =  | ВМ  | =  | BN  | =  т, где х удовлетворяет уравпепию (1).

Поставим тетраэдр па плоскость, содержащую данное отверстие 
так, чтобы М и N  были на границе отверстия. Будем вращать тетраэдр 
вокруг прямой MN:  пока ребро А В, пройдя отверстие, не станет 
параллельным нашей плоскости. Затем, оставляя А В  параллельным 
этой плоскости, переместим тетраэдр A BCD так, чтобы точки Р  и L 
попали па границу отверстия. II, наконец, будем вращать тетра
эдр вокруг PL , пока ребро DC  по выйдет из отверстия. (Тетраэдр 
окажется расположенным по другую сторону от нашей плоскости, 
причем грань АВС  будет лежать в этой плоскости.)

„  х* — х -f  1
О т в е т :  радиус наименьшего отверстия В =  ,

у Зх* — 4х - f  4
где х — корень уравиеыия Зх3 — 6х* -f  7х — 2 =  0. Соответствую
щие вычисления приводят к следующим приближенным значениям 
х ж  0 ,3913 , В  л  0 ,4478 с ошибкой, по превосходящей 0,00005.

262 . Пусть .S'— вершина угла. Возьмем па ребрах точки А % 
В и С так, что | SA  | =  | S B  | =  | SC  |. Биссектрисы углов ASB  
и B S C  проходят через середины отрезков А В  п ВС , а биссектриса 
угла, смежного с углом CSA , параллельна СА.

‘ “1 1
, если ---------- —— — число по целое,

2 ®'п —
1----------—  — 1, если ---------- ——  — число целое, где 1х] — целая

2 sin  -ж- 2 sin  —

часть х.
265. Данные прямые будем рассматривать как оси коордипат. 

Пусть прямая образует с этими осями углы а , р и у. Тогда проекции 
векторов ОАх> ОВг, ОСх на оси О А , ОВ и ОС соответственно будут 
равны a cos 2 а , a cos 2р, a cos 2у, а =  | О А |. Следовательно, Л/ — 
точка пересечопия плоскостей, проходящих через А1у В х, С, соот
ветственно перпендикулярно О А, ОВ, ОС,— оудет иметь коорди
наты (a cos 2 а , a cos 20, а со з2 у ). Множество точек с координатами 
(cos* 2a ,  cos2p, cos*y ) есть треугольник с вершинами в концах единич
ных векторов осей. Следовательно, искомое геометрическое мес
то точек также есть треугольник, вершины которого имеют коор
динаты (— а, — а , а); (— а, а ,— а); (а, — а, — а).

266. Обозначим данные прямые через /, и /2. Проведем через 
/j плоскость р«, параллельную /2, а через /2 — плоскость р2, 
параллельную / , .  Очевидно, что середипы отрезков с концами на 
/| и /2 принадлежат плоскости р, параллельной р̂  и р2 и равпоу- 
далепной от р, и р2. (Можно показать, что, если “ расематрн» 
вать всевозможные такие отрезки, пх середины целиком 
заполнят плоскость р.) Спроектируем теперь эти отрезки на плос
кость р параллельно задаппой плоскости. Их концы теперь будут ле
жать на двух прямых, являющихся проекциями прямых /, и / 2, а 
сами проекции окажутся паояллелмшми задаппой прямой плос
кости р, представляющей сооой линию пересечения плоскости р и 
заданной плоскости. Из этого следует, что искомое геометрическое 
место точек есть прямая.

267. а) Все пространство.
б) Точно так же, как это делалось в задаче 266, можпо доказать, 

что геометрическое место точек, делящих в дапном отношении все-
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c общим перпендикуляром, M2 
донную плоскость, а и р  —‘ углы, 
этой плоскостью, К — середина ЛЛ1 
щий периепдикуляр и на илоскость

возможные отрезки, параллель- 
пыс да в пои плоскости, с кон
цами на данных скрещивающи
хся прямых, есть прямая ли
ния. Применяя дважды это ут
верждение (сначала найдем ге
ометрическое место середин сто
рон A B f а аатем — геометри
ческое место центров тяжести 
треугольников АВС),  докажем, 
что в этом случае геометри
ческое место центров тяжести 
треугольников А ВС  есть прямая 
линия.

268. Проведем через общим 
перпендикуляр к пргмым плос
кость р, перпендикулярную /3. 
Пусть прямая А М  пересекает 
/а в точке L , JV„ M i , L\ — точ
ки пересечения прямых /2* *з 

— проекции N  н М  па прове- 
образуемые прямыми /, и /2 с 

, Л', и А , — проекции А на об- 
р (рис. 5ч). Имеем

1 * * * 1
т а г

1* Л Ч  +  |Л/АЫ
\к/ | 4- 1 М.:М  11

I NjNi I tg a  -f|  MjMi | tg P 
|А .Л , | -f \ M M X | 

N\!a | tga 4-1 M\L\ |tgft 
I N\L\ I -f  | Л/\L\ | const,

значит, точка А описывает прямую лилию.
260. Уведем прямоугольную систему координат, выбрав ее на

чало в точке А. Пусть в , ( в , ,  6, ,  сг), е 2 (flj, bv  с2)............ ....  (оп% ЬПУ
сп ) — единичные векторы, параллельные данпым прямым, е  (х, у, 
г) — единичный вектор, параллельный прямой, удовлетворяющей 
условиям задачл. Таким образом, иолучаем для е  уравнение
lfli* +  Ь\У 4* r,i | +

4 - | fl?j +  Ь7у 4 - с2* | +  . . .  4 - | oni  +  Ьпу 4 - rnt | *  cons*.
JleiKO теперь видеть, что геометрическим местом концов вектора 

е  будет множество окружностей или их частей, расположенных на 
поверхности единичной сферы с центром в А.

270. Поместим в точках А, В,  С, А\у В\ и Ct равпыо грузы. Тог
да центр тяжести полученной системы грузов будет совпадать с цен
тром тяжести тре> гольпнка с вершинами в серединах отрезков А А,, 
ВВ1У C Ci.

С другой сторопы, центр тяжести этой системы совпадает с cepe- 
липой отрезка С// ,  где G — центр тяжести треуголышка А В С , 
/ /  — центр тяжести трех грузов, находящихся я Ау, Ву и С ,.

При изменении Л ,, Ву и С у точка / /  перемешается по прямой I, 
а точка G остается неподвижной. Значит, точка Л/ — середина GU 
будет описывать прямую, параллельную I.

271. Проведем через А прямую I, пара плел ьпую /. Искомое гео
метрическое место точек представляет собой цилиндрическую по
верхность, в которой I и t — диаметрально противоположные об
разующие, исключая сами прямые I и I,



272. Докажем стлала, что если прямая МК касается сферы р, то 
опа касается также и сферы а. Рассмотрим сечение дампы х сфер 
плоскостью, проходящей через точки М, К, А, В и N (рис. 55). 
jSJCB измеряется половиной дуги КВ, заключенной внутри этого 
угла, слсдовательпо, МК1?= BAPf, так как угловые измерения 
дуг КВ и Bft равны (берутся дуги, расположенные по разные сторо

ны от прямой KN,  если касание внешнее (рис. 55 , а), и расположен
ные но одну сторону, если касание внутреннее (рис. 55, б)). Отсюда 
следует, что А М К  =  X b N или A M R  =» 180° — XtTR, а это озна
чает, что А М К  измеряется половиной A M ,  так как соответственные 
дуги А М  и AN  имеют равное угловое измерение, т. е. М К  касается 
окружности, по которой приведенное сечение пересекает сферу а .

Теперь можно доказать, что геометрическое место точек М  есть 
окружность.

273. Пусть А и В  — данные точки, С —  точка пересечения пря
мой А В  с данной плоскостью, М  — точка касания какого-либо шара 
с плоскостью. Поскольку |СМ  |2 | СА | • | СВ \, М  лежит на
окружности с центром в точке С и радиусом У  | С А \ • \ СВ \\ 
Следовательло, центр сферы принадлежит боковой иоверхности пря
мого цилппдря, основанием которого является эта окружность. 
С другой стороны, центр сферы принадлежит плоскости, нроходящей 
через середину А В  и перпендикулярной А В. Таким образом, иско
мое геометрическое место точек есть линия пересечения боковой 
поверхности цилиндра и плоскости (эта линия называется 
ёллипсом).

274. Обозпачим через 0 t, 0 2 и Rf, R2 соответственно центры и ра
диусы данных сфер; М  — середина какой-либо общей касательной. 
Тогда легко видеть, что

| 0|А/1* — | 0 %М  | * -  П \ - П 1

и, следовательно, М  лежит в плоскости, перпендикулярной отрезку 
ОхО% и пересекающей этот отрезок в такой точке N , что

| OxN |2 -  | OtN |2 =* /?* -  R l
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Посмотрим, в каких пределах может меняться 
Пусть | 0 г0 2 | =  а n /ft >  /?2, тогда

|0 . * 1
1 (  Л !
2 V а

величина | Л'Л/ |,

Если 2х — длина обшей касательной, серсднпя которой — точка 
то

\MN р *= | 0\М  |г — | 0\N  | = = * Ч - Л , ' - — \ ------- ------+  о ] .

м ,

Теперь, если а ^ .  И , +  /?-, то величина \х1 меняется в пределах от 
я* — (/?, +  /?2)* до а2 — (г?| — /?2)*, а, значит, в этом случае геоме
трическим местом точек Л/ будет кольцо, плоскость которого пер
пендикулярна ОхОг, центр находится в точке N , внутренний радиус 
равен

а внешний —

(/f| +  Я,)*
aa

' ( « .  -  Я,)*

Если же в <  /ff +  //2» т. е. сферы пересекаются, то внутренний ра
диус кольца будет ранен радиусу окружности их пересечения, т. е, 
он будет

~  / ( а  +  Я, +  Я,) (а +  Я, -  Я4) (а +  И, -  Я ,) (Я , +  Я* -  а).

275. Обозначим через А и В  точки касапня прямых /, и /2 со 
сферой, а через К  — точку касапня прямой M N  со сферой. Гудем 
иметь

\АМ  | - |  Л/К  |, | BN  | «= | К К |.

Спроектируем 1\ я ^  на плоскость, перпендикулярную А В. Пусть 
4 , ,  М и  *1  и /Г, — соответственно проекции точек А (а также В ), 
Л/, N и А. Очевидно,

М,Л/,| Mi*i |
| /Ш  I =  р ' I ЯД I ”  9 *

где р  и q — постоянные величины. Пусть теперь d п А — расстояния 
от К\ до прямых Л, Л/, п A tN u  

Будем иметь

d_
А

- j -  | /IjAfi | d

4 * M i * !  I *

Mi*. I 
I I

П л /./с , | M ,/v ,|
=  1Л .А-, I • М ,Л /, I

S A,N,K i T W ~  

1Л/АГ | M,W,|
7 W  Т Ж Г  =

МЛ/1 | ,4,/V, |
“  M ^ A i  • | я л  j
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Таким образом, отиопюпио расстоянии от точки Кх до двух за
данных прямых плоскости постоянно. Это означает, что точка Кх 
принадлежит одной из двух прямых, проходящих через точку Axt 
А искомое геометрическое место точек представляет собой две ок
ружности на поверхности данной сферы. Ути окружности получают
ся при пересечении сферы двумя плоскостями, проходящими через 
прямые, которые описывает точка Кх, и прямую А В. Сами точки 
А и В исключаются.

279. Пусть В К  — высота Д А  DC, / /  — точка пересечения высот 
Д /IDC, В М  —  высота Д D D C , А  —■ точка пересечения высот 
д D D C . Докажем, что N является проекцией точки /У на плоскость 
D B C .

В самом деле, КМ  перпендикулярна DC, поскольку ВМ  пер
пендикулярна D C , а КМ  есть проекция ВМ на плоскость ADC. Та
ким  образом, плоскость КМВ  перпендикулярна ребру DC, следова
тельно, Н А  перпендикулярна DC. Точно так же Н А  перпендику
лярна ребру DB.  Значит, Н А  перпендикулярна плоскости DBC. 
Нетрудно доказать теперь, что А  лежит в плоскости, проходящей 
через AD перпендикулярно ВС.

Искомое геометрическое место точек представляет собой окруж
ность с диаметром HL,  где L  — основание высоты, опущенной из А 
па ВС,  плоскость которой перпендикулярна плоскости АВС.

283. Обозначим через Р  и Q точки пересечения противополож
ных сторон четырехугольника A BCD. Если сечение плоскостью бо
ковой поверхности пирамиды ABCDM  есть параллелограмм, то пло
скость сечения должна быть параллельна плоскости PQM, при этом 
стороны параллелограмма будут параллельпы прямым РМ и QM. 
Значит, для того чтобы в сечении мог получиться прямоугольник, 
угат Р Щ )  дол жоп быть прямым, т. е. Л/ лежит на поверхности с<|е- 
ры с диаметром PQ. (Тем самым пункт а) решен.)

б) Обозначим через К  и L точки пересечения диагоналей четы
рехугольника A BCD с прямой PQ. Поскольку диагонали паралле
лограмма, получающегося при пересечении боковой поверхности 
пирамиды ABCDM  плоскостью, будут параллельны прямым МК  
и ML,  этот параллелограмм будет ромбом, если KML  =* 90Q, т. о. 
М лежит на поверхности сферы с диаметром KL.

в) Из двух предыдущих пунктов следует, что геометрическим 
местом точек М будет окружность, являющаяся пересечением cejop 
с диаметрами PQ и KL.

г) Геометрическим местом точек является коническая поверх
ность с вершиной в точке пересечения диагоналей четырехуголь
ника А ВС и ,  образующей которой является окружность из преды
дущего пункта.

284. Если К  и L  —  середины ВС  и A M , О — центр сферы, опи
санной около А В С М , то, поскольку G — середина LK  и ОС перпен
дикулярна L K , \ O L \ - \ O K \ .  Отсюда следует, что | А М | =* 
=  | ВС  |, т. е. М лежит на поверхности сферы с центром в А и ра
диусом \ВС\.

Пусть, далее, А  — центр тяжести Д  АВС, Ох — центр окруж
ности, опнеанпой около Д  АВС, Сх — проекция С на плоскость АВС$ 
Поскольку по условию ОС перпендикулярна А К , то и ОхСх перпен
дикулярна АК.  Значит, С лежит в плоскости, проходящей через 
О, ы перпендикулярной АК.  Отсюда, поскольку

l ' V C I - 4 “l /VAIl,
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следует, что и точка М лежит в плоскости, перпенднкуляр- 
iioir ЛК.

Таким образом, искомое геометрическое место точек представ
ляв! собой линию пересечения сферы и плоскости, т. е ., вообще го
воря, является окружностью.

285. Введем прямоугольную систему координат, взяв за начало 
О вершину трехгранного угла, а оси направим по ребрам этого угла. 
Пусть плоскость окружности составляет с координатными плоско
стями X O Y , YOZ и ZOX углы а ,  р н у * Тогда точка О, — центр ок
ружности —  будет иметь координаты (В  sin р, В sin у» В sin а), 
где В  — радиус окружности. Проведем из начала координат пря
мую, перпендикулярную плоскости окружности. Эта прямая будет 
образовывать с осями углы р, у и а .  Следовательно,

cos2 а  +  cos2 р ■ +* cos2 у *= 1
и, значит,

| 0 0 \ |2 «= В}  (sin2 a  -f- sin2 р -j- sin2 у) =  2В*.

Таким образом, точка Ох лежит па поверхности с<]сры с центром в О 
и радиусом Н У  2. С другой стороны, расстояние от Ох до координат
ных плоскостей не превосходит В.

Следовательно, искомое множество представляет собой сфери
ческий треугольник, ограниченный плоскостями i  =  /f , у =  И, 
х =  В  па поверхности сферы | ООх | «= В У Т2, расположенный о пер
вом октанте.

286. Пусть паук находится в вершине А куба ABCDAlBxClD ] . 
Рассмотрим треугольник DCCy. Нетрудно доказать, что кратчайшей 
путь, соединяющий А с любой точкой внутри треугольника DCCXy 
пересекает ребро DC.  При ВТОМ, если грани A BCD  и DCCXDX «раз 
вернуть! так, чтобы получился прямоугольник, составленный из 
двух квадратов A BCD  и DCC}Dl} то кратчайший путь будет пред 
ставлять собой отрезок прямой линии. Следовательно, дуга окруж
ности радиуса 2 см, центр которой при развертке находится в точке 
А9 расположен пая внутри треугольника DCCX, будет являться ча
стью границы искомого геометрического места точек. Вся граница со
стоит из шести таких дуг н разбивает поверхность куба па две части. 
Та часть, которая содержит вершину А вместе с границей, и яв
ляется искомым геометрическим местом точек.

287. Примем ребра трехгранного угла за оси координат. Пусть 
(х, у, х) — координаты вектора О А , (х*, у*, х*) — координаты <-й 
стороны ломаной. Каждая сторона ломаной рассматривается как 
вектор. Тогда

г  — у «= 2у*, 1 ■* 2*ь
при этом из условия вадачн следует, что все ц  отличны от нуля и 
Совпадают по злаку с х  (то же верно для у* и х*). Очевидно.

О А | <  а. С другой стороны,

I * I + I И + I * I -  2 (I г, | + | Vi | + | « |) > 21| -  а
{1\ — длила 1-го звена ломаной).

Нетрудно показать, что любая точка A t удовлетворяющая усло
виям | О А | <  а , | я | - f  | у | +  | г | >  а , гдо х , у, х — координаты 
точки Л , может являться концом ломаной, имеющей не более трех 
ягеньев, удовлетворяющей условиям задачи. Пусть, иаиример, М х



и М2 — лв« точки, расположенные на одной прямой, выходящей из

{ S| — координаты точки А /,), | ОЛ/2 | =  а. Рассмотрим ломапую 
с вершинами (0 , 0 , 0 ), (дг,, 0 , 0), (х*, уf, 0 ), (х ,, »/,, z,). Длина 
BToii ломаной равна а. «Растягивая» эту ломаную, мы получим всо 
точки отрезка М\М2 (исключая М х). Таким образом, искомое гео- 

!• метрическое место точек состоит их всех точек вне октаэдра | *| +  |Р I +  
-f* | г | =  а и внутри или на поверхности сферы с центром в О и ра
диусом а. При этом исключаются точки, расположенные в коор
динатных плоскостях.

■ 288. Прежде всего заметим, что если г —- радиус шара, вписан
ного в A B C D , то, во-первых, все ребра тетраэдра A B C D  больше, чем 
2г, и, во-вторых, радиус окружности, вписанной в любую грань 

I гетраэдра, больше г. Первое утверждение очевидно. Для докаяа- 
| тд ьства второго проведем через центр вписанного шара плоскость, 

параллельную, например, грани А В С . Получим в сечении Д А\ВХСХ, 
> подобный Д  А В С  с коэффициентом подобия, меньшим единицы, и со- 
К;держап1Н11 внутри себя окружность радиуса г.

1) Условием, определяющим множество точек И, будет пера- 
Н Ь в с т в о  | О А | 3 г. Равенство | ОЛ | =  Зг будет справедливо для
t правильного тетраэдра. Если бы для какой-либо точки А выпол- 
f пялось бы неравенство I ОА | <  Зг, то радиус наименьшего шара, 

содержащего тетраэдр A BCD,  был бы меньше Зг, что невозможно 
(см. задачу 246).

2) Условием, определяющим множество точек В , будет неравен
ство | ОВ | >  t ^ 5 .  В самом деле, если для какой-либо точки В 
выполнялось бы неравенство | OB | <  г ^ 5 ,  то для A D B C  радиус

I ство I OD | >  г.
Покажем, что | OD | может быть сколь угодно большим. Для 

t этого в качестве тетраэдра A BCD возьмем тетраэдр, все грани кото
рого — равные равнобедренные треугольники, угол при вершине

шара будут совпадать, а отношение— * где В  — радиус описанного

шара, может быть сколь угодно большим.
289. Если МС — гипотенуза соответствующего треугольника, 

Ъ то должно выполняться равенство | МС  |2 =  \МА |2 +  | МВ |*. 
; Введя прямоугольную систему координат, легко убедиться, что точ

ка М  должна описывать поверхность сферы. Найдем центр и радиус 
Г этой сферы.

Пусть С\ — середина ЛВ, С« — па продолжении CCl} | СХС. I =» 
а  | с с л I (А С В С г —  параллелограмм). Обозначим стороны & А В С ,  
как обычно, через а , b и с, тс — медиана к стороне А В. Будем иметь

4) Условием, определяющим множество точек D , будет перавен-

у которых достаточно мал. Тогда центры вписанного и описанного
В

(  . . . . ____Г . . . . . . .  П П Г 1 1 Л П 1 Л 1 П 1 П —  .  г п / 1  I t  ____  T if»  П Г М 'Л  Л И  1 К ' : » | 1 1 1 П Г Л
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П о ско л ьку
| М Л  I* +  I M B  I* =  I MC I3,

доучим
с2

| Л/6’ |2 — 2 1 МС\ |# =  — • о )

lyoib М С $  =  ф, запишем для треугольников МС2С и Л/С2С,
еорему косинусов

| М С |2 ~  | МС2 |2 +  4 т *  — 4 | МС2 | т с cos ф, (2)

| МСХ |2 =  | МС2 |2 +  т *  — 2 | МС2 | т с cos ф. (3)

Умножим (3) на 2 и вычтем из (2), получим, учитывая (1), что
С2

| МСг р =  2т *  — - j -  =  а* +  -  с*.

Таким об|«алом, для этого случая множество точек Л/ будет не 
1усто, если аг +  Ь2 — с2 >  0 , т. е. угол С в & А В С  не тупой. Все 
множество точек Л/, следовательно, для остроугольного треуголь- 
шка состоит из трех сфер, центры которых находятся в точ
ках С2» Л2 и В2 таких, что САС2В , А ВА2С , ВСВ2Л — параллсло- 
граммы, я радиусы соответственно равны Y а% +  Ь* — с*»
^  6s +  с* — я2» J^a2 +  с2 — Ь*. Для прямоугольного иско
вое множество состоит из двух сфер и точки, а для тупоугольно
го — из двух сфер.

290. Пусть О — центр земного шара, А — точка экватора, 
соответствующая нулевому меридиану, М — точка на повсрхпос- 
III земного шара с долготой и широтой, равными ф, N  — проекция 
М на плоскость экватора. Введя в плоскости экватора прямоу
гольную систему коордипат, взяв в качестве оси х прямую ОЛ, 
I начало в точке О, получим, что N  имеет координаты: х  =  
=  В cos2 ф, у =з /? cos ф sin ф, где В  — радиус немного шара. Легко

проверить, что координаты точ
кн N  удовлетворяют уравнению

/  Я \2 В*
+ у  = ~ '

т. е. искомое множество есть

(4 .» )окружпость с центром 

В
и радиусом - у .

291. Введем следующие 
обозначения: S  — вершина
конуса, N  — проекция точки 
Л/ па плоскость, проходящую 
через точки S  и А параллель

но основанию конуса, Р  — точка на примой такая,
что S M P  =* 90е (рпс. 56), МР  является нормалью к поверхности 
конуса. Из условия следует, vto АР  параллельна отраженному лу
чу. Значит, AAtP =  Л//М* |ИЛ/| =  | ЛР\.  Пусть а  — угол меж

Рис. 56.



ду высотой конуса п образующей, | SA | =  а. Плоскость, проходя
щая череп Л/ параллельпо плоскости S P A , пересекает ось конуса 
и точке S Л* — проекция А на эту плоскость,

I £*$1 I в  *» SfS^Ai  =  ф, | МА\  | =  у. 

По теореме косинусов для Д 5 ,Л М , будем иметь

у2 =* х2 tg2 а  +  а2 — 2ах tg а  cos ф,

Кроме того, 

\SP\

РА |2

\SM\
sin а

МА
х

I3 «  V* +  X2,
2х

cos а  sin а sin 2а

О)

( 2)

(3 )

Записывая теорему косинусов для Д 5 /М , используя соотноше
ния (1) — (3), будем иметь

,  4 ,  . .  4 х2 4ах
** t^1 ® “  2<.х tg  о соя Т +  * ’ =  --------- Ж 2 5 " СОа<Р*

^откуда х  =  a sin 2а  cos ф.
Если мы теперь восставим к SN  в точке N перпендикуляр в пло

скости SPA  п обозначим через L его точку пересечения с 5 /1 , то

SL
\SH\ 
cos ф

* tg < *
COS Ф 2а sin2 а .

Таким образом, | SL  | постоянна, следовательно, точка N  опи
сывает окружпость с диаметром SL.

292. При решении задачи пам понадобятся следующие утверж
дения из планиметрии. Если в окружпостп радиуса R через точку 
Рщ находящуюся на расстояпнп d от ее центра, проведены две вза
имно перпендикулярные хорды AD и В Е % то

а) | AD |2 +  | B E  |а =  SB2 — 4d2,
б) перпендикуляр, опущенный пз Р  па АВ,  делит пополам хор

ду D E,
Эти два утверждения обобщаются па пространственный случаи 

следующим образом.
Если через точку / \  находящуюся внутри шара радиуса В и с  

центром в О, па расстояпии d от его центра проведены три взаимно 
перпендикулярные хорды A D , B E  и C F , то

а*) | AD  |2 +  | B E  |а +  | CF  |2 =  12В2 — 8<Я,

б*) прямая, проходящая через Р перпендикулярно плоскости 
АВС , проходит через точку пересечения медиан & D E F .

Докажем пункт а *). Пусть Я*, В21 В л — радиусы окружностей, 
описанных соответственно около четырехугольников A B D E , A C D F  
и B C E F , df, d2, d2 — расстояния в этих четырехугольниках от цент
ров описанных кругов до точки Я, х, у, i  —• соответственно расстоя- 

; ни я от точки О до плоскостей этих четырех угольников. Тогда ха *+•
4  f  +  I* -  d * +  d* +  4  -  2 (** +  f  +  *s) =  2* .  Н\ +  +

+  Н\ =  3Л* -  Л
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Таким образом, воспользовавшись утверждением пункта а), 
юлучим

И Д Г + | В Е Р + | С / Т = 4 " Н 1  /10|>+|7?£Г) +

+  ( I DE  I* +  I C F  I») +  (I C F  I* +  I AD  |*)] =

=  (8R) — 4 < % +  8Л ; -  М\ +  8Я* — 4<ф ~  12Л* -  8,Р.

Для доказательство пункта б*) спроектируем п по веденную 
фямую па плоскости четырехугольников A DDE, A C D r  и BCEF,  
юсле чего воспользуемся пунктом б).

Перейдем теперь к утверждению пашей задачи. Построим па 
гт резках РА, РВ  и PC  параллелепипед и обозначим через Д/ вер 
пину этого параллелепипеда, противоположную точке Р.

Аналогично, для отрезков PD, Р Е  и P F  определим точку N . 
К — точка пересечения РМ  с плоскостью АВС , Q — середина ЯД/, 
р — середина PN ,  О, — центр окружности, описанной около 
\АВС, И — основание перпендикуляра, опущенного из Р на АВС.

Из пункта б*) следует, что / /  лежит на прямой NP.  Далее. 
К — точка пересечения медиан треугольника А ВС,  | РК  | *=

* X I  M #  |. Прямая OQ перпендикулярна плоскости АВС  и прохо

[нт через точку Ог, поскольку О я Q — центры двух сфер, прохо- 
1ящих через точки А, В я С. (Заметим, что попутно мы здесь дока 
тлп, что точки 0<, К  и Н  находятся па одной прямой, причем 
А 7/| =  2 | 0 ,А | .  Как известно, эта прямая называется прямой 

)йлера.)
Таким образом, OQ I А Я, точно так же ТО | Д/Я. Значит, О — 

ереднна N M .

Возьмем на отрезке ОР точку S  так, что |Я$ | «  - х -  | РО |.

1ерпснднкуляр, опущенный из S  на КП,  проходит через середину 
КП. Следовательно, | S K  | =  | S1J |. Но S K  || ОМ,

\ S K \ ~ - y \ОМ\ =  -L | A rA , |.

Из пункта а *) следует, что | N M  |2 =  12/?* — 8сР (N М — диа 
юна ль параллелепипеда, ребра которого равны \AD\,  | B E  |,

CF  |), т. о. | SK  | в  — V  3 И* -  Ы ‘ -  величина, но зависящая

гг того, как провели отрезки РА, РВ, PC.
2 9 3 . Обозначим через а ,  Ь и с  единичные векторы, направленные 

ю ребрам^ трехграиного угл^. Пусть, далее, O N  =  е,  Я — цеитр 
феры, ОР =  и ,  ОА =  та, ОВ =** уЬ, ОС =  гс.

Точки О, N, А , В  н С принадлежат одной сфере с центром в Я. 
)то означает

(и  — е)2 =* и 2, (та — и ) 2 == и 2, 
(уЬ — м )* =  и 2, (гс — «♦ )* =  14*,

ггкуда
е2 —  2си гж О,
X — 2л 14 = 0 ,  
у — 26м  =  О,
I  — 2см  =  0 .

0 )
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Пусть с  =* а а  +  fib -f- ус. Умножая второе, третье и четвертое 
уравнения системы (1) соответственно на а , Р н у и вычитан u.t 
первого, получим

«а — а х  —• Ру —- уг =  0 . (2)

Если Л/ — центр тяжести Д Л Я С , то

O Jl  =  (0 .-J +  ОЙ +  ЪС) =  -Tj- (х «  +  уй +  :с ) .

Учитывая уравнение (2), можем сделать вывод, что геометрическим 
местам точек М  Судет плоскость.

 ̂ 294* Докажите, что каждая из этих плоскостей проходит через 
точку, симметричную точке N относительно центра тяжести тетра-
одра.

2 9 5 . Докажите, что все эти плоскости проходят через точку, сим- 
р матричную центру описанной около тетраэдра сферы относительно 
. его центра тяжести.

29G. При решении задачи 295 мы доказали, что точка Монжа спм- 
метрпчнА центру onucauHoff около тетраэдра сферы относительно 
центра тяжести тетраэдра. Следовательно, если точка Монжа при
надлежит плоскости какой-либо грани тетраэдра, то цептр описан
ной сферы удален от этой грани на расстояние, равное половине 
соответствующей высоты, и расположен по ту же сторону от грани, 
что и сам тетраэдр. Из этого легко получить утверждение нашей 
вадачи.

297 . Воспользуйтесь равенством
4 I MD \ '+ \ Л  В I*

| МА  Р +  | МВ\* в  — -------Ц;— !--------

где D — середина А В,  и тем, что в произвольном тетраэдре сумма 
Квадратов его противоположных ребер равна удвоенной сумме квад
ратов расстояний между серединами двух пар его остальных ре
бер (см. задачу 21).

298 . Обозначим площади гранен тетраэдра через S x, 5 , .  S %y S4; 
V — объем тетраэдра. Если г — радиус шара, касающегося всех 
плоскостей, образующих тетраэдр, то при соответствующем выборе 
знаков е* *» ± 1 ,  I =  1, 2, 3 , 4, должно выполняться равенство

(Pi5| +  са$ 2 -f  Р|5| +  р45 4) -j j-  =  V . При этом, если для данного

 ̂ набора е* величина г, определяемая последним равенством, поло- 
I жительна, то соответствующий шар существует.

Так, у произвольного тетраэдра всегда существует одни впи- 
I  санный шар (е* =  + 1) и четыре вневписанных шара (одно с* *»
| в  — 1, остальные + 1), т. е. четыре таких шара, каждый из кото- 
[ рых имеет цептр вне тетраэдра и касается одной его ipanii во впут- 
I рент й точке этой грани.

Далее, очевидно, что если при каком-либо выборе е4 шар су- 
р  шествует, то для противоположного набора ej шар ие существует. 
L Это означает, что шаров ио более восьми. Ровно восемь их будет 

в том случае, когда сумма площадей любых двух граней не равна 
[ сумме площадей двух других.

299 . Дли любых двух соседних сторон четырехугольника су- 
I  шествуют две плоскости, равпоудалонные от них (биссекторпыо 

J  плоскости самого угла четырехугольника и угла, с ним смежного). 
При этом, если три такие плоскости, соответствующие трем верши-

141



им четырех угольника, пересекаются в некоторой точке, то через 
ггу точку проходит одна из двух биссекторпых плоскостей чет вор 
гой вершппы. Таким образом, при нахождении точек, равиоудален- 
ных ог прямых, образующих четырех угол г.ник, нам достаточно 
рассматривать биссекториыо плоскости трех углов этого четырех
угольника. Поскольку каждой вершине соответствуют две плоско
сти, точек пересечения будет, вообще говоря, восемь.

Н ам осталось выяснить, при каких условиях какие-то три та
кие плоскости не пересекаются. Так как наш четырехугольник 
пространственный, никакие две биссекторные плоскости не парад 
лельны. Значит, осталась возможность, когда одна биссекторная

А Г

плоскость параллельна линии пересечения двух других. Л это оз
начает, что, если через какую-либо точку пространства провести 
грн плоскости, параллельные данным, то эти три плоскости будут 
иересекаться по прямой.

Пусть, для определенности, не пересекаются биссекторные 
плоскости трех внутренних углов четырехугольника A BCD.  Про
ведем через вершину С прямые, параллельпыо сторонам А В и AD 
(рис. 57), и отложим иа этих прямых отрезки СР  и CQ, | СР | =  
=  | CQ |. Такие же отрезки СМ  и CN  отложим на сторонах СВ  и CD.

Из приведенных выше рассуждений следует, что биссекторные 
плоскости углов М С Р , PCQ, QCN и NCM  пересекаются но прямой, 
и, значит, все точки этой прямой равноудалеиы от прямых С Р , CQ, 
C N , СМ,  т. е. прямые С Р , CQ, CN , СМ  лежат на поверхности кону
са, а четырехугольник PQNM  является впнеаниым. Пусть плоскость 
четырехугольника PQNM  пересекает А В и AD  в точках L и К. 
Прямая LK  параллельна QP, а это означает, что N M L K  — также 
вписанный четырехугольник. Нромо того, петрудио видеть, что

| LB  | =  | МВ  |, | KD  | =  | DN  |, | КА  | =  | A L  |.

Отсюда, в частности, следует, что | А В  | +  | DC  | =  | AD  | +  | ВС  |.
Пусть теперь О — центр окружности, описанной около четы 

рехугольника K L M N . Из равенства треугольников LOB и МОВ 
следует, что О равноудалена от прямых А В  и ВС. Точно так же 
□окажем, что О равноудалена от всех прямых, образующих четырех
угольник A BCD,  т. е. О —  центр шара, касающегося прямых А В, 
ВС, CD и DA.  Ввиду произвольности выбора точек Р и Q получим, 
что в этом случае существует бесконечно мною шаров, касающих
ся прямых А  В, ВС, CD и DA.  Точно так же разбираются и другие 
случаи, при этом будут возникать аналогичные соотношения между 
стононами A  BCD:  | А В  | ■ +* | AD  | =  | CD | +  | СВ |, \ АН \ +
+  I ВС  | =  | AD  I +  | DC |. Нетрудпо показать, что указанные
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соотношения между сторонами четырехугольника A BCD  являются 
необходимыми и достаточными условиями существования бесконеч
ною числа шаров, касающихся сторон четырехугольника. Во всех 
остальных случаях таких шаров в точности восемь.

3 0 0 . Используя для объема тетраэдра формулу задачи 11, 
докажем, что каждое из рассматриваемых отпошеннн равно
4S\S/S^S 4

g* Тд-2------ i где S,-, S 2, 5 S, S4 — площади гранен тетраэдра,

У — его объем.
301 . Если 1ц (i =  t ,  2 , 3 , 4) — высота соответствующей гра- 

нд тетраэдра, то

Е сли теперь d\ — расстояние от центра описанною шара до 
i-й грани, R — радиус этого шара, то

=  (l\ -  h\) -  (Ю -  ф  +  А; =

=  I /?» — (Л* — di)*) -  (Я2 -  ф  +  ^  =  2hidi, 
Таким образом, под корнем оказалось выражение

(см. задачу 182), что и требовалось.
(Мы предполагали, что центр ouucannoro шара находится пйут- 

рн тетраэдра. Если цептр находится вио его, рассуждения такие же, 
при этом одну пз величин d\ следует считать отрицательной.)

3 0 2 . Обозначим длины ребер тетраэдра A BCD  так, как пока 
зано на рис. 5 8 ,а. Проведем через вершину А плоскость, касающую
ся описанного около тетраэдра A BCD  шара. Тетраэдр ABCiD l ua 
рисунке образован этой касательной плоскостью, плоскостями 
А В С , ABD,  а также плоскостью, проходящей через В параллельно 
грани A DC, Аналогично тетраэдр A BfC.D  образован этой же ка
сательной плоскостью, плоскостями A B D t ADC  и плоскостью, 
проходящей через D параллельно АВС,

Пз подобия треугольников АВС  и А ВСХ (рис. 58, б, АС\ — 
касательная к окружности, описанной около Д Л Я С , следователь-
no, б /Г ? ! =» В С 2 ,  кроме того, ВСХ\ А С У значит, (\ВА  =  7 м £ )  

ас пс
найдем | АС\ | ——  , Аналогично найдем | A D { | =  - j j p  , | АСг | =»

тр
Т ” » \ЛВ2\

гпп
с

добиы, значит,

l £ i 0 i|
‘ i лСГ\

Но треугольники ACXD{  и Л В 2С2 по-

|/|Р <I i f .
\АИг \ ' Ьт
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нам четырехугольника, пересекаются в некоторой точке, то через 
эту точку проходит одна из двух биссекторпых плоскостей четвер
той вершины. Таким образом, при нахождении точек, равноудален
ных от прямых, образующих четырехугольник, вам достаточно 
рассматривать бпссекториые плоскости трех углов этого четырех
угольника. Поскольку каждой першпне соответствуют две плоско
сти, точек пересечения будет, вообще говоря, восемь.

Н ам осталось выяснить, при каких условиях какие-то три та
кие плоскости но пересекаются. Так как наш четырехугольник 
прострапствелпый, никакие две бпссекториые плоскости не парал
лельны. Значит, осталась возможность, когда одна биссектороан

А Г

плоскость параллельна линии пересечения двух других. Л это оз
начает, что, если через какую-либо точку пространства провести 
три плоскости, параллельные данным, то эти три плоскости будут 
иересекаться но прямой.

Пусть, для определенности, не пересекаются биссекторныс 
плоскости трех внутренних углов четырехугольника A BCD. Про
ведем через вершину С прямые, параллельпме сторонам А В и AD 
(рис. 57), и отложим на этих прямых отрезки CP  и CQ, | CP I =  
=  | CQ |. Такие же отрезки СМ  и CN  отложим на сторонах СВ  и CD.

Из приведенных выше рассуждений следует, что биссекторныс 
плоскости углов М С Р , PCQ, QCN и NCM  пересекаются но прямой, 
и, значит, все точки этой прямой равноудалеиы от прямых C P , CQ, 
C N , С М , т. е. прямые C P , CQ, CN , СМ  лежат на поверхности кону
са, а четырехугольник PQNМ является вписанным. Пусть плоскость 
четырехугольника PQNM  пересекает А В  и AD  в точках L и К. 
Прямая LK  параллельна QP, а это означает, что N M L K  — также 
ннисанпый четырехугольник. Кромо того, нетрудио видеть, что

| LB  | =  | МВ  |, \ K D \ ~ \ D N l  \ K A \ ~ \ A L  |.

Отсюда, в частности, следует, что | А В  | +  | DC | =  | AD  | +  | ВС  |.
Пусть теперь О — центр окружности, описанной около четы 

рехуголышка K L M N .  Из равенства треугольников LOB и МОВ 
следует, что О равноудалена от прямых АВ  и ВС. Точно так же 
покажем, что О равноудалена от всех прямых, образующих четырех
угольник A BCD,  т. е. О — центр шара, касающегося прямых А В, 
В С , CD н DA.  Ввиду произвольности выбора точек Р и Q получим, 
что в этом случае существует бесконечно мною шаров, касающих
ся прямых А В , ВС , CD и DA.  Точно так же разбираются и другие 
случаи, при этом будут возникать аналошчные соотношения между 
стопонамп A BCD'. | А В | +  | AD | =  | CD | +  | СВ  |, \ АН \ +
+  I ВС | =  | AD I +  | DC |. Нетрудпо показать, что указанные

142



соотношении между сторонами четырехугольника A BCD являются 
необходимыми и достаточными условиями существования бесконеч
ного числа шаров, касающихся сторон четырехугольника. Во всех 
сстальпых случаях таких шаров в точности восемь.

30 0 . Используя для объема тетраэдра формулу задачи 11,
кажем, 
\S\S tS^S ̂

■ уГ*

что каждое 

'» где S i , S 2,

па рассматриваемых отношений равно 

Si  — площади граней тетраэдра,

V — ого объем.
30 1 . Если /<| (1 =  t ,  2 , 3 , 4) — высота соответствующей гра

ни тетраэдра, то

■ * / - W
i~ l

Е сли теп ер ь di — расстояние от центра о п и сан н о ю  ш ара до 
1-й гр ан и , /? —  р ади ус этого ш ар а, то

Ц - Я \ =  (/? -  h\) -  (Я* -  d\) +  -

- I I f *  -  -  dtn  ~  (Я2 -  rff) +  h] =  2Ajrft .
Таким образом, под корнем оказалось выражение

V 4 - - ■

(см. задачу 182), что и требовалось.
(Мы предполагали, что центр оннсаппого шара паходнтсл внут

ри тетраэдра. Если цептр находится вне его, рассуждения такие н;о, 
при этом одну пз величин d\ следует считать отрицательной.)

30 2 . Обозначим длины ребер тетраэдра A  B C D  так, как пока 
зано на рис. 5 8 ,а. Проведем через вершину А  плоскость, касающую
ся описанного около тетраэдра A  B C D  шара. Тетраэдр A R C i D l ua 
рисунке образован этой касательной плоскостью, плоскостями 
A B C ,  A B D , а также плоскостью, проходящей через В  параллельно 
грани A  D C ,  Аналогично тетраэдр A B t C J D  образован этой же ка
сательной плоскостью, плоскостями A B D , A  D C  и плоскостью, 
проходящей через D  параллельно А В С .

Из подобия треугольников АВС  и АВСЛ (рис. 58, б, АС\ —  
касательная к окружности, опнсаипой около & А В С ,  следователь
но, В А ^ Х =  S c 3 ,  кроме того, ВСХ\АС,  значит, СХВА =* 7 м £ )  

ас пс
найдем I АС\ | =» —г— . Аналогично найдем | A D X | =  , | АСг

АВ,
тр

=  “ 5“ » К 1" а  

добиы, значит,

\CxDx
| АСг

т 
тп

——  • Но треугольники ACxDf  и А ВгСг по- 

\ADy\
гШг

рс1
№ 1  =

143



(Заметим, что если длины сторон & A C xDi умножить па величину 
Ът

— ■ > то их длины окажутся численно равными величинам am, bn 

в ср% таким образом,

^ A D tC t “  6*m*

Пусть, далее, ИЛ/ — диаметр описаппого шара, ДАТ — высота

пирамиды ABCXD\% опущенпая из В  на ACxDf (рис. 58, *). Из по-
е*

добия треугольников А В К и OLA (OL J т А В) найдем | UK | «  Y IT ' 
Значит,

и а п ,С.в  =  X  2ПЬгт* S '
И , наконец,

V ADiCtB S ABCiS AHDt С* с* С*
И ~  S ABCS A!iD "  6» * m* e KADlc . B e ’T ^ T ^

Сравнивая два выражения для ^ADiCtB* сл у ч и м  сораведливость 
доказываемого утверждения,
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З а м е ч а н и е .  Ил пашпх рассуждении следует, что углы 
Вреугольнпка, длины сторон которого численно равны нроизведе- 
яиям длин противоположных ребер тетраэдра, равны углам между 
касательными к окружностям, описанным около трех граней тет
раэдра- Касательные проведены через общую для этих граней 
рершину и расположены в плоскости соответствующей грани. 
Легко видеть, что это же будет верно и для вырожденного тетраэд
ра — плоского четырехугольника. Отсюда, в частности, можно 
получить теорему косинусов (теорему Бретшнендера (1) № 149) для 
плоского четырехугольника.

30 3 . Пусть 5* и — площади гранен, имеющих общее ребро 
a, 5 *  п $4 — площади двух оставшихся гранен. Пусть, далее, а, т 
и п — длины ребер, образующих грань 5 |, а а ,  у и 6 — примы
кающие к ним двугранные углы, У — объем тетраэдра. Тогда не
трудно убедиться в справедливости следующего равепства:

ЗУ ЗУ ЗУ
а ctg а  +  m - у  c tg  у +  п - у  ctg  о ^  25 Ь

или
2 5 ;

a c t g a  +  m c t g v  +  л ctg  б =  - j y

Записав такие равенства дли всех граней тетраэдра, сложив 
равенства, соответствующие граням 5 , и 5 , ,  и вычтя два других, 
получим

a ctg  a  — b c tg  p =« -Tjpr- ( 5 ;  +  S]  — 5 ;  —  5 j ) .

Возведем последнее равенство в квадрат, заменим ctg* а  и c tg 2 Р па 
1 . 1

■ in * а  * и и Н П Г " " 1» воснользуемся равенствами

a2 4 5 * 5 *  6* 4 5 * 5 *
sin2 а  в  9У* • sin 2р 3=8 9У*

(см. задачу 11) и окончательно получим

«* +  Ь* +  2ab c tg  a  ctg  Р =  (2Q — T )9

где Q — сумма квадратов попарных произведении площадей гра
ней, Т — сумма четвертых степенен площадей граиой.

30 4 . Необходимость всех условии очевидна. Будем доказывать 
их достаточность.

а) Утверждение задачи легко доказать, если сделать разверт
ку тетраэдра (поверхность тетраэдра надо разрезать по трем реб
рам, выходящим из одной вершины).

б) Сделаем развертку тетраэдра A BCD  так, как показано на 
рис. 59, а, в предположении, что суммы плоских углов при верши
нах В и С равпы 180°. Точки D j, D2, D2 соответствуют вершине D. 
Возможны два случая:

1) I AD  | =  | ВС  |. В этом случае | DbA | +  | DtA | ■ ■  
*=* 2 | ВС  | =  | DtD2 |, т. е. & D tA D 3 вырождается, точка А должпа 
совпасть с точкой К — серединой Dtb f
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2) | А В  | =  \CD \ (или | AC  | ** | BD  |). П этом случае будет 
| к в  | =  | A b  |, причем точка А находится на средиапом перпен 
лик ул яре к стороне DfD 9. Если £±DXD J ) % —  остроугольны!!, То 
\ А В \ < \ К В \  для точек А , расположепных онутри Д А 7?С , и 
I ЛВ  I >  | КВ  I для точек, расположенных вне Д А /?С .

Если же & D XD2D 9 — тупоугольный (тупой угол или при вер 
н и ш е/),, или при пешпмно D s), то при одпой пз двух вершин тетр]. 
лдра (или By или СУ один плоский угол будет больше суммы двух 
других углов.

в) Пусть | А В  I ■ » | CD |9 | АС  | =  | DB  |, а сумма углов при 
"  авиа 180°. Имеем & A C D  =» & A B D ,  следовательно.

Таким образом, AD B  +  A DC +  ~СРЪ  =  I^a C +  ADT! +  CD В =  
=  180°. Отсюда следует, что CDB  =  Х с Ъ  и Д Л С />  =  Д С 7)/?, 
\ A D \ - \ C B \ .

v) Разрежем тетраэдр по ребрам п образовавшиеся четыре тре
угольника паложим друг на друга так, чтобы совпали равные уг
лы. На рис. 59 , б одинаковые буквы соответствуют одной вершине

тетраэдра, одинаковые индексы — одной грани. Одинаковые буквы, 
соответствующие одной точке, показывают, что в этой точке совпа
ли соответствующие вершины соответствующих треугольников. 
Следовательно,

а это означает, что АСг  параллельна B2DX% что невозможно.
д) Спроектируем тетраэдр A BCD на плоскость, параллельную 

ребрам А В  и CD. Тогда можно доказать, что проекции треуголь
ников АВС  и ABD  будут равновелики. Точно так же равновелики 
ми будут проекции треугольников ACD  и BCD.  А это означает, что 
проекцией A BCD будет параллелограмм с диагоналями АН и CD. 
Отсюда будут следовать равенства | АС  | =  | BD  |, | AD  | =  
=  | ВС\.  Точно так же доказывается равенство | А В  | =  | CD |.

е) Пусть Ot — точка касания внисанной сферы с гранью АВС\ 
а 0 9 — с гранью BCD.  Из условия следует, что Ох и Ог — центры 
окружностей, описанных около А ВС  и BCD.  Кроме того, &ВСОх =  
е= & В С 0 2. На этого следует, что

6)

Ряс. 59.

К И . 1 - К / Н  I v > ,  | -  I B ,I> , I,

1 П С  =  4т  1 ю $  - j r  % & £  =  й я Х
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Рассуждая так же, получим, чго вес плоские углы, прилежа 
щи к вершине О, равны соответствующим углам треугольника 
AtiCi т- с * ,,х с Умма равна 180°. То же можно утверждать и про 

К е ге л ь н ы е вершины тетраэдра Л BCD.  Далее воспользуемся пунк
J  ТОМ 1

ж) Достроим данный тетраэдр до параллелепипеда обычным 
^■ йособом. т. с. проведи через каждое ребро тетраэдра плоскость,

параллельную противоположному ребру. Тогда необходимым и 
Ирстаточиым условием равногранпости тетраэдра будет условие, 
Е г о б ы  получившийся параллелепипед был прямоугольным. Л ш  
j гою , что ребра этого параллелепипеда равны и параллельны соот
ветствую щ им  отрезкам, соединяющим середины противоположных 
Кребср тетраэдра, будет следовать наше утверждение.

з) Если О — центр сферы, описанной около тетраэдра ЛВС!),
I то из условия будет следовать, что &АОВ  =  поскольку
в оба треугольника — равнобедренные с ранными боковыми сторо- 
В а м н . равными медианами, выходящими из вершины О (О сои.и

дает с серединой отрезка, соединяющего середипы А В  и CD). Сло- 
дбватольпо, | А В | =  | CD |. Так жо доказывается равенство дру- 

£ ги х пар противоположных ребер.
и) Из того, что расстояния от центра тяжести до всех граней 

■ равны, будет следовать равенство пысот тетраэдра, а затем и рав 
К о вели  копь его граней (сы .п.д)).

305 . Пусть а ,  0, с  и <1 — векторы, перпендикулярные граням 
Кетраэдра, направленные во внешнюю сторону н по длине равные

площадям соответствующих граней, а еа , сь , сс, e d —  единичные 
векторы, имеющие то же направления, что н а ,  6 , с , d .  Пусть, далее, 
s обозначает сумму косипусов двугранных углов, a к  =  еа +  +

В ” «с +  ed•
Легко видегь, что к2 =  4 — 25. Таким образом, в самом деле, 

I #  < 2  и 5 = 2  тогда и только тогда, когда к  =  са +  +  е е +
к =  0 . Но, поскольку a + 6 + c + r f = 0  (см. задачу 214), мы но 
Ь у ч а см , что при s =* 2 длины векторов a ,  If, с  u d  равны между со 
[бон, т. е. все грани равновелики, а из равиовелнкостн граней еле 
К у е т  их равенство (см. задачу 304, д )). Для зивершения доказатель
с т в а  нам осталось показать, что * >  0 или что | к  | <  2 .
Л  Д ля удобства будем считать, что | а  I =  1, | 6 | 1, | с | <  1,

I d  | <  1. Тогда ев =  а ,  | к  | -  | а  +  Ь +  с  +  d  +  (еь -  Ь) +  
* +  («С — е) +  (ел -  Л) | <  | «ь — * 1 +  I ес -  с | +  | ей —  d  | =  
Ц .  3 -  ( | 6 | +  |с | +  ( 4  | ) <  3  -  | »  +  е  +  Л  | -  8  - 1  •  | -■ -I .

Равенство может иметь место лишь в том случае, когда все векто- 
[ ры а ,  б, с и d  коллинеариы; поскольку это не так, | к  | <  2 ,
U  >  0 .

3 0 6 . Рассмотрим тетраэдр, все грани которого — равные тре- 
[ угольники, утлы которых соответственно равны плоским углам 
[.нашего трехгранного угла. (Докажите, что такой тетраэдр суще
ст в у е т .) Все трехгранныо углы этого тетраэдра равны данному 
[трехгранному углу. Сумма косинусов двугранных углов такого тет- 
[ раэдра (см. задачу 304) равпа 2. Следовательно, сумма косинусов

двугранных углов данного трехгранного угла равиа 1.
307 . Достроив тетраэдр до иараллелешшеда, проведя через 

[каждое ребро плоскость, параллельную противоположному ребру, 
(получим для равногранного тетраэдра, как известно, прямоуголь

ным параллелепипед.
Центр вписанного шара соппадпет с центром параллелепипеда, 

а центры виевписаниых шаров находятся в вершинах параллеле-
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торогосояф =» . Но плоскости A XEG и A BCD пересекаются по

диагонали B D . Значит, точка Л/ лежит d плоскости, проходяпип 
через BD  и образующей угол ф с плоскостью A BCD,  а геометриче
ским местом проекции точек Л/ будут два отрезка, выходящих из

ссреднпы АС  под углом ф к АС  так, что созф *= р г = , и имеющих

у  2
длипу а I—  (рис. С2,в).

ш
312 . а) Пусть A BCD  — даппый тетраэдр. Если его высоты 

пересекаются в точке / / ,  то DH  перпендикулярна плоскости АВС  
и, значит, DH  перпендикулярна ВС. Точно так же АН  перпенди
кулярна ВС. Следовательно, плоскость DAII  перпендикулярна ВС, 
т. е. ребра DA и ВС  перпепдикулярпы.

Обратно, пусть противоположные ребра тетраэра A BCD  по
парно перпендикулярны. Проведем через DA плоскость, перпен
дикулярную ВС. Покажем, что высоты тетраэдра, проведспные па 
вершип А и Z), лежат в этой плоскости.

Обозначим через К  точку пересечения проведепной плоскости 
с ребром ВС.  Высота DDf треугольника A D K  будет перпендику
лярной прямым А К  и В С , значит, она является высотой тетраэдра. 
Таким образом, любые две высоты тетраэдра пересекаются, аначнт, 
все четыре пересекаются в одиой точке.

б) Нетрудно доказать, что если одна высота тетраэдра прохо
дит через точку пересечения высот соответствующей грани, то про
тивоположные ребра тетраэдра попарио перпендикулярны. Это сле
дует из теоремы о трех перпендикулярах. Значит, пункты а) и б) 
эквивалентны.

в) Равенство сумм квадратов противоположных ребер тетраэд
ра равносильно условию перпендикулярности противоположных 
ребер (см. пункт а » .

г) Достроим тетраэдр до параллелепипеда, как обычно, проведя 
через каждое ребро плоскость, параллельную противоположному 
ребру. Ребра получившегося параллелепипеда равны расстояниям 
между серединами скрещивающихся ребер тетраэдра. С другой 
стороны, условие перпендикулярности противоположных ребер 
тетраэдра, согласно пункту а) эквивалентное условию ортоцентрпч- 
II ост и данного тетраэдра, в свою очередь, эквивалентно условию 
равенства ребер получившегося параллелепипеда (диагонали каж
дой грани равны и параллельны двум противоположным ребрам 
тетраэдра, т. е. каждая i рань должна быть ромбом).

д) Из задач 300, 303 следует, что это условие эквивалентно ус
ловию пункта в).

е) Пусть a u ах, b и с и с ,—длины трех пар противоположных 
ребер тетраэдра, а  — угол между ними. Из задачи 185 следует, что 
нз трех чисел аах соя а , ЬЬХ cos а , ссх соя а  одно равно сумме двух 
других. Если cos а  Ф  0 , то из трех чисел аа„ bbx, ссх одно равно 
гумме двух других. Но это невозможно, поскольку существует 
треугольник, длины сторон которого численно равны величинам 
тц% ЬЬХ, ссх (см. задачу 302).

3 1 3 . Пусть ABCD  — данный тетраэдр. Достроим его обычным 
способом до параллелепипеда. Поскольку A BCD — ортоцентричо- 
ский, все ребра параллелепипеда будут равны между собой. Пусть 
А ХВХ — диагональ грани параллелепипеда, параллельпая А В, О — 
центр шара, опнеаппого около A BCD, II — точка пересечения вы-
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СОТ, М  — центр тяжести (рис. G3). Тогда треугольники АВН  и 
А ХВХО симметричны относительно точки Л/. Это следует из того, что 
АВВ\Ах — параллелограмм и, кроме того, А хО перпендикулярна 
плоскости ACI)  (точки О и Л* равноудалены от точек А, С и D), а, 
значит, параллельна ВИ.  Точно так жо ОВх параллельна АН.

3 1 4 . Введем те же обозначения, что и в предыдущей задаче. 
Пусть К и L  — середины А В  и А ХВХ. Тогда К О Ш  — параллело
грамм. Следовательно,

Ш\ ОН |* =  2 | О К  |* +  2 1 0 L  |* -  | KL  |* =»

=  4Д» _  - 1 -  (| AU |* +  | CD\>) — /* =  4 IP -  ЗР.

31 5 . Если 
312, в))

откуда

A BCD  — ортоцентрическнй тетраэдр, то (см. задачу 

\АВ  I* +  | CD |* «  \AD I* +  | ВС  |l ,

\AB  |2 +  | АС  I* -  | ВС  I* =  | AD  I* +  | AC  |* -  | CD |*f

t .  e. углы ВАС  и DA& или одновременно острыо или тупые.
31G. Сечение ортоцеитричеокого тетраэдра любой плоскостью, 

[ параллельной противоположным ребрам н проходящей на рапиом 
расстоянии от этих ребер, есть 

■ прямоугольник, диагонали которо- 
1го равны расстоянию между середи
н а м и  противоположных ребер тет

раэдра (все эти расстояния равны 
В еж д у  собой, см. задачу 312, г)).

Отсюда следует, что середи
н ы  всех ребер ортоцентрического 
рстраэдра лежат на поверхности 
[сферы, центр которой совпадает 
с центром тяжести данного тетра- 

К эдра, а диаметр равен расстоянию 
В е ж д у  серединами противополож
н ы х  ребер тетраэдра. Значит, все 
г четыре окружности 9 точек лежат 

I  на поверхности этой сферы.
317 . Пусть О, М и / /  — соответственно центр описанного ша- 

1 ра, центр тяжести и ортоцентр (точка пересечения высот) ортоцент- 
I рического тетраэдра; М — середина отрезка ОН (см. задачу 313). 
I Центры тяжести граней тетраэдра служат вершинами тетраэдра, 
в гомотетичного данному, с центром гомотетии в точке Л/ и коэффи

циентом ( ““ “ з")*  При этой гомотетии точка О перейдет в точку Ov

расположенную на отрезке МП  так, что | МОх | =  \ОМ |, Ох
будет центром сферы, проходящей через центры тяжестей граней.

С другой стороны, точки, делящие отрезки высот тетраэдра от 
вершин до ортоцентра в отношении 2 : 1, служат вершинами тет
раэдра, гомотетичного данному с центром гомотетии в / /  и коэф
фициентом 1/3 . При этой гомотетии точка О, как легко видеть, но-

Рис. СЗ.
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рейдет и ту же точку О ,. Таким образом, 1юсемь на двенадцати то
чек лежат на поверхности сферы с центром d 0\ и радиусом втрое 
меньшим, чем радиус сферы, описанной около тетраэдра.

Докажем, что точки пересечения высот каждой грани лежат иа 
поверхности Toii же сферы. Пусть 0 \  / / '  и М'  — QllTp • тканной

окружности, точка пересечения высот 
и центр тяжести какой-либо грани, о 
и / / '  являются проекциями точек О и // 
па плоскость этой грани, а М' делит от
резок О7 / '  в отношении 1 : 2 , считая от 
точки &  (известный планиметрически.! 
факт). Теперь легко убедимся . (см. 
рис. G4), что проекция <9, на плоскость 
этой грани — точка 0\ совпадает с се- 
реднпой отрезка Л / '/ / ' ,  т. е. 0% равно
удалена от М'  |  / / ' ,  что и требовалось.

31 8 . Центры тяжести гранен ортоцентрического тетраэдра ле
жат па поверхности сферы гомотетичной сфере, описанной около 
тетраэдра, с центром гомотетии в точке Л/ и коэффициентом 1/3 (см. 
решение задачи 317). Отсюда следует утверждение задачи.

3 1 9 . Основания высот ортоцентрического тетраэдра лежат оа 
поверхности сферы, гомотетичной сфере описанной около тетраэдра

с центром гомотетии в точке G и коэффициентом гомотетии — —

(см. решение задачи 317). Отсюда следует утверждепие задачи.
32 0 . Предположим противное. Пусть плоскости, в которых 

расположены дуги, пересекаются попарно на поверхности шара ь 
точках А и А , ,  В  и С и С, (рис. и5). Поскольку каждая дуга 
больше 180°, она должна содержать хотя бы одну из любых двух

противоположных точек он 
ружпости, на которой она рас 
положена.

Занумеруем эти дуги i 
соответственно плоскости, i 
которых они расположены, — 
1, II , III . А и /1, — точы 
пересечения плоскостей l u l l  
В и В\ — плоскостей II и III 
С и С, — плоскостей III и I 
Каждая из точек А, Аи  В , /У, 
С, С, должна принадлежат! 

одной дую. Пусть Л, и ( , принадлежат дуге I, В { — Я П » II. Тогда 
В и С должны принадлежагь дуге II I , А — дуге II . Обозначим 
через а ,  Р, у плоские углы тпехграпиых углов, как показано на 
рисунке, О — центр сферы. Поскольку дуга I не содержит точек 
А и С, должпо выполняться неравенство 360t — Р >  300е.

Аналогично, поскольку дуга II пе содержит точек В и /1, 
должно быть 180е 4 -  а  >  300® и, наконец, для дуги III будем 
иметь 360е -  у >  300ь. Таким образом, 0 <  60е, а  >  120е, у <  60 ‘ 
значит, а >  Р +  у» что невозможно.

321. Пусть А и В — две точки на поверхности сферы, С — точ
ка на меиьшей дуге большого круга, проходящего через А и В.

Докажем, что кратчайший путь из А и В должен проходки 
через С. Рассмотрим две окружности а  п р по поверхности сферы, 
проходящие через С, с центрами на радиусах О А и О В (О — 
центр сферы). Пусть лииия, соединяющая А с В,  tic проходит черс

А Щ
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С и пересекает окружность а  в точке Л/, окружность р в точ- 
*0  N.

Повернув окружность а  вместе с тон частью линии, которая 
расположена внутри нее, так, чтобы М совпала с С, а окруж
ность Р так, чтобы N  совпала с С % мы получим линию, соединнютцую 
А и А, длина которой, очевидно, меньше длины рассматриваемой
линии.

32 2 . Описанная сфера может не существовать. Примером может 
служить М1ЮГ01 ранник, построенный следующим образом. Возьмем 
куб и на ею  гранях, как на основаниях, во внешнюю сторону по- 
встроим правильные четырехугольные пирамиды с двугранными уг
лами при основании, равными 45°. В результате мы получим 12- 
гранннк (ребра куба не являются ребрами этого много1рвнш(ка), 
имеющим 14 вершин, 8 из которых являются вершинами куба,

ж -  вершинами построенных пирамид, т  сопадающимн с  верямь 
нами куба.

Легко видеть, что все ребра этого многогранника равны между 
собой и равноудалены от центра куба, в то время как вершины не 
могут принадлежать одной сфере.

32 3 . Заметим прежде всего, что площадь сферического »дву- 
[ угольника», образованного пересечением поверхности сферы с гра- 
р нями двугранною угла величины а , ребро которою проходит через 
L центр сферы, равна 2а/?*. Это следует из того, что эта площадь 
|пропорциональна величине а , а при а  =  л она равна 2лЛ *.

Каждой паре плоскостей, образующих дне грани данного трех- 
[ трапною угла, соответствуют на поверхности сферы два «двууголь- 
I ника». Сложив их площади, мы получим поверхность сферы, уве- 
ч личению па 4 где — площадь искомого треугольника. Таким 
I  образом,

S .  -  Л* (a  +  Р +  у -  я).

В е л и чи н а  a  ■+• Р +  у — л пазы поется сферическим избытком сфе
рического треугольника.

324 . Расе | 1.м сфер\ с центром внутри многогранника и 
\ спроектируем ребра многогранника из центра сферы иа поверхность 

сферы.
Поверхность сферы разобьется на многоугольники. Если 

л* — число сторон к-го многоугольника, А * — сумма его углов, 
Sk — площадь, то

Сложив эти равенства для всех А , получим

4лЯ* =  Я* (2л Л  -  2лЛ +  2лЛ/).
Отек» да

iV — A' -h Л/ =  2.

325. Пусть a  — центральный угол, соответствующий сфери
ческому радиусу окружности (угол между радиусами сферы, про
веденными из центра сферы ь центр окружности и точку на окруж
ное I и).

Рассмотрим сферический треугольник, соответствующий трех- 
> гран ному у м у  с вершиной в центре сферы, одно ребро кото|юго 
! OL проходит черев центр окружности, д р уго е— ОА через точку 

на окружности, н третье — ОБ расположено так, что плоскость 
ОЛИ касается окружности, причем двуi ранный угол при ребре 
OL равен <р, LOA e  а .
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По 2-ft теореме косинусов (см. задачу 166) найдем двугранны,, 
угол при ребре ОВ , он равен arccos (cos a  sin ф). Любой оппсац 
iiuii многоугольпик (а наш многоугольник можно считать описан 
ним, в противном случае его площадь можно было бы уменыпщ, 
можно разбить на треугольники описанного вида. Сложип цх 
площади, мы увидим, что площадь многоугольника достиг,, 
ет наименьшего значения вместо с суммой arccos (cos a  sin ф,) 4. 
- f  arccos (cos a  sin ф2) -f- . . .  - f  arccos (cos a  sin <р^), где q>t , . .
. . .,  (pjy — соответствующие двугранные углы, ф, +  ф* +  . .
• • • 4=8 2л. После этого можно воспользоваться тем, что функ
ция arccos (к sin <г) является вогнутой (выпуклой вниз) функцией 
при 0  <  к <  1. Отсюда следует, что минимум пашен суммы достн 
гнется при ф| =* ф* *= . . . =  ф ^.

32 6 . Обозначим, как в задаче 324, через Л' — число граней, 
К — число ребор, Л/ — число вершин нашего многогранника,

/V — К +  М =  2. (1)

Поскольку из каждой вершины выходит по крайней мере три ребра
2

и при этом каждое ребро считается дважды, М < — А . Подставляя 

Л/ в (1) получим

y v _ 4 - t f  > 2 ,

2К
откуда 2А' <  6W — 12, - j y -  < 6 . Последпее означает, что найдется

грань, число сторон в которой меньше 6. В самом деле, занумеруем 
грани и обозначим через л|э л2, . . . ,  nN число сторон каждой грани 
Тогда

**i +  я* +  . . .  +  nN 2К
Ti =  “  <

3 2 7 . Е сли  к а ж д а я  гр а н ь  имеет более тр ех сторон п пз каждом 
верш ины вы ход и т более тр ех ребер, то (обозначения задачи 324)

К >  2Л/, К >  2jV

■  N — К +  М <  0 , что невозможно.
3 2 8 . Если все грани — треугольники, то число ребер кратпо 3. 

Если найдется хотя бы одна грань с числом сторон более трех, 
то число ребор но мепыдо восьми. 2л ребер (л ^  3) имеет л-уголь* 
пая пирамида. (2л -f  3) ребер (л >  3) имеет многограппик, кото 
рый получится, если от л-угольной пирамиды «отсечь» треугольную 
плоскостью, проходящей достаточно близко к одной из вершпи ос- 
иоваппя.

329. Если данный многогранник имеет л граией, то каждая 
грань может иметь от трех до (п — 1) сторон. Отсюда следует, что 
найдутся две грани с равным числом.

330. Рассмотрим так называемую d-окрестпость нашего много 
гранинка, т. е. множество точек, каждая из которых удалепа хотя 
бы от одной точки многогранпика на расстояние, не большее чем d. 
Поверхность получившегося тела состоит из плоских частей, 
равных соответствующим граням мпогограпника, цилиндрических 
частей, соответствующих робрам многогранника (причем, если



j. — длина какого-либо ребра, ctj — двугранный угол при атом 
ребре, то поверхность части соответствующего цилиндра равна 
\л — М ), и сферических частей, соответствующих вершинам

Л Ь г о г р л 1шп1м1, с у мм л риал поверхность которых равпа поверх- 
Мрстп сферы радиуса d. С другой стороны, площадь поверхности 

</-гцсрестпости многогранника меньше поверхности сферы радпуса

Ы 4* I. ' ■ '*
И ^-f  ^ 2  (я —  ot|) / j -\-

-Ь 4 <  4 л (d - f  1)*.

I ^  2л
А поскольку a 4<  ——  » полу

чи«
Я Г  H i  <  24,i
>что и требовалось.

331 . На рис. СО О — центр 
сферы, А и В — точки пересе
лении ребра двугранного уг

ла с поверхностью сферы, D и С — середины дуг Л77я п А С В % 
плоскость AD B  проходит через 0 ,  Е  — вершина сегмента, отсека
емого плоскостью АС В.  Площадь криволинейного треугольника 
A DC составляет половвпу искомой. С другой стороны (считаем 

я
« < — ) ,

А ПС S Л Е С  $ A E D • ( 1 )

Найдем S AEC. Если ф —  угол между плоскостями АЕО  и

Ф‘0 £ С ,  | £ £  | *= Л, то, очевидно, S АЕС «  -г -— 2л/?Л =  фRh\
h и ф легко находятся: 

h « I Е К  I *

81П ф =  81П Ж Е

/? — I ОД' 

I AL  I

2л

В — a sin a ,  

V  Я* — я*

Ф aresm

| Л Л' | у  /f* _  а*

У  /Г8 —  а*
|/ /{- — a2 sin1 а

Таким образом,

S АЕС Н {R — a sin a )  arcsin
У /Г 2 -

а* sin* а
Найдем теперь S АКО, Как известно (см. задачу 323),

(2)

A EIJ л* (ф +  Ф +  V — я),
где ф, Ф и у — двугранные углы трехгранпого угла с вершиной в 
О и ребрами О Е % О А и OD. Угол ф иа.ми уже найдеп выше.

Для определения угла ф (угол при ребре ОА) воспользуемся 
4-й теоремой косинусов (задача 16в) применительно к трехгранно 
Му углу с вершиной А , для которого

TiAL =  ~2~ — ф| S1D К л о
a sin а  

В i*n ~ЕлО =  -ц -
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Следовательно

cos ф

У  Я* — а* -| /~ \  a9 sin* а  | /  4 а*
У It* — a* sin1 оГ У ' “  «* У  ' _ _ ^ Г

а sin а  а
1 ГЯ

/ Я *  —

Очевидно, что у «  л /2 . Следовательно, 

/  Я* —а*

^  № — ^ s m *  а
sin а.

л$г> й’ [ arcs in
/ Я *  — а* sin2 а

- f  arccos
У  Я* — а* sin а  я ^
УЯ* — а* sin* а  2 J (3)

Подставляя (2) и (3) в (1), получим после упрощения ответ. 
О т в е т :

2Я 2 arccos
Я cos а

\f Н* — a* sin* а

— 2Ra sin а  arccos
a cos а ______

У  Я* — а* sin* а

3 3 2 . Рассмотрим правильный октаэдр с ребром 2R.  Шар, ка
сающийся всех его ребер, имеет радиус Я . Поверхность шара раз
бивается поверхностью октаэдра на восемь сферических сегментов 
и шесть криволипейпых четырехугольников, рапных меньшему из 
двух искомых.

О т в е т :
2л Я*

( , / 4 - ) .  - С * / ? - ) .

333 . Двенадцать «двуугольников» площадью ял* (2 — У  3) 
4

и шесть

криволинейных четырехугольников площадью па* (УЗ — 1)
2

334 . Предположим, что в данный многогранник можно вписать 
шар. Соединим точку касания шара с какой-либо гранью со всеми 
вершинами этой грани. Каждая грань разобьется иа треугольники 
Треугольники, расположенные в соседних гранях, имеющие общее 
ребро, равны. Следовательно, каждому «черному» треугольнику 
соответствует равный ему «белый» треугольник. Сумма углов треу
гольников при каждой точке касания равна 2л . Сумма этих углов 
по всем граням равна 2лл , где п — число граней. Из этой суммы 
более половины приходится на долю «черных» треугольников (по 
условию), а сумма соответствующих углов для белых треуголыш 
ков, по доказанному, не меньше. Противоречие.

33 5 . Докажем, что таких шаров не может быть больше шести 
Допустим, их семь. Соединим центры всех семи шаров с центром 
данного и обозначим через О ,, 0 Jt . . .,  0 7 точки пересечения этих 
отрезков с поверхностью данного шара. Для каждой точки О* рас 
смотрим на сфере множество точек, для которых расстояние (по
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■ поверхности сферы) до точки 0 {  не больше, чем расстояние до лк» 
В  бон другой точки Ок, к ф  i. Сфера разобьется на семь сферических 
■ многоугольников. Каждый многоугольник является пересечением 
Шш е ст  полусфер, содержащих точку Ох, границей которых является 
щ большой круг, по которому плоскость, проходящая через середину 
В  отрезка OiOk перпендикулярно ему, пересекает сферу.

Каждый из образовавшихся многоугольников содержит внутри 
■ себя окружность, сферический радиус которой виден из центре 
I исходной сферы под углом a ,  sin а  =  0 ,7 .

Обозначим через А' и Л’ соответственно число сторон и поршни 
Н ам учивш егося разбиения. (Каждая сторона является общей сто- 
Нронпп двух соседних многоугольников и считается одип раз. То 

справедливо для вершин.) Легко видеть, что для подобного раз- 
Н в е ш п ! справедлива формула Эйлера (ем. задачу 324). В нашем 
К 3
Н л у ч а е  это даст К — N  +  5 . С другой стороны, A ' > - j - J V ,  посколь-

В к у  из каждой вершины выходит по крайней мере три стороны, 
а каждая сторона считается дважды.

Теперь нетрудно получить, что А' <  15, N  <  10. В задаче 
■ 825  мы доказали, что среди всех сферических n-у го льни ков, содср- 
Вжлщих да иную окружное гь, панменыиую площадь имеет праоиль- 
■  цып л-угольник. Кроме того, можно показать, что сумма площадей 
п р ави льн ы х я- и (я +  2)-угольника больше удвоенной площади 
п р ави льн о го я-угольника. (Рассматриваются многоугольники, опи- 
I  санные около одной окружности.) Очевидно также, что площадь 
I  Правильного описанного я-угольннка уменьшается с ростом я. 
| И з  этого следует, что сумма площадей получившихся семи мною- 
i угольников не может быть меньше суммы площадей пяти иравиль- 
Е цы\ четырехугольников и двух правильных пятиугольников, они- 
I тайных около окружности со сферическим радиусом, которому со- 
I  ответе г вует центральный угол а  =  arcsin 0 ,7 . Площадь соответ- 
кствующсго правильною пятиугольника будет

s b =  9 10 arccos ^cos a  sin -y -j — Зл j  »

[ правильного четырехугольника

Г (Vг  \ 1
I , в  9 8 arccos I —тр- cos а  I — 2л . 1

1
I Нетрудно доказать, что Ъ ь -f- bs4 >  Збл. Таким образом, семь та- 
1(»пи j .i niуса 7 in* могут одновременно, не пересекаясь, касатик  

шара радиуса 3. В to  же в|»емя легко показать, что шесть шаров 
1 not у г быть так расположены.

3 3 6 . Рассмотрим куб ABC D A xB xCxDt. Возьмем на ребрах 
,Я  и А х1) точки А' и L так, что | А ХК | =  | С At |, | A XL | =*

\CN  |. Пусть Р и Q — точки пересечения прямых А К и В Л Х, 
A L и U А |.

Стороны треугольника AXPQ, как легко видеть, равны соот- 
етствующим отрезкам диагонали ВО. А поскольку & В А Х1) — пра- 

оильный, наше утверждопие доказано.
337 . Если бы точка Р ие лежала в плоскости Д Л /У6', то 

яггииржденио задачи было бы очевидным, поскольку в ВТОМ случае 
точки Я, А%, В % и Сt принадлежали бы сечению ноиерхноези сферы, 
описанной около тетраэдра А В С Р % плоскостью, проходящей черев
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Р и /. Утверждение пашей задачи теперь можно получить с помощи» 
предельного перехода.

33 8 . Пусть A B C D E F — плоений шестиугольник, описанных 
около окружности. Возьмем произвольный пространственных 
шестиугольник A xB lCxD lE l F x (рис. 67 ), отличпый от ABCDEh  
проекция которого на нашу плоскость есть шестиугольник 
A B C D E F , п соответствующие стороны которого проходят чер<*, 
точки касания шестиугольника A B C D E F  с окружностью. Дли 
доказательства существования такого шестиугольника A xB xCxD xE }h\ 
достаточно одну вершину, например А и  взять произвольно на noj 
пепдикуляре к плоскости, восставленном в точке А , тогда осталь
ные вершины определятся однозначно. В самом дело, пусть а, 
г, </, е% /  — длины касательных к окружности, проведенных соот
ветственно через точки А, В, С, D , £ ,  F , н h — расстояние от л 
до плоскости. Тогда /?, находится по другую сторону от плоскости,

hb
по сравнению с А на расстоянии — , Сх — по ту же сторону, что и

hb с hr.
А Хч па расстоянии • - у  =  - у  от плоскости и т. д. Наконец, 

найдем, что F x лежит по другую сторону от плоскости, нежели А 1% 

па расстоянии —у  и, значит, А х и F x лежат па прямой, прохо-

A F  с окружностью.дящен через точку касания
Любые две

A XB XCXD XE XF X расположены в
противоположные 

одной

A B C l)E F  — проекция шестиугольника 
казана.

стороны шестиугольника 
плоскости. Это следует из 
того, что всо углы, кото 
рые образуют стороны шее 
тиугольинка A lB lClD lE xF l 
с дайкой плоскостью, pan 
ны. Следовательно, лю 
быв две диагонали, соедн 
няющие противоположны 
вершины шестиугольника 
AxBxcxDxElFtt пересекаю 
ся, а отсюда и все три дп 
•гоняли шести угольника 
AxBlClDxEiFi (они пе ле
жат в одной плоскости) пе
ресекаются в одной точке. 
Поскольку шести у гол ьи и к 
A XB XCXDXE XF X, теорема до

3 3 9 . Указанную в задаче плоскую конфигурацию можно рас 
сматривать как проекцию пространственной — трех!ранный угол, 
пересеченный двумя плоскостями,— для которой наше утвержде
ние очевидно.

34 0 . Эта задача представляет собой один из возможных трех
мерных аналогов теоремы Дезярга (см. задачу 330). Для решения 
ее удобно «выйти» в четырехмерное пространство.

Расскажем сначала о некоторых свойствах этого пространства
Простейшими фигурами четырехмервою пространства будут 

точка, прямая, плоскость и трехмерное многообразие, которое мы 
будем называть гиперплоскостью. Первые три фигуры — это наши 
старые знакомые из трехмерного пространства. Правда, некоторые 
утверждения, связанные с  ними, нуждаются в перефразировке

158



Например, вместо следующей аксиомы трехмерного пространства* 
если две различные плоскости имеют общую точку т о ,ш 
каютсн по п р ям о»!,- следует ввести аксиому: если две пааличныо 
щ о ск о п и , принадлежащие одной гипорплоскости, имеют«бш ую  
точку, то ови пересекаются по прямой. Введение нового геометпи- 

.ческого образа — гиперплоскости — заставляет ввести с в н п н и у ю  
с вим группу аксиом, аналогично тому, как при переходе от геомет
рии плоскости — планиметрии к геометрии трехмерного простран
ства — стереометрии вводится грунна аксиом (вспомните, каких?) 
выражающих основные свойства плоскостей в пространстве. Эта 
группа состоит из следующих трех аксиом:

1. Какова бы пи была гиперплоскость, существуют точки 
ей принадлежащие, и точки, ей не принадлежащие.

2. Если две различные гиперплоскости имеют общую точку, то 
они пересекаются по плоскости, т. е. существует плоскость, при
надлежащая каждой из шперплоскостеи.

3. Если прямая, но принадлежащая плоскости, имеет с пей об
ую точку, то существует единственная гиперплоскость, содержа

л и  ату прямую и эту плоскость.
Из этих аксиом непосредственно следует, что четыре точки, 

не припадлежащие одной плоскости, определяют гиперплоскость; 
точно так же три прямые, ые принадлежащие одной плоскости, но 
имеющие общую точку, или две различные плоскости, имеющие 
общую прямую, определяют гиперплоскость. Мы пе будем доказы
вать эти утверждения; попытайтесь сделать это самостоятельно.

Для дальнейших рассуждений нам понадобится следующий 
факт, справедливый в четырехмерном пространстве: три различные 
гиперплоскости, имеющие общую точку, имеют общую прямую. В са
мом доле, по аксиоме 2 любые две из трех гиперплоскостей имеют 
общую плоскость. Возьмем две плоскости, по которым пересекается 
какая-то изтрох гиперплоскостей с двумя другими. Эти две плоскос
ти, припадлежащие одной гиперплоскости, имеют общую точку, 
и, значит, пересекаются по прямой или совпадают.

Перейдем теперь к доказательству нашего утверждения. Если 
бы три плоскости, о которых говорится в условии, были располо
жены п четырехмерном пространстве, то утверждение было бы 
очевидным. Действительно, каждый трохгряшшй угол определяет 
гиперплоскость. Две гиперплоскости пересекаются по плоскости. 
Эта плоскость пе принадлежит третьей гиперплоскости (по усло
вию, эти гиперплоскости пересекают одну из данных плоскостей 
ио трем прямым, не проходящим через одну точку), и, следователь
но, пересекается с ними по примой линии. Любые три соответствую 

ш ив грани трехграниых углов лежат в одной гиперплоскости, 
определяемой двумя плоскостями, на которых расположены соот
ветствующие ребра, и поэтому каждая тройка соответствующих 
граней имеет общую точку. Три эти точки принадлежат трем гипер
плоскостям, определяемым трехгранными углами, и, как было 
■ оказано, лежат на одной прямой. Теперь для завершения доказа
тельства достаточно «увидеть» в данном условии задачи проекцию 

нветствующей четырехмерной конфигурации плоскостей и трех- 
гран пых у м о в.
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