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ушбу китоб 1988 йилда «^китувчи» нашриётида нашр этилган «Хисоб- 
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укув юртлари, педагогика олийго\ларининг талабалари ва аспирантлари \ам 
фойдаланишлари мумкин. Шунингдек, ушбу китоб \исоблаш марказлари 
ходимлари, иктиссшчилар, мухзндис-техниклар \амда \исоблаш математи- 
каси билан к,изикувчи барча китобхонларга мулжалланган.
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\ам купгина методларнинг гояларини яхшироц тушунтириш учун мисол 
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•Хисоблаш методлари. 2-кисм» китоби узбек тилида илк тажриба булиб, 
жузъий камчиликлардан хати булмаслиги мумкин. Ш у боисдан китоб кулёз- 

ини эътибор билан уциб чику(б, камчиликларни баргараф этиш ва уни 
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С У З  Б О Ш И

ушбу китоб 1988 йилда «Укитувчи» нашриётпда нашр этилган «Хисоб- 
лаш метоллари. 1-кисм» дарслигининг давомидир. Дарслик муаллифнинг 
Тошкент Давлат университети (\озирги Узбекистан Миллий универси- 
тети)нинг математика, амалий математика ва механика факультетлари- 
да. университет кошидаги олий ук,ув юртлари укитувчиларининг малака 
ошириш факультетида \амда Самарканд Давлат университетининг тат- 
биций математика факультетида узок йиллар давомида укнган маъруза- 
лари асосида ёзилган булиб, университетларда ук,итиладиган «Хисоблаш 
математикасига кириш*, «Хисоблаш метоллари» ва « Э \ М  да амалиёт» 
фанлари учун мулжалланган дастурларнйнг иккинчи кием и га тула мое 
келади.

Мазкур дарелнкда оддий дифференциал тенгламалар учун Коши ма- 
еаласи ва чегаравий масалалар, хусусий \осилали дифференциал тенгла
малар \амла интефал тенгламаларни такрибий ечиш учун яратилган ме- 
тодларнинг тажрнбада синалган, мутахассислар томонидан эътироф этил- 
ганлари Уз аксини топган.

Дарслик университетларнинг «математика», «механика», «статистика», 
«татбиций математика» \амда «ахборот технологиялари» ихтисосликлари- 
нинг бакалавр ва магисгрларига мулжалланган булиб, ундан олий техника 
укув юртлари, педагогика олийго\ларининг талабалари ва аспирантлари \ам 
фойдаланишлари мумкин. Шунингдек, ушбу китоб \исоблаш марказлари 
ходимлари, икгисодчилар, му\андис-техниклар \амла \исоблаш математи- 
каси билан кизикувчи барча китобхонларга мулжалланган.

Ш у пайтгача узбек тилида \исоблаш методларидан дарслик ва укув 
КУлланмалари булмаганлигини эътиборга олиб, дарсликнинг бу цисмида 
\ам купгина методларнинг гояларини яхширок, тушунтириш учун мисол 
ва машцлар келтирдик. Укдвчилар барча методларни тулик, ва мукаммал 
узлаштиришлари учун «Хисоблаш математикасидан мисол ва масалалар 
т^плами»ни нашр этиш м^лжалланмокла.

«Хисоблаш метоллари. 2-кисм» китоби узбек тилида илк тажриба булиб. 
*Узъий камчиликлардан холи булмаслиги мумкин. Шубоисдан китоб кулёз- 
масини эътибор билан укиб чикиб. камчиликларни баргараф зтиш ва уни 
^акомиллаштириш борасида кимматли фикр-муло.\азалар билдирган 
Ф м.ф.д., Узфд ^аци^ий аъзоси Т.Б. Бурисвга. ф.м.ф.н., доцент F IT  Ис- 
“ атУллаевга. ф.м.ф.н. С А Ба\ромовга \амда нашриёт ишларини амалга 

иРган профессор Н.А. Халиловга миннатдорчилик билдираман.
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8-боб
ОДДИЙ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  

Т ЕН ГЛ А М А Л А Р  У Ч У Н  К О Ш И  М АСАЛАСИ НИ  
Е Ч И Ш Д А  Т А Ц РИ БИ Й  М ЕТО Д Л А Р

Илмий ва татбик,ий масалаларда купинча шундай оддий диф
ференциал тенгламалар учрайдики, уларнинг умумий ечими квад- 
ратураларда ифодаланмайди. Ечими ошкор куринишда топилади- 
ган дифференциал тенгламалар синфи ни\оятда тор. Масалан. 
содда куринишга эга булган

тенгламанинг умумий ечимини элементар функциялар оркдли ифо- 
далаб булмайди. Бу ечим мураккаб тарзда каср тартибли Бессел функ- 
циялари ёрдамида ифодаланади. Куп \олларда ечимнинг \атто шун
дай тасвирини \ам билмаймиз. Шунингучун \^м бундай тенглама- 
ларни у ёки бу такрибий метод билан ечишга туфи келади.

Такрибий ечим аналитик куринишда ёки жадвал шаклида изла- 
нишига кура такрибий методлар икки гуру\га ажратилади: аныи- 
тик методлар ва сонли методлар.

Оддий дифференциал тенглама учун Коши масаласи ва чегара- 
вий масала куйилади. Коши масаласи чегаравий масалага нисбатан 
анча енгилдир. Шунинг учун \ам айрим \олларда чегаравий масата 
Коши масаласига келтириб ечилади. Биз бу бобда Коши масаласи- 
ни ечиш учун аналитик методлардан Пикар ва даражати кэторлар 
методини куриб чикдмиз. Бошка анатитик методларни (Чаплигин. 
Ньютон-Кантарович, кичик параметр методларини) (7, 20, 33) 
дан куриш мумкин. Бу бобнинг бошка кисми сонли методларга 
багишланган. Э \М  ларнинг ривожланиши билан аникдик тартиби 
юцори булган сонли методларга эътибор кучайди. Аммо аналитик 
методлар \озир \ам уз мо\иятини сак т̂айди. чунки Коши масала- 
сини куп кааамли айирмали методлар билан ечишда жадвалнинг 
бошидаги кийматларни топиш учун, одатда, анаштик методлар 
ишлатилади. Бу бобдаги такрибий методлар битта тенглама учун 
\ам, тенгламалар системаси учун \ам деярли бир хил кулланилади.
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Я I 6 КОШ И МАСАЛАСИНИ ТАЦРИЬИЙ ЕЧИ Ш И И Н Г 
АНАЛИТИК МЕТОДЛАРИ

8 1.1. Кетма-кет якинлашиш метод и. Ушбу бирннчи тартибли 

дифференциал тенгламанинг

«Ц,) = Ио (1-2)

дастлабки шартни цаноатлантирадиган ечимини топиш, яъни 
Коши масаласини ечишнинггоя жи\атидан энгсоддаси Пикар- 
нинг кетма-кет якинлашиш методидир.

Методнннг мо\ияти куйидагидан и борат: Кошининг ( I . I ) — ( 1.2) 
масаласи ушбу

х
и(х) = и„ + ( 1.3)

>«
интефат тенгламани ечиш билан тенг кучлидир. Аницлик учун х>х0 
деб оламиз (дг£ дг0\ол \ам шунга ухшаш). (1.3) тенгликда и(х) 
номаълум функция урнига ихтиёрий функциями, нолинчи яцинла- 
шишни, масалан, и(х) = иа ни куйиб, интефаллаш натижасида би- 
ринчи якинлашишни \осил киламиз:

X
и,(х) = и0 + jf(r.U u)c/r.

*0
Кейин (1.3) тенгликда номаълум и функция урнига топилган и 
функцияни цуйсак,

X
и: (х ) = и0+ Jf(/ ,U ,)t/r

*о
иккннчи яцинлашиш \осил булади. Бу жараённи давом лтириб. п- 
яцинлашиш учун

X
и„(х) = и0 + ff(/,u„ x)Jt (п= 1,2,...) (1.4)

«О
Форчулага эга буламиз.

Т'Зраз Килайлик,/(х,м) ушбу шартларни каноатлантирсин: 
бУйи °  ~ ^   ̂Х ~ Х° ~ "~ ии со\ада \ар иккала аргументи 
сон™ 1а ^Х1УКсиз функция, бу ерда а ва b — к,андайдир мусбат

"*4*- Бундан



М = шах I f(x, м)|хлгО' '
мавжудлиги келиб чицдди.

2) / ( дг,м) функция /)со\ада и га нисбатан Липшиц шартини 
к^ноатлантирсин, яъни шундай L сони мавжуд булсинки, ихгиёрий 
jc, 0 ^ д г - х 0 < а в а м  нинг иккита ихтиёрий м ва м,|й-и0|</>, 
й-ч | <Ь к^жматлари учун

|/ (х ,м )- /(д г ,и ) |<  £ |й -й | (1.5)

тенгсихтикбажарилсин. У \олда {wnU )} кетма-кетликх0<хйх0 + И, 
бу ерда

* = т т (а ,А )  (1.6)
ораликда текис якинлашиши ва лимит функция

и(дг)= lim м (дг) (1.7)я-** '  '

(1.1)—(1.2) Коши масаласини кдноатлантириши дифференциал тенг
ламалар курсида (мае. |41]) курсатилган.

Якинлашиш хатшиги £,(х) = |м(дг)-1/> (дс)| ни ба\олаш учун (1.3) 
тенгликни (1.4) тенгликдан айирамиз, у \олда

и (х )- и (х )=  j j y  (t ,u )~  f [ t , и ^\dt.
*0

Бу ердан дг0 < х < jc0 + h учун

( * )= И * ) - " .  (*)| ^ р 1
*0

га эга б^ламиз. (1.5) Липшиц шартига кура

| / ( '.« ) - / ( ' ,w „ - i  )| ^ L\u(x)-û  (дг)) = (дг)

\осил булади. Демак,

е„ (дг) < L je„_t (/)<* (w = 1, 2, ...). (1.8)
*0

Бу ерда е0(дг)= h (*)- i/J . Лагранж формуласидан <1юйдаланиб, х0 
£ х < х0 + А учун

£0(дг) = |«(дг)-м(х())| = (дг-дс0)|и '(^)|, (.х0 <4 <х)

тенгликни \осил кдпамиз.



Бундан |и'(*)| = И 5’и^ ))1*А/ бУлганлиги учун

еД ) < М (х-хи)

енгсизлик келиб чикали. Энли (1.8) формуладан фойдаланиб, 
куйндагиларга эга буламиз:

«, (х )£ L )e0(t)dt < LM  {(/- x0)dt = LM (^ Y ,
** *0

e2(x)±L )e { (t)dt }(/- *„): dt = L2M
*0 *0

e,(x)^M LAx^ l  <„ = 0,1,2,...). (1.9)

Охирги формуладан (х0, x0 + h\ кесмада я-> »д а е л ( д г )  нинг 0 га 
текис якинлашиши келиб чицади.

Мисол. Кетма-кет якинлашиш методи билан

«'= I + х - и  (1.10)
дифференциал тенгламанинг

и(0) = I

дастлабки шартини цаноатлантиралиган такрибий ечими топилсин.
Ечищ. Дастлабки яцинлашиш сифатила и„(х) = I ни олсак. у \олда

X
и(х) = 1+ j ( l  + /-u)dt

ИР
бУлганлиги учун куйидагиларга эга буламиз:

Ир +

В,(дг)=| + jffr — — lift »l+ — -  —Л  2 J 2! 3! •

г2 3 «♦!
«„(*)=> + — —. (1.1 I)1 ' 2! 3! ' ' (л+1)!
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Бсшинчи якинлашиш и,(дс) нинг хатолигини бацолаймиз. Ихтиёрий а ва * лар
учун

D={OSxSo. |u-1|<6} 
со\ада (1.10) тенгламанинг Унг томони

/  (jr. и) - 1 + х- и
аникланган ва узлуксиз булиб.

Куриб чиккан мисолимиз ни\оятда содда булиб. барча интег- 
раллар аник чисобланди. Амалиётда учрайдиган масалазарда интег- 
ратларни аник \исоблаб булмайди, уларни такрибий равишда то
пиш керак, бу эса куп ме\нат тазаб килади. Шунинг учун \ам кет
ма-кет якинлашиш методи бошка методларни куллаётганда ёрдамчи 
метод сифатида ишлатилади. Кетма-кет якинлашиш методини

дифференциат тенгламалар системасини ечиш учун \ам кУллаШ 
мумкин.Бунинг учун

\f(x,u)i |l+x-if|s|jr| +|и-1|$о + *= А/.

Агар о=1 ва Ь = 1 деб олсак. у \олда (1.6) тенгликка кура

булади. £>со\ада бизнинг \ол учун Липшиц доимийси

L = ш ах|/.’(ж.и)| = 1.

Энди (1.9) формуладан фойдаланиб. O sx s  - да

ни \осил киламиз. Демак.

с, = шах £ ,(*)=»---------= 4.34 10'5.
5 51 ’ 360 64

( 1. 12)

■(Х0) = Ц, (1.13)

Г

/
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^мгтр-функцияларни киритиб. ( 1.12)—(1.13) вектор-дифференциал
тенгламани ушбу

X
* (х ) = й(дг0)+ |/(дг .u)dx

*о

вектор-интеграл тенглама шаклида ёзиб оламиз. У \олда и 1 (дг) 
(* = 1, 2, ...) кетма-кет якинлашишлар

*<‘,(дг) = и„(х)+ ] f ( t ,u 'l i ) )dt
*0

формула ёрдамида аникланади. Одатда, й""(х) = ы0(х) деб олинади.
8.1.2. Даражали каторлар методи. Айрим \олларда биринчи \амда 

юк,ори тартибли оддий дифференциал тенгламаларни ечиш учун 
ечимни Тейлор ёйилмаси куринишида тасвирлаб. бу ёйилманинг 
маълум микдордаги \адлари сакланади. Даражаш каторлар мето- 
ди бошка методларни куллаш учун ёрдамчи метод булиб, даст- 
лабки кийматнинг унча катта булмаган атрофида кулланилади. 

Ушбу

и1"1 =/(дг,м,и’.м’... и1" " )  (1.14)
я-тартибли оддий дифференциал тенгламанинг

м(*о) = ио- и’( хо) = ио.... « (" " ( хо) = ио~П (1.15)

дастлабки шартларни цаноатлантирадиган ечимини дс0 нинг би- 
рор атрофида топиш талаб цилинсин.

Фараз килайлнк, /(х.и.и1....и.....) функция барча аргументла-
ри буйича (д̂ ,м0,и'а....«i"" )  дастлабки нуктада аналитик булсин,
яъни у шу нуктанинг бирор атрофида даражали каторга ёйилсин:

f(x,u,u'... «/'"'") =

= I  U-x0Г(и-иаТ'..\и'""-иГ")а\
<*о а ,,. .а .

ерда «0, а,, а п манфий булмаган бутун сонлар булиб, 
“о", а, Узгармас коэффициентлар. У \олда Коши-Ковалевская те- 
Ремасига кура (1.14) тенгламанинг (1.15) шартларини каноат- 

дУ^Радиган м(л) ечнми х0 нуктада аналитик функция булади, 
Инг учун \ам уни Тейлор катори ёрдамида ифодалаш мумкин:

9



бу ерда |дг — дг0|<г (1.16) каторнинг дастлабки п та м(х0).
и'(х0)....м'̂ 'Ч-Го) коэффициентлари (1.13) шартлардан топилади.
Энди (1.14) тенгликни мураккаб функциями днфференциаллаш 
коидасига кура х га нисбатан дифференци&глаб,

(»+l) =  bf ^  у  d f  (<+1)
*  &*<*>

ни \осил киламиз (бунда цулайлик учун м*°' = и деб олинди). Бу 
ерда Un) урнига унинг кийматини (1.14) дан келтириб куйиб.
курамизки, м*"*" микдор х.и.и'... и1”'"  ларнинг тула аник,ланган
функциясидир. Уни /(дг.м.м’....и'"-") деб белгилаймиз, у \олда

i/"*u = f\x,u.u'....u^l)). (1.17)

Шунга ухшаш (1.17) тенгликни х га нисбатан дифференциаллаб,

,.(-+2) _ ffj . у  cfi ,.(*ч>

ва i/n) нинг урнига унинг кийматини (1.14) дан келтириб куйсак, 

иы*2) = /,(.т.м.м'... (1.18)

га эга буламиз. Бу жараённи давом эттириб, курамизки, ихтиёрий 
(п + к) тартибли \осила х, и, и', //"''нинг тула аникуганган 
функцияси булади. Кулайлик учун/^ = /  деб олиб, (1.14), (1.17), 
(1.18) тенгликларда х, и, и', «/" "лар урнида дастлабки киймат 
х0, ы0, и\......  ларни цуйиб, куйидагига эга буламиз:

u0," tl=u{" l) (x0) = ft (x0,ul,.u'0... и Г ')-  (1.19)

Энди (1.19) ни (1.16) га куйсак.

W-I
« W = £ ^ ( jr - j^  + £ ^ (* - - 0 ' (1.20)

келиб чикэли.

р! '  р! р*и р-я г



Я и н л а ш и ш  радиуси гни аник^аш масаласи анча мураккабдир 
130 36|) бу масалани биз бу ерда карамаймиз. Агар (1.14) тенг-

дамач'изимибулса, яъни

= Р0(х ) + р,(х )и  + ... + P ^ x W "

jx)// - о, 1.....п) коэффициентлар х га нисбатан бутун функ
ция булса, у \олда г= х деб олиш мумкин. яъни (1.16) даражали 
катор барча х  лар учун яцинлашади.

Мисол. Ушбу

и '- х и ' + и'- - I  = О (1.21)

тенгламанинг
и(0) = 0. i/’(0)=l

дастлабки шартларни каноатлантирадиган ечимининг даражали катордаги ёйил- 
масининг бир неча \алларн топилсин.

К ч и in. (1.21) тенгламани иккинчи \осиласша нисбатан счамиз:

и = хи - и' + I. (1 -22)

Бу тенгликнинг \ар иккала томонини кетма-кет дифферснциаллаймиз:

ит =и'* хи’ -2ии\ 

и”  =2и’ +хи“ -2(и')2-2ии'.
, .........................  (1.23)

и =3и +хи" -Ьии’ -2иит,

и "  =4и" +хи' -Ь(и’ у  -Ни'и"-2ии'\

Энди (1.22) — (1.23) тенгликларда и(0) = 0. i/(0) = 1 циимагларни куйсак,

«*(0)«1, |/*(0)=1.ц/' (0) = 0. и (0)= -I. и" (0)=- 10

келиб чикдди. Бу кийматларни (1.16) га цуйиб. цуйидагини \осил циламиз:

5  * / (* .* )  <1 24)

енгламалар системаси в»!

II



й(Хо) = ит (1-25)
дастлабки шартни каноатлантирувчи ечимни даражали кзтор кури
нишида иэлаймиз. Бунинг учун / ( х,и) нинг /  (/' = 1,2....п) ком-
понентлари (-ХЬ-И ) нуцтада аналитик б^лишинн фараз киламиз. 
У \олда (1.24) тенгламанинг (1.25) шартни крноатлантирадиган ечи- 
ми х буйича аналитик булиб, куйидаги куринишга эга булади:

рт О (1.26)

Бу ерда

« (*„) = Й 0), *'(дг0) = /(дг,Й,0))

булиб, ёйилманинг бошца коэффициентларини топиш учун (1.24) 
тенгликни мураккабфункцияни дифференциаллаш коидасига би- 
ноан кетма-кет дифференциаллаймиз:

“ ' ■ I -и '  • / / , V « ,dx1 вх ей dx дх

У .
дих ди2 ' ди„

Я , «У.
Л», диг "  ди.

Бундан эса

келиб чикдди. Шунга ^хшаш кейинги й,р)(х0) (р = 3,4,...) \осила- 
ларни топиш мумкин. Шундай цилиб, (1.26) формат каторни ту- 
зиш мумкин. Бу крторнинг яцинлашиш масатаси мураккаб булган- 
лиги учун биз кдоамаймиз. Шуни \ам таъкидлаб $тгиш керакки, 
агар (1.24) тенглама чизикди

f - y ( (  * ) « + / ( * )

булиб, А(х) матрица ва /(дг) вектор-функция х га нисбатан бу- 
тун функция булса, у \олда (1.26) катор барча хлар учун як*1Н' 
лашади.
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8.2-§. ТУРТТА ЭН Г СОДДА СОНЛИ МЕТОД

Б з бу ерда эн г содда ва аникшк жи\атидан куполрок булган 
парни куриб чикамих Бу методлар катта аникликни талаб 

МеТ° 1айДиган ечимнинг тацрибий кийматини унча узун булмаган 
о п а л икд а аникдаш учун ишлатилади.

8 2 1 Эйлер методи (синик чи}ик,лар методи). Фараз килайлмк,

и' = f(x ,u ), и(х0) = иа (2.1)

Коши масаласи ечими м(х) нинг мл(х), хп = х0 + nh (п = 1, 2,...) так
рибий кийматини калами h булган бир улчоати мунтазам турда 
аниманиш и ташб килинсин. Куп такрибий методларни яратишда

-V.
) = MW  + j  f(x .u (x ))dx  (2 2)

X
тенгликдан фойдатанилади. Бу тенглик (2.1) тенгламани интег- 
рагташдан келиб чикдаи. Энди (2.2) тенгликдаги интегрални так
рибий равишда чап тутри гуртбурчаклар формуласи билан алмаш- 
тирамиз (7-бобга к ) ва м(*„) нинг такрибий кийматини у^оркаш 
белгилаб, куйндагини \осил киламиз:

У*+1 -У„ + hf (x„> п = °» Ь 2. ... (2.3)

Бу тенгликнинг геометрик маъноси куйидагидан иборат: V/(jt0, 
и(х0)) нуктадан ^увчи и = и(х) интеграл эгри чизикни учлари 
М„(хя, У„) нукгатардан утувчи M0Mt М , ... синик чизик ( Эшер синик; 
чизит) билан алмаштирамиз. Синик чизик бушнининг бурчак 
коэффициенти

Шундай килиб. Эйлер синик чизиги Л/А/я+| бугинининг \ар бир 
Ч , Учидаги й^налиши (2.1) тенглама интеграл чизигининг Л/ нук- 
т̂ Дан Утадиган у’я = f (x e,ym) йуналиши билан устма-уст тушади. Би- 
нобарин, уя ларни топиш учун ушбу формулатарга эга буламиз:

У*х =У, + Ь Уч 

Д У„ = WlX", у,) (п = 0, 1,2, ...).

нинЭгЙ1Ср мет°дининг камчилиги аникликнинг пастлиги ва хато- 
стематик равишда жамланишидадир.
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Эйлер методининг якинлашиш и ва хатолигини ба\олаш масала
сини куриб чицамиз 1211. Фараз 1<^лайлик,/(дг, у) к,аралаётган ора- 
ликда х буйича упуксиз булиб, и буйича Липшиц шартини к,аноат- 
лантирсин:

\f(x,u2)- f(x ,u t)* L \ u 2-ut\ (2.4)

ва бундан ташк,ари,

ZN  (25)dx сх ди

булсин. Энди

Е, = у„  -  ч { х „ )  (2.6)

оркали ^такрибий ечимнинг хатосини белгилаймиз. У \олда (2.2) 
тенгликдан куйидагини \осил киламиз:

А*. J f(x .u (x ))dx. (2.7)

Юкрридаги (2.3) ва (2.7) дан

te* =Ь/(х.’У.)~ \f{x ,u(x))dx  (2.8)

келиб чикдаи. Охирги интегрални булаклаб интефаллаймиз:

|'/(x,«i(jr))<fr = [(x - x „,)/ ] '; '] “ - \(x-x^ )^dx ,
*т *т

бундан эса

|  f(x,u(x))dx-hf{x ',u(x.))=  J  (* - * „, (2.9)
*я **

келиб чикдаи. Энди Двя ни цуйидагича ёзамиз:

ter = ь [/ {х я,уя)- / (х я,и(х,))\+И/{хя,и(хт))-  J f(x,u(x))dx.

кеиин
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Липшиц шартидан фойдалансак.

Д£я*А0£|в.|+А/(^.мЮ )-  J У(дг,и(лг))<*: (|0|  ̂1) (2.10)

ифода \осил булади.
Ю к°Ридап1 (2-5) ва (2.9) дан куйидаги ба\ога эга буламиз:

*/(*„.«(*■))- ]  f ( * A x))dx \ {x~x'.\ )‘jxdx

й \\x-x,^\dx=\Nh\
( 2. 11)

Энди (2.10) ва (2.11) муносабатлардан 

ба\онм \осил киламиз. Маълумки,

шунинг учун \ам

( 2. 12)

яъни биз шундай муносабатга эга булдикки. у |£„| маълум булган- 
Да |еЯФ|| ни ба\олайди. Биз |ея| учун шундай ба\они топишимиз 
мумкинки, у фа^ат маълум микдорлар оркали ифодаланади. 
Хак;икатан \ам,

a = \+Lh, p = ±Nh\eo=0 

Деб олиб, (2.12) тенгсизликни

kr.i|s«k.l+ 0 (и= ол 2,...)
к>Р»нишда ёзишимиз мумкин, бундан эса

\et\< р,\е; \йа\с,\ + р< р(\ + а ),
|£j) Sa|£,|+/J <ар(\ + а)+ р = /3(l+a+a: ),

|«,|$^(1 + а+ а2 + ...+аи ) = ̂ - ^
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муносабатларга эга буламиз. Охирги тенгсизликда а ва р ларнинг 
кийматини цуйсак,

|E. | s g [ (U * t )- - l]

\осил булади. Маълумки, барча / > 0 учун I + / < d тенгсизлик урин- 
лилир. бунлан ташкари. nh = хп- х 0 ни эслаб, методнинг хатоли- 
ги учун натижавий ба\ога эга буламиз:

Бундан курамизки, h -> 0 да ея-> 0 булади. Ш у билан бирга \ар 
бир чекли ораликда И -» 0 да Эйлер методининг якинлашиши 
келиб читали.

Табиий равишда шундай савол тугилади: (2.3) муносабат хисоб
лаш хатолигига нисбатан тургунми ёки йукми, яъни \исоблаш- 
нинг бирор цадамида йул куйилган хато кейинги кадамларда че- 
гараланган буладими ёки кадамнинг ортиши билан ортиб бора- 
дими?

Фараз цилайлик, бирор кадамда, масалан, у0 нинг аникла- 
нишида

8о=\Уо-Уо\ 

хатога йул цуйган булайлик, у \олда

У, =Уо + Ь/(хо.Уо) 
булиб, биринчи к,адамдаш хато

<5. «|Й->'||=|Л->’о+Л[/ (дсо-5;о)-/(^о.>'о)]|^
<S0 + hLS0 =(1 + hL)S0 

тенгсихтик билан аникданади. Шунга ухшаш

S2 =|Л->'2И51+Л̂ 1 =(1 + Л̂ )'50,

8 ^ \ y m-y,\<,(\ + h L )'8 0 <eL̂ \ .

Бундан курамизки, нолинчи каламдаги хато кейинги кадамларл3 
тартиб жи\атдан узгармай колар экан. Бу эса Эйлер м е т о д и н и н г  

хисоблаш хатолигига нисбатан тургунлигини курсатади.
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ЛГ2-*+| / , -и - и --- -——,и(0) = 1 (2.13)и
масаласи ечимининг жалвали Эйлер методи ёрдамида |0.11 ораликда Л = 0.1

к°,"' бтан тузилсин.
Ечиш Тацрибий \исоблаш натижалари 1-жадвалда берилган булиб. таккос- 

жшипнинг охирги уступила ечимнииг аник, киймати келтирилган13Ш У”У " •
1-жадвал

(2.13) дифференциал тенгламани Эйлер метоли билан ингеграллаш

I .ми с о л. Ушб\

п X и
/ (* .« ) =
ш- у - * - **1и

Д|/ = 0,1/(дг,«) и = Vl + дг2

0 0 1 0 0 1
1 0.1 1 0,09 0,009 1.00499
2 0,2 1,009 0.16749 0,016749 1,01980
3 0,3 1,02575 0,255558 0,025558 1,04403
4 0,4 1.05131 0,27709 0,027709 1,07703
5 0,5 1,07902 0,38394 0,038394 1,11804
6 0,6 1,11741 0,43727 0,043727 1,16619
7 0,7 1,16118 0,48084 0,048084 1,22066
8 0,8 1,20916 0,51436 0,051436 1,28062
9 0,9 1,26050 0,53856 0,53856 1,34534
10 1 1,31436 1,41421

8.2.2. Эйлернинг такомиллаштирилган методи. Бу методнингасо-
сий fohch куйидагидан иборат: Аввало, дг , = х„ + h нуцтадаги*♦- 2
У , нинг оралик кийматини 

2

= у '  + {  hf" = у-  + \ hf ( x- '  Уп) (2.14)

Формула ёрдамида \исоблаймиз. Кейин /(х, у) нинг 
УР1-3 нуцтадаги

х л*У л 
\ "+2 "+2.

М и I БИБЛИОТЕКА
сро,, |ов 17 I Bvx. ТИП я ЛП
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цийматини \исоблаб, охирила
У ..,- У .+ ¥ ^  (« = 0,1,2,...) (21б)

деб оламиз. Бу формула билан у(х ) нинг такрибий кийматини 
топиш Эшернинг такоми.иаштирилган методы дейилади. Бу ме- 
тоднинг аник,зиги Эйлер методига нисбатан бирмунча каттадир. 
Агар L, УУ, ва УУ2узгармас сонлар

а-
л 1Л А2 s n 2

(2.17)

тенгсизликлардан аникланса, у \олда 8.2.1 дагидек муло\аза юри- 
тиб, Эйлернинг такомиллаштирилган методи учун куйидаги ба- 
\они чикариш мумкин [21]:

( i+a i+U2/.2 1-1

К 1 ~ к - " ( * . ) | ^ т ( ^ * ц )  J ,5  H L —  (2,8)
Бундан курамизки, \ар бир берилган х учун ея хатолик А -> 0 да А2 
дек нолга интилади.

2-мисол. (2.13) тенглама и(х) ечимининг х,= 0,2 л (я = 1, 2, 3,4, 5) нуцталарлаги 
киймаги (2.14) формула билан топилсин.

Еч и т. Бу ерда h = 0,2,/(х,и) = и------ деб оламиз. Хисоблаш натижалари
2-жадвалда келтирилган.

1-чаш К. (2.17) шарт бажарилганда (2.18) ба*о исботлансин.
2-жадвал

(2.13) тенгламанинг ечимини (2.14)—(2.16) 
формулалар ёрдамида топиш

п X 1**2
и \»♦—2

Д | = Л/ ,
п*2

0 0 1 0 0,1 1 0,018

1 0,2 1,018 0,01928 0,3 1,03728 0,05513

2 0,4 1,07313 0,03649 0,5 1,10962 0,06874

3 0,6 1,14187 0,04763 0,7 1,21061 0,11161

4 0,8 1,25348 0,05833 0,9 1,31181 0,12362

5 1.0 1,37710



« 2 3  Эйлер-Кошининг такомиллаштирилган методи. Методнинг 
рояси куйидагидан иборат: Оддин

уя.х = у„ + Л/.. /.♦. = ) (2.19)

к^пот якинлашиш»ни. ксйин эса изланаётган yix) ечимнинг так
рибий кийматини

( 2.20)л . , - л  + 5 ( / .+ Л )

формула ёрдамида аницдаймиз.
Фараз килайлик. L ва N, микдорлар (2.17) муносабатларни 

цдноатлантирсин ва Л/, Мг М2 узгармас сонлар

й М 2 ( 2. 21)

тенгсизликлардан аниклансин. У \олда (2.18) ба\ога ухшаш (2.20) 
такрибий ечимнинг хатолиги учун куйидаги ба\о уринлидир [21]:

+ « . 22)

3-мнсол. *,= 0,2 п (п-  1,2, 3,4, 5) нукталарда (2.13) тенглама ечимининг 
такрибий кийматлари (2.19)—(2.20) формулалар ёрдамида топилсин.

Хисоблаш натижалари 3-жадвалда келтирилган.
3-жадвал

п и. h , 
2 I h Г ,2 fn + -£+1

0 0 1 0 0.2 1 0,016 0,016
I 0,2 1,016 0,01892 0.4 1,05384 0,03327 0,05219
2 0,4 1.06819 0,03649 0.5 1.10962 0,06874 0.08293
3 0.6 1.15112 0,04909 0.8 1,24930 0,05770 0,10679
4 0,8 1.25791 0,05901 1 1.37593 0,06491 0,12392
5 1 1,38183

Марта ЯИ 113 жадвалларни солиштириб курсак, 2-жадвалда h цадам икки 
®Ул°а Мм топилган тацрибий кийматлар аникроцлир. 

м аСд ;1и*|>да *ам шУни айтиш керакки. цадамнинг икки марта катгалигига кара- 
2-м»"ЖаДВа"1Ла1И натижа I-жадвалдагидан ячшидир.

Лансин 611 <2.21) шартлар бажарилган деб олиниб, (2.22) ба\о исбот-
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8.2.4. Итерацион иииов бернлган Эйлер-кошининг гакомиллащ. 
тирилган метоли. Бу метолнинг мо\ияти шундан иборатки, ушбу

итерацнон метод цулланнлади.
Иккита *̂1 ва кетма-кет якинлашишнинг мос равишда- 

ги унли рацамлари устма-уст тушгунга кадар бу итерацион жара- 
ённи давом эттириш керак. Шундан кейин

деб олиш лозим, бу ерда иккита ю  у!*!'1 нинг устма-уст 
тушган кисми. Борди-ю, уя такрибий цийматга итерацион ишлов 
бераётганда уч-турт итерациядан кейин керакли микдордаги унли 
ракамлар устма-уст тушмаса, у \олда А калам ни кичрайтириш ке
рак. Шуни \ам таъкидлаб утиш керакки, кар бир каламла хатолик 
А3 тартибга эга булади, шунинг учун \ам кисоблашларда итерация 
жараёни кенг кулланилади.

4-мисол. Итерацион ишлов бериш методи билан (2.13) тенглама ечимининг 
х = 0-.1 нуктадаги и(0,1) цийматининг 5 та хонаси устма-уст тушадиган аникдикда 
топилсин.

К ч и in. Бу ерда h = 0,05 деб оламиз, f (\ , и0) = ДО; 1) = 0 булганлиги учун 
_у[0) = у0 = 1 деб. ушбу методдан

га эга буламиз.
Итерацион жараённи тузатамиз:

«купол якинлашиш»ни олиб.

(2.23)

^}1) =1 + 0.025 I -
0.05(0.05-1)+! ]= 1.001188;

>JJ) =1 + 0.025 1.001188-[" 0.05(0,05-1)+!
1.001188 ]= 1.001245;

>[3) = 1.001248; у |4) = 1.001248
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й ммиб, yt = "  (0.05) = 1.001248 га эга булдик. Энди дг, =0,05 ва 
=*Ь001248 деб олсак. у \олда

У * * ’ =°-049935 
-1

булиб (2 23) итераиион жараён куйидагича сзилади:

^  = 1,001248 + 0.025
(V.„ 0.1(0.1-1)+1 

0,049935 +у] " --- V i f -
у\

Бу ерда куйидагиларни ^осил киламиз:

уМ = 1.004806; у[2) = 1.004975; у^’ = 1,004983; = 1.004985,

Бир хонага яхлитлаб олсак, (0,1) = 1,004982 га эга буламиз. Аник киймат эса 

и(0.1)» >/l + (0,l)2 = 1.004975.

8.3-§. РУНГЕ-КУТТА МЕТОДЛАРИ 

8.3Л. Умумий тушунчалар. Куйидаги

и' = /(дг,м), м(дСо) = «о (3.1)

Коши масаласининг аницечимини и(х) орк,али белгилаймиз. Ка- 
ралаётган co\aaa/U, и) етарлича силлик, функция булсин, у \олда

м(дг,)- м(дг0) = £ *1  и“ ’ (-ro) + ° ( f,S*' )•
(3.2)

(лг, =x0+h,h> 0).

Энди и(лг,) нинг такрибий цийматини м, оркали белгилаб, (3.2) 
тенгликда колли к \адни ташласак,

S j
=“ , -«о = £ тт м ‘ ,(хо) (3.3)

* . |

ейилма \осил булади. Бу ёйилмадаги ы'(х0), и’ (х0), ... \осилалар
(3.1) тенгликдан аникланади. Кейинги \исоблашларга кулайлик 
турдирищ учун ушбу операторларни киритамиз:

„  г ,  г



бу ерда/ = / (jc. и) (3.1) тенгламанинг унг томони. Бу операторлар 
учун куйидаги тенгликлар уринлидир:

D (y + z) = Dy + Dz, 
D(yz) = zDy+yDz,

D(D :r) = D 'r + 2D/

(3.5)

M a ui ц. Барча натур;и m > 2 сонлар учун (3.5) тенглик исбот килинсин.

Мураккаб функциями дифференциаллаш кридасини куллаб,
(3.1) тенгламадан ва (3.4) тенгликлардан кстма-кст цуйидагилар- 
ни топамиз:

Бу тенгликларнинг унг томони (х0, и0) нуцтада \исобланган деб 
цараймиз. Шундай цилиб, (3.3) ейилмадаги барча «“ '(*„) \осила- 
ларни назарий жи\атдан \исоблаш мумкин. Аммо (3.6) форму- 
лалар ноцулай ва катта булганлиги сабабли уларми Ди„ни топиш 
учун амалиётда бсвосита куллаш мушкулдир.

Рунгс Дм„ни хисоблаш учун (3.3) нинг урнила ph узгармас ко- 
эффициентлар билан олинган

(3.6)

i r  = D (D f) = D 'f  + llD f ,  (3.7)

"" - ° ( 0^ + |в / )- о (о ’/ )+ о (г )ч г * |о (о / )»

■ D' r  * 2° да( ? )  * f I K  "  Ь ° Л - (3.81

= 1?  + D f  + 7>Df D ( % \< u \ си I V tii I

kfih) = /»/(£, n.) ( i - l , 2 .......r)

функнияларнимг

Ди„ = /»,.*. (*) +/»г А ’ (л)+-+ Р,А  (М 
22
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13ИКЛИ комбинаииясини олишни таклиф этди, бу ерда

& = *о + « Л « , = °-

= м о + А Л  ( ^ ) + ( А )  + — + Д .г  ( А )

я _  узгармас сонлардир. Шундай цилиб.
В З  C » rt Р  у

*,(А) = А/(дг0,и„),
А, (А) = А/(дг0 +а;А, ,ы0 + Д,*,),
А3 (А) = А/(дц, +а,А, м0 + + Д ,Ж ).

kr (h) = hf(x0 +arh, и0 + f)rlk, +...+Д.г_Л и (А)).

(3.10)

Бу ерда а,, Д( лар маълум булса, А ни танлаб, кетма-кет *(А) 
ларни \исоблаш мумкин. pn, х, Р1; параметрлар шундай танлан- 
ганки, ихтиёрий /(х, м) функция ва ихтиёрий А калам учун (3.3) 
ва (3.7) ёйилмаларда А нинг имкони борича юкори даражасигача 
булган \адлар устма-уст тушсин. Бошцача айтганда.

фДА) = и(дг,)-и0- ^ ^ , ( А )

функция
9г (0) -f>; (о) =... = ?Й (0) = о, ф!’*"10' * о

хоссаларга эга булиб, pri, а(, Р0 лар шундай танланиши керакки, 
ихтиёрий А ва/(х, и) учун s мумкин кадар катта булсин. Рунге- 
Кутта методининг хатолиги, яъни u(.v,) - ипбилан (3.9) формула 
ердамида \исобланган унинг такрибий киймати орасидаги фарк 
\ар бир кдаамда

л- ( * ) а — (7+,)! ' ° - S - h <3 п >

(3 9СНГ? И*5' ^У еРда s — Ру нге-Кутта методининг аницлик тартиби.
) куринишидаги формулалар Рунге-Кутта формулалари дейи-

• и. Методнинг асосий гояси Рунге < i895) томонидан таклиф 
(1900?Н б л̂и6, кейинчалик биринчи тартибли тенглама учун Хейн 
Мот > 83 ^^тта (1^01) янада такомиллаштирдилар. Нистрем, Цур- 
Биз На.®ошКалар юцрри тартибли тенгламалар учун кулладилар. 
Ми, 'р *’Ида бу методнинг айрим хусусий \олларинн куриб чика- 

У методнинг умумий \олларини |7.13] дан караш мумкин.
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8.3.2. Ьиринчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу \олда г = 1 булиб, 

tp[(h) = u(x0+h)-u(x0)- p uh/(x0,u0),

4>[(h) = и'(х0 + A )-pnf (x 0,u„ ) 

муносабатлар уринли булади. Бундан А = 0 да

V>;(°) = K'(jr0)- A ./ (W o )
тенгликка эга буламиз. Ихтиёрий/учун фак,атри= 1 б^лгандагина 
<pl (0) = 0 булади. Нн\оят,

< р ,'(0 )  =  м ' ( х о )

булганлиги туфайли, умуман айтганда, нолга айланмайди. Ш ун
дай килиб,

Aw« =hf{x0,u0) (3.12)

такрибий формула \ар бир кдаамда

(х0й$ йх0+А)

хатога эга. (3.12) формула 8.2-§ даги Эйлер формуласи билан уст- 
ма-уст тушди. Эйлер формуласи Рунге-Кутта формуласининг энг 
хусусий \оли б^либ чицди.

8.3.3. Иккинчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу ерда г = 2 булиб,

</>, (А) = и(х0 + А) -м0 ~ [р г,к, (h )+ P22k2 (А )],

<Рг ( ° )  = " ' К  )~ [P :A ’(0) + Pi2k2 ( ° ) ]  = /о-[Рп/о + P llfa ]' <3‘l3)
<p2'(0 ) = u (x 0 )-[/>,|*’ ( ° )  + /»n*2' ( ° ) ]

тенгликлар бажарилади. Шундай кдпиб, <р, (0) = 0 булиб, <р:' ( 0 ) = 0 
булиши учун

Рп+Р а ж1
тенгликнингбажарилиши зарур ва етарлидир. (3.10) тенгликдан кури- 
нибтурибдики, Аг"(0) = 0 ва * '(0 ) ни топиш учун кг(Н) нидаража- 
ли каторга ёйиб, А:олдидаги коэффиииентни топиш керак:

к2 (А) = hf(x„ + x2hи0 + p2thf0) =

= А л *  *( « . 5  ♦ s ) ' +Т  (“ ■ S  *  л  s ) ’ '  ♦••• <3.141
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Бундан куринибтурибдики.

Н |  * '( ° )  = 2( « j |  + f t ./ o | ) i_ o- (3.15)

Энди (3.6) ва (3.15) ни (3.13) га куйиб, курамизки, ip': нолга
айланиши учун

1 = 1р22а 2, 1 = 2p22(J2i

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Курсатнш мумкин- 
kl, умуман айтганда, </>Г(°) нолга тенг эмас- Шундай цилиб. р21, 
р „  «,. Р21 ларни

Р21 + Р :: _ 

Р п а г

РггРг1 = \

(3.16)

2

шартлардан аникдаб олсак, \ар бир кадамдаги хатолик учун

Л2(Л) = ^<р-(4) (3.17)

га эга буламиз. (3.16) дан курамизки, р,2 * 0, а 2 * 0, /?2| * 0, а2 = Р2Г
(3.16) тенгликлар эса 4 та номаълумли 3 та тенгламалар система- 
сидан иборатдир. Шунинг учун \ам у чексиз куп ечимга эга. Барча 
ечимлар учун хатолик (3.17) га тенг. Амалиётда (3.16) система- 
нинг шундай ечимларини танлаш керакки. \исоблаш учун кулай 
формулаларни берсин. Биз шулардан икки вариантини оламиз.

Биринчи вариант. а2 = Р}[ = 1 булсин, у \олда р22 = р21 = \ булиб. 
КУйидаги формулаларга эга буламиз:

*, = А/(х0,м0), к2 = А/(дг0 + Л,и0+ *,).

Иккинчи вариант. а 2 = p2i = i  ва рп= 1, />21= 0 булса,

<4 . 2 *,,*, = hf(x0,u0), k2 = hf[x0 + *,«/„ +

ТаКрибий формула келиб чицади.

*•3.4. Учинчи тартибли Рунге-Кутга методи. Бу \олда г = 3 булиб,

^ ,,(0)-«4y,- [ f t l*1w (0) + M l >*(0)+/»w*iy,(0 )](y  = 1.2,3) (3.18)
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8.3.2. Биринчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу \олда г = I булиб, 
<pl (h) = u(x0+h)-u(x0)-puhf(x0,u0),

(pl(h) = u'(x0 + h)-puf(x 0,u0) 

муносабатлар уринли булади. Бундан А = Ода
<Pi ( ° )  =  “ ’ ( * o ) - P i i / ( W o )

тенгликка эга буламиз. Ихтиёрий /учун фацатрп= 1 булгандагина 
</>,' (0) = 0 булади. Ни\оят,

<р,'(0) = и’ (дСо)
булганлиги туфайли, умуман айтганда, нолга айланмайди. Шун
дай килиб,

Дм0 =А/(*0,и„) (3.12)

такрибий формула *ар бир цадамда

(дг0 <х0 + А)

хатога эга. (3.12) формула 8.2-§ даги Эйлер формуласи билан уст
ма-уст тушди. Эйлер формуласи Рунге-Кутта формуласининг энг
ХУСУСИЙ \ОЛИ булиб ЧИК.ДИ.

8.3.3. Иккинчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу ерда г = 2 булиб,

</>: (*) = и(х0 +h)-ua -[/>,,*, (h)+pnk2 (А)],
<Р'2 (0) = м'(дг„ )-[/>2Л '(°) + рг1к[ (0)] = /0 ~[p2J 0 + рп/0]. (3.13)

Фг ( °)  = м*(-*о )- [ А Л "(0) + ( °) ]
тенгликлар бажарилади. Шундай цилиб. <р2 (0) = 0 булиб, ,̂’ (0) = 0 
булиши учун

2̂1 2̂2 ^
тенгликнингбажарилиши зарур ва етартидир. (3.10) тенгликдан кури- 
нибтурибдики, А’(0) = 0 ва *'(0 ) нитопишучун k2(h) н и  даража
ли каторга ёйиб, А:олдидаги коэффиниентни топиш керак:

*, (А) = A/(*„ + x2hu0 + p:ihf0) =

= А (З.И)
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Бундан куриниб турибдики.

(3.15)

Энди (3.6) ва (3.15) ни (3.13) га куйиб, курамизки, ч>': нолга
айланиши учун

ш а р т л а р н и н г  бажарилиши зарур ва етарлидир. Курсатиш мумкин- 
ки, умуман айтганда, </>Г(0) нолга тенг эмас. Шундай килиб, р21,

шартлардан ани^лаб олсак, \ар бир кадамдаги хатолик учун

га эга буламиз. (3.16) дан курамизки, рг * 0, а2 * 0, р2х * 0, а2 = р2Г
(3.16) тенгликлар эса 4 та номаълумли 3 та тенгламалар система- 
силан иборатдир. Шунинг учун \ам у чексиз куп ечимга эга. Барча 
ечимлар учун хатолик (3.17) га тенг. Амалиётда (3.16) система- 
нинг шундай ечимларини танлаш керакки. \исоблаш учун цулай 
формулаларни берсин. Биз шулардан икки вариантини оламиз.

Биринчи вариант. а2 = рп = I булсин, у \олда ри = Pi\ = \ булиб, 
КУйидаги формулаларга эга буламиз:

\ = 2р22а2,1 = 2рг Р21

Ргг «г ft, лаРни

Pi I + Ргг =
(3.16)

(3.17)

S i(*, +k2), к, =hf(x0,u0), k2 = hf(xn + h,u„ + Ar,).

Иккинчи вариант. a2 = p2l = ~ ва p22= 1, p2 = 0 булса,

Aw„ s k2. k{ = hf (x„,u0). k2 = A/|x0 + * . u„ + j 

ТаКрибий формула келиб читали.

*•3.4. Учинчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу \олда г = 3 булиб.

,(0) = "iy'- [p „* iy,(0) + pJ2*iy)(0)+A»M*i/>(0 )](y  = U2,3) (3.18)
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ни олишимиз мумкин, бу ерда

к, = Л/ (дг0,и0), к, = hflx, + ~ Н,и„ + ]* ,). 

*з = А/ (\ + | Л-М.

*4 =Л/ ( ДСо+Л-Мо + ^ 2 +^з)-

(3.26)

Бу формулалар биринчи марта Рунге (1895) томонидан таклиф 
этилган булиб, уни Кутта (1901) ривожлантирди, Гилл (1951) кбайта 
урганиб чикди. Хисоблаш амалиётида Рунге-Кутта метоллари ора- 
сида туртинчи тартиблиси кенг кулланилади.

У ёки бу Рунге-Кутта методини куллаш натижасида Ди0нинг 
такрибий кийматини ва натижада и, = u(x„ + h ) ни топамиз. Кейин 
дастлабки кийматлар сифатида дг, =x0 + h ва м, =м(дг0+Л)ни олиб, 
яна бир И ёки бошка A, *// кадамга силжитишимиз мумкин. Бу 
жараённи давом этгириб, их!анаётган ечимнинг Кййматларини ке- 
ракли нукталарда топиш мумкин.

1-мисол. |0; 0,4| ораликяа (3.23), (3.24) формулалар ёрдамида И = 0,1 кадам 
билан

и' = 2.ш, м(о) = 1

Коши масаласининг ечими топилсин.
Е ч  и h i Жараённинг бошланишини курсатамиз:

А, =2Аж0и0 =0.1 2 0 1 = 0.

- 2 а ( ж0 + * | | и0 + | * | | = 0.1-2 0,05 = 0,01.

*, = 2 /^х 0 +  * j | u 0 +  | A, ) = 0,1 • 2-0,05 1,005 = 0,01005. 

*4 = 2A(jt0 + * ) (« „ + * ,)  = 0,1 • 2 - 0.1 ■ 1.01005 = 0,020201.

жаси 4-жадвалда келтирилган. Шундай цилиб, и(0,4) = 1,173510. Такко^3111
учун и = е' аник ечимни келтирамиз, бундан

u(0.4) = e ° “  = 1.1735109.



4-ж  ад вал

(3 27) Коши масаласини (3.23), (3.24) формулалар ёрламила ечиш

п X и к = 0,1 • 2хи Ли
--------------------

0 0
0.05
0.05
О.Ю

1
1

1.005
1,01005

0
0,01

0,01005
0.020201

0,00000
0,02000
0,02010

0,020201

-•0.060301 = 0,01005 6

1 0,10
0.15
0,15
0.20

1,010050 
1,020150 
1,025352 
1.040811

0,020201
0.030605
0.030706
0,42039

0,020201
0,061200
0,061521
0,041632

— • 0,1841563 = 0,030760 6
2 0.20

0,25
0,25
0,30

1,040810 
1,061620 
1,067351 
1.094178

0,041632
0,053081
0.053368
0,065651

0.041632
0,106163
0.106735
0.065651

i -0,320181 =0.053363 6
3 0,30

0,35
0,35
0,40

1,094174
1,126999
1,133662
1,173527

0,065650
0,078890
0,079353
0,093882

0,065650
0.157780
0,158707
0.093882

0,476019 = 0,0793366
4 0,40 1,173510

8.3.6. Рунге-Кутта методининг кдламдаги хатодиги. Рунге ирин-
ш,пи- Бибербах [57J Тейлор формуласи буйича ёйилмадан фойд&па- 
ниб, и =/(дг,м) тенглама учун Рунге-Кутта методининг хатолигн- 
ни ба\олаш мак,садида ушбу

| 6 AfV|j, —JCb|* |^5 ~*|

нгснзликни топган эди, 6v ерда Л/ ва N  шундай танланган сон- 
ЛЭрки> 1дг~'*.|<о,|и-«0|<6 со\ада
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муносабатлар бажарилиши керак.
Агар / (jc, и) мураккаб аналитик ифодага эга булса, бу форму, 

лалан фойдаланмш куп кийинчиликлар тутдирали. Шунинг учуц 
\ам амалиётда \ар хил билвосита усуллардан фойдаланилади. Кд- 
дамни кичрайтириш \исобига аникликни ошириш учун |к2 -*3| ^  
|к, -*2| айирмаларни тузиб, буларнинг биринчиси кейингисининг 
бир неча фоизини ташкил этиши талаб килинади. Агар бу шарт 
бажарилмаса, у \олда кадамни кичрайтиришга тугри келади.

Шунинг учун \ам *1_*2 сонни «сезувчанлик улчами* деб каращК2
мумкин [21]. Фараз килайлик, тартиби 5булган Рунге-Кугга мето- 
дини цуллаётган булайлик ва лечим ни кдиираётган нукта булсин. 
Бу ечимни, аввало, А кдаам билан, кейин 2А кдаам билан топамиз. 
Кдаам А булганда х, = х0 + А нукта учун (3.11) формулага кура

муносабатга эга буламиз. Бу ерда хатолик Ah'*1 га тенг. Хатоликни 
х = х0 + 2А нуктада хомаки \исоблаш учун \ар бир кадамда хато
лик А г а  пропорционал деб фараз киламиз, у \олда х нуктада 
хатоликнинг жами 2ЛА5*1 булади, яъни

и(х) = i/2) + Л 2А“ 1 (3.28)

муносабат келиб чикали. Агар биз \исоблашни 2А кадам билан ба- 
жарсак, у \олда х = х0 + 2А нуктада хатолик A(2hY*' булиб,

и(:с) = и"' + /<2,*|А’*' (3.29)
тенгликка эга буламиз.

Энди (3.28) ва (3.29) тенгликлардан хатоликнинг бош \адини 
\осил киламиз:

(3.30)
'  ’ 2*-1

Бутенглик Рунге принципыаейнлали. Уни куйидагича тавсиф!^ 
мумкин: Ани клик тартиби v булган Рунге-Кутта методининг А кддаМ'



даги хатосини toi 
Ипанастган хаю. 
маси модулининг
матнинганицлип

осини топиш учун бу ечимни 2/i калам билан топиш керак. 
даги ха̂ тган хаТОлик ечимнинг h ва 2h кддамдаги кдшматлари айир- 
ц пана^лининг _ i га булинганига тенг. Топилган такрибий к,ий- 
4 3 0 ,1  и н г  анимишни орттирнш мацсалила топилган такрибий к,ий- 
МЭТга хататик бош \адининг микдорини кушиш керак:

(3.31)

Агар (3.30) ифоданинг абсолют кий мат и берилган аник^икдан 
кичик булмаса, у \олда И кадамни икки марта кичик цилиб олиш 
керак.

М а ш * .  1-мисолдаги калам бу бандла ангинам шартларни каноатлантири- 
ши курсатилсин.

8.3.7. Кутта-Мерсон методи. Рунге принципига асосланиб И 
кадамни узгартириш усули куп ме\нат талаб килади. Мерсон 1958 
йилда Рунге-Кугта методини узгартириб. бошкача куринишда так- 
лиф этди. Бу метод аникликка эришиш учун h кадамни автоматик 
равишла ва зудлик билан танлаш усулини беради. Бу формула куйи- 
дагидан иборат:

бу ерда
A"o = |(*i +4*« + *,) + 0(Л’ ),

*i = у ¥ К .“о). 

к2 =\hf ( X1> + \h' «0+*|).

(3.32)

(3.33)

ж^бу Методнинг устунлиги шунлан иборатки, Иг устунлиги шундан иборатки, И нинг юкори дара- 
га олган каторнинг хдпларини ташлаб юбориш \исо- 
ан е хатолик

5e=*|-|*j+4*4-2*5

H e S : ” ИЛан аниМанали. Шу билан бирга И кал 
Ч^иидагидан иборат: агар (3.34) ифоланин
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ган е хатоликка нисбатан 5 мартадан куп булса. у \олда кдламни 
икки марта кичик цилиболиб, \исоблашни к,айтадан бажариш ке- 
рак; агар унг томон берилган саникдикдан марта кичик булса 
у \олда И кдламни икки марта ошириб, \исоблашни такрорлащ 
керак. Мерсоннинг тасдигига кура, бу метод доимий И к,адам би- 
лан олинган стандарт Рунге-Кутта методига нисбатан \исоблащ. 
ларни 20% га циск^ртиради.

Маш к- 1-мисол Мсрсон методи билан ечилсин.

8.3.8. Оддий дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун 
Рунге-Кутта методлари. Нормал куринишда ёзилган биринчи тар- 
тибли оддий дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун 
\ам юкорида келтирганимиздек иш тутиб, параметрларни аник;- 
лаш учун алгебраик тенгламалар системасини чикариш мумкин 
[7]. Лекин бу ерда \осил буладиган ифодалар мураккаб ва алгеб
раик системадаги тенгламаларнинг сони \ам куп булади. Шунга 
ухшаш

w,',, = f[x ,u ,u ....и1" " )  (3.35)

w-тартибли оддий дифференциал тенгламалар учун \ам Рунге-Куг- 
та методлари ишлаб чицилган [7].

Маълумки, алмаштиришлар бажариб, (3.35) тенгламани диффе
ренциал тенглама-тарсистемасининг нормал шаклига келтириш мум
кин. Виз юцорида к(к = 1, 2, 3,4) тартибли Рунге-Кутта методи
нинг формулаларини чикэрган эдик. Бу формулаларни бем&юл тенг
ламалар системаси учун *ам куллаш мумкин.

Фараз килайлик, ушбу

u' = f t(x,u,z), z' = f 2(x,u,z)

тенгламалар системасининг

и(дг0) = и0, г(х0) = г0

дастлабки шартларни к,аноатлантирадиган ечимини топиш тала® 
килинсин. Мисол учун биз бу ерда (3.23), (3.24) формулаларн11 
куллаймиз. Битта тенглама булган \олга ухшаб параллел равиШ 3̂ 
Ди0. сонларни аникдаймиз:

Дм„ = т(*| + 2 + 2ку + к, ),

Дг0=1(/1+2/2+2/3+/4),6'
32
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буерда
1̂  = Л/i (*0' M0,Zo)’ 1̂ = hfl{xO'uo'zo)'

к: = А/ (*0 + * , « 0  + у  . ‘ 0  + 1 ) . 12 = Л/; (дг0 + * ,«/„ + |  ,Го + \ ).

*, = A/i (*0 + у мо + у . -« + у ) .  А = А/, (дгп + * ,и0 + *! ,z0 + ), 

kt = h f(x0 + h,u0+ k„z0+ly), /4 =A/j(j^ + A,m0+ *„z0 + /,).

Натижада
И, =М0 +Ли0, 2 , = r0 +Az0

га эга буламиз.

3-мисол Рунге-Кутта методи билан мршилик курсатувчи му\итла маятник- 
нинг тебраниш тенгламаси

d~(P d<P
3 +0-l^r + 5sin’> = 0 <3 37>л2 dl

нинг <р(0) = 0,2. <р(0) = 0.1! <P = -J~ j
ластлабки шартларни каноатлантиралиган ечими топилсин. 

d(p
Ечиш Ушбу —  = V  алмаштиришни бажариб. (3.37) тенгламани

M̂=-<5sin«n-0.lv/). ?K0)-0A И °НМ J <3'38)

тенгламалар системаси шаклила ёзиб оламиз. Хисоблашларни (3.36) формула 
ердамида бажарамиз. Бу ерда \ам кддамни А = М = О, I деб оламиз. Бизнинг \олда 
, I, куй и лаги формулалар ёрдамида аниманади:

/| = -0.1 ( S sin ф„ + 0.1ц/0 ) .

*2 ж0-|(*'о + !)./2 ж-°-|[51“ («,0 + у ) + 0-'(п +|)] .
*з • 0,1 (*, # +1 ). 7j « ч), | ̂  5 iin J + ̂  J + о, | („„ + '? ) J ,

*4 = -О, I ĵ 5sin + y j  + 0, l(y/0 +/3 )j.

у

ч>(0 I» _ ,аШ Нати*алари 5-жадвалда келгирилган. Жадваллан к?рамизки.
0,204939; ф(0,2 )- 0,198059
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8.3.9. Вир кдшмли методларнинг яцинлашиши. Бу банлда ( I I )  Коши 
увсаласини сонли ечишда ишлатиладиган турли метоллариинг шун
дай гурУ\ини куриб чицамизки, бунда м(ху) (х0 < xt < х„ < х0 + х) 
цийматларнинг yt яцинлашишлари кетма-кет \осил булсин. Фараз 
црлайлик, т  белгнланган булиб, сонли интефатлаш жараёнида барча 
j>m учун у' нинг цийматлари кандайдир функиионалнинг цийма- 
тцдек ани^тансин:

У,., = F( f 'Xj... *j.l-т’У;....Уц1-т\ (3-39)

Сонли интефаллашнинг бунлай усулн т  цадамли метод дейилади. 
Юкорида куриб чикилган методларнинг барчаси ушбу умумий ху- 
сусиятга эга: такрибий ечимнинг кейинги нукгадаги к,иймати ечим
нинг факат олдинги нуктадаги цийматига боглик равишда аник* 
ланган эди, демак, бу усулларга мос келадиган \исоблаш форму- 
латарини (3.39) куринишда ёзадиган булсак, т  = 1 булган \олга 
туфи келади. Бундай методлар бир цадаши метод.шр дейилади.

Шу пайтгача биз бир кала мл и методларнинг факат бир кддамда- 
ги хатолигини текширган эдик. Энди бир кдаамли методларнинг 
умумий хатолигини ба\олашни ва унинг якинлашишини куриб чи- 
Камиз. Бир кддамли метод учун (3.39) формула куйидаги куриниш- 
га эга:

“у  I = F (f;x J ,hj ,uJ ),hJ =х/+|-х;. (3.40)

Реал \исоблашлар натижасида топилган yJH  якинлашишлар (3.40) 
муиосабат билан эмас, балки

yj*\ = F ( f ’XJ ,hJ ,yJ )+SJ.l (3.41)

муносабат билан богланганднр. Бундаги <5̂, кушимча \ад куйида
ги сабабларга кура \осил булади:

а) хисоблаш жараёнидаги яхлитлашлар;
б)/U , и) нинг кийматиии топишдаги хатоликлар; бу хато- 

Дикларнинг манбаи шундаки, каралаётган fix, и) функция реал 
Дифференциал тенгламанинг кандайднр якинлашишилан ибо- 
Рат, бундан ташкари, купинча Дх, и) ни ЭХМ  да \исоблаш 
ЖаРаёнида бу функция Э \М  да элементар функциялар билан 
яКинлаштирилади;

в> айрим \олларда у нинг киймати (3.39) тенгламага тенг куч-
* булган, аммо уу+1 га нисбатан ошкор куринишда берилмаган 
Нгламадан топилади, бундай \олда <5 + | шундай ташкил этувчига 

Га Владики, у ошкор булмаган тенгламанинг такрибий ечимидан 
келиб чикдди.
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Биз курдикки. <5,., куп омилларга бомик, шунга карамасдан 
уни к,адамдаги яхштшш хатолиги дейилади.

Шунга ухшаш дастлабки маълумотларни аниклашдаги хатолик 
ва яхлитлаш \исобидан бошлангич шарт м0 ихтанаётган ечимнинг 
и(х0) кийматидан фарк кидали.

Фараз кдлайлик, и(х) дифференциал тенгламанинг изланаётган 
ечими. и(дг) (/= 0, 1,2,...) лар эса ujix) = у,шартларни кэноатлан- 
тирадиган ечимлари булсин. Энди ея = и„(х„)-и(хя) хатоликни ку- 
йидаги куринишда ёзиболамиз:

= i [ " j  (- О - «у (х. )] + [мо (*.)-•»(*. )]• (3 42>

Кейинги муло\азалар учун ушбулеммани келтирамиз:
Лемма. Фараз килайлик, м,(х) ва и2(х) функциялар и' = f(x,u) 

дифференциат тенгламанинг ечимлари булиб, Дх, и) ва унинг \оси- 
ласи f(x , и) узлуксиз булсин. У \олда ушбу

“ 1 (*)- ". (*) = (»; (о )"", (« ))« р | J/. (» ." (* ))*  j (3.43)

тенглик уринли булади, бу ерда

й(дг) = и,(дс)+0(дг)(и: (дг)-м,(дг)), 0 <в(х) < 1.

Исботи. Ушбу

«; = /(х,и2), u[ = f{x,ux)

тенгликларнинг биридан иккинчисини айириб, \осил булган fix, и:) - 
Дх, м,) айирмага Лафанж теоремасини куллаймиз:

/  ( X. и.,) - /  (дг. и, ) = /„ ( х. й) (и2 - и, ).

бунда м(х)= и,(х) + 0(дг)(м, (дг)-м,(х)). Натижада ы2-ы, га нисба-
тан куйидаги чизицди дифференциал тенгламага эга буламиз:

= /.(*-")(«.’ - “/)■

Буни интефаплаб, (3.43) тенгликни \осил килам из.
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Энди
a = xr  b = x„, и, (.г) = (Г>). и} (ж) = и, (дг) 

булсин. У холла (3.43) тенгликка кура

и , w -ь ( * ') " “>-■ ̂ й ехр{ i f - и *  <з44>

й, (* ) = и>-I (* ) + в {“ , (* ) "  «у . (*))
\осил булади.

Шунга ухшаш

(3.45)

Юкррилаги (3.42), (3.44) ва (3.45) тенгликлардан куйидагиларга 
эга буламиз:

}/(*•*<• (X))A J ' <3-46>

бунда пj = Uj (дгj ) - Uj_t (x j), j  = 1,2.....
Биз (3.41) тенгликдан ушбуни \осил киламиз:

Ъ  = UJ  i x J ) "  u/-i ( x j  )  = У , -  им  ( x j  )  = г/ + > <3 -4 7 >
бунда

ri = F h H ,yh X (ху).
Аввало, г нинг маъносини тушуниб олайлик, F [f ,x h l, Ау.,,уу.,) 
(3.40) формула ёрдамида \исобланган сон. и ,(дг) эса дифференци
ал тенгламанинг и ,(х ,) = yf t шартни каноатлантирадиган аник ечи
мининг хнуктадаги киймати. Демак, г каралаётган методнинг бир 
•ЯДамдаги хатолиги булиб, бунда \исобпаш (х ,, у. ,) нуктадан бош- 
лЗДиб, яхлитламасдан олибборилади, калам эса А , = х — х , булади. 
, микдор методнинг цадамдаги хатолиги дейилади. 
т кРЭЗ к>илайлик, кулланилаётган методнинг якинлашиш 

Р иби s булсин, у \олда каралаётган интеграллаш оралиги
х) s х„ s х0 + X  га мос келадиган барча j  лар учун

<> са;:‘ (3.48)
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тенгсизлик уринли булади.
Куйилаги белгилашларни киритамиз:

L= sup |/.|<оо, 

h = max h, ,, 8 = max 5, .
ISySJV j  i

Бу белгилашларни \исобга олиб, x0 < xt < xn < x0 + X булган- 
лиги учун ушбу ба\ога эга буламиз:

expi {x))dx < exp ( i  (дг„ - xt )} < exp {lA1}.

By тенгсизликдан фойдаланиб, (3.46) дан куйидаги ба\они топа- 
миз:

£„| - exp(LA') Z (b |+ K |)+ K |
V/-i

(3.49)

Энди биз (3.48) ни куполлаштириб, |гу| учун ушбу ба\ога эга була
миз:

\rj\zch‘ (Xj (3.50)

By ба\они (3.49) га цуйсак, натижада

|£»| - exp(LA') К -*/-'М5/1)+М
У/-'

< ехр( LV )(с7/’ (х„ - х0) + пб + |е0|) S

< exp(LX )(с( X  - х„)h‘ + N8 + |е01). ( h < .V)
(3.51)

хосил булади. Bv ба\о шуни курсатадики, И -» 0 да max le.l -* О
Xq* Х„* Xq + X 1

учун, яъни (3.40) бир кддамли метод якинлашувчи булиши учун 
бир вацтда N8 -» 0 ва |е0| -> 0 муносабатлар уринли булиши ке- 
рак. Шундай цилиб, интеграллаш калами етарлича кичик булганда 
\амда хисоблаш хатолиги ва бошлангич шартнинг хатолиги (йуко* 
тилмае хато) кичик булганда, бир кадамли методлар билан (ху- 
сусий \олда Рунге-Кутта методи билан) \осил цилиналиган ечим 
аниксчимга яцин булади.

зк



Агар А калам доимий, яъни Л = Х^-  булса, у \олда (3.51) ни 
кл.йидагича ёзиб олиш мумкин:

K l ̂  exp (LA ')(c (A '- )А* + Х~ х° S + |св|). (3.52)

Бу ба.\одан курамизки. агар А -» 0 да ушбу

с0 —► 0, ~ -» 0 (3.53)h

муносабатлар уринли булса, у \олда |jc0, А] чекли ораликнинг их- 
тиёрий нуктасида бир кдиамли метод билан топилган такрибий
ечим аникечимга якинлашади. ___

Хусусий \олда, агар е0 = 0, = ()(/ = 1, /V) булса, у \олда (3.52) 
ба\о

|*»| ^ c (-^-jro )exp (A I)A ’

куринишга эга булади, бу методнинг хатолигидир.
Реал хисоблаш жараёнида (хп. А"! ораликнинг ихтиёрий нуктаси

да берилган s-тартибли аникликдаги бир каламли метод билан то
пилган такрибий ечим дастлабки Коши масаласининг ечимига А* 
тепик билан яцинлашиши учун (3.52) формулага кура

£в «0(А1*|),5  = 0(А**1)

шартларбажарилиши етарлидир. Бу шартларнингбажарилиши наза- 
рий жи\атдан мумкин булса \ам. реал \исоблашларда буларни таъ- 
минлаш кипим. Одатда, ЭХМ  Да А ни узгартирганда е(| ва 6, (/ = 1, /V) 
хатоликлар абсолют киймати билан куйидан чегараланган. ЭХМ  нинг 
хоналилиги сак^анса, кадамни кичрайтирганда \ам ец йукртилмас 
хато умуман узгармайди.

Такрибий ечим хатолигини яхлитлаш \исобилан келиб чиккан 
Кисми — \нсоблаш хатолиги эса (3.52) ба\ода 8/А купаювчи кат- 
Нац1ганлиги учун А -> О да А 1 тепик билан усиб боради. Юкрри- 
Да кУРганимиздек. методнинг хатолиги А' тезликда камаяли. Шу- 
нинг учун \ам А нинг микдорига боглик, раипшда такрибий ечим 
•̂1иЦ хатолигининг бош кисмини, одатда, ё метод хатолиги (А 

иг нисбатан катта кийматларида). еки \исоблаш хатолиги (А ниш 
*УДа кичик цийматларида) ташкил пали. Агар дастлабки шарт купол 

ищда берилган булса, у \олда йукотилмас хатолик \ам бош ка 
°ликларга нисбатан уступ булиши мумкин. Аммо кадамни жуда
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Шундай килиб, Адамс методлари

Уп =У„-| +h'£bmJ*-l (4.3)

курннишга эга. Агар Ьт0 = 0 булса, Адамс методлари экстраполяци- 
он булиб, * 0 булганда эса интерполяциондир.

Кейинчалик (4.2) айирмали методларни урганишда аш ва 
коэффициентлар танланишининг аппроксимациянинг хатолигига 
ва тургунлик \амда якинлашиш масаласига таъсирини куриб чи- 
цамиз.

8.4.2. Куп кадамли методлардаги анпроксичациянинг хатолиги. Диф- 
ференциал тенглама ечимини аппроксимацияшшдаги хаташк ёки (4.2) 
айирмали схеманинг богланишашиги деб

микдорга айтилади.
Т а ъ р и ф. Агар И -> 0 да

муносабат уринли булса. m-кддамли схема [х0,х0 + X ] ораликда диф
ференциал маса.шни ечимда аппроксимация цилади дейилади.

Виз \озир ат ва Ьт  коэффициентларга боглик равишда И -* О 
да аппроксимация тартибини аникпаймиз.

Фараз килайлик. каралаётган функциялар керакли силликдикка 
эга булсин. Энди f  {хп ^u(xn i )) = м'(хя.() ва х„ , = хп -ih эканли- 
гини эслаб, х = хп нуктада Тейлор формуласига кура

тенгликларга эга буламиз. Бу ифодаларнн (4.4) га куйиб, куйида 
гини \осил киламиз:

(4.4)

+ 0(fc"). / = 1,2,.’..,/и
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./“ '(x J  + O ^

1*0 кш |  '  *

i-l

+ Z * H ) b'

4-1
бу ерда

Л =1- £ а-'’ А‘ = £ ( '“ -■ ~лл- )(-')* '.*  = 1.2... />.

Кулайлик учун куйидаги леммада

< , =1- <  = - « „,/  = 1,2.... т (4.5)

деб оламиз.
Лемма. Фараз килайлик, и(х) ихтнсрнй силлик, функция булсин.

)jm^  «;,«(,-/*) = ) 
h

« (*-»*)) = /(*• •»(■»))
(4.6)

муносабатлар уринли булиши, яъни (4.2) айирмаш схема (4.1) 
тенгламани аппроксимация кдлиши учун

Д| _ \  - Aw0 + />„, +... + hmm 1

^игликларнинг бажарилиши зарур mi етарлидир. 
И с б о т и . Тейлор формуласига кура

(4.7)

и (х - ih ) = и (х) - ihii' (х)+0 (И: ) ,
/(х-/Л, и(х-/А)) = /(х, м(х))+0(Л).

иФодаларни (4.6) нинг чап томонига цуйиб, цуйидагиларга эга 
°Уламиз:
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lim*-.0 Vi-0

lim*-»0

(fm  \

V\ 1-0 у
/(.г,м(дг)) + 0(Л) 

Бу муносабатлар уринли булиши учун

= /(х,м(дг)).

Х а « < =  ° - - 2 > : = * •  £ * - . = 1

ёки (4.5) га кура

I - £ а« = °- = *’ = 1 (4.8)
1-0

тенгликларнинг уринли булиши зарур ва етарлидир. Энди

т т  ш

1-0 1-0

тенгликларни \исобга олсак, (4.7) тенглик, демак, лемманинг 
исботи келиб ч и кдди.

Агар
Л  = л, =/4=0

Р
(4.9)

б^лса, у \олда
г . ,  = 0 (И

булади ва (4.2) схема р-тартибли аппроксимацияга эга дейилади.
Осонлик билан куриш мумкинки, агар и(х) функция />-дара- 

жали куп\ад булса, у \олда (4.9) шартлар бажарилади ва гя_, & О 
булади. Демак, бу \олда (4.2) айирмали схема барча р-даражали 
куп\ад учун аник, тенгликка айланади. Умид к,илиш мумкинки. 
и(х) нинг ечими ^-даражали куп\адлар билан яхши якинлашади- 
ган (4.1) дифференциал тенгламалар учун г етарлича кичик була- 
ди.

Шуни таъкидлаш керакки, (4.9) шартлар ат , Ьт  (/ = 0,1, ... , т) 
ларга нисбатан ушбу

£ а~<=1' IL '*  ' ( iam -kbmi) = 0. к = \,2, .,р  (4.Ю)
1 -0
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+ 2 та номаълумли чизицпи алгебраик тенгламалар системасини 
^ "кил  этади. Энди (4.8) ни эътиборга олиб, (4.10) ни бошцача 
"з и ш и м и з  мумкин. Натижада ушбу 2т та номаълумли р та тенг
ламалар системасига эга буламиз:

Х '* 'Ч 'в« - * Ы  = ° ’ * = 2’3....Р' (4.11)
..I

b коэффициент эса

К  ь ^ х - ± ь т

формула ёрдамида топилади. (4.10) система ортит билан аникдан- 
ган булмаслиги учун р< 2т деб талаб киламиз. Бу талаб шуни бил- 
дирадики. m-кддамли айирмали методлар аппроксимациясининг тар
тиби 2/и дан ошмайди.

Шундай килиб. аппроксимациянинг эришиши мумкин булган 
энг юкори тартиби ошкормас \ол го-кадамли методлар учун 2т 
булиб, ошкор (Ь^ = 0) \ол учун 2m-1 дир.

Адамс методларида ат1 = 1, ат2 =...= атт = 0 булганлиги сабабли
/кгаргибзи аппроксимация учун (4.И) шартлар куйидаги куринишга 
эга булади:

2-,1Л‘* = * Ь , * = 1’ 2....= 1~ 2 Х -  (4.12)/«I

Бу системанинг детерминанти Вандермонд детерминанти булиб, / 
Чар хил киймат кабул килади, шунинг учун \ам бу система ихтиё
рий т  учун ягона ечимга эга.

Бундан кУрамизки, Адамснинг m-кадамли методида аппрокси
мациянинг энг юкори тартиби ошкормас \ол учун т  + 1 булиб, 
°шкор (Ь^ = 0) \ол учун т  дир.

8.4.3. Адамснинг экстраполяцион методлари. Юкорида айтгани- 
МизДек, Адамснинг m-кадамли ошкор

т
У. (4.13)

■̂ етоди учун аппроксимациясининг энг юкори тартиби р = т. Но- 
_ лум коэффициентларни топиш учун (4.12) система бу \олда 
УшбУ куринишга эга:
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\ар бир муайян т  учун (4.12) системани ечиб, Ьт1, Ьт1, ... , /, 
ларни топамиз. Агар т  = 1 булса, у \олда Адамс методи ушбу”' ]

У. ~У- «+А/„ .
Эйлер методига айланади.

Адамс маш^ур инглиз артиллеристи Бошфорт илтимосига куц 
Уз методларини 1855 й. яратган эди. Бу методлар кейинчалик уну. 
тилган булиб, асримизнинг бошида норвегиялик математик Штёр. 
мер томонидан кайта очилди.

Осонлик билан топиш мумкинки, т  = 2, 3, 4, 5 булганда мос 
равишда аппроксимация тартиби т  га тенг булган куйидаги ме
тодларга эга буламиз:

У» = У'-\ + ̂ (3Л-. - ), т  = 2;

Уя =^-, + 1-2(23/яЧ-16Л_2+5/я.з), т  = 3;

Л  - -V. +^(55/я., -59/_2 +37/,.,-9/,.„), т  = 4;и
2 А 
h

72
-1274/„4+251Л_,),т = 5.
Л  = Л_, + 4 ( l901/-i - 2774/.-2 +2616Л-з "

Амалиётда Адамс методлари т  = 1,2,..., 10 лар учун ишлатилади.

Маш ц. Адамс методлари т  = 6, 7, 8. 9, 10 лар учун чицарилсин.

Адамс методларини куришда бошцача ёндашиш \ам мумкин. 
Фараз кдлайлик,

V  V  v <4|5)\ 0, у  | ,  . . .  , . 1^ ,

такрибий кийматлар \исобланган булиб, п > к + 1 булсин. Кейин
ги уп ни \исоблаш учун алгебраик интерполяциялашдан фойдалз- 
намиз. Бунингучун м'(х) нинг ушбу

X X  Y V Y (4.1 'ля-** •••* ля-|»Ад» v

к + q + 1 та нукталардаги к,ийматларидан фойдаланиб, (к +q)™V\ 
тибли Лагранж интерполяцион куп\адини курамиз (5.4-§):

« .л

46



буняа
11 И*-*.-. )■■■(* J

P б и р хил узок^икда жойлашганлиги х -х =/; учун 
Тугун- ]. ,/;алмашТиришни бажарамиз. У \олда 
х = »-1

дг-дгя_,_у = М ' + А  »**,♦! =

бунда

-г< <■■■ ^ ( ^ у ) - Н Г ^ ( * - > Ю  + 9)!-

Бу \олда (4.17) купхад цуйидаги куринишга эга булади:

*»+Д *„-Л 'л)= S  jiv j)(j+~q)lk-~j)\u (*-■ И-18)

Бу куп\аддан фойдаланиб, куйидаги тенгликни ёзамиз:

мЧ*) = ̂ (* .- . + 'А) + г*-Лдг--> + ,/')’ <4 19>

бунда +/А) интерполяциянинг крлднк \ади. АгарДх, и)
царалаётган со\ада (к + q + 1) тартибли узлуксиз хусусий \осила- 
ларга эга булса, у \олда к,олдик, \адни куйидагича ёзиш мумкин:

(4.20)

Бу ифодани биз [хд1, хп\ ораликда ишлатамиз. Шунинг учун, агар 
Я^ 1 булса. дг„_,̂  <г)й Х"_ич ва агар q = 0 булса, хп , к <ч < х„ деб 
КЭРаймиз.
Ушбу

+ J  u'(x)dx = i/(.v„_,) + /; t+th)clt

u (x*-i+th) ни (4.19) формуланинг унг томони билан 
P®™paMH3, у холда куйидагига эга буламиз:
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«/(*,) = и(Х'_,)+ И (дгя_, + >А)<Л + Л Jr^  (дгя_, + /Л) =

=«(*„-.)+л £  А1 М х~к/)+ •

о о
к (4.21

бунда

О

(4.22)

Бу ерда <y*.,.,(f) Уз ишорасини саклайди ва ulk***2)(х,., + /А) уз- 
луксиз булганлиги учун колдик \адни куйидагича ёзиб олишнмиз 
мумкин:

бунда хя.и<, агар q £ 1 булса ва < $<, хп, агар q = О
булса. Хосил килинган (4.21) формуладан \ар хил айирмали схема 
ва улар учун колдик каднинг ифодасини курсатиш мумкин. Бу ме
тодлар q £ 1 булганда интерполяцион дейилади, <7 = 0 \олга мос 
келадиган метод жстраполяцион дейилади. Бундай аталишларнинг 
сабаби куйидагидан иборат: Lm.t (дг) интерполяцион кущадни куриш- 
да катнашадиган, (4.10) тугунларни уз ичига олган энг кичик ора- 
лик k - i- j. *,,-1.«]дир. Агар q = 0 булса, каралаётган х„] ора- 
лик оралицдан ташкарида ётади; шунинг учун \ам

дг„] ораликда экстраполяция килинади; агар q > I булса, 
оралик *„] ораликни уз ичига олади ва бу ерда 

асл маънода интерполяция килинади.
Аввало, экстраполяция методини куриб чикамиз. q = 0 булган 

*ол учун (4.21) формулани куйидагича ёзиб оламиз:

(4.23)

к

= и(х„_,) + h^b{°]_y(x ,_j) + Rl0)k = (4.24)
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„* ,«  = * + 1 ва Л = булиб, <7 = 0 булганда у (4.22) фор- бундат
м у л а д а н а н и м а н а д и :

1 ! l\i-' V Ф+1)- (,+w_l) ..
h- y- ( ') J(»+y-lX7-lИ"-»! ’ (4-25)

7=  1, 2........т .

Колдик, \ал л , .  = л1°1-1 эса q = 0 булганда (4.23) дан куйидагича 
дообланаои:

К .. \l {t+ i)A , + m- ')dt (4.26)
О

Бу белгилашларда (4.24) куйидаги куринишга эга:
т

и(х„) = м( V . ) + * ./ (  V , ) + (4.27)
>-1

Бу формула \исоблаш учун ярок,сиздир, чунки унда номаълум 
Rnm к,олдик \ад, изланаётган ечим \осиласининг ушбу «.ийматла- 
ри"

и 'К - . ) ,  « ' К — . ) .... " '(- V i)  <4-28)

ва «(дг,.,) катнашали. Агар ечимнинг

...." ( V i )
ани  ̂̂ ийматлари маълум булса, у \олда (4.1) тенгламага кура (4.28) 
микдорларнинг аник, кийматини топишимиз мумкин эди:

u’(x- j) = f ( x- j A V> ))•■/ = 12... т
Аммо бизга изланаётган

. ........... У,-1 ( п> т)

ечимнинг фа^ат такрибий кийматлари маълум ва булар орк&пи 
IV / ) \осиланинг y'„_j такрибий кийматини топиш мумкин:

y ij  = = U2,....т. (4.29)

Энди (4.27) формуладаги \осилаларни (4.29) такрибий циймат- 
Ри билан, и(хя ,) ни эса унинг такрибий циймати уп Х билан ал-
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маштирамиз ва Л^колдик \адни ташлаймиз, натижада куйидаги 
та!фибий тенгликка эга буламиз:

т

“ Ю  = Л-1 + (4.30)
i~ |

Бу тенгликнинг унг томонини уп деб оламиз, у \олда

Л « Л - . (4.31) /-1

келиб чнцади. Шундай килиб, биз яна (4.13) тенгликка келдик. 
Бундан курамизки, Ь коэффициентларни икки хил усул билан 
топишимиз мумкин: (4.14) системанинг ечими ёки (4.25) интег- 
ралнинг киймати сифатида.

Мисол учун т = 5 булганда Ьщ нинг сонли кийматини ва Rr 
нинг ифодасини келтирамиз:

, 1901 , _  2774 . _  2616 , _  1274 
51 "  720 ’ 52 "  720 ’ 53 '  720 ’ м “  720 * (4.32)

Маш*. (4.25) ва (4.26) формулалар ёрдамида т=Ь,  7, 8, 9, 10 учун bmj ва 
Rnjtt лар топилсин.

Биз юкорида (4.18) Лагранж интерполяцион формуласидан фой- 
даланиб, натижада (4.25), (4.26) формулаларни чикардик. Шунга 
ухшаш Ньюгоннинг иккинчи интерполяцион формуласини куллаб,
(4.30) формула урнига /(х, и) функциянинг тугун нукгаларидаги 
кийматлари эмас, балки чекчи айирмалари катнашадиган Адамс- 
нинг экстраполяцион формуласини чикдришимиз мумкин. Бу фор
мула куйидагича ёзилади:

Л  = Л-1 + {  Д С ,  + |  *Чт-2 + J  *4,-3 +

251 Д4Е 95 д5- 19087
720 " *  288 60480 * + (4.33)

Бу ерда

<5, |ф  + 1)...(г + т-1)<Л,
о 
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зса <?(х) функииянинг х», х1+| ...,xw  нуктапардаги цийматла- 
Д б^ича тузилган /-тартибли чекли айирмасидир (5-бобга к )- (4.33) 
ф о р м у л а н и н г  колдик\адини куйидагича ёзиш мумкин:

Маши <4.33) формула исботлансин.

Энди (4.33) формуланинг т  = 4 булгандаги хусусий \олини 
крраймиз:

Бу ерда п = 4 деб оламиз, у \олда

Ду4 = <̂4 +1 Д§, + А  + 3_ Д^, + д^0. (4.35)

Хисобтшни (4.35) формула билан бажариш учун куйидаги жад- 
валдан фойдатанган маъкул:

X У Ау 4-V At дЧ 44
д; Уп А

*У«
— *L У, t

*У,
At

__ ■»': t П ,
*У, д5̂,_Xj У, С дЧ,
4Уг

*4 у\ 5,
- ‘У*

*5 ys
(4.35) формуланинг унг томонидаги барча микяорлар аник булиб, 
Жадвалнинг пастки кия сатрида жойлашган. Виз Ду4 ни топамиз, 
демак, шу билан уь \ам аникланади. Топилган у5 га кура 

,yi) ни кисоблаймиз ва чекли айирмалар жадвалини яна 
биР кия сатр билан тулдирамиз. Кейин (4.34) да п = 6 деб олиб, 

с°блашнидавом эттирамиз.
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8.4.4. Адамснинг интерполяцион метоллари. Юкррида Адамснинг 
интерполяцион методи

формула билан аникуганиб, Ьт0 * 0 эканлигини айтган эдик. Бу ме
тод аппроксимациясининг тартиби р = т  + I булиб, Ьт  коэффици- 
ентлар р = т  + 1 булганда (4.12) системадан. яъни

системадан топилади. Бундан т  = 1 учун аппроксимация тартиби икки 
булган методни \осил к,иламиз:

Бу метод трапеция методи деб \ам аталади. Биз т  = 2, 3,4, 5 
булганда мос равишда ушбу р = т  + 1 тартибли аппроксимацияга 
эга булган методларни \осил кдламиз:

Юкрридаги ошкормас методларда изланаётган уп чизик^и булма
ган куринишда к^тнашади. Шунинг учун \ам бу тенгламалардан у„ 
ни топиш учун итерация методини цуллаш керак. Масалан, туртин- 
чи тартибли Адамс методи учун итерацион метод куйидагича к$лла- 
нилади:

бу ерда s — итерация номери. Дастлабки яцинлашиш сифатида 
Адамснинг учинчи тартибли ошкор методи ёрдамида топилган 
ечимни олиш мумкин, яъни

т
У .  « Л - i + * Х (4.36)

/-0

У  я  -  У т - \  +  +  Л-1 )• /* = 2-

+ 482/я_, -173/,_, + 27/,.j), р = 6.

(4.37)
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У." =У.-1 + ^ [ 23/ ( jr,-1- v , - . ) - 16/ ( v 2. v„.2) +

+ V ( V j .JV »)]•

Амр f — p  А/ булса, у \олда (4.34) итерацион .метод якинлашувчи
L^yj \h\1б^лиши учун < 1 шарт бажарилиши керак, бу эса етарлича 

кнчик Л учун лоимо бажарилади. Агар (4.34) да фацат битта итера
ция олсак, яъни 5 = 0 булса, у \олда предиктор-корректор (башо- 
ратчи-тузатувчи) методи деб аталувчи методга эга буламиз.

Адамс интерполяцион формуласини Лагранж интерполяцион куп- 
*ади ёрдамида \осил килишни курамиз, бунинг учун (4.21) фор- 
мулада q = 1 деб оламиз. У \олда

и(х. ) = "K - i)+ AZ  6l M x.-i-y) + =1

= и ) + /?;., (4‘38)
у-о

бу ерда т  = k + I, Ъ'щ = R‘nm =
Энди (4.21) ва (4.23) формулаларда q = 1, А: = т-1 деболиб, куйи- 
даги формулаларга эга буламиз:

к '  - I  , v  'rMH/+iM/+m-i)j/ . _ ftl^ - H ) J  ^ 7 _,j(m_7p-W -0.1-,m , (4.39)

Л:» = (17п- (4) /(' - 1 )4 ' + "»- !)<*• (4.40)
0

Виз (4.24) формуладан (4.31) формулани к^ндай чицдрган булсак, 
худди шунга ухшаш муло\азалар юритиб, (4.36) формуладан цуйи- 
лаги формулани чикдоамиз:

т

У. = Л-| + А 1 ^ у  (4.41)у-о

Бу эса (4.3) формула билан устма-уст тушади.
(4а*НДИ  ̂  ̂ Формула ёрдамида т  = 0, 1, 2, 3, 4, 5 лар учун 
_  *) Адамс интерполяцион формуласи коэффициентларини кел- 
^Рамиз:
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Адамснинг экстраполяцион ва интерполяцион методларини так,- 
крслаймиз. Бунингучун (4.31) формулани

W -I

у, =л-1+а2 Х-..уЛ-у (4.42)

формула билан солиштириш керак, бу формула (4.41) формуладан 
т  ни т-1 билан алмаштириш натижасида \осил булади, чунки бу 
формулаларни куриш учун бир хил сондаги, яъни т  та нукгалардан 
фойдаланилади. Жумладан, (4.31) формулада

тугунлардан фойдаланилган.
Маълумки, и'(х) функцияни [х„ ,,хя] ор&тикда (4.43)тугунлар 

ёрдамида курилган интерполяцион куп\ад билан якинлаштиришдан
(4.44) тугунлар ёрдамида курилган куп\ад билан якинлаштириш аник,- 
рокдир (6-бобга к )- Шу маънода Адамснинг интерполяцион методи 
экстраполя цион методига нисбатан аникрокдир. Буни яна хам яхши- 
роканглаш учун (4.31) ва (4.42) формулаларнинг колдик\адларини 
т  = 1, 2, 3, 4 учун (4.26) ва (4.40) формулалар ёрдамида топамиз 
((4.40) формулада т  ни т-\ билан алмаштириш керак):

(4.43)

(4.42) формулада эса

Хп-т-и'Х*~т+2>" ' Хп-1’Хп (4.44)



сыяяодан к^ринадики. R'„ ,„ , нинг сонли коэффициентлари Rn т ни-
кига нисбатан анча кичикдир.

Энди Адамс интерполяцион формуласининг бошцд куриниши- 
яъ\\н/(х, и) чекли айирмаларининг кийматлари цатнашадиган 

Н”рпнишини келтирамиз, бунингучун Ньютоннинг иккинчи ин- 
терполяиион формуласини (4.21) формулага куйиб, куйидагига эга 
буламиз:

AK.-I =4,-1 &4.-, - ̂  - у4 Д’С ,  -
(4.45)

19 л 4с _ 3 дЗр  _ 863 »6с _  _  •
~720 4 160 5 60480 ^"-6 "* Ът-т+х*

бу ерда
I

$i * * / . £ .  = J(/- l)f(r+  l)...(f+ т - 1)<*.
'* о

(4.45) формуланинг колдик, \адини куйидагича ёзиш мумкин:

Н ^ '  С = ^ 3С :« ("0)(4)-

Агар (4.33) формула билан (4.45) формулами таклосласак. унла 
куриниб турибдики, чекли айирмаларнинг гартиби ошган сари (4.45) 
формулада чекли айирмалар олдилаги коэффиниентлар абсолют 
кийматлари билан (4.33) формуладагига нисбатан гезрок камайиб 
боради. Бундай \олда эса, уз навбатида, (4 45) ёйилмадаги *адлар 
абсолют цнймати билан (4.33) дагига нисбатан тезроккамаяди.

(4.45) формула исботлансин.

Энди (4.45) формуланинг т  = 3 булгандаги хусусий \олини 
КЗраймиз:

АК-, = \ i  д з - 72-0 ,• (4.46)

ерла « = 5 деб оламиз, у \олда цуйидаги \осил булади:

Д̂ 4 = с5 - I  Д44 - ,'2 - 2'4 Д3̂ 2 - 7'290 А44, • (4.47)
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Хисоблашни (4.46), (4.47) формулалар билан бажариш учун куйи- 
даги жадваллан фойдаланган маъкул:

X У V 4-V 44 ач п
S.

х. у, *4.
V, *4.

*2 Уг $2 ЛЧ, *4.
*У> АЧ,

У, АЧ, АЧ,
АУ, К ,

Х. У4 дч, ДЧ,
*У, Д4,

Х> У>

Хисоблаш ни (4.45) формула ёрдамида олиб борганда

а4.-2....

номаълум айирмаларнинг дастлабки яцинлашишлари Адамснинг 
экстраполяцион методи ёрдамида \исобланади. Дархакик^т, у][0) 
ни (4.33) формула ёрдамида \исоблаш керак. Бу эса ни топиш- 
га имкон беради, натижада крлган айирмаларнинг дастлабки якин- 
лашишини топиш мумкин булади.

Дастлабки яцинлашишларни топишнинг бошцача усулини \ам 
курсатиш мумкин. Буни (4.47) формула мисолида курамиз. Бу фор- 
муланинг унг томонида ва жадвалнинг погонали синикчизигининг 
пастида

Д$4, (4.48)

айирмалар жойлашган булиб, уларнинг кийматлари номаълум. 
Буларни итерация методи билан топиш учун уларнинг дастлабки 
якинлашишини курсатиш керак. Агар И калам тугри танланган 
булса, у \олда охирги маъноли ракамнинг бир неча бирлиги чега- 
расида

д ч г - д г

булади, шунинг учун д4̂ , нинг дастлабки якинлашиши сифатидз 
д4£, = А44о Деб одишимиз мумкин. Бу эса (4.48) айирмаларнинг



абки якинлашишларини куйидаги формулалар ёрдамида то- 
пишга им кон беради:

д ,4{0) = д 541+д 441,0),

Щ  д ^ 0, = д ^ +д ^ 0).

I  Д ^ - Д ^ + Д 1̂ ,

Энди (4.49) дастлабки якинлашишларни (4.47) формулага куйиб, 
ду<" ни ва

Avs" =>'ч + А>'1,"

ни топамиз. Бундан кейин

В » 4Г =
ни хисоблаймиз. Агар £*'* = ̂ 0) тенглик бажарилса, у \олда уь = у*1* 
деболиб, уь ни \исоблашни тугатамиз. Агар 4*1' * £*0) булса, у \олда 
4J11 га кура (4.49) айирмаларнинг янги

W *  5<,),д^,),дг5<,,,д3̂ ,),д4410) (4.50)

кийматини кетма-кет куйидаги формулалар ёрдамида \исоблай- 
миз:

Щ  Atf*

A ^ - A ’t f ' - A ^ , .

Д ^ - А ^ - А ^ .

Топилган (4.50) цийматларни (4.47) формулага куйиб, ду*2) ни, 
Демак, ни ТОпамиз. Агар у*2) = булса, у *олда у$ = у<2) деб 
°-1амиз. Акс \олда итерацияни давом эттирамиз. Табиийки, итера- 
1Ияни куп давом эттиришнингфойдаси йук Кддам шундай танла- 

*ии керакки, битта ёки иккита итерация етарли булсин. ys топил- 
ан Кейин шу усул билан уь ва \. к. топилади.
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8.4.5. Куп каламли айирмали методларнинг тургунлиги, якин ц. 
шиши ва хатолигини ба\олаш*. Бу бандда т  ни белгилаб, кулайли*
учун ami = а,, Ь̂  = Ь( деб ёзамиз. У \олда (4.2) ва (4.4) тенгликлар
мое равишда куйидагича ёзилади:

т  т

y .mY*a*y~* + hl L btf—' (4.5П1-1 1-0 '
т т

" К ) = Z e-M(x- , ) + ) ) +4-i .  (4.52)

бунда г , (4.1) дифференциал тенгламани аппроксимациялашдаги 
хатолик б^либ, аппроксимация тартиби р булса, яъни (4.9) шарт 
бажарилса,

булади.
Табиийки, (4.1) Коши масаласини (4.51) такрибий формула 

билан топишда \исоблашнинг \ар бир кддамида хатоликка йул куйи- 
лади. Бу хатоликдар уч омилга боглик,. Биринчидан, дастлабки (4.1) 
дифференциал тенглама (4.51) чекли-айирмали тенглама оркали 
муайян анимик билан алмаштирилган ва бундай алмаштиришнинг 
миадори г (4.52) тенглик билан аникланади. Иккинчидан, (4.51) 
формула буйича хисоблаш муайян аникликда олиб борилади ва ях- 
литлаш хатолиги а,. , куйидаги тенгликдан аникланади:

т  т

У. = (4.53)

бунда уя мицдор у, нинг амалда (4.51) формула ёрдамида \исоб- 
ланган киймати. Учинчидан, .... = бул
ганда такрибий ечимнинг хатолиги е, = u(xi )- y i ж а д в а л н и н г  

боши у, = у, (/ = 0,1,...,т- 1 ) ни кураётгандаги ei =u(xi )- ? j
Ч  = 0,1.... т  - 1) хатоликларга боглик.

Энди (4.53) тенгликни (4.52) дан айириб, такрибий е ч и м н и н г  

хатолиги ей учун куйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

* Мазкур бандни ёзишла |23) дан фойдаланилди.



е. = '£a,en_l + h'j[tbl \f(x,_„y,_, +Е)> . )- 
м

_ (4.54)
-V,) J+4-, +“ .-!•

й п s  т . т +  \, — ч N цийматларни кабул цилади.
Ю ко р и д агн  (4.54) айирмали тенглама чизикли булмаганлиги 

v h  такр и б и й  ечим хатолигини текшириш мушкулдир.
Хисоблаш амалиётида, одатда, такрибий ечимнинг хатолиги

ни \осил цилишда юкоридаги омил хам цатнашади.
Одатга кура, биз аникечимга яхши яцинлашишимиз учун тур 

цддамини кичрайтириб боришимиз керак. Кддамнинг кичрайти- 
рилиши эса п (л = h~ ) нинг ортиб бориши билан боглик — бу 
эса куп микдордаги кадамлар учун \исоблашни бажаришни талаб 
килади; калам белгиланган булиб. х нуцта дастлабки х0 нуктадан 
узок масофада турганда хам шунга ухшаш \олат пайдо булади. 
(4.51) формулани куп марталаб куллаганда хатолик гупланиб, уму- 
ман одганда, хатоликнинг микдори кадамдан кддамга ортиб боради. 
Кддамнинг сони ошган сари бу хатонингузгариш конунини билиш 
катта ахамиятга эга. Бу конун эса дастлабки дифференциал масалага 
\амда танланган (4.51) хисоблаш коидасига богликдир. Агар (4.51) 
хисоблаш коидаси номувофик танланган булса. такрибий ечим ха- 
толигинингусиши шунча тез булиши мумкинки. кадамларнингсони 
уича кала булмаса хам, бу хатолик рухсаг этилган чегарадан чикиб 
кетиши мумкин. Хатолиги шундай конун билан усадиган (4.51) хисоб
лаш коидаси нотуреун дейилади. Бундай коидалар катта сондаги 
хисоблашлар учун ярамайди.

1-гаъриф. Агар коила буйича топилган такрибий ечим А -И) 
Да дастлабки масаланинг аникечимига якинлашса. мазкур хисоб
лаш коидаси тургун дейилади.

Энди (4.51) хисоблаш коидаси тургун булиши учун унинг ко- 
4>фициентлари кдйси шартни каноатлантириши кераклигини куриб 
ЧИКДМИЗ.

Фараз килайлик. Оху текислигида шундай D соха мавжуд булсин- 
Ки- у КУйидаги шартларни каноатлантирсин:
.. I) (4.1) Коши масаласи аник ечимининг графиги шу сохада
етсин;

2) ^ар 5 Ир ехарлича кичик h учун (4.52) формула ёрдамида 
пилган ечим хам шу сохада ётсин;
•») бу соха Оу уки йуналиши буйича каварик булсин, яъни Оу 

* "Га параллел булиб, четки нукталари D да ётувчи хар кандай
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тугри чизик D да ётсин. '^ х'у  ̂ функция шу со\ада узлуксиз булиб
су '

d f(x ,y ) ,— ' й L шартни каноатлантирсин.
су

Шу шартлар бажарилган деб, £лни баколаймиз. Лагранж фор. 
муласига кура куйидаги тенгликка эга буламиз:

= (4.55)

бу ерда

(x„-j, y„.j + ), 0 < 0„_j < 1.

Энди (4.55) ни (4.54) га куйиб, е„ учун куйидаги ифодани \осил 
Килам из:

I» т
+ +Лг-' +а-'- (4.56)1-1 (*0

Бу айирмали тенгламада b.(i = 0, 1,.... т )  коэффициентлар олдида 
И купаювчи булиб турибди, шунинг учун кутиш мумкинки, И етар- 
лича кичик булганда такрибий ечим хатосининг рафторига* ft, лар- 
нинг таъсири а.(/ =1,2, ..., т )  ларга нисбатан камрок булади. 

Энди
т

+ 4-1 +0,-! (4.57)
1-0

деб белгилаб олиб, (4.56) тенгликни

= £ ч £»-/+9я (4.58)
/>|

куринишда ёзиб оламиз.
Биз 7-боб 12-§ да аникмас интегралларни \исоблашда (12.8) 

айирмали тенгламанинг ечимини (12.12) куринишда ёзиб олган эдик. 
Агар шундан фойдалансак, (4.58) тенгламанинг ечимини

= X  ̂ Е<+ Z  f t '- A  (4.59)

* Раф тор  (русча «поведение») Узини тутиши деган маънони англатади-



нишдаёзишимиз мумкин. Бунда катнашадиган ГЦ] (/ = 0,1....
^  _ 1) Грин функциялари \акида маълумки (7-боб 12-§ га к ). улар 
(4 58) айирмали тенгламага мос келадиган

т
е = > а  е .

Я  I  H - I

бир жинсли чизик,1и-айирмали тенгламанинг фундамента! ечимлар 
системасини ташкил этади. Демак, улар бу тенгламанинг бошка фун- 
дамеитал ечимлар системаси Я,"nJ ( j  = 0,1,...,Л, -1;/ = 1,2...,<?) дан 
махсусмас матрицали алмаштириш натижасида \осил кил и над и, бу 
ерда /,, /2, -  , lq сонлар ушбу

А ( Х ) ш Г - ± а ; Х ” - ' = 0  ( 4 6 0 )

характеристик тенгламанинг каррашги мос равишда kv к2, ... , кq 

к, = т  \ булган илдихтаридир. Куриниб турибдики, я - » ®  да
1<-|

r j!\ i = 0,1,...,/и-1) функцияларнинг рафтори A /V (у = 0,kt - 1, 
/'= I , ? )  функцияларнинг рафтори билан аникланади. Энди (4 .57) 

дан qa нинг кийматини (4 .59 ) га куйиб, куйидагини \осил кила- 
миз:

« . = 1 ^ Л , + П:1 , i + 1  (h r, +(Xj \ (4 .61 )
i* 0  jm m  / - 0  j » m

Бутенгликда e _,олдидаги коэффициентларни йигиб, уни бош- 
Мча куринишда ёзамиз. Бунинг учун s = j  — / деб оламиз, у \олда 
т  s j   ̂п, 0 < / < т булганлиги учун 0 < s  ̂п булади. Энди s ни 
белгилаб олиб, hejs олдида турган T^i-yA коэффициентларни

йигамиз. Бу ерда / = j — s ва m<j<n булганлиги учун т  - s< /'< п - s 
бУлади. Иккинчи томондан эса 0 < /й т . Шунинг учун \ам max
/а

i <, min(/w, n - s) булиб, hz!s олдида £  ь,Г\

КоэФФиииент туради. Демак, (4 .6 1 ) тенгликни куйидагича ёзиш 
мУмкин:
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m' l V .
i»0 5-0 <«пмх(0,от-5) )-m

бунда m < n й N.
Энди (4.62) тенгликнинг унг томонида ел катнашадиган *аднц 

ажратиб ёзамиз:

min(m.O)

/ - im x (O .M -if)

Бу \адни (4.62) тенгликнинг чап томонига кучирамиз ва аввалги
е 0 , е ................хатоликлар катнашадиган \адларни ало^ида ёзамиз.
Натижада (4.62) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

i= m - s

е. +

»_1 1мя(и.»-1> ж-| <4 634
+*1 /а I  (*,♦«,)• ' 1j*m I-о У-m

Каралаётган £>со*энинганикланишига кура |/,| < L тенгсизлик ба- 
жарилади, бундан ташцари, маълумки Г [„ '  = 1 (7-боб 12-§ га к,)- 

Демак, Еяолдидаги коэффициентни пастдан куйидагича ба\о- 
лаш мумкин:

\-hb0!^\-hL\b,\.

Шунинг учун \ам И етарлича кичик ^ ^  j булганда ея олдидаги
коэффициентни доим мусбат цилиш мумкин, бу эса (4.63) тенглик- 
ни куйидагича ёзишга имкон беради:

f т-1 _ min(»i.<i-»)

Il.s-0 i-w-5
е. +

,-l min| м .и - i )  я -\ I (4.64)
S  Ь̂ 1 -.-+Х /Ч-"--ЛЛг-+а/)гi»m »=0 jmm J

Охирги тенглик дгл нуктадаги такрибий ечимнинг ея хатолиП1 
(4.52) \исоблаш формуласининг параметрлари, £„, е ,,... , ев_, даст* 
лабки хатоликлар, \исоблашнинг \амма погоналаридаги формул*'



н г хатолиги, яхлитлаш хатолиги \амдахя, дгя+| . . . ,  хл , нукталар- 
Наги таКР^ий ечимнинг хатоликлари оркдли ифолаланали. Бизни п -> 

х ато л и кн и н г  рафторн к.изиктиради. (4 .64 ) формулага кура с, 

т о н и н г  рафтори хусусий \олда Г^] (/' = 0.1,..., т - 1) ёки бунга
тенг кучли брлган А,"л, ( j  = 0,1.... к, -1; / = 1,2.....q) функциялар-
нинг рафторига богликдир. Оллинги бандла (4.52) формуланинг
коэффициентами

Л(1)=1-£а, =0

шартни каноатлантиришини курган эдик, бу эса (4.60) тенглама 
доимо X = 1 ечимга эга экандигини курсатади. I l lунинг учун \ам энг
кулай \олда п ->оо да (/ = 0,1.... т  - 1) функниялар модули буйича
чегараланган булишига умид к,илиш мумкин.

Агар >4(Я.) = 0 характеристик тенгламанинг барча Я,,, к2, ... , 
илдизлари модули билан бирдан ошмаса ва модули бирга тенг 
булганлари каррали булмаса, у \олда илдизлар шар/пи бажарилган 
деймиз.

Куринибтурибдики, A/V ( j  = 0,1.... к, - I; / = 1,2.....q) функция-
лар чегараланган булиши учун илдизлар шартининг бажарилиши 
зарур ва етарлидир.

2-таъриф. Агар илдизлар шарти бажарилса, у \олда (4.52) 
\исоблаш методлари тургун дейилади.

Бизтургунликнинг икки хил таърнфини келтирдик. бутаъриф- 
ларнингтенг кучлилигини 7-боб 12-§ да бу ерда каралаётган маса- 
лаларнинг хусусий \оли булган аникмас интефалларни такрибий 
\исоблаш ко ид ас и учун курсатган эдик.

Биз бу ерда 2-таърифдан 1-таърифнинг келиб чикишини, яъни 
илдизлар шарти бажарилганда (4.52) формула ёрдамида топилган 
такрибий ечим п -»оо да (4.1) тенгламанинг ечимига текис якинла- 
шишини кУрсатамиз.

Айтайлик, илдихтар шарти бажарилсин, у \олда

§  (4.651О XmiN

бУлиб, шу билан бирга И ->0 да Г  нолдан фаркли чекли лимитга 
Интилади.
ги «и *33 ^лайлик, е,(/ = 0, I, ..., т  -  1), г ва а лар учун куйида- 

ва^олар Уринли булсин:

j e j = 0,т -ijijrj £ r\a,\ £a',j = m,N.
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Бу ба\оларни ва (4.65) ни \исобга олиб, (4.64) дан куйидаги бато
га эга буламиз:

и—1

|е,| й Ре + \e,\ + T (n-m )(hr+ a),  (4 66)
1-М

бунда

е - й % г

Г = м&ь1‘

Куриниб турибдики, h -> 0 да Л  Q ва Т микдорлар чекли ли-
митларга интилади.

X — хЭнди п -m й —г-4 лигини \исобга олиб ва ушбуп

Ре =а, ha = b, T(hr + а )^ - ~  - с

белгилашларни киритиб, (4.66) тенгсизликни куиидагича ёзиб ола- 
миз:

п-1
К 1 ^ « +*Х1£-1+с’j=m

бунда т  < п < N. Ьу формуладан кетма-кет куйидагиларга эга була
миз:

\ет \йа + с,
|£„.i|Sa + 6|£j + c S a  + c + />(a + c) = (a + c )(l + 6), 

К.2|^о+с+*(|ея |+|еи+1|)^(а+с)(1+6)г,

|«-+эН(в+с)(1 + *)3

к.1*(в+с)0+*Г"-
Барча п ларда ея ни ба\олаш учун юкоридаги ба\они кУлолрок КИ-11'̂  
оламиз:



Демак.

max |е„| < la  + с)еУ( Г ч)|.m<«< М ' "I '

Шундай кдпиб, такрибий ечимнинг хатолиги ея учун куйидаги те- 
кис ба\ога эга буламиз:

ж 1 е-1-[ £Я+(г + <4-67>

Юкорида курдикки. илдизлар шарти бажарилса, h ->0 па P. Q, 
Гчекли лимитга интилади. Шунинг учун \ам (4.67) дан курамиз
ки. такрибий ечим аникечимга текис интилиши учун

£->0, г->0,Н-+ О с-*0 h с-+о

шартлар бажарилиши керак.
Юкоридаги (4.67) ба\о купол, амалиётда татбики кам, чунки 

унинг таркибидаги Р, Q, Т мицдорларни эффектив равишда ба- 
\олаш кийин. Аммо бу ба\онинг яхшилик томони шундан ибо
ратки, унинг ёрдамида хисоблаш жараёнининг якинлашиш шарт- 
ларини аницдаш ва якинлашиш техжгини сифат жи\атидан ба- 
\олаш мумкин. Хусусий \олда бу ба\о шуни курсатадики, ечим 
изланаётган ораликнинг узунлиги X -  х0 ортиши билан такрибий 
ечимнинг хатоси тез усади. Бундан ташкари, (4.67) ба\о шуни 
курсатадики, (4.52) формуланинг хатолиги уч кисмдан иборат. 
Хатоликнинг биринчи кисми дастлабки маълумотларнинг хато
лиги билан боглик булиб. А-* 0 да е нинг рафторига бомик- 
Одатда, жадвалнинг бош кисмини куришда кулланадиган алго
ритм шундай танланадики, h кичиклашганда с кичиклашади. Ха- 
тонинг иккинчи кисми дастлабки дифференциал тенгламани ай
ирмали тенглама билан алмаштиришга боглик. у /» -> 0 да кама- 
яди. чунки р-тартибли аппроксимаиияга эга булган айирмали 
схемалар учун г= О(А').

Ни\оят, хатоликнинг учинчи кисми (4.52) формула ёрдамида 
\исоблаш хатолигига боглик булиб, И -* 0 да ^ нинг рафторига 

Агар хисоблаш формуласи танланган булса, г ва гларнинг
1-3 богликлиги конуни аник булади. Бизнинг ихтиёримизда И. е, 

ц. ларии танлаш колади. Уларни оптимал равишда танлаш учун ай- 
РИм мУлохэзаларни айтиш мумкин.

Фараз килайлик, \озирча а белгиланган булсин. Биз h ни кич- 
Г^ириб, хатоликнинг биринчи ва иккинчи кисмини камайтириш

°бидан умумий хатони камайтирамиз. Лекин бу узокка бормай-
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ли, маълум пайтдан бошлаб хато яна усиб боради, чунки И ни 
кичрантнрган сари " нинг микдори ошиб боради. Шунинг учун 
\ам А нинг шундай оптимал кийматини топиш мумкинки, бу кий- 
матда (4.67) нинг унг томони энг кичик булади. Купол килиб айт- 
ганда, бу оптимал кий мат шунга олиб келадики. хатоликнинг уча- 
ла кисми бир-бирига тенг булиши керак. Агар биз (4.67) нинг унг 
томонини яна \ам камайтирмоцчи булсак, у \олда \исоблаш аник,- 
лиги а  ни оширишимиз керак. Агар е = 0(Л") ва а = 0(/г) булса. у 
\олда (4.67) ба.\ога кура \исоблаш жараёни А"тартибдаги тезликда 
аник,ечимга текис якинлашади.

Шуни яна бир бор таъкидлаш керакки. (4.67) ба\о якинла- 
шишни таъминлаши учун (4.52) айирмали метод учун тургунлик 
шартлари бажарилиши керак. Агар бу шартлар бузилса, у \олда А -> О 
да (4.67) тенгсизликнинг унг томони даражали ёки курсаткич функ- 
циядек чексиз усиб боради.

Купинча тургун \исоблаш методлари орасида цатъий тур/ун ме- 
тод.юри ажратилади. Бундай методлар учун яна бир кушимча талаб 
куйилади: |Я| = 1 айланада факат битта X. = 1 илдиз ётиши керак. 
Тадкикртлар шуни курсатадики, кдтъий тургун жараёнларнинг якин
лашиш рафтори анча яхши булади.

Юкорида курилган Адамснинг барча методлари катъий тургун- 
дир, чунки Л (А ) = Я "*1 - Я "  = 0 характеристик тенглама бирга тенг 
булган битта туб илдизга ва нолга тенг булган /и-каррали илдизга 
эга.

Айирмали методларни \осил килиш учун бошкача ёндашиш 
\ам мумкин.

Мисол учун ушбу

тенгликни курайлик. Бундаги интеграл ни такрибий равишда Симп
сон квадратур формуласи билан алмаштирсак.

\исоблаш коидасига эга буламиз. Биз биламизки, бу методнинг 
(Симпсон квадратур формуласининг) колдик \ади куйидагига тенг:

иW  = “ K - j )  + \ u'( x ) dx = u (x,- i) + \ f(x ,u )d x

Х.=>^1+у(Л-2+4Л-1+Л ) (4.68)
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Бу метод учун характеристик тенглама А (А) * А2 - I = 0 булиб. 
у н и н г  илдизлари А, = -1, Aj ■ 1. Шунинг учун \ам (4.68) метод 
тургун. аммо катъий тургун эмас. 

ушбу Эйлер методи

Уп = У.А + ¥ „  I
эса катъий тургундир.

Виз 7-боб 12-§ да аницмас интегралларни такрибий \исоблаш
учун

У..1 = - 4 Уя + 5JV, + 2 /»(/„_, + 2/„)

методни курган эдик. Бу метод учун характеристик тенглама 
А (Я) э А2 + 4А - 5 = 0 булиб, унинг илдизлари А, = -5 ва А̂  = I эса 
илдизлар шартини кэноатлантирмайди. Шунинг учун \ам бу ме
тод тургун эмас ва \исоблаш учун ярамайди.

Тургун ва цатьий тургун такрибий методларнинг фаркини яхши 
тушуниш учун бир мисол курамиз. Осонлик билан куриш мум
кинки,

и' = -2и+ 1, и(0) = 1 (4.69)

тенгламанинг аник, ечими

ы(х) = 0,5е +0,5 (4.70)

булиб, бу ечим дастлабки шартга нисбатан тургундир, яъни даст
лабки кийматнинг кичик мицдорда узгариши л: -> ос да ечимнинг 
кичик микдорда узгаришнга олиб келади. \акицатан \ам, даст
лабки шартни и (0) = 1 + £ га алмаштирсак, у \олда ечим

«(х ) = (0,5 + е)е +0,5

куринишга эга булиб, фа кат се 2х га узгаради.
Энди (4.1) дифференииал масалага (4.68) Симпсон формуласи- 

Ни КУллаймиз, у \олда

У» = У-г + *(-2Л-2 - 8>’„ , - 2у, + 6), у0 = I

ёки

Уп = -  3̂ 2* Уп-1 + у+2Н У'  2 + 3+2А ’ Уо = 1 (4-71)

Формула \осил булади. Бу ерда у0 сифатида дастлабки шартни ола-
3- Аммо (4.71) метод икки кдцамли булганлиги сабабли \исобни
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бошлаш учун y t нинг кийматини бериш керак. у, нинг киймати 
сифатила (4.70) аник ечимнинг х = Л лаги кийматини оламиз, 
яъни

V, =0,5е:*+0,5. (4.72)

Биз (4.71) ва (4.72) ларни бирлаштириб, ушбу

8А 3-2h , 2/i
У" ~ 3+2А У +  3+ 2h V"-J + 3+2Л' 
Уо = 1, v, =0.5? :*+0.5

(4.73)

айирмали масала ечимининг рафторини текширамиз. Бу масалага 
мое келалиган характеристик тенглама

A’ + 3 ^ A- fe g =0 <4'74>
нингечимлари

а _ -4Л+79-2Л2 j _ 4A+V9-2A:
^  ”  З+2/r ’ * ”  3+2А

дан иборат. Бундан курамизки, (4.73) га мос келадиган

8* , 3-2Л 
3+2Л У"-' + 3+2А -V’-2

бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

У  я = С1̂1 +С2̂ 2

булиб, осонлик билан куриш мумкинки, (4.73) айирмали тенг
ламанинг хусусий ечими у„ =  ̂ булади. Шунинг учун \ам (4.73) 
айирмали тенгламанинг умумий ечими

У я = с ^ + с Л  +  '6

булади. Номаълум с, ва с2 коэффициентларни топиш учун дастлаб
ки шартлардан фойдаланамиз:

с, + с2 + - = 1, с,А, + с2А, + - = - е + -.

Бу тенгламаларни ечнб,
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H L  $ 20A*(.U2A)(2-kV  :л )

I2 \9-2A 3

_  5 20A+(3+2A)( 2+ .V J*)

: 12 12^9-2  A2

ларни \осил киламиз. Шунлай килиб, (4.73) айирмали масаланинг 
ечими

булади.
Ечимнингбу куринишидан унинг я ->х даги рафторини осон- 

лик билан анимаш мумкин. \акикатан \ам, куриниб турибдики, 
\ар кэндай белгиланган етарлича кичик Л >0 учун

0  -4h+\9-2h~ <  . 4А+\9-2А2 >  ,
3+2Л ’ 3+2Л

Демак, п -> х да (4.75) даги биринчи \ад нолга интилиб, иккинчиси 
чексизга интилади. (4.69) масаланинг (4.70) аник ечими *-» хда 0,5 
га интилади. Равшанки, уя такрибий ечимнинг хатолиги чексизга 
интилади ва (4.73) методнинг (4.69) масалага кулланилиши нотур- 
гуидир. Шуни *ам таъкидлаш керакки, хатоликнинг бундай уси- 
ши яхлитлаш хатолиги билан богликэмас, чунки (4.75) формула 
У„ нинг аник математик ифодаси булиб. (4.73) формулада хисоб
лаш рационал сонлар устида олиб борилса, косил килинган кий- 
матлар (4.75) формула ёрдамида \исобланган кинмат билан устма- 
усттушиши керак. Бунингсабаби (4.68) методнинг тургун, аммо 
Катъий тургун булмаганлигидадир. Айнан мана шу катъий тургун- 
•тикнинг йукшги ут нинг рафторини аниклайди. Буни куйидагича 
тУШунтириш мумкин: (4.73) айирмали тенгламалар г у^г уя лар 
Кзтнашганлиги учун у иккинчи тартибли айирмати тенгламадир, 
шунинг учун \ам у иккита А," ва ^  фундаментал ечимга эга. 
(4.73) формула ёрдамида курилган уя кетма-кетлик битта фунда
ментал ечимга эга булган биринчи тартибли дифференциал тенг- 
чама ечимини аппроксимациялаш максадида курилади. Дифферен
циал тенгламанинг бу фундаментал ечими А," кетма-кетлиги би- 
1ан аппРоксимацияланади, А" кетма-кетлик эса «зарарли» булиб, 

нолга интилиши керак. Аммо \ар канлай h > 0 сон учун 
Иэ! > 1 булиб. А" нолга интилмасдан, тебраниб чексизга интила-

69



ли ва нотургунликнинг келиб чицишига сабаб булади. Шуни таъ- 
кидлаш керакки, И -> 0 да А., ва \2 тургунлик куп\адининг 
илдизларига якинлашали. \акикатан \ам, h -> 0 да (4.74) куп\ад 
Х2-1 = 0 куп\адга айланади. Бу ерда катъий тургунликнинг зарур- 
лиги яккол куринади. Агар характеристик куп\аднинг биттасидан 
ташцари долган \амма иллихтари абсолют циймати билан бирлан 
кичик булса. у \олда бу «зарарли* илдизларнинг даражатри айир
мали тенгламанинг ечими булиб, п -» х да нолга интилади ва 
нотургунлик \олати пайдо булмайди.

Биз куриб чиццан тургунлик И -> 0 даги тургунликдир. Келти- 
рилган мисол курсатадики, метод тургун, аммо кдтьий тургун булма- 
са. истатганча кичик А учун нотургунликка олиб келади.

8.4.6. Оддий дифференциал тенгдамаларнинг каттик системасини 
такрибий ечиш. Олдинги бандда (4.1) Коши масашсини (4.2) айир
мали методлар билан такрибий ечганда тургунлик ва катъий тур- 
fvhtihk тушунчасини киритган эдик. Бутушунчапар ни\оятда уму
мий булиб, улар (4.1) дифференциат масала ва уни аппроксимация 
килувчи (4.2) айирматарнинг куп характерли хоссатарини \исобга 
атмайди. Жумладан, бу тушунчатарда (4.2) айирмали схеманингунг 
томонидаги Ьг Ь2, .... Ьт коэффициентдар \еч кандай таъсир курса- 
таолмайди. Бутушунчатар

т
У '- 'Е ч у *- , = о

бир жинсли айирмали тенгламанинг барча ечимлари п -»хда чега- 
раланганлигини курсатади, холос.

Фараз килайлик, дифференциал тенглама ечимининг у ёки бу 
узига хос хусусиятлари олдиндан маълум булсин. У \олда бу узига 
хос хусусиятлар айирмали тенгламанинг ечимида \ам сакланиши 
керак.

Айтилган гапларни тавсифлайдиган ушбу Коши масаласини 
курайлик:

*  = Ям, х > 0 , и(0 ) = 1/,,. (4 .76)

Фараз килайлик, \ < 0 булсин, у \олда тенгламанинг ечими

и(х) = ц,еАХ

монотон камаяли, демак, ихтиёрин h > 0 учун



И *  + А)| <|и(дг)| (4.77)

теНгсизликни каноатлантиради, бу эса w(.v) ечиминингтургунлиш- 
ни билдиради.

Табиийки , (4.76) тенгламани аппроксимация к,илувчи айирма- 
1И масаланинг ечими \ам (4.77) га ухшаш тенгсизликни цаноат- 
л а н т и р и ш и  керак. Шу нуктаи назардан (4.76) масалани Эйлер мето
ди билан ечишни курамиз:

Уп.1 = 0 + ЩУп< Л = 0,1.2,-.. (4.78)

Бундан куринадики, (4.77) ба\о, яъни

\у~ ,Ы у .\ (4-79)

тенгсизлик бажарилиши учун !|+АА|<1 тенгсизликнинг бажари-
лиши зарур ва етарлидир.

Уз навбатида, к < 0 холла бу шарт А к>адам учун ушбу

0 < А <
W (4.80)

чеклашга тенг кучлиднр. Шундай килиб, (4.78) айирмали метод
(4.80) шарт бажарилганлагина тургундир.

1-та ър и ф. (4.2) айирмали метол абсолют равиик)а тургун дейи
лади, агар у барча А > 0 учун тургун булса ва шарпыи равишда тур- 
tyH дейилади. агар у А га нисбатан бирор шарт бажарилганда тургун 
булса.

Бундан куринадики. Эйлер методи шартли равишда ((4.80) шарт 
бажарилганда) тургун экан. Агар |А| етарлича катта булса. у \олда
(4.80) шарт А цадамга нисбатан каттик, шартлир. бундан «каттик» 
тенглама атамаси келиб чиклан.

М исол. Ушбу

duл  * -100н ♦ 100, 1/(0) (4.81)

Коши масаласинннг аник ечими и (х ) •
I + е^р(—100дг) (I-чизма) булиб. хг 0.05 6 V.1- 

^ Ида ан,'К ечим I дан учинчи хонасидагина 
аРК Килади (масалан, и(0.05) = I + е ' = 

* 1.0067),
"Рмали тенгламанинг ечими 

> „ = ! + ( ! -  100Л)"
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эса фа цат |1—100Л) < I булгандагина аник ечимнн такрибий тасвирлайди. демак. 
h <0,02 каттик шарт бажарилиши керак. Агар бу шарт бузилса. масалан. И = 0,05 
булса, у \олда уй нинг кийматлари: >•„ = 2, у\ = -3, уг = 17, у} = -63, yt = 257, ... 
булиб. аник ечим билан \еч канлай алокаси булмайли.

Аник ва такрибий ечимларни такк°слаб курами зки, ехр(-ЮОдс) ни аппрок
симация килалиган такрибий ечимлаги (1 - ЮОй)" \ад кадамни йириклаштиришга 
имкон бермайди, аспида эса х > 0,05 кийматларда ехр(-ЮОх) нинг ечимлаги 
^иссаси учинчи хонада таъсир кидали.

Бу мисолдаги факт каггик тенгламаларга хос булган умумий вазиятни на- 
мойиш этади: ечимда шундай \ад борки, интеграллаш оралигининг деярли 
\амма ерида унинг \иссаси кичик булиб, бундай тенгламаларни ечиш учун 
мулжалланмаган методларни кУллаганда тургунликни саклаш учун h ни кичик 
Килиб олиб, бу \адни етарлича аник аппроксимациялаш керак.

Кэттик тенгламани ечиш учун мулжалланган методлардан бири 
бу Эйлернинг ошкормас методидир. Уни (4.76) тенгламага кулла- 
сак, куйидаги \осил булади:

У~1 = У. + кхУ'*\ (я < °)-
Бундан

Л и  -  й *  (4.82)

булиб, ихтиёрий А > 0 лар учун (1 — ЯА) '| < I тургунлик шарти 
бажарилади. Демак, (4.82) метод абсолют равишда тургун метод- 
дир.

Олдинги бандлардаги оддий дифференциал тенгламаларни сон- 
ли ечиш учун курилган методларни узгаришсиз бундай дифферен
циал тенгламатарнинг системаси

~  = Аи (4.83)dx

ни ечиш учун \ам куллаш мумкин. Биз аввал /w-тартибли А квадрат 
матрицани узгармас элементли матрица деб кдраймиз. Агар А матри- 
цаиинг хос сонлари катта таркалишга эга булса, у \олда (4.83) 
системани ечишда кушимча кийинчиликлар тугилади.

2-таъри ф. Узгармас А (тх т ) матрицали (4.83) дифференциал 
тенгламалар системаси цаттиц  дейилади, агар Re't.k < 0 к = 1,2,.... 
т  (яъни система Ляпунов буйича асимптотик тургун) ва

_  jsAs/n5 = —
|Л<А*| 

min I Л?А* Iis*s*' 1

нисбатан катта булса. Бу ерда s vапитпушк сони дейилади.
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дгар А матрица дг га боглик булса, у \олда \  = >4(.v), к = I, 2, 
т  булади.
Хар бир х учун

max (дг)l

( 4 ' 8 4 )\<,к<,т

каггимик сонини аникташ мумкин. Бу \олда каттнктик хоссаси 
интеграллаш  оралишнинг узунлигига боглик булиши мумкин.

3-т а ъ р и ф. Ушбу

— = А(х)и
dx v ;

система (О, А) интерваиа цаттиц  дейилали, агар барча х е (О, А ) 
учун Rekk(x)<0, к = 1, 2, ... , т  ва s= sup s(x ) сон катта 
булса.

Амалиётла, агар 5 > 10 булса. система каттик саналади, аммо 
кимёвий кинетика, бошкариш, электр занжирлари ва бошка ма- 
садаларда s сони I06 ва ундан \ам катта булиши мумкин.

Фараз килайлик, (4.83) системанинг А матрицасини Q 'AQ 
ухшаш ашаштириш ёрдамида диагонат матрицага келтириш мум
кин булсин. У \олда и = Q9 алмаштиришни бажариб. (4.83) сис
тема ушбу

^ ^ Q ' A Q d  (4.85)

эркли тенгламалар системасига келтирилади (бу ерда Q AQ ва А 
матрицалар бир хил хос сонларга эга).

Фараз килайлик, и = 2 в а

Q 'AQ ;)
булиб, Я, > 0,Я, > 0 ва Я, »  Я2 булсин. Бу \олда (4.85) система 
Ушбу

" [ = Ч « , . 5 = - Я А  (4.86)

и*кита эркли тенгламатар системасига айланади.
Бу тенгламаларни ечиш учун Эйлер методини кулласак.

2п

айирмали тенгламалар \осил булиб, уларнинг = Э,(хя), 
" 2, =д2 (дг„) ечимлари тургун булиши учун h капам бир вактда
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икки А,Л < 2, к̂ И < 2 шартни крноатлантириши керак. А,«А, б$лган- 
лиш учун бу шартлар A £ чеклашга олнб келали. Бу о тр  шартдан 
кутулиш максадида (4.86) системани ечиш учун Эйлернинг ошкор. 
мае методини к$ллаб, цуйидагига эга б^ламиз:

ч.»*1
01» _ 92п

1+Л,А ’ 2 *♦' ”  1+АгА '

Бу метод ихтиёрий Л > 0 учун тургундир. Шунинг учун *ам бу 
ерда h кадамни тургунлик нуктаи назаридан эмас, балки аник-пик 
э*гиёжига цараб танлаш керак.

Умумий чизиади булмаган тенгламалар системаси учун цаттик,- 
лик тушунчаси юкрридагига ухшаш кнритилади.

Фараз килайлик, ушбу чизикди булмаган тенгламалар системаси 
берилган булсин:

£ = / (x , i ) ,x > 0 ,  (4.87)

бу ерда

ii(x ) = (u ,(x ),« ,(x ).....мя (х ))Г ,

/(х .м ) = (/, (х,ы)/2 (x,w) .....f m (х,ы))r .

Энди (4.87) системанингбирор ечимини t)(x) оркдли белгилай- 
миз ва

ди

оркдли элементлари

а¥(х ,9 (х)) = ; /,> = 1.2.... т

лардан иборат булган матрииани белгилаймиз.
Фараз килайлнк, А* (дг) (к  = 1,2.... т )  лар Л(х,#(х)) матрица-

нинг хос сонлари булиб. 5(х) эса (4.84) тенглик билан аниклан- 
син.

4-таъриф . (4.87) система й(х) ечимаа ва берилган (О ,*) ин- 
те рвал да цаттич дейилади, агар:

1) барча дс е (О.А')учун Re'\ (х) < 0, к = 1,/я;
2) s = ^ Р , 5 (х )сони катта булса.



Мисол сифатида кимёвий кинетиканинг ушбу чизик,чи булма- 
rjH иасаласини келтирамиз |49|:

^  = -0,04м, + 104м,м3,м, (0) = I,

= -0,04м, - 104м:м, - 3 • 107м22, м, (0) = 0, (4.88)

»  $  = 3 ,0Ч 2,«з(0 ) = 0.

Бу тенгламаларни кушиб чицсак,

^ = ( “ | +«2+«з) = °  (4.89)

\осил булади, бундан эса м, + и2 + м, = с ва дастлабки шартлардан 
фойдаланиб, м, + иг + и, = 1 ни \осил киламиз. Демак, юкоридаги 
системанинг битта интефали маълум. Шунинг учун \ам у иккинчи 
тартибш системага кслтирилади. Бу системанинг (0,100) интерв&тда 
цаттиклик сони s ~ 105.

К,аттиксистемани ечишга мулжалланган айирмали методларни 
текшириш учун модел тарзида ушбу тенглама карал ад и:

%  = Ям, (4.90)

бу ерда X —ихтиёрий комплекс сон. Бу тенглама \ак,икатан \ам 
(4.83) системани моделлаштириши учун уни А матрицанингбарча к 
хос сонлари учун текшириш керак.

Агар (4.2) айирмали методни (4.90) тенглама учун кулласак, у 
КУйидаги куринишни олади:

£ (а ,  =0, п = т , т  + 1....  (4.91)
1-0

°У ерда а0 = 1 ва ц = ХИ — комплекс параметр. Агар (4.91) тенглама
нинг ечимини у„ = (f  куринишда изласак, у \олда q учун ушбу

т
£ ( Ч  - » ь.)я п■' = ° (4.92)

^Рактеристик тенгламага эга буламиз.
Биз бу ерда каттик система учун оддий тургунликка нисбатан 

Торрок булган /4-тургунлик тушунчасини куриб чикамиз.
Аввал куйидаги таърифни келтирамиз:
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5-т а ъ р и ф . (4.2) айирмали методнинг тургунлик со^аси деб (4.91) 
методнинг тургунлигини таъминлайдиган ц = kh комплекс текис- 
лик барча нуцталарининг тупламига айтилади.

Эйлернингошкор методи

y,*xmy .+ W * ,y )
учун (4.91) метод

Уя. I = (1 + Ц = АА 

куринишга эга булади.

Бу методнинг |1 + /л\< 1 тургунлик шарти ц = цх+ 1цг комплекс 
узгарувчи учун (/ j , + 1) + ц\ < 1 ни билдиради. Бундан куринади- 
ки. бу методнинг тургунлик со\аси маркази (-1, 0) нуктада булган 
бирлик доирадан иборат.

Эйлернингошкормас методи

Уш* I = У '+ V  (х „ у „ , )

учун (4.91) метод

куринишга эга булиб, унинг тургунлик со\аси маркази (1,0) нук- 
тада булган бирлик доиранинг ташки нукталаридан иборат.

6-т а ъ р и ф. Айирмали метод А-тургун дейилади, агар унинг тур
гунлик со\аси Reyi < 0 ярим текисликни уз ичига олса.

Шуни таъкидташ керакки, ReX < 0 булганда (4.90) тенглама
нинг ечими асимптотик тургундир. Шунинг учун \ам А-тургун 
айирмали метод абсолют равишда тургун булади (барча А > 0 учун 
тургун), агар дастлабки дифференциал тенгламанинг ечими тургун 
булса (чунки Ren = hRe>.).

Равшанки, Эйлернинг ошкормас методида Л-тургун булиб, ош- 
кор методида эса Л-тургун эмас.

Бир кала мл и иккинчи тартибли айирмали метод сифатида тра
пеция формуласи деб аталувчи

У,+1 = У, + * [/ (W .)+ / (Jf . .y ..  i)] (493)

методни курсатиш мумкин. Бу метод учун (4.91) метод

_ 2+л
2-ц  
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булиши зарур ва етарлидир. Демак, (4.93) метод Л-тургундир. 
Катти К системаларни ечишла /1-гургун методлардан фойдаланиш 

зцсадга мувофикдир, чунки уларнинг тургунлик шарти h кддамга
боглик jMac

Хургунликнингбошца куринишлари, умуман, катти к система- 
парни сонли ечиш методлари \ак,ида чукур ва кенг маълумотлар- 
ни |4.5.47] дарсликлардан ва хусусан [ 13,38.49] монографиялар- 
данолиш мумкин.

и Н и ш г а  эга. Куриниб турибдики, 2*_̂  <1 булиши учун Rep < О

9-боб

О Д Д И Й  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  
У Ч У Н  Ч Е Г А Р А В И Й  М А С А Л А Л А Р

9.1-§. МАСАЛАНИНГ КУЙ И Л И Ш И

9.1.1. Чегаравий шартлар ва чегаравий масала. Фараз килайлик, п - 
тартибли оддий дифференциал тенглама

и<в> = (1.1)

берилган булиб, унинг и=и(х) ечимини чекли ёки чексиз |а, b] 
оралицда топиш талаб килинсин. Бу ораликаа т  та х( нукталарни 
оламиз:

а < х, < х2 < ... < хт < Ь.
Бунукталарда и(х) функция ва унинг и'(х),...,и'п " ( х ) \осила- 

ларининг кийматларини бирор коидага кура богловчи я та тенглама 
\ам берилган булсин:

fy«(x, ),« '(*,).... «/""(х ,).....u(xm),u'(xm),...,uin " ( x j )  = 0 (1.2)

j  = 1,2.... я.

Куйидаги масалани караймиз: (1.1) тенгламанинг [а, 6]оралиц- 
Да "та (1.2) шартларни к,аноатлантирадиган и(х) ечими топилсин.

Агар т  = I (х, = а) булса, у колда Коши масаласига, яъни (1.1) 
Тенгламанинг (1.2) дастлабки шартларни кдноатлантирувчи ечими- 
и топиш масаласига келамиз. Агар т  = 2 (х,= а, х2= b) булса, у 

«Г1*3 (1.1), (1.2) масала икки нуцтали ёки чегаравий масала де- 
Илади. Агар т  > 2 булса. у \олда ( I . I ) . (1.2) масала т  нуцтали ёки

нУКта.1ч массиа дейилади.
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Куп нукгали масалага мисол сифатила бир неча таянчларла ётгац 
КУрилиш тусинининг урта чизитни топиш еки икки нуктала ма̂ _ 
камланган юклатилган эгилувчан ипнингсолкиланиш масалаларц. 
ни курсатиш мумкин. Занжирли куприкларни \исоблашда солкила- 
ниш масаласи шунга олиб келади.

Битта дифференциал тенгламага жуда куп чегаравий шартлар 
Куйиш мумкин, у \олда улар \ар хил чегаравий масалаларга олиб 
келади.

1-м И СОЛ. Ушбу

и’ = f (x ,и,и')

иккинчи тартибли дифференциал тенглама берилган булсин. Бу ерда (1.2) чега
равий шартларнинг куйидаги турт хилини курсатиш мумкин:

1) и (а)=А, и (Ь)= В; 2) и' (в)=Л|, и' (Ь)=ВХ:
3) и (а)=А. и' (Ь)=В]: 4) и' (a)=Af,u(b)=B. "  3)

Чегаравий масала ечимининг мавжуд ва ягоналигини текшириш Коши маеала- 
синикига нисбатан анча мураккабдир. Чегаравий масаланинг ечими мавжуд 
булмаслиги, ёки ягона ечимга эга булиши. ёхуд чексиз куп ечимга эга булиши 
мумкин.

2-мисол. Ушбу
W + и = 0. и(0) = и(я) = 0

чегаравий масала чексиз куп

«(x)=csin х

кУринишлаги ечимга эга, бу ерда с — ихтиёрий узгармас сон.
- Куйидаги чегаравий масала

и" + и=0, ы(0)=0, u(xg)=l

д^нуцта 0 < < я- шартни цаноатлантирганда ягона

«(*) = ---япх„

ечимга эга булиб. х„ = я булганда умуман ечимга эга эмас

Биз бундан кейин (1.1), (1.2) чегаравий масаланинг ечими мав
жуд ва ягона деб фараз киламиз.

9.1.2. Чизи^зи чегаравий масала. Энди умумий чегаравий масала
нинг му\им хусусий \оли булган чизикли чегаравий масалани кура* 
миз, бу \олда (1.1) дифференциал тенглама ва (1.2) чегаравий 
шартлар чизиктидир.

Чизикли я-тартибли дифференциал тенглама кулайлик учун. 
одатда, куйидагича ёзилали:
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Ни) = f{x ), (1.4)

бу ерда
L (u ) = Ро (х )^ " + Pt (x)u{" "+ ... + Р'(х )и

булиб, f  (х ) ' Р '(х) [ ' = 0,/') функциялар купинча берилган |а, b| 
орал и КД а узлуксиз функциялар деб кдралади.

Соддалпкучун (1.2) чегаравий шартда |а, />) ораликнингх, = а 
вах2 = b четки нукгаларн кцрган деб кэраймиз. Агар чегаравий шарт tap 
куйидаги куринишга эга булса

ГА и) = ?о = 1' 2.... " ) ’ (1-5)

улар чизи^и дейилади, бу ерда

м » > - & « . . / > > ♦4=0

ва уе, «  #.* . Р»,/с берилган сонлар булиб, барча д = 1,2, ..., п учун

1 (к 1 +к * |)’е°*=0

шартбажарилиши керак.
Чизикли чегаравий шартлар сифатида (1.3) шартларни олиш 

мумкин, чунки уларни

аии(а) + a tu'(a) = у, Д,и(Ь) + Ptu'(b) = у,

кУринишда ёза оламиз. \акикатан \ам, бу ерда

а0 = До = *. Y = Л, а, = /3, = 0, у, = В

83 \■ к. деб олсак, 1-мисолдаги шартлар келиб чик;ади.
Ушбу

и(а) = и(Ь), и'(а) = и'(Ь)
заврийлик шартини \ам чизицли чегаравий шартлар деб караш мум
кин.

Агар (о, />| ораликда / ( х ) * О булса, дифференциал тенглама 
'Шр мсинс.т дейилади, акс \олда у бир жинсли эмас дейилади; агар
«■РЧа уЛ = 0 ( д = 1, 2..... п) булса, чегаравий шартлар бир жинсли
Дейилади, акс \олда улар бир жинсли эмас дейилади; агар диффс-
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\рснциал тенглама ва чегаравий шартлар бир жинсли булса, чегара. 
вий масала бир жинсли лей ил ад и.

Бир жинсли масала хар доим и(х) = 0 тривиал ечимга эга. Амм0 
куп \олларда бу масаланинг \ар доим \ам мавжуд булавермайлц- 
ган нотривиат ечими катта а^миятга эга. Шунинг учун >4ам Ци) = о 
дифференциал тенгламага ёки Г  (и) = 0 чегаравий шартларга 
параметр киритилади ва бу параметрни узгартирнб, шунга эриши- 
ладики, к нинг айрим к,ийматларида чегаравий масала ечимга эга 
булади. Параметрнингбу кийматлари масаланинг хос соншри, уларга 
мос келадиган нотривиал ечимлар масаланинг хос функцияшри дейи- 
лади.

9.1.3. Дифференциал тенгламалар системаси учун чегаравий ма
сала. Фараз килайлик. |а. />) ораликда чизи^и оддий дифференци- 
ал тенгламалар системаси берилган булсин:

и'\ + Рч ( x ) Mi +  Рп(х ) и2 + — + Р\Лх)и„ = f\ {х),
+  РгI (х)и,  +  Pii ( * ) " 2  +  -  +  Pm ( * К  = f 2 ( х ) ,  ( )

+ A i(* )« i + Pn:{x)u2 + ... + pHI{x)u„ = f„{x ),

бу ерда р:1(х) ва f^x) лар \а, Ь] ораликда узлуксиз функциялар.
Кулайлик учун ушбу

матрица ва векторларни киритамиз, бу ерда Т — транспонирлашни 
билдиради. Бу белгилашларда (1.6) системани ушбу

вектор куринишда ёзиш мумкин.
Фараз килайлик, (1.7) системанинг ечимлари куйидаги кури- 

нишда берилган чегаравий шартларни каноатлантирсин:

Л (* ) = О Л * ) ] ’

/ ( * )  = [ /  (x ) , f2 (х ), ...,/„ (х )]Г ,

« (* )  = .[«,(*),II, (jf).... М„(*)]Г

й' + А(х)и = / (х ) (1.7)

а{ш (хк) = ук, 1 й к й т ,  т  £ 2, ( 1.8)

бунда
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маълум матрица ва вектор булиб,
т

= л, а < х, < х2 < ... <хт =Ь.

Табиийки, (1.6), (1.7) чегаравий масала ягона ечимга эга були- 
шига умид килиш учун барча к учун (1.8) чизикли комбинациялар 
чизикли эркли булиши керак. Шунинг учун \ам а Тк матрицанинг 
ранги st га тенг деб фараз киламиз. Бу шартни унга тенг кучли булган

куринишга эга булади ва одатда, х, = о, х2 = Л деб олинади.
Шуни \ам таъкидлаш керакки, «-тартибли чизикли оддий диф

ференциал тенглама учун (1.1), (1.2) чегаравий масалани j/згарув- 
чиларни алмаштириш ёрдамида (1.6), (1.7) куринишда ёзиш мум
кин.

9.2-§. И К К И Н Ч И  ТАРТИБЛИ ЧИ ЗИ КЛ И  ЧЕГА РА ВИ Й  
МАСАЛАНИ К О Ш И  МАСАЛАСИГА КЕЛ Т И РИ Ш

Фараз килайлик, [а, b] ораликда

deta/a, * 0, s = 1,2,...,m

шарт билан алмаштирамиз.
Агар m = 2 булса, у \олда чегаравий шарт

(1.9)

®|Г*  (xi ) = У|» а 2Г*  (х2 ) = У г

и‘ + p(x)u' + q(x)u = f (x )  

Дифференциал тенглама берилган булиб, унинг 

а0и(а) + а,ы'(а) = A, |a0| + |a,| * 0,1 
р0и(Ь) + р у (Ь )=  В. |Д,| + |А| ^ О J

(2. 1)

( 2 .2 )
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чегаравий шартларни каноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
к,или ней н.

Ечимни
u = cy + z (2.3)

к^ринишда излаймиз, бунда с — узгармас сон, у  = >Чдс) ечим (2.1) 
тенгламага мос келадиган

у ' + р (х )у ' + д(х)и = 0 (2.4)

бир жинсли тенгламанинг нолдан фарми ечими булиб, z = z(x) эса

z' + p(x)z ' + q(x)z = / (x )  (2.5)

тенгламанинг кэндайдир ечими булсин. Равшанки, ихтиёрий с учун
(2.3) формула билан аникяанган и = и{х) ечим (2.1) тенгламанинг 
ечими булади. Ихтиёрий с учун (2.2) чегаравий шартнингбиринчи- 
си бажарилишини талаб киламиз, у \олда

ca0y (a ) + a0z(a) + caiy '(a ) + a iz'(a) = А
ёки

[a 0>'(fl) + a 1/ (a ) ]c  + a0z(a) + aiz'(fl) = А (2.6)

\осил булади. Бу тенглик барча сларда бажарилиши учун солдидаги 
коэффициент нолга айланиши зарур ва етарлидир, яъни куйидаги 
тенгликлар бажарилиши керак:

а0у (а ) + а ,/ (в )  = 0, (2.7)

a0z(a) + a iz'(a)= А. (2.8)

Агар ихтиёрий с * 0 учун

у (а ) = а,с, у '(а ) = -а0с (2 9)

деб олсак, у \олда (2.7) тенглик бажарилади, (2.8) тенгликни 
таъминлаш учун а0 * 0 б^лганда

ва а, * 0 булганда

деб олиш мумкин.
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Щундай килиб, у = у(х ) бир жинсли (2.4) тенгламанинг (2.9) 
стлабки шартларни цдноатлантирадиган Коши масаласинннг ечи- 

*и б^либ, z = г(*) эса (2.10) ёки чегаравий шартларни каноатлан- 
тиртпмган (2.5) тенглама учун Коши масаласинннг ечимидир. lily  
билан бирга и = су + z функция ихтиёрий с учун х = а нуктада 
чегаравий шартларни каноатлантиради.

Энди с узгармасни шундай танлаймизки, и = м(дг) функция х = b 
нуктада (2.2) чегаравий шартни каноатлантирсин, яъни

[ РУ (Ь ) + Р,У '(Ь)]с + p0z(b ) + ptz'(b) = В,

бундан
с = В-М ± )~М Ь)

РоУ(Ь )+ Ь у '(Ь)

келиб чикали. Бу ерда

РоУ(Ь) + р у ( Ь ) *  0 (2.12)

шарт бажарилади, деб фараз килинади.
Шундай килиб, (2.1), (2.2) чегаравий масала иккита у(х) ва 

г(х) функция учун иккита Коши масалаларига келтирилди.

1-эслатма. Агар (2.12) шарт бажарилса, у *олда (2.1), (2.2) чегаравий 
масала ягона ечимга эга булади. Акс \олда бу масала ё умуман ечимга эга эмас. 
ёки чексиэ куп ечимга эга булади.

2-эслатма. Агар (2.1) тенглама бир жинсли, яъни /(jc)sO булиб, А = 0 
булса. у холла (2 .1 0 ) ва (2 . 1 1 ) шартларга кура г(в) = 0  ва г'(в)=0 , демак, 
г(х)*0 келиб чимли. Шунинг учун \ам и = су{х) булиб, и(х) функция (2.9) 
бошлантч шартни мноатлантирадиган (2.4) тенгламанинг ечимидир. Бу \олда

с _ в 
Л»г(*)- Р|Г’(*)

булади.

9-3-§. ЧЕКЛИ -А Й И РМ АЛИ  М ЕТОД ЁРДАМ ИДА И К К И Н Ч И  
ТАРТИБЛИ Ч ЕГА РА ВИ Й  МАСАЛАНИ ЕЧ И Ш

9.3Л. Чекли-айирмали метод голси. Фараз килайлик, а < х < Ь 
°Раликда

Л(и) = н* + р(х)и ' + q{x)u = f ( x )  (3.1)

Дифференциал тенглама ва

а0и(а) + а1и '(а) = у1, |а0| + |а,| * 0, 
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р0и (Ь )+ Ьи '(Ь ) = у2,\р0\ + \ру\*0  (3.3)

чегаравий шартлар берилган булиб, бу чегаравий масала ягона 
ечимга эга булсин.

К,аралаётган |а, />| оралик,ни myeytuap деб аталувчи

х,. = а + /А(/ = 0,1.... iV; h = (b- a)/ N ) (3 .4 )

нукталар ёрдамида N та тенг булакларга булиб, тур \осил килам из. 
\ар бир тугунда (3.1) — (3.3) лардаги \осилашрни сонли диффе- 
ренциаллаш формулалари буйича функциянинг айрим нуцталар- 
даги кийматларининг чизик^и комбинацияси орцали ифодалай-
миз. Натижада /' = 1,2.....N—1 \олда и(х) ларни топиш учун vV— 1 та
тенгламага эга буламиз.

Агар булар билан чегаравий шартлардан (/' = 0 ва /' = N) келиб 
чицадиган тенгламапарни \ам бирлаштирсак, у \олда ы(х0), «(х,),

м(ху) га ннсбатан N + 1 та тенгламалардан иборат системага эга 
буламиз.

Чекли-айирмали методни цуллаганда куйидаги масалалар ечили- 
ши керак:

1) сонли дифференциаллаш формулаларини шундай танлаш ке- 
ракки, улар \осилани яхши як^нлаштирсин ва бу формулада функ- 
циянинг тугун нукгаларидаги кийматлари катнашсин;

2) \осил булган система ечимининг мавжудлиги текширилсин;
3) бу системани ечиш методи курсатилсин;
4) \осил булган натижанинг аниклиги ба.\олансин.
9.3.2. Оддий дифференциал тенглама ва чегаравий шартларни 

алгебраик тенгламалар системаси билан алмаштириш. Биз бу ерда 
|а, Ь\ ораликда (3.4) тугун нуцталарни танлаб, (3.1) дифференциал 
тенгламани факат ички тугунларда караймиз, яъни х = х (/' = 1. 2, 
..., N  — 1) ва (3.2) — (3.3) чегаравий шартларни эса мос равишда 
х0 = а ва xN = Ь нукгагарда караймиз; (3.1) тенгламада х = хдеб ола- 
миз:

м’ (х/) + />(х,)м’(х,) + <7 (x,)i/(x,) = f ( x t), (3.5)

/= 1. 2....  N-\

ва бунда катнашадиган и'(х,) ва м*(х,)ларни н(х) функциянинг 
х н , х(, хн| нуцталардаги киймати, яъни u(xhA), и(х.), и(хн|) ор- 
кали ифодалаймиз. Бунинг учун х нукта атрофида и = м(х) функ
ция |а, Ь\ ораликда туртинчи тартибли узлуксиз \осилага эга деб 
фараз килиб, м(х̂ _,) ва м(х^,) функцияларнинг Тейлор формуласи
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буйича сйилмасини ёзамиз (колдик \адни эса Лагранж формасида
одамиз):

и (*м  ) = "(•*»)+ ^ + 7̂ и' ( х‘ ) + ЗУ “ ’ (■*')+ 

+ ~ и ‘у ( х , + е и ) ,  о < в < \ ,

и(х,_{ ) = и(х, ) - * и'{х,) + £  и’ (х,) - *, ит (х,) +

+ j i u'y (xi -0|А), 0< в, < 1.

(3.6)

(3.7)

Бу формулалардан куйидагиларга эга буламиз:

^ ) , И>(Х() + 0(А)| (3.8)

= u'(x,) + 0(h), (3.9)

и{хм)~“ {х<-') = и'(x,) + 0(h2). (3.10)

Бу ифодаларнинг чап томони мос равишда унг хоста, чип у  ки 
ла ва марказий хосила дейилади. Шунгаухшаш и’ (х, ) учун куйида
ги симметрии ифодага эга буламиз:

,з ,1ИИ
Энди (3.5) тенгликда и'(х,) ва и'(хг,) ларнинг урнига (3.10),

(3.11) ларни куйиб ва 0(А2) ни унг томонга утказиб, куйидагини 
Хосил киламиз:

“ (*ы )-2 а (л ,)+ и (х ы ) + .  , к(д^., )-«(*,_,) +
*  1 ,} 2А (3 ,2)

+ <7 (х,)и(х,) = / (х ,) + 0(Л2)

ёки

[* '  * Р {* i)] ■и( * м ) - [2 - Ь2Ч(* ,)] и (х, ) + [ 1 + ±р(х, )] и(хы ) =

= Л2/>(лг,) + 0(Л4), (3.13)
/= 1, 2......  N - 1.
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Шунга ухшаш (3.8), (3.9) лардан фойдаланиб, (3.2), (3.3) чега
равий шартлар учун куйидагиларга эга буламиз:

(а0Л - а,)м (х0) + а,м(.х,) = Лу, +0(А2), (3.14)

-A*(*J»-i) + (A  +hpl))u(xN) = hy2+ 0(Л2). (3.15)

Энди (3.13) — (3.15) ларнинг унг томонида 0(/г*) ва 0(А2) цол- 
дикдалларни ташлаб юборамиз, натижада

[* - § - [2 - Л 2̂ (^)]У/+[1 + у/> М ]У ы  =

= h2f(x , ),/  = !, 2, (3.16)

(а0Л - а, )у0+<*,>>, = /?,, (3.17)

~Р\Уы-1 + (А  + /1Ро)Ун = ^ 2  (318)

\осил булади.
Бу ерда у.орцдли и(х) нинг такрибий циймати белгиланган. 

Кейинчалик кулай булиши учун куйидаги белгилашларни кири- 
тамиз:

A, = \ - hi p(xi ) ,C i = 2-h:q(xl ), В, =1 + *|/>(ху),

*' а,-Аа0 ' д[ Ла^-а, ’ * 2 fi,+/iPn ' А+4*>‘

(3.19)

Бу белгилашларда (3.16) — (3.18) системани куйидагича ёзиб 
оламиз:

ЛУм  -С,У, + В,Ум =h2fn
y0 =xly i +dl, (3.20)
yN =х*Ун-\ + Ъ2.

Бу системанинг матрииаси уч диагоналли булиб, куйидаги кури- 
нишга эга:

1 * 0 ... 0 0 0 ■
л -С, в, ... 0 0 0

0 0 0 ... ЛМ-1 -**-1
0 0 0 ... 0 *2 1
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II ни таъкидлаш керакки, (3.16) ифода дифференциал тенглама-
0(А2) хатолик билан, (3.17) ва (3.18) лар эса чегаравий шартлар- 

1И q(/,) хатолик билан алмаштиради. Куриниб турибдики, диффе- 
нциат тенглама чегаравий шартларга нисбатан каггаро^аник^ик-
алмаштирилади. Бундай аниктик максадга мувофиц булмай 

цолиши мумкин, у \олда и'(а) ва м'(А) аникрок, формулалар билан 
алмаштирилади (5-боб 16-§ га к,.):

i U'(Xo)= з * [- М *о ) + 4 "(х ,)- и (х ,)] + у и ' (4 )

ва

Умуман олганда, кушимча х _2, х.+ 2. х  х +, ва \. к. тугунларда 
м(х) функциянинг кийматини олиб. чегаравий масалани каттарок 
аникяикда алмаштириш мумкин. Аммо бу алгебраик системани му- 
раккаблаштириб юборади, табиийки, бундай системани сонли ечиш 
хам опф масалага айланади. Шунинг учун хдм хисоблаш амалиётида 
шундай системапар к,араладики, уларнинг анимиги катта булмаса 
\ам куриниши содда булиши керак. Аник/шкни ошириш учун А 
кичикрок цилиб олинади. Ш у сабабларга кура, купинча (3.1) —
(3.3) чегаравий масапани ечиш учун (3.20) куринишдаги система 
олинади.

9.3.3. Максимум (принципи) ва уни чекли-айирмали тенгламалар 
системаси ечимининг мавжудлигини текширишга цуллаш. Олдинги 
банддаги (3.20) система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун 
сашок^и бош диагоналга эга булган матрицалар хэкидаги леммани 
КУллаш мумкин (б-боб 9-§ га к,.). Аммо биз бу ерда бошкача иш 
тугамиз. Аввато, максимум (принципи) хакдааги леммани келтира- 
миз. Бу приниипнинг кулланиш доираси анча кенг, у нафакат од- 
Дий ва хусусий \осилали дифференциал тенгламаларни ечиш нати- 
жасида хосил буладиган (3.20) куринишдаги системани текшириш 
Учун, балки бу методларнинг яцинлашишини текшириш ва хатоси- 
»и ба\олаш учун \ам ишлатилади.

Фараз килайлик. куйидаги икки шарт бажарилган булсин:

1) ^max|p(x)| < 1, (3.21)I  asxsb1 v
2) flr(x) й 0, а < х й Ь. (3.22)

Бу шартлар А., В, С козффициентларнинг мусбатлигини таъ- 
^Инлайди.
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Кейинги муло\азаларни соддапаштириш максалила (3.2) — (3.3) 
чегаравий шартларда а, = 0, =0 деб оламиз. у \олда х, = х2 = 0 
булиб, (3.20) система куйидаги куринишга эга булади:

Л У ,-1 -  С,у, + = Л /, / = 1, N  - 1;
Uq = 0, ,i/v = 92.

Бу система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун бунга мос 
келадиган

ЛУ1-1 ~ С,у, + В,ум  = 0, / = 1, N  - 1,^0 = 0 (3.24)

бир жинсли система фацат у0 = yt = ... = у v = 0 тривиал ечимга эга 
эканлигини курсатишимиз керак, чунки бу \олда (3.24) система- 
нинг детерминанта

- С , 4 0  . . .  0 0 0

~ С г в: . .  0 0 0

0 0 0  . •• Л у -2 “ £ * - 2 B n -  2
0 0 0  . . .  0 Л и ~^N-\

нолдан фарк^и булади. Аммо бу детерминант (3.23) системанинг 
\ам детерминанти булиб, D *  0 тенгсихжк бу система ечимининг 
мавжуд ва ягонашгини таъминлайди.

Фараз цилайлик, кандайдир z...... Zs сонлар берилган булиб,
Z, z  const булсин. Ушбу айирмали операторни киритамиз:

л(г , )  = Д г , - С , г ,  + / = 1,2..... ^  + 1.

1-л е ч м а (максимум принципы). Агар (3.21), (3.22) шартлар ба- 
жарилса ва /' = 1, 2, ..., jV-1 учун

А (г ,)£ 0 (л (г ,)< 0 )

булса, у \олда z„, г,..... г^сонлар орасида z„ ёки zN энг катта мусбат
цийматга (энг кичик манфий кийматга) эга булиши мумкин.

И с б о т и. Айтайлик.

А(г,) £ 0,/ = 1,2.... N -\
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Нгх;изликлар уринли булсин. Тескарисини фараз киламиз, айтай- 
ик z лар узининг энг катта мусбат циймати М ни / = к 

n o t i / V - l )  булганда цабул килсин, яъни ,1™^, Z, = г* = М 
бутиб. г4цёки сонларнинг \еч булмаганда бирортаси М дан 
кичик булсин. У холла

А (Z*) = А г*-1 ~ + I =

= [ l - f /»(**)] **-■ - [ 2~Л2<?(дс*)]л/ + [ l  + ? p(jf* )]«*., <

< [ l- 2 />(**) М ~ [2 ~ h 2q(xk)]M +  [\ + h2p(xk) W =

= h2q(xk )M  < О,

чунки лемма шартига кура Ак, Вк, Ск коэффициентлар мусбат булиб, 
» ёки г*_, сонлардан \еч булмаганда бири М дан кичик. Демак, 
д (г,) < 0. Бу эса лемма шартига зиддир. Бундан эса бизнинг фара- 
зимизнинг нотугрилиги ва энг катта мусбат к.иймат фак,ат ^  ёки 
г.булиши мумкинлиги келиб чикдаи. Лемманингтасдит А (г,) < 0 
учун \ам худди шунга ухшаш исботланади. Энди (3.24) системанинг 
факрт тривиал ечимга эга эканлигини курсатамиз. Яна тескарисини 
фараз килиб, бу система нолдан фаркди ечимга эга деб хисоблай- 
миз, яъни yt, у2, ..., >’v_| сонларнинг орасида \еч булмаганда биттаси 
нолдан фаркди булсин. Бу ерда хам (3.21), (3.22) шартлар бажарил- 
ган деб фараз циламиз ва бундан ташцари. барча / = 1,2, Л М  
учун A (^ )  = 0 тенгликлар уринлилигини \исобга оламиз. Шунинг 
учун хам лемманинг тасдигига кура yi сонларнинг энг катта мусбат 
Киймати (энг кичик манфий циймати) фак^ту0 в а д  булиши мум
кин. Лекин з’0 = yN = 0, демак, уг у2, .... у^ л ар  нолга тенг булиши 
керак. Шундай килиб, (3.24) система фацат тривиал ечимга эга 
булиб, (3.23) система ягона ечимга эга.

9.3.4. Айирмали \айдаш методи ва унинг тургунлиги. Би з 4-бобда 
Умумий куринишдаги матрииага эга булган А-тартибли системани 
Гаусснинг номаълумларни йукотиш методи билан ечишда 0(ЛГ') 
мивдорда арифметик амагзар бажарилишини курган эдик. Агар мат- 
рицаси уч диагоналдан иборат булган (3.20) системани ечишда Га- 
Усс методи буйича тузилган стандарт дастурга мурожаат цилсак, 
Э\М  ()(А )̂ микдорда амаз бажаради. Аммо (3.20) системада нолдан 
Фарк^и элементларнинг микдори 0(/V). Шунинг учун хам 0( А4) миц- 
Дордаги а мазла н 0( /V) таси мазмундор ама.1 булиб, кол га н 0(/V*) 
Таси мазмунсиз амалдир, чунки улар нолни бирор сонга купайтириш 
*булиш) ва нолни нолга кУшиш (айнриш) дан иборат. Демак, (3.20) 
с Чете мани Гаусс методи буйича тузилган стандарт дастур ёрдамида
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ечиш ортикча амал бажаришга олиб келиб, максадга мувофи^ 
булмайди.

Утган асрнинг эллигинчи йилларида бу нуксондан цутулищ 
мацсадида уч диагоналли матрииага эга булган ч и зи кл и  алгебраик 
тенгламалар системасини ечиш учун Гаусс методининг шундай 
варианти ишлаб чикилдики, у матрицанинг факат нолдан фарц- 
ли элементлари устида амал бажаради. Бу вариант хайдаш методы 
деган ном олди. Хайдаш методида арифметик амалларнинг сони 
0(/V) га тенг. \озирги вактда \айдаш методининг узи хилма-хил 
вариантларга эга ва улар хилма-хил масалаларни ечишга мулжал- 
ланган [46).

Шундай цилиб,

ЛУ/. 1 - СМ  + В<Уы = ' = Ь 2.... N - 1 (3-25>
айирмаж тенгламалар системаси ва

Уо = W  + А,,  yN = % y N_i + д2 (3.26)

чегаравий шартлар берилган булсин. Бу ерда Ар Вр Cpfp хг х2, д,, 

д:берилган сонлар. Биз (3.25) системанинг ечимини куйидаги

Ум = а мУ< + Pi*i. • = N - 1 0 2 1 )

куринишда излаймиз, бу ерда а,,, ва рм  \озирча номаълум сонлар.
(3.27)тенгликдан куйидагиларга эга буламиз:

У, - ЩУыI + А .

Ум = а мУ< + Рм  = <*РмУм + «/.1А + А*|- 

Бу ифодаларни (3.25) тенгламага куйсак,

[ А/ - а, (С, - А аы  )]У/-| + [А  ( - ) + A A .I - А / ]  = о 

келиб чикали. Куриниб турибдики, агар

Д - а, (С, - Д,аы  ) = 0, Д ( - С,:) + В, Д и = А2/

тенгликлар бажарилса, у \олда (3.25) тенглик уринли булади.
Шундай килиб, а ва Д ларни топиш учун ушбу рекуррент фор- 

мулапарга эга буламиз:



ра миадорларни эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) тенг- 
чикда / = А '_  1 булганда \осил к,иламиз:

(3.27) формула ёрдамида \исоблашни бажариш учун у0 нинг киймати- 
ии топиш керак. бу эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) тенгликдан 
/ = 0 булганда \осил булади:

Шундай килиб. (3.25) — (3.26) чегаравий масаланинг аникечи- 
мини топиш учун ушбу %аидаш методи деб аталувчи алгоритмга эга 
буламиз:

Бу ерда yt лар чегаранинг чап нук,тасидан бошлаб кетма-кет то- 
пилади. шунинг учун \ам (3.28) формулалар чапдан у̂ айдаш форму- 
лалари дейилади. Шунга ухшаш унгдан .\аидиш tfюрмулаларини \ам 
чицариш мумкин:

Айрим \олларда чапдан ва унгдан \айдаш методларининг комби- 
Нациясини олиб, к,арама-к,арши хрйдаш методи неб аталувчи метод- 
Ни ишлатиш маъкулдир.

1-м a in к,. (3.29) унгдан \айдаш формулалари исботлансин.

Агар а коэффициентлар модули билан бирдан кичик булса, у 
ХОДда (3.28) %айдовчи формулалар тургун деб аталади.

a N ~ Х2' Р н  ~ ^2 ■

1 c, B,ai+l 
/ = 1,2,..., W -1;
a N = Х2' Ри  = ®2»
Ум =<*, .,У '+Рм 'i  = 0 , l .....N - 1
у0=(9, +дг,«.)/(!-дг,»,).

(3.28)

4, = хгП,  = 9 „
У< =4мУи1+П,.„ i  = 0 , l .....N - 1;
У* = (&2 + x24n )/( ! ~хг4н )•

(3.29)
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Бундам *олда (3.27) рекуррент формулалар буйича хисоблаш олиб 
бор ил ганда келиб чицадиган яхлитлаш хатоликлари усмайди. 

Тео рем а. Агар куйидаги шарпиар

А, > О, В, > О, С, > А, + В „ / = 1,2.... N - 1; ^
О < х,, х2 < 1

бажаршса, у %o.ida хайдаи/ни бажариш мумкин ва у тургун булади.
И с б о т и. Хакицдган хам. О < a s = х2 <1 эканлиги теорема шар- 

тидан келиб чикали. Фараз килайлик, 0 < а,л < 1 булсин. у холла

О < п = А‘___= __________ —_________ < 1

булади, чунки сурат ва махражнинг хадлари мусбат булиб, махраж 
суратдан катга. Шундай килиб, барча / = 1,2,..., N -  \ учун 0 < а, < 1. 
Энди 0 < х, <1 шарт 0 < а, <1 шарт билан бирга уп ни анимайди- 
ган формулада махражнинг нолдан фарк^илигини таъминлайди. 
Шуни исбот килиш керак эди.

Э сл а тм а . Шуни \ам таъкидлаш керакки. дс( га куйилган шартларни юм- 
шатиш мумкин. Масалан. агар (3.30) шартлар Урнига ушбу

А. > 0. В■ > 0. С: > А: + В , С, * А: + В .
(3.31)

0 S X,, х2 < I

у4( > 0, В) > 0, С( 2 А,. + В,, 0 £ дг,, лг2 < 1,
„ ,  (3.32)ДГ| + х2 z 2

шартлар бажарилса. у \олда теореманинг тасдиги уринлилигича ко лад и.

2-м a in к- (3.31) шартлар бажарилганда \айдаш методининг тургунлиги ис- 
ботлансин.

3-м а ш к. (3.32) шартлар бажарилганда \айдаш методининг тургунлиги курса- 
тилсин.

9.3.S. Чекли-айирмали методнинг якинлашиши. Асосий гоя ту- 
шунарли булиши учун чегаравий шарти энг содда булган ушбу 
чегаравий масалани караймиз:

L(u ) = и' + р(х)и' + q(x)u  = / (х ),

Ф )  = Ур ч(Ь ) = у2.
(3.33)
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Олдингидек фараз к,илайлик, м(л) ечим |я, />| да туртинчи тар- 
бли узлуксиз \осилага эга булсин. У \олда (3.6), (3.7) формула- 

лароан

К , .  (х ,*9*),М < 1,

= И(ДС,)+ £ !/■(*, +в,*),|е,| < 1 

\осил булади. Энди 9.3.3 дагидек

-С ,г,+

деб оламиз, бу ерда /Г, С, Z? коэффициентлар (3.19) формулалар 
билан аниманади.

Фараз цилайлик, н(л) — чегаравий масаланинг изланаётган ечи
ми булсин. У \олда юкоридаги ифодаларни (3.12) га куйсак,

Si \ (u (x i )) = f l + Rl (3.34)

\осил булади, бу ерда/ = f ix ),

К  R> (*< +oh) + 2P (xi ) u’ (x,■ + W ) ] .

Аммо Л , Ср В  коэффициентлар/ни яхлитлаш билан \исоблана- 
ди. шунинг учун \ам реал \исобланадиган у, лар урнига такри
бий цийматлар

^ А (у /) = / ,- а „  / = 1,2.... N-  1, (3.35)

Уо = У\чУц = Гг

мУносабатларни каноатлантиради, бу ерда а яхлитлаш ^исобидан 
\осил булган хатолик. Ечимнинганицкиймати билан унингтакри
бий кий ма ги орасидаги фаркни

е, =и[х,)-у1

Леббелгилаймиз, |с,.| ни ба\олаймиз ва цайси \олларда яцинлаши- 
Шини аник,лаймиз. Энди (3.34), (3.35) формулалардан фойдаланиб, 
е- ни аниклаш учун
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системага эга буламиз.
Биз |е,| ни ба\олаш учун шундай К(дс) функция курамизки, у 

|£,| учун мажоранта булсин, яъни

| ф К ( * , ) ,  ^(дг)^О.

Мажоранта куриш учун куйидаги леммадан фойдаланамиз: Фа
раз килайлик, t0, / , , tN, ва Т0, Tt..... TN(T^0 ) кандайдир сонлар
булсин.

Л е м м а  (мажоранта х,акила). Фараз килайлик, куйидаги шарт
лар бажарилсин:

1) * тах|р(дг)| < 1;
2) q(x)ZO-,
3) Л(7;)^-|Д(Г,)),« = 1,2....ЛГ-1;

4) |л» | — 0̂ * kwl - !•

У \олда
Ы^7;,/ = 1,2....N-1.

И с б о т и. Ушбу Г( + Т йигиндини кэраймиз. Лемманинг учинчи 
шартига кура

д(г,+7;) = л(О+л(7;)£0.
Максимум принципи хэкидаги леммага к^ра + Т  сонлар ораси- 

да энг кичик манфий кийматни /0 + Т0 ёки tN+ TN кэбул килиши 
мумкин. Лемманинг туртинчи шартига кура бу сонлар манфий эмас. 
демак, барча /' учун /, + Tt £ 0. Шунга Ухшаш 7] -  /,£ 0 эканлигини 
курсатиш мумкин. Охирги иккита тенгсизлик курсатадики. 
-Т{ й tt <, Т( ёки |/,| й Тг Лемма исботланди.

Энди ёрдамчи масалани караймиз:

L ( u ) ° V  + p (x )V ' + q ( x )V  = -\.

V(a) = 0.V(b) = 0

ва унинг ечимини К(х)деб белгилаймиз. Барча а < х < Ь  УЧУН 
У (х ) >0 эканлигини к^рсатамиз. \акикатан \ам, агар (а, Ь) *



тенгсизликни каноатлантирадиган нукталар топилса, у 
0̂лда У(х) функция | а. Ь\ да узлуксиз булганлиги учун шу орал и к,- 

нингбирор 4 нукгасида узининг мусбат булмаган минимумига эри- 
шади Бу *олда К '(4 )^ 0 , У'(4 ) = О, К (£ )< 0  ва <7 (4 ) < О булган
лиги учун биз 2 0 тенгсизликка эга будар эдик. Бу эса 
царама-кэршиликка олиб келади, чунки К(дс) функция Z.(Й) = -1  

тенгламанинг ечимидир. Демак. барча х е (ачЬ) учун У (х ) > 0. 
Энди

W ( x )  = t V ( x )

функцияни киритиб, г мусбат параметрни шундай танлаймизки, 
W(x) сонлар |е,| лар учун мажоранта булсин. Бунинг учун и(х) 
функиия Ц и) = /(*) тенгламанинг ечими деб фараз килиб, (3 .3 4 ) 
формулани

^ Л[И(*<)] = 4 И(Х' ) ] +М “ )

куринишда ёзиб оламиз. Шунга ухшаш W(x) учун 

ни \осил киламиз, бу ерда

S  И  = ̂ [ w ' v (*, +eh) + 2P(x, )W '(x, + 0,А)],

Н<1,|0,|<1.

Демак,

A (JF(,()) = _T/ , ^ i _ ^ ^ ( Xj+eA) _ 2p (Xj)r- (x <+0|A)j. (3.37) 

Куйидаги белгилашларни киритамиз:

К ,  /,=2 й И 4 ^ з = « « К ' И .

В  = ( 4 М = Г2М* + 6 РМ -

^Уларни эътиборга олиб, (3.37) дан цуйндагиларга эга буламиз: 

A ( ^ U )) <; -г/»2 ( l МА - £  PM, )  = -тН2(\-Н2м ),
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бунда Л кддамни I -  h :M  >Отенгсизликни кдноатлантирадиган килиб 
оламиз. Шундай килиб.

(3.38)
Л (И '(х ,)) £ -гЛ2 (1 -Н2М ), / = 1,2,..., N - 1,

И ' Ы - И ' Ы - О .

Энди (3.36) дан курамизки,

|л(е, )| й Л2 (Л2Л/ + б), / = 1,2.... 1, (3.39)

бунда

Л/=1л/4+1/>А/„ А#, - тах||Г(*)|,
МА = max \и'у (х)|, |а,| £ 8.

Агар биз г параметрни
Л ( И/(Х ( ) ) ^ - | Л (£ /)|

тенгсизликни цаноатлантирадиган килиб танлаб олсак, у \олда 
е, = eN = 0 \исобга олинганда мажоранта \акидаги леммани кулла- 
шимиз мумкин. Бунинг учун (3.38) ва (3.39) тенгсизликларга 
кура

-гА2 (1 - hrM ) й -И2 (Л2Л/ + б )

еки
. А/Л2 ^ <5 

г ~1 - М ?  I-А/А2 '

Шундай тенгсихтикни каноатлантирадиган гучун 2-леммадан

\е,\* И^(х<) = тК (х ( )

ёки

W * ( о т *  ^ ,3'401

ба\ога эга буламиз; [а, Ь\ ораликда У(х) узлуксиз булганлиги учУн 
у чегаралангандир.

Шунинг учун *ам, агар А -> 0 да 8 й 80А-’ булса, у \олда (3.40) 
тенгсизликдан е(А) = тах|г(| = 0(А2) келиб чикади.
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Теорема. Фараз цилайлик,

и’ + р{х)и + q(x)u  = f ( x ) ,  и(а) = у,, и(Ь) = у2

чегаравий масашнинг и(х) ечими /а. Ь/ орал иь; да туртинчи тартибли 
уыуксизуосилага эга булсин ва куйидаги шартюр бажарилсин:

1) ^ max |/>(лг)| < 1, 2) ^ (х )  й О, 3) 5 < 80И2.

У  %олда чаралаётган чегаравий масала учун айирмали метод 0(h:) 
ани^шкда текис яцинюшади.

Э с л а т м а .  Агар апО| £0 ва р0 р,>0 тенгсизликлар уринли булса, теорема 
(3 1 >—(3.3) чегаравии масала учун \ам Уринли булади.

Бу ва бунга ухшаш теорема1арнинг нуксони шунлан иборатки, унда номаъ- 
лум ечимнинг учинчи ва туртинчи \осилапари катнашади Одатда, бу \осилаларни 
бахолаш огир масала. Шунинг учун \ам бу теорема фак,ат назарий а.\амиятга эга.

М аш *. Ушбу чегаравий масала

и' - 2xi/ - 2и = -Ах, 
м(0) = I, |/(1)= 1 + е = 3,718282

юкорида келтирилган \айдаш методининг иккала варианти ёрдамида такрибий 
ечилсин ва натижа u(x)=  I +«■' аник ечимнинг кийматлари билан солишти- 
рилсин.

9.3.6. Чекли-айирмали метод ёрдамида иккинчи тартибли чи- 
зицли булмаган чегаравий масалани ечиш. Куйидаги чизикли булма- 
ган

u’ = f(x ,u ,u ') (3.41)

Дифференциал тенглама ва

аои(а )~ а \и'( а) = Уи p0u(b)~ piu'(b) = y2 (3.42)

чегаравий шартлар берилган булиб, бунда а0, <*,,/}„./3, бир хил ишо- 
Para эга. Шу билан бирга, фараз килайлик, Дх, у, z) функция Oxyz 
Фазонинг у  ва гларга нисбатан цабарик, булган бирор Ссо\асида 
Узлуксиз функция булсин.

Олдингидек
х, = а + /А (/ = 0,1....N, (А-о)А = N )

^УНлар ёрдамида |а, А| ора!икни iVTa тенг булакка булиб, (3.41) 
еНглама ва (3.42) чегаравий шартларни такрибий равишда ап- 
аШтириб, (iV + I) та у0, у .......... номаълумларга нисбатан ушбу
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= /(хпу„  ̂ ), I = 1,2...../V-1

« о Л  -  « 1  ^  =  ) V  ^ o ^ / v  +  Р ,  У у -7 ~ -  =  X j

<3.43)

( jV + 1) та чизикли булмаган тенгламалар системасини \осил цила- 
миз. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

(3.44)

Юцрридага (3.43) системани ечиш учун итерация методини куйида
ги схема буйича кулдаймиз:

V i  гу‘ ГН  = / v v V | V lW / .  2h

i = 1,2,...,AT-1

Яп[Уу*"]-1 '.. [ У 7*"] = г,-
(3.45)

Бу ерда юкрридагиу индекс итерациянинг номерини билдиради. 
Итерация нинг \ар бир кадамида чизикли алгебраик тенгламалар 
системасини ечишгатуфи келади. Бу система махсус куринишга эга 
булганлиги учун унинг ечимини ошкор куринишда ёзиш мумкин 
(бунинг исботини [7| дан царанг):

*~[PoYi{b-a) + 0,у, + а|у2] + 

+ т ( а о/2 - PoYi) + ̂ '̂ gufk1 »
(3.46)

, r t  „ (» _ „ (»  V „Ы  yk-1хк,ук , 2А

бунда а, Ь, а0, а,. /30, рг уг у2 — маълум сонлар булиб, Д ва g k куйидаги 
формулалар билан \исобланади:

Л = U aoPo(b~ a ) + aoPi + «|А>]>

's (ia0 + °±)(kpo-po\ - % ) ( i l k ) , (3.47)
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руни  \ам таъкидлаш ксракки, (3.47) формулада gti лар итера
ция номерига бо ти к  эмас, шунинг учун уларни бир марта \исоб-
паб кУйиш кифоядир.

каралаётган методнинг якинлашишини текшириш анча му- 
раккаб  иш булиб, R(x, z) функция G со\ада у  ва z ларга
нисбатан

|Л(х,>',г)-/(дс,^,г)| < Ц\у-у\+

Липший шартини кдноатлантирган \ол учун бундай талкикот |7| да 
келтирилган.

9.4.1. Чизикли \ол. Олдинги бандда к,араб чикдлган чекли-айир- 
мали методлар универсал булиб, ечимнинг дискрет нукталардаги 
жадвалини беради. Аммо физика ва механика масалаларнни ечишда 
баъзан ечимни аналитик куринишда топиш керак булиб колади. Одат- 
да, бундай \олда ечимнинг катта аниклиги талаб килинмайди, аммо 
аник ечим урнига кандайдир функцияни топиш талаб килинадики, 
у чегаравий шартларни аник каноатлантиради ва дифференциал тенг
лама билан богликбулган кандайдир шартларни каноатлантиради. 
Бундай муносабатлар шундай тузиладики, уларни каноатлантира
диган функция такрибий равишда берилган дифференциал тенгла- 
мани vim каноатлантиради. Бу муносабатлар \ар хил методларда \ар 
хил олинади, уларнинг асосийлари билан вариацион методларни 
Караганда танишиб чикамиз. Биз бу ерда колюкацня методы билан 
танишиб чикамиз.

Фараз килайлик, куйидаги чегаравий масала берилган булсин:

9.4-§. КОЛЛОКАЦИЯ МЕТОДИ

L(u ) = ы" + р(х)ы' + q(x)u  = / (х ) , (4.1)

Г\ (« ) = а0и(а) + а {и '(а) = у,, |а0| + |а,| * О,
Л  ( « ) = Ро“ (Ь) + Р У (ь )  = у2, \р0\+ | д |  * о.

(4.2)

(4.3)
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чизикли эркли функцияларни шундай танлаймизкн, улар орасида 
^,(х) бир жинсли булмаган

/’.(Го ) = Г . . а д )  = Г2 (4.4)

чегаравий шартларни к^шоатлантириб, цолганлари У, (х)(/ = 1,л) эса 
бир жинсли чегаравий шартларни кдноатлантирсин:

Г , (У () = 0 , Л ( » г/) = о (/  = й ) .  (4.5)

Хусусий \олда (4.4) чегаравий шартлар бир жинсли булса 
(У| = у2 = 0), у \олда Y0 (х ) г Одеб олиб, факат куйидаги

системани караш мумкин.
Энди (4.1), (4.2) чегаравий масаланинг ечимини базис функ- 

цияларнинг куйидаги чизикти комбинацияси шаклида кидира- 
миз:

u(x) = Y0(x ) + '^c,Yl (x). (4 .6)

Бу холда м(х) (4.2) чегаравий шартларни кдноатлантиради. \акикртан 
\ам, чегаравий шартлар чизикли булганлиги сабабли

r i (u )= r i (Y0) +'£ c ir (Y l ) = Yi + £ c , 0  = r i.
/-1 /-1

Шунга ухшаш

^2 ( " )  = У2*

Энди (4.6) ни (4.1) га куйиб. куйидагига эга буламиз: 

/г(х,с,,с2,...,ся)= L {u )- f (x )  =

- Ц Г , ) - / ( х ) * ± с ,Ц Г ,)• <471

Агар с, (i = \.п) ларнинг бирор кийматида

/?(х,с,,с2,...ся) = 0, а < х s b

булса, у \олда м(х) функция (4.1), (4.2) чегаравий масаланинг 
ечими булади. Аммо, умуман олганда, коэффициентларни бундай
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танлаб олиш купинча мумкин булмайди. Шунинг учун \ам 
glx,C\’C2’—'с«) Функциянинг коллокация (устма-уст тушиш) ну%- 
т а ,аридеб аталувчи. етарлича зич олинган дг,,дс2,...дгя нукталарида 
^х,с,,с2,....с„) = 0 тенгликнинг бажарилиши талаб килинади. 
ц]ундай нукталарда (4.1) дифференциал тенглама аникбажарила- 

Натижада ушбу чизикли алгебраик тенгламалар системасига зга 
буламиз:

Л(дг,,с,,с2,. £ п о

R(xn,q ,с2,. и ©

Агар (4.8) система ечимга эга булса, у \олда бу системадан с,, сг ..., ся 
коэффициентларни аникдаб, чегаравий масаланинг ечимини (4.6) 
куринишла топамиз. __

(4.8) система ягона ечимга эга булиши учун У, (*)(/' = 1,л) куйи
даги шартларни к^ноатлантириши керак:

1) бу функциялар чизикли эркли булиши керак:
2) агар р(х), q(.x), f(x ) функциялар \а, Ь\ да узлуксиз булса, у 

\олда [о, Ь\ да К(дг) функциялар биринчи ва иккинчи тартибли 
узлуксиз \осилага эга булиши керак;

3) K,(jc), K,(.v).......Yn(x) функциялар ёрдамида \осил килинган
система L(Yt\x)), L (Y :(x)).......L(Yn(x)) ихтиёрий ва бир-биридан
фаркли равишда танлаб олинган х. нукталар учун Чебишев систе
масини ташкил этиши керак.

Чебишев системасининг таърифини келтирамиз: 
<P,(x)(i = 1,2,..., л) функциялар [а, Ь\ да Чебишев системасини таш
кил этади дейилади, агар |а, Ь\ оратикдан олинган бир-биридан 
фаркли ихтиёрий дг,, дг2.......хп учун

Ф. (лГ|) <М*.) -  <M*i)
<Pi(x2) <М*2) ... <Рп(хг)

<РЛхп) ... <рЛ х-)

эникловчи нолдан фаркли булса.
Коллокация тугунлари сифатида Чебишев куп\адларининг ил- 

лизларини \ам олиш мумкин. Биз караб чиккан методдан фаркли 
бУлган сплайн-кпиокация методи \ам карал ад и. Бу методда такри
бий ечим сатайн-функция шаклида топилади. Бу метод юкоридаги 
Метод билан чекли-айирмали метод орасида туради.
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М исол. Коллокацня методи ёрламида куйидаги чегаравий масала ечилсии 

и '- и  = х, и (0 )=0 , и (1) = 0 . (4 |̂

Е ч и т . Базис функииилар сифатида чегаравий шартларни цаноатлантиради. 
ган Yn = х" (1-х) функцияларни оламиз. Коллокация тугунлари сифатида

I I 3
*, = 4 • *2 = 2 • = 4

нукталарни оламиз ва учта базис функция билан чегараланамиз:

Ко(х )- 0 .

и, (х) = о,дг( I—jc) + с2х2 (1-х) + с,х' ( I—д г ) .

Буни (4.9) тенгламага цуйиб. куйидагига эга буламиз:

Л (дг.с,.с2,сэ) = с, (-2 -х+х2) +

+сг ( 2 -6 х-х3 +х3) + с, (6 х-12х3-х3-х4) - х.

Бу ерда коллокаиия нукталарини куйиб. куйидаги чизикли алгебраик тенг
ламалар системасини \осил киламиз:

-560о,+112с2-И89с,=64.
—36с| -18с2-С) = 8,
560с,+676с2+603с3 = -192.

Бу системани ечиб, такрибий ечим учун куйидаги ифодага эга буламиз:

и, (х ) = х( I - х )(0.1547868 ♦ 0.13 25682х + 0.0414476х2).

9.4.2. Чизицли булмаган \ол. Фараз килайлик.

L(«)=  f(x .u .u ’),
и(0) = 0.и(1) = 0 *410*

чизикли булмаган чегаравий масала берилган булиб, у ягона ечимга 
эга булсин. Бу ерда \ам биз юкоридаги усулни ку-ллаб, (4 .8 ) систе- 
мага эга буламиз. Аммо бу ерда (4 .8 ) система чизикли булмаган 
алгебраик тенгламалар системасини ташкил этади. Бу системани
2-бобдаги методларнинг бири билан. масалан, итерация методи 
билан ечиб, (4 .1 0 ) тенгламанинг такрибий ечимини (4 .6 ) кури- 
нишда тасвирлаймиз.

2-м и сол. Коллокаиия методи билан чизикли булмаган ушбу чегаравий ма
салалар ечилсин:

и'=х2 +и2. к(0)=0. и(1)=0. (4.М*
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t чип' Базис ФУНкииялар сифатида

Уо»0. К,»дс(1-х), К2 = лг2(1-дг)

«шияларни. коллокаиия нукталари сифатида дг =0.25 ва дг, = 0.75 ни оламиз. 
у^рдда ечимни и(х)=CjК|(дг)-► с2К2(дс) каби излаймиз. хатолик эса

Л(дг,с,,с*) = -2с, + (2 - 6 дс) с2 - 

- ( ci2Kij  + 2cic2Ki Kj  + c| K 2j ) - x J

. рИНИшда булади. Ко.глокаиия нукталарини куйиб. куйидаги чизикли булмаган 
а-иг.ламалар системасига эга буламиз:

-2с, + 0.5с2 = — + (0.035с,2 +0.009с|с2 +0,002с2),

-2с, - 2.5с2 = ^  + (0.035с,2 +0,053с,с2 +0.020с?).

А в вал биринчи тенгламани 5 га купайтириб, иккинчи билан кУшсак, янги 
тенглама \осил булади. кейин иккинчисини биринчиенлан айириш натижасида 
иккинчи тенглама \осил булади:

с' = 96 "  °- 0 l8 f|J "  °- OI2cic2 "  0 .ООЗс2, 

с2 - ~ т  ~ 0.012с,с2 - 0 ,006с2.

Бу системани кетма-кет якинлашиш методи билан куйидагича ечамиз:

С1.У1 = - %  - 0 Ш с1 ~ 0.012с, jc2j - 0.003с2j , 

с2.у*1= _ 6 - 0.012с, уС2 у - 0 ,006с,'j .

Нолинчи якинлашиш сифатида

С,°  = " 96 = -°-0729- с2« = = - ° - 1667

ни оламиз: кейингн якинлашишлар куйнлагидан иборат:

с,, = -0.0731, с2, = -0.1667, 
с,2= -0.0732, с22 = -0.1670.

Бир хонага яхлитлаб олиб. с, = -0,073; с2 = -0.167 ни \осил киламиз. Шун- 
Килиб. такрибий ечим сифатида

«(*) = -*(!-*)( 0.073+0.167*)
Ми ОЛИШИМИЗ мумкин.
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1 0 -б о б

Х У С У С И Й  Х О С И Л А Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  
Т Е Н Г Л А М А Л А Р Н И  Т А К Р И Б И Й  Е Ч И Ш

10.1-§. У М У М И Й  ТУШ УН ЧАЛАР

Хусусий \осилали дифференциал тенгламалар фан ва техника- 
нинг турли со\аларида учрайди. аммо уларнинг ечимини ошкор 
куринишда чекли формула шаклида топиш камдан-кам \олларда 
мумкин булади. Ш у муносабат билан математик физика масалалари 
деб аталувчи \ар хил хусусий \осилали дифференциал тенгламалар- 
ни, хусусий \осилали дифференциал тенгламалар системаси ва ин
теграл тенгламатарни такрибий ечиш методлари му\им а\амиятга 
эгадир.

Бу ва кейинги бобларда биз математик физика масалатарини 
такрибий ечишнинг айрим кенг таркалган методларини куриб 
чик^миз. Математик физика курсларида узгарувчиларнинг сони /К>2) 
ва \осилатарнинг тартиби т(>2) булган тенгламатар каратади. Биз 
асосий диккатни икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли хусу
сий \осилати чизик,™ дифференциал тенгламатарга кдратамиз. Бун
дай тенгламатар мисолида фраладиган методтарнинг асосий гояси 
яхши тушунарли булиб, \исобташ схемаси \ам соддарок булади.

Шуни \ам таъкидлаш керакки, битта тенглама учун кдраладиган 
методларни бир неча номаълум функцияларни уз ичига олган тенг
ламатар системаси учун \ам татбик, килиш мумкин.

10.2-§. ТУР М ЕТОДИ, ТУРГУН Л И К, 
АП П РО КСИ М АЦ И Я В А ЯКИ Н Л А Ш И Ш

Тур методи (чекли-айирмати метод) хусусий \осилати дифферен
циал тенгламатарни ечишнинг кенг гаркал га н методларидандир.

10.2.1. Тур методининг гояси. Тур методининг гояси билан

I  I \ . д*и д*и , ди ди г . 1 \
( > а ?  «чч a j  «ч ,21)

тенглама учун Дирихле масатасини ечиш мисолида танишамиз. Бун
да о. Ь, с. d, е, g коэффициентюр ва /  озод х;ад чегараси Г  дан 
иборат булган чекли 0со\ада аниктанган икки х, ва х2 узгарувчи- 
ларнинг функцияларидир. Бу функциялар G = GUT ёпик cov133 
аникданган \амда G дая> 0, с> 0ва#< 0 шартларни каноатлан- 
тиради, деб фараз килам из.
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фзраз цилайлик, (2.1) тенгламанинг G да ухзуксиз ва Г  ла 
берилган кийматларни кабул киладиган, яъни

и\г =<р ( 2 .2 )

счимини топиш талаб килинсин, бунда <р = <p(x,,jc2) е Г ухзуксиз
функииядир

Т акр и б и й  ечимнинг сонли кийматларини топиш учун Oxfx, те-
кислигида

х„ = х|0 + /Д, х2к =xx +kh2, (i,k = 0.± 1,± 2,...)

параллел туфи чизикларнинг иккита оиласини утказамиз. Бунда А, 
ва А, мое равишда абсцисса ва ордината йуналишларидаги ь,снкшшр 
дейилади. Бу туфи чизикларнинг кесишган нукгалари тугупшр дейи
лади, тугунлар туплами эса турни ташкил этади. Одатда, А, ва Л2 
к,адамлар бир-бирига бо ти к  равишда танланади, масалан, A, = А, 
к  = Ah" (А ва а кандайдир сонлар), хусусий \олда А, = А, = А. Ш у
нинг учун \а.м каратаётган тур битта А параметрга бо ти к  булиб, 
калам кичрайганда А ->0.

Агар иккита тугун 0х{ уки ёкн (к, уки буйлаб турнинг шу 
йуналиши буйича бир-биридан бир кадам узокликда жойлашган 
булса, уларни цушни тугунлар деймиз.

Факат G да ётган тугунлар тупламини крраймиз. Агар бирор ту- 
гуннинг туртата куш ни тугунлари тупламда ётса, у \олда бу тугун- 
ни ички тугун деймиз. Ички тугунлар тупламини тур соха деймиз ва 
(7* оркал и белгилаймиз. Агар тугуннинг \еч булмаганда бирорта 
Кушниси Gh да ётмаса, у \олда бу тугун чегаравий тугун, уларнинг 
тупламини эса тур соланине чегараси деймиз ва Гк оркали белгилай- 
миз (2-чизмада ички тугунлар 0 билан ва чегаравий тугунлар 
♦билан белгиланган).

Агар Gh тур сохр чегараси би- Х2Ь 
-лан биргаликда каралса. у \олда

•угун учун (2.1) тенгламада кат- 
Нащадиган барча \осилаларни 
^инган айирмалар билан куйи- 
Дагича алмаштирами з:

У*9 У (х|(, хп ) белгнлаш кирита- 
Миз ва \ар бир (/, к) = (дг,., хп)

У ёпиц тур  со\а дейилади ва 
С* = CJUrk оркали белгиланади.

Ган ^ (х ,. дг2) функция учун

X I

2-чизма.
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бунда ул мицдорлар u(xt, х2) ечимнинг турнинг (/, к) = (xh. х,к) 
тугунидаги такрибий кийматларидир. Тенглама коэффициентлари- 
нинг (/', к) тугундаги кийматини aik, blt, cik, dr  ел, git, /й, оркали 
белгилаймиз. Хосилашр урнига (2.3)—(2.6) такрибий цийматлари- 
ни куйиб, натижада (2.1) дифференциал тенгламага мое келадиган 
куйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

s л_’ fli* “  2}’н + У/-и ) + 4/^ (-Vi.*»i ~

-У/-иы * Умл + У<-i.*-i) + §  (Д*+1 - + У,л I ) + (2.7)

+ I *  * "  И-и ) + щ  (У м  ~ Я *-') + g* y* = ■

Бундай тенгламани \ар бир ички тугун учун ёзиш мумкин. Агар 
(/, к) чегаравий тугун булса, у \олда ул ни бу тугунга яцинроц 
булган (р нинг Густидаги цийматига тенг деб оламиз (чегаравий 
тугунларда ул ларнинг цийматини бошцача йул билан топишни 
биз кейинро^ куриб чицамиз). Шундай килиб, ечимнинг ички ту- 
гунлардаги ул кийматини топиш учун атгебраик тенгламатар сис- 
темасига эга буламиз. Бу системада тенгламаларнинг сони номаъ- 
лумлар сонига тенг. Агар бу система ечимга эга булса, у \олда уни 
ечиб. ички тугунларда кидирилаётган ечимнинг такрибий кийма- 
тига эга буламиз.

Биз бу ерда туфи бурчакли туртбурчакдан тузилган турни кур- 
дик. Кейинчашк (кница хилдаги турларни фм куриб чицамиз.

10.2.2. Тургунлик, аппроксимация ва якинлашиш. Фараз цилай-
т

лик, чегараси Г  = | J  булган со\ада ушбу



Ци)  = f (28)

R (ui f s R j ( u) = <Pj,j = 12.... m (2.9)

чегаравий масала берилган булсин. Бу ерда L  — ихтиёрий иккинчи 
тартибли чизицли дифференциал оператор. R — биринчи тар- 
т и б л и  дифференциал оператор ёки чекли алгебраик ифода, хусу
сий чолда Ru = и ва/. (р2, <р,.....<рт — берилган функциялар.

Энди G да ётувчи кандайдир <7Л тур со\ани курам из, кейин Uh 
оркали Gh нинг нук,таларида (тугунларда) аникданган uh функния- 
парнинг фазосини белгилаймиз, /.̂  оператор Uh даги функциялар- 
ни бирор Gh с  Gh тур со\ада аникданган функцияларга утказеин; 
q да аниманган функциялар тупламини Fh орцали белгилаймиз. 
Чегаравий шартларни аппроксимациялаш учун 6'со\анинг Г чега- 
расига мос келадиган F)h тур чегарасини танлаб. Ф  оркали Г  да 
аниманган функциятар тупламини белгилаймиз.

1-таъриф. Агар А' с  К булиб. 3 функция К да аникданган 
б^лса. у \олда д нинг X туп.юмдаги изи деб шундай функцияга 
айтиладики, у X тупламда аникзанган ва бу ерда д билан устма-уст 
тушади.

Агар д функция Gh ни уз ичига олган тупламда аникданган 
булса, у холда д нинг Gh даги изини \d]h оркали белгилаймиз.

Фара! килайлик, U (2.8) ва (2.9) чегаравий масала ечимлари- 
нинг фазоси, /'(2.8) тенгламанинг унг томонидаги/функциядар- 
нинг фазоси, Ф  эса Г  да аникланган функцияларнинг 
фазоси булсин.

2-таъриф. Фараз килайлик. U. Uh, F, Fh, Ф ; , Ф,„ фазолардаЩ I I I

нормалар аник1анган булсин. Бу иормалар мосланган лей ил ад и. агар 
 ̂-*0 да \ар кандай етарлича силлик « е £/,/ € е Ф у функ- 

чиялар учун куйидаги

Е  WILL -»К •
М Л ,. -1/1,.

К
мУносабатлар уринли булса.
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3-т а ъ р и ф. Агар А -» 0 да

[••-Hi, ->°
булса, у \олда uh тур функиияси (2.8), (2.9) чегаравий мас&танинг 
ечимига якимашади дейилади.

Агар А га бомикбулмаган С >0 ва а  >0 узгармас сонлар учун

[ “ . - M . l . s c r

тенгсизлик бажарилса, у \олда я^ишашиишинг тартиби А га нисба
тан о га тенг дейилади.

Тур устида ушбу

М « * )  = / * .  (2.10) 

Я* Ы  = </>,* U  = 1-2.... т )  (2.11)

масалани цараймиз, бу ерда Lh ва R h — чизикди операторлар. 
Энди куйидаги белгилашни киритамиз:

^ (* )  = \L> (М *)-  [М « ) ]Х 4 +|Л - I/ L U + 

-i{K([“L)-[^W].|./K-kLl.,} <2Л2)
4 - т а ь р и ф .  Агар ихтиёрий силли км./, <р; функциялар учун 

А -> 0 да W(h) -* 0 булса, у \олда (2.8), (2.9) чегаравий масала
ни (2.10), (2.11) тур устидаги м а сала аппроксимация ци.юди дейи
лади.

Агар (2.10) тенгламанинг унгтомонини

~  f  ( Х Ч ' Х 2к )

деб олсак, у \олда W(h) нинг таърифига кирган ||/* ~[/]*||f миК' 
дор нолга тенг булади. Аммо айрим \олларда аникдикни ошириш 
учун (2.8) тенгламанинг унг томони (/, к) нуктада Дхи, х2к + 0.5А2) 
деболинади.

5-т а ъ р и ф. Тур устидаги (2.10), (2.11) масала тургун (коррек 
дейилади, агар А < А0учун А га бо ти к  булмаган Л/„ ва Л/ узгармас* 
лар топилиб, улар учун ушбу тенгсизлик бажарилса:

IKl* s МЛ + ■ <2.13)
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Бутаърифдан курамизки, чизикли масала учун тургунлик f h ва
функиияларга боглик эмас.
Бу таъриф нинг маъносини тушунтиришга \аракат киламиз. 

Чизикли масала учун (2.10), (2.11) айирмали схема чизикли алгеб- 
аик тенгламалар системасидан иборат. Шунинг учун \ам (2.13) 

тенгсизликдан /А з 0, <pjh н 0 булганда (2.10) — (2.11) тенглама- 
1ар сцстемаси факат тривиал ечимга эга. Бундан эса Кронекер- 
Капелли теоремасига кура (2.10), (2.11) масала унг томонидаги их- 
тиёрий /*. </>/, УЧУН ягона ечимга эга. Демак, чизикли масалада 
тургуалик шартидан айирмали тенгламалар системасининг унг то- 
мони ихтиёрий функциялар булганда \ам ягона ечимга эгалиги ке
либ чикрди-

Агар , и] функциялар куйидаги

L A  = /*', RJhu\ = <р]л, j  = 1,2.... т\

= /?. Ъ Л  = j  = 1.2.... т

айирмали масалаларнинг ечими булса, у \олда Lh ва Л^операторлар 
чизикчи булганда (2.13) тенгсизликка кура куйидагига эга була
миз:

5 М0 \Lhu\ - Lhu] | + |^ i/ ‘ - /?,*ил2||ф =
' (214)

+ 1Д - jm\ >П

Шундай кидиб, агар тенглама ва чегаравий шартларнинг унг
томони бир-биридан кам фарк килса, у \олда тургунлик шарти
бажарилганда турдаги масаланинг ечими бир-биридан кам фарк кила
ди.

Юкорида келтирилган якинлашиш. аппроксимация ва тургун- 
ДНКнинг таърифидаги Uh,F h, фазоларда аникчанган нормалар 

а\амиятга эга. Шундай доллар булиши мумкинки, (2.13) тенг- 
СИ11ик айрим нормалар учун бажарилиб, бошкалари учун бажарил- 
*®ЙДИ. \ар гал (2.13) тенгсихлик нима сабабдан бажарилмаслигини 
Текщириш керак.

Агар нормалар нокулай олинганлиги сабабли (2.13) тенгсиз- 
Ни* бажарилмаган булса, у \олда Uh,F h><b)h фазоларда нормалар- 
и бошкача танлаб, (2.13) тенгсизликнинг бажарилишини таъ-
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минлаш керак. Агар (2.13) тенгсизлик норманинг \еч бири учуц 
\ам бажарилмаса, у \олда бу айирмали схеманинг нотур/унлигинц 
билдиради.

Биз юкорида турдаги нормалар мосланган булиши керак деган 
эдик. Масалани текширишда купинча «i* ва II, ларнинг мосланган 
нормалари сифатида цуйидагилар олинади:

►•I-. - .2 8 ,1"-1

К  = sup>(^^)|aixibOiyiT

еки

К  I *  *  nsuP v
* O i n s N  \ т=0

К O i y i T  1 о

(2.15)

(2.16)

Бу нормаларда А = (Ь -  а )/М (М  — бутун сон), N  = [ Т/И2].
Фараз килайлик, и е U  булсин. г" = Lh[u\h- f h микдор масала

нинг ечимидаги тенглама аппроксимациясинингхатолиги дейилади, 
г* = Rjb [WL ~ U  = 2,... т )  микдорлар эса масаюнинг ечимида
ги чегаравий шартюр аппрокси.чациясининг хатолиги дейилади. Ушбу

Ро (Л) = \U  [«]* - Л Ц  - Р> (Л) = |Я* [«]* -

белгилашларни киритамиз.
Агар и функция (2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у \олда

Р (А) = 2 > Л А)j. о
миедор (2.8), (2.9) дифференциал масалани (2.10), (2.11) айиР' 
мши схема билан аппроксимациялашда ечимдаги хатонинг улчови 
дейилади. Агар А -> 0 да р(А) -> 0 муносабат уринли ва и функии*
(2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у \олда (2.10), (2.11) айир' 
мали схема (2.8), (2.9) масалани ечимида аппроксимация ъи.м°и 
дейилади; А -» 0 да р(А) нинг тартиби ечимдаги апп роксим ац и й  
нинг тартиби дейилади.

10.2.3. Тургунлик ва аппроксимациянинг якинлашиш билан ал° 
цаси. Бу тушунчалар орасида куйидаги ал о ка мавжуд: аппрокси^-1 
ция ва тургунликдан якинлашиш келиб чикдди.
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Ф и л и п п о в  теоремаси. Фараз ци.1ай.1ик, (2.10), (2.11) турдаги ап
проксимация куйидаги шартларни каноатлантирсин:

|) дифференциал масаланинг ечими (т - к )т а  турдаги чегаравий 
шарщюрни а ник каноатшнтиради:

R,h К  = « V  J  = к + 1.... ш-
яъни

Pj (Л) = 0, j  = к + I..... т :
2) ушбу

R huk = 0, j  = к + 1,...,т

бир жинсли чегаравий шаршарни каноатлантирадиган Uh даги функ- 
цияшрнинг синфида турьуншк шарти бажарилади:

K L  * м° 1 М А + Z  м, I V t L  •j. I
У %олда куйидаги тенгсииик уринли булади:

(2.17)
у-о

Агар айирмали масала дифференциа.1 масалани аппроксимация цилса, 
у^олда h-* Ода

К  IK-HIL
муносабат уринш булади.

И сбо ти . Теореманинг 1) шартидан Rjh{uh -[м]Л) = 0 , j  = к +1,
-  , т  келиб чикади, 2) шартда эса uh урнига иь-  |м!Л ни куйиб, 
КУйидагига эга буламиз:

I -

y-l 1
Бунда Lhuh = fh, Rituh = <pjh ни куйсак, у \олда ру(Л) нинг таърифидан 
' -17) келиб чикади. Агар аппроксимация уринли булса. яъни // ->0
б  ̂~ 0. 1......к учун pt(h) -» 0 ва р(А) -* 0 муносабатлар уринли
■ihfm3 Натижала (2.17) тенгсизликдан теореманинг иккинчи тас-

Е ,  h - K l l *  ->°
Келиб чикади.
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Эс л а т м а .  Агар мослик шарти бажарилса. у холла силлик и Функццщ, 
учун Л—>0 да (2.13) муносабатда лимитга утиб, куйидаги

К  + (2lg)

тенгсизликни хосил киламиз. Бундан эса (2.10) — (2.11) дифференциал масала 
нинг корректлиги келиб чикали. Купинча шу йул билан. яъни аввал (2 nt 
тенгсизликни. кейин ундан (2.18) тенгсизликни хосил килиб. (2.10), (2 ц, 
куринишдаги дифференциал масалаларнинг корректлиги текширилали ва улар, 
нинг ечими мавжудлиги хамла ягоналиги исбот кили над и.

Энди айирмали схемаларни куриш ва уларни текшириш тугри- 
сида айрим муло\азаларни айтиш мумкин:

1. Аввало, турни танлаш. яъни G со\а ва Гконтурни кандайдир 
тур со^а билан алмаштириш коидаси курсатилади.

2. Кейин конкрет равишда битта ёки бир нечта айирмали схема 
курилади; аппроксимация шартларининг бажарилиши текширилади 
ва аппроксимаииянинг тартиби аникланади.

3. Курилган айирмали схеманинг тургунлиги текширилади. Бу 
эса энг мухим ва ofhp масала \исобланади. Агар айирмали масала 
аппроксимация ва тургунликка эга булса, юкрридаги теоремага кура 
у яцинлашади.

4. Айирмали схема тенгламаларини сонли ечиш масаласи к,арала- 
ди. Одатда, тенгламаларнинг сони куп булиб, бундай системани 
ечиш куп ме\нат талаб килади. Шунинг учун \ам тур методида 
\осил буладиган системаларни ечиш учун махсус методлар яратил- 
ган ва яратилмокда.

Биз бундан кейинги баёнимизда юцорида киритилган тушун- 
чаларни эллиптик, параболик ва гиперболик тенгламаларни сон
ли ечиш жараёнида имкони борича туларокёритишга \аракат кила
миз.

10.3-§. ЭЛ Л И П ТИ К  ТЕН ГЛ АМ АЛАРН И  ТУР 
М ЕТОДИ БИЛАН Е Ч И Ш

10.3.1. Эллиптик дифференциал тенгламаларни айирмали теигла- 
малар билан аппроксимациялаш. Биз бу бандда ку йидаги

о »

эллиптик тенгламани (2.7) айирмали тенглама билан алмаштирган- 
да \осил буладиган хатоликни ба^олашни куриб чикамиз. Бу ерДа

112



ТЦ  явлрчпар содда булиши учун “ аралаш \осиланинг олдида- 
эффиииентни Ы,.хг х2) = Одебоддик. Кейинги бандларда ёзув- 
на \ам кискароц килиш максадида купинча модел тарзидаги 

иИ , ,маларни кэраймиз. Б\ план тенгламаларга кулланиладиган ме- 
^ллаР яхш и узлаштмрилса, умумий холла \ам берилган тенглама- 
^Гуцун кдразаётган методлари и цуллаш мумкин. (3.1) дифферен- 
Лцил тенглам анинг и (х, у) ечимини туртинчи тартибли хусусий 
u нладарга эга деб фараз килиб ва Тейлор формуласидан фойдала- 
^  (2.3) — (2.6) такрибий тенгликлар урнида цуйидагиларни 
чосил киламиз:

Умл~У1-1л ( V (  г*и "j
2*i 6

(■*U-I - 4 - )>

У!Л*l -У/.*-1 _  (  д» ^ t $  ( д*и'

(3.2)

2*2
(3.3)

y<1*и~2Ун*У1-1.к _ [ 5JII^
(£i )

(•̂ u-i -  4\ -  x\j*\)»

~\y‘k +y' k '_ _  f  d2u j h \ (
,2 U tf  J(il,.„)

(3.4)

(3.5)

(Х2.*-1 ^ 0| ^ *2.**l )•

Энди (3.2) — (3.5) лардан фойдаланиб, (2.7) дан куйидагига 
эга буламиз:

* Ь §+с* §+d'k S+L  Ik +g* и} (Ш +

Ц к >  + ̂ | ^ [ a ? ]  +a2crtf|^ '| +

I ( д3и ̂
V 2 Jlj

М. Исроилов

(<?и + 2а L
(<•*«) х„ л)

ИЗ



бунда А = А,, а = Л/А, булиб, RK — колдик \ад. Агар ушбу \

= maxJ с
д*и
*1

д*и
Я

|,Л /4 = т а х | ^ , ^ |

белгилашларнн кнритсак, колдик \ад учун

№  I * f H W  ♦ М  * *  ♦ 2 К I + «  k  И > )  <3.6) 

ба\о уринли булади. Демак,

ЦУш ~/л = { L (“ )-/}„.*) + R* = **■

Бундан курамнзки, (3.1) дифференциал тенгламани (2.7) айир
мали тенглама билан алмаштирганда Ял хатолик \осил булиб, унинг 
А кадамга нисбатан тартиби А2 дир. Агар колдик *эдни ташласак, 
тур устидаги ул функциялар учун

* Л = А  (3.7)
тенгламалар системасига эга буламиз. Хусусий \олда ушбу

0  + У  = Я *м *2 ) (3.8)

Пуассон тенгламаси учун А,= А2= А квадрат турни карасак. у \одда 
(3.7) тенгламалар системаси

Ум* + У,-и+У/л*I + У/jt-i -*У» = Ь2/* 

куринишга эга булиб, (3.6) дан колдик \ад учун

(3.9)

(ЗЛО)

ба\ога эга буламиз. (3.9) айирмали 
тенгламада (/, к) тугун учун туртта 
кушни тугунлар 3-чизмадаги беШ 
нукгали андаза буйича жойлашган

10.3.2. Айирмали тенглама \ocK-1 
килиш учун аникмас коэффициент- 
лар методи. Юкоридаги дифферсН' 
циал тенгламани (/, к) нуктада аЙ' 
ирмали тенглама билан алмаштир'
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„a v*P ХУС>СИИ \ociLiaHH аю\ида-ало\ида булинган аиирма- 
**билан алмаштирган эдик. Дифференциал тенгламани тулалигича 
Сомали тенглама билан алмаштириш \ам мумкин. \озир карала-
* ган методда тур со\а тугри туртбурчакдан иборат булиши шарт 
мае, тур учбурчаклар, параллелограммлардан иборат ёки умуман 

н о т е к и с  бУлиши \ам мумкин. Дифференциал тенгламани (/', к) ту- 
-унда айирмали схема билан алмаштириш учун (/, к) тугун атрофи
да маълум тартибда жойлашган Рта тугунни караймиз. Кулай були
ши учун (if к) тугунни 0 оркали белгилаб, цолган тугунларни I, 2, 

роркати белгилаймиз. Энди с аницмас коэффициентлар билан
ушбу

р
(3.11)j. о

чизикли комбинацияни тузамиз, бунда и микдор и нинг j  тугундаги 
киймати. Фараз цилайлик, //функция (п + 1)тартибли \осилаларга 
ъгя Жллсин. v холла и  лапни 0 t v t v h  атпоЛила Тейлоп катопига
K J IH M u in .  H ' a p u j  i\n . in  м . in  1ч. и  ^ п м д п л  * i ;  l a p i n w j i n  д и с к и  icu a

эга булсин. у \олда и ларни 0 тугун атрофида Тейлор цаторига 
"“чиз:

- ,= ‘ М - 1  * т .

(3.12)
j=  1, 2.........

Бу ифодаларни (3.11) га куйнб, и функциянинг бир хил \оси- 
лалари олдидаги коэффициентларни кушиб чицамиз, натижада

Щ : 1£,л = I  a-*(£S) +2л*(»- ап)
O s i.ts *  V 6* !6* ?  Jo  j , о

Буерда коэффициентлар с лар оркали чизикли равишда ифо- 
Даланади. К,олдик\ад эса Oh" 'К М куринишга эга булади, бунда 
Р| * 1, К  кандайдир сон булиб. Л га боглик эмас; Л нинг узи эса О
тугун ва j ( j  = 1,2......Р) тугунлар координаталари айирмазарининг
модули буйича энг кичиги \амда

М„ , = max max
" t + k I С

Энди G со\ада (я + I) тартибли узлуксиз \осилага эга булган 
’ЙР цдндай i/(jc,, х2) функция учун

- W « ) l  (3-14>i<,i+k<n V /о
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тенгликнинг бажарилишини талаб киламиз. Бунинг учун с коэффм_
циентларни шундай танлашимиз керакки, 0 < i + к <, п шартни к̂ ноат-
лантирувчи барча / ва к учун (3.14) тенгликнинг чап ва унг томонла-
рида f % щ \  олдидаги коэффициентлар устма-уст тушсин. Бу эса
с,, с2, ..., cf номаълум коэффициентларга нисбатан куйидаги чизикли 
алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:

«оо =go(i + k = ° ) .
«,о = d0, ot0i = /0(/ + * = 1),
«20 = °0' «02 = 0̂’«|1 = 0(| + к = 2),
«30 = «21 = «12 = «03 = 0 (/ + к = 3 ),

«ло =«,-... = »«М-| = «0<| = 0(/+ к = п).

Агар бу система ечимга эга булиб, ечим с (/' = 0, 1 , Р) булса, 
у\олда

2 > Л - [ * ( • ) ] , ( 3 . 1 5 )
J .  О

Энди колдик \адни ташлаб юбориб, и нинг тур устидаги такри
бий киймати у^учун ушбу

Р
1 ^ у = / о  (3.16)j. о

айирмали тенгламага эга буламиз. Бу тенглама (3.1) дифференци
ал тенгламани 0 тугунда 0(h"*') аникдикда алмаштиради.

Чегарадан узокрок ички тугунлар учун айирмали тенгламани ту- 
зишда катнашадиган тугунларининг жойланишини (3.16) дагидек 
сакдаш максадга мувофик булади. Чегарага якин тугунлар учун бу 
щпатни сакдаш \ар доим \ам мумкин булавермайди. Аммо карала
ётган методда тугунларни бироз бошкача жойлаштириб, дифферен
циал тенгламани керакли аникликда айирмали тенглама билан &т- 
маштириш мумкин. Бу метод чегаравий шартларни аппроксимация 
килиш учун \ам яхши натижага олиб келади.

И зо v  Шуни эсда саклаш керакки, берилган дифференциал тенглама учун 
у ёки бу анимикдаги айирмали схема куриш учун дифференциал масаланинг 
ечими керакли тартибли \осилаларга эта, деб фараз килиш керак. Бу эса, Р  
навбатида. тенгламанинг коэффициентларига. со\ага ва чегаравий шартларД*
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шадиган функиинларга маълум шартларни кунишни талаб кил ад и. Агар бу 
*** отлар ечимнинг маълум тартибли \осиласини таъминласа. айирмали схема- 
В )М|М ШУ тартибли анимикда излаш керак. Бу ердаги талаблар квадратур фор- 
цулаларн* танлашга оид тавсияларга ухшаиди

10.3.3. Пуассон тсшлачаси учун аницмас коэффициент.iap мето
ди асосида айирмали схема курник Фараз килайлик, (7со\а квадрат 
б$?либ, шу со\ада ушбу

Ди = —4
дх{ + - f { x \ ' x i )  (3.17)

Пуассон тенгламаси учун айирмали j  ___________ ____________^
схема куриш талаб кдпинсин.

Бундай схемани икки хил тур ус- 
тида бажарамиз. Авв&ю, кддами И га 
тенг булган квадрат турни кдраймиз,
4-чизмада курсатилганидек, 0 тугун -------- -----------
атрофида 1, 2, 3, 4 билан белгилан- 
ган тугунларни оламиз. Бу ерда х, ва 
х, тенг >(укукли булганлиги \амда
тугунлар симметрик равишда жой- ^ ;
лашганлиги сабабли айирмали ап-
ПрОКСИМаЦИЯНИ КУЙИДаГИ КурИНИШ- 4-чизма.
да ихташ мумкин:

=с0ц,+ с,(ц+ и2+и3+ы4). (3.18)

К^ралаётган со\ада (3.17) тенгламанинг ечими туртинчи тартибли 
узлуксиз \осилаларга эга деб фараз кдлиб, (3.18) ифода учун куйи- 
Дагига эга буламиз:

0

4-чизма.
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4!
б д

--------------+  —

ЙГ| Sx2

V * ,  8 * 2  J  3 !l« * i Sx2)

бунда
x[0-h <.$J<. x,0 + h, x10 - h < r\j < *M + A. j  = 1,2.3,4.

Бу ифодани соддалаштириб, куйидагини \осил киламиз:

Lhuо = (с0 + 4с, К  + 4с, *2 ( 0  + § ) о + R W '  (3-19)

бунда R(h) — колдикхэд. (3.19) ифода (3.17) тенгламани аппрокси
мация цилиши учун

с0 + 4с, = 0, 2с,й2 = 1 

шартлар бажарилиши керак. Булардан эса

2
А5 2 А

келиб ч и кади. Шундай килиб, натижада куйидагига эга булдик:

АкЦ» = ^ 7 (", + "з + “ з + "4 - 4ц,) = (Аи)„ + R(h). (3.20)

Агар МА оркали туртинчи \осилаларнинг (7 даги максимуми мо- 
дулини белгиласак, у \олда R(h) колдик\ад учун ушбу ба\ога эга 
буламиз:

|« (* ) | s 4 |c , |$ > t f4 . i f w 4. (3.2П

Юкоридаги (3.20) ифодада (Дм)0 ни f0 оркали алмаштириб. 
/?(/») цолдик \адни ташлаб юборсак, натижада и нинг турдаги 
такрибий киймати у) учун ушбу

У\ + Уг + Уз + У* - 4у0 = 2Л2/«
айирмали тенгламага эга буламиз. Бундай а п п р о к с и м а ц и я н и н г  хато- 
лиги * h2M4 дан ошмайди.
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и  J O * .  (3.10) ва (3.21) ба*о.1арни со- х ,
„типиш  шуни курсатдики, (3.10) 6а\<>

•’ “ я ,  га нисбатан 8 марта кичик. Шу- 
нг учун \ам амалистда 3-чизмадаги 

сЧИ«ма ишлатилали

Маш к- Колдик \ад Rih) учун (3.21) 
бахо курсатилсин.

Энди Пуассон тенгламасини то- 
монлари h га тенг булган мунтазам 
>мбурчаклардан тузилган тур усти- 
ла айирмали схема билан алмаштирамиз (5-чизма). 0 тугун учун 
айирмали тенглама тузишда уни куршаган 1, 2, 3. 4, 5, 6 тугунлар- 
ни олиб, куйидаги чизик^и комбинацияни тузамиз:

5-чиз.ча.

J .  о
(3.22)

Агар 0 тугуннинг координаталарини (дг,, х2) деб олсак, у \олда 
равшанки. 1, 2, 3, 4, 5, 6 тугунларнинг координаталари мос ра
вишда куйидагидан иборат:

W ( * + М 0 . (* + § • * +1r ) - ( x'- 5 - * +¥ ) -

иХ| + 2 '*2 ~~2

Бу ерда \ам дг, ва х2 тенг \укукти булганлиги \амда тугунлар 
симметрик равишда жойлашганлиги саба6.1 и с,= с,= ... = с^деболи- 
шимиз мумкин. Энди (3.22) ифодадаги и,, и2, ... иь ларни 0 (дг,, дг:) 
тугун атрофида Тейлор формуласи буйича ёйиб ва соддалаштириш- 
лар бажариб, куйидагига эга буламиз:

+ с ,

6
= с ои н + с £ и ,  =  ( с о + 6 с ,  R  +

Г за2 ( г2ы ЛЛ 9А4 (  г2 е2 V  г*и
(3.23)

+ /?(*).

“ У ифода Лаплас операторини аппроксимация килиши учун

с0 + 6с, =0, Ц - с  = 1

^  олиш керак. бундан эса
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Шундай килиб,

Цщ = злТ[и,+и2+м,+ ы4+ы5+ы6-6ыо] =

Агар и(х,, х2) ечим G да олтинчи тартибли \осилаларга эга 
булса, у \олда колдик \ад учун куйидаги ба\ога эга буламиз:

l± ^ M bh4< ^ M 6. (3.25)

Биз (3.24) тенгликдан куйидаги хулос&тарга келамиз: ушбу

У1 + У г + Д'з + У* + У5 + Уь - Ьу0 = О
айирмали тенглама Ди = 0 Лаплас тенгламасини /г'аникликда ап
проксимация килади; Ди = /  Пуассон тенгламасини

с ЗА2 , ЗЛ4 I Аг\У\ + Уг + У) + Ул + Уь + Уь -Ьу0 = f 0 + -п;(ЬГ)0

айирмали тенглама h* аник^икда аппроксимация килади,

У\ +У2 +У )+У*+Уь+Уб~(>Уо = Зу  /о

айирмали тенглама эса /^аникликда аппроксимация килади.
10.3.4. Чегаравий шартларни аппроксимациялаш. Фараз килай- 

лик, чегараси Г дан иборат булган (7со\ада Lu = /  биринчи чегара- 
вий масалани (Дирихле масаласини) ечиш талаб килинсин, яъни

L[u(xt,х2)] = / (дг,,лг2), (х„дг2) е С,
‘ V. , v (3.26)

муносабатларни каноатлантирадиган и(х,, х3) функция топ и лсин  
Килайлик учун томонлари Л дан иборат булган квадрат турни крра**' 
миз(б-чизма).

Фараз килайлик, (/, к) тугун Гк чегарадаги кандайдир туОн 
булсин, уни /?оркали белгилаймиз, х, йуналиши буйича (/ + 1. * 
ички тугунни С оркали ва дг, йуналишида /'чегаранинг В га 
якин нуктасини А оркали белгилаймиз. Купинча <р(В) = q>(A) Де



очинади. Буусул чегаравий шарт
ни т^рнинг энг я*ин тУгунига од- х2 
д ий  кучириш дейилади. Оддий 
^ и р г а н д а  йул куйилган хатолик- 
нцНг мнкдорини аниклаймиз. Фа
раз вдмайлик, А ва В нуцталарнинг 
координаталари (дг,.- ЬА, хи) ва 
(Х|1, хп) булсин. У \олда

u(B ) = u (A )-SX , (S,x2k) =
= <p(A)-SX, ( S , * 2* ) .

АУ ,С
Г

6-чигма.
бунда дг,, - 8Л <4 < дг,. Энди 5л< И °  
ни эътиборга олсак, оддий к ч̂и- 
ришда йУл кУйилган хатолик 0(A) булади. Демак, (/, к) тугун учун 
0(A) аницликда

ил = (р(А) (3.27)
тенгликка эга буламиз.

Агар яна бирор ички нуктадан фойдалансак, у \олда и(В) нинг 
\исоблаш аницлигини орттириш мумкин. Бунинг учун м(дг,, х2) 
нинг С = (jcI( + A, JCjt) нуктадаги цийматидан фойдаланамиз:

и(А) = и{хи -SA,xn ) = u (B )- 8 X i(B )+6f “ ': (B ), 

бунда В = (дг,, -в64,х21), 0 < в < 1 ва шунингдек,

ы(С) = ы(дг„ + h,xn ) = и(В) + hu’Xi (/?) + у  и[, (л ),

бунда А = (дс„ + 0,А,х„), 0 < 0, < 1.
Бу тенгликлардан биринчи \осилани йуцотсак. куйидаги \осил 

булади:

и(В) = * {А£ * 'и{С) + 0(А: ).

(W ijv 5 ни ташласак' У \олда (/', к) чегаравий тугун учун
(А‘) аницдикда

(3.28)

,?Нгликка эга буламиз. Шундай цилиб, биз \ар бир чегаравий 
’’ *) тугун учун (3.27) ёки (3.28) тенгликни ёза оламиз. (3.28)
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формула Коллати, формуласи ёки чизи/уш интерполяция формуласц 
дейилади.

Аппроксимациялашнинг аницмас коэффициентлар методини 
куллаб, юкори тартибли аникликка эга булган чегаравий шарт. 
ларни аппроксимациялаш формулаларини чикариш мумкин.

Энди иккинчи жинс чегаравий шарт

а -*<*•*> (3.29)

ни айирмаж шарт билан алмаштиришни куриб чикамиз. Бу о̂л 
биринчи чегаравий масатага нисбатан анча мураккабдир, чунки бунда 
ипанаётган функциянинг нор май \осиласи кдтнашади. Нормал \осила 
функциянингтуртугунлардаги кийматларининг булинган айирма- 
лари билан алмаштирилиши керак. Биз умумийликни саклаш учун 
тугри туртбурчакли турни караймиз:

х, = х|0 + /Д, х2 = хм + kh, (i,k = 0,±1, ± 2,...).

Фараз килайлик, В нукта координаталари (х|(, х21) булган че
гаравий нукта булсин, А эса В нуктага якинрок булган /'чегара- 
нинг нуктаси, С(х, ( |, х,к) — ички нукта, D (дг,,, х2 k ,) — чегаравий 
нукта ва я Г нинг А нуктасидаги ташки нормал булсин (7-чизма). 
Нормал я билан Ох, ук орасидаги бурчакни а билан, Ох, ук
орасидаги бурчакни эса р билан белгилаймиз. Энди г" =<р(А)РЙ\1
шартни 5нуктадаги айирмаш шарт билан алмаштириш масаласи- 
ни курамиз. Нормал буйича \осиланинг таърифига кура

сиси
дя

 ̂ cosa + — cosfl.дХ\ дх2

Фараз к»лайлик, В нуктада 
норматнинг йунатиши А нукта' 
даги йуналиш билан бир хил 
булсин; А билан Z? орасидаги ма- 
софа 0(Л, + А,) булганлиги учун 
бу фаразимиз натижасидз 
0(А, + А,) хатоликка йул кУямиз. 
Демак,

г* л)

Энди хусусий \осилаларини булинган айирмалар билан ашаш- 
ириб, куйидагига эга буламиз:

«/* cos a + * и 1Щ ---  - j^ co sp  + O ^  +h2) = tp(A)

ёки колдик \адни ташлаб.

 ̂ cos а + ‘ cos р =(р(А) (3.30)

тенгликка эга буламиз. Шундай килиб, бу формула (3.29) чегара
вий шартни (i,k) € Гh тугунда айирмали шарт билан СНА, + А,) аник- 
ликдаалмаштирали; (3.30) куринишдаги ифода барча (/,£) е Гн ту
гунлар учун ёзилиши керак, шундагина биз (3.29) чегаравий шарт
ни аппроксимация килувчи айирмали шартларни топган буламиз (а 
ваДлар А е Гн нуктанинг функцияларидир).

Учинчи чегаравий шартни аппроксимация килиш учун юкори- 
даги биринчи ва иккинчи чегаравий шартлар аппроксимацияси
нинг комбинациясини оламиз.

10.3.5. Айирмали схеманннг гургунлиги. Бизёзувни киск^рок килиш 
мацсадида айирмали схеманинг тургунлигини Пуассон тенгламаси 
учун Дирихле масаласини ечиш мисолида куриб чикамиз.

Фараз килайлик, G со\а тугри бурчакли туртбурчак 
G = {0 < х, < а. 0 < х2 < А} булиб. /"унинг чегараси булсин. Шундай 
«<х,, х2) функцияни топиш керакки, у G да

=/(-* \'х2)дх| дх2 '  ’ (3.31)

тенгламани каноатлантириб, Г чегарата Дирихле шартини каноат- 
лантирсин:

“ \г =V>(x,,x2), (3.32)
бунда <р(х,.х2) маълум функция. Фараз килайлик, (3.30) — (3.32)
Чегаравий масала G = GUT со\ада ягона ечимга эга ва бу ечим Сда 
с'4« г4./дх* Ва ч.4 узлуксиз \осилатарга эга булсин.

Биз куйидаги ту гри бурчакли туртбурчаклардан иборат булган 
% н и  караймиз:

хи = /А,, I = 0,1....М , Л/А, = а;
x2k=kh2, А =0,1...N, Nh2=b.

(3.33)
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Энди G да ётувчи барча тугунларни <7® деб олиб, чегаравИц 
нукталар Гн сифатида Г да ётувчи тугунларни оламиз. Кейин

СЬС| ёх\

Лаплас операторини <7° га тегишли нукталарда 3-чизмадаги бещ 
нуктали андаза ёрдамида *

л _ УмЛ~2У*+У1-1Л ж У1.к*\-ЪУ1к +Л,*-| _  f Д/Л =---- Л---- +----- 3----  /<* •
(3 34\

/ = 1,2,...,Л#-1, к = 1,2....N - 1

айирмали схема билан аппроксимация кдаамиз. Агар А, = Л, Л, = оА 
(а = const) булса, у \олда 10.3.1 даги натижадан курамизки. (3.34) 
аппроксимаииянинг хатолиги

| JU 4 | s £ ( l+« ’ )A/,

дан иборат. (3.32) шартни куйидагиларга алмаштирамиз:

■Ыг* (ihl,kh1)e  Г„. (3.35)

Каралаётган со\а туфи бурчакли туртбурчак булганлиги ту(|шй- 
ли (3.35) аппроксимаииянинг хатолиги нолга тенг. Чегарадаги (3.35) 
цийматлар маълум булганлиги учун уларни (3.34) тенгламага куйиб, 
кейин маълум \адларни унг томонга Утказиб, куйидаги чизик.™ 
алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз:

Ц,ул = /*,/ = 1,2....М -\; к -1,2...,N - I. (3.36)

Равшанки, (3.36) тенгламалар фак«ат чегара яцинидаги тугун- 
ларда (3.34) тенгламалардан фар к, килади. Масалан, (/, 1) куриниш- 
даги тугунларда (3.36) тенглама куйидаги куринишга эга булади:

Л*1.|-2Л|+Л-|.1 . У1Л~2Ун _ г
---- i?---- + ~ 1 Г~  '  /п v,,‘

(3.36) системадатенгламаларнинг с о н и  н о м а ъ л у м л а р н и н г с о н и г а т е Н Г  j
Шунинг учун \ам (3.34) системанинг матрииасини Gh тур устилав 
функпияни узига акслантирадиган чи ш^и оператордек крраш мУ*1 
кин.

Энди (3.34), (3.35) тенгламалар системасининг ягона ечими а̂В 
жудлигини курсатамиз.
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I 1 е ч м а .  Фараз цилайлик. д{1,) = {й ,* }  мицдорлар G h = G " l jT h 
тида аницпанган цандайдир функция булсин. Агар С" 

^  инг тугунларида ^0 шарт бажарилса, у \олда #<*> узи-
С И Н Г  знг-катта цийматини G „ нинг чегарасида. яъни Гн да кабул

^Исботи.Тескарисинифараз циламиз. Айтайлик, д[Н) узининг 
знгкагга цийматини ички нуцтада цабул цилсин. Умуман айтганда. 
йундай нуцталар куп булиши мумкин. Улар орасида шундай 
i i , k ) e G °h тугунни танлаймизки, дм  ,* , А , , * ,  91 Ы , д, к_, ций- 
иатларнингбирортаси дл дан цатьиян кичик, масатан, Ьи1к <дл 
булсин. У цолда (/', к) тугунда цуйидагига эга буламиз:

= ( /̂-м “  29,t + ) + -щ ~ 29л + 9,ЛА ) =

= ^[(0/-..*-М  + (д<»мд* ) ]+ (3.37)

+ - М ] <0’

чунки 9и1к-9л <0 булиб, цолган кичик цавслар ичидаги ифода 
мусбат эмас, (3.37) тенгсизлик эса лемма шартига зиддир. Демак, 
бизнингфаразимиз нотуфи экан. Шу билан лемма исботланди.

2-л ем и а. Фараз цилайлик, гУ*1 мицдорлар G„ тур устидааниц- 
ланган цандайдир функция булсин. Агар G k нинг тугунларида 
Д*#* S_0 шарт бажарилса, у \олда 91'" узининг энг кичик цийма
тини Gh нинг чегарасида, яъни Гл да цабул цилади.

Бу лемма \ам худди олдингисидек исботланади.
Теорема (максимум принципы). Фара! цилайлик, д'Н) = \д1к} миц

дорлар Gh да аницланган булиб, {7® тугунларда

Ь„9,к =0, / = 1,2....А/-1;* = 1,2..... N-\
тенгламаларни цаноатлантирсин. У.щгда 3,А) узининг модул буйича
>н?катта цийматини Гнчегарада цабул ци.юди.

•еореманинг исботи 1-ва 2-леммалардан келиб чицади.
 ̂ Ьу теоремадан /л н 0 ва <рл зОбулганда (3.35) ва (3.36) бир
Нели тенгламалар системаси фа цат нол ечимга эга эканлиги

®либ чицади. Чунки, агар Я1*' *  0 булса, у цолда 9{h) узининг энг
а ва энг кичик цийматларини максимум принципига кура Гн

di*|Рада КЭбул цилади: аммо ГАда = 0, демак. бутун G„ соцада
*°-Шунинг учун \ам (3.34), (3.35) айирмали схема ягона ечим- *в.



Энди (3.34) айирмали схеманинг тургунлиги ни курсатам 
нинг учун 10.2.2 даги таърифларни бу ердаги \олга , J"1' 
Фараз килайлик, Uh, Fh ва Ф* лар Gh , G[ ва /̂ ларда аннJ )'1Ч1ИЗ 
функциялар фазоси булсин. Бу фазоларда шундай нормала8*1™ 
ритамизки, улар ухтуксиз функциялар фазоларидаги нормадапР 
мослашган булиши керак. 10.2.2 даги 5-таърифга кура, (3.34, 
айирмали схемалар тургун булиши учун Л, ва Л, га бопикб 
ган шундай Сузгармас топилиб, (3.34), (3.35) масаланинг ечшв
«'*’ = } учун

ба\о уринли булиши керак. Биз Uh, Fh, ФА фазоларда куйидаги 
нормаларни киритамиз:

I K 1 . '  "8*1W -  lr l .  - " y lA I-  £

K L - r w -  # •
Энди юкоридаги ба\они урнатиш учун Гершгорин коидасига юр 

jw1*’! функция учун мажорант функция курамиз. Ушбу
Р (х,,х2) = акх2 + д„ х,х2 + q,2x2 + о|0х, + атх2 + ам 

иккинчи даражали куп\ад учун

=  ̂̂ 1(/Л) * I

чунки 10.3.1 даги (3.4), (3.5) формулаларда катнашадиган тУртии- 
чи тартибли \осилалар Жх,, х2) учун нолга тенг.

Энди Щхг х2) мажорант функцияни куйидагича аникдайми!

И' (х„х2) = i[(f l2 + b2)- (х? + x2 )]||/,л,|^ + ■

Ушбу Z (х,, X2) ■ (a2 + b2) - (xj2 + x2) функциянинг геометрик шь- 
носини тушунтирамиз: 8-чизмада чегараси Г булган G с0*3 т̂ '1̂  
ланган. Бу чизмада ОА диагоналнинг узунлиги yfa2 + b2 га '
г(х,, х2) = 0 э т и чизик маркази координаталар бошида ва рвд** 
ОА = -Ja2 + b2 булган айланани билдиради. Шундай кил ’ _ 
(х,,х2)е G булса, у \олда г(х,, х2) > 0 булиб, G сочанин



-Ц(#» v ' *
gy нукта Gh га тегишли эмас. Демак,

*(*..*2)^  >0-

Осонлик билан куриш мумкинки, G° 
нингбарма нукгаларида

/= 1,2.......М -1;
к= I, 2......N-  I.

Шунинг учун д{1,) = и'*1 - W айирма (7° тугунларда

Щ  A,9(*l =/'*l * | / ‘j ,> 2 0

тенгсизликни каноатлантиради. I-леммага кура д>Н) узининг энг катта 
^ймашни Гк да кабул килади. Аммо чегарада куйидаги муносабат 
урннлидир:

К  9^ = „<*> -w\rk = «,<*> - |ф«*>Ц - 1 г'*' |/*>| < о.

Шундай килиб, С* да 9(h) < 0, яъни </*'< W . Шунга ухшаш <7° да 
в**' = и1*1 + W функция учун куйидаги тенгсизликларни \осил кила- 
миз:

ду*> £ О, 0(*1 ;> 0.
•г»

У \олда 2-леммага кура <Г» да 01*1 ^0 ёки £/'*' £ -W тенгсизлик
Уринли булади. Демак, Gh да 1м1*'! < W ба^они курсатдик. Бундан 
эса 1 1

\°сил булади. Агар С = max J1, ̂ (о2 + Ь2 )j деб белгиласак, у \олда 
°хирги тенгсизликдан
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келиб чикдаи. Бундан эса (3.34), (3.35) чегаравий масаланинг тур. 
гунлиги \ам келиб чикали. Демак, (3.34), (3.35) айирмали масала 
(3.31) тенгламанинг аникечимига якинлашали ва якинлашиш тар. 
тиби CKhr) булади, чунки якинлашиш тартиби аппроксимация тар
тиби билан устма-уст тушади. Бошк  ̂чегаравий шартларда (3.1) тенг
лама учун тур методининг тургунлик масаласини [5, 24, 44] дан 
курит мумкин.

Тур методида косил буладиган чизикпи алгебраик тенгламалар 
системасини 3-бобдаги методлар билан ечиш мумкин. Аммо бу сис- 
темаларни ечиш учун махсус методлар яратилган.

10.3.6. Рунге коиласи. Ечимнинг хатолиги учун юкорида келти- 
рилган ба\олар маълум нуксонга эга. Бу ба\оларда изланаётган ечим 
\осилаларининг модули катнашади. Одатда, уларнинг микдорини 
бизбилмаймиз.

Амалиётда тур методи билан аникданган такрибий ечимнинг ха- 
толигини ба\олаш учун 9.3.6 дагидек Рунге цоидаси ишлатилади.

Фараз кдлайлик, м(х,,х2) бирор чегаравий масаланинг аник ечи
ми булиб, ыл(х,, х2) эса каламлари И = А ва Л2= ah (а = const) 
булган тур методи билан топилган такрибий ечим булсин. Такрибий 
ечим £а(х ,, х 2) хатолигининг А га нисбатан тартиби маълум булади. 
Айтайлик, хатоликни такрибий равишда

куринишда ёзиш мумкин булиб, К(х,, х2) бунда G со\ада чегара
ланган мусбат функция ва р мусбат сон булсин. Фараз килайлик. 
ил(х,, х2) ва ы2А(х,, х2) мос равишда А ва 2А кадамда тУр методи 
билан топилган чегаравий масаланингечимлари булсин. У \олда

£*(*,,*,)» К (х,,х2) А'

и(х,,х2) = «*(х,,х2) + £»(*,,х2), и(дг,,х2) = мм(дг,,х2) + e jx t,x j
ёки

M» = e2*-C*
тенгликка эга буламиз. Бу тенгликнинг Унг томонига

a /i(xl,xi )hp,e2h * К(хх,хг)2'Ир =2ре„
ларни кУйсак,

келиб чикали, бундан эса

\исоблаш мумкин ва кутиш мумкинки,
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крймат мА га нисбатан аник, ечимга якинрокдир. Шу йул билан ин 
нингкнйматини аникроктопиш мумкин. Амалиётда куйидагича иш 
^  ил ад и: такрибий ечимни берилган тугунларда А ва 2 А кддамлар 
билан \исоблаб, uh ва ии цийматлар таккосланади. Агар бу кий- 
матлар берилган хонашрда устма-уст тушса, у \атда такрибий ечим 
сифатида «лолинади. Акс \олда А калам ни иккига булиб. wA/j кий- 
мат \исобланади. Кейин аникдикнинг етарлилигини билиш учун 
юкорилагидек иш тутилади.

Чегаравий цийматлар Коллатц тенгламасн буйича топил ганда (3.1) 
тенглама учун Дирихле масаласини такрибий ечишдаги хатонинг 
тартиби А га нисбатан р = 2 булади. Демак, бу \олда

* 3~~‘

10.3.7. Матрицали \айдаш методи. Эллиптик типдаги дифферен
циал тенгламани тур методи билан ечганда косил буладиган чизик- 
ли алгебраик тенгламалар системасининг матрицаси махсус кури- 
нишга эга. Бундай матрицаларда нолдан фаркли элементлар факдт 
бош диагоналда ва унга параллел булган иккита кушимча диагонал- 
дажойлашади; матрицанинг колган эдементлари нолга тенг. Юкорида 
айтганимиздек, матрицанинг бундай хусусиятини \исобга оладиган 
махсус методларни карашга туфи келади. Бундай методлардан бири 
матрицам %айдаш булиб, М.В. Келдиш томонидан таклиф килин- 
ган эди. Бу методни эллиптик тенгламалар беш нукгали андаза буйича 
аппроксимация килинганда \осил буладиган чизикди алгебраик тенг
ламалар системасига куллаш мумкин. Шуни *ам таъкидлаш керак
ки, эллиптик типдаги тенгламада (3.1) тенгламага ухшаш аралаш 
косила катнашмаслиги керак (к. |24|). Бу методни G = {0 <дг, < а, 
0 < j:2< Ь) со\ада (3.31) Пуассон тенгламаси учун куйидаги

и(0,хг) = <р, (х2), и(а,х2) = <р, (дс2), м(х,,0) = 1̂, (дг, ),и(дг,,А) = у, (дг,)

ЧегаРавий шартларни каноатлантирувчи биринчи чегаравий масала
нинг ечимини топиш учун куллаймиз. Биз бу ерда (3.33) турни 
КДраймиз ва А, = А, а = h2̂ 2 деб белгилаб оламиз. Натижада (3.34) 
“*(3.35) муносабатлардан куйидаги айирмати схемага эга буламиз:

Уии +[«Л»-. -(2 + 2а) уА + +у,_и = А2/». (3.38)
i= 1,2,...,Л/_1;*« 1,2....N- 1,
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Vo* = <Р1(хн ) 'У *  =<P:(XU ) . *  = !.2 .....iV - l . j

У*='И,{х1,)'У » =V2(xh),i = \,2...M -1. ] (3.39)

Фараз килайлик, M « N  булсин. Куйидаги векторни киритамиз:

У, ~ •

Бу векторнинг компонентлари л, = хи туфи чизикда ётган тугун- 
ларда \исобланган тур устидаги функциянинг цийматларидан ибо
рат. (3.38) системани куйидаги вектор-матрица куринишида ёзиб 
оламиз:

К\ + АУ,+У,-1 = /„/ = 1.2...М -\,

Уо = Ф^Уи =9«.

(3.40)

(3.41)
бунда матрица (N - 1) тартибли уч диагоналли матрица булиб. ку
йидаги куринишга эга:

А =

-(2 + 2 а) а 0 . . .  0 0 0
а -(2 + 2 а) а . .  0 0 0

0 0 0 . . .  а -(2 + 2а) а
0 0 0 . . .  0 а -(2 + 2 а)

1 ,»

)-«^| К )  
**/К .*и )

Л / (xw,XjW_2 ) 

fcJ/(-*iit*wr-,)-aV2K)

< М * 2 .)

«>|(*22) <Р: (* : : )'Фо = ... > Фч -

< М Х 2.У-|)_ «Р2 (^2.JV-I ).

Шундай килиб, (3.38) тенгламалар системасини ечиш УЧУ*
(3.41) чегаравий шартларда (3.40) айирмали тенгламаларни ечи- 
hi ими з керак. Бу масалани \айдаш методи билан ечамиз. Бунинг 
учун (3.40) системада Ум  векторни йУкотиб. .р,_| ни куйилаП1 
куринишда ёзамиз:

У,-> = *,*+*,. (3-42)
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, нда Х:ва Z, номаълум матрица ва вектор булиб, уларни (3.40) 
тенгламадан топамиз; у, , ни (3.40) га олиб бориб куямиз:

Ум +(А + х,)У,+г, =/• <3-43>

Энди (3.42) да / ни /' + 1 билан алмаштириб, натижасини (3.43) 
га келти р и б  куйсак, куйидаги хос ил булади:

(E  + (A+Xl)X ^ )y i^= f,-z-(A  + Xl)z,.,.

Бу тенглик ихтиёрий вектор учун бажарилиши керак, демак,

Е Ц В  + Х ,)ХМ « 0.

0.

Буердан А',, Х2...... Х ч матрицапарни ва Z,,Z2,... ,ZW векторлар-
ни топиш учун ушбу рекуррент муносабатларга эга буламиз:

Хм =-(В + Х.У ', (3.44)

(3.45)
Бу формулалар ёрдамида хисоблашни бошлаш учун Л’, = 0 ва 

*1 =Фи деб оламиз. Шундай килиб, (3.44), (3.45) формулалар ёр
дамида X матрицаларни ва Z, векторларни топамиз. Бу микдорларни 
топиш жараёни mytpu yiurhiut дейилади. Кейин у и =фи деб олиб,
(3.42) формула ёрдамида УМ_\, — ,У\ векторларни топамиз. Бу жа- 
раен тескари хрйдаш дейилади. Матрицали хайдаш методида асоси ii 
Хисоблаш \ажмини (Л/ — 1) тартибли тескари матрицаларни 

= -(А + X,) формула ёрдамида топиш ташкил этади. Матри- 
а̂ларнинг тартиби ошган сари унинг тескарисини топиш куп мех- 

нат талаб килади. Шунинг учун \ам М »  N булганда хайдаш йуна- 
Дишини Ох, Укининг йуналиши билан бир хил килиб олдик. Агар 
” >> М булса, у холла матрицали хайдаш йуналишини Ол\ук,ининг 
"Уналиши билан устма-уст тушадиган килиб, матрицали хайдаш 
иУналишини узгартириш керак.
_  Энди матрицали хайдаш методининг ту ргунлик масаласини куриб 

Кдмиз. Бунингучун куйидаги леммани исботлаймиз:
 ̂ клемма. (/V—1)тартибли симметрик/1 матрицанингбарчаЛ(Л)

сонлари ушбу формула билан аник̂ танади:

A1(.4) = -2-2 a (l+ cos*” |. к =1.2....N-\.
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И с б о т и. Кулайлик учун р = N- I ва ^  = -(2 + 2а) -X белгилащ 
киритсак, у \олда А матрицанинг характеристик тенгламаси куйи- 
дагича ёзилади:

£>„(A) = det(,4-A£) =

2 р a 0 . .  0 0 0
а 2 р 0 . . 0 0 0

0 0 0 . . а 2 Р а
0 0 0 . . 0 а 2 Р

=  0.

Биз 0,(А) = 0 тенгламанинг илдихтарини топиш учун Dp (А) 
нинг ошкор куринишини топамиз. Бунингучун Dr (А) анимовчи- 
ни биринчи устун элементлари буйича ёямиз, натижада

еки
^ (А ) = 2/?0(,.,(А )-а20р.2(А) 

Ор(А) = 2 ^ р_,(А)+а :^ ( А )  = 0- r ^ p - iv v  - « 4 - 2 ( * ) =  0 (3.46)
\осил булади.

Бу тенглама иккинчи тартибли бир жинсли чекли-айирмали тенг
лама булиб. характеристик тенгламаси

q2 (X)-2pq(X)+a2 =0

дан иборат. Равшанки,

qt(X) = P + yJp2-a2,q2(X )= p- Jp2-a2.

Демак. (3.46) тенгламанинг умумий ечимини цуйидагича ёзиш 
мумкин:

Dp (A) = ci9iP(a )+cj92P(A)-
Бу ерда с, ва с, узгармас сонларни шундай танлаймизки, куйидаги 
дастлабки шартлар бажарилсин:

<\я\ (я ) + £,2?1 (А) = £>, (А) = 2р, 
c1g1I (A)+cj92J (A) = DJ (A )«4 ^ - a J.

Бу чизикти тенгламатардан с, ва с2 ларни топамиз:

_ р+у1р2-аг _ Р-№-«2
1 ~ 2 2 ->./п2_^22у[р
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Демак.

(p + ylp2-a2J " -(Д-л/Д2 -ot2) '"  j.

Бу ифолани нолга тенглаштмриб. А матрицанинг хос сонларини
топамиз:

' рф 2-«2Т 1
J - ^ p 2-a2 )

яьни

бунда

p+-Jp2-a2
p-jp2-a2

= e2v“ . (3.47)

як як
~  р+1 ~~ \

Агар (3.47) мап томонинингсурат ва ма^ражини р + ^р2 -а 2 га 
купайтирсак. натижада

\2

\осил булади ва демак.
Р + у]р: -а2 = ае"*1. (3.47, а)

Бунда/? номаълум сон, чунки Р = - i(A  + 2 + 2а). Осонлик билан 
куриш мумкинки, (3.47, а) тенгликни

Рь -acos(pk = a  cos —

КДноатлантиради. Шундай кдлиб,

Я, (/l) = -2-2a^l + co s^ J.

-1емма исботланди.
Н а т и ж а. А матрицанинг барча хос сонлари |Я4 (А )| > 2 тенгсиз- 

ликни кдноатлантиради.
Агар барча у = 0, 1, ... , М учун ЦА', ) < I булса. матрица.ш %ай- 

"йщ методы яхшпиаш хато.шгига нисбатан тургун дейилади (к,. [24], 
. 6.). Бу ерда матрицанинг ихтиёрий нормасини олиш мумкин. 
ГаР IДГ,! й 1 булса, у \олда куриниб турибдики, (3.42) ва (3.45) 

Сгорит мл ар \исоблаш хатолигига нисбатан тургундир.
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Энди ||Л',| £ 1 лигини курсатамиз. Фараз килайлик, s вектору 
матрицанинг А* (/4) хос сонига мос келадиган хос вектори булсин. 
Унда хос соннингтаърифи ва 1-лемманинг натижасидан цуйидаги- 
га эга буламиз:

Ai = H ,[A il = M s\Z2\sl

Фараз килайлик, бирор / учун ||*,| < 1 булсин ва биз ||A(,-i| < 1 
эканлигини курсатамиз. У \олда ||-Y,| = 0 булганлиги сабабли бар- 
ча /'= 1, 2, ... , М учун ||*,| £ 1 эканлиги келиб чикади. Бунинг 
учун s билан аниктанадиган ушбу

a=-(A + X,)s = X ;'ls 

векторни оламиз. Равшанки, ЦДГ, || < 1 булганлиги учун

Н =[л, * дг,1| г |« т  - |ДГ,{| > 2р|-И = |»|.

Аммо j  = АГ,.,а, демак. \Х,ла\ = |s| < ||<т||. Бундан эса ЦА',.,) < 1 
келиб чикади. Шу билан матрицали \айдаш методининг яхлитлаш 
хатолиги га нисбатан тургунлиги курсатилди.

10.3.8. Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини ечишла Либ- 
ман методи. Фараз килайлик, (3.31) Пуассон тенгламасининг G 
со\ада (3.32) чегаравий шартни каноатлантирадиган ечимини то
пиш талаб килинсин. Биз бу ерда беш нукгали андазадан квадратик 
тур учун (А, = Л, = Л) фойдаланамиз. У \олда (3.34) дан куйидаги 
содда айирмали схемани \осил китамиз:

У* = i(^-u +У» и +-ум-. +У,м *)~Т^ ' (348)

чегаравий шартни эса
у А =<р(А) (3-49>

шаклда оламиз. Бу ерда юкоридаги тенгламаларнинг сони N жуда 
катта булиши мумкин, шунинг учун \ам бу системани итерация 
методи билан ечиш маъкулдир. Биз итерация методини Либман 1591 
курсатган усул буйича цуллаймиз. Бунинг учун турдаги тугунларни 
цуйидагича турларга ажратамиз: Чегаравий тугунларни биринчи тур 
тугунлар деймиз. Камида битта кушниси чегаравий тугун булган 
оарча ички тугунпарни иккинчи тур тугунтар деймиз. Олдинги турлар- 
га тегишли булмаган ва камида битта кушниси иккинчи турга те
плили булган барча ички тугунларни учинчи тур тугунлар деймиз
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-а*, к. Шундай килиб. (7* даги барча тугунларни чекли микдорда- 
Р,, турларга ажратамиз, шу билан бирга \ар бир тугун факатгина 
битта тур га тегишли булади. _

фараз килайлик, y j( j = 1,2....jV) ечим Gh со\адаги (3.48),
(349) айирмали чегаравий масаланинг/ тугундаги аник,ечими булсин.
Энди УГ У2......ларга ихтиёрий jr}01,^ 0»..........^ 0) киймат берамиз
вабуларни (3.48), (3.49) айирмали масатнинг нолинчи якинлаши- 
ши деймиз. Биринчи якинлашиш у<" ни топиш учун (3.48) га кура 
/ )  нинг туртта куш ни тугундаги кийматининг уртача арифмети- 
гидан -А /  нинг 1-тугундаги кийматини айириш керак. Кейин у '1*
ни топиш учун _̂ 0) нинг туртта кушни тугундаги кийматларининг

И*уртача арифметигидан 4 /  нинг 2-тугундаги кийматини айириш 
керак ва \. к. Шунга ухшаш у'" лардан фойдаланиб, уJ2' ларни 
топамиз ва к.

Энди = yt - у)щ) деб белгилаб, барча jy j  = I.jV) учун

lim z(; ’ = О

тенглигини курсатамиз.
Хакикатан \ам, г'"' (3.48), (3.49) айирмали чегаравий масата

нинг fik = 0 ва чегаравий шартлар нолга тенг булгандаги ечимидир. 
Шунингучун \ам навбатдаги якинлашиш z\"' олдинги z\n " якин- 
лашишларнинг туртта кушни тугундагиларининг уртача арифмети- 
гига тенг. Хусусий \олда

Л/ = шах|г'0,|,
I I V 4/ ls/s*l J I

чунки биринчи тугуннинг камида битта кушниси Гн чегарада ётади 
ва унда чегаравий шарт нолга тенг. Шунга ухшаш

..... |2,J )| < ( l - 4V )A /= a A / ,

а = l-4_v < 1.

БУ жараённи давом эттириб,у'га ботик булмаган ихтиёрий п учун

| zHsa'A/
Тенгсизликни \осил киламиз. Бундан эса п -> ос да z'”' -* 0 келиб
Коди.
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Куриниб турибдики, бу алгоритм \исоблаш хатолигига нисбатан 
тургундир, чунки бирор цадамда й̂ л куйилган хатолик кейинги 
кддамда камайиб боради.

Бу усулнинг хисоблаш учун кулайрок, булган схемасини курищ 
учун е\и) оркали w-тузатмани белгилаймиз:

£ ( » >  _  • , < » ♦ ' )  _  v ( " >У/ У/ '
у \олда куйидаги га эга буламиз:

у, - «я я  *х (>г' ■- я ) - »г * ±
л-0  я-О

Равшанки, е*0) ни хисоблаш учун ю^оридаги усулга кура >>''* 
ни хисоблаб, кейин

• T - j P - j P
айирмани топиш керак. Барча кейинги е)н) (п 2 1) \исоблашлар z\"' 
ни хисоблагандек олиб борилади, яъни е\я) ни топиш учун нолли 
чегаравий шартлар ва /л я 0 деб олиб, ларнинг туртга кушни 
тугундаги к,ийматларинингуртача арифметигини олиш керак.

Энди

^  =>}0, + Z eJ" (3.50)п=0
деб олиб, бу такрибий тенгликнинг хатолигини бахолаймиз. Рав
шанки,

Н ” | = И * * ' *  ~  W " И  “  И “ ° - ^ * ’ 1 s

й У " ')\+\$)\&ая*1М+аяМ *(1+а)аяЛ1,

бундан эса

п=т+\
й(\ + а )М  £  а " = ~ а " " 'М .

Шундай кдлиб, (3.50) такрибий тенгликнинг хатоси

(3.51)1-е
микдорга тенг булиб, бунда

а  = 1 - 4 '* , М = шах |г,0||, г',0’ = У ®1
isystfl '  I '  '  *
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Щуни \ам таъкидлаш керакки. (3.51) куполлигига карамасдан. 
жиддий равишда ^0) = у'01 - у ) ларга ботик;. Шунннгучун \ам _v'0) 
дастлабки якинлашишларни танлаш учун куш и мча маълумотлардан 
фойдаланиш керак. Айрим \олларда берилган турда ечиш керак булса, 
аввал бу масалани йирикрок турда ечиб, кейин интерполяция ама- 
дини бажариб. натижада у*0) учун берилган турда озми-купми кони- 
доли цийматни \осил кдлиш мумкин.

Мисол. Куйидаги

д*и д2и -2дг,

Пуассон тенгламасининг ечими {0< JC|, дс2 s 4} квад- 
ратнинг 9-чизмада курсатилган 1-9 нукталардаги 
циймати топилсин. Чегаравий шартлар 9-чизмада
курсатилган.

Ечиш. Gh со\анинг тугунларини 9-чизмада 
курсатилганидек белгилаб чицамиз ва (3.48) тенг- 
ламани куйидагича ёзиб оламиз:

I И*
yj “  4  (ъ+Уь+Ус+У )̂  +  - 4 -  • 2 ( * |  )j

9-чизма.
<3.48в>

бунда (дг,> оркали у'-тугуннинг абсииссасини белгилаймиз; а, Ь, с, d лар эса j- 
тугунга кушни тугунлар. Чегаравий шартларнинг симметриклигига кура

У,шУ1’ У%т У»У%ж Уь
тенгликлар келиб чикади. Шунинг учун \ам факат уг у2....... уь ларни топиш
кифоядир. Каралаётган турда А=1. Дастлабки якинлашишларни танлаш учун 
адйидагича иш тутамиз: у^ 1 ни топиш учун А = 2 деб олиб, (3.48а) дан куйи- 
дагига эга буламиз:

ни топиш учун (3.48а) да А = ̂ 2 деб оламиз, у \олда

Шунга Ухшаш

У,(0)- 1(0+0+8+16) + ^

у{0)~ 1 (0+0+0+8) + ^ 1 3.
Энди берилган турда И = I калам билан куйидагиларни \исоблаймнз:

Л0,« 1(8+16+8+8)+ Q  « 11,5; л 4 4

yl0)- 1(3+8+0+8) + ^  = 5,75;4 4
(0)

Уь А(0+8+3+3) + ^
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\исоблашларнинг крлганлари 9-жадвалда келтирилган. Бизфак^т 6 та итерация, 
ни олдик, аслида \исобдаш ни c j ' етарлича кичик булгунича давом эттириш Ке_ 
рак. Итерация жараёни секин якинлашишининг сабаби кдаамнинг катгалигнда 
(Л = 1). Жадвалнинг охирги сатрида берилган дифференциал тенглама

//(*,, х2) = дс,дс2(4 - х}) 
аник ечимининг тугунлардаги киймати келтирилган.

9-жадвал

j \ 2 3 4 5 6

■ 9 11.5 5.75 8 3 4

ги
8.8125 12 6 7,75 2,9375 4

>: -0,1875 0,5 0,25 -0,25 -0.0625 0
0,1875 -0,1562 -0,125 0,25 0.0625 -0.0938

■■
-0.0453 0,1562 0,125 -0,125 -0.0547 0,0938

0,703 -0,0539 -0,0562 0.125 0.0547 -0,0586
(«I

cj -0,0275 0.0664 0.0625 -0,0562 -0,0287 0,0586

■? 0.0322 -0.0278 -0.0281 0,0625 0.0302 -0.0284

у ? 8.9975 12,0125 6.0000 7.9438 2.9713 3,9716

ик 9,000 12.0000 6,0000 8,0000 3.0000 4,0000

Умумий узгарувчан коэффициент.™ (3.1) эллиптик тенглама учун 
чицарилган (3.7)оддий итерация ва Зейдел методлари билан ечиш 
\амда хатони ба\олаш мумкин. Бу масалалар [7] да келтирилган.

10.3.9. Фурьенииг тез aJlмaштиpиши. Фараз килайлик, а(п) (п = 0,
1, ... , iV-1) комплекс сонларнинг чекли кетма-кетлиги булсин. 
Биз Фурьенинг тез алмаштириш (ФТА) алгоритмини куриб чик;а- 
миз. Бу алгоритм а{п) кетма-кетлик учун Фурьенинг дискрет алмаш- 
тиришида (ФДА) энг тежамкор алгоритмлардандир. Аникрок килиб 
айтганда, ФТА

f (k ) = ^a(n )e1'M,\k=0A...N-1 (3.52)

алмаштиришни ва унга тескари булган

а ( " ) = I  Z / ( * K 2" ’*'W. « = 0,1....*-1 (3.53)
к *0

атмаштиришни \исоблаш учун ишлатилади. Кейинчалик цулай були
ши учун
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2ж<

w = * v (3.54)

б е л г и л а ш н и  киритиб, f(k) ва а(п) ни куйидаги куринишда ёзамиз:

Бу ифодалар мос равишда Фурьенинг чекли к,атори ва Фурьенинг 
дискрет коэфриииенти дейилади.

Агар а{п) лар \акик,ий сонлар булса, у \олда/(А:) нинг мав\ум 
цисми I m Л:) куйидагига тенг:

(3.55)—(3.57) куринишдаги функциялар математикада ва унинг 
хилма-хил татби з̂арида. жумладан, айирмали тенгламаларни ечиш
да. статистик маълумотларни ишлашда, ракамларнинг спектрат тад- 
к.ик,ила учрайди. Аммо яцин вацтларгача ФДА кам ишлатилар эди, 
чунки берилган а(п) ва учун f(k ) нинг барча_A0),/U)... 1) 
Кийматларини \исоблашда № та купайтириш амалини бажариш 
керак.

Шуни таъкидлаш керакки, агар Л'куп булувчиларга эга булса. у
2л кп\олда sin— - сонлар орасида бирхиллари куп учрайди. Шунинг 

учун \ам уларни гуру\лаб. купайтириш амазини камайтириш мум
кин. Шу гояга асосланган Э\М  да \исоблаш учун тежамкор алго- 
ритмни Жим Кюли ва Жон Тьюки таклиф килишган [58]. Бу алго
ритм Фурьенинг тез алмаштириши ёки Фу рьенинг тез дискрет ai- 
маштириши дейилади (ФТДА). Бу азгоритмда N = ¥  ёки N = У 
булса, алгоритм тежамкор булади. Э\М  да дастурлаш кулай булиши 
учун N = 2’ деб оламиз. Умумий \олда N = г, г2 .... г деб караш 
мУмкин. Бу \ол [26, 27, 50] ларда мукаммал царалган ва \ар хил 
татбикдари келтирилган. Берилган к ва лларнинг иккилик санок 
системасидаги ёйилмасини ёзамиз:

,V-I

(3.55)

(3.56)

0(A) = У  o(w)sin , к = 0,1...N -X. (3.57)

(3.58)

L
У̂ ерда А. ва п{ лар 0 ёки I га тенг. Куйидагича
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а(п) = а(п0, п...... п ,)

белгилашни киритиб, (3.55) йигиндини

/(*)=  Z  ° ( ло«и1... 1 г ' * =

«о»°

(3.59)
± ^ . . . ± № ^ 4 ^ ............

h -е »р-1-°
куринишда ёзиш мумкин. Энди к нинг (3.58) ёйилмасидан фойда- 
ланиб, ички

Z  w ‘"‘"'«(«о.и.....V , )  (3.60)
»(.-! *°

йигиндини боинф куринишда ёзамиз. Равшанки,

Бу купайтмада иккинчисидан бошлаб барча купаювчилар 1 га тенг. 
Хаки катан хдм, 1 < j  й р-\ булсин, у \олда = 1 ва п к2' 
бутун сон (чунки ni_] к; ифода 0 ёки 1 га тенг ва j  £ 1) булганлиги 
учун куйидаги тенгликлар уринли булади:

W"

Шундай килиб, И7'’ = И7*’ '**’ тенглик бажарилади ва де
мак, (3.60) йигиндини

I /Л
а,(*0-«0.....Пр-2 )  = X  ^

V-t*0
куринишда ёзиш мумкин. (3.59) ифодада охиридан битта олдинда 
турган йигиндини

(3.61)

...nP-i) = I  ....
" р - 2

Худай шунга Ухшаш навбатдаги кддамда куйидаги

0 ,(М ,Л .'*,.- .лр-4)= X  ^  " * ' Ч(*оЛ>^. -.и„-э)

хосил булиб, охирида

/ ( * ) = ! . М , ... *р-2>"о)ц>-0
келиб чицрдн.

Шундай килиб. (3.55) йигиндини \исоблаш учун ФТАалгорит- 
ми куйидагидан иборат: аввало, к ва п сонларнинг (3.58) ёйилмаси-
ни ёзиб ва а(п) = а(пп, п........лр_,) белгилаш киритиб. иккита
\дддан иборат булган куйидаги йигиндиларни \исоблаймиз:

...np i)=  X  w ....
«pH*0

а2 ̂ k0,k^nb',---tnp-i)

_ £  :"^га,(*0,Яо...V j )’
»0

°р-1 ) —

- Е«-
Л| =0

"1о«0

каби ёзиб оламиз. Кейин к2‘" 1п1>_2 сонни

2Р 2 V *  (*о + 2*,) + 2' V j (*; +... + 2-V . ) _______
НИн7 3 ‘ «Г*'" "р-2~ v mi V J_  1 uyj" анда \исиолаш керак. я ,

куринишда тасвирлаб. И7* J = И''1*” ’2*' |2‘ 1 тенгликнинг чин- кУтй-r'.i >ИР к'инма™  учун aS*o' по......п„.2) ни хисоблаш иккита
---- „ I'wnaum Ичти^.чпя П.fin куйилаги куоиниШ' L f l K .  шни талао килади. Демак, я,(1с0, я0, ..., п̂ _2) ни \исоблаш

Энди f(k) (к = 0,1, ..., iV-1) йигиндиларнинг ФТА алгоритми 
билан топилгандаги купайтиришлар сонини \исоблаймиз. Равшанки,
ai(*0. п0...... пр_2) функция факрт а2(к0, кгп0, ... , пр}) функция-
нинг кий маги ни \исоблашда керак булади, аммо бунда at(ku, п0, ... ,п^2) 
НИ фак,ат икки марта п ,= 0 ва п _2= I булганда хисоблаш керак. п
Ш м,--  — ^

Р - 2 *

Р - 2

| \ ^ р п ш 1 ш м и  . —,
лигига ишонч \осил киламиз. Натижада (3.61) куйидаги куриниш 
ни олади:
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^Ун купайтиришнинг умумий сони туртга тенг. Ке'йинги \ар бир
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а(к0, кх...... Аг_,, п0, л,.......я^_,) йигиндини хисоблаш учун \ам
турттадан купайтириш амалини бажариш талаб килинади. Йигиндц. 
ларнинг сони эса р га тенг. Шунинг учун \ам берилган к учун/(̂ ) 
ни хисоблашга 4р = 41od,/V та купайтириш керак. Барча к ларни 
к = 0, 1,..., iV_l учун хисоблашда сарфланадиган купайтиришлар. 
нинг сони 4pN = 4Mod,yV га тенг. Бу сон (3.55) йигиндини бевосита 
\исоблаш учун сарфланадиган jV2Ta купайтиришга нисбатан анча 
кичикдир.

10.3. 10. Декомпозиция методи. Эллиптик тенгламани айирмали 
тенгламалар системаси билан алмаштирганда система матрицаси а 
нинг тартиби ички нукталар сони N га тенг булади. Агар Лаплас 
операторида узгарувчиларнинг сони к булиб, \ар бир Узгарувчи буйи
ча цадам h га тенг булса, тугунларнинг сони N = о(\  | та булади. 
MacajTaH, к = 2, И = 10~2 булганда N * 104 булади. Бундан ташкд- 
ри, матрицанинг куп элементлари нолдан иборат булиб, махсус 
структурага эга. Нихоят, бу матрица ёмон шартланган, яъни энг 
катта хос соннинг энг кичик хос сонга нисбати 0(/г2) га тенг.

Эллиптик тенгламалар учун курилган айирмали тенгламаларнинг 
бу хусусиятлари махсус тежамкор методларни ишлаб чикишни та
лаб к,илади.

Хозирги вактда Пуассон тенгламасини ечишда хосил буладиган 
чекли-айирмали масалани ечиш учун иккита туфи тежамкор ме
тод мавжуд. Уларнинг бири декомпозиция методи (буни редукция 
методи, циклик редукция методи ёки узгарувчюарни тоц-жуфт тарз- 
да йуцотиш методи хам дейилади) булиб, Гаусс методининг мо- 
дификациясидир. Иккинчиси эса Фурьенингтез алмаштиришига 
асосланган узгарувчи.шрни ажратиш методианр. Агар туфи туртбур- 
чакда хар бир йуналиш буйича тугунлар сони N булса, у холла хар 
иккала тежамкор метод учун арифметик амалларнинг сони 
Q = 0(/V-1n N) та.

Матрицали хайдаш методи туфи метод булиб, мураккаб шакл- 
даги чегарага эга булган айирмали эллиптик тенгламага кулланила- 
ди. Аммо матрицали хайдаш методи Q = 0(/V4) та арифметик амални 
ва ораликдаги маълумотларни сак,таш учун катта хотирани талаб 
Килади. Шу билан бирга, агар унг томони ва чегаравий шартлар" 
билан фарк киладиган бир катор масалаларни ечиш талаб килинса- 
у холда \айдаш матрицаларини хотирада саклаш хисобига матрииа- 
ли хайдаш методида иккинчисидан бошлаб кейинги вариантлар учУ11 
амаллар сонини СН,№) гача камайтириш мумкин.

Энди декомпозиция методини куриб чикдмиз. Фараз килайли*’ 
чегараси Г дан иборат G = {0 < х, < а, 0 < х, < Ь) сохада Пуассон тенГ' 
ламаси учун ушбу



■
(3.62)

Дирихле масаласини ечиш талаб килинсин. Биз А, = a/Nr А, = b/N„ 
х = ihr xv =jh: деб олиб, G со\а ва Г чегарани мос равишда куйида- 
гилар билан апмаштирамиз:

G*° = {xu,x2J; i = 1.ЛГ.-1, j  =

Г* = {xw ,0} С/ {а, дг2>} С/ {дг,,. *} t /  {0. х2>}.

(3.62) тенгламага бсш нуктали андазани куллаб, Лапласнинг куйи
даги А айирмали операторини \осил килам из:

АУц fa' (■*!/>хи ) е »
Ауу А|У̂  А2у̂  t i — l, Ny 1. j  1, jV2 I, 

Уч lr4 =

(3.62, a)

Бунда

If \Уу 2̂ ~ 2Уу + У,./-1 )•

Авваю, (3.62, а) системани ку йидаги вектор тенгламалар системасига 
келтирамиз:

(3.63)- Y ^  + B Y '- Y j*  =/у,у  = 1,2....N2- 1,1

Yo = Fo, YУ2 = F nj ,
бунда у, ва F l векторларнинг компонентлари мос равишда v ва ftj 
чарнингу-устундаги кийматларндан иборат булиб. В — квадрат мат
рица. Бу матрицани аникпаш керак.

Агар (3.62) тенгламанинг унг томонини чегпра якинида узгартир- 
Сак' У Холда /' = 0. /' = /V, булгандаги чегаравий нукгапарда yv = 0 деб 
а1ишимиз мумкин.

Энди (3.62) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

-y,.j-. +(2v-A;Aj’) . = h:qir 
l£i£JV,-l, l£ j$ N 2- 1,
Уо/ = У*,, = 0. 0 < j  < N2,
Ул=Я>,о> Ут2 =<P,Vj. 0</< /V,,
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(3.65)

бунда Яц = fv, агар 1 < / < ЛГ, -1, 1 £ j  £ 1, I й j  й N2 -1 булса,

Ям = / у  + V > 0,. Як,-м = / * Н У  +/*| ‘V v .- I.y  

Юкоридаги F, ва векторларни куйидагича аник^аймиз:

У  У = ) t j  — 0 , l , : . , N  2,

*̂2// + ̂ 9oy ’Л2/2 /..-* 2  Д -,.y + ^0, j »

7 = 1,2... JV2-1,

f  = (* i,.?2y... < Vu ) • агару = 0, УУ2 булса.
Айирмали Доператорни куйидагича аникдаймиз:

(B ?j)= (2 y- ^A ly)w,l<i<Ar1,

Д'о, = . %  = ° -

Бу ва (3.64) дан курамизки, (3.62) айирмали масала (3.63) век
тор тенгламалар системасига тенг кучлидир.

Энди N, = 2" деб олиб, декомпозиция методини тавсифлашга 
утамиз. Бу методнинг гояси шундан иборатки, (3.63) системадан 
аввал ток ракамли Y, векторлар, кейин ракамлари 2, 4, 8 ва \. к. га 
каррали булган векторлар йукотилади.

Индекснинг j  = 2, 4, 6, ... , N2 — 2 (бунда N2 = 2") кийматлари 
учун куйидаги учта тенгламани ёзамиз:

-Y  i-г + BY j- 1 - У /  =  Ft-1,

- Y ,-1 + BY*j -  Y 1 =  F j,
-Y j  + BYi*i - Y j *2 = ? > ♦ ! .

Иккинчи тенгламанинг кар иккала томонини Аматрицага купайти- 
риб, кейин бу учала тенгламани кушиб чикамиз:

-Р/-2 + Я(,)Р ,-Ру*2 = 7 Л
у = 2,4,6...N2-2, (3.66)
Ко =  Fo,Ym2 -

бунда

я"» =(д,0))2 -2£\ Я,0) = В .
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7?'" _ F10' ^.я'0'*""^  Г10' г"’’ гГ/ -Г 1-\+В Г , + Г,.|,Г, =Г/.

ЮкоРидаги (3.66) система факат жуфт ракам л и Yj номаълумлар- 
дан иборат булиб, уларнинг сони ' Л^- 1 га тенг. Агар (3.66 ) сис
темами жуфт ракамли у , лар топилса, у \олда ток ракамли но- 
цаълумлар

B{0)Yj =  F Г  + F , . , +  F , - , ,  7 =  1, 3,5..... ЛГ2 - 1

тенгламатардан топилади.
Худди (3.63) системадан ток ракамли векторларни йукотгани- 

миздек, (3.66) системадан j  индекслари 2 га каррати булиб, 4 га 
каррали булмаган векторларни йукотамиз ва \. к. Индукцняни куллаб 
исбот килиш мумкинки, йукотишнинг к кадамида (к = 1, 2,..., я) 
куйидаги система косил булади:

- F ,- 2 .* - ,  + ^ ' 4 , , К / = F / * " 0 ,

7 = 2*~|,3-2<'|,5-2*"|,...,ЛГ2 -2*~',
А = я,т> -1 ,- ., 2,1^ ( 3 6 7 )

Ко =  Fo, Y N2 =  F  n2 ,

бунда /?а_,)матрнца1ар ва векторлар куйидаги рекуррент му- 
носабатлардан топилади:

В'к) = (В“ ~" У - 2Е, к = 1. 2...... я— I , (3.68)

f ' 1 1 - ?  .и я ' * - »  г " - ' »  г '*  "г  У *  /-2.А-1 + О  Г  I + Г  >+2.1-1,

* = 1,2... я-1,7 = 2*,2-2*,3-2*....tf,-2‘. (3'69)

Шундай килиб, \исоблаш жараёни Гаусс методига ухшаш туфи 
ва тескари юришлардан иборат. ТУфи юриш (3.68) ва (3.69) фор- 
мулатар ёрдамида Ва' матрицалар ва векторларни топишдан 
иборат. Тескари юриш эса к = я дан бошлаб (3.67) тенгламатар сис- 
темасидан Y, векторларни топишдан иборатдир.

Юкоридаги атгоритмлар шу куринишда икки сабабга кура реал 
^Исоблаш.лар учун ярамайди. Биринчидан, кисоблашнинг кар бир 
^  Кич ид а умумий структурага эга булган /?'*' матрицанинг теска- 
Рисини топиш зарурлиги туфа in и бу алгоритм тежамкор эмас. Ик- 
кинчидан, (3.69) формуланинг унг томони кисоблашда нотургун, 
Чунки Ва "  матрицанинг нормаси бирдан катта булса, \исоблаш 
^толиги йигилади.
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Энди биз шу нуксонлардан кутулишга \аракат киламиз 
Аввало, В,к< матрицани 2* та уч диагоналли матриц^ 

купайтмаси шаклида тасвирлаш мумкиндигини курсатамнз РНИНг

р,(а) = а,

(а ) = (Р2. (а ) )’ - 2, к = 0,1... (3.70)

куп̂ адлар кетма-кетлигини кдраймиз. Агар а = 2 cos булса у \одщ1 

4cos: 2kq>-2 = 2(l + cos2‘ * V )- 2 = 2cos2 

тенгликларга кура
p2, (a ) = 2 cos* (p

келиб чикдди. Демак,
a , = 2 c o s ^ £

сонлар р,4(а) куп\аднинг иддизлари булади. Энди (3.68) билан 
(3.70) ни солиштирсак, Ви' ни куйидаги купайтувчиларга ажрат- 
ган (факторизация килган) буламиз:

я“ ’ . п ( в -2с«< ££/г} Щ

Агар (3.63) ва (3.65) тенгликларни солиштирсак, у холла В матрица 
j  га бом и к булмаган уч диагоналли матрица эканлигини курамиз. 
Демак,

Bt( = B - 2 c o s ^ ^ £ ,/  = l,2....2* (3-71>

матрицалар \ам уч диагоналли матрицалар ва шунинг учун В  
рицанинг тескарисини топиш урнига кетма-кет Ви уч диагона, 
матрицаларнинг тескарисини топиш кифоядир. \акик>тан \ам,

В[к)Ь :
/ 2‘  ̂
пV'-'
Г К

(3.72)

тенгламанинг ечимини топиш талаб килинсин. e4l,iu
Агар 90 =  ̂ Деб олсак, у \олда (3.72) систем 1

куйидаги

Вк1Ь, =Ь,_1,1 =  1,2..... 2‘
(3.73)
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.рамалар системасини кетма-кет ечишга келтирилади: матри
цалар У4 диагоналли булганлиги сабабли (3.73) системанинг \ар 
бирини \айдаш методи билан ечиш мумкин.

Энди шундай р'к) ва ?  ‘ векторларни топамизки.

(3.74)

тенглик уринли булсин. Бунинг учун (3.74) ни (3.69) га келтириб 
фямиз, натижада

К  +уд-*.

*осил булади. Бу ердан (/?ц-|))2 = В '*• + 2/Гтенгликни кисобга олиб, 
куйидаги тенгламага келамиз:

(3.75)

Энди qik' ни шундай танлаб оламизки, куйидаги тенглик бажарилсин:
~(*> (*) -(*-i) -(*-о
Ч, =2Р,

У \олда (3.75) тенгламани (fl*-1»)-1 га купайтирамиз, натижада

°  s> Pj-*-' р +<1,

-(*-0 _ -(*) —(*-«) *i -Р, - Р ,

\осил булади, бунда 

БУНдац

Келиб чикади. Агар (3.67) нинг унг томонига (3.74) га кура 

/|*-|) _  g (*- ')p  (‘ -О + f<*-'>

,,и КУйсак,
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\осил булади. бунда 

Бундан эса
tj =у,-р

Y ,= t V + P r
келиб чикади.

Шундай килиб, декомпозиция методининг алгоритми куй 
гидан иборат:

\исоблашлар циктда к индекс буйича олиб борилади. Аввал к -
2, ..., л-1 учун

si x f i-*+ 4 (3.76)

тенгламашр ечилади ва

Я**) . г(‘-0 .£<*-4

векторлар топилади, бу ерда / = 2*. 2-2*......2"-2*. Хисоблашлар
к = 1 дан бошланади ва бу \ол учун

р<;>= 0. f ' 0) = F j , j  ж 1 ,2 ,...,N 2 -1

дастлабки шартлар берилган булади.
К)корила айтганимиздск, (3.76) система куйидаги соддароксис- 

тематрни ечишга келтирилади:

Bk. J , j= b ^ r t = \, 2.... 2*-', (37Л

7 = 2‘ ,2-2*,3-2*... 2" -2*,
бунда

0 =В(*-') +Й1*-"

С Ш
Хар бир j  = 2*. 2-2*......2"-2* учун (3.77) систематар

ган /учун ечилади. ,,, матрица j  га боглицбул маган лш и (НгТес- 
\исоблашни шундай ташкил этиш керакки. В, ,, матрица 
кариси бир мартатна топилсин.

Барча p\k),qkj векторлар топилгандан кейин декоммози^^Т
динингтескари юриши бажарилади, яъни к = п дан боШ-



-(«-О О .С  (3.78)в Г и

вмаларечиладию
? , « * 4 " + /'/ ••

к̂торлар хисобланади. бу ерла |
/с =я,я-1,...,2.1: у = 21 ',3-2‘ '.5-2* '... .2 '- 2 ^ J

Отдингнлек бслгилангану. А лар учун (3.78) система 
да систематар кетма-кетлигига

В, , W; ,././ = 1.2... 2‘ Ч

/уйндаги сод-ма

у = 2*-1,3-21"1,5-2*"1.....2" — 2*”1

келтириб ечилади. бунда

Wit '•/='? "•
, масаласини

Шундай килиб, Пуассон тенгламаси учун Дирихле хГар турда .v, 
декомпозиция методи билан ечишни куриб чикдик. Л-F ся у о̂лда 
Гдиича нукталарнинг сони /V, = 2" ва .v, буйича N, буг/~д, ^ j0g /уч) 

моюзиция методида арифметик амалларнинг сони позиция
жшлиги |46|да курсатилган. Illy билан бирга [46] да дек*  ̂ равшанки, 
МВПШННИН1 \ар хил масалапардаги татбици келтирилган.гишидаГидек 
агар N = N2=Nбулса, у \олда Фурьенинг тез алмаштирю* дан деком. 
■рпфметикамалларнит сони 0(/V-log:/V) булади. ФТА ^ у НКЦИЯлар- 
чозиция методининг устунлиги шундаки, бу ерда хос фу‘ )И чегаравий 
ни бидиш шарт эмас. Шу туфайли х,ам бу методни учинчи!

ечиш УЧУ» куллаш \.>мкин. ^иасачалари. 
У 1и-3-И.Айирма1и операторлар учун хос кийчатлар м •Г-зГарМас ю- 
мрувчмарни ажратиш методи (ёки Фурье методи) у л (j щ ваяК(ИН. 

.тащ ЦИеНТЛИ тенгламатарнит ечимини тошши* М'.‘.]И масала 
ри-...ШНИ текшиРишда кенгкулланилади. Бу метод айирмИ *̂ --------" t1‘ ?-LUl,1,L,dai' ^-'ил амм^^ га асослан- г̂ и и11еРаторнинг хос функциялари буиича еиишпг

биРопч?"КИ’ бир айирмали чегаравий масалани one^J'J'1*1 /*
'ача си̂ И л̂човли Н1" чизикли фазода аник^анган опер'/

Би-Г 1а ^ раш мумкин.ьчзавват бнп >.  ̂ *рни караи-миз dv. р Улчовли, кеиин куп улчовли масатапара .
с ‘. * К  - * м  - с т и  - » / * ,! п ™ Ю1

щ чегаравий масаш берилган булсин:
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Берилган >»0= а г  у т = <р2чегаравий шартлардан фойдаланиб, (3.79) 
системадан >>0 ва у м номаълумларни йукотиш мумкин. Натижада 
(3.79) системага тенг кучли булган ушбу системага эга буламиз:

оператор тенглама шаклила ёзиш мумкин булади. Бу тенглама (3.80) 
тенгламанинг унг томони билан бир вактда чегаравий шартларни 
\ам *исобга опади.

Шундай кдлиб, айирмали масала (3.81) оператор тенгламани 
вужудга келтиради. Бу оператор Ĝ  тур соланин г факат ички нук
таларида аникпанган. Купинча А операторни G  ̂ со\анинг барча 
нукталарида аникланган ва четки нукталарида нолга айланадиган  
>’„=3\ = 0 функцияларнинг //"' фазосида аникланган деб каРаШ

формулалар билан аникланади. Бу оператор иккинчи айирмаш 
.шнинг оператори дейилади.

Биз 6-бобда умумий куринишдаги матрицаларнинг хос сонлар*1 
ва хос векторлари (функциялари) ни топишни куриб чиккан

(3.80)

Энди у = (у,.Уз....Уц.| )Г векторлар тупламида А операторни куйи
даги

(ЛЯ, = ~\Уп‘ = 2,3...Nt-2,

Ay = f (3.81)

ISO



!ОкоРидаги (3.82) тенгликлар билан аникданган А оператор ушбу 
махсус куринишга эга булган

2 -1 0 0 . .  0 0 0
-1 2 -1 0 . .  0 0 0
0 -1 2 -1 . .  0 0 0

0 0 0 0 .  -1 2 -1
0 0 0 0 0 -1 2

матрицадан иборат. Маълумки, А оператор (матрица) учун хос сон
лар масаласи куйидагидан иборат: шундай Я сонларни (хос сонлар 
ёки хос \иймапиарни) топиш керакки, ушбу

Ау = Ху (3.83)

тенглама нотривиал ечимга эга булсин. А матрица (/V,—1) тартибли 
махсусмас симметрик матрица булганлиги туфайли (N - 1) та \акикнй 
мусбат хос кийматларга ва уларга мос келадиган (iV, — 1) та чизикли 
эркли хос функцияларга эга. Бу хос сонлар ва хос функцияларнинг 
ошкор куринишини топамиз. Бунинг учун (3.79) ва (3.82) дан фой
даланиб, (3.83) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

у,-г 2у,+у.., + ку< = 0j  = , 2.... N j_ ,
* (3.84)

Уо = Уы{ =0'\ =a/Nt.

Энди а = hfk белгилаш киритиб, (3.84) системани

.И-|-(2-0 ).У<+Уы =°- , = |.2....А»", -1 (3.85)
куринишда ёзиб оламиз. Бу иккинчи тартибли айирмали тенглама 
бУлиб,

q1 -(2- a)q +1=0
Унинг характеристик тенгламасидир. Бу тенгламанинг илдизларини
9i ва q2 оркали белгилаймиз, у \олда (3.85) тенгламанинг умумий 
^имн

У. = <V7f +c2q" (3 86)

®̂ .1иб. с, ва с, — ихтиёрий узгармас comap. Энди vn=v\ = Очегара- 
■  шартларлан

с, +с2 =0, с,?*1 +c2q2' =0
1SI



бир жинсли системага эга буламиз. Бу система нотривиал ечимга зга 
булиши учун унинг детерминанти нолга тенг булиши керак. яъни

Аммо q[q1 = 1, шунинг учун \ам ,̂2V| = I , яъни qt бирнинг 2N 
тартибли илдизи экан. Демак,

ж Я

q\l ) =e” ' =е*  (к = 1,2,..JV,-1).

Шундай килиб, бир томондан
q\k) = cos<p + /sin<p, 

иккинчи томондан (3.86) тенгламадан

* - • - !

кедиб чикади. Охирги икки тенгликдан
I аCOS ф = 1 -  —

\осил булади, бундан эса

а = 2(1 -cos<p) = 4sinJ ? = 4sin:
2 2 V|

Шундай килиб, (3.84) масаланинг хос сонлари куйидагиларга тенг:

А*=^»т2^ .*-1 ,2 .....АГ,-1, (3.87)

бунда Л,yV, = о. Энди qtq2 = I ва с2 = — с, тенгдикларни \исобга олиб. 
хос функнияларни (3.86) формуладан топамиз:

У, = с, [ч : -?Г )-  с, (?Г- 9Г )  = с, (е-  - е— ).

Бундан с, =  ̂ деб олиб, хос функция учун куйидагига эга буламиз:

v*1 = sin , *.т  = 1,2... JV, -1. (3.88)

Хос сонлар учун (3.87) формуладан

О < А, <... < А„ < А.., <... < AV|_, <

\осил булади. Охирги тенгсизликни яхшилаб булмайди, чунки
IS2



«м л . Энди куйидаА, нпнгба\осини топамиз. Бу
нинг учун а= к\/2а  деб белгилаб. А, ни куйидагича ёзамиз:

В  m d m -
Доимо  ̂ йа/1 деб олишимиз мумкин. У \олда А = * булади. О, *- j 
оралицда — монотон камаювчилигини \исобга олсак,

В  (-г-)Чй)Ч’-
яъни

А,> а'
келиб чикдди.

Юцорида аникданган //"" фа зола скаляр купайтма ва норманн 
цуйидагича киритамиз:

(и,9)='*Ги]ит9я, И - j r a - f
I 2

Энли (3.88) функцияларнинг //"’ да ортогоналлигини курсатиб. 
нормасини топамиз. Маълумки,

Z . я к , т  . jr ii/n
*'ПЧ г * тЧ г  =

0. агар к2 * к, булса.

-, агар Л, = кх *  0 булса, 

О, агар к, =к{ = 0 булса

(3.89)

*6-боб, (7.11) формулага ц.). Бундан эса функцияларнинг ор- 
т°гоналлиги ва

2 2 ’

*ьни

^либ

У "

чикдди Шундай килиб.



(*„) = y jlsin "Jjp1, i,k = 1.ЛГ, -1, W  = a (3.90)

функциялар системаси //°'фазода ортонормал базисни ташкил эта- 
ди. Демак, //и’ да аникданган \ар кандай функцияни (3.90) базис 
буйича ёйиш мумкин.

Биз

/ = 1.2...Nt -1, у0 = yNl = 0 (391)

чегаравий масала ечимини

_____
у, = у (*и ) = 2 -с* ̂  К  )•' = ••Ni ~ 1 (3.92)

куринишда излаймиз. Буни бажариш учун (3.91) тенгламанинг унг 
томонини Фурьенинг чекли каторига ёямиз:

/ в 2-/ м»(*и). (3.93)
*«1 А

бунда

А  « ( / . А М  £  /м. К ). * = 1.2....-1 • (3.94)

Энди (3.92) ва (3.93) ларни (3.91) га цуйиб.
V ,1 ^  л

К )

ни \осил киламиз, (3.83) ва (3.87) лардан курамизки, >1 /<(.х|() = 
= ->lt^t(xl(). Шунинг учун \ам/<4(х|()ларнингчизи1д1и эрклилигидан

=/»•* = 1.2.... Nr  1

келиб чикали. Бундан эса у (х|() нинг Фурье коэффициентларини 
\осил килам из:

Л
с* = £ ,*  = 1,2... ЛГ-1. (3.95)

Энди At Bii /<t(xl() лар \исобланиб машина хотирасида сакданган деб 
фараз килиб, (3.91) масалани Фурье методи билан ечганда бажарили- 
ши керак булган купайтириш ва булиш амалларининг умумий сонинИ
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Кавйм из. Хар бир к учун /* Фурье коэффициентларини топишда
v T га купайтириш бажариш керак. барча /* (к = 1, 2..... /V,—1)

топиш  эса (yV, — 1)-та купайтиришни талаб кил ал и; (3.95) форму- 
Н буйича с4ларни топиш учун N - 1 та булиш амалини бажариш
*  г; (3.92) формула буйича барча у: ларни топишда < 1  )г та 
^пяйтириш амали сарфланади. Шундай килиб, бу атгоритм 2( М -1)-’ 
т«купайтириш ва N - 1 табулишни татаб килади.

Фараз килайлик, чегараси Г дан иборат булган G = {0 < дг, < а,
О < х, < Ь) со*ада Пуассон тенгламаси учун ушбу

+ жf ( x\'xi ) 'u\r =0 , (3.96)

=А
Дирихле масаласини ечиш тапаб килинсин.

Биз А, = а/Nr А, = b/N2 деб олиб, хи = /А,, х2) = /А, тугри чизик
ларнинг кесишган нукгатари ёрдамида (7со\ани Слтурсо\а ва /'ни 
Гк тур чегара билан алмаштирамиз.

Энди (3.96) тенгламадан беш нуцташ андаза ёрдамида Лаплас- 
нинг куйидаги айирмали операторнни \осил киламиз:

( АУ \  = ~\Уц ~ л :Ущ• ( ^ 2i)eG„,

i = l,Nl-\,j = lN 2-l,y\rt = 0.

Бу ерда одатдагидек,

A I> ’V - ^  {y - ij - 2У’ч +  У-1.,) ’ =  ц  ( л у I - 2У„ +  Л , - 1 )

Дирихле масаласини ечишда чегаравий шартлар нолдан фаркли 
бУлса, Ли =/оператор тенгламанинг унг томонини узгартириб, 
чегаравий шартлар нолга тенг булган \олга келтириш мумкин. Энди 
GkU?k турда аник,1анган ва да нолга айланадиган функниялар- 
нинг //**► чизикли фазосини киритамиз. Бу фазонинг улчами 
<*,-!) (/V-I) га тенг. Бу фазода скаляр купайтма ва нормани 
КУйкаагича киритамиз:

(« .# )  - £  А, £  Л:м„д; ,  И  = ^(и.и).

издан маълум булган кисмий йитш формуласини куллаб, курса- 
Тиш мумкинки, ихтиёрий м,йе//|/" учун (Аи,д) = (и,/4#) тенглик 
РЖарилади. Демак, А — уз-узига кушма оператор. Энди А оператор 
УЧун хос сонлар масаласини караймиз:
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Ay = Л v
еки

Л1 Уц + л 2 У а + я„ =°- (*., .*2у) € Gh, 

У, 1г, =0.

А ,Уц + Л = / „• '  ='• -V i ->• / = 1» V : ->•

е1зравий масаланинг унг томонини
,v,-i n2-\ л

л  = Х £ /  ,i,.| *,и *,*:

(3.99)

/1 оператор уз-узига кушма (ва мусбат) булганлиги учун унинг 
(Л^—1)(W2—1) та \акикий хос сонлари мавжуд. хос функциялар эса 
//*’ да ортонормал базисни ташкил этади. Бу хос сонлар ва хс* фурье крторига ёйиб, yvечимни куйидаги 
функиияларнинг ошкор куринишларини топамиз. Осонлик билан 
куриш мумкинки, А, ва А, операторларнинг хос сонлари мос ра
вишда цуйидагилардан иборат:

Vi -I N j -1

Уч = X  X  *: {Х"'*Ч  )*!-• *2*1

Я‘, =1.^-1, *2 =1,^-1.

Бу сонларнинг мумкин булган барча йигиндиларини оламиз:

\  +А*; = £  sin- ~ -  + ̂ sin2 лк£ . 

к. = \,N. -I; к7 = 1,ЛГ,-1.

куринишда излаймиз. Бир улчовли масаладагидек, бу ерда *ам курса- 
тйш мумкинки.

А

_ V j
kik1*2

(3.97) Юкррида курдикки, бир улчовли масалани ечиш учун Фурье 
методи 0(N,2) та арифметик амални тазаб килади. Худди шу йул 
билан курсатиш мумкинки, икки улчовли масалани Фурье методи 

Шунингдек, куриш мумкинки. А, ва Л2 операторларнинг хос функ- билан ечиш 0(/Vf/V2) та арифметик амални талаб килади. Бу метод
самарасиз булганлиги сабабли амазиётда кулланилмайди. Аммо икки 
улчовли узгармас коэффициентли чегаравий масалани ечишда Фу
рьенинг тез алмаштириш ва \айдаш методини биргаликда куллаб,

циялари мос равишда куйидагилардан иборат:

. А,

миз:

(xv ) = J I sin ' k2=UN>-’’ J  = ~ x*j = A ■

Бу функиияларнинг мумкин булган барча купайтмазарини туза- 
t:
#V, (*иА>) = А, К  К  {*2j) = sin£T T sin^ -  (3.9»)

(3.89) тенгликдан фойдаланиб, курсатиш мумкинки, (jc(j дг,у)
функциялар //*’ фазода киритилган сказяр купайтма ва норма буйича 
узаро ортогонал булиб, нормазари бирга тенг. Шундай килиб, (3.98) 
функциялар туплами //'" фазода ортонормал базисни ташкил этади 
ва //*• да аникзанган \ар кандай функцияни шу базис буйича 
ёйиш мумкин.

Биз ушбу
156

яхши натижага эришиш мумкин.
Хакикатан \ам, (3.99) чегаравий масала берилган булсин. Биз 

j(0 <j< N2) нинг бирор кийматини белгилаб олиб, ув ва./" ни факат 
Ki = 1,2,..., Л/,— 1) нинг функцияси деб караймиз, у колда^ ва/у 
ларни (3.92) ва (3.93) лардагидек (3.89) масазанинг хос функция- 
лари буйича ёямиз:

1

Уц - X  Q  ( х2>)A1* (*i/)’Л  - X  /* (-rii )•

Бу ифодазарни (3.99) га куямиз:
Ц-1
£  К  (*2, )д|^ К  )+Л2 (с* (*2>)) А  (*н)} =

Щ .Уц! А
= £  Л  (X2j (■*!()•
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Бундан A,/i* (х „) = -Лкц(хи) ни \исобга олсак, куйидаги \осил бу i 
лади:

Nj -I А
X  И *  С* ) + Л 2С* ((^ЗУ ) ) - / *  ( x 2 j ) j  Л  К  )  = °-

Энди цк (*i, )(* = 1,2..., iV, - 1) функцияларнинг чизикли эрклили- 
гини \исобга олсак, у \олда

( с* ( x 2 j ) ) - ^чс4 (^ г у )- / »  ( x i j )  = О

с* (*2.yi) * 2сt (x2i)+с* (дг2 >_,) - Aj А» с* (х2/) - А22 /, (дг2/) = О, 
j  — 1,2,...,W, — 1, ск (лг20) = ск |xĵ  ) = О,

еки

ехуд

ск (Х2.>*1 ) (2 + Aj А* )с , (дг2у ) + ск (jC2.y*l ) - А2 fk (х2у), 
j  = \,Nl-\,k = LN2-\,ck(0) = ct (a) = 0.

А

Бунда А4 ва fk (х2у) лар олдин курсатганимиздек.

я* = } sin2 *£  ’ л  К ) =* £  л** (**>)’
У-1,2...N2-\.

(3.100)

(3.101)

Энди (3.100) системани \ар бир к учун \айдаш методи билан цуйи- 
даги формулалар ёрдамида ечамиз:

* 8  =2+2А|А*-а ’̂ ^ '  =а'*’ i P’ )+h> Л  К ) ) ’
7 = 1,2.....N 2 -1, а,'** = р {1) = 0,

Q  ( X 2 J ) ~  a / * l Q  ( ДГ2../>1 ) + J  =  Л^2 -1, ^ 2  ~  2,...,1, С  к ( ^ / V j  )  =  0 .

Шундай килиб, (3.97) айирмали масалани ечиш у ч у н , авваЮ- 
(3.101) формулашрга кура \рр бир j  учун нинг барча /, (*,,)•
/,(х2у), .../дг, , (х,у) Фурье коэффициентларини Фурьенинг тез ai'
маштириши ёрдамида \исоблаймиз. Биз юцорида курган ими зде̂  
0( yVjIog, Л̂ ,) та арифметик амат бажариш керак. Демак. барча у = 1 Л* 
..., N2 — I учун Фурье коэффициентларини хисоблаш учун сарфдангаН
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ифметикамалларнингсони 0( A,/V:log,/V,) га. (3.100) системани бар- 
*!, jt = 1 ,2 ,..., N2- 1 учун \айдаш методила сарфланадиган амаллар- 
Ч и н г с о н и О ( Л / , М ) т а .  Ни\оят, Ск(х )̂ топилгандан кейин ̂  ечими ни

Уч

фурьенинг тез алмаштириши билан \исоблашда 0(Ar1/V2log,yV1) та 
амал бажариш керак.

Шундай килиб, мазкур метод билан (3.99) системани ечиш учун
ОМ В 0̂ . )  та- {̂ *.*2 ( x\Hx2j  )1 хос функциялар ёрдамида ечиш 
учун О (А ^ )  та ва ни\оят оддий Гаусс методи билан ечишда 
0(ЛГ|,ЛГ2) та амал сарфланади. Шуни \ам айтиш керакки, мазкур 
методни куллаш учун бир улчовли масаланинг хос сонлари ва хос 
функцияларини ошкор куринишда топиш керак. Агар масаланинг 
хос сонлари ва хос функцияларининг ошкор куринишини топиш 
мумкин булмаса, бу методни куллаб булмайди. Бундай доллар учин- 
чи типдаги чегаравий масала ёки коэффициентлари узгарувчан ва 
ажралмайдиган масала булган чегаравий масалалардир.

Юкорида айтилган методларнинг \аммасини ушбу Гельмгольц 
тенгламаси

дги S2u 1 \ / \ „
- ^ - ^  + ̂ И = (*М*2М*Р*2)бС’дх{ дх2

М1г=0
учун Дирихле масаласини ечишда куллаш мумкин, бу ерда ц — 
берилган узгармас сон.

Maui*. G = {0 <дг, <1, 0 < дс2 < 1} сосала ушбу Пуассон тенгламаси учун 
Дирихле масаласи ечилсин:

и(0,ДГ2 ) = tt( 1 ,*2 ) = !/(*! ,0) = и(Х| .1 ) = 0.

Ю.4-§. ЧЕБИШ ЕВНИНГ ОПТИМАЛ ОШКОР ИТЕРАЦИОН 
МЕТОДИ ВАУНИНГ АЙИРМАЛИ ЭЛЛИПТИК 

ТЕНГЛАМАЛАРГА ТАТБИКИ

Бизбу ерда Чебишев куп.\ади илдизларининг хоссаларидан фой- 
Даланиб, ошкор итерацион методнинг як,инлашишини тезлашти- 
Рчш масаласини курамиз ва уни эллиптик типдаги тенгламаларни
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аппроксимациялашда \осил буладиган айирмали системани ечищ  ̂
куллаймиз.

10.4.1. Чебишев куп\атларининг иккита масалага гатбици. Ьщ
5- ва 6-бобларда

Г(дг) = 2IJ ,cos(warccosjr) (4 |)

Чебишев куп\адлари билан танишган эдик. Бу куп\аднинг бош ко- 
эффициенти I га тенг булиб, у (-1, 1| кесмада энг кам огувчи 
куп\аддир. Ихтиёрий |а, А) кесма учун

, = 2хГ*~ь. ,-1<1<\,а<х<Ь 
Ь-а

алмаштириш воситасида (4.1) куп\ад куйидаги куринишга эга бу
лади:

Т*: м(х) = cos(«arccos 2xj^ b). (4.2)

Бу куп\аднинг макс и мал огиши

max л|(дг)| = <л_о)"
a i,S h \  * V ^  2 2” -'

булиб, унинг илдизлари куйидагилардан иборат:

Х к = а £ + Ь ^  cos = 0,1..... П - 1. (4.3)

Энди куйидаги масалани ечамиз: х = 0 нуктада 1 кийматни кдбул 
киладиган куп\адлар орасида [а, Ь\ кесмада нолдан энг кам огади- 
ган л-даражали Рп(х) куп\ад топнлсин. Равшанки, изланаётган купхдд 
(4.2) куп\аддан узгармас купаювчи билан фарк килиши керак. 
яъни

= (4.4)1(0)

Биз кейинчалик Рпа Ь1(0) * 0 деб кдраймиз.
Агар 7̂Je A|(0) = 0 булса, у \алда крралаётган масала даражаси аник 

п булган куп\адлар синфида ечимга эга эмас. Масалан, биринчи 
даражали куп\ад Р,(х) = ах + 1 учун

maxJ/>(x)| = H+1

ва у а = 0 булганда минимумга эришади. Аммо бу \олда ^(х) би* 
ринчи даражали куп\ад булмай колади.

Агар Ь> а> 0 булса, (4.2) ва (4.4) ларлан куйидагини \осИ-1 
киламиз:
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РЛХ) = />,cos(flarccoe^j^j, (4.5)

бунда ч
Ря =|cos|/iarccos^H . (4.6)

.  . ,-4
 ̂= б’ р° =йТ <4-7>

оелгидаш киритсак.

Р.= cos /larccos
-i))) (4.8)

\осид булади. 
Куйидаги

cos(w arccos(-z)) = (-1)" cos(warccosz) =

«(-.)-0,5((z + V ^ T ) +(z-V?^T)" (4.9)

айниятлар ихтиёрий какикий ёки комплекс г сонлар учун уринли 
эканлиги маълум.

Агар (4.9) да z = 1 /р0 деб олсак, унда

z-V ?_rT =—- IT T i =!i ± A
Ро \ Ро ^

булиб, бунда р0 нинг (4.7) даги кийматини куйсак,

_  1->/|-(1-{): (И-4Г2 _  l+{-2,/j _  I-V4
<1-4»/(|+5) 1-4 u j s '

4 i
ларни \осил киламиз. Бу ифодаларни (4.9) га куйсак, (4.8) куйи
даги куринишга эга булади:

Ря = 2(-1)"(р" + р =(-!)* -^у-,1+р'
бунда р = (1 - s[l)/(\ + yj%) . Шундай килиб, х = 0 нуктада 1 кий- 
матни кабул киладиган куп\адлар орасида [а, Ь\ кесмада нолдан энг 
кам огадиган л-даражали к^п\ад куйидаги куринишга эга:

P„(jr) = (-l)"^cos|/iarccos^^J, (4.10)
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бунда
= 2 P L ,p = b G ,S  = Ub>a>0). 

T+vi bi+P- (4.11)

(4.12)

Бу куп\аднинг илдизлари (4.3) формула билан топилади.
Энди иккинчи масалага утамиз. Ушбу

F„(A) = (l-r,AXl-rJA)...(l-ritA)

куп*ад учун т,, г2, ..., гя параметрларни шундай танлаш керакки.

max |F„(*)I
( k n S A S r j 1 1

мицдор узининг минимал кийматига эришсин.
Каралаётган купчая Fa(0) = 1 шартни каноатлантиради. Шунинг 

учун \ам бу масала Чебишевнинг (4.10) куп\ади ёрдамида ечилади. 
(4.12) нинг илдизлари

у̂п̂ аллари илдизларининг {At  ̂ туплами билан устма-уст туши- 
щи ВррЯИШф.

10.4.2. Чебишевнинг оптимал ошкор итерацион методи. Матрица- 
сИ мусбат аникпанган ва симмстрик булган ушбу

Ay~f

ушбу
А» =т*\* = 1-2...,и

/’„(А) = (-!)"</„ cosl warccos'A у'- У2 \1 У2-Г1 )
кущагшинг

я, =2V^ + ̂ c o s < ^ , *  = l,2,..,«
2 2 2п

илдихлари билан устма-уст тушиши керак, бунда

Гг
Демак,

т;' + И31 cos к = 1,2...п
2 _ П

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
2 2 2я

деб олсак, у \олда f(A ) нинг нолдан огиши минимал булиб,
max |F„(A)| = q.

булади, бунда qn микдор (4.15) тенгликлар билан аникланади. я 
Параметрларнинг(4.16) тенгликлар билан аникланадиган [г*1 }ы 

тупламини оптимал дейиш табиийдир.
Шуни \ам таъкидлаш керакки. {г*}" , параметрларнинг тупла- 

ми оптимал булиши учун тк ни (4.16) тенгликларда курсатилган 
тартибда олиш шарт эмас. Бунинг учун {**'}А туплам Чебишев

тенгламалар системасини кдраймиз. Бу системани ошкор ностацио- 
нар метод

Укл.\~~У1с л r  I л 1
(4.17)>±*±-JL + Ayt = f , к = 0.1,2,.. 

r*«i
билан ечамиз, бунда берилган вектор. Бу ерда итерацион параметр
ларни оптимал равишда топиш масаласи г,, г2, .., гя параметрларни 
у-у хатоликнинг нормаси минимал буладиган килиб танлашдан 
иборат Бундан кейин норма деганда векторнинг учинчи нормасини 
тушунамиз, яъни z = (г,, г2, zm) нинг нормаси

Куйидаги теоремада (4.17) итерацион методни оптималлашти- 
риш масаласи келтирилган.

Теорема. Фара i xu.iau.iuK, А мусбат аницланган симметрии мат
рица булиб, Amin(/I) > 0 ва Ariiax(>4) унинг энг кичик ва энг катта хос 
соншри булсин. Бундан таи/цари, итерациянинг сони п берилган булсин.
УХолда (4.17) Memodjiap орасидаги параметрлар цуйидагича:

бунда
Г п  =

Г‘ * Т ^ Г ’ * = ,>2... "•

2

tk =cos^——, k = l,2,...,w2 ft

(4.18)

(4.19)

H Шанган метод |[>’я - >’|| хатоликнинг энг кичик хийматини таь- 
минюйди ва бу хатолик учун куйидагича ба.\о уршиидир:

бунда
k-v||<<7jv0-v||,

а = п = * ^  Е =Ч- ТГ^ ’ Р U (/ ()'_  2р* 
1+р:

(4.20)

(4.21)

Миз
И е б о т и. Хатолик zk= Ук~ У  учун куйидаги тенгламага эга була-
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+ Azk =0, *=0,1...n-\,z0=y0-y. (4 2244+1 *
Бу тенгламадан ^ (к = 1, 2, n) учун куйидаги ифода келиб 

чикдаи:
zk =

бундан к = п булганда
z, = ТЛ

ни \осил киламиз, бунда
Г = (£ -1/ * Е - 1 ^ Л ) . . . ( Е (4.23)

Теорема шартига кура А симметрик матрица. Шунинг учун \ам 
Г матрица симметрикдир ва унинг нормаси спектрат радиусга тенг 
булиб (3-бобга к,.), куйидаги тенгсизлик уринлидир:

KI*Hkl- ,4-24>
бунда 9 сон Г матрицанинг модули буйича энг катта хос сонидир. 
Маълумки, (4.24) ба\они яхшилаббулмайди, яъни шундай г;, вектор 
топиладики, унинг учун (4.24) да тенглик белгиси олинади.

Теоремани исботлаш учун г,, г2, гл ларни шундай танлаш 
керакки, |Я| минимумга эришсин.

Фараз килайлик, Лк(к=  1,2.....m) сонлар А матрицанинг хос
сонлари булсин. Умумийликка зиён етказмасдан

0<1

деболишимиз мумкин. (4.23) га кура

|t)| = max |(1 - г,Я, X I - т2Я ,)...(! - г.Я, )|.

Равшанки,
\9\й max |^„(Я)|,

бунда
^(Я) = (1-г,ЯХ1-г2Я)...(1-г„Я).

Шундай килиб, биз юкррида курилган ушбу 
min max |/\.(Я)|

г, .г2 А,,,,,, ( A )S А £ А ^  (А )

минимакс масашга келдик. Равшанки, гк лар учун юкорида \осиЛ 
Килинган (4.16) формула (4.18), (4.19) формулатар билан устма-
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^тушади. Параметрларнингтанланган киймати учун огишнинг 
мИКД°Ри И = q"* бУнда У* <4-21) формула билан аниктанади. Теоре
ма исботланди.

Параметрлари ̂ (4.18), <4.19) формулалар билан аникланган (4.17) 
цтераииом метод Чебишевнинг ошкор итерацион методи дейилади.

Татбик1аРДа купинча шундай масалатар учрайдики. уларда А 
м а т р и ц а  ёмон шартланган булиб, Япых(4 )/ Я (пт(/1) нисбат каттадир. 
бу \олпар бирга якин булиб, итерация секин якинлашали. Берил
ган е ани^ликка эришиш учун (4.17) итерациянинг сонини \исоб- 
лаймиз. (4.20) ба\одан q< е булганда

| \У'-у\<е[Уо-А
ни \осил киламиз, бунда qn микдор (4.21) буйича аниманади. Шун
дай килиб. биз

IV - >2 
Р е

тенгсизликка эга буламиз. Буни t = р~" га нисбатан ечсак.

I _ 1 + Vi - с2______ >
Р с

келиб чикдди. Охирги тенгсизлик бажарилиши учун I/р"> 2/е, яъни
1п(2/е)п*п0(е) =------ln(l/p)

деболиш кифоядир.
Энг ёмон \олда. яъни £ = ктп(А)/ктлу(А) кичик булганда куйида- 

гига эга буламиз:

■  ыг - ыШ ' 2̂

83 (4.24) дан итерация сони учун ушбу такрибий кийматни *осил 
Оламиз:

„  _  1п(2/е)
T J T '

Шундай килиб. кичик £ учун Чебишевнинг ошкор итерацион 
Методи е аникликка эришиш учун ^(е) = 0(1 />[ё) микаордаги ите- 
Рэнняни талаб килади. Бу методнинг

Л±1=Л+^./ (4.25)
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оддий итеранион методдан устунлиги \ам шундадир, чунки (4.25)
метод учун л„(£) = 0(1 /4) (к|45|, 97-6.).

Назарий жи\атдан тк параметрларни ихтиёрий тартибда ишдатиш 
мумкин. Масалан, улардан (4.16) да курсатилган тартибда ёки тес
кари тартибда фойдаланиш мумкин. яъни

Г* =
1+РоГ»

-, к = 1,2,...,я.

Лекин бу метод ни амалда куллаганда параметрларни куллаш тар- 
тибининг методнинг сонли тургунлигига му\им равишда таъсир 
цидиши аникданган. Шу маълум будганки, параметрлар ихтиёрий 
тартибда ишлатилса, \исоблаш хатолиги йул куйнб булмзйдтан 
даражада усиб боради. Гап шундаки, бу метод, умуман айтганда, 
итерациядан итерацияга утганда хатоликнинг монотон камайишига 
кафолат бермайди. Хатолик тенгламаси (4.22) ни куйидагича ёзамиз:

zk*]~(E -K+î )zk-
Итерациядан итерацияга утиш оператори Е-тк̂ А нинг нормаси 

бир неча кушни итерацияларда бирдан катта булиши мумкин, бу 
эса хатоликнинг усишига олиб келади. Баъзан хисоблаш хатолиги 
шунчалик усиб борадики, натижада Э\М  нинг арифметик курил- 
масида тулиб-тошиш пайдо булади.

Хозирги вактда алгоритм асосида итерацион параметрларни 
шундай тартиблаш мумкинки, натижада (4.17) итерацион метод 
тургун булади. Бу алгоритмнинг муфассал баёни |43| да келтирил- 
ган.

Эслатма.  Купинча А матрицанинг минимал ва максимал хос сонлари 
Xmin(A) \амда Ата>(Л) маълум булмай, балки уларнинг чегаралари маълум булади:

0 < У, ^тах (А) <. г2-

Бундай \олда, агар

а Го П+Г 2• * - &
со,1+Ро'* 2й

1.2.... п
(4 26)

деб олсак. у \одда теореманинг хулосаси уринлилигича к>олади. яъни хатолик 
учун ушбу ба\о уринли булади:

(4.27)

бунда

166

Я„ 2 Р*
1+р 2 я

'~У£ с = 21
V1+7Г’ (4.28)

Шундай килиб, Чебишевнинг итерацион методини муайян тенг- 
тамалар системасига куллаш учун куйидагиларни бажариш керак:

1) А матрицанинг симметриклигига ишонч \осил килиш (ёки 
берилган матрица уз-узига кУшма операторнинг матрицаси эканли- 
riiHii исботлаш);

2) А матрица спектринингу, ва чегараларини аникдаш;
3) (4.26) формула билан топилган тА итерацион параметрларни 

шундай тартиблаш керакки, натижада метод тургун булсин.
10.4.3. Чебишев итерацион методининг модел Maca.iaia татбици. 

Пуассон тенгламаси учун чегараси /"булган бирлик C={0<jc|, х2< I } 
квалратда ушбу Дирихле масаласини караймиз:

d2U d2U . . ч _—-  + —  = -/(.г), дг е (дг,, х2) € G, дх2
и(х) = О, X = (дг,,х2)€ А.

<7со\ада И кадамли квадрат тур киритамиз, яъни

тупламни оламиз, бунда х}° = ih,^J) » jh , i j  = 0,1,..,NyhN = 1. 
Одатдагидек, Gh оркали ички нукталар тупламини ва Гн оркали 
чегаравий нукгалар тупламини белгилаймиз.

Дифференциал масалани айирмали масала билан алмаштириш 
натижасида ушбу системага келамиз:

У 1- \ . г 1 У ц + У м , 1  i : г

h2 h2 "  J,j'
Ую ~ Уi.v = V’o, = УNi — ®,*', j  = 1,2,..,N — 1.

(4.29)

£
Бу мисолда математик физиканинг куп улчовли масалаларини 

аппроксимациялашда \осил буладиган тенгламалар системасининг 
*арактерли хусусиятлари яккол куринади. Бундай системаларнинг 
матрицаси юкори тартиблилиги, нол элементларининг жуда купли- 
ги ва хос сонларининг катта сочилиши билан характерланади.

Хаки катан \ам, (4.29) системанинг тартиби Gh тур нукталари- 
иинг сони билан устма-уст тушади ва (N -1)2 га тенг. Одатда, h = 0,01 
Деб олинади. Бу \олда системанинг тартиби 9801 = 10* га тенг булади.

Системанинг \ар бир тенгламасида бешталан ортик булмаган нал
ган фаркли коэффициентлар бор. Демак, нолдан фаркпи элемент- 
ЛаР сонинингбарча элементлар сонига нисбати 5/(/V- !)’=()(/г) дан 
°Ртмаиди ______■
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Агар (4.29) системани Ay = / матрицали кцшшда ёзсак, у \олда 
А матрица уз-узига кушма операторнинг мгмиси эканлигини ва 
унинг энг кичик камда энг катта хос сонлл*

2 кН
= - COS Ty' =^ s,n 1 * * 7

формулалар билан аникданишини 10.3.2 дг вран эдик. 
Бундан

_  у , ___2 xh я 2И24 =й=,82^  = ^  + 0(Л4)|й9) 
Гг 1 4

келиб чикади. Демак, £ жуда кичик ва (4.28чжтеманинг матрица- 
си ёмон шартланган.

Биз (4.28) системани (4.17), (4.28) Чебдаитерацион методи 
билан ечамиз. Навбатдаги итерация у(1*1) =(ОГ/-\ ни \исобпаш- 
ни куйидагича ташкил этамиз:

Аввал маълум у'*' якинлашишлар буйиа
л

• в ’=̂ г-л=- У1-\.Гг>ц *У м .) . >/. • J_ f---- ------ + — -  fh~ i 
богланишсизликни \исоблаймиз, кейин уJ- ирни

формулалар билан \исоблаймиз. Шу биланяфп

у) Г  = уТ '  =0. у Г ’ =У»'} =0•
Итерацион метод якинлашишинингтезлип

nh к h ,,-  *  _  (Л ч0|

параметр билан аникланади.
Дастлабки хатолик \/е марта камайишиш керак булган ите- 

рациянинг сони п ни ба\олаймиз. Биз (4.?)тенгсизлик ва (4.28) 
ифодадан qn учун куйидаги ба\ога эга будда

|У,-у\ * 2Р" ||>'о -у\\
Шунинг 2р" < е , яъни 

булишини талаб килиш керак. Кичик А ла>гоч

п > nJe ) = In 2 / In 1
0 7 с р

In - * 2 л/е « nh
р
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^крибий тенгликлар бажарилади. Демак,
1п( 2 / £ )

я0(£ ) = nh
Бундан шундай хулосага келамиз: эллиптик типдаги дифферен

циал тенгламани аппроксимацияловчи айирмали масалани Чебишев 
итерацион методи билан ечишда е аниктикка эришиш учун лозим 
булган итерациянинг сони п0(е) нинг микдори 0(А_|) булади.

Агар бу системани оддий итерация ёки Зейдел методи билан 
ечсак, л0(е) = 0(А~2) будар эди.

10.4.4. Чебишев итерацион методининг эллиптик тип тенгламани 
аппроксимацияловчи айирмали тенгламага татбики. Чебишев итера
цион методинн умумий эллиптик типдаги дифференциал тенглама
га куллаш схемаси юкорида модел масалада курганимиздек булади, 
аммо бу ерда, одатда, спектрнинг чегаралари олдингидек аналитик 
формада топилмайди. Шунинг учун \ам спектр учун у ёки бу ба\о- 
лардан фойдаланилади.

Энди биз G = {0 < дг,< /(, 0 <х2< 12} туфи туртбурчакда ушбу 
эллиптик типдаги

^[A:1(.t1,J:: ) ^ j  + ̂ ( * ;(Ar,,Jr,)^ j- ^ jr1,jr,)M = /(A:1,x,) (4J0)

тенгламани аппроксимация килиш масаласини караймиз. Туфи 
туртбурчак G нинг /"чегарасида

м(дг, jc2) = (дг|Г*,)е Г (4.31)
шарт берилган булсин.

Фара! килайлик, барча (jc,,x2)G G учун ушбу тенгсизликлар ба- 
жарилсин:

0 <Cn̂  kt(xt,x j й С21, 
0 <С„< *,(*,,дгг) < Cj,,

0 й d< q(xt,x2) < dv

(4.32)

<7со\ада дг, ва х2 йунажшлар буйича кадамлари А, ва Л, булган
Ч  тУрни караймиз:

= /Л,, х\ = jh2, хц = (дг;'’, Jc‘y>),

ЛЛ  =l,’ h2N2 = /2’ У„ =
/■ = 0,1... N „ j = 0,1....N2.

Энди ушбу белгилашларни киритамиз:
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/ 7  I  A w  1 (  У м .ГУ ц  Уц-У1-\.) 1(Д,, (а,Д,,y)\  = -- J.

-  ,  . 44 i f  y>.i*\-yij Уч~У‘.)~ 11(Дх2(а2Д12у ))# = \  ~ gi* \  J-

Ни\оят, /^оркали с* со\анинг чегарасини белгилаймиз.
Юкоридаги (4.30), (4.31) дифференциал масалани иккинчи тар

тибли аппроксимацияга эга булган ушбу айирмали схема билан ал- 
маштирамиз:

(Д., (о,Д(|>’)),у +(A.:(a:Ai3 V’)), ~(1„Уц = -/#.
/ = 1,2... JV,-1,7 = Ь2....JV,-!. (433)

^  = ц агар х .е  Гл булса. (4.34)
Бу ерда

dy = Ч,i/1
a,, = 0,5(*,(х^.х"») + к2(jc‘
«2̂  = 0,5(А, (х{°, x2J)) + (х},}, х -̂1*)).

Энди (4.33), (4.34) айирмали масалани
Ау=/ (4.35)

оператор тенглама куринишида ёзиб оламиз, бунда А — Уз-узига 
кушма оператор. Бу оператор хос сонларинингу, вау2 чегараларини 
аниклаймиз.

Аввало, шуни таъкидлаш лозимки, (4.33) тенгламани мос ра
вишда узгартириб, х б / , учун у.=0 деб олишимиз мумкин. Шундай 
килиб, (4.33) ва (4.34) ларга тенг кучли булган ушбу

(А, («, А г, >■)),/ + (А.: (аЛХ2 у)\ - d0yv = (4.36)
/ = 1,2....N ,-1,7 = 1,2.....N2- l

yv = 0, агар х.е/^ булса, (4.37)

тенгламалар системасига эга буламиз, бунда /ц микдорлар/( дан 
факрт чегара атрофида фарк Кйлиши мумкин. Энди Gh турда аник™4' 
ган ва Гн да нолга айланадиган функциялар фазоси //*• ни к̂ ран- 
миз. Бу фазода скаляр купайтма ва норма куйидагича аникланади:

Aj -I Му-1

(y,z) =211\Т. И =V ov)-/«I /«I

Кейин //*’ фазода Л операторни
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(Ay), =-(Д.,(а,Д,,>’))* -(Д ,,(«А2.У))* + di/yij,
i = 1,2... ЛГ,-1,7 = 1,2,...,ЛГ,-1 (4,38)

формулалар билан аникзаймиз. У \олда (4.36), (4.37) айирмали схе- 
мани Н"" фазосила (4.35) оператор тенглама куринишида ёзиши- 
мизмумкин.

фара j к,илайлик, у, 9 GH булсин. Демак, бу функциялар (4.34) 
чегаравий шартларни, яъни

У о, = Ущ = Уш = Уш2 = = »,»2 = о
шартларни каноатлантиради. Бундай функциялар учун куйидаги

*1 -I *2 "I
- £  £  [aIMlJ(yu lJ-У^-а^Уу -У,-,.,)]3,, =

= - £  £  О,,,(>•„ + £  £  а, (V -y,_Xj )d v = (4.39)/-1 У-1 7 ' 1-1 у-1 * '
Sj- \ \j -1
(-1 /-I

айниятларнинг бажарилишини осонлик билан куриш мумкин. Шунга 
ухшаш

Л ,- I N j- l

- £  £  [а2.,./4| (уи ., ~ ytJ) ~ агм (у„ - уи _,)] 9. =

(4.40)
= 2* 2* а2.у(Уу — yi.J-1 И $,у - V ,  )'1-1 у.|

Энди (4.39), (4.40) дардан фойдаланиб. (А\\ 9 ) скаляр купайт- 
ма учун ушбу айниятни \осил к,иламиз:

+
(4.41)

Бу ерда у ва 9 ларнинг уринларини алмаштириб, барча у, б е  // 
^Ун (Ау, 9 ) = о\А) 9 лигига ишонч \осил киламиз. Демак, (4.33) 
^  (4.34) айирмали схемага уз-узига цушма А оператор мос келади. 

иди (4.41) айниятда 9 =удеб, цуйидагини \осил киламиз:
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(Ay,у) = Z  Л, £  h,a [ ** ^  ] 
/-I у-i \ "I )

+х^ 1 ц (^ )!.
/-1 /-1 * V. "2 У /-t /-1 

Энди ушбу

о

вектор учун (4.42) дан курамизки, (А у,у) скаляр купайтма куйи- 
дагига тенг:

i-l /-I V "l )  f-> \  Л2 /

О

Биз 10.3.2 да А операторнинг спектри учун куйидаги формула- 
ни \осил килган эдик:

; =± sin2̂ A  + ±sin2̂ -

к, = 1, iV,-1,*, = 1,ЛГ,-1.
Бундан эса куйидагилар келиб чикали:

А = ( Л ) = ±cos* £ + i-ccs1 Ife .

о

Демак, (/4j\.y) учун куйидаги тенгсизликлар уринлидир:

S ||у|* £ (А у,у) й Д|у||2. (4.43)

Энди (4.32) шартлардан фойдапаниб, (4.42) дан куйидаги ба\о- 
ларга эга буламиз:

Pl(Ay,y) + dl Н 2 < (Ау,у) < Р2(А у,у) + d2 ||у||‘ ,
P i  = C i i + ^ i2 '  P i  = ^ i  + Q -  

Охирги (4.43) ва (4.44) тенгсизликлардан

Yi H f й (А у,у )*у1 | y f , 
у, = р,8 + d,, уг = P,& + d2 

ларни \осил киламиз.
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Шундай килиб, биз у, ва у2 ларни топдик. Буларга кура (4.26) 
дан тк итерацион параметрларни аниклаймиз ва (4.27), (4.28) фор
мулалар буйича хатоликни ба^олашимиз мумкин.

Шуни таъкидлашимиз керакки, (4.33), (4.34) айирмаш масата- 
ни (4 .36 ), (4.37) айирмали масатага келтиришимизнинг сабаби А 
операторни аниклаш ва спектрини ба\олаш эли. Итерация пара- 
метрлари тк лар аникланганлан кейин итерацияни бевосита (4.33), 
(4.34) схема учун олиб бориш мумкин. Аввато,

г“ '= -(А ,М \У)),, +(Ь'Ла2\ у )\
i = l,2...Nt- l J  = l,2,...,N2-l

богланишсихлик *исобланади, кейин навбатлаги якинлашиш

У1'" ' = У “  - i f  tj*\ » = 1,2... Л̂, -1,у = 1,2....N2-\

топилади. Чегаравий шартлар (4.34) буйича аникланади:

Ю.5-§. ПАРАБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН 
АЙИРМАЛИ СХЕМАЛАР

Бу банлда параболик тенгламаларни тур усули билан ечишда ке
либ чикадиган айирмали схемаларни куриш ва уни текшириш би
лан шугулланамиз.

10.5.1. Икки катламли айирмали схема. Фараз килайлик, 
G = {0 <х < /, 0 < t < Т) сохада ушбу

Щ  !- £ */< '• '>  <*■•)

параболик тенгламанинг (иссикдик утказувчанлик тенгламасининг)

и(х, 0) = и0(дг) (5.2)
дастлабки шарт ва

м(0,/) = и(!) = nit) (5.3)
чМравий шартларни каноатлантирадиган u(x,t) ечимини топиш та- 
*•6 килинсин. Бу ерда ип(х), /<,(/), n2(t) — берилган функциялар. 
ДЬьлумки. (5.1)—(5.3) масаланинг ечими мавжуд ва ягона [53J. Ке- 
Инги муло\азаларда u(x,t) барча керакли \осилаларга эга деб фараз 

^амиз.



Айирмали схема куриш учун 
G со\ани дг ва / координаталар 
буйича мос равишда Л = I/M вд 
г = Т/N булган тутри бурчакли 
туртбурчак тур билан цоплаймиз 
(10-чизма). Кейин Gh., = {(ih.rk),
i = О, М , к = О, N) тур со\анинг 
(i,k) = (/А, тк) тугунларида аниц- 
ланган (/'*' функцияни кидира- 
миз, lfh) функция и функция
нинг Gh., турдаги ций мат и була

ди. Олдингилардек С*., турда аникданган y(x,t) функция учун 
у* =y(x,,tk) белгилаш киритамиз. ,

Энди (5.1) тенгламани аппроксимация килиш учун '.f ва “ 
*осилаларни (/'А. кт) нуктада

CU
Jt (5.4)

t?n|
* К ihj

dJu|
щ * .

У1 -У1 ' 1

yf- 1 ~2)f +y*,i
,кт)

(5.5)

(5.6)

такрибий формулалар билан алмаштирамиз. Айирмали масалани 
\осил к*илиш учун (5 .4 ) билан (5 .6 ) ни (5 .1 ) тенгламадаги \осила- 
ларнинг урнига цуямиз \амда (5 .2 ) ва (5 .3 ) дастлабки ва чегаравий  
шартларни аппроксимация циламиз. Натижада куйидаги айирмали 
масала \осил булади:

у**1 -у* _ y*-i-2yf*y!. 1 . » 
h2

i = IM - l к = О,Л/-1;

>о = Mi(/*), Ум = И: ), к = 0. JV; 
У°, = и0(х1), 1 = 0, А/.

(5.7)

(5.8)

Агар (5.6) да к ни (к+1) га алмаштириб, натижасини \амда
(5.4) ни (5.1) тенгламага куйсак, куйидаги айирмали масалага эга 
буламиз:
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yj"-yt _ №-2у} '1+у!:] , ^1
Г "  *2 + *- •
» = 1,Л/-1, *=0.^-1;

(5.9)

>■0 = M,(/*.,). К  = /i2(r,+l), A: =0,W-l,
= “ o(-r/)< i = 0 ,M .

(5.10)

Буерда <p* сифатида куйидаги ифодаларнинг бирортасини олиш 
мумкин:

I I''*2 Д'*1
\ f (x , t k)d x ,^  J dt j  f(x ,l)d x .

Шундай килиб, (5.1)—(5.3) параболик тенгламанинг аппрокси- 
маиияси сифатида биз (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) айирмали тенгла- 
мапарга эга булдик.

Бирор Lu = / дифференциал масаланинг (jcf,tk) тугунда 
(и1 )= /* айирмали масала билан алмаштиришда иштирок этади- 

ган туплами андаза дейилади. Юкоридаги (5.8) ва (5.9) айирмали 
схемалар 11-чизмада курсатилган андазаларга мос келади.

а)
О 0,к+1)

0-1,к) о,к) 0+1,к)

б)
0,к+1) О— —о-

0-1,к+1) 0+1,к+1) 

6  0,к)

11-чиз.ча. а — икки цат.юмш ошкор схема, 
б— икки bam.WM.iu соф ошкормас схема.

Энди (5.7), (5.8) айирмали схеманинг аппроксимаиияси тарти- 
бини аницдаймиз. Бунинг учун (5.7) га дифференциап масаланинг 
аникечимини куямиз. Равшанки,

и{хМ+т)-и(х.кг) _  ди 
г dl + Г2Й| ,0<I* <г,

i  o r  I t.*r *( )
|/((»-1)А./)-2|/((Лу)+и((/+1)Л.г) p2„

_  = _ h2 e*u
a*.i)

,0<rj <h.
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Шунинг учун \ам

u ( x J+ t )- u ( x J )  _  u(x -h j)-2 u (x j)+ u (x + h j )  _ ^ х  ^

= f(x ,t )- (p (x ,t )  + 0(T + h2).

Агар </>* = /(/А,кт) деб олсак, у \олда (5.7), (5.8) айирмали ма
сала аппроксимация хатолигининг тартиби 0(г + И2) булади. чунки 
дастлабки ва чегаравий шартлар аник бажарилади. Шунгаухшащ 
курсатиш мумкинки, (5.1)—(5.3) масаланинг (5.9), (5.10) айирма
ли схема билан аппроксимациясининг тартиби 0(г + А2).

Шуни айтиш керакки, (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) схемалар
(5.1)—(5.3) тенгламани бир хил хатолик билан аппроксимация 
Килишса \ам, улар уртасида катта фаркбор. \акикатан \ам, (5.7) 
дан куйидаги муносабат келиб чикади:

yf(i = 0,М ) маълум булганидан бирин-кетинбарча у '(/ = 1, М -1) 
ва \.к. ни топиш мумкин. Шундай килиб, м**’ функцияларни (5.11) 
формула буйича ошкор равишда топиш мумкин. Шунинг учун \ам
(5.7), (5.9) схема ошкор дейилади.

Энди (5.8) тенгламани узгартириб, куйидагича ёзамиз:

Барча у * (/  = 1 ,Л / - 1 )  маълум булганида б у  м у н о с а б а тл а р  
yf*l,i = 1, М - 1 номаълумларга нисбатан чизикли алгебраик тенглз- 
малар системасидан иборат. Шунинг учун \ам (5 .9 ), (5 .1 0 ) схем3 
ошкормас дейилади. (5 .12 ) системани куйидагича ёзиш м ум ки н :

(5.11)

п \ п J  h

/ = 1,2...М-1, ( 5 . 12)

Уо**' = И**' = /!,((*  + 1)г), У н ' = ^ '- ^ ( ( *  + 1)1).

Ау = Ь, (5.13)

бунда у = — номаълум вектор.



.4 =

г
~ А2

0... 0

г
~  н2

г
А2 ”

. 0

0 0 0

0 0 0... г

О

О

'♦ 5

Ь векторнинг координаталари эса

bi =

/1 матрица уч диагоналли булганлиги учун (5.13) системани хай
даш методи билан ечиш мумкин.

Энди (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) схемаларни уз ичига олган уму
мий схемани куриб чицамиз.

Ушбу
4  = ̂ (0...-2»,+

= Л-[и(* + М)-2и(х,/) + м(дг-Л,/)] h
лашни киритиб, куйидагини \осил циламиз:

=стДу*<| + (1-<т)Ду,* +<р,‘ , к = 1М-\. (5.14)

Бусхемадаа £ (0,1| узгармас сон вазн дейилади. Хусусий \олда 
(5.14) дан а = 0 да (5.7) ва а = 1 да (5.9) келиб чикдди. (5.14), (5.8) 
схема вазнии схема дейилади. Бу схема фак^т а = 0 б^лгандагина 
°шкор булади; 0 < а < 1 булганда эса ошкормас булади. (5.9), (5.10) 
схема бошца ошкормас схемалардан фарк,к,илиш учун соф ошкор
мас схема дейилади. Агар а ~ \ булса, биз цуйидаги олти нуцтали
симм>метрик схема деб аталувчи схемани \осил к,иламиз:

М. Исроилов

L

> £ ^  = 1(Ду**ЧДу,*) + <р,‘ . (5.15)
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0-1,к+1) О,к+1) (i+ l,k+ l)

0-1,к) 0+1, к)

Бу схема 12-чизмадаги 
олти нуктали андаза буйи
ча ту зил ад и.

Энди (5.1)—(5.3) диф
ференциал масалани (5.14) 
айирмали схема билан ап
проксимация килганда 
\осил буладиган хатолик
ни аницдаймиз. Бунинг 
учун (5.14) масаланинг

О,к)
12-чизма.

ечимини у* = м(дг,,/*) + г* куринишда ёзамиз, бу ерда u(x,t) функ
ция (5.1), (5.3) дифференциал масаланинг аник ечими. Хатолик 
учун куйидаги тенгламалар системасига эга буламиз:

= сгДг* *' +(1-<t )Az,* + г*,

i = l , M - l , k = 0 , N - l ,

= *»♦' = о, * = 0,/V-l, z,° = о, / = ОД/.
(5.16)

Унгтомонда к̂ атнашадиган /•* турдаги функция куйидаги га тенг

,> (5.17)

Бу функция (5.1), (5.3) масала ечимидаги (5.14)схемааппрокси- 
мациясининг хатолигидир. Бу хатолик тартибини аницдаш учун 
(5.17) ифодада кэтнашадиган барча функцияларни (xjttk+ г/2) нукга 
атрофида Тейлор крторига ёямиз:

г dt
+--- Г

24 й 5

Дм| = Ды| + ГД—

+ 0(r2),
{XjJk+ Г/2)

d2u h2 д*и т . du 
dx2 + ^  йс4 2 dt

+ 0(г2+/Г).

Шунга ухшаш

Дм■<«A)
d2u h2 d*u _  г д du
&J '2 2 ft
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+ 0(г2 +Л2).

Бу ифодаларни (5.17) га куйсак.

г, = du д2и . 1. . du _ + +Г(0_ )Д 
й  дх2 2 *

+ (р* + 0(г2 + А*)

ни \осил киламиз. Энди
ди д и ,/ \

дан фойдалансак, у \олда

Г1 =Ч>! -f(x„tk +г/2) + г|(т-1 |д^ + 0(г2 +А: )

келиб чикади. Демак, <р* = f(x ,,tk +г/2) деб олсак, у \олда 
/** = 0(г + Л2), агар / *  0,5 булса ва г,к = 0(г3 + Л2), агар г = 0,5 булса.

Шундай килиб, (5.15) олти нуктали симметрик схема |<т = П 
учун /;* = 0(г: + Л2).

10.5.2. Икки катламли айирмали ехемаларнинг тургунлигиии тек- 
шириш. Кулайлик учун куйидаги векторларни киритамиз:

У1 “ (л * ./ ....->4). <Р* = (<*>>*.-.<-,),

■  й =(/‘.°.и1... мЛ)г. й  * (я 2°.#4....wv)r-

Ушбу (х0,/4), (х,,/4) , ..., (jcw,rA) тугунлар тупламини *-катлам дей- 
миз. шунинг учун \ам Ук ва векторларни и* ва функция
ларнинг £-цатламдаги кийматидек карат мумкин. Куйидаги норма- 
ларни киритамиз:

H - f f i s M - N - S S k I -
max \и7OSkiN I

Т а ъ p и ф. Айирмали схема С фазонинг турдаги нормасида тургун 
Дейилади, агар h ва г га боглик булмаган шундай узгармас с, сон 
топилиб. унинг учун

Щ  (max|^| = c(max)(||M,||, |£ |, |у °|)+пих |* ‘ ||)

®а\о Уринли булса.

(5.18)
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Энди (5.7), (5.8) айирмали схеманинг тургунлигини текшира- 
миз.

1-теорема. Агар т < h2/2 булса, у %олда (5.7), (5.8) айирмали 
схема С фа зон инг турдаги нормасида тургундир.

И с бот и. (5.7) тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

у**' = (1 - 2р)у* + ру*_, + рукм + т<р, .

бундар = т/hr. Агар max [.у**1] га ички (iu,k + 1) нуктада эришилса, у 
\олда

max |уУ' | = max |(1 - 2р)у* + ру*, + р/,, + rtf | <

£(l-2p)|£t| + 2p|rt| + r|p*|-|?*|+r|p*|.
Акс \олда 

Демак,
mfx|-V'**1 - m a x *'|. |) ̂  тах(|Д ||,||/i:||j.

1^-'И  max(Ц/1,1. I^fl, |я|+г|ф‘ |). (5.19)

Энди (5.7), (5.8) масаланинг ечимини
У  = # *+и*

куринишда ёзиб оламиз, бунда 9к (5.7), (5.8) масаланинг унг 
томони <р‘ = 0 булгандаги ечими, wk эса (5.7), (5.8) масаланинг 
чегаравий ва бошлангич шартлари нолга тенг булган ечими. (5.19) 
га кура д1 учун куйидагини \осил киламиз:

l*‘ " l Sm“ ( W h l | * ' D s - 

( Ы Н  И )< max

Иккинчи томондан vv* учун (5.19) га к̂ ра

+ ги *  п т ] )

£...£ Х г  9>'l̂  Т max
/-0 II OS/SN

бу ерда (к + 1) г < Гдан фойдаланлик. Шундай килиб. куйидагига 
эга буламиз:
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< шах + r ™ x ( , ' | | S

бунда c,=max( 1,7). Бу тенгсизлик барча к, 0 < к < N учун Уринли, 
демак, айирмали схема С фазонинг турдаги нормаси учун тургун 
экан. Теорема исботланди.

Таъ р и ф, Айирмали схема шарти равишда тургун дейилади, 
агар тур кддамлари г ва Л орасида бирор муносабат уринли булганда 
у тургун булса. Агар тур кддамлари г ва Л орасида ихтиёрий муноса
батлар булганда \ам айирмали схема тургун булса, у \олла у шарт- 
сиз равишда тургун дейилади.

Юкоридаги теоремада тургунликни г < Л-/2 шарт бажарилганда 
исботладик. Демак, (5.7), (5.8) схема шартли равишда тургун экан.
(5.7), (5.8) схема ошкор булганлиги учун \исоблаш жуда кулай. 
Навбатдаги цатламла у ‘-' вектор ошкор формулалар ёрдамида ол- 
динги катламда топилган у 1 вектор буйича \исобланади. Аммо бу 
схеманинг шартли равишда тургунлиги г кддамни жуда кичик килиб 
олишга мажбур килади. Масалан, И = 0,01 булса, унда г < 0,0005 
булиб, Т= 1 да ечимни топиш учун камила 20 000 та катлам олиш 
керак. Бу эса жуда куп \исоблашларни талаб килади ва амалий нш- 
ларда ирамайли.

Энди (5.9), (5.10) ошкормас схеманинг тургунлигнни текшира- 
миз.

2-т е о р е м а. Ихтиёрий It ва г цадамюрда (5.9), (5.10) масаланинг 
ечими учун (5.18) ба̂ о уринлидир.

И с б о т и. Олдинги теореманинг исботидагига ухшаш (5.9) ифо- 
Дани куйидагича ёзамиз:

У*" + Pi-Ум +2У>" ~Ум) = Ук, +*Ч^. 1 </ < Л/-1. (5.20)

Кийматн модули билан га тенг булган у,**1 ларнингора-
СиДа / индекси энг кичик кийматни кабул киладиганини оламиз. 
Агар / = о ёки / = М булса, у \олда (5.19) нннг бажарилиши рав- 
щан. Фараз килайлик, энди / *  0 ва / *  Л/ булсин, у \олда / нинг 
таърцфига кура |̂ /*'| > (д'м'! ва 2 |уД’,'|. Шунинг учун \ам 

+ ва sign(2/*‘ -у*;' -у,*/,') = Sign у,*1. Демак,
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I H - И ф г + * 1у‘ "  ~у !:: ч ■
*|/, * Г * , '- 'Н И |Н М

Шундай килиб, барча А ва г кдаамларда (5.8), (5.9) схема учун
(5.19)ба\ога эга булдик. Исботнинг колган кисми 1-теореманинг 
исботидек тугайди. Шундай килиб, (5.8), (5.9) схема шартсиз ра
вишда тургун экан.

Ошкормас схеманинг шуниси яхшики, вакт буйича г кдаамни 
анча катта килиб олиш мумкин, аммо катламлан катламга утишда 
уч диагонатли тенгламатар системасини ечишга туфи келади. Биро̂  
бир улчо&ти \ол учун бу кийинчилик тугаирмайди. Хусусий \олда 
ук маълум булса. *айдаш усули билан 0(М) та амат бажариб. j>*.i 
векторни топиб олиш мумкин, яъни катламлан котлам га Утишда 
арифметик амаишрнинг сони тацрибан ошкор схемадагидек булади. 
Бундан курамизки. аматда ошкормас схемани ишлатиш маъкулдир. 
чунки Э\М  да \исобланганда машина вактини тежайди.

Энди (5.14) вазний схемани текширишга утамиз. Айирмали схе- 
малар назариясида матрица билан бу матрица яратадиган оператор
ни фарккилишмайли. Бундан кейин биз\ам шундай киламиз. Биз
д оркали (0 .3......  9 Ч1, 0) векторга (0, д 9 г ..., д 9 w ,, 0)
векторни мос куядиган операторни (матрицани) белгилаймиз. Агар 
Д = = (рк = 0 деб олсак, у \олда (5.14) айирмати схема куйида
ги куринишга эга булади:

= у* + гстД/*' +г(1 -<т)Ду*
ски

(£-гоД),у».| = (£  + г(1-ст)Д).у‘ ,
= (£  - гоД)'1 (£  + т(1 - а )Д)у*.

Шундай килиб, (5.14) тенгламатар системаси
у». I =Sy*

куринишда ёзилади. Бунда катламлан катламга утиш матрицаси
5 = (£-гстД) '( f  + rfl-CT)) 

дан иборатдир. Фараз килайлик, S матрицанинг хос со н л ар "
А,, А ,̂..., Aw_, дан иборат булсин. 5 матрицасимметрикбулганлиП|
учун \\я = тах|А,| муносабатуринлидир. Энди у? ни .S 'матрица* 
нинг хос функциялари буйича Фурьенинг чекли каторига ёям из:
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ЦА к nthо V"* : *п
к  у, =  2 -  c »sm..о

равшанки.

Asin ~  = -L Гs in ^ li*  - 2sin +sin ,гл(" 1*А] =
I к2 L / / I J

.  . J 1ГЯ*4 sin
,2 I ' I

4 . 2 nnhШундай килиб, Л операторнинг хос сонлари ^ sin* ™
(л = 1,2, ..., М-\) га тенг. Демак, S матрицанинг хос сонлари

я
1+гоО,,

бради. Шунинг учун \ам
A/-I

У“ < =Sy> = ...= Za^'C.sinЯ-I '
Бундан курамизки. (5.14) схема тургун булиши учун |А„| < 1 тенг

сизлик бажарилиши керак. Демак, биз а ва г ларга нисбатан шундай 
шартларни топишимиз керакки,

-1 < izlOz^s. < |
\ + TOVn

тенгсизликлар уринли булсин. Агар г > 0 булса, у \олда д я>0 булган
лиги учун юкоридаги тенгсизлик г #„(1-2а) < 2 муносабат билан 
тенг кучли булади. Агар а > булса, охирги тенгсизлик барча г>0 
ларучун бажарилади. Агар а < - булса, у \олда

Г  ̂(1-2<т)тах9„ ^ ’2(1-2<т) (5.21)

бУлиши керак.
Шундай килиб. (5.14), (5.8) айирмали схема дастлабки маълу- 

"отларга нисбатан тургунлигининг етарли шартларини урнатдик. 
^УМладан, <рк = 0, ц=ц,= 0 булса, у \олда ст > j  булганда (5.14), 
(̂ •8) айирмали схема шартсиз равишда тургун булиб, а < I булган- 
*(5.14), (5.8) схема (5.21) шарт бажарилганда тургун, яъни шартли 
РавИШла тургун булади.
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Агар дифференциал оператор ёки чегаравий шартлар биз кдраган
(5.1)—(5.3) чегаравий масалага нисбатан мураккаб булса, у \олда 
айирмали масала \ам мураккаб булади ва унинг тургунлигини мак
симум принципи ёки Фурье методи билан текшириш маълум 
йинчиликлар тугдиради ёки умуман мумкин булмайди. Бундай \одда 
энергетик бацолар методидгм фойлатанилади.

Юкоридагидек Ук оркали м* нинг /г-катламдаги цийматини бел- 
гилаймиз, яъни уь = (0, у,1, укм_х, 0). Яна ушбу

белгилашни киритамиз. Бунда биз куйидаги тенгликларни \осил 
киламиз:

Энди векторлар учун (11-бобга к ) фазонинг турдаги скаляр 
купайтмаси ва нормасини киритамиз:

Равшанки, (5.14) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Охирги тенгликнинг \ар иккала томонини 2ту{ = 2(у**' -Ук) 
вектор билан скатяр купайтирамиз. Натижада куйидаги \осил бу- 
л ад и:

yf =стЛ̂ **| + (1-ст)Ду* +ф‘.

Бу тенгламани (5.22) ва (5.23) тенгликлар асосида куйидагича ёзиб 
оламиз:

у* )+г(сг-0,5)Ду‘

(5.24)
+2rJ ((T-0,5)(AjJ*, Г*)+2(Я*-Ф* )•

Ушбу
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смий йигиш формуласида а, = * - ' ■.  А. = 3( деб ва й„= 0О= 0. 
. f> = 0 тенгликларни \исобга олиб,

1 <*»■»>' *-и;
ни \осил кдпамиз. Энди Доператорнинг симметриклигидан фойда-
таниб.

| ду* • I + yi ), yt,. I - у* ) = (\ук .1, у* *1) - (Ay«, ^  ) = |yt I' - ||у* * 11*

тенгликка эга буламиз. Охирги иккита муносабатлам фойдаламиб, 
(5.24) ни куйидагича ёзиб оламиз:

2ф н м н ; +2' г< "-°’5> и * н н ,  +2г(̂ -^‘ >■ <5-25>
° IБутенглик w, фазонинг турдаги нормаси буйича энергетик ай- 

ният дейилади.
Энди ушбу

| аЬ\йеа2+£

гтенгсизликда а = |jv|. b = деб олиб, (у^.ф )̂ скаляр купайт- 
ма учун цуйидаги

В
тенгсипикни \осил киламиз. Бунинг натижасида (4.25) дан куйида
ги ба\о \осил булади:

2г[(I ~e)\yf f  + г(ст - 0.5)\\yf |f ] + |r .iIf  < I * f  + i f . (5.26)

ХЬвиргача f ихтиёрий сон эди. энли 0 < е < I деб оламиз. У \олда 
а ~ 0,5 шарт бажарилганда катта кавслар ичидаги ифода манфий 
^лмайди. Шунинг учун \ам (5.26) дан ушбу

Щ  М * И +£ И  ,5-27»
Келиб чикали.

.Курсатиш мумкинки, а < 0,5 булганда (5.27) ба\о уринли були- 
ШИучун
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(5 -28>
шарт бажарилиши керак. Энди (5.27) ба\они кетма-кет кУллаб,

K * W * § = M - " i r
кх1ба^они \осил киламиз. Унг томондаги йигинди 2с J|J(/)| dt интег

рал учун квадратур йигинди булганлиги сабабли шундай С, топила- 
дики,

SC,
тенгсизлик бажарилади.

Бу ерда
т -Демак,

I
l f 2(x,t)dx

Бу тенгсизлик эса (5.14), (5.8) схеманинг бошлангич маълумот- 
лар \амда унг томонга нисбатан тургунлигини билдиради.

Шундай килиб. (5.14), (5.8) айирмали схема о £ 0,5 булганда 
шартсиз равишда тургун булиб. а < 0,5 булганда г ва Л кала мл ар 
орасида (5.28) шарт бажарилгандагина тургун булади.

Машц. (5.28) шарт исботлансин. Курсатча .  тенгсипиклан
фойлаланилсин. 1

Биз бошлангич шартлар ва унг томонга нисбатан тургунлик ма
саласини куриб чикиб, чегаравий шартга нисбатан тургунлик маса- 
ласига эътибор бермадик. Агар /<,(/) ва /*,(/) функциялар диффе- 
ренциалланувчи булса, у \олда чегаравий шартларни нолга айлан- 
тириш мумкин. Х,акикдтан ^м, F(x,t) = /i,(/)(l - y) + /i2(jt)-* функ- 
цияни олсак, у \олда 9(х. /) = и(х, t)-F(x, /) функция (5.1) тенг
ламанинг унг томони |/(х,/)+  ̂f  (*,f)) Дан иборат булиб, ногти 
чегаравий ва бошлангич шартларни каноатлантирадиган е ч и м и н и  

беради.
Шунга ухшаш бир жинсли булмаган (5.14), (5.8) айирмали ма

салани бир жинсли чегаравий шартли масалага келтириш мумкин-
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1
фараз килайлик, у* айирмали масаланинг ечими булсин. Куйи- 

дзги тур функиияни киритамиз:

агар 1 s / £ М -1 булса,
|о, агар / = 0 ва /' = А/ булса.

Бу функция чегаравий шартлари бир жинсли булган ушбу айир- 
мачи масалани цдноатлантиради:

= одЗ**1 + (1- c j)A ff‘ +v/‘ .i = l,A/-l,

бунда
0° =«(<*), д* = 0. д‘м = 0.

<р! -- f  Я* - "  Д**'. агар / = 1 булса, 
h h

(p. , агар 2<,i<, М -2 булса,
<Ри — V* - — fit*', агар i = М -1 булса. н2 н2

Шундай килиб, тенгламанинг унг томонини бироз узгартириб, 
бир жинсли булмаган (5.14) айирмали масатани чегаравий шартла
ри бир жинсли булган айирмати масалага келтириш мумкин.

10.5.3. Якинлашиш тезлигини ба\олаш. Фараз килайлик. (5.1) 
дифференциат масаланинг ечими и булиб, у* эса (5.14), (5.8) айир- 
мащ масашнинг ечими булсин. гк = {/■* j оркати эса аппроксима- 
Циянинг хатолигини белгилаймиз (к  (5.16), (5.17)). Агар биз и,м 
оркали аник ечимининг турдаги кийматини белгиласак, у \олда 
1=^-^ айирма ечимнинг тур устидаги хатолиги булиб,

, ‘'- р *  = стД-’,‘ + (1 - + <

/ = 1, 2....А/-1

Тенгламани каноатлантиради. Агар = /(.*,,/* + ̂ 1 деб олсак, у 
Холла ушбу

* ♦ 1  А  _____________

5L_z£ = стД̂ *"1 + (1 -ог)Дг‘ +гк. I = 1, А/ -1,
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масаланинг ечими булади. Агар каралаётган масала тургун булса. у 
\олда (5.27) ба\о уринли булади. Бундан эса

келиб чикади. Шундай килиб, max ||z‘ | якинлашиш тезлиги 0(г + ^  

булади, агар о *  0,5 булса ва 0(г2 + И2) булади, агар а = 0,5 булса.
М  а ш к . Ушбу

ди д*и ,—  + — г « 2хдI гх2
тенгламанинг куйидаги

и(х, 0) » дг( 1 —дг) ( O s x s l ) ,
и(0.1) = 0. 1/(1,/)= I (Os 1ST)

бошлангич ва чегаравий шартларни каноатлантиралиган такрибий ечими то- 
пилсин \амла натижа и(х, /) = дс(1-лг + /) аник ечим билан солиштирилсин.

10.5.4. Айирмали схема куришнинг баланс методи. Иссиклик утка- 
зувчанлик, диффузия, тебраниш ва ш.к. турли хил физик жараён- 
лар иссиклик, масса, \аракат микдори, энергия ва \.к. сактаниш- 
нинг интефал формадаги конунлари билан тавсифланади. Матема
тик физиканинг дифференциал тенгламаларини чикаришда кичик 
\ажм учун сакпаниш конунини ифодаловчи муайян интеграл муно- 
сабатдан (батане тенгламасидан) ишни бошлашади. Тенгламада кэт- 
нашадиган функцияларнинг барча керакли \осилатарини мавжуд 
деб фараз килиб ва баланс тенгламасидаги \ажмларни нолга интил- 
тириб, дифференциал тенглама \осил килинади. Чекли-айирмали 
методнинг физик маъноси шундан иборатки, биз узлуксиз мухит- 
дан унинг кандайдир дискрет моделига утамиз. Табиийки, бундай 
Утишда физик жараённинг асосий хоссалари сакданишини талаб 
килиш керак. Бундай хоссатар кдторида, биринчи навбатда, сама' 
ниш конунлари туради. Тур со\ада сакланиш конунларини ифода- 
лайдиган айирмали схематар консерватив схемашр дейилади. Кон- 
серватив айирмали схемаларни \осил килиш учун тур со\ада эле- 
ментар \ажм учун ёзилган батане тенгламатарида катнаш ад и ган  
ннтефалларни ва \осилатарни такрибий айирмати ифодалари билан 
атмаштириш керак. Консерватив айирмати схематарни \осил килиШ' 
нинг бундай усули башне методи ёки интеграг-интерполяцион ме' 
mod дейилади. Батане методини к̂ ллашга мисол сифатида иссиКЛ,,к 
утказувчанликнинг стационар тенгламаси учун биринчи чегаравий 
масатани караймиз:



i [ p ^ ) - q ( x ) u  + f ( x ) ^ ,Q < x < \ ,  

м(0) = а,и(1) = p.

(5.29)

(5.30)

бунда />(.*), q(x), f(x )  лар етарлича силлик функциялар булиб, 
p(x)zp0> </(-v)>0 шартларни каноатлантиради, а  ва/J эса берилган 
сонлар. Бу шартлар бажарилганда (5.29), (5.30) чегаравий масала 
ягона етарлича силлик “ (*) ечимга эга булади. Айирмали схема куриш 
учун 10, 11 кесмада мунтазам

(0= {дг = /А,/ = 0, l,...,N,hN=  1} 

турни оламиз. Куйидаги

х , - x t ,± ^ , w{x)= р (х )~ и (х ), и , =и-
/±- 2 ах i±L

белгилашларни киритиб, (5.29) тенгламани 
еграллаймиз, натижада

X 1,Х |
. 4  4

К’ , - » Д (̂дг)м(дг)<яЬг /  f(x)dx = 0

ораликда

(5.31)

тенглама \осил булиб, у 

тенгламасини аниктайди. Энди

кесмада иссикликнинг баланс

?q(x)u(x)dx

V
2

чнтегрални унинг и, \  q(x)dx такрибий киймати билан алмашти- 

Риб, куйидаги белгилашларни киритамиз:

d, = I  q(x)dx, <p, = ]- J /(x)<&.
*1t— 

2
V i

2
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Натижада (5.31) тенглама

w I -И' I!♦ - i ---
2

- -Ч « /  + v ,  =о

куринишга эга булади. Энди w . ни и(х) нинг Tvn

кийматлари оркали ифодалаймиз. Бунинг учун du _ »(х)
г  л л  р ( х ) иФодан|,[дс(-,,дГ|] кесмада интефаллаймиз, натижада

И/ -  Ч-i = \  dx ~ w j j
‘ х , . ,  /> < * ) Ц  х >л  р { х )

\осил булади. Агар

а. =

(5.34,

(5.351

деб белгилаб олсак, (5.34) дан куйидаги такрибий тенгликларш' 
\осил киламиз:

” , I =о "Ы-"|

Бу ифодаларни (5.33) тенгламага куйиб, изланаётган функция 
нинг х  ,, хп х(+| нукталардаги кийматини уз ичига олган ушбу

Г[ ai*I (“..I “  Ч ) “  («, - м.-1)] - d,u, + <Р. = 0 (5.361

айирмали тенгламага эга буламиз. (5.36) тенгламани ш, тур со# 
нинг барча ички нукталари, яъни /' = 1, 2, .... N - \  учун е3̂
\олда /V + I та ып. u ..........  номаълумли /V -1 тенгламалар^с**
с и га  э га  б у л а м и з  И к к и т а  е т м а га н  т е н гл а м а н и  (5.30) дастлаоки

(5JT>

v ” ----- -------- д, —р  —г -ДГ------------ * ----------
сига эга буламиз. Иккита етмаган тенгламани (5.30) 
дан *осил циламиз:

и0 = а , ин - р .
Айирмали масаланинг ечимини дифференциал масатан ^ ^ , 

мидан фарк к й л и ш  учун уни доркали белгилаймиз. дема . , 
х ,e«uv Энди (5.36) ва (5.37) тенгламаларни ^нРлаШТИ^ ( ^ ) ^ |  
(5.30) чегаравий масала учун куйидаги айирмали схемага

- y , ) - a A y , - y , - \ ) ] - d,yi + V  =0’

i = l,2....N - 1,
Уо = « . Ум =Р
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и ханлаш мстолм билан ечиш  мл\сапа m\ i« v | ) i ik o \ .k u i i  
русистс' ,а , 8)системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

А У и ^ У . ^ Г  ~ F r '  = 1 ’ 2 ...... N ~  1 •-»•„= f t . t ' r  А

ь1-‘ А = а л,В = ам ,С, = о,+ ам+ f fJ , F = /fy .

вий масаланинг коэффипиентларига куйилган шартлар- 
ЧеГ?0 ва ( /гО  келиб чицади. булардан эса С > /1 + /? ни. яъни 

JJH ° м е т о д и н и н г  турпнлик шартини \осил циллик. Демак, (5.38) 
масача ягона ечимга эга ва бу ечимни \айдаш методи

Ж о п и ш  мумкин.
Энди (5.29) дифференциал тенгламани (5.38) айирмати тенг- 

имабилан алмаштирганла ю за га келадиган аппроксимация хатоли- 
инииР*Р амиз- Бунингучун (5.29) тенгламанинг чаи томонини 
Шх) ва (5.38) тенгламанинг чан томонини L j  оркати белгилай-
МИЗ, ЯЪНИ

L„y, *  ^ [ « , . 1  (Ум - У . ) -  Ч (У, -  У, I )] -  d,y, + <р,

Фараз килайлик, д(х) етарлича силлик, функция булиб, 0 = д(х) 
\нингшк турдаги киймати булсин. Энди

1 Д -Щ г )« 0 ( /г )  (5.39)

®^Уриази эканлиги ни курсатамиз. Бунингучун Llp i оператор тар- 
9 (х±  И) ни х  нуцта атрофида Тейлор кдторига ёямиз.

+S u ^ 9 . + Н а ^ а1) д : _ d f) 1 + л + 0 /А: \

И****ЧИт'°Мондан

+✓ (*,)» ; - * ( * , ) * ,+ / ( * , ) •
Ш ^ л а р д а н

= •• /1М 1|(Г /(И  .

, Г  * / и

191



ни \осил киламиз. (5.39) шарт бажарилиши учун

" ^  = р'(дг,) + 0(Л: ) , ^ ! ^  = р(х )  + 0(Л: ) 1

<Р, ~ А Х)  + 0(Л2), di = q ix) + 0(AJ) 

тенгликлар уринли булиши керак.
Энли к(х) = — -  деб белгилаймиз ва к(х) ни х  . hvitt,

т  к  р{х).. \ >ктаатРофи.да Тейлор цаторига еямиз, натижада

- =  ! \k ( x )d x = ~  \  к , + [х-дг , ] * '  , + \ [ х - х  . )  * '  +
- г {  4 J  4  2 (  4 j  * . i  +

+ 1 Х~ Х,Л  * * . +0M ] A  = * - i  + 24V ' +0М\  2 / 2  2 2
\осил булади. Демак,

Шунга ухшаш 

Булардан эса

^ = ! ^ 1 + о ( ^ ) = а + о ( ^ ) ,  Ш

ам ~‘> Л4*Л-4
l ^  + 0(AJ) = p '(x ()+0(A1)

= ^ бУЛаМИЗ* булар эса (5 39> ни исботлайди. ( 5 .4 1 ) тенглик-
арнинг бажарилишини курсатиш кийин эмас. Хакикатан *а«• ̂

пя1ИиМОС равишла **,>  в а /Ц ) билан алмаштириш (5.32) и * *  
и урта тугунли тугри бурчакли туртбурчак формуласи би- 

иб°РатдиР- Маълумкн, бундай формуланинг 
Хади 0(А2) (7-бобга К.). Шундай килиб'. биз (5.40). (5.41) тен£*
- арии ва шу билан бирга (5.39) ба.\они курсатдик. Бу эса_£ '̂ н и* 
тор Lu(X) ни (5.29), (5.30) масаланинг ечимида А га нисбатан 
кинчи тартибли аппроксимация килишини курсатади.
,..р ,* !>СЛ* ТМ* ' * ^ 8 )  айирмали схемани амалла куллаш. у н и н г  Н°

1Ш учун (5.32) ва (5.35) интегралларни аник \исо6*



I топиш учун 0 (Л: ) ёки бундан юцори анимикка л а булган 
__иСН' ['~1|1̂ и | ‘р билан ыкрибий хисоблаш мумкин. Масалан. (5.32) ва

,*ДР*пГ iapra Tfrpw туртбурчаклар формуласи ни кулласак. ко *|>фи11ненг-

топ ил ал и: dt « * ( * , ) . * ,  = / ( * * ) • « ,  =/>[*.-J ]•
',Р к' Н" грапеииялар формуласини кУ.тласак.

Ч,- 1*Ч,Л f l + f . L2р,р.-\ . 2 1 г 1 ±r>rj__l , d . -----------, Vi -
Pi + P i.t 2

ирин о̂си.1 киламиз
^BLgfHU i мумкинки. (5.38)айирмали масаланинг счимлари ксг- 

кетлиги lv*(*,)> Л - 0  да C(wh) турли фазода дастлабки (5.29). 
'^дифференциал масаланинг и(х) ечимига иккинчи тартибби- 
1Н яццалашади, бошкача килиб айтганда.

" I h

m flУринли булади (к|28 |).
2-эслатма. Баланс метолини бошца чегаравий масалалар учун \ам куллаш 

чучкин. Бундан ташкдр". р(х). </(.*), Д х)  функциялар узилишга эга булган \ол- 
ирла \ам айирмали схеманинг яцинлашишнми текшириш учун коэффициент
а м  (5.32) ва (5.35) интефаллар оркдлн ифолалаш капа а\амиятга эга.

10.5.5. Тежамкор айирмали схемалар. Фараз кч лап лик. чегараси 
f  булган G = {0 < jc,, л2< 1} со\ада ушбу икки улчовли иссиклик 
тизувчанлик тенгламасини ечиш талаб килинсин:

ди г2и д2и . . „

. * - *  v x “ (Jf,,x l)6c-
Щх,1) = ц ( х ,1 ) ,х е Г ,0 < к Т ,  (5.42)
и(д:,0) = и0(х), х  е G+ Г.

УцУн вакт ва фазо буйича ку йидаги турларни киритамиз:

= Агг, * = 0 . ^ - 1 .  Л'г =1}.

С* ~ “ ( * , „ =  /А, х2, = jh. /, j  = 0. N,  hN  = 1}.

e" i * * V 4KH нУКталар туплами (/, j  = 1. 2....... ,V -|)  ни £2п
^^Рида ^ Инг„чегаРасин‘1 оркали белгилаймиз.

ощко ИР ^ЛЧоали иссиклик утказувчанлик тенгламасини 
^ й й с х е ^  ВаошкоРмас схемаларни К>ллаган п и к  1>\ ерда \ам 

Ш|Цнз: 1аРни КУрамт Ь\нин г учун куйидаги белгилашларни

БУнинг

И
М- Исп,.......



Ь'Уц = i ( v'*M -2v»+ >'M./ ).

^Уц  = ^ - ( v , j* , - 2^ + ^.y-i).

А)’,/ = д | Д + a 2.V 

Бу белгилашларда ошкор схема куйидагича ёзилади:

~  у ~  = Af y » ■*<, е шА, /4 е (ог,

У# = ^ (x ^ ,lk^ ) ,  •X’j  € Г*, 6 шг, 

У* = «о(*#)> х¥ eG„, к = О,

ошкормас схема эса цуйидагича ёзилади:

(5.46)

—-----—  =  Д у **1^  , ху ешк, tk ew t , 

У** = Mxir tk.,), xtJ e r „ , t k ею,. 

v“ =«0Ц ) ,  eC*. * =0.
(5.47)

Дастлабки ва чегаравий шартлардан фойдаланнб, (5.46) айирма
ли схеманинг ечими навбатдаги кдтламда

У и ~ У* + r4v,y, А' = 0, jV - 1, дг̂  е wh j

ошкор формула ёрдамида топилади. Бу ошкор схеманинг устунлиш- 
дир. Аммо бу схеманинг му\им камчилиги унинг шартли равиш  ̂
тургунлигидадир. Курсатиш мумкинки. (5.46) схема тургун  були
ши учун г буйича калам г й ~Нг шартнн ка н о а тл а н ти р и ш и  кер®* 
145. 46|. Агар /; = 0.01 булса. у холла (4.42) тенгламанинг ечимини 
Т — I да топиш учун N  = 40 ООО та калам бажарилиши зарУР- ^ j^
фазовий Узгарувчилар дг,, дг,..... * ларнинг сони р та б?лса. У *а
ошкор схема тургун булиши учун г < ^ Ир т е н г с и э л и к  баЖ*Я^В 
ши керак. Ш у сабабларга кура параболик т е н г л а м а л а р н и  счИ ^  

ошкор схема кам ишлатилади. Биз кейинги oaii.ua ^>PaNII,J*^’(j^ 
иерболик тенглама учун а\вол бошкдча булиб. ошкор схема-1-1 
булганда \ а м  тургунлик са клан ад и.
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I  _ мас схемами куриб чикайлик. (5.47) схемада г ва li ни 
У тУР^и булаве ради. Бу схсманинг камчилиги

^ " К р а т к и ,  \ар бир ваКт кдтламида 
тунД3

• у**1 — гД>'* ' = Ущ' хн е • *• i ~ ......  ̂— !•
(5.48)

*

L -л ао  с и с т е м а с и н и  ечиш лепим Бу системала г,_ ! номаълум-
тенглам' ^ ( N - \ ) : та. Агар б\ системани Гаусс методи билан
,зрнинг (HNb) та арифметик амат бажариш tapyp. Ишнинг
«чаа̂ н  'щ^ултомоин шунлан иборатки. бундай системани вакл-
яна .n «но катламида ечиш лозим. б\ »са \нсоблаш ишини яна нинг \ЭР ^
ш кмкштириб юборали.

фазовийУзгарувчиларнинг сони иккита ёки ундан куп булганда 
<548)система матрииасининг куринишинн \исобга олган холла сис
темани ечиш методларини куриш мацеана мувофикдир. Ьу метод- 
ирнннгбири — Фурьенинг тез алмаштириши билан биз 1().3-§ да 
танишган эдик. Бу метоллар кун улчовли масаталарни бир улчовли 
масалалар кетма-кетлигига келтириб счишга асосланган. Бундай кел- 
тириш натижасида шундай айирмали метоллар вужудга келадики, 
улар ошкор ва ошкормас схемаларнинг икки яхши хусусияти: абсо
лют тургунлик ва ечишнинг с о д д а т и г и н и  узила мужассамлаштира- 
ди. Бу метоллар эллигинчи йиллардан бошлаб \ар хил номлар — 
уиарувчан йуна.шш.ш метод, lap, парчаланиш метод. iapu, каср цадам- 
шметод.шр, локал-биру1чов.ш метод.шр остида математик фи шка 
масалалариниечишда кенг цулланила бошланди. \озир б\ методлар 
"'W wi тежамкор метод.шр номи билан аталади (т\ла маълумол 

[28,46,47,561).
1гарувчан йунашш.ш метол, b in  \озир ш> унарувчан йунашш- 

/7|/с^0ЛааРЛаН ®ИРН булган буи шма-кундаюнг аыирма.ш схема ёки 
схемасы деб атал\ нчп меюлни к\ риб чипами i 

^ан- J * " " "  ^'Катламдан (А + I) цатламга Утиш икки босцич- 
^  ■Мйт. Биринчи боыдечда

снсгеМцдан
а|ГИ У,, 2 кийматлар аникланади. Иккинчи боскичда

Уц ' Кийматларлан фойдаланиб.
* + | 4 ♦ 1

Уц -у ,. 2 . I  .

(5.50)



системадан у , /  лартопилади. Бунда А ^ва  айирмали 
(5.43) ва (5.44) формулалар билан аницланади. (5.49) I С, ; ,ис^  
Кат дг, узгарувчи буйича ошкормас булиб. (5.50) тенпаГ ,аМаФа- 
узгарувчн буйича ошкормасднр. Ш унинг учун \ам Vn' ->;1К*Т* 
(5.50) тенгламалар системалари аввал х, йуналиш буйича  ̂** 
йуналиш буйича бир улчовли \ailaaiu методи ёрдамида счм Ке,'и,Ч  
тоднинг номи \ам шундан келиб чиккан. ' ии Mr

Бу системаларнинг ечиш алгоритмлари куйидагилан иА
(5.49) системани

0,5ууД  + ( 1 - у ) ^ + 0 , 5 у ^  = -F ; (551)

куринишда ёзиб оламиз, бунда

у =  тЛ"2, F* = у * + 0 ,5 гД 2у * .

Бу системани j ( j  = 1, 2, ..., /V— 1) нинг \ар бир белгиланган 
Кийматида / узгарувчи буйича хайдаш методи билан ечамиз. \айдаш

методини куллаш учун y0J2 ва y Nj 2 (J = 1, 2, ..., ЛГ-1) чегаравий 
Кийматларни билиш керак. Бунинг учун (5.50) тенгламадан (5.49i 
тенгламани айирамиз, натижада

v 2 ="а

\осил булади. Бу формула асосида y0j 2, y Sj 2 чегаравий кийматлар- 
ни куйидагича топамиз:

j  = 1,2,.., N -\ .

j  нинг \ар бир белгиланган кийматида (5.51) с и с те м а н и   ̂
лнш буйича хайдаш методи билан ечганда 0(/V) та ариф **^^^^ 

бажарилади. Демак. барча ни топиш учун 0( У ) та **■  
амат бажарилади.

Барча у* 2 лар топилгандан кейин (5.50) тенг.м м алар^^^
сини ечамиз. Б у  тенгламалар системасини к у й и д а г и ч а



Ь б  турибдики. \ар бир бел I ила ига н /(/ = I. 2.........V - 1)
КУР,,И ,теманн уузгарувчи буйича \айлаш метол и билан ечиш

,чун б> С‘!С чегаравий шартлар (5.42) масала буйича 
мумкин- Ьунда

Ую 1 = и(,х10'1к*1 )' J’i.v = А* (х,\ - | )

„„•мяааникданади; (5.42) системадан барча v,*'1 ларни топиш
I га арифметик амални талаб кидали.

Шундай килиб, маълум у* ларга кура >’,**' ларни топиш узга- 
ан йуналиш ли метод буйича O(.V’) та арифметик амални талаб 

ишди. КУрсатиш мумкинки. буйлама-кундакнп метод абсолют 
тургун булиб, и(х, I) етарлича силлик булса, аппроксимация тарти
би (Hr2 + Л2) булади ва L , нинг турдаги нормасида такрибий ечим 
шикечимга 0(г: + Л-’ )техпикда якинлашади (к|46 . 471).

10.5.6. Узгарувчан коэффициент.ш иссикшк утказувчанлик теш - 
ламасини ечиш. Козффиииентлари узгарувчан булган куйидаги ис- 
симикутказувчанлик тенгламаси учун биринчи чегаравий масала
ни мрайлик:

f  = i S ) + f (х' 1)■* 0 < х < К 0 < ' < Т'

и (дг, 0) = м0(дг). «(()./) = /i, ( / ) . « ( / , / )  = /<,(/), (5.53)

°'НЛар(*' Р(х, t ) , f( x , /) етарлича силлик функциялар булиб.

С, >  р(х, г) >  С2> О, р(х , /) > С, > 0 (5.54)

\а р  бир бел шлангам /учун (л ./) пук
ах дифференциал ифодани

(5.55)
аН к щ и ,

1> еН тб а "С б а тб и л а н  а п п Р о к с и м а и и я  к и л а м и  i Г>\ила а( \ . П  к о  х}>- 
Н Ь ю ц ,  с Мет° д и л а | и л е к  и к к и н ч и  к ф т и б л и  а п п р о к с и м а ц и я

оатлантириши кепак:



a ( x „ , J ) + a {  x , . i )  _

^  = p ' ( v )+ o ( 4

Баланс методида курганимиздек, о(.у.О ни куйидаги

. | 1, | ) = 1№ -', W V |
'  Pix,_,j)+p(x,j)

формулаларнинг бирортаси билан \исобласак, (5.56) MyHoaA*J 
уринли булади. Шундай килиб, (5.53) дифференциал тенш ?ар 
ушбу вазний айирмали масала мос келади: '

..*♦1
р (*/. = Д(0(сг^*"' +(1-ст)у* ) + / (* „ / ) ,

/ = 1,2....М -1,

У° = «о (*, )Уо  = И, ('* ) . j£  = (/*).
(5.57)

Бунда / = tk+ 0,5т ва а  = 0,5 булса, у холла (5.57) схема аппрок- 
снмациясининг хатолиги г= 0 (т 2+ И :) булиб, ст*0,5 булганда 
г = 0(г + /;-’ ) булади. Шундай килиб, биз ошкормас схемага эп 
булдик. Бу системани ечиш учун хайдаш методини куллаш мумкин 
Айирмали схеманинг тургунлигини текширишда, олдинги бандлар- 
да караганларимиздан ташкари. коэффициент.шрнимугшпяЬи прин
ципы \ам ншлатилади. Бу принцип узгарувчан к о э ф ф и ц и е н т !  ма- 
салани узгармас коэффициентли масалага келтиради. Мисол 
(5.57) схемада о = 0 ва /(х , 0 = 0 деб олиб, куйидаги ошкор схем* 
ни караймиз:

2 5 1 - 1  
h «(*,+!./) Уы~У? a(Xi,l)yik-yU (5.5*1

i\iac
Фараз килайлик, p (x jt г), а (х , 0  коэффиииентлар 

булсин. яънир(х, t) = р  = const, а(.у. г) = а = const. У Х0*** j  
тенгламани куйидагича ёзиш мумкин.

«*♦1
Р * - ^ -  = ^(у?.,-2у}+у}-1)
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к. „  бу о ш ко р  схема г, < \ l r  6v :iran .-e  i u i .  яъни

о у л г а н л а  т у р г у н  б у л а д и .

Коэффициентларни музлатиш принципшг и  шуни тасди^лайдики
а г а р  барча .V ва /  =  / , +  0.5г.u p  > ч \ н

кшсязлик бажарилса, у \олда (5.58) схемгь**а тургун булади. Агар 

у т * '  ,)2  ’ Р (Х‘' ,)>С > °  мУносаб а Э атл а р  маълум булса. у

v ляли (5.58) схеманинг бажарилганда (5.60) тем. си п и к  уринли ^ рйШ мумкин.
1Л»унлигини кдтъий равишда асослашни \4 * & I  атиш прин.

Агар,; > 0.5 булса. у \олда коэф ф ициент Я  £  бч  И>
ципидан (5.57) схеманинг абсолют тургунлигш Г И  ________ .....

10.5.7, Чизицли булмаган иссимик утка iy « З  вчан'1
миш Куйидаги чегараний мае.пани караймиэ^* }

± ~ U p ( " ) t V f { u) ' o < x < , ' ° ' c * * ' < T '
"  (5.61)
* ( х»0) = м„(л).,<(0.г) л«,(/).»(1./)-. >  =  я ; (0-

Одзтда, чизикди булмаган теш ламаларда 4ы  П 111 ’ 'I1- 'шти 1 -
Чайди со^ и  олдиндан маълум булмаса. ошкож-^°Р схсма- ‘

^ о ш к о р м а с  схема у**' (/ = О Г Л )  hov/o маълумларга нисбатан 
^ " с и с т е м а м и  \ам. чи иной С>\ im .h .h i c i —  исю м ани  \ам ташкил 

“ ‘•УМКИН. У ш б у  схема



да а, = j  ) + р(Ум  ) ] деб олсак, у \олда yf+ty = 
маълумларга нисбатан чизикли, абсолют тургун булиб 
мания хатолиги г = 0(г + Л2) булади. Бу системанинг ечи^'"Ро,СсХ- 
методи билан топилади. Ми \айд^

Купинча (5.53) тенглама учун ушбу

к + 1 к
У1 -У /  _  I ° ( А ' )

*♦1 *4-1
Л*1\У,*1 -У, - „ (у

/ ( Я -

(5.63»

соф ошкормас схема ишлатилади. Бу схемани цуллаш учун v ёкиfv 
итерацион метод кулланилади. Масалан, итерацион жараённи пл1 
дагича олиб боришимиз мумкин:

. 1
г h

------ ГУН

s = 0,1....L - ly l° '= y !,y lL)= y r ,

Г(уГ )•

(5.641

бу ерда 5 — итерация номери. Бу итерацион жараёндан курамизки. 
чизик/ж булмаган коэффициентлар олдинги итерацияда, яъни у‘ 
да \исобланади. у**1 нинг дастлабки якинлашиши сифатида /  
олинади. Агар г калам к,анча кичик булса. бу дастлабки якинлашиш 
шунча яхши булади. Агар коэффициентлар силликбулиб,р(и) 2С,>0 
шарт бажарилса, одатда, икки-учта итерация коницарли натиж» 
олиб келали. \а р  бир янги итерацияда у-’*" нинг кийматлЧ*
(5.64) системадан \айдаш методи билан аникланади. Шунингл^-
(5.64) системани ечиш учун иккинчи тартибли а н и м и к к а  э г а в У ^  
предиктор-корректор схемаси v>N| ишлатилади. Бунда
{к + I ) цдтламга утиш икки боск,ичда бажарилади. Биринчио^я 
да \айлаш методи билан ошкормас чизикли система

уГ ' - у!
0.5т

Ум2-*  I

+ / ( у ‘ ) , /  = 1,2.....М -1 ,

к+i  к+- 
Уо 2 +0,5r), y j 2 =У;(/, +0,5г)
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w

Lea дО’),/(У) чизикли булмаган коэффициентлар у = у,1Иб

1*

V  I
. „  2 (/ = 0,1.....М) цийматлар топилади. Иккинчи■ирадаги У! к \

. - л . . \  n u iu v n i i  кг> м Ы Ьим ионппп  г  г •’

у Ларнм топиш куиидаги олти нуктали симмет-
Х̂ соб-1-11

Р«кссхема

Л м 1
2 h

(

* * 4 £ Ь Г - J ы У м -У !(/ - — 4/ 
h Si h

<■ ■

* f u*4 , i  = 1,2,...,W —1, y0 — / i | ( /4* |) , y M —

зсоенда олиб борилади.

Ю 6-§ ГИПЕРБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ АЙИРМАЛИ 
МЕТОДЛАР БИЛАН ЕЧИШ

Бубандда с о л д а т  к максадида бир жинсли гиперболик тенглама 
\чун Коши масаласини ва биринчи чегаравий масалани куриб чик,а-

10.6.1. Коши масаласини ечиш. Маълумки. Коши масаласи куии- 
игичак>йилали: С = {/ > 0, -  »<д <ос} со\ада икки марта ухлуксиз 
лифференциалланувчи шундай u(x.t) функциями гопиш керакки, 
°У сосала у

= ( 6 . 1 )
д г  дх'

лифференциал тенгламани цдноатлантириб. /=  0 тугри чизикда

и( jr,0) = v>(.v).^| =V/(.V) (6.2)

ШаРтларни кэиоатламтирсин. Спила />(д) ва v'( v) бери.л- 
н’ункциялар

ри * У ^ £ НЩвЛ тенгламани аиирмали тенг лама билан алмашти- 
*,= шмшт турни киритамиз, бунда

; ^ агидск беш нуктали андазадан (|юйдаланамиз. Бу 
н КУЙИдап1К-Ч1,'-1,а"  схсмл уч *>ат-ULSLI“ cvow леиилали. Б\ ли м 

айирмап1 схема келиб ч и кади:

©*={jc(=/A,i = 0,±1,±2,...,А > 01, 

со,={1 =И,к = О,1,2.....t>0>.
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(i-1,к) 
О—

О 0,к+1) 

О,к)
О  0 + 1 ,к)

- 2 . » * ' _ Уы-гц* 
г2 Л2 

/ = 0 ,±1,±2.... *  = 1,2,... <6.3,

г а - / ;

IJ-4ui.ua.

Биз биламизки, бу схема (5.1) дИ(̂  
ференциал тенгламани 0(гг+ И2) ащц. 
ликда аппроксимация килади. Чегара. 
вий шартнинг иккинчисини

у) - уЧ _= <Р(х,) (6.4)

билан алмаштирсак, у \олда аппроксимация тартиби 0(г) булади. 
Аммо чегаравий шартни \ам 0(гг) аникшкда аппроксимация килиш 
мумкин. \акикатан \ам,

и(х,тЬ-и(дг.О) ги(х.О) г д2и(х,0)
»  *2  +0(Г)

ёйил.мадан \амда (6.1) дифференциал тенгламадан \осил булалиган

c>: M(.t,0) _  г ги(.(.0) = ( р " { х )  

d l2 дх2

муносабатдан фойдаланиб, куйидаги га эга буламиз:

M xfi) я  >(х.гЬ»(дг,0) _ т ^ , (х) + 0(т2у 
dt г 2

Бундан эса

(6.5)

га эга буламиз. Агар </>(*) нинг аналитик ифодаси берилган булмай- 
у \олда <р”(х ) ни О(А’ ) аниктикда

д ,<р, = — (ср( дг1Ч1) -  2<р(.г,) + </>(.г,.,) 

билан алмаштириш мумкин, натижада

^ y L = V(x,)+~A2<pl
(б.Ь)

га эга буламиз.
Шундай килиб. дастлабки шарт, (5.3) ва (5.6) дан куйидаги-1̂  

ни \осил киламиз:
202



У* = <?U,), у ' =<р(х,) + т\1/ ( х , ) + т2 Д2<р,, (6.7)

t f* 1 = 2у‘ + г2Л: v* - v,*'\ / = 0,±1,±2,...Л = 1,2,... (6 . 8 )

Бундан курамизки, у" ва у\ (/ = 0,±1,±2,...) кийматлар (6.7) дан 
иаъЛум. (6.8) дан барча к  = 1, 2. ... учун кетма-кет аввал 
j/» а 0,±1,±2,...). кейин >’’ ( /=  0,±1,±2,...) ва *.к. ларни топибола-

низ.
Параболмктенгламала схеманингтурглнлиги учун кддамларора- 

с(1Да г й | Л2 шартнинг бажарилиши кераклигини курган эдик. Энди 
гиперболнк тенглама у = ~ учун кандай шартни бажариш керакли
гини текширамиз.

фараз цилайлик, ихтиёрий /' ва j  > 2 учун М Ц ,  /) тугунда >»/ 
нинг цийматини (6.8) формула билан топиш керак булсин. Бунинг 
учун (6.8) да k = j - 1 деб олиб, курамизки, у{ нинг киймати 
yj-', у> y f i  ва у /  2 лар оркали ифодаланали. Агар j  > 3 булса, уз 
навбатила. у {~,, y j \  у Ц , у /  2 ларнинг кийматлари паст катламлар- 
даги у';?, у !;2, у{~2, у!:2, у{:2 , у !;,\ у /  \  у/;,3, у! 4 лар оркали ифо- 
даланади. Бу жараённи давом эттириб, охирги натижада у{ ни
y°Jm = i + s ,s  = 0,±1.....± j -  2) ва у 1я(т  = / + s ,s  = 0,±1.....± У — 1)
орцали ифодалаймиз. Бу кийматларнинг барчаси тенгёнли A MCD 
учбурчак ичида ётади (14-чизма). Бу учбурчакнинг учи Л/(х, г) 
нуктада булиб, бир томони Олукида, кол га н икки томони МС ва 
^Одаи иборат. Улар Ох уки билан ±arctg у, у = x/h = const бурчакни 
ташкил этади. MCD учбурчак (6.8) айирмали схеманинг ани^юнган- 
ш  учбурчаги дейилади.

М
/ \

/ \ \
7 :

У/ / \ 7
/4 7

г / \ \
к .

D
14-чиша.
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Шундай килиб, у / н и н г  киймати М  нуктада (6.8)тенгла\ 
CD х,амда EF кесмаларда ётувчи у “ ва у'т дастлабки цийма
оркали аникланади. Математик физикадан маълумки, м(л\ Оечщц 
нинг А /Ц , t’) нуктадаги киймати (6.1) тенглама \амда A/(.v, О ну* 
тадан утувчи

характеристикалар t = Отугри чизикда ажратадиган кесмадаги шартлар 
битам, яъни А В кесмадаги бошлангич шартлар билан бир кийматли 
равишда аникланали. (6.1) тенгламанинг (6.9) характеристиками 
узаро перпендикуляр булиб, Ох уки билан * ва бурчакларини 
ташкил этади; Л/Л/?учбурчак (6.1) дифференциа.1 тенгламанинг аниц- 
шнганлик учбурчаги дейилади.

Фараз килайлик, турнинг г калами Л дан катта булсин ( 14-чиз- 
ма). Бу \олда LM AB<  l MCD ва tg(Z.A/C/)) = у >1 булиб, айирмали 
тенгламанинг аникданганлик учбурчаги дифференциал тенглама
нинг аниктанганлик учбурчаги ичида ётади. Ш унинг учун \ам CD 
кесмада бериладиган дастлабки шартлар М  нукгада ечимни аникуиш 
учун етарли эмас. Агар биз АС  ва DB кесмаларда бошлангач шарт
ларни узгартирсак, (6.1), (6.2) масаланинг ечими бутун G со\ада, 
жумладан, М нуктада узгариши керак. Аммо у{ нингтУрдаги кий- 
мати М  нуктада бундай узгаришларга бомикбулмасдан, узгармай 
колади. Демак, у > 1 булганда (6.7), (6.8) айирмати масаланинг ечи
ми А-»0да (6.1), (6.2) Коши масатасининг ечимига якинлашмайди;
(6.7), (6.8) айирмали масала (6.1), (6.2) дифференциат масалани 
аппроксимация килганлиги сабабли у тургун була олмайди. чунки 
аппроксимация ва тургунликдан якинлашиш келиб ч и киши керак. 
Бундан биз шундай хулосага келамизгу = г/А = const булганда тур 
методи билан топилган такрибий ечимлар кетма-кетлиги А-*0 да 
якинлашиши учун у < 1 шартнинг бажарилиши зарурдир, яъни диф
ференциал тенгламанинг аникданганлик учбурчаги айирмали тенг
ламанинг аниктанганлик учбурчаги билан устма-усттушиши ёки 
унинг ичида ётиши керак. Умумий \олда дифференциал тенглама
нинг аниктанганлик учбурчаги эфи чизикти учбурчак булади. аммо 
бу \олда \ам дифференциал тенгламанинг аниктанганлик учбур43' 
ги айирмали схеманинг аникданганлик учбурчаги ичида ётиши ло* 
зим. Бу шартнинг бажарилиши учун тур кадамлари маълум м уноса* 
батда олиниши, яъни турнинг махсус танланиши талаб килинад»1 
Дифференциал тенгламанинг коэффициентларидан ва бошланп’4 
шартларидан маълум силликтик талаб килинганда та кр и би й  ечИ'1' 
лар кетма-кетлигининг Коши масатаси ечимига якинлашиши У4?1 
юкоридаги шарт етарли булади.
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10.6.2. Биринчи чегаравий масалани ечиш. Виз энди тебраниш 
1аМаси учун <7 = <0 < л- < 1. 0 < / < 7) со\ада ушбу биринчи чега- 

^вий масалани куриб чикамиз. Яъни G со\ада икки марта узлук- 
^здИфферснчиалланувчи и(х, г) функцияни топиш керакки. бу
'-оХ̂ дау

геНглам ани цаноатлантириб, г = 0 тугри чизиеда

чегаравий шартларни деноатлантирсин. Бу масалани тур методи би
лан ечиш учун ушбу

G* = {.V, = ih.i = О М ,И М  = 1;/4 = кт.к = (b V ,,V r = Т)

турни киритамиз ва 13-чизмадагидек уч катламли андаза буйича
(6.1) дифференциал тенгламани (6.3) даги айирмати схема билан 
алмаштирамиз, бу ерда / ва к куйидаги кийматларни кабул кидади:

Дастлабки шартлар учун (6.7) формуладан фойдатанамиз. Чегаравий 
шартлар куйидагича ёзилади:

м(дс.О) = <р(х), ~ ( x ,0 )  = v/(:r) (6 . 11)

дастлабки шартларни ва

u(0j) = и(1,/) = n2(t),0 < t< Т (6 . 12)

/=  1,2, ..., М - 1; к = 1,2, ..., N -1 .

L

У? =<Р(х,)'У! =(р(х,) + п//(х1) + ^-А 2<р1, (6.13)

у *♦' = 2у* + r :Aj.v* - у * '1, У = 1,2....М -1, (6.14)

у > ; '= и Л ^ л к = ы ....» -'■  <615>

К\орида курдикки, бу схема (6.1), (6.3) чегаравий масалани 
+ А2) аникликда аппроксимация кидали. Курсатиш мумкинки,



шартни цаноатлантирса, (6.7), (6.10), (6.II)схема тургун буладц 
Биз бунинг исботига тухталиб утирмаймиз.

М и сол . Тур методи билан G = {0 < дс < I , 0 < f < 1} сосала

А  д*и
дrJ дх2

тур тенгламасининг

и(0,/) = Щ1. 1) = 0(0 £ I S, 1),

и(дг.О) = sin ях, ^  (дс, 0) = 0 
с /

чегаравий ва дастлабки шартларни каноатлантирадиган такрибий ечими топил- 
син.

Е ч и ш . Бу ерда Л=0,1 ва т = 0,8/г = 0,08 деб оламиз. Кейин 
«>(*) » sin л-jc. <р"(х) = - я 2 sin яде \амда у>(дг)=0 лигини \исобга олиб. (6.5) фор- 
мулани куйидагича ёзамиз:

у! = у}  + уф"(дг/ ) = ( l - 0,0032л2 ) sin лх(.
Энди лг операторнинг куринишини эътиборга олсак. \исоблаш учун куйидаги I 
алгоритм *осил булади:

y f  = sin пх/, у} = ( l -  0,0032л2 )sin ях , ,  / = 1.2.....М - \ ,

Уо*1 =Укм '  = 0 . *  =0.1.....ЛГ-1,

У**1 = 0.64у*, +0.72у* + 0.64>-*, - y f * .

Хисоблаш ни факат 0 <. х  < ^  учун бажарса етарли булади, чунки и-и(х.г) ечим- 
I 2

нинг графиги х = j  текисликка нисбатан симметрик равишда жойлашган.

10.7-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ГИПЕРБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ ДА  

ХАРАКТЕРИСТИКАЛАР МЕТОДИ

10.7.1. Квазигмперболик дифференциал тенгламалар системаси х*' 
ракюрисгикаларининг тенгламалари. Маълумки, хдр кдндай хусус»11 
\осилали дифференииат тенгламаларни азмаштиришлар бл*аР,,и| 
натижасила унга тенг кучли булган биринчи тартибли дифферент" 
ал тенгламалар системасига келтириш мумкин. Куп жи\атлан бУ* 
дай системапар назарий урганишда v »m. такрибий ечишда \ам ма> 
лум афзалликларга эгадир.

А1 - 1+е <6 16) I



£зув мураккаб булмаслиги ва асосий гоя тушунарли булиши учун 
вогга биринчи тартибли хусусий \осилали дифференциал тенгла- 

\iiiap системасини КЭРаймиз:

(7.1)

Буерда

а =  а(х ,у, и, 9), Ь, = bj[x,y, и, д), f= f lx ,y ,  и, д)

функциялар х, у , и, д узгарувчиларнинг бирор узгариш со\асида 
\^уксиз дифференциадланувчи функциялардир. Бундай системалар 
квазичизикди дейилади. Агар а;/. 6. коэффициентлар фа кат х  вау га 
боглик булса, у \олда (7.1) система ярим чизикли дейилади. Агар, 
бундан ташкари,^ ва ^ларм ва  д га нисбатан чизикли функция 
булса, у \олда (7.1) система чизикли система дейилади.

Квазичизикш системалар купинча газодинамика масалаларида 
учрайти

Фараз килайлик, (7со\а Оду текисликда ётсин ва и (х ,у ), 9 (х ,у)  
функциялар (7.1) системанинг Ссо^эда узлуксиз дифференциалла- 
нувчи ечими булиб. С эса G со\ада жойлашган кар раз и нукталарга 
эга булмаган силлик эгри чизик булсин. Биз бу ерда и = м(х, у) ва 
9= д(х. у) ечимнинг С устидаги кийматига кура (7.1) системадан
, „ ,  _  ди „  ди „  д9 дд
фойдаланиб, С устида Р\ = ух > Я = Pi = дх • <7: = ?y хусусии 
\осилаларнинг кийматини аникдаш масаласини караимиз.

Аввало, (7.1) системадан курамизки, С эгри чизик устида />,, р2, 
Чг Я2 хусусий \осилаларнинг кийматлари

► Энди Сустида dx *  0 деб фараз килиб, (7.3) ни

а\\Р\ + ачРг + ЬцЧ\ + *i :Я: = 7I- 

a: iA  + аггРг + ЬцЧг = h
(7.2)

мУносабатларни ва Сэфи чизик устида

p,d\ + qtdy = du.p.dx + q,d\ = dd (7.3)



куринишда ёзиб оламиз ва (7.3), (7.4) муносабатлардан ва р н 
йукотамиз, натижада qt ва q, га нисбатан куйидаги системани \оС11л 
киламиз:

(budx -  audy)q^ + (b,2dx -  al2dy)q2 = f d x - a ud u -a v dQ, 1 
(b2ldx -  a2]dy)q{ + (b22dx -  a22dy)q2 = f 2d x -a 2ld ii-a 22dd.) (?.5)

Агар бу системадан q , ва q2 ни топиш мумкин булса, у о̂лда
(7.4) дан р х ва р2 ни топамиз. Биз Сустида dx *  0 деб фараз килган 
эдик, акс \одда dy *  0 булиб, (7.4) нинг урнига

dx du dx d9
Ч'~  P'b * ~ d y '4' ~  p '-dy Ify (7.6)

муносабатларга эга буламиз ва (7.5) нинг урнига

(aud y -b udx)px+(avdy-b^2dx)p2 = f xd y - ^ d u - b ^ 2d d ,\
(a2,dy -  b2ldx) р, + {a22dy- b22dx)p2 = f 2dy -  b2ldu -  b22dfl \ ^  ^

системага эга буламиз. (7.5) ва (7.7) системаларнинганикювчилари 
факат ишораси билан фарккилиши мумкин. (7.5) системанинг де- 
терминантини Д оркали белгилаймиз:

Д =
bud x - a udy b[2d x - a ndy 
b2ld x - a 2ld\' b22d x - a 22dy (7.8)

Бу ерда икки \олни курамиз:
1) Д детерминант Сэгри чизикнингбирорта нукгасида \ам нол

га айланмайди;
2) Д детерминант Сэгри чизик устида айнан нолга тенг.
Биринчи \олда (7.5) система qr q2 га нисбатан ягона ечимга эга.

демак, С эгри чизикнинг \ар бир нуктасида и(х, у) ва д(х, у) лар- 
нинг С даги кийматлари \амда (7.1) система буйича бу функпиялар- 
нинг хусусий \осилаларини топиш мумкин.

Иккинчи \олда (7.1) системанинг ечими мавжуд деб фараз КИ-1' 
ганлигимиз учун (7.5) система уриндош булиши керак. Аммо А = 
булганлиги учун (7.5) система чексиз куп ечимга эга булади. ШУН" 
дай килиб, иккинчи \олда и(х, у), д(х, у) ларнинг Сустидаги К'111 
матлари буйича ечимларнинг хусусий \осилаларини С устида о»Р 
кийматли равишда аникдаб булмайди. С эфи чизик билан ечи>* 
нингбу эфи чизикбуйлаб олинган киймати биргаликда (7.1)с 
геманинг (х, у, и, д) фазодаги характеристик эфи чизиги дейилаД  ̂
Бу эфи чизик буйлаб (7.1) системанинг ечими тармокланиши 
кин. Схарактеристика характеристик эфи чизикнинг Охз’теК 
гидаги проекцияси булади.
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I С характеристика га утказилган уринманинг Ох уки билан таш- 
^ э т г а н  бурчагинингтангенси Я = ~  куйидаги тенглама ни к,ано- 
аЩнтиради:

Ь\ | — Яа, | Ь12 -  Яа12
= 0. (7.9)

Белгиланган (х, у, и, 9) нуктада бу Я  га нисбатан квадрат тенгла- 
ма булади. Агар бу тенгламанинг илдизлари \ак,икий ва \ар хил 
б\лса. у \олда (7.1) система (х, у, м. 9) нуктада гиперболик система 
дейилади. Агар бу хусусият (х, у. и. 9) фазонинг бирор со\асининг 
а̂р бир нуктасида уринли булса, у \олда (7.1) система бу со\ада 

гиперболик системани ташкил этади дейилади. Биз факат гипербо- 
шксистемаларни караймиз.

Равшанки. (7.1) гиперболик системанинг берилган м(х, у), 9(х, у) 
ечими аниктанган G со\анинг \ар бир нуктасида (7.9) тенглама 
иккита кэкикий \ар хил ечимга эга булиб, улар берилган ечимга 
мос келадиган характеристикаларга утказилган уринматарнинг ик
кита йуналишини аникдайди. Берилган ечимга мос келадиган 
(7.9) тенгламанинг илдихларини Я ,  ва Я ,  оркали белгилаймиз (улар х 
вау нинг функпиялари булади). натижада куйидаги иккита тенгла- 
чалар системасига эга буламиз:

<Jy = I, (х, y)dx, dy = 1,(х, y)dx.

Бу тенгламаларнинг \ар бири Ссо\ани тушовчи бир параметрли 
эгри чизиклар оиласини — бу тенгламанинг интеграл чизикларини 
ташкил этади. G со\анинг \ар бир нуктасидан оиланинг биттагина 
эгри чизиги утади. (7.9) тенгламани биринчи тартибли иккинчи да- 
Ражали дифференциал тенглама сифатида карасак, у \олда (7.1) сис
теманинг берилган ечими м, 9 учун иккита бир параметрли эгри 
чизиклар оиласи ёки характеристикалар оиласига эга буламиз. G 
СоХанинг \ар бир нуктасидан \ар бир оиланинг биттагина характе- 
РИстикаси утади. Агар (7.1) система катъий квазичизикли булса, у 
\атда унинг характеристикаси система ечимининг танланишига кдтъ- 
нй боглик булиб, факат ечим маълум булгандагина уни аниклаш 
*УМКин. Чизикли система учун ац, Ь: коэффиииентлар и, Аларга 
^Микбулмайди ва шунинг учун \ам (7.9) тенгламадан характерис- 
^Каларни и, 9 ларга бом ик булмаган \олда аниклаш мумкин.

^apai килайлик. С эгри чизик Оху те кисли гида (7.1) система- 
НиНг и, 9 берилган ечимига мос келадиган характеристика булсин. С 

чизикда А детерминант нолга тенг. Аммо (7.5) система уриндош6ул
Ни

танлиги учун Д детерминантда мос равишда 1- ва 2- устунлари- 
0зод \адлар билан алмаштириш натижасида \осил буладиган Д,
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ва Д 2 детерминантлар \ам нолга айланиши керак. Шундай килиб. f  
эфи чизнкда и, & куйидаги учта муносабат билан богланган:

Л =  О, Д ,=  0, Д ,=  0.

Аммо бу шартлар узаро эркли эмас. (7.1) система гиперболик бул- 
ганлиги учун Д = 0 ва, демак. бу детерминантнинг устунлари ора. 
сила чизикти боманиш мавжуд. Ш унинг учун \ам Д = 0, Д ( = Ова 
Д = 0, Д,= 0 шартларнингбиридан иккинчиси келиб чикали. Бизбу 
шартлардан асосийси сифатида

Д  =  0 ,Д  =  0 (7.10)

ни оламиз. Шундай килиб, Схарактеристикада м(х, у), д(х, у) ечим 
характеристика тенгламалари деб аталувчи иккита (7.10) шартлар 
билан богланган. Булардан биринчиси характеристика йуналиши- 
нингтенгламаси, иккинчиси эса характеристика устида дифферен
циал муносабат дейилади.

Шуни таъкидлашимиз керакки, агар биз характеристикани эмас, 
характеристик эфи чизикни карасак, у \олда у (7.1) системанинг 
бир неча ечимига тегишли булиши мумкин. Агар ечимнинг ухлуксиз 
дифференциалланувчи булишидан воз кечсак, у \олда ечим ухлук- 
сиз була туриб, биринчи \осилалар факат характеристика буйлаб 
узилишга эга булиши мумкин. Бундай ечимларни куйидагича то
пиш мумкин:

Фараз килайлик, uil)(x ,y ) , ^ " ( jt .y )  ва i /2'( x ,y ) ,d >2'(x ,y )  лар
(7.1) системанинг иккита ечими булиб, улар 6со\дда узлуксиз \оси- 
лага эга булишсин, С эса \ар иккала ечимга тегишли булган харак
теристик эфи чизикнинг Охутекислигидаги проекцияси булсин. 
Куйидаги ечимни кдраймиз:

и(х,у) = 

9(х

и0,(х, у ) С нинг бир томонида, 
и'2\х ,у )  С нинг иккинчи томонида;

# "’(х,.у) С нингбиртомонида, 
д,2>(х,у) С нинг иккинчи томонида.

Бу ечим G сосала узлуксиз, аммо С да \осилалари узилишга эга 
Юкоридагилардан куйидаги хулосага келамиз: х а р а к т е р и с т и к а *  

лар йуналишларининг тенгламалари куйидагилардан иборат:

£  = А ,(д г ,> -.м ,0 ) , ^  = А 2 (д: , у , и . 9 ) ,

бунда А, ваЯ2
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bu Xau b̂ 2 Aa,2 
b2l -Aaji b22-X a 22

= 0 (7.12)

тенгламанинг илдизлари. Характеристиказар устидаги дифферен
циал муносабатлар

f d x - a ud u -a i2 dd  bx2- k p n 
f 2d x -a 2ld u -a 22dd b22 -  A2al2

= 0(i = 1.2)

ёки
(Л ,A + B )d u  + CdO + Mdx + Ndy =  0(i =  1,2) 

дан иборатдир, бу ерда

(7.13)

(7.14)

А = ail a\i ,В  = 1*12 ° Ч , с  = в,:
°21 ° 2 2 Ь 22 ° 2 1 1>22 а 22

(7.15)

М = А К
,  N  = a i2 f \

/ г К <*21 f 2

Шуни таъкидлаш керакки. агар (7.1) система чизикди ёки ярим 
чизик,зи булса, яъни atj, btj коэффициентлар и, д га богликбулма- 
са, у \олда Я2 ва Я, лар \ам и , д га боглик булмай, (7.11) система 
КУйидаги куринишга эга булади:

& = X}(xi, y \ £  = l 1(xiy).

Бундай характеристикаларни Оху те кисли гида и, А ечимга боглик, 
булмаган \олда топиш мумкин. Квазичизикли булган халда харак
теристикалар м, д ечимга боглик 
булиб, характеристикалар тури- 
Ни Куриш билан бу тур тугунла- 
Рида ива  ft ечимларнинг кийма- 
гини топиш бир вактда олиб бо- 
Рилиши керак.

Ю.7.2. Характеристика тенгла- 
|**л*ринн сонли ечиш. Оху текис- 
^Ирида координатазари (*,,>’,) ва 

У2) булган / на 2 нуктазарни 
■°ЛаМиз(15-чизма). Фараз кидай-
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лик, бу нукталарда (7.1) системанинг изланаётган и, 9 ечимларц. 
нинг кмйматлари маълум булсин. Уларнинг / ва 2нукгазардаги к,1П1 
матларини иг  ва и,, 9: оркали белгилаймиз. Кейин характеристи- 
каларнинг биринчи оиласнга мансуб булиб, характеристика нуна- 
лиши буйича йуналган ва I нуктадан чик,адиган туфи чизикнц 
шунингдек, 2 нуктадан чицдлиган характеристиказарнинг иккинчи 
оиласига тегишли булган характеристика буйича йуназган туфи чи- 
зикни утказамиз. Бу туфи чизиклар кандайдир 3-нукгада кесишади 
Кейин (7.11) ва (7.14) тенгламаларни /  ва .?нукгазарни \амда 2ва j  
нуктазарни бирлаштирувчи чизикзар буйича ннтефаллаймиз, на- 
тижада х}, у3 номаълум координатазарни \амда (х3, у,) нуктада ги и, 
9 ечимнинг кмйматлари и3, 9} ни топиш учун куйидаги тенглама- 
ларга эга буламиз:

Бу интегразларни бирор такрибий метод билан \исоблаб, дг,"1. 
Уз'", и3'" , 930) такрибий ечимларни топиб оламиз. Бу ерда икки 
метод — Эйлер методининг аналоги ва трапециялар м е т о д и н и н г  ана- 
логини куллаш мумкин. Биз шулардан биттасини келтирамиз. By 
метод адабиётларда Массо методи \ам дейилади.

10.7.3. Эйлер методининг аналоги. Кулай булиши УЧУИ 
A,"/ = А,(х,,у,), A jj = А2(дг2,у2), белгилашларни киритамиз ва А. А 
С, М, N  ифодазарнинг (дг., у.) (/ = 1,2) нукгазардаги цийм атларини  

мос равишда А*". В}", С/", Л//1’, А '"1 оркали белгилаймиз. Юк°Рй' 
даги (7.16)—(7.19) интефазларни \исоблаш учун чап туфи бур4**' 
ли туртбурчаклар формуласини куллаймиз, натижада дс,"1, у,"’* и> ’ 
Я,'" ларни топиш учун куйидаги такрибий чизикзи алгеб 
ламалар системасига эга буламиз:

)
У}~ У» = \^ (x ,y ,u ,9 )d x (7.16)

I

3
Уз -  у, = )Ху(х,у,и,д)ек (7.17)

I

+М( х, у, м, 9 )dx + N(x, у,и. 9 )<Л} = 0, (7.18)

J{A; [ х,у,и,9)Л (х, у, и, 9) + В(х, у, и, 9)]du +C(x,y,u,9)d9  + 

+M (x,y,u,9)dx + N(x,y,u,9)dy} =0. (7.19)
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Бу тенгликларнинг \ар бирининг хатолиги 0 (h2) булиб, бунда 
h = max ||дг'" — -х, | ,|jfV’ -  ^1} • Бу системадан топилган дг3ш, у}{>\  и,"’, 
,V"такрибий цийматларнинг аницлиги етарли булмаслиги мумкин. 
Чунки / ва 2  нукталардан миццан характеристикаларни туфи чи- 
зимарнинг кесмаси билан алмаштирдик, аслида эса улар эфи чи
зикли характеристнкатарнинг кесишиш нуктаси булиши мумкин. 
Бундан ташкари, эгри чизикли интегралларни туфи чизик буйича 
олинган интеграт билан атмаштирдик, маълумки, бу куш и мча ха- 
толикка олиб келади. Ш у муносабат билан х3(" , у™ , м,"’, ^ " ’ лар- 
иингантф ок кийматини топиш масаласи тутлади. Аниклашти- 
ришнингбир неча усуллари бор. Буларнинг бири куйидагичадир: 

Олдин топилган биринчи якинлашиш Я"1, ,, Я'"2, дан фойдала- 
ниб, кейинги якинлашиш сифатида куйидаги урта арифметик сон
лар олинади:

Худди шунга ухшаш /' = 1,2 учун куйидаги микдорлар аникда- 
нади:

«антлариинг биринчи якинлашишда топилган Ху°\ у }п\  и,"1, д}0) 
иУКгазаг и киймати; .?-нукгада иэланаётган иккинчи якинлашиш х,'2\  
•V', и,12», д3«-» лар кетма-кет куйидаги чизикли алгебраик тенглама- 
Лар снстемасидан топилади:
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(xg 4 2' + )(«;г’ -u2 ) + c f  (*n:> -  e2)+

+Л/':'(х52,- х , ) + ^ 2,(у«2)- у 2) = 0.

Бу системаларнинг биринчисидан аввал координаталарнинганик- 
ланган х3(2\  у™  кийматларини, кейинги системадан эса ихланаёт- 
ган функиияларнинг аникданган д}':) кийматларини топамиз. 
Агар аниклик етарли булмаса, бу итерацион жараённи давом этги- 
рамиз. Камонки топилган иккита кетма-кет якинлашишнинг к,ий- 
матлари керакли аницликда устма-уст тушса, жараённи тухтатамиз. 
Агар А етарлича кичик булса, одатда, иккита аниклаш етарли була
ди, чунки кейинги якинлашншларда аниклик ошмайди. Шундай 
Килиб, маълум (дс,, у г  и,, ft,) ва (хг  у2, и2, д2) нукталар буйича 
учинчи (*,, у3, м3, #,) нуктани топиш масаласини ечдик. Биз бу 
методни (7.1) система учун куйиладиган \ар хил масалаларга кулла- 
шимиз мумкин. Шуларнинг айримларини куриб чикамиз.

10.7.4. Коши масаласи. Фараз килайлик, (7.1) система, 10.7.1 да 
аникданган етарлича силлик С ва бирорта нуктасида хдм характерис
тик йуналишга эга булмаган эгри чизик берилган булсин (16-чиз
ма). Коши масаласи куйидагича куйилади:

ы, д функиияларнинг С нинг бирор ёйида берилган кийматлари 
буйича (7.1) системанинг ечими топилсин. Бунинг учун ёйда бир- 
бирига якин нукталар оламиз. 16-чизмада /, 2 , 6 нукталар олин- 
ган. Аввал / ва 2 нукталар буйича юкрридаги методга кура 7- нукга- 
ни топамиз (яъни унинг координаталарини ва м, д нинг бу нуктада-

У t

О

21

ги кийматини). Бу ишни килиш 
мумкин, чунки I ва 2  нукталар 
учун керакли микдорлар дастлаб- 
ки шартлардан маълум. Кейин 2 
ва 3 нукталар буйича Я-нуктани 
ва \.к. 5ва 6 нукталар буйича //* 
нукгани топамиз. Энди 7, 8, 9. Ю-
I I  нукталарни дастлабки нукта" 
лар деб кабул килиб, бу жараён
ни давом эттирамиз. Бу жараён осе 
«учбурчак» тулдирилгунча давом 
эттирилади (17-чизма). Б унд ай  
Кандайдир синик чизик булиб. “  
нуктада н чикадиган биринчи о ила*
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17-чизма.

РЗ мансуб булган характеристикага 
^нлашишдир, Ьс эса Ь нукуадан 
ддшнган иккинчи характеристика- 
I*«КИНлашиш булади.

Бунда!! куришни Сэфи чизик- 
нингбошка томонидан \ам бажа- 
риШ мумкин. Шунда биз adb «уч- 
5урчак*ка эга буламиз, бунда ad 
гомон а нуктадан чикадиган ик
кинчи оилага мансуб характерис- 
тиканинг як,инлашиши булиб, db 
гомон b нуктадан чикадиган би
ринчи оилага мансуб харакатеристиканинг як,инлашишидир. Аник, 
ечим учун бу со\а а ва b четки нукталардан чикиб, ечимга мос 
келувчи туртта харакгеристикадан ташкил топади.

10.7.5. Гурса масаласи. Гурса масаласида (7.1) системанинг шун
дай и, 9 ечимини топиш керакки, у куйидаги шартларни каноат- 
лантирсии: а нуктадан чикадиган иккита ab ва ас характеристикада 
и, 9 функцияларнинг кийматлари берилган булиб. бу кийматлар а 
умумий нуктада устма-уст тушсин. Равшанки. берилган и, 9 функ
циялар \ар бир характеристикада характеристика дифференциал 
тенгламаларини кэноатлантиради.

Бу масалани сонли ечиш учун бир-бирига якин булган нукта-
ларни, масалан, 18-чизмадаги /, 2, 3, ..... 7 нукталарни оламиз.
Юкоридаги методга кура / ва 4 нукталардан фойдаланиб #-нукта- 
ни, <?ва 5 нукталар буйича 9-нуктани, 9 ва 6 нукталар буйича 10- 
нуктани, Ю ва 7нукталар буйича //-нуктани топамиз. Кейин 1,8, 
9, 10, / /  ларни янги нукталар катори деб кабул килиб. бундай 
жараённи давом эттирамиз. Бу жараён лавомила элементар туртбур- 
чаклар эгри чизикли туртбурчакни аппроксимация киладиган си
ниц «туртбурчак»н и курамиз. Бу туртбурчакнинг икки томони ab ва 
“схарактеристикаларнинг берилган ёйидан иборат булиб. бошка 
нккитаси b ва с нукталардан чи
кадиган характеристикаларнинг 
ейларидан иборат. Равшанки. ab 
83 cd чизиклар характеристикалар- 
нинг бир оиласига тегишли булиб, 
ас ва bd лар бошка оиласига те- 
•■Шлидир. Демак, биз шундай « щ  
КУрдикки, унда берилган киймат- 
ЛаРга кура ечимни куриш мумкин.

Ю.7.6. Биринчи аралаш маса-
Фараз килайлик, ас ёй (7.1)

^стеманинг характеристикасида

О
18-чизма.
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/  9- чизма.

ётсин, ab ёй эса бирорта нукта- 
сила \ам характеристик йуна- 
лишга эга булмасин ( 19-чизма) 
Биринчи аразаш масала к> ймда- 
гича цуйнлали: и ва 9 функция, 
ларнинг ab ва ас ёйларлаги кий- 
матлари буйича (7.1) система
нинг ечими топилсин. Бунда 
куйидаги шарт бажарилиши ке
рак: умумий а нуктада функция- 
ларнинг цийматлари муво«|>ш<;- 
ланган булиб, а нуктадан чнка- 

диган иккинчи оиланинг характеристикаси cab бурчакда ётиши дозим. 
Бу масаланинг ечилиши Коши масазасини ва Гурса масаласини кет
ма-кет ечишга келтиради. Биз авваз abd эгри чизикли учбурчакни 
аппроксимация кдлалиган «учбурчак*да ечимни курамиз. Буучбур- 
чак ab ёй \амда а ва b нуктазардан чициб, \ар хил оилаларга ман- 
суб булган характеристика^ билан чегаразанган. Шу билан бирга 
номаълум булган ad  характеристика \амда бу характеристика тугун- 
ларидаги и ва 9 ларнинг кийматлари \ам маълум булади. Энди cad 
со\ада масазанинг ечилиши Гурса масаласини ечишга келтирилади, 
чунки и ва 9 ларнинг кийматлари а нуктадан ч и кади га н \ар икката 
характеристикада маълум.

10.7.7. Иккинчи apaiaui масаза. Бу масаза куйиаагидан иборат: и 
ва 9 функцияларнинг ab характеристикада кийматлари ,\амда харак
теристик йуназишга эга булмаган ас эгри чизикда уларнинг чизик,™ 
комбинацияси аи + р9  = /  маълум булса, (7.1) системанинг и ва д 
ечими топилсин. Бунда а , /3,/функциялар ясёйда берилган. Бундан 
ташкари. а нуктадан чикувчи иккинчи характеристика cab бурчак
да н ташкарила ётади ва ab эфи чизикнинг а нуктасида и ва 9 нинг

Кийматлари аи + @9 = f  тенглик- 
х ни каноатлантиради.

Бу масазани ечиш учун куй"' 
дагича иш тутамиз: ab характерис- 
тиканингёйида /, 2, 3, 4.... нукга- 
ларни оламиз (20-чизма). Иккин
чи оила характеристикаси буйлаб 
/  нуктадан ас эгри чизикни ке- 
сувчи туфи чизик утка зам из.<̂ 11' 
раз килайлик, у ас ни 5  нуктада 
кессин. Иккинчи оила х а р а к т е р н а  

тикаси устидаги дифференциал МУ' 
носабат ва чегаравий шартдан 

20-чизма. нуктада и ва 9  ларнинг к и й м а т и *
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ни топамиз. Кейин 5 ва 2 нукталар буйича бнукгани, бва 3 нукта- 
лар буйича 7 нуктани топамиз ва \.к . \осил  килинган 5, 6, 7, ... 
цукгазар каторини дастлабки нукталар к^тори деб олиб, бу жараён- 
НИ давом эттирамиз. Шундай килиб. ah ва ас эгри чизиктар билан 
дамда b нуктадан ас эгри чизикни кесгунга кадар иккинчи оила 
характеристикаси билан чегаразанган со\адаги тур нукталарида и ва
II ечимнинг кийматларини топамиз.

М а ш к- Характеристика методи билан куйидаги ква ш чи ш м и

ди .1  ди Я ) \  ,  _2,

( дш Л )\
( & ” & )■

тенгламалар системаси и и и г
и(о, у) = cosy, д(о, у)  = siny (0.5 S у s  1)

чегарании шартларни кдноатлантирувчи ечимининг бир неча кийматлари топил
син Вакрибии ечим и = е 'cost. 9 = r s im  аник ечим билан солиштирилсин).

11-б о б

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ 
ЕЧИШ НИНГ ВАРИАЦИОН МЕТОДЛАРИ 

ВА УНГА Я КИН МЕТОДЛАР

11.1-§. ВАРИАЦИОН МАСАЛАЛАР БИЛАН 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИНГ 

УЗАРОАЛОКАСИ \А К И Д А

Вариацион \исобнинг дастлабки масалалари XVII асрда юзага 
келган булиб, уша вактлан бошлаб вариацион \исоб математика- 
нинг му\им тармоги сифатида ривожланиб келмокда. Вариацион 
\исоб функционалларнинг экстремумини топиш билан шугуллана- 
Ди. Вариацион масалаларга брахистохрона (Я. Бернулли), нурнинг 
бир жинсли булмаган му\итда тарказиш иулини топиш (П. Ферма) 
ва ук буйлаб айланма \аракат килиб силжиётган жисм энг оз кар- 
шиликка учраши учун унинг шакли ка ндай булиши кераклиги 
(И . Ньютон) ,\акидаги масалалар киради. Вариацион \нсоб масаза- 
ларини ечишга Л. Эйлер катта \исса кушган.

Вариацион \исоб методлари механика, бошкарув назарияси. ма
тематик физика ва шу каби со\азарда кенг кудланилади. Бу со\а- 
ларда масалаларни ечиш учун уни ё дифференциал тенгламага ёки 

■  РИрор функционалнинг минимумини топишга келтирилади. Бу боб-
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да цараладиган методлар \ам коллокация методи п к ,. 
ечимни аналитик шаклда ифодазайди. " 11 ТаКриб

Масашнинг мо\иятини тушуниш учун энг содда
Ь

J(u)=\ F(x ,u ,u ' )dx  ________
<Ч) 1

функционалнн караймиз. бунда Fix, у, z) берилган функщ. л Л  
уч улчовли Евклид фазосининг бирор со\асида х, у, *узга 'Я ^  
га нисбатан иккинчи тартибли \осилаларигача упуксизди'ВЧИлаР- 

Фараз килайлик, и{х) функция | а, Ь\ орапикда узлуксм к *
(а, Ь) да узлуксиз \осилага эга ва [а. Ь\ нинг чекка нукгаларидаЛИ6'

и(а) = у,, !/(/>) = у2

шартларни к^ноатлантирсин.
и = и(х) функциянинг е-атрофи  деб функиияларнинг шущ*

D = {«(.*)} оиласига айтиладики, улар |а. Ь\ нинг барча нукталарил

|м,(дг)-м(д:)|<е

тенгсизликни каноатлантирсин, {а, b) да м.(х) узлуксиз \осипага 
эга ва (1.2) чегаравий шартларни каноатлантирсин. Бундай оилага 
кирадиган функциялар таццослашга жоиз ёки содда килиб жош 
функцияшр дейилади. Вариацион \исобнинг асосий масаласига кура 
жоиз функциялар орасида шундай и*(х) функцияни топиш керак- 
ки. у ( I . I ) функционатга абсолют минимум берсин:

J(u)>J(u*).
Энди D оилада J(u) функционалга минимумни таъминлайдиган 
и*(х) учун зарурий шартнн топамиз. Шу максадда

rj(a) = ч(Ь) = 0 |!
шартларни цаноатлантирадиган ухпуксиз \осилага эга булганр^ 
функцияни оламиз. Кейин ушбу m;(.v) = и(х) + trj(x) фуня®"^ 
кдоаймиз. Бунда / — к и ч и к  параметр, шунинг учун vim ut(x) ”  „  
ётади, деб фараз цилиш мумкин. Бу функцияни УфункииИ! 
куямиз, у \олда

* (1.4)
J(v, )  = ) F ( x M x )  + tr1{x).ii'(x) + tr1'(x))dx

•б к^РаймИ1:ифода келиб ч и кади. Бу ифолани г нинг функиияси ли J
У(м( ) = <р(г). Бу функция \осиласининг / = 0 нукталаги 
функционашинг биринчи вариацияси дейилати iui ка

Ш ™
Jt 
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V дД«
s '-j  = j '  Г

dr

jjaH<

оналнинг иккинчи вариацияси дейилади. (1.4) ифо 
ялар учун цуйидаги ича^^'^г'увзрнациялар учун куйидаги ифодаларни топамиз

(1.5)

S 2J + 2 Ш ё пп + ^ (1.6)

Энди О 3) чегаравий шартларни \исобга олиб, (1.5) ни булаклаб 
1(кгефаг1аймиз:

h

(1 .7 )

Маьлумки, ^(Онинг г = 0 нуктада экстремумга эга булишининг шарти 
f  (0) = 0. яъни 6J -  0. Шунинг учун \ам (1.7) тенгликда ;/(.v) функ- 
ииянингихтиёрийтигидан (1.2) чегаравий шартларни каноатланти- 
ралиган ва (1.1) интегралга минимумни таъминлайлиган //*(.\> функ 
кия

( 1.8 )
с и  d x  с и

Тенгламани кдноаг киипришп керак Ь\ юнмама )н-
■*ВМШси дейилади. Шуни \ам шъкидлаш керакки. //*(д)ф\нк-

«^•Ункционалга минимумни таъминласа. у \олдау>'(0) = д ./> 0 
1ИШи кеппк'керак

Иса1 сифатида

Фун
/>(лг)(м’ ) + q ( x ) [ u ' )  +2 fu dx (1.9)

"’Улпб, °ламиз. Бу ерла |о, Ь\ да р(х) узлукси i \осилага эга
^  эса у.. ~ р>  ® шартни каноатлантиради. q(x) ва/(д) функция - 

Равшаи'кнСИЗ б^ли6, -  0 деб фараз киламиз.

£F
. . -  2q(x)u‘ + 2 /( .r ) . ~  = 2q(x)u .

du*



2 ' (р(х)и * ' ) - 2q(x)u * -2/(дг) = О
га ёки

d-(p(x)u*')~q(x)u* = f(x ) , u*(a) = yt, u*(b) = y, ( |_|q(

чегаравий масалага келали; бу ерда чегаравий шартларнинг бажарц. 
лиши и*(х) функциянинг Ооилага киришидан келиб чикали.

Шундай килиб, биз куйидаги теоремани исбот цилдик:
1 -т е о р е м а. Агар и*(х) функция жоиз функция юр орасида (/. 9) фут,, 

ционалнингминимумини mah.uuH.iaca, у  \o.ida у  ( 1.10) чегаравий маса- 
ланинг ечими булади.

Энди тескари теоремани куриб чицамиз.
2 -теорем а . Агар и*(х) функция (1.10) чегаравий мас&юнинг ечи

ми булса, у  халда у  жоиз функцияюр орасида J(u*) функционалнинг 
минимумини такмикшйди.

И с б о т и  . Фараз килайлик, и*(х) (1.10) чегаравий масаланинг 
ечими булсин. Ихтиёрий и*(х) жоиз функцияни олиб, и{х)~ 
и*(х) = е(х) белгилаш киритамиз, и(х) ва и*(х) функциялар |я. h\ 

ораликнинг чегараларида бир хил цийматларни кабул килганлиги 
учун f(x) функция узлуксиз \осилага эга булиб, е(а) = *■(/>) = О 
шартларни цаноатлантиради. Энди и(х) = и*(х) + е(х) ни (1.9) ин- 
тефалга куямиз:

Ь
J(u)= J(u*+e)=  J[p(M*'+e'): + q (tf+ e): +2 f{u * + c)1\dx =

) \  ( 1.11) 
= J(u*)+ 2 J(pu*' e ’ + qu *c + fe)dx  + Jq(pe'~ +qe~ )dx.

a  a

Урталаги интеграшинг биринчи \алини булаклаб интеграллай- 
миз, натижада

Ш унинг учун \ам (1.9) интеграл учун Эйлер тенгламаси

j(pu *'е + qu *е + f e ) d x  = р(х)и *'( г)с(дг)
а

h
-  J [ ^  (p(x)u*’)-q (x )u * - f(x )^e (x )d x  = 0

келиб чикали. Чунки и*(х) ечим (1.10) чегаравий масашнинг ечими 
булиб, f (а) = е(Ь)  =  0.  Шунинг учун \ам ( 1 . 1 1 )  тенглик ц у й и д а ги

Ь
J(u) = J(u * )+ i(p e ,2+qe2)dx <Ы®
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лринишга эга булади. Бошида куйилган шартга кура р(х) > 0 ва
2  0. Ш унинг учун \ам (1.12) даги охирги \ад манфий эмас ва 
цдндай м(х) жоиз функция учун

J(u) >J(u*)
а,нгсипик уринли булади. Бундан ташкдри,

\(рс '1 + c:q)dx = О
а

генгликдан ре'2 + qe: манфий булмаган узлуксиз функция булган- 
1иги учун |о. Ь\ даре'2 + <?<-"= 0 эканлиги келиб читали. Матхлумки, 
Р̂ х) > 0. Ш унинг учун \ам е'(х) = 0 ва f(x) = const булиши керак. 
Аммо ораликнинг четларида е(х) нол булганлиги учун |а, Ь\ да 
r(x) = и(х) -  и*(х) айнан нол булиши керак. Демак, J(u) = J(,u*) фа- 
i^it и = и* булгандагина бажаридади. Теорема исботланди.

Бизэнгсодда масалада чегаравий масаза билан вариацион маса
ла орасидаги боманишни куриб чикдик. Биринчи теорема чегара
вий масазаии вариацион масазага келтиради, иккинчиси эса аксин- 
ча. вариацион масалани чегаравий масалага келтиради.

Энди мураккаброкфункционаздарни куриб чицдмиз. Агар
ь

У(«) = lF (x ,u ,u '.....u{a')dx (1.13)

оназнинг минимуми

и{а) =  у , и \а )  =  у , . . . ,  и '"1 (а) =  у
0 1 " (1.14)

u(b) = у0,и \Ь )  = y t .....и 'п,(Ь) = уп

чегаравий шартларни каноатлантирадиган функциялар орасида к,иди- 
Рилса, у \олда Эйлер тенгламаси 2п тартибли булиб, куйидагидан 
ибораI:

* L -  + ( - \ y ^ -  dF  = o  ( \ \ ч )
cu dx cV dx* cu' dx" 6u*"*

Агар
b

J(u tu2.....ma)=  Jf(x,u,,M2..... uk,u[,u2..... u[)dx (1.16)
Функционалнинг минимуми кидирилса, у \олда Эйлер тенгламаси 
КУйида, и тенгламатар системасилан иборат:

SF d dF п



Бошца томондан чегаравий масаталар орасида к«п 
цушма деб ататувчи масалалар учрайди. Бундай масгг ^
\олда куйидагича тавсифланади: кандайдир ф у н кц и ^ Я  
ки, унинг минимумининг шарти, яъни мос равиш даги^1 
ламаси берилган чегаравий масата билан устма-уст ти м 3 -  
чегаравий масатани ечиш учун унга мос келадиган I
нинг минимумини таъминловчи и*(х) функциями КЦИ°Н11
(1.11) чегаравий масата учун (1.9) интегра™и топиш кн(Ь0МаСа'1ан

Вариацион \исоб куп улчовли фазо учун \ам яхши на 1Ир- 
беради. Бизбу бобда вариацион методтарга я кин 6vinn 
чам куриб чикамиз. ет°11аРн>

11.2-§. ОПЕРАТОР ТЕНГЛАМАЛАРНИ ГИЛЬБЕРТ 
ФАЗОСИДА ВАРИАЦИОН МЕТОДЛАР БИЛАН ЕЧ И Ш

Аввато. функционал анапиздан айрим тушунчатарни эслатибп 
миз.

1-т а ъ р и ф. Бир ёки куп узгарувчннинг \акикий ёки комплск 
функцияларининг К  туплами чизшуш (ёки линеат) дейилади, агср 
и Е К ва 9 Е К  булганда и + 9 Е К  булиб, ихтиёрий (\ацикий ёш 
комплекс) доимий а сон учун аи Е К булса. _______

2-т аъ риф . I = Ни) функционал чизик^ш дейилади. агар у Кли- 
неалда аникланган булиб, ихтиёрий иккита и ва 9 жоиз функция- 
лар учун куйидаги тенгликни каноатлантирса:

1(аи + Р9) = а!(и)+ р/(9).

бунда a m p  — ихтиёрий узгармас сонлар.
3-т аъ риф . К = {м(д-)> функциялар тупламида А оператор сиищ 

ланган дейилади, агар \ар бир и(х)Е К функция учун б и р о р  Кон>тнп> 
асосан ягона 9 = 9(х) функция мос кУйилган булса. Б у н д а х  сон ^  
вектор булиши мумкин. Функциялар орасидаги бу мосликш 
лик равишда куйидагича ёзиш мумкин:

9 = Ли.
)У-цси лейи

К функциялар туплами А операторнинг аник-шниш со*,
лааи-

1-мнсол. Фараэ килайлик. /*,(дг). Р^х)....... Р,(х) функииялар
узлуксиз булсин. у \олда

L = P jx )  ♦ Р,(х) ^ J ,  * ♦ №
нинг «""Ч»

n-тартиб.ш чизиц.1и ()иф<1>еренциа.1 оператор дейилади. стал"’
ниш со\аси А = С"|а, Л| дан иборат бУлиб. кийматлари Q a- « ■  
операторни и = и(х)е(?\а. й|га кулласак. у \олда ушбу
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^ < * > 0 + /,,и )£ ^  +- + f ( x )  

(Р диффорснииат тенгламани

^  л ш - м

,а щаклила езиш мумкин. бунда f(x> -  маълум \ i n кеш  функ

[  А й т а й л и к . С берилган со\а булиб. и(х, y)eC ' (G) булсин. Энди 
гИ* * С° Ь | | Г 1Г— Т  тупламини оламиз. У \олда ушбу

^ Щ Г
дх1 ду1

J B L jhh (Лаплас операторини) А тупламда и(х) функиияга кУлласак.

д*и д2и 
\и  = — j  + — 5- 

дх су

*ффер<нинал ифода келиб чикади. Буни бирор маълум функиияга тенглаш- 
шреш.

Д и = Д х  ,>')

flvjccoh тенгламасини \осил киламиз. Хусусий \олда Д х, >•)=() булса,

Ли  =  О

.Ln.iac тенгламаси келиб чикади.

Шундай килиб. оддий ёки хусусий \осилали дифференциал теш - 
ичаларни умумий нукта и назардан оператор тенглама деб караш 
мутикин.

4-таъриф .А оператор<иЛА//им« дейилади. агар \ар кднлай и GA. 
16 А функциялар учун

А(и, + и2) = / Ц  + .4м,
^ л и к  бажарилса.
» е /и * *^ иФ ' ^  оператор бир жинсли дейилади. агар \ар кандаи 

ихтиёрий а  сон учун

6 ^  Л(аи) = аАи

^ НСЛИ б^са А опеРат°Р чизи/уш дейилади, агар у аддитив ва бир
Демак

Ч1иоператорёрИЙ W,e^ ' u2e ^ ва ихтиёрий a, ft сонлар учун чи- 

1сНг А(аи, + Ри: ) = иЛи, + РАН,
^и^тлантиради
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Фараз килайлик. А"бирор G со\ада аниманган ва узлуксиз ыв. 
функиияларнинг туплами булсин. Агар и , 9 €  А'булса, у \олда

(и. 3) = ju9dp
с

сон (функционал) и ва д функиияларнинг ска/яр купайтмаси дейи
лади, бу ерда 9 функция 9 га кушма комплекс функцияни б и л д и. 
ради. Равшанки.

(м,3) = (»,«). (2.|)

Агар К тупламдаги функциялар х,акикий булса, у \олда

(и, 9 ) = ju9dp  = 19udp =(9. и)
с  с

тенгликлар уринли булади. \а р  иккала \олда \ам и(х) функция
нинг нормаси

N =

формула билан аникданади.
Фараз килайлик. Н — бирор Гильберт фазоси булсин. НА линеал 

сифатида Н нинг \амма жойида зич булган функциялар тупламини 
оламиз. А аддитив оператор Ht да аникланган булсин.

7-таъриф . А оператор мусбат дейилади, агар \ар бир иЕН, 
элемент учун

(Ли,и)>0 (2.2)

муносабат уринли булиб, шу билан бирга тенглик факрт и = 0 булган- 
дагина бажарилса.

8-т а ъ р и ф. А оператор мусбат аншушнган дейилади. агар (2.2) 
тенгсихшк урнига ундан кучли булган

(А и,и)2  у2 ||м|| , у 2 = const (2-3)

тенгсихшк бажарилса.
9-т а ъ р и ф. А оператор симметрик (уз-узига кушма) дейилади. 

агар и е Н л, 9е На элементлар учун

тенглик уринли булса.

(Аи,9) = (и, А9)



3-мисол. С-|в.Л| га тегишли ва и(а) = 0, м(й) = 0 чегаравий шартларни кэно- 
■LjirMpautiaH функциялар тупламила аникланган

Аи = -  и'

.ператорнинг симметриклиги ва мусбатлиги курсатилсин.
Е ч и ш .
а) Агар и ва 9 жоиз функциялар булса. у \олла 

h Ь
j{9Au-uA9)dx = ̂ {-9и" *u9)dx = (и0'-0и') |* -  О, 
а а

шунинг учун \ам
Ь Ь
joAudx  = juAOdx.

ОНИ

(/4н,9)=(и, АО).

Шундай килиб. А оператор симметрикдир. Равшанки, иМ0 да

ь ь ь
(Аи.и) = I  иАи dx = -  juu'dx = -ш / + j i / 2dx > О,

а а а

ЯЪНИ

(/4u,u)>0.

б) Чегаравий шартлардан куриниб турибдики, «/'*О функция и = 0 тенг
ликни каноатлантиралиган ягона функция. Шунинг учун \ам « *0  булгандаги- 
на (Аи.и) = 0. Демак. А мусбат оператор.

[ Энди куйидаги леммани исботлаймиз:
1-лемм а. А оператор Н комплекс Г ильберт фазосида симметрик 

булиши учун *ар бир ы е # 4 учун (Аи, и) скаляр купайтманинг 
\ак^кий булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и . Хакикатан \ам, агар А оператор симметрик булса, у 
ЧМда

(Аи,и) = (и, Аи) = (Аи,и),

яьни (Аи, и) \акикий сон. 
р Энди етарлилигини курсатамиз. Ушбу

(iu,d) = i(u ,d ), ( u , i 9 )  = -i(u ,0 )  (2.4)

Тенгликларни \исобга олиб, куйидаги айниятни курсатиш мумкин:

4(Аи.д) = (А(и + д),и + д )-(А (и  -  д),и -  д) +

+ i[(/l(M  + /d),M  + id ) - ( /4 ( M - id ) ,w - /d ) ] .   ̂ ^
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Энди и ва 3 ларнинг уринларини алмаштириб, куйидагига эга була- 
миз:

4(/<0,1/) = (/4(м + 0),м + 0 )-(/1 (3 -м ),д -и ) +

+/[(Л(д + » ),0 + ш )-(Л (0 -ш ),0  -/и )].

Бу тенгликнинг барча ^ддларини кУшма комплекси билан алмашти
риб, скаляр купайтманинг (2.4) хоссасини назарда тутган \олда 
{Ли, д) скаляр купайтманинг \акикийлигини \исобга олсак, куйи
даги натижа келиб чикади:

4(и,Ад) = (А(и + д),и + 9 )- (А (и  -  д),и -  д ) +

+/[(Л(и + »0),и + /0 )-(Л (н -/# ),и -/д )]. ^,6)

(2.5) ва (2.6) тенгликлардан

(Аи,д) = (и,Ад)

келиб чикдди, яъни А оператор симметрик экан. Лемма исботланли.
Бундан кейин А операторни мусбат деб караймиз, борди-ю Гшь- 

берт фазоси \акикий булса, кушимча равишда уни симметрик деб 
фараз киламиз.

1-т е о р е м а. Фараз цилайлик, А оператор НА да аниц^юнган, чи- 
зицли ва мусбат булсин. У  %олда

Аи = /  (2.7)

оператор теныама ягона ечимга эга.
И с б о т и . Фараз килайлик, иккита и ,Е Н л ва и, е  Н л(и, *■ и2) 

ечим мавжуд булсин. А операторнинг чизиклилигидан

А{и\ ~ и2 ) = 0 ва (А(щ -и,),и, - и 2) = 0

келиб чикади. Бу мумкин эмас, чунки А мусбат оператор ва 
и, - и 2 * 0. Шундай килиб, (2.7) тенглама ягона ечимга эга.

2-т е о р е м а. Фараз цилай-шк, А оператор НА да аниц.1анган ва 
мусбат булиб, /(и) функционал цуйидаги куринишга эга булсин:

l(u) = (A u ,u ) - ( f ,u ) - ( u , f ) ,  (2.8)

бунда /  = f (p )  (2.7) тенгламанинг унг томони. Агар (2. 7) тенг.шм0 
бирор и* ечимга эга булса, бу ечим (2.8) ф ункционала минимумни 
т аш ш иайди. Аксинча, агар шундай и Е Н л цемент  мавжуд булиб, 
у  /(и) функционатинг минимумини таьмин.шйдиган булса, у^олда и 
э.1емент (2.7) тенгламанинг ечими булади.



И с б о т и .а )А операторнингмусбатлигидан mi ( / . / / )  = ( u . f )  тснг- 
ликдан Пи) функционалнинг факат \ацик,ий кий мат кабул кили- 
щи келиб чикали. Фараз кдлайлик, и G / / ( ихтиёрий элемент булсин. 

&  холла и = м*+ у  деб оламиз. Леммага кура НА комплекс Гильберт 
фазоенда А нинг мусбатлигидан унинг симметриклиги келиб чика- 
ди. Демак,

I(u) = ( A u , u ) - ( u , f ) - ( f , u )  = ( A ( u * + y ) , u * + y ) - ( u * + y , f ) ~

- ( / , и * +у) = /(«*) + ( Ау,»/*)+( Ап*, у) + (Ау, у) -  (у, / )  -  ( / , у) =
= 1 (м*) + (.V, Аи * -Г )  + ( A u * - f , y )  + ( Ау, у).

фаразга кура Аи * - /  = 0 ва (Ау, у) > 0, шунинг учун \ам

т  = 1(и*)НЛу,у) >1(и*).

Шу билан теореманинг биринчи кием и исботланди.
б) Ихтиёрий и е Нл элемент ва ихтиёрий Я \акикий сонни ола

миз. У \олда и + Аи Е Н л булиб,

/(м +Ам)> !(и) 

тенгсиэдик бажарилади. Аммо

/ (м  + Ам) =  |л ( м  +  Ам ) , м + Ам | - ( / , м + Аи ) - ( и + Аи , / )  =

=  / ( и )  + а ( л ы , н ) + a (/1m, u ) + А 2(Л и ,ы) - А ( / , и ) - А ( м, / )  =

= / ( i / )  + A(w , A u - f )  + A ( A u - f , u ) +  А 2(Л и ,м ).

Бундан куйидаги келиб чикали:

2А R e ( A u - f , u )  + A2(Au,u)  > О
ёки

2Re(.4w-/,w) + A(/lM,iOSO, агар А>0 булса,

2 Re< Аи - f , u )  + A( Аи,и)< 0. агар А<0 булса.

Бу муносабатлар ихтиёрий Я  \акикий сон учун уринли булади. 
агар

t
R e(^i/-/,M ) = 0 (2.9)

лса. Агар и ни /и га алмаштирсак, у холла юкоридаги муло.\азалар
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!m(Au~ f  ,и) = 0 (2.10)

тенгликка олиб келади, (2.9) ва (2.10) тенгликлардан

( A u - f ,u )  = 0 (2.11)

келиб чикади. Агар фазо \акиций булса, у \олда (2.9) тенглик урни
га бнрданига (2.11)\осил булар эди. Бунда Н{ ни И  нинг \амма 
жойида зич эканлигини \исобга олсак,

A u - f  = О 

\осил булади. Теорема исботланди.

11.3-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ЧЕГАРАВИЙ 
МАСАЛАНИ ВАРИАЦИОН МАСАЛАГА КЕЛТИРИШ

Бизга ушбу оддий дифференциал тенглама

u" + P(x)u'+Q(x)u = F(x) (3. 1)
ва

а,и\а)+а„и(а) = у ,,1

Р У ( Ь ) + Р М Ь )  =  Гг J (3 '2)

чизикни чегаравий шартлар берилган булсин, бунда |а, Ь\ орашкда 
/\ х ). Q(x), Fix) функциялар узлуксиз\амда |а„| + |а,| * 0, \ра\ + 1А | *  0. 
Бу чегаравий масалани вариацион масалага келтириш учун, авваю. 
уни уз-узига кушма булган куринишга келтириш керак. Бунинг 
учун унинг \амма \алларини

jtt/x*
р{х) = е‘

мусбат функиияга купайтирамиз:

р(х)и" + р(х)Р (х)и ' + p(x)Q (x)u  = p(x)F( х). (3.3)

Равшанки, jr

р \х )  = Р(х)е“ = р(х)Р(х), 

шунинг учун *эм (3.3) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

^ ( p u ') - q u  = / ,  (3.4)
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бунда
р (дг) > 0. q (.г) = - р (дг) Q(x).f(x) = p (x )F (.г).

ушбу
Ли = - ^ ( p u ' )  + qti (3.5)

чизик™ операторни киритиб, цуйидагига эга буламиз:

Au = - f ,  (3.6)

бунда р(х), р ’(х), q{x),f(x) функциялар (а. b | орачикда узлуксиз. 
Авват (3.2) чегаравий шартлар бир жинсли булган \олни кура-

(3.7)

миз:

а,м '(о) + а„м (в) = 0, |а„| + |а,| *  0.1

p,u\b)+p'u(b) = 0, |/g + |/J ,|*0.J

Шу билан бирга умумийликка зиён етказмасдан а, £ 0 ва /J, > 0 
деб кррашимиз мумкин.

Энди и(х) функцияларнинг |я, Ь\ оралицда иккинчи тартибли 
\осиласигача узлуксиз ( m( x ) G C 2 [ в ,А ] )  ва (3 .7 ) бир жинсли шарт
ларни каноатлантирадиган К = {ы(*)} тупламида А операторнинг уз- 
Узига кушматигини (симметриклигини) курсатамиз. Фараз килай
лик, и€  К ва 9 & К  ихтиёрий функциялар булсин. (3 .5 ) га кура

( Ли,9 ) = j f - £ ( / * / ')  + qu 9Jx = - \ ^ { p u '9 ) d x  +
а а

h I Ь h

+ jqti9Jx = - рч '9\1’и +jpu'9'dx + jqu9dx =(-ри '9  + р9'и)^ + (3 .8 )

ь.
+

(3.7) бир жинсли шартдан фойдатаниб,

(-р и '9  + р9'и) | i« 0  (3.9)

эканлигини курсатамиз. Хакикатан \ам,

(-ри '9  + р9'и) |* = /?(«)[//'(«)Я(а)-Я'(а)м(я)]- 

-p(b)[u\b)9(h)-9'(b)u(b)].

«(*) ва 9(х) функциялар
а ,и \а ) + а ои(а)=  0, 

а,&'(а) + а„^(а) = 0

(3.10)
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бир жинсли чегаравий шартларни кдноатлантиради. Агар а, *  0 булса
у\олда

тенгликлар уринли булади. Масалан. а, * 0 булсин, у \олда

тенглик бажарилади. Худди шунга ухшаш ав * 0 булганда \амда 
ри *  0 ёки р, * О булганда

и'(а)д(а) -д'(а)и(а) =0, и'(Ь)0(Ь)- и(Ь)д'(Ь) = О

эканлигини курсатиш мумкин. Демак, (3.10) га кура (3.9) тенглик 
Уринли экан. Шундай кдгшб.

яъни А — симметрик оператор.
Энди к^айси шарт бажарилганда А оператор мусбат булишини 

аниклаймиз. Айтайлик, иЕ К булсин. у \олда

Маълумки, р(х) > 0, шунинг учун \ам (3.11) тенгликдан А опе
ратор мусбат булиши учун куйидаги шартлар бажарилиши керак:

Фаразимизга кура а, > 0 ва /}, £ 0 , шунинг учун \ам (3.7) чегара- 
вий шартга кура (3.15) шартлар

и \а ) = — а -и(а), д'(а) = - а" д (а) (3.11)

булиб, агар а0 *  0 булса, у \олда

и(а) = -  а-и'(а), д(а) = -  а' д‘ (а) (3.12)

и'(а)д(а)- д'(а)и(а) = ~^и(а)д(а) + — и(а)д(а) = 0

а

(3.13)

о

q(x) >0, а й х й Ь (3.14)
ва

и(а)и'(а) 2 0, и(Ь)и'(Ь)йО. (3.15)



^нгсизликларга эквивалентдир.
Шундай килиб, (3.6). (3.7) чегаравий масала (3.14) ва (3.15) шарт- 

•uip бажарилганда 11.2-§ даги 2-теоремага кура функцияларнинг 
£ синфида куйидаги

l(u) = (Au,u) + 2 (f,u )  (3.17)

функиионалнинг минимумини топиш масаласига тенг кучлидир.
(3.13) формулага кура

ао <0,  р „ г  О (3.16)

!(и) = -рии '

Агар а,> 0 ва /?,> 0 булса, у \олда (3.11) муносабатга кура 

/ ( м )  =  - - " - р(а)и' ( а )  + ^ р (Ь )и 2(Ь) +
a i PiВ 2 * ] * .  ,318)

к
К,олган \олларда \ам Ни) учун шунга ухшаш ифодаларни \оси;| 

Килиш мумкин. Бу функционаллар купинча ю ы а тш га н  ва баъзан 
ара паи \ам дейилади.

Энди (3.6) масалани (3.2) бир жинсли булмаган чегаравий шарт
лар бажарилганда курамиз. Шубилан бирга (3.12) ва (3.14) шартлар 
бажарилган деб фараз киламиз. (3.2) шартларни кдноатлантирадиган 
функциялар синфида А оператор, умуман айтганда, симметрик ва 
мусбат змас. Шунинг учун \ам 11.2-§даги 2-теоремани куллаб булмай- 
ди.

Фара j килайлик, z = z(x)& C : [о. А] функция (3.2) шартни i^iho- 
атлантирсин, у \олда

d = u - z  (3.19)

функция (3.7) бир жинсли шартни каноатлантиради ва
Ад = Аи -  Az,

яьни
Ад = - / ( x ) - A z  (3.20)

°ператор тенгламанинг ечими булади. Демак, иЕ К  ва А оператор 
Функцияларнинг К синфида симметрик ва мусбат. Ш унинг учун 
\ам д(х) функция (3.6) ва (3.20) чегаравий масаланинг ечими булиб, 
*1- 2-§ даги 2-теоремага кура
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Hd) = (Af>,9) + 2 (f,d ) + 2(Az,9)

функционалнинг минимумини таъминлайли. Бундан (3 .13)форщу 
лага кура

1(д) =  -р 9 д '
о

* + + q 9 2 + 2 / 9 + 29Az^dx. (3.2l)

(3.19) тенгликдан курамизки, (3.6) ва (3.2) чегаравий масаланинг 
ечими куйидаги функционалнинг минимумини таъминлайли:

/,(и) = -/> (и -г )(и ’ - г ')  |* +

+ j ^ p ( u '  -  z ' ) '  + q ( u - z ) ~  + 2 ( u - z ) f  + 2 ( u - z ) A z ] ^ d x  =

= - p { u - z ) { u ' - z ' )
о

! + + q u 2 + 2 fu )d x  + (3.22)
О П

+ +qz2 -2 fe )d x  +2 ^ - p u 'z ' - q t c  + (u -z )A z ^ d x .
a a

Буни булаклаб интеграллаб ва соддалаштириб, куйидагига эга була
миз:

А *
+ 1/,(«) = -р(дгКм-гКм + : )

- ^ p z ' 1 + qz2 + 2  fz ]d x .
(3.23)

Фараз килайлик, а, > 0 ва /?, £ О булсин, у \олда (3.2) чега р а ви й  

шартлардан куйидагилар келиб чикали:

и \а )  =  -  —  и(а), z'(o ) = —  -  —  г (о ) .

У\олда

/,(«) = ~ \ }  Х,м(а) -а„м2(о)] “  [2у,м(/>) -  Дм: (*)] +
 ̂ /

+ £ р м '2 + <?ы2 + 2 > ь ] < & - | ^ " ) [  2у,г(а ) -  а „ 2 2 (а) J -
а

~ ^ [ 2Г2г ( * ) - ^ „ г 2(6)]+ +<уг: + 2 J * ]*  •.
а
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«йгга ка вс ичидаги ифода муайян ифода булиб. и(х) функиияга 
«оглЩЭмас, шунинг учун \ам /,(«/) функционал урнига куйидаги 
функционал ни карат мумкин:

12(ы) = ^ ~ \2 г ,и ( а ) - а ои2( а ) ^ - ^ ^ 2 у М Ь ) - Р 0и2(Ь)^ +

Ь

+ + qu' + 2fu^dx.
а

Шундай килиб, (3.6) ва (3.2) бир жинсли булмаган чегаравий 
шартлар билан берилган чегаравий масала (3.14) ва (3.16) шартлар 
бажарилганда (3.24) функционал учун вариацион масала билан тенг 
кучлидир.

Э слатм а . Агар а,=0 ва Д, *0  булса, у \олда 

т а )  •  г(в) = —
“ о

булиб. (3.23) ва (3.24) дан /(и) функционал сифатила куйилагини олиш мум
кин:

А

Ни) = -  ^2у2и{Ь) -  + qu2 + 2fu)dx.
а

Агар а, *  0 ва Д, = 0 булса, у \олда

и(Ь) = z{b) = ^
Ро

булиб,
ь

Ни) = ^ 1 [ 2 у , и ( а )  -  а 0и2(а)] + + </«' + 2fu}dx
а

булади. Ни\оят, о, = /?,= 0 булса, у \олла /(и) функииона.1 куйидаги содда кури- 
нишга эга булали:

ь
Ни) = \ ( р * 2 + qu2 + 2/u^dx.

11.4-§. РИТЦ МЕТОДИНИНГ ЕОЯСИ

Ритц методи вариацион масалани такрибий ечишга мулжаллан- 
нзн. Соддалик учун бирор чизикти К = {м| функциялар тупламида 
•шцланган ушбу

Ци) = (А и .и )-2 ( /,и )  (4.1)

ФУнкционални караймиз, бу ерда А — мусбат симметрик чизикти 
Ог,ератор. f[p) — берилган узлуксиз функция. Фараз килайлик.
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Асинфнинг функциялари куйидаги чизикли чегаравий шартни кдно. 
атлантирсин:

R(u) = у/(/>), (4.2)

бу ерда R — маълум чизик,™ функционал, ц>(р) — берилган функ
ция.

Энди етарлича силлик чизик,™ эркли

ч>Лр \<р Ар )...........Ч>ЛР)

функциялар кетма-кетлигини шундай танлаймизки, <рп(р) бир жинсли булмаган

R(V„) = V(P)

чегаравий шартни цаноатлантириб, колганлари бир жинсли шарт
ларни кэноатлантирсин:

/?(</>,) = О, / = 1,2.....п.
Чегаравий ушбу

V '(P ’ 4-t>2.....а*) = <Ро(Р) + ' £ “,<РАР) (4.3)

чизик,™ комбинациями оламиз,

R ( V . )  = Л(<р„) + £ я , о  = /?(<*>„) = у /(р )

булганлиги сабабли ихтиёрий аг а2......ап учун Ц Е К .
Энди (4.1), (4.2) вариацион масаланинг ечимини (4.3) куриниш

да иэлаймиз. Бунинг учун v ,(p ;  о,, а2..... а„) ифодани (4.1) функиио-
налга кУйиб, куйидагига эга буламиз:

/ ( y j - f f a . e , .... а„), (4.4)

бунда F п та аг  а2......ап узгарувчига боглик булган маълум функ
ция. Биз аг  а2, ..., ап ларни шундай танлашимиз керакки, F(4\)  
минимумга эришсин. Бунинг учун а сонлар куйидаги

<4-5)
тенгламалар системасининг ечими булиши керак. Бу системани ечиб.
/(у„) га минимум берадиган о ,,а 2..... а„ ларни топамиз; бу ций-
матларни (4.3) га куйиб. керакли такрибий ечимни \осил килам из:
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V ,(p -a ,.a 2 .... a ')  = (p jp ) + '£a,<pl(p). (4 &

Шуни \ам таъкидлаш керакки, муайян \олларда бу такрибий 
.•чимни топиш жараёни жуда содда. Чунки амалиётда учрайдиган 
мучим лолларда Ни) функционалда учрайдиган интефалларда ин- 
геграт остидаги ифода и, и 'х, и' ......ларга нисбатан иккинчи дара
м и  кУп\ад булиб, (4.5) система а г а2, ..., ая ларга нисбатан чи- 
jUKiu алгебраик тенгламалар системасидан иборат булади. Амалиёт
да етарлича аникчикка эришиш учун п = 2, 3, 4, 5, \атто айрим 
\аътарда п = 1 деб олсак \ам етарли булади.

11.5-§. РИТЦ МЕТОДИ БИЛАН ЭН Г СОДДА  
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАНИ ЕЧИШ

Фара} килайлик, бизга уз-узига кушма дифференциал тенглама

— (p(x)u ')-q(x)u  = f ( x )  (5.1)

ва энг содда чегаравий шартлар

и(а) = у,, и(Ь) = у2 (5.2)

берилган булсин. бунда р(х), р'(х), q (x ),f(x ) функциялар |а, Ь\ да 
ухтуксиз булиб, р(х) > 0, q(x) > 0. 11.3-§ даги эслатмага кура (5.1),
(5.2) чегаравий масала (5.2) чегаравий шартларни каноатлантиради- 
ган иЕС 2[а, Ь\ функциялар тупламида куйидаги

,

п
т  = J[a>(x)m'2 + ч(х)и2 + 2/(дг)и]л (5.3)

кционал учун вариацион масалага тенг кучлидир.
Ритц методини куллаш учун шундай

<Р„(х),(р,(.г),ф; (дг)......<р„( х)

чизикли эркли функциялар системаси (базис функциялар)ни оламиз- 
ки. <р0(а) = у,, <р,,(Ь) = у2 булиб. колганлари бир жинсли чегаравий 
Шартларни кдноатлантирсин: ip^a) = <p,(b) = 0.
Вариацион масаланинг ечимини куйидаги чизикли комбинация

.
Ч'Лх) = (р„(х) + '£а,<р,(х)  (5.4)

Шакл ида ихлаймиз, бунда о(/ = 1.2..... п) — узгармас сонлар. Кури-
Ииб турибдики, \рп(х) чегаравий шартларни каноатлантиради:
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Ч'Ла) = у1, У'(Ь) = Уг- 

Энди (5.4) ни (5.3) функционалга куямиз:

1

ГЮ =  [ р(х) 

+ 2 /(х )

+ q(x) <P„(x) + ' ^ a t<p,(x)
i-l

dx  s  F (a ,, a 2..... a „) .
(5.5)

Бу ифодадан a (J = 1,2...... n) га нисбатан хусусий \осила олиб.
Куйидаги системани \осил циламиз:

*> I л
2 с'а = J Р(Х) <P«(Jr) + Z a'<P’(x)

+<?(*) 4>Ax) + Y,a,<P,(x) <pi(x) + f(x)<pt(x ) \dx  = О

еки
п "

]"[р(дгНр,'(дг></,!(дг) + 9(-г)^Д-г)</>,(-г) ]<* г = 
i - l  tf

Ь
= ~^P(x)q>'o(x)<p'l (x) + q{x)q>0(x)(pi (x) + <p0(x)f(x)\dx,

а

ёхуд ( / = 1 ,2 ......  я)

I V r V

бу ерда
/-1

о
Л, = J[p(.v)</>;(x)<p;(x) + ̂ (.t)«p1(x)^;(x)]tir,

bi =-^P(x)<P!,(x )4>'l (,x)+q(xypJx}(pi (x)  + <pJx)f(x)'\Ux,
а

( i , j  = 1,2......п).

Куриниб турибдики,

Мл]
матрица симметрик матрицадир. Энди (5.5) системани ечиб, Кч>) ^  
минимум берадиган функцияни (5.4) куринишда ёзамиз. Шуни та*>'
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(5.6)

(5.7)

(5.8)
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^ дпяш керакки. ечимнинг аниклиги купинча базис функциянинг 
^иланишига б о т и к

М исол. Куйидаги
и ' - и  = х, и(0) = 0, и(1) = 0 (5.9)

^гаранни масала Ритц методи билан ечилсин.
Ечиш. Чегаравий шартлар бир жинсли булганлиги учун <рп(х) *  0 деб ол- 

^  я = 2 деб олиб, q>! (х)  = дг(1 -  х), <р2(х) = х 2(1 -  х) ни оламиз. (5.9) чегара- 
^,и масатани (5.1) масала билан солиштириб курсак. р(х) = I. q(x) = 1, /(дг) = х. 
Шунинг учун \ам

I I
'  АИ =  J [ * j ( * > * y ( Jt) + * / ( - x )*y< jr ) ] d* '  Ь, = - j f ( x )< p J{ x ) d x ( i . j  = 1,2).

о

\нсвблашлар курсатадики,

к  1 h. 1 ^ 11 л ^ П л 1
^  "  12’ ^  “  М ’ 11 "  Й ’ 12 = 21 = 60 ’ 22 = Г

(5.5)система куйидаги курннишга эга:

II II I II I I
---- О I +  ------Q~> — --------- . ----- л , 4- — Q i  — —------ .
30 1 60 2 12’ 60 1 7 2 20

Демак.

1
43'

69
473’

7 69
43 "  473

Урнига куйиб текшириб куриш мумкинки, аник ечим
. . shx и(х)= - г г -  х. sh I

Мисол тарикасида аник ечим билан такрибий ечимнинг кийматларини х = 0,5 
нУКтада солиштириб корсак. м(0,5) = -0,057; ^ 2(0,5) = -0.059.

11.6-§. М ИНИМАЛЛАШ ТИРУВЧИ КЕТМА-КЕТЛИК  
ВА РИ ГЦ М ЕТОДИНИНГ ЯКИНЛАШ ИШ И

Ушбу
»*’ Ь

l ( u ) = \ F ( x , u , u ' ) d x  (6.1)

Функционални |о, Ь\ ораликаа узлуксиз \осилага эга ва
и(а) = у,, и(Ь) = у2 (6-2)

Чегаравий шартларни к^ноатлантирадиган функциялар тушшмида 
аймиз (жоиз функциялар синфида).
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Фараз килайлик, /(и) куйилан чегаразанган булсин ва шунда 
и*(х) жоиз функция топилсинки, у куйидаги шартни каноатлац 
тирсин:

m in 1(и) = т* = / ( и * )
и *

Агар шундай ы'(х) (я = 0,1,2,...) жоиз функциялар кетма-кетлищ
мавжуд б^либ, /  функционалнинг киймати т* минимумга яцин- 
лашса, яъни

m, = I(u \)-> m  = 1(и)

булса, у \олда { ы‘ } кетма-кетлик миниматлаштирувчи кетма-кет- 
лик дейилади. Кетма-кетликнинг минимазлаштирувчи булишидан 
унинг якинлашувчи булиши келиб чикмайди, яъни { (ип) /(«*)
дан -» иЯ -*х
ши учун и'

i . " * )
л * <

юза га кели-келиб чикмайди. Якинлашиш IЧ 
кетма-кетликни куриш методи айрим шартларни кано- 

атлантириши керак.
Минималлаштирувчи кетма-кетлик курилгандан ва унинг и* га 

якинлашиш шарти аникланганлан кейин энгогир масала колади, 
бу и (х ) -и „ (х )  хатоликни ба\олаш масаласи. Бу масалани айрим 
\олларда ечиш мумкин. Энди (6.1) функционал учун и’(х) га якин- 
лашадиган и„(х) = у (х ,а х,а ’2,...,а"п) функциялароиласини курамиз. 
У (4.6) функция билан устма-уст тушиши шарт эмас. |и’ (х)| кетма- 
кетлик минималлаштирувчи кетма-кетлик булиши учун крнака шарт 
бажарилиши кераклигини куриб чикамиз.

Т а ъ р и ф . ы„ (дг) = у  (х, о,. а2..... ап) функциялар оиласи К жоиз
функциялар тупламида С1 тула дейилади, агар \ар бир и(х)ЕК. 
ихтиёрий е > 0 сон учун п нинг шундай киймати ва аг  а2 ..., о, 
параметрларнинг шундай мажмуасини курсатиш мумкин булсаки. 
улар учун

|и(дг)-м,(х)|^£, |и '(х)-и '(х)|£ е, а < х < Ь

тенгсизликлар бажарилса.
Т еорем а. Агар F[x,u,u') функция [а < х  <, Ь,-аа < и,и' < <х>) соф * 

уиуксиз булиб, ип(х) = у(х, ах,а2,..., а„ ) функцилшр ошаси эса п усиШ̂  
(пиан кенгайса ва С1 тулашк хоссасига эга булса, у  халда Ритц мет<& 
биюнкурилган ](/„(х)] кетиа-кетшк минима.иаштиру'вчи булади

И с б о т и. Фараз килайлик, К синфда ы*(х) функция /(х) фуН*' 
ционалга минимумни таъминласин, и*е К ва ип(х) функция С 1 гр 3' 
лик хоссасига эга булсин. Демак, ихтиёрий д > 0 сон учун шуилэй"
ва a i . f l i ..... ап кийматлар топилалики, барча х е  \а, Ь\ да и„ ( * * '
у  (х, а ,, а , ,..., а а) учун куйидаги шартлар бажарилади:

рзвШ^ики.

|и *(х )-и .(х )|^ г , |и*'(х)-м'„(х)| 

/[м *(х )]£ /[и „(х )].

й8.

Энди F(x, и , и') нинг узлуксихзигидан ихтиёрий е > 0 учун шундай
3 > 0 ни танлаш мумкинки,

O S /[w .(x )]- /[« * (x )]^d '

тенгсизлик бажарилади. Аммо бу тенгсизлик Ритц методи буйича 
прилган ы‘ (х) учун яна \ам яхширокбажарилади, чунки

/[м ’ (х ) ]^ /[м * (х ) ]^  /[м,(х)],

д > 0 ихтиёрий сон булганлигидан

П т / [м * ( х ) ]=  / [ и * ( х ) ]  =  /и * (6.3)

келиб чикади. Теорема исботланди.
Энди минимаплаштирувчи кетма-кетликнинг якинлашиш ма

саласини, яъни (6.3) тенгсизликдан кайси шартлар бажарил
ганда

П тм *(х ) = м *(х )

Уринли булишини куриб чикамиз. Бу масалани (6.1) интеграт учун 
В ядиган  булсак, катта тадкикот олиб боришга туфи келар эди. 
Шунинг учун \ам биз бу масалани энг содда масаза учун, яъни

Функцпо!

h
1(и)= J[/>(x)« /: +q(x)u: + 2.f (x )u]d x (6.4)
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)назнинг минимумини и(а) = у,, и(Ь) = уг, и е С' [a ,b ] шарт- 
чар бажарилганда топиш масаласи учун куриб чикамиз. Маълумки, 
°У масаза куйидаги

^ [ р ( х ) и ' ] ~  q(x)u = f ( x ) ,  и(а) = у ,, и(Ь) = у2

Чегаравий масазага тенг кучлидир.
Теорем а. Агар куйидаги
Р(х), р'(х), qix) ва /(х ) функциялар | а, А| да узлуксиз;

(6.5)
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2) р(х)> 0, q{x) > 0, а <, х  < Ь\
3) {м„(х)} функцияюр кет ма-кеш иги  (6.4) вариацион масала учун ми. 
нима.иаштирувчи булсин деган шарпиар бажаршса, у  %олда бу кещ. 
ма-кетлик [а. А] оралицда (6 .5 )  чегаравий масашнинг ечими и *(х) га 
текис яцишашади.

И сб оти . Равшанки,

я
J] u*'{x)-u'n(x)\dx. (6.6)jt"

а

Охирги интегралга Буняковский тенгсихжгини куллаймиз:

I
l ,/J

||M*’(jr)-^(jr)Jd !x | . 

Охирги интеграл учун ушбу тенгсихшкларни давом эттирамиз: 

■Jb-a |  | и * '(х ) - и'„(л)}’ dx|  £

-  f* 1,/J I

*  [ = Ы ’ j 4 = м з ]

х |£р (д :)(и , Ч *)-и ;<*))1+9<х)(и*(*)-|(,(лг))1]л 1  

Энди ушбу тенгликни курсатамиз:

||р(дг)[м’'(дг)-и;(дг)]' + 0(дг)[|/(х)-и„(х)]‘ |аЬг =
а

(6 .7 )

(6 .8 )

= /(« /„)-/(« ).

Бунинг учун (1.12) тенгликдан фойдаланамиз:

h

(6.9)

/(«) = /(«*)+ J(p(Х)е'- +q(x)e: )dx. (6.Ю)

Бу тенгликда и{х) ихтиёрий жоиз функция ва f (х) = и(х)-и*(х). ШУ'
нинг учун \ам (6.9) ни ^осил килиш учун (6.10) да и(х)~  ип(х)
олиш кифоядир. Энди (6.6), (6.10) муносабатларга кура к у й и д а г и н и  
\осил киламиз:
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!/*(Дг)-М„(.Г)|< [ / к  )- /(« /* )} . (6. 11)
Ь-а Ъ 

min /»(л )

Бу ба\онинг унг томони х  га боглик эмас, х  эса \а, 6| нинг ихтиё- 
[>ий нукгаси. Теорема шартига кура «-*» да 1(ип) — /(м*)-*0. Шунинг 
|ун \ам (6.10) тенгсизликка кура минималлаштирувчи {мл(х)| кет- 

-кетлик (6.4) масазанинг ечими и*(х) га нисбатан текис якинла-
1. Теорема исботланди.

7-§. ПУАССОН ВА ЛАПЛАС ТЕНГЛАМАЛАРИ УЧУН 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР ХАМ ДАУЛАРНИ РИТЦ 

МЕТОДИ БИЛАН ЕЧИШ

11.7.1. Пуассон ва Лаплас генгламалари учун чегаравий масала
лар. Айтайлик, G текисликдаги бирор со\а булиб, Гунинг чегараси 
Eui G = GUT булсин.

Фараз килайлик, бизга

I

Ди s ^4  + " = - f ( x , у), f(x ,y )E C (G )
ох оу

(7.1)

Пуассон тенгламаси берилган булсин. Бу тенгламанинг Г чегарада

и\Г =<р(х,у) (7.2)

шартни каноатлантирадиган ечимини G соуша топиш тазаб килин- 
син, бунда <р(х, у) берилган функция. Агар <р(х, у) s  0 булса, у \олда

и г = 0 (7.3)

булади.
Биз, аввало, (7.1), (7.3) чегаравий масалани ечамиз. Узининг

биринчи ва иккинчи \осилалари билан G да узлуксиз >^мда Г чега
рада нолга айланадиган жоиз функциялар синфи D = {и(х, у)} да

Аи = -Аи (7.4)

операторнинг симметриклиги ва мусбатлигини курсатамиз. Бунинг 
учун Гриннинг 11| ушбу

G
(7.5)

1
формуласидан фойдазанамиз. Фараз килайлик, uED  ва д е£>булсин. 
Ушбу ифодани курамиз:
16— М. И сроилов 241



dxdy =

с J

Энди Грин формуласида Q = и ^ - - 9 ~ ,  -  Р = и ~  - 9 (U деб
дх дх ду ду

олиб, и | г = 0  ва д|л = 0 чегаравий шартларни \исобга олсак, у \олда

(Лм,д)-(м,Л&) =

“1̂М
(7.6)

( Ли,9) = (и,А9)

келиб чикдди. Демак, А оператор симметрик. Энди унинг мусбатти- 
гини аникдаймиз:

С '  С

dxdy.
J

Биринчи интеграл га Грин формуласини куллаб, чегаравий шарт- 
лардан фойдалансак, куйидагига эга буламиз:

(Ли,и) = - ^ - ш ^ 9 ^ У

+11 (1)2+(|) \<ы у=\\ (£)г+(!) \Му-

(7.7)

Демак,

dxdy > 0.
(7.8)

Агар (Аи, и) = 0 булса, у Холда (7.8) формулага кура

М - о -

Бундан м(х, у) = с ва (7.3) чегаравий шартдан

и(дг,у) = 0.
242

Шундай килиб, А = - А  оператор мусбат экан. Бундан келиб чи- 
Ьдаки. (7.3) бир жинсли чегаравий шартларни кэноатлантирадиган 
(7.1) масала 11.2-§ даги 2-теоремага кура ушбу

ЛИД1

/(и) = (Лм,м)-2(и,/) (7.9)

кционалнинг Осинфда минимумини кидириш билан тенг куч- 
лидир. (7.8) формулага кура бу функционал куйидаги куринишга 
эга: г~ 2

- 2>
С ш 4 '

dxdy\ (7.10)

Энди (7.1) чегаравий масалани (7.2) бир жинсли булмаган чегаравий 
шартлар билан караймиз.

Фараз килайлик, Z), = [м(лг,.у)} функциялар синфи G  да ик
кинчи тартибли узлуксиз \осилаларга эга ва (7.2) чегаравий шарт
ларни кдноатлантирадиган функциялардан иборат булсин. 11. 3-§ да- 
гидек шундай : { х , y )E C 2(G ) функцияни курамизки, у (7.2) чегара
вий шартни каноатлантирсин. Ушбу

9 (x ,y )  = u ( x ,y ) - z ( x ,y ) (7.11)

функцияни киритамиз, бу ерда м(х, у) бир жинсли булмаган чега
равий шартни каноатлантиради. У \олда 9(х, у) функция Г чегарада
(7.3) шартни каноатлантиради:

и|г=0 (7.12)
ва

А9  = Аи -  Az = f ( x , y ) ~  Az (7.13)

оператор тенгламанинг ечими булади, бунда Az
е у ')

маъ

лум функция. Ушбу 9 = 9(х,у) функция (7.13), (7.12) чегаравий ма
саланинг ечими булиб, (7.9) формулага кура

/ , ( 9 )  = ( A 9 , 9 ) - 2 ( 9 , / )  + 2 (9 ,A z ) (7.14)

функционалга минимум беради. Бу тенгликда аввалги и(х,у)Ужа- 
рувчига кэйтиб, скаляр купайтма ва чизикди операторнинг хосса- 
ларидан фойдаланиб, куйидагиларни \осил киламиз:

l ( u - z )  = ( A ( u - z ) , u - z ) - 2 ( u - z , f )  + 2 (u -z ,A z )  = 

= (А и ,и ) -  2 ( f , u )  + (и, Az) -  (z, А и )+  2 ( z , f )  - (A z ,z ) .
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Бу тенгликдаги охирги иккита \ад м(.г, у) га боглик булмаганлигц 
туфайли (7.12) функционазга минимум берадиган и = и (х ,у )  функ- 
имя цуйилаги

l l (,u) = ( A u , u ) - H u , f )  + [ ( A : , u ) - ( A u , z ) \  (7.16)

функционал га \ам минимум беради.
Энди (7.16) функционални шундан функционал билан алмащ- 

тирамизки. унда г функция катнашмайди. Бунинг учун (7.6) ф ор. 
мул ада ишлатилган алмаштиришдан фойдазанамиз:

( A z , u ) - ( A u , z )  -  j"j*(~A// -u Az )d xd y  =

Бу ерда п вектор Г га нисбатан ташки нормаз ва

Ви _  Си dy _  си dx 8z _  Bz dy _  8z dx 
cn dx ds dy ds '  Cn Bx ds By ds ’

Бундан

2 |r  = M|r =V(x,y) 
ни \исобга олиб, куйидагини \осил киламиз:

( A z , u ) - ( A u , z )  = j < p ( x , y ) ^ -  ^ d s .
А

Иккинчи томондан, (7.7) формулага асосан

Г

(7.17)

Г G L 4 '
dxdy = 

dxdv.
(7.18)

Энди (7.17), (7.18) ларни (7.16) формулага куйсак, ку й и д а ги  
келиб чикдди:

/,(“)=rf(D +(|) -2 fi]< bdy-l< p(x,y)£< b.
с L v y J г

Бу формуладаги охирги \ад и(х, у) функцияга боглик эмас. Ш унинг 
учун \ам (7.1), (7.2) чегаравий масала /), жоиз функциялар синфиД3
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dxdy

функиионаз учун вариацион масала билан тенг кучлидир. 
Хусусий \олда/ ( дс, у) = 0 булса. биз

А// = О

(7.19)

(7.20)

Лаплас тенгламасига келамиз, у \олда (7.1), (7.2) чегаравий масала 
Jlupuxie масашсига а аза над и. (7.19) формуладан курамизки, Дирих
ле масазасининг м(дг, у) ечими 0, синфда

dxd\- (7.21)

Mupuxie интеграшга минимумни таъминлайди.

11.7.2. Дирихле масаласини Ритц мегоди билан ечиш. (7.20) ва
(7.21) Дирихле масаласини G сохада ечиш учун шунлай эркли функ
циялар системасини (базис функцияларни)

^„(х,у),^Л х,у) ..........  i / / „ ( j t , j ) G C 2 ( C )

тузамизки, улар куйидаги шартларни каноатлантирсин:

V/,, (лг, v)|r =(р(х,у),
|//,(дг,у)|, = 0  (/ =  1,2.......п).

У Холла ихтиёрий а г  а„ ..., ап узгармас сонлар учун ушбу

u M .y )  = ii/„(x,y) + Y t 4,V,(x,y) (7.22)

чизикзи комбинация жоиз функциялар синфига киради. Энди 
<7-22) ифодани (7.21) интегразга kvhh6. куйидагига эга буламиз:

dxch-. (7.23)

Ьиз а,, а,......о ларни шундай танлаб оламизки, (7.23) интеграз
имумга айлансин. Бунинг учун минимумнинг зарурий шартлари 
рилиши керак:
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■

с L /

?lsL + f a
dy 1 dy dy

(J  = l  2.... n)

dxdx = 0, (7.24)

Ушбу
=  f f f  * 1 * 1

J J l Ь х dx
С 4

д у д у  )

о = о , 1 , . . п , 7  =  1

белгилашни кирнтиб, (7.24) системани куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

Л iai + +•••+ Лыа„ -  4,,,, 
/42|0| + ̂ 22а2 +■■■+ Лг„Оя = —Л)2»

Л,", + 4  а  + ...+ 4 .А  = ~Л„-
(7.25)

Бу ч и зи ^и  алгебраик тенгламалар системасини ечиб, о,, о „ .... 
коэффициентларни аникдаймиз. Шу коэффициентлар билан олин- 
ган ип(х, у) функция Дирихле масаласинннг такрибий ечими булади. 
Бу ечимнинг аникдиги ^(дг, у) базис функцияларнинг танланишига 
ва уларнинг со ни га боглик.

Ритц методининг умумийрокхусусий \осилали тенгламалар учун 
чегаравий масалаларпа кулланилишини [3, 19, 20, 21, 22, 32| дан кдраш 
мумкин.

М исол. С = (0 < дс, ^ < 11 со\ада

Ди = 0, (7.26)

Дирихле масаласи ечилсин.
Ечиш. Бу ерда чегара х=0 , х  = 1 , у —0, У шI тугри чизимар булганлиги учун 

базис функцияларни куйидагича танлаймиз:

V0(x.y) - дг3.
Ч!^ХуУ) = дг(1 -  дг)>»(1 - у), 

v / j( х . у )  = j t 2<I -  дг».у<1 -  г ) .

Ц/З(д!,у )  = ДГ(1 -ДГ)У2 (1  -У )
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^  циэИКЛИ комбинациями ушбу

"з (-*■•>’) = JC3 + х> ( 1 - х ) ( 1 - у ) ( а| + а2х  + fl3> ) (7 .27)

куринишла оламиз. Равшанки, ихтиёрий а,, а2. а, учун и ,(х ,у )  функция 
(7.29) чегаравий шартларни каноатлантиради. \исоблашлар курсатадики, (7.25) чн- 
j„iym алгебраик тенгламалар системаси куйидаги дан иборат:

45 в| + 90 ° 2 + 90 = 12’
1 4

90 + 525 + Ш в>
1

"  20’

90 + 180 °2 + 5 l5 ej
1

“  24 •

45 105 >0.= 2 6 ’ °2 = 26 *
Бу цийматларни (7.27) га куйиб. берилган масаланинг такрибий ечимини топа
миз:

и , ( х , у ) = х 1 + ху(1 -  х)(1 ♦ * ^ Jt)

11.8-4}. РИТЦ М ЕТОДИНИНГ ХАТОЛИГИНИ БА\ОЛАШ  
ВА УНИНГ ЯКИНЛАШ ИШ  ТАРТИБИ

Ритц методининг якинлашишини ва унинг тартибини ба\олаш 
сида академик Н.М. Крилов катта инанишлар олиб борган. Биз 

ерда энг содда \олни курамиз, бошца \оллар 120) да ва унда 
тилган адабиётларда келтирилган.

Айтайлик, ушбу уз-^зига цушма

— т ( Р и ') + Чи = /  ах

ренциал тенгламанинг

м(0) = и(1) = 0

(8 . 1)

( 8 . 2 )

чегаравий шартларни к,аноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
Килинсин. Бу ерда (0,1 ] ораликда

p (x )Z p 0, q(x)> 0 (8.3)

i
 тенгсизликлар уринли ва р'(х), q(x), fix )  функциялар |0,1| да уз
луксиз деб оламиз.

Энди (8.1), (8.2) чегаравий масалани ечиш учун Ритц методини

Г....
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*».(*> *Х « И М *>

функциялар орасида

I(и) = pu'2 + qu2 - 2_/w]cLx
О

функционал га минимумни таъминловчи функция булсин. Бу u j.x )  
функцияни (8.1), (8.2) чегаравий масаланинг и*(х) аник ечимига 
//-якинлашиш деб карашимиз мумкин.

Энди

£« = ™м1М’ (ДГ)_,,"(ДГ)1 (84>

белгилаш киритиб, еп нинг нолга интилишини ва нолга интилиш 
тезлигини аниклаймиз.

Каралаётган |0,1| ораликда квадрати билан интефалланувчи 
\ацикий функциялар фазосини караймиз. Бу фазода скаляр купайт- 
ма ва нормани куйидагича киритамиз:

( g - ^ )  = \g(x)h(x)dx,  | g | =  J f g 2(x)dx.  (8.5)
О J o

Буняковский ва Коши тенгсизликларига кура
I
j g M ¥ x ) d x  <|Н|||А||. и +А1 ^ И +И  (8.6)
о

Равшанки.

Ы * И 0™“ М 1  - N  *

ва ЦодЦ = |a|||g|| (а — узгармас сон).

Бизга |*/«|, \и*\ ва ||ы*| ларни ба\олашга тутри келади. Маълум- 
ки, функционалнинг биринчи вариацияси

I
6 /  = ^[pu*'q'  + q u * r ] - f t ) \ d x

О

\ар кандай rj(x )e C ‘ [0,1] функция учун нолга тенг. Ш унинг учун 
\ам ч(х) = и * (х )  деб олиб, куйидагига эга буламиз:

||p(jc)^m*'J +q(x)[u • ] '!< * =  jf(x)u*dx.
о   ̂ ' о
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бундан
mi I I

|р (д г)[|/ * ' ] '  dx < j f ( x ) u  *'dx,
О О

чунки <Дл)>0. Буняковскнй тенгсизлигини куллаймиз:

■  jfp (x )[U. f * S | / | . | „ 4
О

Кейин куйидагиларга эга буламиз:

I ш °
ёки

Ж  н г ^ и и  ( 8 .7 )

Охирги тенгсихтикнинг унг томонида номаълум ||м*|| микдор кат- 
нашали, бундан ушбу

И 5 т И  (8-8)

Стеклов тенгсихтги ёрдамида цутуламиз. Бу тенгсизлик |0 ,1] да 
плуксиз, g (x )  \осилага эга (чекли микдордаги нукталардан истис- 
но ранишда) Bit квадратн билан интефалланувчи функция учун 
уринлидир. Шу билан бирга

Ш I
1)«(0) = «(1) = 0 ёки 2) |«(дг)<Лг = 0

о

гларнинг бирортаси бажарилиши керак. Юкоридаги шартлар ба- 
арилганда #(х) функция ва унинг \осиласи учун куйидаги катор- 

ларни ёза оламиз:

g(x) = ^ h k sinJrTrx, g'(x) = ^ k n h l cosknx.

Бу кдторларга Парсевал-Стеклов тенглигини куллаймиз, натижада

|*Г - ! - !> ; •  U f - j i t * ”».)11 4-1 * к~\

келиб чикдди. Булардан (8.8) тенгсизлик осонлик билан *осил була
ди. К,арапаётган и*(х) функция #(х) функцияга куйилган шартлар
ни каноатлантиради. шунинг учун (8.8) тенгсизликка кура

I
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Буни (8.7) тенгсизликка куйсак,

М « £ и
келиб чикали.

Энди тах |и *(х )| ни ба\олаймиз. Агар 0 s х  < i  6yiCa

:;?Nм*(дг)| =
X
ju  * '  (l)Jl <

r I  >
JlJA

2
( \  \ 

/ (м  * ' ( / ) ) '  t / /
о о V» >

ва агар ^ < х  й 1 булса, у \олда

|и*(дг)| =
I
ju j\~dx

I

J (u*’U))2dt
I

V 2V 2 

Ит ак,

8 й И Ф л М 4 ;й ^ И -  ли»

Энди [и *1 ни ба\олаймиз, бунинг учун берилган (8.1) тенгламадан 
фойдаланамиз:

-р(х)и  * ’ -р '(х )и  * '  +q(x)n* =  / ( х ) .

Бунда Коши тенгсизлигига кура

^ ' ' • И Ф Н М к 'Н М М !
келиб чикади. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

и - г я и * л -  w - p * s s * (x)-
Юкоридаги (8.9), (8.12)тенгсизликлардан 

\осил булади. бунда г = ̂ -+-^+1. шш
Энди ушбу масалага Ритц методини куллаймиз. бу 

зис функциялар сифатида ортонормалланган ^

V/,(дг) = yfl sinkttx (А: = 1.2,...) 
функцияларни оламиз.
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r м u*(x) УЧУН КУРИЛ гаи Фурье тригонометрик катори-
 ̂^ ___.я о л ш ш  V / v\ n r \ i/ '1 пи fv* пП4 п а й к п г гAH!*K мИй йигиндисиии >;,( V) оркали белгилаймиу 

.iiHf л ' к1К
( V  > ^

кш\

m * (x ) -K „ ( .v )=  j ]  />, s in k n x
k=* +1

. -n u u плнб. ларнингорасидаги му-
бапарни урнатамиз. Бунинг учун Парссвал-Стекловтенглиги-

Д р и й миз:

А-1*̂1

*«#»♦! ± ш *:■** I

ШГ*
Б\ тенгликлардан куйидаги муносабатлар келиб чикали:

лЧл+1Г

!\аралаётган /(и) функционалнинг ва м;(лг), Yn(x) функиияларнинг 
гаърифига кура

/(м „* )- /(«*)< /(> „)-/(//*).

^  тенгсихткни \амда (6.9) формулаии \исобга олиб, куйидаги га 
ira буламиз:

j[p (« ; -и * ') ' + </("* * -" • ) '  ]<&<
о

V ;  5 j [ * ( £  ■ "• ')*  + « (,Г. “ И* )* ]Л -
*Шбу

бел
Я = \\р\\ < шах р(х)п 1 OSjtSI (8.16)

иИ6,’" айШни киритиб ва (8.10). (8.13) тенгсизликлардан фойдала- 
Г пидагини \осил килам из:
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ва

£ /Н г;-« Л )Ч < 7о; - и*), ] л £

Г; - „ -  f  S------!— г |С -»  | ' £ ------i — s-L.-'f £
11 * >  + l) :|i 1 тг2(/» + 1)211 11

P o n  (Л +  l)

(8.17)

( 8 . 18)

Энди (8.15), (8.18) тенгликлардан фойдаланиб, куйидагини келти- 
риб чикдрамиз:

K - * * f  s i ( A + f ) j w W -

Кейин (8.10) тенгсизликни и '(х )  -  и (х) функнияга куллаб, охир
ги натижага келамиз:

£- = ! ^ К (ДГ)- " ‘ (Ф  h '

бунда

L = —
Ро* : ; ,k ) и

Мураккаб \исоблашлар курсатаднки, я-*« да е „  = L\ ба\они олиш 
мумкин, бунда Z., — маълум сон. я2

Ритц методинингтургунлик масаласи академик В.К- К°булов- 
нинг и шларила кдоаб ч и кил ган |22|.

11.9-§. ГАЛЁРКИН МЕТОДИ

11.9.1. Галёркин методининг гояси. Ритц методининг асосий кам- 
чилиги шундаки, у факат оператори симметрик ва мусбат булган 
тенгламаларга кулланилади. Академик Б.Г. Галёркин 1915 (пиша шун
дай метод таклиф килдики. у Ритц методига нисбатан умумийдир 
Бу метод \еч кандай вариацион масала билан боглик, эмас, ш ун и н г 
учун \ам у батамом универсал метод \исобланадн. Бу методни эл
липтик, параболик ва гиперболик тенгламаларга, \arro  улар вариа
цион масала билан боглик булмаса \ам, катта муваффакият билан
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I
цЖпяш мумкин. Агар тенгламанингоператори симметрии ва мусбат 
булса. Галёркин методи осонрок йул билан Ритц методи берадиган 
^Крибий ечимни беради. Такрибий ечимнинг коэффициентларини 
аник^айдиган чизикли алгебраик тенгламалар системаси бир хил 
булади. Галёркин методининг якинлашишини академик М. В. Кел- 
диш курсатган.
i Энди Галёркин методининг асосий гояси билан танишамиз. Фа

раз килайлик,

Au=f(x,y) (9.1)

тенглама берилган булиб, А — кандайдир икки узгарувчили диффе
ренциал оператор булсин ва (9.1) тенгламанинг ечими бир жинсли 
чегаравий шартларни кдноатлантирсин. Бу масаланинг ечимини ку
йидаги куринишда иэлаймиз:

(9-2)

бу ерда >*), Ц',(х, у ) ......... У) функциялар берилган G
со\ада туликбулган чизикди эркли {^*(*>} «>( системанингаввалги 
лтаси булиб, бир жинсли чегаравий шартларни каноатлантиради. 
Такрибий ечим u jx ,  у) аник ечимга айланиши учун ея(х, у) =
= А{ип(х, >’)} - / ( х, у) ифода айнан нолга айланиши керак. Агар f n(jc, у) 
узлуксиз булса, бу талаб еа(х, у) функция {Vt системанинг
барча функцияларига ортогонал булиши билан тенг кучлидир. Аммо 
бизда факат п та а г ау  ..., ап узгармаслар булганлиги сабабли орто- 
гонаглик шартининг фак^т п тасини каноатлантира оламиз. Бу шарт
лар куйидаги тенгламалар системасига олиб келади:

\\{А[и„ ( х ,у ) ] -  f(x ,y )} \i/j (x ,y)d xd y  = О
С

ёки

jjA [u„(x.y)iifJ(x ,y)]dxdy = § f ( x ,y ) v j { x ,y ) d x d y  (9.3)
G G

(/'= 1,2,..., и).

Ушбу система а коэффициентларни топишга хизмат килади. Агар 
А оператор чизикни булса, у \олда бу система аг аг  ..., ап ларга 
нисбатан чизикли алгебраик тенгламалар системасилан иборат була- 
РИ. Бу системадан а ларни топиб (9.2) га куйсак, керакли такрибий 

имни \осил киламиз.
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и”  + и « - х ,  u(0) = 0. u (l) = 0

чегаравий масаланинг ечими топилсин.

(Осонлик билан куриш мумкинки, аник ечим и(х)= ^55 -  х )■
sin I

Ечиш. (9.4) чегаравий масалага Ритц методини кУллаб булмайди. чун*ц 
бунда и оллидаги коэффициент q(x) = 1>0. Бу мисолда (9.2) такрибий ечимини

и,(х) •  х  (1 - х )  (а, + а2х  + ... + в , * - 1) (9.5)

куринишда кидирсак, у \олда ип(х) чегаравий шартларни каноатлантиради.
Биз бу ерда, аввало, л = 2 деб оламиз, у \олда у ,(х )-х (1 -х ), у>2(х) = x 2( l - j )  

булиб,

и/х) = х (1 -х )(о | + а7х)

булади. и2(х) ни (9.3) га куямиз, натижада

I I
|/4(и2)у,Л  = -  |ху,(х)<&,
0 о

1 I 
^A (u 2 )yf2dxss-  \хцг2(х)(1х  
о о

ёки
I

-*-fl2(2-6jc)-»-x(l-jr)(fl| + 02* ) ]  * 0  — x )d x  =
0

I
= - J x 2( l -* )< /* . 

о
1

+  а2 (2  — бдг) +  дг(1 - х ) ( а ,  + д2* ) ]  х 2 0  ”  х )<к ш
о

т

о

тенгламалар системасини \осил киламиз. Интегралларни \исобласак,

3 3 1 1  
Г0а‘ + 2б°2 ”  12’
3 3 I 

20 0| + 105 ° 2 = 20

М и с о л .  Ушбу
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71 .  7 
Кщ бчим ди . Бундан о, 41 в

и2(х) = х(1 х)(зб9 + 41Х)

ва и,(х) = х (1 -х )(в ,+  в2х + в,х*)

деб оламиз. Бу ерда и,(х) ни и,(х) = м2(х) + a,V,(x) куринишда ёзиб олсак, у 
*олда (9.3) система куйидагича ёзилааи:

К + -  - \ x v , d x .

Щ  Ц / ( « 2)  +  в3Л ( * ' з ) ] М *  =
о о

В
I  \ [ A(U -  - j x v j d x .

К
■ Биз бу ерда л -  2 булган \олда \исобланган

I I I I
i  J/<(tt2)v/,rfx, ^А(и2 )ч>2dx,  Jxv,(x)flbf, j x 4/ 2dx

0 0 0 0
лардан фойдаланишимиз мумкин. У \олда а,, а2, а, ни аниклаш учун куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

Н *  3 3 19 1
™  10 в| + 20 °2 + 210 *3 3 12’

20 а, + 13 79 1
Ш5°2 + 840в5 “  20’

79 ЮЗ _ J_ 
210 ^  + 840 ° 2 + 1260 в3 = SO'
19

Бу системанинг ечими
I  а =  0,381910; а2= -  0,194144; о,=-0.023412.

■ Шундай килиб,
и,(х) = х( 1 -х )  (0,381910 -  0 .194144х -  0.023412х2).
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11.9.2. Галёркин методи ёрдамида хос сон ва хос функцияларни 
топиш. Куйидаги

бир жинсли чегаравий шартдарда хос сонлар ва хос функцияларни 
топиш масаласини куриб чикамиз.

Бу масаланинг ечимини топиш учун |а, Ь\ ораликда тулик. икки 
марта дифференциалланувчи ва (9.7) чегаравий шартларни каноат- 
лантирадиган <рг<р2......<рп базис функцияларни танлаб, хос функция
нинг такрибий ечимини куйидаги

куринишда излаймиз, бу ерда а. — номаълум узгармаслар. Кейин бу 
функциядан (9.6) тенгликнинг туда каноатлантирилишини талаб 
килмасдан, бу тенгликнинг чап томони <рг <р2, ... ,<рп базис функиия- 
ларга ортогонал булишини талаб кидамиз. Бу бизни куйидаги тенг
ламалар системасига олиб келади:

Хос ил килганимиз п та номаълумли п та бир жинсли тенглама
лар системасидир. Бу система нолдан фар^зи ечимга эга будний1 
учун унинг детерминанти нолга тенг булиши керак:
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Lu= ~ (p (x )u ')~ q (x )u  + ки = 0 (9.6)

дифференциаз тенглама учун энг содда

и(а) = м(Л) = О (9.7)

(9.8)

\Lwptdx = |  ^ \ р и ' ) я -Ч"„+Ьи„ <pidx= О,
(9.9)а а

(v = 1,2....л).

Охирги системани куйидагича ёзиш мумкин:

+ Щ )«, = 0 U  =1-2.....я). (9.Ю)

бу ерда



а„+ АД, а2|+А/?,1...а,1|+А/3„| 
аи + АД: а^+А/З^.а^+АД,

= 0. (9.12)
а.. + ̂ А, <*и + Щ '...апп+*.р,

Бу тенглама я га нисбатан л-тартибли тенглама булиб. я та 
д|("'1Д̂ *>....А^’ илдихпарга эга. \ар бир А = А*"' учун (9.10) тенгла
малар системаси нолдан фаркли а\к\ ф ' ....а'„к) ечимга эга булиб.

аълумки, бу функциялар узгармас сон купайтувчи аникой гида 
■клади.
Биз биламизки, (9.6) тенгламанинг хос сонларини топиш учун А 

__тнг шундай цийматларини топиш керакки, (9.6), (9.8) чегаравий 
масаланинг ноллан фаркли ечими мавжуд булсин. (9.10) система
(9.6) тенгламага якинлашиш сифатида \осил булганлиги туфайли 
топилган А1<"),А̂ ',),... кийматлар мос равишда А ,^ ,... (9.6) тенгла
ма хос кийматларининг яцинлашиши булиб, uinu(x),u'll2,(x),... функ
циялар мос равишдаги хос функцияларнинг яцинлашиши булади.

М и с о л . Ушбу

чегаравий масаланинг жуфт хос функцияларига мос келадиган аввалги иккита 
хос сонлари топилсин.

Осонлик билан куриш мумкинки, бу масаланинг аник ечими куйидагилар- 
дан иборат:

ларни оламиз, у \олда чегаравий шартларни каноатлантирадиган такрибий ечим
нинг умумий куриниши куйидагича булади

А ’̂га мос келадиган хос функцияни куйидагича ёзишимиз мум
кин:

п

и' + Ли = 0, и(-1) « и(1) = 0

Е ч и ш . Базис функциялар сифатида

«>, = I -x J , v>2 = x2( l- x 2) .....  <рп = х2" ‘2 (| - х 2)

Биз аввал л = 2 деб оламиз. у холда
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«2 (х) = (l - *2)(в, + а2х* )• 

и'2(х) = Ца2 -о,)дг-4в2дс3, 

«2 (jc) = 2 (o2 - о, ) - 12а2х2

б^либ, (9.10) тенгламалар системаси куйидаги куринишга эга булади:

I
j " [2 (e 2 - о, ) - 12а2дг2 + а (| - х2 ) (а , + e2JC2) J ( l  - x 2)dx = 0,
-I

I
J [2(°2 -o,)-I2<j2* J + A ( l - x 2 ) (a ,  ♦ a2x 2 ) ] X2 ( l  - X 2)dx = 0.
-I

Бундаги интегралларни \исоблаб соддалаштирсак. натижада 

(35—14А )а, + (7-2А )а2 = 0,1

(21-6А)а, + (33-2А)а2 = 0 J (913)

системага эга буламиз. Бу системанинг детерминантини нолга тенглаштирсак, Я 
ни аниклаш учун

А2- 28А + 63 = 0

характеристик тенглама \осил булади, унинг илдизлари А,'3’ = 2,467438, 
aJ21 = 25,532562 лардан иборат.

Хос сонларнинг аник ифодасидан куйидагиларни \осил кнламиз:

А, = 2,4674011, Aj = 22,206609.

Бундан курамизки, биринчи хос соннинг абсолют хатоси 3,7» 10-5 булиб. 
иккинчисининг нисбий хатоси 15% дан иборат. Энди А|(2> нинг кийматини
(9.12) системага кУйиб, а,= а, а2=-0,2207498а га эга буламиз, бундаги узгар- 
мас сонни эса

J[«42)(x)]J<fr = I 
-1

, V XXнормаллаштириш шартидан топамиз, чунки бу шартни и(х) = cos —  аник ечим 
каноатлантиради. Бундан а = 0,9990673 ва

и [" (jr) = 0.9990673(1 - х2 ) ( l  - 0.2207498*2 )

ни \осил кнламиз.
Энди п = 3 деб олиб, учинчи якинлашишни

и3 (х) = ( l  -  дг2 ) (а ,  + а2дс2 + о 3х 4 )
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инишла излаймиз. Юцорилаги амалларни бажариб, Я ни аниклаш учун ушбу

4А3- 450А2+ 8910А -19305 = 0 

ктеристик тенгламани \осил киламиз, бунинг ечимлари

А<3,= 2.467401108, А̂ 3) = 22.293406 ... 

а}3) = 87.739193...

ларлан иборат. Буларлан ва хос сонларнинг аник кийматларилан курамизки, 
биринчи хос соннинг киймати 4 * 10^ аникликда топилди, иккинчи хос сон- 
нинг аникдиги эса 0,9 %.

Энди л '3» нинг кийматини (9.13) системага кУйиб, о г  а:. а, ларни аник- 
лаймиз, улар а узгармас купайтувчи аникдигида топилади. а  ни м] '’ (х) нинг 

рмаллашганлигидан топсак, а = 0,9999729 *  1 булади.
Натижада биринчи хос функция куйидаги куринишга эга булади:

«|(3)U )  = ( I -  jr2 )(1  -  0. 233430jc2 + 0,018962л4 ).

Ю кр р и д а ги га  ухшаш бошкд масалалар учун хос сон ва хос функ
цияларни Галёркин методи билан топиш мумкин. Масалан.

£^ + ̂  + Ли = 0 (9.14)
дх ду

тенглама ва
м|г =0 (9.15)

чегаравий шарт учун хос сон ва хос функцияларни аниклайдиган 
система

i
я1 яг с в Си.
йт ду

+ Ям. tp dxdv  = 0, J  = 1,2,...,и (9.16)

б^либ, бу ерда
п

«„(*•>’) =

ва иккинчи тартибли хусусий \осилаларга эга булган, (9.14),
(9.15) чегаравий масалани крноатлантирадиган функш1яларнинг тулик 
системаси. Хос сонларнинг такрибий кийматини топиш учун (9.16) 
системанинг детерминантини нолга тенглаштириш керак.
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11.10-§. ЭН Г КИ ЧИ К К В АД РАТЛ АР МЕТОДИ

НЛО. 1. Энг кичик квадратлар методининг гояси. Фараз килай
лик, Н — \ак,икий Гильберт фазоси ва А — чизикли оператор булиб, 
к,ийматлари Н да ётсин \амда унинг D(A) аникланиш со\аси Н 
нинг \амма жойида зич булсин.

Ушбу
Au=f (10.1)

оператор тенгламани караймиз, бунда uE D (A )  изланаётган эле
мент б^либ, /эса Я  нинг бирор элементидир. Фараз килайлик, бу 
тенглама ягона ечимга эга булсин.

Биз (10.1) тенгламага куйидаги

l ( u ) - \ A u - f \ *  (Ю.2)

функиионални мос куямиз ва (10.1) тенгламанинг ечимини излаш 
масаласини D(A) да бу функционалга минимумни таъминлайдиган 
элементнитопиш масаласи билан алмаштирамиз. Равшанки,

min / (и ) = /(//*) = О,uelHA)

буерда и* элемент (10.1) тенгламанинг ечими. Мазкур методнинг 
энг кичик квадратлар методи дейилишининг сабаби (10.1) тенгла
манинг ечимини топиш (10.2)функционални минимумлаштиришга 
асослан ганл и гидад ир.

Энди /(и) функционалнинг минимумини куйидагича кидира- 
миз: чизик,in эркли {<р.}, <p ED(A)  элементлар кетма-кетлигини 
танлаймиз ва (10.1) тенгламанинг ечимига я-якинлашишни

". (10.3)

куринишда излаймиз, бу ерда а. — номаълум сонлар. Улар шундай 
танланадики, <pt , ..., <рп элементлар устида тортилган Dn(A)ED(A) 
фазо остида /(ия) = ||Аип—/|р функционал минимумга эришсин. Бу 
талаб о,, а2... , апларни аниклаш учун куйидаги

= / =  1,2,..., л (Ю .4)

чизикли алгебраик тенгламалар системасига олиб келади. Агар а* . 
я* ..., о* лар (10.4) системанинг ечими булса, у \олда ип ушбу

260



м„ = Х а'<р'

формула ёрдамида топилади.

11.10.2. Чизими чегаравий масалага энг кичик квалратлар мето
дики куллаш. Биз ушбу

r i(u )s a uti(a) + a lu'(a)= А, Г : (и) = P0u(b) + plu'(b) = А (10.6)

>авий шартларда энг кичик квадратлар методи ёрдамида ечиш
насига муфассал тухтатиб утамиз. Бунда (10.5), (10.6) масала ягона 
ira ва бу ечим |а, Ь\ да икки марта узлуксиз \осилага эга деб 

\исоблаймиз. Куйидаги шартларни каноатлантирадиган у>,(х) 
(/ = 0. 1, 2...) функциялар системасини кэраймиз:

1) <р(х) функциялар |а. Ь\ да икки марта узлуксиз \осилага эга;
2) \ар кандай п учун <р) (х), <р, (дг)... , фп(х) функциялар |а, Ь\ да 

чизими эркли;
3) у>0(лг) функция (10.6) чегаравий шартларни, кол га н <pt(x) 

функциялар эса бир жинсли чегаравий шартларни каноатланти- 
ради:

4) #>((х) функциялар (10.6) чегаравий шартларни каноатланти- 
шиган С2\а, А| синфда туликсистемани ташкил этади.

Э с л а т м а .  C J|a. Л| га тсгишли булган ва (10.6) чегаравий шартларни кано- 
лантирадиган и(х) функциялар синфини F  оркали белгилаймиз; {*>,(*)) функ- 
1ялар системаси F синфида тулик дейилади. агар ихтиёрий г >0 сон ва ихти- 

ерий u ( x )S F функция учун шунлай и ва шундай а , а, ... , о, узгармаслар топил- 
саки.

Бу таъриф шуни билдирадики, \ар кандай жоиз мМе^функция 
учун шундай мя(дг) функция топиладики. етарлича аникшкда [а, Ь\
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L{u) •  и" + р(х)и' + q(x)u = /(дг) (10.5)

иккинчи тартибли дифференциал тенгламани

Г ,(</>,) = 0, Г 2(<р,) = 0, i = l,2,

1м|у,(дг) -  иУ’(х)| < е. j  = 0, 1, 2, а <, х йЬ

тенгсизлик Гринли булса Бу ерла

и ,(х ) = к1„ (д г )+ ^ а 1(р,(х). (10.7)



да м(х) ни унингм’Сх) ва и '(х)\осилалари билан биргаликда якин- 
лаштираои.

Энди (10.5), (10.6) чегаравий масаланинг ечимини (10.7) ку ри, 
нишда излаймиз, ип(х) функция а ларнинг ихтиёрий кийматида
(10.6) шартларни кзноатлантиради. а. лари и шундай танлаймизки, 
ип(х) имкони борича (10.5) тенгламани яхширок якинлаштирсин.

га эга буламиз. Деярли *ар доим р„(х) = 0. Биз шундай иш килиши- 
миз керакки, |р„(*)| имкони борича кичик булсин. Шу максадда

микдорни караймиз ва а ,, а, ... , апномаълум сонларни шундай 
танлаймизки, е] энг кичик кийматга эга булсин.

Агар р(х), q(x) Е L,[a. Л) функиияларнинг (p. q) скаляр купайт- 
масини, одатдагидек,

Изланаётган о,, а2 ... , аппараметрларни топиш учун куйид аги  
системани \осил киламиз:

л' 7 г ' '
Биз ип(х) ни (10.5) тенгламага куйиб.

Uu„)-f (x )  = p„(x)

h

а

b

а

каби аникласак, у \олда е2 = 1(и„)булиб, бу ерда

Ни) = |1(и) - f (  = Щ и )-- /, L(u) - /).
Равшанки, и

L(un) = L((Pn) + Y ,a ,L(<p,).

бунда
f  - f  ~ L(<p0) •
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b
P j  = \ f ( x )L ( ( p j )dx

белгиларни киритиб, юкоридаги системани

Z a - / a .  = Р , <  J  =  ] ' 2 ............п (10.8)

куринишда ёзиб оламиз.
Шуни таъкидлаш керакки, (10.8) системанинг матрицаси сим

метрик булиб, унинг детерминанти Ц<р,), Ц<р2),..., L(<pn)лар учун 
Грам детерминантидир. Фараз килайлик. (10.8) система ягона ечимга 
эга булиб, а* , а* ... , о* унинг ечими булсин. У \олда и(х) га 

1иш сифатида

. Энди (10.8) системанинг к,ачон ягона ечимга эга булиши масала- 
сини куриб чик^миз. Системанинг ягона ечимга эга булиши факат 
№,(*)} системанинг танланишига боглик булмасдан, балки (10.5),
(10.6) чегаравий масаланинг табиатига \ам боглик,- Хусусий \олда

бир жинсли масала фацат нулли ечимга эга булишига \ам бомик- 
Дир. Ёзувни ^искартириш мацсатида a0 = р0 = 1. а, = 0, = 0, \олни 

ймиз. (10.8) системанинг матрицаси а = {а Д  булиб. унинг де- 
инанти Д = deta булсин.

1-теорема. Агар (10.9) чегаравий масала фацат и(х) = 0 mpueuai 
ечимга эга булса, у  %олда А *  0 в а (10.8) система ягона ечимга эга

0= 0 тривиал ечимга эга эканлигини курсатамиз. Бунингучун

L(u) = 0, Г,(м) = 0, Г,(м) = 0 (Ю.9)

булади.
И сб о ти . Ушбу

= 0 .  j  =  1. 2 , . . . .  и

®Ир жинсли тенгламалар системасини караймиз. Бу система факат



j  тенгламани b. га купайтнриб, натижасини у буйича I дан п гачц 
кушиб чикамиз:

щ „  Ь я „

= fZ . 'L bL(4>') biL(4)M x = 0- (10.10)
а '«• I 1

Агар
п

“ . ( ' ) “ 1 * Л (» ) 

белгилашни киритсак, у \олда (10.10) муносабатни

|^(“.)л = 0 
и

куринишда ёзиш мумкин. Бундан эса Цип) = 0 келиб чикади. Энди 
у{х) базис функциялар <р((я) = tp^b) = 0 (/ = 1 , 2 . п) шартларни 
Каноатлантирншинн эсласак, ип(а)=ип(Ь) = 0 келиб чикади. Демак, 
Г^(ип) = 0, Г2(ит) = 0. Шундай килиб. мя(х) функция (10.9) чегаравий
шартларни каноатлантиради ва теорема шартига кура ия(х) = Оёкип
^ ( д г )  = 0. Аммо ^,(jc), <р2(х)....... <Р„(х) функциялар чизикди
эркли. шунинг учун \ам ип(х) = 0 шартдан b = 0 келиб чикади. Де
мак, Д*0 ва (10.8) система ягона ечимга эга. Теорема исботланди. 

Куйидаги

Г {(и) = и(а) = 0, Г 2(и) = и(Ь) = 0 (10.11)

хусусий \олда (10.5), (10.6) чегаравий масаза учун энг кичик квадрат- 
лар методининг якинлашишини курсатамиз. Фараз килайлик, и*(х) 
функция (10.5), (10.11) чегаравий масазанинг аник ечими булиб. 
и*(х) унинг энг кичик квадратлар методи билан топилган /;-ям*н‘ 
лашиши булсин. Шуни таъкидлаш керакки, (10.11) чегаравий шарт- 
ларда

% (х ) = 0 ва «/>) = £ а » )

булади.
2-т е о р е м а . Агар куйидаги икки шарт бажари.\са, у  хо-'да >нг 

кичик квадратор методи билан топи.1ган {«*(*)} функцияшр кет"0' 
кет иги L, фазода и*(х) аник ечимга интилади:

I) (10.5), (10.1 /) чегаравий Macajia ягона и *(х) ечимга эга;



2) шундай узгармас М сон мавжудки, /а. Ь/ да %ар кандай икки 
ucipma дш/н/к'ренииа.ианувчк ва оралицнинг четки нукталарида нолга 
айданувчи и(х) функция учун

щенки

12

сихшк урити.
И с бот и . I) шартга ва 1-теоремага кура ]м*(дс)[ кетма-кетликни 

куриш мумкин; {«р, (дс)} кетма-кетлик С:\аМ  синфда т^лик. шу
нинг учун \ам (эслатмага к ) \ар кандай f>0 сон учун шундай N ва 
а . flj.... олпараметрлартопиладики.

1М«*)-£<»ЛЫ11<-77 (10.12)м
тенгсизлик бажарилади.

L{u*) = f , '£ a ,L(<p,)=L = M “ v)
Ш '  '
зенгликларни \исобга олсак, у \олда (10.12) тенгсихзикни куиида- 
гича ёзиш мумкин:

Г - 1 Ы Н < £ -  (Ю.13)

Энди и^х)  функцияни о, , а2 ... , a s параметрлар тупламида 
/(и, ) = ||£(мч ) - /||2 функционални минималлаштириш иатижаси- 
да \осил булган и*(х)  функция билан алмаштирамиз. Равшанки. 
и*(х) функция учун (10.13) тенгсихзик бажарилади. Демак,

ид» • )- !(« ; )ц<£.

Агар п > Л'деб олсак. у \олда

\\Lu*-Lu,\\ = \\L(u*-u^\< ем

тенгсизлик уринли булади. Теореманинг 2) шартидан фойдалансак, 
бундан

||m*-mv||< M \\L(u * - u n )||< s 

келиб чикади. Энди е нинг етарлича кичиклигини \исобга олсак,
lim | |l/ * —M,v 11 = 0

\осил булади ва теорема нсботланади.
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11.11-§. ВАРИАЦИОН-АЙИРМАЛИ МЕТОДЛАР. 
ЧЕКЛИ ЭЛЕМ ЕНТЛАР МЕТОДИ

Биз олдинги бобларда чегаравий масалаларни чекли-айирмали 
метоллар ва вариацион методлар билан такрибий ечиш масаласини 
куриб чицдан эдик. Бу методларнинг \ар бирининг устунликлари ва 
камчиликларн бор. Агар дифференциал оператор мусбат аникланган 
ва симметрик булса, вариацион методни куллаш натижасида \осил 
булган чизикли алгебраик тенгламалар системасининг матрицаси \ам 
мусбат аникланган ва симметрик булади. Аммо бу матрица туда, 
яъни нолдан фар^ли элементлари жуда куп булади. Шунинг учун 
\ам матрицанинг тартиби катта булса, бундай системани ечиш жуда 
куп ме\нат талаб килади. Иккинчи томондан, чекли-айирмали ме
тодда матрица уч диагоналли булиб, чизикли алгебраик тенгламалар 
системасининг матрицаси сийрак булади. Аммо дифференциал опе
ратор мусбат аникланган \олда системанинг матрицаси мусбат аниц- 
ланмаган булиши мумкин.

Кейинги йилларда шундай методлар яратила бошландики, улар 
вариацион ва айирмали методларнинг ижобий томонларини узида 
мужассамлаштирган. Бу методлар вариацион-айирмаш .методлар (чеши 
мементшр методи) дейилади. Бундай методларни куриш учун ва
риацион методларда базис функциялар сифатида чекли бардор- 
ли функцияларни* (финит функцияларни) олиш керак. Бундай 
функциялар ечим мавжуд булган со\анинг факат кичик цисмида- 
гина нолдан фарклидир.

Биз биламизки, агар

функционал аникланган со\адан олинган ва и (0) = и (1) = 0 шарт
ларни каноатлантирадиган и (х ) функция (11.1) функционал учун 
минимумни таъминласа, у \олда у

чегаравий масаланинг ечими булади. Аксинча, агар и(х) ечим (11.2) 
чегаравий масаланинг ечими булса, у \олда и(х) ечим (11.1) функ- 
ционалнинганикланиш со\асида унинг учун минимумни таъмин- 
лайди.

* Функииянинг б а р д о р и  (русча «носитель») чекли дейилади, агар функ
ция (-оо; х ) ораликда аннцланган булиб, бу ора1 икнинг чекли кисмида нолдан 
фарцли булса.

(11.D

- ~ T  + U=f(x) , м(0) = м(1) = 0 ( 11.2)

266



■ Вариацион-айирмали методнинг мо\иятини тушуниш учун 
K b г, = /й. i - oN ; hN = l| турда

</>,(*) =
(*-*,_,)/Л.
(-*»♦, ~x)lh,  дге(дг,,х,„), 
О, х«(дгм ,хы )

( П . З )

финит функцияларни олиб, уларнн базис функциялар сифатида 
крбул киламиз. Финит ̂ (х) функциянинг бардори supp <р (х) орка
ли белгиланади. бизнинг *олда supp = (дг ,, х(>|). Такрибий 
ечимни

N-1
“ы(х) =

куринишда кидирамиз, бу ерда а1 коэффиииентларни вариацион 
алгоритм буйича аниклаймиз. Бу \олда (11.1) функционаз учун 
минимумни таъминлаш шартидан

V-I

£4,01-6,. У - 1.2... N- 1 (11.4)

тенгламалар системаси келиб чикали. (4.6), (4.7) формулаларга кура

I I
Ач = h/ = \f9 j( x )d x . (1 1.5)

Унча мураккаб булмаган \исоблашлардан Aif, i , j  = 1,2....N - \
лар учун куйидагиларни \осил киламиз:

2 1
F  + 6’ > = J'

И
о, |/ у| > 1.

( 11.6)

Шундай килиб, вариацион алгоритмни (11.3) финит функция- 
ларга куллаш натижаси бизни (11.4) тенгламалар системасига кел- 
тирди. Бу канлайдир айирмази тенглама булиб, айнрмази методлар- 
да \осил буладиган тенгламазарга ухшашдир. Бу системанинг мат
рицаси уч диагоналли б^либ. \исоблаш учун кулай. Бундан ташкари.
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(11.5) ва (11.6) дан курамизки, (11.4) системанинг матрицаси сим 
метрик матрицадир.

Фараз килайлик. G со\а Оху те кисли гида кдндайдир чегаралан- 
ган со\а булиб, чегараси /'булсин. Куйидаги белгилашни кирита. 
миз:

а 2

а = (а,, а2), | а | = а,+ а2, бунда а г  а 2 — бутун сонлар. Бизга ке- 
йинчалик L2(G), IV2 (G) ва IV:(G) Гильберт фазолари керак була
ди, бу фазоларда скаляр купайтма ва норма куйидагича аникпа- 
нади:

L2(G) да

W k(G) да

£  ^DPtfdxdyк  1 "
\a\ikc

0 А кЭнди W: ((7) оркали (G) фазонинг шундай фазоостисини
о *

белгилаймизки, W : (G) га тегишли булган функциялар Г па нол- 

га айлансин. Фараз килайлик, берилган и(х, у) е  w2 ( G) ф ункиия- 

ни G = <0 < х  < о, 0 < у  < Ь) со\ада булак-булак чизикли функция 

билан аппроксимация килиш талаб килинсин. Бунинг учун G ни 
xi = /А;, у] = уЛ, (Л, = а/М, Л, = b/N) тугри чизиклар билан G:i т р и  
туртбурчакларга булиб чикамиз, кейин \ар бир С. ни диагонал 
билан иккига буламиз (21-чизма), яъни G ни учбурчакларга булиб 
чикамиз. \ар бир (дг, у} га шундай <pJx,y) функциями мос куямиз- 
ки, у (х, >v) тугунда бирга тенг булиб, бошка тугунларда нолга 
тенг ва \ар бир учбурчакда чизикти функциядир. Киритилган тур 
учун барча <pi (х, у) ларни куйидагича
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о х

2 1-чизма.

tp(sj) =

1 — S,  0 < 5 < 1 ,  0  < / < 5 ,

1 - /, О < S < 1, S < f < 1,
1 + 5 -  / .  -  I <  S <  О,  О <  f  £  S +  1,

1 + 5 ,  -  1 <  S <  О, S  < 1  й О ,

1 +  / ,  -  1 £  J  <  0 ,  -  I £  t  й  5 ,

l- s  + f, 0 < s < 1, s -1 < f < О

(11.7)

киритилган функция оркали ифодалаш мумкин. Бу функциянинг 
барлори 22-чизмада курсатилган. Энди <рц(х, у) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

* « < * • / > £ - . / ) • ( 11.8 )

Бу функциялар Курант 
функция, три деб аталади. 
Берилган н(х,г)Ё№ (С ) 
Функция учун

= u(x,,yj), / = О, Л/,

h i  j  = o7n

сонларни киритиб.
м м

иЛх,у)  = £  У и ^ х . у )

supp

22 -чизма.

.
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чизими комбинациями тузамиз, бу ифода и(х,у )  ни булак-бущ  
низшем тулдириш дейилади. Равшанки, GC((/)Awj(C). дГар
и Е WjAw,2 булса, у \олда

A/-I \-|

иЛ*’У)=
/-I J . I

га эга буламиз, бунда йигинди G нинг ички нукталари б уй и ча 
олинади.

Энди вариацион-айирмали метод билан тугри бурчакли туртбур. 
чак со\ада Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини ечамиз. 

Фараз килайлик, G = {0 < х £ а, 0 й у  < Ь) со\ада

-Au = f ( x , y ) ,  и |г= О (11.9)

Дирихле масаласининг такрибий ечимини топиш талаб килинсин. 
Бу масалани Н -  L2(G) Гильберт фазосида караймиз. Масаланинг 
оператори А куйидаги

Аи = -А и = - д2и дги 
дх2 ёу2

дифференциал ифода билан берилган булиб, аникланиш со\аси 
D(L) = {и : uEw](G),u |f = Oj. Энди (11.8) масалани куйидагича ёзи- 
шимиз мумкин:

Аи = f , f e i^ .  (li.io)

Равшанки, А оператор симметрик:

с
Курсатиш мумкинки, А мусбат аникданган оператор. Оператор сим
метрик ва мусбат аникданган булганлиги учун (11.10) м асал ан и  
ечишда Ритц ёки Галёркин методини куллашимиз мумкин. Бу ерда 
ХЭР иккала метод \ам устма-уст тушади. Шунинг учун хдм та кр и б и й  
ечимни Галёркин методи ша)сшда кидирамиз. А операторга мос ке- 
ладиган энергетик фазони Нл оркали белгилаб, унда скаляр купайт- 
ма ва нормани куйидагича аникдаймиз:

!"•»]=J(=S*SS)**-
270

VC

i  u \  s-u j dxdy
Bx Sy

1/2

Галёркин методи асосида куйидаги интефал тенглик ётади:

В  [и,0] = (/ ,0 ), f E L .

■
И х т и ё р и й  д Е Н 4 функция учун (11.10) тенгламанинг умумлашган 
е ч и м и  бу тенгликни кдноатлантиради.

Такрибий ечим ик(х,у) ни

■  и„ (х, у ) = £  £  (х, >>)
<-1 7-1

курннишда излаймиз, бундаги коэффициентларни Галёркин 
методи асосида

[ин,(рц] = (/\<РЫ). к - \ , М - \ ,  I = l , N  1

системадан топамиз. Бу системани куйидаги матрицали куриниш
да ёзишимиз мумкин:

(11.11)

бунда
А а = / ,

а = (ам,а2| , ..., ow_(у, flv-i.2» •••>

/  = ( / m / i i» ” *» f * 4 - 1.1» /I.Af-И —* f u - t . N - i )  » 

c!*/

fu  = \f(x,y>q>k,(x,y)dxdy,
G

G b  = GAsupp<pt/, GijU = Gt/Asuppfy.
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\ар бир учбурчакда <р1у(х, у) чизик,™ булганлиги учун уларнинг 
\осиласи бу учбурчакда узгармас сондир. Шунинг учун v»m Д/4,лар
ни осонлик билан \исоблаш мумкин:

( (1<Ру д<ри \  
\ д х  ' дх ) -

-"V, агар к = », / = j  булса,V

- X , агар * = i + l, / = j  булса.
'К

О, агар / = j  +1, к = / ёки к = i +1 булса.

- \  , агар к = i - 1. / = j  булса,

О, агар / = j  — I, к = i -1 ёки к = / булса;

/ ' 4 . < > п  =

V ду ’ ду )

агар к = /, 1 = j  булса.

О, агар Л = / +1, I = j  ёки / = у +1 булса.

- Л  , агар * = i, / = / +1 булса.*2
О. агар к = i - l ,  I = j  ёки / = j - 1 булса.

- ,2, агар к = i, I = j - 1 булса.. *2

Топилган кийматларнн (11.11) га куйсак, у куйидаги куриниш- га эга булади:

/-1’2....Л/-1.У- 1,2......Л' - 1,

бунда aoj = oWy -  oh = ajN = 0 деб \исобланади. Шундай килиб,
Галёркиннинг вариацион-айирмали методи асосида булак-булак
чизикти (1 1.K) базисда (11.9) масала учун маълум беш нукталИ
схемага келдик. Аммо бу ерда = (/> * ) махсус кур и н и ш га  
эга.
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И Н Т Е Г Р А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р Н И  
Т А К Р И Б И Й  Е Ч И Ш

12-боб

12.1-§. ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ 
АСОСИЙ ТУШ УНЧАЛАРИ

Интегра1 тенглама деб шундай тенгламага айтиладики, унда и(х) 
номаълум функция аникинтсфал белгиси остида к^тнашади. Маса
лан.

h
g (x )u (x ) -k  IK(x..s)u{s)ds=f(x)(a<x<b), ( l . l )

a

бу ерда #U), К(дг, s) ва f (x) берилган функциялар ва к берилган 
параметрдир (купинча у I ёки - I деб олинади). К(х, у) функция 
интеграл тенгламанинг узаги (ядроси) ва /(.v) функция тенглама
нинг унг томони (ёки озод %ади) дейилади. Шуни таъкидлаш ло- 
зимки, к комплекс \ам, \акикий \ам булиши мумкин, лекин х  ва 
5 доим \акикий кийматни кабул килади.

Агар g(x) = 0 ва к = — I булса, у \олда ( l . I ) тенглама

ь
^K(x,s)u(s)ds = f ( X) (1.2)
а

куринишга эга булиб, Фредгольмнинг I жинс интеграх тенгламаси 
"“йилади. Агар барча хЕ  [a, Z>] учун g(x) *  0 булса, у \олда (1.1) тенг
ламанинг \ар иккала томонини g(x) га булиб. кайта белгилаб чик- 
сак, уни

ь

! ы(х)-A jAf(jr,s)M(s)</s=/(jt) (а<х<Ь) (1.3)

L
куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама Фредгольмнинг И жинс ин
теграх тенгламаси дейилади. Агар |а. Ь\ ораликнинг айрим нукта- 
ларида g(x) = 0 булиб, бошка нукталарида g(x) * 0 булса. у \олда
(1.1) тенглама Фредгольмнинг III жинс интеграл тенгламаси де
йилади. I I I  жинс тенглама кам урганилган, лекин татбикларда 
учрайди.

Юкоридаги ( I . I ), (1.3) тенгламалар бир жинсли булмаган тенг
ламалар дейилади. Агар ( 1.3) тенгламада Д х) з 0 булса, у \олда

IS— М. Исроилов 273



b

u ( x ) ~ k ^ K ( x ,  s)u(s)ds = 0 ( a ^ x < b )  (| ^
a

Фредголычнинг бир жинсли тенгламаси дейилади. Бу тенглама доимо 
ну.ии (mpueuai) и(х) = 0 ечимга эга. Агар к параметрнинг айрим кий- 
матларида тенглама нотривиал ечимга эга булса, бундай кий- 
матлар К(х, s) Узакнинг ёки унга мос келадиган (1.4) тенглама
нинг хос чийматюри (хос сонлари) дейилади, уларга мос келади
ган нотривиал ечим эса хос функцияюр дейилади. Ушбу

h
u ( x ) - k j K ( s , x ) u ( s ) d s = f ( x ) ( a Z x < b )  ( 1.5)

а

тенглама (1.3) тенгламага богловчи дейилади.
Фредгольм тенгламаси назариясининг асоси куйидагидан ибо

рат:
1. Агар X сон К(х, s) узакнинг характеристик сони булмаса. у 

*олда ихтиёрий /(дг) озод \ад учун (1.3) тенглама ягона ечимга эга.
2. Агар А. сон (1.4) бир жинсли тенгламанинг хос сони булса (унга 

<рк = q>k(x), к = \,п хос функциялар мос келади), у \олда Я
ь

u ( x ) - l j K ( s , x ) u ( s ) d s  = 0 (|.б)
а

богловчи тенгламанинг \ам хос сони булади. (1.4) ва (1.6)тенг- 
ламаларнинг к хос сон ига мос келадиган хос функцияларининг 
микдори бир хил булади.

3. Агар бир жинсли тенглама нотривиал ечимга эга булса, у \олда 
бир жинсли булмаган тенглама, умуман айтганда, ечимга эга булмай- 
ди. У ечимга эга булиши учун

Ь
{ f 'V k) = \ f ( x ) V k(x)dx = 0, к = 1,п ( 1.7)

а

ортогоналлик шартининг бажарилиши зарур ва етарлидир, бу ерда 
у к(х) к = \,п богловчи K(s,x) Узакнинг берилган хос сонига мос 
келадиган хос функцияларидир.

4. (1.4) тенглама хос сонларининг туплами чекли масофада ли
мит нуктага эга эмас. Агар хос сонларнинг туплами чексиз булса. 
у \олда лимит нукта чексизликда ётади.

Татбимарда K(x,s) Узаги симметрик булган, яъни

К(х, s)=K(s, дг)
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ва

дгольм тенгламалари катта ахамиятга эга. Симметрик узак ку- 
аги хоссаларга эга:
1. \ар кандай симметрик узак \еч булмаганда битта хос сонга

I.
2. Симметрик узакнинг барча хос сонлари \акикийдир.
3. Симметрик узакнинг \ар хил А ва ^(А * ц) хос сонларига 

мос келадиган <р(х) ва ^(jc) х о с  функииялари |о, Ь\ ораликда Уза- 
ро ортогонал, яъни
! х

J<p(x)v/(x)rfx = 0.
а

Амалиётда куйидаги куринишдаги
I Х

jK (x,s)u(s)ds = Д х ) (1.8)
а

х
и(х) - A jK(x,  s)u(s)ds = f ( x )  (1.9)

а

интеграл тенгламалар \ам куп учрайди, булар мос равишда Воль- 
ерранинг I .\a.wki II жинс интеграл теныамалари дейилади.

Ушбу

л j K(x,s). агар а < s й х  б^лса,
[0, агар s > х  булса,

1КЦИЯНИ киритиб, (1.8) ва (1.9) Вольтерра тенгламаларини мос 
зишда K(x,s) узакли Фредгольм тенгламаси куринишида ёзиш 
1кин. Аммо куп \олларда Вольтерра тенгламаларини мустакил 

авишда текшириш (ва такрибий ечимини топиш) максадга муво- 
фик булади.

Вольтерранинг I жинс тенгламасига мисол сифатида Абелнинг 
ушбу

u(s)ds

I (x-sf*
= / ( X)  (0 < а < 1) ( 1- 10)

1гламасини олиш мумкин. бу ердаДг) узлуксиз ̂ осилага эга булган 
аълум функция. Маълумки, (1.10) тенгламанинг ечими куйидаги 

Формула билан аникданади:

и(х) = sin  а л  Г / ( 0) *, f \ s )d s

L*
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Агар К(х, s) ва Д х) лар узлуксиз дифференциалланувчи функиия- 
лар булиб, барча хе|а, Ь\ учун А"(лг, х)*0 булса, у \олда Вольтер- 
ранинг (1.8) 1 жинс интефал тенгламаси Вольтерранинг (1.9) 
II жинс интеграл тенгламасига келтирилади. \акик,атан \ам.
(1.8) тенгламанинг *ар иккала томонини х  буйича дифференниал- 
лаб,

X
К(х,х)и(х)+ JaT;(x,5)m(s)</5 = f ' ( x )

а
ёки

X
м(х) + Ĵ ,(jC,5)w(s)i/5 =/j(x) ( a < x < b )

а

тенгламани косил киламиз, бу ерда

М х ) ' й 7 , -

Шунинг учун \ам биз кейинчалик Вольтерранинг II жинс тенгла
масини караймиз.

Юкорида келтирилган тенгламаларнинг \аммаси \ам чизицли ин- 
тегра.1 тенгламалар дейилади, чунки уларда изланаётган и(х) функ
ция биринчи даражада кртнашади. Чизикни булмаган интефал тенг
ламалар \ам куп учрайди. Ушбу

ь
M(JC)-A |А'[дС,5,М(5)к/5 = / (* )

а

Урисон тенгламаси ски
ь

и(х) - xjK(x,s)F(s,u(s))ds = f ( x )
а

Гаммерштейн тенгламаси чизикди булмаган интеграл тенгламага 
мисол була олади.

Интеграл тенгламалар математиканинг узида ва унинг турли 
татбимарида учрайди. Дифференциал тенгламапарда Коши маса
ласи Вольтерра интеграл тенгламасига. эллиптик тенгламаларда- 
ги чегаравий масала Фредгольмнинг II жинс интеграл тенглама
сига, параболик ва гиперболик тенгламалар эса Фредгольмнинг 
I жинс тенгламасига келтирилади.

М и с о л . Куйидаги я-тартибли оддий дифференциал тенглама учун Коши 
масаласи
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4>(и) + P ^ x ^ ' - ' U x )  + ... + Р„{х)<р = / (* ) .  

<р(а) = 0, tp'(a) = О..... >̂,я 1,(о) = 0 (1 II)

рилган булсин. Бу масалани интефал тенгламага келтириш мумкин. Хакикдган 
*ам.

<р(х) =
(я-1)! J ( 112)

деб оламиз, бу ерда и<х) янги номаълум функция. (1.12) тенгликии к марга диф- 
ферснциаллаймиэ, натижада куйидагига эга буламиз:

. х
v><*)<Jt) "  (п^кУ . ( Is iS B - l) ,* а
<Р>ш\ х )  = и(х).

Шу билан бирга барча I s  A s  я-1 учун <р,к>{а) = 0 шартнинг бажарилиши рав- 
шандир. <pll‘(x) лар учун топилган ифодаларни ( I . II)тенгламанинг чап томонига 
Куйиб. куйидагига эга буламиз:

Л

и(дс)+ s)u(s)ds = f ( x ) . (1-13)

бунда

K ix . s )  = р , (х )  + р2( х ) ~  + ... +

Шундай килиб. (I.I I)масала Вольтерранинг II жинс (1.13)интеграл тенглама- 
сини ечишга келтирилди. (1.13)лан и(х) ни топиб олиб. <р(х) ни (1.12)формула 
ёрдамида аниклаймиз. Бунга ухшаш мисолларни куплаб келтириш мумкин.

Бу бобда асосий масала цуйидагилардан иборат:
1) А нинг берилган цийматларида бир жинсли булмаган интег

рал тенгламанинг аник;ёки такрибий ечимини топиш;
2) бир жинсли тенгламанинг хос сонлари ва хос функцияларини 

топиш.

12.2-§. КВАДРАТУР ФОРМ УЛАЛАР ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИ Ш

12.2.1. Хисоблаш алгоритмлари. Интефал тенгламаларни такри
бий ечишда амалиётда кенг кулланиладиган усуллардан бири бу 
тенгламада кдтнашадиган интефатни у ёки бу

j<f>(x)dx = Ф(дгу) + /?(Ф)
j - 1
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квадратур формула (кв.ф.) билан алмаштиришдан иборатдир. Бу
ерда jr,, jc2, ...хл ва Аг А2....Аа лар мос равишда кв.ф. нинг тугунларц
\амда коэффициентлари булиб, улар Ф(х) функцияга боглик эмас,

п
/?(Ф) эса колдик\ад. Бу формулада А1 > 0 ва £  At = b - a  шартлар

7-1
бажарилади, деб фараз киламиз. Мисол сифатида 7-бобда кэралган 
куйидаги формулаларни келтирамиз:

1. Умумлашган тугри туртбурчаклар формуласи:

х =о + (у-1)Л, Л = * ^ ,  А = Л, j  *1,2.... л.J П *

2. Умумлашган трапециялар формуласи:

Xj — a + ( j  — 1)А, А = ь~ .  А, = Ап =~,  Aj = A, j  = 2,л - 1.

3. Умумлашган Симпсон формуласи (л = 2т + 1 деб оламиз):

Xj = а  + (у — 1)А, А = - — , \  = Л2яЛ =
2т  3

А2 = А4 = ... = А2т = - А, Д, = /4, = ... = .

4. Гаусс формуласи:

v  _  b ~ a  v<»» j .  а  + ь  л  - Ь ~ а  А'")Xj —  Xj + —— , * j -- —  ,

бу ерда х™ ва А'п) лар [—1.1] сегмент учун курилган Гаусс форму- 
ласининг тугунлари ва коэффициентларидир.

Энди (1.3)интефал тенгламани такрибий ечиш масаласига 
утамиз. Бунинг учун (1.3) тенгламада х = х, (/' = 1, л) деб оламиз. У 
\олда

ь
u(xl) - k j K ( x l,s)u(s)ds = /(х,) (/ = 1.л) <--2)

а

муносабатлар \осил булади. (2.2) даги интегралларни (2.1) кв.ф- 
билан алмаштирсак. куйидагиларга эга буламиз:

п
и(х,)~ а £  AjK(x,, х, )u(Xj) = f ( x ,) + A R,,

у-i

R, = R \ K ( x l,s)u(s)], i = \,п. (2.3)
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(2.3) системада л/? микдорларни ташлаб юбориб, и(х) ечимнинг х г
х...... хп тугунлардаги у г уг  ... , уп такрибий кнйматлари учун ушбу
чизикди алгебра и к тенгламалар системасини \осил киламиз:

п
У, ~  AJ КцУj  =  /  (/ =  1, я ) , (2 .4 )

у-1

бу ерда
К у = K(x, ,xj) ,  / = / (х /).

Кейин
10, агар /' * j  булса,

* (1, агар /' = j  булса.

Кронекер белгисини киритиб ва
п

Л - I V y>1

ни \исобга олиб, (1.17) системани ушбу куринишда ёзамиз:

£ (5 ,,- А ^ ^ )^  = / (/ = Гл ). (2.5)
у-|

Агар

Д(А) = det(5  ̂- k A j K y ) * 0 (2.6)

б^лса, у \олда (2.5) система ягона у г  у2....уп ечимга эга булади ва
бу ечимни 3-бобдаги усуллар билан топиш мумкин. Бу кийматлар- 
га кура интерполяциялаш йули билан (1.3) тенгламанинг такри- 
бий кийматини бутун [о, Ь\ ораликучун топамиз. Одатда, бундай 
формула учун

п
у(х)  = f ( x )  + k Y i AJK ( x , x j )yJ (2.7)

У-1

[интерполяиион формула олинади, равшанки. ><х) = yt (/ = 1,я).
Ушбу

А ( А )  = 0

л-даражали алгебраик тенгламанинг узаро фаркти А . А г....
(«1 < п) илдизлари, умуман олганда. К(х, д) узак хос сонларининг 
такрибий кийматини беради. Агар (/ = 1,я; А ■ 1,т) лар (2.5) сис
темага мос келадиган



/ I
(2.8)

бир жинсли системанинг ечими булса, у \олда узакнинг хос функ- 
циялари такрибий рани шла

Ф Л * )  =  k i ^ A t K { x , X j ) y \ k )  [ к  =  1 , / и )  ( 2 9

формулалар ёрдамида топилади ва булар (1.4) бир жинсли тенгла
манинг такрибий хос функциялари булади.

Куриниб турибдики. (2.3) системада А/? канча кичик булса.
(2.5) системада биз шунча кичик хатоликка йул кУйган буламиз. 
Шунинг учун \ам кв.ф.ни танлаш катта а\амиятга эга. Агар тугун 
нукталарни канча куп олсак, бир томондан, XR кичик булиб, ик
кинчи томондан, (2.5) системанинг тартиби шунча ошади ва уни 
ечиш опфлашади. Купинча алгебраик аникзик даражаси юкори 
булган Гаусс формулазари ишлатилади. Шуни \ам таъкидлаш ке
ракки, агар К(х, s) ва Д х) функциялар даврий булиб, уларнинг 
даври Ь—а булса, у \олда туфи туртбурчаклар формуласининг аник,- 
лик даражаси Гаусс формуласининганимикдаражасига тенгбула- 
ди ва бу \олда тугри туртбурчаклар формуласини куллаш маъкул- 
дир. Номаълум функция ёки узак оразикнинг четки нукталарида 
нолга айланиши олдиндан бизга маълум булса, у \олда Марков 
формуласини ишлатиш маце ад га мувофиц булади.

Агар К ( х s) узак ва Д х)  озод \адлар анча силлик булса, у  \олда 
юк,орн аникликдаги кв.ф.ни ишлатишни оклаш мумкин. Чунки бу 
\олда и(х) \ам шунча силликликка эга булади. Хакикатан \ам. 
агар / “ ’(*) ва А^’(*.*)лар мавжуд \амда ухзуксиз булса, у \олда
(1.3) тенгламани к марта дифференциазлаб, и "  (дг) нинг м авжудзи- 
гига ишонч \осил киламиз:

ь
Ua \ x )  = А ̂ ^ ( Х , •*)«($)</•* + / <* ,(JC). (2 .Ю )

а

Куйидагиларни таъкидлаш мацеадга мувофикдир: агар бер и л-  
ган тенгламада.Я.*) озод \ад ёки К(х, s) узак силлик, б у л м а с а . У 
\олда тенглама устида азмаштиришлар бажариб, озод \ад ва 
ги силлик булган янги тенгламани \осил килиш мумкин. Маса- 
лан, узак силлик булиб, озод \ал махсусликка эга булсин, У 
\олда

fl(x) = и(х) - f ( x )
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функцияни киритиб.
V  ь ь

д(х) - A J/ f(x ,s )d (s )< /s  = а |А " ( :с,5 ) / (5 )Л

тенгламани \осил киламиз, яъни берилган тенглама курннишига 
эга булган тенгламани \осил килдик. лекин унинг озод \ади ол- 
дингига нисбатан силликдир. натижада j) (х ) ечим \ам силликрок 
булади. 3(х)ни топгандан кейин и(х) =д(х) + Д х )  ни \ам топамиз. 

Щ  Купинча А(д. л) ёки унинг А,'(д.л) \осиласи s = .v диагоналда узи- 
лишга эга булади. Бу \олда тенгламани куйидагича узгартириш
керак:

и(х)
ь 1 *

1 -  A | A ( jc,5 )J5  -  A jA (X , .S ) [w (s )  -  м(дс)] i/s = / (д ).

В Энди иккинчи интеграл остидаги функция узилишга эга 
булмайди, чунки s=x  диагоналда и(.ч)-и(х) нолга айланали.

г ?. ■ В\K(x , s )ds  интегралга келсак. унда номаълум функция катнаш- 
майли. шунинг учун \ам уни осонлик билан \исоблаш мумкин ва
у кандайдир />(д) функцияни беради.

Татбикзарда купинча шундай тенгламалар учрайдики. улар
нинг узаги

■  K(x,s) = Н(х̂  (0 < « < I)
|дС-5|

куринишга эга булади, бу ерда // (дг, s) силлик функция. Бундан 
Узаклн тенгламадан узагн такрорланган тенгламага утиш максадга 

I  Иувофикшр. Бундай Узаклар5=дсдиагоналда махсусликдан хази була
ди. Энди (1.2) тенглама \амда чизикни булмаган интеграл тенгла
маларни такрибий ечишга кискача тухталиб утамнз. Ушбу

к
Ж  a Ja u  ,s)u(s)ds = f ( x )  (2.11)

а
тенгламанинг такрибий ечимини топиш учун

В  k l L AiK* y j (/ = ,' л )

чизикзи алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу сис
темани ечиб, дг,, х 2, ..., х п нукталардаги у г  у„ ..., уг такрибий
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ечимни топамиз. ( 1 .2 ) тенгламани ечиш нокоррект маса 
ради. 1 |агаки.

Агар бизга
Ь

и(х)= |К[ДГ,5,И(5)]Л + /(ДГ)
а

чизикли булмаган Урисон тенгламаси берилган булса, 
юкрридагидек иш тутиб, ушбу ' х'°Лда

чизикли булмаган тенгламалар системасига эга буламиз. Бу система
ни Ньютон методи билан ечиб. у,, у2..... уп ларни топишимиз
мумкин. Такрибий ечим сифатида

ни олишимиз мумкин.

12.2.2. Хатоликни ба\олаш. Энди К(х, s) узак на fix) озод \ал к
тартибли узлуксиз \осилага эга деб фараз киламиз. У \олда 
(2 .10)тенгламадан курамизки, м(х) ечим \ам к тартибли \осила- 
га эга.

Агар (2 .5 ) система аникловчисини ва Д (Я ) элем ентларинингап- 
гебраик тулдирувчиларини Л„(А) оркати белгилаб олсак, у \олда 
Крамер коидасига кура ечимни куйидагича ёза оламиз:

Энди такрибий ечимнинг х нуктадаги хатолигини ч, 
белгилаймиз:

У(*) = X  AjK {x*xj 'У,) +Л *)

(2.3) системадан эса

У‘

м<х<) =

( 2. 12)

(2.13)

\осил булади.

П, = **(*,)“  у,

ва rj(x) = и(х) - у(х) деб оламиз, бу ерда у(х) (2.7) формул 4  
аникланади. (2.12) ва (2.13) тенгликлардан

б„;13Н
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■  i - s r a Z M -

. чицэди- Кулайлик учун куйидаги белгилашларни кирита-

В = max IN  .D _тгтг ’ л -г м max | /?|, /? = / ? [£ ( * ,  s)j/(s)],
а<х<Ь

Z. = max* aix.^b
&K(xj) 

аг* , А/. = max и (дг).aitSb

Осонлик билан куриш мумкинки.

. ;
»|(х) = 1/(л)- г (л) = а £ .1  А ( V. V, )[м(.г,) - v, ]  + АЯ 

муносабатлар уриилидир. Бундан эса

И*)|^|а||л|+|а| £ ^ | а: (дг,*у

£ |А| R’ + |A|J L„BR' £  А, •  |А| R' + |А|* L, BR'(Ь -  а)

(2.14)

келиб чикади. (2.14) бахрда R '  дан ташкари колган узгармасларни 
с̂облаш мумкин. R ’ узгармас эса Ф(д) = K(x ,s )u(s )  функция учун 

Прилган кв.ф. колдик \ади абсолют кийматининг .v€=|«. Ь\ буйича 
а1инган максимумидир. 7-бобдан биламизки, юкорида келтирилган 
*М>-нинг колдик \ади

(2.15)
Чфин

R(<t>)=a„4>,m'(S) (а <£,< Ь)

1Г НИ111га эга булиб, а факат п га боглик булган узгармас сондир 
^М ки :

Мумлашган туфи бурчаклар формуласи учун

L
ап = =

" 24( л-1)
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2. Умумлашган трапсциялар формуласи учун

а = (т = 2)." 12(/г— I )2

3. Умумлашган Симпсон формуласи учун

“ ■ - й й 7  ,т  = “ -

4. л тугунли Гаусс формуласи учун

а„ = , л , /и = 2/1.
[(2я)!] (2я+1) «■ н

(2.14) тенгликдан ушбу ба\ога эга буламиз:

|/?(Ф)| < а . шах |ФШ'(*)|.
' а<,м<,Ь I I

Бизнинг \олда Ф (s)= К (x,s) и (5)(х-параметр) булганлиги учун 
Лейбниц формуласига кура

Ф '* '(s) = £ с *  *>(.*)
А *0

ва бундан

П1ах|Ф'-(5)|^|;с:^Л/,., (2.16)

келиб чицади. Z.t ни аникдаш учун (2.10) тенгликда модулга ута-
миз:

|и,4>(х)|й |A|lt M0(b-a)  + Ft , Fk = ma\|/'‘4-0|,

бундан эса
Мк <\k\Lk( b -a )M 0 + Fk.

Шундай килиб. (2.16) ва (2.17)лардан

max | Ф " (5 )| £ |А|(Л - а)М0 £ C kmLkL„_k +

+ Z C^ F.-I =С.Л/»+С2
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Щ иИ Ч0СИЛ киламиз, бу ерда

с, =|А|(/>-‘.)Х С М - „ ,.С , = £CZ.(F„ , ,2.19)

Г ^ .аццщи мумкин булган узгармас сонлар. чунки A'(.v. v) узак 
^ Г ч 0зод\ад маълум. Энди 50 = тах|у(дг)| деб белгилаймиз. на- 

пЯ (j И), (2.15) ва (2.18) лардан куйидагиларга эга буламиз:

)и(д)| < |fj(.v)| + |y(.v)j < ЯЯ* + |А|* L„B(h-u)R* +S„ <

*1

еки

Агар

:{|A| + |A|2 L„B(b- a )} a „  (C, M0 + C ,)  + S0 

M0 Z (|A| + |A|3 ЦВ(Ь-e)}a„ (C, Mn + C2) + S0.

1 -a„Ct ||A|+|A|2 ЦВ(Ь-а)} > 0 (2.20)

генгсихтик бажарилса, у \олда

50+аяС2{|Л|+|А|Ч,в;
0 *  1-вл(|яЖ *1в*) (2'21)

Демак. г), ва rj(x) хатоликларни маълум микдорлар оркали и фола- 
лаш мумкин.

Шундай килиб, агар (2.20) тенгсихтик бажарилса, (2.21) \ам 
оакарилади ва бундан А хос сон эмас деб тасдиклаш мумкин. 
ХаКицатан \ам, акс \олда и(х) га (1.4) бир жинсли тенгламанинг 
и*тиёрий (модули буйича етарлича катта) ечимини кушиш мум- 
кнн- бундан эса (2.21) тенгсизликнинг бажарилмаслиги келиб 
ч«Кади.

Келтирилган ба.\олар хос сон ва хос функциями топишда йул 
^^И*нхатоликми ба\олаш учун \ам имкон беради. Буига кисфча
^алибугамиз.

л нинг бирор узгариш со\аси. масалан, |А| < г доирани оламиз. 
А ° иРада max£|д#| <л булсин. У \олда (2.21)тенгсипикда Ани 

W;.)| билан алмаштирамиз. Агар Я

1-«„С,|А|
|+ 1А^ т

>0 (2.22)



генгсихтикни кдноатлантирса, у \олдаЯ хос сон булмайди 
учун \ам хос сонлар / цийматларининг шундай тупламида* 
шиши керакки, у ерда (2.22) тенгсизлик бажарилмаслиги к *ОЙ*1а' 

12.2.3. Вольтерранинг II жинс интеграл тенгламасини кла^К 
формула ёрдамида ечиш. Юкорида биз

I
j <P(s)ds Ф(0)+4

1 деб олиб.

*Ш*Н

д

и(х)~ kjK(x,s)u(s)ds =f(x) (а<,х<Ь)
:оН

ф о р м у л а с и н и  куллаймиз. Куриниб турибдики.

(2.23)

тенгламани (1.3) Фредгольм тенгламасининг хусусий \олиде 
караш мумкин деган эдик. Шунинг учун \ам бу ерда агао f v  
булса, VJ '

I1 2
А =l’ f l " 2 e ’ /з=°

V 0
Шунинг учун V1M

(2.4)система куйидаги куринишга эга булади:

булади, натижада (2.4) система куйидаги учбурчак матриц&ти чи- 
зикли алгебраик тенгламалар системасига келади:

у, = 1,
| Г1

* “ б 2 ^  + 4 ^ 3J ‘ 2
I

‘ Л

У-1
Агар

1-ЯДА-,, * 0 (/ = 1,л)

(2.24)

(2.25)

1

тенгсизликлар бажарилса, у \олда (2.24) дан кетма-кет куйидаги
ларни косил киламиз:

' - ъ

еки соддалашi иришдан сУнг

( I 
1 е г у 2 +еуу  1 = °

y { = f^ \-X A ,K u ) \

Л  =(/ j+А4^Н.У|)0— ,

Ут = f . +x' E AJK^ j (1 -Х А „Кт У '.

\ИСО-

У, «>.
I

2е 2у 2 - (6 ~ е ) у ,  = О,

24 -  2е 4 у 2 -  е 2у } = 12е 2 .
/

■> системани ечиб. куйидагиларни топамиз:

у,-1, у2ш 1.00048. у ,  = 1.00526.
Бу ерда А/ коэффициентларни кичикрок килиб танлаб атиш 
бига берилган Я учун (2.25) шартни \ар доим каноатлантириШ  тенгламани ИХТИёрий *е |0.1| учун ушбу куринишда ёзиш мумкин:
кин.

М и с о л .  Кв.ф.усули ёрдамида ушбу

I
и (х )~  j x 2se 'xsu{s)ds = (I- *)**

(2.26)

у (х )  = (1 - х)ех -  £  4,00192е2 ♦ 1,00526,

интефал тенгламанинг такрибий ечими топилсин.



12.3-§. ИХТИЁРИЙ УЗАКНИ БУЗИЛГАН УЗАККА 
АЛМАШ ТИРИШ  ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ

12.3Л. Бузилган узакли интеграл тенглама.
Таъриф . Kn(x,s) уза к бузилган дейилади, агар уни куйидаги 

куринишдаги жуфт купайтмаларнинг чекли йигиндиси шаклида 
ёзиш мумкин булса:

= Х 4 ( * ) а д >  (3.1)

бунда /4,(х), худди шунингдек, В(х) (/ = 1,я) функциялар чизик
ли эркли деб каралади. Чунки акс \олда (3.1) чизикли комбина- 
циядаги \адларнинг сонини камайтириш мумкин. Бундай узаклар 
учун

u(x) = f(x)+ kjK „ (x ,s)u (s)ds (3 2)

Фредгольмнинг II жинс интеграл тенгламаси осонлик билан ечила- 
ди. Хакикатан \ам, (3.1) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,

и(х) = f ( x )  + k '^ C iA,{x) (3.3)
1 = 1

тенглик \осил булади, бунда

ь

С, = |Д(5)М(5)Л (/ = 1 ,я)
а

*озирча номаълум микдорлар. Ушбу

Ь
f  = \f(s)B,(s)ds,

а
h

аа = J B,(s)Aj(s)ds
a

белгиларни киритамиз. (3.3) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,

* «
/(*) + я £  С, А, (.г) = /(дг) +Я А, (х)В, (5)

/-1
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ифол а \осил булади. Унинг \ар иккала томонини^х) га кискарти- 
J h6. /4,(л )(/ = 1.л)лар оллилагн коэффиииснтларни тенглаштира- 

миз (Л(х) лар чизик,™ эркли булганлиги учун). натижада С ларни 
топиш учун ушбу

В  с, С , Н , п )

ёки (3.4)

I I  Ё ( * .- Ч )С у = Л ( '- М )

чизикли алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. (3.4) сис
теманинг аникловчисини

A(A) = det(<5v-Aa,( )

оркали \амда А* (А) = [i,j = l,w) оркали Sv - Aat/ элементларнинг 
мос равишдаги алгебраик тулдирувчиларини белгилаймиз.

Агар д(А) * 0 булса, Крамер коидасига кура

|  с, = ^ 2 д , ( л ) / ,  ( ; - Г » ).

Бу кийматларни (3.3) га куйиб, ягона ечимни топамиз: 

и(х) = /(*) + (А)/У4 (*) =

= A x)+^ Z S X ( * M  (*)//(*)*;(*)< * = (35)
к ' cl j-i

= /(х)+А | ^ > / ( , )Л ,
а

бу ерда

Д(х,5;А) = £ ]Г д у,(А )4 (* )Я ; (.т).
1-1 i-l

(3.5) тенгликдан

= (3.6)

функция (1.3) интеграл тенгламанинг резольвентаси эканлиги ке
либ чикади.
19— М. Исроилов 289



I-МИ СОЛ. Ушбу

и( х )  = X + А | ( д г + г ) u(s )ds (3.7)

интеграл тенгламанинг ечими топилсин.
Е чи ш . Равшанки, К(х, s) =д  ̂+ бузилган узак, (3.7) тенгламадан

и(х)  = х  + а(с,Д Г2 +С2)

ни \осил киламиз, бу ерда

I I
С, = fu(sk/s, С 2 = f s 2u(s)ds.

О о
(3.8) ни (3.9) га куйиб, куйидаги

С, = т  + АI

(3.8)

(3.9)

еки

l(ic'* 4  
с!-  * ci)

И М (3.10)

чизик,!и алгебраик тенгламалар системасини \осил киламиз. Системанинг аник- 
ловчиси эса ушбу га тенг:

Д(А) I i -Т -А
i- i . - А- 

5 3

2А 4Я2 
3 "  45 (3.11)

Агар Д ( А )  *■ 0 булса, у холла

1Л  1+А 
г  = - 6 г  -  4 во

Д (А )' Д(А)

булади ва (3.9 )тенгламанинг ечими

4 45-30А-4А

формула билан аникланади.

290



12.3.2. Бузилган узакнинг хос сонлари, хос функциялари ва ре- 
зольвентасини топиш. Юкорида айтганимиздек, Кя(х, s) узакнинг 
хос сонлари

тенгламадан топилади. Агар Я* (к = 1,2,...,т. т < п) сон (3.12) тенг
ламанинг ечими булса (равшанки, кк *0 ), у \олда Kn(x,s) узак
нинг мос равишдаги хос функцияси, яъни

бир жинсли тенгламалар системасининг нотривиал ечимлари.
Шуни \ам таъкидлаш керакки, агар Я = Я4 сон Кп(х, s) узакнинг 

хос сони б^лса, у \олда бир жинсли булмаган (1.3) тенглама ё 
ечимга эга эмас, ёки чексиз куп ечимга эга.

2-мисол . Ушбу

Узакнинг 0< х, j S I со\ада хос сонлари. хос функиияларн ва резольвентаси то-

куринишда ёзишимиз мумкин. С ш  Г ,  коэффициентлар эса куйидаги (к. (3.10)) 
системалан аникданали:

А(Я) = 0 (3.12)

ь
й(х) = Я4 JA '„(x ,s )« (s )^

а

бир жинсли тенгламанинг нотривиал ечими
п

куринишга эга булади, бу ерда С.1*1 ушбу

Х2(х, s) = x!+ iJ

пилсин.
Е чи ш . Ушбу

а
бир жинсли система ечимини

й (х )  -  А ( С | дг2 + С г ) (3 .1 3 )

(3.14)
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Энди (3.14) системанинг (3.10) анмкловчисини нолга тснглаштирнб.

Д (А )- 1 - ^ - ^ - 0 . 

хос сонларнинг кийматларини топамиз:

A, . - 2 ( 5 +3V5). ^ - - 2 (5 - 3 7 5 ) .  (3.15)

Хос сонларнинг \акикийлиги узак симметриклигининг натижасилир.
Агар А=АД (А = 1,2) булса. (3.14)системанинг иккинчиси биринчисининг 

натижаси булади. шунинг учун \ам биз куйидагига эга буламиз:

c,( i ) - x kc2{k)- о

г ( * )  ЗА*
1 3 ^ 7  2

Бу тенгликнинг унг томонига А, нинг (3.14) кийматини кУйсак.

с;1* - с\2) = щ 2'

келиб чикдди. Бу кийматларни (3.13) га куйиб, куйидаги иккита хос функция
ни косил киламиз:

V», (дг) = а ,  ( |  -  ^ 5 х 2 ) ,  <f>2 U )  = а 2 ( l  ♦ S x 2 ).

Бунда а к = At C l*1 * 0 булиб, бу сонлар хос функцияларни нормаллаштириш- 
дан, яъни

I I 2
(x)dx = a* J ( l  ± ■JSx' ) dx = 1 

0 о
дан топилади. Равшанки, а к *  ^  ̂ б(3±ч/5). Шундай килиб.

Ф, (х) = ^ ^6(3+V5)(l ->/5*J ) ,  ^(дг) = |  J ^ W f j ( l  + >/5jc2 )

берилган узакнинг нормаллаштирилган хос функцияларидир.
Резольвентани топиш учун (3.11) аникловчининг алгебраик тУлдирувчила- 

рини топамиз:

Ап (А) = 1 - - j, Ди (А ) я —, д2| (А) = А, Д22 (А) = I - у .

Шунинг учун \ам

К2 (x .j)  = Ау (дг)в, (з)+  А2 (дг)в2 ( j ) ,

1̂, (дг) = дг2. в, ( i )  = 1. Л2 ( х )  = 1. в2 ( j )  -  S2
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тенгликларни назарла тутиб, (3.6) формулага кура резольвентани куйидагича 
ёза оламиз:

2А 4Я5 
3 45

Агар А»-~(5±3-У5) булса. у \олда бир жинсли булмаган (3.7) интеграл тенг
ламанинг ечими (3.5) формулага кура

,2А _4А̂  
3 45

формула оркали ифодаланади.

12.3.3. Ихтиёрий узакни бузилган узак билан якинлаштириш.
Ихтиёрий К(х, д) узакли

интефал тенгламани та1фибий ечиш учун К(х, s) узакни (3.1) кури- 
нишлаги Кп(х, s) бузилган узак билан алмаштириб, кейин \осил 
булган (3.2) интеграл тенгламани 12.3.1 даги усул билан ечамиз. 
Бу ерда куйидагиларни таъкидлаш лозим: Ихтиёрий узакни берил
ган аникликда Кп(х, s) бузилган узак билан алмаштирганда А пара
метр К(х, s) узакнинг хос сонидан канча узок булса, (3.2) тенглама 
ечимининг хатолиги шунча кам булади. Аксинча, А параметр хос 
сонга канча якин булса, Кп(х, s) ни К(х, s) га шунча якинрок килиб 
алмаштириш керак. шу \оддагина такрибий ечимни керакли аник- 
ликда топиш мумкин. К(х, s) ни Кп(х, s) билан алмаштиришнинг 
усуллари куп, биз айримларига тухталиб утамиз.

Агар К(х, s) узак |а, Ь\ ораликаа х  буйича юкори тартибли сил- 
ликликка эга булса, у \олда Кп(х, s) бузилган узак сифатида К(х, s) 
нинг Тейлор каторининг кисмини олиш мумкин:

бунда х() сифатида [о, Ь] ораликнинг ихтиёрий нукгасини олиш мум
кин. Одатда, х„ = ^  деб олинади. Шунга ухшаш муло\азаларнн

Ь
и{х) = f ( x )  + A ̂ K(x,s)u(s)ds (3.16)

а
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s буйича \ам айтиш мумкин. Бузилган узакни куриш учун икки 
каррали Тейлор каторининг чекли кисмини олса \ам булади:

I'  t \ V ' V 1 (Jr—дго)А'(-®—-*о)* у! ч г /Л
= 6М1-

Фараз килайлик. Т= b- а  булсин ва К(х, s) узак 2Гдаврли три- 
гонометрик куп.\ад билан якинлаштириш |/| шартини каноатлан- 
тирсин. У \олда

K„(x,s)= ~a0( s ) + ^ a f  (s)cos

деб олишимиз мумкин, бу ерда ap(s) (р = 0, 1, 2,...) Фурье коэф- 
фициентлари:

Ь

e,(5) = |J*Mcos£H<4r.
а

Шунга ухшаш муло\азалар s узгарувчи учун \ам уринлидир. Кп(х, s) 
сифатида икки каррали Фурье каторининг чекли кисмини олиш 
\ам мумкин:

К. (x<s ) = 4 Ч„ + ' I^ c o s  ' у  + -2 оов2- +

+ X X ^ cosT cos
р я х  qixs 

т ,
/те!

бу ерда
* h

an  =  | ( jt,j ) c o s/,*лгcos4ydxds.

Шу максадда 5-бобдаги >̂ Р хил интерполяцион формулалардан \ам 
фойдаланиш мумкин. Масалан, х аргумент буйича Лагранж интер
поляцион формуласини кулласак,

К" М  = Z

Цдг) = (дг-дс.)(дг-дг2)...(х-хя).

Келтирилган формулалардан ташкари Чебишев. Лежандр ва 
бошка ортогонал куп\адлар буйича ёйилмалардан фойдаланиш 
мумкин.
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12.3.4. Хатоликни ба\олаш. Куйидаги теорема уринлидир: 
Теорема. Фараз килайлик, ушбу

ва

о

и(х) = /(х) + Л jA'(x,s)u(.f)df (3.17)
а

Ь
3„(x) = /,(x) + A|A:„(x,.v)3„(.v)t/v (3.18)

интегра.1 тенгламашр берилган булиб, у„(л\5, А) (3.18) тенгламанинг 
резольвентаси булсин х,амда куйидаги

h
j|K(jr,s)-K1,(jr,j)|<& < S, (3.19)
а

|/(*)-/„(-0|<£, (3.20)
ь
J|y„(jr.*.A)|<*S В (и = 1,2,...) (3.21)
а

тенгсизликларнинг бажарилиши маълум булсин. Агар шу билан бирга
(3.17) тенглама чегараюнган ечимга эга булиб,

|A|6(l + |A|fi)<l (3.22)

шарт бажарюса, у  %олда (3.17) тенгламанинг и(х) ечими ягона ва

<3-231

бал;о уринли булади, бунда F0 = max j /'(дг )|а̂ хйЬ

И с б о т и. Фараз килайлик, М = sup |и(дг)| булсин. Кулайлик учун
а<>х<,Ь

(3.17) тенгламани куйидагича ёзамиз:

h
u (x ) -k  jK,(x,s)u(s)ds = Ф(х), (3.24)

а
бунда

Ь
Ф (х) = /(.*) +A J( A (jr,s )-A '„(.r,.v ))i/ (s)t/v . (3.25)

а
(3.24) тенглама Кп(х, s) узагининг резольвентаси уп(х, s. А) булган- 
лиги учун унинг ечими
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п
и(дг) = Ф(дг) + Я |у„(ДГ,5,Я)Ф(5)с/5 (3.26)

а

куринишга эга булади. Энди (3.25) ва (3.26) тенгликлардан куйида- 
ги ба\оларга эга буламиз:

Ь
|Ф(дг)| < |/(х)| + |Я| J|A(x,s)- А„(^5)||м(5)|Л < F0 +|Я|5Л/,

а
Ь

|м(дг)| < |ф(дг)| + |я| ||у„(.Г,5,Я)||Ф(л)|Л <
а

£ F0 + |*|<5M + |*|(F0 +|Я|5Л/)5,
М <; F0 + |Я|<Ш+|Я|(Г0 + |Я|5Л/)Д.

Бундан (3.22) тенгликни \исобга олсак, куйидаги келиб чикади:
/=-0(|+)А|Я)

^ 1-|А|й(|+|А)в) ’ <3-27)

Шундай килиб, (3.22) шарт бажарилгандаДх) ни кандай танла- 
шимиздан катъи назар, (3.17) тенгламанинг барча ечимлари ягона 
узгармас сон билан чегаразанган булар экан. Бундан эса Я нинг 
хос сон эмаслиги ва (3.17) тенгламанинг ягона ечимга эгалиги келиб 
чикади. Чунки, агар Я узакнинг хос сони булса, у \олда (3.17) тенг
ламанинг бирор счимига узакнинг хос функииясини кушиб,
(3.17) тенгламанинг бошк^ ечимини \осил килган булар эдик. Агар 
биз модули буйича етарлича катта булган хос функцияни кушсак 
(хос функцияни ихтиёрий сонга купайтирсак \ам у хос функция- 
лигича колади), у \олда (3.17) тенгламанинг абсолют киймати би
лан етарлича катта ечимини топган булар эдик.

Шу билан (3.17) тенглама ечимининг ягоналиги исботланди. 
Энди (3.23)ба\они курсатамиз. Бунинг учун (3.18) ва (3.24) тенг- 
ламалардан куйидагини \осил киламиз:

м ( х ^ - д , ( х ) - я | / : . ( * ,* ) ( и ( 5 ) - » я( * ) )Л = Ф (х ) - / , ( д г )
а

ёки
ь

м(* )- М * ) = ф (*)-/Л *) + А/ М х’* А)(ф (л>-/.(*>)А - (3.28)
а

Бундан эса
Ь

|к(дг)-0Д*)|£|Ф(дг)-/,(дс)| + |Я| ||у.(дс,5;Я)||Ф(5)-/,(5))£&.
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екин
b

| Ф и ) - / „ ( * ) |  = Я |(А .'(д г ,л )-/к„(.г ,5 ))и (л )Л  +
а

+ /(* )- / „о Ф < Ч А1гА/-

Демак, (3.27) ва (3.28) муносабатлардан

|mU) -  в .(х )|  £ £  +|Я| B e  + М д  |Я|(1 + |Я| В )  <,

ба\о келиб читали. Теорема исботланди.
Н атиж а. Агар п-*<х> да Кп(х, s) узак ва/^х) озод \ал мос ра

вишда К(х, s) ва/(х)ларга текис якинлашса \амда (3.21) ба\о уринли 
булса, у \олда дп(х) \ам и(х) га текис як,инлашади.

М и с о л . Ушбу

интеграл тенглама ечилсин.

\озирча /(дг) ихтиёрий узлуксиз функция булсин. K2(x,s) узак сифатида

2

(3.29)
о

„  2 X S X SA (x .i)  • xshxs = х  .» + -- —  + + ...

ёйилманинг аввалги иккита \алини оламиз:

(3.30)

(3.31)

ва

о
(3.32)

Интеграл тенгламанинг ечимини

Oj ( jc) = С,дг2+С2дг4+/(х) (3.33)

куринишда излаймиз. Энди

/i = \sfU)d*. / 2 = f s 3/ ( s ) th (3.34)
о о

белгилашлар киритиб. (3.33) ни (3.32) га куйсак.

297



тенглик келиб чикали. Бунлан х : ва х* олдидаги коэффициентларни нолга тенг- 
лаштириб. С, ва С2 ларнн топиш учун

63
644  384 

С, 12287

с, = /;,
(3.35)

”  384 + 2048 Cj = 

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими

с, . о . , м з » ( ^ / , »  А ) . С1 .о , |И)2 6 ( А . « / г) ,3)6,

дан иборат. Шунинг учун \ам 9,(дг) ечимни куйидагича ёзишимиз мумкин:

й 2(дг) = f i x ) *  /0.169326
о

12287
2048

s3 )  4 I s  63 А
+Мз8-4 + 645 ) /Ш s. (3.37)

Бундан резольвента учун ушбу ифода келиб чикдди

,з
y jU .s . l )  = 0.169326 

Осонлик билан куриш мумкинки.
I

Лу,(х.5,1)|л «о.озг.
о

Энди (3.30) ва (3.31)лардан
 ̂ I

]|АГ(дс.5)-АГ,(дс.1)|л < J ' ' ds
п  л  1 '

А 12287 s M  4 / 5 63 з\
*  (  2048 384J  (  384 + 64 5 )

Пч 6 2й

\осил булади. Бу ерда х S * булганлиги учун й сифатида S » ^ -д- = 3 10 

ни олишимиз мумкин. Бизнинг \ол учун г = 0 лишни укобга олиб. (3.23) ба\о- 
дан куйилагига эга буламиз:

, x U  ,  Л) З Ю 7(1+0,032)7 7
2  ̂ 1-|А|й(1+|А|«) ”  1-3 10 7( l +0.032) ' ° ’

бунда Fu = max |/(дг)|. Шундай килиб. ихтиёрий узлуксиз /(дг) озод \ад учун 

(3.29) тенгламанинг такрибий ечими (3.37) формула билан аниманади (С,. С,



эффициснтлар (3 36) формулалар ёрламила топ клали) ва такрибий ечим ку- 
йилагича ба\оланали:

| i i< x )- e jU )|< 3 .7 !0 V 0.

х
rap f i x )  = 2 - ей — булса, у \олда f 0=l булкб. ечкм и ( х ) я I бУлалн. Бу холла 

кркбии ечимнинг ошкор кУринишини топиш учун (3.34), (3.36) ва (3.37) форму- 
пардан фойдаданамкэ:

/. + 4гА * - 4. /, = - %  + ~  + 24.25sh *- + 99 ch * ,' 4 4 4 1 32 4 4

/1= 0.1230386. /2 = 0.0152542;

С, = 0.1249983. С2 = 0.0025968.

Шунлай килиб,

92(jc) = 2 - ch * + 0,1 2499S3jc2 + 0.0025968.*4.

X X2 X4 в
Arap ch - ни 1 + -g- + " —4 билан алмаштирсак. у холла е < 10 булиб, так

рибий ечим
9 ,  (х )  = I - 0.0000017 х 2 - 0.0000073*4 

куринишга эга булали.

12.4-§. М ОМ ЕНТЛАР МЕТОДИ ВА УН И Н Г БУЗИЛГАН 
УЗАК МЕТОДИ БИЛАН АЛОЦАСИ

12.4.1. Моментлар методи. Фараз килайлик, |а. Ь\ оралицда^дг), 
у>,(.х),... узлуксиз, чизик"!и эркли ва ортонормал функцнялар сис
темаси берилган булсин. Шу билан бирга < .̂(х)} системани С|а, Ь\ 
функциялар фазосида туликдеб караймиз. Бунинг маъноси шун
дан иборатки, агар ихтиёрий F(x)EC\a, Ь\ учун 

ь
j> (xty(x )< *r = 0 (/ = 1,2,...)
а

чексиз куп тенгликлар бажарилса, у \олда F(д)=0 булади. 
Моментлар методида ушбу

u.(x) = f(x)+ '£C /p l(x) (4 .1 )

бир жинсли булмаган чизикни комбинацияни цараймиз. Бунга п та 
С номаълум коэффициентлар киради, уларни куйидаги муло\аза- 
лар ёрдамида танлаймиз. Юкоридаги ип(х) ушбу

h
Lu = i/(.r) — A [A (x ,.v )m (.v)-/(.v) = 0 (4 .2 )

а
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интеграл тенгламанинг аник ечими булиши, яъни Lun=0 булиши 
учун ушбу

Ь
\LU' ■<pl(x)dx = О (/ = 1.2....)
а

чексиз куп тенгликларнинг бажарилиши етарлилир. Лекин бизнимг 
ихтиёримизла факат п та С, коэффициентлар бор ва шунинг учун 
\ам юкоридаги тенгликларнинг фак^т п тасини каноатлантира ола
миз:

п о  р

J Lur (p,(x)dx= | ия(х)~ f (x ) -k ^K(x ,s )um(s)ds Pi(x)Jx = 0,

1 = 1,2,...,/». (4.3)

Бу тенгликлар Lun функциянинг {у>,(х)} система буйича аввалги п 
та моментинннг нолга тенглигини курсатали. Энди

Lu„ = £ с ,  | ф1 (дг) — Я jf£(x,s )<р/ (s)ds | - Я |а:(дг, s)f(s)ds

эканлигини эътиборга олсак, у \олда С,, С2,..., Сп ларни топиш 
учун ушбу системага эга буламиз:

ЯДу| — ку 1 (/ — 1,2,...,/»), (4.4)
/-1

бунда
h h

« ■ , = \ч>,(х УР,(хЫх. Д, =  |</.т J  К (jr. V )(р,{х)(р1 ( .V  )Ж,

у, = \dx^K(xj)q>\x)f(s)ds.
а а

Агар (4.4) системанинг детермннанти

Z>U) = det(av -ЯД,)

нолдан фаркли булса, у \олда системадан ягона равишда С,, С,. 
...,С ларни аниклаш мумкин. Сунфа D(/)=0 тенгламадан К(х, 5) 
узакнинг Я,,Я2,...,Яя хос сонларинингтакрибий киймати топилади. 
Куйидаги
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£ с >( а 1у- Л дД / ) = 0  (/ =  1,2..... п)

бир жинсли чизикли алгебраик тенгламалар системасининг нотри- 
виал ечимини топиб, осонлик билан А. хос сонга мос келадиган~<А >и (х) такрибий хос функцияни куриш мумкин.

Юкоридаги муло\азаларда { ^,(х)} системанинг ортонорматлиги 
ортикча булиб, факаттулалиги ва аввалги ятасининг чизикли эрк- 
лилигини талаб цилиш етарлидир, чунки \ар кандай система
ни ортонормаллаштириш мумкин.

Шуни \ам таъкидлаш керакки. моментлар методининг гояси 
Гагёркин методининг (11-бобга к ) гояси билан устма-уст тушади.

12.4.2. Галёркин методининг бузилган узак методи билан алокаси. 
Моментлар методи К{х, s) узакни махсус равишда куйида курилган 
Кя(х, s) бузилган узак оркали ашаштириш билан тенг кучлидир: 

Фараз килайлик, {^ (х)} ортонормал система булсин. К(х, s) ни х 
узгарувчи буйича Фурье каторига ёямиз ва Кп(х, s) сифатида бу 
Кэторнинг кисмий йигиндисини оламиз:

K „ ( x , s )  =  ' £ 9 , ( s ) < p l ( x ) ,
1 = I

бунда h
d,(s)= J/:(x,j)<p((x)A.

а
Энди, агар

Ь
Lnu = u ( x ) - X ^ K a( x , s )u ( s )d s - f ( x )  = Q

а

тенгламага моментлар методини кулласак, у \олда топилган ечим
(4.2) тенгламанинг ечими билан устма-уст тушади. Чунки Кп(х, s) 
узак учун курилган (4.4) система факрт/  ̂коэффициент билан фарк 
килиши мумкин, аммо Р1;-Ь. тенглик уринлидир. Буни курсатиш 
учун {^(х)} системанинг ортогоналлигидан фойдаланиб, куйида- 
гига эга буламиз:

ь ь
А, = jdxjK' iX'SWxyPj  (s)ds =

а а 
Ь h „

=  (•*)</>* (-»)</>, = 
а  а

= Z JM s )<p;
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Иккинчи томондан
ь ь

ь ч = Jr fx  J  а: (л\л)<р,( *)<?,( =
а а

Ь Ъ Ъ
= |ф; (5) jK(xf)<pl(x)dx ds = j(pj(s)i^,(s)ds.

натижада

Шундай килиб, \ар иккала тенгламанинг такрибий ечими уст
ма-уст тушади. Аммо Кп(х, 5) бузилган узакли тенгламанинг мо
ментлар методи билан топилган ип(х) ечими унинг аник ечими- 
дир. Бу эса моментлар методининг узакни махсус равишда бузил
ган узак билан алмаштирилган бузилган узак методи билан тенг 
кучлилигини билдиради. Бундан келиб чикадики, такрибий ечим 
билан аник ечим орасидаги хатоликни ба\олаш учун 12.3.4 даги 
теоремадан фойдаланиш мумкин.

М и с о л . Маълумки, торнинг тсбраниши масаласининг узаги

(x ( I- j ), агар 0<х< j< I булса.
|(l-x)i, агар 0 £*£х£| булса

тснгликлар билан аниманган

бир жинсли интефал тенгламанинг хос сони ва хос функиияларини топиш га 
келтирилади.

Биз л = 3 леб олиб, (4.5) узакнинг аввалги иккита хос сони ва уларга мос 
келадиган хос функиияларни такрибий равишда топамиз. Бунинг учун (4.5) Узак
нинг К(х, s)=K(s, х) симметриклигини эътиборга олиб, <р,0 } ва <р} функциялар- 
ни куйидагича танлаймиз:

куринишда излаймиз. Бизнинг \олла (4.4) система бир жинсли булиб. иа ва Л 
Куйидагига тенг

Lu ш и(х) - А |АГ(х,5)«(5)Л = О (4.6)

«р,(х) = 1. <р2(х )  = дг(1 - дг), <р3(х) = х(1 - х)(1 - 2х),

такрибий ечимни эса

и3(х ) = С, + С2х(1 - х) + С3х(1 - х)(1 - 2х) (4.7)

в,I = I. в|3 = я3| - %  - в32 - 0. а|2 = «j, - ^, а22 = —, о33 = ;

*!■ = *>' = * »  =*>2 =°-*|2 = *21 = *22 = 3 ^ 6 8 *  *>3 = g i o '
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Мисол учун Ьп ни \исоблашн1 курайлик:

bv  = \ d x  jA T (x ,i)j( l - s)ds

= ) d x  [/(!-: 
0 10

i)w(l - s)ds + Jx (1-j)i(1  - s)ds

3 4

j 12 6 12
dx 60

Топилган коэффиииентларни1*.4) га куйиб.

НИ Nob-»-
(4.8)

бир жинсли чизикли алгебраштенгламалар системасини \осил киламиз. Систе
манинг детерминанта куйилапга тенг:

DU)
(А2-180А + 1680)(Я-40)

X ■
63504000

Буни нолга тенглаштириб, хос сонларнинг такрибий кийматини топамиз:

Я = 9,8751; А = 4 0 ;  А = 170,1249.I I >

Топилган А, ва * 2 ларнинг чийматини (4.8) тенгламага куйиб, С,, С2 ва С, 
ларни аниклаймиз:

А » А, учун С, =-0,011754 С2, С3=0;

А = Aj учун С,= С,=0, С- ихтиёрий сон.
Бу кийматларни (4.7) га кУ&м куйидаги

й('*(11= С2 [-0,011756+х(1-дг)].

С3дг(1 - дг)<1 - 2х)

хос функцияларни топамиз. Б}.*рдаги С, ва С3 Узгармасларни хос функцияларни
нормаллаштириш (X)

и'\х)-- -0.0684 + 5.817х(1 - х), 

м‘ (х) = 14,49дг(1 - дс)(1 - 2л) 

нормалланган хос функциялари аниклаймиз.
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Аслида (4.5) узак чексиз куп А* = (АлТ ( Дг=1,2...) хос сонларга эга, уларга 
мос келадиган хос функциялар эса

и к\х) = Л  sin клх.

Хос сонларнинг топилган такрибий кииматини уларнинг аник киймати

А, = п г = 9,8695877.....А2 = 39.47835...

билан солиштирсак, уларнинг нисбий хатолиги S (а , )  =0,00056 ва <5 (а 2 ) =0,013 
булади. Хос функцияларга келганда уларнинг хатолигини 12.3-§ лаги метод би
лан ба\оласак. биринчи хос функциянинг абсолют хатолиги етарлича кичик 
булиб, иккинчисиники эса анча каттадир.

12.5-§. ЭН Г КИ ЧИ К КВАДРАТЛАР МЕТОДИ

Олдинги 12.4-§ даги каби />,(*), у>,(х)....<ря(х) чизик,™ эркли
функциялар (координат функциялар) системаси берилган булсин. 

Ушбу
*

Lu 2  и(х) - A |A”(x,s)m(j)J5 - f i x )  = 0 (5.1)
а

интефал тенгламанинг такрибий ечимини
п

чя(х) = '^ С /<р1(х) (5.2)
<-|

куринишда излаймиз, бунда С,, С2,..., Сл изланаётган коэффици
ентлар. (5.2) ифодани (5.1) тенгликнинг чап томонига к^йиб, ушбу 
бокюнишсихткка эга буламиз:

rn(x) = - f ( x )  + '£C,y/i(x,X), (5.3)
бунда

Ь
у/Дх,Л) = <р,(дс)-я|АГ(х,5)<р,(5)Л (/ = 1,я). (5.4)

а

Энг кичик квадратлар методига (б-боб) кура С,, С2,.., С коэф
фициентлар ушбу

Ь А Г  -

1 = \{rm(x ))ldx = \  -/(jf) + XC,V/,(X,A)
а а - ,=1

dx (5.5)

интегрални минимумга айлантириш шартидан топилади. Бу шарт 
Куйидаги алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:
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2 /с = f - f ( x ) + £ C*A X ’V \ j  (x,X)dx = О, 
i a L <-■ J

0' = l,2...,/i). (5.6)

Ушбу
b

f j = ( f , V j )  (5.7)
a

белгилашларни киритиб, (5.6) системани энг кичик квалратлар 
методининг нормал системаси шаклида ёзиш мумкин:

(v'..v',)cl *(4'i,V2)C2 +.. =/i,
(v/2.v/, )С, + (V2^ 2)C2 +••+(V' 2.V,)C.

)С, -  + ( ^ п ^ п)С„ -/-■ .

Куриниб турибдики, (5.8) системанинг матрицаси [(V^VOl сим- 
метрикдир. Агар (5.8) системанинг детерминанти

0 (A) = <let[(v'/,v'/)]

нолдан фарми булса. у \олда (5.8) системадан ягона равишда С,, 
Су ..., Сп коэффиииентлар аникланади ва (5.2) формула ёрдамида 
ип(х) такрибий ечим топилади.

12.4-§ дагидек энг кичик квалратлар методини \ам К(х, s) узак- 
нинг аввалги бир нечта хос сонлари ва уларга мос келадиган хос 
функцияларини топиш учун куллаш мумкин. Бунинг учун/ ( jc) s O 
деб олиб. D(А) ни нолга тенглаштирамиз ва \осил булган я-дара- 
жали алгебраик тенгламани ечиб, хос сонларнинг такрибий кий
матини топамиз. Одатдагидек, А урнига бирор хос соннинг такри
бий киймати куйилиб, мос хос функция топилади.

Мисол. Ушбу
I

и(х)  = 3 - 2х  -  5х2 ♦ J ( x j  + x 2 )u(s)ds
-I

интеграл тенглама энг кичик квалратлар методи билан ечилсин.
Бу ерда я= 3 деб олиб, координат функциялар сифатида у>,(дг)= I , <р2(х)=х, 

Здс2 — 1<Р} (х )  = -  ̂ Лежандр куп\алларини (6-бобга к.) оламиз ва такрибий ечимни

. . r  r  г  Зх2-1 h3U )  = С, + С2х  + С3
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куринишда излаймиз. Бу \олла (5.4) формулаларга кура
; ' . / . 1(4, ) X;.

V/, (дг) = I -  \  (х$ + дг3 )ds = 1 -  2 х 2 ,

. <• £.| \ I 
I

Ч/2(Х) = Х -  J(xs + x 2)sds =
-I 3

' 5 1 1 ,
. „ З х  -1 f .  2 . 3 J 2 - !  . Зх  -1

4>i(x) = —j----- J (лз + х  > 2 “ —2 ~ '
'*

Энди (5.7) формулалар ёрламила (5.8) системанинг коэффиииентларини топамиз: 
14
15’
14(V'l'V'l) * = (Vl’V\) = (V&.V3j) = = 0 -

(К'рМ'з) = <V̂3.V'!) - -^-(^2.̂ 2) = j jAvj .Vi)  =
,  8 4 4

/1  - -J • /2  "  - 5  • /3  = “  у  •

Натижада куйидаги си с re маг а зга буламиз:

14 _ X „ 8
Т5 1 _ 15 3 = 3*
2 г- 4 

27 2 ”  - 9 ’
8 2 4
15 С| + 5 Сз = ” 3'

Осонлик билан куриш мумкинки, бу система ечими куйидагидан иборат:

С, = 4, С2 = -6, С3 *= 2.

Шундай килиб, м > и,- М'Л ; I
И3 (X) = 4 - 6х + 2 = 3 - 6х + Зх2.

Бу эса тенгламанинг аник ечимидир.

12.6-§. КОЛЛОКАЦИЯ МЕТОДИ

Бу ерда \ам
ь

Lu = и(х)~ Я |А"(Х,5)и(5)Л - f ( x )  = 0 (6.1)
<1Hl-f/Ml 'j )ihOf4̂ 4b1 68 f.HMfiHO i А (ПООО-о) »ЖНС]СП1и»/П/а ф

интефал тенгламанинг иа(х) такрибий ечимини топиш учун 12.5-§ 
дагидек {#>,(*)} ва {̂ >(х, А)} функциялар системасини киритамиз ва
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п

деб оламиз^ Кейин Lua(x) богланишсизликнинг берилган 
х  = Xj (у' = 1,я) турнинг нукталарида (коллокация нукталарида) 
нолга айланишини, яъни

Lu^Xj) = £ С > ((лсу, А )- / (* ,) = 0, j  = 1,2 
1-1

булишини Taia6 киламиз (бу ерда о < х,< х2<...< хл < Ь). Натижада 
С,, С2,..., Ся номаълум коэффициентларни топиш учун

п __
X  С> ,(х,,А ) = /(*>), j  = 1,я (6.3)

тенгламатар системасига эга буламиз. Агар системанинг детерми- 
нанти

D(А) = det[t//,(x,,A)] * 0

булса, у \олда (6.3) системадан Сг С,,..., С ягона равишда топи- 
лади ва (6.2) формула ёрдамида иг(х) такрибий ечим аниктанади.

Агар £)(л)=0 булса, у \олда бу тенгламадан К ( х , 5) узак хос 
сонларининг А* (А = 1,н) такрибий киймати топилади. Кейин (6.3) 
системада / (х у) = 0 (у = 1,/»| ва А = деб олиб,

£ С / * У  ( х ; ,А а ) = 0, j  = l , n

бир жинсли тенгламатар системаси \осил килинади. Бу система
нинг С,'*’ (/ = 1,л) нотривиат ечимлари А'(х, s) узакнинг А, = /L

\  / • . *
хос сонига мос келадиган хос функциясини такрибий равишда 
аниктайди:

Ma ’(.v) = ^ C /*V ,U ).
/-1

М и с о л . Ушбу I
и(х)  = х  - дг2 + f (ди + х 2 )u(s)ds

-I
тенгламанинг такрибий ечими коллокация методи билан топилсин.

Бунинг учун такрибий ечимни
3 2 ,

и,(дг> = С, +С2х + С3 г—j —

UM )  = х  £ > , (* )  (6.2)
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куринишда килирамиз ва уни тенгламага цуииб. богланишсипикни топамиз 
(12.5-§ даги мисолга к.):

г3(дг) = С,^, (Jt) + С2у/2(х ) + С}У>з(х) - / (х ) =

= C |(l - I x 1) + х  + С3 “ у -"  “  х  + х ~•

Коллокаиия нукталарини х, = — 1, х, = 0, х,= I деб оламиз ва нукталарда богла- 
нишсихтикнинг нолга айланишини талаб киламиз. Натижада

-С, - j  С2 + С3 = -2,

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими С, = — 1, С2= 3, С3= -2 дан иборат. 
У  \олда такрибий ечим

и3(х) = -1 ♦ Зх - 2 ■ * = Зх(1 - х)

булиб. у аник ечим билан устма-уст тушади.

12.7-§. ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ КЕТМА-КЕТ 
ЯКИ Н ЛАШ И Ш  МЕТОДИ БИЛАН ЕЧИ Ш

12.7Л. Фредгольм тенгламасини такрибий ечиш. Бу методда
»

« ( * )  = / ( х )  + A j7f(x,.v)M(s)<fc (7  1 )
а

интеграл тенгламанинг ечимини А нинг даражаларига нисбатан 
жойлашган катор шаклида излаймиз:

и ( х )  = <р„(х) + А</>, (х )  + А 2</>2 (лс)+... ( 7-2)

Бу каторни (7.1) тенгламага куйиб

<Р„(х) + А<р, (х ) + А :<р2 (х ) +... = 
ь

= / (х )  + А jK (x ,s )[< p „(s )+  А<р, ( j ) + А V : (* )  + •••]*.
а ,

А нинг бир хил даражазари олдидаги коэффициентларни тенг- 
лаштирсак. натижада куйидагиларга эга буламиз:
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b
<р,(дг)= jAT(jr̂ )<p„(sVfc, (73J

a
b

<p,(x)= |/w(.v̂ )</>,(s)d!s.

Агар такрорланган узак деб аталувчи ушбу 

£ , ( * , $ )  = K ( x , s ),

Ь
K2(x,s) = jAT(.r,/)АГ, (t,s)dt,

а

b
K}(x,s)= jK(x,t)K2(t,s)dt

функцияларни киритсак, у \олда изланаётган <р2(х),... функ- 
циялар учун куйидаги ифодапарга эга буламиз:

ь
<p„(x) = f ( x ) ,  q>„{x)= \K„(xs) f(s)ds (я = 1,2,...).

а

Энди (7.2) каторни куйидагича ёза оламиз:
А Ь

и(х) = f (x )  + Я J a:, (x,s)f  (s)ds + Я2 jK 2(.r,s)/(.v)<& +... =
а  а

h
= f (x )  + я j[ К, (дг, s) + А К2 (дг, s) +...] /(s)ds = (7 -4)

а
b

= / (дс)+а | л (дс,5;Я)/(*)<&,
а

бунда
Л(х,«;Я) = Kt(x,s) + XK2(x,s)+... (7.5)

интефал тенгламанинг резольвентасидир.
Фараз килайлик, D = [а < х, s < b\ со\ада |A"(jt,j)| < М ва 

|/(х)| < N булсин, у \олда (7.3) формулалардан индукция методи- 
га кура
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|«р„(.г)|< Л '[*/(/.-</)]" (и  = 0.1.2,...) 

тенгсизликлар уринли булади. Шунинг учун \ам

( 7 ' 6 )

тенгсизлик бажарилганда (7.2), (7.4) ва (7.5) каторлар текис якин- 
лашади. Интефал тенгламанинг такрибий ечими сифатида

н„(х) = £ я  '?>*(*) 

ни олиш мумкин, бунинг хатолиги куйидагига тенг:
■ос

= |м(дг)-«„<х)1 S £  |Я|‘ |<jP*(-v)| <
кшц +1

Мисол сифатида
I

«/(х )* е ‘ -  ' + ' je ‘?’u{s)dt
'  (I

интефал тенгламанинг ечимини топамиз. Бу ерда А"(х,5)| = е <
< I. |/(.v)| = ех -  \ е '  < 2.6 ва Я = ' булганлиги учун (7.6) якинла
шиш шарти бажарилали. Осонлик билан куриш мумкинки.

</>.,( V) = f*

<pt (х) = J  е |е ' - )ds = e "  -+'—,

Бу ифодаларни (7.2) каторга куйиб, аник ечимни топамиз:

, . , I и{х) = е —- е  +е . /  =
, 2 ,  4-2 f * \  4 I

, _ I -» -1 I _ ,
~ L 2 4 + t  2 ~ L ’ ' ! I 'J

Хар доим \ам бу мисолдагидек (7.3) Интефал лар аник \ис0б.1ан- 
майли. Шунинг учун \ам (7.3) интеграллар учун 12.2-§ дагидек 
бирор
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Гф(.г)^ = £л,ф (л:4)
а

кв.ф. ни куллашга туфи келади.
Куйидагича белгилашлар киритамиз:
|

к ¥ = К  (дг,,дг,), (Рт  = <р„ (дг,), /  = /(дс,).

Шу билан бирга <рп(х) нинг такрибий кийматини ф„, ва и(х) нинг 
такрибий кийматини у1 деб белгилаймиз. У \олда (7.3) формуладан 
КУйидагига эга буламиз:

ФоI
V ”
и

п
Фи = Ц А,К „<Р»,

ва умумий \олда
Фт, = Z  -

У-1
Бу формулазарга кура *исоблашни куйидаги жадвал буйича ба- 

жариш мумкин:

1 2 п ъ г А ф ч Ф̂21 У,

XAt А,, АИ,А^, *4 А , foi А Ф „ А </>2| (+К-1 Ул

*2 АЛ,*, 2 kA:Kv *02 АФ\2 А 2ф22 У*

•• г ’ ••

М Л . Ч * -
г.ой

снэж^гху ылпь/оэ fc т г ?. г  a u qbLKHjiXHycp (х ) \  ва (' >
Бу жадвал икки кисмдан иборат. Биринчи кисми квалрат жал вал 
булиб, унинг элементларини \осил килиш учун К(х, s) узак (дг., х ) 
нукгазарда \исобланади ва бу кийматЯЛ сОнга купайтирилали. Жадват 
иккинчи кисмининг биринчи устуни чро(лг)=У<дг) функциянинг х. 
нуктазардаги кийматидан тузилган. Кейинги ( <р,, устун) устуннинг
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1-, 2- ва \оказо элементлари куйидаги формулалар ёрдамида топи- 
лади:

п п

я^.2= ' L XAiK2 ^ -

Кейинги Ф2/ устун элементлари эса

*2Фц = & А)Ки ( Щ , ) ^ 2Ф:2 = X A/,/ ^ (A^y)’ -

формулалар ёрдамида \исобланади. Худди шунга ухшаш яна ке
йинги устунлар элементлари \исобланади. Хисоблаш жараёнини 
охирги \исобланаётган устуннинг элементлари берилган аникдик- 
дан кичик булгунича давом эттирамиз. Бундан кейин топилган 
устунларнинг элементларини сатрлар буйича кушиб, охирги устун 
элементларини, яъни и(х) ечимнингх( нуктадаги ^такрибий кий- 
матини топамиз:

У1шЪ1 + *Фи+*2Фъ+-" <7-7)
Бу кдтор (7.6) шарт бажарилганда якинлашади. Хакикдтан \ам, фа
раз килайлик, |<р0,| = \ f \  < N булсин, у \олда

Ш  = Х>ЧК„<р„
I-1

£Л/Л/|А|£.4, =NM\k\(h-a).
у-i

Бу жараённи давом эттириб,

|й,,|<Лг[л/|А|(Л-а)]" (я = 1,2....)

ба\ога эга буламиз. Бу ба\олардан (7.7) каторнинг якинлашувчи- 
лиги келиб чикади.

М a ui к,. Ушбу
I

и(х)  + 0,2 J x j e "  - I ) u(s)ds = 0,2 (е* - х  + 4)
о

тенгламанинг ечими с = 10~* ани^ликла топилсин.

12.7.2. Вольтерра тенгламасини такрибий ечиш. Маълумки, агар 
К(х, s) ва /(jc) функциялар D = { a s s s x < b ]  со\асида упуксиз 
булса, у \олда Вольтерранинг II жинс интефал тенгламасих

и (х )-А  J k (x ,s )m(j ) A  = / ( x )  (7 8)
а

А нинг ихтиёрий кийматида ягона ечимга эга. Мазкур ечимни ку
йидаги куринишда ихлаймиз:
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и ( х )  = '£ * . 'Я>к(ху (7.9)
4-0

Бу цэторни (7.8) тенгламага куйиб, кейин Я нинг олдидаги бир 
хил даражали коэффипиентларни тенглаштирамиз, натижада

х
<Р„(х) = f ( x ) ,< p k ( x )  = ^K(x,s)tpt_t(s)ds, к = 1,2,... (7.10)

а

тенг.ликлар келиб чикади. 12.7.1 даги белгилашларда

(7Л |)

ба\ога эга буламиз. Агар (7.8) тенгламанинг такрибий ечими сифа
тида (7.8) каторнинг аввалги п та \адини олсак, у \олда (7.11) тенг- 
сизликка кура хатолик учун куйидаги ба\ога эга буламиз:

£„ =|l/(x)-M„(.t)| = Г«(А-о)|лП*
- -V X  ' t r - -  (7.12)

Бу ба\о анча купол. Куп \олларда абсолют хатолик бундан анча 
кичик булиши мумкин. Буни мисолда курамиз.

М и с о л . Ушбу

и(дг) - |(*-дг)и<*)<*=дг. 0 £ X S 2 
о

интеграл тенгламанинг ечими е = 10_} абсолют хатолик билан топилсин.
Бу ерда iV == дг ^ 2, |ДГ(х, s)| s  2, Я= I, b - a s  2 булганлиги учун (7.11) дан

2**1

ба\ога эга буламиз. Бундан эса
* jk

гу < Ю 5 *-«♦1 *•
тенгсимик бажарилиши учун п = 11 булиши лозим. Делила бундай эмас. \ак,икатан 
\ам, f a(x) = х  деб олиб, кетма-кет куйилагиларни \осил киламиз:

<p,(jг)= jf(j-xHo0(j)A = —
о

*2<дг) = = у .

X2"*1«>„<*) -<-•) (2л+1)!
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Бундан курамизки, f„=  10~5 булиши учун п = 5 етарлидир. Шундай килиб. так
рибий ечим сифатида

х} V  х1 хч х "
и ( х )  =  И < (Д Г )  -  X  -  +  —  -  у у  *  ~  I  I  I 

ни алишимиз мумкин. Куриниб турибдики. аник ечим и = siav.

Агар (7.10) интефплар аницолинмаса. у \олда квадратур фор- 
мулапардан фойдашнишга туфи келади. Масазан, \а.Ь\ оразикни п 
га булиб. умумлашган трапециялар формуласидан фойдазанамиз. 
Бунииг учун h * ь “ , дг, '= а + ih, KtJ - 'Kix^Xj) ,  <ptl = tp^x,) деб 
белгилаймиз \амда <рк(х), /<„(*,) ларнинг такрибий кийматини мос
равишда Фи,У„, оркази белгилаб. куйидаги га эга буламиз:

U,>=(№,.«*>,(«w-г* „< * ) = Г 
*

h Г / ' \ *1= 2 [^,0^0 + 2(А>4| + Kl2q>tl +...+ Kl_iq>ll. l)+Kuq>u J

ёки

Ф^Л я (K^ \ +K' ^ ; ^ U  М., ,) +
+А',/<Дн]- 1 = 1.2,.... п.

Барча фк1 (к = 0, и) ни \исоблаб булгандан кейин ия{х) нинг у т так
рибий киймати

у = у
Гп '

формула ёрдамида аникланади.
Бошка квадратур формулазарн и \ам куллаш мумкин. Масашн. 

х, = а + ih. И = ь~° нуктазар ёрдамида |а, Ь\ ораликни 2п булакка 
булиб.

' > %
4>к.1.2, =  V i . l  ( Х2 , )  ■  J *  (x2„ s ) v k ( s ) d s

H i . l ! . / .  • X  J C I " .  I : . ! . '  ■ / . :  4 1  : /  i / H i  n  о i ■ . •  • >'  ■ ■'  ■i . " r "  л I I  -  ■ , 11

интегразга Симпсон формуласини к^ллаб, такрибий киймат учун 
Куйидаги формулага эга буламиз:

Ф к + i . n  =  1  Г ^ : / . о Ф » о  +  4 (  К } 1 [ ф И  +  К 2 ,  хф п  +  i V i . i > - i )  +

. - п
+  2 ( К 21з Ф и  + К 2и Ф и  +  •■■+ K 2i.2i :<Pk.i, : )  + J .

/ = 1.2... п.

Ток/лар учун фк интерполяция й£яи билан топилади.
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Кетма-кет якинлашиш жараёнини

Ь »  •!<_
R

шарт бажарилгунча давом эттириш керак, бунда j)у|| = max |.v(.*)|, с
— берилган нисбий хатолик. Бу шарт шуни курсатадики. жараённи 
тухтатнш учун иккита кушни кетма-кет якинлашишлар натижаси- 
ни солиштириш керак. Агар улар як,ин бфлишса, у \олда керакли 
анимикка эришилган деб \исобланади.

(7.9) тенгламани такрибий ечиш учун унга кирадиган интеграл- 
ни тугридан-туфи бирор кв.ф. билан азмаштириш мумкин Юцори- 
да курган имиэде к, бу максадда умумлашган трапеииялар формула
сини куллаш макбулдир. Мазкур формулазарни цуллаб. куйидагига 
эга буламиз:

//(.v,) - A J К ( .г,. s) м(л )Js =
О

- V, - у  [Ai0 v0 +2( А „ )\ + К а у 2 '+...+ К ы . # . , )  + А V, ] = fix ,)

h) Г 1 S
Уi y  |_̂ So.V’o + 2( А„У, + ... + Кц-\У1-\) + А„ V, J  = Tit

бундан эса

/* + ^  « J o

еки
1’ —

2

келиб чикади. Шундай килиб, биз калам-бакадам у, ларни топиб 
оламиз.

1-м a ui к. Ушбу I
И<ЛГ) г= X + А|хШ<*№*

о
интеграл тенглама учун куйидагндарнинг ту'гридиги курсатилсин

А 1хД(А)« I -  з  ,  / X x . j . A )  =  a x s .
fHnpkJH

2-м аш ц. Куйидаги I
(X.v) = х + Я jmx+s)u(s)ds

о
тенглама учун H f |l  * Г#:.Г  СПККЭД Ж Д  H iH J О -

2 I *Д(А) = \ -   ̂А - 7> А ,

D(x, s\ А) »■ Ал(х + s) + A\s | |  xs ~ у х - . * s + ^ j
эканлиги курсатилсин.
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