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И К К И Н Ч И  НАШ РГА СУЗ БОШ И

Ушбу китобнинг биринчи нашри чиц^анига 12 йилдан 
ошди. Бу ва^т  мобайнида китоб бутунлай тар^алиб, унинг 
иккинчи наш рига э^тиёж  сезилиб ^олди. Ундан таш цари, 
бу ва^т  ичида унивёрситетларнинг ^ам да педагогика инс- 
титутларининг уцув програм м аларига ^ам  баъзи  бир уз- 
гартириш лар киритилди. Буни з^исобга олиб, китобнинг 
иккинчи нашрини биринчи наш рга кирмагаи бир цанча 
маълумотлар билан тулдириш га тугри келди. Хусусан, ^о- 
зирги вацтда э^тим оллар назарияси ва функционал ана- 
лизда абстракт улчов туш унчасидан кенг фойдаланилаёт- 
ганлигини кузда тутиб, янги IV бобни (Улчов тушунчаси- 
ни ум ум лаш тириш ), VII бобдаги (Л ебег интеграли) 40— 
4 1 -§  ларни, X бобдаги (Лебегнинг аницмас интеграли. 
Абсолют узлуксиз функциялар) 51 -§  ни к;ушдик. Т улалик 
учун яна бир янги XII бобни (Тартибланган туплам лар. 
Трансфинит сонлар) ^ам  киритдик.

М етрик ф азолар назарияси муаллифнинг «Ф ункционал 
анализ курси» китобида («У^итувчи», Т., 1980) кенгро^ 
берилганлиги туфайли уни иккинчи наш рга киритмадик.

Б улардан  таш ^ари , биринчи наш рдаги сезилган кам- 
чиликлар тузатилди, купгина параграф лар  янги м аълу­
мотлар билан бойитилди ва матн бирмунча силли^ланди, 
машц учун м асалаларга купгина янги м асалалар  1̂ ушилди 
ва фойдаланилган адабиёт руйхати кенгайтирилди.

КитОбни наш рга тайёрлаш да проф. Ж . Х,ожиев ^ам да 
доц. О. Хаитовлар цатнашишди. У ларга уз миннатдорчи- 
лигимни билдираман.

Тошкент, 1980 йил, август
Т. А. Саримсоцов



Б И Р И Н Ч И  НАШ РГА СУЗ БОШ И

М азкур китобни ёзишда В. И. Ленин номидаги Тош- 
кент Д ав л ат  универсигетииинг ф изика-м атем атика (ке- 
йинро!^ эса м еханика-м атем атика) ф акультетларида бир 
неча йиллар давом ида укилган лекциялардан  фойдала- 
ниб:

1. Д арсликнинг илмий жи.^атдан жиддий булиши;
2. Унинг ^аж м и деярли катта булмай, университетлар- 

нинг механика-математика ва педагогика институтлари- 
нинг ф изика-м атем атика ф акультетларининг программа- 
лари асосида тузилиш и;

3 . М етодологик м асалаларни  фаннинг тарихий ривож- 
ланиши билан узвийлаш тириб берилиши каби принцип- 
ларга риоя цилишни лозим топдик.

Биринчи принцип уз навбатида «Я,а^ик;ий узгарувчи- 
нинг функциялари назарияси» дарслиги уз ичига ^андай  
илмий материалларни олиши зарур, деган м асалага бево- 
сита боглицдир. Бу масала рус тилидаги математик ада- 
биётда асосан П. С. А лександров ва А. Н. Колмогоровлар 
томонидан тузилган ва 1938 йилда биринчи марта нашр 
этилган «Теория функций действительного переменного> 

китобида цони^арли з^ал ^илинган. Ш унинг учун ^ам ме­
тодологик жих.атдан юк;оридаги 1 ва 2- принципларни ба- 
ж ариш да курсатилган дарсликнинг ва боцща м авж уд ман- 
баларнинг ижобий хислатларидан фойдаландик.

3- принципга келганда эса бу китобда баён этилган ил­
мий ф актларни сритиш да биз уларнинг тарихий ривож ла- 
ниши масаласини купро1\  н азарда тутдик.



Б у  дарсликдан педагогика институтларининг физика- 
м атематика ф акультетларининг студентлари ^ам  фойда- 
лан а олиш лари учун биз к^ш имча XI бобни, асосан педа­
гогика институтларининг програм м аларига кирган булиб, 
университет програм м аларига кирмаган м атериалларга 
багиш ладик.

Ю ^орида баён этилган принциплар китобда асосан акс 
эттирилган булса, муаллиф мамнун булар эди. К,улёзмани 
наш рга тайёрлаш да ф изика-м атем атика ф анлари  канди­
д ата  Ж . ^ о ж и ев  ;уз устига китобнинг илмий му^аррирли- 
гини олиб, куп кимматба^о масла.^атлар берди. Унга са- 
мимий миннатдорчилигимни билдираман.

Т. А. Саримсо^ов
Тошкент, 1967 йил, август
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I б о б

ТУПЛАМ ЛАР НАЗАРИЯСИДАН 
АСОСИЙ МАЪЛУМОТЛАР

1- §. Туплам тушунчаси

Туплам тушунчаси математиканинг бошланрич тушун- 
чаларидан биридир. О датда бу тушунча таъриф сиз цабул 
цилинади. Бунинг сабаби шундаки, бу туш унчага бери- 
ладиган таърифнинг узи з^ам янада соддаро^ туш унчага 
асосланган булиши керак; аммо биз бундай туш унчага 
эга эмасмиз. Ш унинг учун туплам  таърифини ^идирмас- 
дан, уни мисоллар билан тушунтирамиз.

М асалан, узбек алнфбосининг барча ^арф лари  туплам 
^осил ^илади дейиш мумкин; шунингдек, Тошкент ша^ри- 
даги ^ам м а урта м актаблар, ^ам м а бутул мусбат сонлар, 
з^амма узлуксиз функниялар, бирор китобнинг са^ифа- 
лари, гурри чизикдаги барча ну^талар  ?^ам туплам таш- 
кил эгади. Бундай мисолларни чексиз куп келтириш 
мумкин. Умуман, туплам тушунчасини англаш да унинг 
турли нарсаларнинг бирлаш маси (м аж м уаси) эканлигини 
унутмаслик керак.

Берилган тупламни хосил цилган нарсаларни туплам- 
нинг элементлари  дсйилади. Тупламнинг элементлари 
турли нарсалардан, масалан, функциялар, сонлар, м ак­
таблар  ва ^оказолардан  иборат булиши мумкинлигини 
ю^оридаги мисоллардан куриб турибмиз. О датда туплам 
берилганда унинг элементлари бир ёки бир неча белги- 
ларга мувофи^ ани^ланган булади. Бу белгиларга асос- 
ланиб, ^ар бир нарса берилган тупламнинг элементи 
эканлигини ёки элементи эмаслигини айта олиш мумкин.

Туплам тушунчаси янада ёрцинро^ булиши учун шуни 
айтиб Утиш керакки, т^плам да бир хил (бир-биридан 
Фа РК ^илиб булмайдиган) элементлар булмайди. М асалан,

(х — 1)2(jc + 1 )3 =  0 
тенгламанннг барча нлдизлари гуплами 1, 1,— 1, — 1, — 1

в



элементлардан иборат булмасдан, балки 1 ва — 1 элемент- 
лардан  иборат.

Бундан буён ^улайлик учун 6 i]ui туплам тушунчаси- 
ни киритамиз: агар тЦпламнинг бирорта %ам элементы 
булмаса, бундай туплам 6 Cjiu туплам дейилади.

Буш  туплам 0  (баъзан  эса А ёки 0) билан белгила- 
нади.

Бундан буён тупламларни латин алифбосининг А, В, 
С, . . X,  У, Z  сингари бош ^арф лари  билан, тупламлар- 
нинг элементларини эса а, Ь, с, ..., х, у, z  каби кичик 
харф лари билан белгилаймиз. Бирор а нарса А  туплам- 
нинг элемента эканлигини

а £ А
ш аклда, а нарса А туплзм га тегишли эмаслиги эса

а £ А
куриниш да (баъзан  a i  А куриниш да) ёзилади. Хар кан- 
дай  а нарса учун юцоридаги м уносабатлардан биригина 
албатта уринли булиши табиийдир.

Т упламлар назариясининг тарихи у кадар  узо^ эмас. 
Бу сохадаги дастлабки  жиддий иш лар XIX асрнинг иккин- 
чи ярм ида цилинган. Т упламлар назарияси математика- 
нинг ало^ида сохаси сифатида нсмис математиги Георг 
Канторнинг иш ларида ю зага келди. Георг Канторнинг 
гоялари математиклар орасида дастлаб  ишончсизликка 
учраган булса-да, кейинчалик кенг таракдий килди ва XX 
асрда бутун математика тупламлар назарияси нуцтаи на- 
заридаи ^айтадан  цурилди.

Х1озирги вацтда тупламлар назарияси математиканинг 
ж уда ^ам  кенг ва чу^ур иш ланган со^аларидан бири 
булиб, бу назария мазкур курснинг (ва ^атто бутун м а­
тематиканинг д;ам) пойдсвори ^исобланади.

2- §. Тупламнинг цисмлари ва тупламлар 
устида ам аллар

Бундан кейин доимо куйидаги асосий туш унчалар ва 
ам аллар  билан иш олиб боришга тугри келади.

1 - т а ъ р и ф .  А гар А тупламнинг .\ар бир элемента 
В тупламнинг ,\ам элемента булса, А туплам В туп­
лам нинг цисми, баъзан %исм туплами дейилади ва бу 
муносабат

А<=В
ш аклда ёзилади.



Таъриф дан ^ар цандай А  тупламнинг узи узининг 
^исми, яъни

А с :  А
экани бевосита куринади.

Буш 0  туплам эса ^ар цандай тупламнинг к;исмидир. 
Л ва 0  туплам лар А  тупламнинг хосмас кисм лари  де- 
йилади; А  тупламнинг ^ам м а бошца кисмлари эса унинг 
хос кисм лари  дейилади.

М и  с о л  л а р .  1. А туплам 1 ва 2 рацам ларидан , В  
туплам эса 1, 2, 3, 4, 5 рацам ларидан  иборат булсин, яъни

Л =  { 1, 2}, В =  {1, 2, 3, 4, 5},
у ^олда А туплам В  нинг хос ^исми б^лади.

2. А = {1 , 2, 5, 6 } ва £  =  {1, 2, 3, 4, 5} тупламларнинг 
з̂ еч бири иккинчисининг ^исми эмас.

3. ^ а м м а  то^ сонлар туплами барча бутун сонлар 
тупламининг хос цисмидир.

4. А туплам
х 2 — 1 = 0

тенгламанинг илдизларидан, В  туплам эса
х4— 1 = 0

тенгламанинг ^аки^ий илдизларидан ииборат булса, А 
туплам В нинг хосмас ^исми б^лади.

2 - т а ъ  р и ф. X  ихтиёрий туплам булиб, А туплам 
унинг бирор цисми булсин. X  тупламнинг А га кир- 
маган барча элемент ларидан иборат тупламни А 
нинг X  га цадар тулдирувчи туплами дейилади ва у  
СХ(А ) каби белгиланади.

М асалан, агар
А  =  { 1 ,2 } , 5  =  1 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }  

булса, у холда
СВ(Л) =  {3, 4, 5}.

3- т а ъ р и ф. А гар А туплам В тупламнинг кисми  
ва В туплам А тупламнинг щ е м и  булса, А туплам 
В тупламга тенг дейилади ва бу муносабат

А =  В
ш аклда ёзилади; демак, А = В тенглик Л с В  ва  ВсгЛ 
муносабатларнинг биргаликда баж арилиш ига тенг куч- 
лидир.

II



М асалан, А  туплам 1 ва — 1 
элементлардан, В  туплам эса ушбу 

(х— 1)2(л :+ 1 )3 =  0 
тенгламанинг барча илдизларидан 
иборат булса, А  туплам  В  туплам- 
га тенг б^лади.

4- т а ъ  р и ф . А ва В икки ихти- 
ёрий туплам булсин. А гар С туп­
лам  фацатгина А ва В тупламлар-

1-шакл. нинг элементларидан иборат булса,
у  %олда С туплам А ва В  туплам- 
ларнинг йигиндиси дейилади ва

А \ ) В  =  С
куриниш да ёзилади  ( 1 -ш а к л ) .

Бу U амал тупламларни цуш иш  ам али  дейилади.
Ш уни цайд цилиб утиш керакки, агар бирор элемент А 

тупламга з^ам, В  тупламга з^ам кирса, бу элемент С туп- 
лам да бир марта ^исобланади.

Агар А <= В  булса, у холда A U В  =  В\ хусусий з^олда 
A  (J А — А  булади.

М и  с о  л л а р . 1. А  туплам 1, 2, 3, 4, 5 ра^ам ларидан , 
В  туплам эса 0, 2, 4, 6 , 8 рацам ларидан иборат булса, бу 
тупламларнинг йигиндиси булмиш С туплам 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6 , 8 ра^ам ларидан  иборатдир, яъни

{1, 2, 3, 4, 5} U (0, 2, 4, 6 , 8 } =  {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 8 }.
2. А  туплам барча ж уф т сонлардан, В  туплам эса 

3  га булинадиган барча бутун сонлардан иборат, яъни

А  =  { ±  2 , ±  4; ±  6 , . . В  =  < ±  3, ±  6 , ±  9 . . .} 
булса, у з^олда

С =  А[} В =  2, ± 3 ,  +  4, ± 6 , ±  8 , ±  9, . . . | .
5- т а ъ  р и ф. Икки А ва В тупламнинг ум ум ий эле- 

ментларидан тузилган С туплам А ва В т упламлар­
нинг ум ум ий щ е м и  ёки купайт- 
маси (баъзан  эса кесиш маси) дейи­
лади  (2- ш акл) ва

С = А [ \В  ёки С =  А -В

куриниш да ёзилади.
М и с о л л а р. 1. Агар

А = [  1, 2, 3, 4, 5), В =  [О, 2, 4 , 6 , 8}
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булса, у хрлда
Л П В  =  {2, 4}.

2. Агар А =  { ± 2 ,  ± 4 ,  ± 6 ,
±  8 , ±  10, ±  12 , . . .},

В  =  { ±  3, ±  6 , ± 9 ,  ±  12, . . .) 
булса, у ^олда

Л П В  =  { ± 6 ,  ±  12, ±  18, ± 2 4 ,  . . .}.
Хусусий ^олда, масалан, ё А с= В, ёки А =  В , ёки В =  0  

булса, у ^олда мос равишда А { ] В  =  А,  Л Л Л =  Л, Л f| 0  =  0  
булади. Агар А ва В  тупламларнинг умумий элементлари 
булмаса, у ,\олда A f ] B =  0  булади.

6 - т а ъ  р и ф. А тупламнинг В  тупламга кирмаган бар- 
ча элементларидан тузилган С туплам А ва В тупламлар­
нинг айирмаси дейилади  ва у

С = А \ В  
куриниш да ёзилади  (3- ш акл).

М и с о л л а р .  1. Агар Л =  { 1 ,2 , 3, 4, 5}, В =  {0, 2, 4,
6 , 8 } б^лса, у ^олда

Л \ В = { 1, 3, 5}.
2. Агар

^  — { ±  2, ± 4 ,  ± 6 ,  ± 8 ,  ± 1 0 ,  ± 1 2 ,  ±  14, . . .)
В =  {±  3, ± 6 , ± 9 ,  ± 1 2 ,  . . .)

булса, у ^олда

А \ В  =  { ±  2, ±  4, ±  8 , ±  10, ±  14, . . .}.
Ушбу

с = ; ( л \ £ ) и ( я \ л )
туплам Л ва В тупламларнинг сим- 
метрик айирмаси  дейилади ва

С = А А В
куринишда белгиланади (4 -ш ак л ).

М исоллар. 1 . Агар Л =  {1, 2 , 3 , 5 ,
7. 10}, В =  {2, 4, 6 , 8 , 10} булса, у 
^олда

ЛДБ =  {1, 3 , 4, 5, 6, 7, 8}.
2 . Агар Л туплам [0 ,1] сегмент- 

^ аги барча ха^иций сонлар тупла- 
и> В  туплам эса [0 ,2 ] сегментдаги
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барча рационал сонлар туплами булса, у ^олда А А В  туп­
лам  [0 , 1] оралицдаги барча иррационал сонлар ва ( 1,2 ) 
ярим очиц оралицдаги барча рационал сонлардан иборат 
туплам б^лади.

7- т а ъ  р и ф. Б иринчи элементы X  тупламга ва иккин- 
чи элементы Y тупламга кирган барча (х, у )  жуфт- 
лард ан  ыборат туплам А ва Y т упламларнинг Декарт  
(тС/Fpu) кС/пайтмаси дейилади ва

[X, V] ёки Х х  Y

кабы белгиланади.
М исоллар. 1. R  ^а^и^ий сонлар туплами булиб, X = R  

ва У =  Я булса, у ^олда [R, R] текисликдаги барча нуцта- 
лар  туплами булади.

2. Z  барча бутун сонлар туплами б^либ, X = Z ,  Y = Z 
булса, [Z, Z] текисликдаги координаталари бутун сонлар­
дан иборат булган барча нуцталар тупламидир.

Агар R n фазо п улчамли фазо булиб, X  =  R  , Y  — R  бул­
са, у ^олда

lRk, R l\ =  R k+l :
булади.

Тупламлар устида юкорида келтирилган ам аллар  ^уйи- 
даги хоссаларга эга:

2 Л П В  =  В ГМ '} К0ММУтативлик Х0ссаси

3. (А и В) и С =  А и (В и С); )  _ссоииативлик хоссаси
4. А  П (В П Q  =  (Л П В) Л С;] ц хоссаси
5. ( Л и е ) П С  =  (Л П С )и (5 П С )а
6 . ( А \В )  П С =  (Л П С )\(В  П С); дистрибутивлик хоссаси
7. Л П ( В Л С )  =  (Л Л В )Л (Л Л С ).)

Бу тенгликларнинг исботлари бир-бирига ухшаш булгани 
сабабли, уларнинг биттасини, масалан, 5-тенгликни исбот к,и- 
лиш билан чегараланамиз. 5-тенгликни исбот этиш учун унинг 
чап томонидаги (A U В) П С тупламнинг >̂ ар бир элементи унинг 
унг томонидаги (Л f) С) U (В Г) С) тупламнинг хам элементи экан- 
лигини ва, аксинча, (Л П С) U (S П С) тупламнинг хар бир эле­
менти (Л U В) П С тупламнинг ^ам элементи эканлигини курса- 
тиш кифоя. а € (Л U В) ПС булсин деб фараз цилайлик. Бундан, 
купайтманинг таърифига мувофи^, а ^ А [ )  В  ва а £ С  муносабат- 
лар келиб чи^ади; а £Л U В муносабатдан эса а £ А  ёки а £ В  
муносабатлардан камида бирининг уринлилиги келиб чицадн; 
агар а £ Л  муносабат уринли булса, у ^олда а £ А [ ] С  булади,



агар а £ В  муносабат уринли булса, у ,\олда a £ B f } C  булади. 
Демак, хар иккала  ̂з^олда *ам а б (Л П С) U (В Л С) муносабат 
келиб читали, яъни 5-тенгликнинг чап томонидаги тупламнинг 
ихтиёрий элементи унг томондаги тупламнинг з а̂м элементи 
экан.

Энди а £ (А П С) (J (fi П С) булсин деб фараз ^илайлик. У з^ол- 
да, йигиндининг таърифига асосан а £ Л П С ё к и а £ В П С  муно- 
сабатларнинг камида бири уринли: агар а  £ /1 f) С булса, бундан 
а £ А  ва а £ С  муносабатлар келиб чицадн, агар a Q B f \ C  булса, 
бундан а £ В  ва а £ С  муносабатлар келиб чицади. Демак, 
а £ А [ ] В  ва а £ С муносабатлар хаммавацт уринли. Булардан 
эса а £ (A U В) f) С муносабат келиб чи^ади, яъни 5-тенгликнинг 
унг томонидаги тупламнинг ихтиёрий элементи унинг чап то­
мондаги тупламнинг з^ам элементи экан. Шу билан 5-тенглик 
исбот этилади.

Юкорида келтирилган 1 — 7 хоссалардан куриниб турибди- 
ки, тупламлар устидаги амаллар сонлар устидаги амалларга ух- 
шаш экан. Ленин шу билан бирга тупламлар устидаги амаллар 
сонлар устидаги амаллардан фарц цилади. Масалан, юкорида 
курдикки, з̂ ар цандай А туплам учун А{] А =  А ва А [ \ А  =  А.  
Вгцоланки, <\ар кандай сон учун бу муносабатларга ухшаш 
муносабатлар уринли эмас.

3 -§ . Тупламлар системаси.
Т упламларни сииф ларга аж ратиш

Бирор X  туплам  берилган булиб, унинг з^ар бир х  
элементига бирор А х туплам мос келтирилган булсин. 
Элементлари А х туплам лардан  иборат Н  туплам туплам­
лар системаси дейилади. Келгусида И  тупламлар систе- 
масини ^улайлик учун

я  =  (л х},

шаклда ёзамиз.
М и с о л л а р .  1 . Агар X =  ( 1 , 2 , 3, . . . , « }  булса, у з\ол-

да

H = \ A lt А г, . . . .  Ап)

булади. Бундаii системани чекли система дейилади.
2. Агар X  — {1, 2, 3, . . . , п,  . . .} булса, у з^олда

Н  — [Ау, А 2, А 3 . . . , АП, . ..}

булади. О датда бундай туплам лар системаси т у п л а м -

15



л а р  к е т м a -к е т л и г и (баъзан  сано^ли система) дейи­
лади.

3. Агар хО у  текисликни олиб, X  деб Ох  уцнинг ну^та- 
лари т^пламини ва Л ,  деб Ох уцни х  нуцтада кесиб 
утувчи вертикал тугри чизицнинг ну^таларидан иборат 
тупламни олсак, у ^олда Н  туплам лар системаси текис- 
ликдаги барча вертикал тугри чизи^лардан иборат булади.

Н  тупламлар системасининг баъзи  элементларидан 
таш кил топган G системани унинг цисми ёки цисм сис­
темаси дейилади.

Икки тупламнинг йигиндиси ва купайтмаси каби, ихтиёрий 
тупламлар системаси Н =  {Л,}, х $ Х  ни ^осил ^илувчи Ах 
тупламларнинг йигиндиси ва купайтмаси тушунчаларини кири- 
тиш мумкин.

Н  =  \ А Х\, х £ Х  тупламлар системасини ташкил этувчи Ах 
тупламлар йигиндиси (к,искаро^, тупламлар системасининг 
йигиндиси) деб шундай С тупламга айтиладики, А х тупламлар­
нинг хар бири С тупламнинг кисми булиб, С тупламнинг хар 
бир элементи Ах тупламларнинг камида биттасига тегишли 
булади. Тупламлар системасининг йигиндиси учун

С - и л ,
хеХ

белгилаш ишлатилади.
Хусусан, чекли Н  =  [Av  . . ., A J  система учун

С =  U \
*=1 *

белгилаш, сано^лиЯ =  (Л1( Л2, . . , Ап, . .  .) система учун

белгилаш  иш латилади.
М асалан , туплам лар системаси учун юцорида берилган 

учинчи мисолда туплам лар системасининг йигиндиси те- 
кисликдаги барча нуцталардан  иборат.

Н  =  {Ах}, х £ Х  тупламлар системасининг купайтмаси 
(баъзан кесишмаси ёки умумий к,исми) деб, бир вак,тда хар бир 
Ах тупламга кирувчи барча элементлардан иборат булган С туп­
ламга айтилади. Тупламлар системасининг купайтмаси ^уйидаги- 
ча белгиланади:

с  =  г и , .



Хусусан, чекли H  =  [Av  . . . А п) система учун

С =  Л А к 
k—i *

белгилаш, сано^ли Н А^г • • • » • • • }
система учун

С - П  А кА*=1
белгилаш ишлатилади.

Масалан, X  деб 1 дан катта булган барча ^ацикий сонлар 
т^пламини ва А х деб

\ г \ < х
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча комплекс сонлар тупла- 
мини олсак, у з^олда С =  П Ах туплам ушбу

X £ X

И < 1
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча комплекс сонлар- 
дан иборат булади.

2- § даги дистрибутивлик к;онуни туплам лар системаси 
учун цуйидагича умумлаш тирилади.

3 .1-т е о р е м а .  Ихтиёрий Е  тупламнинг исталган сонда- 
ги Ах, х £ Х  цисм тупламлари учун цуйидаги айниятлар
Оринли:

Е \  П А х =  U ( Е \ А Х), [СЕ ( П Ах)=  U СЕ Ах]\ (1)
Х £ Х  Х £ Х  Х £ Х  Х £ Х

Е \ и  А =  п ( E \ A J ,  [Св ( и ^ )  =  П СЕАХ] . (2)
Х £ Х  Х £ Х  х £ Х  Х £ Х

Бу айниятлар икки ли к  цонунлари  деб аталади.
И с б о т .  Б у  айниятларнинг иккаласи  ^ам  бир хил усул- 

да исботланиши туфайли, масалан , биринчи айниятни ис- 
ботлаш билан чегараланам из. Бунинг учун юцоридагига 
Ухшаш

£ \  П Ах с  U ( Е \ А Х) ва £ \  П А х =з U ( £ \ Л Х)
Х £ Х  Х £ Х  Х £ Х  ",Х £ Х

муносабатларнинг иккаласи ^ам уринли эканлигини курсатиш 
кифоядир.

Фараз к,илайлик, а £ Е \  П А ихтиёрий элемент булеин.
Х £ Х

2-§ даги 6-таърифга асосан а £ Е ,  аммо а £ (~| А х. Бундан ^еч
Х £ Х

2—418 17
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булмаганда бирорта х  =  х 0 £ X  индекс учун а £ АХс эканлиги 
келиб чи^ади. Демак, а £ Е \ А Хо бундан

х £ Х
а элементнинг ихтиёрийлигидан

£ \  fl А х с  U ( £ \ Л , )  (3)
х £ Х  х£ Х

муносабатни оламиз.
Энди аксинча, фараз цилайлик, a £ | j  ( Е \ А Х) ихтиёрий эле-

х £ Х
мент булсин. У хрлда 2-§ даги 4-таърифга мувофик бирор 
х  =  Xj £ X  индекс учун а £ Е \ А х  ̂ муносабатга эга буламиз ёки
бундан а £ Е  з^амда а £ А .  Охирги муносабатдан а £ (] А х

х £ Х
эканлиги келиб чик,ади. Бундан а £ £ \  П А х муносабатни оламиз.

х£Х
а элементнинг ихтиёрийлигидан

£ \  fl Лх=э U ( Е \ А х) (4)
х£ Х  х£Х

муносабатга эга буламиз. (3) ва (4) муносабатлар (1) ай- 
ниятни исботлайди .*1

Энди чекли ёки саноцли система учун Д екарт купайт- 
масининг таърифини берамиз.

Чекли |Н  — {/11( А г, . . .  , Ап) тупламлар системасининг 
Декарт купайтмаси деб, элементлари тартиб билан ёзилган п 
та элементли (ах, а2, . . .  , ап), (ai £ Л ■) сатрлардан иборат туп-

П

ламга'айтилади ва П  A k, баъзан эса А± X А 2 X . . .  X Ап ёки
*=1

Ak орк,али белгиланади.
*-i

■ ’ Саноцли Н  =  (Л*, Л2, . . . , А п, . . . } тупламлар система­
сининг " Декарт купайтмаси деб, элементлари (ах, а2, , 
ап, . . . ), (ai £ Л )̂ куринишдаги барча кетма-кетликдан иборат

с»
тупламга айтилади ва [~j Лл, баъзан эса А г х  А 2 х . . . , X ЛЯХ

А=1
оо

X . . . ёки X  A k ор^али белгиланади.
*=1

1 Юлдузча теореманинг исботи тугалланганлигини англатади.



М и с о л л а р .  1. Агар R  >̂ ак,ии,ий сонлар туплами булиб 
A t =  R. i =  1 , 2 , 3 ............п

булса, у *олда

П  4  =  Rn
i=i

п улчамли фазодан иборат.
'2 .  Агар At =  R, i =  1, 2, 3, . . .  булса, у ?^олда

f U = / r .
i=i

яъни координаталарининг сони сано^ли (6 -§  га ^аранг) 
булган вскторлардан иборат ф азо булади.

Агар Н — {АХ ), х ^ Х  туплам лар системаси берилиб, бу 
системага кирувчи > а̂р цандай икки тупламнинг умумий 
элементлари булм аса ва бу системанинг йигиндиси М  
булса, у ^олда М  туплам к^испларга (ёки синф ларга) 
булинган  дейилади;

А х тупламлар М  тупламнинг синфлари, И  система 
эса булинм а  дейилади. М асалан , натурал сонлар тупла- 
мини ж уф т сонлардан ва то^ сонлардан иборат иккита 
синфга булиш мумкин.

М  туплам  синф ларга булинган булсин. Агар бу туп­
ламнинг икки а ва b элемента бир синфга тегишли бул­
са, уларни берилган булинм ага  нисбатан эквивалент  
дейилади  ва а ~ Ь  ш аклда ёзилади.

Эквивалентлик муносабати цуйидаги хоссаларга эга:
1. С и м  м е т р и к  л и к  х о с с а с и .  Агар а ~ Ь  булса, 

у ^олда Ь ~ а .
2. Т р а н з и т и  в л и к х о с с а с и .  Агар а ~ Ь ,  Ь ~ с  

булса, у ^олда а /ч/ С.
3. Р е ф л е к с  и в  л и к  х о с с а с и .  Х^ар ^андай  а эле­

мент уз-^зига эквивалент, яъни а ~ а .
Энди М  ихтиёрий туплам булиб, унинг баъзи  элемент- 

ларини бирор ^оидага мувофи^ эквивалент дейиш мум­
кин булсин, яъни симметриклик, транзитивлик ва рефлек- 
сивлик хоссаларига эга булган муносабат берилган деб 
ф араз цилайлик. У х,олда бу эквивалентлик муносабати 
М тупламни синф ларга булади.

Шуни исботлаймиз. М  (а ) синф деб, М  тупламнинг 
а га эквивалент булган барча элементларидан иборат 
тупламни белгилаймиз. Реф лексивлик хоссасига кура, 
^ аР бир а элемент уз синфига киради. Энди, агар
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М ( а ) [ ) М ( Ь ) Ф 0  б^лса, М( а )  = М ( Ь )  муносабат уринли 
булишини курсатамиз.

М( а )  ва М( Ь)  синфлар умумий с элементга эга б;ул- 
син деб ф араз цилайлик. У з^олда, синфларнинг таърифи- 
га асосан, а ~ с ,  Ь ~ с ;  демак, симметриклик хоссасига 
биноан с ~ Ь ,  булардан эса транзитивлик хоссасига кура 
а ~ Ь .

Энди Ь' элемент М  (b) синфнинг ихтиёрий элементи бул- 
син. У холда а ~  Ь ~  Ь' ва транзитивлик хоссасига кура а ~  Ь', 
яъни Ь ^ М  (а). Демак, М  (Ь) с :  М  (а), а’ элемент М  (а) синф­
нинг ихтиёрий элементи булсин деб фараз цилайлик. У зфлда 
a ~ a ' ,  симметриклик хоссасига асосан а! ~  а ва а ~  й булгани 
учун, транзитивлик хоссасига кура а! ~ Ь ,  бундан эса b ~  а', 
яъни а' £ М (b); демак, М (а )с :  М  (b). Шундай ь^илиб, М  (b) с : 
сг М  (а) ва M {a )cz М  (Ь), яъни М (а) =  М  (Ь).

М и с о л. М  сифатида барча натурал сонлар тупламини ола- 
миз. Агар иккита а ва Ь натурал сонни 3 га булганда улар 
тенг колдик,ка эга булса, бу сонларни эквивалент деймиз. Бу 
эквивалентлик муносабати М тупламни 3 та М 0, М 1 ва М 2 
цисмга булади. Бу ерда M i (i =  0, 1, 2) туплам 3 га булганда 
цолдиги i  булган барча натурал сонлардан иборат.

4- §. Тупламларни бир-^бирига акс эттириш

Турли туплам лар орасндаги богланиш акс эттириш 
тушунчаси ор^али урнатилади.

1- т а ъ р и ф .  Иккита X  ва  У туплам берилган б у л ­
син. А гар  м аълум  бир цоида буйича X  тупламнинг 
%ар бир элементига У тупламнинг биргина элементи 
мое цуйилган  булса, X  туплам У га акс эттирилган 
дейилади  ва бу муносабат

f  - X - +- Y  (1)
ш аклда ёзилади. Б аъ зан  (1) акс эттиришни X  тупламда 
ани^ланган ва цийматлари У да булган ф ункция  (ёки 
м ослик)  деб з^ам аталади. Ж ум ладан , У деб з^а^икий 
сонлар тупламини олсак, у з^олда ( 1 ) акс эттиришни X  
тупламдаги х^а^и^ий ф ункция  (баъзан  ф ункционал) дейи­
лади. Комплекс функция (функционал) шунга ухшаш 
таъриф ланади.

М и с о л л а р .  1. Агар R  ха^и^ий сонлар туплами бул­
са, у з^олда

У - f  (*) =  **
функция R  ни R  га акс эттиради.

2. Д ирихле функциясн



_  ( \ _  Я  > агаР х  — рационал сон булса,
У — X W  — [о, агар х  — иррационал сон булса

хающий сонлар тупламчни 0 ва 1 сонларидан иборат 
тупламга акс эттиради.

3. Агар X  = R 2 икки улчамли фазо ва У =  Я бир 
улчамли фазо булса, у холда R 2 фазони R ф азога хар 
кандай акс эттириш бу, аслини олганда, икки аргумент- 
лн функдиядир. М асалан ,

f ( x,  у ) = х 3 +  у 3.
4. Агар X  = R  бир ^лчам ли ф азо ва У =  /?2 икки улчам ­

ли фазо булса, у ^олда R  фазони R 2 ф азога ^ар ^андай  
акс эттириш бу иккита бир аргументли функциядир. М а­
салан, ушбу ip(x) =  (f(x ), g ( x ) )  =  (x3, 2х) жуфтлик.

5. Агар С [а, Ь) орцали [а, b ] сегментдаги барча 
узлуксиз функциялар тупламини белгиласак, у ^олда

ъ

/(*)-►  §  f ( * ) d x
а

мослик С [а, Ь] ни R  га акс эттиради.
X  тупламнинг К тупламга барча акс эттиришларининг узи 

туплам хосил килади. Бу туплам Y x билан белгиланади.
М и с о л л а р .  1. {1, 2} тупламнинг {а, Ь} тупламга 

барча акс эттириш лари туплами ^уйидаги элементлардан 
иборат:

(1 -* а , 2 -* -о), (1 -*-а, 2 ^ Ь ) ,  (1 -+ ft, 2 -» -а), (1 -+Ь, 2 -»  Ь).
2 . Х,ациций сонлар тупламининг узини узига барча 

акс эттириш лар туплами .^а^иций сонлар тупламида аниц- 
ланган барча хаци^ий ф ункциялардан иборат.

Берилган f:X -+ Y  акс эттириш да х  элементга мое 
келувчи у  элемент учун y  — f(x:) белгилаш  иш латилади 
ва уни х  нинг тасвири (образи) дейилади. М асалан , 
ю^орида келтирилган у  = х 3 акс эттиришни олсак, бунда 
2 сонининг тасвири 8 га тенг, — 3 нинг тасвири — 27 га 
тенг ва ^оказо. Умуман, X  тупламнинг бирор Р  ^исми 
берилган булса, Р  туплам барча элементларининг У даги 
тасвирларидан иборат булган туплам Р  тупламнинг f акс 
эттиришдаги тасвири (образи) дейилади ва у f ( P)  би­
лан белгиланади.

У тупламнинг ихтиёрий у  элементи берилган булсин. 
X  тупламнинг у  га аксланувчи барча элементларидан 
иборат цисми у  элементнинг асли (прообрази) дейилади 
ва У f~ l (у) каби ёзилади. Умуман, У нинг Q ^исми бе-
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рилса, X  нинг Q туплам га ^тувчи ^исми Q нинг а с л и  
( п р о о б р а з ы )  деб аталади ва f ~ l (Q) каби ёзилади. 
М асалан, ю ^оридаги Д ирихле функцияси ор^али акс эт- 
тириш да 0 элементнинг асли барча иррационал сонлар 
тупламидан, 1 элементнинг асли эса барча рационал сон­
лар  тупламидан иборатдир.

4 . 1 - т е о р е м а .  Иккита А ва В  туплам йигиндиси- 
нинг (купайт масининг) асли  шу т упламлар аслилари- 
нинг йигиндисига (купайтмасига) тенг, яъни

г 1 (А\]В) — (А) и / - 1 (В) (Г 1 (А Л В) = Г 1 (А) П Г 1 (В)).
И с б о т .  Теореманинг исботини йигинди учун келтирамиз, 

купайтма учун исбот шунга ухшаш. Фараз цилайлик, х  эле­
мент / - I  (A U В) тупламнинг ихтиёрий элементи булсин. У хол- 
да f ( x ) £ A \ j B .  Бундан f ( x ) £ A  ёки f ( x ) £  В  муносабатларнинг 
камида бирига эга буламиз. Бу муносабатлардан х  элемент 
/ - 1  (А) ёки / -1  (В) тупламларнинг камида биронтасига тегишли 

эканлиги келиб чик,ади. Бу эса x £ f ~ ] (A)\J f ~ l (В) эканлигини 
курсатади. х  элементнинг ихтиёрийлигидан

Г ' ( А { ] В ) а Г ' Ш  Г' (В)  [(2)
муносабатга эга буламиз.

Аксинча, фараз цилайлик, x £ f ~ ] (A)\J f ~ ] (В) ихтиёрий эле­
мент булсин. У х;олда x £ f ~ l (А) ёки x £ f ~ l (B) муносабатлар­
нинг камида бирига эга буламиз. Бу эса f (x)  £ A  ёки /  (х) £ В 
муносабатлардан камида бирининг уринли эканини курсатади. 
Демак, f (x)£A[)B ёки х £ Г \ А \] В) булади. Бундан

Г 1 (А) и Г 1 (В) с: г ‘ (А и В) (3)
муносабатга келамиз. (2 ) ва (3) муносабатлар теорем а­
нинг йигинди учун уринли эканини курсатади.*

Б у теорема чекли ёки чексиз сондаги тупламларнинг 
йигиндиси ва купайтмаси учун хам уринлидир.

Агар Y тупламдаги ^ар  бир элементнинг асли буш 
туплам булмаса, у ^олда X  туплам Y тупламнинг усти- 
га акс эттирилган дейилади. Агар У тупламда шундай 
элемент м авж уд б^лсаки, бу элементнинг асли буш т у п ­
лам  булса, у >;олда X  туплам Y тупламнинг ичига акс 
эттирилган дейилади. Мисол учун, ха^иций сонлар 
т^пламини узини узига акс эттирувчи цуйидаги икки 
функцияни олайлик:

У =  х3, У =  хг.
Равш анки, буларнинг биринчиси устига акс эттириш, 
иккинчиси эса ичига акс эттиришдир.
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Ичига акс эттиришни ^ар доим устига акс эттириш га 
келти ри ш  мумкин; бунинг учун бу акс эттириш да У туп­
лам ни X  тупламнинг тасвири билан алмаш тириш  керак. 
Ш ун д ай  цилиб, керак булганда, ихтиёрий акс эттиришни 
усти га акс эттириш деб олиш мумкин.

Энди му^им бир таъриф ни кнритамиз.
2- т а ъ  р и ф. f:X->-У устига акс эттириш берилган  

брлсин. Лгар  У даги хар бир элементнинг асли  ягона  
бир элементдан иборат булса, у  %олда бу акс этти­
риш §заро бир цийматли акс эттириш (муносабат) 
дейилади.

М и с о л л а р .  1. г/=л :3 функция ^а^ик;ий сонлар туп- 
ламини узини узига узаро бир ^ийматли акс эттиради.

2 . R+ манфий булм аган барча ^ а к ^ и й  сонлар тупла­
ми булсин. Ушбу

у —.к2

функция R  ни R + n инг устига акс эттиради. Бу акс эт­
тириш Узаро бир цийматли эмас, чунки, масалан, 1 сони- 
нинг асли иккита элементдан: 1 ва— 1 сонларидан иборат.

Ихтиёрий
j:X -+ Y

устига акс эттириш берилган булсин. Бу акс эттириш X  
тупламни У туплам элемснтларининг аслиларидан (яъни 
f ~l (y) лардан ) иборат синфларга аж ратади. Хосил булган 
сипфлар тупламини Z  билан белгилаймиз. Ушбу

f _I ( у)~*-у

мослик Z тупламни У тупламга акс эттиради. Равш анки, 
бу акс эттириш узаро бир цийматлидир.

Энди ихтиёрий тупламлар системаси учун Декарт купайтма- 
сининг таърифини берамиз. Н  =  [Ах |, X  тупламлар систе­

масининг Декарт купайтмаси П  Ах деб, аницланиш сохаси
Х£Х

X  тупламдан иборат булган шундай /  функциялар тупламига 
айтиладики, ^ар бир х £ Х  учун / (х )£ Ах муносабат бажарилади.

5- §. Тупламнинг цуввати
О датда чекли ва чексиз тупламларни бир-биридан 

фарк циладилар. Элемснтларининг сони чекли булган 
тУЛлам ч е к л и  т у п л а м .  дейилади. М атем атикада к^- 
пннча чексиз ту'пламлар билан иш куришга тугри келади. 
у,;мУман, чексиз туплам дснилганда шундай тупламни 
кУзда тутиш кераккн, бу тупламдан битта, иккита ва
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з^оказо элементларни олганда уида яна элементлар ^ола- 
веради. М асалан, натурал сонлар туплами, барча toi  ̂
сонлар туплами, тугри чизицдаги з^амма ну^талар туп ла­
ми, хам ма узлуксиз ф ункциялар туплами — буларнинг 
з^ар бири чексиз тупламдир.

Энди иккита чекли Л ва В туплам берилган булиб, 
уларни сон жиз^атдан солиштириш керак б^лсин. Б у  ма- 
салани цуйидаги икки усул билан з^ал этиш мумкин:

1) бу туплам лар элементларининг сонини з^исоблаб 
чи^иб, чивдан сонларни солиштириш;

2 ) агар шундай бир цоида мавж уд булсаки, бу цоидага 
мувофиц А  тупламнинг з^ар бир элементига В  тупламдан 
биргина элементни мос келтирилганда В тупламнинг хар 
бир элементига А  туплам да з^ам биргина элемент мос 
келса, яъни А ва В  туплам лар орасида узаро бир ций- 
матли мослик м авж уд булса, у з^олда бу туплам лар эле­
ментларининг сони ж и^атидан бир хил булади.

Иккинчи усулни яхшироц тушуниш учун мисол кура- 
миз.

М аълум бир аудиториядаги стуллар А тупламни, маъ- 
лум бир гурузс талабалари  эса В  тупламни таш кил 
этсин. Биз А  ва В тупламларнинг элементларини з^исоб- 
лам асдан  туриб, уларни сон ж ихатидан солиштирмоцчи- 
миз. Агар х.ар бир стулга биттадан тал аб а  утирганда, 
утирмаган тал аба  хам да буш стул цолмаса, у з^олда А 
тупламдаги элементлар сони В  тупламдаги элементлар 
сонига тенг булади. Бунда А ва В  туплам лар орасида 
узаро  бир ^ийматли муносабат м авж уд булади.

К елтирилган усулларнинг фарци чексиз тупламларни 
солиш тирганда я^цол курииади. Биринчи усул буйича 
чексиз тупламларни ф ар ^  ^илиб булмайди, чунки бу туп­
лам ларнинг иккаласида з^ам элементларнинг сони чексиз. 
Аммо иккинчи усул билан, масалан , натурал сонлар туп- 
лами элементлар сони ж ихатидан барча з^а^и^ий сонлар 
тупламидан ф ар^ли эканлигини, яъни бу тупламлар ора­
сида узаро бир ^ийматли муносабат м авж уд эмаслигини 
курсатиш  мумкин (7 -§  га царанг).

1 - т а ъ р и ф .  А гар А ва В  тупламлар орасида узаро  
бир щ йм ат ли муносабат мавж уд булса, у  %олда бу туп­
ла м ла р  эквивалент ёки тенг цувватли тупламлар дейи­
лади  ва

А ~ В
куриниш да ёзилади. °

О датда А  туплам га эквивалент булган ту п л а м л а р  
синфи А билан белгиланади ва Л ни Л тупламнинг ^ув- 
вати ёки кардинал сони деб аталади. Чекли ту п л а м н и н г
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куввати (кардинал сони) сифатида одатда бу туплам эле- 
м ентлари ни нг сони олинади.

Тупламларнинг эквивалентлиги, эквивалентлик тушун- 
часининг (3- § га царанг) рефлексивлик, симметриклик ва 
тр ан зи ти вл и к хоссаларига эгалиги бевосита текш ирилади. 
Тупламларнинг эквивалентлигига дойр мисоллар келтира- 
миз:

1. Агар Л туплам з^амма бутун мусбат сонлардан, В 
туплам эса з^амма бутун манфий сонлардан иборат булса, 
бу туплам лар эквивалент булади. Эквивалентлик, масалан, 
цуйидагича урнатилади: мусбат п  сонга манфий — п сон 
мос цуйилади.

2. Агар А туплам барча натурал сонлардан ва В  туплам
барча —  (га — натурал сон) куринишдаги сонлардан иборат 

п
булса, бу тупламлар узаро эквивалент булади. Эквивалентлик,
масалан, п  натурал сонга —  сонни мос цуйиш билан урна-

fl
тилади.

3. Агар Л ва В туплам лар ра- 
диуслари турлича булган иккита 
айланаиинг нукталаридан иборат 
булса, бу туплам лар эквивалент 
булади. Эквивалентликни, м асалан ,
^уйидагича урнатиш  мумкин: бу 
айланаларни концентрик жойлаш ти- 
риб, уларнинг бир радиусда ётган 
нуцталарини бир-бирига мос келти- 
рамиз: бу мослик ай лан алар  ораси- 
да узаро бир ^ийматли муносабат 5-шакл.
Урнатади (5 -ш ак л ).

Чекли тупламларнинг куввати сон булгани учун у л ар ­
нинг цувватларини бир-бири билан солиштириш мумкин. 
Шуиингдек, ихтиёрий тупламларнинг цувватларини солиш. 
тириш учун цуйидаги таърифни киритамиз.

2- т а ъ  р и ф. Цувватлари  а  ва  р булган  А  ва В туп­
ламлар берилган булсин:

Л =  а, В — р.
Агар А ва В тупламлар эквивалент брлм аса ва В 

тУпламда А тупламга эквивалент В ' $исм мавж уд булса, 
В тупламнинг куввати А нинг цувватидан катта, А  туп­
ламнинг куввати эса В тупламнинг цувватидан кичик  
дейилади ва

р > а  ёки а< /3
ш аклда ёзилаОи.
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М асалан , агар

А =  (2, 4, 6 , 8 , . . . 200), 1 =  100,
В =  |1 , 2, 3, 4 ............1501, 5 =  150

булса, у Зфлда А  туплам В  тупламга эквивалент эмас, 
аммо унинг В ' =  { 1, 2 , . . . ,  100} ^исмига эквивалент. Д емак,

J =  ЮО <  В =  150.
Равш анки, з^ар цандай чекли тупламнинг цуввати з^ар 

кандай чексиз тупламнинг цувватидан кичик.
Энди чекли туплам лар цувватларининг баъзи  хоссала- 

рини келтирамиз:
1) ихтиёрий икки А ва В  чекли тупламнинг цувват- 

ларини солиштириш мумкин, яъни уларнинг ^увватлари 
учун цуйидаги уч муносабатдан ф а^ ат  бири албатта урин- 
лидир: _  _ _  _

А =  ~В, А < В ,  Л > В .
2) агар {1, 2, 3, . . . .  п\ туплам Nn билан белгиланса, у 

з^олда
N x, N 2............N n--------

тупламлар барча чекли «эталон» тупламларни беради, яъни их­
тиёрий чекли туплам ушбу Nlt N 2, . . . , N n, . . • тупламлар- 
нинг биригагина эквивалент булади, бу тупламларнинг з̂ ар цандай 
иккитаси эса узаро эквивалент эмас.

3) икки А ва В чекли туплам йдаиндисининг к,уввати чекли 
булиб, _____ _  _  _ _ _

А \У В  =  А + В  —  М \ В
формула ор^али топилади.

Бу хоссаларни чексиз туплам ларга умумлаш тириш  
учун ^уйидаги саволларга ж авоб бериш керак:

1 ) бир-бирига эквивалент булмаган чексиз тупламлар 
мавж удми?

2) ихтиёрий иккита чексиз тУпламни узаро солиш ти­
риш мумкинми, яъни ихтиёрий икки А ва В  чексиз туп­
лам  учун

А =  В, Л >  В, А С  В
муносабатларнинг ф а^ ат  бири албатта уринли буладими?

3 ) чексиз «эталон» туплам лар системасини тузиш мум­
кинми?

4) агар чексиз Л ва В туплам лар берилган булса, бу 
туплам лар йигиндисининг цуввати нимага тенг?



)^озирча биринчи саволга ж авоб ижобий: масалан, бар­
ча натурал сонлар туплами ва барча ^ациций сонлар туп­
лами >гзаро  эквивалент эмас (7 -§  га ^ар ан г).

Иккинчи савол ф ацат маълум ш артни цаноатлантирув- 
чи (тула тартибланган) туплам лар учунгина ижобий ^ ал 
килинган ([1) нинг III бобига ц аранг).

Учинчи м асала >*али ^ал  цилинмаган. Бу саволнинг 
бир кисми булган цуйидаги савол як;ин кунларгача к о н ­
т и н у у м  м у а м м о с и  ( п р о б л с м а с и )  номи билан 
машхур эди: N  — натурал сонлар туплами ва R — ха^и-
кий сонлар туплами булсин. К,уввати N ^ A ^ R  тенгсиз- 
ликларни цаноатлантирувчи А туплам мавж удми? Бу му- 
ачмо 1963— 1964 йилларда ам ерика олими П. Д . Коэн то- 
монидан х.ал цилинди. Коэннинг олган натиж аси анча му- 
раккаб булгани учуй унинг устида тухтаб утирмаймиз.

Туртинчи савол хам иккинчи савол каби маълум ш арт­
ни каноатлантирувчи туплам лар учун ечилган ( [I] нинг
III бобига царанг).

6-§ . Саноцли туплам лар

Чексиз тупламларнинг энг соддаси натурал сонлдр гуп- 
ламидир.

1- т а ъ  р и ф. Натурал сонлар туплами ва унга экви ­
валент булган  тупламлар сано^ли  тупламлар д ейила­
ди. С аноцли булм аган чексиз туплам сано^сиз туплам 
дейилади.

Бу таъриф дан куринадики, ^ар кандай сано^ли туплам ­
нинг элементларини барча натурал сонлар билан ра^ам - 
лаб чикиш имконияти бор; дем ак, сано^ли тупламни i^y- 
йидаги чексиз кетма-кетлик ш аклида ёзишимиз мумкин: 

а-ц a^i - • •, ап , • • •
Энди саноцли туплам ларга оид бир неча теоремаларни 

исбот циламиз.
6.1- т е о р е м а. Ч екли ёки саноцли тупламларнинг 

сони чекли ёки саноцли йигиндаси %ам чекли ёки саноцли  
тупламдир.

'Геореманинг мазмунини тушунишни осонлаштириш 
учун уни бир неча ^исмга аж ратам из:

а) д'адларининг сони чекли булган  чекли тупламлар- 
нинг йигиндиси чекли  тупламдир;

б) %адларининг сони чекли б улга н  саноцли туплам- 
ларнинг йигиндиси саноцли тупламдир;

в) %адларининг сони саноцли булган  чекли туплам- 
лврнинг йигиндиси чекли  ёки саноцлидир;
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г) %адларининг сони саноцли булган  санокли  туплам­
ларнинг йигиндиси санокли тупламдир.

И с б о т .  Биринчи ^исм уз-узидан равш ан. К,олганла- 
рининг ^аммасини исботламасдан, улардан  бирини, м аса­
лан, туртинчисини исботлаймиз; иккинчи ва учинчи к;исм- 
ларнинг исботи шунга ухшаш булади.

Ушбу
А^, А2, . . . , Ап, . . . .

санокли тупламлар кетма-кетлиги берилган булсин. Уларнинг 
йдаиндисини А орк;али белгилаймиз. Ап тупламлар ^ар бири- 
нинг элементларини натурал сонлар билан куйидагича номер- 
лаб чицамиз:

Аг: а(,|), 4 1*, а ^ ........... 1
А2: а (,2), а<2>, 4 2>, . . .
А 3: af>, 4 3), «(33). • • •

A k: а<*>, а[к\  а£*>, . . .
( 1)

Бу ж адвалдаги  элементларни цуйидаги кетма-кетлик 
куриниш ида ёзамиз:
Ьг =  а \'\ b2 =  f l f , 63 =  а<2'>, 64 =  а<3>, Ьъ =  а '2», =  а<«>, . . .  (2)

Бу кетма- кетлик цуйидаги к;оида буйича тузилди: агар j +  & <  
< / +  / булса, у ^олда элемент а'/) дан илгари ёзилади; 
агар i +  k =  j  +  I ва i <  j  булса, у ^олда a f '1 элемент а<г) 
дан илгари ёзилади.

Агар (2) кетма-кетликда бир хил элементлар учраса, 
уларнинг биттасини ^олдириб, ^олганини учирамиз. Нати- 
ж ад а  ушбу янги кетма-кетлик ^осил булади:

c i  =  Ь п Г С *  =  Ь п , ---------------- * c s  =  b n ^  • • • • ( 3 )

Бу кетма-кетлик чекли ёки чексиз булиб, унинг эле- 
ментларидан тузилган туплам

A = [ ) A k
*=1

тупламга тенг, чунки А  нинг з̂ ар бир а{р  элементи (3) кетма- 
кетликда камида бир марта учрайди ва аксинча, ^ар бир са 
элемент (2) кетма-кетликда учрайди, демак, А тупламга кира- 
ди. Бундан А нинг санокли туплам эканлиги куринади.

28



6 .2- т е о р е м а .  \ а р  цандац чексиз тупламнинг саноц- 
л и тупламдан иборат щ е м и  мавжуд.

Бу теорема сано^ли тупламларнинг чексиз тупламлар 
орасида энг соддаси эканлигини курсатади.

И с б о т .  Е  ихтиёрий чексиз туплам булсин. Бу т^плам- 
дан бирор элемент олиб, уни ai билан белгилаймиз. Бу- 
нИнг натиж асида Е  буш булиб цолмайди, шунинг учун 
ундан иккинчи бош ^а бир элементни олиш мумкин; бу 
элементни а 2 билан белгилаймиз ва ^оказо. Е  тупламдан 
элементларни бу тарзда аж ратиш ни чексиз давом этти­
риш мумкин, чунки Е  — чексиз туплам. Ш ундай к;илиб, 
турли элементлардан иборат булган ушбу

^ 1» а3, ■ • • » cin) . • .

кетма-кетликка эга буламиз. Б у  кетма-кетликнинг эле- 
ментларидан иборат туплам Е  тупламнинг саноцли цисми- 
дир.*

6 .3 - т е о р е м а .  Агар чексиз Е тупламга чекли еки санок,- 
ли А туплам цушилса, у  \олда Е  U А туплам Е  тупламга 
эквивалент булади, яъни Е  |J А  ~  Е.

И с б о т .  6,2-теоремага асосланиб, Е  тупламдан бирорта 
сано^ли D  цисмини оламиз ва E \ D  тупламни Р  билан белги­
лаймиз. У ^олда:

Е  =  P\ JD,  Е \]  А =  P \]{D \j А)
тенгликлар уринли булади. 6.1-теоремага асосан, D  ва D \] А 
лар сано^ли туплам булгани учун D  ~  D  U А  муносабат урин­
ли. Бундан ва Р  ~  Р муносабатдан Р  U D  ~  Р  U (D U А), яъни 
Е ~  Ё (J А муносабат келиб чикади.#

6.4-т е о р е м а .  Агар чексиз Е  туплам саноцсиз булиб , А 
унинг чекли ёки санокли цисми булса, у  \олда Е \ А  туплам  
Е тупламга эквивалент булади.

И с б о т .  Хаки^атан хам, Е \ А  =  М  туплам чекли ёки са­
нокли булиши мумкин эмас, чунки акс ^олда Е  =  A U ( Е \А )  
туплам хам 6 . 1-теоремага асосан чекли ёки санокли булар эди.
6.3-теоремага асосан, M l] А ~  М , бундан Е ~  Е \ А  муносабат 
келиб чицади.*
.  6.1 ва 6 .4 -теорем алардан > а̂р ^андай  чексиз туплам 
узига эквивалент хос ^иемга эга экани куринади.
- М аълумки, чекли туплам лар бундай хоссага эга эмас. 
Шунинг учун чексиз тупламларнинг иккинчи таърифи си- 
Фатида ь;уйидаги таърифни ^абул килиш мумкин.

2 - т а ъ р и ф  (Д едекинд). А гар Е  туплам узининг би- 
Р°Р хос цисмига эквивалент булса, Е  туплам чексиз дейи-
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Энди ам алда куп учрайдиган баъзи бир туплам лар­
нинг ^увватларини топишга утамиз.

6. 5-т е о р е м  а. Р ационал сонлар туплами саноцли. 
дир.

И с б о т .  Q+ билан мусбат рационал сонлар тупламини, 
билан эса манфий рационал сонлар тупламини белгилаймиз! 
У холда з^амма рационал сонлар тупламини цуйидаги ^уринищ- 
да ёзишимиз мумкин:

Q =  Q+ U (0 ) U <?-.
бу ерда (0 ) билан биргина ноль сонидан иборат тупламни бел- 
гиладик.

Агар Q+ ва Q_  тупламларнинг санокли эканлигини кур- 
сатилса, у з^олда 6.1-теоремага мувофиц, Q з а̂м санокли булади.

Q_ туплам Q+ тупламга эквивалент (эквивалентлик r£Q + 
га — г 6 Q -  ни мос цуйиш оркали урнатилади) булганлиги учун 
Q+ нинг санокли эканлигини исботлаш кифоя.

Маълумки, з̂ ар ^андай мусбат рационал сонни -  кискар-

мас каср куринишида ёзиш мумкин. Q+ тупламнинг элемент- 
ларини номерлашда ^уйидаги коидага амал ^иламиз.

Аввал м ахраж и ва суратининг йигиндиси иккига тенг 
б^лгаи рационал сонларни номерлаймиз, сунг махражи 
ва суратининг йигиндиси 3 га тенг сонларни номерлай­
миз ва ^оказо; бу номерлаш да икки рационал соннинг 
м ахраж и ва суратининг йигиндиси бир-бирига тенг булса, 
у  з^олда сурати кичик булган рационал сонга кичикро^ 
номерни ёзамиз.

Бу ^оидага мувофи^ мусбат рационал сонларни номер- 
лаб  чицсак,

1 1 2 1 3 1 2
а 1 — j  > а г ~~ ~£> а з ~  j  * а 4 —  з  » а ь —  j  > а в 4 ’ 7  3 ’

кетма- кетликка эга буламиз. Натижада з^ар бир мусбат рацио­
нал сон биргина номерга эга булади ва бу кетма-кетликда аник 
бир уринни эгаллайди. Демак, Q+ — саноцли туплам.,

К,уйидаги ж ум лалар  6.5- теоремага ухш аш  исбот кили- 
нади:

а) текисликдаги координаталари рационал сонлардан 
иборат булган барча ну^талар санокли туплам з^осил ки- 
лади;

б) п улчамли Эвклид ф азосида координаталари рацио- 
нал сонлар булган барча ну^талар туплами сано^лидир-
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Т^рри чизиь; ну^таларидан  иборат туплам натурал сон­
лар туплами каби куп учраб турадиган чексиз туплам ­
лар ж умласидандир. Шуниси тааж ж ублики, тугри чизиц 
н уцталари туплами (ва з^атто [0, 1] сегментдаги ну^талар 
ту п л а м и ) натурал сонлар тупламига эквивалент эмас, яъни 
турри чизиц нуцталарини номерлаб чи^иш мумкин эмас.

Бу цукидаги тсоремада исботланади.
7 . 1- т е о р е м а .  [0 , 1] сегментным нуцталаридан ибо­

рат туплам саноцсиздир.
Бу теорема 5 -§ д а  келтирилган тупламларни солишти- 

риш усулларининг иккинчиси биринчисидан ^улайро^ 
эканлигини курсатади. Биз куйида бу теореманинг икки 
хил исботини келтирамиз.

Б и р и н ч и  и с б о т .  £ = [ 0, 1] сегментнинг нукталари- 
дан иборат туплам саноцли деб ф араз ь^илайлик. У з^олда 
£  нинг барча элементларини номерлаб чи^иш мумкин:

£  =  {*,, х2, . . ., хп, . . .). (1)
1 2£  ни — ва — нукталар билан учта тенг сегментга буламиз:

1  3 3 [ 4 }  [ !■ ! ] • [ ! • '] ■
Равш анки, х\ элемент бир вацтда бу учала сегментнинг 
з*ар бирига тегишли була олмайди, демак, уларнинг ка­
мида биттасига кирмайди. Уша сегментни £ i билан бел- 
гилаймиз (агар бундай сегментлар иккита булса, ул ар ­
нинг чапро^дагисини Е х билан белгилаймиз, 6-ш а к л ). 
Энди Е\ сегментни учта тенг сегментга буламиз. Бу сег- 
ментларнинг камида биттасига х 2 нуцта кирмайди; уш а 
сегментни Е 2 билан белгилаймиз (бундай сегментлар ик­
кита 6yvica, чапро^дагисини Е 2 билан белгилайм из).

Е 2 сегментни уз навбатида яна учта тенг сегментга бу­
ламиз; буларнинг орасида хз нуцта кирмаганинн (иккита 
булса, чапро^дагисини) Е ъ билан белгилаймиз ва з^оказо.

Н атиж ада бири иккинчисининг ичига жойлаш ган 
£  i d  £ ,  i d  £ а i d  . . . i d  Еп i d  . . .

7- § .  Саноцсиз тупламлар

1

6- шакл.
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сегментлар кетма-кетлигига эга буламиз. Бу тупламларнинг 
ясалишига кура хп нукта Е п сегментга кирмайди. Е п сегмент-

нинг узунлиги —  булиб, п ортганда нолга интилади. Лимит- 
3я

лар назариясидаги маълум теоремага асосан, Еп сегментларнинг 
барчасига кирувчи биргина у  ну^та мавжуд:

I  У £ Е П (п =  1, 2, 3,

Бу у  нукда Е  тупламга тегишли [булгани учун (1) кетма- 
кетликда учрайди, яъни шундай т  топиладики, бу т_ учун 
у  — хт булади. Иккинчи томондан,

*т € В т, у  £ Ет
муносабатлардан у  ф х т келиб чицади. Бударама- к,аршилик тео- 
ремани исботлайди.*

И к к и н ч и  и с б о т .  [0,1] сегментдаги ну^талар тупламиса- 
но^ли булсин деб фараз к,илайлик; у з^одда бу тупламнинг эле- 
ментларини натурал сонлар билан номерлаб чи^иш мумкин. 
Номерлаш натижасини (1) кетма-кетлик шаклида ёзамиз. Фара- 
зимизга мувофиц, x k 6 [0 , 1] ва [0 , 1] сегментнинг з^ар бир эле­
мента ( 1) кетма-кетликда булади. ( 1) кетма- кетликдаги >;ар бир 
сонни чексиз унли каср куринишида ёзамиз1:

х х =  0 , а<[> а(2> . . - а<„|) . . . 
х2 =  0 , а(? d f  а (з> . . . а.М . . .
*3 =  0 , a(f  а(% а<з> . . . а<?> . . .

М аълумки (64-§  га ц аран г), з^ар бир з^ациций сон ягона 
усул билан чексиз унли касрга ёйилади. Энди [0,1] сег- 
ментда ётувчи ва ( 1) кетма-кетликка кирмайдиган бирор 
*о сонни топа олсак, у з^олда [0, 1] сегментдаги сонлар 
тупламининг саноцсизлигини исбот этган буламиз. хо 
сифатида

* 0 =  0,  Ь { Ь2 Ьг . . . Ь т . . .  ( b ^ a %  Ь2Ф а ^ ,  . . Ът ф а ^ \  . . •)

1 Х,як;йций сонларни чексиз унли касрга ёйишнинг мумкинлигн ^акид1-
64-§  га царанг.



чексиз у или касрни олиб, бу каср ( 1) кетма-кетликда учрайди 
деб фараз цилайлик. Бу ^олда д:0 сон (1) кетма-кетликдаги би- 
рор сонга тенг, яъни xQ =  xk булиши керак. Аммо бу тенглик- 
нинг бажарилиши мумкин эмас, чунки Ьк Ф а {£ \  Бошкача айт- 
ганда, бу натижа к ил га н фаразимизга зид. Демак, [0, 1] сег- 
ментдаги сонлар туплами санок,сиз туплам экан.+

Т а ъ р и ф .  [0, 1] сегментдаги нуцталар тупламига эк ­
вивалент булган  тупламларни континуум цувватли туплам­
лар дейилади.

Табиинки, албатта, континуум цувватга эга булган j^ap 
цандай туплам санок,сиз тупламдир.

Энди континуум цувватли туплам лар ^ацида бир неча 
теорема исбат ^иламиз:

7 .2- т е о р е м  а. \ а р  цандай [а, Ь] сегментдаги ну^та- 
лар туплами континуум цувватли тупламдир.

И с б о т .  %ацицатан, агар [а, 6 ] сегментнинг узгарувчи 
элементини z  билан, [0 , 1] сегментнинг узгарувчи элемен- 
тини х  билан белгиласак, у холда z  = a + ( b — а ) х  ал- 
маштириш бу сегментларни бир-бирига Узаро бир ций- 
матли акс эттиради. Д ем ак, [а, Ь] сегментдаги ну^талар 
туплами континуум кувватга эга .*

Б у  теоремадан з^амда 6,4 ва 7 .1 -теорем алардан  бевоси- 
та ^уйидаги натиж алар  келиб чицади:

7.3 - н а т и ж а .  \ а р  цандай [а, Ь) ёки (а, b ] ярим ора- 
лицлар  ва (а, Ь) оралицдаги  ну^талар туплами континуум  
кувватга эга.

7 .4- т е о р е м а .  Континуум кувватга эга икки Е л ва 
Е 2, (Ег Г\Е2 =  0 ) тупламнинг йигиндиси \а м  континуум кув­
ватга эга.

И с б о т .  Е 1 туплам континуум кувватга эга булганн 
сабабли [0 , 1 ] сегментга эквивалент ва туплам эса 
( 1, 2] ярим ораликда эквивалент, натиж ада Е\ ва £ 2 туп­
ламларнинг йигиндиси [0, 2 ] сегментга эквивалент булади.
7.2-теоремага асосан [0 ,2 ] сегмент континуум кувватга 
эга. Д ем ак, туплам ^ам континуум цувватга эга .*

V'- 7.5 т е о р е м а .  Агар Е  туплам  £ , ,  Е 2, . . Е  , . . .
(Ek П Ek, =  0 , к Ф  k') тупламларнинг йигиндисидан иборат 
булиб, E k (k  — 1, 2, 3, . . .) тупламларнинг хар бири кон­
т инуум  цувватга эга булса, у  холда Е  туплам хам конти­
нуум  кувватга эга булади.

И с б о т .  К,уйидаги усувчи ва яцинлаш увчи сонлар кет- 
ма-кетлигини оламиз:

а  =  а , < а 2 < а 3 <  . . . < а л < а п+1 < •  . . - * - & <  +  оо .
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£ j  туплам (a,, a2] ярим оралщ^а эквивалент, Е.л туплам 
(о2, а3] га эквивалент ва з^оказо, Еп туплам (ап, а „+11 ярим ора- 
лик^а эквигшлент ва з^оказо. Натижада Е  туплам (а, Ь) оралик- 
Ка эквивалент булади; бу орали^ эса континуум цувватга эга. 
Демак, Е  туплам х,ам континуум цувватга эга. *

7.6- и з  о .у  7.4 ва 7.5-теоремаларда Е г П Е 2= 0  ва Ек Г1 E k, ~
— 0  (к Ф  к') шартлар талаб килинган эди. Аммо бу теорема- 
лар юкоридаги шартларсиз хам уринлидир; буни исботлашни 
талабаларнинг узларига ^олдирамиз.

Охирги теоремадан цуйидаги натиж алар  келиб чи^ади:
7.7- натиж а. \а м м а  цаци^ий сонлар туплами контину­

ум  ^увватга эга.
Бу натиж адан з^амда 6.4 ва 6.5-теоремалардан бевосн- 

та цуйидаги натиж ани оламиз:
7.8- натиж а. ){амма иррационал сонлар туплами кон­

тинуум цувватга эга.

8 -§ . Тупламларнинг ^увватларини солиштириш

Икки А ва В  туплам берилган булса, уларнинг цув- 
ватлари з^ацида ^уйидаги муло^азаларни юритиш мумкин:

1) бу туплам лар узаро эквивалент; яъни уларнинг 
^увватлари тенг;

2) А туплам В  тупламнинг бирор В\ хос ^исмига эк­
вивалент, аммо В  туплам А нинг з^еч ^андай ^исмига 
эквивалент эм ас (ёки В  туплам А тупламнинг бирор А | 
хос цисмига эквивалент, аммо А туплам В  нинг х.еч ^ан- 
дай  ^исмига эквивалент э м а с ) ;

3) А  туплам В тупламнинг бирор В\ хос ^исмига эк­
вивалент ва В туплам А тупламнинг бирор А\ хос цисми- 
га эквивалент, яъни

4) А туплам В  нинг з^еч цандай ^исмига эквивалент 
эм ас ва В  туплам А  нинг з^еч ^андай  ^исмига эквивалент 
эмас.

Агар А ва В  туплам лар чекли б^лса, учинчи ва тур- 
тинчи доллар руй бермайди. Л ва В туплам лар баъзи бир 
ш артларпи каноатлантирганда чексиз туплам лар учун з^ам 
туртинчи з^олнинг уринли булмаслигини курсатиш мумкин 
(м асалан, [ 1 ] нинг III бобига царанг).

Биринчи з^олнинг чекли ва  чексиз тупламлар учун руй 
бериши мумкинлиги олдинги п араграф ларда келтирилган 
мисолларда курилди. Иккинчи ва учинчи холларнинг со- 
дир булиши мумкинлиги цуйидаги мисоллардан к^ринади.

И к к и н ч и  >50 л г а  м и  с о  л. А  — рационал сонлар

А  ~  B t (ByCz В)  ва В  ~  A t (A j  с= А)\
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-лплами ва В — з^аци^ий сонлар туплами булсин. Агар В ,=  
==Л деб олсак, у з^олда А ~ В ]  булиб, В  туплам А нинг з̂ еч 
бир кисмига эквивалент эм ас (7 .1 -теоремага асосан).

У ч и н ч и  з о̂ л г а м и с о л .  Д ва В саноцли туплам- 
тар булсин. Агар А дан санокли А\  хос цисмини ва В дан 
саноцли В ] хос цисмини олсак, у з^олда Л ~ В |  ва В ~ А { 
булади.

Охирги мисолда А ~ В .  Бу тасодифий з^ол эмас, б ал ­
ки умумий ^онуниятдир.

8 . 1 - т е о р е м а  (Кантор — Б ернш тейн). А гар  икки А 
ва В тупламнинг %ар бири иккинчисининг цисмига эк ­
вивалент бдлса, у  цолда ула р  ijeapo эквивалент 6 ij- 
лади.

И с б о т .  Теореманинг ш артларига биноан:

А ~  В х (Вх с :  В) ва В  ~  /4j (.4j с :  А).

Л 1 ва В\ туплам лар мос равиш да А ва В  туп лам лар­
нинг хос цисмлари булсин, деб ф араз цилайлик, чунки 
акс з^олда, м асалан, Л ] = Л  булса, у з^олда В ~ Л 1 дан 
В ~ А  муносабат келиб чикади.

В ва А \ туплам лар эквивалент булгани сабабли бирор 
f : B-y-Ai узаро бир цийматли акс эттириш мавж уд. Бу 
акс эттириш В\ тупламни А\ нинг бирор Л2 цисмига акс 
эттиради. Н атиж ада A 2czAiCzA  ва Л ~ В | ,  дем ак Л 2~ Л .

Агар А \ нинг Л га эквивалентлиги исбот этилса, у 
з^олда А \ ~ В  булганидан Л нинг В га хам эквивалент- 
лиги келиб чикади.

Узаро бир кийматли f  акс эттириш билан Л ни Л 2 га 
акс эттирганимизда А\  бирор Л 3 (с :Л 2) тупламга, Л 2 эса 
бирор A^ тупламга акс эттирилади ва з^оказо. Бу узаро 
бир цийматли акс эттириш лардан цуйидаги муносабатлар 
келиб чикади:

Л \ Л Х А , \ А 3
А а

~  Л4\ Л в
л8\ л 4 ~  л6\ л в

Бу муносабатларнинг то^ Уриндагиларини оламиз:

А \ Л Т ~  Л2\Л д
Л2\-^ з  **+

^  А 6\ А 7
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Бу муносабатларнинг чап ва унг томонидаги тупламларни 
ало.\ида ^ушиб ушбу

(Л \Л ,)  U (Ла\ Л 3) U (Л4\ Л 5) U • • • -  
~ ( Л 2\ Л 3) и (Л4\ Л 5) и М в\Л » ) и • ■ • - (1)

эквивалентликка эга буламиз.
Энди куйндаги айниятларнинг Уринли эканини исбот 

р^иламиз:
А =  Р U ( А \ А Х) U (Л Д Л ,) U (At\ A J  . . . }  (Ъ 

А,  =  Р  U ( Л , \Л 2) U (Л ,\Л ,)  U ( Л , \А , ) . .
со

бу ерда Р =  П А. .  Булардан бирини, масалан, биринчисини ис- 
*=i

бот этамиз; иккинчисининг иеботи шунга ухшашдир. А  туплам­
нинг бирор а элементини оламиз ва уни (2) даги биринчи ай- 
ниятнинг унг томонига киришини куреатамиз. Бу элемент 
Ак (k =  1, 2, . . .) тупламларнинг .\ар бирига кириши мумкин,
ёки а £ А п, лекин я £ А а+]. Агар а  6 А к (k =  1, 2, 3, . . .) булса, 
у ^олда а 6 Я; агар а £ А п булса-ю, лекин а £ Л п+| булса, у ^ол- 
да а 6  Лп\ Л п+1. Демак, иккала з^олда .^ам а  элемент биринчи
айниятнинг унг томонидаги тупламга киради.

Агар а унг томоннинг элементи булса, у ^олда а £ А, чунки 
Р а  А  ва (Лп\ Л п+)) а  А. Айният исбот булади.

(2) айниятларни ушбу

А =  IP U ( А , \ А 2) U (А3\ А , )  и (Л5\ Л Й) U • • ■] U 
U [ (Л \Л г) U (А2\ Л 3) U (Л4\ Л 5) U • • •];

Л  =  IP U ( A , \ A 2) U (A3\ A t) U (Л5\ Л в) U • • •] U
U 1(Л2 \ Л 3) U (Л Д Л 5) и - .  •] (3)

куриниш да ёзамиз.
Бу айниятларнинг унг томонларини солиш тирсак, >;ар 

бирининг биринчи урта ^авсдаги иф одалари айнан бир- 
бирига тенг, иккинчи урта кавсдаги иф одалари эса ( 1) 
муносабатга мувофиц узаро  эквивалент. М одомики, (3) 
айниятларнинг унг томонидаги тупламлар узаро эквива­
лент экан, уларнипг чап томонидаги Л ва Л | тупламлар 
хам узаро эквивалент. Шу билан теорема исбот этилди.* 

Ихтиёрий икки Л ва В тупламни солиш тириш да тур- 
тинчи хол истисно этилса, теоремага асосланиб, ушбу 
натижани айтишимиз мумкин:

Л ва В туплам лар узаро эквивалент, демак, улар тенг 
^увватлидир ёки булардан  бири, масалан , Л туплам ик­
кинчисининг хос ^исмига эквивалент, аммо шу билан бир-



га В туплам А нинг на \?зига, ва на унинг бнрор к;ис- 
м ига эквивалент эмас, бу *олда А нинг 1\уввати В нинг 
цувватидан кичик булади.

9- §. Ц увватлар устида ам аллар.
Ихтиёрий катта ^увватларнинг мавж удлиги

Кесишмайдиган чекли А ва В  тупламлар берилган 
булсин. Агар А да п та, В  да т  та элемент булса, у 
^олда бу тупламлар йигиндиси /1 U В  да я +  т т а  эле­
мент булади. Тупламларнинг цуввати тушунчаси чекли 
туплам элементларининг сони тушунчасининг умумлаш- 
тирилган .40 л и булганлиги сабабли ихтиёрий кувватларни 
кушиш амалининг таърифини цуйидагича бериш мумкин:

Икки А ва В туплам умумий элементларга эга булма- 
син. а  ва р мос равиш да А ва В  тупламларнинг цувват- 
лари булсин. А [} В  тупламнинг цувпати а  ва р к;увватлар- 
нинг йигиндиси  дейилади ва

а  +  р
куринишда ёзилади.

|Х т, т £ / )  тупламлар системаси берилган булиб, бу систе- 
мадаги тупламлар узаро кесишмасин ва Х х нинг цуввати а х 
булсин. Барча а х цувватларнинг й и г и н д и с и  деб, (X J  туплам- 
лар'системаси йигиндисининг кувватига айтилади.

М асалан, © — сано^ли тупламнинг ^уввати, с — конти­
нуум ^увват б^лса, 6- ва 7- § даги теорем аларга асосан:

СО +  0) =  (О,

со +  с =  с, ( 1)
с +  с — с.

Сони саноцли со ларнинг йигиндиси .%ам со га, сони саноц- 
ли с ларнинг йигиндиси эса с га тенг.

9 .1- и з о ^ .  ( 1)  ф орм улаларга ку:ра ^уйидаги гипотеза- 
ни антиш мумкин: агар А  чексиз туплам булиб, цуввати 
« г а  тенг б^лса, у ^олда а  +  а  =  а . Бу гипотеза ихтиёрий 

ексиз цувват учун ^озиргача исботланмаган; аммо у 
([ lY 'ra  ШаРтн^ Каноатлантирувчи туплам лар учун уринли

Энди кувватлар купайтмасининг таъриф ига утамиз. 
с о т  Ва Чекли туплам лар булиб, уларнинг элементлари 
А Х В МП°  Равиш„да п ва т  га тенг булсин. Л ва В нинг 

Д екарт купайтмаси п • т  та элементдан иборат.
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Бунга кура ихтиёрий туплам лар учун ^уйидаги таъ- 
рифни бериш мумкин.

Л ва В ихтиёрий туплам лар ва а , Р — уларнинг ^увват- 
лари  булсин. а  ва р цувватларнинг купайтмаси деб А 
ва В  тупламларнинг А х В  Д екар т  купайтмаси цувватига 
айтилади ва

а - р
куриниш да ёзилади.

Тупламлар системасининг Д екар т  купайтмасидан фон- 
даланиб, сони ихтиёрий ^увватларнинг купайтмасини з^ам 
таъриф лаш  мумкин.

М асалан, N  натурал сонлар туплами булса, N X N  >*ам 
сано^ли туплам булгани учун

(О-03 =  0).

Агар R тугри чизик ну ̂ талари  туплами булса, R X R  
текислик ну^талари туплами булгани ва R  з^амда R X R  
ларнинг ^увватлари  с булгани учун ( Ю- §  га ^аранг)

с -с = с .
9.2-и з о Хар ^андай чексиз а  цувват учун

а - а  =  а

муносабатни гипотеза сифатида ёзиш мумкин. Бу гипотеза 
з$ам умумий з^олда исботланмаган.

9.3- и з о з̂ . Ихтиёрий ^увватларнинг чекли сонлардан 
ф ар^и ( 1) ф орм улалардано^ куринади; иккинчи муз^им бир 
ф ар ^  шуки, сони ихтиёрий ^увватларни цушиш ва купай- 
тириш мумкин. Учинчи ф ар^  шундаки, ^увватларнинг 
айирмаси тушунчасини (цувватларнинг йигиндиси туплам­
ларнинг йигиндиси орцали таъриф ланганидек) тупламлар- 
нинг айирмаси ор^али таъриф лаш  мумкин эмас. ^ак,ика- 
тан з^ам, агар Л => В  тупламлар берилиб, Л нинг ^уввати а, В 
нинг цуввати Р булса, А \ В  туплам, а  ва р лар узгармаган 
з^олда, чексиз, чекли ёки буш булиши мумкин, шунинг учун 
бу тупламнинг куввати тугрисида з̂ еч нарса айтиш мумкин эмас 
ва демак, а  — р ани^ бир маънога эга эмас.

Агар Л, В  — чекли тупламлар булиб, п, m  мос равишда 
бу тупламлар элементларининг сони булса, Л тупламни В  туп­
ламга барча акс этгиришлари сони т п га тенг. Ха^ицатан з^ам, 
Л тупламнинг хар бир х  элемента В туплам элементларининг 
сони т  та булгани учун В  га т  та усул билан акс эттирили- 
ши мумкин. Л да п  та элемент булгани з^амда з^ар бир элемент 
бошца элементларга богли^мас равишда В  га т  усул билан
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эггирипиши мумкинлиги сабабли А нинг В  га барча акс 
ттиоитишлари сони т п га тенг. Бунга кура ихтиёрий кувват- 

ляони даражага кутаришни куйидагича таърифлаш мумкин.
А ва В  тупламлар берилнб, А нинг куввати а  га, В  нинг 

ввати Р га тенг булсин. У >;олда А нинг В  га барча акс 
эттиришлари туплами В А нинг кувЕати р нинг а-даражаси 
дейилади ва

куринишда ёзилади.
М асалан, N  натурал сонлар туплами ва Z2= { 0,1} 

туплам булса, N  нинг Z2 га ^ар бир акс эттнрилишини 
цуйидаги куринишда ёзиш мумкин:

1 2  3 . . . п . .  .
Ч h  h

бу ерда i s — Бундан чицадики, N  нинг Z2 га >̂ ар бир акс 

эттирнлишига

О* *̂2 • • • Ls * • • 
иккили касрни мос цуйиш мумкин. Натижада Z*  туплам билан 
бутун кием и ноль булган барча иккили каерлар туплами ора- 
сида узаро бир цийматли мослик урнатилди. Аммо бутун кис- 
ми ноль булган барча иккили каерлар туплами с континуум 
цувватга эга (бунинг исботи 7.1-теореманинг иккинчи исботи 
кабидир).

Шундай ^илиб, агар N  нинг куг.еати со булса, Z ‘v нинг 
Куввати 2“ булиб,

2“ =  с.

Маълумки, чекли сонлар учун 2“ > а  тенгсизлик уринли.
Бу ^ол тасодифий булмай, куйидаги умумий теорема урин­

ли.
9 .4 -т е о р е м а .  А бирор туплам булиб, унинг цувеати а  

бдлса, у  %олда А нинг барча кием тупламлари системаси- 
нинг цуввати 2а шу А тупламнинг кувватидан катта, яъни  
2“ >  а .

__ с б о т. Бирор Л =  {а} туплам берилган булиб, В = 
10} туплам А  нинг барча ^исм туплам ларидан тузилган 
стема булсин. Бу системага, хусусан, А нинг бир эле­

рон"™  ^ исмлаРи> буш туплам ва А  нинг узи з^ам кн-

бот^ НИИГ ^ ввати А  нинг кувватидан катталигини ис- 
аш учун В  да А  га эквивалент булган к исм борли-
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гини, аммо В нинг А га эквивалент эмаслигини исботлащ 
керак.

В дан А нинг бир элементли цисмларидан иборат цисм 
системани аж ратиб олсак, бу цисм система А га эквива­
лент булиши равш ан.

Энди В нинг А  га эквивалент эмаслигини курсатамиз. 
Аксинчасини ф араз ^илайлик, яъни Л ~ В  булсин. У з^олда 
В  системанинг элементлари билан А  нинг элементлари 
орасида бир цийматли мослик урнатиш мумкин, яъни В 
ва А нинг элементлари маълум бир ж уф тларга богланган 
булади:

Ах о  а, Ах£ В, А.

Бу жуфтларнннг бирортасини олайлик: Ах о  а. Бу ерда 
икки з^ол булиши мумкин: ё А х туплам А нинг 1\исми булганн 
учун а ни уз ичига олади ёки А х туплам А нинг цисми була 
туриб, а ни уз ичига олмайди. Бу з^олларга цараб А туплам­
нинг а элементини мос равишда У-ёки 2 -т ур элементлар 
дейилади.

Д ем ак, 1- тур элементлар шундай элементларки, улар- 
нинг

А х <̂ >а

ж уф тларидаги  А х туплам а ни уз ичига олади, 2 -тур 
элементлар шундай элементларки, уларнинг

А х о а

ж уф тларидаги  Л т туплам а ни уз ичига олмайди.
Б арча 2 - тур элементлар тупламини А '  билан белги­

лаймиз. А '  нинг
А ' о  а

жуфтини оламиз. Бу ерда икки з^ол булиши мумкин: ё 
а элемент 1- тур элемент, ё 2- тур элемент. Агар а 1-тур 
элемент булса, а элемент А ' га кириши керак, аммо А 
тузилиш ига кура 2- тур элем ентлардан  иборат. Д е­
мак, бу з^олнинг булиши мумкин эмас. Агар а 2- тур 
элемент булса, а элемент, бир томондан, таъриф га асосан 
Л 'г а  кирмаслиги керак, иккинчи томондан, А ' нинг тузи­
лиш ига кура, а элемент А ' га кириши керак. Яна к;арама- 
^арш иликка келдик. Д ем ак, бу холнинг .%ам булиш и 
мумкин эмас.
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Ш ун д ай  цилиб, А ' тупламнинг мавж удлиги царама- 
к а р ш и л и к к а  олиб келяпти. Д ем ак, Л ва В тупламлар 
£заро эквивалент эмас.

Умуман куйидаги теорема уринли.
9.5- т е о р е м а .  А гар X ва Y тупламларнинг цувват- 

лари мос равиш да а  ва  р булиб, р > 1  булса, у  %олда

Р “ > а .
(У^увчи бу теорема хасида П. С. Александровнинг [1] 

китобига ^араш и мумкин.)
9 .4- теорема аслида ^уйидаги тасди^ни умумлаш тира- 

ди: агар п натурал сон булиб, п >  1 булса,
2 П~>п

тенгсизлик уринли .
Шунга ухшаш, п > 4 да

2 п >  пг
тенгсизлик уринли булгани учун цуйидаги тасди^ тутри 
булса керак: агар а  цувват а > 4  тенгсизликни ^аноат- 
лантирса,

2я >  а 2.
тенгсизлик уринли. Аммо бу тасдиц ^озиргача исботлан- 
маган.

10-§. Туплам лар Д екарт купайтмасининг ^уввати

Энди тупламларнинг Д екарт купайтмасини текшириш 
билан ш угулланамиз.

10.1-т е о р е м а. Агар А ва В саноцли тупламлар 
б^лса, уларнинг Декарт купайтмаси %ам саноцли бу­
лади.

И с б о т .  Л ва В туплам лар сано^ли булгани учун 
уларни цуйидаги куриниш да ёзиш мумкин:

Л =  {a,, а2, . . . , ап------),

B = \ b v Ь2, . . . , Ь п, . . . | .

рУ тупламларнинг Д екарт купайтмасини эса цуйидагича 
езиш мумкин:

(а,, &,), (а,, Ь2), . . . , (а,, Ьп), . .
(а2, &,), (а2| Ь.д.......... (а2, Ьп), . .

А х  В
К  fci). К -  ь2>--------- К .  ьп)> ■
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Бу ж адвалдаги  элементларни, 6 .1 -теоремадагидек, i^y- 
йидагича номерлаб чи^амиз:

сх =  (flj, fej), с2 — (flj, b^j, с3 =  (о2, Ь]), =  (Cj, &з),
с5 =  (flj» г̂)> =  («з. ^i)> ^7 ( f lv  ^4) • • • ( 1)

Бу кетма- кетлик куйидаги ^оида буйича тузилди: агар i 4- 
+  k < j  +  l булса, у э^олда (а., Ьк) элемент (ajt bt) дан ил- 
гари ёзилади; агар i  +  k  =  /  +  I ва i < j  булса, у ^олда (af> 
bf) элемент (a;., bt) дан илгари ёзилади.

(1) кетма-кетлик эса А х  В  тупламнинг сано^лилигини кур- 
сатади.*

Куйидаги теорема худди шунга ухшаш исботланади:
1 0 .2 -т е о р е м а . Агар Л,, Л2, . . .  ,А п саноцли тупламлар 

булса, у  \олда бу т упламларнинг Декарт кдпайтмаси

А  =  Л, х  Л2 х  . . . X Ап

%ам саноцлидир.
10.3 - н а т и ж а .  п улч а м ли  фазода координаталари 

бутун сонлардан иборат б улга н  барча нуцталар туп­
лам и сано^лидир.

Бу натижанинг исботи барча бутун сонлар туплами М 
нинг сано^лилигидан ва п улчамли фазодаги бутун коор- 
динатали нудталар туплами

М п =  М  х  М  х  . . .  X М- —- 
п марта

га тенг булганлигидан келиб чикади.*
10 .4- н а т и ж а ,  п улчамли азода барча рационал коорди- 

натали ну^талар туплами Qn саноцлидир.
Бу натижанинг исботи Q рационал сонлар тупламининг са- 

но^лилигидан са
Qn =  Q X Q х  . . .  х  Q

п г гарта

тенгликдан келиб чи^ади.*
Энди Л,, А 2. . . ., Ап, . . . тупламлар кетма-кетлиги берил-

ган булсин. Ушбу
Вп =  Л, х  Л2 х  . . .  X Ап. п =  1, 2, 3, . . .

кетма-кетликни тузамиз. Барча Вп тупламларнинг



йяриндиси Ир А2............А п, . . . кетма-кетликнинг чала Д е­
карт купайтмаси дейилади.

1 0 . 5 - т е о р е м а .  Агар A v Л2, . . . , Ап, . . . саноцли туп.
ламлар булса, у  \олда уларнинг чала Декарт купайтмаси 
хам саноклидир. .

И с б о т .  Вп =  А, х  А 2 X . . . х  Ап тупламларнинг сано^-
оо

лилиги юцоридаги 10.1-теоремадан, В =  \] ^ В п тупламнинг са-

ноклилиги эса 6.1-теоремадан келиб чицади.*
10.6- н а т и ж а .  Барча рационал коэффициентли куп\ад- 

лар туплами Р саноклидир.
И с б о т .  Даражаси п  — 1 дан катта булмаган рационал коэф­

фициентли куп.\адлар туплами Р п~ 1 аслида п улчамли фазодаги 
барча рационал координатали ну^талар тупламини ташкил эта- 
ди, демак, 10.4-натижага асосан саноклидир. Р  туплам Рп~'

ОО
тупламларнинг йиишдисига тенг, яъни Р =  [J Рп булгани

/2 = 1

учун саноцлидир.*
1 0 . 7 - н а т и ж а .  Барча а лгеб р а и кх сонлар туплами са- 

ноцлидир.
И с б о т .  Бутун коэффициентли купхадлар туплами са- 

но^лн булгани учун х^амда бир купхад сони чекли илдиз- 
ларга эга булгани учун алгебраик сонлар туплами сони 
санокли чекли тупламларнинг йигиндисига тенг. Бу т^п- 
лам эса 6 .1 -теоремага асосан саноклидир.

1 0 . 8 - н а т и ж а .  Трансцендент сонлар туплами кон­
тинуум цувватга эга.

Бу натижанинг исботи 10.7-натиж адан хам да 6 -ва  7 -§  
лардаги теоремалардан бевосита келиб чи^ади.

Энди саноцсиз тупламларнинг Д екарт купайтмаси би­
лан ш угулланамиз.

10.9- т е о  р е м а. А гар А ва В тупламлар континуум  
Чувватга эга булса, ула р ни н г Декарт купайтмаси %ам 
континуум цувеатга эга.

И с б о т .  А ва В  континуум ^увватга эга булгани учун 
А ~  /  =  [0, 1] ва В = 1  =  [0, 1] деб олиш мумкин. У з^олда 
^  X В нинг элементлари текисликдаги Г- =  |0  <  х  с  1,
0 ^  У <  11 квадратнинг ну^талари тупламидан иборат. Теоре- 
мани исботлаш учун бу квадратнинг ну^талари билан /  =  [0, 1] 
сегментнинг нуцталари орасида узаро бир кийматли [муносабат-

6hd o  ' ^-r a ^  ^ИР°Р сон коэффициентлари 'бутун сонлардан иборат булган 
Ои* кУП!̂ аДНинг илднзи булса, бу сон алгебраик сон дейилади. Бу таъ- 
рвфни цаноатлантирмайдиган сонлар трансцендент сонлар дейилади.
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ни урнатиш кифоя. Бундай муносабат куйидагича урнатилади] 
агар (р , q) £ I 2 булиб, р  ва q сонлар ушбу куринишдаги

р =  0, р, р2 . . . рп . . ■ ,

<7 =  0, <7, q2 ------ qn • • •

чексиз унли касрларга ёйилса, бу (р, (?) га /  даги ушбу

0, Pi <7х P2 Q2 P3 Q3 ■ ■ ■ Рп^п ■ • •

элементни мос цуямиз. Равш анки, бу мослик узаро бир
^ийматлидир.*

Индукция йули билан цуйидаги теоремани исботлаш
мумкин.

10. 10- т е о р е м  а. Чекли сондаги континуум цувватли 
тупламларнинг Декарт купайтмаси %ам континуум цув- 
ватга эга.

Бу теоремадан хам да п улчамли фазо п  та тугри чи- 
зицнинг Д екар т  купайтмасига тенг булгани ва тугри чи- 
зиц нуцталари туплами континуум кувватга эга булгани- 
дан цуйидаги натижани хосил ^илиш мумкин.

10. 11- н а т и ж  а. п улч а м ли  фазо континуум цувват- 
га эга.

М А Ш  К, У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1 . 1\уйидаги тенгликлар исботлансин:

а) (/4 \  £ ) \  С =  (Л \  С) \  (5  \  С);
б) Л А В =  (Л (J В ) \ ( Л  П В);
в) Л Д 0  =  Л.

2 . Хар кандай  А, В, С тупламлар учун ^уйидаги тенг- 
ликларнинг тугрилигини исботланг:

а) [Л, (В U Q ] =  [А, В] U [Л, С];
б) [(Л U В), С] =  [А, С] U [В, С];
в) [Л, (В П С) 1 =  [А, В 1 П [Л, С];
г) [(Л П В), С] =  [Л, С] П [В, С].

3. ^ ан д ай  Л ва В туплам лар учун [А, В] ва [В, Л] 
туплам лар тенг булади?

4. Учта элементдан иборат барча урнига ^уйиш лар туп­
ламини S 3 билан белгилаймиз. Чизикли алгебрада Урнига



й й и ш л а р н и  узаро купайтириш ам али киритилган. Иккита 
а ва Ь урнига цуйишлар берилганда шундай учинчи бир 
с у рн и га  куйиш топилиб, натиж ада

ас — cb,

яъни
а: =  b

м уносабат уринли булса, бу икки а ва b урнига и;уйишлар- 
ни эквивалент урнига цуйишлар деймиз.

а) киритилган эквивалентлик муносабати рефлексив- 
лик, транзитивлик ва симметриклик хоссаларига эгалигн- 
ни исботланг;

б) киритилган эквивалентлик муносабати 5 3 тупламни 
синф ларга аж ратади . S 3 туплам нечта сннфга аж ралади? 
Хар бир синфда нечта элемент бор? )С,ар бир синфга 
кирувчи элементларни топинг.

5. п та элементдан иборат барча урнига куйишлар тупла- 
мини S n билан белгилаймиз. S r туплам учун 4-масаладаги са- 
волларни хал килинг.

6. [0,1) ярим сегмент ну^талари билан [0,оо) туп­
ламнинг нуцталари орасида узаро бир ^ийматли мос- 
лик Урнатинг.

7. (0,1) ва [0,1] туплам лар орасида узаро бир циймат- 
ли муносабат урнатинг.

8. Сон у^идаги барча ха^икий сонлар туплами ва б ар ­
ча иррационал сонлар туплами орасида узаро бир ^иймат- 
ли муносабат урнатинг.

9. [0, 1] оралигидаги барча рационал сонлар туплами 
билан {(*, у) : O ^ x ^ Z l .O ^ i / ^ l }  квадратдаги  барча р а­
ционал координатали ну^талар  туплами орасида узаро бир 
Кийматли мослик урнатинг.

. *0- Икки А ва В  туплам йигиндисинннг тасвири шу 
тупламлар тасвирларининг йигиндисига тенг эканлигини 
курсатинг.

11. Чекли ёки сано^ли сондаги тупламлар йигиндиси- 
инг тасвири шу туплам лар тасвирларининг йигиндисига 

тенглигин» курсатинг.
ла Ш ундай иккита Л ва В туплам топингки, бу туп- 

” ЛаР купайтмасининг тасвири шу тупламлар тасвирла-
инг купайтмасига тенг булмаснн.

Агар А {, Av  , Ап, . . . санокли тупламлар кетма- 
к « 'иги булса у >^олда уларнинг Декарт купайтмасн континуум

НТГМЭГа б^лншини исботланг. 
к«Пи г 0,10Т0Н функциянинг узилиш ну^талари туплами 

оилан санокли эканини исботланг.
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15. Агар A Jt А 2, . . . , Ап, . . . континуум кувватга эга бул­
ган тупламлар кетма- кетлиги булса, у холда уларнинг Декарт 
куийтмаси хам континуум кувватга эга булишини исботланг.

16. [О, 1] сегментдаги барча узлуксиз ф ункциялар туп- 
лаха континуум кувватга эгалигини исботланг.

17. [О, 1] сегментдаги барча монотон функциялар туп- 
лаха континуум цувватга эгалигини исботланг.

18. А тупламнинг элементлари [0,1] сегментдаги ягона 
ус;.: билан иккили касрга ёйилувчи ну^талардан  иборат, 
В тупламнинг элементлари эса [0, 1] сегментдаги иккилик 
каср ёйилмасида камида бир марта 1 разам и  ^атнаш увчи 
ну:;алардан иборат. С = А \ В  тупламнинг кувватини то- 
пшг.

II б о б  
НУЦТАЛИ ТУПЛАМЛАР

Бу бобда элементлари ^аци^ий сонлар тупламининг 
эл:мснтларидан (яъни тугри чизи^ нукталаридан) иборат 
туиамлар билан ш угулланамиз. Бу туплам лар нуцтали 
туцамлар дейилади.

11-§. Л имит ну^та

Тугри чизиьудаги £ нуцтанинг атрофи деб шу ну^тани 
узнчига олган оралицца айтилади. )^ар бир нуцта чексиз 
к\з атрофларга эга.

1 - т а ъ р и ф .  Т угри  чизицда бирор  |  ну^та ва Е  туп- 
Л!я берилган  булсин. А гар  |  нинг %ар цандай атро­
фий Е  тупламнинг |  дан ф ар^ли  камида битта ну$- 
тс:и булса, £ нуцта Е  тупламнинг лимит нуцтаси дейи- 
лШ.

Бу ерда £ нинг Е  га тегишли булиши талаб  цилин- 
мгйди.

Агар 1 £ £  булиб, |  элементнинг бирор атрофида Е  туплам- 
нгнг £ дан бошца элементи булмаса, у холда § ну^та Е  туп- 
лашинг ёлгиз нуктаси  дейилади.

1 1 . 1 - и з о ^ л а р :  а) агар I  ну^та Е  тупламнинг лимит ну^- 
таи булса, у Е тупламга кириши ^ам, кирмаслиги хам мум- 
кзн (шу параграфдаги 2 ва 4-мисолларга каранг);

б) |  нуцта Е  тупламнинг лимит нуктаси булса, у холда 5 
шзг ихтиёрий атрофида Е  тупламнинг чексиз куп нуцталари 
мзжуд. Буни курсатиш учун тескарисини фараз ^иламиз, яъни 
Е яуктаньнг шундай атрофи мавжудки, бу атрофга Е  туплам-
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нинг сони чекли элементларигина кирган булсин. Шу элемент- 
ларни, масалан, xv  х2, . . . .  хп билан белгилаймиз.

Бу ^олда £ нинг лимит ну^та эмаслигини курсатамиз. 
x l (i =  \ ,п) нуцталар орасида £ га энг я^ин нуцта битта ёки 
купи билан иккита булиши мумкин. £ дан уларгача энг я^ин 
булган масофани б билан белгилаймиз, у холда ( |  — б, £ +  6) 
орали^ £ дан бошка (агар Е  булса) Е  тупламга кирадиган 
бирорта хам нуктани уз ичига олмайди. Демак, £ ну^та Е  туп­
лам учун лимит ну^та була олмайди;

в) агар Е 0а Е  булиб, |  нуцта Е 0 тупламнинг лимит 
ну^таси булса, у з^олда |  нуцта Е  нинг з^ам лимит ну^- 
таси булади;

г) чекли туплам бирорта х.ам лимит нуктага эга эмас; 
унинг ,^ар бир нуктаси ёлгиз нудта булади.

М  и с о л л а р. 1. туплам натурал сонлардан иборат 
булсин. Бу тупламнинг бирорта хам лимит нуктаси йу^. 
^ ац и ^ атан , ихтиёрий з ^ и к и й  а  сонни олиб, унинг
(а  —  а  +  -^ | атрофи олинса, бунда Е г нинг (агар а £ Е г

булса, а дан боцща) бирорта хам элементи булмайди (бу ерда
6 сон а дан а га энг я^ин бутун сонгача булган масофа).

2. Е г туплам — (л =  1, 2, . . .) куринишдаги сонлардан ибо-
п

рат булсин. Бу тупламнинг биргина I  =  0 лимит нуктаси бор 
ва 0 6 £ 2.

11.2-т е  о р е м а. Ихтиёрий \а, Ь\ сегментнинг лимит 
нуцталари туплами ш у сегментнинг узига  тенг.

И с б о т .  [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий £ нуктаси шу 
сегмент учун лимит нуцта эканлиги бевосита таърифдан 
куриниб турибди. Энди [а, b ] сегментнинг таш ^арисида 
унинг лимит нуктаси йу^лигини курсатамиз. Ха КиНатан . 
|  нудта \а, Ь\ сегментнинг лимит нуцтаси булиб, унга 
кирмасин з^амда аниклик учун а дан чапда булсин. У
з^олда £ нуцтанинг fS ~  ~  " > ? +  ) зтрофи \а, Ь] сег

ментнинг бирорта >;ам нуцтасини уз ичига олмайди. Бу эса с, 
нуцтанинг [а, Ь\ сегмент учун лимит нукта эканлигига зид.* 

1СЦоридаги мисолларни давом эттирамиз.
3. Е з туплам (0, 1) оралицдан иборат булсин. Бу туп­

ламнинг лимит ну^талари [0, 1] сегментнинг барча ну^- 
таларидан  иборат.

4. £ 4 туплам [0, 1] сегментдан иборат булсин. 11.2- 
теоремага асосан бу тупламнинг лимит ну^талари [0, 1] 
сегментнинг барча ну^таларидан  иборат.

5. Е 5 туплам (0, 1) оралицдаги з^амма рационал сон-
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лардан  иборат булсин. Бу тупламнинг лимит нукталари 
Ка м [0; 1] сегментнинг барча нуцталаридан иборат.

Д аркаки кат, [0, 1] сегментдаги кар кандай |  нуцтанинг 
ихтиёрий атрофида чексиз куп рационал сонлар мавжуд- 
дир, чунки рационал сонлар тутри чнзикда зич жойлаш- 
ган (бу укувчига математик анализ курсидан м аълум ).

Д ем ак, таъриф га мувофик, [0, 1] сегментнинг кар бир 
нуктаси Е$ туплам учун лимит нукта булади.

6. Е в туплам Е 1 ва £ 4 тупламларнинг йириндисидан ибо­
рат, яъни £„ =  Е х U £ 4 булсин. Бу тупламнинг лимит нукта- 
лари хам [0,1] нинг барча нукталаридан иборат.

Е  тупламнинг барча лимит нукталаридан иборат бул­
ган туплам £  тупламнинг косила туплами дейилади. Уни 
£ '  билан белгилаймиз.

Индукция буйича ихтиёрий п натурал сон учун £ (,:! туп­
лам куйидагича аник.ланади: £ (п) оркали Е1'п~ ]) тупламнинг хо- 
сила тупламини белгилаймиз.

Ю коридаги мисолларда келтирилган тупламларнинг 
Косила тупламлари цуйидагилардан иборат:

Е[ =  0 ,  £ '  =  (0}, £ '  =  [0, 1],
£; =  [о, п. £' =  [о, 1], £; =  ю, 1].

Бу мисоллардан куринадики, берилган £  туплам билан 
унинг Е ' косила туплами орасида турли муносабатлар 
булиши мумкин. М асалан , юкоридаги мисоллар учун 
куйндаги муносабатлар баж арилади:

£ ', ( = £ , ,  E3 czE '3, £ 4 =  £ 4', Е5 ^ Е ’5, Е ’6 а Е 6.
Аммо Е 2 билан Е '2 орасида бу муносабатлардан  бирор- 
таси кам баж арилм айди .

А гар туплам ёлгиз нукталардангина иборат булса, 
бундай туплам ё л г и з  ( д и с к р е т )  туплам дейилади.

Ю коридаги мисолларда келтирилган Е\ ва £ 2 туплам­
лар ёлгиз тупламлардир.

Агар тупламнинг бирорта *ам ёлгиз нуктаси булмаса, 
бундай тупламни узида  зич туплам дейилади. Мисол- 
ларимиздаги Е 3, £ 4, £ 5 туплам лар узида зич тупламлардир-

Агар E c zE ' булса, £  туплам узида зич туплам була­
ди ва аксинча.

2 - т а ъ р и ф .  А гар Е  нинг %амма лимит нукталари  
узига  тегишли булса  ( я ъ н и  Е ' а  Е  б улса ), у  холда Е 
туплам ёпик туплам дейилади.

Бу таъриф га мувофик, чекли туплам, лимит нукталари 
булмагани сабабли, ёпик булади.

М асалан, юкоридаги мисолларимизда Е и £ 4, £6 т^п- 
л ам лар  ёпик тупламлардир.



Буш тупламни ^ам ёпиц туплам деб ^исоблаймиз.
д | ар £ = £ '  булса, у ^ о л д а  Е  туплам м у к а м  м а л  туп­

лам  дейилади. М асалан, £ 4 мукаммал тупламдир. Равш ан- 
ки мукаммал туплам ^ам  ёпн^, ^ам  узида зич тупламдир.

’/? =  £  у Е ' туплам Е  тупламнинг ё п и л  м а е  и дейилади.
Энди цуйидаги масалани курамиз. К>андай ш арт баж а- 

и л г а н д а  чексиз туплам лимит нук;тага эга?
М а с а л а н ,  натурал сонлардан иборат булган Е\ чексиз 

туплам булса-да, бирорта ^ам  лимит нуцтага эга эмас.
' Бу масалани ечиш учун му^им булган ^ам да келаж ак- 

да куп иш латиладиган цуйидаги тушунчани киритамиз.
3- т а ъ  р и ф. Бирор сегмент ичига ж ойлаштирилииш  

мумкин булган  тупламни чегараланган туплам дейи­
лади.

11.3-т е о р е м  а (Больцано-В ейерш трасс). \ а р  цандай  
чегараланган чексиз Е  туплам %еч булм аганда битта л и ­
мит нуцтага эга.

И с б о т .  Е  туплам чегараланганлиги сабабли шундай 
[а, 61 сегмент мавж удки, Е  туплам бу сегментда жойлаш - 

ган булади.
(а, b] сегментни -  =  с нуцта ор^али тенг иккига

булиб, [а, с] ва [с, 6] сегментларни .\осил циламиз. Бу сег- 
ментлардан з^еч булм аганда биттасида Е  тупламнинг чек­
сиз куп элементлари булади. ^ а ^ щ а т а н , агар бу сегмент- 
ларнинг з^ар бирида Е  тупламнинг ф ацат сони чекли 
элементларигина булганда эди, [а, Ь] сегментда ^ам  Е  нинг 
фацат сони чекли элементлари булар эди. Бу эса Е  туп­
ламнинг чексизлигига зид.

Шундай цилиб, [а, с] ва [с, Ь] сегментларнинг камида бири- 
Да Е  нинг чексиз куп элемента жойлашган. Шу сегментни 
(бундай сегментлар иккита булса, чапдагисини) [alt билан
белгилаймиз. [аи  Ьх] сегментни яна [а^ c j  ва [q , bx\ (£1= ^ ^

иккита сегментга буламиз. Бу сегментларнинг хеч булмаганда 
бирида Е  нинг чексиз куп элемента ётади. Уша сегментни (бун- 
Дай сегментлар иккита булса, чапдагисини) [а2, Ьг] билан бел­
гилаймиз.

Бу ж араённи чексиз давом эттириб, хар бирида Е  нинг 
чексиз куп элементлари ётадиган ушбу

[а, ЬJ => [av  Ьг\ id  [а2, b2] zd . . . (1)
сегментлар кетма-кетлигини хосил ^иламиз. [ап, Ьп] сегмент-

НИНг узунлиги га тенг ва у п оо да нолга интилади.



Д ем ак, лимитлар назариясидаги маълум теоремага 
асосан, бу сегментлар кетма-кетлиги биргина ум ум и й  g 
ну^тага эга булади, яъни

П»

lim ап =  lim  Ьп =  I  (2)ft—too П—юо
Энди £ ну^та £  нинг лимит ну^таси эканлигини исбот эта- 

миз. Бунинг учун £ нинг ихтиёрий (а, Р) атрофини олиб, унда 
Е  нинг чексиз куп элементлари борлигини курсатамиз.

Модомики, |  £ (а, (5) экан, (2) га мувофи^, шундай [ап, b j  
сегментни топиш мумкинки, п  етарлича катта булганда [а 

с :  (а, Р) муносабат бажарилади. [ап, Ьп] сегмент Е  туплам 
нинг чексиз куп элементларига эга булгани учун (а, (3) орали^ 
з^ам Е  нинг чексиз куп элементларига эга, яъни £ нуцта £  туп­
ламнинг лимит нуцтаси.*

11.4-и зоз^.  Агар чексиз Е  туплам лимит ну^тага эга 
б^лса, у з^олда Е  туплам чегараланган  ва чексиз £ 0 j^hcm- 
га эга.

Бунинг исботини уцувчиларга ^олдирамиз.

12-§. Якинлашувчи туплам лар ва кетма-кетликлар

Агар чегараланган  Е  туплам биргина £ лимит ну^тага 
эга булса, у з^олда Е  ни я^и н ла ш увчи  туплам дейилади 
ва Е  нинг £ га яцинлашишини £-> £  куфинишда ёзилади. 
^у й и да я^инлаш увчи туплам ларга оид икки теоремани 
исбот ^иламиз.

12.1-т е о р е м а. 1) агар Е  туплам £ га якинлашса, 
у  %олда £ нинг ихтиёрий ( х и х 2) атрофидан ташцарида 
Е тупламнинг купи  б илан  сони чекли элементларигина 
б улиш и мумкин;

2) аксинча, агар  £ нинг ихтиёрий (Х[, х 2) атрофидан 
таш^арида чексиз Е  тупламнинг купи  б илан  сони чекли 
элементлари булса, у  %олда £-»-1.

И с б о т .  1) (jtj, х.2) оралик; £ нинг ихтиёрий атрофи хамда 
£-► 1 булсин. Чегараланган £  тупламнинг {xv  х 2) ораликдан 
ташкарида чексиз куп элементлари мавжуд деб фараз цилай- 
лик, у з^олда бу элементлардан иборат £ 0 туплам Больцано- 
Вейерштрасс теоремасига асосан энг камида битта лимит нук- 
тага эга булади, ана шу лимит нуцта rj булсин. Бу нуцта Е 
учун з^ам лимит нук,та булади з^амда т] £(.*!, х2).

Д ем ак, £  туплам иккита лимит ну^тага эга, бу эса 
теореманинг ш артига зид;

2) аксинчасини исбот этамиз. Бунинг учун £ нинг £  туп-



V4YH ягона лимит нукта эканлигини ва Е  нинг чегара-
ланганлигини кУрсатиш кифоя.

‘ н ук та  Е  тупламнинг лимит нуктаси, чунки I  нинг 
иёрий атроф ида Е  нинг чексиз куп элементлари мавжуд. 

ИХТЭиди £ нинг ягона лимит нукта эканлигини курсатамиз. 
Хакикатан кам, Е  туплам £ дан бош ка яна бирорта лимит 
H vrrara эга деб ф араз килайлик; м асалан , ц < 1  булсин. 

Ушбу х\ <  т) <  х2 <  I  <  х '3 тенгсизликларни цаноатланти-
рувчи учта х\, х'2, х3 нуктани оламиз. т) лимит нукта булган- 
лиги учун унинг' (*;, xj) атрофида Е  тупламнинг чексиз куп 
нукталари бор. Демак, |  нинг (*', jQ  атрофидан таш^арида Е  
нинг чексиз куп элементлари мавжуд, бу эса теореманинг шар- 
тига зид. Демак, Е  туплам биргина лимит нуцтага эга.

Энди Е  нинг чегараланганлигини курсатамиз. (х \, х2) 
оралик I  лимит нуктанинг ихтиёрий атрофи булсин. Тео­
рема ш артига асосан (x lt х 2) атрофдан таш царида Е  туп­
ламнинг купи билан сони чекли элементлари мавж уд. 
Улардан х t дан чапда энг узок ж ойлаш ганини а  оркали 
(агар Х\ дан чапда булм аса, х\ нинг узини а  оркали ), 
х2 дан унгда энг узок жойлаш ганини р оркали (агар х2 дан 
унгда булмаса, х 2 нинг узини р оркали) белгиласак, ушбу

£с= [а, Р]
муносабатга эга буламиз. Бу эса Е  тупламнинг чегара­
ланганлигини курсатади.

12.2-т е  о р е м  а. %ар цандай щ и н л а ш ув ч и  Е  туплам 
сано^лидир.

И с б о т .  12.1-теоремага мувофик,

(2— 1, 5 +  1), (2  — 2 +  у ) ......

ораликларнинг кар биридан ташкарида Е тупламнинг чекли 

сондаги элементлари бор. Е  нинг ( 2 — —  , 2 +  ~ j  оралик- 
Дан ташкаридаги элементларидан иборат тупламни Еп билан 
белгиласак, у колда

Е  =  U Е п ёки Е — ( U Еп ) U { Е }
/1=1 П = 1

муносабатлардан бири Уринлидир. Еп тупламларнинг кар 
бири тузилиш ига асосан чекли; демак, Е  туплам купи 

илан санокли (6 .1 -теорем а).
Энди якинлаш увчи туплам туш унчасига якин булган 

яКинлашувчи кетма-кетлик тушунчасини киритамиз.
Агар бирор коиДа буйича кар бир п натурал сонга 

хп сон мос кУЙилган булса, у колда х г, х 2, х3,...
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сонлар кетма-кетлиги берилган дейилади. Бу кетма-кетлик 
цис^ача j x j  куринишда ёзилади. Берилган кетма-кетликдаги 
турли рацамли (номерли) ^адлар бир-бирига тенг булиши хам 
мумкин.

Агар бирор номердан бошлаб кетма-кетликнинг з^амма эле­
ментлари а соннинг ихтиёрий е > 0  атрофида, яьни \хп — а\ ^
< е ( п > л 0) булса, у ^олда \хп\ кетма-кетлик а сонга якин- 
лашувчи кетма-кетлик дейилади. (Бу таъриф у^увчига мате­
матик анализ курсидан маълум.)

М и с о л л а р .  1. Ушбу
1, 2, 1, 2, 1, 2, ...

кетма-кетликни олайлик. Бу кетма-кетлик туплам сифати- 
да икки элементдангина иборат. У кетма-кетлик сифатида 
з^ам, туплам сифатида з^ам яь^инлашувчи эмас.

Ушбу
0> 1» 3, 4, 5, 5, 5, ...

кетма-кетлик я^инлаш увчи. Бу кетма-кетлик туплам си­
фатида 6 элементдан иборат. Бу кетма-кетлик туплам 
сифатида лимит н у^таларга эга эмас, шунииг учун бу 
туплам я^инлаш увчи эмас.

3. Ушбу
1 _1_ J _  _1_ _1_

’  О  > 1  * л  * '  ■ '  * > • • •2 3 4 п

кетма-кетлик эса туплам сифатида з^ам, кетма-кетлик 
сифатида з^ам яцинлашувчи.

Сонлар кетма-кетлиги учун Больцано-Вейерш трасс тео- 
ремасини ^уйидагича ифодалаш  мумкин:

У^ар цандай чегараланган \хп} кетма-кетликдан ящ нла- 
шувчи {х„к} кетма-кетликни ажратиш мумкин:

Бунинг исботини тал абалар га  ^олдирамиз.

13- §. ёп и ^  туплам  ва з^осила туплам ларнинг х о ссал ар и

Энди ёпиц ва хосила тупламларнинг баъзи хоссалари 
билан таниш амиз.

13.1-т е о р е м а. \ а р  цандай Е  тупламнинг %осила 
туплами Е ' ёпи$ тупламдир, яъни  (E ') 'c z E '.

И с б о т .  Агар Е ' тупламнинг лимит нукталари булмаса, 
теоремани исботлаб утиришнинг з^ожати йуц. Энди Е' 
учун х 0 бирор лимит нуцта булсин; бу нуцтанинг Е ' га 
кирншини курсатам из. Бунинг учун Хо ну^тани уз ичига 
олган ихтиёрий (Х\, х 2) орали^ни оламиз. Бу о р а л и ^ д а  
Е ' нинг з^еч булм аганда х 0 дан  фарцли битта £ эл е м е н т и
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, яВЖУд чун ки  Ха нук;та £ '  учун лимит нуцта. Бу £ нуцта 
Г туплам учун лимит ну^та булади, чунки | £ £  . Шунинг учун
7  х  ) сраликда Е  тупламнинг чексиз куп элементлари була- 

и Демак, х 0 нуцтанинг ихтиёрий (xv  лг2) атрофида Е  туплам- 
L Hr чексиз к у п  элементлари мавжуд. Бу эса х0 нинг £  учун 
лимит нукта эканлигини курсатади, яъни х0£ £ '.*

К,уйидаги теорема хосила туплам таърифидан бевосита келиб
читали. г  г  , ,

1 3 .2 -т е о р е м а .  Агар Е 1 а Ь 2 булса, E c z E .
1 3 .3 - т е о р е м а .  Икки туплам йигиндисининг \осила туп­

лами уларнинг ,\осила тупламларининг йигиндисига тенг,

ЙЬт (A U В)' =  A ' U В '.
И с б о т .  Агар A ' U В 'с :(Л  U В)' ва (A |j В)' сг А ' U В' муноса- 

батларнинг уринлилиги курсатилса, теорема исбот булади. 
A' U B 'cz(A  О В)' муносабат 13.2-теоремадан келиб чикади. 
(A U 5 ) ' с :А ' U B '-’муносабатни исботлаймиз. Айтайлик, Щ А  U В)' 
ихтиёрий булсин. У з^олда |  нинг ихтиёрий атрофида A (J В 
тупламнинг чексиз куп элементи булади. Бунда икки хол бу- 
лйши мумкин. Биринчи х;ол: £ нинг ихтиёрий атрофида доимо 
А нинг чексиз куп элементи бор; бу холда ££Л'с=Л' U В ’ була­
ди. Иккинчи хол: £ нинг шундай атрофи мавжудки, унда А 
нинг факат чекли сондаги элементи булади; бу ^олда бу ат- 
рофда В нинг чексиз куп элементи булиб, £ с : A ' (J В ' бу­
лади. Шундай ^илиб, з^амма ва^т ££Л' U В ' муносабатга эга 
буламиз. Бундан (Л U Bycr.A ' (J В' муносабат келиб чикади.,

13.4-н а т и ж  а. \а д л а р и н и н г  сони чекли булган  туп­
ламлар йигиндисининг косила туплами уларнинг косила  
тупламларининг йигиндисига тенг, яъни

(Л  и л ,  и . . .  и л „ у  =  л ; и л ; и  . . .  и а ;.

.. 13.5-т е о р е м а .  У{ар цандай Е тупламнинг Е  ёпилмаси 
епик тупламдир.

И с б о т .  13.2-ва 13.3-теоремалардан бевосита куйидагини 
оламиз:

(£ )' =  (£  U £ ') ' =  £ '  U (£ ') '•
Энди 13.1-теоремага асосан

( £ ) ' =  £ '  U ( £ ' ) '< = £ '  U £ ' = £ ' c z £ . +

£  тупламнинг ёпилмасинн ~Е билан белгилаймиз.
13.6- т е о р е м а .  ){ар кандай Е  туплам учун Е  — Ж. 
И с б о т .  13.5-теоремага асосан Е  туплам ёпик,, яъни (£ ) 'с з  

Бундан £ ~ £  у  ( £ ) '= £ . ,
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1 3 .7 -и з о х . 13.4-натижа, умуман, з^адларининг сони 
чексиз булган туплам лар учун уринли эмас. Бунга мисол 
келтиришни У^увчига колдирамиз.

1 3 . 8 - т е о р е м а .  Сони чекли ёпик, т упламларнинг йи- 
Funducu ёпик, тупламдир.

Бу теорема икки ёпи^ туплам лар учун исбот этилса 
кифоя, чунки индукция йули билан умумий з^ол х;ам шу 
з^олга келтирилиши мумкин.

F 1 ва F2 ёпи^ туплам лар булсин. Бу тупламларнинг 
ёпик эканлигидан ва 13.3- теоремадан

(£, U Р2У ~  F[ U ^2с:^ 1 и f2
муносабат келиб чи^ади. Бу эса F1 |J F2 тупламнинг ёпик экан­
лигини курсатади.*

Лекин ^адларининг сони чексиз булган тупламлар йигиндиси 
ёпик булмаслиги мумкин.

Масалан

М ° ' т ] -  ' - [ т - т ] -  М т - т ] ..........

.....ттт}--
тупламларнинг з^ар бири ёпиц тупламдир. Аммо уларнинг 
йигиндиси [0, 1) ярим ораливда тенг; бу туплам эса ёпик, 
эм ас, чунки 1 нук;та бу туплам учун лимит нуцта булиб 
тупламнинг узига кирмайди.

13.9-т е о р е м а. % адларининг сони ихтиёрий (яъни  
чекли ёки чексиз) б улга н  ёпиц тупламларнинг кдпайт- 
маси ёпик, тупламдир.

И с б о т .  F Е ёпик, туплам булиб, унинг индекси |  ихтиёрий 
цувватли бирор Г тупламнинг элементлари буйича узгарсин 
дейлик.

Ушбу

Ф - f l f .  (1)
Ебг

тупламни тузиб, унинг ёпик; эканлигини курсатамиз.
Теореманинг шартига мувофик, з а̂р бир |  £Г учун Fi туп­

лам ёпикдир. (1) муносабатдан (2 6 Г) муносабат бево- 
сита келиб чикади. Бундан эса Ф 'с г /^  булади (чунки F g ёпик). 
Бу муносабат ихтиёрий £ £Г  учун уринли булганлиги сабабли 
ушбу

Ф 'а  П £ , == Ф 
гег
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муносабат келиб чи^ади. Бу эса Ф тупламнинг ёпи^ эканини 
курсатади.,

13. 10-т е о р е м а  (Кантор). Фараз цилайлик,

Л .  F 2.............Fn, . . .  (2)

чегараланган, ёпик ва буш булмаган тупламлар кетма-кет­
лиги булсин. Агар f n+1«= fn (л =  1,2 . . .) булса, у  %олда бу

оо
тупламларнинг купайтмаси Ф =  П Fn буш булмаган ёпиц туп-

/1 = 1

лам булади.
Бу теорема математик анализдаги бир-бирининг ичига 

жойлаш ган кесмалар ^ацидаги лемманинг умумлаш ма- 
сидир.

И с б о т .  Ф тупламнинг ёпик экани 13.9-теоремадан 
келиб чи^ади. Агар Ф нинг >̂ еч булм аганда битта эле- 
менти борлиги курсатилса, теорема исбот этилган булади.

Аввал (2) кетма-кетликдаги узаро тенг тупламлардан 
биттасини цолдириб, бош цаларини чик;ариб таш лаймиз. 
Бунинг натиж асида Ф туплам узгармайди. (2) кетма-кет- 
ликда долган тупламларни

Fn , F , . . .  , F ____ (Fn a F  , л , =  1) (3)
л ,*  п , -  n k  \  1

куриниш да ёзамиз.
Бунда икки ^ол булиши мумкин:
1. (3) кетма-кетликдаги тупламларнинг сони чекли.
2. (3) кетма-кетликдаги тупламларнинг сони чексиз. 
Биринчи ^олда Ф туплам (3) кетма-кетликдаги сунгги

тупламга тенг булади ва теореманинг ш артига мувофи^ 
у буш туплам булмайди. Д ем ак , бу у>л учун теорема 
исбот булди.

Иккинчи ^олда Fnt тупламдан Fn тупламга кирмайдиган х г 
элементини оламиз, Fnа тупламдан /  тупламга кирмайдиган 
хг элементни оламиз ва ^оказо.

x lt х2, . . .  , x k, . .  . (xk £ Fnk) (4)

элементлар кетма-кетлиги ^осил булади ва бу элемент- 
ларнинг ихтиёрий иккитаси бир-бирига тенг эмас.

(2) кетма-кетликдаги тупламларнинг хар бири чегара­
ланган  булгани учун (4) кетма-кетлик хам чексиз ва чега­
раланган  тупламни таш кил этади. Бу тупламни М  билан 
белгилаймиз. Больцано-Вейерш трасс теоремасига асосан 
М  тупламнинг камида битта лимит ну^таси бор. Бу лимит 
нуцталардан  бири х 0 булсин. Ш у х0 лимит нуцта Ф туп­
ламнинг элементи эканлигини курсатамиз. Бунинг учун
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х0 нуцта Fn тупламларнинг ^ар бирига тегишли эканлигини 
исботлаш кифоя.

Fnk+\czFnk муносабатдан
xk< • • • (5) 

кетма-кетликнинг барча элементлари Fnk тупламга кириши ке­
либ чикади. (5) кетма-кетликнинг элементларидан иборат туп- 
ламни Mk билан белгилаймиз.

М ва Мк тупламларнинг ф ар^и k — 1 элементдан иборат 
булгани учун х0 нуцта М к туплам  учун х;ам лимит нуцта бу­
лади. Демак, х0 нуцта Fnk туплам  учун ^ам лимит нукта бу­
лади, чунки MkczFnk. Лекин ёпик, туплам булганлиги учун 
х0 € Fnk, яъни х0 ну^та (2) кетма-кетликдан олинган ихтиёрий 
F тупламнинг элементи экан, д е м а к , хд нукта, купайтманинг 
таърифига мувофик;, Ф туплам у ч у н  х;ам элемент булади.*

13.11-и зо ^ . Агар Fk тупламларнинг чегараланганлиги та- 
лаб килинмаса, теорема уринли э м а с , масалан, Fk =  [k, + оо) 
( * = 1 , 2 , . . . )  тупламларнинг ^ар бири ёпик; булиб, уларнинг 
умумий ^исми буш туплам.

Е чегараланган туплам булса, у  холда 11.2-ва 13.2-теоре- 
маларга асосан унинг хосила ту п л ам и  Е’ хам чегараланган бу­
лади. Е’ чегараланганлиги учун ун и н г  аниц ю^ори чегараси 
Р Е еэ аниц куйи чегараси а £ м а в ж у д . Бу чегаралар мос ра- 
вишда Е тупламнинг юкори ва к;уыи лимитлари дейилади.

Бош^ача айтганда, Е туплам нинг юцори (цуйи) лимита 
деб £ ' тупламнинг ани^ юкори (ан и к ; н̂ уйи) чегарасига айтамиз. 
Одатда £  тупламнинг юк;ори (цуйи) лимита

P£ = lim £  ( а ^  =  lim £)
куринишда ёзилади.

£ тупламнинг барча лимит нуьсталари 11.2-ва 13.2-теоре- 
маларга асосан [аЕ, Р£] сегментда жойлашган.

13.12-т е о р е м а . Агар £ тдп.ю -мнинг аник юцори {аник, 
Цуйи) чегараси s узига кирмаса, у  %олда 5 нукта  £ туплам ­
нинг лимит нуктаси булади.

И сбот. Дар.\аки^ат, £ нуцта £  тупламнинг аник; юкори 
чегараси булсин ва |££  муносабат уринли булсин. У холда 
аниц юцори чегара таърифига мувофи^ хар цандай е мус- 
бат сон учун (£ — е, S) орали^да Е тупламнинг хеч булма- 
ганда битта элементи мавжуд б у л а д и . е ихтиёрий мусбат сон 
булганлиги учун £ нуцта £ туплам нинг лимит нуктаси бу­
лади.
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£ нук?а аник ^уйи чегара булгани ^олда ^ам теорема 
шуяга ухшаш исбот этилади .

13 13- н а т и ж а .  Дар цандаи буш булмаган, чегара- 
анган, ёпи$ тупламнинг ани^ юцори ва аниц цуйи че- 

Лгаралари  Узига киради. „
^гар Е тупламнинг £ элементидан унгда (чапда) шу 

туплам га тегишли бирорта *ам нуцта топилмаса, у холда 
бу элемент Е тупламнинг энг унг (энг чап) нуцтаси дейи-

ЛаД13. 14- т е о р е м а . Дар кандай буш булмаган Е тйп- 
ламнинг аник, юкори (аник; цуйи) чегараси Е учун энг унг 
(эн г чап) нукта булади.

И сбот. Д ар ^ и ^ ат , ЬЕ нукта Е тупламнинг ани^ юкори
чегараси булса, у  ^олда ЬЕ дан унгда Е нинг бирорта . а̂м
элемента булмайди.

Демак, £ ' нинг .\ам ЬЕ дан унгда бирорта элемента були-
лиши мумкин эмас. Шунинг учун ЪЕ нукта Е тупламнинг энг 
унг элемента булади,^чунки ЬЕ дан унгда Е =Е  U Е' туплам­
нинг бирорта >;ам элемента йу^.

Шунга ухшаш, агар аЕ нукта Е тупламнинг аник цуйи
чегараск булса, у ^олда аЕ ну^та Е тупламнинг энг чап эле­
мента булади.*

Юкори ва куйи лимитларнинг таърифига мувофиц, Е туп­
ламнинг юкори (^уйи) лимита Е' тупламнинг энг унг (энг чап) 
элемента булади.

Агар ЬЕ аник ю^ори (аЕ аник к,уйи) чегара булиб, Е учун 
лимит ну^та булса, у  ^олда ЬЕ (аЕ) нукта Е учун юцори 
(Куйи) лимит булади, яъни Е тупламнинг аниц ю^ори (аник; 
цуйи) чегараси узининг ю^ори (к;уйи) лимитига тенг.

14-§. Борель — Лебег теоремаси

Т а ъ р и ф. Е бирор нуцтали туплам ва М бирор 
оралицлар системаси булсин. Агар Е нинг %ар бир 
нуцтаси учун М системада бу нуцтани уз ичига оладиган 
оралиц мавжуд булса, у %олда Е туплам М оралицлар 
системаси билан цопланган дейилади; М система эса Е 
тупламни цопловчи система дейилади.

14.1-т е о р е м  а (Борель-Лебег). Агар ёпик; ва чегара­
ланган F туплам сони чексиз оралицлар системаси 
билан цопланган булса, у \олда бу системадан F ни 
Ъ°плайдиган чекли кием системани ажратиб олиш 
мУмкин.
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х0 нуцта Fn тупламларнинг ^ар бирига тегишли эканлигини 
исботлаш кифоя.

Fnk+lc lF nk муносабатдан

хк' * * + Р  • • * (5)
кетма-кетликнинг барча элементлари F тупламга кириши ке­
либ чикади. (5) кетма-кетликнинг элементларидан иборат туп­
ламни Мк билан белгилаймиз.

М ва Мк тупламларнинг фарки к — 1 элементдан иборат 
булгани учун х0 ну^та Мк туплам учун хам лимит нукта бу­
лади. Демак, х0 нуцта F туплам учун ^ам лимит нукта бу­
лади, чунки Mka F nk. Лекин Fnk ёпиц туплам булганлиги учун 
х0 £Fnk, яъни х0 нуцта (2) кетма-кетликдан олинган ихтиёрий 
Fnk тупламнинг элементи экан, демак, х0 ну^та, купайтманинг 
таърифига мувофиц, Ф туплам учун ^ам элемент булади.,

13.11-из о Агар Fk тупламларнинг чегараланганлиги та- 
лаб килинмаса, теорема ^ринли эмас, масалан, Fk =  [k, +  со) 
(к — 1, 2, . . .) тупламларнинг хар бири ёпик булиб, уларнинг 
умумий кисми буш туплам.

Е чегараланган туплам булса, у холда 11.2-ва 13.2-теоре- 
маларга асосан унинг з^осила туплами Е’ хам чегараланган бу­
лади. Е ' чегараланганлиги учун унинг ашщ ю^ори чегараси 
Р Е ва аник; куйи чегараси а Е мавжуд. Бу чегаралар мос ра- 
вишда Е тупламнинг юкори ва куйи лимитлари дейилади.

Бошцача айтганда, Е тупламнииг юкори (цуйи) лимиты 
деб Е’ тупламнинг аниц юкори (аниь; к,уйи) чегарасига айтамиз. 
Одатда Е тупламнинг юцори (цуйи) лимита

Р£ = Н гп£ (a£ =  lim£)
куринишда ёзилади.

Е тупламнинг барча лимит нуцталари 11.2-ва 13.2-теоре- 
маларга асосан [а£, (3£] сегментда жойлашган.

13.12-т е о р е м а . Агар Е тупламнинг аник щори {аник 
к,уйи) чегараси s узига кирмаса, у уолда g нукта Е туплам ­
нинг лимит ну^таси булади.

И сбот. Дар.\акик;ат, | нуцта Е тупламнинг а ниц юкори 
чегараси булсин ва £££ муносабат уринли булсин. У холда 
аник; юцори чегара таърифига мувофик хар цандай е мус- 
бат сон учун (I — е, £) ораликда Е тупламнинг з̂ еч булма- 
ганда битта элементи мавжуд булади. е ихтиёрий мусбат сон 
булганлиги учун £ нуцта Е тупламнинг лимит нуктаси бу­
лади.



£ нукта аник куйи чегара булгани колда хам теорема 
тун га  ухшаш исбот этилади*.

13.13-н а т и ж а. Дар цаноаи оуш булмаган, чегара­
ланган, ёпи.% тупламнинг аник; ю^ори ва аник; щйи че- 
гаралари  узига киради.

Агар Е тупламнинг | элементидан унгда (чапда) шу 
тупламга тегишли бирорта з а̂м нукта топилмаса, у колда 
бу элемент Е тупламнинг энг унг (энг чап) ну^таси дейи-

ЛЭДГз. 14-т е о р е м а . Дар кандай буш булмаган Е mijn- 
ламнинг аник; юкрри (аник к;уйи) чегараси Е учун энг унг 
(энг чап) нуцта булади.

И сбот. Даркакикат, ЬЕ нукта Е тупламнинг аник юкрри 
чегараси булса, у  колда ЬЕ дан унгда Е нинг бирорта з̂ ам
элемента булмайди.

Демак, Е' нинг ^ам ЬЕ дан унгда бирорта элемента були-
лиши мумкин эмас. Шунинг учун ЬЕ нукта Е тупламнинг энг 
унг элемента булади,§чунки ЬЕ дан унгда Е = Е  U Е’ туплам­
нинг бирорта ^ам элемента йук.

Шунга ухшаш, агар аЕ нукта Е тупламнинг аник; к;уйи
чегараск булса, у колда аЕ нукта Е тупламнинг энг чап эле­
мента булади.*

Юкори ва куй и лимитларнинг таърифига мувофик;, Е туп­
ламнинг юкори (куйи) лимита Е' тупламнинг энг унг (энг чап) 
элемента булади.

Агар ЬЕ аник юкори (аЕ аник К У ™ )  чегара булиб, Е учун 
лимит нукта булса, у  з^олда ЬЕ (аГ)  нукта Е учун юкори 
(куйи) лимит булади, яъни Е тупламнинг аник юкори (аник 
КУЙи) чегараси узининг юкори (куйи) лимитига тенг.

14-§. Борель — Лебег теоремаси

Т а ъ р и ф. Е бирор нуцтали туплам ва М бирор 
оралин;лар системаси булсин. Агар Е нинг %ар бир 
нуцтаси учун М системада бу ну^тани уз ичига оладиган 
°рали$ мавжуд булса, у цолда Е туплам М орали^лар 
системаси билан цопланган дейилади; М система эса Е 
туп.шмни цопловчи система дейилади.

14.1-т е о р е м  а (Борель-Лебег). Агар ёпи% ва чегара­
ланган F туплам сони чексиз орали^лар системаси 
билан цопланган булса, у %олда бу системадан F ни 
Ч°плайдиган чекли кием системани ажратиб олиш 
мУМкин.
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И с б о т . Епи^ ва чегараланган F туплам М чексиз 
система билан ^опланган булиб, М системада F ни цоп- 
лайдиган чекли ^исм система йу^ деб фараз циламиз. 
Бундан, хусусан, F нинг чексиз туплам эканлиги келиб 
чицади. F чегараланган туплам булганлиги учун шундай 
[а, b] сегмент мавжудки, бу сегмент F т^пламни уз ичи­
га олади, яъни Fez [а, Ь].

CL 1 ЬЭнди с =  — нуктаии олиб, FX= F  П [а, с] ва Ф1=/7П[с,6]

тупламларни тузамиз.
Фаразимизга мувофи^, бу тупламларнинг ^ар бирини 

^ам бирданига М системанинг чекли ^исм системаси би­
лан цоплаб булмайди, чунки акс з^олда F туплам з а̂м М 
системанинг бирор чекли ^исм системаси билан ^оплан- 
ган булар эди.

Агар F 1 (ёки ФО туплам М системанинг чекли ^исм 
системаси билан ^опланмаган б^лса, у зфлда [а.\, Ь\] би­
лан [а, с] (мос равишда [с, Ь] )  сегментни белгилаймиз. 
Агар Fi ва Ф| тупламларнинг з а̂р иккаласи з^ам М нинг 
чекли ^исм системаси билан цопланмаган б^лса, у  холда 
[fli, fti] сифатида [а, с] ва [с, Ь] сегментлардан ихтиёрий 
биттасини олишимиз мумкин.

Равшанки, F f) [av  6 J  туплам чексиз булади. Энди Cj= Ь-
ну^тани олиб, F2 — F f| [аи c j  ва Ф2 = F П [с, 6 J тупламларни 
тузамиз. Агар F2 (ёки Ф2) туплам М нинг чекли цисм систе­
маси билан ^опланмаган булса (фаразимизга мувофик. F2 ёки 
Ф2 туплам М нинг >;еч кандай чекли кием системаси билан 
цопланмайди), [о2, 62] билан [а̂ , c j  (мос равишда [q , bj) сег­
ментни белгилаймиз.

Бу жараённи давом эттириш натижасида ичма-ич жойлаш-
ган

[й, Ь\ =>1 ,̂ b2]zD . . . (О
сегментлар кетма-кетлиги з̂ осил булади ва Ff] [ап, bn] = F n(n=
— 1, 2, . . .) туплам фаразимизга мувофик, М системанинг хеч 
кандай чекли кием системаси билан крпланмайди; бундан, ху­
сусан бу тупламларнинг >;ар бири чексиз туплам эканлиги ке­
либ чикади. (1) сегментлар кетма-кетлигида [an, Ьп\ сегментнинг

bn — an =  Ь ~ а узунлиги п чексизликка интилганда нолга

интилади. 13.10- Кантор теоремасига асосан бу сегментлар кет­
ма-кетлиги сегментларнинг ^аммаси учун умумий булган яго­
на ну^тага эга булади. Бу нуктани х0 билан белгилаймиз ва 
унинг F  туплам элементи эканлигини исбот циламиз. Бунинг 
учун F П [av  6 J тупламдан х1 нуцтани, F П [а2, Ьг\ тупламдан
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(у ф'к ) нуцтани, F п [я3- ьз] тупламдан х3(х3Ф xv  х3Фх2) нук,- 
З я я  ва’ хоказо нуцталарни оламиз.

Энди, (1) га асосан lim хп =  х0 булиши куринади; демак,
укта F туплам учун лимит ну^та булади. Лекин F ёпик; 

*2 лам булганлиги учун x£F. Бундан фойдаланиб, теоремани 
и с б о т  ^иламиз. Бунинг учун ю^орида ^илган фаразимизга зид 
натижа келтириб чи^ариш кифоя.
"Ч Дар^акИ[̂ ат' теореманинг шартига мувофик;, х0 ну^тани М 
с и с т е м а  да ги бирор б =  (а, р) орали крплайди, п етарли катта 
б у  л ганда [ап, Ьп] сегментнинг узунлиги исталганча кичик ци- 
лнниши мумкинлигидан ва ^ар бир [ап, Ьп] сегмент х0 нуцтани 
уз ичига олганлиги сабабли [етарли катта п учун [ап, Ьп]с:.б 
муносабатнинг бажарилиши келиб чикади. Бу муносабатдан эса 
F п [ап, &„]с=б келиб чикади; демак, F fl [ап, Ьп\ туплам М сис- 
темадан олинган биргина оралик; билан цопланади. Бу натижа 
эса [ап, &„] сегментларнинг юкорида айтилган хоссасига зид.*

15-§. Кую^ланиш ну^талари

1 -т а ъ р и ф . Агар | нуцтанинг ихтиёрий атрофи би­
лан Е тупламнинг кесишмаси саноцсиз туплам булса,
I нуцта Е тупламнинг цуюцланиш нуцтаси дейилади; 
акс холда бу ну^та щюцланмаслик нуцтаси дейилади; 
яъни бу нуцтанинг шундай атрофи мавжудки, унинг Е 
туплам билан кесишмаси купи билан саноцли туплам­
дир.

М и со  л. 11-§ да келтирилган Е 3, ЕА ва Е6 тупламлар­
нинг хар бири учун куюкланиш нукталари туплами [0,1] 
сегментдан иборат, Еь Е2 ва Е5 тупламларнинг эса бирор­
та хам цуюцланиш ну^таси йуц.

Хар цандай цуюцланиш нуктаси лимит нукталиги ^ам- 
Да сано^сиз тупламларгина цуюкланиш нуктасига эга 
булиши мумкинлиги таърифдан бевосита келиб чицади.

Агар (х\ х") оралицнинг чегара нукталари х' ва х" 
рационал сонлар б^лса, бу орали^ни рационал орали^ 
Деймиз.

1 5 .1 -т е о р е м а . Элементлари рационал оралицлардан 
иборат булган система саноцли тупламдир.

Бу теорема 6 .5 -теореманинг натижасидир.*
15.2- т е о р е м а .  Ихтиёрий £ нуцтанинг бирор (х г, х") 

втрофи берилган булсин. У %олда бу нуцтани уз ичига
Лгон ва (х\ х") орали^да жойлашган (у', у") рационал 

°ралиц мавжуд.
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И с б о т . Дар^ацицат, агар у' ва у"  рационал сонлар 
х '< у '< I  ва К у" < х"  тенгсизликларни цаноатлантиради- 
ган килиб олинса, у  ^олда (у', у") оралиц теореманинг 
шартларини ^аноатлантиради.*

15.3-т е  о р е м  а (Линделёф). \ар цандай саноцсиз В 
тупламнинг цуюкланмаслик нуцталаридан иборат туп­
лам купи билан саноцлидир (хусусан, Е нинг цуюцла- 
ниш нуцталаридан иборат туплам сано^сиз туплам).

И с б о т . Ф араз цилайлик, £ нуцта Е тупламнинг 
цуюкланмаслик нуцтаси булсин. У холда Е тупламнинг 
купи билан саноцли цисмини уз ичига олган | нуктанипг 
(х\ х") атрофи мавжуд. 15.2- теоремага мувофик | нинг 
(у' у") а  (х', х") рационал атрофи м авж уд ва бу атроф .^ам 
Е тупламнинг купи билан саноцли кисмини уз ичига олади.

15.1-теоремага мувофиц, ^амма рационал ораликлар- 
дан иборат туплам саноцли тупламдир, яъни бу туплам 
элементларини номерлаб чициш мумкин:

Юкоридаги мулохазага мувофиц, Е тупламнинг ^ар бир 
цуюцланмаслик нуцтаси (1) кетма-кетликдаги шундай 
рационал оралицда жойлашганки, бу оралиц Е туплам­
нинг купи билан саноцли цисмини $з ичига олади. Фараз 
цилайлик,

'̂i> ■ ■ ■ , 6-п , . . .  (2) 
ана шундай рационал орали^лар кетма-кетлиги булсин.

Н атижада, 6.1-теоремага мувофиц, (2) кетма-кетлик­
даги ^амма рационал оралицларда Е тупламнинг купи 
билан саноцли цисми ётади.

Е тупламнинг х.ар бир ^уюцланмаслик нуцтаси (2) 
кетма-кетликдаги рационал оралицларнинг бирига албат­
та киради ва бу оралицларнинг j^ap бирида Е тупламнинг, 
купи билан саноцли элементлари ётади.*

15.4-т е о р е м а. \ар кандай Е тупламнинг цуюк,ла- 
ниш ну^таларидан иборат туплам 'мукаммал туплам бу­
лади.

И с б о т . Е тупламнинг куюкланиш нуцталаридаи ибо­
рат тупламни Q билан белгилаймиз.

Аввало, Е туплам чекли ёки санокли булса, у ^олда 
Е туплам бирорта хам цуюцланиш нуцтасига эга була 
олмайди. Д емак, Q буш туплам булади, б^ш туплам эса 
мукаммал тупламдир.

Энди Е туплам саноцсиз булсин. Теоремани исбот 
килиш учун Q нинг ёпиц эканини ва ^знда зичлигини ис- 
ботлаш керак.

б2> • • • > 8п> • ■ 0)
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Д астл аб  Q тупламнинг ёпщ  эканлигини исбот циламиз.
н укта Q тупламнинг ихтиёрий лимит нуктаси ва (х', х") 

*нинг ихтиёрий атрофи булсин, деб фараз ^илайлик. 
У, хоЛДа (х', х") орали^да Q нинг ^еч булмаганда битта 
? нуктаси булади ва бу ну^та Е туплам учун цуюцланиш 
нуктаси булади; демак, £ ну^танинг ихтиёрий атрофида 
ва шу жумладан, (х', х") ораликда Е тупламнинг сано^- 
сиз элементлари мавжуд.

Бундан куринадики, х0 нукта Е туплам учун ^уюк,ланиш 
нуктаси, яъни x06Q. Демак, Q ёгоц туплам.

Энди Q нинг узида зич туплам эканини исбот ь^иламиз. 
Q узида зич булмасин, деб фараз киламиз. У з^олда Q 
тупламнинг биронта £о ёлгиз нуцтаси булади. Бир томон- 
дан 1о нинг шундай (х', х") атрофи мавжудки, бу атроф- 
да Q нинг |о дан бойца бирорта >;ам нуктаси булмайди. 
Аммо, иккинчи томондан, £0 нук;та Е тупламнинг цую^- 
л : :иш нуктаси булганлиги учун унинг атрофида, шу 
жумладан, (х', х") ораликда Е тупламнинг сано^сиз ь^исми 
ётади. Линделёф теоремасига мувофик Е тупламнинг 
(х', х") ораливдаги ^ую^ланмаслик нукталари купи билан 
сано^ли тупламни ташкил этади; демак, (*', х") ораликда 
Е нинг кую^ланиш нукталари туплами сано^сиз, яъни |о 
ну^танинг ихтиёрий (х', х") атрофида Q тупламнинг 
саноцсиз ^исми ётади. Бу натижа эса юцоридаги фарази- 
мнзга зид. Демак, Q уЗида зич туплам экан.*

15.3 ва 15.4-теоремалардан ^уйидаги теорема бевоси- 
та келиб чи^ади.

15.5-теорема (К ан т о р -Б е н д и к с о н ). \ар цандай ёпщ 
Е тупламни E — Q\]M куринишда ёзиш мумкин. Бу ерда 
Q туплам Е нинг хамма куюкланиш нукталаридан иборат 
булган мукаммал туплам, М эса Е нинг цуюкланмаслик нуц- 
таларидан иборат булган санон̂ ли туплам.

2- т а ъ р и ф. Агар Е тупламни иккита ёпик,, буш бул- 
маган ва узаро кесишмайдиган тупламларнинг йигиндиси 
шаклида ёзиш мумкин булмаса, Е тупламни туташ туплам 
дейилади.

15.6- т е о р е м а .  Сегмент туташ тупламдир.
И с б о т . Ихтиёрий [a, ft] сегмент берилган булсин. 

У сегментни туташ булмаган туплам деб фараз ^иламиз. 
^олда таърифга мувофиц уни

[a, b) =  F1 []F2(F1 [\Fi =  0 )
*УРИнишда ёзиш мумкин; бунда F, ва F, тупламлар ёпик, буш 
б>лмаган тупламлар.

0 нуцта тупламнинг элементи ва £ ну^та F2 тупламнинг
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к.уйи чегараси булсин. Агар £ =  а булса, у  з^олда ££FX, аммо 
£ нукта F2 тупламга з̂ ам киради, натижада: Fx П F2 ф  0 ,  бу 
эса шартимизга зид.

Агар булса, у ^олда [о, £) ярим оралиц бутунлай
тупламга киради; бундан эса £ нуцта [а, £) ярим оралик,- 

нинг" лимит нуцтаси ва демак, Fx нинг з̂ ам лимит нуцтаси 
эканлиги келиб чицади. Яна шартимизга зид булган F1 C'F2¥=0 
натижага келдик*.

16- §. Ички нуцталар ва очик; тупламлар

Энди ёпик тупламлар билан узвий боглапган очиц 
тупламларни урганишга утамиз.

1 - т а ъ р и ф . Агар £ нуцтани уз ичига олган ва Е 
тупламга бутунлай кирган (х', х") оралиц мавжуд 
булса, £ нуцта Е тупламнинг ички нуцтаси дейилади.

2- т а ъ р и ф. Агар Е тупламнинг хамма ну^талари 
ички ну^талардан иборат булса, у цолда Е туплам очи$ 
туплам дейилади. Буш тупламни %ам очик туплам деб %и- 
соблаймиз.

М и с о л л а р .  1. ХаР цандай (а, Ь) оралиц очик туп­
ламдир.

>^ацицатан, ££(а, Ь) булсин. Ушбу с =  min (£ — а, Ь — £) 
белгилашни киритамиз, У холда £ нуцтанинг (£ — с, £ +  с) 
атрофи (а, Ь) ораликда бутунлай ётади. Бу эса £ нинг (а, Ь) 
оралиц учун ички нукта эканини курсатади. £ нинг ихтиёрий- 
лигидан (а, Ь) ораликнинг очик туплам эканлиги келиб чи^ади.

2. Хамма хацикий сонлар туплами очик туплам з̂ осил ки- 
лади.

3. [а, Ь] сегмент очик туплам з̂ осил цилмайди. Х^акикатан, 
£ = а£[а, Ь] нукта ни олиб, унинг ихтиёрий (а — е, а  +  е) ат- 
рофини олсак, бу атрофнинг а дан чапдаги нукталари [а, Ь\ 
сегментга кирмайди. Демак, а нукта [а, Ь] сегментда була ту- 
риб, унинг учун ички нукта була олмайди.

16.1-т е о р е м а . Сони ихтиёрий булган очик тупламлар­
нинг йигиндиси щ м  очщ тупламдир.

И сб о т . G = U C . туплам очик С. тупламларнинг йдаин- 
Igr ‘

диси булсин (Г ихтиёрий кувратга эга булган туплам). G туп­
ламнинг ихтиёрий х  элементи шу тупламнинг ички нуктаси 
эканлигини курсатсак, теорема исботланади.

Модомики, x£G экан, демак, х нукта тупламларнинг 
биронтасига киради. шу тупламларнинг бири булсин:



Ленин G  ̂ очйк туплам булганлиги учун шундай (а, р) оралик 
мавжудки, х£(а, Р) ва бу оралик бутунлай Gu га киради.

Демак, (a, P)crG ва х нукта G тупламнинг з̂ ам ички нук­
таси булади.*

16.2-т е о р е м а . Сони чекли очиц тупламларнинг купайт- 
маси очиц тупламдир.

П
И сбот . Р =  fl Gb туплам очик G* тупламларнинг купайт-

L маси булсин. Агар Р буш туплам булса, у з^олда таърифга биноан 
у  очик туплам. Энди Я буш булмаган ,\олии курамиз. Бирор х0£Р 

■ элементни оламиз. Купайтманинг таърифига мувофик, x0£Gk {k =
f = 1 ,2 ,  . . .  , п) ва з̂ ар бир k =  1, п учун шундай (аА, рл) 

оралик топиладики, (<xk, p j  ва бу оралик бутунлай Gk туп­
ламга киради.

Энди а  — шах а2, . . . , ап) ва р =  min (р^ Р2, . . . ,Р„) 
сонларни олиб, (а, Р) ораликни тузамиз. Бу оралик учун ку- 
йидаги муносабатлар бажарилади:

•*ч)£(<х, Р ) ( а *’ Р * ) • G/, (k — 1, 2, . . . , п).

Демак, (а, 6) с :  П Gk =  Р ва х0 нукта Р тупламнинг ички
ii=i

нуктасидир.*
И з о ц. Сони чексиз очик тупламларнинг купайтмаси 

учун теорема уринли эмас.
Масалан,

< И - т - т .  т + т )  <— > .* .- -■ »

тупламларнинг з а̂р бири очик туплам, лекин уларнинг 
купайтмаси

1_  _1_
2 ’  2 .

ёпик тупламдир.
16.3-т е о р е  м а. Агар G туплам очщ  булса, у цолда 

унинг CG тулдирувчиси ёпик; туплам булади.
И сб о т . CG тупламни ёпик эмас Де  ̂ фараз ^илайлик. У 

з^олда унинг узига тегишли булмаган х0 лимит нуктаси мав­
жуд. Демак, x0£G. G очик туплам булганлиги учун х0 нук- 
танинг шундай (а, р) атрофи мавжудки, бу атрофнинг хамма 
нукталари G тупламга киради. Бундан куринадики, (а, Р) ора-
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ликда CG тупламнинг бирорта хам элемента йук;, бинобарин 
х0 нукта CG тупламнинг лимит нуцтаси була олмайди. Бу эса 
фаразимизга зид.,

16.4-т е о р е м а. Агар F ёпиц туплам булса, унинг CF 
тулдирувчиси очиц туплам булади.

И с б о т . CF тупламнинг ихтиёрий xq ну^тасини олиб, 
унинг ички нуцта эканлигини курсатамиз.

F ёпиц туплам булганлиги учун *о ну^та F  нинг ли­
мит ну^таси була олмайди. Шунинг учун х0 нуцтани уз 
ичига олган ва F тупламнинг бирорта ^ам ну^тасини уз 
ичига олмаган (х', х") орали^ мавж уд. Д емак, бу ора- 
ли^нинг з^амма нукталари CF тупламга киради, яъни хо 
нуцта CF тупламнинг ички нуцтаси булади.,

Е чегараланган туплам ва a  = inf Е ва b = sup Е бул­
син. У холда 5 =  [а, Ь] сегмент Е ни уз ичига олган э н г  
к и ч и к с е г м е н т  дейилади.

16.5-т е о р е м а. Агар F чегараланган ёпиц туплам  
булиб, 5 =  [а, 6| уни уз ичига олган энг кичик сегмент 
булса, у %олда CS F =  [a, b] \  F туплам очиц булади.

И с б о т .  Шу параграфдаги 1-мисолга асосан (а, Ь) 
орали^ очиц ва 16.4-теоремага асосан эса CF туплам ^ам
оч и к.

Энди теореманинг исботи 16.2- теоремага асосан ушбу CSF — 
=  (а, Ь) Л CF айниятдан бевосита келиб чи^ади. Бу айниятни 
исботлаймиз. АйтайлиК, x£CsF булсин, у холда x0£ F булади.
13 .13-натижага асосан a£F ва b£F булганлиги учун х0 Фа ва 
х0 ¥= b муносабатларга эга буламиз, яъни х0 £ (а, Ь). Иккинчи 
томондан эса x&CF. Демак, ‘ хД а, Ь) П CF.

Аксинча, х0£(а, Ь) Л CF булсин. У з̂ олда х0£ (а, Ь) ва x0£CF 
муносабатларга эга буламиз. Бундан x0£F булиб, x0dCsF эка- 
ни келиб чи^ади.,

16 .6 -н а т и ж а . Агар очик G туплам [а, Ь] сегментнинг 
1\исми булса, у %олда [a, b]\G туплам ёпщ булади; 
агар ётщ  F туплам  (а, Ь) ораликнинг цисми булса, у холда 
(a, b )\  F туплам очик булади.

И сб о т . Бу фикрларншг исботи 16.5-теоремадаги каби 
ушбу [a, 6]\G =  [a, b](]CG ва (a, b)\F =  (а, Ь) Л CF айният- 
лардан келиб чи^ади.,

И зоз^. Агар F ёпик туплам булиб, [а, Ь] сегментда жой- 
лашган булса, у холда [a, b]\F туплам ёпиц хам, ’очиц з̂ ам 
булмаслиги мумкин.

Масалан, F =  [—1, 1], [а, Ь\ — [—2 ,+ 2 ] булсин, у  з^олда 
[a, b]\F  =  [— 2 ,—1)U(1, +  2] туплам ёгпщ з̂ ам эмас, очик; 
хам эмас, чунки —1 лимит нуцта булиб, бу тупламга кирмай-
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ди, — 2 нуцта эса бу тупламга тегишли-ю, аммо бу туплам­
нинг ички нуцтаси эмас.

17-§. Чегараланган очиц ва ёпик тупламларнинг 
тузилиши

Чегараланган очик ва ёпиц тупламларнинг тузилиши- 
ни урганиш келгуси боблар учун катта ахамиятга эга.
_Очик; G туплам берилган булсин. Агар (а, Р) crG ва a £G,

p£G булса, (а , р) оралиц G тупламни т у з у в ч и  о р ал  и к; де­
йилади.

17.1-т е о р е м а . Очик G тупламнинг турли тузувчи 
(a i> Pi) ва (а 2 Рг) оралицлари умумий нукта га эга эмас.

И сб о т . (а , , рх) ва (а2, Р2) ораликлар турли (яъни а г Ф а г, 
Pi Ф’ Рг муносабатларнинг камида бири уринли) булиб, умумий 
£ нуцтага эга булсин. У ^олда

« ! < £ < ? ! ,  а 4< 1 < р 2 
тенгсизликлар уринли булади. Бу тенгсизликлардан а 2 
a i < l < p 2 тенгсизликлар бевосита келиб ч и кади. Бунда икки 
^ол булиши мумкин:

а 2 <Саг ёки a 2> a i .
Агар a 2 <  c£j булса, у ^олда а£ (а2, P2)cG , бу муносабат

эса бажарилиши мумкин эмас, чунки a x£G. Зиддият келиб 
чицди.

Агар a 2> a 1 булса, у  ^олда ^ ^ с С ;  бу муносабат
э$ам бажарилиши мумкин эмас, чунки а 2 £ G; яна зиддият ке­
либ чицди.*

Бу теоремадан бевосита цуйидаги натижа келиб чицади.
17.2-н а т и ж а .  Агар очик; Q тупламни тузувчи 

иккита орали*; умумий нук;тага эга бдлса, у %олда бу 
ораликлар бир-бирига айнан тенг булади.

17.3- н а т и ж а .  Буш булмаган очик; G тупламни 
тузувчи турли ораликлар системаси чекли ёки саноц- 
лидир.

И с б о т . Хацикатан ^ам, агар ^ар бир тузувчи ора- 
лицдан биттадан рационал нуцта олинса, у  з^олда бу 
нуцталардан тузилган М туплам купи билан саноцли 
булади ва G ни тузувчи турли ораликлар системаси М 
билан узаро бир цийматли муносабатда булади *.

17.4- т е  о р е м а. Агар G буш булмаган очиц ва че­
гараланган трплам булса, у %олда G нинг %ар бир ну^таси 
G ни тузувчи бирорта оралищ а киради.
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И сб о т . а нукта G тупламнинг ихтиёрий элементи булсин 
Ушбу F =  [a, +  00) П С Gтупламни тузамиз. [а, +  оо) ва С (] Туп1 
ламларнинг ^ар бири ёпи^ булганлиги учун F туплам хам ёпик 
F тупламнинг тузилишидан унинг цуйидан чегараланганлиги 
ва буш эмаслиги куринади. F  нинг цуйи чегарасини а  билан 
белгилаймиз; 13.13-натижа га асосан a£F, чунки F ёпик туп­
лам. Сунгра а  > а , чунки а ва ундан чапдаги грамма нукта л ар 
F тупламга кирмайди.

Бундан таш^ари, [я, а) с :  G. Акс ^олда, яъни [a, a) cr G 
булмаганда, шундай b нукта мавжуд булардики, Ь£[и, о.) ва 
b£G муносабатлар уринли булади. Бу муносабатлардан курина- 
дики, b£F ва Ь < а ,  сунгги тенгсизлик а  нинг F учун цуйн 
чегара эканига зид.

Натижада, а  учун

а > а ,  a£G , [a,a)c:G  (1)

муносабатларнинг ^аммаси уринли эканлиги курсатилди.
Худди шунга ухшаш, цуйидаги муносабатларнинг хам- 

маси’ни ^аноатлантирадиган р нуцтанинг мавжудлиги кур- 
сатилади:

р < а ,  P?G , (p ,a ]c :G . (2)

Бунинг учун F =  (— 00, а] П CG тупламни тузиб, юкоридаги- 
га ухшаш муло^азалардан фойдаланиш керак.

"(1) ва (2) муносабатлардан (Р, а) оралин; G нинг тузувчи 
оралип! ва а £ (Р, а ) эканлиги куринади.*

Бу теоремадан бевосита куйидаги натижа келиб чи^ади:
17.5-натижа. G очиц, чегараланган ва буш булмаган 

туплам булиб, (а , Р) оралик; G га бутунлай кирган булса, 
у %олда G нинг тузувчи оралицлари орасида (а, Р) оралиц- 
ни бутунлай уз ичига олган оралиц мавжуддир.

17.6-т е о р е м а . Чегараланган %ар_кандай  ̂ очик G(=# 0) 
тупламни G =  U k 6fe, bk — (ak, p̂ ) (a k£G, Pfc€G) куриниш да  

ёзиш мумкин; бу ерда бА лар G нинг тузувчи ораликлари 
б * П в*. — 0  (агар k Фк! булса) ва bk оралщлардан иборат
система купи билан санокли булади.

Теореманинг исботи 17.5-ва 17.3-натижалардан бевос 
та келиб чицади. _ ц ,г

Энди буш булмаган, чегараланган, ёпиц т у п л а м л а р ш  
тузилишини текширишга утамиз.

F чегараланган ёпик туплам булиб, 5  =  [а, Ь] уни уз ' 
га олган энг кичик сегмент булсин. У з^олда 16.5- теорем



асосан CSF очи^ туплам булади. Агар CSF буш булмаса, ун- 
17 б-теорема ни татбик килиш мумкин. Натижада цуйидаги 

теоремага келамиз.
17 7- т е о р е м  а. лар  ffаноаи чегараланган епик, F 

йплам ё сегментдир ёки бирор сегментдан сони чекли 
ёхид са н о ц л и  оралицлар системасини чицариб ташлаих 
натижасида цосил булган тупламдир.

Шуни айтиш керакки, чикариб ташланган ораликлар- 
нинг чегара ну^талари F тупламда цолади.

Аксинча, бирорта сегментдан сони чекли ёки санок;ли 
орали^лар системасини чикариб ташлаш натижасида ^о- 
сил'булган туплам ёпицдир.

Очиц CSF  тупламнинг тузувчи орали^ларини F тупламни
тулдирувчи оралщлар деймиз.

Юкоридаги муло.^азалардан куринадики, чегараланган 
ёпиц Р ( Ф 0 )  тупламнинг хар бир ёлгиз нуь^таси ё икки 
тулдирувчи ораликнинг умумий чегараси булади ёки а 
ва b ну^таларнинг бирортасига тенг булади.

Бундан цуйидаги натижа келиб чицади.
17.8-н а т и ж а .  ?{ар цандай чегараланган мукаммал 

Р ( Ф 0 )  туплам ё сегментдан иборат, ёки бирорта сег­
ментдан узаро кесишмаган, умумий чегара нуцтага эга 
булмаган ва чегаралари шу сегментнинг чегараларига 
тенг булмаган, сони чекли ёки саноцли оралсщларни чи- 
цариб ташлаш натижасида %осил булган тупламдан ибо­
рат.

18-§. Кантор тупламлари
Энди До= [0,1 ] сегментниолиб, унинг устида куйидаги 

амалларни бажарамиз.
Аввал бу сегментни —  ва — нукта лар билан уч цисмга

3 3
булиб, ундан унинг урта ^исми булган -A j ораликни

чикариб ташлаймиз. Натижада Дсо =  |о, ва [Д01 =  ^ , l j
сегментлар ^осил булади. Бу сегментларнинг хар бирини яна 

) кисмга буламиз ^амда уларнинг урта ^исмлари булган
'9 *  ~{Г) 83 ( т *  “Г| ораликларни чщариб ташлаймиз. На- 
тижада '

V - K l - M i .  i ] - 4 — [ т -  Ц

I k - : ' !  t  • ■]
67



7- шакл.

сегментлар хосил булади. Бу сегментларнинг ^ар бирини яна 
тенг уч цисмга булиб, мос равишда урта цисмлари булган 4 та 
орали^ни чицариб ташлаймиз; натижада 8 та сегмент ^осил 
булади. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз (7- шакл). k- 
амал натижасида 2* та сегмент >;осил булади. Уларни Д ^ .. .  ik

орцали белгилаймиз (бунда is =  0,1; s =  1 ,k).
Натижада Ао =  [0,1] сегментдан ушбу

очик; туплам чикариб ташланган булади. 17.8- натижага муво- 
фиц цолган Р0 =  А0\С 0 туплам мукаммал тупламдир.

G0 ва Р0 тупламлар Кантор тупламлари дейилади.
18.1- т ео  р е м а. Ро туплам саноцсиздир.
И с б о т . Ро туплам сано^ли булсин, деб фараз ^илай- 

лик; у ^олда Ро туплам

{*1. *2..........*„.•••} О)
куринишда ёзилади. Бунда икки хол булиши мумкин: хг нуц- 
та ё Д00 да, ёки Д01 да ётади (Д1( f. сегментлар юцорида
киритилган); хх нуцта ётмаган Дог сегментни ох билан белги­
лаймиз. стг га кирувчи ^амда х2 ни уз ичига олмаган Aoij сег­
ментни <т2 билан белгилаймиз ва хоказо. Натижада бир-бири- 
нинг ичига жойлашган ^амда «-си хп нук;тани уз ичига ол­
маган

сегментлар кетма-кетлигига эга буламиз. 13 .10-теоремага асо­
сан буларнинг умумий кисми буш эмас ^амда Р0 тупламнинг 
ясалишига кура бу умумий кием Р0 га тегишли. Демак, ум у­
мий киемнинг барча элементлари (1) кетма-кетликда учраши 
керак, масалан, умумий циемнинг у  элементи (1) кетма-кетлик­
да л-уринда учрасин, яъни у  =  хп. Аммо ап нинг ясалишига



1
3ft

кура xn нукта an га кирмайди, демак, умумий цисмга хам кир- 
майди. Зиддият келиб чикди.*

Энди G0 ва Р0 тупламлар элементларининг арифметик 
хоссасини берамиз. Бунинг учун сонларнинг учли каср 
шаклида ёзилишига мурожаат циламиз.

М аълумки1, (0,1) сегментдаги >$ар бир сонни цуйида- 
ги учли каср шаклида ёзиш мумкин:

О, ах а2 . . . ап . . . (а, =  0, 1, 2; I =  1, 2, . . .).

Лекин ( i  =  1, 2; 6 =  1, 2, . . .) куринишдаги сонларни

(яъни юцоридаги амалларни бажаришдаги булиш нуцта- 
ларига мос сонларни) учли каср сифатида икки хил кури­
нишда ёзиш мумкин:

0, 0 . . .  0 1 0  0 0 0 . . .

О, 00 0 2 2 2  2 . . .
---S—  (2)

(О, 0 . . .  0 2 0 0 . . .
JL  к-\
3* I 0, 0 . . .  О 1 2 2 2 . . . 

а- i

Бу икки куринишдан бир раками учрамайдиганини цабул 
циламиз. Бошца ^ар цандай сон учли каср шаклида бир­
гина куринишда ёзилади.

Юкоридаги амалларни бажаришда Д0 — [0,1 ] сегментдан
ораликни олиб ташлаган эдик; яъни биринчи амал

натижасида [0, 1] сегментдан шундай сонлар олиб ташландики, 
уларнинг учли каср шаклидаги ёзувида биринчи учли разами
бирга тенг, иккинчи амални бажарганимизда Д00 =  jo, - j-J  ва

Д01=  1 1 сегментлардан тегишлича) ], -J-jopa-

лицларни олиб ташлаган эдик, яъни иккинчи амал натижасида 
шундай сонлар олиб ташланадики, уларни учли каср шаклида 
ёзганимизда иккинчи учли раками бирга тенг булар эди ва ^о- 
казо. k-амал бажариш натижасида [0,1] сегментдан шундай 
сонлар олиб ташланадики, уларни учли каср шаклида ёзгани­
мизда &-учли разами бирга тенг булади. Демак юкоридаги 
амалларни бажариш натижасида [0, 1] сегментдан бирорта уч-

1 Сонларни учли, ум ум ан  р ли каср лар га  ёйиш ^ацида 64- §  га  
Каранг.
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ли разами бирга тенг булган з^амма сонлар чи^ариб ташлан- 
ган булади.

Агар [0,1] сегментдан олинган ихтиёрий х соннинг 
бирор учли каср разами бирга тенг булса, у G0 тупламга 
киради, акс зрлда у сон Р0 тупламга киради, яъни Р 
тупламга кирган сонларнинг учли рацамлари фацат 0 ва 
2 дан иборат.

18.1-теоремадан ани^ро^ булган цуйидаги теорема 
Уринли.

18.2- т е о р е м а .  Р0 туплам континуум цувватга эга. 
И с б о т . [0,1] сегментдаги з а̂р бир сонни унли касрга

ёйиш мумкин булганидек, бу сегментдаги з а̂р бир сонни 
иккили касрга ёйиш мумкин:

х =  0, г2 . . .  in . . . ! is — 0, 1.

Аксинча, бу куринишдаги хар бир иккили касрга [0, 1] даги 
битта нуцтани мос куйиш мумкин. Унли касрдаги каби [0, 1]
даги ~  куринишдаги сонлар икки усул билан, колган сонлар
эса бир усул билан иккили касрга ёйилади.

Иккинчи томондан, ю^орида курсатилганидек, Р0 туплам­
нинг з̂ ар бир элементини ^уйидаги учли каср шаклида ёзиш 
мумкин:

5 =  0 ,  Д  /а  ; ]\ =  о ,  2 .

Аксинча, бу куринишдаги з̂ ар бир учли касрга Р0 нинг битта 
ну^таси мос келади; Р0 даги — нуцталар икки усул билан,

О
долган ну^талар эса бир усул билан учли касрга ёйилади.

Энди [0,1] сегмент билан Р0 орасида узаро бир ций- 
матли мосликни урнатамиз; [0,1] сегментдан иккили каср 
шаклида ёзилган

* =  0,

ну^тани олиб, унга Р0 тупламнинг куйидаги элементини 
мос кУямиз:

ё =  0, Д /2 . . . /я . . . ,
бу ерда j$ =  0, агар is =  0 булса ва j s = 2, агар i$ — 1 бул­
са. Бундан, [0,1] сегмент континуум цувватга эга булгани 
учун Р0 тупламнинг з̂ ам континуум к.увватга эгалиги келиб 
чи^ади.*

m a u j k ,  у ч ; у н  м а ; с а ; л а л а р  
1. Бирор Е туплам ва унга тегишли булмаган с, нукта 

берилган булсин. Е тупламдан I нуцтагача булган м асоф а  
р(с, Е) деб, р(5, х) (х££) сонларнинг цуйи чегарасига айтй-

ШШШ я



6v ерда p(2, x) сон l  нущтадан л: гача булган масофа. 
ла.Г ’£) соннинг нолга тенг булиши учун £ нукта Е учун ли- 
р т HVKTa булиши зарур ва кифоялигини исботланг.

2 Е ёпи'к туглам булиб, Е унга тегишли булмасин. У  хол- 
«я |1ундай нукта мавжудки, унинг учун р(?, х) =  р (с, £) 
тенглик уринли булади. Шуни исботланг.

3 Сано^сиз тупламнинг камида битта ^уюк;ланиш 
нуктаси мавжудлигини исботланг.

4 К, М, N тупламларнинг КУюКланиш нукталари туп- 
ламларини мос 'равишда К0, М°, № оркали белгилаймиз. 
Агар К = М \JN булса, /C0 = M°U^° тенгликни исботланг.

5 Хар ^андай ёпик туплам сони санокли очик туп­
ламларнинг купайтмасига тенглигини исботланг.

6 (а, Ь) интервалнинг сони санокли узаро кесишмай- 
дига'н ёпик тупламларнинг йириндисига тенг була олмас-
лигини курсатинг.

7. [0,1] сегментни ^адларининг сони континуум кув­
ватга эга б^лгаи ва узаро кесишмайдиган мукаммал туп­
ламларнинг йигиндисига ёйинг.

8. Шундай М туплам тузингки, М<п)Ф М (п + \ п — 0, 
1 , 2 , . . .  тенгсизлик уринли булсин.

9. Шундай М туплам тузингки, М(1) ф  М.[‘ + ”, i =  0,1, ..., 
л, аммо М{1+1) =  0, i >  п булсин.

10. Борель — Лебег теоремасига тескари теорема урин- 
лими? Яъни агар F тупламни коплайдиган чексиз оралик- 
лар системасидан уни коплайдиган чекли кисм система­
сини ажратиш мумкин булса, F  ёпик ва чегараланган 
туплам буладими?

11. М" туплам [0,1] даги барча рационал нукталар 
тупламидан иборат буладиган М туплам мавжудми?

12. [0, 1] да умумий нуктаси булмаган шундай иккита 
Afj ва Мг туплам топилсинки, уларнинг ^ар бири [0, 1] нинг 
^амма ерида зич, континуум к,Увватга эга ва U М 2 =  [0,1] 
тенгликни каноатлантирсин.

13. [0, 1] да шундай узаро кесишмайдиган Ми М2, . . . ,
I f  u оо

п> • • • тупламлар топилсинки, Jj /И,- =  [0,1] булиб, уларнинг 

эга б ^ И ^ НИНГ ^амма еРиДа зич ва континуум кувватга

*4. [0, 1] ни куйидаги куринишда ёзиш мумкинми:
ОО

10*11 =  AJ/W,-, м ( Пм .  =  0, 1Ф1, Ж, =  Mt, MtФ 0 ?
15. Масалани куйишдан илгари куйидаги усул билан 

v  гУпламнн ясаб оламиз:
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А ООО —

A0 =  [0,1 ] сегментни олиб, унинг устида к;уйидаг* амал-

г  ну^-
1 2  3ларни бажарамиз. Аввал бу сегментни— , — , —  ва
5 5 5

талар билан беш цисмга булиб, ундан [ орали^ж олиб

ташлаймиз. Натижада Д00 = [(),—  ва Д01 =  — , 1 сегмент-
L 5 [ 5

лар т̂ осил булади. Д00 ва Д01 сегментларнинг ^ар биризи яна
тенг беш цисмга буламиз, улардан ва ора-

\ 25 25 / \ 25 :5 
ли^ларни олиб ташлаймиз. Натижада

Г_1 _L1 д - Г — 21 '
[  25 ’ 5 J ^°х° -  [  5 25 .

= [ ! • > )
сегментлар ^осил булади. Бу сегментларнинг .^ар бнрини 
яна тенг беш цисмга булиб, улардан тегишлича 4 та ора- 
ликни олиб ташлаймиз; натижада 8 та сегмент з̂ осил 
булади. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз. Юкзрида- 
ги жараённи давом эттириш натижасида Д0= [0,i] сег­
ментдан ушбу

, ,  /101 104\ /121 124\ "I ,
и [ — . — ) и (-р-. -р -) j  и . . .  —  очик туплам олиб ташанган

булади. Долган Д0\G  тупламни Q билан белгилаймиз. Q м у ­
каммал туплам эканлигини курсатинг.

16. }^ар цандай туташ нуктали туплам ё сегмент ёки 
интервал ёки ярим сегмент ёки тугри чизиц ёки ну^та 
булишини исботланг.

I I I  б о б

Т У П Л А М Н И Н Г  У Л Ч О В И  В А  У Л Ч О В Л И  

Т У П Л А М Л А Р

Тугри чизицда бирор (а, b) оралиц (ёки сегмект) бе- 
рилган булса, бу оралицнинг (сегментнинг) узунлиш ёки 
улчови деб, одатда, b—а сонга айтилади. Энди тугри 
чизицдаги ихтиёрий нуктали туплам учун улчов тушун- 
часини киритиш масаласи тугилади. Тупламнинг 'лчови 
тушунчасини турлича киритиш мумкин; у\лчов туш;ачаси



узунлик тушунчасини умумлаштириш натижасида келиб 
чицкан. Улчов назариясини француз математиклари
Э. Борель, К. Жордан ва А. Лебеглар яратганлар.

Бу бобда биз ало^ида ого^лантирмасдан доимо чегара­
ланган тупламлар билан иш курамиз.

19- §. Тупламнинг улчови

Е чегараланган туплам ва [д, Ь] шу тупламни уз ичига 
олган энг кичик сегмент булсин. Фараз к;илайлик, 6Ь 62, . . .  , 
6„, . . . сони чекли ёки саноцли оралик,лар системаси булиб, Е 
нинг хар бир х нуктаси 6-(г =  1, 2, . . . )  орали^ларнинг би- 
рортасида жойлашган булсин. билан 6t- орали^нинг узунли- 
гини белгилаймиз. Бундай оралшушр системасини чексиз куп
усуллар билан тузиш мумкин. У холда ^  Iхi йиганди хам чек-

i
сиз куп кийматга эга булади, аммо > 0, чунки ц ,— ора-

i
лигнин г узунлиги. Демак, ^  йдаиндилар системаси цуйидан

I
чегараланган ва шунинг учун у аниц куйи чегарага эга.

1 -таъ р и ф . ^  [д.,- йириндилар системасининг анщ цуйи 
i

чегарасини Е тупламнинг ташки улчови дейилади ва уни
\i*(E) билан белгиланади, яъни ц* (f )= in f  11('-

i
19.1-и зо ^ . a) булганлиги учун р.*(£) > 0 бу-

t
лади.

б) u* (Е) <  b — а тенгсизлик уринли; ^а^и^атаи, цапдай 
е > 0  учун Е а  (а — е, b +  е). Бундан:

H*(E)<Zb — а +  2е.
Бу ерда е ихтиёрий булганлиги учун

|д,*(£) < 6  — а.
Ушбу

ц* (Е) =  Ь — а — (.1* (СЕ) (СЕ =  [а, Ь]\Е)
сон Е тупламнинг ички улчови дейилади. ц* (Е) >  0, чунки, 
СЕ е :  [а, Ь) ва уз наьбатида ц* (СЕ) <  Ь — а.

Таш^и ва ички улчовнинг бир нечта хоссаларини 
к^риб утамиз.

19.2- т е о р е м а. Е тупламнинг гаищи улчови унинг 
ички ()лчовидан кичик эмас, яъни
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щ £  < ц*Е.
И сб о т . Аниц цуйи чегаранинг таърифига мувофик, ^ар 

цандай кичик мусбат rj >  0 сон учун Е тупламни $:з ичига 
олган шундай 6lt б2, б3, . . . оралицлар системаси мавжудки, 
ушбу

2  1*1 < !* * (£ ) + л (1)
i

сон 6. оралицнинг узунлиги) тенгсизлик бажарилади.
Шунга ухшаш, СЕ тупламни уз ичига олган шундай 6j ,

б j, • . • оралтуюр системаси мавжудки, ушбу

2 К < 1**(С£) +  Т1 (2 )
I

(|л'- сон 6- оралицнинг "узунлиги) тенгсизлик бажарилади. {6t- } 
ва {б'-} оралицлар системасининг тузилишига кура

Е с= U 6- ва СЕ cr (J б;,
I (

Демак,
Е U С£ = [а, ft] с :  ( U 6f) U (U б;). (3)

i i
(1), (2) ва (3) муносабатларга мувофиц:

Ь — а < 2  И-» +  2  <  1** (£) +  I1* +  2т1- 
I i

Бундан:
ц , (£) =  Ь -  а -  ц* (СЕ) <  IX* (£) +  2ц.

Бу тенгсизлик ихтиёрий кичик т) >  0 учун бажарилганлиги 
сабабли, ундан

ц* (£) < ц*(£)
муносабат келиб чицади.#

19.3-т е  о рем  а. Агар А еа В тупламлар учун AczB бдл- 
са, у %олда

[i*(A)< | i* (f i) ,
И с б о т . Бу тенгсизликларнинг исботи ухшаш булганлиги 

сабабли уларнинг биринчисини исботлаш билан чегараланамиз^. 
А а В  булганлиги учун В тупламни цоплайдиган ^ар цандай 
бх, б2, . . .  оралицлар системаси А тупламни >̂ ам цоплайди. 
Маълумки, бундай оралицлар системасини чексиз куп усуллар
билан тузиш мумкин. Натижада ц,- йигинди (бу ерда ц,- сон

i
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Щ лизинг узунлнги) чексиз куп цийматга эга булади.
Агар В тупламни коплайдиган орали^лар системаси учун ту-

«  У н .  йигиндининг кийматлари тупламини В0 билан, А зилган ^  Г;
т у п л а м н и 1 коплайдиган оралицлар системаси учун тузилган 
У н .  йи ги н д и н и н г кийматлари тупламини А0 билан белгила-

‘ £ с :Л  муносабатга эга буламиз. Бундан, аник КУЙи че- 
гаранинг таърифига асосан, ушбу

(А* (Л) =  inf 2  <  inf i  И* =  (В)
Лс11«,- i в с  U б,- (

( i
тенгсизлик келиб чикади.

19.4- т е о р е м а . Агар чегараланган Е туплам чекли ёки 
сони саноцли Ev  Е2, ■ ■ ■ тупламларнинг йигиндисидан ибо­
рат, яъни Е =  U Ek булса, у д:олда 

k

к
И сбот. Аник Цуйи чегаранинг таърифига асосан кар кан­

дай е >  0 сон ва каР бир k натурал сон учун шундай 
Ь{2 , . . . оралнклар системаси топиладики, Ekcz U б**’ ' булиб,

I

v ' w > 2 v>;>-§r

булади (бу ерда р/*’ сон 6(f  ораликнинг узунлиги). б*/1 ора- 
ликнинг танланишидан Еа теорема шартидан куйидагига эга 
буламиз:

E ^ []E kcz U U6<?>.
к к I 1

Бундан

И*(Е) = inf 2  2 < 2 2  М-/*’< 2  (I-1*(Ек) +
к / к f к \ z /

< 2 +е- 
k

е ихтиёрий булганлиги туфайли бу тенгсизликдан ушбу 
тенгсизликни оламиз:

V  (Я) < 2  ***(£*)•**
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19.5-т е о р е м а . Агар чегараланган Е туплам учун
Е =  U E k, Ек[}Еп =  0 , к ф п  булса, у >̂ олда 

k
и*(£) >  2  и* (£*)• 

к
И сб о т . Теоремани дастлаб иккита туплам учун исботлай- 

миз. Фараз цилайлик, Е =  Е1 (J £ 2, £ х П Е2 =  0  булиб, Е туп­
ламни уз ичига олган энг кичик сегмент [а, Ь) булсин. СЕХ=  
=  [a, Ь]\Е1 ва СЕг =  [a, ft] \  £ 3 тупламларни курамиз.

Дар кандай е > 0  сон учун шундай {§,-} ва (6'.) оралнцлар 
системасини топиш мумкинки, улар учун ушбу

СЕ1 ст. U б£ ва СЕ, cr U б'. (4)
I / '

з^амда

^  fi£ <  \х* (CEj) - f  е ва 2  К  <  ^* (СЕг) +  е (5)
i I

муносабатлар бажарнлади; бу ерда |i- ва ц'. сонлар мос равиш­
да 6,- ьа б,- ораликларнинг узунликлари. Ех ва £ 2 тупламлар 
узаро кесишмаганлигн туфайли, С£х ра СЕг тупламлар (а, Ъ) 
ораликни цоплайди:

(а, Ь) с : СЕХ U С£2.
Бундан (4) муносабатга асосан, ушбу муносабатга эга 
буламиз:

(а, 6) сг (U б,-) U (U бу). (6)

б,- ва б' ораликларнинг кесишмаси б£ f| б' ^ам оралик бул­
ганлиги учун (6) муносабатдан ушбу

2  Ъ +  I Р, -  2 l *  (Ь Л *)) >  Ь - а  (7)
i / I-1

тенгсизлик келиб чикади, бу ерда ц (б£ П б'.) сон б£ П б' оралик- 
нинг узунлиги.

Энди, ушбу
СЕ =  С (£j и £ г) =  С£х п С£2с=( и б.) п ( и б;) =  и (б£ п б;)

« / 1 i.i 1
муносабатдан^

| г* (С £ )< 2 и (^ П б ;.)
ы

тенгсизлик келиб чикади. Бундан (7) тенгсизликка асосан, 
ушбу
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v.*(c e ) ^  2  K «t n ep<  2 ^ + 2 ^ ; - ^ - c)
/ i i

тенгсизликни оламиз. Бундан (5) тенгсизликка асосан,
ушбу

ц* (СЕ)<  1-1* (С£х) +  И* (С£2) -  (6 -  а) +  2 е 
тенгсизликни оламиз. е >0 нинг ихтиёрийлигидан эса 

И* (С£) < ц* (C£j) +  |i* (С£х) -  (ft -  а) 
тенгсизлик келиб чицади. Бундан 

(ft -  а) -  ц* (СЕ) >  (ft -  а) -  jx* (С£*) +  (ft -  а) -  ц* (С£.) 
тенгсизликни олиб, ушбу натижага келамиз:

Ш (Е) => Ш (̂ i) (■** (Еа)- 
)^ар ^андай чекли л учун теорема индукция усули 

орцали исботланади.
оо

Фараз килайлик, энди Е = J jE k, Ei f) £/ =  *3, t#/ булсин. 

Ихтиёрий n натурал сон учун ушбу

S „ = U 4
*=i

белгилашни киритамиз. Бундан S n cr. Е муносабат келиб чита­
ли. 19.3-теоремага асосан n*(Sn)<  fi*(Е) тенгсизликка эга бу­
ламиз. Х°зиргина исботлаганимизга асосан эса

М$„) > 2 ^ ( £*)-

Демак,

^ ( Е ) >
*=i

Натурал п сон ихтиёрий булганлиги учун, бундан п~-*~ оо да 
ушбу

Ц* (Е) >  2^* (£*)
*=1

тенгсизлик келиб чицади.*
Изо.^. Бу теоремада Ек тупламларнинг кесишмайдиган ци-

либ олиниши му^им, чунки, агар £1 =  [0, 1], £а =  2^

булса, у  ^олда
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M £i) =  ь  М £г) =  у .

Е =  Ех U Еа =  [0, 2], 
бундан эса ц*(£) =  2. Лекин

fx,(£i) +  M £ 2) =  y .

Энди туплам улчовининг таърифини берамиз.
2-таъри ф  (А. Лебег). Агар Е тупламнинг u * (Е) таш - 

ци улчови унинг p.* (Е) ички улчовига тенг булса, у холда 
Е улчовли туплам дейилади ва унинг улчовини fx (Е) билан 
белги.шади, яъни

|i (£) =  |i*(£)=|i*(£).
Бу таъриф маъносидаги улчовли тупламни (L) у л ­

човли туплам дейилади. Юцоридаги муло^азалардан 
jx([a, &])=£> — а ва ц( (а, Ь) ) =Ь — а тенгликларнинг 
уринли эканлиги бевосита куринади.

19.6-т е  о р е м а. Агар Е туплам улчовли булса, у 
%олда СЕ х;ам улчовли туплам булади.

И с б о т . Е улчовли булганлиги учун
И(£) =  И*(£) =  11* (£)•

Ички улчовнинг таърифига мувофиц,
р* (Е) =  6 — а — (л* (СЕ) =  jj. (Е)

ёки
ц*(С£) =  & — а — |х,(£) =  &— а — ц(£ ). (8)

Шунивг сингари
Ht(CE) =  b — a — yL*(E) =  b — a — ii(E) (9)

(8) ва (9) дан
ц (СЕ) =  р* (СЕ) =  \i* (СЕ) =  Ъ — а — ц (Е)

тенгликлар, яъни СЕ тупламнинг улчовли эканлиги келиб 
чикади.*

Ми с о л. Иккинчи бобдан маълумки, сонлар у^идаги 
з̂ ар кандай чегараланган очиц туплам соии чекли ёки 
саноцли узаро кесишмайдиган 6i, 62, . . .  ораликлар систе- 
масинанг (тузувчи ораликлар системасининг) йигиндиси- 
дан иоорат:

G =  U К  
i 1

Шунинг сингари ^ар кандай чегараланган ёпик Е туплам 
шу тупламни уз ичига олган энг кичик [а, 6] сегментдан со­
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ни чекли ёки саноцли узаро кесишмайдиган б,', б', . . . оралиц- 
лар системасини чицариб ташлаш натижасида ^осил этилади:

F = [a ,b ]\ G ', (G '=  U б:).
/

Агарда G очи^ ва F ёпик тупламлар бир-бирини [а, Ь\ сег- 
ментгача тулдирса, у  ^олда

F =  [a, b]\G, G=  U 6..
/ '

Бундан ташк;и улчов таърифига асосан ^уйидагига эга була­
миз:

=  =  (Ю)
i I

бу ерда (л,- сон б(- оралик,нинг узунлиги.
Шунингдек, ички улчов таърифига асосан:

I1* (G) =  Ь — а — р* (CG) =  b — a — р* (F) =  6 — а  —

— х L n 
/ i <

p*(F) =  b — a — p*(CF) =  b — a — p*(G) = b — a —2 . u«-
i

(10) ва (I I) тенгликлардан p* (G) =  n-*(G) = p(G) ва p* (F) =  
p* (F) =  p(F); демак, х;ар цандай чегараланган очиц ва ёпи^ 
тупламлар улчовли.!

19.7-т е о р е м а  (А. Лебег). £ тупламнинг улчовли бдлиши 
учун уни

E =  (G U * i)V . (12)
куринишда ёзиш мумкинлиги зарур ва кифоядир, бу 
тенгликнинг унг томонидаги G, e t ва е2 тупламлар 
ихтиёрий берилган г|> 0 сонга мувофиц ъуйидагича ту- 
зилган: G узаро кесишмайдиган сони чекли оралицлар 
системасининг йигиндисидан иборат, е\ ва е2 нинг %ар 
бири таш^и улчови г| сондан кичик булган тупламлар. 
(12) тенглик бажарилганда цуйидаги муносабат %ам урин­
ли булади:

Р (G) — I] <  Р (£) <  Р (G) +  тр (13)
З а р у р и й л и г и н и н г  и с б о т и . Е тупламнинг ул­

човли эканлигидан фойдаланиб, уни (12) куринишда ёзиш 
мумкинлигини курсатамиз. £ туплам улчовли булгани 
учун:

р (£ ) =  р*(£) =  р*(£).
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Ташци улчов таърифидан фойдаланиб, узаро кесиш- 
майдиган шундай бь 62, . . .  оралицлар системасини тузи- 
шимиз мумкинки, булар учун ушбу

2 ^ ( 6 . ) < | x ( £ ) + - f ,  (14)
1 1

E d  U 6t. (15)
i

муносабатлар уринли булади.
Бу системадан дастлабки б1( б2, . . . , Ьп оралицларнинг 

йириндисини G билан белгилаймиз, яъни

G =  U 6[.
<=i

Е тупламнинг G тупламга кирмаган элементларидан 
иборат булган тупламни et билан белгиласак, (15) муно- 
сабатга асосан ушбу

<= U 6,- (16)i>n
муносабатга эга буламиз. Агар G тупламнинг Е тупламга 
кирмаган элементларидан иборат булган тупламни е2 би­
лан белгиласак, G,e\,e2 тупламларнинг тузилишига мувофи^

Е =  (G [J <?i)V2 
тенглик уринли булади.

G туплам узаро кесишмайдиган п та оралицнинг йигин- 
дисидан иборат булгани учун улчовли туплам булади ва 
унинг улчови

(x(G) =  2 ^ (6I). 
i=1

(14) тенгсизликдан ^  (д, (6t) цаторнинг яцинлашиши келиб [чи- 
i

кади. Бундан берилган гг) >  0 учун п номерни шундай тан- 
лашимиз мумкинки, натижада

(17)
1>п £

тенгсизлик уринли булади. (16) ва (17) муносабатлардан 
эса

II* fo) <  т] 
тенгсизлик келиб чицади.
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фараз цилайлик, Е тупламни уз ичига олган энг кичик 
сегмент [а, b] булсин. У з^олда 19.6-теоремага асосан 
СЕ=[а,Ь) \ Е  туплам улчовли булади. Таш^и улчовнинг 
таъриф идан фойдаланиб, ;узаро кесишмайдиган шундай 
б/, бг', • ■. орали^лар системасини тузамизки, булар учун 
ушбу

(is )
i *

ва
СЕ с  у  б; (19)

муносабатлар уринли булади. (15) ва (19) муносабатлар­
дан

[fl,ft]= £U C £< = (|J б,) U (U б;) 

муносабат келиб чикади. Бундан ушбу

ь — а < 2 ^ (б»')+ 2 ^ бР “ .2 ^ п б?
I I i.i

тенгсизликка эга буламиз. Бунга (14) ва (18) тенгсизлик- 
ларни цуллаб,

6 - а < [г(£ ) +  ^  +  ц ( С £ ) + - ^ - 2 ^ ( в /  П б)) 
г 2 1.1

ёки

У  Ц(б(. П б;.) <  II (Е) +  V (СЕ) -  (Ь -  а) +  Г! =  г) (20) 
i . i

тенгсизликни оламиз.
вг тупламнинг таърифига мувофиц,

=  ^  П СЕ.
Бундан G тупламнинг тузилишига ва (19) муносабатга 
асосан, ушбу

e2 = G n C £ c ( [ j  б,-) П (U б'.)с: (j (6t-U б;)
fi=i i ' i.i '

муносабатни оламиз. Демак,

li*(ea) < 2 ^ ( 6; Пб!).
i i

Бундан (20) тенгсизликка асосан ц* (ег) < tj тенгсизлик 
келиб чицади. Зарурийлик исботланди.

6—418 81



К и ф о я л и к н и н г  и с б о т и . Энди £ тупламни (12) 
куринишда ёзишимиз мумкин деб олиб, унинг улчовли 
эканлигини исботлаймиз. G, в\ ва е2 тупламларнинг тузи- 
лишига асосан цуйидаги

£ a  G U ех ва СЕ a  CG (J е2, (CG =  [a, b]\G)
муносабатлар уринли. Ташци улчовнинг хоссасига асосан 
(19.4- теорема)

\i*(E) <  n*(G)+ n*(ej)< ц(С) - f  11
ва

(х* (СЕ) <  ц* (CG) +  ц* (е2) <  |д (CG) +  tj. (21)
Ички улчовнинг таърифига асосан ^амда (21) тенгсизлик- 
дан

р*(£) — b — а — (х* (СЕ) ^  b — а — ц (CG) — т] =  ц, (G) — г] 
тенгсизликка эга буламиз. Демак,

Ц (G) — Л < М-* (Е) <  р.*(£)< n(G) +  г).
Бу тенгсизликлар ихтиёрий г) > 0 учун уринли эканлиги- 
дан цуйидаги тенглик келиб чик;ади:

ц* (£) =  [!*(£).
Бу эса Е тупламнинг улчовли эканлигини курсатади. *

20-§. Улчовли тупламлар ^акида теоремалар

20 .1 -т е о р е м а . Агар £ ,, £ 2, . . . , £ „  длчовли туплам­
лар б(/лса, уларнинг HuFUHducu \ам улчовли туплам булади; 
duFUHduHUHe %адлари узаро кесишмайдиган тупламлардан 
иборат булса, HuFunduHum улчови \адлар улчовларининг йи- 
Funducuza тенг булади.

И с б о т . Теорема ^адларининг сони икки тупламдан 
иборат булган \ол учун исбот этилса кифоя, чунки >̂ ад- 
ларининг сони п та тупламдан иборат булган ^олни мате­
матик индукция усули ёрдами билан ^адларининг сони ик­
ки тупламдан иборат булган ^олга келтиришимиз мумкин. 
Шундай цилиб, Е\ ва £ 2 улчовли тупламлар булсин.
19.7-теоремага асосан, Е\ ва Е2 тупламларни ушбу

Е\ =  (Gx U е\)\е2, £ 2 =  (G2 U < )\<  (1)
куринишда ёзишимиз мумкин. Бу куринишда Gi ва G2 
тупламларнинг ^ар бири сони чекли ва узаро кесишмай-
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дигап йрали^лар системасининг йигиндисидан иборат: 
е[, e'v  el ва е" ташь^и улчовлари i]> 0  дан кичик бул­
ган тупламлар; г)>0 эса аввалдан берилган ихтиёрий 
кичик сон. Демак,

H*(«Q <  г\, р.* (е') <  1], <г), ц* (ej) <  г) (2)

(1) тепгликлардан ушбу
Е1U Е2 U G2) U (е\ U < ) \ - е  (3)

тенглик келиб чи^ади, бу ерда ес:е" |J е'г  (3) тенгликдаги G= 
= Gi U G2 туплам сони чекли узаро кесишмайдиган оралик;лар 
системасининг йигиндисидан иборат.

Таш^и улчовнинг хоссасидан ва (2) тенгсизликлардан 
цуйидаги тенгсизлик келиб чицади:

|л* (е[ U е") <  2г], ц* (е'2 U е")< 2rj, ц* (е) <  2г\.

Бу тенгсизликлардан 19.7-теоремага асосланиб, Е1 [}Е2 туп­
ламни улчовли туплам дейишимиз мумкин. Бундан тацщари:

Ц (Gi 1) G2) — 2г| <  ц (El U Е2) <  p. (G1U G2) +  2rj. (4)
Энди теореманинг иккинчи ^исмини исбот этамиз. 

Шу мацсадда узаро кесишмайдиган Е\ ва Е2 тупламлар 
учун ушбу

тенгликнинг Уринли эканлигини курсатиш кифоя. 
^а^ик,атан д;ам, 19.4- теоремага асосан

II* (Е\ U £ ,) ^  fi* (£j) +  ц* (Е2) =  ц(£х) +  ,»(£,). (5)
Шунинг сингари, 19.5- теоремага асосан

ji*(£x U Е2) >  р* (£х) +  ц*(£2) =  р ^ )  +  р. (£„). (6)
19.2- теоремага асосан,

Бундан (5) ва (6) тенгсизликларга асосан, ушбу
И (Bj) +  Ц (Е2) <  ц* (£х U Ег) <  h(£j) +  \i (EJ,
И- (£i) +  И- (В2) sS щ ( f j  U £ 2) <  ц ( f j  +  р. (£*) 

тенгсизликларни оламиз. Булардан р, (Е1 U Е2) =  р* (Е1 (J Е2)=  
=  U Е2) — n(E j) +  р(£2) тенглик келиб чицади.,.

20 .2 -т е о р е м а . Улчовли Ег ва Е2 тупламларнинг айир­
маси хам улчовли тупламдир; агар Е2^ Ё г булса, у холда

ц (Z-YXEa) =  p. (£ ,) — р, (E2)
булади.
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И сб о т . Ушбу

тенглик уринли1.
Бу тенгликнинг унг томонидаги тупламлар улчовли булгани 

учун чап томонидаги туплам ^ам 20 .1-теорема га асосан ул. 
човли булади; Ег\ Е 2 туплам C(EX\ E J  тупламга нисбатан тул- 
дирувчи туплам булганлиги учун 19.6-теоремага асосан улчое- 
ли булади.

Энди теореманинг иккинчи кисмини исбот этамиз. Е2 с : £ 
булгани учун ушбу

Е, =  (£ Д £ 2) U Ег
тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидаги Е^\Е2 ва £а 
тупламлар улчовли, узаро кесишмайдиган тупламлар булгани 
учун 20.1-теоремага мувофик;,

Ц (£i) =  И (Ej\ E 2) +  [л (EJ,
яъни

тенгликларни ёзишимиз мумкин. *
20.3-т е о р е м а . Агар [а, Ь] сегментда жойлашган улчовли, 

Ev  Ег, . . .  , тупламлар кетма-кетлиги берилган булса, у
оо

Холда уларнинг йигиндиси булмиш Е — \J Ei туплам улчовли

булади. Бундан таищари, агар Et П Ef = 0  (i Ф /) булса, 
У ^олда

^ (£ ) =  | ]ц  (£,.). 
г- i

Бу тенглик улчовнинг тула  аддитивлик ёки ст- аддитивлик 
хоссаси дейилади.

1 Бу тенгликни одатдаги усул  билан ис5от цилиш мумкин, яъни чап 
томондаги тупламнинг ^ар бир элементи унг томондаги тупламга тегиш- 
лилигини ва аксинча, унг томондаги тупламнинг ^ар бир элементи чаа 
томондаги тупламга тегишлилигини курсатамиз.

Дар^ацицат, x£C(£t\ £ 2) булсин. Бундан, х^Ех\ Е г, ёки х^ \ , в 
х£Е2, демак, x^CEl  U fa  ёки x£Elt д ем ж , х^СЕх бундзд хёС £ 11)^ 2- “  " 
тижада С{Ех\ Е 2) тупламнинг з а̂р бир элемента С Е ^Е ^  туплам га >;а 
кирар экан . '

Энди х£СЕу\)Ег булсин; бундан ё х£СЕи  ёки * 6 Еа м ун о саб а т  к 
либ чикади. Агар x£CEi булса, у  >;олда x^Elt демак, x £ £ i\ £ 2' Яр > 
х£С(Е1 \ Е 2). Агар х^Е2 булса, у  ^олда х^ Е {\ Е 2, демак, x^ C (E i\ l'_v< 
яънн С£х (J £а тупламнинг хар бир элементи С (£ 1\ £ 2) тупламга ^ам 
рар экан .
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И с б о т . Теоремани аврал П £ , =  0  (» Ф  /) *ол учун ис­
бот этамиз. 

Ушбу
^  =  .U Ei

т у п л а м н и  цараймиз. Теореманинг шартига кура Ап<=:Е. 19.3-ва 
90. 1-теоремаларга асосан

ц* (£) >  р , (Ап) =  ц (/!„) =  V  ц (£,) (7)
! = 1

тенгсизлик келиб чицади. (7) тенгсизлик ^ар цандай п учун 
уринли булганлиги сабабли у  п -*■ оо да ,\ам уринлидир, яъни

И* (Е) >  2  Ц (£,•)•' (8)
i=i

Е тупламнинг тузилишидан ва хар бир Ei ларнинг улчовли 
эканлигидан 19.4-теоремага асосан

ц * ( £ ) < 2 ц ( £ А) (9)

тенгсизликка эга буламиз.
19.2-теоремага мувофиц (8) ва (9) дан

*= I *= I
тенгсизликлар келиб чицади. Бундан

I* .(£ ) =  |i*(£) =  2  ^

тенгликка эга буламиз.
Бу билан £( f|£ = 0  0 Ф  /) хол учун теорема исбот этил-

ди.
Агар Ev  Ей, . . . тупламлар улчовли булиб, умумий нуц- 

таларга эга булса, у ^олда Е =  U Ei тупламни ушбу Е — £ х U

^  ^ { ( E ^ E ^ E J  и . . . куринишда ёзиб, бу холни исбот 
нинг  лЧ Х,0Лга келтиришимиз мумкин, чунки охирги тенглик- 

£*' £»4 £ . ’ '(£3\ W 1l ...........тупламлар

сано^ли Ё тдплам Ц,чоели
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И сб о т . £ саноцли туплам булганлиги учун унинг Эле- 
ментларини xv  х2, . . . , хп, . . . кетма-кетлик шаклида ёзи'. 
шимиз мумкин. Биргина хк элементнинг узидан иборат булган 
тупламни Ек билан белгилаймиз.

У ^олда

£ = U f ,к=1
Ек туплам, улчов таърифига мувофи^, улчойли булади ва 

унинг улчови нолга тенг (чунки битта нуцтадан иборат туп­
ламни узунлиги исталганча кичик булган орали^а жойлаш 
мумкин). Демак, 20.3-теоремага мувофик; £  туплам з̂ ам ул­
човли булади ва улчови нолга тенг.

И з о ^ . Шуни з^ам айтиб утиш керакки, 20.4-теоре­
манинг тескариси доимо тугри булмайди, яъни туплам­
нинг улчови нолга тенг булса, бу тупламнинг сано^ли 
булиши шарт эмас. Бунинг тутрилигини курсатиш учун 
мисол сифатида Канторнинг Р0 ту’пламини оламиз. Маъ- 
лумки, Канторнинг Ро туплами G0 тупламнинг [0,1] сег- 
ментгача тулдирувчиси ва

Демак, 20.2-теоремага асосан

Ц (Р0) =  ц |[0,1]\С0( =  [х ([0,1]] - ц  (<70) =  0.

Лекин 18.1-теоремага асосан Р0 саноксиз туплам. Курамизки, са- 
ноцсиз тупламнинг улчови з а̂м нолга тенг булиши мум­
кин экан.

20 .5-т е о р е м а. [а,Ь] сегментда жойлашган, сони 
чекли ёки сано^ли Улчовли тупламларнинг к уп ай тм аси  
улчовли тупламдир.

И сб о т . £ j, £2 . . . улчовли тупламлар булиб, уларнинг W

бири [а, Ь] сегментда жойлашган булсин. Е =  [] Ei тупламнй
i = i

тузамиз. Маълумки,

СЕ =  U С£(. (СЕ =  [а, Ь]\Е, С£(- =  [а, Ь]\Е$.
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инчи томондан, 19.6-га асосан £ (. туплам улчовли булган- 
н ££. Туплам >;ам улчовли. 20.3-теоремага асосан СЕ 

Л'!ГИям хам улчовлидир. Демак, Е улчовли, чунки у СЕ туп- 
Т>̂ г а  нисбатан тулдирувчи туплам.*

90 6 -т е о р е м а . Агар [а, Ь\ сегментда жойлашган улчовли 
с  . . . тупламлар кетма- кетлиги берилган булса,

у'\олда
|i(.U Ej) =  Iim|i(£„)1 = \ П-ЮО

тенглик уринли булади.
И сбот. Аввало E = \ ] E t ва £0 =  0  белгилашларни ки- 

ритиб, ушбу тенгликни ёзамиз:
£ = (ЕДЕо) U (Ег\Е>) U (ЕцХЕг) U • • • U (E„\£n_,) U ■ • •

Бу тенгликнинг унг томонидаги |ЕП\ £ П_ ,] (гс =  1,2, . . .) 
тупламлар улчовли ва узаро кесишмайдиган булганлиги учун
20.3-теоремага мувофи^,

ii(E) =  f i a(Ei\ E i_ l) 
t=i

ёки

[ l ( E ) = l i m y li(£ l.\E 1_ |).
П—>оо

i = i

Аммо 20.2-теоремага мувофик;
(i(Et.\E (._I) =  li(E J. ) - i i ( E l_ 1),

бундан

Демак, i = i

И (Е) — Пт ц (£„)•*

£ J ' Т ео р ем а . Агар [а, b] сегментда жойлашган улчовли 
и'хоъд ~э * ’ ’ т Зпламлар кетма- кепииги берилган булса,

И ( П Еп) =  lim (£n).
П=-1 п —>оо

^ГОпай°Т ^еРилган тупламларнинг купайтмасини Е билан
Л=1

ан
ймиз, яъни
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Бундан

СЕ =  U СЕп\
Л= 1

Еп 1=3 Еп+1 дан СЕп с : СЕп+] муносабат келиб чи^ади. Ундан 
тацщари, СЕп тупламларнинг ^ар бири улчовли, чунки Е 
Улчовли.

Демак, (С£(-) тупламлар системасига 20.6-теоремани кул- 
лашимиз мумкин:

ц (СЕ) *= lim И(С£Л).Л —>оо
Бундан

b — а — ц (СЕ) =  Ь — а — lim j.i (СЕп)
П-~*ос

ёки
Ь — а — (СЕ) =  Нш [Ь — а — ц (С£п)].

Л—>оо
Аммо

b — а — р. (СЕ) =  (д (Е)
ва

b - a  — \i(CEn) =  ц(£„)‘

Демак,

ц(£)== u (f) £„) =  lim f i(£„).*п= 1 П—ЮО
2 0 .8 - т е о р е м а  (Н. Лузин). Агар Е туплам улчовли 

булиб, унинг Улчови мусбат булса, у %олда исталганча 
кичик г|> 0 учун шундай мукаммал Р ^ Е  туплам топиш 
мумкинки, бу туплам учун ушбу

ц (Р) >  \i (Е) — г]
тенгсизлик бажарилади.

И с б о т .  Улчовли Е тупламни уз ичига олган энг 
кичик сегмент [ а, b] булсин. СЕ= [а, Ь]\Е  туплам 
улчовли булганлиги сабабли 19.7-теоремага асосан \аР 
^андай г|>0 учун СЕ тупламни тулигича к о п л а й д и г а н  
шундай сони чекли ёки саноцли бь бг, . . .  орали^лар сис* 
темасини топиш мумкинки, булар учун ^уйидаги тенгсиз­
лик бажарилади:

1
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2  fA(6*)< fA(C£) + Ti- (Ю)
к

г а Ь] сегментдан бь б2 . . .  оралицларни чщариб ташлаш 
нати ж асида *осил булган тупламни F билан белгилаймиз. 
F ёшщ туплам булиб, Fcz.E ва

p(F) =  b — a — 2 ^ (6 ,- )
i

булади. Бундан (10) га мувофиц
H (F)>b — а — ц(С£) — т] =  ц(£ ) — rj. (11)

Кантор — Бендиксон теоремасидан фойдаланиб, F туп­
ламни

F = P { J D
куринишда ёзишимиз мумкин; бу ерда Р мукаммал туп­
лам ва у Рнинг хамма ^уюцланиш нуцталаридан иборат, 
D туплам купи билан саноцли ва P[}D = 0 .

20.4-теоремага асосан, ц(1>)=0; демак,
^ (Яи/>> =  и (Я).

(11) га мувофи^,
ц (Р) >  ц (Е) — г] ва P c z F d E . *

Бу теореманинг мохияти шундаки, у ^ар цандай Ул­
човли тупламни улчови унинг улчовига исталганча яцин 
булган мукаммал ^исм туплам билан алмаштириш имко- 
ниятини беради.

21-§. Улчовли тупламлар синфи

1 -т а ъ р и ф . Агар Е тупламни сони саноцли очиц 
и2, . . .  тупламларнинг купайтмаси шаклида ёзиш 

мумкин булса, яъни

W  Е =  Л Gk
k= I

уринли булса, у %олда уни G6 типидаги туплам

р 2'р а ъ Р и ф. Агар Е тупламни сони саноцли ёпиц 
мп.. ;  • ■ тупламларнинг йириндиси шаклида ёзиш 
“ УМкин булса, яъни
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тенглик уринли булса, у %олда Е туплам Fa тш даги т у п ­
лам. дейилади.

3 - т а ъ р и ф . Агар Е тупламни очиц- ва ёЩ туплам­
лар устида цушиш ва купайтириш амаллс:ши чекли 
ёки саноцли марта бажариш натижасида хосил цилиил 
мумкин булса, ундай тупламни Борель туплами (щск^а- 
роц, (В) -туплам) дейилади. Чегараланган (В)-тупламни 
(В) улчовли туплам дейилади.

Масалан, Fa ва G6 типидаги тупламлар Борель тупламлари
булади.

Агар F0 (ёки G6) типидаги сони санокли тупламларнинг 
йигиндиси (мос равишда, купайтмаси) олинса, у яна Fa (мос 
равишда Ge) типидаги туплам булади. A m m o  Fa гшидаги сони 
санокли тупламларнинг купайтмаси олинса, у холда умуман 
айтганда на Fg типида ра на G6 типида булмаган туплам­
лар хосил булади; бундай тупламларни Fo6 munubieu туп лам ­
лар дейилади. Шунга ухшаш, G6 типидаги сони санокли туп­
ламларнинг йигиндиси Ggg типидаги туплам  дей-лади.

Fa6 типидаги тупламларни санокли марта йигга натижаси­
да Fa6o типидаги т  G6a типидаги тупламларни сакиуш марта 
купайтириш натижасида G6a6 типидаги тупламлар хосил була­
ди ва ^оказо; бунинг натижасида ^осил булган барча туплам­
лар синфи (В) тупламлар синфини ташкил этади (В) туплам­
лар синфи тузилишига кура математикада гоят му^им а^а- 
миятга эга.

Т е о р е м а .  \ар цандай (В) улчовли гуплам (L)  
улчовли булади.

И с б о т .  Бу теорема 20.3 ва 20.5- теоремгларнинг на- 
тижасидир. *

Лекин бу теореманинг тескариси т^ри  эмас, яъни 
шундай (L) улчовли тупламлар мавжудки, улар (В) у л ­
човли эмас. Биринчи марта бундай мисолнк москвалик 
математик М. А. Суслин тузган. У бу бора;а (Л )-т уп ­
ламлар деб аталувчи тупламлар синфини ашф этган. 
( [  1 ] га ^аранг). (А) тупламлар синфи (В) тупламлар 
синфидан кенгро^ булса ^ам, (А) тупламлар сгнфига кир- 
ган ^амма тупламлар (L) улчовлидир.

20—2 1-§л ар да курдикки, улчовли тупламлгр синфи ан- 
ча кенг экан. К>уйидаги савол турилади: чегасаланган ва 
(L) улчовли булмаган туплам мавжудми? Шу :авол билан 
шурулланамиз.



22- §. Улчовсиз туплам мисоли

Энди улчовсиз тупламларнинг мавжудлигини курсата­
миз -чамда барча улчовсиз тупламлардан тузилган систе- 
манинг кувватини топамиз.

9- § га асосан тугри чизикнинг барча цисмларидан тузилган 
тупламлар системасининг цуввати 2е га тенг, бу ерда с — кон­
тинуум куввати. Улчовли тупламлардан тузилган тупламлар 
системасининг кувватини ^исобласак хам худди шу натижага 
келамиз, яъни куйидаги теорема уринли:

22.1-т е о р е м а . Улчовли тупламлардан тузилган туп ­
ламлар системаси М нинг цуввати 2е га тенг, яъни
й = 2 ' .

И сб о т . Улчовли тупламлардан тузилган система тугри 
чизикдаги барча тупламлардан тузилган системанинг цисми 
булгани учун унинг цуввати 2е дан катта эмас, яъни

М <  2е.*

Тескари тенгсизлик М >  2е эса куйидаги теоремадан келиб 
чицади:

22.2-т е о р е м а . Улчови нолга тенг булган тупламлардан 
тузилган S  системасининг цуввати 2е га тенг.

И с б о т . Юцоридагига ухшаш, дастлаб

!  < 2е
тенгсизлик олинади. Тескари тенгсизлик уринлилигини курса- 
тиш учун улчови нолга хамда кувоати с га тенг булган би- 
рор улчовли Е тупламни оламиз (бунинг учун, масалан, Кан­
торнинг мукаммал Р0 тупламини олиш мумкин, 20.4-теорема- 
Дан кейинги изо^га кура Р0 нинг улчови нолга тенг). Е нинг 
х.ар кандай цисми (хар цандай цисмининг ташци улчови ноль 
булгани учун) улчовли туплам булиб, улчови нолга тенг. 
Демак, 2EczS. Аммо

Т = с  р.а  (2Е) =  2е
булгани учун

1 > 2 С.
лай m  ю^°РиДаги тенсизликлар 22.2- теоремани исбот- 

22 1 У ^илан 22.1-теорема .^ам исботланди.*
«Ка " " О Р е м а  курсатадики, тугри чизицда умуман 

ча» туплам булса, улчовли тупламлар ^ам «шунча».
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Д емак, бу йул билан улчовсиз тупламларнинг мавжуд. 
лигини ани^лаб булмайди.

Шу сабабли улчовсиз тупламларнинг мавжудлигини 
курсатиш учун бевосита мисол келтирамиз.

22.3- т е о р е м а .  Чегараланган улчовсиз туплам мав- 
жуд.

И сб о т . Чегараланган улчовсиз туплам мисоли к,уйидагича 
к;урилади. Бунинг учун |~— —, — сегментнинг нукталари 0ра-

сида эквивалентлик тушунчасини киритамиз: агар х ва у нинг 
айирмаси х — у  сои рационал булса, улар эквивалент дейила­
ди. Бу эквивалентлик 3-§ да киритилган эквивалентлик муно- 
сабатининг барча хоссаларига эга. Шунинг учун уша параграф-
га асосан \---- -, —1 сегмент узаро эквивалент булган элемент-

L 2 2 J
лардан иборат К (х), х £ — j , синфларга ажралади, бун­

да х£К(х)  хамда турли синфлар кесишмайди. Шундай килиб, 
---- L , i - j  сегмент узаро кесишмайдиган синфларга булинади.

Энди бу синфларнинг >̂ар биридан биттадан элемент танлаб 
олиб, бу танлаб олинган элементлар тупламини А билан бел- 
гилаймиз.

А тупламнинг улчовсиз эканлигини исботлаймиз. — —, —

сегментдаги барча рационал сонлар тупламини номерлаб чи- 
цамиз:

г0 =  О, г1> ' 2» •

Ak билан А тупламни rk сонга силжитишдан ^осил булган 
тупламни белгилаймиз, яъни агар х£А  булса, у  ^олда х +  
+  rk£Ak, ва агар x£Ak булса, у з^олда х — r k£A.

Хусусан, А0 =  A. Ak туплам А тупламдан rk га силжитиш 
оркали хосил килингани учун |д* (ЛА) =  щ (А) ва ц* (Л) =

=  ц*(Л). Энди ушбу 
а  =  ц* (Ак) =  ц* (А) ва 0 =  ц* (ЛА) =  ц* (A)(k=\, 2, . . •)

белгилашларни киритамиз. Дастлаб р> 0 эканини исботлаймиз. 
Равшанки,

-
2 ’  2 .

Бундан 19. 4- теоремага асосан:



ЯЪНИ 1 < р + Р + • • ■ •
Бундан:
J р>0 (1) 

Энди а  = ° эканини исботлаймиз. Равшанки, 
4 П ^ = 0  - п ф т

ва

^ = [ - 7 - т ] ’ *  =  0' ‘ ' 2' 3 '

Бундан:
00 я Г з з "I

_  ^ С Г Т ’ Т ] -

Бундан эса 19. 5- теоремага асосан:

j ]  1 м .  W -

Бундан
а + а + ...  ̂3

ва
о =  0. (2)

(1) ва (2) муносабатларни солиштириб

М Д )< | **(Л )
тенгсизликни з^осил циламиз. Бу А тупламнинг улчовсиз- 
лигини курсатади.*

Улчовсиз тупламларнинг мавжудлигини курсатдик. 
^нди улчовсиз тупламлар «цанча» эканини аницлаймиз.

2 2 .4 -тео р ем а . Ялчовсиз тупламлардан тузилган Н т у п ­
ламлар системасининг цуввати 2е га тенг.

И сб о т . Ушбу

Л <2С (3)
тенгсизлик 22 .1-теоремадаги каби исботланади. Тескари 

Н9оИ|ЛИКНИ ис^0тлаш Да куйидаги леммага асосланамиз: 
Щ л е м м а .  Агар А туплам улчовсиз булиб, В туп-
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лам ноль улчовли булса, у х^олда бу тупламларниНг 
йириндиси А[]В улчовсиз булади.

Л е м м а н и н г  и с б о т и .  Агар А[}В улчовли булган­
д а  эди, у ^олда 20.2-теоремага асосан (Л и В )\В  Улчовпй 
булиб, 20 .1-теоремага кура А = [(/1[JB)\B] U (А Г) В) хам 
улчовли булар эди. Бу эса лемманинг шартига зид.* 

Теореманинг исботига утамиз.
22.1-теоремага асосан 5  улчовли тупламлар системасининг 

к,уввати 2е га тенг. 22.3-теоремада тузилган А тупламга 5  даги 
тупламларнинг х;ар бирини цушиб, янги L тупламлар система- 
сини хосил циламиз. 22.5-леммага асосан L даги тупламлар­
нинг з̂ ар бири улчовсиз. Демак,

L d H .
Бундан:

L <  Н. (4)
Аммо, тузилишига кура, L система 5  га эквивалент бул­

гани учун

1 = т .
Бундан ва 22.1-теоремадан:

Г = 2 С.
(4) дан эса

2е ^  77 (5)
муносабатни ^осил циламиз. (3) ва (5) тенгсизликлар теорема- 
ни исбот лайди.,

23- §. Витали теоремаси

Т а ъ р и ф. Е нуктали туплам ва сегментлардан иборат
S  система берилган булсин (бу ерда хар бир сегмент бир­
гина нуктадан иборат эмас деб фараз килинади). Агар хар 
цандай х£Е ва ихтиёрий е >  0 учун шундай А сегмент мае- 
жуд булсаки, ушбу Д £ 5 , x £ A , ~ \ i ( A ) < e  муносабапглар 
бажарилса, Е туплам Витали маъносида S  сегментлар сис­
темаси билан цопланган дейилади.

23 .1 -теО рем а (Витали). Агар чегараланган Е  туплам 
Витали маъносида S  сегментлар системаси билан цопланган 
булса, у х о̂лда бу сегментлар системасидан шундай сони 
чекли ёки саноцли (ДА) сегментларни ажратиб олиш му■*' 
кинки, улар учун
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Д. n At =  0  O' Ф k), ц* (£ \  (J Aft) =  0I K k

* ригликлар бажарилади.
И сб о т  (С. Банах исботи). £ тупламни уз ичига олган ва 
оа1анган бирор б =  (а, Ь) орали^ни оламиз. Даставвал б 

пгеишкка бутунлай кирмаган сегментларни S  системадан чи^а- 
°Еб ташлаймиз. Бунинг натижасида цолган сегментлардан ибо- 
т т  булган системани 5 0 билан белгилаймиз; 5 0 система х;ам 
£ тупламни коплайди. З^вдатан, ихтиёрий х£Е  ну^тани олиб,

J .  min (х — а, ь — х) сонни оламиз. У холда х нуцтани уз
® 4
ичига олган ва ц (А )< е  шартни к,аноатлантирувчи A £ S  мав- 
жуД. Бу сегмент е соининг танланишига кура б ораликда
бутунлай ётади.

Энди 5 0 системадан бирор At сегментни оламиз; агар £сгД,
булса, у з^олда теорема исбот этилган булади, чунки £ \ A X =
= 0  булиб, ц* (Е \Ai) =  0.

Акс ^олда бу жараённи давом эттириб, S 0 системадан их­
тиёрий иккитаси узаро кесишмайдиган

А1( А ...............Д„ (1)
П

сегментларни оламиз. Агар £  a  (J Д* булса, у *олда теорема
П

яна исбот цилинган булади. Агар £ \  (j Aft Ф  0  булса ушбу
*=|

К =  u , V  ° = s \ F n 
k = \

тупламларни тузамиз ва S 0 системадан очиц Gn тупламга кир­
ган сегментларни оламиз. Бу олинган сегментлар узунликлари- 
нинг говори чегарасини Хп билан белгилаймиз. Равшанки,

0 < Я „ < ц (6).

Gn тупламга кирган сегментлардан узунлиги — Хп дан катта 

булган сегментни олиб, уни Ап+1 билан белгилаймиз, яъни

Gn тупламнинг тузилишига кура Дл+1 сегмент (1) кетма- 
кетликка кирган бирорта х;ам сегмент билан кесишмайди. Нати­
жада ихтиёрий иккитаси кесишмайдиган

^1» Аа............. Ап, Ад+1
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сегментлар кетма-кетлиги з о̂сил булади. Агар яна F <— 
п+l ^

с= U Ак булса, у  холда теорема исбот этилган булади; акс 
k=\

з^олда юцоридаги жараённи чексиз давом эттирамиз. Натижада 
ихтиёрий иккитаси кесишмайдиган

Alt ^2» • • • > ^п' ■ • •
сегментлар кетма-кетлиги ^осил булади. Энди бу сегмент­
лар кетма-кетлиги учун

|x*(£\UA*) =  0 (2)
&=1

тенгликнинг бажарилиши курсатилса, теорема исбот ци- 
линган булади.

Узунлиги Ак сегментнинг узунлигидан беш марта катта ва
урта нуцтаси1 Ak нинг урта нуцтаси билан устма-уст тушган 
сегментни билан белгилаймиз; демак, ц(Д^) =  5|л(Дл).

Ak (k >  п) сегментларнинг з^аммаси б оралиьуха жойлашган- 
лиги ва узаро кесишмаганлиги учун

5  и(д;х + оо
А= 1

оо

тенгсизлик келиб чик,ади, яъни У  р. (Д )̂ цатор яцинлашувчи
4=1

булади.
Энди вацтинча х.ар цандай натурал п сон учун

£\удкс"и д; (3)
fc= I к=п

муносабат бажарилган дейлик. У з^олда бу муносабат хамда
2  и (А й) к;аторнинг яцинлашувчилигидан (2) тенгликнинг бажа- 
k

рилиши келиб чикади. Демак, теоремани исботлаш учун (3) 
муносабатни исботлаш колди. Уни исботлаймиз.

оо u
Дар^ацицат, х £ Е \  U Ak булсин, у зузлда з̂ ар цандаи п

учун x£Gn ва S 0 системага кирган шундай Д сегмент мавжуД' 
ки, х £ Д с ; Gn.

1 [а, b] сегментнинг урта нуцтаси деб с — — -----  нуцтани айтамяз*
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Лекин J\ap кандай п учун
Д с= С„ (4)

муносабат бажарилмайди, чунки
ц(Д )< Я „< 2> х(Д л+1)

тенгсизликлар ц (Дп+1)-»-О учун 'бирор п дан бошлаб бажа­
рилмайди.

(4) муносабат бирор п дан бошлаб бажарилмаганлиги 
сабабли худди шу п лар учун

А Л РпФ  0
муносабат Уринли. Бу муносабатни каноатлантирадиган 
энг кичик сонни п0 билан белгилаймиз. У ^олда

Д П Fn =  0 ,  п < п 0,

Д П Г ПсФ 0 .
Булардан ва Fk сг FA+1 (k — 1, 2, . . . ) дан

Д Л \ 0¥= 0  ва 4 с С л1_, 

муносабатларни ^осил циламиз. Сунгги муносабатдан эса

< 2 И(Д*)-

Бу ва Д П Дп> ф  0  дан Д с;  Д^ ва демак & cz \J А'к ке-
k=nt

либ чикади. Натижада х£А cz (J Д ,̂ яъни (3) муносабат исбот
к—по

ЭТИЛДИ.*

23.2- т е о р е м а. 23.1 - теореманинг шартлари бажарилган- 
а \ар кандай е >  0 учун шундай сони чекли еа узаро кесиш- 
аиаиган Дг, Да, . . . , Дп сегментлар системаси мавжудки, 

улар учун

Ц * ( £ \  U  Ak) С  е .
I  4=1

булсин6 ° Т’ б’ ^ ° лаР 23 .1-теоремадаги маънога эга

(Д c r !s  т^°Ремага мувофик Узаро кесишмайдиган шундай {ДА}
тенпш,0’” ~ 2, . . . ) сегментлар системаси мавжудки, (2)
Ибопат ЛР ИНЛИ‘ ^ raP система сони чекли сегментлардан

a L  У|дСа) 7 е0рема Исбот этилган булади. 
са> У -\олда* истема сони санокли сегментлардан иборат бул-

7-418
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2  Ц(Л*)<И(6):
А=1

шунинг учун цуйидаги тенгсизликни ^аноатлантнраднгяч 
п сон мавжуд:

оо

2 { * (Д * )< е -  (5)
*«л+1 '

Иккинчи томондан,

£ \ U  Д ,с= (£ \ и  Лк) U (U А,);
£=»1 Л=1 k=n+1

п
(2), (5) ва сунгги муносабатдан р * (£ \  U А * )< е  келиб ч и кади. 

Бу эса исбот этилиши зарур булган тенгсизликдир.*

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Улчовли Е\, Е2, . . .  тупламлар кетма-кетлиги бе­
рилган булсин. Бу тупламлар кетма-кетлигинипг >̂ ар 
цандай чексиз ^исм кетма-кетлигига тегишли элемент- 
ларидан иборат тупламни Е0 билан белгилаймиз. Е0 туп­
ламнинг улчовлилигини исбот этинг.

2. З^ар цандай мукаммал туплам улчови нолга тенг 
булган мукаммал ^исмга эгалигини курсатинг.

3. Х,ар кандай чегараланган Е туплам учун мос равишда 
Fa ва G6 типидаги шундай А ва В тупламларни тузиш мум­
кинки, улар ^уйидаги тенгликни цаноатлантиради:

| л (Л )= ^ (£ ) , ц(В) =  \х*(Е).
Шу жумлани исбот этинг.

4. Чегараланган Е туплам улчовли булиши учун *ар 
^андай чегараланган А туплам учун цуйидаги тенглик- 
нинг бажарилиши зарур ва кифоя:

>1*(Л) =  ^ ( Л П £ ) + ^ 0 4 Л С £ ) .
Бу теоремани (Каратеодори теоремаси) исбот этинг._
5. Шундай улчовли Е туплам тузингки, хар канда“

б с : (а, Ь) орали^ учун ^уйидаги муносабатлар б а ж а р и л с и н .

ц (б Г )£ )> 0 , ц (б П СЕ) >  О, СЕ =  [а, Ь)\Е.
6. Е чегараланган туплам булиб, ушбу

Е =  (J Ек, сг Ег а  Е3 cz . . .  
k— 1
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м у„осаб атлар  бажарилса, у *олда 
М> |х*(£п) - | г * ( £ )

•• пнли Бу муносабатни исбот этинг.
7 у4 Аг, ■ ■ > Ап тупламлар [0, 1] сегментнинг улчовли

кисмлари булиб,
(i (Лд) +  Ц (^г) +  • • • Н" Н- (А,) >  л 1

б^лса,

|*(Л Л * )> 0  *=i
тенгсизликни исботланг.

IV б о б

У Л Ч О В  Т У Ш У Н Ч А С И Н И  У М У М Л А Ш Т И Р И Ш

Биз илгариги бобда тугри чизицдаги тупламларнинг 
улчови ^а^идаги масалани куриб утдик. У нгадикдат билан 
эътибор берсак, ц улчов тугри чизицдаги улчовли туп­
ламлар системасида аницланган ва цуйидаги шартларни 
цаноатлантирувчи ^ациций функция эканлигини курамиз:

а) >̂ ар бир А улчовли туплам учун ц .(Л )^ 0 ;
б) агар Av  Л2, . . .  , Ап улчовли тупламлар узаро кесищ- 

маса, у ^олда

иМ»1М,и ••• IM„) =  h H i) +  H(4) +  +  и(А,)-
Бу хосса Улчовнинг аддитивлик хоссаси дейилади. 
Тупламлар системасида аницланган ^ациций функция 

туплам функцияси дейилади.
Бу бобда элементлари ихтиёрий табиатли булган туп­

ламлар системасида аницланган хамда юцоридаги а) ва 
б) шартларни цаноатлантирувчи туплам функцияси билан 
иш курамиз' ва уни дастлаб олингаи тупламлар система- 
сидан кенгрок булган тупламлар системасида ани^ланган 
уплам функциясигача давом эттириш масаласи билан

шугулланамиз.

24- §. ^ал^алар ва алгебралар

систем^синибаъ3и -бир хоссаларга эга булган тупламлар 

* таъ ри ф . Агар Н системанинг исталган иккита А ва
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В элементи учун А[}В£Н ва А А £ £ Я муносабатлар урин­
ли б()лса, у холда Я  система тупламлар хащаси (щскача, 
Халка) дейилади.

Изоз^. Ушбу
Ли В =  (Л Д £)Л (Л  (] В) ва Л\£ = Л Д (Л П £)

айниятлардан (24.4-теоремага ^аранг) халканинг исталган ик­
кита Л ва В элементи учун Л U В £ II ва А \В  £ Я  муносабат­
лар келиб чикади. Демак, Я  халканинг исталган иккита Л ва 
В элементи учун Л U В £ Я , А\В £Н, АР,В£Н ва Л Д £ £ Я  
муносабатлар доимо уринли. Бундан, хусусан, халканинг эле­
ментлари устида кушиш (яъни Л (J В) ва купайтириш (яъни 
Л П В) амалларини чекли сонда бажариш натижасида з^алка- 
нинг элементи олиниши келиб чикади.

2- т а ъ р и ф. Агар II тупламлар системасининг бирор 
Е элементи ва шу системанинг исталган А элементи 
учун £ПЛ=Л тенглик уринли булса, у холда Е элемент 
Я  системанинг бирлик элементи дейилади.

И з о х.. ^ ал^ада бирлик элемент ягонадир.
3- т а ъ р и ф. Бирлик элементга эга булган Я  хаЩ<* 

тупламлар алгебраси (цисцача, алгебра) дейилади.
М и с о л л ар . 1. Я  система Nn =  |1, 2, . . . , п\ туплам­

нинг барча кием тупламларидан тузилган система булсин. Ис­
талган иккита Л £ Я  ва В £ Я  учун Л П £ € Я  ва Л Д £ £ Я 
муносабатларнинг уринли эканлиги Я системанинг таърифидан 
куриниб турибди. Демак, система халка ташкил этади.

Nп туплам з̂ ам Я  системанинг элементи булганлигидан 
у  Я  система учун бирлик элемент булади. Демак, Я  система 
айни вактда алгебра хам экан.

2. Я  система N = { 1, 2, 3, . . . ,  п, ...}  тупламнинг чекли 
^исм тупламларидан тузилган система булсин. Бу система 
з а̂м з^ал^а, аммо бу системада бирлик элемент йуц. Демак, 
Я система з^алца булиб, алгебра эмас.

Куйидаги теорема хал^а таърифидан келиб чикади:
24 .1 -т е о р е м а . Исталган сондаги [На, а£1)  халк.алаР 

системасининг кйпайтмаси
Я  =  п На

Ч'
Хам хащадир.

Фараз цилайлик, [Fa, а£1\ система Я тупламлар система- 
сини уз ичига олган барча з^щалар системаси булсин. Агар 
{£а | системанинг бирор Fa элементи учун Fa cz Fa муноса­
бат з̂ ар ^андай а £1  учун бажарилса, у з^олда Fa з а̂лца Я 
системани уз ичига олган минимал хм-кр. дейилади.
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24.2-т е о р е м а. Xiap ^андай Н тупламлар системаси 
учун шу системани уз ичига олган ягона минимал \алк,а 
мавжуд.

И с б о т . Аввало Н системани уз ичига олган ^алца- 
нинг мавжудлигини курсатамиз. Бунинг учун Н системага 
кирувчи барча тупламларнинг йигиндисини X ор^али бел­
гилаймиз:

X  =  и А.А̂ Н
Агар X тупламнинг барча ^исм тупламларидан тузилган 
системани М оркали белгиласак, бу система тузилишига 
асосан ^ал^а ташкил этади хамда Н системани уз ичига 
олади. Энди Н системани уз ичига олган, ^ар бири М 
^алкада жойлашган барча ^алкалардан иборат системани 
Т оркали белгилаймиз. У .%олда 24 .1-теоремага асосан

F =  П G
ает

система ^ал^а булиб, у теорема шартини каноатлантиради.
Хаки^атан, М0 ^алца 11 системани уз ичига олган их­

тиёрий хал^а булсин. У холда 24 .1-теоремага асосан 
М\=МйЧ\М ^алка булиб, бу хал^а Т системанинг бирор 
элемепти булади. Шу сабабли F ^алцанинг тузилишига 
асосан

H ^ F c z M 0
муносабат Уринлидир. Бу муносабатдан ва М0 нинг Н 
системани уз ичига олган ихтиёрий .^алцалигидан теоре­
манинг исботи келиб чицади.#

Абстракт улчов назариясида хал^а тушунчаси билан 
бир ^аторда ундан умумийроц ва айни вацтда зарур ту- 
шунчалардан бири булган ярим хал^а тушунчаси ^ам 
му^им урин тутади.

4 -таъ р и ф . Н тупламлар системаси учун 0£Н  ва хар 
цандай Л £ Я  ва В£Н учун А [) В £Н булиб, шу система­
нинг А ва Ах элементлари A1 cz А муносабатни каноатлан- 
пгирганда И системадан узаро кесишмайдиган сони чекли 
А2 А3, . . . , Ап элементлар топилсаки, улар учун

А =  Л, U Аг U . . .  U Ап
тенглик уринли булса, у %олда Н система ярим %ал%а 
дейилади.

Ю^орида ^ар ^андай Н система учун уни уз ичига 
олган ягона F минимал з^ал^а мавжудлиги хацидаги тео- 
ремани исботладик. Агар ^аралаётган Н тупламлар сис-
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темаси ихтиёрий булса, у з^олда F з^алца элементларининг 
курипиши т^грисида бирор нарса айтиш цийин. Лекин Ц 
тупламлар системаси ярим халца ташкил этса, уни у3 
ичига олган минимал F з^алцанинг хар бир элементи ^ан- 
дай куринишга эгалигини айтиш мумкин. АницроРИ 
цуйида'ги теорема ^ринлидир:

24 -3 -тео р ем а . Н ярим халкани уз ичига ол:ан F мини­
мал 4'алканинг %ар бир А элементи Н ярим хал^адан олин- 
ган сони чекли узаро кесишмайдиган Alt Аг, . . . , Ап т дп. 
ламларнинг йигиндисидан иборат, яъни %ар бир A£F ушбу 
куринишга эга:

А =  Лхи Ла U • • • U Ая, At £ Н, i =  T7n, A{ (]Af =  0 , ,• ф у.

И сбот. G оркали Н ярим .^алканинг узаро кесишмайдиган 
сони чекли элементларининг йириндисидан тузилган тупламлар 
системасини белгилаймиз. G система з^алка ташкил этади. 
^акицатан, агар A£G ва B£G булса, у з^олда G системанинг 
таърифига асосан улар цуйидаги куринишга эга:

А =  U Ak, Ак£Н, k = \ ,  п, Ak (]At =  0 , k Ф /,
* -l /JV
т  ____  '  '

В =  р в г В{£Н, j  =  1, т ,  Вк П Bj =  0 , k Ф  /.

Ярим >;алк,анинг таърифига асосан Ак£Н ва В; £ И муносабат- 
лардан Akf]B.—Chl ^H муносабат бевосита келиб чикади. Энди 
Ckj тупламларнинг таърифланишидан U Ckj с= Ak ва U Ckj cz В(
муносабатларнинг уринли эканлиги равшан. Бу муносабатлардан 
ярим .^алканинг таърифига асосан цуйидаги тенгликларни ёзи­
шимиз мумкин:

Ак =  ( U Ckj) U ф  Dki) ва В, =  ( у  Ск)  U ( U Е1{), (2)

бу ерда Dki£FI ва ЕЦ^Н булиб, улар сони чекли булган ва 
узаро кесишмайдиган тупламлардир. Энди (1) ва (2) муносабат­
лардан фойдаланиб, А ва В тупламларни цуйидаги куринишда 
ёзишимиз мумкин:

А =  <U Ск) U ( UDk[) ва S  =  (U Ск1) U ( U £,/)• 
k t) ktl kf j  ► */

Бу тенгликлардан з а̂мда Ск), Dki ва Et) тупламларнинг узаро
кесишмаганлигидан цуйидаги тенгликлар келиб чикади:

ЛПВ =  и С А) ва Л Д 5  =  ( U Dti) U ( U £/>)• 
к.1 *' и  1.1 1
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Бундан *амда CV £H, DkiZH ва Е ^ Н  тупламларнинг узаро 
майдиган сони чекли тупламлар эканлигидан ушбу 

кеСИШМ‘ Л П Я е О в а Л Д В С О
йяттао келиб чикади. Демак, G система *ал^а 

му“°“  килар экан. Бу *алца Н системани уз ичига ол- 
Т 3 йяоча'халцалар орасида минимал *алк;а эканлиги 
«пинг тузилишидан куринади. Чунки II системани уз ичи­
га олган *ар ^андай F' хал^ага (1) куринишдаги барча
тупламлар киради .*

К\-пчилик масалаларда Н системанинг сони сано^ли 
э л е м е н т тарининг йигиндиси ва кесишмасини царашга т р ­
оя кетади Шу туфайли куйидаги таърифни киритамиз:

5-таъ ри ф . Агар Н тупламлар ^Щасида Ап£Н, п =
оо

= /, 2, 3, . . .  муносабатдан А =  U Ап£Н муносабат келиб

чщса, бундай щ щ а о-халка дейилади.
Бирлик элементга эга булган о- %алца о-алгебра  

дейилади.
Ми со  л. II система N = {1, 2, 3, . . . ,  п, . . .}  тупламнинг 

барча кисм тупламларидан тузилган система булсин. Н 
системанинг халца ташкил этиши уз-узидан равшан. Ун- 
дан таш^ари, N тупламнинг сони сано^ли к;исм туплам- 
ларининг йигиндиси з^ам унинг ^исм туплами булади. 
Демак, И система а- з^ал^а экан. Айни ва^тда И система
о-алгебра з^амдир. Чунки N туплам Н а- з^алцанинг бир­
лик элементи.

6-таъриф . Агар Н тупламлар щщасида Ап£Н, л =  1,
оо

2, 3, . . . муносабатдан А =  П Ап £ Н муносабат келиб чщ-
; аса, бундай %алца Ь- %ал^а дейилади.

24.4-т е о р е м а. %ар цандай икки А ва В туплам 
учун цуйидаги айниятлар уринли:

1. Л у в  = (Л ДВ) А(ЛПБ).
\  ^ и б  =  Л и [5\(Л П Й )].
3. А\В  =  Л Д (Л |"| В).
4. С А Д СВ =  А А В.
5- я  =  ( л п в ) и [ в \ ( л п я ) ] .

б\пгяС б0Т ' а йниятларнинг исботи бир-бирига ухшаш 
нлиги сабабли улардан бирини, масалан, ушбу

С А А СВ =  Л Д В 
ниятни исботлаш билан чекланамиз. Бунинг учун
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СААС В аААВ  ва CAACBzdAAB муносабатларци 
исботлаш кифоя.

Фараз цилайлик, х£СА А СВ ихтиёрий элемент булсин 
Бундан симметрии айирманинг ани^ланишига асосан х £ С А ва 
х^С В , ёки х£СА  ва х£СВ муносабатларнинг бирига эга була­
миз. Булардан мос равишда х£ А ва х£В  ёки х £Л па в 
муносабатлар келиб чи^ади. Буларнинг .\ар иккаласи учун хам

А А В муносабат уринли. Бундан ва х элементнинг ихтиёрий- 
лигидан С А А СВ а  А А В муносабат келиб чи^ади.

Энди х£ А А В булиб, х ихтиёрий элемент булсин. Бундан 
х£А  ва х ^ В  ёки х £ А  ва х£В  муносабатлардан бирига эга 
буламиз. Булардан мос равишда х£СА  ва х£СВ  ёки х£СЛ 
ва х£СВ  муносабатлар келиб чицади. Буларнинг ^ар иккала­
си учун ^ам х ^ С А А С В  муносабат уринли. Бундан ва х эле­
ментнинг ихтиёрийлигидан Л Д В с  С А А СВ муносабат келиб 
чи^ади.,

2 4 .5 -тео р ем а . Х,арк,андай. В , Вх, В , %амда Alt А2, . . .  , 
Ап, . . .  тупламлар учун ушбу

1. (Л Д Л ,) Д (ВХ\ В г) с= (Л, Д В,) U (А2 Д В2).
2. ( Л ^ Л ^ Д ^ и ^ с : ^  А В,) [)(At ABJ.

3. ( U Л.) Д В с :  [(U Л Л Д В] U ( U Л ) (N >  1- ихтиёрий
*=1 * fe=l k> N

натурал сон) муносабатлар уринли.
4. Агар А х ва Л2 тупламлар узаро кесишмаса, у %олда

B1 [}Bt cz(A1 AB 1)[j(A 9 ДВа)
муносабат уринли.

И с б о т .  Бу муносабатларнинг исботи бир-бирига ух­
шаш булганлиги сабабли улардан бирини, масалан, ушбу

(Лх U А2) А (В, U В2) с  (Л, Д В,) U (Л, Д Вг)
муносабатни исботлаш билан чекланамиз. Бунинг учун, 
агар х элемент бу муносабатнинг унг томонига тегишли 
булмаса, у унинг чап томонига з^ам тегишли э м а с л и г и н и  
курсатиш кифоя.

Фараз цилайлик, х £ (Лх Д Вх) U (Л2 Д Ва) булсин. У ^оЛ" 
да х £ (Лх Д Вх) ва х £ (Л2 Д В2) булиб, симметрии айи рм ани нг 
аник;ланишига асосан буларнинг биринчисига кура х£А^№ 
x£Bv  ёки х £ Лх ва х£ В х муносабатлар, иккинчисига кура 
эса х£ Л 2 ва х£ВЛ ёки x £A t ва х £ В г муносабатлар ур и н л и . 
Бу муносабатлардан ^уйидаги туртта ^олнинг булиши му 
кинлиги келиб чи^ади:
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биринчи *ол — х £ Aj, х £Вх, х£ А2, х£ В2\ 
иккинчи з^ол— x £ A lt x£Bv х £А2, х£В2: 
учинчи *ол— x £ A v  x(zBlt х £ А 2, х £ В 2,

туртинчи з̂ ол — x £Av  x £Bv  л:£Ла, х£В2.

Булардан х£(Аг U A J  па *  £(Вг U В2) ёки х £ (Ах {] А2) ва х£ 
С (Bi L В2) муносабатларга эга буламиз. Симметрик айирманинг 
ани^ланишига асосан булардан € (Ах LJ ^ 2) д  (s i U В2) муноса­
бат келиб чикади.,

25-§. Улчовнинг умумий таърифи. Улчовни 
ярим з^алцадан з^алцагача давом эттириш

Агар и туплам функцияси бирор G системанинг элементла- 
рида аникланган булса, бундан буён аниклик учун G система- 
ни Сц оркали белгилаймиз.

1-таъриф . ярим цалкада аникланган и хакикий т у п ­
лам функцияси учун ушбу иккита шарт бажарилса, бундай 
туплам функцияси улчов дейилади:

1) %ар кандай A£G^ учун ц (А) >  0;
2) и аддитив функция, яъни А £ Сд учун

А =  U Ak, Ак П А .=  0 ,  k ф /, Ак£ Gu, k =  1, 2, . . . , п бул-A=l j
са, у  холда

ц(Л) =  £  И(Л*);
*=1

Изоз$. 0  = 0 | J0  тенглнкдан 1-таърифни цаноатлан- 
тирадиган з̂ ар цандай ц туплам функцияси учун ц ( 0 )  = 
= 2 j i ( 0 )  булиб, унинг буш тупламдаги циймати нолга 
тенглиги келиб чикади, яъни ц (0 )= О . Демак, буш туп­
ламнинг улчови ноль экан.

Фараз ^илайлик, иккита Ц] ва ц2 улчов берилган булсин. 
■‘ -таъ р и ф . Агар в а ц2 длчовлар учун G ^aiG ^ булиб, 

%ар бир A £ СЦ1 учун (А) =  jx2 (А) бдлса, у \олда ц, улчов 
Их 1товнинг давоми дейилади.
ган е^"лган Улчовнинг давоми ягонами ёки йуцми, де- 
берадиЗВ0Л тУрнлади- Бу саволга цуйидаги теорема жавоб

2- j
био ° ' т е о Ре ы а - Бирор Gm ярим х1алкада аникланган \ар 
аник^пИ^00 учун шУндай ягона т х давоми мавжудки, унинг 

Ши со%аси G ярим халцани уз ичига олган F ми- 
Нимал КЩадан иборат.
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И с б о т .  Берилган Gm ярим хал^а учун уни у з  ичига ол­
ган F минимал ^ал^анинг мавжудлиги ^акддаги 24 .2 -теорема 
олдинги параграфда исботланган эди. Ундан ташцари, 24.3- тео- 
ремага асосан бу ^алк,анинг ^ар бир Л £ F элементи ушбу

А =  (j Bk, Bk(]Bj =  0 ,  к ф  j, Bk£Gm, k = \  , п  (I)

куринишдаги чекли ёйилмага эга. Бундан фойдаланиб, т 1 ул . 
човнинг хар бир А £ F элементдаги цийматини цуйидагича 
аниклаймиз:

т 1(Л) =  | ш (В 4), Bk£Gm, k =  T7h. (2)
£=1

Б у тенглик билан иф одаланган  mj (^4) мицдор А  туп лам ­
ни (1) куриниш да ифодалаш усул и га  богли^ эмаслигини 
курсатам и з .  ХаКШ\атан, д  т уп л ам  цуйидагича икки хил 
усул  билан иф одаланган булсин деб фараз ^илайлик:

A — Ij Bk =  U С Вк £ Gm, С / € 0 *  к — 1, п, j  — 1, p. 
k=  1 }=  1

Gm ярим халк,а булгани сабабли, Вк DC; 6Gm.
Иккинчи томондан, Bk ва С  ̂ тупламларнинг тузилишига асосан 
ушбу

в , - и  (В, ПС,). C ,=  U(B, ПС,)

тенгликларни ёзишимиз мумкин.
Б у  тен гли клардан  ва  т  улчовнинг аддити влик хосса- 

сидан фойдаланиб уш бу

2 т (В к) =  2 2 т ( В к п С ) =  2 /п{С,)
*=1 s k=i i=i ' ;= i

тен гли кка  эга  булам из .
т  1 туп л ам  функциясининг аддитивлиги ва манфий 

эмаслиги , т  т уп л ам  функцияси улчов булгани  учун, (2) 
тенгликдан  келиб чикади. Ш ундай ^илиб, ани^ланиш со- 
^аси F ^ ал ^ ад ан  иборат ва  т  улчовнинг давом и  булган 
гп\ улчовнинг м авж удли ги н и  курсатди к .  Энди унинг ягона 
эканлигини курсатам и з .

Фараз цилайлик, т г улчов F ^ал^ада аникланган ва т  ул­
човнинг даьоми булган ихтиёрий улчов булсин. 2 4 .3 - теоремага 
асосан ^ар цандай A £ F  учун ^уйидаги тенглик уринли:

Л — JJ Вк, Вк П Bj =  0 ,  к ф  j, Вк£ Gm, к =  1, fl-
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. ов булгани учун таърифга асосан у аддитив функция- 
Уилан ташкари, т 2 улчов т  улчовнинг дапоми булганли- 

?иРсабабли бир Bk£Gm учун т 2(Вк) =  т { В к). Булардан

ушбу „ п
т 2 (А) =  2  т 2 (Вк) =  2 m  (5 ,) =  т х (А)

тенглик келиб чи^ади. Демак, Р д ан  олинган ихтиёрий А 
элемент учун т 2(Л )= т ,(Л )  тенглик Уринли.*

25.2- и з о * . Шундай килиб, агар ярим .\алк;ада ани^- 
ланган улчов мавжуд булса, шу ярим *алк;а ор^али *о* 
сил булган минимал >;алкада улчовни ани^лаш имкония- 
тига эга булдик. Бу улчов куйиДаг« му^им хоссаларга 
эгадир:

1) агар m улчов г  ^ал^ада ани^ланган булса хамда шу 
^алкадан олинган А, А1, Аг, . . . , Ап тупламлар учун ушбу

А=>[)_Ак, АкГ}А1 =  0 , k=£j

муносабатлар бажарилса, у *олда
rt

т(А)  >  '^ т {А Л
к= I

тенгсизлик уринли булади;
2) F ^алкадан олинган А, А1г Аг............ Ап тупламларнинг

цандай булишидан катъи назар улар учун

A cr U Ак 
*= 1 *

муносабат бажарилса, у *олда

т  (Л) < 2  т  (А )
*=i

тенгсизлик Уринли булади.
даки^атан, Av  Аг, . . . , Ап тупламлар узаро кесишмаса ва 

уларнинг .\ар бири А тупламнинг ь;исми булса, у *олда

л  = ( и̂ ЛА) и ( Л \ и Д )

енгликдан т  улчовнинг аддитивлигига асосан ушбу 

~ ^ m (Ak)+m (A\jJ ЛА) тенглик уринли. Бундан
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п п
т  (Л \ U ЛА) >  0 булгани учун т  (А) >  %  т  (ЛА) тенгсизлик4—I j
келиб чикади. Бу эса 1) хоссани исботлайди.

Энди 2) хоссани исботлаймиз. Х,ар цандай ва А 2 -  р
учун ушбу А г [ } А 2 = А 1[) [A2\04i Л Л2)] ва Л 2 =  (Лг Г) Л2)и  
U H 2\ ( A i  П Л2)] муносабатлардан т ( А х lj А2) =  т (А 1) + т ( А 2)~^
—  т ( А х Q Л2) ^  m(/4t) +  т { А ^  муносабат келиб чикади. Бун­
дан ихтиёрий п учун

т ( { )  Л А) < | ]  tn {A k) (3)
к=> *=i

тенгсизлик индукция усул и дан  келиб чикади. Энди
П

A a  U Ак муносабатдан ушбу 
*=i

U Л , =  Л и [ ( 0  А к)\ Л ]
к=. I *= 1

тенгликни ёзишимиз мумкин. Бундан  т  улчовнинг ад- 
дитивлигига  асосан

т  ( U Лй) = т  (А) +  т  [ ( (J Аа)\Л] >  т  (А). 
fe=l k=\

Бундан  ва  (3) тенгсизликдан

т ( А )  < 2  т (Ак)

тенгсизлик келиб чицади. Шу билан 2) хосса хам ис- 
ботланди.

М а т е м ат и к  анализнинг купчилик м а са л а л а р и д а  баъзи 
бир туплам ларн и  сони чекли туплам ларн и н г йигиндиси 
сифатида эм ас ,  б алки  сони чексиз туплам ларн и н г  hhfhh- 
диси сифатида иф одалаш га тугри  келади . М асалан ,  дои- 
ранинг юзини хисоблаш да уни сони чексиз булган  тугри 
туртбурчакларни нг йигиндиси ш акл и да  ифодаланишидан 
фойдаланилади . Бундай  м а с а л а л а р д а  улчовнинг аддитив- 
лик хоссаси етарли  б улмай  цолади ва  шу сабабли  бу хосса 
умумийроц булган  ва  цуйида таъри ф лан адиган  саноцли 
аддити влик ёки о- аддити влик деб  а т а л ад и ган  хосса билан 
алмаш тирилади .

3 - т а ъ р и ф .  Агар т  улчовнинг Gm аникланиш сохасидан
олинган сони саноцли узаро кесишмайдиган Av  А2, , Ап, ■ ■ ■

оо оо 00 / А \

тупламлар учун 1МА £ Gm булганда т  ( U Ak) — V  171 (Ak>
*=i *=i k=\

тенглик уринли булса т  улчов а-аддитив улчов дейилади-
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К Уйида иккита мисол берилиб, уларнинг биринчисида 
аддитив булган Улчов, иккинчисида эса аддитив, лекин 

а аддитив булмаган у-лчовлар келтирилади.
1 Санокли аддитив улчовга мисолни э.\тимоллар назария- 

сидан келтириш мумкин.^ Айтайлик, £ тасодифий микдор узи- 
нинг сони санокли £lf цийматларини мос ра­
вишда рх, рг ■ • • » Рп> • • • э^тимоллар билан ^абул цилсин:

=  У  =  1  pt =  1.
/=1

I тасодифий ми^дорнинг цийматлари т^пламини X 
билан белгилаймиз:

x = \ t 1, h -------

Gm оркали X  тупламнинг барча кием тупламлари система - 
сини белгилаймиз. Gm системага кирувчи >;ар бир А элемент­
нинг улчовини цуйидагича аниклаймиз:

т  (А) =  2  Pi- 
6,-е»

Бу тенглик билан ани^ланган т  улчов а- аддитив улчов- 
дир. ^а^и^атан,

АьПА1=° 0 »  Ь +  1, \<LGm, * = 1 , 2 ,  . . .

булсин. Gm системанинг таърифланишига асосан А £ Gm булади. 
m улчовнинг таърифланишига асосан эса

™(Л) =  2 р ,- =  5  2 ^  =  2 > ( л *)-
оо *=1

8/ 6 и

Бундан, хусусан, m (X) = 1 эканлиги келиб чикади. 
крлтйг» НДИ 5?ДИТИВ’ аммо аддитив булмаган улчопга мисол 
т\/п-тэ?аМИ3' ^  °Р^али [0,1] сегментдаги барча рационал сонлар 
ёпий ‘ белгилаймиз. Q тупламнинг [0,1] сегментдаги ихти-
сегментляп *нтервал’ [а> сегмент ёки (а, Ь], [а, Ь) ярим 

. Р^эилан кесишиши натижасида ^осил булган Aab туп-
Р системасини Gm оркали белгилаймиз. Gm система таъ-

^анинг НтапГ ЗС°лаН ЯрИМ ^аЛК,а ташкил этади. Бу ярим *ал- 
асосан ушб_ ИР элементи Gm системанинг таърифланишига

Qfl(o, Ь)\ Q П [a, Ь]; Q d(a, Ь)\ Q П [я, Ь)
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тупламларнинг бирига тенг. Бу куринишдаги Aab £ Gm учун 
унинг т ( АаЬ) улчовини куйидагича ани^лаймиз: 

m (A J  =  b — а.
Бу тарзда аникланган т  улчов аддитив булиб, лекин а-адди­
тив эмас. Х^и^атан, Q туплам берилишига кура сано^ли бул­
гани учун уни АТГ =  Q П [г, ''l тупламларнинг йигиндиси сифати­
да ёзишимиз мумкин: Q= U А , бу ерда г рационал сон булиб,

йиринди [0,1] сегментнинг барча рационал нуцталари буйича 
олинган. m улчовнинг таърифланишига асосан *ар бир рацио­
нал г учун

m(A„)=*r — г =  0.

Фараз килайлик, m улчов а- аддитив улчов булсин. У 
*олда

m(Q) =  'Sim(A ) =  0. 
гею.!]

Иккинчи томондан, Q =  Q П [0,1] =  Л0 , тенгликдан ва m 
улчовнинг таърифланишидан m (Q) =  1 булиб, фаразимизга зид 
натижага келамиз. Демак, m улчов а-аддитив эмас экан. • *

2 5 .3 -тео р ем а . Агар Gm ярим халцада аникланган ггГул­
чов а-аддитив улчов булса, у холда бу улчовнинг G J-ярим 
х1ал\ани 1/з ичига олган F минимал халкага давоми ц. улчов 
%ам о-аддитив улчов булади.

И сб о т . Фараз цилайлик, f  минимал кал^анинг A, Alt А2 . . .  
элементлари учун ушбу

\А— U An,*Ak(} Aj —] 0 ,  1гф]'
Л = 1

муносабатлар уринли булсин. 24.3-теоремага асосан A£ F  туп­
лам ва *ар бир An£F тупламлар учун, мос равишда,Gm ярим 
хал^адан олинган сони чекли узаро кесишмайдиган шундай 
Bv Вг, , в, *амда Bni, Вп>........... ВпРп тупламлар мав-
жудки, ушбу

а  =  . и в,-, Bi o B k =  0 , 1 ф к ,  в £е с т , 

а п = и в п1, в п1 n b j  = 0 , i ф k, в п{ e Gm
I

тенгликлар Уринли булади.
Ушбу

с п(/= в / п в я1.
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белгилашларни киритамиз. Бу тупламларнинг ^заро ке- 
сишмаслиги *амда ушбу

В, =  U U Cnij Bn i=  U Cni,
л = | I 1

тенгликларнинг уринли эканлиги Сп1/ тупламнинг таърифлани- 
шидан келиб читали (бу ерда ва цуйида i ва / индекслар 
сони чекли цийматларни цабул к,илади). Булардан ва Gm ярим 
халкада аникланган т  улчовнинг а- аддитивлигидан ушбу

Л*=1 1

т « и - 2 « < а д

(4 )

(5 )

тенгликларга эга буламиз. F минимал з^ал^ада аницлан- 
ган ц улчовнинг таърифланишидан

И ( Л ) = 2 т (В/),
/'

и (А,) = 2  m (Bni)
i

тенгликларга эгамиз. (4) — (7) тенгликлардан

(А) = 2  р

(6)

(7 )

П = 1
25.4- и з о а- аддитив улчов цуни даги хоссаларга эга:
1) агар F з^алцада аникланган т  улчов ст-аддитив 

булса, у з^олда F з^алцанинг ушбу

U At с= А, А( П At =  0 , \ ф  / (8)

муносабатларни цаноатлантирувчи A, A 1f Аъ . . .  элемент­
лари учун

2  т  (^/) < т (А) 
r=i

тенгсизлик уринли булади;
2) агар А, А и А2, . . .  тупламлар F з^алцанинг ихтиёрий 

элементлари булиб,
А а  U А,

1=1
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булса, у  ^олда

т{А )  У т ( Л ()
»=i

булади.
Бу тенгсизлик баъзан т  .улчовнинг с-ярим аддитивлик 

хоссаси деб х ам юритилади.
1) хоссани исботлаймиз. Ak£F, к — 1 ,2 , . . .  тупламлар 

узаро кесишмаганлиги сабабли (8) муносабатдан хар кандай 
натурал п учун

U А, а  А
х= 1

муносабатга эга  буламиз. Бундан 25.2- изохга асосан m 
улчов учун уш бу

П

2 ^ т ( Л г) < т ( Л )  
i=i

тенгсизликка эга буламиз. Бу тенгсизлик х а Р цандай 
п натурал сон учун уринли булганлиги сабабли ундан 
п-*-оо да

оо

2  m  (Л*) <  m  (Л)

тенгсизлик келиб чицади.
Энди (2) хоссани исботлаймиз. Ушбу 

Вх =  Лг Г] Л,
В2 =  (Л2 n A)\AV 
В2 =  (Л , П Л)\(ЛХ U Л г)

а » “ <А, П Л ) \ ц м , )

тупламларни ^араймиз. Вп тупламларнинг таърифланишидан 
уларнинг узаро кесишмайдиган эканлиги хамда

^ “ U Д ,  Вп ^ Апп =  1
муносабатларнинг уринлилиги келиб чикади. Бу муноса­
батлардан  ва m улчовнинг а- аддитивлигидан

оо оо

m{A) =  ^  т (в п) <
П=1 л= 1

тенгсизликни оламиз. Шу билан 2) хосса исботланди. 
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26 -§ . Улчовнинг Лебег маъносида давоми

Bv параграфда Gm ярим халкада аникланган а-аддитив т
- в̂ни Лебег маъносида давом эттириш масаласи билан шу- 
‘ ‘планамиз. Бунда Gm ярим халкада бирлик элемент булган 
vnV билан чегараланамиз.

Шундай килиб, Gm ярим халкада аникланган о- аддитив т  
йлчсв берилган булсин. Бу ярим халкадаги Е бирлик элемент- 
нинг барча кием тупламларидан тузилган системани 
М оркали белгилаймиз. Маълумки, М  система ст-алгебрани 
ташкил этади. Бу а-алгебрада ташки улчов тушунчасини ки- 
ритамиз.

фараз цилайлик, А а Е  туплам берилган булиб {5lt В2, ...) 
т у п л а м л а р  системаси Gm ярим халцадан олинган чекли ёки 
саноцли система булсин. Агар ушбу

Лет U Вк
I к j

муносабат уринли булса, {B J тупламлар системаси А туплам­
ни цопловчи система дейилади. А тупламни цоплайдиган бун- 
дай системани чексиз куп усул билан 'тузиш ’мумкинлиги рав- 
шан. Шунинг учун хам, ушбу

к
йигинди чексиз куп цийматга эга ва хар бир k натуралТ сон 
учун т  (Вк) >  0 булгани туфайли бу йигинди куйидан'чегара- 
ланган булади. |

1- т аъ р и ф . Т ] т ( В к) йигиндилар системасининг анщ  
k

цуйи чегараси А тупламнинг ташци улчови дейилади ва у

&*И)- W 42 т(в.'. IB,to*- *- 1. 2,.. ,)-j

орцали белгиланади.
2 6 . 1 - т е о р е м а .  Агар Gm ярим \алкани уз ичига олган 

минимал увалка F булиб, т  улчовнинг F халкага давоми"т' 
9Jlca> У холда хар кандай A£F учун ’ ‘ ‘ Р-'Щ

|л* (А) — т '  (Л)

пенглик уринли. «ц-
дер  с„б о т - ХаКиКатан, 2 4 .3 -теоремага асосан хар кандай 

туплам Gm ярим халк,адан олинган'сони чекли узаро ке-

в~ " 8 — = -  ‘  „ 3



сишмайдиган Вх, В2.............Вп тупламларнинг йириндисидац
иборат, яъни

А =  П ВкВк, П В/ =  0 .  кф}, B£Gm, k — 1, 2, . . . ,п.

П
т '  улчовнинг аникланишига асосан т '(Л )=  V  т ( В к) тенглик

к= I
уринли булиб, бу тенглик А тупламни ю^оридаги куринишда 
ифодалащ усулига борлик эмас (2 5 .1 -теореманинг исботига ка- 
ранг). Вк, k — 1, 2, . . .  , п тупламлар А тупламни ^оллагани 
учун ташки улчовнинг таърифига асосан

ц*(Л )<  =  (Л)
*=i

тенгсизлик уринли. Энди ц*(Л)> т'(А) тенгсизликнинг уринли 
эканини курсатсак, теорема исботланган булади. Бунинг учун, 
фараз цилайлик, \Ck, Ck£Gm, k =  1 ,2 , . . . j тупламлар сис­
темаси А тупламни коплайдиган ихтиёрий Цчекли ёки санок л и 
система булсин, яъни Лс= U Ск. У *олда 25.4- изоздаги нк- 
кинчи хоссага асосан

т ' ( Л ) < 2 < ( С*)-к
Бундан т '  улчов т  улчовнинг давоми булганлиги сабабли *ар 
бир Ck £ Gm учун т '  (Ск) =  т(Ск) тенгликнинг уринлилигидаи 
уш бу

т ' (Л) <  ^ т ( С к) 
к

тенгсизлик келиб чи^ади. Бу тенгсизлик Л тупламни к;оллан- 
диган хар кандай система учун уринли булганлиги туфайли у
’У т  (Ск) Й№индилар системасининг аник КУЙи чегараси учун 
к

хам уринлидир, яъни

т '  (А) <  inf 2 m ( C J  =  ц* (Л). 
л c v c ^

Бу тенгсизлик теоремани исботлайди.*
2 6 .2 -т е о р е м а .  Агар Л ^ М  ва А2£М тупламлар УЧУН 

Лхс ;Л 2 булса, у  холда ц.* (Лх) <  ц* (Л2) булади.
И с б о т . Al, i =  1 ,2  тупламни коплайдиган тупламлар сяс- 

темаси
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вЧ\ B p , BV ............. В $, . . €Gm / = 1 , 2

б'лсин. Маълумки, бундай тупламлар системасини чексиз куп 
суЛ билан тузиш мумкин. Натижада (B<j>), (i =  1, 2)

„иринди чексиз куп ^ийматга эга булади. ̂  m (Я*^) йдаиндининг
k

^ийматлари тупламини В^  оркали, Угп (££>) йириндининг ций-

матлари тупламини В™ оркали белгилаймиз.
A cz А2 булгани учун Аг тупламни ^оплайдиган хар кан­

дай система А± тупламни хам коплайди. Натижада В(02) с ;  B(Ql) 
муносабатга эга буламиз. Бундан аник; куйи чегаранинг таъри- 
фйга асосан ушбу

И* (Ai)= inf 2  т  inf ^ m (s i2>) =  !A* (A2)
A lC V B O )T  A,CVB<Vk

к k к  k

тенгсизлик келиб чикади.*
26 .3-т е  о ре м]а. Агар А £ М "ва *Ап £ М, п — 1, 2 , . . .

оо
тупламлар учун A c: U А„ булса, у холда

Л = 1

п— 1

И сб о т . Ташци улчовнинг таърифига мувофик;, е > -0  сон 
учун хар бир Ап£М, п — 1, 2 . . .  тупламни ^оплайдиган 
шундай ВпХ, BnV Вп3, . . . тупламлар системаси мавжудки, 
ушбу

2 ™ ( в я1) < ц * ( л „ ) + 4 -  « к
к *

тенгсизлик бажарилади.
Теорема шартидан ва Bnk£Gm тупламларнинг олинишидан

А с  С Ancz и M B *
л=1 л=1 к

Муносабатга эга буламиз. Бу муносабатдан таш^и улчов- 
инг таърифига асосан уш бу

п=1 к
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тенгсизлик келиб чицади. Бу тенгсизликдаги ^>n(Bnk) йиринди
к

учун (1) тенгсизлик уринли эканлигидан фойдаланиб, 

ц * (Л )< 2 (1 * (Л п) + е
л=1

тенгсизликни оламиз. Бундан, е > 0  ихтиёрий кичик сон 
булгани учун теореманинг исботи келиб чикади.*

Энди Gm ярим халцани уз ичига олган минимал лалкани 
F оркали белгилаб, улчовли тупламга цуйидагича таъриф бе- 
рамиз:

2 -т аъ р и ф . Агар бирор |Л £ М туплам берилган бдлиб, 
j(ap кандай г > 0  сон учун F минимал хащадан шундай В 
туплам топилсаки, Л Д й  тупламнинг т а щ и  улчови учун 
ушбу

|л *(Л Д £ )< е
тенгсизлик бажарилса, у хрлда А туплам. улчовли т$п- 
лам  дейилади.

Бошцача ^илиб айтганда, а гар да  Л тупламни минимал 
^ал^анинг элементлари билан етарлича аницликда яцин- 
лаштириш мумкин булса, у  ^олда Л туплам  улчовли 
туплам  дейилади. М системанинг барча улчовли туплам- 
лари системасинн Z оркали белгилаймиз.

26 .4 -т е о р е м а .  Агар А улчовли туплам булса, у холда 
унинг тулдирувчиси Е \А хам улчовли тупламдир, яъни агар 
A£Z булса, у  %олда Е \А  £Z бдлади.

И с б о т .  24.4- теоремага асосан уш бу
(£ \ Л )Д (£ \ 5 )  =  А А В  (2)

тенглик уринли. Агар F халца булиб, B£ F  булса, Е \В  £ F 
булади.

Энди Л £ Z булса, £  \Л £  Z булиши (2) тенгликдан келиб 
чикади.*

26.5- т е о р е м а .  %ар цандай иккита длчовли туплам­
нинг йигиндиси, кдпайтмаси, айирмаси ва симметрия 
айирмаси %ам улчовли тупламдир.

И с б о т . Фараз цилайлик, Лх£Z ва Ла £ Z ихтиёрий туп­
ламлар булсин. Ушбу

Л, П Л2 =  Л Д ^ Х Л * ) ,
Л.ДЛ^СЛДЛ,) U (ЛДЛД
Л , U Л2 =  £ \ [(£ \ Л 1) П (£ \  Л2)]

айниятлар хар цандай Лх ва А3 тупламлар учун уринли бул-



гани учун i4 j\ / l2£Z муносабатнинг уринли эканини курсатиш 
кифоя.

Ал ва Аг тупламлар улчоели булганидан таърифга асосан 
хар бир е >  0 сон учун шундай Вг £F ва B2£F (бу ерда F 
система Gm ярим халкани уз  ичига олган минимал халка) туп­
ламлар топиладики, ушбу

IX* (А, А £х) <  Y  ва II* (А2 А В2) <  j -  (3)

тенгсизликлар уринли булади.
F система .\алка булгани учун Bj\ B 2£F. Энди 2 4 .5 -тео­

ремага асосан ушбу
(Л Д У У  Д (В Д В ,)  с  (А1 А В ,)  U (А2 А В2)

муносабат уринли. Бундан ва (3) тенгсизликлардан 26.3- 
теоремага асосан

II* Д (В ,\ В 2)] <  р* (А1 А В,) +  р* (/ , Д В2) < 8
тенгсизлик уринли. Демак, (/4X\/12)€Z .*

26.6- н а т и ж а .  Z улчовли тупламлар системаси ал- 
гебрадир.

Хакикатан, 26.5- теоремага асосан Z система халка.
2 6 .4 - теоремага асосан хар цандай A£Z  учун E'SA^Z муноса­
бат уринли. 2 6 .5 -теоремага асссан эса Е =  A U (£\/1)’ була­
ди, яъни Z халка бирлик а»ементга эга .,

26.7- т е о р е м а .  Агар

А ~  Ak П Aj — 0 ,  k j, Ak £Z,  k =  1, 2, . . ., n 
булса, у уолда

р * ( Л ) = 2 > * И 4).
A=I

И с б о т .  Теоремани иккита туплам  учун исботлаймиз. 
Ихтиёрий п та туплам  учун теореманинг исботи м атем атик 
индукция усули ор^али олинади.

Ш ундай цилиб,
А =  A1 \J Аг, A1 f]A 2 =  0 ,  A ^ Z .A ^ Z

булсин. У холда 26.5- теоремага асосан A£Z булади. Аг ва 
А2 тупламлар улчовли эканлигилан таърифга асосан ихтиёрий 
кичик е >  0 сон учун шундай B ^ F  ва B2£F (бу ерда F 
система Gm ярим халкани уз  ичига олган минимал *алка) туп­
ламлар топиладики, улар учун (3) тенгсизликлар уринли булади. 
Аг ва А2 тупламлар узаро кесишмаганлиги сабабли 24.5- тео­
ремага асосан ушбу
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Bt n  (At A B J  (4)
муносабат уринли.

Gm ярим хал^aда атнуганган т  улчовнинг F минимал хал- 
к,ага давомини т '  билан белгилаймиз. 2 5 .1 -теоремага асосан 
т '  улчов аддитивдир.

2 6 .1 -теоремага асосан хар Цандай B£F учун ц*(В) =  т '(В )  
тенглик уринли. Бундан ^амда булгани учун (4)
муносабатдан 26.3- теоремага асосан

ц*(Вг п в 2) =  т '  {В1 П В2) < \1 * (Аг A B J  + \i* (Ла А Вг) 
тенгсизлик уринли булади. Бундан (3) тенгсизликка асосан

m '(S ( П В2) < 6' (5)
Иккинчи томондан,

Лл с :  Вх U (Ах Д Вх) 
ва A2czB2[](A2AB2) муносабатлардан  26 .3-„теоремага асо­
сан уш бу

ц*(Лх) <  [л* (В,) +  Ц* (А, Д В,) =  т '  (В,) +  Ц* (Ах Д В,)
ва

И* (Л2) <  (х* (Вг) +  ц%4а Д В2) =  т  (Ва) +  ц* (Ла Д В^
тенгсизликлар келиб чикади. Б улардан  (3) тенгсизликка 
асосан ^уйидагига эга  буламиз:

т '  (Вх) >  \i* (Лх) — j  ва т ' (BJ>\i*(AJ— -j-  (6)

А\ ва Л2 тупламлар узаро  кесиш маганлиги сабабли
2 4 .5 -теоремага асосан ушбу

A A B = ( A ,  U Л ^ Д ^  U В2) с ( А 1 АВ1) U (АаА В 2)
муносабат уринли. Бундан, 26.3- теоремага ва (3) тенг- 
сизликларга асосан

Iv* (M B ) <  \1*(АХ A B J  +  ц* (А% А Вг) <  е. (?)
Энди В сЛ Щ Л Д В ) муносабатдан 2 6 .3 -теоремага асо­

сан уш бу
[I* (В) =  т '  (В) <  u* (А) +  \i*(A А В)

ёки
ц%4) > т '( В )  — ц*(-4Д В ) 

тенгсизликка эга буламиз. Бундан (7) тенгсизликка асосан 
у*(А)7* т '(В )  — г .  (8)

Энди 24.4- теоремага асосан ушбу
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By и  В, =  в,  и  [В2\(Ву П fia)].

Вг =  (В, n 5а) U [Вг\(В 2 Л 
а й н и я т л а р н и н г  j/ринлилигидан ^амда т '  улчовнинг адди-
тивлигидан

т  (By U В2) =  т '  (By) +  т '  [В2\(В 1 Л В 8)]. 

т '  (В2) =  т '  (By Л В2) +  т'[В2\(Ву Л BJ\ 
тенгликларга эга буламиз. Булардан

т '  (Вх (J Яа) =  т ' (f ii) +  т ' (В2) — т '{Bt Л BJ 
тенглик келиб чикади. (5), (6) ва (8) тенгсизликлардан 

ц*(Л) > т '  (В) — е =  т '  (By) +  т '  (В2) — т '  (By Л Ва) —
—е >  р* (Ау) +  р* (А2) — Зе,

яъни
р* (А ) >  р* (Лх) +  р* (Л2) — Зе.

Бундан е> 0  ихтиёрий кичик сон булгани учун
P*(A)>1l*(A1) + [i*(AJ

тенгсизлик келиб чикади. Энди тескари
р Ч Л К р Ч Л Л - f  р*(Л ,)

тенгсизлик Л = Л 1 и Л 2 тенгликдан 2 6 .3 -теоремага асосан 
келиб чикади. Бу икки тенгсизликдан

р*(Л) =  р*(Л х) +  р*(Л2) 
тенгликка эга буламиз.*

Бу теорема курсатадики , Z улчовли тупламлар систе­
масида аникланган  р* туплам функцияси (ташк,и улчов) 
аслида улчов экан .

3- т а ъ  р и ф. Z улчовли тупламлар системасида аниц- 
ланган ц* туплам функцияси (ташци улчов) Лебег улчови 
дейилади ва р оркали белгиланади.

26 .8 -т е о р е м а. Сони саноцли улчовли тупламлар- 
нц«г HuFunducu ва купайтмаси улчовли тупламдир.

И сбот . Фараз килайлик {Лх, А2, . . .  } кетма-кетлик ул-

овли тупламларнинг саноцли системаси булиб, А =  [J Ап бул- 
с«н. ушбу Л=1

Л| =  Лх,

Л' = л2\ л х
Аз =  Л 3\ ( и Л 2),
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тупламларни тузамиз. Бу тупламларнинг узаро кесишмаслиги
оо

хамша А =  [} А'ь тенгликнинг уринлилиги уларнинг аниьула- 
*=i

нишидан келиб чи^ади. 26.5- теоремага асосан уларнинг *ар 
бири улчовли туплам. Х,ар ^андай п натурал сон учун

(J /4; с ;  Л  
*= 1

муносабат уринли. Бундан 26.2 ва 26.7- теоремаларга 
асосан

2 М А ^ » ф А д < »*(А )
П = 1

тенгсизликка эга буламиз (бу ерда *ар цандай улчовли 
В туплам  учун ц,* (В )= |л(В ) тенгликдан ф ойдаландик). 
Бу тенгсизлик ихтиёрий п учун бажарилганлиги сабабли 
у  оо д а  *ам  Уринлидир:

> ? ц (Л ;Х ц * (Л ) .
к=1

ОО
Демак, V  (1 (А'к) катор я^инлашувчи булиб, хар ^андай е >  О 

к= 1
сон учун шундай N =  N (г) сон топилади ки,

(9)
k>N z

тенгсизлик уринли булади. А'п, п =  1, 2, . . .  тупламлар ул-
N

човли булгани учун 26.5- теоремага асосан С =  U А'п туплам
Я= 1

хам улчовли. Шунинг учун улчовли туплам таърифига асосан 
шундай В туплам топиладики,

ц* (С А В) <  (10)

тенгсизлик баж арилади .
Л ва С тупламларнинг тузилиш ига ва 24.5- теоремага 

асосан уш бу
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муносабат уринли. Бу муносабатдан 26.3- теорем ага асо­
сан

ц* (АЛВ) <  ц* (СДВ) +  У ц *  (Лй) =  ц* (СДВ) +  2  И (4Р

тенгсизликка эга буламиз. Бундан з^амда (9 ) ва (10) тенг- 
сизликлардан

ц* (-4ДВ) <  е 
тенгсизлик келиб чикади. Д ем ак ,

A = U  Ак
к= I

туплам  улчовли экан .
°°

Энди А' =  П Аь тупламнинг улчовли эканини курсатамиз. 
*=1

2 6 .4 -теоремага асосан Ак, 6 = 1 , 2 ,  . . .  тупламлар улчовли 
булгани учун Е \А к, 6 = 1 , 2 ,  . . .  тупламлар хам улчовли-

оо
дир. ^озиргина исбоглаганимизга асосан U (£"\ЛА) туплам хам 

Улчовли. 26.4- теоремага асосан

Е\Т\(Ё\Ак)
.*= t *

туплам улчовли. Иккилик принципига асосан

£ \ U  (£ \ Л * )=  fl [ £ \ ( £ \ ^ ] « П Д  
*=i *=( *«*• 

оо
булгани учун А '=  П Ак туплам улчовли., 

k= 1
Бу теоремадан Z улчовли тупламлар системасининг бир 

ва^тда з^ам о-^ал^а, хам  б- з^ал^а эканлиги келиб чи та­
ли. Z система Е бирлик элементга эга булгани учун у ай- 
ни вактда  а- алгебра з^амдир.

26.9- т е о р е м а .  Лебег улчови а- аддитив Цлчовдир, 
яъни агар А, А ь Аг, . . . ,  А „ ,. . .  улчовли тупламлар булиб,

А =  U Д ,  Ак[)А. =  0 ,  кф'\

б^лса,

А Д В = ( U А'к) Д В с  (СДВ) U ( i M i )
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ц (Л) =  2  М (Л*).
4 = 1

И с б о т .  2 6 .8 -теоремага асосан Л улчовли туплам. 26.3-тео-
оо

ремага асосан A — \jAk тенгликдан 
* = i

ц ( Л ) < 5 > ( Л * )  (11)
k—\

тенгсизликка эга буламиз (бу ерда улчовли туплам  учун 
ц .* (Л )= ц (Л ) тенгликдан ф ойдаландик).

Иккинчи томондан, ^ар цандай N натурал сон учун
N
U Ака  А

муносабатдан 2 6 .2 -ва 2 6 .1 -теорем аларга асосан 

N ^H(U Л*)= >  ц(Л*) <  и-(Л)
А=| *=1

тенгсизлик келиб чикади. Бу тенгсизлик ^ар цандай N 
учун уринли б^лганлигидан у  N-*-oo да ^ам уринлидир:

V  М А ,«  (А).
*= 1

Бу ва (11) тенгсизлик теоремани исботлайди.*
26.10- т е о р е м а .  Агар Ах ^ A 2zd, . . . , Ak £ Z, k =  1, 2 , . . .

оо

камаювчи улчовли тупламлар кетма-кетлиги учун А = П Ak
k— 1

б^лса, у  %олда
И (Л) = Н тц (Л п) (12)

оо

булади.
И с б о т .  Теоремани Л =  0  булган хол учун исботлаш ки- 

фоя, чунки умумий хол Ап тупламни ЛП\ Л  тупламга алмаш- 
тириш йули билан бу холга олиб келинади. Шундай килиб, 
Л =  0  булсин. Ах, Л2, . . .  улчовли тупламлар учун ^уйида- 
ги тенгликларни ёзишимиз мумкин:

л ^ ^ х л ^ и ^ х л ^ и ..........

Ап =  (^nNAl+l) U (^n+l\^n+2) и * • ■
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Бу ерда (Л*\ЛА+1), £ = 1 , 2 ,  . . .  тупламлар узаро кесишмай­
диган тупламлардир. 26.9- теоремага асосан |х улчов о- аддитив 
улчов булгани учун (13) ифодадан фойдаланиб, цуйидаги тенг­
ликни ёзамиз:

А = 1
Л! туплам улчовли булгани учун бу тенгликнинг унг томо- 

нидаги ь а̂тор яцинлашувчи. Унинг ^олди^ хади

k=n

(13) ёйилмага асосан Ап тупламнинг улчоЕига тенг, яъни

k=n

Маълумки, якинлашувчи цаторнинг к,олдик хади п-*~ оо да 
нолга интилади. Бундан п-> оо да fx (Ап)-+  0 муносабат келиб 
•щ ади.*

(12) тенгликни каноатлантирувчи |х улчов узлуксиз улчов 
дейилади.

26.11- н а т и ж а .  Агар Ах с :  Л2сг . . . a A nc z , . . . , An£F, 
п =  1, 2, . . .  Усувчи улчовли тупламлар кетма-кетлиги учун

ОО
А — U Аь булса, у %олда

А=1 в

булади.
Исботи 26.10-теоремада Ап тупламдан унинг тулдирувчиси 

САп га утиш ор^али олинади.
26.12- и зо х. Шундай цилиб, Gm ярим з^алцада аницланган

о- аддитив т  улчовни ани^ланиш со^аси а- алгебрадан иборат 
булган ст- аддитив хамда узлуксиз бул ган |х улчовга давом 
эттирдик. Бу усул билан давом эттирилган |х улчов т  улчов­
нинг Лебег маъносида давоми дейилади.

27- §. Текисликдаги тупламларнинг Л ебег улчови

Бу ерда илгариги параграф ларда баён этилган абс­
тракт улчовнинг татби^и сифатида текисликдаги туп лам ­
ларнинг Лебег Улчови билан ш урулланамиз.
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Ф араз к;илайлик, а, Ь, с ва d ^ациций сонлар берилган 
булсин.

Текисликдаги ^уйидаги куринишдаги тупламлар тйр. 
ри туртбурчаклар дейилади:

1. Р = { (х , y ) : a ^ x ^ b ,  c ^ y ^ d ) .
2. Я =  {(*, у ):а  <  b, c ^ y < d } .
3. Р =  {{х, у): а <  х ^  b, с <  у  <  d}.
4. Я =  {(х, y ) : a ^ x ^ b ,  c < y < d \ .
5. Р — {(х, у ):а  ^  x < b ,  c ^ y ^ d { .
6 . Р = {{ х , y ) : a ^ x < b ,  с ^ у <  d).
7 . Р =  {(х, y ) : a ^ x < b ,  с < у  < d j .
8 . Р =  {(х, y ) : a ^ x < b ,  c < y < d } .
9. Р  =  {(*, y)'-a<L х <  b, с <  (/ <  <2}.

10. Я =  {(%, у ) : а < х  < 6 ,  с <  у <  d}.
11. Я — {(х, у ) : а < х  < 6 , с <  у  <  d}.
12. Я =  {(х, у ) : а < х  ^.b, c < y < d } .
\3. Р =  {(х, y ) : a < x < b ,  c ^ y ^ d } .
U. Р =  {{х, y ) : a < x < b ,  c ^ y < d } .
15. Я =  {(х, y ) :a < x < L b , c < y ^ d ) .
16. Я =  {(х, y ) : a < x < b ,  c < .y < d ) .

М асалан , 1 - куринишдаги Я = {(х, у) : а ^ х ^ Ь ,
^ d )  тугри туртбурчак a< b , c< d  булганда ёпик (ёки 
чегарали) тугри туртбурчакни; a = b, c< d  ёки и<Ь, 
c — d булганда сегментни, a> b, c> d  б улган да эса буш 
тупламни ифодалайди. Ш унингдек, 16 -куринишдаги Я  — 
= {(х, у) : a < x < b , c < y< d }  тугри туртбурчак а< о, 

c< d  булганда очиц (ёки чегарасиз) тугри тур тб ур ч ак н и , 
долган ^олларда эса буш тупламни ифодалайди. 2 ,3 , о 
ва 9- куринишдаги тугри туртбурчаклар бир томони 
очиц, 4 , 6 , 7 , 10 , 1 1  ва 13 -куринишдаги тугри туртбур' 
чаклар икки томони очиц, 8, 12, 14 ва 15- к у р и н и ш д а г и  
туртбурчаклар уч томони очиц тС/Fpu туртбурчаклар ДеИ®‘ 
лади, бундай т^гри туртбурчаклар ярим очиц тугри тур ' 
бурчаклар деб 5\ам аталади . Булар а ва b ^амда с ва 
соилар орасида буладиган муносабатга ^араб т^ р и  тур ' 
бурчакни, ё интервални, ё ярим интервални ёки буш ту 
ламни ифодалайди.
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Текисликдаги барча турри туртбурчаклар тупламини 
/7, оркали белгилаймиз.

Tvfph т>'ртбурчакнинг таърифланишидаи >;амда ^алка- 
нг таърифидан цуйидаги теорема келиб чикади: 

н 27 1- т е о р е м  a. G0 T i jF p u  туртбурчаклар системаси

ЯриИс*бота% р  цандай иккиP^G0 ва P 2£G0 турри туртбурчак 
н Р {]Р2 хам тУрРи туртбурчак (агар улар кесишмаса, буш 

тСпчам)1 эканлиги равшан, яъни Р, ПP 2£G0 (0  £G0 эканлиги G0 
системанинг таърифланишидаи келиб чикади). Энди P£G0 ва 
рср ' тугри туртбурчаклар учун Р„<=Р булсин. У холда турри 
т|ртбурчакнинг таърифланишидаи шундай узаро кесишмайдиган 
сони чекли Р „  Р 2, . • • , Р„ турри туртбурчаклар топиладики, 
Р турри туртбурчак Р0, Рх, . . . ,  Рп турри туртбурчакларнинг 
йириндисидан иборат булади, яъни Р =  Р0[) Рх (J . . .  U Р„-* 

Энди G0 ярим халцада m туплам функциясини к,уйидагича 
аниклаймиз:

m (Р) =  0, агар Р — 0  булса, m (Р) =  (b — a)(d — с), агар 
Р ёпиц, очик; ёки ярим очик; турри туртбурчак булса.

m туплам функцияси улчов. Хакикатан, хар кандай Р £ G„ 
учун m (Р) >  0 эканлиги m функциянинг таърифидан куринади:

Р =  UP*. Рк\\Р\=\0,Ьф j, Pk£G0 булганда
k=z I

m (P )=  V/m (P^)
*=i

тенгликнинг уринли эканлиги эса элементар геометриядан 
маълум.

Агар G0 ярим халкани уз ичига олган минимал халкани F0 
оркали белгиласак, 24.3- теоремага асосан унинг хар бир A£F0 
элементи ушбу

А =  I l K  р * п р>=  01 кфи р £ ° ° ' к = ( 1 )

куринишга эга. F0 .^ал^ада т ’ улчовни ушбу

т ' И ) = 2 т ( Р*)^  •' *=.1
^ шда аниклаймиз. т '  улчов A£F0 тупламни (1) куриниш- 

ифодалаш усулига борлиц эмас. )^ацицатан,
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3;П<2; = 0 .  1 Ф ] ,  P k£G0, k = \ , n ,  Q ^ G 0, / = 1 7 7

булсин. G система ярим халца булгани учун^РА f) Q, 6 Q0, P 
k — I, n за Gj, j  = I, s турри туртбурчакларнинг олинишига 
асосан

тенгликлар уринли. Бундан m улчов булгани учун

j o i f p j -  2 2 т <р * п « , ) -
А=1 f c = I / - l  /=1 *-= I

=  2 т «?/)
/=1

тенглик келиб чицади.
G ярим ^ал^ада т  ва /п' улчовларнинг устма-уст ту- 

шиши уларнинг таърифидан келиб чи^ади.
Энди текисликда чегараланган  А туплам  учун ташци 

улчов тушунчасини киритамиз. Умумийликни камайтир- 
масдан, бундай тупламларни бирор Е турри туртбурчак- 
нинг кисмларидан иборат деб царашимиз мумкин.

Фараз ^илайлик, Ри Р2..............Рк, . . . , Pk£G0, k =
=  1,2, . . .  сони чекли ёки сагщ ли тугри /гуртбурчаклэр сис­
темаси Лсг.£ тупламни цопласин:

Г 7' - - -  оо

А\<= U Р*.rij, ■ *=1 * _
Маълумки, бундай турри туртбурчаклар системасини чексиз 
куп усул билан тузиш мумкин. Шу нинг учун У т  (P J  йириндЯ

*ам чексиз куп кийматга эга ва >:ар бир Pk учун т (Р к) > О 
булгани туфайли, бу йиринди куйидан чегараланган булади. Бу 
йириндилар системасининг аник куйи чегараси А тупламнинг 
таищи улчови дейилади ва у  цуйидагича белгиланади:

|i* (А) =  inf 2 m (P * ) .
Л С VPk k

Агар А а  Ё туплам ва берилган е >■ О сон учун В €f*  
топилсаки, ц* (ААВ) <  е тенгсизлик бажарилса, А туплам Ул* 
човли туплам дейилади.

Текисликдаги барча Улчовли тупламлар  с и с т е м а с и н и  
Z0 ор^али белгилаймиз. 2о системада аницланган Ц* ФУН 
ция Лебег улчови дейилади ва ц орцали белгиланади.



МАШК,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1 Сон У^ининг барча чегараланган  ^исм тупламлари- 
' зиЛган Н система ^алца таш кил этишини исботланг. 

даН2 'Фараз цилайлик, К халца берилган булиб, А £ К  ихтиё- 
пий элементи булсин. К (А) оркали барча А(\В куринишдаги 
Спламлардан иборат системани белгилаймиз, бу ерда В £ К. 

К(А) системанинг Ё — А бирлик элементга эга булган алгебра 
эканлигини исботланг.

3 Агар А ихтиерии чексиз туплам булса, у ^олда унинг 
чекли ёки санокли ь^исм тупламларидан  тузилган Н 
система cr-^ ал^ а  таш кил этади . Шуни исботланг. А туп­
ламга кандай шарт ^уйилганда Н система а- алгебра бу­
лади?

4. Сон у^идаги барча сегментлар, интерваллар ва ярим 
очш\ интерваллар туплами ярим ^алца таш кил этишини 
исботланг.

5. Агар Р ярим халца булиб, унинг исталган иккита А£Р 
ва В£Р  элементи учун A U В £ Р булса, у  холда Р  ^ал^а бу­
лади. Шуни исботланг.

6 . Р =  {(х, у ) : a ^ x ^ b ,  c ^ y ^ d }  туплам текисликдаги 
тугри туртбурчак булиб, Е а  Р туплам унинг улчовли ^исми 
булсин. Ушбу P(t) =  {(х, у) £ Р: a ^ x ^ t ,  c ^ y ^ d )  белги- 
лашни киритамиз. У холда f  (t) =  p,(£f| P(t), функциянинг [a, b] 
сегментда узлуксизлигини исботланг.

7. Агар Ё туплам текисликдаги улчовли туплам булиб, 
\i(E) — p булса, у  холда хар к,андай q { 0 ^ q ^ p )  сон учун 
Е тупламнинг р. (Ёя) — q шартни каноатлантирувчи улчовли 
£q к,исми мавжуд. Шуни исботланг.

8. [О, 1] сегментдаги сонларнинг унли каср ёйилмасида 
2 разами 3 рацамидан олдин учрайдиган сонлар тупла- 
мининг Лебег улчовини топинг.

9. [О, 1] сегментдаги сонларнинг унли каср ёйилмасида 
разами цатнаш майдиган сонлар тупламининг Лебег ул ­

човини топинг.

V  б о б

УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР
28- §. Функция ва унинг узлуксизлиги

Биринчи бобда киритилган функция тушунчасини эс- 
атиб Утамиз.

Ти *"т а ъ Р и Ф- Агар X тупламнинг %ар бир х элемен- 
бирор цоидага мувофиц Y тупламдан биргина у эле­
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мент мос келтирилган булса, у  ^олда X тупламда функция 
берилган дейилади ва бу муносабат

y = f { x ) ,  y = g ( x )  
ва хоказо куринишларда ёзилади.

Киритилган таърифда X ва У тупламлар элементла- 
рининг табиати ихтиёрий булиши мумкин. Таърифнинг 
асосий мазмуни бу икки тупламнинг элементлари ораси- 
даги  муносабатни ани^лаш дан иборатдир. Яна шуни хам 
айтиб ^тиш керакки , таърифга мувофи^ X тупламнинг 
турли элементлари учун У тупламдан  биргина элемент 
мос келиши з^ам мумкин.

Бу таъриф XIX асрда яш аган  немис математиклари 
Дирихле ва Риманлар томонидан берилган булиб, функ­
циянинг з^озирги замон таърифи з^исобланади.

Агар X ва У тупламларнинг элементлари ^а^икий сон­
лардан  иборат булса, у  з^олда

y =  f(x)(xeX, у O')
муносабат м атем атик анализнинг умумий курсида берил­
ган функция тушунчасининг худди узи булади. Бу хол­
д а  / ни ха^иций х узгарувчининг функцияси дейилади. 
Бу бобда з^аци^ий функциялар билангина ш угулланамиз.

Агар X  тупламнинг элементлари п улчамли Эвклид фазо- 
сининг нукталаридан иборат булса, яъни х =  (* ,, х2, . . ., x j  
ва Y тупламнинг элементлари ^ак,и^ий сонлар^булса, у  .\олда

У ~  f  (Х|> Ху . . . , хл) — fv(x)
п узгарувчининг функцияси булади.

2 - т а ъ р и ф  (Коши ). Бирор нуктали Е тупламда f (х) 
функция берилган булсин. Агар хаР кандай мусбат е 
сон учун х0 нуктанинг шундай (х0 — б, х0 +  б), б > 0  атро­
фи мавжуд булсаки, (х0 — б, х0 +  6) (] Е тупламнинг хар 
бир х элементи учун

If (*) — f (*o)l<e
тенгсизлик бажарилса, у хол °̂- f ( x) функция Е туп­
ламнинг х0 нуцтасида узлуксиз дейилади. Агар Е туп­
ламнинг Х&Р бир нуцтасида f(x ) функция узлуксиз 
булса, у холда f(x ) функция Е тупламда узлуксиз дейи­
лади.

Бир неча Узгарувчининг функцияси учун з а̂м у з л у к с и з л и к  

тушунчаси шунга ухшаш берилади. п улчамли фазонинг бирор 
Е цисми берилган булсин. Агар хар кандай мусбат е сон учуй 
x°i (i =  1,п) нинг шундай (x f— б,-, х? +  б ), б,- >  0, (i =  1.«) аТ'



рофи мзвжуд В тупламнинг координаталари тегишли
атрофга кирган *ар бир х — (xlt х2, . . .  , хп) (х(- 0 < х ( <
<  х° 4- 6) нуктаси учун

.............x°r) - f ( x v х2................* „ )| < е

тенгсизлик бажарилса, у  *олда / (хх, х2............ хп) функция (х°,
хо , х®) ну^тада узлуксиз дейилади.
Х:’ з -т а ъ р и ф . А 'ар  х0 пуктада f(x) функция узлуксиз 
бйлмаса, у *олда бу нуцта / (х) нинг уэилиш нуктаси дейи-

АадЪу ^олда шундай е > 0  мавжудки, ихтиёрий б > 0  учун
\х — х0 | < 6

тенгсизлик ни ^аноатлантирадиган нуцталар ичида

I/ (*) — / (Хо)1 3*е
тенгсизликни цаноатлантирувчи х  ну^та м авж уд .

f(x) функциянинг ихтиёрий Е тупламдаги  аник; ю^о- 
ри ва аниц цуйи чегаралари, тебраниш туш унчалари1 
математик анализ курсида (Е туплам орали^дан иборат 
булган *ол учун) цандай берилган булса, умумий .%олда 
*ам худди шу каби булади.

Бу туш унчалар ёрдамида х0 нуцтада f(x)  функциянинг 
узлуксизлигини яна цуйидагича бериш мумкин. х0 ну^та 
Е тупламнинг лимит нуктаси булсин (Е туплам  ёпиц ёки 
ёпи^ булмаслиги *ам  м ум кин). Агар f(x )  функциянинг х0 
ну^тадаги тебраниши нолга тенг булса, у  *олда f{x) 
функция х0 нуцтада Е туп лам га нисбатан узлуксиз дейи­
лади (Бэр таърифи).

Бу таърифдан бевосита куринадики, агар хг, хг, . . . , хп, . . . 
нукталар кетма-кетлиги Е тупламдан олинган булиб, хп нук,- 
тага я^инлашса ва 6v пуктада / (х) функция узлуксиз булса, 
У_*олда ушбу

/ (Jfn)“ >‘ / W  (П-+0 0 )
муносабат Уринли булади. Сунгги натижани функциянинг 
V,, Узлуксизлиги таърифи сифатида кабул  килиш 
* *  мумкин эди (Г  е й н е таърифи)
Bv э^ ТуРЛИ таъ РиФларнинг барчаси узаро  эквивалентдир. 
КилингНВаЛеНТЛИК м атем атик анализ курсида тула баён 

Бу ЭНИ ^  е^д а  буиииг устида тухтаб  утирмаймиз. 
аърифлардан узлуксиз функцияларнинг йигинди-

Е у т^шУнчалаР ^а^ида 6 1 -§  га царанг.
9—418
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си, айирмаси, купайтмаси ва б^линмасининг (булувчи 
функция з̂ еч цайси ну^тада нолга тенг булм аган  ^олда) 
узлуксизлиги м атем атик анализ курсида ^андай курса- 
т л г а н  булса, шу каби к^рсатилади. Энди узлуксиз функ- 
цияларга ^уйидаги мисолларни келтирамиз.

1 - м и с о л .  ф0 (х) функциянинг х нуцтадаги киймата \пх— х\
га тенг булсин; бу ерда пх сон х га энг яцин [булган бутун 
сон. <р0 (х) функциянинг геометрик тасвири 8 -шаклда берилган 
булиб, даври бирга тенг булган даврий функциядир. Бу функ-

Г £ __  | £ "1
ция ^ар бир — — , — (бу ерда k — бутун сон) сегментда

чизик,ли булиб, унинг бурчак коэффициента ± 1 га тенг бу­
лади.

2 -м и с о л . / (х) функция |0, 1] сегментда ^уйидагича аник- 
ланган: агар х£ Р0 булса, / ( а )  =  0 (бунда Р0 — Канторнинг 
мукаммал туплами). Р0 га нисбатан тулдирувчи ораликларда 
функциянинг геометрик тасвири диаметри тегишли орали^нинг 
узунлигига тенг булган ю^ори ярим текисликдаги ярим айла- 
надан иборатдир (9 -шакл).

Бу функциянинг аналитик ифодаси цуйидагича булади:
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О, агар х£Р0 б)'лса,

]/ ■  J l̂ p l j" [х an . агар an ^ x ^ b n бул­

са, бунда (а , Ьп) —  Канторнинг Р0 тупламига нисбатан ихтиё­
рий тулдирувчи оралик;. Бу функция [0, 1 ] сегментнинг хар бир 
нуцтасида узлуксиз булади. Агар х0£(ап, Ьп) булса, у  *олда 
х0 нуцтада f  (х) нинг узлуксизлиги бевосита унинг аналитик 
ифодасидан куринади. Агар х0£Р0 булса, ихтиёрий мусбат е 
сон учун х0 нук;танинг истаганча кичик (х0 — б, х0 +  б) атро­
фии»' шундай танлаб оламизки, бу атроф билан [кесишган тул­
дирувчи (ап, Ьп) оралиуларнинг узунлиги е дан кичик булсин.

Демак, / (х) нинг тузилишига мувофик (х0 — б, х0 +  6) ат- 
рофнинг ^ар бир ну^тасида

О <  / (х) <  е
тенгсизлик бажарилади; лекин / (х0) =  0, чунки х0 £ Р0 шунинг 
учун

I/ ( * ) — / Ю 1 < е
тенгсизлик (х0 — б, х0 +  б) ораликнинг ^амма нукталари учун 
бажарилади. е > 0  ихтиёрий кичик сон булганлиги учун / (х) 
нинг х0 (£ Р0) нукта да узлуксизлиги ва шу билан бирга / (х) нинг 
[О, 1] сегментда ^ам узлуксизлиги келиб чикади.

29- §. Узлуксиз функцияларнинг асосий 
хоссалари

1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас k сон мавжуд 
булсаки, х нинг Е даги %амма цийматлари учун

1 Ж К *
тенгсизлик бажарилса, f(x ) функция Е тупламда чегара­
ланган дейилади.

29.1- т е о р е м а. Чегараланган хамда ёпиц Е тупламда 
ани^ланган ва узлуксиз %ар цандай f(x ) функция шу туп­
ламда, чегараланган булади.

И с б о т .  f(x)  ни Е туплам да чегараланм аган  деб ф араз 
циламиз. ;> ^олда ^ар цаидай п натурал сон учун Е туп­
лам да шундай хя ну^та топиладики, унинг учун ^уйида- 
ги тенгсизлик баж арилади :

f  (хп) > п .  (1)
Е чегараланган булгани учун

р ^ ТпитадКеТМа' Кетлиги х-ам чегараланган 'булади. Больцано- 
Веиер рзсс теоремасига мувофик; |хп) кетма- кетликдан бирор-
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та х0 ну^тага яцинлашувчи {хп*1 ^исм кетма-кетлик ажратиб 
олиш мумкин. Е ёпи^ туплам булганлиги учун х0£Е. f (х) 
функция Е тупламда узлуксиз булганлиги сабабли,

f  (Хп)' f (хп) ’ • • • » / (*„*> • • • •

кетм а-кетлик яцинлашувчи булиб, унинг лимита f(x0) ra  
тенг булади (Гейне таърифига к ур а ) . Иккинчи томон­
дан , (1) муносабатга асосан

l f ( x nk) \ > nk>

яъни k нинг бирор ^ийматидан бошлаб (/ (х„л)) кетма-кетлик 
элементларининг абсолют циймати истаганча катта пк сондан 
катта булади; демак, (/ (*„fe)} кетма-кетлик яцинлашувчн була
олмайди. Бу зиддият теоремани исботлайди.*

29 . 2- т е о р е м  а. Епиц ва чегараланган Е т$пламда 
аницланган узлуксиз f(x ) функциянинг цабул цилади- 
ган цийматларидан иборат Ф туплам ёпиц туплам­
дир.

И с б о т .  Ф тупламнинг ^ар цандай лимит нуцтаси узига 
киришлигини исбот циламиз. у0 нуцта Ф тупламнинг ихтиёрий 
лимит нуцтаси па ух, у2, . . . , уп, . . . нуцталар Ф тупламдан 
олинган х;амда у0 нуцтага яцинлашувчи кетма- кетлик булсин. Ф 
тупламнинг уп элементига Е тупламдан мос келган нуктани хп 
билан белгилаймиз (функциянинг таърифига кура камида битта 
шундай нук,та мавжуд), яъни

yn =  f ( xn> (*„££)•

Е чегараланган ва ёпик туплам булганлиги учун Больцано-Вей-
ерштрасс теоремасига асосан xv  хг............  хп, . . . кетма- кетлик
камида битта х0 лимит ну^тага эга булади ва бу лимит нукта 
Е тупламга киради, яъни х0£Е. {хп} кетма-кетлик х0 ну^тага 
якинлашупчи ва f(x) функция х0 да узлуксиз булгани учун 
/ W - W W . иккинчи томондан, уп — f(xn) -+ у 0. Демак, y0~ f(xoJ< 
х0£Е булгани учун г/0€ Ф  муносабат келиб чикади.*

Ф ёпиц туплам  булганлиги учун унинг ^уйи ва юк°‘ 
ри чегаралари узи га киради, булар f(x)  нинг энг кичи 
ва энг катта  ^ийматлари бУлади. .

Бу муло^азадан  эса бевосита натижа сифатида КУ0И' 
диги теорема келиб чикади:

29.3 т е о р е м а (Вейерш трасс). Епиц ва ч е га р а л  
ган Е тупламда аницланган узлуксиз f(x) функЦ



^ 2  Тпаър'иф- Агар %ар цандай е > 0  учун шундай 5 > 0  
гон мавжуд булсаки, Е тупламдаги ушбу \ х' — х" I <  б тенг- 
сизликни каноатлантирувчи барча х' £ Е ва х" 6 Е нукталар 
ичун

[/(*')- / ( * " ) 1 < е

тенгсизлик бажарилса, f(x ) функция Е тупламда текис 
излуксиз дейилади.

Бу таърифни функция узлуксизлигининг иккинчи таъ ­
рифи билан солиштирганда цуйидаги фар^ куринадн.

Функция узлуксизлигининг иккинчи таърифидаги (28- §) 
б> 0  сон е сонга ва ум ум ан  айтганда, х0 ну^тага богли^. 
Текис узлуксизлик таърифидаги б сон эса ф акат е сонга- 
гина богликдир.

Хар цандай текис узлуксиз функция узлуксиздир, аммо 
бунинг тескариси доимо турри булмайди. Бу фикрни 
тасди^ловчи мисоллар уцувчига м атем атик анализ курси- 
дан маълум. Аммо узлуксиз f(x) функция ёпик; ва че­
гараланган тупламда берилган булса, унинг учун цуйидаги 
теорема уринлидир.

29.4-т е о р е м а  (К ан тор ). Епиц ва чегараланган Е туп­
ламда берилган \ар цандай узлуксиз f (x) функция бу 
тупламда текис узлуксиз булади.

И с б о т .  f(x) функция Е туп лам да узлуксиз, лекин 
текис узлуксиз эм ас деб фараз циламиз. У *олда шундай 
мусбат е сон топиладики, *ар  цандай мусбат 6 сон* учун
£ тупламда шундай икки х" нукта м авж удки , бу н ук­
талар учун

\ х ' -х " \ < 8 ,
\f(x')-f(x") | > е  

муносабатлар уринли булади.
Энди б га кетма-кет - i ,  -1 , . . . , J_, . . . кииматларни бе- 

риб, г 3 п

|д:п — < | < i ,  \{(х'п) — /(дс^| > е (л -  1,2.____) (2)

^нгсизлнкларии ёзишимиз мумкин, бу ерда х'£Е ва х'п£Е (п =
| Е чегараланган туплам булганлиги учун

кетма Х[’ х-' ’ ’ ' ' хп' ■ • •
бтликдан бирорта х0 ну^тага я^инлашувчи

£  т у п л а м д а  узининг эн г кичик ва эн г катта цийматини ца-
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цисм кетма-кетликни ажратиб олишимиз мумкин. Е ёпи^ туп- 
лам булганлиги учун х0 £Е булади. (2) га музофи^,

1 * о  —  * ; k \ <  I * 0  —  *пк\ +  1 х пк —  х пк \ <  I * о  —  *'пк\ +  ~  

муносабзтларни ёзишимиз мумкин. Бу муносабатлардан эса

хт ' хп,' • ■ • ,хпк' • ■ •
кетма-кетликнинг ^ам х0 ну^тага я^инлашиши келиб чикади. 
х0 нуцтада /(*) функция узлуксиз булганлиги сабабли мусбат е 
сон учун х0 нинг шундай (х , х") атрофини топиш мумкинки, 
(х , х") П Е тупламнинг хар ^андай л: элементи учун

| / ( X o ) - / W | < f

тенгсизлик бажарилади.
Энди ва (х"^} кетма- кетликларнинг х0 нук.тага якин-

лашувчилигидан фойдаланиб, шундай п0 сонни топиш мумкин­
ки, к >  п0 булганда, х'Пк ва х’Пк нуцталар (х , х') оралшдо кир-
ган булади, чунки бу оралиц х0 нинг атрофи.

Демак, к >  п0 булганда

I f(xak) ~  /К'*) \ <  I № }  ~  /(-о) I +  I /(*«) -  K Q I <

муносабатларни ёзишимиз мумкин; бу натиж а эса (2) 
м уносабатларга зид.*

30- §. Узлуксиз функциялар кетма-кетлиги

Ф ункциялар кетма-кетлиги билан кейинги бобда тула- 
ро^ ш урулланамиз. Бу ерда эса узлуксиз функциялар 
кетма-кетлигига оид биргина теореманинг исботини ке 
тириш билан чегараланамиз. Бу теорема келгусида зарур 
булади.

Бирор Е туп лам да
/[М . f2(x)............. fn(x), . . .

функциялар кетма-кетлиги ашнутанган булсин. Агар х0€ Е Учу# 

/1 2̂ 0*0̂ ’ 1 ' 1 ’ /л (*о)> ' ' •



ПЯП к е т м а - к е т л и г и  бирор лимитга зга булса, у холла (1 ) 
ССт я  к е т л и к н и  х0 (£Е) нуктада якинлашувчи дейилади; бу 

ни / ( х ) билан белгилаймиз. Агар (1) кетма-кетлик Е 
З Е * н г  хар бир нуцтасида яцинлашса, у  холда бу кетма- 

лик Е тС'Пламда якинмшусчи дейилади на лимит функция- 
5Г/(х) билан белгилаймиз

Бу таърифни бош^ача («£ — с» тилида) цуиидагича хам ифо-
палаш мумкин. ^

1- т а ъ р и ф .  Агар %ар канааи е > 0  сон еа %ар кандай
х £Е нукта учун шундай п0 натурал сон мавжуд булсаки, 
барча п > п 0 учун

1/п(*о> —  / ( * o ) i< £ 
тенгсизлик бажарилса, у %олда (1) кетма-кетлик Е 
тупламда f(x) функцияга якинлашувчи дейилади.

Бу таърифдаги п0 сон е га ва х0 н уктага боглик;дир.
2 - т а ъ р и ф .  Агар 1 - таърифдаги п0 сон е сонгагина 

боглиц б^либ, х0 нуцтани танлаб олишга боглиц булмаса, 
яъни п ^ п 0 булганда,

I /„ М  — fix )  | <  8

тенгсизлик барча х£ Е учун бажарилса, у холда (1) кетма* 
кетлик Е тупламда f(x) функцияга текис якинлашувчи дейи­
лади.

Текис якинлашиш тушунчаси м атем ати када асосий 
тушунчалардан ^исобланади ва бу тушунча математик 
анализда систематик равиш да ц^лланилади.

30 .1-т е о р е м а. Агар Е тупламда аницланган
fl (х), f 2 (X) , ------ f„ (х)--------

узлуксиз функциялар кетма-кетлиги шу тупламда f(x ) 
функцияга текис яцинлашса, у %олда f(x) лимит функ- 
ЦияЛ ам,  Е тУпламда узлуксиз булади.
Бу н °  Л  тУпламдан ихтиёрий х0 нуктани оламиз. 
г / ™ / ™ 3 нинг Е га  нисбатан узлуксизлиги к^р- 

са, теорема исбот этилган булади.
ганлиги ЛГЗ!< кетм а"кетлик f(x)  га  текис якинлаш увчи бул- 
натупя!  03 ихтиёрий е > 0  сон учун шундай по
нУ^талари°учу Т0ПИШ МУМКИНКИ. Е тупламнинг хам м а х

! / ( * ) - / „ ( * ) ! < у  (п>Ло) (2)

ламгТ к н !^  РИНЛИ б>"Лади- М * )  функция х0 нуктада Е туп- 
Дай (х __ |Таи УзлУксиз булганлиги учун ,г0 нуктанинг шун- 

. 0 ’ +  6) атрофи мавжудки' (х0 — 6, ' х0 +  6) П Е

135



« K f  (3)

(2) тенгсизликка асосан

1/ (*о )-/„„(*о ) !< -§-• (4)

(2) — (4) тенгсизликлардан (х0 — б, х0 +  б) П £  тупламнинг их­
тиёрий х нуктаси учун цуйидаги тенгсизлик келиб чи^ади:

I / (x j  — / (х) |<  I / (х0) — (х0) | +  !/„. (хо) — /„, (х) | +

+  1/». (х) —  / (х )|< е .*

Бу теоремадан бевосита цуйидаги натижа келиб читали:
30 .2 -н а т и ж а . Агар узлуксиз функцияларнинг бирор

f\ (х), /2 (х), (х), . .  .

кетма-кетлиги узлукли f(x) функцияга я^инлашса, бу 
яцинлашиш текис я^инлашиш булмайди.

Ш ундай ^илиб, узлукси з ф ункциялар кетма-кетлиги- 
нинг текис я^инлашиши лимит функциянинг узлуксиз 
булиши учун кифоя экан ; ам м о  бу шарт зарурий шарт 
эм ас. Зарурий ва кифоявий ш артларни XX асрнинг бош- 
ларида итальян м атем атиги  А рцела топган.

3 1 -§ . Узлуксиз ф ункциянинг ^осиласи м авж уд  
булган ну|\талардан иборат тупламнинг тузилиши

М аълумки, узлукси з f(x)  функциянинг х ну^тадаги 
^осиласи деб ушбу

h  w  =  (!)

ифоданинг 6-> 0 даги лимитига (агар бу лимит мавжуд булса) 
айтилади.

Агар б-> 0 да /в (х) лимитга эга булмаса, у  холда х нуК"
тада f(x) функциянинг хосиласи м авж уд булмайди.

Бу параграфда узлуксиз f(x) функциянинг хосиласи мав*У 
булган ну^талардан иборат тупламнинг тузилиши кандай эка 
лигини аниклаймиз. и

3 1 . 1 - т еорема .  Узлуксиз f(x) функциянинг f'(x) %ocug 
мавжуд булган туплам Fa6 типидаги туплам булади. л  у У 
сан, бу туп.шм длчовлидир.

тупламнинг хар ^андай нуктаси уч ун  ^уйидаги тенгсизлик ба-
ж арилади:



тенгсизликлар бажарилганда уш бу

(3)

тенгсизликни цаноатлантирувчи нук;талардан иборат тупламни 
f  билан белгилаймиз. F тп туплам ёпик булади, чунки 
унинг лимит нуктаси х0 га я^инлашувчи хар кандай { x j  
(xk£Fmn, 6 = 1 , 2 , . . . )  кетма-кетликнинг элементлари учун 
61 ва 62 лар (2) тенгсизликни к^аноатлантирганда (3) тенгсизлик 
бажарилади ва бунинг чап томони узлуксиз функция булган­
лиги учун х0 нукдада хам (3) тенгсизлик бажарилади, яъни х0 
нукта hmn тупламга киради.)

тупламларни тузамиз. D туплам тузилишига мувофик; Fa6 ти- 
пидаги туплам булади.

Агар f(x) нинг з^осиласи м авж уд  булган ну^талардан 
иборат тупламнинг D туп лам га тенглиги курсатилса тео­
рема исбот цилинган булади.

Агар х нуцтада f'(x) м авж уд  булса, у  з^олда з^осиланинг 
таърифига мувофи^ ихтиёрий п натурал сон учун шундай 
мусбат е сон топиладики, |б|^е булганда

тенгсизлик бажарилади. Бундан ( 6 J  < е  ва |б2 | < е  булганда

1 А», W  — /«,(*) 1<1 /в, (х) -  /' (х) I +  I f  (х) -  /в> (х ) ! <

Энди

Вп = U f)J впт  9 nj

IГ (*)-/« Ml <7-2п

2 п 2 п п
тенгсизликни оламиз. Демак, х £ Д  чунки D =  П В .

п  3

« В * - , '  ' “ \ i i i r  л ,  &  у ,  ,  . I |\ V 1 / П П П Ш Д (1 1  И  1\ 1 Ш "

матлапни я тг/ риб, ушбу {/ ! (.v)} функциялар кетма-кетлигиникетма-кетлигини



тузамиз. х нуцта *ар бир п натурал сон учун Вп тупламнинг 
элемента булганлиги туфайли, шундай т 0 сонни топиш мум­
кинки, т  >  т 0 булганда ушбу

I M * ) — Л  (*)1 < 7  (4)
т  т 0

тенгсизлик бажарилади. Бундан яцинлашишнинг Коши белги- 
сига мувофи^ { / 1 (х)} кетма- кетлик лимитга эга; бу лимитни

т
f0(x) билан белгилаймиз.

Энди хар бир п натурал сон учун х£Вп булганлиги сабаб-

ли топилган т 0 да | 6 1 <  — тенгсизликни к,аноатлантирувчи 6
TJIq

учун

I/s W - / L (x)
m

тенгсизлик *ам  баж арилади , яъни f(x)  функциялар 6->0 
да  fo{x) га  якинлаш ади.

Д ем ак , fo(x) функция ^осиланинг таърифига мувофи^ 
f ' (х) функцияга тенг булади, яъни D тупламнинг *ар бир 
нуцтасида ^осила м авж уддир .*

Б и р о р т а  *  а м н у ц т а д а  ^ о с и л а г а  э г а  б у л ­
м а г а н  у з л у к с и з  ф у н к ц и я  м и с о л и .  Бирорта *ам 
ну^тада ^осилага э га  булм аган  узлуксиз функцияларни 
биринчи м арта В е й е р ш т р а с с  тузган . К,уйида келти- 
риладиган мисолни В а н д  е р-В а р д  ен тузган .

3 1 -§  даги  1-мисолда келтирилган сроМ функциями 
олиб (унинг геометрик тасвири 8- ш аклда берилган) цуйи- 
даги  куринишдаги функцияни тузам из:

/ \ Фо (4я х)
<М*) =  — ■

Бу функция хам даврий булиб, унинг даври ~  га тенг

(10-шакл); х;ар бир f к ~ J  , —̂ -1  сегментда срл(х) чизицли 
L 2-4" 2 -4 ” J

функция ва унинг бурчак коэффициента ± 1 га тенг. Э нди

/(*) = 2  Ф* М
п=0
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10- шакл.

функционал к;аторни тузамиз. | ср„ (х) | ~  булганлиги учун

бу кат0Р текис яцинлашувчи ва <рг1 (х) функциялар узлуксиз 
булганлиги сабабли 30 .1 -теоремага мувофик, /(х) хам узлуксиз 
функция булади. Ихтиёрий х нук,тани олиб, бу нуктанц уз  ичи­
га’ олган нуйидаги сегментлар кетма-кетлигини тузамиз:

Д* =  [ ^ Г '  2^4» ]  - бУтУН сон).

Д сегментда доимоП

тенгликни ^аноатлантирувчи хп нуктани танлаб олишимиз мум­

кин. Энди к >  п булганда сонда <pfe (х) функциянинг дав-

ри булган сон бутун сон марта жойлашгани учун к~>п 
ларда

Фк (*П) ~  ф*М _  Q
хп — х

тенгликка, k ^  п булганда эса <рА (х) функция Ak ва Дп с= Д  ̂
ораликларда чизи^ли булгани учун

Фк (хп) — фб (х) =  1 
хп — х

тенгликка эга буламиз, яъни

Щ ^ -Ф *  (*) =  f 0, к > п ,

х п  —  х  db 1, k ^  П.

h улаРдан КУйидаги муносабатлар келиб чицади:
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I  (Хп) - - 1 (x) _  У Ч  <Pfef a ) - < P feW

x „ — x s
i = 0

n бутун жуфт сонга, агар
_  V  (±  1) =  - п Т01̂  булса

*=о
бутун ток сонга, агар п 
жуфт булса.

Бу муносабат зса
f (Хп) — f (*) 

Х п —  X

ифоданинг п чексизликка интилганда хеч ^андай чекли лимитга 
эга була олмаслигини курсатади.

Аммо п чексизликка интилганда: хп-*-х. Демак, f(x) функ­
ция х нуцтада хосилага эга булмайди. х ихтиёрий нукта бул­
ганлиги учун f(x) бирорта ну^тада хам хосилага эга эмас.

М А Ш  К, У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. [а, Ь] сегментда аникланган f(x) функция учун / (х )> с  
ва f(x) <  с тенгсизликларни каноатлантирувчи х £ [а, Ь] нукта- 
лар туплами хар кандай с да очик булса, бу функциянинг 
узлуксизлигини исботланг.

2. Агар }(х) функция Е тупламда аникланган ва узлуксиз 
булса, у  холда / (Е) туплам Е тупламнинг узлуксиз тасвири 
дейилади.

а) ёпиь; тупламнинг узлуксиз тасвири Fa типидаги туплам
эканлигини исботланг;

б) очик тупламнинг узлуксиз тасвири Gb типидаги туплам
эканлигини исботланг.

3. Агар у =  f(x) функция барча ^ацикий сонлар тупламида 
аникланган узлуксиз функция булса, у  холда О у  у^ааги хар 
цандай F ёпик туплам учун унинг асли /~1 (/*) туплам ёпик 
ва хар цандай G очик туплам учун унинг асли j~ l (G) туплам 
очик туплам булади. Шуларни исботланг.

4. Агар y = f(x )  функция барча к а1 и̂Кий сонлар туп ­
ламида аникланган булса, у  колда унинг узлуксиз булиши 
учун Оу укидаги  барча (а,Ь) интерваллар аслининг очик 
булиши зарур ва кифоядир. Шуни исботланг.

5. Е туплам [а, Ь\ сегментнинг ихтиёрий санокли кис»и 
булсин. Е тупламнинг барча нукталарида узлукли ва [а, Ь] \  
тупламда узлуксиз булган функция тузинг.
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6 Ихтиёрий функциянинг узилиш нукталари туплами Fg
«типилаги туплам эканлигини курсатинг.

7 [0Д1 сегментдаги барча рационал сонларни номер­
лаб чикамиз:

' It ' 3» * * * 9 л* ’ • *
ва /(*) функцияни цуйидагича ани^лаймиз:

оо

u - r J -Л=1
Бу функциянинг [0,1] Да узлуксизлигини исботланг.

8. Агар f(x ) функция туташ ган  £  туплам да узлуксиз 
булса, бу функциянинг Е туплам да ^абул циладиган ций- 
матла’ри туплами Ф  *ам  туташ ган  эканлигини исботланг.

VI б о б  

УЛЧОВЛИ ФУНКЦИЯЛАР
32 -§ . Улчовли функциянинг таърифи ва 

хоссалари

Узлуксиз функция туш унчасига баъзи маънода я^ин 
ва математик анализ учун му^им а^ам и ятга эга булган 
улчовли функция тушунчасини келтирамиз.

Аввал баъзи белгилашларни киритамиз: / (х) функция ул­
човли Е тупламда ани^ланган ва а бирор ^аци^ий сон булсин; 
узгарувчи х£Е  ми^дорнинг f  (х )>  а тенгсизликни каноатлан- 
тирадиган ^ийматларидан иборат тупламни £ { / > а )  билан 
белгилаймиз, яъни £  {/> а] =  {jc£ Е : f(x) >  а}.
. ш Унга ухшаш, £  {/> а}, £  {/ <  а}, £  {/ =  а}, £  {а <  / <  Ь) 

уупламларнинг ^ар бири х£ Е узгарувчининг катта ^авс ичида 
езилган муносабатларни цаноатлантирадиган кийматларидан нбо-

эг ФУНКЦИЯ Е туплам да чексиз цийматларга
°У лса. келгусида аниклик учун бу кийматларнинг

ишораси маълум деб ^исоблаймиз.
(Ьинкп 3 Ъ Р и Агар улчовли Е тупламда берилган f(х) 
Рлчояп,Я F туплам %ар цандай ^ациций а да

Бу т улс£- У \°лда f(x) улчовли функция дейилади. 
Ганлиги v ?  'f/ ^  улчовли тупламлар  ^ацида ran  бор- 
Дейигтэпг « ' (х ' Функция баъзан  (L) улчовли функция 

бу ™>РИфда Е ва £{?><,} т}пламл а р 
Дейилади ' ул са ’ У ^олда f(x)  функция з^ам (В) улчовли

141



Бу бобда улчовли туплам ва функциялар (L) маъноси- 
д а  ишлатилади.

32 . 1- т е о  р е м а. 1. Агар f(x) функция Е тупламда уЛ. 
човли булса, у холда хар цандай хщ щ ий а ва b сонлар 
учун

1) £{/ < а}, 2) E { a < f  <Ь}, 3) £{/ =  а},
4) E { f> a ) ,  5) E { f < a )

тупламларнинг %ар бири хам улчовли булади.
2. Агар ихтиёрий хаЪиЪий а ва b сонлар учун 1), 2), 

4), 5 ) тупламларнинг бирортаси Улчовли булса, /(*) 
функция Е тупламда улчовли булади.

И с б о т .  1) £  ва £{/>а} тупламлар улчовли булган­
лиги учун

£{/ < а}  =  £ \ £ { / > й }  
тенгликдан £  {/ <  а) тупламнинг улчовли эканлиги келиб чи- 
Кади.

2) £  {а <  / Ь) =  £ {а <  /} П £ {/ <  Ь} тенгликнинг унг 
томонидаги тупламлар улчовли, демак, Е { j  < /  туплам 
хам улчовли.

3) E {f =  а) =  П £ {а ----- -- <  f  <  а +  — ) тенгликнинг унг
л= 1 п п )

томонидаги тупламлар улчовли булгани учун 20 .5-теоремага 
мувефщ, бу туплам х,ам улчовли булади.

4) £  {/ >  о} =  £  {/ >  a} U £  {/ =  а) тенгликнинг унг томо­
нидаги туплам 20.1-теоремага асосан улчовли, демак, £{/' > а)  
туплам *ам улчовли

5) £  {/ <  а} =  £ {/ <  а } \ £  {/ =  а} тенгликдан £ {/ <  а) 
тупламнинг улчовлилиги келиб чи^ади.

Ю ^оридаги 1 )—5) тенгликлар 1 -бобдан маълум  бул­
ган  усул  билан исбот этилади. Теореманинг и к к и н ч и  цисми 
биринчи ^исмига ухш аш  исботланади.* ' '

32. 2 - т е о р е м а .  Агар f(x) функция Е тупламда ул­
човли булса, у холда бу функция Е тупламнинг их т и ёрий  
улчовли £ t цисмида хам улчовли булади.

И с б о т .  1 -таърифга мувофиц, *ар  цандай ^акик^ии »  
сон учун £ i {f> c}  тупламнинг улчовли эканлиги курса- 
тилса, теорема исбот этилган булади. Бу тупламнинг ул* 
човлилиги уш бу

£ 1{ / > а } - £ х П £{/> в}
тенгликдан келиб чи^ади, чунки Ех ва £ { / > а }  тупламлар’ 
нинг *ар бири теореманинг шартига мувофик улчовли, ДеМ
2 0 .5 -теоремага мувофик, £х { / > а}  туплам хам улчовли.*



32 3 - т е о р е м а .  {£*} сони чекли ёки санокли, %ap бири 
,егментда бутунлай жойлашган, улчовли тупламлар 

й̂'ш а кетлиги булсин. Агар f(x ) функция бу тупламлар- 
" f l j f  хар бирида улчовли булса, у холда бу функция улар- 

, f  =  Li Еь йигиндисида %ам улчовли булади.
HU.rU'нинг k

И с б о т .  1-таърифга ва теореманинг шартига мувофик >;ар 
кандай k учун Ек ва Ек {/ >  а) тупламларнинг .^ар бири ул­
човли булади. Демак, 20.3-теоремага мувофик, Е =  у Ек туп­

лам хам улчовли булади.
Энди

E { f> a }  =  l)(E {/ >  я} П Ек)к
тенгликдан эса f(x)  функциянинг Е туплам да улчовли 
эканлиги келиб чикади. *

32.4- т е о р е м а. Агар f(x) функция улчовли Е туп­
ламда узгармас k сонга тенг булса, у \олда f(x) улчовли 
функция б$лади.

И с б о т .  Д ар^а^ицат,

£ ( / > a ) = f f ’ агар 6 > а  булса,
^  { 0 ,  агар А : <а  булса.*

32 .5-т е  о р е м а. Агар f(x) улчовли функция булиб, 
k узгармас сон булса, у %олда f(x )+ k  ва kf(x) функция­
лар %ам улчовли булади.

И с б о т .  Ушбу

E {f +  k > a }  =  E { f > a - k } ,
Е {/ >  f ) , агар к >  0 булса’,

£  |/ <  j  j  , агар к <  0 булса,

тенгликлзрдаи ва Щ(х) функцияларнинг улчовли
эканлиги келиб чикади.
ма-ьнп3  ̂ ^ = ^ибулса, иккинчи тенгликнинг }/нг томони уз 
тенг У^отади> аммо бу ^олда kf(x) айнан нолга
Улчпт'и ГЗНЛИГИ УЧУН 3 2 .4 -теоремадан kf(x) функциянинг 

32 6 ЭКанлиги келиб чикади.* 
ламда МА  Агар Ч*(*) функциялар Е туп-
б8лади булса, у %олда £ {/> <р} туплам улчовли

куРини„,°Т' Агар баРча Рзционал сонларни ги гг.............г . . .
Да номерлаб чи^сак, у  з^олда



тенгликни ёзишимиз мумкин. Ха^икатан, агар х £ £  {/ >  ф} Их. 
тиёрий элемент булса, у  х,олда / (х) >  ф (х) тенгсизлик уринли 
булиб, шундай гк рационал сон топиладики, унинг учун

f ( x ) > r k>  ф (х)

тенгсизлик бажарилади. Бундан х  £ £  {/ >  rft} ва х 6 £ {ф <  г } 
муносабатларга эга буламиз. Демак,

х  6 £  { /  >  г  J  П £  {ф <  гк}.
оо

Бундан х €  U [£ {/ >  гА} П £  {ф <  '"*>] муносабат келиб чи-
/г=1

к;ади. х элементнинг ихтиёрийлигидан ушбу

Е {/ >  ф} с  U [£{/> г J  П £  {ф <  (2)А=1
муносабатни оламиз.

Энди х£  (J [£ {/>  r fe} П £ {ф < гА}] ихтиёрий элемент бул- 
k=\

син. У  *олда камида битта гп рационал сон топиладики, х£ 
£[£ {/ >  гп} П £  {ф <  /■„>] булади. Демак, х£  £{/>/■„} ва х£ 
б £  {ф< гп} булиб, булардан ушбу f ( x ) > r n ва ф(х)< тп 
тенгсизликларни оламиз. Бу тенгсизликлардан / (х) >  ф (х) тенг­
сизлик келиб чик,ади. Бундан х£ £ {/> ф }. хэлементнинг ихти­
ёрийлигидан

£  {/ >  Ф> и IE {f >  rk) П £  {ф <  r ft}]. 
k = l

Бу ва (2) муносабатлар (1) тенгликни исботлайди. E { f > r k} 
ва £  {ф <  г J  тупламлар *ар бир гк рационал сон учун улчоз- 
ли булганлиги сабабли, 20.3 ва 20.5-теоремаларга асосан (1) 
тенгликнинг унг томони улчовли туплам. Демак, £ { / >  Ф/ 
туплам хам улчовли булади..,.

32 7- т е о р е м а .  Агар / (х) ва фСх) функциялар Е туп­
ламда улчовли бдлса, у уолда f  (х) +  ф (х) ва / (х) — Ф (х) ФУНК' 
циялар %<2М £ тупламда улчовли булади.

И с б о т .  Ушбу
£  {/ +  ф >  а} =  £  {f >  а — ф},
£  If — ф > «}  =  £{/ ><з +  ф} 

тенгликлар ёрдами билан бу теореманинг исботи 32.6- тео­
рем ага келтирилади.*



„по т е о р е м а .  Агар f(x) ва Ф(х) функциялар Е туп- 
йлчовли булса, у холда f(x)-q>(x) функция хам Е 

Л?\п ида йлчовли булади.
ГУ" и с б о т .  Агар f(x )  улчовли булса, у  *олда f»(x) нинг
^лчовлилиги а ^ о  булганда

Е {/2> й }  =  £■{/> V a }U E { f < — V a  }
тенгликдан, а < 0  булганда

£{/2> а }  =  £

тенгликдан куринади. Бундан ва уш бу

f  (X) ■ ф (х) =  J I/ (*) +  ф (*)]:2 — J  [} (х) — ф (х))2

тенгликдан теореманинг умумий з^олда тутрилиги келиб 
чикади, чунки унг томондаги функциялар 32.7 ва 32.8- 
теорем’аларга асосан ^лчовли булади.*

3 2 .9 - т е о р е м а .  Агар ф (х) функция Е тупламда улчовли
бйлиб, Е да Ф (х) ф  0 булса, у холда —Ц- функция хам Е

U к Ф (•*)
тупламда улчовли булади.

Теореманинг исботи, агар а >  0 булса,

I  г { - ? > о } = £ (0 < ф < «}
тенгликдан; агар а  С  0 булса,

£  >  а} =  £  {ф >  0 } U В { ф < ^ }

тенгликдан; агар а =  0 булса,

£  |-̂ - >  а| =  £  {Ф >  0}

тенгликдан келиб чикади. Чунки бу тенгликларнинг унг томо­
нидаги тупламларнинг з̂ ар бири улчовли.*

3 2 .1 0 -те о р ем а . Агар f  (х) ва ф(Х) функциялар Е туп ­
ламда улчовли булиб, Е да ф (х)Ф О  булса, у х°лда
Фуикция хам Е тупламда улчовли булади.

Ис б о т .  Бу теореманинг тугрилиги ушбу

шШ  / w = / w  1
Ф  W  ф (* )

^Калн'^а т д а ^амДа 32.8 ва 32.9-теоремалардан бевосита келиб
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3 2 . 1 1 - т е о р е м а .  Агар f  (х) функция Е тупламда узлук. 
сиз булса, у %олда / (х) бу тупламда улчовли булади.

И с б о т .  Аввало F  =  Е {/ <  с} тупламнинг ёпиклигини ис­
бот киламиз. Дархакикат, х0 £Е бу туплам учун лимит нуцта 
булсин. У ^олда F  тупламда х0 нукта га якинлашувчи {хп} кет­
ма-кетлик мавжуд булиб, ихтиёрий п — 1, 2,. . . учун f(xn) <
<  с тенгсизлик уринли. У ^олда f{x) функциянинг узлуксиз- 
лигига мувофик;: / (х0) <  с, бундан х0 £ F, демак, F ёпик туп­
лам.

Энди теореманинг тугрилиги
Е { [> с }  =  Е ^ Е {[  ^ c }  =  E ^ F

тенгликдан келиб чикади, чунки Е ва F тупламларнинг ^ар 
бири улчовли.*

2 - т а ъ р и ф .  Агар ,и (Е Ц ф у }) — 0 булса, f  (х) ва ср(х) 
функциялар Е тупламда эквивалент дейилади.

f(x) ва ф(х) функцияларнинг эквивалентлиги / ~  ф кури­
нишда ёзилади. Икки эквивалент функция Е тупламда бир 
ва^тда улчовли ёки улчовсиз булиши таърифдан бевосита кури- 
нади.

3 - т а ъ р и ф .  Бирор фгчозли Е туплам берилган булиб, 
|i (Е) > 0  булсин. Агар бирор хосса улчови нолга тенг А а  Е 
тупламда бажарилмай, Е тупламнинг крлган цисмида (яъни 
£ \ Л  тупламда) бажарилса, у %олда бу хосса Е тупламда 
деярли бажари.шди дейилади.

Масалан, Е тупламда эквивалент булган икки функция бир- 
бирига деярли тенг дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  Бирор улчовли Е туплам берилган булиб, 
ц (Е) >  0 булсин. Агар Е пи]пламда аникланган {/„(*)} функ­
циялар кетма-кетлиги улчови нолга тенг булган бирор А 
тупламнинг таищарисида (яъни Е ^ А  тупламда) / (х) функ­
цияга якинлашса, у холда {fn (*)} функциялар кетма- кетлиги 
f  (х) функцияга деярли якинлашувчи дейилади.

Бошкача айтганда {х : i'im fn (х) Ф  / (х)} тупламнинг улчови
п—*оо

нолга тенг.
5 - т а ъ р и ф .  Агар бирор улчовли Е тупламда f(x) 

функциянинг чексиз цийматга эга булган нуцталаридан 
иборат тупламнинг улчови нолга тенг булса, f(x) функция- 
ни Е тупламда деярли чекли дейилади.

33- §. Улчовли функциялар кетма-кетлиги.
Л ебег, Рисс, Егоров теоремалари

Илгариги параграф даги теоремалардан куринадики, 
Улчовли функциялар устидаги арифметик амалларнинг
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натижаси яна улчовли функциядир. Энди ^лчовли функ- 
диялар синфида бир неча хил лимитга утиш амалини ку- 
риб, уларнинг хоссаларинн Урганамиз.

3 3 .1 -т е о р е м а. Улчовли Е тупламда улчовли fi(x), 
f2(x), . . .  функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. 
Агар Е тупламнинг %ар бир х нуцтасида

/(*)= lim fn(x)
П--+00

тенглик бажарилса, у щ д а  f(x) функция Е тупламда 
улчовли булади.

И с б о т .  Ихтиёрий ^згармас а сонни олиб,

Em,k —=  £ { / * > a  +  -L } . m =  1,2, 1, 2, . .

ва

Е m,n П E m,k k—n
тупламларни тузамиз. fk функция улчовли булгани учун Emk 
тупламлар улчовли. 20 .5-теоремага мувофиц, Fmn тупламлар 
*ам улчовли булади.

Агар

£ { / > * } = U  Fm>n
m,n= 1

тенгликни исбот к;илсак, у *олда 2 0 .3 -теоремага асосан 
теорема исбот цилинган булади.

Бу тенгликни исбот килиш учун цуйидаги икки муно- 
сабатнинг тугрилигини курсатиш кифоя:

£ { / > fl} c :U  Fmjl, (1)
m.n—i

и Л л с £ { / > 0}. (2)
m,n—1

Фараз килайлик, х0 нукта £{/> а} тупламнинг ихтиёрий эле­
мента булсин, яъни /(л:0)> а ;  бу тенгсизликдан фойдаланиб, 
етарли катта m натурал сон учун ушбу

f(x ^ > a  +  —m
тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Аммо lim fk(x0) — f(xQ)\ демак,

fc—>со
шундай п натурал сонни топиш мумкинки, барча k >  л учун

/* М >  а +  — ,m
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яъни

* о € £ т .„
муносабат уринли булади. Бундан кухнадики, 

хо £ П Е  ̂— Етп  с  U Етп,
к —п  ял=/

яъни £ { / > а }  тупламнинг ихтиёрий х, элементи U Fmn туп-
т. п

лам га х;ам кирар экан.
Демак, (1) муносабат исбот булде. Энди (2) муносабатни

исботлаймиз. х0 £ U Fm n булсин; у *аш  шундай т  ва п нату-
т,П=1 грал сонлар мавжудки, улар учун x ^ F ^  муносабат уринли. 

Сунгги муносабатдан барча k >  п учун

хо € Ет к ,

яъни

f M > a +  ГЛ

муносабат келиб чикади.
k га  нисбатан лимитга утсак , !уйидаги тенгсизликка

келамиз:
/ (*о) ^  Cl > Д, т

ЯЪНИ
* „£ £ {/ > 4  

Бу билан (2) муносабат *ам  исботбулди.*
33.2-и з о ц. Агар

lim  /„(*) =  /U)
Л->со

муносабат £  тупламнинг з^ар би: нуктасида эм ас, балки 
£  туп лам да деярли бажарилганда з а̂м (яъни бу муноса­
бат баж ари лм аган  н укталардан  вборат булган  тупламнинг 
улчови нолга тенг булса) теорема уз кучини сацлайди. 
Х ацикатан ,

\х{х£Е:\\т1п{х)Ф }(й)=  0 булса,
п-+оо

Е0 =  Е ^ {х£ Е -Л тЦ х)Ф [(х )}
п - +  ОО

тупламнинг з̂ ар бир х £ Е0 нуктасщэ lim fn(x) =  f(x) тенглик
П-fOO

148

14



уринли. {х£Е  : lim/n (x)=7̂ /(x)} тупламнинг улчови ноль бул-
П—юо

ганн учун f  (х) функция Е0 тупламда улчовли. У ^олда у  Е 
тупламда ^ам улчовли булади.

1 - т а ъ р и ф  (Ф. Р исс). Улчовли Е тупламда деярли 
чекли, улчовли f(x) функция ва деярли чекли, улчовли 
{fn(x)} функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. Агар 
хар цандай мусбат а сон учун ушбу

1нпц(£ {|/п — /|з* а}) =  0
п —► оо

муносабат1 бажарилса, у холда {/„(*)} функциялар кетма- 
кетлиги / (х) функцияга улчов буйича яцинлашувчи дейилади 
ва fn=^f куринишда ёзилади.

К,уйидаги Лебег, Егоров, Лузин теоремаларидаги барча 
функцияларни деярли чекли деб ф араз ^иламиз ва уни 
бундан кейин ало^ида айтиб утирмаймиз.

3 3 . 3 - т е о р е м а  (А. Л ебег). f(x) функцияга улчовли 
Е тупламда деярли яцинлашувчи улчовли {/п (х)) функция­
лар кетма-кетлиги берилган булсин. У холда {[п (х)\ функ­
циялар кетма-кетлиги Е тупламда f(x j  функцияга улчов 
буйича хам яцинлашувчи булади.

И с б о т .  33.1- теорема ва 33.2- изо^га биноан f(x)  функ­
ция Е туп лам да Улчовли булади.

К,уйндаги тупламларни тузам из:
Л =  {|/| = +  оо>, Лп =  Е {|/п| =  +  оо}, Д = £ {/„-/-*/},

С =  Л и ( и 4 ) и В ,  Ek(a) =  Е { |/А— /| >  а}
Л = |

Rn (о) =  U Ek (а), Р =  n R M
k—П П=1

Теореманинг ш артларига кура бу тупламларнинг з^ар бири 
Улчовли ва

ц(С) =  0. (3)
Ушбу

Ri (о) о  (а) =). . . 
м уносабатларга ва 20.7-теоремага мувофи^

lim  (.i (Rn (а)) =  ц(Я). (4)

1 Агар х0 нуцтада fn (дг0) ва / (г0) функциялар чексиз цийматга sra 
булиб, ишоралари бир хил булса, ани^масликка йул ^уймаслик учун х0 
нуцтани Е {|/„ — / | ^ о )  тупламга киритамиз.
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Энди
P c iC  (5)

муносабатни исбот келамиз. Бунинг_ учун Р тупламдан ихти­
ёрий х0 элементни оламиз. Агар х0 £С булса, у *олда

Iim/„ (х0) = f ( x 0)
П—ЮО

булади. Демак, шундай п натурал сон топиладики, унинг учун

1Мхо)—  /(*<.)! < °  ( * > л )
тенгсизлик бажарилади ёки бошкача айтганда, 

х0 £ Ек (о) (/г >  п).

Бундан x ^ R n (а) ва х ^ Р  муносабатлар олинади. Шу билан 
(5) муносабат исбот булди. (3) — (5) муносабатлардан

lim (о)) =  О
П -*  оо

тенглик келиб чикади. Шу билан улчов буйича як,инлашиш- 
нинг Ф. Рисс таърифига мувофи^ теорема *ам исбот этилди, 
чунки

£ » ( = £ „  (о)

ва демак,
ц (Еп (о)) =  ц (Е  {|/„ — /| >  о}) <  |л (/?„ (о)) — 0 , п -* оо

И з о * .  Теореманинг тсскариси тугри эмас, яъни улчов 
буйича я^инлашишдан деярли як,инлашиш келиб чи^майди.

М и с о л .  ХаР бир натурал k ва / =  1, k сонлар учун [0,1) 
ярим оралицда ушбу

[1 — 1 1

/<*>(*) =
1, *£  

0, х £

k k 
I -  1

■ i )

(/“  1,*)

тенглик билан аникланган f\k)(x) функцияни тузамиз. Бу f\k)(x) 
функцияларни ушбу

Фх М  =  ft*V). Ф* W  =  /!2) W . Фз W  =  /г2) (*)» Ф<(х) =  /|3) (х), ■ ■ ■
кетма-кетлик куринишида ёзамиз. Бу функциялар кетма-кетли­
ги улчов буйича нолга интилади; дар^ак.и^ат, агар фп (х) =  
=  f\k) (х) булса, у  *олда *ар цандай а  (0 <  о <  1) сон учун
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тенглик уринли булади. Бундан

чунки л  -> оо да k сон хам чексизликка интилади. Иккинчи 
томондан, ф„ (* )- » -и муносабат [0, 1) ярим ораликнинг бирор­
та кам нуктасида бажарилмайди. Хакикатан, агар х0 6 [0, 1) 
булса, у  >;олда >;ар кандай k учун шундай I сон топиладики, 
улар учун ушбу

муносабат бажарилади, [демак, /<*> (х0) =  1. Бошкачасига айт- 
ганда,

сонлар кетма- кетлигида бир сони чексиз марта учрайди. Демак, 
бу кетма-кетлик х0 нуктада 0 га якинлашмайди. х0 нукта их­
тиёрий булгани учун фп(х) кетма-кетлик [0, 1) нинг >,еч кан­
дай нуктасида 0 га интилмайди.

Бу мисолдан ва Лебег теоремасидан улчов буйича 
якинлашиш тушунчаси деярлн якинлашиш туш унчасига 
Караганда кенгрок эканлиги куринади; деярли якинлашиш 
тушунчаси эса ^ар бир н уктада якинлашиш туш унчасидан 
кенгрокдир.

3 3 . 4 - т е о р е м а .  Агар {fn(x)} функциялар кетма-кет- 
лиги Е тЦпламда улчов буйича f(x) ва g(x) функция- 
ларга яцинлашса, бу функциялар Е тупламда эквивалент 
булади.

И с б о т .  )^ар кандай  о > 0  м усбат сон учун

муносабат доимо Уринли. Буни исботлаш учун бирор х 
элемент бу муносабатнинг унг томонига кирмаса, у бу 
муносабатнинг чап томонига ^ам кирмаслигини курсатиш  
кифоя. Х акикатан , агар

булса, у  колда
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x£ £{|/„ — /!>-§-} ва * €  £{/„ — е\ > ~ \  

булади. Д ем ак ,

|/„W— / W K f  ю I/i, W — *(*)!<-§

тенгсизликлар Уринли. Б улардан

l f ( x ) - g ( x ) l  < lf n ( x ) - f ( x ) \  +  f/ „ (* )-g (* )|  <  0 

тенгсизликка эга  буламиз. Б у эса

х£ E{\f — g\ > 0 }

эканлигини курсатади . Теореманинг ш артига кур а юцори- 
даги  муносабатнинг унг томонидаги тупЛамларнинг *ар 
бирининг улчови п-*-оо д а  нолга интилади; дем ак ,

» ( E { \ f-g \ > o } )  =  0 
тенглик уринли, яъни

f ~ g ■*
33.3- теоремада деярли яцинлашишдан улчов буйича 

я^инлашиш келиб чи^ишини, бу теоремадан кейинги изох- 
да эса аксинчаси, яъни улчов буйича яцинлашишдан деяр* 
ли я^инлашиш келиб чицмаслигини курдик. Ш унга ^ара- 
май, аксинчаси баъзи бир маънода уринли эканлиги. ^уйи- 
даги  теоремадан кУринади.

3 3 . 5 - т е о р е м а  (Ф. Рисс). Агар {fn(х)} функциялар кет­
ма- кетлиги Е тупламда f (х) функцияга улчов буйича як;ин - 
лашса, у холда бу кетма-кетликдан шундай {fn. (х)} цисм
кетма-кетликни ажратиб олиш мумкинки, бу цисм кетма- 
кетлик Е тупламда f  (х) функцияга деярли яцинлашувчи 
булади.

И с б о т .  с» да р.£({]/„— /I S* а}) -► 0 булгани учун 
куйидаги шартларни каноатлантирувчи {стл}, {еп}, {л,-} сонлар 
кетма- кетликлари мавжуд;

оо

о„ >  0 , l im <т„ =  0 , еп > 0 ,  У  е „ <  +  оо,
п —>оо п= 1

«1 <  П2 <  п3 . . . <  nk <  . . . ,



ва
V-(E {\fni—  /I
^ (£  { I/ ..-/ I > ^ } ) < e 2,

............................................................  (6)
I1 ( £  (J/„t  /I >  cr*}) <  ev

БУ {/„{. С*)} функциялар кетма-кетлигининг £  тупламда
деярли я^инлашувчи эканлигини курсатсак, теорема исбот ки- 
линган булади. Ушбу

тупламларни тузамиз. R1 ^)R t ẑ> . . .  муносабатлардан 20.7- 
теоремага мувофиц т  оо да

Иккинчи томондан, (6) га мувофи^,

k=m
оо

Демак, ц (# т )-> 0 , т->- оо , чунки У £* <  +  °°- Бундан эса
*=i

уз навбатида

м- (Q) =  0
тенглик келиб чикади.

Энди E ^Q  тупламнинг >;ар бир нуцтасида {f (х)} функ­
циялар кетма- кетлигининг яцинлашувчи эканлигини исбот 
Зиламиз.

^ар бир х0 6 E\Q учун шундай т 0 топиладики, x0 £Rm муно­
сабат уринли булади. Бундан, агар k >  т 0 булса, x0^E{\fnk~
— f\>  ak). Демак, k >  mQ булганда

l/n* (* o )- / (* o )K < V
Ammo k-+  оо да ст*-»-0 булгани учун k->-oo  да охирги муно­
сабатдан fnk (х0) -v  / (лг0), яъни {/ (л:)} функциялар кетма- кетлиги
Е тупламда деярли як;инлашади.*

3 3 . 6 - т е о р е м а  (Д. Ф. Егоров). Улчовли Е тупламда f(x) 
функцияга деярли яцинлашувчи улчовли {/„(*)} функциялар 
кетма-кетлиги берилган булсин. У  %олда %ар цандай е > 0

153



учун шундай улчовли Р cz Е тупламни топиш мумкинки, 
унинг учун р (Р) >  Li (Е) — г муносабат бажарилиб, бу Р 
тдпламда {/„(х)} функциялар кетма-кетлиги / (х) функция­
га текис яцинлашади.

И с б о т .  Шу параграфдаги Лебег теоремасини исбот ^илиш- 
да ушбу

lim  (x(Rn(a)) =  О
П-* 00

муносабатни келтириб чикарган эдик, бу ерда

Rn(°)=  U E{\fk - f \ > o } .
k=n

Энди куйидаги шартларни каноатлантирувчи { o j, { « J  ва 
{бА} сонлар кетма-кетликларини тузамиз:

°k+ \< ak< ak~y  0 (k-+oo),

S *> 0 , M R nk(ak) )< 6 k Ba | ] 6 ft<  +  oo.
*=1

оо

2  каторнинг якинлашувчи лиги дан фойдаланиб, теореманинг 
*=i
шартида берилган е учун шундай q натурал сонни топамизки, 
унинг учун

(7)
k=q

тенгсизлик бажарилсин.
К,уйидаги тупламларни тузамиз.

е =  U RnAok), Р =  Е\е.
k=q *

(7) га асосан р ( е )< е ,  демак, ц (Я) >  р. (Е)— е.
Агар {/„(*)} функциялар кетма-кетлигининг Р да f  (х) функ­

цияга текис як,инлашишини исбот килсак, теорема исбот этил­
ган булади.

_Энди 6 ихтиёрий мусбат сон булиб, х £ Р булсин, демак, 
х £ е. т  ни шундай танлаймизки, m >  q ва от  <  е булсин 
(crm-*-0  булгани учун бундай т  сон мавжуд). У ^олда 
x<zRnm(om)- Бошкача айтганда, k >  пт  булганда

x£E{\fh— /| >  am}.
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Бундан ушбу
\fk(x) — f(x )\ < a m (k >  q) 

муносабат ва am <  e булгани учун ушбу

I/*W— /Ml  < 8 ( * > « , )
муносабат келиб чик,ади.

{/„(*)} функциялар кетма-кетлигининг Р тупламда f (х) 
функцияга текис якинлашиши сунгги муносабатдан куринади, 
чунки бунда nq сон е сонгагина борлик булиб, х га борлиц 
эмас. *

33.7- и з о * .  20.8- теоремага мувофи*, Егоров теорема- 
сидаги Р туплам  сифатида м укам м ал  тупламни олиш м ум ­
кин эди.

3 4 -§ . Лузин теоремаси

Функциялар назариясида узлуксиз функциялар синфи 
роят катта  а*ам и ятга  эга . 32 .11-теоремадан маълумки, *ар  
цандай узлуксиз функция улчовли функция булади.

Энди узлуксиз функциялар билан улчовли функциялар 
орасида (уларнинг тузилиши маъносида) ^андай муноса- 
бат бор, деган савол турилади. Б у саволга Лузин теоре­
маси ж авоб беради.

Лузин теоремасини исботлашдан олдин ^уйидаги тео- 
ремани исботлаймиз.

3 4 . 1 - т е о р е м а .  Фараз килайлик, Fv  F2, . . . , Fn ту п ­
ламлар узаро кесишмайдиган ёпщ тупламлар булсин. АгарП
F =  (J Fk тупламда аншушнган. f  (х) функция хар бир Fk,

k =  п тупланда узгармас булса, у х1олда f  (х) функция 
F тупламда узлуксиз булади.

И с б о т .  F туплам чекли сондаги ёпи^ тупламларнинг 
йигиндиси булганлиги сабабли 13.8-теоремага асосан у  ёпи* 
туплам булади. Бундан хп-+-х0 булган *ар к;андай {хп}, xn£F 
кетма-кетлик учун x0£F муносабат келиб чи^ади. Д емак, 
шундай т {  1 <  т  <  п) топиладики, x0£Fm булиб, Fh туплам­
ларнинг узарэ кесилмаганлигидан k Ф т  булганда х0 £ Fk му­
носабат уринли булади. Бундан Fv  F2, . . .  , Fm_ „  Fm+l, . .  . ,Fn 
тупламларда {xn} кегма-кетликнинг купи билан чекли сон­
даги элементларигина булиши мумкинлиги келиб чицади. Фараз 
цилайлик, xN бу элементларнинг энг охиргиси булсин. У *ол-
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да з̂ ар кандай k >  N учун xk £ Fт  муносабатга эга буламиз. 
У  з^олда теорема шартига кура / (xk) — f (х0) тенглик барча 
& >  iV учун уринли булади. Бундан f(x) функциянинг узлук­
сиз эканлиги келиб чицади.»

3 4 . 2 - т е о р е м а  (Н. Н. Лузин). Агар f  (х) функция Е 
тупламда улчовли булса, у ^олда \ар цандай е >  0 сон учун 
шундай ёпщ F а  Е тупламни топиш мумкинки, бу туплам­
да f  (х) функция узлуксиз ва

H ( F ) > \ i ( E )  —  e

муносабат уринли булади.
И с б о т .  Ушбу Еп =  Е (— л <  / (х) <  п) белгилашни кири- 

тиб, Е тупламни цуйидаги куринишда ёзамиз:
ОО

Е =  U А -п= 1
Сунгра Еп сг Еп+1 муносабатдан ва 20.6-теоремадан ушбу

р (£) =  lim [i (£„)
Л—>00

муносабат келиб чикади. Бу тенгликдан фойдаланиб, з̂ ар щп- 
дай е >  0 ва етарли катта булган N натурал сон учун ушбу

ц ( £ л, ) > ц ( £ ) — е '  (1)

тенгсизликни ёзишимиз мумкин.
Энди [— N, N] сегментни тенг 2 nN цисмга буламиз (п — 

ихтиёрий натурал сон):

=  a\  ̂=  - N + - ,  a™ =  - N + ± .............
п 2

dp) =  — л/ 4- — aw  =  NUk IV т  , . . • , u2nN п.

£ ("> билан £  {a£i, < / ( * )<  ( 6 = 1 , 2 , . . . ,  2 nN) туп­
ламни белгилаймиз. Ушбу

VnN
e n =  U £i"> , £ £ >  П E f ] =  0  ( k ^ [ )  

k=\

тенгликлар уз-узидан тушунарли. ££> тупламнинг з̂ ар биридан
20 .8 -теоремага асосан улчови ^уйидаги тенгсизликни цаноат- 
лантирадиган F ^  ёпик, цисм тупламни ажратиб оламиз:

^ ( £ ( п ) ) > ^ ( £ ^ ) ) _ _ | _ .
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Fn билан FW тупламларнинг k буйича йетиндисини белги-
2 пЫ

лаймиз, яъни Fn =  (J F£\
к= I

13.8-теоремага асосан Fn туплам з а̂м ёпиц. Fn тупламнинг ул­
чови

2nN 2nN

и =  2 * {Fk ])> 2 ^ (£ *п))- 2т = и ( ^ ) - 9т  ( 2)
А=1 ft= l ^

тенгсизликни цаноатлантиради. Я£> тупламда [п (х) функцияни 
Куйдагича аник,лаймиз:

( (х) =  { a* - i ’ агаР *  £ Fikn) булса,
10, агар х£ F(k) булса.

34 .1-теоремага асосан /п(х) функция Fn тупламда узлуксиз 
булади.

Агар х нукта Fn тупламнинг элементи булса, у  F£\ k =  
= '1 , 2, . , . тупламларнинг биригагина киради.

Агар х £ Ff> с= £<"> булса, у  колда

o i - i  < / ( * ) < а(м)- 
Демак, з̂ ар бир x £ F p  учун

0 </(х)-/„(*Ха?,-а£11 = - .п
I nN

Бундан Fn =  (J булгани сабабли х нинг Fe дан олинган з̂ ам- 
&=*1

ма цийматлари учун

тенгсизлик уринли.
00

Энди F =  f\ F  тупламни оламиз. Ушбу
Л = 1

ва (2) муносабатлардан

тенгсизликни оламиз. (3) ва

F=  ПД
Л = 1

(3)

(4)
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F - E „ \ W ( E K\ F J]
Л= 1

муносабатни топамиз. Бундан ва (4) дан цуйидаги тенгсизлик 
келиб чи^ади:

» {Р ) > М Е „ ) - 2 ^ ( Е „ ) - г .  (5)
Л= 1

Хар кандай п натурал сон учун
Fn =>F

муносабат бажарилганлиги сабабли fn(x) функция F туплам­
да узлуксиз булади ва к;уйидаги

l f ( x ) - f n( x ) l< ~  (x£F)

тенгсизлик бажарилади. Сунгги тенгсизлик F тупламнинг хар 
к;андан элемента учун уринли; демак, {/„(*)} функциялар кет- 
ма-кетлиги F тупламда узлуксиз ва унда f(x) функцияга те­
кис яцинлашади.

30 .1 -теоремага асосан f  (х) функция F тупламда узлуксиз 
булади ва (1), (5) муносабатларга асосан

[I (F) >  ц (En) — е >  [I (£) — 2 е

тенгсизликлар бажарилади.*
Баъзи муаллиф лар функциянинг Лузин теоремасида 

ифодаланган хоссасини улчовли функциянинг таърифи си­
фатида оладилар ва ундан функциянинг Л ебег маъносида 
улчовли эканлигини келтириб чи^арадилар.

М А Ш  К, У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Агар f(x) функция улчовли £ тупламда улчовли булса, 
у  *олда унинг мусбат к^сми /+ =  шах {/, 0} ва манфий цис- 
ми f~ =  — min {/, 0} *ам шу тупламда улчовли булишини не- 
ботланг.

2. Агар f(x) ва  g(x) функциялар Е туп лам да улчовли 
булса, у  *олда ^уйидаги функцияларнинг *ам  улчовли 
булишини исботланг:

а) Н(х) =  шах {/ (х), g(x)}\
б) h(x) =  min {/ (х), g(x)}\
е) агар / (дс) >  0 булса, ф (х) =  (J {х))е (х).
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3. f (х) функция улчовли Е тупламда улчовли булсин. Ушбу 
ср(0 =  ц [£ {х £ £ :  / М <  01

I функциянинг камаймайдиган  ва чапдан узлуксизлигини, 
• уш бу

Ф(0 =  И £  { * € £ :/ (* )> * } ]

функциянинг эса усмайдиган ва унгдан узлуксизлигини 
исботланг.

4. Агар f2(x) улчовли булса, у з^олда f(x) функция­
нинг улчовли бу'лиши шарт эм ас. Ш унга мисол келтиринг.

5. [0, 1] д а  аницланган улчовли f(x) ва g(x) функ­
циялар берилган ва 0 ^ / ( х ) ^ 1  тенгсизлик уринли бул­
син. Бу функцияларнинг суперпозицияси g ( f ( * ) )  улчов- 
лими?

6. [0, 1] д а  улчовли ва деярли чекли J (х) функция 
берилган. [0, 1] д а  аницланган камаю вчи шундай g ( x )  
функция м авж удки , хар кандай а учун

^ (В {g >  а}) =  ц (£ {/ >  а})
тенглик уринли. Исботланг.

7. [0, 1] да аницланган улчовли ва деярли чекли f{x) 
функция берилган. Ушбу

шартларни цаноатлантирувчи h соннинг м авж удлиги  ва 
ягоналигини исботланг (Л . В. Канторович м асал аси ).

V II б о б  

ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛИ

Математик анализ курсидан маълум булган Риман интегра­
ли тушунчасига назар ташласак, унда Риман интегралининг 
баъзи бир синф функциялари учун мавжуд эмаслигини кура­
миз. Бунга мисол келтиришдан олдин Риман интегралининг 
таърифига тухталиб утамиз. Агар [а, Ь] сегментда ани^ланган 
f(x) функция берилган булса, Риманнинг гояси буйича [а, Ь\ 
сегмент, узунликлари Дх, Д2, • • • , Д„ булган п та булакка 
булинар эди ва з̂ ар бир булакчадан ихтиёрий %k ну^та танла- 
ниб, цуйидаги интеграл йдаинди
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« . - 2  k=1
тузилар эди. Бунда, n-*- оо да (maxA*-»-*)) S n кетма-кетлик­

нинг лимити мавжуд булса ва бу лимит [о, Ь] сегментни 
булакчаларга булиш усулига *амда з̂ ар бир булакчадан Е IiVKa 
таларнинг танланишига боглиь; булмаса, бу лимит f(x) фун!) 
циядан [а, 6] сегмент буйича олинган Риман интеграли дейи! 
лар эди.

Агарда [а, b] сегментда аникланган f(x) функция сифатида 
Дирихле функциясини олсак, яъни

у  з^олда юк;орида келтирилган Риман таърифи буйича бу функ­
циянинг интеграли мавжуд булмайди. ^акицатан, агар Д 
булакчаларнинг з̂ ар биридан 1к ну^та рациона;: цилиб танланса, 
S n =  0, яъни Пш5п =  0 булади. Агарда Ак булакчаларнинг

з а̂р биридан ну^та иррационал к;илиб танланса, Sn — b — а,

булади. Курамизки, Sn кетма-кетликнинг лимити Ак булакча- 
лардан 1к нук;тани танлашга бор лик;.

Бу каби мисолларни куплаб келтириш мумкин.
Курамизки, Риман интеграли тушунчасини математи- 

к ад а  куплаб иш латиладиган муз^им ф ункцияларга татбиц 
Килиб булмайди. Шу сабабли Риман интеграли тушунча­
сини кенгайтириш м асаласи  тугилади. Б у м асала билан 
куп матем атиклар  ш угулланиб, Риман интегралининг тур- 
ли умумлаштиришларини топишган. Буларнинг ичида энг 
муз^ими Лебег томонидан киритилган интеграл тушунча- 
сидир.

Л ебег интегралининг асосий гояси ш ундаки, у  ФУН̂ ' 
циянинг ани^ланиш соз^аси булган  [а, Ь\ сегментни бу* 
л акл ар га  булаётганда аргумент цийматларнинг я^инлиги- 
ни эм ас, балки функция цийматларининг яцинлигини -\н- 
собга олади. Бу гоя бир йула Риман интеграли мавжуд 
булган  функциялар синфидан кенгроц функциялар сия- 
фи учун интеграл тушунчасини ани^лаш га имкон бера 
ди. Риман ва Л ебег гояларини бошцача яна КУ1”,идагИяГ 
з^ам солиштириш мумкин. Айтайлик, \а, Ь] с е г м е н т н й н

№ > = {,
1, агар х — рационал булса,
О, агар х — иррационал булса,

яъни
lim  S n — b — а
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зунлигига тенг булган ипга ихтиёрий равиш да *ар хил 
кийматли тангалар текис тизилган дейлик. Шу тангалар- 
нинг умумий кийматини хисоблаш учун Риман уларнинг 
хар бирининг кийматини ипда жойлашиш тартибида цушиш 
усулини цулласа, Лебег эса аввало  уларнинг бир хил 
ки й м а т л и л а р и н и  гуру^лаб , сунг уларни *ушиш усулини 
к'уллайди. Юзаки цараганда бу икки усулда *исоблаш лар- 
нинг бир-биридан устунлиги сезилмаса-да, цуйида биз Лебег 
усулининг катта  имкониятларга эга  эканлигини кура- 
миз.

35-§ . Ч егараланган функциянинг Лебег интеграли

Аввало Лебег интегралини [а, b] сегментдаги улчов­
ли Е тупламнинг характеристик функцияси учун аницлай- 
миз.

Ушбу

В | ;  ' » « - { £  * М '

функцияни Е тупламнинг характеристик функцияси дейила- 
Дн- fе М  функциянинг Лебег интеграли деб li (Е) сонга’ (яъни’ £ 
тупламнинг улчовига) айтилади ва куйидагича белгиланади: »j

(L) I fE(x)dx =  ц(Е).
E

Ушбу

f(x) =  \k' X̂ E' 
n >  to, x£E

функция учун эса Лебег интегралини

(L) f / W  dx =  k (i (£)
E

тенглик билан ани^лаймиз.
т*пляМ1 Г  * °ЛГа У ™ ? учун А ва в  билан улчовли Е 
куйи яя ани^ланган функциянинг мос равиш да ани^ 
И S 1 поани^ «ЧРР.Н чегараларини белгилаймиз ^ам да 

J егментни куйидагича п р^исмга буламиз:

C t o p a

еу (у =  0 , п — 1)
4 - 4 1 8
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Уу < / ( * ) <  ущ+1

тенгсизликни ^аноатлантирадиган х нуцталардан иборат туплам­
ни белгилаймиз. f(x) функция улчовли булганлиги учун ех (v =
=  О, п — 1) тупламлар улчовли булади.

Энди ушбу

S = y < / V (ev)- S  =  S  y v+l и К )
■v̂O v=0

йияиндиларни тузамиз (s ва 5  ни мос равишда куйи ва щори 
йигиндилар дейилади) ва куйи лаги таърифни киригамиз:

Т а ъ р и ф .  Агар (=  шах [г/у , ,  — £/v]) нолга интилганда
0*v<n—1 1

(л-> оо) s ва 5  йигиндиларнинг лимити мавжуд булиб, бир- 
бирига тенг булса ва бу лимит i/v нук^паларни танлаб 
олишга 6ofauk булмаса, у \олаа бу лимитни f (х) функция­
нинг Е тупламдаги Лебег интеграли дейилади ва бу инте­
грал юкоридаги хусусий доллар каби ушбу (L) \ / (x)dx кури-

Е
нишда белгиланади.

Т е о р е м а .  Агар f(x) функция улчовли Е тдплам- 
да улчовли ва чегараланган булса, у %олда унинг учун 
Лебег интеграли мавжуддир.

И с б о т .  Ч егараланган  ва улчовли /(*) функцияни 
олиб, унинг учун 5 ва S  йигиндиларнинг умумий лимит- 
га  эга эканлигини курсатам из. Буг функция чегараланган ­
лиги учун унинг ани^ куйи ва аниц га^ори чегаралари 
м авж уд ; улар  мос равиш да Л ва В булсин. [А, В\ сег­
ментни икки усул  билан ^уйидагича п[ ва по цисмларга 
буламиз:

A =  iJ0 < y 1 < y i <  ■ ■ ■ < У п 1- \ < У п ,  =  В > О) 

А =  У'о <  у\ <  y'i <  - • • <  Уп, - 1 <  У'п. =  В■

б и л а н

Агар

К , =  т а х  dfv+1— У ^  К , 7  т а х  ( f+ i ~ y 'J '1 0<v<n,—I T  '  0<v«n,—i

X =  max

белгилашларни киритсак, у ^олда булиниш нукталари 
учун ушбу



( у * + , — 0 , < Я  (V =  О ,  ; j j  —  ] ) ,

( v = o ,  n , — i)
тенгсизликлар бажарилади. Бу тенгсизликлардан цуйидаги 
муносабатлар келиб чикади:

s =  2 ^ v + i  — 2  =
v—0 v=0

S ' -  s ' = 2 * v̂+1 -  <0 < * 2  11 (<} “  ^ (£)’
v=0 v=0

бу ерда s' ва S' сонлар (2) булиниш учун тузилган цуйи ва 
юк;ори йигиндилар. Энди (1) ва (2) булиниш нукдаларини, яъни 
Уч> У’ч нуцталарнинг хаммасини булувчи ну^талар сифатида 
оламиз ва тегишли s", S"  йигиндиларни тузамиз. Бунинг нати­
жасида s ва s' йигиндилар камаймайди. 5  ва S' йигиндилар 
эса ортмайди, яъни

s <  s" <  5" <  5 ,
s' <  s" < S " t< S '  (3)

тенгсизликлар Уринли булади. Дархацик,ат, агар (уу, уу+1) ора- 
ли^ни бирорта янги | нукта ёрдами билан (i/v, ?), (1, уу+[) 
орали^ларга булсак, у з^олда ушбу

У у И (e j <  Ц {£ (У, <  / <  0} +  & |i {£ (Б <  / <  yy+l)}
тенгсизлик баж арилади . Бундан куринадики, s ^ s " ,  яъни 
цушимча булиниш ну^талари киритилиши натижасида 
]^уйи йигинди камаймайди.

Ш унга ухш аш  уш бу

0v+1 И (<0 >  5|L{E(yv ^ f < t ) }  +  Уу+1 И {Е (5 <  / <  Уу+ ,)>
тенгсизликни з^ам ёзишимиз мумкин; бундан куринадики, 
янги нуцтанн киритиш натиж асида 5  йигиндининг тегиш­
ли з^ади ортмас экан , дем ак , S  юцори йигиндининг узи з^ам 
ортмайди.

(3) муносабатлардан  куринадики, (s, 5 )  ва (s '. S') 
оралицлар (s ", S") оралн^дан иборат умумий цисмга 
эга экан . Д ем ак , s, s', S  ва  5 '  сонларнинг з^аммаси узун- 
лиги 2А)д.(£) дан  катта  булм аган  ораликда жойлаш гандир. 
Я ни истаганча кичик ^илиш мумкинлигидан ва м атем атик 
анализдаги умумий якинлашиш принципига мувофи^ 
s, S  йигиндиларнипг умумий лимитга эга эканлиги келиб 
чикади.

Д ем ак , кщорида берилган таърифга мувофиц з^ар ^ан-
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дай чегараланган  улчовли f(x ) функция учун Лебег 
интеграли доимо м авж уд .*

36- §. Ч егараланган  функция Лебег интегралининг 
асосий хоссалари

Бу параграф да учрайдиган барча улчовли функциялар 
чегараланган  деб ^исобланади.

36 . 1- т е о р е м  а (урта ^иймат х аси д а ). Агар Е туп­
ламда улчовли f(x ) функция учун m ^ i ix j^ M  тенгсиз­
лик бажарилса, у %олда1

m <  и (Е) J  / (х) dxt^ M fx (В).
£

И с б о т .  s  ва 5  йигиндиларнинг тузилишига мувофиц 
ушбу

m |д. (Е) <  s <  5  <  М jj. (£)
тенгсизликлар уринли. Бу тенгсизликларда тегишли ли- 
митга утилса, ю^оридаги муносабатлар келиб чикади.*

Лебег интегралининг ^уйидаги 36.2, 36.3 ва 36.4- хос­
салари унинг таърифидан ва 3 6 .1 -теоремадан бевосита к е ­
либ чикади. „

36.2- н а т и ж а .  Агар улчовли f(x ) функция Ь т у п ­
ламда манфий булмаса, у %олда унинг бу туплам брйича 
интеграли %ам манфий булмайди, яъни агар f(x ) ^ 0 бул­
са, у \олда

\ f(x)dx  >  0.
£

36.3- н а т и ж а .  Агар Е тупламнинг улчови ноль бул­
са (яъни р , (Е) =0 ) ,  у %олда %ар цандай чегараланган у л ­
човли f(x ) функция учун

\f(x)dx =  0 
£

булади.
36.4- н а т и ж а .  Агар с узгармас сон булса, у холда

f с / (x)dx =  с j  / (х) dx.
£ £

3 6 . 5 - т е о р е м а .  Агар Е, t =  1, °о улчозли туплам-

1 Интеграл снмволи олдида L харфи ёзилмаган булсада, келгусида 
у интегрални Лебег интеграли деб тушунамиз.
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лар бдлиб, £  =  .и, (£* П =  0  , Ь ф  s) ва f (х) функция Е 

тупламда улчовли булса, у %олда

^ f ( x ) d x = ^  \ f(x) dx' W
Е 1=1 £(

Интегралнинг бу хоссаси унинг тула аддитивлиги дейи­
лади.

И с б о т .  Аввал уш бу
Е =  Е,\]Ег (Е1 [\Ег — 0 )

хусусий ^олни курамиз. f(x )  функция £ т у пл амд а  чега- 
раланганлиги учун шундай Л ва  £ сонлар м авж удки , улар  
учун уш бу

.4 ^  / (х) <  В
тенгсизликлар бажарилади. [А, В] сегментни у0, yv  . . . , уп 
ну^талар билан п кисмга булиб, ^уйидаги тупламларни туза­
миз:

ev =  Е (f/v <  / (х) <  f/v+1),

<  =  E2(yv < / (x )< j/ v+1).

Ушбу U е" =  ва П ^  =  0  тенгликлар уз- узидан тушу- 
нарли. Булардан куйидаги тенглик келиб чи^ади:

2 ^  ю = 2  14 ̂  +  2  ^ (е̂
V=0 v=0 v=0

Бу тенгликда v =  max (u , ,  — yv) ни нолга интилтириб, ли-
0<\<л—1 '

митга утилса, Лебег интеграл ининг таърифига мувофиц 

J  / (х) dx — I / (х) dx + j  / W  dx
E Я. £ ,

тенглик келиб чицади.

Агар £ = U Et (п — натурал сон) ва £ г П £у= 0  булса, у  

^олда
П
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тенгликни юкоридаги хусусий ^олдан математик индукция ёр- 
дами билан бевосита келтириб чицарилади.

Энди умумий ^олга утамиз, яъни

Е =  .UEi (Ek(]Es —0 ,  кФБ)

оо

булсин. Бундан (.1 ( f )  =  ^ V ( £ , )  келиб чикади. и ( £ ) <  +  оо
i=i

булганлиги учун п -*■ оо да
оо

У  и (Е() *-> 0. (3)
1=п+1

ОО
Энди U £■ тупламни R билан белгилаймиз. У ^олда Е =

i= n+ l
=  (J . . . U £„11 Rn- Бу тенгликда ^адларнинг сони чекли 
булгани учун (2) тенгликка асосан

П
j  / (x) dx =  V  j ' f(x) dx +  f / ( a:) dx. (4)

£ *=i£ft Rn
36.1 - теоремага мувофик,

A n(R n) ^ \ f ( x ) d x ^ B ix{Rn). (5)
An

(3) га асосан n ->  оо да ц (/?„)->-0. Демак, (5) дан п->- со да

| f(x)dx-*- 0.
Rn

(4) ва охирги муносабатдан (1) тенглик келиб чикади.*
3 6 .6 -т е о р е м а. Агар улчовли Е тупламда улчовли 

fi(x) ва  fz(x) функциялар берилган булса, у ^олда

f (fi (х) + ft M) dx  = j  /i (x) dx +  \ f2 (x) dx. (6)
£ E E

И с б о т .  Аввал ^уйидаги хусусий з^олни курам из: f\(x) 
ва /2(*) функциялардан бири, м асалан , f t (x) функция Е 
туп лам да узгарм ас с сонга тенг булсин. Бу з^олда Лебег 
интеграли таърифидан фойдаланиб, ушбу

j  (fi (х) +  /2 (х)) dx — с \х(Е) +  С /а (х) dx (7)
£ £

тенгликни ёзишимиз мумкин.
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Энди /, (х) ва /2(х) ихтиёрий чегараланган улчовли функ­
циялар булсин. fj(x) функциянинг цийматлари узгарадиган 
[А, В] сегментни у0, yv  . . . уп нукталар ёрдами билан п та 
^исмга буламиз ва ушбу

еу =  Е (г/„ <  /i (.v) <  j/v+1) (v =  0, п — 1)

тупламларни курамиз. 36.5- теоремадан ва (7) тенгликдан 
фойдаланиб, уш бу

Л — 1

[ Ifi (*) +  /г W1 dx =  2  f ^  W  +  /* W1 dx >
v=0 tv

> У  f [уу + /, (*)] dx =  s +  J  /2 (х) dx

муносабатларни оламиз.
Шунга ухшаш, уч урнига yv+l ёзилса, ушбу

[ [Д (*) +  /2 (*)] d x s z S  +  [ f2 (х) dx
Е Е

тенгсизлик келиб чикади. Д ем ак ,

s  +  \ f 2 (х) dx <  \ [fi (х) +  /а M l dx <  S  +  \ f2 (х) dx.
Е Е  Е

Энди бу муносабатларнинг чап ва унг томонида 
\  (=  max(r/ , , — у )) ни нолга интилтириб лимитга утилса, (6)

0<v<n—1 +
тенглик келиб чикади.*

Интегралнинг 36.3, 36.5 ва 36.6- хоссаларидан ^уйида- 
ги натижа келиб чикади.

36 .7-н а т и ж а .  Агар длчовли f  (х) e a g (x )  функциялар Е 
тупламда эквивалент булса, у холда

j  / (х) dx =  | g (х) dx.
Е Е

И с б о т .  Дар^ацицат, е =  Е (/ (х) ф  g (х)) деб олсак, f  ва g 
функциялар эквивалент булгани учун р.(е) =  0. У  ,\олда Е ^ е  
тупламда / (х) =  g (х) булади. 36.5- теоремага асосан

j  (f — g )d x— j ( /  — g )d x +  j  (f g)dx
E e E \ e

тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи ин­
теграл нолга тенг, чунки ц(е) =  0. Иккинчи интеграл з а̂м 
нолга тенг, чунки Е ^ е  тупламда /(*) «^ g (x )„
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3 6 .8 -т е о р е м а . Агар улчовли Е тупламда улчовли f (х) 
ва ф (х) функциялар берилиб, бу тупламда / (х) ^  ф (х) булса,
у ,\олда

[  / (х) dx <  | ф (х) dx. (8)
Е Е

И с б о т .  f(x) функцияга тегишли уу булиш ну^таларини 
олиб, ev тупламларни тузамиз. еу тупламда ушбу ф (х) >  f  (х) >  
>  yv тенгсизликлар бажарилади.
Демак,

С ф (х) dx =  2  J Ф (х) dx >  2  t/v ц (е,).
£ v v

Бу муносабатнинг унг томонидаги йигинди f / (х) dx га интила-
£

ди, шунинг учун бундан (8) тенгсизлик келиб чикади.*
3 6 . 9 - т е о р е м а .  Цуйидаги тенгсизлик уринли:

| f / (х) dxj <  \ If (х)| dx. (9)
£ £

И с б о т .  Ушбу
Ex =  E {f{x )>  0}, Е2 =  Е {f (х )<  0}

тупламларни оламиз.
Энди (9) тенгсизлик

|j f{x)dx\ =  \\f(x)dx — §\f(x) | d x | <  J/ (x )d x  +
i: £i Ej E|

+  f I/ (x)| dx, 1 I/ (x)| dx =  j  / (x) dx +  [ If (x)| dx
£, £ Ei "£,

муносабатларнинг чап ва унг томонларини солиштиришдан бе- 
восита келиб чицади.*

3 6 . 1 0 - т е о р е м а .  Агар f ( x ) ^  0 ва j f (х )dx =  0 булса, у
Е

Холда / (х) функция Е тупламда деярли нолга тенг.
И с б о т .  М сон /(х) функциянинг ю^ори чегараси булсин. 

Ушбу

£ л =  £ { - ^ т < / ( х ) < Ш ,  я  =  1, 2,.............
(.Л+ 1 П J

=  Ех U Ег U . . .  

тупламларни тузамиз. Равшанки, Е {х: / (х) >  0} =  Е+ ва ушбу 
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V(En)<  < £ ± i  | / (х)Лс <  £ ± i  [  / (x) dx =  0
E/i £-f- E

муносабатлар уринли. Демак, ц (£ „ )= 0 (п=  1 , 2 , . . . ) .  Бундан

ц (£ +) =  0.„

37 -§ . Лебег интеграли остида лимитга утиш

Улчовли Е тупламда ани^ланган улчовли ва чегараланган 
{/„(*)} функциялар кетма-кетлиги берилган булиб, бу кетма- 
кетлик улчовли F(x) функцияга Е тупламнинг ^ар бир ну^та- 
сида ё деярли ёки улчоз буйича я^инлашувчи булсин. У ^олда

муносабат доимо уринлими, деган савол тутилади. Бу муно- 
сабатнинг, умуман айтганда, доимо уринли эмаслигини цуйи- 
даги мисолдан куриш мумкин.

Масалан, fn (х) функция [0, 1] сегментда ^Уйидагича аник;- 
ланган булсин:

яъни (1) муносабат бажарилмас экан.
Энди, fn(x) функциялар кетма-кетлиги цандай шартларни 

цаноатлантирганда (1) муносабат уринли булади, деган савол 
турилади. Бу саволга А. Лебегнинг цуйидаги теоремаси жавоб 
беради:

3 7 . 1 - т е о р е м а  (А. Лебег), йлчовли Е тупламда улчовли 
ва чегараланган {fn(х)} функциялар кетма-кетлиги берилган 
булиб, бу кетма-кетлик улчовли F (х) функцияга улчов буйи-

lim  [ fn (х) dx =  f F (x) dx
l - i f »  r- (1)£ E

У ^олда Ĵ ap ^андай * 6  [О, 1] учун ушбу
\\mfn{x) =  0

тенглик уринлидир, лекин
1

j  fn(x)dx=  1,
о
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ча якинлашувчи булсин. Агар Е тупламнинг барча элемент­
лари учун ва цар цандай п натурал сон учун ушбу

\ Ш < к
тенгсизликни цаноатлантирадиган К сон мавжуд булса, 
у %олда бундай функциялар кетма-кетлиги учун (1 ) муноса­
бат уринли.

И с б о т .  Дастлаб Е  тупламда ушбу
\ F ( x ) \ ^ K  (2)

тенгсизликнинг деярли бажарилишини курсатамиз. Дар^акик,ат, 
{/„(*)} кетма-кетликдан 33.5-Рисс теоремасига асосан шундай 
{/ (х)} цисм кетма-кетлик ажратиб олиш мумкинки, у F (х)
функцияга деярли якинлашади.

Энди
1/„*МК*

тенгсизликда лимитга утилса, (2) муносабат келиб чикади. Их­
тиёрий о >  0 сон учун

An{o) =  E ( \ f - F \ > oy, 

Bn (o)=E( \ fn - F \ < o )  

тупламларни тузамиз. У з^олда

fn(x)—  \ F(x)dx  | <  \\ f n (х) F (x)j dx =
E £ E

=  ' I f r , ( x )  —  f  m| d x +  П f „  M — f M | d x - (3)
A„(  О) Bn(O)

An (а) тупламда

\fn ( x ) - F ( x ) \ < 2 K  
тенгсизлик деярли бажарилганлиги учун ушбу

J  \Jn ( x ) - F ( x ) \ d x < 2 K n ( A J o ) )  (4)
Ап(0)

муносабат уринли. Иккинчи томондан, 36 .1-теоремага асосан

J 1 f n М ~  F  Mld x  <  0  И ( в п (°)) <  (£)-
&п<°>I

(3), (4) ва охирги муносабатлардан:

j f /„ (х)d x - j F (х) dx | <  2 К  Ц(Ап (о)) +  оц (£). (5)
Е Е

170



° < 2 ц  (£)

тенгсизликни ^аноатлантирадиган цилиб оламиз. Теореманинг 
шартига мувофик, хар кандай а >  0 учун п оо да

И (<*))-*• 0.
Демак, шундай п0 натурал сон мавжудки, ушбу

2 K \ i ( A n ( o ) ) < - j  ( п > п 0) (7)

муносабат уринли.
Энди (5) тенгсизликдан (6), (7) ларга мувофик; куйидаги 

тенгсизликни оламиз:

|! fn ( x)dx—  1 F (х)d x ' < E  (п >  п0). 
е  i

Бу муносабат эса теоремани исботлайди.*
3 7 .2 -и з о х . Агар теореманинг шартида {fn (*)} кетма-кет­

лик F (х) га деярли яцинлашса ва \fn (jc)| <  К (п =  1, 2, . . . )  
тенгсизлик Е  тупламда деярли бажарилса, у ^олда теорема 
уз кучини сацлайди. Чунки бу ^олда 33.3-теоремага асосан 
{/„ (*)} кетма-кетлик F (х) функцияга улчов буйича х,ам яцин- 
лашади.

38-§. Чегараланмаган функциянинг Лебег^интеграли. 
Жамланувчи функциялар

Улчовли / (х) функция Е  тупламда;. ашщланган булсин. 
Аввал /  (х) ни Е  тупламда манфий эмас, яъни f ( x ) >  0 деб 
фараз келамиз ва ушбу

if w l  =  //(■*). агар /(*) <  п булса,
( п, агар f  (х) >  п булса

функцияни тузамиз. Бу функция £  тупламда чегаралан ­
ган ва дем ак унинг Л ебег интеграли мавж уд.

1- т а ъ р и ф. Агар

lim  j  [f(x)]n dx  (1)
П—+00 £

мавжуд булса, бу лимитна f  (х) функциянинг Е тупламдаги 
Лебег интеграли дейилади еа у \ / (х) dx ор^али белгиланади.

Ихтиёрий кичик е > 0  сон учун о > 0  сонни
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Е  тупламда улчовли ва мусбат f(x ) функция Л ебег 
интегралига эга булиши учун

f I/(*)]„ dx
Е

интегралларнинг чегараланган  булиши зарур ва кифоя- 
дир, чунки

f [/(*)]„ dx <  f [/(x)]rt+1 dx
E  E

тенгсизлик n нинг з^амма цийматлари учун баж арилади .
М анфий функцияларнинг Л ебег интеграли з^ам худди 

шунга ухш аш  ани^ланади.
Энди умумий з^олни, яъни улчовли f (x)  функция Е 

туплам да з^ар хил иш орали кийматларни кабул ^иладиган 
з^олни курамиз. Бу з^олда Е  тупламни ^уйидагича икки 
узаро кесишмайдиган Е\  ва Е -2 1\исм ларга аж ратам из:

El - E \ f ( x ) >  0},
E t =  Е  ( / ( * ) < 0 ) ,  (2)

яъни Е 1 нинг з^ар бир нуцтасида /(х )  функция манфий 
эмас, Е 2 нинг з^ар бир нуцтасида эса f (x)  функция м ан­
фий.

2 - т а ъ р и ф .  Агар f ( x )  функция учун ушбу 

f f ( x )dx ,  \ f {x)dx
£. Е,

интегралларнинг %ар бири мавжуд булса, у  %олда f (x)  
функцияни Е тупламда жамланувчи дейилади ва Е туп­
лам буйича интеграли ушбу

[ /  (х) d x — \ /  (х) d x +  \ f  (х) dx (3)
Е  E i  Е ,

тенглик билан ани^ланади.
Ж ам ланувчи функцияларнинг баъзи хоссалари билан 

таниш амиз.
3 8 .1 - т е о р е м а ,  йлчовли f (х) функциянинг жамланувчи 

булиши учун \ f ( x ) \  функциянинг жамланувчи булиши зарур 
ва кифоядир; I /  (х) | жамланувчи булган %олда ушбу

И /  (х) dx  I <  \ \ f  (х) | dx
Е Е

муносабат уринли.
И с б о т .  З а р у р и й л и г и .  Улчовли /(х) функция Е  туп­

ламда жамланувчи булсин. | / ( х ) |  функциянинг жамланувчи 
эканини курсатамиз. Берилган /(х) функция учун (2) даги Ег



ва Е 2 тупламларни тузамиз. f (x)  функция Е  тупламда жамла- 
нувчи булгани учун 2-таърифга асосан бу функция Е х ва Е 3 
тупламларда ^ам жамланувчи. Бундан ва ушбу

f \ f ( x ) \ d x =  f f {x)dx  —  J f  (x) dx
e i ,  k,

тенгликдан | /  (x) | функциянинг з^ам жамланувчи эканлиги ке­
либ чикади.

К и ф о я л и г и .  | / (х)| функция Е  тупламда жамланувчи 
булсин. /(х) функциянинг .\ам шу тупламда жамланувчи экан­
лигини курсатамиз. Ушбу тенгсизлик уринли:

j f ( x ) d x =  f f ( x ) d x  +  1 f  (x) dx <
E Et E,

<  [ /  (x) dx — I /  (x) dx =  [  | /  (x) I dx.
Ei e , e

Чунки f (x)  функция E % тупламда манфий. Бундан ва | / ( х ) |  
нинг жамланувчи экаилигидан /  (х) нинг >;ам жамланувчи экан­
лиги келиб чикади. Теорема нинг охирги натижаси ушбу тенг- 
сизликдан келиб чикади:

| | / (х)dx | =  | | f ( x ) dx . +  f f ( x )dx
E Ei t ,

<  | f f ( x ) d x —  j f ( x )dx  | =  f |/(x )|cfx .*
E, E, к

Куйидаги 38.2—38. 6 -теорема/,ар 38.1-теоремага ухшаш осон 
исбот этилади. Бу теоремаларда учрайдиган функциялар улчовли 
деб хисобланади.

3 8 .2 -т е о р е м а . Агар k дзгармас сон булса, у  холда

\ k f (x)dx  =  к | /  (х) dx.
Е Е

И с б о т .  1-таърифга асосан

[  kf  (x)dx =  lim I [kf (x)]„ dx.
Ё Л-МВ £

36.4- натижага асосан

f [kf(x)\a dx =  k f lf(x)]n dx.
E E

Бундан

j  kf  (x) dx =  lim ) [kf(x))n dx =
E '’ •mo £
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=  k lim \ [f(x)]n dx =  k [  f (x)dx.v
n-xx> KE  E

3 8 .3 - т е о р е м а .  Агар f  ~  g  булиб, булардан бири жам- 
ланувчи бдлса, у  х<олда иккинчиси хам жамланувчи булади 
ва

J f { x ) d x =  J  g(x)dx .
£ £

И с б о т .  f ~ g  булгани учун Е  тупламда [ / (х)]л ~  [ g (*)]„ 
муносабат ^ам уринли. Фараз ^илайлик f(x)  функциянинг 
интеграли мавжуд булсин. У  хрлда j  f ( x ) d x =  lim  j  [f(x)]n dx

E n-+*>E
булиб, 3 6 .7 -натижага асосан

С IHx)]n d x =  \ lg (x)]n dx.
£ £

Бундан

f V (x) — g  M l dx =  lim  \ {[f (*)]„ — [g (*))„> d x =  0
E n-»°° £

тенглик келиб чи^ади.*
38.4- т е о р е м а .  Агар f  (х) >  0 ва f /  (х) dx =  0 бдлса, у

Е
холда f  (х) функция Е тупламда деярли нолга тенг.

И с б о т .  E + =  { x £ E : f ( x ) >  0} булсин. Ушбу

Е п =  {x£E:f(x)  > ! } , «  =  1, 2, 3, . . .

оо

тупламларни тузамиз. Равшанки, Е + =  U Еп. Энди
П— 1

ц (£ „ )]=  j  dx  <  п \ f ( x ) d x < n  \ / (х)dx  — 0 .

Демак \х (Еп) — 0. Бундан ва ц ( £ +) ^  V ->  ( £ J  тенгсизликдан
П=1

ц (£+) =  0 келиб чи^ади.*
3 8 .5 - т е о р е м а .  Агар f  (х) функция Е тупламда жамла­

нувчи бдлса, у  холда / (х) функция Е нинг хаР цандай 
длчовли Е 0 кисмида хам жамланувчи бдлади.

И с б о т .  / (х) функция Е  тупламда жамланувчи булганли­
ги учун 38.1-теоремага асосан 1 /(4 1  функция ^ам  Е  туплам­
да жамланувчи. Агар Е п туплам Е  тупламнинг ихтиёрий ул­
човли ^исми булса, у холда
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тенгсизликдан I /  (х) | функциянинг Е 0 тупламда жамланувчи 
эканлиги келиб чикади. Демак, 38 .1-теоремага асосан f(x)  
функция ^ам Е п да жамланувчи. *

38.6- т е о р  е м а . Е тупламдаги улчовли f  (х) ва F (х) 
функциялар учун  | /  (х) | <  F (х) (х£Ё) тенгсизлик уринли 
булиб, F (х) жамланувчи булсин. У холда /  (х) хам жамла­
нувчи еа

f | / ( x ) |d .v <  f F(x)dx.
E li

И с б о т .  Хар кандай n натурал сон учун

l l f ( x ) l l „ < F ( x )  

тенгсизлик уринли булганлиги туфайли 38 .8 -теоремага асосан

f l \ f ( x ) i J n d x <  f F(x)dx.
E Ё

Бундан n оо да

lim  | [ \ f (x) \ ]n dx  <  \  F(x)dx
П-+ 00 £ Щ

тенгсизлик келиб чикади. Демак, I-таърифга асосан \ f (x)\  
функция Е  тупламда жамланувчи. Юкоридаги тенгсизликдан

f | /  (х) | dx  <  i F (х) dx.
Е Е

Энди f  (х) функциянинг жамланувчи эканлиги 38.1-теоремадан 
келиб чикади. *

38.7-теорема (интегралнинг тула аддитивлиги). Агар f  (х) 
функция Е  тупламда жамланувчи ва Е узаро кесишмайди-
ган сони саноцли, улчовли Е х, Е 2, . . .  , Еп............ E k f) E k.=
— 0 i  Ь ф к '  тупламларнинг duFunducudan иборат булса, у  
Холда

оо

f f (x)  dx =  j f ( x) dx.
E i=  1 £(

И с б о т .  Аввало теоремани /  (x) >  0 булган ^ол учун исбот­
лаймиз. Б у  холда /  (х) функция ва ихтиёрий п натурал сон 
учун [/(*)]„ функциями тузамиз. У холда 36.5-хоссага асосан



j  [/(*)]„ =  2  J  [f(x)]ndx
£  fc-=l Ek

муносабат уринли. Бундан 38.6-xoccara асосан
оо

f [/ (*)]„ dx <  У, ) f ( x) dx 
Е  1 Ек

тенгсизлик келиб чи^адн. Бу тенгсизликдан оо да ли- 
митга утиб,

ОО

I f ( x ) d x  <  2  j /(*) (4)
£ *=I £*

муносабатни оламиз. Иккинчи томондан, 36.5-теоремага асосан
оо

j  U(x))n d x =  2 f [/ (*)J„ dx-
E *=1 £*

Бундан E  тупламда /  (x) >  0 булгани учун j^ap кандай m на­
турал сон учун ушбу

т

f IHx)\n d x >  2  J  U(x))n dx
E k=\ F-h

муносабат уринли. Бу муносабатда аввал^гс ни, сун г^т  ни чек- 
сизга интилтириб, ушбу

оо

j  /  (х) dx >  2 f /  (х) dx (5)
£ *=i i*

тенгсизликни ^осил циламиз, (4) Гва [(5) тенгсизликлардан, 
/  (х) >  0, х£Е хрл учун теореманинг исботи келиб чикади. 
f { x ) <  0 булган ^ол учун ^ам ̂ теорема 'худди шунга ухшаш 
исбот этилади.

Умумий х,олда теореманинг^исботиТ(З) ''формуладан ва юко- 
рида курилган ^оллардан бевосита келиб чик,ади. *

3 8 .8 -т е о р е м а . Агар / (х) ва g (х) функциялар Е туп­
ламда жамланувчи булса, у  %олда уларнинг f  (х) +  g (%> 
йитндиси щ м  жамланувчи ва

j* ( f ( x ) +  g(x)) d x =  S' f  (x) dx +  f g(x)dx.
E Е Ё

И с б о т .  1. К,иск;алик учун ф W  =  / (х) +  g (х) бел ги лай 
киритамиз. Аввал f (x)  ва g (х) функциялар манфий булмаг
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*олни курамиз. Бу  *олда [Ф]„ < [ / ] „ +  [g]„ ^  [Ф]2„ булади.

муносабатлар келиб чикади. Шу билан курилаётган хусусий 
хол учун теорема исбот булди.

2. Энди ^уйидаги тупламларни ^араймиз!

ЕХ =  [х£Е : /(х ) >  0, g(x)  >  Oj,
Ег =  I x^E : f(x) >  0, g ( x ) C 0 ,  Ф (х )> 0 ) ,  
Е й =*{х£Е : f(x) > 0 ,  g ( x ) < 0 ,  Ф( х ) < 0 ) ,
£ 4 =  [x£E : / ( x ) < 0 ,  g(x)  >  0, < p(*)> 0}, 
E 6 = { x £ E  : f ( x ) < 0 ,  g ( x ) > 0 ,  q>(jc)<0J,
Ee =  [x€ £  : f  (x)<  0, g (x)<  Oj,

6
Бундан Ek П Et = 0 , k ^ j m E  =  (J Ek эканлиги разшан. Энди

38.7-теоремага асосан *ар бир k ( = l ,  2, 3, 4, 5, 6) учун \

I  (/ (*) +  ё  (*)) dx =  f f ( x) dx  +  j  g(x)dx

тенгликни исботлаш кифоя. Бу тенгликнинг исботи >;ар бир k 
учун ухщаш булганлиги сабабли уни Е ь тупламларнинг бири.

Ё
Бундан п-> ос  да ушбу

f ф (х) dx <  f f ( x ) d x +  j  g (x) dx <  ) ф (x)dx
Ш  J t P  F. с

- ! / ( * ) = г М  +  [-Ф (х )]

J  (— /  (x)) dx =  j  g  (x) dx +  f [— ф (x)] dx 

а эга буламиз. Бундан 38 .2-теоремага асосан}Тенгликка

ТеНглик келиб чикади..
12—418

чикади.
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3 8 .9 -т е о р е м а  (интегралнииг абсолют узлуксизлиги). Агар 
f  (х) функция Е тупламда Жамланувчи ва Е х, E it . . .  . 
Е т, . . . , тупламлар кетма- кетлигининг %ар бири Е нинг
цисми бдлиб, ц ( Ет) -+ 0  (т -* -°°) бдлса, у  холда [ /  (х) dx -*■

-►О (т-*-оо), яъни ихтиёрий берилган  е >  0 сон учун ш ун ­
дай 6 > 0  сон мавжудки, р ( Е г1) < 6 бд.гганда

\ f  (х) dx  <  е
Ёт

бдлади.
И с б о т .  (3) формулага асосланиб, теореманн /  (х) >  О бул­

ган хрл учун исбот этиш кифоя. f (x)  функциянинг жамланув­
чи булганлигидан ихтиёрий е > 0  сон учун шундай п натурал 
сон мавжудки, унинг учун ушбу

5 If ( x ) - [ f ( x ) ] n) d x < - ?  (6)
Е

тенгсизлик бажарилади.
[/ (х)]п функциянинг таърифига асосан

j  [/W l„  dx ^  ли (Е т)- (7)

Теоремадаги р. (Ет) ->-0 (/п -> оо) шартга кура, юкрридаги 
е ва л сонлар учун шундай т0 сон топиладики, унинг учун

пи. (£  J  <  (т >  тй) (8)

тенгсизлик бажарилади.
(6) — (8) ларга мувофик,,

j  /  (х) dx  =  f [/ (х)]„ dx +  f {/ (x) -  If (x )]„) dx ^
Em E-m

<  j  [f(x)]n d x +  J  \ f ( x ) - [ f ( x ) ] n } d x < - ± + j  =  e.
Г  E  4  6

Теорема исботланди. *
38.10-т е о р е м а  (А. Лебег). Улчовли Е тдпламда жам­

ланувчи F (х) функция ва длчовли
f i (х), / а (х), . . . .  / „ ( * ) . • • •  

функциялар кетма-кетлиги берилган бдлиб, х нинг Е тдп- 
ламдаги барча цийматлари учун уш бу

\fn ( x ) \ < F ( x )  (л = 1 . 2 ,  . . . , х£Е)  (9)
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тенгсизлик бажарилган булсин. Агар берилган (fn (х) ) кет- 
ма-кетлик Е тдпламда f  (х) функцияга улчов буйича яцин- 
лашса, у х1олда Е тупламда f (х) функция жамланувчи ва

lim I  fn( x ) d x =  f  f ( x ) dx  (10)n~oo E g
муносабат дринли.

И с б о т .  (9) тенгсизликдан ва 38.6-хоссадан ^ар бир fn(x) 
функциянинг жамланувчи эканлиги келиб чикади.

33 .5-Рисс теоремасига асосан [fn (x)\ кетма-кетликдан f  (х) 
функцияга деярли якинлашувчи {/„ (*)) цисм кетма-кетлик

ажратиш мумкин. Бундан 33.2-изо^га асосан /  (х) улчовли. 
Ушбу

I/„ .(* ) I <  F(x)

тенгеизликда^л,- -*■ oof да лимитга^утсак, f  (х) функция учун

J / ( * ) | ^ F ( x )  (11)
тенгсизликнинг деярли бажарилиши келиб чикади.

Бундан F (х) функция жамланувчи булгани учун 38.6- 
теоремага асосан f  (x) функция >;ам жамланувчи булади. Сунг 
нхтиёрий о >  0 сонни олиб, ушбу

Лл (о) =  £ ( | / п — / | > а ) ,

B J a )  =  E ( l f n ~ f l < o )  
тупламларни тузамиз. Бу тупламлар учун ушбу

Е  =  Ап (a) U Вп (о), Ап (а) П Вп (о) =  0

муносабатлар уринли. {fn (х)) кетма-кетлик f(x)  га улчов буйи­
ча я^инлашгани учун

lim (Ап (о)) =  0. (12)
П-+0О

Берилган e >  0 сон учун ушбу

o ti ( £ ) < |  (13)

тенгсизликни цаноатлантирадиган мусбат V  сонни оламиз.
38 .9 -теорема Еа (12) муносабатдан фойдаланиб, пь ни шу 

цадар катта цилиб оламизки, унинг учун

\ F (х) dx <  J  (п >  п0)
Ап (О) ^
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тенгсизлик бажарилсин. (9), (11), (13) ва охирги муносабат- 
ларга биноан:

| f fn (х)dx — f / (х)dx | <  j  | fn (x)— f(x)  | dx =
E E E

=  f l  fn (x)— f ( x ) \ d x + \ \  fn(x)— f(x)  | dx  

^ 2  J  F ( x ) d x  +  a | * ( f l n ( a ) ) < ^  +  f . = e ,  ( «  >  n 0).
Л„<0)

Бундан эса (10) муносабат келиб чикади. *
38.11-т е о р е м а  (Фату). Агар улчовли ва манфий булма­

ган жамланувчи fx (х), f 2(x),  , fn (х), . . функциялар  
кетма-кетлиги Е тупламда f  (х) функцияга деярли як,ин- 
лашса, у  ^олда

\ f ( x ) d x «s И т  J  fn (x)dx.  (14)
E  n "*°° E

И с б о т .  Дастлаб {x££ i lim  f m(x) = / ( * ) )  тупламнинг ^ар
m -foo

бир ну^тасида
lim [fm(x)]n — If (x))n (15)

m- ¥ OD

тенгликнинг уринли эканлигини курсатамиз. ^ацицатан, 
х0£ [ х £ Е  : lim  f m(x)=»f(x)}

т—+со

ихтиёрий ну^та булсин. Бу ерда уч з^ол булиши мумкин; 
1) }(х0) > п \  2) / ( * „ ) < « ;  3) f (x0) =  n.

Агар f  (х0) >  п булса, етарлича катта т  учун f m (х0) >  п 
б^либ, [fm \x)]n функциянинг таърифига асосан

l fm(x0)]n =  n  =  [ f (x0))„ 
тенгликка эга буламиз. Агар /  (х0) <  п булса, у ^олда яна 
етарлича катта т учун / т  (х0) <  п булиб,

Ifm (*о)1я =  frn (*о) -*■ /  (*о) =  U (*оИ*
муносабатга эга буламиз.

Танланган х0 нуцтада f  (х0) =  п булса, у з^олда >̂ ар кандай 
е >  0 сон учун шундай т0 натурал сон топиладики, барча 
т > т 0 учун

fm (х0) > п — г
тенгсизлик уринли булиб, [fm(x0)]n функциянинг таърифидан 

Я £ “"С [/т (*о)1 п ^  ^



тенгсизликка эга буламиз. Бундан /  (х0) =  п булгани учун

I [ / « W ] „ - [ f W I ,  I < в
тенгсизлик келиб чикади. Демак, барча доллар учун (15) тенг­
лик х =  х0 нуцтада уринли. х0 нукта ихтиёрий булгани учун 
бу тенглик {х£Е : lim / т  (*) =/(•*)} тупламнинг барча нуцта-

т —+оо

ларида уринли. (15) тенгликдан 37 .1-теоремага асосан 

lim J  [f m(x)]n dx =  J  [f(x)]ndx.

Ammo fm (x) >  0 булгани учун

j  Um (x)]ndx <  f fm(x) dx.
E E

Демак,

j  U(x)\ndx  <  lim j  f m(x) dx.
£  m—> 00 £

Бундан, агар л-»-оо да лимитга утсак, (14) тенгсизлик келиб 
читали. Хусусан, агар барча / от (х) функциялар жамланувчи 
булиб,

 ̂ /  т (х) dx А ОО
£

булса, у ^олда /  (х) лимит функция хам жамланувчи булади. 
Агар бирор мусбат улчовли е тупламда /  (х) =■= - f  оо булса, у 
^олда ихтиёрий п учун ушбу

f [/ (*)]„ dx >  п|л (е)
Е

тенгсизлик бажарилади, демак, (14) тенгсизликнинг унг томо- 
ни чексизга тенг булади.*

3 8 .1 2 -т е о р е м а  (Леви). Улчовли Е  тупламда манфий 
булмаган жамланувчи f , ( x ) ,  f2 (х), (х),  . . . функ-
цияларнинг усиб борувчи (яъни fn (х) < / п+1 (х)) кетма-кет- 
лиги берилган булсин. Агар \ар  бир п учун

| /„ (х) dx ^  М  (М-узгармас сон) (16)
£

булса, у холда Е тупламда ушбу

lim /„ (* )= /(* )
П~+оо

(чекли) лимит деярли мавжуд булиб, /  (х) функция Е  туп­
ламда жамланувчи ва
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lim [ f„ (x) dx =  j  f ( x)dx.
t l—MO E

И с б о т .  Умумийликни камайтирмасдан, fx [x) >  0 деб оли- 
шимиз мумкин. {/„(*)} функциялар кетма-кетлигининг чекли 
лимитга эга булмаган нуцталар тупламини Е0 орцали белги­
лаймиз:

Е 0 =  { х £ Е  I l im /„(*) =  оо ;.
П~*оо

Агар ц (£■„) =  0 тенглик курсатилса, у х,олда (/„ (х)| кетма- 
кетликнинг Е  тупламда деярли чекли лимитга интилиши келиб 
чицади. Шу ма^садда ,\ар цандай г натурал сон учун ушбу

Е {? = \ х £ Е  : f „ (x )> r } ,  л =  1, 2, 3 _____

тупламларни к,араймиз. У >;олда ^уйидаги тенглик уринли!

£ „ = П [ и О -  ^г— 1 л=1
^а^и^атан, х £ Е 0 булиб, у ихтиёрий булсин. У х;олда Е 0 

ва Е {'п} тупламларнинг таърифланишидан .\ар бир г натурал сон 
учун шундай п натурал сон мавжудки, [п (х) >  г тенгсизлик 
уринли булади, яъни х£ Е {' \  Бундан, ,\ар бир г натурал сон

Ой
учун х  £ U Е {гп] муносабат келиб чи^ади. Демак,

/1=1

* 6  Л [ и, Е %г—1 п—1

б^либ, х  элементнинг ихтнёрийлигидан

£ 0 с= П I U Е%]  08)
I П=1

(/■)
муносабатга эга буламиз.

оо о
Энди тескари муносабатни курсатиш учун х £  П [ U Evn

Г  —  \ П = 1

элементни ихтиёрий деб оламиз. Бундан купайтманинг таъри-
оо

фига асосан >̂ ар бир г натурал сон учун х  £ (J Е ^  муносабат
п= I

уринли булиб, шундай k натурал сон топиладики х £ Е ^  була- 
диГ Бундан Е {'к] тупламнинг таърифланишига асосан f k (х) >  г 
булгани сабабли, х £ Е 0 муносабат келиб чи^ади. х  элемент­
нинг ихтиёрийлигидан эса



n  t U « ? ) < = £ , .
г =  1 n = l

Бу ва (18) мунссабат (17) тенгликни исботлайди.
Е (пп тупламнинг таърифланишига асосан

И (Е^)  =  1 dx  <  -  [  fn (х) dx
Jm r _w

тенгсизлик уринли. Бундан ва (16) тенгсизликдан хар кандай 
п натурал сон учун ушбу

\ !» (£ ? )<  ~  (19)

тенгсизлик келиб чикади. Теорема шартига асосан {fn (x)} кет­
ма-кетликнинг усувчилигидан хар бир г натурал сон учун 
ушбу

£ (,г) «= Е ”  с :  . . .  с=  £ ^  с  . . . 

муносабатга эга буламиз. Бундан

р (  U Е {? )  =  lim |х (£ (;>)
п = 1  Л-voo

булиб, (19) тенгсизликка асосан, ушбу

( i ( U  £ | Г ) < -  (20)л= I г
тенгсизликни оламиз. (17) тенгликка асосан хар кандай г на­
турал сон учун

<= и, 4 °Л=~1

муносабат уринли. Бундан га (20) тенгсизликдан 

р (£ 0) <  р. ( U Е<?) <  —
П=1 /■

тенгсизликка эга буламиз. Бу тенгсизлик хар кандай г нату­
рал сон учун уринли булганлиги туфайли, у г-*- оо да хам 
уринлидир. Демак, р (£ 0) =  0 булиб, бундан {[п (х)} кетма-кет- 
ликиинг £  тупламда деярли чекли лимитга эга эканлиги келиб 
чикади. Бу лимитни f(x) оркали белгилаймиз. Энди j(x) функ­
циянинг £  тупламда жамланувчи эканлигини курсатамиз. Шу 
максадда куйидаги тупламни каранмиз:

Е т =  {а-££ :т —  1 ^ / ( . г ) < т), т — 1, 2, 3, . . .
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Бундан Е  =  U Е т эканлиги равшан. Агар ф (х) функциянинг
т= I

цийматини хар бир Е т тупламда т  сонга тенг деб олсак, у 
^олда /  (х) функция учун Е тупламда /  (х) <  ф (х) тенгсизлик 
уринли эканлиги Е т тупламнинг таърифланишидан келиб чи- 
цади. Энди /  (х) функциянинг Е  тупламда жамланувчи экан­
лигини курсатиш учун 38.6-теоремага асосан ф(х) функциянинг 
шу тупламда жамланувчи эканлигини курсатиш кифоя. Бунинг 
учун

А , =  U Е т
т=ш\

белгилашни киритамиз. Е т тупламнинг таърифланишига асосан 
Е т П Ек =  0 ,  к ф т  булиб, /„ (х) ва /(х) функциялар Л 5 туп­
ламда чегараланган булади. Шу сабабли 37.2-изохга асосан

lim Г fn (х) dx =  f f{x) dx (21)

тенглик уринли. Энди

f f(x) dx =  V  \ f  (х) dx >  V  f ( m -  1) dx =
/Tî= 1 Bn m =  I En

=  f (Ф (x) — l)< te -  \ ф (x) dx — [I (A )
m— l E m A s

тенгсизликдан (21) тенгликка ва (16) тенгсизликка асосан ушбу

\ Ф (х) dx с  i /  (х) dx +  ц (Л3) =  lim 1 fn (х) dx +  ц (А) ^
V Ч П—*.ЛП лп->°° А*

lim f fn (х) dx +  (.i (£) <  М +  1* (Е),
П-ЮО £

ЯЪНИ
(22)

Л,
тенгсизлик келиб чи^ади. Иккинчи томондан, Ф (4  Ф>нкцИ 
нинг таърифланишига асосан

j  Ф(х)£*х=>; J Ф ( x ) d x = y  f / n d x = j i > l l (Яя,)
й ,  т— \ Em  m = l  £ m m - l

булиб, (22) тенгсизликдан ушбу 
184

У  mu. (Ет) ^ М  +  ц ( Е )

тенгсизликни оламиз. Бундан уз навбатида S-+- оо да
оо

2  « ц ( £ „ ) < М  +  ц (£ )

оо

V

m= I
булади, яъни ^атор я^инлашувчи. ф (х) функциянинг таъриф­
ланишига асосан эса ушбу

т  И (Em) =  f Ф )  dx
т ~  I Е

тенглик уринли. Демак,

f  ф(х) dx  <  М  +- ц(Е).
Е

Бу тенгсизлик ф (х) функциянинг Е тупламда жамланувчи эка- 
нини курсатади. Демак, /(х) функция хам Е  тупламда жамла­
нувчи.

Энди цуйидаги тенгликни курсатамиз:

lim 1 /  f(x) dx =  \ /  (х) dx.
п->* £ <Е

fn W  63 f  W  функцияларнинг Е  тупламда жамланувчили- 
гадан 38.9-теоремага (Лебег интегралининг абсолют узлуксиз- 
лиги) асосан хар ^андай е >  0 сон учун шундай б ;>  О сон то­
пиш мумкинки, |.1 (В) <  б булган хар кандай улчовли В а Е  
туплам учун

J  fn (х) d x <  i -  ва | /  (х) d x < ~  
в В

тенгсизликлар уринли булади.
вай Г0Р0В теоремасига (-33.6- теорема) асосан В тупламни шун- 

танлашимиз мумкинки, {/„(*)} кетма-кетлик С =  Е \ В
f  I*) функцияга текис яцинлашадй. У холда шундай 

кандийРг £ с ° Н топилалики’ булган барча п учун хар

! /„ (* )— /  (ж) I <

^ и з л и к  уринли булади. 
АН булардан ва ушбу

2 ц  (С)
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f  fn (x) d x — \ f  (x) dx =
is e

~  f  [/„  (*) — /  (jc)] dx +  f fn (x) dx  — f  f(x)dx 
с в в

тенгликдан куйи даги тенгсизликни оламиз:

| j 7 n (х) d x - | f  (х) dx
^  8 . е . е 

< -  +  7  +  -  = е .  
2 4 4

Бундан
lim f /„ (х) dx  =  f f(x)dx

П - t o o  'p  £

тенглик келиб чикади.,,
Бу теоремадан натижа сифатида цуйидаги теорема ке;.иб чи-

к,ади.
3 8 . 1 3 - т е о р е м а .  Е тдпламда жамланувчи cpt (аг), ф2 (*), 

. . . , фл (х), . . . функциялар кетма-кетлиги берилган булсин.
Агар фл (х) >  0, л  =  1 , 2 , . . .  булиб,

оо

2  I ф* W d x < °°
*=*!£

оо

булса, у  холда ^  ф* (х) катор Е тдпламда деярли яцин- 
к= 1

лашади ва

f ( 2 (х)) dx =  5 л ф* (х) dx
£ А*. I 1

п
И с б о т .  Агар / л (х) =  У  ф* (х) белгилаш киритилса, у ЛоЛ*

*=!
да бу теорема 38.12-теоремага олиб келинади.*

39-§ . Риман ва Л ебег ннтегралларини 
солиштириш

Т а ъ р и ф .  Агар бирор улчовли  Е тупламда ^ еРилг^  
f ( x )  функциянинг узилиш  нуцталаридан иборат тУпЛаМ. 
нинг улчови ноль булса, у  холда f ( x )  функция Е тупл 
да деярли узлуксиз функция дейилади. , ,,нК.

3 9 .1 - т е о р е м а  (А. Л еб ег). \а, Ь1 сегментда l ( x) иНг 
циянинг Риман интеграли мавжуд булиши учун У
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би  сегм ент да чегараланган ва деярли узлуксиз булиши
зарир ва киФоядиР- . .  .

И с б о т .  З а р у р л и г и .  f ( x )  функция \а, Ъ\ сегментда 
янтегралланувчи  булиши учун аввало чегараланган  були­
ши кераклиги Риман интегралининг таъриф идан бевосита

К̂ РЧегараланган f {x)  функциянинг [а, Ь] сегментдаги 
узилиш нукталаридан иборат булган тупламни Q билан
белгилаймиз. .. . ,

Энди О) (х) билан ;(х) функциянинг а- нукта даги тебрани- 

шини (60-§ га каранг) белгилаб, Qn = Q  j <о(х) >  - i j  туплам­

ни курамиз. Х,ар бир узилищ нуктаси Qn тупламларнинг бирига 
албатта киради ва аксинча, щунинг учун

Q (1) 
Энди Qn тупламнинг ёпиклнгини курсатамиз. Дархакикат, 

агар х0 нукта Qn туплам учун лимит нукта булса, у колда х0 
ни уз ичига олган хар кандай оралик Q,, тупламнинг камида 
битта нуктасини уз ичига оладн, демак, бу ораликда f(x) функ- 
циянинг тебраниши — дан кичик булмайди. Демак, Q ёпик

туплам ва шунинг учун у улчовли. (П тенгликдан 20.3-теоре­
мага асосан Q тупламнинг кам улчовли эканлиги келиб чика- 
ди- И (Q) >  0 деб фараз киламиз, у холда Qn тупламлар ора­
сида шундай Qr туплам тониладики, унинг учун ушбу

M Q ,) =  a > 0  (2)
муносабат бажарилади. Дархакикат, агар

й (QP) =  0, р =  1, 2, . . .
булганда эди, у холда

\i (Q) =  lim fi (Qn) =  0 (3)
б>лар эди, чунки

Щ . Qi <=■ Q 2 с= Q3 < =  . . .
W ..MyH°^a6aT Фаразимизга знд, шунинг учун (2) муносабат 

Энди [а, Ь] сегментни п та [ak, ah .,] (k =  0 ,п — 1) 
ментга булиб, ушбу

Л—1

2  М Я а-н - я*) (4)
А-0
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йигиндини тузамиз, бу ерда сол орцали /(х) функциянинг [а4, 
сегментдаги тебранишн белгиланди. Бу йигиндидан Qr 

тупламнинг бирорта хам нуцтасини уз ичига олмаган [afc, aft+1] 
сегментларга мос ^адларни чи^ариб ташлаймиз. Qr туплам буш 
булмаганлиги учун (чунки ц (Qr) >  0), (4) йигиндининг ^амма 
хадлари чи^иб кетмайди. Демак, ушбу
Л—1

(ак+ 1 а*) ^  Wk (ak+l ~  й к) (?k+\ ак) (5)
*=0
тенгсизликлар уринли булади, бу ерда V ' оркали чикариб таш- 
лаш натижасида долган сегментларга тегишли хадлар йдаин- 
диси белгиланди. Аммо

2 '  (а * + 1 ~  ак ) > Р  (<?,) =  «. 
чунки V '  га кирган хадларга тегишли [ал, a t+1] сегментлар 
системаси Qr тупламни бутунлай уз ичига олади. Шунинг учун
(5) тенгсизликдан ушбу

П —  1

2  K + i- °* )> 7  
*=i

тенгсизлик келиб чикади, бундан эса
п—1

J im  V  со, (я ,+1 - а к) ф  0 (6„ =  тах^ак+х- а , ) )  
п k=0

муносабат, яъни /  (х) функциянинг [а, Ь] сегментда Риман ин­
теграли мавжуд эмаслиги келиб чикади.

Демак, агар [а, b] сегментда чегараланган f(x) функция 
учун fi (Q) >  0 булса, у холда бу функция Риман маъносида 
интегралланувчи булмас экан. Шундай цилиб, /  (х) функция­
нинг интегралланувчи булиши учун унинг [а, Ъ] сегментда че­
гараланган ва деярли узлуксиз булиши зарур экан.

К и ф о я л и г и .  Чегараланган ва деярли узлуксиз /  (х) функ- 
цияни [а, b] сегментда Риман маъносида интегралга эга эмас, 
деб фараз килайлик. У холда шундай е >  0 сон топиладикн, 
унинг учун [а, Ь] сегментни хар кандай [а4, а 4+1] (/г =  0,1, . . ., 
п — 1) сегментчаларга булганда хам ушбу

п —1

2  (a*+i— > 8 (6) 

тенгсизлик бажарилади. Знди г натурал сонни ушбу 
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r >
2 (b — a)

(7)

тенгсизликни каноатлантирадиган цилиб олиб, /  (х) функция­
нинг тебраниши — дан кичик булмаган ну^талардан иборат Q

Г г
1 тупламнинг улчови мусбат эканлигини исбот киламиз.

Бунинг учун
л - 1

йдаиндини тузиб, уни ушбу
Л —1
У  %(ak+l- a j  =  V '  со, (а -  ак) +  (а -  а  ) (8) 
*=0 ‘

куринишда ёзамиз, бу ерда V ' ва V "  мос равишда а к <  1
1 “  '

ва со* >  -  шартларни цаноатлантирувчи хадларнинг йиринди-

сидан иборат. /  (х) функция [а, Ь] сегментда чегараланган бул­
ганлиги учун шундай К >  0 сон мавжудки, унинг учун ушбу

\ f ( x ) \ < K  (лгб(а, Щ) 
тенгсизлик бажарилади. Бундан

0 < о )а < 2 К
тенгсизлик келиб чикади. (7) ни хисобга олиб, ушбу

[ ^  (о*+[ ~ а*} < 7  5 У (а*+> ~  ai> <  ~  <  Ь  (9)

2  “ а (а*+| — о*) <  2/С 2 Г  (а*+1 — а*) =  2 Я / (10) 
* * 

муносабатларни ёзамиз, бу ерда

1 “  2 "  К + 1  -<**)• (Ю')
k

(6). (8), (9), (10) муносабатлардан
П

У  “*(«*+,-«*)< f +2Ю
А=0

уносабатлар келиб чикади. Бундан эса / >  —  ■> 0
4/С ‘
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Энди [я, b] сегментик 2Л (гг =  1, 2, . . .) та тенг цисмга м  
ламиз. Юцоридагига ухшаш, бу булинишларнинг з̂ ар бирига 
тегишли (10') сон ушбу

тенгсизликни цаноатлантиради.
[а, Ь] сегментни 2" та тенг ^исмга булганимизда /  (л:) функ­

циянинг тебраниши — дай кичик булмаган сегментчаларнинг

йигиндисидан тузилган тупламни Нп билан ва барча Нп ларнинг 
умумий цисмини Н билан белгилаймиз, яъни

Я -  п Нп.п—\
Ушбу Hn+lcz'H n муносабат уринли, чунки 2"+1 та тенг 

^исмга булишга тегишли бирорта сегментча учун >  -  бул­

са, у холда 2п та тенг цисмга булишга тегишли бирор сег­
ментча бу сегментчани уз ичига олади ва узунлиги икки марта
катта булгани учун унда /  (х) функциянинг тебраниши — дан

кичик булмайди.
Демак,

И (Н) =  lim р (Нп) =  lim / >  (11)
ОО Л-ЮО 4«

1
Н тупламнинг хар бир нуцтасида /  (х) нинг тебраниши — 

дан кичик булмаганлиги учун ушбу
Н с= Qr a  Q

муносабатларни ёзишимиз мумкин, бу ерда Qr =  Q 1 ® (■*) >  7 )

оо
pa Q =  [J Q Бундан эса (11) га муЕофик;

Г«= 1

4 Д

тенгсизлик келиб чи^ади. Ш у билан кифоялик *ам исбот 
булди.* иЯ

3 9 .2 -т е о р е м а. Агар  [а, Ь] сегментда / (х) ФУ1* 
учун  Риман интеграли мавжуд булса, у  холда бу ('Цтег 
ция учун Лебег интеграли хам мавжуд булиб, бу и 
раллар узаро тенг булади.
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И с б о т .  f (x)  функциянинг [а, Ь] сегментда Риман 
интеграли мавж удлигидан куйидаги хулосалар келиб чи­
кади: 1) /(* )  функция чегараланган; 2) [(х)  функциянинг 
у'зи тиш нукталаридан иборат тупламнинг улчови нолга 
тенг, яъни f (x)  деярли узлуксиз.

f (x)  функциянинг [a, bJ сегментда деярли узлуксизли- 
гидан 32. 11-теоремага асосан унинг fa, 61 сегментда Ул­
човли эканлиги келиб чикади. Д см ак, f  (х) чегараланган  
ва улчовли. 35-§ даги теоремага асосан f (x)  функция 
учун Л ебег интеграли мавжуд.

Энди f{x)  функциянинг Риман ва Л ебег интегралла- 
рининг узаро тенглигини исбот киламиз.

[а, Ь] сегментни п та [.**, ,т4+1] сегментчаларга буламиз ва
Лебег интегралининг 36 .1-хоссасидан фойдаланиб, ушбу

**+1
ткА х к ^  (L) J  /  (х) dx  <  М к А х к (12)

х к

тенгсиздикларни ёзамиз, бу ерда А х к =  хк+Х— хк, тк ва М к 
мос равишда /  [х) функциянинг [хк, хА+1] сегментдаги цуйи ва 
ю^ори чегаралари. (12) дан:

П — I Л — 1

8 х = У , тк А х к < У  iL) [ fix)dx =  
h=0 )k

b n-1
=  Ш  j  f{x)dx <  У  М к A xk =  5 , (13)

a  fc»= 0

бунда s ва 5  йигиндилар f  (x) функциянинг Га, b ) cer- 
ментдагн Д арб у  йигиндилари. f (x)  функциянинг fa, 6] 
сегментда Рим ан интеграли м авж уд булганлиги учун, 
унинг таърифига мувофиц ушбу

ь
lim s  =  lim S *= (R) Г f(x)dx (14)

ап -*0 ап -*0 J

муносабатлар уринли булади, бу ерда а — max (А хЛ .
0<Л<л—I

(13) ва (14) муносабатлардан бевосита куйидаги тенглик ке- 
Jw6 чикади;

ъ ь
iR)  j  f(x)dx =  (L)  j  f(x)dx.+

a a
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40*§. А бстракт Л ебег интеграли

Бу п араграф да Е  бирлик элементга эга булган  Z  Ул­
човли туплам лар системасида аницланган ц. Л ебег улчо- 
вини курамиз ва *ар бир х  6Е  элементда аникланган  f (x)  
функция учун абстракт Л ебег интегралининг таъриф ини 
берамиз.

32- § д а  сонлар у^ининг улчовли Е  тУ пламида ани^- 
ланган  улчовли f ( x ) функцияга таъриф  берилган  эди. 
Бу ерда биз Z  улчовли тУпламлар системасининг Е  бир­
лик элементида аникланган улчовли f (x)  ф ункцияга 
^уйидагича таъриф  берамиз.

1 -т а ъ р и ф . Агар Е тупламда анщланган f  (х) функция 
учун хар цандай х<ЩЩчй с сонда Е (f <  с) =  { х : f  (х) <  с} 
туплам улчовли булса (яъни Е ( f < c ) £ Z  булса), у  холда 
/  (х) функция улчовли функция дейилади.

32- ва 33- § л ард а улчовли функциялар хам д а  улчовли 
функциялар кетма-кетлиги учун исботланган теорем алар- 
нинг барчаси ^озиргина киритилган 1-таъри ф даги  Улчов­
ли ф ункциялар учун хам  Уз кучини саклайди. И сботлари  
эса у ерда берилган исботларга ухш аш . Ш унинг учун у 
теоремаларнинг барчасини бу ерда келтирм асдан , ф ак ат  
^уйидаги теореманинг исботини келтирам из (3 3 .1 -теоре­
ма билан солиш тиринг).

40. 1- т е о р е м а .  Агар {fn (У)} улчовли функциялар кетма-
кетлиги хар бир х ^ Е  да f  (х) функцияга якинлашеа, у\хол- 
да f  (х) функция хам улчовли булади.

И с б о т .  Фараз цилайлик, п-*- оо да хар бир х £  Е  учун 
/  (х)->- f  (х) булсин. Ушбу

тенгликнинг уринли эканлигини курсатамиз.
Х.акдатан, агар х £ Е  ( х : /  (х )< с) ихтиёрий булса, у хол­

да шундай k натурал сон топиладики, /  (х) <  с — — тенгсизлик

уринли булади. Демак, п оо да fn (х) /  (х) булгани ^учун 
шундай п натурал сон топиладики, т >  п булган барча т на­
турал сонлар учун f  т ( х ) < с ------ тенгсизлик уринли булади.

k
Бундан т >  п булган барча т сон учун

E ( x : f ( x ) < c ) =  U U П E ( x : f m ( x ) < c - J - )  (1)
k п т>п \  «  /
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х £  n Е ( x : f m ( х )< с  —
т>п \  k )

булади. Бундан ушбу

я б П и ,  П E ( x : f m ( x ) < c - l )
л = 1  п =  1 т > п  \  к  J

муносабат бевосита келиб чик;ади. Бундан ва х  элементнинг 
ихтиёрийлигидан

Е ( x : f  ( х ) <с )  c= (J  J  П Е ( x : f m ( х ) < с  —  -М (2)
fe= l л —1 т>п  \  к /

муносабатга эга буламиз.
Аксинча, агар х £  U U (1 Е \ x : f m ( * ) < с  — j - )  булса, у

k п т>п \  k )
холда шундай k ва п !натурал сонлар топиладики, т  >  п на­
турал сон учун

х £ Е  [ x : f m ( х ) < с  —  1 ) ,

яъни, f m (х) <  с — -  булади. Бундан т-*- 00 Да f m (*)-*■ f  (х)

булгани сабабли /  (х) < с — — < с  тенгсизлик келиб чикади,
k

яъни х  £ Е (х : / ( * ) <  с). Бундан ва х  элементнинг ихтиёрийли­
гидан

Е ( x: f  (х)<с)=>  U U П Е ( x : f m ( х ) < с —  -U
k п т>п \  k }

муносабатга эга буламиз. Бу еэ (2) муносабат (1) тенгликни 
исботлайди.

fm (х) функциялар улчовли булганлиги сабабли, Е ( х : f m (х )<
<  с — ) тупламларнинг хар бири улчовли тупламдир. Демак,

26.8-теоремага асосан (1) тенгликнинг унг томони купи билан 
сони санокли улчовли тупламларнинг йигиндисидан иборат бул­
гани учун улчовли туплам. Шу сабабли Е  ( x : f  (х) <  с) туп­
лам хам улчовли булади. Бундан таърифга асосан f  (х) функ­
циянинг улчовли эканлиги келиб чикади.*

2 -т а ъ р и ф . Агар Е тупламда анщланган %ациций f(x)  
функция улчовли булиб, унинг цийматлари туплами чекли 
ёки санокли булса, бундай функция содда функция дейилади.

4 0 .2 -т е о р е м а .  Е тупламда берилган \амда щйматлари

яъ ни
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/туплами чекли ёки саноцли {у{, у2, . . . , уп, . . .} тупламдан 
юорат булган j(x) функциянинг улчовли булиши учун 

Ап =  [ х £ Е  : f  (х) =  //„}, п =  1, 2, . . .

тупламларнинг улчовли булиши зарур ва кифоядир.
И с б о т .  З а р у р и й  л и г  и. /(х) функциями улчовли деб 

стиб, Ап тупламларнинг улчовли эканини куреатамиз. Содда- 
ш . учун y v </2, ■ сонларни турли деб хиеоблаб,
усиш тартибида жойлашган деб оламиз. Шундай к,илиб, у х <L
<  у2 <  . . . <  у п <  . . булсин. f  (х) функция улчовли булгани
учун таърифга асосан {х £ Е : f  {х) <  у п+1) ва { х £ Е :  f  ( х ) <  уп) 
т/пламлар улчовли. /  (х) функциянинг таърифидан ушбу

Ап =  { х £ Е  :f(x) =  yn} =  { x £ E : f  (х) <  yn+l} \ { x  £ E : f  {х)<уп)

тенгликнинг уринли эканлиги келиб чикади. Бу тенгликнинг 
\иг томони 26.5-теоремага асосан улчовли тупламларнинг айир- 
каси сифатида улчовли. Демак, Ап туплам улчовли.

К и ф о я л и г и .  Ап тупламларни улчовли деб, / (х) функция- 
ганг улчовли эканини куреатамиз. с сон ихтиёрий булсин. У 
холда ушбу

Е  ( х : / ( х ) < с )  =  U Ап
Уп<с

■тенглик А п тупламларнинг таърифланишидан келиб чикади. Бу 
тенгликнинг унг томони купи билан сони санок; л и улчовли туп- 
.'амларнинг йигиндисидан иборат булгани учун 26.8-теоремага 
асосан улчовли туплам. Бундай Е (x : f ( x ) < i c ) тупламнинг ул­
човли эканлиги келиб чикади. Демак, /  (x j— улчовли функция.*

3- т а ъ р и ф. Агар хар кандай е >  0 сон учун шундай 
л, =  п0 (г) натурал сон мавжуд булиб, барча п > п 0 нату­
рал сонлар ва барча х £ Е  учун

I /„(* ) — / М / < 8
г.енгсизлик бажарилса, у  .\олда улчовли Е тупламда аник- 
занган улчовли {fn (х)} функциялар кетма-кетлиги шу тдп- 
лмда /  (х) функцияга текис ящнлашувчи дейилади.

4 0 .3 -т е о р е м а . Е тупламда анщланган f  (х) функция- 
шнг Цлчовли булиши учун бу функцияга шу тупламда те­
ки: щинлашувчи улчовли содда \fn (х)} функциялар кетма- 
итлигининг мавжуд булиши зарур ва кифоядир.

И с б о т . З а р у р и й л и г и .  /  (х) функцияни улчовли деб, 
унга текис я^инлашувчи улчовли {Jn (х)} функциялар кетма-
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кетлигини ^уйидагича тузамиз: хар бир тайинланган п нату­
рал сон учун улчовли f  (х) функция

п п

тенгсизликни каноатлантирган нуцталарда (бу ерда т — бутун 
сон) fn (х) функцияни ушбу

тенглик билан аниклаймиз. У холда fn (х) "содда функция бу­

либ, {/„ (х)} кетма- кетлик п ->  оо да f  (х) функцияга текис 
якинлашади. ^аци^атан, / п (х) функциянинг таърифланишидан 
хар цандай х £ Е  учун

I /«(*) — /  (*) I <  ~я
тенгсизлик уринли эканлиги равшан. Бу эса л-*- оо да {/n (x)j 
кетма- кетликнинг /  (х) га текис яцинлашишини курсатади.

К и ф о я л и г и .  Е  тупламда аникланган [}п (х)| улчовли 
содда функциялар кетма- кетлиги f  (х) функцияга текис "я^ин- 
лашувчи булса, у холда 40.1-теоремага асосан /  (х) функция 
Ул ч о р л и  булади.*

Энди содда функциялар учун Лебег интеграли тушунчаси- 
ни берамиз.

Фараз к,илайлик, Е  тупламнинг бирор улчовли А кисмида 
аникланган содда /  (х) функция берилган булиб, yv  у\, . . ., 
у п, . . . . ; (yk =£ у г  к ф [ )  сонлар унинг барча кийматлари кет­
ма кетлиги булсин. Ушбу

A i = [ x q A : f ( x )  =  yn)

тупламни оламиз. 40 .2 -теоремага асосан бу туплам улчовли. 
Демак, (д. (Ап) сон аниц цийматга эга. Ушбу

оо

2  Уп (Ап) (3)
п— 1

цаторни тузамиз.
4 - т а ъ  р и ф. Агар f (x)  содда функция оркали х1осил 

цилинган (3) %атор абсолют яцинлашса, у холда унинг 
циймати f (x )  функциянинг Лебег интеграли дейилади  
ва у  уш бу

f f  (х) d  ц =  У  уп ц [Ап)
JA tT l
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куринишда ёзилади, f ( x )  функция эса ц, рлчов буйича 
А тупламда интегралланувчи ёки жамланувчи функ­
ция дейилади.

Бу таъриф да f ( x ) содда функциянинг кийматлари бул­
ган y k сонлар бир-биридан ф аркли деб каралди. Лекин 
содда функциянинг Л ебег интегралини унинг кийматлари 
бир-биридан ф аркли булмаган хол учун *ам таърифлаш 
мумкин. Бу куйидаги теоремадан куринади:

4 0 -4 -т е о р е м а . Агар А =  IJ Bk, Вк f) =  0, к ф 1 ,
k

k =  1, 2, 3, . . . булиб, /  (х) функция >;ар бир Вк тупламда 
узгармас ck сонга тенг булса, у \олда

\ f ( x ) d lx =  % c kli ( B k) (4)
А  к

бЦлади.
f (x)  функциянинг жамланувчи булиш и учун (4) ка- 

торнинг абсолют якинлаш увчи булиш и зарур ва кифоя- 
дир. ...

И с б о т .  Теореманинг биринчи кисмини, яъни (4) тенг- 
ликни исботлаймиз. Ушбу

An =  { x £ A : f ( x )  =  yn} =  U B k,
п сk -Уп

тенглик уз-узидан равшан (бунда U Вк туплам ск~Уп бул-
ck  ~У п

ган Вк тупламларнинг йириндисидан иборат). 4- таърифга ва р. 
улчовнинг а-аддитивлик хоссасига асосан

\  /  (х) d ц =  2  Уп Iх (‘V  5=1 2  Уп 2  V- (Вк) =  2  сч V ^Вк)
А П п ск  - у п к

б^либ, (4) тенглик келиб чикади.
Энди теореманинг иккинчи кисмини> яъни ](х) функ­

циянинг ж амланувчи булиши учун (4) каторнинг абсолют 
якинлаш увчи булиши зарур ва кифоя эканлигини исбот­
лаймиз.

Я акикатан , агар f {x)  функция А тупламда ж ам л а­
нувчи булса, у холда 4- таъриф га асосан

2  Уп V (Ап>П
Каторнинг абсолю т якинлаш иш и келиб чикади. Бундан 
ва улчов манфий булмаганлиги сабабли ушбу

п П ск = у п  к
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2  ск И (Bk) к
цаторнинг абсолют якинлаш иш и келнб чикади.

Агар (4) цатор абсолют якинлаш увчи булса, f ( х)  
функциянинг ж амланувчи булиши (4) тенгликка асосан
4- таъриф дан келиб чикади.*

Энди содда функция учун Л ебег интегралининг баъзи 
бир хоссаларини келтирамиз

1. Агар улчовли А тупламда аницланган f ( x )  ва g ( x )  
содда функциялар  ц улчов буйича А тупламда жамланув­
чи булса, у  %олда уларнинг йигиндиси f ( x ) + g ( x )  %ам И 
улчов буйича А тупламда жамланувчи булади ва к,уйи- 
даги тенглик i/ринлидир:

Г ( /  М  +  ё  (* ) )  d  И =  f  f М  d  I* +  f  g  (x ) d  ц .
A A A

И с б о т .  Фараз цилайлик, f  (x) содда функция узининг
/ / 2» цийматларини Fx, F2........... Fn, . . Ft с : A,
i =  1, 2, . . . улчовли тупламларда, g  (x) содда функция эса,
узининг g ,, g2. . . . . . . . . g n, . . . ^ийматларини Gp 0 2, . . . ,  Gn, . . .
GjCZ A, j =  1, 2, . . . улчовли тупламларда кабул цилинсин. У 
холда 4 -таърифга асосан

I1 =  j f ( x ) d ii ^ ' ^ f i i i ( F {), (5)
'А I

l 2 = { g ( x ) d \ i  =  y i g i » ( Gl)  (6)
А I

тенгликларни ёзишимиз мумкин». Ушбу

ц [ F,-) =  2  (F i П Oj), (7)
/

И (G,) =  S  И Ъ  П С,) (8)

тенгликлар Fi ва G;. тупламларниш таърифланишидан ва и ул­
човнинг а-аддитивлигидан келиб чикади. Энди 40 .4 -теоремага 
асосан

J (/ М + g (*)) rf |i = 2  2  <fi + Si) H n Gy) (9) 
a i j

тенгликни ёзишимиз мумкин. (7) ва (8) тенгликлардан ушбу

2  2  (h + £/) .u П Gy) = 2  ft И (Fi) + 2  Вi И (G/)i / i I
тенглик келиб чикади. Бундан (5) ва (6) тенгликларнинг

тенгликдан

197



Унг томонидаги цаторлар абсолю т я^инлаш са, (9) тенг­
ликнинг унг томонидаги каторнинг хам абсолю т якинла- 
шиши келиб чикади хам да

f [f (x) +  g  (*)] d fi =  f /  (x) d ^  +  |  g  (x) d ^
A A A

тенглик уринли булади.*
2. Агар f ( x )  содда функция ц улчов буйича А туплам- 

да жамланувчи булса, у холда х аР цандай узгармас с сон 
учун с \ (х)  функция хам  fi улчов буйича А тупламда жам­
ланувчи булади ва

Г с f  (х) d  ц  =  с f f  (х) d  fi 
a  a

тенглик уринли.
3. А тупламда чегараланган f  содда функция uiy туплам­

да fi улчов буйича жамланувчи. Агар А тупламда | /  (х) | <  М 
тенгсизлик уринли булса, у холда ушбу

Г 1 /  (х) \ d  fi <  М  ц (Л)
А

тенгсизлик уринли.
2 ва 3-хоссалар хам худдн 1-хоссага Ухшаш исбот- 

лангани учун уларни исботлашни укувчига колдирамиз.
Энди умумий хол учун Л ебег интегралининг таърифи-^ 

ни берамиз.
5 - т а ъ р и ф . Агар А тупламда [х улчов буиича жамла­

нувчи содда фунщиялардан иборат {fn (х)} кетма- кетлик 
шу тупламда f  (х) функцияга тгкис я^инлашса дш (да ушбу 

/  =  lim f fn (х) dfi
n-K X >  X

лимит мавжуд булиб, бу лимит А тупламда f  (х) функци­
яга текис якинлашган {fn (х)} содда функциялар кетма-кет-  
лигини танлашга 6ofau^ булмаса, у холда I лияит нингкий- 
мати f  (х) функциянинг А тупламда р. улчоз буйича * е 
интеграли дейилади ва

\ f ( x ) d ] i
А

куринишда белгиланади. „.-.„ппида
Агар f (x )  функциянинг fi улчов буиича А тупл

Лебег интеграли мавжуд булса, у  холда бу фун кция  
тегралланувчи ёки жамланувчи функция  двЯилаон-

4 0 .5 -т е о р е м а . А тупламда жамланувчи соооа ФУ 
лардан иборат {/„ (х)} кетма-кетлик текис я^инлаи

булса, у холда ушбу
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/  =  lim J fn (x) d  n 
\  a

пн uttfTi Maeotcijd •
И с б от. /4 тупламда текис якинлашувчи хар кандай {/„ (*)} 

функциялар кетма-кетлиги учун п, т -* -  со да ушбу
sup \ f n (x)— fm (х)| — О ПО)
X£A

муносабатнинг Уринли эканлиги математик анализ курси- 
дан маълум.

Содда функция учун Л ебег интегралининг 1— 3-хосса- 
ларига асосан ушбу

1 (7n (х) d[i —  J  fm (x)d\ i  | <  ц (A) su p \jn (x) — f„ (x) |
'a a  x€ a

тенгсизлик уринли. Бундан (10) га асосан l n =  j  fn (х) d и сон-
А

лар кетма- кетлиги учун Коши шартининг бажарилиши келиб 
чикади. Демак, / п кетма-кетлик якинлашувчи.*

4 0 .6 -т е о р е м а . Агар {fn (х)} ва {gn (х)} кетма- кетликлар 
А тдпламда жамланувчи булган содда функциялардан ибо­
рат булиб, ш у тдпламда /  (х) функцияга текис якинлашса, 
у холда

lim Г in (х) * И =  lim f gn (х) d fi.
П -+00 n —¥oo ^

И с б о т . {fn (x)} ва {gn (x)} кетма-кетликлар А тупламда 
f ix)  функцияга текис якинлашгани сабабли л-*- оо да

1/л W  — f ( x ) l ~ + 0  ва sup | g  (х) — g  (х) | - к  0 (11)
Х£А Х£А

муносабатлар уринли. Бундан ва содда функция учун 
Лебег интегралининг 1— 3-хоссаларига асосан

If fn ( x ) d ^  —  J  gn (x) d u | =  | f {[/n (x )— /  (x)] — [gn (x) —
A 'A

— f  (x)]} d n  I <  IJ \fn (x) — f  (*)] d ц I +  | J  [gn (x) — /(x)] d p |<
A A

K  ^ №  SUP l /л  iX) — f  (X) I +  И iA) SUP I gn (x) —  f  (X) I 
Jtt /*

тенгсизликка эга буламиз. Бундан (11) га асосан 

l im J  /„ W  d ц =  lim f gn (x) d ^
A n-+°° A

ТенглИк келиб чикади*
У параграф да таъриф ланган  абстсракт маънодаги
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Л ебег интеграли учун 36—38-§  ларда сонлар Укида аник- 
ланган  Улчовли функциянинг Л ебег интеграли учун исбот- 
ланган  теоремаларнинг барчаси уз кучини сакл^йди . Бу 
ерда у теорем алардан  бирини абстракт Л ебег интеграли 
учун исботлаш  билан чегараланамиз.

40.7-т е о р е м а .  Агар ср (х) функция A £ Z  тупламда жам­
ланувчи булиб, ^лчовли /  (х) функция учун | /  (X) 1 <  ср (х) 
тенгсизлик xiap бир х £ А  да бажарилса, у  хрлда f (х )  функ­
ция щ ч  А тупламда жамланувчи ва

f \ f ( * ) \ d u <  f ф
А  А

И с б о т .  Фараз цилайлик, /  (х) p.a ip (х) содда функциялар 
булсин. У холда хар бир х £  Л учун I /  (х) | <  ф (х) булгани 
туфайли А тупламни сони чекли ёки сано^ли Av  А г, А 3, . . . 
тупламларнинг йигиндиси сиратида ифодалаш мумкинки, хар 
бир Ak тупламда /  (х) вз ф (х) функциялар мос равишда ak ва 
bk к;ийматларни кабул килиб, улар учун \ ak \ bk тенгсизлик 
уринли булади. ф (х) функция А тупламда жамланувчи бул­
гани учун

k k А
тенгсизликдан У  ak и (ЛА) цаторнинг абсолют якинлашиши ке- 

k
либ чикади. Бу эса /  (х) функцияилиг .4 тупламда жамланувчи 
эканлигини таъминлайди. Демак,

J 7 ( x ) d n
А

мавжуд. Бундан ва

A  k k А

<  f ф (х) dll
А

тенгсизликдан содда функция учун теореманинг исботи келиб 
чикади.

Энди теоремани умумий холда исботлаймиз. Фараз ^илай- 
лик, А тупламда {fn (х)} содда функциялар кетма-кетлиги /  (х) 
фуикцияга, {фп (х)} жамланувчи содда функциялар кетма- кет- 
лиги ф (х) жамланувчи функцияга теки: яи;инлашсин. У  ^олда 
з̂ ар ^н д ай  е > - 0  сон учун шундай N  натурал сон мавж удки, 
барча n > N  учун

Ifn (х) — /  M l  <  j  ва |ф„ (*) — Ф М | <  - |

200



тенгсизликлар уринли. Бундан ва теорема шартидан

• /„ (х) \< \ f n (x) — f  (*) I +  | /  W l < - |  +  ф W  =  j  +  ф (*) —

— Ф„ (х) +  ф„ (х) <  ~  J  +  ф п (х) =  е +  Фп {х)

тенгсизликка эга буламиз. е нинг ихтиёрийлигидан эса барча 
n > N  учун

\ L  (*)I <  Ф„ (х)

тенгсизлик келиб чикади. Бундан хозиргина исботлаганимизга 
асосан

f I /„ (х) | dx <  | фп (х) dx
л  А

тенгсизликни оламиз. Бу тенгсизлик барча п >  N  учун уринли 
булганлиги сабабли у п -*■ оо да хам уринли, яъни

l 'm f I fn (x) I dx  sg lim f cp (x) dx.
fl—*oo 'д n-+oo yj

40.5-теоремага асосан lim f фл (x) dx  лимит мавжуд.
Л-юо ■A

Бундан lim (' J fn (x)J dx лимитнинг хам мавжудлиги келиб чи-
л -м о  А

КаДи- {/„ (х)} ва {<рп (х)} кетма-кетликлар А тупламда мос ра­
вишда /  (х) ва ф (х) функцияларга текис я^инлашганликлари 
сабабли, 4 -таърифга асосан

f  | /  (х) | dx <  J  ф (х) dx
А  А

тенгсизлик уринли.,

41-§ . Тупламлар системасининг ва улчовнинг тугри 
купайтмаси. Фубини теоремаси

М атематик анализда каррали интегрални такрорий 
интегралга келтириш масаласи мухим роль Уйнайди. 
*\Уйида исбот килинадиган Фубини теоремаси Л ебег кар­
рали интеграли назариясида асосий теорем алардан  бири 
булиб ^исобланади. Бу теореманинг исботига киришиш- 
Дан илгари мустацил а^ам иятга эга булган баъзи  бир 
тушунча ва маълумотларни келтирамиз.

3- § да X v  Х 2, . . ., Х п тупламнинг тугри (Декарт) купайт­
маси тушунчасини киритиб, бу купайтмани куйидагича белги- 
лаган эдик:
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Х - П Х г
ft-I]

Агар Gy, G2, . . .  ,G n системалар мос равишда X lt X 2, . . X n 
тупламларнинг ь^исм тупламларидан тузилган системалар булса, 
у холда

G == G, х G2 х . . .  х G„

система X  тупламнинг к,исм тупламларидан тузилган система 
булиб, G системанинг хар бир Л £ G элемента цуйидаги кури­
нишда булади:

А — Л, х Л2 X . . .X  Л„,

бу ерда
k =  I, 2, . . П.

4 1 .1 -т е о р е м а . Агар Gk, k = l ,  2, . . . , п системалар-
П

нинг х,ар бири ярим хал/^а булса, у холда G =  f ]  Gk систе-
к= 1

ма хам ярим халк.а булади.
И с б о т .  Теореманинг исботини л =  2 булган хол учун кел- 

тирамиз. Умумий з^ол математик индукция усули билан исбот- 
ланади. Шундай ^илиб, агар Gy ва G-, ярим хал^алар булса, 
G =  Gx X G2 *ам ярим хал^а булади. Бунинг учун, ярим хал- 
к,анинг таърифига асосан Л, В £G  булса, Л П B £G  ва Л, B ^G  
булиб, ByCzA  булса, шундай В2, В3, . . ., Вт, Bk f) Bj =  0 ,
k ф  j, Bk £G, k =  2 ,n мавжудки, улар учун Л =  By !J B2 U . . .  
U Bm эканлигини курсатишимиз керак. Фараз к и лай лик, 
Л £ Gy х G2 ва В £ Gy х  G2 булсин, у холда Декарт купайтма- 
нинг таърифига асосан

Л =  Ах х Л2, Л1 £ Gy, Л2£ С 2, (1)
В =  Вг х В 2, Вх £ Glf £ 2£G2 (2)

булиб, ушбу
Л Г) В =  (А  П 5 ,)  X (Л! П BJ

тенглик уринли.
Х^и^атам, х ^ А  [ \ В  ихтиёрий элемент булсин. У  холда 

купайтманинг таърифига асосан х  £ Л ва х £ В булади.

Л =  Лх х Л2 ва В =  By х  В2 (Ay, By £ Gy, Л2, В2 £ С2) 
булгани учун

л: =  (Ху, x j  £ Л =  Ay х  А 2 ва х =  fo ,  х2)£  В =  В УХ В 2
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муносабатлардан хх£ А ,, хх £ В1 ва х2£ А 2, х2£ В 2 муносабат- 
лар келиб чикади. Булардан хх£ А х П Вг ва хг £ А 2 П В2 бу­
либ, х  — (хъ х2) £ (А1 Г) Вх) х  (А2 П В2) муносабат уринли. 
Бундан х  ихтиёрий элемент булгани учун

А П В с  (Ах П В х) х  (А2 П В*) (3)
муносабатга эга буламиз.

Энди, х =  (хг, х2) £ (Ах П В у) х  (А2 П В2) булиб, ихтиёрий 
булсин. У холда Декарт купайтманинг таърифига асосан 
хх £ Ах П Вх ва х2£ А 2П В2 муносабатлар уринли. Булардан x ^ A lt 
ху 6 Вх ва х2 £ А2, х2 6 В2 муносабатлар келиб читали. Бу му­
носабатлардан, хусусан,

х  — (хj, х2} £ А х х А 2 =  А ва х — (хи  х2) £ В Х х  В2 — В
муносабатларни оламиз. Булардан х £ А  f) В  булиб, х  элемент­
нинг ихтиёрийлигидан

(Аг П Вх) X  (А2 П В2) с :  А П В (4)
муносабатга эга буламиз. (3) га (4) муносабатлардан

А  Г) В =  (А,  П ВО х  (А2 п В2) (5)
тенглик келиб читали.

Gj хамда G2 системалар ярим халка булганлиги учун
Ai П B1£G1, А2 П B2£G 2.

Бундан

а  п в е с ,  х  G2
муносабат келиб чикади.

Фараз килайлик, энди (1) ва (2) муносабатлар билан бирга 
Вх сг Ах ва В2 с : А г шартлар хам бажарилсин. У холда Gx ва 
Ga системаларнинг иккаласи хам ярим халка булганлиги сабаб­
ли ярим халка таърифига асосан шундай В{р  6 G ■ тупламлар 
мавжудки, куйидаги тенгликлар уринли булади:

A l — B l и ву>' и . . .  U В[к\

А 2 =  В, и в у  U U В(2‘К 
Бундан куйидаги тенглик келиб чикади:

А =  х  А2 =  (Вг х  Вг) U (В, х  В '1») U • ; • U (В, X Я»>) U 

U (Ву> X В2) U (Bj‘> X В<») U - . .  U (В',1» х  Щ‘>) U

и (В[к> х в о и  (В<*> X В<2») и . . .  и (В\к) X В<'>).

203



Бунда Вх X В2 =  В £GX х  G2 ва В i(l) X В ^  £G1 X G2, i — 1,6, 
j = T , l .  Теорема n =  2 булган хол учун исбот булди.*

41 .2 -и з о х . Агар Gx ва G2 системалар халка (алгебра, а- 
халк,а, о- алгебра) булса, у холда G =  Gj X С., система, уму- 
ман айтганда, халка (алгебра, а- уал^а, а-алгебра) булмайди.

М и с о л . М  система узаро кесишмайдиган [а, (3) куриниш­
даги ярим интервалларнинг чекли системаси булсин. /И систе­
манинг ярим халка ташкил этиши равшан. М  ярим халкани 
уз ичига олган минимал халкани Fx оркали белгилаймиз. 24.3- 
теоремага асосан Fx системанинг хар бир A £ F t элементи сони 
чекли узаро кесишмайдиган [а,, Рл), k =  1,2, . . .  , п ярим ин­
тервалларнинг йириндисидан иборат, яъни

А =  U К *  Ра). П [а , Р,) =  0 .  & # / •
k=\

Агар Fx =  F2 деб олиб, F =  Fx X F2 системани к^арасак, у >̂ ол- 
да 10.1)6 Л  ва [0, 1 ) £ F 2 учун

{(х, у ) : 0 < х < 1 ,  0 ^ y < l ) £ F 1 X F 2 =  F 
хамда [— 1, 0) £ F, ва [— 1, 0) £ F2 учун

{(*, * ) : - 1 < * < 0 ,  - l ^ y < 0 } £ F 1 x F 2 =  F
булиб, ушбу
{(*, г / ) :0 < х < 1 ,  0 < i / < l }  и 

U {(*, У) : — 1 <  х <  0, 
- 1 < У < 0 }

йигинди F системанинг 
элементи була олмайди 
(11-шаклга ^аранг).

Т а ъ р и ф .  Gj, G2, . . ., Gn 
ярим ха.щаларда мос 
равишда |х,, ц2, . . ., |д„ ул- 
човлар берилган булсин. 
G =  G, X G2 х  . . .  X Gn 
ярим халщада ушбу 
ц ^ Н ц ^ Л ,)  Ц2(Л2). . .ц п(Л„)

11- шакл. (Л =  Ах X Л2 X . . .  X Ап)
тенглик билан аницланган (д, туплам функцияси щ , |д2, . . ., 

г)лчовларнинг купайтмаси дейилади ва

Н- “ Hi X f i2 X . . . X 
куринишда белгиланади.
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4 1 .3 -т е о р е м а . G =  G, X G2 х  . . . х  Gn ярим ца.щада 
аникланган р =  р, X р 2 X . . . X а л тдплам функцияси 1]л- 
човдир.

И с б о т .  Теоремани п =  2 булган х,ол учун исботлаш кифоя 
(ихтиёрий п учун исбот математик индукция усули оркали 
олинади).

Шундай килиб, G =  G, х  G2 булиб, А х  B £ G 1 х  G2 бул­
син. Дастлаб р (А х  В) >  0 эканини куреатамиз. Бу эса .хар 
Кандай A £ G l учун р г (А) >  0 ва хар кандай В £G 2 учун 
р 2 (В) >  0 булганлиги сабабли ушбу

р (А X В) =  р х (А) • р 2 (В)

тенгликдан келиб чикади.
Энди

А х  В =  и (Л, х  ВА), (Л* х  В,) П (А, х  В )  =  0 , к Ф }  (6) 
£ = 1 ‘ 1

булганда
Г

р (Л х  В) =  p j ( Л ) р 2 (В) =  v  Pi (Л ,) .р 2 (Bk)
k= I

тенгликнинг уринли эканлигини куреатамиз. Бунинг учун ёр- 
дамчи f k (х) функцияии Л £ тупламда куйидаги тенглик би­
лан аниклаймиз:

|  И2 (В*), агар х £ Л* булса,
fk W  =  ,п(О, агар х с Л й булса, 

У холда хар кандай х £ А  учун

(7)

А-1
(8)

тенглик уринли.
Хакикатан, х £ А  булиб, тайинланган булсин. У ^олда их­

тиёрий у £ В учун (х, у) £ А X В муносабат уринли. Бундан (6) 
тенгликка асосан шундай m (1 <  m <  а) натурал сон топила­
дики, (х, у ) £ А т х  Вт булади. Фараз 1{илаИтк, бирор у £ В  
учун Ар х  Вр, Aq х  Bq, . . . (р , <7 сонлар бир- бирига тенг 
эмас) (х, у) жойлашган тупламлар булсин (12-шакл). У холда 
ихтиёрий у £ В  учун (х, у) £ Ар х  В р , (х, y ) £ A qx B q\ . .  ., 
муносабатлардан бири, яъни х  £ В„, y £ B q, . . . муносабатлар­
дан бири уринли.



в<
« С

А*
---------- v

А
12- шакл.

Бундан у  € Вр U Bq U . . .  
булиб, у элементнинг ихти­
ёрийлигидан

В а \В р U 'В , U • • • (9)
муносабат келиб чикади. 
Иккинчи томондан, (6) 
тенгликка асосан хар бир 
k ( l ^ k ^ r )  натурал сон 
учун Bk cz В муносабатга 
.сосан

_  Вр и в ,  и . . .  с  В
X муносабат уринли булади. 

Бундан (9) муносабатга асо­
сан

В  =  Bp U Bq и . • .

тенглик келиб чикади. Бу тенгликдаги Вр, Bq, . . ., тупламлар 
узаро кесишмайди. Х ^икатаи, агар \р ¥= q да В р Г) Вд Ф  0  
булганда эди, тайинланган х  учун х £  Ар П Ач Ф 0  муносабат 
уринли булганлиги сабабли

(Лр X Вр) П (А„ х  Вя) =  W X A J L *  (ВР\П 'В Ч) ф  0  
булиб ((5) тенгликка ^аранг), бу муносабат (6) ^тенгликка зид 
натижага олиб келар эди. Демак, В туплам узаро кесишмай­
диган Вр, Вя, . . . тупламларнинг йигиндисидан иборат экан. 
Бундан и2 улчовниннг аддитивлик хоссасига асосан

Иг (В) — р2 (Вр) +  и2 (Вч) +  . . . 
тенглик уринли. Шунинг учун тайинланган х £ А  да (7) тенг­
ликка асосан

V  / А (х) =  Иг (Вд) +  Иг (Bq) +  • • • =  Иг (В)
*=1

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликни А тупламда Hi улчов 
б р и ч а  интеграллаб,

2 )  ( /* (х) d Их =  f Иг (В) d Hi
*=1 А А

тенгликка ёки бундан (7) тенгликка асосан
f fk (х) d a L =  и2 (Bk) ’Mi W '

А
булгани учун 

206



ft
У  Hi (A*)-Ha (Bk) =  Hi (Л )-ц2 (В)
А= 1

тенгликка эга буламиз.*
41 .4 -т е о р е м а .  Агар Gy ва С2 яр^м ^алцаларда мос ра­

вишда ашщланган. |1г ва ц2 улчовлар о-аддитив бдлса, у  ^ол- 
da G =  G1 х  G2 ярим ^алцада анщланган (i =  цх х  ц2 улчов 
х,ам а-аддитив улчов булади.

И с б о т .  G системанинг таърифланишига асосан унинг хар 
Кандай C £G  элементи

С =  А х  В, A £ G lf B £ G 2 
куринишга эга булади. Фараз цилайлик, %А М  функция A £ G l 
тупламнинг характеристик функцияси булсин, яъни

*-.<*) =  ( ' •  а" ч , * б ^
10 агар

Ушбу

fc М  =  Г a W -H 2 (в ) 
белгилашни киритамиз. У холда

f fc W  ^H i=H i(A ) h 2 (В) 
x

тенглик равшан.

Агар С U Ck, Ск П С. =  0 , k ф /, Ck £G булса, у ^ол- 

да ц2 улчовнинг а- аддитивлигига асосан

fc М  =  V  fck '*)
*=i

тенглик келиб чикади ((8) тенглик билан солиштиринг), бу ерда 

J ck (х) ~%Ак М 'И г (Вк). (10)

Энди 38.13-теоремага асосан

2  /  fck (*) d Vi =  f ( 2 - / c a (*)) d Hi =  j  fc W  d Hi =
*=l Л “ /1 A=1 j4

— Hi (Л)-Мг (в ) =  И (Q  (11)
тенглик уринли. Иккинчи томондан, (10) тенгликка асосан

JVcftM̂ Hi = HiM*)- Иг(̂ *) = И(С*)-
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Бундан ва (11) тенгликдан

И(С) =  2 М Л ) - М Я а) =  2 и с *)
4=1 *=1

тенглик келиб чикади.*
41.5- и з о  к- Бу теорема исталган сони чекли улчовларнинг 

купайтмаси учун ,х;ам уринлидир.
Агар Gx ва G2 системалар о- алгебра булиб, мос равишда 

уларда аникланган га улчовлар а- аддитив булса, у хол­
да jj., ва улчовларнинг купайтмаси деб щ  X |д3 улчовнинг 
Лебег маъносидаги давомига айтилади ва U]'i;,u2 куринишда 
белгиланади.

Фараз к,илайлик, X ва К тупламлар берилган булиб, улар­
нинг хар бири барча хаки^ий сонлар тупламидан иборат бул­
син (у холда Х х У  купайтма текисликдан иборатдир). X  туп­
ламда унинг барча Борель тупламлари системасида аникланган 
а- аддитив ux улчов хамда V’ тупламда унинг барча Борель 
тупламлари системасида аникланган ст- аддитив \ку улчов берил­
ган булсин. Куйидаги теоремани исботлаймиз:

41 .6 -т е о р е м а .  Манфий булмаган жамланувчи ва улчов­
ли / (х) функция ва улчовли М с Х  туплам учун тузилган

А — {(х, у ) : х £ М ,  0 <  г/ <  /(*)} 
тупламнинг улчови /  (х) функциянинг улчов буйича М  
тупламдаги Лебег интегралига тенг, яъни

р ( Л ) =  ( f(x )d \ix. (12)
м

И с б о т . Фараз цилайлик, /(х ) функция улчозли М  туплам­
да узгармас с сонга тенг булсин:

f (x) =  c, х £ М.
У холда

А =  { (х, у) :х 6 М,  0 ^  I /< с }  =  М  X [0, с]
булиб,

ц 04) =  ц (/И X [0, с ])=  цх(М)■ \ху( [0, с]) =  f Xvf W d! V c =
X

=  1 cd\ix =  f /  (x) dax
M M

булади. Бу ерда %м (х) функция М  тупламнинг характеристик 
функциясидир. Демак, /(х ) функция узгармас булган ^ол учун 
теорема исбот булди.
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Энди, фараз цилайлик, f(x)  функция М  тдпламда аницлан- 
ган содда функциядан иборат булсин, яъни

М  =  (J М к, М к П АЛ,. -  0 ; кф }

булиб, хар бир М к тупламда f(x)  функция узгармас ск сонга 
тенг булсин. У холда

А =  {(*, у ) : х £ М ,  0 <  у  ^  /(*)} =
=  U {(*, у ) : х £ М к, 0 <  у  <  с*} =  U (М* X [0, <д) 

к к
тенглик уринли. Бундан 41-4-теоремага асосан

И (Л) =  (и* X fi*) (А) =  2  ( ^ х  М„) (М* х  [0, с*]) «

=  2  И, W M f0- ck\) =  2  J =
* к X

=  2  I  с*d и* =  £/(*)<*(i ,
ft Л1Л М

тенгликка эга буламиз. Бу ерда функция туплам­
нинг характеристик функцияси. Шундай цилиб, теорема /(г )  
функция содда функция булган хол учун >;ам исбот булди.

Энди жамланувчи улчовли f ( x)  функция ихтиёрий булса 
у >^олда М  тупламда f (x)  функцияга текис якинлашувчи мо­
нотон усувчи {/„(*)} содда функциялар кетма-кетлигини олиб 
([12] даги 2 8 5 -бет, 26 .10-теоремага царанг), ушбу 

Ап =  {(х, у) : х £ М ,  0 <  у  <  fn (*)} 
тупламни тузамиз. Ю^орида [исботлаганимизга асосан

(13)
м

Энди Ап тупламларнинг тузилишидан ва {fn (x)} кетма-кетлик­
нинг монотон усувчилигидан ушбу

А г с :  А2 с :  . . . сг Ап а  . . .

муносабатга эга буламиз. Бундан ва {/„(*)} кетма-кетликнинг 
f (x)  функцияга текис я^инлашишидан

л - 1 л к
муносабат келиб чикади. и* на р^ улчовлар о- аддитив улчов 
булганлиги сабабли 4 1 .4 -теоремага асосан и =  \ix X р.р улчов 
хам а-аддитив улчов булиб, : 6.11- натижага асосан
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ц(Л ) =  П т ц (Л л)
л--*оо

тенглик келиб чикади. Бундан ва (13) тенгликдан 

(А (Л) =  Н т ц  (Л„) =  lim  f f n(x)diix
n-WO Л-+00 Д|

тенгликни оламиз. 40.5- теоремага асосан

lim  j fn(x)d\ix 
п~*ввм

лимит мавж уд. 40.6- теоремага асосан эса бу лимитнинг 
циймати f (x)  функцияга текис яыинлаш увчи содда функ­
циялар кетма-кетлигини танлаш га боглик эмас. Бундан 
ва 40- § даги 4- таъриф га асосан

ц (Л) =  lim \  fn(x) й ц х =  f f (x) d\ix
n-KX>M M

тенгликка эга буламиз. Бу эса теоремани исботлайди.*
4 1 .7 -теорема (Фубини). Агар цх ва |Ау улчовлар мос равиш­

да X  ва Y  тупламларнинг барча улчовли тупламлари сис- 
темасида аницланган а-аддитив улчовлар булиб, f ( x , y )  функ­
ция A c z X x Y  тупламда ц = ц хх ц у  улчов буйича жамланув­
чи булса, у  холда цуйидаги тенглик уринлидир:

J / (ас, у) ф  =  j (J /  (х, у) d ( J /  {х, y)d \ix )d
A  X  A x  Y  A y

Бу ерда Ax =  { у : (x, у) £ A , x  — тайинланган}.
Ay =  { x : (x, у) £Л, у  — тайинланган }.

И с б о т .  Теоремани дастлаб  f ( x , y ) ^ 0  булган хол учун 
исботлаймиз. Айтайлик, Z  ^ак^кий  сонлар туплами булиб, 
Иг унинг барча улчовли туплам лари  системасида аник- 
ланган Л ебег улчови булсин. Куйидаги тупламни

U — X x Y x Z  
ва шу билан бир ^аторда

— ЦХ И ,
Улчовни оламиз. U тупламдаги W  кием тупламни куйи- 
дагича аниклаймиз:

W  =  {(дг, у, г) :(х, у) £ Л, 0 <  г <  / (х, у)}.
41.6- теорем ага асосан

l ( W)  =  $ f ( x , y ) d ii. (14)
А
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Энди куйидаги иккита тупламни оламиз:
WX =  {(У> г) - у £  Ах. О <  z < /(аг, у)},

=  {(*, г) :х£  Ау, 0 <  г <  f (x,  у)}.

Шу билан бирга ^  X ц , ва X (i2 белгилашларни
киритамиз. Булардан куйидаги

(15)* < * ) - ]  6, ( Г , ) ф „  

j  Kx , y ) dy . u (16)

тенгликлар 41 .5 -теоремага ва (12) тенгликка асосан бе- 
восита келиб чикади. Худди шунингдек,

- k { W ) = : \ t u(Wy) d ^  (17)

- Л ) =  \  f {x,y)d\ ix. (18)
л и

Энди (14— (16) тенгликларни таккослаб,

J  /  (х, у) dp  = ]  ( 1  /(* .  У) d\iu)d\ix

тенгликни хам да (14), (17) ва (18) тенгликларни таккос- 
лаб ,

j/(*> y)d\x =  J (  f  f (x,  y ) d \ i x )dii
A  Y  A u

тенгликни оламиз. Шу билан теореманинг исботи f (x,  i / )> 0 бул­
ган ^ол учун тугалланди. Теореманинг умумий ^ол учун исботи

/  (*. У) =  Щ х ,  у) — Г (х , у) 
тенглик ёрдамида /  (х , у) >  0 кол га келтирилади. Бу ерда

,+(*, J,) _  I я».») / + > («.у) _ I» !-№ .,) t
2 2

М А Ш  К У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Л ебег интеграли учун булаклаб  интеграллаш  фор- 
муласини ёзинг.

2. Ро — II бобда киритилган Кантор мукаммал туплами 
булсин. А гар

f (х) =  < 0 булса, х £ Р0,
{ 1 булса, х £  [0 ,1 ] \Р 0
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булса,

j  f(x) dx
о

ни ^исобланг.
3. Q —  II боб, 15-масалада тузилган туплам булсин. 

Агар
! (х\ =  [ 0  булса, x£Q,  
п )  11 булса, [О, 1 ]\Q

булса,

f /  W  dx
о

ни хнсобланг.
4. Q— II боб, 15- масаладаги туплам булсин. Агар

булса, х  g Q, 
булса, х £  [0, 1] \  Q/ М  =  Ц

булса,

J f(x)dx

ни хнсобланг.
5. Агар / Х(х), / а (х), . . .  fn (x), , F(x) функциялар Е 

тупламда улчовли булиб, Е  да аникланган ихтиёрий улчовли 
g(x)  функция учун

lim \  fn (x) g (х) dx =  f F(x) g(x)dx
n — 00£ £

муносабат уринли булса, бундан
П т /„ (х ) =  F(x)
rt—>со

муносабатнинг деярли уринлилиги келиб чицадими?
6. (Е. Титчмарш масаласи). Р0 — II бобда киритилган Кан­

тор туп тми булсин.. Агар [ (х) функция Р0 да 0 ра Р0 га тул- 
дирувчи булиб, узунлиги З-"1 га тенг ингераалда п га тенг 
булса,

j 7 ( * ) d x = 3
о

эканини исботланг.
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7. Агар /„ (* >  0 ва \ f n(x) dx -v  О булса, у ^олда fn(x) функ-
Ё

ция О га улчов буйича якинлашади, яъни fn (х) => 0, аммо f n(x) 
нинг 0 га деярли я^инлашиши шарт эмас. Шунга мисол кел- 
тиринг.

8. Ушбу

\ Ш - О х - +  О
е ' + \  fn\

муносабат fn (х) функциянинг 0 га улчов буйича якинлашиши- 
га, яъни fn(x) =ф- 0 га эквивалент эканини курсатинг.

V I I I  б о б  

L p Ф А З О Л А Р

Бирор улчовли Е  туплам да аникланган ва абсолю т 
Кийматининг р -дараж аси  билан ж амланувчи f (x)  улчовли 
ф ункциялар туплами математиканинг турли сокаларида 
му^им татбикларга эгадир. Бу бобда мана шу туплам лар 
билан ш урулланамиз.

42- §. Lp синфлар ва асосий тенгсизликлар

Ф араз килайлик, бирор улчовли X  тупламнинг барча 
Улчовли кием туплам лари системасида аникланган а-ад- 
дитив ц улчов берилган булсин. X  туплам да ц улчов 
буйича ж амланувчи функциялар тупламини L ^ X ,  ц) 
оркали белгилаймиз. Бу туплам 38.2- ва 38.8-теоремалар- 
га асосан чизикли фазодир (функцняларни кушиш ва 
функцияларни сонга купайтириш  ам алига нисбатан).

Т а ъ р и ф .  Функцияларнинг Lp(X,  ц) (р >  0) синфи деб .

интеграли мавжуд булган барча улчовли  f ( x ) функция­
лар тупламига айтилади.

Атайлик, X  тупламнинг улчови чекли булсин, у кол- 
да X  туплам да улчовли булган кар  кандай } (х) функция 
учун
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тенгсизлик уринли булгани туфайли L2(X,  [.L)crr Lx (X,  ц) муноса­
бат келиб чикади. Аммо бунинг аксинчаси уринли эмас. Буи­
га мисол келтириш учун X  тупламни [0, 1] сегментдан иборат 
деб, |л улчовни эса бу сегментдаги Лебег улчови деб оламиз.
Агар /(х) =  ~yL= булса, у холда /  (х) £ Lx (X, ц), аммо f  (х) £ 
_  У х
£ L2 (X,  и). Сунгги муносабат /_2 (X, [л) синфнинг таърифидан 
келиб чикади.

Агарда X  тупламнинг улчови чексиз булса, у ^олда 
Z.a (X, и), с :  Lx(X,  и) муносабат уринли эмас. ^акикатан, агар 
X  ни барча ^акиций сонлар туплами (яъни (— оо, оо) оралик,) 
деб, и улчовни эса Лебег улчови деб олсак, у холда /(х ) =
=  1 . ,з функция L% (X,  и) синфнинг элементи булиб, аммо

у Lx (X,|i) синфнинг элементи булмайди. Чунки бу функция 
(— оо ,оо) ораликда жамланувчи эмас.

Биз куйида соддалик учун X  тупламни (— оо, оо) оралик­
да н иборат деб, ц улчовни эса Лебег улчози деб оламиз. Бу 
Кол учун Lp (X,  |д) синфни киска лик максадида Lp оркали бел­
гилаймиз. Баъзи бир мулохазаларни эса (— оо, оо) ораликнинг 
чегараланган кисми учун олиб борамиз.

42. 1-т е о р е м а  (Буняковский-Шварц тенгсизлиги). Агар 
/  (х) ва g  (х) функциялар L2 синфга кирса, у %олда /  (х) • g(x)£Lx 
ва

\ <\jf ( x ) g ( x ) d x \ s s { [ J  |/(х) 12dx] • | J  |g (х) 12dxj } 2 (1)

муносабатлар уринли
И с б о т .  /(x )-g (x ) купайтманинг жамланувчилиги ушбу

2 1g (x )■/(х)| < f 4 x )  +  g-{x) J 
муносабатдан бевосита келиб чикади. (1) тенгсизликнинг урин- 
лилигини курсатиш учун куйидаги тенгсизликка мурожаат ки' 
ламиз:

/  +  g f d x  =  Я2 ]72 dx +  2Х J /  • g d x +  j  g2 dx  =

=  a№ -f- 2b\  с >  0, 

бу ерда a =  \ f2(x)dx,b =  \ f (x)g(x)dx  ва c =  \ g2(x)dx.  Маъ-
лумки, a V  +  2bk +  с ифода % нинг хамма хакикий кийматла- 
рида манфий булмаслиги учун а мусбат булган холда коэф- 
фициентлар ушбу

b2 <  ас
тенгсизликни каноатлантириши зарур ва кифоядир. Бундан эса 
(1) тенгсизлик бевосита келиб чикади.*
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42. 2 -н а т и ж а .  f(x)  ва g(x) функциялар Lp синфга кирса, 
у х;олда l ( x ) -g(x )£Lp;r

И с б о т  (1) тенгсизликни / p/2-gp/2 функцияга татбиц ^илиrn- 
дан келиб чикади.*

42. 3-н а т и ж а  Агар f  (х) ва g(x) функциялар L2 га кирса, 
у  ^ л д а  f  ±  g х;ам L2 га киради.

Бу натижа ( f ±g ) 2 =  / 2±  2f g  +  g2 тенгликдан келиб чи- 
^ади, чунки унинг унг томонидаги функциялар жамланувчи 
функциялардир.*

4 2 .4 -т е о р е м а (Гёлдер тенгсизлиги). Агар р >  1 бдлиб , 
/(*)££р. g(x)£L р булса, у холда [(x) g(x)£Ll ва

Р— \

IJ /W 'S - (x)dx\ < { J | / (x)\pdx] Р • { J |  g(x) \ 1 P dx] 

уринли була-

p —i 
p (2)

муносабатлар 
du.

Исбот. y = x a. a > 0  функ- 
цияни караймиз. Byj функция 
x > 0  ^ийматларда мусбат 
ва усувчи функциядир. Шу-

1 /С6нинг учун хам х = у  теска- 
ри функция мавжуд. х  уцдан 
ихтиёрий I  >  0 нуктани, у  уц- 
дан эса ихтиёрий г) 0 ну^- 
тани олиб, бу нуцталар ва у =  
— ха функциянинг графиги 
ёрдамида ОсМ  ва Ог)/С эгри 
чизикли учбурчакларни хосил 
циламиз (13- шакл). З^осил бул­
ган учбурчакларнинг юзлари 
мос раьишда

1 £“+ '

13- шакл.

а  +1
5 l  =  " j r f  ва 5 2= J y a ^  =  ^ -

сонларга тенг. Иккинчи томондан, шаклдан
£• Л ^  +  5 2

тенгсизликнинг уринли эканини куриш кийин эмас. Тенглик 
ишораси эса т) =  £“ булгандагина уринлидир, чунки бу хол- 
дагина М  ва К  ну^талар устма-уст тушади. Агар a  +  1 =  р 
деб белгиласак, ушбу
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тенгсизликка эга буламиз.
Айтайлик, f (x)£Lp ва g( x ) £Lp( p >  1) булсин.

р

7i =  \ \ f (x) \p d x n a l 2=  j f g W f - 1 dx

белгилашларни киритиб, / х ^  О ва / ,  ф. О булганда Е ва т) сон­
ларни цуйидагича танлаймиз:

s _ |  / СО I I g W IS - i — p -  ва л =  р - н
I1 P U p

Бу тенгликларни (3) тенгсизликка цуйиб, ушбу
Р

\ fM-g(x)  I \ f(x)lp I jgU)ip- '

, Т , , ' - 7 '  А ' .
тенгсизликка келамиз. Бунинг унг томони жамланувчи булган­
лиги учун чап томони хам жамланувчидир. Шунинг учун бу 
тенгсизликни Ё туплам буйича интеграллаб, цуйидагини ола­
миз:

-L i  -1
Л Р-КР Jl/(*)£(*) = 1-

р — I

Демак,
L  1 _ 1  

J l / M я (*)№*< / /  • / ,  р =

-  - V  ' — L
= {  { J | g ( x ) f  d*} " •

Агар /j  ёки / 2 лардан бири нолга тенг булса, у  ^олда f(x) 
ёки g(x) функция нолга эквивалент булиб, (2) тенгсизлик урин- 
лилигича цолади.*

42.5-т е о р е м а  (Минковский ва Коши тенгсизликлари). 
Агар f (x)  ва g(x) функциялар Lp синфга кирса, у холда 
(f(x) +  g(x))£ Lp ва



{ f l f + g l ^ d x j p ^ l f l / I P  d x j p + l  j lg '^ d x j-p

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т .  if +  g ) £ L p муносабат ушбу

\f +  g\p < ( \ f \  +  \ g \ y < ( \ f \  +  \f\)P +  (\g\ +  \g\)P =  
=  2P\ j \P +  2P\g\P 

тенгсизликдан келиб чикади. Гёлдер тенгсизлигига биноан:

Jl f  +  g  П х =  J | /  +  gl • | / + * р - '  d x <  J | / 1 • |/+ g |/> - ' dx +
l

(4)

+ {  Igi■ I f + g l p~ l d x ^ { j  If Ip d x }0 { j  | / + g |p dx } 
_i_

+{J igi’dxl'  •{ J|/+?r * )

U 7  +

1 p

Бу муносабатнинг икки томонини J  \ f  - f  g \ P d x ^ 0  деб фараз 
дилиб,

1 p
{ f  I / +  « I'd *}

мшуюрга булинса, (4) тенгсизлик келиб чикади,*
Агар (4) тенгсизликда р =  2 булса, Кошининг

{ \ If +  g \~dx 2 } < {  f / 2 dx } U+  { f g 2 dx } U (5)

тенгсизлиги келиб чикади.
Бу тенгсизлик L2 синфни урганишда катта ахамиятга эга.

43-§. Норма. Урта маънода якинлашиш ва суст 
якинлашиш

Бу параграфда X  тупламни [а, Ь] сегментга тенг деб ола­
миз. L2 =  L2 (а, b) синфдан олинган хар бир /  (х) функция 
учун

+ VI' (x)dx

сон /  (х) функциянинг нормаси дейилади ва бу норма || / || би­
лан белгиланади. Х,ар бир f(x)£ L2 функция учун киритилган 
*' '  'I сон куйидаги хоссаларга эга:

1. ||/|| >  0 булиб, /(х )~ 0 булгандагина Ц/Ц =  0.
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2. II Щ  =  \Ц -ll/ll-
3- II/ +  gll <  ll/ll +  llgll (учбурчак тенгсизлиги).
1 ва 2- муносабатлар норманинг таърифидан бевосита kv- 

ринади, 3- тенгсизлик Коши тенгсизлигидан келиб чицади.
Н ормадан ф ойдаланиб, L2 ф азода Эвклид фазоси учун 

Уринли булган купгина теоремаларни исбот этиш мум­
кин. Тегишли хоссалар куйида келтирилади. L2 фазонинг 
купгина хоссалари п улчамли Эвклид фазосининг хосса- 
лари га ж уда яцин. Ь2 синфни биринчи м арта немис мате- 
матиги Д . Гильберт чуцур ургана бош лаган ва бу фазога 
чекли улчамли Эвклид фазоси ну^таи назаридан ^араган; 
шу сабабли Ь2 синфни Гильберт фазоси деб з^ам атайди- 
лар . Б у  ф азода икки f ва g  функция (купинча 1 2 нинг 
элементларини унинг нукталари хам дейилади) орасидаги 
масофа тушунчаси киритилади. М асофа сифатида улар 
айирмасининг нормаси ^абул ^илинади, яъни

Р ( / .£ )  =  I I / - gll- 
Бу масофани одатда тугри чизиц, текислик ва Эв­

клид ф азоларидаги  масофа туш унчаларининг умумлашга- 
ни деб з^ам караш  мумкин.

А лбатта, икки эквивалент функция бу ф азода биргина 
ну^та сиф атида кабул килинади.

М асоф а ёрдам ида Гильберт фазоси нукталари кетма- 
кетлиги учун яцинлашиш тушунчасини киритиш  мумкин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар /, / „ б ^ г  п  =  1, 2, 3, . . . учун п->- оо 
да \\ /„ — //| -*■ 0 булса, у  холда /  нуцта {/„} кетма-кетлик­
нинг лимити дейилади ва

f  /  ёки lim  fn =  /
П—► оо

куринишда ёзилади.
Бу маънода яцинлашишни урта маънода яцинлашиш

дейилади.
Норманинг таъриф ига мувофи^, (1) муносабатни яна 

цуйидагича ёзишимиз хам мумкин:

j  [}n(x) —  f(x)]2d x - » 0 .
a m

Агар [а, Ь] сегментда {/„(*)} функциялар к етм а-к етл и ги  /(*) 
функцияга текис як,инлашса, у холда бу кетма-кетлик шу ФУНК 
цияга урта маънода хам як,инлашади. га

^а^и^атан, { /„(*)}  функциялар кетма-кетлигининг Д  /
текис яцинлашишидан хар цандай е > 0  сон з^амда барча е 
лича катта п натурал сонлар учун
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(/„(*) — f(* )\dx  < e  

муносабат барча x£[a,b]  учун бажарилади. Бундан

J  I/п (*) — /  W i 2^ х ^ г г (b—a) 
а

тенгсизлик уринли булиб, {/„ (х)} функциялар кетма-кетлиги- 
яинг /(*) функцияга урта маънода як,инлашиши келиб чикади.

Агар {/„(*)} функциялар кетма-кетлиги [а, Ь) сегментда 
fix) функцияга деярли я^инлашса, у холда бу кетма-кетлик шу 
функцияга урта маънода я^инлашмаслиги мумкин. Масалан,

У ~ п , агар л: £ | а, а +  - i - j ,

О, агар х  6 | а 4- — , 

функция барча х£уа,  Ь] учун п-*-оо да /„ (* )->  0. «Пекин

fn(x) =

=  I - /»  0.f I w  — 0  \*dx =  Jl / n W  I2 dx =  f ” n dx =
a a  Ja

Урта маънода я^инлашишга оид бир неча теоремани исбот ^и- 
ламиз.

43.1-т е о р е м  а. Урта маънода якинлашувчи {fn(x)} кет­
ма-кетлик биргина лимитга эга.

И с б о т .  {/„(х)} кетма-кетлик икки турли /  ва g~/~ f  ли-
митларга эга деб фараз цилайлик, яъни /„-* -/ ва f n -*-g(n-+ оо)
булсин. Норманинг 3- хоссасидан, яъни учбурчак тенгсизлиги- 
Дан фойдаланиб, ушбу

II/ — ЙГИ <  ///* — /II + 11/« —WI
тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Бу тенгсизликнинг унг томони 
я-*-оо^да нолга интилади; демак, биринчи аксиомага музофнц 
i ^ g  ёки f  ва g  функциялар L2 фазода илгари айтганимиздек, 

ИР ну^танигина тасвирлайди; бу эса фаразимизга зид.*
43.2-т е о р е м  а. Агар / „ - * /  булса, у %олда ||/„ ||->  ll/ll- 
И с б о т .  Норманинг 3 - хоссаси га асосан )|/Ц'<1|/„|| +

~*~l̂ —/JI ва l l/J |< H /II+ 1|/„—/И тенгсизликлар уринли. Булардан

l l / J | - i l / | l | < l | / n - / H

игсизлик келиб чикади. Бу эса теоремани исботлайди.*
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Норманинг бу хоссаси унинг \узлуксизл;ги дейилади 
Энди урта маънода якинлашиш тушунчаси деярли на «лч 

буйича якинлашиш тушунчаларига нисбатан кандай муносаба°В 
да эканлигини аницлаймиз. ' " т‘

43.3-т е о р е м а .  Агар {/„(*)} функциялар кетма-кетлиги 
йрта маънода f(x) га яцинлашса, у щ гда бу кетма-кетлик 
f(x) га улчов буйича хам щинлашади.

И с б о т .  )^ар цандай мусбат а сон учун куйидаги муноса­
батлар уринли булади:

Р2(/„. /) =  { ( I n - f f d x  >  \ ( j n —  f)2 dx >  a 2 ix(An (о)), (2)
л п°

бу ерда Ап (а) =  £  ( \fn — fl >о ) .  Теореманинг шартига муво- 
фи^ п -*■ оо да

Р(/„. / ) — о,
демак, (2) тенгсизликдан а тайин мусбат сон булгани учун 

lim  |* [Ап (а) ] =  0;
П-т»00

яъни п-*- оо да

/гГ* /•*
Исбот этилган теоремадан ва 33.5- Рисс теоремасидан цу- 

йидаги натижа келиб чикади.
43 . 4 -н а т и ж а .  Агар {fn(x)} функциялар кетма-кетлиги- 

ijpma маънода f  (х) га яцинлашса, у  холда бу кетма-кетлик- 
дан деярли якинлашувчи {f„(x)} кием кетма-кетлик ажра- 
тиб олиш мумкин.

2- т а ъ р и ф .  Агар {fn(x)} функциялар кетма-кетлиги 
учун ушбу

P2(fm, f„ )=  f \ f J x) —  fn (*)]* d x -*  0 (3)
a

муносабат бажарилса (т билан п бир-бирига боглиц булма- 
ган равишда чексизга интилганда), б у  кетма-кетлик Lt Ф& 
зодаги фундаментал кетма-кетлик, баъзан эса Коши кетма- 
кетлиги дейилади.

Равшанки, (1) муносабатдан (3) муносабат келиб чикади- 
Бу таърифнинг биринчи таърифдан фарци шундаки, бу Ф  

да {/„(х)} кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги хасида бирок 
нарса дейилмайди, яъни бу таърифда кетма-кетлик лимитининг 
мавжуд булиши шарт эмас.
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Бу таърифдаги (3) шарт ха^и^ий сонларнинг якинлашиши 
хакидаги Коши шартига ухшашдир.
■ ‘Математик анализдан маълумки, сонлар кетма-кетлиги учун 

я^инлаш иш нинг Коши шарти бажарилса, у кетма-кетлик ли- 
митга эга булади.

Мана шунга ухшаш жумла^ L2 фазодан олинган кетма-кет- 
ликлар учун хам уринлими ёки йу^ми, яъни агар бирорта 
{/„(*)} функциялар кетма-кетлиги учун (3) муносабат бажарил­
са, (1) муносабат хам бажариладими, деган савол тугилади. Бу 
саволга цуйидаги теорема жавоб беради:

43.5- т е о р е м а  (Фишер), Агар {/„(*)} кетма-кетлик Lt 
фазодаги фундаментал кетма-кетлик булса, у  холда /,3 фа­
зода шундай f (x)  функция топиладики, fn(x) кетма-кетлик 
унга i]pma маънода ящнлашади.

И с б о т .  Кетма-кетликнинг фундаменталлигига асосан, ,\ар 
бир k натурал сон учун шундай пк ва пк+1 натурал сонлар 
мзвжудки, улар учун ушбу

ь

J W * )  ~  f^ x)V d x <  (k =  1 • 2* • • •)а
муносабатлар бажарилади. Бундан

оо

* = i

эканлиги келиб чикади.
42.]- Буняковский-Шварц тенгсизлигига биноан:

ь
J 1 1W  -  fnk Ш х  < У  Ь - а  II f„kJ x )  ~  f nk (Х)!|,

оо Ь
демак,

лади.
38.13-теоремага мувофиц,

оо

кетма'
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/ м  =

lim fn.(x), агар x  нук,тада бу лимит чекли 
*-*<” к,ийматга эга булса,

О, агар тегишли нуцтада бу лимит мавжул 
булмаса ёки оо га тенг булса. д

Тузилган f(x) функция L2 фазога тегишли. Х^и^атан, / м  
функциянинг таърифланишидан 38 .11 -Фату теоремасига асосан

ь ____ь
j 7 2(* ) d x <  Hm j / 2„ft(x)dx

булгани учун бундан f ( x ) £ L 2 муносабат келиб чикади. Энди 
f  (x) функция {fn(x)} кетма-кетликнинг урта маънода лимити 
эканлигини куреатамиз. Аввал {fnk(x)} кетма-кетликнинг /  (*) га 
урта маънода я^инлашувчи эканлигини куреатамиз. 

Д архак^ат, 3 8 .1 1 -Фату теоремасига мувофик,

Т Н  (4)
v->c0 д а

{/„(х)} кетма-кетлик фундаментал булганлиги сабабли бе­
рилган е >  0 сон учун шундай п0 =  п0 (е) сон топиладики, 
барча k >  п0 ва v >  п0 сонлар учун

1 и ПкМ - Ц х ) ] Ы х < г .
а

Бундан (4) га асосан:

ёки

lim  f [ /„ fc(x)- / ( * ) №  =  О, (5)
k-юо J R a

яъни {fnk (x)} кетма-кетлик урта маънода f  (x) функцияга якин 
лашади. Энди {/„(*)} кетма-кетликнинг хам /(х ) га урта маъ
нода як,инлашишини куреатамиз.

Коши тенгсизлигига мувофик,
Ь _1_

{ j [ / ( x ) - / „ ( x ) ] 2d x } 2 =
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a о
бу ерда унг томоннинг биринчи хади (5) га асосан п->~оо да 
нолга интилади, иккинчи хади хам {/„(*)} кетма-кетликнинг 
фундаменталлигига асосан п ва nk-*- оо да нолга интилади.

Демак, {/„M J кетма-кетликнинг узи хам урта маънода/(х) 
функцияга я^инлашар экан.,

43.6- н а т и ж а .  Фишер теоремасининг шарти бажарил- 
ганда ушбу

l im f f 2n (x)dx =  \ f 2{x)dx
/I—♦оо •) J

/  а
муносабат \ам Уринли булади.

И с б о т .  42-§ даги (5) Коши тенгсизлигига мувофик;, 
ь I ь _i_ ь _1_

{ j f * i t i d x } T < { $ n M d x } 2 + { $ l f ( x ) - f n (x)]*dx} 2 ,

a a a

Булардан ва {fn(x)} кетма-кетликнинг f{x) га yPTa маънода 
я^инлашишидан

Щ  ь ь
l i mf  f l ( x )dx  =  f P(x)dx

П—>00 J  Ja a
тенглик келиб чикади.,

 ̂Lt фазонинг Фишер теоремасида келтирилган хоссаси унинг 
тулалик хоссаси дейилади; бу хосса тугри чизи^ нукталаридан 
иборат фазонинг тулалик хоссасига ухшашдир.

3 - т а ъ р и ф .  Lt (a, Ь) фазодан олинган / ( х) e ag ( x )  функ- 
Ция.гарнинг скаляр купайтмаси деб ушбу

j f ( x )g(x)dx
а

ш нади^тиАа^и ^  С0Н ЪисЧалик УЧУН С/, g) оркали белги-

TCHrrL.0H у-4ун ушбу V ’ S) <  [\f\\-\\g\\ Буняковский-Шварц СНГСИЗЛИГИ уринли.
- т а ъ р и ф .  Агар {fn (х)} (/n £ L„) функциялар кетма-кет­

лиги ва ихтиёрий <р (х) £ L2 функция учун
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(/„ .ф )-►•(/. ф)
муносабат бажарилса, у  холда { f n(x)} кетма-кетлик f (x)  га 
суст якинлашувчи дейилади.

43. 7- т е о р е м а .  Агар {fn (x)} функциялар кетма-кетлиги 
ijpma маънода f  (х) га щинлашса, у  холда бу кетма-кетлик 
f (x) га суст маънода хеш якинлашади.

И с б о т .  Теореманинг шартига ва Буняковский-Шварц тенг- 
сизлнгнга асосан

I (Ф, f n ~ f )  I =  1(Ф> fn)  — (Ф. f)I <  ПФ|1 • Ч/п —  Я1 -*■0  («"»” ° ° )
муносабат уринли булади.*

Бу параграфда келтирилган тушунчаларнинг ва хоссалар- 
нинг купчилиги, масалан, норма, урта ва суст маънода яцин- 
лашиш ва уларга оид теоремаларнинг Lp (а, Ь){р>  1)синфучун 
хам уринлилигини курсатиш мумкин.

Француз математиги Фурье исси^ликнинг таркалиш маса- 
ласи билан шурулланиши натижасида берилган функцияни 
ушбу

цатор шаклида тасвир этиш масаласини к;уйган. Бу цатор три- 
гонометрик катор дейилади, бу ерда а0, ах, bv  а2, Ьг, . . . — 
коэффициентлар узгармас сонлардир.

(1) катор f(x) га шундай яцинлашеинки, натижада уни хад- 
лаб интеграллаш мумкин булсин. Масалан, бу якинлашиш 
[0,2л] сегментда текис бажарилса, (1) цаторни хадлаб интег­
раллаш мумкин.

(1) цаторни f(x) функцияга текис якинлашувчи деб фараз 
к,илиб, ап ва Ьп коэффициентларни f(x)  функция оркали ифо- 
далаймиз. Бунинг учун ушбу

тенгликнинг хар икки томонини cos т х  га (т — натурал сон) ку- 
пайтириб, [0, 2л] сегмент буйича хадма-^ад интеграллаймиз. 

Натижада ушбу

44- Ортонормал системалар

1 ^
—  а0 +  ^ ( a ncos nx  + b n s innx )  (1)

[ / ( х ) =  у а 0 + V ( a n cosr tx +  6n s i nnx)
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2 я

f cos т х  sin пх dx  =  0 ( т  ва п — ихтиёрий) 
о

тенгликларга асосланиб,

1 2л
ат = —  f f  W  cos m Xdx, (2)

‘о
2 л

&m== —  j f ( x ) s i n m x d x  (3)
о

ф орм улаларга эга буламиз.
Ленин f ( x )  функция олдиндан берилган булса, уни 

(1) ^атор ш аклида тасвир этиш мумкинлиги, умуман айт- 
ганда, ^еч цаердан келиб чикмайди. Ш унинг учун м аса- 
лага  оир оз бонщ ача 1̂ араймиз, яъни масалани цаторни 
езиш дан эмас, балки функцияни бериш дан бош лаймиз ва 
бу функцияни тригонометрик ф ункциялар ёки уларга Ух­
ш аш  бош ^а ф ункциялар системаси ор^али ифода килиш га 
уринамиз.

1-таъриф. Агар

Г г \ ( \ j  f 1 ’ * =  к '
Jq i ,  =  о, , • * *  «>
а

тенгликлар бажарилса, cpi (х),  ф2 ( х ) , . . .  функциялар  
кетма-кетлиги [а, ЬJ сегментдаги ортонормал система 
дейилади.

М асалан,
1 cos х sin х cos 2х sin 2х

V z a  ’ V n  ’ V n '  v W '  y i r  '  • • •

функциялар кетма-кетлиги [—л, л] сегментда ортонормал сис- 
темадир.

2- т а ъ р и ф. {фА (*)} ортонормал система ва f(x)  функ­
ция L., фагсдан олинган ихтиёрий функция булсин. ck=  (f, ф ^ , 
k =  1, 2, . . . сонни /  (х) функциянинг {ф* (х)} системага

оо

нисбатан Фурье коэффициента, "V ckq>k(x) цаторни эса
, k=* 1 

Фурье катори дейилади.
П

Энди 5„(х) =  V  ck(fk v*) йириндини тузиб, бу йдаинли би- 
k= 1

лан f(x) функция орасида L2 фазода аникланган масофага нис- 
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батан цандай якинлик бор, деган масала билан шурулланамиз. 
Бунинг учун ушбу

Р \ S n , f )  =  l [ S n( x ) - f ( x r d x
а

мик;дорни хисоблаб чикамиз:

Р 2( 5 П, Л =  J (SI  - 2 f S n +  h d x  = ) s * nd x -  2 | /5„dx +
a a a

+  j  f 2(x)dx,
a

f S* (x)dx = V  ct.cft (ф,., ф4) = V  c*. (5)
a i,k=\ *=1

чу н к и  ( / ,  ф*) =  Ck ва i # *  у ч у н  (ф 4, ф*) =  О, 

f/S„d.v = V  ck(f, <р*) = 2  с*'
a  *= 1  *“ 1

Демак, (5) тенгликни ушбу

Р2 (S„. /) =  Г Г dx -  J  с* =  ll/i'2- 2  с* (6)
a 1 ft— 1

куриниш да ёзиш мумкин. Бу формулани Бессель айния- 
ти дейилади. Б у  микдор манфий булмаганлиги учун

2  <  М ‘- 
к=\

Б у тенгсизлик п нинг хамма натурал кийматлари учун 
уринли. Бундан п—*-оо да ушбу

2  4  <  W  (7)
ft- l

тенгсизлик келиб чикади. Бу тенгсизлик Бессель тенг  ̂
сизлиги  дейилади. Агар (7) да тенглик баж арилса, и

2  4  =  №  (3
*= 1 ~К1

б^лса, у холда бу тенгликни ёпицлик формуласи 
Парсеваль тенглиги дейилади.



3- т а ъ р и ф .  Агар (8) [тенглик L2 дан олинган ихтиёрий 
f(x) функция учун бажарилса, у  холда {ф„(Х)} система Ь2
да ёпиц дейилади.

(6) дан (8) га асосан:
lim p(S „ , f) =  0.
л-+оо

Демак, ёпиклик формуласи бажарилганда S n(x) йигинди Гиль­
берт фазосидаги масофа маъносида (яъни урта маънода) /  (х) 
га я^инлашар экан.

44.1- т е о р е м а  (Рисс— Фишер). {сп} сонлар кетма-кетлиги
оо

учун ^  с\ цатор якинлашувчи булиб,
k= 1

[а, Ь\ да анщланган ортонормал функциялар кетма-кетли­
ги булсин. У х°лда L2 фазода биргина шундай }(х) функция 
мавжудки, унинг учун ck сонлар Фурье коэффициентлари 
булади ва ёпиклик формуласи бажарилади.

И с б о т .  Аввало {фп(х)} функшшларкетма-кетлиги ёрдамида
Л

{S„M =  "V ck ФА(х)} йириндилар кетма-кетлигини тузиб, 
к= 1

{S„ (х) } кетма-кетликнинг фундаменталлигини курсатамиз.
Бунинг учун т > п  деб олиб, p"(Sm, S n) масофани хисоб- 

лаймиз:
Ь т т

р1 @ т,_$п) =  \\ 2  Д ф * ( ^  \2dx =  2  f i  c№ i' V jL r
a i,\k = n + \

m

-  2  4  
1

Теореманинг шартига кура хар кандай мусбат е сон учун 
шундай п0 сон ; мавжудки, унинг учун т > л > л 0 булганда

т

2  с* < е  *=п+1
муносабат Уринли булади.

Демак, m > n> „ 0 да р2(5 т> Sn) < e .
Бу муносабат {S„(x)} кетма-кетликнинг фундаменталлигини 

^УРсатади. Бундан 43.5- Фишер теоремасига муЕофик, (5 n(x)} 
ма-кетликнинг бирор /  (л) £ L 2 функцияга урта маънода якин-
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лашуьчи эканлиги келиб чикади, яъни п-*- оо да p \ S n, /)->0.
43 .7 -теоремага мувофи^, бундан {Sn(x)} кетма-кетликнинг /  (х) 
га сует маънода хам яцинлашувчилиги келиб чицади, яъни 
^ар цандай g ( x ) £ L 2 учун

lim I 'g (х)■ S n(x)dx =  \ g (x)• / (x)dx. (9)
ri—>oo J ^a a

A m m o t i > k  булганда
b b n  

f <P*M' S n (*) d x =  j [ 2  ck Ф. ■ % \d x  =  ck-
a a i'= |

Бундан ва (9) дан
ь

(ф*. /) =  (*) • /  W
a

яъни ck сон /  нинг Фурье коэффициента эканлиги келиб чи­
кади, демак, теореманинг биринчи киеми исбот этилди.

Теореманинг иккинчи ^исми {Sn(х)} кетма-кетликнинг/(х) 
функцияга урта маънода я^инлашишидан, яъни

e! ts„ . f l - W - i f c S - o S  
t=l

муносабатдан келиб чикади.
Энди f(x)  нинг ягоналигини исбот циламиз. Рисс—Фишер 

теоремасининг шартларини ^аноатлантирадиган функция иккита 
деб фараз киламиз ва иккинчи функцияни g(x) билан белги­
лаймиз. У холда биринчи шартга мувофик ск сонлар /  ва g  
функциялар учун Фурье коэффициента булади ва иккинчи 
шартга кура

Р(5„, /) —*■ 0, р (5 я, g)-*- 0.

Булардан, р (/, g) =  0 ёкн /  ~  g. Аммо 12 фазода узаро экви­
валент функцияларни битта элемент деб хисоблаганимиз учун 
биринчи ва иккинчи шартларни цаноатлантирадиган функция­
нинг ягоналиги келиб чикади.*

4 - т а ъ р и ф .  Агар L2 (а, Ь) фазода {фй("х)} функциялар 
системасида ортогонал булган бирорта хам функция мае-
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ж уд булмаса1, бу функциялар системасини тула система 
дейилади.

44 .2 -и з ох . Бу таърифда {срА (л:)} функциялар системаси­
нинг ортонормал булиши талаб ^илинмайди.

44 .3 -т е о р е м а .  Ц  фазода {ф/ x j }  ортонормал ф ункция­
лар системаси бдлиб, {сА} сонлар кетма-кетлиги учун

оо

У  с \ <  +  оо шарт бажарилсин. У холда 1 2 фазода Фурье 
*=1
коэффициентлари ск сонларга тенг булган биргина f(x) функ­
циянинг мавжуд булиши учун {<in(x)} функциялар система­
сининг т ула булиши зарур ва кифоядир.

И с б о т .  К и ф о я л и г и. {ф„(а')} ортонормал функциялар сис­
темасини тула деб олиб, теорема шартини ^аноатлантирувчи функ­
циянинг ягоналигини курсатамиз. Бу эса 44.1-Рисс—Фишер 
теоремасидан бевосита келиб читали.

3 а р у р л и г и. Теореманинг шартини каноатлантирувчи функ­
ция биргина 1'(х) булса-да, {ф„(х)} функциялар системасини 
тула эмас деб фараз ки,пай лик, у холда нолга тенг функцияга 
эквивалент булмаган шундай со (х) функция топиладики, унинг 
учун

ь
j* со (х) ФА(лг) rfAT =  0, ( £ = 1 , 2 , . . . ) .  
а

Бундан куринадики, © (х) +  f(x) функция хам теореманинг шар­
тини цаноатлантиради. Бу эса f(x )  нинг ягоналигига зид.*

44.4- теорема. Ортонормал {(рп(х)} функциялар система­
сининг т ула булиш и учун унинг ёпиц булиши зарур ва ки­
фоядир.

И с б о т .  К и ф о я л и г и .  {ф„(х)} функциялар системаси ёпи^ 
булсин. Агар бирорта f ( x ) £ l 2 функция бу системага ортого- 
нал булса, у холда 

ь
с н =  (7(*)ф* (x )d x  =  0 ( £ = 1 , 2 , . .  .).%j

а

Бундан ёпиклик формуласига мувофи^,

II/1I2 = 2 ^  =  0 ёки f ~ °
*=i

1 Айнан нолга тенг фунсцияга эквивалент б?лган функция з^ар
Кандай функциялар системасига ортогонал булганлиги учун бу таъ ­
рифда бундай функциялар истисно ^илинади.

229



муносабат келиб чикади. Бу эса {ф„(х)} системанинг тулалиги- 
ни курсатади.

З а р у р л и г и .  Энди, аксинча, (ф„ (х)} система тула булсин. 
Ёпиклик формуласи бирорта ф (х) функция учун уринли эмас,

оо

деб фараз киламиз. У [колда V  с\ <  || ф ||2, {ск =  (ф, ф*)).
*=1

Рисс—Фишер теоремасига мувофик, шундай /  (х) функция 
топиладики, унинг учун ушбу

f  f  (х) %  (x)dx  =  ck, Ц/ f l - - 2 4
а *=1

тенгликлар бажарилади ва /  (х) — ф (х) -функция {фл (х)} сис- 
темага нисбатан ортогонал булади, яъни 

ь
f [/ W  — ф М ] ф* (х) dx =  0 ёки f  ~  ф.
а

Сунгги’муносабатлар || / 1| <  || ф || тенгсизликка зи д .,

М А Ш К,**У ЧУ Н  М А С А Л А Л А Р *

1. L2 фазода суст якинлашишдан улчов буйича якинлашиш 
келиб чикмаслигига мисол тузинг.

2. Агар {/„ (х)} функциялар кетма- кетлиги L 2 фазода /  (х) га
суст якинлашса, у ^олда бирор М сон учун були-
шини исбот килинг. Й

1
3. Агар f /  (х) ф (х) dx  хар кандай /  (x )£ L 2 [0,1] функция

о
учун мавжуд булса, у холда ф (х )-£ £ 2 булишини исботланг.

4. Сони чекли функциялар системасининг L2 да тула була 
олмаслигшш курсатинг.

5. Агар р >  1 булиб, Минковский тенгсизлигида тенглик 
уринли булса, у ^олда g  (х) ~  k f  (х) муносабатни исбот этинг.

6. Агар {/„(*)}, fn (x )£ L p, л =  1, 2, 3, . . .  функциялар 
кетма- кетлиги х,амда /  (х) £  Lp функция учун п -*■ оо да

] U « - / ( x ) F  d x - + 0
а

муносабат уринли булса, у к0ЛДа A fn (■*)} функциялар кетма- 
кетлиги /  (х) функцияга р курсаткичли урт а маънода (кис-
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цача, у р к а  маънода) яцинлашади дейилади. Lp фазода ( р > 1 )  
{/„ (4} функциялар кетма-кетлиги /  (х) функцияга урта маъ­
нода якинлашеин. У холда п-*- оо да 

ь
j  Ifn (* )“ /  W lr d x -> 0  (1 s $ r < p )
a

муносабатнинг уринли эканлигини курсатинг.

7. /  (л:) =  ха функция к>андай а  ларда Lp [0, 1] фазога 
тегишли булади?

8- {*„ (0 =  sin п л /}  функциялар кетма-кетлигининг L, [0,1] 
фазода нолга суст якинлашиши, аммо урта маънода якинла- 
шувчи эмаслигини курсатинг.

IX б о б

У З Г А Р И Ш И  Ч Е Г А Р А Л А Н Г А Н  Ф У Н К Ц И Я Л А Р

45-§. Монотон функциялар

Д астлаб , математик анализ курсидан маълум булган 
баъзи маълумотларни т^ликлик учун келтирамиз.

1 -т а ъ р и ф . [а, Ь] сегментда анш ланган f(x )  функция  
берилган булсин. Агарда \а р  цандай x lt х2 £ [а, Ь] учун х х <
<  хг булганда

f(Xi) <  f(x2)
тенгсизлик уринли булса, f ( x )  ф ункция монотон камай- 
майдиган ф ункция дейилади.

Монотон усмайдиган функциянинг таъриф и хам шунинг 
сингари берилади.

Б арча ха^иций сонлар тупламида берилган ^ар  цан- 
дай функция учун

lim f(x0 -f- ft) ва lim f(x0 +  ft) 
h >-{-0 h—*'—0

лимитлар мавжуд булса, бу лим итлар мос равиш да f ( x )  
функциянинг хо нуцтадаги ун г ва чап лимитлари  дейила­
ди ^ам да мос равиш да /  (х0+ 0) ва f  (дг0—0) орк;али белги. 
ланади. Агар / (* o + 0 ) = f  (*о—0) булса, /  (л:) функция х0 
ну^тада узлуксиз  дейилади. М абодо /(лг0 +  0) ва f ( x 0— 0) 
лар м авж уд б^либ, бир-бирига тенг булм аса, у холда 
} ( х )  функция х0 нуцтада биринчи тур узилиш га  эга  дейи-
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лади ва f (* о + 0 )— f (х0— 0) айирманинг циймати f  (*) 
функциянинг шу х 0 ну^тадаги сакраш и  дейилади.

Монотон камаймайдиган функциянинг баъзи бир хос- 
саларини куйида келтирамиз.

4 5 . 1 - т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментда монотон камаймай­
диган хор цандай f ( x )  ф ункция шу сегментда рлчовли, 
чегараланган хом да ж амланувчи ф ункциядир.

И с б о т . ^ацикатан, f(x) функциянинг [а, Ь] сегментда 
монотонлигидан х,ар ^андай х£ [а ,Ь \  учун

№ < № ' < № )  
тенгсизлик уринли. Бундан f(x) функциянинг [а, Ь\ сегментда 
чегараланганлиги келиб чикади. Эндч унинг улчовли эканини 
курсатамиз, Шу мацсадда исталган d сон учун ушбу

Ed — \ x : f(x )< d ]
тупламни караймиз. f(x) функциянинг монотонлигидан f(x) <
<  d тенгсизликни ^аноатлангирувчи ну^талар мазжуд булса, 
Е а туплам ёки [d, с] сегменг ёки [d, с) ярим сегмент кури- 
нишидаги туплам эканлиги келиб чикади. Бу эса Е а туплам­
нинг улчовли эканлигини курсатади. Бундан f(x) функциянинг 
улчовли эканлиги келиб чикади. Энди 36.1-теоремага асосан 
f(x) функция [а, Ь\ сегментда жамланувчи булади.*

4 5 .2 -т е о р е м а . Монотон ф ункциянинг узилиш  ну  ̂ тала­
ри факат биринчи турдаги булиши мумкин.

И с б о т. Хаки^атан, х0 £ [а, Ь] ихтиёрий нуцта булиб, {*„} 
(хп £ [а, Ь\, п  =  1,2, . . . )  кетма-кетлик ха нуцтага чапдан 
я^инлашсин, яъни хп~-*-х0 — 0. 45.1-теоремага асосан {/(*„)} 
кетма-кетлик цуйидан ва юк;оридан мос разишда f(a) ва f(b) 
сонлар билан чегаралангандир. Математик анализдаги моно­
тон кетма-кетликнинг лимити ха^идаги теоремага асосан бун- 
дай кетма-кетлик лимитга эга. f(x) функциянинг монотонлиги- 
га асосан бу лимит нуцта ягонадир. Шу билан f(x0— 0) нинг 
мавжудлиги исботланди. f(x0 +  0) нинг мавжудлиги шунга 
ухшаш исботланади.*

4 5 .3 -т е о р е м а . Монотон ф ункциянинг узилиш  нуцтала- 
ри туплами купи билан саноклидир.

И с б о т . Х ^и^атан, [а , b] сегментда монотон булган f(x) 
функциянинг чекли сондаги сакрашларининг йиеиндиси f(b) —
— /(а) айирмадан катта була олмайди. Бундан куйидаги му- 
^им натижа келиб чикади: .\ар бир п  натурал сон учун ^ий-
мати дан катта булган сакрашлар сони чеклидир. Булар­
дан, п — 1, 2, 3, . . .  буйича цушиб чи^иб, сакраш ну^талар- 
дан иборат туплам чекли ёки санокли деган хулосани оламиз.
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"  ■ 2- т а ъ р и ф. Агар [a,rb] сегментда анщ ланган f(x )  моно­
тон функция учун х0 6 [а, Ь\ нуктада f ( x j  =  f  (x0 — 0) тенг­
лик бажарилса, у  х  — х0 нуктада чапдан узлуксиз, агар- 
да f(x 0) = f ( x 0 + 0 ) тенглик бажарилса, х  — х0 нукт ада унг- 
дан узлуксиз ф ункция дейилади.

Келажакда ишлатиладиган монотон функиияларга мисол­
лар келтирамиз.

1. Айтайлик, [а, b] сегментдан олинган сони чекли ёки санок, 
ли х,, х2..............  хп, . . . ну^таларга Л,, h2, . . .  , hn, . . '

т
мусбат сонлар мос куйилган булиб, 2  hk <  -f- оо булсин. 

[а, Ь] сегментда

х п < х  Vх)

тенглик билан аншуланган h(x) функция сакраш функцияси  
дейилади. Бу функция х  =  х0 нуцтада чапдан узлуксиз моно­
тон функциядир. Хакикатан, п  натурал сонии шундай катта
танлашимиз мумкинки, xk <  xQ булганда xk <  х0 ----- -- тенг-

П
сизлик ,\ам уринли булади. Бундан h(x) функциянинг таъриф­
ланишига асосан

у  =  =  2  ** =  * ( * -  -i-)
■'*<■*0 xk<xa~ —

тенглик келиб чикади. Бундан п  ->  оо да h(x0) =  h(x0 — 0) 
ни оламиз. Агар (1) тенглик билан аникланган h(x) функция 
урн и га ушбу

Л1(* )==2 А* (2)
xk <*

тенглик билан аникланган hx{x) функцияни олсак, бу функ­
ция узилиш нуцталари х г  х2, . . .  хп, . . .  лардан ва бу нук;- 
таларга мос келган сакрашлари h v  h2, . . . , hn, . . .  сонлар­
дан иборат булган унгдан узлуксиз монотон функция булади.

Хакикатан, агар х  ну^та x k ну^таларнинг бирортаси маса­
лан, х  =  хт билан мос тушса, у ^олда

Н Хт +  ° )  =  lim  h l(Xm +  е) =  l im  2  Hk “  2  V  
е-*0+ "* e-*0-f- x£<xm+t. x~<xm

hi(xm —  0) =  lim hl(xm — e) =  lim  2  hk =  2  hk
E-*0+ e~*0+ xk< Xm—Z xk < xm
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тенгликлардан hx (х) функциянинг таърифланишига асссан

h Mm +  0) —  \ ( х т —  0) =  hm 

тенгликка эга буламиз. Агар х  нукда х к ну^таларнинг бирор- 
таси билан устма-уст тушмаса, у х,олда е >  0 сонни шундай 
танлаш мумкинки, x fc <  х <  хк+1 тенгсизлик билан бирга 
х к <  х  +  е <  хд+1 тенгсизлик х,ам уринли булади. Бундан ва 
й,(х) функциянинг таърифланишидан

Л](х +  е) — ft,(x) =  У  hk — V  h k =  О
х^сх+е хк <х

тенглик келиб чик;иб, hx(x) функция узлуксиз булади. Энди 
hi(x) функциянинг унгдан узлуксизлиги

й,(х +  0) =  lim /г,(х +  е) =  lim V  hk — v / i t =  hx(x)
e-»0-f e->0-(- х,<х-)-8 xk<x

тенгликдан келиб чикади.
2. [0,1] сегментдаги Р0 Кантор мукаммал тупламини к,а- 

раймиз ва К(х) функцияни кунидагича аницлаймиз: агар х £
( — , —  'j булса, К(х) =  — ; иккинчи цадамда тушириб кол-

^ 7 8
дириладиган ( - | - j  интервалда /С(х) =  ва , - | - j

интервалда К(х) — — ; ва умуман б-цадамда тушириб цол-

дириладиган чапдан биринчи интервалда К(х) = иккин-
3 2*_1

чи интервалда —  ва ^оказо, охирги интервалда К(х) =  r>k

каби аниклаймиз. Бу жараённи чексизгача давом эттирамиз. 
Натижада К(х) функция [0, 1] сегментнинг Рп Кантор мукам­
мал тупламидан бошк^а барча ну^таларида аникланган булади 
(14-шакл). Энди Р0 тупламда К(х) функцияни куйидагича аник,- 
лаймиз: агар х £ Р 0 булса,

К(Х) =  sup т )  (СР0 =  [0,1]^/у.
5<*. 1£СР0

Бундан ташцари, х =  0 ну^тада К (0) =  0 деб олсак, К{х) 
функцияни бутун [0,1] орали^да аниклаган буламиз. Бу усул 
билан аник,ланган /С(х) функция монотон камакмайдиган уз­
луксиз функциядир. Х.аи.икатан, К(х) функциянинг монотон- 
лиги унинг таърифланишидан равшан. К(х) функциянинг 
узлуксизлигини исботлаймиз. Агар бу функция х =  х0 нук,- 
тада узилишга зга булса, у к0ЛДа (К{х0), К(х0 +  0)'!
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ёки (К  (хо— 0 ), К (х 0))  
сегментлардан бирор. 
таен К (х )  функция­
нинг ^ийматларини уз 
ичига олмайди. Лекин 
К {х)  ф ункциянингтаъ. 
рифланиш ига асосан 
унинг кийматлари 
[0,1] интервалдаги 

барча иккилик рацио­
нал сонлардан иборат 
булиб, унда зич жой- 
лаш ган. Бу ^арам а- 
^арш илик К (х )  функ­
циянинг узлуксизлиги- 
ни исботлайди. К (х )  
функция Кантор функ- 
цияси  дейилади. Бу
функцияга келгусида бир неча м арта м урож аат этамнз.

45.4- т е о р е м а .  Чапдан узлу к си з  булган  %ар цандай  
монотон ф ункцияни ягона усул  б илан  у зл у к с и з  моно­
тон ф ункция ва чапдан у зл у к си з  брлган сакраш  функ- 
циясининг uuFunducu сифатида ёзиш  мумкин.

И с б о т .  Айтайлик, f(x) чапдан узлуксиз монотон функция 
булсин. Бу функциянинг узилиш ну^таларини хи  х 2, . хП, 
■ . . оркали ва бу нукталарга мос келган функциянинг сак- 
рашларини hu  h2, . . . hn , . . .  оркали белгилаймиз, h(x) ор- 
^али куйидаги функцияни белгилаймиз:

Чх) =  v  hn.
xn < x

f  ( x ) — h (x )  =  (p(x) тенглик билан аникланган ф(х) 
функция камаймайдиган узлуксиз функция эканлигини 
кУрсатсак, теорема исботланган булади. Д астлаб  ф ( х )  

функциянинг камаймайдиган функция эканлигини курса­
тамиз. Бунинг учун х ' ^ х "  деб олиб,

Ф » )  -  Ф ’) =  [/(*") -  f(x ')] -  [h(х") -  h(x)\ 

айирмани карасак , у х.олда бу тенгликнинг унг томонида 
f ( x )  функциянинг [х', х " \  орали^даги  тула орттирмаси 
билан, унинг шу орали^даги  сакраш лари  йнгиндисининг 
фар^и турганлигини курамиз. \ ( х )  функция монотон бул­
гани учун бу айирманннг манфий эмаслиги равш ан. Д е­
мак, ф ( х )  камаймайдиган функция экан. Энди ф ( х )  нинг 
узлуксизлигини курсатамиз. Бунинг учун х = х 0 ну^танн
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ихтиёрий танлаб , куйидаги тенгликларни ёзишимиз мум­
кин:

Ф о  ~  0) =  f(xо -  °) ~  /г(*о -  О  =  К*о -  °) - 1
<*0

Ф(х0 +  0) =  Д*0 +  0) -  h(x0 +  0) =  /(*0 +  0) -  lim
г-»0+ лл<дг04-е

■•fixо +  О) - 2  к
хп< х .

Бундан
ф(х0 +  0) — ф(х0 — 0) =  /(х0 +  0) — /(х0 — 0) — h0 =  О

тенгликни оламиз, бу ерда ho сон h (x )  функциянинг х =  
=  *о нуктадаги сакраш и. Бу тенгликдан, f ( x )  ва h(x) 
ф ункцияларнинг чапдан узлуксизлигидан ^ам да х = х 0 
ну^танинг ихтиёрийлигидан ф(Х) функциянинг узлуксиз- 
лиги келиб чикади.*

46- §. Монотон функциянинг хосиласи

М аълумки, f ( x )  функциянинг хосиласи 

f ( t ) - П т  « * + » > - « » ,
ft-* О ft

м авж уд булиши ёки булмаслиги мумкин, лекии цуйидаги 
турт ифоданинг х.ар бири ани^ бир маънога эга булиб ё 
чекли ^ийматга, ёки +  оо га ёки — оо га тенг:

lim  ^ ' 
ft

lim f(* +  h)-

■f <*)

■I w

=  D+f(x), 

D + f(x),h-»+o h 

^lim K* +  h)h ~ j(x) ■ =  D~f{x),

lim f(x +  h) — f(x)
ft->—о D -f ( x ) .

D'rf, D+f, D ~ f, D - f  сонлар /  нинг x  нуктадаги косила сонла- 
ри дейилади.

Агар D +f  =  D +f(D ~f =  D - f)  булса, у холда f(x) функция 
унг  (мос равишда чап) хрсилага эга дейилади ва бу ^осилалар 
/1 (х ) (мос равишда f'_(x)) билан белгиланади.

Табиийки, функциянинг хосиласи м авж уд булиши УЧУН
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ридаги т^ртта косила сонларнинг бир-бирига тенг б^- 
™ши зарур ва кифоядир.

М и с о л л а р .  1) f ( x )  = \х \ функция х  = 0 ну^тада 
турли унг ва чап хосилаларга эга.

Х.а^икатан,
D+f — Tim IALzl® =  iim J L =  j

ft-+o A * _ + о A 
lim | A l — o lim A

L ' + t  ~ ~  A - » + 0 h  ~  h - t + o  h  ~ ~  1 »

г Tim \ k \ - o  =  U n i  1 — ~ °. =  _ i i m  —  =  _  j
D  f - м  h -a -* + o  -A  “  Л + о  * ’

lim Iл | — o lim  I — A| — о A
—  — - Iim ■

Iim i n j — w iim i — n\  —  и n
D  f  —  h - , - 0  A ~  Л-+0 — A J 1™ A ~

} a: sin — , х ф О ,
2) f(x )  - -  x

10, л: =  0
функция учун л: =  0 ну^тада:

D+f =  -  I, D + / =  1, D - f  — — 1, D ~ f =  1. 
^ацицатан,

A s i n - j -  — 0 ____ "

D + f =  l i m ------- t------=  lim sin —  =  1,
ft-»+ 0  n  л-> + 0 A

чунки sin  x  функциянинг энг катта ^иймати +  1 га тенг; 

A sin — ------0

D + / =  lim -------^------ =  _Нт sin —  — — 1,
л ~ о  л^+о h

чунки sin х  функциянинг энг кичик ь^иймати — 1 га тенг, 
лудди шунингдек,

A s in - ; -— 0 (—ft)sin—5— —О 
D ~ f =  lim ------- -----------  lim -------- гЦ г^-------

П Л-+О У~п>

=  — lim sin —  =  1; 
л-*+о h
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=  — lim sin—  =  — 1. 
/>-►-0 ft

3) / ( * ) «

ax sin2 ——|-6xcos2— , x >  0,
X  X

0 , x =  0 ,
cxsin2 — +  dxcos2 — , x < 0 ,

X  X

бу ерда a <  b, c < d .  
x  =  0 нуцтада:

D+f =  a, D + / =  b, D _ f  =  c, D ~ f =  d.
Х,ак,и!\атан,

aft sin2—-■+W icos2 —  — 0
D + f = m  — - — — - —  =  

ft->+0 ft

= l im  (a +  (6—a)cos2— ) =  a  +  (6 — a ) - 1 — 6, 
ft-++0\ л /

чунки cos2x функциянинг энг катта циймати +  1 га тенг.

aft sin2—— +  bh cos2 —— — 0
D +/ =  lim - h H

h - * + 0

=  lim ( a +  (b — a)cos2 — ) — a +  (b— a)-0  =  a, 
л-»+о\ л /

чунки cos2 x функциянинг энг кичик циймати 0 га тенг. 
Худди шунингдек,

___  eft sin2 —  +  dh cos2 —  — О
D- / = l i m  h h

л— 0 ft

^ H m f c  +  (d — c)cos2 — ) =  c +  (d — с) -1 =  d; 
л-*—о \ л /

eft s in 2—̂— +  rfft cos2 —— — 0
D -  / =  l i m ______ *__________ *____ =

л->—о ft

=  lim (c +  (d — c) cos2 — ) =  с +  (d — c) • 0 =  c. 
h=^0 \ h >

ли бу-Бу мисоллар, х а ^ щ а т а н  з$ам, ^осила сонларнинг тур 
лиши мумкинлигини курсатади. аН

4 6 . 1 - т е о р с м а  (Л ебег), [а, 6] сегментда анЩЛ&« 
ихтиёрий монотон ф ункция бу сегментнинг деярли ■\аР 
нуцтасида чекли хосилага эга.
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И с б о т .  Аввал теоремани [— а, а] сегментда узлуксиз мо- 
нотон функциялар учун исбот этиб, сунгра шу сегментда уз­
луксиз булмаган монотон функциялар учун уринлилигини 
куреатамиз. Бундан теореманинг ихтиёрий [а, b] сегмент учун

исботи У =  х  ЧИЗИКЛИ алмаштириш оркали келиб

чикади.
Узлуксиз ф ункцияларга оид куиидаги леммани исбот 

киламиз.
' 46.2 - л е м м а  (Ф. Рисс). [— а, а,] сегментда аницлан- 

ган узлуксиз у ( х )  ф ункция берилган булсин. Е  туплам 
[_а , а] сегментнинг ш ундай ички х  нуцталаридан ибо­
рат булсинки, бу ну^т аларнинг х а Р биридан унгда

ф(1) >  ФМ ( * <  £) (1)
муносабатни каноатлантирадиган I нуцта мавжуд булсин. 
У холда Е очщ  туплам булиб, у  ни тузувчи (ak, bk)  оралик- 
ларнинг хар бирида ф(ak) <  ф(bk) тенгсизлик бажарилади.

Л е м м а н и н г  и с б о т и .  Дарз^акикат, Е  очик туплам, 
чунки 1 > х 0 ва ф ( |)> ф (д г 0) б^лса, у з^олда ф нинг узлук- 
сизлигига мувофик xq нинг бирон атрофидан олинган х  нинг 
хамма ^ийматлари учун з^ам %>х, ф ( |) > ф .( х )  тенг­
сизликлар ^ринлилигича цолади. Агар, масалан , ф ка- 
маювчи функция булса, у з^олда Е  буш туплам булади.

Энди (ak, bk) оралик Е  тупламни тузувчи оралицларнинг 
бири булсин. Бу тузувчи ораликдан олинган ихтиёрий х  нук- 
та учун ф(лг) <  (ф к) тенгсизликнинг уринлилиги курсатилса, 
у з^олда х  ни ak га интилтириб, (1) тенгсизликни косил ки­
ламиз.

Дарз^акикат, х х нукта х  ва bk пукталар орасида булиб 
(яъни x < X l< b k),

ф(*,) >  Ф (bk) (2)
тенгсизликни каноатлантирадиган ва bk га энг якин нукта 
булсин. У з^олда х { =  bk тенгликнинг уринлилигини курсата- 
ЗДз. Агар бундай булмаса, Е  нинг таърифига кура шундай 
-1 <  bk нукта мавжудки, унинг учун

ф(*х) <  ф(1г)
тенгсизлик уринли; иккинчи томондан, 

ь  Ф (^ )< Ф (bk)-
: *нгги (2), (3) ва (4  ̂ тенгсизликлар зиддият хосил
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Демак, X, =  bk ва юкоридаги мулохазага кура ф{аА) <  q>(bk), 
яъни лемма исботланди.*

4 6 .3 -и з о ^ .  (1) ш артларни ^аноатлантирувчи х  ну^- 
тани, к,ис^алик учун, унгга кутарилиш нуктаси дейилади. 
Ч апга кутарилиш  нуцтаси таърифи з^ам шунга ухшаш бе- 
рилади: агар х  ну^та учун

I <  х, <р(?) >  ф(х)
шартларни ^аноатлантирувчи £ ну^та топилса, х чапга кута­
рилиш нуктаси дейилади. Юкоридагига ухшаш, чапга кутари­
лиш нукталари туплами очик;лиги .\амда бу тупламни тузувчи 
(ak, bk) оралицларда

Ф(аА) >  ф(Ьк)

муносабатларнинг уринлилиги курсатилади.
Энди монотон }(х )  функцияни [— а, а] сегментда уз­

луксиз деб, теореманинг исботига утамиз. М асалан, f ( x )  
камаймайдиган булсин. Ушбу

a) D+f  <  +  оо, б) D + f ^ D - f

тенгсизликларнинг деярли уринлилигини ф араз ^илган 
зфлда теоремани исботлаймиз.

Д ар^а^иц ат, f ( x )  камаймайдиган функция булгани са­
бабли

Ш  =  - К ~ х )
функция з^ам камаймайдиган функциядир ^ам да

n , t / , _  h ( x + h ) - m  - f [ ~ ( X+h)]+ f ( - X)
D+f,(x) — lim ---------т--------- =  lim  -------------- .--------- —1=/1V h^+o h Â +0 h ‘

77 —  I ( X A) /( X) ------ f( —  JC +  T ) —  / ( — X)
— lim ------------------- =  l i m ----------- ---------------------Л-+0 —h •t-»—o

=  D f ( - x )
ва

D J ^ x )  =  lim +  =  Hm - i ( - x - k )  + f ( - x )  =
~  h Л-+-0 h

=  lim f ( - x T hy - ^ ~ x) =  lim  / < - *  +  * > - « - * >  =, ------  ---ft _____  T

=  D + f ( - x ) .
Энди, б) тенгсизликни f ]( x ) = — f (  —  x ) функцияга 

татби^ цилинса, ^уйидаги тенгсизликнинг деярли баж а- 
рилиши келиб чикади:
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D+fx(x) =  D~[(—x) <  D _i\(x)  =  D+f( -  x),
яъни

D ~ f ( - x ) < D + f ( - x ) .
D + f,D + f,D ~ f  ва D _ / сонларнинг таърифланишидаи ушбу

D +/ С  D +/ ва D J  <  D ~ f
тенгсизликлар бевосита келиб чикади.

Булардан хамда а) ва б) тенгсизликлардан
D + f <  D J  <  D ~ f  <  D+f <  D+f <  оо

тенгсизликларнинг деярли баж арилиш и келиб чикади: бу­
лардан  эса чекли хосиланинг деярли мавж удлиги ани^ 
куриниб турибди.

Теоремани тула исботлаш  учун а) ва б) тенгсизлик- 
ларни исботлаш ^олди.

а) тенгсизликни исбот этмоц учун

Е оо =  i x  '■ D+f(x) =  00! ва Е с =  {х : D+f{x) >  с}

тупламларни киритамиз; Е ^  а  Е с экани равшан. Агар D + /(x )> c 
булса, у холда шундай е( >  х) ну^та мавжудки, унинг учун

/<£)-/(*) > с
1 — х

Бундан, агар g(x) =  /  (х)—сх деб о л сак /у  холда: g(l)> g(x). Де­
мак, Е с туплам g(x) функция учун к^оридаги леммада аниц- 
ланган ( а к , Ь к ) оралицларда жойлашган. Шу билан бирга, 
уша леммага асосан,

f(bk) ~  cbk >  f(ak) —  cak ёки с {Ьк—  а-) <  f(bk) —  f(ak)

тенгсизликлар бажарилади. Бундан:

Е* *
Бу тенгсизликлардан куринадики, с етарли катта булганда 
(ак, Ьк) ораликларнинг узунликлари йиррндиси^истаганча кичик 
^илиниши мумкин. Демак, Е ^  тупламнинг улчови®нолга тенг, 
яъни а) муносабат деярли уринли. - ,

б) тенгсизлик хам ю^оридаги мулохазаларни кетма-кет тат- 
биц к;илиш _билан исбот этилади. Бу тенгсизликка те; кари 
булган

D + f> D _ f
тенгсизликни ^аноатлантирувчи нукталар'>упламиТ£* ушбу 

D J < c < C < D + f
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тенгсизликларни ^аноатлантирувчи ну^талар туплами Е сс ларнинг 
йдаиндисига тенг; бунда с ва С сонлар, с < С  муносабатни ца- 
ноатлантирган ^олда, барча рационал цийматларни ^абул ^ила- 
ди, яъни

Е * = \ ) Е ' С. (5)
с<с, 
c c £ q

бу ерда Q — рационал сонлар туплами. Аммо { (c ,C ):c £ Q ,  
C £Q } туплам сано^ли булгани учун (5) йдоинди ^адларининг 
сони саноцли. Демак, агар Е сС лар ^ар бирининг улчови ноль 
эканлиги курсатилса, Е* тупламнинг улчови ^ам ноллиги ке­
либ чикади.

Шундай цилиб, теоремани исботлаш учун Е сС тупламнинг 
улчови ноль эканлигини курсатиш кифоя.

х £  Е сС булсин. У ^олда D ~ f  <  с булганлиги учун х  дан 
чапда ётувчи з^амда

щ = ш < с (6)
1 — х '  '

тенгсизликни цаноатлантирувчи |  ну^та мавж уд. 5— 
булгани учун (6) тенгсизликдан

f { l ) — c i> f { x )  —  cx
тенгсизликни ^осил циламиз. Ш ундай ^илиб, х  нуцта 
£ ( * ) = / ( * ) — сх  функциянинг чапга кутарилиш  нуктаси. 
Бу функцияга Рисс леммасини ва унинг изо^ини татби^ 
^илиб, чапга кутарилиш  ну^таларидан иборат булган очиц 
тупламнинг тузувчи орали^лари учун

f(ak) —  cak — cbk
тенгсизликни, бундан эса

f(bk) —  f(ak) ^ c ( b k - a k) (7)

тенгсизликни з^осил ^иламиз.
Юцорида олинган х  ну^та топилган (ak, bk) оралицларнинг 

бирида ётади. Б у нуктада
D + f> C  

булгани учун (ak, Ьк) оралщда

l > XJ % Z T l > C  (8)

тенгсизликларни цаноатлантирувчи ну^тани топиш мумкин. 
Кейинги ясашларимизни (ak, bk) орали^ларнинг ичида бажа- 
рамиз.
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(8) тенгсизликлар х нуктанинг f(x) —  Сх функция учун унг­
га кутарилиш нуктаси эканлигини курсатади. Бу функциянинг 
(iак, bk) ораликдаги барча унгга кутарилиш нукталари туплами 
очик; булиб, бу туплам (ак/, bkj) (/ =  1,2, . . .) тузувчи оралик;- 
ларнинг йигиндисига тенг, шу билан бирга бу оралик;ларнинг 
чегарасида

f(ak/) Cakj ^  Cbkj
ёки

% /) f(ak) >  C(bkj akj).
Буни /  индекс буйича йигиб,

т ,  -  % )  <  - j - 2  [№ «) -  /<«./) ] «  -£ - [ /(V  -  / К )  ]

тенгсизликларни з^осил ^иламиз. (7) дан фойдаланиб

/ ^  
муносабатга, k  буйича йигиб эса

муносабатларга эга буламиз. Куринадики, (akj, bk/)  орали^лар 
системаси, (ак, Ьк) орали^лар системаси каби, Е сС туплам­
ни к;оплайди, аммо (akj, bkj) ораликларнинг узунликлари йигин­
диси (a k, bk) лар узунликларининг йигиндисидан кичик.

Е сС тупламнинг хар бир х  нуктаси учун (akj, bkj) орали^- 
ларнинг ичида юкоридаги ясашларни кайтариш мумкин. Нати­
жада янги учинчи хил (akjm, bkjm) ( m =  1 ,2 , . . .)  системани 
ва туртинчи хил {akjmn, bkjmn)(m , п =  1,2, . . .) системани хр- 
сил ^иламиз ва булар учун:

2 -  ^kjmn a kjmn) ^  у  2 (  ^kjm а кjm ) ^kjт П

Бу ифодани k ва /  буйича йигиб ва (9) дан фойдаланиб

s  s  2  s  ( » * » - « * » ) -  Ш *  а  * . - “ ») <k / т п \  с  /

тенгсизликларни ёза оламиз.



Бу ифода курсатадики, туртинчи кадамда олинган ( akjmn, 
bkjmn) оралщларнинг (Е сС тупламни коплаган холда) узунлик- 

лари йдаиндиси илгариги кадамда олинган орали^ларнинг узун- 
ликлари йигиндисидан кичик. Агар юкрридаги ясашларни давом 
эттнрсак, у холДа /Р-^адамдаги оралтуи р  системаси хам Е сС 
тупламни ^оплайди ва  бу системадаги орали^ларнинг узунлик- 

р
лари йириндиси -2 а дан кагга булмайди ва демак, р

етарли катта булганда, уни ихтиёрий сондан кичик ^илиниши 
мумкин. Бундан Е сС тупламнинг улчови нолга тенглиги келиб 
чикади.

Ш у билан те о р е м а  узлуксиз монотон функциялар учун 
исбот цилинди. Э н д и  теоремани узлукли монотон ф унк­
циялар учун и сб о тл ай м и з.

Э слатамизки, и х ти ёр и й  монотон функция фак;ат бирин­
чи турдаги у зи л и ш л а р га  эга булиши мумкин. Ш унинг 
учун х а Р цандай нук;тада f ( x )  функциянинг унг ва чап 
лим итлари м авж уд:

Д ар х а^и ^ат , б и р о р  томондан бир нечта турли лимит 
^ийматларнинг м а в ж у д  булиши функциянинг монотонли- 
гига зид. { f (x— 0 ), f ( x + 0 )) орали^ узилиш  оралири, бу 
орали^нинг у зу н л и ги , яъни / (х  +  0 ) — f ( x  — 0) айирма 
f [ x )  функциянинг х  нуцтадаги  с а к р а ш и  булади. f ( x)  
функция монотон б у л г а н и  учун турли узилиш орали^ла- 
ри кесишмайди (к у п и  билан умумий учга эга булиши 
мумкин); агар хар б и р  орали^дан  биттадан рационал сон­
ни танлаб  олсак, б у н д а й  оралицларнинг сони купи билан 
санокли булишини к у р а м и з . Д ем ак, монотон функциянинг 
узилиш ну^талари к у п и  билан санокли экан.

Узлукли монотон функциянинг хосиласи мавж удлиги- 
ни текшнриш учун  Р исс леммасини умумлаш тирамиз. 
f ( x )  функция у з л у к с и з  булм аса хам купи билан биринчи 
турдаги узилиш га э г а  булган функция булсин. Агар х  
ну^та учун

тенгсизликни ^ ан о ат л а н т и р ад и ган  |  ну^та м авж уд б^лса, 
х  ну^та С)нгга к у т а р и л и ш  нуцтаси дейилади  (45.3- изох- 
даги таъриф  билан  со л и ш ти р и н г). Ю корида келтирилган 
Рисс леммасидаги м у л о х аза л ар н и  такрорлаб, барча ^нгга

f ix  +  0) =  l im  /(£), [(х —  0) =  lim /  (£)
,—+х
\> X

х < \ ,  max lf(x ) , f ( x - 0 ) ,  f(x  +  0)] <  / ( | - 0 ) ]
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кутарилиш  н у^талари д ан  иборат булган тупламнинг очиц- 
лигини ва бу туплам ни тузувчи (а * , bk) орали^ларда

/ К  +  0) < д е * - 0 )

тенгсизликнинг уринлилигини ^осил ^иламиз. Бу эса теоре­
манинг исботини узгариш сиз ^тказиш  учун кифоя. Ш у 
билан теорема тула исботланди.*

4 6 . 4 - т е о р е м а  (Ф убини). [а, b ] сегментда

S(x) =  h (x ) +  f 2(x )+  . . .  (Ю)
цатор б ер и лга н  булиб, унинг %адлари камайм айдиган  
(ijcu6 б орм айдиган) ф ункциялар  булсин. У цолда бу  
цаторни д е я р л и  \а р  бир нуктада %адлаб диф ф еренциал- 
лаш  мумкин, я ъ н и  деярли  %ар бир нуктада:

S'(x) =  f[(x) + f 2( x ) +  . . .  .

И с б о т .  Теореманинг умумийлпгини чегараламасдан f n(a)— 
= 0  ва хамма / п функцияларни камаймайдиган деб фараз килиш 
мумкин. f'n{x) ва S '(x) лар деярли хар бир нуктада мавжуд, 
демак, [о, b] да улчови b — а га тенг булган шундай Е  туп­
лам мавжудки, бунинг хар бир ну^тасида хам fn(x) ( п =  1,
2, . . .), хам S '(x ) лар мавжуд. х ( £ Е )  ва ихтиёрий с учун ушбу

оо

2  [/«(;)-/*(*)]
«=i S it) -S (x )

S — X s — х

муносабатни ёзамиз. Чап томондаги ифоданинг хадлари манфий 
булмагани сабабли бундан ихтиёрий натурал N  учун:

N
2  [ Ш - Ш 1

^ 1 __________ S(l) -  S(x)
ъ—х

Бундан |->- х  да лимитга утиб,

2  rn( x ) ^ s ' ( x )
п= 1

тенгсизликни Еа N  ни оо га интилтириб, j'n(x) ларнинг манфий 
эмаслигини хисобга олинса,

оо

V  f ’n ( x ) ^ S ' ( x )  ( 1 1 )
П=1

тенгсизлик келиб чикади.
Энди охирги (11) муносабатда деярли х;ар бир нуктада тенг­

лик уринлилигини куреатамиз. (10) муносабат уринли булга-
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ни учун шундай 6 топиладики, (10) каторнинг хусусий 
йигиндиси учун:

0 ^ S ( b ) - S nk( b ) < ± ( k = l , 2 ,  . . . ) .

Ушбу
S ( x ) - S nk(x) =  ' 2 f / x )

i>nk

айирма камаймайдиган функция эканлигидан барча х  учун 

булади. Бундан

2  \ S ( x ) - S  (x)] 
k=\

цаторнинг [а, b ] сегментнинг )qap бир нуктасида якинла- 
шувчилиги (^атто текис якинлаш увчилиги) келиб чикади. 
У ^олда (11) муносабатни исботлаганимиз каби, ушбу

V  [ S ' ( x ) - S ’nk(x)] 
к?\

каторнинг деярли хар бяр ну^тада я^инлашувчашягини келтириб 
чикарамиз. Бу ^аторнинг умумий хади S ' (х) —S'nk(x) деярли
хар бир нуктада нолга интилади, демак, деярли хар бир нук;-
тада S ' (х) -* -S ’ (х). Иккинчи томондан, агар (И) муносабат-пк
да <  ишораси турганда эди, хеч ^андай хусусий йигиндилар 
S ' (х) га интила олмас эди. Шундай килиб, (11 да деярли хар 
бир нуктада тенглик булиши керак. Бизга эса шуни исботлаш 
керак эди. *

М и с о л . Энди хосиласи деярли хар бир нухтада ноль бул­
ган хамда хеч цандай орали^да узгармас сонга тенг булмаган 
монотон узлуксиз функцияга мисол келтирамиз (0,1) интервал- 
дан бирор t сонни танлаб, [0,1] сегментни (62"a, (6 +  1) 2 л),
6 =  0, 1, 2, . . . , 2п — 1 куринишдаги 2" та тенг булакларга 
булиб, индукция усу ли ёрдами билан [0,1] сегмштда аншуганган 
куйидаги функциялар кетма-кетлигини тузамиз: п= 0  да Ф0 (*) =  
=  х  булиб, ихтиёрий п  да фл (х) функция [0,1] сегментда аник;- 
ланган, узлуксиз .\амда хар бир (а, (3) = (62 ~п, (6 +  
+  1) 2~п) ' куринишдаги булакчада чизицли булсин. я  +  1 да 
Фл-и (х) функцияни куйидагича ани^лаймиз: х =  а. ва х  =  р 
нукталарда
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<г„+1 to = ф„ to;
(а, р) оралицнинг уртасида, яъни х  — ~ н у ^ т а д а :

/ а  +  р \ 1 — / / ч , 1  +  / /0ч
Фл+1 ) =  —  Ф„ («) +  —  Фп (Р).

бу ерда t — юцсрида танлаб олинган сон, | а , ) ва | (3)

ораликларда эса Фл + ](х) ни чизикли деб хисоблаймиз.
Равшанки, бундай аникланган <рп (х) функциялар усувчи 

функциялардир ва
О <  фп (х) <  фп+1 (х) <  1.

Шунинг учун {фп (х)} кетма-кетлик бирор камаймайдиган ф(х) 
функцияга якинлашади. Бу ф(х) функциянинг узлуксиз, жид- 
дий усиб боруьчи ва деярли хар бир ну^тада хосиласи нолга 
тенг эканлигини исбот киламиз. Бунинг учун [0,1] сегментдан 
бирон х нуктани оламиз ва хар бири бу ну^тани уз ичига 
олган ва бир- бирининг ичига жойлашган (ап, |Зл) ораликлар 
кетма-кетлигини тузамиз, бу ерда

а п — k 2~ п, fia =  ( k + l ) 2 T \  k =  0, 1. 2 , ------- 2 я - 1.

Агар бирор (ап , , ,  рл+1) =  (т 2- л _ ‘, (т  +  1) 2~ п- ') ,  (т =  
=  0, 1, 2, . . . , 2 "+ 1 — 1) булакчани олсак, у холда а л+] 
нукта (худди шунингдек, рл+1 нуцта) ёки бирор (ап, Рл) =  
=  (k 2 ~ n, ( k +  \ ) 2 ~ n)(k  =  0, 1, 2, , 2n— 1) орали^нинг 
урта нуцтаси булади ё булмаса а п ну^та билан ёки рл ну^- 
та билан устма-уст тушади.

Масалан, агар а л+, нуцта а п нукта билан устма-уст туш- 
са, у холда Рл+1 нуцта (а„, Рл) ораликнинг урта нуцтаси бу- 
либ, ф„(х) функциянинг ани^ланишига асосан ушбу

%+ i (Ря+1) -  Ф„ К )  +  4 ^  ф" (Р"}’

Фп+1 К +1) =  Ф „ Ю  
тенгликларга эга буламиз. Б у л ар д ан

Фл+1 Ф „+|) — Фл+1 К +1) =  ~  [Фл (Р„) -  Фл («„)]

тенгликни оламиз.
Аксинча, агар а л+, ну^та бирор (ал, Рл) ораликнинг урта
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нуктаси булса, у холда Рл+1 нукта f>n нукта билан устма-уст 
тушиб, яна Ф„(х) функциянинг ани^ланишига асосан

ФП+1Ф„+1) =  Ф„(РЛ)- 

Ф„+1 («„+,) =  Ф„ К )  +  (Рл)

тенгликларга эга буламиз. Булардан

Фп+1 (Р„+ |) -  Ф„+1 К +1) =  ^  [Ф„ (Р„) -  Ф„ К ) ]

тенгликни оламиз.
Д ем ак, умумий ^олда ушбу

Фп+1 (Ря+ |) -  Фп+1 K + i )  =  4 г [ф" (Рл) ~  ф" (<X'l)1

тенгликни ёзишимиз мумкин. Бундан ва

%  Ю  =  Ф ( « р ) .  Фр ФР) =  Ф (Р/>)
тенгликлардан

Ф (Ря+1) — Ф (ая+1) =  ^  [ф (Р„) ~  Ф К ) !  

тенгликни, бундан эса

ФФ„)- Ф (а„) =  П  1 (ел =  *  О 
*=i

тенгликни хосил киламиз. t £ (0,1) булгани учун 0 <  1 +  
+  ek t <  2 булгандан

Ф(Р„) — Ф ( а „ ) > °
муносабат ва п ->  оо да

ф (Р„)— ф Ю

муносабат келиб чикади. Д ем ак, ф ( х )  узлуксиз, жиддий 
;усувчи функция ва унинг ^осиласи (м авж уд булган ну^- 
тал ар да) куйидаги ифоданинг л-»-оо даги лимит к;иймати- 
га тенг:

Ф (Ря) —  ф fan)  _  ___________

Р я ~ « я  k + \ _ k
2 Л 2 п

п I _1— о. / п
2я П ^ - П О + ^ О .

А = 1 А=1
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Аммо бу ифоданинг лимити ё ани^ булмайди ёки чексиз 
ёхуд нолга тенг. Н атиж ада ^осила м авж уд булган 
Хамма ну^таларда: <р' (х) =  0.

46 .1 -теоремага асосан хосила деярли хар бир ну^тада 
мавж уд. Д ем ак, деярли ^ар бир ну^тада ф' (д:) = 0 .*

47-§ . Узгариши чегараланган  функциялар

Мухим ва купгина татби^ларга эга булган функциялар 
орасида узгариш и чегараланган  функциялар синфи катта 
ах.амиятга эга.

Т а ъ р и ф .  [а, й] сегментда аникланган  Ф (х ) ф ункция  
берилган булсин. А гар [а, Ь] сегментни

а =  й0 <  at <  . . . < a n =  b
нуцталар билан ихтиерий п кисмга булганимизда а;- (i =
=  1 , 2 ,  . . ., п) н у щ а га р н и  танлаб олишга боглщ  булма- 
ган ва уш бу

П

2  IФ (а;) ~  ф  ! <  К  (1)
«=I

тенгсизликни каноатлантирадиган узгарм ас К сон м ав­
жуд булса, у  \о л д а  Ф (х) ф ункция [а, Ь] сегментда у зга ­
риш и чегараланган дейилади.

Хар кандай узгариши чегараланган функция чегараланган 
функциядир. Да^и^атан, Ф (х) узгариши чегараланган булгани 
сабабли хар кандай х  £ [а, b] учун

| Ф ( * ) - Ф ( о ) | < К
Бундан ва

I Ф W  1 < | Ф ( * )  — Ф ( а ; |  +  | Ф ( а ) |  <  /С Ч-1Ф (а) |

тенгсизликдан Ф (х) функциянинг чегараланганлиги келиб 
чикади.

Одатда (1) тенгсизликнинг чап томонидаги йигиндининг 
ю^ори чегарасини ([а, b] сегментни цисмларга турлича бу- 

лишлар тупламига нисбатан) V° (Ф) билан белгиланади ва бу
сонни Ф (х) функциянинг [а, Ь\ сегментдаги тула узгариши 
дейилади.

М  и с о л л а р. 1) [я, Ь] сегментда аникланган ва моно­
тон усувчи Ф ( а: )  функция ч егар ал ан ган ' узгарнш га эга, 
чунки унинг учун (1) куриниш даги ^ар  ^андай  йигинди 
Ф (b ) — Ф (а) га тенг.



Ш унга ухшаш, [а, b] сегментда ани^ланган ва монотон 
камаю вчи Ф (*) функция ^ам  чегараланган  узгаришга_эга;

2) Агар бирор мусбат ва узгармас А  сон :<,амда ихтиёрий 
х, у  € [а, ь ] ну^талар учун | /  (х) — f (y) \  <  А \ х  —  у \  тенгсиз­
лик бажарилса, f (x)  функция [а, Ь\ сегментда Липшиц шар- 
т ини каноатлантирувчи дейилади. [о, 6] сегментда чегара­
ланган ва Липшиц шартини каноатлантирувчи f (x)  функция­
нинг узгариши чегараланган булади. Дархакикат, Липшиц 
ш артига мувофи^:

I /  (ga+i) /  (fl*) \ ^  ^  I ak+\ ak l>

бундан: V* (/) <  А (Ь — о), яъни /  нинг узгариши чегараланган.
Энди узгариш и чегараланган  функцияларнинг тузили- 

ши ва хоссаларини урганиш га утамиз.
47 .1 -т е  о р е м  а. [а, Ь] сегментда узгариш и чегара­

ланган  икки  <Pi(x] ва  Ф2(х) ф ункциянинг йигиндиси, 
айирмаси ва купайтмаси %ам узгариш и чегараланган ф унк­
циялар  булади.

И с б о т .  Д ар^а^иц ат, [а, b] сегментни ихтиёрий п  
цисмга булиб,

V  |Ф (а .) -Ф (а ._ ,) | ^  У  IФ, (fl/) — Ф, («i-,) I +
/=1 i=i

+  2  | ф 2ц ) - ф 2ч -_,)[
(=|

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин; бу ерда: Ф (х) =  Фх (х) +  
+  Ф2(л:). Бундан

У*(Ф) <  V*(®i) +  V£ (Ф2),

яъни Ф (х) функциянинг узгариш и чегараланганлиги бе- 
восита келиб чикади.

Айирма учун з^ам теорема шунга ухшаш исботланади. 
Энди Ф 1 (х) ва Ф 2(х) функцияларнинг купайтмасини 

оламиз:
Ф (х) =  Ф 1(х )Ф 2(х). 

р =  sup I [х) |, q — sup 1 Ф2 (х) I булсин Фх (х) ва Ф 2 (х)
а<х<Ь х  £ [ а. Ь ]

функциялар узгариши чегараланган булгани сабабли чегаралан- 
гандир. Шунинг учун р  ?а q сонлар чекли. Бу холда:
| Ф <ak_|_j) Ф (ak) | ^  | Ф | (йА_|_|) • Ф2 Ф | ' Ф2 I
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+  I Ф| (ak) • Ф2 (<?*+,) — Ф, (a*)• Ф, (ok) \ <  q | Ф, (o4+1) —
-  Ф, (ak) I +  P IФ2 (a*+1) -  Ф, ( a j  \.

Бундан

^ ( Ф ) < < 7 ^ ( Ф 1) +  р 1 ^ ( Ф 1),

яъни 0 j ' 0 2 функциянинг узгариши чегараланган.*
4 7 .2 -т е о р е м а . Агар а< с< С .Ь  булса, у  цолда:

К  (ф ) =  К  (Ф) +  V* (Ф). (2)

И с б о т .  Агар с нуцта булиш нуцталаридан бирига тенг, 
масалан, с =  ат булса, у холда

т — I

2 1ф  К + .)  ~  ф  («,) I =  У  IФ К-+,) -  Ф (ад I +
1=0 (=0 

п —1

+  Z  1ф ( а ч - | ) - ф М  (3)
i=m

тенглик уринли булади. [а, Ь] сегментни ихтиёрий майда цисм- 
ларга булиш хисобига бу тенгликнинг унг томонидаги Й№ин- 
дини ^  (Ф) +  Vbc (Ф) сонга истаганча яцин цилиш мумкин. 
Шунинг учун

л —I
К  (Ф) =  sup v  | Ф (а .+1) _  Ф  (a .) | >  у а (ф) +  уЬ  (ф) (4)

1= 0

муносабатларни ёзишимиз мумкин.
Иккинчи томондан, ихтиёрий ^исмларга булинган 

[a, b ] сегментни олиб, ^ушимча с булиш нуцтаси кири- 
тилса, (1) тенгсизликнинг чап томони ортишигина мумкин. 
Ш унинг учун с булиш ну^тасими ёки булиш нуктаси 
эмасми, барибир, (3) га мувофиц цуйидаги тенгсизлик 
Гринли:

л —1

V  IФ к +1) -  ф  (flf) | <  v fle (Ф) +  v b (Ф).
1=0

Бу тенгсизлик чап томонининг ю^ори чегараси олинса, 

К  (Ф) <  К  (Ф) +  v bc (Ф) (5)
тенгсизлик келиб чикади.

(4) ва (5) м уносабатлардан (2) тенглик келиб чицади. *
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47.3- т е о р е м а ,  [а, Ь) сегментда Узгариши чегара­
ланган  хар цандай  Ф (х ) ф ункция икки монотон усувчи  
ф ункциянинг айирмаси сифатида ёзилиш и мумкин. 

И с б о т .

F (х) =  V* (Ф), G (х) =  V* (Ф) -  Ф (х)

функцияларни киритиб, уларнинг х аР бирининг монотон 
усувчилиги к>г,рсатилса, теорема исбот этилган булади.

47.2-теоремага мувофиц, агар у ^ х  булса.

К  (ф ) -  К  (ф ) =  К  (ф ) >  ° .

яъни F(x)  —  монотон усувчи функция. G (х) функция хам мо­
нотон усувчи. Дархаци^ат, у  ^  х  булсин. У холда: . •

G { y ) ~ G  (х) =  Vya (Ф) -  VI  (ф; -  Ф(г/) +  Ф(Ж) =

=  Vyx (Ф) — [Ф (у) — Ф (х)] >  О,

чунки

У '( Ф ) > |Ф ( у ) - - Ф ( * ) | . *

Сунгги теореманинг мо^ияти шундаки, бунинг ёрдами 
билан узгариш и чегараланган  функцияларнинг баъзи хос- 
саларини монотон усувчи функцияларнинг хоссасидан 
келтириб чицариш мумкин ва аксинча. М асалан, узгариши 
чегараланган  Ф (х) функция бирон нуктада унгдан узлук­
сиз булса, у х °лДа F  (х ) ва G (х) функциялар хам шу 
нуцтада унгдан узлуксиз булади. М асалан , бу жумлани 
F (х) функция учун исбот этамиз.

Ф (х) функциянинг х0 нуктада унгдан узлуксизлигидан фои- 
даланиб, ихтиёрий берилган е >  б учун шундай б >  0 сонни 
топамизки, агар х г — х0 <  б ва Х\ >  х 0 булса,

1 Ф Ы  — Ф ( * о ) К |  <б)

тенгсизликни ёзишимиз мумкин.
Энди [х0, b] сегментни п та дг0<  х х <  . . .  <  х п =  б^исм- 

га буламизки, улар учун куйидаги тенгсизлик уринли булсин.

2 Iф  — ф м  I >  
k=0

Xi нуцтани олишда Xi <  х0 - f  б тенгсизликка риоя ^илишимиз
керак. У холда (6) га мувофик;:
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< ( ф ) <  2  I Ф (**+!> “ ф <**>1 +  7  <

< " V ' | Ф К +1) - Ф ( х 4) |  +  е < И Х1+ е

ёки 47.2- теорема га асосан

К  (ф) -  (ф ) -  К  < е-
бундан эса F ix) — V*a (Ф) функциянинг х  =  х0 ну^тада унгдан 
узлуксизлиги бевосита келиб чицади.

47.4- н а т и ж а .  А гар узгариш и чегараланган  Ф (*) 
функция [а, Ь] сегментда узлук си з  булса, у  холда  F(x )  
ва G(x)  ф ункциялар х а м  игу сегментда узлук си з  б у ­
лади.

4 7 . 5 - н а т и ж а .  Б ирон ф ункциянинг [а, Ь\ сегментда 
узгариши чегараланган булиш и учун  унинг икки моно­
тон усувчи ф ункциянинг айирмаси сифатида ёзиш  м ум ­
кинлиги зарур ва кифоядир.

47.6-н а т и ж а  (Л ебег). Узгариш и чегараланган х а Р 
цандай ф ункция деярли  хар  бир нуцтада чекли х осила- 
га эга.

Бу натиж алар 46.1, 47.1 ва 47 .3 -теорем алардан  бево­
сита келиб чикади.

Биз 45-§ да чапдан ва унгдан узлуксиз булган сакраш 
функцияларини киритган эдик. Энди бу параграфда сакраш 
функциясини цуйидагича умумлаштирамиз: фараз килайлик, 
хи х2, . . . , х п , . . . нуцталар [а, b] сегментдан олинган со­
ни чекли ёки саноцли иуцталар булсин. Х̂ ар бир xk, 6 = 1 ,2 , . . . 
нуцтага иккита qk ва h k сонларни мос цуямиз ва улар учун 
ушбу

муносабатнинг бажарилишини талаб этамиз: унда’н ташкари, 
хк =  а булганда qk — 0 ва x k =  b булганда эса hk =  0 бул­
син. К,уйидаги тенглик билан аницланган

2  ( ы + 1 м х  +  °°
к

И (х) — 2 +  2 hk

Функцияг
xk <х хк <х

сакраш функцияси  дейилади. Б у функция учун 
S  I +  I h k | ) эканини бевосита текшириб куриш
k
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мумкин. Н{х)  функциянинг узилиш нуцталари х 1г хг, . . . 
хп , . . .  ну^талардан иборат булиб, з а̂р бир k  натурал сон 
учун qk ва hk сонлардан бирортаси нолдан фар^ли булса, унинг 
хк ну^тадаги сакраши цуйидагига тенгдир:

Я  (**) — н  =  <?*•
И  (% f о) Н (хк) =  h k.

45 .4 -теоремага ухш аш  теорема бу ерда з^ам уринли- 
дир.

4 7 . 7 - т е о р е м а .  [а, Ь] сегментда аникланган %ар 
цандай узгариш и чегараланган f ( xJ  ф ункция ягона усул 
б илан  <р(х) у злук си з  ф ункция ва Н ( х )  сакраш  функция- 
ларининг йигиндиси сифатида ифода этилади.

Бу теореманинг исботи 45.4- теореманинг исботидан 
ф ар ^  цилмаганлиги сабабли, унинг исботига тухталмай- 
миз.

Энди узлуксиз, лекин узгариш и чегараланм аган  функ­
цияга мисол келтирамиз.

Ф (х) =  х  cos —, (х ф  0),

Ф (0) =  0
булсин. Бу функция х =  0 ну^танинг атрофида сони чек­
сиз максимум ва минумум ну^таларга эга. К,уйидаги жад- 
вални тузамиз;

_  1 1  J _  ±
х ~  2 ’ 3 ---------- л .................

Ф М — i . + i — ..............( - ' Г г ................

Бундан куринадики:

у  = 3 . 4 . i .  +  i L +  +
Zd  ' \ k  1 \ / e +  1 /  2 ' 6 12 л (я+1)
ft=l

> i  +  | +  • • •  + “ • 

яъни Ф(х) функциянинг [0,1] сегментдаги узгариши 

у '( ф )  =  +  оо.

47 .8 -т е  о р е м а .  Агар [а, Ь\ сегментда анщ ланган ва 
узгариши чегараланган Ф (х ) ф ункция бирон х0(£[а> 
тада узлуксиз булса, у  %олда бу нуктада <р (х )  =  „ 
ф ункция %ам узлуксиз булади.
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И с б о т .  х0 <  b булсин; <р(х) функциянинг х0 нук;тада унг­
дан узлуксизлигини курсатамиз. Бунинг учун [х0, Ь] сегментни
шундай

х0 =  а0 <  а, <  а2 <  . . .  < а п =  Ь
п та кием га буламизки, ихтиёрий е >  0 сон учун куйидаги 
муносабат уринли булсин:

2  I Ф  («<+,) -  Ф  ( ^ )  I >  < ( Ф )  -  *. (7)
1=0

Чап томондаги йигинди булиш ну^талари купайганда уси- 
шигина мумкин; шунинг учун Xi ну^тани цуйидаги тенг­
сизлик уринли буладиган цилиб танлаб  оламиз:

| Ф (х,) — Ф(*о) | < е.
У холда (7) дан:

п—I
<  (Ф) <  2е +  2  I Ф  K + i )  -  Ф  («,) I с  2 е +  К .  (Ф)- 

/=1
Бундан:

К  =  К  -  К  =  Ф М  -  Ф (ч )  <  2 В, яъни 

Ф (*о +  0) —  Ф (*о) <  2 е;
е ихтиёрий булганлиги учун: ф (х0 +  0) =  ф (х0). <р (х0 — 0) — 
=  ф (х0) тенглик хам худди шунга ухшаш исбот этилади, яъни 
Ф (х) функция (агар х „ > я  булса) х0 ну^тада чапдан узлуксиз. 
Хусусий х0 =  Ь (хя =  а) холДа ф (*) ни х0 ну^тада чапдангина 
(х0 нуцтада унгдангина) узлуксизлигини курсатиш кифоя. *

4 7 .9 -т е о р е м а . [а, Ь] сегментда анщ ланган функция- 
лардан иборат Р  =  {Ф} чексиз туплам берилган булиб, бу 
функциялар туплами бирор узгармас М сон билан чегара­
ланган, яъни

\ Ф ( х ) | < М  (дс€ [в, ЬУ. Ф ZP) (8)
булса, у  холда ихтиёрий саноцли Е cz [a, b] туплам чун Р  
тупламдан шундай {Ф„ (х)} ф ункциялар кетма- кетлигини  
ажратиб олиш мумкинки, бу кетма-кетлик Е  тупламнинг 
Хар бир нуктасида якинлаш увчи булади.
■^ЗПИсбот. Е  туплам саноцли булганлиги учун унинг эле- 
ментларини { x j  кетма-кетлик шаклида ёзиб,

Н 1 = { Ф ( х 1)} ( Ф£ Р )
тупламни тузам из; бу ерда Ф нинг узи Р  туплам да узга- 
Ради.
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хп > • 
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Я *£; ,  п - гтламдан \а b1 сегментнинг %ар бир
(8) ш артга кура Я , туплам чегараланган  булади. Дt у  ^олда  И тупл . > > а щ и н лси и увчи

Больна но В еиерш трасс теоремасига мувофи^ б ° у  таСида  би£ ° “  К Г о л и ш  мумкин.
,вчи кетма-кетликни аж ратиб о л щ ^ ма.кетликни * Е  т * плам сифатида [а,

И с б ° ^ Яги хамма рационал ну^талардан ва а нуктадан

Энди куйидаги чегараланган  кетма-кетликни т у з а Д ^ ^ о ^ и и н г  хан бир нуктасида чекли лимитга эга улган 
J: Е Т ( Ф ^ Ш  кетма- кетликни ажратиб олишимиз мумкин, яъни

< ( * ) ,  Ф!]’ Ы .............. "  И т Ф в ’а д - %  (П |

м ак, Больцано 
тупламдан якинлаш увчи 
мумкин:

миз

Бу кетма-кетликка ^ам  Больцано — В ейерш трасс теоре- 
масини татбиц ^илиб, х2 нуцтада якинлаш увчи

Ф Г  (х2). Ф^2)(х2). • • ; lim  Ф „(х 2) =  а2

Энди Е  тупламнинг дар unj, ,.JL̂ -----И
митнинг унг томонига тенг $  (х) функцияни курамиз, яъни

кетма-кетликни хосил к и л а м и  r  - (Х^ Е)- +  W  ФУНКЦИЯ Е  тупламда аншутнган_бу-
вом эттириб куййдяги У ж а Раенни чексиз ла-либ, усувчи функция булади, чунки Р системаданажратиб слин-

-■ ашувчи, сони сано^ли кетма. ган {ф(п)(х)} функциялар кетма-кетлигининг хар бир элементи
/~™.ло»,эиинг шяптига кура) булгани (.учун

кетликларни тузишимиз мумкин:

ф [»

Ф[2)

(х,),

(х2),

Ф'Ч*,)---- ;
Ф? (х2), • ■ • ;

ф 'т)

2

(xm), ф П О , .

lim Ф„ =  а ,;
П—►оо

lim Ф',2) (х2) =  а2;

ган |Ф  w /  4 'Jni' 4‘.....-г  -----j/сувчи функция (теореманинг шартига кура) булгани jiy 
X: < х .  да \f (х,)= a t-—1 imO(fI) (х{)< Iim Ф(,,)(х.) =  ij:(x.).! Демак,:'агар

1 П - ¥  ОО П - + 0 0  1

нуцталар Е  тупламга тегишли булиб, х£ <  х;. булса,

; П т  Ф ‘,т) (xm)= a m.

(9)

х,- ва х, 
у х;олда

Энди ф (х) функцияни (а, 6] ярим оралицнинг хам ма ирра- 
ционал ну^таларида цуйидагича аницлаймиз:

Бу кетма-кетликларнинг хао бип» ♦  (*) =  «Ф  {♦(*!)}.
кетма-кетлигидир. (9) кетма ке олдингисининг цисм |  **<*" —-----------------  тликларнинг диагоналида jgy ерда xk ва х мос равишда Е  тупламнинг рационал ва ирра-

нуцталари. Равшанки, г]: (х) функция тузилишига кура 
’ --------- - Помяи 45.3-теоремага

ж ойлаш ган элем ентлардан

Ф^’Чх), ф '2)(х), Ф'3)(х), . . .
ЦИОНЯЛ ну^та«мари. гасшспп», y  w  t j  —

(10) I а, Ь] сегментда усувчи функциядир. Демак 45.3-теоремага 
|рсосан \]з(х) функциянинг узилиш нукталаридан иборат Q туп-

кетма-кетлик тузилса, бу кетма-кетлик санок л и Е  тупламнинг Пам купи билан санок,ли булади-^ 
хар бир нуцтасида якинлашувчи булиб, биз излагая кетма-
кетлик булади. (10) кетма-кетлик Е  тупламнинг хар бир ну (у да

/В Т * " н ^ т Г Г Й 'н и н г 'Т з л у к с ш л ш  нуктаси б5»са, у * » -

тасида яцинлашади, чунки агар x k £ E  булса, у холла {Ф^1 (хА)} f Н тФ (п)(Хо) =  Ф ^
кетма-кетликнинг тузилишига кура п ->  оо да а ь га я^инла- *-«> „
шади. Г  Дархаки^ат, ихтиёрий е >  0 у ч у н  £  тупламда шундай х,

4 7 . 1 0 - т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментда аницланган усувчи  нукталар мавжудки, улар учун
ф ункциялардан  иборат чексиз Р =  {Ф} туплам берилган I
f i n n n f t  £\11 r h i  m  ts 111 / n  n Y-Y *■» л | Л и л л < и >  Л  — ------------- ЛА Г П  U  -  — • /  —r \булиб, бу ф ункциялар  тдплами бирон Цзгармас М сон 
билан чегараланган, яъни

Ki <  х0 <  x i ва (х ) —  4' (*;) <  2

|Ф(х)| <  ЛГ (х€[а , ЬУ, Ф£Р)
256
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(11) га мувофик, xt ва х. нуцталар учун шундай натурал 
п0 сон мавжудки, п  >  п0 булганда

|Ф(,,> (*<) ~  Ч> (*, ) |<  у ,  |Ф(Л) (*,) -  ф Ц .) 1  <  -1

тенгсизликлар уринли булади, яъни

-  ±  <  Ф(п) (х{) -  ф (*,.) < | , - j - <  ф(п) (х,) -  г|) (X,) <  -1 .

^  (х) нинг тузилишига мувофиц, бу муносабатларга асосланиб 
л > я 0 булганда куйидаги тенгсизликларни ёзишга хаклимиз:

Ф,П| (*,) =  (Ф(г,) (*,) — Ф (*,)) +  (ip (х{) — ф (х0)) +  1|> (х0) >

> -----j  —  у  +  Ч' (*о) =  ♦  W  — е;

Ф(п) (Xj) =  (Ф'"’ Ц )  — ф (xj)) +  (\|> (xj) — гр (х0)) +  tJj (х0) <

<  Т  +  J  +  *  (*о) =  Ф (*о> +  е- 

Булардан ва х- <  л:0 <  xf учун

Ф,г1) (*,) <  Ф{п)(х0) <  Ф(П,Ц ) 

тенгсизликнинг уринли эканлигидан п >  л0 да 

\|> (х0) — е <  ф "0 (д:0) <  \|з (х0) +  г
тенгсизликлар уринли булади ва бундан (е >  0 ихтиёрий бул­
ганлиги учун) (12) муносабат келиб чикади. 45 .3 -теоремага 
асосан ф(х) функциянинг узилиш ну^талари туплами купи би­
лан сано^ли булгани учун

Н т Ф (л,(*) =  ф(*) (13)
П-¥ 00

тенглик [а, Ь] сегментнинг купи билан саноцли Q цисмидагина 
бажарилмаслиги мумкин. Шуни назарда тутиб, 4 7 .9- теоремани 
Н  =  {Ф(,1) (л:)} кетма- кетликка татбик, циламиз; Е  туплам сифа­
тида Q нинг (13) муносабат бажарилмаган ну^таларини оламиз. 
Бунинг натижасида Н  кетма-кетликдан [я, Ь\ сегментнинг -\ар 
бир нуктасида я^инлашувчи Н г =  {Ф1"** (л:)} ^исм кетма- кет- 
лик ажратиб олиш мумкин. Энди ф (х) сифатида

ф(х) =  ПшФ(п* )(х)
k - r O O

функция олинса, у усувчи булиб, биз и злагая  функция 
булади.*



47 1 1 -т е о р е м а  (Х елли). [а, b ] сегментда аницлан- 
ган ф ункцчялардан иборат чексиз туплам /7 =  {ф (х)} 
б ерилган  булиб, бу ф ункциялар туплами ва уларнинг  
г а Ь] сегментда тула узгариш и бирон узгарм ас М сон 
билан чегараланган, яъни

\ Ф( х ) \ <М,  Уьа ( Ф ) ^ М  (Х £[а,  Ь], Ф £ Н )

бйлса, у  %олда Н  тупламдан [а, Ь] сегментнинг цар 
бир нуцтасида бирон узгариш и чегараланган  Ф (х) ф унк­
цияга якинлаш увчи  кетма-кетликни ажратиб олиш  мум-
кин. „

И с б о т .  п  тупламнинг ихтиёрий Ф элементи учун 
куйидаги муносабатларни ёзишимиз мумкин:

И * ) |Н У £ ( ф )1 \F(x) —  Ф(х)! < 2  А1.

{F(x)} система га 47.10-теоремани татбик; 1\илиб, ундан бирон 
/(*) функцияга якинлашувчи [Fn (х)} функциялар кетма-кетли­
гини ажратиб оламиз, яъни

UmFn (x) =  f(x).
П—У ос

J^ap бир Fп {х) функцияга Gn (х) =  Fn (х'» — Фл (х) функцияни 
мос келтириб {Gn (х)} функциялар кетма-кетлигига ^ам 47.10- 
теоремани татбиц циламиз. Натижада [а, Ь] сегментда бирон 
ср(х) функцияга якинлашувчи (Gnft(x)} функциялар кетма-кет­
лиги >̂ осил булади, яъни

Hm G (х) =  ф (х).
П—юо к

Натижада {F ^ (х) — Gnk(х)} функциялар кетма-кетлиги Н  туп­
ламдан ажратиб олинган булиб, $ (х) =  /  (х) —• ф (х) функцияга 
[а, b] сегментда якинлашади..

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. [0,1] даги узлуксиз функциянинг х.ссиласи маьжуд бул­
ган нуцталари тупламини D оркали белгилаймиз. D  нинг ул­
човли ва Fa6 типилаги туплам зканини исботланг.

2. [0, 1] даги узлуксиз / (х)  функциянинг хосиласи (бу 
функция^олдинги м асалада киритилган D туплам да аниь^- 
ланган) ;улчовли эканлигини исботланг.

3- f ( x )  функция [а, b ] да аникланган булиб, бу ора- 
лицнинг jqap бир нуцтасида f ' ( x)  ^осиласи м авж уд булсин. 
g ^олДа { (х)  функция (а, b ) да f ' ( a)  ва f  (b) орасидаги 

арча цийматларни цабул цилишини исботланг.



4. Агар f ' ( x )  *ар бир нуктада м авж уд булса, у биринчи 
турдаги узилиш га эга була олмаслигини исботланг.

5. [О, 1] даги барча рационал сонларни ракам лаб  чи- 
1̂ амиз:

функцияни тузам из (V боб, 7 - м асалага ^аран г). Бу функ­
ция [0, 1] сегментнинг барча иррационал ну^таларида *о- 
силага эга булиб, рационал ну^таларида хосиласи м авж уд 
эмаслигини исботланг.

6. [О, 1] да узлуксиз f ( x )  функция берилган булсин. 
Бу функциянинг я-^осиласи м авж уд булган ну1\талар  
тупламини D^n) билан белгилаймиз. Бу тупламнинг улчов­
ли эканлигини исботланг.

7. [а, Ь] да аникланган f ( x )  функция берилган булиб, 
у [а, Ь\ нинг деярли З\ар бир ну^тасида чекли ^осилага 
эга. Бундан f ( x )  нинг узгариш и чегараланганлиги келиб 
чи^адими? (Б у  м асалани 47.6- натиж а билан солишти- 
ринг.)

8. Монотон функция сано^ли ва з^ар ерда зич туплам ­
дан иборат узилиш ну^таларига эга булиши мумкинлиги- 
ни мисолда курсатинг.

9. Ушбу f (x)  =  хр sin(x") (х ф  0), /  (0) =  0 функция р  ва 
q ( _  оо <  Pt q <  - f  оо)  параметрларнинг к,андай кийматлари 
учун [0,1] сегментда тула узгариши чегараланган булади ̂ ва 
уларнинг ^андай кийматлари учун узгариши чегараланган бул­
майди?

10. Куйидаги функциянинг [0,1] сегментда тула узга- 
ришини х.исобланг:

11. Агар [а,Ь] сегментда f ( x )  функциянинг узгариши 
чегараланган  булса, у ^олда |Д * ) |  функциянинг >^ам ^з- 
гариш и чегараланган  булишини ,\ам да ушбу

г2, . . . , гп, . .

ва

/  (х) =  х - cos — , ( х ф  0),
X

/ ( 0 , - 0 .
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12. f(x)  функциянинг [a,b] сегментдаги узгариш и че- 
гарал'анган булсин. f ( x )  функциянинг [а, b ] сегментда ка- 
маймайдиган булиши учун

V ba (f) =  f ( b ) - f ( a )

тенгликнинг баж арилиш и зарур ва кифоя эканлигини ис­
ботланг.

X  б  о  б

Л Е Б Е Г Н И Н Г  А Н Щ М А С  И Н Т Е Г Р А Л И .  
А БС О Л Ю Т У З Л У К С И З  Ф У Н К Ц И Я Л А Р

48- §. Лебегнинг аникмас интеграли

Ф араз килайлик, [а, b] сегментда ж амланувчи f ( x)  
функция берилган булсин. Л ебег интегралининг хоссасига 
асосан бу функция [а, b ] сегментнинг хар к;андай улчовли 
Кием тупламларида ^ам  ж амланувчи булади. Хусусан, f ( x)  
функцияни олиб, \а, Ь] орали^нинг .^ар ^андай [а, х] к,ис- 
мида

j  f i t )  dt. 
а

Лебег интегралини царасак, унинг ^иймати х  га богли^ 
булади. Бу интеграл Л ебегнинг аникмас интеграли дейи­
лади. Биз уни Ь( х )  орцали белгилаймиз. Лебегнинг аниц- 
мас интеграли ж уда му^им функциялар синфини текши- 
ришга олиб келади. Уларнинг баъзи  бирлари билан кейин- 
ги параграф ларда таниш амиз.

М атематик анализ умумий курсидан маълумки, [а, b ] 
сегментда аникланган узлуксиз f ( x )  функция ва унинг 
Рвман маъносидаги аникмас интеграли

f (x) =  \  f  (7) dt +  F (а)
а

учун [а, Ь\ сегментнинг х,ар бир нуктасида
F’ (x) =  f (x)

муносабат хамда [а, Ь] сегментнинг хар бир 
сиз х.осилага эга булган ф (х) функция учун

Ф (х) =  ф (а) +  f ф' (/) dt (2)
а

Ньютон Лейбниц формуласи уринлидир.

(1)
нуктасида узлук-
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Ш унга ;ухшаш ибора Л ебег интеграли учун ^ам  урин- 
лими, яъни f ( x )  функция [а, Ь] сегментда ж амланувчи 
булса, (1) ва .(2) тенгликлар сацланадими? К,уйида шу 
саволга ж авоб берамиз.

Д астл аб  куйидаги теоремани исботлаймиз.
48.1 - т е о р е м  а. А гар f ( x )  ж амланувчи ф ункция б у л ­

са, у  %олда унинг Л ебег маъносидаги аницмас интег­
рали

L ( x ) = j f ( t ) d t
а

узгариш и чегараланган ф ункция булади.
И с б о т .  f (x)  функциянинг [а, Ь\ сегментда жамланувчили- 

гидан шу оралицда L (х) функциянинг мавжудлиги келиб чита­
ли. Агар [а, Ь] сегментда f ( x ) >  0 булса, L (х) монотон функ­
ция булиб, унинг узгариши чегаралангандир (47- §, 1-мисолга 
карапг). Умумий зфл эса /  (х) функцияни икки манфий булма-
ган / + (х) =  ! (л) ва f~(x)  =  ; функцияларнинг

2 2 [г
айирмаси сифатида, яъни

/ w = f w - r w  (3)

куринишда ёзиш мумкинлигидан келиб чикади.*
4 8 . 2 - т е о р е м а  (Лебег). Ж амланувчи f  (х) ф ункциянинг  

аникмас Лебег интеграли L (х) деярли хар бир нукт ада кий- 
мати f  (х) га тенг хосилага эга.

И с б о т .  48.1-теоремага асосан L{x)  функция узгариши 
чегараланган функциядир. 47.6- натижага асосан эса L (х) функ­
ция деярли з^ар бир нуктада чекли хосилага эга. Энди (1) 
тенгликнинг деярли хар бир пуктала уринли эканлигини f (x)  
функция манфий булмаган хол учун курсатиш кифоя, чунки 
умумий хол (3) тенглик ёрдамида бу ^олга келтирилади. f (x)  
манфий булмагани учун унга монотон усиб якинлашувчи ман­
фий булмаган поронали {ф„(х)} функциялар кетма-кетлиги мав­
ж у д 1. Равшанки, поронали Ф„(л:) функциянинг аникмас Лебег

1 фп (ж) функцияларни, масалан, ^уйидагича олиш мумкин:

{п, агар х  нуктада j  ( х ) ^  п булса,

~ ~  агар л: нуцтада <  f (х) <  , i = l ,  2 ------ , 2 п-п

б>'лса. Равшанки, (л-) функция потопали булиб, п-*- °° да монотон усиб 
/  (х) функцияга я^инлашади.
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интеграли Ln (x) деярли хар бир нуктада чекли L'n (x) .^осилага 
эга ва L'n (х) =  фп(х) тенглик уринли.

37.1-теоремага асосан

L  (х) =  lim Ln (х) =  lim L x(x) +  2  1^ * 4-i (x) L k (x)] 
k— 1

=  M * )  +  Z l L k+l ( x ) - L k (x)]
t=i

булиб, бундан 46.4-теоремага асосан деярли з̂ ар бир нуктада

L ' (х) =  L[ (х) +  2  [Ь ;+1 (х) -  L'k (х)] =  
k = \

оо

=  Ф1 (х) +  2  [ф*+ | (*) —  Ф* (х)] =  f  (х)
*=i

тенгликка эга буламиз.*
4 8 . 3 - т е о р е м а ,  [я, ft] сегментда аникланган  / (х) ф унк­

циянинг аникмас Лебег интеграли L (х) чегараланган тула 
узгаришга эга ва

Vba (L) =  ^ \ f ( x ) \ dx .
а

И с б о т .  [а, Ь] сегментни а — а0 <  ах <  а2<  . . . ап =  b 
ну^талар билан ихтиёрий равишда п та цисмга булиб, хар бир 
[a*_i, ак] цисмда циймати eft(|efc| <  1) сонга тенг булган поро- 
нали 8 (х) функцияни тузамиз. У холда

J e ( x ) f  (х) dx =  У) eft j  / (х) dx =  2  Е* lL Ю  ~ 1  (aA-i)l <
a A=1 <3*_j *=I

тенгсизликка эга буламиз. Агар [ak_ ,, ак) ярим сегментлардан 
энг каттасининг узунлиги истаганча кичик ^илиб олинса хамда 
гк сон ушбу

Г 1, агар L (ак) —  L (ак_ {) >  0 булса, 
ек =  ] 0, агар L (а,) —  L (ак_ {) =. 0 булса,

1 — 1, агар L (a k) —  Ln (ak_ l) <  0 булса
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куринишда танланса, у з^олда V  ek [L (ак) —  L (я*_,)] йипшди
*=i

V*(L)  га исталганча якин цилиниши мумкин. Демак,
ь ь

Vba (L) =  sup f е (х) / (х) dx  <  f l f (x) \dx.
|е <■*)!<! z  Z

(4)

Бу тенгсизликда, ^а^икатда, тенглик муносабати уринли экан­
лигини курсатамиз. Бунинг учун /(х ) функцияга деярли якин­
лашувчи поронали {ф„ (х)} функциялар кетма-кетлигини олиб, 
цуйидаги функцияни тузамиз:

1, агар п ф„(х) >  1 булса,
К  W  =  « ф„ (х), агар — 1 <  ГЩП (х) <  1 булса,

— 1 агар п<рп (х) <  — 1 булса.

У холда кп(х) функциянинг тузилишига асосан деярли /(х ) > 0  
булган ну^таларда lim Хп (х) =  +  1 ва деярли / ( х ) <  0 булган

Г1-+0о
нукталарда lim \ п (х) =  — 1 муносабатларга эга буламиз. Бун-

П —УЭО

дан
lim Хп (х)/(х) =  |/(х)|
П-+оо

тенглик келиб чщади. Иккинчи томондан, (х) функциянинг 
тузилишига асосан

\ K ( x ) f ( x ) \ ^ f ( x ) \

тенгсизлик уринли. 37.2-изо^га асосан: 
ь ь

lim Г п ф„ (х) /(х) dx  =  f |f  (х) | dx.
П —> ОО J  J

Бундан ва (4) дан

W = j | / ( x ) | d x

тенглик келиб чикади.*
48.2-теоремани кучайтириш мацсадида куйидаги таърифни 

киритамиз.
Т а ъ р и ф  [а, Ь] сегментда бирор улчовли /  (х ) функция 

аникланган булсин. Агар х £ [а , Ь\ нуктада
I * tA

Н ш -1  f \ f ( t ) - f ( x ) \ d i  =  0
h-> О П J
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муносабат бажарилса, у  %олда бу нукта f  (х ) функциянинг 
Лебег нуктаси дейилади.

48.4- т е о р е м а .  Агар х£[а,  Ь] нукта f  (х) ф ункциянинг 
Лебег нуктаси бдлса, у  %олда бу нуктада Лебег аникмас 
интеграли

L ( x ) = < j f ( t ) d t
а

нинг хосиласи f  (х) га тенг.
И с б о т .  Равшанки,

1(Х+^ ±  - f i x ) - 4  Xf  [/(/) - f i x ) ]  dt
X

ёки

L ( x + h ) ~ L M  -  f  ( A  <  |  J \ f  it) - f i x ) \ d t .
X

Теорема шартига кура x  ну^та f (x)  функциянинг Лебег ну ̂ та­
ен булгани сабабли бу тенгсизликдан h 0 да L' (х) =  /  (х) 
тенглик келиб чикади.*

48.5-т е  о р е м а .  Агар f  (х) функция [а, Ь] сегментда жам­
ланувчи бдлса, у  холда [а, Ь] сегментнинг деярли %ар бир 
нуктаси /  (х) ф ункциянинг Лебег нуктасидир.

И с б о т .  f  (х) функциянинг [а, Ь] сегментда жамланувчи 
эканлигидан 38.9-теоремага асосан хар кандай г рационал 
сон учун f  (х) — г функциянинг хам жамланувчи эканлиги 
келиб чикади. У >;олда 38.1-теоремага асосан \f(x) — г\ функ­
ция х;ам жамланувчи булади. Бундан 48 .2-теоремага асосан

x+h

лЛ; /Г ^  l f ( Q ~ r \dt  =  \ f ( x ) - —r[ (г — рационал сон) (5)

муносабатнинг деярли з^ар бир х  £ [а, Ь] нуктада уринли эканлиги 
елиб чикади. Агар бу муносабат бажарилмаган ну^талар туп- 
амини М г билан белгиласак, у холда унинг улчови нолга тенг 

эканлиги равшан. Теорема шартига кура f i x )  функция [а, Ь] 
ментда жамланувчи булгани учун

В  =  {х с[а,Ь]  : | / ( * ) |  =  +  оо}

Демак'НИНГ ХЭМ ^лчови нолга тенг эканлиги келиб чикади.

А =  ( U  M r) U  В
г е я
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тупламнинг .\ам улчови нолга тенг (бу ерда Q туплам рацио­
нал сонлар туплами). Энди Р  =  [а, Ь ] \Л  тупламнинг барча 
ну^талари /  (х) функциянинг Лебег нуцтаси эканлиги курса- 
тилса, теорема исбот этилган булади. Шуни курсатамиз.

Бунинг учун ихтиёрий е >  О сонни ва ихтиёрий х0 нуц- 
тани олиб, q рационал сонни шундай танлаймизки, унинг учун

I /  С*о) —   ̂I <  "3 (6)

тенгсизлик бажарилсин. У холда

11/ ( 0 —?1 — 1/ ( 0 — / W II <  I*

ёки
х 0+/1 Х о + н

|± j  J |/<о—/w|«#l< j
Xt *o

тенгсизлик х.ам бажарилади. Берилган е > 0  сонга ^араб, б > 0  
сонни шундай танлаймизки, | h 1 <! б булганда (5) муносабатга 
асосан

дго+Л
\ 1  j  \ f ( t ) - q \ d t - \ f ( x 0) - q \ \ < j  

Л *0
тенгсизлик уринли булади. Бундан (6) тенгсизликка мувофик, 

х0+Л
1  J  | / ( 0 - 9 | Л < | е .

Хо

Демак,
x<r\-h

j  J 1/(0 —  /  (*о) \ d t < £
"  х„

булиб, бундан е >  0 соннинг ихтиёрийлигидан х0 ну^танинг 
Лебег ну^таси эканлиги келиб чикади.*

48.4 ва 48.5- теоремалардан беьюсита куйидаги натижа ке­
либ чикади. ,

4 8 . 6 - н а т и ж а .  Агар f  (х) ф ункция [а, Ь] сегмент 
жамланувчи булиб ,

X
L(x)  =  $ f ( f ) d t

а
булса , у  холда [а, Ь] сегментнинг деярли \а р  бир н у к т а с и ­
да L ' (х) =  /  (х).
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48.7- т е  о р е м а. Ж ам ланувчи  f  (х) ф ункциянинг хар  
бир узлук си зли к  нуктаси унинг Л ебег нуктаси б ула д и .'

И с б о т .  х 0 ну^та f ( x )  функциянинг узлуксизлик нуц- 
таси булсин. У *олда ихтиёрий е > 0  учун шундай 6 > 0  сон­
ни топиш мумкинки, \t  — * о |< в  тенгсизлик баж арилганда

I / W - / W  1 < е
булади. Бундан

х0 +Л

7 J \ f ( 0 - f ( X o) \ d t < E

булиб, Хо ну^та f  ( х )  функциянинг Л ебег нуктаси эканлиги 
келиб чикади. *

49-§ . Абсолют узлуксиз функциялар

Энди абсолют узлуксиз функциялар синфини кирита- 
миз. Бу функциялар синфи узгариш и чегараланган  функ­
циялар синфидан кенгро^ булиб, ж амланувчи функция­
ларнинг аникмас интеграли билан якин богланган.

1 - т а ъ р и ф .  [а, Ь] сегментда аникланган  f  (х) ф ункция  
берилган булсин. А гар  ихтиёрий е > 0  учун  ш ундай  6 > 0  
мавжуд булсаки. сони чекли ва %ар иккиси узаро кесиш ­
майдиган %ар андай

[в,, &,], [а2, Ь21.............[ап, Ьп) (1)

сегментлар системаси учун

J j  [а* ,6 * ]сг[в , *], 2  (** — а *) <  6 (2)
*= I

шартлар баж арилганда

2 l / ( f r * ) - / ( e * ) l < e
А=1

тенгсизлик ур и н ли  булса, у  %олда f ( x )  ф ункция  [а, b] 
сегментда абсолют узлу к си з  дейилади.

^аърифдан равш анки, ^ар  ^андай  абсолют узлуксиз 
Функция одатдаги маънода з\ам узлуксиз: буни курсатиш 
Учун ю ^ р н д а ги  таъриф да п =  1 килиб олиш кифоя.

Абсолют узлуксиз функцияга мисол сифатида Липшиц 
щартини, яъни

11 (*2) — /  (*t) 1 <  М \ х 2 —  х 1 \
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тенгсизликни к;аноатлантирувчи функцияни олишимиз 
мумкин.

^ ак и ^ атан , агар (1) сегментлар системаси учун (2) 
ш артлар баж арилса, у ^олда

ft=!

булиб, б сонни б =  — деб танласак,
М

i i  f w - f w K *  
t=i

булади.
4 9 . 1 - т е о р е м а .  Агар / (х) ва <р (х) функциялар абсолют 

узлуксиз булса , у  холда уларнинг йигиндиси, айирмаси ва 
купайтмаси хам абсолют узлуксиз ф ункциялар булади. Бун­
дан ташкари, агар берилган сегментда ср (х) нолга тенг
булмаса, у  холда уша сегментда абсолют узлук­

сиз булади.
И с б о т .  Иигинди ва айирманинг абсолют узлуксизлиги 

цуйидаги тенгсизликдан бевосита келиб чикади:
J {/ (bk) ±  ф (й*)} — {/ {ak) ±  ф (а*)} | <

< 1 W  — / Ю 1  +  1ф (&*)— ф (**)!•
/У( ва Я ф лар билан мос равишда \ f ( x ) \  ва i ф (х) | ларнинг 
[а, b] даги аник ю^ори чегарасини белгилаб,

| /  (bk) ф (bk) — /  (ak) ф (ak) | =  | {/ {bk) ф ( V  — f  (ak) q> {bk)} +

+  {/ (aft) Ф (bk) —  f  (а*) Ф (a*)} | <  | f  (bk) — /  (a*) | +

+  H , I Ф (&*) — Ф (о*) I
муносабатларни ёзишимиз мумкин. Бундан эса f ( x ) - ф(*) 
купайтманинг абсолю т узлуксизлиги келиб чикади.

ф(х)  функция [а, b ] сегментда абсолют узлуксиз ва 
нолдан фарцли булгани сабабли бирор Х > 0  сон учун 
| ф (х) \ тенгсизлик уринли булади. Бундан

I ф (б*) — Ф (Oft ) \

Ф (6* ) Ф (“ л ) А,2

тенгсизлик келиб чикади. Бу эса —!— функциянинг абсолют
Ф (*)



у зл у к си зл н ги н и  курсатади. Бундан /  (х) — функциянинг аб­

солют узлуксизлиги келиб читали.*
49.2- т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментдаги абсолют у з л у к ­

сиз ф ункциянинг бу сегментда узгариш и чегаралан- 
гандир.

И с б о т .  f ( x )  функция [а, Ь] сегментда абсолют узлук­
сиз булсин. У ^олда f ( x )  функция учун 8 = 1  га мос б сон 
мавжудки, узунликларининг йигиндиси б дан кичик булган 
узаро кесишмайдиган ва сони чекли (п та) интерваллар- 
нинг

П

(й1> fy)> (̂ 2» Ь2), . . . , (ап , Ьп), 2  {Ь/г Я*) б
*=1

системаси учун

2 I W - W / <  1 
*=1

тенгсизлик уринли.
Бу б сон буйича шундай m  натурал сон топиш мум­

кинки, [а, Ь] сегментни ^ар  бирининг узунлиги б дан ки- 
чик булган m  та ^исмга булиш мумкин, яъни

О =  С0 <  сх <  г2 <  . . .  <  ст =  b
ьа

ci + l - c k < 8  (* =  0, 1, 2, . . .  , т - 1 ) .

Сунгра, [ск, ck+l] сегмент узаро кесишмайдиган ва сони чекли
Цандай цисмларга булинмасин, куйидаги тенгсизлик уринли 
булади:

K hk+l (/) <  1 ва Демак, V* (/) <  т,

яъни /(х )н и н г узгариш и чегараланган .*
Ьу теоремадан куринадики, узлуксиз, аммо узгариш и

егараланмаган функция абсолю т узлуксиз эм ас экан.
Ундай функцияга мисол 4 7 .7 -теоремадан кейин келти- 

рилган эди.
ф  49.3- теорема. \ а р  к^андай F (х) абсолют узлук си з  
'Рункцияни иккита Цсувчи абсолют узлукси з ф ункциянинг  

ирмаси ш аклида ифода $илиш  мумкин:

F{x)  =  V ( x ) - G ( x ) ,  V(x)  =  Vxa (F).



И с б о т .  Теоремани исботлаш  учун 49.2 ва 47.3- тео- 
рем аларга асосан V [х) ва G(x)  функцияларнинг абсолют 
узлуксизлигини исботлаш кифоя. Агар У (х) нинг абсолют 
узлуксизлигини курсатсак, 49 .1 -теоремага асосан, G (a;)=- 
= V ( x ) — F (х) абсолю т узлуксиз булади. V (х) нинг аб­
солют узлуксизлигини исботлаймиз.

Ихтиёрий е ни олиб, F(x)  нинг абсолют узлуксизлиги шар- 
тидан б ни топамиз. Узунликларининг йигиндиси б дан кичик 
булган (я,, Ь{), (я.„ Ь2), . . . .  (ап, Ьп) ораликлар олиб

y { V (bk) - v ( a k) \ = у к ;
А=] *=1

йикиндини курамиз. Бу йигиндн
т nk—l

^ ' F < V i ) _ '7(V  *=i 1=0

(3)

(4)

йигиндиларнинг юн[ори чегарасига тенг, бу ерда ak =  хк <
<  xkx <  . . . <  xk — bk эса {ak, bk) орали^ларнинг ихтиёрий 

булинмасидир. Равшанки,
n*_i

K ~ a k =  2 ( V i “ V
/= о

Барча (ak, bk) оралицларнинг узунликлари йигиндиси 6 дан ки­
чик булгани сабабли F (х) нинг абсолют узлуксизлигига кура
(3) ифода (4) ифодаларнинг говори чегараси булгани учун ^ар 
бир (4) ифода е дан катта эмас. Бу холда (3) ифода хам е 
дан катта булмайди, бу эса V (х) нинг абсолют узлуксизлиги­
ни курсатади. *

49.4- т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментда абсолют узлуксиз  
ф ункция берилган булиб, унинг щийматлари [А, В] сег­
ментда ж ойлашган булсин. Агар  [А ,В \ сегментда берил­
ган  rji (y)  ф ункция Л ипш иц шартини цаноатлантирса, у 
%олда м ураккаб  t y ( ( f ( x ) )  ф ункция абсолют узлуксиз  
булади.

И с б о т .  \|з(г/) Липшиц шартини ^аноатлаитиради, яъни

| ^ Ы  — ^ ( й ) 1  <  К\У2 —  Уу\

тенгсизлик уринли. Демак, ихтиёрий узаро кесишмайдиган, сони 
чекли (п та) ва [я, Ь] сегментда жойлашган {(ак, bk)} оралик- 

лар системаси учун
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У  I'M/0*)] - "И /К М ! < К 2  I./(**)-/(fl*)I 
*=i *=i

муносабат уринли.

Агар 2  ^ — йиринди исталганча кичик булса, у ^ол- 
*=i

да /(*) нинг абсолют узлуксизлиги га мувофик охирги муно­
сабатнинг унг томони хам исталганча кичик булади. *

49.5- т е о р е м а .  А гар [а, Ь] сегментда аницланган  
абсолют узлук си з  f  (х) ф ункциянинг %осиласи f ' (х) де­
ярли  хар бир нуцтада нолга  тенг булса, у  холда  f ( x )  
узгармас сонга тенг.

И с б о т .  f  (х) — 0 тенгликни каноатлантирувчи нукталардан 
иборат тупламни Е  билан белгилаб, ихтиёрий е >  О сонни ола­
миз. Агар х £ Е  булса, у холда етарли кичик ft >  О сон учун

\J  (x +  h) — f(x)  [ ^  е ^
h

тенгсизлик уринли булади. [х, х  -f- ft] (h мусбат ва (5) тенг­
сизликни каноатлантиради) сегментлар системаси Витали маъно­
сида (2-3-§ га царанг) Е  тупламни ^оплайди. Чунки хар бир 
х& Е  учун х £ [х, х  +  ft] булиб, ц[х,  х  +  h] =  ft ва ft — етарли 
кичик сон.

Шунинг учун 23.2-теоремага мувофик; хар иккиси узаро 
кесишмайдиган, сони чекли ва [а, Ь\ сегментда жойлашган 
шундай

x l +  ft,], о2 =  [х.2, х2 +  ft2], . . . , ап =  [хп, хп +  / у

(xk <  xk+\) сегментлар системасини тузишимиз мумкинки, Е  
тупламнинг булар ^опламаган ^исмининг ташки улчови олдин- 
дан берилган ихтиёрий 6 > 0  сондан кичик ^илиниши мумкин.

[а, Ь] сегментдан а,, а 2, . . . , оп сегментларни чицариб 
ташлаш натижасида з^осил булган ораликлар

{«1. Xi), (Ху - f  ftx, х2), (х2 +  ft2, дс3), . . . ,
.............(■*„_! +  Хп), (хп +  hn, Ь] (6)

орали^лардан иборат булиб, булар узунликларининг йи- 
риндиси б дан кичик булади, чунки

Ь —  а =  ц (£ )  ^  ^  И Ю  +  н* (£  U о*) <  2  ^  +  б- 
*=i *_1 k=i

Бундан
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Энди f ( x ) нинг абсолют узлуксизлигидан фойдаланиб, 
берилган е буйича б ни шундай кичик цилиб оламизки’ 
унинг учун f ( x )  функциянинг (6) орали^лар  системаси- 
даги орттирмалари йигиндисининг модули е д а н  кичик, 
яъни

1 I } +  V  { I f ( x k+l) - f ( x k +  К )  | } +
к= 1

+  {l f ( b ) - f ( x n +  hn) \ ) \ < e  (7)

булсин.
Иккинчи томондан, ак сегментларнинг тузилишига кура 

\ f ( x k + h k) - f ( x k) \ < e h k,

бундан:

120 ( * * + - / м  | < 8 (*” “)■ (8)

чунки

2 Ьк =  У \ ц о к) ^ Ь - а .
1 *=1

(  7) ва (8) лардан:
f ( b ) - f ( a ) < e ( l + b - a )

ва е нинг ихтиёрийлигидан
/ Ф) =  /(а)

тенглик келиб чикади.
Аммо ю ^оридаги муло^азаларни >*ар цандай [а, х] 

( а < х ^ Ь )  сегмент учун жорий этиш имиз мумкин эди. 
Шунинг учун [а, Ь] сегментдан олинган ихтиёрий х 
учун ^ам

/(* ) =  /(*).
яъни / ( х)  функция узгарм ас сонга тенг экан.*

49 .6 -н а т и ж  а. А гар  икки  абсолют узлук си з  f {x)  ва 
g ( x )  ф ункцияларнинг \о си ла ла р и  f ' ( x)  ва g ' (х) узаро 
эквивалент  (яъни деярли тенг) булса, у  %олда бу фУ*к' 
цияларнинг айирмаси узгармас сонга тенг.
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4 9 7 - т е о р е м а .  Л ебегнинг аницмас интеграли F(x )  
абсолют узлукси з ф ункциядир.

И с б о т .  38 .9 -теоремага асосан ^ар ь^андай е > 0  учун 
ндай б сон мавж удки, агар е тупламнинг улчови б дан 

кичик, яъни ц (е) < б  булса, у *олда

I J  f ( t )d t  | < 8 .
е

Хусусий холда, яъни узаро кесишмайдиган сони чекли 
) (k — 17п) ораликлар системаси узунликларининг йигин­

диси б дан кичик булса, у ^олда

/ < И < е .*=1 ak

Аммо

булардан:

bk
j  f ( t ) d t  =  F ( b ^ - F ( a k)-,
°k

| 2  {F(bk) - F ( a k)} | < e ,  
fc=i

яъни F (x) абсолют узлуксиз. *
49.8-т е о р е м  а (Л ебег), [a, b] сегментда аницланган  

абсолют узлук си з  F  (х) ф ункциянинг х,осиласи F ' (х) =  
=  Ф(х) ж амланувчи ва %ар бир х  учун

X
| ф (х) dx =  F (х) — F (а). (9)
а

И с б о т .  49.3- теоремага асосан абсолют узлуксиз функ­
цияни иккита камаймайдиган абсолют узлуксиз функция­
нинг айирмаси ш аклида иф одалаш  мумкин; шунинг учун 
теоремани- камаймайдиган абсолют узлуксиз функциялар 
Учун исботлаш кифоя.

49.2-теоремага асосан F (х) функциянинг узгариш и 
чегараланган. 47 .6 -натиж ага асосан эса F (х) функциянинг 
^осиласи деярли ^ар бир нуцтада м авж уд; уни ф(х)  билан 
белгилаймиз. Энди ф (х ) нинг ж амланувчилигини курса­
тамиз.

Р ( х )  нинг ^осиласи 
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ф  (х ) =  F(x +  h ) - F ( x )  
h\  h

нисбатнинг лимитига тенг1. F (х) камаймайдиган булгани учун 
h  >  О булганда Фл (х) манфий эмас ва h-+ Q  да [а, Ь] сегмент­
нинг деярли хар бир нуцтасида ср (х) функцияга яцинлашади.

Ф (х) функциянинг жамланувчилигини курсатиш учун 38. Ц - 
Фату теоремасидан фолдаланамиз. Бунинг учун Фл (л:) функция- 
лардан [а, Ь] сегмент буйича олинган интегралларнинг чегара- 
ланганлигини курсатамиз.

Дарда^и^ат,
Р Р+л р
j Ф „(х)d x = ' ~  f F { x ) d x -  j ^ F ( x ) d x  =
a  n  a + h  n  a

P + A  a + h

- 1  |  F (x )d x  j-  j ' F M d x
"  p n a

ифода h —*■ 0 да F($) —  F ( а) га интилади. Чунки F (x) функ­
циянинг абсолют узлуксизлигига асосан ихтиёрий е >  0 сон 
учун б >  0 сонни шундай танлаймизки, h  <  б булганда .̂ ар 
бир * 6  IP, P +  fc] учун

| F ( x ) - F ( P ) | < e
булади. Шунингдек, агар х  £ [a, a  +  h] булса,

| F ( x ) - F ( a ) | < e
булади. Булардан

- j  F ( x ) d x - j  f F { x ) d x ~ ( F  ( P ) - F ( a ) ) |  =
P 
P+a a + h

=  I f  I  (f  w  -  ^(p)) dx  - j  J (F(x)  -  F (a)) dx

P+A

f | f ( x ) - F ( p ) | d x  +  4  f \ F ( x ) ~ F ( a ) \ d x < e  +  z ^ .  
h P a

Бундан, e > 0  соннинг ихтиёрийлигидан f t-+ 0  да

РЧ-Л &-{-h
i  f F { x ) d x ~ X-  $ F ( x ) d x - + F Q ) - F ( a )  
я  *5» ft „

JArap x +  ft сон [a, 6] сегментдан таищарига чициб кетса, F (*) н 
^згармас цилиб давом эттирамиз.
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муносабат келиб чщади. Демак, Ф„ (х) функциянинг интеграли 
ргаоаланган булади. Шундай килиб, Фату теоремасини татбиц 

килиш мумкин. Бу теоремадан F  (х) =  ф (х) нинг жамланувчи- 
пиги билан бирга

J?
j  F'  (х) dx  <  F (р) -  F (а)
а

тенгсизлик хам келиб чикади. Агар а -> а ,  р->&  булса, у .40л- 
да F'  (х) косила [а, Ь\ да жамланувчи ва 

ъ
j  F'  (х) dx  <  F(b  — 0) — F (а +  0).
а

F(x)  функция а ва b нукдаларда узлуксиз булгани учун 
ь

j  F' (х) dx ^ F  (b) — F(a). (Ю)
a

F(x)  абсолют узлуксиз булганда (9) тенглик уринли були- 
шини курсатамиз1.

Ушбу
X

G (х) =  ]  ф (х) dx
а

функцияни киритамиз. G(x)  функция 4 9 .7 -теоремага асо­
сан абсолют узлуксиз ва 48 .1 -теоремага асосан деярли 
^ар бир ну^тада С ' ( х ) = ф ( х ) .  Аммо иккинчи томондан, 
F ' (х) =  ф(х); шунинг учун H ( x ) = F ( x ) — G(x)  айирманинг 
^осиласи деярли .^ар бир ну^тада нолга тенг.

Д емак, 49.5 - теоремага асосан Н ( х )  узгарм ас С0 сонга 
тенг. У эфлда

X
F(x)*=G(x)  +  H(x )  =  j’ Ф { l ) d l  +  C0.

а

Агар аг=0 б^лса, C0 =  F(a ) .  Шу билан теорема тула 
исбот этилди.*

Ш ундай цилиб, абсолют узлуксиз функция уз >^осила- 
сининг аникмас интегралидир.

49.7- ва 49.8- теорем алардан  куйидаги му^им натиж а 
келиб чицади:

46- § нинг охирида келтирилган мисолдан куринадики, узлуксиз (хат- 
то жидций монотсн узлуксиз) фуикииялар учун (10) да <  ишорьси були­
ши мумкин.
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49.9- н а т и ж а .  F (х) ф ункция бирор ж амланувчи фуНк 
циянинг аникмас интеграли булиш и  учун  абсолют узлуксиз  
булиш и зарур  ва кифоя.

50- §. Бошланрич функцияни тиклаш

Энди биз 48-§  нинг бошида ^уйилган саволнинг иккин­
чи цисмига, ани^рори, ундаги (2) тенгликка цайтамиз ва 
унинг Л ебег интеграли учун цанчалик уринли эканлигини 
куреатам из. Агар f {x )  функциянинг f ' ( x ) хосиласи учун 
Л ебег интеграли ^аралаётган  булса, 48-§ даги (2) тенглик 
^ам м а вацт ^ам  уринли булавермайди.

50 .1 -т е о р е м а. [а, Ь] сегментда монотон камаймай­
диган f ( x )  ф ункциянинг f'(-x) хосиласи шу сегментда жам­
ла нувчи  ва

ь
j  / '  ( x ) d x ^ f ( b )  — f  (а). (l)
а

И с б о т .  Таъриф  буйича f ( x )  функциянинг х  нуцтадаги 
хосиласи

h ( x ) = t i L ± j t z m  (2)
т

функцяннг т-МЗ даги лимитига тенг. f ( x )  функциянинг 
монотонлигидан 4 5 .1 -теоремага асосан у жамланувчидир. 
Бундан ^ар  бир т учун hx(x) функциянинг жамланув чи-  
лиги келиб чикади. Шунинг учун (2) тенгликни [я, b ] 
сегмент буйича интеграллаб,

ъ ь ь
J hx (х) dx =  -  | /  (х +  т) d x  —  -  \ f  (х) d x  =
а т а т  в

Ь +\ а+с
=  -  | f ( x ) d x ~ -  | f ( x ) d x

т Ь 1 а

тенгликка келамиз. т—>- +  0 да бу тенгликнинг унг томони 
f ( b ) — [(a +  0) га интилади. Иккинчи томондан, f ( x )  функ­
циянинг монотон камаймайдиганлигидан 

ь
j  hx (x)dx <^f(b) —  f(a).  
a

Л ебег интеграли остида лимитга Утиш ^а^идаги  38.11- 
Ф ату теоремасига асосан
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f  r  {x) d x = \ i m \ h x (x) dx  =  /  (b) -  f  (a +  0) <  /  (b) -  j  (a).,
J  ' T-.0 'a
a

(1) муносабатда ^атъий тенгсизлик уринли булган мо­
н о то н  функцияга мисол к,илиб, 45-§ да ани^ланган Кантор 
Аункциясини олишимиз мумкин. Тузилиш ига асосан бу 
функция монотон ва узлуксиз булиб, унинг ^осиласи д еяр ­
ли нолга тенг. Д ем ак,

1
0 =  |К '( * ) < / * < .К ( 1 ) - .К ( 0 )  =  1 - 0 =  1. 

о
50 .2 - т е о р е м а .  А гар  f  [х) ф ункция %ар бир нуцтада 

мавжуд булиб, чекли ва ж амланувчи булса, у  \о л д а  (1) 
муносабатда тенглик уринли .

Теореманинг исботи ^уйидаги учта лем м ага асосланган:
50.3- л е м м а ,  [а, Ь\ сегментда бирор чекли  ф(х)  ф унк­

ция берилган бС/лсин. Агар [а, Ь] сегментнинг ta p  бир 
нуцтасида ф(х) ф ункциянинг %осила сонлари манфий б у л ­
маса, у  %олда ф(х) усувчи  ф ункциядир.

И с б о т .  Бирор е > 0 олиб,

Ф1 М  =  ф (*) +  е ■ х  
функция тузамиз. Теорема шартига кура ф (х) функциянинг 
хосила сснлари манфий булмаганлиги учун, ягни £>ф >  0 (бу 
ерда са келгусида D+, D+, D ~  ва D _  лар урнига кискалик 
учун D  ни ёздик) булгани учун £>фх >  е булади.

Фараз килайлик, шундай а  <  р (а <  а , р Ь) сонлар мав-
сс -4“ Uжудки, улар учун ф1 (р) <  ф! (а) булсин. Агар у — — —  бул­

са, у з^олда [а, у] ва [у, Р) сегментларга мос келувчи ушбу

Ф1 (Y) —  Ф1 («). Ф1 (Р) —  Ф1 W
айирмаларнинг камида биттаси манфий булади. [а, у] ва [у, р] 
сегментларнинг мос айирмаси манфий булганини (иккаласи хам 
Каноатлантирилса, чапдагисини) [Оц PJ оркали белгилаймиз.
Демак, [ccj P j  сегмент учун ^  (Рх) <  фх (ccj). Агару1 =  ^ у 1 1 

б^лса, [a ,, y j  на Iy1( p j  сегментларга мос келувчи

Ф1 (Y i) —  Ф1 Ю -  Ф1 (Pi) —  Ф1 (Vi) 
айирмаларнинг камида бири манфийдир. [а 2, Рг] орцали 
ia >>Yi], [yt, pi] сегментларнинг мос айирмаси манфий бул­
ганини (иккаласи  )^ам ^аноатлантирилса, чапдагисини) 
белгилаймиз. Д ем ак, [а 2, Рг] сегмент учун
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Ч>1 (P*) <  Ф1 («*)•
Бундай ясашларни давом эттириб, ф, (Р„) <  ф, (ап) тенгсиз­

ликни цаноатлантирувчи | [ а п, рп ]|  сегментлар кетма- кетлиги- 
ни тузамиз.

х0 ну^та [ап, P J  сегментларнинг ^аммасига тегишли нук­
та булсин. У холда х;ар бир п  учун

Ф[ (Рл) — Ф1 (*<>)• Ч>1 W  — Ф1 W
айирманинг камида биттаси манфий. Агар ф, (Рп) <  ф, (ха) бул­

са. К  = Рл — *о ва агаР Ф1 (Рп) > Ф| W  бУлса> К  = ап ~
деб оламиз. Биринчи ^олда hn >  0 ва ф( (х0 +  hn) — ф, (х0) =  
=  ф, (Рл) — Ф[ (Xq) <  0, иккинчи холда эса h n <  0 ва ф, (х0 +  
+  Ю  —  Ф| К )  =  Ф1 («я) —  Ф| (хо) >  °*  натижада

д  _  <Pl (*0 +  hn) ф! (*о) ^  Q
п h пп

Агар бу кетма-кетликдан чекли ёки чексиз лимитга эга 
булган { Д } цисм кетма- кетликни танлаб олсак, ^осила сон
учун

£>Ф1 М  <  0
тенгсизлик олинади. Аммо бундай булиши мумкин эмас, 
чунки

ОфА (х) >  е
тенгсизлик ^ар бир х  6 [а, Ь] учун уринли.

Шундай цилиб, Ф1 (Р) < ф 1(а) тенгсизликни бажарувчи а  <
<  Р (а <  а , р <  6) сонлар мавжуд эмас экан. Демак,

Ф1 (Р) >  Ф1 («).
яъни

ф (Р) +  Ф  >  Ф (а) 4- еа.
Бундан 8 сон ихтиёрий булгани учун

Ф (Р) >  Ф (« )
булиб, лемма исботланди.

5 0 . 4 - л е м м а ,  [а, Ь] сегментда улчо ви  нолга тенг 
б улга н  ихтиёрий Е  туплам берилган  булсин. У £ ° л. 
ш ундай усувчи  узлук си з  g ( x )  ф ункция мавж удки, Е туг- 
лам нинг %ар бир х  нуцтасида:

g ' (х) =  +  оо.
И с б о т .  Х,ар бир п натурал сон учун
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щартларни ^аноатлантирувчи очиц тупламни тузамиз. Gn f) [а, х] 
тупламнинг улчовини Црп (х) билан белгилаймиз, яъни

i W  =  П [a, x]j;

^  (х) функция усувчи, манфий эмас, узлуксиз ва

Ь  W  <  fn

тенгсизликни цаноатлантиради. Шунинг учун

п=1
катор [я, Ь] да текис я^инлашувчи; бу каторнинг йигиндисини 
g  (х) билан белгилаймиз. g  (х) функция манфий эмас, усувчи 
ва узлуксиз. Агар п сон ва х0 £ Е  тайин булса, у х,олда | h | 
етарлича кнчик булганда [х0, х0 +  h] сегмент бутунлай Gn нинг 
ичида ётади. Бундай h учун (кулайлик учун h >  0 дейиш 
мумкин)

г|)л (х„ +  h) =  n{(G„ П fa. *0D (J [G„ П К ,  xQ +  h)]} =

=  Ь  W  +  h
муносабат уринли. Бундан:

Н'п (хо ~Ь h) — г|:п (*„) _ j
Л

Аммо бундан N  натурал сон цандай булмасин, [h] етарли­
ча кичик булганда

8  (*о +  h) — g (*о) >  v  Vn (*о +  h ) ~  \|in (x0) _  дг
h "  Zd hЛ= 1

Демак,

g ' W  =  +  00 •
Лемма исботланди.

50 .5-л e м м a. [a, b ] сегментда чекли  q ( x )  ф ункция  
берилган булсин. А гар [а, b ] сегментнинг деярли  %ар бир  
ну^тасида у ( х )  ф ункциянинг барча %осила сонлари ман- 
фий булмай, [а, Ь] нинг %еч цандай ну^тасида —  оо га  
тенг булмаса, у  %олда ср(х) усувчидир.

279



И с б о т .  ф(х) функциянинг ^осила сонларидан камида 
биттаси манфий булган нук;талар тупламини £  билан 
белгилаймиз. Лемманинг ш арти буйича

!*(£) =  0.
50 .4-лем м ага асосан шундай узлуксиз усувчи g ( X) 

функция мавж удки, £  тупламнинг >^ар бир ну^тасида

ё '  (х) — +  00 •
Бирор г ( >  0) олиб,

Ф (х) =  Ф (х) +  eg  (х)
функцияни киритамиз ва Ф (х) нинг хеч бир ^осила сони 
[а, Ь] сегментнинг ^еч ^андай ну^тасида манфий булол- 
маслигини курсатамиз. Ха!\ и^атан ^ ам > ё ( х ) усувчи бул­
гани учун

Ф (х +  Л) — Ф (4  ф (х 4- h) — ф (.г) 
h ■" h

тенгсизлик уринли, бундан эса [а, й] сегментнинг £  туп1 
лам га тегишли булм аган ихтиёрий х ну^тасида

D Ф (х) >  0
тенгсизлик уринли (чунки £  дан таш^арида ф (х) функциянинг 
хосила сонлари манфий эмас). Агар х £ £  булса,

Ф (X +  И„) —  Ф (х) 

hn
ифода /i„->  0 да цуйидан чегараланганлиги (чунки акс холда 
ф(х) функциянинг бирор хосила сони учун D ф (х) =  — оо 
булади) ва g  (х) =  -)- оо булгани учун: Ф ' (х) =  +  оо. Шун­
дай к,илиб, [а, Ь\ сегментнинг хар ^андай нуцтаси учун

D  Ф (х) >  0.
Бундан, 50.3-леммага асосан, Ф( х )  усувчи, яъни х < у  Да

Ф (х) <  Ф (у)
ёки

Ф (*) +  e g  (х) < ф  (y) +  z g  (у)\ 
е сонни нолга интилтириб,

Ф (*) <  ф (У) 
ифодани оламиз. Л ем м а исботланди. *

50.2- т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  К,уйидаги функция- 
ларни киритамиз:
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„  (х) =  / / '  (х), агар f  (*) <  /I булса, 
я I п, агар / '  (х) >  л булса.

Равшанки,
Ф„ (х) <  /' М .  (3)

Бундан, 38.6-теоремага асосан, фп(х) нинг жамланувчилиги 
келиб чикади. Ушбу

Яп(х) -  f  Ос) —  J  ф„ (х) dx
а

белгилашни киритиб, /?„ (х) нинг усувчилигини курсатамиз. Те. 
орема шартига кура хар бир ну^тада /'(х) мавжуд булгани 
учун 48.1-теоремага асосан ^ар бир ну^тада

К  (х) =  Г(х) — Ф„(х) 

булиб, ф„(х) функциянинг таърифланишига асосан Rn (х) >  О 
тенгсизлик уринли булади. Шунинг учун R n(x) нинг бирор ко­
сила сони манфий булган ну^талар тупламининг улчови нолга 
тенг. Иккинчи томондан, ф„(х) <  п булгани учун

x+ h

~  | Ф„ (0 dt <  п.
X

Бундан эса
Rn (х +  h) — Rn (х) / (x +  h ) ~ f  jx) 

h h

Охирги муносабат теорема шартига кура f(x) функциянинг >;о- 
силаси ^ар бир нуцтада мавжуд булиб, чекли булганлиги учун 
Rn (х) функциянинг хеч бир хосила сони — оо га тенг булол- 
маслигини курсатади. Шунинг учун, 50.5-леммага асосан Rn (x) 
усувчидир.

Демак,

R n Ф) >  R n (а),
яъни

ь
f(b) —  f  (а) >  (ф п (х) dx.

а
Аммо

lim ф„ (.х) =  f '  (х).
1-̂ 00
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Бу ва (3) тенгсизликдан, 38 .12 -теоремага асосан 
Ь ь

lim f ф„(х) dx — f f '(x) dx
n~>°° i  a

муносабатни оламиз. Д емак,
ь

m - f { a ) > \ f \ x )  dx.
a

Агар ю ^оридаги мулоз^азаларни— f {x)  функцияга татби^ 
цилсак,

ь
№ - № <  f f i x )  dx

а

муносабатни оламиз. Охирги икки муносабатдан

т  =  т  +  j  f \ x )  dx
а

келиб чикади. Бу билан теорема тула исботланди. *
Энди иккита мисол келтирамиз.
1. Ушбу

f{x) =  х  sin - j  (0 <  х  1),

№  =  О
функция [0, 1] сегментнинг з^ар бир нуцтасида чекли *о- 
силага эга:

1 _-L
f'(x) =  — x 2 s i n — — х  c o s — ( x > 0 ) ,
' 2 x x
m = о

ва бу з^осила ж амланувчи функция булади, чунки

V  X
Ш унинг билан f ( x )  функция 50 .2 -теореманинг ш а р т л а р и н и  
^аноатлантиради ва демак,

f{x) =  j  / '  (0 dt.
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2. Ушбу
f(x) — х 2 cos - у  ( 0 < x <  1), 

f (  0) =  0
функция з^ам [0, 1] сегментнинг з^ар бир нуцтасида чекли 
хосилага эга, аммо унинг з^осиласи ж амланувчи функция 
булмайди. Д архацицат, агар а < Р ^ 1  булса, у з^олда [а, р] 
сегментда / '( * )  чегараланган  ва шунинг учун 

Р
f  f \ t )  dt =  р2 cos -  a 2 cos

а

Агар ап =  Л /  --  2—  булса, у *олда
У 4 n - r l  у 2п

I
®п

булади. Лекин [ап, рп] сегментлар узаро кесишмайди; шунинг
°о

учун, агар £  — U [«„, Р„] булса, у холда
Л=1

I  J Г ( М - д а -  + -.
£ п=1

яъни / '( / )  ж амланувчи эмас. Бу мисол курсатадики, Л е ­
бег маъносида интеграллаш  ж араёни  з^ам досила-функция 
ёрдами билан бошлангич функцияни тиклаш  масаласини 
тула з^ал ^илмас экан. Бу м асалани Лебегнинг интеграл­
лаш жараснини умумлаш тирувчи Перон — Д ан ж уа интег­
раллаш  ж араёни  тула хал ^илади.

47.7- теоремада з^ар ь^андай узгариш и чегараланган  f  (х) 
Функция ягона усул билан узлуксиз g ( x )  функция з^амда 
погонали Н ( х )  функциянинг йигиндиси сифатида

f(x) =  g(x) +  И(х)  (4)
ифода этилиши мумкинлигини курган эдик.

Энди узгариш и чегараланган  узлуксиз, аммо абсолют 
Узлуксиз булмаган g (x ) функцияни ^арайм из ва а( х)  
Функциями ^уйидаги тенглик оркали аии^лаймиз:

а  (х) =  ] g  (0 dt.
а
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4 9 .7 -теоремага асосан а  (л) абсолют узлуксиз функ- 
циядир. 49 .2 -теоремага асосан эса унинг узгариш и чега­
раланган. g[x )  ва а ( х )  функцияларнинг ушбу

S(x) =  g(x) —  a(x) (5)
айирмасини цараймиз. Бу тенглик билан аникланган 
функция узлуксиз ва узгариш и чегараланган  функция 
эканлиги равш ан. 4 7 .6 -натиж ага асосан 5 ( х )  функция 
деярли чекли х.осилага эга. Ш унинг учун S ' (х) = g ' (х) —  
— а ' ( х )  тенглик деярли уринли. 48 .2 -теоремага асосан 
a ' ( x ) = g ' ( x \  тенглик деярли уринли булгани учун

S '(x) =  g \x )  —  a \x )  =  О
тенгликнинг деярли уринли эканлиги келиб чикади.

Т а ъ р и ф .  У злуксиз, узгариш и чегараланган ва %оси- 
ласи  деярли  нолга  тенг булган  S  (х) ф ункция сингуляр  
функция дейилади.

Сингуляр функцияга мисол цилиб 45-§ да аникланган 
К антор функциясини ,%амда 46.4-теоремадан кейинги ми- 
солда курилган функцияни келтириш мумкин.

(4) ва (5) тенгликлар цуйидаги му^им хулосага олиб 
келади:

Х,ар щандай узгариш и чегараланган f ( x )  функция уч- 
та: абсолют узлуксиз (а (л :)), погонали ( Н ( х ) )  ва сингуляр 
( S( x ) )  функцияларнинг йигиндиси сифатида ифода этили- 
ши мумкин, яъни

Кх) =  а  (х) +  Н  (x) +  S  (х). (6)
(6) тенгликни диф ф еренциаллаб деярли уринли булган

/'(*) =  «'(*)

тенгликка эга буламиз. Бундан эса узгариш и чегаралан­
ган функциянинг ^осиласини интегралланганда бу функ- 
циянииг узи эмас, балки унинг ф а^ат  абсолют узлуксиз 
цисмигина тикланар экан, деган хулосага келамиз.

51-§ . Иш орали улчов. Р а д о н — Никодим 
теоремаси

Бу параграф да III бобда киритилган улчов тушунча­
сини янада кенгайтирамиз.

Ф араз цилайлик, бирор а-аддитив ц, улчовга эга булган 
Е  туплам да ж амланувчи f ( x )  функция берилган булсин. 
У э^олда 38.5-теоремага асосан бу функция Е  тупламнинг 
^ар  цандай улчовли А  ^исмида э^ам ж амланувчи б^лаДЯ-
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д гар тайинланган f ( x )  функция учун цуйидаги Лебегнинг 
а н и н м а с  и н т е г р а л и  ( 1 )

А

ни карасак, Л ебег интегралининг ст- адднтивлик хоссасига 
асосан, (1) тенглик билан аникланган  L ( А )  туплам функ­
ция ст-аддитив улчовнинг манфий эмаслик хоссасидан 
таш кари барча хоссаларига эга булади (чунки, агар Е  
тупламда 0 булса, *ар кандай улчовли А а Е  туп­
лам учун L ( A ) ^ 0 булади). Бу эса кийматлари туплами 
манфий сонлардан иборат бу-лган *олни хам уз ичига 
олувчи ихтиёрий туплам функциялари синфини урганиш га 
олиб келади.

1 - т а ъ р и ф . Бирор тупламлар системасида аникланган Ц  ) 
туплам функцияси учун шу системадан олинган \а р  кандай 
узаро кесишмайдиган сони саноцли А х, А2, . . . ,  Ап, , 
(Ak f) Af =  0 ,  k ф  /) тупламларда

« и ,  -  2  w  
4=1 "

тенглик рринли  булса, бундай туплам ф ункцияси а-адди- 
тив тС/плам ф ункцияси дейилади.

2 - т а ъ  р и ф. о-аддитив ц улчовга  эга бдлган Е т§п- 
ламнинг улч о вли  к^исм т упламларидан иборат Z ( E )  систе- 
лада аникланган %ар цандан о-аддитив Ь( - )  туплам ф ун к ­
цияси иш орали улчов дейилади.

3 -т а  ъ р и ф .  Агар исталган B £ Z ( E )  учун L(A  f] В) <  О 
(L(A П В ) >  0) булса, A £ Z ( E )  туплам Ц  ) ишорали у л ­
човга нисбатан манфий (мусбат) тдплам дейилади.

Манфий ва мусбат тупламларнинг мавжудлиги хак.идаги 
к.уйидаги теоремани исботлаймиз:

5 1 . 1 - т е о р е м а .  Агар ишорали L(-) длчов Z(E) систе- 
мада аникланган булса, у  холда Е тупламнинг шундай дл- 
човли Е ~  цисми мавжудки, L  (•) ишорали длчовга нисбатан 
Е ~ тдплам манфий, £ +  =  Е \ Е ~  туплам эса мусбат бд- 
лади.

И с б о т .  Фараз килайлик,
а  =  inf L(B) (2)

Всг.Е:ЦВ)< 0
булсин. Агар ишорали L (■) улчовга нисбатан манфий булган 
Улчовли тупламларнинг {£„} кетма-кетлиги учун

lim L(E n) =  а  (3)
r j—> оо

муносабат уринли булса,
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оо

тенглик билан ани^ланган Е ~  туплам ишорали £(■) улчовга 
нисбатан манфий булиб, Ц Е ~ )  =  а  булади.

Хаки^атан, Е ~  тупламнинг ишорали Ц )  улчовга нисбатан 
манфий эканлиги равшан. (2) муносабатга асосан Е ~  туплам 
учун

L(£” ) >  а
тенгсизликка эга буламиз. (4) тенгликка асосан эса

E n c z E -

муносабат уринли. Бундан Ц Е п) >  Ц Е ” ) тенгсизлик келиб 
чикади. Демак,

а  <  Ц Е ~ )  <  Ц Е п) 

булиб, бундан п-*~ оо да
а  <  Ц Е “ ) <  а

муносабатни оламиз. Бундан L(E~) =  а  тенглик келиб чикади.
Е ~  туплам теорема шартини цаноатлантирувчи туплам экан­

лигини, яъни Е+ =  Е \  Е ~  тупламнинг ишорали L  (•) улчовга 
нисбатан мусбат туплам эканлигини курсатамиз. j

Фараз ^илайлик, Е  туплам ишорали Ц  ) улчовга нисбатан 
мусбат булмасин. У холда шундай А £ Z  (Е) туплам мавжудки, 
L(E+  П А) <  0 булади. А 0 =  Е+  f| А  белгилаш киритамиз. А0 
туплам ишорали L  (•) улчовга нисбатан манфий була олмайди. 
Акс холда А0 тупламни Е  тупламга кушиб,

Ц Е -  и  Л )  =  Ц Е П  +  Ц А 0) « х
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса а  сон нинг’ анжуганишига 
зид. Демак, шундай п натурал сон мавжудки, унинг учун Л  
тупламнинг ^исми булган A t туплам топилиб,}

Ц .Ад > \ ~п vsaaf xgasi
тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликни [и,аноатлантирувчи 
барча п натурал сонларнинг энг кичигини пг оркали белгилай­
миз:

п 1

Бу фикрни /10\ Л х туплам учун такрорлаб, Ц А г) >  — (nt > n 1)
Пг гтя»муносабатни ^аноатлантирадиган А 2 с= тупламни топа-
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миз Бу жараённи чексиз давом эттирамиз. Натижада буш 
булмаган

В0 = А 0\  U Ап
л=1

т«пламни *осил циламиз (чунки L(A0) <  0 ва барча п учун 
Ц А  ) > 0 ) .  Тузилишига асосан В0 туплам ишорали Ц -)  ул­
човга нисбатан манфий тупламдир. Буни £ ~  тупламга к;ушиб, 
яна а  соннинг аницланишига зид булган натижага келамиз. Де- 
мак барча улчовли Л с £ \ £ "  тупламлар учун L  (Л) >  О, 
яъни £ +  =  £  \  £ ~  туплам ишорали L  (■) улчовга нисбатан
мусбат туплам.* . .

Е тупламнинг мусбат £ +  ва манфии Е  тупламларнинг 
йириндиси шаклида ифодаланиши, яъни

£  =  Е+  U Е Г
ёпилмаси унинг Х ан  маъносидаги ёйилмаси дейилади.

Е  тупламнинг Хан маъносидаги ёйилмаси Ц -)  ишорали 
улчовга нисбатан эквивалентликкача ягонадир, яъни агар

£  =  £ +  U £ ]- ва £  =  £ +  U £ Г  

булса, у ^олда исталган A £ Z(£) учун
L(A П £,+) =  L (A  П Е+) ва L(A  fl £ f )  =  Ц А  П £ 2" ) 

булади. Х ^и^атан ,

А  П ( Е - \ Е ~ ) с  А П £ Г  *а А П (ЕГ \ Е - ) с  А П Е+ 

муносабатлардан мос равишда
L(A П ( £ f \ £ “ )) ^ 0  ва Ц А  П ( £ Л £ Г)) >  0

тенгсизликларни оламиз. Булардан Ц А  П (£ “ \ £ ^ ) )  — 0 тенг­
лик келиб чицади. Ушбу L(A f| ( £ г \ £ г ) )  =  ® тенглик х;ам 
худди юкори даги сингари исботланади. Бу охирги икки тенг­
ликдан эса Ц А  П £ f )  =  L(A П E j )  тенглик келиб чикади. 
Ушбу L{A fl Е+)  =  L(A П Е+)  тенглик ^ам шунинг сингари 
исбот этилади.

А гарда биз Z ( E )  а- алгебрада £ + ( ’ ) ва £ “ (•) туплам 
функцияларини мос равиш да

L+ (А) =  Ц А  Л £ + ) ва L -  И )  =  —  Ц А  П Е ~ )
тенгликлар оркали аницласак, иккита а- аддитив улчовга 
эга буламиз. Бундан иш орали £ ( • )  улчовни

L  =  L+ — L -
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куринишда ёзиш мумкинлиги келиб чикади. Ишорали 
Улчовнинг бу куриниши унинг Ж ордан маъносидаги ёйил- 
маси дейилади.

Энди и сг-аддитив улчов булиб, Z{£) система £  туплам­
нинг барча улчо&чи к;исм тупламларидан тузилган о-алгебра 
булсин. Агар бирор A 0£ Z  (Е) туплам хамда ишорали L (•) уЛ. 
чов учун хар бир В £ Е \ А 0 да L(B) — 0 ва хар кандай ул­
човли С с А 0 учун L ( С ) > 0  булса, у х;олда А 0 туплам ишо­
рали £(•) улчовнинг тсшувчиси дейилади.

Агар )^ар ^андай ёлгиз нуцтали А туплам учун L (Л) =  О 
булса, бундай ишорали улчов ишорали узлуксиз улчов дейи­
лади.

Агар ишорали Ц -)  улчовнинг ташувчиси чекли ёки санок- 
ли тупламдан иборат булса, ишорали дискрет улчов дейилади.

4- т а ъ р и ф. Агар р(/5) =  0 бдлган хар цандай А £ Z(E) 
учун L(A) =  О булса, !(• )  ни р улчовга нисбатан абсолют 
узлуксиз ишорали улчов дейилади.

Нихоят, агар ишорали I  (•) улчовнинг ташувчиси р- улчови 
ноль булган бирор А £ Z(E) тупламдан иборат булса, у р ул­
човга нисбатан сингуляр ишорали улчов дейилади.

Лебег интегралининг а- аддитивлик хоссасига асосан 
(38.7- теорема)

L(A) =  ^ f ( x ) d ]x
'А

тенглик оркали ани^ланган L( A)  туплам функцияси сг-ад- 
дитив ишорали улчов булади. Лебег интегралининг абсолют 
узлуксизлик хоссасидан эса (38.9-теорема) ишорали L{A)  
Улчовнинг ц, улчовга нисбатан абсолют узлуксизлиги келиб 
чицади. Энди бирор ишорали v улчовнинг а- аддитив р 
улчовга нисбатан абсолют узлуксизлиги маълум булганда, 
уларни (1) куринишда ифодалаш мумкинми, деган савол 
тугилади. Бу саволга Радон — Никодим теоремаси жавоб 
беради. Дастлаб ^уйидаги ёрдамчи леммани исботлаймиз:

Л е м м а .  Агар айнан нолга тенг брлмаган v улчов  
р улчовга нисбатан абсолют узлуксиз булса, у  ^олда шун­
дай натурал п ва | j ( f i ) > 0  булган улчовли  В туплам
топиладики, В тйплам ишорали ч — -  и улчовга н и с б а т а н

п
мусбат туплам булади.

И с б о т . Хар бир ишорали v---- -  р, я  =  1 , 2 , . . .  улчовга
Л ц

мос келган Е  =  £+  (J Е ~  Хан ёйилмасини ёзиб, цуйидаги туп­
ламларни тузамиз:

£+ = U £+. £0-  = £\£+ = £\ (U, £+) -П=1 л=1
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-  л (£\£+) = П Е - .П=1 Л=1

у  ^олда барча п учун — - i  jx j (£ -)  ^  0 тенгсизликдан

v(£~) <  -  fi (Е~) 
п

тенгсизлик келиб чикади. Бу тенгсизлик хар кандай п учун 
уринли эканлигидан --(£-) ^  0 муносабатга эга буламиз. Де­

мак, 51.1-теоремага асосан ^  —  - р  ) (£ + )>  О булиб,

v(£+) >  L  ц(£+)

тенгсизлик хар бир п натурал сон учун уринли эканлигидан 
v(£+) >  0 тенгсизлик келиб чикади. v улчов ц улчовга нис­
батан абсолют узлуксиз булгани учун j-i(£+) >  0 булади. Бун­
дан ва E j  тупламнинг тузилишидан шундай п натурал сон то­
пиладики, ц ( £ + ) > 0  булади. Агар шу п учун В — £ +  деб 
олсак, лемма исботланган булади.*

5 1 .2 -т е о р е м а  (Радон — Никодим). Агар ишорали v улчов 
%амда о- аддитив ц улчов Z (X ) а- алгебрада аникланиб, ишо­
рали v улчов р улчовга нисбатан абсолют узлуксиз бдлса, у 
у;олда X  тупламда р. улчов буйича жамланувчи шундай f{x) 
функция мавжудки, хар бир A£ Z( X)  учун

<А) =  J f(x) d p
А

тенглик уринлидир.
f(x) функция ишорали v улчовнинг р улчов буйича хоси­

ласи дейилади ва деярли бир цийматли аникланади, яъни 
агар -<(А) =  \ g(x) d p  ва '/(А) =  [ /  (x) d р булса, у холда

л  А

р { x £ X : f  (x)*£g  (*)} =  0
булади.

И с б о т .  Ж ордан ёйилмасига асосан р улчовга нис­
батан абсолют узлуксиз булган >̂ ар бир ишорали v улчов 
И га нисбатан абсолют узлуксиз булган Vi ва v2 улчовлар­
нинг айирмаси сифатида ёзилиши мумкин. Шунинг учун 
теоремани мусбат ишорали улчов учун исботлаш кифоя. 
Шундай ^илиб, умумий ани^ланиш со^асига эга булган v 
ва р, улчовлар берилган булиб, v улчов р улчовга нисба­
тан абсолют узлуксиз булсин. Хар кандай улчовли А £ Z(X)
1 9 -4 1 8 289



туплам учун р. улчов буйича жамланувчи, манфий булма­
ган хамда

f /  (jc) d |i <  '(А)
А

тенгсизликни ^аноатлантирадиган функциялар тупламини 
К + оркали белгилаймиз. Фараз ^илайлик,

М =  sup f f(x) d ц 
/6к+ X

булсин. К + тупламдан
lim f fn{x) d \ i  — М.

п —>oo %

шартни каноатлантирувчи {/л} функциялар кетма- кетлигини ола­
миз ва

gn(x) =  шах (/, (х), (х))

функцияни тузиб, gn € K + эканини курсатамиз. ^а^и^атан, 
E £ Z  (X) улчовли ихтиёрий туплам булсин. У ^олда Е  ни уз­
аро кесишмайдиган шундай £ ,, Е 2, . . ., Еп тупламларнинг йи- 
риндиси сифатида

fl

ифодалаш мумкинки, уларнинг ^ар бири учун х £ £ л булганда 
gn{x) =  f k(x) булади. Бундан

J  *„(*) =  V  j fk{x) rf(4 <  2  , {Ek) =  v(£)
£ * = 1 £* *=1

муносабатни оламиз. Демак, £ K+. Агар f (x) =  sup {fn (x)}
П

десак, у холда f(x) =  lim gn (x). Демак, Лебег интеграли ос-
f l —ю о

тида лимитга утиш ха^идаги 38.12-Леви теоремасига мувофиц, 
|  Дх) d[L=  lim j- gn(x) d \i =  М. (5)
X П-ЮЭ х

Агар
v0(£) =  v(£) —  f f(X) d p.

£

деб олсак, у ^олда f (x)  функциянинг таърифланишига 
асосан vo( £ ) ^ 0  булади. Энди vo(-) улчовнинг айнан ноль 
эканлиги курсатилса, теореманинг биринчи цисми исбот- 
ланган булади. Фараз ^илайлик, vo(-) айнан нолга тенг
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Av-лмасин, яъни -%ар кандай £  6 Z( X)  учун V £ ) >  ° бУЛ’ 
ин V холда леммага асосан шундай е > 0  ва ц ( В ) > 0  

булган jx 'улчовли В туплам топиладики, 
е ц (£  П 5 )  <  "о (£  П В)

тен гси зл и к  ихтиёрий E £ Z{ X )  учун бажарилади. Агар 
=  /(*) +  ex fiW  (бу ерда xBW  Функция В тупламнинг

хара кт ери ст ик  функцияси) деб олсак, уии ихтиёрий улчовли Е  
тупламда ц улчов буйича интеграллаб,
j  Л(х) d[i ~  |7 W  d \i +  е |i ( f  П B ) ^ ^ f ( x ) d \ i  +  \ ( E { ] B )  =

=  Г Hx) d  (x +  vo(£ П В) | fix) d  a =  \ f(x) d  ц +
6  ЕПВ £\ й

яъни

+  v0(£ n В) <  v0(£ \ B )  +  v0(£  n B) =  v0(£), 

J h(x) d y i <  v0(£)

тенгсизликка эга булар эдик. Бу эса h £ К+ эканини курсатади. 
Иккинчи томондан, (5) муносабатга асосан

f h(x) d \i =  \ f(x) d р +  е u(Zj) =  М  +  е р (В) >  М  
к х

тенгсизлик уринли булиб, бу М  соннинг аницланишига 
зид. Демак, v o ( - ) = 0  экан. Шундай цилиб,

■V (А) =  [  f(x) d\x ( 6 )
А

тенгликни ^аноатлантирувчи f {x)  функциянинг мавжуд- 
лиги исботланди.

Энди теореманинг иккинчи ^исмини, яъни f {x)  функ­
циянинг ягоналигини исботлаймиз. (6) тенгликни каноат- 
лантирувчи икки f (x)  ва g(x)  функция мавжуд булсин. 
У холда хар бир A £ Z  (X) туплам учун

v(A) =  Г f(x) d \i =  \ g(x) d р 
А А

тенгликлар уринли. >\ар к,андай т ва п натурал сонлар учун 
Ат ва Вп тупламларни мос равишда цуйидагича ани^лаймиз:

Ат =  { x: f (x)  — g (x )>  -^-J,

Вп =  j  x:g(x)  — f ( x ) >  i - j .

Am ва Bn тупламларнинг таърифланишига асосан
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Р Ит) =  Г cl р. =  [ d Li < т \ f(x) d \i —
J J IW — £(*) JAm Am Am

—  m  f g(x) d \i =  m v{Am) —  m \(A m) - 0  
Am

муносабат уринли. Бундан ва ц нинг улчов эканлигндан р(Лт )= 0  
тенглик келиб чикади. ц (Вп) =  0 тенглик хам шунга ухшаш 
исботланади.

Ушбу
{x:f(x)¥=g(x)} =  ([j Л т ) U ( U Вп)

т п

тенглик Ат ва Вп тупламларнинг таърлфлишипдзн келиб чи- 
цади. Бундан ва и улчовнинг а-аддитнвлигидан

Р({*: /  (х) ¥= g(x)}) (х (Ат) +  У  а(Вп) =  О
m =  1 п = 1

тенгсизлик уринли. ,и улчов булгани учун бу тенгликдан

Р({*: /(*) +  £(*)}) =  О 
тенглик келиб чикади *

М А Ш  К, У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Агар f (x)  функция абсолют узлуксиз булса, у ^ол- 
да | / ( х ) |  функция ,^ам абсолют узлуксиз булишини ис­
ботланг.

2. Агар f (x)  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, 
If M l  функция шу сегментда абсолют узлуксиз булса, у 
холда / (х) функциянинг ^ам абсолют узлуксиз булишини 
исботланг.

3. y = f ( x )  функция [а, Ь] сегментда жиддий усувчи 
абсолют узлуксиз функция булсин. <р(г/) функция эса 
[ /(а ) , Д Ь)] сегментда абсолют узлуксиз булсин. У холда 
2 =  Ф [/(* )] функция [а, Ь] сегментда абсолют узлуксиз 
булишини исботланг.

4. Агар f (x)  функция [а, Ь] сегментда абсолют узлук­
сиз булиб, улчовли А с [ а , Ь ]  тупламнинг улчови ноль 
булсин. У ^олда унинг тасвири f (А) тупламнинг ^ам ул­
чови ноль булишини исботланг.

5. f (x)  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, Уз­
гариши чегараланган булсин. Агар улчови нолга тенг 
булган >̂ ар бир Acz[a,b]  туплам учун унинг тасвири бул-
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ган f (A)  тупламнинг ^ам улчови ноль булса, f {x)  функ­
циянинг абсолют узлуксиз эканлигини исботланг.

6 Фараз килайлик, А с= [а, Ь] туплам [а, Ь] сегментнинг 
улчовли кисми булсин. Хар бир х£[а,  Ь) pa h >  О сон учун

ф(*, h) =  \i(A fl [x —  h, x  +  h]) 

ф ункцияни киритамиз. Агар

lim =  1
h_*4-0 2 h

муносабат уринли булса, х£ [а , Ь) нуцта А тупламнинг зич- 
лик нуктаси дейилади. Агар А сг [а, Ь\ улчовли туплам булса- 
унинг’деярли барча нук,талари зичлик нуктаси булишини ис, 
ботланг.

7. Л U [а, Ь] улчовли туплам булиб, х £ А ну^та унинг 
зичлик нуцтаси булсин. У ^олда х  нуктани уз ичига олган их­
тиёрий (ak, Ьк) интерваллар кетма-кетлиги учун k -+ °o  да 
bk — ак->~ 0 шарт бажарилса,

jjm Ц(Л П (аа, Ьк)) _  j 
к—*оо Ьк ак

муносабатнинг уринли эканини исботланг.
8. j (x)  функция [а, Ь] сегментда камаймайдиган абсо­

лют узлуксиз функция булиб, Ас^[а,Ь]  улчовли туплам 
булсин. Агар ц[ф (Л )] сон А тупламнинг тасвири булган 
Ф И )  тупламнинг улчови булса,

Ц [Ф(Л)] =  f Ф'(0 dt
'л

тенгликни исботланг.

XI б о б  

СТИЛТЬЕС ИНТЕГРАЛИ

52-§. Лебег — Стилтьес улчови

Юкорида Лебег улчовини цараганимизда, [а, Ь] сегмент­
нинг Лебег улчови деб унинг узунлиги (Ь—а) ни айтган 
эдик. Лекин [а, Ь] сегментни ва унинг кием тупламларини 
боицача умумийроц усул билан ^ам улчаш мумкин.

Фараз ^илайлик, [а, Ь} сегментда аникланган, чапдан 
узлуксиз ва монотон камаймайдиган F (х) функция берил-
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ган булсин. Бу функция оркали [а, Ь] сегментнинг, [а, ь ) 
ва (а, Ь] ярим интервалларнинг ^амда (а, Ь) интервал- 
нинг улчовларини мос равишда ^уйидагича аницлай- 
миз:

Энди [а, b] сегмент берилган булиб, бу сегментнинг барча 
[а, (3) куринишдаги ярим интервалларидан ташкил топган сис­
темани Н оркали белгилайлик. Н системанинг ярим ^ал^а таш­
кил этиши равшан. (1) га асосан х,ар цандай [ос, р) £ / /  учун

тенгликка эга буламиз. Н системада бу тенглик билан аник,- 
ланган т туплам функцияси улчовдир. Хаци^атан ^ар кандай 
[а, р) £ Н учун т [а, р) >  0 эканлиги (2) тенгликка асосан 
F (х) функциянинг монотон камаймайдиганлигидан келиб чи- 
цади. Энди т туплам функциясининг аддитив функция эканли­
гини курсатамиз.

Фараз цилайлик,

т\а, Р) =  F(P) -  F(a) =  [F(Р) -  F(y„)1 +  [F(yn) -

— f  lY«_i)l +  • • • +  № )  — f (Yi)] +  (£(Yi) — £(«)] =  

=  m[Yn, P) +  m[yn_ v  Y j +  • • • +  mlY,, V2) +  m[a - Y|)
тенгликка эга буламиз. Демак, И  системада (2) тенглик 
билан аникланган т туплам функцияси ^лчов экан.

1- т а ъ р и ф. Агар F (х) функция \а, Ь] сегментда аниц- 
ланган, чапдан узлуксиз ва монотон камаймайдиган 
функция булиб, Н система [а, Ь] сегментнинг барча 
[а, р] куринишдаги ярим интерваллар системаси булса, 

у %олда Н системада (2) тенглик билан аникланган ш 
туплам функцияси F функция оркали \осил  цилинган 
Стилтьес улчови дейилади. F (х) функция Стилтьес у л ­
човини келтириб чицарувчи (яратувчи) функция дейи­
лади.

F (х) ва F (х) + c (c  =  const) функциялар бир хил Стилть­
ес улчовини келтириб чицаради. Умуман, (2) улчовни 
келтириб чицарадиган функцияларнинг умумий курини- 
ши F ( x ) + c  дан иборат булади. ^ацш^атан, F (х) ва

m[a, b] =  F(b +  0) — F(a), 
т[а, b) =  F(b) — F{a), 
т(а, b] =  F(b +  0) — F(a +  0), 
т[а, b) =  F(b) — F(a +  0).

( 1)

т[ос, Р) - F(P) — F(а) (2)

[а, р) =  [а, Yi) (J tYi, Ъ) U • • • U fY„_t. Y„) U [?„. P) 

булсин. У ^олда (2) га асосан

294



ф(л-) функциялар (2) улчовни келтириб чи^аради- 
ган ихтиёрий функциялар булсин. [а, Ь\ сегментдан 
бирор х0 € [<з, Ь] ну^тани тайинлаб олиб, ихтиёрий х£  [а, Ь] нук,- 
тани оламиз. Агар х0 <  х  булса, у .\олда (2) тенгликка асосан 
[х , х) ярим интервал учун (F (х) ва Ф (х) функциялар т ул­
човни келтириб чикарадиган функциялар булганлиги сабабли)

т [х 0,х) =  F(x) — F(x о) =  Ф(х) — Ф(х0) 

булиб, бундан
Ф(х) — F(x) =  Ф(х0) — F(x0) (3)

тенгликка эга буламиз. Шунга ухшаш, агар х < х 0 бул­
са, яна (2) тенгликдан (х, х0] ярим интервал учун

т\х, х0) =  F(x0) — F(x) =  Ф(х0) — Ф(х)
булиб, бундан яна

Ф ^) — F(x) =  Ф(х0) — F(x0) 
тенгликка келамиз. х £ [ а, b ] ихтиёрий булгани учун, 
бундан

Ф(х) — F(x) =  ф  =  const)
тенглик келиб чикади. Демак, ) а̂р бир х £ [а, Ь\ учун т ул­
човни келтириб чикарадиган ^ар ^андай F (х) ва Ф (х) функ­
циялар орасида

Ф(х) =  F(x) +  с

муносабат уринли экан.
52.1-т е о р е м а. F (х) функция [a, ft] сегментда камай­

майдиган функция булиб,
ml а, Р) =  F(P) — F(a) (4)

улчов FI системада аниланган Стилтьес улчови булсин.
(4) улчовнинг о-аддитив улчов булиши учун F (х) функ­
циянинг [а, Ь| сегментда чапдан узлуксиз булиши зарур  
ва кифоядир.

И с б о т .  3 а р у р и й л и г и. (4) улчовни а-аддитив 
улчов деб, F (х) функциянинг чапдан узлуксиз эканлиги­
ни курсатамиз. Фараз ^илайлик, F (х) функция fa, Ь] сег­
ментнинг бирор нуцтасида чапдан узлуксиз булмасин, 
яъни х0 нуцтада F (х) функция учун

F(x0 0) ф  F(x0)

муносабат Уринли булсин, [а, Ь] сегментдан шу х0 ну^- 
тага усиб интиладиган {хп} кетма-кетликни оламиз:
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х, <  х2 <  . . . <  хп <  . . . <  Х0, Хп-+ х0, п —*■ оо. (5)

F(x)  функция камаймайдиган функция булганлиги са- 
бабли

lim F(xn) =  F(xо — О)
П —¥ 0 О

хп<х0

лимит мавжуд ва фаразимизга асосан
lim F(xn) =  F(x0 0 )Ф  F(x0)

П—юо
*п<*О

муносабат уринли. (5) муносабатга асосан
[Xi, x j  cr [Xj.Xg) с ; . . . c= [xx, xn) cz . . .

муносабатнинг уринли эканлиги равшан. Бу муносабатдан ва 
п оо да хп~* х0 эканлигидан,

ОО

[*1> Xq) =  (J [ДГ|. Хп)
п= 1

тенглик келиб чикади. Бундан ва т  улчовнинг а-адди- 
тивлигидан, 20.6- теоремага асосан

т [Хъ х0) =  т (  (J [л-,, xn)) =  lim т [л:,, хп)
\Л=1 / П—КХЗ

тенгликни оламиз. Натижада (4) тенгликка асосан 
lim [F 0 c ,)-F (* l) l = F ( x J - F  (*,)
п~*оо

ёки

lim F(xn) =  F(x0)
П - >  ОО

тенглик хосил булади. Бу эса фаразимизга зид. Демак, 
F(x)  функция чапдан узлуксиз экан.

К и ф о я  л и г и .  F(x)  функцияни [а, Ь] сегментда чап­
дан узлуксиз деб, (4) тенглик билан аникланган т  улчов­
нинг а- аддитив эканлигини куреатамиз.

Фараз ^илайлик,

[«. Р) = 0  («„, PfI), К ,  р*) П [ау, Р;) =  0 ,  к Ф  / (6) 

булсин. У холда j^ap ^андай N  натурал сон учун
N
U [“ „> Р„) <= [а, Р) муносабат уринли булади. Бундан ва тП—\

улчовнинг аддитивлик хамда монотонлик хоссасидан 
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N

2  т [ап’ Рп) <  т !“ • р)
л=1

тенгсизликка эга буламиз. Бу тенгсизлик j^ap цандай N  
н атурал  сон учун уринли булганлиги сабабли у N-+- оо да 
^ам" уринлидир:

оо

2  т fan’ Ря) <  т Р)- (7)
п— 1

Энди тескари тенгсизликни исботлаймиз. (6) муносабатда 
а <  р булсин, у ^олда a  <  Р' <  Р муносабатни ^аноатланти- 
рувчи р' сон ^амма вакт мавжуд. F (х) функция чапдан узлук­
сиз булганлиги сабабли ихтиёрий е >  0 сон учун хар бир п 
натурал сонда а ’п <  ап муносабатни цаноатлантирувчи шундай 
ап ва а'п сонлар топиладики, улар учун

i  F K ) - F K ) < f n

муносабат уринли булади. Бундан

■ F  (Р.) -  F К )  <  F (Р„) -  F (an) +  i  (8)

тенгсизлик келиб чикади. Бу ерда Рп сон (6) муносабатдаги 
[an, PJ ярим интервални ташкил этувчи сон. а'п, ап ва Рп сон­
ларнинг олинишига асосан [ап. p;i) cz (а'п, Рп) муносабат уринли! 
Демак, [а, р) ярим интервалда жойлашган [a, Р'] сегмент сони 
саноцли (а'п, Рп) интерваллар системаси билан к,опланар экан.

14.1-Борель — Лебег теоремасига асосан бу системадан 
[a, Р'] сегментни цоплайдиган сони чекли {(а' , б V 6 = 1 , 2 ,
• • . , г)} кием системани ажратиб олиш мумкин. Агар сони 
чекли {(а' , Рп.)} интерЕаллар системаси [а, р'] сегментни к,оп-
ласа, у ^олда рп̂ ) ярим интерваллар системаси хам шу
сегментни коплайди, яъни

[a, P 'lc rU  К * .  Рл*)- 

Бундан цуйидаги муносабат бевосита келиб чикади;

[«, P')<=u, i«;k, р,*).
Бу муносабатдан .^амда т. улчовнинг аддитивлик ва мо- 
нотонлик хоссасидан
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(9)т  [а, Р') <  2  т [а^, P„ft)
*=1

тегсизликка эга буламиз. (4) тенгликка асосан т[а,  р') =  
=  F (P ')—.F(a)  ва

m[v  ( д = ^ у - д % )

тенгликлар уринли булганлиги учун (9) муносабатдан

*=i
тенгсизлик келиб читали. Бундан ва F (х) функциянинг ка­
маймайдиган эканлигидан

F ( P ' ) - £ ( « ) ^ 2  [£ (? „ )-£ (« ;)]
ГХ= 1

муносабатга эга буламиз. Бунинг унг томонидаги miFHii- 
ди остидаги нфодага (8) тенгсизликни цуллаб,

F(Р') -  F(a) <  У  [F(p„) -  F(a„)] +  е 
л = !

тенгсизликни оламиз. Бу тенгсизлик а < р '< р  муносабат- 
ни каноатлантирувчи хар цандай р' сон учун уринли бул- 
ганлиги сабабли у F (х) функциянинг чапдан узлуксизли- 
гига асосан, Р'-^Р булганда >̂ ам уринлидир, яъни

F(P) -  F{а) <  У  [F(Pn) -  F(a)] +  е.
П— 1

Бундан ва е > 0  соннинг ихтиёрийлигидан

F ® ) - F ( a ) ^ ^ [ F ® n) ~ F ( a n)}
П= 1

тенгсизлик келиб чикади. Бу муносабатдан (4) тенгликка 
асосан

П= 1
тенгсизликка эга буламиз. Бу ва (7) тенгсизлик теоре­
мани исботлайди. #
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Ш ундай килиб, Я  ярим з^ал^ада (4) тенглик билан 
аникланган о- аддитив т_улчовга эга булдик.

Бу улчовни 25-§ да баён этилган усул билан Н системани 
уз ичига олган минимал Z (Н) ^алк,ага давом эттириб, 25.3-те­
оремага асосан а-аддитив улчовга эга буламиз. Бу улчов 
F функцияга мос булган (ёки F функция келтириб чикарган) 
Лебег — Стил/пьес улчови дейилади. F функция эса ир улчовни 
келтириб чицарувчи функция дейилади.

Лебег — Стилтьес улчовининг учта муз^им хусусий з^оли 
билан танишнб утамиз.

1. Фараз к;илайлик, F (х) функция 45-§ да (1) тенг­
лик билан аникланган чапдан узлуксиз h(x)  погонали 
функция булсин. Бу функциянинг узилиш ну^таларн 
х < х 2<  . .  • < * , <  . . .  булиб, шу нук;таларга мос келган

сакрашлар эса /г, > 0 ,  /г2 > 0 ,  . . ., hn >  0, .

сонлардан иборат булсин. 1-таърифда F (л-) сифатида h (х) функ- 
цияни оламиз. У з^олда h (х) функция келтириб чик,арган а 
улчов буйича [я, 6] оралицнинг хар цандай ь^исми улчовли бу­
либ, A cz [а, Ь] тупламнинг ил улчови шу тупламга тегишли 
х, ларга мос келган ларнинг йигиндисига тенг, яъни

Н(А)  =  ^  hi ■ (10)
дг/е а

Хаци^атан, Лебег — Стилтьес улчовининг таърифидан курина- 
дики, з̂ ар бир х(- нуцтанинг улчови hi га тенг, яъни

М {*,-}) =  h i ■
оо

Агар D =  (J {х(} булса, у з^олда

цл((й, b) \  D) — О
тенглик уринли. Демак, \ik улчовнинг ташувчиси D экан. Бун- 
дан ва fx;, улчовнинг сг-аддитивлигидан хар ^андай Л с: [а, Ь\ 
учун (10) тенглик келиб чикади.

2 -т а ъ р и ф . Бирор F погонали монотон функция келти­
риб чщарган |xf  улчов дискрет улчов дейилади.

2. Фараз ^илайлик, F монотон функция \а, Ь] сегмент­
да абсолют узлуксиз булиб, унинг ^осиласи F '(х) = f(x )  
булсин. 49.8- Лебег теоремасига асосаи з^ар бир ярим ин­
тервал [а, (5)с^[а, &] учун унинг улчовини

тД-х, Р)) =  F(fj) — F{a) =  { f{x) d ц
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тенглик оркали аницлаймиз (бу ерда р улчов [а, Ь\ сегментдаги 
Лебег улчови). У ^олда, элементлари [а, Ь\ сегментнинг барча 
[а, Р) куринишдаги ярим интервалларидан иборат булган И 
системада аникланган о-аддитив mF улчовга эга буламиз. 25.2- 
теоремага асосан mF улчов И системани уз ичига олган мини­
мал Z(H) халкада аникланган о-аддитив улчовгача давом 
эттирилиши мумкин. Бу усулда аникланган j.if  улчов >̂ ар к,ан- 
дай A£Z(H)  учун

V-f{A) =  [  /(*) d R (П)
A

тенглик билан ани^ланади. -
3 -т а ъ р и ф . Агар ва и улчовлар берилган булиб С И- — 

Лебег улчови), и. (А) =  0 булган хар кандай улчовли А туп­
лам учун (Л) =  0 булса, улчовни (р. улчовга нисбатан) 
абсолют узлуксиз улчов дейилади.

Лебег интегралининг абсолют узлуксизлигига асосан (11) 
тенгликдан улчовнинг р. улчовга нисбатан абсолют узлук­
сизлиги келиб_чик;ади.

3. Фараз ^илайлик, F монотон сингуляр функция бул­
син. Маълумки, бундай функция узлуксиз булиб, узгариши 
чегараланган ва ^осиласи деярли нолга тенг. Бундан, F 
сингуляр функция келтириб чи^арган улчовнинг ташув- 
чиси Лебег улчови ноль булган тупламдан иборат экан­
лиги келиб чикади.

4 -т а ъ р и ф . Агар и,̂  ва и улчовлар берилган булиб (и — 
Лебег улчови) хар цандай битта нуктали тупламда pf  нол­
га тенг, лекин шундай р(Л) =  0 булган улчовли А туплам 
булсаки, j.if . (СА) =  0 тенглик бажарилса, и.̂  га и улчовга 
нисбатан сингуляр улчов дейилади.

Демак, бирор F сингуляр функция орцали келтириб 
чи^арилган улчов Лебег улчовига нисбатан сингуляр 
улчов булар экан.

Агар F =  F\ +  F2 булса, tnF ([а, р)) =  F (р) — F (а) =
=  Fi (Р) — Fi («) +  F2 (Р) — F2 (а) =  M Pi ([а, р) +  mFt ([а, Р))
тенгликка асосан uF =  +  ;if j .

50-§ дан маълумки (50-§, (6) тенгликка ^аранг), хар 
кандай монотон функцияни учта функция — абсолют уз­
луксиз, погонали ва сингуляр функцияларнинг йигинди- 
си сифатида ифодалаш мумкин. Бундан ва (11) т е н г л и к ­
дан ^ар кандай Лебег — Стилтьес улчови абсолют узлук-
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сиз, дискрет ва сингуляр улчовларнинг йигиндиси сифа­
тида ифода этилиши мумкин, деган мудим хулоса келиб
чикаДи-

53- §. Лебег — Стилтьес интеграли

Ф араз ^илайлик, [а, b ] сегментда аницланган монотон 
F функция орцали келтириб чи^арилган Лебег—Стилть­
ес улчови берилган булсин. Бу улчов учун Лебег интегра­
ли тушунчасини киритиб, одатдагидек, жамланувчи функ­
циялар синфини ани!у1 ашимиз мумкин. [а, Ь] сегментда 
ани^ланган f {x)  функциянинг улчов буйича Лебег 
интеграли Лебег — Стилтьес интеграли дейилади ва у цу- 
йидагича белгиланади:

j  f{x) dF (х).
а

М и с о л л а р . 1. F(x) — h(x) —  V /i(., бу ерда А(*)— nOFOHa-

îCJt
ли функция булиб, xlt хг, х3, . . . лар А (х) нинг узилиш нуцта- 
лари, А,, Аг, А3, . . . лар эса шу нущталарга мос функииянинг 
сакрашлари. F (х) функция яратган улчовнинг ташувчиси 
xlt хг, х3, . . . нук,талар эканлиги ва хар бир x i нуцтанинг ул­
чови ({jct-}) =  А,-, 1 =  1 , 2 , . . .  эканлигини 52-§ да Лебег — 
Стилтьес улчовининг биринчи ^олида курган эдик. Энди, агар

улчовга мос келган Лебег — Стилтьес интегралини олсак, 
куйидагига эга буламиз:

j  f (х) d  цг =  \ f  (х) dh (х) =  ^  f  (*t) А(..
а а 1=1

2. Агар F абсолют узлуксиз функция булса,

j  / (X) dF (X) =  j  f  (x) F' (x) dx  (1)
a a

тенглик уринли. Демак, бу >рлда Лебег — Стилтьес интег­
рали Лебег интегралига айланар экан.

Ха^икатан, агар f (x)  функция погонали функция булса, 
У ^олда [а, Ь] сегментни сони чекли ёки сано^ли, узаро 
кесишмайдиган улчовли А\,  А 2, . . .  тупламларнинг йигин­
диси сифатида ифода к,илиш мумкинки, хар бир Ак тупламда 
f  М  функция узгармас ск сонга тенг булади. Бундай функция 
Учуй улчовнинг о-аддитивлигидан цуйидагига эга буламиз:
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ь ь
j  f(x) dF (x) =  j  j{x) d u F =  j  f(x) d\xF =  V  J f(x) d \iF =
a a * Ац

= 2 ид-4*) = 2 I F'(*) d x =  2 1 F'(x)dx =
к k A\t k Аь

=  j  f  (x) F'(x) dx =  f f(x) F'(x) dx .\

Демак, погонали функциялар учун (1) тенглик уринли экан.
Энди, агар /  (ас)  ихтиёрий жамланувчи функция булса, у 

з^олда бу функцияга текис я^инлашувчи fn (х) погонали функ­
циялар кетма-кетлиги мавжуд. Бу кетма-кетликни камаймай­
диган деб ^исоблаш мумкин. У ^олда {fn (х) F' (х)} кетма-кет­
лик хам камаймайдиган кетма-кетлик булади ва у f (х) F' (х) 
функцияга деярли якинлашади. Агар ушбу

f /„(*) dF (х) =  j' fn(x) F'(x) dx
a a

тенгликда (38.12-Леви теоремасига асосан) гс-*-оо да ли­
митга утсак, (1) тенглик ,\осил булади.

Юцорида Лебег — Стилтьес улчовини цурганимизда, шу 
Улчовни келтириб чикарган F функцияни монотон ка­
маймайдиган к,илиб олган эдик. Лекин Лебег — Стилтьес 
улчовини >>ар ^андай узгариши чегараланган G(x)  функ­
ция учун ^ам аницлаш мумкин. Ха^и^атан G(x) функция 
[а, Ь] сегментда узгариши чегараланган ихтиёрий функ­
ция булсин. 47.3- теоремага асосан бундай функция иккита 
ф(х) ва ф(х) монотон функциянинг айирмаси сифатида 
ифодаланиши мумкин, яъни

G (х) =  ф (х) — г|з (х).
Энди, G (х) функция орцали Лебег — Стилтьес интеграли- 
нинг таърифига кура

ь ь ь
f /  (х) dG (х) =  j /  (х) dy  (х) — j  /  (х) d\p (х)

а а а

тенглик билан ани^лаймиз. Агар G(x) функция бошка 
Ф1(х) ва ipi(x) монотон функцияларнинг айирмаси сифа­
тида ифода этилган булса, яъни

G (х) =  фх (х) — ф, (х)
булса, у холда 
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b b b b 

J  f  (x) d<f> (x) — j  /  (x) d \ ( x )  =  j I (x) defy (x) — j  /  (x) (x)
a a a a

тенглик уринли булади. Х ^ и катан , таърифга кура 
ь ь ь
j  /  (х) dff (х) — j f  (х) dll' (х) =  ] f  (х) dG (х) =
а о а

Ь п
=  1 f  (х) dcp! (х) — \ f  (х) d f  1 (х)

а а
тенгликка бевосита эга буламиз.

54- §. Лебег — Стилтьес интегралининг баъзи бир 
татби^лари

Лебег — Стилтьес интеграли татби^ий масалаларда жу- 
да куп к>'лланилади. К,уйида шулардан баъзи бирларига 
Tj/хталиб утамиз.

Э^тимоллар назариясида тасодифий микдорнинг так* 
симот функцияси

F ( x ) = P ( |< x )
тенглик ёрдамида берилади (бу ерда Р (£ < х )  сон |  тасо­
дифий микдор цийматларининг х дан кичик булиш э.у 
тимоли). Тасодифий микдорнинг кийматлари дискрет ёки 
узлуксиз булиши мумкин. Агар £ тасодифий микдор дис­
крет булса, унинг кийматлари туплами купи билан саноцли
булади. Фараз к,илайлик, хь  х2.............х „ , . . .  лар I  тасодифий
микдорнинг цийматлари булиб, р и рл, . ■ ■ , рп , ■ ■ • сонлар 
эса шу цийматларни кабул килиш эхтимоллари булсин:

Pi « /> (§  «=*,), р , > о, 2 р £“ 1-
i

Бундай тасодифий микдорнинг таксимот функцияси F (х) 
53- § даги биринчи мисолдан таниш булган

F ( x ) -  V  pi
Х [  < Х

[a, b] сегментда сакраш функциясидан иборат булади.
[а, b] сегментда таксимот функцияси аник булган 

тасодифий микдорлар учун унинг математик кутилиши ва 
дисперсияси мос равишда

ъ
M t  =  \ xdF(x )
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b
D£ =  j  (x —  M i y  dF(x)

a

Лебег — Стилтьес интеграллари оркали топилади. Агар бу- 
ни дискрет тасодифий мицдорга татбиц этсак, мос равиш­
да ушбу йигиндиларни оламиз:

i
ва

i
Агар g тасодифий микдор узлуксиз булса, у ^олда 

унинг г  (х) та^симот функцияси абсолют узлуксиз функция 
булади. Тацсимот функциясининг F' (x)  = р(х)  ^осиласи эса 
g тасодифий микдор э^тимолликларининг та^симланиш 
зичлиги дейилади. 53- § даги иккинчи мисолга асосан 
бундай тасодифий мицдорнинг математик кутилиши ва 
дисперсияси мос равишда цуйидаги тенгликлар орца.пи 
топилади:

ь ъ
М \  =  \ x p ( x ) d x  ва D%= \ (х — M)2 p(x)dx.

а а

Энди g тасодифий микдор берилган булиб, унинг тац- 
симот функцияси F(x)  булсин, яъни

F(x) =  P ( Z < x ) .
Бонща бир т] тасодифий микдор |  тасодифий микдор би­
лан =  муносабат орцали богланган булсин. Агар 
Ф (х) функция, 1] тасодифий микдорнинг та^симот функ- 
цияси булса,у  ^олда

ь
Mr] — I xd Ф (я)

а

эканлиги маълум. Агар у = Ф ( х )  функция F (х) функция 
келтириб чи(\арган улчов буйича жамланувчи булса, 
у холда,

+ о о  -j-oo

Mr\ =  i xd Ф (х) =  j Ф (х) dF (х) =  ;Иф (£)
—ОО -00

тенглик хам уринлидир.
Лебег — Стилтьес интегралининг механика масалаларига 

татби^и сифатида цуйидагини куришимиз мумкин:

Pi
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XOY  текисликда x  узининг x u  x2, x3, . . 
рида мос равишда mlt m2, . . . , mn массалар жойлашган бул­
син. Механикадан маълумки, бирлик масса у  узининг /И (0,1) 
нук;тасида потенциал ^осил цилади. Бу потенциал х{ нуцтада- 
ги т, массага турри пропорционал .^амда М (0,1) ва (х4, 0) 
нуцталар орасидаги У  1 +  х] масофага тескари пропорционал- 
дир. Бундан, агар mi массанинг ^осил ^илган потенциалини ф,- 
билан белгиласак, куйидагини оламиз:

ф'  -  у — г ;
бу ерда с — пропорционаллик коэффициента. Демак, xlt х2, 
. . . ,хп нуцталардаги ти т2, . . . , тп массалар М  (0,1) нук­
тада

л п т,-
ф =  V  ф. =  с 2 :

1=1

потенциални з^осил к;илар экан.
Агар массанинг х  у^идаги тацсимоти узлуксиз булиб, 

т(х)  функция х  ну^тадаги массанинг зичлиги булса, у 
з^олда бу массанинг (— оо, х)  оралицдаги таксимот функ­
цияси

X
F (х) =  [ т (t) dt

—ОО

формула ор^али берилади ва М (0,1) ну^тадаги потенциал 
Куйидагига тенг булади:

Ф =  f , ° - ~ dF (х) =  с f dx.

55-§. Риман-Стилтьес интеграли

Г [а, Ь]''сегментда аникланган икки f (x)  ва ф (х) функция бе­
рилган булсин. [а, Ь] сегментни а0, аи . . . , ап ну^талар би­
лан ихтиёрий раЕишда п та булакка буламиз:
а=  о0 <  а, <  а2<  . . .  <  а ! <  an=b, max (а,— а ,_ ,)= а„ . (1)

I < К п

^ар бир [а{_ р о,] сегментда бирор х£ нуцтани олиб,
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Sn =  2  f  W  КО — Ф (a.-t)} (2)
i= l

йириндини тузамиз.
Т а ъ р и ф . Агар an нолга интилганда Sn йигинди [а, Ь] 

сегментнинг цандай булинганидан ва х£- нуцталарнинг цан- 
дай танланишидан цатъи назар аниц бир лимитга интил- 
са, у \олда  бу лимитнинг циймати f (x)  функциянинг [а, 6] 
оралицдаги у ( х )  функция буйича олинган Риман — 
Стилтьес интеграли дейилади ва цуйидагича ёзилади:

ь
lim Sn =  j f (x)dy(x) .

“ n - 0  'a

Бунда f {x)  интегралланувчи функция, ф (x) sea интег- 
ралловчи функция дейилади.

55.1-т е о р е м а. Агар [а, Ь] сегментда f ( x )  узлуксиз  
ва (р(х) узгариши чегараланган функциялар булса, у  
холда f ( x )  функциянинг у ( х )  функция буйича Риман — 
Стилтьес интеграли мавжуд в а у  шу функциянинг Л е­
бег — Стилтьес интегралига тенг.

И с б о т .  [а, Ь] сегментнинг
а =  а0< а 1< а 2<  . . . < а п ^ Ь

булинишини ^араймиз. Агар хар бир п натурал сон учун 
aj)> t =  1. 2, . . . , п ярим интервалдан £{- нуьутани их­

тиёрий танлаб, fn (х) поронали функцияни

/„(*) =  /(?,■)> at_ , s? х <  a,-, i = l ,  2 , . . . , п
тенглик билан аникласак, у холда п ->  оо да {f (х)} кетма- 
кетлик [а, Ь\ сегментда узлуксиз /(х )  функцияга текис я^инла- 
шади. Хакикатан, /(х) функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз бул­
гани сабабли хар кандай е >  0 сон учун шундай б >  0 сон 
мавжудки, | х — £ | <  6 булганда | /  (х) — /  (Е) | <  е булади. Энди 
х £ [а, Ь\ ихтиёрий нукта булсин. У холда бу нукта [«■_,, а{) 
ярим интервалларнинг бирортасига тегишли булади. Б е р и л га н  
е >  0 сон учун п натурал сонни шундай танлаш мумкинки,  
натижада [а,_р а,] ярим интерваллар узунликларининг энг 
каттасини б сондан кичик килиб олиш мумкин. У холда

i u * ) - / w i  =  i m w ( x ) i
тенгликдан хамда с(. £ а,), х £  , а() ва max (aL 
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— а- ,) <  6 муносабатлардан f(x)  функциянинг узлуксизлигига

В Р ” I f j x ) - f ( x ) \ < *
теИгсизлнкка эга буламиз. Бундан, х£ [я, b] ва е >  0 ихтиёрий 
булганлиги сабабли {fn (х)} кетма- кетликнинг п -*■ оо да f (x)  
функцияга текис якинлашиши келиб чикади.

Энди

s n=  2 f  ̂  *Ф — ф *
t=i

интеграл йигиндига fn (х) =  /  (?,), я(_ , ^  х < а { погонали функ­
циянинг Лебег — Стилтьес интеграли деб ^арашимиз мумкин. 
[а, 6) сегментни чексиз кичик булакларга булиш натижасида 
{/„W ) функциялар кетма-кетлиги [ (х) функцияга текис я^ин- 
лашганлиги туфайли (3) йигиндининг а п - * - 0  да лимита мавжуд 
ва у лимит f  (х) функциядан [я, Ь] сегмент буйича олинган 
Лебег — Стилтьес интегралини беради. Иккинчи томондан, 
худди шу лимитнинг узини, таъриф буйича, /  (х) функциядан 
олинган Риман — Стилтьес интеграли деб белгилаган эдик. * 

Энди Риман — Стилтьес интегралининг бир неча содда 
хоссалари билан танишамиз.

55.2-т е о р е м а. Ушбу
ь ь ь
\ /  (х) diр (х) - f  ] т|> (х) dip (х) =  |  {/ (х) +  Ф (х)} dip (х)

а а а

тенглик i/ринли ва бунинг чап томонининг мавжудлиги- 
дан унг томонининг мавжудлиги келиб чикади.

Й с б о т. Дар^а^и^ат,

Sn =  2 V ^  +  ф ^  ^  ~  ф =  2  ̂^  *ф (а^ ~  
i=  1 /=|

— Ф («<_[)} +  2  V (*i) {ф (fli) ~  Ф К - i »  =  S n +  s n • 
t=i

Агар ап нолга интилгаида SJ'* ва йигиндилар мос равиш­
да /, ва / 2 лимитларга интилса, у холда 5„ =  Sj|) +  5jI' ) йиган- 
ди /  =  / х 4- / 2 йигиндига интилади, бу ерда:

& ь
Ii — \ f  (*) ^Ф (х), / 2 =  ] 4  (х) d<p (х)

а а
ва
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I  =  J  {f(x) +  $(x)}d(p(x). t
a

5 5 .3 -т е о р е м а . Ушбу
ь b b

j  f  (x) dq> (x) +  j  /  (x) dxp (x) =  j  /  (x) d {cp (x) +  ф (*)}
a a a

тенглик уринли ва бунинг чап томонининг мавжудлиги- 
дан унг томонининг мавжудлиги келиб чикади.

Бу теорема 55.2- теоремага ухшаш исботланади.*
55.4-т е о р е м а. Агар а < Ь < с  бЦлса, у  холда

Ь с с

f /  (х) d(p (х) +  f f  (х) dcp (х) =  j  /  (х) dcf (х).
a b a

Бу тенглик интегралларнинг $нг томондагиси мавжуд 
булганда уринли.

Бу теореманинг исботи юкоридаги 55.2- теореманинг 
исботига j/хшаш. Аммо бунда унг томондаги интегралга 
мос йигиндини тузишда, яъни fa, b\ сегментни кисмларга 
булишда Ь нуктани булиш нуктаси килиб олиш керак.»

С

55.5- и зо  х. Шуни айтмок; лозимки, j /Ар интегралнинг
а

Ь с

мавжудлигидан f fd<p ва f fdq интегралларнинг мавжудлиги
a  b

келиб чикади. Лекин аксинчаси умуман хар вакт 
Уринли эмас. Бунга мисол келтирамиз. [— 1, +11 сегмент­
да куйидагича тузилган f (x)  ва ф(х) функциялар берил­
ган булсин:

О, агар — 1 С  х  <  О 
f ( x) — * 1_) агар о <  х  <  1

* < Н о ,
Равшанки,

х, агар — 1 <  х <  О

булса,

булса,

булса,
булса.

\ f {x)dy  (х) =  0, \  f(x)d<p(x) =  О,
- i  о

чунки [— 1,0] сегментда f  (х) — 0 ва [0,1] сегментда Ф (х) =  О 
Аммо
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f f(x)d(f(x)
— i

интеграл мавжуд эмас, чунки [— 1, 1] сегментни цисм- 
ларга булганимизда \ ( х )  ва ф(х) функцияларнинг бери- 
лишига асосан 0 ну^тани уз ичига олмаган цисмларга 
мос хадлар 0 га тенг. О нуцтани уз ичига олган ai _ 1 <  0 <  а •
цисмга мос ^ад (ноль пункта булиш ну^таси булмаган >;олда) 
цуйидагнча булади:

о,- =  |  ф (а,-) — ф (а,-_,) j /  (*,) ------------- (arap xi >  0 булса).

Бундан куринадики, х,- нолга истаганча я^ин булганда а{- сон 
истаганча катта булиши мумкин, демак, тегишли йигинди ли- 
митга эга булмайди.

ь ь
5 5 .6 -т е о р е м а , j kf  (х) dhy (х) =  k h \ f ( x ) dy ( x )

a a

(k ea h — узгармас сонлар).
И с б о т . Ха^и^атан,

j  kf (x) dhф (x) =  lim V  kf (xt) {h(p (a,.) — hep (at-_,)} =
Я Л—>00 ж*■

=  ft-A-lim У /(дс/){ф(а,-) — ф(а|-_,)} =  Л-А j/(x)*ftp(x) *
n_*“  /=? a

b b

5 5 .7 -те о р е м а . Ушбу j / (x)dq>(x) ea \cp ( x ) d f ( x )
a a

интегралларнинг бирининг’ мавж удлигидан иккинчиси- 
нинг мавжудлиги келиб чикади ва куйидаги тенглик 
уринли:

ь ь
J /  (х) d(p (х) +  f Ф(х) df ( x)  =  f ( b ) y { b )  —
а а

—  /(а )ф (а )  =  [/ (х) ф (х)] |о.

Бу тенглик булаклаб интеграллаш формуласи дейилади.



b
И с б о т . J  /  (x) dtp (x) интеграл мавжуд деб фараз цилиб,

а
(2) йигиндига ухшаш цуйидаги йигиндини тузамиз:

s n =  У  /  (xi) {ф (°i) —  Ф K -i)}  =  2 / (xi) Ф ifli)—
1=1  1=1

i=i
ь

an — b, a0 =  a булганлиги учун йигиндига [/ (х)-ф (х)] | ифода-
а

ни цушиб ва айириб ташланса, ушбу тенглик келиб чикади:

s n =  / W  Ф Ю  +  2  f  М  ф w  —  2  f  ^ '+ i) Ф ю  —  
i=i i=i

— /  (л:,) ф (а0) =[ f { x ) y ( x ) ] ba — {[f(b) —  f  (х„)] ф (b) +

+  2  ф (Xt+ J ~  f  ^ W  — f  Ф (fl)> =

=  [/(*)ф (*){  — S ' •
бу ерда S ' — сунгги катта кавс ичидаги ифода. S ' — йигин- 
дининг тузилишига диктат билан царалса, у хам S n йигинди­
га ухшаш тузилган булиб, бундаги фарк; S'n да [а, b] сег­
ментни булиш нукталари сифатида х0 =  а <  х, <  х 2 <  . . . <
<  хп =  b иуцталар иштирок этаётгани, а,, а2, . . . а„_, нук,та- 
лар (яъни S n ни тузишда булиш нукталари сифатида олинган нуц- 
талар) эса тегишлича xl< o ,< x 2, х2< а 2<  х3, . . . , хп_ ,< а п-.,<
<  хп тенгсизликларни ^аноатлантиришидадир. Равшанки, ап —
— шах (а ,-,.— а.) нолга интилганда 6 =  max (х,- . — х )  хам 

0<i<n—\ +  0< t < n —1 +
нолга интилади. Фаразимизга мувофи^, ап -*• 0 да S n нинг ли­
мита мавжуд, демак,

S ' =  [/ (х) Ф (х)]ьа — Sn
тенгликдан, юкоридаги мулохазага мувофик,, |5„-> 0 да S ' нинг
лимита мавжудлиги келиб чикади. Бу лимит эса Риман

ь

Стилтьес интегралининг таърифига кура [ ф (х) df (х) га тенг.
а
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Аксинча, сунгги интеграл мавжуд деб фараз ^илсак юкррида- 
ь

гига ухшаш, \ /  (х) dtp (х) интегралнинг мавжудлигини курса-
а

тиш  мумкин. *

56-§. Стилтьес интеграли остида лимитга утиш

5 6 .1 -т е о р е м а , [а, Ь] сегментда аникланган узгариши 
чегараланган ф (х) функция ва f  (х) функцияга текис яцин- 
лашувчи узлуксиз функцияларнинг {fn (x)} кетма-кетлиги 
берилган булсин. У %олда

ъ ь
lim j  fn М  d(P (х) =  f f  (x) dtp (x). (1)

n ~>°° a a

И с б о т .  М атематик анализ курсидаги маълум тео­
ремага асосан f ( x )  функция текис якинлашувчи узлук­
сиз функциялар кетма-кетлигининг лимита булганлиги 
сабабли узлуксиз булади. Шунинг учун 55.1-теоремага 
асосан сунгги муносабатнинг унг томонидаги интеграл 
мавжуд.

55- § нинг (2) тенглигидаги Sn йигинди учун цуйидаги муно­
сабатларни ёзишимиз мумкин:

I I =  12 f  ^  w  ~ ф (at - d  *1 ^  
i=  1 

п

<  шах I /  (х) I 2 1Ф (а,) — ф (ai_i) I <  M .V b (ф),
а < х < Ь ' /^1

бу ерда
М. — max l/^x) I.

a < x < 6 I  I

Бундан равшанки
ь

| j  /  (x) dtp (x) | <  M f Vb (ф);
a

У ^олда
ь ь

11 fn (*) dtp (x) — j  /  (x) dtp (x) | <  M,n Vba (ф).
Д a

Теорема шартига кура n -> o o  да {fn} кетма-кетлик / (х) функ­
цияга текис яцинлашганлиги сабабли
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мI n - I ■0.

Бундан (1) муносабатга эга буламиз.
5 6 .2 - т е о р е м а  (Х1елли). [а, Ь] сегментда аницлан- 

ган узлуксиз f ( x )  функция ва бу сегментнинг хар бир 
нуцтасида <р(х) функцияга яцинлаш увчи дзгариши чега­
раланган {ср„(х)} функциялар кетма-кетлиги берилган 
булсин. Агар п натурал соннинг хамма кийматлари учун

(2)

тенгсизлик бажарилса (М  (/згармас ва п га боглик брл-
маган сон), у %олда ф(х) функциянинг %ам узгариши че­
гараланган булади ва

ь ь
lim [ f (x)  d(pn ( * ) = ! /  (х) dq> (х). (3)

П - *  оо £  а

И с б о т . [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий а =  а0< а 1<  . . .<
<  ат  =  6 булинишинн оламиз. Теорема шартига кура хар бир 
х 6 [а, Ь] учун

lim ф„ (х) =  ф (х)
П—>оо

булганлиги сабабли «туртбурчак тенгсизлиги» деб ата- 
лувчи

IIФ <Ak) -  Ф (а*_,) | - 1 Ф„ (ak) -  %  К _ , )  || <

<  IФ  Ю  —  ф„ (ak) 1 +  | ф (ak_ )  —  Ф „ (afc_ , )  I

тенгсизликдан
m

2 1 ф Ю - ф К - i)
*=1

V ФпЮ - Ф пК - i)

<  2 1ф ^  ~ Фп ^  I+  2 1ф ~ Фл
A=IJ *=1

тенгсизликни оламиз. Бунга асосан
m m

2  | ф (ak) -  ф (a*_,) | =  Шп 2  | Ф„ Ю  ~  K - \ )  \ ■ (4)
ft=i k=\

ф;Дх) функциялар узгариши чегараланган булганлиги учун
m

2  | ф« ^  “  ф" I <  уЬ° (ф«)-
А=1
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Бундан ва (2) тенгсизликдан (4) га асосан
т

У I Ф К )  — Ф | ^  М

тенгсизлик келиб чикади. Бу муносабатдан ва [а, Ь] 
сегментнинг бУлинищи ихтиёрий цилиб танланганлигидан

^ ( Ф ) ^ М
тенгсизлик келиб чикади. Демак, ф(х) функциянинг уз­
гариши чегараланган экан.

Энди ихтиёрий е >  0 сон учун [а, Ь] сегментни шундаГ: т 
та fl,-], i =  1, т кисмларга буламизки, у цисмларнинг
^ар бирида узлуксиз /(х) функциянинг тебраниши —  дан ки-

ЗЛ1
чик булсин, яъни

sup / ( * ) — inf f ( x ) < ~
\<x<a[ ai_j < x<ai oM

тенгсизлик уринли булсин. У холда %
Ь т а1

j  f  (х) d(p (х) =  2 1  f  (*) d(p (x) =
0 i= 1 0(_1

« ai m aI
=  2  J r f w — /  (ai , i ) ) w + 2  /  к _ , )  j  (x).

loi—I i=l
(5) га асосан

ai

I f (/ W  -  /  dp (x) | <  - i -  V * (ф)
a /_ l  ЗЛ1 1— 1

тенгсизликка эга буламиз. Бундан

(5)

I V  г
1 2  J [ / ( * ) - /< * ,_ ,) ] лр(*) , (ф) =/=1 at'_| ' 3 М "  £—I

Демак,

=  ~  Vba (Ф) <  —. 
ЗМ ° 3

р т

J /  W  ^Ф (х) =  J  /(af_ ,)  [ф (а,-) —  Ф (а,-_,)1 +  а  |  ( | а  | <  1).
1“ I О
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Шунга ухшаш
Ь ' т

I  / м  (х)  =  2  / ( щ - 1) f<Pn щ — %  fc t-i)] +  « „ 4  ( !« J <  i)-
а (•=! а

[а, Ь] сегментнинг хар бир нуктасида (фг! (х)} функциялар 
кетма- кетлигининг ф (х) функцияга якинлашганлигидан ва шу 
сегментда f(x)  функциянинг узлуксизлигидан шундай л0 нату­
рал сон мавжудки, п >  п0 булганда

т

| 2  f  {ai - 1) К  ( а д  —  Ф„ («*_,)] ~
1*1

т
— У  f  (et-_ i) • [ф (а,)—1ф (flj_j)] | <  -

i=i 3
тенгсизлик уринли булади. Д ем ак , п > п 0 булганда, бу 
тенгсизликка асосан цуй идаги  тенгсизликни хам ёзиши­
миз мумкин:

ь ь
] ‘ f (x) d<pn (х) — ] /  (х) d(f (х) | <  е.

а а

г нинг ихтиёрийлигидан ва бу тенгсизликдан биз ис­
бот этмо^чи булган (3) муносабат келиб чикади.

М А Ш  К, У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Фараз цилайлик, а  ва Р сонлар fa, £>1 сегментдан 
олинган булиб, [a, f5] сегментнинг характеристик функ­
цияси f ( x ) ,  [р, Ь] сегментнинг характеристик функция­
си ф (Х ) булсин. Кандай а  ва 3 сонлар учун

ь
J  / (х) <*ф (х)
а

интеграл мавжуд булади? М авжуд булган хол учун 
унинг цийматини хисобланг.

2. Айтайлик, а< с< Ь  булиб,

ш (к\  =  ° .  а г а Р * < с -
- ф 1 ’ | 1 ,  агар х >  с.

Агар [а, Ь] сегментда ани^лангаи f (x)  функция х = с  нук;- 
тада узлуксиз булса, ф(х) функциянинг х = с  нуцтада 
^андай ашщланишидан катъи назар
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ь
j  /  (х) dtp (х)  =  / (с)

а

тенгликни исботланг.
3 . ( f (x)  ва ф(х) функциялар [а, Ь] сегментда погона-

ли функциялар булсин. Бу функцияларнинг узилиш нукта- 
ларига кандай шартлар цуйилганда 

ь
j  /  (х) dq> (х)
а

интеграл мавжуд булади? М авжуд булган кол учун бу 
интегралнинг кийматини >;исобланг.

4. f ( x ) функция [а, b] сегментда узлуксиз ва ф ( Х )  
функция погонали функция булганда,

ь
( f  (х) dq> (х)

а

интегралнинг кийматини кисобланг.
5. Xj, х2............ х„, . . .  ну^талар (а, Ь) интервалнинг хар

хил нукталаои булиб, си  сг, . . . , сп , . . . сонлар учун

2 м < «  к— 1
муносабат уринли булсин. [а, Ь] сегментда ^ (х )  ва ф(х) 
функцияларни куйидагича аниклаймиз:

=  { 1, агар х >  0 булса, 
чл '  \0 ,  агар х < 0  булса,

оо

ф (х )=  У  ck \p(x — xk).
1

[а, b] сегментда узлуксиз булган кар кандай f (x)  
функция учун

b  ОО

|/ (х И ф (х )  =  2 с*/(%>
a k= 1

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.
6. а  параметрнинг кандай кийматлари учун

1
х“ d sin -*• XО х

интеграл мавжуд?
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Шунга ухшаш
Ь '  т

J  f  (х) d %  (X) =  У, / (а [_ \) [ф„ К) — ф„ («,_,)] +  «„ -̂  ( ! a J  <  1).
/= 1

[а, Ь] сегментнинг хар бир нуктасида {ф„(х)} функциялар 
кетма- кетлигининг ф (х) функцияга якинлашганлигидан ва шу 
сегментда f(x) функциянинг узлуксизлигидан шундай п0 нату­
рал сон мавжудки, п >  п0 булганда

т

| 2  f  [ф" (а<} ~  ф" ~
{=1

т
—  2  f  ( ° i - 1) ’ [ф j <  -

/=1 3
тенгсизлик уринли булади. Д ем ак, п > п 0 булганда, бу 
тенгсизликка асосан куйидаги тенгсизликни хам ёзиши­
миз мумкин:

ь ь
| 1 /(*) d(pn (х) — \ /  (х) <*р (х) | <  е.

а а

е нинг ихтиёрийлигидан ва бу тенгсизликдан биз ис­
бот этмоцчи булган (3) муносабат келиб чикади.

М А Ш  К, У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Фараз килайлик, а ва Р сонлар fa, ft] сегментдан 
олинган булиб, [а, р] сегментнинг характеристик функ­
цияси f ( x ) ,  [р, b ] сегментнинг характеристик функция­
си ф(Х) бУлсин. К,андай а ва Р сонлар учун

j  /  (х) г/ф (х)

интеграл мавжуд булади? М авжуд булган хол учун 
унинг кийматини хисобланг.

2. Айтайлик, а< с< Ь  булиб,

Ф(Х) =  0, агар х <  с,
- ф ■ ’ ! 1, агар х > с .

Агар [a, Ь] сегментда аникланган f (x)  функция х = с  нук* 
тада узлуксиз булса, ф(х) функциянинг х = с  нуктада 
Кандай аникланишидан катъи назар
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j  / (x) d(f (x) =  f(c)
a

тенгликни исботланг.
3. ( f (x)  ва <p(X) функциялар [a, b] сегментда погона- 

ли функциялар булсин. Бу функцияларнинг узилиш нукта- 
ларига цандай шартлар цуйилганда

ь
f / (х) d<p (х)

а

интеграл мавжуд булади? М авжуд булган %ол учун бу 
интегралнинг цийматини ^исобланг.

4. f ( x ) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз ва <р(Х) 
функция погонали функция булганда,

ь
\ f  (х) d(f> (х)

а

интегралнинг ^ийматини ^исобланг.
5. хх, х2, . . . , хп , . . .  ну^талар (а, Ь) интервалнинг хар 

хил нукталари булиб, clt ct , . . . , сп , . . . сонлар учун

1 ы < ° °k= I
муносабат уринли булсин. [а, Ь] сегментда ^,(х) ва ф(х) 
функцияларни цуйидагича аниклаймиз:

_  / 1, агар х > 0  булса,
{0, агар булса,

'  оо

ф(*)=2 *= 1
[а, Ъ] сегментда узлуксиз булган *ар цандай f (x)  

функция учун
Ъ СО
[ f(x)d<p(x) =  ' % c kf ( x k)

а *=1

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.
6. а  параметрнинг н;андай кийматлари учун

1
f Xй d sin —XО х

интеграл мавжуд?



7. К(х )  —  Кантор функцияси (45.3-теоремадан кейин- 
ги иккинчи мисолга каранг) учун цуйидаги интегралларни 
^исобланг:

i ■! 1 - 
f х dK (x), f x2 dK (x), f К  (1 — x) dK (x).J J *)Jо о 0

8. Р^уйидаги интегралларни хисобланг
Я

а) ] sin xdq> (х),

бу ерда ф (х) =

х, агар х£  jo ,  булса,

2, агар х  =. — ва х =  л  булса,

; — агар х £  ( я  | булса;

Я

б) J (х +  2 ) d (е* sign sin х);
—Я

Я

в) J ( х — l)d (co sx  sign х).

1, агар
О, агар
— 1, агар х < б  булса.

1, агар х  >  0 булса, 
бу ерда sign х =  о, агар х =  0 булса,

X II  б о б

Т А Р Т И Б Л А Н Г А Н  Т У П Л А М Л А Р .  
Т Р А Н С Ф И Н И Т  С О Н Л А Р

57- §. Тартибланган тупламлар

>^озиргача учраган тупламлар орасида ^ациций сон­
лар туплами R, рационал сонлар туплами Q, натурал 
сонлар туплами N, бутун соцлар туплами Z ва умуман, 
Я .н и н г ихтиёрий кием туплами бопща тупламлардан 
табиий усулда тартиблангани билан фарц кнлади. Яъни 
бу тупламларнинг ихтиёрий иккита бир-биридан фар^ли
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элементининг бири иккинчисидан кичик. Урта мактабдан 
таниш булган бу муносабат " < "  белги оркали ифодала- 
нади.

1-т а ъ р и ф .  Агар X тупламда цуйида келтирилган 
туртта шартни цаноатлантирувчи муносабат аниц--
ланган б$лса, X тартибланган туплам дейилади.

1) X  тупламнинг ихтиёрий икки а ва Ь элементи учун  
а ^ Ь  ва Ь ^ а  муносабатлардан камида биттаси албатта 
дринли;

2) Агар а ^ Ь  ва Ь ^ а  булса, у  холда а = Ь;
3 ) "  муносабат транзитивлик хоссасига эга, яъни  

а ^ Ь  ва Ь ^ с  муносабатлардан а ^ .с  муносабат келиб  
чикади;

4) X тупламнинг х,ар к;андай а элементи учун  а < а  
муносабат уринли.

Бу муносабат X тупламдаги тартиб дейилади.
Агар тартибланган X тдпламнинг х ва у элементлари 

учун х ^ у  муносабат дринли булса, у  %олда х элемент 
у  элементдан олдин келувчи (кичик) ёки у  элемент х  
элементдан кейин келувчи (катта) дейилади.

Тартибланган тупламларга мисоллар келтирамиз.
1) С комплекс сонлар тупламида 2 ] ^ :г 2 деймиз, агар 

| z i K | z 2| булса, |г , |  =  |г 2| холда эса arg  Z i< a rg  г2 б^лса. 
У холда С туплам тартибланган туплам булади.

2 ) С тупламда тартибни бошца усулда хам киритиш мум­
кин. Масалан, z1 — ai +  bli ва z2 — a2 +  b2i комплекс сонлар 
учун гх <  z2 муносабат уринли деймиз, агар ах <  а2 булса, 
ах =  а2 булган ^олда эса Ьг <  Ь2 булса.

Равшанки, шу усул билан киритилган "  <  "  муносабатга 
кура С туплам тартибланган тупламдир.

3) п улчамли Rn фазода х  =  (?ъ  . . . , | я ) ва г/ =  (т]1? . . . , 
Т1Я) векторлар берилган булиб, % <  булса, у  <  х  
деб оламиз. Агар бу векторларнинг биринчи координата- 
лари тенг б^лса, у холда иккинчи координатаси катта 
булган векторни «катта» деб оламиз. Агар иккинчи 
координаталари хам тенг булса, векторларни учинчи ко- 
ординаталари буйича солиштирамиз ва хоказо. Р ав­
шанки, у холда Rn — тартибланган туплам. Одатда бун­
дай киритилган тартиб лексикографик тартиб дейилади.

4) Узбек тилида бУлган барча с^злар тупламида ал­
фавит ёрдамида тартиб киритиш мумкин. М асалан, «даф- 
тар» ^  «китоб», «кит» ^«китоб»  ва хоказо.

5) >^ар бир тупламда тартибни хар хил киритиш мум­
кин. М асалан, натурал сонлар тупламида тартибни одат- 
даги усулда эмас, балки тескарисйга киритиш мумкин:
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<  4 <  3  <  2 <  1.

6) Хар бир п натурал соннинг ягона усул билан п — 
=  2 k (2 m + l ) ( k  =  0 , 1, 2. ; т — О, 1, 2, 3, . . .  ) кури­
нишда ифодаланиши сонлар назариясида исбот этил ади. Шундан 
фойдаланиб, натурал сонлар тупламида тартибни яна куйида- 
гича хам киритиш мумкин: п =  2*(2т-\- 1) сон п, =  2*‘ (2 т ,+  
+  1) сондан олдин келувчи деймиз, агарда k <  кг ёки k =  kx 
булганда т <  т± булса. Бу усул билан натурал сонлар к,уйи- 
даги тартибда жойлашган булади:

1, 3, 5, 7, 9, . . .
2, 6, 10, 14, 18, . . .
4, 12, 20, 28, 36, . . .

Агар ихтиёрий иккита натурал сон олинган бУлиб, улар 
^ар хил йулда жойлашган булса, у ^олда олдинги йУл- 
да жойлашган сон кейинги йулда жойлашган сондан 
олдин келувчи булади. М асалан,

9 < 2 , 18<4, 20<28.
Тартибланган чекли ёки саноцли тупламларнинг элемент- 
ларини усиб бориш тартибида ёзишга келишамиз. М а­
салан, Л =  {а, Ь, с} тартибланган тупламда Демак- 
А = {а, Ь, с} ва В = {Ь, с, а) тупламлар тартибланган туп­
лам сифатида бир-биридан фарк ^нлади.

Агар А тартибланган туплам булиб, унинг В  кием 
тупламида А даги тартиб сацланган булса, В туплам А 
тупламнинг тартибланган щ см  туплами дейилади. 
М асалан, А =  {а, Ь, с, d), В= {а, с, d}, С = {с, b, d) булса, 
В туплам А  тупламнинг тартибланган кием туплами, С 
туплам эса А тупламнинг тартибланган кием тУплами 
эмас.

2 -та  ъ ри ф . Агар А тартибланган тдплам булиб, унинг 
а£  А элементи учун х ^ . а  муносабатни каноатлантирувчл 
х £  А элемент топилтса, тартибланган А тупламнинг а 
элементи биринчи элемент дейилади. Шунингдек, А тартиб­
ланган тупламнннг А элементи учун b <  х муносабатни 
каноапътнтирувчи х £ А  элемент топилтса , у  холда тар­
тибланган А т уплаш инг Ь элементи охирги элемент дейи­
лади.

5 7 .1 -т е о р е м а . У^ар кандай чекли тартибланган А теп­
лом учун биринчи ва охирги элемент мавжуд.

И с б о т . А тупламнинг ихтиёрий at £ А элементини ола­
миз. Агар у биринчи (охирги) элемент булса теорема 
исбот этилган булади. Агар у биринчи (охирги) элем ент
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булмаса, у холда д, дан олдин (кейин) келадиган а2 эле­
мент мавжуд. Агар а2 элемент биринчи (охирги) элемент 
булса\ теорема исботлаиган булади. Акс ^олда бу жа- 
раённи яна давом эттириш мумкин. Натижада тартиблан­
ган А туплам чекли булгани учун маълум ^адамдан сунг 
биринчи (охирги) элементга келамиз.

А  ва В тартибланган тупламлар булиб, акс-
лан ти ри ш  \берилган булсин. Агар А тупламдаги а ^ Ь  
муносабатдш В тупламда ф (я )^ ф (Ь )  муносабатнинг урин­
ли эканлиги келиб чицса, <р акслантириш тартибни са%- 
ловчи акслантириш дейилади.

3- т а ъ р Ц ф. Агар А ва В тартибланган тупламлар 
берилган бу\иб, тартибни са^ловчи узаро бир циймат- 
ли  ф:Л->й устига акслантириш мавжуд булса, у  хсолда 
А ва В тупламлар ухшаш. тартибланган тупламлар дейи­
лади ва А ~ В  шаклда белгиланади.

Ухшаш тартибланган тупламларга мисоллар келтира- 
миз.

1) А =  [0,1] ва В = [ а ,  Ь] ( а<Ь)  тупламлар ухшаш 
тартибланган тупламлар, чунки ф ( t ) —a + ( b —a) t  акслан­
тириш тартибни сацловчи узаро бир киймати аксланти- 
ришдир. «

2) Ихтиёрий кккита чекли А ъг В тартибланган туплам бе­
рилган булиб, улардаги элем^нтларининг сони бир хил булса, 
улар ухшаш тартибланган булади. Хакикатан, уларни мос ра­
вишда А =  {а,, . . . ,  ап) ва В =  {Ь......... ... Ьп) куринишда ёзиш
мумкин. У холда ф(я[) =  bt, i = l , n  акслантириш тартибни 
сацловчи узаро бир кийматли акслантиришдир.

Ухшаш тартибл,анган тупламларнинг кардинал сон- 
лари (^увватлари) бир-бирига тенг эканлиги бевосита
3 -таърифдан келиб чикади. Лекин кардинал сонлари тенг 
булган тартибланган тупламларнинг ухшаш тартибланган 
булиши шарт эмас. М асалан, jV =  {1, 2, 3 , . . .}  ва =  
=  {•..,— 3,—2,— 1} тартибланган тупламлар Узаро экви­
валент булиб, улар Ухшаш тартибланган эмас. Хакикатан, 
тартибни сакловчи узаро бир цийматли акслантириш мав­
жуд деб фараз килайлик. У холда N  тартибланган туп­
ламда ихтиёрий п £ N (п Ф  1) элемент учун 1 <  п муносабат 
уринли Бундан Z_ тупламда уринли булган ф (1) <  Ф (я) му­
носабат келиб чикади. Бу эса Z_ тартибланган тупламда би­
ринчи элементнинг мавжуд эканлигини курсатади. Вахоланки, 
Z_ тартибланган тупламда биринчи элемент мавжуд эмас.

5 7 .2 -т е о р е м а . Ихтиёрий тартибланган А, В, С туп­
ламлар учун куйидаги жумлалар уринли:

1) А  ~  А (рсфлексивлик хоссасиу,
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2) А ~  fi булса, В ~  А (симметриклик хоссаси);
3) агар А ~  В ва В  ~  С булса, А ~  С (транзитивлик 

хоссаси),
И с б о т . 1) Барча а £ Л учун ср(а) =  а акслантириш 

тартибни сацловчи узаро бир кийматли ф : А-+- А акслантириш 
вазифасини утайди. Демак, А ~  А . .

2) Агар ф : А -*■ В  акслантириш тартибни сакловчи узаро 
бир кийматли акслантириш булса, у холда ф~х : В -+■ А акслан­
тириш хам тартибни сакловчи узаро бир кийматли аксланти­
риш булади. ^акикатан, ф-1 :В->-Л  акслантиришнинг узаро 
бир кийматли акслантириш эканлиги ф : А В  акслантиришнинг 
узаро бир кийматли акслантириш эканлигидан келиб чикади. 
Энди ф~ г : В-*-А  акслантиришнинг тартибни са^товчи акслан­
тириш эканини курсаташз. Фараз килайлик, л: £ б  ва у  £ В 
элементлар ихтиёрий булиб, х  <  у  булсин. У холда ф- 1 : В-*-А 
акслантириш узаро бир кийматли акслантириш булганлиги учун 
шундай ягона а £ А ва Ь £А  жуфт топиладики,

а =  ф- 1  (Х) ва ь =  ф“ 1 (у))] (1)

булади. Булардан мос равишда х  =  ф (а) ва у  =  ф (Ь) муно­
сабатга эга буламиз. Натижада х  <  у  муносабатдан ф(а)<ф(6) 
муносабат келиб чикади. Бундан, ф : А В акслантириш тар­
тибни сакловчи узаро бир кийматли акслантириш булгани учун 
а <  Ь муносабатни оламиз. Хакикатан, агар а >  Ь булганда эди 
ф(а) 3* ф(й) булиб, зиддият хосил булар эди. Натижада (1) 
муносабатга асосан ф—1(jc) =  а <  b =  Ф-1(У), яъни Ф—1(х) <
<  Ф~ \у )  булади. Демак, ф "1: fi Л акслантириш тартибни 
сакловчи акслантириш экан. Шунга кура fi ~  А булади.

3) Агар ф : А -*■ fi, ф : В -*■ С  тартибни сакловчи узаро бир 
Кийматли акслантиришлар булса, у холда ф о ф : Л -+■ С акслан­
тириш хам тартибни сакловчи узаро бир кийматли аксланти­
риш булади.

Хакикатан, а £ Л, Ь £А  учун булсин. У холда
Ф : Л - > б  акслантириш тартибни сакловчи акслантириш булган­
лиги учун ф(а) <  ф(&) (ф (а) £ fi, ф (Ь) £ В). Бундан, ф : fi->-C 
акслантиришнинг хам тартибни сакловчи акслантириш эканли­
гидан, ф[ф (а)] <  ф[ф (6)] муносабат келиб Чикади.*

57.2-теоремадаги 1)—3) хоссаларга ку р а  — муносабат 
эквивалентлик муносабатидир. Шунга кура тартибланган 
тупламлар Узаро .кесишмайдиган синфларга ажралади. 
^ а р  бир синфга бирор белги мос кУйилиб, бу белги шу 
синфнинг тартиб типи дейилади. Турли синфларга турли 
белги мос кУйилади.

Мазкур синфдан олинган тартибланган Л тупламнинг тар­
тиб типи деб, шу синфнинг тартиб типини олинади ва уни 
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А оркали белгиланади. Шундай килиб, А ва_В  тартибланган 
тупламлар ухшаш тартибланган булса, А =  В, акс ^олда эса 
д  ф  £  Куп учрайдиган тартибланган тупламларнинг тартиб 
типларини ифодалаш учун махсус белгилар кабул цилинган. 
М асалан, 1) Л =  {1, 2.........п} тупламнинг тартиб типи п би­
лан  белгиланади. Шундай килиб, чекли тартибланган туплам­
нинг кардинал сони ва тартиб типи битта белги билан ифода- 
ланади. Белгилашнинг бу кулайсизлик томони одатда англа- 
шилмовчиликка олиб келмайди.

2) N =  { 1 , 2 , . . . }  тартибланган тупламнинг тартиб типи со 
оркали белгиланади. Натурал сонлар _тупламининг куввати с0

оркали белгиланади. Демак, N — оо, N =  с0.
3) Z_ — {. . ., — 3, — 2, — 1} тартибланган тупламнинг 

тартиб типи со* билан белгиланади. Белгиланишга кура
Z _  =  со* ва Z_ =  со. Равшанки, тёскари тартибда тартиблан­
ган натурал сонлар туплами N  =  { . . . ,  3, 2, 1} нинг тартиб 
типи хам со* булади. Умуман, А тартибланган туплам булса, 
тескари тартибланган А* туплам к.УЙидагича аникланади: А* 
туплам А тупламнинг элементларидан иборат. Агар А тартиб­
ланган тупламда а <  b муносабат уринли булса, А* тупламда 
b ^  а деб олинади. Натижада А* тартибланган туплам булади. 
Агар тартибланган А тупламнинг тартиб типи а  булса, тартиб­
ланган А* тупламнинг тартиб типи а* оркали белгиланади. 
Тескари тартибнинг аникланишига кура (а*)* =  а  муносабат 
келиб чикади. Тартибланган чекли туплам учун п* =  п булиши 
равшан.

Табиий усулда тартибланган бутун сонлар туплами 
Z = { . —2, — 1,0,1, . . . } нинг тартиб типи я билан бел­
гиланади. Тартибланган рационал сонлар туплами Q нинг 
ва тартибланган какикий сонлар туплами R нинг тартиб 
типлари мос равишда ti ва К оркали белгиланади. Ушбу 
зт* =  л, Т1* =  т], Х* = Х тенгликлар уринли.

58-§. Тартиб типлари арифметикаси

Т а р т и б  т и п л а р и н и н г  й и г и н д и с и .  Фараз 
Килайлик, А ва В тупламлар узаро кесишмайдиган тар­
тибланган тупламлар булиб, уларнинг тартиб типлари 
мос равишда а  ва р га тенг булсин. А\]В — С тупламда 
КУйидагича тартиб киритамиз. Агар С дан олинган а ва b 
элементлар: 1) иккаласи хам А тупламга тегишли булса, 
уларнинг А даги тартиби С да хам сакланади, 2) шунинг- 
док, иккаласи хам В тупламга тегишли булса, уларнинг
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В  даги тартиби С да хам сакланади, 3) бири, масалан, а £ Л,  
иккинчиси Ь £В  булса, а ^ Ь  деб оламиз. Натижада хосил бул­
ган С тартибланган тупламни Л ва В тартибланган тупламлар­
нинг тартибли йигиндиси дейилади.

1 - т а ъ р и ф .  а  =  Л ва р =  £  тартиб типларнинг йигин­
диси деб, С =  A  U В тартибланган тупламнинг тартиб ти- 
пига айтилади ва а  +  (3 оркали белгиланади.

Чекли тартиб типлари а, р учун уларнинг йигиндиси 
натурал сонларнинг оддий йигиндиси билан устма-уст 
тушади.

К,улайлик учун бир элементли туплам ва буш туп­
ламни ^ам тартибланган туплам деб ^исоблаймиз ва 
уларнинг тарткб типларини мос равишда 1 ва 0 оркали 
белгилаймиз. Тартиб типларининг йигиндисига бир неча 
мисол курайлик.

1) o'* +  ® =  я  Хакикатан, масалан, Z _  =  {. . ., — 3, — 2,
— 1} ва /V =  {1, 2, 3, . . .} тартибланган тупламларнинг тар­
тибли йигиндиси Z _  — 2, — 1, 1, 2, . . .} ~  Z =  
=  { . . . ,  - 2 ,  - 1 ,  0, 1, 2, . .

2) со -f- со* Ф- л. Чунки, N [} Z_ — {1, 2, 3, . . .  , . . . ,— 2,
— 1} тартибланган тупламда биринчи Еа охирги элементлар 
мавжуд, вахоланки, Z — {. . . — 1,0,  1 , 2 , . . . }  тартибланган 
тупламда биринчи ва охирги элементлар мавжуд эмас. Демак, 
со* +  со Ф  со +  ш*, яъни тартиб типларининг йигиндиси комму - 
тативлик (урин алмаштирнш) хоссасига эга эмас.

3) 1 +  со =  со. Дарх^ци^ат, Л =  {0} ва N  =  {1, 2, 3, . . .} 
тартибланган тупламларнинг тартибли йигиндиси Л (J Аг =  
=  {0, 1, . . .} ~  N  =  {1, 2, 3, . . .}. Умуман, гг +  со =  со.

4) со +  1 Ф  со, чунки N U А =  {1, 2, 3, . . ., 0} тартибли туп­
ламда охирги элемент — 0 мавжуд, N =  {1, 2, 3, . . .} да эса 
охирги элемент мавжуд эмас.

5 8 .1 -те о р е м а . Ихтиёрий a, р,-у> тартиб типлари учун 
цуйидаги муносабатлар уринли:

1) а +  (р + v) =  (а +  р) +  у,
2) а +  0 =  0 +  а =  а;
3) (а +  Р)* =  р* +  а*.
И с б о т .  Л, В, С тартибланган тупламларнинг тартиб тип­

лари мос равишда а, р, у булсин. 1) а  +  (Р +  у) =  (а +  P)+Y 
муносабат Л U (В (J С) — (A U В) U С тенгликдан келиб чи­
тали. 2) a  +  0 =  0 - f a  =  a  муносабат эса Л и  0  =  0  U А =  
=  Л тенгликнинг натижасидир.

3) (а  +  р)* =  (A (J В)* =  В* U А* =  В* +  Л* =  Р* +  а * .,
Т а р т и б  т и п л а р и н и н г  к у п а й т м а с и .  Л ва В тар­

тибланган тупламларнинг Декарт купайтмаси Л X В да цуйи- 
дагича тартиб киритамиз: (а}, bt), (аг, Ьг) £ А х В  элементлар 
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vuvh (a-, b,) <  (a„ bo) дейилади, агар В тартибланган тупламда 
b <  b2 булса ёки b, =  b.2 булган холда А тартибланган туп­
ламда ai <  а 2 булса. __

2- та  ъриф.  а  =  Л ва р =  В тартиб типларининг тар- 
тибли Декарт купайтмаси деб, А х  В тартибланган туп­
ламнинг тартиб типига айтилади ва а -Р оркали белгила-

^Купайтириш  амали йигинди амали каби коммутативлик хос-
/'ягигя эга эмас. Масалан,

{1 2} х  N =  {(1, 1), (2, 1), (1, 2), (2, 2), (1, 3 ) , (2 3 ) . . .}, 
N  х{ 2} -  { (1 , i ) ,  (2 , 1) (3 , 1), • • (1 , 2 ) , (2 , •}
тенглнклардан 2 со =  {1, 2} X N  =  со ва со-2 =  N У: {1, 2} -  
=  со +  со муносабат келиб чикади. Равшан™, со +  со =?= со. де-
мак, 2 -со =ф= со• 2.

5 8 .2 -те о р е м а . Ихтиёрий а, р, у тартиб типлари учун:
1)’(a-P)-v =  « (P-y);
2) а - 1 =  1 -а =  а;
3) а -О =  0 -а =  0;
4) a-(p +  Y) =  «-P +  a  V-
Теореманинг исботи 58.1-теореманинг исботига ухшаш 

булгани учун уни исботлашни укувчига колдирамиз.

59- §. Тула тартибланган тупламлар

1-т а ъ р и ф .  Агар тартибланган А тупламнинг ихти­
ёрий буш булмаган тартибланган кием туплами биринчи 
элементга эга булса, А туплам тула тартибланган дейи­
лади.

Таърифга кУшимча сифатида буш тупламни хам тУла 
тартибланган туплам деб хисоблаш кулай.

Тула тартибланган тупламнинг тартиб типи тартиб 
сон дейилади. Чексиз тартиб сонлар трансфинит сонлар 
дейилади.

Т^ла тартибланган тупламларга мисоллар келтирамиз.
1) Барча тартибланган чекли тупламлар тула тартиб­

ланган булади. Бу 57.1-теоремадан бевосита келиб чи- 
цади.

2) N = { 1 ,2 ,3 ,. . .}  туплам тула тартибланган тУплам- 
дир.

Х,акикатан, М  туплам N  тупламнинг ихтиёрий буш булма­
ган кисми булсин. М  тупламдан ихтиёрий m £ М  элементни 
оламиз. Агар m элемент М  туплам учун биринчи элемент бул­
са, 1-таърифга асосан N  туплам тула ' тартибланган булади. 
Агарда m элемент М  туплам учун биринчи элемент булма- 
са, Nm =  (1, 2, . . . , m) cz N  тупламни ^араймиз. У ^олда
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М  П N m туплам буш булмаган чекли тартибланган тупламдир.
57.1-теоремага асосан бу туплам бирор биринчи тп элементга 
эга. М ва N m тупламларнинг тузилишига асосан бу элемент 
М  туплам учун хам биринчи элемент булади.

Куйидаги мисоллар хам худди шунинг сингари курсатилади
3) N X  {1, 2} =  {(1,1), (2, 1), (3, 1), . . . (1, 2), (2, 2), (3, 2) ,  

. . .} туплам тула тартибланган туплам.
д\ д —  / 1  — п 1 — А  2п-\- 1

( 2 ’ 3 ’ 4 ’ ‘ л + 1 ............ ’ 2 ’ 3* ' ‘ ' я + 1
о  5 8 Зп +  2 ) „ „ ,2, —, —, . . . — , , . . .J туплам тула тартибланган туплам

Аксинча, куйидаги тупламлар тула тартибланган эмас:
5) R  — ( —  оо ,  о о ) ,  чунки бу тупламда биринчи элемент 

мавжуд эмас.
6) В  — [а, Ь], чунки Вх =  (а, Ь] тартибланган кием тупламда 

биринчи элемент йук-
7) Z _  =  { . . . . ,  — 3, — 2, — 1} тупламда хам биринчи эле­

мент йук-
59.1 - т е о р е м а. 1) тула тартибланган тупламнинг 

ихтиёрий тартибланган цисм туплами хам тула тартиб­
ланган; 2) А еа В тула тартибланган тупламларнинг тар­
тиб ли  йириндиси A UB хам тула тартибланган; 3) А еа В 
трла тартибланган тупламларнинг тартибли Декарт ку- 
пайтмаси хам тула тартибланган туплам.

И с б о т .  1) жумла бевосита 1-таърифнинг натижаси- 
дир.

2) А[}В нинг ихтиёрий тартибланган кием туплами 
С ни олайлик. Агар С [ ] А ф 0  булса, у холда тартиблан­
ган С Г) А кием туплам А тупламнинг хам тартибланган 
Кием туплами булгани учун биринчи элементга эга (чунки 
А туплам тула тартибланган). Бу биринчи элемент С 
туплам учун хам биринчи элемент булади (чунки С аА \}В  
ва С [ ) А ф 0 ) .  Агар С[\А = 0  булса, аввалги мулоказани 
Cf\BczB туплам учун такрорлаймиз.

3) С ei  А х  В  тартибланган кием тупламнинг биринчи эле­
менти мавжудлигини курсатамиз. В тупламдан ихтиёрий у  £ В 
элементни тайинлаб олиб, ушбу (А, у) — {(х, у ) : х £ А ,  у  — 
тайинланган ва у  £ В)  белгилашни киритамиз.

Фараз килайлик,
В1 =  {^/£Б:(Л , у) П С Ф 0 )

булсин. B \ d B  ва тартибланган кием туплам эканлиги 
равшан. Шунинг учун В х туплам 1-таърифга асосан би­
ринчи b 1 элементга эга.
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Энди At =  {х £ А : (х, Ьх) £ С} булсин. Агар С ф  0  булса, 
Л cz А ва Ai Ф 0  эканлиги равшан. Демак, /4г туплам ^ам 
биринчи ах элементга эга. У ^олда 58-§ да А ва В  тартиб­
ланган тупламларнинг Декарт купайтмаси А х  В да киритил­
ган тартйбга асосан (оь  Ьх) элемент тартибланган С цисм туп­
ламнинг биринчи элементи булади.*

59 .2- т е о р е м а. Тартибланган туплам тула тартиб­
ланган булиши учун шу тупламнинг со* тартиб типига 
эга булган тартибланган к,исм туплами мавжуд булмас- 
лиги зарур ва кифоядир.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Ха КиКатан, тартиб типи со* 
булган тартибланган туплам биринчи элементга эга эмас. 
Демак, тула тартибланган тупламнинг тартиб типи со* 
булган тартибланган кием туплами мавжуд эмас.

К и ф о я л и г и .  Агар туплам тула тартибланган булмаса, 
унинг биринчи элементга эга булмаган кием туплами мавжуд. 
Шу цисм тупламдан ихтиёрий а _ 1элементни оламиз. a_ j би­
ринчи элемент булмагани учун ундан олдин келадиган о_2 эле­
мент мавжуд. а_2 хам биринчи элемент эмас, демак, ундан 
з̂ ам олдин келадиган а_3 элемент мавжуд ва хоказо. Равшан- 
ки, Аг =  {. . . ,  а_ j ,  а_2, а .л } тартибланган цисм тупламнинг 
тартиб типи со*.*

5 9 . 3 - т е о р е м а  (трансфинит индукция принципи). А 
тула тартибланган туплам брлиб, Р(х )  белги А туплам­
да рзгарувчи х  элементга бог лик  булган бирор матема­
тик жумла булсин. Агар А тупламнинг биринчи а0 эле­
менти учун Р(а0) жумла тугри булса ва ихтиёрий а £ А  
элемент учун Р(х) жумланинг барча х <  а учун тугри экан- 
лигидан Р(а) жумланинг хам туррилиги келиб чикса, у  х,ол- 
да Р(х) жумла барча х £ А  учун х;ам myFpu булади.

Ис б о т .  Р(х) жумла тугри булмаган х  элементлар туп­
лами Ах булсин. А туплам тула тартибланган булгани учун 
унинг Аг тартибланган цисм тупламида биринчи а' С Ах элемент 
мавжуд. А 2 =  { х £ А  : х < а ' }  белгилаш киритамиз. А2ф 0 ,  
чунки, масалан, а0 £ А„. Ихтиёрий х  <  а' учун Р(х) жумла 
тугри булгани сабабли шартга кура Р(а)  жумла ^ам тугри. 
Яъни а’ £ А ^демак, Лх =  0 .*

МАШК,  УЧУН М А С А Л А Л А Р

1. Тартибланган санокли А тупламнинг тартиби кан­
дай булишидан катъи назар одатдаги усул билан тартиб­
ланган Q рационал сонлар тупламидан шундай Q0 кис- 
мини (Q0 тупламдаги сонлар Q тупламдаги сонлар каби
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жойлашган) ажратиш мумкинки, Qo туплам билап Д 
туплам ухшаш тартибланган булади. Шуни исботланг.

2. А тартибланган туплам бу'либ, а  6 А булсин. А туп­
ламнинг а элементидан олдин келувчи барча элементлари 
туплами А тупламдан а элемент оркали кесиб олинган 
кесма дейилади.

Агар А  тартибланган туплам булиб, Я  унинг барча 
кесмалари туплами булса, Я да тартиб киритинг хамда 
Я  ва Л тупламларнинг ухшаш тартибланган тупламлар 
эканлигини исботланг.

3. Агар Л ва В тупламлар т^ла тартибланган туплам 
булса, у к°лда уларнинг бири иккинчиси билан ёки ик- 
кинчисининг бирор кесмаси билан ухшаш тартибланган 
булади. Шуни исботланг.

4. X  тартибланган туплам булиб, унинг ^ар бир санок­
ли кисми тула тартибланган б^лса, X  тупламнинг тула 
тартибланган эканлигини исботланг.

XIII боб  

КУШИМЧАЛАР

60-§. Функциянинг тебраниши.
Функциянинг узилиш ну^талари тупламининг тузилиши

Тугри чизикдаги бирор Е  тупламда f(x) функция берилган 
булиб, х £ Е  нук;та Е  туплам буйича унинг а £ Е  лимит нуц- 
тасига интилсин: х-*- а. У холда f  (х) функция ^еч кандай ли- 
митга ннтилмаслиги мумкин. Бундай холда f(x) функциянинг 
х  нукта Е туплам буйича а нуктага интилгандаги юкори ва 
Куйи лимитлари урганилади.

}^ар бир 6 >  0 сон учун а нуктанинг (а — б, а +  6) атро- 
фини олиб, М 6 ва т6 сонлар билан мос равишда / (х) функция­
нинг Е  П (а — б, а +  б) тупламда кабул киладиган киймат- 
ларининг юкори ва куйи чегараларини белгилаймиз, яъни

М6 =  sup [Ц(х)],
jrg£p|(a—6, а+6)

т6 =  inf [/ (*)],
jrg£p(o—6, a+6)

б сон камайганда М & сон, унинг таърифланишига асосан, фа- 
кат камайиши мумкин. Шунинг учун ^ам 0 да М 6 аник, 
лимитга интилади, яъни ушбу lim М & лимит мавжуд. Бу ли-

fi-rtO
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митни (агар *ар кандай б >  0 учун М 6 =  +  оо булса, бу ли­
мит 4-оо га тенг булади) f(x) функциянинг х  нукта Е туп­
лам буйича а нуцтага интилгандаги юкори лимити дейилади 
ва

Hrrf'/M ёки, к и с к а р о ^ П т :/
х—>а а» Ё л
Х£Е

куринишда белгиланади.
Шунингдек, б камайганда т6 сон, унинг таърифланишига

асосан,' фацат ортиши мумкин. Шунинг учун хам 8-»- 0 да 
ушбу lim т6 лимит мавжуд. Бу лимит Urn f(x) ёки П т f  ку-

6~>0 х—*а а. Е
х

ринишда белгиланади ва /  (х) функциянинг л: нуцта Е туплам 
буйича а нуцтага интилгандаги куйи лимити дейилади. Шуни 
хам айтиш керакки,

lim f(x) — — ос.
х - ,а
х£Е

тенглик факат хар кандай б сон учун т6 — — оо булгандагина 
уринли булади. Ушбу

lim /  ^  lim /  
аГн а>Е

тенгсизликнинг уринли эканлиги ю^ори ва куйи лимит- 
нинг таърифидан келиб чикади.

Хусусан, агар а£Е булса, у ^олда
lim /  <  / (а) <  lim /. 
oTF а• Е

Агар Е  =  R 1 булса, куйидаги содда белгиларни ишлатамиз: 
Н тд f, lima j.

Куйидаги теоремани исботсиз кслтирамиз.
60.1-т с о р е м а. Бирор Е тупламда аникланган f (x)  

функция х узгарувчи Е  туплам буйича а нуцтага як^ин- 
лашганда аник, лимитга эга булиш и учун цуйидаги шарг- 
нинг бажарилиши зарур ва кифоя:

f-

Бу холда
■ 1*тя p f — НгПд.р / = Йт0.Е /

Бу теоремадан ва функциянинг узлуксизлиги таърифи­
дан куйидаги натижа келиб чикади:



60.2- н а т и ж а .  f ( x )  функция узининг анщ ланиш  со- 
хасига тегишли а нуцтада узлуксиз булиши учун Щ)йидаги 
шартнинг бажарилиши зарур ва кифоя:

Н та /  — Шпа /.
Бу >;олда

lima /  =  lima f  =  f  (а).

60.3-и зо ^ . Агар Пгпа £. /  =  — оо булса (бу фак;ат а нуь;- 
та £  га кирмагаи холдагина булиши мумкин, чунки е £ Е  бул­
ганда
Нша_ Е f  >  f(a)), у ^олда Н та_ £ /  =  — оо, шунинг учун хам

ШЬа £ /  =  — оо .

Шунга ухшаш, агар lima Е /  =  +  оо булса, у з^олда 
П та Е f  =  +  оо, шунинг учун х;ам П т0 Е /  =  +  оо.

Т а ъ р и ф .  /  функция Е тупламда анщланган булсин. 
Ушбу

a a . E f  =  ^ a , E f  —  V™a . E f
ифода /  функциянинг а £ Е  нуктадаги Е туплам буйича теб-
раниши дейилади. ___

Функция тебранишининг таърифланишига кура юьрри lima_ Е 
ва куйи lima £ / лимитлар чекли булса, соа £ сон манфий эмас, 
Агар 1\уйидаги шартларнинг камида биттаси бажарилса: 
lim а>£ / =  +  о о ,  lima Е f  =  — оо ,  соа £ /  сон +  оо га тенг бу­
либ, бошка ^олнинг, яъни lima £ f = — оо ёки Н тя Ef  =  +  оо  

холнинг булиши мумкин эмас, чунки f  (х) функция а нуктада 
аниц f(a) кийматни ^абул цилади ва

~ ^ Д. В /  >  f  (д ) >  И т Д. Я /•

Шундай цилиб, соа £/  сон ё манфий эмас, ёки +  оо га 
тенг. Агар £  туплам R  тупламдаги сегмент ёки интервал бул* 
са, соа Е f  белгилаш урнига соддарок соа / белгилашни ишла- 
тамиз.

Энди юкоридаги 60.2-натижани цуйидагича айтиш мумкин:
6 0 . 4 - т е о р е ма .  £  тупламда аникланган f  (х) функция­

нинг а £ Е  нуктада узлуксиз булиши учун wa E f  соннинг 
нолга тенг булиши зарур ва кифоя.

Бу теоремадан фойдаланиб, цуйидаги теоремани исботлай­
миз:
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60 .5 - т е о р е м а .  Тугри чизикдаги бирор очик ёки ёпщ  Е 
тйпламда аникланган f  функциянинг узлуксиз нукталаридан 
иборат С теплом G6 типидаги тупламдир (у буш ёки Е га
тенг булиши хам мумкин).

Бу теорема куйидаги теоремага эквивалентдир:
60.6- т е о р е м  a. f функциянинг узилиш нукталаридан 

иборат D т$плам Fb типдаги тупламдир1.
Бу теореманинг исботи куйидаги леммага асосланган:
60 . 7 - ле мма .  Берилган е мусбат сон учун

(oX'E f >  в
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча нукталардан иборат 
£ ;(е) туплам ёпикдир.

И с б о т .  а нукта £ ;(е) тупламнинг лимит нуктаси булсин. 
У ^олда а нуктанинг ихтиёрий (а — б, а +  б) атрофида 
® £ / > е  тенгсизликни каноатлантирувчи а' нукта мавжуд. 
М  ва т билан мос равишда /  функциянинг (а—б, а +  б) атроф- 
даги юкори ва куйи чегараларини белгилаймиз. У холда 
а' £ (а — б, а +  б) муносабатдан

M j^ f im a,g/;” limfl, f > m

муносабатга эга буламиз.[Бундан хар кандай е > 0  сон учун

М Ы т > % 1Е?>* (1)

тенгсизлик келиб чикади. Фараз килайлик, энди, ©а |£ / <  е бул­
син. У холда (а — б, а +  б) атрофни шундай танлаш мумкин­
ки, натижада М  — т <  е тенгсизлик хам уринли буларди. Бу 
эса (1) тенгсизликка зид натижага олиб келади. Демак, 
“ а. £ /  >  е булиб, а^Е^в) экан.*

60.6-т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  60.4-теоремага асосан/

функциянинг барча узилиш нукталари туплами U £Д  )
ц  л = 1  I \  п  /

йигиндига тенг булади. 60.7-леммага асосан эса Ef ( —  ̂ туп­

лам ёпик тупламдир. Бундан 21-§ даги 2- таърифга асосан
И £ , ( - М  тупламнинг F. типидаги туплам эканлиги келиб чи- 
Л=1 1\ п I

1 Бу теоремадан R \ D  тупламнинг Сй типидаги туплам эканлиги бево­
сита келиб читали. £  туплам очда; ёки ёпи^ туплам булгани учун у G6 ти- 
пвдаги тупламдир. С =  Е f] ( R \ D )  туплам Ge типидаги иккита тупламнинг 
к^пайтыаси булганлиги учун у  ^ам G6 типидаги тупламдир.
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Кади. Шу билан 60.6- теорема исботланди. Бундан унга экви­
валент булган 60.5- теореманинг хам исботи келиб чикади.*

61- §. Узлуксиз чизиклар. Ж ордан ва Пеано чизицлари

Текисликдаги чизик деганда текисликда каракат ки- 
лувчи моддий нуктанинг изини тасаввур киламиз. Бу, ал- 
батта, кеч кандай таъриф эмас. Ж ордан чизикнинг таъ- 
рифини куйидагича берган:

Текисликдаги чизи% деб, х, у  координаталари

* = Ф  ( О ,
У =  Ч> .(*),_ (1)

тенгламаларни , цаноатлантирувчи текисликдаги барча 
нуцталар тупламини айтилади, бу ерда ф (t),  лар
t o ^ t ^ T  сегментда аникланган узлуксиз функциялардир.

Бу маънодаги чизик Ж ордан чизиги дейилади.
Ж орданнинг таърифи чизик тугрисидаги тасаввуримиз- 

га тугри келади. Дакикатан, агар t узгарувчини вакт деб  
карасак, у колда (1) тенгламалар t вактнинг [?0, Т] 
ораликдагн турли кийматларида текисликда каракат ки- 
лувчи нуктанинг координаталарини ифодалайди.

Шуниси кизикки, ф (t) ва ф(/) узлуксиз функцияларнй шун­
дай танлаш мумкин эканки, текисликдаги бирор квадрат ичи- 
даги хар бир нуктанинг координатаси бирор t  £ [/„, Т]  да (1) 
тенгламалар билан аникланади.

Шундай килиб, Ж ордан чизиги i узгарувчи [f0, Т\ 
сегментда узгарганда квадратнинг ичидаги кар бир нук- 
тадан утиб, квадратнинг юзини тулдириши мумкин.

Айтиб утилган хоссага эга булган чизиклар Пеано 
чизик,лари дейилади, чунки бундай чизикларнинг мав- 
жудлигини Пеано курсатган. Агар [/о, Л  сегментдаги 
турли t ларга текисликнинг турли нукталари мос келса, 
(1) тенгламалар билан берилган Ж ордан чизиги содда 
ёй ёки каррали ну^тасиз Ж ордан чизиги дейилади. Агар 
t = t o  ва t = T  ларда (1) тенглама текисликда б и т т а г и н а  
нуктани ифодаласа, яъни Ж ордан чизигининг б о ш л а н г и ч  
нуктаси М 0}ф (/о ), it>(A))} ва охирги нуктаси Л1 }-ф( Г ) , ip ( 7 /  
устма-уст тушса, Ж ордан чизиги ёпик, дейилади. Агар 
[/о,  Л  сегментда t 0 ва Т  лардан бошка текисликда б и т т а  
нуктани ифодаловчи турли U ва t2 лар мавжуд булмаса, 
ёпик. Ж ордан чизиги содда ёпик, контур ёки каррали нуЦ- 
тасиз ёпик, Ж ордан чизиги дейилади.

Агар Ж ордан чизигини ифодаловчи (1) т е н г л а м а л а р  
t нинг икки ёки ундан ортик• кийматларида т е к и с л и к д а
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биттагина нуцтани ифодаласа, бундай нуктани Ж ордан 
ч и з и р и н и н г  каррали нуктаси дейилади.

К,уйидаги теоремаларии исботсиз келтирамиз.
6 1 . 1- т е о р е м а .  \ а р  цандай содда ёпик Ж ордан чи- 

зиги текисликни иккита очик тупламга ажратади, бу 
тупламларнинг бири чизищ а нисбатан ички булиб, ик- 
кинчиси эса ташки булади.

6 1 . 2 - т е о р е м а .  \а р  кандай Пеано 4U3UFU каррали  
нуцталарга эга.

62- §. Турриланувчи чизнклар

Ушбу
х = Ф  ( / ) ,

*/=Ц>(0
тенгламалар Ж ордан чизирини ифодаласин, бу  ерда 
Ф ( t )  ва -ф (^) [/0, Т 1 сегментдаги узлуксиз функциялар. 
[f0, 7"] сегментни

нуцталар билан ихтиёрий п кисмга 'буламиз ва
Хы = ф (/ft),.

Ун =  *  (*а)
белгилашларни киритамиз.

Учлари М 0(х0, у 0), M 1(x1 f'yx) ............
Mn (xn, yn) нуцталардан иборат булган синиц чизицни тузамиз. 
Бу синиц чизицни Жордан husufu ичига чизилган синщ  чи- 
31Щ дейилади. Агар М к ва М к+] нуцталарни туташтирувчи 
кесманинг узунлигини Ск оркали белгиласак, у холда тузилган 
синиц чизицнинг периметри ушбу сонга тенг булади:

П—1
р  =  У  с*.JB* *

к= О
Аммо

С к — У  (хк+1 Хк)- +  (yk+1 ук)~

булгани учун
П—I

^  хк)2 +  (ук+1 у  hf
* 5 = 0

lt0, Т ] сегментнинг элементар кисмлари сони п ни (ёки си-
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ник чизик кисмлари сонини) чексизга шундай ингилтирамизки, 
барча [/ft, ^ +1] кесмаларнинг узунлиги Д tk =  , — tk (ёки си- 
ник чизикнинг барча кисмлари узунлиги) нолга интилсин. Агар 
бунинг натижасида Жордан чизигининг ичига чизилган синик 
чизикнинг периметри Р  бирор чекли лимитга интилса хамда 
бу лимит [/0, Т J сегментнинг булинишага борлик булма- 
са, бу лимитни берилган Жордан чнзиринииг узунлиги, чизик- 
ни эса тугриланувчи чизщ  дейилади.

62.1-т е о р е м а .  Жордан чизиги
* =  <р (t),
У =  t£[t0, Т]

тугриланувчи булиши учун  <p( t)  ва ij>(7) функцияларнинг 
Хар бири [t0> Т ] сегментда узгариши чегараланган були­
ши зарур ва кифоя.

И^с б о т .  З а р у р л и г и .  Берилган чизик тутриланув- 
чи булсин деб фараз килайлик. У *олда таърифга асосан 
Ж ордан чизигининг ичига чизилган синик чизикнинг пе­
риметри

л - 1

P - У ,  ct 
k= 0

чекли лимитга эга булади. Бундан ва

^  Cfi' У^ ^
тенгсизликлардан

Л —1 п—1

ва 2 ^ + 1 - ^ '
*=0 *=0

йириндиларнинг чегараланганлиги, яъни х=<р (t) ва 
y =  if(/) функцияларнинг кар бири f/0, Л  сегментда чега­
раланган узгаришга эга эканлиги келиб чикади.

К и ф о я л и г и. tp(f) ва ф (0  функцияларнинг кар би­
ри [t0, Т) сегментда Узгариши чегараланган булсин. У 
Колда

л—I л —I

2  i^+ i ~  ^ ва 2 ^ + '  k=0 k=0
йигиндилар чегараланган булади. Бундан ва 

c k <  l^+ i ~ хк\ +  k + i  — ̂ *1
тенгсизликдан



t=o
периметрнинг чегараланганлиги келиб чикади. Демак, Р  пери- 
метрнинг барча цийматлари туплами чегараланган булиб, у 
аник; юцори L чегарага эга. Знди Дtk лар узунликларининг 
энг каттаси нолга интилганда Р  периметрнинг L га интнлиши- 
ни куреатамиз. Шу мацеадда ихтиёрий е >  0 сон учун барча 
k ларда | А / , | < б  булганда |Р — Ц < г  тенгсизлик бажарила- 
диган б >  0 соннинг мавжудлигини курсатиш кифоя.

Ха^икатан, аник юкори чегаранинг таърифига асосан 
[f0, Т] сегментнинг ^ар кандай булинишида *ам

P < L ,  (1)

аммо [/о, Л  сегментни So нуцталар системаси билан 
шундай п та киемга бУлиш мумкинки, бу бУлинишга мос 
келувчи синиц чизикнинг Р0 периметри учун

L - - j < P 0 < L  (2)

тенгсизлик Уринли.
[/„, Г] сегментни 5  нукдалар системаси билан элементар 

[ tk, /А+1] сегментларга булиб, берилган е га караб, б > 0  сон- 
ни шундай кичик килиб танлаймизки, натижада |Д tk\ <  6 бу­
либ, ф  (/) ва ( 0  функцияларнинг [/д, сегментдаги мос

<Цд,(ф) ва <oA(i|>) тебранишлари —  дан кичик булсин. ф (t) ва
8п

•ф(/) функциялар узлуксиз булганлиги учун бундай б > 0  сон- 
нннг доимо топилиши равшан.

S булиниш нуцталар системасига мос келган синиц 
чизикнинг периметрини Р  орцали белгилаймиз. Агар S 0 
ва 5  системаларни бирлаштириб, *осил бУлган S '  нуцта- 
лар системаси билан [/о, Т\ сегментни бУлакчаларга бул- 
сак ва бу булинишга мос келган синик чизикнинг пери­
метрини Р ' оркали белгиласак, Р '^ Р  булади. Чунки 
янги булиниш нуцталари цушилиши натижасида синик 
чизикнинг периметри фацат ортиши мумкин.

Энди шуни назарда тутиш керакки, агар tk ва (к+\ нуцта-
ларнинг орасига бирср янги тк нукта киритилса, у  холла си­
ниц чизикнинг периметри C'k +  C~k ссндан ертик узгара олмай­
ди, бу ерда Ск Еа С ' сонлар мос равишда M k(xk, ук), М'к(хк, 
У к) ва М'к(х'к, ук), А^+1( ^ +1, ук+ ,) нуцталарни бирлаштирув- 
чи кесмаларнинг узунликлари (хк — ф  (хк), у'к — ( t J ) .  A m m o

п — i
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c k <  1|ф (Tft) — Ф ((t )  I +  |ф (т*) — 'p (0 ' • 
c l  <  I ф (4+.)—ф (TA) I +  № (^+i)—Ф (**) I •

+  С* <  2 {щ*(ф) + 0)*(Ф)}
муносабат келиб чицади, бу ерда со*(ф) ва ш^ф) сонлар мос 
равишда <р(/) ва ij)(/) функцияларнинг [tk, tk+lJ сегментдаги 
тебранишлари.

Шундай цилиб, агар tk ва tk+l булиш нуцталари орасига 
янги нукта киритилса, у .^олда синиц чизицнинг периметри 
2{соА(ф) +  <о4(ф)} сондан ортицца оша олмайди. [/0, Т] сегмент­
ни 5  булиниш нуцталар системаси билан булиш натижасида 
ихтиёрий k учун

эканлигини назарда тутиб, бу системага S0 булиниш 
нуцталар системасини цушиш натижасида *осил булган S ' 
булиниш нуцталар системасига мос келган синиц чизиЦ 
Р ' периметри S булкниш нуцталар системасига мос кел­
ган синиц чизицнинг Р  периметридан

\8п ^  8п } 2 
сондан ортицца оша олмаслигига эга буламиз, яъни

P ' < P  +  f .

Демак,
Р ^ Р ' < Р +

Бундан ^амда (2) тенгсизликлардан 

L ~ i < p  +  i
ёки

L — е С Р .  (3)
(1) ва (3) тенгсизликлардан

L —  e < P < L .
Шундай цильб, хар цандай е >  0 сон учун шундай б >  0 сон 
топиладики, |Д/А| < 6  булганда |L — Р| <  е, яъни lim Р — L.

Бу эса берилган чизицнинг турриланувчи эканини курсатади.*
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63- §. Квадратланувчи ва кубланувчи со^алао.
Тупламнинг Ж ордан маъносидаги улчови

Текисликда содда ёпик С контур берилган булсин. С 
контурнинг ичида ётган соз^ани А  билан белгилаймиз. 
Энди А со.\а ичида ётувчи ихтиёрий купбурчакли со*а- 
нинг юзини q билан, А со*ани Уз ичига олган ихтиёрий 
купбурчакли соханинг юзини эса q' билан белгилаймиз. 
Бундай купбурчакли сохаларни чексиз кУп усуллар билан 
тузиш мумкин, шунинг учун q ва q' лар чексиз куп тур­
ли цийматларни кабул килади. Равшанки, {q} туплам 
юкоридан чегараланган, шунинг учун бу туплам ани^ гово­
ри Q чегарага эга. Шунингдек, \q'} туплам цуйидан чега­
раланган, шунинг учун у хам а п щ  цуйи Q' чегарага эга. 
q ва q' сонларнинг оликишнга асосан доимо q ^ q '  бул­
гани учун Q < Q ' булади. Агар Q ва Q' лар тенг булса, 
уларнинг P  =  Q =  Q' киймати А соханинг юзи дейилади. 
Бу ^олда А со^ани квадратланувчи со%а дейилади, бу 
суз билан соханинг юзи Р га тенг булган квадрат билан 
солиштириш мумкинлиги кайд килиб утилади. Агар А 
coj;a учун Q < Q ' тенгсизлик уринли булса, А соханинг 
юзи тугрисида гапириш маънога эга эмас. Бу х;олда А 
со^а баъзи бир маънода Q ва Q' сонлар билан аникла- 
нади. Шунинг учун Q сонни А соханинг ички юзи, Q' 
сонни эса А соханинг ташщ юзи дейилади.

Уч улчовли фазодаги сохаларни улчаш масаласи хам 
шунга ухшаш хал килинади: А со^ада ётувчи барча к^п- 
ёкли соха ^ажмларининг аник юкори чегараси А  со^а- 
нинг ички %ажми, А сохани Уз ичига олувчи барча куи- 
ёцли соха ^ажмларинкнг аник куйи чегараси А соханинг 
таш^и %ажми дейилади. Агар А соханинг ички *ажми 
ташци я;ажмига тенг булса, 6v соха кубланувчи со%а 
дейилади.

Энди турри чизикдаги тУпламлар билан шуруллана- 
миз.

Тугри чизицдаги тупламларнинг улчовини турлича ки­
ритиш мумкин. Ж ордан тУгри чизикдаги тупламнинг ул­
човини куйидагича беради: [a, ft] сегментда бирор Е 
туплам берилган булсин. [а, 6] сегментни

а =  дг0 <  хг <  х2 <  . . . < х п =  Ь 

нуцталар билан элементар сегментларга буламиз:
®k — (k — 0, 1, . . . , fl 1).

£  тупламга тегишли барча а* сегментларнинг узунли- 
гини S билан, Е  тупламнинг камида битта нуктасини Уз
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ичига олган барча а *  сегментларнинг узунлигини эса 
S билан белгилаймиз. [а, 6] сегментни чексиз усул би- 
лан сегментларга булиш мумкинлигидан 5  ва S '  ларнинг 
чексиз турли кийматлар кабул цилиши келиб чикади. S 
нинг кийматлари туплами {S} юцоридан чегараланган­
лиги сабабли аник юкори чегарага эга, S '  нинг кий­
матлари туплами (5'} куйидан чегараланганлиги сабабли 
аник цуйи чегарага эга. 5  ва S ' сонларнинг олинишига 
асосан доимо Ssg;S' булишидан {S} тупламнинг аник 
юкори чегараси {S'} тупламнинг аник цуйи чегарасидан 
катта эмас. Агар бу аник юкори ва аник КУЙи чегаралар 
бир-бирига тенг булса, Е  туплам Ж ордан маъносида Ул­
човли  дейилади. Агар аник юкори ва аник куйи чегара­
лар тенг булмаса, Е  нинг улчови тутрисида гапириш 
маънога эга эмас. Бу ^олда Е  туплам улчовсиз ва {S} 
тупламнинг аник юкори чегарасини Е  тупламнинг ички 
Улчови ва {S'} тупламнинг аник КУЙи чегарасини Е  туп­
ламнинг ташци улчови  дейилади.

Бу таърифлардан илгариги параграфда киритнлган 
юзларни ва 5(ажмларни Улчаш билан Ж ордан маъносида 
тугри чизикдаги тупламларни улчашнинг мо^иятлари 
бир хил эканлиги куринади.

64- §. ^акикий сонларни р ли касрларга ёйиш

Куп масалаларда ^акикий сонларни унли касрларга, 
иккили ва учли касрларга, умуман, р ли касрларга ёйиш- 
дан фойдаланилади. Тулалик учун бу параграфда шу 
масала билан шугулланамиз.

Аввал ^акикий сонларни чексиз Унли каср шаклида 
ёзиш мумкинлигини куреатамиз. Агар х  какикий сон бу­
либ, бутун п сонга тенг бУлса, у *олда уни ушбу

куринишда ёзамиз. Агар х  бутун сон булмаса, у ^олда 
х  сон бирор п ва я + 1  бутун сонлар орасида бУлади, 
яъни п < х < п +  1. Энди \п , п+  1] сегментни узунлиги бир- 
бирига тенг булган 10 та сегментга буламиз:

х = п , ООО. . .
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„еб фараз цилсак, х сон At (/ =  0,1 . . . .  9) сегментларнинг 
биридагина жойлашган булади, чунки акс холда х £ Д,  , 

х £ Д .+ 1 муносабатлар уринли ва х  =  п +  куринишда

буЛИб, бу эса фаразимизга зид. Бинобарин, xC A ^fo — 0, 1, 
, 9) булсин; t\ ни х нинг биринчи раками дейилади. Ы г=  

L i  А  „ л .  1А ± 1 ] сегментни яна узунлиги бир-бирига
и Л +  10’ Ю J
тенг 10 та сегментга буламиз:

Юирридаги х  сон fi -Ь ~~ куринишдаги сон эмас деб цилган
фаразимизга мувофиц у  сон бу сегментларнинг биридагина ёта­
ди, х сон жойлашган сегмент At|tj(ia =  0,1, . . . , 9) булсин. 
ia ни х нинг иккинчи унли раками дейилади. Atj ^ сегментни 
яна узунлиги бир-бирига тенг 10 та сегментга булиб, х ни уз 
ичига олган биргина сегментни =  0,1, . . . , 9) билан
белгиласак, х нинг учинчи унли рацамини аницлаган була­
миз. Бу амални юкоридаги фаразимизга асосланиб, чексиз да- 
вом эттиришимиз мумкин. Натижада

*1> *2» 13» • ’ ’ » *п' ' ' '
сонлар кетма-кетлиги хосил булади ва бу сонларнинг хар би­
ри ёки 0, ёки 1, ёки 2, . . . , ёки9 га тенг булади. ik сонни х  
соннинг k- Унли разами дейилади ва х сон 

х  — п,  г2 . . .  ik ч. • .
куринишда ёзилади. Демак, юцоридаги фаразимиз бажарилганда 
хар цандай .^ациций х сонни чексиз унли каср куринишида
ёзишимиз мумкин. Энди цациций х  сон, п +  — куринишида 

булган ^олни курамиз. Бу холда х  

х  — п л . h .  , к .
J10 +  ю» юр

чекли унли каср шаклида ёзилади ва бунда 
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о <  ik <  9 (k =  1,2, . . .  ,p).

Бу хол учун юкрри даги амалларни бажарсак, х

[ я , п + 1 ] ,  [ я + & ,  я + 'п г ] .

[” +  ю' +  Й ’ " +  ш '+ 1 '11 о г ] ..........

+  ” + i  +  To +  - - -  +

,  г‘р -  1 +
10р - I

сегментларнинг хар бирининг ичида жойлашган булади.
Ленин бу сегментлардан сунггисини яна узунлиги бир-би­

рига тенг 10 та кисмга булсак, у холда х ушбу А,-■ ■ .■ .
I j i j  . . .  *р — I ” р  *)

сегментнинг унг охири ва Д^ ^ f ^  сегментнинг чап охи-
ри булиб крлади, яъни х  булиниш нукталардан бири булади. 
Бу холда х  нинг р унли разами бир цийматга эга эмас, бал­
ки икки (г'р — 1) ва ip кийматга эга булади ва бу хол р + 1 , 
р +  2 ва хоказо унли рацамлар учун хам уринли булади.

Шунга мувофиц. х  сон Д . . .  ,р_, (<р_ ,) сегментнинг унг 
охири булса, у

х  =  п, i\i2 . . . 1)999 . . .

куринишда ва х  сон Д;, . . . ,р сегментнинг чап охири булса> 
У

x  =  n , i j i a . . . /р_, ip ООО...

куринишда ёзилади. Бу эса арифметикадан маълум, яъни хар
I т  .  „ .  >цандаи п +  —  куринишдаги оддии касрни икки куринишда

ёзиш мумкин (масалан, 0,124999 . . .  =  0,125000 . ..) .
Демак, ^ар кандай ха^икий х ( ф п  +  ~ )  сон биргина 

x  =  n , h i2 . . .  ip . . .  =  n + l± +  iL

чексиз унли каср куринишида ёзилиши мумкин; агар х  =  п 4- 
+  булса, у холда х  ни ушбу икки куринишда ёзиш мум­
кин:
х  =  п, ti i2 . . .  /р_ , (tp — 1) 999 . .  . =  п,  t'i t2 . . .  tp_ , ip000... 
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Энди, аксинча *ар бир чексиз унли каср учун биргина 
хакикий сон мос келишини курсатамиз.

Ушбу
^>/1/2 •••!<] • • • (j\ 0, 1» ■ • • 9, k — 1, 2, 3, . . .) (1) 

чексиз унли каср берилган булсин. Куйидаги 

[л, п  +  1], [л  +  п +  [ n + J ±  +  l L t n + h_  +

/2
102 , , / 2 —1———(- . . .  -f- — n~\~ + • • •+ ’ ’ 10 109 10

/g~H
10"

(2)

сегментларни тузамиз.
Математик анализпинг умумий курсидан маълумки, агар 

Дь Дг, . .  Д « »■ • • сегментлар кетма-кетлиги берилган 
булса ва бу сегментларнинг узунлиги чексиз камайиб 
нолга интилса, уларнинг катта ра^амлиси кичик ра^амли- 
сининг ичида жойлашган булса (яъни А ь - л с Д *  бул­
са), у ?;олда бу сегментларнинг ^аммасига кирадиган 
бнргина ну^та мавжуддир. (2) сегментлар кетма-кетлиги 
учун бу шартларнинг бажарилиши бевосита кУриниб ту- 
рибдн. Шунинг учун (2) сегментлар кетма-кетлигининг 
хаммасига кирадиган биргина нукта мавжуддир; бу нук- 
тани х  билан белгилаймиз.

Э к д и х н и  чексиз унли каср шаклида ёзамиз. Агар 
ракамларнинг хаммаси бирор номердан бошлаб ё 0, ёки 
9 га тенг булмаса, у *олда х  биргина усул билан (1) кУ- 
ринишда ёзилади. Агар jp =  /р+1 =  . . . =  0 (ёки 9) булса, у

^олда х — п +  ~-р булади, яъни х  чекли унли каср булади.
>̂ ар сафар бу холни ажратмаслик учун чекли унли касрнинг 
икки куринишидан доимо бирини кабул килиш мумкин эди.

Юкоридаги муло^азаларни баён этишда (л, я+11 сег­
ментни >qap сафар тенг ун цисмга булмай, тенг 2, ёки 
тенг 3, ёки тенг р { р — натурал сон) кисмларга булса, х  
ни чексиз иккили, чексиз учли, чексиз р ли касрлар кури- 
нишида ёзишимиз мумкин. Куп лолларда .^акикий сон­
ларни чексиз иккили каср куринишида ёзишдан фойда- 
ланилади.
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