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Китобхон эътиборига ҳавола қилииаётган мазкур «Олий 
математика» дарслигининг иккинчи жилдига қаторлар, Фурье 
алмаштиришлари, каррали интеграллар, эгри чизиқли ва сирт 
иитеграллари, векторлар анализи, математик физика тенглама- 
лари, эҳтимоллик назарияси ва математик статистика, асосий 
сонлн усуллар киритилган.

Мустақил ечиш учун тавсия этилган машқларнинг тартнб 
рақамлари 9— 12-бобларда Г. Н. Берманнинг «Сборник задач 
по курсу математического анализа», М., Наука, 1985 китоби- 
дан, 14-бобда эса «Сборник задач по математике для втузов. 
Теория вероятностей и матсматическан статистика» (под ред.
А. В. Ефимоиа), М., 1990 китобндан кўрсатилган.

Дарслнкньнг иккчнчи жилдипи ёзишда ҳам олий ўқув юрт- 
лариницг муҳлндис-гсхник ва қишлоқ хўжалик мутахассислик- 
лари учун математик фанларнинг амалдаги «Дастур» ида тав- 

^спя қилинган асосий ва қўшимча адабиётлардап ҳамда ўзбек 
тилида чоп этилган дарслик ва ўқув қўлланмаларидан кенг 
фойдаланилди.

Мазкур дарсликни «Олий математика мисол ва масалалар- 
да» учимчи жилди ва олий математика фанининг кенгайтирил- 
ган маълум қисмлари (чизиқли алгебра элементларн, ҳақиқий 
ўзгарувчининг вектор ва комплекс функциялари, дифференииал 
тенгламалар назарияси элемеитлари, Фурье қаторлари, пара- 
мегрга боғлиқ бўлгаи интеграллар, Фурьс алмаштиришлари, 
.майдон назариясн, комплекс ўзгарувчили фуикция назариясн, 
операцион ҳисоб, математик физика тенгламалари, асосий ҳи- 
соблаш усуллари, эҳтимоллик назарияси, математик статистика 
элемептлари, дискрет математика асослари, оптималлаштириш 
усуллари, операциялар таҳлили)ни ўз ичига олгап «Олий мате- 
матикадан махсус маърузалар» ҳамда «Муҳандислик масала- 
рини математик моделлаш ва ЭҲМда ҳисобуташ усулларн» 
қисмларидаи иборат тўртинчи ва бешЛнчи' жилдлари б^ТшГту.Ғ- } 
Анрнш кўзда тутилган.

Муаллиф дарсликнинг ушбу жилдини тузшпда ва унга кй-
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ритнлган айрим қисмларини сзишда берган маслАҳ--! . ари ва 
ёрдамлари учуи Тошкент меъморчнлик-қурилиШ» ; ститути 
«Олий ва амалий математика» кафедрасн 5гқнтувч яриг 
алоҳида доцент Э. Л. АГфапеговага, холисона тақркз, .анқиг, 
уни ёзншда йўл қўйилган камчиликларни кўрсатганладж у ч у  
Ургенч давлат уннверситети нрофессори, фнзнка-математи _ 
фанлари доктори Ш. Норимовга, Тошкент қишлоқ хўжалигини 
ирригациялаш ва механизациялаш муҳандислари институтн 
«Олий математика» кафедраси мудири, профессор Э. Ф. Фай- 
зибоевга, Тошкент кимё-технологня институти «Олий матема- 
тика» кафедраси ўқитувчиларига ва унинг мудири, доцент
Н. С. Раҳимовага, таҳрир ҳайъатининг аъзолари доцеитлар 
А. Омонов, М. Жўрасв, E. М. Ҳусанбоев, A. А. Ҳамдамовларга 
ўз миннатдорчилигини билдиради.

Айниқса, дарсликнинг «Эҳтимоллик назарияси ва математик 
статистика» бобнни ёзишда доцентлар ё . М. Ҳусанбоев ва 
А. Омоновларнинг бемнннат ёрдамларинн муаллиф эътироф 
этишни ўзининг бурчи деб билади.

Дарслик сифати ва мазмунини янада такомиллаштиришга 
қаратилган танқидий фикр ва мулоҳазалар бнлдирган ўртоқлар- 
га муаллиф олдиндан ўз ташаккуринн билдирадн.



ҚАТОРЛАР. Ф У РЬ Е  АЛМ АШ ТИ РИ Ш ЛАРИ

1- §. Сонли қаторлар. Қаторнинг яқинлашиши ва йиғиндиси

Чекснз қаторлар математик анализнинг муҳим қисмлари- 
дан биридир. Улардан функциялар қийматларини тақрибий 
ҳнсобла1нлар, интеграллар қийматларини ҳисоблашлар билан 
боғлиқ бўлган ҳар хил амалнй масалаларни ечишда кенг фой- 
даланнлади.

Чексиз қаторлар билан боғлиқ асосий тушунчаларни қа- 
рашга кнрншамиз.

Элементлари сонлар (ҳақиқий ёки комплекс) ёки функция- 
лар бўлган

^2’ ' * *> * * * 
чексиз кетма-кетликни қараймиз.

1-гаъриф. Ушбу
u, -f и2 +  м3 -f . . . -f ия +  . . .  (1.1)

ифода чексиз қатор ёки тўғридан-тўғри қатор дейилади. ( 1.1) 
қатории белгилаш учун бундай ёзувдан фойдалаиилади:

оО

П— 1

и '< и2, U3, . . ип, . . . кетма-кетликнинг элементлари қаторнинг 
ҳадл1.ри дейилади.

Агар қаторнинг ҳадлари сонлардан (функциялардан) нбо- 
рат бўлса, қатор сонли қатор (функциона.г қатор) дейилади; қа- 
торнинг n-ҳадини унинг у.мумий ҳади дейилади.

1-мисол. Ушбу -  +  — +  -- +  . . .  +  — +  . . .  қатор сонли қа- 1 2  3 п
тордир, унинг умумий хади — га тенг; бу каторни қискача бундай

п
00

рзиш мумкин: V - .
П=|
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\r * sirix , sin2x , sin3x , sinrtx ,2-мисол. У ш б у ----------- ------ Ь . . . -i------- \- . . . қа-J I -2 2-3 3-4 п(п~ 1)
, „ sinnx тор функционал катордир, унинг умумии хади и — ----- - га тенг,

->s. . . . . .  sin/(x6v каторни қиска бундан езиш мумкин: > ------
(Я-:-1)п—\

Ҳозирча сонли қаторларни қараш билан чекланамиз, функционал 
қаторларни эса 13-§ даи бошлаб қараймиз.

Ҳар бнр қатор учун қўйиладиган асосий савол бу унинг 
яқинлашнши масаласидир.

2- т а ъ р и ф . ( 1.1) қатор дастлабкн п та ҳадининг йигин- 
диси

Sn == +  U2 +  U3 +  . . . +

шу қаторнинг n- хусусий йиғиндиси дейилади. Шу хусусий 
йиғннднларни қараймиз:

= «1,
S2 = Ul +  «2.

S n = ut +  и> + • - • + Un-

Равшанки, хусусий йигиндилар S u S2l . . ., Sri, . . . чексиз сснли 
кетма-кетликни ҳосил қилади.

3-таъриф. Агар ( 1.1) қаторнинг хусусий йигиндиларидан иборат 
кетма- кетлик S lt S 2, . . .  , Sn, . . . чекли лимитга эга бўлса, бу қатор 
яқинлашувчи қатор дейилади. Бу лимитнинг қиймати 5 = lim Sn

П—* сс
(1.1) қаторнинг йиғиндиси дейилади. Бу холда бундай ёзилади:

00

S = «j +  и., +  и3 + . . . +  ип +  . . . -- ^  »„■
n=l

4- та  ъ р и  ф. Агар ( 1.1) қаторнинг хусусий йиғиндилари 
кетма-кетлиги чекли лимитга эга бўлмаса, бу қатор узоқлашув- 
ни қатор дейилади.

Сонли қаторлар назариясининг мазмуни қаторнинг яқин- 
лашувчи ёки узоқлашувчи эканлигини аниқлаш ва яқинлашув- 
чи қаторлар йиғиндисини ҳисоблашдаи иборат.

Энг содда мисол снфатида геометрик нрогрессияни қарай- 
миз.

2-§. Геомет.рик прогрессия

Чексиз геометрик прогрессия
а + aq + aq2 +  . . . +  aqn~l +  . . . 

энг содда, энг кўп учрайдиган қаторлардан биридир. Бунда а
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прогрессияннпг биринчи ҳади, q эса прогрессиянннг махражи 
денилади.

Прогрессия дастлабки п та ҳадининг йиғиидиси Sn ҳуйида- 
гига тенг:

о. _  а-адп 
" 1-9 ’

бунда q=£\- q нииг мумкнн бўлган қийматларини қараймнз:
1) Агар | </1 < 1 бўлса, у ҳолда lim qn — 0 ва шунинг учунП-+ 00

lim Sn— lim = - i- .
л->оо n~*zc 1 —■ q 1 — q

Шундай қилиб, | q | < ! да чексиз геометрик прогрессия йиғиндиси

5 = —1 —q
бўлган яқкнлашувчи қатор ҳосил қилади.

2) Агар |ў| > 1 бўлса, у ҳолда lim qn — -о ва шунинг учун
Ql ■ оо.lim Sn = lim

/i—»oo n ->0  ̂ 1 q

Шундай қилиб, \q\> 1 да чексиз геометрик прогрессия узоклашувчи 
қатор ҳосил қилади.

3) Агар q=  I бўлса, у ҳолда
а +  а + а + .. , +  а + . . .

Қатор ҳосил бўлади, бу қаторнинг n- хусусий йиғиндиси Sn = n a бў* 
лади.

Равшанки,
lim Sn = lim a n — оо,
Л—»50

яъни қатор узоқлашади.
4) Агар q = — 1 бўлса, у ҳолда

а — а + а — . . .
қатор ҳосил бўлади. Жуфт n номерли ҳар қандай хусусий йи- 
^инди S n нолга тенг, тоқ n номерли хусусий йиғинди S n эса 

га тенг. Шундай қилиб, бу ҳолда хўсусий йиғиндилар кетма- 
сабабли тебранувчн бўлиб, ҳеч қандай лимитга интилмайди, шу

а — а +  а — . . .
қатор узоқлашувчи.

Шун'* н к.илиб, чексиз геометрик прогрессия | q \ < 1 да яқинла- 
у чи ва \q\^\ да узоқлашувчи қатор экан.



Биз қаторнинг яқинлашувчи ёки узоқлашувчи эканини яқин- 
лашишиииг таърифйдан ва п- хусусий йиғиндининг маълум 
формуласидан фойдаланиб аниқладик. Аммо ҳар доим ҳам S„ 
учун ва демак, S n нинг лимити учун ҳам ихчам формула топиб 
бўлавермайди. Ш у сабабли қатор яқинлашишини яқинлашиш- 
нниг баъзи белгилари (аломатлари) дан фойдаланиб аниқлаш 
муҳимдир.

3- §. Қатор яқинлашишинииг зарурий шарти

Қатор яқинлашишннинг зарурий шартиии қараймиз, яъии 
шундай шартни аниқлаймизки, бу шарт бажарилмаганда қатор 
узоқлашади.

Т е о р е м а. Агар қатор яқинлашувчи бўлса, у ҳолда қа- 
торнинг умумий ҳади п чексиз ўсганда нолга интилади.

Н с б о т и. Ушбу
«| +  «2 -f . 

қатор яқинлашувчи, яъни lim Sn — 5 лимит мавжуд бўлсин, бунда
fl—>оо

5 — қаторнинг йигиндиси (чекли сон). Аммо бу ҳолда
lim S„_, = S,
Л - . 5 0

чунки п-+-оо да (п — 1) —>• оо.
Қаторнинг умумий ҳади ип ни хусусий йигиндилар Sn ва 5,._,

билан ифодалаймиз. Равшанки,
ип =  S „  S „ _ [ .

Қатор умумий ҳадининг лимитини ҳисоблаймиз:
iim wn = lim (Sn~ S„_,) = lim Sn — lim S„_, = 0.
Я -+00 П — *СО П - +  00

Шундай қилиб, агар қатор яқинлашувчи бўлса, у ҳолда lim = 0.
n-+oo

Шуни исботлаш талаб қилинган эди.
Н атиж а. Агар қаторнинг умумий ҳади я->-оо да нолга интил-

маса, у ҳолда қатор узоқлашади.
Масалан,

1 , 2 , 3 ,  , п ,-- Г — 1----Г • • • ------- Г . . •3 5 7 2п + 1
қатор узоқлашувчи, чунки

lim ип = lim ——- = 4- Ф  0.
п-+ оо n-»co 2/i -f- 1 2

lim иа = 0 теиглик ўринли бўладигаи ҳар қ а н д а й  қатор ҳам яқин-
лашувчи бўлавермайди. Бу шартиинг бажарилиши қатор яқинлашу8' 
чи бўлиши учун зарурнй, аммо етарли шарт эмас, яъни қатор уму* 
мий ҳадининг нолга интилиши билан қаторнинг яқинлашувчи эканлигИ

кел»<б чиқавермайди, қатор узоқлашувчи бўлиши ҳам мумкин. Маса- 
лаи, гармоник қатор деб аталувчи

1 +  t  +  t  +  --- +  -L +---2 3 п

катор учун lim «a = lim — — 0 бўлишига қарамай у яқинлашувчип-+ 30 п
эмаслигини исботлаймиз. Гармоник қаторнинг дастлабки бир неча ҳа- 
дини қуйидагидек гуруҳлаб ёзамиз:

l + i + ( i + T ) + ( i + 7  + 7+ i )  + 

+ (|+Ж+ТГ+ 15+15+1Г + 1? + Т?) + -'-
Ҳар қайсн қавс ичидаги қўшилувчиларни уларнинг кичиги билан ал- 
маиггирамиз. Натижада

■ > + i + ( T + i ) + ( i  + i + i + i ) +

га эга бўламиз.
Ҳар қайси қавс ичидаги қўшилувчилар йиғнндиси кичик- 

лашди ва 1/2 га тенг бўлди. Охирги қатор чексиз кўп қавслар- 
га эга бўлгаилиги сабабли уларнинг йиғиндиси чексизликка 
интилади. Демак, гармоник қаторнинг йигиндиси албатта чек- 
сизликка интиладн. Шундай қилиб, биз гармоник қаторнннг 
узоқлашувчи эканлнгини исботладик.

4-§. Қаторлар устида содда амаллар бажариш: сонга 
кўпайтириш, қўшиш ва айириш

Қаторлар устнда амаллар бажаришнинг баъзи қоидалари 
бнлан танишамиз.

1-тео р ем а  (қаторни сонга кўпайтириш ҳақида). Агар
Ul  +  U2  +  • • • +  Un +  • • • (4 -1 )

цатор пқинлашувчи бўлиб, унинг йиғиндиси S  га тенг бўлса, у ҳолда

ЛИ[ +  ku2 +  . . . -f Хи_ +  . . . (4.2)
қатор ҳам яқинлашувчи бўлади ва унинг йиғиндиси к S га тсн<* 
бўлади, бунда К — тайин сон. „

Исботи. (4.1) ва (4.2) қаторларнинг п-хусусий иН̂ рИ 
мос рааишда Sn ва оп билан белгилаймиз. У  ҳолда қуиидагига эга 
бўламиз:

СТП =  \ U l +  X iu  +  . . .  +  Ъ и п =  ? , ( « !  +  « 2 +  • • • +  ‘О  s  k  S n’
бундан:



lim csn = Пт(Я-5«) = l- lim 5 n =h-S.
t l —kcO —^oo П— С̂О

Шундай қилиб, (4.2) қатор яқиилашувчи, унинг йиғиндиси ?„ Sra 
тенг. Теорема исботланди.

2-теорема (қаторларни қўшиш ҳақида). Агар
ui +  u2 +  ••■ + «„+■••, (4-3)

v i +  v 2 +  • • • +  v n +  • • • ( 4 -4 )

каторлар яқинлашувчи ва уларнинг йиғиндилари мос равшида s 
ва S  га тенг бўлса, у ҳолда

(«i +  у,) + («3 + y j  +  • • • + (ип +  » „ )+ . . .  (4.5)
қатор ҳам яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси s +  S га тенг бўла• 
ди.

И сботи . (4.3), (4.4) ва (4 5) қаторларниаг п- хусусий йиғинди- 
ларини мос равишда sn, S n ва ап деб белгилаймиз. У ҳолда

а п =  ( “ i +  u i )  +  (“ 2 +  у г )  +  • • • +  ( и п +  v n ) -  s „  +  s n-

Бундан:
lim а„ = lim (sn + Sn) == lim sn+ lim  S ;i = s + S.
П - +  00 1 1 -1 00 tl~ * O Q  11— ¥ 00

Шундай қилиб, (4.5) қатор яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси s - Ь  S  

га тенг.
3-теорема (қаторларни айирнш ҳақида). Агар

и\ +  и2 +  “ з +••• +  «„+•• •, (4-6)

l 'l +  V2 +  У3 +  • ‘ • +  Vn +  * ' • 4̂ '7)

қаторлар яқинлашувчи ва уларнинг йиғиндиси мос равшида sea S 
га тенг бў.гса, у ҳолда

(«!— u,) +  (u2 — и2)+  • • • +  (“ „ — и«)+ • • • (4-8)
қатор ҳам яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси s — S га тенг бўла- 
дч.

Исботи. (4.7) қаторникг ҳар бир ҳадини — 1 га кўпайтирамиз 
( 1-теоремага кўра бу қатор яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси — S га 
тенг бўлади). Уни (4.6) қатор ҳадлари билан қўшамиз ва (4.8) қаторга 
эга бўламиз:

(“ х — Ух) +  («2— » г )+ • •• +  (“ „ — UJ  +  • • •>
бу қатор 2- теоремага кўра яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси s — 5 
га тенг. Теорема исботланди.

Юқоридаги теоремалардан қуйидаги натижа келиб чикади.
Arapj

t», +  о2 + . . .  +  vn +  . . .
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каторлар яқинлашувчи ва уларнинг йиғиндилари мос равишда s ва 5 
[•'а тенг бўлса, у холда

(X «i + М t»i) + U2 + f-1 Vi) +  • • • +  ип +  Vr) +  ■ • •
катор ҳам яқинлашувчи ва унннг йиғнндиси l  s +  ц S  га тенг, бун- 
да Я,, р — тайин сонлар.

Шундай қилиб, яқинлашувчи қаторларии ҳадлаб қушнш, 
айирнш ва ўзгармас сонга кўпайтириш мумкин экан.

Яна бнтта муҳим теоремани исботлаймиз.
4- те о р е м а . Агар қатор яқинлашувчи бўлса, у ҳолда бе- 

рилган каторга чекли сондаги ҳадларни қўшиш ёки унда чек- 
ли сондаги ҳадларни ташлаб юборишдан ҳосил бўлган қатор 
ҳам яқинлашувчи бўлади.

И с б о т и . Ушбу
u, +  и2 +  . . .  +  «„ +  . .  . (4.6)

қатор яқкнлашувчи, унинг йиғиндиси 5 га тенг бўлсин. (4.6) қатор 
дастлабки п та ҳадининг йиғиндисини Sn билан белгилаймиз, k (k<n) 
та ташлаб юборилган ҳадлар йиғиндисини S k билан, қолган п — k та 
ҳадлар йиғиндисини an_ k билаи белгилаймиз. Демак, Sn = S k +  an_ k, 
бунда Sk — п га боғлиқ бўлмаган чекли сон, шу сабабли:

lim Sn = lim {Sk + an_ k) = Iim Sk +  lim on_ k.
п — *■ 00 Л - >  00 л — »SC n -f c o

Бундан:
lim 5„ = 5fc + lim on_k.
П —► 00 П - >  00

Шуггдай қилиб, агар lim Sn мавжуд бўлса (яъни берилган қатор
/t->oo

яқинлашу-вчи бўлса), у ҳолда lim on_k ҳам мавжуд бўлади (яъни ҳар
П — *СС

қанча чекли сондаги ҳадларни ташлаб юборишдан ҳосил қилинган 
қатор ҳам яқинлашади). Чекли сондаги ҳадларни қўшишдан ҳосил 
бўлган қаторнинг яқинлашувчи бўлиши юқоридагидек кЎрсатилади. 
Георема исботланди.

5- §. Мусбат ҳадли қаторлар

Ҳамма ҳадлари бир хил ишорали бўлган қаторлар ўзгармас 
ншорали қаторлар денилади. Аниқлик учун биз мусбат ҳадли 
^ т0Рларии қараймиз.

Шупи қайд қиламизки, мусбат ишорали қаторда барча п > 1 лар 
учун 5п+, > S n тенгсизлик ўринли, яъни хусусий йиғиндилар ўсувчи 
кетма- кетлик ҳосил қилади. Бундай ҳолда п оо да иккита имкони- 

мавжуд бўлади: ё хусусий йиғиндилар Sn -*■ + оо ва бу ҳолда
в а ?  узок-лашади> ёки хусусий йиғиндилар кетма-кетлиги чегараланган 

m о̂лДа лимит мавжуд бўлади, демак қатор яқинлашувчи. 
ш ундай қилиб, мусбат ишорали қаторларнинг яқинлаишшини ис-
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ботлашда Sn хусусий йиғиндилар кетма-кетлигининг чегаралапгац 
эканини аниқлашнинг ўзи етарлидир. Мусбат ишорали қаторлар яқн;г 
лашувчн бўлишининг ҳар хил аломатларини, яъни Sn учун формула 
чиқармай ва Sn нинг лимитини ҳисобламай туриб қаториинг яқинла- 
шувчи ёки узоқлашувчи экашши аниқлаш имконини берадиган усул- 
ларни ўрганамиз.

6-§. Таққослаш теоремалари

Мусбат ишорали иккита
и{ +  и2+  .. . +  ип +  . . . , (6.1)
'У| +  v2 +  . . . +  vn +  . . . (6.2)

қаторга эга бўлайлик. Булар учун қуйидаги теоремалар ўринли.
1 -тео р ем а  (яқинлашувчанликнинг етарли шарти). Агар

(6.1) қаторнинг ҳадлари (6.2) қаторнинг мос ҳадларидан катта 
бўлмаса, яъни

un < vn (n=  1 ,2 ,3 ,.. . )  (6.3)
бўлса ва (6.2) қатор яқинлашувчи бўлса, у ҳолда (6.1) қатор 
ҳам яқинлашувчи бўлади.

Исботи. (6.1) ва (6.2) қаторлар п- хусусий йиғиндиларшш мос 
равишда Sn ва ап билан белгилаймиз. (6.3) тенгсизликлардан S n < ап 
эканлиги келиб чиқади. (6.2) қатор яқинлашувчи эканлигн туфайли 
lim an—a маижуд. Бунда қаторниннг ҳадлари мусбат ишорали бўлга-
Tl— * 00
ни учун а(1< а тенгсизлик ўринли, демак, 5;)<ст. Шупдай қилнб, (6.1) 
мусбат ҳадли қатор хусусий йиғиндилари кетма-кетлиги чегаралан- 
ган ва демак, бу қатор яқинлашувчи. Шу билан бирга бу қатор 
йиғиндиси (6.2) қатор йиғиндисидан катта бўлмайди.

2 - те о р ем а  (узоқлашувчанликнннг етарли шарти). Агар
(6.2) қаторнинг ҳадлари (6.1) қаторнинг мос ҳадларидан ки- 
чик бўлмаса, яъни

un < v n (n=  1 ,2 ,3 , . . . )  (6.3)
бўлса ва (6.1) қатор узоқлашувчи бўлса, у ҳолда (6.2) қатор ҳам 
узоқлашувчидир.

И сботи. (6.1) ва (6.2) қаторларнинг n-хусусий йиғиндилари:ш 
мос равишда Sn ва an билан белгилаймиз. (6.3) тенгсизликлардаи 
an > Sn экани келиб чиқади. (6.1) қатор узоқлашувчи ва унингхусу* 
сий йиғиндилари ортиб боргани сабабли lim Sn = оо. Бу ҳолда lim an̂

Л->оэ /J—̂  С©

= схз. Демак, (6.2) қатор узоқлашувчи. Теорема исботланди
Иккала теорема (6.3) тенгсизликлар барча n лар учуи. 

эмас, балкн бирор n = N дан бошлаб бажарилса ҳам ўринли 
бўлаверади. Бу шу бобнинг 4- § идаги 4-теоремадан кўриниб 
турибди.
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Иккала теоремани қисқача бундай ифодалаш мумкин: ки- 
чик бўлмаган ҳадли қаторнинг яқинлашувчанлигидан катта 
б\ пмаган ҳадли қаторнинг яқинлашувчанлиги келиб чиқади, 
катта булмаган ҳадли қаторнинг узоқлашувчанлигидан кичик 
бўлмаган ҳадли қаторнинг узоқлашувчанлиги келиб чиқади.

1- м и с о л. Ушбу

1 + н $ + т т + - +±. . т + -
катор яқинлашувчи, чунки бу қаторнинг ҳадлари

i + l l ) ’ + ( l )s+ " ' + ( l ) "+ " -
қаторнинг мос ҳадларидан катта эмас. Охирги қатор яқинла- 
шувчи, чунки бу қаторнинг ҳадлари маҳражи q = 2/3 га тенг, 
йиғиндиси эса 2 ra тенг геометрик ирогрессияни ташкил этади. 
Демак, берилган қагор ҳам яқинлашувчи бўлади, шу билан 
бирга унинг йиғиндиси 2 дан катта бўлмайди.

2- м н с о л. Ушбу

i+ -4 = r+ - ^ + . . .  +  -4= + . . .
У' 2 \ 3 Угп

қатор узоқлашувчи, чунки унинг ҳадлари, иккинчи ҳадидан 
бошлаб,

1 + I  + I  + . ,
4 о п

гармоник қаторнинг мос ҳадларидан катта, гармоник қатор эса, 
маълумки, узоқлашувчидир.

Амалда таққослаш аломатидан қуйидаги кўринишда фой- 
даланнш энг қулайдир;

3-теорема (таққослашнинг лимит аломати). Агар —  нисСат-
■ vnнинг лимити мавжуд бўлса ва у нолга тенг бўлмаса, яъни

1*̂ 1 = ^ ^  ® бўлса, у ҳолда (6.1) ва (6.2) қаторларнинг икка-
ласи ё яқинлашади, ёки узоклашади.

3-мисол. Ушбу

Қаторни
t g l  + t g  - +  . . .  + t g  —  +  . . . 2 п

+ 1 + . . . + 1 + . . .

rapMoitiiK қатор билан таққослаймиз. •— нисбатни тузамиз ва унинг 
•тнмигини топамиз;
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1
Ig —

lim ^з. lim — -  = I > 0,
П->oo V/| П~>оо

II
* 1 1 чунки n -v oo да tg — cc —.n n

Шундай қилиб, берилган қатор узоқлашувчи, чунки гармо- 
ник қатор узоқлашувчи.

4-м и с о л. Ушбу
■ 1 . • 1 . , • 1 i sin — + sin--- \- • • • + sin--- - . . .

2 22 2п
қаторни

J_!_-̂-1_ ' _L '
2 ‘ 22 ‘ ‘ ' 2Л

қатор билан таққослаймиз, охирги қатор яқннлашувчи, чунки 
унинг ҳадлари маҳражи q= 1/2 бўлган геомстрик прогрессия 
ташкил қилади.

—" ннсбатни тузамиз ва viiiiHr лимитини топамиз: п оо да
vn

sin — сс — бўлгани учун: lim—  — lim ------— 1 > 0. Шундай қи-
2п 2" J  у vn ,,->х 2“ "

либ, бернлган қатор яқинлашувчи.

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у и  с а в о л л а р

1 . Сонли қатор деб нимага айтилади? Қаторнинг умумий ҳади нима?
2. Қаторнинг яқинлашувчн ва узоқлашувчи бўлиши таърифларини айтинг. 

Қаторнинг йиғиндиси деб нимага айтилади?
3. Геометрик прогрессия ҳадларидан тузилгаи қаториинг яқинлашувчан- 

лигнни текширинг.
4. Қатор яқинлашувчи бўлишининг зарурий шартн нимадан нборат? Бу 

шарт етарли шарт бўлмаслигини кўрсатувчн мисол келтирннг.
5. Қатор узоқлашувчи бўлишининг энг содда етарли шартини кўрсатннг. ,
6. Яқннлашувчи қаторларни қўшиш ҳақидаги теоремани исботланг.
7. Яқинлашувчи қатор ҳадларини ўзгармас сонга кўпайтириш ҳақидаги 

теореманн нсботланг.
8. Қаторга чеклн сондаги ҳадларни қўшиш ёкн унда чекли сондаги ҳад- 

ларни ташлаб юборишдан қаториннг яқинлашишн ўзгармаслиги ҳақидагИ 
теоремани исботланг.

9. Мусбат ҳадлн иккита қаторни таққослаш ҳақидаги теоремани нфода- 
ланг ва уни исботланг.

10. 2727-2759- масалаларни ечинг.

7-§. Даламбер ва Коши аломатлари

Мусбат ҳадли қаторларнинг яқинлашиш ва узоқлашиш ал°' 
матларини ўрганишни давом эттирамиз.

1. Даламбер аломати
14



X е о р е м а. Агар
Ul +  U2 "Ь U3 ”Ь • ■ • ~T~U’‘ +  • • • (7.1)

т и с б а т  каторда (п +  1 )-ҳаднинг п-ҳадга нисбати л-> оо да чекли 
l лимшпга эга бўлса, яъни

lim = l (7.2)
П -»о о  И „  '  7

бфгса, у ҳолда: а) / <  1 da қатор яқинлашади, б) / > 1 da л-атор
узоқлашади.

Й сботи. Лимитиинг таърифидаи ва (7.2) муносабатдан ихтиёрий 
в > 0 сон учун п нинг бирор N номердан ботилаб барча қийматлари 
учун, бошқача айтганда п '^ N учун

Un + \  I -  -  un ~ l  ,------/ < е еки — е < — ---- /< е (7 .3)
"я  ’

тенгсизлик ўринли бўлиши келиб чиқади.
/ < 1 ва / > 1 бўлгандаги иккала ҳолни қараймиз.

а) / < 1 бўлсин, V ҳолда (7.3) тенгсизликдан — / < е ёки
“п

——- < / т е  экани келиб чиқади. Тенгсизлик барча п ^  N лар учун
бажарилади. / -fe = q деб белгилаймиз. е ни шундай кичик қилиб 
танлаймизки, q нинг қиймати / < 1 да 1 дан кичик бў. iciih, яъпи 
()<<7 < 1  тенгсизлил бажарилсии ( 1-шакл), демак,

“ п+ 1 _
—  < Я- (7-4)иП

(7.4) тенгсизликни унга тенг кучли бўлган
Un+\ <  ? ' Wn

тенгсизлик билан алмаштирамнз. Охирги тенгсизликни п нинг 
. дан бошлаб турли қийматлари учун, яъни n ^ N  лар учун 
ез;го, қуйидагиларга эга бўламиз:

“ л'4-l < Уи\<
UN+2 < 94v+i < Q~ua'* (7.5)
WA'+3 <  QUN+ 2 <

Иккита қаторни қараймиз.
“ 1 + “ s +  --- +  «Ar +  «yv+l +  . . .  ------ s - S ----

(7.1) 0 1̂ ~ ^ Я
йл' +  <?«л,+  . .. (7.6)

I- шакл.
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E

2- шакл.

(7.6) цаторнипг ҳадлари r/<] 
мусбат маҳражли геометрик прог- 
рессия ташкил қилади. Демак,
(7.6) қатор яқинлашади.

(7.5) тенгсизликлардак (7.1) қч-
торнинг ҳадлари mjV+1 дан бошлаб
(7.6) қаторнинг мос ҳадларидан кичик

6-§ даги 1-теоремага асосаи ва 4-§ даги 4-теоремага асосан берил- 
ган қатор (7.1) яқинлашувчи.

б) l>  1 бўлсин. У ҳолда (7.3) тенгсизликлардан бирор но- 
мер jV дан бошлаб

un+l
■ l > •е еки «л+1

Tl “л
эканлиги келиб чиқади. l—z=q деб белгилаймиз, е ни шундай 
кнчик қилиб танлаймизки, натижада /> 1 да q нинг каттаяиги 
1 дан катта бўлиб қолаверсин, яъни /—е = <?>1 (2-шакл) ва, 
демак,

ип+1 (7.7)

(7.7) тенгсизликни унга тенг кучли
u«+i n > N

тенгсизлик билан алмаштирамиз. Бу қаторнинг ҳадлари (iV+1) 
номердан бошлаб ўсишини билдиради, шу сабабли қаторнинг 
умумий ҳади нолга интилмайди. Қатор яқинлашишининг зару- 
pnii шарти бажарилмайди, шу сабабли (7.1) қатор узоқлашади.

1-эслатма. Агар lim ——  = оо бўлса, у ҳолда қатор узоқла-
П—►оо

шади, чунки бу ҳолда - 1 > 1 ва u ,, > ип, яъни lim ип ФО  (ззру*
U„  т  n-> оо

рий шарт бажарилмайди).
U  ,_j_T

2-эслатма. Агар lim ——  мавжуд ва бирга тенг бўлса еки
r i ->  50 U n

мавжуд бўлмаса, у ҳолда Даламбер аломати қаторнинг яқинлашувчи 
ёки узоқлашувчи эканини аииқлаш имконини бермайди. Бу масаланй 
ҳал қилиш учун бошқа аломатдан фойдаланиш керак.

1-мисол. Қуйидаги қаторни яқинлашувчаиликка текширинг:
2 , 22 2з 2Л ,

* 2п 2"+1
Ечиш . Бундан ип — — , ип+х

Hm u,l±\
«л

(я+1)2
2 п+|-п2 = lim ------ — 2 lim

n—> 00 /I—»00 f—U + i/
2 > 1,
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ярмак катор узоқлашувчи.
9-мисол. Қуйидаги қаторни яқинлашувчанликка текширинг:

1 +  3-_ + - 5 -  + . . . + + . . .
/ 2  ( A ) 2 ( / 2 ) 3 ( / 2 ) "

2я — 1 __ 2n -f- 1Ечиш- Бунда ип - , ип+, - ^ _у, (_i.

и,,1 (2П+1) ( / 2 ' ) "  1 2;i+l 1 .i;m Я±1 = Iim --- —т-----  = lim ---  = —  < 1.
n-oD “ я « - * »  ( / 2 )  ' I  2 л - ”  2'1~ | (  2

демак, катор яқинлашувчи.
3-мисол. Қуйидзги қаторни яқинлашувчанликка текширинг:

i , « . 1 _х_ j 1 . l + ir=r +  T 7 Z + - - - - rj= - - - -  у 2 >/3 > /i
1 1 Ьчиш. Бунда “я+| = зТ

у /г > " п +  *

lim — = lim - т- = lim 1 / — = 1 (/ = 1).
п-*оо Ufi П-+оо у  rl~*oo F tl —  \

Қаторнннг яқинлашиши ҳақида Дала.мбер аломати асоеи- 
да хулоса чиқариш мумкин эмас. Таққослаш аломатини қўл- 
лаймиз. Узоқлашувчи

1 +  i  +  7 ' b --- + 7 * i"---
гармоник қаторпинг ҳадлари, иккинчи ҳадидан бошлаб, берил- 
ган қаторнинг мос ҳадларидан кичик, демак, 6-§ нинг 1-теоре- 
масига биаоан берилган қатор узоқлашувчи.

2. Коши аломати

Т е о р е м а. Агар мусбат ҳадли
ui +  и2 +  и3 +  . . • +  “ „ +  • • • (7-8)

қатор учун ~\/~ип микдор п->-со да чекли лимитга эга бўлса, яъни

lim V и п = / (7.9)
•" п -»я

бўлса, у ҳолда
а) l < 1 да қатор яқинлашади,
б) / > 1 да қатор узоқлашади.
И с б о т й. Лимитнинг таърифидан ва (7Л$*»ужл .a:i Ои-

V р Л номердан борлаб n нинг барча киймат.ьлг • i, яьки 
пЖ  Дан бошлаб ‘ ‘
2—2640
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I П r ---  I п /-----
| У un — l I < е ёки — е < v  «„ — / < е (7.10)

тсигсизлик ўринли бўлади, бунда е>0 олдиндан танланган ки- | 
чик сон.

Vа) / < 1 бўлсин. У  ҳолда (7.10) тенгсизликдан }' ип — / < е
П /

ёки )- ип<1 — е эканлиги келиб чиқади. Тенгсизлик бирор N дац 
бошлаб, яъни барча я > iV лар учун бажарилади. — q дсб бел-
гилаймиз, е ни шундан кичик қилиб танлаймизки, / < 1 да q миқдор 
1 дан кичик бўлиб қолаверсин, яъни 0 </ + е = ^ < 1, ва демак, 
барча n> N лар учун

V  ип <q  ски ип < qn. (7.11)
Иккига қаторни қараймиз:

Ul +  U2 + • ■ • + «v + «дг+1 + UNJr2 +  . . ., (7.8)
/ + ^ + / +2 +  . . .  (7-12)

(7.12) Қатор яқинлашувчи, чуики унииг ҳадлари махражи q < 1 
бўлган геомстрик прогрсссия ҳосил қилади.

(7.8) қаторнинг ҳадлари uN дан бошлаб, (7.11) тенгсизликка би- 
HOc н, (7.12) қаторнинг ҳадларидан кичик. Демак, (7.8) қатор б-§ да- 
ги 1-теорема ва 4-§ даги 1-теорема асосида яқинлашувчи.П /

б) /> 1 бўлсин. (7.10) тенгсизликдан У ип — / > — е ёки
П Г
У  ип> l — е эканлиги келиб чикади. Тенгсизлик бирор .V дан бош- 
лаб бажарилади, яъни барча п > N  лар учун ўринли. l — e ^ q  деб 
белгилаймиз. е ни шундай кичик қилиб танлаб оламизки, / > 1 да q 
миқдор I дан катталигича қолаверади, яъ!Ш / — е = q > l ва демак, 
бирор N  дан бошлаб

п г  п /У ип> q>  1 ёки У ип > 1.
Аммо қаралаётган қаторнинг барча ҳади, us, дан бошлаб, 1 дан кат- 
та бўлса, у ҳолда қатор узоқлашади, чунки унинг умумий ҳади нол- 
га интилмайди.

Э с л а т м а .  Даламбер аломатидаги каби, /=1 бўлган ҳол- 
да Кошн аломати қўшимча текширишни талаб қилади.

4- м и с о л. Қуйидаги қаторнн яқинлашувчанликка текши- 
ринг:

1 + ( 1 \2 +  . . . + ( ^ - Г  + . . .3 4 5/ \2я + 1/
Ечиш . Бунда

Қатор яқинлашади. 
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5-мисол- Қуйидаги қатории яқинлашувчанликка текширинг:

2 + ш 4+ ш , + - - + т ' + - 'i
Ечиш . Бунда

lim ^ = l i m № , > l .
П \  П J  П-*х> \ п /

Қатор узоқлашувчи.
8-§. Қатор яқинлашишннинг ннтеграл аломати

Теорема. Агар
« i  - f  « 2 +  . . .  +  -Н • • • (8-1 )

қаторнинг ҳадлари мусбат ва ўсмайдиган бўлса, яъни

U l > U 2 > . . . > U n > . . .

бўлса еа f (х) функция учун f (1) = u„ / (2) = и,, .. ., f (п) =ип, . . . 
тенгликлар ўринли бўлса, у ҳолда:

1) агар \ f (х) dx хосмас интеграл яқинлашса, қатор яқинла-
I

шувчи,
оо

2) агар / (х) dx хосмас интеграл узоқлашувчи бўлса, қапгор
'i

узоқлашувчи бўлади.
И сботи. Юқоридан у — f (х) эгри чизиқ билан чегараланган, асос- 

лари л: — 1 дан х ■= п гача бўлгам, бунда п — ихтиёрий бутун мус- 
бат cori, эгри чизиқли трапецияни қараймиз (3- шакл). Бу трапецияга 
асослари [1, 2J, [2, 3], . . ., [.4 — 1, ti\ кесмалардан иборат ички вэ таш- 
қи зинапоясимон тўртбурчаклар чизамиз, бунда функциянинг



и2 ~  f (2), «з — /(3)....... «„ =  f (П)
қийматлари ички чизилган тўртбурчакларга,

= f (I), «-> = f (2), • ■ •, «„_, = f (n — 1)
қийматлари эса ташқи чизилган тўртбурчакларга баландлик бўлиб хиз- 
мат қилади.

Қуйидаги белгилашларии киритамиз: Sn — қаторнинг п- хусусий 
йиғиндиси, Sn — эгри чизиқли трапециянинг юзи, S„ ч, S r 4— мос ра- 
вингда ички иа ташқи чизилган зинаноясимон шаклларпинг юзлари,

— п
S n = «, +  «2 +  . . . +  «„, S n = \ f (х) dx экаш! рапшан. Шаклдан

'i

5,,ч < S„ < т̂.ч (®-2)
эканлиги келиб чиқади, бунда

^ и .ч  =  U 2 +  U3 +  • • • +  Un =  S n —  U l>

S r.4 =  U\ +  «2 +  • ' • +  Un-\ = -  “ *•
Шундай қилиб, (8.2) теигсизликни бундай ёзиш мумкин:

5„ — «i < s n< s a — ua
ёки

S„ — «, < f f (х) dx< S n — un.
'i

Бундан иккита теигсизликка эга бўламиз:

Sn< u { +  \ / (х) dx, (8.3)
i

Sn > Un + I f W  (8-4)
1

n
f (.*) функция мусбат, шу сабабли п нипг ортиши билан j' f (х) dx

i
и.гтеграл ҳам катталашиб боради. Икки ҳол бўлиши мумкин:

1) Т f (х) dx хосмас и[»теграл яқинлашувчи, яъни

шггеграл чекли сонга тенг бўлсин. У  хрлда f f (х) dx < I  ва (8.3;
'i

тенгсизликдан ҳар қандай п да Sn < «t +  / эканлиги келиб чиқади. 
Шундай қилиб, бу ҳолда Sn хусусий йиғиндилар кетма- кетлиги чс- 
гараланган ва, демак, (8 .1) қатор яқинлашади.
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9) f  / (.v) dx хосмас иятеграл узоқлашувчи бўлсин, яъъи 
1

П

Г / (.v) rfx = lim f / (x) £?x = 4- oo
Я—*qO I

бучсин (8.4) теигсизликдан S„ хусусий йиғиндилар кетма- кетлиги « t  
гяттанмаганлиги келиб чиқади ва, демак, (8 .1) қатор узоқлашади. 

М исол. Умумлашган гармоник қатор деб аталувчи

каторнинг узоклашувчи ёки яқинлашувчи эканини аниқланг.
Ечиш . f(x) функциянинг дан иборатлиги равшан, бунда р—

тайинланган сон. Ушбу

dx -р+1

-Р+ 1
—— lim х1 р j = —— Iim (п1 р — 1), р ф  \ 
1-Р П—*эо |  ̂ Р

хос.мас интегрални ҳисоблаймиз. Агар р > 1 бўлса, у ҳолда lim п1~р^
U —> QQ

SO

= 0 ва l —  ------- яқинлашувчи; агар р < 1 бўлса, у ҳолд̂ .
J  хр р —  li '

со

lim nl~p = оо ва i —  dx — узоқлашувчи; агар р — 1 бЎлса, у ҳо.-л
n-t м J  хр ' ■ \i

“  dx I "да J  —  = Inx I =  оо — узоқлашувчи. Шу сабабли умумлашган raj

моник қатор р > 1 да яқинлашувчи ва р < 1 да узоқлашувчи.

9-§. Қатор қолдигини интеграл аломат ёрдамида баҳолаш 
Яқи!)лашувчи

U1 +  U2 +  • • - +  “ л +  • • • (9.1,
қаторни қараймиз.

Таъриф. Қаторнинг йиғиндиси 5 билан унииг п-хусусий йши!* 
диси Sn орасидаги айир.ма қаторкинг п-қолдиғи дейилади ва R , 0xi 
лан белгиланади:

K  = s - s n.
тои^^^°^НИНГ к-олдиғи ^ам қатор бўлиб, у берилган (9.1) қга 
тади311 дастла^ки п та ҳадни ташлаш натижасида ҳосил бўЦ

Я , ~  «,.+! +  • • • +  ип+т +  . . .



Бу қатор 4- § даги 4- теоремага кўра яқинлашувчи, шу теоремага 
кўра аксиичасини ҳам тасдиқлаш мумкин: агар қаториинг қол- 
диги яқинлашувчи бўлса, у ҳолда қатор яқинлашувчи бўлади. 

Қатор қолдиғининг таърифига кўра
lim Rn = 0

ю

бўлиши равшан.
Ҳақиқатан ҳам,

lim Rn =  lim (S — Sn) = S ~  lim S n = S — S = 0.
п —юо II—► qo ri-+oo

Шу сабабли етарлича катта п лар учун
5 « S П

тақрибиг) тенгликка эга бўламиз, п катталашгани сари бу тенглик- 
нииг аииқлиги орта боради. Қатор йиғиндиси S ни унинг хусусий йи- 
гиндиси S n билан алмаштирилгандаги абсолют хато, равшанки, қатор 
қолдиғинииг модулига тенг:

A = \ S - S n\ = \Rn\.
Шуидай қилиб, агар қатор йиғиндисини е > 0 гача аниқликда то- 

пиш талаб қилинса, у ҳолда шундаи п сондаги дастлабки ҳадлар йи- 
ғиндисини олиш керакки, | Rlt | < е тенгсизлик бажарилсин. Шунга қа- 
рамай кўи ҳолларда биз Rn қолдиқии аниқ топа олмаймиз. LUy са- 
бабли 'қолдиқнинг модули берилган е сопдан катта бўлмайдиган қол- 
диқнинг п номерини қандай топиш кераклигиии аниқлашимиз керак.

Мусбат ишорали қатор қолдиғиии интеграл аломат ёрдами- 
да баҳолаш ҳақидаги ушбу тсорема айтилган саволга жавоб 
беради.

Т е о р е м а. Агар мусбат ҳадли
и{ -\- и . , - \ - ип + .
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интеграл аломатнинг талабларига жавоб берса, у ҳолда 
қапЮР' ^  qQ[tFll /? қуйидаги тенгсизликларни қаноатлангпиради:

, f  / W  dx < Rn < | / (A') dx-
n-i-l n

И c боти . 8- § даги (интеграл аломатдаги) шаклни кайта чи- 
амиз (4-шакл). Бирор п иомерни тайинлаймиз. Юқоридан

3 = /(х) функция графиги билан чегараланган, асоси х = п 
чан х - п  + т  гача бўлган эгри чизиқли трапецияни қараймиз. 
8- § дагнга ўхшаш

S„.4< f f (x )d x < S T ll
П

ёки ия+1 + • • • «n+m < i' / W  dx <ип +  • • • +  U n+m— i тенгсизликлар-
П

ни тузиш мумкин. Равшанки, охирги тенгсизликни 5n, 5,1+m, 5п+т_, 
хусусий йиғиндилар орқали ифодалаи] мумкии:

n-j-m

s n+m -  Sn < f / (X) dx < S „+m_, -  S „_ ,.
п

Бундан қуйидаги иккита тенгсизликка эга бўламиз:

j' / (x) rix < S„+m_, -  S n_, na j  / (д) dx > S a+m — s„. (9.2)
П /l

Яқинлашувчи қаторлар учун m -*■ oo да (9.2) тенгсизликларда ли- 
митга ўтамиз.

n+ m  „

1 im i / (,v) dx = \ f (x) dx яқинлашувчи,
m -* go *•

n n

lim Sn+m_, =-■ S, lim Sn+m = S,
m—tQc m —♦ co

(бунда S  — қатор йиғнндиси) экаиини ҳисобга олиб (9.2) ни бундай 
езшн мумкин:

J / (х) dx< S  — S„_,,
/J

f  / (x) dx > S  — S„
еки

j / (x) dx </?„_„
(9.3)

j / (x) dx >
/1
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(9.3) нпнг биринчи тенгсизлигида п ни п +  1 билан алмаштири !̂ 
ушбу

j f (х) dx < Rn ва f  f (х) dx > Rn
л+! п

тепгсиз; икларга эга бўламиз. Бу тенгсизликларни қўш тенгсиз ц,к 
шаклида бирлаштириб,

n+I
f (х) dx < R ,t<§ f (x) dx

ифодага эга бўламиз. Шуни исботлаш талаб қилинган эди. 
Мисол. Ўшбу

S =  1 +
23

. . . + - 1- + . . .

қатор йиғиидисини 0,1 гача (яъни е = 0,1) аниқликда топинг.
Е ч и ш. Яқинлашувчи (умумлашган гармоник, р = 3> 1) 

қаторга эгамиз. Қаторнинг ҳадлари монотон камаювчи

х*
функциянинг мос қийматларидан иборат. Шу сабабли қатор- 
нинг п- қолдиғи

Р  =  * _ L  * . _±. 

п (n+ l):) (п+2)3 ' ' '

ц, — и.2 + и3 . • • + (— 1)

учук ушбу баҳога эгамиз:
l/ ? < ( ’ — ==" J X3 2 „2

D  -  - 1 ^  1R„ <- е еки —  < —  
п 2п* 10

тенгсизликни ечиб, 2/г2 > 10 ёки п > i 5 »  2,24 тенгсизликка эга бў* 
ламиз. л = 3 деб қабул қиламиз. Шундай қилиб,

53= 1 —  Ч— — «  1,16.
23 З3

Бу қийматни яхлитлаб қатор йиғиндисикинг тақрибий қийматини то- ?  
памиз: 5 «  1,2.

ринг.

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Даламбер аломатн нимадан иборат? Унн исботланг. Мисоллар келтн-

2. Коши аломати нимадан иборат? Унн исботланг. Мисоллар келтиринг.
3. Интеграл аломат нимадан иборат? Унн исботланг.
4. Ушбу

пР

24

пя „кииташувчи ва р< 1 да узоқлашувчи эканини аииқланг. 
қаТ°Г м усб Г т  ҳадли қаторнинг қолдиғн интеграл аломат билан қандай ба-

Л0ЛЭб 32754-2770- масалаларни ечинг.

10-§. Ишоралари навбатлашувчи қаторлар

Уяпаоининг ишоралари ҳар хил бўлган қаторларнн ўрга- 
'>тамиз Энг аввал ишоралари навбатлашувчи қаторлар 

"Гй^ятатувчи қаторларга тўхталамиз. Бундай қаторларда ҳар бир 
гбатхаддан ксйин манфий ҳад ва ҳар бир манфий ҳаддан 

кейин мўсбат ҳад келади. Ишоралари навбатлашувчи қаторни 
бундай ёзиш мумкин:

l),+1
............ П= l

бунда u„ и,_____ и„, . . . — мусбат сонлар.
1. Ишоралари навбатлашувчи .қаторлар яқиилашишининг 

етарлн шартини ўз ичига олган қуйидаги теоремани исботлай- 
миэ.

1- т е о р е м а  (Л е й б н и ц  т е о р е м а с и ) .  Агар ишорала- 
ри навбатлашувчи

Uj — и2 +  и3 — . . .+ ( — 1)"+I Ил + .. . (10.1)
қаторда қатор хадларининг абсолют қийматлари камаювчи, яъни 

Uj > u2 >  u.j > . . . > un > . . . ( 10.2)
бдлса, шу билан бирга un умумий ҳад нолга интилса:

lim un = 0, (10.3)

У ҳолда (10.1) қатор яқинлашувчи бўлади, шу билан бирга унинг 
йиғиндиси биринчи ҳадидан катта бўлмайди са мусбат бцлади:
0 < S < ut.

Исботи. Олдин жуфт индексли S ,m хусусий йигиндилар кетма- 
кетлигини қараймиз, уларни ушбу кўринишда ёзамиз:

S2m - (Uj — и,) + (u.{ — и4) +  . . . +  (u.lm_ x — и,т ) .
Д - к .  S,m > 0 ва S ,m хусусий йиғиндилар кетма-кетлиги ўсувчи. 
ччк.а ™ РТдан а̂Р бир қавс ичидаги ифоданинг мусбат экапи келиб

Энди S ,m хусусий йиғиндини бундай кўчириб ёзамиз:

S '-m (u 2 U;()  . . . ( и , т— 2 ^ 2 m - l )  U 2m-

чикР ШГ дан x-aP ®HP Кавс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб 
пяи  ̂ сабабли бу қавсларни и. дап айириш натижасида биз uL

кччик сонга эга бўламиз, яъни
S ,m < и̂ .
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Шундай қилиб, S.2m хусусий йиғиидилар кетма- кетлиги т  билац! 
биргаликда ўсувчи ва юқоридан чегараланган. Демак, у лимитга эга 
яъни

lim S ,m =  5,
т-*оо

шу билан бирга 0 < 5 < uv
Энди toi; ипдексли S.2m. j хусусий йиғиндилар ҳам 5 лимитга ин- 

тилишини исботлаймиз. Ҳақиқатан ҳам,
*^2m+l =  *^2m “ Ь  u im + l 

бўлгани учун т  оо да
lim S .,m+1 = lim S2m +  Hm u2m+l = lim S ,m = S
m-+oo т-+~ъ m— m-+oo

га эга бўламиз, бунда (10.3) шаргга кўра lim и,т+г = 0. Шу билан
т -ь-с

биз жуфт п ларда ҳам, тоқ п ларда ҳам lim Sn = S  эканини исбог-
П-+оо

ладик. Дсмак, (10.1) қатор яқинлашувчи, шу билан бирга унинг йи- 
ғиндиси мусбат ва қаторнинг биринчи ҳадидан катта бўлмайди, яъци

0 < S  < uv
2. Қатор қолдиғини бахрлаш. Лейбниц теоремаси ишорала- 

ри навбатлашувчи қатор қолдиғини баҳолаш имконини бсради.
2- т е о р е м а. Агар ииюралари навбатлашувчи

Ul- и 2 +  и3- .. . +  ( -  1У+1 ип + . . .  ( 10.1)
қатор Лейбниц теоремаси шартини қаноатлантирса, у ҳолда 
унинг п- қолдиғи R„ абсолют қиймати бўйича ташлаб юборил- 
ган ҳадларнинг биринчисининг модулидан катта бўлмайди.

И с б о т и. Ишоралари навбатлашувчи (10.1) қатор Лейбниц 
теоремаси шартларини қаноатлантиргани учун у яқинлашувчи. 
У ҳолда қаторнинг п- қолдиги

Rn = ± К + \ — ип+2 +  - ■ •)
нинг ўзи ишоралари навбатлашувчи қаторнинг йиғиндиси бў- 
лади. Лейбниц теоремасига кўра бу йиғинди абсолют қиймат 
бўйича қатор биринчи ҳади модулидан катта бўлмаслигн керак, 
яъни

l ^ l < « n+, (Ю-4)
бўлиши керак.

Демак, қаторнинг S йиғиндисини Sn хусусий йигииди билан 
алмаштиришда йўл қўйиладиган хато абсолют қнймати бўйича 
ташлаб юборилган ҳадларнинг биринчисидан катта бўлмайди. 
Охирги тенгсизликдан қолдиқнинг модули берилган аииқлик £ 
дан катта бўлмайдиган п номерни топишда фойдаланиладн.

1- м и со л. Ушбу

32 + 44 +  ( - 1),я+ 1 J __
и+1)а
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пнинг яқинлашишини текширннг. 
қатори. ^ қаторнинг ҳадлари абсолют қинматн бўйича ка-
м а й п б  боради:

J- > — >... > —l-—• >
2- З2 (n-fl)2

ва ,
lim ип = I irn -- — = 0.
_  п (я-4-Пг

UJv сабаблн қатор яқинлашувчи.
2-м исол. 1-мисолдаги қатор ниғиндисиии t = 0,01 гача 

акиқликда топинг. Қаторнинг п- қолдиғи
n = . ( _ J ________ L _  i \

п \(n-i-2)* (п+З)* ' ' " )  
учун ушбу баҳога эгамиз:

Ушбу
, n , - 1 1i' \Rn] < е еки ----- < —

п (п -j 2)2 100
тенгсизлнкни ечиб

(п -f 2)2 > 100 ёки п > 8 
га эга бўламиз. п -- 9 деб оламиз.

Шундай қилиб,

S 0 = ~ ---- + — — . . .  +  —  «0,182.
22 32 43 102

Бу қийматни юздан бирларгача яхлитлаб, қатор йнғиндисининг 
тақрибиП қийматига эга бўламиз:

S«0 ,18 .

11-§. Узгарувчан иигорали қаторлар

Агар қаторнинг ҳадлари орасида мусбатлари ҳам, манфий- 
тор де̂ ЗМ ^ лса’ У Ҳ°лда бундай қатор ўзгарувчан ишорали қа-

«i + и2 + . . . — ип + . . . , 
бундд иь и.,, . . . , ип, . . . сонлар мусбат ҳам, манфий ҳам бўлиши 
Шдог®* (*0-§ Дагидан фарқли). Олдинги параграфда кўриб ўтилган 
хycyatй̂ ҳ0НаВ̂ ЭТлашУьчи к.ат0Рлар ўзгарувчан ишорали қаторларнинг

1- Абсолют ва шартли яқинлашувчи қаторлар. Узгарувчан
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ишорали қаторнинг абсолют ва шартли яқинлашуви ка5и \,у 
ҳим тушунчаларни киритамиз.

1- т а ъ р и ф.  Ўзгарувчан ишорали
u x +  « g  +  . . . + « „ + • •  • ( 1 1 . 1 )

қатор ҳадлари абсолют қийматларидан тузилган
|«i| +  |иг\ +  . . . + \ип\ +  . . . (11.2)

қатор яқинлашувчи бўлса, ( 11.1) абсолют яқинлаигувчи қатор 
дсйилади.

2- т а ъ р и ф. Лгар ўзгарувчан ишорали (11.1) қатор яқинла- 
шувчи бўлиб, бу қаторнинг ҳадлари абсолют қий.матларндац 
тузилган ( 11.2) қатор узоқлашувчи бўлса, у ҳолда берилгац 
ўзгарувчан ишорали ( 11.1) қатор шартли ёки ноабсолют яқин. 
лашувчи қатор дсйилади.

1- м и со л. Ишоралари навбатлашувчи

+  + ( - ,Г н - +2 3 п

қатор шартлн яқинлашувчи қатордир, чунки у яқинлашувчи 
(Лейбниц аломати бўйича), унинг ҳадлари абсолют қийматла- 
ридан тузилган

J + Y + - - -  + 7 + ---
қатор эса узоқлашувчидир (гармоник қатор).

2- м и с о л. Ишораларн иавбатлашувчи

i — - +  - —  . . .  +  J gl L  +  . . .
22 32 П~

қатор абсолют яқинлашувчи қатордир, чунки у яқинлашузчи* 
дир (буни Лейбниц аломати бўйича текшириш осон), унинг 
ҳадлари абсолют қийматларидан тузилган

1 +  J _  +  J _  +  . . . +  J _  +  . . .
22 32 П2

қатор ҳам яқинлашувчи (кўрсаткичи р = 2>1 бўлган умумлаш- 
ган гармоник қатор).

2. Абсолют яқинлашувчи қаторнинг яқинлашиши ҳақид* 
теорема. Узгарувчап ншорали қагор яқинлашувчанлигининг 
муҳим етарли шартини келтирамиз.

Т е о р е м а. Агар ўзгарувчан ишорали
ui +  U2 +  • • • +  ип +  . . . ( llD

қатор ҳадлари абсолют қийматларидан тузилган
|ux| +  |u2) +  . . . +  1ип| + . . . (] 1.2)

қатор яқинлашса, у ҳолда берилган ўзгарувчан ишорали (11 -2) 
қатор ҳам яқинлашади.



Исботи. 5 ва ar мос равишда (11.1) ва (11.2) қаторларнинг п—

хусусии
S  xycv
матлари

й и ғи нд и лар и  бўлсин. 5+ билан барча мусбат, билап эса 
сий йиғиндидаги барча манфий ишорали ҳадлар абсолют қий- 

S" ^йиғиндисини белгйлаймиз. У ҳолда
Sn = 5+ — S-  ап = S J  +  S~.

Шартга кўра (11.2) қатор яқинлашувчи, шу сабабли ап йиғинди а 
лимигга эга. S nh ва Sn лар эса мусбат ва ўсувчи, шу билан бир-

гт С О ва S~  < а ,<  о (чегаралангаи), демак, улар ҳам ли- га ==: UU а
шпта эга:

Iim S t  — 5+, !im S~  = S “ .

қади:
. S~  муносабатдаи S n ҳам лимитга эга эканлиги келиб чи- 

lim S„ = lim S + — Iim S~  '= S~ — S~.

Демак, ўзгарувчан ишорали қатор яқинлашади.
Абсолют яқинлашиш тушунчаси ёрдамида бу теорема кў- 

пиича бундай ифодаланади: ҳар қандай абсолют яқинлашувчи 
қатор яқинлашувчи қатордир.

3-мнсол. Узгарувчан ишорали
sin а sin 2 а sin п а

12 22 (11.3)

қаторнинг яқинлашишини текширинг, бунда а- ихтиёрий ҳақи- 
қий сон.

С ч li ш. Берилган қатор билан бирга
sin а + sin 2 а

22 + + sin п а + (П.4)

қаторнн қараймиз. Бу қаторни яқинлашувчи

1 +  Ъ  + "f--г + (11.5)

гармоник қатор билан таққослаймиз.*
кат  ̂ Қаторнинг ҳадларн (11.5) қаторнинг мос ҳадларидан 
T0DTa ;*мас> шу сабабли таққослаш аломатига кўра (11.4) қа- 
сан яЛ” н‘1ашУвчи- Аммо у ҳолда, исботлангаи теоремага асо- 

Аб к.атоР Ҳам яқинлашувчи. 
хосса ва шартли яқинлашувчи қаторларнинг қуйидаги

^ларини қайд қиламиз:
ТоР х а л ^  ^атоР абсолют яқинлашувчи бўлса, у ҳолда бу қа- 
лют яки|арИНИНГ ЎР»И хаР Кан'1а алмаштирилганда ҳам у абсо-

• лашувчи бўлиб қолаверади; бунда қаторнинг йиғиндиси
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унинг ҳадлари тартибига боглиқ бўлмайди (бу хосса iuapTj] 
яқинлашувчи қаторлар учун сақлаимайди);

б) агар қатор шартли яқинлашувчи бўлса, у ҳолда бу ^  
тор ҳадларининг ўрииларини шундай алмаштирнб қўйиш Myv_ 
кинки, натижада унинг йиғиндиси ўзгаради; бунинг устць 
алмаш-гиришдан кейин ҳосил бўлган қатор узоқлашувчи қато» 
бўлиб қолиши мумкин.

Мисол учун шартли яқинлашувчи
1 — L + ± _ ±  + - l _ l - f l — ~ + ...

2 3 4 5 6 7 8

қаторни оламиз. Унинг йигиндисини S бнлан белгилаймиз. Қа. 
тор ҳадларини ҳар бнр мусбат ҳаддан кейин иккита манф® 
ҳад турадиган қилиб алмаштирамиз:

i — L _ l + ± — L _ 1  + ... .
2 4 3 G 8

Ҳар бир мусбат ҳадни ундан кенин келадигап манфнй ҳад бц. 
лаи қўшамиз:

1 _ 1 + 1 _ 1 +
2 4 6 8 ................

Натижада ҳадлари берилгап қатор ҳадларини 1/2 га кўпайти- 
рииадан ҳосил бўлгаи қаторга эга бўламиз. Аммо 4-.§дф 
1-теоремага кўра бу қатор яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси
1-S га тенг. Шундай қилиб, қатор ҳадларининг жойлашиш
тартибини ўзгартириш билангипа унинг йиғиндисини иккн мар- 
та камайтирдик.

12-§. Комплекс ҳадли қаторлар

Қаторлар назариясининг кўпгина масалалари деярли ҳеч 
қандай ўзгаришларсиз ҳадлари комплекс сонлардан ибора* 
бўлган қаторларга ўтказилади. Дастлаб

î» 2̂» • • • > Zп' • * *
комнлекс сонлар кетма-кетлигининг лимити таърифини кирИ- 
тамиз, бунда:

гп = хп +  *У» п = 1 , 2 , 3 , . . .
1-таъриф. Агар ҳар қандай е> 0  учун шундай N натурал сон- ■ 

ни танлаш мумкин бўлсакн, барча n > /V лар учун
1гл — го1< е

тенгсизлик бажарилса, у ҳолда г0 = а + ib комплекс сон zn = хп * 
+  iya комплекс сонлар кетма- кетлигининг лимити дейилади. 

zn — z0 = (xn — а) +  i (yn — b) бўлгани учун \zn — z<>' **
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---- rj- rriT ^ W  Шу сабабли lirn zn -  zn лимитнинг мавжудлиги
=>1 (■'■ —а'  1- no кетма- кетлигининг иккита лимитг мавжуцлигига тенг 
ҳақиқии c0H1

lim х = а  \ \ т у ,- Ь . (12.1)

иф қатор яқннлашишинннг таърнфинн комплекс 
аторга ҳеч бир ўзгаришсиз ўтказиш имконини беради. 

Комплекс сонлардаи иборат.
+  w 2 4 - . • • +  w n +  ■ ■ • ( 1 2 .2 )

қаторни тузамиз, бунда
к;п= и„ + ivn, п = 1, 2, 3, . . .

Бу каторнинг дастлабки n та ҳади йигиндисини қараймиз, уни 
5, бйлан белгилаймиз:

s n =  в»! +  Wt +  . . . +  wn,
S — комплекс сон:

Sn = (Ul +  и, +  . . . +  ип) +  /(»! +  »*+ . . .  +  vn). (12.3)
2-таъриф. Лгар (12.3) қаторнинг Sn хусусий йиғиндилари кет- 

ма- кетлкгинннг лимити
lim Sn = S  = Л +  iB
п—юо

мавжуд бўлса, у ҳолда (12.3) комплекс ҳадли қатор яқинла- 
шувчи қатор, S  эса унннг йиғиндиси дейилади.

( 12.1) га асосан ( 12.2) қаторнинг яқинлашувчи эканидан ҳа- 
қиқий коэффицентли иккита

А — + и.у + . . .  + « „ + . . . ,
В  = vt + v, +  . . . +  vn +  . . .

каторшшг яқиплашувчи экани келиб чиқади.
3-таъриф. Лгар lim Sn мавжуд бўлмаса, у ҳолда комплекс

П-*оо
ҳадли (12.2) қатор узоқлшиувчи қшпор дейилади.

( 12.2) қаторнинг яқинлашишиии текшнришда ушбу теорема 
жуда муҳимдир.

Т ео р е м а. Агар

i^M + Иг| +  . • . +  |а>„1 +  • • • ,
бунда |а» | = y r  и1 +  v~ капюр яқин.гашувчи бйлса, i/ холда ( 12.2) 

Ҳим яқинмшувчи бўлади. ' 
тсботи. Мусбат ҳадли

1 '̂xf +  +  • ■ • + 1®,,! +  ■ - -
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қаторнимг яқинлашувчанлиги ва

К\ <Vr“n + v2n= ki. К\ < /  + vl = K
шартлардан, мусбат ҳадли қаторларни таққослаш аломатн аесея 
(6- §, 1 - теорема)

l u j  +  |u 2| +  • • • +  W n\ +  . . . ,

K i  +  |tg+  . . .  +  к\ +  . . .  м~ 4)
қаторларнинг яқиилашувчанлиги келиб чиқади. (12.4) қатор. 
ларнинг яқинлашишидан 11-§ даги теорема асосида

Ul +  U2 +  . . . + « „ +  • • • ,
V1 +  v % +  • • • +  Vn +  • • •

қаторларнинг яқинлашиши, ва демак,
+ w3 +  . ... + +  . . .

қаторнинг ҳам яқинлашиши келиб чиқади, шуни исботлаш та- 
лаб қилинган эди.

Исботланган теорема комплекс ҳадли қаторларнипг яқин- 
лашишини текшириш учун мусбат ҳадли қаторлар яқинлашиши- 
нинг барча етарлилик аломатларини қўлланиш имконини бе- 
ради.

4-т а ъ р и ф. Агар комилекс ҳадли қаторнинг ҳадлари мо- 
дулларидан тузилган қатор яқинлашувчи бўлса, бу комплскс 
ҳадли қатор абсолют яқинлашувчи қатор дейилади.

Комплекс ҳадли абсолют яқинлашувчи қаторлар ҳақиқий 
ҳадли абсолют яқинлашувчи қаторларнинг ҳамма хоссаларига 
эга.

cos 1 +  i  sin 1 , cos2 -|-isin21-мисол. Ушбу 
cos n +  i  sin n

. . . +

/i*

12 22 

+ . . . қатор абсолют яқинлашади, чунки унинг
ҳадлари модулларидан тузилган

^7 +  ^ 7+  • • • + - +  ••• 
қатор яқинлашувчидир.

Ў з - ў з н н и  т е к г а и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

м еояхя яқинляшувчн қаторларнннг хоссасинн ифодаланг.
7 Абеолюг яқинлашувчи қ.чторнннг яқннлашиши ҳақмдагн теоремани исоот-

ланг- ,мш1екс сонлар кетма- кетлигининг лимити таъоифини ва комплекс хпд- 
окинлашувчя цатор таърнфннн беринг. 

лн q Комплекс ҳадлн қаторларн!ШГ яқпнлашишн қандаи текширнлади? 
iO 2790— 2801- масалаларни ечинг.

13- §. Функционал қаторлар. Яқинлашиш соҳаси

Хздлари функциялардан нборат бўлган қаторларии қараш- 
ra ўтамнз:

«i (-V) +  и2 (.v) +  . . . + «nW  + . . ■ (13.1)
Бупдай қаторлар функционал қаторлар дейилади. и\(х), и2(х), 

функцпяларнинг ҳаммаси бирор чекли ёки чексиз интсрзал- 
да аниқланган ва узлуксиз.

Функционал қаторнинг ҳади, хусусан, ўзгармас бўлиши ҳам 
мумкип. Бундай ҳолда фуикционал қатор сонли қаторга айла- 
нади. Шундай қилиб, сонли қатор функционал қаторнннг хусу- 
снй ҳоли экан.

(13.1) ифодада х ўзгарувчига баъзи х0, хи . . .  қийматларни 
бернб, у ёки бу сонлн қаторга эга бўламиз:

«1 (*о) +  U2 W  +  • • • +  un М  + ■ • • ,
ui (*i) + «2 (*j) + . . .  +  «„ (x,) + . . . ( I3-2)

ва ҳ. к.
a- ўзгарувчинннг оладиган қийматига қараб (13.2) қатор 

яқинлашувчи ёки узоқлашувчи бўлади.
-v ўзгарувчининг (13.2) сонли қатор яқинлашувчи бўладнган 

қиимати (13.1) функционал қаторнинг яқинлашиш нуқтаси де- 
иилади. х ўзгарувчипинг (13.2) сонли қатор узоқлашувчп бў- 
ладиган қиймати (13.1) функционал қаторнинг узоқлаишш нуқ- 
‘uiu деииладн.
л а п и / И Х ЎзгаРУвчининг (13.2) қатор яқинлашувчи бў- 
ннпг- ЗН хамма Қийматлари тўплами (13.1) функциопал катор- 
нипг яқинлашиш соҳаси дсйилади.

aP х >згарувчинипг ,r0 қиймати (13.1) фуикцмонал қатор-
нннг сох-асига тегишли бўлса, у хрлда бу қатор-

1. Ишоралари навбатлашувчи қатор деб қапдай қаторга айтилади? ЎзтрУ®* '
чан ишорали қатор дсб- чи? IJ Jy

2. Ишоралари навбатлашувчц қатор учун Лейбниц аломати гашадан ибор2”  М ЯгНД  
Исботланг.

3. Ишоралари навбатлашувчи қатор қолдиғи қандай баҳоланади? Л\исоЛ- 
лар келтиринг. л

4. Ўзгарувчан ишорали қатор учун яқинлашишнинг етарлилик шарти ни**
Исботланг.

5. Абсолют яқинлашувчи ва шартли яқинлашувчи қаторларнинг таърп?>1В̂  
беринг. Мнсоллар келтиринг.

1т n u  г» ----- Г  J 1
як.инлашнш соҳасига

o нуқтадаги йиғиндиси ҳақида гапирнш мумкин:
5  ^ °)  =  W1 (Хо) +  U2 (Хо) +  • • • +  « „  (х 0) +  . . .

ўзгарувч11 ннн 1Н •• ФУнкнионал қатор йиғиндисининг қиймати х 
торнипг мпцГ К-И11,матнга боғлиқ. ILly сабабли фуикционал қа- 
Ф ун кц и я ,-1пдиси унинг яқпнлаил.ш сохасида .t нинг бироо

' 1 м  Л Л '\ а,ЛИ ва 5  W  бнла« белгиланади.■ *■ С о л. Ушбу

-2640
-1- .V • • • +  л-г‘ +



функционал қаторнннг ҳадлари махражи q => х га тенг бўлгап ieo. 
метрик прогрессия ташкил қилади. Демак, упинг яқинлашиши учу„ 
|х|< 1  бўлиши керак ва (— 1,1) интервалда қаторнинг йиғиндиС1{
— га тенг. Шундай қилиб, (— 1, 1) интервалда берилган қатор
l — X

S(x ) = i
I — X

функцияни аниқлайди, бу эса қаторнинг йиғиндисидир, яъни
l

l —x
2-мисол. Ушбу

1_____ ,
2 +  sin х

= 1 -j- X -f- Хг -f- . . . -f- X

■ sm x
1

n-f I 4-sinx +  • • •

функционал қатор х нинг ҳар қандай қийматида узоқлашувчи. 
Ҳақиқатан, барча х лар учун— l^ s in ^ ^ l ,  шунингдек, қатор- 
нинг ҳадлари барча х лар учун мусбат. Шу сабабли мусбат 
ҳадли қаторларнинг таққослаш аломатини қўллаймиз, бсрил- 
ган қаторни

l +  J + l  +  Т + ---+ 7 + •••
гармоннк қатор билан таққослаймнз. Берилган қаторнинг ҳад- 
лари гармоник қаторнинг мос ҳадларидан (учинчи ҳадидаи 
бошлаб) кичик эмас, гармоннк қатор эса, маълумки, узоқла- 
шувчи. Демак, берилган қатор х нинг ҳар қандай қийматида 
узоқлашувчи, шуни исботлаш талаб қилинган эди.

(13.1) қаторнинг дастлабки п та ҳади йиғиндисини Sn('t 
билан белгилаймиз. Агар бу қатор х нинг бирор қийматида 
яқинлашса, у ҳолда

S(*)«=S„(x) +  rn(x)
бўлади, бунда 5 (х) — қаторнинг йиғиндиси,

r n ( * )  =  Un+ l W  +  Un+ 2  W  +  • • •

rn(x) миқдор (13.1) қапюрнинг қолдиғи дейилади. х нинг бар4* 
қийматлари учун қаторнинг яқинлашиш соҳасида

lim S n (х) = S (х)
П—> оо

муносабат ўринли, шу сабабли lim (S (jc) — Sn (.v)) = 0 ёки 1 im rn (•'■')'
= 0, яътш яқинлашувчи қаторнинг қолдиғи п 
ди.

оо да нолга ин'

34



14- §. Текис яқинлашиш. Вейсрштрасс аломати

13-§ Да бнз яқиилашиш сохасида lim rn (х) = 0 эканипи аниқла-
Kv ихтиёрий кичик е > 0 сон учуи е ва .v ra боғлиқ шуидай 

дг\е x) coir топилиб, барча п > N  (е, х) ларда |ra (jc)| < е тенгсизлнк
бажарилшиинн билдиради. о

функииоиал қаторлариинг шундаи сиифи мавжудки, оу қаторлар 
V4VH юқоридаги тенгсизлик қаторпинг яқинлашиш соҳасига тегишли 
барча х лар учуи n ^ N  бўлиши биланоқ бажарилади, бу ҳолда N  
факат е нииг ўзига боғлиқ, яъни N = N  (е). Бу қаторлар текис яқин- 
ташувчи қаторлар деб аталади.

Т  аъриф.  Агар ихтиёрий исталганча кичик е>0 сон учун 
фақат е га боғлиқ, шундай N (е) сон топилиб, барча n ^ N  да 
кўрсатилган соҳага тегишли х лар учун

M * ) l< e
тенгсизлик бажарилса,

Ui (х) +  и2(х )+  . . .  -f- ип (л ) - f  . . .
функционал қатор кўрсатилган соҳада текис яқинлашувчи қа- 
тор денилади.

Қатор текис яқинлашишининг амалда қулай бўлган етарли- 
лик аломатини исботлаймиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и. Агар
“ i (*) +  «■(*)+ • • • + и п(х)+  . . . (I4.i)

функционал  ̂қаторнинг ҳадлари бирор (а, b\ соҳада абсолют 
қиймати бўйича бирор яқинлашувчи мусбат ишорали

с 1  +  с2+  . . . + сп+  . . . (14.2)
қаторнинг мос ҳадларидан катта бўлмаса, яъни
' I .  |ип (х)| < сп (14.3)

'Шсатил?п 'гГ  У х-олда берилган функционал қатор
Е т  ь\со*ада текис иқинлашади.

Ти* (14.2) қатор йиғингдисики о билан белгилаймиз:
°  =  ^ l +  С2 +  • • • +  Са + -----

катоптнЛ ^ '4" 8"’ буНДЯ ° n~  П' ХУС>’СИЙ йнгиидн, е„ эса бу• иРникг n- қолднғи, яъни

f l 4  * n  =  c n - b i + c ,t + 2 +  . . .  (1 4 .4 )

lirn а̂тоР «чрпиашувчи бўлгани учун Iim on = а ва, демак 
** °-

•l) Фуикциоиал қатор йигиндисини



sn M  = ut (x) + • • • + Un (x),
'•nW  = «„+|(-v) + «a+2(x)+  . . .

(14.3) шартдан
l«„+! (X)l ^  Сп+1> 1Мп+2(Л’)1 ^  Cn+2< ■ ■ ■

5кани келиб чицади ва шу сабабли (14.4) дан караластган 
соҳанинг барча х лари учун

К ( х)\ < га
текгсизлик бажарилади. Бу эса (14.1) қатор [а, b\ да текнс 
яқинлашншини кўрсатади. Шуни исботлаш талаб қилинган 
зди.

1-мисол. Ушбу
sin l2 х

12
sm 2'2 х . . sm пгх
------- г • • • i ---- ---- г  • • •

22 «2

функционал қатор х нинг барча ҳақиқий қийматларн учун те- 
кнс яқинлашади, чунки барча х ва п ларда

sin п2х

ушбу
—  + —  +  ••• + — + . . .  12 22 /J2

қатор эса, маълумки, яқинлашувчи, чунки бу кўрсаткичи 
р = 2>1 бўлган умумлашган гармоник қатордир.

Текис яқинлашувчи функционал қаторлар учун функция- 
лар чекли йиғиидиси хоссаларини татбиқ қилиш мумкин.

1- т е о р е м а. Агар
Uj_(x) +  и2 (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .

функционал қаторнинг ҳар бир ҳади [а, b] кесмада узлуксиг 
бўлиб, бу функционал қатор [а, b) да текис яқинлашувчи бўл- 
са, у ҳолда қаторнинг йиғиндиси S (x ) ҳам uiy кесмада узлук• 
сиз бўлади .

2- т е о р е м а  (қаторларни ҳадлаб интеграллаш ҳақида)- 
Агар

ut(x) +  иг (.v) +  . . . +  ип (х) +  . .. 
функционал қаторнинг ҳар бир ҳади [а, bj кесмада у зл у ^ 3 
бўлиб, бу функционал қатор [а, fc] да текис яқинлашувчи бул‘ 
са, у ҳолда

J  «х(х) dx +  J  «2(х) dx +  . . .  +  J  ип(х)dx + . . .
а а . а

b
қатор ҳам яқинлашувчи бўлади ва унинг йиғиндиси J  S(v)dx

а
тенг бўлади.
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Ю коридаги теоремаларнинг исботини келтирмаймиз.
2- м и с о л. Ушбу

1 — Л'2 +  х*- . . . + ( - \ ) пх2п +

Аункцнонал қатор |х| < 1 да текис яқинлашувчи ва унинг йиғиндиаи 
(Қаралаёгган қатор ҳадлари геометрик прогрессия ташкил қилади)
5 ^ ) = —— ; эканини кўриш осон. Берилган қаторни 0 дан бирор 
х < 1 гача ҳадлаб интеграллаймиз, иатижада

„ *2л+1
2/j+ l

қаторга эга бўламиз, бу қатор |.vj < 1 да текис яқинлашади ва укинг 
йиғиндиси қуйидагига тенг:

J s W * - J r = агс tg х.

Шундай қилиб, |дс| < 1 да текис яқинлашувчи
х3 xs у2п+]

arctg.v — х з" +  ~5 • • • +  ( 1)" jjTr+T +  • • • 
қаторга эга бўлдик.

3-теорема (қаторларни ҳадлаб дифференциаллаш ҳақида). Лгар 
Ul (х) + и2(х) +  . . .  +  Un (х) +  . . . 

функциона.г қатор бирор \а, b] соҳада яқинлашувчи ва S (x )
Эга °Ў лса’ ШУ бчлан бирга унинг ҳадлари шу сохада узлуксиз ҳосилаларга эга бўлса ҳамда

и\ (*) +  и2(х)+  . . .  +  ип (Х) +  . ..

як-инАашУвчи булиб, а (х) йиғиндига эга бўл- 
= о(х) булади ҚаШСР m£KUC ^ инлашУвчи бўлади ва S ' (х) =

исботи»и Ҳам келтирмаймиз:
-. Шу параграфдаги 2- мисолни қараймиз:

= Д Г - 4 + . . . + ( _ , ) »
Бунда» а « + 1 ' - "

экэнц келиб чикял» г
ШУ каторнм чал пб п,У ьЛк >НГ томонда б*фор катор турибди.

ладлаб дифференциаллаб, қуйидагини топамиз:
4 хз

2л + (14.5)

2х 3~ + ~5---i\n (2 п + 2) x2n+l
5 2ТГ+Т— ь • •
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Бу қаторга Даламбер аломатини қўллаймиз: 

' «*„+ilim I
п—юс

2 п + 2 2„+i
lim 2п+  1 — 1 im 2 (“ + l> (2 ,l ' ' )  х-П-*оо 2 « ln-l п --+-х> (2 п 1) 2 /i

2 п -  1
Шундай қилиб, қатор абсолют яқинлашувчи ва барча |*|<;i 

лар учун эса текис яқинлашувчи бўлади.
Демак, ҳосилаларнинг ёзилган қатори (14.5) қатор йиғин- 

дисидан олинган ҳоснлага яқинлашади:
i i l  +  . . . + (_  1)П(2п + 2) ^ Н  ^arc tgx + i+ jfl 2 « + 1

Бу яқинлашиш барча (х| < 1 да текисдир.

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Қандай цатор функционал қатор дейнлади?
2. Функционал қаторнинг яқиилашнш соҳаси деб нимага айтилади?
3. Қандай функционал қатор текис яқннлашувчи қатор дейилади?
4. Функционал қаторнинг текнс яқннлашишининг Вейерштрасс аломатн 

нима?
5. Текнс яқинлашувчн қаторларнинг хоссалариии санаб чиқинг. Мисол.**» 

келтнринг.
6. 2802-2820- масалаларни ечинг.

15-§. Даражали қаторлар

Т а ъ р и ф. Даражали қатор деб

ао +  ai (х — л'0) + аг(х — *о)2 +  • • • + М *  — *оГ +  • • • ( l5|l 
кўринишдаги функционал қаторга айтилади, бунда а0, alt , ап, . • • 
ўзгармас сонлар даражаги қаторнинг ксэффициенпьгари дейилади.

Хусусий ҳолда, arap х0 = 0 бўлса, у ҳолда биз ҳадлари * 
нинг даражалари бўйича жойлашган

а0 +  atx + агхг +  . . .  +  апхп +  . . . (15-2>
даражали қаторга эга бўламиз. I

Биз бундан кейин (15.2) кўринишдаги даражали қаторлаР- 
ни ўрганамиз, чунки бундай қатор х'=х—х0 алмаштирнш била9
(15.1) кўринишдагн қаторга келтирилади.

Кулайлик учун апхп ҳадни, унинг (п +  1)- ўринда туришига Ф- 
рамай, қаторнинг п- ҳади дейилади. Қаторнинг озод ҳади а0 цаТЧ 
нинг нолинчи ҳади дейилади.

Даражали қаторнинг яқинлашиш соҳаси ҳар доим бирор " ■ 
тервалдан иборат, бу интервал, хусусий ҳолда нуқтага 
ниб қолиши мумкин. Бунга ишонч ҳоснл қилиш учун дарз^ 
ли қаторлар назарияси учун муҳим бўлган қуйидаги тсоре» 
ни исботлаймиз.
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1. А б е л ь т е о р е м а с и .  Агар
а0 -b ахх +  а2х2 +  . . .  + ап хп + (15-2)

катор х0 Ф  0 нуқтада яқинлашса, у ҳолда бу қатор х 
дарая-0-1̂   ̂ j тенгсазЛцкни қаноатмнтирадиган барча қийматла- 
Нида абсолют яқинлашади, яъни (— |.v0|, |дг0|) интервалда яқинла-

Шуву и Т о  т и. Теореманинг шартига кўра
а0 +  а,х0 + а2х~ +  . . . +апхп0 +  . ..

с о н л и  катор яқинлашувчи, шу сабабли унинг умумий ҳади нол- 
га ннтилади:

lim апхп0 = 0,
П—*оо

шунга кўра бу цаторнинг ҳамма ҳади чегараланган, яъни шун- 
даи М > 0 ўзгармас мавжудки, барча п ларда

\апхп0\< М  (15.3)
тенгсизлик ўринли бўлади.

(15.2) ҳаторни қуйидагича кўринишда ёзамиз:

flo +  «i-Vo(fo) +  ^ o ( ^ ) 2+ ••• +  ( ~ ) П +  • • • <15-4)
Шундан кейин бу қатор ҳадларининг абсолют қийматларидан

l°o! + М  - I-  + а,х20 ■ - '+  . . . +  \anx f  - f  +  . . . (15.5)
1*0 %0 *0I

қатории тузамиз ва шунингдек, ҳадлари махражи q = —I ва бирин-
% A  I Olчи ҳади М га тенг бўлган геометрик прогрессиянинг ҳадларидан 

иоорат қаторни қараймиз:

М +  М X + м X 2
+ • . + м X

*0 Х 0 *0
+ (15.6)

^ Гар q дг0|1<: 1 ёки W <  !'vol бўлса, у  ҳолда (15.6) қатор яқинла-

S ^ a i m L i f 63^ ™  абсолют к.ийматлардан иборат (15.5) қатор ҳам 
(15.6* hkuut,’ унки  Уиинг ҳадлари (15.3) тенгсизликлар туф айли 
ёки ( i ^ о\ '  ашУвчи Қаторнинг мос ҳадларидан кичик. У  ҳолда (15.4) 

Шуиаай ‘ °Р ,|ИНГ ўзи ҳам абсолю т яқинлашади.
бўлса, бу катопИР-1 аГ?Р |берИЛ1а" KaTOp -v = х0фО  да яқинлашувчн 
нсботлапг т! ^  'х°< УЧУ1Г абсолют яқинлашувчи б\ лади. Шуни

Н а т “ |ж  дК‘ИЛИНГаН ЭДИ‘бўлса, у а„ ‘ J ap (15-2) даражали қатор х = ,v0 да узоқлаш увчи 
ТиРУвчи xan , Соип^” К‘а Т 0 р и и н г  l-vl >  l-vol теигсизликни қаноатлан-'КУОЧИ XaD Knu • ‘ •• |И.| ^  |Д0| игиилгэл

„ и сботи ‘к ДаН кииматида узоқлашувчи бўлади.
у холл;|а1Дг бирор iA'il > !-vol да яқинлашувчи дсб фараз қи- 

ль теоремасига бипоан у |.v| < [.vj теигсизликни
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қаноатлаитирувчи х ларда, хусусан х — х0 да, аосолют яқинлашув!. 
бу эса шартга зид. Демак, фаразимиз нотўғри, бу эса иатижац  ̂
тасдиғи тўррилигини билдиради.

1 - э с л а т м а. Комплекс ўзгарувчининг

Қ ято р  абсолют 
яқинлашади

а0 +  axz +  агг2 +  . . . ' а , 1 Z  + (15.7)

даражали қатори учун Абель теоремаси тўғрилигича қолади, буцда 
а0, Oj, . . . , а„, . . . комплекс сонлар — қаторнинг коэффициентлар  ̂
Абель теоремасига кўра (15.7) қаторникг бирор z0 нуқтада якиц-м 
шувчаклигидан укинг

|г| < |z0|
тенгсизликларии қаноатлантирувчи барча z ларда абсолют яқинлацць I 
ши келиб чиқади.

Қатор аЬсолют 
Ақинлашади

5- шакл.

2. Ҳақиқий ҳадли қаторлар учун яқинлашиш доираси, инте̂  
ли ва радиуси. Даражали қаторнинг яқинлашиш соҳасини аниқлашга 
киришамиз. Абель теоремаси даражали қаторнинг яқинлашиш ва узок- 
лашиш иуқталарининг жойлашишлари ҳақида мулоҳаза юритиш имко 
ниш{ берадк. Ҳақиқатан, агар х0 яқинланшш иуқтаси бўлса, у латда 
(— W , |а'0!) иғ!терЕалнинг ҳаммаси абсолюг яқинлашиш нукталаря 
билан тўлдирилган. Агар a'x нуқта узоқлашиш 'Нуқтаси бўлса, у ҳам 
да |Xi| дан ўнгдаги чексиз ярим тўғри чизиқнинг ва— IxJ дан чапдагя 
чексиз ярим тўғри чизиқнинг ҳаммаси узоқлашиш Л1уқтасидан нборзт 
бўлади (5-шакл). Буидан шундай R сон мавжуд эканлиги ва Н<Й 
да абсолют яқиклашиш, [х| > R  да эса узоқлашиш нуқталарига эга 
бўлишимиз келиб чиқади. Шундай қилиб, даражали қаторнинг яқий- 
лсииши соҳаси маркази координаталар бошида бўлган интерпалдй 
иборат.

2- т а ъ р и ф .  а0+а, х+а2х~+ .. . + а„ л,л +  . . . даражали 
торнинг яқинлашиш. соҳаси деб шундай (—R, R) интервааг2 
айтнладики, бу интервалнинг ичидаги ҳар қандай х нуқтаД 
қатор яқинлашади ва шу билан бирга абсолют я қ и н л а ш а Д *  
ундан ташқарида ётувчи х нуқталарда қатор узоқлашади- j  
сони даражали қаторнинг яқинлашиш радиуси дейиладч 'Ч  
шакл). Д

Интервалнннг четки нуқталарида, яънн x= R  ва х——R Ĥ s  
таларда берилган қаторнинг яқинлашиши ёки узоқлашчиЧ 
масаласи қатор учун алоҳида ҳал қнлинади. Л

Баъзи қагорлар учун яқинлашиш интервали нуқтага
40

6- шакл.

ниб қолади, V ҳолда R = 0 бўлади; баъзилари учун r 
Ох уқини қамраб олади, яъни /? = оо бўладн. утун

Даражали қатор яқинлашиш радиусинй яuuL.„ ,  мула чиқарамиз. Яна аниқлаш учун фор-

ахх - • • • +  а хп +  . . . (15.2)
қаторни қараймиз. Унинг ҳадларининг абсолют қийматларидан 
қатор тузамиз:

!aol +  \aix\ +  \CL,X-1 +  . . . ах (15.8)
мусбат ҳадлн қаторга эга бўламиз. (15.8) каторнинг якинла 
шишнни аниқлаш учун Даламбер аломатини'қўллаймиз

lim
П~*оо

ип+\ = Jirn ап+ 1 * " + l

а„ х =  limП -* оо
Jn+ 1

• w = / • м

лимит мавжуд бўлсин. 
(15.8) қатор, агар /.|л-| < 1,

У ҳолда Даламбер аломатига кўра 
яъни \х\ < у  бўлса, яқинлашувчи, агар

/•U|>1, яъни |,v| > у  бўлса, узоқлашувчи бўладн.

Демак, (15.2) қатор JjcJ < + да абсолют яқинлашади ва |а'| > —
да узоқлашади.

Юқоридагилардан |---- - —

интервали экани келиб чиқади, яъни
( | интервал (15.2) қаторнинг яқинла-

R  = — = lim
Jn+l (15.9)

Якннлашиш интервалини аниқлаш учун шунннгдек Коши 
аломатндан ҳам фойдаланиш мумкин, у ҳолда

R  =
2-

- э с л а т м а . (15.9) ва (1 5 .1 0 ) ф  Р- •' ‘ra айланмайдиган 
лари тўла, яъни катор коэффии'ИСНТЛар ' v 4 V h  ф о й д ал аи и ш  ҳолларда яқинлашиш радиусларини топиш . .

lim
П -гЬ  ОО К \

(15.10)
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мумкин. Агар қатор фақат жуфт даражаларни ёки фақат То 
даражаларни ўз ичига олса ёки даражалари каррали бў̂  
са ва ҳ. к„ у ҳолда яқинлашиш интервалини топиш учун беь0 
сита Даламбер ёки Коши аломатидан, (15.9) ёки (15.10) ф0э' 
мулаларни чнқаришда қилингаиидек фойдаланиш керак. ' ,

3- э с л а т м а. Ушбу
ао +  Gi (* ~  хо) +  а2 (х — Д'0)2 +  . . . + а п(х— х0)п +  . . .

кўринишдаги даражали қаторлар учун юқорида айтилганлав 
нинг ҳаммаси ўз кучида қолади, бунда фарқ шундан ибора 
ки, эндн яқннлашиш маркази л: = 0 нуқтада эмас, балки .v=.Tt 
нуқтада ётади. Демак, яқинлашиш интервали (.v0—R, х0+ц 
интервалдан иборат бўлади, бунда R  (15.9) ёки (15.10) фор 
мулалар бўйича аниқланади, шу билан бирга 2-эслатма бу 
қаторлар учун ўз кучида қолади.

4 - э с л а т м а .  Юқорида айтилганларнинг ҳаммаси ко.мплекс 
ўзгарувчили

а0 +  axz +  a2z2 +  . . . +  anzn + . . . (15.11
даражали қатор учун ҳам ўз кучини сақлайди. Бу қаторнннг 
аниқланиш соҳаси z комплекс ўзгарувчи текислигидаги марка 
зи координаталар бошида бўлган доирадан иборат. Бу доира 
яқинлашиш доираси дейилади. Яқинлашиш доираси ичида ёт 
ган нуқталарда (15.11) қатор абсолют яқинлашади. Яқинла 
шиш доирасининг радиуси даражали қаторнинг яқинлашиш ра 
диуси дейилади. Демак, яқинлашиш сорсаси радиуси R бу 
ган доирадан иборат бўлади: \z\ <R, бунда (15.11) қатор аб- 
солют яқиНлашади (7- шакл).

1-мисол. Даражали қаторнинг яқинлашиш интервалв 
топинг:

2 х  ___№ х )2 | (2 х Г  ___  _ j_  ^___j y i+ l  (2 д;)'1 _ j_

1 2 ‘ 3 V ~
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g ч и ш- Букда
, nn+i 2--1 , i \n-f-2 2"+’

jjjy сабабли

ап+ 1

+ *

= lim 2>L± i) = l lim l ± j = l ,
2 n—> oo /i 2

(__L —\ интервал яқинлашиш интервали бўлади.Демак, [ 2 ' 2)
__ J_ да ] ___L-f-i- — . . . қаторга эга бўламиз, бу қатор Лейб-

х 2 2 3

ниц аломати бўйича яқинлашувчи. х = — ~  Д а— 1— j  — |  —
каторга эга бўламиз, бу қатор гармоник қатор сифатида узоқлашувчи.

2-мисол. Қаторнинг яқинлашиш интервалини аниқланг:

x -  l ;
1.2 ‘ 2 . 2-

Ечиш. Бунда ап

■ + (£ Z L iL  +
З'23 ' „ .2*

1 1
n-2,n > л+1 (n + l)2

/? = lim
П~* Oo

a„ ! i- (л + 1)■ 2 __= lim v— —-—
°n + i I п- 'ж n-2n

—г , iw  сабабли 

"+  1 _: 2 iim = 2.
Tl—fOO tl

Яқинлашиш интервалининг маркази .v = 1 нуқтада, шу сабабли 
(— 1, 3) интервал қаторнинг яқинлашиш интервали бўлади. х — — 1
да ~  1 +  j  — j  +  '• • • Қаторга эга бўламиз, бу қатор Лейбниц 

аломатига кўра яқинлашувчи, .v = 3 да 1 +  1  +  1 + ..  . қаторга 
31 а ®Ўлямиз, бу қатор гармоник қатор сифатида узоқлашувчи.

3-мисол. Қаторнинг яқннлашиш доирасини топинг:

г + г2 +  . . . + 2П + . . .

= 1. Демак, ра- 

ла-

Ечиш. Бунда ап= \ , an+l= \, R = \im 
диуси /? — I n—оо ап+1
чгиш доипяги filvo33H к00РАИ“аталаР бошида бўлган доира яқинла- 
Бу доирада кятап й! ЯЪПИ ^  ^  1 доиРа Я1%инлашиш доираси бўлади.

4- мисo f  k'P абс0лют яқинлашадн (8- шакл).
1\аторнннг яқинлашиш доирасини топинг:

1+ * - !11 л. r ( г - г  ,2 ! -t* • • • “f--- ---- Ь • • •
•4 Н Ш. Бунда а = 1  а 1n * %+ 1 (n+ 1) -, шу сабабли
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R  = lim
П—*оо

^L. = lim (n ~ = lim (л + 1) = oo.
I П-»оо л !

п—I

Демак, яқинлашиш доираси бутун комплёкс текисликдан ибоп»1 
бўлади. '

,= в |-2ллг+3<7.,л- " • • • • х € (—/? /?) 
= 2а2 +  3.2а3х +  . . .  + п (п _  ] ) а / ,^  ’ «>'

x £ ( ~ R , R )

.

16- §. Даражали қаторнинг текис яқинлашиши ҳақида 
теорема. Даражали қаторларнинг хоссалари

Яқинлашиш радиуси R  га тенг бўлган
5 (.v) = а0 + а,х +  а2х2 +  . .. +  апхп +  . . . (i6

қаторни қараймиз. Бу қаторга нисбатан 11-§ даги натижала; 
қўлланиш учун қуйидаги теоремани исботлаймиз.

Т е о р е м а. Даражали қатор яқинлашиш интервали ичиёй 
ётган ҳар қандай [— b, b] оралиқда текис яқинлашувчидир.

И с б о т и. х0 нуқтани b<x9<R  тенгсизлик ўринли бўлади- 
ган қилиб танлаймиз (9-шакл). Бу нуқта яқинлашиш интер.1 
вали ичида ётади, шу сабабли Абель теоремасига биноан

а0 +  а̂ хо +  а2х0 +  . . . +  апхп0 +  . . .
сонли қатор абсолют яқинлашувчи бўлади. Ихтиёрий х£[ — b, 6) 
нуқта учун |х| < |х01 тенгсизлик ўринли, шунга кўра

\апхп\ < |апхп01, 
яъни ихтиёрий ,v £ [— b, b\ нуқта учун

\а, А < К хol
тенгсизлиқ ўринли, бошқача айтганда, ( i6.1) қаторнинг ҳадлари яқм- 
лашувчи мусбат қаторнинг ҳадларидан кичик. Демак, ВейеришИ 
теоремасига кўра (14-§) барча х£ [— b, b] лар учун (16.1) қяЧ! 
яқиклашувчи. Шу теоремага асосан, шунингдек, текис яқинлаш^И 
қаторларнинг хоссаларига биноан даражали қаторларнинг қуйид9Я 
хоссалари ўршши.

I. Йиғиндининг узлуксизлиги. Даражали қаторнииг йиМ* 
диси шу қаторнинг яқинлашиш интервалида узлуксиз.

2. Даражали қаторларни интеграллаш. Даражали қатор'н11 
ўзинииг яқинлашиш интервалида ҳадлаб иитеграллаш мУ*| 
кин.

ва Ҳ- к. Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Қандай қатор даражали катор дейиладн?
2. Абель теоремасинн ифодаланг ва исботланг
3. Даражалн қаторнинг яқннлашиш радиусн ва ннтепвя -

рад,'гс,,“ " ' « "  й г ; ,
радяусн »а до.

6. Даражалн қаторнинг текнс яқинлашиши хакнлягиҳақидагн теоремани исбот-

j  5 (х) dx = f а0 dx + f ayxdx + . . . + (  arx : dx+  . . • —
o o  'o 6

Qi On
= a0x +  -!т x1 +  . .. + П +

n л-4-1 X

9- шакл.

3. Даражали қаторларниД" 
ференциаллаш. Даражали K‘!J j  
ни ўзининг яқинлашиш 
валида ихтиёрий сон марта 
лаб дифференциаллаш му^з

яанг.
7. Даражали қаторнннг хоссаларнни айтннг.
8. 2878—2889- масалаларнн ечннг.

17-§. Тейлор қатори
З-бобнииг 21-§ ида (Олий математика, 1-жилд. 21-§.)п+1- 

тартиблигача ҳамма ҳосилаларига эга бўлган f(x) функция учун t — a нуқта атрофнда

№  = №  +  *-1 ГГ {а )+  ■■■+{̂ r L f(n)(a) +  Rn(x) (17.1)
Тейлор формуласн ўринли экани кўрсатилгаи эди, бунда қолдиқ хад деб аталувчи Rn(x) ҳад

р т г /<"+'>(!) (172)
формула бўйича ҳисобланади, бу ерда а < s < х ёки х <  £ < а (Ю-шакч).

Агар f  (х) функция х — а нуқта атрофида ҳамма тартибли ҳоси-
•'а."арга эга бўлса, у ҳолда Тейлор формуласида п сонини исталганча 
кагга қилиб олиш мумкин. Қаралаётган атрофда

lim Rn(x) =  0
Деб фараз қилайлик.

,.„^лда ('"•!) формулада п -> оо да лимитга Ўтиб, ўнгда чек- к-аторга эга бўламиз.
аъриФ. f(x) функциянинг

fW - / (« )  + + -“ r (0)+  ..

HiiKr Тейлп'п и̂ °даси бУ функция- 
Охирги 1am°P u Дейилади.

Rn(x\~+ n енглик п-+-оо да 
';олда улсагина ўринли. Бу

ЗЧ;{ ва Д Я  к-атоР яқинла- 
йиғиндиси берилган

+ J*Z j^ l/M (a)+  . . .  (17.3)

0 £ Л Д

f. а х 

10- шакл.
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f(x) функдияга тенг. Шуни кўрсатамиэ. Ҳақиқатан ҳам, ftx\ 
= Рп (х) +  Rn (х), бунда

P , ( ^ / ( « ) + T ' , W +  ••■ +  ^ Г ^ Г ( а ) .

Аммо шартга кўра, lim Rn(х) = 0, у ҳолда /(х) = lim Рп(х). Би;:—►{« /t—>оо
Rn(x) (17.3) қаторнинг п- хусусий йиғиндиси, унинг лимити (17, 
нинг йиғиидисига теиг. Демак, бу (17.3) тенглик ўринли.

Шундай қилиб, lim Rn (х) = 0 бўлгандагина Тейлор қатори бера
П~» ой

ган функцияни ифодалайди.
1. Даражали қатор ёйилмасининг ягоналиги ҳақидаги тео. 

рема. Ҳар қандай функция ҳам Тейлор қаторига ёйила бермай 
ди. Аммо функцияни бирор даражали қаторга ёйиш мумкц 
бўлса, бу ёйилма Тейлор қатори бўйнча ёйилма бўлади.

1-теорема. Агар
f(x) = a0 +  al (x - a )+ .- - + a n(x — a)n+  . . .  (17.4)

бўлса, ўнгда турган қатор х£ [а — R, а + R] лар учун f (х) функ- 
цияга яқинлашади, шу сабабли бу қатор Тейлор қатори бўла* 
яъни

Г  (а)
ап =

бунда п = 0, 1, 2, . . . .
И с б о т и .  (17.4) тенгликка даражали қаторларни п март; 

ҳадлаб дифференциаллаш хоссаснни қўллаймиз. Натижада қу- 
йидагиларга эга бўламиз:

f' (x) = al +  2a2(x — a )+  . . . +  пап(х — а)п~' +  . . .  

f"(x )=  \-2а2 + 3-2 а3(х — а )+  . . . +  п(п~-\)ап(х — а)п~2 +

f n)(x) = n\an-f . . .
Агар бу тенгликларда х = а деб олинса, у ҳолда биринчися  

дан бошқа ҳамма қўшнлувчилар нолга айланади ва биз
f' (а) = 1! аи f (a )  = 2! а2......... f n)(a) = n! ал, . . .

теигликларга эга бўламиз, бундан п = 0, 1, 2, . . . бўлганда

а 1*п) (l7'5 
Я n!

тенгликка эга бўламиз. _ ,.та
Бу теоремадан f (х) функциянинг битта соҳанннг ўзида икк

f(x) = a0 +  al (x — a )+  . . . + а п(х — а)п+ . . ■
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f(x) = b0 + bl (x— a) + ■ ■ ■ bn(x — a)n + . . .
.. „мас11 бглса, y холда бу иккала катср битта Тейлор қа- 

каторга ешь -„ т  сабабли улар бир хил бўлиши, яъниторинииг узи оулш _ ,
а0 = b0, fli — blt . . • , я„ bn, . . .

huh кепиб чиқади.
9 Функциянинг Тейлор қаторига еиилишининг етарлилик

• "тлари Функциянинг Тейлор қаторига ёйилишининг қуйида- 
Ш,аРяюмал! амалий қўлланишлар учун қулайдир.
Г 2-теорема .  Агар f(x ) функцчя х = а нуқтанинг бирор ат- 
оФида абсолют қиймати бўйича айнан бир соннинг ўзи билан 

чегараланган исталганча юқори тартибли ҳосилаларга эга бўл- 
са у ҳолда бу функция кўрсатилган х = а нуқта атрофида Тейлор 
гаторига ёйилиши мумкин.
1 Исботи. Бяз х = а атрофнинг ҳамма нуқталари учун п оо да 

р колдиҚ ҳаднинг нолга интилишини исботлашимиз керак. Teope\ta- 
1'инг шартига кўра шундай мусбат ўзгармас co ii М  > о мавжудки, 
кўрсатилган атрофдаги барча д: лар учун

l/(n+l,W I <  М
тенгсизлик бажарилади. У  ҳолда (17.2) шарт бўйича f (х) функция- 
нинг Тейлор ёйилмасидаги Rn(x) қолдиғи учун ушбуга эга бўламиз:

(|7б)
Бундан, х — а атрофнинг барча пуқталари учун lim |/?(i(a-)| = 0, 

чунки AflirrJ- - i _ = o, (lim -— ——  = 0 яқинлашувчи каторнинг
- («+ • )! п-х. (п +  1)! - ' ғ

танд™ 1 ^адИ сиФатиДа’ 15- § даги 4-мисолга қаранг). Теорема исбот-

жалар^бўййчТйи^ 5 V " (l +ХЧ 1 +Х)Г1 ФуНКЦИЯЛарНИ ж нинг дара-буйивд s- ииш- Кўпинча функцияларнинг х нинг даражалари 
с = о нн-^^Рндан фойдаланилади. Бу ҳолда (17.3) формулада 

олиб, ушбу қаторга эга бўлинади:

f (х) ~  f(0) +  ~ f '  (0) +  . . . +  ?lL  f n) (0) +  . . . (18.1)

Деб аталадн61"10̂  к-аторипииг хусусий ҳолидир, у Маклорен қатори 

нтар функцияларци Маклорен қаторига ёйишни кўришга ўта-

= ех фин̂ НКЦИянинг х нинг даражалари бўйича ёйилмаси. f (х) =
^  . . .  Маклорен қаторига ёя.миз. f' (х) = f" (х) =

(х) — е бўлгани учун х = 0 нуқтада
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ишорали қаториинг абсолют ва шартли яқинлашуви каби му 
ҳим тушунчаларни киритамиз.

1- т а ъ р и ф.  Ўзгарувчан ишорали
«1 +  и2 +  . ■ • +  ип + • • • (11.1)

қатор ҳадлари абсолют қийматларндан тузилган
|u,| +  |u2| +  . . . +  \ип\ +  . . . (11.2)

қатор яқинлашувчи бўлса, ( 11.1) абсолют яқинлашувчи қаюр 
дсйилади.

2-т а ъ р и ф. Агар ўзгарувчан ишорали ( 11.1) қатор яқинла- 
шувчи бўлиб, бу қаторнинг ҳадлари абсолют қийматларидац 
тузилган ( 11.2) қатор узоқлашувчи бўлса, у ҳолда берилган 
ўзгарувчан ишорали ( 11.1) қатор шартли скн ноабсолют яқчн- 
лашувчи қатор дейилади.

1- м и с о л. Ишоралари навбатлашувчи

7 + т - - - • + ( - i r H v +  •••2 V П
қатор шартли яқинлашувчи қатордир, чунки у яқинлашувчи 
(Лейбииц аломати бўйича), унинг ҳадлари абсолют қийматла- 
ридан тузилган

1 + V +  ••• + ~ +  •• •2 п
қатор эса узоқлашувчидир (гармоник қатор).

2-м исол. Ишоралари навбатлашувчи

1 ----- +  — —22 32
+  ( - 1Г + '  j-

п'2

қатор абсолют яқинлашувчи қатордир, чунки у яқинлашувчи- 
дир (буни Лейбниц аломати бўйича текшириш осон), унинг 
ҳадлари абсолют қийматларидан тузилган

1 + —  +  —  +  22 32 • • + 4 +  •••п2
қатор ҳам яқинлашувчи (кўрсаткичи р = 2> 1 бўлган умумлаш- 
ган гармоник қатор).

2 .  Абсолют иқинлашувчи қаторнинг иқинлашиши ҳ а қ и д а  
теорема. Узгарувчан ишорали қагор я қ и и л а ш у в ч а н л и г и п и н г  

муҳим етарли шартини келтирамиз.
Т е о р е м а. Агар ўзгарувчан ишорали

ui  +  U2 +  • • ■ +  ип +  • • • (11-1)

қатор ҳадлари абсолют қийматларидан тузилган
W  + N  + . . . + |и„! + . . . (11 -2)

қатор яқинлашса, у ҳолда берилган ўзгарувчан ишорали ( 11-2) 
қатор ҳам яқинлашади.



И с б о т и .  S n ва ап мос равишда (11.1) ва (11.2) қаторларнинг п — 
ий йиғяндилари бўлсин. S n билан барча мусбат, S~  билан эса 

<?У  x v c v c n f t  йиғиндидаги барча манфий ишорали ҳадлар абсолют қин- 
яат-тарй йиғиндисини белгилаймиз. У  ҳолда

5,7-5,7, оп = S+ +  S~.
Шзртга кўра (П-2) Қатор яқинлашувчи, шу сабабли о,; йиғинди о 
лцмнтга эга. Sn ва S~  лар эса мусбат ва ўсувчи, шу билан бир- 
ra 5+ < (т.< о  ва < а , < о (чегараланган), демак, улар ҳам ли-
митга эга:

lim 5^' = lim S~  = S~.
П-ЮО п —ю о

$ 5 ■ _  5 муносабатдан S n ҳам лимитга эга эканлиги келиб чи- 
қади:

lim Sn = lim S J  — lim S~  — S~  — 5~.
п —*оо П—*оо r i—ю о

Демак, ўзгарувчан ишоралн қатор яқинлашадн.
Абсолют яқинлашиш тушунчаси ёрдамида бу теорема кў- 

пинча бундай ифодаланади: ҳар қаидай абсолют яқинлашувчи 
қатор яқинлашувчи қатордир.

3-мнсол. Узгарувчан ишорали
sina . sin2a . , sinna ,+  — --- г • • • 4--- ;--- г . . .  (11.3)12 22

қаторнинг яқинлашишини текширинг, бунда a- ихтиёрий ҳақн- 
қин сон.

Е ч и  ш. Бернлган қатор билан бнрга
sin a + sin 2 a

22 ч~ . . • + sin n a +  . . .  (И.4)

қаторнн қараймиз. Бу қаторни яқинлашувчи

----, 1 , (11.5)
' +  Т= +  " ' + ^

гармоник қатор билан таққослаймиз.' ^  ^  хадларИДан
(11.4) қаторнинг ҳадларн (П.о) қат Р _ ( 11.4) ка-

катта эмас, шу сабабли таққослаш алома теоремага асо-тор иқинлашувчи. Аммо у ҳолда, исботл

Са\ ^ ^ тҚГ ^ Г " а ш Ч; ч , ,  қаторларнинг қуйидагн 

Х0“а Г:?а 7 Л Д Ж о Г ; яқннлашувчи 6?лса ,■ * « .  « g



унинг ҳадлари тартибига боғлиқ бўлмайди (бу хосса шартЛ1|1 
яқинлашувчи қаторлар учун сақланмайди);

б) агар қатор шартли яқинлашувчи бўлса, у ҳолда бу қа1 
тор ҳадларининг ўринларини шундай алмаштириб қўйиш м ум. 
кинки, иатижада унинг йиғиидиси ўзгаради; бунинг устига 
алмаштиришдан кейин ҳосил бўлган қатор узоқлашувчи қагор 
бўлиб қолиши мумкин.

Мисол учун шартли яқинлашувчи
1 — L . j . _ L _ ±  +  J - _ ±  +  i  — - +  . . .

2 3 4 5 6 7 8

қаторни оламиз. Унипг йиғиндисини S билан белгилаймнз. Қа. 
тор ҳадларини ҳар бир мусбат ҳаддан кейин иккита манфий 
ҳад турадиган қилиб алмаштирамиз:

1 ___ I____ L J ________L _____ L -L_
2 4 ’ r  3 .6 8 ‘

Ҳар бнр мусбат ҳадни ундан кейин келадиган манфий ҳад бн- 
лан қўшамиз:

—  - +  . . . .
2 4 G 8

Матижада ҳадлари берилган қатор ҳадларини 1/2 га кўпайти- 
ришдан ҳосил бўлгаи қаторга эга бўламиз'. Аммо 4- §даги
1- теоремага кўра бу қатор яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси
±-S га тенг. Шундай қилиб, қатор ҳадларинииг жойлашиш
тартибини ўзгартириш билангина унинг йиғиндисини иккн мар- 
та камайтирдик.

12-§. Комплекс ҳадли қаторлар

Қаторлар назариясининг кўпгина масалалари деярли ҳеч 
қандай ўзгаришларсиз ҳадлари комплекс сонлардаи иборат 
бўлган қаторларга ўтказилади. Дастлаб

Zlr 2̂, * • • , . . .
комплекс сонлар кетма-кетлигининг лимити таърифинн кири- 
тамиз, бунда:

z n  =  x n  +  ilJ v  « =  1 , 2 , 3 , . . .

1-таъриф. Агар ҳар қандай е> 0  учун шундай N натурал сой1 
ни танлаш мумкин бўлсаки, барча л > N лар учун

I Zn —  Zo\ <  Е
тенгсизлик бажарилса, у ҳолда г0 = а + ib комплекс сон zn = х„ 
+  iyn компмкс сонлар кетма- кетлигининг лимити дейилади. 

гп — г0 = (хп — а) +  i (Уп ~  Ь) бўлгани учун \гп — 2ol



--- ^ТП Г^ЬҒ. LUv сабабли lim z = г„ лимитнинг мавжудлнги
_**l/ (л 1 П П-+оо

r  п яп а о  к е т м а - кетлигинииг иккита лимип мавжудлигига тенг 
ҳнҚИҚИН СОН.Ш1

lim х„ = а lim уа = Ь. (12.1)
П -+оо

таъои ф  қатор яқинлашишининг таърифини комплекс 
' аторга ҳеч бир ўзгаришсиз ўтказиш имконини беради. 

^омплекссонлардан иборат.
ш1 +  ву2+ . . . + ® „ + • • • ( 12.2)

қаторни тузамиз, бунда
wn = ип +  ivn, n = l ,  2, 3, . . .

Бу қаторшшг дастлабки п та ҳади йиғиндисини қараймиз, уни 
S билан белгилаймиз:

Sn = а»! — а' 2 + . . .  +
5 — комплекс сон:

Sn = («! +  «2 +  • • • +  и,) + L (L'i +  v2 +  • ■ • +  un)- (•2-3)
2-таъриф. Агар (12.3) қаторнинг Sn хусусий йиғиндилари кет- 

ма- кетлигининг лимити
lim S  = S  = А +  iBtl
п -ю о

мавжуд бўлса, у ҳолда (12.3) комплекс ҳадли қатор пқинла- 
шувчи қатор, S  эса унинг йиғиндиси дейилади.

( 12.1) га асосан ( 12.2) қаторнинг яқинлашувчи эканидан ҳа- 
қиқий коэффицентли иккита

А = + и2 +  . . .  + « „ + . . . ,

В  —  V i +  ^2 +  • • • +  Vn +  • ■ •

қаторнинг яқиилашувчи экани келиб чиқади.
3-таъриф. Агар lim S n мавжуд бўлмаса, у ҳолда комплекс

П—+оо

ҳадли ( 12.2) қатор узоқлшиувчи қатор дейилади.
( 12.2) қаторнинг яқинлашишини текширишда ушбу теорема 

жУДа муҳимдир.
Т е о р е м а .  Агар

K l  +  |ш2} +  . . . +  |ш„| +  . . . ,

рунда |«у = у/~ у2 âm(Jp Яқинлашувчи бўлса, у ҳолда (12.2) 
Kflm9P Ҳам яқинлашувчи бўлади. 

сботи. Мусбат ҳадли
К (  + \w.2\ + . . . + |аю„| + . . .
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қаторнинг яқинлашувчанлиги ва

K l < V  ип +  vl  = W . К\ < V  ul  + v n = K l
ат ҳадли қаторларни таю 

l« il +  !“ г! +  • • • +  \и п \ +

шартлардан, мусбат ҳадли қаторларни таққослаш аломати асссцдЛ 
(б-§, 1-теорема)

jt»i| +  |t*t | +  . . . +  | t '|  +  . ( 1 2 .4 )

қаторларнинг яқинлашувчанлиги келиб чиқади. (12.4) қатор. 
ларнинг яқинлашишидан 11-§ даги теорема асосида

«1 +  uz +  • • • +  ип +  • • • »

U1 +  ?2  +  • • • +  vn +  • • •

қаторларнинг яқинлашиши, ва демак,
©1 + w2 +  . . . +  wn +  . . .

қаторнинг ҳам яқинлашиши- келиб чиқади, шуни исботлаш та- 
лаб қилинган эди. %

Исботланган теорема комплекс ҳадли қаторларнинг яқин- 
лашишини текшириш учун мусбат ҳадли қаторлар яқинлашнши- 
нинг барча етарлилик аломатларнни қўлланнш имконини бе- 
ради.

4-т а ъ р и ф. Агар комплекс ҳадли қаторнинг ҳадлари мо- 
дулларидан тузилган қатор яқинлашувчи бўлса, бу комллекс 
ҳадли қатор абсолют яқинлашувчи қатор дейилади.

Комплекс ҳадли абсолют яқинлашувчи қаторлар ҳақиқий 
ҳадли абсолют яқинлашувчи қаторларнинг ҳамма хоссаларига 
эга.

. .  cos 1 4- i sin 1 . cos2 +  is in 2 . .1-мисол. Ушбу ----------Ч------------- {” ••• +12 22

-f— — п ~ !  'мп п— Ь . . . қатор абсолют яқинлашади, чунки унииг 
ҳадлари модулларидан тузилган

—  +  —  + . . .  + —  +  • • •1* 2* пг
қатор яқинлашувчидир.

Ў  з- ў з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1 . Ишоралари навбатлашувчи қатор деб қандай қаторга айтиладн? Ўзгарув* 
чан ишорали қатор деб- чи?

2. Ишоралари навбатлашувчн қатор учун Лейбннц аломати ннмадан ибор2т- 
Исботланг.

3. Ишоралари навбатлашувчи қатор қолдиғн қандай баҳоланади? Мисол- 
лар келтирннг. ,

4. Ўзгарувчан ишорали қатор учун яқинлашишиинг етарлилик шарти нима' 
Исботланг. .

5. Абсолют яқинлашувчн ва шартли яқинлашувчи каторларнинг таърпфивв 
беринг. Мисоллар келтиринг.
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Лбгтлют' якиилашувчи қаторларнинг хоссасини ифодаланг.
7 ?№олюг яқннлашувчи қаторнинг яқинлашиши ҳақидаги теорсмлни исбот-

ланг- iM|lieKC сонлар кетма- кетлигиюшг лимити таърифшш ва комплекс хлд-
я к и н л а ш у в ч и  қатор таърифини берннг.
о коиплекс ҳадли каторларштнг яқинлашиши қандаи текширилади?
10 27'Х) — 2801- масалаларни счииг.

13-§. Функционал қаторлар. Яқинлашиш соҳаси

Хадлари функциялардан иборат бўлгап қаторларни қараш- 
ra ўтамиз:

« iW  +  u2(-v) +  • • • + u„ W  + • • • (i3.i)
Бундай қаторлар функционал қаторлар дейилади. и\(х), и2(х), 

функцияларнинг ҳаммаси бирор чекли ёки чексиз интервал- 
да аииқланган ва узлуксиз.

Функционал қаторнинг ҳади, хусусан, ўзгармас бўлиши ҳам 
мумкин. Бундай ҳолда функционал қатор сонли қаторга айла- 
нади. Шундай қилиб, сонли қатор функционал қаторнинг хусу- 
снй ҳоли экан.

(13.1) ифодада .t ўзгарувчига баъзи х0, хи . . .  қийматларни 
бериб, у ёки бу сонли қаторга эга бўламиз:

« iW  + «2 W  +.-■..+ ип(ха) +  . . . ,
ui (*i) +  и2 fo) +  • • • +  u„ (v j +  . . . (13.2)

ва ҳ. к.
х ўзгарувчинннг оладиган қин.матига қараб (13.2) қатор 

яқинлашувчи ёки узоқлашувчи бўлади.
х ўзгарувчинииг (13.2) сонли қатор яқинлашувчи бўладигаи 

қинматн (13.1) функционал қаторнинг яқинлашиш нуқтаси де- 
ннлади. х ўзгарувчининг (13.2) сонли қатор узоқлашувчи бў- 
ладнган қиймати (13.1) функционал қаторнинг узоқлашиш нуқ- 
тасц дейилади.
1ап р и Ф- х ўзгарувчининг (13.2) қатор яқинлашувчн бў- 
* « "  Ҳамма қийматлари тўплами (13.1) функциоиал қатор-

1. як.инлашиш соҳаси дейилади. 
нш. Г аР х ўзгарувчинннг ,v0 қийматн (13.1) функцнонал қатор- 
нннг я^иилашиш соҳасига тегишли бўлса, у ҳолда бу қатор- 

х~ хо нуқтадаги йиғнндиси ҳақида гапириш мумкин:
^ Cvo) = и\ (*0) +  и 2 (-'■()) +  • • • + и„ (х0) + . . .

ЎзГа„у ”Ааи Қилиб, функциопал қатор йиғиидисининг қиймати х 
Т о Р н и | , г  ИНИНГ Қийматига боғлиқ. Шу сабабли функцнонал қа- 
Функцц ИИғиндиси унинг яқинлашиш соҳасида х нинг бирор 

1 ЯСи бўлади ва S (х ) билан белгилаиади. 
м и с о л. Ушбу

1 + х .V2 +  . . +  х + . . .
26-ю
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функционал қаторнинг ҳадлари махражи q = x ra теиг булган гео. 
метрик прогрессия ташкил килади. Демак, унинг яқинлашиши учуч 
|х[ < 1 бўлиши керак ва (— 1,1) интсрвалда қаторнинг йигиндксц
— га тенг. Шундай қилиб, (— 1, 1) ннтервалда берилган қатор
l — х

S(x) = l
1 — JC

функцияни аниқлайдн, бу эса қаторнинг йиғиндисидир, яъни 
l

1 —X
2-мисол. Ушбу

' + .

= 1 +  Л,- +  д:2 +  . . . +  х +  . . .

1
2 -j-sinj; 3+sin.v + • . • +

/г-|- I ■ si n jc

функцнонал қатор x нинг х.ар қандан қийматида узоқлашувчи, 
Ҳақиқатан, барча х лар учун— l^ s in x ^ l ,  шунингдек, қатор- 
нннг х.адлари барча х лар учун мусбат. Шу сабабли мусбат 
ҳадли қаторларнинг таққослаш аломатини қўллаймиз, бернл- 
ган қаторни

1 +  1 +  1
2 3 7 + ---h

п

гармоник қатор бнлан таққослаймиз. Берилган қаторнинг ҳад- 
лари гармоннк қаторнинг мос ҳадларндан (учинчи ҳадидан 
бошлаб) кичик эмас, гармоник қатор эса, маълумки, узоқла- 
шувчи. Демак, берилган қатор х нинг ҳар қандай қинматида 
узоқлашувчи, шунн исботлаш талаб қилинган эди.

(13.1) қаторнинг дастлабки п та ҳади йиғиндисини S n (х) 
билан белгилаймиз. Arap бу қатор х нинг бирор қийматида 
яқинлашса, у хрлда

S  (х) = S n(x ) + rn (x) 

бўлади, бунда S ( x ) — қаторнинг йиғиндиси,

Гп W  =  Un+1 W  +  Un+2 W  +  • • ■

гп(х) миқдор (13.1) қапюрнинг қолдш-и дейилади. х нинг бар« 
қийматлари учун қаторнинг яқинлашиш соҳасида

lim S n (х) = 5 (х)
п—* оо

муносабат ўринли, шу сабабли lim (S(.v) — S n (х )) = 0 ёки Нтг„(*)
П—ю о  П—+оо

= 0, яъш яқинлашувчи қаторнинг қолдиғи п оо да нолга инт 
ди.



] 4- §. Текис яқинлашиш. Вейерштрасс аломати

13-§ Да ®из яқиилашиш сохасида lim гп(х) = 0 эканини аниқла-
- 0v ихтиёрий кичик е > 0 сон учун fi ва .v га боғлиқ шуидай 

дГ(е, х) сон топилиб, барча п>  N (е, .v) ларда \rn (х)| < е тенгсизлик
бажарилшпини билдиради. _

функнионал қаторларнииг шундаи синфи мавжудки, бу қаторлар 
V4VH 'юқоридаги тенгсизлик қаторнинг яқинлаши^и соҳасига тсгишли 
барча х лар учун n ^ N  бўлиши биланоқ бажарилади, бу ҳолда N  
фақат е иииг ўзига боғлиқ, яънн А = N  (е). Бу қаторлар текис яқин- 
ташувчн қаторлар деб аталади.

Т а ъ ри ф.  Arap ихтнёрин исталгапча кичик е>0 сон учун 
фақат е га боғлиқ, шупдай N (е) сон топилиб, барча n ^ N  да 
кўрсатилган соҳага тегишли х лар учун

К  M l <  е
тенгсизлик бажарилса,

«i (*) + и2(х)+  . . .  + ип (х) + . . .
функционал қатор кўрсатилган соҳада текис яқинлашувчи қа- 
тор денилади.

Қатор текис яқинлашишининг амалда қулай бўлгап етарли- 
лик аломатини исботлаймиз.

В е й е р ш т р а с с а л о м а т и. Агар
и^х) +  и,(х)+  . . . +  ип(х) +  . . . (14.1)

функционалқаторнинг ҳадлари бирор [а, b} соҳада абсолют 
қиимати бўйича бирор яқинлашувчи мусбат ишорали

Ci +  c2+ . . . + сп+  . . . (14.2)
қаторнинг мос ҳадларидан катта бўлмаса, яъни
j  : : I Un (*) | < Сп (14.3)
^pcaniifn  П lJ x-OJl̂ a берилган функциона.г қатор 

И с б п т  л ?о ? ] СОҳада текис чинлашади.и- (*4.2) қатор йиғиндисиш о билаи белгилаймиз:
а -  +  с2 +  . . . +  сп + ---

хусусий й“гиқш- е“ ”  бу 

> к.атор яқинлашувчи бўлгани учун lim оп = о ва, демак 
*= °-

4.1) функционал қатор йиғиндисини 
Н  S (*) = Sn(x) + rn(x)



нs n(x) =  ul {x)+  . . . + ип(х), 
гЛ х) = ип Л(х) +  и,^2(х) + . . .

(14.3) шартдан
K + l  W l  ^  Сп lWn+2 (A’)l ^  Cn-f2' • • •

эканн келиб чиқади ва шу сабабли (14.4) дан қаралаётгац 
соҳанинг барча х лари учун

К  (* )l <
тенгсизлик бажарилади. Бу эса (14.1) қатор [а, bJ да текнс 
яқинлашишини кўрсатади. Шуни исботлаш талаб қилинган 
эдн.

1-мисол. Ушбу
sin l2x . sin 22 х , , sinn*x .
- ^ + ^ г - +  ■••+ —  +•••

функционал қатор х нинг барча ҳақиқий қийматлари учун те- 
кнс яқинлашади, чунки барча х ва п ларда

Isin rfix
п? n* ’

ушбу 1 1  l--- 1-----Н • • • "Ь -—■ + • •.12 22 Л2
қатор эса, маълумки, яқинлашувчи, чунки бу кўрсаткичи 
р = 2>1 бўлган умумлашган гармоник қатордир.

Текис яқинлашувчи функционал қаторлар учун функция- 
лар чекли йиғиндиси хоссаларини татбиқ қилиш мумкин.

1- т е о р е м а. Агар
iiL(x) +  «2(лг) Ч- . . .  +  и„(х) +  .. .

функционал қаторнинг ҳар бир ҳади [а, b] кесмада узлуксиз 
бС/либ, бу функционал қатор [а, 6 ] да текис яқинлашувчи бўя- 
са, у ҳолда қаторнинг йиғиндиси S (x ) ҳам шу кесмада узлук- 
сиз бўлади .

2- т е о р е м а  (қаторларнн ҳадлаб интеграллаш ҳақида)- 
Агар

и\ (х) +  и 2 (х) + . . .  +  « „ ( * ) + . . .  
функционал қаторнинг ҳар бир ҳади [а, b\ кесмада у з л у к с и з  
бўлиб, бу функционал қатор [а, i>] да текис яқинлашувчи бўл' 
са, у хрлда

J  « i(х) dx +  j' и2 (х) dx +  . . .  +  J  ип(х) dx+  . . .
а а а b .

қатор ҳам яқинлашувчи бўлади ва унинг йиғиндиси f S(<)dx г
а

тенг бўлади.
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_ ооидаги теоремалариинг исботини келтирмаймиз.
2- м и с о  л. Ушбу

1 - х 2 +  а-4 - . . .  + ( - l ) n.v2n+ . ..

юиат катор W < 1 да текис яқиилашувчи ва унинг йиғиндиеи 
(Қаралаётган қатор ҳадлари геометрик прогрессия ташкил қилади)

ч __ _ J __  эканини к\риш осон. Берилган қаторни 0 дан бирор
*-> W  1 _u х2
х < 1 гача ҳадлаб интеграллаи.миз, ьатижада

r _ - i -  +  —  — . . .  + ( — 1 )'* —___ -  +* 3 5 •••.“ ' 2 п + I ^  ' • •
каторга эга бўламиз, бу қатор Uj < 1 да текис яқинлашади ва унинг 
йнғиндиси қуйидагига тенг:

X л
j 5 (x)dx = j = агсtgx = агс tg.t.

Шундан қилиб, |х| < 1 да текис яқинлашувчи
х3 xs „ у2п+\

arcfgх — х з" +  ~5 • •• +  ( 1) 2Т + Т +  •••
қаторга эга бўлдик.

3-теорема (қаторларни ҳадлаб дифференциаллаш ҳақида). Агар
U1 (х) +  Чг (х) +  . . .  + ип (.r) +  . . .

функциона.г қатор бирор [а, b] соҳада яқинлашувчи ва S (x ) 
йигиндига эга бўлса, шу билан бирга унинг ҳадлари шу соҳада 
узлуксиз ҳосилаларга эга бўлса ҳамда

“ i М  +  и2 (х) +  . . . +  ип (х) +  . . .
қапгор [«, 6] да текис яқинлашувчи бўлиб, а(х) йиғиндига эга бўл- 
са, у ҳолда берилган қатср текис якинлашувчи бўлади ва S ‘ (х) = 

бўлади.
Бу теореманинг исботини ҳам келтирмаймиз:
-мисол. Шу параграфдаги 2- мисолни қараймиз:

Бундан

қатоп*1? ЧИК‘ади- Бунда ўнг томонда бирор қатор турибди. 
|Т,; рни -\адлаб дифференциаллаб, қуйидагини топамиз:

4 *3 6.V5 ■ - 0„_!_1

j2ri-̂ 2
-v • агс tg х = х2 — у  + . . . + ( _ ! ) »  £ Г Т Т +  . . .  (34.5)



Бу қаторга Даламбер аломатини қўллаймиз:

lim
П — Ю С  I

un+l = lim
r i—*oo

2n + l
,.2n+l

2 n 
2n— 1

Jln - 1
lim  2 (n +  l) n д:2 =  х*  
п--*эo (2 n +  1) 2 n

Шуидай қилиб, қатор абсолют яцинлашувчи ва барча Ja- | j 
лар учун эса текис яқинлашувчн бўлади.

Демак, ҳосилаларнинг ёзилган қатори (14.5) қатор йиғин- 
дисидан олинган ҳосилага яқинлашади:

4 х3
arc tg£  + — 2 * — - + . . .  + ( - 1, " е ^ Й ^ т - ^ +  • ■.1 + jc* ~'v 3 

Бу яқинлашиш барча |х| < 1 да текисдир.

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у и  с а в о л л а р

1. Қандай қатор функционал қатор дейилади?
2. Функнионал қаторнинг яқинлашиш соҳаси дсб нимага айтнлади?
3. Қандай функционал қатор текнс яқинлашувчи цатор дейилади?
4. Функционал қаторнинг текнс яқинлашншининг Вейерштрасс аломата 

нима?
5. Текнс яқинлашувчи қаторларнинг хоссаларини санаб чнқинг. Мисол.”»» 

келтнринг.
6. 2802—2820- масалаларнн ечинг.

15- §. Даражали қаторлар

Т а ъ р и ф. Даражали қатор деб
a0 +  at (x — ,v0) +  a2(x— дг0)2+ . . . + а п(х — х0У' +  . . . (15.1

кўринишдаги функционал қаторга айтилади, бунда а0, .........ап, ..
ўзгармас сонлар даражали қаторнинг ксэффициентлари дейилади.

Хусусии ҳолда, агар л0 = 0 бўлса, у ҳолда биз ҳадлари 
нинг даражалари бўйича жойлашган

а0 + arx +  а,х- +  . . .  +  апхп +  . . .  (15-2
даражали қаторга эга бўламиз.

Биз бундан кейин (15.2) кўринишдагн даражали қаторлар 
ни ўргана\шз, чунки буИдай қатор х'=х—х0 алмаштириш билав
(15.1) кўринишдаги қаторга келтирилади.

Қулайлик учун апхп ҳадни, унинг (п +  1)- ўринда туришига Ка' 
рамай, қаторнинг п- ҳади дейилади. Қаторнинг озод ҳади ae қатор" 
нинг нолинчи ҳади дейилади.

Даражали қаторнинг яқинлашиш соҳаси ҳар доим бирор ||Н 
тервалдан иборат, бу интервал, хусусий ҳолда нуқтага айяа 
ниб қолиши мумкин. Бунга ишонч ҳосил қилиш учун дара^ 
ли қаторлар назарияси учун муҳим бўлган қуйндаги теоре»1 
ни исботлаймиз.
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А б е л ь  т е о р е м а с и .  Агар
a0 +  aix+  а2х" + . . .  + ап хп — (15.2)

и катор .v0 Ф  0 нуқтада яқинлашса, у ҳолда бу қатор х \ 
даро*: . < i v | тенгспзликни қаноатлантирадиган барча қийматла- 4 
Hl%  абсо ш п  яқинлашади, яъни (— |дг0|, jxj) интервалда яқинла- ’)
uiyemdup-o ти  Теореманипг шартига кўра

а0 +  aixo + а2хо +  • • • + а«хо + • • ■ 
сонли қатор яқинлашувчи, шу сабабли унинг умумий ҳади нол- 
га интилади:

lim anXg -  0,
П—ьоо

шунга кўра бу қаторнинг ҳамма ҳади чегараланган, яъни шун- 
дан AI> ’0 ўзгармас мавжудки, барча п ларда

K * o l < M  (15.3)

тенгсизлик ўринли бўлади.
(15.2) қаторни қуйидагича кўринишда ёзамиз:

“•+ + “ **“ ( t T + ■ • - + ( t ) " + • ■ - (|5 4)
Шундан кейин бу қатор ҳадлариминг абсолют қийматларидан

!°ol + |fli-v0| 1 х + a2xi . X
U0 *о

I 1П \ Х \П f. . . +  |an.v0| — +
I хоГ

(15.5)

қаторни тузамиз ва шунингдек, ҳадлари махражи q = j— j ва бирин-
сиянинг

' + . . .  (15.6)

. . * 01 
чн ҳади М  га тенг бўлган геометрик прогрессиянинг хадларидан 
иборат қаторни қараймиз:

м  +  м \ — +  М  1- 2 +  . . .  + м X
1 хо 1 -V0 *0

^ГаР 4 *0j ^  1 ёки М < l*ol бўлса, у ҳолда (15.6) қатор якинла-
абс0лют Қийматлардан иборат (15.5) қатор ҳам

(15.6) Я1 ’ ^нкн Унннг ҳадлари (15.3) тенгсизликлар туфан.ти 
ёкн (15 оч лашУвчи Қаторнинг мос ҳадларидан кичик. У  ҳолда (15.4) 

; „-юрпинг узи ҳам абсолют яқинлашади.
бўлса, 6v кятппИР’| ,беРилган катор .v = х0фО  да яқинлашувчи 
исботлатп т-1 „ /  М < Fol учун абсолют яқинлашувчи бўлади. Шуни

Н ати ж  д Шга"  эди' 
б?'Лса. У .\oi™ г Р (l5 '2̂  даражалн қатор л: = .v0 да узоқлашувчя 
тирувчи хяп to -у„ка1°Р  х НИНГ Jx| > |х0| тенгсизликни қаноатлан- 

И с б о т и ‘кШИ кииматиДЗ узоқлашувчи бўлади.
Лайлик, у хоп.ТТР биР°Р !-vil > l-vol Да яқиилашувчи деб фараз қи- 

Дбель теоремасига биноап у j.v| < j.v,| тенгсизликни
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' ип+1

Бу қаторга Даламбер аломатини қўллаймиз:

lim I
П -*оо

= lim
П -+оо

2 п +  2 2/1+1
2 п +  1

2 п ,.2n—1
2 п ~  1

а--*оо (2 !% -f- 1) 2 ГС

Шундай қилиб, қатор абсолют яқинлашувчи ва барча 
лар учун эса текис яқинлашувчи бўлади.

Демак, ҳосилаларнинг ёзилган қатори (14.5) қатор йиғин- 
дисидаи олинган ҳосилага яқинлашади:

, *  4 * 3 , , ,  „ n ( 2 n  +  2 )x2n+l , агCtg*+ f x ir  = 2x:--- т +  . . .  + ( — 1) 2- + Т-- т  • . .
Бу яқинлашиш барча (х| < 1 да текисдир.

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Қандай қатор функцнонал қатор дейилади?
2. Функционал қаторнниг яқинлашиш соҳасн дсб нимага айтилади?
3. Қандай функционал қатор текнс яқинлашувчи қатор дейилади?
4. Функционал қаторнинг текис яқинлашишинннг Вейерштрасс аломатн 

нима?
5. Текнс яқинлашувчи қаторлариинг хоссаларини санаб чнқинг. Мисол»®" 

келтиринг.
6. 2802-2820- масалаларни ечинг.

15-§. Даражали қаторлар

Таъриф. Даражали қагпор деб
а̂  +  а^х — х0) + а,(х — х0)2 +  . . .  +  ап{х — x0)r' +  . . . (15.1)

кўринишдаги функционал қаторга айтилади, бунда а0, alt , ап, .. 
ўзгармас сонлар даража.ги қаторнинг мэффициешплари дейилади.

Хусусий ҳолда, агар х0 = 0 бўлса, у ҳолда биз ҳадлари * 
нинг даражалари бўйича жойлашган

а0 + aLx +  а2х2 +  . . . +  апхп + . . . (15-2)
даражали қаторга эга бўламиз.

Биз буидан кейин (15.2) кўринишдаги даражали қаторлар- 
ни ўрганамиз, чунки буНдай қатор х'=х—х0 алмаштириш билая
(15.1) кўринишдаги қаторга келтирилади.

Қулайлик учун апхп ҳадни, унинг (п +  1)- ўринда туришига К3" 
рамай, қаторнинг п- ҳади дейилади. Қаторнинг озод ҳади а0 қатор" 
нинг нолинчи ҳади дейилади.

Даражали қаторнинг яқинлашиш соҳаси ҳар доим бирор 1,1' 
тервалдан иборат, бу интервал, хусусий ҳолда нуқтага айла 
ниб қоли-ши мумкин. Бунга ишонч ҳосил қилиш учун дара#® 
ли қаторлар назарияси учун муҳим бўлган қуйидаги теоре>1 
ни исботлаймиз.



кат0р х0 Ф  0 нуқтада яқинлашса, ij ҳолда бу қатор х 
дараясй '1 • , тенгсизликни қаноатлантирадиган барча қийматла- 
Нрида абсолют яқинлашади, яъни (— |дг0|, lx0l) интервалда яқинла-

Шуе\и-То  т и. Теореманинг шартига кўра

а0 + flj.v0 +  а2-го + • • • + а„хо + • • • 
сонли қатор яқинлашувчи, шу сабабли унинг умумий ҳади нол- 
га интнлади:

, д б е л ь  т е о р е м а с и . Агар
а0 + аух +  a2xz +  . • • +  an xn +  . . . (15.2)

lim а„х' 0,
шунга кўра бу қаторнинг ҳамма ҳади чегараланган, яъни шун- 
дай М>0 ўзгармас мавжудки, барча n ларда

K x n0\< M
тенгсизлик ўринли бўладн.

(15.2) қаторни қуйидагича кўринишда ёзамиз:

а0 + + +

Шундан кейин бу қатор ҳадларининг абсолют қийматларидан

!«о 1 х + а,х20
Мо • • + K *o f - Г +  . . .

(15.3)

(15.4)

(15.5)

қаторни тузамиз ва шуиингдек, ҳадлари махражи q = j—| ва бирин-
чи ҳади М  га тенг бўлган геометрик прогрессиянннг хадларидан 
иборат қаторни қараймиз:

М  + М X + м X 2 + . . .  + м X
*0 *0 Х 0

+ (15.6)

Агар q = L£ l.
АГ„! < 1 ёки |jc| < |х0| бўлса, у ҳолда (15.6) қатор яқинла-
сабабли абсолют қийматлардан иборат (15.5) қатор ҳам 

(15.6̂  Г ВЧИ’ ЧУНКИ Уиинг ҳадлари (15.3) тенгсизликлар туфайли 
ёки /11; о\11лаш-вчи Паториинг мос ҳадларидан кичик. У ҳолда (15.4) 

I]jVu ’ 1>қ.ат0рпинг ўзи ҳам абсолют яқинлашади.
'ўлса fiv'И К'ЮиГ)’ агаР берилгаи қатор х = х0фО  дабўлса Gv к" Т ’ Р ut’PH*'lrai1 к-атоР х = х0ф и  да яқинлашувчи 

исбогляп, '̂аТ(!Р W < W  УЧУН абсолют яқинлашувчи бЎлади. Шуни 
талаб қилинган эди.

бЎлса, у * * а; Д гар 05.2) даражали қатор д: = .г0 да узоқлашувчи 
Тнрувчн х я П 7* у „ к-а т о Р  х нинг |х| > |.v0| тенгсизликни қаноатлан- 

Исботи |/ а̂И кинматиДа узоқлашувчи бўлади.
Лайлик v бирор |jf,| > |,v0| да якинлашувчи дсб фараз қи-

' “ Абель теоремасига биноан у |.v| < |atJ  тенгсизликни
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қаноатлантирувчи х ларда, хусусан х = х0 да, абсолют яқинлашувчц Я 
бу эса шартга зид. Демак, фаразимиз нотўғри, бу эса натижанн^] 
тасдиғи тўғрилигинғ билдиради.

l-эслатма. Комплекс ўзгарувчининг
ао + 2iz + ягг2 *r • • • ~hanzn +  • • • (15.7)

даражали қатори у=уи Абель теоремаси тўғрилигича қолади, буц^ 
а„, ah , ап, . .. комплекс сонлар — қаторнинг коэффициентларч | 
Абель теоремасига кўра (15.7) қаторнинг бирор z0 нуқтада яқин. ̂  
шувчанлигидан унияг

И  <  |z0|
тенгсизликларни қаноатлантирувчи барча z ларда абсолют яқинлацУ I 
шк келиб чиқади.

Қатор aScomom 
яқанлашади

5- шакл.

2. Ҳақиқий ҳадли қаторлар учун яқинлашиш доираси, интерва- 
ли ва радиуси. Даражали қаторнинг яқинлашиш соҳасини аниқлашга 
(сиришамиз. Абель теоремаси даражали қаторнинг яқинлашиш ва \ зэқ- 
лашиш нуқталаршииг жойлашишлари хақида мулохаза юритиш имко 
ники беради. Ҳагақатан, arap х0 яқинлашиш иуқтаси бўлса, у холда 
(— W , |л'0|) интерЕалнинг ҳаммаси абсолют яқинлашиш нуқталарн 
билан тўлдирилгач. Агар х, нуқта узоқлашиш 'Нуқтаси бўлса, у ҳол- 
да |хх| дан ўнгдага чексиз ярим тўғри чизиқиинг ва— Ix J дан чапдагв 
чексиз ярим тўғрк чизиқнинг ҳаммаси узоқлашиш 'нуқтасидан иборат 
бўлади (5- шакл). Бундан шундай R  сон мавжуд эканлиги ва |xj < R 
да абсолют яқиаташиш, |а'| > R  да эса узоқлашиш нуқталарига эга 
бўлишимиз келиб чиқади. Шундай қилиб, даражали қаторнинг який-f. 
лашиш соҳаси мзркази координаталар бошида бўлган шггервалдай 
иборат.

2-таъриф.  a0+ al x+a2x2+ ,. . + a„xn +  . . . даражали Қ°' 
торнинг яқинмшиш соҳаси деб шундай (—R, R) интервз.пга 
айтиладики, бу ннтервалнинг ичидаги ҳар қандай х нуцгаД3 
қатор яқинлаилди ва шу билан бирга абсолют яқинлашаМ 
ундан ташқарнда ётувчи х нуқталарда қатор узоқлашади- * 
сони даражалЕ қаторнинг яқинлашиш радиуси дейиладп (®“ 
шакл).

Интервалнияг четки нуқталарида, яънн x = R  ва х= —R  нУ1-” 
таларда берилган қаторнинг яқинлашиши ёки узоқлаш111*1 
масаласи қатор учун алоҳида ҳал қилинади.

Баъзи қаторлар учун яқинлашиш интервали нуқтага ai’1-'1
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Қ ато р  адсолю т 
якинпаш ада

6- шакл.

,иб колади, у ҳолда = 0 бўлади; баъзилари учун эса бутун 
Ох укини қамраб олади, яъни R = co бўлади.

Даражали қатор кҳинлашиш раднусини аниқлаш учун фор- 
мула чиқарамиз. Яна

о0 -J- aiх +  агхг +  . . . -f- апх" -г . . . (15.2)
каторни қараймиз. Уиинг ҳадларининг абсолют қийматларидан 
қатор тузамиз:

[а0\ +  |аАх| +  |а2х2| +  . . . +  \апхп\ +  . . .  (15.8)
мусбат ҳадли қаторга эга буламиз. (15.8) қаторнинг яқинла- 
шишинн аниқлаш учун Даламбер аломатини қўллаймиз.

lim “ n+l =  l im
/!-*• ОО

в<1 + 1  ' 1 1 _  H m ап+ 1

| “ п ап хп | ап
\х\ = 1 ■ \х\

лнмит мавжуд бўлсин. У ҳолда Даламбер аломатига кўра
(15.8) қатор, агар l ■ |х| < I, яъни \х\< ў бўлса, яқинлашувчи, arap

Z W > 1, яъни U| > у  бўлса, узоқлашувчи бўлади.

Демак, (15.2) қатор |дг| < — да абсолют яқинлашади ва |х| > — 
Да узогаашади.

Юқоридагилардан j — y j  интервал (15.2) қаторнинг яқинла- 
ШИш интервали экани келиб чиқади, яъни

Яқин,
e«+i

(15.9)

лашиш интервалини аниқлаш учун шунингдек КошиS J l O v  — п ш ь р о а л п п п  a n n i V v i d L U  у ч у п  l

ат»дан ҳам фондаланиш мумкин, v ҳолда
1

2- э с'1аРи т\ Л а Т м а ‘ ва (15.10) формулалардан қагор ҳад-
Ҳ°лЛа •'la' яъни қатор коэффиииснтлари нолга айланмайднган 

■ S f яқинлашиш радиусларини тоииш учун фойдаланиш

lim , |ап | (15.10)



мумкин. Arap қатор фақат жуфт даражаларни ёки фақат то  ̂
даражаларни ўз ичига олса ёки даражалари каррали бўл- 
са ва ҳ. к., у ҳолда яқинлашиш интервалини топиш учун бево- 
сита Даламбер ёки Коши аломатидан, (15.9) ёки (15.10) фор. 
мулаларни чиқаришда қилинганидек фойдаланиш керак.

3- э с л а т м а. Ушбу

a0 +  fli(*  — *о) +  М * — *о)2 +  • •• + ап(х ~  *о)"+ •• •
кўринишдаги даражали қаторлар учун юқорида айтилганлар. 
нинг ҳаммаси ўз кучида қолади, бунда фарқ шундан иборат- 
ки, энди яқинлашиш маркази л = 0 нуқтада эмас, балки x=.Vq 
нуқтада ётади. Демак, яқинлашиш интервали (д'0— R, *o+#) 
интервалдан иборат бўлади, бунда R (15.9) ёки (15.10) фор- 
мулалар бўйича аниқланади, шу билан бирга 2-эслатма бу 
қаторлар учун ўз кучида қолади.

4- э с л а т м а. Юқорнда айтилганларнинг ҳаммаси комплекс 
ўзгарувчнли

ао +  aiz +  a2z2 +  . • • + anzn+  . . . (15.11)
даражали қатор учун ҳам ўз кучини сақлайди. Бу қаторнинг 
аниқланиш соҳаси z комплекс ўзгарувчи текислигидаги марка- 
зи координаталар бошида бўлган доирадан иборат. Бу доира 
яқинлашнш доираси дейилади. Яқинлашиш доираси ичида ёт- 
ган нуқталарда (15.11) қатор абсолют яқинлашади. Яқинла- 
шнш доирасининг радиуси даражали қаторнинг яқинлашиш ра- 
диуси дейнлади. Демак, яқинлашиш соҳаси радиуси R  бўл- 
ган доирадан иборат бўлади: \z\ <R, бунда ("15.11) қатор аб- 
солют яқиНлашади (7-шакл).

1-мисол. Даражали қаторнинг яқинлашиш интервалина 
топинг:

х ~̂ _j_ _̂_ ] )n+1 (2 ХУ' -j-
2 3 ,i
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£чиШ- Ғ.укда
_ _ / _ i  \л+* 2"  , r,+2 г" * 1
e „ - (  —  , f l , , + , = ( - ! )  7Г+-Г

Шу сабабли

/? = lim
я-*зо an+i

- H m  — L lim  « ± i .  J .
«“►39 n-2n+l 2 «->09 п 2

Демак, y )  интеРвал яқинлашиш интервали бўлади.

‘ да I ---- + қаторга эга бўламиэ, бу қатор Лейб-

НИЦ аломати бўйича яқинлашувчи. х — — — да — l — ± . — ±
6 ^ о

қаторга эга бўламиз, бу қатор гармоник қатор сифатида узоқлаи 
2-мисол. Қаторнинг яқиилашиш иитервалиии аниқланг:

* -  1 j .  ( * ~  ‘>а +  (* ~  1)3 +  . . _ +  ( х -  D'1 +
1-2 2.2= 3-23 п-2n

Ечиш. Бунда an = — , an+l = (г1+1)\п+Г . ШУ сабабли

R  = lim _^_! = lim ---------= 2 lim
°n+i n- 2"

« ± J  =  2 .

Яқинлашиш интервалининг маркази .v = 1 нуқтада, шу сабабли 
(— 1, 3) интервал қаторнинг яқинлашиш интервалн бўлади. х = — 1
да — 1 + — — — + . . . қаторга эга бўламиз, бу қатор Лейбниц

*  О

аломатига кўра яқинлашувчи, х = 3 да 1 +  — +  — + . .  . қаторга 
эга буламиз, бу қатор гармоник катор сифатида узоқлашувчи.

3-мисол. Қаторнинг яқинлашиш доирасини топинг:

l + 2 + г2 +  . . . +  zn + . . .

£ чиш. Бунда ап = 1, an+l = 1, R = lim Л »_  = 1. Демак, ра-
ДИУСИ D  . П-юо Оп + \

л 1 > м̂ Ркази координаталар бошида бўлган доира як.инла- 
Bv 1Ор0 И р а с и  бЎлаДи- яънн \z\ <  1 доира яқинлашиш доираси бўлади. 

' Рада қатор абсолют яқинлашади (8- шакл).
*мисол. Қаторнинг яқинлашиш доирасини топинг:

г - '  +  ^  +  . . . + (̂ + . . .
Е ч и

1 !

ш- Бунда a„ = -1, an+l = —  - ■ , шу сабабли



‘/1+1
Демак, яқшглашиш доираси бутун комплекс текисликдан nGopjjI 
бўлади.

16-§. Даражали қаторнинг текис яқинлашиши ҳақида 
теорема. Даражали қаторларнинг хоссалари

Яқинлашнш радиуси R га тенг бўлган
S  (х) = а0 +  atx +  а2х2 +  . . . + апхп +  . . . (16.])

қатории қараймиз. Бу қаторга нисбатан 11-§ даги натижалари 
қўлланиш учун қуйидаги теоремани исботлаймиз.

Т е о р е м а. Даражали қатор яқинлашиш интервали ичиёа 
ётган ҳар қандай \—b, b] оралиқда текис яқинлашувчидир.

И с б о т и . xQ нуқтанн b<x9< R  тенгсизлик ўринли бўлади- 
ган қилиб танлаймиз (9-шакл). Бу нуқта яқинлашиш янтер- 
вали ичида ётади, шу сабаблн Абель теоремасига биноан

а0 +  aLxQ +  агх\ +  . . . +  anxnQ +  . . .
сонли қатор абсолют яқиилашувчи бўлади. Ихтиёрий х 6 [ — Ь, /i) 
нуқта учун |х| < |x0l тенгсизлик ўринлн, шунга кўра

И / 1  <  fc/o  I. 
яънн ихтиёрий .v £ [— b, b] нуқта учун

К Л < М о !
тенгсизлик ўринли, бошқача айтганда, (16.1) қаторнинг ҳадлари яқии- 
лашувчи мусбат қаторнинг ҳадларидан кичик. Демак, Вейерштраи! 
теоремасига кўра (14- §) барча х £ [— b, b] лар учун (16.1) натор 
яқинлашувчи. Шу теоремага асосан, шунингдек, текис яқинлашув* ■ 
қаторларнинг хоссаларига биноан даражали қаторларнинг ку;:идаг»3 
хоссалари ўриили. I

I. Ииғиндиникг узлуксизлиги. Даражалн қаторнинг йиғян-j 
диси шу қаторнинг яқннлашиш интервалнда узлуксиз.

2. Даражали қаторларни интеграллаш. Даражали қатор* 
ўзинииг яқинлашиш ннтервалида ҳадлаб интеграллаш му* 
кнн.

* X X  х п
f 5 (х) dx = |' а0 dx +  f ayxdx + . . . + [  anx dx +  . ■ • —
0 0 0 0
= a0x +  - J x2 + . .. +  —44 xn ‘1 + .- . . ,  дс € (— R, R)-п-\-\

n-r 1 ■л
-b

9- шакл.

3. Даражали қ а т о р л а р н и д  
ференциаллаш. Даражали КаТ' 
ни ўзининг яқинлашиш 111)ТЭ 
валида ихтиёрий сон марта Vjg 
лаб дифференциаллаш м>м



'.ў:'м = fli + 2 а,х + 3 а.лх- + . . . + папх x£ (—R, R).
5'/(v.) = 2fl2 + 3-2fl3.v+ . •• + п(п — \)апх ~2 +  . . . ,

*€ (- / ?, R)
Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 Кандай қатор даражали қатор дейилади?
2 A6eib теоремасини ифодаланг ва исботланг.
3 даражалн қаторнинг яқинлашиш радиуси ва ннтервалннн аннқланг.
4' Даражали қаторнинг яқннлашнш радиусини ҳнсоблаш формуласнни

,ИҚа5 "комплекс ўзгарувчи даражалн қаторинниг яқинлашиш радиуси ва до- 
ноаск қандай аннқланадн?

6. Даражали қаторнинг текис яқннлашиши ҳақндагн теоремани нсбот-

ЛЯНГ7 Даражали қаторнинг хоссаларннн айтннг.
8. 2878—2889-'масалаларни ечинг.

17-§. Тейлор қатори
3-бобкинг 21-§ида (Олий математика, 1-жилд. 21-§.)n+l- 

тартиблигача ҳамма ҳоеилаларига эга бўлган f(x) функция учун 
х = а пуқта атрофида

f(x) = f(a) + X- ^ r f  (a) +  ■■■+i~ f - r ( a )  +  Rn(x) (17.1)
Тейлор формуласн ўринли экани кўрсатилган эди, бунда колдиқ хад 
деб аталувчи Rn(x) ҳад

Я |  . а д = ^ Л ] г / м+" « )  (17.2)
формула бўйича ҳисобланади, 6v ерда а < 1< х ёки х < \ <  а 
(Ю-шакл).
та, Р ^  ФУикция Х = а нуқта атрофида ҳамма тартибли ҳоси- 
' я̂ р'а Э!+ бўлса, у ҳолда Тейлор формуласида п сонини исталганча 

Қилиб олиш мумкин. Қаралаётган атрофда
lim Rn(x) = 0

д̂ ^фараз қилайлик.
сиз қатопг̂  i * 7 Ф°РмУлаДа п -* оо да лимитга ўтиб, ўнгда чек- -г>“ иРга эга буламиз.

ъ риф. / (х) функциянинг

к. f{x^ f ( a ) + ~ f ' ( a )  +  ..

икнг Тейлпп иФ °дасн бу функция- 
Охипги âmoPu Дейилади.

тенглик п —t- оо да 
улсагина ўринли. Бу 

томондаги қатор яқинла- 
ииғиндиси берилган

\OjWa
Уачнўнг

ва Унинг

+ ~ ^ ~ f (n)(a)+ . . .  (17.3)

f  |  а 

10- шакл.

45



f(x) функцияга тенг. Шуни кўрсатамиз. Ҳақиқатан ҳам, /м  
= Рп (х) +  Rn (х), бунда

Рп (х) - /  (а) +  ̂  /> )+ •••  +  ^ = f-  f n) (а).

Аммо шартга кўра, lim Rn(х) = 0, у ҳолда /(х) = lim Рп(х). Би|
t l- > 0 0  П-+СО

Rn(x) (17.3) қаторнинг п- хусусий йиғиндиси, унинг лимити (173, К- 
нинг йиғиндисига тенг. Демак, бу (17.3) тенглик ўринли.

Шундай қилиб, lim Rn(x) = 0 бўлгандагина Тейлор қатори берй.
п-+оо

ган функцияни ифодалайди.
1. Даражали қатор ёйилмасининг ягоналиги ҳақидаги тео- 

.рема. Ҳар қаидай функцня ҳам Тейлор қаторига ёйила бермай. 
ди. Аммо функцияни бирор даражали қаторга ёйиш мумкин! 
бўлса, бу ёйилма Тейлор қатори бўйнча ёйилма бўлади.

1- теорема. Агар
f  (л:) = а0 + at (х — а ) + . . . + а п(х а)а+ . . .  (17.4)

бўлса, ўнгда турган қатор х£ [а — R, а + Л] лар учун f (x) функ- 
цияга яқинлашади, шу сабабли бу қатор Тейлор қатори бўлади, 
яъни

п  -  ^  (a>
п п\ ’

бунда п = 0, 1, 2, . . . .
И с б о т и . (17.4) тенгликка даражали қаторларни п марта 

ҳадлаб дифференциаллаш хоссасиии қўллаймиз. Натижада қу- 
йидагиларга эга бўламиз:

f’ (x) = al +  2a2(x — a )+  . . . +пап(х — а)п 1 +  . .

/"(* )=  1 • 2а2 + 3• 2• а3(х — а) +  . . . +  п(п — 1)ал(дс — а)п J + •

Г ( х )  = п\ап+  . .  .
A r a p  бу тенгликларда х  =  а деб олинса, у ҳолда биринчисв- 

дан бошқа ҳамма қўшилувчилар нолга айланади ва биз
f' (а) =  II ab f'(a ) = 2! а2......... f n)(a) = л! ап, . ..

тенгликларга эга бўламиз, бундан п = 0, 1, 2, . . . бўлганда
f n ) {a)

п\
(17.5)

тенгликка эга бўламиз. _ ra
Бу теоремадан f (х) функциянинг битта соҳанинг ўзида икки

f (х) = a0 +  al (x— a )+  . . .  + ап (х — а)п + . . .



РЗ

торинйнг J
ёйнлмасн бўлса, у ҳолда бу иккала қатор битта Тейлор қа- 

.аторга̂  бўлнши ва шу сабабли улар бир хил бўлиши, яъни

f(x) =  bo-rb^x — й) 4- • • - +  bn(x — a)' +  . . .

а0 b0, bit . . .  , Qn bn% ...

„зии келиб чиқади. ^
2 Функциянинг Теилор қаторига еиилишининг етарлилик

■•аптлари. Функциянинг Тейлор қаторига ёйилишининг қуйида- 
ni апомати амалий қўлланишлар учун қулайдир.
‘ 2-т сорема .  Агар f(x) функция ,v = a нуқтанинг бирор ат- 
рофида абсолют қиймати бўйича айнан бир соннинг ўзи билан 
чггараланган исталганча юқори тартибли хосилаларга эга бўл- 
са у холда бу функция кўрсатилган х — а нуқта атрофида Тейлор 
каторига ёйилииш мумкин.

Исботи. Биз х = а атрофнинг хамма нуқталари учун п-*-оо да 
/?,. қолдиқ ҳаднинг нолга интилишини исботлашимиз керак. Теорема- 
нинг шартига кўра шундай мусбат ўзгармас сон /VI > q мавжудки, 
кўрсатилган атрофдаги барча а' лар учун

|/(,1+I)W I ^  М
тенгсизлик бажарилади. У  ҳолда (17.2) шарт бўйича f (х) функция- 
нинг Тейлор ёйилмасидаги Rn(x) қолдиги учун ушбуга эга бўламиз:

Rn (х) = (х — а)‘ (п + 1)!
\х— а|п+| 
(/»+ 1)!

(17.6)

Бундан, х = а атрофнинг барча нуқталари учун lim \Rn (x)| = 0,
/l-M 4-

чунки/ИНш^—^—  = 0, (litn -— ——  = 0 якинлашувчи қаторнинг . (п +1)! ),-*■* (п + l) !  - 4 И
.j . мии ҳади сифатида, 15-§ даги 4-мисолга қаранг). Теорема исбот-

Жа1а о sin5„’ cosx■ *n (•+*). (1+^ГФункцияларни жнинг дара-
6vi'imИ -YHH4a ®йиш. Кўпинча функцияларнинг х нинг даражаларн 
а = 0 -,ДИИЛМалаРидан фойдаланилади. Бу ҳолда (17.3) формулада 

Д °либ, ушбу қаторга эга бўлинади:

f (х) = f (  0) +  ~ f '  (0) +  . . . +  £/<">(0) +Б у ^ о ,  ; - .............. - .......................  (18-1)
дёб аталад|(е̂ Л0Р к-атоРипинг хусусий ҳолидир, у Маклорен қатори 

Ийз. Ментар функцияларнн Маклорек қаторига ёйишни кўришга ўта-

*= е* фУНк«иянинг х нинг даражалари бўйича ёйилмаси. / (х) =  
=* . ( !8.П Маклорен қаторига ёямнз. /' (л:) = f" (x) =

Е  ( (х) ~  е' бўлгани учун х = 0 нуқтада
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f (0) = / '(0) = ..  • = Г ( 0) = e° = 1
тенглнкларга эгамиз. [— N, N] оралиқни қараймиз, бунда N. _t 
тиёрий тайинланган сон. х нинг бу интервалдаги барча қийматл 
учун

fin) (х) = е* < eN — М  > 0.
Демак, бу оралиқда хосилаларнинг [ҳаммаси битта М = ё coHiiai)r 
ўзи билан чегараланган ва исботланган теоремага кура

lim Rn(x) = 0.
П-> со

Аммо фаразга кўра N исталган сон, демак, / (.v) = е функцня х 
нинг ҳамма қийматларида, яъни Ох ўқининг ҳамма ерида Маклор® 
қаторига ёйилади.

Шундай қилиб,

ех =  1 +  х +  . . . +  -^J +  • • • , х £  (—  оо, оо). (18.2)

2. sina: функцияни х нинг даражалари бўйича ёйиш. f(x) = siat 
функцияни (18.1) Л\аклорен қаторига ёямиз.

/' (х) = cos х = sin | х + —),

Г  (х) = — sin х = sin 1* + 2 • -| |, 

f " (х) = —cosx = sin +  3 • -| j ,

• ,  • • • • • • • • • • • «

f n) W  = sin (* +  n j 

бўлгани учун x = 0 нуқтада қуйидагиларга эга бўламиз:
/(0) = 0, f' (0) -  1. П 0) = 0, /w(0) = -  1, /1V (0) = 0

ва ҳ. к.
Ҳосилаларпинг қийматлари такрорланади ва

0, 1, 0, — 1, 0, 1, 0, — 1, . ..
такрорланувчи кетма-кетликни ҳосил қилади. sin.v функцияиинг 
талгаи ҳосиласи ҳамма х лар учун абсолют қиймати бўйича 
катта бўлмайди, яъни

\fn)(x)\ = |sin fx +  п • -£') <1 ва lim Rn(x) = 0.
2  /  n -> o o  _

Демак, / (x) = sin x функция соилар тўғри чизиғининг ҳамма ИУ| 
таларида Маклорен каторига ёйилади:

s i n * - , - i +  . . . + ( - i ) “+,^ r L +  . . . .  »>• <13’
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Бгоккцня каторда .v нинг тоқ даражалари қатнашади. 
sinje ток Ф>" нкЦИяни х нинг даражаларн бўйича ёйиш. Бу ёйил-

3. C0S ̂ нкиияни қаторга ёйишда қўлланилгаи усулнинг ўзи би- 
мани sinx иш мумкии. Дммо sinx функциянинг (18.3) ёйилмаси 
лан Ҳ°сиЛ ^ифференниалланса, cos.v функция ёйилмасипи осонроқ 
чадма-Ҳ3Д » 73аоажали каторларнииг хоссаларига асосан): 
улиШ мумкш

I - . . .  + < - i r « ( e S it )’ + ' . . .(sin 

Демак

COSJf= I - 2)!

•os V жуФт функция, қаторда х пинг жуфт даражалари қатнашади.
4 1п(1 ~ х )  Функ.шяни х  нинг даражалари бўйича ёйиш. f(x) =  

= 1п(1 +•*) Функдияни Маклорен қаторига ёйиш учун чекснз ка.маюв-
чи

+  . . .  + ( - 1)" * " + . . . ,  х € ( - 1, 1)
1 +JC

геометрнк прогрессиянинг йиғиндиси формуласидан фойдаланамиз. 
Даражали қаторларни яқинлашиш интервалида интеграллаш хоссаси- 
дан фондаланамиз:

X X X [X X
j  dx — | xdx + | x2dx — . . .  +  (— 1)'!  ̂xndx +  . . .

р, - в 0 0

Бундан

h ( l + ^ - , _ f + f _ . . ..+ (_- !)-+ » _ ^ . +

+ ••• , -v€(-l, 1).

_  ФУНКНИянн х  нинг даражалари бўйича ёйиш. f (х) —
хақик  ̂ Функция1ги Маклорен қаторига ёямиз, бунда сс — ихтиёрий 
Kaft >ИИ С0П’ ^  ерда ^Лх) крлдиқ ҳадни баҳолаш бирмунча мурак- 
нўл Л  5ИлаДИ' ^бабли берилган функцияни ёйишда бошқачароқ 
миз- ^113’ f W  Ри дифферепциаллаймиз. Қуйидагиларга эга бўла-

Г(х) = а(\ +  х)а~\ 
f"()с) = ос (а — 1) ( 1 +

- Г  (х) = а (а  — 1) . . . (а — п +  1)(1 + * ) “ “ ”•
'2640
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/(0) =  1, Г  (0) =  «, Г  (0) =  a (a  -  1),----- Г ’(0) =
= a (a — 1) . . .  (a — n +  1) 

ларга эга бўламиз. Ҳосилаларнинг топилган қийматларини (18.1) Hv̂  
мулага қўямиз, натижада (1 +  х)а функциянинг Маклорен қатоп! 
эга бўламиз: Га

. . a  a ( a — 1) „ . ,\ +  - x + - ± — L x* +  . . .  +

х =  0 да

, a (a — I) . .  . (a — n +  I) _« ,
-|--------------------- ;---------------- X  +  . .

п\ (18.4)
Бу қатор биномиал қатор дейилади. Шу қаторнинг яқинлашиш и«- 
тервалини топамиз:

R  — limП—*ао
an =  lim

И—>см
a (a — 1) . . .

an+ 1 n\ a  (a — 1) . .

i :~  \n *l* 1 =  Iim ---- ==

■п)

> a — п

Кўриб турибмизки, биномиал қатор (— 1, 1) интервалда абсолюг 
яқинлашар экан.

Қолдиқ ҳадни бахолашга киришамиз, бунда 0 < х < 1 ҳол бжлан
чекланамиз. Бу интервалда (1 +х) = ---- < 1(1 + х) —
п > a — 1 лар учун) ва шу сабабли

f j l) (х)\ = |a (a — 1) . . . (a -  п) (1 + х)а-п-\ < |a (a -
— 1) . . . (a — я)|.

Бу ерда функцияни Тейлор қаторига ёйишнинг етарли шар- 
ти ҳақидаги теоремадан (17-§, 2-теорсма) фойдалана олмай- 
миз, чунки ҳосила учун топилган чегара n га боглиқ. Шу са- 
бабли (17.6) тенгсизликни қўллаймиз:

\Rn(x)\< a  (a — 1) . . . (a — n) х;п+1|
(я+1)!

Тенгсизликнинг ўнг қисми |х| < 1 да яқинлашувчи (18.4) даражал'1 
қатор (п + 1)-ҳадининг абсолют қийматидан иборатдир, айтилган Ка' 
торнинг яқиплашишини ҳозиргина юқорида исботладик. Демак,

lim Rn(x) = 0.П—>СО
Шундай қилиб, (18.4) биномиал қатор (— 1, 1) да (l +A')a ФУНК 

цияни ифодалайди:

( 1+х)“  =1 +  -^-х+ . . .  + g(a- ' )  * (>х~ п+ l)xn +  ..  •
1! n!
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Х б ( - 1, 1)
турли қийматлари учун биномиал қаторларнинг бир 

а H"vcvciift кўринишлаРини ҳосил қиламиз:
НеЧТ»а Дгяо а = 4  бўлса, у ҳолда бииомиал қатор бундай ёзилади:а) Arap

ут+х
I , J __ v2 _1_

I +  -J* 2 ■ 4'
- t ' Ь З . . . . .  (2 ,-3)

2- 4- . . . . 2  п
+  . . .  , а€ [— 1 ; Ц.

б) -\гар а = — 7" бўлса, у ҳолда биномиал қатор бундай ёзила-

ди:

y T r r x- i x + £ x* - - - - + ( - " -  
+  • • • , *6(— 1; 1].

1-3- . . . • (2 n —  1) 
2-4- . . .  - 2п

хп +

у  з-ў з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. f(x) фуикциянинг Тейлор қаторн деб нимага антиладн? Тейлор қатори- 
НИНГ қолдик хади деб иимага айтиладн?

2. Функцнянинг даражали қаторга ёйнлмасининг ягоналиги ҳақидаги те- 
ореманн исботланг.

3. Функцняиинг Тейлор қаторнга ёйнлмасинниг етарлнлик шартн ҳақида- 
rii теоремани исботланг.

4. е* фуикцияни даражали қаторга ёйинг ва қолднқ ҳад ёрдамида ҳосил 
бўлган қаторнннг берилган функцияга яқинлашншинн исботланг.

5. cos х функцияни даражали қаторга ёйинг ва ҳосил бўлган қаторнннг 
берилган функцияга яқинлашишини қолдиқ ҳад ёрдамида исботланг.

6. sin.v функцняни даражалн қаторга ёйинг ва ҳосил бўлган қаторнннг 
берилган функцняга яқинлашншини қолднқ ҳад ёрдамида исботланг.

7. ln (l+ x ) функцияни даражали қаторларнн ннтеграллаш ҳақидаги 
теоремадаи фойдаланнб қаторга ёйинг.

8. ( 1 -f.r)* функцнянн даражали қаторга ёйинг ва ҳоснл бўлган қаторнннг 
яқннлашиш интервалини тонинг.

9. 2841—2868- масалаларни ечинг.

19-§. Дифференциал тенгламаларни ечишга даражали 
қаторларни татбиқ қилиш

Функцияларни даражали қаторларга ёйиш ёрдамида ҳар 
л д“фференциал тенгламаларни тақрибан интеграллаш мум- 

еЧи -Раккаб назарий тасаввурларга берилмасдан, хусусий
мни топишнинг иккита усулини қараймиз. 

аник рИнчи УСУЛ- Дифференциал тенглама ва хусусий ечимни 
еЧй ,Ловчи бошланғич шартлар берилган бўлсин. Тенгламанинг 
( * _ гПчИ бошлангич шартлар берилган дг0 иуқта атрофида 
кнц. 0 г Дзражалари бўйича жойлашган қаторга ёйиш мум-

y ^ a 0 + a i(x — х0) + а.2(х — -v0)2 -|- . . . -f ап (х — х0)п +  . . . 
•\°зирча иомаълум коэффнциентли бу қаторни тенгламанинг
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(19.1)

(19.2)

тартиби қандай бўлса, шунча марта дифференциаллайи 
Шундан кейин тенгламада номаълум функция ва унинг v J i  
лалари ўрнига тегишли қаторларни қўйиб, айниятга эга бўСГ 
миз, ундан қаторнинг номаълум коэффициентларини ан*1 
лаймиз. Бунда қаторнипг дастлабки коэффициентларн (y j$  
нинг сони тенглама тартибига тенг) бошланғич шартлар^ 
аниқланади. Айниқса чизиқли тенгламаларни бундай усул 
лан ечиш қулай. ' '

1-мисол. Иккинчи тартибли чизиқли у "  = ху ДифференциаЛ 
тенгламани у |ж=0— 1, у’ |ж=0 = 0 бошланғич шартларда ечинг. :|

Е  ч и ш. д'0 = 0 бўлгани учун ечимни л; нинг даражалари бўнича 
тузилган қатор кўринишида излаймиз:

у = ай +  о, х + а2 хг 4- . . .  +  ап хп +  . . .
Бу қаторни икки марта дифференциаллаймиз: 

у' = +  2а2х +  . . . +  палх*-{ +  . . . 
у "  = 1 -2а2 +  . . .  + п(п  — \)йп хп~2+  . . . (19.3)

Бошланғич шартлардан фойдаланиб, .v = 0 қийматни (19.1) ва
(19.2) қаторларга қўйиб, дастлабки коэффициентларнн топа- 
миз:

о0= 1, аг = 0.
Шундан кейин берилган тенгламадаги у ва у "  лар ўрнига 

уларнинг (19.1) ва (19.3) ёйилмаларини қўйиб

1-2а2 +  2-За3л:+ . .. +  п (п ~  1)а(1л̂ ~2 +  . . .  =*
= а0х + . . . +  anx?+l +  . . .

анниятга эга бўламиз. х нинг бнр хил даражалари олдидаги 
коэффициеитларни тенглаб, топамиз:

1 • 2аг = 0,
2 -За3 = й0,
3-4а4 =

(п— 1)пап = ап_3.
Бундан а0 = 1, = 0 эканини ҳисобга олиб, қуйидагнларни кўРи1В
осон:

а2 = а-а = as =  . . . = а3ч_, = 0, 
а\ — ai = а,0 = . . .  = а3гг+1 = 0,

___ l _  I [
Сз “  2-3’ й * ~  5-6 “ 3------° 3п "  (3«-1) зп  ' ° 2 n - 3 '

Бошқача айтганда (19.1) қаторда
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ot = 1,
Ь4
6! ’

1.4.7- (3n -  2)

jjimmr қолган коэффициентлари эса нолга аиланади. 
gv қаторнда ■* - gH3 тенгламанинг катор кўринишидаги ечи-ШувДЯИ *

^ “ ira  бўламиз:
i 1-4 « , , 1-4-7- 
i -д:3 +  Т ГХ +  ■ ■ ■ + -----

мига
1 3! 6! <3/7)1

• (3n — 2) х3п

к нинг ҳар қандай қийматида яқинлашувчи эканини 
БУ ^бер аломати ёрдамида кўрсатиш мумкин. Шуни қайд қи- 
Д а- Кй т е н г л а м а н и н г  тартиби уни қатор ёрдамида ечиш усу- 
пшя м*ч бир таъсир этмайди.

Иккинчи усул. Агар тепглама чизиқли бўлмаса, у ҳолда у 
ўрннга унинг қаторга ёйилмаси

у = а0 +  а{ (х — х0)+  . . . + а п(х — х0)п +  ..  . (19.1)
нн қўниш номаълум коэффициентларни аниқлаш учун мурак- 
каб тенгламаларга олнб келади. Бундай ҳолларда қуйидагича 
иш кўриш фойдали. Тенгламада у ни х нинг функцияси деб қа- 
раб, уни бир неча марта дифференциалланади. Тенгламанинг 
ўзида ва унинг ҳоснлаларида х=х0 (,v0 учун бошлаигич шарт- 
лар берилган) деб олиб ва бошланғич шартларпи инобатга 
олган ҳолда (19.1) қатор коэффициентлари кетма-кет тоиилади.

2-мнсол. у '' = х~ +  у2 тенглама ечимининг даражали қаторга 
ёйиляасининг бир неча ҳадини y\x̂ j = 1, у' lx=j = 0 бошланғич 
шартларда топинг.

Нчиш. Ечимни
У = а0 +  а ,(х— 1) +  . . .  + а п(х— I)n + . . .

қатор кўрннишида излаймиз. Маълумки, бу қаторнинг коэф- 
фицнентлари Тейлор коэффициентларидир, улар у функция- 
11ИНГ х== 1 нуқтадагп ҳосилалари оркали қуйидаги формулалар 
оилан нфодаланади:

< Ь ~ у (  1), =  у ’ ( i ) ,  а 2 =  4 ? . • • • • а „  *  — • • • (19.4)n:
ув.пд уШбу белгилашлар киритилган: t/(I) = у |л=1, //' ( 1) = у'

, ' ’ ^п) (1 )—У(п)1х̂ ,, . . . Берилган тенгламани бир печа марта диф-
-\HrrJ-"1 И?лла” мнз ва ҳосилаларнинг х = 1 нуктадаги қийматларини 

'Лаимиз. Шундай қилиб:
у "  = х2 +  у\ 
у '"=  2х +  2 у .у ’,

у™ = 2 + 2у'- +  2уу” , 

yv=  6у 'у " +  2уу"',

У (1) = 1, 
у '(  1) = 0,
У " (  D = 2, 
У "  (1) — 2, 
//,V(D = (3, 
Ух(1 )- 4



, irJII!)

' i !

1н

i!

ва ҳ. к.
Ҳосилаларнинг гопилган қийматларини қатор коэффициент- 

ларииинг (19.4) формулаларига қўямиз. Қуйидаги қииматлар 
хосил булади:

ап = л 2 , 2 1а, = 0, о,= — = 1, о, = — = — ,1 ’ 3 3! з2 ! 

а5 =

6
fl*=4T

I
30’

Шундай қилиб, тагламанинг 

у = \ + ( х - I)* - i ( x — 1)з +  1  ( х - I)* +  -L (х -  l )5 + . . .
3 4 ou

қатор кўринишндаги ечнмига эга бўламиз. Ечишнинг бу усулини 
ҳар қандай тартибли тенгламага қўллай оламиз.

2fr-§. Тақрибий ҳисоблашлар
Тақрибий ҳисоблашларда ҳам даражали қаторлардан фой- 

даланилади. f (x) :\-нкция қийматини х=х0 да берилган аниқ- 
ликда ҳисоблаш талаб қнлинсии, дейлик. Функцияни (a—R, 
a + R) интервалда Тейлор қаторига ёйиш мумкин ва х=х0 нуқ- 
та берилган интераалга тегишли деб фараз қиламиз. У ҳолда 
f(x ) функцнянинг бу нуқтадаги аниқ қиймати Тейлор қатори 
бўйича, тақрибий киймати эса шу қаторнинг хусусий йиғинди- 
си бўйича ҳисобланиши мумкин, бошқача антганда:

f(x0) ъ  Sn(x0).
п нинг катталашиши билан бу тенгликнинг аниқлиги орта 

боради. Бу тақрибл'| тенгликнинг абсолют хатоси қатор қолди- 
ғининг

f(x0) — Sn(x0)\ = \rn(x0)\
модулига тенг.

Агар f(x0) фунвдия қийматиии е>0 аниқликкача ҳисоблаш 
талаб қилииса, у юлда биз шундай дастлабки ҳадлар йиғин- 
дисини олишимиз серакки,

— s „ (*о)1Н  гп(х0)\ <е
тенгсизлик ўринлибўлсин.

Қатор  қолдиғи мусбат ишорали қаторларга тааллуқли
(19.2) интеграл алоиат бўйича ёки ишоралари навбатлашувчи 
қаторларга тааллукли (10.4) Лейбниц аломати бўйнча баҳола- 
нади.

Пайдо бўлган хатони Тейлор қаторининг қолдиқ ҳади билан &■ 
ҳолаш мумкин. Бу рлда абсолют хато, яъни | / (л'и) — S n (xQ) | Тей' 
лор қаторининг қолдиқ ҳади модулига тенг:
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11 <*„) -  s. w  I - 1К  W I - I <*. ■(«+ !)*
-йҒ!-1 1

бунда ? қиймат а билаи x орасида ётади 
' Қолдиқни баҳолаш усули аниқ ҳолга караб кўлланади. 

1-МИСОЛ е сонини 0,001 гача аник^икда исоблаиг.
Е ч и ш. Маълумки, ^нинг х даражалари бЎйнча каторга 

ёйилмаси қуиидагича кўринишга эга:

= 1 +  х +  -  + 2! +  -  +л!
бу '<ар қандай .v учун ўринли. х — 1 да

е = 1 + 1 + -  + . 2! +  -Т+ ...
бўлади.

Дастлабки (п 1) та ҳадни олсак,

2 + — +  . 
2 ! л!

тақрибип тенгликка эга бўламиз. Яқинлашиш хатосини .Маклорен қа- 
тори қолдиқ ҳади ёрдамида баҳолаймиз. f(n+i)(x) = е1 бўлгани учуи 
қолдиқ ҳад

*»(*)■= (л+1)!
xn+l

га тенг бўлади, бунда 0 < \ < х. х = 1 да Rn (1) — (77[j7’ 6Унда ^  
< l<  1.

el <е < 3  эканини ҳисобга олиб,

* „ (П <
3’

(л+1)!
тенгсизликка эга бўламиз. Талаб қилинаётган аник. |1кка Э£!111!%1С̂ ; 
учун n--= 6 деб олшп егарли эканини текшириш осон. яъни к в( <- 
< 0,001.

Шундай қилиб, 0,001 аниқлнкдаги

2 +  — +  — 
2 ! 3 !

+ . . +  6т
1 крибий тенгликка эга бўламиз. Биз йўл қўйган хатога қўши- 
Увчиларни яхлитлашда яна хато қўшилмаслиги учун ҳар қай- 

кушилувчини биттадан эҳтиёт рақам билаи ёзамиз:
1,0000+ 1,0000 + 0,5000 +  0,1667 + 0,0417-0,0083 +

+ 0,0014 = 2,7181.
е 0,001 гача аниқликда 2,718 га тенг, яъни ея*,2,718. 

№ *Мисол. sin 18 ни 0,0001 гача аииқликда ҳисобланг. 
х f„ : ч и ш - sinА' УЧУН  ̂х нинг ҳар қандай қийматада тўгри бўлган 

Даражалари бўйича ушбу ёйилмага эгамнз:
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X  Л  ■ ,Sin X — ------- h .1! 3! ( -  l)"+l
J2n.—!

(2л— 1)!

18’ ни радианларда нфодалаймнз: а' = +  Демак,

I о О •sin 18 = sin —- = пл
10 10 103-3! +  . .

Ҳадлари абсолют қиймати бўйича камаювчи ва умумий ҳади нолг̂  
интилувчи ишораларн навбатлашувчи қаторга эга бўлдик. illy сабаб- 
ли, қаторнинг қолдиғи (10.4) нинг ташлаб юборилган биринчи ҳадц.
дан катта бўлмайди.

I0»-3!
бабли 0,0001 гача аниқликда

> 0,0001,
10'-5!

< 0,0001 бўлгани caJ

sin 18’ «  ----- —
10 103-3I

тақрибий қийматга эга бўламиз. Ҳисоблашларнинг ҳаммасини битга 
ортиқ рақам билан бажарамиз:

я  «3,14159; л3- 31,00620,
3,14159 31,00820sin 183 10 6000

0.31416— 0,00517 «0,30899.

Шундай қилиб, 0,0001 гача аниқлнкда sin 18°«0,3090.
Баъзан даражали қаторлар ёрдамида аниқ интегралларни 

ҳисоблаш мумкин, бу интсграллар юқори чегаранинг фупк- 
цияси сифатида охир-оқибатда элементар функциялар билан 
ифодаланмайдн. Бир нечта мисол қараймиз.

а
З-мисол. Ушбу j e~xl dx интегрални ҳисобланг.

d
Ечиш . е~х* нинг бошланғич функцияси элементар функция эмас. 

Бу интегрални хисоблаш учун интеграл остидаг и е~х' функцияия 
қаторга ёямнз, е* нинг (18.2) ёйилмасида х ни (— х-) билан алмаш- 
тирамиз:

X-
17

Zri
2!

Бу тенгликнинг иккала қисмини 0 дан а гача чегарада интеграллаб, 
қуйидагини топамиз:

(* f V уЗ »*5 у“̂  + ̂
\ е~х dx = ---- —  +  -----. . .  +  (— 1) " ----------- h
J  V I 1!-3 2!-5 V n\ (2а +  l)o

+ . . . _  Л .____“____'r-?— __ -L- C__ ___-______
1 1!-3 ‘ 2!.5 ‘ ■ ‘ K n\ (2n + 1)

(2rt + l)
2n4-1

Бу тенглик ёрдамида ҳар қандай а да берилган интегрални исталгзИ

66



1/3
_ . я хисоблаш мумкин. Масалан, \ е~х' dx интеграл- 

„рзжада аниқлик* ,  6 _

аникликда хисоблаш керак. Ипанаетган интегрзл 
кн 0-001 ^батлашувчи қатор йиғиндисига тенп 
■шюралари навсм .

1/3

f  e~*’ dx ~ j
Jо

1 1
1 !3•З 3 215-35

2?5-3 vmim хатоликпи бахолаш қоидаси асосида 0,001 гача 
КУЙ»Д.гиг« эга бўламиз:

( V * *  d v *  0 ,3 3 3 3  - 0 , 0 1 2 3  -  0 ,3 2 1 0 .о о * «J

<0,00U 3-1!3:
> 0,001 бўлгани учун ишоралари навбат-

Шундай қилиб, 1/3
f e-x'd x &  0,321.

4-мисол. Г dx ни ҳисобланг.X

Ечиш. Интеграл остидаги - функцияни қаторга ёямиз.
.3 v2rt—l

sin х = --- -— [- . . .  -f (— l)n+I —— —1! 3! 4 (2a— 1)! +

Jln—2
текгликдан барча x ларда яқинлашувчи

l i lf  = i __ffl . . .  + (_ i)*+ i-£Z_l + . . .
x 3! V (2n—1)!

а̂торга эга бўламиз. Ҳадлаб интеграллаб, қуйидагига эга бўламиз:
sin х -2/1— I

(2/;—1)! (2rt—!) +

|V*Top иигнндиси хар кандаи а да исталган аниқликда осон
^ооланадн. ' '

У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

Усул!?,? е^енц11ал тенгламаларии даражалн қаторлар ёрдамида интеграл- 
i. ’Ф\"нк,НМадан нборат? Мисоллар келтиринг.*и«и баён £„иялаР ҚИйматларини қаторлар ёрдамида тақрибий ҳнсоблаш усу-
3. Интегп'!НГ' ^ ,сол келтиринг.

баён Ла!1 к.|,йматларини қаторлар ёрдамида тақрибнн ҳисоблаш 
Қилннг. Мисол келтиринг.
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4. Қаторлар ёрдамида фуикцияларни иитеграллаш усулини баён 
Мисол келтиринг. к.и.

5. 2894—2914, 2920—2938, 4109—4116, 4246—4250-масалаларни ечнв

21-§. Фурье қатори. Фурье коэффициентлари
Эпди амалнн фанларнинг ва математиканинг турли \lac в 

лари келтириладиган қаторлар синфнни ташкил этувчи ф! i  
қаторларини ўрганцшга киришамиз.

Ушбу
^  +  (й| cos х +  b, sin .v) +  . +  (an cos nx +  bn sin nx) +

= +  V  (an cos nx +  bn sin nx)
n = \

(21.R

кўришшдаги қатор тригонометрик қатор деб аталади, бунда а , л 
bu • • • . ап> bn’ • • • —  ўзгармас сонлар, булар қаториинг коэф& 
циентлари дейилади.

Тригонометрик қаторлар иккинчи муҳим функционал ка. 
торлар синфини ташкил қилади (даражали қаторлар синфи ба- 
ринчи сипф ҳисобланади).

(21.1) қатор х га каррали аргументларнинг синуслар ва кс- 
синусларини ўз ичига олганлиги учун улар 2я  га тенг умумиг 
даврга эга бўлади. Агар бу қатор яқинлашувчи қатор деб фа- 
раз қилинса, у ҳолда унинг йиғиндиси ҳам даври 2л га тенг 
бўлган даврий функция бўлади.

Ушбу масалани қўямиз: даври 2л га тенг бўлган берилггн 
f(x) функцня учун шу функцняга яқинлашувчи тригонометрик 
қатор тузинг.

Олдиндан бир неча ёрдамчи формулаларни аниқлаб оламиз. 
Ҳар қандай п Ф 0 да қуйидагиларга эгамиз:

cos nxdx = sm пх

— л 
л

Jsin nxdx = — cos nx

= 0.

= 0,

(2Й

r» j rt
| cos2 nxdx = — J  (1 +  cos 2 nx) dx = л,

— Я  — Л
Я  я

j sin2 пх dx = -i j  (1 — cos 2 nx) dx = л.
—я —я

Тригоцометриянинг маълум ушбу

cos а cos Р = (cos (а (3) + cos (а— (5)),
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sin a cos p = j  (sin (* +  P) +  sin (a — p))
га биноан, шунингдек (21.2) ва (21.3) формула- 

ф°рмулалари1 няиёрийг мусбат п ва т  лар учун куйидагилар

0, агар т  Ф  п булса, 
л, агар п — т  бўлса,

________  (21.4)
я ( 0, агар т  Ф  п бўлса,
Г sin пх sin mxdx— | агар 1П — п бўлса,

—71
71
I" sin пх cos тх  dx = 0.

— Я
Қўйнлган масалага қайтамиз.
Даврн 2л га тенг бўлган f (х) даврий функция ўзнга (— л, 

л) интсрвалда яқинлашувчи тригонометрик қатор билан тасвир- 
ланаднган бўлсин, дейлик, яъии шу тригонометрик қатор йи- 
гинднсидан иборат бўлсин, дейлик:

OQ
f  (*) = j + 2  К cos пх + bn sin nx)- (21 -5)

п=1

Бу қатор xd [— л, я] лар учун яқиилашувчи вз уни ҳадлаб инте- 
граллаш мумкин деб фараз қилайлик. Бундан a0 коэффициентни xtt- 
соблаш учун фойдаланамиз. (21.5) тенгликнинг иккала қисминк — л 
Дан л гача интеграллаймиз:

J Я  «  Я  Я

j / (x)dx = — | а0 dx +  (ап j cos nxdx + bn | sin nxdx).
—л n=l —n — я

_ (21.2) формулаларга бинозн йигиндч белгисн остидаги интеграл- 
-Р':инг Ҳаммаск нолга тенг. Демак,

71
j’ f (х) dx = ла0,

бУндан
71

ао — ~  j" / (*) dx. (21.6)

(21.5) т, НКИГ 6lfP°P аниқ қийматцда ak коэффлциентни топиш учун
бЎлгац ифоИКИИНГ иккзла Қисмини cos kx га кўпайтирамиз ва ҳосил 

•“Родани — л дап л гача ҳадлаб интеграллаймиз:

sin a  Sin p =  | ( c o s ( a - P ) - c o s ( a  +  P)).

•рГшли бўлади:

f cos пх cos тх dx = j



Я  Я  00 Я

| f (х) cos kx dx = -̂0 I* cos Ax dx +  (an J  cos nx cos kx 4
—я  —я  n=l —я

яr1
+ bn | sin nx cos kx dx).

\J
— Я

(21.2) ва (21.4) формулаларни эътиборга олсак, ўнг томоцдаги 
коэффициентли интегралдан бошка хамма интегралларнинг hoim 
эканини кўрамиэ.

Демак,
Я Я

( f(x) cos kx dx = ak f cos2 kx dx = ak л,

бундан

1 гак=  — | f (х) cos kx dx.
Л xJ

bk коэффицие1Гпт топиш учун (21.5) тенгликнинг иккала қ 
ни sin kx га кўпайтирамиз ва ҳосил бўлган тенгликни — л да., 
гача интеграллаймиз:

Я  Я

| f (д) sin kx dx = ^  | sin kx dx +

cc  Я

+ (an | cos nx sin kx dx +  bn | sin nx sin kx dx). 1
—л _ я

(21.2) ва (21.4) формулаларни ҳисобга олсак, ўнг томондага 
коэффициентли интегралдан бошқа ҳамма интегралларнинг нолга 
эканини кўрамиз:

Шундай қилиб,
Я  Я

\ f (х) sin kx dx = bk ( sin2 kx dx = bk л,

бундан

bk= — J  f (.v) sin kx dx.
—Я

(21

(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар бўйича а н и қ л а н г а н  
эффициентлар f(x) функциянинг Фурье коэффициентлари Д 
лади. Шундай коэффициентли (21.1) тригонометрик қатор 
f(x) функциянинг Фурье қатори дейилади.

Ҳосил қилинган тригонометрик қатор берилган / (х)
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— . ц масаласи ҳали аниқланмагани учун биз
а яқйялзш ■ ф у н к ц и я  ёрдамнда вужудга келтирилган 

л\'ФчРье каТолос f(x) функция билан у ҳосил қилгап Фурье 
оламиз. * боғланиш бундай белгиланади: 

каторн орасид
/ (*) ~  -  +  (°k cos kx +  bk sin kx) ’ 

k~\
n b лар (21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар бўйича ҳи- 

бунда a0, ak< f
соблаваДИ  ̂  ̂  ̂ ^  фупкцияга ўнг томонда ёзилган Фурье қа- 

Бундаи^ишинигина билдиради. Биз қаторнинг яқннлашн- 
тори м 'нг йнғиндиси f (х) га тенглигини исботлаганимиз- 
^"кей^ингииа ~  белгини = белгн билан алмаштнриш мум-

KHHBv масалани ҳал қилишдан олдин «ўртача яқинлашиш» ту- 
шунчаси билаи танишамиз.

22-§. Уртача яқинлашиш. Фурье коэффициентларининг 
минималлик хоссасн

Агар бирор функция чексиз қатор шаклида тасвирланса, у 
ҳолда қаторни п- ҳадида узиш натижасида ҳосил бўлган чек- 
ли йиғинди ёйилаётган функциянинг тақрибий ифодаси дейи- 
лади. п нинг етарлича катта қийматинн танлаш йўлн билан 
упн исталганча аниқликда ҳосил қилиш мумкин.

Даври 2л га тенг f(x) даврий функцияни
П

т п (х) = ~  + ^  (ak cos kx + Pfc sin kx)

,! тартибли тригонометрик кўпхад билан тақрибий тасвирлаш- 
Да хато ўлчови учун

Jt

b̂ L  j  (f (x) ~ Tn(x))2dx (22.1)
— JT

Ж  и̂лан аниқланувчи, ўрта квадратик четлашиш деб аталувчи 
б№дай ЭДИ' Х) ФУНКЦИЯНИНГ Тп(х) тригонометрик кўпхад билан 
бўнда ўртача (ёки ўрта маънода) яқинлашиш дейилади, 
f  0 учун 6;; ўртачэ квадратик четлашиш олинади. Баъзи 
бу .,01 J^JHr° H0MeTPHK кўпҳадлар учун б;( жуда катта бўлади ва 

кЎпҲад f(x) функцияни тақрибий тасвирлашга яра- 
Xa-fQ ’Hr 1311 т п(х) лар учун у жуда кичик бўлади. Энди 6; 

* * *  бўладиган Тп(х) тригонометрик кўпҳадни излаш ма- 
|  иладц, яъни шу кўпҳаднинг а0, а „  Р,......... а„,



коэффициентларини топиш талаб қилинади. Масала 2 п -f- l Та 
Pi, • • • , а„, ўзгарувчига боғлиқ бўлган 6* функция МИЧн°’, 
ни топишга келтирилади.

Бу экстремал масаланинг ечилиш натижаси қуйидаги теоп 
иборат бўлади. *

Теорема. п-тартибли тригонометрик купҳадлар (А1 
(—л, я) интервалда f(x) узлуксиз функцияга энг яхши 
яқинлаишш берадигани tip,%

Sn (х) = ^  У  (ak cos kx + bk sin *.v)
k=l (2 2 '

тригонометрик купҳаддир, бунда a0, ak, bk — Фурье коэффитI  
лари.

Раршанки, бу кўпҳад Фурье қаторининг п- хусусий йиғиндирвД 
Айни шу Sn (х) кўпҳад f(x) функциядан энг кичик ўртача квадргпк 
четлашишга эга бўлади; бу четлашишиинг катталиги қуйидагига тд! 
эканини исботлаш мумкин;

Л > /I

6" “  t  w dx ~ I  ( f + S (“‘+b‘>)■ m
— л

n катталашгани сари б2 нинг миқдори камая боради, чунки укк 
(22.3) ифодасида янги манфий қўшилувчилар қўшила боради. № 
сабабли п катталашгани сари (22.2) S n кўпҳад қаралаётган 'ji' 
функцияга шунча «уртача» яқин боради (бу (22.1) дан келиб чш Л 

(22.3) тенгликдан муҳим штижа келиб чиқади. > 0 бўлгая 
учун ҳар қандай п да:

y  +  V ( ^  +  ^ ) < i  jr~(x) dx. (№
*=1 —я

Бу тенгсизликнинг ўнг қисми п га боғлиқ эмас, демак, қаторнинг

4  + 2 «+ ч >  1
*=i

хусусий йиғиндилари п->оо да чегараланганлигича қоладн. J  
қатор мусбат ишорали бўлгани учун у яқинлашувчи 
Шундай қилиб, узлуксиз функция Фурьс қатори коэфФииИ̂ 1  
лари квадратлари ҳар доим яқинлашувчи қатор ҳосил K.1!̂ a« J  
Хусусан, бундан п->-оо да узлуксиз функция учун доим К> |  
дагига эгамиз:

lim ап
П-г+ОО 0, lim bn = 0

П-* оо

Энди (22.4) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:
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* f l  _l V  («1 +  К )  < - (/ '■  W  dx 
2

с а б а т  £ессел& тенгсизлиги дейилади.

. s фурье тригонометрик қаторларининг уртача 
н л а ш и ш и  ва нуқтада яқинлашиши ҳақида теоремг

ftx) функциянинг Фурье қатори яқннлашувчн бў. 
? ИДИятоонинг йиғиндисн айнан шу функцияга тснг бў. 

ва i(\) функция қандай хоссаларга эга бўлиши керак
учуН 'якидагн масалани қараймиз.
^пгr ^ оссалар келтирилган теореманинг ифодасини баен қи- 
inunaH олдин баъзи таърифларни кирнтамиз.

т а ъ р и ф .  Агар JC0 иуқтада f(x) функциянинг чап ва унг 
л и м и т л а р и  мавжуд бўлса-ю, (чекли сонлар) аммо ўзаро тенг 
бўлмаса, яъни

f(xо -  °)  *  / (Хо +  °)> бувда / (д'° — ° )  ^  / М- 

0) = lirn f(x)
+х,

никтп' У х-олда хп чуқта f(x) Функция учун биринчи тур узилиш. 
u w m  деиилади ( 11- шақл).

CQH-iaV Ь  ̂ ^ гаР f (x) функция [а, b\ кесмада фақат чекли 
Фу»кция'^ИНЧИ Ту  ̂ узилиш нуқталарнга эга бўлса, у ҳолда f(x)

12-ш кесмада булакли узлуксиз функция дейилади.
ТУР у„,™ !КЛДа тасвирланган функция графиги иккита биринчи

3 "а УҚТасига эга-
^иласи биjf Н ^гар f (х) фупкция [a,b\ кссмада бирннчи ҳо- 
шУ кесма1ЯаН нРгаликДа узлуксиз бўлса, у ҳолда бу функция 

^еометп»к^ЛЛ,и  ̂ФуНкЧия дейилади.
Лаб СИЛЖИШ1 Нук*таи назаРДан бу уринманинг эгри чизнқ бўй- 

Дз Уринманинг нўналиши сакрашларсиз узлукснз
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фуйкция а  ь
СилЛиқмсс 
функция

13- шакл.

ўзгаришини билдиради. Силлиқ функция графиги бурчак 
талари бўлмаган текис эгри чизиқдап иборат (13-шакл)

4-таъриф.  Агар (а, b) интервални чекли сонлаги ' Д  
интервалларга бўлиш мумкии бўлиб, бу қисм интсрваллаон'? 
хар бирида функция силлиқ функция бўлса, у ҳолда бу 
ция шу интервалда бўлакли силлиқ функция дейилади.

Бўлакли силлиқ фуикциянинг графиги чекли сондаги силлй 
ёйлардан иборат ва у чекли сондаги биринчи тур узилиш н» 
таларига эга бўлиши мумкин (14-шакл).

Функцияни Фурье қаторига ёйишиинг мумкинлиги ҳақидэ- 
ги теоремани ифодалаймиз.

У р т а ч а  я қ и н л а ш и ш  ҳ а қ и д а г и  теорема.  (—л,п 
интервалда бўлакли узлуксиз f(x ) функциянинг Фурье 
тори уни вужудга келтирган f(x ) функцияга ўртача яқинж 
du, яъни Фурье қаторининг

S n (х) — 7  +  (ak 003 kx + 'h sin bx)

xycycuii йигиндилари n—*-oo да f (x) функцияга i/ртача 
тик четлаишш маъносида интилади, бунда



ш

15- шакл.

формУла ̂ е ш л ь 1'тнглиги дсйи-
5 « и . ' ‘ - ' М Ф Г

лад г фурье коэффициентлари). 
циянинг .V я қ и н л а ш и

Н у Қ а ^ е о р е м а .  ( - я ,  я )
ҳ 3 \ HJfd a  булакли силлиқ f(x) интерво-i™ у қатори шу
ФИнки‘и* * нг хар бир нуқтасида 
иНТеРпшивни ШУ билан бирга,
T V S w w  учун Фурье қато- 
пм«и«г йиғиндиси S (x ) бўлса ,у  
PUH "  rhtlHKUU.4 иЗЛуКСиЗ бу-
X°'diraH нуқталарнинг ҳаммасида S (x )= f(x ), I тур узилишга 
'1°га б ў . г г а н  нуқталарнинг ҳаммасида эса

S(x) = ~  (/ (-v' — 0) + / (х +  0)).
Бундан ташқари

S  (л) = 5 (— я) = ~  (f (л — 0) +  / (— л +  0)).

Б\ теорема Дирихле теоремаси дейилади. Бу теореманинг 
шарти — функцня бўлаклн узлуксиз бўлиши кераклиги ушбу 
нккнта шартга тенг кучли: функция чегараланган ва бўлакли 
монотон бўлиши керак.

О.хнрги шарт функция қаралаётган интервални чекли сон- 
даги интервалларга бўлиш ва бу интервалларнинг ҳар бири- 
да функция монотон бўлиши кераклигини бнлдиради.

Шундай қилиб, arap f (х) функция (— л, л) интервалда бў- 
лакли moiiotoh бўлса, у ҳолда бу функция учун нуқтада яқин- 
лашнш теоремаси ўринли. Бу шартлар Дирихле шартлари де-

Масалан, у= х  функция (—л ,л ) интервалда Дирихле шарт-
• аринн қаноатлантиради, чунки у чегараланган ва моноюн
О сувчн) (15-шакл).

*§• Ортонормалланган система, системанинг тўлалигм 
тушунчалари, тўла система бўйича ёйиш

1 . ь
т аъриф. д гар  ̂<pn(x)(pm (x)dx=0  (бунда п ф m) бўлса, 

ФУНКПпо Q
И Ш ^ Т РКИНГ % W . (Pi W ..........<Р„(х),. . .  чексиз системаси [а, b]

Биз " ™ 0гона-г сис/пема дейилади.
гонометрнк функцияларнинг

сисге\1;1(.;| , ('os'r’ sin-v......... cosпх, sinпх, . . .
ГОнал ЭД11 ~  кўрган эдик, бу сисгема [— л, л[ кесмада ортс- 
'J 2640



arap т Ф  ti бўлса,  ̂ sin nx sin tnx dx = 0,
—я 

л
arap т Ф  n бўлса, \ cos nx cos tnx dx = 0,

—'я
я

xap қандай т  ва п учун \ sin пх cos тх  dx = 0.
— я

Бу (21.4) дан келиб чкқади. Бошқа тригонометрик функцияларнинг 
ҳам ортогоналлигшш исботлаш мумкин:

1, cos д;, cos 2.v, . . . , cos nx, . . .  [0, л] кесмада, 
sin x, sin 2x, . . . , sin nx, . . .  [0, л] кесмада.

,, cos”  sin j ,  . . . .  cos sin . . ‘ [- / ,  П кесмада.

2-таъриф. Arap

f  Ф^(л) dx =  1
a

бўлса, функцияларнинг
(P0 (X). Ф| W . • • • • Фа(Х)- ’ ’ •

чексиз системаси [a, b] кесмада нормаллангш система дейилади. 
функцияларнчнг хар қандай ортогонал системасини нормаллаш мум- 
кик. Бунинг маъноси қуйидагидек: ҳар доим ц0, И-[, • • • , flri. 
ўзгармас сонларни

ИоФо (*)• 1*|Ф1 (*)• ' • • • И«ФЯ(Х). • • • 
функциялар системаси аввалгидек ортогонал, шу билан бирга, 
энди нормалланган бўладиган килиб таилаш мумкин.

Ҳақиқатан, агар |ф ’ (х) dx = ^  (бунда \ Ф  0) булса, у ҳо.тд?
а

ц e i .  Шундан кейин

f v-K (*)dx = JT i' (*) dx = i >v"= 1

тенгликка эга бўламиз. миқдорни фп (а-) функциянинг нормаси Д 
атаймиз ва II Ф„ II кўринишда белгилаймиз. Шундай килиб,

Г ь
II Ф„ II = V  f Ф̂  (л_) dx-

а
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Дгар система нормаллаиган бўлса, у ҳолда р£1вшанки, || ф II =  1 
бупади.

З-таъриф. Arap функциялариинг
ф0(-г). Ф|М. —  ф„м, . ..

чексиз системаси ортогонал Rci нормалланган бўлса, бошқача айтган- 
да, агар

fcp (х)ф (*)</* =  ( ? ’ агар т ф п  бЎлса.
■  J  n m l 1. агаР n = m бўлса

б\'лса, у ҳолда система [а, b\ кесмада ортонормалланган система
дсйилади. Масалан, функциялариинг 1, Cosa', s\nx,____ cos пх,
sin пх, . . ■ системаси [ л, л;] кесмада ортогоиал, аммо нормалланган 
эмас, чунки

Я  Я

| cos2 пх dx = я, f sin- пх dx =  я,
— Я  — Я

бу ҳар қандай п ¥= 0 да (21.3) дан келиб чиқади. Бу системани норь 
маллаш учун ундаги функцияларнинг ҳар бирини ]/ я  га бўлиш ке- 
рак. Фуикцияллр системасининг [— л, л] кесмада ортонормалланган

~  COS -t, -JLsin .V.......... ~  cos ПХ, у ^ .  sin пх, . . .

системасига эга бўламиз.
би ^ хтиерии 1 кесмага қайтамиз. Бу кесмада функцияларнинг

Фо(-\'Х Ф, (*), • • - , Ф„(х), . . . (24.1)
ортогоиал системаси берилган бўлсин дейлик. Мақсадимиз [а, b\ кес- 
адда аниқлангап / (дс) функцняни (24.1) система функциялари бўйича

/ W  =.соФ0:(л') +  С1Ф, М  + • • • +  сафп (х) +  . . . (24.2)
кўртшшдаги қаторларга ёйишдан иборат. Бу ёйилманинг коэфс})и- 
адеет.тариин ачиқлаш учун биз хусусий холда (21-§ дя) қилгайи- 

ДрЕ-бинлманинг иккала қисмини <pk (x) га кўпайтириб, уни хадлаб
"нтеграллаимиз:
ч Н ^ 4'  b оо b

j  / М  ф* (х) dx = v  сп \ фп (jc) %  (х) dx.
а /1= 0  а

•тап^г1)-СИстема °Р тогоиал бўлганлиги сабабли, ўнгдаги интеграл- 
гияш- Шггасидан бошқа ҳаммаси нолга тенг бўлади ва

ь
сн = — ------ j / W  ф* (.v) dx (24.3)

j <f J  (л) dx a

ЗКан1. °сонгина топиладн.

67

L ________________________________________________________



Коэффициентлари (24.3) формулалар бўйича тузилгак
(24.2) қатор берилган f(x) функциянинг умумлашган Фурье 
қатори, коэффициентларнинг ўзи эса функцияларнинг

Ф0 (*). Ф| (*). • • • . (*). ■ ■ ■
системасига нисбатаи умумлашган Фурье коэффициентлари дейила- 
ди.

. (21.6), (21.7) ва (21.8) фэрмулалар (24.3) формулаларнинг хусу-
сий ҳоллари ҳисобланади. Ортонормалланган система ҳолида (24.3)

b
формулалар айниқса содда бўлади: | ф£ (х) dx = 1 бўлгаада, ck =

= ( f(x) <рА (х) dx бў.гэди.
а
21-§ даги мулоҳазаларни такрорлаб, умумлашган Фурье 

қатори учун ўртача квадратик четлашиш қуйидаги кўринишга 
эга эканини кўрсатиш мумкин:

82 = f /2 (л) dx -  v  d  li Ф, I!2. (24.4)
'а fc=0

Бу ифода, п катталашгаии сари 6;, миқдор мусбатлигича қолиб, 
фақат камайиши мумкин эканини, яъни п нинг ортиши билаи Фурье 
қаторшинг хусусий йиғиндилари f(x) фуйкциянинг аниқроқ тақри- 
бш тасвирини беришини кўрсатади. 6‘ > 0 бўлгани учун (24.4) дан

V  с\ I! ф* |12 < f Р  (х) dx
fe=*0 а

п
эканя келиб чиқади. Бунда V  с\ || фй II * йиғинди п -*■ оо да чекли

k = 0 ь
лимитга эга, чунки у ўнгдан п га боғлиқ бўлмаган | /2 (х) dx миқ-

а
дор билан чегараланган. Шунинг учун

оо

fe=Q
қатор яқинлашувчи ва Бессель тенгсизлигига эга бўламиз:

2  cl 11 Фа " 2 < j  f2 (*) dx-
k=Q a

Биз бу тенгсизликнинг хусусий ҳоли бўлган (22.5) тенгсизликни 
ҳосил қилган эдик. .

4-таъриф.  Агад квадрати билан интегралланувчи и х ти ёр *11' 
f(x) функция учун Бессель тенгсизлиги ўрнига



Г Р(дг) dx = y  c* Ч Ф* И 2 (24.5)
 ̂ *=0

тенглик f;-<m бўлса( [a, Ь] кесмада ортогонал бўлган

«F0W- 4*i W* • • ’ ф« (х)’ ' • • (24-6)
функциялг: систешси тўла система дейилади. Бунда ck — f(x) 
функиняни фурье коэффициецтлари ((24.3) формула).

(24.5) еНГЛНК (24.6) системанинг тўлалик шарти деб ата- 
лади. Бу ^рхни yHra тенг кучли б>>лган

lim I ]>  (x)dx — 2  с\ || 1|2 ) = 0
п*ьоо \  а  * = 0

тенглик бь;, алмаштирамиз. Агар (24.4) формула ҳисобга 'олкнса, 
ох)фги тес «{кнн Пшб  ̂— 0 кўринишда ёзиш мумкин.

П—*оо
Шундй цилиб, (24.6) функцнялар системаси [а, b] да тўла 

бўлса, у ,1да Фурье қатори f(x) ra ўртача яқинлашади де- 
йилади. 1

Шуни айд қилнш керакки, (24.6) функциялар системаси 
тўла бўлнага қарамай, Фурье қаторининг ўзини вужудга кел- 
тирган ф\ -цияга оддий нуқтавий яқинлашиши ҳар донм ўрин- 
ли бўлавемайди. Шунга қарамай, тўла системалар учун ўр- 
тача яқишзшиш ҳар доим ўринли. Бизнинг таъкидимиз ўртача 
яқннлашш тушунчасининг ишончли эканини яна бир марта 
кўрсатади

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Қашц SaTop Тригонометрик қатор дейнлади? 
форму Га тенг давРи** функциянинг Фурье коэффицнентлари учун

3. Уртачлкинлашнш ннма? Уртача квадратик четлашиш нима? 
п т ш н н Г ^ ™  К^п^адлаРдан Кайсиниси ф>т1кцияга энг яхшн яқинла-

ТрвгоЖвтрик қаторларнинг яқннлашиши (ўртача ва нуқтада якинла- 
ШИЧ|) ҳақпдл теоремаиц нфодаланг.
иня-̂  Функ-s-,aPHHHr қандай снстемаси ортогонал система денилади? Функ-
лаиг, *)Н11НГ , 3  снстемаси нормалланган, қандай снстемаси ортонормал- лангац систеи Дейилади? 1 у
вбn J '  Я)УНК- '1  °Р !огонал система бўйича каторга ёйиш масаласн нимадан 
«бораТ? Ёйи,, коэффнцнентлари қандан изланади?
тл., ■ '®уни*' Рнинг Қандай системаси тўла снстема дейиладн? Функцияни 

снстем. а Каторга ёйншнинг хусусияти ннмадан иборат?
»• Систе' ,аРН1|нг ортогоналлигини нсботланг:

cos х: ~2х’ • * • .» с°9п*, . . . нинг |0, л] кесмада, 
n х, sir-*< ■ ■ . sm пх, . . . нинг [0, л] кесмада. *

ШУ с,|стема. -и °Ртонормалланг.
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25- §. (—л, л) интервалда берилган жуфт ва тоқ функцияларнн 
Фурье тригонометрик қаторларига ёйиш

1. Жуфт ва тоқ функциялар. f(x) функция сонлар ўқининг 
ҳамма орида ёки коордпнаталар бошига нисбатан симметрик 
бўлган бирор интервалда аниқланган бўлсин. Тоқ ва жуфт 
фуикциялар таърифларини эслатиб ўтамиз.

Агар қараластган ҳамма х лар учун f (—*)= / (* ) теиглик 
ўринли бўлса, у ҳолда f (jc) функция жуфт функция дейилади.

Жуфт функциянинг графиги ординаталар ўқига ниСбатан 
симметрик (16-шакл).

16-шакл. 17-шакл.

Агар қаралаётган қийматларнинг ҳаммасида f(-x)=-^-f(x) 
тенглик ўринли бўлса, f(x) функция тоқ функция дейилади.

Тоқ функциянйнг графиги координаталар бошига ниебатан 
симметрик (17-шакл).

Иккита жуфт функциянинг ёки иккита тоқ функциянинг ку- 
пайтмаси жуфт функция, жуфт ва тоқ функцияларнинг кўпаит- 
маси тоқ функция.

Агар f (x) функция [—а,а] кесмада интегралланувчи бўлса,
у ҳолда

f f(x) dx= С f(x)dx+ f(x) dx. (25.1)
~ a  —-e 0

Аммо x ни — x билан алмаштиришда ўнг қисмдаги биринчи 
интеграл бундай ёзилади:

f f(x) dx= f f(— x) d( — x) = —  f f(— x) dx = |  f( — x) dx.
—a a a 0

Бунинг қийматини (25.1) га қўйсак,

Xf(x )dx= \[f(x ) +  f(-x )]d x ,
—а □

бундан 
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\“f(x)dx = 0 — тоқ фуикциялар учун,

' e о
“ fe)dx**2\f(x)dx — жуфт функциялар учун.

а т и ж а т а н  Фурье коэффициентларини ҳисоблашда фой-
дала),

2 iaM ii3 .

ция
ва тоқ функциялар учун Фурье қатори. /(.v) фу 

JlaBpH 2л- I--31’ 31! кесмада Дирихле шартларини қано.
нк- 

қаноат-
лант,1оадиган жуфт функция бўлсин. Унинг Фурье қатори ко- 
эФФ>|,Рие,1Тлари ўчун қуйидаги формулаларни топамиз:

Я  Я

ае = I f(x) dx^ ~  j f(x) dx,
— Я  0

я  я

ak = —  j /(л) cos kx dx = —  | /(.v) cos Ъс dx,
- ^ Я  0

я

o4= —  j /(.v)sin kxdx = 0.
— Я

Шу.ндай қилиб, жуфт функцияпинг Фурьс қаторида синусли 
хадлар қатиашмайди, жуфт функциянинг Фурье қатори фақат 
косипусларни ўз ичига олади ва бундай кўринишда бўлади:

бунда

f(x)= -f y flAcosb,
~ jmmik=\

я

ао = | /(-v)d-v,
0

я 2 ('*а*= —  l f(x) cos kx dx.

(25.2)

^ BPH -я » l — л] кесмада Дирихле шартларини iva- 
imnriiTunДИГа" ТСЬ* ФУНКЦ11Я бўлсин. Унинг Фгрье катори коэф-фицие^ри учун куйидаги форму-1аларпи тспамИз" ' ^

Я

й° = ~  \f(x)dx=  0,
—Я

я
ak— —  j /(.V) cos fo: dx — 0,

71



JX л
J Я*> sinfev = -f J  /(*) sin Лс.

—IX 0

Шундай қилиб, тоқ функциянинг Ф урье каторида озод ҳад Ва 
косннусли ҳадлар қатнашмаиди. Тоқ функциянинг Фурье қа, 
торн фақат синусли ҳадларнн ўз ичига олати «я fw»™.-, кў'-п„ 
кншда бўлади:

f(x )= ^ .bksinkx,
*= i

■тади ва бундан кўри- 

(25.3)
бунда

n

bk— —  \ f(x)s\nkxdx.

Чиқарилган формулалар, аслида ҳар қандай даврий функ. 
Ция ҳам жуфт ёки тоқ функция бўлавермаслнги равшан бўл- 
са-да, жуфт ва тоқ функцияларнинг Фурье коэффициентлари- 
ни ҳисоблашни соддалаштириш имконини берати.

1- м и с о л. Даври 2л бўлган

f(x) =
X -  *£(°- n) 

функцияни Фурье қаторига ёйинг.
х ~ я п  (бунда n£Z) нуқталарда f(x) =  0 бўладц деб фараз қи- 

ламнз (18-шакл).
Функция тоқ, Дирихле шэртларинн қаноатлантнрздч шуura кўрэ 

(25.3) тенглик асосида қуйидагига эга бўламиз: ’

bk= —  Г —  sin kx dx = -j- Г sin kx dx = _  cos kx 
31 «' 4 2 J0 0

= — (I — (— 1)*) = | V ’ агаР k Т01Ч бўлса, 
Ю. агар k жусЬт бЎлса.

cos 0—cos nk

Демак,
У

1

У -flK)

1 ■ i-Я\ 0 3> \ 27i X

18- шакл.

&1- 1, b, = o, = 
ь*~о, . . .

Изланаётган ёйилма 
/(.t) = sin л: -f -L sin Зх ~Ь . . .  + 

, 1 3 
£7ITisin(2n — *)*+ ■ • •



даа

4 'з 
\rt- f 1- (— i r

я
' " Т '

Да У
•j * /Vxj

__ +
1

\  /  \ / i \  / i/  • \  /
-2м -71 D r, 27, ЗЛ

+  . . .
19- шакл.2п— 1

2-мисол. Даври 2л га тенг
г/л _  . . _  f — A‘. агаР х£( — л, 0) бўлса,
/W l'v l [  х, агар xg [0, я) бўлса

функцняни Фурье қаторига ёйинг (19-шакл).
Равшанки, f(x) функция жуфт, Дирихле шартларини қаноатлан- 

тирада, шу сабабли (25.2) муносабатга асосан

а0 = —  Г xdx= —
п .) n

2
2

я

0 
«i

2 f  , , 2 [  х sin £* , caskx \a.= —  l xcoskxdx — — --------------
* Я J .1 V *  &  )

= л,

cos

= -^--L(cos лй -  cos 0) «  A  ± ((  _  l)k _  1) e
Я к- П  k -

- агар тоқ бўлса,
0, агар k жуфт бўлса.

Демак, at = — — , а, = 0, a3 = ^ , a4 = 0, . . .
JI 9.1

Изланаётган ёйилма қуйидагидан иборат:

/(х)= ------— I cosx + ~cos Зх -f- .4 2 n l  3* +

Н---- ----cos(2n — l).v+ . . .  V
(2n - l)«  )(2n — Ds

Буадан, хусусий хапда x=0 бўлганда қуйидаги тенглик келиб чиқади: 
---- м н----- _____ч-----1

2
0 = —---- - f l  +  -i-+ . . . +

л \ 33 (2n — D*бУндая

БУ Г̂ Т0Р йиғиндисини билган ҳолда

)•
-51 = i + - L  +
8 32

1
(2я — 1)г

S  =  1 +  — + —  +  . . .  +  — +  . . .2* 3* n*
114 топ„ш осон. Ҳақиқатан,

S = ( l  +  -7-+ •• • Н---- -— - + •••) + ( — + —  +\ 3* (2я — l)* / \ 2* 4»
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(2 «)»
) = ? L  + ± ( l +  A- +  
) 8 2»\ 2* • ь

Демак,

= —  + —  S.
8 4

s = — + — s.
8 4

Бундан S  = ---, яъни
oosЛ— 1 n*

= 1 + — + 
22 "f— Г +  n2

26- §. [—/, /] кесмада берилган функцияларни Фурье 
қаторига ёйиш

Энди ихтиёрий 2/ даврли, Дирихле шартларини қаноатлантирувчи 
f(x) даврий функцияни қараймиз. х = —  / ўрнига қўйиш бизни 2л

даврли / ( —  / j функцияга олиб келади, бу функцияни Фурье қато- 
рига ёямиз:

оо
) = "Т  +  V(Q^cos/?/+ bks\n kt),

A-I
Я

бунда ae= —  j  f[ ~ t  j d/,
—  Я

Я

I /( -̂ -/ )coskidt,
—Я
я

bk= —  I / (—  /js inktdt.
—Я

Қаторда ва Фурье коэффициентлари формулаларида янги / ўзгарувчяДЗВ 

эски х ўзгарувчига қайтиб ва / = ~j~xi dt = —  с/х экагшии ҳисобгз

олиб, қуйидагига эга бўламиз:

,W = ^  + V ( a ic o s ^ + i , , s in 5 t ) ,  (25.1)
*=|

бунда
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Коэффициентлари (26.2) формулалар билан аниқланадиган
(26.1) қатор ихтиёрий 21 даврли f(x) фуикция учун Фурье қа- 
тори дейилади.

2/ даврли жуфт функция учун ҳамма bk = 0 бўлади, демак, 
Фурье қатори фақат косинусларни ўз ичига олади:

(̂'v)=r +  ] £  ° к cos ' Т ’ (26 3)
*=!

бунда

ao = ~j-\ f a )dx' ак = ~ ~ {  f(x) cos “  dx- 
0 0 

21 даврли тоқ функция учун эса ҳамма ак = 0 ва а0 = 0 бўла- 
дк, демак, Фурье қатори фақат синусларни ўз ичига олади:

, . nkx
f ( x ) = 2 j kSm~ ’ ( 26-4)c i

бунда
i

Ьк=-у- f  f(x )s\n~dx .
0

Кўпинча [0,/] кесмада берилган f(x) функцияни синуслар 
уинча ёки косинуслар бЎйича каторга ёйиш масаласи талаб 

этилади.
f(x ) функцияни косинуслар бўйича қаторга ёйиш учун функ- 

ия Жуфтлигича [0, /] кесмадан [—/, 0j кесмага давом этти- 
Рилади (20-шакл). У  ҳолда «давом эттирилган» жуфт функ- 
Ага f̂4yH Ф УРье к.атоРн Фақат косинусларни ўз ичига олади. 
У  ̂ ФУНКЦИЯНН қаторга синуслар бўйича ёйишни истасак, 
лап°ЛДа ФУНКЦИЯНИ тоқлигича [0, /] кесмадан [—/, 0] кесмага 
ша- ;  эттирамиз, бунда f (0 )—0 деб олишимиз керак (21-

қатс^;авом эттирилган» тоқ функция учун Фурье қатори фа- 
сннусларни ўз ичига олади. Аслида кесмадан кесмага



20- шакл.

давом эттиришни амалга оширмаса ҳам бўлади, чунки Фурье 
коэффициентларини ҳисоблаш формулаларида жуфт ёки тоҳ 
функция ҳолида f(x) функциянииг [0,/] кесмадаги қийматлари 
қатнашади.

1-мисол .  f(x )= x 2 функцияни [0,/] кесмада синуслар бў- 
йича қаторга ёйинг.

f(x) функцияни [—/, 0] кесмага тоқ давом эттириш ва ун- 
дан кейинги даврий давом эттириш графигн 22- шаклда кўр- 
сатилгаи.

Функция тоқ ва у Дирихле шартларини қаноатлантиради. 
Шу сабабли қуйидагига эгамиз:

i2 С ~ . п kx , 2 /  l ~ п kx I < ,Ъь — —  \х2 sm —  dx= — ----х2 cos —  +к l J  l l \ nk / I00
1 \ 2 / l3 , ,

=  — ----- COS,nA'f0 l \ nk
, 212 . nkx 1 . 2l3 nkx H----x sm —  H---- cos —

(л£)2 l 10 (лА)3 l

+  —  (cosnfc— 1) )  =  —  ( (  — l)*+l —(л )̂» '  ' )  l V ' nk
2l3

nk ' (nk)3
Изланаётган ёйнлма қуйидаги кўринишга эга:

( ( - ! ) * - ! ) •



/ м -  -  v"*!L
п

A=l
2-мисол. f(x) = sinx функцияпи | 0, -у| кесмада косинуслар

бўйича қаторга ёйинг.
)Куф т давом эттириш ва ундан кейинги даврий давом эттириш 

бўйича графикии ясаймиз (23- шакл). Функция жуфт функция, Ди-
ркхле шартларини қаноатлантирадн. Бунда / = — . Шу сабабли, (26.3) 
ra биноан қуйидагига эгамиз:

Я/2

о п

2 С 4а9=.2 '—  sin xdx = — ( — cos х) я я0
Я/2 Я/2

= sinxcos2kxdx= ±  j (sin(2 Л -f- I)jc —

4&— 1

- s in (2fe- 1 )x)dx = ±  .±  ( _ _ J _ c 0S(2£ + \)x]+

+ - Ц  cos(2* - 1).,)  я/2 = - ! ( _ ! _ ____= I
^ 2* - 1 ) o я U * + I  r
Демак,

/ (* )—  ------- c o s 2a: +  -^-c o s 4a; +  —  c o s 6a: +  . . .  Vn n \ 3 15 35 /
к =» 0 да қуйидагига эгамиз:

ВУНД:

о = — — - у  — -
;ан

А=!
1 +  ± + Л  +
14*2-1 3 15 35
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Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Функцияиинг бирор координаталар бошига нисбатан симметрик ин- 
тервалдаги жуфтлик ёки токлик хоссаси нимадан иборат?

2. (—я, я] кесмада жуфт функциянинг Фурье коэффициентлари учун фор. 
мулалар чиқаринг.

3. [—я, я] кесмада тоқ функциянииг Фурье коэффициентлари учун фор- 
мулалар чиқаринг.

4. 4372, 4376, 4378- масалаларни ечинг.

27-§. Фурье интеграли

f(x) функция х £ (—оо, оо) да Ганиқланган ва шу интервалда аб* 
солют интегралланувчи бўлсин, яъни

\\f(x)\dx=Q - (27.1)

хосмас интеграл мавжуд бўлсин. Қаралаётган функция шундай бул- 
синки, у ихтиёрий ( — 1,1) оралиқда Фурье қаторига ёйилсин;

бунда

/W = + V I a*cos ^ f  +  bk sin (27.2)
*=!

I I
ak ~ Y  J / (0 соз dt, bk= - j  j' fjt) sin ~  dt (27.3) 

- i  - i  

(агар ak нинг формуласида k = 0 деб олинса, aQ коэффициент ҳосил 
бўлади). Коэффициентлариинг (27.3) ифодаларини (27.2) қаторга 
қўйиб, қуйидагини топамиз:

l  оо /

j / (0 ^ + y  V (  f/(/)cOS^d/jcOS^ +
-1 1 *=1 -I

+  ў  V( j  m s in y  d j  Sin y  = -i- J f ( t)dt +
л=1 — / —;

oc /
. 1 X   ̂ C с/л! knt knx . . knt . knx\ -..H--- > f(0 COS —  cos---- \- sin —  sm —  \.dt

i Z a, J  \ / i i i Г*=i
еки

oo /
f(x)— ~  ( f ( t )d t+ - ~ \ ]  i  f(l)coskri(t' x)- dt. (27.4) 

-i ' *=i —i 
Энди l ни чексиз катталаштирамиз ва бунда (27.4) форму- 

ла нимага ўтишини тайинлангаи хда қараймиз. Шу мақсадд3 
бундай қилиб оламиз:
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3,{Дй бизни қизиқтираётгаи (27.4) йиғинди қуйидаги кўринишни 
оладй; l оо l

/(*)= “  [ f(t)dt+  f  f{t)cosak(t x)dt)Aak. (27.5)
—1 fc=i —1

Бу ифоданинг ўнг қисмидаги биринчи ҳад l -*■ оо да нолга интилади. 
Хақиқатан,

£  Г н о й  
-i

бунда /(-«) функциянинг абсолют интегралланувчи бўлишининг
(27.1) шартидан фойдаланилгаи.

(27.5) ифоданинг ўнг қисмидаги иккинчи ҳад а ra боғлиқ
i
f(t) cos a(t —л:) dt.л -/

функциянинг [0, оо) оралиқда тузилган интеграл йиғиндисини 
эслатади. Шунинг учун l -*■ оо да (27.5) икки каррали интегралга 
ўтишини кутиш табиий:

30 90
1/(*)=— j d a  \ f(t)cosa(t — x)dt.. (27.6)

^ J  с'
0 — оо

Бу формуланинг ўнг қисмида турган ифода f(x) функция учун 
Фурье интеграли дейилади. Бу тенглик f(x) функция узлуксиз 
буЛган нуқталарнинг ҳаммасида ўринли. Узилиш нуқталарида 
эса

ao 00

J da j / (/)cosa(t — x) dt f(x + 0) + f(x~0)
0 —o

тенглик бажарилади, яъни унипг чап ва ўнг лимитишшг ўрта ариф- 
метик қийматига тенг бўлади.

Агар айирманинг косинуси формуласи

cos a(t — .v) = cos at cos a x +sin atsm ax
фойдаланилса, y ҳолда Фурьенинг интеграл формуласи (27.6) 

Куйидаги кўринишни олади:



бунда
f(x)= [  (а(a)cosa.v +  b (a) sin ax) da, (27.8)

o
oo oc

a(a) = —  ( / (/) cos atdt, b (a) =  —  i / (t) sin ai dt. n J  л J
Фурье қатори билан ўхшашликни пайқаш осон: йиғинди 

белгиси интеграл белгиси билан алмашди, бутун сонли k пара- 
метр ўрнига узлуксиз ўзгарувчи a параметр келади, а (а ) ва 
b(a) функциялар Фурье коэффициентларини эслатади.

f(x) функция жуфт ёки тоқ бўлган ҳолларда (27.7) Фурье 
интеграл формуласининг хусусий ҳолларини қараймиз. f(x) 
жуфт функция бўлсин, у ҳолда f(t)cosat ҳам жуфт функция 
бўлади, /(/)sina/ эса тоҳ функция, биз қуйидагига эга бўла- 
миз:

оо
| f (t) sin a t dt = 0,

%J
■“ oo00 00 

\ f (t) cos atdt = 2 \ f (t) cos a tdt.
— 00 0

(27.7) формула жуфт функция учун бундай кўринишни олади:
оо  ̂ оо

/ (х) = — j ( J  f (/) cos a t d t) cos a xd a. (27.9)
o 0

Энди f (x) — тоқ функция бўлсин. Бу ҳолда f (t) cosa/ — тоқ 
функция, / (/) sin a / эса жуфт функция бўлади, биз қуйидагига зга 
бўламиз:

j’ / (/) cos a / dt = 0, | / (f) sin a / dt = 2 j’ / (/) sin a t dt.
— co *“  cn 0

Тоқ функция учун (27.1) формула бундай кўринишни олади:
00 . 00

f (х) = — j | j  / (/) sina/rf/j sinaxda. (27.Ю) 
0 0

28- §. Фурье интегралининг комплекс шакли
Фурье интегралинн комплекс шаклда ифодалаймиз. (27.8) 

формулага кўра: 00
f (х) — \ (а (a) cosax +  b (а) sina.r) da, (28-0



бунда

а (а) = j  / (/) cos а / dt,

eo

b(a) = ^-j f (t) sinat dt.
— 00

Эйлернинг тригонометрик функцияларни кўрсаткичли фукк- 
и11я билан боғловчи машх.ур формуласндан фойдаланамиз:

е‘ v = cos ф + i sin ф, r  = — 1.
Бу айшштдан осонлик билан

ei v +e-i<P e‘ V _ e-i9 
COS ф =  ---- | ----- , sin ф = ----- - ----

теигликларии ҳосил килиш мумкин. Шу сабабли [бундай ёзиш мум- 
кин:

90

(28.2)

cosax =

sinax =
21

Буларни (28.1) формулага кўйиш куйидагини беради:
-S0 / i a x ,  — i a x  J a x __ — i a x s

f(*) =  j  ( a (“ ) — -g------ + b (a) -------2i-----
0

= i  J  (a (a) -  ib (a)) el' °  x + (a (a) + ib (a)) e~l ax) da. (28.3)
o

Бундай белгилаймиз:
c (a) = я  (a (a) — ib (a)).

(28.2) формулалар бўйича a (a), b (a) лар учун

c (a) = / (/ )(cosa/—4 sina/)d/= | f(t)e~ l a , dt (28.4)
— CO

НИ топамиз. Шундан кейин с (a) қўшма комплекс сонни топамиз: 

с (а) = я  (a (a) +  ib (a)) = f / (/) e “ ' d/.

Агар c (a) = c (— a) деб белгиланса, y ҳолда (28.4) формула барча 
а ларда, яъни мусбат a ларда ҳам, манфий a ларда ҳам с (a) ни 
ЗДиқлаиди. с (а) функцияни (28.3) Фурье интегралига қўйиб, қуйида- 
гини топамиз:
6-2640 81



f (*)-  7- \ (c(a)eie * + c (-a )«- ‘ox) f  C(a)efe'rfa +* ^ »/ 2 л  j0 0
®* »

+  ^ j  c (— a) c_i ax da — ~  |* c (a) el<xt da+
0 '0

“” Я oo

+ | c (ъ) е‘ * x d (— a) =  j c ( a ) e Iotxda +
’ 0 Ло

+ 2̂ Г С М г ' ” ‘, а  =  2̂  J £ W e' “ '  <»«•

Шундай қилиб,

f М  =  ~  j  C (a) e ax da, (28.5)

бунда

c (a) = J  f(t)e~ i a l dt.
— a>

Охирида Фурье интегра;ш бундай кўринишни олади:

= 2̂  f ( f e_I ̂  {‘~Х) f W di) da■ (28 6)
— 00 —зэ

(28.5) ва (28.6) формулаларнинг ўнг қисмлари комплекс итклдаги 
Фурье интеграллари дейилади.

29-§. Фурье қатОрининг кОмплекс шакли

Фурье қаторларини комплекс шаклда тасвирлаш ҳам Фурьг ин- 
тегралларини тасвирлагандек амалга оширилади. f (х) функциянинг 
Фурье қаторига эга бўлайлик:

00
/ (*) — —■ +  V  (a* cos kx +  bk sinkx), (29.1)

*«!
бунда

П
ak— — J  f (x) cos kx dx,

— Я 
П

bk=  — J  f (x) sin kx dx.
(2 9 .2 )
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Эйлернинг

е1** 4- e~ ik* . , j k l -  е - ‘к* cos kx = -------- , smkx = ---- —---

• о р м у л а л а р и  бўйича алмаштиришларни бажарамиз. Бу ҳолда (29.1) 
бупдай ёзгмиз:

ап i 'V ''' / +  <-'*-* L eil,x — е~‘*х\ _
' 2 u [ ° к 2 ‘ * 2/*r̂ l

I.
= т  +  i  \  (еШ (ak ~  ihJ  +  е ~ ш  (а* + й *»- (29-3)2 2

Ct = ak — jfefc белгилашии [киритамиз. У (.ҳолда (29.2) формулаларга 
кўра

с*'= — |  / (л-) (cos ft.v — : sinAv) dx “  J  / W  e“ '*'r dx. (29.4)
■ — n —Я

Агар (29.4) формулада k ни — k билан адмаштирилса, ундан

ck ~  ak + lbk
комплекс сон келиб чиқади. Шу сабабли бундай белгилаш мумкин:

Я
cft = c_ k= l j '  f (X) <!kxdx. (29.5)

-lll
Л

a0 = — J  f (x) dx бўлгани учун уни k = 0 да ак нинг (29.2) форму-

ласидан топиш мумкин. Шу сабабли а0 = с0 деб ёзиш мумкин. Ки- 
ритилган алмаштиришларни ҳисобга олиб (29.3) қаторни ушбу

/ w = ic« + . f (5 c* ^ + i * - * ^ )
z ■1 *«i '

ёки қисқарок

кўринишда ёзиш мумкин, бунда ск = -j- [  'f (х) е 1кх dx. Шунинг ўзи

Фурье қаторининг комплекс шаклидир.
Топилган натижани комплекс шаклдаги Фурье интегралн билан 

ТаҚҚоелаймиз. Унда ck сонлар
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с (*) = \ / (0 е •i rt t dt
— 00

функция билан алмашинади, бу функция а  билан биргаликда ўзга- ради,

У. c j "
йиғииди эса қуйидаги;

c (* )e ta ‘ dа

иитеграл билан алмашинадн. 
Комплекс шаклдаги интеграл

ёки қисқа

/M»J [~J* f(l)e - ia ldt] eiax d *

/ w = f  c(a )eU x da,

I C — a tбунда c (a) = —  f (/) e dt, каби ёзилади. a тўлқин сон дейи- 2 я  J— Оа
лади, у — оо дан +  оо гача ҳамма қийматларни қабул қиладн. 
с(а)функция спектра.i зичлик ёки спектрал функция деб аталади.

30- §. Фурье алмаштириши
f(t) функция берилган бўлсии.

(30.1)

функция f ( l )  функциянинг Фурье алмаштириши дейилади. Агар 
f(x ) функция учун комплекс шаклда олинган Фурьснинг интег- 
рал формуласи ўринли бўлса, у ҳолда (28.6)га биноан:

/м =
/22 n J

F (a )e l * x da. (3 0 .2 )

•—oo
Бу функция F  (a ) функция учун Фурьенинг тескари алмашти- 
риши бўлади. Ғ (а )  функцияни (3 0 .2 )  интеграл т е н г л а м а н и н г  
ечимн сифатида қараш мумкин (f(x ) функция берилган, Ғ (а )  функция изланади).
84

]. фурьенинг синус ва квсинус-алмаштиришлари.
___  оо

ф (a) = j/ * -  f  / (0 sin a t dt (30.3)
o

функцияни / (/) функция учун Фурьенинг синус- алмаштиришлари 
дейишга келишиб оламиз. (27.10) формуладан

оо

f(x )=  l  /  1. ) Ф  (a) sinaxda, (30.4)
о

яъни f(x) Функция ўз навбатида Ф ( а )  функция учун синус- 
алмаштнриш бўлади. Бошкача айтганда / ва Ф  функциялар 
ўзаро синус-алмаштиришлардир.

Шунга ўхшаш,
_  со

Ғ (а ) = y  l  j  / (t) cos a td t  (30.5)

—
функцияни f(t) функция учун Фурьенинг косннус-алмаштириш- 
лари деймиз. Агар f(x) функция учун Фурьенинг ннтеграл 
формуласи ўрннли бўлса, у ҳолда (27.9) формуладан:

——  00
f(x )=  |/ ^ — | Ғ  (a) cosaxda, (30.6)

o
яъни f (х) функцня ўз навбатида ^(a)  учун косинус-алмашти- 
риш бўлади. Бошқача айгганда / ва Ғ функциялар ўзаро коси- 
нус-алмаштиришлардир. (30.3) функцияни (30.4) интеграл тенг- 
ламанинг ечимн сифатида қараш мумкин (f(x )— берилган, 
Ф (а )— нзланади), (30.5) функциянн эса (30,6) интеграл тенгла- 
манинг ечими деб қараш мумкин (f(x )— бернлган, Ғ (a) — 
изланади).

2. Ф урье  алмаш тириш ларининг хоссаларн. Фурье алмашти- 
Ришларининг бир нечта хоссасини таъкндлаб ўтамиз.

а) Агар f(x) функция (— оо,оо) оралиқда абсолют инте- 
гралланувти бўлса, у ҳолда Ғ(х) функция барча х лар учун 
Узлукснз ва |x|-voo да нолга интилади.

б) Агар x?‘ f(x) (nz=N) функция (—оо, оо) оралиқда абсо- 
лют интегралланувчи бўлса, у ҳолда Ғ (х) нинг п марта ҳоси- 
•часн мавжуд, шу билан бирга

о©
F ik) (л:) = f— ^  f  f (/) t»e- !<*dt, k = ~\Тп

/ 2 л  J
—  сс

63 бу ҳосилаларнинг ҳаммаси |д:|-*-оо да нолга интилади.



в) Arap f (x ) функция (— oo, oo) орзлиқда абсолют интегралла. 
яувчи бўлиб, | * | -*- оо да f f (t) dt 0 бўлса, у ҳолда

9
t

| ( \ f ( * ) d a ) e - ‘x‘ dt = —  F(x).

г) Агар f(x) функция узлуксиз ва |*|-*-оо да нолга ин- 
тилса, f'(x ) эса (—оо,оо) оралиқда абсолют интегралланузчи 
бўлса, у ҳолда

~7=г П  
V 2 Я  J

(t)e~itx dt = --- r- F  (x).

.Охирги икки формуладан қуйидаги хулосани чиқариш мум- 
кин:

f(x ) функцияни дифференциаллашга уиинг алмаштирил-
ган Ғ(х) функциясининг— га кўпайтирилгаии жавоб беради,
ннтеграллашга эса унинг шу миқдорга бўлингани жавоб бе- 
радн.

Мисол сифатида Фурье алмаштиришларини баъзи интеграл- 
ларни ҳисоблашга қўллаймиз.

1-мисол. / (дг) = е~их (а > 0, лг>0) функция берилган бўлсин. 
Бу функция барча х > 0 лар учун интегралланувчи ва ҳамма жойда 
ҳосилага эга. Бўлаклаб ингеграллаш ёрдамида Фурьенинг синус 
ва косинус-алмаштиришлариии топамиз:

__ х _

Ғ  (/) = 1 — 1 е~аа cos tu du = 1 f  — — — ,\ я J  У я a*+flo
___00 __

Ф  (0 — 1 — \ е—“и sin tu du — 1/ — —-— .\ Я J  v  п a* +0
У  ҳолда (30.6) ва (30.4) формулалар қуйидагиларни беради:

costx пdt, х > 0;

2 Г tsintx= — ---- dt, X > 0.я J  a* + /*8
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2-мисол.

/М  =

1, 0 < x < a  учун, 

j ,  х = а учун,

0. учун

бўлсин. Фурьенинг косинус- алмаштириши қуйидаги кўринишга эга 
экани равшан:

I  ' 0
бундан (30.6) га биноан

Со
2 Г sina/cos*/

cos/« du
Г

- V i
2 sin a t

1, 0 < x<  a учун,

t  /»-?J
ш

Хусусан, x = a да

dt = —, x = a 2 ’
0, x > a

учун,

учун.

1  _1_ j sin 2й/
7 “  л J  70

co
1 . - Я r sinf лa = — деб олинса, y ҳолда — = I ——  dt.

dt.

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Фурье интеграли деб нимага айтилади?
2. Фуикцияни Фурье иитеграли билан тасвирлаш шартини кўрсатинг.
3. Жуфт ва тоқ 'функциялар учун Фурье интеграли қандай ёзилади?
4. Фурье интегралининг комплекс шаклини ёзинг.
5. Комплекс шаклдаги Фурье қаторини ёзинг.
6. Фурье алмаштиришларининг таърифини беринг.
7. Фурьенииг сииус- ва косинус-алмаштиришлари нима?
8. Фурье алмаштиришларининг хоссаларини айтинг.



10- б о б

КАРРЛЛИ  ИНТЕГРАЛЛАР

1-§. Икки ўлчовли интеграл ва унинг хоссалари

Бир ўзгарувчининг функцияси дифференциал ҳисоби тушун- 
чалари ва усуллари 7- бобда исталган сондаги ўзгарувчининг 
функцияси учун жорий қилинган эди. Интеграл ҳисобнинг асо- 
сий ғояларини ҳам кўп ўзгарувчили функцияларга кўчириш 
мумкин, бу фикр энг аввал интегралнинг аниқ турдаги йиғин- 

. дининг лимитн эканлнги ҳақидаги ғояга тегишлиднр.
Оху текисликда L  чизиқ билан (ёки бир неча чизнқ билан) 

чегараланган ёпиқ D соҳани қараймиз. Шу соҳада узлуксиз

функция берилган бўлсин. Қуйидаги амалларни бажарамиз:
1) D соҳанн ҳар қандай чизиқлар билан (хусусий ҳолда бу 

чизиқлар Ох ва Оу координата ўқларига параллел тўғрн чи- 
знқлар бўлиши мумкин) п ихтиёрий қисмга бўламиз:

бу қисмларни элемвнтар юэчалар деб атаймнз ва шу символ- 
ларнинг ўзи билан тегишлн юзчаларнинг юзларини белгилай- 
мнз.

2) Бу А S f юзчаларнинг ҳар бнрида биттадан P t (х£, yt)  нуқта ола- 
мнз, бу нуқта юзчага тегншли бўлиши шарт. п та нуқтага эга бўла- 
мнз (24-шакл):

z— f  (Р) ёки z = f(x ,y)

3) Танлаб олинган нуқталарда
2 = f (Р) — f (х, У) функция қий- 
матларинн ҳисоблаб, ушбуга эга бў- 
ламиз:

f(P i) = f(x» Уд, f(P*) =
= f (х„ и.) .

0

24- шакл.

83



ушбi  кўринишдаги кўпайтмани тузамиз: / (Pt) А S £ = / (х-,' t/4) • Д S t-.
4» *' П П

. с.. кўпайтмаларни йиғамиз: V  f (р.) Д S£ = V  /(*«* #i) ' А S t.
i=t

<L. йиғиндини z= f{P )= f(x ,y ) функция учун D со.ҳада интеграл 
. у инди деб атаймиз. Бу ннтеграл йиғинди бир хил п да D со- 
“аНи AS; ларга бўлнш усулнга ва ҳар бир қисм ичида Я,- нуқ-
тзни танлашга боғлиҳ.

Шундай қилиб, тайинланган п да интеграл йиғиндилар кет- 
,(а-кетлигига эга бўламиз. п-*-оо да Д5£- юзчалар диаметрла- 
рининг энг каттаси нолга интилади деб фараз ҳиламиз (юзча- 
аинг чегарасидаги нуҳталар орасидагн масофалардан энг кат- 
таси шу юзчанинг диаметри деб аталади). Қуйидаги тасдиқ 
ўрцнли.

Т е о р е м а .  Агар чегараланган ёпиқ D соҳада z = f(P ) = 
=/(*. У) Функция узлуксиз бўлса, у ҳолда бу соҳани қисмларга 
бўлиш сонини ДS£ юзчалар диаметрларининг энг каттаси нолга 
штиладиган қилиб катталаштирилганда (ti-*-oо)

кйринишдаги интеграл йиғиндиларнинг лимити мавжуд бўлади.
Бу теоремани исботсиз қабул циламиз.
Бу лимит D соҳаии Д S,- қисмларга бўлиш усулига ҳам, ҳар қай- 

си қисм ичида P t нуқташ танлаш усулига ҳам боғлиқ бўлмайди, 
z = f(P) = f (х, у) функциядан D соҳа бўйича олииган икки ўлчовли 
кнтеграл дейилади ва бундай белгиланади:

Шундай қилиб, таъриф ва белгилашларга биноан ушбуга эгамиз:

П П
V / ( P t. ) AS £ =>;/(*,•, yt) Д S,

]\ f (P )d S  ёки jj7 (x , y)dS.
D D

n

f j / ( дг, y)dS =
D

n

Е»рал остидаги ифода, x, y инте- o 
гРаллаш ўзгарувчилари, dS юз эле- 
^нти дейилади.

Бунда D интеграллаш соҳаси, 
' (Р) =  f (х, у) интеграл остидаги 
Функция, / (Р) dS — f (х, у) dS ин-

Бунда D интеграллаш соҳаси,

х

25- шакл.
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Икки ўлчовли интеграл D соҳани қисмларга бўлиш усулига 
лиқ бўлмаганлиги учун уни координаталар ўқларига параллел туҒк' 
чизиқлар билан томонлари Д xit Д г/£- га тенг бўлган тўғри тўрт^  
чакларга бўлиш мумкин (25- шакл), бунда

A S L = А xt Д у..
Икки ўлчовли интегралнинг таърифига биноан:

f f / (х, У) dS — lim V  / (xit i/•) Д xt Д yt.
J  maxdiam Д S/ -+0 -f- ,l) ‘ j=I

Шунинг учун икки ўлчовли интегрални
f f / (*, .V) ^  dy
D

каби белгилаш мумкин.
Шундай қилиб,

П
f f f (x,-y)dxdy= lim У  / (*/, t/,-) Дх,- Д г/,-.

J  maxdiam Д S/ ->0 [D ь i—l

axdy ифода юзнинг декарт координаталаридаги элементи дейи- 
лади.

Икки ўлчовли интегралнинг геометрик маъносини аниқлаш 
учун қуйидаги тушунчани киритамиз.

Т а ъ р и ф .  D соҳа, тенгламаси z= f(x ,y ) дан иборат о сирт, 
йўналтирувчиси z ҳамда ясовчилари Oz ўққа параллел бўлган 
цилиндрик сирт билан чегараланган жисм цилиндрик жисм деб 
аталади.

Агар D соҳада f(x, у ) ^ 0 бўлса, у ҳолда ҳар бир 
/(/>,) Д £, = /(*„ y JA S ,

қўшилувчини асоси Д5,- дан, баландлиги эса f (P j)  = /(х,-, r/,) дан 
иборат кичкина цилиндрик жисмнинг ҳажми сифатида геометрнк тас- 
вирлаш мумкин (26-шакл). Бу ҳолда

V / ( P , . ) A 5 (.= V  f(xit </,). Д 5,- 
»=л Ш

интеграл йиғииди кўрсатилган цилиндрик жисмларнинг ҳажм- 
лари йиғиндисидан, бошқача айтганда, бирор зинапоясимон ии- 
линдрик жисмнинг ҳажмидан иборат бўлади. f (P )= f(x , у ) функ- 
циядан D соҳа бўйича олингап икки ўлчовли интеграл қу-йидан 
D соҳа билан, юқоридан эса z = f(P )= f(x , у) сирт билан чега- 
раланган иилиндрик жисмнинг V ҳажмига тенг бўлади:



26- шакл.

Ж 1ЯЗ D с0Х-а 2 = /(^) = /<Х У)
птнннг Оху текисликдаги проек-
ясйдир- Йкки ўлчовли иитеграл-

UIl.,r геометрик маъноси шундан ЦЙН1
Й<*°Лгар D соҳада интеграл ости- 
аГи функция f (P )= f(x , у) =1 

fiCica, У ҳолда икки ўлчовли 
ннтегралнинг қийматн сон жиҳат- 
пан интеграллаш соҳаси D нинг 
5 юзига тенг бўлади:
5 _  f I* dS ёки S  = [ j  dx dy.

( 1. 1)
Агар интеграл остидаги функ- 

m* J(P )  =f(x, у) соҳада масса 
тақсимланишинниг зичлиги бўлса, у ҳолда нкки ўлчовли ин- 
теграл D пластинкага жойлашган модда массаси т  ни бе- 
ради:

т =  f f / ( P ) d S =  f f  f(x ,y )d S . (1.2)
' d . d

Икки ўлчовли интегралнинг механик маъноси шундан ибо- 
рат.

Иккн ўлчовли интеграл аниқ интегралнинг ҳамма хосса- 
ларнга эга, икки ўлчовлн интеграл аниқ интегралнинг бевосита 
умумлашмасидир. Икки ўлчовлй интеграллар хоссаларининг 
исботи аниқ интегралнинг мос хоссаларини исботлагандек ба- 
жарилади. Шу сабабли икки ўлчовли интегралнинг хоссалари- 
ни, баъзи ҳолларда геометрнк интерпритациялаш билан чекла- 
ннб, исботсиз келтирамиз.

1-хосса.  Узгармас кўпайтувчини икки ўлчовли интеграл 
белгисидан ташқарига чиқариш мумкин, яъни агар k — ўзгар- 
мас сон бўлса, у ҳодда:

f \ k f(x ,y ) dS = k f f / (x, y) dS.
'd  'd

2-xocca.  Бир неча функциянинг алгебраик йиғиндисидан 
°лииган икки ўлчовли интеграл қўшилувчилардан олинган ик- 
Ки ўлчовли интегралларнинг алгебраик йиғнндисига тенг (ик- 
кита қўшилувчи бўлган ҳол билан чекланамиз):

|  f  J  (f (х, У)±<Р (х, у)) d S =  [ f / (д:, y) dS ± f f ф (х , у) dS.
■ D  D Ъ

3-xocca.  Агар D интеграллаш соҳаси бир нечта қисмга 
бУлинса, у ҳолда бутун соҳа бўйича олинган икки ўлчовли ин- 
Теграл ҳар қайсн қисмдан олинган нкки ўлчовли ннтеграллар



йиғиндисига тенг (иккита қисц 
бўлган ҳол билан чекланамИз
27-шакл): 1

В, j j  f (х, у) dS = j  f f(x, y) dS -f 

+  j j  / (.v, У) dS.
D >

X 4-xocca. Агар интеграллаи] 
соҳасида интеграл остидаги функ- 
ция ўз ишорасини ўзгартирмаса, у 
ҳолда икки ўлчовли интеграл ajy 

ишорани сақлайди, бошқача айтганда, агар D соҳада f (х, у) > 0 бўлса, 
у ҳолда f j  f(x, у) dS > 0; агар D соҳада f (х, у )^  0 бўлса, у ҳа>

27- шакл.

ДЗ
j  j  f(x, у) dS < 0.

5-хосса.  Агар интеграллаш соҳасида иккита функция би- 
рор тенгсизликни қаноатлантирса, у ҳолда бу функциялардан 
олинган икки ўлчовли интеграллар ҳам шу тенгсизлнкни қанс- 
атлантиради, бошқача айтганда, агар D соҳада /(х, у) ^ qp (х,у) 
бўлса, у ҳолда

\\ f(x, У) dS > j j  ф (х, у) dS.
D

У р т а  қ и й м а т  ҳ а қ и д а  т еорема .  Агар f(x ,y ) функ- 
ци.ч ёпиқ чегараланган D соҳада узлуксиз бўлса, у ҳолда бу со- 
ҳада шундай Р о (х 0,у 0)  нуқта мавжудки, D  соҳа бўйича олинган 
икки ўлчовли интеграл интеграл остидаги функциянинг tuy нуқ* 
тадаги қийматини D  интеграллаш соҳасининг юзи S га кўпай- 
тирилганига тенг:

II f(x, y )d S  = f (х0, y J-S .
'D-

Бу теореманинг геометрик интерпритацияси қ у й и д а г и д а н  
иборат: агар D  соҳада f(x ,y ) ^ 0 бўлса, у ҳолда ц и л и н д р и к  
жисмнинг ҳажми шундай цилиндрнинг ҳажмига тенгки, бу ци- 
линдрнинг асосн цилиндрик жисмнинг асосн D  га, баландлиги 
эса интеграл остидаги f (x ,y ) функциянинг D  соҳанинг бирор 
Р 0 (х0, Уо) нуқтасидаги f (хй, у0) қийматига тенг. Функциянинг

ГГ f ( x , y ) d S

f(x9, y j  =  ^ — s--------

қиймати f(x, у) функциянинг D  соҳадаги ўрта қиймати дейилади 
(28- шакл).
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И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и  ҳ а қ и д а  тео- 
м а. Агар f(x, у) функция ёпиқ D соҳада узлукшз ҳамда М 

Р с ,r, — унинг шу соҳадаги энг катта ва энг кичик қийматлари 
r  ica, У ҳолда икки ўлчовли интеграл энг кичик қийматнинг D 

т е г р а л л а ш  соҳаси S юзига кўпайтмаси билан энг катта қий- 
“иатнинг шу юзга кўпайтмаси орасида ётади (яъни функция 
цегараланган бўлса, икки ўлчовли интеграл ҳам чегараланган-
Д«Р):

m ■ S  < f f f (x, y) dS < .И • S.
'd

Бу теореманннг геометрик интерпритациясн бундан: агар 
D соҳада f(x, у)~^0 бўлса, у ҳолда цилиндрик жисмнинг ҳаж- 
ми асослари шу цнлиндрик жисмнинг асоси D га, баландлик- 
лари эса мос равишда D соҳада энг кичик m ва энг катта М 
қийматларга тенг бўлган цилиндрлар ҳажми ораснда ётади 
(29- шакл).

М и с о л .  Қуйидаги икки ўлчовли интегрални баҳоланг:

f f / Т ~ х '- - у *  dS,
VD

бунда интеграллаш соҳаси D маркази координаталар бошида бўлиб, 
Радиуси r — 1 га тенг доирадан иборат. Шунингдек, интеграл ости- 
Даги 2 = / 1 — jc2—уг функциянинг D соҳадаги ўрта қийматинн то- 
пикг.

Е ч и ш. Интеграл остидаги функция маркази коордннаталар 
бошида, радиуси r=  1 бўлган юқори ярим сфера шаклида гео- 
Метрик тасвирланади. Равшанки, бу соҳада Л4=1 ва m = Ога 
эгамиз. Интеграллаш соҳаси D доира бўлиб, бу доиранинг юзи 
«==гсг2=я1*=л (кв . бирлик). Баҳолаш ҳақидаги теоремани 
Қўллаб, қуйидагинн топамиз:



Демак, икки ўлчовли интегря» 
нинг киймати 11

30- шакл.

0 < [ j  у  1 - л -2 — у2
"d

тенгсиаликни қаноатлантиради.
г = >' 1 — х2 — у2 функциянт* 

ўрта қиймати ҳақидаги масала̂  
ечиш учун олдин маркази коордц» 
талар бошида, радиуси r = i су-. 
ган D доирада

fj j/ ' 1 — х2 — уг dS

интегралнинг қийматини топамиз.
Икки ўлчовли интегралнинг геометрик маъносидан бу қий- 

мат радиуси r= 1 бўлган юқори ярим сферанинг ҳажмига тенг, 
шу сабабли

i f ] 1 — х2 — у2 dS = — я (куб. бирлик).
'd  3

Энди ўрта қиймат ҳақидаги теоремани қўллаб, функциянинг ўрта 
қийматини топамиз:

f(x0, yQ) =

2
— л 3___

я
Функция ўрта қийматларига эга бўладиган нуқталарни то- 

пиш ҳам қийин эмас:

V I  — х1 — у2 =  —, бундан х2 +  уг = —.

Шундай қилиб, функция ўрта қийматига
Г.0 ( 0  «-* х2 + у-=  -

айлана нуқталарида эришади (30-шакл).

2-§. Уч ўлчовли интеграл ва унинг хоссалари

е- Уч ўлчовли ннтеграл ҳам иккн ўлчовли интегралга ў.хша  ̂
аниқланади. Энди фазонинг бирор ш соҳасида ва шу соҳанинг
о чегарасида аниқланган учта ўзгарувчининг узлуксиз функ- 
цняси
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и — т  ёки и =  f (х, у, z)
-лраимиз. Қуйидагиларни бажарамиз: 

rt!! *]) w соҳани ҳар хил сиртлар (хусусан бу сиртлар координаталар
йгликларига параллел текисликлар бўлиши мумкин) билан п та 

^тйёрий жнсмга бўламиз:
Дсо„ Дю2, . . ., Дсо  ̂ . . ., Дшп,

жисмларни биз элементар ҳажмлар деб атаймиз ва тегишли жисм- 
тарнинг ҳажмларини ҳам худди шундай белгилаймиз.

2) Ҳар бир Д со,- (i = 1, п) элементар ҳажмдан биттадан PL (х{, y-L t
цуқта олиб, п та нуқтага эга бўламиз:

Р i (*i> У\, zi)> Рг (хг, Уг> 2i), ■ ■ •> 
p i  (* i ,  У ь  Zi ) .............р п (* « . Уп, zr)-

3) Танлаб олинган нуқталарда u — f (Р) = / (х, у, z) функциянннг 
қнйматларини ҳисоблаймиз:

f (Р l) — f (xl, Уи 2t), f (P2) =  f(X-2, У2, Z2) ..........
f(P i) = / (Xi, УЬ 2,).......  / (P,) = / (xn, Уп, z j.

4) Ушбу
f (pi) Д ш, = / (x£, y£, z£) Д cOj

кўринишдаги кўпайтмаларни тузамиз.
5) Бу кўпайтмаларнинг йиғиндисини ҳосил қиламиз:

V  f(p.) д©. = V  /(*;, г/., z() Д cot-.
i=i i=i 

5у йиғиндини о) соҳада « = f (Р) = f (х, у, z) функциялар учун ин- 
теграл йиғинди деб атаймиз. п нинг тайинланган қийматларида бу 
интеграл йиғинди co соҳани Дш, қисмларга бўлиш усулига ва ҳар 
бнр бундай қисм ичида Р£ (xit yr  г£) нуқтани танлаш усулига бог- 
лиқ. Шундай қилиб, тайинланган п да интеграл йиғиндилар кетма- 
кетлигига эга бўламиз. Д cot- элементар ҳажмлар диаметрларининг энг 
каттаси (maxdiam Дсо() n-»-oo да нолга интилади деб фзраз қиламиз 
(  ̂о. ҳажмнинг диаметри деб унинг чегарасидаги нуқталар орасидаги 
^офаларнипг энг каттасига айтилади). Қуйидаги тасдиқ ўринли.

Теорема. Агар и = f ( P ) ~  f (х, у, z) функция ёпиқ чегараяан- 
ган си соҳада узлуксиз бўлса, у ҳолда бу соҳани Д со- қисмларга 
Члиш сонининг ортшии билан (п -> оо) элементар ҳажмлар диа• 
Ме>прларининг энг каттаси нолга интилса,

У  f (P £) Дсо, = V  f(xi% yit Zt)  Дсо.
1=1 i= l 

к8Ринишдаги интеграл йиғиндиларнинг лимити мавжуд бўлади.



Бу лимит (о соҳани А ш(- қисмларга бдлиш усулига ҳам, ҳар 
қисм ичидан Pt нуқтани танлашга ҳам боғлиқ эмас.

Бу лимит и = / (P) = f (х, у, z) функциядан (о соҳа бўйича о.1Ин. 
ган уч ўлчоати интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

J J J / W ^ - J J J /(*,*,*)<*«.
0) <■)

Шундай килиб, таъриф ва белгилашларга мос равишда ушбулгрГа 
эгамиз: ' 'е

f f f f (P) d (o = lim V /  (P )  д ©
v » J  max diani Доз/(i> * t=!

ёки
n

f f f / (*, У, г) d(o = lim V  / (x(> t/(-, г ) Д co(..
J  max diam Д <D/-tO

(D * /= .1

Буида (o — интеграллаш соҳаси, f (P) = f (x, y, z) — интеграл остида- 
ги функция, f (Р) d (0 = f (х, у, z) d(o— интеграл остидаги ифода, d<s> 
эса ҳажм элементи деб аталади.

Уч ўлчоати И1ггеграл co соҳани кисмларга бўлиш усулига боғлик 
бўлмагани учун уни икки ўлчоати интегралга ўхшаш бундай белги- 
лаш ҳам мумкин:

J  J  f / (х, у, z) dx dy dz,
CO

бунда dx dy dz ифода декарт координаталаридаги ҳажм элемента 
дейилади. Уч ўлчовли интеграл содда геометрик маънога эга эмас. 
Аммо интеграл остидаги функция w соҳада / (Р) = f (х, у, z) »  1 
бўлса, у ҳолда ўч ўлчоати интегралнинг киймати (о соҳанинг V ҳаж- 
мига тенг бўлади:

V = f f J d(o ёки V = f J J  dxdydz. (2-1)
(i) 03

Агар интеграл остидаги f ( P )  =f(x, y, z) функция ш соҳада 
масса тақсимланишининг зичлиги бўлса, у ҳолда уч ўлчовлй  
интеграл V ҳажмдаги модда массасини беради:

m =  J J J  f {Р) d(* =  J J J  f(x’ У’ z) doy .  (Z2}D 0)
Уч ўлчовли интегралнинг механик маъноси шундан иборат- 
Олдинги параграфда икки ўлчовли интеграл учун айтиб ўтил- 
ган хоссалар уч ўлчовли интеграл учун тўлалигича к ў ч и р и л а д и -

1-хосса .  Узгармас кўпайтувчини уч ўлчовли ннтеграл бс-т 
гисидан ташқарига чиқариш му.мкин, яъни k ўзгармас со» 
бўлса, у ҳолда:



J j  j  k / (x, y, z) d a  =  k J J  J  f (x, y, z) dco.
Ш “ (д

2-xocca.  Бир неча қўшнлувчннинг алгебраик йиғиндисидан 
олинган уч ўлчовли интеграл қўшилувчилардан олинган уч ўл- 
„овлн интеграллар алгебраик йиғнндисига тенг (иккита қў- 
ш и лувчи  бўлган ҳол бнлан чекланамиз):

j  [ j  (f (х, у, z) ± ф (х, у, z)) d со =  \ [ \ f (х, у, z) d(a±
ЬЗ 0)

± J J J  Ф  (х, IJ, z) d(0.

3- х о с с а. Агар интеграллаш соҳаси со бир неча қисмга бў- 
линса, у ҳолда бутун соҳа бўйича олинган уч ўлчовли интеграл 
хар қайси қисм бўйича олинган уч ўлчовли интегралларнинг 
йиғиндисига тенг бўлади (иккита қисм бўлган ҳол билан чек- 
ланамиз):
K J J  / (х> У, z )d (0 =  J  J  j  f (x, y, z) da  +  J  J  J  / (x, y, z) d co.

‘ 0) (Oj (08
4-xocca. Агар игтеграллаш ссҳасида интеграл остидаги функция 

ўз ишорасини ўзгартирмаса, у ҳолда уч ўлчоати интеграл худди шу 
ишорани сақлайди, чунончи: агар со соҳада / (х, y, г) > 0 бўлса, у 
холда J' [ j’ f (х, у, z) d со > 0, агар со соҳада / (х, у, z) < 0 бўлса, у

(й

х-а1да J  J  J  / (х> У> г) d ® <  0. f (0
5-хосса. Arap интеграллаш соҳасида иккита фуикция бирор текг- 

сизликни қаноатлантирса, у ҳолда бу функциялардан олинган уч ўл- 
човли интеграл ҳам шу тенгсизликни қаноатлантиради, [бошқача айт- 
ганда, агар со соҳада / (х, у, z) > ф (х, у, z) бўлса, у ҳолда

J J J  / (х, У, z) doi >  J  J J  ф (x, y, z) dm.
(0 d)

У р т а  қ и й м а т  ҳ а қ и д а г и  т е о р е м а .  Агар f (х, y,z) 
Функция ёпиқ чегараланган со соҳада узлуксиз бўлса, у ҳолда 
°У соҳаОа шундай P q( x0, у0, z0) нуқта мавжуд бўладики, со соҳа 
оуйича олинган уч ўлчовли интеграл интеграл остидаги функ- 
Циянинг шу нуқтадаги ўрта қийматини интеграллаш соҳаси ю 
инг V ҳажмига кўпайтирилганига тенг:

Ишциянинг

J J J  / (х> У> z) d(a — f (х0, у0, z0)-V.

f (х0, Уо> zo) = j  J  f J  / (x, y, z) da

Шмати / (x, y, z) функцияниннг co соҳадаги yprna қиймати дейилади. 
^ н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и  ҳ а қ и д а  тео-
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р, ема.  Агар f (х, у, z) функция ёпиқ чегараланган ш соҳа$ 
ўзлуксиз ҳамда М ва т  лар функциянинг uiy соҳадаги энг қаи 
та ва энг кичик қиймати бўлса, у ҳолда уч ўлчовли интегра'х 
функциянинг энг кичик қийматининг интеграллаш соҳасиниш
V ҳажмига кўпайтмаси' билан энг катта қиймати М нинг ўтй 
ҳажмга кўпайтмаси орасида ётади (яъни функция чегаралан- 
ган бўлса, уч ўлчовли интеграл ҳам чегаралангандир):

m ■ V < \ \ j f (х , у, z) dco < М ■ V.
„  “ (i)

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Берилган функциядан берилган соҳа бўйича олннггн икки ўлчовли 
интеграл деб нимага айтилади? Унинг геометркк ва механик маъноларкни ту. 
шунтиринг.

2. Икки ўлчовли интегралнинг мавжудлиги ҳацидаги теорема нимадан 
иборат?

3. Ясси шакл юзини икки ўлчовли интегррл срдамида ҳнсоблаш форму. 
ласини асосланг.

4. Икки ўлчовли интегралнинг хоссаларини айтиб берннг.
5. Икки ўлчовли интеграл учун ўрта қиймат ҳақндаги теоремани ва ипте- 

гралнинг чегараланганлигн ҳақидаги теоремаларии ифодалапг, уларнинг 
геометрик маъносини кўрсатинг.

6. Берилган функциядан бсрилгаи соҳа бўйнча олинган уч ўлчовли инте- 
грал деб нимага антилади? Унинг геометрик маъносини кўрсатинг.

7. Уч ўлчовли интегралнинг мавжудлиги ҳаҳидагн теорема нимадан ибо-
рат?

8. Жнсм ҳажмиии уч ўлчовли интеграл билан ҳисоблаш формуласинн асос- 
ланг.

9. Уч ўлчовли интегралнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Уч ўлчовли интеграл учун ўрта қиймат ҳақидаги ва интегралнияг 

чегараланганлиги ҳақидаги теоремаларни ифодаланг.
11 . 3466—3476, 3513—3516-масалаларни ечинг.

3-§. Икки ўлчовли ва уч ўлчовли интегралларни кетма-кет 
интеграллаш билан ҳисоблаш

Икки ўлчовли ва уч ўлчовли интегралларнинг интеграл 
йиғиндиларнинг лимитлари сифатида берилган таърифлари 
ҳисоблаш усулларини ҳам кўрсатади. Аммо бу жараён ниҳоят- 
да узундаи-узоқ ва кўпгина қийинчиликлар билаи боғлиқ. Ик- 
ки ўлчовли ва уч ўлчовли интегралларни ҳисоблаш масаласи 
амалда мос равишда иккита ва учта аниқ интегралии кетма- 
кет ҳисоблашга келтирилади.

1. Икки ўлчовли интегрални ҳисоблаш. Олдин икки ўлчо вли  
интегрални ҳисоблаш масаласини қараймиз:

f f f (х, У) dx dy.
D

D соҳани қуйидагича деб фараз қиламиз: у у = у\,(х), У "  
= у2(х) функцияларнинг графиклари ҳамда х = а ва x = b тў ғР  
чизиқлар билан чегараланган (31-шакл). D соҳанинг и стал га
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чкн иуқтаси орқали Оу ўқига параллел тўғри чизиқлар ўтка- 
з а м ч з .  Б у  тўғри чизиқ D соҳанинг L чегарасини иккита Р "ва Q 
-уктада кесиб ўтади. СРВ  чегарани кириш, AQB  чегарани эса 
ниқиш чегараси деймиз.

Т а ъ р н ф .  Агар D соҳа ушбу икки шартни қаноатлантирса,
яъни

а )  унинг ички нуқтасидан утувчи Оу ўққа параллел ҳар 
к а н д а й  тўғри чизиқ L  контурни икки нуқтада кесиб ўтса;
• б )  кнриш ва чнқиш контурларинннг ҳар бири алоҳида тенг- 
лама билап берилса, бу соҳа Оу ўқи йўналиши бўйича мунта- 
'зам соҳа дейилади.

Оу ўқн йўналиши бўйича мунтазам бўлган соҳа тенгламалар 
системаси билан қуйидагича берилиши мумкин:

31-шакл. 32-шакл.

I а < х < b,
\ t/ i(x )< y <  Уг (х),

бунда
Уг (х) < У-i (х).

Ох ўқи йўналиши бўйича мунтазам бўлган соҳани ҳам 
шунга ўхшаш аниқлаш мумкин. Бундай соҳа (32- шакл)

f с у < d,
1 хг (у) < х < х2 (у)

тенгсизликлар системаси билан берилиши мумкнн, бунда 
(У )^ х 2(у).
Агар таърифдаги шартлардан ақалли биттаси бузилса, у 

Ҳолда соҳа у ёки бу йўналишда номунтазам соҳа дейилади. 
%ндай ҳолда соҳани Оу ёки Ох ўқнга параллел тўғри чизиқ- 

билан ҳар бири у ёки бу йўналишга нисбатан мунтазам 
бЎладиган қисмларга ажратиш мумкин.

33- шаклда Оу ўқи йўналиши бўйича номунтазам соҳа ми- 
с°ли келтирилган, чунки бунда биринчи шарт бузилган: бунда 
соҳа чегарасини тўртта нуқтада кесаднган Оу ўқига параллел 

чнзиқ мавжуд. Бу соҳани Оу ўқига параллел тўғри чи- 
билан учта Du D2, D3 мунтазам соҳага бўлиш мумкин.
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34- шаклда Оу ўқига нисбатан номунтазам соҳа мисоли бе. 
рилган, чунки бунда иккинчи шарт бузилган: чиқиш чегараси 
иккита тенглама билан берилган. Оу ўқига параллел тўғрц 
чизиқ билан соҳани иккита D x ва D2 мунтазам соҳага бўлтц 
мумкин. Соҳа бир 11ўналишда мунтазам, нккинчи йўналишда 
номунтазам бўлиши мумкин. Ҳар икки йўналишда мунтазам 
бўлган соҳа тўғридан-тўғри мунтазам соҳа дейилади.

Энди икки ўлчовли
f f / (*. у) dxdy
b

интегралга қайтамиз. D интеграллаш соҳаси Оу ўқи йўналиши- 
да мунтазам деб фараз қиламиз. Бундан ташқари интеграл ости- 
даги функция f(x, у ) > 0 деб фараз қиламиз. Бу икки ўлчовли 
интегралнинг цилиндрик жисмиинг ҳажми сифатидаги геомет- 
рик мазмунндан фойдаланиш имконини беради, яъни

V = Я  f (*• У) dx dy
D '

тенгликдан фойдаланиш имконини беради.
Энди цилиндрик жисмнинг V ҳажмини кўндаланг кесим- 

лар усулидан (6-боб, 21-§) фойдаланиб ҳисоблаймиз (35- 
шакл).

Қаралаётган цилиндрик жисмни Ох ўқига п ер п ен д и кул яр  
бўлган ихтиёрий x = const (a^Lx^ib) текислик билан кесамиз. 
Кесимда M NQP  эгри чизиқли трапецияга эга бўламиз, унинг 
S(.v) юзи х ўзгарувчининг функциясидир. Жисмнинг ҳажми, 
маълумки,

ь
V =  f  5  (х ) dx

а

формула билан ифодаланади. Шу формулани биз цилиндрйК 
жисм ҳажмини ҳисоблашга қўллаймиз. -Бунинг учун MNQP  эгри 
чизиқли трапециянинг юзи бўлмиш S ('лг̂ ) функция к ў р и н и ш и Я »  
аниқлаш қолади. Маълумки, бу юзни аниқ интеграл ёрдамиД3

^соблаш мумкин, бу интеграл- 
«инг интеграл ости функцияси 

f(,t, у) сирт билан x=const 
е к и с л н к н и н г  кесишишидан ҳо- 

сил бўлган MN чизиқ тенглама- 
слдан иборат бўладн, шу билан 
бирга У ўзгарувчи ўзининг Р  
д у к т а д а г н  ух(х) ва Q нуқтадаги 
у2(х) қийматлари орасида ўзга- 
‘ради:

Уг (*)
•S (х) = f f (х, у) dy,

ii (*)
бу ерда f(x, у) бир ўзгарувчи- 
нииг функциясидир, чунки х = const.

Ҳосил қилинган формула цилиндрик жисм кўндаланг кеси- 
мининг 5 (х) юзини ифодалайди. Энди жисмнинг ҳажмини то- 
пиш мумкин:

ғ v = J (J f {х' у) dy)dx-
а У'.(х)

Аммо иккинчи томондан цилиндрик жисмнинг ҳажми икки ўл- 
човли интегралга тенг: V = \\ f (х, у) dxdy. Шу сабабли

»,w
f [ f (X, у) dx dy = |  | f (х, у) dyj dx

Уг (* )

еки
у, (*)

j f f (x, y) dx dy = f dx j  / (x, y) dy.
(/, w

(3.1)

Ана шунинг ўзи икки ўлчовли интегрални ҳисоблаш учун 
изланастган формуладир. Унгда турган интеграл икки каррали 
чнтеграл дейилади, шу билан бирга

у, <*)
f / (*, У) dy

Vi (* )

ички интеграл деб аталади, бунда х ўзгармас ҳисоблана- 
Аи, интеграллаш у бўйича олиб борилади, интеграллаш чегара- 
лари эса умумий ҳолда х нинг фуикциялари бўлади (ўзгармас 
бЎлишлари ҳам мумкин). Ички интегрални ҳисоблаш натижаси 
УмУмий ҳолда х нинг функцияси бўлади. Бу натижа ташқи ин- 
!еграл учун интеграл ости функцияси бўлади, ташқи интеграл х 
УЗарувчи бўйича а дан b гача чегараларда ҳисобланади.

(3.1) формула D соҳада на фақат f(x, у )> 0 бўлгандагина,



балки f(x ,y ) < 0 бўлганда ҳам ёки f(x ,y) D соҳада ўз ишора 
сини ўзгартирганда ҳам тўғрилигича қолади.

1-э сла тма .  Агар D интеграллаш соҳаси Ох ўқи йўналц 
ши бўйича мунтазам бўлса, яъни уни

| с < у < d,
U i  (у) < * < х2 (у) 

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин бўлса, у ҳолда 
икки ўлчовли интегрални ҳисоблаш учун қуйидаги формулага 
эга бўламиз:

л х, (у)
\\ f (X, у) dx dy = f dy j' f (x, y) dx. (3.2)
D c 'x, (y)

Бунда ички интеграллашда y ўзгарувчи ўзгармас деб ҳисобла- 
нади. Бу интеграллашнинг натижаси умумий ҳолда у ўзгарув- 
чининг функцияси бўлади, шундан кейин уни с дан d гача че- 
гарада у бўйича интеграллаш керак.

2 - э сл а тм а .  Ташқи интегралнинг иитегралланиш чегара- 
лари доим ўзгармас бўлади.

3 - э сл а тм а .  Агар D интеграллаш соҳаси номунтазам бўл- 
са, уни бир неча мунтазам соҳаларга бўлиш, бу соҳаларнинг 
ҳар бирида икки ўлчовли интегрални ҳисоблаш ва шундан ке- 
йин натижаларни жамлаш керак. Мазкур бобнинг 1- § идаги
3- хоссага кўра D соҳа бўйича олинган интеграл шу йиғиндига 
тенг бўлади.

4- э с л а т м а. Агар интеграллаш соҳаси D
x^b , 

с < у  < d
тўғри тўртбурчакдан иборат бўлса, у ҳолда (3.1) ва (3.2) фор- 
мулалар қуйидаги кўринишларни олади:

J  j  f (х, у) dxdy = j' dx j' f (x, y) dy, (3-3)
a c 

d b
\[ f (X, У) dxdy = j dy j' / (x, y) dx. (3.4)

1-мисол .  Arap p зичлик пластинканинг исталган куқта' 
сида р = х+у формула билан берилган бўлса,

I 1 < jc<2,
1 1< у < 3

тенгсизликлар системаси билан берилган пластинканинг 
массасини ҳисобланг. н

Е ч и ш. Икки ўлчовли интегралнинг механик м а ъ н о с и Д  
келиб чиқилса, бу масала р дан олинган икки ўлчовли йН 
гралга тенг ( ( 1.2) формула):
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tn -  f J  (x +  У) dx dy,
'D

бунда D — томонлари
xjb= 1, x = 2, y =  1, y = 3 

.лдган тўғрн тўртбурчак бнлан че- 
гарзлангаи соҳа.

0 ннтеграллаш соҳасинн тас- 
вирлаймиз, у Ох ўқи йўналншн 
бўйича ҳам, Ог/ ўқи йўналиши 
бўйича ҳам мунтазам. Интеграл- 
„и ҳисоблаш учун (3.3) форму- 
ланн қўллаймиз (36-шакл):

2 з
т  = j j  (х -h у) dx dy = f dx j (x + y) dy. 

d i i
Олднн ички ннтегрални ҳисоблаймнз, унда * ўзгармас деб ҳи- 
собланади:

I  f (х +  у) dy = j (х + у) d (х + y ) ^ j  (х +  y f

Демак,

i
= ~  (,v +  3)2- l  (х+  ) f = 2 ( x  +  2).

т = \  2 (х + 2) dx= (х +  2)2 | = 42 - 3 2 = 7.

Бнз (3.4) формуладан фойдаланганимизда ҳам шундай нати- 
жага эришгаи, бўлардик:

3 2
т  = f dy j" (х+  у) dx = 7.

i i
2-мисол. Қуйидаги сиртлар билан чегараланган жисм 

\а>кмини топинг:
z = х2 +  у2, z = 0, у = х2, х = у2.

Е ч и ш. Бернлган жисм цилиндрик жисм: у юқоридан 
z^x2+y2 айланма параболоид, қуйидан z = 0 коордипаталар 

кислиги, ён томонлардан ясовчилари Oz ўқига параллел 
У̂Лгац у=х2, х=у2 параболик цнлиндрлар бнлан чегараланган. 
Нинг ҳажми V ушбу

V =  J J  f (*• у) dx dy

дррмула бўйича ҳисобланади. 
г== ̂ исмни юқорндан чегараловчи сиртнинг тенгламасн 

х -\.у2 интеграл ости функцняси бўлади. D интеграллаш со-



ҳаси эса 2=0 текисликдаГн 
г/=х2 ва х = у2 параболалар 5И 
лан чегараланган шаклдан ибо!! 
рат бўлади. Цилиндрик жисмвд 
юқоридан чегараловчи z=jc24-  ̂
параболоиднинг қисми худди mv 
соҳага проекцияланади (37. 
шакл).

D соҳа мунтазам, уни қуйи. 
даги тенгсизликлар системаси би- 
лан бериш мумкин:

— еки
Г v У

0< х <  1, 
у < \ X 

Шундай қилиб,
V = f f (х* +  y2) dx dy

'D

интегрални ҳисоблаш учун (3.1) ва (3.2) формуладан исталга- 
нини қўллаш мумкин. (3.1) формулани қўллаймиз:

i vT
V = f dx f (x2 + уг) dy.

0 X'
Олдин ички интегрални ҳисоблаймиз, унда х ўзгармас деб ҳи- 
собланади:

Yx
J  (х2 +  Уг) dy = [х2у +  j  у3>

V x  5/2 1 3/2 . 1
= х + - х  — X4 — — X». з з

Демак, V = f (x5/2+ j  к3,2— х* — j  xs) dx =

= (— x7/2+  — x5/2- i -  x8---- x’
1 ~ 15 - 5 21

l _  _2 _2____ 1____ 1_ = _6__
0 7 15 5 21 ’ 35’

Шундай қилиЗ, бгрялган жисмнинг ҳажми: V  =  —  (куб бирлик).ОЭ
(3.4) формуладан фэЗдаланялса ҳам шу натижага эришиш мум'



кИ ўлчовли интегрални икки каррали интегралга келтиринг, 
буНДа D = У=х*> х+ у= 2 чизиқлар билан чегараланган

С°^Е ч и ш. D интеграллаш соҳасини тасвирлаймиз (38-шакл). 
gy Ох ўқи йўналишидаги мунтазам соҳа, уни

{"<  \у УУ У <xs^2  —  у
тенгсизликлар систсмаси билан бериш мумкин, шу сабабли
(3.2) формулага биноан:

38- шакл. 39- шакл.

2 —  У

I  = j  dy j  / (х, у) dx.
0 v t

Агар интеграллаш тартиби ўзгартирилса, у ҳолда натижа- 
ни бир интеграл кўринишида ёзиб бўлмайди, чуики D соҳа Оу 
ўқи йўналиши бўйича номунтазам соҳа (ОВА чиқиш чегараси 
Ҳар хил қисмда ҳар хил тенгламага эга). D соҳани иккита D i ва 
2̂ мунтазам соҳаларга бўламиз (39- шакл):

( 0 < х < 1, ( 1
D i : l 0 < у< х-  т  D*: \ 0 < у  < 2  — х.

Натижада қуйидагига эга бўламиз:
I  ~  f [  / (х, У) dx dy = j  j  / (x, y) dx dy +  j  j  / (x, y) dx dy =

: "d  d I  'd,

= f dx f / (x, y) dy Ч- j  dx \ / (*, y) dy.
o o l б

%  мисол интеграллаш тартибини тўғри танлаш қанчалик му- 
Ҳим эканини кўрсатади.

2. Уч ўлчовли интегрални ҳисоблаш. Уч ўлчовли
J' | f / (х, у, г) dx dy dz
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интегрални ҳисоблаш учта ани& 
интегрални кетма-кет интегра̂  
лашга келтприлади. со интегра  ̂
лаш соҳаси пастдан г=г,(л-, у\ 
сирт билан, юқоридан эса’г^
= z2(x, у) сирт билан чегаралаГ-
ган деб фараз қиламиз. Бу жисм 
Оху текисликдаги D соҳага npo- 
скциялансин. D соҳа у=у\(х) Ва 
у= у2(х) чизиқлар билан (бунда 
У \ (х )^ у2(х) ва х=а, x^ b 
(a> b) тўғри чизиқлар билан 
чегараланган бўлсин. ю жисмнинг ис- 
талган ички нуқтаси орқали Oz 
ўқнга параллсл тўғри чизиқ ўт. 

казамиз (40-шакл). У to жксм чегараснни иккята Р  ва Q нуқ. 
тада кесиб ўтади. Уч ўлчовли интегралнинг қнймати

40- шакл.

Уг  (х) г , (х, у)
f [ j  / (х, У, Z )  dx dy az = f dx j' dy f(x, y, z) dz

У I (X ) г, (х.у)

формула бўйича ҳисобланишини исботлаш мумкин.
Унгда турган интеграл уч каррали интеграл дейилади. Бу 

интегрални ҳисоблаш учун олдин икки интегрални, х ва у 
ни ўзгармас деб олиб, z ўзгарувчи бўйича интеграллаш керак. 
Ҳисоблаш натижаси х ва у га боғлиқ бўлган функциядир. Бу 
функция ўрта интеграл учун у бўйича интеграл ости функция- 
си бўлади, бунда х ўзгармас деб ҳисобланади. Ниҳоят, иккин- 
ч;: интеграллаш натнжаси фақат х ra боғлиқ функция бўлади. 
Уни b дан а гача чегарада интеграллаб, уч ўлчовли интеграл- 
нкнг қийматинн тюпамиз.

4- м и с о л. Ушбу

I  — f П’ (х +  у +  z) dx dy dz

уч ўлчовли интегрални ҳисобланг, бунда со — координата те- 
кисликлари ва x+y+z=  1 текислик билан чегараланган жисм.

Е ч и ш. © интеграллаш соҳасини ва унинг Оху текисликда- 
ги D проекциясини ясаймиз (41-шакл). to соҳада ушбу тенг- 
сизликларга эга бўламиз:

0< лс< 1 ,
0 < у < 1 — х,
0 < 2 < 1 — X — у.

Шундай қилиб, уч ўлчсвли интеграл уч каррали интегралга

106



Э ж  41-шакл.

I l—x 1—дг-у
K r  / = f dx f dy [ (x +  y +z) dz

 о о
формула орқали келтирилади. Ички ннтегрални ҳисоблаймнз, унда z 
интеграллаш ўзгарувчиси, х ва у ўзгармас деб ҳнсобланадн:

\-x -y

j  (х + у + z) dz= j  (х + у + z)2
l—x—y

'0

l =  \  (х + У +  \ - х - у У - ^ _  (x + ijf  = 1  (1 — (л: -Ь */)2).

| Энди ўрта интегрални ҳисоблаймнз, бунда у интеграллаш ўзгаруВ' 
чнси, х эса ўзгармас деб ҳисобланади:

I -X \—х

lo(*+ »)• )

: <*+>-■«>*)- j  

- ?  ( ' - * - { + ?  * j - H i * >- * + f)'
Ниҳоят, ташқи ннтегрални ҳисоблаймиз:

I  = Г  — ( — .t3 — х +  — ) dx = — f —  х4-- - х2 +J  2 v з 3 / 2 \ 12 2o

+  l x ) \ '  = ±  ( J L _ 1  +  I U J L .
3 / lo 2 V 12 2 3 / 8
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Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Қандай соҳа мунтазам соҳа дейилади?
2 . Йкки ўлчовли интегрални мунтазам соҳа бўйича икки каррали интегра„ 

ёрдамида ҳисоблаш формуласини чиқаринг.
3. Номунтазам соҳа бўлганда икки ўлчовли интеграл қандай Ҳисоблаца.

4. Уч ўлчовли интегрзл уч каррали интеграл ёрдамида қаидай ҳисоблана-
ди?

ди?
5. 3485—3497, 3506—3512, 3517—3524- масалаларни ечинг.

4- §. Икки ўлчовли интегралда ўзгарувчиларни алмаштириш

Биз аниқ интегралларни ҳисоблашда ўзгарувчиларни ал- 
маштириш усули муҳим эканини биламиз. Ш у усул ёрдамида 
интсграл остндаги ифодани бошқа осон интегралланадиган 
ифода билан алмаштириш мумкин. Икки ўлчовли интеграллар 
учун шундай усулни қараймиз.

z=f(x, у) функция бирор ёпиқ чегараланган D соҳада уз- 
луксиз бўлсин. Бундай функция учун икки ўлчовли

(4.1)f f f (х, У) dx dy

интеграл мавжуд.
Интегралда

х = х (u,v), у = у (и, v) (4.2)
формулалар ёрдамида янги и, v ўзгарувчиларга ўтамнз, (4.2) 
формулалардан и, v ўзгарувчиларни ягона усул билан топнш 
мумкин бўлсин:

и = и (х, у), v = v [х, у). (4.3)

42- шакл.

(4.3) формулалар ёрдамида D соҳанинг ҳар бир Р(х ,у) 
нуқтасига (Оху координаталар текислигининг) янги 
тўғри бурчакли координаталар отстемасидан бирор P (u ,v ) 
нуқта мос келтирилади. Ҳамма P (u ,v ) нуқталарнинг тўплами 
D ёпиқ чегараланган соҳани ҳосил қилади (42-шакл). (4.2) 
формулалар координаталарни алмаштириш формулалари, (4.3) 
формулалар эса тескари алмаштириш формулалари дейилади.
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Arap (4.2) функциялар D соҳада узлуксиз биринчи тартибли 
^ у с у с н й  ҳоснлаларга эга бўлса ва агар шу соҳада детерминант

бўлса, у ҳолда (4.1) интеграл учун ўзгарувчиларни алмаштириш 
формуласи ўринли:

7 детерминант х — х(и, v) ва у=у(и, v) функцияларнинг и ва 
ti ўзгарувчилар бўйича функционал детерминанти дейилади. 
У шунингдек немис математиги Якоби номи билан якобиан деб 
ҳам аталади.

I-м и со л. Ушбу

интегрални ҳисобланг, бунда D ушСу
х + у =  1, х + у  = 2, 2х — у = 1, 2х — у = Ъ

тўғри чизиқлар билан чегараланган соҳа.
Е  ч и ш. Интеграллаш соҳасини қараймиз, у Ох ўқ йўнали- 

ши бўйича ҳам, Оу ўқ йўналиши бўйича ҳам номунтазам соҳа. 
Шу сабабли интегрални ҳисоблаш узундан узоқ бўлади, чунки 
D соҳани мунтазам қнсмларга бўлиш (улар учта бўлади), 
сўнгра эса шунга мос учта интегрални ҳисоблаш керак бўладн. 
Агар саддагина

дх дх

/ = ди dv ф  0
ду ду 
ди dv

(4.4)

f f f (х, У) dxdy = f f f (x (u, v), y (u, v)) l/| dudv. (4.5)
D ъ

f f (2x—y) dx dy

(4.6)

У V

2 U

43- шакл.
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алмаштиришлар бажарилса, интегрални ҳисоблаш анча осон 
лашади. Бундай алмаштириш асосида х+у=  1 ва х + у= 2 тўр? 
ри чизиқлар координаталарнинг янги O^uv системасида и = 1"Ва 
u = 2 тўғри чизиқларга ўтади, 2х— г/ = 1 ва 2х—у = 3 тўғри чн- 
зиқлар эса v —\ ва v = 3 тўғри чизиқларга ўтади. D паралле- 
лограмм D тўғри тўртбурчак билан алмашади, бу эса содда 
интеграллаш соҳаси бўлади (43-шакл).

Энди I  якобианни ҳисоблаш қолади. Бунинг учун х ва у 
ўзгарувчиларни (4.5) формула бўйича ифодалаймиз:

х = ~3 (u +  v),

У = \ ( 2и v ) .

и ва v ўзгарувчилар бўйича хусусий ҳосилаларни топамиз:
дх _  дх _  1 
ди ~  3 ’ до ~  J ’

°М . —  ЁИ . — _____ L
ди .3 ’ dv 3 ’

уларнинг қийматларини эса (4.4) формулага қўямиз:

3 3 = _  _I___2_ = ____1_
2 _ ____1_ _  9 9 _  3 '
3 3

(4.5) формула бўйича узил-кесил қуйидагига эга бўламиз:
2 3

J  j” (2х — у) dx dy =  | I* v ~  du dv =  | du j vdv =

I  =

i f l  
3 J  2

1 8du = - \  (9 — 1) du = T  u\ = - .
i i 

Қ у т б  к оординаталари. x ва y декарт координаталари
x = r cos ф, 
y = r sin ф

формулалар ёрдамида қутб координаталари r ва ф билан ал* 
машинадиган хусусий ҳолни қараймиз, бу амалий татбиқлзр 
учун муҳимдир.

т ва ф ўзгарувчилар бўйича хусусий ҳосилаларни топам
дх дх—  = cos^, —  = — л sin ф,
дг

ди . ди—  = Sin ф, —  = Г COS ф,
дг dqi
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I  = rcos2 (p +  rsin2 <ғ = r.

44- шакл.
бундан

| cos ф — rsin ф j
______  | sin ф rcos ф  i
(4.5) формула қуйядаги кўринишни олади:

j ' \ f (х> у) dxdy =  j* | / (rcos ф, rsin ф) rdrd ф. (4.7)
d  • z r

rdrdy ифода қутб координаталаридаги юз элементи дейилади. 
(4.7) формула кўпинча D соҳа маркази координаталар боши- 
да бўлган

х* +  у2< а-
доирадан _иборат бўлганда қўлланилади (44-шаклда чапда). 
Бу ҳолда D соҳа қуйидагн

0 <  r < а,
0 <ф < 2 л

тенгсизликлар билан анкқлападп. (4.7) икки ўлчовли интеграл- 
ни ҳисоблаш r ва ф ўзгарувчилар бўйича икки ўлчовли инте- 
грални ҳисоблашга келтирилади (44-шаклда ўнгда).

Қутб координаталар систсмасида қутбнинг жойлашишига 
боғлиқ ҳолда интеграллаш чегараларини жойлаштириш қои- 
Дасини кўрсатамиз.

а) 0 қутб ф = а  ва ф = р нурлар орасида жойлашган D со- 
™  ётмасин, бунда cp = const координата чизиқлари чегарани 
ККИта нуқтада кесиб ўтсин (45-шакл).

Г(9)

45- шакл. 46- шакл.



47- шакл.

ARB  ва AQB  эгри чизиқлар. 
нинг қутб тенгламалари мос ра. 
вншда r=r\ (ф)ва r = r2(ф) бўл. 
син. Берилган интеграллаш соҳа- 
си учун икки ўлчовли интеграл- 
ни ҳисоблаш формуласи қуйида. 
ги кўринишни олади:

fj / (r cos ф, т sin ф) rdrd ф =
е r ,  (ф)

= J  d(p j' / (r cos ф, r sin ф) rdr. (4.8)
ot r , (<p)

б) 0  қутб D интеграллаш соҳаси ичида ётсин ва  ̂= const 
координата чизиқлари чегарани битта нуқтада кесиб ўтсин. 
Чегаранинг қутб тенгламаси г=г(ц>) бўлсин (46- шакл). Бе- 
рилган интеграллаш соҳаси учун икки ўлчовли интегрални ҳи- 
соблаш формуласи қуйидаги кўринишни олади:

СГ t /  • 2л r  (Ф)J J / (r cos ф, r sm q>) rc[rci  ф = j" / (r cos ф, rsin^)rdr. (4.9)
0 0

0 қутб D интеграллаш соҳасининг чегарасига тегишли 
бўлсин, бунда D соҳа ф = а Ba ф = р нурлар орасида ётсин 
(47-шакл). 1егаранннг қутб тенгламаси г = г(ф) бўлсин. Бе- 
рилган интеграллаш соҳаси учун икки ўлчовли интегрални ҳи- 
соблаш формуласи Қуйидаги кўринишни олади:

лл р / . Р f (ф)j j / (r cos ф, r sin cp) rdrd ф = j  d ф j  / (r cos ф , rsin^)rdr. (4.10)
D a  o

 ̂ Чиқарнлган (4.8), (4 .9), (4.10) формулаларда ички интеграллаш 
ўзгарувчиси r, ташқи Интегрални ҳисоблаш ўзгарувчиси эса ф.

2- м и с о л. Устки ярим сфера 2 = У \  — xz— y\ z = 0 текислик
ва х + у- 2 у — 0 доиравий цилиндр билан чегараланган жисм 
ҳажмини ҳнсобланг.

Е  ч и ш. Ҳажмини Хнсоблаш керак бўлган жисмни ва бу жисм 
проекцияланадиган интёграллаш соҳасини тасвирлаймиз (48-шакл). *
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гИз.'Изланаётган ҳажм: V = 2 П У 4  —- х2 — у2 dxdy. Бу интегрални,
- Ъ

. jjh r cos ф билан, у ни r sin ф билан, dxdy ни rdrd ф билан алмаш- 
тириб, (4.7) формула бўйича қутб координаталарида ёзамиз:

V = 2 Л  Y 4 — r2 rdr dq>.

Интеграллаш ссҳаси чегарасинннг х2 +  у2 — 2 у = 0 тенгламаси 
қ\тб координаталар системасида r = 2 sin ф кўринишни олади. Қутб
ф = 0 ва ф = — нурлари орасида жойлашган интеграллаш соҳаси-
няиг чегарасида жойлашганини пайқаган ҳолда интегралга (4.10) 
формулани қўллаб ҳисоблаймиз:

я/2 2 Sin ф Jt/2 2 sin <р _1_

K =  2 j‘dq>j Y 4~ p 2rdr = — 2 ■ 1  j ‘ dy  j* (4— r2) 2d(4 —

- r2) = г (4 — r2) '
2 sin ф

0

я/2

d Ф = ~ у |  [(4 — 4 sin2 ф) — 4 ]с/ф=

-  f3 J0
я/216 ! (‘3 J0

n/2i

П/2-l

я/2
0

л/2

— Т » L- £ ) =i 2 j

_  _I6 /_2 _  n \ =  J6  / я ___ 2 \
_  3 \3 2 J  _  3 V 2 3 )'

Шундай қилиб, изланаётган ҳажм: ~ Ч  7" — -- j (куб. бирлик).
о \ 2. о J

З-мисол. Ушбу
(х2 + у2)3 = х4 + l/

чизиқ билан чегараланган шакл юзи- 
ни топинг.

Ечиш . Чизиқ тенгламасида х 
ни r cos ф билан, у ни r sin ф билан 
алмаштириб, қутб координаталарида 
ёзамиз:

lr = --1/3 + С05 4Ф.
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Llly чизиқ билап чсгаралангаи соҳанн тасвирлаймиз (49- шакл). gv 
соҳанииг симметрнклиги ҳамда ( 1.1) формулага биноан изланаётгав 
юз бундай ифодаланади:

Қутб координаталарида dxdy = rdrdy, сабабли:
я/4 F /3 + cos4v

5 =  8 f ̂ rdrd <p =  8 j' d ф J  rdr =

Шундай килиб, изланаётган юз S  = —  (кв. бирлик).
4

5-§. Уч ўлчовли интегралда ўзгарувчиларни алмашгирил

Уч ўлчовли интегралда ўзгарувчиларни алмаштириш ҳам 
икки ўлчовли интегралдагидек амалга оширилади. f(x ,y,z ) 
функция фазонинг бирор чегараланган ёпиқ w соҳасида узлук- 
сиз бўлсин. Бундай функция учун уч ўлчовли

.Ш  Нх, у, z) dxdydz (5.1)
03

интеграл мавжуд. Ушбу
х = х(и, v, w), у = у(и, v, w), z = z(u, v, w) (5.2)

формулалар ёрдамида интегралда янги и, v, w ўзгарувчилар- 
га ўтамиз. (5.2) формулалардан и, v, w ларни ягона усул би- 
лан аниқлаш мумкин бўлсин:

и = и(х, у, z), v = v(x, у, z), w = w(x, у z). (5.3)
(5.3) формулалар ёрдамида а> соҳанинг ҳар бир P(x,y,z) 

нуқтасига координаталарнинг 0 {uvw систёмасидан бирор 
P (u ,v ,w )  нуқта мос қўйилади. Ҳамма P (u ,v ,w )  нуқталарнинг 
тўплами фазонинг чегараланган ёпиқ ш соҳасини ташкил қи- 
лади. (5.2) формулалар координаталарни алмаштириш форму- 
лалари, (5.3) формулалар эса тескари алмаштириш форму- 
лалари дейилади. Шу фаразларда исботлаш мумкинки, агар
(5.2) функциялар oj соҳада биринчи тартибли узлуксиз хусу- 
сий ҳосилаларга эга бўлса ва бу соҳада детерминант
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ёх сх  ёх

(5.4)

<?z Эг _Э£ 
ёи OV cW

улса, у ҳолда (5.1) интеграл учун ўзгарувчнларнн алмашти-

= ff 1*/(х(«, v, w), у(и, V, w), z (и, v, w))-\I\dudvdw. (5.5)

/ детерминант x=x(u,v, w), y=y(u, v,w ), z = z (u ,v,w ) 
функцияларнинг u, v, w ўзгарувчилар бўйича функционал де- 
герминанти ёки якобиан деб аталади.

1. Цилиндрик координаталар. Oxyz координаталар систе- 
масида М нуқтани қараймиз. Р  нуқта М  нинг Оху текисликда- 
ги проекцияси бўлсин. М нуқтанннг фазодаги ҳолатини Р  нуқ- 
танинг қутб координаталарини Оху текисликда бериш ва М 
нуқтанииг 2 аппликатасинн бериш билан аниқлаш мумкин. Бу 
r, <р ва z сонлар (учта сон) М нуқтанинг цилиндрик координа- 
талари дейилади. 50- шаклдан нуқтанинг цилиндрик коорднна- 
талари унинг декарт координаталари билан қуйидаги муно- 
сабатлар билан боғлангани кўринади:

рЙш формуласи ўринли:
J J у, z) dx dy dz =

(5.6)

бунда г > 0, 0 < ф < 2 л , — сю < z <  оо. r, <р, z бўйича хусусий 
хосила.'ирнн топамиз:

бундан:
cos^ — rsin^  0
sin ф r cos ф 0 = r.
0 0 1

М

(5.5) формула қуйидаги кўршшшни 
°лади:

I j  J  f(x, у, z) dx dy dz = (5.7)

50- шакл.
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Ш (х2 +  Уг) dx dy dz ^
<0

интегрални ҳисобланг, бунда й 
соҳа z = х2 +  уг гараболоид Р>а 
z= 1 текислик билан чегаралаигац.

Е ч и ш. (о интеграллаш со- 
хаси ва унинг Оху текисликдаги 
D проекциясини ясаймиз (51- 
шакл).

Интегралда цилиндрик коорди- 
иаталарга ўтамиз: интеграл ости- 
даги f(x, у, z) = хг + у- функция 
/ (r cos ф, r sin ф, z) = r2 кўринишни 
олади, со соҳа чегарасининг z=x2+ 
+ у2 ва 2=1 тенгламалари бундай 
ёзилади: z = r2 ва 2 = 1, D соҳа 
чегарасипинг х2 +  у2 = 1 тенгла- 
маси r = 1 бўлади. Шундай қи- 
либ, уч ўлчовли интегрални ци- 
линдрик координаталарда ёзнш 
ва (5.7) бўйича ҳисоблаш мумкин:

j  j  j  (х2 + у2) dx dy dz =
<0

1 2я 1 II
= j j j  r2' rd rd<fdz = f dq>\ dr \ r3dz = \ d(f \ (r^-z^l^dr =

0) 0 0 гг 0 0
2я 1 2я ,

0 0 0 
2я 2я

0 0
2. Сферик координаталар. Oxyz координаталар системасида 

М  нуқтани қараймиз. М  нуқтанинг фазодаги ҳолати унинг коор- 
динаталар бошигача бўлган масофаси (М  нуқта радиус-век- 
тори узунлиги), радиус-вектор билан Oz ўқ орасидаги 0 бур- 
чак ҳамда нуқта радиус-векторининг Оху ўққа проекцияси би- 
лан Ох орасидаги ф бурчак орқали аниқланади. Бу учта r, ф, 0 
сон М  нуқтанинг сферик координаталарн дейилади. 52- шакл- 
дан М нуқтанинг сферик координаталари унинг х, у, z декарт 
координаталари билан қуйидаги муносабатлар орқали боғлан- 
ганлиги кўриниб турибди:

1-мисол. Уч ўлчовли

2 Я 1

х = rsin Gcos^,



53- шакл.

у = г sin 0 sin Ф, 
z =  r cos 0,

бунда r > 0, 0 < cp <  2 л, 0 < 6 <л. 
длмаиггириш якобиани 

/ = r2 sin 0
эканини ҳисоблаш мумкин, шу са- 
бабли (5.5) формула қуйидаги кўри- 
„ишнн олади:

j j  j f(x, У, z)dxdydz —
0)

= П \ f(r sinOcoscp, rsinOsin^, rcos0)r2sin0 a'rd^d0. (6 .8) 
йГ

2- м и c o л. Радиуси R ra тенг шар ҳажмини ҳисобланг.
Е ч и ш. (2.1) формулага биноан ва изланаётган ҳажми V 

ra тенг жисмнинг симметриклиги туфайли ҳажм қуйидаги фор- 
мула бўйича ҳисобланади:

V = 8V = 8 j  j j  dx dy dz = 8 j f j  r2 sin 0 dr d cp d 0,

бунда V — шар ҳажмининг саккиздан бир қисми (53- шакл):
0 < r < R,

0 < ф < — .
2

Демак,
_п

2 2 R

X/2 я/2

V = 8 [ d ф j d 0 f r2 sin 0 dr =
 o o

я_ _я
Я/2 n 2 2

= 8 j  d ф j‘ sinO- — dd = I j d 9 j t f 3sin0d0 =
0 o o

> я/2 /
^Ф = — j (cos^---cos0jrf^ =

o
t/2 Я

= 1 /?3 f d V = i-/?3.q>|2 = 1 я ^з
3 J  3 v l„ 3

Шуцдай қилиб, радиуси га тенг шар ҳажми

Я/2
= _ A /?3 j* cose 

0

Я/2

0
я/2
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V = 1  п R3 (куб бирлик)
О

дан иборат.
Уз-ўзинп т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 . Икки ўлчовли интегралда ўзгарувчи қандай алмаштирилади? Алмаш 
тириш якобиани нима?

2. Икки ўлчовли интеграл қутб координаталарида қандай ифодаланадвз 
Декарт координаталаринн қутб коордннаталарига алмаштириш якобиани ца'. 
мага тенг?

3. Қутб координаталарнда икки ўлчовли интеграл икки каррали интеграл 
ёрдамида қандай ҳнсобланади?

4. Уч ўлчовли интегралда ўзгарувчилар қандай алмаштириладн? Алмаш- 
тириш якобнани нима?

5. Уч ўлчовлн интеграл цилиндрик координаталарга қандай алмаштнрила- 
ди? Декарт координаталарини цилиндрик координаталарга алмаштириш яко- 
биани иимага тенг?

6. Уч ўлчовли интеграл сферик координаталарга қандай алмаштирилади? 
Декарт координаталари сферик координаталарга қандай алмаштириладн? 
Декарт коордннаталарини сфернк координаталарга аймаштнриш якобиани 
нимага тенг?

7. 3525—3540, 3547—3558- масалаларнн ечинг.



11-бо б

ЭГРИ  ЧИ ЗИ ҚЛИ  И Н ТЕГРА Л Л А Р ВА СИРТ 
И Н ТЕГРАЛ Л АРИ

1-§. Эгри чизиқли интегралларга олиб келадиган масалалар

Интеграллаш соҳаси бирор эгри чизиқ кесмаск бўлган ҳол 
учун аниқ интеграл тушунчасини умумлаштирамиз. Бу турдагн 
интеграллар эгри чизиқли интеграллар дейилади. Улар мате- 
матиканинг турли бўлимларида қўлланилади. Эгри чизиқли 
интегралларнинг икки тури фарқ қилннади: биринчи турдаги 
ва иккинчи турдагн эгри чизиқли интеграллар. Бу тушунчалар- 
га келтирувчи масалаларни қараб чиқамиз.

I. Эгри чизиқнинг массасини ҳисоблаш ҳақидаги масала. Фараз 
қилайлик, бирор АВ  ясси эгри чизиқда масса узлуксиз тақсимланган 
бўлсин. Агар эгри чизиқнинг ҳар бир М нуқтасидаги р зичлиги маъ- 
лум бўлса, яъни р = р (М) бўлса (бунда р = р (М) — М  нуқтанинг 
берилган узлуксиз функнияси), АВ  эгри чизиқнинг т  массасини топа- 
миз. Бунинг учун АВ эгри чизиқни Аи А2, . . . , Л(_,, Л,-, . . . , A n_ t 

куқталар билан п та ёйга (қисмга) ажратамиз (54-шакл). АВ  эгрн 
чизиқни бўлиш натижасида ҳосил бўлган ёй узунлигининг энг кат- 
тасини d билан белгилаимиз ва бўлиниш диаметри деб атаймиз. Агар 
диометр d-* 0 бўлеа, у ҳолда ёйларга бўлиш сони п-*- оо бўлади.
A c - iA j  ёйларнинг ҳар бирида ихтиёрий равишда биттадан M { (xit у^ 
нуқта танлаб оламиз ва унда эгри чизиқнинг зичлнгини ҳисоблаймиз:

р .  =  р (A f.) =  р (^ , ^ ).

Агар эгри чизиқнинг ҳгр бир қисмидаги ҳамма нуқталарда зичлигн 
ўзгарлтас ва унинг M t- нуқтадаги қийматига тенг бўлади деб фараз 
Қилинса, у ҳолда ҳар бир ёйнинг 
т ‘ массаси тақрибан қуйидагига 
Тенг бўлади:

mi ~  Р (м д Д = P (xh ~yL) Ali, 
бунда Д /t- катталик А^А^  ёйнинг 
Узунлиги. Ҳамма ёйларнинг масса- 
а̂рини қўшиб, АВ  эгри чизиқ m 

массасининг тақрибий қийматини 
Ҳосил қиламиз: 54- шакл.
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т  fa 2  Р (/И ,.)А / ;= 2 Р (xi’ УдA li- (1.1)
1=1 i= l

Эгри чизиқ қанчалик кичикроқ бўлакларга ажратилса, бу тенглиқ 
шунчалик аниқ бўлади. Моддий эгри чизиқнинг массаси бўлиннш 
диаметри d нолга интилганда ( 1.1) тенглик ўнг қисмининг лимитига 
тенг бўлади, яъни

т  = lim S  р (М() Д /t- = lim У  р (х£, у{) Д /t-, (1.2)
d—*-Q [=1 d-* 0 £-_i

бунда
d = шах Д /t.

Шундай қилиб, эгри чизиқнинг массасини ҳисоблаш масаласи (1.2) 
лимитни ҳисоблаш масаласига олиб келииди.

2. Кучнинг эгри чизиқ бўйлаб бажарган иши ҳақидаги масала. 
Фараз қилайлик, М  моддий нуқта АВ ясси эгри чизиқ бўйлаб ҳаракат- 
ланганда координата ўқларида ўзининг Р  ва Q проекцияларл билац
берилган Ғ  = Ғ (х, у) куч таъсирида, яъни

Ғ  — Ғ  (х, у) = Р(х , у) i + Q (х, у) j (1.3)

куч таъсирида А ҳолатдан В  ҳолатга ўтган бўлсин. Ғ  кучнинг АВ 
кўчиришда бажарган W  ишини топамиз. АВ  эгри чизиқни А, A L,
А2, . . .  , A t_ {, A t........ Ап_ ь В  пуқталар билан яна п та қисмга
(ёйга) бўламиз. Энг катта ёйнинг узунлигини d билан белгилаймиз 
ва уни бўлиниш диаметри деб атаймиз. Ҳар қайси қисмда (ёйда) их-
тиёрий М[ (xit yj) нуқтани танлаймиз ва унда Ғ( = {P it Qt} кучаинг 
қийматини топамиз, бунда

F i -= F i ( x i, Ўд> F i =  P ( x i ,  Ў д , Q i =  Q ( x i, Ў д-

Куч ёйнинг нуқталарида ўзгармас сақлзцади ва унинг таъсиряда 
нуқта ёй бўйича эмас, балки бу ёйнинг ватари Д St = /!,•_,/?/== {Д*;. 
Д ijj) бўйлаб кўчади деб фараз қиламиз. Ҳярбир ёйдаги ишнинг тақ-
рибий қиймати куч вектори F t- Еа кўчиш вгктори Д S t- пинг скаляр 
кўпайтмасига тенг (55-шакл):

Wt = F r  Д S t = Р  (х( , yL) Д X i+ Q fc , ~JL) Д yL.

Ҳосил қилинган қисм ишларни жамлаб АВ эгри чизиқ бўйлаб Ғ  куч 
бажарган тўлиқ ишнинг тақрибий қийматини ҳосил қиламиз:

W  «  V  [Р ( J ^ )  AXi +  Q ~Х1Гуд Ау+ (1.4)
t=i
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М од д ий  нуқтани ЛВ эгри чизиқ бўйлаб кўчиришда Ғ  куч бажарган 
иш учун d бўлиниш диаметри нолга иитилганда (1.4) йигиндииинг 
лимитини қабул қиламиз, яъни

П

w  =  1 im У  [р (*;, ~yt) Дх(- +  Q yt) Дyj\. (1.5)
d-*°iTx

Бу ерда ҳам кучнинг бажарган ишини ҳисоблаш масаласи (1.5) ли- 
митни ҳисоблашга келди.

Кейинчалик (1.2) ва (1.5) формулаларнинг ўнг қисмлари 
АВ эгри чизиқ бўйлаб биринчи ва иккинчи тур эгри чизиқли 
интеграллар эканини кўрамиз.

2-§. Биринчи тур эгри чизиқли интеграл

1. Таърифи ва асосий хоссалари. Оху текисликда ҳар бир нуқтаси- 
да f (х, у) функция берилган бирор АВ силлиқ эгри чизиқни қараб чиқа- 
миз. Бу эгри чизиқни А, А{, А2, . . . , Аг_ х, At, . . . , Ап_ {, В  нуқталар 
билан п та бўлакка (ёйларга) ажратамиз ва ҳар бир ёйда биттадан

(X{, у;) нуқта танлаб оламиз. Бу нуқталарда берилган f(x, у) 
функциянинг қийматларини ҳисоблаймиз ва қуйидаги йиғиндини ту- 
замиз:

>;/(/и(.)д/,. =  v / ^ ,  ў(.)д/(,  (2 .1)
i=i /=i 

бувда Д/(- катталик ёйнинг узунлиги (56-шакл). (2.1) кўриниш-
Даги йиғиндилар f(x, у) функция учун АВ ясси эгри чизиқ бўйлаб 
олинган биринчи тур интеграл йиғиндилар деб аталади.

Т а ъ р и ф. Бўлиниш қисмларининг энг катта Дlt узунлиги 
(уни d диаметр дсб атаймиз) нолга интилган шартда (2.1) 
интеграл йиғиндининг лимити биринчи тур эгри чизиқли интег- 
Рал дейилади (ёки ёй узунлиги бўйича эгри чизиқли интеграл 
Дейилади) ва

f /(*> У) dl
л в
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саби белгиланади. Шундай қилиб,

f f (х, У) dl ■-= lim У  f (xit у\) M it (2.2)
Хв Й

iy ерда АВ эгри чизиқни контур ёки интеграллаш йўли деб атай- 
газ. Агар f(x, у) функция АВ контурнинг ҳамма нуқталарида узлук- 
из бўлса, бу лимит мавжуд бўлади. Биринчи тур эгри чнзиқли иц- 
еграл АВ интеграллаш йўлининг йўналишига боғлиқ бўлмайди, чун- 
и A/t- ёйнинг узунлиги Л,-_, ёки At нуқталардан қайси бири ёйнинг 
оши учун ва қайси бири охири учун қабул қилинганига боғлиқ 
|ўлмайди, яъни

f f(x, у) dl = \f(x, у) dl.
А В  ВА

(2.2) ва ( 1.2) формулаларни таққослаб, зичлиги р(х,у) бўл- 
зн моддий АВ  эгри чизиқнинг т  массаси р (х, у) зичликдан 
В  эгри чизиқ бўйича олинган биринчи тур эгри чизиқли ин- 
егралга тенг, яъни

т =  f P(x , у) dl (2.3)
А В

ўлишинн кўрамиз.
Лгар АВ контурнинг ҳамма нуқталарида интеграл остидагн 

'.v, у) я  1 бўлса, у ҳолда биринчи тур (2.2) эгри чизиқли интег- 
алнинг қиймати сон жнҳатдан АВ  эгри чизиқнинг L узун- 
игига тенг бўлади, яъни

L =  f dl. (2.4)
А В

Агар АВ  эгри чизиқпинг ҳар бир нуқтасида интеграл ости- 
аги функция f ( x , y ) ^ 0 бўлса, у ҳолда (2.2) эгри чизиқли ин- 
трал сон жиҳатидан ясовчилари Oz ўқига параллел бўлган 
глиндрик сирт бўлагининг 5 юзига тенг бўлади. Бу сиртнинг 
^налтирувчисн АВ  контур бўлади, у юқоридан z = f(x ,y) сирт 
тлан, пастдан 2 = 0 текислик билан чегараланган (57-шакл). 
1ундай қилиб,

S — f f (х, у) dl. (2.5)
А В

ссн АВ  эгри чизиқ бўйича олинган эгри чизиқли и н т е г р а л н и и г  
ометрик маъноси ана шундан иборат.

Эгри чизиқли интегралнинг асосий хоссаларини биз санаб 
■амиз холос, чунки уларнинг исботи аниқ интегралнинг мос 
1ссаларн нсботнга ўхшашдир.

1-хосса. Узгармас кўпайтувчини згри чизиқли интеграл 
иорасидан ташқарисига чиқариш мумкин, яъни агар k ўзгар- 
ic сон бўлса,



57- шакл. 58- шакл.

f kf(x , У) dl = i f f(x, y)dl.
A B  \B

2-x o cca . Бир неча функцияинг алгебраик йиғиндисидан 
олинган эгри чизиқли интеграл i шилувчилардан олинган (ик- 
кита қўши-тувчи билан чекланамз) эгри чизиқли интеграллар- 
нинг алгебраик йиғиндисига тенг

f [f(x, у) ± ф(х, у)} dl= f (х, y )d l ± f ф(х, y)dl.
А В  АВ А В

[ 3-хосса. Агар интеграллаш 1ўли АВ  бир неча қисмга бў- 
линса, у ҳолда бутун йўл бўйич олинган эгри чизиқли инте- 
грал ҳар бир қисм бўйича (ики қисм билан чекланамиз) 
олинган эгри чизиқли интегралар йиғиндисига тенг бўлади 
(58- шакл).

f f(x, у) dl=* f f(x, )dl-f  f f(x, y)dl.
А В  AC C B

- Пировардида шуни қайд қилмизки, агар АВ  фазовий эгри 
чизиқ ва унда f(x ,y ,z ) функци аниқланган бўлса, у ҳолда 
ясси эгри чизиққа ўхшаш холдабу фазовий эгри чизиқ бўйлаб 
бнринчи тур эгри чизиқли исегрални аниқлаш мумкин, у 
қуйидагича белгиланади:

f f (x ,y ,:)d l. (2-6)
А В

2. Биринчи тур эгри чизиқли нтегрални ҳисоблаш. \ f(x, y)dl
А В

Эгри чизиқли иитегрални ҳисоблаш ниқ интегрални ҳисоблашга кел- 
тирилади. Фараз қилайлик, ясси силяқ АВ эгри чизиқнинг параметрик 
Тенгламаси

\x=x(t),
\у ~у (0

кўринишда бўлсин, шу билан бирг х\, у\ узлуксиз ҳосилалар мав- 
*Уд бўлсии. Фараз қилайлик, t пэаметр а  дан р гача ўзгарадиган 
бўлсин, шу билан бирга а < р. У  ■солда ёйнинг дифс|)еренциали

dl = dt.
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ва эгри чизиқли интеграл аниқ интеграл срқали

f f (х, у) dl = j  f (х (l), у (0) V x't 2 + y 't2 dt (2.7)
АВ a

формула бўйича ифодаланади. Жумладан, агар АВ силлиқ згрн чи- 
зик у = у(х) ошкор тенглзма билан берилган бўлса (бунда а < х sr 
<  b),

ь ______
f f(x, у) dl = \f(x, y (x ))V  1 + у 'г dx ( 2 .8)

А В  a

бўлади.
(2.6) фазовий эгри чизиқ бўйича олинган биринчи тур эгри 

чизиқли интегрални ҳисоблаш техникаси ясси эгри чизиқ бўйи- 
ча олинган интегрални ҳисоблаш техникасидан фарқ қилмай- 
ди, хусусан:

f / (х, у, z) dl =  j  / (х (t), у (/), г (t)) V х '2 +  у '2 +  z't2 dt, (2.9)
A D  а

бу ерда х = x(t), y = y(t), z = z(t) тенгламалар АВ эгри чизиқнинг 
параметрик тенгламалари, шу билан бирга t параметр а  дан (3 гача 
ўзгаради (а < р).

1-мисол. Ушбу
f (х + у + z) dl 

Ав
интегрални хисобланг, бунда АВ — қуйидаги параметрик тенгламалар 
билан берилгап винт чизиқ ўраминииг ёйи:

х = cos t, у=: sin t, z — t, бунда 0 < / <

Ечиш . (2.9) формулага кўра қуйидагиларни топамиз:
Я/2 ________________________________

f (x +  y +  z )d l=  f (cos t Ц- sin t+t) V (— sin /)г ~|- (cos dt^
А з  a

= V 2 (sin ̂ —  cos т - — V 2 (sin 0 — cos 0 +  0) =\ 2 2 8 /

- ^ ( > + '  +  l ) - V 2 ( 2 + f ) .

2-мисол. Интегрални ҳисобланг:
f *2 dl,

А В

бунда Л В — 1 < x < 2  бўлганда, y=\nx текис эгри чизиқнинг ёйи. 
Ечиш . (2.8) формуладан фойдалакиб, ҳосил қиламиз:
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-  I  (53/2 — 23/2) = -  ( ]/53 — V 2 3).3 3
3- §. Иккинчи тур эгри чизиқли интеграл

1. Таърифи ва асосий хоссалари. Фараз қилайлик, Оху те- 
кнсликда йўналтирилган ЛВ  силлиқ эгрн чизиқ берилган бўл- 
снн, унда унинг А боши ва В  охири ҳамда шу эгри чизнқдагн 
р(х,у) функцня кўрсатнлган бўлсин. Бу эгри чнзиқни

A '- l' V i .  вА, A lt А̂ , .
нуқталар билан А дан В  га қараб йўналишда ихтнёрнй узунликдаги 
п та бўлакка (ёйга) бўламиз (59-шакл). Ҳар бир ёйда (xh yL ) 
нуқтани танлаб оламиз. Р(х, у) функциянинг шу нуқталардаги қий- 
матларини ҳисоблаймиз. Ҳар бир ёй учун

Р (xt, ў{) АХ;
кўпайтмани ҳисоблаймиз, бунда Дх(- — At_ { А; ёйнинг Ох ўқдаги про- 
екцияси. Ёйнинг Ох ўқдаги проекцияси деганда бу ёй ватарининг Ох 
ўқидаги проекцияси тушунилади, яъни

Ах{

бунда ва xL_ x— А{ ватарнинг А{ охири ва А(_ { бошининг 
абсциссалари. Ҳосил қилинган кўпайтмаларнн қўшамиз:

V p £ . ,  у.)Ах.. (3.1)
i= 1

(3.1) кўринишдаги йиғинди Р (х ,у ) функция учун АВ  эгри чи- 
зиқ бўйича х координатага нисбатан иккинчи тур интеграл 
йиғннди дейилади. Иккинчи тур (3.1) интеграл йиғиндининг 
биринчи тур (2.1) интеграл йнғиндидан фарқи шундан иборат- 
ки, у ерда функциянинг қиймати бўлиниш қисмининг узунли- 
гига кўпайтирилади, бу срда эса 
бу қисмнинг Ох ўқдаги проек- 
циясига кўпайтирилади.

Т а ъ р и ф. Энг катта бўли- 
ниш қисмининг узунлиги нолга 
интилганда (3.1) интеграл йиғин- 
дининг лимити иккинчи тур эгри 
чизиқли интеграл (ёки х коорди- 
ната бўйича эгри чизиқли интег- 
рал) дейилади ва бундай белги- 
ланади:
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\ Р(х, у) dx
А В

(3.2)

Бу ерда ЛВ  контур ёки интеграллаш йўли дейилади ва А нук- 
та шу контурнинг бошланғич, В  эса охирги нуқтаси дейиладц

(3.1) интеграл йиғиндининг тузилишидан иккннчи тур эгрн 
чизиқли интеграл ўз қийматини АВ  интеграллаш нўли ўзгар. 
ганда қарама-қаршисига алмаштириши келиб чиқади, яъни

Ҳақиқатан ҳам, агар эгри чнзиқнинг йўналиши ўзгартирилса, у ҳол- 
да (3.1) йиғиндидаги Ддг,- проекцияларнинг ишоралари ҳам ўзгаради. 
Демак, йиғиндининг ўзи ва унинг (3.2) лимити ишорасини ўзгарти- 
ради.

у координата бўйича иккинчи тур эгри чизиқли интеграл 
ҳам шунга ўхшаш аниқланади, у бундай белгиланади:

(3.2) ва (3.4) эгри чизиқли интегралларнинг йиғиндиси ик- 
кинчи тур умумий эгри чизиқли интеграл (ёки координаталар 
бўйича эгри чизиқли интеграл) дейилади ва бундай белгила- 
нади:

Агар Р (х ,у ) ва Q (x,y ) — Ғкучнинг координаталар ўқидаги 
проекцияси бўлса, у ҳолда (1.5) муносабатдан иккинчи тур 
умумий эгри чизиқли интеграл шу кучнинг АВ  йўлдаги ишини 
ифодалаши келиб чиқади. Иккинчн тур эгри чизиқли интеграл- 
нинг механик маъноси шундан иборат.

Иккинчи тур эгри чизиқли интеграл биринчи тур эгри чи- 
зиқли интегралнинг ҳамма хоссаларига эга бўлади, бундан қу- 
йидаги мустасно: интеграллаш контури йўналиши ўзгарганда

(3 .3 )

АВ
(3 .4 )

(3-5)А В

интеграл (3.3) нинг ишора- 
си ўзгаради.

60- шакл.
А

Агар контурнинг охирги 
В  нуқтаси бошланғич А 
нуқтаси билан устма-уст 
тушса, А В  эгри чизиқ ёпиқ 
бўлади (60-шакл). Бу ҳол- 
да (3.5) интегралда АВ  
ёпиқ контур ҳар доим мус- 
бат йўналишда айланиб 
ўтилади, бунда шу контур 
ичида ётувчи соҳа айланиб
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•?.туВчн нуқтага нисбатан чап томонда қоладн деб ҳисоблай- 
^нз. Контурни айланиб ўтишнннг қарама-қарши йўналишини 
манфий йўналиш деб атаймиз.

Эгри чизиқли интегрални L  ёпиқ контур бўйича белгилаш 
учун

ф Р  (х, y)dx + Q (х, у) dy (3 6)

белгидан фойдаланиладн.
Пировардида, агар А В — фазовий эгри чизиқ ва унда 

Р(х, у, z), Q(x, у, z), R (х, у, z) функциялар аниқланган бўлса, 
ясси эгри чизиқ ҳолига ўхшаш бу фазовий эгри чизнқ бўйича 
олинган иккинчи тур эгри чизиқли интегрални аниқлаш мумкин. 
Интеграл бундай белгиланадн:

i Р (х, у, z)dx +  Q (х, у, z) dy +  R (х, у, z) dz. /3 ?)
А В  К ' ’

2. Иккинчи тур эгри чизиқли интегрални ҳисоблаш. Иккнкчи 
тур эгрн чизнқлн интегралии ҳисоблаш ҳам аннқ ингегрални ҳисоб- 
лашга келтирнлади.

Фараз қилайлик, АВ силлиқ яссн эгри чизиқ
(x  = x(f), •
\y = y(t)

параметрак тенгламалар билан берилган бўлсин, бунда t параметр- 
нинг а  дан р гача ўзгаришига эгрч чизиқ бўйлаб бошланғич А нуқ- 
тадан охирги В  нуқтага қараб ҳаракат мос келади. Бу ерда а миқ- 
дор р дан кичик бўлиши шарт эмас. У  ҳолда \ Р(х, у) dx эгрн чизиқ-

А В
ли интеграл

f Р (х, у) dx = )p  (x(t), у (t))x’(t) dt (3.8)
Л В  а

формула бўйича аниқ интеграл билан ифодаланади. f Q (х, у) dy ин-
А В

теграл учуи ҳам худди шунга ўхшаш формулани ҳосил қиламиз. 
Шундай қилиб, иккинчи тур умумий эгри чизиқли интеграл қуйида- 
гн формулага кўра аниқ интеграл билан ифодаланади:

\Р(х, у) dx+Q (X, у) dy= f [Р (x(t), y(t))x(t) +

+  Q(x(f), y(t))y'(t)]dt. (3.9)
Агар ясси эгри чизиқ ушбу

У = У(х), a ^ x ^ b  
ошкор тенглама билан берилган бўлса, у ҳолда (3.9) тенглик

[Р (х , у )dx+Q (х, ў )dy= | [Р (х, у (х)) + Q(x,y (х))у'(х)\ dx (3.10)
А В  а
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кўршшшни олади, бу ерда а ва b катталиклар АВ ёйининг А ва ь 
учларининг абсциссалари. Иккинчи тур эгри чизкқли интеграЛ{Г
(3.7) эгри чизиқ бўйича ҳисоблаш техникаси ясси эгри чизиқ бўйц  ̂
интегрални ҳисоблаш техникасидан фарқ қилмайди:

f Р  (х, i/, z)dx + Q (х, у, z) dy+ R (х, у, z) dz = j  [P(x(t), y(t), z(t))x'(t)+
A B  a

+  Q (X(t), У  (/), 2 (/)) y' (/) + R (x (/), y (t), z (/)) z' (/)] dt, (3.11)

бу ерда x = x(t), y = y(t), z—z (t )~  AB эгри чизиқнинг параметрик 
тенгламалари, / параметр ос дгн р гача ўзгаради, бу эса эгри чизиқ 
бўйича А нуқтадан В  нуқтагача йўналишга мос келади.

1-мисол. Интегрални ҳисобланг:

\(х + y)dx +  (x — z)dy + (у  +  z) dz,
А В

бу ерда ЛВ — тўғри чизиқнинг А ( — 1; 2; 0) нуқтадан В (3; 1; 2) 
нуқтагача оралиқдаги кесмаси.

Ечиш . Аввал икки А ва В  нуқта срқали ўтувчи тўғри чизиқ 
тенгламасини тузамиз:

Х +  1 _  у —  2 _  _z_
4 — 1 2 '

Бу эгри чизиқниаг параметрик тенгламаси қуйидаги кўринишга эга 
бўлиши равшан:

x =  4t— 1, y = —t +  2 , 2 = 2/.

Бунда А нуқта параметрнинг / = 0 қийматига мос келади, В  нуқта 
эса параметрнинг / = 1 қийматига мос келади. Шундан сўнг х' (/) = 
= 4, y'(t) =  — 1, z'(t) = 2 ларга эга бўламиз. (3.1) формуладан фой- 
даланиб, қуйидагини топамиз:

[(* +  y)dx +  (х — z)dy + (у +  z)dz =  Г [(4/— 1 —/ +  2)4 +
А В 0 1

1
= 6+ 9=  15.

0

+ (4/ — 1 — 2/)( — 1) +  ( — / +  2+  2/) 2\dt=  j [(3/ +  1)4 —
оi

— (2/ — 1) + (/ +  2) 2] dt = j  (12/+ 9) dt = (6/2 +  9/)
o

2-мисол. Интегрални ҳисобланг:

[ xy2 dx + x2y dy,
А В

бунда AB — y = x2 параболанинг Л(1; 1) нуқтасидан 5(2, 4) нуқта- 
сигача бўлган ёйидир.

Ечиш . х ни параметр учун қабул қилиб, (3.10) формулага кўра 
қуйидагини ҳосил қиламиз:

S
128



з-мисол. Ёпиқ коитур бўйича олинган қуйидаги эгри чизиқли 
ццтегралнн ҳисобланг:

rf (x2-f y'-)dy,
L

бунда L — учлари Л(0; 0), В (2; 0), С (2; 4), D (0; 4) нуқталарда жой- 
лашгап (нуқталар айланиб ўтиш тартибида жойлаштирилган) тўргбур- 
чакнинг контури.

Ечиш . L  контурни айланиб ўтиш йўналиши шаклда кўрсатилган 
(61-шакл).
Ь  Интеграллаш контури L ни тўрт қисмга бўлиб, қуйидагини ҳо- 

сил қиламиз:
Г  <j> (х2 + if ) dy = \ (x2 +  if ) dy\+ f (x- +  if)dy  + f (д:2 +  y*)dy +

->в в с  CD

2 "  i 2

+  j (x* +  y*)dy.
UA

Ҳосил бўлган ифоданинг ўнг томонидаги хар бир интегрални ҳисоб- 
лаб чиқамиз: (х1 +  if ) di/ = 0, чунки АВ контурда у= 0 ва dy=0.

" л в
ВС контурнииг тенгламаси х = 2 бўлади, у параметр 0 дац 4 гача 
ўзгаради, шунинг учун қуйидагини ҳосил қиламиз:

4
j (хг + If) dy = j  (4 +  if)d,j = ( 4l/+  ±  y*)

BC  n
4 = 16 +  —  = — .0 з з

j (хг +  y-)dy = 0, чунки CD контурда y = 4 ва dy = 0. DA контур-
CD
нинг тенгламаси x = 0 бўлади, y параметр 4 дан 0 гача ўзгаради, 
шунинг учун қуйидагини ҳосил қиламиз:

о
] ( ? + №  =  | ( 0 + ^ = ў ^3 

№ . DA 4

Шундай қилиб, натижада қуйидагини ҳосил қиламиз:

I  $(x* + y*)dy=  ~ т =  16-

Пировардида, биринчи ва иккинчи тур эгри чизиқли инте- 
граллар орасидаги боғланишни кўрамиз.
' АВ  эгри чизиққа М (х ,у ) нуқтада ўтказилган йўналтирил- 

ган уринманинг координата ўқлари билан ҳосил қилган бур-
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--------1_______ I - - -  _х х+ах
61-шакл. 62-шакл.

чакларни а  ва £ орқали белгилаймиз (уринманинг мусбат 
нўналиши учун нуқтанинг А дан В  га қараб эгри чизиқ бўй- 
лаб ҳаракат йўналишини қабул қиламиз) (62-шакл). 

Шаклдан
ах = cos а • dl, dy — cos p ■ dl

муносабатни ҳосил қиламиз. Иккинчи^тур эгри чизиқли интеграллар- 
да dx ва dtj ни олинган|муносабатлар билан алмаштириб, уларни 
биринчи тур эгри чизиқли интегралларга алмаштирамиз:

1 Р(х, y)dx= \ Р(х, y)cosadl, \ Q(x, y)dy = \ Q(x, у )cosfidl,
А В  AB A B  Л'В

\ P(X, y)dx + Q (x, y)dy = f  (P(x, y)cos a  + Q(x, y )cos p)dl. (3.12)
a 'b  л в

Шундай қилнб, биз биринчи ва иккинчи тур эгри чизиқли 
интеграллар орасидаги боғланишни ифодаловчи формулаларни 
ҳосил қилдик.

АВ  фазовий эгри чнзиқ бўлган ҳол учун ҳам шунга ўхшаш 
формула ўринли бўлади:
j  Р (х, у, z)dx +  Q (х, у, z) dy +  R (х, у, z) dz = j  [P (x, y, z)cos a +

+ Q(x, y, z) cos P + R(x, y, z) cos y\dl, (3.13)
бу ердз a, p, v — AB эгри чизиққа ўтказилган йўналтирилган урин- 
манинг коордииата ўқлари билан ташкил этгаи бурчаклари.

Уз-ўзнни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Эгрн чизиқнинг массаси қандай аииқланади?
2 . Нуктанинг куч таъсирнда эгри чизнқ бўйлаб ҳаракатланишида бажа- 

риладиган иш қандай аниқланади?
3. Берилган чизиқ бўйича бириичи тур эгрн чнзиқли интеграл деб нимага 

айтнлади?
4. Биринчи тур эгри чизнқлн интегралнннг хоссаларнни санаб ўтинг.
5. Иитеграллаш контури йўналиши бнриичн тур эгри чизиқли интеграл- 

нинг катталнгига таъсир қиладнми, тушунтирииг.
6. Агар ннтеграллаш контури тенгламаси параметрик кўрииишда б е р и л г а й  

бўлса, бирннчн тур эгрн чизиқли ннтеграл қандай ҳисобланади? Формулаии 
келтирннг.
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7 Arap интеграллаш контури тенгламаси i/=y (.v) ёки х=х (у) кўршшшда 
шкор берилган бўлса, биринчи тур эгрн чизиқли интеграл қандай ҳисобла- 

0 Мнсоллар кслтнрннг.
н А g Эгрн чизиқ бўйлаб олииган иккннчн тур эгри чизиқли интеграл деб 
«nuara айтилади?

9. Иитеграллаш контури йўналиши нккинчи тур эгри чизиклн интеграл- 
яинг катталигнга қандай таъсир кўрсатадн?

10. Интеграллаш контури сииқ бўлган ҳолдя айланиб ўтишнинг мусбат 
дСналиши қандай белгиланади?

1 1 . Arap интеграллаш контурн тенгламасн параметрик кўринишда берил- 
гзн бўлса, иккннчи т^р эгри чизнқли интеграл қандай ҳисобланади? Форму- 
ласини келтирннг. '

12. Arap интеграллаш контури тенгламаси у = у (х) скнх= х (у) куринишда 
ошкор бернлган бўлса, иккинчи тур эгри чизиқли ннтеграл кандай ҳисоблана- 
ди? Мисоллар келтиринг.

13. Бириичи ва иккинчи тур эгри чизиқли ннтеграллар ўзаро қандай боғ-
ланган?

14. 3770 —3799, 3806—3821, 3869—3875-масалаларни ечинг.

4-§. Грин формуласи

Бу параграфда ёпиқ контур бўйича олинган иккинчи тур эг- 
рц чизиқли интеграл ҳамда шу контур билан чегараланган соҳа 
бўйича олинган икки ўлчовли интеграл орасидаги богланишни 
курамиз.

Т с о р е м а . Агар Р (х ,у ) ва Q (x ,y) функциялар D соҳада 
ўзларининг биринчи тартибли хусусий ҳосилалари билан уз- 
луксиз бўлса, у ҳолда

ф  Р  (х, у) dx +  Q (X, у )dy =  j j  ( f  - _ dxdy {4 ])
L  D

формула ўринли бўлади, бу ерда L — D соҳанинг чегараси (L ) 
бўйича интеграллаш мусбат йўналишда амалга оширилади).
(4.1) формула Грин формуласи дейилади.

И с б о т и . Фараз қиланлик, L  контур билан чегараланган 
D соҳа мунтазам бўлсин (10-боб, 3-§). Бу соҳа қуйидан АМ В  
эгри чизиқ билан (унинг тенгламаси у=у\ (-v)) юқоридан ANB 
эгри чизиқ билан чегараланган (унинг тенгламаси у= у2(х)) 
бўлсин, шу билан бирга у \ (х )^ у 2(х) ва a<x^.b (63-шакл). 
Бундай D соҳани куйидаги тенгснзликлар системаси кўрини- 
шида ифодалаш мумкин:

j а < х < b,
ХуМ  < у <y-i(x)

Иккала АМВ ва ANB эгри чизиқлар биргаликда AMBNA  ёпиқ 
контурни ташкил этади.

С СдРАввал I \— dxdy икки ўлчовли интегралпи қараб чиқамиз ва
D ^

Уни эгри чизиқли шггегралга алмапггирамиз. Бунинг учун уни икки 
каррали интеграл кўринишида ифодалаймиз:
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УгМ b

dx = | [P(x, y2(x)) ■
УАх) aN t dxd'j ~ 5 dxi  r « i y ~ ' i p(x' y)

f> a yx{x) ab
—P(x, !/i(x))]dx = f P  (x, yt (X)) dx — f P(x, уг(х))<1х. (4.2)

a “
(4.2) нинг ўнг қисмида турган интсгралларнинг ҳар бири иккинчи 
тур эгри чизиқли интеграл бўлиб, улар тегишли эгри чизиқ бўйича 
о;инган:

6 t Г\(P(x,y2(x))dx= \ Р (х, y)dx= — J Pt(x, y)dx,
A N B B .\’A

('P(x, y^(x))dx= \ P(x, y) dx.
a A M B

Шундай қилиб, (4.2) ифодани бундай ёзиш мумкин: 

f  f dx d y----f P  (x, y) dx+ f P  (x, y) dx j = -  f P’t(x, y)dx,
J  J  ду , А М В  RS!AMHD  

ЯЪНИ

Ушбу

B.VA

^ d±dxdy = -§ P (x ,y )d x . (4.3)

f f f̂ -dx dy = (§j)Q (x, y) dy (4.4)
D L

формула ҳам худди шунга ўхшаш нсботланади. Бу ерда L  кон- 
тур билан чегараланган D соҳа (64-шакл) қуиидаги тенгсиз- 
ликлар системалари билан ифодаланади:

f c < y < d ,
U i î У Х  х< х2(у).

(4.4) тенгликдан (4.3) тенгликни ҳадма-ҳад айирнб, изланаёт- 
ган (4.1) формулани ҳосил қнламиз.

Грин формуласини исботлашда биз D соҳани мунтазам деб 
фараз қилган эдик. Бу формула чекли сондагн мунтазам соҳа-
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ларга ажратиш мумкин бўлган ҳар қапдай спиқ D соҳа учун 
хам ўринли бўлиб қолади.
' М н со л . Грин формуласн ёрдамида қуйидаги эгри чизиқли 

ннтегрални ҳисобланг: 1

§ (х — y)dx +  (x + у) dy,
L

бунда L — х2 +  у2 — R~ айланадир.
Ечиш . Р{х, у) = х — у, Q(x, у) = х +  у функциялар ва уларнинг
= — 1, — = 1 хусусий ҳосилалари буту текисликда узлуксиз,

дудемак, х' +  у2 < R 2 ёпиқ доирада ҳам узлуксиздир. Бипобарин, ис- 
ботланган теоремага кўра Грип формуласи берилган иитегралда қўл- 
ланилиши му.мкин. Шунинг учун қуйидагига эга бўламиз:

j  (x — y)dx + (х +  у) dy = j  f(l — ( — 1)) dx dy =
L  D

= 2f ( dxdy = 2-S = 2лR2,
D

чунки f f dx dy = 5, бунда 5 — интеграллаш соҳасининг юзи. Бизнинг
D

ҳолда бу доиранинг юзидир: 5 = лRz.
Олинган натижани берилган интегрални бевосита ҳисоблаш 

билан текшириш мумкин. Бунинг учун айлананинг тенгламаси- 
ни (интеграллаш контурини) параметрик кўринишда ёзамиз:

х = R  cos /, у = R  sin t,
бунда 0 < / < 2 л.

(3.9) формула бўйича эгри чизиқли интегрални ҳисоблаймиз:
2 ji

(̂ (л: — y)dx +  (х + у) dy = \ [(/? cost — R  sin /) ( — Rsmt) +
'l  o

2я
+ (R cos / + R  sin t) R  cos t]dt = R* | (—cos t sin t +  sin2/ +

o
2Я

+ cos21 +  sin t cos t) dt = R2 j  dt = 2n R2.

5- §. Биринчи тур сирт интеграли

1. Сиртнинг юзи. Сирт иптеграли деб аталувчи тушунчани 
киритишдан олдин о сиртнинг юзини ҳисоблаш ҳақидаги маса- 
•пани ҳал қиламиз.

Фараз қилайлик, о сирт z = z(x, у) тепглама билан берилган 
бўлеин, унинг Оху текисликдаги проекцияси а соҳа бўлади. Бу со- 
Ҳада г = z(x, у) функция узлукснз Еа zx(x, у), zy(x, у) уатуксиз ху-
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X

65- шакл. 66- шакл.

сусий ҳосилаларга эга бўлсин. Сиртнинг юзини апиқлаш учун а 
соҳани ихтиёрий Д5(, i = 1 ,п  юзли п та қисмга бўламиз.

Сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси А 5(- бўлган қисмиии Д<т(. 
билан белгилаймиз (65-шакл). Шундай қилиб, о сирт ҳам п та бў- 
лакка бўлинган бўлади. Ҳар бир Д6'(- қисмда биттадан ихтиёрий 
(л-(-, У/) нукта танлаб оламиз, а сиртда уига Д/t(.v(. у{, 2,-) нуқта мос 
ке.шди, бунда zt- — z(xit у(). /Vf(- нуқта орқали сиртга уринма текис- 
лик ўтказамиз (7- бобдаги (9.4) формула) (66- шакл):

бунда л", у, 2—  текислик иста.тгап нуқтасииинг координаталари, 
X. , у. , 2(. = 2 (Xi , ijj ) — уриниш нуқтасининг координаталари,
tij = {z'x(xj, yt), z'y(Xj, у{), — 1} текисликка перпендикуляр вектор (шу
текисликнинг нормал вектори). Arap нормал п{ вектор билан Oz ўқ 
орасидаги бурчакни у(- билан белгиласак, у ҳолда маълум формулага

ни ҳосил қиламиз (cos у,- > 0, чуики \\ — ўткир бурчак).
Mj нуктадаги урипма текисликнинг AS(- ia проекцияланадигап 

қисмининг юзнни Др(- билан бе.(гилаймиз, у ҳолда

Ҳосил қилинган юз.тарни қўшиб, уринма текисликларнинг  ̂ ҳамма 
бўлаклари ташкил қилган сиртнинг юзини ҳосил қиламиз:

z'x(Xj, l/j) (X  — X j) + z'u(Xj, y'j) (y — I J j )  — (2 — Zj) =  0,

кура

ASj — До(- • cos v(.
бупдая
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+  Xit yt) f  + j z'y(xit y-j |2■ ASr  (5 , J

gv Виғиндини a сиртиииг ю.тига тақрибан тенг деб ҳисоблаш мум- 
кйн. о сирт юзипмнг аниқ қиймати учун ясалган сиртнинг AS,- 
юзчаларнинг энг катта d диаметри нолга интилган шартдаги (5.1) 
юзининг лимити олинади. Агар бу юзнинг катталигини S билан бел- 
гиласак,

/=i

i=i

(5 .2 )

га эга бўламиз. Лимит белгиси остида турган йиғинди
V  i +lzx(x;y)]2+[zy(x, i/)i2

5 = j  fV  1 +  (z'x(x, y )f  +  (z'y(x, y )f  dx dy.
°x  y

Шундай қилиб, (5.2) муносабат z = z(x, y) тенглама билан берилган 
сиртнинг юзи ҳисобланадиган формулапи ифодалайди. Бу ерда оху — 
бу сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси.

1-мисол. 3.v + 2у +  6z =  12 текисликнннг биринчи октантда 
жойлашган қисмининг юзини ҳисобланг.

Ечиш . Қуйидагига эгамиз (67-шакл):

67- шакл.

,= ___ 3_ ___ 1_
* 6 2

z = - L (\ 2 - 3 x - 2 y ),b

огу соҳа Ох, Оу координата ўқлари \а.мда // = - - ( 12 — Зх) тўғри
чизиқ билан чегараланган учбурчакдан иборат (68-шакл). Изланаёт- 
ган 5 юзни (5.2) формула бўйича ҳисоблаймнз:

I  J j  V  1 + (-  + f-  -Tj dxdlJ = .1J  I i dxdy =
°x y  4 °xy

135



L (I2 - 3 x ) g-(I2-3*)

dx =" т Я ^ - т . р *  J  d!" T ,  

-  т  f ( 6 -  T '  h = т (% - т )  c -  т (24 - 12) - 14'
2. Биринчи тур сирт интегралининг таърифи ва асосий хосса- 

лари. Фараз қилайлик, силлиқ о сиртда f(x, у, z) фуикиия берилгац 
бўлсин (arap текисликнинг ҳар бир нуқтасида вазияти нуқтадан нуқ- 
тага ўтганда узлуксиз ўзгарадиган уриима текислик мавжуд бўлса, 
сирт силлиқ дейилади). Бу сиртни юзлари Ао,- га тенг бўлган п та 
ихтибрий қисмга бўламиз. Ҳар бир қисм сиртда ихтиёрий /ИДл:,-, yL, zt) 
нуқтани танлаб оламиз ва йиғиндини тузамиз:

П

V  i(Xi, y.L, 2.)Д01, (5.3)
i=i

(5.3) кўринишдаги йиғинди о сиртда f(x ,y ,z ) функция учуи 
биринчи тур сирт интеграли йиғиндиси дейилади.

Т а ър  и ф. До£ юзчаларнинг энг катта d диаметрининг узун- 
лиги нолга интилгандаги (5.3) интеграл йиғиндинйнг лимити 
f(x, у, z) функциянинг о сирт бўйича олинган биринчи тур 
сирт интеграли дейилади ва бундай белгиланади:

f \f(x, У, z)do.

бунда о — интеграллаш соҳаси.
Агар о сиртда f(x, y ,z )= \  бўлса, у ҳолда

f \da = S
а

бўлади, бунда S — о сиртнинг юзи, яъни биринчи тур сирт 
интеграли ёрдамида сиртларнинг юзларини ҳисоблаш мумкин.

Бундан ташқари, улар ёрдамида сиртнинг m массасини 
аниқлаш мумкин. Агар масса тақсимланишининг сирт бўйича 
р = р (х, у, z) зичлиги маълум бўлса, у ҳолда

т ~ ^ Ц х ,у ,г )Л а .
о

Энди сирт интегралининг асосий хоссаларини исботсиз кел- 
тирамиз.

1- х о сса . Доимий кўпайтувчини сирт интеграли ишораси- 
нипг ташқарисига чиқариш мумкин, яъни

j  \k f(x, У, z)da — k \ \ f(x, у, z)da.
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i  бупда k — ўзгармас сои. ^ -----^
I 2-x o cca . Бнр нечта функция- f  \
нинг алгебраик йиғиндисидаи олин- Г  j
ган снрт интеграли қўшилувчилар- f  J /  2 1

С дан (икки қўшнлувчи билан чекла- (  J  J
намиз) сирт бўйича олинган V __—  — ^  у
интегралларнинг алгебраик йиғин- • . •—

• дисига тенг: 69- шакл.

' f  j  lf(x, у, z) ±  (f (x, у, z)\do = j f  f(x, y, z)do ±  f f ф(дг, y, z)do.
V  V

3- x o c c а. Агар o интеграллаш соҳаси бир неча қисмга бў- 
линса, у ҳолда бутуи сирт бўйича олинган сирт интеграли ҳар 
бир қисм бўйича олинган (иккита қисм билан чекланамиз) сирт 
интеграллари йиғиндисига тенг бўлади (69-шакл):

3. Биринчи тур сирт интегралини ҳисоблаш. Бириичи тур сирт 
интсгралини ҳисоблаш уни каррали интегралга келтириш билан амал- 
га сширилади. a сирт z = z(x, у) тенглама билап берилган бўлсин, 
бунда z(х, у) финкциянинг ўзи ва унинг z'x(x, у), zy(x, у) хусусий ҳо- 
силалари оху ёпиқ соҳада узлуксиз бўлиб, бу соҳа a сиртнинг Оху 
текисликдаги проекциясидир. f(x, у, z) функция a сиртнинг ҳар бир 
нуктасида узлуксиз бўлсин. Бу сиртни Aa(-, i = 1, п юзли п та қисм- 
га бўламиз. Бу бўлтшшларни Оху текисликка проекциялаймиз. Мос 
ҳолда оху соҳанинг АS(-, i — \ , п кши п та бўлакка бўлинишини ҳо- 
сил қиламнз. (5.2) формул ага кўра сиртнинг ҳар бир бўлагининг Aa(- 
юзи қуйидагига тенг:

Бу каррали интегралга ўрта қиймат ҳақидаги теоремани қўлланиб, 
ушбуни ҳосил қиламиз:

бучда AS(-— Aa(- сирт қисмининг Оху текисликдаги проекциясининг 
юзи. xr  yL— AS(- соҳадаги бирорта нуқта. Aa(- қисм сиртдаги х£, J/(-, 
zt = z(.X[, yt) коордннатали нуқтани M L билан белгилаймиз, бунда 
(xt-, г/() (5.5) формуладаги нуқта. a сиртда f(x, у, z) функция учун 
интеграл йиғиндини тузамиз:

j  f f(x, У, z)do = f f f(x, y, z)do +  f f f(x, y, z)do.

A a-= j  \ Y  1 +  [zx(x, y)\2 +  [zu(x, y)\2dxdy.

(5.5)

137



=  ^  f(xr  Уг z(xi ’ у $  | 1 + k ' M i ’ lJ i ) f + K ixi' Уд )2 A S i- (5.(1) 
t=i

Бу 1енглики1нг ўьг қисмида оку соҳада уиуксиз бўлган

f(x, у, z(x, у))i T + [z x(x, у )]2 +  [zu(x, у)\-

фуикциядаи олинган каррали интеграл учун иитеграл йигинди жо'ь 
лашган. Шунинг учун (5.6) тенглама ўнг қисмининг лимити бир шч i 
тур сирт интегралига тенг:

$$/(*, У, z)do.
V

Бинобарин (5.6) тенгликда Дст(- диаметрлардап энг каттасининг 
nira иитилгандағи лимитига ўтиб, қуйидагини ҳосил қиламлз:

У, z)da =
О

= \\f (X, у, z(х, у))| 1 + [z'x(x, у)\* + [ги(х, iJWdxdy. ,
VXU

Бу формула о сирт бўйича сирт интегралининг о сиртнипг Оху текис- 
ликка аху проекцияси бўйича олинган каррали интеграл орқаш ифо- 
дасини берэди.

ст сирт бўйича олинган интегрални шу сиришнг Oyz ёхи Oxz те- 
кисликларга ayz ёки ахг проекция:гарм бўйича олинган карралл интег- 
раллар орқали ифодаловчи формулалар ҳам худди шунга vxuiaiu ҳо- 
сил қилинади.

2-мисол. Биринчи тур сирт ингегралини ҳисобланг:
( Y - - dg

J  I (.г+г+ ip ’
о

буида ст сирт х + у +  z = 1 текисликнннг биринчи октантда жойлаш- 
ган қисми.

Е  ч и ш. ст сирт
z = 1— х — у
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тенглама билан берилган (70- шакл). Буидан z'x = — I , z'y — — 1 га 
эга бўламиз. Ох, Оу координата ўқлари ва у — 1— х тўғри чизиқ 
бияан чзгараланган учбурчак аху интеграллаш соҳаси бўлади (71-1накл). 
Йзлзнаётгап интегрални (5.7) формула бўйича ҳисоблаймиз:

f f  dfl —  f f f f - ^ L  =J J  (х+г+|)*- J J  (jc-l-l—jc—y-hl)* аХау J J  (2—y)1
'J  axy °xy

I  - v '3l i h \ ~ ‘dx~ '  5 i ( r a -  0 0 0 0 0

к  -  т )  ■dx ~ . ( ( rh - f )  *  "  Vi ( 1л 1' + * 11 -

I ;  - f
3-мисол. Аг?-р

22=x2 +  j/2 (0 < г < 1) 
конуссимон сиртнинг зичлиги р сиртнннг ҳар бир нуқтасида бу нуқ- 
таиинг конус ўқигача масофасига пропорционал бўлса, шу конусси- 
мон сиртнинг массасини топннг (72- шакл).

Ечиш . Конуснинг исталган М(х£, у{) нуқтасидан унинг ўқигача 
масофа

d =-. Vx- +  у- 
формула бўйича хисобланади, шунинг учун р зичлик

р = k\ rx- -f у-
кўринишда ёзилади, бунда k — пропорционаллик коэффициенти, дои-
мий сон.

Шундай қилиб, юқоридаги ‘конуссимон сиртнинг rn массаси (5.4) 
формула бўйича ҳисобланади:

rn =  f j ‘ р (а% у, z)da = j ' f k V x 2 + y- da.
'av V

ст конуссимон СИрТ ________

2  =  V x 2 +  У2
тетйглама билан берилгани учун

х у z = — . z = --- —
X /х*+У* ’ 4 V A.-2+I/2

га эга бўлэмиз.
Изланаётган интеграл (5.7) формула бўйича ҳисобланади:

т  -= j  j  kVx- +  yl da =  f  j  kVx2 +  y1 ]  1 +  +  ^ ± d x d y  =
o xy

= k f ^Vx* + y2 ■ V 2 dxdy=kV2 f f V x 2 +  у2 dxdy.
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У

А
72- шакл. 73- шакл.

бу ерда  ’— радиусн 1 ra тенг бўлган доира (73-шакл).
аху соҳа бўйича ҳосил қилинган каррали интегралда х ни r cos ср 

га, у ни r sin ф га, dxdy ни rdrdqi га алмаштириб, қутб коорди- 
иаталарига ўтамиз. Шундай қилиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

1. Грин теоремасини ифодаланг ва исботланг.
2. Каррали интеграл ёрдамида сиртнинг юзини ҳисоблаш формуласйни 

келтириб чиқаринг.
3. Биринчи тур сирт интегралининг таърифини айтннг.
4. Биринчи тур сирт интегралининг хоссаларинн санаб ўтинг.
5. Бирннчи тур сирт интеграли қандай ҳисобланадн?
6. 3626—3639, 3822—3825, 3876—3886- масалаларнн ечинг.

1. Бир томонлама ва икки томонлама сиртлар. Аввал сирт- 
нинг томони тушунчасини киритамиз. о силлиқ сиртда ихтиёрий
М нуқтанн оламиз ва ундан сиртга нормал қилиб п вектории 
ўтказамиз. М нуқтадан ўтувчи ва сиртнинг чегаралари бнлан 
умумий нуқтага эга бўлмаган бирор ёпиқ контурни қараб чиқа-
миз. Агар М нуқтани шу контур бўйича п вектор билан бирга 
бу вектор ст сиртга доим нормал бўладиган қилиб (74-шакл) 
узлуксиз кўчирилса, у ҳолда М нуқта бошлангич вазиятига 
нормалнинг ўша йўналиши билан ёки унга қарама-қарши йўна- 
лнши билан қайтиб кслади.

о
Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

6 §. Иккинчи тур сирт интеграли
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Биринчи ҳолда сирт икки то- 
йонлама сирт, нккинчи ҳолда бир 
томонлама снрт дейилади. Текис- 
Л1(к, сфера, эллипсонд, ва умуман, 
г = z(x, у) тенглама билан нфодалан- 
ган (бунда z(x, у), z'x(x, у), z’y(x, у) — 
Оху текисликнинг бирор D соҳаси- 
даги узлуксиз функциялар) истал- 0 У
ган текислик икки томонлама сирт-   
ra мисол бўлади.

Мёбнус яироғи бир томонла- 74-шакл.
ма счртга энг содда мисол бў-
лади. Бу сиртии ҳосил қилиш учун ABCD  тўғри тўртбурчакда 
АВ  ва CD томонларнн А ва В  нуқталар мос равишда, С ва D 
нуқталар билан устма-уст тушадиган қилиб елимланади (75- 
шакл). Л\ёбиус япроғинннг нормал вектори уиинг ўрта чизнғи 
бўйлаб айланиб чиқншда йўналишинн қарама-қаршисига ўз- 
гартиради.

Бундан кейин биз фақат икки томонлама сиртларнигина қа- 
раймиз. Сиртнииг маълум томонини танлаш сиртни ориентация 
қилиих дейилади. Агар сирт ориентацияси танланган бўлса, у 
ҳолда сирт ориентацинланган дейилади.

Сирт чегарасининг ориентацияси тушунчаси сиртнинг томони 
тушунчасн билан боғлиқ. Лгар о — L  коитур билан чегаралан- 
ган ориентацияланган, ўзини кесиб ўтадиган нуқталари бўл- 
маган сирт бўлса (76-шакл), у ҳолда бу контурни айланиб чи- 
қиш йўналишини мусбат деб ҳисоблаймиз, агар бу коитур бў- 
қичаг ҳаракатланишда о сирт айланаётган нуқтага нисбатан 
чап томонда қолса, юриш йўналишини мусбат деб ҳисоблаимиз
(бунда п нормалнинг охиридан контурни айланиб ўтиш соат 
милига қарши кузатилади). Контурни айланиб ўтишнинг 
қарама-қаршн йўналиши манфий йўналиш дейилади.

2. Асосий таърифлар ва хоссалар. Эпди иккинчи тур сирт и 
тегрэлининг таърифига ўтамиз. Фараз килайлик о — силлиқ чегарз- 
ланган орие1Гтациялаиган сирт бўлсин. Агар нормаллар Oz ўқи би- 
лан ўткир бурчаклар ташкил этса, у ҳолда сиртнииг устки томони 
таиланган деймиз, агар ўтмас бурчаклар ташкил этса, сиртшшг ост-

75- шакл. 76- шакл.



қи томоии танланган деймиз. Бу 
сиртда R(x, у, z) чекланган функция- 
ни қараймиз (77- шакл). Бу сиртни 
ихтиёрий п та До,- қисмларга ажра- 
тамиз ва Aot- сиртнинг Оху текие-
ЛИКДаГИ ПрОеКЦИЯСИНИИГ ЮЗИ'.|;1 
(Да-) билан белгилаймиз. Ҳчр бир
Дс(- қясм сиртда ихтиёрий /ИДл-,., 
yit Zj) нуқтани белгилаймиз, бу нуқ- 
таларда R(x, у, z) функциясининг қнГ[- 
матини ҳисоблаймиз за қуйидаги 
йигиндини тузамиз:

2 *Ж х1’ Уь zi)(&ai)*u> (61)
t-l

бунда агар о сиртнинг устки томони танланган бўлса, (До/)Л7 
ифода мусбат ншора бнлан олинади, агар сиртнинг осткитомо- 
нн танланган бўлса, у ҳолда бу нфода манфнй ишора билан 
олинади. (6.1) кўринншдаги йиғинди о сиртда R (х, у, z) 
функция учун иккинчи тур сирт интеграли йиғиндиси дейила- 
ди. Иккинчи тур (6.1) интеграл йиғиндининг биринчи тур (5.3) 
интеграл йигиндндан фарқи шундаки, у ерда функциянииг 
қиймати қисмий сиртнинг юзига кўпайтирилса, бу ерда эса 
функииянинг қиймати қисмий сирт юзининг Оху текисликдаги 
ироекцнясига (мусбат ёки маифий ишора билан) кўпайтири- 
лади.

Т а ъ р и ф .  (6.1) интеграл йигиндининг До,- юзлар энг кзтта 
d Диаметрининг узунлиги нолга интилгандаги лимити о сирт- 
нинг танланган томони бўйича л' ва у координаталар бўйича 
R (х, у, z) функциядан олинган иккинчи тур сирт интеграли 
дейилади ҳамда бундай белгиланади:

\ { R(x,y,z)dxdy. (6.2)
О

Р (х, у, z) функцийдан у na z координаталар бўйича олпн- 
ган ва Q (х, у, z) функцнядан х ва z координаталар бўйичэ 
олинган иккинчи тур снрт интеграли шунга ўхшаш аниқла- 
нади:

\ \ Р  (.V, у, z)dy dz, \ j  Q (х, у, z) dx dz. (6.3)
’ O 

Бу иптегрллларшиг

j  j  P(x, y, z) dy dz -f j j Q(x, y, z) dz dx -f j  j R(x, y, z) dx dy
V  O 0

йирпндиси координаталар бўйича иккинчи тур умумин сирт интеграли 
дейилади ва бу!’дай белгиланади:

77- шакл.

142



j i P  (x, У, z)dydz+Q(x, y, z)dzdx +
+  R(x, y,z) dxdy. (6.4) 

шқкинчн тур ciipr ннтегралн 
бнркнчи тур сирт ннтеграли 
эгз бўлган хоссаларга эга, бп- 
роц бнрннчн 'тур сирт интег- 
ралндан фарқли равишда 
снртнинг томони ў'згарган,гаг 
(яънн орнентацня ўзгарганда) 
у ишорасини ўзгартиради.

3. Иккиичи тур сирт интег- 
ралларини ҳисоблиш. Иккинчнтур 
сирт интггралларн каррали нктег-
ралларга келтирнлиб ҳисобланади. Фараз қилайлик ориентания қн- 
лннган (устки томонинн тан iafi оламиз) о силлиқ сирг z =- z(x, у) 
тенглама билап ифодаланган бўтхин, бу ерда z(x,y) функция ст 
ёпиқ соҳада аииқланган бўлсин, аху соҳа о сиртнинг Оху текислик- 
даги проекцияси, R(x, у, z) эса шу сиртнинг ҳар бир нуқтасидаги уз- 
луксиз функция (78- шакл).

сғ снртни^ихтиёрий п та Дст, қисмга ажратамиз ва бу бўлинишни
Оху текисликка проекциялаймиз. аху соҳа мос ҳолда AS{, i _= 1, 'п 
юзли п та қисмга бўлинади. Қуйидаги иптеграл йиғиндиии тузамнз.

78- шакл.

^ R ( X it У;, Z JA S ^ ,
i- 1

бунда ASj ифода — Аа{ нинг Оху текисликдаги проекциясииинг юзи. 
z,= z(xi, у{) бўлгани учун

(6.5)^ ( X j ,  У{, 2,)A5,- = v  R(X[t (/., z(xt, (/,.)) Д Si 
i=l i=l

бўлади.
(6.5) тенгликнинг ўнг қисмида ст соҳада узлуксиз бўлган 

R U, у, z(x, у)) функция каррали интегралипинг иптгграл йиғиндиси 
жойлашган. (6.5) да d —у-0. да лимитга ўтиб

j  j  R(x, У, z)dx dy — j  j  R(x, y, z(x,y))dx dy (6.6)
»xy

формуланн ҳоснл қиламиз, бу формула х ва у координаталар 
бўйнча иккннчи тур снрт интегралинн каррали ннтеграл орқа- 
ли нфодаланди. Агар сиртнинг пастки қисми танланса, (6.6) 
нинг ўнг томонидаги ннтеграл олдида манфнй ишора найдо бў- 
лади.
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Қуйидаги формулалариинг тўғрилиги ҳам худди шундай ис- 
ботланади:

j  j  Р(х, у, z) dy dz^ j  j  P(x(y,z), y, z) dy dz,
a <Ууг

j  J  Q(x, У, г) dxdz = j  j  Q(x, i j  (x, z), z)dx dz,
V

бу ерда a сирт мос равишда х = х (у, z) ёки у — у (.v, 2) тенглама би- 
лан ифодаланган; ау ва ахг— а сиртшшг Oyz ға Oxz текисликлар- 
даги проекциялари.

1-мисол. Интегралии ҳисобланг:

f  \ (y2Jr  z2)dxdy,

бунда а ифодаларда z = \r \— х2 цилиндрнинг у — 0 ва г/= 1 текис- 
ликлар билан кесиб олинган устки томони (79- шакл).

Ечиш . Бернлган а  сиртнинг Оху текисликдаги а ху проекцияси

79- шакл.

( — 1 < .v<  1,
I 0 < // < 1

тенгсизликлар билан аникланувчи тўғри тўртбурчак бўлади (80- шакл).
(6.6) формула бўйича қуйидагиларни топамиз:

\ J  (У2~г z2) dxdy — f  f  [уъ +  (V 1 — x2)21 dx dy =
'аху

I I
j j  (У2+  1 — X2)dxdy=\dx  f (y2+  1 — x2)dy—
axy _1  0

-1 -1
2-мисол. Интегрални хисобланг:

I j  | xdy dz + ydz dx +  zdx dy.

144



ЕуНда а сирт x + z— 1=0 тскис- 
„Еиинг у = 0, у = А текислнклар 
Лцлан кесиб олинган ва бирин- 
цН октантда ётган қисмининг 
устки  томони (81-Н1акл).

Е ч и ui. Таърифга кўра
r. f f xdy dz + ydz dx + z dx dy—

— ^ x d yd z
81- шакл.

+ 1 f y dz dx + f \ zdx dy.
o "  'g

Ўиг томондаги интеграллариинг ҳар бирини ҳисоблаймиз (82, 83- 
пвкллар):

4
f f  xdydz= f f (1 — г) dtj dz = \dy f ( l  — z)dz = 2.
o • VU2 o o

82- шакл. 83- шакл.

| j  ydz dx = 0,
o

^унки a сирт Oy ўқига параллелдир;
i

J j zdxdy=  j i ( l  — x)dxdy=\dy j  (1 — x)dx = 2 .
1 i—X

uxy 0 0
Шундай қилиб, қуйидаги ҳосил 
бўлади:
i f j  xdy dz +  ydx dz + zdx dy = 

o
= 2 +  0 + 2 = 4. 

Пировардида биринчи ва иккинчн 
тур сирт иитеграллари орасида бог- 
ланиш ўрнатамиз.

84- шаклдан Аа cos у кўпайтма 
Ао юзнинг Оху текисликдаги проек- 
Цияси экани, яъни

A а — Acr cos 7 84- шакл.
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келиб чнқади. Шунга ўхшаш:
Аахг = Да cos р, А ауг — Да cos а,

бу ерда AaxiJ, Aaxz, Аауг ифодалар Да юзчаишгг тегиш;т коорди. 
ната текислигидаги проекциялари. Олииган (6.4) формулалар асоси- 
да иккинчн тур сирт интегралини биринчи тур сирт интеграЛи 
шаклида ёзиш мумкии:

j J Р  (х, ij, z) dy dz + Q(x, y, z) dz dx +  R (x, y, z) dx dy=

f \ (P  (X, y, Z) cos a  + Q(x, y, z) cos p + R (x, y, 2) cos 7) da. (6.7)
V

У з-ў з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Қандай сирт икки томонли сирт дейилади? Қандайлари бнр томонлк 
сиртлар дейнладн? Мисоллар келтнрннг.

2. Снртнинг ориентацняси қандай аницланади?
3. Иккинчи тур сирт интегралининг таърифини айтинг. ,
4. Иккинчн тур сирт интеграли қандай ҳнсобланади?
5. Биринчн ва иккннчн тур сирт ннтегралларн ўзаро қандай боғланган?
6. 3887—3893- масалаларни ечннг.



12-6 об 

ВЕКТО Р АНАЛИЗИ

1-§. Скаляр майдон

Физикада, механикадаги кўигииа масалаларда скаляр ва 
вектор катталиклар билаи i iu i  кўрншга тўғри келади.

Скаляр катталик ўзининг сон қийматн билан тўла ифода- 
ланади (масалан, ҳажм, масса, зичлик, ҳарорат ва ҳоказо- 
лар).

Т а ъ р и ф. Фазошшг бирор қисми (ёки бутун фазонинг) 
ҳар бир М нуқтасида бирор и скаляр мнқдоршшг сои қиймати 
аниқланган бўлса, бу миқдоршшг скаляр майдонн берилган 
дейилади. Масалан, ҳарорат маидони, бир жиислимас муҳнтда 
зичлик мандони, куч майдон потенциали.

Лгар и катталик t вақтга боглиқ бўлмаса, бу катталик ста- 
ционар (ёки барқарор) катталик дейилади. Акс ҳолда майдон 
ностационар (ёки барқарор бўлмаган) майдон дейилади. Биз 
фақаг стацнонар мандонларни қараб чиқамиз. Шундай қнлиб, 
и скаляр катталик t вақтга боғлиқ бўлмасдан, балкн фақат М  
нуқташшг фазодаги ўрнига боғлиқ бўлади, яъни и катталик М  
нуқтанинг функцияси сифатида қаралади ва и = и(М) кўри- 
нишда белгиланади. Бу функцияни майдон функцияси деб 
атаймиз.

Агар фазода Охуг координаталар системасини киритсак, 
у ҳолда ҳар бир М нуқта маълум х, у, z координаталарга эга 
бўлади ва и скаляр функция шу координаталарнинг функцияси 
бўлади:

и = и(х, у, z).
Шундай қилиб, биз уч ўзгарувчили функинянинг физик тал- 

қинига келдик.
Текисликнннг қисмида (ёки бутун текнсликда) аниқланади- 

ган скаляр майдонни ҳам қараб чиқиш мумкин, унинг «ар 
бир М нуқтасига и скаляр катталнкнннг сон қинмати мос ке- 
лади, яъни*« = « (М ).

Агар текисликнинг Оху координаталар систсмаси киритил- 
са, у ҳолда ҳар бир М нуқта маълум х, у координаталарга эга 
бўлади ва и скаляр функция шу координаталарнинг функция- 
си бўлади:
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и =~-и(х, у).
Скаляр майдонларнинг хоссаларини сатҳ сиртларн ёки сатҳ 

чизиқлари ёрдамида ўрганиш мумкин, улар шу майдонларнинг 
геометрик тасвири ҳисобланади.

1. Сатҳ сиртлари.
Т а ъ р и ф. Скаляр майдоннинг ramx сирти деб фазонинг 

шундай нуқталарн тўиламига айтиладики, унда майдон функ- 
цияси и = и (.v, у, z) ўзгармас қийматга эга бўлади.

Бу сиртлар
и(х, у, z) --=C

тснглама билан аниқланиши равшан, бунда С — ўзгармас сон.
С ra турли қийматлар бериб, сатҳ сиртлари оиласини ҳосил 

қиламиз. Бу сиртларда скаляр функция ўзгармас бўлиб қо- 
лади.

Агар, масалан, мандон
и = х’- +  у°- +  г-

функция билан ифодаланган бўлса, у ҳолда маркази коордн- 
наталар бошида бўлган

х* +  у- +  z* -  С (С > 0)
сфера сатҳ сирти вазифасини бажаради.

2. Сатҳ чизиқлари. Ясси скаляр майдон геометрик жиҳатдан 
сатҳ чизиқлари ёрдамида тасвирланади.

Т а ъ р и ф. Ясси скаляр майдоннинг сатҳ чизиғи деб текис- 
ликнинг шундай нуқталарн тўпламига айтиладики, унда 
и = и (х, у) майдон функцияси ўзгармас қийматга эга бў* 
лади.

Бу чизиқлар
и (х, у) — С

тенглама билан аниқланадн, бунда С — ўзгармас сон.
С ra турли қинматлар бериб, сатҳ чизиқлари онласини ҳо- 

сил қнламиз. Бу чизиқларда скаляр функцня доимий бўлиб 
қоладн. Шаклда сатҳ чизиқларинннг бир-биридан тенг оралиқ- 

'Лардан кейин келаднган и нинг маълум қийматларига мосла- 
рини чизиш қабул қилинган, масалан, м=10, « = 15, м = 20,

ц = 25, « = 30, u = 35 (85-шакл). 
Сатҳ чизиқларн бир-бирига қанча- 
лик яқин қилнб чизилган бўлса, м 
шунчалйк тез ўспб боради.

Агар, масалан, скаляр майдон- 
лар и=ху ёки и=х2+у2 функиия- 
лар билан берилган бўлса, улар 
учун  сатҳ чизиқлари вазифасини 
мос равишда гиперболалар ва кон- 
центрик айланалар оиласи бажара- 
дн (86, 87-шакллар).
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2-§. Берилган йўналиш бўйича хрсила

Скаляр майдониинг муҳим тушунчаси берилган йўналиш 
бўйича ҳосиладир. Фараз қилайлик, скаляр майдоннинг диф- 
ференциалланувчи функцияси и = ч (х, у , z) берилган бўлсин. 

Бу майдондаги бирор М (.*, у, г) нуқтани ва шу нуқтадан
чнқувчи бирор / нурни қараймиз. Бу нурнинг Ох, Оу, Oz ўқла- 

'ри билан ташкнл қилган бурчакларини а, р, v орқали белги-
лаймиз (88-шакл). Агар l0 бирлик вектор бу нур бўйича йў- 
налган бўлса, у ҳолда қуйидагига эга бўламиз:

/0 = i cos а  +  j cos fJ +  k cos y.
Фараз қилайлик, бирор .W, (x + Дл', y + Д«/, г +  Дг) иуқта шу 

нурда ётгаи бўлсии. М ва М х нуқталар орасидаги масофзни Д/ би-
лан белгилаймиз: Д/= \ММг\. Скаляр майдоН функцияси кийматлари
айирмасини шу функциянинг /0 йўналишда шу нуқталардаги ортгир- 
маси деб айтамиз ва Д/ и билан белгилаймиз. У ҳолда

\ и  = и(М г) — и(М)
ёки

А/ и — и (х +  Ах, у + Ду, z +
+ Дz) — u (х, у, z).

Таъриф . и = u(x,y,z) функ-
^яларнипг l йўналиш бўйича 

(х, У, z,) нуктадаги ҳооиласи
Деб

lim -V
д/-̂ о М
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тезлнкнпнг кат-

лимитга айгнлади, бу лимит —  тарлада белгиланади. Шундан w,
dl 'Чи'

либ,
ди ,. A/u
—  s l i m  - L— .
dl л/-.о M

Агар М  пуқта тайинланган бўлса, у ҳолда ҳссиланинг катгалнгц
фақат / иурнинг йўналишигагина боглиқ бўлади.

/ йўналиш бўйичэ ҳосила хусусий ҳосилаларга ўхшаш и фуНк. 
ннянинг мазкур йўналишдагн ўзгариш тезлигики характерлайди. Ҳо-
силанннг / йўналнш бўйича абсолют миқдсри j ~
та.гшгини аниқлайди, ҳосиланинг ишораси эса и функния ўзгариши-
нинг характернни аннқлайди: агар > 0 бўлса, у ҳолда фупкция

бу йўпалишда ўсади, arap —  < 0 булса, камаяди.
dl

Берилган йўналиШ бўйича ҳосилани ҳисоблаш куйидаги теорема 
ёрдамида амалга онгарилади.

Теорема. Агар u(x,y,z) функция дифференциалланувчи бул-
са, у ҳолда унинг ихтиёрий l йуналиш буйича ҳосиласи мавжуд 
еа қуйидагига тенг:

ди <:и , ди о . ди—  = —  cos а ----cos р Ч---- cos у,
dl дх ду 1 дг r’

бунда cos а, cos р, cos у — / векторнинг йўналтирувчи косинус- 
лари.

И сботи . и функция теореманинг шартига кўра дифференциал- 
ланувчи бўлса, у ҳолда упинг М (х, у, z) нуқтадаги Ди орттирмасини

Д и — —  Ах  -f —  Дг/ +  - - Дz +  е (2.1)
дх ду дг

кўринишда ёзчш мумкин, бунда е катталик р= Y (A x f  + (Дг/)2+ (А̂ )" 
га нисбатан юқори тартибли чексиз кичик миқдор, яъии Iim —  — 0

р
(7- боб, 4- § га қаранг).

Агар функцня орттирмаси / вектор йўналишидаги нур бўйлаб 
қарзлса, у ҳолда

Аи = А, и, р = Д /,
Ах — Д/cosa, Ау = Д/ cosp, Az - Д/ cos у 

бўлиши равшан. У ҳолда (2.1) тенглик бундай кўринишни ачадн:

А,и — —  Д/ cos а  + —  Д/ cos р + —  Д/ cosy+e. дх ду дг
Тенгликнипг иккала қисмини Д/ га бўламиз ва Д/->-0 да лимптга 
ўтамиз. Натижада



д/->0 А/ р-»о р

t —  хусусий ҳосилалар Еа йўналтлрувчи косииуслар A/ n  
Jx ’ dlJ  дг
ЙОК.ШК бўлмайди. _

Шундай қилиб, теорема исботлаиди. (2.2) формуладч, агар / йўиа- 
lHUi к"о°РЛИиаталар ўқиичиг йўиалишларидаи бири билан бир хил 
'булса, у холда бу йўиалиш бўйича хосила тегишли хусусий ҳосила-
ra тенг, масалан, arap / -= i бўлса, у ҳолда а  - 0, р — у = '—  бўла-
ди, шуинш учун coscc— 1, cos Р - - соз v =  0 ai бинобарии,

ди ди 
dl дҳ

(2.2) формуладан кўринадики, / йўналишга қарама-қаршч I'
йўналиш бўйича ҳоснла / йўналиш бўйчча тескари ишори билан 
олипгаи ҳоснласига тенг.

Х.ақнқатан бунда, а, (}, y бурчаклар я ra ўзгариши керак, 
натижада қуйидагини ҳосил қиламиз:

—  = —  cos (л + а) +  —  cos (л +  р) + —  cos (л Н- y) =
dl дх ду с1z

ди Ои о дЧ ди----- cos а  — - - cos р --- — cos, Y — ---—.
дх ду dz - 01

Бу йўналиш қарама-қаршнсига ўзгаргаида и функцнянинг 
ўзгариш тезлигининг абсолют мнқдорп ўзгармайдн, унинг фа- 
Қат йўпалиши ўзгаради холос.

Агар, масалан, / йўналишда фуикция ўсса, v ҳолда қарама-қар-
•un l' йўналишда у камаяди, вл аксинча.

Агар майдон текис бўлса, у ҳолда / нурнинг йўналишм унинг
абсццссалар ўқига оғиш бурчаги а билан тўла аниқлаиади. / йўна- 
Лиш бўйича ҳосила учуп формулани текис майлон ҳолида (2.2) фор- 
мУладан олиш мумкин, бунда

0 п лВ — ----а, У —  —
н 2 2

Леб ачинади. У ҳолда
ди ди , ди .—  — —  cosa-j— -sm a. 
dl дх ду

Мисол. и = xyz функцчянинг М (— 1, 2, 4) нуқтада, шу нуқта- 
Ши Aft (—3,4,5) иуқтнга томон йўиалишдаги ҳоситасини топ.шг.



м м [ = (— 3 + 1)7 + (4-2) 7+ (5-4)1- — 27+ 2/ +7
ва унга мос бирлик векторни хам топамиз:

Т  _  ЛШ , —2t 2j-Lk 2 т. 2 Т  1 -*
° — *■ “  1 — r  1 ' з 1 з

|ЛШ,| 1 ' •1 3 ■* Л

Шундай қи.тиб, /0 вектср қуйидаги йўна.тгирувчи косипусларга эга.
2 „ 2 Icos а = -- —, cos р = — , cosv= — •

Энди хуг функпиянинг хусусий ҳосилаларини топамиз: 
ди 'ди ди.—  = t/2, Л  = xz, —  =ху
дх ду дг

Р.а уларни М  (—1, 2, 4) ьуқтада ҳисобланмиз: 
ди

Е ч и ш .  М  ;Vf, векторни топамиз-

дх
= 8, —  i — __4

Af ду [jk  ’ дг
= —2.

.ч
Хусусий ҳосилаларнинг ва йўналтнрувчн косинусларнинг 

топнлган қинматларини (2.2) формулага қўямиз:

f - 8 ( ~  f )  — 4 T ~ 2+  = f  ( - 8 - 4 - 1 )=  — | |
« » ишора берилган йўналишда u = xyz функция камайиши- 
ни кўрсатадн.

3- §. Гкаляр майдон градиенти. Градиентни инвариант аниқлаш
Т а ъ р и ф: и = и(х, у, z) днфференциаллан\'вчи функция 

билан берилган скаляр маГцоннинг М(х, у, z) нуқтадаги гради- 
енти деб, gradu билан белгиланувчи векторга айтилиб, унинг 
проекциялари вазифасини шу функциянинг хусусий ҳосилалари 
қииматлари бажаради, яъни

gradu = -^7~-!-— Т +  — /Г (3'^
дх ду , дг

Градиентнинг прйекцияларц М (х, у z) нуқтани танлашга 6of 
лиқ бўлади ва шу нуқтанинг координаталари ўзгариши билая 
узгаради. Бинобарин, и (х, у> z \ фу„ Кция билан берилган с№  
ляр маидоннинг ҳар бир нуқтасига маълум бир всктор — 1“У 
функциянинг градненти мос қўйилади

Градиентнннг тгърифидан фойдала̂ шб, l йўиалиш бўйича Ҳос|*^:
н« ифода.товчи (2.2) формулани куйидагн кўринишда ёзиш му-

ди , ~  (3.2)



бунда /0 = cos а • i +  cos р • /+ eos у ■ k — / йўналишдаги бирлик век-
Кр. Демак, берилган l йўналиш бўйича ҳосила функция градиеети
билан шу и йўналишнинг /0 бирлик вектори кўпайтмасига тенг. Ска- 
ляр кўпайтма таърнфидан фойдалэцнб, (3.2) формулани

-̂ 7 = I grad и I01
/01 cos ср

к\ринишда ифодалаш мумкин, бунда (f — бирлик вектор /0 билан гра- 
дие:;т орасидаги бурчак (89- шакл). |/0| — 1 бўлгани учун

(3.3)—  — I grad и I cos Ф сн
бўлади. Бундан йўналиш бўйича хосила cos ф = 1 бўлганда, яъни 
ф ^  0 да энг катта қийматга эришади. Шу билан бирга бу энг кат- 
та қиймат | grad и | га тенг, яъни бу холда

i  <з4)
диШ\ ндай қилиб, | grad и | катталик —  ҳосиланинг М  цуқтадаги
dl -

мумкин бўлган энг катта қиймати бўлади, grad и пинг йўналиши эса
:И иуқтадан чиқувчи шупдай нурнинг йўналиши билан мос тушади-
ки, у бўйлаб функция ҳаммасидан кўра тезроқ ўзгаради, я̂ .ни гра-
диентнинг йўналиши функииянинг эиг тез ортишидаги йўналишидир.
Бу юқсрида келтирилган градиентиинг координаталар системасидан
фойдаланилган таърифи ўрнига энди бошқа, координаталар система-
сини танлашга боғлиқ бўлмагап инвариапт таърифпн беришга имкон
беради.

•Та ърнф . и (x, у, г) скаляр майдоннинг градиенти деб, бу 
макдон ўзгаришининг энг катта тезлигипп ифодаловчп векторга 
гнтилади.

Агар cos ф= — 1 (ф — л ) бўлса, у ҳолда йўпалиш бўйича ҳо-
сила | grad и | га тспг энг кичик қиймат бўлади. Бу йўналишда
(Қарама-қарши йўналишда) и ф\нкцпя ҳаммасидан тезрок ка- Маядц.

Агар cos ф = 0 I ф = ± 'j бўлса, йўналиш бўйича ҳосила нол-

j  g rcd  U

U(X,V.Z)--Ua

89- шакл. 90- шакл.



га теиг. Энди скаляр майдоннчнг градиенти йўналншн билан сатҳ 
сиртлари ор ̂ сидаги богланчшни ўрганамиз.

и = и(х,у, z) функциянинг майдоннинг ҳар бир нуҳтасидаги 
градиентннинг йўналнши шу нуқтадан ўтувчи скаляр майдоц. 
нннг сатҳ текислигпга ўтказилган иормалнинг йўналншн бнлац 
мос тушишпнн псботлаймиз. Бунинг учун нхтнёрип iV/0(,t0, //0, г j 
нуқтанн танлаб оламиз (90- шакл). Бу нуктадан ўтувчн сатҳ 
сирти тснгламаси

и (х, у, z) -  и„
кўрмнишда ёзтлади, бунда ип = и (х0, у0, г0).

•W0(.v'0, у0, z0) нуқтадан шу текислакка ўтказагган нормгтнинг темг-

х — х0 у - -у» _ г —  ‘*0
ди I ди ди I
дх |iVf0 <>У Vf0 о7 !,vf0

Бундан,
ди

~Ғх
ди I ди I 

■Ио’ ду \М0' дг lM0
проекцияларга эга бўлган иормалнинг йўиалтирувчи вектс.рм u(x,y,z) 
функцияпинг М 0(х0, у0, z0) нуқтадаги градиенти бўлади.

Шундай қилиб, ҳгр бир нуқгадаги градиент ’ берилган нуқтадан 
ўтувчи сатҳ сиртига ўтказнлгак уринма текисликка перпендикуляр 
бўлади, яъин унииг текисликка прсекцияси нолга тенг. Демак, бе- 
рилган нуқтадан ўтувчи сат.ҳ сиртига уринма бўлгаи истаган йўиа- 
лиш бўйича ҳосила нолга теиг. Яққоллик учун олинган натижанч 
геометрик жиҳатдан тасвирлаймиз (91-шакл). Бунинг учун М 0(х0, 
Уо, г«) нуқтада grad и векторни ва бу вектор диаметр бўладмган сфе- 
рани ясаймиз, .Vf0 нуқта — и (х, у, z) и0 сатҳ сирти билан уриниш 
нуқтаси. 1<уйидагилар равшан:

Ф ~  бўлганда
2  ‘ dl

grad и |cos ф - | М 0М  ̂|; 

0,

чунки бу ҳолда l йўналиш сатҳ сир- 
тига ўтказилган уринманииг йўнали- 
1ии билан мос тушадн:

U(AA2)--U„ —  ~ | grad и |
01

бунда ф  = 0,

91- шакл.

чунки бу ҳолда / йўналиш нг-рмал- 
нинг ёки сатҳ сиртига ўтказилгаи 
grad и нинг йўналишига мос келади.

Фуикция градиентининг баъзн хос- 
саларини кўрсатамиз:

154



1) gradCu — C grad u, бунда C — ўзгармас катталик.
2) grad (ut + иг) — grad «, +  grad u.,,
.3) grad uL u, — uj grad u,, + u, grad

t 4) grad f(u) — f'(u) grad u
r  Бу хоссалар фуикциянинг хоснласини топнш қоидалари би- 

лан мос тушиши равшан.
| М нсол. и = У  х1 + у'1 +  z- функциянкйг М (х, у, г) нуқтадаги 

ғрзди-итини ҳисоб.'Ганг.
| Е  ч и ш . Аввал хусусий хосилаларни ҳисоблаймиз: 

ди 9х х х
дх 2, х * y2~ г- | .V- у- г2 и
ди 2 </ ____ _______ у ___  у
ду 2 |  х- -у- z'1 | а - у- i 2 и

ди 2z г г
дг 2 ) д.'2 -j-1/2 -j-г'- | х2~ у -  -г2 и

f (3 .1 )  формулага мувофиқ ихтиёрий М (х, у, z) нуқтадагн 
градиснтнинг нфодасн қуйидагича бўлади:

grad и = ~  (' +  —  /' +  — /?. 
и и и

Скаляр майдоннинг сатҳ снртлари концснтрик сфералардан 
иборат бўлгани учун gradu унинг раднусн бўйлаб йўналган 
бўладн, шу билан бирга

| grad и\ =  i /  i L  • J!i :- il -  .» 1г .-£2 -  —  - 1, ь 1 V ifl ' и* u* и и
яъни и функцня ўсишинннг энг катта тезлиги 1 га тенг.

4- §. Вектор майдони
Кўпгина масалаларни ечишда скаляр катталиклардан таш- 

Қари вектор катталикларга ҳам мурожаат қилишга тўғри ке- 
ладн. Агар скаляр катталнк ўзинннг сон қиймати билан тўла 
чфодаланса, вектор катталик учун бу старли бўлмайди. Унн 
ифодалаш учун яна бу катталикнинг йўиалишини ҳам (маса- 
лан, тезлик, куч) билиш зарур. Скаляр мандон тушунчаснга ўх- 
шаш вектор майдон тушунчасн ҳам киритилади.

Т а ър и ф. Ҳар бир М нуқтасига бирор а вектор мос қўйил- 
гац фазанпнг бирор қисми (ёки бутун фазо) вектор майдон де- 
йиладн.

Куч майдони (оғирлик кучи майдони), электр майдони, 
электромагнпт маидон, оқаётгап суюқлнкнннг тезликлари май-
Дон» вектор майдонга мисол бўла олади. Биз а вектор фақат М 
•'УҚтанпнг вазиятига боглиқ бўладиган ва вақтга боглиқ бўл-
Майдпгап а = а (М ) стацнонар майдонларнн қараб чиқамнз.
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Агар фазода Oxyz координаталар системасн киритилса, v 
ҳолда ҳар бир М нуқта маълум х, у, z коордннаталарга эг'а
бўлади ва а вектор бу координаталарнинг функцияси бўладц
яъни а = а(х, у, z). а вскторнинг координаталар ўқидаги проек- 
цияларини Р, Q, R билан белгилаймиз. Улар ҳам координата- 
ларнинг функциялари ҳисобланади, яъин

Р  = Р(х , у, z), Q = Q(x, у, z), R = R(x, y, z).
Шундай қилиб, бундай ёзиш мумкинг

а = а (М ) = а(х, у, z) = P i + Q j + Rk.
Агар P, Q, R  — ўзгармас катталиклар бўлса, y ҳолда a  век- 

тор ўзгармас бўлади, бундай вектор майдон бир жинсли де- 
йиладн, масалан, оғирлик кучи майдони бир жинслидир.

Агар майдон текислнкда берилган бўлса, яъни унинг про- 
екцияларидан бири нолга тенг бўлиб, қоЛган проекциялари эса 
тегишли координатага боғлиқ бўлмаса, у ҳолда текис (ясси) 
майдонни ҳосил қиламиз, масалан,

а(х, у) = Р  (х, у) i+  Q (х, у )/.
В е к т о р  ч и з и қ л а р .  В е к т о р  н а й ч а л а р и .
Т а ъ р и ф. а(М ) вектор майдоннинг вектор чизиғи дсб 

шундай чизиққа айтиладики, унинг ҳар бир нуқтасида урпнма-
нинг йўналиши шу нуқтага мос кслган а (М) векторнинг йўна- 
лиши билан бир хнл бўлади.

Аниқ майдонларда вектор чизиқлар маълум физик маънога
эга бўлади. Агар а(М ) оқаётган суюқликнинг тезликлари май- 
дони бўлса, у ҳолда вектор чизиқлар суюқликнинг оқиш чизиқ- 
лари бўлади, яъни суюқликнинг заррачалари ҳаракатланаётган 
чизиқлар бўлади.

Агар а (М ) электр майдон бўлса, у ҳолда вектор чизиқлар 
бу майдоннинг куч чизиқлари бўлади (92- шакл).

о сирт бўлагннинг нуқталари орқали ўтувчи ҳамма вектор 
чизиқлар тўплами вектор найчалари дейилади.

Вектор чизиқлар тенгламасини келтириб чиқарамиз.
Фараз қилайлик, вектор майдон

Р  i +  Qj + R k
функция билан аниқланган бўл- 
син, бунда Р, Q, R лар х, у, 2 
координаталарнинг функцияла- 
ри. Агар вектор чизиқ ушбу

x= x(t), у — y(t), z = z(t)
параметрнк тенгламага э г а  бўл- 
са, у ҳолда бу чизиққа ўтка-

U  --- U  )

92- шакл.



И^лган уринманинг йўналтирувчи векторн проекцияларн x '(t), 
'tf‘(t), z' (t) ҳосилаларга ёки dx, dy, dz днфференциалларга 

Кропорционал бўлади.
а (М ) векторнннг ва .вектор чизикқа уринма Қилиб йўнал- 

т11рилган векторнинг колленеарлик шартинн ёзиб, қуйидагини 
«осил қиламиз:

—  = — (4 1)
Р Q R ’

(4.1) тенгламалар системаси a (A f) майдоннинг вектор чи- 
знқлари оиласи дифференциал тенгламалари системасини ифо- 
далайди.

Шундай қилиб, а(М ) майдоннинг вектор чизиқларини то- 
пиш ҳақидаги масала (4.1) системадаги интеграл эгри чизиқ- 
ларни топишга тенг кучли.

(4.1) тенгламалар а (М ) майдонинг вектор чизиқлари диф- 
ференциал тенгламйлари дейилади.

М и со л . Майдоннинг всктор чизиқлариии топинг:
•—+ —► —*• —► 
а(М) = xi ~г yj zk.

Е ч н ш. Вектор чизиқларнинг диффереициал тенгламалари 
бундай кўринишга эга:

dx dy dz 
х: у z

ёки
dx dij 
X y  ’

dx dẑ  
x г

Бу системани интеграллаб, ҳосил қиламиз:
ln | у 1 — ln | х | +  ln С ,, 
ln | г\ — ln |х| +  1пС2,

буидан:
У : С^х, г = С,х,

бунда С1( С2 — ихтиёрий доимийдир.
Координаталар бошидан чиқаётган нурлар вектор чизиқ- 

^зри бўлиши равшан. Бу чизиқларнинг кононик тенгламалари 
бУндай кўринишга эга:

, _  JL______£_

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
'■ Скаляр майдон деб нимага айтилади?

к а.тҲ сирти, сатҳ чизиғи деб нимага айтилади?
Иўналиш бўйича ҳосила учун формулани келтириб чиқаринг.
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4. Ска.чяр майдон градиентннинг таърифинн коорднната шаклнда п.(:ола 
ланг. да'

5. Иўналиш бўйича ҳосила градиеит орқали қандай ифодаланадн?
6. Градиентнинг инвариант таърнфинн айтинг.
7. Граднентнннг хоссаларини саиаб ўтинг. .
8. Вектор майдон деб нимага айтиладн?
9. Вектор чнзиқ деб нимага айтилади? Вектор найча деб ннмага айтнла 

дн? J
10. Вектор чизиқларнинг дифференцнал тенгламаларинн келтириб чцқа 

ринг. ' "
11. 3439—3444, 3451—3459, 4401—4404- масалаларни ечннг.

5- §. Сирт орқали ўтадиган вектор майдон 
оқими. Унинг тезликлар майдонидаги физик маъноси

Фараз қилайлик, Oxyz фазонинг V соҳасида

а(М ) = Р  (х, у, z) i + Q(x, у, z) j  + R (x, y, z)h
вектор майдои берилган бўлсин, бунда Р(х, у, z), Q(x, у, z), 
R (х, у, z) — шу соҳада узлуксиз бўлгаи функциялар.

Бу соҳада ориентирлаиган о сиртии оламиз, унинг ҳар бнр 
нуқтасида нормалнинг мусбат йўналиши

—> —> —*■ - ► 
пп — cos а 'i +  cos р j +  cos у ■ k 

бирлик вектор орқали аниқлансин, бунда а, (3, у — нормал
я0нинг координаталар ўқлари билан ташкил қилган бурчак- 
лари.

Т а ъ р и ф. а(М ) векторнинг о сирт орқали ўтувчи П оқи- 
ми деб қуйидаги иккинчи тур сирт интегралига айтилади:

П  = f \ Р(х, 11, z) ау dz + Q(x, у, z) dz dx + R(x, y, z) dx dy. (5.1)
O

11-бобдаги (6.7) муносабатни ҳисобга олиб, (5.1) формулаим 
П = [ fj Р(х, у, z) cos a + Q (х, у, z) cos р +  R(x, у, z) cos y jdo

'o
кўринишда ёки яиада соддароқ

П = \ ja  ■ nf)da (5-2)
О

—> .

кўршшшда ёзиш мумкин, чуики Pcosa  + Qcosp + Rcosy Л'П0-
Dy ерда da ифода о еирт юзииинг элементи. (5.2) формула а век- 
торнинг П  оқимшги вектор ёзувида ифодалайди.

Вектор майдон оқимининг физик маъиосини а н и қ л а й м и з .

Фараз қилайлик, а (М ) вектор оқаётган с.уюқликнинг тезлик- 
ларн майдонини а сирт орқали аниқласнн. Бу тезлик вектор!' 
ҳар бир М нуқтада суюқлик заррачаси иитилаётган йўналиш, 
вектор чизиқлари эса суюқликнинг оқим чизиқлари бўлаД1 
(93-шакл). о сирт орқали вақт бирлигн ичида оқиб ўтадигз»



93- шакл. 94- шакл.

суюқлик микдорини ҳисоблаймнз. Бунинг учун снртда М нуқ- 
тани ва сиртнинг da элсментини қайд қиламиз.

Вақт бирлигида бу элсмент орқали оқиб ўтган суюқлик
миқдори асоси da ва нсовчиси а бўлган цилиндрнинг ҳажмн 
бнлан аннқланади. Бу цилиндрнинг баландлигн унинг ясов-
чисини «о нормал бирлнк векторига проекциялаш йўлн билан 
ҳосил қилннади. Шунннг учун цнлиндрнннг ҳажми

катталнкка тснг бўлади. Вақт бирлнги ичида бутун а сирт бў- 
йича оқиб ўтган суюқликнинг тўлиқ ҳажми ёки суюқлик мнқ- 
Дорн ст бўннча интеграллаш натижасида ҳосил бўлади:

Су натижани (5.2) формула билаи таққослаб, бундан хулоса
чиқарамиз: о снрт орқали ўтаётган а тезлик всктори П оқимн 
Hiy снрт орқали вақт бирлиги ичнда сирт ориентацняланган 
йўналишда оқнб ў.тган суюқлнк миқдорнднр. Векторлар оқими- 
чинг физик маъноси ана шундан нборат. а снрт фазонинг би- 
рор соҳасини чегараловчн ёпиқ сирт бўлган ҳол айниқса катта
Қизиқиш уйғотадн. Бу ҳолда rto нормал векторини донм фазо- 
нинг ташқи қисмнга йўналтиришга шартлашиб оламнз (94- 
'иакл). Нормал томонпга қараб ҳаракат сиртнинг тегишлн 
к̂ойида суюқлик ю соҳадан оқиб чиқншнин англатади, нормал- 

чвнг қарама-қарши томоннга қараб ҳаракат эса суюқлик сирт- 
нинг тегншли жойида шу соҳага оқиб киришини англатади. ст 
еп»Қ сирт бўйича олинган интегралнинг ўзи эса

j  т  а  u t\nu  к и р а е п  а н  i:y iu i\ jin t4  иуси~пдси и ц ;сцл\пп и с р а д п .

a n 0 da
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Бунда, arap /7 = 0 бўлса, ю соҳага ундан қанча суюқлнк окип 
чиқиб кетса, шунча суюқлик оқнб кирадн.

Агар /7>0 бўлса, у ҳолда о) соҳадан унга оқиб кирадиган 
суюқликдан кўпроқ сув оқиб чиқади.

Агар П < 0 бўлса, бу ҳол қурдум (сток)лар борлигини кўрсатади 
яъни суюқлик оқимдан узоқлашадиган жойлар борлигини кўрсатал.!
(масалан, буғланади). Шундай қатиб, ) р а n0 da интеграл манбалар- 

нинг ва қурдумларпинг умумий қувватини беради.

6-§. Вектор майдоннинг ёпиқ сирт бўйича 
оқимини ҳажм бўйича олинган интеграл орқали 
ифодалаш ҳақидаги Остроградский теоремаси

Ёпиқ сирт бўйича олинган сирт интегралн (вектор майдон 
оқими) ҳамда шу сирт билан чегараланган фазовий соҳа бў- 
йича олинган уч каррали интеграл орасидагн боғланишни аниқ- 
лаймиз.

Теорема. Агар
а (Af)= Р  (х, у, z)i +  Q (х, у, z)j +  R (х, у, z) k

вектор маидон проекциялари o» соҳада ўзининг биринчи тар- 
тибли хусусий ҳосиласи билан бирга узлуксиз бўлса, у ҳолда а
ёпиқ сирт орқали а вектор оқимини uiy сирт билан чегаралан. 
ган (i) ҳажм бўйича уч каррали интегрални қуйидаги формула 
бўйича шакл алмаштириш мумкин:

§  f  Р  (х, у, z)dy dz + Q(x, у, z) dz dx + R(x, y, z)dx dy =

“ Ш (!г +% +r ^ dyil- <6'!)

бу ерда интеграллаш a сирт- 
нинг ташқи томони бўйича 
амалга оширилади (сиртга ўт- 
казилган нормал фазонинг 
ташки қисмига йўналган).

(6.1) формула О строград-  
ский формуласи дейилади.

И с б о т и. Фараз қ и л аи -  
лик. D соҳа — а сиртнинг (ва 
м соҳанинг) Оху с и р тд а г*  
проекцияси бўлсин, z=z\(x,y)^ 
ва z = z2(x, у) эса шу 
нинг пастки ва о., >°к
ридаги қисмларининг тен';’!; 
маси бўлсин (95-шакл). У



дг
dxdy dz

%r4 каррал» интегрални сирт ннтегра 
* . Бунннг учун уни иккн каррали 
/шйича интеграллаимнз. Бундан:

лига алмаштирамиз. 
интегралга келтирамиз ва

B J дг
dx dy dz = | Ц  J  ~  dz jd.v dy= | j( R(x, y, z) ) dx dy =

* Ь '  ' d  z ,(x .i/) ' D '

. = j  ( R (x, y, z2 (x, y)) dx dy— j* j R(x, y, zx(x, y)) dx dy. (6.2)
L D ‘6

0 соҳа ҳам oi сиртнинг, ҳам о2 сиртнинг Оху текисликдаги 
ироскцпяси бўлгани учун (6.2) формуладаги иккн каррали ин- 
тегралларни уларга тенг бўлган 11-бобдагн (6.6) сирт инте- 
граллари билан алмаштириш мумкин. Натижада қуйидагини 
ҳосил қиламиз:

Ш  J J  dxdydz = | I ̂  (х' У' z) dxdy— j  j R(x, y, z) dx dy.
ь) a j G \

Иккиичи қўшилувчида oj сиртнинг ташқи томонини ички- 
сига алмаштириб, қуйидагинн ҳосил қиламиз:

I j j  j  dxdydz = j i R  (x, y, z)dxdy+ | | R(x, y, z)dxdy —
u) Ot 0,

= f  R (x, y, z) dxdy, (6.3)
* O

бу ерда a ёпиқ сиртиинг ташқи томони олинади.
Қуйидяги формулалар ҳам худди шунга ўхшаш ҳосил қилинади:

j  j j  dx ау dz = (j}(j) P(x, y, z) dy dz,
tO O

j j j Ц  dx dy dz = ф ф  Q (.v, y, z) dx dz.

(6.4)

(6.5)

(6.3), (6.4), (6.5) тенгликларни ҳадма-ҳад қўшиб, Остро- 
Радскийнинг (6.1) формуласига келамиз, шуни исботлаш та- 

Ла қилинган эди. Бу формула теоремаиинг шартини қаноат- 
'пирувчи соҳаларга бўлиш мумкин бўлгаи исталган ш фазо- 

л и c.°5a учун тўгрн бўлади. Бу формула ёрдамнда ёпиқ сирт- 
М НЧа СИРТ интегралларини ҳисоблаш қулай бўлади.

, ^  и с о л. Интегрални ҳисобланг:
С*

Ц ф  xdy dz +  ydz dx + г dx dy,
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бунда о қунидаги 
х — 0, г/ = 0, г — 0, л: + r/ + г ^  j 
текисликлар билан чегараланга! 
пирамиданинг ташқи томош! 
(96-шакл).

Е  ч и ш. Остроградскнй фор. 
муласидан фойдаланиб, қуйила 
гини ҳосил қиламиз:

xdydz +  ydzdx-\- zdxdy =

= 3

v
= f f f ( l  + 1 + 1 )dxdydz= 

(0
1 1 * l-x-y 1 l-x

dxdydz = 3 \ dx \ dy \ dz =  3) dx \ z dy = 
a o o o о o |U

l i-* i ,, j_
= 3 \dx ( 1 — x — y)dy = 3 §(у — ху— Уг ) \ 0 *dx =

= 3 f( 1 — A- — x ( l—x)— (- Ц ^ ) dx = з|((1  — x)2 - {± j? )d x  = 
0 ' 0

3 Г/, j  _ 3 M 5f = _3_ _ ± ^ _ L=-r j  (1 — ■*) dx — — з | о  2 * 3 2 ’

7- §. Вектор майдон дивергенцияси

Oxyz фазонипг со соҳасида

а(М ) = Р(х, у, z)i +  Q(x, y ,z )j +  R(x, y,z)k
вектор майдон берилган бўлсин, унда Р(х, у, z), Q(x, у, z), R(x> У< z 
функциялар дифференциалланувчи функциялар.

Таъриф . ~а (М) вектор майдоннинг дивергенцияси (узоқлашу* 
чиси) деб М  нуқтанинг скаляр майдонига айтилади, у divo( W) ку 
ринишда ёзилади ва

j- дР , dQ . dR (7.Ddiv а(М )=  —  +  —  +  —  дх ду 02
формула билан аниқланади, бунда хусусий ҳосилалар Л1 иу 
да ҳисобланади. . фор

Дивергенциядан фойдаланиб, Остроградскиининг l. 
муласини вектор шаклида қайта ёзиш мумкин:

(Ц)§ an0do= j  f fj div a (M )d(a.
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У̂нн бундай ифодалаш мумкин: ёпнқ сирт орқали ўтувчи (бу
сИрт ташқи п нормали йўналишида ориентирланган) а вектор 
майдон оқйми шу снрт билан чсгараланган ҳажм бўйича май- 
дон днвергенциясидан олинган уч каррали интегралга тенг.
Т  Днвергенцияни ҳисоблашда қуйидаги хоссалардан фойда- 
via йнлади.

1) div ( f l ( i M )  + b (.VI)) —div a (.W) +  div b{M);

2) div C-a(M) = C diva (.VI), бунда C — ўзгармас con;

. 3) div u (/W) -a (Al) u (Al) div a(M) +  a(M ) grad u(M),

бунда u(M) — скаляр майдоннн аннқловчи функция.
I, Дивергснциянинг инвариант таърифи. Дивергенцияни

(7.1) формула ёрдамида аниқлаш координата ўқларини тан- 
:iaiu билан боғлиқ. Остроградскийнинг (7.2) формуласндан 
фойдаланиб, дивергенциянииг координаталар ўқларини танлаш 
билан боғлиқ бўлмаган бошқа таърифини бериш мумкин.

Бу формуланинг ўнг қисмида уч каррали интеграл турибди. 
Урта қнймат ҳақидаги маълум теоремага кўра (Ю-боб, 2-§) бу 
ннтеграл V ҳажм билан интеграл ости функциясининг ю соҳа- 
иинг бирор М\ нуқтасидаги қиймати кўпайтмасига тенг. Шу- 
нннг учуп (7.2) Остроградский формуласини қуйидагича ёзиш 
мумкин:

I  ̂ ando = V div а (.■И1)
о

ёкн
diva^/Vfj) = —  1 J а rt do.V а

Arap (о coxa M  нуқтага тортилса ёки V->0 бўлса, у ҳолда М\ 
нуқта М га интилади. Натнжада лимитга ўтиб, қуйидагини ҳо- 
сил қиламиз:

lim diva (М х) = lim -7 (f)f)a  ndo Mi-*M v->o V j  j
ёки 0

f | a n do ^
d iva(M ) =Iim  -— -—  = lim —  • (7.3)

v-»o V v'->o V

Энди  ̂дивергенциянннг координата ўқларини танлаш билан 
ғлиқ бўлмаган ннвариант таърифинн бсриш мумкин.

Деб‘ з ъ рнф.  а, цуқтада вектор майдоннинг дивергенцияси 
0қи’ М нуқтани ўраб олган ёпиқ сирт орқали ўтувчи майдон 
висгИ1,И"-Р СИРТ ®нлан чегараланган қисмнинг V ҳажмнга 
•1П\паТИНинг ҲЗжм нуқтага тортилгандаги, яъни l7->0 дагн 

Г  ,,T»ra айтиладн.
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2. Дивергенциянинг физик маъноси. (7.3) днвергенция tv 
шунчасига физик талқин берамнз.

Фараз қилайлик, о) соҳада оқаётган суюқликнинг тезлнкла-
ри майдони а (М ) берилган бўлснн. 5- § да а (М ) вскторнинг
о ёпиқ сирт орқали ташқн нормал йўналишидаги П  оқими шу 
сирт билан чегараланган вақт бирлигн ичида оқиб киргац ва 
оқиб чиққан суюқлик миқдорларн орасидаги айирмани ифода. 
лаши аниқланган эди.

Ушбу
i  {> а n da 

П а
V ~~ V

ннсбат ҳажм бирлигига бўлинган суюклик миқдоринн аниқ-
• лайди, яъни манбанинг (П>0  бўлганда) ёки қурдум (/7<о 
бўлганда) ўртача ҳажмий қувватини ифодалайди. Бу нисбат- 
нинг лимити

ф f  а n d a

Й Р Ц — “ div t (M )
(7.3) дивергенция бўлиб, у берилган нуқтадаги суюқлнк сар- 
фннинг ҳажм бирлигига нисбатини ифодаланд[г.

Агар div а (М) > 0 бўлса, суюқлик сарфи мусбат, яъни 
М  нуқтани ўраб олган чексиз кичик сирт орқали ташқи нормал йўна- 
лишида суюқлик оқиб кирганидан кўпроқ оқиб чиқиб кетади. Ьунда 
М  нуқта манба бўлади.

Агар d iva (A l)< 0  бўлса, у ҳолда 'М  нуқта қурдум бўлади. 
div а(М ) катталик манбанинг ёки қурдумнинг қувватини ифодалайди.

Агар div a(M ) = 0 бўлса, у ҳолда М  нуқтада т  манба ва иа 
қурдум бўлади. (7.2) вектор шаклида ёзнлган Остроградскнй теоре- 
шси оқаётган суюқликнинг тезликлари майдонида ёпиқ сирт орқалн 
оқувчи суюқликнинг оқими ҳамма манбалар ва қурдумлар қувват- 
ларининг йиғиндисига тенг бўлишини, яъни қаралаётган соҳада вақт 
бирлиги ичида пайдо бўладнган суюқлик миқдорига тенг бўлишини 
ифодалайди.

У з-ў з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Сирт орқали ўтувчи вектор оқимн деб нимага айтилади? „
2. Суюқликнинг тезликлари майдоиида вектор оқиминннг физик маъ 

қандай?
3. Остроградский теоремасини ифодаланг ва исботланг. , .
4. Вектор майдон дивергенциясига координата шаклида таъриф ос|
5. Дивергенциянинг хоссаларини санаб ўтинг.
6. Дивергенциянинг физик маъноси қандай?
7. Дивергенцияга инвариант таъриф берннг. , ф«-
8. Остроградский теоремаснни вектор шаклида ифодаланг ва УН1 sa 

знк маъносини кўрсатннг.
9. 3896—2900, 4405—4408- масалаларни ечинг.



8- §. Соленоидли найчасимон майдонлар. 
Соленоидли майдоннинг таърифи ва асосий хоссалари

I  7- § да истаган а еектор майдон diva ёрдамнда скаляр майдонни 
ву>кудга келтириши аниқланган эди.
' Таъриф. а (.VI) вектг.р майдоннинг дивергенцняси ю соханннг хар 

бнр нуқтаснда нолга тенг бўлса, яъпи

бўлсл, бу вектор мандон шу соҳада соленоидли (ёки найчаси- 
мон) майдон дейилади.

Шунинг учун соленондлн мандон учун Остроградскнй фор- 
муласнга кўра

формулани ҳосил қнламнз, бунда о — ёпиқ сирт бўлиб, со со- 
хапн чегараловчи ташқи нормал йўпалишида ориентирланган. 
Бу майдонда бнрор ог> юзчани оламиз ва унннг чегарасининг 
хар бир нуқтасидан вектор чизиқлар ўтказамиз (97-шакл). Бу 
чизиқлар фазонинг вектор найча деб аталувчи (12-боб, 4-§)

— >-

қисмиии чегаралайди. Агар а(М ) вектор оқаётган суюқлик- 
нинг тезликлари майдонинн таи^кнл этса, у ҳолда суюқлик 
оқиши давомида бундай найча бўйлаб уни кесиб ўтмасдан ҳа- 
ракатланадн.

0о юзча бирор oi кесим ва найчанинг о ён сирти билан че- 
гараланган шундай найчанинг бирор қисмини кўриб чиқамиз. 
(8-1) тенглнк бундай ёпиқ сирт учун қуйидаги кўринишни 

р й ди:

d iv а (М) = 0

(8.1)
о

j  j а n0do +  J  j a n0do +  j f a  n0 do = 0, (8.2)
O

( gg>-»— --*---- ~ J ~J
Пяйчанинг ёи снртида нор-

мэллар a всктор майдоиига пер- 
п̂ нднкуляр бўлгани учун

°У п0— ташқн нормал бўйнча иўналган бирлик вектор.

О

а-п0 =  0

п
97- шакл.
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бувдан
ч р —>—> л л-+ - +

\an0d<J = — \ \a-n0da

келиб чиқади. о„ юзчадагг нормалнинг нўналишини ташқндан ичкига 
алмаштириб,

[ \anjLa = j \angda 
W  V ,

муносабатнн ҳосил қиламиз. Бу соленоидли майдонда вектор 
найчанинг ҳар бир кссимидан ўтказилган вектор чизиқлар 
йўналишндаги вскторлар оқими бир хил 65'лади, яъни манба-■ ■>■
сиз ва қурдумсиз майдонда (чунки diva(iVf)=0) вектор найча- 
нииг ҳар бир кесимидан бир хил миқдорда суюқлик оқиб ўта- 
ди. Соленоидли майдондаги вектор чизиқлар ҳеч қаерда йўқол- 
майди ва янгиси пайдо ҳам бўлмайди.

9- §. Вектор майдондаги чизиқли интеграл. Куч майдони бажарган 
иш. Вектор майдони циркуляципси

Фараз қилайлик, «  соҳада вектор майдон

а {М )— Р(х, у, z)i +  Q (х, у, z) j  +  R (х, у, zfk
вектор орқали ҳосил қилинган бўлсин. Бу соҳада бирор L чи- 
зиқни оламиз ва унда маълум йўналишни танлаймиз.

Таъриф.  Йўналган L  чизиқ бўйича олинган ушбу
\ Р  (X, у, z) dx +  Q (х, у, z)dy + R (х, у, z)dz
L

иккинчи тур эгри чизиқли интеграл ёки векгор шаклидаги

)adr
L

интеграл a (М) векторнинг L  чизиқ бўйича олинган чизиқли интег• 
рали дейилади (98-шакл).

Агар a (М) вектор куч майдони ҳосил қилса, a векторнинг L чи- 
зиқ бўйича чизиқли интеграли маълум йўналишда L  чизиқ бўиич 
бажариладиган ишга тенг бўлади.

Т а ъ р и ф. Епиқ L контур оу- 
йича чизиқли интеграл B.e.Kglt. 
циркуляцияси дейилади ва Ц 
лан белгиланади, яъни

Ц =(j]а dr = фР(х, у, z)dx + 

+  Q (.v, у, z)dy + R (х, У< 2) dz’
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11- бобдаги сирт интеграллари учун (4.1) Грин формула- 
снга^ўхшаш формула ўринли бўлиб, интегрални ст сирт бўйича 
ҳисоблаш масаласини бу сиртни чегараловчи L  контур бўйича 
нккинчи тур эгри чизиқли интегрални ҳисоблашга келтиришга 
jjm k o m  бсради.

Т е о р е м а . Агар Р(х, у, z), Q(x, у, z), R(x, y, z) функция- 
лар ўзларининг биринчи тартибли хусусий ҳосилалари билан 
бирга а соҳада узлуксиз бўлса, у ҳолда қуйидаги формула ўрин- 
ли бўлади:

| Р  (х, у, z)dx + Q (х, у, z) dy +  R(x, у, z) dz =

10- §. Стокс теоремаси

dR dQ\ , дР dR\  n t -- — —  cos a + — -----) cos 6 +ду дг \дг дх К

+ (S
дР\  
—  гcos 7 da. ( 10.1)

бу ерда cosa, cosfJ, cos v — бирлик вектор п0 нормалининг а сиртга 
йўиалтирувчи косинуслари, L  — бу сиртнинг чегараси.

(10.1) формула Стокс формуласи дейилади (99-шакл). Бу 
формулада L  контур бўйича интеграллаш йўналиши с  сирт- 
нинг танланган томони билан куйидаги қоида бўйича мослаш- 
тирилади: n0 нормалнинг охиридан контурни айланиб ўтиш со- 
ат милига карши йўналишда кузатилади (айланиб ўтишнинг 
бундай йўналиши 11-бобдаги 6-§да мусбат йўналиш деб атал- 
ган).‘

И сб о ти . а сирт ҳамма координата текисликларига бир 
ҳийматли проекциялаисин. Бу сиртнинг тенгламаси

z = z (х, у),
бУ ерда z(x, у ) функиия £>, соҳада дифференциалланувчи функ- 
ччя бўлиб, у 6 сиртнинг Оху те- 
кислнкдаги ироекцияси бўлади.

D\ соҳанинг чегарасини L\ би- 
лан белгилаймиз, шу билан бирга

i контур L  нинг Оху текислик- 
Даги проекцияси бўлади.

°  еиртнинг юқори томонини 
анлаб оламиз, бунга мос ҳолда 

> Даги ориентациятш хам танлаб 
°ламиз.

Ушбу

эгри
Р  (х, у, z)dx

L

чизиқли интегрални аввал 99- шакл.
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L { контур бўйича, кейин эса Грин формуласидан фойдаланиб 
D i соҳа бўйича карралн интегралга алмаштирамиз ва ниҳоят,
о сирт бўйича сирт интегралига алмаштирамиз.

Чегара о сиртга тегишли бўлгани учун L контур нуқтала- 
ринннг координаталари z = z(x, у ) тенгламани ҳаноатлантира. 
ди ва бинобарин, Р  (х, у, z) функциянинг L  даги кийматлари 
Р  (х, у, z (х, у ))  функциянинг L\ даги мос қинматларига тенг. 
L ва L\ мос бўлинишларнинг Ох ўқидаги проекцияларн мос 
тушади, демак, L  ва L\ контур бўйича иккинчи тур эгри чи- 
зиқлн интеграллар учун интеграл йиғиндилар ҳам мос туша- 
ди. Шунинг учун

<i> Р  (х, у, z) dx =  ф Р  (х, у, z (х, у)) dx.
L L,

Бунинг ўнг қисмига 11-бобдаги (4.1) Грин формуласиии 
ва мураккаб функцияни дифференциаллаш қоидасини қўл- 
лаб,

ни топамиз. dx dy ни dx dy = cos y d o формула бўйнча d o сиртнинг 
элементи орқали алмаштириб, Dx соҳа бўйича каррали интегрални 
сирт бўйича интегралга келтирамиз:

f P ( X. у. +  f  ( |02>
o

Маълумки (7-боб, 9-§),
дғ . dz т—  Н --- 1 — k
дх ду

вектор z = z(x, у) сиртга перпендикуляр, ва бинобарин, п0 пормал- 
нинг бирлик векторига коллинеар:

л0 = cos а ■ i -f cos (5 • / -f cos y • k.
Шунинг учун бу векторларнинг колтинеарлик шарти бажарилиши ке- 
рак:

cosct _  cos Р __ cosy
дг дг — 1
дх ду

Демак,
dz 0—  cos v = — cos р.
ду

Бу муиосабатдан фойдаланиб, (10.2) ифодани бундай к\Р1(111(ШД 
қайта ёзамиз:

\ Р (х, у, z) dx = f f cosp “  cosу ) da. ^ ° ‘l
L au
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5 Қуйидаги формулалар шуига ўхшаш ҳосил қилинади:

J )  Q (х, у, z)dy = j* J ( e°s y — ~  cos a j d a, (10.4)
K  • L  0

\ R(x, y, z)dz=  | j cosa — cosp jda. (10.5) 
'l  o

i (10.3), (10.4), (10.5) формулаларни қўшиб, Стокс формуласига 
келамиз:
I  J  Р  (х, У, z)dx +  Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z) dz = J  f [(-|^ —

_  cosa +  (-¥- — ) cos 0 + (^ -  -  cos Y1 d o. (10.6) 
дг ) V дг дх ) \ дх ду ) J

Уни қуйидаги кўриниШда қайта ёзиш мумқин:

§ Р (х , У, z)dx + Q(x, у, z)dy + R(x, у, z)dz = [ j* (

I  - Ъ ) « * Н % - т ) * ‘х+(% - % )* '*  (|07)
Хусусан, агар о соҳа L  контур билан чегараланган Оху те- 

кисликнинг сох.аси бўлса, у ҳолда dzdx ва dydz бўйича интег- 
раллар нолга айланади ва Стокс формуласи (11-бобдаги)
(4.1) Грин формуласига ўтадн.

Стокс формуласи эгри чизиқли ннтегралларнн ёпиқ контур 
бўйича сирт интеграллари ёрдамида ҳисоблашга нмкон беради. 

М и с о л. Ушбу
a = ху i +  yzj +  xzk

вектор майдоннинг 2х—3y+4z— 12 = 0 текисликнинг координа- 
та текислиқлари билан кесишиш чнзиғи бўйича Ц циркуляция- 
сини ҳисобланг.

Е чи ш . о текисликнинг юқори томонини шунингдек, шу 
томонга мос келган ЛВСА  берк контурни айланиб чиқиш йўна- 
лишини қараб чиқамиз (100-шакл). Ушбуга эга бўламиз:

Р  = ху, Q = yz, R = xz, 
хУсУсий ҳосилаларш? топамиз:

Ру =х, Р ’ = 0, Q’ = 0 , Q' = у, Я* =z, Ry =  0.
У ифодаларни (10.7) Стокс формуласига қўямиз:
i ~  $  ХУ dx +yzdy +  xzdz = — \ \ ydy dz + zdx dz + xdx dy.

®®Рт бўйича олинган ннтегрални бу сиртнииг координата re-



100-шакл. 101-шакл.
кисликларидаги проскциялари бўлган каррали интеграллар би 
лан ифодалаймиз: 3 о з 0

f  f  » dydz -  |  j  gdy iz  =  j  *  j  ydy  -  ]  f  |й _ 1г dz -
o ДВСО o 4г—12 0 —

3

= _  11 * — i  • ? 48 ]  3)! *  “
0 o

_ _ A i £ n i l l | 3 = ---— • 27 = — 8 (101-шакл).
9 3 o  27 6—a;

6 2 6 C—x
(T zdxdz =  — [^  Zdxdz = —  \dx\ zdz = — \Z-  j~ dx =
O _ д ABO 0 0 0 °

1 Г (6 — дг)2 . J_ (6~*)3 I6 ______Ё1_ = _ 9  (102-шакл).
2 J  4 8 ‘ 3 |o "  8-3

0 6 0 6 0
dx =^ x d x d y  = \ i xdxdy=  j dx | xdy = | xy

Д ACO 0 2*- i2
3

2X-J2
3

102- шакл.
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j  X (2 ^ J 2) dx =  _  1  j' (2 л-2 -  \2x)dx= -  i ( |  X* -  6 *2)

= -± (4-36-36-6) = 1-36  -2 = 24 (103-шакл).o
Шундай қилиб,

Ц = — (— 8 — 9 +  24) = — 7.

11-§. Вектор майдон уюрмаси

Фараз қилайлик, Oxyz фазонинг м соҳасида қуйидаги век- 
тор майдон берилган бўлсин:

а(М ) = Р(х , у, z)i Q(x, у, z)j + R(x , у, zjk.

Таъриф. а (М )  Бектор майдоннинг уюрмаси (ёки ротори) деб 
М иуқтанинг [rot a (М) билан белгиланадиган ва

/ дР dR
l  дг дх дх ду !

формула билан аниқланадиган вектор майдонига айтилади, 
бунда хусусий ҳосилаларни М (х, у, z) нуқтада топамиз. 

М и с о л .  Ушбу
а (М) = z- i +  х~ j + y 3k

вектор майдоннинг уюрмасини топинг.
Ечиш . P  = z2, Q= .v\ R  = у'2 га эгамиз. Хусусий ҳосилаларнн 

топамнз:
= ^ _ ^ = 22, 

ду дг ’ дг дх
dQ дР
дх ду

=  2 х .

Демак,
roia = 2 y i +  2zj +  2xk.

Уюрма тушунчасидан фомдаланиб, (10.7) Стокс формуласнни 
вектор шаклида қайта ёзиш мумкин:

;\ а dr = \ \ п rotado (11.2)

ва бундай ифодалаш мумкин: a векторнинг о ц и р кутян и яси
контурни айланиб чик^шнипг мусбат йўналиши буиича ШФ у
fot а векторнинг шу сирт орқали ўтадиган JL^gpH iw r тўғри 

Уюрмаиинг таърифидан фойдаланиб, қуиид 
^каяига ишоич ҳосил қилиш мумкин:

1) rot(a 4- Ь) = rot a +  rot b ;
2) rot(C tT) = C rot бунда C — ўзгармас скаляр.
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3) rot(ua)=urota-r(gradu)xa, бунда 
u — u(M )» скаляр майдонни аниқловчц 
фуккция.

1. Уюрманинг инвариант таърифи 
Уюрманинг юқорида берилган тпъ- 
рифи коордииаталар системасинц ган- 
лашга боғлиқ. Эндн уюрмали майдон- 
ra ннвариант таъриф бсрамиз:

Фараз қилайлик, п — ихтиёрий белги- 
ланган бирлик вектор ва D эса .11 нуқ- 
тани ўз ичига олган L  чегарали ясси
шакл бўлиб, у п векторга перпендикуляр 

бўлсин. (11.2) Стокс формуласини

ф ad r = \ f rotnarfa
L  "D

кўринишда ёзамиз, чунки п • rota = rot„a (104-шакл).
Ўрта қиймат ҳақидаги теоремага мувофиқ:

j) a d ~r = S rotrta (М^),
L

бундан rotn~a (M x) = (§~adr, бу ерда S юз — D соҳанинг юзи,
L

М г— бу соҳадаги бирор нуқта.
Охирги тенгликда D соҳағи М  нуқтага тортиб (ёки 5 ->• 0 да), 

лимитга ўтамиз, бунда М г нуқта М  нуқтага интилади:

lim ro ta  (.Wj) = lim —  (f) adr
M i- ,M  S-*0 5 j

ёки
-*■ 1 LIrot„a (M ) = lim —  t; adr = lim —  .

s-o S  j  6 - 0  5
L

Т а ъ р и ф . Всктор майдон уюрмаси деб, шундай в е к т о р г а  
айтиладики, унинг бирор йўналишга бўлган проекцияси шу 
йўналишга перпендикуляр бўлган D ясси юзнинг L  контур r  
йича вектор майдон циркуляциясннинг S  юзнинг катталиги 
нисбатига тенг, бунда юзнинг ўлчамлари нолга интилад 
(S-y0), юзнинг ўзи эса нуқтага тортилади. __ .

2. Уюрманинг физик маъноси. Вектор майдон уюрмаси T̂ vK. 
часининг физик талқинини берамиз. Қаттиқ1 жисмнинг қўзғалмас i . 
та атрофидаги ҳаракатини қараб чиқамиз. Кинематикада тезл • ^
майдони v исталган моментда

L

104- шакл,



К&мула билан аниқланади, бунда со
онин бурчак тезлик, r — жисмнинг их- 
тиерий М  нуқтасининг радиус- вектори 
(105- шакл). 

t* Агар
r = x i +  y j  +  zk,

0) =  <йх i + %  j +  сог k
эка(си'маълум бўлса, y ҳолда қуйида- 
rnra =>га бўламиз:

7  i k

v =  o) X  r

v = =  (ьҳг —  <огу) i  +  (b\x —  coxz) j  +  (с0XIJ —  оус) k.

_ J x  у z '
Энди rot tT векторнинг проекцияларини топамиз:

v.px (rot v )  =  ~  (<ЛХУ — tOyX) — ~  K x ~  ахг) = %  +  >x = 2 C0X,

пр(, (rot7) = - f  (ioyz  — coгу) — ~  (axy — о у ) = ce# +  coy = 2дг
c)прг (rot o) = —  (согл: — Ci)x2) — —  (cô z — wzy) = co2 + ©г = 2 o>z.

Шуидай қилиб,
roty = 2 cô i +  2coy/ + 2cozfe =2co

эканини ҳосил қилдик.
Демак, гГ тезлик майдони уюрмаси қаттиқ жисм айланишининг 

оний бурчак тезлиги векторига коллинеар вектордир:

rot v = 2 о).
Уз-ўзини  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

'• Қандай майдон соленоидли майдон дейилади?
2. Солеиоидли майдоннииг хоссасини ифодаланг.
3. Чизнқлн нитеграл деб нимага айтилади?
4. Векторнинг циркуляцияси деб нимага айтилади?

Стокс теоремасини ифодаланг ва исботланг.
Вектор майдон уюрмасини координата шаклида таърифланг. 

'• Вектор майдон уюрмасининг таърифини айтинг.
Стокс теоремасини вектор шаклида нфодаланг. 

in ооТОР майДон уюрмасининг физнк маъноси қандай? 
• 3°94—3895, 4450-4465- масалаларнн ечннг.
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1,(3

12-§. Чизиқли интегралиинг интеграллаш 
йўлига боғлиқ бўлмаслиги шартлари

Фараз қилайлик, қуйидаги вектор майдон берилгаи бўлснн;

~а = Р(х, у, z)T+Q(x, у, z )T+ R (x , у, z)k .
Бундан кейин Р, Q, R функциялар ўзларннинг биринчи тартнб- 
ли хусусий ҳосилалари билан бирга ёки Oxyz фазонинг ҳам- 
масида, ёки фазонинг бирор © соҳасида узлуксиз бўлади деб 
фараз қиламиз.

Фараз қилайлик А ва В  нуқталар «в соҳанинг иккита и.х- 
тиёрий нуқтаси бўлсин. © соҳада ётувчи ва А ҳамда В  нуқта- 
ларни туташтирувчи турли эгри чизиқларни қараб чиқамиз 
(106-шакл). Агар

I Р  (х, у, z)dx + Q (х, у, z) dy - f R (x, y, z) dz
L

чизиқли интсграл бу йўлларнинг ихтиёрийси бўйича айни бир 
хил қийматлар қабул қилса, у интеграллаш йўлига боғлиқ бўл- 
майди дейилади.

Чизиқли интегралнинг интеграллаш йўлига боғлиқ бўлмас- 
лик шартлари қуйидаги теоремалар билан берилади.

1- т с о р е м а. Ушбу

в

106- шакл. 107- шакл.

f Р  (х, у, z)dx + Q (х, у, z)dy + R (х, у, z) dz
L

чизиқли интеграл бирор ю соҳада интеграллаш йўлига боғлиқ 
бўлмаслиги учун бу соҳада ётган истаган ёпиқ контур бўйича 
олинган интеграл нолга тенг бўлиши зарур ea етарлидир.

И с б о т и. Е т а р л и л и г и . Фараз қилайлик, oj соҳада ё т у в -  
чи ястаган L ёииқ контур учун

4 Р  (х, У, z) dx + Q (х, у, z) dy + R (x, y, z) dz = 0 
L
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бўлсин. 1У ,ИКЛИ интегралиипг имтеграллаш йЎлига боғлиқ 
Жмаслиги^ кў'рСатамиз.

АаҚ1Ц1тан> д ва g нуқталар «  соҳага тегишли бўлган нуқ- 
талар 6J,/CHH’ Бу нуқталарни со соҳада ётувчи иккита турли 

ША'71;1 '\пв  эгрн чизиқлар билап туташтирамиз (107-шакл). 
Қуиидагй[а бўлишини кўрсатамиз:

I  J  р (х> У, z) dx + Q (х, У, z )dy+  R (х, у, z) a z = [  Р  (х, у, z) dx 4-
■ А т В АпВ

+ Q (х, у, z)dy + R(x, у, z) dz.
ШАпВ Ба ёйлар АтВпЛ  ёпиқ контурни ҳосил қилади. Эгри чи- 
■•виқлн Х1пег0а;,лапнннг хоссаларини хисобга олиб, ушбуни хосил қи- 
ВЯамиз:

I ' Р (х, у, z)dx + Q (х, у, z)dy + R(x, у, z) dz = 1 Р(х, y,z)dx +
Ш Л тВг.А  ^

А т В

I  +  Q (х, L  Z)dy +  R (х, у, z) dz+ \ Р  (х, у, z) dx +  Q (х, у, z) dy +
ВпА

I  +  Р  fc; У, z) dz = j Р  (х, !J, z)dx + Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z) dz —
А т В

— j Р  (X ,  У, Z ) dx +  Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z) dz,
АпВ

чунки

\ Р(х, у, z)dx+Q(x, у, z)dy + R (х, у, z)dz =
[ВпА

= — \ Р(х, у, z)dx + Q (х, у, z)dy + R(x, у, z)dz.
ЛпВ

Бироқ

$ р (х, у, z)dx + Q(x, у, z)dy + R (х, у, z)dz = 0
Л тВпА

интеграл ёпиқ контур бўйича олинган интегралдир. Демак, 

f^P(A У, z)dx+Q(x, у, z)dy + R(x , у, z)dz— \ Р(х, у, z)dx +
АпВ

+ Q(*. У, z)dy +  R(x, у, z)dz = 0.

|  р (х, у, z)dx + Q (х, у, z) dy + R (х, у, z) dz =

А-пВ 

Бунд.ю

А т В

~ J р(х, У, Z)dx +  Q(x, у, z)dy +  R(x, у, z)dz
А и В

экан^ни Ҳосил қиламиз.
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Шундай қилиб, чизиқли интег- 
рал интеграллаш йўлига боғлиқ 
бўлмаслигини исботладик.

З а р у р л и г и . Фараз қилайлик 
со соҳада

\ Р(х, у, z)dx +  Q(x, IJ, z)d'j +
L

+ R(x, у, z)dz
чизикли интеграл интсграллаш йў- 
лига боғлиқ бўлмасин.

Ш у соҳада ётувчн истаган ёпнқ 
контур бўйича олинган интеграл нолга тенг бўлишнни кўрса- 
тамиз.

Ҳақиқатан w соҳада ётувчн ихтиёрий ёпиҳ контурни ҳараб 
чикамиз ва унда иккита ихтиёрий А ва В  нуқтани оламиз (108- 
шакл). У ҳолда

§ Р (х , у, z) dx + Q(x, у, z)dy +  R(x, y, z) dz = j  P(x, y, z) dx+
А тВпА  Х т в

+ Q(x, У, z)dy + R(X, y, z)dz +  \ P(x, y, z)dx +
BnA

+ Q(X, У, z)dy + R(x, y, z)dz = f P(x, y, z)dx +  Q(x, y, z)dy +
А т В

+ R(x, у, z)dz — f P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy +
АпВ

+  R(x, у, z) dz = 0,
чунки шартга кура

f P(x, y, z)dx +  Q(x, y, z)dy +  R(x, y, z)dz =
п В

= 1 P  (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy +  R(x, y, z)dz.
А т В

AnB

Шундай ҳилиб, истаган ёпиқ контур бўйича олинган интеграл 
нолга тенг. Теорема исботландн.

Қуйидаги теорема амалда кўлланиш учун қулай бўлган 
шартларни беради, бу шартлар бажарилганда чнзиқли интег- 
рал интеграллаш йўлига-боғлиқ бўлмайди.

Теоремани ифодалашдан олдин фазода бир боғламли соҳа 
тушунчасини киритамиз.

Т а ъ р и ф  Агар со соҳада ётувчи ихтиёрин L  ёпиқ контур 
учун шу соҳада ётувчи а сирт мавжуд бўлиб, унинг учун L 
контур чегара бўлса, фазонинг со соҳасн бир боғламли соҳа 
дейилади. Бу ҳолда L контурга о» соҳага тўла тегишли бўлган 
а сиртни тортиш мумкин дейилади. Масалан, куб, шар, бутун 
фазо бир боғламлн соҳа бўлади. Торнинг («тешкулча») ичи 
бир боғламли бўлмаган соҳа ҳисобланди.
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2- т е о р е м а: а = Р(х, у, z) i +  Q (х, у, z) j  +  R (х, у, z) k еек- 
ор- функциянинг

\Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z)dy-YR(x, у, z)dz (12.1)
L

чизиқли интеграли бир богламли со сохада интеграллаш йўлига 
Шоғлиқ бўлмаслиги учун бу соҳанинг ҳамма жойида

rot а = 0 (12.2)
бўлиши зарур ва етарлидир.

ИГ Етарлилпгини исботлаш билан чегараланамиз.
■i И с б о т и. Е т а р л и л и г и.
I  Фараз қилайлик, со соҳада rot а = 0 бўлсин. 
t (о соҳада ётувчи исталган L  ёииқ коитур бўйича олинган 

ушбу чизиқли интеграл нолга тенг бўлсин:

f Р  (х, у, z) dx +  Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z) dz = 0.
L

ю соҳада L  контур билан чегараланган о сиртни қараймиз 
(соҳанинг бир боғламлилнги сабабли бундай соҳа доим топи- 
лади). Стокс формуласига кўра

ad r = \ \ п rota do 
L V

-  >  —  >

со соҳада, жумладаи, а сиртда rota = 0 тенглик ўринли бўла- 
ди. Шунинг j^yn

f jn  rot а d а = 0,
G

vf adr = 0
L

I P(x, y, z) dx +  Q (x, y, z) dy +  R (x, y, z) dz = 0.
L

Шундай қилиб, co соҳада исталган L  ёпиқ контур бўйича олин- 
ган чизиқли интеграл нолга тенг. 1-теоремага асосан чизиқлн 
интеграл интеграллаш йўлига боғлиқ эмаслигини хулоса қи- 
ламиз,

бўлгани учун 2-теоремани қуйидагича ифодалаш мумкин: ушбу 

j  Р (х, у, z)dx + Q (х, у, z)dy + R  (х, у, z) dz

демак,

еки
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чизиқли интеграл пир боғламли соҳада интеграллаш йулига 
боглиқ бўлмаслиги учун шу соҳанинг ҳар бир нуқтасида 

dR _  dQ дР ^  dR_ dQ_ ^  дР_ 
ду дг ’ дг дх ’ дх ду

муносабапг бажарилиши зарур ва егпарлидир.
1-мисол. Ушбу

\ (2 ху +  z-) dx -f (х2 +  z) dy +  (y +  2 xz) dz
L

чизиклн интеграл интеграллаш йўлига боғлиқ бўлиш-бўлмас- 
лигини текширинг.

Е ч и ш. 2-теореманинг (12.2) ёки (12.3) шартларини тск- 
ширамиз. Бундан қуйидагига эга бўламиз:

Р  = 2 ху +  z-, Q=x- +  2, R = у +  2 xz.
Бундан

—  = 2х, ^ = 2 * ,  i *
ду дх дх

= 2 г.

^ = 2 г ,  J * = l ,  « L - i .
дг дг ду

Бинобарин
dR

буидан
ду дг дг дх

rota = 0.

дх ду

Шунинг учун берилган чизиқли интеграл интеграллаш йўлига 
боғлиқ бўлмайди.

2-м и с о л. Ушбу

i ydx — xdy + zdz

чизиқли интеграл интеграллаш йўлига боғлиқ бўлиши ёки бўл- 
маслигини текширинг.

Е ч и ш . (12.2) ёки (12.3) шартларни текширамиз. Р  = у, 
Q= —х, R = z га эгамиз. Бундан:

дР _  j dQ _  j dR 
ду ’ дх ’ дх

0,

Бинобарин,
^  = 0, ^ -  = 0, 

дг дг ду
=  0 .

d R _= dQ_ =  о = ^ = 0  дР ^  dQ 
ду дг ’ дг дх ’ ду дх

бундан ушбуга эга бўламиз: 
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\ дх ду J
Шунинг учун берилган чизиқли интеграл интеграллаш йўлнга 
боғлиқ бўлади.

13-§. Потенииал майдсн. Потенциаллик шартлари

Таъриф. Arap

а (М) — Р(х, у, z)i + Q (х, у, z) j + R(x, y, z)k

вектор майдоннянг уюрмаси o соҳанииг ҳамма нуқталарнда 
нолга тенг бўлса, бу майдон шу соҳада потенциал (ёки гради- 
диентли, ёки уюрмасиз) майдон дейилади.

Потенциал майдоннинг таърифига кўра майдоннинг ҳар бир 
нуқтаси учун

rota = (' dR dQ V i + j дР d R V
, ду дз j \ дг дх 1

+ 1
( dQ дР \ t°II

\ дх ду )
яъни қуйидаги айниятлар ўринли бўлади:

dR dQ дР dR dQ дР
ду дг ’ дг дх ’ дх ду

I —

(13.1)

(13.2)

Шунинг учун (13.2) айниятларнинг бажарилиши вектор 
майдоининг потенциаллиги шарти бўлади.

Illy  айниятлар (12.1) чизиқли интегралнинг L  ёпиқ контур 
бўйича нолга айланиши учун зарур ва старлидир, шунингдек, 
унинг иитеграллаш йўлига боғлиқ бўлмаслигининг зарурий ва 
етарли шартидир.

Т а ъ р и ф . Градиенти а (х, у, z) скаляр майдонни вужудга 
келтирувчи и(х, у, z) скаляр функция шу вектор майдоннинг 
потенциал функцияси (ёки потенциали) дейилади.

Шундай қилиб, потеициал майдон
, ди ~Т , ди . ди ~Т grad u = —  i +  —  1 +  —- k = a 

дх ду dz
муносабат билан ифодаланади, бунда

~а = Р(х, у, z)~i +Q(x, у, z) j + R (x , y, z) k

бўлиб, шу билан бирга rota = 0 ёки rot grad u = 0.
М исол. Ушбу

a = (x- — 2 yz) ■ i + ( i f  — 2 xz) ■ j  + (z2 — 2 xy) k 
майдон потенциал майдон бўлиши ёки бўлмаслигини текширинг.



Е  ч и ш. Р  = х'2 — 2 yz, Q = i j - — 2 л-г, R = г2 — 2 лч/ бўлгани учуц 
бу ердан хусусий ҳосилаларни топамиз:

dR 
дх 
dR 
ду

Қуйидагилар равшан,

~  = — 2 2, —  = — 2г,
ду дх

- £ = - 2 « ,  f - - 2 , .

= -2//. 

= — 2х.

^ = - ^  = _ 2 r  —  =-^- = — 2 v -^?= ^-
5i/ йг ’ 5г йл: ’ дл: c)i/

2 г,

яъни (13.2) шарт бажарилади, шунинг учун берилган майдон потен- 
циал майдондир.

14-§. Потенциал майдон ҳолида чизиқли 
интегрални ҳисоблаш

Агар (о фазовий соҳа бир боғламли бўлса, у ҳолда иотен- 
циал майдондаги чизиқли интсграл интеграллаш йўлнга боғ- 
лиқ бўлмасдан, балки шу йўлнинг бошланғич А ҳамда охирги 
В  нуқталарининг координаталарнга боглиқ бўладн ва и (х, 
у, z) функциянинг шу нуқталардагн орттирмасига тенг бўлади, 
яъни

f Р(х, у, z)dx +  Q(х, у, z)dy +  R(x, у, z)dz =
А В

и(л'д, ys, zB) и(хл, ул, zA), (14.1)
бу ерда АВ  йўл — А(хД, ул, zA) нуқтадан В(хв, ув, zB) нуқтагача 
ихтиёрий И1!теграллаш йўли. Одатда буилай йўл тарзида ACDB си- 
ниқ чизиқ олинади, унинг АС, CD ва DB  бўғинлари координаталар 
ўқига параллел (109-шакл). Бу хрлда потенциални ҳисоблаш форму- 
ласи қуйидаги кўринишга эга бўлади: 

в
и(х, у, z )= \  Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z)dy +  R(x, у, z)dz —

А
х У

= J Р(х, Уо, zQ) dx+ |q(a-, у, z0)dy+
*о У®

z

+  \ R(x, у, z) dz, (14.2)
г»

бунда
Л(х0, Уо’ z0), С (х, у0, z0), 

D(x, у, z0), В  (х, у, z),

AC = (x — x0) i ,  CD — (у — у0) j ,

DB = (z — z0)k .
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Агар потенцмал майдон куч майдони бўлса, у ҳолда бундай 
Вмайдонда нуқтани кўчиришда бажарилган иш майдоининг бир 
А иуқтасндаи иккиичи В  нуқтасига кўчириш йўлига боғлиқ 
бўлмайди ва (14.1) формула бўйича ҳисобланишн мумкин.

^  Потенциал всктор майдонда бир боғламли соҳада ётган ҳар 
* қапдай L ёпиқ эгри чизиқ бўйича циркуляция нолга тенг. Куч 
' майдонн учун бу майдон кучларининг ҳар қандай L  ёпиқ эгри 
чизиқ бўйича бажарган иши нолга тенг бўлади.

М и с о л. Ушбу
~а — (х2 — 2 yz) i ~г(уг — 2 xz) j +  (г2 — 2 ху) k

майдоннинг потенциалини тонинг.
Е ч и ш . Бу векториииг майдони потенциал эканини кўрсат- 

ган эдик (13-§ даги мисолда).
и (х, у, z) потенциални (14.2) формула бўйича топамиз:

X У 2
U (х, 11, z) =  j  (х- —  2 !/oZc) dx +  j  (y2 —  2 хг0) dy +  j  (г2 — 2 xy) dz =

x , il, 

= ( j * s- 2 w ) | '+ ( j  +
f-  ^ ^ х 3 + -^у3 + - г 3) — 2у^0х — 2хг0у — 2хуг — ̂ х^ +

3 з

+ 2 у^ьх 0 -i yl +  2xz0y0 — j z l  + 2xyz0 = - (x 3+I/3 +

3) — 2 xyẑ  — j j  (x* + y3Q + z\) — 2 x0y£0

Уз-ўзини т е к ш н р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Чнзиқлн интегралнинг иптеграллаш йўлнга боғлиқ бўлмаслнги нимани 
билдиради?

2. Чнзнцли ннтегралнинг интеграллаш йўлига боғлиқ бўлмаслнги унннг 
нсталган контур бўйича нолга теиглигига эквнвалент эканини кўрсатннг.

3. Чизиқли интегралнинг интеграллаш йўлнга боғлиқ бўлмаслнгининг за- 
рурин ва етарли шарти ҳақидаги теоремани ифодаланг ва йсботланг.

4. Қандай майдон лотенциал майдон дейилади?
5. А\андон потенциаллигннинг шартлари қандай?
6. Потенциал деб нимага айтилади? У қандай ҳисобланади?
7. 4430—4437-масалаларни ечинг.

15-§. Гамильтон оператори 
(Набла оператори)

Вектор анализнинг grad, div, rot дифферепциал амалларини сим- 
волик v  вектор ёрдамида (Набла-вектор -- Гамнльтон опера гори) 
ифодалаш қулайдир:



Бу векторни у ёки бу (скаляр ёки вектор) катталикка қўллаичш- 
ни бундай тушунмоқ керак: вектор алгебра қоидаларига кўра бу век- 
торни берилган катталикка купайтириш амалини бажариш лозим

д 0 д л сўнгра — , — , —  символларнинг бу катталикка купаитириш.чи
дх ду дг 

тегишли ҳосилани топиш сифатида қараш ксрак.
Бу пектор билан амаллар бажариш қоидаларини қараб чиқамиз:
1. v  набла вгкторнинг и(М) скаляр функцияга кўпайтмаси шу 

функциянинг градиентини беради:
д Т  , д Т  . д

— 1 +  —  / +  ~Т дх ду dz
k ) и = ди

дх i +

. ди Т  
+  Т~ 1ду

Шундай қнлиб, v  и — grad и.
2. v  набла-векторнинг

ди̂
дг k — grad и.

а (М) = Р (х , у, z) i + Q (х, у, z)j + R(x, у, z) k

вектор функция билан скаляр кўпайтмаси шу функциянинг диверген- 
циясинн беради:

V • °  = (-т; "^+ ] • (Р(х, у, 2)7+

+ Q(X, У, z) i  + R (X, у, z)~k) =
дР , д О  dR .. -  = ---- 1----- 1--- — diva.
дх ду дг

Шундай қилиб, v  • о — div a .
3. V набла-векторнинг

а(М ) = Р (х, у, z) i +  Q(x, у, z) j  + R (x , y, z)~k
вектор функцияга вектор кўпайтмаси шу функциянинг уюрмасинн 
беради:

V X а =
i k 
д д

i
д____ _____

дх ду дг
Р  Q R

= Ш
V ду дг ) i +

+ (S : S ) 7 + ( £ - 5 F - * « -
Шундай қилиб, v  X a = rot a.

Граднент, дивергенция, уюрмани олиш амаллари биринчи 
тартиблн дифференциал вектор амаллардир.



16-§. Вектор майдонидаги иккинчи 
тартибли амаллар

Вектор майдонидаги иккинчи тартнбли амалларни кўрамиз. Шуни
айтиб ўтиш керакки, gradu, rota амаллари вектор майдонларни ву-
жудга келтиради, diva амали эса скаляр майдонпи вужудга келти- 
ради. Кўрсатилган амалларнинг куйидаги комбинациялари бўлиши
мумкин: divgrad и, graddiva, rotrota, divrota, булар икк.шчи тар- 
тибли амаллар дейилади. Улардан энг мучимларини қараб чиқамиз.

1. divrota = 0.
Ҳақиқатан ҳам, агар вектор майдон

а = Р(х, у, z) i +  Q (x, y, z) j +  R (x, y, z) ~k 
бўлса, y ҳолда иккинчи тартибли аралаш ҳосилаларнинг тенглиги учун

iivro t7 = ±  № - т + ±  +
дх \ду дг J  ду \ дг дх)

д_
дг

,d Q _ d P  _

d*R d*Q дгР <1*R d*Q 
ду дх дх дг

\дх
д-Р
дгду

ду , 
=  0

дх ду дх дг ду дг 
бўлади. Ш у натижанинг ўзшш набла-оператор

divrota = v  (V X a )
ёрдамида ҳам олиш мумкин, чунки бу ерда учта векторнинг аралаш
кўпайтмасини ҳосил қиламиз: v. V ва a, буларнинг иккитаси бир хил. 
Бундай кўпайтма нолга тенг бўлиши равшан.

2. rot grad и — 0.
Ҳақиқатан,

. ди , ди ~t . ди ~Т
grad U = —  t +  —  1 + ~Г k дх ду дг

бўлгани учун иккинчи тартиб.'ги аралаш кўпайтмаларнинг тенглиги 
туфай.и :

, Г 3 / ди \ д [  ди\\ , f  Г д j  диrotgrad и = t [ -  ( - ) — -  ( - ) ] + ;  -  ( -i ди j

_д_
дх

ду дг дг ду/ 

+  ?
\дхду

\ дг дх 
д*и \ 

дудх)

д. I ди
ду \ дх 

д'и
дх дг,

) ] -  

•) +
=  0 .

Шу натижанииг ўзини v  набла-оператор ёрдамида ҳам ҳосил қилиш 
мумкин:



чунки бир хи.ч чекторларнинг вектор кўпайтмаси нол векторга теш-

3. divgrad и = -с
Ҳақиқатан ҳам,

о j-,. j  . д*и , д-и3. divgrad и = —  + —  +  — .
ох* дуг oz1

, ди Т  , ди , ди ~Тgradw = —  i +  —  / -r- —  k
дх ду дг

бўлгани учун

div'grad« = —  +  ( i “ Ye
s дх \ д х )  ду \ д у ) дг \ дг )

= —  + —  + —  (16.1) 
дхз ду* дг* v ’

бўлади.
(16.1) тенгликнинг ўнг томони символик тарзда бундай белгила- 

нади:
. д':и , д-и . д-иД и = ----1----- 1----

дх- difi дг-
ёки

. / , дг , д * \Д U = --------------U.
V дх* дуг дг°~ )

Бунда
Д = — + Л -  +  —  (16.2)

дхп- ду* дгг

символ Jlaiviac оператори дейилади. Бу операторни у  векторниш' 
скаляр квадрати тарзида қараш табиийдир.

Ҳакнкатан ҳам

Шунинг учун (16.2) тенглик у  оператор ёрдамида 
div gradu = v  (V u) = V2 u 

кўринишда ёзилади. Шуни айтиб ўтиш керакки,
Д и = 0

тенглама Лаплас тенгламаси дейилади.-Д и = 0 шартни бажарув- 
чи и(х, у, г ) скаляр майдон Лаплас майдони ёки гармоник 
майдон дейилади.

17-§. Лаплас операто.ри, унинг цилиндрик 
ва сферик координаталарда ифодаланиши

Аввалги параграфда биз Лаплас операторининг декарт 
координаталаридаги ифодасини ҳосил қилган эдик:

Д = —  +  —  +  — . (17.1)
дх- dif- dzt V
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'у опсраторнинг цилиндрик координаталардагн ифодасинн то- 
памиз:

х = т cos ф, у = r sin ф, z — z.
|  Бунинг учун и = и(х, у, z) мураккаб функцнядан (бундаt = rcos9, y —rsitup, z — z) эркли ўзгарувчилар бўйича олинган
бнринчи ва иккннчи тартиблн хусусий ҳосилаларни топамиз:

ди ди , ди— —  cos ф + — sin ф,дуor дх
ди ди ■ , ди—  = ---- r sm ф Ч---- - r cos ф,
d(f дх ду

д2и д-и , , д-и . о-- = ---  COS ф +  —  Sin- ф •
дг2 дх- ду2

о д'-и2---  С О Зф ЭШ ф ,
дхду

(17.1)

(17.2)

(17.3)

д°-и 
д ф2

d “U 5 * 2= --  r2 Sin2 ф
дх2

—  2

l
ду2 

д*и 
дхду

Г  COS* ф2 rn — ди
дх

диr cos ф---- rsm ф —
ду

rsin^cos^. (17.4)

(17.3) ни r2 га кўпайтириб ва (17.4) билан қўшиб,
„ дъи . д-и l  д-и . д2и \  , / ди . ди . \ r2 ---- 1---- = ---- 1----r2 — r —  cos ф -j-----sm ф

дг2 д ф3 \ дх2 dtj2 j \ дх ду f
t ифздани ҳосил қиламиз, у эса (17.1) ни қўлланилгандан 'сўнг қу1ш- 
| даги кўринишни олади:

д*и _̂ _ д2̂  r ди _  r 2 (  д2и д*и \ 
дг2 ' д фЗ ‘ дг l  дх2 - ду2 j

еки

Бундан,

д’-и , &и =  сРи 1 д*и | 1
дх1 ~  ду2 дг2 ' r2 д ф2 r

ди
дг

д __ д2и , д2и д2и __ д2и j_ ди_ _,__ J_ д-и , д"-и
дхг ~  ду2 dz- дг2 r дг r2 д ф3 dz2

келиб чиқиши равшан. Энди Лаплас операторини цилиндрик коорди- 
паталарда ёзиш мумкин:

д = ^  +  !
дг2 r

—  +  —  
дг r2

д2 , д* 
д ф2 dz2

(17.5)

Худди шунга ўхшаш Лаплас оператори учун ифодани сферик 
координаталарда келтириб чиқариш мумкин:

х = r sin 9 cos ф, 
у = r sin 0 sin ф,

2 = r cos 0.
u = u (x, y, z) мураккаб функциядан эркли ўзгарувчилар бў-] 

йича биринчи ва иккинчи тартибли хусусий ҳосилаларни то- 
памиз:

ди ди . п . ди . п . . ди п—  = —  sm 0 cos ф Ч---sin 0 sm Ф Ч---- cos 0 =
дг дх ду dz
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13- б о б

М АТЕМ АТИК Ф И ЗИ КА  ТЕН ГЛАМ АЛАРИ

1- § .  Математик физика тенгламаларининг 
асосий турлари

Математик физиканинг иккинчи тартибли асоснй диффе- 
ренциал тснгламалари икки ўзгарувчили номаълум и(х, yj 
функция ва унинг хусусий ҳосилаларига нисбатан чизиқли бў- 
либ, бундай тенгламаларнииг умумий кўриниши қуйидагича 
бўлади:

- дги , D дги , ^  дги , ди , п ди . с  t . ч ,, ,,
А т т  + в  ~ т  + С 7Т  + D Т  + ь Т  Ғи = f (х' У)' (1Л)дхг дхду ду2 дх ду

бу ерда А, В, С, D, Е  ва Ғ  лар умуман х ва у ларга боғлиқ 
бўлиб, хусусан ўзгармаепардир, f(x ,y ) эса берилгаи функция. 
Агар тенгламанинг ўнг қисмидаги f(x ,y ) функиия нолга тенг 
бўлса, у ҳолда бу тенгла.ма иккинчи тартибли бир жинсли чи- 
зиқли хусусий ҳосилали тенглама дейилади:

, д2и , r> дги , п  д*и , r. ди , „  ди , г пА ----r  В ---- г С ----b D --- Ь Е --- r Ғи = 0. (1.2)
дх2 дхду ,ду2 дх ду

Агар (1.2) тенгламанинг берилган соҳасида:
В 2—4Лс>0 бўлса, (1.2) тенглама гииерболик,
В 2—4у4С  = 0 бўлса, (1.2) тенглама параболик,
В 2—4.4С<0 бўлса, (1.2) тенглама эллиитик турга тегишли 

бўлади.
'Горнннг кўндаланг тебраниши, металл стерженнинг узуна- 

сига тебранишн, симдаги электр тебранишлар, айланувчи ци- 
линдрдаги айланма тебранишлар, газнинг тебранишлари каби 
масалалар гиперболик турдаги энг содда тўлқин тенгламаси

=  ( 1.3)
dt* дх* '

ra олиб келади.
Иссиқликнинг тарқалнш жараёни, ғовак муҳитда суюқлик 

ва газнинг оқиши масаласи, эҳтимоллар назариясининг баъзи 
масалалари параболик турдаги энг содда иссиқлик тарқалиш 
тенгламаси (Фурье тенгламаси)

—  =  а2 ( 1.4)
dt дх* v

га олиб келади.
Электр ва магнит майдонлари ҳақидаги масалаларни, ста- 

ционар иссиқлик ҳолат ҳақидаги масалаларни, гидродннамика,
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д*и
dt2 = or

д-и , д-и \ 
[  дх* ' ду* j’

=  0

(1.3')

(1.4')

(15')

иффузия ва шунга ўхшаш масалаларнн ечиш эллиптик тур- 
гги Лаплас тенгламаси

^  + ^ = 0  (1.5)
дх* ду*

хг олиб келади.
Биз (1.3), (1.4) ва (1.5) тенгламаларда изланаётган функция 

и иккита ўзгарувчига боғлиқ бўлган ҳолни келтирдик. Агар 
йзланаётган функция учта эркли ўзгарувчига боғлнқ бўлса, 
тўлқин тенгламаси:

/ д2и , д*и\
U * *  ‘ ду’- J ’

рссиқлик тарқалиш тенгламаси:
ди _  о 
dt ~

&1аплас тенгламаси эса:
д2и j  д2и , дги 
дх- ' дуг ^  дгг

кўрннишда бўлади. Умуман кўп ўзгарувчили функция учун те- 
гишли бўлган тенгламаларни қараш мумкин.

Кслтирилган (1.3) — (1.5) тенгламаларга нисбатан қўйила- 
►.дигап масалаларнннг турлари, умумий ва хусусий ечимлари- 
1нинг (мавжудлиги, ягоналиги, устворлиги) хусусияти, берила- 
f диган бошланғич ва чегаравий шартларнинг моҳиятлари қуйи- 

да келтирилган параграфларда кўриладиган масалалар орқа- 
ли тушунтирилади.

2-§. Тор тебранишлари тенгламасини келтириб 
чиқариш. Бошланғич ва четки шартлар

Узунлиги l ra тенг бўлган эгилувчан ва эластик ип (тор) 
берилган бўлиб, унинг учлари тўғри бурчакли декарт коорди- 

М  наталарида дг=0 ва x = l нуқталарга бириктирилган деб фараз 
k  қилаМиз. Агар таранг тортилган торни дастлабки ҳолатидан 

четлаштирнб, сўнгра ўз ҳолатига қўйиб юборсак ёки унинг нуқ- 
таларига бирор тезлик берсак, у ҳолда торнинг нуқталари ҳа- 
ракатга келади, яъни тор тебрана бошлайди. Биз нсталган мо- 
ментда тор шаклини аниқлаш ҳамда торнинг ҳар бир нуқтасн

^вақтга боглиқ равишда қандай қонун билан ҳаракатланишини 
■ аииқлаш масаласини кўрамиз.

Тор нуқталари бошланғич 
Вҳолатидан кичик четланиш- 
Рларга эга деб қараб, тор нуқ- 
|  таларининг ҳаракати Ох ўққа 
Кперпенднкуляр ва бир текнс- 
рликда вужудга келади, деб 
| фараз қиламиз. У ҳолда тор- 
~ нинг тебраниш жараёни битта 
Ь(л', t) функция орқали ифода 

^этиладн, бунда х тор нуқта- 110- шакл.
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сининг t моментдаги силжиш миқдорини бнлдиради (110-шакл) 
Торнинг барча нуқталарида таранглик 7' бир хил деб фара3 
қиламиз. Торнинг М М ' элементига таъсир этувчи кучларнинг 
Ои ўқдагн проекцияси:

Т  sin (ff — Дср) — Т  sin ф «  Т  ig (<р -f Д ср) — Т  tg cp =
ди ix — А х, t) ди (х, t) rp д2и (x — Q А х, t) .— Т  ------------- - А х  :J  дх2дх дх

«  т (х’ у) dx, 0 < 0 < 1 (2 1)
дх* v >

(бу ерда бурчак ф кичик бўлгани учун tgcp^sin^ ва квадрат 
қавсдаги ифодага Лагранж теоремасини татбиқ этдик). Ҳара- 
кат тенгламасини ҳосил қилиш учун М М ' элемеитига қўйилган 
ташқн кучии инерция кучига тенглаш керак. Торпинг ММ' эле- 
ментга t моментда тенг таъсир этувчи куч

Ғ ~  g (х, t) М М ' да g (х, t) dx. (2.2)

Бу ерда М М ' х  х.2 — хг — dx, g (х, t) — тор бўйлаб узлуксиз тақсим- 
ланган, Ои ўқига параллел кучлар зичлиги. Торнинг чизиқли зичлиги
р бўлса, М М ' элементининг массаси р М М ’ — р dx бўлади. Элемент-

д2ининг тезланиши —— га тенг. Демак, Даламбер принципига кўра (2.1) ot2
ва (2.2) формулаларии ҳисобга олиб, ушбу теигликка эга бўламиз:

р dx • —  = Т —  dx +  g (х, t) dx. 
dfi дх* s v ’

dx га қисқартириб ва тепгликнинг иккала қисмини р га бўлиб ҳамда
— = а2 деб белгилаб, ҳаракатнинг қуйидаги тенгламасига келамиз:

дги 2 д2и , 1 , /n
! ^  =  а w + 7 s (x ’ ‘>- <2-3>

Бу тенглама торнинг мажбурий тебранши тенгламаси ёки бир 
ўлчовли тўлқин тенгламаси дейилади.

Агар g(x, 0= 0  бўлса, (2.3) тенглама ташқи куч таъсир 
этмагандаги бир жинсли эркин тебраниш тенгламаси дейи- 
лади.

Оддий дифференциал тенгламаларда умумий ечимдан ху- 
сусий ечимларни олиш учун ихтиёрий ўзгармасларни аниқлаш 
керак эди. Бунинг учун бошлангич шартлардан фойдаланар 
эдик. Бу ерда ҳам тор ҳаракатини тўла аниқлаш учун

^  = ' (2.4)
di* дх~- v

тенгламанинг ўзигина етарли эмас. Яна қўшимча иккнта чега- 
равий (х=0 ва x = t) шарт ҳамда бошлапғйч (̂  = 0) моментда- 
ги шарт берилиши керак. Чегаравий ва бошланғич шартлар 
тўплами четки шартлар дсб аталади. Масалан, х = 0 ва х=1да
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торнинг учлари қўзғалмас бўлсин. У  хрлда t қандай бўлганда 
ҳам ушбу тснгликлар бажарилиши керак:

и (0, 0 =  0, и (/, t) = 0. (2.5)
Бу тенгликлар масаланинг чегаравин шартларидир. Бошлан- 
ғич момент (/ = 0) да тор маълум шаклга эга бўлиб, унииг ҳар 
бир нуқтаси тезлиги аниқланган бўлсин, яъни

К  и (х, 0) гэ и | = f  (х),
1=0

ut ( х , 0 ) ^ §  = Ғ (х). (2.6)
dt t=о

Бу шартлар тенгламанинг бошлангич шартларидир.

: 3- §. Торнинг тебраниш тенгламасини
Даламбер усули билан ечиш

Биз юқорида торнинг учлари қўзғалмас дсб фараз қилган 
эдик, яъни торнинг узунлиги чекланган эди. Энди ториинг 
узунлиги жуда катта бўлсин. Унинг ўртасидан бирор тезлик 
берсак, ўнг ва чан томонга тўлқинлар йўналади. Натижада 
торнинг учларига тўғри тўлқинлар бориб, сўнг тескари тўл- 
қинлар қайтади. Биз аксланган тескари тўлқинларни ҳисобга 
олмаймиз, яъни чексиз бўлган ториинг тебраниш масаласини 
кўрамиз. Бир жинсли (2.4) тенгламани (2.6) бошланғич шарт- 
ларда ечамиз. Бу ерда f(x) ва Ғ (х ) функциялар бутун сонлар 
ўқида берилган. и(х, t) функция учун чегаравий шартлар бўл- 
майди. Масалада фақат бошланғич шартлар берилса, бундай 
масала Коши масаласи дейилади. Уни Даламбер усули билан 
счамиз. Тенгламанинг умумий ечимини иккита ихтиёрий функ- 
циялар йиғиндиси сифатида қидирамиз:

и (х, t) = ф (jc — at) + '{.'(*  +  at). (3.1)
Бу ф ва ф функцияларнинг нккинчи тартиблн ҳосилалари 

мавжуд бўлсин. У вақтда, кетма-кет ҳосилалар олсак,
их = ф' (,v — at) + (х + at), ихх = ф" (х  — at) -fij:" (д: + at),

u’t =  — а ф' (х — at) + а (х + at),
utt = а2 ф" (х — at, + а- ф" (х + at)

лар ҳосил бўлиб, натижа (2.4) тенгламани қаноатлантиради. 
Демак, (3.1) функция умумий ечим бўлади. (2.6) бошланғич 
шартлардан фойдаланиб, ф ва номаълум функцияларнн то- 
памиз:

/ = 0да
Ф (х) +  \|> (д:) = f (дг),

— а ф' (д:) + а ф' (х) = Ғ (х)
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снстемага келамиз. Иккинчи тенгламани 0 дан х гача бўлгач 
оралиқда интегралласак,

- а [ф (х) -  Ф (0)] +  а Ц  (х)- ф  (0)] = f Ғ  (х) dx
0

ёкн

-  Ф (X) +  Ч> (х) = ~ \  ғ  (х) dx + C (3.3)

кўринишдаги нфодага келамиз. Бу ерда С= — ф(0) +ф(0) — 
ўзгармас сон. (3.2) ва (3.3) тенгламалардан ф(.t), ф(х) номаъ- 
лум функцияларни аниқлаймиз:

X
* М -

0
X

Ъ (х) = J  f (х) +  J  ғ (х) dx +  -у.
(3.4)

Бу формулаларда аргумент х ни х — at ва x + at ларга алмаштириб,
(3.1) формулага қўйсак, и (х, t) функция топилади:

“  (х, 0 = ~  f (x — at) —
х—at

о
х+а/

+  ( F(x)dx= )+
х+а/

+ i j  ^ W  dx- (3-5)
x—at

Бу (3.5) формулага тор тебраниш 
тенгламаси учун Коши масаласинииг 
Даламбер усули билан ечилиши 
дейилади.

Олииган (3.5) ечимиинг физик 
маъносири англаш учун и (ҳ, t) 
ечимга кирган ср (x— 'ai) na ф (,v — 
at) функцияларни алоҳида-алоҳида 
текширамиз. ф (х — at) функцияни 
олиб, t гй t = t 0, t =/j, t --12 ва 
ҳоказо ўсувчи қийматларни бёриб, 
унинг графигшш ясаймиз (111-шакл).
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I Ц]аклдан кўринадики, иккинчи график биринчисига нисбатан atL 
миқдорга, учинчнси at2 ва ҳоказо миқдорга ўнг томонга сурилган. 
Агар бу графиклариинг проекцияларини навбат билан экра̂ .га тушир- 

' сак, гўё уларнинг юқсридаги биринчиси ўнг томонга «чопиб» ўтаёт- 
гандек бўлади. Торнинг бундай четланиши тўлқин деб аталади. Тенг-

J ламадаги а = ко зффициет эса тўлқинларкинг тарқалиш
тезлиги дейилади. Энди (x+at) функцияни кўрайлик. t га t2<ti< t0 
қийматларни берсак, 111-шаклдаги гргфикларда биринчиси пастдагиси 
бўлиб, т ўлқин ўнгдан чапга а тезлик билан тарқалади. Энди Далам- 
бер формуласи (3.5) ёрдамида олинган ечимни текширамиз. Икки ҳол- 
ни кўрамиз. Биринчисида тср нуқталарининг бошлангич тезлиги нолга 
тенг бўлиб, тор бошланғич четлатиш ҳисобига тебрансин, яъни Ғ  (х) = 
= 0 деб олсак, (3.5) формуладан қуйидаги ечимни ҳосил қиламиз:Ш и (X, t) =  M x-eO + Hx + aQ (3.6)

Бу ерда f (х) берилггн функииядир. Фсрмуладан кўринадики, ечим 
и (х, t) иккпа тўлқин йиғиндисидан иборат: биринчи — f(x — at) тўл-

қин а тезлик билан ўнг томснга, иккинчи ў  f (х +  at) тўлқин шу 
тезлик билан чап томснга тарқаладиган тўлқинлардир.

— f (х — at) тўғри тўлқин, — f (х + at) эса тескари тўлқин деб 
2 2

аталади. Бошланғич t = 0 моментда иккала тўлқин профили устма-
уст тушади. Фараз қиламиз, бошланғич моментда f (х) функция (— l,
l) интервалда нолга тенг бўлмасин ҳамда жуфт функция бўлсин.
112-шаклдаги чап устунда ± / (x+at) тўлқиннинг чап томонга тар-

f  қалиши, ўнг устунда эса вақтнинг турли моментларида f (x — at)
тўлқиннинг ўнг томонга тарқалиши, ўртадаги устунда эса тўлқин- 
лар йиғиндиси, яъни тор нуқталари умумий четланиши кўрсатилган.
t < — моментда иккала тўлқинлар бир-бири билан устма-уст туша-а
ди; t = — моментдан бошлаб бу тўлқинлар устма-уст тушмайди ва а
турли томонга қараб узоқлашади.

Энди иккинчи ҳолни кўрамиз. Торнинг бошланғич четлани- 
ши нол бўлсин ва бошланғич моментда тор нуқталари бош- 
ланғич тезлик олиши натижасида тебрансин. Бу ҳолда тор бўй- 
лаб импульс тўлқинлар тарқалади. (3.5) формулага /(х)=0ни 
Қўйиб, и(х, t) функция учун қуйидаги ифодани оламиз:

x-\-at

u (х, f) = ~  Г ғ (х) dx = a> (x + at) — Ф  (х — af), (3.7)
x—at
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X
Ф  (х) = -^ j Ғ (х) dx. (3.8)

Бу формуладан кўринадики, ечим и (х, t) юқоридаги каби, тўғри нх=
— _ ф  (x — at) ва тескари = Ф  (х +  at) тўлқинлардан иборат 
экан. Бошланғич t = 0 моментда их = — Ф  (x), и.г = Ф  (x) бўлиб, 
u 0) = 0 бўлади. Агар Ғ (х) (— l, t) интервалда аниқланган бў- 
либ, F (x ) — v0 бошланғич ўзгармас тезликка эга бўлса, у вақтда

X
ф (х) =  —  ( v0 dx = х бўлиб, бу ерда — / < х < l бўлади.' 7 9л 1 2а

х > l қийматларда Ф  (х) = -l- j  v0 dx = . &■ = |  ва x < - 1 қиймат-
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. у
/

у i А

114- шакл.

Эиди и (х, t) ечимнинг t нинг турли қийматларидаги графигини ясай- 
миз. 114-шаклда чап устунда тескари тўлқин и2 = Ф  (х +  at) нинг 
турли моментдаги ҳолати, ўнг устунда тўғри тўлқин ux= — Ф  (х—at) 
нинг графиги, ўрта устунда эса тор нуқталари умумий четланиш 
графиги келтирилгаи. Биринчи ҳолдан фарқли ўлароқ, t = 0 да 
и (х, 0) = 0 бўлиб, t катталашиши билан нуқта юқорига кўтарилади,
чуғки (3.7) формуладаги интеграллаш интервали кенгаяди. t -- — 
бўлганда

ларда

fof 
2 а

Vfjl

бўлади. Бу ерда

h = —  бўлиб, Ф  (х) узлуксиз 
а

ва тоқ функциядир (113-шакл). 113- шакл.

* l  0 V ҳ
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ҳоснл бўлади. t > — бўлганда ҳам и (0, t) = h бўлади, чунки (— /, 
/) дан ташқарида Ғ  (х) нолга тенг. Шунинг учун четлашиш функци- 
яси и (0, t) шаклда ўзгармас бўлиб ҳолади. Мисол учун xi — ~̂

бўлсин. У  ҳолда t иинг ~  дан кичик қийматларида тескари ва тўғ- 
ри тўлқинларнинг биргаликда таъсири натижасида нуқта кўтарилиб
боради. t > —  моментда тескари тўлқиц четлашиши бу нуқтада до-

2 а
h » имий — га тенг бўлиб, нуқта тўғри тўлқин таъсирида юқорига кўта-

3/рилишни давом этади. t > —  моментда иккала тўлқиннинг четланиши

га тенг бўлади ва и | t j функциянинг қиймати h га тенг бўла-
ди. Шундай қилиб, и (лг, t) функциянинг графиги t нинг турли қий- 
матларида қуйидагича бўлар экан: / ==0да и = 0 — тўғри чизиқ;
0 < / < — да чизиқ профили трапеция шаклида булиб, унинг юқори 

а
асоси кўтарилиб, катталиги камаяди; t = — да профил учбурчак ва 

t>  — да профили кенгаядиган трапеция кўринишда бўлади (114-
а

t

A*at=-l x+at-L
Ч  \  / A-at:-l x-at=t

N #  -ctt)>o <Pfx+at)=0
VI

< ^1Г s^P(x-at)*-^
/ \  * t * * a t )- £

~L o 1 л
115- шакл.

шакл). Шундай қилиб, торга берилган (— /, l) интервалдаги бошлан- 
ғич тезланиш натижасида тор тебраниб, h баландликка кўтарилади 
ва вақт ўтиши билан шу баландликда қолади (силжишининг қолдиғи). 
Oxt текислигини олиб, х — ai = ± l ва х + at = ± l — характерис- 
тик тўғри чизиқларни юқори ярим текисликда чизамиз (115- шакл). 
Ф  (х) функциянинг ифодасидан фойдаланиб, тескари тў.чқин Ф  (x+at)
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нинг II, IV  ва V I зсналардаги четланиши — ўзгармасга тенглиги ке-
либ чиқади. III, V ва V I зоналарда тўғри тўлқин — Ф  (x — at) нинг
четланиши ҳам — га тенг. Шунинг учун V I зона силжиш қолдиғи-
дан ибсрат бўлиб, бу зонага мос келган функциямиз и (х, t) = 
= Ф  (х +  at) — Ф  (х — ai) = /i бўлади. IV  зонада тўғри тўлқин чет-
ланиши--- га тепг; шунақа четланиш V зонада тескари тўлқинда
мавжуд. Шун1!нг учун IV  ва V зсналар тор нуқталари учун сокин 
зоналар бўлади. Нуқта текисликнинг IV  зонасидан V I зонасига ўтганда 

.  h h туғри тўлқиннинг четланиши — — дан — гача ўзгаради.
Шу мулоҳазалардан фсйдаланиб, х0 > l бўлганда и (х0, t) функ- 

цияиинг қуйидаги ифодзсини ёзамиз:
x0—l0,

« (-v0. 0 = 2 ! 1 

h.

0 < t<

x0 — at
a

x 0—l
l 1 a 

Xo — t

< t< л'о + l

t>

дги д*и тенгламани u ди
~dt = 0 бўлган1-мисол. ,

dt2 дх2
бошланғич шартларда ечинг:

Е  ч и ш. Бу ерда а = 1, f (х) = х2, Ғ  (х) = 0 эканини ва (3.5) фор- 
мулани ҳисобга олиб ёзамиз:

и(х, i)=  / (̂ -0  + M ^ + j),

аммо f(x ) = x2 б ўлганлиги учун f(x — t) = (x — tf, f (x + t) — (x+ff 

бўлиб, u (x, t) = ~~  ̂ =x2 + 1- бўлади.

n д2и . дги2- м и c o л .--- = 4 —  тенгламани и
dt2 дх2

л ди I = 0, —  = х шарт- 
.=о dt 7=0

ларда ечинг.
Е  ч и ш. Бу ерда а = 2, / (х) = 0, Ғ (х) = х эканини ҳисобга олиб,

(3.5) фсрмулани ёзамиз:*+21
u ( x , t ) = ~ \  zdz = ~  z2 \X̂ ‘ = l(x +  21)2 — (x — 2t)2] = xt.

4 ,! 8 \x—2t 8
x-21

4-§. Торнинг тебраниш тенгламасини ўзгарувчиларни 
ажратиш усули (Фурье усули) билан ечиш

Биз икки томонндан маҳкамланган торнинг эркин тебра- 
ниш тенгламаси

д2и
dt*

д2и
дх2

(4.1)
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нинг бошланғич шартлар
=  Ғ (х )  (4.2)t / \ ди = f w, — <=0 01 t=0

ва четки шартлар
и | _  — 0, « | ^ - 0  (4 3)

берилгандаги хусусий ечимиии топамиз. Бунинг учун Фурье 
усулидан фойдаланамиз. (4.1) тенгламанинг (айнан нолга тснг 
бўлмаган) хусусий ечимини иккита Х (х ) ва T(t) функциялар 
кўпайтмаси шаклида қидирамиз:

и (х, t) = X  (х) Т  (t). (4.4)
Бу қийматлардан ҳосилалар олиб, (4.1) тснгламага қўйиб, уш. 
буни ҳосил қиламиз:

X  (х) Г '  (0 =  а3 X " (х) Т (t) 
ва бу тенгликнинг ҳадларшш d2X T  га бўлиб,

Т" (t) =  Х "  (х ) (4  5 )
а2 Т  (/) X  (х)

тенгликни ҳосил қиламиз. Бу тенглик ўзгармас сонга тенг бўл- 
гандагина ўринли бўлади. S'hh — к билан белгилаймиз. Шун- 
дай қилиб, r „ х „

~&~т ~  ~х
Бу тенгликлардан иккига тенглама ҳоеил бўлади:

X " +  ?iX  = 0, (4.6)
Т" +  аг ЪТ = 0. (4.7)

Бу тенгламаларнинг умумий ечимларини топамиз. Характерис- 
тик тенгламанинг илдизлари комплекс бўлганлиги учун

X  (х) = А cos /%. х + В  sin V к  х, (4.8)
Т (t) = Ccosa } k t  + D  sin a V k  t (4.9)

ечимларга эга бўламиз. Бунда А, В, С, D — ихтиёрий ўзгармас 
сонлар. Х (х ) в”а T(t) лар учун топилган ифодаларни (4.4) 
тенгликка қўямиз:

и (х, t) = (.4 cos > X х +  В  sin /Я, х) (С cos а V К t +
-f D s ina»'K t).! (4.Ю)

Энди A зл B ўзгармас со.чларяи (4.3) шартлардзн Лфойдаланиб топа- 
миз. (4.8) га х = 0 ва х — l қийматларнч қўйсак,

0 = А ■ 1 + В ■ 0, 0 = А cos V X l +  В sin r X l 
тенгламалар ҳогид бўлио, бдрлнчисидш [Л = 0, ихкинчисидан 
В  sin у' Х l = 0 эканлиги келиб чкқади. В ф  0, чунки акс ҳолда Х^О  
бўлиб, а з О  бўлиб қолади. Бу шартга ззд. Шунинг учун



бўлиши керак, бундан у X = (п. =  1, 2, 3, . . .) хос қийматларни 
толамиз. Уларга мос келадиган хос функциялар

у  D * tlX  = В  s in-- х (4.11)

тенглик билан ифодаланади. Топилган V Я, нинг ифодасини (4.9) га 
қўйсак, у

Т (t) = Ccos 1 + D sin t (n = 1, 2, . . .) (4.12)

кўринишни олади. n t-ииг ҳар бир қиймати учун топилган ифодаларни
(4.4) га қўйиб, чегаравий шартларни қаноатлантирувчи ип (х, t) ечим-
ларни ҳосил қиламиз:

, ,ч / л  аял , , n • ап я ,\ . п я
“ „(*> 0=“ (C»CQS —  0 'Sm Т л:.

Тенглама чизиқли ва бир жинсли бўлгани учун ечимларнинг йигинди- 
си ҳам ечим бўлади ва шунинг учун

U (X, f) = V  (c n
П— 1

CltlTl j. \ т\ * С11171 Л » Tl Я iq\cos——  ̂+ D „Sin—;— /} sin ~ x  (4.13)

қатор билан ёзилган функция ҳам (4.1) тенгламанинг ечими бўлади. 
С,, ва Dn ўзгармас соиларни аниқлаш учун бсшланғич (4.2) шартдан 
фойдаланамиз. t = 0 бўлганда

(4.14)
l"=l

бўлиб, f (х) функциянинг (0, 0 интервалда Фурье қатсрига ёйилмаси 
мавжуд деб фараз қилсак,

i
Сп = — j  f (х) sin -у- xdx (4.15)

о
га тенг бўлади. (4.13) тенгликдан t бўйича ҳссила олиб, t = 0 да

r  /  \  г - i а п  Л  • п  71Ғ (х)=  Л  D„ —  sin —  х v ' ji-л n l l
л = |

тенгликни ҳосил қиламиз. Бу [қатсрнииг Фурье коэффнциентларини 
аниқлаймнз:

i
й/2 71 2 1 р , \ • п л  •D --- = — \ г (х) sm —  xdxп l l J  l
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ёки i
Dn = ——  f  Ғ (х) sin —  xdx. (4.16)п апп J  l ’

о
Шундай қилиб, биз Сп ва Dn коэффлцизнгларяи андқладяк, демак че- 
гаравяй вз бошланғич шартларни қаиоатлангирувчи (4.1) тенглама- 
нинг ечимн бўлган и (х, t) функцияни аниқладик. Фурье усули мате- 
матик фиэиканянг кўп масалаларинн ечишда жуда қўл келади.

Изоҳ. Агар юқорида — X ўрячга + X = k2 ифэдани олсак, тенг- 
ламанинг умумяй ечямя (4.8):

Х  = Ае** + Be~ kx 
бўлиб, чегаравяй (4.2) шартларни қаноатлантярмайди.

Хос функцияни uk (х, t) = (Сп cos t + Dn sin tj sin 
кўрииишда ҳосил қилган эдик. Уни шзклан ўзгартирсак,

uk (х, t) = F ksin-^y--sln [^ f -  * +  (4.17)
_______ _ п

кўринишга келади. Бу ерда Fk = v' C2h + D\ ва tg = — . (4.17)

фэрмуладан кўряшдикя, торн-шг блрчз нуқтал ip i б:о хя1 cofc= ~ a 
частота ва фА фазд билан гармэ:ти:< тебрачар эхан. Тгэрачш ампли-

k  ЗХ Xтудаси Ғк sin —y ~ га тенг бўлнэ, у х га бо?л!Қ эхаи. k=  1 бўл- 
ганда (4.17) формуладан биринчи гармоника учун

иг (х, t) = Ғ г sin sin 1 +  ф̂  j

формулани ҳо;ил қнламиз. х = 0 ва x = l бўлганда қўзғалмас нуқ- 
талар торнинг четлари бўлиб, х = да торнинг четланиши энг катта 
бўлиб, F t га тенг бўлади (116-шакл). k = 2 бўлганда

/ л с • 2ях / 2 я а . . \«г (* . 0 =  2 sm — j-  sm I ——  t +  фг )

бўлиб, қўзғалмас нуқта учта бўлади: 
х = 0, х = —, х = l. Амплитуда энг

lкатта қииматига иккита х =  — вах=
4

3/= — нуқтада эришади (117-шакл). 
4

Умуман sin ' * = 0 тенгламанинг
илдизлари қапча бўлса, [0, /] кесма- 

116-шакл. да шунча қўзғалмас нуқталар бўлади
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117- шакл. 118- шакл.

(улар. тугун нуқталар дейилади). Тугун нуқталар орасида шундай 
битта нуқта мавжуд бўладики, бу нуқтаца четланиш максимумга 
эришади; бундай нуқталар «тутамлик» нуқталари дейилади. Торнииг 
энг кичик ўз частотаси

га тенг бўлади, бунда Т — тор таранглиги, р — зичлиги.
(4.18) формуладан кўринадики, таранглик Т қанча катта 

бўлиб, тор қанча енгил (/ ва р лар кичик) бўлса, овоз шунча 
юқори бўлар экан. Қолган v>k частоталарга мос келган овоз- 
лар обертон ёки гармоникалар дейилади.

1-мисол. Четлари х = 0 ва x = l мэҳкамланган тор берилган 
бўлиб, тор нуқталарининг бошланғич тезлиги нолга тенг. Бошланғич 
четланиши учи (с, h) нуқтада бўлган учбурчак шаклида бўлса (118- 
шакл), торнинг тебранишини тоаинг (Т0 — тарзнглик, р — зичлик вл

Ечиш . / {х) — функцяянинг аналитик ифодаси берилган

сан ечимда барча Dk коэффициентлар полга тенг. Ск коэффициент- 
ларни (4.15) формула ёрдамида топамиз:

(4.18)

берилган).

(118- шакл):

А\асаланинг шарти бўйича Ғ (х ) =  -£ J =0, демак (4.16) га асо-dt i л=э



Ҳар бир интегрални бўлаклаб интеграллаймиз ва ушбу натижага ке- 
ламиз:

Г  • knx , lx „  knx l* . knxx sm --- dx = — —  cos ——  ! +  —— sm ——J  l k Я l jo k1 Я2 /
0

lc k я c . 12 . knc cos-----1-----sin
k я  / № л2 /

C . . k n x  , 1(1— c) ^  k n  c /2 . k n cj  Sln cos—  + —  s,n — .
c

Шундай қилиб,
_  2W2 k n c  Сь = ------------ S i n -----я* c ( l  —  C) /

эканини аниқладик. CA нинг нфодасиаи (4.13) формулага қўямиз ва 
ушбу ечимни оламиз:

/ л 2/i/2 V  1 k n c  . k n x  k n a tи (х t) = ------  > —  sm --- sin----cos-----.v ’ ; л2с ( / - с ) ^ * 2 / / /
/ , „  * я сАгар торнинг уртасидан тортилган бўлса, яъни с = — булса, —  =

jf, тг / *»= —  бўлиб, k нинг барча жуфт қииматларида — нуқта қузғалмас
2  ̂

нл'қта бўлади. Шунинг учун ечимда тоқ гармоникалар бўлади, яъни

„  <*, 0 = “  Ч " 1 - b in  sin » l± JL h  ,cos g- + ■ )«« '. 
v ■ '  X J(2n+ l)* / I/Г—0

2-мисол. Юқоридаги 1-мисол шартида тсрнинг бошлангич шак- 
ли парабола бўлиб, у тор ўртаси у  га нисбатаи симметрик ва макси-
мал четланиши h га тенг (119- шакл). Тор тебранишини аниқланг.

Е  ч и ш. Параболанинг тенгламаси

f(x) = X (l — X)
бўлиб, (4.13) формуладаги 
коэффициентлардан D k =0, С k 
эса қуйидаги формула ёрда- 
мида ҳисобланади:

i
п  Г //' \ • k nx  j  Ck = —  \x {l — x) s:n——  dx,

0
Бу ннтегралии нккн марта бў- 
лаклаб интеграллаймиз ва 

119-шакл. ушбу натил<ага келамиз:
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с * = ^  ( [ - cosk*y
Бундан кўринадики k жуфт бўлса, Ck = 0. k = 2п ~  \ тсқ бўлса, 

С,п4 , = — — ----; (л =-- 0, 1 ,2 ,.. .).
2я+' (2n +  l)3 я 3 v

Ечим эса қуйндаги кўринишга эга бўладн:

. . 32h > (2я+1) ял: (2пЧ-1)ла/“  (JC, t) — --  ▼ , -----  Sin -— — --- cos ---------я 3 (2«+l)3 l l
tt~0

5-§. Торнинг мажбурий тебраниши

Юқорида кўрилган Фурье усули торнинг мажбурий тебра- 
ниш тенгламаси (2.3) ни ҳам ечиш учун қулай эканлигини кў- 
рамиз. Торнинг ташқи куч таъсирида мажбурий тебраниши ма- 
саласи бир жинсли бўлмаган тебранма ҳаракат тенгламасига 
олиб келган эди (2- §):

д-и о д-и | /-» * ,v /с i\—  = а- —-  + G (х, t). (5.1)
д!г дх2

Bv ерда G (х, t) = —  (х, f) белгилаш киритдик.
Р

Бошланғич ва чегаравий шартларни торнинг эркин тебра- 
нишидаги каби қабул қиламиз:

« I 1-1/-=о ot !t=o

ва
« U  = “ U  = o-

Чизиқли бир жинсли бўлмагаи иккинчи тартибли оддий диффе- 
ренциал тенгламаларни ечишга ўхшаш, (5.1) тенгламанинг ечи- 
мини иккита функциянинг йиғиндиси кўринишда қидирамиз;

и (х, t) = v (х, t)-\-w (х, t). (5.2)
Бу ердаги v (х, t) функцияня шундай танлаб оламизки, у бир жинс

d3v о д-v - ли---= a2 ---  тенгламани бошланғич v
dt- дх2

= f (х), = Ғ (х)
t=о dl t=o

ва чегаравий v]x=0 = у|х=/ = 0 шартларда қаноатлантирсин. w (х, f) 
функция эса бир жинсли эмас.

= a ^  +  G (x ,f) (5.3)
dt* дх*

тепгламани ва қуйидаги бошланғич ҳамда чегаравий
джw

ji=0 dt
= 0, ш | .= w \x=t = 0

/=0
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шартларни қаноатлантирсин. v(x. t) торнинг эркин тебранишини ифода- 
лагани учуи унинг тенгламасини юқоридаги бошланғич ва чегаравий 
шартларида ечишт баён этдик (4- § га қаранг). Биз бир жинсли бўлма- 
ган тенгламадан w(x, t) функцияни аниқлашни кўрсатамиз. w (х, t) функ-
цияки бир жинсли масала ечимидаги хос sin 1 - функциялар бўйи- 
ча қатор кўринишда излаймиз.

со

w (*> 0 = Ук (0 sin - (5.4)
*=i

бу ерда yk (t) ҳозирча номаълум t га боглиқ функция. w (х, t) функ- 
ция чегаравий шартларни қаноатлантиради. Ҳақиқатан, х — 0 да 
w (0, /) = 0. х = l да ҳам w (/, t) = 0. Барча (5.4) даги хос функ- 
циялар нолга тенг бўлади.

Агар (5.4) қаторда yk (0) = 0 ва y'k (0) = 0 бўлсин деб талаб қи- 
линса, w (х, t) функция учун бошланғич шартлар ҳам бажарилади.

(5.4) қатордан х ва t лар бўйича икки марта хусусий ҳосилалар 
олиб, (5.3) тенгламага қўямиз. Натижада 

00
"  / А  I ^’2 *  Л  *  / Л  / C  C \

2 j  ъ (/)+ ~~[fi—  ^  w  sin — = G (x’ o- <5-5)
*̂ 1

Энди G (x, t) функцияни (0, /) интервалда x аргументли синуслар 
бўйича Фурье қаторига ёямиз:

оо
G (x ,t) = ' V g k (t)sm ^-X, (5.6)

бу ерда
i

ek (0 = 7  f G (x■ 0 sin k~Y~ dx (5.7)
o

(интегралда t ўзгармас).
Агар G (x, f) = G (x) бўлса, gk (t) функция ўзгармас бўлади. Агар 

G (л:, t) = G (t) бўлса,
l 42G ( ОГ -  k л x , —  G (t), k — тоқ бўлса, 0. gk (t) = - y-  j sin - j-  dx= )kn  : (5.8>

o 0, k — жуфт бўлса.
(5.5) ва (5.6) ёйилманинг хос функциялари олдидаги коэффи- 
циентларини тенглаштирамиз ва номаълум yk(t) функциялар 
учун ушбу тенгламаларга эга бўламиз:

y; (0 +  - ^ - V * (0 = A (0 .  (5.9)

Бу тенгламани 
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v*(0) = 0, v; (0) = 0 (5.10)
бошланғич шартларда ечамиз. (5.9) га мос келган бир жинсли тенг- 
ламанинг умумий ечими

. k п at , п . knatАь cos------i- В ь sin ----k i ' к i
кўршшшда бўлади. Бир жинсли бўлмаган (5.9) тенгламанинг хусу- 
сий ечимини gk (t) функцияга қараб, танлаб олиш усули, яъни аниҳ- 
мас коэффициентлар усули ёки ўзгармасни вариациялаш усули ёрда- 
мида аниқлаш мумкин. Натижада, бошланғич шартлардан фойдаланиб, 
ушбу ечимга эга бўламиз:

Y* (0 = ~ ~  Г gk (*) sin к я а « - Л  dx. (5.11)
к к а  ,i lо

Топилган yk (/) ларни (5.4) га қўйиб, қидирилаётган w (х, t) функция- 
ни аниқлаймиз.

1-мисол. Оғирлик кучи таъсирида торнинг мажбурий теб- 
ранишини топинг.

Е  ч и ш. Бу ҳолда G(x, t ) ~ — g бўлиб, масала соддалаша- 
ди. (5.8) формулага кўра

i
2д С ■ kn

gk= г  J  Sln ~ lo

Svn 2̂n-fl

бундан

k3lX dx = - ^ (  1 
k л

cosk я),

4 g
(2 n +  1) n

(5.9) тенглама иккига ажралади: 
Жуфт индекслар учун

. (2п)2 л2 а2
v2n + —

Тоқ индекслар учун

V2n = 0, у2„ |/=0 = 0 ва i 2n L 0 = 0.

. , (2я+1)»я«о«
V2n+i +  ,, У т+1

Юқоридаги тенгламадаги 
шар',лардаги ечими айнан нол бўлади. Иккинчи (5.12) тенгламанинг 
хусусий ечими

4g/* ;



ra тенг бўлал. (5.10) бошлангич шартлардан фойдаланиб, А2п+Х ва 
B 2n+l ларни "-памиз:

А -  ASP в  = 0  
‘ '2 n + i (2n-f-l)3 я 3 а2’ 24+1

HaTi жада (/) ушбу кўрииишни олади:

Vi».i (0 -  —
(2n+l) nat— cos-— — ---- - (5.13)(2я+1)3 я3аМ l '

Топилган (5 :) ифодани (5.4) формулага қўйсак, масаланинг жаво- 
бига эга бўлэдз:

(2 п + 1) п хsm — —/ 1 Ti r(2/j+I) л at w (x, t) = — -—  > -----  1 — cos -— — ---V ' г?ог J-J, (2n+l)3 l___  (2Л+1)3 L
n—0

l

Ечимдаги аирув ишораси тебраниш бошланишида тор нуқталари 
пастга четлавцини кўрсатади.

l * i х = — вз; == — да2 а
sin Л± _!)л . l ;=  ( _  ly., cos • 1  = -  1

l 2 l a
эканлипши ҳксобга олсак,

(-  1)” _  8gli л3 _  gt»
' • и - . ( f | ) | - S I (2n +  l)3 лs-a2 32 4a2

n=0

ҳосил бўлади Торнинг ўртасида t = — моментда энг катта четланиш
а

31юз берар эказ. Кейш1ги энг катта четланиш тор ўртасида t — —
а

моментда юз зеради ва ҳоказо.
2- м и с ол. Зичлик функцияси g (х, l) = А р sin со t. х га боғлиқ 

бўлмаган (р— торнинг чизикли зичлиги) текис тақсимланган куч тор- 
га таъсир эгаа. Бошланғич силжишсиз ва тезликсиз бўлган торганг 
мажбурий тебанишини топинг.

Ечи  ш. G jc, t) =  =  А sin wt бўлиб, y x  га боғлиқ бЎл-
Р

маганлиги уч\ч (5.8) формуладан фойдаланамиз, У  ҳолда

b,v> '= 0, A ,+ | ( 0 = _ M _  Sin»<.

Юқоридап бириичи мисол каби бу ерда ҳам у2п (t)' = 0 бўлиб, 
V2n+1 (0 эса (5.11) формулага кўра қуйидагига тенг:

t
4/А (* . . (2п +  1) я а  (/ — т) ,Yon-u ------- — smoTsm -— --- ---- -d т.

2n+l (2п +  l)2 л2а J  l0
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(2/i +  1) л а ,  ,1— -j1---= со2п+| деб оелгилаш киритамиз ва и!ггеграллаш амалини
бажарамиз. У  взқтда

... 4A l (o2n+i sinm f— asinM 2n+l t
Ут+l -  (2n+ ,)a л2 a • ш2п+1 _ ш2

ифодага эга бўламиз. Бу ерда барча п лар учун (o2n+i Ф  w (резонакс 
ҳолатн қатнашмайди) деб фараз қиламиз. v2n+1 (t) нинг топилган ифо- 
дасини умумий формуда (5.4) га қўйиб, масала ечимига келамиз:

/ 4М V I  1 ш2П+| sin®/ — <BSino)2n+i / . knx
W  (x ,  t )  = --- >  , ------------ 1----- 5------- 7— — —  S in  —

n*a ja U  (2л+1)3 ш| 1 1  — (i)2 l
п—0

Йиғиндининг бирор k қийматида частоталар o)2fe+I = и  га тенг бў-
либ қолса, ўша ҳадни

2/Л |/ cosco2ft+l/ — sino)2ft+, t  ^

n*a (2k +  l)2 ш2*+1

2/M , . , , ,ч= -------- (sin <»,*., i t — co.,1,, , t cos<o,t , , t)
л3а2 (2А+1)3 2*+ l 2fc+' 2A:+1

ҳад билан алмаштириш керак. Мустақил текшириб кўришни 
ўқувчига ҳавола қиламиз.

6- §. Қаршилик кўрсатувчи муҳитда торнинг 
тебраниши

Ш у вақтгача торнинг тебранишида атроф-муҳитнинг қарши- 
лигнни ҳисобга олмасдан келган эдик. Натижада сўнмайдиган 
тебранишлар ҳосил бўлган эди. Энди торнинг қаршилик кўр- 
сатувчи муҳитдаги тебранишини кўрайлик. Қаршилик кучи ҳа- 
ракат тезлигига пропорционал деб қабул қиламиз. У вақтда 
торнинг ММ' чексиз кичик бўлагига (2-§, 110-шаклга қаранг) 
таъсир этувчи қаршилик кучи қуйидаги кўринишда бўлади:

<6 ')
бу ерда а — пропорционаллик коэффициенти. Бу ерда ҳам (2.3) 
тенгламани келтириб чиқаришдаги мулоҳазаларни такрорлаб, 
фақат қаршилик кучини ҳаракат йўналишига тескари йўнал- 
ганлигини ҳисобга олиб, ушбу тенгламага келамиз:

дги ,  д2и п ди . 1 / л—  = а2 —  — 2m —  Н--- g(x,t). (6.2)
dt2 йдг2 dt р '  '

Бу ерда 2m = —  (колган белгилашлар (2.3) тенгламадагининг ўзи- 
Р

дир). Эркин тебранишлар билан чегаралансак, у ҳолда (6.2) тенгла- 
манинг кўриниши қуйидагг ча бўлади:
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dt"1 ‘ Ot дхг VJK J>

Бошланғич ва четки шартлар аввалги кўрииишда қолади, яъни

= f(x), Ц- — Ғ(х), и
/= о dt /=о =  U

л= 0 (6-t)

(6.3) тенгламанинг ечимини (6.4) шартларда Фурье усули би- 
лан қидирамиз. Тенгламанинг ечимини и(х, t) = X (x ) T (t) кў- 
ринишда ёзиб, 4- § даги каби амалларни бажариб, ушбу тенг- 
ликка келамиз:

1 l  Т " +  2mT' \ X "
ai ( т ) X ' 6̂'5)

Бу ердаги Х(х) функция учуц четки шартлар қаршиликсиз муҳитда- 
ги каби ўзгаришсиз қолганлиги учун (6.5) тенглик ўринли бўлиши

kjtмумкин, агар икки томоии — K2k га тенг бўлса, демак = -— (k =
= 1, 2, .р. .) хос сонларга мсс келган X k(x) хос функциялар (4.11) 
га кўра (коэффициентлар бирга тенг деб олипди)]

v  / \ • kjlXX k(x) =  sin—  (6>6)

формула билан аниқланади. Tk(t) функцияни аниқлаш учун 'ушбу 
тенгламани ҳосил қиламиз:

Tk +2mT'k + (^ ~ J т к =  0. (6.7)

Унинг характеристик тенгламаси

r*& 2mr +  { ^  =  0

нинг илдизлари r12 = — m ±  |/m 2 — j2 бўлади. Ишқаланиш

коэффициенти етарлича кичик бўлганлиги учун (m<-y-j дискрими- 
нат манфий бўлади.

(k™  j ’  — m2 = q\ деб белгиласак, rI 2 =  — m ±  iqk бўлади. У  вақт- 
да (6.7) тенгламанинг умумий ечими қуйидагига тенг:

Tk(t) = e~mt (ак cos qkt +  bk sin qkt).
Топилган X k(x) ва Tk (t) лардан хусусий ечимлар тузамиз:

uk(x, t) = e~mt (akcos qkt +  bk sin qkt) sin y .

Бундан кўринадики, ҳар бир тўлқин e~mt га кўпайтирилганлиги учун 
сўнувчан бўлади. Хусусий ечимлар йиғиндиси



J оламиз ва ak, bk коэффициеитларни берилган (6.4) шартлардан 
фойдаланиб аниқлаймиз. t = 0 бўлганда

u| = ' V  aksm ^ = f(x )
|<=0 « Р

бўлиб, бу ердан

i ak = Y  f f ( x) sin kJf dx-
*

Энли —  хосилани хисоблаб, t урнига нол қўямиз: 
dt '

c)u
а<

=  V (  — так +  b„ qJ  sin у ?  = Ғ(д;)

бўлиб, бундан
t

—mak + bkqk = ^ j\ F (x )  sin k-ydx
o

бўлади Ea

2 c  / \ - ЬЯ* J  I m  „b = —  \ F(x) sin —  dx + —  fl».
V o  1 %

М исол 4-§ даги 1-мисолни муҳит қаршилигини хисобга олиб
а л а г ,-

ечинг. Мисолни ечганда ишқаланиш коэффициенти m = — <  —  оул- 

син- о 1Е  ч и ш. Бошланғич тезлик Ғ(х) = 0 бўлганлиги учун bk= —  ak
__________________ “  k

бўлади. Бу ерда qk =  m2. Энди afc ни ҳисоблаймиз:

|  ak = -у  j f(x)s\nk-jdx  =  j * sin7 ?d* +
0 o

B  - f— j  (/ — x )sm ~ d x  j .
C

Бўлаклаб интеграллаймиз. Натижада



2A/J ■sin knc
& & ( ( [  —  c) l 

Масаланинг ечими қуйидаги""кўриниш; га эга бўлади:
оо

, ,, 2hl1 — mt 1 _ клс . knx / _
i ¥ s ,n 7 smr ( “ W  + i s in q j  •

7- §. Металл стерженда иссиқ.лик тарқалиш тенгламаси

Узунлиги l га тенг бир жинслта металл стерженни Kanai' 
миз (120-шакл). Металл стерженнинг еен сирти ташқи муҳитга игсж 
лик ўтказмайди ҳамда кўндаланг кесшмииянг барча нуқталарида Ис 
сиқлик бир хил деб фзраз қиламиз. АЗсцнсса ўқчнн мзталл стерже: 
ўқи бўйлаб йўналтирамиз. У  ҳолда и  иссиқллк х коэрдината ва
вақтнинг функцияси бўлади. *—  хус-усий ҳосила эса Ох бўнла;
йўналган иссиқликнинг ўзгариш тезтагини билдчради. Абсцяссаларя 
х̂  ва х2 (х2 — хх = Ах) бўлган кесимлар орасидаги кичик бўлагин i 
кўрамиз. Xi кесимдан Аt вақтда ўтадиган иссиқлик миқдори:

S\t.i диAQX=  — k —дх X==Xi
х2 абсциссали кесим^учун ўша млк^дорчииг уз i

a q 2 = .k *L
дх

S  А t

(7.1

(7.2)

бўлади. Бу формула тажриба йўли билан топилган бўлиб, унда k— 
иссиқлик ўтказувчанлик коэффициенти, S — қаралаётган металл стер- 
жен кўндаланг кесими юзи.

Аt "вақтда металл стерженнинг Ах бўлагига оқиб кирган иссиқлик 
миқдори AQX — AQ2 га тенг бўлади, яъни

AQX — А Q, = ь S A t — I sAt
Тх X=Xi дх \х=х,

k— A x S A t
ди ди

дх2
(7.3)

бу ерда —1~ ] — —  1 айирмага нисбатан Лагранж теорема-
\ дх I х=х, дх | х - х ,
сини қўлладик). Шу At вақт ичида меггалл стержен &х булакчаси- 
нинг иссиқлиги Aи га кўтарилади. Иссиқлик оқими қуйидагига тенг:

A Qx — A Q, = c p.\ x SA u
ёки
AQ  ̂—  AQ2: : tpAxS —  At. dt

(7.4)

*2
120- шакл.

Бунда c—металл стержен ясалган 
модд.анинг иссиқлик сиғими, р 
металл стержен ясалган модДЗ*
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Ьипг зичлиги (pA xS = рА l/ — металл стержен элементининг J  мас- 
каси).

(7.3) ва (7.4) фсрмулаларни тенглаштириб, ушбуни ҳосил қиламиз: 

k —  AxS At = с рА xS —  Д tдх* dt
MJ4H

аи 2 дги == а- — .
dt дх2

(7.5)

Бу ерда аг= —  деб белгиланган. (7.5) тенглама бир жинсли
ф - пметалл стерженда иссиқликнинг тарқалиш тенгламаси деиилади. by

 ̂тснгламанинг ечими тўла аниқ бў.тиши учун и(х, t) функция масала-
1шнг физик шартлгрига мос четки шартларни қаноачлантириши керак.
1 Четки шартлар турлича бўлиши мумкин. Масалан, 0 < t < Т учун
! бошланғич шарт:

и (х, 0) =  « | <=0 = f(x). (7.6)
f(x ) — берилган функцня. Четки ша^тлар х = 0 ва х=! бўл- 

ганда металл стержен учларида доимий ҳарорат сақланса:
и (0, t) =  и | ,=0 = и0, и | x=l = ut (7.7)

бўлади. «о ва и( лар берилган сонлар. Агар металл стержен уч- 
ларида муҳит билан ҳарорат алмашиб турса, четки шартлар 
қуйидагича бўлади:

k^-\ = h0] и j — и0 ] , дх I х=0 l 11=0 J

I  - * S L  (7-8)
бу ерда U0 ( t ) ,  U [ ( t ) — ташқи муҳитнинг берилган ҳароратлари, 
h0 ва h i— ташқи иссиқлик алмашиниш коэффициентлари. ho— 
металл стерженнинг чап охиридаги, h/ — ўнг охиридаги коэффи- 
циентлар.

Агар металл стерженнннг баъзи бўлакларида иссиқлик ҳосил 
бўлса ёки нссиқлнк ютилса, у ҳолда металл стержен ичида 
иссиқлик манбаи мавжуд бўлади. Иссиқлик ҳосил бўлиши (ёки 
ютилиши)ни иссиқлик манбацнинг зичлиги Ғ(х, t) орқали ифо- 
Далаш мумкин, яъни кичик Ах бўлагидан кичик Аt вақт орали- 
ғида қуйидаги миқдорда иссиқлик ажралиб чиқади:

Ғ(х, t) AxAt. (7.9)
(Агар F (x ,t )< 0 бўлса, исснқлик ютилади). Масалан, металл 
стержсндан доимий электр токи ўтказилганда ундан иссиқлик 
ажралади ва бу ҳолда Ғ(х, t) =const = I 2R. Бунда I — ток, R — 
металл стержен узунлик бирлигидаги қаршилик.

Шундай қилиб, исснқлик тарқалиш тенгламасини келтириб



чиқаришда (7.9) ифодани ҳам ҳисобга олсак, кўрилаётган бў- 
лакда иссиҳлик баланси тенгламаси қуйидагича бўлади ((7.5) га 
ҳаранг):

k —  AxSAt +  Ғ(х, t)AxAt = cpAxS— At. 
дх* dt

Тенгликнинг иккала қисмини SAxAt га бўлсак,
ди ,д 2и . 1Ф  —  = * —  +  -Т Ғ(х, t) 
dt дх2 5

хосил бўлади. Энди бу тенгликни ср га бўлиб, —  Ғ(х, f) = g (х, f)
cpS

деб белгиласак, бир жинсли бўлмаган
ди а2 dfff 
dt ~~ дх*

Г
ср

ди о d3« . , ,ч 

тенгламага келамиз. Бу ерда а = J  —  — ҳарорат ўтказувчанлик
коэффициенти.

8-§. Чегараланмаган металл стерженда иссиқлик 
тарқалиши

Ингичка, ён сирти иссиқдан изоляцияланган, етарли дара- 
жада узун, иссиқлик ўтказувчн металл стержен тенгламаси, 
иссиқлик манбаларисиз бўлганда, ушбу кўринишга эга бў- 
лади:

^  =  (8.1) 
dt дхг

Бу тенгламада фақат бошланғич шарт берилади:
u\l=0 = f(x). (8.2)

f(x) функция бутун сонлар ўқида (—oo<jt<oo) аниқлан- 
гандир. и(х, t) функция учун четки шарт қўйилмайди. (8.1) 
тенгламани (8.2) шартда ечиш масаласи Қоши масаласи де- 
йилади ёки бошлангич шарти берилган масала дейилади.

(8.1) тенгламани соддалаштирамиз. Бунинг учун t ўрнига 
янги ўзгарувчини киритамиз:

т = аН. (8.3)
У  ҳолда

ди _  ди dx _  2 ди 
dt дт dt сh

бўлади ва (8.1) тенглама ушбу кўринииши олади:
ди _ д2и 
дъ дх1

(8.4)
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_ тенглама металл стерженнннг физик хоссасига боғлиқ эмас. 
t = 0 бўлганда т = 0 бўлганлиги учун бошланғич.шарт

и 1 _о  = /W (8.5)
бўлади. Бу тенгламаии ечиш учун Фурьенинг ўзгарувчиларни 
ажратиш усули ва хусусий ечимлар суперпозициясидан фойда- 
ланамиз. Бу усул икки қисмдан иборат. Аввал (8.4) тенглама- 
нинг ечимини Х(х) Т (т) кўринишда қидирамиз. Бу кўпайтма- 
дан ҳосилалар олиб, (8.4) тенгламага қўйсак,

0 3  =  Ш  /Q
Т  (t) Х(х) (8‘ *

тенглик ҳосил бўлади. Тенгликнинг ўнг қисми т га, чап қис- 
ми х га боғлиқ бўлмагани учун бу тенглик ўзгармас с га тенг 
бўлганд? ўриили бўлади. У ҳолда (8.6) тенглама қуйидаги 
иккита тенгламага ажралади:

Ш  -  С  Ш  =  С  /О  7 N

Т(т) Л ( х ) ~ С- (87 )
Булардаи биринчисининг умумий ечими:

Т(т) = Се\
Металл стерженнинг бирорта кесимида и(х, t) = Х(х)-Т (i) 

иссиқлик чексизга интилиши (т - * °о  да) мумкин эмас. Шунинг 
учун с= —X2 деб оламиз:

Т( т) =  Се~к'\
Иккинчи Х"(х) +  №Х(х) = 0 тенгламанинг умумий ечими

Х(х) = Acos kx +  Bsin "кх.
Демак, (8.4) тенгламанинг хусусий ечими қуйидагига тенг:

и = (acostac +  fisin АлОе-*'4- (8.8)
Бу ерда а= А С  ва fi = BC, l  лар ихтиёрий ўзгармас сонлар. 
(8.8) формула А, нинг аввалдан берилган ҳар бир қийматида
(8.4) тенгламанииг ечими бўлади. Демак, к нинг ҳар бир қий- 
матида турли a ва р ларни аниқлаш мумкин, яъни a ва р лар 
Я нинг ихтиёрий функциялари а  = а ( л ) ,  Р = Р(Х) бўлади. У ҳол- 
да хусусий ечимлар оиласи ушбу кўринишни олади:

их(х, т) = [a(A) cos Ъх + Р(?0 sin А(л:)] е~хп

Бу ерда X параметр — оо дан +<х> гача қийматларни олади. Шу ер- 
Да Фурье усулинкнг биринчи қисми ниҳоясига етади. Фурье усули- 
нинг иккинчи қисми—хусусий ечимлар ик(х, т) суперпозЛхияси қуйи- 
Дагидан иборат.

Берилган (8.4) тенглама чизиқли '_ва бир жинсли. Унинг чексиз 
кўп хусусий ечимлари мгвжуд ва бу ечимлар узлуксиз ўзгарувчи л 
параметрга бсғлкқ зканини кқсрида кўрсатдик.
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а} (х, т) — хусусий ечимларнинг ннтегрзли хам (8.4) тенгламаницг 
ечими бўлади.

оо ОО

и(х, т ) j  и.к(х, т) dX = j [a(A,)cos hx + P(<\) sin X x] ё~'к'х dX. (8. Ю)
— oo — 00

Бошланғич (8.5) шартдан фойдалашб, номаълум а(Х) ва Р(Я) ларвд 
аниклаймиз:

ос

и I = \ [ct(>.) cos Хх +  Р(Я.) sin Xx]dX = f(x). (8.1 Пj т=0 J  ' *
— оо

Бу ерда берилган f(x) функцияни бутун Ох ўқчда абсолют интеграл-
оо

ланувчи ва f \f(x)\dx яқчнлашувчн дгэ қараш мумкин. (f(x) фулх-
—  ° °ция — иссиқлнквинг бошланғич тақсимотн.) Иккинчи талаб ҳам ўрин- 

ли, чунки стерженнинг иссиқлик энергияси чекли, хосмас ингеграл 
яқинлашувчи. У ҳолда, f(x) функциянинг Фурьэ интеграли:

схэ оо 00 ^

/(jc)^-L jYx [ f { l )Q O sX {l— x )d l^  f { ( ~  \f{l)cosXldiyoslx+
—  oo —  oo — 00

+ | ■£- f (l) sin dl j sin Xx j dX.

Бу генгликни (8.11) билан таққослаб, ушбуни ҳосил қиламиэ:
00

а(Х) = Л  \ f(l)co s\ ld l

Р(Х) = i /($) sin XI d%. 2л J

(8 .12)

f(x) — чэгараланган бўлганлиги учун а{К) bj Р(\) лар ҳам чега- 
раланган: оо

\\m\di, \ т \ < ~  j i  т \  <%■
—оо —ОО

(8.12) дан топилган a (X) ва р(Х) ларни (8.10) ечимга қўй- 
сак,(8.4)тенглама ва (8.5) бошланғич шартни қаноатлантирув- 
чи функцияни ҳосил қиламиз:

ОС 00

и(х, т)= \dX lj /(§) [cos X х cos X1 + sin Xx sin X|] е-л’т d\ =
— CO —  00

00 00
= —  f dX \f(l)cosX(x — D e - ^ d l  (8.13)

~00 ””00
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I j y  билан чегараланмаган металл стерженда иссиқликнинг тар- 
Ьятиш масаласи счилади.

Энди (8.13) интегралларда иьтеграллаш тартибини узгартирамиз:

В  u(Xi т) = _ L  f f (?) { f cos * ( x - l ) d  a] dl. (8.14) 
—00 —100

Kana қавс ичидаги икгегрални ҳиссблаймиз: Х= ^алмаштирчш ба- 

лсарамиз ва у ^  = “  деб белгилаш киритамиз, натижада

00
Ш | cos Цх — l)d l = у -  \ е~ ° 'cos а(0 do = А®)

—00

*жосил бўлади. Бу ерда
9?

/ (©) ;= \ е~° cos cnada
Н ? _оо

00 _  г _
бўлиб, /(0) = \ е ° ' do = V л — Пуасссн интегралидир. У(со) функ- 

—00
шшядан ҳосила о.пиб, интегралнк бўлаклаб интегралласак, қуйидаги. 
;. дифференциал тенгламага келамиз: /'(<•>) = — ~  I  (а). Тенгламанинг

(0*
Кумумий ечими /(«) = Се га тенг булиб, ихтиёрий /(0)=1"я=С \з-
Ш.
гармасни топиб, ўркига қўйсак, /(со) = Vne  4 бўлади. Интеграл эса

I  ?  Р  А ------ ^ ~ S)*
i е ccs Цх — с)йЯ. = ——./(со) = |  ' JL  е 4т

В ’ —00  ̂ Т
га теьг бўлади. Бу қиймгтни (8.14) фсрмулага қўяммз:

■  u(x’ r) = —7= 4Т d t  (8.15)
—оо

Знди т = a2l экантш ҳисобга олсак,

Ш  и(х, t) = п_лГ— \ f#)e d% (8.16)2«V ^  _  00

булиб, берилган —  = а2 —  тенгламанинг « j ,=0 = /(х) бошлангич 
Шартни қансатлантирувчи ечими бўлади.
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Агар | х — х01 <  е қийматда fe{x) = и0 ўзгармас, | д: — х01 >  е Да 
0 га тенг бўлса, яъии бошланғич иссиқлик тақсимоти иссиқлик им- 
пульсидан иборат бўлса, у ҳолда қуйидаги интеграл ҳосил бўлади ва 
унга ўрта қиймат ҳақидаги теоремани қўллаб, ушЗуга эга бўламиз:

*о+е (x-D* u—£)*
2еи0 р 4<JI'

2a]^nt J  = 2aV ntXo~"2
(JT-1)1

00 e 4a‘' •
Spc 2 a Y n t

Бу ерда I  xg — e < s < * 0+ e интервалдаги ихтиёрнй нуқта (2eu0 = 

= —— га тенг). Агар юборилган иссиқлик миқдори 0e = Spc бўлса,
5рс

u—I)1

1 Ў Г *  <817)

е->-0 да |->л:0 вз (8.17) ечим нуқтали иссиқлчк импульсига ўта- 
ди, яъни параметр £ = х0 қийматдаги фундаменгал ечимга айланади:

(х—х0)г

t  А  1 А а Ч“b 0 “  w , s ~ e
Бу функциянинг графигини t нинг берилган турли мусбат қий- 
матларида чизсак, Гаусс эгри чизиқларини ҳосил қиламиз 
(u{x,t) функция ва унинг графиги эҳтимоллар назариясида 
муҳим рол ўйнайди).

1-мисол. Иссиқликнинг бошланғич тақсимоти:
f( ч = f «о. агар хг < х < х 2 бўлса,

10, агар х<хг ёки х > х2 бўлса
(121-шакл).

(8.16) формуладан фэйдаланиб, масаланинг ечимини ёзамиз:

Ф ’ , ) = ~ 2 ^ Г ^  <8 J8 >

Бу функцияни қуйидаги эҳтимоллар 
интеграли орқали ифодалаймиз (14- 
бобга қ.)-

Z

0(z)  =  7 a \ e~* 'd*' (819)

Ҳақиқатан, (8.18) ечимда
121-шакл. ‘ 2аУ1
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амаштириш бажарамиз. d|=  — 2aV td n  эканини ҳисобга олиб, ушбу- 
ra эга бўламиз:

X —х,
2aVl 2 aVt

*—*« 
2aVl

X — X l

2aVt

~ ? [ ® ( 5 ? ) - ® ( Ь * ) ] (8 .20)

Ф(г) функция учун махсус жадвал мавжуд. Унинг графиги 122- 
шаклда берилган.

2-мисол. Иссиқликнинг бошланғич тақсимоги:

/(*) =
«0

( ' - f ) '
0 < x < /,

«0 2 +  f ) . — < 0,
0, 1*1 > / ва |xj<  — l

123- шакл.

бўлсин (123-'шакл). У  ҳолда (8.16) формуладан:
о (*-£)» ‘

l  \ е 4.ч
2„y r  [ [ '+т ) ‘ d l  +  — Ц -2aVnt

(дг-а*
4а*' j t  е d|.

x - l  
2aVT

қуйидаги кўринишга келади:
= р, d\ — — '2a\ftd\K алмаштириш бажарамиз. Натижада ечим

x+l 
2 aYt 2 aY  t

u(x

2 аУГ
x - l

2aV Г
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x + t

2a V f 2aYt

- 2  ± V t  l
tuTVdp + 2-f-Vt

2eV t
x— l
2o V7

= Ш , + т ) { ф Ш ) - ф Ш +

(t+o» »■
f 4 а»Г  4a‘/
e — e

x - l

- ^ + ‘" " } - * { ( r + f ) ® ( f i $ f ) -

- 2Т ф Ш - ( ' - ^ ) ' » ( ^ 7 ) }  +
(дс+о» _  л !  (x - lp

r —  ,  \a l t~ ~  4a'/ . л 4a>/ -v, a i  / |p — 2e +e  1
^ u°7~ f 1Г Г  J

9- §. Фазода иссиқлнкнинг тарқалиши

Уч ўлчовли фазода нотекис қиздирилган жисм бсрилган бўл- 
син. Унинг ҳар бнр нуқтасидаги иссиқлик t паитда и(х, у, z, t) 
функция орқали аниқланадк. Иссиқлик майдони — скаляр май- 
дон бўлиб, биз анализда унинг стационар майдон бўлган ҳоли- 
ни кўрган эдик, яъни иссиқлик вақтга боғлиқ эмас эди. Бу ерда 
скаляр майдон ностационар бўлган ҳолни, яънн t га боғлиқ 
бўлган ҳолни кўрамиз. Arap / нкнг тайин қийматида и(х, у , г, i) 
иссиқлик бир хил қийматларни қабул қилса, изотермик’ сирт 
(юксаклик сирти) ҳосил бўлади. Бу сирт вақт ўзгариши би- 
лан ўзгаради. Иссиқлик и нинг энг катта ўзгариш тезлиги 
и функция градиенти йўналишида бўлади:

■ ди~? . ди , du~f~grad и = —  i + —  j + —  k.
дх ду dz

Изотермик сиртнинг ҳар бир нуқтасида градиент шу сиртга 
ўтказилган ва иссиқликнинг ортиб бориши томонига қараб 
иўналган нормал билак устма-уст тушади ва унинг модули 
қуйидагига тенг бўлади:

j grad и | = ~
оп

Изотермик сиртнинг кичик 
ўтадиган иссиқлик оқими

AQ =

бўлаги Да дан At вақт ичида

- k — Д o-At
дп (9.1)
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■ьормула билан аниқланади: бунда A = const — қаралаётган му- 
■ҳитнинг иссиқлик ўтказувчанлик коэффициенти (жисмни бир 

жинсли ва изотроп деб ҳисоблаймнз). Майдон назариясидан 
маълумки, нормал вектор йўналиши бўйича олинган ҳосила 

j r a d u  нинг шу нормалга туширилган проекциясига тенг, яънн

—  = grad и ■ п . 
дп

п — нормал бўйича йуналган бирлик вектор. —  нинг ифэдасини
(9.1) фэрмулага қўйиб, ушбуни ҳосил қиламиз:

AQ = — k п ■ grad и Ла • Л/. (9.2)

Бу формулада — k grad и = А деб олсак, Ап = прл А = — kn grad и 
бўлиб, иссиқяик оқими AQ = /1яДаА t бўлади. Жисм S  сирт билан 
чегарала.чган бўлса, ундан чикаетган иссиқлик оқими At вақтда 
қуйидагига тенг бўлади:

Q = A t-,j4  Anda, (9 3)
s

бунда Ап А векторцинг ташқи нормалга проекцияси (124-шакл).
(9.3) формуладаги сирт интегралига Остроградскнй — Гаусс 

теоремасини қўллаймиз:
j;j}Anda=  ffjdiv/ldK.

Бу ерда V S  снрт билан чегараланган жисмнинг ҳажми ва div А —
l j - j  t. , д*и , д*и\ , А A д* , 3* , д*i = — k divgradu — —k ---h — I---1 = — kAu. A = —\й*2 ду- дг* )  dx2 ду3 дгг

—Лаплас отратори дейнлади.
К  ҳажмга кирувчн Qi иссиқлик миқдори бу ҳажмдаги модда

ҳароратини кўтаришга кетади ((9.3) формуладаги Q нинг ишо-
расига тескари бўлади) ва ушбуга тенг бўлади:

Qx = j ' [ j  kAudV.

Фараз қнлайлик, жисмда иссиқлик 
манбалари мавжуд бўлсин. Уларнннг 
знчлиги Ғ (х, у, z, t) бўлснн. У ҳолда 
(/. t+At) оралиқда жисмнинг қарала- 
ётган қнсмидан Q2 миқдорда иссиқлик 
ажралади ва бу иссиқлик (юқори тар- 
тибли чексиз кичик миқдор аниқлиги- 
да)

= Л< I J i  Ғ Х̂' У' Z’ t)dV (9.5)

(9.4)

219



формула ёрдамида аниқланади. У ҳолда AV ҳажмдаги j, 
миқдорн Qi + Q2 йиғиндига тенг бўлади. Бу иссиқлик СиҚлцк 
ни бошқача йўл билан, S  сирт билаи чегараланган жц^^Ри- 
тасидаги иссиқликнинг ўзгаришини ҳисобга олган ҳолда м нУқ- 
лаймиз. (х, у, z) нуқтада Дt вақт оралиғида иссиқлик , Чисоб- 
ги миқдорга ўзгаради: 'Уйида-

и (х, у, z, t -f At) — u(x, y, z, t) = ^ A t .

A V элементар хажмни қараймиз. At вақтда нуқтанинг > 
cia \apopaiK— At га кўтарилган бўлса, Д1/ элемеьт ҳароратини шу Даражага к„
таришга сарф бўлган иссиқлик миқдсри қуйидагига тенг f 
равшан: ^ЛИШи

cpAV— At,
dt

бунда с — модданинг солиштирма иссиқлик сиғими, р —  ЗИчл 
ги. V ҳажмда ҳарорат кўтарилишига сарф бўлган иссиқлцкнй^ 
умумий миқдори бундай бўлади:

Q3 = A t j \ j c p ^ d V  = <?, +  <?, (9б)
* V

Демак,

Ш ср!  dV=N)k*udV+№fix-у-г- l)dV-V V V
Бундан

j j f  (с р ~  — к А ч  — F)dV  = 0 (9.7)

бўлиб,

с р — k А и — Ғ  = 0 (9.8)
ot

тенгламани ҳосил қиламиз. Икки томонини ср га бўлиб юборамиз, 
У ҳолда

—  = а1 А и +  —  Ғ  (9.9)
dt ср

чизиқли бир жинсли бўлмаган иссиқлик тарқалиш тенгламасига 
келамиз. Агар жисмда иссиқлик манбалари мавжуд бўлмаса, 
Ғ = 0 бўлиб, тенглама бир жинсли тенгламага айланади:

= +  — + — V  (9.10)
dt \ дх* ду* дг*) v

Бу ерда а = ~ — ҳарорат ўтказувчанлик коэффициенти. Бу 
тенгламанинг бошланғич шарти



и(х, у, z, 0) -  u |,=0 = / (х, у, z), (9.11)

га р а вя й  ш ^ Р ™  _
— k — =h[u\v — и\. (9.12)

дп г
e L  нишда бўлиши мумкин. Бу ерда Г — сиртнинг чегараси, 

_  и с с и қ л я к  алмашиниш коэффициенти, и — ташқи муҳит ҳа-

Р°^Дгар жисм иссиқликдан изоляцияланган бўлса, h = 0 бўлиб,
„егаравий ш а р т

ди
дп

= 0. (9 13)

дгар иссиқлик алмашиниш коэффициенти жуда катта бўлса 
■(/г_м »бўлса), (9.12) формуладан

u|r = й (9.14)
келиб чиқади, яъни жисм чегарасидаги иссиқлик ташқи муҳит 
хароратига тенг бўлади.

(9.10) тенгламадан ҳарорат z га боғлиқ бўлмаса, текислик- 
да иссиқлик тарқалиш тенгламаси:

i “  = а 2 (< *L  I * « \  
dt \ дх* ду*)

ҳосил бўлади. Агар и функция z га ҳам, у га ҳам боғлиқ бўл- 
маса, металл стсрженда иссиқлик тарқалиш тенгламаси ҳосил 
бўлади:

ди_ _  2 
~di ~  дх2

10- §. Лаплас тенгламасига келтлриладиган 
масалалар. Четки масалаларни ифодалаш

Бу параграфда
Дм = 0 (10.1)

Лаплас тенгламасига келтириладиган баъзи масалалар қарала- 
ди. Тенгламанинг декарт, цилиндрик ва сферик координатала- 
ридаги кўриниши қуйидагича:

Аи = —  +  -2fi + ^ -  = 0, (10.2)
дх~ дуг дг2

Ди==1  A f r ^ \  +  _ L i ^  +  i! ii= o , (10.2')
r  д г\  д г )  r* д ф  д *

г* dr \ дг )  r* sin 0 д 0 \ дв )

=  0 . ( 10.2")1 д2и
т* sin3 0 д <рг
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Лаплас тенгламасини қаноатлантирувчи и функциялар гармо- 
ник функциялар деб аталади.

I. Б и р  ж и н с л и  ж и с м д а  и с с и қ л и к н и н г  стацио- 
на р  т а қ с и м о т и  м а с а л а с и .  о сирт бнлан чегараланган 
бир жинсли V ҳажмли жисм берилган бўлсин. Жисмнинг турли 
нуқталарида иссиқлик манбалари бўлмаса, Ғ = 0 бўлиб, (9.10) 
тенглама

= а _ дги , д2и '
г d„i Idt \ дх2 ду3 дг'1 j

ни ҳосил қилган эдик. Агар жараён стационар (ўрнашган) бўлса, яъни 
ҳарорат вақтга боғлиқ бўлмасдан, балки жисм нуқталарининг коор-
динаталарига боғлиқ бўлса, у холда —  = 0 бўлади ва и харорат

dt
Лаплас тенгламаси

аь л  + л .  = 0 (10.3)
vx- д<ў дг* '  ;

ни қаноатлантиради. Бу (10.3) тенгламанинг четки масаласида
о сиртдаги ҳарорат берилнши керак:

и I = /(М ).|0
Шундай қилиб, V ҳажм ичида (10.3) тенгламани қаноатлан- 
тирувчи ва о сиртнинг ҳар бир М нуқтасида берилган

и\ = /(М ) (10.4)
\о

қийматни қабул қи.'гувчи и (х, у, z) функцияни топиш керак. Бу маса- 
ла Дирихле масаласи ёки (10.3) тенглама учун биринчи четки ма- 
cctia деб аталади.

Агар сиртнинг ҳар бир нуқтасида ҳарорат эмас, балки иссиқлик оқими
берилган б\'либ, у —  (нормал вектор йўналишдаги ҳосила) га про- 

dn
порционал бўлса, сиртда (10.4) четки шарт ўрнига қуйидаги шартга 
эга бўламиз:

^  =g(M).  ■ (10.5)
dn а

(10.3) тенгламанинг (10.5) четки шартни қаноатлантирувчи 
ечиминн тонпш масаласн Иейман масаласи ёки иккинчи четки 
масала деб аталади.

Агар иссиқлик тарқалиши z га боғлиқ бўлмаса, масала те- 
кисликдаги Лаилас тенгламасига келади. Четки шартлар текис- 
ликдаги контурда бажарилади.

II. С у ю қ л и к  ё к и  г а з н и н г  п о т е н ц и а л  оқим и. 
У з л у к с и з л н к т е н г л а м а с и. о сирт билан чегараланган 
Q ҳажм ичида суюқлик оқадиган бўлсин. р — суюқлик зичлиги 
бўлсин. Суюқлик тезлигини

V = vxi + vvi + vzk (10.6)
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'билан белгилаймиз, бунда vx, уу, vz — вектор v нинг координата ўқ- 
ларидаги компоненталари. Q ҳажмдан s сирт билан чегараланган ки- 
чик (о ҳажм ажратамиз. У ҳолда At вақт ичидаги s сиртнинг ҳар
бир Дs элементи орқали &Q = pvnAs  Д t миқдорда суюқлик оқиб 

|»хади. Суюқликнинг умумий Q миқдори қуйидаги интеграл билан 
ифодаланади:

Q = A t \ \ p v d s ,  (10.7)
S

Бунда ds = п ds бўлиб, п — ташқи нормал бўйича йўналган бирлик 
вектордир. Иккинчи томондан t пайтда co ҳажмдаги суюқлик миқдо- 
ри бундай бўлади:

Ш p d a > - ti

At вақт ичида суюқлик миқдори, зичликнинг ўзгаришига бино- 
ан, қуйидаги миқдорга ўзгаради:

^ Q = j  j j  Д pd(i> ж  Д ̂  j | | dco. (10 8)
0) 0)

© ҳажмда манбалар йўқ деб фараз қилсак, (10.7) ва (10.8)
■ ифодаларни тенглаш мумкин. д£ га қисқартириб, ушбуга эга 
бўламиз:

(f Я (|09)
s <о

Тенгликнинг чап қисмидаги сирт интегралини Остроградский 
формуласига кўра алмаштирсак, (10.9) тенглик бундай кўри- 
нишни олади:

С <?р j  d (о

еки
-^- — div(pu))dco =  0.

-^-— d iv (p y )= 0  (10.10)dt

бўлиб, div(p v) ни очиб ёзсак,
др d (pvx ) d (p vy ) d (p vz ) (10.10')
dt дх ду дг

сиқиладиган суюқлик оқимининг узлуксизлик тенгламаси ҳосил бўла- 
ди. v ни қуйидагича қабул қиламиз:

223



v = ----grad p,
P

бунда p — босим, k — ўтказувчанлик коэффициенти, _д_р
dt dt

\ = const. Буни (10.10) узлуксизлик тенгламасига қўйсак,

dt дх \ дх)  ду \ д у )  дг \ дг )  
ни ҳосил қиламиз. Arap k ўзгармас сон бўлса, тенглама

= — - Ар  
dt X '

кўринишни олади. Бу иссиқлик ўтказувчанлик тенгламасига ўхшай-
ди. (10.10) тенгламада суюқлик сиқилмаса, р = const ва —  = 0 бў-

dt
либ, тенглама

divu ==0
кўринишни олади. Агар ҳаракат потенциал бўлса,

v = grad ф
бўлиб, (10.10) тенглама ушбу кўринишни олади:

div gradcp = 0
еки

, д*у , = Q  
дхs ' di/* дгг

( 10.12)

яъни v тезликнинг ф потенциал функцияси Лаплас тенгламасини 
қаноатлантирар экан.—>■ *->■

Кўпинча v театикни v = — k̂  grad р деб қабул қилиш мумкин, 
бунда р — босим, — ўзгармас сон. У  ҳолда р босимга нисбатан 
Лаплас тенгламаси ҳосил бўлади:

д2Р _|_ & р  _^р _  Q 
дхг ду2 дгг

(10.13)

(10.12) ёки (10.13) тенгламалар учун четки шартлар қуйида- 
гича берилиши мумкин:

1. а сиртда изланаётган р функциянинг қийматлари — бо- 
симлар берилади:

Р I = f № .I а
Бу Дирихле масаласи.

др2. а сиртда — — нормал бўйича ҳосила қийматлари берила-
дп

ди— оқим сирт орқали берилади:
др 
дп

=  g (M ).
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Б\ Нейман масаласи.
3. а сиртнинг бир қисмида р — бссимлар, япа бир қисмида ҳоси-

л а  —  берилади. Бу Дирихле — Нейман масаласи.
дп
III. Стационар электр  токииип г по т енциа л и. Бирор V 

ҳзжмни тўлдирувчи бир жинсли муҳитдаи ҳар бир нуқтасидаги зич-
Т * —>•

лиги t (х, у, z) вектор Ьўлган электр токи ўтсип. Ток зичлиги вақт- 
ra боғлиқ эмас ва V  ҳажмда гок манбалари йўқ деб флраз қиламиз.
У вақтда / векторнинг оқими нолга тенг бўлади:

j ’ I 7 d s  -  о.

троградский формуласигш қўллаб,

t' I  d S  — П ( div ld V  — 0 дан div 1 0 (10.14)
S v

деган хулосага келамиз. Arap му.читиипг ўтказувчаилигини к деб,
электр кучини Е  деб белгиласак, ток зичлиги умумлашган Ом қо- 
нунига кўра:

7  = а £  (10.15)
Г бўлади. Жараён стациоиар бўлгани учун векторлар майдони £ уюр-
масиздир, яъни rot Е  = 0, демак, векторлар майдони потенциал май- 
дондир. Шуидай скаляр фуикция мавжудки, ушбу тенглик ўринли 
бўлади:

£ = gradfp. (10.16)
(10.15) га (10.16) ифодапи қўямиз:

/ = Xgradfp. (10.17)
(10.17) ни (10.14) га қўйиб,

Xdiv(gradff) = 0
еки

(32ф . д-(р . d2w 
---- г Т Г  Т---- -0 (10.18)
дхг ду- дг*

Ланлас тенгламасини ҳосил қиламиз. Уни берилган четки шзртларда 
ечиб, fp скаляр функцияни, сўпгра (10.16) дан Е  ни, (10.15) дан I ни
топамиз.

11-§. Дирихле масаласини ҳалқа учун ечиш

kt : х2+у- = R\ ва k ,: х2 + у2 = R2, айланалар билан чегараланган 
D соҳада (халқада) Лаплас тенг.’шмасининг ушбу

U\ = « ь (11.1)
1«,

15 -2640 225



ul r Ui <112)
чегаравий шартлари берилгандаги ечимиии топамнз, буида «, 
ва «2 — ўзгармас сонлар.

Лаилас тенгламасинйнг цилиндрик координаталарда сзилган 
(10. 2') тенгламасндан z ва q ларга боғлиқ бўлмаган теигла- 
мани ёзамиз:

д-и __q
; 7  ~д7

Бу тенгламани интеграплаб, ушбуни топамиз:
и = с^пг-\-с*. (И .З)

(11.1) ва (11.2) чегаравий шартларда с, ва сг ларни топамиз:
(иу = Cj ln Ri +  c3

= c, ln R.2 +  c,.

Системадан cx ^  , c.> = " l 111 R- ~  - ln R- ларнинг қийматини
, Rt , Ri

* Г  ln
(11.3) га қўйиб, масаланинг ечимгаш ҳосшт қиламиз:

Г Г
u*lnT  — “ i |n ТГ 

« = ---- (11.4)

'ПЖ

12- §. Дирихле масаласинн доира учун ечиш

x2-i-y2= Rz доира берилган бўлиб, унинг айланасида бирор 
/(ф) функция берилган бўлсин (ф— қутб бурчаги).

Лаплас тенгламасини қутб координаталарнда '((10.2 ') да
2 = 0 деб) ёзамиз:

i “ + _ L  ^ L  = 0. (12.1)
дг* r d/- d cp2

Функциянинг доира айланасидаги қиймати берилган:
«I =  f(<Р). (12.2)lr=£J

Ечимни
« = Ф(ф)-/?(г) (12.3)

деб фараз қилиб, Фурье усулидйн фойдаланамиз. Ҳосилалар 
олиб, (12.1) тенгламага қўямиз:

г2 Ф  (Ф) R" (r) + r Ф  (ф) R’ (r) + Ф " (Ф) R (r) = 0. 
Ўзгарувчиларни ажратамиз:

Ф" (Ф) r2 R " (r) — rR’ (r) _  ^  ( |2 4)
Ф (Ф) R  (r)
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Бупдан иккита тенглама ҳосил бўлади;
Ф "(Ф) +  А:2Ф(<р) = 0, (12.5)

r-R" (г) +  r i (г) -  k?R (г) = 0. (12.6)
Биринчи (12.5) тенг.чамапинг умумий ечими:

Ф(ф) = Acoskip +  Bs'mk(f>, (12.7)
иккинчи (12.6) тенгламанннг ечимини R(r) = rm кўринишда иагаймиз. 
Бу ерда m ни топиш керак. r'n ни (12.6) тенгламага қўйиб, ушбуни 
ҳосил қиламиз:

r2m (т  — 1 )r'n~2 +  rm rm~l — k-rm = 0
ёки

m2 _ k2 = 0
£ _e

Бундан т  = ± k экани кўринади. Хусусий ечимлар r ва r бу- 
либ, умумий ечим:

R = Crk + D r~k (12-8)
бўлади. (12.7) ва (12.8) ларни (12.3) <}юрмулага қўйсак, ушбу ҳосил 
бўладн:

ик = (Ak cos k ф +  Вк sin k ф) (Скгк + Dkr~k). (12.9)

Биз доирада узлуксиз ва чекли ечимни излаймиз. r — 0 бўлганда 
(12.9) формуладг Dk= 0 бўлиши керак. Arap k = 0 бўлса, (12.5), (12.6)
тенгламалардан:

Ф " (ф) = 0, r R " ( r ) + R '  (r) = 0.
Буларни интеграллаймиз ва м0 = (/10 + В0 ф) (С0 + D0 ln г) ни ҳосил 
қиламиз, (12.9) билан k = 0 да солиштириб, B Q = 0, D0 = 0 экаииии
топамиз. У вақтда и0 = бўлади. Бу ерда = Л0С0 деб белги-2. £
ладик. 6 = 1, 2, . . .  ,п, . . .  мусбат қийматлар билан чегаралаиамиз.

Ечимлар йиғиндиси яна ўз навбатида ечим бўлгани учун

u(r, ф) = — + V  (a^cosn^+fensinrt^)r'1. (12.10)
2 лшт

n=l

Бу ерда ап = Сп-Ап, bn = Cn Bn деб белгилаш киритдик. Энди их- 
тиёрий ап ва bn ўзгармасларни четки (12.2) шартдан топамиз: r = R 
да (12.10) дан-

со
/ f o ) ~ *  +  V  (a „cosrt^  +  bns in n ^ )# \  (12.11) 

-

Бу теигликдаи
n =  1
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л «

а f(t)cosntdt, bn^-^— \f(t)sinntdt  (12.12)
п я  R "  J  n R  ' J—л ' —л

коэффициентларни аниқлаб, (12.10) га қўямиз. Тригонометрик алмаш- 
тиришни бажариб, ушбуни ҳосил қиламиз:

Л сю Л

. u(r, ф) = ±  f  f(t)dt + 1  f  /(/)cosn(/ _ (f)d / (^ - jn =
11=  1 — л

= 2 .̂1' '« [ '  + 2i ( f ) " COS'l(' _ 'r)]‘" - ^ J  ,<0[
—я n=l —я

y  , J _ | -  л _  ±  f , ( 0 [ , +
2 2 л •’ L/1=1

+ S ( ^ - r + S ( 7 ^ M  Т ] л =

- f j ,w —л
l + /? +

' - i «- ф) 
/?

\— — е1 ('-ф) i _  4- <'-f>
R R

dt =

f(t) ~(ff
1 2 cos (/ ф) + (~  )

= —  f f ( t )------ ^---------- 7
2 л J  /?- — 2 Rr cos (; — fp) +  r-—л

dt =

Л. (12.13)

Бу (12.13) формула Пуассон интеграли дейилади. Дирихле- 
нинг доира учун қўйилған масаласининг u(r, (р) ечими Пуассои 
интегралнга келдн. Бу формула (12.1) тенгламани қаноатлан- 
тиради ҳамда r-+R да и (r, cp)->f (ф ), яъни ечим бўлади.

У з-ў з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н с а в о л л а р

1. Иккинчи тартибли бир жиисли хусусий ҳосилали тенгламаларнинг тур- 
ларинн айтинг.

2. Бошлангич ва четки шартлар нима?
3. Даламбер усулини басн қилинг.
4. Фурье усулнни тушунтириб беринг.
5. Тенглама учун Коши масаласини тушунтириб беринг.
6. Дирнхле масаласини ифодаланг.
7. Неймаи масаласи қандай қўйилади?
8. Тенгламанн Фурье усули билан ечншда ечим қаидай кўрииишда бу- 

ладн?
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Э Ҳ Т И М О Л Л И К  Н А ЗА РИ ЯС И  ВА М А ТЕМ А ТИ К  
СТА ТИ СТИ КА

1-§. Ҳодисалар алгебраси

Эҳтимоллик назариясн асосида математиканмнг бошка бў- 
лимларидаги каби бирор бошланғич тушунчалар ва таърифлар 
ётади. Унда ишлатиладиган асосин тушунчалардан бнри ҳоди- 
садир.

Эҳтимоллик назариясида ҳодиса дсб синов (тажриба) нати- 
жасида, яъни маълум шартлар мажмуи амалга ошиши нати- 
жасида рўй бериши мумкин бўлган ҳар қандай фактни айти- 
лади. Ҳодисаларни одатда А, В, С ва ҳ. к. ҳарфлари билан 
белгиланади.

Ҳодисаларга мисоллар:
1. Тўпдан бир марта ўк отишда нишонга теккизиш (тажри- 

ба — ўҳ отиш, ҳодиса — ўҳнинг нишонга тегиши).
2. Тангани уч марта ташлашда икки марта герб тушиши 

(тажриба — тангани уч марта ташлаш, ҳодиса — икки марта 
герб тушиши).

3. Бирор физик катталикни ўлчашда берилган чегараларда 
ўлчаш хатолигининг найдо бўлиши (тажриба — физик катта- 
лнкни ўлчаш, ҳодиса— берилган чегараларда хатоликиииг юз 
бериши).

Берилган тажрнбада рўй бериши мумкин бўлган барча ҳоди- 
салар тўнлами ҳодисалар майдони деиилади. 5 га яна бу 
тажрибада муқаррар рўй берадиган U ҳодиса ва бу тажрибада 
рўй бериши мумкин бўлмаган V ҳодиса ҳам киритиладн. Маса- 
лан, битта ўйин соққасини ташлашда U камида бир очко 
чиқиши, V етти очко чиқиши.

Агар А ҳодиса рўй берганида В  ҳодиса муқаррар рўй берса, 
А ҳодиса В ҳодисани эргашгиради ёки А дан В келиб чиқади 
деб айтилади, бу факт бундай белгиланади:

AczB. (1.1)

Тажриба 36 қартали дастадан битта қартани тортишдан 
иборат бўлсин. А ҳодиса «ғиштин» қарта, В ҳодиса эса қизил- 
белгили қартанинг чиқишидан иборат 65'лсин. У ҳолда рав- 
Шанки, Л с В .

14- б о б
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Агар А а В  ва бир вактда ВсгД бўлса, у ҳолда А ва В ҳодц- 
салар эквивалент ёки тенг кучли деб аталади. Бу факт бундай 
белгиланади:

А = В. (1.2)
А ҳодисанннг рўй бермасл|[гидан иборат ҳодиса уига тес- 

кари ҳодиса деб аталадй ва А билан белгиланади. А билан А 
ҳодисалар қарама-қарши ҳодисалар дейилади.

Қарама-царши ҳодисаларга мисоллар: ўқ узишда нишонга 
теккизиш ва хато кетказиш, асбобнинг бирор вақт интервалн 
нчида ишдан чиқиши ва шу вақт интервалида бузилмасдан 
ишлаши.

Ҳодисалар майдонида қўшиш ва айириш амаллари аниқла- 
нади. Иккита А ва В ҳодисадан камида биттасинннг рўй бери- 
шидан иборат ҳодиса уларнннг йиғиндиси деб аталади ва 
А + В билан белгиланади.

А ва В ҳодисаларнинг биргаликда рўй беришидан иборат 
ҳодиса уларнинг кўпайтмаси деб аталади ва АВ билан белги- 
ланади.

1-мисол .  Тажриба дастадан битта қартаии тортиш ҳоди- 
сасидан иборат. А ҳодиса «дама» қартасининг, В ҳодиса эса 
«чилдин» қартасининг чиқишидан иборат бўлснн. У ҳолда 
С=А + В ҳодиса чиққан қарта «дама» ёки «чилдин» бўлишинн, 
Е=АВ  эса чиққан қарта «чилдин дама» бўлйшини билдиради.

125- шакл.

2-мисол  (Вьенн диаграммаси). Тажриба квадрат (125- 
шакл) ичида таваккалига нуқта танлашдан иборат. А орқалн 
«таиланган нуқта чапдаги айлана ичида ётибди» ҳодисасини, 
В орқали эса «танланган нуқта ўнгдаги айлана ичида ётибди», 
ҳодисасинн белгилаймиз. У ҳолда А, А, В, В, А + В ва АВ ҳоди-

/J + В
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: салар танланган нуқтаиннг тегншли шакллардагн штрихлан- 
ган соҳаларга тушишини билдиради.

Ҳодисаларни қўшиш ва кўпайтириш амаллари қуйидаги 
хоссаларга эга:

1) А + В  = В-\-А\ АВ = ВА.
2) (А + В) + С = А +  (В + С); (АВ)С = А (ВС).

:3) А(В + С) = АВ + АС;
4) А + V = А; A U = A.
5) А + А = U; AA = V.
6) А + В  = АВ; АВ = А + В .

Шундай қилиб, ҳодисалар алгебраснда қўшиш ва айириш- 
нинг одатдаги барча хоссалари бажарилади, шу билан бирга 
нол ролини V мумкип бўлмаган ҳодиса, бир ролини эса U 
муқаррар ҳодиса бажаради.

1 - т а ъ р и ф .  S  ҳодисалар майдонидаги А ва В  ҳодисалар 
учун AB=V, яъни уларнинг бир вақтда рўй бериши мумкин 
бўлмаса, улар биргаликдамас ҳодисалар деб аталади.

М и с о л .  Тажриба ўйин соққасини ташлашдан иборат. А ҳо- 
диса 4 очко чиқиши, В ҳодиса эса 3 га каррали очколар чиқи- 
ши бўлснн. Бу ҳодисаларнннг биргаликдамаслиги равшан.

2-таъриф.  Агар At + A 2+ . . . +  An = U, яъни бу тажрибада 
Аи А,, . . . , Ап, ҳодисалардан ҳеч бўлмаганда биттаси рўй берса, бу 
ҳодисзлар ҳодисаларнинг пгўла гуруҳини ҳосил қилади дейилади.

Ҳар иккитаси биргаликдамас ҳодисалар тўла гуруҳини, яъни 
А, + Ап +  . . .  +An = U, А{А; = V(i Ф  j) тенгликлар билан аниқ- 
ланадиган ҳодисалар гуруҳини энг кўп текширишга тўғри келади.

2- §. Эҳтимолликнинг классик таърифи

Эҳтнмоллик назариясида ҳодисалар гуруҳидаги Ҳар бир 
А ҳодисага тайин Р(А ) сон — бу ҳодиса рўй бериш имко- 
нининг объектив даражасини акс эттирадиган А ҳодиса эҳти- 
моллиги мос қўйиладн. Эҳтимолликлар S дан биргаликдамас 
ва тенг нмкониятли А2, . . ., А,, ҳодисалар тўла гуруҳиии 
ажратиш мумкин бўлган ва классик схема деб аталадиган 
ҳолда энг оддий аниқланади. Тенг имкониятлилик шуни бил- 
дираднки, Л ь А2, ..., Ап ҳодисаларнинг ҳеч бири рўй беришда 
Қолганларидан ҳеч бир объектив устуиликка эга эмас (масалан, 
ўйин соққасининг симметрик ва бир жинслигидан 1, 2, 3, 4, 5, 6 
очколардан исталганининг чиқиши тенг имкониятлилиги келиб 
чиқади). Айтилган Alt А2, . . . , Ап ҳодисалар тажрибанинг элементар 
натижалари (ёки имкониятлари, ҳоллари) деб аталади.

Э ҳ т и молликнинг  классик  таърифи. А ҳодиса А1У А2,
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. . . , Л лардан бирор т  таси амалга ошганнда руй берсин. У  ҳол- 
да

Р(А) -  - (2. 1)
п

сон А ҳодисанинг эҳтимоллиги дсб аталади. Бошқача айтганда, 
А ҳодисанинг эҳтимоллиги тажрибанинг қулайлик бсрувчи нати- 
жаларн сонини уиинг барча натижалари сонига нисбатига тенг. 

Бу ердан, хусусан, исталган А ҳодиса учун

Бу хоссаларнинг исботинн ўкувчига машқ сифатида тавсия 
қиламнз.

1 -мисол .  Иккита ўйин соққаси ташланади. Чиққан очко- 
лар сонининг 7 га тенг бўлиш эҳтимоллиги қанча?

Е ч и ш. Уйин соққаси олтита турли усул билан тушишн мум- 
кин. Уларнинг ҳар бири иккинчи соққа тушишидаги олтита 
усул билан комбинацияланади. Шундай қилиб, жами элементар 
натижалар сони 6-6 = 36 га тенг. А ҳодисага (очколар сони 7 га 
тенг) қуланлик тугдирувчи элементар натижалар сонини санай- 
миз. Агар биринчи ва иккинчи соққаларда мос равншда 1 ва 6,
2 ва 5, 3 ва 4, 4 ва 3, 5 ва 2, 6 ва 1 очколар чиқса, очколар 
йигиндиси 7 га тенг бўлади, яъни Л ҳоднсага қулайлик туғди- 
рувчи жами 6 та натижа бор. Демак, изланаётган эҳгимоллик 
қуйидагига тенг: Р(А) = 6/36= 1/6.

2-мисол.  Танланма ҳақида масала. N та буюмдан иборат 
партияда М -ra стандарт буюм бор. Партиядан таваккалига п 
та буюм олинади. Бу п та буюм ичида роса m та стандарт 
буюм борлигинннг эҳтимоллигини тоиинг.

Е ч и ш. Тажрибанинг мумкин б>’лган элементар натижалари 
жами N та буюмдан п тасини Олиш мумкин бўлган усуллар 
сонига, яъни N та элементдан п тадан гуруҳлашлар сони С", га 
тенг. Таваккалига олииган п та буюм ичида m та стандарт буюм чи- 
қиш ҳодисаскни A  орқали белгилаймиз. Стандарт бую.млар М  та бўл- 
ганлиги учун m та стандарт буюмпи олиш усуллари сони Спм га 
теиг. Қолган п — m та буюм эса ностандарт бўлиши лозим: п — m 
та нопандарт буюмни N — М та ностандарт буюмлар ичидан эса 
С':~\м усул билан олиш мумкин. Демак, А ҳодисага қулайлик туғ- 
дирувчи патижалар сопи C"j • С^Г™, га тепг. Шупипг учун изланаёт- 
ган эҳтимоллик қуйидагига тенг:

OsCP(/l)< 1 (2.2)
бўлиши келиб чиқади ва, бундан ташқари, 

P(U ) = l; P(V)=Q. (2.3)

(2.4)
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3-§. Геок^трик эҳтимоллик

Эхтнмолликнинг классик таърифида элсм^нхар натижалар 
сони чекли деб фараз қилинади. Амалиётда эс^ кўпинча мумкин 
бўлган натижалари соии чексиз бўлган тажр»ибалар учрайди. 
Бундай ҳолларда классик таърифни қўлланиб бўлмайди. Бироқ 
бундай ҳолларда баъзан эҳтимолликни ҳисоб«лаШнинг бошқача 
усулидан фойдаланиш мумкин бўлиб, бунд^ ҳам аввалгидек 
баъзи ҳодисаларнинг тенг имкониятлилик >ушунчаси асосий 
аҳамиятга эга бўлиб қолаверади.

:• Эҳтимслликнинг геометрик таърнфи деб а-галадиган усулдан 
тасодифий нуқтанинг бирор соҳанинг исталган қисмнга тушиш 
эҳтимоллиги бу соҳанинг ўлчовига (узунлигига1 юзига, ҳаж- 
мига) пропорционал бўлиб, унинг шакли ва н<ойлашишига боғ- 
лиқ бўлмаган ҳолда фойдаланиш мумкин.

Аниқлик мақсадида икки ўлчовли ҳол Силан чекланамиз. 
Текисликда юзи 5^га тенг бирор D соҳа бернлган бўлиб, унда 
юзи Sj га тенг d соҳа жойлашган бўлсин (12Q. шакл) . D соҳага 
таваккалига нуқта ташланади. Бунда бу нуқтаНинг D соҳанинг 
исталган қисмига тушиш эҳтимоллнги бу соҳ^нинг юзига тўғри 
пропорционал ва унииг шакли, жойлашишиг^ эса боғлиқ эмас 
дсб фараз қилинади. Бундай ҳолда бу нуқтанинг Sa соҳага 
тушиш эҳтимоллиги

(3.1)

формула билан аниқланади.
f  1-мисол.  Квадратга ички донра чи^илган. Квадратга 
таваккалига ташланган нуқтанинг доира ичига тушиш эҳтимол- 
лиги қанча?

Ечнш.  r орқали доира радиуси узунлигнни Селги.̂ аймиз. У  ҳол- 
да унииг юзи S ,—ar2 га, квадрзтнинг юзи эса SKB - 4r- га тенг. 
Изланзстган эҳтимоллик эса Р — л/4 га теиг.

126- шдкл.
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2-мисол.  Учрашув ҳақидаги масала. Л ва В  кишилар 
бирор жойда соат 12 билаи соат 13 орасида учрашувга келн- 

,шишди. Учрашув жойига келган киши шеригини 15 минутдаво- 
мида кутади, кейин эса кетиб қолади. Агар кўрсатилган соат 
давомида улардан ҳар бирининг келнш пайтлари тасодиф;:п 
ва боғлиқмас бўлса, яъни бирининг келиш пайти иккиичиси- 
нинг келиш иайтига таъсир этмаса, бу кншиларнннг учрашиш 
эҳтимоллигини топинг.

Е ч и ш .  А кишининг келнш вақтини х орқали, В кишииинг 
келнш вақтини эса у орқали белгилаймиз. Учрашув бўлишн 
учун

\у — хI < 15

бўлишн зарур ва кифоядир. х ва у ни текисликда декарт коор- 
динаталари сифатида ифодалаймиз (127-шакл), масштаб бир- 
лиги сифатида 1 минутни танлаймиз. Барча мумкин бўлган 
патижалар томони 60 га тенг квадратнинг нуқталари билак. 
тасвирланди, учрашувга қулайлик туғдирувчи натижалар эса 
штрихланган соҳада жойлашади. Изланаётган эҳтимоллик эса 
штрихланган соҳа юзинииг бутун квадрат юзига нисбатига 
тенг, яъни

go- 2-0..Ч-4.)2 _  0 4375 
602

4- §. Ҳодисанинг нисбий частотаси

п та бир хил тажрибалар кетма-кет ўтказилган бўлиб, улар- 
нинг ҳар бирида А ҳодиса рўй берган ёки рўй бермаган бўлсин.

Т а ъ р и ф. А хрдисанинг берилган тажрибалар кетма-кетли- 
гидаги нис(5ий частотаси деб А ҳодиса рўй берган тажрибалар 
сонининг ўтказилган барча тажрибалар сонига нисбати айти- 
лади.

А ҳодисанинг иисбий частотасинп Р* (Л)  орқали белгиласак,

Р*(А) = — (4.1)П *
бўлади, бу ерда m — шу А ҳодисанинг п та тажрибада рўй бе- 
риш сонн, п — жами тажрибалар сони.

М и с о л .  Буюмлар сифатини назорат қилиш учун партиядан 
таваккалига 100 та буюм олинди, улар ичида 4 та буюм яроқ- 
сйз чиқди. Яроқсизлик нисбий частотасини топинг.

Е ч и ш. А орқали яроқсиз буюм чиқишидан иборат ҳоди- 
сани белгиласак, қуйидагига эга буламиз: m = 4, n=100 ва 
Р* (Л ) =0,04.

Нисбий частотанинг баъзи хоссаларини исботсиз келтириб 
ўтамиз:

1) Исталган ҳодисанинг нисбий частотаси бирдан ортиқ 
бўлмаган манфиймас сон, шу билан бирга P*(U ) = 1, P*(V ) = 0.



2) Р* (А + В) =Р* (А)+Р* (В), бу ерда А ва В — биргалик- 
дамас ҳодисалар.

Ҳодисанинг тажрибадан олдин аниқланадиган эҳтимоллиги- 
дан фарқлн ўлароқ ҳодисанннг ннсбий частотаси тажрибадан 
кеиин топиладн.

5-§. Эҳтимолликнинг статистик таърифи

Айтайлик, бирор тажриба чекланишсиз такрорланади ва 
ҳар бир тажрибадан сўнг қаралаётган ҳодисанинг нисбин часто- 
тасн барча ўтказилган тажрибалар серияси бўйича ҳисобла- 
нади. Бунда ушбу нарса пайқалади: бошида, ўтказилган тажри- 
балар бўлганида, ҳар бир тажрибанинг тасодифий натим<аси 
ҳодиса нисбий частотасини сезиларли ўзгартиради. Бироқ таж- 
рибалар сони ортиб бориши билан ҳар бир янги тажриба нати- 
жасининг таъсири камая боради. Масалан, мннгинчи тажриба- 
нинг натижаси нисбин частотани 0,001 дан камга ўзгартиради. 
Ҳодисанинг нисбий частотаси гўё тасодифий бўлмай қолади ва 
бирор сон атрофида турғунлашади. Ана шу сонни қаралаётган 
ҳодисанинг статистик эҳтимоллиги деб аталади.

Масалан, агар биз бир ёки бир неча оила ва ҳатто бнрор 
қишлоқ аҳолисини ўрганнш билан чекланадиган бўлсак, янги 
туғилган чақалоқларпинг жинси бўйнча тақсимоти ҳар қандай 
бўлиши мумкнн. Аҳолиси кўп бўлган катта ҳудуднн ўргани- 
ладиган бўлса, нш бутунлай бошқача бўлади. Бунда қиз ва 
ўғил болалар туғилиши нисбий частотасининг турғунлиги тўлиқ 
намоён бўлади, шу билан бирга у турли ҳудудлар учун бир хил 
бўлиб чиқади.

Швед статистикаси маълумотлари бўйича 1935 йилда қиз 
болалар туғилиши нисбий частотаси ойлар бўйича ушбу жад-

валда кўрсатилганидек тақсимланган.
Бу ннсбий частоталар 0,482 сони 

атрофида тебраниб туради. Юқорида 
баён қилинганига асосан 0,482 сонини 
қиз болалар туғилиши статистик эҳти- 
моллиги деб ҳисоблаш мумкнн.
6- §. Амалда мумкинмас ҳодисалар

Амалда мумкинмас ҳодиса деб, 
эҳтимоллиги нолга аниқ тенг бўлма- 
ган, бироқ унга жуда яқин бўлган 
ҳодисага айтилади.

Амалда мумкинмас ҳодисалар эҳ- 
тимоллик назариясида катта аҳами- 
ятга эга, бу фаннинг барча амалий тат- 
биқлари ана шуларга асосланади, бун- 
да амалий ишонч принципи деган 
қоидага амал қилиниб, уни бундай 
таърифлаш мумкии:

Ой

Т у ғилган 
қиз бола- 
лар нис- 
бий час- 

тотасн

Январ 0,486
Фварал 0,489

"Март 0,490
Апрел 0,471
Май 0,482
Июн 0,478
Июл 0,462
Аагуст 0,484
Сентябр 0,485
Октябр 0,491
Ноябр 0,482
Декабр 0,478

Йил бўйича 0,4826
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Агар /1 ҳодисанинг бсрилган тажрибада эҳтимоллиги жуда 
кичик бўлса, у ҳолда бу тажрибани бир марта ўтказилггиц. 
да Л ҳодиса рўи бермайди деб амалий ишонч ҳосил қилнц; 
мумкни.

Бошқача айтганда, агар Л  ҳодисаиинг эҳтимоллиги берил- 
ган тажрибада жуда кичик б\'лса, бу тажрибани ўтказишга 
киришастганда гўё бу ҳодиса умуман мумкинмас деб, яъни 
унинг рўй беришига кўз тутмасдан иш олиб боравериш ке- 
рак.

Амалий ишонч принципи математика воситалари билан 
исботланиши мумкин эмас; у инсониятнинг бутун амалий тажри- 
баси билан тасдиқланадн.

Ҳодисани амалда мумкинмас деб ҳисоблаш мумкин бўлиши 
учун унинг эҳтимоллиги қанчалик кичик бўлиши керак деган 
масалани ҳар бир алоҳида ҳолда тадқиқотчинипг ўзи амалий 
мулоҳазалардан келиб чиқиб ҳал қилади.

Масалан, отишда портлатгичнинг ншламаи қолиш эҳтимол- 
лиги 0,01 бўлса, биз портлатгичнинг ишламай қолишини амалда 
мумкинмас ҳодиса деб ҳисоблашимиз мумкин. Бироқ сакрашда 
парашютнинг очилмай қолиш эҳтимоллиги ҳам 0,01 га теиг бўл- 
са, биз уни амалда мумкинмас ҳодиса деб қарамаслигимиз 
лозим ва парашютни катта ишончли қилишга ҳаракат қилиши- 
миз зарур.

Уз - ў з и и и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Қандай ҳодисалар тасодифий. муҳаррар ва мумкинмас ҳодисалар деб 
аталади? Бундай ҳодисаларга мисоллар келтиринг.

2. Ҳодисалар тўла гуруҳи таърифини айтиб беринг ва мисоллгр <ел- 
тиринг.

3. Ҳодисаларнннг биргаликдамаслик таърифини айтинг ва мисоллар кел- 
тирннг.

4. Қандай ҳодисалар эквивалент ҳоднсалар деб аталади?
5. Ҳоднсаларнинг йигиндиси ва кўпайтмаси деб нимага айтиладн? Мисол- 

лар келтиринг.
6. Вьенп диаграммасннн ифодалайдиган мисолни баён қилинг.
7. Ҳоднсаларни қўшиш ва кўпайтирнш амалларининг асосий хоссаларини 

кўрсатниг.
8. Эҳтимолликнинг классик таърифшш айтиб берииг. Унинг асосий хосса- 

ларини ифодаланг.
9. Танланма ҳақидаги масаланииг кўйнлишини таърифланг ва бу масала- 

нинг ечимини берадиган формулани ёзииг.
10. Геометрик эҳтимоллик таърифинн айтиб беринг.
11. Учрашув ҳақидаги масалани баён қилинг ва унннг ечилиш усулннн 

кўрсатннг.
12. Ҳодисанинг нисбий частотаси деб нимага айтилади? Мисол келтйринг.
13. Нисбий частотанннг хоссаларини кўрсатинг.
14. Статистик эҳтимоллнк тушунчаси қандай киритилади?
15. Ҳодисаларнниг амалда мумкинмаслнк прннцнпи ннмадан нборат? Mn- 

сол келтнринг.
16. Амалий ишонч принципн нимадан иборат? Мисол келтиринг.
17. 14.35— 14.41, 14.66— 14.159-масалаларни ечинг.
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7-§. Биргаликдамас ҳодисалар учун эҳтимолликни кўшиш
теоремаси

1-теорема .  Иккита биргаликдамас А ва В  ҳодиса йиғин- 
дисининг эҳтимоллиги бу ҳодисалар эҳтимолликлари йиғинди- 
сига тенг, яъни

Р (А + В )  = Р (А ) + Р(В). (7.1)
Бу теоремаии синовлар схемаси учун исботлаймиз. Тажри- 

-бапннг мумкин бўлган натижалари п та синовда келтирилсин, 
биз уларни яққол бўлишн учун п та нуқта кўринишда тасвир- 
лаймиз:

rn k—B

Бу п та ҳолдан m таси А ҳодисага, k таси В  ҳодпсага қулай- 
лик туғдирсин. У ҳолда

Р ( А ) ^ — , Р(В)~= — .
п п

Л ва В  ҳодисалар биргаликдамаслиги сабабли, бир вақтда Л 
ходисага ҳам, В  ҳодисага ҳам қулайлик туғдирувчи ҳоллар 
иўқ. Демак, А + В  ҳодисага tn+k та ҳол қулайлик туғдиради ва

Р ( А + В ) ~ — 't- = — +  - ^ P ( A )  +  P (B ),
п п п

атта шуни исботлаш талаб этилган эди.
1-мисол.  Лгар қабул қилиш шартларига кўра 50 та буюм- 

'дан кўпи билаи битта буюм яроқсиз бўлгаида қабул қилиш 
мумкин бўлса, ичида 5 та яроқсизи бўлган 100 та буюмдан 
таваккалига ярми олиб текширилганда бу партиянинг ҳаммаси 
қабул қилиниш эҳтимоллигини топииг.

Ё ч и ш. А орқали 50 та буюмни текширилганда битта ҳам 
яроқсиз буюм чиқмаганлиги ҳодисасиии, В  орқали эса фақат 
битта яроқсиз буюм чиққанлиги ҳодисасини белгилаймиз.

Қабул шартларига кўра, агар А + В  ҳодиса юз берса, буюм- 
лар партияси қабул қилинади. Л ва В ҳодисаларнинг бирга- 
ликдамаслигини ҳамда (2.4) формулани ҳисобга олсак, қуйида- 
гини ҳосил қиламиз:

с 50 (-* 40
Р  -  Р(А  +  В) = Р(А ) + Р (В )  -  + - ^ 0 ^  =0,181.

i00 ЧоО
Шундай қилиб, қабул шартлари бўйича бу буюмлар пар- 

тияси 0,181 эҳтимоллик билан қабул қилиниши мумкин.
Қўшиш теоремасн ихтиёрий сондагн биргаликдамас ҳодиса- 

лар бўлган ҳолга ҳам умумлаштнрилиши мумкин.



2-теорема. Агар Аъ Al, . . . , Ап ҳодисаларнинг ҳар иккигпа- 
си биргаликдамўс бўлса, у ҳолда ушбу формула ўринли:

m + A + - - .  +An) = P (A J + P(A2)+  . . .  +/>(4). (7 .2 )

И с б о т и .  Учта биргаликдамас Аи А2, А3 ҳодисани ҳарай- 
лик. 1-теоремага кўра

Р (А i +  А2 + Л3) = Р  ((Л, + Л2) +  Л3) = Р (Л t + А2) +
+ Р (Л 3) =  Я (Л 1) +  Я (Л2) +  Р (Л 3).

Умумий ҳолда теорема математик индукция усули била.ч 
исботланиши мумкин.

1-натижа. Агар Alt Л2, .. . , Ап ҳодисалар хар иккитаси бир- 
галикдамас ҳодисалар тўла гуруҳини ҳосил килса, у ҳолда улар 
эҳтимолликлари йигиндиси 1 га тенг:

Р(А 1) + Р(А%)+  . . .+ Р (А п) = \. (7 .3 )

Исботи.  Бир томондан, Л,, Л2, . . . , Ап ҳодисалар гуруҳи 
тўла бўлганлиги учун

Р(Аг + А,+  . . . + Л„) = />((/) =1.
Иккинчи томондан, Alt Л2, . .. , Ап ҳодисаларнинг ҳар иккитаси 

биргаликдамаслиги сабабли
Р(Л ! +  Л2+  . . .  +Ап) = Р(А1) + Р(А2)+  . . .  + Р(Ап).

Бу иккита формулани таққослаб,
Р(Л1) + Р(Л2)+  . . .+Я (Д„)=Г

ни ҳосил қиламиз, шуни исботлаш талаб ҳилинган эди.
2- н а т и ж а. Қарама-ҳарши ҳодисалар эҳтимолликлари 

йиғиндиси 1 га тенг :
Р(А) + Р (А )=  1. (7-4)

Бу натижа 1-натижанинг хусусий ҳоли, дарҳақиқат, Л ва Л ҳоди- 
салар тўла гуруҳ ҳосил қилади ва биргаликдамас.

Эҳтимоллик назариясининг амалий татбиқларида 2-натижа 
муҳим аҳамиятга эга.

Амалиётда кўпинча Л ҳодисанинг эҳтимоллигини ҳисоблаш- 
дан кўра Л ҳодисанинг эҳтимоллигини ҳисоблаш осонроқ бўла- 
ди. Бу ҳолларда Р(А)  нн ҳнсобланади ва

Р (Л)  = 1 -Я (Л ) (7.5)
ни топилади.

2-мисол.  7 та оқ ва 3 та қора шар солинган идишдан та- 
ваккалига 5 та шар олинади. Олинган шарлар ичида ҳеч бўл- 
магаида битта қора шар бўлиш эҳтимоллигини топннг.

Е ч и ш. А орқали олинган 5 та шар ичида ҳеч бўлмаганда 
биттаси қора шар бўлиши ҳодисасшш белгилаймнз. У ҳолда Л 
ҳодиса олингаи шарлар ичида битта ҳам қора шар йўқлигиии
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бкддиради. Р(Л) ни топамиз. Мавжуд шарлар ичидан 5 та шарни 
(f l0 та усул билан о.тиш му.мкин. 7 та ок шардан 5 та шарни C'sr та 
усул билан О.ТИШ мумкин. Шу сабабли

P<A)= -i = 0,083,
L10

бундан Р  (Л) = I — р (Л) = 0,917.

8- §. Биргаликда ҳоднсалар учун эҳтимолликларнн қўшиш
теоремаси

Биргаликдамас ҳбдисалар учун эҳтимолликларнн қўшиш 
теоремасидан фондаланиб, бнргалнкда ҳодисалар учун эҳтимол- 
ликларни қўшиш теоремасини нсботлаймнз.

Т е о р е м а. Иккита биргаликдаги ҳодисадан ҳеч бўлмаган- 
да бирининг рўй 6epuiu эҳтимоллиги бу ҳодисалар эҳтимоллик- 
лари йиғиндисидан уларнинг биргаликда рўй бериш эҳтимол- 
лигини айирилганига тенг:

Р (А +  В) = Р (А ) +  Р (В ) — Р(АВ). (8.1)
Исботи .  А, В  ва А + В  ҳодисаларни қуйидагича биргалик- 

дамас ҳодисалар йиғиндисн кўринишида ифодалаймиз:
А = А (В  +  В )  = А В +  АВ, В  = В (А  + А ) = АВ +  А В,

А + В  = АВ + А В + А В .
Биргаликдамас ҳодисалар учун эҳтимолликларни қўшиш тсо- 
ремасига кўра

- Р(А ) = Р (АВ) +  Р (А В ),
Р (В ) = Р (А В ) +  Р (А В ),

Р (А  +  В) = Р  (АВ) +  Р (А В ) +  Р  (АВ).
Бу учта тенгликдан (8.1) формулани осон ҳосил қиламиз:

Р (А + В ) = Р  (АВ) +  Р (А В ) +  Р  (АВ) = Р (АВ) + Р  ( Л б »
+  Р(АВ) +  Р  (АВ) — Р  (АВ) = Р (А ) + Р (В )  — Р  (АВ).

Теорема исбот қилинди.
(8.1) формула содда геометрш< тал- 

кинга эга (128-шакл).
Учта биргаликдамас ҳодиса йиғин- 

дисининг эҳтимоллиги ушбу форму- 
ла бўйича ҳисобланади:

Р (А  + В  + С) = Р (А ) +  Р (В )  +
+  Р (С )- Р (А В ) — Р (ЛС) — Р(ВС ) +

+  Р(АВС). 128- шакл.
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9-§. Эҳтнмолликларни кўпайтириш теоремаси

Эҳтимолликларни кўпайтирнш теоремаснни баён этишда» 
аввал боғлиқмас ва боғлиқ ҳодисалар ҳақидаги ушбу муҳим 
тушунчаии баён этамиз.

1- т а ъ р и ф .  Агар А ҳодисанинг эҳтимоллигн В  ҳодисанинг 
рўй берган ёки рўй бсрмаганлигига боғлиқ бўлмаса, А ҳодиса 
В  ҳодисага боғлиқмас дейилади.

2- т а ъ р и ф. Агар А ҳодисанинг эҳтимоллиги В  ҳодисанинг 
рўй бсрган ёки бермаганлигига боғлиқ равншда ўзгарса, А ҳо- 
диса В  ҳодисага боғлиқ дейилади.

1-мисол .  Омборда 500 дона лампа бўлиб, улардан 100 
таси бир заводда ва 400 таси бошқа заводда тайёрланган. 
Биринчи заводда тайёрланган лампаларнинг 80 фоизи маълум 
стандартни қаноатлантирсин, иккинчи завод маҳсулоти учун бу 
60 фоиз бўлсин. А ҳодисанинг — омбордан тасодифий олинган 
бит-та лампанинг стандарт шартларнни қаноатлантирнш эҳти- 
моллигини топииг.

Стандарт лампалар жами сопи биринчи заводда тайёрлан- 
ган 80 та лампадан ва иккинчи заводда тайёрланган 400-0,60 = 
= 240 та лампадан иборат, яъни 320 га тенг, дсмак, Р (А ) = 
= 320 : 500 = 0,64.

Ҳисоблашда олинган лампа қайси завод маҳсулоти зкан- 
лиги ҳақидаги ҳеч қапдай тахмин қилинмади. Arap бу хилдаги 
тахмин қилинса, у ҳолда бизни қнзиқтираётгап эҳтимоллик 
ўзгаради. Масалан, олинган лампа биринчн заводда тайёрлан- 
ган (В  ҳодиса) деб фараз қилайлик. Бу ҳолда упинг стаидарт 
бўлнш эҳтимоллиги энди 0,64 эмас, балки 0,80 бўлади. Бундан 
А ҳодиса В  ҳодисага боғлиқ деб хулоса чиқарамиз.

3- т а ъ  р и ф. А ҳодисанинг В  ҳодиса рўй берди деган шарт- 
да ҳисоблапган эҳтимоллиги А ҳодисанинг В ҳодиса рўй берши 
шартидаги шартли эҳтимоллиги деб аталади ва Р(А/В) билан 
бслгиланади.

Олдинги мисолда Р ( Л )  = 0,64, Р(А/В) =0,80.
А ҳодисанинг В  ҳодисага боғлиқмаслик шартини ушбу

P (A IB )= P (A )  (9.1)

формула орқали, боғлиқлпк шартини эса

Р (А / В )Ф Р (А )  (9.2)
формула орқали ёзиш мумкии.

К  ў п а й т и р и ш т е о р е м а с и. А ва В ҳодисалар кўпайт- 
масининг эҳтимоллиги бу ҳодисалардан бирининг эҳтимолли- 
гини иккинчи ҳодисанинг биринчи ҳодиса рўй берди деган 
шартда шартли эҳтимоллигига кўпайтмасига тенг:

Р (А В )= Р (А )Р (В / А ).  (9.3)
И с б о т и. Теоремани классик схема учун исбот қиламиз.



Биз уларнн кўргазмали бўлиши учун иуқталар кўринишяда 
тасвирлаймиз. .

х'

.4 ҳодисага т  та ҳол, В  ҳодисага эса k та ҳол қулайлик 
туғднрсин. Бу А ва В  ҳодисалар бнргалнкда деб фараз қилай- 
лик, демак, умуман айтганда, А ҳодисага ҳам, В  ҳодисага ҳам 

; қулайлик туғдирадиган ҳоллар бор. Бундай ҳоллар сони l та 
бўлсин. У  ҳолда

Р(АВ) Р (А ) — — .
Н , п п

Р(В/А ) ни, яъни В  ҳоднсанинг А ҳодиса рўй берди деган 
шартдаги шартли эҳтимоллигини ҳисоблаймиз.

Агар А ҳодиса рўй берган бўлса, у ҳолда илгариги мумкин 
бўлган п та ҳолдан /1 ҳодисага қулайлнк туғдирадиган фақат 
rn та ҳол қолади. Улардан / та ҳол В ҳодисага қулайлик туғ- 
днради. Демак,

Р  (В/А) -  -- .
т

Энди теореманинг исботини якунлаймиз:

Р(АВ) -  i- -  — • -L -  Р(А )Р(В ,А ).
п п т

Шуни исботлаш талаб қилинган эди.
И з о ҳ. А В — ВА  эканини ҳисобга олсак, (9.3) формулани 

бундан кўринишда ёзиш ҳам мумкин:
Р(АВ) — Р (В )Р (А В ).  (9.4)

Кўпайтириш теоремасидан келиб чиқадиган натижаларни 
келтирамиз.

1- н а т и ж а .  Агар А ҳодиса В  ҳодисага боғлиқ б^^лмаса, 
у ҳолда В  ҳодиса ҳам А ҳодисага боглиқ бўлмайди.

И с б о т и .  (9.3) ва (9.4) формулаларни таққослаб,
Р(А )Р (В/А ) = Р (В )Р (А  В)

ни ҳосил қиламнз.
Р (А / В )= Р (А )  эканини ҳисобга олсак, бу ердан

Р(А ) Р(В/А) = Р (В ) Р(А )
in ҳосил қиламиз. Бу тенгликдан Р (А )ф О  деб (jwpia қилиб,

P (B jA ) = Р (В )
ни ҳосил қиламиз, бу эса В  ҳодиса А ҳодисага боғлиқ эмасли- 
гини билдиради.
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Бу натижадан ҳодисаларнинг биргалнкда ва биргаликдамас- 
лиги ўзаро эквивалент эканлиги келиб чиқади. Ш у муиосабат 
бнлан бундай таърифни киритамиз.

4-т а ъ р и ф. Arap иккнта ҳодисадан бирининг рўй бериши 
нккинчисннинг рўй бсриш эҳтимоллигини ўзгартирмаса, бу 
ҳодисалар боғлиқмас деб аталади.

2- н а т и ж  а. Иккита боғлиқмас ҳодиса кўпайтмасининг рўй 
бериш эҳтнмоллиги бу ҳодисалар эҳтимолликларннинг кўпайт- 
масига тенг:

Р (А В )= Р (А )Р (В ) .  (9.5)
И с б о т и .  Р (А В ) = Р (А )Р (В /А ) = Р (А )Р (В ) ,  шуни исбот- 

лаш талаб қилинган эди.
Агар А ва В  ҳодисалар боғлиқмас бўлса, у ҳолда эҳтимол- 

ликларни қўшиш умумин қоидаси (8-§ даги (8.1) формула) А 
ва В  ҳодисаларнинг йиғиндиси эҳтимоллигини бевосита А ва В  
ҳодисаларнинг эҳтимолликлари орқали топнш имконини 
беради:

Р (А Л - В )= Р {А )+ Р {В )— Р (А )Р (В ) .  (9.6)
2 - м ис о л .  Иккита мерган бир-бирига боғлиқмас равишда 

битта нишонга қарата ўқ узишмоқда. Нишонга теккизиш эҳти- 
моллиги биринчи мерган учун Р(А\) =0,9, иккинчн мерган 
учун Р (Л 2)=0,8. Arap нишоннинг яксон қилиниши учун битта 
ўқнинг тегиши кифоя қилса, нишоннинг яксон қилиниш эҳти- 
моллигиии топинг.

Е  ч и ш. /4] ва Л2 ҳодисалар (нишонни биринчи ва иккинчн 
мергаи уриши) боғлиқмас, шунинг учун изланаётган эҳтимол- 
ликни ҳисоблашда (9.6) формулани қўллаймиз:

Р (Л ,+ Л 2) =0,9 + 0,8-0,9-0,8 = 0,98.
Эҳтимолликларни кўпайтириш теоремаси исталган сондаги 

эҳтимолликлар учун умумлаштирилиши мумкин, чунончи ушбу 
теорема ўринли.

1- т е о р е м а. Қуйидаги формула ўринли

Р04А  . .. Ап) = P(A J Р (А М Р (А 3!А, А, .. .
. . .P (A n/A1A2---An_ l). (9.7)

Теореманинг исботи математик индукция усули билан бажа- 
рилади.

3-м ис ол .  100 та деталдан иборат гуруҳ танланма назорат 
қилннмоқда. Бутун гуруҳнинг яроқсизлик шарти текширилаётган 
бсшта деталдан ҳеч бўлмаганда бнттасининг яроқсиз бўлиши- 
дир. Агар гуруҳда 5%  яроқсиз детал бор бўлса, бу гуруҳнинг 
қабул қилинмаслик эҳтимоллиги қанча?

Е ч н ш. Деталлар гуруҳи қабул қилинишидаи иборат қара- 
ма-қарши А ҳодисанинг эҳтимоллигини топамиз. Бу ҳодиса 
бсшта ҳодисанинг кўпайтмаси бўлади: А = А\А2АгАААъ, бу
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ерда Ak (k =  1, 2, 3, 4, 5) текширилган k- детал сифатли экан- 
лнгини билдиради.

Сўнгра Р(А\) =95/100 ra эгамиз, чунки барча деталлар 
100 та, яроқлилари эса 95 та, А\ ҳодчса рўй берганидан сўнг 
99 та детал қоладн, улар орасида 94 таси яроқли, шунннг 
\'чун P(A^/At) =  94,99. Шунга ўхшаш, қуйидагнларни топамиз: 
Р  (Az!A ,A S= 93 98, Р ( A j A ^ A j  92/97 ‘ ра P (A r,/AtA2A:tA4) =

m  т - 7\ л. n , , ,  95 94 93 92 91 n - 7=  91/96. (9.7) формуладан P(A ) =  —— • — ---- —  • —  = 0,77.
'  '  к 1 3 v _  100 99 98 97 96

Изланаётган эҳтимоллик: p ~-P (Л ) — 1— P(A ) =  0,23. Знди ушбу 
таърифни киритамиз:

5- т а ъ  р и ф. Бир нсча ҳодисалардан исталган бири қолган-. 
ларннннг исталган тўпламининг кўнайтмасига боғлиқ бўлмаса, 
бу ҳодисалар биргаликда боғлиқмас деб аталади.

Бу таърнфга асосан (9.7) формуладан ушбу теоремани ҳосил 
қиламиз:

2 - т е о р е м а .  Агар А\, А2, .. . ,  А„ ҳодисалар биргаликда 
боғлиқмас бўлса, у ҳолда бу ҳодисалар кўпайтмасининг эҳти- 
моллиги улар эҳтимолликларининг кўпайтмасига тенг:

Р(А ,А2 . . .  Ап) =  P (A JP {A 2) . . . Р (А п). (9.8)

Хусусий ҳолда, .4,, А2, . . .  , Ап ҳодисалар бир хил р эҳтимоллик- 
ка эга бўлганда (9.8) формула қуйидагини беради:

Р (А 1Аг . . . А п) = рп. (9.9)

10- §. Ҳеч бўлмаганда битта ҳодисаиинг рўй бериш эҳтимоллиги

Бу  эҳтимолликни биз аслида (8.2) формула орқали ҳисобла- 
шимиз мумкин. Бироқ ҳодисалар сони ҳали унча катта бўлма- 
гандаёқ, бу формуладан фойдаланнш катта ҳисоблаш ишлари 
билан боғлиқ. Ш у сабабли бу эҳтимолликни ҳисоблаш учун 
бошқа формуладан фойдаланилади.

Т е о р е м а .  Биргаликда боғлиқмас бўлган А\, Аъ ..., А„ 
ҳодисаларнинг ҳеч бўлмаганда биттасининг рўй беришидан ибо- 
рат А ҳодисанинг эҳтимоллиги

Р (Д ) =  Я(Л1 +  Ла+  . . .  + А П) = 1— • • Яп (10.1)

га тенг, бунда q-t = Р  (А£)
Ис боти .  А = Л !+ Л 2+ . . .+  An бўлганлкги учун А = Л г Аг . . .  А„.

(7.5) ва (9.8) формулалардан фойдаланиб, қуйидагини ҳосил қила\1из‘- 
Р  (А) =  1 -  Р(А) =  1 -  Р(А\ Аг . . .  An) =  1 -  Р  (А,) Р  (Л7). . . Р( Л„)=
= 1 — <7, q2 . . .  qn. Шуни исботлаш талаб қилинган эди.

Хусусан, Ах, А2, . . . , An ҳодисалар р га тенг бир хил эхтимол-
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ликка эга бўлса, у ҳолдз улчрдая \еч булмзга iда б чттасип iHr рўй 
бериш эҳтимоллиги

Р(А ) 1— qn (q ^ [  — р) (10.2)
ra теиг.

1-мисол .  Учта тўпдаи отишда нишонга текизиш эҳтимол- 
лиги мос равишда pi = 0,4, /?2 = 0,6, р3 = 0,7, нишон яксон қили- 
ииши учун битта ўҳиинг тсгиши кифоя қилса, учала тўпдан 
бир пўла отишда нишоннинг яксон қилиниш эҳтимоллигини 
топинг.

Е  ч и ш. А i, Л2 ва А3 ҳодисалар ншиоини мос равишда би- 
ринчи, иккинчи ва учинчи тўплардан уришни билдирсин. Бу 
ҳодисалар биргаликда боғлиқмаслиги равшан (ҳар бир тўпдан 
нишонга теккизиш эҳтимоллиги бошқа тўплардаи отиш натижа- 
ларига боклиқмас). Сўнгра q i = l— pi = 0,6, <72=1—р2 = 0,4, 
q3=\—р3 = 0,3. Изланаётган эҳтимолликни (10.1) формуладан 
топамиз:

Р  (А) -  1 — q, q, q3 - 1 — 0.6 • 0,4 • 0,3 -  0,928.
2 -м ис о л .  Системада муҳим қурилма бўлиб, у п та эле- 

ментдан иборат ва уларнинг ҳар бирининг бузилмасдан ишлаш 
эҳтимоллиги (ишончлилиги) р га тенг. Агар бу элементлардан 
ҳеч бўлмаганда биттаси ншласа, қурнлма ишлайди. Бу қурил- 
манинг ишончлилнги берилган Р  дан ортиқ бўлишн учун у неч- 
та элементга эга бўлиши керак?

Е  ч и ш. Бу қурилманннг фақат барча элементларн ишдан
чиққанидагина унинг бузилиши рўй беради. Элементларнинг
ишдан чиқишини боглиқмас ҳодисалар деб, п та элсмснтнииг
ҳаммасини ишдан чиқиш эҳтимоллигини топамиз: у (1 — р)п га тенг.
Шунинг учун қурилманинг бузчлмасдан ишлаш эҳтимоллиги
1 — (1 — р)п га тепг. Энди масала 1—(1 — р)п > Р  теигсизликни қаноат-
ланти[)адиган п сонни топишдан иборат, бу тенгсизлик

l g  ( l  —  Р)П > — ----
lg(I — Р)

ra тенг кучли. Масалан, элементнинг ишончлилиги р = 0,8 га, сис- 
тема қурилмасининг талаб қилинаётган ишончлилиги эса 
Р=  0,99 га тенг бўлса, у ҳолда

lg 0.01 - 2  ' п > —----- ---------- , яъни rt>3.
Ig0,2 — 0,699

Шундай қилиб, бу шартларда система учта элементга эга 
бўлиши кифоя.

У  з-ў з и н и т е к ш и р н ш у ч у н с а в о л л а р

1. Биргалнкдамас ҳоднеалар учун э\тнмоллнкларнн қўшиш теоремасини 
таърифлаб берннг.

2. Биргаликдамас ҳодисалар учуи эҳтнмолликларни қўшиш теоремасинннг 
асосий натнжаларинн айтиб беринг.
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3. Бпргаликда ҳодисалар учун эҳтимолликларни қўшиш теорсмаеини таъ- 
рифлаб беринг.
Ғ  4. Ҳодисанинг шартли эҳтимоллиги деб нимага айтиладн?

5. Иккнта ҳодисанннг боғлиқмаслиги таърифнни айтиб беринг. Қандай 
ҳоднсалар биргаликда боғлнқмас деб аталадн?

6. Эҳтимолликларнн кўпайтирнш теоремасини айтиб беринг.
7. Кўпайтнриш теоремасинннг натижасини айтннг ва мисол келтнрииг.
8. Ҳеч бўлмаганда бптта ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоллигинн ҳисоблэш 

ҳақндаги теоремани айтнб беринг. Мисол келтиринг.
t 9. 14.160— 14.224-масалаларни ечинг.

l l-§.  Тўла эхтимолли< формуласи

Бнрор Л ҳодиса биргаликдамас ходисаларнчнг тўла гуруҳиня
ҳосил қиладиган //„ Н,.......... Нп ходнсаларнинг (улар гинотезалар
деб аталади) бири билаи рўй бериши мумкин бўлсин. Ву гипоте vi-  
ларнинг г.чтимолликлари маълум, яънч Р  (//,), Р  (//_,), . . . , Р (Ч п) бе- 
рилган. Бу гнпотезаларнинг ҳар бири амалга ошганида Л ҳодисзжмг 
рўй бернш шартли эҳтиматликлари ҳам маълум, яънн Р(Л //,), 
Р(Л/И , ) , . . . ,  Р(Л/Нп) эҳтимолликлар берилган. .4 ҳодисан чиг эхти- 
моллигини ҳисоблаш талаб қчлинэди.

Бу ҳолда ушбу формула ўрннли бўлишин ч исботлаймиз:

Р (Л )~  Р(И,)Р(Л.-н,) +  Р (н г)Р (Л :Н 2) . . - Р(Н„)Р(Л н,). ( i i . i )
Исботи .  Н и II, ...........Нп гипотезалар тўла гуруҳ бўлганп-

ги учун A -  AU -  Л(Ну +  н, +. . . . +  //„) -  ЛНг +  ЛН2 +  . . .  +
+  ЛНп. //,, //2, . . . , //„ гипотезалар биргаликдамзс, шунинг учун 
ЛНи ЛН,, . . . , АНп ҳодисалар xim  бирга.пкдлм ic. Буларга қўнг.шг 
теоремаси, кейин кўпайтириш теорзюсин i қўллаб, қуйвдагин i ҳоси.т 
қиламиз:

Р(Л) = Р  (ЛН,) +  Р  (ЛН2) +  . . .  +  Р  (ЛНп) 
^-Р(Н ])Р (А ;Н ,) +  . . .  т Р (Н , ) Р (Л  '//„),

ана шуии исботлаш талаб қилинган эди.
М  и с о л. Имтиҳон билетлари ичида талаба билмайдигаилари 

ҳам бор. Қайси ҳолда талаба учун у биладиган билстни олишн 
эҳтимоллиги катта бўлади: у билетни биринчи бўлиб олгандами 
ёки иккинчи бўлиб олгандами?

Е  ч и ш. п — барча билетлар сони ва k — талаба биладиган 
билетлар сони бўлсин. А орқали талаба ўзи биладиган билетни 
олиш ҳодисасини белгилаймиз. Агар талаба билетнн биринчи 
бўлиб оладиган бўлса, у ҳолда бизни қизиқтираётган эҳтимол- 
лик P (A )—k/n га тенг.

Агар «бизнинг» талабамнз билстни иккинчи бўлиб оладиган 
бўлса, бнз бу ерда табиий ушбу нккита гипотезани қўямиз:

Н , — биринчи талаба «бизнннг» талаба биладиган билетни 
олди.
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#2 — биринчи талаба «бизнинг» талаба билмайдигаи билет- 
ии олди.

Бу гипотсзаларнинг эҳтимолликларини топамиз:

А ҳодисанинг H L ва Н, гипотезалардаги шартли эҳтимолликлар.!

гатеиг. (11.1) формулага кўра А ҳодисанинг тўла эҳтимоллигини 
топамиз:

Шундай қилиб, бизии қизиқтираётган эҳтимоллик иккала 
ҳолда ҳам 6iip хил экан.

12-§. Гипотезалар теоремаси (Бейес формулалари)

М а с а л а н и н г  қ ў й и л и ш и .  Биргаликдамас Н и //.>, . . . , Нп ги- 
потезалар тўла гуруҳи бгрилган. Бу гипотезаларнинг ҳар бирининг 
эҳтимоллиги P(H j), Р(Н,), . . . , Р (Н п) маълум. Тажриба ўткази- 
лади ва униит натижзсида А ҳодиса рўй берзди, бу ҳодисанинг ҳар 
бир гипотеза бўйича эҳтимоллиги, яъни Р(А/Н ,), Р(А/Н,), . . . , 
Р(А/Нп) маълум. /1 ҳодиса рўй бериши муносабати билан ги- 
потезаларнинг эҳтимэлликларими қайта баҳолаш, бошқача айтганда,
P(H JA ), Р(Н,/А)...........P (H JA )  шартли эҳтимолликларни топиш
талаб қилинади.

Бу қўйилган масалага ушбу гипотезалар теорел^аси жазоб 
беради.

Г и п о т е з а л а р  т ё о р е м а с и .  Масала шартларидагй си- 
новдан кейинги гипотезалар эҳтимолликлари ушбу формулалар 
бўйича хисобланади:

Р(Н ,) = \  Р(Н>) =  
п

п — k
п

k k — l , п — k k k• - — • - — 
n n — 1 n ■ n — 1 tl

( 12.1)
^ P (H k)P(A!H„)

Исботи .  Кўпайтириш теоргмасидан:
Р(АН() =  Р (А )Р (Н {/А) за Р(Л//,-) = Р(НL)P (А/Нt). 

Бу формулаларни таққослаб,
P (4 )P (/ / t.M) = P(W t. ) ^ / ^ )  

ни ҳосил қиламиз, бундан
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Р(А ) пи ( 11.1) тўла эҳтимЛшик формуласи ёрдамида ифодалаб, 
цсботланаёггак формулани ҳосил қиламиз:

К  P{H-JA) = P i Hi )P{AIHi ) . ( i=  1,2, . . . , n).
V  p[Hk) P(A!Hk) 
k-=\

Хусусан, тажриба ўтказилишидан олдин барча гипотезалар тенг 
эҳтимоллик, яъни Р (Н Х) - P (tf2) — . . .  = P (H r)  бўлса, у ҳелда
( 12.1) (}юрмула ушбу кўринишни олади:

Я(//-/Л) =  . PJ A/Hn___
V  Р (At Hk)

Б: ' 4 = 1
М  и с о л. Телевизорга ўрнатилган лампа иккита партиядан 

бирига pi = 0,4 ва р2 = 0,6 эҳтимоллик билан тегишли бўлсин. 
Лампанинг l соат давомида ншлаш вақтн бу партиялар учун 
мос равишда 0,9 ва 0,7 га тенг. Телевизорга ўрнатилган лампа 
t соат бузилмасдан ишлаган бўлса, унинг биринчи партияга 
тегишли бўлиш эҳтимоллигини топинг.

Е  ч н ш. Иккита гипотезани қара{1миз:
H t — лампа биринчи партияга тегишли;
112 — лампа иккинчи партияга тегишли.
Тажрибадак олдин бу гипотеза.гарнинг эхтимоллиқлари:

P (H t) = 0,4; Р  (//,) = 0,6.
Тажриба натижаснда А ҳодиса рўй берган — лампа t соат 

бузилмасдан ишлаган. А ҳодисанинг Я , ва Н2 гипотезалардаги 
шартли эҳтимолликлари қуйидагига тенг:

Р  (A/Hj) =  0,9; Р  (А1Нг) = 0,7.
( 12.1) формуладан Н х гипотезатшг тажрибадан кейинги 

эҳтимоллнгини тонамиз:

P (H JA )  -  ------------- = 0,462.1 0,4-0,9 4-0,6-0,7

13- §. Боғлиқмас синовлар кетма-кетлиги.
Бернулли формуласи

Т а ъ р и ф .  Такрорланадиган синовлардап ҳар бнрининг у 
ёки бу натижасинпнг эҳтимоллигн бошқа синовларда қандай 
патижалар бўлганлигига. боғлиқ бўлмаса, улар боғлиқмас си- 
новлар кетма-кетлигини ҳосил қилади дейилади.

М н с о л .  Уйин соққасини ташлашдаи иборат тажриба ўтка- 
зилмоқда. Ҳар бир ташлашда у ёки бу сонда очколар чиқиш 
эҳтимоллиги бошқа ташлашларда қандай очко чиққанлигига 
боғлнқмаслиги равшан, бинобарин биз бу ерда боғлиқмас синов- 
лар кетма-кетлигига эгамиз.

Энди қуйидагича қўйилган масалани қарайлик: бир хил ша-
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роитда ўтказиладиган п та боғлш^мас синовнинг ҳар бирида А 
ҳодиса Р (А )= р  эҳтимоллик билан рўй берса, унинг бу п та 
синовда роса т  марта рўй бсриш эҳтимоллигини топинг.

Изтандётган эхтимол.тикни P,t(>n) билаи белгилаймиз. Масалан, 
P.j(2) — бсғлиқмас 3 та синовда А ҳодиса роса 2 марта рўй бериш 
эҳтимоллигидчр. Liy эҳтимолликни бевосита ҳисоблаш мумкии:
Р,С2) = Р(ААА+ ААА+ААА -Р(ААА) +  Р(ААА)Л Р(ААА) -  3p2q. 
Умумий ҳолда Рп(т ) эхтимоллик Бернулля формуласи деб аталади- 
ган ушбу формула билаи ҳисоЗланади:

P„Un) = Ст рт qn~m, (13 1)
бу срда q= 1—р. Бу формулвни исботлаймиз.

п та боглиқмас синовда Л ҳодисанинг роса т  марта маълум 
тартибда, масалан,

А А . . . А А А . . .  А
т  п—т

комбинацияда рўй бериш эҳтимоллиги боғлиқмас ҳоднсаларни 
кўпайтиоиш теоремасига кўра p'"qn т  га тенг. Разшанки, А 
ҳодисанинг яна т  марта, оироқ бошқача тартибда рўй бериш 
эҳтимоллиги яна шундай бўлади. А ҳодиса т  марта турли 
тартибда учрайлиган бунга ўхшаш комбинациялар сони гуруҳ- 
лашлар сони C'jj га тенг. Бизни қизиқтираётган В  ҳодиса —
Л ҳодисанинг п та боглиқмас синовда роса т  марта рўй бсриши 
ажраладиган бу комСинлцнялзрнинг ҳаммаси биргаликдамас 
ҳодисалардир. Шунинг учун онргалнкдамас ҳоднсаларни қў- 
шпш теорсмасига кўра

Рп (т ) — Р  (В) Ст р'п q"-m, 
гна шуни исСотлаш талаб қилингаи эди.

Хусусан, Рп(п) ра ва Р„(0) — q’\ буларии боглиқмас ҳодисалар-
ни кўпайтириш теоремасига кўрл ҳам беьос 1та ҳрсил қнллш мумкин 
эди.

1-мисол .  Х.ар бир деталнинг стандарт бўлиш эҳтимоллиги 
р = 0,8 бўлса, таваккалига олинган 5 та деталдан роса 2 таси- 
нинг стандарт бўлиш эҳтимоллигнни тоиинг.

П ч и ш. Изланаётган эҳтимолликни n = 5, т  = 2, р = 0,8 ва 
<7 = 0.2 да Бсрнулли формуласидан топамиз:

Р, (2) Сг • 0,8-’ • 0,2Л =  —  • 0,00512 =  0,0512.
•’ °  3:-2!

2- м и с о л .  Автобаза нормал ишлаши учун йўлда камида
8 та автомашина юриши керак. Базада 10 та машина бор. Ҳар 
бир автомашинанинг йўлга чиқмаслик эҳтимоллиги 0,1 га тенг. 
Автобазанинг эртага нормал ишлаш эҳтимоллигини тонинг.

Е  ч и ш. Агар йўлга 8 та машина (А ҳоднса), ёки тўққизта 
машнна (В  ҳодиса), ёки 10 та машина (С  ҳодиса) чиқса, авто-
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база нормал ншлайди (Е  ҳодиса). Эҳтимолликларни ҳўшиш 
»еоремасига кўра Р (Е )  = Р  (А + В  + С) = Р (А ) + Р (В )  + Р (С ) i. Ҳар 
бир кўшилувчини Бернуллн формуласи бўиича топиб, натижада 
қуйидагини ҳосил қиламиз:

Р (П )- С » п ■ 0,9®• 0, l2 +  Ĝ 0• 0,99 • 0,1 + 0,910 -
0,1937 +  0,3874 + 0,3487 -  0,9298.

3 - м и с о л .  Вирор корхонада бнтта деталнинг нуқсонли бў- 
лиш эҳтимоллиги 0,005 га тснг. 10 000 та деталдан иборат пар- 
тияда: а) роса 40 та иуқсонли детал; б) кўпи билан 70 та нуқ- 
сопли детал бўлиш эҳтимоллиги қанча?

Биринчи саволга Гевосита Р „(т )  — С™рт q"~m фсрмула срқали 
жароб берилади ва бунда р — 0,005, q - 0,995, п — 10 000, т  — 

Ь= 40 деб олинади; демак, изланаётган эҳтимоллик

I  Р ,Н  -  Р и т Ю -  ~ ' ° Z r  -<°.°<>5»‘О <0.0995>»~

Иккинчи саволга жавоб бериш учун эҳтимолликларни қўшиш 
теоремасндан фойдаланамиз. Изланаётган эҳтимоллик ушбу 
йиғинди билан ифодалаиади:

Р (0 <  т  < 70) =  Я (m 0) +  Р ( т  = 1 ) +  . . . +  Р ( т  -  70) =
70 70

^  Я , . « . ( * ) » 2 С Д ЭОО(0.005Г- (0,995)iooo:’
ш=о о' *

Шундай қилиб, биз иккала саволга ҳам жавобии олдик. Би- 
роқ 6v ерда талаб қилинадиган ҳисоблашларни амалда бажа- 
риш жуда қийин. Бу ва бунга ўхшаш масалалар Муавр — Лан- 
ласнинг локал ва интеграл теоремаларида бериладиган форму- 
лалар ёрдамида ечилади.

14-§. Муавр — Лапласнинг лимит теоремалари

М у а в р  — Л а п л а с н и н г  л о к а л  т е о р е м а с и .  Агар 
А ҳодисанинг pijй бериш эҳтимоллиги ҳар бир синовда ўзгар- 
мас ea р (0< р< 1) га тенг бўлса, у ҳолда етарлича катта п лар 
учун

P ( , „ ) « - 4 =  Ф(л), (14.1)
t 'W

бу ерда

т \ л / ----- --= =  с , л —  ---■ v  2п I npq
Л\уавр — Л а п л а с н и н г  ш п е г р а л  теоремаси.  Агар 

А ҳодисанинг ti ma боғлиқмас синовда рўй бериш эҳтимол- 
лиги ўзгармас ea р (0<р<\) га тенг бўлса, у ҳолда етарлича 
Katntna п ларда А ҳодисанинг m, тадан т., тагача рўй бериш эҳ- 
тимоллиги Р  ( т , <; т  < т.,) тақрибан
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Р  (tfi! <  т  <  m,) «  Ф  (*2) — Ф (a-,) (14 2)
га тенг, бу  ерда

X
т х — пр _  т 2— прФ(х) =i=--L _  I е 12,2 dt, .Vj = r’h ■-JL- I - : - ,  x2— -

v 2л J  > npq 1 npq
0

Бу иккала теоремани исботсиз қабул қиламиз.
1-нзоҳ.  Синовлар сони қанчалик катта бўлса, (14.1) ва

(14.2) формулалар шунчалик яхшироқ яқинлашишлар беради.
2-изоҳ.  <p(.v) ва Ф(л-) функциялар учун жадваллар бор, 

лекин улар фақат ар.гументнинг мусбат қийматлари учун тузил- 
ган, чункн q>(x) жуфт, Ф (х )  эса тоқ функциядир.

М и с о л .  (14.1) ва (14.2) формулалардан фойдаланиб, ол- 
динги параграф 3- мисолидаги эҳтимолликни ҳисобланг.

Е  ч и ш. Масаланинг биринчи қисми учун: р =  0,005, q — 0,995, 
п = 10000, т  =  40 га эгамиз. Ш у сабабли

Vnpq= V 100C0 0,005-0,995 = 7,05; ,v =  ■ =i npq
40— 10 000-0,00 5 . , 0—  — 1,42;

Шундай қилиб,

7,05
Ф (-1,42) = ф (1,42) =  0,1456.

Л о о о о (4 0 )= % ^ =  0,0206.
/,0о

Масаланинг иккинчи қисми учун р =  0,005, q = 0,995, п =  10000, 
т у = 0, т 2 = 70 га эгамиз. Шуикнг учун

• Vnpq =  7,05; х, = тг~ пР  =  gz-Jg.000'0-005 =
v  npq 7,05

= — 7,09; = 2,84.
7,05

Шундай қилиб,
Р  (0 < т  < 70) =  P l0 ш  (0; 70) =  Ф  (2,84) -  Ф  ( -  7,09) =

= Ф  (2,84) +  Ф  (7,09) = 0,4977 +  0,5 = 0,9977.

15- §. Полиномиал схема

Полиномиал схема бшюмиал схеманинг (Бернулли схемасининг) 
у.мумлашмасидир. АгарБернули схемасида 2 та ҳодиса: А ва /1 қарал- 
ган бўлса, полиномиал схемада п та ҳодиса қаралади.

М а с а л а н и н г қ ў й и л и ш и. Тажриба шундан иборатки, ўзгар- 
мас шароитларда п та боғлиқмас синов ўтказилади ва уларнинг ҳар 
бирида тўла гуруҳ ҳосил қиладиган k га Alt Л2, . . . , ҳодиса- 
нннг (|мқат биттаси рўй бериши мумкин, бунда бу ҳодисалариинг
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ВҲТймолликлари маълум: рх =  P(.4X), р, = Р(Л.2), , рп — Р (А п).
A t ҳодиса роса mx марта, А.г ҳодиса роса rn, марта..........Ak ҳоди-
са роса mk марта рўй бериш эхгимоллиги P n(mL, т.г, . . . .  mk) ни 
топкнг, буида /nx +  т.г +  . . .  + mk = п.

Е ч и ш .  А\ ҳодиса /'- синовда (j = 1, 2, . . .  , п) At (i = 1, 2, ... ,n) 
;рдиса рўй беришини билдирсин. Бизни қизиқтираётган S  ҳодиса 
урли усуллар билан рўй бериши мумкин. В  ҳодисанинг рўй бериш 

рариантларидан бири, масалан,
А\А\ . . . А ^А ^  + 1 . . . А^+т> . . . Л7‘+т*+ • • • +т& .

В  ҳодиса рўй беришининг барча вариантларини бу комбинациядан 
қуйи иидексларнинг барча мумкин бўлган ўрин алмаштиришларини 
бажариб ҳосил қилиш мумкин. Бундай комбинациялар сони
---- —-----  га тенг, улардан хар биршшнг эҳтимоллиги эса кў-

гп^.-тг\ . . . т к\
пайгнриш теоремасига кўра 'p7lр"'г . . . p'kk га тенг. Шунинг учун
биргаликдамас ҳодисаларнинг эҳтимолликларини қўшиш теоремасига 
кўра

Рп( т ь т , --- ,mk) =  — — —  р?*Р?‘ ■.. Pkk . (15.1)niy\■т г . . . mk\
Хусусий ҳолда k = 2 бўлганда (13.1) формулани ҳосил қиламиз. 

У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тўла эҳтимолликни ҳисоблашда масаланинг қўйнлншинн баён қилинг.
2. Тўла эҳтимолликни ҳисоблаш учун формулани ёзинг. Мисол келтнринг.
3. Гипотезалар теоремаси масаласининг қўйилишнни баён қилинг.
4. Гипотезалар эҳтимоллнгннн ҳисоблаш ‘ учун формулани ёзинг. Мнсол 

келтиринг.
5. Гипотезалар теоремасининг натижасинн айтиб беринг.
6. Бернулли формуласнни ёзинг. Бернуллн формуласн қандай масалалар- 

ни ечншда қўлланилади?
7. Муавр — Лапласнинг локал теоремасинн таърифланг. Бу теореманинг 

вазифаси нимадан иборат?
8. Муавр — Лапласнинг интеграл теоремаснни таърифланг. Унинг вазнфа- 

си нимадан иборат?
9. Полиномиал схемадагн масаланннг қўйилишини баён қилинг ва талаб 

қилинаднган эҳтимолликни ҳисоблаш учун формулани ёзинг.
10. 14.225— 14.256, 14.312— 14.316, 14.346— 14.351, 14.556-14.570- масала- 

ларки ечннг.

16- §. Тасодифий миқдорнинг таърифи

Тасодифий миқдор тушунчаси эҳтимоллик назариясининг 
марказий тушунчаларидан биридир.

Т а ъ р и ф .  Тажриба натижасида олдиндан маълум мумкин 
бўлган қийматлардан бирини қабул қиладиган миқдор тасоди- 
фий миқдор деб аталади.

Тасодифий миқдорлар одатда лотин алфавитининг бош 
ҳарфлари X, Y, . . .  билан, уларнинг мумкин бўлган қийматлари 
эса тегишли кичик ҳарфлари х, у, . . .  билан белгиланади.
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Амалистда дуч кслииадигаи тасодифий миқдорлардан \-ч г 
икки хилини ажратиш мумкин: дискрет тасодифий микд 
ва узлуксиз тасодифий миқдорлар.

Дискрст тасодифий миқдор деб мумкин бўлгац қийматлап 
чекли ски чекснз сонли кетма-кетликдан иборат миқдорга аЛт) 
лади.

Днскрет тасодифии ммқдорларга мисоллар келтирамиз
1. X тасодифнй миқдор— 100 та буюмдан ибопат гуру\даги 

нуқсонли буюмлар сомн. Бу миқдорнммг мумкин бўлган қиймат- 
лари бундай бўладм:

х, — 0, дг, =  1, х3 — 2.......... xI01 = 100.
2. Y  тасодифий миқдор танганн тўрт марта ташлаганлаги 

гсрбли томони тушиш ннсбий частоталарм. Унмнг мумкин б\л- 
ган қийматлари бундам:

Ух - 0, у, = 0,25, у3 = 0,50, у, = 0,75, у:, - 1.
3. тасодифий ммқдор нишонга биринчи марта тсккизиш- 

гача бўлган ўқ узишлар сони. Бу срда мумкин бўлган қиймат- 
лар чексиз сомли кетма-кетлик ҳосил қилади: zi = l, з2= 2, 
2j = 3........

Узлуксиз тасодифим миқдор деб, мумкин бўлгам қийматлари 
сон ўқининг бирор (чекли ёки чексиз) оралмгини бутунлай 
тўлдмрадиган миқдорга айтилади.

Келгусида биз бу таърифни бироз аниқлаштирамиз.
Узлуксиз тасодифий миқдорларга мисоллар.
1. X  тасодифий миқдор — бмрор фнзик катталикни ўлчаш 

натижаси.
2. Т тасодифим миқдор — асбобнммг бузилмасдан ишлаш 

вақти.
3. Y тасодифий миқдор — нишомнинг марказидан ўқ теккан 

жойгача масофа.

17-§. Дискрет тасодифий миқдор эҳтимолликларининг 
тақсимот қонуни

Дискрет тасодифий мнқдорми тавсифлам! учун энг аввало 
унинг барча мумкин бўлган қийматларини кўрсатиш лозим. 
Бироқ X дискрет тасоднфий миқдор учун унинг фақат мумкин 
бўлган қийматлари хи х2, . . .  иигина эмас, балки Х= хх, Х = х2,
.. . ҳодисаларнмнг эҳтимолликларини ҳам, яънм

р. -  Р (Х  = х() (/=  1,2.........п) (|7 .i)
нм кўрсатиш лозим:

1 - т а ъ р и ф .  Тасодифий миқдорммнг қийматлари б :лан 
уларнинг эҳтимолликлари орасидаги богланишни т а с о д и ф и й  
миқдорнинг тақсимот қонуни деб аталади.

Тасодифий миқдор тақсимот қонунини ифодалам! усуллари 
ва шакллари турлича бўлиши мумкинлигини айтиб ўтамиз.



X дискрет тасодифий 
;миь5дор тақсимот қонуни бе- 
рилншинииг энг содда шак- 

Кл[{ жадвал бўлиб, бу миқ- 
Е-цг-итиг барча мумкин бўл- 
'."ган қийматлари ёзилгап ва 

ударга мос эҳтимолликлар 
'лўрсатилган  бўлади:
f  | л', | xt .

yV "  I P i P i Рп  •
(17.2)

A'i, Х-2____ . , дс„, . . . қийматлар одатда ортиб бср-.ш тартибида
ёзялади. Буидай жадвал тасодифнй миқдорнинг тақсимот қатори но- 
Nf:t билан юритиладн Жадвалнилг юқорн сатрида X  миқдорнинг бар- 
ча мумкин бўлгаи қийматларн ёзилганлиги вз X  --.v(.(/— 1, 2, ..., п, ...) 
ҳсдисаларнинг ҳар hkki таси биргаликдамаслиги сабабли p t +  р2 +  

+  • • • +  Р „ ~
Абсциссалар ўқида тасодифий миқдорнинг мумкип бўлган 

қийматлари, ордннаталар ўқида эса уларга мос эҳтимолликлар- 
нн қўйилади. (хи р{), (х2, р2), . . .  нуқталарни кесмалар билан 
туташтириладн. Буида ҳоснл бўлган шакл тақсимот кўпбурчаги 
деб аталади (129- шакл).

Дискрет тасодифий миқдор ва унинг тақсимот қонунига доир 
бнр нсча мисол кўрамиз.

1-мисол .  Битта тажриба ўтказилади, уида А ҳодисанинг 
рўй бернш эҳтимоллнгн р га тенг, яъни Р (А )= р . Бу А ҳодиса- 
нинг рўй бериш сонидаи иборат X тасодифий миқдор қаралади. 
Унинг тақсимот қаторини тузинг.

Е ч и ш. X  миқдор фақат иккита қиймат қабул қилади: 0 ва 
1. А ҳодиса р эҳтимоллик билаи рўй берганлиги учуи X  тасоди- 
фий миқдор 1 га тенг қийматни ўша эҳтимоллик билан қабул 
Қилади. Л ходиса ва у билан бирга (X  — 0) ҳодиса q — I — р эҳти- 
молликка эга. Шунинг учун X  миқдориинг тақсимот қоиуни бундан 
бўлади:

I-1l q
2- м н с о л. Идишда 10 та шар бор, улардан 3 тасн оқ. Идиш- 

Дан таваккалига 3 та шар олинади. А' тасодифий миқдор 
олинган оқ шарлар сонп. Унннг тақсимот қвнунини ёзинг.

Е чиш.  X  тасодифий микдорнииг мумкии бўлгап қийматлари 
к.уйидагича: xt — 0, хг — 1, х3 — 2, х4 = 3. (2.4) формулага асосан 
Х  = о, X  =  1, X  =  2 вз X  -- 3 ҳодисаларнинг эҳтимолликларини 
топамиз: __ _____________________.

P ( X  =  0 )  =
Сз С? „  
C:lo 120 Р(Х-  1)-

С\ С-

'10

63.
120 ’
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г 3°  10 120 \- г 3и 10 120
Энди X  миқдорнинг тақсимот қаюрпни ёзишимиз мумкин:

0 1 2 3
х  = 35 63 21 1

120 120 120 120
21 l~  35 63Т е к ш и р и ш: —  +  —  - f --- h ■

у  120 ' 120 120 120

2- т а ъ  р и ф. X  тасодифий миқдорнинг энг қатта эҳтнмоллик 
қиймати унинг модаси деб аталади.

Биз кўрган 2- мисолдаги тасодифий миқдорнинг модаси 1 га 
тенг.

18- §. Дискрет тасодифий миқдорлар устида амаллар

1. Т а с о д и ф н й м н қ д о р н и н г ф у н к ц и я с и. X  тақси- 
мот қонуни маълум бўлган тасодифий миқдор бўлсин:

Х\ х2 ' 1 X/t
Pi Рг ■■■\Рп

Х  =

У =■ f(x) эса бу миқдорнинг бзрча мумкин бўлган қийматларн 
ётадиган соҳада аииқланган монотон функция бўлсин. У  ҳолда Y = 
= f(X) янги дискрет миқдор бўлади, унинг мумкин бўлган қиймат- 
лари /(х,), f(x2), . . .  бўлиб, шу бклан бирга Y  тасодифий миқдор- 
нинг f (х̂ ) қийматни қабул қиладиган эҳтимоллиги X  тасодифий миқ- 
дорнинг Х{ қийматни қабул қиладиган эҳтимоллигига теиг. Шундай 
қилиб, Y = f (X ) тасодифий микдорнинг тақсимот қонуни бундай бў- 
лади:

у = / ( Х ) = | В Д -  (18.1)
l Pi \ Pi ■ • • Рп • • •

1-мисол.  Агар X  тасодифий миқдорнинг тақсимот қонунн

— I 0 I 1 3 5
0,1 0,2 | 0,3 0,15 0,25

бўлса, Y = 4Х тасодифий миқдораинг тақсимот қонунини ёзннг. 
Е ч иш .  (18.1) формулага асосаи қуйидагига эгамиз:

Y =  4Х = ! — —1 ~ 4 0 4 ! 12 20
1 0,1 0,2 0,3 1 0,15 0,25

Агар f(x) номонотон функция бўлса, у ҳолда у X  нинг турли
5 о Г яаТГ РИДапбйИР, ХИЛ қийматлаР қзбул қнлиши мумкин. Бу 
/■ Д н (18‘У  кУринишидаги ёрдамчи жадвал тузиб оли-
‘ i , кеиин Э( d ) тасодифий миқдорнинг бир ҳил қийматларн



усту
рди

нлари бирлашттириладн, бунда мос эҳтимолликлар қўши-

2- м и с о л .  Агар X  тасодифий миҳдорнинг тақсимот қо-
вун«

X
—3 — 2 1 з
0,2 0,1 0,4 0,3

^•jca, Y= X2 тасоднфий миқдорнинг тақсимот қонунини ёзинг. 
- Е  ч и ш. Y=X2 учун ёрдамчи жадвал бундай бўлади:

-. Дешк, Y =  Х г =  ] -f 9 4 ! 1 9

f  ̂°’2 0,1 0,4 0,3
II. И к к и т a т а с од и

1 4 9
0.4 0.1 0,5

в а к ў п а й т м а с и. Ушбу иккита тасодифий миқдор бсрилган 
бўлсин:

X  = I- A'l _ m \ Г —- У\ 1 Уг У п
P l Рг а

s 1

<!l i ?2
1-таъриф. А’ ва Y тасодифий миқдорлариинг йиғиндиси деб, 

z.::=x ' j - кўринишдаги қийматларни p(j = Р (Х  = xit Y = y f) эҳ- 
тиЛоллик билан қабул қиладиган Z тасодифий миқдорга айтилади.

Бунда рц = Р ( Х  =  xlt Y =  ys) нфода X  миқдор xL қийматии, Y 
миқдср эса ys қийматни кабул қилиш эҳтимоллигини, ёки бошқача 
айтганда, X  = x,- ва Y = yf ҳодисаларнииг биргаликда рўн бериш
эҳтимоллигини ифодалайди.

Шундай қилиб, агар барча мумкин бўлган қийматлар тур- 
лича бўлса, у ҳолда Z = X + Y  тасодифий миқдор ушбу кўриниш- 
даги тақсимотга эга бўлади:

Z = X  +  Y = х\ +  У\ х, +  Уч л'2 +  У\ Xi +  yA х 2 +  Уг

Рч Р п Р-п Pl3 \ Ргг
(18.2)

Arap бир хил қийматли йиғиндилар бор бўлса, у ҳолда (18.2) 
кўринишдаги ёрдамчи жадвал тузиб олинади ва бир қийматли 
устунлар мос эҳтимолликларни қўшиш билан бирлаштириладн.

Тасодифий мнқдорларнинг кўпайтмаси қўшишга ўхшаш 
аннқланади, бироқ бунда (18.2) жадвалнинг юқори сатрида 
йигиндилар ўрнида мос кўпайтмалар туради.

2-таъриф.  Агар X  ва' V7 тасодифий миқдорлар учуи исталган 
X  = л',- са Y =  у. ҳодисалар жуфтн боғлнқмас бўлса, у ҳолда X  ва 
У боғлиқмас тасодифий миқдорлар деб аталади.

Узлуксиз X  ва Y тасодифий миқдорларнинг боғлиқмаслиги 
исталган Х< а  ва Y<b ҳодисалар жуфтининг боглиқмаслигини 
билдиради.

Агар дискрет тасодифий миқдорлар боғлиқмас бўлса, у ҳол- 
Да эҳтимолликларни кўпайтириш теоремасига асосан pit = р̂  q-, бу 
ерда р. =  р  =  *.), q. = P (Y = yt).
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3 -м ис о л .  U - X + Y  ва V=XY  тасодифий миқдорларнинг 
тақсимот қонунларини тузинг, бунда A' ва К боғлйкмас тасо-
дагича-МИҚЛ° РЛаР бўЛИб’ улаРнинг тақсимот қонунлари қуйи-

X - I  1 у  . 1 ! 1 2 3
0,4 | 0,6 ’ ( 0,5 j 0,3 0,2

Е  ч If Ш. Йигинди учун ушбу ёрдамчи жадвални тузамиз:

U = — 1-Ь1
0,4 0,5

- 1+2 -1 + 3 ! +  1 1+2 |
0,4-0.3 0,4 0,2 0,6-0,5 0,6-0,3 1

+  3

—  ..... lyyiaa  устунларни оирлашти-
риб, па бунда мос эҳтимолликларни қўшиб, ушбу тақсимот 
қонуниии ҳосил қиламиз:

U  =  X + Y I о
0,18 j 0,1

4
0,20 | 0,12 | 0,38

Т е к iii и р !• lu: 0,20 +  0,12 +  0,38 -|- 0,18 +  0,12 =  I. 
Кўпайтма учун қуйидагига эгамиз:

- 1-2 -1-3 1-1 1-2 1-3
0,4-0,3 0,4-0,2 0,6 0,5 0,6 -0,3 0,6 0,2• - 1 - 7 '  | ~  > ■' W

Бнр хил қийматли кўиайтмалар турган устунларни бирлаш- 
тириб ва бунда мос эҳтимолликларни қўшиб, қуйидагини ҳо- 
сил қиламиз:

V = X Y = \ —3 — 2 — 1 I 2 3
0,08 0,12 0,20 0,30 0,18 0,12

Т е к ш и р и ш: 0,С8 -f 0 ,12 +  0,20 +0,30 +  0,18 +  0,12 == I.

19-§. Тақсимот функцияси
Тасодифий миқдорнинг тақсимот қонуни ҳар доим ҳам (18.2) 

жадвал билан берилавсрмаслиги мумкин. Масалан, узлуксиз 
тасодифий миқдор учун унинг барча мумкии бўлган қиймат- 
ларини санаб чиқиш мумкин эмас.

1 - т а ъ р и ф .  Ҳар бир л-е ] — оо, + °о [  учун X  тасодифий 
миқдорнинг х дан кичик қандайдир қиймат қабул қилиш эҳти- 
моллигини бсрадиган

Ғ (х )= Р {Х <  х) (19.1)
функция X  тасодифий миқдорнинг тақсимот функцияси ёки ин- 
теграл тақсимот функцияси деб аталади.

Агар X  тасодифий миқдорни Ох ўқда тажриба натижасида 
у ёки бу вазиятни эгаллайдиган тасодифий нуқта деб қаралса, 
у ҳолда Ғ (х ) тақсимог функциясн х нинг ҳар бир аниқ қий- 
мати учун тажриба натижасида А’ тасодифий нуқтанинг х нуқ- 
тадан чанга тушиш эҳтимоллигини билдиради (130-шакл).
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130- шакл.

Таърифдан яна тақсимот 
функцияси узлуксиз тасодифий 
миқдорлар учун ҳам, дискрст 
тасодифий мнқдорлар учун ҳам 
мавжудлнги келиб чиқади.

Энди узлуксиз тасодифий 
миқдорнинг аниқ таърифини 
берамиз.

2-т а ъ  р и ф. Агар X  тасодифий миқдорнинг тақсимот функ 
цияси ҳамма ерда узлуксиз, бу функциянинг ҳосиласн эса истал- 
ган чекли оралиқдаги чекли сондаги нуқталарни истисно эт- 
ганда, барча нуқталарда узлуксиз бўлса, X  узлуксиз тасодифт.
миқдор деб аталади.

Тақсимот функциясининг умумий хоссаларини кўрнб чика
миз.

1- х о с с а .  Ғ(х ) тақсимот функцияси манфиймас функииа 
бўлиб, унннг қийматларн нол ва бир орасида жойлашган:

0sS/(.v:)s£l. (19.:)
Бу  исталган х қиймат учун Ғ (х ) функция бирор эҳтимол-

ликни аниқлашидан келиб чиқади.
2- х о с с а .  X тасодифий миқдорнинг [a, р[ оралиққа тушиш 

эҳтимоллиги тақсимот функциясининг бу оралиқдаги орттирма- 
сига тенг, яъни

P ( a < X < p )  = f(fi) -/=■(«). (19.3)

Исботлаш учун ушбу учта ҳоднсани қараймиз: Тажриба на- 
тижасида X  тасодифий миқдор (5 дан кичик қийматни қабул 
қилишидан иборат, яъни Х < р  бўлган А ҳодиса, Х < а  дан ибо- 
рат бўлган В  ҳодиса, a ^ X < p  бўлган С ҳодиса.

В  ва С ҳодисалар биргаликдамас ва А = В  +  С эканлиги равша ! 
Қўшиш теоремасига кўра Р(А ) = Р(В ) + Р(С) ёки Р (Х  <$) - 
== Р (Х  < a) + P ( a <  Х< р). Бупдан куйидагини хосил қилачиз:
Р (а  <  X  < р) = Р (Х  < р) -  Р (Х  <  a) = Ғ(р) — Ғ(a).

1- н а т и ж а .  Тақсимот функиияси камаймайдиган функш!я, яънн 
х2 >  xt бўлса, у ҳолда Ғ (хг) ^ Ғ (xt). Ҳақиқатан, (19.3) формуладан 
Ғ  (х.>)— F  (xt) — P(x t <; Х2 < хг) эканлиги келиб чиқади, бундан эса
Ғ(х2) — Ғ  (xt) > 0  ёкн Ғ(хг) >  F(xt).

2-н а т и ж а. Узлуксиз тасодифий миқдорнннг тайин қий- 
матни қабул қилиш эҳтимоллиги нолга тснг.

Исбот и .  Р(Х  = а )=  lim Я (а  < X  < Р) =  lim (F (P ) — Ғ(а)) =0,
Р-»а Р-»а

чунки Ғ(х) функция а  нуқтада узлуксиз.
Бу натижадан қуйидаги келиб чиқадь:

Р (а  < X  < Р) = Р (а <  X  < р) = Р (а  <  X  р) = Р (а  < Х<р) =
= F (p )- F (a ) .  (19.4)

Масалан, Р (а  < X  < р) = Р (a  <  X  < Р) +  Р  (X  =  Р) =  Ғ(Р) — Ғ(п). 
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3 -хо сс а .  Тақснмот функцняси — сх: да 0 ra тенг, + оо Ла 
эса 1 га тенг, яъни

Ғ (—сж) = 0; Ғ (+  оо) = |. (19.5)
Ҳақиқатан, х нуқта чапга томон чекснз силжиганида X  тасоди- 

фий нуқтанинг х дан чапроққа тушиши мумкинмас ходисага анлана- 
ди, шунинг учун Ғ (— оо) = lim  Ғ(х) =  0.

X  —►— схз

Шунга ўхшаш, х нуқта ўнгга томон чексиз силжигапида X  тасо- 
дифий нуқтанинг х дан чапроққа тушиши муқаррар ҳодисага айла- 
нади. Шунинг учун|/?(+  оо) == lim F ^ ) = 1.

х- *4-оо

1-мисол.  X  тасодифий миқдор ушбу тақсимот функциясига
эга;

Ғ(х) =

0, агар х < 0 бўлса,

~ ,  агар 0 < X < 2 бўлса,

х --- 7—, агар 2<лг< —  бўлса,

1, агар х\ _И
4

бўлса.

а) Унннг графигини ясанг; б) X  тасодифпй миқдорнинг 
[1,6; 3] оралиққа тушиш эҳтимоллигини ҳисобланг.

Ечиш. Ғ (х )  функцнянинг графигини ясаймиз (131-шакл). 
Излаиаётган эҳтимоллнкни (19.4) формула бўйича ҳисоб- 

лаймиз:
/>(1,6 < X < 3 )  = f (3 )  — F (l,6) = 1 — (1,6)*/16 =0,84.

2-мисол.  X  дискрет тасодифий миқдор

X  =  I —  - -  — •
I 0,2 0,5 0,3 ’

жадвал билан берилган. Унинг тақсимот функциясини топинг ва 
графигини ясанг.

Е чи ш.  Равшанки, V  a:£]—  оо; — 1] учун F(x) - 0 ,  чунки бу 
ҳатда X  < х ҳодиса мумкии бўлмаган ҳодиса бўлади. — 1 < х < 3 
бўлсин. У  ҳолда V  *€] — 1 ;3J учун Ғ(х) =  Р (Х  <х) = Р (Х  =  — 1) =

=  0,2; 3 < х < 5 бў.псин, 
у холда V  a'€I 3; 5j учун 
Ғ(х) =  Р(Х<х) =  Р (Х  = 
=  — 1) +  Р  (X  =  3) = 
= 0,2+  0,5 =0,7; х >5 
бўлсин. У ҳолда Ғ(х) = 
= Р  (Х<а:) =  1 бўлади, 
чунки Y  х >  5 учун 
X  < а' ҳодиса муқаррар 
ҳодиса бўладн.

XL
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f(X)=-

1
Г(г.)

\\
Г  ■1

- / О J  ь 

132- шакл.

Э  |ди биз Ғ (.v) тақсимот 
функциясининг аналитик ис|ю- 
дасини ёзишимиз ва унинг 
графигини ясашимиз мумкин 
(132- шакл).

0, х < — 1 да,
0,2, — 1 < х<3 да,
0.7, 3 <  .v < 5 да,
1, * > 5 д а .

Кўрам изки , график поғонавий чизнқдан иборат. х ўзгарувчи X 
узлукли миқдорнинг мумкин бўлган қийматларидан бири ор- 
қали ўтишида Ғ (х ) функция сакраб ўзгаради, бунда сакраш 
катталиги бу қийматнинг эҳтимоллигига тенг.

20- §. Эхтимолликнинг тақсимот зичлиги

X  узлуксиз тасодифий миқдор бўлсин.
Т а ъ  р и ф. X тасодифий миқдор эҳтимоллик тақсимотининг 

дифференциал функцияси деб,
f(x) = F'(x) (20.1)

формула билан аниқланадиган f(x) функпияга айтиладн.
(20.1) формуладан

f(x) ■ lim Ғ (х -f- &х) — Ғ (дг) = lim ■
ДдГ—»0 Дл Ajt— Л X

келиб чиқади. Р(х  <  X  <  х +  Sx) сурат X  тасодифий миқдор [х, .t-f 
+  Д xj оралиқда ётган қийматни қабул қилиш эҳтимоллиги «масса- 
сини» билдиради.

Р (х < л < х + Лд) _ эҳтимолликнинг [.v, х + Ах] оралиқда-

Р <х < X < х -f Дх)

Демак, Д х
ги ўртача зичлигини, \(х) - lim эса X  тасоди-

д*-»о Д *
фий миқдорнинг х нуқтадаги эҳтимоллиги зичлигини билдиради. Шу 
муносабат билан тақсимот дифференциал функциясини тақсимот зич- 
лиги, унинг графигини эса тақсимот эгри чизиғи дейилади. 

Тақсимот зичлигининг асосий хоссаларини келтирамиз.
1- х о с с а. Тақсимот зичлигн манфиймас, яъни

f(x) >  0 . (20.2)
Бу хосса f(x) камаймайдиган Ғ(х) тақсимот функциясининг 
ҳосиласи эканлигидан келиб чиқади.

2- х о с с а .  Ғ(х ) тақсимот функцияси маълум бўлган f(x) 
тақсимот зичлигидан

Ғ (х )=  f f(t)dt
— ос

формула бўйича топилиши мумкин.

(20.3)

259



Ҳақиқатан ҳам, Нъютон—Лейбниц формуласига асосаи: 

f f{t)dt = Ғ (/) |* f(x) -  f  ( -  oo) =  f(x ).
--oc

3-xocca.  Ушбу формула ўринли:
e

P (a <  X  < (5) =  \f (x) dx. (20.4)
a

И сб  оти.
P a  p

P(cc < .v <P) = /•'(?) — Ғ(а ) — J  f(x)dx — f(x)dx=  j  f(x)dx.
co 00 a

Исботлаиган бу хосса, геометрик нуқтаи назлрдан, X  тасодифий 
миқдорнинг [a, Р| кесмага тушиш эҳтимоллиги cost жиҳатдан Ох ўқ, 
тақсимот эгри чизиғи ва х = a, х — Р тўғри чизиқлар билан чегара- 
ланган эгри чизикли трапеция юзига тенглигинн билднради (133-шакл).

4- х о с с а. Ушбу формула ўринли:
4-сО

\ f(x )d x = l. (20.5)
—  оо

Исботи .  Нъютон—Лейбниц умумлашган формуласига асосан
+GC

\f(x)dx = F(x) Г ( +  оо) —  Ғ ( —  оо) =  I,

ана шуни исботлаш талаб қилинган эди.
И з о ҳ .  Агар X  тасодифнй миқдорнннг мумкин бўлган қий- 

матлари [a, b\ оралиқ бўлса, у ҳолда (20.5) формула ушбу 
кўринишни олади:

ь
\ f (х) dx =  I. (20.6)

а

Бу формула геометрик нуқтаи назардан Ох ўқ, тақсимот 
эгри чизиғи ва дг=а, x—b тўғри чизнқлар билан чегараланган 
эгри чизнқли транециянинг юзи 1 га тенглнгини билдиради.

М и с о л: А' тасоднфий миқдорнинг тақсимот зичлиги
f ( x )= — i -  

X* + I
бўлсин. а) /4 коэффициентни то- 
пннг; б) А тосадифий мнқдор 
J 0; 5 [ интервалдан қиймат қабул 
қилиш эҳтимоллигини топннг. 

Ечи ш . А коэффициентни (20.5)

шартдан топамиз:
Adx

дг*+ 1
133- шакл.
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б) (20.4) формулага acocair:
5

Р(0 < X  < 5) = 1 — — —  = —  arc tgx °  = —  arctg5 ж  0,437.
j  л (д:2 -f 1) л  о ли

У з-ў з н н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий миқдор таърифини беринг. Мисоллар келтиринг.
2. Узлуксиз тасоднфий миқдор таърифини айтиб беринг. Мисоллар келти- 

ринг.
3. Эҳтимоллик тақсимот қонуни деб нимага айтилади? Мисоллар келти- 

рипг.
4. Таксимот кўпбурчаги нима?
5. Днскрет тасоднфнй миқдорнинг фуикцняси нима ва унинг тақсимот қо- 

нунн қандай аниқланади? Мисоллар келтнринг.
6. Дискрет тасолифнй миқдорлар учуи қўшиш ва айириш амаллари қан- 

дай таърнфланади? Мисоллар келтиринг.
7. Тасоднфий миқдорларнинг боғлиқмаслнк таърифиии айтиб беринг.
8. Эҳтимоллик тақснмоти функцияси таърнфини айтиб беринг.
9. 'Гақсимот функциясининг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Дискрет тасодифнй миқдор тақсимот функцияси графигннинг хусусия- 

ти нимада?
11. Эҳтимоллик тақснмоти зичлиги деб ннмага айтилади? Тақсимот зич- 

лигининг механик маъноси ва хоссаларини айтиб беринг.

21-§. Тасодифий миқдорнинг сонли характеристикалари 
ҳақида тушунча ва уларнинг вазифаси

X  тасодифий миқдорнинг тақсимот қонунини билиш эҳтимол- 
лик нуқтаи назаридан X миқдор ҳақида тўлиқ маълумот бе- 
ради. Амалиётда эса кўпинча бундан анча кам нарсани билиш 
кифоя қиладн, чунончи тақснмотни тавснфлайдиган баъзи сон- 
ларнигина билиш кнфоядир, булар тасодифий миқдорнинг сонли 
характеристикалари деб аталади ва уларнинг вазифаси тасоди- 
фий миқдорнинг энг муҳим хусусиятларининг қнсқа шаклда 
ифодалашиднр.

22- §. Математик кутилиш

I. М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г  т а ъ  р и ф н в а б е л- 
г и л а н н ш и .

Ушбу дискрет тасодифий миқдор бернлган бўлсин:

Бу ердап / la rc tg jfJ^  =  л А — 1 =  1/л.

л'| ~̂п
Pl Рг Рп

1 - т а ъ р и (|j. X  дискрет тасодифий миқдорнинг математик ку- 
пшлшии (;W (X) ёки т х билаи белгиланади) деб, X  миқдорнинг мум- 
кин бўлган қиймат.ирини мос эҳтимолликларга кўпайтмалари нигин- 
дисига тенг сонга айтилади, яъни
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М  (X ) =  х,р, +  х2рг +  . . . +  хпрп = 2  (22-1)
=̂1

X тасодифин миқдорнинг мумкнн бўлган қинматларн сони 
чексиз, яъни X  миқдор

л . 3 _ | ■ ' ’ I Хп

P l Pz 1■ ■ ‘ 1 рп
тақснмотга эга бўлган ҳолда унинг математик кутилиши

М  (X ) = х 1р1 + хгрг + . . , +  хпрп + . . . = V  xk рк (22.2)

формула билан аннқланади. Бунда (22.2) қатор абсолют 
яқинлашади деб фараз қилинади. Акс ҳолда бу тасодифий мнқ- 
дор математнк кутилишга эга бўлмайди.

Математик кутилиш тасодифнй миқдор билан бир хил ўл- 
чоБга эга бўлишини айтиб ўтамиз.

1 -мис ол .  Ушбу тасодифий миқдорнинг математик кутнлн- 
шинн топннг:

х  -
10,3/0,2 0,5

Е чи ш.  (22.1) формулага асосан М  (X) = — 2 0 ,3+ 4  • 0,2 +  
+  6-0,5 = 3,2.

2- м и с о л .  X  — нишонга биринчи марта теккунга қадар 
отиладиган ўқлар сони, бундан ҳар бир ўқ узишда нишонга тек- 
кнзнш эҳгимоллиги ўзгармас ва р га тенг. М( Х ) ни  топинг.

Е ч и ш. X  тасодифий миқдорнинг тақсимот қонунини ёзамиз:

f 1 2 3 • • • п
l р РЯ p f  • • • РЯП

(22.2) формулага кўра 
М  (X ) = 1 р +  2pq +  3 pq- +  . . . +  npq"~l +  . . . =  р (1 +  2q +

+  3qs +  . . . +  nq' 1 +  .. . )  = p(q +  q- + . . . +  qn +  . . . ) '  =
/ q Y  1 — q + q I I=  p\ — — =P- ------- — p - ---= — •\1 —q) (1 — q)* pi p

2-т a ъ p и ф. Мумкин бўлган қийматлари (а , b) интервалга
тегишли бўлган X узлуксиз тасодифий миқдорнинг математик 
кутилиши деб

b
М (Х )=  | xf (x)dx (22.3)

а

аниқ интегралга айтилади, буида f(x ) — тақсимот зичлиги. Бу 
формула (22.1) формуланинг интеграл шаклидир.
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Arap X  миқдорнинг мумкин бўлган қийматлари бутун Ох 
ўқни қопласа, у ҳолда унннг математик кутилиши ушбу фор- 
мула билан ифодаланади:

\ +»
.И (Х )=  f x[(x)dx. (22.4)

_оо
Бунда хосмас ннтеграл абсолют яқинлашади деб фараз 

қнлинади. Акс хрлда X  миқдор математик кутилишга эга бўл- 
майди.

3 -мис ол .  X тасодифий миқдор [0,1] кесмада f(x)=3x2 
знчлик билан берилган, бу кесмадан ташқарида /(.v )= 0. 
М (Х )н и топинг.

Е  ч и ш. (22.3) формулага асосан
i „

М  (Х ) = f х • 3хЧх = 0,75 .v4 =  0,75.
о

II. М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г  э ҳ т и м о л л и к  маъ-  
н о с и .  X  тасодифий миқдор устида п та синов ўтказилган бўл- 
снн. Синов натнжалари ушбу жадвалга келтирилган:

X *1 А'з Is-
'h «2

Юқори сатрда X  миқдорнинг кузатилган қийматлари, паст- 
ки сатрда эса мос қийматларнинг частоталари кўрсатилган, 
яъни масалан, п, сон п, та синовда X  миқдор х, ra тенг қиймат 
қабул қилганлигини билдиради ва ҳ.к.

X  орқалн кузатилган барча қнйматларнинг ўрта арифмети- 
гини белгилайлик, у ҳолда

—  “ i“  * 2 '  ̂ 2 X  b ‘ Л b
X  =

71

-  Т7 П , П ,  i f П ь  *  t •  i • •еки X  = xt —  +  х2 —  4 -. • - +  xk —  = х /̂?, +  x2 p2 +  . . . +  хкрк, 
n n n

бу ерда p\, p’ ..........p\—мос равишда xlt хг, . . . , хк қийматларнинг
нисбий частоталари. Синовлар сони етарлича катта бўлганда

. • ■ , р\~  Рк бўлади. (Бу 33-§ да исботланади.) Шунинг
учун

Х я  М(Х), (22.5)
яъни X  тасоднфий миқдорнинг математик кутилиши унинг куза- 
тиладигаи қийматларн ўрта арифметигига тақрибан тенг.

I I I .  М  а т е м а т и к к у т и л н ш н н н г  х о с с а л а р и
1- х о с с а .  Узгар.мас миқдорнинг матсматик кутилиши шу 

ўзгармаснинг ўзига тенг, яънн
iM (C )= C . (22.6)
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И с б о т и .  С ўзгармас миқдорни ягона С қниматни I га тенг 
эҳтимоллик билан қабул қиладиган тасодифий миқдор деб қа- 
раш мумкин. Ш у сабабли у И ( С ) = С 1  = С.

2 -хо сс а .  Чекли сондаги тасодифий миқдорлар йнғиндмси- 
нинг математик кутилиши улар математик кутилишларининг 
йиғиндисига тенг, яънн

М (Х , +  А'„) = М  (X ,) +  М (Х г) +  . . . +  М(Ҳп). (22.7)
3- х о с с а. Чекли сондаги боғлиқмас тасодифнй мнқдорлар 

кўпайтмасининг математнк кутилиши улар математик кутилиш- 
ларининг кўпайтмасига тенг, яъни

М (Х ,Х г . . . Х п) = М(Х^М(Х.^ . . . М (Хп). (22.8)
2-ва 3-хоссаларни исбогскз қабул қиламиз.

4- х осса.  М(аХ +  b) = аМ (Х) + Ь. (22.9)
Исботи .  Ҳақиқатан, .Vf (аХ +  b) — М (аХ) +  M(b) —М  (а).И(Х) +  

+ Ь ^ а М (Х )+ Ь .
(22.9) формуладан, хусусан, қуйндагини ҳосил қиламиз:

М (X — С) = М (X) — С (22.10)
ва

М ( Х — ,И ( Х ) ) -0 .  (22.11)
Х = Х —М (Х ) тасодифий миқдор X  тасодифнй миқдорни ўзининг 
математик кутилишидан четланншн (оғиши) деб аталади.

Шундай қнлиб, (22.11) формула ушбу фактни ифодалайди: 
тасодифий миқдорнинг ўзинннг матсматик кутилншидаи четла- 
нншининг математик кутилиши нолга тенг.

23-§. Тасодифий миқдорнинг дисперсияси.
Уртача квадратик четланиш

1.Т а ъ р и ф  л а р  в а  б е л г и  л а ш л а р .
Кўпчилик ҳолларда тасодифнй миқдорнинг ўзини билиш 

уни етарли даражада тавсифлаш учун кифоя қилмайди.
Мисол келтирамнз. X ва Y тасодифий миқдорлар ушбу тақ- 

симот қонунлари билан бернлган бўлсин:
( - 0,1 —0,01 0 0 .0 I| 0,1 Y - I - 20 — 10 0 10 20
) 0,1 0,2 0,4 0.2 | 0.1 ) 0,3 0,1 0.2 0,1 0,3

M (X ) = 0 ва M (Y )= 0  эканлигини ҳисоблаш осон. Бироқулар 
тақсимотларининг моҳиятн турлича: X  миқдорнинг мумкин 
бўлган қийматлари унииг математик кутилишидан ҳам фарқ 
қилади, шу билан бир вақтда Y миқдорнннг қийматларн унинг 
математик кутилишидан жуда фарқ қилади. Жумладан икки 
жойда бир йил давомнда ёққан ёғиннинг ўртача мнқдори бир 
хил бўлганлигидан бу жойлардаги иқлим бир хил деб айтиб 
бўлмайди. Шунга ўхшаш, ўртача иш ҳақн юқорн ва кам иш 
ҳақи оладиган ишчиларнинг сонн ҳақида фикр юритиш имко-



нини бермайди. Бошқача айтганда, математик кутилишни билиш 
ундан қандай четланишлар бўлиши мумкинлиги ҳақида ҳукм 
юритишга ҳам нмкон бермайди.

X тасодифий миқдор қийматларининг М (Х )  математик кути- 
лиш атрофида сочилишни х,•— М (Х ) айирмалар тавсифлаиди. 
Бироқ улариинг ўртача қиймати (22.11) формулага асосан нол- 
га тенг. Ш у сабабли бу четланишларнинг квадратлари қарала- 
ди. Уларнинг ўртача қиймати тасодифий миқдор қийматларини 
ўзининг математик кутилиши атрофида сочилиш даражасини 
тавсифлаши равшан.

1 - т а ь р и ф .  X тасодифий миқдорнинг дисперсияси (D (X )  
ёки DX  орқали белгнланади) деб, унинг математик кутилиши- 
дан четланнши квадратининг математик кутнлйшига айтилади, 
яъни

D (X) — М  (X  — М (X))2. (23.1)
Дискрет тасодифнй миқдор учун (23.1) формула ушбу кўри- 

нишни олади:
Tl

D  (X ) =  V  (Xi — mxf  ■ Pi, (23.2)
/=i

D (X ) = ^ X i- m xf Pi. (23.3)
i = i

Узлуксиз тасодифий миқдор учун (23.1) формула ушбу кў- 
рннишни олади:

b
D (X ) | (x ~ m xff(x)dx. (23.4)

а

Диснерсиининг ўлчови тасодифий миқдор квадратининг ўл- 
чови билан бир хил бўлиши равшан.

2- т а ъ р и ф. X  тасодифий миқдорнинг ўртача квадратик чет- 
ланшии (<т(Х) ёки ах билан белгиланади) деб дисперсиядан олинган 
квгдрат илдизнинг арифметик қийматига айтилади, яъни

а (X) = \ rD(X). (23.5)
1-мисол .  Ш у иараграфнинг бошида қаралган X  ва Y та- 

содифий миқдорларнинг дисперсиялари ва ўртача квадратик 
четлапишларпни топинг.

Е  ч и ш. (23.2) формулага асосан,
D (X) = ( -0,1 — 0)2 • 0,1 +  ( —0,01 — 0 f  ■ 0,2 +  (0-0)- • 0,4 +

+  (0,01 — 0)4-0,2 +  (0,1—0)--0.1 =0,00204;
D(Y) = (—20 — 0)2 ■ 0,3 + (— 10 — 0)- • 0,1 +  (0-0)- • 0,2 +

+  (10—0)2 0,1 + (20—0)- 0,3 = 260.
(23.5) формулага асосан:
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а (Х )  — К0.00204 =0,04517, о (К )=  f'260 «16,12.
Шундай қилиб, математик кутилишлар бир хил бўлгани ҳолда 
/V миқдорнинг дисперсияси анча кичик, Y мнқдорнинг диспер- 
сияси эса анча катта. Бу юқорида уларнинг тақсимотида кўрин- 
ган фарқнинг натижасндир. Умумий қолда, агар X  тасодифий 
миқдорнинг диснерсияси кичик бўлса, у ҳолда (23.2) йигннди- 
нинг барча ҳадлари манфиймас бўлгани учун уларнинг ҳаммаси 
ҳам кичик. Ш у сабабли математик кутилишдан жуда фарқ 
қиладиган қийматлар мавжуд бўлса-да, улар кичик эҳтимол- 
ликдир. Агар дисперсия анча катта бўлса, бу нарса тасодифнй 
миқдоряинг математик кутилишдан катта четланадиган анча 
катта эҳтимоллик қийматларн мавжудлнгини кўрсатади.

2 - м ис о л .  Агар А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоллиги р га 
тенг бўлса, у ҳолда А ҳодисанинг битта синовда рўй бериш 
сонининг математик кутнлишн, дисперсиясн ва ўртача квадра- 
тнк четланишини топинг.

Е  ч и ш. А' тасодифий миқдор А ҳодисанинг бу синовда рўй 
бериш сонн бўлсин. У  ҳолда унинг тақсимот қатори ушбу кўри- 
нишда бўлади:

Шунинг учун
A f(X )=  \.p+Q-q = p,

D (X ) = (\—pf p  +  (0~p)--q = q2p - f  p-q = qp(q +  p) = pq,
O (x) =  Vpq.

Тасодифий миқдорнннг дисперсияси унинг квадрати ўлчо- 
вига, ўртача квадратик четланиши эса тасодифий мнқдорнинг 
ўлчовига эга бўлишини айтиб ўтамиз.

24- §. Дисперсияни ҳисоблаш учун формула

Дисперсияни ҳисоблаш учун кўпинча ушбу формуладан фой- 
даланиш қулай бўлади.

D (X) = М  (X 2) — М 2 (X), (24.1)
яъни дисперсия тасодифий миқдор квадрати математик кути- 
лиши билан унинг математик кутилиши квадрати орасидаги 
айирмага тенг.

Исботи .  D (X ) =  М (X  — М (X )f  = М  (X 2 — 2 Х • Л1 (X ) -f 
+  М2 (X)) = М (X2) —  М (2Х ■ М (X)) +  М  (ЛГ- (Ҳ)) = М (X2) —
— 2 • Мг (X) +  М 2 (X) =  М (X2) — М г (X).

Исботда биз математпк кутнлишнннг хоссаларндан хамда 
М (X) ва М2(Х) нииг ўзгармас сонлар эканлигидан фойдалан- 
дик.

М и с о л .  X  тасодифий миқдорнинг дисперсиясини (24.1) 
формула бўйича ҳисобланг:
266



—  2 _ 4 J  6
0,3 0,2 | 0,5

Е ч иш.  M  (А) — — 2 0,3 +  4 0,2 +  6 0,5 — 3,2,
М (А*) =  4-0,3+16-0,2+36-0,5 =  22.4,
D (X ) -  М  (А2) — М2 (А ) = 22,4— 10,24 = 12,16.

Д и с п с р с и я н и н г  х о с с а л а р и .
1- х о с с а .  Узгармас миқдорнинг дисперсияси иолга тенг,

И с б о т и .  С ўзгармас миқдорни 22-§ даги каби С га тенг 
ягона қийматни i га тенг эҳтимоллик билан қабул қиладиган 
тасодифий миқдор деб қараймиз. Унинг матсматик кутилиши 
ўзига, яъни С га тснг. Ш у сабабли D (C ) = (C  — С ) 2-1 = 0.

2- х о с с а .  Узгармас кўпайтувчини квадратга кўтариб дис- 
персия белгисидан ташқарига чиқарнш мумкин, яъни ушбу фор- 
мула ўрннли:

D (k Х ) = № D (А). (24.3)
Исботи :  D (k X )  = М (kX — М (k X ) f  = М (kX — kM (X ))* = 

= M (k (X — M (A )))2 = M (к- (X  — М  (А))-) = k-M (X  — М (X))2 = 
= kW (X).

3 -хо сс а .  Чекли сондаги боғлиқмас тасодифий миқдорлар 
йиғиидисининг дисперсияси улар дисперсияларининг йиғинди- 
сига тенг:

D (А, + А 2 +  . . . +  А„) = D (А ,) +  D (А.,) + . . . + D  (Хп). (24.4)
И с б о т н  и иккита боғлиқмас X ва Y тасодифий миқдорлар 

учун ўтказамиз. (24.1) формулага асосан ва математик кути- 
лишнинг хосоаларидан фойдаланиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

D (X +  У) = М (X  +  Y f  — М 2 (А +  У) = М (А- +  2XY +  Y2) —
— (М  (А) +  М  ( К ) ) 2 = М  (А2)+  2М (X) М (Y) +  М (Y-) — Mr (А) -

-  М- (Y) — 2 М (X) М (Y) = (М  (А 2) — М 2 (А )) +
+  (М (Y2) -  М г (VO) = D (X) + D (Y),

ана шупи исботлаш талаб қилинган эди.
4-хо сса .  Боғлиқмас тасодифий миқдорлар айирмасининг 

дисперсияси улар дисиерсияларининг йиғннднсига тенг, яъни

Ис бот и .  D (X  — Y) = D (X  + ( -  1) Y) = D (X ) +  D ((— 1) У)= 
= D (X) + (— 1)- D (Y) = D  (A) +  D (Y).

1-таъриф. A  гпасодифий миқдорнинг s-гпартибли бочьганғич 
моменти дсб, X s миқдорнинг мзтематик кутилишига айтилади, яъни

яъни
D(C ) =0. (24.2)

D ( A — Y) = D (X ) + D (Y). (24.5)

25- §. Бошлангич ва марказий моментлар

a s ~  М (Xs). (25.1)
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Дискрет тасодифий миқдор учуи бу формула
П

1=1
кўрипишда, узлуксиз тасодифий миқдор учун эса

a s = f х* f (х) dx

(25.2)

(2 5.3)

кўринишда бўлади.
Хусусан, а, =  М  (X), а 2 =  М  (X 2) ва, демак, (24.!) формулани 

бундай ёзнш мумкип:
D (X ) — а2 —  ар (25.4)

Марказий момент таърифини беришдан олдин яиги «марказланган 
тасодифий миқдор» тушунчасини киритамиз.

т к математик кутилишли X  тасодифий миқдор берилган бўлсик.
о

X  тасодифий миқдорга мос марказлаиган X  тасодифий миқдор дёб, 
X  миқдорнинг ўзининг математик кутилишидан четлзнишига айтилади, 
яъни

X ■ т_. (25.5)

М  (X )  = 0 эканини таъкидлаб ўтамиз ((22.11) формулага қаранг). 
2- т а ъ р н ф. X  тасодифий микдорнинг s- тартибли марказий

О

моменти деб, марказлангаи X  тасодифий миқдорнинг s-тартнбли 
бошланғич моментига айтилади, яъни

р5 = М (Ху — М (Х  — т ху. 
Дискрет тасодифий миқдор учун бу формула

Р, = V  (х̂ -  тху Pi 
i=i

кўринипши, узлуксиз тасодифий миқдор учун эса 

Ps = \ (х — т хУ f (х) dx

(25.6)

(25.7)

(25.8)

кўринишни олади. Хусусан Р ,  = 0, f ij — D ( X ) .
рз марказий момент амалиётда асимметрияни тавснфлаш 

учун, р4 эса тақсимотнинг «қиялигини» тавсифлаш учун ишла- 
тилади.

Бошланғнч ва марказий моментларнн боғловчи ушбу муно- 
сабатларни келтириб чиқариш қийин эмас:

р2 = a2 — a'f,
Р3 = a3 — 3a,a , + 2 a f, (25 9)

0 1 1 •
. ,| k п

qh npqu 1 1 . ■ \C knpkgn- k

Бу формулаларни келтириб чнқаришни машқ сифатида ўқув- 
чига тавсия қнламиз.

И з о ҳ. Бу параграфда қаралган моментларни кузатиш маъ- 
лумотлари бўйича ҳисобланган моментлардан (уларни эмпирик 
моментлар деб аталади) фарқли ўлароқ назарий моментлар деб 
аталади.

26- §. Биномиал тақсимот

1. Агар X  днскрет тасодифий миқдорнинг тақсимот қонуни

(26.1)

кўрипишда бўлса, X  биномиал қонун бўйича тақснмланган дейилади. 
q +  npq'l~l +  . . . +  C k„  pk q" * +  . . . +  pn = (p +  q)n = 1 бўлишини 
айтиб ўтамиз.

Бернулли схемасида X  тасодифий миқдор ҳар бирида А ҳодиса- 
нинг рўй бернш эҳтимоллиги бир хил ва р га тенг бўлган п та 6ot - 
лиқмас синовда А  ҳодисанинг рўй беришлар сонини ифодаласип. Бу 
хрлда, илгарн кўрсатилганидек, Р  (X = k) = С* pk qn~k, яъни X  миқ- 
дор биномиал тақсимотга эга.

1-мисол. Нишонга қарата учта ўқ узилди. Битта ўқ узишда ни- 
шонга теккнзиш эҳтимоллиги р = 0,4. X  тасодифий миқдор — нишап- 
га тегишлар сони. Унинг тақсимот қонунини ёзинг.

Е  ч и ш. X  тасоднфнй миқдор биномнал тақсимотга эга ва 
унинг мумкин бўлган қийматларн 0, 1, 2 ва 3. Шунинг учун

Р  (X  = k) = - - 3-— -(0,4)“ (0,6)1_fc.

p4 = a 4 — 3a3a, +  6a.2 a'f — 3a].

Ar! (3 — Ar)!
Бундан 

Р  (X  -  0) 0,216; Р (X  =  1) = 0,432; Р  (X  = 2) = 0,288; 
Р ( Х  = 3) = 0,064.

X  тасодифий м и қд о р н и н г тақсимоти ушбу кўринишда бўлади:
1

0,288
3

0,064»0,432
П. А с о с и й с о н л и  х а р а к т е р и с т и к а л а р и .  Биномиал 

тақсимланган X  тасодифий миқдорни ҳар бирида А хрдисанинг 
рўй бериш эҳтнмоллиги р га тенг бўлган п та боғлиқмас си- 
новда рўй беришлар сони деб қараш мумкин бўлганлиги учун 
уни боғлиқмас тасодифий миқдорлар йиғиндиси кўринишида 
бундан ифодалаймиз:

+  . . .  +  х„,

бу ерда X,- — шу
X  =  X , +  Х 2 

Л ҳодисанииг i-синовда рўй бериши сони
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(t — 1, 2, . . n). Илгари бнз Л1 (Л',) = р, D (X t) =  рц бўлншини 
кўрсатган эдик. Шу сабабли

М (X) =  М  (X , +  Х 2 +  . . . +  Х п) = М  ( Х х) +  М  (X ,) +  . . . +
+  м  ( x j  = р +  р + . . .  +  /> =  п/7,

D (X ) -  D (X, +  X , +  . .. +  Х „) = D (X ,) +  D (Х 2) +  . . . +
+  D ( X J  - pq +pq +  . . .  +  pq = npqt

o (X) =  i npq .
Пировардида қуйидагикн исботсиз таъкидлаб ўт^миз: бнномиал 

тақсим.танган тасодифпй миқдорнинг энг эхтимоллак сони, агар пр +  р 
бу.ун сон бўлмаса, \i^ [np  + p\ га тенг; агарда пр +  р бу.ун сон 
бўлса, у ҳо.1да X  тасодифий миқдор қуйидаги иккша эпг эҳгима-’- 
лнк қийматга (модага) эга: Uj =пр + р na ,u2 ц ,— I.

.Масалан, р — 0,6 ва п =  10 бўлса, у ҳолда пр +  р = 6,6, fi = 
= [6, 6] = 6. Агар р = 0,5 ва п — 9 бўлса, у холда рп + р — 5. Шу 
сабабли ii t =  5 ва ,u2 = 4.

27-§. Пуассон тақсимоти

1. Агар X  тасодифий миқдор 0, 1, 2, . . ., k, . . .

Pk = P  (Х  =  А) = - £  е *  ( Х>0)

қийматлзрни

(27.1)

эхтимолликлар билан қабул қилса, къни унинг тақсимоти

0 1 2 .  .  . k . . .
X  =

e~~l

т X* -х —  е 
2! k'

кўрннишда бўлса, у Пуассон қонуни бўйича тақсимланган деб ата- 
лади.

Эҳтимолликлар йиғиндиси 1 га тенглигини текшириш қийин эмас:
Я25 /2 _, № _)

. +  Xe-* +  L . e * + . >■

+

r  . . .  — е л ( 1 +  А -Ь —  +

. + 1 1  +  . . \ = е-х.е>. i. 
k' l

Қуйидагини исботлаш мумкин: агар Бернуллн схемасида 
синовлар сони п етарлича катта, р эҳтимоллик эса кичих 
(ps$0, l ) бўлса, у ҳолда ушбу тақрибий формула ўринли:

Р  (X  =  k )&  —  е ', бунда X = пр.k\ (27.2)

Шундай қилиб, биномиал тақсимот синовлар сони катта бўл- 
ганда Пуассон тақсимотига яқинлашади.

М  н с о л. 800 та урчуқнинг ҳар бирида т вақт ичида ипнинг
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у зи л и ш  эҳтимоллнги 0,005 ra тенг. Кўрсатилган вақт ичида роса
4 та ип узилиш эҳтимоллигини топинг.

Е  ч и ш. Бу масалани ечишда (27.2) формулани қуллаш мум- 
кИн: чунки /г = 800 сонини катта, р = 0,005 эҳтимолликни эса 
кнчик деб ҳисоблаш мумкин. Бу формуладан фойдаланиб топа- 
МИЗ,  Х — чр = 800 X  0,005 = 4;

44
Лн»0 (4) ~ r  е~* = • 0,0183 = 0,1952.

4! 24

Дниқ формула бўйича ҳисоблаш 0,1959 ни беради, демак, Flvac- 
сон формуласини қўлланишдаги хатолик 0,0007 бўлади. Лаплас 
локал формуласи бўйича ҳисоблаш билан эса 0,2000 ни ҳосил 
қиламиз, демак хатолик 0,0051 бўлади, яъни Пуассон формула- 
сидан фойдаланилганидан кўра 6 марта ортиқ бўлади.

II. Д с о с н й с о н л и х а р а к т е р и с т н к а л а р и .

М (X) = X  Р  (X  -  k) = k ~ - e ~ K = Хе-'к X  — - -
г з*  Н  к-

= Хе hef = l ,
С ЭС

м  ( х 2) =  \  k- p  (х  k) V  k2 ■ —  -
В '  Н  r i  *!

I  k — ZL ==Хе~>' Х '  ( (k -  1 ) +  I )
(k 1)! ^  ’ (k— I)!

-  U - > (  V  (*  _  |) i i " 2 +  =  и  ’i  V  ^ - + e l )  -
- ~ ( (*— >)•' — d i t - l ) ’ } 14-21’ I4 fc_| / I, - > /

= \е~}' а е х+ е х) = Х2 +  Х.
D (X) -  М (X-) -  М* (X) = (X- +  X) -  l? = X, а (X) — i X .

Шундан қилиб, М (X) = X, D (X ) -  X, о (X) = i Г .
Пуассон тақсимотида тасодифий миқдорнннг дисперсияси 

унинг математнк кутнлишига тенг.

У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий миқдор матсматик кутилишининг таърифшш берииг 
Мисол келтиринг.

2. Уздукеиз тасодифий миқдор математик кутилншининг таърнфини бе- 
ринг. Мисол келтиринг.

3. Математик кутилишнннг эҳтимоллик маъносини айтиб беринг.
4. Матсматик кутилишнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
5. Тасодифий мнқдорнинг дисперсияси деб иимага айтнлади? Унннг вази- 

фасн нимадан нборат?
6 Дисперснянннг асосий хоссаларнни айтиб берннг.

Уртача квадратик четланиш деб ннмага айтилади?
8. Дясперсияни ҳисоблаш формуласнни ёзинг.
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9. Бнномиал тацснмот конуннни сзннг ва унинг асоснй сонлн характерис- 
тнкаларинн ҳисобланг.

10. Қандай эҳтимоллнклар такснмоти Пуассон тақсимоти деб аталади ва 
унинг асоснй сонли характернстикалари нимадан иборат?

11. 14.258— 14.268, 14.317— 14.326, 14.352— 14.355- масалаларни счинг.

28- §. Тскис тақсимот
I. Таъриф.  Текис тақсимланган X  узлуксиз тасодифий миқ- 

дор деб зичлиги бнрор (а, b\ кесмада ўзгармас ва \/(b— а ) га 
тенг, бу кесмадан ташқарида эса нолга тенг, яъни

0, arap х < а бўлса,

/ (л-) =  —— , агар а < ,v < b бўлса, b — а
0, агар х > b бўлса (134-шакл). 

бўлган тасодифий миқдорга айтилади.
"Ьве

\ f (х) dx — 1 эканлигини текшириш осон. Ҳақиқатан,

i / (х) dx — 1 —-— dx — —'— х J J b a b —  a
b = - 1-  ( b - a ) - \ .
a b —  a

Текис тақсимот учун F  (.v) тақсимот функциясини топамиз. АгарX X
а<.х < fe бўлса, у ҳолда Ғ  (,v) — \ f (l) dt - \ —1—  dt =

J  J  b —  a
—30 a

1
b — a b —  a

либ.
Равшанки, x < a да Ғ  (x) = 0, x > b да F (x) = I . Шундай қи-

l
t-cr

f l * )

134- шакл.

F (x ) =

X

135- шакл.

0, arap х < а бўлса,
х —  а

агар а < .v < b бўлса,
b — a

1, агар x > b  бўлса (135-шакл).
II. Асосий сонлн характерлстикалари:
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j'* a f  b

— ac a

a2 -i- ab f-ft2
3

ya — Ь\г 
12

2 , 3
I I I .  Пировардида антиб ўтамизки, биз текис тақсимот билан 

ўлчаш амалиётида ўлчаш натижасини шкаланинг энг яқин бу- 
тун бўлинмасига яхлитлашда дуч келамиз. Яхлитлашдаги хато- 
лик текио тақсимланган тасодифий миқдор бўлиб, унинг мумкин 
бўлгаи қийматлари шкала бўлинмасининг — 0,5 дан +0,5 гача 
оралигида жойлашган бўлади.

Текис тақсимот яна тасодифий тебранишлар фазаси учун 
ҳам хосдир. Амалиётнинг кўпгина масалаларида тасодифий 
амплитудали ва фазали гармоиик тебранишларни ўргаиишга 
тўгри келади. Бундай ҳолларда фаза тебраниш даври чегара- 
ларида тскис тақсимланган тасодифий миқдор бўлади.

кўрииишда бўлган X  тасодифий миқдор кўрсаткичли тақсимотга 
эга дейилади, бу ерда >. — бирор тайин мусбат сон (136- шакл).

||' f (х) dx — 1 шартнинг бажарилишиии текширамиз. Ҳақиқатан,

кўрсаткичли тақсимотнинг интеграт функцияси қуйидаги кўрицшпда 
эканлигини текиириш осон:

I *\ Хе~''‘ dt =  1 — е~' х, агар х > 0 бЎлса,
Ғ  W  = 0

' 0, агар x<r 0 бўлса (137-шакл).
II. Асосий сонли характерястикалари: а) математик кутилишни то- 

пачиз:

18— 2640 273

29- §. Кўрсаткичли тақсимот

I. Т а ъ  р и ф. Тақснмот зичлиги
, агар х > 0 бўлса, 
агар х < 0 бўлса

с



Ғ (х )

137- шакл.

4-ос

Лс.
~GO

Бўлаклаб интеграллаш қоидасики татбнқ эгиб т  и-- х, dc; = 
? dx деб олнб, қуйидагини ҳосил қила.мчз:

М  (X) х ( -  е~к х) l+f? -  f  * (-  й-*- ' )  d.v =  
lo

+-jc.
е dx = —e

Шундай қилиб,
М (X) = 1Д.

б) Дисперсияни ва ўртача квадратик четлашишпи топзмш: 

D (X) -  ,И (X-) -  -  j  “  *2 Ji х

(29.1)

dx — ml = — хе-'х\+сс х о

+  2 j  
6

Шундай килиб.

— X I I I
хе d x - m i- = 2 ~  — Ar =  —  ж /. X2

D (X) -  IД 2, (29.2)
а (X ) = » D (X ) = 1Д. (29.3)

I I I .  Бнрор қурилманинг (элсментнинг) бузилмасдан ишлаш 
вақтндан иборат тасодифнй миқдорни Т бнлан белгилаймиз. 
Ушбу

R ( t )= P (T ^ t )  (29.4)
формула билан аниқланадиган функция ишончлилик функцияси 
дсб аталади.

Ишончлнлик фупкцияси ҳар бнр t қиймат учун элементнинг 
t вақт давомнда бузилмасдан ишлаш эҳтимоллигини беришнни 
айтиб ўтамиз. Х' ни бундай нфодалаш мумкинлиги равшан' 
R (t) = \ - P (T < t)  ёки
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Дмалиётда T тасодифии мнқдор кўрсаткичли тақсимотга эга 
бўлган масалалар жуда кўп учрайди. Бу ҳолда ишончлилик 
функцияси бундай кўрннишда бўлади:

R (t) -  1 — Ғ (t) = х' (/ > 0). (29.6)
М и с о л .  Т тасодифий миқдор — бирор элсментиинг бузил- 

масдан ишлаш вақти кўрсаткичли тақсимотга эга бўлсин. Агар 
элемеитнинг ўртача ишлаш вақти 1000 соат бўлса, уиинг ишлаш 
взқти 800 соатдан кам бўлмаслик эҳтимоллигини топииг.

Е чи ш . Масала шартига кўр.1 Т тасодифий миқдорнинг математик

R ( l )  =  \ - F ( i ) .  (29.5)

кутилиши 1000 соатга тенг, демак, X = 0,001, R (() = е 
нинг учун изланаётган эчтимоллик қуйидагига теиг:

Р  (Т > 800) =  е- 0'001’800 = е“ 0>ч = 0.45.

-0 .001/ Шу-

30- §. Нормал тақсимот (Гаусс тақсимоти)

1. ' Гаъриф. X  тасодифий миқдорнинг тақсимот зичлига
IX—О)*

1
f (а ) — ----е (а > 0)

а > 2 л
(30.1)

кўринишда бўлса, у нормал қонун буйича тақсимланган деб 
аталади.

f (х) функциянинг мусбатлигн равшан. (26.3) шартнинг ба- 
жарилишини, яъни

. . IX — о)*

dx -  1

t

тенгликнинг тўғрилигини текширамиз. Бу интегралда ўзгарувчини 

деб ўзгартирамиз. У  ҳолда .v — а / + а, dx =  а dt
!• I зо —. --

е 2 dt =
о

ва
+£> _ u  

е dx = 1
l 2 л 

~2

Н ОО----

f * ' *

Нормал тақсимланган A’ тасодифий миқдорнинг тақсимот 
зичлиги иккита параметр— а ва а га боғлиқлиги (30.1) форму- 
ладаи кўриинб турибди.

f (x) фуикцияни а = 0 бўлганда қараймиз:

С | 2 л
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138- шакл. 139- шакл.

ва унинг асосий хоссаларини аниқлаимиз (138-шакл).
1. Бу функция бутун сон ўқида аннқлаиган, узлуксиз ва 

мусбат.
2. Бу функция жуфт ва, дсмак, Оу ўқнга нисбатаи симметрик.
3. 0 даи +  оо гача камаювчн, - оо дан 0 гача ўсувчи.
4. .v —*■ ± оо да графиги Ох ўққа асимптотик яқинлашади.
5. А' = 0 нуқтада функция 1 о \ 2л га тенг бўлган ягона мак- 

симумга зга. а нинг ортнши билан максимумнинг қиймати кама- 
яди, бу функция графнги ва абсциссалар ўқи билан чегаралан- 
ган юза 1 га тснг бўлганлиги учун о ортнши билан зичлик эгри 
чизиғи яссиланиб боради, у аста-секин Ох ўққа яқинлашади, о 
камайиши билан эса зичлик эгрн чизиғи 0х ўқнинг кичик қис- 
мида ўзининг максимуми атрофида юқорига чўзилади, кейин эса 
унга (Ох ўққа) тез тортилади.

6. Функция графиги х = о ва х =  — о да бурилиш нуқталарига 
эга эканлигини иккинчи ҳосила ёрдамида аниқлаш осон.

а Ф  0 бўлганда / (х) = — j—  е~(JC а)* ~ зичлик графиги юқо-
о i 2 л

рида ясалган графикдан, агар а > 0 бўлса, а қадар ўнгга, arap а < 0 
бўлса, |а| қадар чапга суриш билан ҳосил қилинади.

а — 0 ва а = I параметрли нормал тақсимот нормаланган нормал 
тақсимот деб аталади. Унинг зичлигн

/ W  = - L  е-х'!2 (30.2)
у 2 я

ra тенг. Бу функциянинг қнйматларн жадвалн тузнлган.
I I .  f(x) тақсимот зичлиги ва h (х) тақсимот функцияси ора- 

сидаги боғланишдан қуйидагига эгамиз:
X

Ғ  (х) = — L —  \ е- (‘- а)1,2а’ dt. (30.3)
о ► 2 л ,

—ЭО
Нормаланган нормал тақсимот учун Ғ (х) функция ушбу [кўринишга 
эга:
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0

ғ0 (X) = —L .  \’ e~ ,,r2 dt = ~4=г \ e" ' v2 dt
i 2 л J  » 2 я  J

--50 »

X
+  ' j ’ е-,г'2 dt -  0,5 + Ф  (x).

I 2 i л o
Ушбу

Ф  (х) -  — \’ e~‘v- dt (30.4)
» 2 n „J

функцня Лаплас функцияси деб аталади.
Қ)йидаги хоссаларни кўрсатиш осон (139-шакл):
1) бу функция бутун сон ўқида аниқланган ва узлуксиз;
2) бу функция тоқ, демак, уиинг графиги координаталар 

бошига нисбатан снмметрик;
3) функция бутун сон ўқида ўсувчи;
4) iim Ф  (jc) — 0,5; lim Ф  (х )  — — 0,5.

х~*—эо
Ф  l,v) функция қийматлари жадвали тузилган.
111 Асосий сонли характеристикалари.

М (Х) = \ х f (х) dx = — \‘ хе~ {х~ а),/2 dx =»
J  о | 2 л J— *» —30

— |(дг — а).а = t, х = ot +  a, dx = odt | —

— — -—  - o l (o t +  a) e~‘ ’ dt — п— \ te ' * dt —
o > 2 л J  l 2 л .—00 —90

+ 00
H— ^  \ e~‘*‘2 dt = —-— (o 0 + a i 2 л) — a.

I 2 л .  1 2 л
—  00

Шундай қилиб,
М (X) = а. (30.5)

Сўнгрг
+ .

D (X ) =  — \' (л: — a f e~{x~a)'r2 °* dx = о2. (30.6)
о > 2 .i  J

E>Ki бу ерда D (X ) hh ҳисоблашни келтирмасдан, уни муста- 
қил машқ сифатида қолдирдик.

СТ(Х) — V  D(X) бўлганлигн учун о(Х )= о, яъни X  нормал тасо- 
днфий миқдорнинг ўртача квадратик четланишн о нараметргз 
тенг.
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IV. Нормал тақсимланган X  тасодифий миқдорнинг |а, р| 
интервалдаги қийматни қабул қилиш эҳтимоллигини ҳисоб- 
лаймиз:

Р (5
Р  (а < X  <  р) \ f (х) dx - — \е 2 01 dx =

• ' о ,  2 л

х — а t, х =-at +  о, dx

р — а

а X Р
t (а—а)/а (Р -  а)!а

1 е~‘" 2 dt
, '2 л

(а —o)/iT

(р—а)/а, . .. <Р-а)/0

Ч--1- Г e ^ -d t^ -^  f
, 2 я J  , 2 л

(х—а)/<т
dt dt.

Узил-кесил қуйидагига эгамиз:

Р  ( а < Х  < р) = ф('-5— £ )_ . (30.7)

бу ерда (£ (Х )— (30.4) формула билан аниқланадиган Лаплас 
функцияси.

\'. Берилган четланишнинг эҳтимоллигини ҳисоблгш талаб 
қилинсин, яъии нормал тақсимлашан тасодифий миқдорнинг 
математик кутилмасндан четланиши абсолют қнймати бўйича 
Сирор мусбат сондан кичиклиги эҳтимоллигини ҳисоблаш лознм 
бўлсин.

(30.7) формуладан фойдаланамиз.
а +  б — а\Р  ( \ Х — а\<Ь)  = Р  (а 6 < A' < а +  6) Ф (

— Ф а — Ь — а
; )

Ф ! - )  +а  ' а  1

Шундай қи.шб,

Р  ( | Х - а | < 6 ) - 2 Ф

6 at деб оламиз. У  ҳолда (30.8) формуладаи 
Р  ( | Х  -  а\ < at) 2 Ф  (/) 

нк ҳосил қиламиз. Хусусан t — 3 бўлганда

Р  ( IX  — а | <  3 а) -  2 Ф  (3) -  2 0,49865 -  0,9973
278

(30.8)

(30.9)



ra эгамиз, яъни нормал тақснмланган тасодифин миқдор чет- 
ланишининг абсолют қиймати бўйича учланган ўртача квадра- 
тик четланишдан кичнк бўлиш эҳтимоллиги 0,9973 га тенг. Де- 
мак, четланиш абсолют қийматинннг учланган ўртача квадратик 
четланишдан ортиқ бўлнш эҳтнмоллиги 0,0027 га тенг. Бундай 
ҳодисаларни кичик эҳтнмоллик ҳодисаларнинг мумкинмаслик 
иринципнга асосан амалда мумкнн бўлмаган ҳодисалар деб 
ҳнсоблаш мумкин. Бошқача айтганда, агар тасодифий миқдор 
нормал тақсимланган бўлса, у ҳолда битта синов натижасида 
унинг четланишининг абсатют қинмати ўртача квадратик чет- 
ланишнинг уч баробаридан ортиқ бўлмайди деб ишониш мум- 
ьрн. Бу тасдиқ «уч сигма» қоидаси деб аталади.

У з-ў з и н и т е к ш и р и ш у ч у  н с а в о л л а р

1. Текис та^симланган тасодифий миқдор таърнфини айтнб беринг.
2. Текис тақсимланган тасодифнй мнкдорнинг асосий сонли характернс- 

тикалари қийматларини кўрсатинг.
3. Текис тақсимланган тасодифий мнқдорларга амалнй мисоллар келти- 

рннг.
4. Қандай тақсимот нормал тақсимот деб аталадн?
5. Кўрсаткнчлн тақснмотнннг зичлик ва тақснмот функцняларининг гра- 

фикларини ясанг.
6. Кўрсаткнчли тақснмотнинг асоснй сонли характеристикалари қиймат- 

ларини кўрсатинг.
7. 14.282— 14.307, 14.361— 14.377-масалаларни ечинг.
8. Ишончлнлнк функцияси таърнфннн айтиб берннг. Кўрсаткичли тақси- 

мотпииг ишончлилик функциясиин ёзннг.
9. Қандай тақсимот нормал тақсимот деб аталади?
10. Нормал тақсимот знчлигннинг графнгннн ясанг ва бу знчлнкнннг асо- 

сий хоссаларнни кўрсатиб беринг.
11. Нормал тақсимланган тасодифий мнқдор асосий сонлн характеристн- 

каларининг қийматларинн кўрсатиб беринг.
12. Пормал тақснмланган тасодифнй миқдорнинг бернлган ннтервалга ту- 

шипт эҳтимоллнгнни ҳисоблаш учун формулани кўрсатинг.
13. Берилган четланнш э.угнмоллигшш ҳисоблаш учун формулани ёзинг.
14. «Уч сигма» қоидасининг моҳияти ннмадан нборат?

31-§. Чебишев тенгсизлиги

Оммавий тасодифий ҳодисаларнннг турғунлик хоссаси инсо- 
ниятга жуда қадимдан маълум. У  қайси соҳада намоён бўлма- 
син, мазмуни қуйидагича: ҳар бнр айрнм ҳодисанннг аниқ 
хусусиятлари бундай ҳодисалар мажмуининг ўртача натижасига 
деярли таъсир этмайдн; ўртача натил<адан ҳар бир айрим ҳо- 
дисада бўладиган тасодифий четланишлар ўзаро йўқотилади, 
силлиқланади. Айни шу ўртача натижалар турғунлигн кенг маъ- 
нода тушуниладиган ушбу «катта сонлар қонуни»нинг мазму- 
нини ташкил қилади: катта сондаги тасодифий ҳодисаларда 
уларнинг ўртача натижаси тасодифийлигини йўқотади ва уни 
катта муқаррарлик билан башорат қилиш мумкин.

Эҳтимоллик назарияснда «катта сонлар қонуни» дейилганда 
тор маънода бир қатор математик теоремалар тушунилади ва



/ларнинг ҳар бирида катта сон-
______ Г ~ £ '*[' £~*~! n даги тажрибалар уртача харак-

А т х Р  Теристикаларининг у ёки бу
шартларда бирор маълум ўзгар- 
мас миқдорларга яқинлашиш

140-шакл. факти белгиланади.
Катта сонлар қонуни эҳтимол- 

лик назариясннинг амалиётга 
татоиқлари учун назарий асос бўлади.

Ч е б и ш е в  т е н г с и з л н г и .  Чекли дисперсияга эга бул- 
ган исталган X тасодифий миқдор учун ҳар бир е> 0  да

Р ( \ Х  — m\ > е ) < ^ '  (31.1)
е2

тенгсизлик ўринли бўлади.
Исботи .  X  тасодифий миқдор узлуксиз, f (х) унинг тақсимот 

зичлиги бўлсин. Сонлар ўқида АВ — |/«v — е, т х +  t-] оралиқ ажрата- 
миз (140- шакл). У  холда

D(X)=  j (х- mxf  f (х) dx - \ \х —rnx |- / (х) dx >
— зс —X

>  j  — mxf f (*) dx’
I x—mx | e

бу ерда интеграл остидаги |л- т х|> е  ёзув интеграллаш АВ кес- 
манинг ташқи қисми бўйича бажарилишини билдиради. Интеграл ос- 
тидаги (х — т х) нн е га алмаштириб. қуйидагини ҳосил қиламиз:

D(X)>  f е2 f (х) dx - е2 f f (х) dx -  r  Р ( \ Х  — т х\> e),
I x-mx | r, \x-'mx \ e

бу ердан эса узлуксиз тасодифий мнқдор учун Чебишев тенг- 
сизлиги келиб чиқадн.

Днскрет тасодифий мнқдор учун исбот шунга ўх!паш бўлади. 
Мисол.  Математик кутилиши т х ва дисперсияси о- бў.тган X  

тасоди(|»ий миқдор берилган бўлсин. X  миқдор ўзининг математик кути- 
лишидан камида 3 ох га четланиш эҳтиматлигини юқоридан баҳоланг. 

Е ч иш .  Чебишев тенгсизлигида е - 3 ох деб оламиз:
D  !  V  I гъ v _D(X) IР ( \ Х - т х\>3ox) < —  = - .

9 о- 9
Dy мисолдан кўриниб турнбдики, Чсбншев тенгсизлиги анча 
қўпол баҳо берганлиги учун унинг амалиёт учун аҳамияти 
чекланган (нормал тақсимот учун бнз юқорида аннқлаган 
эҳтимоллик аслида 0,003 га тенг, яъни жуда кичик).

Чебишев тенгсизлиги бошқача шаклда — қарама-қарши 
ҳодисага нисбатан ҳам ёзилиши мумкин: тасодифий миқдорнннг 
математнк кутилишидан четланишининг е>0  дан кичик бўлиши 
эҳтимоллиги



r
Р ( \ Х - , т х\ < г )>  (31.2)t'

32-§. Боғлиқмас тасодифий миқдорлар учун катта сонлар 
қонуни. Чебишев теоремаси

Чебишев теоремасини кўриб чиқишдан олдии ушбу таъриф- 
ни берамиз.

Т а ъ р и ф. Агар исталгаи ғ> 0  (ҳатто исталганча кичик) учуи 
lim Р  (\X :i а i < е) — 1 (32.1)
/l-*CC

тенглик ўринлн бўлса, X ,, Х.„ . . , Х п, . . . тасодис|)ий миқдорлар 
кетма- кетлиги а ўзгармас миқдорга эҳтимоллик бўйича яқинлашади 
дейилади, яъни б > 0 сонни қанчалик кичик қилиб олинмасин, шун- 
дай Л' (е, 6) сон топиладики, кет.ма- кетликнинг барча п :> N номерли 
ҳадлари учун

Р  ( | Х „  — a | < e ) >  1 — 6 (32.2)
тенгсиатик бажарилади.

Ч е б и ш е в н и н г  у м у м л а ш г а н  теоремаси.  Агар X lt X ,,
. . ., Х п, . . . кетма-кетлик ҳар иккшпаси боглиқмас бўлган тасо- 
дифий миқдорлардан иборат бўлиб, уларнинг дисперсияшри текис 
чегараланган, яъни шундай С сон мавжудки, D (Л,) < С, D (Х 2) < 
< С. . . ., D (Хл) < С, . . бўлса, у ҳолда тасодифий миқдорлар

у  „  Хҳ~ • . ,•. + * »  ̂ „ ^ 1 2 ____  (32.3)
п п
М (Xt) -  . . . -- М (Х„)кетма- кетлиги ---- --------=------------ — сонга эҳтимиллик

п
бййича яқинлашади, яъни

lim Р Л | — A 2 + . . . + хп м (Xj)-f-M (Х ,н - . . + м (X„)
n n

< е) — 1. (32.4)
Бошқача айтганда, теорсма бундай даъво қилади: дисперсия- 
лари текис чегараланган етарлича катта сондаги боғлиқмас 
тасодифий миқдорлар учун бу тасоднфий миқдорлар ўрта ариф- 
метигннинг улар математик кутилишлари ўрта арифметигидан 
четланишининг абсолют қиймати истаганча кнчик бўлишини 
амалда муқаррар ҳодиса деб ҳисоблаш мумкин.

И с б о т и .  Боглиқмас тасодифий миқдорлар йиғиндисннинг 
математик кутилиши ва диснерсиясини топиш қоидалари бўйи- 
ча қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

м  (Y  ) = М  ( ■ - - A« ( =  + - • - + M (X„)
п

X ,  X a+ . . . +  Хп \ _  D <X t) D (Хо) -j- . . . D <X„)
n2
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<  с_-с+  .

пг п
Чебишев тепгсизлнгини Yn тасодифи!) миқдорга татбиқ қилиб.

Р  (I Yn — М (Yn) | < е) > 1---—

ни ҳосил қилзмиз. Бу срда эҳтимоллик 1 дан катта бўла олмасли- 
гини лисобга олсак

lim Р
n—*CC

A'i - Х 2+  . . +  * „  М  (X t) М  (Х 2) ~  . .
l п п

< е ) =  1
/

бўлади. Тсорема исбот қилинди.
Чебишев умумлашган теоремасининг таърифида биз тасо- 

днфий миқдорлар, умуман айтганда турли матсматик кутилишга 
эга деб тахмин қилдик. Амалда эса кўпинча, барча тасоднфий 
миқдорлар бир хил математик кутилишга ва текис чегаралан- 
ган диснерсияларга эга бўлади. Агар бу миқдорлардан ҳар 
бирининг математик кутилишини а бнлан белгиласак, у қолда 
уларнипг математик кутилишларининг ўрта арифметиги ҳам, 
равшанки а га тенг бўлади. Энди биз хусусин Чебишев теоре- 
масини таърифлашимиз мумкин.

Ч е б и ш е в  т ео р ем ас и  X,,  Х 2, . . Х п, . . .  ҳар иккитаси 
боғлиқмас бўлган тасодифий миқдорлар кетма-кетлиги бўлиб, бир- 
галикда чегараланган дисперсияларга (истаган i учун D ( X . ) < С) 
еа бир хил М (X t) = а математик кутилишларга эга бўлсин. У 
ҳолда к >  0 қандай бўлмасин

А, Х г - . . . Хпlim Р
П- >ао

—  а

тенглик ўринли.
Бу тсорема махсус исботни талаб қилмаслиги равшан.
(32.5) формуланинг моҳияти қуйидагича: теорема шартлари 

бажарилганда етарлича катта сондаги боғлиқмас тасодифий 
миқдорларнинг ўрта арифметиги тасодифий миқдор характерини 
йўқотади ва «деярли» нотасодифий миқдор бўлиб қолади, чунки 
у а ra нстаганча яқин қийматларни муқаррарликка яқин эҳти- 
моллик билан қабул қилади.

Пировардида бу хусусий Чебишев теоремасининг амалиёт 
учун фавқулодда муҳимлигини таъкидлаб ўтамиз: у ўлчашлзр 
назарнясида доимо ишлатиладиган ўрта арифметик қиймат 
қоидасига асос бўладн. Бунинг маъносини тушуитирайлик. Би- 
рор физик катталикнинг ҳақиқий қиймати а ни (масалан, би- 
рор деталнинг ўлчамини) топиш талаб қилинаётган бўлсин. 
Бунинг учун бир қатор бир-бирига боғлиқмас ўлчашлар ўтка- 
замиз. Ҳар қандай ўлчаш бирор хатолик билан бўладн. Ш ун и н г  
учун ҳар бир мумкин бўлган қинмат X,- (i — ўлчаш иомери)
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Шеодифий миқдордир. Ҳар бир ўлчашда систематик хатолик- 
т р йўК леб фараз қиламиз, яънн а ҳақикий кийматдан у ёки 
?v томонга чстланншлар тенг эҳтимолликдир. Бу ҳолда барча 
v. тасодифнй миқдорларнннг математнк кутнлиши бир хил ва 
а' ra тснг, яънн М (А '( )=а. Мнҳоят, ўлчашлар бирор кафолатли
аниклик бнлаи ўтказиладн, деб фараз қиламиз. Бу барча ўлчаш- 
дар ўчун D(Xj )^ .C  демакдир. Шундай килнб, хусусий Чебишсв 
теоремаси шартлари бажарилади, шу сабабли агар ўлчашлар 
coi! i етарлича катта бўлса, у ҳолда амалда муқаррарлик билан 
бундай тасдиқлаш мумкин: ўлчаш натижаларининг ўрта ариф- 
метик қиймати а ҳақиқий қийматдан истаганча кам фарқ 
қилади.

33-§. Я. Бернулли теоремаси
я  Бернулли теоремаси катта сонлар қонунининг жуда муҳим 

ва тарихан биринчи шаклидир. У  ҳодисанинг нисбий частотаси 
билан унинг эҳтимоллиги орасидаги богланишни аниқлайди.

Б е р н у л л н т е о р е м а с и. Бир хил шароитлардаги боғ- 
лиқмас синовлар сони чексиз ортганида қаралаётган Л ҳоди- 
санинг р* нисбий частотаси унинг ҳар бир айрим синовдаги 
эҳтимоллиги р га эҳтимоллик бўйича яқинлашади, яъни

lim Р  (\р* — р\ с е ) — 1, (33.1)
Н-»ао

бу ерда р* =  ——  uiy А ҳодисанинг биринчи п rna синовдаги нис-П
бий чиспютаси.

Бошқача айтганда, етарлича катта п ларда кузатилган р* 
қиймат р эҳтимолликнинг тақрнбий қийматини юқори даражада 
аниқ :нк билан берадн, деб амалда ишониш мумкнн.

И с б о т и. Ушбу тасодифий миқдорларни киритамиз:
A"i — қаралаётган А ҳодисанинг 1-синовда рўй бериш сони; 
Х2 — қаралаётган А ҳоднсанинг 2- синовда рўй бериш сони 

са ҳ. к. Бу тасодифий миқдорларнинг ҳаммаси бир хил тақси- 
мот қонунига эга бўлиб, у ушбу қатор кўринишда бўлади:

I 0
x i =  _' l Р

6.V ердз q = 1 — р.
Уларнинг ҳар биринннг математик кутилиши р га тенг, диспер-

сияси эса ( pq ra тенг (23-§, 2-мисолга қ.). Сўнгра
pq = р (1 — р) =  -  (р- -/7) =  0,25 — (р -  0.5)- < 0,25,

яънц дясперсиялари чегараланган. UIv сабабли Чебишев теоремасига 
кўра

lim Р
П—г.
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X X —- ~ X р* — — — —— — —̂ —  эканини хисобга олсак, lim Р( | р*—р | <-
Я П -+оо

< е) — 1.
Тсорема исбот қилинди.

П у а с с о н  т е о р е м а с и. Боғлиқмас синовлар ўтказилаёт- 
ган бўлсин ва А ҳодисанинг i- синовда рўй бериш эҳтимоллиги 
Pi га тенг бўлсин. У ҳолда синовлар сони чексиз ортганида 
А ҳодисанинг нисбий частотаси ри р2, ..., р„ эҳтимолликлар- 
нинг ўрта арифметигига эҳтимоллик бўйича яқинлашади, яъни 
ушбу тенглик ўринли:

lim Р  1 р* р' " Р2 • +  Prt с е ]
«->00 п I

Бернулли теоремаси Чебишев хусусий теоремасидан қандай 
келтириб чиқарилган бўлса, Пуассон теорсмаси Чебишев умум- 
лапп ан тсоремасидаи шундай келтириб чиқариладн.

М  а р к а з и й л и м и т т е о р е м а. Марказий лимит теоре- 
малар тасодифий миқдорлар йикиндилари кетма-кетликлари- 
нинг қачон нормал тақсимотга бўйсунишини аниқлаб берувчи 
теоремалардир. Улар бир-бнрларидан йигиндини ҳосил қилади- 
ган тасодифий миқдорлар тақснмот қонунларига қўйиладиган 
шартлар билан фарқ қилади.

Бу ерда биз марказнй лимит тсореманинг эиг содда шаклинм 
таърнфлаймиз, у қўшнлувчилар бир хил тақсимланган ҳол учун 
хосдир.

Теорема.  Агар X,, Х 2, . . ., Хп ~ боғлиқмас тасодифий миқ- 
дорлар бўлиб, математик кутилиши т  ва дисперсияси 2 бўлган 
бир хил тақсимот қонунига эга бўлса, у ҳолда п чексиз ортганидаП

V  А — nrri, Ar
ferrrl ~----=---  нинг тақсимот қонуни математик кути.шии 0 ва

I  п о
дисперсияси / бўлган норма.г тақсимотга яқинлашади.

Муавр — Лапласнинг локал теоремаси бу тсореманинг хусу- 
сий ҳоли эканини айтиб ўтамиз.

М и с о л .  Ҳар бирн [0,4] кесмада текнс тақсимланган 75 та 
боғлнқмас тасодифий миқдорлар қўшилмоқда. Бу тасодифий 
миқдорлар йиғиндисининг зичлигн учуи тақрибий ифодани ёзинг 
ва йиғинди 120 даи 160 гача оралиқда бўлиш эҳтимоллигини 
топинг.

75
Е ч и ш. X  V  X k, бунда X k лар [0,4] оралиқда текис тақсим-

I
ланган тасодифий мнқдорлар. У  ҳолда

= 2. ZXX.) = - i
М а р к а з г й  лимит теореманинг шартлари бажарилмоқда. Шу-
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нинг учун тасоднфий миқдор тақсимот зичлиги f(x) тақрнбан 
нормал тақснмот зичлигига тенг булади, яънн

(х—тх )’

бу ерда

rnX

2 о-
f (х) =  — еах , 2 я

75
М  v  xt «  V  М (Xi) = 75-2 -150, 

'/=1 i-i

a i = D l V X ( y ^ 75. ± - l ° °
■1 = 1 >

вз, демак,
—  <jc — I50>-

1---------------- 200 
f (х) f * ---- —  е

10 v 2 л

Энди изланаётган эҳтимолликнн ҳисоблаймиз: 

l  Р ( 1 2 0 < Х « . 6 0 ) = ф ( ^ ) - ф ( ^ )  =

-  Ф  (1) +  Ф  (3) =  0,3413 +  0,49865 w  0,84.

У з-ў з и н и т е к ш н р и ш у ч у н с а в о л л а р

!. Катта сонлар қонуиннннг моҳиятн ннмадан иборат?
2. Чебншев тенгснзлигннн ёзннг.
3. Эҳтимоллик бўйича яқинлашшн таърифини айтиб берннг.
4. Чебишев умумлашган теоремасиии айтиб берииг. Унн исботланг.
5. Чебншев хусусий теоремаснни айтнб беринг ва уиииг амалиёт учун фав- 

қулодда муҳимлиги ннмадан иборатлигинн кўрсатнб берниг.
6. Бернулли теоремасиии айтиб беринг. Унн исботлаиг.
7. Пуассон теоремаснни айтиб берннг.
8. А\арказнй лимнт теореманннг мазмуни нимадан нборат? Унинг энг сод- 

да шаклини айтиб беринг.
9. 14.542-14.572- масалаларнн ечннг.

34-§. Тасодифий аргументнинг функцияси

I. Эҳтимолликлар назарнясининг бир қатор амалий масала- 
ларнда X  тасодифнй миқдор билан боғланган

Y= iv(X )
тасодифий мнқдорни ўрганишга тўғри келади, бу ерда y= q(x ) 
берилган функция. Масалан, автоматнк системанинг чиқншидаги 
сигнал бу снстема бирор нараметри тасодифий қийматининг 
функцияси, квадратнинг юзи Y = Х2 (бунда X  — квадрат томо- 
нини ўлчаш натижаси) — тасодифий функция.

II. X  — дискрет тасодифий миқдор бўлсин:
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Х1 Ч

Ру Рг
У ҳолда Y = (р(Х) тасодифнн миқдорнннг математнк кутплнши 
ва диснерсияси ушбу формулалар бнлан аниқланадн:

т у = М  ( 1 0 - V  ф (jf.) p.t 
1=1

D (F ) =  М (Y -  m /  = V  (Ф (хД -  m /  р,-. 
i-i

А' узлуксиз тасоднфий мнқдор бўлган ҳолда эса У = ф (А ) 
тасодифий миқдорнинг математик кутилишн ва дисперсияси уш- 
бу формулалар билан аниқланади:

т. = М (Y) j  (f (дг) / (а-) dx. (34.3)

D (Y )=  f (ф (,v) — myf  / (х) dx. (34.4)

I I I .  Амалнётнинг кўпгина масалаларида, айниқса, математик 
статистикада, тасодифий аргумент функциясининг математик 
кутилнши ва дисперсиясини топишнинг ўзи кўпинча етарли 
бўлмайди, унинг тақсимот қонунини ҳам топиш зарур бўлади. 
X аргумент дискрет тасодифий миқдор бўлган ҳолни 22- § да 
кўриб ўтган эдик.

Бу ерда бундай масала қўйилади: тақсимот зичлиги маълум 
ва f(x) га тенг бўлган X  тасодифий мнқдор берилган; бошқа V 
тасодифий миқдор у билан Y= <р(Х) функциоиал боғланиш 
орқали боғланган, бу срда q>(X)— шу X миқдорнинг барча мум- 
кин бўлган қийматлари жойлашган бирор ]а, b[ оралиқда уз-

луксиз функция (а = — оо, b= + o°  
бўлиши истисно қилинмайди) У 
тасодифий миқдорнинг g(y ) тақ- 
симот зичлигнни топиш талаб 
қилинади.

Бу масалани ҳал этишда ик- 
ки ҳолни қараймиз:

1) М о н о т о н  ф у н к ц и я  
б ў л г а н  ҳол.  Аввал q>(x) 
функция юқорида кўрсатнлган 
оралиқда монотон ўсувчи ва уига 
•ескарп x=ip(y) функция тегяш- 
ли оралиқда монотон ўсувчи, 
узлуксиз ва дифференциалланув- 
чи функцня бўлсин. Оу ўқда 
(у, у + Лу) интервални оламиз ва

141-шакл. уни x = ip(y) функция ёрдамлД3
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Ох ўққа акс.чантирамиз: (х, д. + Дх) интервални ҳосил қиламиз 
(141- шакл).
Р (у < Y < у Д у) ьз (х < X  < х -f- Д дг) ҳодисалар эквивалент, 

яъйИ P ( y < Y < y - r A y ) - = P ( x < X < x  + Ax) вз, демак.

/ ч Р (и <  У <  »4- А и) * * Р (дг< X  <  дН- Д а') g((/) = lim — —------*_!,— = — i---------------
Л у -*0 Д у  4*-»0  Д I/

д v—o

lirn .4 * )  (й .
Л л: -.0 \ Д X А  У  J
Д » - 0

Лгар f  (л) функция монотон камаювчи бўлса, v ҳолда юқоридаги му- 
лоҳазалар каби

g (y) ~ i Ч(//)-Н‘' («/)! 
ни ҳосил қиламнз. Иккала ҳолии бирлаштирамиз:

g (У) = f (i (у)) \i'(y)l (34-5)
1-мисол.  X  тасодифий миқдор — интервалда текис тақ-

симланган. Y  =  sin X  тасодифий миқдорнинг g (у) тақснмот зичлиги- 
ли топинг.

Е  ч и ш. X  тасодифий мнқдорнинг f (х) зичлигини топамиз. X  миқ- 
дор — -j интервалда текис тақсимланган, шупииг учуи бу ин- 
тервзлда

1 I
я/2 — (—я/2) л

я я
т  т

f(x) = .
бу интервалдан ташқарида эса f (х) = 0. (/ = sinx — — интер-

 ̂ L
валда ўсувчн ва, демак, изланаётган зичликни топиш учун (34.5) (|юр- 
мулани қўлланиш мумкин. ф (у) =  arcsin у бўлганлиги учуи (у)~=
— i 1 I — у-. Сўнгра f (х) = 1/л бўлгани сабабли f (4 (</)) — 1/л.
(34.5) формулага асосач у £1 — 1, 1 I интервалда

g (у) = 1/я > 1— у*,
бу интервзлдан ташқарида g (у) =  0.

Текшириш: l g (у) dy = — \ =  — | — —  =

2 . |l— — arcsin i) \ — ------К »  L  я  2
2) Н о м о н о т о н  ф у н к ц и я  б ў л г а н  ҳол. Зичлиги f (х) бўлган 

Узлуксиз X  тасодифий миқдор вз у =  Ф (х) функция X миқдорнинг 
барча мумкин бўлган қийматлари жойлашган \а, b[ оралиқда диффе- 
ренциалланувчи ва бўлакли-узлуксиз бўлсин.

]а, дг,[, ],v,, л-2[, . . ., ]лгл_,, Ь[ шу ф (х) функииянинг монотонлик ора-



лнқлари Ra xfi ('/) функция q. (x) функцияга )a, .v,( оралиқда тескарц 
функция, »J-2 (y) функция (p (x) функцияга ]дг,, хг[ оралиқда тескарц 
(|)ункция бўлсин ва ҳоказо. У холда Y — ф (X ) тасоднфий микдор- 
нинг зичлиги

g (У ) -  / ( t i  (У )) I t i  (У) I ~  / ('Го (у)) I (У ) | 

+  / ( t , 0 / ) ) l ^ ( / / ) l (34.6)

формула бўйнча ҳисобланиши мумкин. Бу даъвони биз исботсиз қа- 
бул қиламиз.

2-мисол.  X  тасодифий миқдор т х ва ох параметрли нормал так- 
симланган. Y  =  X 2 тасодифий миқдорнинг зичлигини топинг.

Е ч и ш. Бу ҳолда <p (х) — х3, а =  — оо, & -= +  оо. у — tp (,v)-r2 
функция ] — оо; +  оо( оралиқда монотон эмас. Бироқ ,v£ I— оо, 0 [ 
оралиқда камаяди ва (y) ~  — * У_ тескари функцияга эга, |0, оо[ 
оралиқда эса ўсади ва \]-2 (у) = I у тескарн функцияга эга. X  тасо- 
дифий миқдорнинг зичлиги

f V )  =  ~ = e  2
I 2 я

кўринишда экаплигини ҳисобга олиб ва (34.6) формулани татбиқ этиб, 
қуйидагини ҳосил қиламиз:

• (-  I У)г

8 (у) = — =г е 
\ 2 rf

—  1 

2V7
Н---е

I 2.1 2 I У

----  е (у>  0).
2 л j

35-§. Нормал тақсимланган аргумент чизиқли 
функциясининг хусусиятлари

X  тасодифий миқдор
ix—mx ) *

f(x)

зичлик билан нормал тақсимланган бўлсин, Y тасодифий миқ- 
дор эса у билан Y=aX+b  чизиқли функционал боғланиш билан 
боғланган бўлсин. Y тасодифий мнқдорнинг тақсимот қонунини 
топиш талаб этилади. Ечимни ушбу жадвалда икки устунда 
жойлаштирамиз: чапдаги устунда масаланинг умумий ечимида 
қабул қилинган функциялар, ўнгдаги устунда эса қаралаётгаи 
масалага мос аниқ функциялар жойлаштирилган.
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/ (* )

ix-mx )» 
1 2о‘

a x V 2 n  в

у =  Ч> М у =  ах+ b

х =  ф iy)
у — bх= -----а

Ф' (у)
1
а

IS>' (у) 1
1

М

g(y) =  f №  (у)) 1Ф' (У)\
] 2 о2

8 (У) = ----- —r — е|а| ax V 2 n

g (y) ифодани алмаштирамиз:
l  y-i.amx +fc)]«

1 2a'°l 
ё (у ) — , , * e|a| ax y 2 л

Бу эса
т у — атх +  b
°у =  \а \оя (35.1)

парамстрли нормал қонуннинг ўзидир.
Шундай қилиб, нормал қонунга бўйсунадиган тасодифий 

аргументнинг чизиқли функцняси ҳам (35.1) формулалар билан 
аниқланадиган нормал ҳонунга бўйсунади.

36-§. Боғлиқмас тасодифий миқдорлар йиғиндисининг
тақсимоти

Илгари биз шу бобнинг 14- § ида иккита дискрет X  ва Y та- 
содифий миқдорнинг

Z = X  + Y
йиғиндисини ўрганиб, унинг тақсимот қонунини топган эдик. 
Агар X  ва Y узлуксиз ва боғлиқмас тасодифий миқдорлар бў- 
либ, уларнинг зичликлари маълум ва мос равишда f { (x) ва 
/2(t/) ra тенг бўлса, у ҳолда Z = X  + Y тасодифий миқдорнинг 
g(z) зичлик функцияси
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* r  OC -ГоО

g (*) ^  J /l (*) /г (2 — X) dx ски g (г) = j  /i (г — y) /, (/y) d lJ
—<*> -x

формулаларнинг исталган биридан топилиши мумкин. Агарда 
X ва Y тасодифий миқдорларнинг мумкин бўлган қийматларв 
манфиймас бўлса, у ҳолда g(z)HH ушбу формулалар орқали 
топилади:

Z Z

g (г) = j  /1 (х) ft (z — х) dx ёки g (г) =  f /, (г — г/) /2 (у) dy
о cf

Боғлиқмас тасодифий миқдорлар йиғиидисининт тақсимот зич- 
лигинн тақсимот қонунлари композицияси деб аталадн.

Эҳтимолликлар тақсимот қонунлари композицияси яна факат 
параметрлари билан фарқланадиган ўша қонуннинг >v3u бўлса, 
бундай тақсимот қонуни турғун тақсимот деб аталади. Нормал 
қонун турғунлик хоссасига эга эканлигини кўрсатиш қийин эмас: 
нормал қонунлар комнозицияси яна нормал тақсимотга эга бў- 
лади (бу композициянинг математнк кутилиши ва дисперсияси 
қўшилувчиларнинг мос равишда матсматик кутилишлари ва 
дисперсиялар йиғиндиларига тенг). Масалан, X  ва Y боғлиқ- 
мас тасодифий миқдорлар бўлиб, нормал тақсимланган ҳамда 
математик кутилишлари ва дисперсиялари мос равишда а, = 2, 
а2 = 3, D i= l ,  £>2= 1,5 бўлса, у ҳолда бу миқдорларнинг компо- 
зицияси (яъии Z = X + Y  йиғиндинииг тақсимот зичлиги) ҳам 
нормал тақсимланган, бунда композициянинг математик кути- 
лиши ва дисперсияси мос равишда а = 2 + 3 = 5, D=  1 + 1,5 = 2,5 
бўлади.

М и с о л :  X  ва Y боғлиқмас тасодифий миқдорлар кўрсат- 
кичли тақсимот қонунларига эга:

10, — оо < .v < 0, (0, — оо < у < 0,

- е  Г , 0 < х <  -+ оо: ^(У) = \ l e~ T, 0 ^ y <  +  cx>.
3 (4

Бу қонунларнинг композициясини, яъни Z = X + Y  тасодифий 
миқдорнинг тақсимот қонунини ёзинг.

Е ч и ш .  X  ка Y  тасодифий миқдорларнииг мумкин бўлган қий-
2

матлари манфиймас. Шу сабаб.'Ч1 g(z) — j f i(x)fz(z — х) dx =
о

= [ ± е- 1 . ± е-<~>/< dx =  J _  е- Ф f  dx =  е- Ф  ( j _ е-ч»у
J  3 4 12 ,1
0 0

Шундай қилиб,
Я (г) =  |0* ° °  <  2 <  0,
ё { )  0 < г < - + о о .
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j. Тасодифин аргументнинг функциясига доир мисоллар келтиринг.
2. Тасодифий аргумеит функцнясининг математик кутилиши ва дисперспя- 

Си кзидай аниқланади?
3. Бнтта тасодифий аргумснт монотон функциясшшнг тақснмот зпчлнги 

к а н д а й  топиладн?,
4. Битта тасоднфий аргумепт иомонотои функцнясиипнг тақспмот зичлнги- 

ни ёзинг
5. Нормал тақсимланган аргумент чизиқли функциясинииг тақсимот қо- 

иуни қандай?
6. Иккита боғлиқмас тасодифиц миқдор йиғиндисииинг тақсимот зичли- 

гнни ёзинг.
7. 'Гақснмот қонунининг турғунлик таърифини айтиб беринг.
8. 14.498— 14.511, 14.528— 14.536- масалаларни ечинг.

37- §. Тасодифий миқдорлар системаси ҳақида тушунча.
Икки ўлчовли дискрет тасодифий миқдор эҳтимоллигининг

тақсимот қонуни

Ш у вақтга қадар биз ҳар бири битта сон билан аниқланади- 
ган тасодифий миқдорларни ўргандик. Бундай миқдорлар бир 
ўлчовлн деб аталадн: нуқсонли буюмлар сони, тсшик диаметри, 
снаряднинг учшн узоқлиги ва бошқалар.

Бир ўлчовлн тасодифий миқдорлардан ташқари, мумкин 
бўлган қийматлари иккита, учта, . . п та сонлар билан аниқла- 
надиган тасодифий миқдорлар ҳам ўргаинлади. Бундай миқдор-
лар мос равишда икки, уч........п ўлчовли тасодифий миқдорлар
деб аталади.

Иккн ўлчовли тасодифий микдор (X, Y) орқали белгила- 
нади. X  ва Y миқдорларнинг ҳар бири ташкнл этувчилар (ком- 
нонентлар) деб аталади. Бу иккала тасодифий миқдор бир вақт- 
да қаралганида иккита тасодифий миқдор системасиии ҳосил 
қилади. Шунга ўхшаш, уч ўлчовли (X, Y, Z ) тасодифий 
миқдор учта X, Y , Z тасодифий миқдор системасини аниқ- 
ланди.

1- м и с о л . Станокда пўлат қуймалар штамналанадн. Агар 
назорат қилинадиган ўлчамлар унинг бўйи А' ва эни К бўлса, у 
Ҳолда нкки ўлчовли (X, Y) тасодифнй миқдорга, агар бунга 
қушимча Z баландлиги ҳам назорат қилинса, у ҳолда уч ўлчов- 
•1И (X, Y, Z ) тасодифий миқдорга эга бўламиз.

Икки ўлчовли (X, Y) тасодифий миқдорни геометрик нуқ- 
таи назардан текисликдагн М (Х, Y) тасодифий нуқта сифатида, 
яъни координаталари тасодифий нуқта сифатида талкин этиш 
мумкнн.

Иккн ўлчовли дискрет тасодифий миқдорнинг тақсимот қону- 
ни деб, бу миқдорнинг барча мумкин бўлган қииматлари ва 
уларнинг эҳтимоллари pif =  Р (Х  =  xt-, Y — у), i = \ . 2, . . ., п, j —
— 1 . 2 рўйхатига айтилади. 'Гақсимот қонуни одатда жадвал 
Шаклида бериладн.
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N .  ц
Х1 х2 х3 хп

У1 Pil p-ll Рз1 Pnl
Уг Pl2 Рп Р32 Рп2

Ут Р\т Pim Рзт Рпт
(X  =  xit Y  = yt) i =  l, 2, n\ j  =  1, 2, . . . , m ҳодисалар 

ҳар иккитаси биргаликда бўлмаган ҳодисаларнинг тўла гуруҳини ҳо- 
сил қр лгани учун

Ъ Р1, = Х'
Икки ўлчовли дискрет тасодифий миқдорнинг тақсимст 

қонунини билган ҳолда уни ташкил этувчиларининг ҳар бири- 
нинг таҳсимот қонуннни топиш мумкин. Ҳақиқатан,

( Х = * х; Y = y J ,  ( X = Xl; Y  = у 2) , . . .  , ( X = Xl-, Y =  y j
ҳодисалар биргаликда бўлмаганлиги учун қўшиш теоремасига кўра

р(ҳг) = Р (Х  =  Xl) = Р (Х  = Xl\ Y  = уг) +
+  P (X  =  Xl; Y  = у2)+  . . .  +  P ( X = Xl, Y = y j .

p(Xo), р(Хз), . . . , p(xn) эҳтимолликларни ҳам шунга ўхшаш ҳисоб- 
лаймиз.

Y ташкил этувчининг тақсимот қонуни ҳам шунга ўхшаш 
топилади.

М и с о л .  Ушбу жадвал билан берилган икки ўлчовли (X, Y) 
тасодифий миқдорнинг X  ташкил этувчисининг тақсимот қону- 
нини топинг:

Юқорида айтилганларга асосан X  тасодифий миқдорнинг тақ- 
симот қонуни бундай бўлади:

X. 1 l 4 7 8

P i 0,22 0,20 0,27 0,31

Текшириш: 0,22 *f- 0,20 -{- 0,27 -f- 0,31 =  1.
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r38- §. Иккита тасодифий миқдор системасининг тақсимот
функцияси

Т а ъ р и ф . Икки ўлчовли (Ar, Y) тасодифий миқдорнинг тақ- 
си м о т  функцияси деб, у ҳар бир (х, у) сонлар жуфти учун X  
т а с о д и ф и й  мнедор х дан кичик қийматни ва бунда Y  тасодифий 
микдор у дан кичик қийматни қабул қилиш эҳтимоллигига 
айтилади, яъни

Геометрик нуқтаи назардан, Ғ  (х, у) функцня ҳар бир (х, у) 
нуқта учун (X, Y) тасодифий миқдорнинг учи шу (х, у) нуқтада 
б\;лган настки чап квадрантга тушишини билдиради (142- шакл).

Ғ(х, у) тақсимот функциясининг асосий хоссаларини келти- 
рамиз.

1 -хосса . 0 ^ Ғ (х , у ,)^ \ .
Бу хосса Ғ(х, у) функцня ҳар бир (х, у) нуқта учун бирор 

эҳтимолликни ифодалаши, эҳтимоллик эса 0 ва 1 ораснда бўли- 
шйдан келиб чиқади.

2 -х о сса . Ғ(х, у) функция аргументларнинг ҳар бири бўйи- 
ча камаймайдиган функция, яъни

Бу хосса геометрик нуқтаи назардан жуда аён. Ҳақиқатан, х 
ортиши бнлан (квадрант чсгарасининг ўнгга сурилиши билан) 
ёки у нинг ортиши билан (квадрант чегарасининг юқорига сури- 
лиши билаи) (X, Y) тасодифпй нуқтанинг бундай квадрантга 
тушиш эҳтимоллиги, яъни Р (Х < х ; Y< у) =Ғ(х,у) эҳтимоллик 
камаймайди.

3 -х о сса . Ушбу тенгликлар ўринли:
Ғ  (— оо, у) =  0, Ғ(х, — оо) =  0, Ғ ( оо, — ос) = 0.

Ҳақиқатан ҳам, Ғ (— оо, у) = Р (Х  < — оо, Y < у ) = 0, чунки 
(X  < — оо) мумкии бўлмаган ҳодиса бўлганлиги сабабли (X  <  — оо,
Y <  У) ҳодиса ҳам мумкин бўлмаган хрдиса.

Қолган икки тенглик ҳам шунга ўхшаш исботланади.
4- х о с с а. Ушбу тенглик ўринли:

Ғ (х, у) = Р (Х  < х, Y  < у) . (38.1)

Ғ(хг, у )> Ғ (х у, у), агар х2> х х бўлса, 
Ғ(х, у2) > Ғ (х, уг), агар yt > уг бўлса.

Ғ (-f  оо; +  оо) =  1.

Ҳақикэтан, ( Х <  +  оо, К <  +  оо) му- 
Қаррар ҳодиса, шунинг учун

142- шакл.
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миқдор X  ташкил этувчисининг тақ- 
симот функцияси, Ғ2(у) эса Y ташкил 
этувчисининг тақсимот функцияси.

Ҳақиқатан ҳам, Y  <  +  оо муқаррар 
ҳодиса. Ш утш г учун
Ғ(ҳ, +  оо) = Р (Х < х -  Y  < +  оо) = 

^ P iX ^ x i^ F ^ x ) .
Юқоридаги тенгликларнинг иккин- 

чиси ҳам шунга ўхшаш исботланадц.
6 - х о сса . (X, Y) тасодифий миқ- 

дорнинг х=а, x=b, у = с, y=d  тўғри 
чизиқлар билан чегараланган тўғри 

тўртбурчакка (143-шакл) тушиш эҳтимоллиги

Р(а  < X  <b\ с < Y  < d) = Ғ  (b, d) — Ғ (а, d) —
— F(b, с) +  Ғ (а, с) (38.2)

формула орқали ҳисобланиши мумкин.

39- §. Икки ўлчовли узлуксиз тасодифий миқдорнииг
тақсимот зичлиги

Тақсимот функцияси Ғ(х, у) бўлган (X, Y) икки ўлчовли 
узлуксиз тасодифий миқдорни қарайлик.

Т а ъ  р и ф. Ушбу

f(x, у) = dl L ^ A  = Ғ ' (х, у)
1 v J  дхду ху у

тенглик билан аниқланадиган f(x, у) функция икки ўлчовли узлук- 
сиз (X , Y) тасодифий миқдор биргаликдаги тақсимотининг зичлиги 
ёки (X , Y) система тақсимотииинг зичлик функцияси деб аталади.

Бунда Ғ(х, у) функция иккинчи тартибли аралаш Ғ"ху(х, у) ҳоси- 
лага эга ва бу ҳосила бутун Оху текисликда, чекли сондаги эгри 
чизиқларни истисио этганда, узлуксиз деб фараз қилинади.

Лагранж теоремасидан фойдаланиб,
f ( ' lim ғ<х~  у-- Ьи) — Ғ (х. y-f- Ду) — Ғ(х+ ±х. у)±Ғ(х,у)

д*-»о ЬхАу
Ау->0

эканини исботлаш қийин эмас. Шунинг учун (38.2) га асосан

f (X, у) = lim g i£<  L̂<  *+А3 _У< Г< У+Дg)- . (39.1) 
дж->о Ax-Ay&у -»0

Шундай қилиб, f(x, у) функция ҳар бир (х, у) нуқтада сон 
жиҳатидан (X, Y) тасодифий нуқтанинг элементар тўғри тўрт- 
бурчакка тушиш эҳтимоллигининг унинг юзига нисбатини бу

143- шакл.
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Лғри туртбурчак (x, y ) нуқтага 
тортилгандагн лимнтига тенг (144- 
шакл)-(39.1) формуладан қуиидагинн ҳо- 
снл қиламиз: (X, Y) тасодифий нуқта- 
НННГ учн (.v\ у) нуқтада ва томонла- 

L H Дд', Ау бўлган элементар тўғри 
Уўртбурчакка тушнш эҳтимоллигн 
бундаи ёзнлиши мумкин:
р  (х  <  X  <  х  +  Д х\ у <  Y  <  у +  Д у ) =  144- шакл.

= (/(*> #) +  «)Ьх-Лу, (39.2)
бу ерда A . v 0 ва Ay-+0 да е->0.
' Шунинг учун (X, Y) нуқтанинг Оху текисликдаги бирор D соҳага 

тушиш эҳтимоллиги ушбу тенглик билан ифодаланади:
Р  ((X, Y) € D) =  f f f (x, y) dx dy. (39.3)

D

(38.2) формуладан фойдаланиб ва F(x, у) функция ҳар бир 
(*, у) нуқтада (X, Y) тасодифий нуқтанинг учи (х, у ) нуқтада 
бўлган пастки чап квадрантга тушиш эҳтимоллигини беришинн 
ҳнсобга олиб, Ғ(х, у) тақсимот функциясини (f(x, у ) тақснмот 
зичлиги орқали бундай нфодалашимиз мумкии:

Ғ(х, у) =  J  j  f(u, v)dudv. (39.4)
— .-x j —oc

Энди иккита тасодифий миқдор системаси тақсимот зичли- 
гининг асосий хоссаларини келтирамиз.

1-хосса . Тақсимот зичлиги манфиймас функция, яъни
f(x, у )> 0 .

Бу (39.2) формуладан айнан кўриниб турибди, чунки A.v>0, 
Лу>0, е->0, тенгликнинг чан томони эса манфиймас.

2 - х о сса . Тақсимот зичлигидан олинган икки каррали ин- 
теграл бирга тенг:

+ ео +*>
j  j  f(x, y)dxdy = 1.

—  oo — oo

Ҳақиқатан, (39.4) формулага асосан, қуйидагига эгамиз:
+« +
\ i f(x, y)dxdy =  F (+  oo; +  oo) =  1.

—oo —-rvr
М исол. x- +  уг < 4 доирада тақсимот зичлиги /(.r, y) =  C (2 —

— п X*  ̂Ф °РмУла билан берилган; доирадан ташқарида f (х, у) —
— 0- а) С ўзгармасни топинг; б) (X, Y) тасодифий нуқтанинг марка- 
зи координаталар бошида бўлган радиуси бирга тенг дои̂ а̂ ичига 
тушиш эҳтимоллигини топинг.

Ечи ш . г) 1 ақсимот зичлигинииг иккинчи хоссасидан фойдаланамиз:
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f  $ С (2 - У х *  + у* )dxdy=  1.
Х*+й*<4

Бундан
1

J  (2 — y/'xi +  y*) dx dy 
*,+v*<4

Қутб координата.тарга ўтиб, қуйидагин:4 ҳо:ил қиламиз: 
„  l

- Л  2

J’ d ф I (2 — р) р р
o о

_3_ 
8 л

Шундай қилнб,

—  (2 — V  хг +  у2 ), х2 +  г/2<4,
Jc3 +  >  4.

б) Тасодифий нуқтанинг айтилган доирага (D соҳа) тушиш эҳти- 
моллигиии (38.3) формула бўйича топамиз:

P ((X ,Y )£ D )= -±  j f ( 2 - V F + T ) d x d y .

Қутб координаталарга ўтиб, изланаётган эҳтимолликни топамиз:
2л I

j ' d4> I <2 — p > p d p - T '0 0
(X, Y) системанинг тақсимот зичлигини билган ҳолда ташхш1 этув- 

чиларницг тақсимот зичлигини топиш мумкин, чунончи:
+оо - fo o

fx (*) =  j ' f (x, y) dy, fz (y) = j  f (x, y) dx,
— эо — oo

бу ерда f^(x) — тасодифяй X  миқдорнинг тақсимот зичлигя, (у) эса 
тасодифнй Y миҳдорнинг тақсимот зичлиги.

Қуйидагига эгамиз:
X  -j-co

F i (х) =  ғ(х, +  оо) = j  j  f(u, v)dudv,

бунда}!
-f-Oo

fi(x) = F[(x) =  j  f(x, v)da.

Иккинчи тенглик ҳам шунга ўхшаш топилади. 
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Уз - ў з и н н  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тасодифий микдорлар системэси таърифини айтиб беринг. Мисоллар
келтиринг.

2. Икки ўлчовли днскрет тасодифий миқдорнинг тақсимот қонуниии ёзинг. 
Ташкил этувчиларнинг тақсимот қонунларн қандай ёзиладн?

3. Иккн ўлчовли тасодифий миқдорнинг тақснмот функцияси таърифини 
айтинг. У геометрик нуқтаи назардан нимани англатади?

4. Тақсимот функциясинииг асосий хоссалариии айтиб берпнг. Уларни нс- 
ботланг.

5. Икки ўлчовли узлуксиз тасодифии миқдорнинг тақсимот зичлиги қан- 
дай таърифланади?

6. Икки ўлчопли узлуксиз тасодифий миқдорнинг берилган соҳага тушиш ■ 
эҳтимоллигини ҳисоблаш формуласини ёзинг.

7. Тақсимот функциясн зичлик функцияси орқали қандай ифодаланади?
8. Иккн ўлчовли тасодифнй миқдор тақсимот зичлигининг асосий хосса- 

лариии айтиб беринг.
9. Икки ўлчовли узлуксиз тасодифий миқдор ташкил этувчиларидан ҳар 

бирининг зичлик тақсимоти қандай аниқланади?
10. 14.378— 14.382, 14.389— 14.399, 14.404— 14.413-масалаларни ечинг.

40-§. Икки ўлчовли тасодифий миқдор ташкил этувчиларининг 
шартли тақсимотлари

а) (X, Y) тақсимот қонуни маълум бўлган нкки ўлчовли дискрет 
тасодифий миқдор бўлсин:

X
Y

Хх х . хп

У1 Р п P il Pnl

У2 Pl2 Р 22 Рп2

У т Р \ т Plm Р п т

Айтайлик, синов натижасида X  тасодифий миқдор Х[ қийматни 
қабул қилган бўлсин; бунда Y тасодифий миқдор ўзининг мумкин 
бўлган y v у2, . . . , ут  қийматларидан исталган бирини бирор эҳти- 
моллик билан қабул қилиши мумкин. Бу эҳтимоллик, умуман айт- 
ганда, p(yt) = 'p(Y — у^ (бунда / =  1, 2, . . . , т )  эҳтимолликдан 
фарқ қилади.

Кўпайтириш теоремасига кўра:
Р Ц . У) =  Р (X  =  xit Y = у )  =  Р (X  = Xi) Р (Y =  у.\Х = х() =

= Р (*/) Р ((//1 *t).
бунда p(X[j у.) — шу X  — Xi ва Y  = г/- ҳодисаларнинг биргаликда
Рўй бериш эҳтимоллиги, р (у,\х$ эса Y = г/(. ҳодксанннг X  = xt ҳо-
диса кузатилгандаги тартли эҳтимоллиги. Бу формуладан қуйидаги- 
ни ҳосил қиламиз:
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Р (y ^ i)
Р (х  j ■ ‘J j )

p v

Ушбу

Y У1 Уг Угп

P ( Y \ X ~ Xi ) P  (i/il*,-) Р Ш Хi ) P ( y m'xi )

Жадвал Y ташкил этувчининг X  =  даги шартли тақсимоти 
деб аталади.

Шартли эҳтимолликлар йиғиндиси бирга тенглигини айтиб ўтамиз:
/ I \ . / 1 4 , I / 1 4  P(xi> У1)  , p(.*i ’ Уг) .Р(Уу\*д +  p{yl,Xi) + ■ . . . +  p(ym\xi) =  -  +  -  —  ■—  +

, Р  (Xj . У т )  _ р (Ч  ) t 

Р  (xi )  P(xi )
Шунга ўхшаш, X  миқдорнинг тайинланган Y  = yt(j=  1,2, . . . , т )  

қийматдаги шартли тақсимот қонунларини қарашимиз мумкин:
, . ч p(xi . У ; )Р (Х;\У ) =  -------L-- .
V i  Р (У , )

1-мисол. Икки ўлчовли (X, Y) тасодифий миқдор берилган:

X  ташкил этувчининг Y  ташкил этувчи Y  = 4 қиймат қабул қилди 
деган шартдаги шартли тақсимот қонунини топинг.

Е  ч и ш. р (у3) = р (хъ у3) +  р (х2, у3) +  р (х3, у3) +  р (а-.„ у3) =
= 0,05 +  0,03 +  0,07 +  0,10 = 0,25.

4 = 0,20,
<>(») .0,25

Р ( Ф  з) =  - % ^ -  =  - ^ § = 0 ,1 2) 

р ( х3\у3)

=  £
' р(у3) 0.25

Т е к ш и р и ш: 0,20 +  0,12 +  0,28 +  0,40 = 1.

Р  (Уз) .0,25

Р (Х ъ  Уз) 0,03

Р  (Уз) 0,25
_  p ix 3. Уз) 0,07

Р<Уз) 0,25
_  P (x t , У:д _  0,10
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Жавоби.
X | I 4 7 8

/>(X|K = 4) 0,20 0,12 0,28 0,40

б) (X , Y) икки ўлчовлн узлуксиз тасодифий миқдор бўлсин. Ушбу
f(x/y) =  lim У< К < ,,- ^ А /А

д*-*0 А а:
Д1/-0

формула билан аниқланадиган f(x\y) функцияни X  ташкил этувчи- 
нинг берилган Y — у қийматдаги шартли зичлиги деб аталади. Унинг 
суратида X  тасодифий миқдорнинг Y  миқдор ] у, у +  А у [  оралиқдан 
қиймат қабул қилди деган шартда ]х, х +  Д х [ оралиқда қиймат қа- 
бул қилиш эхтимоллиги турибди.

Кўпайтириш теоремасига асосан:
 ̂ lim Р (х < х < х ± _А % < У < у ± М  =

д*->о д х
д^-»о

= lim p (x< x < * — bx-, y< Y < y+  Ау) _  
дх-о Д .v- Р (у < Y < у + Д у)
Ду-0

_  цт  Р( х<Х<х+ х: y< Y  < 1/+ Д у) _ 1________ _  / (х. у)
Д *-о Д д- Д у Р(у < Y < у-г Ду) h (у)Ду-»0

Шундай қилиб 

Шунга ўхшаш,

Ьу

f m  = - ' (40.1)12 (У)

f i<*>
ни ҳосил қиламиз. Бу икки формуладан

/U, У) = f2(y) f (х\у),
■f(x, y) = fAx)f(y\x) (40.3)

муносабатларни ҳосил қиламиз.
Шартли зичлик шартсиз тақсимот зичлигининг барча хос- 

саларига эга, хусусан,

f(x\y) > 0 , j  f(x\y)dx =  1;
—оо 
+00

f(y\x)-> 0, i / № ) d y = l .
_̂co

Бу хоссаларнинг тўғрилигини текшириб кўришни ўқувчига тав- 
сия қиламиз.
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Таеодифий миқдорларнинг боғлиқлик ва боғлиқмаслик ту- 
шунчалари эҳтимоллик назариясининг энг муҳим тушунчалари- 
дан биридир.

Узлуксиз тасодифкй миқдорлар учун У нинг А' га боғлиқ- 
маслик шарти исталган у да

t m = h ( y )  (4 i.i)
кўринишда ёзилиши мумкин. Агарда Y тасодифий миқдор X  
тасодифий миқдорга боглиқ бўлса, у ҳолда

f(l/\x)¥=k(y).
Тасодифий миқдорнинг боғлиқлиги ёки боғлиқмаслиги доимо 
ўзаролигини, яъни агар У миқдор X  ra боғлиқ бўлмаса, у ҳолда 
А' миқдор Y миқдорга боғлиқмаслигини (40.3) формулалардан 
фойдаланиб кўрсатамиз.

Ҳақиқатан, Y миқдор X  га боғлиқ бўлмасин. У  ҳолда (41.1) 
тенглик ўринли. Иккинчи томондан, (40.3) формулаларга асо- 
сан

f*(y)f(x\y) = L(x)f(y'A
бундан, (41.1) ни эътиборга олсак,

f(x\y) = fi(x), 
ана шуни исботлаш талаб қилинган эди.

Тасодифий миқдорлар боғлиқмаслигининг содда аломатини 
келтирамиз, у ушбу теорема шаклида ифодаланади.

Т е о р е м а .  X ва Y тасодифий миқдорлар боғлиқмас бўлииги 
учун (X, Y) системанинг тақсимот зичлиги таилкил этувчи тасо- 
дифий миқдорлар зичликларининг кўпайтмасига тенг бўлиши 
зарур ва етарлидир:

f(x, У) = П(х)-Ш.  (41.2)
И сб о ти . З а р ур л и ги . X  ва Y  боғлиқмас тасодифий миқдор- 

лар бўлсин. У  ҳолда
f (х, У) = /, (х) ■ f (у\х) = Д (х) ■ f2 (у).

Е т а р л и л и г и  f(x, у) = f i(x) f г(у) бўлсин. У  ҳолда (40.1) ва
(40.2) тенгликлардан фойдаланиб қуйидагини ҳосил қиламиз:

/i (х) -  7 7 7  =  / (х\уУ, U (у) = -  f (У\х).12 (У) fl (X)
Теорема исбот қилинди.
Н а т и ж  а. Агар /(х, у) тақсимот зичлигини бири фақат 

х га боғлиқ, иккинчиси эса фақат у га боғлиқ иккита функция- 
нинг кўшайтмаси кўринишнда ифодалаш мумкин бўлса, у ҳолда 
X  ва У тасодифий миқдорлар боғлиқмасдир.

И сботи . f(x, у) — а (х )• р (у) бўлсин. У  ҳолда

41-§. Боғлиқ ва боғлиқмас тасодифий миқдорлар
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+  00 -f-oO -f-OC -f- 00

f j* /(*, y)dxdij=  | | a (x )P (y)dxdy =
— эз — зо

-f-oo

-fac
= | a{x)dx■ \ p (y) dy ■-= 1;

+*>
/ lW  =  j /(jf. y)dy = \ a(x)$(y)dy = a(x ) j' P (y) dy\

—00 —oO —00

/* (^) =  J’ /  (*. «/) ̂  =  j’ a (ж) p (y) dx =  P (г/) |  a (x) dx.

+00

+  +00
Бундан /j(x )-fi(y) = a(x)\ p(г/)d(/• p (</) a(x )dx =

---00 —  oo
+ o o  + o o

= a(x )-P (y) j' a(x)dx-j p (г/)cty = a(x )■ p(y) =  f (x, y).
00 — oO

Шундай қилиб, биз / (x, y) = f̂  (x) ■ f2 (y) ни ҳосил қилдик, бу 
эса X  ва Y  тасодифий миқдорларнинг боғлиқмаслигини англатади, 
ана шуни исботлаш керак эди.

2-мисол. Икки ўлчсвли (X, Y) тасодифий миқдор ушбу

/(*>  У )  = -------------- --------------
я 2 (1 -(- ** +  #* +  х*Уг) 

тақсимот зичлиги билан берилган. X  ва Y тасодифий миқдор- 
ларнинг боғлиқ ёки боғлиқмаслигини аниқланг.

Е  ч и ш. Бу тақсимот зичлигини ушбу кўпайтма кўринишидЗ 
ифодалаш мумкин:

f{x' у) =  • Г Г Г Т ,  =  Ш-Ш-Л  ( 1 +  X 2) Л  (1 +  у )

У ҳолда натижага асосан X  ва Y миқдорлар боғлиқмас.
3-м исол. Икки ўлчовли дискрет (X, Y) тасодифий миқдор 

берилган:

' y 2 4 5

1 0,03 0,07 0,10

3 0,20 0,10 0,50

X  ва Y тасодифий миқдорларнинг боғлиқмаслигини кўрсатинг- 
Е  ч и ш. Х=2, Х = 4, Х —-5 ҳодисаларнинг эҳтимолликларинИ 

топамиз:
0,03Р (Х  = 2\Y = ] )=  Р ( Х ~ 2; =  _

P ( Y =  1) 0,03+  0,07-f 0,10
= 0,15,
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Р (Х  = А\у — 1) =  P-X-~J' У  =  0 = ----- — ----- =0,35,P (Y =  1) 0,03-1-0,07+0,10

P (X  =  5\Y = 1) =  = '5; K ^  1}- = ----- ---------= 0,50.
P (Y =  1) 0,03 +  0,07 +  0,10

Олинган натижаларни ушбу жадвалга ёзамиз:

X | 2 4 1 5

P(X = X i) 0,23 0,17 0,60

Р (X  =  xi | Y =  1) 0,15 0,35 0,50

Жадвалдан кўриниб турибдики, Р (Х  =  xt)  Ф  Р (Х  = x t | Y =  1).
Бу эса X  ва V тасодифий миқдорлар боғлиқ деб хулоса чиқа- 
риш учун етарлидир.

42- §. Корреляция моменти ва корреляция коэффициенти

Т а ъ р и ф .  X  ва Y тасодифий миқдорларнинг корреляция 
моменти (ёки ковариацияси) деб, қуйидаги сонга айтилади:

Kxy =  M ( ( X - m J (Y - m u)). (42.1)
Дискрет X  ва Y  тасодифий миқдорлар учун бу формула уш- 

бу кўринишни олади:

К*у = ~  (* ; -  т х) (У,- -  m)  Рц- 
i-i

X  ва Y  узлуксиз тасодифий миқдорлар учун формула бундай
+  00 “ Ьоо

бўлади: К ху= \ j  (х — т х) (у — т у) / (х, y)dxdy.
— 00 — оо

Корреляция моменти ифодаси математик кутилиш хоссалари 
асосида бундай алмаштирилиши мумкин:

М  ((X — т х) (Y  — т у)) =  M (X - Y - m x-Y — т уХ  +  т х т у) =
= М (XY) -  М  (mxY) -  М  (т уХ) -+• М (т х ■my) = M (X-Y ) —
— т хМ (Y) — т у ■ М (X) +  т хт у =  М (XY) — М (X) М (Y) —
— М (Y) ■ М  (X) +  М (X) ■ М (Y) =  М (XY) — М (X) М (Y).

Шундай қилиб,
К ху =  .И (XY) — М (X) ■ М (Y). (42.2)

К  нинг маъноси ва вазифасини ойдинлаштирамиз. Қ ху кор- 
реляция моментн X  ва Y  тасодифий миқдорлар орасидаги боғла- 
нншни тавсифлашини кўрсатамиз. Ш у мақсадда ушбу теоремани 
исботлаймиз.
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Т с о р с м а. Боғлиқмас тасодифий миқдорлар учун корреля- 
ция моменти нолга тенг.

И с б о т и .  Боғлиқмас тасодифий мнқдорлар учун M (X Y ) — 
= A1(X).M (Y) эканлигини ҳисобга оладиган бўлсак, теорема- 
нинг исботи (42.2) формуладан дарҳол келиб чнқади.

К ху миқдор X ва Y миқдорларии ифодалайдиган ўлчов 
бирликларига боғлиқ, шу сабабли унинг ўзи боғланиш кўрсат- 
кичи бўла олмайди. Ш у муносабат билан корреляция моменти- 
нинг бу миқдорлар ўртача квадратик четланишлари кўпайтма- 
сига нисбатидан иборат бўлган ўлчамсиз миқдордан фойдала- 
ниладй:

Бу нисбат корреляция коэффициенти деб аталади.
Корреляция коэффициенти абсолют қиймати бўйича бирдан 

ортиқ бўлмаслигини, яъни
-  1 <  <  1 (42.4)

ни исботсиз келтирамиз.
Корреляцня коэффициснти таърифидан ва олдинги теоре- 

мадан ушбу теорема келиб чиқади.
Т е о р е м а .  Агар X  ва Y тасодифий миқдорлар боғлиқмас 

бўлса, у ҳолда уларнинг корреляция коэффициенти нолга тенг.
Бироқ бунга тескари хулоса қилиш мумкин эмаслигини айтиб 

ўтамиз: миқдорлар ҳатто функционал боғланган бўлса ҳам, 
лекин уларнинг корреляция коэффициенти нолга тенг бўлиши 
мумкин. Масалан, X  миқдор тақсимоти ординаталар ўқига нис- 
батан симметрик жойлашган бўлсин, демак, М (Х ) = 0. Сўнгра 
Y= X2 бўлсин. У ҳолда X  нинг симметриклигига асосан,

М (YX) =  М (X3) = 0 = M (X)-M  (Y)
ва, демак, Y  миқдор X  нинг функцияси бўлишига қарамасдан, 
Кху = 0 ҳамда rxy =  0.

Т а ъ  р и ф. Корреляция моменти (ва, демак, корреляция 
коэффициенти ҳам) нолга тенг тасодифий миқдорлар корреля- 
цияланмаган миқдорлар деб аталади.

Сўнгги теоремадан кўринадики, тасодифий миқдорларнинг 
боғлиқмаслигидан уларнинг корреляцияланмаганлиги келиб 
чиқади, ундан кейин келтирилган мисолдан эса тескари тасдиқ- 
нинг, умуман айтганда, тўғри эмаслиги келиб чиқади.

Пировардида яна бир теоремани келтирамиз, у тасодифий 
миқдорлар орасидаги боғланишни тавсифлашда корреляция 
коэффициентининг аҳамиятини яна ҳам батафсил ойдинлаш- 
тнриб беради.

Теорем а. Агар Y  тасодифий миқдор X  тассдифий миқдорнинг 
чизиқли функцияси, яъни Y  = аХ  -}- b бўлса, у ҳолда агар а >  0 
бўлса, rxy = \, агарда а<  0 бўлса, у ҳолда rxy =  — 1 бўлади.



И сботи . Қуйндагнга эгамиз: Қ  = М ((X — т х) (Y — т  )) =
= М ((X -  т х) (aX + b -  атх — b)) = аМ {(X — mxf )  = aD{Xy *

D (Y) = D (аХ + b) = a- -D (X) = a2.a;; су = 'a' • ax.
Бу натижаларни (42.3) формулага қўйиб, қуйидагини оламиз:

_  _  a-ĉ  _  _f_ J  1, a > 0 да, 
ху a x °y |fl| ox i — a <  0 да.

У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки ўлчовли дискрет тасоднфий миқдор ташкил этувчиларининг шарт-
ли таксимотлари қандай топилади? Мисол келтиринг.

2. Икки ўлчовли узлуксиз тасодифий миқдор ташкил этувчиларининг 
шартли тақсимотлари қандай топилади?

3. Қандай тасодифий миқдорлар боғлиқ, қандай тасодифий миқдорлар 
боғлиқмас деб аталади?

4. Узлуксиз тасодифий миқдорлар боғлиқмаслигининг зарурий ва етарли- 
лик шартини ва ундан келиб чиқадигап натижани айтиб беринг.

5. Қорреляция моменти таърифини антиб беринг. Корреляция коэффици- 
енти деб нимага айтилади?

6. Боғлиқмас тасодифий мнқдорлар учун корреляция коэффициенти ни- 
мага тенг?

7. Корреляция коэффициенти қайси чегараларда ўзгариши мумкинлигини 
кўрсатинг. Чнзиқлн боғлнқ тасодифий миқдорлар учун корреляция коэффи- 
цненти нимага тенг?

8. Қандай тасодифий миқдорлар корреляцияланмаган деб аталади? Та- 
содифий миқдорларнинг корреляциялаимаганлиги билан боғлиқмаслиги орасн- 
да қандай боғланиш борлигнни кўрсатинг.

9. 14.389— 14.403, 14.416— 14.422-масалаларни ечинг.

43-§. Марков занжирларн. Утиш эҳтимолликлари

26- § да боғлиқмас синовлар кетма-кетлиги, хусусан Бернул- 
ли схемаси ва полиномнал схема қаралган эди.

Энди боғлиқ синовлар кетма-кетликлари билан танишамиз. 
E lf E t, . . . , E k, . . .  идишлар тўплами берилган ва ҳар бир идиш- 

га Е и Е 2, . . .  , E k, . . . белгили шарлар солинган бўлсин. /- идиш- 
дан E k белгилн шарни олиш эҳтимоллиги pjk бўлсин.

Биринчи синовда битта идиш танланади. E t идишни танланиш эҳ- 
тимоллиги P{ га тенг. Биринчи танланган идишдан шар тасодифий 
олинади, агар бу шар Е } белгили бўлса, у ҳолда кейинги ш?р Ej 
идишдан олинади ва ҳоказо.

Равшанки, (Eki E ki . . . E k ) идишлар кетма- кетлигининг пайдо
бўлиш эҳтимоллиги

p i(E k,Ekt ■ ■ • E kJ i  = pkt pkakt pkiK . . . pkn_ x kn. (43.1)

Бу идиш моделини умумлаштирамиз. СинОьнинг мумкин бўлган на- 
тижалари тўплами E lt Е г, Е к, . . .  т  қарайлик. Синов бошида
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£j, £г, . . . , E k, . . . натижаларнинг эҳтимоллнклари мос равишда р1У 
рг......... Pk’ ■ ■ ■ бўлсин.

Т а ъ р и ф. Бир жинсли Марков занжири деб, ҳар бир нав- 
батдаги еиновнинг натижаси факат ундан олдинги синовнинг 
натижасигагина боғлиҳ бўлган синовлар кетма-кетлигига аити- 
лади.

Шундай қилиб, ҳар бир синовлар жуфти E k) га pik шартли 
эхтимоллик мос келади, яъни бирор синовда E k натижанинг олдин- 
ги синовда £ (- натижа рўй берди деган шартда рўй беришининг шарт- 
ли эҳтимоллиги pik га тенг.

У  ҳолда иккита, учта, тўртта ва ҳоказо синовлар мос нати- 
жалар кетма-кетликларининг эҳтимолликлари ушбу формулалар 
билан берилади:

Р  {(£[, E k>) = PiPik’
Р {(£,-, £,, E k)} =  pip iiplk, (43.2)

Р  { ( £ ( ,  E i> E k> E r ) )  =  P i  P i l P jk  Pkr>

[  P { ( E i t '  E i i '  E i , ’ • • • ’ ^ i j }  =  P i . P i . i l  ' '  '  P i n- \ . in

1 -м исол . Тасодифий кўчишлар. Тўғри чизиқда иккала то- 
монга чексиз давом этадиган бутун нуқталар кетма-кетли- 
ги ...— 2, 1, 0, 1, 2,... да кўчишни қарайлик. Бир қадамда зарра 
фақат қўшни бутун нуқтага кўчиши мумкин бўлсин. Бундай 
тасодифий кўчиш Марков занжири бўлади, шу билан бирга 
бунда k=jt=i-\- 1 бўлса, pik = 0.

Агар £j, £ г, . . . , E k, . . . натижалар тўплами тўла гуруҳ ҳосил 
қилса, у ҳолда биринчи синовда E k нинг рўй бериш эҳтимоллиги 
ушбу шартни қаноатлантиради:

2  Pk =  1, Pk>®  барча k лар учун. (43.3)
k

Агар бирор синовда £ г- натижа рўй берган бўлса, у ҳолда кейин- 
ги синовда £ ь £ 2, . . . натижаларнинг исталган бири рўй бериши 
мумкин,' демак, pi{ +  pi2 -f ■ = 1* Pik >  исталгаи
t да.

Мумкин бўлган E k натижалар одатда систе.манинг мумкин бўлган 
ҳолатлари деб аталади. Агар n-синов натижасида E k рўй берган бўл- 
са, у ҳолда п- қадам E k ҳолатга келтирди деб айтилади, pik эҳтимап- 
лик £,• дан E k га ўтиш эҳтимоллиги дейилади.

Исталган натижалар кетма- кетлигининг эҳтимоллигини (43.2) фор- 
мула бўйича ҳисоблаш учун эҳтимолликларнинг бошланғич тақсимоти 
Pi ларни ва £;. ҳолатдан E k ҳолатга ўтиш эҳтимолликлари pjk ларни
билиш лозим.
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pjk эҳтимолликлар ўтиш эҳтимолликлари деб ата.чади ва ушб\- 
ўтиш эҳтимолликлари мат рицасини ҳосил қилади:

Утиш эҳтимолликлари матрицаси квадрат матрицадир. Бу 
матрицанииг элементлари манфиймас ҳамда ҳар бир сатрдаги 
элементлар йиғиндиси (43.3) шартга асосан 1 га тенг.

Элементлари бу шартларии қаноатлантирадиган матрица 
стохастик матрица деб аталади. Истаган стохастик матрица 
ўтиш матрицаси бўлиб хизмат қилиши мумкин.

2 - м и со л . Система иккита ҳолат: Е t ва Е 2 дан фақат бит- 
тасини олиши мумкин бўлсин. Е  ̂ ҳолатдан Е 2 ҳолатга ўтиш 
эҳтимоллиги р га тенг, Ё 2 ҳолатдан эса Е х ҳолатга ўтиш эҳти- 
моллиги q га тенг, у ҳолда ўтиш эҳтимолликлари матрицаси

кўринишда бўлади, чунки ҳар бир сатрдаги элементлар йиғин- 
диси 1 га тенг бўлиши керак.

Мазкур схема ушбу тасодифий кўчишлар модели орқали 
амалга оширилиши му;мкин.

Зарра бирор тўғри чизиқ бўйлаб ўзгармас тезлик билан ҳа- 
ракатланади, бироқ ҳаракат йўналиши тўсатдан ўзгариши мум- 
кин, шу билан бирга агар зарра ўнгга томон ҳаракатланаётган 
бўлса, у ҳолда ҳаракаг йўналишииинг ўзгариш эҳтимоллиги 
вақтнинг ҳар бир моментида ўзгармас ва р га тенг. Агар зарра 
чапга томон ҳаракатланаётган бўлса, у ҳолда ҳаракат йўнали- 
шининг ўзгариш эҳтимоллиги вақтнинг ҳар бир моментида q га 
тенг. Шунга мувофиқ, ҳаракат йўналишининг сақланиш эҳти- 
молликлари ўнг томон ҳаракатда 1—р га, чапга t o m o i i  ҳаракат- 
да эса 1—q га тснг.

3-мисол. Ютилишли тасодифий кўчиш. E N, .. .
системанииг барча мумкин бўлган ҳолатлари бўлсин. Е 0 ва E N ҳо- 
латлардан ташқари исталган E L ҳолатдан ё E i+l ҳолатга р эҳтимол- 
лик билан, ёки £ (__, ҳолатга 1 — р =  q эҳтимоллик билан ўтиш 
мумкин.

Агар k ф  i + 1 бўлса, система Е { ҳолатдан E k холатгч ўта ол- 
майди.

Агар система Е 0 ёки E N ҳолатга тушган бўлса, у доимо ўзгар- 
май қолади.

Бу ҳолда ўтиш эҳтимолликлари матрицаси қуйидагича бўлади:

(43.4)



10 0 0 .
q 0 p 0
0 q 0 p

0 0 0 0 
\o 0 0 0

(4 3.5)
q 0 pl 
0 0

Бундай схема зарранниг [0, N] кесманинг нуқталари бўйнча 
кўчиш модели- орқали амалга оширилади, бунда зарра исталган 
ички нуқтадан битта қадамда фақат қўшни нуқталарга кўчиши 
мумкин, кесманинг охирларида эса заррапинг ютилиши юз бе- 
ради. Arap зарранинг ҳаракати бернлган k 6 [0 , N\ нуқтада 
бошланса, у ҳолда бошланғич эҳтимоллик тақсимоти ушбу кўри- 
нишда бўладн:

Рк =  1; Pi =  °> 1 ф к -
Агар бошланғич ҳолат тасодифий таиланса, у ҳо;1да бошланғич

эҳтимоллик тақсимоти рк — N+  1 формула билан берилади.

44-§. Лимит эҳтимолликлар ҳақидаги теорема.
Стационар ҳолатлар

Рц эҳтимолликлар системанинг' битта қадамда £ t- ҳолатдан Е- ҳо- 
латга ўтиш эҳтимоллигини белгилайди. Системанинг E-t ҳолатдан 

ҳолатга роса п та қадамда ўтиш эҳтимоллигиин орқали бел- 
Вялаймиз. У  хрлда р1-*) эҳтимоллик системанинг бошланғич ҳолати 
. E l бўлган шартида /t-қадамда £ ;. ҳолатга туштшинянг ^шартли эҳ- 
гтимолидир.

Эҳтимолликларни қўшиш теоремасига асоган р\п) эҳтимоллик Ец  
' дан E j  га олиб борадиган барча п та қадамли йўллар эҳтимоллик- 

лари йиғиндисига^тенг. Чунончи

Pli,} =  Pir
1*8 = Pi\ P\j +  Pi2 Pii +  • • ■ +  Pik Pki +

N

=  2  PikPkr k=\

P  in Pn i

I  Математик индукция усули бўйича ушоу умуми5 фэрмулзни исбот 
килиш мумкин:

ш
'f*"rl ) = Y p ik ^ - (44.1)

|Ar=l

Ана шу математик индукция усулидан яна ’бир марта фойдаланиб, 
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П<п+т)—  V  П(п) А т )
'ч  2d^lk (44.2)

эканлигини исботлаш мумкин. Бу тенгликни буидай талқин эгиц. 
мумкин: агар система биринчи п та қадамдан сўнг орзлиқ Е к ҳолат- 
га эришган бўлса, у ҳолда Е к ҳолатдан кейинги £\ ҳолатга ўтиш 
эҳтимоллиги Е к ҳолатга қандай эришилганлигига боғлиқ эмас. 

Ушбу матрица ҳам стохастик матрица бўлади:
/ р\у р\п! . . . \

Р(п)
P tfi Pn  2 • • • P̂ nn J

(44.3)

(44.1), (44.2) ва (44.3) генгликларни матрица шаклида ёзиб, қуйида- 
гини оламиз:

Р(\) = Р,
Р(2) = Р Р  = Р 2

Р (п +  1 ) = p . p ,= p i+lt

Р(п +  т )  = Р тР п = P a+'n. 

Р(п) = Рп.

1-теорема. Агар бирор п0 дан бошлаб P r 
'о) элементлари мусбат

мавжуд:

Шундай қилиб,
(44.4) 

матрицанинг
барча р Гц ] элементлари мусбат булса, у ҳоъда ушбу лимитлар

lim pfft =  U:.
П-ГЭО (44.5)

(44.5) сонлар лимит эҳтимолликлар деб аталади.
2-теорема. uk лимит эҳтимолликлар ушбу тенгламалар 

системасини қаноатлантиради;
N

'5 4 = i .—k=i
N

(44.6)= k==l’N - 
i=l

Г  Э сл а тм а . (44.6) тенгламалар матрица шаклида ушбу кўриниш- 
ra эга:

U = U P, бу ерда U =  (и„ и2, , uN), (44.7)
Таъриф . и{, и2, . . .  , uN эҳтимолликлар тақсимоти стационар 

тақсимот деб аталади.
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5-мисол. pv . . ., pN бошлангич эҳтимоллик тақсимоти бўлсин, 
ш>нн Pi — 110;1ИНЧИ сиьовда £ (- натижанинг эҳтимоллиги. У  ҳолда 
жястеманинг п-қадамда Е к ҳолатга ўтишининг шартсиз эҳтимоллиги 
тўла эҳтимоллик фсрмуласига кўра

rtn,= У, (44-8>
l-i

ra тенг.
Дараён тайинланган £ (- ҳолатдан бсшланади деб ҳисоблаимиз, 

У ҳолда Pi =  1; рк — 0, k ф i. У  ҳолда (44.8) формулага асосан 
pin) = p(pkK п ортиши билан бошланғич тақсимотнинг таъсири сусайиб 
боришини сезиш мумкин. Ҳақиқатан ҳам, 1-теоремадан ушбу лимит- 
ларнинг мавжудлиги келиб чиқади:

lim р'^ = lim pty = ик.
п —*  00 ti —> qc

Бирор шартларда бошлангич тақсимотдан қатъи назар E k ҳолатнинг 
эҳтимоллиги ик га интилади.

Иккинчи томсндан, агар бошланғич тақсимот стационар, яъни 
Рк = ик, k=  1, N бўлса, у ҳолда (44.8) дан

P k ' =  “ k м  Р Г  =  и*

бўлиши келиб чиқади.
Стационар жараённинг физик маъносини англаб олиш учун бир 

хил турдаги тасодифий кўчадиган N та заррачани тасаввур этайлик. 
п-қадамда [Ek ҳолатда бўладиггн заррачалар ўртача сони N-p^ га 
тенг. Лимит тесремага кўра п-*- <х> да

Np^ Nuk.
Агар вақтни дискрет ва 0,1,2, . . .  , п, . . .  қийматларни қабўл 

қилади деб ҳисобласак, у ҳолда узоқ вақт ўтиши билан зарра- 
лар тўплами мувозанат ҳолатга келади, яъни ҳар бир алоҳида 
эарра доимо кўчиб турса-да ва бу якка тартибдаги жараён учуп 
лимит теорема ҳеч қандай натижа бсрмаса-да, лекин ҳар бир 
Дискрет вақт моменти i да Е к ҳолатларнинг ҳар бирида бўл- 
ган зарралар сони амалда ўзгармас бўлади ва тақрибан Nuk 
га тснг.

6-м и с о л. Ютилишли тасодифий кўчишни қараймиз. Утиш 
эҳтимоллари матрицаси ушбу кўринишда бўлади (3-мисол):

/1 0 0 0 . . .  0 0 0\ 
q 0 р 0 . . .  0 0 0

I  / > - ( * ,  0 , . . . 0  0 0 j ( Ш )

\ 0 0 0 0 . . .  q 0 р I 
\0 0 0 0 . . .  0 0 1 /

309



Лимит теоргманипг қўлланилиш шарти //£»> > 0 ни текшир.ш жу^а 
қийин. Бирок. бу қаралаётган мисолда стационар эҳтимолликларн 
топиш учун (44.6) тенгламаларни ошкор к\-ринишда 'ёзиш мумки.И
(44.7) формулага асосан U  =  U  P, бу ерда Р —  (44.9) матриц»' 
Ушбу тенгламалар системасини ҳосил қиламиз:

«! =  «! +  qu2, 
иг — q u 3, 
и3 = ри2 +  quit

uN =puN_ x +  uN.
N

V  «t- =  1 бўлганлиги учун бу система U = (и{, 0,0, . . ., uN) ечим-
A = l
га эга: u, ва uN лар u, +  uN =  1 шартдаи танланади. Шундай қи- 
либ, ютилишли тасодифий кўчиш албатта стационар ҳолатга эга бў- 
лади.

Уз ўзини текшириш учун саволлар

1. Бнр жинсли Марков занжири таърифшш айтиб беринг.
2. Утиш эҳтимолликлари матрицаси нимага тенг?
3. Бир жинсли Марков занжирига мисол келтирниг.
4. Стохастик матрнца қандай аниқланади?
5. £ ;  ҳолатдан п та қадамда ҳолатга ўтиш шартли эҳтимоллигини 

ҳисоблаш учун формулани келтирннг.
6. Лимит эҳтнмолликларнннг мавжудлиги ҳақидагн теоремани айтиб бе- 

ринг.
7. Қандай тақсимот стационар тақсимот деб аталади?
8. Лимнт эҳтимолликларни ҳнсоблаш ҳақидагн теоремани антиб берннг.
9. Бир жинсли Марков занжирннинг бир ҳолатдан цккинчи ҳолатга бнр 

қадамда ўтнш эҳтимоллнкларн матрицасн
/0,2 0,3 0 ,5\

Р  =  0,3 0,2 0,5
v0,5 0,3 0 ,2 ' .

бўлса, уни бир ҳолатдан 2-ҳолатга 4 қадамда ўтиш эҳтимолликлари матрица- 
синн топинг.

45-§. Бош тўплам. Танланма ва уни ҳосил қилиш усуллари

Математик статистика — статистик маълумотларни тўплаш, 
гуруҳларга ажратиш (агар улар жуда кўн бўлса), уларни 
таҳлил қилиш усулларини ишлаб чиқиш ва шулар асосида ху* 
лосалар чиқаришдан иборатдир. У  ёки бу ҳодисаларни (>ка- 
раёнларни) матсматик статИстика усуллари билан ўрганиш 
фан ва техника илгари сурадиган жуда кўп масалаларни ҳал 
этишда муҳнм омил бўлиб хизмат қилади.
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Бирор аломатига кўра текшириш лозим бўлган бир жннсли 
бъектларнинг катта бир гуруҳини қараймиз. Масалан, маъ- 

турдаги маҳсулот стандартлнкка текшириляпти. Равшанки, 
н а з о р а т  учун шу турдаги маҳсулотнинг ҳаммасини сппасига 
текш ириш  кўп ҳолларда мақсадга мувофиқ эмас, чуики тек- 
ш ириш  иатижаснда маҳсулот исроф бўлиши ёки яроқсизлани- 
ujii мумкин. Бошқа бир мисол сифатида аҳолининг сони, улар- 
нинг ёши бўйича тақсимланиши, миллий таркиби тўғрисида 
маълумотларни талаб қилувчи ижтимоий-иқтисодий тадбир- 
ларни режалаштиришни олиш мумкин. Бу маълумотларни йиғиш 
"учун ҳар 10 йилда аҳоли рўйхатга олинади, яъни ялпи текнш- 
риш ўтказилади, крлган вақтларда эса зарур маълумотни 
йнғиш учун танланма сўровлар ўтказилади. Текширишнинг 
бундай усули танланма усул дейилади.

Текшнрилаётган аломат бўйича ўрганиладиган барча объ- 
ектлар тўплами бош тўплам дейилади. Бош тўиламдаги объ- 
ектлар сони унинг ҳажми дейилади. Бош тўпламнииг ҳажми 
чекли ёки чексиз бўлиши мумкин.

Танланма тўплам ёки танланма деб текшириш учун олин- 
ган объектлар тўпламига айтилади. Танланмадаги объектлар 
сони унинг ҳажми дейилади.

Агар танланма тўплам бош тўпламнинг деярли барча хусу- 
сиятларини ўзида сақласа, у хрлда бундай танланма репрезен- 
татив (ваколатли) танланма дейилади.

Катта сонлар қонунидан танланма репрезентатив бўлиши 
учун у тасодифий бўлишлиги келиб чиқади. Агар танланма 
репрезентатив бўлмаса, у ҳолда танланма устида чиқарилган 
хулосани бош тўнламга татбиқ қилиш нотўғри хулосага олиб 
келиши мумкин.

Танланмалар тузилишига кўра иккига бўлинади: такрорий 
ва нотакрорий танланмалар. Агар танланган объект кузатиш ўт- 
казилгандан сўнг бош тўпламга қайтарилса, танланма так- 
рорий танланма дейилади. Бунда ҳар бир танланган объект 
кейинги танлашда такрор иштирок этиши мумкин.

Агар кузатиш учун танланган объект бош тўпламга қай- 
тарилмаса, танланма нотакрорий танланма дейилади.

Танлаш усулларига кўра танланма тасодифий, механик, ти- 
пик ва серияли танланмаларга бўлинади.

Бош тўпламдан объектлар таваккалига битталаб олинади- 
ган танланма тасодифий танланма дейилади. 'Гасодифий тан- 
ланмани қуйидагича ҳосил қилиш мумкин: агар бош тўнлам 
Ҳажми чекли бўлса, унга кирувчи объектлар номерлаб чиқи- 
лади. Сўнгра номерлар ёзилган карточкалар яхшилаб аралаш- 
тирилади, кейин таваккалига битталаб, п га карточка олинади. 
оош тўпламнинг танланган номерли ҳадлари тасодифий тан- 
ланмани ташкил этади.

Номерланган п та карточкани танлаш учун, шунингдек, та- 
содифий сонлар жадвалидаги кетма-кег келадиган п та сондан 
*.ам фойдаланиш мумкин.
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Бош тўпламдаги объектлар механик равишда бир Нечт 
гуруҳга бўлиниб, сўнгра ҳар бир гуруҳдан биттадан объект 
олиш орҳали ҳосил ҳилинган танланма механик танланма де 
йилади.

Механик танланма кўпинча репрезентатив бўлмайди. \\а. 
салан, технологик жараённинг ўзига хослиги туфайли ҳар бип 
ўнинчи деталь энг сифатсиз бўлса, у ҳолда бош тўпламдад 
олинган 10%  ли механик танланма мазкур партиядаги ярок- 
сиз деталларнинг аниҳ пропорциясини нотўғри акс эттй- 
ради.

Бош тўпламдаги объектлар намунавий ўзаро кесишмайдиган 
«сериялар»га ажратилган бўлиб, ҳар бир сериядан тасодифий 
танланма олинган бўлса, бундай танланма намунавий танланма 
дейилади.

Масалан, иахта тозалаш заводига 100 та бригададан пахта 
келтирилади. Агар келтирилган пахтанинг сифатини текшириш 
учун ҳар бир бригаданинг маҳсулотидан таваккалига 5%  дан 
олинса, биз намунавий танланмага эга бўламиз.

Бош тўпламдаги объектлар ўзаро кесишмайдиган «серия- 
лар»га ажратилган бўлиб, танланма бир нечта сериялар- 
дан иборат бўлса, ундай танланма серияли танланма дейи- 
лади.

Масалан, юқорида келтирилган мисолда 5% бригада тан- 
лаб олиниб, уларнинг ялпи маҳсулоти текширилса, бунда се- 
рияли танланмага эга бўламиз.

46-§. Математик статистиканинг асосий масалалари

Айтайлик, бош тўпламнинг X  белгисини ўрганиш талаб ҳи- 
линаётган бўлсин. Бу X белги тасодифий миқдор сифатида 
талқин қилинади. Агар миқдорий белги ўрганилаётган бўлса, 
X  тасодифин миқдорнинг қиймати белги қиймати билан бир 
хил бўлади, агар сифат белгиси ўрганилаётган бўлса, X  тасо- 
дифий миқдорнинг қиймати 0 ва 1 қийматларни қабул қилиши 
мумкин, масалан:

У Г 1, агар «сифатли» бўлса,
~  { 0, агар «сифатсиз» бўлса,

Фараз қилайлик, X  белгили бош тўпламнинг тақсимот функция- 
си Ғ(х) бўлсин. У  хрлда п ўлчовли (А^, Х 2, , X J  тасодифий 
вектор п ҳажмли танланма бўлиб, унда X t тасодифлй мяқдорлар 
(кўпинча) ўзаро боғлиқмас ва бир хил Ғ(х) тақсимотга эгадир. Тан- 
ланманинг гажрибада кузатилган қийматини (х,, х2, . . .  , x j  билан 
белгилаймиз.

Энди математик статистиканинг асосий масалалари билан тани- 
шиб чиқамиз.

1. (.V;, х2...........x j  танланманинг кузатилган қийматидан фой-



аланиб, X  белгили бош тўпламнинг номаълум тақсимот функция- 
SiHH  баҳолаш.

Математик статистиканииг ушбу масалани ечиш билан шу- 
■рулланувчи бўлими нопараметрик баҳолаш назарияси деб ата- 
пади-

2. Фараз қилайлик, X  белгили бош тўпламнинг тақсимот 
Дункцияси k та номаълум параметрга боғлиқ бўлган аниқ кў- 
ринишдаги функция бўлсин. (A:b хг, . . . ,х п) танланманинг ку- 
з а т и л г а н  қийматидан фойдалапиб, k та ноъмалум параметрлар- 
ни баҳолаш математик статистиканинг навбатдаги масаласядир.

Математик статистикада бу масалани ечиш билан шуғулла- 
нувчи бўлим параметрик баҳолаш назарияси дсйилади.

3. Фараз қилайлик, баъзи мулоҳазаларга асосланиб X  бел- 
гили бош тўнламнинг тақсимот функциясини Ғ(х) деб ҳисоб- 
лаш мумкин бўлсин, шу Ғ(х) функция ҳақиқатан ҳам X бел- 
гили бош тўпламнинг тақсимот функциясими ёки йўқми деган 
савол статистик гипотеза ҳисобланади.

У ёки бу гипотезани текшириш учун танланманинг куза- 
тилган (хь х2, . . .  ,х п) қийматидан фойдаланилади. Агар олин' 
ган маълумотлар ҳақиқатан ҳам назарий жиҳатдан кутилган 
маълумотлар билан мос келса, у вақтда ўша гипотезани қабул 
қилиш учун асос бўлади, акс ҳолда гипотезани қабул қилишга 
асос бўлмайди.

Математик статистиканинг бу масалани ечиш билан шу- 
ғулланувчи бўлими статистик гипотезалар назарияси дейилади.

47-§. Вариацион қатор. Эмпирик тақсимот функцияси

Фараз қилайлик, X  белгили бош тўпламнинг тақсимот функцияси 
Ғ(х) бўлиб, (jc,, х2, . . .  , xrl) тўпламдан олинган танланманинг куза- 
тилган қиймати бўлсин. Кузатилган jc,- қийматлар варианталар дейи- 
лади. Ўсиб борнш тартибида ёзилган варианталар кетма-кетлиги

ЛГ| <  х 2 <  . . . <  Хп

вариацион қатор дейилади.
Агар таи-танмада х, варианта /г, марта, х2 взрианта п2 марта, 
. , xk варианта nk марта (бу ерда п{ +  п2 +  . . . +  nk — п) куза-

тилган бўлса, у ҳолда л,, л „  . . . ,nk сонлар частоталар, W ~  — (i =
п

= 1, 2, . . .  , k) сонлар нисбий частоталар дейилади.
Танланманинг статистик ёки эмпирик тақсимоти деб вари- 

анталар, уларга мос частоталар ёки нисбий частоталар рўйха- 
тига айтилади:

*1 х2 xk xL x i X2 **

1 л‘ П2
еки wx
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1-мисол. Тэнланма частоталарининг эмпирик тақсимоти берилган-

xi — 1 0 1 2

ni 5 3 7 5

Нисбий частоталар эмпирик тақсимотини топинг.
Е  ч и ш. п =  пх +  п2 +  п3 +  л4 =  5 +  3 +  7 +  5 =  20.

W7! =  — = 0,25; W2 =  —  = 0,15; W3 = ^- = 0,35; Wt =-^-=0 25i  20 z on ’ J  on 4 on20 20 20

*i -1  0 1 2

Wi 0,25 0,15 0,35 0,25
Ш у билан бирга

0,25 +  0,15 +  0,35 +  0,25= 1.
T a ъ p и ф. Варианталарнинг x сондан кичик бўлган қийматлари 

нисбий частотаси

П (х )=  —п
эмпирик тақсимот функцияси дейилади, бу ерда п — танланманинг 
ҳажми, пх — х дан кичик бўлган варианталар сони.

2-мисол. Қуйидаги эмпирик тақсимот берилган:

*i — 1 0 1 2

Wt 0,25 0,15 0,35 0,25

П * )  =

Эмпирик тақсимот функциясини тузинг ва унинг графигини чизинг. 
Е  ч и ш:

0, агар — 1 бўлса,
0,25, агар —  1 С х  <  0, бўлса,
0,25 +  0,15=0,4, агар 0 < х <  1 бўлса,
0,25 +  0,15 +  0,35 = 0,75, агар 1 < х <  2 бўлса,
0,25 +  0,15 +  0,35 +  0,25 = 1, агар х > 2 бўлса. 

Топилган қийматлар асосида графикни ясаймиз (145-шакл). 
Эмпирик тақсимот функцияси X  белгили бош тўпламнинг номаъ- 

лум I'(x) тақсимот функциясининг тақрибий қиймати сифатида кара- 
лиши мумкин.

Ҳақиқатан ҳам, Бернулли теоремасига кура
Пт(Р(\Ғ-п(х )-Ғ(х )\< г)= *1
Л-r>CC

эканн келиб чиқади.
Эмпирнк тақсимот функцияси, тақсимот функннясининг бар̂ а 

хсссаларига эга:
1. 0  < £ * ( * ) <  1.
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. Ғ „ ( Х )

-  7 ---------------------

- 0 ,7 5  ----------------------

■ 0 .2 5

- 2  - 7  0 i  г  х

145- шакл.

2. Ғ* (х) монотон камаймайдиган функция.
3. Агар хх э н г  кичик варианта ва xk энг катта варианта бўлса, 

у ҳолда
р , [ 0, агар л: <  Хл бўлса,

\ 1, агар х>  Xk бўлса
бўлади.

48- §. Полигон ва гистограмма
Частоталар полигони деб кесмаларн (х*, /гх), (х‘2, п2), . . . , 

(->-■’, пк) нуқталарни туташгируечи синиқ чизиққа айтилади. Частота- 
лар полигонини ясаш учун абециссалар ўқнга х‘ ларни, орди- 
каталар ўқига эса уларга мос nt частогаларни қўямиз. Сўнгра (х‘ , 
п{) нуқталарни кетма-кет туташгириЗ, часгогалар пэлигонини ҳосил 
қиламиз.

Нисбий частопалар полигони деб кесмалари (х’, W J ,  (х*, W 2),

. . . ,  (х*, Wt)  нуқталарни туташтирувчи синиқ чизиққа айтилади. 
Нисбий частоталар полигонини ясаш учун абсциссалар ўқига х*- лар- 
КИ, ордчнаталар ўқига эса мос равишда W t н юбий частоталарни қўя- 
миз. Сўнгра (xf, W  ̂ ) нуқталарни кетма-кет туташтириб, нисбий час- 
тоталар полигониии ҳосил қиламнз.

1-мисол. Ушбу эмпирик тақсимотнинг нисбий частоталар по- 
лигоннни ясанг:

*
xi — 2 0 1 3

Wi 0,1 0,3 0,2 0,4

. Е чи ш . Берилганларга асосланиб полигонни ҳосил қиламиз 
U46- шакл).

Кузатишлар сони катта бўлганда ёки X узлуксиз белги бўлган-
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0 1 2 3 А'

да гистограмма ясаш мақсадга муғ.офнқдир. Бунинг учун X  белгн- 
нинг кузатитшдиган қийматлари тушаднган оралнқ бир хил h узун- 
ликдагн А,- интервалларга бўлинади ва хар бир интервал учун пс — 
Аi ннтервалга ту шган варианталар сони топиладн.

Частотаяар гистограммаси деб ясослари h узунликдаги интер-
валлардан, баландликлари эса . ”l , i — 1, k дан иборат бўлган тўт-

h
ри тўртбурчаклардан тузилган поғонасимон шаклга айтилади.

Нисбий частоталар гистограммаси деб асослари h узунликдаги
W■ п ---  "интерваллардан, бал?ндликлзри эса — - = — t =  1, k дан иборат
h nh

бўлган тўғри тўртбурчаклардан тузилг?н поғспасимон шаклга ай- 
тилади.

2-мисол. Ушбу танланманинг частоталар ва нисбий часточалар 
гистограммасини ясанг:

146- шакл.

Аi J(—20; -15) (-15; -10) (-10. -5) (-5; 0) j (0: 5) (5: 10) (10; 15)

ni 2 8 17 24 26 13 10

wt 0,02 7,08 0,17 0,24 0,26 0,13 0,1

Ечи ш . h = 5,

(—20; -15) (-15; -10) (—10:—5) (-5; 0) (0; 5) (5; 10) (10; 15)

Jh_
h 0,4 1,6 3,4 4,8 5,2 2,6 2

W i 
h 0,004 0,016 0,034 0,048 0,052 0,026 0,020

Берилган танланмалар асосида частоталарнннг (147-шакл) ва нис- 
бий частоталарнинг (148- шакл) гистсграммасини ҳосил қиламиз.
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147- шакл.

-20 -15 ~Ю -5 0 5 Ю 15

t'!-

148- шакл.

Таърифга кўра нисбий частоталар гистограммасининг юзи 
k

S  =  У \  IL _V
/> 2  i=i i=i

/г fe

^  1 ^  п
(=1

V  17  ,П : =  ---• tl =  1
?=t

эканини кўрамиз.
Равшанки, arap нисбий частоталар гистограммасининг учла- 

рини силлиқ чизиқ билан туташтириб чиқсак, бу чизиқ тақри- 
бан X  белгининг тақсимот функциясига мос келувчи тақсимот 
зичлигининг графигини акс эттиришини кўрамиз.

Агар танланма ҳажмини орттириб, интерваллар узунлиги 
h ни нолга интилтирсак, тақсимот зичлигининг графигига борган 
сари яқинлашамиз.
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У з - ў з и н н  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Вош тўплам нима?
2. Танланмага таърнф беринг.
3. Танланманинг қандай турларини бнласиз?
4. Варнацион қаторга мисол келтиринг.
5. Эмпирик тақснмот функцняснга таъриф беринг.
6. Эмпирик тақсимот функциясининг графиги қандай кўринишга эга?
7. Полигон ва гистограмма қандай ясалади?
8. 15.1— 15.21-масалаларни ечинг.

49-§. Тақсимот функцияси парамет.рларининг нуқтавий
баҳолари

Фараз қилайлик, X  белгили бош тўпламиинг тақсимот функция- 
си Ғ (х, й) бўлиб, 9 — номаълум параметр бўлсин. X lt Х„, . . . .  Х г
шу бош тўпламдап олинган тапланма бўлиб, хи х2..........хп тан-
ланманинг кузатилган қиймати бўлсин.

Т аър и ф . Таилапманинг ихтиёрий L (Хъ Х 2, . . . , Х п) функция- 
си статистика дейилади.

Қуйида кўп учрайдиган статистикаларга мисоллар келтирамиз.П
1-мисол. — танланманинг ўрта қиймати.

i=i

2- м и с о л. S- — —  {X t—X )2—■теигламанинг дисперсияси.
п _"

t=i
Нуқтавий баҳолашда номаълу.м 0 параметр учун шундай 

L (X lt Хп, . . . , Х п) статистика қидириладики, L (xL, х2, . . . , x j  
ни 0 параметр учун тақрибий қиймат деб олинади. Бу ҳолда 
L (X ,,  Х 2, . . . , X n) статистика 0 параметрнинг бахоси дейилади.

П
3- м исол. X  =  —  т*  X; — таиланманинг ўрта қиймати X  бел-П Jmmi=i

гили бош тўплам математик кутилиши а — М (X) нинг баҳоси сифа- 
тида қаралиши мумкин. Бу ҳолда а нинг тақрибий қиймати сифатидаП
-  i vх = —  2 i xi олинади. 

i=i
50- §. Баҳоларнинг асослилиги ва силжимаганлиги тўгрисида

тушунчалар
L (X lt Х 2, ..., X J  статистика номаълум 0 параметрнинг баҳоси бўл- 

син. Бундан маълумки, номаълум параметр учун кўпгина баҳолар 
мавжуд экан. Бу баҳолардан қайси бири 0 параметрга яқинроқ эканини 
билиш учуп баҳоларнинг айрим талабларни қаноатлантириши тек- 
ширилиши лозим.

1-таъриф. Агар M L (X U . . . , Х п) =  0 шарг бажарилса, 
L (X ,, . . ., X J  баҳо 9 параметр учун силжимаган баҳо дейилади.
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Силжимаган баҳо систематик хатолардан ҳоли бўлишга кафолат 
беради.

П
1-теорема. Х =  —  V ^ .X ; бахо X  белгили бош тўплам матема-П

i=1
тик кутилишининг силжимаган баҳосидир.

И с б о ти . М (Х) =  а бўлсин. X lt Х г, . . . , Х п лар ўзаро боғлиқ- 
m c ва бир хил тақсимланганлиги учун М  (X j) =  М (Х2) =  . . . = 
= М (Х п) =  а бўлади.

Математнк кутилишнинг хоссаларидан фойдаланиб, қуйи- 
дагига эга бўламиз:

л £ ] х , =  ± ^ т 1 )= ± .п а = а .
( =  1 i '- l  J= l

п

демак, МТХ) = а, яънк X  =  —  V  X, баҳо а = М (Х) учуи силжц-

маган баҳо бўлади.
Силжимаган баҳо баҳоланаётган параметр учун ҳар доим 

ҳам яхшн яқинлашишлар беравермайди. Шунинг учун баҳога, 
шунингдек, асослилик ва самаралилик талаблари ҳам қўйи- 
лади.

2-таъриф  Агар L (X U Х>, . . . ,  X n) 0 параметр учун баҳо 
бўлса ва ҳар қандай е > 0 учун

lim P (|£ (X lt , Х „ )- 0 1 < е )  =  1 (50.1)
Г  ►°с
1 тенглик бажарилса, L (X lt Х 2 , . . ,  Х п) баҳо 0 параметр учун асосли. 
' баҳо дейилади.

2-теорема. L (X x, . . . , Х л) баҳо 0 параме/прнинг асосли ба- 
хоси бўлиши учун

M (L (X , ............ Х п)) = 0, (50.2)
lim D (L (X t..........* п) ) = 0  (50.3)
П~-*оо

бўлиши етарлидир
Теореманинг исботи Чебишгв теоремасндан келиб чиқади.

3-теорема. Х =  — J^ X ,-  баҳо а =  М (X) учун асосли баҳо
(=i

r бўлади.
И сбо ти . Юқорида 1- теоремада М (Х ) = а бўлишини кўрсатган 

[ эдик. Шундай қилиб, (50.2) шарт бажарилади. Сўнгра, дисперсиянинг 
! хоссаларидан фойдаланиб,



i=  1 i= l 1
= - т У д ( ^ = т л ° ( х )

D (X )

«=l
ни ҳосил қиламиз.

П
экани келиб чиқади, яъни Х = — \ ^ Х £ баҳо а = М (X) учун асос-

i=i
ли баҳодир.

3- т а ъ р и ф. Агар
lim M (L (X x......... X ) ) =  0П->оо

ўринли бўлса, L (X lt . . . ,  Х п) баҳо 0 параметрнинг асимптотик сил- 
жимаган баҳоси дейилади.

4-теорема. S 2 =  —  NT (X ;— X )2 баҳо X  белгили бош тўп-
i=i

ламнинг дисперсияси учун асимптотик силжимаган баҳосидир.
И сб о ти . Х и Х 2 , . .  . ,  Х п тасодифий миқдорлар ўзаро эркли 

ва бир хил тақсимланган, яъни
М (Xf) =  а, 0 (Х,.) =  о2, i  = \,п

бўлгани учун ҳамда математик кутилиш ва дисперсиянинг хоссалари- 
дан П

М  (S-) =  М  (_ L 'V  (xt -  Х )А  =  о2 -  —  = о2 • -2=L (50.4)
\ п jiad  1 п п

1=1

эканини, яъни S 2 о2 дисперсия учун асимптотик силжимаган баҳо 

lim М (S2) =  lim — 1 о2 = о2
t l—> оо t l—>OQ t l

бўлишини кўрамиз.
4-таъриф . 0 параметрнинг иккита силжимаган L x(X lt . . . ,Х ) 

ва L2(X ...........Х п) баҳолари берилган бўлиб,
D (L  А Х , , . . . ,  Х п))<  D (L2(X ,.........Х п))

тенгсизлик бажарилса, L x (Хг, . . . , Х „) баҳо L2(X Jt . . ., Х п) бах.о- 
га нисбатан самаралироқ баҳо дейилади.

Берилган п ҳажмли танланмада энг кичик дисперсияга эга 
бўлган баҳо самарали баҳо дейилади.
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51-§. Танланманинг тузатилган дисперсияси
П

Олдинги параграфнинг 4- теоремасида 52 =  —  (X .— X )2 баҳо
i=i

бош тўплам дисперсияси учун асимптотик силжимаган баҳо экани 
кўрсатилган эди.

У  ерда

М (S2) = о2
п

формула исботланган эди.
Бош тўплам дисперсияси учун силжимаган бахрни ҳосил 

қилишда тузатилган танланма дисперсиядан фойдаланилади:

S 2
п— 1

V ( x t— х ) 2. (51.1)
i=i

Ҳақиқатан ҳам

М

П

м  (S2) = м  ■ -L 2  (X t— X )2) =
/=1

Z' —  55̂1 = — — - 7V1 (S2) = — —̂ • —
\ rt— 1 / rt— 1 п—1 л

бўлади. Шунинг учун S 2 баҳо о2 параметр учун силжимаган баҳо 
бўлади. Худди S 2 баҳо каби 52 баҳонинг ҳам а2 учун асосли баҳо 
эканини кўрсатиш мумкин.

У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Нуқтавнй баҳога таъриф беринг.
2. Қандай баҳо силжимаган баҳо дейилади.
3. Силжимаган баҳога мисол келтиринг.
4 . Асосли баҳога таъриф беринг.
5. Асимптотик силжимаган баҳога таърпф беринг.
6. Асосли баҳога мисол келтиринг.
7. Танланманинг тузатилган дисперсияси қандай аниқланади?
8. 15.24— 15.54- масалаларни ечинг.

52- §. Математик кутилиш ва дисперсия учун ишончли 
интерваллар ҳақида тушунча

1. Ишончли интервал тушунчаси. Нуқтавий бахо тегишли 
параметрнинг танланма маълумотларига кўра сонли қийматн- 
ни беради, лекин у мазкур баҳонинг аниқлиги ва ишончлилигн 
тўғрисида фикр юритишга имкон бермайди. Шунинг учун баҳо- 
нинг ишончлилиги тушунчасини киритиш маънога эгадир.

(Xlt Х 2, . .  . , Х п) X  белгили бош тўтамнинг танланмаси бўлиб, 
унинг тақсимоти бирорта 0 параметрга боғлиқ бўлсин.
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Z (X ltX 2, . . ., X n) 0 параметр учун баҳо бўлсин.
Т а ъ р и ф. Агар исталган а > 0 учун шундай б > 0 топиш мум- 

кин бўлсаки, унинг учун
P (\Z (X ly Х 2, . . .  , Х п) — 0 1 < б) =  1 — а  (52.1)

бўлса, у холда ] Z — б, Z +  б[ тасодифий интервал 0 параметрнинг
1 — а ишончлилик даражали ииюнчли интервали дейилади

] Z — б, Z  +  6[ ишончли интервал, шунингдек, ишончли баҳо деб 
ҳам аталади. б сон баҳонинг аниқлиги дейилади.

]Z  — б, Z +  б [ ишончли интервал 0 параметрни' 1— а эҳтимол 
билан қоплайди деб айтилади.

Бсрилган а учун б қанчалик кичик бўлса, Z бахо шунчалик 
аниқроқ бўлади, а қанчалик кичик бўлса, бу баҳонинг ишонч- 
лилиги шунчалик катта бўлади.

2. Математик кутилиш а учун ишончли интервал. X  белги- 
си нормал тақсимланган бош тўпламни қараймиз, бу тақси- 
мотнинг о2 дисперсияси маълум бўлсин.

Бу тақсимотнинг математик кутилиши а учун ишончли ин- 
тервални топамиз. П

X  белги нормал тақсимланган бўлгани учун X  =  ҳам
i=i

нормал тақсимланган, шу билан бирга, X  учун параметрлар қуйида- 
гича:

М(Х\ =  а\ D(X) = —
П

Нормал тақсимланган тасодифий миқдорнинг берилган интер- 
валга тушиш эҳтимоли қуйидаги формула билан ифодаланади:

Р(\Х — а\<  б) =  2Ф(б/а).
Бу формулани X  тасодифий миқдор учун қўллаб, топамиз:

Р (\ Х  — а\< Ь) =  2 Ф ^  j y = y  (52.2)

t =  6>g п деймиз, у ҳолда б= бўлиб, (52.2) с|юрмула

Р ( | Х - а | < ^ г )  =  2 Ф (0
I n

ёки

p { 'X  — -̂ = < a< X+ -% = r\  =  2Ф(0 (52.3)
\ V п / п 1

кўринишга келади.
Шундай қилиб, ишончли интервал

l X - - £ L ,  X  +  ^ L \  (52.4)
J v п t7» L
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дан иборат бўлади. Бу ердан ] X ---X  +  - ~  i тасодифий ин-
J V п v « L

тервал а параметрш 1— я = 2Ф (i) эҳтимол билан —±- аниқликда
V «

қоплаши келиб чиқади.
Ҳосил қилинган формулалар танланма ҳажми ортиши би- 

лан баҳолаш аниқлиги ошишини кўрсатади. Бунда агар 1—а 
ишончлилик орттирилса, натижада / параметр ортади ва де- 
мак, баҳолаш аниқлиги камаяди.

М  и с о л. Нормал тақсимланган бош тўпламдан олинган тан- 
ланма берилган, бунда а= 1.

( xi i xi i xi i xi

1 — 1,90 9 0,40 17 0,98 25 —0,32
2 1,37 10 0,69 18 — 1,38 26 — 0,42
3 — 0,89 11 -0,90 19 1,48 27 0,77
4 -0 ,13 12 0,15 20 -0 ,65 28 0,08
5 0,15 13 0,90 21 1,10 29 0,17
6 -0 ,79 14 0,82 22 0,30 30 0,87
7 —0,96 15 1,53 23 -0 ,13
8 1,55 16 — 0,34 24 — 1,90

Математик кутилиш учун а  = 0,04 ишончлилик даражали 
ишончли интервални топинг.

Е  ч и ш. X  — 0,087 ни топамиз. 1 — а = 2 Ф  (/) тенгликдан Ф(0 =
— 0,48 ни ҳосил қиламиз. Жадвал бўйича: / =  2,06. Шушшгдек, 
п = 30, а = 1 , у ҳолда

б = -4L = 2,̂ J -  =  0,376.
V  п Y  зо

Шундай қилиб, ишончли интервал ] — 0,289; 0,463 [ дан ибо- 
рат. Б у — параметрнинг ҳақиқий қиймати 0,96 эҳтимол билан 
ҳосил қнлинган интервалда ётишини билдиради.

Агар бош тўплам нормал тақсимотга эга бўлмаса (52.3) 
формула тўғри бўлмай қолади, бироқ n-voo да марказий лимитTl

— 1теоремага кўра X  = — > ( X- тасодифий миқдор тақсимоти Х ; нинг
tl J /ЯШ

i = i

дисперсиялари чегараланган ва о2 га тенг бўлса, нормал тақсимотга 
интилади. Бу — п катта бўлганда (52.4) ишончли интервал а матема- 
тик кутилиш учун ишончли интервалнинг яқинлашиши бўлиб хиз- 
мат қилиши мумкинлигшш билдиради.

Агар о2 номаълум бўлса, п катта бўлганда (52.3) формула- 
ларда о2 ни унинг баҳоси S2 билан алмаштириш мумкин ва 
ишончли интервалнинг яқинлашиши сифатида

п̂— l.tt Х~\-
V  п Vn
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интервални қараш мумкин, бу ерда tn_ l a Стъюдент тақсимотицИНг 
жадвалидан олинади.

53- §. Назарий тақсимотни танлаш

Тақсимот қонуни номаълум бўлган X  белгили бош тўплам- 
нинг етарлича катта п ҳажмли танланмаси берилган бўлсин.

Биз X белги билан бир хил тақсимланган ўзаро боғлиқмас 
компонентларга эга бўлган тасодифий вектор сифатида қарала- 
ётган (Х1у Х г, . . . , Х п) танланма назарий тақсимотнинг матема- 
тик кутилиши ва дисперсияси учун баҳолар олишга имкон бе- 
ришини кўрсатган эдик. Умумий мулоҳазалардан фойдаланиб, 
назарий тақсимотнинг кўриниши тўғрисида фикр пайдо қили- 
шимиз керак.

Марказий лимит теорема X  белгининг нормал тақсимотга 
бўйсуниши учун зарур бўладиган шартларни таърифлашга им- 
кон яратади, у хрлда бу қонунни топиш масаласи нккита а ва
о параметрни аниқлаш билан ечилади. Бу параметрлар учун 
танланманинг ўрта қийматини ва танланманинг тузатилган дис- 
персиясини қабул қилиш мумкин.

Агар X  белги фақат мусбат бутун сон қнйматларни қабул 
қилса, танланманинг ўрта қиймати ва танланманинг тузатил- 
ган дисперсияси бир-биридан унча фарқ қилмаса, X  тасоди- 
фий миқдор Пуассон қонуни бўйича тақсимланган деб фараз 
қилиш мумкин, у битта X параметр бил_ан аниқланади. Бу 
хрлда X учун танланманинг ўрта қиймати X  ни олиш керак.

Белги узлуксиз бўлган ҳолда гистограммани ясаш керак. 
Маълумки, у тақсимот знчлиги эгри чизиғи тўғрисида тушун- 
ча беради. Баъзан гистограмма назарий тақсимот маълум бўл- 
ган қонунларнинг бирортаси билан бир хил бўлади деб фараз 
қилишга имкон беради.

54- §. Эмпирик тақсимотларни текислаш

X  белгисининг тақсимоти номаълум бўлган бирор бош тўп- 
ламдан п ҳажмли танланма ажратамиз. X  тасодифий миқдор 
бирор Ғ (х) қонун бўйича тақсимланган дейишга асос бор деб 
фараз қиламиз.

m(- назарий частота деб X  — Xi, i =  1, k ходисанинг
Pl = P ( X = Xi)

эҳтимоллик билан n та эркли синовларда рўй бериш сонининг 
математик кутилишига айтилади.

Эркли синовлар (тажрибалар) схемасига кўра тасодифий 
ҳодисанинг п та эркли синовларда рўй бериш сони би- 

номиал қонун бўйича тақсимлаиган, унинг математик кутили- 
ши эса қуйидагига тенг:

m(- = М  (X) =  nPi. 
т ,, ni2, ., mk частотатар назарий ёки текисловчи частоталар

дейилади. о w
X  белги узлуксиз бўлган ҳолда белгининг қииматлари узга- 

риш интервали ўзаро кесишмайдиган

fr̂ J» Pll> t^2» » • ■ • » » •••» fĉfe» Pfel
интервалларга бўлинади. Moc ҳолда

Pt = P  («,• < Х <  Р()
деб белгилаймиз. Танланма олдингидагидек чекли ва п ҳажм- 
ra эга бўлгани учун назарий частоталарни

т . =  nPi = п(Ғ  (Pf) — Ғ  (а,))
каби ҳисоблаймиз.

1- м и с о л . Бош тўпламнинг X  белгиси нормал тақсимлан- 
ган деб фараз қилишга асос бўлсин. Текисловчи mt частота- 
ларни топиш талаб қилинади.

Е  ч и ш. Таърнфга кўра
mt = nPi = Р  (а,- < X  < pj).

Нормал тақсимот учун тасодифий миқдорнинг берилган ин- 
тервалга тушиш эҳтимоли

I  Р ( а , < Х < в ) = ф ( - ^ ) - ф ( + + )
формула билан ҳисобланади, а ва а миқдорлар номаълум бўлгани 
учун уларни мос равишда X  ва 5 баҳолар билан алмаштирамиз- 
Натижада узил-кесил қуйидагига эга бўламиз:

ГП: ф

Назарий частота m(- ларни топиш учун нормал тақсимот- 
нинг зичлигн формуласидан фойдаланиш мумкин.

(* - д)1

/w = 1 2о‘

а\ 2л
У ҲОлда

Р  (a i < X  <  Р() =  hf (х(),
бу ерда ,v( — i- интерЕалнинг ўрта нуқтаси. У  ҳолда

<*i -  о)1
2о*

324 325



бу ерда а ва cr ларни мос равишда уларнинг танланма баҳоларц 
X  ва 5! билан алмаштириб, қуйидагига эга бўламиз:

элари̂ |

п h;
™i =  — — Ф (ut).

бу ерда

/ ч l 2 а,+Р«— 2Х
<Р<“) = Ғ 1 Г е ' U‘ = 2S—

2-мисол. Мингта хотин-қизнинг бўйига кўра тақсимоти бе- 
рилган:

Бўйн (см) Хотин қизлар сони Бўйи (см) Хотин қизлар сони

134— 137 1 155-158 186
137— 140 4 158-161 121
140— 143 16 161— 164 53
143-146 53 164— 167 17
146— 149 121 167— 170 5
149-152 193 170-173 1
152— 155 229 Жами 1000

Тақсимотнинг назарий қонунини танланг, унинг параметр- 
ларини топинг ва частоталарнинг назарий қаторини ҳисобланг.

Е  ч и ш. Тақсимотнинг гистограммасини ясаймиз (149- 
шакл).

Белгининг қиймати учун интервалларнннг ўрталарини олиб, 
танланманинг ўртача қийматини ҳисоблаймиз:

X  =  153,5; S 2 = 28,1; S  =  5,3.

r>i/h

149- шакл.

Берилган белги нормал қонун бўйича тақсимланган деб на- 
зарий частоталарни ҳисоблаймиз:
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V ni х ■ —X i
x i-X

s
Ф (И j)

nh:
m. — --  ф («,)

1 S *

135,5 1 -18 —3,4 0,0012 1
138,5 4 — 15 —2,83 0.0073 4
141.5 16 — 12 —2,26 0,0310 17
144 5 53 - 9 — 1,7 0,0940 53
147,5 121 - 6 -1,13 0,2107 119
150,5 193 - 3 -0,57 0,3410 193
153.5 229 0 0 0,3989 226
156,5 186 3 0,57 0,3410 193
159,5 121 6 1,13 0,2107 119
162,5 53 9 1,7 0,0940 53
165,5 17 12 2,26 0,0310 17
168,5 5 15 2,83 0,0073 4
171,5 1 18 3,4 0,0012 1

Эмпирик настоталар полигонини ва назарий нормал эгри 
чизиқни ясаймнз (150-шакл).

Қаралган мисолда эмпирик ва назарий частоталарнинг бир 
хил эмаслнгнни кўрамиз.

Бу бир хил бўлмасликларнинг қайси бирини муҳим, қайси- 
ларини муҳим эмас деб ҳисоблаш керак?

Бунда мос келмаслик кузатиш натижаларининг тасодифий- 
лиги ёки назарий тақсимотнинг танланиши билан тушунтири- 
ладими? Назарий тақсимот қонуни тўғри танланганлигини қан- 
Дай текшириш мумкин?

Бу саволларга қуйида жавоб беришга ҳаракат қиламиз.

55- §. Математик статнстикада фойдаланиладиган 
тақсимотлар

1. Озодлик даражалари k бўлган х2 тақсимот.
1 а ъ р и ф. Агар k та ўзаро бсғлиқмас нормаланган X  тасодифий 

миқдорлар нормал тақсимотга эга бўлса, у ҳолда уларнинг квадрат-
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к
лари йиғиндиси х2 =  V  X j  нинг тақсимоти озодлик даражалари k 

1=i
бўлган х3 тақсимот дейилади. х2 тақсимотнинг зичлиги:

0, х <  0 да

Pk w = 1 2 2е x , д: > 0 да,
. 2ft/2 Г (Jt/2)

оо

бу ерда Г (х) = | f ~ x е~‘ dt — гамма- функция.
0

А—>- оо да х2 тақсимот матема-.ик кутилиши k ва диспгрсияси 2k 
бўлган асимптотик нормалдир. К  =  — х2 тасодифий миқдорнивг тақ-

2
симоти k -*■ оо да математик кутилиши ва дисперсияси — бўлган асим-

птотик нормалдир. Y = V 2 х2 нинг тақсимоти fc -*• ос да математик 
кутилиши / 2k— 1 ва дисперсияси 1 бўлган асимптотик нормалдир. 
X2 тақсимотншг озодлик даражалари k < 30 бўлса, унинг қиймат- 
лари жадвалдан топилади, агар озодлик даражалари k > 30 бўлса, 
уни нормал қонун билан етарлича аниқликда алмаштириш мумкин.

2. Стъюдент тақсимоти. X  — нормаланган нормал тақсим- 
ланган тасодифий миқдор, Y эса озодлик даражалари k бўлган 
X2 тақсимотга эга тасодифий миқдор. Агар X  ва Y боглиқмас 
бўлса, у ҳолда

V ?
тасодифий миқдор t- тақсимот ( ёки k озодлик даражали Стъю- 
дент тақсимоти) га эга дейилади. t тақсимот А->-оо да асимпто- 
тик нормалдир. /- тақсимотнинг зичлиги:

fc+i
2

P , w _ p + B L ( 1 + ^ )
V  л k Г (k/2) \ k 1У л к Г  (k/2)

3. Фишер тақси.моти, Агар X  ва Y —  боғлиқмас тасодифий 
миқдорлар бўлиб, улар k } ва k2 озодлик даражали х2 қонун бў- 
йича тақсимланган бўлса, у ҳолда

ғ  X / b i
Y lk l

тасодифий мнқдор Ғ  тақсимотга (ёки k\ ва k2 озодлик даража- 
ли Фишер тақсимотига) эга дейилади. Ғ  тақсимотнинг зичлиги:
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0, х < 0,
к, ( * ) - 2)/2

* > 0,
(& !* +  Д’2)(*‘ + *‘)/3

г РНг2) kl42 к*г'2бу ерда х > 0 да С0 =  ------- ---------- .J ' « о  r  (Ь/2) г (iW2)

2 = log V Ғ  тақсимот (ku k̂ ) озодлик даражали z- тақсимот дейи- 
лади.

56- §. Дисперсия учун ишончли интервал

Лйтайлик, (X|, Х2, , Хп) X  белгили бош тўпламдан олин- 
ган танланма бўлиб, номаълум о2 дисперсияли нормал тақси- 
мотга эга бўлсин.

Ушбу
nS2

X2 = а1
тасодифнй миқдор (п— 1) озодлик даражали х2 тақсимотга эга 
экаиини, шу билан бирга бу тақсимот X  тасодифий миқдорнинг 
математик кутилишига боғлиқ бўлмаслигиии исботлаш мумкин.

Энди х2 тақсимотнинг жадваллари бўйича берилган а  ва 
озодлик даражалари сони п— 1 бўйича шундай х' ва х "  ларни 
топамизки:

Р  f’̂  < * ' )  = Р nS'2 > X' ) ~ f -
У ҳолда

Р  (V  < ^ - < x " j  = 1 — ct. 

Сўнгра қуйидагига эга бўламиз:
nS’-

(56.1)

(56.2)

(х' < —  < х" | -  Р  j —  < а2 < , . 
\ о* I [  х " X )

nS*|_\ _

(56.3) дан а пара.четр

— < a < S l / Tх" !  х'

s l/  —, s 1 / 4V х /  .v'

= 1 — а. (56.3) 

ишончли интервалга
эга бўлиши келиб чиқади, бу ерда х' ва х" лар (56.1) тенгликлардан 
аниқланади.

У з - ў з и н и  т е к ш н р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ишончлилик интервалига таъриф беринг.
2. Пазарий тақсимот қандай танланади?
3. Назарий частоталар қандай ҳисобланади?
4. Математик кутилиш учун ишончли интервални кўрсатииг.
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5. Дисперсия учун ишончлн интервални кўрсатинг.
6. Назарий нормал эгрн чизиқ қандай ясалади?
7. 15.151— 15.205- масалаларнн ечннг.

57-§. Гипотезаларни статистик текшириш

Кўпинча X  белгили бош тўпламнинг номаълум тақсимот қо- 
нунини бнлиш ксрак бўлади. Агар тақсимот қонуни бирор та- 
йин Ғ(х) кўринишга эга деб тахмин қилишга асос бўлса, у 
ҳолда қуйидаги гипотеза илгари сурилади: А' белгили бош тўп- 
лам аниқ Ғ(х ) кўринишли тақсимот қонунига эга.

Агар тақсимот қонунининг кўриниши маълум, аммо унда 
номаълум параметр бўлса, номаълум 0 параметр тайин в̂ . 
қийматга тенг деган гипотезани қўйиш мумкин. Шундай қилиб, 
бу гипотезада гап тақсимотнинг номаълум параметри ҳақида 
боради.

Статистик гипотеза деб номаълум тақсимотнинг кўриниши 
ҳақидаги ёки маълум тақсимотнинг номаълум параметрлари 
ҳақидаги гипотезага айтилади. Нолинчи (асосий) гипотеза деб 
илгари сурилган Я 0 гинотезага, конкурент (зид) гипотеза деб 
эса нолинчи гипотезага зид бўлган # [ гипотезага айтнлади.

Асосий гипотеза тўғри ёки нотўғри бўлиши мумкии.
Статистик критерий деб нолинчи (асосий) гипотезани қабул 

қилиш ёки қабул қилмаслик ҳақидаги қоидага айтилади.
Бу қоида қуйидагидан иборат. Бунинг учун қандайдир 

Z (X j, . . . ,  Х л ) статистика олиниб, унинг (аниқ ёки тақрибийУ 
тақсимоти асосий гипотеза ўринли бўлганда топилади. Сўнгра 
статистикапинг қийматлар соҳаси иккига ажратилади. Агар 
статистиканинг кузатилган Z (x t, . . .  , хп ) қиймати бу соҳалар- 
нинг биринчисига тушса, Н0 гипотеза қабул қилинади, агар ик- 
кинчисига тушса Н0 гипотеза қабул қилинмайди. Биринчи 
соҳа гипотезанинг қабул қилиниш соҳаси, иккинчиси эса критик 
соҳа дейилади.

Z (X U . . . , Х „ )  статистиканинг қабул қилиши мумкин бўлган 
барча қийматлари бирор интервалга тегишли бўлади. Ш у са- 
бабли критик соҳа ва гипотезанинг қабул қилиниш соҳаси ҳам 
интсрваллар бўлади. Уларни нуқталар ажратиб туради. Бу 
нуқталар критик нуқталар дейилади ва Z кр билан белгила- 
нади.

Критик соҳалар қуйидагича бўлиши мумкин:
а) ўнг томонлама критик соҳа:

Z > ZKp;
б) чап томонлама критик соҳа:

7  <  7  •

в) икки томонлама критик соҳа:

|Z |> Z K0.
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Z (X,, X 2, . . ., X n) статистиканинг критик соҳага тушиш эҳтимоли 
а  унинг аниқлилик даражаси дейилади.

Гииотезани статистик текшириш натижасида икки хил ха- 
тога йўл қўйиш мумкин.

Биринчи тур хато шуки, бунда тўғри гипотеза рад этилади.
Иккинчи хато шуки, бунда нотўғри гипотеза қабул қили- 

нади.
Критерийнинг қуввати деб конкурент гипотеза ўринли бў- 

лиш шартида Z критерийнинг критик соҳага тушиш эҳтимоли- 
га айтилади. Критерийнинг қуввати қанча катта бўлса, иккин- 
чи тур хатога йўл қўйиш эҳтимоли шунча кичик бўлади.

58-§. Пирсоннинг мувофиқлик критерийси ва унинг
қўлланилиши

(Х и Х2, . . .  , Х „ )  танланма берилган бўлиб, унинг асосида 
бош тўпламнинг Ғ (х) тақсимот функциясини аниқлаш керак 
бўлсин.

Мувофиқлик критерийси деб тақсимот функциясининг уму- 
мий кўриниши ҳақидаги Я 0 гипотезани қабул қилиш ёки рад 
этишга имкон берадиган критерийга айтилади.

Мувофиқлик критерийларидан бири —  Пирсон критерийсини 
қуриш учун X  белги қийматларининг ўзгариш соҳасиии Дь Д2 
. . . , Ak интервалларга бўламиз.

Pi — тасодифий миқдор X  нинг Д(. интервалга тушишининг наза- 
рий эҳтимоли бўлсин: pt Р  (X  £ Д(). Бу эҳтимол Нв гипотезадан 
келиб чиққан ҳолда ҳисобланади, яьни X  тасодифнй миқдор Ғ (х) 
тақсимот функциясига эга деб фараз қилинади.

п( — ҳажми п бўлган (X,, Х 2........ Х п) танланмада X  белгининг
Д(- интервалга тушган қийматларинипг сони бўлсин. Буида

р̂  + р2 +  pk— \,
+  п2 +  . . . + nk = п.

Мазкур ҳолда «■ ҳодисанинг, агар унинг эҳтимоли pt га тенг 
бўлса, п та синсвдаги частотасини билдиради. я (- математик кутилиши 
пр̂  ва дисперсияси npt <?(- = npL (1 — р-) бўлган биномиал қонуи бўйи- 
ча тақсимланган.

Лгар танланманинг ҳажми етарлича катта (п> 30) бўлса, 
тақсимотни тақрибан нормал тақсимот деб олиш мумкин.

Ушбу

тасодифий миқдорларни қараймиз.
Бу тасодифий миқдорлар аси.мптотик нормал тақсимланган 

ва ўзаро қуйидаги муносабат билан боғланган:
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k к
S '  Е, v p >  V  = 0 .

1 jmmA | п1=1 1 = 1
Қуйидаги теоремани исбот қилнш мумкш:
Теорем а. Агар Н0 гилотеза тўғри бўлса ва пр̂  > 5 бўлса, у 

k
ҳолда х2 = с? тасодифий миқдор (k— 1) озодлик даражали х2 

i=i
тақсимот бўйича тақсимлапгандир.

п -> оо да х2 тақсимот асимптотик исрмалдир.
Энди Пирсоннинг мувофиқлик критерийсини қуйидагича 

таърифлаш мумкин.
Берилган а  аниқлили< дарэжаси ва у~ тақсимот учун жадваллар- 

дан ха нинг
Р  (X2 > *e) = <*

бўладиган критик қийматлари топилади. Танланма маълумот- 
ларига кўра х2 критерийнинг кузатилган қиймати ҳисоблана- 
ди, агар у қиймат қабул қилиш соҳасига тушса, яъни %2< х а  
бўлса, Н 0 гипотеза қабул қилинади ва бош тўплам Ғ(х) тақ- 
симот функциясига эга деб ҳисобланади, агар x2> xa бўлса, у 
ҳолда HQ гипотеза рад этилади.

Агар n > 30 б^ л̂са, ха критик қинмат нормал тақсимотдан
фойдаланиб топиладн.

Э с л а т м а .  Агар назарий частоталарни ҳисоблашда а ва 
а2 ўрнига уларнинг А' ва S 2 баҳоларидан фсйдалгниладиган бўл- 
са, у ҳолда

у 2 = V  (П‘~  ',Fi}2
Jmed nPi1-1

статистика тақрибан (k—3) озодлик даражали х2 тақсимот 
бўйича тақсимланади.

59-§. Колмогоров критерийси
X  белгили бош тўплам ва хажми п га тенг бўлггн (Xv Х 2, . . ., 

Х п) танланма берилган бўлсин.
Ғ* эмпирик тақсимот функцияси бўлсин.
# 0 гипотеза бош тўплам Ғ(х) тақсимот функциясига эга 

деган гипотезадан иборат.
Қуйидаги статистикани қарайлик:

Dn =  max | Ғ  (х) — Ғ'п (x)j.X
А. Н. Колмогоров исталган узлуксиз Ғ  (х) функция учун

lim Р  \ Dn <  - М  = К  (л)
«--►оо \ у п !
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К (Х ) =  , У  (— \fe-2k,k\; жж*
k —  —  ос

Колмогоров критерийси қуйидагича татбиқ қилинади:
'i"'1 К  (А.) учун жадваллардан берилган а  аниқлилик даражасига мос 
шундай топиладики, унинг учун К  ( X . J  =  1— а бўлади. Сўнгра 
танланма маълумотларига кўрл Dn нинг қиймати топилади.

"  КАгар Dn < —3 ; бўлса, Н 0 гипотеза қабул қилинзди.

Агар Dn > —— бўлса, Ғ  (л-) — бош тўпламнинг тақсимот функ- 
> п

цияси деган гипогеза рад этилади.

У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Критерий тушунчасига таъриф берипг.
2. Гипотезаларни текшириш нимадан иборат?
3. Гипотезаларнн статистик текширишда қандай хатоларга йўл қўйиш 

мумкин?
4. Пирсоннинг мувофиқлик крнтерийси нимадан иборат?
5. Колмогоров критернйси қандай таърифланади?
6. 15.296— 15.311-масалаларни ечинг.

60-§. Функционал ва статистик боғланишлар

34- § да тасодифий миқдорлар орасидаги функционал боғ- 
ланиш қаралган эди.

Амалда тасодифий миқдорлар орасидаги қатъий функцио- 
нал боғланиш жуда камдан-кам ҳолларда кузатилади, чунки 
тасодифий миқдорларнинг қийматлари кўпгина тасодифий 
омилларга боғлиқдир.

X  ва Y тасодифий миқдорларга таъсир этадиган тасодифий 
омиллар ичида умумий омиллар бўлган ҳоллар тез-тез учраб 
туради.

X  — тасодифий омиллар: z„ z2, . . ., zk, « „  . . ., ип ларнимг функ- 
Ш1яси, V эса zr z3, . . ., zk, у „ . . ., vm тасодифий омилларнинг функ- 
цияси бўлсин, яъни

X  = f (z„ z2, . . ., zk, u „ . . ., un)
Y = g (г„ г,........ zk, o„ . . ., v j .

Бундай ҳолда X  ва Y тасодифий миқдорлар статистик (ёки 
стохастик) боғланган дейилади.

Статистик боғланишда тасодифий миқдорлардан бирининг 
ўзгариши бошқа тасодифий миқдор тақсимот қонунининг ўзга- 
ришига олиб келади. Тасодифий миқдорлар орасидаги статистик 
боғланишлар корреляция назарияси усуллари ёрдамида ўрга-

тенглик ўринли бўлишини и:бот қилди, бу ерда
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нилади. Корреляция назариясииинг иккита асосий масаласа 
бор.

1. Корреляцион боғланиш шаклини аниқлаш.
2. Корреляцион боғланишнинг зичлигини (кучини) аниқ. 

лаш.
Хусусан, X  тасодифий миқдорнинг ўртача қийматлари тақ- 

симотини бошқа Y тасодифий миқдор қийматларига боғлиқ 
равишда ўрганиш алоҳида қизиқиш уйғотади.

61-§. Регрессия чизиқлари

Икки ўлчовли (X, Y) тасодифий миқдорни қараймиз. Бир 
тасодифий миқдорнинг бошқа тасодифий миқдорнинг ўзгари- 
шига таъсирини текшириш учун X тасодифий миқдор тақсимо- 
тининг шартли қонуниятлари Y тасодифий миқдорнинг тайин- 
ланган қийматларида ва аксинча, қаралади.

(X , У) дискрет тасодифий миқдор ушбу тақсимот жадвали орқа- 
ли берилган бўлсин:
'ч  X 

Y
X, X, хп

п
у p <v  
i=i

Ух Р (Х\, yi) Р (Xi, Уд . ■ Р (хп, bi) Р (Уг)
Уг Р (*i. Уг) Р (хг, Уг) ■ ■ Р (хп, Уг) Р (Уг)

Ут Р (xi, У.т,) Р (х2, У.„) • • • Р (хп, Ут) Р (Ут)

т
V  Р (xt, Уь) 
k= 1

Р (-«i) Р (хa) • - . Р (хп)

Ягона X  қийматга мос р (г/jl х(), . . ., р (ут  |х() шартли эҳти- 
моллар Y  нинг X  = xt даги шартли гпақсимоти дейилади.

р te l* i)  - P V =  y ix = * b  -  ^ г г  <6|Л|Н \x i )

ва
m

V  Р (*;, y j  =  Р (*,-). (61-2)
t=i

Шартли тақсимотнинг энг муҳим характеристикалари тайинланган 
X:, i =  1, п да шартли математик кутилиш М  (К| xt) ва шартли дис- 
персия сг (К|х() дир.



У  ҳолда
m

М (Y\x{) = V  укР (yk\x.)t i = \' п, 
k=\

а- (Y\Xi) = М  ((Y - M  (Y\Xi) f Xi).
a ' (K|x,-) ™  яна Y никг X  га қолдиқ дисперсияси деб ҳам атала- 

ди. ўзгариши билан M (V> 1) ҳам ўзгаради, яъни ~у (х) = М (Y\x) 
функииянн қараш мумкин, бу еряа X  аргумент xv . . ., хп қиймат- 
ларни қабул қилиши мумкин.

Бу функция Y  нинг X  бўйича регрессия функцияси дейилади.
(61.1) ва (61.2) формулалардан фойдаланио, топамиз:

m

У  Уа Р  (х. ук)

У W  = --------- • (61-3)
2  р (*> y j  
k — \

X  iiHTir Y  га регрессияси ҳам худди шундай аникланади:
п

^  х. р (х , у)

~х (у) = М  (Х| у)=  --------- . (61.4)

2  р у ^
i=i

Узлуксиз тақсимотлар бўлган ҳолда (40.1) ва (40.2) формулалар- 
дан фойдаланиб, қуйидапши ҳосил қиламиз:

у (.х) = М (Y\x)= [ ур (у\х) dy =
Оо

| у р (х, у) dy

=  — -----------; (61.5)
J  Р (*. у) dy 

—00
00
I хр (х, у) dx

х (у) = М (Х\у) = ---------  . (61.6)00
j  р (х, у) dx

— 00

62-§. Регрессиянинг асосий хоссаси

,  ^ еор е м а. Агар (X, Y ) — тасодифий вектор бўлиб, MY'2 < оо 
У ҳолда Д = М ((Y —  и (x))2l X) шартли ўртача квадратик 

че*планиш ҳақиқий узлуксиз и (х) функциялар синфидаги энг ки-
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чик кийматини и (х) = у (л-) бўлганда қабул қилади ва бу энг кц- 
чик қиймат о2 (У|х) га тенг.

Исбот ушбу айниятдан келиб чнқади:
М {(Y -  и (х))2| Х] = М  [ ( ( У -  f(x )) +
+  (у (х) -  и (х)))ЧХ 1 = М  [((У -~ j (x)f +

+  2 (Y — y (х)) (у (х) и (х)) + (у (х) —  и (*))*)! X] =
= о2 (Y\x) +  M [& (x )-u (x )f\X ].

Шундай қилиб, А минимумга и (.r) =  у (х) да эришади
о2 (К|х) га тенг.

Arap у (х) ва х (у) регрессия функциялари чизмқли бўлса, у ҳолда 
X  ва Y  тасодифий миқдорлар чизиқли корреляцияланган дейилади.

X  ва Y тасодифий миқдорлар чизиқли ксрреляиияланган- 
ми-йўқми деган масала ва яна умумийроқ у(х) ёки х(у) рег- 
рессия функциясининг қайси функциялар синфига тегишлили- 
ги камдан-кам ҳолларда аниқ кўрсатилиши мумкин.

Хусусан, қуйидаги теоремани исбот қилиш мумкин:
Т е о р е м а. Агар (X, Y) — зичлик функцияси

ва

f { X , y )  =

--- Q (х. У)
2

2 л Cj а2 V 1—р2

дан иборат икки ўлчовли нормал тақсимотга эга тасодифий миқдор 
бўлса, у ҳолда у (х) регрессия функцияси чизиқли функция бў- 
лади:

у (х) = а2 + р —  (x— aj.

Бу ерда

Q (х, ~ў) = l- p *
(X — ° i ) 2 . (У — ° i )2

2 2 of 02
2 р (х — ор (у — a-i) 

° 1  ° 2

а,, а2 — X  ва Y  тасодифий миқдорларнинг математик кутилишлари, 
CTj, о2 — ўртача квадратик оғишлар, р — корреляция коэффициенти.

Назарий текшириш мумкин бўлмаган ҳолларда танланма усуллар- 
дан ва регрессиянинг эмпирик чизиғини ясашдан фойдаланиш керак.

63-§. Чизиқли регрессия танланма тенгламасининг 
параметрларини энг кичик квадратлар усули 

бўйича топиш

X  ва Y  белгили икки ўлчоапи бош тўпламцан п ҳажмли танлан* 
ма оламиз.

(Xj, yk) жуфтларнинг кузатилган қийматларини тегишли частота- 
лари билан ушбу корреляцион жадвалга жойлаштирамиз:
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Y

X
« l V, ■ • У т S

/
У (х)

X i "11 п 1г п \ т У (x i )

Хг Л21 «22 п2 т ПХ, У (x-i)

X l n l\ П ,2 . . n lm nx t ~Ў (x i)

2  n i l ПУ . nV' ПУ т

~Х <J/j) ~Х (yi) X (у г) Т  (y j

Жадвалдаги маълумотлар бўйича Оху текисликда (х-, yk) коор- 
динатали нуқталарни белгилаб тарқоқлик диаграммасини тузиш мум- 
кин (151-шакл).

Бу диаграммани ҳар бир нуқтасида nik масса жойлашган (xit yk) 
нуқталар тўплами деб талқин этиш мумкин.

У  ҳолда

У (xL)
У* nik

ik

ни X  = хi вертикал тўғри чизиқда жойлашган ва yk ординатага эга 
бўлган nik массаларнинг маркази сифатида талқин этиш мумкии. Бар- 
ча (Х[, у (Xjj) нуқталарни туташтириб, Y нинг X  га регрессиясининг 
эмшфик чизиғини ҳосил қиламиз.

X  нинг Y  га регрессиясининг эмпирик чизиғи ҳам худди шундай 
ясалади, бунда унинг ҳар бир нуқтаси у =  yk горизонтал тўғри чи- 
зиқларда ётиб, xL абсциссага эга бўлади.

Ш у тарзда регрессия чизиғи- 
нинг умумий кўрикиши ҳақида 
тасаввур ҳосил қилиб, регрессия- 
нинг эмпирик функцияси тенгла- 
масини энг кичик квадратлар 
усули билан топиш мумкин.

Масалан, қуйндаги тарқоқлик 
Диаграммаларини кўрайлик (152- 
шакл).

Бу ерда а) ҳолда, равшан- 
Ки> регрессия чизиғи парабола, 
б) ҳолда тўғри чизиқ, в) хрлда 
эса корреляция афтидан мавжуд 
эмас деб фараз қилиш мумкин. 151-шакл.
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Y нинг X  га регрессия функцияси чизиқли функция, яъни
у {x) = ax +  b

деб фараз қилишга асос бўлсин.
а ва b коэффициентларии энг кичик квадратлар усули бў- 

йича топамиз.
Ордината бўйича (xit ук), i = 1 ,m; k=\,l координатали нуқталар- 

нинг тўғри чизиқдаги мос нуқталардан четланиш квадратларшшнг йи- 
ғиндисини қараймиз:

А (а, b) = V  (axt + b — у ў  пх . (63.2)
;=i 1

\(а, 6) ни икки ўзгарувчининг функцияси сифатида қараб,
о ва b учун шундай қийматлар топамизки, А(а, b) нинг қийма- 
ти энг кичик бўлсин.

Бир неча ўзгарувчили функция учун экстремум мавжуд бў- 
лишининг зарурий шартлари унинг барча ўзгарувчилар бўйича 
хусусий ҳосилаларининг нолга тенг бўлишидан иборатдир. Бу 
шартни А га қўллаймиз:

m

2 (ах£ + b — ffi)xi rtx., (63.3)
i
m

i A  = V  2 (axt + b nx,  (63.4)OO l1=1
Ҳар иккала тенгламани 2n га бўлиб ва а ҳамда b га 

эга ҳадларни гуруҳлаб, қуйидагига эга бўламиз:

152- шакл.



Бизга маълумки,
у  „  V  х . _
Z j  п хi  x i nxL

--- = 1, '-=1-------=1 ,

— yi n*i _  2  А nxi
------ —   = у, ---= * 2, (63.6)

i ~  "ifci — 1 *—i
-  nxi =  -  -------л 1 n jmJ  1 «r-;=i i=i 1

m

(63.8)

l  У  2  x i  Ук niu

( 6 3 ' 7 )t-1 ft-1
У ҳолда (63.5) тенгламалар ушбу кўринишга келади:

ax_+b = y,__
. ах2 +  bx =  ху.

Ҳосил бўлган системани ечиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:
y — y = Py x {x— J),  (63.9)

бу ерда =  ху~ *  у —  Y  нинг X  га регрессия коэффициенти, ах—

танланма ўртача квадратик четлаииши.
(63.9) тенглама Y нинг X  га регрессияси тўғри чизиғининг 

танланма тенгламаси дейилади.
X  нинг Y га регрессияси тўғри чизиғининг танланма тенг- 

ламасини худди шунга ўхшаш қуйидаги кўринишда ҳосил қи- 
лнш мумкин:

х— х = рх/у {у — у), (63.10)

бу ерда р , == ху ~—х у , а — танланма ўртача квадратик четланиши.
&  У ау

Кўрамизки, танланма регрессия тўғри чизиқлари {х, у) ко- 
ординатали нуқтадан, яъни массалар марказидан ўтади ва рег- 
рессия коэффициентлари бир хил ишорага эга, бинобарин, тан- 
ланма регрессия тўғри чизиқларининг бурчак коэффициент- 
лари бир хилдир.

Илгари, корреляция коэффициентига таъриф берилган эдиг 
шундан фойдаланиб танланма корреляция коэффициенти ту- 
шунчасини киритамиз:



Танланма корреляция коэффицигнти rT корргляцил коэффицизнти
_  М (XY) — M  (A) М  (К)

т

ху

нинг баҳоси бўлишини исбот қилиш мумкин. 
rT ни (63.9) ва (63.10) га қўйиб,

р . = r ~‘ у /х  т —

ва

г*!в : f Т -Os,

(63.11)

(63.12)

ларни топамиз.
У ҳолда танланма рсгрессия тўғри чизиқларииинг (63.11) ва 

(63.12) тенгламалариии куйидаги симметрик шаклда ёзиш 
мумкин:

у  —  у х —  х
• т

ва

= гл у — у

(63.13)

(63.14)
Ох  О у

М и с о л. Тўрри тўртбурчак плиткаларнинг узунликлари 
х(см) ва массалари у{кг) бўйича тақсимоти қуйидаги жадвал- 
да берилган:

6 8 10 12 14 пх

30 2 17 9 3 31
35 — 10 17 9 — 36
40 — 3 24 16 13 56
45 — _ 6 24 12 42
50 — — 2 11 22 35

Пу 2 30 58 63 47 200

Регрессия тўғри чизиқларининг танланма тенгламаларини 
тузинг.

Е  ч и ш. Агар формулаларда ўзгарувчиларни қуйидагича 
алмаштирсак, барча коэффициентларнинг ҳисобланиши анча 
соддалашади:

U;
Xj — Ci

v i  =
У1 — С2

K  *
C\ ва C2— мос равишда x ва y ўзгарувчиларнинг вариациои 

қаторнинг тахминан ўртасида жойлашган қийматлари;
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/it ва h2 — мос равишда х ва у ўзгарувчиларнинг қўшни қий- 
матлари орасидаги масофа.

С, = 40, h[=5; С2=10, h2 = 2 деб оламиз, натижада қуйидаги 
^садвалга эга бўламиз:

и
V

—2 -1 0 1 2 пи

1 —2 2 17 9 3 31
— 1 — 10 17 9 — 33

?
— 3 24 16 13 56
— — 6 24 12 42

2 — — 2 11 22 35

| nL, 2 30 58 63 47 200= п

Жадвал ёрдакида қукидагиларии ҳисоблаймиз:
—

и = ------
п

—  2 vn 'V = ----

- 2-31 — 1-36 [ 0-56 ! 1-42+ 2-35 
200

2-2— 1.30 +  0-58+ 1-63-1- 2-47

= 0,07;

-  пии2 =  --------- =  1,71, i r
п

200
—. S  V*tl,

0,62;

п
3,16.

) и2 — (u)2 = 1,3,

cv =  1 v* — (v)2 = 1,67.
У  nuvuv йиғиндини ҳиссблаш учун ушбу ҳисоблаш жадвалини ту-

замиз:

—2 —  1 0 1 2 a-V

—2 1=1
2

-4|

|-17
17

-34]

1—

=18 1 9

l_L
3

=6|
— -18 36

— 1 —
|-10

_  ю 
-10)

11
17

-171

11

=9-| 9
— — 1 1

0 —
I- 3

3
о 1

L»
24

0 t

IJ.6
- 1  16 0 1

|26 
1 3 ' 

o 1
39 0

1 — —
L L

6
6 1

l2JL
- 1  2424 1

|24
12

I2|
48 48

2 — — 2 ' -
4 /

l i i
-1 "22 |

|44
_22
4 4 1

55 110

и ~  2 unuv —4 —44 -25 31 56 195

v-U 8 44 0 31 112 195
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Корреляцион жадва.ч хар бир катагининг юқоридаги ўнг бурчаги- 
га vnuv кўпайтмани ёзамиз. Катакнинг қуйи чап бурчагига unuv Кў. 
пайтмани ёзамиз.

Барча катакларнинг юқоридаги ўнг бурчагида ва қуйидаги чап 
бурчагида жойлашган сонларни қўпгиб, V = V  vnuv ва U = Vunuv 
қийматларни хосил қила.миз. Барча uV ва vU кўпайтмаларни ҳисоб- 
лаб, натижаларни қўшимча сатр ва устунга ёзамиз, бунда V  V u = y  Uv 
кўпайтма назорат учун хизмат қилади. У  холда 

\^nuvuv = ^ V u  = \\Uv.
Ушбу формула бўйича танланма корреляция коэффициентини ҳи- 

соблаймиз:
2  nuvuv— п а v 195— 200-0,07-0.062 _  _ _

Г т — — — U,4o.
n ^ u a v 200-1,3.1,67

Энди регрессия тўғри чизиқларининг тснгламалар^^ни тузамиз: 

~Ў— У = Гт z1 (х— х),
° х

Т  —7  = гт У- (y — V).

х ва у лар учун х = uht +  С,, у = vh, +  С2 формулаларни осон- 
гина хосил қилиш мумкин. Шунинг учун

7=0,07-5 +  40 = 40,35,
~ў-= 0,62-2+ 10 = 11,24,

~ох =  hfiu =  6,5,

~ау = h2a0 -= 3,34.
У  ҳолда Y  нинг X  га танланма регрессия тўғри чизиғи тенгламаси

n

у — 11,24 = 0,43 3,34
6,5

(х — 40,35)

еки
ух = 0,22х +  2,32

кўринишда, X  нинг Y  га танланма регрессия тўғри чизиғи тенглама- 
си эса

= 0,84у +  30,94
кўринишда бўлади.

У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Қандай боғланишлар функционал боғланишлар дейилади?
2. Қандай боғланишлар статистик богланишлар дейилади?
3. Регрессия тўгри чизиги қандай гопилади?
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4. регрессиянинг асосий хоссаларини таърифланг.
Ъ. Энг кичик квадратлар усулини баён қнлинг.
б' Танланма регрессия тўғри чизиги коэффициентлари қандай аниқлана-

7. 15.322— 15.349-масалаларни ечинг.

64-§. Танланма корреляция коэффициентининг боғланиш 
зичлигига таъсири

Танланма корреляция коэффициенти қуйидаги тенглик би- 
Лан аниқланади:

~ ni ixi У/~пхУ
r Т п ох ау

(64.1)

бу ерда (*,-, г/у) — белгиларнинг кузатилган қийматлари, п{/— (xtyj) 
жуфтнинг частотаси, п — танланма ҳажми, а х , а у — танланма ўртача
квадратик четланишлари, х, у — тянланманинг ўрта қиймати.

(64.1), шунингдек, (63.11) ва (63.12) ларни эътиборга олиб, 
ушбуни ҳосил қиламиз:

гт = ± V p y,x Рх/у ■ (64.2)
Т е о р е м а. r. = ± 1 шартнинг бажарилиши уртача квадра- 

тик регрессия тўгри чизиқлари устма-уст тушиши учун зарур 
ва етарлидир.

Исботи (63.13) ва (63.14) тенгламаларни қарашдан келиб 
чиқади.

Бу тенгликдан rT коэффициент ±1 га қанчалик яқин бўлса, 
X  ва Y  ўртасида чнзиқли боғланиш мавжудлигидан далолат 
беради.

Агар rT=0 бўлса, X  ва Y орасидаги чизиқли боғланиш йўқ- 
лиги ҳақида фараз қилишга асос бўлади.

Юқорида агар X ва Y лар боғлиқмас бўлса, у ҳолда r = 0, 
агар r = ±  1 бўлса, А' ва Y чизиқли боғлиқ бўлиши исбот қи- 
линган эди.

Танланма корреляция коэффициенти rT корреляция коэффи- 
циенти r нинг асосли бахрси бўлса-да, корреляция коэффнци- 
ентининг нолдан фарқли бўлиши бош тўплам корреляция ко- 
эффициентининг нолдан фарқли бўлишини билдирмайди. Бун- 
дай ҳолда танланма корреляция коэффициентининг қийматли- 
лиги ҳақидаги гипотезани текшириб кўриш керак.

Агар коррсляция коэффициентининг нолга теиглиги ҳақида- 
ги гипотеза рад этилса, у ҳолда X ва Y миқдорлар корреля- 
ЦИяланган ва танланма корреляция коэффициенти X ва Y 
°расидаги боғланиш ўлчови бўлиб хизмат қилади.

Бирга яқин бўлган |r, | А’ ва Y лар зич боғланишини бил- 
Дирса, 0 га яқин бўлган |rT | А ва Y лар ё жуда бўш боғла- 
нишини, ё бундай богланишиинг йўқлигини билдиради.
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65- §. Нормал тақсимланган тасодифий миқдорларнинг 
корреляцияси

Айтайлик, икки ўлчовли (X, Y) бош тўплам нормал тақсимлан- 
ган бўлсин. Бу тўпламдан п ҳажмли танланма оламиз ва танланма 
корреляция коэффициенти rT нн ҳисоблай.чиз. Бу ҳолда rT коэффици- 
ентни (r , ar) параметрли (бу ерда rxy — назарил корргляция коэ£- 

j _ 2 \
фициенти, аг = г_±у I нормал таҳсимланган деб ҳисоблаш мумкин.

V  п )
Назарий корреляция коэффициенти rxy учун ишончлилик даража- 

си <7% бўлган ишончли интервал ҳуйидаги кўринишга эга:

r T t q  —  <  r x y  < гт + t q

y n V n
бу ерда tq нормал тақсимот жадзалидан топилади

rT нолдан фарқли бўлиб чиқсин. rT нинг қийматлилига ҳаҳидаги 
гипотезани текширамиз.

Нолинчи гипотеза қуйидагича бўлсин:
Н 0 : r xy =  0-

У  ҳолда конкурент гипэтеза Н х: rxy ф  0 бўлади. Агар нолинчи ги- 
потеза рад этилса, яъни конкурент гипотеза қабул қилинган бўлса, 
бу танланма корреляция коэффяциенти қийматл млигини X  ва Y ора- 
сидаги чизиқли боғланиш зичлигини ифодалаши мумкинлигини бил- 
диради.

Агар нолинчи гипотезз қабул қилинса, у ҳолда X  ва Y чизиқли 
боғланиш билан боглапмаган.

Агар Н0 :rxy = 0 гипотеза ўринли бўлса,

r  = лг Vn — 2
~

тасодифий миқдор озодлик даражаси п — 2 бўлган Стъюдснт тақ- 
симоги билан тақсимлангандир.

Берилган а аниқлик даражаси вз озодлик даражалари соии k = 
= п — 2 бўйича Стъюдент тақсимоти кри1ик нуқталари жадвали 
ёрдамида икки то.чонли кригик соҳа учун ta (a,k) кригик нуқта то- 
пилади.

Агар T \< ta бўлса, нолинчи гипотезанч рад этишга а:о: йўқ. 
Агар \Т\ > ta бўлса, нолинчл гипотеза рад этилади.
М исол. 63-§ даги мисолда топилган танланма rT корргляция 

коэффицигнтининг а = 0,05 аниқлик даражзсида қийматлилкгили тек- 
ширипг.

Е  ч и ш. 63- § даги мисолда топилган rT корреляция коэффици- 
енти 0,43 га теиг.

Критерийнинг танланма қийматини топамиз:



r
' r V n  —  2

V i~ ? ~

0.43/198

V  1 —  0,43*
~  = 6,72.

Берилган a= 0 ,05  аниқлик даражаси ва 6 = 198 бўйича ta = 
1,96 критик нуқтани топамнз. T > t a бўлгани учун нолинчи гипо- 

теза рад этилади.
Демак, бош тўпламнинг корреляция коэфс()ициенти rxy Ф  0 экан.

66-§. Чизиқли бўлмаган корреляция
Тасодифий миқдорлар орасида чизиқлн бўлмаган корреля- 

цион боғланишлар ҳам мавжуд бўлиши мумкин.
Иккита тасодифий миқдор орасида чизиқли бўлмаган кор- 

реляцион боғланиш мавжуд бўлганда чизиқли бўлмаган рег- 
рессия тенгламаси регрессия тўғри чизиқлари тенгламасини 
излагандек изланади.

Икки ўлчовли (X, Y) бош тўпламдан п ҳажмли танланма 
олинган бўлсин. Ҳар бир х( учун шартли ўртача yL ларни ҳи- 
соблаймиз (153-шакл).

(Х[, У[) нуқталар тахминан параболада жойлашган деб фараз қи- 
ламиз. Y нинг X  га параболик ўртача квадратик тенгламасини

у (х) — ах3 +  bx + c
кўринишда излаймиз.

а, b, с коэффициентларни топиш учун энг кичик квадратлар 
усулидан фойдаланамиз.

А (а, b ,c )= 2 (a x j  +  bxt +  с — у̂ )2пх. (66.1)
i

, .  . дА дА дАбулсин. Д нинг экстремумини топиш учун —  —  ва —  ларни нол-
да ’ db дс

га тенглаймиз. Гуруҳлашлардан сўнг қуйидагиларни хосил қиламиз:

n*i +  b J x< + с п*С
i i i i

\  + b 2 x‘ \  + c 2 x‘ п* г  2  n*ii i i i

a2  ^  % + b § xt п* [ + c 2  ̂  \ = 2 \  ■

Ҳосил қилинган бу системани 
ечиб, А(а, b, с) четланишлар 
квадратларининг йиғиндисига энг 
кичик қиймат берадиган а, b, с 
коэффициентларни топамиз.

X  ва Y орасидаги боғланиш ма- 
сэлан, у = —  ёки у =  ах' +bx2 +X

*
Ў,'

153- шакл.

Чп
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+  сх +  d функциялар орқали ифодаланади дейишга асос бўлган хол- 
ларда ҳам худди шундай йўл тутилади.

67- §. Кор.реляцион боғланиш тўғрисида тушунча
Чизиқли корреляцион боғлаиишнинг зичлигини баҳолаш 

учун корреляция коэффициенти r дан фойдаланилади.
Чизиқли бўлмаган боғланиш зичлигини баҳолаш учун ушбу 

янги характеристикаларни киритамиз:
r\yx— Y нинг X  га корреляцион муносабати ва rj — X  нинг Y 

га корреляцион муносабати.
Бу кўрсаткичлар регрессиянинг у(х) вз х (у) эгри чизиқлари ат- 

рофида тақсимланишнинг зичлигини ифодалайди.
Таърифга кўра

П2 =  М(ў(х) -  ЛЦХ))*

т
‘ух

2 =  М (х (у) — М (У))2ху

(67.1)

(67.2)

Қуйидаги айниятни исбот қилиш мумкин:
o l= o l/x + M (J (x )- M (y )? ,

бу ерда оу — Y нинг дисперсияси, а2у х = М (V — y (X )f  шартли*дис' 
персияларнинг ўртачаси. У  ҳолда (67.1) ва (67.2) ифодалар қуйида- 
ги кўринишга келади:

t £ = l - ^ L .  (67.3)

='XI/ (67.4)

(67.3) ва (67.4) тенгликлардан корреляцион муносабат қуйидаги 
тенгсизликларни қаноатлантириши келиб чиқади:

0 <  r)xy<  1,

о <
о у/х = 0 бўлганда ва фақат шундагина rfy x  = 1 бўлади, яъни бу- 

тун тақсимот Y  нинг X  га регрессия эгри чизигида тўпланган, ва 
шундай қилиб, X  ва Y  орасида функционал боғланиш мавжуд.

Сўнгра, о-у/х = о2у бўлганда, яъни М (Y  — у (x)f =  М (Y— M(Y)f, 
яъни у(х) = М  (У) = const бўлганда ва фақат шундагина xrx = 0, 
яъни Y нинг X  га регрессия чизиғи гақсимот марказидан ўтувчи 
горизонтал тўгри чизиқдан иборатдир. Бу ҳолда X  ва Y корреляшш- 
ланмагап дейилади.

r\ корреляадон муносабатнинг хоссалари ҳам худди шундай 
текширилади.
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ri ва r\yx кўрсаткичлар ўзаро содда муносабат билан боғланма-

Агар r\xy = r\yx = 1 бўлса, у ҳолда Y  нинг X  га боғланишини 
яф одаловчи  функция тескариланувчи, ва демак, монотондир. Доимо 
\r 1 < эканини исботлаш мумкин. Агар r\yx^~0 бўлса, у хрлда 
|j2 ->0, яъни шартли дисперсия нолга интилади, демак, Y  нинг X  
билан богланиши зичлашиб бориб, r)yjc = 1 да функционал боғланиш- 
ra ўтади.

Корреляцион муносабатнинг корреляция коэффициентига 
нисбатан афзаллиги шундан иборатки, корреляцион муносабат 
ҳар қандай, шу жумладан, чизиқли боғланишнинг зичлигини 
бахрлайди.

У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Танланма корреляқия коэффициенти нимани ифодалайди?
2. Танланма корреляция коэффициентининг хоссаларини айтиб беринг.
3. Нормал тақсимланган тасодифий миқдор корреляцияси ҳақидаги теоре- 

манн баён қилинг.
4. Чизиқли бўлмаган корреляция тушунчасини таърифланг.
5. Корреляцион муносабат қандай аниқланади?
6. Корреляцион муносабат нимани ифодалайди?
7. 15.267— 15.273- масалаларни ечинг.

68-§. Регрессия параметрларини танланма бўйича аниқлаш

Р е гр е с с и я  м а са л а си н и н г  қўйи ли ш и . Y  тасодифий миқ-
дор k та xlt хг, xk ўзгарувчиларга боғлиқ бўлсин. хъ хг, . . ,,хк
ўзгарувчилар, умумак айтганда, тасодифий миқдорлар бўлмай, ку- 
затишларнинг ҳар бир сериясида олдиндан режалаштирилган аниқ 
қийматларни қабул қилишлари мумкин.

Y тасодифий миқдор xlt х2. xk ларга боғлиқ бўлмаган а2
дисперсия билан нормал тақсимланган деб фараз қилинади.

Y тасодифий миқдорнинг математик кутилиши х̂ , х2, . . . , xk 
ўзгарувчиларга чизиқли боғлиқ, яъни

У =  а +  Pi Xj +  . . . +  xk (68.1)M (Y)
деб фараз қилинади.

Бундай хрлда ўзгарувчилар Y ни фақат ўртача аниқлайдн деб 
айтилади.

1-мисол. Техникада кўпинча
r  =  a  +  p1/ +  p,J2 +  . . . + P ,/k +  z(/)

кўринишдаги тасодифий миқдорлар учрайди, бу ерда t — вақт, z(t) 
эса математик кутилиши а = 0 ва ўртача квадратик четланиши a 
бўлган нормал гақсимотга эга тасодифий функция. У ҳолда x— t1 ,
i  == 1, k деб (68.1) турдаги тасодифий миқдорни ҳосил қиламиз.
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2-мисол. Кўпгина физик масалалар ушбу кўринишдаги тасоди- 
фий миқдорларни ўрганишга олиб келади:

Y  =  а +  pi cos (kst +  9i) +  . . . +  Pt- cos (k(t +  ф,) +  z (t),

бу ерда t ва z(t) лар 1- мисолнинг шяртларини қаноатлантирадн 
k ф(- — маълум сонлар.

xt = cos (kt t +  ф;) деб, (68.1) турдаги тасодифий мивдорни ҳо- 
сил қиламиз. Регрессия масаласи п та (yh хи, x2i, , xki), i = lTn 
боглиқмас синовлар сериялари ёрдамида (68.!) муносабатга кирувчи 
номаълум а, Pi, . . . , Pk параметрларни баҳолашдан иборатдир.

Агар параметрларни баҳолаш масаласи ҳал этилса, х,, х2> 
. . .  , xk номаълумлар ўзгариши билан Y тасодифий миқдор- 
нинг тавсифини бирор кшончлилик билан олдиндан айтиб бе- 
риш имкони пайдо бўлади.

Масалан, M (Y )  математик кутилиш учун ишончли интервал- 
ни кўрсатиш мумкин бўлади.

Дастлаб битта омилга боглиқ бўлган ҳолни қараймиз.
Y тасодифий миқдор х аргументга «ўртача» чизиқли боғ- 

лиқ бўлсин, яъни
M(Y\x) = a + £x. (68.2)

х = х,, хг, . . . , хп деб п та эпкли кузагишлар ўтказамиз, на- 
•шжада кузагилган п та ys, уг, . . . , уп қийматларни ҳосил қиламиз.

Чизиқлиликдан оғишлар 6lt 62, . . . , 6rt хатоликлар билан берилади 
деб ҳисоблаб,

У{ = М (Y\X i) =  а  +  Р х( +  6- (68.3)
каби ёза оламиз

Ўлчаш хатоликлари 6(- = yt — а — р.г, ушбу шартларга бўйсунади 
деб, фараз қиламиз:

1) M 6t- = 0, i '= l ,  п,
2) D 6j- = М  6? = ст2, i =  1, п (X  ra боглиқ эмас),
3) 6(- тасодифий миқдорлар ўзаро боғлиқмас ва нормал тақсим- 

ланган.
У ҳолда 6lf 6j ..........  8Я тасодифий миқдорлар системасининг

тақсимот зичлиги қуйидаги кўринишда бўлади:
П

е е __ / 1 \n 2о»
уг‘2л а ]^2ла V 2л а

Демак, кузатилган миқдорларнинг тақсимот зичлиги қуйидагига 
тенг.



а, р, о2 параметрларни баҳолаш учун ҳақиқатга энг катта 
гхшашлик усулидан фойдаланамиз.

Усул номаълум параметрларни баҳолаш учун бу параметр- 
ларнинг ҳақиҳатга ўхшашлик функциясининг (68.4) максимум- 
га эриштирадиган қийматларидан фойдаланишдан иборатдир.

Яъни а2 берилганда а  ва р лар учун баҳони топишда

др
д(х

др

=  0 , 

=  0
(68.5)

системани ечиш керак.
Кўрсаткичли функция нолга айланмаганлиги учун қуйида- 

ги тенгламалар системасини ҳосил қиламиз:

— 2 =  ° .
i=l

—  2 2  ( V i ~  а  ~  Р  xd xi =

Бу системанинг шаклини ўзгартирамиз:

= 0,
i=1 

п

i=1

2  XiV i~  а  2  =  ° '
i=l f=l

(68.6)

(68.7)

(68.7) системани ечишда^ xt = 0 деб, яъни х нинг қийматлари
f=i

системаси марказлашган деб фараз қиламиз.
У  Ҳолда (68.7) тенгламалар қуйидаги кўринишга келади:



( п 
V  у. = па,
i=i

2 * » & = р 2 **[«=1 t=i
Бу ердан а  ва р параметрларнинг баҳоларини топамиз:

ҳ » .  -
£= ' _  R _. Р — П

т йьни

а =
2 *?;=i

(68.8)

Arap V  X-L = 0 шарт бажарилмаган бўлса, у ҳолда а  ва р баҳо- 
i=l

лар учун анча мураккаб ифодаларни ҳосил қиламиз:

a=
2i=l i=l Р =

2 (xi —  *)^  
i=l____________

2i=l

(68.9)

Сўнгра топилган a ва p қийматларда o2 нинг баҳоси 53 ни топиш 
учун (68.4) ни а2 бўйича дифференциаллаб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

еки

nS2 = V (r/ i — а — рх )̂2 
i=i 

П
s2 = —V ( % —  а -PJCf)*. (68.10)

t=i

бу ерда a ва p лар (68.8) ёки (68.9) формулалар бўйича аниқланади.
Энди a, р ва о2 параметрларнинг (68.9) ва (68.10) баҳоларининг 

аниқлиги ва ишончлилигини баҳолаймиз.П
Яна 2 xi = ® бўлсин, у ҳолда

i=l

^ У с  = +  ^ = na  +  2  S‘
i=l i=l i=l

еки

2 w ~  2  si
a  =  — ---- b i _ = « _ _ L V 6f,

n n
i= l
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Худди шундай топамиз:

п

a — a = 6,-.n >■■■1-1
(68.11)

X  xi ,-=l

(68.12)

(68.11) ва (68.12) тенгликларнинг ўнг томонлари бир хил қонун 
бўйича нормал тақсимланган тасодифий миқдорларнинг чизиқли функ-
цияларидан иборат, ва демак, a— a ва р— р оғишлар нормал тақ- 
симланган.

69-§. Регрессиянинг умумий масаласи

Y  тасодифий миқдор k та хх, хг, . . . , xk параметрга «ўртача» 
боғлиқ бўлсин, яъни

М (Г) = а + р1х1 + . . . + РАхА. (69.1)
a, Pj, р2, . . . , p̂ , параметрлар учун баҳоларни топамиз. xlt 

х2, . . . , xk аргументлар қийматларининг п та системасини оламиз:
v (U  vO ) v(DЛ| t л2 * • • • 9 t
v<2) U2) у<2)Л |  t л 2 ,  . . .  ,  л к  ,

хф, 4 П), ..........х$К

Ҳар бир х(/), 4 ° .  • . • , 4 °  система учун Y = yt тасодифий миқ- 
дорнинг қийматини ўлчаймиз.

Ҳисоблашларии соддалаштириш учун (69.1) муносабатни

У — a  +  Pi (jc — *,) +  . . . +  Р*. (xk — xk) (69.2)

кўринишда ёзамиз, бу ерда xt =  Х‘ НИПГ ПТа тажРи а̂'
/=i

даги ўрта арифметик қиймати.
Олдинги параграфдаги мулоҳазалардан фойдаланиб, a ва р пара 

метрларнинг баҳоларини ҳосил қиламиз:

1 V I  —a =  —  > . У{ = У-п  ' ___J

Қуйидагича белгилаймиз:
i= i
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/ = -  v  (4*'>- -tr) (*(/>-AO(i <  r <  s <  k\n jJmm1=1
шу билан бирга

П

i=l

/п l»  - •• h k
2̂1 h i ■ ■ hk

К \ К 2 • ■ l kk
бўлсин. L 's— L дан s- устунни /о1, lQ2, . . . , iQk ҳадлар билаи [(бу

П
ерда /0s =  —  — #X4 t) — xs) алмаипиришдан ҳосил бўлган 

i=i
детерминант бўлсип. У  ҳолда Р параметр учун

p =  i n
1

баҳони ҳосил қиламиз.
У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Регрессия масаласинн таърифланг.
2. Чизиқли регрессия қандай аннқланади?
3. Тажриба маълумотлари бўйича чизиқли регрессия параметрларини то- 

пиш усулини кўрсатинг.
4. Умумий регрессия масаласини таърнфланг.
5. 15.350-15.384- масалаларни ечинг.

70-§. Тажрибани ортогонал режалаштириш. Икки ва уч омилли 
тажрибанинг режа матрицаси

Амалиётнинг кўпгина масалаларида қаралаётган аломат 
(белги)га у ёки бу омил (фактор)нинг таъсири ҳанчалик му- 
ҳим эканлиги масаласи катта аҳамиятга эгадир.

Бир нечта бир хил турдаги станок ва бир неча турдаги хом 
ашё бор деб фараз қилайлик. Турли станокларнинг ва турли 
партнялардаги хом ашё сифатининг ишлов бериладиган детал- 
ларнинг сифатига таъсири сезиларлими ёки йўқми эканини 
аниқлаш талаб қилинади.

Бу ҳолда иккита омил — станокларнинг таъсири ва хом 
ашёнинг таъсири текширилади, шу билан бирга омилларнинг 
ҳар бири бир нечта даражаларга эга (яъни бир нечта станок 
ва хом ашёнинг бир неча партияси).

Омилларшшг текширилаётган белгига таъсирини текшириш 
ва баҳолаш учун п та кузатиш ўтказилади, уларнинг натижа- 
лари кузатиш матрицасига ёзилади.

т  даражага эга бўлган битта омил бўлган ҳолда ti та ку- 
затишлар натижаларини қуйидаги жадвалга жойлаштириш 
мумкин:
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г

^  в  

А
в , в ,

Лу

J l )11'  11 * • • • • 
J '\ )  
х \\

J l )  J 2 )
-*I2’ -'12 ’ • • * * 
J n )X y ,

.  . .
J l )  J2 )
x \l" д 1и> • • • *
J n )
x \v

а 2

J [ )  J 2 )х2\ , .r2| , . . . .
J n )21

J l )  J2 )  x22, x 22, . . • ,
J n )

22
. . .

J D  J2 )  
a 2U» 2V’ • • • *
JLn)
X 2V

■ •
•

. . .
.

A r
4 ? .............

4 ?

J l )  J 2 ) 
r 2 > г2 >

J n )  . . . , xr l
.  .  .

J D  J2 )  
■'■rv *rv>

x(n) 
• • • > лп

Ҳар бир (i, j) ячейкага п та кузатишлар натижаларини 
жойлаштирамиз. Arap ячейкалардаги кузатишлар сони ўзаро 
тенг бўлса, буидай комплекс ортогоналдир.

Учта А, В, D омил бўлгаи ҳолда куйидаги кузатишлар мат- 
рицасини тузиш мумкин:

A a2 . . . Ar
B 5 i B i B v

Di •*1H x lv l a"211 X '2V\ * r l l x rv  1

D
d 2 х 112 x iV2 *212 . . . X2V2 xr\2 . . . xrV2

* ■
; *

;

ь, •*ll< x \Vi x21t . . . x2Vt x r\t x rVt

. Ҳар бир (i, j, k) ячейкага xiik микдорни кузатиш иатижаларини 
езамиз.
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71-§. Математик моделнинг айрим ташкил этувчиларининг 
қийматлилигини баҳолаш

Бнр вактда таъспр қилувчи турлича омнлларга боғлиқ бўл- 
ган кузатишлар натижаларнни таҳлил қилиш, энг муҳим омйл- 
ларни танлаш ва уларнинг таъсирини баҳолашнинг статистик 
усули дисперсион таҳлил (анализ) дейилади.

Дисперсион таҳлилнинг ғояси тасодифий миқдорнинг уму- 
мий дисперсиясини у ёки бу омнлнипг, ски уларнинг ўзаро 
таъсирини тасвирловчи боғлиқмас тасодифий қўшилувчиларга 
ажратишдан иборатдир.

А\асалан, X — текширилаётгап^ тасодифий миқдор, А ва В — 
унга таъсир этадиган омиллар, х — Хмиқдорнинг ўртача қий« 
матн бўлсин. X нинг четланишини қуйидагича тасвирлаш мум- 
кин бўлсин: _

X  — A- +  a-)-p +  Y , (71.1)
бу ерда

a — Л омил келтириб чиқарган четланиш, 
р — В  омил келтириб чиқарган четланиш,
Y — бошқа сабаб.'шр келтирнб чиқарган тасодифий четланиш. 
a, р, у лар боғлиқмас тасодифий миқдорлар деб фараз қиламиз. 
X, a, р, y ларнинг дисперсияларини мос равишда a ,̂ о*, о2, a2 

орқали белгилаймиз. У  холда
° ;  =  <4 +  °B  +  ° 2v  (71.2)

°a> ° l  лаРми °у билан таққослаб, А ва В  омилларнннг таъсир 
даражасини ҳисобга олин.маган омилларга нисбатан аниқлаш мумкин. 
°a , ap ларни бир-бири билан таққослаб, А ва В  омилларпинг X  га 
таъсирини таққослаш мумкин.

Тақсимот нормал деб фараз қилинганда дисперсион гаҳлил тан- 
ланмалар асосида а'2а, â , о2 ларнинг қийматини аниқлашга, шунинг- 
дек, тегишли критерийлардан фойдаланиб, улариинг текшири.шётган 
миқдорга таъсиринннг муҳимлигини баҳолашга нмкон беради.

А ва В  омилларга боғлиқ X  тасодифий миқдор учун кузатишлар 
матрицаси мавжуд бўлсин. Соддалик учун ҳар бир ячейкада 
фақат битта кузатиш бўлган ҳолни қараймиз:

X
Bi В-2 • ■ ■ в, • • B v x i*

Al
л.>

хи
*21

Х 12

Х22
■ хч ‘ '

Х2 i
■ Xlv ъ -

X

A.i * i l Xi l  • ■ x i j  ■ • x iv 7  [.

i x rl X2r ■ • Х  r\  • • x rv x r>

~Ч 7 ., X « 2  • • г . ;. • x  • v X
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Кузатишлар матрицасила r сатр .4 омилнинг r даражасига, 
v устун уса Н омилнннг v даражасига мос келади. (г, j ) ячей- 
кага А ва В омилларии мос ҳолда i- ва j- даражаларда 
бир вақтда текширишда ҳосил ҳилппган кузатишлар ёзи- 
лади-

Ҳар қанси усгун ва сатр бўйича ўрта қиимат ва умумий ўр- 
тачани ҳисоблаймиз. Эиди ўрта ҳийматларнинг сатрлар бўйича 
тенглиги ва ўрта қийматларнинг устунлар бўйича теиглиги ҳа- 
қидаги гинотезани текширамиз.

Антайлик,

1 V a -  -  -^-ЧЛ
*«- = 7 2d ih хч= r 2 u x‘r

i—1
r v

1 wX = ^ Z i 2 j Xir (71.3)
/•-1 Г=|

N ҳолда Хц нинг х дан четланиш квадратларишшг йиғиидисини то* 
памиз, яъни

r :■ r v

Q  =  (x i/ -v )“ =  (x i j —  -vi- —  х ч  +  x  +
i = I /—I i-= I /= 1

v
+  -V,-. —  X +  X.. -г- X)2 =  I l V  (Xi. —  T f  +

i= 1
r у

+  г V  V (xit. - Xi. -  7 V +  X f  =

/=i i= i /=i

~ Q i +  Q2+ Q 3- (71.4)
_ Qi қўшилувчи сатрлар бўйича ўрта қинматлар билан умумий 
ўрта қийматлар орасидаги айирмаларнинг квадратлари йиғин- 
Дисидан иборат бўлиб, X  белгининг А омнл бўйича ўзгаришини 
характерлайди.
к «„Худди шУнга ўхшаш, Q2 қўшилувчи X  белгининг В о.мил 
буйича дисиерсиясинн характерлайди. Q3 қўшилувчи квадрат- 
ларнинг қолдиқ йигиндиси дейилади ва ҳисобга олннмагаи 
°милларнинг таъсирини тавсифлайди.

Диснерсия учун қуйидаги баҳоларга эгамиз:



Qi ■ c  __ Фз
' 2  o — l '  3 ( r —  IX p —  1) ( 7 | -5)

Маълумки, агар X  тасодифнй миқдор нормал тақсимланган 
бўлса, у ҳолда танланма дисперсияларнинг нисбати Ғ  тақси- 
мотга эга бўлади.

Шундай қилнб, танланма маълумотлари бўйича ҳисоблаб
S? sl 

Ғ . — --- ва Ғ R = ——
S23 S23

ҳамда танланган q аннқлнк даражасида (Ғд < F r_ li(r_|)(c,_i)9 ва 
Ғ в < Fa_ Ur_ lw_ Xyq да) ўртача қийматларнинг тенглиги тўғрисйдаги 
нолинчи гипотеза рад этнлмаслигинн кўрамиз, яъни А ва В  омиллар- 
нинг текширилаётган белгига таъсири катта эмас.

Иккита омилли дисперсион таҳлилнинг умумий схемаси қу- 
йидаги жадвал кўринишида берилиши мумкин:

Дисперсняиинг
компонентаси

Квадратлар 
йи гиндиси

Озодлик даражасн 
сони Диспсрсиянинг баҳосн

Сатрлар бўйича
r

Qi =  «• ~~ 

-7)2

Г —  l
0

S l '  r - l

Устунлар бўйича
V

Q2 = r 2 ,  ( x , —  
j =  1

- х Г -

V ~  1 ,.ч Q2 

62 -  v - l

Қолдиқ Q3 -
i  i

—  X ^ — X j + X ) *

(Г —  ! ) ( © —  1)
,.■> Qn 

'3~  (r— IX »— 1)

Т ўлиқ Q = Qi + Qa]+ Q3 rv  —  1 s * =  Q
r v —  1

Юқорида олинган натижалар X  белгининг нормал тақси- 
мотга эга бўлишини талаб қилишини эсда тутиш лозим.

У з - ў з и н и  т е к ш и р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тажрибани ортогонал режалаштирнш қандай амалга оширилади?
2. Иккита ва учта омиллн кузатишлар матрицасини тузинг.
3. Дисперснон таҳлил масаласннн баён қнлинг.
4. Умумий дисперсиянинг ташкнл этувчилари қандай ҳнсобланади?
5. Ҳар бир омилнииг X белгига таъсири қандай баҳоланадн?
6. 15.284— 15.291-масалаларни ечинг.
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АСОСИЙ СОН ЛИ У С У Л Л А Р

15- б о б

1-§. Миқдорларнинг тақрибий қийматлари

1. Хатоликлар. Хатоликларнинг манбалари. Миқдорларнинг 
сонли қийматларшш аииқлашда кўпинча уларпипг тақрибий 
қийматларигииа топилади. Бунда агар х сон берилган миқдор- 
иинг ҳақиқий қиймати а га яқин бўлса, х сон шу а миқдорнинг 
тақрибий қиймати ёки яқннлашиши деб аталади ва бундай 
ёзилади: azzx.

Масалан, л » 3,14159; е « 2 ,71828; —  «=0,3333. Қисқалик
учуи миқдорнинг тақрибий қиймати тақрибий сон, унинг ҳақи- 
қин қиймати эса аниқ сон деб аталади.

Тақрибий сонлар одатда чекли ўнли касрлар кўринншида 
тасвирланади.

Амалий масалаларни ҳал этишда пайдо бўладиган хатолик- 
ларнипг ва, дсмак, тақрибий сонларнинг ушбу асосий манба- 
лариии айтиб ўтамиз.

1. Модслнинг хатолнги — моделлаштирилаётган хрдисага 
таъсир этастган барча омил (фактор)ларнинг етарлича тўла 
ҳисобга олинмаслиги. Бу омилларнинг ҳаммасини амалда ҳи- 
собга олишнинг иложи йўқ ва мақсадга мувофиқ ҳам эмас. 
Масалан, физик ҳодиса бўлгап ҳолда биз баъзан ишқаланиш, 
муҳит қаршилигини, ҳароратни ва шунга ўхшашларни эъти- 
борга олмаймиз, шу сабабли ҳам модель тақрибий хатолик- 
лар билан бўлади.

2. Бошланғич маълумотлардаги хатоликлар — масала шар- 
тига кирувчи миқдорлар (параметрлар)нинг қийматларини ўл- 
4aui натижасида ҳосил бўлади ва, демак, тақрибий характер- 
да бўлади.

3. Услубий хатоликлар. Бу қабул қнлннган ўлчаш услуби 
натижаси бўлиб, унда одатда тақрибий формулалардан 
Фойдаланилади.

4. Амал хатоликлари — булар фойдаланиладиган ҳисоблаш 
Во°италари билан боғлиқ, хусусан, ЭҲМлар чекли ўнли каср- 
лар устида, демак, тақрибий сонлар устида амаллар бажара- 
Аи (маълумотлар ва оралиқ а.маллар патижалари яхлитлана-
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ди. бунинг иатижасида у ёки бу даражада хатоликлар тўпла- 
нади).

Танин бир масалани ечишда у ёки бу хатоликлар баъзан 
бўлмаслиги ёки уларнинг таъсири ҳаддан зиёд кичик бўлнши 
мумкин. Бироқ хатоликларни тўла таҳлил этиш учун уларнинг 
барча турларини тўла ҳисобга олиш лозим.

2. Абсолют ва нисбий хатоликлар. Тақрибнй сонларпинг 
асосий характеристикалари абсолют ва нисбий хатоликлардир 
Бирор миқдорнпнг тақрнбий қиймати х, аннқ қиймати эса а 
бўлсин.

1-т а ъ р и ф. а—х айнрма х тақрибий соннинг яқинлашши 
хатолиги ёки хатолиги деб аталади.

Агар х<а  бўлса, ,v сон а соннннг ками билан олинган тақ- 
рнбий қий.чати деб аталади ва бу ҳолда хатолик а—x > 0 бў- 
лади.

Агар .v>a бўлса, х сон а соннинг ортиғи билан олинган тақ- 
рибий қиймати деб аталади ва бу ҳолда хатолнк а—.v<0 бў- 
лади.

1-мисол. ] 2 сони учун 1,41 камн бнлан олинган, 1,42 эса 
ортиғи билзн олинган тақрибий қийматлар бўлади, чуики 1,41 < 
< Г  2< 1,42.

Агар х< а  бўлса, х сон а соннинг ками билан олинган тақ- 
рибий қиймати бўлади, чунки л>3,14.

3-мнсол. 2,72 сони е сонининг ортиги билан олннган тақ- 
рибий қиймати бўлди, чунки е<2,72.

2- т а ъ р и ф. а ж х  яқннланшшнинг абсолют хатолигн Д деб, 
хатоликнинг абсолют қийматига айтилади, яъни

Д = | о—х |.
Бундан а—х=А  ёки а —х = —Д эканлнги келиб чиқади, яъни 

й = л'т А ёкн а = х—_\. Бундай ҳолларда қуйидагича ёзилади:
а = х± Д.

и нинг тақрибий қиймати кўпинча номаълум бўлганлиги са- 
бабли яқинлашиш хатолигини баҳолаш учун чегаравий абсо- 
лют хатолик тушунчаси киритилади.

3-таъриф. а к х  яқинлашишнинг чегаравий абсолют хатолиги 
деб, шундай мусбат Аа соини айтиладики, Д абсолют хатолик ундан 
катта бўла олмайди, яъни

Д = \х — а\ sS Да.
<Чегаравий» сўзи кўпинча тушириб қолдирилади. Бу тенгликдан 

х — Да < а < x + Д̂
бў.тиши келиб чиқади, демак, х — Да — ками билан яқинлашиш. 
х + Дц — ортиғи билан яқинлашиш.

Агар чегаравий абсолют хатолик Дц берилган бўлса, у ҳолда v'

ни я нииг Да гача аниқликдаги тақрибий қиймати деб аталади ва 
бундай ёзилади: а = х ± Да.

Тақрибий сонларни уларнинг кўриниши абсолют хатолпкни 
кўрсатиб турадиган қилиб ёзиш қабул қилинган.

Унли каср кўринишида ёзилган х тақр.ибий соннинг рақами 
а & х  яқинлашишнинг Д абсолют хатолиги бу рақам турган 
хона бирлигидан ортиқ бўлмаса, бу рақам ишончли рақам деб 
аталади. Акс ҳолда уни шубҳали рақам дейнлади.

Барча математик жадвалларда, физика ва техникада сон- 
ларпи фақат ишончли рақамлари билан ёзишдан фойдалани- 
лади (arap хатолик кўрсатилмаган бўлса, шуидай келишил- 
ган). Бу ҳолда тақрибий соннинг ёзувидан яқинлашиш хато- 
лигини аниқлаш мумкин. Масалаи, 3,1416 соннинг ёзуви унинг 
абсолют хатолиги 0,0001 дан ортиқмаслигини кўрсатади. 370 
сони учун унинг абсолют хатолиги 1 дан ортиқ эмас. Агарда 
бу сон 0,01 дан кичик абсолют хатоликка эга бўлса, уни энди 
бундай ёзиш лозим: 370,00. Шундай қилиб, 370; 370,0; 370,00 
тақрибий сонлар турли аниқлик даражасига эга; уларнинг че- 
гаравий абсолют хатоликлари 1; 0,1; 0,01 га тенг.

Агар бутун сон охирида нолларга эга бўлиб, улар ишончли 
рақамлар бўлмаса, бу нолларни 10" кўпайтувчи билан алмаш- 
тирилади, бунда п — шундай ноллар сони. Масалан, Ердан 
Қуёшгача бўлган масофа 1495-105 км тақрибий сони билан 
ифодаланади, бу ерда биринчи тўртта рақам ишончли, қолган 
барча ноллар эса шубхали (чегаравий абсолют хатолик 
100 000 км).

Одатда ишончли рақамли тақрибий сонларни стандарт 
шаклда бундай ёзилади:

х = а ^ а ^  . . . ak -10", бу ерда n£Z, 1 < о 0< 10,

бу ерда п — соннинг тартиби деб аталади.
Масалан, Да = 100 бўлган 40000 сони стандарт шаклда бундай 

ёзилади: 4,00-104.
Тақрибий соннинг хатолигнни у нечта ишончли қийматдор 

рақамга эгалигини кўрсатиш йўли билан баҳолаш мумкин.
4 -таър и ф . Соннинг ўнлик ёзувидаги нолдан фарқли бн- 

ринчи рақамдан чапда турган барча ишончли рақамлар қий- 
матдор рақамлар деб аталади.

Масалаи, ишончли рақамлар билан ёзилган 0,002080 сони 
тЎртта қийматдор рақам; 2, 0, 8, 0 га эга; 1 дюйм = 2,5400 см 
с°ни бешта қийматдор рақамга эга; 370,0 сони тўртта қиймат- 
Дор рақамга эга, 3,7-102 сони иккита қийматдор рақамга эга.

Агар тақрибий сон кўп миқдорда қийматдор рақамларга 
эга бўлса, уларни яхлитлаш лозим.

Сонни яхлитлаш — уни кам миқдордаги қийматдор рақам- 
ЛаР билан ёзиладиган сонга алмаштириш демакдир.

Тақрибий сонни яхлитлашда ушбу яхлитлаш қоидасига
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риоя қилган ҳолда ортиқча ёки шубҳали рақамлар ташлаб 
юборилади:

— arap ташлаб юбориладиган рақамлардан биринчиси 4 
дан кичнк бўлса, у ҳолда охирги қолдирнладиган рақам ўзгар- 
тирилмайди.

— агар ташлаб юбориладиган рақамлардан бнринчиси 5 га 
тснг ёки ундан катта бўлса, у ҳолда қолдириладигйн охирги 
рақам 1 га орттирнладн.

— агар фақат 5 рақами ёки 5 билан ноллар ташлаб юбо- 
риладиган бўлса, у ҳолда қолдириладиган охирги рақам жуфт 
бўлса, ўзгартирилмайди, агар у тоқ бўлса, 1 га орттирилади.

4-мисол. Агар Аа = 0,001 бўлса, х — 10,5478 нн 4 та ишонч- 
лн рақамгача яхлитланг.

Ечиш . х =  10,548.
5-мисол. Arap Аа = 0,01 бўлса, х = 3,875 ни 3 та ишончли ра- 

қамгача яхлитланг.
Е ч и ш. х=3,88.
Абсолют хатолик ҳисоблаш аниқлигини тавсифлай олмайди. 

Ҳисоблаш натижалари аниқлигининг ҳақиқий кўрсаткичи унинг 
нисбий хатолигидир.

5 -таър иф . Всрилган миқдор х тақрнбин қийматининг б 
нисбий хатолиги деб, бу сон абсолют хатолигининг х тақрибий 
қиймат модулига нисбатини айтилади, яъии

х тақрибий қиймат а дан кам фарқ қилганлиги учун ама- 
лиётда бундай ҳам олинадн:

Нисбий хатолик берилган яқинлашишнинг сифат кўрсатки- 
чи бўлиб, уни кўиннча фоизларда ифодаланади.

б-таъриф. а х х  яқинлашишнинг чегаравий ннсбий хатолиги 
деб, 6 нисбий хатолик катта бўла олмайдиган 6а мусбат сонни ай- 
тилади, яъни

6 = ~  < ба, бу ерда Д < 6а (xt 
\х\

Шундай қилиб, чегаравий нисбий хатолик учун
= 1*1 •

ни олиш мумкин. Демак, а аниқ сонни бундай сзиш мумкин:
а = х ±  W 6а.

6-мисол. Ушбу тенгликлардан қайси бирининг аниқлиги катта.

х = ]'46  = 6,78 ми ёки у  = — 0,54 ми?10
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Е ч и ш.
х = ] ' 46 учун Аа = 0,01; 6а = - ^ I = 0,0015 (=  0,15 % ),

6,78

У = ~  учун Дв = 0,01. ва = 0,019(= 1,9%).
0,15 °о <  1,9%. Биринчи тенгликнинг аниқлиги юқори.

3. Тақрибий сонлар устида амаллар. Тақрибий сонлар ус- 
тида амаллар натижаси яна тақрибий сон бўлади. Натижа- 
нннг хатолиги дастлабки маълумотларнннг хатоликлари орқа- 
ли ушбу қоидалар ёрдамида топилиши мумкин.

1. Алгсбраик йиғиндининг чегаравий абсолют хатолиги қў- 
шилувчилариинг чегаравий абсолют хатоликлари йигиндисига 
тенг.

2. Алгебраик йиғиндининг нисбий хатолиги қўшилувчилар- 
нинг ннсбий хатоликларидан энг каттасиға тенг (қиймати бир- 
бирпга яқин бўлган сонлар айирмаси бундан мустасно).

3. Кўпайтма ва бўлинманннг нисбий хатолиги кўпайтув- 
чиларнинг ёки мос равишда бўлинувчи ва бўлинманинг нис- 
бий хатоликлари йиғиндисига тенг.

4. Тақрибий сон n-даражасининг нисбий хатолиги асоснинг 
нисбин хатолигини тақрибий соннинг даража кўрсаткичига кў- 
пайтмасига тенг.

Масалан, тақрибий сонлар кўпайтмаси: jc= 25,3-4,12 = 
= 104,236; кўпайтувчиларнинг чегаравий абсолют хатоликлари 
мос равишда 0,1 ва 0,01 га тенг. Кўпайтувчиларнинг барча 
рақамлари ишончли деб олсак, чегаравий нисбий хатолик бун- 
дай бўлади:

6ц = A L  +  M i  _  0,0039 + 0,0024 = 0,0063.
“  25,3 4,12

У ҳолда кўпайтманинг чегаравнй абсолют хатолиги қуйидагича: 
Аа = 6Ц |х| = 0,0063 • 104,236 = 0,657 <. 1.

Демак, жавобда факат учта ишончли рақамни қолдириш лозим: 
25,3-4.12=104.

Амалиёгда тақрибий сонлар устида оммавий ҳисоблаш иш- 
ларида ушбу соддароқ қоидалардан фойдаланилади; улар иш 
Ҳажмиии камайтириб, етарлича аникликка эришиш имконини 
беради.

1. Унли касрларни қўшиш ва айиришда ўнлик белгилари 
энг кам бўлган сонда нечта ўнлик белги бўлса, натижада шун- 
ца ўнлик белги қолдирилади (соннинг ўнлик белгилари деб, 
вергулдан ўнгда турган барча рақамларни айтилади).

2. Бутун сонларни қўшиш ва айиришда уларни стандарт 
Шаклда ёзилади ва ўннинг энг юқори даражасиии қавсдан 
ташқарига чиқариб, юқоридаги қоидадан фойдаланилади.

3. Тақрибий сонларни кўпайтириш ва бўлишда энг к-ичик 
онда нечта қийматдор рақа.м бўлса, натижада шунча қиймат-

ДоР рақам қолдириладн.
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4. Квадратга ва кубга кўтаришда даража асосида нечта 
қийматдор рақам бўлса, натижада ҳам шунча қийматдор ра- 
қам қолдирилади.

5. Квадрат ва куб илдиз чиқаришда илдиз остидаги ифо- 
дада нечта қийматдор рақам бўлса, натижада ҳам шунча қий- 
матдор рақам қолдирилади.

6. Оралиқ ҳисоблашларда юқоридаги қоидаларда тавсия 
қилганидан битта ортиқ рақам қолдирилади. Якуний натижада 
бу рақам яхлитланади.

7. Агар маълумотлар турли сондагн ўнлик белгиларга эга 
бўлса (қўшиш ва айирншда) ёки турли сондаги қийматдор 
рақамларга эга бўлса (қолган амалларда), уларнн энг кичик 
аниқликдаги сонгача битта қўшимча рақам билан яхлитланади, 
бу рақам якуний натижада яхлитланади.

У з - ў з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Хатолнкларнннг қандай манбалари бор?
2. Тацрибий сон деб нимага айтиладн?
3. Яқинлашиш хатолиги деб нимага айтилади?
4. Яқинлашишнинг абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
5. Яқинлашишнинг чегаравий абсолют хатолигн деб нимага айтилади?
6. Яқинлашншлар снфатиии уларнинг абсолют хйтоликлари буйича тақ- 

қослаш мумкинми?
7. Нисбий хатолик деб нимага антилади?
8. Чегаравий нисбнй хатолнк деб нимага айтилади?
9. Ушбу ўлчаш натижаларидан қайсинисн аниқроқ? 0,0025 м ми ски

0,372 м ми?
10. Қайсн яқпнлашиш аниқроқ: 2,56±0,01 ми ёкн 376±1 ми?
11. Тақрибий соннинг қандай рақами ишончли рақзм деб аталади'1 Шуб- 

ҳали рақам деб-чи?
12. Соннинг қий.матдор рақами деб нимага айтилади?
13. Соннинг ўнлик рақами деб нимага айтилади?
14. Тақрибий сонлар қачон ва қандай яхлитланади?
15. Қуйидаги тақрнбий сонларнинг ёзувида неча ўнлик белгн бор: и = 0,37; 

6=0,04551; с=0,003072; d=0,056890? Уларнннг ҳар бирида нечта қийматдор 
рақам бор?

16. Унлик белгилари сони: а) қийматдор рақамлари сонидан ортнқ; 
б) қийматдор рақамларн сонидан кичик; в) қийматдор рақамлари соннга тенг 
бўлган тақрибий сонларга мисоллар келтиринг.

17. Битта қнйматдор рақамга, иккита қийматдор рақамга, учта қнйма т -  
дор рақамга эга бўлган сонларнннг чегаравин нисбий хатолнклари қанча бў- 
лади?

18. 273,521, 0,03984, 1,0053 сонларнни: а) иккита қнйматдор рақг:-<гача;
б) иккита унлик белгнгача яхлнтланг.

19. Қуйидаги сонларнннг чегаравнй нисбнн хатолнкларннн топинг: а)
0,2; 0.02; б) 17; 1,7; 0,17; в) 3,71; 37,1; 371.

2-§. Тенгламаларни тақрибий ечиш
1. Умумий маълумотлар. Ушбу

/(*) =  0 (2.D
тенгламани ечнш х аргументнинг (2.1) тенгламага қўйил- 
ганда уни тўғри тенгликка айлантирадиган барча қийматлари- 
ни топиш демакдир. х аргументнинг бу қийматлари (2.1) тенг- 
ламанмнг нлдизлари ёки f(x ) функциянинг илдизларн (нолла-
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I ри) деб аталади. Бундай тенгламаларни ечишнинг ушбу уч 
вусули мавжуд: аналитик усул, график усул ва сонли усул.

Аналитнк усул дейилганда шундай формуланинг мавжуд- 
лиги тушуниладики, изланаётган илдизлар унинг ёрдамида
(2.1) тенгламанинг чан томонига кирадиган ўзгармас миқдор- 
лар (УлаР иараметрлар деб аталади) орқали мфодаланади 
(бунга намунавий мисол— квадрат тенглама илднзларининг 
маълум  формуласи). Аналитик усулнинг асосий устунлиги 

Ршундаки, илдизлар бу кўрсатилган формула орқали исталган 
аникликда ҳисоблапиши мумкнн. Бироқ муҳаидислик амалиё- 
тида учрайдигаи ҳамма тенгламалар ҳам аналитнк усулда ечи- 
лавермайди. Баъзан (2.1) тенгламани ёки яма ҳам умумийроқ

h (x )= f2(x) (2.2)
тенгламани ечиш учун ушбу график усулдан фойдаланилади: 
текислиқда у —f\(x) ва y — f i (-v) функцияларнинг графмклари 
ясалад и , у ҳолда бу графиклар кесишиш иуқталарининг абс- 
циссалари ана шу (2.2) темгламанинг илдизлари бўлади((2.1) 
тенглама учун y = f2(x) функциянинг графиги у = 0 абсциссалар 
ўқи бўлади).

Бу усулнинг ижобий томони унинг универсаллиги, исталган 
турдаги тенгламаларга қўллаб бўлишлиги ва кўргазмалигидан 
иборат бўлиб, салбий томони эса анча сермеҳнат иш ва одат- 
да жуда кам аниқликда бўлишидир.

Тенгламаларни сонли ечиш усуллари иккита жуда муҳим 
ижобий хоссага эга: улар график усул каби универсал ва аниқ 
(яъик илдизларни исталганча юқори аниқлик билап ҳосил қи- 
лиш mvmkhh).

(2.1) тенгламани сонли ечмш асосий усулларипииг ҳар бири 
ушбу иккита босқичга бўлинадн:

а) илдизларни яккалаш, яъни f(x ) нинг аниқланиш соҳа- 
сига кирадиган ҳамда битта ва фақат битта илдизни ўз ичига 
оладиган \а, р] кесмани ажратиш. Бундай кесма илдизнииг 
яккаламиш оралигн деб аталади;

б) илдизларми аниқлаштнриш, яъни илдизни исталганча 
юқори аниқлик билан ҳосил қилиш учун яккаланиш оралигини 
торайтириш.

Турли сонли усуллар бир-биридан иккмнчи босқичда фарқ 
Циладн, бнринчи босқич — илдизларни яккалаш эса барча 
Усуллар учун умумийдир.

2. Илдизларни яккалаш. Узлуксиз фуикцияларнимг хосса- 
ларидан келиб чиқадики, бундай функциянинг \а, р] кссмада 
нлдизи мавжуд бўлиши шарти

f(a )./(f})< 0

Дач, яъин фумкция ишорасимииг ov кесмада ўзгаришидан 
иборат: 154-шаклда [gc, ВI кесма, 155-шаклда \а, ai] ва 

кесмалар.
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154- шакл.

r ;

156- шакл.

Бироқ бу шарт зарурий шарт эмас. Масалан, 156-шаклда 
шарт бажарилмайди, бироқ фуикция [u, р] кесмада илдизларга 
эга ва ҳатто [а, oct J кесмада иккита илдизга эга. Бундан таш- 
қари, бу шартнинг бажарилиши илдизнинг ягоиалигига кафо- 
лат бермайди (157-шаклдаги [а, р] кесма).

[а, (5] кесма узлуксиз /(х) функция илдизининг яккалаш 
оралиғи бўлиши учун юқорида келтирилган f (a ) ■{($)<() шарт- 
дан ташқари бу функциянинг [а, р] кесмада монотон бўлиш 
талаби бажарилиши, яъни дифференциалланувчи f(x ) функ- 
ция учун унинг ҳосиласи [а, [5] кесмада ншорасини сақлаши ло- 
зим: 154-”шаклда [«, р] кесма, 155-шаклда [а, ai] ва |рь Р] 
кесмалар.

Бироқ шуни айтиб ўтамизки, бу талаблар ҳар доим ҳам ба- 
жарилавермайди: жуфт каррали илдизлар деб аталадиган 
шундай илдизлар мавжудки (156-шаклдаги |з каби илдиз- 
лар), улар учун юқорида келтирилган иккала талаб ҳам бажа- 
рилмайди. Муҳандислик амалиётида жуфт каррали илдизлар 
жуда кам учранди.

Шундай қилиб, икки марта дифференциалланувчи f(x ) 
функциянинг илдизларини ажратиш учун қуйидаги и ш л а р н и  
бажариш лозим:

а) [a, р] кесмани топиш (масалан, график усул билан ёки 
қуйида келтириладиган синов усули билан);

б) f ' (х) ҳосилани ва унинг илдизларини (ҳосиланинг ишо- 
ра ўзгармаслик оралиқларини) топиш. Агар [a, р] кесма Ҳ°' 
снланинг ишора ўзгармаслик оралигида бутунлай ж о й л а ш г а Н
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бўлса, у ҳолда [а, f}| илдизнинг яккаланиш оралиғи бўладн. 
Акс ҳолда оралнқни торайтириш лозим.

Энди тақрибий илдизнинг хатолнги баҳосини берамиз. 
[а,р] кесма f (х) =0 тенглама илдизининғ яккаланиш оралиги 

бўлсин: g бу тенгламанинг аниқ нлдизи, а- эса тақрибин 
нлдизи, шу билан бирга f ' (х) на /" (х) ўз ишорасини 
[a,PI кесмада сақласин ҳамда \f'(x )\^sm t бўлсин ( т х учун 
I '(х )  нинг а^ х ^ (3  даги энг кичик қийматини оламиз). Бу 
шартларда ушбу баҳо ўринли:

В  l * - S l

Бу тенгс11зликнинг тўғрилигини исботлаш учун Лаграижнинг [х, t] 
ёки [ г ,  -v [ кесмадаги чекли орттирмалар формуласи

f (x ) — /(;) = / '(с)(х  — £), бунда а - < с < |  

ни татбиқ қиламиз. Сўнгра
I/W  -/(1)1-l/(x)| >/71,17-?!,

бундан

| Г —  t| <  \f , (2.3)
mi

бу ерда mt шу f ’ (х) ҳосиланинг [а, р) даги энг кичик қиймати.
(2.3) формула яқинлашиш аниқлигининг баҳосини беради.
1-мисол. х3 — За' — 6 = 0 тенглама илдизини ажратинг.
Е  ч и ш. у  = А'3 3 х — 6 — / (д-) функцияни қараймиз. Осонгина 

кўриш мумкинки, /(0) = — 6 < 0, /(3) = 12 > 0, яъии /(0) •/ (3) < 0 
бўлганлиги учун [0; 3] кесмада илдиз бор. Ҳоснлани топамиз: у ’ = 
= Зх2 — 3, унинг илдизлари = 1 ва = — 1. Кўриш осонки, 
л'€(— 1, 1) да у' < 0 ва {( — оо, — 1)U (1. +  ° ° ) }  да у' > 0. 
Топилган [0, 3] кесма бу соҳаларпинг ҳеч бирига бутунлай кирмай- 
ди. Уни торайтирамиз: а  — 1 деб оламиз, у чолда /(1) = — 8 < 0 ва 
/ (3) 12 >0. |1, 3] кесма нзлапаётган илдизнинг яккалаииш орали- 
ғи, бу ерда f '(x )>  0 ва /(1) 7(3) < 0.

2-мисол. х Igx = 1 тенглама илдизининг яккаланиш оралиғини 
топинг.

Е  ч и ш. Бу тенгламани унга тенг кучли

lgx = lX
тенгламага алмаштира.миз ҳамда г/ = lg ,v ва у = — функцияларнинг; х
графикларипи ясаймиз (158-шакл).

Изланаётган илдизнинг яккаланиш оралиғи [2, 3|.
• енгламани тақрибий ечишнннг иккннчи босқичига — нл- 

•̂ изни аниқлаштириш, яккаланиш оралигннн торайтирншга 
Утамиз. Синов усули, ватарлар, уринмалар ва итерааиялар 
УеУлларини кўриб чиқамиз.
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158- шакл.

генглама берилгаи бўлиб, [а, Р ]— илдизнииг яккалаииш сралнғи, 
яъии /(а)-/(р) < 0 ва / '(.v) ҳосила [а, р] да ишорэсиии сақ.тасин. 
Равшанки, изланастган £ илдиз

тепгсизликни қаноатлантиради. Илдизнинг биринчи яқинлашиши сифа-

лиқларнинг қайси бирининг охирларида функция қарама-қарши ишо- 
раларга эга бўлса, шунисини оламиз. Янги торайтири.'нан оралиқни 
(уни [а ,̂ p j билан белгилаймиз) яна тенг иккига бўламиз, яъни унинг 
ўртасини топамиз ва жараёшш шу тартибда даьом эттирамиз. Баъзан 
кесмапинг ўртасици эмас, балки илдизнинг яккалапиш оралиғинннг 
бирор ихтиёрий нуқтасини олиш қу.тай бўлади (уни танлашда / (л) 
функциянинг хусусиятлари ҳисобга олинади). Аниқлик баҳоси учун 
с]юрму.ча аввалгининг ўзи бўлади:

бу ерда m, — шу f ' (.v) нинг энг кичик қиймати, .v эса илдиз 
нинг тақрибий қиймати.

а  <  |  <  р

]jc — || <  1Ш И ,

4. Ватарлар усули (чи зи қли  
интерполяциялаш усули). f(x ) =0 
тснгламанинг илдизинн ярмидан 
бўлиш усули бнлан аниқлашти- 
риш усулининг ғояси оддий бўл- 
са ҳам, лекин у муҳим камчи-

159- шакл.

/ ликка эга: етарлича юқори да- 
ражада аниқликка эрпшиш учуи 
анча катта сондаги қадам талаб 
этилади ва демак, ҳисоблаш иши 
ҳажми ҳам катта бўладп. Ва-
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тарлар усули эса одатда анча кам сондаги цадамларни талаб 
этади-

Геометрик нуқтаи назардан бу усул у = / (х) функцнянинг £ ил- 
дизинииг [а, Pj яккаланиш оралиғидаги графигшги А В  тўғри чизиқ 
билан алмаштиришдан иборат (159шакл). АВ  ватар тенгламасини 
Л(«. /(*)) ва 8  Ф' /(Р)) нуқталар орқали утадиган тўғри чизиқ тенг- 
ламаси сифатида ёзамиз:

// — / (а> х — а
/ (Р) — /(а) Р — а 

| илдизнинг биринчи яқиилашиши сж[»атида а, ни — ИВ нинг Ох ўқ 
билан кесишиш нуқтаси абсциссасини оламиз. Бу (а,; 0) нуқтанинг 
координаталарини тўғрн чизиқ тенглама:ига қўямиз:

0— f (а) _  «i — а 
/ (Р) — / («) Р —а ’

бундан
q, = a -  f(«HP-q)

ПР)-/(а)
а = а0, Д а0 = а х — а0 деб белгилаб, бу тенгсизликни бундай 

қайта ёзиб оламиз:
д « 0 = — , 

f (Р) — f (а0)
Патижада биринчи яқинлашиш учун

«i = a0-f Д а0
формулани ҳосил қиламиз. [alt Р) ор!лиққа яна шу ватарлар усули- 
ни қўлланиб, биз илдизкинг ушбу иккинчи яқинлашншини ҳосил 
қиламиз:

a., ^а^ +  Да,, Да, = — —
/ (Р) — / (а,)

Ватарлар усулини кетма- кет п марта такрорлаб, ушбу яқинлашишлар 
кетма- кетлигини ҳосил қиламиз:

a0, a „  аг, , ak, , ап,
бу ерда

= «*_i -f Л aft l, Д aft_, = f (a*_j)(P aft_|)

Илдизиинг тақрибий қийматларини берилган е аниқликда ҳисоблашни 
иккита қўшни яқинлашиш орасидаги айирма модули бўйича е дан 
°ртиқ бўлмаган заҳоти, яъни \ап — а;1_,| <г е бўлган заҳоти тўхтатиш 
**умкин.

5. Уринмалар усули (Ньютон усули). f (х) = 0 тенгламани урин- 
иалар усули билан ечиш учун £ илдизнинг яккаланиш оралиғи [a, р[ 

f(x) фуикция ушбу шартларни қаноатлантнришини талаб қиламиз;



/ (aW (P )< 0 ;/4v) ва f" (x) н.1нг 
ишораларн ўзгармасдан қолсин 
Сўнггн шарт илдизнинг яккала- 
ииш оралигида функция графиги- 
нинг букилиш нуқталари йўкли- 
гини билдиради (қавариқлик ёки 
ботиқлик йўналншининг ўзгар- 
маслиги).

Уринмалар усули геометрик 
нуқтаи наззрдан f(x) функция с 
илдизининг яккаланиш оралиғи 
[a, Р) да унинг графигнни бу 
графикк.; Р абсциссали нуқтадан 

ўтказилган уринма билан а л м а ш ти р и ш и и  билдиради (160-шаклда бу 
'В нуқта).

Графикка В ( р, f$ )) нуқтада ўтказилган уринма тенгламасини В  
нуқтадан ўтадиган ва k — /' (Р) бурчак коэффициентли тўтри чизиқ 
тенгламаси кўринишида ёзамиз:

У - т  = Г  (Р)(х — Р).
I  илдизнипг биринчи яқинлашиши сифатида р, ни — уринманинг 

Ох ўқ билан кесишиш нуқтлси абсциссасини оламиз. Бу (Р,, 0) нуқ- 
танинг коордиизталариии уринма тенгламасига қўямиз:

о — /(р) = Г  (P )0 i— Э)
Bv ердан

ft ___/<Й
Р  f' (Р)

га эга бўламиз. р -  Р„ деб белгилаб, сўнгги тенгликни бундай қай- 
та ёзамиз:

ПР>
А Р о  = П Р )

Натижада биринчи яқинлашиш учун
Рх =  Р0 Н- Д Ро

формулани ҳосил қиламиз. [a, р,] оралиқда яна шу уринмалар усули- 
ни татбиқ қиламиз ва ушбу иккинчи яқинлашишии ҳосил қиламиз:

р, = р! +  А р„ бу ерда А р̂  = — .

Уринмалар усулини кетма-кет п марта татбиқ қилиб, ушбу яқин- 
лашишлар кетма- кетлигипи ҳосил қиламиз:

Ро> P i’ Рг> • • • » ?*>•••» r̂j»

бу ерда
i (P/t-i)

: = Р*_i "Ь Ра—l» бунда А Pfc_j — .,
k~i>
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f(X)>0
f “m>o
f(fi)>0
f(di)<0

f ' ( t )  >o 
f “(*)<0

161- шакл.

163- шакл. 164- шакл.

f 'M < 0
f “(X)<0
f (4 )< 0
f M > 0

f'(M < 0 
f"(X )> 0  
f(p>)>0 
fU)<o

Илдизнипг тақрибий қийматини берилган е аниқликда ҳисоблаш- 
ни иккита қўшни яқинлашиш орасидаги айирманинг абсолют қиймати 
е дан кичик бўлган заҳоти, яъни |P;i — бўлгандл тўхтатиш
мумкин.

6. Ватарлар ва уринмалар аралаш усули. f(x) =  0 тенгла.манинг 
изланаётган i  илдизи [а, Р) яккаланшн оралиғида ётган бўлсин ва 
юқорида келтирилган илдизнинг яккаланиш шартлари бажарилсин, 
яъни f (а) • / (Р) < 0; f' (х) ва f" (х) нинг ишоралари бу оралиқда ўзгар- 
майди. y — f(x) функшш биринчи ва иккинчи ҳосилалари ишоралари- 
нинг барча мумкин бўлган комбинацияларини кўриб чиқамиз (161 —
— 164-шакллар). 161 — 164- шаклларда бундац буён Р орқали якка- 
ланиш оралиғининг f(x) ва f" (х) бир хил ишорага эга бўладиган 
охирини белгилаймиз. Бу охирда уринмалар усулини қўллаймиз. Бу 
ҳолда у =  f(x) эгри чизиққа Вф , /ф)) нуқтадаги уринма Ох ўқни 
Р нуқта билан £ илдиз орасида кесиб ўтади, ЛВ  ватар эса эгри чи- 
зиқни а  нуқта билан l  илдиз орасида кесиб ўтади. Ватар ва уринма- 
нинг Ох ўқ билан кесишиш нуқталари а  ва fJ ларга қараганда ях- 
широқ яқинлашинши беради. Иккала усулнинг аралаш ишлатилиши 
илдизга яқинлашишни тезроқ беради. ап ва яқинлашишлар учун 
ҳисоблаш формулалари ушбу кўринишда бўлади:



Рп — Р „_ , r (Р„_|>
Жараён ниҳоясига етганидан сўнг t илдизнннг қиймати сифатида ях- 
шиси сўнгги қийматларнннг ўрта арифметик қийматини олиш лозим-

1

Мисол сифатида 1-мисолда ля — Зл' — 6-^0 тенглама учун ҳосил 
қилинган илдизни аниқлаштирамиз, яъни [1, 3] яккаланиш оралиғини 
торайтирамиз. Шундай қилиб, /(х) -= х3 — 3л — 6, /(1)-= — 8<0, 
/(3) — 12>0 ва 11, 3| яккаланиш оралиғида /' (лг] = 3 (л- — 1) > oj 
япа шу оралиқда f " (х) — бл>0. fi сифатида f5 3 ни оламиз, чун- 
ки / (3) > 0 ва /"(л')> 0 бўлганлиги учун бу орялнқда уринмалар 
усулини қўлланиш мумкин. Ҳисоблашларни юқорида келтирилган 
формулалар бўйича бажарамиз. Натижаларни жадвалга ёзамиз. Ил- 
диз 0.001 гача аниқликда топилади.

f  (х) — х ’ З х  — 6 Р -  a 
f  (ftl -  -  / («)

Aa- j Г (х ) 3(x‘ 1)
а-ЬДа

X —З х f(x ) Г<Р> x'- x*_ 1 /' <*>

Ро
I

• 3
1

27
—3
—9

8
12

2
20

0,8 
- 0,5 9 8 24

1,8
2,5

й1Pl
1,8
2,5

5.8320
15.6230

1 
ю

Ю 
Г'-

1 
1

—5,5680 
2.1250

0.7
7.6030

-1-0,5056
—0,1349 6,25 5,25

-
15,75

2,3066
2,3551

а г .2,3036 
Pjj2.365l

12.2720
13,2297

- 0.9lrs|-0.6t78 
-7.095;ij 0.1344

0.0585
0.7822

0,0484
—0,0098 5.5037 4.5937

— '2,3550 
13,7811 |2,3554

Ё
2,3550
2.3555

0,0005
'

Изланаётган илдиз
2,3550 < £ < 2,3555

интерва.'1да ётади. Ҳисоблаш iP3 — a3i = 0,0005 < 0,001 бўлгаплиги 
сабабли тўхтатилган. Илдиз 0,001 гача аниқликда қуйидагига тенг:

Pr,

7. Итерация усули. Тенгламаларни сонли ечишнинг эпг 
муҳим усулларидан бири итерация усули ёки кетма-кет яқин- 
лашишлар усулидан иборат. Усулнинг моҳияти қ у й и д а гн ча .

1. Ҳ и с о б л а ш  ф о р м у л а с и .  Ушбу тенглама берилгаи 
бўлсин:

/ (* )=  0, (2.4)
6v ерда f (x ) — узлуксиз функция. Бу тенгламанинг ҳақиқий 
илдизини топиш керак. (2.4) тенгламани унга тенг кучли
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т е н г л а м а  билан алмаштирамиз. Бнрор-бир усул билан илдиз- 
цинг *0 тақрибий қийматини танлаймнз, уни (2.5) тенгламанинг 
х нг томонига қўйсак, бнрор

*1 = ф(*о)
сонни ҳоснл қиламиз. Сўнгра (2.5) тснгламанинг ўнг томонига 
олинган л'| сонни қўйсак,

ДГ2 =  ф (Л ', )

соини ҳосил қиламнз. Бу жараснни давом эттириб,
Xi =  ф (а-0), хг =  Ф  (xj, . . . , хп =  ф (х „  ,) 

сонли кетма- кетликни ҳоеил қиламиз. Агар бу
К  “ ф(*л_1)} (2 6)

кетма-кетлик яқинлашувчи, яъни lim хп мавжуд булся, у ҳолда (2.6)
тенгликда лимитга ўтиб (бунда ф (дг) функцил узлуксиз деб фараз 
қили5),

lim хп =  ф (lim хп_ {) ёки | — ф (;)
П-* оо П—+00

нн топамнз. Шундай қилиб, l  (2.5) тенгламапинг илдизи бўла- 
ди. У (2.6) формула бўйича исталган аниқликда топилиши 
мумкин.

2. Г е о м с т р и к т а л қ и п н. Итерация усулини геометрнк 
нуқтаи назардаи бундай тушунтириш мумкин. Оху текисликда 
у = А ва 1/ = ф (х) функцияларнинг графикларини ясаймиз. (2.5) 
тенгламанинг ҳар бир | илдизи г/ = /(л) эгри чизиқнинг у — х 
тўғрн чизиқ билан кесишиш нуқтаси М  нинг абсциссаси бўла- 
ди. Бирор А0(х0, уп) нуқтани танлаб, А 0В ХА \ В 2А 2 синиқ чи- 
зиқни («зинани») ясаймиз: унинг бўгинлари Ох ўққа ва Оу 
ўққа параллел, А 0, А\, А2 . . . ,  учлари y = (f(x ) тўғри чизиқда, 
^ ь ^ 2, . . .  учлари эса у — х тўгри чизиқда стади. Л, ваВь А 2 ва

*  = Ф ( * )  (2.5)

165- шакл. 166- шакл.



167- шакл. 168- шакл.

В 2. . . .  нуқталарнинг умумии абсциссалари эса g илдизнинг мос 
разишда кетма-кет хь х2, . . .  яқинлашишлари бўлади.

165-шаклда эгри чизиқ ботиқ, яъни |ф'(л')|<1 ва итсрация 
жараёни яқинлашади.

Синиқ чизиқнинг бошқача кўриниши —«спирал» чизиқ ҳам 
бўлиши мумкин (166-шакл.)

Чнзмадан кўриш осонки, cp'(.v)>0 бўлганда (165-шакл) 
ечим «зина» кўринишида, ф '(х)<() бўлганда эса (166-шакл) 
ечим «спирал» шаклида ҳосил бўлади.

Агар |ф' (jr) | > 1 бўлган ҳолни (тик эгри чизиқ) қарасак, 
итерация жараёни узоқлашиши мумкин, бу 167— 168-шакл- 
лардан кўриниб турибди.

3. И т е р а ц и я ж а р а ё н и н и н г  я қ и н л а ш у в ч а и л и- 
г и. Итерация усулининг амалда қўлланилиши учуи итерация 
жараёни яқинлашишининг етарлилик шартларини келтирамиз.

Теорема. ф(х) функция [о, /;] кесмада аниқланган ea диффе- 
ренциалланувчи, uiy билан бирга унинг барча қиймапьшри [а, b] 
га тегишли бўлсин. У  холда шундай q nvjrpu каср мавжудки, 
xZ [а, b] да

ф' (.v) < q < 1 (2.7)
бўлса, у ҳолда:

а) хп — Ф (/:„_,), п -  1 , 2 , . . .  итерация жараёни х0£[а, b] 6oiu- 
ланғич қиймат қандай буугшиидан қатъий назар яқинлашади.

б) с — lim хп қиймат х = (( (х) тенгламанинг [а, b] кесмадаги
П - ь  ОО

ягона илдизи бўлади.
1-эслатма. q сон сифатида ҳосила модулииинг, яъни ф' (.v) нинг 

х£[а, b] даги энг кичик қийматини ёки қуйи чегарасини олиш мум- 
кин.

2- э с л а т м а. Arap ф(х) функция барча .v e (—оо, + оо) учун 
аниқланган ва дифферепциалланувчи на бунда барча х лар 
учун (2.7) тенгсизлик бажарилса, теорема тўғрилигича қо- 
лади.

3 - э с л а т м а .  Тсорема шартлаопда итерация усули .v0 бош-
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данғич қиймат [а, b) дан ҳар қандай танланганида ҳам яқнн- 
лашади, яъни ҳисоблашларда йўл қўйилган \а, b\ дан четга 
чиқмайднган айрим хатолик якуний натижага таъснр этмайдн, 
чунки хато қийматнн янги х0 бошланғич қиймат деб қараш 
мумкин, шу сабабли бу усул ўз-ўзини тўғрилайдиган усулдир. 
Бундан ўз-ўзини тўғрилаш усули итерацпя усулининг энг 
ишончли ҳисоблаш усулларидан бири эканлигини билди- 
ради.

4. Я қ и н л а ш и ш  а н и қ л и г и п и н г  баҳоси .  Ушбу 
тенгсизлик тўғрилигини исботлаш мумкин:

Д  r c - Jg « T-,- k , - v _ l i, (2.8)

бу ерда s— (2.4) ёки (2.5) тенгламанинг илдизи, .v0_,, хп эса иккита 
яқинлашиш, q эса |ф' (л)| нипг [а, b] даги энг кичик қиймати.

Бу тенгсизликдан яқинлашишни баҳолаш учун фойдалана- 
миз.

Агар илдизии е аниқликда ҳисоблаш талаб этилса, у ҳолда 
равшанки,

l| -  хп\ < е ёки -2—  1* -  хп_ ,| <  е,\— q
бундан

Ш  l* « - * » _ il< “ * *  (2.9)

ни ҳосил қиламиз. Демак, итерация жараёнини иккита кетма-кет яқин- 
лашши xa_ t ва хп учун (2.9) тенгсизлик бажарилганига қадар давом
эттириш лозим. Хусусан, q ~  бўлса, у ҳолда \хп — хл_||<е.

Мисол. x'd +  -V — 1000 тенгламанинг энг катта мусбат илдизини
0,0001 гача аниқликда топинг.

Ечиш . Аввал изланаётган s нлдиз ётадиган оралиқни то- 
памиз. / (дг) = x:i +  х — 1000 деб белгилаймиз ва бу функциянинг қий- 
матини иккита нуқпада ҳисоблаймиз: /(9) = — 262 < 0 ва /(10) =
— 10 >0. Равшанки, илдиз Е£(9, 10) (Бу интервалнннг ўзини Оху 
текисликда у = х? ва у — 1000 — х функцияларнинг графикларини 
ясаб ҳам топиш мумкин эди). Берилган тенгламани ушбу кўринишда 
унга тенг кучли тенгламага алмаштирамиз:

х =  1000 — х3 = ф (х), ёки х = -— 5----1 = ф (х),X2 X
еки

nх =  j/ 1000 — х =  ф (х).
Биринчи ифодаланиш ноқулай, чунки бу ҳолда |ф' (х)\ = Зх2 >  1 

бўлиб, бундан бчрча х £(9, 10) учун ф '(.v) = — 3.v2 бўлади, бу эса 
итерация жараёни узоқлашишини билдиради.

Охирги ифодалаш қулайдир:
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-  I 1000 —  л: ф (.v).

чупки бу ҳолда <р' (д-) — 

Еалда қуйидагига эгамиз:

1
3 , (1000- д)2 бу ердан (9, 10) интер-

1ф' (x)l - I
3 , (1000- дг>* 3 > 9902 300

= q < l .

Теорема шартлари бажарилди, шу сабабли итерация жа- 
раённ яқинлашувчи. Кетма-кет яқинлашишларни

хп+\ = 1000 хп
формула бўйича битта қўшимча қ|п"1матдор рақампи сақлзб хисоблаймизз __
уп 1000 — хп, xnJ_\ — i ijn деб белгилаб, иатижаларни жадвалга 
ёзамиз:

n *n Уп

0 10 990
1 9,96655 990,03345
2 9.96666 990,03334
3 9,96.667

1 19 = — булгаилиги учун \хп —  x„_,| <е да е = 0,0001 гача 
аниқликда тенгламанинг £ илдизини

£ = х3 —- 0,96667 »  0,9667
деб олиш мумкин.

Эслатма.  Ушбу f (х) = 0 тенгламани (2.5) кўринишдаги
л'=^ф(х) (2.10)

тенгламага келтириш учун (2.4) тенгламанинг чап ва ўнг қисм- 
ларини ҳозирча номаълум л сонга кўпайтнриш ва ҳосил бўл- 
ган тенгликнинг чап ва ўнг қисмларига х ни қўшиб, (2.4) 
тенгламани унга эквивалент

x--x +  kf(x) (2.П)
шгклда сзиш ки({юя. Энди ц (х) -  х \ f  (х) деб олиб, (2.10) дан
х — <f (x) га эга бўламиз. к параметрни (2.11) функния итерания 
жараёнининг яқинлашиши учун етарли бўлган (2.8) шартни қаноат- 
лантираднган қилиб, топиш мумкин:

\<('(х)\ =  \\ + \ f '(x )\ < \ .  (2.12)
Агар 1 + k f (х0) деб олииадиган бўлса, ,v0 яқинлашиш атрофида

(2.12) тенгсизлик ўз-ўзидап бажарилади, бу ерд;:н Г (х 0)ф  0 бўлган-
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1. Тенгламани ечнш ннмани билдиради?
2. Тенгламанинг илдизи деб нимага айтилади?
3. Сизга тенгламаларни ечишнинг қандай асоснй усуллари маълум?
4. Бу усуллариинг ҳар бирининг афзаллнк ва камчилнк томонлари нима- 

лардан иборат?
5. Илдизнинг яккаланиш оралиги ннма ва уни қандай топилади?
6. Синов усулн нимадан иборат?
7. Ватарлар усули нимадан нборат?
8. Ватарлар усулининг сннов усулидан афзаллиги нимадан иборат?
9. Ўринмалар усули нимадан иборат?
10. Фуикциянинг илдизнни топишда уриималар усулини кўллаш мумкин 

бўлиши учун бу функция унннг илднзинн яккаланнш оралнгида қандай шарт- 
дарни қзноатлантириши лозим?

11. Аралаш усулнинг ватар усули ва уринмалар усулидан афзаллиги нн- 
мадан иборат?

12. Қуйидаги тенгламалар ечимнни е = 0,01 гача аииқликда синов усули 
билан ечинг:

а) sin х — .v-r 1 — 0; б)1пдг +  лг — 2 = 0: в) ln х =  sin х.
13. Ушбу тенгламаларнинг ҳақиқий илдизини 0,01 гача аниқликда аралаш 

усул билан топинг:
а) 2ҳ — ln х — 4 — 0; б)х1пд:— 14=0; в) 4х — cosat =  0,

бунда аввал бу илдизларнинг яккаланшн оралиқларнни сннов усули билан 
ёки графнк усулда ажратинг.

14. Итерация усули нимадан иборат?
15. Итерацня жараёнинннг яқинлашиши учун етарлилик шартлари ҳақи- 

дагн теореманн айтиб беринг.
16. Итерацня усулида эришиладнган аниқликни баҳолаш учун формулани 

ёзинг.
17. Ечилаётган тенгламани итерация жараёни албатта яқинлашаднган 

қилнб қандай алмаштириш мумкин?
18. Нолннчи яқинлашишни график усул билан топиб, ушбу тенгламалар- 

нинг ҳақиқнй илднзларнни е=0,01 гача аниқликда топинг:
а) л'3 — 2 х 1 = 0; 61 х ln х — 15 = 0;
в) Зх  — 5 cos х — 0; r) ех +  х = 0.

У з-ўзини  т е к ш и р и ш  у ч у п  с а в о л л а р

3-§. Чизиқли тенгламалар системаларини ечиш усуллари

1. Умумий маьлумотлар. Чизиқли тенгламалар система- 
лариии ечиш усулларини асосан нкки гуруҳга ажратиш мум- 
кин:

1) аниқ усуллар — бу усулларга олий математика курсндан 
маълум бўлган Крамер қоидаси, Гаусс усули, тескари матри- 
Цалар усули киради. Бу усуллар системаларни ечнш учун сис- 
тема коэффициентларига боглиқ бўлган формулаларни ҳосил 
қилиш имконинн беради;

2) нтерацион усуллар — улар қаторига итсрация усули, 
•эейдель усули ва ҳоказолар киради. Бу усуллар системанинг 
берилган аниқликдагн ечимини топиш имконини бсради.

2. Жордано— Гаусс усули. Чизиқли тенгламалар система- 
ларини детерминантлар ёрдамида сонлн ечиш (Крамер қоида-
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си) икки ва учта тенглама системаларини ечишда қулайдир 
Қатта сондаги тенгламалар системаларини ечишда эса Tavcc 
усулидан фойдаланиш анча қулайдир. Маълумки, бу усул 'но- 
маълумларни кетма-кет йўқотишдан иборатдир.

Жордано — Гауссиинг модификацияланган усули билан та- 
нишамиз. Мулоҳазаларнинг умумийлигига зарар етказмаган 
ҳолда фақат тўрт номаълумли тўртта тенглама системасини 
қараш билан чекланамиз:

ai î x ^12̂ 2 aiaxa Oi = dlt
а 21Х 1 а 2ЪХ 2 —  а гзХ з  "4* а 2 1Л 4 ~  d v ,  ^3 j

a .4 lA I  а з2*2  +  ^33-^3 +  а 34х 4 ~  d 3, 

a t l X l  +  а 42*2  _ l '  а 43Х 3 +  а 44Х 4 “  ^ V

бу ерда xv х>, х 3, .v4 — номаълум сонлар, aik(i = 1,4 ва k =  ТГ4) — 
система коэффициентлари, dlt d2, с3, dA — озод ҳадлар.

Т а ъ р и ф .  (3.1) системанинг ечими деб номаълумлариинг 
шундай қийматлари тизмасига айтиладики, уларнн снстема 
тенгламаларига қўйганда тўғри тенгликлар ҳосил бўлади.

(3.1) системанинг ечимини юниш учуи қуйидагича иш тутамиз. 
Бирор aik Ф  0 коэффициентни, масалан, аа Ф  0 пи танлаймиз. Уни 
ҳал қилувчи элемент деб атаймиз. (3.1) системанинг биринчи тенг- 
ламасини an га бўлиб, кейин ҳосил бўлган тепгламани кетма-кет 
a£t (i =-2,4) ларга кўпайтириб ва (3.1) системапинг мос i- тенгллмаси- 
ни айириб, биз биринчи тенгламадан ташқари, барча тингламалардаи 
а‘[ номаълумни йўқотамиз. Натижада (3.1) системага тенг кучли қуйи- 
даги системага эга бўламиз:

^ l l ^ l  +  a\2X'i арХ3 Ч" а 14Х 4 
'  ^22*2 +  ^23*3 +  а 24Х 4

a:i2X2 "4 а:ахъ + ^зЛ
а 42Х 2 +  З Д  +  ^14^4

(3.2) системанинг aik (i = 1,4) коэффицет ларини ҳосил қилиш 
қшдасини кейинроқ кўрсатамиз.

Агар a.r> Ф  0 бўлса, у ҳолда жараён такрорланади, натижада биз
(4.2) системапинг биринчи теигламасидан ташқари барча тенгламала- 
ридан х., номаълумни йўқот^миз (Жордано усулининг Гаусснинг маъ- 
лум усулидан фарқи ҳам шундаи иборат) ва (3.2) системага тепг 
кучли қуйидаги системага эга бўламиз:

a(iX ,+  ai3x3 +  au х4 — dlt
а 22 Х 2 +  а 2Л Х 3 +  а 24 Х 4 =  d 2' , 3  3 )

a 33 Х 3 +  a 3» Х 4 ~  d y  

a4ZX3 + a4i = d4'
(3.3) системанинг янги коэффициеитларини ва озод ҳадла-

= dv  
=  dy
=  *4

(3.2)
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рини ҳосил қилиш қоидасинн параграфнинг охирида басн қила- 
'<из- _Дараённи (а33 Ф  0 булса) шунга ўхшаш давом эттириб, учинчи 
тенгламасидан ташқари барча тенгламаларидан х3 номаълум йўқотил-
гэн тенгламалар системасини ҳосил қиламиз:

а]\х\ + а"и хА = d\,
â yyX̂  +  â 4 х̂  d.~,,

а1зХ3 + ам Х4 = ^ .
I I I j I I Ia4ixt =  d4

Ва, ниҳоят, (3.4) системанинг тўртинчи тенгламасидан таш- 
қари барча тенгламаларидан х4 номаълумни йўқотиб қуйидаги 
системага эга бўламиз:

ttt j r r r

азЗхз з *
I I I  trr ra„x4= d4.

Бу системадан xlt х2, х3, номаълумларнинг қийматлари топи- 
лади. Тенгламалар системасини ечишнинг номаълумларни кег- 
ма-кет йўқотишга асослапган баён этилгап мазкур усули Жор- 
дано — Гаусс усули деб аталади.

Бу усулни тенгламалар системасига эмас, балки шу систе- 
манинг элементар алмаштиришлар ёрдамида диагопал кўри- 
нишга келувчи кенгайтирилган матрицасига қўлланиш қулай- 
роқдир.

Шундай қилиб, системанинг кснгайтирилган матрицаси қу- 
йидаги кўринишга эга бўлсин:

f  an 0.2 а \з аи dt\
a-n au агз a2i d A

l «31 fl32 азз ° 3 i dA
V«1 CL̂ o алз а0 d j

Ҳал қилусчи элемет сифатида бош диагоналда турган элемент вли- 
нади (аи\ i — | ,4). Ҳал қилупчи э..'[ементда кесишувчи сатр ва устун 
мос равишда ҳал қилувчи catnp ва ҳал қилувчи устун  деб аталадн.

Кенгайтирнлган А матрицадан эквивалент матрицага ўтиш 
(яъни (3.1) системадан (3.2) системага ўтиш) учун

1) ҳал қилувчи элементни танлаш (масалан, ап Ф 0);
2) эквивалент матрицада ҳал қилувчи сатрни ўзгаришсиз 

Қолдириш;
3) эквивалент матрицада ҳал қилувчи устунни (ҳал қи- 

лувчғт элементдан ташқари) ноллар билан алмаштириш;
4)̂  эквивалент матрицанинг қолган элементларини эса «тўғ- 

ри тўртбурчак» қоидаси деб аталувчи қонда бўйича қайта са- 
наш керак.
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Бу қоида қуйидагидан пборат: учида ҳал қилувчи элемент 
жойлашган тўғри тўртбурчак тузамиз. Ҳал қилувчи элементнц 
а билан, дастлабки матрицанинг алмаштирилаётган элементи- 
ни а билан, ҳал қилувчи сатр ва ҳал қилувчи уступда жой- 
лашган элементларни b ва с билаи белгилаймиз. Янги а' эле- 
ментнн а, а, b, с элементлар бўйича топиш схемаси қуйидаги- 
ча бўлади:

Масалан, ушбу

а — a-a—bc

А-1
2 --- 2

l  — [7 ] j
3 r -r

матрицада ҳал қилувчи элеменг сифатида ап — 2 пи оламиз. У ҳолда 
а.,0 элемент а.',2 элементга қуйидаги формула бўйича^алмаштирилади:

2 • 5— 4•3 — 2
22

а32 элемент а32 —
2 • ! — 3 • 3 7--------------- эяементга алмаипирилади:

2 2

Агар ҳал қилувчи элемент сифатида азя = — 1 олинся, v ҳолда 

22 _  jа22 элемент а „  =  —^ — 11 . ’ 1 ■ = 8 элементга алмаштирилади
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1-мисол .  Чизиқли тенгламалар систёмасини Жордано — 
fa y cc  усули билан ечинг:

хх +  х2 — 3 л'з -f- 2 xt -- 6. 
л", — 2х., — х4 =  — 6, 

х2 +  х9 +  Зх4 = 16,
2 x t —  Зл-2 +  2л:3 — 6.

Е ч и ш. Кенгзйтирилган А матрицани тузамиз, ва юқорида 
баёи атилган қоидалардан фойдалаииб, сатрлар устида элс- 
ментар алмаштиришларни амалга оширамиз:

1) Ҳал қилувчи элемент сифатида аи = 1=^0 ни оламиз. Ҳал 
қилувчи сатрни қайта ёзамиз, янги матрицанинг ҳал қилувчн 
устунига эса (ҳал қилувчи элементдан ташқари) нолларни қўя- 
мйз Қолган коэффициентларни «тўгри тўртбурчак» қоидаси 
бўйича алмашгирамиз:

11 1 —3 2 6. /1 1 —3 2 6
1 —2 0 — 1 - 6  1 0 —3 3 —3 — 12
0 1 1 3 16 1 10 1 1 3 16
2 —3 2 0 6/ \0 —5 8 —4 —6

2) Иккинчи сатрни (— 3) га бўламиз. Ҳал қилувчи элемент си- 
фатнха а21 = 1 ^ 0  пи оламиз ва жараёпни такрорлаймиз:

/1 1 - 3  2 6 \ /1 0 —2 1 2 \
0 ||Т||— 1 1 4 i 0 1 — 11

4 |1 0 1 1 3 16 0 0 2 2
12' 0 —5 8 —4 - 6  J \0 0 3 1 14/

/1 0 -2 i 2ч /1 0 0 3 14\
l  °  ‘ — 1 i 4 10 10 2 10 \
1 0 0 l D i 6 l 0 0 l 1 6 | ~
\0 0 3 i 14/ \0 0 0 _ 2 - 4 /

I 0 0 3 14\ f  1 0 0 0 8
0 1 0 2 10 1, 10 10 0 6
0 0 1 1 6 ~ l  0 0 1 0 4

оОО CLI ! 2) \0 0 0 1 2

Натижада системанинг қуйидаги ечимига эга бўламиз: 
A't = 8, хг — 6, а'3 4, xt ?= 2.



Жордано — Гаусс усулини юқори тартибли детерминант- 
ларни ҳисоблашга қўлланиш мумкин.

2-мисол. Жордаио— Гаусс усули ва шунингдек детерми- 
нантлар хоссасидан фойдаланиб детерминантпи ҳисобланг:

1 3 2 4
— 1 3 2 1

4 —2 3 5
0 1— 1 3

Д =

Ечиш . Ҳал қилувчи элемент сифатида ап = 1 ни оламиз.

l iz i з 2 4 1 3 2 4
— 1 3 2 1 0 6 4 5

4 —2 3 5 0 - -14 —5 — 11
0 1 -1 3 0 1 —  1 3

(иккннчи ва тўргинчи сатр элементларннинг ўринларини ал- 
маштирамиз ва (— 1) кўпайтувчини учинчи сатрдан ташқарига 
чиқарамиз).

1 3 2 4 1 0 5 — 5
0 i 11— 1 3 0 1 — 1 3
0 14 5 11 0 0 QEI —31
0 6 4 5 о 0 10 — 13

1 0 0
60 1 0 0 0
19

0 1 0
26 0 1 0 0
19

0 0 19 — 31 0 0 19 0

0 0 0 - 1 0 0 0 63
I l i i i

19

63
1-1-19—  =63.

Жордано— Гаусс усулини, шунингдек, яна А хосмас 
квадрат матрицага тескари матрицани топишга қўллаш мум- 
кин. Бунда қуйидаги ишлар бажарилади: А матрицага худди 
шундай тартибли Е  бирлик матрнцани бириктириш билан тўг- 
ри бурчакли матрицани тузамиз:

(А\Е\.
Сатрлар устида элементар алмаштиришлар бажариш билан ту- 
зилган матрицани (Е \ В ) кўринишга келтнрамиз. Агар Л — 
хосмас матрица бўлса (яъни унинг детерминанти нолгд 
тенг бўлмаса), буни амалга ошириш мумкин. У  ҳолда В  - А  
бўлади.
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1 2 — 1
3 1 0
4 5 —2

3-мисол.  Берилган матрицага тескари матрицани топинг:

Ечи  ш. |̂ 4| = 
тузамиз:

эканини текшириш осон. Ёрдамчи матрицани

1 0 0 
- 3 ' 1 0 
—4 0 1

°шН
о i —4

0
I

о а
4- о —

( i о 

0 1 

\о 0

_1_
5
з̂
5
J _
15

5
3_
5

И_
15

2_
5

J_
5

°\
0

.1 /

0 -

0.-1 
vO 0 ш

Демак, ушбу

матрица берилгаи

11—3 5

А

2 1 — 1 
-6 —2 3 
-11 — 3 5

1 2 — 1
3 1 0
4 5 —2

матрицага тескари матрица экан.
3. Чизиқли тенгламалар системасини ечишнинг итерация

Усули. Номаълумлар сони катта бўлганда Гаусс усулинииг 
аниқ ечимлар берувчи чизиқли система схемаси жуда мурак- 
каб бўлиб қолади. Бундай ҳолларда система илдизларини то- 
пиш учун баъзан тақрибий сонли усуллардан фойдаланиш қу- 
•чайдир. Шундай усуллардан бири итерация усулидир.

Айтайлик, қуйидаги тенгламалар системаси берилгаи бўлсин:
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^цХ} + 1̂2*̂ 2 Ь &19%3 ~Ь •
& 2 lX l  +  а 22Х 2 +  ( l 23X li +  • а.,„ х„2п п = Ьо

й„1х1 + ап?Х2 +  ап Л  +
Қуйидагн матрицаларни киритамиз:

А =

. . +  аппх„ — Ъ„.пп п п

(3.5)

«11 ° \ 2 • ' • ai„\ f
°2. а22 . ■ • °2 п  ’

’ Х =
а п\ а п2 • • • а п п )

I '\ ' х '\  л п

/  bi

\ b.
У холда (3.5) система матрица шаклида қуйидаги кўрииишни олади:

Ах = b.
Диагонал коэффициентлар нолдан с|мрқли (яъни ап, q.,2, . 

а , т  ^  0) деб фараз қилиб, (5.1) системанинг биринчи тенгламасини 
Xi га нисбатан, иккинчи тенгламасини х2 га нисбатан, учинчисини х3 
га нисбатян ечамиз. Натижада (3.5) системага теиг кучли қуйидаги 
системага эга бўламиз:

хi = Pi +  0 +  a l2x2 +  a l3x3 +  . . . — a In xn, 
x2 = f)2 + a21x, -f 0 +  a23.v3 +  . . . +  a2n xn.

Ушбу
+ «„2*2 +  • • • + *„-! +  0.

a =

(3.6)

a 12 . • ■ * Iп \
:21 0 . . 1 ва f)
•rtl a «2 •. . 0  )1

матрицаларни киритиш билан (3.6) тенгламалар системасини 
матрица шаклида қуйндагича ёзиш мумкин:

x — fi-r-a-x. (3.7)
(3.7) сисгемаии кетма-кет яқинлашишлар усули билан еча- 

миз. Нолинчи яқинлашиш сифатида, масалаи, озод ҳадлар ус- 
тунини қабул қиламиз.

.v(0) = P-
„v<0) ни (3.7) нинг ўнг томонига қўйиб, jc(!) биринчи я қ и н л а -  

шишга эга бўламиз:
„ (i) =- Р +  a.v'(0)

Ксйин xll) ни (3.7) нинг ўнг томонига қўйиб, .v<2) иккинчи яқин- 
лашишга эга бўламиз:
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)Караённи гакрорлаб

формула бўйича ҳосил килннувчи қуйидаги яқинлашншлар 
кетма-><стлигига эга бўламиз:

> ,  х<2)..........
Бу кетма-кетликнинг лимити, arap у мавжуд бўлса, (3.5) 

систсм анинг излаиастган ечими бўлади. п номаълумли п та 
тснглам а системаси учун жараённинг яқинлашувчи бўлишининг 
етарлилик шартини исботсиз келтирамиз:

Т е о р е м а .  Агар келтирилган (3.6) система учун ушбу
П П

2£|oc1;.| < 1 (i =  1, п) ёки < 1  ( j=  l,n )
/=i /=i 

шартларс)ан камида биттаси бажарилса, у ҳолда (3.8 ) итера- 
ци.ч жараени бу системанинг бошланғич яқинлашииши тан- 
лашга боглиқ бўлмаган ягона ечимига яқинлашади.

Бу шартлардан кслиб чиққан ҳолда ушбу натижани ҳосил 
қилиш мумкин.

Н а т и ж а .  Arap қуйидаги тенгсизликлар бажарилса, (3.5) 
тенгламалар системаси учун итерация усули яқинлашувчи бў- 
лади:

I п
lflnl >  ^  K/l.

/ = |

!й2г1 > |а2(-|,
/-|

х1"-1' = р + а.х(п) (3-8)

i— !

яъни (3.5) системанинг ҳар бир тенгламаси учун диагонал ко- 
эффициенглар модули, озод ҳадларпи ҳисобга олмаганда, тенг- 
ламанинг бошқа барча коэффициентлари модуллари йиғинди- 
сидан катта.

М и с о л. ^ч номаълумли учта тенглама системасининг ечи- 
мини тонинг:

|4х, +,0,24 хг — 0,08 х3 — 8,
|0,09лгх -i- Зд-2 — 0,15л'3 = 9, /394
'0,04.Vj — 0,08л„ + 4.v3 = 20. V ' '

Е ч и ш. Жараён яқинлашувчи бўлишининг сўнгги шарти 
оажарилади:

Ifljil = 4 > |0,24| +  1— 0,081 = 0,32, 
f e l  = 3 > |0,09| +  1— 0151 =  0,24,
Изз! = 4 > |0,04| +  |— 0,08| = 0,12.
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Шунинг учун итерация жараёни яқиилашувчи бўлади. (3.5) 
системани уига тенг кучли куйидаги система билаи алмашти- Т
рамиз:

'х . = 2 — 0,06 jf, +  0,02 х3,
|.v, = 3 — 0,03 х, +  0 + 0,05 х3, 
lx, = 5 — 0,01 xt +  0,02 Хо +  0.

(3.10)

■ о

Системанинг матрица шаклидаги ёзуви қўйидагича: 

(Xl\ /2\ (  0 — 0,06 0,02\ ( Xl'хД /2\ / 0 
х21 = ( 3 +  I 0,03 
x j  \ ъ )  V— 0,01

0 0,05 
0,02 0 )

‘'х0)
би-

ёки х = Р +  ах, бу ерда
(х Л  /2\ / 0 — 0,06 0.02N 

Х =  U  , р -  з , ос= -0,03 0 0,05 
\x .J \5/ V— 0,01 0,02 0

Нолинчи яқннлашшн сифатида қуйидагини оламиз:

х,0> = Р = 13 1 ёки х\0) -- 2, x f  — 3, х30) = 5

j  X j

хШ) ни (3.10) системанинг ўиг томонига қўйиб, х{ ’ = I
\д|«).

ринчи яқинлашишга эга бўламиз:

*<'> = 2-0,06-3 +  0,02-5= 1,92,

4  - -
^  = 5 — 0,01 -2 +  0,02-3 = 5,04 

х(1) ни (3.10) системанинг ўнг томонига қўйиб, иккинчи яқикла- 
шишга эга бўламиз:

r<2> _  I O0Q4L  ’ ’ (2) ■ /1,9094\
Хо" = 3,1944, ёки х 3,1944' r\ Л A d  I

V| =  /. —  v ,w  w i - / j 9 2

"(1> =̂ 3 — 0,03• 2 + 0,05-5 — 3,19, ёки x0) = 3’ l9
\5,04

.VP> = 5,0446 ^5,0446/ •

x0) ни шунга ўхшаш топамиз: 

r<3) =  1 90923х /1,90923 \
xf} = 3,19495, ёки *<3) = 3,19495

x f  =* 5,04485 \5,04485 /

Натижаларни қуйидаги жадьалга ёзамиз:
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Яқинлашишлар Xl xt xi

0 2 3 5
i 1,92 3,19 5,04
2 1,9034 3,1944 5,0446

3 1,90923 3,19495 5,04485

Шундай қилиб, илдизларнинг тақрибий қийматлари қуйидагилар экан: 
xt = 1,90923; .v2 - 3,19495; ,v3 = 5,04485.

У з-ў з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Тенгламалар системасининг ечими деб иимага айтилади?
2. Чизиқли тенгламалар системасини ечишнинг Жордано— Гаусс усулини 

баён этинг.
3. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг итерация усулини баён 

этинг.
4. Чизиқли система итерация жараёнинииг яқинлашиш шартн нимадан 

иборат?
5. Қуйидаги системани Жордано — Гаусс усули билан ечинг:

?) I x i - r  х г —  2 дг3 6, б)
< 2 Xi + 3 лг* — 7 дг3 ---- 16, 

xt -j- 2 x2 :- -r3 — 16;

6. Қуйидаги дитерминянтни ҳисобланг: 
a)

i4 х г -f- 4 дг2 +  5 x 3 - 5 x t  -- 0,
2 х г - 3  Х"з—• — 10, 

x x -j- x.2 — 5 x 3 — — 10,

3 x2 +  2 x 3 —  1.

3 — 2 — 5 1 б) I 1 — 6 — 4
2 — 3 1 5 3 — 1 — 6 — 4
1 2 0 — 4 2 3 9 2
1 — 1 — 4 9 3 2 3 8

7. Қуйидаги матрицага тескари A 1 матрицани топинг:
/ 3 — 1 0\ /3 2 2

а) /4 — - 2 I I ;  б) А => 1 3 1
\ 2 — 1 4/ \5 3 4

8. Қуйидаги системаии итерация усули билан ечинг:
Ахх —  0,2 .v2 — 0,2 а"3 = 4,
0 ,2 х х — 4 х г +  0,4 дг4 ~  — 8,

0,2 x t  5 х 3 — 0, 1 дг4 =  5,
0,4 д-2 — 0,1 х и — 5 х4 -- 15.

4- §. Интерполяциялаш

1. Масаланинг қўйилиши. Энг соДда интерполяциялаш ма- 
саласи қуйидагича ифодаланади:

[а, b\ кесмада п + 1 та нуқта берилган:
х0, хи .v2, . . . , xt, . . . , хп,

бу нуқталар интерполяция тугунлари деб аталади. Бирор f(x ) 
функциянинг бу нуқталардаги қиймати қуйидагилар бўлади:
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/ (*o) =  Уо> f ( x i )  =  У к  f ( x 2) =  y-i' • ■ ■ • f ( x i ) =  % . • • • .  / (х„) =  г/п.

Маълум синфга тегишли бўлган ва интерполяция тугунларида 
/(х) функция қабул қилган қийматларни, яъни

Ғ  (лв) = Уо* FiX i) =* '/1, ^ (x.i) =  у2, , Ғ(хс) Ғ(хп) = уп

қийматларни қабул қилувчи Ғ (х ) функциянн (интерполяцияла- 
нувчи функцнянн) ясаш талаб этилади. Геометрик иуқтаи 
назардан бу берилган нуқталарнинг қуйидаги тизмаси орқали 
ўтувчи бирор маълум турдаги у = Ғ (х ) эгрн чизиқни топншни 
англатади (169-шакл):

169- шакл.

(xb, у0), y j ,  М.,(х2, у2), . . . , M i(x it t J i)......... М п(хп, У„).

Масаланинг бундай умумий қўйилиши чексиз кўп ечимга эга 
бўлиши (айтиб ўтилган нуқталар орқали чексиз кўп эгри чи- 
зиқ ўтказиш мумкин, 169- шакл) ёки умуман ечимга эга бўл- 
маслиги мумкин.

Бироқ, агар ихтиёрий Ғ  (х) функция ўрнига қуйидаги шартларнй 
қаноатлантирувчи л-даражали Р п(х) кўпҳад изланса, бу масала бнр 
қийматли бўлиб қолади:

РгЛхо)=Уо> P n(xi)^Uu Рп(хг)=У2> • • • - Р п(хд = У i' ■ • • • P n(xn )^ lJ*

Ҳосил қилинган интерполяция формуласи одатда берилган /(•') 
функциянинг х аргументнинг интерполяцня тугунларидаи фарКлй 
қийматларидаги қийматларини тақрибий ҳисоблаш учун қўлланиладИ- 
Бундай амал f(x) функцияни интериоляциялаш (х £ lx0, xrll бўлглпД3)
ва экстрополяциялаш (х £ [jc0, лг̂ ] бўлгандч) деб аталади.

2. Чекли айирмалар. Интерполяция формулаларини тузиШ
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хақидаги масалани муҳокама қилишга ўтишдан олдин чекли 
апирмалар тун^унчаси бнлан танишиб чиқамиз.

Айтайлик, y = f (x ) — берилгаи функция, аргументнинг Aa' 
орттирмаси— тайинланган миқдор бўлсин.

] - т а ъ р и ф. Ушбу
A y  = f(x +  Ax) — [(x)

айирма y= f(x ) функциянинг биринчи чекли айирмаси (ёки 
биринчи тартибли чекли айирма) деб аталади.
. Юкори тартибли чекли айирмалар ҳам шунга ўхшаш таъ- 

рифланади:
Ап у = Л(Д" 1 //), бу ерда п = 2, 3, . . .

1-мисол. Иккинчи тартибли чекли анирмани ҳисобланг:
Е ч и ш. Таърифга кўра қуйидагига эга бўламиз:

Аг у = А (А у ) =  A (f (х +  Ax) — f (х)) = \f(x +  Ах +  А х )~
—  f (x + A  х)\ — \f(x +  A x )~ f  (.v)] — f(x +  2 А х) —

— 2f(x +  Ax) +  f(x).
Шундай қилиб, иккинчи тартибли чекли айирма учун қуйи- 

даги формулага эга бўламиз:
Д!* у = f (х -f 2 А х) — 2 f  (х +  Д х) +  f (х).

Учинчи тартибли чекли айирмани ҳам шунга ўхшаш ҳосил 
қилиш мумкин:

Д3 У = / (х +  3 Д х) -  3 f (х +  2 Д х) +  3 f (х +  Д х) — f (х) 
ва ҳоказо.

2-мисол. Р(х) =  х3 функция учун чекли айирмаларии тузинг, 
бунда Дх = 1 деб ҳисобланг.

Е ч и ш. Р  (х) — х3 га эгамиз, бундан
Д Р(х) = Р (х  +  Ах) — Р(х) — (х + Д .v)3 — х3 =  (х +  l)3 —

— х3 = 3 х1 +  3 х + 1.
Д2 Р  (х) =  ]3 (х +  Д х)’ +  3 (.v +  Д jc) +  1] —

— [3лс* + 3х+  1| = [3 (дс +  l)2 +  3 (х +  1) +  ] ] — [3 jcz +
+ 3 лг + 1 ] = 6 л: +  6,

Д3 Р  (х) -  [6 (х +  Д х) +  6] — [6 .v + 6] = [6 (х +  1) +  6] —
— [б л: +  6] =6.

Д': Р  (х) — 0 (барча /i > 4 учун).
Учинчи даражаЛи кўпҳаднинг учинчи тартибли чекли айирмаси 
Ҳар доим х га боғлиқ бўлмаслигини таъкидлаб ўтамиз. Учнн- 
чи даражали кўпҳадлар учун тартнби учдан юқори бўлган 
барча чекли айирмалар эса нолга тенг. Ва умуман қуйидаги 
тасдиқ ўринли:

Теорема. Агар Р п(х) п-даражали кўпҳад бўлса, у ҳо.гда унинг 
п' чекли айирмаси ўзгармас ва у қуйидагига тенг:
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тартиби п дан катта барча чекли айирмаларн эса нолга тенг 
(бу ерда Ах — ўзгармас, а0 — кўпҳаднинг бош коэффициенти 
п — кўпҳаднинг даража кўрсаткичи).

2- т а ъ р и ф. Д орттир.ма снмволини y = f (х) функцнянн унинг 
қуйидаги чекли айирма функциясига мос қўювчи оиератор си- 
фатида қараш мумкин:

A y  =  f(x +  Ax) — f(x),
бу ерда Ах — ўзгармас.

Dy Д онериторнинг асосий хоссалариня текшириш осон:
i j Д (и v) =  А и +  Д v,
2) Д (Си) — С Аи, С — const.
3) Ат (Апу) =  Ат+,,у,

бу ерда у, и, v — функциялар, т ,  п — номанфий сонлар, бунда
А° у =  у деб фараз қилинзди.

3. Чекли айир.малар жадвали. Тенг масофаларда ётувчи

АпРп(х) =  а0 п\ (Дх)п,

хи, xt, х. , xit , X ,t, . . .

(бу ерда хх — х0 =  хг . Xl — . . .  = h —  const, h ни қадам деб атай-
\  j  * — . •  _  _ 
миз) нуқгалар учун ушбу

Уо' У\' Уъ< • • • > Ui< ■ • • , Уп> • • • 
жадвал қийматлар билан берилган y — f(x) функцияни қаранмиз, 
бунда

/ W  ~  Уо' 
f(xt) = f(x0 +  fi) =  y lt 

f(x2)= f (x 0 +  2h) - = у2.

f (xi) — / (*о Н l'/1) ' У^

Чекли айирмалар қуйидаги муносабатлар билан аниқланади:
А Уо = Ух — Уо' Д2 Уо = Д (Д Уо) = Д (iJi — у0)= А у ,  — А у0\

А3уа =  А (Д2 у0) = А (А уг — Д у0) = Д2 y t — Д- у0,
ЬУх= Уг — У<' Д*У1 = Д(ДУ,)==Д(У4 — y,) =  A y t — A y v .

Д3 y  ̂= Д (Д- y r) = Д (Д уг — Д y j  = А- у, — Д2 г/„
А у2= у 3 — Уг\ Аг г/2 = Д у3 *- Д у2: Д:) уг = Д2 у3 — Аг уг,

А Ус = Уцл -  у Д2 yi = Д yl+ 1 — Д </,•; Д3 у,- = Д2 yl+, — Д2 yt
ва' ҳоказо Д" у4 (= Д'1-' t/,-+l — Д""' у{.

Турли тартибли чекли айирмаларни икки хил кўринишдаги 
жадваллар шаклнда жойлаштириш қулай: айирмалари ro- 
рнзонтал жадваллар (1 ва 2-жадваллар) ва айиришлари диа- 
гонал жадваллар (3-жадвал).
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X У Д У Д ' У Д» у д* у

Хо Уо Л  .'/о д* Уо л 3 .'/о ^ У о

Х\ Ух Дг/, д 2 '/1 Л 3 i/, Л 4 У1
х2 Уг л Уг А *У% Л3'/* | Д* У2

х3 Уз Л .'/s Ла Уз Л 3 </, 1 Л«у3
X i У* ^У х > ю 'С Л 3 '/4 Л4у4

Жадвални тўлдириш п- чекли айирмалар ўзгармаслар бў- 
лнб қолгуича ёки улар бир-бнридан абсолют қийматлари бў- 
йича е дан ҳам кичик сонга фарқ қилгунича давом эттирилади, 
бу ерда е — берилган аниқлик.

3- м и с о л. Ушбу
у = 2х? — 2x2-\-3x— 1

функциянинг чекли айирмалар жадвалини бошланғич х0 =  0 қиймат 
бўйича ва қадамни h =  1 деб қабул қилиб тузинг.

Е  чи ш. х0 =  0, = 1, х 2 = 2 деб фараз қилиб, функциянинг 
мос қийматларини топамиз: у0 — — 1, ух — 2, уг = 13. Берилган функ- 
ция учинчи даражали кўпҳад бўлгани учун учинчи чекли айирма ўз- 
гармас вя А3 // = 2 - 3! h3 - 12 га тенг, юқори тартибли барча чекли 
айирмалар эса нолга тенг. Чекли айирматар жадвалини тузамиз:

2- ж а д в а л

V S y \ ' у Д *.v Д ‘ i/

0 —  1 2 — (— 1)—3 11— 3 = 8 12 0
1 2 13 — 2 =- 11 20 | 12 0
2 13 31 | 32 12

3 44 l’ 63 44
4 107 107
5 214

Жадвални бундан буёп тўлдиришни энди қўшиш ёрдамида 
амалга ошириш мумкин.

Тузилган жадвални диагонал шаклда ҳам ёзиш мумкин:
3- ж а д в а л

* *

0 —  1
1 2
2 13
3 44
4 107
5 214

д и

3
11
31
63

107

Д ' у

8
20
32
44

Д* у Л 4 у

12
12
12

0
0



4. Умумлашган даража. Қелгусида бизга умумлашган да- 
ража тушунчасн зарур бўлади. Шу тушунча билан танишамиз. 
х ва h берилган бўлсин.

3-т а ъ р и ф. х сонининг умумлашган п- даражаси деб би- 
ринчиси х ra тенг бўлиб, ҳар бнр кейингиси ўзидан олдиигисидан 
h ҳадар кичик бўлган п та кўнайтувчининг кўпайтмасига ай- 
тилади:

£ a*=*x(x — h)(x — 2h) . . . (x — (n — \)h),
бу ерда д1"1 умумлашган п- даража. .v101 = 1 деб фараз қилинади. 

h - 0 бўлганда умумлашган даража одатдаги даражага мос ке-
лади: л1"1 — х .

д х = h деб фараз килиб, умумлашган даража.чар учун чекли 
айирмаларни ҳисоблаймиз.

Биринчи айирма учуи қуйидагига эгамиз: у — х1 *.
Д у = Д £ п]= (x + h f,] — aj "1 =(x+/i) х (x—h) (x—2 h) . . .  (x—(n— 2) h)—

—  x (x— h)(x —  2h) . . . ( x  —  (n —  2)h)(x —  (n— \)h) =
= x(x — h)(x— 2h) . . . ( x  — (n — 2)h)(x +  h--x +  (n — l)h) =

= .^ - l l nh,

яъни & — n hx[n~1'-
Иккинчн айирмаии ҳисоблаб, қуйидагига эга бўламиз:

Д2*1"1 = A(nh-^n~ l]) = nhAx?n~ l] =
^  n h (n —  1) hxln~-] = п (п — 1) /Ас1"-"1.

яъни
д2 а^ "1 — n(n — \) h2.^n~2]

Амалларни такроран бажариб, қуйидаги натижанн оламиз:

Akxin ]^ h kn (n - \ )  . . . ( n - k +  1)a£',-':1-
Хусусан k - п бўлганда Д".vt'I] = п\ til\ k > п бўлганда Д а1 1 =  

= 0 бўлади.
5. Ньютоннинг биринчи интерполяция формуласи. Айтайлик, 

у ~  f (х) функциянинг эрклн ўзгарувчининг тенг узоқликда ётувчи
х0, хи х2....... хп (бунда хг = х0 +  h, х2 = ха + 2h, . . ., хп = гп ;
ва h — интерполяциялаш қадами) қийматлари учуп yui6y

Уду У У у  • • •» У,. 
қийматлари берилган бўлсин. х,- нуқталардз

v i ~ k  (*«•> (* '= т а  (41)
қийматлар қабул қилувчи даражаси п дан катта бўлмаган Р п (•*) 
кўпҳадни та|{лаш талаб этилади.
390



(4.1) шарт қуйидагига эквиьалент:
Am Р п (х0) = tj0 ( т  -  Ол). (4.2)

Кўпҳаднй қуйидаги кўринишда излаймиз:
Р п (х) -  о« -I- а, (х — х0) +  аг (.v — ,v0) (х — xt) +

+ а3 (х — х0) (х — х}) (х — Хо) +  . . . + а п (х — х0) (х —
— xt) (х — х2) . . . (х — хп_\У 

Умумлашган даражадан фойдаланиб (4.2) ифодани бундай ёзамиз 
P rl W  ~-ao + ai (x— x0)U] + а2 (х — + а3 (х — x0)tJ| +

+  . . .  +  fl„ ( х — х 0у (4.3)
Масала Р п (лг) кўпҳаднинг а0, a lt а„, . . ., ап коэффиниентларини то- 
пишдан иборат.

(4.3) тепгликда х — x0 деб фараз қилиб, қуйидагнга эга бўламиз: 
Р„ (х0) = /Уо = ап, бундан а0 = у0.

а, коэффициентни тоииш учун Р п (х) кўпҳаднинг бирннчи чекли: 
айирмасини тузамиз:

(.v) = a,/i + a.,-2h (х — х0)111 +  3a ji (x— x0)l2] +

+  . . . + a n nh (x — x j n~ '].
Бу ерда x -= x„ деб фараз қилиб, қуйидагига эга бўламиз:

А Р„ (х0) = Д t/0 = а Д  бундан at = П
а„ коэ;|х})иниентни топиш учун иккинчи чекли айирмани тузамиз: 
ДгР п (.v) = a,-2! h1 + a3• 3! • /t- (л: — .v0)l '] + a4-4-3-/i- (л: — x0)‘2J + 

+  . . . + a n-n ( n -  l ) b ? ( x - x j n-21. 
x = xn деб фараз қилиб, ушбуга эга бўламиз:

Х2Р п (х0) = А2у0 = a2- 2! h\ бундан a4 = - ~ f .
Z\ h.1

Жараснни кетма-кет такрорлай бориб, биз

a. — .* i! h2Л' ‘Л  (i =  0,n)

эканини тоиамнз, бу ерда 0! = I ва Д°(/0 = у0 деймиз.
a0, ab аг, . . ., ап коэффициентларннинг топилган қийматларини

t4.3) ифодага қўйиб, Ньютонницг интерполяция кўпҳадини хосил ки- 
ламиз:

р п (х ) =  У 0 +  ~ -  ( x - x j
±2Уо

2! А* ( X -
il-l т +
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+ п7 Ғ (* - * /!1
(4.4) кўпҳад қўйилган масаланинг талабларини бутунлай қаноаг- 

лантиради. Ньютоинииг (4.4) интерполяция формуласиии амалда қўл.
лаш учун у янги q — д ~~ х'! ўзгпрувчини киритиш билан шаклаи ал-h
маштирилган кўринишда ёзилади. У ҳолда
(х — _  х — Хп х Хр h х — ,vu • 2h х — д0 -  (i — I ) /,

hj h h h ' ' ' h

= q (q — 1) (q — 2) . . .(q — i +  1), бу ерда i = 0,n.
Бу ифодани (4.4) га қўйиб, қуйидагига эга бўламиз.

Р„ М  -  f t  +  Я 4 f t  +  4 ' Уп +  " 4» Л +  . . . +

+  ,  д  ( 
rt!

бу ерда q — х0 нуқтадан чиқиб х нуқтага етгунча зарур бўл-
h

ган қадамлар сонини ифодалайди. (4.5) формула Ньютоннинг якуний 
биринчи интерполяция формуласидир. Бу формуладан функцияни 6oiu- 
лангич х0 қийматнинг атра|)ида интерполяциялашда фойдаланиш қу- 
лай. бу ерда q — абсолют қкймати бўйича кичик сон.

п — 1 бўлганда чизиқли интерполяциялаш формуласига эга бўла- 
миз:

Л  (*) = Уо + 9 А Уо- 
п — 2 бўлганда параболик ёки квадратик интерполяциялаш фор- 

муласига эга бўламиз:
P2(x) = y0 + qAy0+ 4 ^Уо-

4-мисол. Жадвалда берилган у = /’ (*) функция учун Ньютон 
формуласини ёзииг:

X. 1 0 1 2 3 4 5

5.2 8 10,4 12,4 14,0 15,2

Е ч и ш. Чекли айирмалар жадвалини тузамнз:

* * Д У Д ' у Д* у

0 5.2 2,8 —0.4 01 8 2.4 -0 ,4 0
2 10,4 2 -<м 0
3 12.4 1.6 -0 .4
4 14,0 1,2
5 15,2
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Жадвалдан фойдаланиб, Ньютоннннг (4.5) формуласиии туза.миз:
q (q — \)

бу ерда q -

Р п (х )-  5,2+ <7-2,8 +

: — 0
2! (-0,4),

l — а\ Натжада қуйидагига эга бўламиз: 

* (* -  1)Рп (х) — 5,2 -f 2,8х - 2! 0,4.

Изланаётган фупкциянинг якуний кўринишн қуйидагича:
Р , (х) — 5,2 + Зл: — 0,2х2.

Эслатма.  у = f (х) функпиянипг х нуқтадаги қийматини тақри- 
бав .чисоблаш учун у ^  P ri (х) деб фараз қилинади, бу ерда х нуқта 
д-0 га яқин нуқта.

6. Ньютоннинг иккинчи иитерполяция формуласи. Ньютоннинг 
биринчн интерполяция формуласи функцияни бошлчнғич ,v0 нуқтага 
яқин нуқталарда интерполяцинлаш учуи қулай, лекин охирги хп нуқ- 
тагз яқин нуқталарда эса ноқулайдир. Бундай ҳолларда, одатда, Нью- 
юннинг иккинчи интерполяция формуласи қўлланилади.

Фуикцияпинг аргументнипг теиг масофаларда ётувчи
х0, xt = х0 + h, х2 = x0 +  2h, . . ., хп — х0 +  nh

(бу ерда h — интерполяциялаш қадами) қийматлари учун қуйидаги 
қнйматлари системасига эга бўлайлик:

Уо = / (х0), У\ =* f (x j....... уп = f (хп).
~ Ин герполяциялануьчи кўпҳадни қуйидаги кўринишда ёзамиз: 

р п (х) =  ao +  ai(x  — хп) +  а.2(х —  хп) (х— * „ _ , )  + . . . +
+ ап (х — ха) (х — хп_ {) . . . (x — x j. (4.6)

Олдингн б а н д д а г и г а  ўхшаш амалларни такрорлаб, а0, as, . . ., ап 
коэффнниентларни топамиз. (4.6) кўпҳаднинг топилган коэффициент- 
лар бнлан якуний ёзилиши қуйидаги кўринишга эга:

рп (х) У, +  (дг — x f ] + (X — X ў ] +п '  • | Г /j '  п '  <11 1,5 '  n — w  1

+  *£ *= •  {х - х f l  +  . . . +  { х _ х ў ]_ 
.41 h3 у п - Г  n ' . h n

Янги q = 
та ёзамиз:

3! h3
X— Xj 

h

(4.7)

ўзгарувчини киритамиз ва (4.4) формулани қай-

РЛх)=Уа+ ^ 1- q + ^ f= ? q (<?+!)+ q(q+ \) (q +

+ 2) +  . . . &пуа q (q + 1) (q + 2) + . . .  + (q + n — l). (4.8)
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(4.8) формула Ньютоннинг иккинчи иятерполяция кўпҳадндир.
5-мисол. у =  lgx функцнянинг қийматлари жадвали берил-

ган:

X 1000 1010 1020 1030 1010 | 1050

У 3,00000 3,00432 3.00860 3,01283 3,01703 3,02119

lg 1044 ни топинг.
Ечиш. Чекли айирмалар жадзалнни тузамиз:

* • Ду Д* у д ’ У д* У | д ь у

1000 3,00000 0,00432 -0,00004 —0,00001 0,00003 —0,03006
1010 3,00432 0,00428 —0,00005 -r0,00002 —0,00003
1020 3,00860 0,00423 —0,00003 -0,00001
1030 3,01283 0,00420 —0,00004
1040 3,01703 0,00416
10.50 3,02119

1044— 1050

у »3,02119 -  (— 0,6)—'

10
0,00004

- — 0,6,

—  0,00001

(— 0,6) (-  0,6+ 1) — 

-. . . «3,01870.
1! ' 2!

(-0,6) (— 0,6+ 1) (-0,6 !- 2)
3!

7. Лагранжнинг интерполяции формуласи. Ньютоннинг интеряо- 
ляция формулалари фақат тенг масофаларда ётувчи иитерполя^шялаш 
тугунлари ҳоли учун яроқ.-ги. Ихтиёрий равишда берилган итерпо- 
ляшялаш тугунлари учун Лагранжнинг интерполяция формуласи деб 
аталувчи анчагина умумийроқ бўлгс-н формуладан фойдаланилади. 

Айтайлик, аргументнинг п + 1 та турли

Xq, Xj, Хл, . ■ ., хп
қийматлари ва / (х) функция учуи маълум бўлган унга мос 

f (х0) = </0. f U i) = Уь f (хг) = Уъ ■ ■ ■> f (хп) Уп
қийматлар берилган бўлсин. Даражаси п дан юқори бўлмаган вэ бе- 
рилган xt тугун нуқталарда f (.v) функция қабул қилган қийматларга 
эга бўлган, яъни

L n(xi ) - l ' i  (* = М  
бўлган L n (х) кўпҳадни ясаш талаб этилади.

Лагранжнинг изланаётган Ln (х) кўпҳадинн келтириб чиқармасдан 
қабул қиламиз:
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Агар интерполяция тугунлари тенг масофаларда ётса, у ҳолда 
Лагрйнжнинг (4.9) интерполяция формуласи Ньютоннинг интерпачя- 
ция формуласи билан устма- уст тушади.

Хусусан, (4.9) формула
. . .  г / ч  х —  X .  , X —  X 0п =  1 булганда L x (х) = у0 -— +  ух ----— ;

(4.9)

r, х- ,  Г / \ (лг — Xi) (х — х2) , (х— х0) (х — хг) . п — 2 оулганда L 2 (х) = у0 ---- -------- +  yL ----2—-----+
<*о —  A'i) (A'o —  X j)  (x t —  л:0) ( x t —  х ,)

_  (х— х„) (д: -*i)
2 (х., — х0) (х2 — .Vj)

кўринишни олади.
8. Лагранж коэффициснтларини ҳисоблаш. (4.4) формулани сод- 

далаштирамнз. Бундай белгилаш киритамиз:

n n+l (х) = (х — хи) (х— х,) . . . (x — xj. (4.10)
Ҳосилани топамнз:

П 'п+\ W  =  (х  —  Xi )  . ■ . (х— хп)+ (х  —  х0) (х — х2) . . . (Х — Хп) +

+ (х — Л'0)  (х — А,) (х — х3) . . . (х — хп)+  . . .
+  (л  — л 0) (.V — х , )  . . . (л: — (x —  x i+l )  . . . (X —  X ' )  +

+  . . . +  (х Л'0) (x — xt) . . . (х —  лгп_,).

Бу ерда х = xit i = 0, п деб ҳисоблаб, қуйидагига эга бўламиз: 
K + I  (Х [) =  (Х ( —  Х0) (Xj х , )  . . . (л-,.— л:,._ ,) (*,- —

— x(-+|) . . . (х( — хп). (4.11)
(4.10) ва (4.11) ифодаларни (4.9) формулага қўямиз:

П „ . , (.r)
К  (х )=  \  - - - у ,  (4.12)

Пп+\ (xi) (x~ xi)i—0
(4.12) формуладагн у{ 'лар олдидаги коэффициентлар Лагранж 

коэффицкентларя деб аталади ва қуйидагнча белгиланади:

П п + \ <xi> (x~ xi)
Бунда Лагранжнинг (4.12) формуласи қуйидаги кўринишга эга бў-
лади:



К  (Х)Г - V  у . L f (x ) .
i—O

Лаграпж формуласиии қўллаш учун х( — xk айирмалар жадвалиаа 
тузакиз:

0 0 1 2 3 i n D Уа y!D

0 Х—Хд ха Xi Л- v ' А0 Л2 *з X0— X i Xg X„ Da Уо У ц !Du
1 *1—Х„ X— xt х1~ хг Xl—X3Х1 xi A'| X n Di Ui yilD^
2 х.г— х 0 х2 Xl X — х г xr ~ x3 X-i xi A*2 ХП D2 Уг Уг'Ог
3 х3—ха Х3— Х 1 х3 — х г х—х3 X j — X i x3 xn D3 Уз Уз‘ D3

i Xi—X 0X~Xi х —хг Xi—X3 х —х , Xi—Xn Di »i yr 'Di

пi х п An х„~ х 1X П Х-2Х п — Х з X„—Xj x— х п Dn D„ yJD n

Жадвалда D„, D lt D2, . . Dn -мос сатрлар кўпайтмаси:
D- -  (х̂  — х0) (x£ — xt) (x£ — x,) . . . (х - x j  . . . (x£ -  xn) .

П n , (x) — остига чизилган диагонал кўпайтувчилар кўпайтмаси: 
Я п+1 (.v) = (х — х0) (х —  дг,) . . . (X — jc,) . . . (x — x j.

Демак,
(х) --

L<‘> (х )=  -̂ =1— , i 0, пп > р.

ва коэффшшентлар топилди.
Демак,

-'i
L n (x) =  n n+l(х ) \ } £ '  

i-0 :

У'бу ерда \  —  = Sn+1 — жадвалнинг охирги устуни йиғиндиси. Шун- 
D£

i -o
дай қилиб,

L n (x) =  n n+i(x )S n+l.
6-мисол. f (х) функциянинг қиймаглари жадвали бзрилган:

X 81 85 87 88 89 90

У 0,012340 0,011765 0,011494 0,011364 0.011236 0,0111)1

f (84) ни топинг.
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Ечиш . Жадвал тузамиз.

<• * i X х0
1 1* i x :i х^ x4 *>t У1 yt /  Di

0 81 3 —4 - 6 —7 - 8 —9 —36288 0.12346 -0,340223-10-»
1 85 4 — 1 —2 - 3 --4 — 5 —480 0,11765 —24,510416.10—e

2 87 6 2 — 3 — 1 —2 - -3 216 0,11494 53,21296- IO-fi

3 88 7 3 1 —4 - 1 - 2 — 168 0,011364 -67,642857-10-6

4 89 8 4 2 1 —5 — 1 320 0.011236 35,1125.I0-6
5 90 9 5 3 о 1 — 1620 0.011111 -6,858642- 10-e

Э
3-(— !)•(— 3)-( —4)•(--5) - (—в>— — 1080 Se =  V

l 0
=  — 11,036678-10 -6

/ (84) «  n r> S 6 = — 1080 (— 11,036676)-10“ * «  0,011920.

9. Интерполяция формулалари хатоликларини баҳолаш. Биз х0,
х,, х2, . . хи нуқталарда берилган г/„, i/,, у2....... уп қийматларни
қабул қилувчи (бунда у0 = f (xQ), y t -  f (xt), . . ., yn =  f (xn)) f (x) 
функния учун Лагранжнинг Ln (x) интерполяция кўпҳаднни туз- 
дик. Тузилган кўпҳад қолган нуқталарда / (л:) функцияга қанчалик 
яқинлашади, яъни Rn (х) — f(x) — L n (х) қолдиқ ҳад қанчалик катта? 
Бу сасолга қуйидаги теорема жавоб беради.

Теорема. Агар у — f (х) функция ўзининг (п +- 1)- тартиб- 
гача ((п +  1)- гпартиблиси хам) барча ҳосилалари билан бирга 
узликсиз бцлса, у ҳолда Лагранжнинг қолдиқ ҳади қуйидаги кўри- 
нишга эга бўлади:

К  (*) -
^ [) (S> rr 
(n+ 1).' ',+| м , (4.13)

бу ерда | — х0 ва л-,. нуқта.чар орасида жойлашган нуқта,
П п+1 (х) = (х — х0) (х — х,) . . . (х — хпУ

Агар (л0, .v,J кесмада М  — шах f/(/I+l’ (лг) | деб белгиласак, у ҳол- 
да Лагранжнинг интерноляция с(юрмуласинннг абсолют хатолиги учун 
■қуйидаги баҳога эга бўламнз:

м-п W
(я+ 1)!

Лгар л’0, Xj, л'2........ xn интерполяциялаш тугунларн тенг масо-
ь  фаларда жойлашган ва бунда — х(- — h бўлса, у ҳолда (4.13)
■формул?да л А" = q деб фараз қилиб, Ньютоннинг биринчи форму- h
■ ласининг қолдиқ хадига эга бўламнз:



R n ( x )- /г+' " < - ' \ n : ; r nL  /<" 1’ (?)’

Шунга ўхшаш, (4.13) формулада q — деб фараз қилнб,
Ньютоннинг иккинчи формуласининг қолдик ҳаднга эга бўламнз:

R n ix) =  /in+1? ( ^ ^ 1)f  " n>- Г +,) (9 .

Исботлаш мумкинки, агар интерполяциялашда интерполя- 
циялаш тугунлари .v нинг зарур қиймати атрофида етарлича 
зич танланса, у ҳолда интерполяция формулаларидан олинган 
қийматлар, жадвал маълумотлар нсча хонага эга бўлса, шуп- 
ча аниқ хона бирлигига эга бўлади.

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Интериоляциялаш масаласи нимадаи иборат?
2. 1-, 2-, п- тартибли чекли айирма деб нимага айтилади?
3. Чекли айирмалар жадвали қандай тузилади?
4. Умумлашган даража деб нимага айтилади?
5. Ньютон формулалари ва Лагранж формуласи қачон қўлланилади?
6. Ньютоннинг биринчн интерполяция формуласининг хулосасини келти- 

ринг.
7. Қуйидаги жадвал кўринишида берилган функцня учун Ньютоннинг 

иккала иитерполяция кўиҳадини ва Лаграиж кўиҳадинц тузинг. Кўнҳадлар- 
ни таққосланг:

X | 0 1 2 дг | 0 1 3 4

Q) 7 | 1 1 3' б) ~Ў\ 0 2 0 1 ’
*  0 1 2  3

в) —

бу ерда .v0 < t <

У 1—203
8. 7-саволдаги б) жадвал учун Ньютоннинг интерполяция кўпҳаднни ту 

зиш мумкинми?

»■§. Биринчи тартибли оддий дифференциал тенгламалар 
учун Коши масаласини ечишнинг тақрибий усуллари

1. Л\асалаиинг қўйилиши. Биринчи тартибли ушбу диффе- 
рснциал тенгламани қараймиз:

y ’ = l{x ,y ) .  (5.0
Бу тенгламанинг ечими дсб, унн тўғри тенглиқка айланти- 

рувчи исталган у —-у(х) функцияга айтилишини эслатиб ўта- 
мнз. Бу ечимни топиш жараёнини дифференциал тенгламани 
интеграллаш деб атаган эдик. Ечимнинг графигн интеграл эг- 
рн чизнқ бўлади.

Техникага оид кўпгина масалалар бошланғич шартлар деб 
аталувчи берилган ушбу

У\х=х, = Уо ёки у(х0) = у0 (5.2)

398



шэртларни қаноатлантирувчи ечимларни топиш керак бўлган- 
да (5.1) тенглама учун Коши масаласини ечишга келтирйлади. 
Геометрик нуқтаи назардан бу берилган (x0, у0) нуқтадан ўтув- 
чи r/ = ср (л:) интеграл эгри чизиқни топиш кераклигипи англа- 
тади. Лекин ихтисрий дифференциал тенгла.маиинг бундай 
ечимнпи топишнипг умумий усули мавжуд гмас. Одатда буи- 
дай ечишии фақат тенгламанинг баъзи хусусил ҳоллари учун 
(масалан. бизга маълум бўлгаи чизиқли, бир жинсли, Бернул- 
;:н ва баъзи бошқа тенгла.малар учун) тониш мумкин бўлади. 
Шунинг учун муҳандислик амалиётида Коши масаласини ечиш- 
нинг тақрибий усулларига мурожаат этилади.

Улардан асосийларини икки гуруҳга ажратиш мумкин.
1) аналитик яқинлашиш усуллари — бунда ечим тақрибий 

формула кўринишида ҳосил бўлади (масалан, қаторлар ёрда- 
мида);

2) сонли яқинлашиш усуллари — бунда хусусий ечимлар- 
нинг тақрибий қийматлари жадвали тузилади (масалан, Эйлер 
усули, Рунге — Кутта усули).

Энди бу усулларни батафсил баёи этишга ўтамиз.
2. Дифференциал тенгламаларни қаторлар ёрдамида ин- 

теграллаш. Айтайлик, ушбу

'бошланғич шартларни қаноатлаптирувчи ечимини топиш талаб 
этилаётган бўлсин.

у — у(х) счнм мавжуд ва х—х0 нинг даражалари бўйича 
жойлашган Тейлор қатори кўринишида ифодаланган деб фараз 
қнлайлик:

Қаторнннг коэ(|)фициентларипи топиш учун бундай нш тутамиз. 
у (х0) нинг қиймати бизга (5.4) шартдан маълум. у '(ха) ни 

топиш учун (5.3) тснгламанинг ўнг томонида х ва у никг ўр- 
нига уларнинг х=х0 бўлгандаги қийматларини қўямнз. Нати- 
жада қуйидагига эга бўламиз: у (х0) = f(xc, у0).

у " (х о) ии топиш учун дастлаб у ни л: нинг функцияси дсб 
қараб, (5.3) тенгламанинг иккала томонини х ўзгарувчи бўпича 
дифференциаллаймиз:

кейин эса ҳосил бўлган (5.6) ифодага у ва у' нинг х=х0 бўл- 
гандаги қийматларини қўямиз. Шу билан у "(х 0) топилади.

(5.6) тенгликни х бўйича яна бир марта дифференциадлаб

t/ - / (* , у) 
дифферснциал тенгламанинг қуйидаги

У\х~х, =  Уо ёки У(хо) -  Уо

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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ва ҳосил бўлган ифодага у, у ',у "  ларнинг .r=.v0 бўлгапдаги 
қийматларини қўйиб, у '"(х 0) ни топамиз ва ҳоказо. Ҳосилалар- 
нинг ҳосил килинган қийматларини Тейлорнинг (5.5) қаторига 
цўямиз. У х нинг бу қатор яқинлашувчи бўлган қийматларц 
учун (5.1) тенгламанинг счимини ифодалайди.

Бу усул исталган тартибли тенгламани тақрибаи ечиш учун 
яроқлидир.

1- м и С 0 л. Ушбу

бошланғич шартни қаноатлантирувчи ечимини топинг.
Н ч и ш. Бу тенгламанинг ечимини Тейлор қатори кўрини- 

шида излаймиз:

у ( 1) коэффиииент (5.8) бошланғич шарт билан берилган, ик- 
кинчи у '(  1) коэффициентни топиш учун бсрилгаи (5.7) тенг- 
ламанинг ўнг ва чап томонларига х=\ ва 1/(1) = 0 қийматлар- 
ни қўямиз. Натижада у' (\)  — 1 га эга бўламиз. Қолгап крэф- 
фициентларни топиш учун олдин (5.7) тенгламани х бўйича 
бир неча марта дифференциаллаймиз:

у "  = 2 уу' + 2уу' + 2 ху- +  2 хуу" = 4 уу ' + 2 ху'- +  2 хуу",
y iV = 4у'г +  4уу" +  2у"- + 4 у'у"х -(- 2уу" +  2ху'у" + 2 хуу'" =

=  6 у 'г + 6 уу" +  6 ху'у" h 2хуу'" ва ҳ. к.
Энди бу тенгликларга у, у ', у", у " ' ларнинг х ---= 1 бўлгандаги 
қийматларини кетма-кет қўйиб, қуйидагиларга эга бўламиз:

У”{ 1) = 0, у '"  (1) = 2, i/IV (1) = 6 ва ҳоказо. 
Коэффициентларнинг топилган қийматларини (5.9) қаторга қўя-

бошланғич шартларни қаноатлантирувчи ечимики топинг.

у'=ху2+ 1 (5.7)
тенгламанинг

У( D = o (5.8)

(5.9)

миэ:

2-мисол. Ушбу
у" =  2 ху' +  4у

тенгламанинг
у (0) = 0, у' (0) — 1
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Е ч и ш. Тенгламаминг ечимини Маклорен қаторн кўриннши* 
да излаймиз (чунки хо = 0):

Қаторнинг дастлабки иккита коэффициенти бошлангнч шарт- 
ларда бсрнлган: у(0)=0, г/'(0) = 1. Учинчн у "  (0) коэффициент- 
ни бернлган тенглама ва бошлангич шартлардан тоиамиз: 
у " (0)=0. Қолган коэффициентларни, берилган тенгламани ол- 
дин бир неча марта дифференциаллаш билан топамиз:

у " ' = 2 у' + 2 ху" +  4у ' = 6 у' +  2 ху", 
t/1V = 6у" +  2 ху"' +  2у" -8 у" + 2ху"\  

t/  = 8у '"  +  2 у " '  + 2 xyw = 10//" + 2 ху '\  
yY' -  10i/1V+ 2у iV+ 2xyv = 12 i/,v +  2 xyv,

V II , . V  . „  VIу =14 y т  2 xy ва ҳокизо.
Ҳосилалар учун топилган ифодаларга у, у ', у ", у '", . . . ларнинг

х =- 0 бўлгаидаги қийматларини қўямиз. Натжада қуйидагиларга 
эга бўламиз
у '" (0) -- 6; i/iV(0) -  0; //(0) -  60: гД‘(0) = 0; / " ( 0)-60- 14 ва ҳ. к.

Топнлгаи коэффициентларни Маклорен қаторига қўйиб, ечимга 
эга бўламиз:

-з -s -7 xin+\

3. Эйлер усули. Бу усулнинг моҳиятн қуйидагидап иборат. Б. 
рилган [х0, хп] кесмада бирипчи тартибли

У = х +  -Х7 + - 2 i + ' l T +
wnr моҳияти қуйидаг 
1чн тартибли
У' (х, У) (5.10)

диф:|х?ренииал тенгламанинг
У(х0) Уо (5.Н)

шартни қаноатлантнрувчи ечнмини топнш талаб этилаётган 
бўлсин. Геометрик нуқтан назардан бу (5.10) днфферснци- 
ал тенглама учун М (х 0, у 0) нуқтадан ўтувчи у = у ( х )  интеграл 
эгри чизиқнн ясаш кераклигини англатади. [х0, х„] кесмани п 
та тенг қисмга бўламиз (170-шакл), х 0< х \ < х 2<  . . .  < х п бўлн- 
ниш нуқталари бўлсин. Бу нуқталар орқали Оу  ўқига парал- 
лел тўгри чизиқлар ўтказамиз. Маълумки, (5.10) тенглама 
Оху текисликда йўналишлар майдонини аниқлайди, яъни
(5.10) тенгламанинг ҳар қайси интеграл эгри чизиғи унинг 
исталган нуқтасида бурчак коэффициенти k бўлган урннмага 
эга. k нинг қиймати f (x ,y )  функциянинг шу нуқтадаги қий- 
матига тенг, яъни

k-f(x, у).
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Шунннг учун изланаотган ҳусусий ечимга мос келувчи ин- 
тсграл эгри чизиқни тақрнбан ясаш учун бошланғич М  (х0,у0) 
нуқта орқали k = j(x 0,y 0) бурчак коэффициентли тўғри чизиқ 
ўтказамиз ва уни x = xt тўғри чизиқ билан кесишгунча даво.м 
эттирамиз. У ҳолда у\ ординатасини қуйидаги муносабатдан 
топнш мумкин бўлган М\ (дгь у i) нуқтага эга бўламиз:

У\ — Уо =  f (*о- Уо) (xi — хо)- (5 ' 2)
Кейнн М\(Х\, у\) нуқта орқали k = f(X\,y i) бурчак коэф- 

фициентли тўғрн чизиқ ўтказамиз ва упи х = х2 тўғри чизиқ 
билан кесишгунча давом эттирамиз. Бундан у2 ординатасини 
қуйидаги муносабатдан топиш мумкин бўлган М 2(х2, у2) нуқ- 
тага эга бўламиз:

Уч У\ =  f (хi > У\)(Х 2 ^i)- (5.13)
Шунга ўхшаш, М2 (х2, у2) нуқтанннг координаталарини бил- 

ган ҳолда М 3(х3,у3) нуқтанинг координаталарини топамиз ва 
ҳоказо. Шундай қилиб, х ўзгарувчининг ҳар бир кичик ора- 
лиқдаги ўзгариши тўғри чизиқ (уринма) кесмаси билан ал- 
маштирилади. Натижада интеграл эгри чизиқни тақрибан a.i- 
маштирувчи ва Эйлер синиқ чизиғи деб аталувчи синиқ чизиқ- 
қа эга бўламиз.

Эйлер синиқ чизигидаги исталган Л1((х;, г/() нуқтанинг t/(- орди- 
натасини (5.12) ва (5.15) мунссабатларга ўхшаш ушбу

Ui — У{ - 1 =  f (xi—i» Vi-i)(xl — xt-1) (514 )
муносабатдан топиш мумкин. [.vn, x(I] кесма тенг қисмларга ажратил- 
ганлиги учун х, — х0 - х2 — xt = . . . — {xt — х(_ ,) = h, бу ерда 
h — бирор доимнй сон. У ҳолда M (x it i/,) нуқтанинг xt абсциссасн- 
ни қуйидаги

xi = хо + ih (5.1о)
формула бўйича, изланаётган хусусий ечимнннг унга мос тақ- 
рибий қийматиии



формула бўйича ҳисоблаш мумкин.
Нагижаларни жадвалга ёзампз. (5.15) ва (5.16) муносабат- 

лардаги h доимий жадвал қадами деб аталади.
3- м и с о л. Эйлер усулидан фойдаланиб, ушбу

у'-=0,5ху (5.17)
тенгламанииг [0,1] кесмада h — 0,1 қадам билан

у (0 )- 1
бошланғич шартни қаиоатлантирувчи хусусий ечимларининг 
тақрибий қийматлари жадвалини тузинг.

Е ч и ш .  (5.15) ва (5.16) формула бўйича Х| = 0,1 ва у\=\ 
қийматларнн, кейин х2 ва у2 қийматларни ва ҳоказо ҳисоблай- 
миз. Ҳисоблашлар натижаларини қуйидаги жадвалга ёзамиз:

Ui "  У(_ I +  / 0', -1, У ,_ |) л (5.16)

i xi vi /(*<• yi> h*i-y)h

0 0 I 0. 0
1 0,1 1 0,05 0,005
2 0,2 1,005 0.1005 0.0100
3 0,3 1,0150 0,1522 0,0152
4 0,4 1,0303 0.2061 0,0206
5 0,5 1,0509 0.2627 0,0263
•э 0.6 1,0772 0.3232 0.0323
7 0,7 1.1095 0,3883 0,0388
8 0,8 1,1483 0,4593 0,0459
9 0,9 1,1942 0,5374 0,0537
10 1,0 1,2479

Шуидай қилиб, г/(1) — 1,2479. Таққоглаш учун аниқ ечимни 
ҳам топиш қийин эмас ((5.17) тенглама — чизикли тенглама): у —

хг ]

—е* . Бу ердан у(1 )~е  1 =-1,2840.

4. Рунге— Кутта усули. Эйлер усули ҳисоблаш учун жуда 
осон, лекин камчиликка эга: .v нинг сезиларли ўзгаришларида 
и нинг тақрибий қийматлари аниқ қийматдан катта фарқ қили- 
ши мумкии, чунки хатолик ҳар бир қадамда ортиб боради (170- 
шаклга қ.). Эйлер усулида қуйидагидан иборат тенглаштириш- 
ни қўллаб, анча яхши натижаларни олиш мумкин. (5.16) фор- 
мулада ҳисоблаиган у£ қийматии у '• орқали белгилаймиз ва 
бу қийматни қуйидаги формула бўйича аниқлаймиз:

УГ -  У,_, +  у  [/(*,•_„ //,_,) ~ f ( X r  y^ )]h . (5.18)

Топилган қийматни яна (5.18) муносабатг?. ўхшаш қуйидаги формула 
бўйича аииқлаш мумкин.
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y 't — Ui J  +  ~  I/ (* i I . 'Ji- J  +  / (Xf. <//’)] A (5.19)

32 ҳоказо. Бу жараёинн берилган аннқлнк чегараларндя иккита кст- 
мг-кет ҳисоблашлар натижалари устма-уст тушгунча давом эттира- 
миз. Кейип шу усул билан г/(-+, нн ҳисоблаймиз ка ҳоказо.

4- м и с о л. Рунге — Кутта усулидан фойдаланиб, 3- мисол- 
ни ечинг. Ҳисоблашларни 0,0001 гача аннқлик билан бажа- 
ринг.

Е ч и ш. 3- мисолдаги жадвалдан фойдаланамиз. Қуйидаги- 
ларга эга бўламиз:

Уо= >. f(x0, Уо) “  0,
<»'= 1. /С*х. t f ' ) -  0,5 ■ 0,1 1 =0,05.

(5.18) формула бўйича қуйидагнни топамиз:

У,С) =^Уо+ ~  I/(*«. Уо) + f(x i.У\")1 ■п —
-  I + 0,5 (0 -f 0,05) 0,1 = 1,0025.

Қуйидагнни ҳнсоблаймиз: / (хи у* )̂ = 0,5 - 0,1-1,0025 = 0,0501. 
У  ҳолда (5 19) формула бўйича ушбуга эга бўламиз: 

i/,3) -  Уо + 0,5 [/ (л-0, ус) -i- f (лг„ tf')\h =
= 1 -|- 0,5 (0 + 0,0501) 0,1 = 1,0025.

Шундай қнлиб, 0,001 гача аниқликда
(/['» = y f  = 1,0025.

Ҳнсоблашларни давом эгтнрс-.миз иа натнжаларни қўнидагн жадвалга 
ёймиз:

i X.1 yi /«*»" V /<V >'*

0 0 Уо =  1 0 0 1

1 0,1 у\!) =  u\3) =  (/. -  1.0025 0,0501 0,0050 I ,0025
2 0,2 = _,//> -=у2 -  1,0100 0,1010 0,0101 1.0100

3 0.3 • А '  =</з2’ = У з=  1,0227 0,1534 0,0153 1,0227

4 0,4 У(43) = .vV = //4 =  1,0408 0,2661 0,0266 1,0645

5 0,5 <//>= = ,/j =  1.0646 0,3283 0,0328 1,0942

0 0,6 y f  = //f =-//«= 1.0943 0,3283 0,0328 1,0942
7 0,7 <//> =  //<3)=  </, =  1.1305 0,3957 0,0396 1,1303

8 0,8 <*) -- ,.(;<) =-= //. = 1.1738 
l/g “  ,Jh ’

0,4695 ' 0,0470 1,1735
9 0,9 уТ  ~  №  ~  y > ~  1 ’2218

0,5512 0,0551 1,2244
10 1,0 ‘/'io' ~  ^io =  У ™  =  1 ’2845

1,2840
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Бернлган у ' =  0,5ху тенгламанниг аниқ қнйматиин топиш мум- 
кин (ўзгарувчнлари ажралган тенглама). У у — е*' 4 кўринншга эга, бу 
функциянинг қийматлари тузилган жадвалнинг охиргн устунига жой- 
лаштирилган. г/( нинг иккала жадвалдагн қийматларипи (Зйлер vcv- 
ли ва Рунге — Кутта усули) таққослаб, Рунге — Kvrra усули Эйлер 
усулига қараганда яхшироқ натнжа олишга имкон беради, деган ху- 
лоеагм келамнз.

Уз-ўзини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламанинг ечнми деб ннмага айтнладн?
2. Биринчи тзртнбли дифференциал тенгламалар учун Коши масаласи 

вимадан иборат?
3. Эйлер усулнни баён этинг.
4. Рунге — Кутта усулини баён этинг.
5. Эйлер ва Рунге — Кутта усулларндан фондаланнб, кунидаги тенглаиа- 

нинг [0, lj кесмадаги 0,1 қадам бнлан хусуснй ечнмларннннг тақрнбнй қий- 
матларн жадвалнни тузинг:

а) у' = х* — 0,3 у* +  1, у(0) = 0 
(0,01 гача аниқлнк бнлан);

б) у ' — — 2 хуг, у (0) =  1 
(0,001 гача аниқлик билан).
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