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Бисмилло\ир рохманир рохийм.
Ассалому-алайкум, мухтарам илм а\ли . Сиз билан 

ушбу кигоб орк^али мул о когда булишдек бахтни бизга 
муяссар цилгани учун А л л о \ таолога \амду-санолар 
булсин.

Аллохнинг хохиши билан юртимиз мустак^л булгач, 
халцаро стандартларга якинлаш иш  максадида мамлака- 
тимизда икки б о с к ^ ш  укув тизимига утилди. 1999 
йилда мамлакатимиз О лий ва урта махсус таълим ва- 
зирлиги томонидан шу тизим  учун олий техник уцув 
юртларида ухитил адш ан барча фанлар буйича, шу 
жумладан, олий математика буйича \ам  укув дастурла- 
ри ишлаб чик,илди.

Олий математика буйича ёзилган дарсликлар талай- 
гина булса хам, уларнинг аксарияти уцув дастурининг 
айрим к^смларигагина баш ш ланган (масалан, чизи*уш 
алгебра ва аналитик геометрия, дифференциал ва инте­
грал хисоб курси, эхгимоллар назарияси ва математик 
статистика ва Х-К-)- О лий математиканинг барча 
жабхаларини уз ичига олиб ёзилган дарсликлар эса са- 
HoigiH эди.

Ана шу информацион такчилликни тУлдириш 
максадида муаллиф узининг Тошкент давлат техника 
университетидаги Уттиз йиллик тажрибасига таяниб, 
утилган дарслар давомида вужудга келган услубий му- 
лохазалари асосида янги дастурга мос келувчи, олий 
математиканинг барча цисмларини камровчи дарслик 
ёзиб, уни Укувчилар мухокамасига таедим этаяпти.

Уни ёзшцца муаллиф машхур рус ва чет эл олимла- 
ри томонидан яратилган дарсликлардан хамда Тошкент 
давлат техника университетининг «2-олий математика» 
кафедраси Укитувчилари томонидан яратилган маъру- 
залар матнидан к е т - фойдаланди.
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Дарслик икки к;исмга булиниб, биринчи кис ми га 
асосан олий техник укув юртларининг 1-боск,ичида 
ухитиладиган мавзулар киритилди.

Чизик/ш алгебра элементлари фак;ат аналитик гео- 
метрия масалалари учунгина зарур булмай, балки олий 
математиканинг бошк,а кисмларида х;ам к^ллангани 
учун муаллиф бу цисмга умумийлик тусини бериш 
мак;садида унинг барча масалаларини 1-бобда баён
КДЛДИ.

Акалитик геометрия масалалари шу бобнинг охирги
5-§идан бошлаб баён кдлинади. Муло\азаларда 
катъийлик рух,ини сак,лаш максадини к^злаб, муаллиф 
укда, текисликда ва фазода киритилган координаталар 
системасида йуналиш тушунчасининг зарурлигига 
укувчининг эътиборини тортади. Ана шу катъийлик 
ру^и мос равишда 2 ва 3-бобларда баён кдлинган те- 
кисликдаги аналитик геометрия ва фазодаги аналитик 
геометрияларда сак^анган.

2-бобга текисликдаги аналитик геометриянинг асо- 
сий масалалари булмиш туф и чизицнинг тенгламала- 
ри, уларга дойр масалалар, асосий иккинчи тартибли 
чизиксиар ва уларнинг каноник тенгламалари, коорди­
наталар системасини алмаштириш ва улар ёрдамида 
иккинчи тартибли чизикларнинг умумий тенгламала- 
рини каноник куринишга келтириш масалалари кири­
тилган.

3-боб фазодаги аналитик геометрия масалалари га 
багишланган. Аввал иккинчи даражали алгебраик тенг- 
ламанинг геометрик тасвирига таъриф берилиб, ундан 
келиб чикддиган умумий муло^азалар келтирилган. 
Сунг фазопинг асосий элементлари булмиш текислик, 
туфи чизик; ва иккинчи тартибли сиртлар, уларнинг 
тенгламалари, уларга дойр масалалар ёритилган. З-боб 
иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламасини ка­
ноник куринишга келтириш масалаларининг баёни би- 
лан якунланади.

Олий математиканинг математик та\лил кисмига 
дойр мавзулар 4-бобдан бошлаб баён килинади. 4- ва

5-бобларда умумий ту!иунчалар: узгармас ва узгарувчи 
миедорлар, тупламлар, кетма-кетликлар ва уларнинг 
лимити, лимит билан боглик булган тушунчалар ва 
хоссалар курилган. Кейин икки ва ундан ортик 
узгарувчилар уртасидаги муносабатлар, хусусан, бир 
узгарувчининг функцияси, уларнинг турлари, 
лимитлари ва лимит тушунчаси билан боклиц булган 
хоссалар, мивдорларни солиштириш масалалари тахлил 
к^илинган.

б-боб бир узгарувчили функцияниш- дифференциал 
^исобига багишланган. Х,осила тушунчаси, элементар, 
мураккаб ва тескари функцияларнинг \осилалари, 
дифференциал ва унинг такрибий ^исоблашда 
кулланилиши, юкори тартибли х1осилалар ва диффе- 
ренциаллар баён кдлиниб, уларнинг функциянинг 
та>ушлига ва функция лимитларида вужудга келадиган 
аницмасликларга кулланилиши куриб чикилган.

Функцияларни текширишда хрсила ва дифферен- 
циалларнинг хоссаларидан фойдаланиш масалалари 7- 
бобда давом эттирилади. Бунда функцияни тула таф- 
тиш цилиш ва унинг натижалари ёрдамида функция 
фафигини куришнинг умумий схемаси берилган.

Функция интефал хисоби учун зарур буладиган 
олий алгебранинг комплекс сонлар ва кущадларга до­
йр айрим масалалари 8-бобда баён килиниб, интефал 
\исоб масалалари 9- ва 10-бобларда куриб чикдлган.

Ингефал \исобнинг му\андислик масалаларига 
Кулланилиши ва бу \исобларда зарурияти тугиладиган 
такрибий усуллар баёнига 11-боб багишланган.

12- ва 13-бобларда куп узгарувчили функция ва 
вектор-функциянинг дифференциал \исоби баён 
Килиниб, функцияларнинг дифференциал х.исобига 
якун ясалади.

Куп узгарувчили функцияларнинг интефал \исоби: 
каррали, эфи чизик^ли ва сирт интефаллари \амда улар 
билан боглик, булган масалалар дарсликнинг иккинчи 
жилдига киритилди. Улар 17-, 18- ва 19-бобларда баён 
Килинади.



Дарсликпинг ёзилиш жараёнида унинг айрим 
к,исмлари кафедранинг услубий семинарида куп 
му\окама килинди. Бу дарслик сифатининг яхшилани- 
шига ёрдам берди. Бунинг учун муаллиф кафедранинг 
барча аъзоларига, шахсан дарсликпинг ёзилиш жараё­
нида куллаб-кувватлаган проф. Ф.У. Носировга, 
Кулёзмани компыотерга киритиш ва нашрга тайёрлаш 
ишларида куп ёрдам курсатган P.F. Ра\имовга. тахрир 
килиб бсрган А. Хасановга ва дарсликни синчиклаб 
куриб чикиб, к,имматли масла\атларини аямаган проф. 
Ш.А. Мира\медовга уз миннатдорчилигини изх,ор 
к,ил ад и.

Дарслик муаллифнинг биринчи йирик иши булгани 
сабабли, шуб\асиз, камчиликлардан холи эмас. Бу ки- 
тоб туррисидаги хурматли китобхонларнинг танк^ший 
фикр ва муло^азаларини муаллиф чу кур мамнуният 
билан кабул килади.

Муаллиф уз ме*натининг ва номлари юкорида зикр 
Килинган инсонлар кумагининг ма^сули булмиш ушбу 
китоб укувчининг илм олишдек зах,матли ишида ёрдам 
беради, деб умид килади, унга Аллохдан кунт, сабр- 
токат ва мадад сураб колади. Ушбу дарсликнинг ярати- 
лишига сабаб булган барча инсонлардан Аллох, рози 
булсин.

Сиз-у бизга Алло\нинг магрифати ётл си н . Асса- 
лoмy-aJraйкyм ва ра^матулло^и ва баракатух.
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1 Б О Б . 
Ч И З И К Д И  А Л Г Е Б Р А  Э Л Е М Е Н Т Л А Р И

1-§. ДЕТЕРМИНАНТЛАР

1.1. Иккинчн ва учинчи тартибли детерминантлар

Куйидаги 0 | j, а 12, а2\, а22 ха^икий сонлардан тузил-

ах
я,"•21 и 2 2,

квадрат жадвал 2-тартибли квадрат матрица дейилади, 
бу ерда а,у-унинг элементлари, ац , ац  ва а2\, а 22 унинг 
сатр элементлари, ап , а2\ ва а12> а 22 устун элементлари 
деб аталади. а,у нинг биринчи индскси / сатр раками, j  
устун ракамини билдиради. Мисол учун, 021 2-сатр ва
1-устунда жойлашган. Бу матрицанинг детерминанти 
деб, куйидаги сонга айтамиз:

del А -

Худди шувдай,

(1)

А -

\ ,а 31 “ 32 “ 33 )

квадрат жадвални 3-тартибли квадрат матрица деб ата- 
сак, унинг детерминанти деб куйидаги сонни айтамиз:

|аП «12 <*13 |
= а,|ааа3з+а2,а,2а1з+ (2)det А = \а.*2\ а22 Ql\

К  ап Д35
+  a iZ a 23a H  ~  а \ъа 72а 1\ ~  а \7а г \а п  ~  а и а 23а 32-

( 1) ва (2) детерминантлар мос равишда 2-тартибли 
ва 3-тартибли детерминантлар деб \ам аталади.
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(2) детерминантни \исоблаш учун «учбурчаклар 
усули» деб аталувчи куйидаги д и аф ам м ад ан  фой- 
даланиш мумкин:

о.

а) (+) Ь) (-)
Х,ар бир диаграммада туташтирилган элементлар 

узаро кУпайтирилиб, кейин натижалар куш ил ад и,
а) диафаммадаги йигинди «+» ишораси билан,
б) диафаммадаги йикинди эса «-» ишора билан 

олиниб, иккала натижа узаро куишлади.
3-таргибли детерминантларни эдгаэблаш учун «Саррюс 

усули» деб агалувчи куйидаги диафамма \ам мавжуд:
Яц а)2 <3,3 а\! ап

\> <  X  /
а21 • а22 а->л a2i агг

y S  Х  X
Oil <3)2 Оц Оп .

бу ерда туташтирилган элементлар узаро купайтирилиб, 
асосий диагоналга параллел туташтирилганлари 
ало^ида кушилиб «+» ишора билан, ён диагоналга па­
раллел туташтирилганлари ало^ида кушилиб «-» ишора 
билан олиниб, натижалар кушилади.

1.2. Детерминантларнинг хоссалари

1. Агар детерминантнинг барча йул элементларини 
уступ элсментларига ёки аксинча алмаштирилса, унинг 
Киймати узгармайди:

аи ап II « 2. — О] |022 «12*21
«21 «22 1*12 (122

(устун) элементлари урнини мос равишда 
алмаштирсак, детерминант киймати к,арама-карши 
ишорага Узгаради:

ап а\ 1
°2 2  а 7\

— а12а2] аиа22 -

(а ч а22 а п а 2\ ) —
а,'И “ 12 

\а г \  а 22

З.Агар детерминантнинг бирор йул (устун) 
элементлари умумий X купайтувчига эга булса, у \оляа  
бу купайтувчини детерминант таищарисига чицариш 
мумкин:

\а„
- Адпа22 - Лапа21 -

hi ^М22

-Я (апа22 al2a2i) — A

Хусусан, агар X-О булса, детерминант киймати 
нолга тенгдир.

4. Агар детерминантнинг бирор йул (устун) 
элементлари мос равишда бошка йул (устун) 
элементларига пропорционал булса, у х;олда 
детерминант киймати нолга тенг булади:

« п Яаи
= Л « , ,  « п

« 2 1 Аа21 « 2 1  й2\
= Я (аиа21 - а иа „ )  = 0 .

5. Агар детерминантнинг йул (устун) элементлари 
икки ифоданинг йигиндиси куринишида булса, у \олда 
детерминант икки детерминант йигиндиси куринишида 
ёзилиши мумкин:

а-,, о,
6. Агар детерминантнинг йул (устун) элементларини 

бирор Х*0 сонга купайтириб, мос равишда бошк;а йул 
(усгун) элементларига кушеак, детерминант киймати 
Узгармайди:

ап ап + Хап = «и «.2 +
аи /Ц, «п аи

«21 «22 "*■ ̂ С,2\ «2. а22 а21 Аа2] «21 а22



Юкррида келтирилган хоссалар детерм инант учинчи 
па ундан юкрри тартибли булганда хам уринлидир.

Кейинги хоссаларни киритиш учун учинчи 
тартибли Д детерминантдан фойдаланамиз:

f l j i  Я12 1̂3
А — 1 2̂2 2̂ 

аъ\ аМ аъъ
Берилган учинчи тартибли детерминантнинг /-йули 

ва у'-устунини учириш натижасида косил булган 
иккинчи тартибли детерминант а0 элементнинг минори 
дейилади ва Му-деб белгиланади.

Масалан, Дц элементнинг минори

М\ | =

Худди шунингдек, 0[2"ники

А Л - а 'Л Лх,-)

га тенг ва хоказо.
Куйидаги Ajj={—\) l+JMjj ифода 

алгебрам к тулдирувчиси дейилади.
элементнинг
элементнинг

алгебраик тулдирувчиси л,, =

Д 2 = —

‘21

ап
а \2 элеменгники эса

ва хоказо.а2

«31 «зз
7. Детерминантнинг бирор йул (устун) элемент - 

ларини мое равишда узининг алгебраик тулдирув- 
чиларига кулайтириб кушсак, у \олда йигинди 
детерминант кийматига тенг булади. Хакикатан,

Д = + Д52-̂ 12 a\iA t  
Д — аиАп + &22̂21 а1зАэ 
Д = ̂ 21̂21 «22̂ 22 «23̂ 23 
А ~ 2̂1̂ 2] ^  «22-̂ 22 «23̂ 23
Д=аз|/431 !• Яз2“̂32 + «33̂ 33
Д = с>лА31 + ОцАг з + Язз^зз

Тенгликларнинг туфи эканлигини исботлаш кийин 
эмас.

«22 «2з|Д аиАи +а]2А12 +а1}Аи -  а.

«2 1  «23 

« И  «33

+ а,

о>з|

=  «1  1 ( « 2 2 « ! 3  ~  « 2 3 « 3 2  ) '
«21 «22 
« J I  « ! 2

~avSpvfh} ~«23«3;) + «1з(«21«32 ~«22«3l) =
-  а , , а 22а 33 + а 1га 23а 1̂ +  « n « 2 i « i 2 —

«13«22«31  — «12«21«53 «11«23«32"

8. Детерминантнинг бирор йул (устун) элементла- 
рини мос равишда бошка йул (устун) элементларининг 
алгебраик тУлдирувчиларига кулайтириб кушсак, у 
ходда йигинди нолга тенг булади. Масалан,

«11̂21 «12̂ 22 "*"«13̂ 23 = ®
« 1 1 ^ 1 2  ^  « 2 1 ^ 2 2  « 3 1 -^ 3 2  

«ll^l «12̂ 32 «13̂ 33 = О 
«11 Д з  « 2 1 ^ 2 3  *■ « 2 3 ^ 3 3  =  ®

ва хоказо. Хакикатан,

в ц А 31 +  а п Л 32 +  o i J A }3  =  f t
**12 3 « И «13

« 2 2
- « , 2

« 2 3 « 2 . «2 3

1̂1̂ 12̂ 23 ^\А^22 1̂1̂ 12̂ 23

+  Я ,  2 ^ 3 ^ 2 1  +  ^ 11^ 13^22 2^ 13^21 —

Юкррида келтирилган хоссалар куйида киритиладиган 
n-гартибли детерминантлар учун хам уринлидир.

1.3. л-тартибли детерминантлар

Биринчи п та натурал сонларнинг {1,2,..., п} 
тупламига узини \ар кандай ж мос кУйиш л-тартибли 
Уринлаштириш дейилади. Хар кандай «-тартибли п 
Уринлаштириш куйидагича ёзилиши мумкин:
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хусусан,
1 2

каноник Уринлаштириш дейилади.
Агар /</' булиб, ai>aj булса л  уривдаштирищца (i, j)  

жуфтлик инверсияни ташкил этади деймиз. Агар барча 
инверс жуфгликлар сони S(n) жуфг булса, л  уринлаштириш 
жуфт, агар S(n) ток, булса, л уринлаштириш ток, дейилади.

Мисол. Куйидаги
( \ 'Ъ 5 2 4 

п - \
1̂ 2 3 5 4 1,

уринлаштиришнинг жуфт ёки ток эканлигини аникланг.
Ечиш. Берилган уринлаштиришни каноник кУри- 

нишда ёзиб оламиз:

*-Р 2 3 4 5)
^2 4 3 1 5) 

ва инверсиялар сонини \исоблаймиз. Инверс жуфтлик- 
ларни (1,4), (2,3), (2,4), (3,4) лар ташкил этгани учун S  
(п)=А, демак, л--жуфт Уринлаштириш экан.

Таъриф. Куйидаги

А =

а\\ ап 
а „  а .

\ аш ^п2 а,т j
квадрат матрицанинг п-тартибли детерминанти деб, 
цуйидаги сонга айтилади:

det А -

Ml ‘

бу ерда йигинди барча «-тартибли Уринлаштиришлар 
буйича бажарилади.

Бу гаърифни тушуниш учун п=3 булган jqojihh курайлик. 
Барча 3-тартибли уринлаштиришлар куйидагича булади:

(\ 2 З Л  ( I  2 З Л  ( 1 2 "

3 1 2 

1 2 3
2 3 
1 2

1 2 о t ni~

I 2 3

2 1 /  J ^2 1 3 /  "в [\ 3 2 ;
\а р  бир уринлаштириш учун инверсия сонини 

?дисобласак, S(jc\)=0, 5^л^)=2, ^л ^= 2, Ул^)=3, ^ я ^ = 1, $л&)=1 
экашиига ишонч хреил кдмамиз. У хрлда таърифга кура:

|_ _ 1

Г 2 1  ° 2 2  а 22 

Г31 а32 азз
в 1 1 °2 2 ® )3  +  <321<а3 2 <313 ' +  а 1 2 ° 2 3 а 3 | ~

ai3a22fl3! “̂ А А з  а|1а23а32>
яъни 3-тартибли детерминант учун аввал келтирилган 
формулани ^осил килдик.

Юкорида гига ухшаб, л-тартибли детерминант учун 
\ам  алгебраик тулдирувчини киритиш мумкин. У холда 
2-тартибли ва 3-тартибли детерминантларнинг барча 
хоссалари «-тартибли детерминантлар учун \ам  уринли 
булади. Хусусан,

п
detA  = Z a«A* (i = l,...,n )  

dctA = i ^ A „  (k = !,...,„)

(3)

(4)
/-1

бу ерда Alk алгебраик тулдирувчилар л-1 тартибли 
детерминантлардир, шу сабабли, (3), (4) формулаларни 
л-тартибли детерминантни \исоблашнинг тартибшш 
пасайтириш ёки сатр ва устун элементлари буйича 
ёйиш усули деб х,ам аташади.

Мисол. Хисобланг:
I2 -1 1 01
О 1 
3 -I 
3 1
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Ечиш. Масалан, 3-устун элементларини аввал 2-

\ '  ■ ~ - I
3-устунни -4 га ва 3 га кунайтириб, мос равишда 1 

ва 2-устунларга кушсак:
0 0 -1

-13 10
-13 10 3 = - 1-

-13 10
-13 10 1

= 0 .

2-§. МАТРИЦАЛАР

2.1. Матрицалар устида арифметик амаллар

Таъриф. тхп улчамли матрица деб, а,у, i= l,2,..., т, 
j= l,2 ,..., п соилардан тузилган т та camp, п та устунли 
цуйидаги

. а,,

А =

я,
а,.

ат2 атп )
жадвалга айтамиз. Матрица кискдча, Л=||а,у|| кУри- 
нишда *ам сзилиши мумкин.

Агар т -п  булса, А квадрат матрица дейилади.
Агар барча i-1 ,2 ,..., т, j= l,2 ,..., п лар учун а,у=6„ 

булса, бир хил улчамли Л=||а,у|| ва 5=||й,у|| 
матрицаларни тенг деймиз, яъни А=В.

Бир хил улчамли Л=|ку11 ва В=\\Ьи\\ матрицаларнинг 
йишндиси А+В деб, шундай С=||с,у|| матрицага 
айтамизки, бунда с,у=а,у+6,у, /= 1,2,..., т, j=  1,2 ,..., п
булади.

1 -мисол.
0 0 1 0 -4 3 -1 Г3 -1 2 Р г -2  1 -1 1 ' 0 1 2 ^

-4 3 2 -1 = 1 -1 1 3
4

3 0 -1 + 3 -1 1 1 - 7 2 1 0
-1
-9

1
7

2
6

3
1

-9 7 1 1-1 2 5 -У , 2 - 1 - 4 - ч ] 1 - 3J
A=\\a,j\\ матрицани а  сонга купайтмаси деб, А 

матрицанинг барча элементларини а га купайтиришдан 
\осил буладиган В=\\Ь^\, Ь0=ааф i=l,2,..., т, j=],2,..., 
п, матрицага айтамиз.

2-мисол.

3-

тхп улчамли Л=||а,у|| матрицанинг- пик улчамли В=\\Ьу\\ 
матрицага купайтмаси деб, элементлари

ctj =a,ibij +аi ^ 2j+ ■■■ +ai„bnJ, i=1,2,..., m ,7= 7,2,..., n 
формулалардан аникланадиган mxk улчамли C=|k,y|| 
матрицага айтамиз.

3 -мисол.
r l

А - В -  0

(  1 2 ^ '  3
6 )

3 -1 = 9 -3

,-1 4 J 12 у

f \
3

f  7 

-3 

6

1

2 2

1 -1

11 1

Г \+Ь  4 -2  

0 -3  0 + 1 

3+ 3  12-1

0+2
0-1

0+1

= с .

Агар тЛ. булса, В А купайтмани бажариб булмайди, 
лекин агар m- к  булса, умумий холда А В=В А 
булмайди, чунки А В тхт улчамли. В А эса пхп улчамли 
матрица булади. Хатто т=п булган хрлда \ам 
матрицалар купайтмаси учун коммутативлик (урин 
алмаштириш) хоссаси Уринли эмас. Масалан,
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f 2 4 3" ' 1 7 2^

-3 -2 -4 В -А  = -2 -2 -1

,  9 7 ОО 15 6,
А В  =

яъни АВ*ВА.
Бсвосита текшириш йули билан куйидаги:
1) (ЯА)В=А(ЯВ)=Я(АВ), А-сон;
2) (А+В) С=А С+В С;
3) С(А+В)=СА+СВ;
4) А (В  С)=(Л В) С

хоссаларнинг уринли эканлигига ишонч хрсил килиш 
мумкин.

Агар А ва В пхп улчамли квадрат матрицалар булса, 
у холда

1) det (A B)=detA delB;
2) det (AA)=AndetA 

муиосабатлар уринли булади.
Агар барча /', j  лар учун aTty=ajt булса, AT=\\a'1ij\\ 

матридани Л=||%11 матрицага транспонирланган 
матрица деймиз.

Агар А тхп улчамли матрица булса, А Т пхт улчамли 
матрица булади.

4 -мисол.

А =

Куйидаги хоссалар уринли:
1) (АТ)  Т—А;
2) (А+В) Т=АТ+ВТ\
3) (А В) Т=ВТА Т.
Агар А т—А булса, квадрат А матрица симметрик, 

Ат =-Л булса, кососиммстрик матрица деб аталади.
Теорема. \а р  цандай А квадрат матрицами 

симметрик В ва кососимметрик С матрицалар йитндиси 
куринишида ифодалаш мумкин.

1 ^
'  3 -1 ^

( з -2
, АТ = -2 1

1-1 1 2 ,
, 1 2 ,

2.2. Тескари матрица

Куйидаги пхп улчамли матрицани курайлик: 
f  1 0 ••• О 
, 0 1 ••• О

Е =

О О
Ихтиёрий пхп улчамли Л=||Я{,-|| матрица учун 

АЕ=ЕА=А  эканлигига ишонч хосил к;илиш к^йин 
эмас, яъни Е  матрицалар учун бирлик вазифасини 
бажаради. Шунинг учун Е  ни бирлик матрица деб 
айтилади.

Детерминанти 0 га тенг булган куйидаги *ар цандай 
пхп улчамли А=\\ац\\ матрица махсус матрица деб 
аталади:

det А = = 0

pnl *̂п2 клпп\
Акс \олда, яъни detA^O булса, А матрица махсус 

булмаган матрица дейилади.X Л-----

А =

detA =

' 2 -1 I 0 У
0 1 2 -1
3 -1 2 3

,3
Да,

1 6 
чунки

1,

2 -1 1 0
0 1 2 -1
3 -1 2 3
3 1 6 1

= 0

Улчаши Z ' о-пи и муносабат УРипли булса, пхп 
адрат В \\Ь \̂\ матрицани махсус булмаган пхп

БИБЛИОТЕКА 
Бух. ТИП и ЛП 
№



улчамли Л=||йу|| матрицага тескари матрица деб аталади. 
Тескари матрица В=А~! куринишда белгиланади.

Энди тескари матрицани бевосита \исоблаш 
усулларини курамиз.

Фараз килайлик, А=\\ау\\ махсус булмаган квадрат 
матрица булсин. Агар Ау — о,у элементнинг dct/1 даги 
алгебраик тулдирувчиси булса, у холда

Шунинг учун,

4̂ 1 оо 4̂

7 9 - 5
6 10 -6 ,

-1 - 2 -1

- 7/4 9/4 -5/4
3/2 -5/2 3/2

А 1 =  — A v =  
4

Куйида куриладиган усулимиз элементар алмашти­
ришлар усу ли деб аталади.

Агар А пхп улчамли махсус булмаган квадрат 
матрица булса, унинг учун Улчами пх2п булган 
Га=^А\Е) матрица тузиб оламиз, яъни А матрицага 
бирлик Е матрицани бирлаштириб тузамиз. \о си л  
булган ГА матрицанинг сатрлари устида элементар 
алмаштиришлар бажариб, уни (Е\В) курииинла 
келтирамиз. У ^олда В=А'! булади.

6-мисол. Элементар алмаштиришлар усули ёрдамида 
куй и даги матрицага тескари матрицани топинг:

3 2 Г

4 5 2 

2 1 4
Ечиш. ГА матрицани 1узиб оламиз:
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72 =Гг - J 7 r

У з = У з  “ у Г . Уъ = Г з  +  у Г 2?

г != п -± г :
- г "
2 4 ГзУ 3

Натижада кстма-кет куйидагини \осил киламиз.
1/3
-4/5

- 2 / 3

Демак,

2/3 1/3 
О 7/3 2/3 
О -1/3 10/4

5 /7  -2/7 О
- 4/7 3/7 О

- 6 / 7  1/7 1у

3/4 -7/24 -1 /24
-1/2 5/12 -1/12

1/4 1/24 7/24

-7/24 -1  / 24л 

5/12 -1/12 

1/24 7/24

Тескари матрица куйидаги хоссаларга эга:
1°. (аА)~]=А~1/ а  (а Л )
2°. (АВ) ‘= В 'Л '1 
3°. (А-*) Т=(ЛТ)- '
1°-хоссанинг исботи. Агар os4) булса, det (aA)—cPd£lA±0 

булади, шунинг учун аЛ=||аа,у|| матрица махсус эмас, 
демак, (аЛ)~' мавжуд. Агар Ду деб аА матрицанинг «а,у 
элемента!шнг алгебраик тулдирувчиси, Ад деб эса А 
матрицанинг а,у элементининг алгебраик гулдирувчисини 
белгиласак, у х°лда Ау—с/1' ,Ау эканлигига ишонч хосил 
Килиш кийин эмас. Шу сабабли,

{аА Г  = a" det А
2  j _  
a  det А |!

W -
1М=

a"  det А 
1 1

КЧ1-
---------- A v = - А ~ 1
a  det А а

2°-хоссанинг исботи. Агар В ' А 1 ни А В га унг 
томонидан купайтирилса

АВ В-'А-'=А (В В 1) А-*=АЕА-1=АА-г=Е.
Агар чап томонидан купайтирсак:

B 'A-’AB^B-'tA ’A) В = В 1ЕВ=В ’В=Е 
булади. Демак, хакикатан (А В )1=В }А~1 экан.

3°-хоссанинг исботи. А Г ни ( А 1)  Т га чан томонидан 
купайтирайлик, у холда 2.1даги транспонирланган 
матрииаларнинг 3-хоссасига кура

АТ (А-1) 1 =(А ^А) Т=е Т=е  
ва Ат ни (А '1) т га унг томонидан купайтирсак, 
Куйидаги хосил булади:

( А 1) Т АТ =(АА-') Т=Е7=Е.

3-§. АРИФМЕТИК ВЕКТОРЛАР ФАЗОСИ. 
МАТРИЦАНИНГ РАНГИ

3.1. Арифметик векторлар

Ихтисрий п та XI, х2,..., хп сонларнинг хар капдай 
тартибланган туплами арифметик вектор дейилади ва 
х=(х/, х2,..., хп) каби белгиланади. х/, х2,-.., х„ сонлар х 
арифметик векторнинг компоненталари деб аталади.

Арифметик вектор устида куйидаги амалларни 
киритамиз:

КУшиш: агар х=(хъ х2,..., хп) ва у=(у{, уъ ..., уп) 
булса, у холда

x+y=(xx+yh Х2+У2 хп+уп) (3.1)
булади.

Сонга купайтириш: агар Х.-бирор сон ва x=(xi, xi,. ., 
х„) арифметик вектор булса, у холда

Хх=(Хх1,Ах2,...,лхп) (3.2)
булади.
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Барча арифметик векторлар тунлами юкоридаги 
киритилган амалларга кура арифметик векторлар фазоси 
деб аталади ва R" билан белгиланади. Бу фазо чизикли 
фазо булади. Х,ак,икатан, ихтиёрий х, yeRn лар учун

1) х+у=у+х;
2) (x+y)+z=x+(y+z);
3) х+0=х, бу ерда 0= (0,. . . ,0) нол вектор;
4) \ар  кандай х, у  учун шундай z мавжудки, x=y+z,

Z ни х  ва у  ларнинг айирмаси деб аталади ва z=x-y деб
белгиланади;

5) X(/jx)=(X^) х, к ,ц  — ихтиёрий сонлар;
6) 1 х=х;
7) Х(х+у)=Хх+Ху;
8 )  (X + /j)  x —Xx +/j x .
Эслатма. Агар xj, х2,..., х„ сонлар хакикий булса, /?" 

хакик,ий арифметик векторлар фазоси, агар xj, х2, ..., х„ 
лар комплекс булса, Rn комплекс арифметик фазо деб 
аталади.

Агар шундай бир вактда нолга тенг булмаган 
Х\,Х2,...,Х$ сонлар мавжуд булиб, X\X\ +Х2Х2 +... +XsXs=0 
булса, арифметик векгорларнинг {хь Х2,..., х.<?} 
систсмаси чизикли боглик дейилади. Акс холда, бу 
система чизикли боглик эмас дейилади.

Фараз килайлик, Q-арифмстик векгорларнинг 
ихтиёрий тУплами булсин. Агар

а) ekeQ, к=1,2,..., 5;
б) В система чизикли боглик булмаса;
в) ихтиёрий хе£?учун шундай X\,...,Xs топилсаки,

* = Z v *  <3-3)
*=1

булса, В={е\, £5} система Q да базис ташкил
этади дейилади.

(3.3) формула х векторнинг В  базис буйича
ёйилмаси деб аталади. Х\,...,Х$ коэффициентлар х 
векторнинг В базисдаги координаталари дейилади.

1 -мисол. Агар ai= (4 ,l,3 ,-2 ), Я2= 0 >2,-3,2), а3=( 16,9,1,
-  3), а4=(0,1,2,3), а5= ( 1, -  1,15,0) булса, Зо1+5а2-<*з- 
2а4+2а5 ни \исобланг.

Ечиш: (3.1) ва (3.2) га асосан 3fl[=(12,3,9, — 6), 
5а2=(5,Ю,-15,10), 2я4=(0,2,4,6),2а5=(2,-2,30,0), За 1+5а2- 
аз-2в4+2а5=( 12+5-16-0+2, 3+10-9-2-2, 9-15-1-4-30, - 
6+10+3-6+0)=(3,0,-41,1).

2-мисол. xi=(-3,l,5) ва х2=(6,-3,15) арифметик 
векгорларнинг чизикли боглик ёки чизикли боглик 
эмаслигини аникданг.

Ечиш: Таърифга кура
Х\Х\ +Я2х2=('-ЗЯ/+6Я2, Х[-ЗХ2, 5Я(+15Я2)= 0

бундан,
-ЗЯ)+6Я2= 0,

Я)-ЗЯ2=0,
5Я1+15Я2=0.

КУриниб турибдики, бу тешликларни бир вакгда 
факат Aj=0, Я2=0 кийматлар каноатлантиради. Дсмак, 
берилган векторлар чизикли боглик эмас экан.

3-мисол. ец=(1,1,1,1,1), е2=(0,1,1, 1,1), ез=(0,0, 1,1,1), 
<?4=(0,0,0,1,1), е5=(0,0,0,0,1) арифметик векторлар 
системаси R5 да базис ташкил этишини курсагинг.

Ечиш. Аввал бу система чизикли боклик эмаслигини 
курсатамиз. \акикатан,
Х\С\ +Я2&2 +Я3е3 +Я4е4 +Х$е$ =(Х\,Х\ +Я2Д 1+Я2 +Я3Д 1+Я2 +Я3 + 

Я4, Х\ +Я2 +Я3 +Я4 +Я5>=0,
бундан

^1= 0, Х\ +Я2=0, Я| +Я2 +Я3=0, Х\ +Я2 +Я3 +Я4=0 
Я1+Я2 +Я3 +Я4 +Я5=0 

ва кетма-кет Ях=0. Я2=0, Яз=0, Я4=0, Я5=0 \осил 
булади, яъни бу система чизикли боглик эмас экан.

Энди х=(х\, Х2, Х3, х4, х$) R5 нинг ихтиёрий 
элементи булсин. У \олда

Х = (Х Ь  Х2, Х3, Х4, Х5;= ( Х ) ,  ХЬ  ХЬ  ХЬ  X j^+ fO , Х2-Х Ь  Х2-Х |,
хг-х\, х2-х1у)+(0, 0, Х3-Х2, х3-х2, х3-х^+(0 , 0, 0 , х4-х3, х4- 

-х3;+^0, о, О, О, Х5-ХФ>=Х|(1, 1, I, 1, \)+ (х2-х у)
А. 1, 1, 1, V  +(Х3-Х2) ( о, о, 1, 1, 1)+Гх4-х3;Г0, О, 0, 1, \)+  

+(х5-х4)(0, 0, 0, О, \)=  xjei+ fxrXj) е2+(х3-Х2) е3+ 
+(x4-x3) е4+(х5-х4) е5.

Агар x=fx}, х2, хз, х4, х5/)?0 булса, у холда хь x2-xi, 
*з-*2, *4-xj, х5-х4 бир вактда нолга тенг булмайди. Шу
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сабабяи {ej, е2, е3, е4, е$} R5 да базис будар экан. 
Масалан, х=(1, О, 1, О, 1) арифметик векторнинг шу 
базисдаги координаталари х=(1, - 1, 1, - 1, 1) булади.

1-теорема. Агар а/, а2, а3 арифметик векторлар 
4U3UKJIU боглик, ва а ? вектор а / ва а2 векторлар оркали 
чизищш ифодалаимаса, а/ ва а2 лар фацат узгармас 
купайтувчигагина фар/f к,илади.

Исботи. а\, а2, а3 чизикди бортик булгани учун бир 
вакгда нолга тснг булмаган шу!шай А[,А2,Ат, сонлар 
топиладики, Ataj+A2a2+A3a^ булади. Агар Аз*0 булса, у 
Холда

а г =  ~ — at -  — -а-,
Л, 1 Л, 2

деб ёзиш мумкин, лекин бу теорема шартига зид, чунки
о3 вектор a j ва а2 оркали чизикли ифодаланиб ко л ад и. 
Шу сабабли А^=0 булиши шарт. У \олда 

А]й\ +А2а2=0, 
булади, бундан эса, агар Я|*0 булса,

Ла, = — ~ а 2
К

келиб чикади. Теорема исбот булди.
2-теорема. Агар aj, а2,- . ,  а„ арифметик векторлар 

чизикпи боглик, булмаса-ю, aj, а2,..., ап, b лар чизщли 
бо1-лщ булса, у  хрлда b вектор aj, а2,..., а„ вектор оркали
чизикли ифодаланади.

Исботи. а\, 02,..., а„, b векторлар теорема шартига 
кура чизикли боглик булгани учун бир вакгда нолга 
тенг булмаган шундай A],A2,...,A„+i сонлар топиладики, 

А] а 1 +А2а2+... +А„а„ +А„+]Ь=0 (3.4)
булади. Бу ерда Ал+1*0 булиши шарт, акс \олда, яъни
агар Яя+1=0 булса,

А\а\ +А2а2 +... +Апа„=О 
булиб, бундан ва а}, а2,..., ап ларнинг чизикли боглик 
эмаслигидан Ау=А2=...=А„=0 келиб чикади, яъни ah 
а2,..., an, b чизикли боглик эмас деган хато хулосага 
келамиз. Шу сабабли A„+i*0, у \олда (3.4) ни

Ь = -  ' - я , ----- ~ а 2 -  . . . ------— аЛп+, л„+1
деб ёзиш мумкин. Теорема исбот булди.

3-теорема, aj, а2,..., ат арифметик векторлар оркали 
чизикли ифодаланувчи хдр цаидай п>т та bj, b2,..., Ь„ 
арифметик векторлар системаси чизикли боглик, булади.

Исботни математик индукция усули билан амалга 
оширамиз.

т=\ булганда теореманинг туфилигига ишонч 
\осил килиш кийин эмас. Теорема т =k- 1 учун гугри 
булсин деб фараз килиб, т=к учун текширамиз.

Агар
Ьх=спах+..Лс1как,
b2=c2ial+...+c2kak,

bn-Cn\a\+-..+cnkak 
булса, куйидаги 2 \ол юз бериши мумкин.

1. Барча с\\, с2\,..., сп1 коэффициентлар нолга тенг. 
Унда Ь\, Ь2,..., Ь„ лар к-\ та векторлар оркали чизикли 
ифодаланиб колади, бу \ол  учун фаразимизга кура 
теорема тугри.

2. нинг коэффициентларидан камида битгаси 
нолдан фаркли. Умумийликни бузмаган х,олда Сп̂ Ю деб 
фараз килиш мумкин.

Агар

Ь\

=bn - — b] п п .1
сп

десак, бу векторлар а\, а2,..., ат оркали чизикли 
ифодаланади ва уларнинг сони л-1 теорема шартига 
кура к- 1 дан катта. Кдлинган фаразга кура бу система
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чизик^чи б о ти к , яъни шундай бир закгда нолга тенг 
булмаган yi,..-,Yn сонлар топиладики,

Г2Ь[2 + ...  + ГпЬ1п
булади. Агар Ь \,...,Ь [п лар урнига уларнинг b\, b2,..., Ь„ 
лар оркали ифодасини куйсак,

У А  +  Уг Ь2 + - - -  +  / А  =  О,
бу ерда

^21
У\ ~  /2

С\\  И 
хрсил булади. у\, п ,...,уп бир вак^да нолга тенг 
булмагани учун b\, h >■■■> лаР чизикди боглик 
эканлиги келиб чикдци.

\а р  кандай векторлар системен QcRn камида 
битта базисга эга ва бу системанинг барча базислари 
бир хил сондаги векторлардан тузилган булади. Бу 
сонни Q системанинг ранги деб аталади ва rangQ ёки 
r(Q) куринишда белгиланади.

R" фазонинг ранги п , га тенг, уни бу фазонинг 
улчами деб аталади. Я” да базис ташкил этувчи 
куйидаги система

е Г (1, 0, 0, ..., 0), 
е2=(0, 1, 0, .... 0),

е„=(0, 0, 0, 1) 
каноник базис деб аталади.

Rn нинг \ар кандай х  векторига унинг шу базисдаги 
координатлар устунини узаро бир кдйматли мос куйиш 
мумкин, яъни

х  = х^ех + х 2е2 + ...  + х пе п <z> X  =

Эслатма. Векторнинг компоненталари билан унинг 
бирор базисдаги координаталарини фаркугаш зарур. 
Улар фак;ат каноник базис учун бир хил булади, холос. 
Бун га 3-мисолда келтирилган вектор мисол була олади.

3.2. Матрицанинг ранги

Фараз килайлик. тхп улчамли А матрицада 
ихтиёрий равишда унинг к та сатр ва к та уступи бирор 
усул билан танланган булсин, бу ерда k<min (т, п). Бу 
танланган сатр ва устунлардан тузилган ^-тартибли 
детерминант А матрицанинг ^-тартибли минори 
дейилади.

Таъриф. Нолдан фарцли минорларнинг энг юк,ори 
тертиби А матрицанинг ранги деб аталади.

"Агар г (А)=г булса, нолдан фаркли r -тартибли х;ар 
Кандай минор А матрицанинг базис минори деб 
аталади.

тхп улчамли А матрицанинг барча йулларини 
(сатрларини ё устунларини) R" нинг ёки мос равишда 
Rm нинг арифметик векторлари системаси деб цараш 
мумкин.

Исботсиз куйидаги теоремани келтирамиз.
3-теорсма. Матрицанинг ранги унинг йуллари 

системасининг рангига тенг булади ва базис минорини уз 
ичига олган йуллар системасида базис ташкил этади.

Матрица рангини ^исоблашнинг иккита усулини 
курами з.

I-Усул ураб турувчи минорлар усули деб аталади.
Агар Mi минор М\ минорни тула уз ичига олса, Л/? 

минор М\ минорни Ураб туради деймиз. Масалан,

А  =

матрицада

4 i «12 «13 «14 « 1 5  '

«2 1 « 2 2 « 2 3 « 2 4 « 2 5

«31 « 3 2 «33 « 3 4 « 3 5

^ « 4 1 « 4 2 « 4 3 « 4 4 « 4 5  >
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м , =

булса,

М 2 =

уни ураб турувчи минор булади.
Фараз кдлайлик, А матринада нолдан фарк^чи бирор

&-тартибли минор М  анщяанган булсин. М  ни Ураб 
турувчи (^+1>тартибли минорларни куриб чицамиз. Агар 
бу минорларнинг \аммаси ноша тент булса, у \олда 
матрицанинг ранги к булади. Агар бу (к+ U-тартибли 
минорларнинг орасида \еч булма1-анда битта нолдан 
фаркдиси Мк+1 булса, Мк+\ ни Ураб турувчи барча (к+2)- 
таргибли минорларни куриб чицамиз ва \оказо. Бу 
жараён то Ураб турувчи минорлар орасида камида битта 
нолдан фаркли топилмагунча давом этади.

4-мисол. Куйидаги матрицанинг рангини топинг: 
' " - 1 3  2 5 4

А =

7 - 5
Ечиш. Куриниб турибдики,

1-3 -1

4 1

* 0 -
5 -Э|

Уни Ураб турувчи 3-тартибли минорлар орасида, 
масалан,

3 -1  5 
М 3 = 5 - 3  4 

7 - 5  1
минор нолдан фарк^и. Лекин M j ни ураб турувчи 4- 
тартибли минорлар

3 - 1 3 5 3 -1  2 5
5 - 3  2 4

= 0 ,
5 - 3  3 4

1 - 3  - 5 - 7 1 - 3  0 - 7
7 - 5  1 1 7 - 5  4 1

сабабли А матрицанинг ранги г (А)

2-усул элементар алмаштиришлар усули деб аталади. 
Матрицалар устида куйидаги элементар 

алмаштиришлар деб аталувчи алмаштиришларни 
бажариш мумкин:

1) бирор йулни сонга купайтириш;
_ 2) бирор йулнинг элементларига унта пронорционал 

булган ундан аввалги йулнинг элементларини кушиш;
3) бирор йулнинг элементларига унта пропорционал 

булган ундан кейинги йул элементларини кушиш.
Бу алмаштиришларнинг биринчисини сатрлар 

устида бажариш учун берилган матрицани куйидаги 
махсус тузил ган

I i j
матрицага чапдан купайтириш кифоя.

2) алмаштиришни сатрлар устида бажариш учун эса 
берилган матрицани куйидаги
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матрицага Чап
3) алмаштириш?н купайтириш ва ни\оят 
матрицани куйи ̂  сатРлаР устида бажаРиш У4^ 1 шу

Г

матрицага чапдад.

( а
ь с ) <а Ъ с '

У Z = ах ау az

I м V WJ к и V

а Ь с л

х  у  z
и + ах v + ay w + az

а Ь с

х  +оси у + av z  + aw

и v W

диган булса ^^п и ри ш л ар  усгунлар устида бажарила-
магрицаларг4 мг1Р1шга11 мягРицани Т  махсус тузилгаи

Aran сатп ° Равишда унгдан купайтириш керак. 
неча маота < £ Р ^тида 1) ва 2) алмаштиришларни бир 

aftnu лозим булса, берилган матрицани

• О NК о
2̂1 У 22 

Ку.

О
(3.5)

матрицага HarmV "* ^  "2 ^да,| купайтириш керак булади.

Худди шундай, агар 1) ва 3) алмаштиришларни бир 
неча марта сатрлар устида бажариш лозим булса, бу 
матрицани

' К  1̂2
*“  b-t

О
о

(3.6)

v o О -  Ьпл J
матрицага чапдан купайтириш етарли.

Агар устунлар устида 1) ва 2) алмаштиришлар бир 
неча марта бажариладиган булса, матрицани (3.6) га 
Унгдан, агар 1) ва 3) алмаштиришлар бажариладиган 
булса, берилган матрицани (3.5) га унгдан купайтириш 
кифоя к;илади.

Бу усул куйидаги теоремага асосланади.
3-тёорема. Матрицанинг йуллари устида 

бажариладиган \ар цандай элементар алмаштиришлар 
матрица ранги ни узгартирмайди.

Исботи. Фараз килайлик, г (А)=г булиб, базис 
минор

М .  =

|Яг1 аг2 ••• ‘ 
булсин. Мг нинг йулларини_уз ичига олган а\~(а\\, 
а12,..., а а1п), ..., аг=(аг ь ar2,..., arn..., a j  
арифметик векгорларнинг систсмасини карайлик. Мг?£) 
булгани учун аГ система барча йуллар
системасида базис ташкил этади.

Агар Мг йулларини Уз ичига олган йуллар устида 
алмаштиришлар бажариб, уларни

fabO,... А  о \, г+ь- ч а'\п).
(0, аъ ...,0, a'2>r+b..., а'2п),

(0 ,0,..., аг, а 'г, н-ь- о rn) 
кУринишга келтирсак, бу арифметик векторлардан 
тузилган система х;ам барча йуллар системасида базис



ташкил этади. Куриниб турибдики, бу система ранги 
\ам г га тенг. Теорема исбот булди.

5-мисол. Ушбу
(\  2 -1 3 

-1  
2

А = 2 1 4
0 2 - 1 )

матрицанинг ранги топилсин.
Ечиш. 1-йУлни - 2  га кулайтириб, 2-йулга кушамиз:

'1 2 -1  ЗЛ
2 1 4 - 1 —"У

[О 2 2 у

П  2 -1  3
0 9 0 5
0 0 9 -8 J

—У

1 2 -1  З л
2 1 4 - 1  

0 0 9 -8

1 О О ол 
0 9 0 0 
0 0 9 0

охирги матрицанинг ранги 3 га тенг, чунки
II 0 0|
О 9  Oj =  81 *  0  •

0  0  9|

Демак, г (А)=3 экан.
6 -MUCOA. - 1 ,0 ,0 ) ,  fl2= (0 j 1 , - 1 ,0 ) ,  А з = ( 1 ,0 ,- 1 ,1 ) ,

я 4= ( 0 ,0 ,0 ,1 ) ,  а 5= ( 3 , - 5 ,2 , - 3 )  векторларни чизикли 
богликликка текширинг. Унинг рангини ва базис
минорини топинг.

Ечиш. Берилган векторлардан куйидаги матрицани
тузиб оламиз:

'1 -1 0 0 ^
to 1 - 1  0

1 0 - 1  1
0 0 0 1
. 3 - 5  2 -3.

А =

by матрица устида куй ид аж  алмаштиритларни кстма- 
кет бажарамиз:

/ I -1 0 0 ^0 -1 -1 0 N
0 1 -1 0 0 1 0 0

А -> 1 0 -1 1 -> 0 0 -1 1
0 0 0 1 0 0 0 1
3 -  5 2 л

- 3) ,0 -  5 л— J -  3>
г0 - 1 -  1 0 ' '0 -1 0 0 л
0 1 0 0 0 1 0 0

—> 0 0 -  1 0 -> 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 - 5 -  3 - 3 , ,0 - 5 - 3 л

-  -V
'0 0 0 0 ' "0 0

гоо

0 1 0 0 0 1 0 0
- ► 0 0 -1 0 —> 0 0 -  1 0

0 0 0 1 0 0 0 1
0 — 3 - h ,0 0 0 о )

охирги матрицанинг ранги 3 га тенг ва базис минор
1 0 0 

М 3 = 0  - 1 0
0 0 1

Демак, берилган векторлар сисгемаси чизицли боглик, экан.

4-§. ЧИЗИКД1И ТЕН ГЛ AMAJIAP СИСТЕМАСИ

4.1. Умумий тушунчалар

Куйидаги п та номаълумли m та тенгламалар 
системасини карайлик
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а \ 1*1 а \7 Х 2 +  ••■ +  а \п Х п ^ 1 ’

<*г\*\ + а 22Х 2 +  ••• +  а гпХп ~~ ^ 2’
(4 .1 )

а т\*\ + а т2хг +. ..  + а тпхп = ЬП
Агар бу ерда

а \ 1 >а \ 2 ■ Л1 Г М

А  =
Д21»Й22>" ■’а 2л . Х =

Х2 В  =
ь2

^ат\ ’й т2’' • 5 а тп у <Хп;
десак, (4.1) ни матрица куринишда ёзиш мумкин:

АХ=В. (4.2)
Агар В= 0 булса, система бир жийсли, акс холда бир 

жинсли булмаган система дейилади. (4.1) системанинг 
ечими деб (4.2) ни айниятга айлантирадиган \ар  кдндай 
п та компонентали устун вектор X  га айтилади (X  
ечимга мос келувчи xeRP арифметик векторни \ам  (4.1) 
системанинг ечими деб атаймиз).

Агар система камида битта ечимга эга булса, уни 
биргаликда дейилади, акс х;одда биргаликда эмас деймиз.

Агар иккита система ечимлари туплами бир хил 
булса, уларни эквивалент деб атаймиз.

4.2. Чизтуш тснгламалар системасини ечишнинг 
матрицалар усули ва Крамер формулалари

Фараз килайлик, (4.1) системада п=т булсин. Агар 
det/l^O булса, у \олда маълумки (2.2 булимга к,аранг), 
бундай матрицага тескари Ал  матрица мавжуд. Ал  ни 
(4.2) га чапдан кулласак:

Х = А 'В  (4.3)
тенглик хосил булади. (4.3) нинг унг томонидаги 
купайтириш амалини бажариб, \осил булган устун- 
ларнинг мос комноненталарини тенглаб, (4.1) нинг

ягона ечимини хосил киламиз. Системани ечишнинг бу 
усули матрицалар усули деб аталади.

Ечимни юкррида кУрсатилган усул ёрдамида топайлик. 
У ходда

А А  + Л А  +... + Ambn ._ ------------ -------------------г = 1,2,
det А (4.4)

Хосил булади. Тенгликларни унг томонидаги каср 
суратидаги йигиндини детерминантнинг бирор йули 
буйича ёйиб хисоблаш усулидан (каранг, 1.3 булим, (3),
(4) формулалар) фойдаланиб, куйидаги

А. =

а и " а и - 1 Ь  а \ ,м

а п\ ' " a n j - l К  ^ п ,И 1 " ■-а„„

i =  1,п

отфидсшаш мумкин.
Агар A=detA деб белгиласак, (4.4) тенгликларни 

Д. . ----
х , = — . 1 =  1,п (4.5.)

куринишда ёзиб олса булади. Бу (4.5) формулалар 
Крамер формулалари деб аталади.

Мисол. Куйидаги тснгламалар системасини ечинг:
Эх, + 2х 2 + хъ = 5  

2х, -  х 2 + х3 -  6 

х, + 5х2 = -3
Ечиш. Системанинг

г

А =
3 2 
2 -1 
1 5

матрицами МЗХС̂ С эмас’ ЧУНКИ dcL4=-2?4). Бириктирилган

f -  5 5 3 "
A v = 1 - 1  -1

-1 3  - 7>
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куринишга эга. У \олда тескари матрица 
Г -5  5 3 '

л - ~ 1  
2

1 -1  -1  
11 -1 3  - 7

булади ва ни\оят,
( - 5

X  -  АГХВ = - — 1 -1  -1 

-13  - Г

V  5 > 
6

-3V /

- 4
2

- 2

 ̂ 2 ^ 
-1

O j

Бундан, х\=2, x i~ -\, ху=1 эканлиги келиб чикади. 
Энди системани Крамер формулалари ёрдамида

5 2 1 3 5 1

6 -1  1 = -4, Д2 = 2 6 1

- 3  5 0 1 -3 0

3 2 5

Дз = 2 - 1 6 = -2 .

1 5 - 3

х, = —  = 2,
L

1, Х3 = -
1 А 2 А

= 2,

ч^слатма. vnviwmu ^  —----  _
унинг матрицаси хосмас, яъии Д=с1еЫ) булса, у \одда 
бундай система ягона тривиал деб аталувчи нол 
х=(0,0,...,0) ечимга эга булади. Х^кицатан, бундай 
системанинг озод х;адлари нол булгани учун барча Д,-, 
(7=1,2,..., п) детерминантлар нолга тенг булади, Крамер 
формулаларига асосан эса x j=0, х2= 0,...х„=0 эканлиги 
келиб чикади. Шу сабабли, бир жинсли чизикди 
тенгламалар системаси нолдан фаркди, яъни камида 
битта компонентаси нолга тенг булмаган, х= (х\,..., x j  
ечимга эга булиши учун унинг матрицаси хос булиши 
шарт (Д=0).

4.3. Ихтиёрий чизикли тенгламалар 
сиетемасини ечиш

Бунда умуман п=т булиши шарт эмас, деб 
\исоблаймиз. Куйидаги матрица

А = {А\В) =

Jm7
кенгайтирилган матрица деб аталади.

Теорема (Крочекер-Капенш). (4.1) система биргаликда 
булиши учун rangA= rang А булиши зарур ва етарлидир.

Зарурлиги. Фараз кдлайлик, (4.1) система биргаликда ва 
г (А)=к булсин. Биз г ( А)=к эканшш исботлашимиз 
керак. г (А)=к булгани учун А матрицага А матрицага х,ам 
тегашли булган /с-тартибли нолдан фаркпи минор мавжуд. 
Шунинг учун г (  А)>к булади. Энди бу минорни камровчи 
А матрицанинг х;ар кпщай Аг+1-тартибли минори нолга 

тенг эканлигини исботлаш зарур. Бу минорнинг битта 
устуни озод >^длардан иборат. Умумийликни бузмаган 
Чолда, бу минор

я*+и ^к+\ |
деб фараз кдлишимиз мумкин, чунки акс \олда
системанинг тенгламаларини ва ном аълум ларнинг
жойини алмаштириб шу \олга олиб келса булади.
Шартга кура (4.1) система биргаликда. шунинг учун
шундай х=(х\,..., х„) арифметик вектор мавжудки, у
системани каноатлантиради, хусусан, у системаниж
биринчи к+1 та тенгламасини \ам  каноатлантиради . У \олда
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бу ерда

а пх, + . . .  + « 1, Л  + / î ®  

« * + 1 . 1 * 1  +  • • • +  а к + \ , к Х к  +  ^ *+ 1  _  0

Я, =  a,.*+i**+i + -~  + au x n - bi

(4 -6 )

(4 .7 )

(4 .8 )

Я ,, ,= а * +и +Л +1+ -  + а ^ - " х" i+1>
(4.6) асосида куйидаги

апУ\ +  • • •+ а У*Ук + ^ * +1 ~ ^

«*+11̂ 1 +  • • •+  а *+и* + Jк т т о м т  Kv система биргаликда, чунки системани тузиб оламиз. У . ечим
уни нолданпи уаРд о ^ а  (4.2 булимдаги эслатмага
S S T S y X ^  V "  сисгеманинг детерминант»

0 =
'п

**+1.1

- I *
S = *4 l

4+1,1

«i,*+i**+i +  ... + ах„х„-

W * «*+1,*+1Х*+1 К . • +  а к+\,пХ л Ьк+1

•-«1* «is а п ... «и

• • • «*+1,* °k+\.S a *+i.i •• • «*+1,* }к+1

а и . . . а ]к Ьх

a k+ \,\-"a k+\,k *+1 
чункн г (А )-к  булгани учуй, йигинлигакирув™  барча 
дстерминантлар нолга тен г Демак, г ( л )  к  экан.

Етарлшшги: Энди г (А)—г ( А )=к булсин деб фараз 
килайлик. Система биргаликда эканлигини исбот 
килиш керак. К,илинган фаразга кура, системанинг 
шундай к та тенгламаси мавжудки, унинг номаъ- 
лумлари олдидаги коэффициентлардан гузилган к- 
тартибли детерминанти нолдан фаркдидир. Тенгла- 
манипг биринчи к;исмида килинганидек, умумий- 
ликни бузмаган холда бу айнан

а„  х, + ... + а1пх п =/;,

( 4 .9 )

«*i*i+••• + «***„ =bkj 
тенгламалар деб фараз килиш мумкин. Шартга кура.
унинг учун

о  =
< V

* * г

*  0 .

а ,Л  + . . .  + а,Л  =  6, -  flu+I*4+1 - . . .  -  ainxn '

.................................................  (4 -1 0 )

Э Д  + • •. + аккхк =Ьк -  акМ1хш  - . . .  -  акпхг.

Koavf/rwh™ СИС1ема я гона ечимга эга ва уни
Крамер формулалари ердамида топит мумкин:

(У J к
Х'~ а ~ ~  а  £  А" ~ а>М1хы  ~ ■ • • - а1пхп)

(4 .1 1 .)

г- *>=*°У ерда /) (■ . - 
Детерминантппгы L  ’ , элементининг о-
•'я ларга xaD хип ч ИК тУлдиРУВчисидир. хк+и..., 

ХИЛ Кийматлар бериш мумкин, *ь . ^
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ларнинг кийматлари эса (4.11) формулалар оркагш 
\исобланади. Демак, (4.10) система чексиз куп ечимга 
эга экан.

Энди бу ечимлар (4.1) системанинг (4.10) га 
кирмаган тенгламаларини \ам каноатлантиришиии 
курсатишимиз керак. Бунинг учун (4.11) ечимлар (4.1) 
нинг к+ 1 тенгламасининг \ам  ечими эканлигини 
курсатиш кифоя.

(4 .1) системанинг аввалги £+1 та тенгламасини 
олиб, уларни (4.6) куринишида ёзиб оламиз. Фараз 
килайлик, х арифметик вектор (4.5) нинг дастлабки к 
та тенгламасининг ечими булсин. Худди юкоридагидек, 
(4.8) тенгламалар системасини тузиб оламиз. Бу 
системанинг детерминанти нолга тенг. Ш унинг учун бу 
система тривиал булмаган ,y*+i ечимга эга. Бу
ерда чунки, акс \олда (4.8) система у \, . . . ,  Ук,0
ечимга эга булади, бундан у \ = 0 ,..., у к= 0 эканлиги 
келиб чикдци, чунки с&0, яъни (4.8) тривиал 
у 1=^2 =...=>'*+1=0 ечимга эга булиб ко л ад и. (4.6) 
система бир жинсли булгану учун

Ук+I У к* 1
сонлар хам бу системанинг ечими булади. У \олда 

лар (4.5) системанинг дастлабки к та
тенгламаларининг ечими булади. Бизга маълумки, бу 
система ягона х\,..., х* ечимга эга эди. а *0 булгани 
учун z[ = jc)5...,z£ = хк булиши шарт. Агар бу

Кийматларнинг ва z'k+x = 1 ни (4.7) нинг /:+1- 
тенгламасига куйсак, тенглик бажарилишига ишонч 
Хосил киламиз. Дсмак, х\,..., >с* лар (4.5) нинг к+ \- 
тенгламасини каноатлантиради ва (4.6) га асосан 
x=(xi,..., х„) (4.1) нинг к+ 1 -тенгламасининг ечими 
экан. Теорема тУлик исбот булди.

Эслатма. Агар x^+i С\,..., х„ с д е с а к ,  барча х\,..., 
хк лар си —, сп к ларга боглик булиб колади.

(Xl(C\,..-, Сп-к),..-, х* (С\,..., Cn.iJ, Cl,..., сп к) т устун
(4.1) нинг умумий ечими деб аталади.

1 -мисол. Куйидаги системами ечинг: 
x + y  + z = 1, 
x  + y  + 2z = 1, 

x + y  + 3z = 2.J
Ечиш.

Шунинг учун

Д =

А =

|I 1 1 

'1 1 2

И 1 3I

( \  1 1

=0

матрица учун г (А)=2, чунки
=  1 ^ 0 - К е н г а й т и р и л г а н

1 1 2

-1 1 з ,

I1 1I1 2
(\ 1 1 г

2 1
и |  J 1 3  2 ,

матрица учун г(А ) = 3 , чунки шу м атри ц ан и н г 
куйидаги минори

|1 1 11

А =

2 1

3 21
= 1* 0 .
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яъни г (А) > г(А) буляпти. Юкрридаги теоремага асосан,
бу система ечимга эга эмас дейиш мумкин.

3-мисол. Системани ечинг: 
x  + y  + z  =  1, 

х  + y  + 2 z  = 1,

2 х  + 2 y  + 4 z  = 2 .J

Ечиш. Унинг детерминанти 
1 1 1 

1 2Д = 1
\2 2 4

= 0

Бевосита хисоблаш йули билан г(А ) = г(А) = 2 
эканлигига ишонч \осил цилишимиз мумкин. Берилган 
системанинг биринчи ва иккинчи тенгламаларидан 

х  + у  + z  = 1, ' 

х  + у  +  2 z  -  l j  
системани тузиб оламиз. Уни уз навбатида 

X + Z =  1 -  у , " 

х  + 2 z  = 1 -  у \  
куринишда ёзиб оламиз. Бу система учун

II -
Д' = = 1 ^ 0 .

Шу сабабли, у ятона ечимга эга:

х  =
\ - у

1 - у
=  1 ~ У , 7, =

1 1 - у  

1 1- у 1
=  0 .

I I
Демак, у  нинг \ар  цандай кийматида (\ -у, у, 0) 

учлик берилган системанинг ечими булади. Агар у=С  
десак, (\-С , С, 0) устун берилган системанинг ум умий

ечими булади.

4.4. Бир жинсли системалар

Куйидаги

■ +  У , =  0»

am,Xl + . . .  + а тпх п = 0
(4.11)

бир жинсли системани карайлик. Бу система \ар  доим 
биргаликда, чунки унинг камида тривиал х =0 ечими 
бор. Унинг тривиал булмаган ечими мавжуд булиши 
учун r (A)=r<min (т, п) булиши зарур ва етарлидир.

Фараз кдлайлик, QczRn~  бир жинсли (4.11) 
системанинг барча ечимлари туплами булсин. Бу 
тУпламдаги \ар цандай базис n-г та ех, е2,..., е„_г 
чизикли боглик, булмаган векторлардан тузилгандир. 
Каноник базисда унга мос келувчи Е\, Е2,..., Е„.г 
векторлар системаси фундаментал ечимлар системаси 
деб аталади. Унинг ечимини

Х=СуЕ\ +... +С„.ГЕП.Г 
куринишда езиш мумкин, бу ерда Сь ..., С„.г ихтиёрий 
Узгармаслар.

4-мисол. Куйидаги бир жинсли системанинг фунда­
ментал ечимлар системасини ва умумий ечимини топинг: 

2хх -  4х2 + 5*3 +  3jc4 = 0,

Здг, -  в х 2 + 4х3 + 2 х4 = 0, 

4 х , - 8 х 2 + 17х3 +11х4 = 0 .
Ечиш. Бу системанинг матрицасини тузиб оламиз:

Г2 - 4  5 3 '
А =  3 - 6  4 2 

,4  - 8  17 \ \ ]
W  2 (текширинг!). Базис минор сифатида. масалан,
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М 2 - = - 2 * 0

ни олишимиз мумкин. У холда системанинг 3- 
тснгламасини ташлаб, уни куйидаги курипишга 
келтирамиз:

5х3 +  Зх4 = - 2х, + 4х2, 

4х3 +  2х4 =  -Зх, + 6х2.
Бунда, агар х;=С/, десак,

х 3 =  ——С, +  5С 2, х 4 = — С, — 1 C  2

топилади. Демак, системанинг умумий ечими
С,

*  =  ( С „ С 2)  = - - С .  + 5 С 2 
2 1 2 

7
- С ,  - 7 С 2 

. 2 1 2 у
булади. Бундан мос равишда С/=7, С /=0 ва С /=(9, Gf=l 
деб, фундаментал ечимлар системасини топамиз:

4.5. Жордан-Гаусснинг номаълумларни кетма-кет 
йукотиш усули

Бу усулнинг асосий маъноси берилган (4.1) 
системанинг кенгайтирилган матрицасини ёзиб олиб,

г 1 '  

0

ло 
« 

т

5
_ 2

Е 2 = Х  = ( 0,1) =

7

, 2 ,
l - v

унинг йуллари устида элементар алмаштивишлао
V U U  1ГУ Ы И Л Я ГИ  П / П Н Ш / т и п п  _________  ^

( \ 0 • 0 a L i ■ * [ ь : )

0 1 • 0
• а 2 к

0 0 0 °Г,Г+1 • • ат к
0 0 0 0 0

, 0 0  . 0 0  •
0 b L j

(4.12)

х \ + a i,r<-ix r-k 1 + --- + а{„хп ~ Ь [

x2 + <*l+lxr+1+ ...  +  a'2 n X = b'

x r + a r,r+tx r+l+.. .  + a'rnXn= b 'r

0  =  b 'r+)

(4.13)

о = Ъ’т
тенгламалар системасининг кенгайтирилган матри 

цасидир. Агар (4.12) да Ь'глЛ, . . . ,Ь 'т сонларнинг \с ч  

булмаганда биттаси нолдан фаркди булса, (4.13) ва уз  
навбагида (4.1) сисгемалар биргаликда булмайди.

Агар Ь '+1 = ... = Ьт = 0  булса, у холда сисгема  

биргаликда булади ва (4.13) формулалар х г

номаълумларнинг xr+i,. . . ,  х „  номаълумлар оркали ифодасини беради.
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5-мисол. Системани ечинг:
х, +  2 х 2 + Зх3 + 4 х 4 = 5, 

х 2 +  2 х3 + Зх4 = 1, 

х, +  Зх3 + 4 х 4 = 2,

х, + х 2 +  5х3 + 6 х4 = 1 .
Ечиш. Системанинг кенгайтирилган матрицасини 

ёзиб олайлик:
(1 2 3 4

51
0 1 2 3 1

1 0 3 4 2

,1 1 5 6 К
Бу матрицанинг сатрлари устида элементар 
алмаштиришлар бажарамиз:

г \ 2 3 4 51 '1 2 3 4 5 >

0 1 2 3 1 0 1 2 3 1

1 0 3 4 2 0 - 2 0 0 - 3

1 5 6 ь 1° - 1 2 2 - 4 ,

Г1 2 3 4 5  ^ <\ 0 3 4 2 '
0 -2 0 0 -3 0 2 0 0 3

-> 0 1 2 3 1 -» 0 0 2 3 -1/2

,0 -1 2 2 ~4> ,0 0 2 2 -5/2 ,
'1 0 3 4 2 N <4 0 3 4 2 4

0 2 0 0 3 0 2 0 0 3

0 0 2 3 - 1 / 2
—̂

0 0 2 3 - 1 / 2

1° 0 0 -1 - 2 ; 1° 0 0 1 2 ,

f \ 0 3 0 - 6  ' ' \ 0 0 0 15/4 '

0 2 0 0 3 0 2 0 0 3
->—̂

0 0 2 0 -1 3 /2 0 0 2 0 -1 3 /2

0 0 0 1 - 2  , .0 0 0 1 2 ;
бундан *4= 2, х3=-13/4, х2=3/2, х,=15/4 келиб чикади.

5-§. ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ

5.1. Умумий тушунчалар

Элементар геометриядан маълумки, кесма деб туфи 
чизикнинг икки нукгаси билан чегараланган булагига 
айтилади. Унинг узунлиги деб, танланган масштаб 
бйрлигига нисбатан кесманинг чегаралари орасидаги 
масофани улчаш натижасида олинадиган мусбат сон 
Кийматини тушунамиз.

Агар бирор тутри чизикда икки А ва В нукгалар 
олиб, шу туфи чизик, буйлаб силжийдиган нуктани 
Карасак, бу нукга туфи чизикда икки йуналиш 
аникдайди: биттаси А нукгадан В нукта томонга караб, 
иккинчиси тескари, яъни В нуктадан А нукта томонга 
\аракатланганда. Бу йуналишлардан бирини мусбат 
йуналиш деб атасак, унга тескари йуналишни манфий 
йуналиш деб аташ мумкин.

Мусбат йуналишпа эга булган тУфи чизик УК деб 
аталади.

< -----
1-расм.

А]-ар укдар нараллелгица булиб колмай, мусбат 
йуналишлари \ам бир хил булса, у хрлда бу укларни бир 

йуналган деймиз. Параллел булиб, мусбат 
иунали)Ш1ари тескари булган укдар карама-карши 
пеппЛГаН дсб аталади. Агар укдар узаро
Л№ иптИ1СУЛЯР бУлса, мусбат йуналишлари кандай- 

н катъи назар ортогонал укдар дейилади.



Агар туфи чизикнинг бирор кссмасида мусбат 
йуналиш берилган булса, бу кесма вектор деб аталади. 
Кесманинг чегара нуктапаридан бирини унинг боши. 
иккинчисини охири десак, векторнинг мусбат 
йуналиши унинг бошидан охирига к;араб булади.

Боши А нуктада, охири В нукгада булган вектор

А В  куринишда белгиланади. Векторни битта \арф 
билан белгилаш хам кабул килинган. Масалан, а,Ь
ски с ва хоказо....

Векторнинг узунлиги деб, шу векторни ифодаловчи 
кесманинг узунлиги тушунилади. Демак, агар ЛВ
кесманинг узунлигини |Л51, АВ векторнинг узунлигини

\АВ\ деб белгкпасак, \а В\ = \АВ\ булади. Худди шундай а

векторнинг узунлиш учун \а\ белги кабул килинган.

Боши ва охири устма-уст туш га н А А  вектор нол 
вектор деб аталади ва 0 кУринишда белгиланади. 
Маълумки, |лл| = |б| = 0 булади.

Агар а  ва b векторлар нараллел, узунликлари ва 
мусбат йуналишлари бир хил булса, уларни тенг
дейилади ва а  =  b  деб ёзилади. Узунликлари бир хил 
нараллел векторлар \ар  доим хам тенг булавермайди,
масалан, а  ва Ъ векторлар 2-расмдагидек булса.

Каран г).

векторлар деб аталади. а  векторга карама-карши 
вектор - а  деб белгиланади. Масалан, 2- раемдаги Ь 
вектор а  га карама-карши вектор, шу сабабли b = - а  

AJ’ap А В  = А ]В 1 булса, у холда А В  вектории А 
нукгага нараллел кучирилди деб тушунилади (3-расмга

В

В,

З-расм.
Битта тугри чизивда ёки параллел туфи чизикларда 

жойлашган векторлар коллинеар векторлар деб аталади.
А нуктанинг L  туф и чизикдаги проекцияси деб, L 

туфи чизикнинг унга перпендикуляр булган А 
нукгадан утувчи текислик билан А' кесишиш нуктасига 
айтилади (4-расмга каранг).

• а

А •

2-расм.
Узунликлари бир хил, параллел, лекин карама- 

Карши йуналган а ва Ъ векторлар карама-карши

4-раем.

А С г . В

L
А ‘ ^ B y

5-расм.
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а  -  А  В  векторнинг L  укидаги проекцияси деб, а  
в ек т о р н и н г  узунлигини унинг L Ук билан ташкил этган 
а  бурчагининг косинусига купайтмасига айтамиз (5- 
расмга каранг), яъни

щ>^а = |<5jcosa, (0 < а  < п ).

Э слатм а. Проекциянинг юкорида келтирилган 
таърифи Д текислик L укка перпендикуляр булгани 
учун, тукри бурчакли проекция деб хам аталади. Агар Д 
текисликни L  тугри чизикка oFMa утган бирор Д' 
тек и сл и к к а  параллел утказсак, бу проекцияни ош а 
бурчакли проекция дейилади. Бундай проекция

пр, А В  (А ' га параллел) 
куриниш да белгиланади. Агар кавс ичида \еч кандай 
маълумот берилмаган булса, бу проекцияни тутри 
бурчакли (ортогонал) проекция деб тушунамиз.

Тенг векгорларнинг битта укдаги проекциялари хам 
тенг ва бир векторнинг узаро параллел L ва L  
уклардаги проекциялари хам тенг булади. К,арама- 
карши векгорларнинг L укдаги проекциялари 
ишорасига фарк кил ад и, чунки агар а вектор L укка 
а  бурчакка о гиб утган булса, - a  L Ук билан а  + л  
бурчак ташкил этади, c o sa  ва cos(;r + Gr) лар киймати 
маълумки, ишораси билан фарк килади.

Агар а  вектор Д текисликка параллел булса, унинг
л  л

L укдаги проекцияси нол булади, чунки co s— = 0 ,

npt a  =  |<5|cos — = 0 . Агар а вектор L укка параллел 

булса, п р ,а  = ja'|cosO° = |а| булади.

5.2. Векторлар уетвда арифметик амаллар

Бизга а1,а 2,....,ап векторлар берилган булсин 
Ихтиёрий О нукга олиб, а, 1ш бошини игу нукгага а 
ни а] нинг охирига, аъ ни а2 нинг охирига ва х к 
таргибда барча вскгорларни параллел кучирамиз Хосип' 
булган синик чизик берилган векторлар системасининг 
кунбурчаги деб аталади (6-расмга каранг).

6-расм.
Ьу кунбурчакни ёпувчи Л ^

"Ш‘ а ~  + а 2 +... + а
куринишда белгиланади.

к о м м ^ т и в д и Г  7яъни1НИ̂ ,  6У таъриФи йигинди учун 
алмаштириш) хоссГ ™

(/-расмга каранг).

>  КУШищ ама.ш J -» » * -
’6 ’с ^кторлар учуй С° ЦИа™ и к  хоссаси, яъни



9-расм.

Агар а } ва а2 векторлар йигандисини 9-расм- 
дагидек, яъни я , , а 2 векторлар бошини О нукдага 
келтириб бажарилса, у холда векторлар параллелограмм 
Ко ид ас и буйича кушилди деб атаймиз.

Агар а , , а2 ва аъ векторлар берилган булса, 
уларни олти хил:

(«| >«2>«3 )’(«1 >®3’«2 )’ («2 )> («2 >«3,«1 )> («3 >«1 > «2 )
ва (й3,а 2,а , )  кетма-кетликлар буйича кушиш мумкин
( 10-расмга каранг). Чизмадан куринадики, барча
кстма-кетлик натижаси а  = О В  векторга олиб келади, 
яъни бошлари бир О нукдага келтирилган векторлар 
йигиндиси, шу векторлардан курилгаи 
параллеиипеднинг О учидан чикиб унга карама-карши 
учига йуналган диагоналдан иборат булар экан. Худци

\p +  b ) + c  = а  + [р + с )  
муносабат хам уринли (8-расмга каранг).

8-расм.

I —л хулосага «ушишнинг параллелофамм усули 
ш> МИДа \ ам 'елса булади. Бу ишни бажаришни 
^ ^ ч и н и н г  ?зип ^авола киламиз.

^лъриф- а в* Ь векторларнинг айирмаси деб, шундай
-  /(торга ашпачизки, унинг Ъ вектор бшан иининдиси а 
ккгпОР булади, ящ а =Ь + с  . Були с  =  а - Ъ  куринишда 

гаш кабул к^шнган.

а - Ь  — с

11 -раем.

Та>»рифдан ва 1-расмдан куринадики, а  ва b  

«счТ0Р-Дарнинг айи’масини куриш учун, уларнинг 
б ^ н н и  бир 0  н;\гага келтириб, айирувчи вектор 
о^Ри-Чан камаювчи вектор охирига йуналган векторни 
0Л,Ш *^ерак экан.

^ ^ « т м а .  а - b  Айирмани а ва - Ь  ни кушиб
ба'  ^  хам булади, л н и



с = а - b  -  а + ( - £ )
Бизга а  вектор ва бирор т сон (скаляр) берилган 

бУлсин.
Таъриф. т а купайтма деб, шундай b векторга 

айтамизки, 1) jfel =  |т||й | ва 2) агар т > 0  булса, а  каби 

йуналган, агар т < О булса, в  га тескари йуналган

-  И *а  (—1)’Я V 2J 2 а
12-расм.

12-расмда т = - \ ,т  = - - , т  = 2 булган доллар

курсатилган. Чизмадан куринадики, ( -1  )а = - а . Бу 
купайтма куйидаги таксимот хоссаларига Э1'а:

1°. т (а х +  а 2 + ... + а п ) =  т ах + т а2 + ... +  т а п 

2°. ( т ,  +  т 2 +... + тп )а = т ха + т 2а  + ... + т па. 
Бирор L укда ётувчи, шу ук буйлаб йуналган, 

узунлиги бир улчов бирлишга тенг вектор шу укнинг 
орти деб аталади. Агар е орт ва унга параллел бирор а 
вектор берилган булса, уни

а - ±\а\ё

куринишда ифодаласа булади, бу ерда «+» ишора а ва е 
нинг йуналишлари бир хил булганда ва «-» ишора а ва 
ё  нинг йуналишлари тескари булганда олинади.

а ва е векторларнинг бирор L укдаги проскциялари 
куйидаги хоссаларга эга:

n p ,a  + n pLb = n p L( a + b \  (5.1)

n p L (т а) = m n p La. (5.2)

Худди шундай a = [ a -b )+ b  эканлигини эътиборга 
олсак,

п р ,\а -  b )+ n p ,b  = n p La

npLa— npLb  =  npL [ a - b \  (5 .3 )

g 2 Декарт координваталар систсмасида векторлар

Т е к ^ сЛИЮ1а ^ р(> перпендикуляр, О нукгада 
КесишуР41* х  83 У  У ^ |а Р- фазода эса Узаро 
ИсрценДиКУляР’ 0 нУКгада кесишувчи x ,y ,z  укдар 
б е п и л га Н  булсин. О нукгани координаталар боши, 
x .y , z  укдарни координаталар укдари деб атаймиз. 
Текисл И кдаги ва фззод^аги \ар кандай нукга урни унинг 
координаталар укшаги! проекцияларининг О нуктагача 
булган масофалари орн;али ягона равишда аникланади. 
Бу масофаларни шу нукганинг координаталари деб 
атаймиз (13-расмга кар*анг).

нУ1̂ га билан бирлалгтириб турувчи ОА вектор А

rVKiainiHr раднус-всктвори дСб аталади. ОА векторнинг 
v г  ук^ардаги проекнияларини мос равишла
х ,У ,г  Деб белгиласак, улар 13-расмдан куринадики, А 
нУКгащ 1Нг к00рдИнаТал1аридан иборат булади. х  ни А
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нук'ганинг абсциссаси, у  ни ординатаси ва z  ни 
апликатаси деб атаймиз.

(x , y , z ) сонлар учлиги фазонинг А нукгаси билан 
унинг радиус-вектори уртасида узаро бир кийматли 
мослик урнатади. Шу сабабли, (х ,у ,  z )  учликни айрим 

—>
\олларда А нукта ёки ОА вектор деб тушунамиз.

Хар кандай векторни Уз и га параллел равишда

кучириш мумкин булгани учун, агар ОЛ = (х, у , z) 
булиб, уни Узига параллел кучириш натижасида *осил 
булган вектор а = (х ,, у х, z ,) булса, у холла 

x  = x ], y  = y ], z  = z ] булади.
(5.1),(5.2) ва (5.3) хоссаларга кура 

( x ,y , z ) ± ( x l , y l , z l ) = ( x ± x I, y ± y 1, z ± z I) (5.4) 

а(х; у , z )  = {ах, ay, az), (5.5)
деб ёзиш мумкин.

Текисликда боши A(xt,y }) ва охири В(х2,у 2)

нукталарда булган а -  АВ  вектор берилган булсин (14- 
расмта каранг). Чизмадан куринадики,

прх AB =  x2 -  хх,п р  А В  =  у 2 -  y v

Демак,

а  = ( х 2 - х „ у 2 - у , )
—>

экан. Худли шундай, фазода берилган А В , бу ерда

4 * . .  Уг• ■z i )• ’У2’ 221 вектор ^—> .
а — АВ — (х2 — x t ,у 2 — y t, z 2 — z t )

X ,y ,z  укларининг ортларини мос равишда i , ]  ва 

к билан белгилаймиз. Ихтиёрий { x ,y ,z )  векторни

( x , y , z ) = x i  + y j  + z k  
куринишда ифодалаш мумкин. Хаки катан, агар

i = (1,0,0), 7 = (o,i,о), £ = (о,од)
эканлигмни эътиборга олсак,

х1 + з7  + ^  = л (1А 0) + Я °Д !0) + г(0,0,1) =
= (х,0,0) + (о, >>,0) + (о,0, z )  = (х, у ,  z )  

келиб чикади.
Бизга а  =  (x ,,_y ,,z,) ва b —{x2, y 2, z 2) векторлар 

берилган булсин. Бу векторлар параллел булиши учун 
уларнинг координаталари кандай шартларни 
каноатлантириши кераклигини аниклаш талаб этилган 
булсин. Агар а = 0 булса, у ^олда унинг йуналиши 
аник эмас, шу сабабли уни Ъ га хам параллел деб 
Караш мумкин. Энди фараз килайлик, а Ф 0 булсин.
Ь вектор а га параллел булиши учун b -  М  булиши 
зарур ва етарлидир. Охирги тенгликни

х 2 — Л х ,,у 2 = Ayt , z 2 = Azt 
куринишда ёзиб олиш мумкин. Бундан

Х2 _  У2_ _  ^2 
х \ У\ г, 

чикади. Демак, икки вектор коллениар булиши
пропопиыЛарН1̂ [Г кооРДинаталари мос равишда 

нал булиши зарур ва етарли экан.
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Векторларнинг бу хусусиятидан фойдаланиб, 
УЧлари M x(xA, y x, z y) ва М г{х2, у 2, г 2) нук^аларда 
%ган М ХМ 2 кесмани берилган М 1М \ М М 2 - Л :  1
нИсбатда булувчи М  нук;танинг координагаларини 
т°0иш масаласини \ал киламиз.

М2 -*
Агар ОМ\ =гх,О М г =

-»
= г2, ОМ  =  г десак, у \олда

->
МХМ  - г  - r x,M M i ~г2 —г

15-расм

°еРилган нисбагга кура
г - г 1=Л(?2 - г )  

^Улади. Бундан Л Ф -1  булгани учун

булади. М ХМ  ва М М  г всктор- 
лар коллениар булгани учун,

-  г1+Лг2Г = -i------ i-

е к и
1+Л

х, + Ах , у, + Ду,
х = -~------------- ---  , у  =  — — —  ,z  =

1+ Л 1+ Л 1+ Л

z, + Az 2

5.4. Текисликда йуналишни анвдлаш

Маълумки, \ар бир векгорнинг йуналишини унинг 
к°ордината укдари билан ташкил этган бурчаклари тула 
анИ)у|аб беради. Масалан, тскисликдаги векторни кэрасак, 
У Ох ва Оу Ук-чари билан мос равишда а  ва /7 бурчаклар 
тачвсил этадики, бу бурчаклар учун а  + (3 — л  /2 
муносабат уринлидир. Шу сабабли, берилган вектор 
"УНалишини факдт битга бурчак ёрдамида \ам аникдаса 
°У-1ади дсйиш мумкин, лекин бунда текисликда мусбат 
а^ацма йуналиш киритилган булиши шарт.

Таъриф. Узаро параллел булмаган а  ва Ь векторлар 
аниклаган текисликдаги айлапма йуналиш деб, а
вектордан b векторгача булган энг к̂ иск̂ а (яъни п  дан 
кичик) бурилиш бурчагига айтамиз.

Мусбат йуналиш деб / ва j  ортлар аникдаган 
айланма йуналишни тушунамиз.

Фараз килайлик, Р  — текисликнинг ихтиёрий 
вектори булсин. Унинг бошини координата боши О га

кучириб, О М  радиус-вектор билан устма-уст 
туширамиз. (р — Р  векторнинг Ох у^и билан ташкил 
этган бурчаги, яъни Ох ни мусбат йуналишда бурганда 

—>
О М  билан устма-уст тушиш бурчаги булсин. Аёнки,

М

У'

к
<

л  ,

ч 3 ^  *
О

-раем. 18-расм.
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(р бурчак Р  векторнинг йуналишини тУла аникдаб 
беради. Бу бурчак худди тригономстриядагидек 2тг дам 
ошик, кийматларни \ам кабул килади деб тушунилса v 
\олда бир йуналишга ср бурчакнинг бир-биридан 2кл 
(к-бугун сон) микдорга фарк килувчи саноксиз куп 
КИйматлари мос келади, чунки берилган бу йуналишни 
неча маротаба 2к  бурчакка бурмайлик, натижада яна 
аввалги йуналишга кайтамиз.

(р бурчакни манфий йуналиш буйича х,ам эдисобласа 
булади, факат бу ерда энди <р нинг киймати манфий 
булади деб тушуниш керак булади. Лекин бунда <р 
бурчак текисликда биз киритган айланма йуналиш
буйича \исобланганда, Р векторнинг Ох Ук билан 
rauIкил этган бурчаги билан бир хил булмайди, чунки 
а  мусбат бурчак булса, (р \исобланг йуналишига караб, 
ё манфий ё мусбат булиши мумкин. Масалан, 17- 
раемдаги х;олатда а  л  дан кичик булган мусбат бурчак, 
(р эса ё - а , ёки 2 л  - а  га тенг. Шу сабабли, агар a , [i

лар мос равишда Р  векторнинг Ох ва Оу уклари билан 
ташкил этган бурчаклари булса, у х;олда ср

1-чоракда булса:a  = <p, ~  V

2-чоракда булса: а  = <р, /?=  (р —

3-чоракда булса:а  = 2 л -  ср, Р  = <р-

4-чоракда булса:а  = 2 к  - <р, /У=2яг + -ср

булади. Агар Р  ={Х, Y} булса, у \олда

Х = |р |cos (р , Y= I/5!sin ср, 1р|= 4 х 2 +У2

(1)

эканлигини эътиборга олсак,
X

cos(р = - ^ — = ,  sin <р = -

келиб чикади.
+ Г ■JX2 + Y7

П ) формулалар Р  векторнинг йуналишини тула 
анимаб беради. <р нинг кийматини (1) нинг битта 
ф о р м у л а с и д а н ,  масалан, Sin <р оркали аникдаса 
булади, лекин бу векторнинг йуналишини аникдаш 
учун етарли эмас, бунинг учун Cos (р нинг ишорасини
хам билиш к — ” « ь » » -

ч

J<Pi у  А

)<pi

19-расм.

Фараз килайлик, Р i={Xu Y,} ва Р  2={Х2, Y2} 
векторлар берилган булсин. Бу векторлар орасидаги
бурчакни, агар у Рх дан Р 2 га караб улчанса, 

— л -*
(Л> ? i)  куринишда ифодалаймиз; агар бу бурчак 

йуналиши текисликнинг мусбат йуналиши билан бир 
бу бУРчакни мусбат кийматлар билан 

миз, акс холда бу бурчак катталигини манфий
КИйматлар билан ифодалаймиз. Р] ва Р: орасидаги 

Урчакни топайлик. Агар Р { ва Р2 векторларнинг Ох 
илан ташкил этган бурчаклари мос равишда <р, ва 

<Рг бУлса, у *олда

Бундан

ёки COS<?' COS sin^= sin  (<р2-<р{)
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COS i(p2 -(p{) cos cos^ i + sin ̂  sin^^  ̂
sin (<P2-<Pi ) = smp2 cos^  _  sin^  cos ^  ^

cos (px =   ̂ sin®, = %

J X ''Y? Jx'+r,2эканлигини эътиборга o.ICaK)

cos (p — + К К_____
(5.7)

(5.8)
sin <p =  ___  ______

P i  ̂ Y ' J x J l T ,
муносабатларни косил ^ амш (5 J )  форму -
томони векторларнинг координата/харига нисбатан 
симметрик булса, (5.8) форМуЛанинг унг томони, Т\

билан Р2 нинг М ар и н и  алмаштирганда’ уз 
ишорасини тескарисига Злнаштиради Шу сабаб™

«.(?„“*) -ив( ^ ?А‘.(л.Ч]-й.[л,Ал
I-мисол. 0 - 1 3,4f №ор билан 60» бурчак ташкил 

этувчи, узунлиги 2 булган р векТОрНИ топинг

£чгШ‘ А,ар лесак, у ,олда
(р +60° = (()х,А Р )  бщ* Шу сабаблИ) c o s p = 3 ^

sin (р = 4/. эканлиги учун

Х=2 cos ( ср +600)=2Icosj) cos60о __ s.n ^  s.n 6q0)=

= 2(cosc? — — sin© ^ii= 3 4 З -4 -х /з
2 2 ~ T ~ ’

ва

Y = 2 sin (^ + 6 0 ° )=  2(s in^costoo .
+ cos^  Sin 60°)=

5.5. Бош» бир агегага в ь _  5

Бошлари „  нукгага кеЛ1иивд ^

Г - Л С - К ъ Ъ ) * * n < b k p m m e f m m

У 1

О

В па Г  20-расм.

' " ( > , . > , 1  булса, маадумки И° ЛЭ̂ ГИК

S'
к, i  ■ -  '  (5.9) 

У ерда, агар р  Ъ
айланма йУналиш Oxv ани|^аДдиган
» »  S  бИЛаН б»р хил Мус6ат айланиа

«  S s  t e ;  f e  t i

(^•9) да sin (p урнигя
У' урнига Р -Ч ш ^ с а к ;



1 1 X \ Yx
S =  (X ,Y 2- X2Y ,)=  -  (5.10)

2 2 X 2 Y2
формулами хосил киламиз.

Агар / ,  ва Р2 векторларга тортилган паралле- 
лофаммни курсак, унинг юзи учун

’ s _ * ,  41

Хг
формулага эга буламиз.

Энди фараз килайлик, ABC  учбурчакнинг учлари А 
(хь yi), В (х2) у2), С (х3) уз) нукгаларла булсин. 
Берилган учбурчакнинг юзи А В  ва АС  векторларга 
курилган учбурчак юзига тенг булади. Агар

А В  =(х2-хь у2—уi), АС  = (хг х ь уз-уО 
эканлигини эътиборга олсак, (5.10) формулага кура

s - I
2

JC, -  X,
х, -  х,

У 2 ~ У \  

Уъ -Ух
еки

S - I
2

Ух 
У 2 

У,
формулаларга эга буламиз.

5.6. Вскторларнинг скаляр кунайтмаси

Таъриф. ci ва b векторларнипг скаляр купайтмаси 
деб, бу векторлар узунликларининг улар орасидаги бурчак 
косинусига купайтмасига айтамиз, яъни

а ° Ь =  \ a \ - \ b \
А —

• cosl а , b

ш

21-раем.

Вектор проекциясининг таъриф^ц-aj кура> Ĵ j - cosor

(бу ерда а  = {а , i j )  5 векторн **^  £ «екгордаги

проекциясига тенг булади, шу с л а б л и  скаляр 
купайтмани 1

куринишда хам ёзса булади (21-расмгга Р<апанг^
Скаляр купайтма куйидаги хосагцар зга эга:
1°. а о b =  Ъ о а,

2°. а о {b + с ) = а  ° Ь + а  о с,

3°. = (Л,II

4°. а о а  = а 2 = |о |2.
п^тиёрий сонлар)

учун а ва а 
перпендикуляр булиши зарур ва етгаг-щ^ Ир Лар узаро

5°. а о Ь -  0 булиши 
)пец
1°-хоссанинг исботи.

а°Ъ =|a|-|b|-cosa=p|-]4 ccssc2*  = b°a
2°-, 3°- ва 4°-хоссаларнинг исбоугигци бажаришни 

укувчининг узига хавола циламиз.

5 °-хоссанинг исботи. Зарурлиги. d o b  = 0  булсин. У

|а| ф 0 ,0  Ф 0\одда, 0 = а о Ъ = |а| • b • cos а даан
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булгани учун cos а  -  0 , Уз навбатида бундан а  = —■, 

яъни a L b  эканлиги келиб чикади.

Етарлиги. Агар а  =  булса, у \опда

cos a  = 0 , шу сабабли a  ° b = |й] • |б| ■ cos ̂  = 0 булади.

5°-хосса векторларнинг перпендикулярлик шарти деб 
аталади.

4°- ва 5°-хоссаларга асосан
/ о / =  j  ° j  =  к  ° к  =  1,1 о j  =  / ° к  =  j  о к  = 0 .

Энди, агар а  = (х ,, ,, z , ), b = (х2, у 2, z 2) булса, у \олда 

а о в = (х,/ + y j  + z xk )о (х2/ + y 2j  + z 2k)=  x xx 2i 2 +

х \ y j  0 J  + X\ZJ  ° k +  У\х г1  ° * + w J 2 + У\2г1  ° к  + 

z xx 2k ° F + z ,y2A: о у + z,z2£ 2 = x,x2 +  y xy 2 + z,z2. 
Хусусан, агар a — в булса,

еки
м  I 2 , 2 \a\ =  ^/xt + 7 , + z,

Бу формуладан фойдаланиб, фазонинг ихтиёрий 
^ (х ,, _у,, z ,), /?(х2, у 2, z 2) нукгалари орасидаги масофа 
d AB ни куйидагича топса булади:

d AB = И  = |ЛВ| =  д/(х2 - х ,) 2 + (у 2 -  у , )2 + (z2 — Z| )2 .

2-мисол. (l,l,l) ва, (1,2,3) векторларнинг узунлигини 
тонинг.

Ечиш.

1(1,1,1)| = л/12 +12 +12 = л/3,|(1,2,3)( = л/ l2 + 2 2 + 32 = л/14.

66

3 -мисол. a -  (1,0,1) ва в = ( 1,2,2) векторлар 
орасидаги бурчакни топинг.

Ечиш. Скаляр купайтманинг таърифидан
a o b

cos a -
\a\ ■ ю

формулани келтириб чицарамиз. Бундан

|а| = Vl2 + 0 2 +12 = Л , |б |  = л/12 + 2 2 + 22 =3,

а ° £  = 11  + 0 -2  + 1-2 = 1 + 2 = 3.
Демак,

3 1 л
cos а  = -----т=г = —,а  = —.

3-V2 2 4 
Фараз кдлайлик, берилган а  вектор х ук,и билан 

а  бурчак, у  уки билан [i бурчак, z ук т̂ билан у  
бурчак ташкил этсин. У холда

X  = прха  = |а| ■ cos а ,

Y  = пруа  = \а\ ■ cos /7,

Z  = «р ,а  = laj • cos у.
эканлигидан

cos а  =

cos J3 =

X

4 х 2 + Y + Z

J x 2 + Y + Z
(5-11)

cos^  = •V^ + 7 2 + Z 2 ’

(5.6) ни квадратларга кутариб.узаро кушсак,

cos2 а  + cos2 Р  + cos2 у  = 

муносабатни хосил циламиз.

x 2 + y 2 + z 2
= 1
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(5.6) дан тоггиладиган cos a ,  cos /? ва cos?'
цийматлар а  векторнинг косинус йуналтирувчилари 
деб аталади.

Агар а  = ё  = ( l ,m ,n )  орт булса, у холда 
/  = c o sa ,m  = cos /? ,«  = c o s ? '.

5.7. Чизикли евклид фазоси

Текисликдаги \ар  бир нукдага унинг ОА радиус- 
векгорини Узаро бир кдйматли мос куяйлик Натижада, 
радиус-векторлар учун . киритилган кушиш, айириш 
((5.4) га каранг) ва векторни сонга купайтириш ((5.5) 
га каранг) амалларига кура, бу радиус-векторлар 
т^плами, яъни текислик чизикли фазога айланади, 
яъни чизикли фазонинг барча хоссаларини 
Каноатлантиради. Бу чизикли вектор фазони R2 билан 
белгилаймиз. Худди шундай мулохаза килиб, уч 
Улчовли фазони чизикли вектор фазога айлантириб, 
уни билан белгилаймиз.

Агар 3-§ да киритилган R" чизикли фазода унинг 
икки х  = (х1, х 2,...,хп\ у  = {у1, у 2,.. . ,у п) векторлари 
учун скаляр купайтма

п
х о у  = ' ^ х , - у 1 (5.12)

1=1
куринишда киритилса, R" п  улчамли чизикли евклид 
фазоси деб аталади, уни биз Rn билан белгилаймиз.

Скаляр купайтма (5.12) учун куйидаги хоссалар 
уринли.

1°. Jtox>Q xox= 0  факат х  = 0 = (0Д ...,0) булсагина,
2°. х  о у  =  у  о х,

3°. (ах + ffy )°  z  = a ( x o z ) + /3(уа  z \

4°. |* о у\ < J x °  X ■ - j y °  у  ,
Охирги хосса Коши-Буняковский тенгсихлиги деб 

t  юритилади.
1°-3°-хоссаларнинг исботи содда булгани учун 

уларни бажаришни укувчига хавола килиб, 4°-
• хоссанинг исботини келтирамиз.

Хакикатан, ихтиёрий Я \акикий сон учун
О < (х + Лу) о (х + Лу) = х  о х  + Л ■ у ° х  + Л- х ° у  +

Л2 - у ° у  = х о х  + 2 Л - х ° у  +Л2 - у о у  = а + 2ЛЬ + сЯ2, 
бу ерда а = х  о х,Ь -  х  о у ,с  = у  о у  деб белгиланди. 
Маълумки, агар квадрат учхаднинг кийматлари манфий 
булмаса, унинг графиги Я укдан юкорида жойлашган 
булади, шу сабабли, у Я укпи кесиб утмайди. Бу хол, 
агар дискриминант Ъ2 - а с <  0 ёки Ь2 < ас 
булгандагина руй беради. Хосса тулик исбот булди.

Агар (5.12) да х  = у  десак,

хох = \х\2 = ^ х , 2 
/=1

Бундан

; H -JfV ;
У холда Коши-Буняковский тенгсиалигини

\х °у \< \х \-\у \
куринишда ёзиш мумкин. Бундан куринадики, шундай 
Я, -1  < Я < 1 мавжудки, унинг учун

Х о у = Л -\х \- \у \

Уринли булади. Агар Л = cos, со десак ([0, ̂ г] да 
,r cos со — Л ягона ечимга эга, яъни хаР бир Я учун

факат битга а> бурчак топилади), охирги тенгликни
x o y  = \x\.\y\coscD (5.13)
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куринишда ёзиш мумкин булади. со сон х  ва у  
векторлар орасидаги бурчак деб аталади.

Агар х  ва у  векгорларнинг скаляр купайтмаси
п

х°у=X*/-у-=0ы
булса, улар ортогонал векторлар дейилади.

(5.13) дан кУринадики, нолга тенг булмаган х  ва у  
векгорларнинг ортогонал булиши учун улар орасидаги

бурчак со = — булиши зарур ва етарлидир.

\х + у \< \х \ + \у\ (5.14)
Ушбу Минковский тенгсизлиги деб аталади. 

Бундан, хусусан,

И-И* Iх--И
тенгсизлик келиб чикади.

(5.14) ни исботлашни Укувчига \авола киламиз.
Rn чизикли фазонинг хар бир х  элементига шу 

фазонинг у  элементини мос кУйиш к°идаси Rn ни 
Узига акслантириш деб аталади.

Rn нинг чизикли оператори деб, Rn ни Узига 
акслантирувчи ва

Л(Л -х )  = Л- А х , А (х  + у )=  Ах + А у  
хоссаларга эга булган х;ар кандай А акслантиришга 
айтилади. Буни А : R n —> Rn куринишда ёзиш кабул 
Килинган.

Бизга Rn чизикли фазонинг А  чизикли оператори 
ва шу фазонинг бирор 5К = (ё1, ё 2,. . . ,ёя)  базиси
берилган булсин. А ё к,к  = 1,2,...,и , векторларни 5R 
базис буйича ёяйлик:

А ё< = в „ ёх + . . .  + а пкёп , к = 1,2 ,...,п.
У колда куйидаги
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И=
п2 ■ • • “ пл/

матрица А  чизикли операторнинг 5R базисдаги 
матрицаси деб аталади. Агар матрица чизикли 
операторнинг кайси базисдаги матрицаси эканлигини 
курсатиш зарур булса, бу матрица учун [л]„ белги 
ишлатилади.

Чизикли оператор уз матрицаси билан ягона 
равшцда аникланади, яъни агар х , у  лар Rn нинг 
ихтиёрий элементлари булиб, Х ,У  пар уларнинг мос 
равишда координаталар устунлари булса, у колда 
у  = А х  дан Y  =  \а ]Х  келиб чикади.

Rn фазонинг чизикли операторлари учун куйидаги 
амалларни киритиш мумкин:

а) операторлар йикиндиси: (А + В )х = А х + Вх , уз 
навбатида [Л + i?] = [/4 ] + [,#] ;

б) операторни сонга купайтириш: (Л • А )х  = Л ■ (А х ) 
ва [Л А] = Л [а ] ;

в) операторлар купайтмаси: (АВ)х = А(Вх), ва Уз 

навбатида И Ы 4 М -
Хар кандай х  е  Rn учун Ех -  х  муносабагни 

Каноатлантирувчи Е  операторни бирлик оператор 
деймиз. А операторга тескари оператор деб, 
АА~] =  A~lА -  Е  муносабатни каноатлантирувчи^ " 1 
операторга айтамиз. А операторга тескари оператор 
мавжуд булиши учун (бу колда А оператор махсусмас 
оператор деб аталади) унинг *ар кандай базисдаги [а ]



матрицаси махсус булмаслиги зарур ва етарлидирз*, 
бундан таш^ари [а ~х \ = и г .

4-мисол. R3 нинг А х  = ( х 2 + х3,2х, +  х3,Зх, - х 2 + х3 ))
оператори чизикли оператор эканлигини курсатинг вза  
унинг каноник базисдаги матрицасини тузинг.

Ечиш. Агар х = (х ,,х2,х 3) ва у  =  (у , ,у 2,у 3) лар 
нинг ихтиёрий элементлари булса, у \олда

Х + У = (xi + ^ 1.^2 + Уг>з+Уз)> Л - х - (Ax {,Ax2,Ax 3) 
га асосан,

А[х+у) = (х2 + у2 +Х, + y3,2{*i +>',) + Jc3 + =

УэЛх1 +>’i)-(^2 + ^ )  + (;сз +Уэ)) = (сЪ +2у] + у3,Зх1 -  
- х 7 +х3+2У] ~ у г + у3) = {х2 + х3,2х[ + х3,Зх, - х 2 + х3)+  

+(уг + у3,2у1 +Уъ$У\ У2 +У3) = А х+ А у  
А{Лх) - (Лх2 + Лх3,2Лх, + Ах3 ,ЗЯх} -  Ях2 + Ях3) =

= Я(х2 + х3,2х, + х3,Зх, - х2 + х3) = Я А х.
Демак, берилган оператор чизикли экан.

Аё1 = (0 ,2 ,3 ) = 0 ё ] +  2 • ё 2 + 3 • е3,

Аё2 = (1 ,0 ,-1 )=  1-е, + 0 - е 2 - 1 е 3,

Аё3 = (l,l,l) = 1 • ё, +1  • е2 +1 • ё3.
Бундан

г0 2 3 4 

[А]= 1 0 - 1

I1 1 К
5-мисол. Ax=(xl,x2 -t-Lx, + 2) операторни чизикдиккаа 

текширинг.
Ечиш.

А(х +У) = (*, + У, , х 2 + у  2 +1, х3 + у 3 + 2) =
= (х,х2 + 1 ,х3 + 2) + (у ], у 2, у 3) *  А х + Ау,

яъни берилган оператор чизикди эмас.
6-мисол. Ах  = (2х2 ,-2 х , + Зх2 + 2х3,4х, -  х2 + 5х3), 

£ x _ ( _ 3Xi 4- х 2,2х2 + х ,,-х 2 + З х 3) операторлар берилган. 

С = АВ  операторни ва унинг [с] матрицасини топинг.
Ечиш. Аввал [а\ ва [/?] матрицаларни топиб 

оламиз. Аё, = (0 ,-2 ,4 \А ё 2 = (2 ,3 ,- \) ,А ё3 =(0,2,5) ва 

Вё{ = ( -  3,0,0), Вё2 = (0 ,2 -1  ),Вё3 = (l,l,3) булгани учун

( 0 2 0 ' ' - з  о Г

м - - 2  3 - 1 , м = 0 2 1

*. у. 4 -1  5 , , 0  - 1 3 ;

У х;олда

Н=[4 М=
о

6
-12

4
4

- 7

2 Л

7

18
Бундан

Сё, = (0,6. - 12), Сё2 =(4,4-7), Се3 =(2,7,18)
ва
Сх = С(х,ё, + х2е2 + х3е3) = х, • (Се1) + х2 • (Се2)+

+ х3 • (Сё3) = (4х2 + 2х3,6х, + 4х2 + 7х3 ,-12х, -  7х2 +18х3).
Агар

Ах = Ях (5.15)
тенглик бирор х 0, х е  Rn учун Уринли булса, у холда 
Я сон А чизицли операторнинг хос сони, х эса А 
операторнинг Л хос сонига мос келувчи хос вектори 
деб аталади.

Rn фазода (5,10) тснгликни унга эквивалент булган 
Куйидаги матрица тенглигига алмаштириш мумкин:

[Л -Л Е ]Х  = 0, Х ф О. (5.16)
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Охирги тенгликдан, Л сон А операторнинг хос 
сони булиши учун det[/1- / ! £ ] =  О булиши зарур ва 
етарли эканлиги келиб чикдди. р {л )  = det[^  -  АЕ\ А 
операторнинг характеристик купхдци деб аталади.

Демак, хос сон характеристик кУпхаднинг ечими 
булар экан. Унга мос келувчи хос векторнинг 
координаталар устуни (5.16) бир жинсли тснгламалар 
системасининг бирор нолдан фарцли ечими булади.

7-мисол. Ах=  (2х, - х 2 + 2х3,5х, -З х 2 +Зх3,-х, -2 х 3)
операторнинг хос сони ва унга мос келувчи хос 
векторларини топинг.

Ечиш. Аввал А операторнинг матрицасини тузиб 
оламиз:

тенгламалар ситемаси куйидаги куринишни олади:
(2 -  Д)х, -  х 2 + 2х3 = О

• 5х, -  (3 + Л)х2 + Зх3 = 0 (5.17)

-  х, -  (2 + Д)х3 =  0 .
Бундан характеристик купкадни топамиз:

2 - Л  - 1  2

5 - 3 - Я  3

- 1  0 - 2 - Л

Демак, хос сон Л - - 1 экан. Бу сонни (5.17) га 
КУЙсак,

[ Зх, -  хг + 2х3 = 0 
х, -  2 х2 + Зх 
• х, -  х, = 0.

р (Х )~

Бундан х, =  - х ъ, х, = х2 . Агар х, = а  десак,

Х = а
f  1 4 

1

y r b
булади. Агар А оператор Rn фазода Л1,Л 2,...,ЛН хос 
сонларга мос келувчи п  та чизикли боглик булмаган 
ё1,ё 2,...,ё„ хос векторларга эга булса, у *олда А 
операторнинг шу хос векторларидан тузилган система 
Rn да базис ташкил этади. А операторнинг шу 
базисдаги матрицаси куйидаги куринишда булади:

f 2 -1 2 ' Ч 0 . . (Г

и = 5 - 3 3 0 д 2 . . 0

-1 0 - 2,
. о 0 .

•
операторга мос келувчи бир жинсли • к )

8 -мисол. А чизикли операторнинг куйидаги 
матрицасини диагонал куринишга келтиринг:

' 1 2 0 4
[А]= 0 2

Ечиш.

1-Л
о

- 2

0
- 2  - 2  -1

2 0 

2 -Л  0 

- 2  -1 - Л
=(Я —2)(l-Л 2 )= 0 .

Бундан хос сонларни топамиз: Л, =  2 , /^  = 1 , ^  = - 1 .

аввяУ,Л̂ Р?,чМОС келувчи хос векторларни топиш учун 
) сиетемага Я, = 2 ни кУямиз:
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j -  jc, + 2x = 0 

[ -  2x, -  2 x 2 -  3x} - 0

Бундан, £ , = (2 ,1 ,-2 )г . Худци шундай, агар Я2 =1 
десак, (5.11) система

[ -  2лг, -  2 х 2 - 2 х , = 0  

кУринишни олади. Демак, Е2 =  (l,0,—l) экан. Агар 

(16) да Я3 = -1  десак,
jx, +х2 = О

[3*2 = °- 

Бундан, £ 3 = (0,0,l)r .
Демак, Е х,Е г ,Е г базисда А операторнинг мафицаси 

(2 О 0 Л
и - О 1 О

0 0 - 1

5.8. Икки векторнинг вектор купайтмаси

Аввал R3 фазода йуналиш тушунчасини киритиб 
оламиз.

Бир текисликда ётган учта векторни компланар 
векторлар деб атаймиз. Бир текисликда ётмаган кар 
Кандай векторлар учлигини компланар булмаган 
векторлар деймиз. Бизга компланар булмаган, бошлари 
бир нукгага келтирилган й , v , w векторлар берилган 
булсин.

Таъриф. Агар ( й , v), (v , w), (w, и) векторлар 
жуфпыиклари апицлайдиган айланма йуналшилар узлари 
ётгап текисликларда мусбат айланма йуналиш билан бир хил 
булса, и , v , w векторлар учлиги чап системани ташкил

Уади деймиз. Лоащл битта жуфтлик йуналиши узи ётган 
■'"кисликнинг мусбат айланма йуналишидан фарк цилса, 
\д а й  учликни унг система деб атаймиз.

9-мисол. / , j , к  ортлар учлиги чап системани

Чикил этади, чунки ( / , / ) ,  ( / ,  к )  ва ( k , l )  
/'фтликлар йуналиши мос равишда Оху, Oyz, Ozx 
Числикларнинг мусбат йуналиши билан бир хилдир.

22-расм.

* * к , j  учлик эса унг системадир, чунки (/ , к ) 
 ̂лфтдик аниклаган айланма йуналиш Ozx 
^ислигининг мусбат йуналишига тескари. Худди

нлай, (k ,j )  ва ( j , i ) жуфтликлар аниклаган
ханма йуналишлар мос равишда Oyz ва Оху 

хз^сликларининг мусбат йуналишига тескаридир.
1 Энди геометрия ва амалий математика масала- 

т':. Да кенг кУлланиладиган вектор купайтма 
■ -Гунчасини киритамиз.

Таървф. а ва b векторларнинг вектор купайтмаси 
а^ а м и з  ^аги УНта хУсУсиятга эга булган с векторга
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1) с нинг узунлиги а ва b векторлар узунликлари 
ва улар орасидаги (р бурчак синусы купайтмасига тенг:

| с | - | й |  j f t j  sin<p; ( 5. 18)
2) с вектор а ва Ъ векторлар ётган текисликка 

перпендикуляр, жумладан а га хам ва b га х,ам 
перпендикуляр;

3) а ,Ь  , с векторлар чап системани ташкил этади.

Биринчи хоссадан с ' нинг узунлиги а  ва b 
векторларга тортилган нараллелстрамм юзига тенг 
эканлиги келиб чикади:

S = | a  х  b J
ёки

S  д  =  - -  | а  х  Ъ\. ( 5. 19)

Юк,орида киритилган икки купайтмаларга (яъни 
скаляр ва вектор купайтмалар) берилган номлар 
уларнинг натижаларига цараб таиланганлигини эслатиб 
утамиз.

Вектор купайтма куйидаги хоссаларга эга:
1-хосса. 5 x 6 = 0  булиши учун а ,  b векторлар 

коллинеар булиши зарур ва етарлидир.

Бу хосса векторларнинг коллинеарлик шарти деб 
юритилади.

Исботи (5.18) тенгликдан келиб чикади.
2-хосса. b х а = - а х Ъ , яъни купайтувчилар Урни 

алмашса, натижа факат уз ишорасини узгартиради.
Хакикатан, агар купайтмада а ва Ь векторлар Урнини 

алмаштирсак, b ,a ,a x b  учлик унг система булиб «щади, 

a x b  нинг ишорасини тескарисига алмаштирсак, унда
Ь, а - а  х b учлик чап сисгемага айланади.

3-хосса. Агар т .п  — ихтиёрий сонлар булса,

(т а) х (nb ) = тп(а х Ъ).
Исботи. Агар т -  0 , п Ф 0 ёки т *  0, п =  0 булса, 

темглик бажарилиши Уз-узидан куриниб турибди. 
т Ф 0, п = 1 булган колни куриш етарли, чунки 
т = 1, п Ф 0 булган \ол 2-хоссани кУллаш кисобига биз 
кУрмокчи булган \олга келтирилади. Авваламбор,

| (т а)х  = |/na |[£ |sin^ , 

бу ерда агар т > 0 булса, ф = <р ва т < 0 булса, 
ф = 7t- ( р , лекин иккала х;одца \ам sin ф = s in q> 
булгани учун

j ( m o ) x  b j = |/я||й(|б j  sin (р =  j/w||a х b | .

Иккинчидан, та вектор а векторга коллинеар, шу 
сабабли a x b  вектор т а  га перпендикуляр. m \a x b )  

вектор a x b  га коллинеар булгани учун т [аx b )  

вектор та га ва Ь га перпендикулярдир. Ва ни^оят, 
агар т > 0 булса, а ва т а  векторлар, a x b  ва 
т(а x b j  векторлар бир хил йУналган булади, шу 

сабабли a ,b  , a x b  учлик чап система булгани учун
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m a ,b , т[а x b )  учлик хам чап система булади. т < О 
булган хол хам худди шундай текширилади. Хосса 
тулик, исбот булди.

4-хосса.
d x ( b  + с )=  а х  Ъ + а х с .

Исботи. Аввал а = ё  орт булган \олни курайлик. b 
ва с векторларни 24-расмда курсатилгандек кдлиб, ё 
га перпендикуляр булган п  текисликка проекциялаймиз 
ва бу проекцияларни ё  орт атрофида соат мили
Харакати буйлаб 90° га бурсак, ё х Ь  ва ё х с  векторлар 
Хос ил булади.

прл(с + b ) = n p jb  + пркс булгани учун е х Ь  ва 
ё х с  ларнинг йигиндиси булган ва уларга тортилган 
параллелофаммнинг диагонали ё х {р  + с)  га тен!' 
булади.

ё х ( б + с ) =  ё х Ь  + е х с .
Энди агар а ихтиёрий нолдан фаркди вектор булса, 

а -  \d\aQ деб (бу ерда а 0 — а векторнинг орти),

а х (р  + с )=  Ща0 х {b + с )=  |5|(й0 х {b + с))=

= |й|(а0 х Е +  а0 х с )  = \а\(а0 х e )+  |aj(a0 х с )  =

= ja|50 х в + \а\а0 х с  = а х в  + а х с
тенгликни хосил киламиз. Хосса тулик исбот булди.

Бу хоссадан хусусан куйидаги муносабат келиб чикэди:
(а + в )х  [с +d^j= а х с  + а х  d  + b x c  + b x d  .

Вектор купайтманинг хоссаларидан ортлар учун 
куйидаги муносабатлар келиб чикдди:

j x i = i 2 = 0, ] 2 = 0, Р  = 0,
i х j  -  к , j  х к  - i  , k x i  =  j ,  

j  x i  =  - к ,  к x j  ~ - i , i  x k  = - j .

24-расм.

Шу сабабли, агар векторлар уз проекциялари билан 
берилган булса, яъни а = {ах,а у ,а г }, Ь ={Ьх,Ь'у ,Ь„) 
булса, у холда

a x b  = [ахг + ау)  + azk )x  [ b j  + b j  + bzk ) = jaJ b j 2 +

+ “A ( J x J )+  axbz(i x k)+  aybx( j  x ? )+  ayb j 2 +

+ aybz ( j x k ) + a,bx(* x i)+  azby[к x j ) +  а2Ъг (к x к ) =

=  axbyk  -  axb , j  -  aybxk  + ayb j  + a j b J  -  a zbyi  =

= (aybz -  azby У  -  (axb. -  a2bx)]  + (axby -  aybx X

и ./ +
a x

b . b.
k =
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10-мисол. а  = (4, 2,—3} ва Ь ={2, 1, 4} векгорларнинг 
вектор купайтмасини топинг.

Ечиш.
4 2 - 3

a x b  = = 1 lF - 2 2 j  - 4 к .2 1 4

i ]  к

11 -мисол. а — {х,, у х, z x}, b = {х2, у 2, z 2} векторларга 
тортилган учбурчак юзини топинг.

Ечиш. Маълумки (каранг, (5 .1 9 ) ) ,

S A = — \а х b\.
2 I I

Шу сабабли,

S Д = —
2 К

12-лйсол. Л

J'i z i

Л '  Z2
[( l,-l,2), 5(0Д,- l )  ва C (- l,2 ,3 )  учлари 

берилган ABC D  параллелограмм нинг юзини топинг.
Ечиш. а = АВ = {-1,2,—З},в =  /4С  = { -2Д1} векторлар 

тузиб олиб, аввалги мисол натижасини кулласак:

"  =  лД?'S  =
2 - 3

2
- 1  - 3

2
-1  2

+ +
3 1 - 2  1 - 2  3

+ 7 +1 =

= л/121 + 49 +1 = у!п\кв.бирлик.

5.9. Уч векторнинг аралаш купайтмаси

а , Ь ва с  векгорларнинг аралаш купайтмаси деб 
а  векторни Ъ вскторга вектор купайтмасидан хосил 
булган натижанинг с  векторга скаляр купайтмаси га 
айтилади ва куйидагича белгиланади:

25-расм.

{ a x b У с  ёки а  b с .
Аралаш кУпайтманинг

геом етрик маъноси: а  , Ъ ва 
С векторлар компланар 
векторлар булмасин, яъни 
улар бир текисликда етма-
син. У холда a  xb  d  ва 
( a x b )°C = d °C  =dcCos<p=dc1;
Бу ерда d- a ,b  векторларга 
кур ил га н параллелограмм 
юзи, С] эса а  Ъ с  
векторларга курилган паралле-лепипеднинг баландлиги
булгани учун a b  с  аралаш купайтма Уша 
параллелепипеднинг ^ажмига тенг булади.

Аралаш кУпайтманинг хоссалари:
1. Исталган иккита векторнинг урни алмашеа 

аралаш купайтма ишорасини узгартиради:

( a x b ) ° c = - ( a x b ) ° b  = - ( c x b ) ° a .
2. Агар учта вектордан иккитаси тенг булса ёки 

параллел булса, аралаш купайтма нолга тенг булади.
3. «о» ва «х» амаллари белгисининг урниларини

алмаштириш мумкин, яъни ( a x b  )°С = а ° (Ь  х С ).
4. а ,  b ва с  векторлар компланар булиши учун

(битта текисликда ётиши учун) а  Ь С =0 булиши зарур 
ва етарли.

5.10. Параллелепипед ва пирамиданинг хажми

а , b ва с  векторларга курилган паратлелепипеднинг 
\ажми

Vnap= ± 5  Ъ С .

voxJ2 , ^  ва ^ векторларга курилган пирамиданинг \ажми
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v , m D = ± l / 6  a b  с .
13-мисол. Учлари О (0,0,0), А (5,2,0), В (2,5,0) ва С 

(12  4) нукгаларда булган пирамиданинг Ах>
ёкнинг юзаси ва ату ёк^а туширилган перпендикуляр 
\исоблансин.

Ечиш. А В , АС ва АО векторларнинг проекцияла- 
рини топайлик.

Ag={-1,3,0}, ж : ={-4,0,4}, АО={-5,-2,0}

Упир= 1/6 a b -a c - J o  

- 3  3 01
V„hp=-1/6 - 4

- 5

0 4 

- 2  О

=-1/6(-60-24)=84/6=14 куб.б.

■ W  - i | ^ x ^ c | = ^ | l 2 7 + m  + 127|-

= —-vl22 +122 + 122 = 6л/3 
2

26-расм.
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2 -Б О Б .
ТЕК И С Л И К Д А Г И  ЛНАЛИ ПК 

Г Е О М Е Т Р И Я

1-§. ТЕКИСЛИКДАГИ ТУТТИ ЧИЗИК,

1.1. Умумий тушунчалар

Фараз кдлайлик, бизга х  ва узгарувчи 
мицоэрларни богловчи

F(x,y) = 0 (1)
тешаама берилган булсин. Ьу тенглама уз навбатида 
бщузгарувчини, масалан, у ни иккинчилшинг, яъни 
х -ч-нг функцияси сифатила апи^пайли. Агар (I) ни у 
га »~батап ечиб олсак, куйидагига эга бу кмиз:

v = / ( x ) ,  (2)
бу ерда /(х )  бир к;ийматли ёки куп кийм.чли функция 
булшй| мумкин, бу функциянинг ки! матлари х  
Узггргфвда'узлуксиз узгаради деб фараз к;и.чайлик.

I ва j) микдорларни Оху лекарт координаталар
текклшгининг бирор М  тгукгасикин! ки >рлмнаталари 
сифтИДа караймиз. У \олда (2) тенглик х  марувчининг 
\ар С1Лр кийматига у  нинг аник; бир к>! i маги ни мое 
КуЯЗ!.

ШУ сабабли, х нинг \ар бир к,ийматига текислик- 
ник координаталари х ва у  =  / ( х )  булган аник бир 
М  нуктаси мос келади.

Эг#ДИ, ai'ap х узлуксиз к.ийматларни к, бул цилса, у 
*ола М  О ху  текислигида ухчукс и у париб. 
нуцгь".|аРнинг геомстрик урнипи чизади, i>y геометрик 
Уриан и чизик; деб атаймиз.

дегмак, чизик; координшалари ( 1) ёки (2) гчуринишдаги 
тен:ц/',ани Каноатлантирувчи пукгаларнми ютметрик 
5рш .,кан- (1) ёки (2) тенглама уз навбатпл чизицнинг 
тенш^аси леб аталади.
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Энди, агар айтилган гапларни умумлаштирсак, 
берилган чизикнинг тенгламаси деб, ( 1) ёки (2) 
куринишга эга булган шундай тенгламага айтамизки, 
бу тенглама факат берилган тугри чизикда ётувчи 
нукганинг координаталарини х  ва у  нинг урнига 
куйгандагина каноатланади.

Агар F(x,y)?= Лх + Ву + С  булса, ( 1) ни 1- 
тартибли тенглама деймиз, у ифодалайдиган чизикни 
туфи чизик деб атаймиз.

Агар F {x ,y )=  А х2 + Вху + Су2 + Dx + Еу + М  булса, 
(1) ни 2-тартибли тенглама, унга мос келувчи чизик,ни 
эса 2-тартибли чизик деб-атаймиз.

Мисол тарицасида тугри чизик, ва айлананинг 
тенгламасини тузамиз.

1. Туфи чизик; тенгламаси. Фараз кдпайлик, у  Укини 
А(О,А) нуктада кесиб утувчи ва х  ук^га а  бурчак 
остида огиб утган А тугри чизик берилган булсин.

М {х,у ) А тУфи чизиц- 
нинг ихтиёрий нукгаси 
булсин. Расмга кура, ВМ= 
АВ ■ tga, бу ерда ВМ ва АВ

лар ВМ  ва А В  вектор- 
ларнинг кесма катталиги. 
ВМ =у-Ь,АВ-х булгани учун 
юкоридаги формуладан 

y - h  = t g a ■ х,

(3)

У

<

/
/  М (х,у )

А / а В

/
/ ° Ь- . . .  у

X
27-расм.

у - к х  + Ь, 
келиб чикади, бу ерда

к = tga  (4)
деб белгиланди. (3) тенгламани берилган туфи 
чизикнинг ихтиёрий нукгаси координаталари 
Каноатлантиради ва аксинча, координаталари (3) ни 
Каноатлангирадиган хар кандай нукга А туфи чизикда

ётади. к коэффициент (4) га кура, а  бурчакка боглик 
бупгани учун бурчак коэффициент деб аталади, b эса 
бош ладаич ордината дейилади.

2. Айлана тенгламаси. Радиуси г  ва маркази C(a,b) 
нуктада булган айланани курайлик. Таърифга кУра, ай­
лана С(а,Ь) нукгагача булган масофалари узгармас г 
га тенг булган нукталарнинг геометрик Урнидир.

Агар М (х ,у )  текисликнинг ихтиёрий нукгаси булса.
у холда

{ x - a f  + { y -b )2 = r, 
ёки тенгликни квадратга кутариб, илдизни йукотсак, 

( * - а )2 + ( у - Ь )2 = г 2.
Бу тенглама берилган айлананинг тенгламасидир.
Агар айлананинг маркази координаталар бошида 

булса, у х,олда унинг тенгламаси соддарок булади: 
х 2 + у 2 = г 7'.

1.2. TyFpH чизикнинг умумий тенгламаси

Теорема. Оху координаталар текислигида хор к,андай 
тугри чизикнинг тенгламаси

А х + Ву + С = 0 (5)
куринишда булади, ва аксинча, (5) куринишдаги хир 
кандай тенглама Оху координаталар текислигида 
тугри чизикни ифодалайди.

Исботи. Юкорида курилганидек, X Укига огаш бур­
ч а т  маьлум булган хар кандай туфи чизикнинг 
тенгламаси y  = kx + b куринишда булади. Буни Уз
навбатида кх  -  у  + Ъ = 0 куринишга келтириб олса 
булади. Энди, агар туфи чизикнинг бир нукгаси 
М о{х0,Уо) ва унга перпендикуляр булган бирор 

вектор берилган булса, у холда туфи чизикда
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ётувчи \ар цандай М { х ,у )  нукта учун

М 0М  = {х -  х 0, у  — у 0} вектор s  векгорга перпенди­
куляр булади. Векторларнинг перпендикулярлик шартига 
кура s  о М 0М  = 0 ёки

Л ( х - х 0) + В ( у - у 0) = О. (6)

Кавсларни очиб ва С  = - А х 0 -  В у0 деб белгиласак.
(6) ни (5) куринишга келтирса булади.

Энди теореманинг иккинчи кисмини исбот 
Киламиз. Агар (5) да В ф  0 булса, у \олда (5) тенгликни 
В га булиб юбориб, уни

А Су  = ---- х — -
В В

куринишга келтириб оламиз. Агар £ = - - -  Ь = ~ —
• В В

десак, охирги тенгликни у  - к х  + b  деб ёзса булади.
Маълумки, бу тугри чизикнинг бурчак коэффициентли 
тенгламасидир.

Агар В  = 0 булса, у х;олда А Ф 0 , шунинг учун (5) 
куйидаги куринишни олади:

Сх  = —

С
яъни х  укига перпен-бу ерда а - -----десак, х - а

А
дикуляр туфи чизик тенгламаси \осил булади. Теорема 
исбот булди.

(5) тенглама тугри чизикнинг умумий тенгламаси 
дейилади, (6) эса бир нукгадан Утган тугри чизик тенг­
ламаси деб аталади.

Туфи чизикнинг умумий тенгламаси (5) тулик бул­
маган уч \олни курамиз:

1) С = 0 , бунда тенглама Лх + В у  = 0 куринишни 
олади, бу тенглама координаталар бошидан утган тугри

чизикни ифодалайди. Хаки катан, х = 0,.у =  0 
координаталар бу тенгламани каноатлантиради.

2) А = О, В Ф 0 , бунда (5) By + С = О куринишга 
келади, бу тенглама х  укига параллел утадиган тугри 
чизикни ифодалайди. Хусусан, агар С  = О булса, 
у  = О \осил булади, бу х  укининг тенгламасидир.

3) А Ф О, В Ф О, С Ф 0 булсин. У *олда (5) нинг озод 
кади С  ни тенгликнинг унт томонига утказсак ва -  С  
га булиб юборсак:

Ах By _ |
- С + ~ С  ~

ёки _

_ £ _ + _Z_ 
с  с

А В
Куйидаги белгилашларни киритсак,

С , С

= 1.

тенглама

а —-----,Ь = —
А В

* +  ' = 1  
а Ь

(7)

куринишга келади. (7) ни тугри чизикнинг кесма- 
лардаги тенгламаси деб атаймиз, чунки бу тугри чизик 
х  Укипи М (а ,О) нукгада, у  укини N (0,b) нукгада 

кесиб утади (2-расм).
Мисол. 3x-5^+15=0 тугри 

чизикнинг кесмалардаги тенг- 
ламасини тузинг.

Ечиш. Озод \ад 15 ни 
тенгликнинг унг томонига 
утказиб, -15 га булиб юборсак: 

х
28-пасм.

- 5  3
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Демак, берилган туфи чизик х ва у  у^чаридан мос 
равишда а = - 5 ,Ь =  3 кесмалар ажратар экан.

Умумий тенгламанинг А ва В  коэффициентлари 
геометрик маънога эга. (6) дан маълумки, А  ва В  ко- 
эффициентлар туфи чизикда перпендикуляр векторнинг 
координаталаридир. Агар а - { -  В, А} вектор тузиб ол- 
сак, s  ва а векгорлар перпендикуляр экан-лигига 
ишонч хосил килиш кийин эмас. Шу сабабли, а вектор 
берилган туфи чизивда параллел булади, уни шу 
хусусиятига кура, туфи чизикнинг йуналтирувчи ве«то­
ри, s 1ш эса нормал вектор деб аташади.

1.3. Туфи чизикнинг бошца турдаги тенгламалари

Агар М 0(х0,у и) туф и чизикнинг берилган нукгаси 

ва а = {т, п] унинг йуналтирувчи вектори б^лса, унинг 
тенгламасини куйидагича тузса хам булади.

Фараз килайлик, М (х ,у )  нукта т^ф и чизикнинг

силжувчи нукгаси булсин. У холда, а ва М0М  вектор­
лар узаро параллел булади. Векторларнинг коллениар- 
лик шартига кура

* ~ * о  У~Уо  (8 )
т п

Бу тенглама туф и чизикнинг каноник тенгламаси 
деб аталади.

Агар (8) да каерларни t га тенгласак,
х - х 0 -  m l , у - у 0 =n t

ёки
fjc = jc0 + mt,

\y = y0+nt’
«парамефик тенгламалар» деб аталувчи тенгламани 
^осил киламиз.

Агар туфи чизикнинг иккита м Х х х, у х) ,М 2(х2, у 2)

нукгалари  маълум булса, у холда а = М хМ г векторни 
йуналтирувчи вектор деб караш мумкин, шунинг учун 
бу туфи чи зи кни н г тенгламаси (8) га кура

*2 *1 У 2 У1
булади. Бу тенглама икки нукгадан утган тугри 
чи зи кни н г тенгламаси деб аталади.

Энди, фараз килайлик, бизга 
А т^ф и чизик ва унинг нормал 
вектори п берилган булсин.

Агар а  п векторнинг х  
укига ofhiii бурчаги булса, у 
холда шу векторнинг орти
щ ={cosa,sinor} булади. |Я01 =  1. 

М (х ,у )  А туфи чизикнинг силжувчи нуктаси ва 
ON = р  булсин. У холда (29-расмга каранг)

Р ~ пРп«ОМ = \п0\- пр^ОМ  = iiQ о ОМ = х cos а + у  sin а. 
Бундан

xcosor -t-^sin а  -  р  = 0 (10)
келиб чикади. ( 10) тенглама туфи чизикнинг нормал 
тенгламаси деб аталади.

Агар туфи чизик Ах  + By + С -  0 тенглама билан 
берилган булиб, бу тенглама нормал тенгламами ёки 
йукми эканлигини аникчаш учун бу туфи чизикнинг 
нормал векторининг узунлиги бирга тенглигини текши-
риш кифоя. Бу тенглама |Я| -  л1а 2 + В2 = 1 булсагина 

нормал булади. Агар |«| = ^ А 2 + В 2 Ф 1 булса, берилган 

тешламани ± ^ А г + В7 ифодага булиш керак:



•Ja2 + в2 л1а2+в2 у1а2 + в2
( 10) формуладан маълумки, озод хдднинг ишораси 
манфий булиши шарт, шу сабабли, охирги тенгликдаги 
ишоралардан бирини озод \аднинг ишорасига тескари 
Килиб танлаш зарур. Шунда (11) нормал тенгламага
айланади. ± \Ja2 ■+ В  ифода нормалловчи купайтувчи 
деб аталади.

1.4. Тугри чизикда дойр турли масалалар

1. Икки тУфи чизик, орасидаги бурчак. Фараз 
Килайлик, бизга Д ] : у  = к 1х  + Ь] ва А 2 :у  = к 2х + Ь2 
тугри чизикдар берилган булсин. Маълумки, 

= tga^,k2 = tg a 2, бу ерда а х, а 2 мос равишда А ,,Д 2 
гуфи чизикдарнинг х  укига ош ш  бурчакларидир. Бу 
бурчакларни О ху  текислигидаги мусбат йуналиш 
буйлаб хисобланган деб тушунамиз. Агар а 2 > а х булса, 
А р Д ,  тугри чизикдар орасидаги бурчак деб 
а  -  а г — а х бурчакни тушунамиз. У х;олда

- a , )  =  L = M -  (12)
\+ tg a x-tga2 1 + kr k2

(12) дан куринадики, агар к} = к2 булса, а -  0 ёки
а - я  булади, яъни Д, ва Д 2 туф и чизикдар
параллел булади, ва аксинча, агар Д, ва Д 2 туфи
чизикдар параллел булса, tga  = 0 , бундан эса кх = к2
келиб чикади. Шу сабабли, kt = к2 тенглик тУфИ
чизикдарнинг параллеллик шарти деб аталади. Агар Д,

ва Д 7 тУфи чизикдар перпендикуляр, яъни а  = —
2

булса, у холда ( 12) дан \ + к { -к2 = 0  муносабат келиб

чикади. Ьу тенгликни тУфи чизикларнинг 
перпендикулярлик шарти деб атаймиз.

2. Икки туф и чизик тенгламасини биргаликда гек- 
шириш. Фараз килайлик, бизга икки Д, ва Д , тУфи 
чизикдарнинг тенгламаларидан тузилган 

jA ,x ^  В[у  + С] — 0,
\ А 7х  + В2у  + С2 = 0  (13)

система берилган булсин. Маълумки, бу система ягона 
ечимга эга булиши учун

И ,
в ,

*  о

с А в,булиши зарур ва етарлидир. Бу эса —i  ^  —L тснгсиз-
А2 В2

ликка эквивалент. Бу *олда (13) нинг ягона ечими Д,

ва Д2 тУфи чизикдарда ётувчи нуктанинг координата-
ларини беради, яъни Д, ва Д , тУфи чизикдарнинг ке- 
сишиш нукгасини аникдайди.

Агар

И, В
= 0

л в
булса, булади, Бунда икки \ол юз беради: 1)А2 Вг
агар (13) система чексиз куп ечимга эга булса, бу

~  = - ' -  = --L  булганда бажарилади, у \олда Д, ва А, Аг В2 С2

туфи чизикдар устма-уст тушади; 2) (13) система уму- 
ман ечимга эга эмас, бу

А в, с. булганда юз бе-
—г "2  "'г

ради, бунда берилган тУфИ чизиклар умуман кесиш- 
майди, яъни улар параллел булади.
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3. Нукгадан берилган тУфи чизиккача булган масофа. 
М 0 (х0, у 0) нукгадан Д туфи чизиккача булган 

\NMb\ =d масофани топиш талаб этилган булсин. д
тУфи чизикнинг п о норма- 
лини куриб олайлик. Ai'ap Mq 
нукга Д га нисбатан п 0 
нормалнинг мусбат йуналиши 
томонида жойлашган булса, у 
Холда масофа + d , акс х,олда
-  d  булади.

Буни Мо нуктанинг д 
туф и чизикдан 5 четла- 
ниши деб атаймиз. Расмдан

30-расм.

куринадики,

p  + S  -  прл О М 0 = jc0 c o s  а  +  у 0 s in  а  ,
бундан

S  = х0 cos а  + у 0 sin а  -  р (14)

d  = \x{)c o sa  + у 0$ т а - р \  (15)
келиб чикади. Демак, нукгадан берилган туф и чи­
зиккача булган масофани топиш учун нуктанинг коор- 
динаталарини туфи чизик, нормал тенгламасини чап 
томонидаги номаълумлар урнига куйиш кифоя экан.

Агар туф и чизик, тенгламаси нормал булмаса, у 
^олда нормалловчи кУпайтувчи ёрдамида нормал 
куринишга келтириб, сунфа (15) формула ёрдамида та­
лаб килинган масофани \исоблаймиз.

1.5. Тугри чизицлар дастасининг тенгламаси

Текисликнинг (x0, j /q ) нуктасидан утган барча
тугри чизиклар туплами S  марказли тУфИ чизиклар 
дастаси деб аталади.

Теорема. Агар Atx+Bxy+ C x = 0 ва А2х+В2у+С2 =0 лар
S нуцтада кесишувчи myFpu чизиклар, ва а ,р  бир вак,т- 
Ап нплга тенг булмаган ихтиёрий сонлар булса, у  х,олда

с,(Ах + В,у + С ,)+М *  + В2у +С2) ,  0  (16)
S  нуцтадан утувчи myFpu чизщ  тенгламаси булади.

Йсботи. Аввал (16) \акикатан тенглама эканлигини 
курсатайлик, бунинг учун уни куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

{аАх+ РАг)х + {аВх + РВ2 )у  + (аСх + рС 2) = 0 . (17)
Бу ерда аАх + J3A2 ва off, + рВг бир вактда нолга

тенг була олмайди, чунки акс \олда, аАх + (ЗА2 = 0 ва
А, В, В 

аВ. + /26, = 0 дан —— = —— = келиб чикади, буни 
А2 В2 а

эса булиши мумкин эмас, чунки бу тУфи чизиклар 
шартга кура кесишади. Бу эса (17) тенглама эканлиги­
ни курсатади. Демак, у текисликда бирор тУфи чи­
зикни ифодалайди. Энди бу туфи чизик S  нуктадан 
Утишини кУрсатсак кифоя. Хаки катан, (17) даги но­
маълумлар урнига дг0, >>о ларни куйсак, 
Л,х0 + Вху0 +СХ = 0 ва А2х0 + В2у 0 +С2 = 0 эканлигидан,

+ В )Уо +  C j) + j0(A2x  о + B2y v + С 2) = 0 
булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

Агар, масалан, а *  0 булса, (17) ни куйидаги 
куринишда ёзса булади:

(Ахх + Вху  + С ,) + Л(А2х  + В 2у  + С 2) = 0 ,
Вбу ерда Я = —. деб белгиланди. 
а

Мисол. s  нукгада кесишувчи
2х+3>>-5=0, 7х+15у+1=0 туфи чизиклар берилган

булсин. S  нукгадан 12х —5 _у-1 = 0  тугри чизикка пер­
пендикуляр утган тУфи чизик тенгламасини тузинг.



Ечиш. Аввал берилган тУфи чизиклар кесишишини
текширамиз: -  * _  . Демак, улар кесишмайди. Даста 

7 15
тенгламаси

2х + Зу  -  5 + Л(7х +15у  + 1) = 0.
Буни куйидагича ёзиб оламиз:

(2 + 7Я)х + (3 + 1 5Л)у + ( -  5 + Я) = 0. (18)
Бу тугри чизикнинг бурчак коэффициентини то- 

пайлик:
, 2 + 7 Л
к = -------------.

' 3 + 15Я
Берилган тугри чизикнинг бурчак коэффициента 
12

А, = —  булгани учун, уларнинг перпендикулярлик шар- 

тига кура
- 2 + 7 Я 5

3 + 15Я ~ 12 
Бундан Я = -1 . Бу кийматни (18) га куйсак,

5х + 12у + 6 = 0.

2-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛАР

Биз аввалги параграфда биринчи тартибли чизиклар 
туркумига кирувчи тугри чизикларни Ургандик. Бу па- 
раграфни иккинчи тартибли чизикяарга, яъни х  ва у  
га нисбатан 2-тартибли

А х 2 + 2В ху  + С у2 + 2D x + 2E y + F  = 0 ( 1) 
тенгламалар билан ифодаланувчи чизикяарга 
багишлаймиз. Биз асосан бундай чизиклар туркумига 
кирувчи энг содда эгри чизиклар булмиш айлана, 
эллипс, гипербола ва параболаларни куриб чикамиз. 
Куй ид а бу чизикяарга гаърифлар бериб, уларнинг 
тенгламаларини шу таърифлар асосида келтириб

чикариб. улар ёрдамида бу эфи чизикларнинг шаклини 
ва хусусиятларини урганамиз.

2Л. Айлананинг умумий тенгламаси

1.1-§ да маркази C (a ,b ) нукгада, радиуси г  булган 
айлана таърифвдан фойдаланиб, унинг тенгламаси 

(дг- а ) 2 + ( у - Ь ) 2 = г 2 
куриниш да булиши исботланган эди. Агар кавсларни 
очиб, ифодани соддалаштирсак, у ( 1) куринишни олади.

Энди аксинча муло^аза киламиз, яъни кдндай хрлларда 
(1) тенглама айланани ифодалайди? Бунинг учун, аввалам-
бор аёнки, х  ва у 2 нинг коэффициентлари А  = С * 0 
булиши ва ху нинг коэффициента нол булиши шарт, ма­
салан, (1)

А х2 + А у2 +2Dx + 2Ey + F  = 0 (2)
куринишда булиши керак. Агар (2) да кушилувчиларни 
урин алмаштириб, тула квадратга келтириб, ифодани 
ихчамласак, (2) куйидаги

(3)
А

куринишга келади. Бу ерда уч \ол  булиши мумкин.
1-*ол- + & ~ A F < 0 .  Бунда (3) тенгликнинг 

маъноси булмайди, чунки \ар кандай х , у  учун тенг­
ликнинг чап томони хамиша мусбат булади. Демак (3) 
*еч кандай чизикни ифодаламайди.
^  2 ход. D + д  ~ AF = 0. Бу холда (3) ни факат 

а  83 У — b кийматларгина каноаглантиради, 
яъни (3) факат битта С(а,Ь) нуктани ифодалайди.

т о м о я Г .  D + ^  ~ > 0 Бунда тенгликнинг унг 
м мусбат булади, шунинг учун агар унг то-

М О Н Н И  Y  Л е с я v  ж/ / - п  ,  -

лана„„ Хуршшшни ш ади- яъ™  <3> >й-
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2.2. Эллипс
»■:. : :>:V = 11 i i

Таъриф. Фокуслар деб аталувчи F{ ва F2 нуцта-
ларгача булган масофалари йитндиси узгармас 2 а булган 
пукталарнинг геометрик урни эллипс деб аталади.

F{ ва F2 нукгалар х укида ётиб, координаталар 
бошига симметрик ва улар орасидаги масофа 2с 
булсин деб фараз килайлик. У \олда уларнинг 
координаталари F ,( —с ,0 )  ва Г2 (с,0) булади.

31-расм. 32-расм.
Таърифга кура, rt +r2' - 2 a ,  бу ерда r,= |fjM |,

r ^ \ F 2M \ ва 2с < 2а  (31-расмга каранг), яъни с < а .

Агар с=0 булса, Fx ва F , нукгалар устма-уст тушиб, 
г/=г2 =а булади, яъни эллипс айланадан иборат булади. 
Икки нукта орасидаги масофа формуласига кура

г\ ^ -[ { х  + с )2 +>>2 , г2 =л / ( х - с )2 + у 2 .
У \олда

у[(х + с )2 + у 2 + ^ / ( x - c ) 2 + у 2 = 2 а  
булади. Бу тенгликни соддалаштириш максадида ил- 
дизлардан бирини тенгликнинг унг тарафига утказиб, 
уни иккала тарафини квадратга кутарамиз:

(х +  с )2 + у 2 = 4 а 2 -  4а ^ (х  -  с )2 + у 2 + ( х -  с) 2 + у 2.

Илдиз цатнашган \адни чаи томонга, колган 
чадларни Унг томонга утказиб ихчамласак,

a y l ( x - c ) 2 + у 2 = а 2 - с х  
хосил бупади. Буни яна квадратга кутариб ихчамласак, 

оя2 - с 2) х г + а 2у 2 = а 2(а 2 - с 2) 

тенгликка келамиз. а - с 1 > 0  эканлигини эътиборга 
олиб ва Ь2 = а 2 -  с 2 белгилаш киритиб, охирги тенг­
ликни а 2Ь2 га булиб юборсак,

тенгламани косил киламиз. Бу тенглама эллипснинг 
каноник тенгламаси деб аталади.

Бу тснгламадан куриниб турибдики, эллипс координа­
та Укларига нисбатан симметрик булади, яъни агар 
М{х,у)  эллипсда ёгувчи нукта булса, у холда М ( х , - у ) , 
М(-х , у)  ва М ( - х , - у )  нукгалар \ам аллипсга тегишли 
булади (буни текширишни Укувчининг узига х;авола 
киламиз). Шу сабабли, эллипснинг шаклини !-чоракда 
урганиш билан кифояланса булади.

х 2 У2(4) тенгламадан куриниб турибдики, —  < 1, —  < 1 ,
а b

яъни -  а  < х  < а , - Ь  < у  <Ъ булади. (4) тенгламани 
У га нисбатан ечиб оламиз:

у  = ± - у [ а 2 - х 2 . , (5)
а

Aiap биз шаклни 1-чоракда текширмокчи булсак,
; Да илдиз олдида «+» ишорани олсак етарли, яъни

У -  + —У а 2 - х 2

Деймиз. Агар х = 0 булса, у  -  Ь булади. * кий мат и 
Р™» У ни киймати камаяди ва х = а булганда у  = 0



булади. Натижада эллипснинг B2A2 ёйи косил булади 
(32-расмга каранг). Эллипснинг колган кисмларини 
унинг симметриклик хусусиятидан фойдаланиб чизиб 
оламиз. Дсмак, эллипс 32-расмда курсатилгандек, ёпик 
чизик экан. А{, А2, В\ ва нукгалар эллипснинг 
учлари деб аталади.

2а эллипснинг катта Уки, 2Ъ эса кичик уки; щу 
жумладан, а  ва h мос равишда катта ярим ук ва кичик 
ярим ук дейилади.

Агар а = b булса, у \олда (4) тенглама
х 2 + у 2 = а 2

куринишни олади, яъни эллипс айланадан иборат

булади, бунда с = J a 2 - b 2 микдор нолга тенг булади.
Агар а * b булса. с микдор нолга тенг булмайди, шу 

сабабли, уни эллипснинг айланадан четланиш улчами 
сифатида караса булади. Уни эллипснинг чизикли экс- 
цен-триситети деб атаймиз. Унинг катта ярим ук а га 
нисбати

с
е = -  = ------------  (6)

а а
эллипснинг сонли эксцснтритети ёки содда килиб экс- 
центритет деб аталади. с < а  булгани учун эллипснинг 
эксцентритети х;амиша бирдан кичик булади: е < 1.

Эллипснинг ихтиёрий М (х ,у )  нуктасидан фокус - 
ларигача булган масофа бу нуктанинг фокал радиусла- 
ри деб аталади.

1-расмда булар г{ = ^(х  + с)2 + у2 ва r2 = f i x - с ) 2 + у2 . 
Агар уларни квадратга кутариб, иккинчисидан бирин- 
чисини айирсак,

гI -  г 2 = 4сх
ёки

( г 2 + г2 )  =  4 с х

тенгликни оламиз. Агар бу тенгликка эллипснинг 
таърифини кулласак,

(г2 — г,) • 2а = Асх

ёки
г2 - г х ~  2ех

Косил булади. Натижада, куйидаги 
г, + г2 = 2а  

[г2 — г, =  2ех
системага келамиз. Агар уларни мос равишда кадма-^ад 
айирсак ва кушеак:

г2 =  а -  е х , гх =  а  + ех  ^
формулаларни оламиз.

Мисол. 2х2+4у2=8 эллипснинг фокуслари координа­
талари, эксцснтриситети ва абсциссаси 1 га тенг булган 
нукталарнинг фокал радиуслари топилсин.

‘Ечиш. Эллипс тенгламасини 8 га буламиз-
+ = 1 - бу тенгликдан а  2=4, а =  2, Ь1 = 2 , b = J 2

4 2 ’

с = 4 а 2 - Ь 2 -  л /4 - 2  = 7 2  , 
демак, *Кл/2, 0), F2( -л /2 , 0) нукгалар эллипснинг 

фокусларидир. Эллипснинг эксцентриситета е = £ = V |  
а 2jc=1 булгани учун

. * ± й .
2 1 * 2

(7) формулаларни куиидагича езиб оламиз:

(8)
_  а а
д х = — х  ва S 2 = — + x  микдорлар эллипснинг 

е е
М ( х ,у ) нуктасидан Ох укига перпендикуляр утган Д2 ва 
Ai тугри чизикларгача булган масофаларни билдиради. Бу

а ату>ри чизикдар Ох Укини мос равишда — ва - —
е е

(а ,1 1( а  ^U J 1 Н
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нуцталарда кесиб угади. в < \  булгани учуй - °  <  ~ а  ва
е

— > а булади, яъни Ai ва тугри чизиклар эллипсдан е

ташкарида жойлашган (ЗЗ-рас^ цараНг).

У

Эщибелгилашларга6и“ "н (8 )н и

1Г  =  « i  =  eS, ' s2
куринишда ёзиб оламиз. Бундан куринадики, эллипс- 
нинг \ар к^андай нукгаси учуН

Т, р
~  = (9)
^  62

булар экан.

Бундай хусусиятга эга болтан Ау ва А2 тугри чи- 
зик«лар эллипснинг директрисалари деб аталади.

Бу билан биз директрисаларнинг куйидаги хоссаси- ни исбот килдик:
Эллипснинг ихтиёрии Щтасидан ф о к у с л а р и г а ч а  бул­

г а н  масофаларининг мос д и р е к т р и с а л а р и г а ч а  булган масо- 
фаларига булган нисбати бирдан киник узгармас сондир.

Таъриф. Фокуслар деб аталувчи Ь\ ва F2 
н\%таларгача булган масофалар айирмасининг абсолют 
f-иймати узгармас 2а булган нуцталарнинг геометрик 
урни гипербола деб аталади.

Таърифга кура, г, - г 2 =±2а, бу ерда Г] = |FtM\,r2 =\Г2Ц ,  
М  гиперболанинг ихтиёрий нукгаси. Агар фокуслар ора- 
сидаги масофани 2с десак, у холда эллипсдан фарк^и 
уларок,, гипербола учун с > а  булади, чунки агар фокус- 
ларни 31-расмдагидек Ох укдца О нукдага нисбатан сим- 
метрик жойлаштирсак, 2с AF}MF2 нинг учинчи томо- 
ни булиб, у к;олган икки томонлари айирмасидан катта 
булади.

Худди юкрридагидек, г, =yj(x+c)2 +у2 , r1= J (^ c )2+y2 

ни г{ - г 2 = ± 2а  тенгликка куйиб, ифодани ихчамла- 
сак, натижада

(а 2 - с 2) х 2 + а 2у 2 = а 2(а 2 - с 2) 

тенгламага келамиз. Лекин бу ерда а ' -  с 2 < 0 . Шу са­
бабли, агар а ~ - с ~ = - Ь 2 деб, охирги тенгликни 
а~ (а 1 - с  ") = - а 2Ь2 га булиб юборсак,

а 2 Ъ 2

(Ю )

тенглама хосил булади. Бу тенглама гиперболанинг ка­
ноник тенгламаси деб аталади.

Худди юкрридагвдек, бу ерда \ам гипербола Ох ва 
Оу Укларига нисбатан симметрик эканлигига ишонч 
Хосил келамиз. Бундан ташцари гипербола О нукдага 
нисбатан хам симметрик булади, шу сабабли О нукгани 
унинг маркази деб хам аташади.

Таърифдан куринадики. гипербола икки тармокдап
иборатдир: бир тармош /*, >  г2 тенгсизликни каноат- 
лантирадиган нукгаларнинг геометрик Урни, иккинчи



тармоги эса гх < г2 тенгсизликни к,аноатлантирадиган 
ну«;таларнинг геомстрик Урни.

Гиперболанинг (10) тенгламасини у  га нисбатан 
ечиб олайлик:

а
2 2

Бундан х  >  а  , яъни х  > а  ёки х  < —а  булиши 
кераклиги келиб чикади. Демак, гипербола тупик 
х  — а  ва х  =  —а  параллеллар орасидаги сохадан 
ташкарида ётар экан.

Гиперболанинг 1-чоракдаги тармотни тскширайлик. 
У холда

Ь I 2 2~у  — ч— \ х  - а  
а

булади. Бу ерда, агар х  =  а  булса, у  — 0 булади. Агар 
х  усиб борса, у  хам усади. Демак, тармок чексизгача 
чузилади. Агар X нинг кийматлари а  дан то *> гача

2 2ортиб борса, у холда X билан а  орасидаги тафовут
2катталаша боради, х  етарлича катта булганда X би­

лан х~ — а~ орасидаги фарк етарлича кичик булиб, х 
усиб борган сайин бу фарк нолгача камайиб боради,

b I 2 Ь гтяъни у  = Н— л /х ' — а  киймат билан Y  = + - \ x  
а а

Киймат орасидаги фарк камайиб боради. Геометрик
Ь I J 2нукгаи назардан бу тенгламалари у  = -i—- у х  - а '  ва
а

Ь I—
у  = + — ̂ х 2 булган чизикдар узаро якинлаша бориши- 

а
ни билдиради. Лекин х нинг хеч бир кийматида 
У  -  Y  булмагани учун бу чизикдар кесишмайди. Бун­
дай хусусиятга эга булган

с = л[а2 +Ь2
34-раем.

тритети деб, е = -  = —  + ̂

микдорни гиперболанинг чизикди эксцен-
~2

ни эса, сонли экс-центритети

деб атаймиз. с >  а  булгани учун гиперболанинг эка (енгриси- 
тети бирдан катга, яъни е > 1 булади.

Ъ
У = + - х  (11)

а
тугри чизикни гиперболанинг асимптотаси деб 
атаймиз. Гиперболанинг симметриклик хусусиятидан 
х  _> —оо да 4-чоракдаги тармога хам шу тутри
чизикка якинлашиши келиб чикади.

Айнан шундай мулохазалар билан гиперболанинг 2- 
ва 4-чораклардаги гармокдари 

h
У = ---- х  ( 12)

а
тугри чизикка якинлашади деган фикрга келамиз. 
Демак, гипербола тенгламалари (11) ва (12) булган 
и к кита асимптотага эга экан.

Гиперболанинг Ох укини кесиб уттан А\ ва А2 
нукгаларини унинг учлари деб, AyAf* 2а ни буйлама уки 
деб ва ни кундаланг уки деб атаймиз. а  ва Ь мос
равишда буйлама ва кундаланг ярим укдари деб аталади.
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Гиперболанинг фокал радиуслари
г, = ±(ех  + а ) , г2 — ±(ех -  а) 

булади, бу ерда гиперболанинг унг тармок, нукталари 
учун «+» ишора ва чап тармок нукталари учун «-» 
ишора олинали.

Бу ерда хдм гиперболанинг М (х ,у ) нуктасидан Ох

а а  укига перпендикуляр угган At: х = — ва ^  х  —---- тугри
е е

чизккдарни гиперболанинг дирекфисалари деб атаймиз.
Айнан юкоридагидек мулох,азалар билан директри- 

саларнинг куйидаги хоссасини исботлаш мумкин:
Гиперболанинг ихтиёрий нуктасидан фокусларигача 

булган масофаларининг мос директрисаларигача булган 
масофаларига нисбати бирдан катта узгармас сондир.

Эллипс ва гиперболанинг бу хоссасини умумлашти- 
риб, берилган F нукта ва берилган Д тУфи чи­
зиклар гач а булган масофалари нисбати узгармас е Ф 1 
сон булган нукгаларнинг геометрик урни эллипс ёки 
гипербола булади дейиш мумкин.

Хаки каган, Оу укни А тУфи чизикка параллел, Ох 
укни F нукталан утказамиз. Координаталар бошини 
шундай танлаймизки, натижада F ва А туфи чизикнинг 
Ох Ук билан кесишиш нукгаси К ларнинг абсциссалари 

а
мос равишда ае ва — булсин. Бу ерда а  куйидагича 

е
танланади: агар / F нукгадан А туфи чизицкача булган 
масофа булса, у \олда

l = \FK\ =

тенгливдан

а---- -
a | l - e 21

е е

а =
el

\ \ - е ‘
( 13)

Ai'ap М ( х , у )  берилган i-еомефик Уринларнинг 
бири булса, у х,олда кУйилган шартга кура г  =  е д  
булиши керак, бу ерда

г  = f i x - a e ) 2 + у 2 ва J  = -  х

Демак,

y f ( x -a e ) 2 + у 2 = е
а
I----х
е

экан. Бу тенгликнинг иккала тарафини квадратга 
кУтариб, \осил булган ифодани ихчамласак,

X 2 V2
— + — - ------ = 1

2 1 п  2 \ а а (1- е  )
\осил булади. Агар е<1 булса, а 2(] - е 2) = Ь2 белгилаш
киритиб эллипснинг тенгламасини, агар е > 1 булса,
а г( \ - е 2) = -Ь 2 деб гиперболанинг тенгламасини \осил
Киламиз.

Мисол. х  У /С  = 1 гиперболанинг унгX2/  - У у  =\
/16  / 9  1

тармогида шундай нук,та топилсинки, бу нуктадан унг 
фокусгача булган масофа чап фокусигача булган 
масофасидан икки марта кичик булсин.
Ечиш. Гиперболанинг Унг тармоги учун фокал
радиуслар г, — ех -  а  ва г2 — ех Л- а булади. У \олда
масала шартига кура, ех + а = 2(е х -а )  булиши керак.
Бундан х - Ъ а / е  келиб чикади. Бу ерда
а = 4,е -  с/а = л/Гб + 9/4 = 5/4 . Дсмак,х = 9,6 экан.

Ординатасини топиш учун гиперболанинг тенгла- 
масидан фойдатанамиз:

3
у  = ± -л 1х2 -16 = ±~

4 4
-16 = ± jV l!9 -

~т ’ IV - /
Демак, масала шартини иккита Л/,(9,6;0,6л/119) ва 

мД9,6;-0,6л/ГГ9 ) пук,татар к,апоатлантирар экан.
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2.4. Парабола

Таъриф. Фокус деб аталувчи F нуцтадан директриса 
деб аталувчи myFpu чизицкдча булган масофалари тенг 
булган ну%таларнинг геометрик урни парабола деб аталади.

Агар М (х ,у ) параболанинг ихтиёрий нукгаси, г бу 
нуктадан F нукгагача булган масофа ва 6 
директрисагача булган масофа булса, у \олда таърифга 
кура г = 5  булади.

Фокусдан директрисагача булган масофа р  булсин. 
Ох Укини фокусдан директрисага перпендикуляр килиб 
утказайлик. Координаталар бошини фокус билан 
директриса Уртасида олайлик. У холда фокуснинг

ва дирсктрисанинг Ох уккоординагалари JT | + £ ,0

билан кесишган нукгаси к \  -  —,0 булади.
I  2 )

Икки HVKja орасидаги масофа формулаларига кура

Р
r = y\\ x ~ f j  +У2 > S  = x + 2 

У \олда парабола тенгламаси

х -Р -
2

булади. Агар буни квадратга кутариб ихчамласак,
у 7 = 2 р х  (14)

тенгликка келамиз. Буни параболанинг каноник 
тенгламаси деб атаймиз.

Параболанинг (14) тенгламаси х  нинг факат 
манфий булмаган кийматлари учун маънога эга. Шу 
сабабли, парабола Оу Укнинг унг тарафида 
жойлашгандир. Агар х = 0  булса, у =  0 булади, яъни

парабола координаталар бошидан угар экан. О нукгани 
параболанинг учи деб атаймиз. Дсмак, парабола чизиги 
35-расмдагидек булар экан.

♦ у

35-расм.

3-§. ДЕКАРТ КООРДИНАТАЛАР СИСТЕМАСИНИ 
АЛМАШТИРИШ ВА КУТБ КООРДИНАТАЛАР 

СИСТЕМАСИ

3.1. Координаталарни параллел кучириш

Фараз килайлик, Оху координаталар сисгемаси 
берилган булсин. Текисликнинг ихтиёрий М  нукгасининг 
шу системадаги координаталари М (х ,у ) булсин.

Боши О\а ,Ь )  нукгада булган О 'х'у ' координа­
талар системасида берилган М нуктанинг координа- 
таларини топайлик (36-расмга каранг). Бу ерда янги

36-расм.
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О 'х 'у ' система эски Оху системанинг бошини
О\а ,Ь )  нуктага параллел кучириш натижасида хосил 
булган булсин.

Чизмадан куринадики, Ох кесма узунлиги Оа ва 
ах кесмалар узупликлари йикиндисига тенг. Худди 
шундек, Оу кесма узунлиги ОЬ ва by кесмалар 
узунликлари йитпдисига тенг. Демак,

х  = х'+а, у  = y ’+b ( 1)
ёки

х ' - х - а ,  у 1 — у  b . (Г)
Эслатма. Агар фазода O xyz  координаталар 

системасини О'(а ,Ь ,с )  нуктага параллел кучириш 
натижасида янги O 'x 'y 'z ' координаталар системаси 
хосил килинган булса, у х;олда M (x ,y ,z )  нуктанинг 
янги координаталари

х ' - х - а ,  y '= y - b ,  z ' = z - c  
формулалар оркали аникланади.

3.2. Координаталар системасини буриш

Фараз килайлик, янги О 'х 'у ' система эски Оху 
координаталар системасини бирор а  бурчакка буриш 
натижасида х,осил булсин. М нуктанинг эски 
системадаги координаталари М {х,у) булсин. Унинг 
янги координаталарини топайлик.

Фараз кдлайлик, Ох' ук билан ОМ кесма орасидаги 
бурчак 0 булсин. У холда тугри бурчакта АОМх' дан 

х'= \О М \cos в , у '= \О Щ 5т в .

ZMOx=a+0 булгани учун АОМх дан 
х  = \ОМ\ co s (a  + в )  = |O M |(cosa cos#  -  sin a  sin в )  =

= |0 M |cosacos#  - | 0 M |sin asin 0  = x’c o s a - y s i n a  , 
у  = |(W |sin (a  + в)  = |0 M |(sinacos0  + co sas in # ) = 

= \OM\ sin a  cos в  + \OM\ cos a  sin в  = x' sin a  + y' cos a . 
Демак,

x -  x' cos a  - y '  s in » 1

у  =  x’sin a  + У cos a  
экан. Бу алмаштиришнинг матрицаси

(2)

А  =
cos а sin а

sin а  cos«
хосмас, чунки det А -  cos2 а  + sin2 а  = 1 Ф О. Шунинг 
учун унта тескари матрица мавжуд:

А~' =
cos a  sm a

- s in  a  cos or
У холда янги координаталарнинг эскилари оркали 

ифодаси куиидагича булади:
х' = xcosar + у sin a  1

(2 ’)
у  -  - x s i n a  + ycosa]

1-эслатма. Янги координаталар системаси эски 
координаталар системасини а бурчакка буриш 
натижасида хреил булгани учун, янги координаталар 
системасини -а бурчакка буриб, эски координаталар 
сисгемасига кайтамиз. Шу сабабли (2) формулаларда 
эски ва янги координаталарнинг мос равишда 
урниларини ва а  ни - а  га алмаиггириб, (2 ’) формулаларга 
келиш мумкин.

2-эслатма. Агар янги координаталар системаси эски 
координаталар системасини \ам параллел, хам а бурчакка 
буриш натижасида х°сил булса, у холда янги 
координаталардан эски координаталарга утиш формуласи

х = x 'co sa  -  У sin а  + а
у  = x'sinar + y c o s a  + b,\ 

ва аксинча, эски координаталардан янги координаталарга 
Утиш формулалари



х '= ( х -  а ) cos a  + ( y - b )  sin a  
у ' = -(jr -  a) sin a +  ( y - b )  cos a  

булади. Буни исботлашни укувчига \авола килам из.

3.3. Кутб координаталар системаси

Биз бу ерда кулай ва келажакда куп кулланиладиган 
кутб координаталар системасини киритамиз.

' 1. Текисликда кутб 
координаталар системаси 
кутб деб аталувчи О нукта 
ва О нуктадан чиккан кутб 
УКИ деб аталувчи ОА нур 
нукгалари оркали
аниктанади.

М текисликнинг ихтиё­
рий нукгаси ва кутбдан бу 
нукгагача булган масофа г 

булсин. Кугб уки ОМ кесма билан устма-уст тушиши 
учун уни <р бурчакка буриш керак булсин. Агар буриш 
йуналиши текислик йуналишига тескари булса, бу 
бурчакни « — « ишора билан, агар йуналишлар бир хил 
булса, «+» ишора билан оламиз. Атаманинг 
умумийлигини саклаган х;олда, бу бурчакни кутб 
бурчаги деб атаймиз.

г  ва <р ни М  нуктанинг кутб координаталари деб 
атаймиз.

Куп лолларда, бир вакгда хам декарт ва хам кутб 
координаталар сисгемаларидан фойдаланишга т$три 
келади. Шунинг учун нуктанинг бир сисгемадаги 
координаталарини билган холда, иккинчи сисгемадаги 
координагаларини х,ам билиш мухим рол уйнайди. Биз бу 
ерда бир координагалардан иккинчи координаталарга 
Угиш формул&тарини кутб боши декарт координаталар 
системасининг боиш билан, кутб уки Ох уки билан устма- 
уст тушган хусусий \ол учун чикарамиз.

суараз килаилик, м  текисликнинг ихтиерий нукгаси 
(х ,у )— унинг декарт координаталари, (г,<р) — кутб 
координаталари булсин. М х ва М у билан М нуктадан 
Ох ва Оу Укларига туширилган перпендикулярларнинг 
асосини белгилайлик (39-расмга каранг). ДОММх дан
ОМ х = \OM\coscp, ОМу = |OM|sin q>. Демак,

х  = г cos (р, у  = г sin  (р . (3)
Бу формулаларни декарт координаталарнинг кутб 
координаталар оркали ифодаси деб атаймиз. Энди 
тескари ифодани топиш учун (3) даги тенгликларни 
квадратга кУтариб кушеак: __

х 2 + у 2
тенглик хосил булади. Бундан ва А О М М ( дан 

r - f xIX2 + у \ (4)
У

tg<P = ~
X

келиб чикади. Булар декарт координаталардан кутб 
координаталарга угиш формулалари деб аталади.

1 -мисол. Маркази координаталар бошида, радиуси р 
булган айлананинг кугб координаталар системасидаги 
тенгламаси г  =р булади.

х 2 v2
2-мисол. —  -+- •=— = 1 эллипснинг Kyifi координаталар а 2 Ъ2

системасидаги тенгламасини тузинг.
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Ечиш. Кутб сифатида унг фокусни олайлик. У \олда 
эллипснинг ихтиёрий нуктасидан кугбгача булган масофа 

к — а — ех (5)
булади (2.2-§ даги (7) га каранг).

40, а)-расмдан куринадики, 
x  = npx( W  = npx{pF + FM)=c+rcos<p = ae+rcos<p.

Буни (5) га куйиб, ихчамлагандан сунг 
Рг =

1 + ecos (р
(6)

^2
тенгликка келамиз, бу ерда р = а( 1- е 2) = — , чунки

а
2 — h bе 2 -  ---------- = 1 -------. (6) тенглама эллипснинг кутб
а 2 а 2

тенгламасидир.
X2 у2

3-мисол. = 1 гиперболанинг кугб
а b

координаталар системасидаги тенгламасини тузинг.
Ечиш. Бу ерда \ам кутб сифатида унг фокусни 

олайлик. У \олда кутб уки Ох укка тескари йуналган 
булади (40,б)-расмга каранг). 2.3-§га асосан гипербо­
ланинг ихтиёрий нуктасидан биз танлаган кугбгача 
булган масофа

г = ±(ех -  а) (7)
булади, бу ерда «+» ишора унг тармок учун ва «-» 
ишора чап тармок учун олинар эди.

Худди юкоридагидек, 40, б-расмдан 
Х = прх ОМ = прх {pF + Fm ) = с + прх FM = ае + прх FM

келиб чикади, лекин бу ерда npxFM -  г cos(;r -<р) = 
-rcos<p. Демак, буларни (7) га куйиб ихчамласак,

Рг =  ±-
\± eco s(p

(8)

хосил булади, бу ерда

р  = а(е2 - 1 )  = — , 
а

бу гиперболанинг кутб тенгламасидир.
4-мисол. у 2 - 2 р х  napa6ojfaHHHT кутб тенгламасини

тузинг.
Ечиш. 40, в )-раемга асосан

х = npzOM  = npxOF  + npxFM  = - - r c o s c p  .
2

Буни г = — + х га куйсак,
2

г =  - — *■----- (9)
1 + cos <р

тенгламани \осил киламиз. Бу параболанинг кугб 
тенгламасидир.

2. Фазода кугб координаталар системасининг 
асосий элементлари бу: кугб деб аталувчи О нукта, 
кугб уки деб аталувчи Oz УК ва бу Укка тиралган кугб 
яримтекислиги деб аталувчи Ozx яримтекислигидир. 

Фараз килайлик (41-расмга каранг), М фазонинг
бирор нукгаси, р  = |бж |, 0 -  ОМ векторнинг z УК

билан ташкил этган бурчаги. ср- М нукгадан Утиб z 
Укка тиралган яримтекислик билан Ozx кугб 
яримтекислик орасидаги бурчак булсин.
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41-раем. 42-расм.

р , в  ва (р микдорлар М  нинг кутб координаталари 
деб аталади. Бундай аникданган координаталарга эга 
булган нукгалар р  радиусли сферада жойлашгани учун
уларни М нуктанинг сфсрик координаталари деб \ам 
аташади.

Энди кутб координаталар билан декарт 
координаталар орасидаги ' муносабатларни топайлик. 
Бунинг учун биз Oz ук КУтб уки билан устма-уст 
тушеин, Ох ук кутб яримтекислигида ётсин ва Оу ук 
Кутб яримтскислигига перпендикуляр булсин деб фараз 
Киламиз (42-расмга каранг). У холда

z  = npzOM  = p co sO .
М  нуктани Оху гекисликка проекциялайлик. Фараз 

Килайлик, М 0 нукта унинг Оху текисликдаги 
проекцияси булсин. Бу нуктанинг Оху текисликдаги 
Кутб координаталари г ва (р булсин.

АОММ0 дан

г  = \ОМ0 \ ~  p c o s ^ - # J  = p s in O .

У \олда (3) га асосан
х  = г  cos < р -р  sin #  cos (р ,
y  = rs\n.(p = p s i n 0 s in ^

тенгликларни хосил киламиз. Демак, 
х = rcoscp = рътвеоъф,
y  = rsm(p = ps\x\9sin(p, (10)

z = pcosd .
Энди тескари муносабатни аниклайлик. Бунинг 

учун (10) даги тенгликларни квадратларга кутариб 
кУшамиз:

р  = т[х2 + у 2 + z 2 .
( 10) нинг учинчи тенглигидан в  ни

cos в  = —
Р

биринчи ва иккинчи тенгликларидан
Xcos (р =

У
— sinp  = ---- —
psrnO Р  sm 6»

(р бурчакни топамиз ёки уларни куйиДагича 
ифодалаш мумкин:

Р

2 (11)

= 4х* + У2 + z 2

cos в  = —

cos (р -

3. М нуктанинг холатини унинг Оху текисликдаги 
проскциясининг кутб координаталари г ,<р ва 
z = \М0М\ координатаси оркали аникутса хам булади. 
Бундай аникланган г ,(р ,z  координаталар цилиндрик
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(2)

координаталар деб аталади. Бу координаталарнинг 
декарт координаталар билан бокловчи муносабати

х  — г  cos (р , у  — т sin (р, z  z . (12)

4-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛАРНИНГ 
ТЕНГЛАМАЛАРИНИ КАНОНИК К^РИНИШГА 

КЕЛТИРИШ

2-§ да биз 2-тартибли
А х2 +2Вху + С у2 + 2Dx + 2Ey + F  = 0 (1)

тенгламани Л = С Ф 0 булган хусусий холда текширган 
эдик.

Энди фараз килайлик, А *  С  булсин. У холда (1) ни 
Ах2 + 2 Вху + Су2 + 2 Dx + 2 Еу + F  = (Ах + Ву + D)x +
+ (Вх + Су + Е)у + (Dx + Еу + F) = 0 

куринишда ёзиб олса булади. Буни текширишни 
Укувчининг узига хавола киламиз.

Координаталар системасини алмаштириш хисобига
(1) ни ихчам, яъни каноник куринишга келтириш 
масаласини курайлик. Бунинг учун алмаштиришни 
шундай танлаймизки, натижада номаълумлар 
кУнайтмаси к^атнашган хад йуколиб, чизикли 
ифодасидаги хадлар сони ё етарлича камайсин ёки 
бутунлай йуколсин.

Аввал
х  = х '+ а , у  -  у'+b (3)

алмаштириш бажарамиз. Бунда координаталар боши 
0'(а,Ь) нукгага кучади. (3) ни (1) га олиб бориб 
КУямиз:

А(х'+а)2 + 2 В(х'+а)(у'+Ь) + C{y'+bf + 2D{x'+a) +

+ 2E(y'+b) + F  = Ax’2 +2Bx! y'+Cy,2 +2 (A a+ Bb+ D)x'+

+ 2 (Ba+Cb+E)y'+{Aci1 +2 Bab+Cb2 +2Da+2E b+ f) = 0.
а ва b ни шундай танлаймизки, натижада х ' ва 

у ' лар олдидаги коэффициентлар нолга айлансин, яъни

f Аа + Bb + D  = О 
Во + Cb + Е  — 0. 

дга АС - В 2 *  0 булса, (4) ягона ечимга эга. 
Сисгемани ечиб, топилган а  ва Ь ни охирги тенгла- 
мага кУйсак, тенглама

Ax'2+2 Bx'y'+ C y'2+ F ,= Q  (5)
куринишга келади, бу ерда (2) га асосан 
f o =(Аа+ Bb+ L^a+(Ba+Cb+E)b+(Da+ Eb+ F) = Da+ Eb+F.

Агар (5) тенгламани М (х',у') нукта кдноатлантирса, 
у холда бу тенгламани N (-x '-y ')  нукга хам 
Каноатлантиради. Демак, (5) тенглама билан ифодаланган 
чизик (5) ни каноатлантирадиган 0 '(а ,Ь ) нукгага 
нисбатан симметрик булган нукгалар жуфтликларининг 
геометрик Урнидан иборат экан. Шу сабабли, 0 '(а ,Ь ) 
нукгани бу эгри чизикнинг маркази деб аташади. Битта 
марказга эга булган эгри чизикри марказий чизик Деб 
атаймиз. Марказий чизик^а, масалан, эллипс ва 
гипербола мисол булиши мумкин. Демак, биз бажарган 
алмаштириш геометрик нукгаи назардан координаталар 
бошини эгри чизик марказита кучиришни билдирар 
экан.

Энди О 'х 'у ' координаталар системасини шундай а 
бурчакка бурамизки, натижада х' у ' олдидаги 
коэффициент нолга айлансин. Аввалги параграфдан 
маълумки, буриш куйидаги алмаштириш ёрдамида 
бажарилади:

■ x ^ x c o sa -y s in a
[ y = x s in a  + ycos« .

Буларни (5) га куйиб ихчамласак, 
i"(/4cos2 а + В.sin 2а + С sin2 а)+ху(2В cos2а -  ^

- (A -C)sin2a)+y2(^sin2 а -  Bsm2a + С cos2 а)+ F0 =0.



Агар

ёки
2B c o s2a - ( A - C ) s i n 2a  = О 

Btg2a  + ( А -  C)tga  - 5  = 0
десак, (6) куйидаги куринишни олади:

А х 2 + С у2 + F0 = 0,
бу ерда

А = A co s2 а  + 5 s in 2 a  + C s in 2 а ,
С = A sm 2 a -B sx n 2 a  + Ccos2 а . 

(7) ни. ечиб, tga ни топгандан сУнг,
1 - tga

(7)

(8)

cos а  =
+ tg2a

г, sin аг =
■Ju~tg2a

топилади. Бу кийматлардан фойдаланиб, А ва. В 
коэффициентларни аникдаймиз. Шу билан (8) 
тенглама тузиб булинади.

Агар А ва С  ларнинг ишоралари бир хил, F0 нинг 
ишораси^ уларникига тескари булса, (8) эллипсни, агар 
А ва С ларнинг ишораси \ар хил булса, F0 нинг 
ишораси кандай булишидан катъи назар, (8) 
гиперболани беради. Агар А , С ,F0 нинг ишоралари 
бир хил б^лса,(8) мав?ум эллипсни беради:

? 2 у 2
— +  2L  =  _ l

т гг
Агар F0=0 булса, у холда А ва С  нинг ишоралари

бир хил булганда, (8) битта нуктани, А ва С нинг 
ишоралари хар хил булса, (8) гиперболанинг каноник 
тенгламасига Ухшаш

Зс2 у 2
— - ^ -  = 0 
т п

тенгламага келса хам, лекин у узаро кесишувчи иккита

1 _ 2  = о, -  + ^ = о
т п т п

~ и ицзикни беради.
■ мисол 17х2 + \2ху+8у -4 6 x -2 8 ^ + l7  = 0

^«гламани каноник куринишга келтиринг.
Ечиш  Аввал (3) алмаштиришни бажарамиз. Бунда

а  ва Ь ни топиш учун вужудга келадиган (4) система 
куйидагича булади:
^  Г17а + 6 6 - 23 = 0,

|б а  + 8й-14 = 0.
Бу системани ечими a — 1 ва b = 1. У холда 

F0 = -23а  -146  +17 = -2 0 .
‘ Демак, (3) алмаштириш натижасида берилган 

тенглама
17х'2+12х' У+8У 2 - 2 0  = 0 

куринишга келтирилар экан.
Энди кучирилган координаталар укдарини ос 

бурчакка бурамиз, яъни (5) алмаштиришни бажарамиз. 
Бунда а  ни топиш учун \осил буладиган тенглама 
куйидагича булади:

6tg 2a  + 9 t g a - 6  = 0.

Бундан tga = ~ ва t g a - -2 .  Биз уткир бурчакка

мос келадиган биринчи ечимни оламиз. У \олда
1 2 . tga 1> sina -  — _ = -= •  

л/5
cosor =

tg2a

ва С

I----------г — I— > о т  СС — —■■ - —
y]l + tg2a  \5  yj\ + t£

Бу кийматлардан фойдаланиб, А 
коэффициентларни аникдаймиз:

^  = ̂ cos2a+Bsin2a+Csin2a  = 17~  + 12--рг— + 8 -  = 20 ,
5 V5 /5  5

C = ̂ sm 2a-5sin2aH -Ccos2a  = 17-- -12 —  - 4 -  + 8 -4 = 5-
5 V5 л/5 5
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Демак, эгри чизикнинг 
системасидаги тенгламаси

203с2 ■ с ~ 2
ёки

О 'х у  

+ 5 у*  - 2 0  = 0

координаталар

х 2 V 2—  + ^ -  = 1
1 4

экан. Бу яримУклари 2 ва 1 булган эллипсдир.
Агар (4) система ечимга эга булмаса, яъни (4) нинг 

асосий детерминанти
А В

5 = = АС -  В = 0 
В С

булса, у холда чизикнинг ё маркази булмайди ёки 
маркази чексиз куп булади, шу сабабли, биз бундай 
Холларда аввал буриш алмаиггиришини бажарамиз:

fx = 3 tc o s « -v s in a
i  (9)[у -  x s in a  + _ycosa.

Буни (1) га кУйсак, у куйидаги куринишга келади: 
х 2 (a c o s 2 а  + В sin 2а + С sin2 а)+ ху (2В cos 2а -  
(А -  C)sin 2 а )+ у2 (a sin2 а -  В sin 2а + С cos2 а)+ 0^) 
+ 2x(Dcosa + Esin а)+ 2y(Ecosa -  Dsma)+ F = 0. 
а бурчакни шундай танлаймизки, натижада 

2 B c o s 2 a - (A  - C ) s in 2а  = 0 
булсин. Бунинг учун (7) ни ечиш кифоя.

Топилган а  га кура, (10) куйидаги куринишни олади: 
А х 2 + С у 2 +2Dx + 2Ey + F  = 0 . (11)

Энди (11) ни каноник куринишга келтириш учун 
параллел кучириш алмаштиришини бажариш кифоя. 
Баён кдлинтн усул янада тушунарли булиши учун уни 
Куйидаги мисолда куриб чикайлик.

2-мисол. 4х2 -4 х у + у 2-2 х -1 4 у + 7  = 0 тенгламани 
каноник кУритнига келтиринг.

Ечиш. Бу ерда 5  = 4 • 1 -  2 2 =  0 . Шу сабабли 
берилган тенглама билан аникланган эф и  чизик 
чорказий эмас. (10) алмаштиришни бажарамиз У 
холда (7) тенглама куйидагича булади:

2tg2a  -  3tga - 2  = 0.

Бундан fga  = - ~  ва tg a  = 2 . Биз угкир бурчакка 

мос келадиган биринчи ечимни оламиз. У холда 

cos а  = —j=
tga

sin а  -------------- = ■1 2---■ =  —[ = , Sin a  -  ; -  —j=
yf\+tg2a  V 5 y]\+tg2a ^  V 5

Бу кийматлардан фойдаланиб, A , С ,D  ва E 
коэффипиентларни аниклаймиз:

1 1 2  4 
"A- A cos2 а  + 5 sin 2а + С sin2 а  = 4 • j  -  4 • - j -  ■ —  + — = 0 >

4 2 1 1 .
С -  Asm2 a -B sin2a  +С cos2 a  = 4 • — + 4 • -j= ■ -j= + — = 5 ,

1 2 r  
D =  D cosa + Es'ma = - 1  •—=  -  7  - 7=- = - 3 v 5  ,

&  л/5
~ 1 2  I—
E = E cosa -  D sina  = —7 —=  -h 1 — = —л/5 .

л /5 ___ л/5
Дсмак, эфи чизикнинг О ху  координаталар 

системасидаги тенгламаси
5 у 2 -  6 л /5 х  -  2 ^ 5 у  +  7  =  0 (12)

куринишда булар экан. Бу ерда биринчи ва учинчи 
хдштарни бирлаиптфиб, уларни тула квадратга келтирсак, 

Л !-  S
у - -

тенгламага келамиз. Энди бу ерда

, - S  , ~ V5х’= Х - - у ,  У = У —у
параллел кучириш алмаштиришини бажарсак, (12) 
тенглама



Маълумки, бу

i2 6л/5 ,у  = ------ X
5

каноник куринишга келади. 
параболанинг тенгламаси.

3-мисол. 4х2 -  4ху  + у 2 + 4х -  2у  - 3  = 0 тенгламани 
каноник куринишга келтиринг.

Ечиш. Бу ерда ё  = 4 \ - 2 2 = 0 ,  лекин (4) система 
битта 2а -  b +1 = 0 тенгламага тенг кучли. Демак, 
берилган чизик; 2х  -  у  +1  = 0  тугри чизикда ётувчи 
чексиз куп марказга эга экан. Берилган тенгламани 
Куйидаги купайтувчиларга ажратиш мумкин:

4 х 2 - 4 х у  + у 2 + 4 х - 2 у - Ъ  = ( 2 х - у  + Ъ \2х - у - \ ) .
У холда берилган тенглама куйидаги икки тенгламага 

тенг кучли булади:
2х ~ у - 1 ^ 0  ва 2х ~ у  + 3 = 0 , (13)

яъни берилган чизик тенгламалари (13) булган иккита 
тугри чизикни ифодалайди. Марказларнинг геометрик 
урни булмиш 2х - ^  + 1 = 0 туфи чизик (13) ту>ри 
чизикдарнинг уртасидан утган туфи чизик экан.

З-Б О Б . 
ФАЗОДАГИ АНАЛИТИК ГЕО М ЕТРИ Я

1-§. ФАЗОДАГИ ТЕКИСЛИК ТЕНГЛАМАЛАРИ 

1.1. Умумий тушунчалар

Фараз килайлик, x ,y ,z  — ихтиёрий узгарувчи 
микдорлар булсин. Агар

F(x,>>,z) = 0 ( 1)
тенглик x , y , z  нинг факат айрим кийматларидагина 
уринли булса, у х;олда (1) ни x,y ,z  га нисбатан 
тенглама деб атаймиз. Агар (1) даги номаълумлар урнига 
шу х = х 0, у  = y 0,z  = z 0 сонларни куйганда тенглик 

айниятга айланса, учта сон х  = х0,у  = y 0,z  =  zn (I) 
тенгламани каноатлантиради деймиз.

(1) тенгламани кэноатлантирадиган хар бир x Q, y 0, z 0 
сонлар учлигига фазонинг A f(x0, y 0, z n) нукгасини мос
КУямиз. Бундай нукгаларнинг геометрик урнини сирг деб 
атаймиз, (1) ни эса шу сиртнит тенгламаси деймиз.

Агар сирт тенгламаси берилган булиб, бирор 
нуктанинг шу сиртда ётиш ёки ётмаслигини текншриш 
талаб килинган булса, у холда берилган нуктанинг 
координаталарини тенгламанинг номаълумлари Урнига 
куйиш кифоя. Аналитик геометриянинг вазифаси 
Каралаётган сиртни унинг тенгламаси ёрдамида 
Урганишдир.

Сиртнинг ихтиёрий M (x ,y ,z) нукгаси унинг 
силжувчи нукгаси деб аталади.

Мисол сифатида сферанинг тенгламасини тузайлик. 
Сферанинг таьрифига кура, сферанинг маркази деб 
аталувчи С(а,Ь,с) нуктадан сферанинг силжувчи 
нуктаси орасидаги масофа г узгармасдир. Демак,

124
125



J (x - a f  + {y-b f + {z-c f =r
ёки

( x - a ) 2 + {y-b)2 + ( z - c f  = r 2.
Агар сферанинг маркази координаталар бошида булса, 

У \олда
2 2 2 2 х  + у  +Z = Г .

Фазодаги аналитик гсометрияда асосан алгебраик 
тенгламалар билан ифодаланган сиртлар Урганилади. 
Масалан, тенгламаси

Ах + By + Cz + D = 0 (2)
куринишда булган сирт 1-тартибли сирт деб аталади. 
Тенгламаси

Ах1 +Ву +Cz? +2Dxy+2Exz+ 
+2Fyz+2Gx+2Hy+2Kz+L = 0 (3)

булган сиртларни 2-тартибли сиртлар деб атаймиз. 
Юк;орида курилган мисолдан сфера 2-тартибли сирт 
эканлиги келиб чикади.

1.2. Текисликнинг умумий тенгламаси

1-теорема. Декарт координаталар системасида 
текислик 1-тартибли сиртдир.

Исботи. Бирор декарт координаталар системасида 
берилган а  текислигида унинг бирор нукгаси 
M0(x0,y a,z 0) ва унга перпендикуляр утган кандайдир 
Я = {А, В, С} вектор берилган булсин.

Фараз килайлик, М (х ,у ,г)  текисликнинг силжувчи 
нукгаси булсин. Бу нукта а  текислигида ётиши учун 
М0М вектор Я га перпендикуляр булиши шарт, яъни 
п 1  М 0М .

Векторларнинг перпендикулярлик шартидан 
Л/0А/ о Я = 0 ёки

А { х - х 0)+ B { y - y Q) + C { z - z Q)= 0  (4)
келиб чикади. Aiap M (x,y,z) нукта а  текислигида 
ётмаса, (4) Уринли булмайди, шу сабабли (4) тенглик 
M{x,y,z) нуктанинг урнини тула аниклайди. Агар (4)
даги кавсларни очиб ва D -  -А х 0 -  Ву0 -  Cz0 деб 
белгиласак,

Ах + By + Cz + D = О
*осил булади. Теорема исбот булди.

Текисликка перпендикуляр булган нолдан фаркли 
хар кандай вектор текисликка нормал вектор деб, ва 
шу сабабли, (4) тенглама нормал вектори Я булиб, 
М 0 (jc0 , y 0,z 0) нукгадан утган текислик тенгламаси деб 
аталади.

2-теорема. Декарт координаталар системасида хрр 
Кандай 1-тартибли тенглама текисликни аниклайди.'

Исботи. Бирор декарт координаталар системасида 
(2) тенглама берилган булсин. Фараз килайлик, 
x0,y 0,z 0 шу генгламанинг бирор ечими булсин, яъни
(2) ни каноатлантирувчи сонлар булсин. У *олда

А х0 + Ву0 + Cz0 + D = 0 (5)
булади. (2) дан (5) ни айирсак,

А ( х - х 0) + B ( y - y 0) + C { z - z 0) = Q 
\осил булади. Маълумки, бу тенглама нормал вектори 
Я булиб, M 0(x0,y 0,z 0) нукгадан Утган текислик
тенгламасидир. (4) тенглама (2) га эквивалент булгани 
учун (2) *ам а  текисликнинг тенгламаси булади. 
Теорема исбот бУдди.

Текисликнинг (2) тенгламасини унинг умумий 
тенгламаси деб атаймиз.

Мисол. п -  {2,2,3} векторга перпендикуляр булиб,
jVf0(l,l,l) нукгадан утган текислик тенгламаси ту зил сил. 

Ечиш. (4) га асосан
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2 (х - 1) + l ( y  - 1) + 3(z — l) = 0
ёки

2x + 2y  + 3z -  7 =  0 .

3-теорема. Агар икки Ayx +Bxy  + Cxz +Dx = 0 ea 
A2x + B2y  + C2z + D2 = 0  тенгламалар бир текисликни 
ифодаласа, у холда бу тенгламаларнинг мос 
коэффициентлари узаро пропорционап булади.

Исботи. Хакикатан, агар деорема шарти уринли 
булса, у холда Я, ={АЬ В„СУ} ва п2 ={А2,Вг,Сг} 
векторлар берилган текисликка перпендикуляр булади, 
демак, улар Узаро коллениар. Векторларнинг 
коллениарлик шартига кура, Аг,В 2,С2 сонлар А1,В ],С[ 
сонларга пропорционап булади. Агар пропорционаллик 
коэффициентини ц  десак, А̂  = A]ju,B2 =Вх/и,. С2 =Схр .  
Агар М й{хй,у й,г 0) текисликнинг ихтиёрий нукгаси 
булса, у холда унинг координаталари хар бир тенг­
ламани каноатлантиради, яъни Aix0 +В,у0 +С,г0+Ц = 0
ва А2х 0 + В2у 0 + C2z 0 + D2% = 0 булади. Агар уларнинг 
бирини /и га кулайтириб, иккинчисидан айирсак, 
D2 -  = 0 хосил булади. Бундан эса

a 2 _ b 2 _ c 2 _ d 2 _

келиб чикади.

1.3. Текисликнинг кесмалардаги тенгламаси

Маълумки, A,B,C,D коэффициентлар бир вактда 
нолга тенг булмайди. (2) тенгламада бу коэффициент- 
ларнинг айримлари нолга тенг булган бир неча хусусий 
холларни куриб чикайлик.

1 )D  = 0 ; тенглама Ax + By + C z -О  куринишга 
келади. Бу тенгламани х = 0, ̂  = 0 ,2  = 0 сонлар

каноатлантиради, яъни текислик координаталар 
бошидан угади.
2) С—0; тенглама Ах -ц. By + D = 0 куринишда 
булади. Бу текислиющинг нормал вектори 
fi = {А,В,0} z Укига перпендикуляр, демак. 
текисликнинг узи шу укка параллел угади.
3)В  = 0,С = 0 ; бунда + d  = о га эга буламиз. 
Унинг нормал вектори я = {Л,0,0} у  ва z 
Укларига перпендикуляр, у ^олда текислик Oyz 
текислигига параллел уга,,ди. Хусусан, агар D  = 0 
булса, х = 0 хосил бу1г1Иб, бу текислик Oyz 
координаталар текисли„ги билан устма-уст 
тушишига ишонч хосил ки^ламиз.
Юкоридагидек фикр к^ритиб, Ах + Cz + D = 0

тенглама у  укига параллел текисликни, By+Cz+D = 0 
тенглама х Укига параллел текисликни аниклашига 
ишонч хосил киламиз. Б^дарнинг хусусий холи 
сифатида, у  = 0 тенглама G^xz координаталар текис- 
лигининг, z = 0 эса Оху тк^кислигининг тенгламаси 
эканлигини кУрамиз.

4) A, B,C,D  коэффициен)-ларнинг бироргаси хам 
нолга теш' булмасин. У ХОДда озод хадни тенг-ликнинг 
Унг томонига Угказиб, те^'ламани — D ia булиб 
юборамиз:

—  + Ву-  + £1 . -  
-D  - DГ* ITT л ^

А В с
а = —- f t  = - £ , с = - &  белгилашлар киритсак, 

А в  г-:
X у  1

--- + “  %£= 1 (6)
а о с
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\осил булади. (6) тенгламани текисликнинг кесмалардаги 
тенгламаси деб аташади.

1.4. Текисликнинг нормал тенгламаси

Фараз килайлик, бизга я  текислик, унинг нормали 
Я ва координаталар бошидан текисликкача булган 
масофа р  берилган булсин.

п векторнинг координата Уклари билан ташкил 
этган бурчаклари а ,Р ,у  булсин. Агар Я0 Я 
векторнинг орти булса, у холда

Я0 = {cos a , cos р ,  cos/} 

булади. Текисликнинг силжувчи нуктасини М (х, у , z) 

десак, унинг радиус-вектори ОМ = {x,y,z} булади.

Чизмадан куринадики, nph ОМ -  р . Маълумки,

прАа ОМ  = |Я0| • пр~а ОМ °OM =xcosa+ycosP+zcosy. 
Бундан,

x co sa  + _ycos/7 + z c o s ^ - p  = 0 . (7)
(7) тенглама текисликнинг нормал тенгламаси 

дейилади.

, = 0

Агар текисликнинг тенгламаси (3) куринишда 
берилган булса, уни нормал тенгламами ёки йутушгини

р  = у[а2 +В2+С2 (8)
ифоданинг кийматига караб аниклаймиз: агар р  = 1 
булса, (3) нормал тенглама булади, акс \олда (3) ни 
± р  га булиб

А ____  В _ +
"  ^A 1 + B2+Ci X ~ л1а2 + В2+С2 У (9)

С _ D 
± л[а Г+ В2 + С 2 2 J a 2 + b 2 + c 2

хосил киламиз. Бу тенглама нормал булиши учун энди 
(9)-. даги ишоралардан бирини озод хад D  нинг 
ишорасига тескари кдгсиб олинса кифоя. (3) тенглама 
р  ифода ёрдамида нормал куринишга келтирилгани 
учун 1 /  р  ни нормалловчи купайтувчи деб аташади.

1.5. Текисликка дойр айрим масалалар

1. Нукгадан берилган текисликкача булган масофа. 
Фараз килайлик, я  текислик ва унда ётмаган бирор 
М0(х0,у g,z0) нукга берилган булсин. М 0 нукгадан я
текисликкача булган d  масофани топиш талаб килинган 
булсин.

Берилган текисликнинг нормали Я0 ни куриб 
оламиз. Агар М 0 нукга ва координаталар боши к  
текисликнинг \ар хил томонларида жойлашган булса, у 
Холда М 0 нуктанинг я  текисликдан четланиши деб 
8 = +d га, акс холда 5  = - d  га айтамиз.

М 0 нукгани нормалга проекциялаштик. У холда 44- 
чизмадан куринадики,

S -  PQ = OQ -  ОР.
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OP = p,O Q  = np-o OM 0 экааигини эътиборга олсак,

5=np^jOM0- p  np-QOM0 = w s a  + y 0co sfi + z0cosy  
булгани учун

S  = x0cosa + yQcosfi+ z0c o s y -p  ( 10)
формулага эга буламиз. У \ оле

d = | х0 cos а  + у0 cos 3 + z0 cos у  -  p  |.
2. Икки текислик орасидаги бурчак. Фараз 

килайлик, бизга А, : Axx itB]y  + Clz+.Dl = 0 ва 
А 2 : А2х + В2у  + C2z  + D2 = С текисликлар берилган 

булян. = {у4, , 5,, С ,} ва

N 2-{A2,B 2,C 2} берилган 
текзсликларнинг нормал 
веюрлари. 45-расмдан ку- 
рищики, текисликлар ора- 
сид™ бурчак уларнинг 
нораллари орасидаги бур- 
чакЕ тенг. Шунинг учун 

нормал векторлар орасидап бурчакни кддирамиз. 
Маълумки,

COŜ J
№ а

ёки

cos (р - Aj Ag + Bt £. +• CtC2

t e  + B? + c ,2 • xi22+b22+c22
(11)

Агар Д .1А , булса, булади. У холда
2

cos#> = 0 ва (11) га асосан А^ + В]В2+С1С2 ~ 0 . Бу 
тенгликни тскисликларнинг пспендикулярлик шарти 
деб аташади. Агар А, теюслик Д2 текисликка

N 2 ве «торга
коллениарлик 

Бу муносабат

параллел булса, у холда N { вектор 
коллениар булади. Векторларнинг

шартига кура A  = булади.
А7 В2 Сг

текисликларнинг параллеллик шарти деб аталади.
3. Уч нукгадан утган текислик тенгламаси. Бизга А

текисликнинг учта
нукгаси берилган булсин. Агар М ( х ,у , г )  шу 
текисликнинг силжувчи нукгаси булса, у *олда 
М \М ,М ]М 2,М ]М 3 векторлар Д текихликда ётади, 
яъни улар компланар булади.

М \М = {x ~xl,y - y ], z - z ]},
М \М 2 — {jCj — jCj, у 2 — y ^ ,z 2 — Z|

М ХМ 3 = {х3 - х х,у 3 - y }, z 3 -  z x} 
эканлигидан ва векторларнинг компланарлик шартидан

х - х ,
х , -X ,
х , -  X,

У-Ух
Уг~У\
Уг~У\

Z-Z,
22- Z ,

z, - z ,
= 0

келиб чикади.

2-§. ФАЗОДАГИ T^FPH ЧИ ЗИ К

2.1. Фазодаги тугри чизикнинг умумий тенгламаси 
Агар берилган А, : Л,х + 5,^ + С ,г + .D, = 0  ва 

Д2 : Л2х + В2у  + C2z + D2 = 0 текисликлар параллел 
булмаса, у ^олда улар тугри чизик буйлаб кесишади. 
Шу сабабли, фазодаги туфи чизикни икки 
текисликнинг кесишиш чизиги сифатида караймиз. 
Демак, фазода туфи чизик куйидаги тенгламалар 
системаси билан аникданади:
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j Ахх + В\У  + С|2 + /)] — 0, (12)
[Л2х + В2у  + C2z + D2 — 0.

(12) тУфи чизикнинг умумий тенгламаси дейилади. 
Агар Д, ва А, текисликлар параллел булса, (12) тугри 
чизикли ифодаламайди. Демак, берилган тенгламалар 
системаси туфи чизикнинг умумий тенгламаси 
эканлигани аникяаш учун номаълумлар олдидаги мос 
коэффициентлар пропорционал эмаслигини текшириш 
керак экан.

Бир тУфи чизик, буйлаб чексиз куп текисликлар 
кесишади. Бундай текисликларни текисликлар дастаси 
деймиз. Агар шу даст ага тегишли иккита текисликнинг 
тенгламаси маълум булса, шу дастанинг бошка 
текислиги тенгламаси

a{Axx+B]y+C]z+  D x)+p(A2x + B2y  + C2z+ D 2) = 0 (13) 
булади. Бун га ишонч косил килиш учун, аввал (13) 
тенглама эканлигини текширайлик. Бунинг учун, (13) ни 
Куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

(о4, + Аг0)х + (аВ] + PB2)y + («С, + рСг )z + (aD, + /Ю2) = 0 - 
Агар бир вактда аА, + рАг = 0,ов, + рВ2 = 0,оС, +РС2=0 

булса, у \олда
А_ = BL = CL s _ l  
Л2 В2 С2 а 

булади. Бу эса дастлабки фаразга зид, чунки бу ^олда 
А, ва Д2 текисликлар параллел булади ва улар тУфи 
чизикли ифодаламайди. Бу зиддият (13) тенглама 
эканлигини курсатади. Бу тенглама 1-даражали 
тенглама булгани учун у текисликни ифодалайди.

Агар а ,р  нинг бири, масалан, а  Ф 0 булса, у 
*олда (13) ни куйидаги куринишга келтириш мумкин: 

[ахх + Вху  + С,2 + Д  ) + Л(Л2 х + В2у  + C2z + D 2) = 0.

2.2. Тугри чизикнинг каноиик ва параметрик 
тенг лам алари

Бизга фазода тУфи чизикнинг бирор M 0{x0,y ^ z^  
иу^гаси ва унга параллел булган 5 = {/,т,и} вектор 
берилган булсин. Фараз килайлик, M{x,y,z) туфи 
чизикнинг силжувчи нукгаси булсин. У \олда а ва 
векторлар параллел булади. Векгорларнинг коллениарлик 
шартига кура z - z a

. (14)
/ т гм

келиб чикади. а  вектор М  нуктанинг тУфи чи3икда 
булишини гаъминлагани учун уни туфи чизи^инр 
йУналтирувчи вектори деб аташади. (14) ни туф и 
чизикнинг каноник тенгламаси деб атаймиз. Агар туфИ 
чизик умумий тенгламаси билан берилган булса, унинг 
бу тенгламасини каноник куринишга келтирса булади. 
Хакикатан, бизга (13) берилган булсин. Бу системани 
аниклайдиган текисликларни мос равишда Д, ва Д , 
деб белгилайлик. Уларнинг нормап векторлари 
Я, =U>3> С,} ва ^ = { 4 ,^ ,6 ^ }  булади. Туфи 
чизикнинг каноник тенгламасини тузиш учун: 1)унинг 
бирор M 0(x0,y 0,z 0)  нукгасини билиш керак; бу 
нуктани топиш учун (13) даги номаълумлардан бирига 
Кий мат бериб, масалан z  = z 0 деб, (13) системани х  ва 
у  га нисбатан ечиб, х  -  х0,у  = у 0 ни топамц3; 2) 
туфи чизикнинг йуналтирувчи a = {l,m,n) вост0рини 
топиш керак; каралаётган туфи чизиц икки 
текисликнинг кесишиш чизиги булгани учун. у я, ва 
Я2 векторларга перпендикуляр булади. Шунинг учун, 
а вектор сифатида Я, ва Я2 векгорларга 
перпендикуляр булган ихтиёрий вскторк  ̂ Шу
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жумладан, уларнинг вектор купайтмасини олиш 
мумкин, яъни а  = Я, х п2.

Мисол. Берилган т^три чизикнинг каноник 
тенгламасини тузинг:

[Зх + 2>> + 4z -11 = О,
[2x + y - 3 z - \  = 0.

Ечиш. Агар х0 =1 десак, системадан y 0 = 2 ,z0 = l 
келиб чикади, демак, М 0 (l,2,l) экан. Энди йуналтирувчи 
векторни топамиз. Системадан Я, = {3,2,4},Я2 = {2,1,-3} 
ни аниндаймиз. У холда а = Я; х Я2 = {-10,17,-1}
булади, бундан I = - \0 ,т  = П ,п  = - I  топилади. Булар- 
ни (14) га олиб бориб куйсак,

х - 1  _ у - 2 _ z - 1

17 ~ ~ - Г '
Агар (14) даги нисбатларни t гатенгласак,

_ У~Уо _ z_zl?
т п

бундан
/ = t ,

Х = х 0 + lt , 

У  =  У  о + m t , (15)

келиб чицади. (15) ни тугри чизикнинг параметрик 
тенгламаси деб аташади, бу ерда I параметр ролини 
уйнавди. ТУгри чизикнинг параметрик тенгламаси 
одатда тУгри чизик билан текисликнинг кесишиш 
нукгасини топиш масаласида ишлатилади.

Мисол. х  — 2  у  — 3 z — 4
------ = ------- = -------  тугри чизик билан

1 1 2
2 x + _y + z -  6  = 0  текисликнинг кесишиш нукгасини 
топинг.
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Ечиш. Аввал тугри чизикнинг параметрик 
тенгламасини тузиб оламиз:

х  = 2 + t , y  = 3 + / ,z  = 4 + 21.
Энди буларни текислик тенгламасига олиб бориб 

куямиз:
2 (2 + /)+ (3 + /)+ (4  + 2 / ) - 6  = 0.

Бундан / = - 1  топилади, бу кийматни параметрик 
тенгламага куйиб, х  -  \ ,у  = 2 ,z  = 2  ни топамиз.

2.3. Тугри чизик&а дойр абрим масалалар

Фараз килайлик, тугри чизикнинг икки 
М,(x,, y , , z l ),М 2(х2, y 2,z 2) нукгаси берилган булсин. 
Бу тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори сифатида 
а ~ М хМ 2 векторни олиш мумкин. Агар M(x,y, z )  
нукта тугри чизикнинг силжувчи нукгаси булса, у 
Холда М ХМ  ва а векторлар параллел булади. Берилган 
координаталарга кура,

М ХМ  = { x - x x, y - y x, z - z x}

5  = {JC2 - JC1̂ 2 - ^ P Z2 - Z.}-
Векторларнинг коллениарлик шартига кура: 

х - х ,  _  у - у х _ z - z ,

* г ~ х\ Уг-Ух zi ~ z\'
Охирги тенглик икки нуктадан утган тугри чизик 

тенгламаси деб аталади.
Энди фараз килайлик, бизга

* ~ * 2  = У~Уг _ Z ~ Z2х -х , У -У 1
L

z - z ,
Л, *2 " ‘2 '*2 

^гри чизиклар берилган булсин. Улар орасидаги 
бурчак уларнинг йуналтирувчи векторлари 

,т2,п2}орасидаги бурчакка тенг.
Щу сабабли,
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cos<z> = 4 ° ! 2 = h h + m ^ + n fo
Hil'KI m 2 + r\ • -J l2 + m 2 + n22

булади. Агар туфи чизикдар перпендикуляр булса, у 

Холда (p=~,cos<p = 0 , шу сабабли /,/2 +/«,/№,+/?,«., = О

булади. Бу тенгликни тугри чизикдарнинг 
перпендикулярлик шарти деб атаймиз. Агар тугри 
чизиклар параллел булса, 31,а 2 нинг коллениарлик

шартидан J- = —) -  Hl  келиб чикади. Бу тенглик тугри
2 тг п2

чизик^гарнинг параллеллик шарти деб аталади.

Бизга — = У— -  £—z±  Tyj.pH чизик; ва
I т п 

Ax + By + Cz + D = 0 текислик берилган булсин.

N
Ф

46-расм.
46-расмдан кУринадики, тугри чизик, билан текислик 

орасидаги бурчак а  ва йуналтирувчи вектор билан 
текисликнинг нормал вектори орасидаги бурчак ср нинг

йигиндиси а + (р -  — , бундан а  = --< р  ёки <р=Л- - а .
2 2 2 

Шу сабабли, <р ни топсак кифоя. Демак,

cos0> = sina  = Л + В т + С п

Агар тугри чизик, текисликка параллел булса, у 
j-олда йуналтирувчи вектор нормалга перпендикуляр 
бУлади, шунинг учун

А1 + Вт + Сп = 0.
Бу тенглик тУфи чизик билан текисликнинг 

параллеллик шарги дейилади. Агар туфи чизик; билан 
текислик перпендикуляр булса, у \олда йуналтирувчи 
вектор билан нормал вектор параллел булади. У *одца 
туфи чизик, билан текисликнинг перпендикулярлик шарги 

Л В С
I т п

булади.

4 л г + в 2+ с 2 V / 4

3-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР 

ЗЛ. Умумий тушунчалар

Фазодаги бирор декарт координаталар системасида 
х, у , z  ларга нисбатан

аих 2 + 2  аиху + а22у 2 + 2a]3xz + 2a23yz + a33z 2 +
+ 2al4x  + 2a24y  + 2a34z  + а ^  = 0  (1)

тенгламани каноатлантирадиган нукгалар тУплами 
иккинчи тартибли сирт дейилади. 2-тартибли сиртларга 
сфера, эллипсоид, гиперболоид, цилиндр, конус ёки 
бир канча айланма сиртларни мисол кдгсиб келтириш 
мумкин. Биз бу парафафда айнан ана шу сиртлар 
билан танишамиз.

3.2. Сфера

Сферанинг таърифи ва унинг каноник тенгламаси 
1-§ да берилган эди: маркази Oj(x0,y 0,z 0) нуктада, 
радиуси г  булган сферанинг каноник тенгламаси 

( х - х 0)2 + { у - у 0)2 + ( z - z 0)2 = г 2
эди.

/ j
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47-расм.
Мисол. х 2 + д ,-2 2 +2* +2х + 4 у -2 0  = 0 тенглама билан 

берилган сферани , Нг маркази ва радиуси R топилсин. 
Ечиш v-2 + ^ 2  + z 2 + 2 х  + 4 у - 2 0  = 0 

2 . . 1 ■ 2
Дан т^ла

Ечиш. х~ +

квадрат ажратан**из: х 2 + 2х + \ + у 2 + 4 y + 4 + z  = 2 5

ёки (х + l) 2 +  { у  г ) 2 + z 2 = 5 2.

-2 ; 0) сфера маркази ва Д=5 сфера
Демак, 

радиуси экан. ’

^ 1 3 .  Цилиндрик сиртлар

к е с и Г р т у в ч ^ в Т ^  йуналтирувчи деб аталган I  чизщни 
барча трюи ° ^ и р о р  I тугри чизища параллел оулган 
сирт деб аталш?и**ЛаР **** ^  ЦилиндрЖ

48-расм.

ЯСОВЧИ̂ У! /-тт
сиргнинг тенгламаси F (x ,y ) = 0 булади. Шунингдек, 
Fix z) = 0 ясовчиси OY укда параллел булган, 

_ п эса ясовчиси ОХ укка параллел булган сиртни 
F(x,z) = 0 , F(y,z) = 0F(y>z) ~ 0 эса

аник^айди- /'’С*» у) — 0 : 
тенгламатар мос равишда XOY, XOZ, YOZ тскиотаклардаги 
1Т)И чизикутарни ифодалайди ва улар цилиндрик 

сиртларнинг йуналтирувчилари дейилади.
Ясовчилари OZ y w  параихел булган куйидаги энг 

мухим цилиндрик сиртларни курамиз. Уларнинг 
йу1 ш тирувчилари мос равишда айлана, эллипс, 
гипербола, параболадан иборат:

тугри доиравий цилиндр;а) х ^ + у 2 = а
эллигггик цилиндр;

<Г Ь2 1

в) - -  _  z l  =
U2а о

г) у 1 - 2рх — параболик цилиндр.

_  I — гиперболик цилиндр;

3.4. Конус сирт

Таъриф. Фазода йуналтирувчи деб аталган I. чизи^ни 
кесип утувчи ва берилган Р нуктадан утувчи ар н 
турри чизик^ардан хосил булган сирт конус сирт (еки 
иккинчи тартибли конус) деб аталади.



50-расм.
Р нукта — конуснинг учи, L — йуналтирувчиси ва /

— ясовчиси деб аталади.
Мисол. Учи координаталар марказида ётган ва 

йуналтирувчиси L эллипс булган: А  х% 2 “/  конус

t +fer=1тенгламаси тузилсин.
Ечиш. Фараз килайлик, М (х ',у ',с ) нукта L нинг

ихтиёрий нуктаси булсин, у холда конуснинг ясовчиси
О (0;0;0) ва М (х ',у ',с ) нукталардан утган тугри чизик
булади. Унинг фазодаги каноник тенгламасини топамиз:

Бундан

х  — 0 у -  О z -О  х  у  2
------ = ------- = ------- ёки — = — = --
х '—0 у '- 0 с -  О х ' у ' с

сх , суХ = — ; у  = —
2 2  

ни топиб олиб, йуналтирувчи L нинг тенгламасига 
КУйсак, куйидаги тенглама хосил булади:

с2х 2 с2у 2
^-ГГ + - -= 1  ёки £ _  + Z _ _ f _ = 0 .
а-г- Ъг2г а 2 Ъ2 с"

Бу иккинчи тартибли конуснинг тенгламаси 
дейилади. Агар бунда а=Ь деб олсак, йуналтирувчиси

z ~ с I а радиусли айлана булган туьри 
х 1 + у 2 -  a 2 j

айланма конус хосил булади, унинг симметрия Уки OZ 
дан иборат булади:

равишда
у -  21 

+ ~ -  + —  = 0 
Ь2 с 2

пт«иингдек, Укяари OY ва ОХ координата укдаридан 
к! УЧИ координаталар марказида етувчи иккинчи 

т^ибли конусларнинг тенгламалари мос равишда

* 2 _ ^ .  + £ 1  = ()ва
я г Ъ2 с2 

булади.
3.5. Айланма сиртлар

Таъриф. Бирор L чизикнинг I щ  атрофида 
айлднишидан х,осил булган нуцталар туплами айланма 
сирт дейилади.

■ L чизик айланма сиртнинг медианаси, I (чизик,) у к; 
эса унинг айланма уки дейилади. Биз айланиш ук^ари 
OZ, OY, ОХ укпаридан иборат булган холлар билан 
чегараланамиз.

1) Айланиш Уки OZ укддан, L медианаси эса OYZ 
текислигида ётган

F (y ,z )  = О] 
х = 0

тенгламали текис чизик; булган сирт тенгламасини 
тузайлик.
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M (x,y,z) айланма сиртнинг ихтиёрий нукгаси булсин, 
М  нукта оркали OZ укига перпендикуляр килиб Q 
текислик утказайлик, Q текисликда айланма сиртнинг
маркази О,(0,0,г) булади. L чизикда P {0 ,y x,z )  нукта 

олайлик. У хрлда \ОхМ\ = \ОхР\ = |^, | булгани учун

\°М ,\=  4 ( х - 0)2 + ( у - 6)г + ( z - z y  = л[х2+ у2

\y^= ^|xг + y 2; y l = ± f i r + y 2 
PfQy^z) нукта L медианада ётгани учун унинг тенг­

ламасини крноатлантиради, яъни F(ys,z)=0 Уринли булади. 
Бундан ушбу тенглама х,осил булади:

F (± V ^ r + 7 > )  =  0 . (1)
2) Агар F (y,z)= 0 , х= 0  L медианани OY уки 

атрофида айлантирилса, у айланма жисмнинг 
тенгламаси куйидагича куринишда булади:

F ( y ,± J x 2 +Z1") = 0 (2)
3) Агар F (х,у)=0, г=0 L медиана ОХ Уки атрофида 

айлантирилса бундан *осил булган айланма жисмнинг 
тенгламаси куйидаги куринишда булади:

F ( x ,± J y 2 + z2) = 0 . (3)

З.б. Эллипсоидлар

1. Айланма эллилсоидлар. а) Агар XOZ текислигида
Г2 72берилган _  + _  _ | эллипсни OZ Уки атрофида 
а 2 с2 

айлантирсак, тенгламаси 
.2

4 + 2 i « i . i t a f i + 4 + 4 - i  
а с  а с  с

куринишда булган айланма эллипсоид х;осил булади.

(4)

б) Агар шу эллипсни ОХ уки атрофида айлантирсак, 
ушбу

^ / + 4 = , ё к и 4 + 4 + £1 = 1  (5)
а 2 с' а а с

айланма эллипсоид \осил булади ва к. 
с) Агар (4) ёки (5) да а=с деб олсак:

x 2 + y2 + z2 = a 2  ^

сфера хосил булади.
2. Эллиптик эллипсоид. Тенгламаси

(7)

куринишида берилган сирт фазода эллиптик эллипсоид 
дейилади. -

52-расм.

3.7. Гиперболоидлар

1. Бир паллали айланма гиперболоидлар. а) У 07

текисликда берилган У _ £_ = \ гипербола OZ Укиi.2 „2
О С

атрофида айлантирилса, тенгламаси
V-2 , . 2 -г2 „ 2  2 2

+ -L. _  Z- ~  1 ёки + 
b2 с2 Ьг Ъ2 с2



куринишда булган бир паллали айланма гиперболик 
сирт хосил булади:

2 2

б) Агар ХОУ текисликда берилган ___ У - 1
2 I 2(2 0

гипербола ОУУки атрофида айлантирилса, тенгламаси

£ l ± zl _ Z  = 1 ёки f l  + £ l _ Z l  = 1 
а 2 Ь2 а 2 с2 fr2

куринишда булган бир паллали айланма гиперболик 
сирт хосил булади:

с) Агар XOZ текислигида берилган х 2 z* _»
7 2а с

гипербола OZ Уки атрофида айлантирилса, тенгламаси
JC + ;/*

-  —  = 1 ёки — 
с2 аа  с ' а" а" <г

куринишда булган бир паллали айланма гиперболик 
сирт хосил булади. ,

2. Бир паллали эллиптик гиперболо илдар. Тенгламалари 
Куйидаги куринишда берилган сиртлар бир паллали 
эллиптик гиперболоидлар дейилади:

^ : + £ - £ L . ,
2 ж 2 2а о с

х г у 1 Z2

X у  Z .
w =1

Бу сиртлар мос равишда z=A, у=к, x=t текисликлар 
билан кесилса, кесимда эллипслар х;осил булади.

3. Икки паллали айланма гиперболоидлар. а) Агар
yoz  текислигида берилган z! _ ?L -  i гипербола ОУ

Ь2 с2
Уки атрофида айлантирилса, тенгламаси

6 2

x 2 + z 2 .. у 2 ------ -—  =  1 еки — 1

Бир паллали айиата 
гипгрбигкжа

Бир паллали 
эшипгж тиерботоил

53-расм.
куринишда булган икки паллали айланма гиперболоид 
\осил булади.

г2 и2б) Шунингдек, ХОУ текислигида берилган
Ъ~ с2

х2 Z2ва XOZ текислигида берилган------ (.— = 1 гипербол ал ар
а2 с2

мос равишда ОХ ва 0Z  уки атрофида айлантирилса,

а 2 6 2 62 ’ а1 а2 с2 
кУринишдаги икки паллали гиперболоидлар *осил булади.

4. Икки паллали эллиптик гиперболоидлар. Тенг­
ламалари куйидаги кУриншцда берилган сиртлар фазода 
икки паллати эллиптик гиперболоидлар дейилади:

х 2 /  - 2-  -------- --  1 ёки —
2 Ъ2 с2а

-  Х----+ £_ = 1 ёки
а 2 Ь2 '

У -
b 2

j2

с 2

Z2

X2 у 2 2 2
—  +  — +  —  =  - 1
а 2 6 2 С

2 .2
*  , -У------ -------
а 2 Ь2 с 2

2 „.2 2X >>

б 7 С
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Куйида ОУ Ук,и атрофида айлантиришдан хосил 
х 2 у2 z 2б у л г а н -----------------= - 1  икки паллали айланма
а 2 Ь2 с 2

гиперболоид ва —— Z_ + икки паллали
а 2 b 2 с 2 

эллиптик гиперболоидлар шаклини келтирамиз:

3.8. Параболоидлар

1. Айланма параболоидлар. а) Агар ХОУтекислигида 
берилган у ~ —2рх  парабола ОХ ук,и атрофида
айлантирилса, тенгламаси y 2 + z 2 = l p x  куринишда 
булган айланма параболоид (сирт) хосил булади. Агар 
бу сиртни х  ~ И текислик билан кессак, кесимда 
У" + Z2 = 2 p h  айлана хосил булади.

б) XOZ текислигида берилган х 2 -  2pz  парабола

ва YOZ текислигида берилган z 2 = 2 p y  параболани
мос равишда OZ ва ОУук^ари атрофида айлантирсак,

y 2 + x 2 =2pz;  X2 + z 2 =2 p y
айланма параболоидлар деб аталувчи сиртлар хосил 
булади.
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2. Эллиптик параболоидлар. Тенгламаси умумий холда 
куйидагича куринишда берилган сиртлар эллиптик 
параболоидлар дейилади:

X у  .—  + —  = 2 z ,

X' Z
—  + —  = 2 у ,

? -  + ^  = 2х .
Р Я

Куйида OZ ук,и атрофида айлантиришдан хосил
2 pz ва ^ _ +У2_ = 2 эллиптик

2 р 2 q
параболоидларнинг шаклини келтирамиз:

Z Z

булган у 2 + х~

f=2pz

х 55-раем.

3. Гиперболик параболоидлар. Тенгламаси умумий 
Холда куйидаги куринишда берилган сиртлар гиперболик 
параболоидлар дейилади:

У  _ _ _ _  = 2у  - -------- - 2х',
р q р q Р Я

бу тенгликлар одатда куйидаги куринишда ёзилади.

2 р  2 q 2 р  2 q 2 р  2 q

— ~ —  - 2z
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V XКуйида / _____ = z гипербсишк параболоид шаклини
2 Ч 2 р

келтирамиз. Агар сиргни Z =  h  текислик билан кессак,
V Z Y 2 „кесимдз ^  _  _ ] гипербола; х = 0  текисликда 

2qh 2 ph

у 2 -  2qz  парабола; у  -  0  текисликда х 2 = 2 p z  парабола

ва нихрят z  — 0  текисликда Z__ ~  = 0 ёки У___Х-  = О
2q 2р q р

ёки У___II У I х  1=0 тенглашга келамиз. Бундан
U  fpJW q  fp )

У.̂  _ J L  = о 83 + - —■ = 0 тешликлар келиб чикади. Булар
4я \ip V? . VP

_у = ± координаталар бошилан утувчи тугри чизик'шрни
V Р

беради. Бу деган суз сирт ХОУ текислигини шу икки туфи 
чизиклар буйлаб кесиб ущди.

Гиперболик параболоидларни умуман тугри чизиклардан 
ташкил топтан сирт эканлигини исботлаш мумкин.

4-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТ ТЕНГЛАМАЛА- 
РИНИ КАНОНИК КУРИНИШГА КЕЛТИРИШ

Иккинчи тартибли сиртларнинг умумий 
аих 2 + 2а  wx y + a 22y 2 + 2anx z + 2a 23yz+  a33z 2 +

+ 2а и х  + 2а24у  + 2aMz + а 44 = 0 (1)
тенгламасини каноник куринишга келтириш масаласи 
анча мураккаб. У инвариантлар деб аталувчи сонли 
параметрлар ёрдамида мураккаб муло\азалар асосида 
амалга. оширилади. Биа бу ерда нисбатан содда. 
ииигатишда кулай икки усулни куриб чикамиз. Бу 
иккала усулни хусусан иккинчи тартибли чизикларга 
\ам кУллаш мумкин эканлигини эътиборга олиб, 
умумий мулохазаларни иккинчи тартибли п та 
узгарувчили тенгламалар учун бажарамиз.

1..Агар (1) да
х, х , х , 

X = — , у = , Z  = —
•А” 4 *̂ 4 -л '4

муносабатлар билан берилган бир жинсли х , ,х г,х 3,х 4 
декарт координаталар1'а Угсак, бу тенглама куйидаги 
куринишни олади:

Ф (х ,,х 2,х 3,х 4) =  0 ,  (2)
бу ерда

Ф(х,,х2,х3,х4)=а1]х12 + 2a]2xtx2 +а22х2 +2<зпх,х3 +2а2гх2х3 + 
+ а 33х3 + 2а 14х,х4 + 2 й24х2х4 + 2 а 34х3х4 + а44х 2. (3) 

узгарувчиларига нисбатан бир жинсли кущад, биз уни 
квадратик форма деб атаймиз. Аёнки, агар х4 = 1 десак, 

Ф (х,,х2,х3,1) = F (x ,y ,z )  
булади, бу ерда F { x ,y , z ) — (1) нинг чап томонидаги 
ифода. Шунинг учун (2) учун чикарилган хар кандай 
хулоса (1) учун хам Уринли булади.

Фараз килайлик, бизга
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Ы\ у=1
квадратик форма берилган булсин. Мак;сад, шундай

п
X, = 'Yj^ x 'j , i = 1,2,. . . , п , (5)

у-1
чизикли алмаштириш бажариш керакки, натижада (4 ) 
куйидаги каноник куринишга келсин:

Ф 1 — A,x'^+.Я7х '2+ .. .  + Агх '^ , (6)
бу ерда Я ,,...,Л , нолдан фаркди узгармаслар.

Кдлинадиган муло\азалар янада тушунарли булиши 
учун аввал икки Узгарувчили квадратик формани 
курайлик:

Ф = ЯцХ,2 + 2Я12Х,Х2 + а 22Х2 •
Фараз к;илайлик, бу ифодага камида битта квадрат 

катнашган \ад кирсин, яъни а и ва а 22 коэффициент- 
ларнинг камида бири нолдан фаркди булсин. 
Умумийликни бузмаган холда, ои Ф0 дейиш мумкин, 
чунки акс х°лда, узгарувчилар тартибини алмаштириб, 
шу натижага келса булади. У холда

Ф = а,

еки

2 2 1̂2 X, + ■*1*2 И" ̂ 22*2 ~ ̂ 111 *1

Ф = а,

деб ёзиш мумкин. 
Агар

ап х, + — -х2 
я..

+ а

V 2
, а д

<*и

2 'к
2

22 \Х21

Х 2 + а 22Х 2

X, = X, Н----- х 2
а ,,

х, = х,

деб чизикли алмаштириш бажарсак, берилган форма 
Куйидаги каноник куринишга келади:

Ф'= Xlx ’i+X2x ' l ,

а, .а ,, — at- 
бу ерда Лу = а и , Л2 = 22 —.

Юкорида биз а,, =а,2 =0 булмасин деб фараз килган
эдик. Агар берилган формада о; ,=<3^=0 булса, яъни 
форма

Ф = 2«12х,х2

куринишда булса (бу ерда а 12 ^  0  булиши шарт, акс 
Холда форма айнан нолга тент булиб крлади), у холда

х ,+ х 2 ■ х , - х ,  . .
х, = --------- , х2 = --— яъни X, =х, + х 2, х2 =х, - х 2

десак,
2 й 12( х ^ - х '2) = 2 a ]2x ' f - 2 tf12x ' 2 = A ,x'f +Я2х '2

булади, бу ерда Я, = 2а12, = -2 ах2.
Энди умумий холга кайтайлик. Агар (4) да квадратли 

хадлар катнашмаган булса, яъни барча ail=a22= ..-a hn=() 
булиб, масалан, а Ф 0  булса (бундай коэффициент 
албатта мавжуд, чунки акс холда форма айнан нолга 
тенг булиб колади), у х,олда

. х ,+ х  . х, - х 
х. = ------- X. =

(7)2 ’ '  2 
хк = хк, к Ф /, к Ф j  

алмаштириш бажариб, квадратик формадаги 2a ijx ix ]

\ад урнига 2atjx'~ —2aijx '2/ хадии, яъни квадратли
Хадларни хосил киламиз. Шу сабабли, (4) форма 
камида битта квадратли хадни уз ичига олади деб фараз 
Килиш мумкин. Худди юкоридагидек, умумийликни 
бузмаган холда, аи Ф 0 дейиш мумкин.

Ф форманинг ичидан х, катнашган барча хадларни 
ажратиб олайлик:
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a u x f  + 2 я 12х ,х2 + . . .  + 2a inx }x n . (*)
Бу йигандини куйидаги куринишга келтириб оламиз:

2 2&t
аи \ х, н----- —х,х2 + . . . - 1— —х,хп

а, I а*п •и

= аиI х, + —-х2 + ... + — х„ I + (х , цатнашмаган 
I  «и «м J

барча х,адлйр) (**)
(**) ни квадратик формага (*) урнига олиб бориб 

куяйлик, у \олда
f  у

X,+ — х2 + ... + ^ - х „  I +Ф ,(х2,х3,...,х„) 
ау л cix

Ф = а,
-и “ п j

ифодага келамиз, бу ерда Ф ,- х2,х 3, . . . ,х п ларга 
нисбатан квадратик форма.

Агар

Х\ = Х1 + --  Х2 + ••• + ----
а п . ап

х 2 = х 2,х 3 = х 3, . . . , х л = х и
(8)

алмаштириш бажарсак, Ф квадратик формамиз 
Ф '= а и х? + Ф ]( х 2, . . . , х п)

куринишга келади.
Агар Ф, айнан нолга тенг булса, у холда келтириш 

жараёни тухтайди, акс \олда юкрридаги усулни энди 
Ф, учун куллаб, ундан битта квадрат катнашган \ад ва 
п -  2 та узгарувчининг квадратик формасини ажратиб 
оламиз. Бу жараённи то квадратик формада факат 
узгарувчютарнинг квадратлари цатнашган хддлар 
крлгунча давом эттирамиз. Бу албатта (7) ёки (8) каби 
к,атор алмаштиришлар ёрдамида бажарилади.

2. Ортогонал алмаштиришлар усули. (4) куринишда 
берилган квадратик формани куйидагича ёзиб олайлик:
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ф  = Z  Ё  а ч х ' х )  = X 1 X ° V X J ■ (9)i=i 7=1 <=1 Vy-i У
Агар бу ерда

П
x ]= Y < avXJ> i = 1>2> (Ю)

У=1
чизикли алмаштириш бажарсак, (9) куйидаги

П
Ф = ^Х ,Х , = х<>х'= Х° Ах  (11)

1=1
куринишга келади, бу ерда х °  х' - R n чизикли фазо­
нинг х=(х1,х2, . . ,х л) ва x’=(x’l ,x’2, .. ,x ’J  элемент-
ларининг скаляр купайтмаси ва 
алмаштйришнинг матрицаси:

А =

(Ю)

( 12)

V“ nl U n2 ‘ U nn J

Фараз килайлик, Я ,,Я2 ,...,Я „  лар (12)
матрицанинг хос сонлари, (р^(р21...,(рп лар эса (11) 
нинг шу хос сонларга мос келувчи ортонормал хос 
векгорлари булсин, яъни

Щ°Щ= 1, (Pi°<Pj=Q, i , j (13) 
<р{,<р2,...,(р„ лар R n да базис ташкил этади (1-боб, 

5.7-§ га царанг). Ихтиёрий х  е  Rn нинг шу базис 
буйича ёйилмаси

х = Т у,<р, (14)
(=1

булсин. У х,олда
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л* = Y jy A v ,  = ^ уЛ<р, <15>
/=1 i=l

булади. (14) ва (15) ларни (11) га куйсак, (13) га асосан 

Ф = X о Ах = ^ > ' / ^ j 0^ M ^ j  = Z V ,2

тенгликни \осил киламиз.
Энди 2-тартибли сиртнинг умумий (1) тенгламасини 

курайлик. Унинг бош хадларидан тузилган
Ф = а,,д:2 +2ai2xy+ a22y 2 + 2a]3xz+ 2a23yz + a33z 2 (16) 

ифода x , y , Z  га нисбатан квадратик формадир.
Бу форманинг матрицасини тузиб олайлик:

А =

Бу матрицанинг

£>==

Ka 3i а , а

а 22 Я
а32

33 /

а33 Я
= 0

характеристик тенгламасини ечиб, матрицанинг хос 
сонларини топамиз: Уларга мос келувчи хос
векторларни топиш учун

iai 1 ~  Л  )^i + а\2%2 + а\'Лз — 0’

" а 21̂ 1 + (а 22 — Л  )*?2 + а 23̂ 3 = 1 = 1»2,3 ,
^31^1 + ai2^2 + (а32 — Л  f e  ~ 

бир жинсли тенгламалар системаларини тузиб оламиз. 
Бу системалардан хаР бирининг ечимини гопиб, 
уларни нормаллаштирамиз. Фараз килайлик, бу

^1  =  (е 11»е 1 2 ’ е 1з )  ’ ^2 =  (е2 Р е22>е2з)> ^ 3  =  (^зи^зг’^зз)
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векторлар булсин. У холда (16) формани каноник
________________ Н У Т П Ы П Я П Л

(е e2i ез.^

еп е 22 еЪ2

че13 егг е33 V
булади. Бу алмаштиришни бажаргандан сунг (16) ушбу 

Ф,= Я1х,2+Я2У 2+Яз2 '2 

куринишга, (1) эса куйидаги
. F ( ^ ,y , z ,)=A[x!2+A2y 2+A3̂ 2+2au^+2a24y'+2a3Â -kiAA=0 
куринишга келади. Ва нихоят, координаталарни 
параллел кучириб, ( 1) ни ушбу

-  F "(x " ,y ”,z") = Aix"2+A2y"2+A3z',2+a44= 0  
каноник куринишга олиб келамиз.

1 -мисол. Sx2 ч-6х̂ н-5>̂  —16с—1 (у-16=0 эфи чизикнинг 
тенгламасини каноник куринишга келтиринг.

Ечиш. Бош хядларининг матрицаси

a J 5 Г
кЗ 5,

У холда хос сонларни куйидаги

I = 0 ёки Я" — 10 Я + 16  = 015- Я  
3

3
5 - Я

характеристик тенгламадан топамиз: Я, = 2, Я2 = 8 . 
Уларга мос келувчи хос векторларни тонайлик.

Аввал Я, =  2 дейлик. У холда
{ 3 6 + 3 4 = 0 ,

1 з £ + з £  = о
сисгемани хосил киламиз. Унинг ечими (а ,-а). Буни нор- 
мадлаштирсак, хос вектор келиб чикади: е, = (l/>/2 1 / V2 ).
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Энди Aj = 8  десак,

-3 £ ,  + 3 £ 2 -  О,

3<51 - 3 ^ 2 =  О
система \осил булади. Бунинг ечими (а ,а ) .  Уни 
нормаллаштириб, иккинчи хос векторни топамиз:
ё2 =(l/V 2,l/V 2).

ё, ва ё2 векторлар ортогонал, чунки ^ og; =0 -
Бу икки вектордан фойдаланиб, алмаштириш 
матрицасини тузайлик:

s=( Х д /л  
[~Xj2 Xl2)

Демак, берилган тенгламада
1 , 1 ,

x = a x+ i 2 y '

У  = ~7 2 Х’*Т 2 У'
чизикли алмаштириш бажаршп керак экан. Натижада 
берилган тенглама

2x,2+ 8 / 2-1 6 V 2 /-1 6  = 0
куринишга келади. Бу тенгликнинг иккинчи ва учинчи 
хадларини тула квадратгача тулдирсак,

2х '2+ % {у '-Л }  = 32

булади. Координаталари и х"= х' ,у"= у'-л! 2 формулалар 
буйича параллел кучирсак,

х "2 v"2 
2х"г +8У '2 = 32 ёки —  + = 1 

16 4
тенгламага эга буламиз. Демак, берилган чизик эллипс 
экан.
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2-мисол. х 2 + 5у2 + z 2 + 2 ху+ 6xz+ 2 y z - 6  = 0 сирт 
тенгламасини каноник куринишга келтиринг.

Ечиш. Бош х,адларининг матрицаси 
г \ 1 3}

1 5 1А = I
<3 1

Характеристик тенгламаси
11-Я

1

3

1

5 - Я
1

3
1

1-Я
= 0

Куйидаги куринишга келади:
( Я - 6 )(Я2 - Я -  б )= 0 .

Бундан Я, = 6 ,Я2 = 3, Я3 = - 2 .
Aj = 6  учун хос вектор

-  5м, +и2 + Зм3 — 0, 
ul - u 2 + и3 = 0 ,

3 м, + и2 - 5 щ = 0  

системадан топилади: w = a ( l,2 ,l) . Уни нормаллаш- 
тирайлик:

-  —  1
‘'Л & 'Т ь 'Г ь ) -

Ai'ap Я, = 3 десак,
-2.9, + «92 +35з =0,

«9, + 2i97 + =  0 ,
3,9, + ,9, ■2 ^ з= 0

система \осил булади. Унинг ечими: 3  = /? (l;-l;l) . У 
Холда иккинчи хос вектор
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-  , J ____ 1_ _
л /з ’ л /з ’л/з

булади.
Учинчи хос сон A3 =  — 2 учун

[” 3ft>, +  <w2 + 3&>з = О,

<ох +7<о2 +(о3 = 0 ,

3 а>х + <s>2 + Зсу3 = 0

системани ечамиз: со =  /(1 ;0 ;-1 ) . У \олда учинчи хос 
вектор

булади.

е , ,е 2 ,е 3 векторлар Узаро ортогонал (буни текши- 
ришни укувчига хдвола киламиз).

Демак, берилган тенгламани каноник куринишга 
олиб келувчи чизикути алмаштириш

X = —j= X Ч—j= у  + —f=Z,
Л  V3 V6 

1 , 2 ,
у- Т г у+Ж '

1 , 1 , 1 ,z = — ргхч—^  у н—ргг
л/2 л/3 л/б

булар экан. Бу алмаиггиришдан сунг берилган тенглама

= 16х '2 + 3у'2 - 2z ’2 - 6  =  0  ёки -  — 2
1 2

кУринишга келади. Демак, берилган сирт бир паллали 
гиперболоид экан.
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4-Б О Б . 
УЗГАРУВЧИ ВА УЗГАРМАС М И КДО РЛА Р

1-§. УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР

1.1.Узгарувчи ва узгармас микдорлар, тупламлар

Табиат, фан ва техника масалаларида бир микдорнинг 
иккинчи микдорга боглик равишда узгаришини куп 
кузатамиз. Шу сабабли узгарувчи микдор тушунчаси 
математикада асосий тушунчалардан эдлсобланади.

Узгарувчи микдор деб, текширилаётган масаладаги 
камида иккита киймат кабул килувчи микдорга айтамиз. 
Курил астган масаладаги микдор факаг битта циймат 
Кабул килса, у \олда бу микдорни узгармас микдор деб 
атаймиз.

“Агар Узгарувчи микдорнинг барча к;ийматларини 
жамласак, узгарувчи микдорнинг кийматлари тупламини 
\осил киламиз. Бу тупламга кирувчи кийматларни 
тупламнинг элементлари деб атаймиз.

Тупламлар бош х^арфлар А, В, С,..., X, К,..., билан, 
уларнинг элементлари эса кичик харфлар а, Ь, с,..., 
х,у,..., билан белгиланади.

Агар X элемент А тупламга тегишли булса, уни 
х е А  куринишда белгилаймиз, агар тегишли булмаса,
у хрлда х  £ А деб белгилаймиз.

Агар А тупламнинг барча элементлари В тупламга 
\ам тегишли булса, уни А а  В деб ёзамиз ва А тупламни 
В тупламнинг кием туплами деб атаймиз.

А с: В белги билан бир каторда унга тенг кучли 
булган Bzj А белгилашни хдм ишлатамиз.

Агар тУплам бирорта \ам элементга эга булмаса, у 
\олда бу тупламни буш туплам деб атаймиз ва А = 0  
куринишда белгилаймиз.

Агар AczB  ва В с: А булса, А ва В тупламлар тенг,
яъни А=В деймиз.

Келгусида биз факат сонли тупламлар, яъни 
элементлари сонлар булган тупламлар билан ишлаймиз.
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Тупламлар учун хам, сонлар учун бажариладиган 
КУшиш, айириш ва купайтириш амалларининг барча 
хоссаларига эга булган арифметик амалларни киритиш 
мумкин.

Ихтиёрий А ва В тупламларнинг йигиндиси деб, А ва 
В тупламларнинг элементларидан тузилган С тупламга 
айтамиз (57-расм). Бу йигиндини С-А+В  ёки C=A<J В 
куринишда ёзиш кабул килинган, хусусан, А+А=А.

А ва В  тупламларнинг купайтмаси ёки кесишмаси 
деб, бир вакгда \ам А га, х^м В тупламга тегишли 
булган элементлар тупламига айтамиз ва АВ ёки А п  В 
куринишда белгилаймиз (58-расм). Хусусан, Агл А-А.

59-расм. 60-раем.
Агар АВ= 0  булса, А ва В гУпламлар кесишмайди 

деймиз. Юкорида киритилган амаллар учун куйидаги 
хоссалар Уринли: 1) А+В=В+А\ 2) (А+В) С=АС+ВС;
3) (АВ) С=А (ВС); 4) (А+В)+ОА+(В+С).

Бу хоссаларнинг 2)-сини исботлаймиз, к°лганлари 
шу тарика исбот килинади. Агар х  е  (А+В) С булса, 
купайтманинг таърифига кура, хе А + В  ва х е  С 
булади. Йикиндининг таърифига кура, х  е  А ёки х е  В 
булади, масалан, х е А  булсин. У \олда Х € А С  ва 
демак, х  е  АС+ВС. Бу>шан (А+В) С с= АС+ВС. Энди 
агар х  е  АС+ВС булса, у холда ё х е А С  ёки х е  ВС 
булади, масалан, х  еА С  булсин. Бундан х  е  А ва 
х  е  С, булардан эса х е  А+В ва х е  С ски х  е  (А+В) С 
келиб чикади. Демак, АС+ВСа (А+В) С. Тупламларнинг 
тенглик таърифидан (А+В) С = АС+ВС эканлигига 
ишонч \осил киламиз.
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А ва В тупламларнинг айирмаси деб, А тунламнинг В 
тупламга кирмаган элементлари тупламига айтамиз, бу 
тУпламни А\В куринишда белгилаймиз (59-расм). Уму- 
ман, (А\В)+Вф А, лекин, агар BczA булса, (А\В)+В=А 
булади.

1.2. Кесма, интервал, чегаралапган туплам

Фараз килайлик, а ва ь сонлар учун a< b  
муносабат Уринли булсин.

Кесма ёки сегмент деб, a  < х  < b тенгсизликларни 
каноатлантирувчи барча х лар тупламига айтамиз. Бу
туплам \a, b\ куринишда белгиланади.

•а< х  < Ъ тенгсизликларни каноатлантирувчи х 
лар тупламини интервал деб атаб, \ i ,b \  куринишда 
белгилаймиз.

а< х< Ь  ва а < х < Ь  тенгсизликларни каноатлан­
тирувчи X лар тупламини эса, мос равишда \a,b\(a,b\ 
куринишда белгилаб, яримочик кесмалар ёки 
яриминтерваллар деб атаймиз.

Купинча чексиз ва яримчексиз ингерваллар деб
аталувчи ( -  оо,оо), (— оо, а], ( -  оо, а), (а, об), [а, со) тупламлар 
Хам ишлатилади.

Агар а  ва b ,a< b  лар чекли булса, Ъ - а  ни \a ,h \, 
(a, b), (a, h \ [a, b) кесмаларнинг узунлиги деб атаймиз.

с (а < с< Ь )  нукгани Уз ичига олган хар кандай {â b) 
интервал с нуктанинг атрофи дейилади. Хусусан, 
(с—с,с+к) интервал с нуктанинг £ атрофи деб аталади.

Фараз килайлик, X  = {х} хакикий сонларнинг 
ихтиёрий туплами булсин. Агар шундай хакикий М  сон 
мавжуд булсаки, X  тупламнинг барча х элементлари 
учун х < М муносабат Уринли булса, X  туплам 
юкоридан чегараланган, агар т сон мавжуд булиб, барча
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х лар учун х > т муносабат уринли булса, у \олда X  
туплам куйидан чегараланган ва нихоят, агар X  туплам 
Хам юкрридан, хам куйидан чегараланган булса, уни 
чегараланган леб аташ кабул килинган.

Агар туплам чегараланган булмаса, у холда уни 
чегаралан маган туплам деймиз. Буни яна куйидагича 
таърифлаш мумкин: агар хар кандай М  >0 сон учун X  
тупламнинг шундай х0 элемента мавжуд булсаки,

унинг учун jx0j> M  муносабат уринли булса, X  
тупламни чсгараланмаган туплам деб атаймиз.

1.3. Санокли туплам

Агар хар крндай п е N  учун X  тупламда п тадан 
ортик элемент мавжуд булса, X  туплам чексиз туплам 
дейилади. Агар А нинг хар кандай а элементига В 
тупламнинг бирор в элементини мос куювчи узаро бир 
кийматли мослик мавжуд булса, Л ва В тупламлар 
эквивалент дейилади, яъни иккита хар хил а],а 2 е  А 
элементларга иккита хар хил b^b2 е  В элементлар мос 
келади ва хар бир в е  В элементга бирор а е А элемент 
мос келади. Буни А ~ В куринишда белгилаймиз.

Масалан, агар А г радиусли айлананинг нукгалари 
туплами, В R > r  радиусли концентрик айлананинг 
нукгалари туплами булса, у холда А ~ В булади.

Агар X  = {х} ~ N  = {/?} булса, X  туплам санокди 
дейилади. Масалан, барча жуфт натурал сонлар 
туплами санокли, чунки бунинг учун хар бир жуфт 
натурал сонни 2п куринишда ёзиб, 2п <-» п мослик 
Урнатиш кифоя.

Таърифдан кУринадики, санокли X  тупламнинг 
элементларини тартибга олиш мумкин, яъни куйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:

X  =  {х1,х 2,...,х л
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1-теорема. Санокли ёки чекли Е к тупламларничг 
санокли йитндиси санокли тупламдир.

Исботи. Е к тупламнинг элементлари xkj , j  = 1,2,....
булса, уларни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Е' = {х'ьх'г.х'з,...},
Е 2 = {х2),х22,л:2з 
Е ' = { х \ , х 32, х 3 з , 4

Буларни куйидаги тартибда ёзиб чикамиз:
XI1,X12,X 21,X13,X22JC31,XI4v

натижада {у:, у 2,у з ,~ )  тупламни хосил киламиз.
2-теорема. Рационал сонлар туплами саноклидир. 
Исботи. Аввал мусбат рационам сонларни куриб

чикамиз Q = i — • Р +Я натурал сонни у  соннинг
W J / Ч

курсаткичи деб атаймиз. Фараз килайлик, Ап курсаткичи 
п булган рационал сонлар туплами булсин. Ап тупламлар 
чекли сондаги элементлардан тузилган. Масалан,

ОС

Куриниб турибдики Qt - и  Ап. Агар кавс ичидаги
п=\

элементларни 1-теоремада бажарилган тартибда 
белгилаб чиксак,

1
2 3

кетма-кетликни хосил киламиз, бу ерда кайта 
такрорланган сонлар, масалан 2 ташлаб юборилди.

f Р 1Демак, Q4 санокли экан. О = | -  —|  тупламнинг 

санокли эканлиги худди шу каби исбот килинади. Шу
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сабабли барча рационал сонлар туплами 
Q = Q+ {J Q_ ^  {о} х;ам саноклидир.

3-теорема. Барча %а%ик;ий сонлар туплами саноцли 
эмас.

Бу теоремани исботсиз келтирамиз.

2-§. КЕТМА-КЕТЛИКНИНГ ЛИМИТИ

2.1. Кетма-кетликнинг лимити тушунчаси

Санокуш Х=\х1,хг,х3,...хн,.) тупламни кетма-кетлик деб 
атаймиз. Кетма-кетлик {хя} куринишда хам ёзилади, бу 
ерда хп кетма-кетликнинг п - хади деб аталади.

Мисоллар:

1)

2)

3)

4)

5)
6)

п - 1 
п

,/74 1

И 4 Ч 4
(w2 + 3}= {4,7.12,...}, 
{(-!)"«}= { -1,2 ,-3,4,...}

1-, 2- ва 4-мисолдаги кетма-кетликлар чегараланган,
3-,5- ва 6-мисолдаги кетма-кетликлар эса чегараланма- 
гандир. Шундай булса хам 3-мисолдаги кетма-кетлик 
куйидан 0 сони билан, 5-мисолдаги кетма-кетлик эса 
КУЙидан 4 сони билан чегараланган.

4-мисолдаги кетма-кетликда жуфт хадлари такрор- 
ланган, яъни х2 = х4 = х6 = ....= 2 . Тупламларда бундай
элементлар бир марта олинар эди, кетма-кетликларда 
эса бу элементлар хар хил деб тушунилади.

Агар {хл} кетма-кетликнинг барча хадлари битта 
сонга тенг булса, бу кетма-кетликни узгармас деймиз. 

Таьриф. Агар ихтиёрий £  >0 сон учун шундай
сон топилсаки, барча натурал п >п0 сонлар учун

\ х „ - а \ < £  (4)
тенгсизлик уринли булса, а  сон {хп} кетма-кетликнинг 
лимити деб аталади.

Буни
limxn = Hmxn = а  ёки х„ - » а
П--ЮО

куринишда белгилаб, {х„} кетма-кетлик а  лимитга 
интилади ёки якинлашади деймиз.

Узгармаснинг лимити узига тенг. lim xn = lim a = а
1-мисолдаги кетма-кетликнинг лимити 0 га тенг. 

Хакикатан, таърифга кура, ихтиёрий €  >0 учун

— — 0 <£ булиши керак, бу тенгсизликни ечайлик. 
п

Бундан, —< п. Агар п0 -  п0(е) = — десак, у х°ДДа 
е е

барча П > П0 лар учун ----0 < С булади.
п

2-мисолдаги кетма-кетликнинг лимити 1 га тенг. 
Бунга ишонч хосил килиш учун

1- я -1 - 1 ! < £  
п

тенгсизликни ечиш кифоя. Юкорида бу тенгсизлик хар 
Кандай S >0 учун п > п0 = п0 (s)  — — булганда бажари-
лишини курсатган эдик. Бу

п - 1 lim-----= 1л-w п
эканлигини билдиради.

1-мисол. Агар \q\ <1 булса, у холда 

\\m qn = 0 . (2 )
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Хак^ик;атап, агар q Ф 0 булса, у холда 

\qn -  0 | = \qn\< £
тенгсизлик

булганда, яъни
n \g \q \< \g s  ,

т
булганда уринли булади. Энди, arap q = 0 булса, q" 
нинг барчаси ноллардан иборат булади, унинг лимити 
эса 0 га тенг.

Ихтиёрий хакикий а сонни карайлик. Маълумки, 
Хар кандай хакикий сонни чексиз унли касрга ёйиш 
мумкин:

а = а0,а]а2аг ..ап....
Агар

а = я г,,а,д,а,....<2„*0 ’

> )
десак, у холда

lim a w  = a  (3)
п—>оо

булади.
Хаки катан,

| а -  а<”>| = < 10""
П

булгани учун, юкорида курилган мисолга кура, агар 
q — 10-1 десак, хар кандай £->0 учун шундай П0 

топиладики, п > п 0 лар учун

\ а - а ^ \ < £
Уринли булади.

Бундан \ар кандай хакикий сон бирор рационал 
сонлар кетма-кетлигининг лимити булади, дегап хулоса 
келиб чикади. Хусусан, хар кандай иррационал сонни
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етарлича аникликда рационал сон билан якинлаш- 
тириш мумкин. Шу сабабли рационал сонлар туплами 
Q барча хакикий сонлар туплами R  да зич 
жойлашган дейилади.

Лимитни таърифидаги (1) тенгсизлик куйидаги икки 
тенгсизликка

— е < х п — а < е ёки а - £ < х п< а + £

тенг кучли. Бундан, п> п0 лар учун х п е(а-е,а+е)
булиши, яъни а  нинг £ — атрофига тегишли булиши 
келиб чикади.

У холда лимитни куйидагича таърифласа хам булади: 
а  сон х п кетма-кетликнинг лимити булади, агар 

ихтиёрий £ > 0 сон учун шундай « 0 сон топилсаки, п > 
п у индекслар учун х п хадлар а  нинг £ атрофига 
тегишли булса. Демак, хулоса килиб айтганда, а сон 
х п кетма-кетликнинг лимити булиши учун а нинг
бирор £ атрофида кетма-кетликнинг чексиз кУп 
элементи ётиб, ташкарисида чекли сондаги элементи 
Коли ши керак экан.

8-мисол. Куйидаги:
|-1Г}={1,-и-1,...} (4)

кетма-кетлик лимитга эга эмас.
Хакикатан, тескарисини фараз килайлик, яъни кетма-

кетлик а  лимитга эга булсин. Бу нуктанинг I . атрофини

курайлик. Бу оралик бир вактда хам 1 ни, хам -1 ни уз 
ичига олмайди, чунки оралик узунлиги 1, -1 ва 1 сонлар 
орасидаги масофа эса 2 га тенг-, яъни атроф ташкарисида 
(4) нинг чексиз куп элементи колялти, бу эса юкоридаги 
лимит хакидаги хулосамизга зид. Бу зиддияг а (4) нинг 
лимити була олмаслигини билдиради, о  ихтиёрий сон 
булгани учун бундан (4) бирорта хам лимитга эга 
эмаслиги келиб чикади.

Кетма-кетликнинг лимити куйидаги хоссаларга эга:
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1-хосса. Агар кетма-кетликнинг лимити мавжуд 
булса, у ягона булади.

Исботи. Тескарисини фараз килайлик, яъни х п 
кетма-кетлик а ва b хар хил лимитларга эга булсин. У 
Холда лимитнинг таърифига кура, ихтиёрий е > 0 сон 
учун шундай nt (г) ва п2(е) сонлар топиладики,
п >п,(е) ва п> п2(е) булганда мос равищда |хл -а\< е

ва |хл -  Ь\ <с булади. Агар л0 = гпах^,,гц} десак, п > п 0 

лар учун
\а ~Ъ\ = К  - Ь  + а -  хп\< \хп -л | + |х„ -  b\ <2f  

булади, s ихтиёрий кичик сон булгани учун бу 
тенгсизлик а = Ь булгандагина уринли булиши 
мумкин.

2-хосса. Чекли лимитга эга булган кетма-кетлик 
чегараланган булади.

Исботи. Агар х п кетма-кетлик а  чекли лимитга 

эга булса, ихтиёрий е> 0  учун шундай па (б) сон 
топиладики, п > п 0 лар учун |хп -а \ <с ва уз навбатида 

|jc„j — or| < \хп -a j <е ёки \хп j < ja| +е булади. Агар 

М  = wax{x,|,|x2|,...,|x„|,|a| + гг} 

десак, барча натурал п лар учун \хп\< М  муносабат уринли 

булади. Бу (хп} кетма-кетлик чегараланганлигини курсатади.
3-хосса. Нолдан фаркли а  лимитга эга булган {хя} 

кетма-кетлик учун шундай п 0 топиладики, п > п 0 лар

I I Иучун |ХЯ|>Ь1 муносабат Уринлидир. Агар а  >0 булса,

курсатилган п  лар учун , ва агар а <0 булса,
2

х п<— булади, яъни х п кетма-кетлик хадлари бирор
2

номердан бошлаб, й  нинг ишорасини такрорлайди.
У

Исботи. Агар х п-* а *0 булса, у холда с= ~  учун 

шундай я  о топиладики, п > п 0 лар учун

И I I ,1 И— > \а -х„  > a  -  х,2  I «I I I I "I

I i i i  И  Иёки \х п\>\а \ ~ 2  = 2  булади. Энди юкоридаги 

тенгсизликни куйидагича ёзиб оламиз:

И нa - LA<x„<a + *-!■.
2 "  2

Ы а
Агар а >0 булса, у холда бундан х п > а - ^  = — ва

\а\ а а 
агар а <0 булса, х п<а + = а -  — = -- келиб чикади.

4-хосса. Агар х п->а, Уп^>Ъ ва барча натурал п

лар учун х п < у п булса, у холда а<Ь булади.
Исботи. Тескарисини фараз килайлик, яъни Ь<а 

( a - b )
булсин. Берилган 0< е< — ^ учун щундай п , ва п 2

ни танлаш мумкинки, п > п { учун а -е<  х п , ва п > п 2 

учун у п <Ь +е булади. Энди агар л 0= тах  {П \, л  2}

десак, у холда п > п0 лар учун у п <Ь + е < < а  -е < х п 
булади. Зиддиятга келдик, бу килган фаразимиз хато 
эканлигини билдиради.
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5-хосса. Агар с га якинлашувчи {хп|  кетма-кетлик 
учун шундай п 0 мавжуд булсаки, п>п0 лар учун 
х п е[а ,Ь  ] б^лса, у х;олда с е [ а ,Ь ] булади.

Исботи. Шартга кура, а< хп <Ь. Бу генгаизликлардан 
с ни айирамиз: а - с  < хп - с  <Ь - с  . Бу ерда с<а  
булмайди, чунки акс холда с нинг шундай е  атрофи 
мавжудки, у берилган кетма-кетликнинг чексиз куп х п

элементларини уз ичига олиб, улар учун х п< с +е<а 
тенгсизлик уринли булади. Бундай булиши мумкин эмас, 
чунки шартга кура танланган п  лар учун а < х п .

b <с хам булаолмайди, чунки акс холда шундай е>0 сон 
мавжудки, Ь <С-£ булади. Шу е  сон учун шундай «о 
мавжудки, п > п 0 учун b <с-е<хп булади. Бунинг 

булиши мумкин эмас, чунки шартга кура х п <Ь . Демак, 
а< с <Ь.

Эслатма. Агар хоссанинг бирор шарти бузилса, у 
Холда хосса уринли булмаслиги мумкин, масалан,

х »=Уп+ \ * М ’ лекин c=° e t°-]]-
6 -хосса. Ai'ap барча натурал п  лар учун xn < yn <zn

булиб, х п ва zn кетма-кетликлар бир хил а лимитга

интилса, у холда у п кетма-кетлик хам шу лимитга 
интилади.

Исботи. Ихтиёрий s > 0 учун шундай п } ва п 2 
сонлар топиладики, п> п х учун а -с < х п ва п > п 2

учун Zn < а +с булади. Агар n 0= max {п  ь п 2} десак,

п > п 0 булганда, a -£<xn <уп <Zn <а +£, бундан эса 
jу п -  а| <£ эканлиги келиб чикади.

7-хосса. Агар х л -*а булса, у холда |х„| —>[<з) булади.

Бунинг исботи |х„ j -  |tf(j <  \хп -  а\ тенгсизликдан 
келиб чикади.

2.2. Лимитга эга булган узгарувчилар 
устида арифметик амаллар

Берилган {хл},[уп} кетма-кетликлар мос равишда
чекли а  ва b лимитларга эга булсин, деб фараз 
килайлик.

10. lim(x„ ± у „) = lim х„ ± Нш 
2°. Hm(x„jvn) = l im x n - lim y n

3°. агар Итд>„ * 0  булса, Пт — = -^71— .
Уп 1‘т у „

Исботлари. Ихтиёрий £ > 0 учун гг0 сонни шундай 
танлаймизки, п > л 0 учун

|х„ -а \< е / 2, |уп -Ь \< е / 2
булсин. У холда п  > « 0 учун

К*»±У»)“ (в± *)|^  \хп ~ а\+ \Уп~Ь\ < е /2 +  е /2  =£ 
булади. Бу 1° нинг уринли эканлигини курсатади. Энди 
2° ни исботлаш учун куйидаги муносабатни курайлик:

\х„У„ ~аЬ| = |хпу„-ayn+ayn-al\<  \х„у„ -ауп |+
(5)

+ Ии, = \у„\\х„ -а \+ 14К -  4

2-хоссага кура у п кетма-кеглик лимитга эга булгани 
учун чегараланган, яъни шундай М > 0 сон мавжудки,

\у„\< М , п = \,2,..., (6)

И  ^  А/ (7)
Ихтиёрий £>0 учун п о сонни шундай танлаймизки, 

п > п о лар учун
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|д:и — а\ < е / 2М, |у л -b \<  £ / 2М 
булсии. У холда п > п0 учун

M s Ms 
2М + 2М

Фараз килайлик, Ь ф 0 булсин. У холда
хп Ь - у па\

Ун Ь у пЬу п 1

■ к - И , fr- л И

Ш (8)

Энди 3-хоссага кура, етарлича катта п , учун л > и [ 
5удганда

Ы > |  (9)
>улади. Ихтиёрий г > О учун п 2 ва сонларни 
нундай танлаймизки, п> п 2 булганда

х„ - a \< s L

:а п > п з булганда
4

Ь1

(Ю)

Щ У н - в  \ < s j  (11)

улсин. У холда, агар п й~ яш х Ц , и2уя3} дссак, п> п 0 
Улганда, (8)-(11) тенгсизликларга кура

£-\Ь\ 2 £

—  ГГ’1—  ~  £
4 \Ь\ 2

£» _  а

Уп ь

2.3. Чсксиз кичик ва чексиз катта микдорлар

1-Таъриф. Лимити нолга тенг булган хар кандай 
етма-кетлик чексиз кичик микдор дейилади.
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Демак, агар ихтиёрий Ы) учун шундай п 0 
толилсаки, п> п о учун \ап\< г. булса, а п кетма-кетлик 
чексиз кичик микдор булар экан.

Бундан, х п кетма-кетлик а лимитга эга булиши

учун у Хп = а+  а п, (бу ерда ап чексиз кичик микдор),
булиши зарур ва етарли эканлиги келиб чикади.

2-Таъриф. Агар хаР кандай М>() учун шундай п  0 
топилсаки, п> п 0 учун \fJn\> М булса, рп кетма-
кетликни чексиз катта микдор деймиз. Буни

Н тД , =оо ёки Д,-* оо ( 12)
куринишда ёзиб, р и чсксизликка и н т и л я п т и  деб аташ
кабул килиаган.

Айрим холларда (5п нинг ишорасига караб, уни
Н тД , =+оо, Д,-» +оо (13)

ёки
Пт Д, = -оо, Д  -> оо (14)

куринишда ёзиш мумкин. Лекин {(—1)лп} кетма-кетлик 
мисолида ( 12) куринишда ифодаланиши мумкин 
булган кетма-кетликни на (13) куринишда, на (14) 
куринишда ифодалаб булмаслигини куриш мумкин.

1-хосса. Агар а п чегараданган ва рп чексиз катта

микдорлар булса, у холда £^-> 0  булади.
А

Исботи. Шарпа кУра, а „ чегараланган микдор 

булгани учун, шундай М[>0 сон мавжудки, |а я|< Мь 
ва р п чексиз катта микдор булгани учун ихтиёрий 
М2>0 сон учун шундай п 0 топиладики, п> п 0 учун 
\0т\> М2 булади. У холда п> п 0 учун

а  кп __ J__ л

а Г | а
< ^ L . (

м .
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булади. М2 ихтиёрий катта сон булиб, п  0 унга боглик 
Холда топилгани учун е ихтиёрий кичик булиб, п 0 с га 
боклик булади.

Натижа. Агар а п чсксиз катта микдор булса, у

Холда /3 = —  чексиз кичик микдор булади.

2-хосса. Агар х п куйидан мусбат а  сон билан 
чегараланган ва а п нолдан фаркди чексиз кичик 

х
микдор булса, у холда —  -»оо булади.

Исботи. Шартга кура, барча натурал п учун 
\хп\ = х п>а >0 ва ихтиёрий £>0 учун шундай п 0

топиладики, п> п 0 учун |#„|<  е булади. У холда

: к
Уп

а
> - = М

€
тенгсизлик барча п> п 0 учун бажарилади.

Натижа. Ai'ap а п чексиз кичик микдор булса, у
Холда /?„ = — чексиз катта микдор булади. 

аП
3-хосса. Чексиз кичик микдор а п билан чегараланган 

х п микдор купайтмаси чексиз кичик микдордир.
Исботи. Хакикатан ихтиёрий е>0 учун шундай п 0

sтопиладики, п> я 0 учун \ап; < —  булади, бу ерда 

барча натурал п учун \ х \ < М  . У  холда n> п  0 учун

\х„хп ~^\ = \хя[\хп\< —  М = е

булади.
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2.4. Анщмасликлар

Юкорида келтирилган хоссаларнинг шартлари 
Каноатланмайдиган барча бошка холларда натижаси 
ан и к  хулосага олиб келмайдиган куйидаги холатлар юз 
бсради, масалан:

1 1 .  , агар х п = - ,  у п — —, булса, п  -> оо да —  = 1 —> 1 , 
n п У„

1  ̂ хагар х п = у„ = —  булса, п-> ос да = „ 00)
п п у п

1 1  х 1агар хп = —г , у „ = -  булса, « -»оо  да -  _>о, 
п п уп П

(— IV 1 хагар*- x n = i—I—, у „= — булса, —  = ( - 1)", бу кетма-
п п у п

кетликиинг лимити мавжуд эмас. Демак, хп —> 0 ,

ху  —̂ 0 эканлиги —  ифоданинг натижаси тутрисида 
Упаник бир хуласа чикаришга етарли эмас экан. Шунинг

Го4
учун —  ифодани —> 0 , у„ -+0  булганда —

Ункуринишдаги аникмаслик деб аташади.
х

Худди шундай, хп —>со, у п —»сс булганда. —
Уп

ифодани ( куринишдаги аникмаслик деб атаймиз.
\  /

Агар хп -> 0 , у„-+°о булса, у холда х пу п ифода 
(0  • да) куринишдаги аникмаслик дейилади.

Ва нихоят, агар хп —>+оо,уп —»-оо булса, ХП + у п 
ифода (оо—оо) куринишдаги аникмаслик деб аталади.
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Айрим \олларда берилган ифодаларни содцалаш- 
тириш хисобига аник; бир натижага келиш мумкин. 
Буни аникмасликларни очиш деб атаймиз.

Аникмасликларни очишга дойр мисоллар кУрайлик.
I-мисол. Агар

х* = отп т +... + а,я + а 0,
Уп = Ькп* + bK_t +... + ъ,п + Ь0, (ат * 0 ,Ь '* 0 ) ,

б^лса, у холда —  ифода п —>,оо да [ — | куринишдаги 
Уп \° ° )

аникмаслик булади.
1) Агар к - т  булса, сурат ва махражни пт га буламиз:

+
^ т 

1 Ьп л->ю А

1- аяъни п т  —  = —
п~*а> Уп ьт

2) Агар т > к булса, lim

булса, lim

f  \  х

Уп )
-  00, агар т< к

—  = 0  булади.
>Уп,

2-мисол. Агар х п — у/п + \ , у п = -Jn булса, у холда

хп — Уп ифода п —> оо да (сю — оо) куринишдаги
аникмаслик булади. Бу аникмаслик куйидаги тартибда 
очилади:

х„ — у п — yjn + 1 -  4 п =

л/и + 1 ~  \  п

л/и+ 1  + л/и
■ (л/и +1 + л/й) =

1

л/и +  1 +  л/и
-И).
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Демак, lim(Vn +1 — л/й)— 0 -Л-̂ ХЗ ' '

2.5. Монотон кетма-кетликлар

Таъриф. Лга/? n e iV  учун хп < х п+] (хп > х ^ ,;

тенгсизликлар уринли булса, {хя} камаймайдиган 
(усмайдиган) кетма-кетлик дейилади.

Агар х и < xn+1 ( х„ > х п+]) катьий тенгсизликлар

Уринли булса, у холда {х„} катьий усувчи (катъий 
камаювчи) ёки кискача Усувчи (камаювчи) кетма- 
кехлик дейилади. Усувчи ва камаювчи, камаймайдиган 
ва усмайдиган кетма-кетликлар монотон кетма- 
кетликлар деб аталади.

Монотон кетма-кетликларнинг элементларини 
Куйидагича тартибга солиш мумкин: 

х, <л^ <.. <х„ <хы  <... ёки х, >х2 >...>х„ >х^, >....
Бу тенгсизликлардан куринадики, камаймайдиган 

кетма-кетлик куйидан ва Усмайдиган кетма-кетлик 
юкоридан чегараланган булар экан.

Хар кандай монотон кетма-кетлик хам чекли 
лимитга эга булавермайди. Масалан, {л2+1} кетма- 
кетлик чексиз монотон усади, шу сабабли унинг 
лимити чекли булмайди.

Куйидаги Больцано-Вейерштрасс теоремаси бу 
саволга тУлик жавоб беради.

Теорема. Камаймайдиган (усмайдиган) ва юкоридан 
М (куйидан т ) сони билан чегараланган

х х, х 2,х г .....,х„,... (15)
%акикий сонлар кетма-кетлиги М дан катта (т  дан 
кичик) булмаган а лимитга эга:

lim х п = а < М  (lim хП = а> т).  (16)
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Исботи. (15) кетма-кетликнинг барча элементларини 
чекли ёки чексиз унли касрлар билан ифодалаймиз:

Х] ~ Х\0’Х\\Х\2"-Х\к"'

Х2 ~ Х20’Х2\Х22-"Х\к'.'

Х п Х пО’ Х п \ Х п 2 ' - - Х т - - -

(17)

Икки хол булиши мумкин: х, >0 ёки х, < 0.
Фараз килайлик, х, >0 ва (15) кетма-кетлик камай- 

майдиган булсин. У холда барча п учун х п >0 булади.
Кетма-кетлик камаймайдиган булгани учун (17) даги 

каерларнинг бутун кдемлари учун XnQ < х л+10 <М

муносабат уринли булади. М чекли сон булгани учун Хп0 
сонлар орасида М дан ошиб кетмайдигани бор. Фараз 
Килайлик, у хп 0 булсин, уни шартли равишда а0 билан

белгилайлик. Маълумки, о0< М. (17) даги каерларнинг 

вергулдан кейинга биринчи рак^млари п >  п } учун 

х п\ — -'•п+1,1 муносабатда буладилар. Табиийки, уларнинг 

орасида хам катгаси бор, фараз кдлайлик, у х„.л булсин, 

уни шартли равишда ах билан бе;ггштайлик. Агар 
булса, а0,а { < х п < М  булади. Энди 

математик индукция усулини куллаймиз, яьни бирор пу 
учун п > пк булганда а0, а ]а 2...ап < х п < М  булсин, 

деб фараз кдлайлик. П > п клар учун
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х„ =а0,ахаг..ап хпп̂  ... булгани учун уларнинг вергулдан 

кейинги пк+, -хонасидаги хп я +1 ракдмларини солишти-

риб чик,амиз. п > пк учун х п ̂  ( < хп+1 п_ муносабат 
Уринли, уларнинг орасида энг катгаси мавжуд, фараз 
кдлайлик, у X булсин, уни <2„ +1 билан белгилай­

лик. Демак, п > пт лар учун a0,a ]a2...ai: ап ^  <х п < М  

а -  а0,аха2..л п... деб белгилайлик. У холда, Ншхл = аЯ—>QO
булишшш исботлаш крлди.

Хакикатан, етарлича катта У10 учун
Xn =a0,a]a2..an̂  хпп̂ ...-

У холда,
|я -  х„ | = О,0CU0 Д ц+| /?„о+2... < 10'"0

"о
Маълумки, ихтиёрий 0<е учун шундай n i 

топиладики, п>п у учун 10’n< е булади. Агар 
п 2= тах{п0, пу} десак, п > п 7 учун |х„ -  а\ <е булади.

Энди, агар х, < 0 булса, у холда унга шундай с 

сонни кушамизки, натижада X, + С > 0 булсин. У холда 
у п = хп + с кетма-кетлик учун юкррида исботланганига 
кура, b лимит мавжуд. Шу сабабли 
lim xn = lim(y,; -  c )~ b -c <  м.п—>оо

Энди, агар берилган кетма-кетлик усмайдиган булиб, 
куйидан т сон билан чегаратангап булса, у холда {- хп} 
кетма-кетлик камаймайдиган ва юкрридан т билан 
чегаратанган кетма-кетлик булади. Исботланганига 
кура, бу кетма-кетлик учун лимит мавжуд

* liirf-jcJ = -а<-т- Демак, linu„ = -lirr(-x„) = -(-a) = а>т
П-М П->оо

экан. Теорема исбот булди.

181



Мисол. Ихтиёрий а сон учун 

lim —  = 0 .

Х1акрк>атан, агар |а| < 1 булса, бу тенгликнинг

тугрилиш равшандир. Агар а > 1 булса, ип = деб
п\

белгилаймиз. У холда гс-»оо да и̂ ±  = — ---- » о булади.
ип п + 1

Бундан, етарлича катга п0 учун V п > п0 ларда ип+} < ип

булиши келиб чикади, яъни ип кетма-кетлик камаювчи ва

куйидан 0 сони билан чегараланган. У холда ип кетма- 
кетликнинг лимити мавжуд:

lim ип = А > 0 .
Я -» а о

Худди шундай,

4̂ = l i m = lim и„ • \ = A liml 1 = Л -0  = 0 .
»-»«> п->»̂  П + \ )  ”->co'v П + \ )

Берилган тенглик а  <0 булганда хам тугри эканлиги

п —> оо да
п\

_  И ’ —» 0 булишидан келиб чикади.

2.6. е сони. Натурал логарифмлар

{•*>} = |^1 + ~ J |  кетма-кетликнинг Усувчи ва

юкоридан чегараланганлигини кУрсатайлик.
Ньютон биномига асосан

(а + ЬГ +
k=Q *!

У холда
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1 / 7  1-2 Ы  1-2-3n j I n  V i \n  

я (я -1)(и -2) .. .|я - (я -1)] (I
(18)

1. | + ---=---- —
x~, l-2-...-и \n,
(18) ифодада алгебраик алмаштиришлардан сунг

1 + 1 1 =1 + 1 +
1-2  ̂ n)  1-2-3V «А и

l-2-...-nv nA  n) V n

+...
(19)

Бу тенгликдан xn > 2 эканлиги куриниб турибди. 
Агар (19) да п ни п+1 га алмаштирсак, (19) га асосан

* х i= f 1+_ L . r = , + I+ j ! r , ^ L L - l +
V и+ l j  1-2 V П+l j  * -

—!— ГI— — Y i— ? -)+ .„ + — '
1-2-3 V и + lA  w + 1/ 1-2 -...-и(и + 1)

, - i . Y
п+ iA  n+\) V

, к  КБунда барча к лар учун 1 —  <1------- эканлигини
и и + 1

эътиборга олсак. барча натурал п лар учун х п < хп+1 
булишига ишонч хосил киламиз. Агар барча

к = 1,2 ,...,и - 1  учун ^ - - j <] ва ~j — эканлигини

хисобга олсак,
1 , , 1 1 1

----— 1 + 1 ------I--- 7 "*■ г г т  —п\ 2 2 2" 'Х" " 1 + 1 + ^! + '"

<1 + 1 1+-1 + ^ -  + ...+ 1 ; +...) = 1+—Ц- = 3
2 2 2 ) , _ 1

2

(20)
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Демак, {*„} кетма-кетлик монотон ва юкрридан 3 
билан чегараланган экан. У холда Вейсригграсс 
теоремасига кура, бу кетма-кетлик чекли лимитга эга. 
Бу лимигни Л. Эйлернинг таклифига кура е деб 
белгилаш кабул килинган. Юкоридаги хулосаларга 
асосан 2 < е < 3 булади. (20) га асосан, бу лимитни 
куйидагича ёзиш мумкин:

e = y l  + i  (л > 2), (21)
7̂ к \  п\

бу ерда, в - О<0<1. Бундан е иррационал сон ва унинг 
аникрок киймати е=2.7182818284 ... эканлиги келиб 
чикади. Хакикатан, тескарисини фараз килайлик, яъни 
е= Р_ булсин, бу ерда, р  , q натурал сонлар. У холда 

Я
(21) да п = q десак,

Я q!
Бу тенгликнинг иккала тарафини q! га купайтирсак 

_а, 1
ва l=q'-2'd— Десак, 

k=0
p ( q - \ ) . - £  = 0 , (2 2 )

келиб чикади. (22) нинг чап томони бутун сон ва унг 
томони оддий каср. Бу карама-каршилик килган 
фаразимиз хато эканлигини курсатади.

Асоси е булган логарифмлар натурал логарифмлар 
деб ятя пяди, а нинг натурал логарифми учун In а 
белги кабул килинган. Унли ва натурал логарифмлар 
куйидаги муносабатлар билан бокланган:

\gN=M\nN (23)
\nN=\/M lgN  (24)

Бу ерда М натурал логарифмлардан унли 
логарифмларга утиш модули.

M=lg e=lg 2.718*0.4343,
1/M=lnl0»2.303

Шуларга асосан (23) ва (24) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

lgJY=0.43431nAr 
ln/V=2.3031giV 

Мисоллар. Жадвалдан фойдаланмасдан хисобланг.
In 100=lnl02=21n 10=2-2,303=4.606 

1п0,001=1п10-3=-31п10=-3-2,303=-6,909

In VlO = -- In 10= — 2,303=1,151.
2 2

2.7. Больцано-Вейерцгграсс теоремаси

Таъриф. Агар а < а < b '< b булса, [а, £>] кесма 
кесмани цамрайди деймиз. Буни [д. b \ о  [а'.Ь ]

куринишда ёзамиз.
1-теорема. Агар ап=[ап,Ь„\ (п = 1,2,3,...) узунликлари

нолга интилувчи dn = b „ -a n 0 ( л —»а>), бир-бирини
ичига камралган кесмалар кетма-кетлиги булса, яъни
п = 1,2 ,3 .... лар учун егп+1с  &п булса, у холда барча

(7 п кесмаларга тегишли булган ягона с нукга мавжуд. 
Исботи. Теорема шартига кУра хар кандай т  учун: 

а, <аг <...<Ът.
Бундан куринадики, {а„} кетма-кетлик камаймайдиган 

ва кжоридан хар кандай т учун Ьт сон билан 
чегараланган, шу сабабли Вейерилрасс теоремасига кура у 
ягона С < Ьт лимипа эга. т ихтиёрий сон булгани учун
хусусан ап <с <Ьп муносабаг хам уринли. Демак, барча 
« = 1,2,3.... учун с е о п. Энди бундай нукта ягона 
эканлигини исботлайлик. Фараз килайлик, бундай 
нукгалар иккита с Ф с, булсин. У холда, ап < с ,с} < Ьп 
булгани учун, хар кдндай п учун
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Ъп - а п > | c - c , |> 0

булади, бу Ъп - а п —> О шартга зиддир.
Бундан ташкари,

lim6„ = lim[(&„ - а п) + ап\ = с.
Л—>00 П-+СС

Э)ши фараз цилайлик, бизга (15) кетма-кетлик 
берилган булсин. Унинг ичидан танлаб, янги тузилган 
Хар кандай

Хп, ’ *п2 »-̂ п, >•••! ( и, < п2 < я3 <-•-)
кетма-кетлик (15) нинг хусусий кетма-кетлиги дейилади.

Агар (15) кетма-кетлик чекли еки чексиз лимитга 
эга булса, унинг \ар кандай хусусий кетма-кетлиги хам 
шу лимитга эга булади. (15) нинг лимитга эга 
эмаслигидан унинг бирорта хам хусусий кетма-кетлиги 
лимитга эга эмаслиги келиб чикмайди. Масалан,

1, - 1,1, - 1,... 
кетма-кетлик лимитга эга булмаса хам унинг 

1,1Д,...,1,... ва - 1, - 1,..., - 1,... 
хусусий кетма-кетликлари мос равишда 1 ва -1 
лимитларга эга.

Чегараланмаган ёки ±<ю га интилувчи кетма- 
кетликдан чекли лимитга якиилашувчи хусусий кетма- 
кетликни хар доим хам ажратиб олиб булавермайди. 
Лекин агар кетма-кетлик чегараланган булса, у холда 
бу муаммони КУнидаги теорема хал килади.

2-теорема (Больцано-Вейерштрасс теоремаси). ХаР 
Кандай чегараланган (15) кетма-кетликдан чекли 
лимитга якинлашувчи хусусий кетма-кетликни ажратиб 
олиш мумкин.

Исботи. (15) кетма-кетлик чегараланган булгани 
учун унинг барча элемснтларини уз ичига олтан \a,b\ 
кесма мавжуд, бу ерда, масалан, а  (15) нинг куйи 
чегараси ва b унинг юкори чегараси булади. Бу 
ораликни тенг иккига булиб, (15) нинг чексиз куп 
элементлари ни камраган кисмини оламиз. Бундай 
Кием мавжуд, чунки акс холда (15) нинг чексиз куп

элементлари \a ,b \  дан ташкарида колган булади, буни 
эса булиши мумкин эмас. Агар иккала кисми хам 
чексиз куп элементларни Уз ичига олса, у холда 
уларнинг ихтиёрий биттасини олиб, уни [а, ,6 , ] билан 
белгилаймиз. Ундан (15) нинг бирор элементини

танлайлик ва [а, ,6 , ] ни яна тенг иккига булиб, ундан 
(15) нинг чексиз куп элементларини камраган кисмини 
олиб, уни [^2^ г ]  деб белгилайлик. Бу киемдан (15) 
нинг хП) га тенг булмаган бошка х„г элементини
олайлик. Бу жараённи чексиз давом эттирсак, бир- 
бирининг ичига камралган ва узунликлари

Ь -а
Ък ~Ок = ~гг~

нолга интилувчи кесмалар ва улардан танлаб олинган 
х^ ,х„^х„ ,... хусусий кетма-кетлик хосил булади. 
У холда, 1-теоремага ва ак < хп < bk булгани учун 2.1. 
булимдаги кетма-кетликларнинг 6-хоссасига кура 
шундай с нукта мавжудки, Нт хп = с булади.

"i -«О "*
2.8. Чекли лимитниш мавжудлик шарти

Фараз килайлик, (15) кетма-кетлик чекли а лимитга эга булсин:
lim  хп =  а ,
»-** / чяъни хар кандай е > О учун шундай п0 - п 0{е) сон 

топилсинки, барча п > п 0 лар учун
\хп -  а\ < е/ 2  

булсин. У холда барча п,т  > П 0 лар учун

К  - * J  = К  ~ а+ а- х>«\ - К  -< \+\хп, + = е
булади, яъни чекли лимитга якинлашувчи хар кандай 
хп кетма-кетлик учун Коши шарти: хаР кзндай с > О 
учун шундай п0 =?%(£') сон топиладики, п,т> «о учун

\х п ~ х т \  < е (25)
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муносабат уринли булади.
Коши шартини каноатлантирувчи кетма-кетлик 

фундаментал кетма-кетлик деб аталади.
Демак, чекли лимитга эга булган кетма-кетлик 

фундаментал кетма-кетлик булар экан. Бунга тескари 
булган хулоса хам уринли, яъни хаР кандай 
фундаментал кетма-кетлик чекли лимитга эга булади.

Хак,ик;атан, агар хп фундаментал кетма-кетлик 
булса, у холда у Коши шартини каноатл антирад и. (25) 
ни куйидагича ёзиб оламиз:

еки

Агар

М “ |Х"1 < <!

\хп\й  | * J  + е. 

М  = max{jx„|,l + ]xm|}
nfi/lQ

десак, барча «eN лар учун |xn| < М  булади. У холда, 

Больцано-Вейерштрасс теоремасига кура, х п кетма- 

кетликдан бирор чекли а лимитга якинлашувчи |х п̂  |  
хусусий кетма-кетликни ажратиб олиш мумкин. а 
лимитга Хп кетма-кетлик хам якинлашади. Хакикатан 
Коши шартига кура хаР кандай £ > 0 учун шундай 
п0 -  п0 (f)  сон топиладики, п, т > п 0 учун

V n ~ Xm\ < s2  (26)
тенгсизлик Уринли булади. к —>со да х п̂ —>а булгани 

учун шундай к0 ни топиш мумкинки, барча к ж 0 учун

х„ -а\<&2
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булади. Энди агар к -ю о да л,->оо булишини 
эътиборга олсак, шундай К| > топиладики, « >По 
булади. У холда, (26) га кура барча п> лд лар учун

\х п ~ с\ ~  k  ~ х пс — \х „ ~ х „ j ~ с*\ < & 2+ & 2~е.

Бундан а х п кетма-кетликнинг лимити эканлиги 
келиб чикади.

Юкориди исбот килинган фикрларни куйидаги 
теорема куринишида ифодалаймиз:

3-теорема (лимит мавжудлигининг Коши шарти). 
Хакикий сонлар кетма-кетлиги {хи} чекли лимитга эга
булиши учун у фундаментал кетма-кетлик булиши зарур 
ва етйрлидир.
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5-Б О Б . 
Ф У Н К Ц И Я . Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Л И М И Т И

1-§. ФУНКЦИЯ ТУШУНЧАСИ

Фараз килайлик, бизга E ,F  тупламлар ва Е нинг 
х,ар бир * элементига F  нинг бирор у  элементини 
мос куювчи куйидаги /  акслантириш берилган булсин:

f  : Е -> F . (1)
Агар Е a  ва F a  Rl булса, /  бир Узгарувчили 

функция, aiap E a R " , F < ^ R ] булса, /  ни куп 
Узгарувчили функция ва агар Е с  Rn, F  с  R" булса, /  
ни векгор функция деб атаймиз.

Функцияни у  = /(*) куринишда хам ёзиш кабул
килинган. Е  туплам /  функциянинг аникланиш ёки 
берилиш сохаси, F  эса /  функциянинг кийматлар 
сохаси дейилади. Аникланиш сохаси учун D(f )  ва 
кийматлар сохаси учун /?(/) белгилашлар ишлатилади.
Агар х е Е булса, у холда у ёки /(х) функциянинг х 
нукгадаги кийматини билдиради.

Агар х Е  тупламнинг узгарувчиси булса, х ни 
эркли узгарувчи ёки аргумент деб аташади.

Функцияни белгилаш учун яна Ф,¥,ср,ф,у,... 
харфлар, аргументни белгилаш учун 0,т,с о ,х а р ф л а р  
ишлатилади.

Биз бу ва кейинги уч бобда асосан бир узгарувчили 
функцияларни Урганамиз.

Агар /  : £  Е  2 ва ср : Е 2~> Е  3 булса, у холда, 
Z =ф(/(х)) функция мураккаб функция ёки /  ва ср 
функцияларнинг суперпозицияси деб аталади. 
Мураккаб функция к та функция суперпозициясидан 
иборат булиши мумкин:

z = /1(/2(...(/K(x))...)).

Функцияларга куп мисоллар келтириш мумкин. 
Масалан, т радиусли дойра юзи р радиуснинг
функциясидир. Радиус масофа сифатида факат мусбат 
кийматлар кабул килиши мумкин булгани учун бу 
функциянинг аникланиш сохаси R + = (0 ,оо) булади. 
Агар S=7i г 2 формулани геометрик маъносисиз карасак, 
у холда, бу функциянинг аникланиш сохаси R] булади.

Мисоллар:

1) у  = j ] ~—х*., Д / )  = [ - 1, 1],
2) y  = \g(\+x), D ( f )  = (1,оо),

V  = ^ f r ’ Д / ) = Л \ { 1},

4) у  = arcsinx, £ )( /)  = [-1,1].
1) ва 2)-мисоллардаги функциялар мураккаб 

функциялардир, чунки 1) функция у  = у[и,и = 1 -  v , 
v — х 2 функцияларнинг, 2) функция эса у  = \$дл,и = \+х 
функцияларнинг суперпозициясидан иборат.

Келтирилган мисолларда функция формулалар 
ёрдамида берилган, бундан функция факат формулалар 
билан берилар экан, деган хулоса келиб чикмайди. 
Масалан, х нинг хар бир кийматига унинг бугун 
кисмини мос куювчи Е (х) функциянинг хар бир 
Кийматини курсатолсак хам: £(1) = 1,Е(2̂ >) = 2,Е{л) =3 ва
Х-К., уни хеч кандай формула билан ифодалаб 
булмайди.

( х, / ( х )) жуфтлик тузиб олиб, координата1ар 
текислигидан бу жуфтликка координататари х в а /( х )  
булган нукгани мос куямиз. Барча х е  D  ларга мос 
КУйилган бундай нукгаларнинг геометрик урнини / ( х )  
функциянинг графиги деб атаймиз.

Функциянинг куп хусусиятлари: аникланиш сохаси, 
усиш ва камайиш орашклари, узилиш нукталари
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атрофида ва чсксизликда узини тутиши, графикда 
якхол кУрингани учун функциянинг фафигини куриш 
ва ундан фойдаланиш амалиётда жуда мухим рол 
уйнайди.

61-раем.

Айрим холларда функция фафик куринишда 
берилиши хам мумкин. Масалан, сейсмик изланишларда 
ишлатиладиган жидозлар сейсмик узгаришларни фафик 
куринишда ифодалайди ёки тиббиётда ишлатиладиган 
кардиофамма асбоби юрак хуружи фафигини чизиб 
беради ёки техникада кенг кулланиладиган оциллофаф 
асбоби хам бунга мисол булади.

Агар / ( х )  функция бирор (a,b) ораликда берилган 
б^либ, сс*0 ихтиёрий узгармас сон булса, у холда, а ва /  
функциялар ёрдамида: 1)а/(х  ), 2) / ( X )+а, 3) / ( X -а),4) 
/(аХ ) функпияларни тузиб олиш мумкин. 1- ва 2- 
функциялар (a,b) ораликда аникданган, лекин 1- 
функция фафигининг ординатаси / ( х ) ординатага 
нисбатан а маротаба узайтирилган. 2-функциянинг 
фафиги, агар а>0 булса, / ( х )  функциянинг фафигини 
а микдор тепага ва агар а<0 булса, |а| микдор пастга 
суриш натижасида хосил булади. 3-функциянинг 
фафиги эса / ( х )  функциянинг фафигини а  микдор

унгга, aiap а>0 булса ва aiap а <0 булса, шу фафикни |а| 
микдор чапга суриб хосил кил и над и. Ва нихоят, 4-
функция [ —,•-] интервалда аникданган; унинг Уа' а ]
графиги /  функция фафигини а  маротаба сикиш натижасида хосил булади.

Агар /  функция нолга нисбатан симметрик булган 
тупламда аникланган булса ва шу тупламнинг барча 
нукгалари учун /( -х )= /( х )  ёки /( -х )= - /(х )  муносабат 
Уринли булса, бу функцияни мос равишда жуфт ёки ток функция деб атаймиз.

Таърифдан куриниб турибдики, жуфт функциянинг 
фафиги у укига нисбатан симметрик, ток функциянинг 
фафиги эса координата бошига нисбатан симметрик 
булади. Масалан, д^, cosc,^X*,/(tcj) — жуфт функциялар,

х2'+I ,sin х, хл/Г+ х2 функциялар эса ток функциялардир.
Жуфт ёки ток функциялар купайтмаси жуфт, жуфт 

ва ток функциялар купайтмаси эса ток функция булади.
Хар кандай функция жуфт ёки ток булиши шарт 

эмас. Масалан, х 2 -  х  +  1 ток хам, жуфт хам эмас.
/  функция Е тупламда Усувчи (камаймайдиган) 

функция дейилади, агар хар кандай х,,х2 е  Е, х,<х2 лар
учун /(X,) < Д х2) (/(х ,) < /(X ,)) муносабат уринли булса.

/  функция Е тупламда камаювчи (усмайдиган) 
функция дейилади, агар хар кандай X,, х2 е  Е, х, < х2

лар учун /(х ,)  > /(х 2) (/(х ,) > /(х 2)) муносабат уринли булса.

/  функция Е тупламда чегараланган дейилади, aiap 
хар кандай Х & Е  учун | / (jc)j < М  муносабатни 
кэноатлантирадиган мусбат М сони топилса, акс холда /  
функция Е тупламда чегараланмаган дейилади.
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Масалан, у  - — функция камаювчи ва (0,да) ораликда 
х

чегараланмаган, лекин (1,оо) ораликда чегараланган.
Агар /  функция учун шундай Т сон мавжуд 

булсаки, барча х е  D ( f )  лар учун х  + Т  е  D ( f )  
булиб, / ( х )=/( х  + Т)  муносабат уринли булса, бу 
функцияни даврий функция, Т ни унинг даври деб 
атаймиз. Масалан, sin х, cos х даври 2л  булган даврий 
функциялардир.

Функция куйидаги жадвал куринишида хам 
берилиши мумкин: ___________

X Х2 Хп

У Уг Уп
Демак, функция аналитик куринишда, яъни 

арифметик, алгебраик ва тригонометрик амаллар билан 
ифодаланувчи формулалар ёки график билан ё 
булмаса, жадвал куринишда берилиши мумкин экан.

Берилган функция туррисида тула тасаввурга эга 
булиш учун унинг, масалан', аналитик ифодаси етарли 
булмаслиги мумкин, шу сабабли, графиги курил ад и, агар 
функция график ёки жадвал куринишида берилган булса, 
унинг аналитик ифодасини тузиш зарурияти тугалиши 
мумкин, бу эса анча мураккаб масала. Бунга дойр 
масалаларни биз кейинги бобларда батафсил кУриб 
чицамиз.

Биз шу пайтгача бир кийматли функцияларни курдик, 
лекин /  функция х  £  Е  га у  нинг битгадан ошик
Кийматларини хам мос куйиши мумкин, бундай 
функцияни куп кийматли функция деб атаймиз. Масалан, 
arcsin х, arccos х, arctgx лар шундай функциялар 
жумласига киради:

у  -  ( - 1)* arcsin х + кл,  у  = ± arccos х + 2 к л ,  
у  = (-1)* arctgx + кл,  к = 0,±1,±2,....

х ва у  лар уртасидаги муносабат куйидаги кури­
нишда берилиши хам мумкин:

F (x ,y )  = 0 . (2)
Бундай куринишда берилган функцияни ошкормас 

функция, (2) ни эса унинг тенгламаси деб атаймиз. 
Масалан,

2  2 2 X + у  = г 1
айлананинг тенгламаси ошкормас функцияга мисол 
булади. У ошкор булмаган холатда битта икки «.ийматли

у  = ±4 S ~ - х 2 , ( - г < х < г );

функцияни ёки иккита бир кийматли у  = +^[г~2 - х 2 ва

у  = —J r 2 - х 2 функцияларни аникутйди. Уларнинг 
фафиклари биргаликда маркази координаталар бошида 
булган г радиусли айланани ифодалайди.

Ошкормас функниянинг графиги координаталари
(2)нинг ечимларидан тузилган нук^таларнинг геометрик 
урнидан иборат булади.

Агар (2) ни юкорида келтирилган мисолдагидек, бирор
узгарувчига нисбатан ечсак, у  = (р{х) ёки х -  Ч/[у) 
куринищдаги функцияни хосил кдпамиз. Бунда х = ц/(у) 
функцияни у  = (р{х) функцияга тсскари функция деб 
атаймиз.

2-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЛИМИТИ

2.1. Таърифлар. Чексизликка интилувчи функциялар. 
Чегараланган функциялар

Фараз килайлик, / ( х ) функция а нуктанинг узида 
булмаса хам унинг бирор атрофида аникяанган булсин. 
Агар х а га, чексиз куп элементлари а  нинг шу
атрофига тегишли булган хаР кандай {хп} кетма-
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кетлик буйлаб интилганда \ам /(X ) нинг уларга мос 
келувчи кийматлари кетма-кетлиги

/ ( х  О, / ( х  2) , / ( х  з х „),... ( I)
факат Л( лимитга эга булса, А ни f ( x )  функциянинг 
х а даги лимити деб аталади ва

lim f ( x )  = A (2)х-+а
куринишда ёзилади.

1 -мисол. f ( x y = x 2 - 2х + 4 функциянинг х -> 2 даги
лимитини топайлик. 2 га интилувчи ихтиёрий Хп кетма-
кетликни карайлик. У холда, кетма-кетлик лимитининг 
хоссаларига кура

Н ш /(х ) = П т(х„2 -  2х + 4) = limx„2 -JC—>2 дг-->2 д->2
-21im x„ + 4 = 4 - 4 + 4 = 4-г->2 "

Демак, lim / ( х )  = 4 .х-+2

2-мисол. / ( х )=  cos— функция барча х * 0  ларда 
х

аникяанган. Бу функциянинг х -» 0  даги лимитини 
аниктайлик.

О га интилувчи куйидаги кетма-кетликларни 
курайлик:

у холда,
г, I ч (4л +1 )л  / ( r . )  = cos-— _ £ _  = о,

/(* ! )  = соа2/иг = 1.
Берилган / ( х )  функция 0 га интилувчи икки хил 

кетма-кетлик учун иккита хар хил лимитга эга будди. 
Демак, берилган функция х —> 0 да лимитга эга эмас.

Функция лимитига куйидагича таъриф берса хам 
булади.

/ ( * )

Таъриф. Агар ихтиёрий е > 0 сон учун шундай 8 > О 
сон топилсаки,

|х -  я| <5
булганда,

|/ ( х ) - Л |<  8
муносабат уринли булса, у холда А сон 
функциянинг х —>■ а даги лимити дейилади.

Функция лимитига берилган бу икки таъриф Узаро 
эквивалент.

Хакикатан фараз килайлик, А сон / ( х )  
функциянинг биринчи таъриф буйича х —> а  даги 
лимити булсин ва у иккинчи таъриф маъносида лимит 
будмасин. У холда шундай е0 мавжудки, унинг учун 
керакли 8 ни топиб булмайди, яъни хар кандай 8 учун
О < |х - а |  < 8  булса хам камида б т т а  шундай x s 
топиладики, унинг учун

\ f { xs ) ~  а \> е0
булади.

Энди, агар <5=1 (к= 1,2,3,....) деб, уларнинг хар

бирига мос 0 < |xv -  а\ < I  ва |/ ( х к) -  А\ > ^
к 1 1

(к=1,2,3,....) муносабатларни каноатлантирувчи барча 
х к = х 5 ларни топсак, улардан хк —>• а булса хам, 
/ ( X J  ларнинг А га интилмаслиги келиб чикади. 
Демак, килинган фараз хато, яъни А сон / ( х )  
функциянинг иккинчи таъриф буйича хам лимитидир.

Энди тескарисини исботлайлик, яъни А сон / ( х )  
функциянинг икки1гчи таъриф буйича лимити булсин. 
У холда, х нинг кийматларидан тузилган а га 
ин тилувчи {хл} кетма-кеглик мавжуд. Берилган е учун
иккинчи таърифда суралган 8 ни топайлик. Энди, 
шундай натурал п 0 ни танлаймизки, П > п 0 булганда
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|х„ -  a\<S булсин. У \олда, иккинчи таърифга кура, 
п>п0 лар учун |/(х„)-Л |< £  булади. Бундан {/(хя)} 

кетма-кетликнинг А га интилиши келиб чикади. {х„}
кетма-кетлик ихтиёрий булгани учун, Л сон / ( х )  
функциянинг биринчи таъриф маъносида \ам лимити 
булади.

1 -мисол. / ( х ) = х 2 функциянинг х —>1 даги лимити
I эканлигини курсатайлик.

Хакикатан е > О ихтиёрий сон булсин. 1 нинг ( 1/2 , 
2/1) атрофини карайлик. Бу атрофнинг ихтиёрий х 
нукгаси учун

х 2 - 1  = х - 1  х + ф
Агар £=min десак, у холда, Ьс -11 <5

тенгсизликни каноатлантирувчи барча х лар учун 

|х2 - l U - . - £ = e.
1 1 2  5 

Буни биринчи таъриф буйича исбот килса хам 
булади. Масалан, агар х п —»1 ихтиёрий кетма-кетлик 
булса, лимитларнинг хоссасига кура,

limx„2 = lirnx„ limx„ = 1-1 = 1.
2-мисол. / ( х  )=( X 2—4)/( X -2 ) функция Д / )  = R \{2} 

да аникланган. Унинг х -»2 даги лимитини топайлик.
х2 - 4£ )( /)  нинг ихтиёрий х нукгаси учун ----- — = х + 2 .
х - 2

Агар {х n}czD( f )  2 га интилувчи ихтиёрий кетма- 
кетлик булса, у холда, 

х 2 - 4
lim —------ = lim(x„ + 2) = 2 + 2 = 4.

х  — 2 n *“>

f ( X) =( x  2-4 ) / ( х  -2) па ф ( х )= х + 2  \ар хил функ- 
ниялар булса хам (чунки уларнинг аникланиш сохаси 
Хар хил), уларнинг х -»2  даги лимитлари тенг экан.

Ajap / ( х )  бирор К > 0 учун |х|>/С тенгсиаликни 
Каноатлантирувчи барча х лар учун аникланган булса 
ва ихтсрий s > 0 учун шундай М > К  сон гопилсаки,
| XI>М булган барча х лар учун |/(х )  -  А\ < £ булса, у

холда, А сон / ( х )  функциянинг х-юо даги лимити 
деб аталади. Буни:

lim / ( х )  = А
Х ~>со

куринишда ёзамиз.
Бундай лимитга таърифни кетма-кетлик тилида 

6epcS хам булади.
Агар { х п} оо га интилувчи ихтиёрий кетма-кетлик 

lim f ( x n) = A
Xn —>с0

булса, у холда, А сон / ( х ) функциянинг х ->оо даги 
лимити деб ататади.

Бу икки таъриф эквива1ентлигининг исботи 
юкорида чекли а учун бажарилгани каби булади,

Умуман, /(X ) функциянинг чекли а  учун х -> а  
даги ва х даги лимитларининг хоссалари бир хил 
булгани учун бу хоссаларни икката холга битта килиб 
берамиз. Айрим холлардагина зарурият гугилса, а нинг 
чекли, +оо ёки -оо эканлигини курсатамиз.

а нинг ихтиёрий атрофини Uа билан белгилайлик. 
Агар а =оо (+оо ёки -=о) булса, а нинг атрофи деб, 
ечарлича катта М  > 0 учун

|х | > М  (х  > М  ёки х < - М )  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча х  лар тупламини 
тушунамиз. Айтиш л озимки, иккига Ua 1 ва U а 2 

атрофларнинг кесишмаси хам бирор Uа атроф булади.
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Агар /(X ) функция а  нинг бирор Ua атрофида 
чегараланмаган булса, яъни хар кандай М  > О учун ва 
барча х  е Uа лар учун |/(х  )| > М  булса, 

lim / О )  =  со
Х->сО

деб ёзамиз. Бундай функцияларни х-> а даги чексиз 
катта микдор деймиз.

Эслатма. Агар lim f ( x )  = оо булиб, Ua да / ( х ) > О

( / ( х )<0) б^лса, у холда, lim / ( х )  = +00 ( lim / ( х )  = -оо)
х —>С0 X —>00

деб ёзилади.

2.2. Функция лимитлари хаки даги 
асосий теоремалар

1-теорема. Агар lim f ( x )  = А,  (А - чеши сон) булса, у
х-*а

Холда /(X  ) бирор Uа атрофда чегараланган булади.
Исботи. Теорема шартидан, масалан, е=1 учун шу!щай 

Uа атроф мавжудки, унинг барча нукгалари учун

1> \f(x)~A\ >|/(Х)|-|у1| 
эканлиги келиб чикади. Бундан, Uа нинг барча нукгалари 
учун

1/(х)| < 1+M I
ни хосил киламиз. Теорема исбот булди.

2-теорема. Агар lim / (х )  = А , (А  - чекли сон) булса,х-+а
у холда шундай Uа атроф мавжудки, барча х  eU а лар 
учун

|/(Х)|> М.
2

Агар А > 0 буЛса, / ( х )> А/1 , А <0 булса, / ( х )< А/1. 
Теореманинг исботи 2.1-§ даги 3-хоссанинг исботи 

каби бажарилади.

3-теорема. Агар lim/,(х) -  Л,, limf , (x) = A0, ва бирорх—*а x —x j

Uа атрофда /] ( х  )</ 2/ х  )  булса, у  холда, A j<A 2 булади.
Исботи. Фараз килайлик, х п -»  а бирор кетма- 

кетлик булсин. Шундай п о топиладики, п>по лар учун 
X „£ Uа булади. Теорема шартига кура бундай х„  лар 
учун /i(x„ )<  / 2( х л) булади. У холда, 2.1-§ даги 4- 
хоссага кура, А \< А 2.

4-теорема. Агар \\xnfx{x)~A , limfJ x )  = A ,  ва бирорх~+а х-xj
и а атрофда / , ( х  )< <р(х )< /*х ) булса, у холда, 

lim ( р(х )=А .
х-+а

Исботи. Фараз килайлик, хп —>а бирор кетма-кет­
лик булсин. Шундай п 0 топиладики, п> п 0 лар учун 
х „е Uа булади. Теорема шартига кура, бундай х „ лар 
учун / ) ( х „)< ф(х„)</2(х„) булади. У холда 2.1-§ даги 
6-хоссага кура, lim ф( х „)= А . { х„} кетма-кетлик

х„-+а

ихтиёрий булгани учун, П тф(Х )=Я булади.х-+а
5-теорема. Чекли lim f ( x )  -  А лимитнинг мавжудх-+а '

булиши учун / ( X ) нинг а нуктанинг узида булмаса хам, 
унинг атрофида аникланганлиги ва хар кандай с>0 учун 
унинг шундай Uа атрофи мавжуд булиши зарур ва 
етарлики, ихтиёрий х’,х "е  Иа,х',х"ф  а лар учун

| /С О - / ( * " ) | < 8
булсин.

Зарурлиги. Фараз килайлик, lim f ( x )  = А чекли
х-*а

булсин. У холда, / ( х )  функция а нуктанинг бирор 
атрофида аникпанган булади. Бундан ташкари, 
ихтиерий s > О учун шувдай Uа атроф мавжудки, агар
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X e U a , x * a ,  булса, \f(x )-A \< e /2  булади. Агар 
x ',x " e  U a, x ' ,х"ф  а  булса, у холда,

| / ( x ') - / ( x " ) |  < I /O ')  - A \  + \A -  f { x " ) | < v2 + r t  = E.
Етарлилиги. Фараз килайлик, /(X ) функция a 

нуктанинг узида булмаса хам, унинг атрофида аник- 
ланган ва \ар кандай е>0 учун унинг шундай Ua атрофи 
мавжуд булсинки, ихтиёрий х',х"е f/u,x ',x V  а лар учун

булсин. а га интилувчи бирор {х„}, х кстма- 
кетликни олайлик. Кетма-кетликлар учун Коши шартига 
кура (каранг 4-боб, 2.8-§), хар кандай £>0 учун шундай 
п0 = п0(е) сон топиладики, п,т>п<) лар учун

ЯЪНИ х п,х т е  . У холда, п,т>по лар учун

\ f(x n) - f ( x m)\<£,
яыш { /(х „)} кетма-кетлик Коши шартини 
Каноатлантиради ва шу сабабли лимитга эга. Энди хар 
хил {х „} кетма-кетликлар учун {/(х„)} кетма-кетликлар 
бир хил лимитга интилишини курсатиш колди.

Фараз килайлик, х я-»а, х 'п ->а; х  х 'п Фа 
(и  = 1,2,...) булсин. У холда, юкорида исбот 
Килинганига асосан, шундай А ва А' лар мавжудки, 
/ ( х  п)~* А ва / ( х'л)—> А' булади. Янги а  га

интилувчи { х  j , х', , х 2,х '2 х л,х '3,...} кетма- 
кетликни тузамиз. У холда юкорида исботланганига 
кура, унга мос келувчи { /(х у), / ( х '0 , / ( х 2), / ( х '2),..„ 
f ( x  n ) J ( x ' кетма-кетлик хам чекли лимитга 
эгадир. Бу — А = А ' булсагина мумкин. Теорема исбот 
булди.

6-теорема. Агар lim f ( x )  = А ва lim <р(х )= В ,
х-*а х - * а

( А , В — чекли сонлар) булса, у урлда 
1°. lim f / ( x  )±<р(х )]=А ±В ;

х -* а

2°. lim [ /( х  )<р(х)]= А В ;
X —W

3°. Агар В *0 булса, lim /Л х) — ."1.
х~*а (р{х) В

Исботи. 1° ни исбот киламиз, 2° ва 3° нинг 
исботлари шунга ухшаш бажарилади.

Ихтиёрий е > 0 учун а нинг шундай Ua,Va
атрофлари мавжудки, барча х е Uа лар учун 

f f ( x ) - A j < £ / 2  ва барча х е Va лар учун \(р{х)-В\< е/2  

булади. У холда, барча х e U a n V a лар учун
\[/(х)±(р(х )]-(А ±В )\= \\/(х )- А ]±[<р(х )-В  ]|< 

< \/(х  )- А |+ |ср(х у  В \< е/2+ е/2=Е.
Бундан гашкари, куйидаги икки муносабат хам 

Уринли:
1. Агар / ( х )  чегараланмаган функция ва 

lim ср(х /=0  булса, у холда,
х -+ а

lim /  = оо.
<р(х)

2. Агар lim f ( x )  = A ва lim ф ( х )=ех ( А — чекли
х -ю  х  ->а

сон) булса, у холда,

lim Д * > = о.
*-"а <р(х)

Айрим холларда / ( х )  функция а нинг узида эмас, 
балки унинг бирор (a,b\ ( \b ,a ) ) атрофида аникланган 
булиши мумкин, у х°лда функциянинг х -> д  даги 
лимитини бир ёкламали лимити деб, хусусан, X е (a,b\
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X e U a , x * a ,  булса, | / (jc) -  A\ <e/2 булади. Агар 

x ',x " e  U a, x ' ,х"ф  а булса, у \олда,

] / & ) - / ( ? }  < |/ ( x ')  -  A\ + \A -  f ( x ”)| < e4  + e*  = e.
Етарлилиги. Фараз кдлайлик, / ( x )  функция a 

нуктанинг узида булмаса \ам, унинг атрофида аник- 
ланган ва \ар кандай е>0 учун унинг шундай Ua атрофи 
мавжуд булсинки, ихтиёрий х',х"е  £/u,x ',x V  а  лар учун

| / 0 ' ) - / ( * " ) | < 8  
булсин. а га интилувчи бирор { х  х  кетма- 
кетликни олайлик. Кетма-кстликлар учун Коши шартига 
кура (каранг 4-боб; 2.8-§), хар кандай е>0 учун шундай 
«о = «о!*57) сон топиладики, n,m>no лар учун

К ~ Хт\ <Б-
яъни х п,х т e U a . V  холда, n,m>rto лар учун

\ f ( x „ ) ~ f ( x m)\<£,
яъни { / ( х  „)} кетма-кетлик Коши шартини 
Каноатлантиради ва шу сабабли лимитга эга. Энди хар 
хил {х „} кетма-кетликлар учун {/(х„)} кетма-кетликлар 
бир хил лимитга ингилишини курсати ш колди.

Фараз кдлайлик, х„-*а, х 'п^-а\ х п, х \ * а  
(и  = 1,2,...) булсин. У холда, юкорида исбот 
килинганига асосан, шундай А ва А' лар мавжудки, 
/(х„)->  А ва / ( х 'п)-> А' булади. Янги а  га

интилувчи { х  ь х', , х 2, х '2 ,..., х  х '3,...} кстма- 
кетликни тузамиз. У х°лда юкорида исботланганига 
кура, унга мос келувчи {/(х ,), / ( * 'i ) ,  / ( х 2), / ( х ' 2),..., 
f ( x  n) , f ( x ' п),...} кетма-кетлик хам чекли лимитга 
эгадир. Бу — А = А ' булсагина мумкин. Теорема исбот 
булди.

6 -теорема. Агар lim / (х) = А ва lim <р(Х)=В,X +а х-*а
( А , В — чекли сонлар) булса, у хрлда 

1°. lim [ /( х  )±ср(х )]= А ± В ;х-+а
29. lim [ / ( X )<р(х  )]= А В ;X —+Q

3°. Агар В *0 булса, lim IS^lL — d . _ 
х~>а (р(х) В

Исботи. 1° ни исбот киламиз, 2° ва 3° нинг 
исботлари шунга ухшаш бажарилади.

Ихтиёрий г > 0 учун а нинг шундай Ua,Va
атрофлари мавжудки, барча х с Uа лар учун 

j/ (х) -  А\< е/2  ва барча X eVa лар учун \(р(х)-В\< е/2  

булади. У холда, барча х е  Uа Г\ Va лар учун
|[/(х )± (р (х)]-(А ±В )\= \[/(х)- А \±[<р(х)-В\\<

< V (x  )- А |+ |<р(х >  В \< е/2+ е/2=е.
Бундан ташкари, куйидаги икки муносабат хам 

уринли:
1. Агар / ( х )  чегараланмаган функция ва 

lim <р(х )=0 булса, у холда,
Х--Н1

lim Ю -  -  оо. 
х~>а <р(х)

2. Агар lim /(jt) = /l ва lim ф(х)=ос (А  — чеклих-*а х-*а
сон) булса, у холда,

lim / (х2 -  о .
1_>в (р{х)

Айрим холларда / ( х ) функция а нинг узида эмас, 
балки унинг бирор (а,Ь] ( [б, о ) ) атрофида аникланган 
булиши мумкин, у холда функциянинг х-> а  даги 
лимитини бир ёкдамали лимити деб, хусусан, X е (a,b\
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булса, Унг лимита ва агар х e\b ,a)  булса, чап лимита 
деб аталади. Улар мос равишда / ( а  +0) ва / ( а  -0) 
куринишда белгиланади.

Агар f ( x )  функция (a.b) интервалда аникпанган 
булса, у холда, а нукгада унг / ( а  +0) лимити ва b 
нукгада чап / ( 6  -0) лимити маънога эгадир.

Эслатма. / ( а  +0)=/( а  -0)= А тенглик \ \mf(x)  = A
х-+а

лимитнинг мавжудлигига эквивалент.
1 -мисол. lim sin jc = 0 эканлигини исботланг.

jr->0
Хак̂ и катан \ар кандай х  учун Jsin х| < | х | булгани 

учун ихтиёрий с > 0 учун 5=е десак, | х -0| < S булганда, 
|sin х  -  0j =у< | х  |=| х  -0| < 5 = с

булади.
2-мисол. lim cosx = l эканлигини исботланг.

jc->0
Аввалги мисолдагидек, ихтиёрий е > 0 учун 6= у[2£ 

десак, | х  -0| <8 булганда,

< 2 -
х -  0 _  J ,

-о |:
12 <

2
булади.

( 1)

2.3. 1-ажойиб лимит

Келажакда куп ишлатиладиган куйидаги лимитни
.. sin х 
lim ------ = 1
*-*о х

1-ажойиб лимит деб аташади. Буни исботлашдан аввал,
Я  . ~0<х< - лар учун sinx<x<tgx булишини курсатаилик.
2

Бунинг учун R радиусли доирада АОВ  уткир бурчак,

АВ  ватар ва А нукгада утказилган АС  уринмани 
курайлик (каранг, 62-расм). Расмдан куринадики,

Бунда:

-R2 sinx< —R 2 x < - R 2 t f n e .
2 2 &

Агар буларни 1  r 2 га булиб 
2

юборсак, sinx<x<r^c ни хосил

Киламиз.

Бундан

COS X - COS 0° = 2 sin2 -■ <
0<1

1 1 2 келиб чикади. Лекин

эътиборга
тенгсизликни
юборсак,

sinx
1> ----- ->cosx.

х

sinx

л0<х <—
2

олиб, 
sinx

эканлигини

охирги 
га булиб

-< 1-cosx

l- c o s x  = 2 s in 2 — <2 sin —<х .
Шунинг учун

л , smx 0<1- _ —<х.

Бундан уз навбатада,

0< | ^ - 1|<W

пкелиб чикади. Охирги тен!'сизликлар - -  <х<0 кий-

матлар учун хам уринлидир. Энди, агар ихтиёрий £>0
учун 5=е десак, |x-0|=|xj«S булганда, |— х -1\<е булади.

х
(1) исбот булди.
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.. smecc sm<zr lim------- = lim---------a  = a
X  x-* °  OCX

1- мисол.

2-мисол.
( ;,т; _

.. 1-c o s x  lim ----- -—
x - t O  x

3-мисол.
tgx .. sin л: 1 sinx 1 lim —  = lim-------------- --  lim------- lim

= lim
о • 2 * • 2 *2 sm — sin — .

_ i  = 2 l im - — 23- = ! .
—>0 x  x_>0 ( x '

= 11  =  1.
x->0 x X COSX. x~>° X *-+°C0SX

4-мисол.
. 1

1 sin — 
lim x  ■ sin — = lim — ~  = lim — ■ — = 1,
X —>cO X  X — 1 v—>0 у

X

бу ерда, y  = — деб белгиладик, х -*» да у  -»  0  булади. 
х

2.4. 2-ажоииб лимит

Биз аввалги бобнинг 2.6-§ ида куйидаги лимитни 
курган эдик:

1
l i m  1 +
П—>сО\ jq

= е . (2)

Лекин бу лимит ао га интилувчи хар кандай {*„} 
кетма-кетлик учун хам уринли.

Хакикатан фараз килайлик, х  л->-юо ихтиёрий кетма- 
кетлик ва [хи] -  кп х  „ нинг бутун кисми булсин.
У холда, кп < х п< кп +1 < х п +1 < кп + 2 ва

X л— да кп —> +оо, шунинг учун юкорида™ 
тенгсизликнинг биринчи ва охирги ифодалари е га ингилади. 
У холда,

. ♦ ± " “
. Хп 

, 1I + ------ > 1 эканлигини эътиборга олсак, (2) ни

х  л->-ию булган хол учун исбот килган буламиз.
Энди, агар х  л->-со булса, у холда, X X „->+ж ва

lim 1 + - I = limX I

-  limx'
Демак,

5-мисол.

1 +  -
1

x’ -1
= e

lim| 1 + — i = e ■
Xj

(3)

lim(l + u\u = e .и—>0

Бу тенглик (3) дан — = и алмаштириш натижасида 
х

Хосил булади.
6-мисол. Хар кандай а  учун

liml 1 + —1 =еа, Пт(1+ ш А  =еа .
%  J  Ы->0

Агар а=0 булса, бу тенглик ихтиёрий х учун I 1 = 1 
эканлигидан келиб чикади. Энди а*0 булсин. Агар
х—>оо булса, > ос ва



3-§. УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР

3.1. Таърнфлар

Функциянинг лимити билан боглик; булган олий 
математиканинг ян а бир мухим тушунчаси бу 
функциянинг узлуксизлик тушунчасидир. Биз бу ерда 
келтирадиган функниянинг узлуксизлигига берила- 
диган таъриф XIX асрда яшаб ижод «.илган чсхиялик 
Б. Больцано ва фарангистонлик О. Кошига такалади.

Фараз килайлик, бизга /(х )  функция ва бирор 
х 0е D( f )  нукта берилган булсин.

Функциянинг х -> х 0 даги лимити тушунчасини 
киритганимизда х х  о кийматни кабул килиши шарт 
эмас, деб айтган эдик. Бу «.иймат х1атто £)(/) га 
тегишли булмаслиги \ам мумкин, агар тегишли 
булганда \ам лимитни хисоблаш жараёнида /(хо) 
КИЙ мат эъ гиборга олинмаган эди.

Биз хозир айнан
lim /(x )  = / ( x 0) (1)

x->Xv

булади ган холл арии курамиз.
Агар (1) тенглик бажарилса, f(x) функция х=х0 

нукгада узлуксиз, акс холда функция киймати бу 
нукгада узулишга эга деймиз.

Функция узлуксизлигига куйидагича таъриф берса 
Хам булади:

Хо нуктага якин жойлашган бошка xj е D ( f )  
нуктани X] =хо+Дх куринишда ёзиш мумкин, бу ерда Ах 
микдор х нинг орттирмаси, деб аталади. х\ нинг 
жойлашишига каРаб Ах мусбат ёки манфий булиши 
мумкин. У холда

Д/=/(х0+Ах)-/(х0) 
микдорни /  функциянинг Хо нуктадаги Ах орттирмага 
мос келувчи орттирмаси, деб атаймиз.

Агар Ах —»0 да лимитга утсак, (1) га асосан А/ —>0 
булади, яъни агар функция узлуксиз булса, у холда

дх->0 да А/ —>0 будар экан. Акси хам уринли, яъни 
агар А х —>0 да А/ —>0 булса, у холда,

lim  а/=  lim  [/(x0+Ax)-/(x0)j=0,
Дх->0 Лх—>0

ёки
lim  {/(х0+Ах)1-/(х0)=0.
Лх—>-0

Бу ерда, x - x q + A x  десак, Ах—>0 да х —>хо булади. 
Шунинг учун охирги тенгликни (1) куринишда ёзса 
булади.

Демак, функция узлуксиз булиши учун Ах-»0 да 
д/ —>0 булиши зарур ва етарли экан.

Шу сабабли функциянинг узлуксизлигига куйидагича 
таъриф берамиз:
-  f{x) функцияни Хо нукгада узлуксиз деймиз, агар Дх) 

Хо нуктанинг узида ва унинг бирор атрофида аникданган 
булиб, унинг аргументнинг Ах орттирмасига мос келувчи 
А/ орттирмаси Ах—А) да нолга интилса.

63-расм.

Хар кандай функция учун хам Лх->0 да А/->0 
булавермайди (63-расмга каРанг).

Функция узлуксизлигига яна « е ,8 »  тилида хам 
таъриф берса булади:

Агар ихтиёрий е > 0 сон учун шундай 8 > 0 сон 
топилсаки, lx-xflj< 8 тенгсизликни каноатлантирувчи



барча х  лар учун \f(x)-f(xo)\<e тенгсизлик уринли булса, 
у холда f(x) функция х=х0 нукгада узлуксиз дейилади. 

(1) тенгликни куйидагича ёзиш хам мумкин: 
lim /( х )  = /( l im  х ) ,
Х->*0

яъни узлуксиз функция белгиси остида лимитга утиш 
мумкин.

1 -мисол. Уз rap мае у - С  функция х  нинг хар 
Кандай киймати учун узлуксиз. Хакикатан, агар х га 
функциянинг у  = С киймати мос келса, х+Ах га хам 
у  = С киймат мос келади. Шунинг учун А/= 0  ва 
lim д/=  lim 0=0 булади.
Дх-й) Длг->0

2-мисол. х  нинг барча кийматлари учун у  = х 
функция хам узлуксиз, чунки Ау = А х , шу сабабли 
Ах-»0 да А у  —>0 булади.

3 -мисол. _у = sinx функция хам барча х ларда 
узлуксиз.

Хакикатан

j Ayj = |s i n(x + Ax) -  s i n x| = ~ . Ax Ax
2sin—  -cos(x + — ) 

2 2 '
<2 s in (y ) . (2)

Маълумки, хар кандай а учун jsiim|<|oc| (2.3-§ га 
каранг). У холда (2) дан

Ах
М < 2 Sin

Ах
~ 2 Н

ва уз навбатида, бундан Д X -»о да Ау—>0 эканлиги 
келиб чикади.

3.2. Асосий теоремалар

1-теорема. Агар /  ва ср функциялар X = х  0 ну^тада 
узлуксиз булса, у х,олда / ( х  ) ± <р(х ), / (X  )-<р(х ) ва агар

Ф(Х оМ° булса, АА  лар хам х  = х 0 нуцтада узлуксиз 
<Р(х)

булади.
Теорема исботи 2.2-§ дата 6-теоремадан келиб чикади. 

Хакикатан /  ва <р функцияларнинг х = х 0 нукгадаги 
узлуксизлиги lim /(x) = / ( x 0) на lim <р(х) = <р(х0)

Х-**0
тештшкларга тенг кучли булгани учун масалан, агар 
<р(х 0̂ 4) булса,

f i x )  _ / ( х 0)Пш
-«о ср(х) <р(х0)

булади. Бу эса, уз навбатида Л х )
<р{х)

Н И НГ X  =  X  ,

нукгада узлуксиз эканлигини билдиради.
2-теорема. Агар f ( u ) функция и = А ну/fmada ва 

и -  ср(х) функция х=хо нуктада узлуксиз, (р(хо)~ А 
булса, у  х;олда уларнинг суперпозициясидан тузилган 
F(x)  = f\(p{x)) мураккаб функция хам х-хо нуцтада 
узлуксиз булади.

Исботи. и = ср(х) функция х = х о нукгада узлуксиз, 
Ф(х q)=A булгани учун, х ->х 0 да и = ф(х) ~хр(х 0)=А 
булади. У холда, 

lim F(x) = lim /(<»(*)) = И т/(и) = ДА)  = f(<p(x0)) = F(x0)
x->Xq x-~hx0 u~*A

булади. Демак, берилган мураккаб функция узлуксиз 
экан.

4-мисол. П -даражали
Р(х)  = а0х п + а,х"_| + ... + a n_,x + ап

купхад а0,а 1,...,ап узгармас сонлар ва у - х  узлуксиз 
функциялар усгида кушиш, айириш ва купайтириш 
амалларини кетма-кет бажариш натижасида хосил 
булади. Шу сабабли I -теоремага кура, у барча х лар 
учун узлуксиздир.
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64-расмда учала / ( х  0),/( X 0-0),/( X 0+0) сонлар тенг 
булмагани учун функция бу нукгада хам чацдан, хам 
унгдан узилишга эга. 65-рас.мда / ( х  0)= /( х  о-0)*/( х  0+0), 
демак, функция бу нукгада чапдан узлуксиз ва Унгдан 
узилишга эга. 66-расмда эса / ( х 0-0)^/( х 0)= /( х  о+0), 
шу сабабли функция бу нукгада чапдан узилишга эга 
ва унгдан узлуксиз. 67-расмда / ( X 0)*/( X о-0)=/( х 0+0), 
бунда функция йукотиладиган узилиш нукгасига эга 
дейилади, чунки /  ни узлуксиз функцияга айлантириш 
учун (1) тенгликни бажарилишини талаб килиш 
етарли. 69-расмда х - а  нукгада /  аникланмаган булса 
\ам , / ( Xо-0)=/(Xо+0) булгани учун уни х - а  нукгада 
аниклаш мумкин, бунинг учун (1) нинг бажарилишини 
талаб килиш кифоя. 68-расмдаги х - а  нукга узилиш 
нукгаси, функция бу нукгада аникланмаган.

Агар / ( X 0-О) ва / ( Х 0+0) лимитларнинг камида 
биттаси чексиз ёки мавжуд булмаса, бу нуктани 2-тур 
узилиш нукгаси, деб атаймиз.

1 -мисол.

fl,x  > О, 
sig/7jc = < 0. х = 0,

[ -  1,х < 0,
функция х * 0  барча нукталарда узлуксиз, * = 0 нукгада
1-тур узилишга эга, чунки sign(0 + 0) = l,sign(0 - 0 )  = -1 -

2 -мисол.

Л х ) > 8? ” °- •
[0 ,х  =  0,

функция х -  0 нукгада чап ва унг лимитларга эга эмас 
(2.1 -§ даги 2-мисолни каранг), шу сабабли функция бу 
нукгада 2- тур узилишга эга.

Ъ-мисол.

У =
1

—,х  О,
X
2 ,х  =  О,
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Хф0 нукталарда узлуксиз. х  =  0 нукгада чап
внг лимитлари чексизга тенг, шунинг учун бу нукта

2-тур узилиш нукгасидир.
5 -теорема. Агар /  функция [а,Ь\ оралицда камаимаса, у

to а *пуктада унг лимит / ( а  +0) ва Ь нукргада чап 
Z ,m u  Kb -0) мавжуд ва А  а  +0)>Л<> >, Л Ь  -О)*/(b ) .  

Исботи. Теорема шартига кура барча х е\а,Ъ\ лар

учун/( * ) £ /( & ) •  , х
[a,t\ ораликдан Ь га интилувчи |х „) кетма-кетлик

олайлик. Функциянинг бу кетма-кетлик элементларига 
мос келувчи кийматлари кетма-кетлиги {/(х„)} 
камаймайдиган ва юкоридан f (b )  билан чегараланган. 
Вейершграсс теоремасига кура бу кетма-кетлик f ( b )  
дан катта булмаган лимитга эга:

lim / ( х )  < f(b).
х„-+Ь
x„-d>

Тенгсизликнинг чап томонида турган ифода 
таърифга кура функциянинг b нуктадаги чап лимити 
f(b  -0). Демак, f (b  -0) мавжуд ва f(b  -0)< f ( b ).

Функциянинг а  нуктадаги унг лимити / ( а +0) 
нинг мавжудлиги худди шундай исбот килинади.

Натижа. Агар /  функция \a,b] ораликда камаймаса, 
У \олда ихтиёрий хе \a,b) нуктанинг унг лимити 
Дх+0)> /(х) ва ихтиёрий Хе (a,b\ нуктанинг чап 
лимити /(х-0)< /(х ) мавжуд.

Хакщатан х = а,Ь булган хдл учун бу хупосалар 5-тео- 
ремадан келиб чикади. Фараз килайлик, xe(a,b) булсин. 
Теорема шартига кура функция [а ,х ] ва [х,б] 
ораликпарда камаймайди. Шу сабабли 5-теорсмага кУра 
/(Х + 0) ^ х +°) лимитлар мавжуд ва Д х-0)<  / ( х )<

У ерда, /  функция х нукгада узлуксиз булиши 
Ун / ( х  -0)=/( х  +0) булиши зарур ва етарлидир.
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Агар / ( х  -0)</( х  +0) булса, функция бу нуктада 1- 
тур узилишга эга булади.

3.4. Кесмада узлуксиз функция.
Вейерштрасс теоремасв

/  функциянинг бирор чекли ораликнинг барча X 
нукталарида аникданганлигидан унинг шу ораликда 
чегараланганлиги келиб чикмайди. Масалан, X е(0,1]

да / ( * ) =  —, /(0)=0 ф ункция '[0,1] ораликда аникдан- 
х

ган, лекин бу ораликда чегараланмаган, чунки х  0 га 
якинлашган сайин функция кийматлари чексиз орта 
боради. Бундай \ол юз беришига сабаб, функция 0 
нуктада узилишга эга.

Ораликнинг барча нукталарида узлуксиз булган 
функциялар учун бундай \олат х,еч качон юз бермайди.

Таъриф. Агар /функция барча x e ( a ,h ) нуцталарда 
узлуксиз, а нуктада унгдан ва Ь нуктада чапдан
узлуксиз булса, у холда /функция \a,b\ ораликда узлуксиз 
дейилади.

6-теорема. Агар /  функция \a,b\ оралщда узлуксиз 
булса, у шу оралщда чегараланган булади.

Исботи. Тескарисини фараз килайлик, яъни /  
функция [а./?] ораликда чегараланмаган булсин. У 
^олда \ар  бир натурал п сон учун шундай х„ е [a,b] 
нукта топиладики,

1/(*„)!> п  ( и = 1,2,...) (2)
муносабатлар уринли булади.

{хп} кетма-кетлик чегараланган булгани учун 
Больцано-Вейернгграсс теоремасига кура (4 боб, 2.7-§ га 
Каранг), ундан бирор а е  [а,б] сонга якинлашувчи 
хусусий \хп j кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин.
Теорема шартига кура /  функция а  нукгада узлуксиз, шу 
сабабли

[[т f ( xnt ) = / ( « )  • (3)»оо *

Зилдиятга келдик, (3) тенглик (2) муносабатга зид. 
Демак, килган фаразимиз хато, яъни функция [a,b\ 
ораликда чегараланган.

6-теореманинг хулосасини геометрик нукгаи 
назардан 70-расмда тушуниш мумкин: узлуксиз 
функция графиги у  = К  ва у  = -К  тугри чизиклар 
орали гида жойлашган булади.
Маълумки, чексиз кун элементли чегараланган сонли 
туплам таркибига унинг энг катта элемента (энг кичик 
элемента) кирмаслиги мумкин. Агар /  функция х нинг 
узгариш сохасида аниктанган ва хатто чегараланган булса 
хам унинг {/О)} кийматлари туплами ичида энг катта 
ёки энг кичик киймати булмаслиги мумкин. Бундай 
Холатларда /( х )  функция шу ораликда узининг аник 
ю фри ёки аник куйи чегарасига етишмаслиги мумкин. 
Масалан, f(x )= x-E (x )  функция учун шундай: [0, с] 
(с>1) ораликда узгарган барча х лар учун функциянинг 
аник юкори чегараси бор, лекин функция бу кийматига 
[О, cj ораликда эришмайди, яъни функциянинг энг катта 
Киймати йУк Бунинг сабаби берилган [0, с] оралик 
функциянинг узилиш нукгасини уз итога 
олганлигидадир. Бу муаммони куйидаги теорема хал 
Килади. 6-теорема Вейерштрасснинт биринчи теоремаси 
деб аталса, куйидаги теорема Вейерштрасснинг иккинчи 
теоремаси деб аталади.

7-теорема. Агар /  функция \a,b\ ораликда узлуксиз 
булса, у холда функция шу ораликда узининг энг катта 
ва энг кичик цийматларига эришади.

Исботи. Фараз килайлик, функциянинг аник юкори 
чегараси М  булсин, у куйидагича ёзилади:

М  =  s u p { /(x )} .
6-теоремага кУра бу чекли сон. Тескарисини фараз 

Килайлик, яъни берилган ораликнинг барча нукталари 
УЧУИ f ( x ) < M  булсин. Куйидаги ёрдамчи функцияни 
тузиб оламиз
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Кдлинган фаразга кура, махраж нолга айланмайди. 
Демак, функция берилган ораликда узлуксиз ва 6- 
теоремага асосан у чегараланган: (р(х) <ц, р>0. У холда

f ( x ) < M

яъни М дан кичик булган М  - -  сон / ( х )  функция
М

учун юкори чегара буляпти. Бунинг эса булиши мумкин 
эмас, чунки функциянинг аник юкори чегараси М . 
Вужудга келган зиддият теоремани исбоглайди, яъни 
\a,b\ ораликда шундай X 0 нукта топиладики, / ( X 0)= М  
сон / ( х )  функциянинг энг к тт а  киймати булади.

Функциянинг энг кичик киймати \ак;идаги хулоса 
айнан шундай исбот килинади.

I■ 70-расмда акс эттирилган / ( х )  функция узининг 

кичик ва энг катта кийматларини [а,Ь\ ораликнинг
3 a МОс равишда х = а  нукгада ва *=р  нукгада кабул 

иляпти 71-расмда функция минимум кийматига 
^ п и к н и н г  чап чегарасида ва максимум кийматига 
ораликнинг ичидаги кандайдир нукгада эришяпти.

Б о л ь ц а н о -Кошининг биринчи теоремаси. Агар /  
функция [а,ь] оралиеда узлуксиз ва ораликнинг чекка 
нукгаларида хар хил ишорали кийматлар кабул килса, у 
холда {a,b) да шундай с нукга топиладики, бу нукгада

Ж )  = о
булади.

72-расмда акс эттирилган функция теореманинг 
Хамма шартларини каноатлантиради, яъни \a,b\ 
ораликда узлуксиз ва f(a ) < 0, f(b)> 0. График се (а,Ь) 
нукгада х Укини кесиб утяпти. Теорема шундай 
булишини таъкидлаяпти.

Теореманинг исботи. \a,b\ ораликни ст0 билан 
белгилайлик. сто ни тенг иккига буламиз. Агар сто нинг 
Уртасида функция нолга тенг булса, теорема исбот 
булади, amp бундай булмаса, кайси булакнинг чегара 
нукгаларида функция кийматлари хаР хил ишорали 
булса, уша кисмни олиб, уни ctj билан белгилаймиз ва 
тенг иккига буламиз. Агар функция Ст] нинг уртасида 
нолга тенг булса, теорема исбот булади, акс холда 
функция кийматларининг ишораларини \ар бир бУлак 
чегараларида текширамиз. К,айси булак чегарасида 

*3р хил б^лса- Уша булакни ст2 билан 
J  - а ’ Уни яна тенг иккига буламиз ва х- к., бу 
тенг ем* Давом эттириб, биз ё функция киймати нолга 
исбот У Т ® 1 .иук^ага ДУЧ келамиз, бунда теорема 

гэа И еКИ ®иР'®иРт и н г ичига камралгап
1 2~=‘"' ораликлар кетма-кетлигини \осил

амиз- ораликнинг чап чегарасини а, билан ва
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ва

Ь . - а ~

Унг чегарасини Ь, билан белгилаймиз. Барча 
/ =  1,2,3,... лар учун шартга кура, масалан, / ( а  )< о 
f(b,)>  О. а  / орали к; узунлиги

Ъ -а

/' ->  оо да нолга интилади. У холла цамралган кесмалар 
Хакидаги теорсмага кура (4 боб, §2.7 даги 1-теорема) 
{<*/},{£/} кетма-кетликлар бир. хил лимитга интилади 
яъни

lim a, = lim Л, =  с/—>00 . /'->00
булади. Функция узлуксиз булгани учун

/ ( c )  =  l i m / ( a , ) < 0  ва / (с) =  lim f ( b , ) >  0 ./—>00 /->00
Бундан / ( с )  = 0 эканлиги келиб читали. Теорема 

исбот булди.
Исбот кил и н га н теорема тенгламаларни ечишда 

кенг кУлланилади. Масалан, ток даражали
f i x )  =  С10х + ахх~ + . . .  + д 3пх + a 2n+1 = 0  

алгебраик тенгламани курайлик. Абсолют киймати 
буйича етарлича катта булган д: лар учун купхаднинг 
ишораси бош хаднинг ишораси каби булади, яъни 
мусбат х  лар учун а0 нинг ишорасидек булади ва 
манфий х  лар учун унга тескари ишорада булади. 
Купхад узлуксиз булгани учун у ишораларини 
узгартира бориб, натижада бирор оралик нуктада нолга 
айланади. Дсмак, хар кандай ток даражали алгебраик 
тенглама камида битга ечимга эга экан. 
Больцано-Кошининг 1-теоремасидан факат счим-нинг 
мавжудлигини аниклашда эмас, балки бу ечимни 
такрибий топиища хам фойдаланилади. Масалан, 
f{ x )  = х 4 - х - \  булсин. /(1)=-1, / ( 2)=13 булгани учун 
ечим 1 ва 2 орасида булиши мумкин. [1,2] ораликни 
1,1; 1,2; 1,3;... нукгалар билан тенг 10 булакка буламиз

етма-кет равишда бу нукгаларда функциянинг
к И и м а т л а р И Н И ; / ( 1  3 ) = + 0  5 5 ;

Кунл’ан ечим 1,2 ва 1,3 нукгалар орасида 
ка^итини аникяаймиз. [1,2; 1,3] ораликни хам тенг 

10 булакка буламиз ва хисоблаймиз:
‘ //, 21)=—0,06.. /(1,22)=-0,04...; /(1,23)=+0,058...; ...

Бундан ечим 1,22 ва 1,23 нукгалар орасида 
эканлигини билиб оламиз ва хк ., бу жараённи давом 
этгириб ечимни етарлича хатолик билан топамиз, 
мисол учун, 1,22 ни 0,01 хатолик билан ечим, деб кабул
килиш мумкин.

Больцано-Кошининг иккинчи теоремаси. Агар /
функция [a,h] ораликда узлуксиз, f(a)=Af(b)=B,A*B
булса,-у холла А, В лар орасидаги хар кандай С сон
учун \a,b\ ораликда камида битта шундай с нукта
тонилалики, J  (с) =  С  булади.

Исботи. Ёрдамчи <р{х) ~ f( x )  -  С функцияни тузиб
оламиз. /  функция \a ,b \ ораликда узлуксиз булгани 
учун, (р хам шу орликда узлуксиздир ва теорема 
шартига кура, С А за В лар орасидаги сон булгани 
учун нинг чегараларида ,\ар хил ишорали
Кийматларга эга, чунки масалан. агар А<В  булса, 
А <С <В булади ва

<p(a) = f ( a ) - C  = A -C < 0, <p(b) = f{ b ) -C  = В - С >0.
У холда аввалги теоремага кура, \a,b\ орашкда 

шундай с нукга топилашки, <р(с) = / ( с )  -  С = О 
булади. Бундан / ( с )  = С  эканлиги келиб чикачи.

Натижа. [а,б] орашкда узлуксиз булган хар кандай 
/Ф и к ц и я  узининг шу орачикдаги энг кичик ва энг 
Килад.и'И^матлари орасидаги барча кийматларни кабул

эн г^ ар фУнкция энг кичик кий мат и га а  нуктада ва 
чта кийматига (3 нуктада эришеа, масалан, а  < р
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булса, [а,р] с [я ,б ]  булади. У холда натижанинг исботи 
Ьольцано-Кошининг 2-теоремасиии [а,(3] ораликл 
куллашдан келиб чикади.

3.5. Тескари узлуксиз функциялар

М  ораликда узлуксиз ва катъий усувчи булган 
У -  / 0 0  Функция берилган булсин. / ( а ) = a,f(b)  = р

булсин, деб фараз килай­
лик. Бу функциянинг гра­
фиги узлуксиз эгри чизик;- 
дир (73-расмга каранг).

Агар х а дан Ъ гача 
Усиб борса, у  [а,р] ора- 
ликнинг а дан то (3 гача 
булган барча кийматларини 
узлуксиз Усиб кабул 
кил ад и. У холда хар бир 
У е[а,/?] учун y=f(x) 

буладиган ягона х  е \a,b\ мос келади. Бу билан [<аг,/?] 
ораликда берилган у  -  / (х) функцияга тескари булган 
х = <р(у) функцияни аникдадик. Маълумки, х  -  ф (у) 
функция \а,р) ораликда катъий усиб, уни [a,b\ 
ораликка узаро бир кийматли акслантирачи: барча 
У е \а, р \ лар учун f[(p(y)\ — у  ва барча х е [а ,б ]  лар 
учун (p[f(x)\ = х .

х  = ср(у) функциянинг фафигини 1-координаталар 
чорагининг биссектрисаси атрофида текисликни 180° 
бурчак остида буриш натижасида хосил киламиз. Буриш 
жараёнида трафик узлуксизлигича колгани учун, 
х -  <р(у) функция [а, р \ оратикда узлуксиз булади, 
дсйиш мумкин. Бундай гсометрик мулохаза куйидаги 
теореманинг туфилигига асос булади:

73-расм.

Теорема. Агар у  -  Д х )  функция [a,b] оратщда 
у з л у к с и з ,  к а т ъ и й  усувчи ва f ( a )  = a , f ( b )  = р  булса. у
Холда / г а  тескари булган X = <р(у) функция мавЖуд ’т  
бу функция узаро бир кийматли, катъий усувчи ва \а  В\
ораликда узлуксиздир. *т^пемани куйидаги лемма ёрдамида исбот киламиз:

Лемма. Агар катъий усувчи у  -  / ( х )  функция 
\a,b\ ораликни [«,/?] орачикка акслантирса, у холда j

[<з,б] оратикча узлуксиз булади.
Исботи. Ихтиёрий х0 е (а,Ь) нукга олайлик. /  

Катъий усувчи булгани учун унга мос келувчи 
У о = / ( хо) нукта (а ,/3) интерватга тегишли булади. 
Етарлича кичик е > 0 ни шундай танлаймизки, а< 
У о ~  £< Уп<Уо + £<р булсин. Шартга кура, шундай 

*i,x, e(a,b) лар топиладики, у0 - е  = f(x[),yQ+ e - f( x 1) 
булади. /  усувчи булгани учун х е ( х , ,х 2) эканлигидан 

Уо ~ s  = f ( x 1)< f(x )< f(x 2) = yQ +е  келиб чикади. 

Бундан ! / ( * ) - y 0j< е ёки | / ( х ) - / ( х 0)|<  е ни хосил
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кдпамиз. Демак, /  функция х0 е  {a,b) нукгада узлуксиз 

экан. /  функциянинг х 0 =  а ёки х 0 =  b нукгаларДа 
бир томонли узлуксизлиги худди шундай исбот килинаци

Теореманинг исботи. Фараз килайлик, У = / ( [ а /ф

булсин. f ( a )  = a , f ( b )  = P  ва /  функция усувчи 
булгани учун хар кандай х е  \a,b\ учун а  < f ( x) < к  
булади, яъни Y а[а,р]. Лекин агар у  [а,р\ кесманинг 
ихтиерий нукгаси булса, 3.4-§ даги Больцано-Коши 
теоремасининг натижасига кура y e  Y , яъни Y с  [а,/?].

Демак, Y = \а,р\ экан. У холда катъий Усувчи /  

функция учун Г =  [а ,/? ]  да катьий усувчи [а,/?] 

кесмани \a,b\ кесмага акслантирувчи х = <р(у) тескари 
функция мавжуд. Леммага асосан эса х  = <р(у) 
функция узлуксиздир. Теорема тУлик исбот булди.

3.6. Текис узлуксиз функциялар

[a, ft] кссмада (интервалда, ярим интервалда) узлуксиз 
булган /  функция берилган булсин. У холда бу кесманинг 
(интервалнинг, ярим интервалнинг) ихтиёрий X 0 нукгаси 
учун берилган г > 0 сон учун шундай 8>0 сон топиладики, 
] x - x 0j< £ тенгсизликни каноатлантирувчи барча х е {a, b]

( (а, Ъ\ (a, b \ [a, b) ) лар учун | / ( х )  -  Д х 0 )| <е булади.

х$ нукта Узгариши билан узгармас е учун 5 хам 
Узгариши мумкин, яъни 8  факат е  га б о т и к  булмай, 
балки хо га хам боглик булади.

Шу сабабли берилган е>0 учун функциянинг 
берилган оралигидаги барча х ларга бир хил 8 > 0 мос 
келадиган функцияларни ажратишга эхгиёж тушлади.

Таъриф. Агар ихтиёрий е > О сон учун шундай 6>0 
|у — x J  <8 тенгсизликни каноатлантирувчи

топипсаки, \*\ 2| 
барча х , ,х 2 е Х  лар учун

\f ( x x) - f { x 2)\< s

муносабат уринли булса, X  туптмда аникланган / функция 
шу тупламда текис уыуксиз дейилади.

Агар функция X  тупламда текис узлуксиз булса, у 
*олда бу функция X  нинг хар кандай X' кием тупламида 
хам текис узлуксиз булади. Лекин акси хар доим хам 
уринли эмас.

Теорема (Кантор1). [а,б] ораликда узлуксиз булган хдр
Кандай / функция шу ораликда текис уз;?уксиз булади. 

Исботи. Тескарисини фараз килайлик. яъни шундай
Ы) мавжуд булсинки, хар кандай 5 > 0 учун jx, - ,х 21 <5 

тенгсизликни каноатлантирувчи х,,х, е[а£>] лар топилиб, 

\fi.XX) - f { x 2)\>£ 
муносабат Уринли булсин.

Нолга интилувчи мусбат { д п} сонлар кетма-

кетлигини олайлик. Хар бир д п учун

К *  ~  * 2 ,„ | ■< 8п ва | / ( х ,  „) -  / ( х 2я )| > е  

муносабатларни каноатлантирувчи х, п, х 2 п е  \а, b \ лар 
топил ади.

К Л  кетма-кетлик чегараланган (чунки барча 

и -  1,2,3,...лар учун х | п е  [а,й]), шу сабабли Больцано- 

йерштрасс тсоремасига кура ундан капдайдир

11 Георг Кантор (1845-1918) — машхур олмон матсматиги, 
тупламлар назариясининг асосчиси.
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x0 e[a ,b \ га интилувчи {xljfj  хусусий кетма-кетлик

ажратиб олиш мумкин. к  - > оо да х - г  - Л2,пу 0
булгани учун {х2 ^  j  хусусий кетма-кетлик хам 

х0 е [а,*] нукгага интилади. Шу сабабли /  функция­

нинг х0 нуктада узлуксизлигидан

l t o / ( x , , i ) =  l i m / ( x ; , i ) = / ( x o )  

булади. Aiap (1) да /С —> оо да лимитга утсак,

* £ йИ*'-". > - >1 - 1/ю - л*. >| - о
келиб чикади. Бунин!' эса булиши мумкин эмас, чунки 
шартга кура с > 0. Бу зиддият к^линган фараз хато 
эканлигини курсатади. Теорема исбот булди.

Бу теорсмадан бевосита куйидаги натижа келиб 
чикади:

Натижа. Агар у  —f i x )  функция \p ,b \ ораликда 
узлуксиз булса, у \олда кар кандай берилган е > 0 сон 
учун шундай 8 > 0 топиладики, орашкни узунликлари 
5 дан кичик булган булакларга кандай усулда 
булмайлик, y  = f ( x )  функциянинг шу булаклардаги 
тебраниши е дан кичик булади.

Мисол. _y = sin^—J  функция V 8 > О учун [8,1]

ораликда узлуксиз ва юкоридаги теоремага кура у шу 
орашкда текис узлуксиз. Лекин бу функция (0,1] ярим 
интерваща узлуксиз булса хам, унда гекис узлуксиз эмас.

2Хакикатан х . =
7г ( 2 к  + 1 )

ярим интервал га теги шли ва улар учун

(к = 0,1,2,...) нукгалар (0,1]

= |(-1)‘~ - ( - 1 ) * |= 2
муносабат уринли. Ai ap e=i десак, \ар  кандай 5 > 0 сон 
учун шундай а: топиладики,

* (2 ^ Г з)(2 к  + 1)
булса хам, лекин

\ f(xM ) ~ f ( x k)\ = 2>e= 1

булади. Бундан берилган функцияни [0,1] да узлуксиз 
буладиган килиб давом эттириб булмайди, деган хулоса 
келиб чикади, чунки акс холда, теоремага кура 
функция [0,1[ Да текис узлуксиз, демак [0,1] да. хам 
текис узлуксиз булиши керак. Бунинг эса булиши 
мумкин эмаслигини юкорида исбот кдпдик.

3.7. Элементар функциялар

С (узгармас), ^n,a x,loga х, sinx,cosx,/gx,arcsinx, 
arccos x,arctgx функцияларни энг солда элементар 
функциялар, деб атаймиз. Улар устида бажарилган 
арифметик амаллар ёки суперпозициялар натижасида 
Хосил буладиган барча мураккаб функцияларни элемен­
тар функциялар деймиз. Масачан, _y = ln(e* + s in : х + 1) 
элементар функциядир.

Элементар функцияларни урганиб чикиш математик 
тахдил цукгаи назаридан фойдадан холи эмас.

а) Узгармас С функция. Аввач курганимиздек барча 
Хакикий сонлар тупламида аникнанган, унинг графиги 
X Укидан С масофада бу ук,ка параллел утган туфи 
чизикдан иборат. Юкорида бу функциянинг хакикий 
сонлар Укида узлуксиз эканлигини исбот килган эдик.
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б) у - х ” — даражали функция (я — узгармас). 
Натурал п лар учун бу функция барча хакикий сонлар 
тунламида аникданган, у ерда узлуксиз (3.2-§, 4- 
мисолга каранг). Бу функция [0,со) да катъий усувчи, 
чунки хар кандай xj<x2 лар учун

х 2" — х "  = (х г - х 1)(х2'’~1 + х 2"~1х ] + ... + Х," ') >  0. 
Бундан ташкари у  -  х п функция X  =  [0, со) ярим 

интервални Y =  [0, оо) ярим интервалга акслантиради, 
шу сабабли 3.6-§ даги теорсмага кура, унга тескари 
булган бир кийматли, узлуксиз ва катъий усувчи

функция мавжуд. Бу функцияни х -  у ^  = rfy  (у  > 0) 
куринишда белгилаб, у  нинг п даражачи арифметик 
илдизи, деб атаймиз.

Агар и=2/с+1 булса, у  = х" функция ток функция 
булади. У (-ос,+оо) ораликда узлуксиз, катъий усувчи ва 
(-оо,+оо) ораликни (-к»,+оо) ораликк3 акслантиради, шу 
сабабли (-оо,+оо) ораликда узлуксиз, катъий усувчи 
тсскари функцияга эга:

X = 2K+j [ y  ( у е ( - с о ,+ к ,) ) .

Бу ерда >->0 лар учун 2K+jJу  ифода у  нинг 2к+1-

даражали арифметик илдизи ва у  <0 лар учун 2к+̂ [у =-

2K+j\y \ -
Агар п=2к булса, у  = х" функция жуфт функция 

булади. У (-оо.+оо) интервални [0,оо) яриминтервалга 
акслантиради. Лекин бу функция (-оо,+оо) интервалда 
монотон эмас ва шу сабабли унга тескари функция 
икки кийматли:

х = ±24 у ( ) /> 0 ) .

Куйида у = х п функциянинг п хакикий сон булган 
айрим коллардаги фафиклари берилган:

в) у  — а* — курсаткичли функция (а* \,а>  0). Бу 
ерда икки \ол булиши мумкин: 1) а>\ ва 2) 0< а <1.

1-Кол: агар а> 1 булса, функциянинг аникланиш 
сохаси D (f)  = (-о о ,+ о о ) ва бу функция (-оо,-ш>) ни (0 ,-к») 

га акслантиради, яъни барча х  е(-оо,+оо) лар учун а* > 0. 
Бундан ташкари, хар кандай х е(0,-кх>) лар учун ах> 1.

Х^акикатан рационал х лар учун ах >1 булиши урта 
мактабдан маълум. Энди агар х — иррационал булса, 
унинг бутун кисмини [* ]= к  десак, х > к булади,

бундан а х>ак>\.
у у У У

75-расм .

Бу функция усувчи, яъни у  >х муносабатда булган 

Хар кандай х,у  е(-<ю,+<ю) лар учун ау>ах. \акикатан 
ау - ах = ах(ау' х -1)> 0, чунки барча х  е(-оо,+оо) лар учун

а х > 0 ва j/-X>0 булгани учун ау~х -1> 0.
1 -мисол.

lim а/л = 1. (1)



Х.ак.икатан мусбат X лар учун Ныотон биномига кура

( н  Л)" = 1 л2+. . .> 1 + .
2 2

Агар бу ерда Л = ?Jn — 1 десак,

п> 1 + п(п~  1)(
( Л - i }

ёки п > 2 лар учун

- >  t e - i ) 2>o. 
п '

Агар бу тенгсизликлардан квадрат илдиз олсак,

[> О

ёки

J ~ +l > V « > i . (2)

Ва ни\оят, агар /7_»со да лимитга утсак (1) хосил 
булади.

п> а  буладиган барча нагурал сонлар учун

К  У  1< а ,п < п п ->1
/т-ко

булгани учун

lim а /” = 1 (3)П—>00
булади. Энди агар хп ихтиёрий нолга интилувчи мусбат

сонлар кетма-кетлиги булса. 1
= кп десак, 0 < X „ < J

1 а < а п < а п булади. У ходда (3) га асосан

lim a '''’ = 1 .

{Хп } кетма-кетлик ихтиёрий булгани учун биз унг 
лимитнинг мавжудлигини исботладик:

lim а* = 1.
х-+0

У холда чап лимит хам мавжуддир 
1 1lim a1 -  lim

lim a" 1u->0
Демак,

l im a 1 = 1.jr-»0 (4)

y  = a x функция хар кандай x0 e (  oo,+oc) нукгада 
узлуксиз: агар х - х 0 —» 0 булса, (4) га асосан

|ах -  ах° | =  |а г“ (а t_Jt° -  l]j = ах" |а х~*° — lj —> О
булади.

Энди бу функция х  - » оо да узини канлай 
тутишини курайлик. М>О етарлича катта сон булсин. 
Шундай а  рационал сон топиладики, а а>М булади, 
шунинг учун ихтиёрий ххх лар учун 

М<аа<ах , 
яъни х —> +со да а х ->+оо экан.

Энди, агар х ->  -оо булса, у .холда

- L  = _ _ I—  = о
lim а"l/->+оо

булади.
2-хол: О< а < 1. Агар

1

lim а1 = lim
-дг->«о а"

И\а )



десак, биз курмокчи булган хол 1-холга келтирилади,
1

чунки — >1. Бу \олда хам функциянинг аниьуханиш 
a

сохаси £>(/) = ( -  оо,+оо), ва у (~оо,+оо) ни (0,+оо) га 

акслантиради, яъни барча Хе(-оо,+оо) лар учун а* > 0. 

Бундан ташкари, хар кандай хе(0,+оо) лар учун а х < 
1 ва хе(- оо,0) лар учун а* > 1. Бу холда хам функция 
Уз аник'шниш сохасида узлуксиз ва ка'гъий 
камаювчи.

Агар х->+оо булса, а* -> 0 ва х  —>-оо булса, 
ах ->+оо булади.

у  = а* функциянинг иккала хол учун графиги 
Куйидагича булади:

76-расм.

г) у -  loga х . Бу ерда хам икки хол булиши мумкин. 

Аввал а> 1 деб фараз килайлик. у - а х функция 
( -о о ,+ о о )  да узлуксиз, катъий усувчи ва (-оо,+х>) ни 
(0 ,+оо) га акслантиргани учун унга тескари (0 ,+<ю) да

узлуксиз ва катьий усувчи функция мавжуд. Уни у  нинг 
а асосга нисбатан логарифми, деб атаймиз ва х = log., у 
куринишда ёзамиз. Агар бу тенгликда х  ва у  ни 
Урнини алмаштирсак, юк;орида билдирилган фикрларга 
асосан

lim loga х = +QC, lim log0 х  = -оо.X ->+00 X —>0*>-0
Тескари функциянинг таърифига кура куйидаги 

айниятлар Уринли:
а ь^ х = х  (0<х<+<х>), logа а х = х (-оо <х<+оо).

а нинг е асосга нисбатан логарифмини а нинг 
натирая логарифми, деб атаймиз ва logea  = lna 
куринишда ёзамиз.

Агар 0 < а < 1 булса, у  -  log0 х  функция (-оо,+») да
узлуксиз ва катъий камаювчи.

Бу функциянинг графиги юкоридаги расмда 
курсатилган.

д) Тригонометрик функциялар. sin х, c o sх, tgx, ctgx 
ва бошка тригонометрик функциялар укувчига урта 
мактабдан маълум.

Маълумки, (3.1-§, 3-мисолга каранг), у  =  s in x

ораликда узлуксиз ва катъий усувчи,функция :L 2 2.
бу ораликни [-1,+!] ораликка узаро бир кийматли 
акслантиради. Uly сабабли, унга тескари бир кийматли, 
узлуксиз функция мавжуд:

х = arcsin x ,Z )(/) = [— l,+l] - 
Агар у  — sin х функцияни (-оо,+оо) орачикда карасак, 

унга тескари функция куп кийматли arcsin  у  функция 
булади, унинг барча кийматлари куйидаги формула 
ёрдамида топилади:
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х  = arcsiiry = (-1)*arcsiivy+ст ( к  =  0,±1Д2,...). *) 
Худди шундай

^  = COSX (0<Д <7г),

, л  я  
У ~ tgx  (_ 2 < Х < У )?

функцияларга тескари функция’ар мос равишда 
x = arccos у, 0>е[— 1,+lJ)
х = arctgy, (у  eV со,+со).

Агар берилган функциями и  (-«,+со) оралица 
к,арасак, уларга тескари функдкпар мос равишда 

х = arccos у  = ± arccos у  +  2кп ,
х = arctgy = arcty +  ктг

(к = 0,±1,±2, .).
е) Гиперболик функциялар. Куйидаги функцияла:

ех — е~х , ех+е~х shx , chx
shx = ---------- ,chx  = — - — thx = ------, cthx = —-

2 2 chx shx
мос равишда гиперболик <?ин>, косинус, тангенс за 
котангенс функциялар, деб ата.адИ.

shx,chx.thx функциялар (-оо,-юо) ораликда аникдан- 
ган, cthx функция эса (-^о,0)и(0,+ао) ораликда аникданган.

Бу функциялар учун куйидаги формулалар уринли 
эканлигига ишонч хосил килиш кийин эмас: 

sh(x + у) = shxchy + shychx,
ch(x + у) -  chxchy + shxshy,

ch'x -  sh2x  = 1.
Юкорида келтирилган элементар функцияларнинг 

хоссаларидан фойдаланиб, куйидаги лимитларни 
Хисоблайлик:

- 1п(1 + х) , log П + х) , 1
2-мисол. lim—--------  = l,lim ■ ■■---- ~ = logae = -----

i->o х х In а
эканлигини исботланг.

-\акзикэтан, в) га асосан In х функция (0,-к») ора­
ликда узлуксиз булгани учун ва 2.3-§ даги 5-мисолга кУра

lim — - =  lim 1п(1 + хУх = In lim(l + х)^х = Ine = 1.
х—>0 j  х—>0 х —>0

Ъ-мисол.
ах -

lim = ln a , (0< a ) ,  lim;r->0
ех - \ = lne = 1.

78-расм-

Х,акик;атан aiap ах - 1  = и дссак, курсаткичли функ­
циянинг узлуксизлигига кура х  ->0 да 0 булади. Энди 
агар х  In а = 1п(1 + и) эканлигини хисобга олсак,

77-расм
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lim - — - = tin— - —  
x~*° X ‘•O ln(l + u)

In a = In a  - lim --------- -  = In a.
"-*0 ln(l + u)

3.8. «О» ва «о» мивд°РлаР- Мивдорларни 
солиштириш

а нуктанинг узида булмаса \ам , унинг бирор Uа 
атрофида бертган <р(х), fix) функцияларни царайлик. 
а нукта чекл/ сон ёки чексиз (-оо, +ос ёки х>) булиши 
мумкин. Барча xeUa лар учун <р(х)*0 булсин.

1-таъриф. >гар

l i m ^ = 0  ( »
<pix)

булса, х - hi да f ( x ) функциями <р(х ) функцияга 
нисбатан о-кщцк мицдор деб атаймиз ва 

f i x ) = о(р(*))
х-+а

куринишда ёзамиз.

(2)

Масалан:
X2 = о (х ),

агар т<п5улса, X
п ( т \

= °1х  Ьх->0 4 '
агар п<т5улса, х" =  о[хт L

V—

2 Xsin —,  3111 —I _COS X  . о
1-cosx =в(Д чунки lim-----------= 2 lim---------= 0.

*-*» ” *->0 х  х-*° X
о(1), х-н  да ифода х-»а даги чексиз кичик

микдорни би-диради. Масалан, / (х) = ----- = о(1).
In х

(1) ни f(if=e(x)<p(x) деб ёзиш мумкин, бу ерда х->а 
да е(х)-±0. Дар. (1) муносабат х->а да чексиз кичик 
микдор булган /(х) ва <р(х) функциялар учун бажарилган 
булса, fix) ш (р(х) га нисбатан х-»а да юкори тартибли

чексиз кичик микдор деймиз. Агар (1) даги /(х) ва <р(х) 
функциялар х-+а да чексиз катта микдорлар булса, у 
\олда f(x) ни ф(х)  га нисбатан х~>а да куии тартибли 
чексиз катта микдор деймиз.

2-таъриф. Агар

(р{х)
(3)

муносабат уринли булса, Дх) ва <р(х) функциялар х->а да 
эквивалент микдорлар дейилади ва /(х)жр(х) куринишда 
ёзилади.

Масалан, х-> 0 да
дЛ

s in x » x ,l-co s t« y ,ln (l+ x )« x ,< ?* - 1 « х ,< /-l^ x ln a . (4)

1-теорема. Агар
х-> а да /(х)жр(х) булса,

у  хрлда
х-хг да <р{х) /̂(х) 

булади.
Исботи. Агар бирор Uа да <p(x)*Q булса, (5) га кура, 

равшанки, а нинг бирор кичикрок атрофида /(х)*0 
булади. У ходда

(5)

(6)

*-♦« /  (х) х~>а
——  = - = 1 .  
f ix)  1
<р(х)

2-теорема. (5) муносабат бажарилиши учун х -> а  да 
/(х)=<р(х)+о (<р(х)) (7)

булиши зарур ва етарлидир.
Зарурлиги. Фараз килайлик, (5) Уринли булсин. У \олда 

шундай е(х )  функция мавжудки, х->д да ф ) - Я )  булиб, 
fix) = 1 + £(*) дейиш мумкин. Бундан
<р(х)

/ ( х )  = (р(х) + £(х)ср(х) = ср(х) + о(«р(х)) 
келиб чикади.

Етарлилиги. Агар (7) Уринли булса, у холда
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А * )  =  <р{х) + о(<р(х)) = <р(х) + £(х)<р(х), 
булади, бу ерда х~>а да е(х)->0. Демак,

<р(х)
■ 1.

Бундан (5) келиб чикади. Теорема исбот булди.
3-теорема. Агар х —>а да tp(x)&<pj(x) булса, у  холда 

lim [/(x )^ (x )j = lim [/(x )^ , (x)J,
х —*а х->а

l im / W  = h-m / W

(8)

(9)
<P(x)

муносабатлар уринли булади.
(8) ва (9) тенгликларда унг томондаги лимитлар 

мавжуд булсагина чап томондаги лимит мавжуд булади, 
деб тушунмок керак, яъни агар унг томондаги лимит 
мавжуд булмаса, чап томондаги лимит \ам  мавжуд 
булмайди:

Исботи. (8) ни исбот килиш билан чегараланамиз. 
Фараз килайлик, (8) нинг унг томонидаги лимит 
мавжуд булсин. У \олда

f{x)(px(x) <р(х)
<Р,0)

1 - ^ )  = 1 = П т [А *М (*)}

I -мисол. х->0 да tgx& х, чунки

lim
х-* 0  х

sm x
c o sx  = 1.

2 -мисол.

lim X = l i m -
x  >0 x J + X  x ~*0 X J + x

= lim
1 x 2 +1

0.

3-таъриф. Агар /(x) функция учун шундай А*0 ва т 
сонлар топилсаки, х-ю  да /(хМА (х-а)т булса, у холда А 
(х-а)т функция /(х) функциянинг а нуцта атрофидаги 
бош даражали хади деб аталади.

4-таъриф. Агар барча х е Е  лар учун |/(*)|<С|<р(х)|,
(бу ерда С х га боглик булган Узгармас), булса, у холла /  
Е  тупламда ср тартибга эга ёки /  Е  тупламда <р га 
нисбатан О-катта микдор деб атаймиз ва куйидаги 
куринишда ёзамиз:

f ( x )  = 0{<p(x)). (Ю)
Хусусан / ( х )  = 0(\)  тенглик /  функциянинг Е туп­

ламда чегараланганлигини билдиради.
Мисоллар:

1) sinx = 0 (l) ,s in x  = 0(х),х е (-о о ,+ о о );

2) [l,+oc) да х = о (х 2);

3) [0,1] да х 2 = 0 (х ) .



6-БОБ. 
БИ Р УЗГАРУВЧИЛИ Ф УНКЦИЯ УЧУН 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ХИСОБ

1-§. КОСИЛА ВА УНИ ХИСОБЛАШ

1.1. Асосий тушунчалар

Биз бу бобдан бошлаб укувчи эътиборига олий 
математиканинг энг асосий тушунчаларидан бири — 
дифференциал ва интефал \исобини хавола ьдиламиз. 
Дифференциал ва интефал хисобнинг бошлангич 
тушунчалари XVII асрда вужудга келди ва XVIII асрга 
келиб инглиз олими И.Ньютон ва фаранг олими 
Г.ВЛейбништрнинг букж хизматлари туфайли мукаммал 
назария куринишига эга булди. .

Аввал кейинги булимда киритиладиган \осила 
тушунчасига асос солган бир нечта амалий масалаларни 
курайлик:

1. Моддий нщпилшнг оний тезлиги. Модций нуктанинг 
эркин тушиш масаласини курайлик Агар t ваку тушиш 
бошидан бошлаб хисо& ганса. шу вакт ичвда босиб ушшан йул

булади. Бундан

^ - м
As \  

^ - М ,

79-раем.

S - g r
(1)

формула билан хисобланади, бу ерда, 
g = 9,81. Нукта харакатининг t вактдаги 9 
тезлигини топиш талаб килинган булсин.

t узгарувчига At орттирма берайлик ва t+Al 
вактдан сУнг модций М нуктанинг Mi х°ла- 
тини курайшк. Йулнинг А/ вакт оралищда 
олган ММ] орггирмасини As билан бот’и- 
лайлик. У холда t Урнига /4-дг ни (1) га куйсак

s + As = ~ ( t  + А /)2

А-5 ~ Д/ + А/2)

Агар А? ни А/ га булса к, моддий нуктанинг ММ\ 
йулни босиб Утган уртача тезлигини топамиз:

Q £

Нуктанинг t вактдаги 9 оний тезлиги деб, 9^р урта 
тезлигининг At нолга интилгандаги лимитига айтамиз:

Умуман, нуктанинг текис харакат тезлиги S хам худди 
шундай хисобланади. Бунда, агар харакат тенгламаси 
s=M  булса, нуктанинг / накхдаги оний тезлиги

>9 = lim 3 — Игл
* Дг-ОД,

булади.
2. Ток кучи. Q = f ( t )  симдан t Bai r̂ ичида утадиган 

элекф микдорини билдирсин. У холда
А£  = Л? + А р - / ( 0  
А/ А/

токнинг [/,Н-д/] вакт оралигида утган ток кучини 
билдиради. Шу сабабли,

Н « ^  = /
л/-»о

лимит токнинг t моментдаги кучини беради.
3. Массанинг тацеимот зичлиги. Фараз килайлик, х 

УКининг \a,b\ кесмасида бирор масса умуман нотекис
таркдлган булсин. У холда [а,х] кесмадаги масса 
микдори

М = F(x) ( a < x < b ), 
яъни х  нинг функцияси булади, чунки бу микдор 
аАВх шакл юзасига пропорционал. [х, х + Ах] 
ораликда туфи келувчи масса микдори
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о а х х+Дх b 

80-раем.

ЛF  = F{x + A x ) - F ( x )  
булади.

У холда шу ораливдаги 
AFуртача масса з и ч л и г и ----
Ах

булса, унинг лимити
.. AF  
lim —  = /и 
Д*-»° Дх 

массанинг х  нукгасидаги
зичлигини беради.

Юкорида келтирилган масалаларнинг барчасида 
асосий микдор функция орттирмасининг аргумент 
ортгирмасига булган нисбатининг лимитидир. Мана шу 
лимитни функциянинг хосиласи деймиз. Кдтьий таъриф 
куйидагича:

Гаъриф. Берилган у  = f ( x )  функциянинг анич^ланиш
сох,асига тегишли булган бирор нуцтасида олган Ау
орттирмасининг аргументнинг мос Ах орттирмасига 
нисбатининг куйидаги лимити:

г  АУ г / ( х  + Д х ) -  f i x )lim  —- - = lim — ----------— f ' ( x ) (2)
Л х - Х > А х  Ax >0 Дд- J  K }

мавжуд булса, бу лимит б)ерилган функциянинг х,осиласи, 
деб аталади.

y  .. , d f(x )  dy
досила учун купинча у  , ~ -  L, белгилар хам

ах ах
ишлатилади.

х  нинг \ар  бир узгармас кдймати учун микдор
Дх

Ах нинг функция си булади:

у/{Ах) = ^ У-  (А х *0).
Дх

/  функциянинг х  нукгада хосиласи мавжуд булиши 
учун /  фацат х  нуктанинг узида эмас, балки унинг

бирор атрофида хам аникданган булиши зарур. Шу 
холдагина у(ДХ) функция нолга етарлича я^ин булган 
д х л а р  учун аникданган булади.

Функция хосилага эга деганда асосан (1) лимит 
чекли булиши назарда тугилади, лекин агар (1) лимит 
мавжуд булиб, чексиз (-«,+<» ёки ос) булса, у холда /  
функция берилган нукгада чсксиз хосилага эга деймиз.

Агар (1) формулада Дх-->0 , Дх>0 булганда лимит 
мавжуд булса, бу лимитни /  функциянинг унг хосиласи, 
деб атаймиз. Уни / ' t (х) куринишда белгилаймиз.

Худди шундай, агар (1) лимит Д х-»0  , Дх<0 лар 
учун мавжуд булса, бу лимитни /  функциянинг чап 
Хосиласи деб атаб, уни f \  (х) куринишда белгилаймиз.

“Бундай Х°лат агар /  функция [a,Z>] ораликда 
берилган булса, шу ораликнинг чекка нукдаларида юз 
беради. Агар /  функциянинг барча xe(a ,b)  нукдадарда 
Хосиласи, а нукгада унг хосиласи ва Ь нукгада чап 
Хосиласи мавжуд булса, у холда /  функциянинг [a>h] 
ораликда хосиласи мавжуд ёки /  функция [a,b\ 
ораликда дифференциалланувчи дейилади.

Функциянинг берилган нукгадаги лимити мавжуд 
булиши учун унинг шу нуктадаги унг ва чап лимитлари 
мавжуд ва тенг булиши зарур эканлигидан, функция х  
нукгада дифференциалланувчи булиши учун унинг шу 
нукгада унг ва чап хосилалари мавжуд булиб,

Гг (х) = / ' ,  (*) = / ' ( * )
булиши зарурдир.

Агар функциянинг х нукгада чап ва унг хосилалари 
мавжуд булса-ю, лекин улар тенг булмаса 
( / ' ,  (х) *  (х ) ), у \олда функция шу нукгада диффе­
ренциалланувчи булмайди.

Мисол. у  =  jxj функция учун

Аи
Дх

|х + Ах| -  jxj 

Дх
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Агар х  >0 булса, етарлича кичик Д X лар учун 
X + Д X >0 ва

Ау _ х  + А х -  х Ах ^
Ах Ах Ах 

Агар х  <0 булса, у холда етарлича кичик АХ  лар 
учу] I X +Д х  <0 ва

Ау _ — (х + А х )- ( -х )  _ Ах _ ^
Ах Ах Ах

Демак, чап хосила -1  га ва унг хосила +1 га тенг, 
шу сабабли берилган функция х  =0 нукгада 
дифференциалланувчи эмас .

Бизга маълумки (4-боб, 3.2-§, 6-мисолга каранг), 
у  =  jjcJ функция х  ниш  барча цийматларида, шу 
жумладан, х  =0 нукгада хам узлу<сиз. Демак, функция­
нинг нукгада узлуксизлигидан функциянинг шу нукгада 
Хосиласи мавжудлига келиб чиклас экан. Лекин акси 
хамиша уринли, яъни берилган функциянинг нукгада 
чекли хосиласи мавжудлигидан унинг шу нукгада 
узлуксизлиги келиб чикади.

Хакикатан (1) лимит бирор х нукгада мавжуд ва 
чекли булса, у холда (1) ни куйцаги куринишда ёзса 
булади:

^  = / ' ( * ) +  *(&), (3)Ах
бу ерда, АХ  —>0 да е(ДХ )-»0. (3) дгн

Ay = f ( x )  Ax + Ax е(Ах) 
келиб чикади. Бунда Д х  -»0 да лимтга Утсак, 

lim  Ау =  0 ,
х-+0

яъни функция х  нукгада узлуксиз;кан.

1.2. Хосиланинг геометр* маъноси

Фараз кдлайлик, (a,b) интервал^ узлуксиз у  = / ( х )
функция берилган булсин. Унинг чафиги Г  узлуксиз 
эф и чизик булади. Г  да

f{x+h)-flx)

81-раем.
Л (х ,/(х ) )  нукта олиб, шу нукгада Г  га уриниб утган 

туфи чизик, яъни уринмани toiihui масаласини 
курайлик. Бунинг учун Г  да бошка N(x + h , f ( x  + h)) 
нукгани олайлик, бу ерда h Ф 0 (81-расмга каранг). А 
ва N  нукталардан Утган тугри чизикнинг О х у \  билан 
ташкил этган бурчаги р булсин, - л/ ^  к  Р <к/ 2  леб 
фараз киламиз. 81-расмда р>0 , И = АС,Ау = CN  ва шу 
сабабли = tgp.

Агар /г —> 0 булса, функция узлуксиз булгани учун 
Ау -> 0 ва N  нукга Г  буйлаб А нуктага интилади.

Агар бунда р бурчак -  ^  ва ларга тенг булмаган 
бирор а  лимитга эга булса, у холда

lim ^  = lim tgB = tga.0 fa А-> 0 (4)

лимит мавжуд ва у /  нинг х  буйича хосиласига тенг, 
яъни

/ ' ( * )  = tg a  . (5)
Ва аксинча, агар чекли f \ x ) хосила мавжуд булса, 

У холда /3 а  -  a rc lg f (х) булади. Бунда A N  тУфи 
чизик А нукгадан Угиб, О х  Ук билан а  бурчак 
ташкил этган ВА тугри чизик холатини эгаллашга 
интилади.
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Г  эгри чизик, билан.битга умумий А нукгага эга 
булган ВА тугри чизик, Г  га А нуктада утказилган 
уринма, деб аталади.

Биз х р з и р  агар y  = f ( x )  функция бирор х

нуктада чекли / ' ( * )  \осилага эга булса, у холда 
функциянинг Г  графигига бурчак коэффициента 
tga  = f '(x )  булган уринма утказиш мумкинлигини 
исбот килдик. Аксинча,

Yxm.fi- а
лимитнинг мавжудлигидан чекли / ' ( * )  хосиланинг 
мавжудлиги ва (3), (4) тенгликларнинг уринли 
эканлиги келиб чикади.

Айрим холларда тенг булмаган чап ва унг хосилалар 
мавжуд булиши мумкин, бунда А нукта Г  нинг 
бурчак нукгаси дейилади. Бундай холларда А нуктадан 
Г  га хеч КанДай уринма утмайди, лекин бурчак 
коэффициентлари мос равишда

tga , = lim —  = f \  (х), tg a 2 = lim ~  = f \  (x)
6 1 Л*->0Дх 4 Д»->0Дхir<0

булган чап ва унг уринмалар мавжуд дейиш мумкин 
(82-расмга каранг ).

Агар функциянинг X нукгадаги хосиласи чексиз булса:

/ ' ( * )  = lim —  =  оо,
'Sjr“+0 Ах

у холда куйидаги тУртта хол юз беради:

О
82-расм.

у
-- V5 liPS /

,1-Г ). ' . ; .

IV .6:1 :-5НМ
.кв17г.у%0&

► о ”
X

V

83-расм.

А >>
Т

к

АV
"WГ

X
„  >86-р; см.

т

85-расм

О

1) / '( х )  = П т —  = +оо, Р - + -  (83-расм)
Аг-юдс 2

2) / '( х )  = lim = -оо, р  -> - -  (84-расм)
^ Д х  2

3) / '  (х) = lim —  = -оо, ,
7 vW  д«-лдх 2

Д  (х) = lim ~  = +oo,лг-*о Дх

/? -> у  (85-расм).

Чап уринма х Укига перпендикуляр булиб пастга 
йуналган, Унг уринма эса X укига перпендикуляр 
булиб, юкорига йуналган.
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4) / ' , W = lim — = °0 / ,  (x) = l i m ^  = -oo,
дх-ю Дх 2 л'-’° Ax

B ^ - - -  (86-расм).
H  2

Чап ва унг уринмалар X укига перпендикуляр 
булиб, биринчиси тепага, иккинчиси пастга йуналган.

Тугри чизикнинг аналитик геометриядан маълум 
булган бурчак коэффициентам тенгламасига кура 
график Г  га А(х0, у 0) нукгада утказилган уринманинг 
тенгламаси

У~Уо = Г ( ХЛ Х ~ ХЛ  (6>
булади. Шу нукгада уринмага перпендикуляр булган 
тугри чизикни Г  га А(х0,у 0) нукгада утказилган 
нормал деб атаймиз. Унинг тенгламаси

У~Уо=~ ' Лх ~ хо) (7)
/ Ю

булади.

1.3. Элементар функцияларнинг хосилалари

Узгармас С функциянинг хосиласи нолга тенг, чунки 
бу функция учун Ау = 0 ва 

О
С '=  lim —  = lim 0 = 0.

Ах->0 Ду Ах—>0 (8)

Даражали функция у  = х п (я = 1,2,...) нинг хосиласи

{х")= пхп '.  
Х,акикатан Ньютон биномига биноан

Ц х  + Д г У - х ф  1

(9)

Дх Дх
х" +пх" 1 Дх+ —- — х"~2Дх2 + ...+

2!

пхпА.+ Дх" -  х" I= пхпА + х ^Д х + .. .+ Дх"
1 2! 4jr->0 

Дифференциаллашнинг куйидаги туртта кридаси 
мавжуд:

(и± Э )= и '± & , 
(и9)= и9 '+ и '9 , 

и )  _ и ' 9 - и9'
9 )  ~ 9 Г ~

( , 9 * 0 ) .

(Ю)
(И)

( 12)

Бу ерда, и -  и(х), 9  = 9(х) лар х нинг диффе- 
ренциалланувчи функцияларидир.

Исботи. Аргументга Ах орттирма берайлик. У холда 
и -  w(x), 19 = >9(х) функциялар хам мос равишда
Аи,А9  орттирмалар олишади. Бундан

д(м ± # ) = [(и + А и) ± (<9 + А .9)] -  (и ± 9) = Дм ± А 9 , 
ва ^осиланинг таърифига биноан

(  4 -qV г л (и ± & ) г А и  4- I-[и ± 9 )=  lim —-------- = l i m — ± lim ■ = и ± 9Ar->0 Дг Ах—>0 Аг Ах—>-0 Аг
келиб чикади.

Худди шундай
д(м.9) = (м + Д и){9 + А 9 ) - и9  = иА9 + 9Аи + АиА 9

( 0v А(и9) иА9 + 9Аи + АиА9  (u9J=  urn — — - =  l im ----------------------------=
Ax->0 Дх Ai->0 Дх

A9  . Am A 9 = и lim ---- + 9  lim —  + lim A и - lim ----- =Ax—>0 Дг Ax->0 Дд; Ar->0 Ax-»0 Ar
= u9'+u' 9  + 0- 9' = u9'+u'9.

Бу ерда, дифференциатланувчи функция узлуксиз 
бущ-ани учун Ас—>0 да Дм—>0 булишидан фойдаланилди. 

Ва нихоят, шу хоссага биноан

9Аи -  иА9

ва

.. ( и + Аи и  ̂ 1
= l i m ------------ — ----- = lim v -v —

3 + А9 9 )  Ах ь* (.9 + A.9)i9Ax

= lim

A m А.9
A x ~ U Ах _ и '9 - и 9 '  

9 2л*-0 (# + Д>9)$
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у  — sin х функцияни к;арайлик. Унинг хосиласи
(sin х )=  cosx (13)

булади, чунки
_ . Дх ( Дх 2 sm — cos х + —

/ . ч. .. sin(x + A x)-sinx  2 ^ 2  
(sinx)= lim — ------- ------------ -- lun —v Дх ,-л*-»о Дх

sm
Ax

= lim — r - 2 - -  lim cosl x + —  ] = lc o s x  =  cosx.
Ar->0 Ax /Vr-»0 ^ 2 J

2
Бу ерда cosx функциянинг узлуксизлигидан

фойдаланилди.
Худди шундай куйидаги х;осилани \ам исбот килса

булади:
(cos х ) - - s in  х . (14)

У холда

(tgx) = sec2 х = — ,

s in 2 х
(c/gx)’ =  -  cos ec x  -  -  

Хакикатан мисол учун,
/ ч (  s i n x ^  cos х • (sin х ) - sin х - (c o sx ) _

= ---------------
l

(15)

(16)

co s2 x + sin2 x

c o s2 x
- = sec x

cos x
у  = loga x ( X >0) функция учун

Дх
, , log, 1 +

Ay _ logt,(x + Axj—log, x V x
Дх Дх Ax

Иккинчи ажойиб лимитга кура,

1+т
Дхт

;

,• 1о§а (1 + “ ) ,™ ------------- -- logu е
“ и

булгани учун

(log , x ) = - l o g 0 e = —
х x ln a

Хусусан,

(in х )  = —.
х

1.4. Мураккаб функциянинг хосиласи

( 1 7 )

(17')

1-теорема. Агар X =<p(t) функция г н\%тада, у  = / ( х )
функция х  нук,тада дифференцшьъчанувчи булса, у хрлда 
мураккаб

у  = F ( t )  = /[<?(/)] ( 18)
функция %ам t нуктада дифференциалланувчи булади ва 
бу косила учун куйидаги формула уринли:

F'(x) = f \x ) - (p ' ( t )  (19)
еки

(20)
Исботи. Агар t га At*0 орттирма берсак, х  —<p(t) 

функция А х  -<p(t+At)-(p(t) орттирма олади. у  — f  (х) 
функция х  нукгада дифференциалланувчи булгани 
учун 1.1-§ даги (2) формулага асосан

АУ -  / '( * ) Д *  + f(A x)A x, (21)
бу ерда, Д х  ->0 да г(Л х )-»0.

Энди (21) ни Д/ га буламиз:
Ау Ах Ах
- -  =  / ' ( * )  -  +  £ ( А х )  —  
At At At

(22)

х -<p(t) функция t нукгада дифференциалланувчи 
булгани учун у шу нуктада узлуксиз, шу сабабли ДГ->0 
да д х  -Я).

250 251



Юкоридаги (22) тенгликда А/-»0 да лимитга утамиз. 
У \олда А х  ->0 ва е(АХ)-*0 ,ва шунинг учун

/ ,  =  f ' ( x ) x ' ( t )  + 0 - x '( t )  =  f \ x ) x ' ( t )  = y 'x -x'r  
Теорема исбот булди.
Эслатма. Aiap мураккаб функция учта z = fiy ) ,

у  =  (р{х),х = i//(t) функциянинг суперпозициясидан 
иборат булса ва уччала функция мос нукталарда 
дифференциалланувчи булса, у  холда z \ - z \ - y ' x-x\ 
булади.

1 -мисол. у  -  In sin х  . Агар и = sin x  десак, у  = In и 
булади. У холда

. , 1 / . ч, cosx 
У х = У \ и х = ~  ■ (sm  х )  =  — —  = c tg x . 

и sinx
2 -мисол. у  — sin а х . у'х = cos ах ■ (ах)  =  а ■ cos а х .

3 -мисол. у  =  sin(x2 + 2х - 1). у 'х= cosw • (х2 + 2х - 1)=
= 2(x + l)c o s (x 2 + 2 x - l ) .

1.5. Тсскари функциянинг хосиласи

Теорема, у  = / ( х )  функция (а,Ь) интервалда
узлуксиз, цатъии усувчи ва бирор х  e(a ,b) нуктада
чекли нолдан фарк^и / ' ( х )  хрсилага эга булсин. У  хрлда /
функцияга тескари булган x ~ f ^ (у)  =  g(y) функция 
%ам мос нуктада

ёки
s\y) = ~-~  

/ ’(*)

У 'х
формула билан аник^ланувчи xflcunaza эга булади.

(23)

(23’)
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Исботи. Маълумки (5-боб,3.5-§ даги теоремага 
каранг), катьий Усувчи ва узлуксиз функцияга тескари 
функция хам катъий Усувчи ва узлуксиз булади. Шу 
сабабли, агар /  нинг (а,Ь) интсрвалдаги энг кичик ва
энг катта кийматлари мос равишда А ва В булса, 
x - g ( y )  функция (А, В) интервалда катъий Усувчи ва
узлуксиз булади.

у  га А у  *  0 орттирма берайлик. /  катъий
монотон булгани учун унга тескари функция хам 
нолдан фаркди АХ орттирма олади. Шунинг учун 

Ах
Ау Ау 

Ах
дейиш мумкин. Aiap by  —► 0 булса, х  = g ( y )  узлуксиз 
булгани учун АХ\ам нолга и1ггилади. Лекин АХ.->0 да 

Аутеорема шартига кура, —  —» / '( * )  *  О - У холда 
Ас

Ах = _  1__ _ 1
&у ~ И т Ду ~  f i x )

Д*-*0 Ах
л и м и т  хам мавжуд булади.

Натижа. Aiap / ' ( * )  ^  О х  нинг функцияси
сифатида (a,b) да узлуксиз булса, у холда g 'iy )  (а .В) 
да узлуксиз булади.

Хакикатан агар (1) да х  =  g iy )  десак;

яъни g 'iy )  учта z  — ,и  — f i x )  ва х  = g iy )  
и

узлуксиз функцияларнинг суперпозициясидан иборат 
булади. У холда аввалги параграфдаги теоремага асосан
g 'i y )  хам узлуксиз булади.
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1.6. Элементар функцияларнинг ^осилалари (давоми)

1. у  = ах. Бу1щан х  = loga у  - тескари функцияни 

топамиз. У холда

у'х = —— = — |—  -  у \п а  = а х \п а , яъни (а х ) =  а х In а . 
х' у

у\па
Хусусан,

(е’ ) = е \  (е ’ ) = - е - \

2. у -  arcsin х (|х|<1', - л̂ < у < п̂ ) ). x = sinj> -

тескари функция. Шу сабабли
, _  1 = 1 ______ 1___  = ___1_

Ух х \  cos у  J [T sm 2y  л [ \-х 2 '

яъни

(arcsinx)=  —pi=_= .
■ V T - x 2

Илдиз олдида +  ишора олинганининг сабаби 
~ ^ < у < п/ /1 лар учун COS>’> 0 .

3. (arccos х)' = I — -  arcsin х  Г =  — _ .U J
4. у  — a rc tg x , х = tgy  - тескари функция 

(-qo<x<oq, ~'у^<  у  <7у ^ ) .У  \onna

/ ч, 1 2 1 1{arctgx }= у— с  = cos у  = — —  = -  
{tgy) 1 + tgy 1. + х~

яъни

1

5. Худди шундай

(arcctgx)- т .
1 + х

6. у  = х а , ( х  > 0, а  -  ихтиёрий \акикий сон). 
Маълумки,

х - е a In*

е и ва a ln x  дифференциалланувчи функциялар 
булгани учун мураккаб функциянинг хосиласи х,акддаги 
теоремага кура

(ха ) =  (еаЫх ) =  е о1пх ■ j  = а  ~  = соса~',

яъни
(ха )= а х аХ. •; •

7. у  = и (х )9{х) (и > 0) -  куринишдаги функцияда 
и(х), i9(x) лар х  нинг дифференциалланувчи функция- 
ларидир.

У \олда

и 9 = е ЗЬи
ва

(и9)=  е*'пи{3\пи)'= и*\ -  и'+&'1пи

8. Гиперболик функциялар:

{с Их)—

Я 1 1 I ех + е х

. 2 J
_  _

ех + е 'х>| X -Xе —е

1 ~ 2
=  shx,
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(lhx)= shx
chx

(c<te>=

ch2x - s h 2x 1 
ch2x ch2x

sh2x - c h 2x— -----------------------— ,(x * 0).
shx J sh x sh'x

9. у  -  Arshx  функция x  = shy  функцияга тескари 
функциядир. Бундан

(Arshx)' -  т =
(shy) chy J i  + s t f y  л /1+ х2 

1.7. Х,осилалаР жадвали

Юкорида келтириб чик;арилган хосилаларни куйидаги 
тартибда жадвал куринишида ёзиб оламиз:

1 . у - с / = 0

2.у  = х / =  1

3 .у = х а . у ' - а х а~х
1

У = ~
X

II?\ у =  —L ,
2 ч/*

4  .у  =  а х у ' -  ах - In а

у  = е х У = ех

5-7 = lo g flx y . l S h l
X

у  = 1пх У = -X
6 .у = sin х у'=  cos х

7.у  = cosx 

8..у = tgx

9.у  = с tgx

y = - s i n x

у'=  sec2 х  =
co s^ .

У'~  - c s c 2 х  =  1

1
co s2 X

1 0 . =  arcsin x  у '— 

H.j/ = arccosx y'~

1
s in 2 x

V l - ;

7ГГ
i12.y = arctgx У

1 + x 2
13.у  = arcctgx у' = --------L
14.y = shx y '= cf a X 
15■y = chx y '~  shx

16.y = thx

17.у  --- cthx

y = ~ i.2
1_

ch2x
/ =

sh2x

2-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

2.1. Фупкциянинг дифферснциали

Аввалги параграфда биз, агар берилган У -  f  (х )
функциянинг чекли хосиласи мавжуд булса, куйидаги 
муносабат Уринли эканлигини курган эдик:

^  = /Чх) + *(Дх),Дх
бу ерда, А х  —> 0 да в(Л х  )->0. (2) дан
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Ay = f \ x ) • Ax + Ax ■ e(Ax)
ёки

Ay =  f ' ( x )  ■ Ax + o(Ax) (1)
ДХ-+0

келиб чикади.
Таъриф. Агар у  -  f  (х) нинг Ау орттирмаси

Ау = А-Лх +о (Ах) (2)
Дг->0

куринишда ифодаланса, функция х  нуктада дифферен­
циалланувчи деймиз,бу ерда, А х  га боглик булиб, А х  га 
боглик эмас.

Аввалги параграфда биз \сч  кандай кушимча 
тушунтиришларсиз х  нуктада чекли хосиласи мавжуд 
булган функцияни шу нуктада дифференциалланувчи 
деймиз деб кетган эдик. Хозир биз юкоридаги таъриф 
асосида шунга изо* берамиз ва бу иккала тушунча бир- 
бирига эквивалент эканлигини курсатувчи куйидаги 
теоремани исбот киламиз.

Теорема, у  -  f ( x )  функция х  нуктада дифферен­
циалланувчи, яъни унинг х  нуктадаги орттирмаси (2) 
куринишда ифодаланиши учун унинг шу нуктада чекли 
%осиласи мавжуд булиши зарур ва етарлидир. У х,олда 
А =  / ' ( * )  булади.

Исботи. Шартнинг етарли эканлиги юкорида исбот 
килинган, шу сабабли биз факат зарурий кисмини 
исбот киламиз.

Фараз килайлик, у = / ( х )  функция х  нуктада 
дифференциалланувчи булсин. Унда (2) га асосан 
А х фО лар учун

Av =  /1 + £ ^ . )  = /4 + o(1)
Ах Дх д*-»о

Дх->0
булади. Ах ->0 да унт томоннинг лимити А га тенг: 

lim —  = Л ,Ах-»0 /\х
ЯЪНИ

А * )  = А .
Теорема исбот булди.

(2) ифоданинг унг томонидаги иккинчи кушилувчи 
АХ га нисбатан чексиз кичик микдор булгани учун, унг
томоннинг Ах га нисбатан чизикли кисми А - Ах ёки 
юкоридаги теоремага кура / ' ( х ) - Д х ,  ортгирманинг 
асосий кисми ва у  =  / ( х )  функциянинг 
дифференциали, деб аталади ва dy  ёки d f(x )  
кУринищда белгиланади. Демак,

dy = d f  =  / '( х ) -А х
экан.

Дифференциалнинг 
геометрик нуктаи назар- 
дан кандай маъно бери- 
шини тушуниш учун 
У ~  / ( * )  Функциянинг 
графигини курайлик.

Т -  Г га абсциссаси 
х  булган А нуктада Угган 
уринма булсин. Aiap Т

8 7-пасм . Н И Н Г X  УКИГЗ ОГИШ

бурчаги а  булса, у холда / ' ( х )  -  tg a  булади.

dy = f'(x)Ax  = tgaAx = CD,
DB -  A y - d y  = o(Ax).

Дх->0
Демак, функциянинг д х  орттирмага мос келувчи 

х  нукгадаги дифференциали уринмада стувчи нукта 
ординатасининг ор!тирмасига тенг экан, яъни 
dy = CD. Ау = СВ булгани учун умуман чизикли 
функциядан бошка барча холларда dy Ф Ау булади. 
Чизикди у  - А х  + В функция учун барча х ларда 
Ay = A -Ax = dy,  хусусан, у  = х функция учун 
dy=cbc-Ас. Шу сабабли, функция дифференциалини 

dy = f \ x ) d x  
куринишда ёзиш мумкин. Бундан



/ ч * > = 4 .dx
яъни функциянинг х  нуктадаги хосиласи функ­
циянинг шу нуктадаги дифференциалининг ар!умент 
дифференциалига нисбатига тенг экан.

Дифференциаллар куйидаги коидалар буйича 
здисобланади:

1°. d(u±3) = du±d3,
2°. d(u ■ 3) = ud9 + Sdu, d(cu) = cdu ( с — узгармас)

3°. ( 5 * 0 ) ,

бу ерда, и = u(x),9  = 3(x) лар x  нинг дифференциал­
ланувчи функцияларидир.

Буларнинг исботи \осилаларни х,исоблаш кридалари- 
дан осоншна келиб чикади. Масалан, 2°- ни исботлайлик: 

d(u3) = (u9)'dx — {и' 9  + u3')dx = i9u'dx + u3 'dx  =
= 9du + u d 3 .

Маълумки (1.4-§ каранг), агар мураккаб функция 
дифференциалланувчи у  = f ( x )  ва х  =  (p{t) функция­
ларнинг суперпозициясидан иборат булса, у холда 

У \ = У'х х \
булар эди. У \одла у  =  F(t)  =  /[^>(0] функциянинг 
дифференциали

dy = У', dt = у 'х-х', dt = у \  dx
булади, бу ерда, х \  dt -  dx эканлигидан фойда-
ланилди. Бу тенглик мураккаб функциянинг асосий 
аргумент буйича дифференциал куриниши билан 
оралик аргумент буйича дифференциал куриниши бир 
хил экан деган маънони билдиради. Шунинг учун 
дифференциалнинг бу хусусиятини дифференциал 
куринишининг инвариантлиги деб аташади. Демак, 
мураккаб функциянинг дифференциалини оралик 
аргумент буйича олинган хосиланинг шу аргумент 
дифференциалига купайтмаси куринишида ёки асосий 
аргумент буйича олинган хосиласининг асосий

аргумент дифференциалига купайтмаси куринишида 
ифодаласа ёки хисобласа булар экан.

2.2. Дифферепциалнинг такрибнй хисобларда 
кулланишн

Аввалги булимдаги (1) формулага кура 
A y = d y  + о (А х ).

Дх-»0
Byiwaii етарлича кичик ДХ лар учун

Ay *  dy = / '  (x)dx (1)
экан деган хул оса келиб чикади. Агар бу ерда д х  =  х -  
х о ёки х 0+А х = х  десак, (1) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

/ ( х 0 + Д х ) - / ( х 0) * / ' ( х 0)-Д х 
ёки .. .

/(дг) -  f ( x 0 ) ~ f ' ( x Q) - ( x - x 0)
ёки

/ ( х )  «  Д х 0) + / ’(х0 ) • (х  -  х 0 ).
Охирги тенгликни х нинг Хо га етарлича якин 

Кийматлари учун /(X )  функцияни такрибан чизикли 
функцияга алмаштириш, деб тушуниш мумкин. 
Геометрик нукгаи назардан бу у  — / ( х )  эгри 
чизикнинг (Х о,/(Х о)) нукта атрофидаги кисмини шу 
нукгада утказилган уринманинг кесмаси билан 
алмаштирилга!шни билдиради.

Бундан. агар х  ()=0 десак, х нинг етарлича кичик
____  1

Кийматлари учун ( l+хУ « 1 + /я , хусусан v 1+ х « 1  + —х,

e r * l  + x, ln(l + x ) « x ,  s in x « x ,  tgxv  х  ва х-К-Дсйиш 
мумкин.

Бу1щан ташкари дифференциал тушунчаси такрибий 
Хисобларда хатоликларни бахолаш учун хам ишлатилади.

Фараз килайлик, /  функциянинг х нуктадаги 
Кийматини хисоблаш керак булсин. Агар X ни унинг
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такрибий киймати Х+ДХ билан алмаштириш зарурати 
тугилган б^лса, у холда

/ ( х )«/( X +Д X ) 
такрибий муносабат вужудга келади. Бу ерда йул 
куй ил ган абсолют хатолик

|Ду| = |/ ( х  + Ахг) -  /(дг)| 
булади. Агар /  функция х нуктада дифференциал­
ланувчи булса, (1) га асосан етарлича кичик Д хлар 
учун абсолют хатолик дифференциалнинг абсолют 
Кийматига тенг булади:

Нисбий хатолик такрибан куйидагича ифодаланади: 

( у  = /{х)Ф 0 ) .

Мисол . Агар такрибан
Д/8,001 *V 8 = 2

десак, у холда хатолик такрибан у  — \[х функциянинг
х =8 нуктада Л х  =0,001 орттирмага нисбатан
Хисобланган дифференциалига тенг:

1 - У  1
- 8  /з - 0 ,0 0 1 = — —  .
3 12000

Ау
У У

dy = - x ^ Ах =  - 8 ' ^  -I
3

2.3. Юкори тартибли хосилалар ва дифференциаллар

Агар у  =  / ( х )  функция бирор [d,b) ораликда 
чекли у ' -  / ' ( х )  хосилага эга булса, у холда бу хрсила 
уз навбатида х нинг янги функцияси булади, шу 
сабабли, у хам х буйича дифференциалланувчи
булиши мумкин. Агар бу янги функциянинг (a, b) 
ораликда хосиласи мавжуд булса, бу хосилани 
У = / ( х )  функциянинг иккинчи хосиласи ёки 
иккинчи тартибли хосиласи деб атаймиз. Бу хосила 
учун

9ш.

у"=(УУ. / " «  =  ( / ’W )
белгилашларнинг бирортаси ишлатилади.

Шу бобнинг 1.1-§ да жиемнинг оний тезлиги йулдан
о dsвакт буйича олинган хосилага тенг эди: 9 = — , тезланиш

dt
эса тезликдан вакт буйича олинган хосилага тенг булади: 

d 9а  =■—- .  Демак, тезланиш йул нинг вакт буйича иккинчи 
dt

Хосиласига тенг экан: а = s " .
Худди шундай, агар у  = / ( х )  функция (а, b ) 

ораликда чекли / ' =  / " ( х )  хосилага эга булиб, бу 
иккинчи хосила Уз навбатида х буйича 
дифференциалланувчи булса, иккинчи хосиланинг 
хрсиласини _у = / ( х )  функциянинг учинчи хосиласи 
ёки учинчи тартибли хосиласи деб атаймиз ва куйидаги 
белгиларнинг бирортаси билан ифодалаймиз:

/ " = ( / 7 ,  / " ' ( * ) = ( / " ( * ) ) •
Худди шу тартибда, учинчи хосиладан туртинчи 

Хосилага утиш мумкин ва хоказо. Ва ни\оят, агар 
( n - l ) - хосила (o ,b) ораликда чекли хосилага эга бУлса, 
бу хосилани у  — f  (* ) функциянинг п -  хосиласи ёки 
« — тартибли хосиласи, деб атаймиз ва куиидаги 
белгиларнинг бирортаси билан ифодалаймиз:

у - > = (y ,i" i |) , / w (jt),— J”"  л
dxn dx

t ' y .
dx”' 1

£ _ №
dxn

Мисоллар.

л  И ”:
2°. (а*) -  a1 Ina,(a‘ )'= a I In2 = a In" a.
3°. (x* ) = mx"-', (xm У = m(m -1  )x1"~2,...

..., (xm J"'1 = m[m - 1).. .(m -  n + l)x



Хусусан, агар т натурал булса,

(х™ J * = т\ ва п > т лар учун (.х т = 0.

п — \осилалар учун

{и ±  Э)(п) =  м(п) ± 5 (и).
Лекин л: буйича п маротаба дифференциалла­

нувчи и = и(х), 9  =  $ (х ) функциялар купайтмаси учун 
бу бироз мураккаброк Купайтма учун п — хосиланинг 
мавжудлигини ва унинг ифодасини биринчи булиб 
Лейбниц курсатган. Шу сабабли у таклиф этган 
формулани Лейбниц формуласи деб аташади.

Купайтмадан хосила олиш цоидасини кетма-кет 
кулласак

у '= и '9  + и 9 ',у п= и” 3 + 2 и' ,9'+3”,
/ " =  и"'+3и" 9  + Зи’ .

Бундан математик индукция усулини куллаб,

у(п} = (и9)(л) = и[п] + пи{"~'\9'+

+ ... + и 9 {я) = ^ С ‘яи{п- 'Ь {,) 
i=0

эканлигига ишонч \осил кдлиш кийин эмас, бу ерда 
_ п\ _ « (п -1 ) . . . ( « - /  + ])С и — 7 ч“ —

Ньютон биномининг коэффициентларидир. Бунинг 
исботини укувчининг узига \авола киламиз.

Бизга маълумки, у  =  / ( х )  функциянинг х  нукта- 
даги дифференциали унинг шу нукгадаги хосиласи 
билан эркли узгарувчининг дифференциали купайт- 
масига тенг эди:

dy = f \ x ) d x .  (1)
Бу ерда, dx^tsc, яъни х  га боглик булмаган 

Узгармас сон, шу сабабли унинг х  буйича хосиласи 
нолга тенг:

(dx)=  0 .
Агар (1) ни y ~ f ( x )  функциянинг х  нукгадаги 

биринчи дифференциали десак, (1) нинг шу нукгадаги 
дифференциали y  = f ( x ) функциянинг иккинчи 
дифференциали ёки иккинчи тартибли диффе­
ренциали, деб аталади. Бу куйидагича белгипанади:

d 7y  = d (dy).
Бу дифференциални хисоблаш учун (1) дан х  

буйича хосила олиб, уни dx  га купайтириш кифоя: 
d 2y  = c^f{x)dx}  =  4 f { x ) \  ■ dx = f" (x )dx- d x = f \ x ) d x 2.

Худди шундай, иккинчи дифференциалнинг 
дифференциалини учинчи дифференциал ёки учинчи 
тартибли дифференциал, деб атаймиз:



d 3y  = d ( d 2y).
Ва умуман, (л - l ) -тартибли дифференциалнииг 

дифференциала у  =  f  (х )  функциянинг п — дифферсн- 
циали еки п -тартибли дифференциал и, деб аталади па 
куйидагича белгиланади:

d ny  = d ( d n- 'y ) .
Бундан

d"y = f M{x)dx" (2)
мупосабатни математик индукция усули билан келтириб 
чикариш кийин эмас. LLIy сабабли бу ишни укувчининг 
узига хавола киламиз.

(2) дан

У"> = /< "> (* ) =  - ^  (3)
ах

муносабат, яъни у  = f ( x )  функциянинг х буйича п

Хосиласи унинг п -дифференциалининг dx" = (dx)n га 
булинмасига тенг эканлиги келиб чикади.

(2) дан фойдаланиб дифференциаллар учун Лейбниц 
формуласини келтириб чикариш мумкин, бунинг учун
Хосилалар учун Лейбниц формуласини d xn т'а 
купайтириш кифоя. Натижада куйидаги формулани 
Хосил киламиз:

d n(u & )= Y iC in d n-iu d ' 9 ,
;=0

бу ерда, d °u  = u ,d [) 9  =  9 .
Маълумки, биринчи дифференциал куриниши 

инвариантлик хусусиятиги эга (2.1-§ га каранг). 
Шундай хусусиятга юкори тартибли дифференциаллар 
Хам эгами, деган табиий савол тугилади. Масалан, 
иккинчи дифферсн!шал шу хоссага эга эмас.

Хакикатан, агар y  = f ( x ) ,  х  = (pit) мураккаб 
функция берилган булса,

d 2y  = d{y\ dx) -  dy'x-dx+у'х d(dx) = / xr-dx2 + y\ d 2x , (4) 
бу ерда, дг узгарувчи t нинг функцияси булгани учун 
dx узгармас эмас, шу сабабли, умуман, d(dx) = d2x * 0. 

(4) тенглик d 2y  = y"xx-dx2 куринишга фак,ат x - a t  + b 
булгандагина келади. Демак, бошка барча холатларда 
иккинчи дифференциал (4) куринишда булади, яъни 
икиинчи дифференциал инвариантлик хусусиятига эга 
эмас.

2 2Мисол. у  =  х  , х  =  / булсин. Бундан

dy = 2 x - d x ,d 2y  = 2 d x '.  (5)

Энди, х = Г  эканлигини эсласак, y  = t 4 ва бундан

dy  = A t 'd t^ ^ 'y  -  12t 2d t2

келиб чикади. dy учун шундай натижага x ~ t ~  ни (5)

га олиб бориб, куйиб хам келса булади. Лекин d~у  
учун бундай эмас, яъни шундай алмаштиришни
бажариб, 12 t ' d t '  урнига 81"dt' ни хосил киламиз. 

Агар (4) формулани кУлласак,
d~у  -  2dx2 + 2x d 2x = 2 -(2tdt)2 + 217 ■2dt2 = 12t 2d i2 , 

яъни тугри натижага келамиз.

2.4. Параметрик функцияларни дифференциаллаш

Фараз килайлик, у  билан х орасидаги муносабат t 
параметр оркали берилган булсин:

х  =  ^ ) 1  ( и\ 
y  = <» 

у  дан х  буйича хосилани х ва у  ларнинг t буйи­
ча хосилалари оркали топамиз. Биринчи дифферсн-

Циалнинг инвариантлигидан у х~ — , лекин dy = y \ .
dx

dt,dx -  x\t dt Ш у сабабли
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У , =  т -  (*> < > )■
X,

Иккинчи тартибли х;осила учун
d

а ~ dx] 
Мисол.

ш _ d Г й . \
~ dt X  )

y \ \ d t  _ х ', у"„-у\х",,
)dx

(2)

(3)

_ _
1 К К
К ге ---- —
1 2 2.

х = a cos Л 

у  =  b sin I J 
Ечиш.
х\ = -a sin t,y \ = bcost,x''n = -acost,y''n = - 6 s in r .  
У \олда (2) ва (3) формулаларга асосан 

bcos t b
Ух = ------ = - - Ct&>- a s m /  a

1 1 1

a \  sin t )  - a s m ?

3-§. УРТА КИЙМАТ ХАКИДАГИ ТЕОРЕМАЛАР

3.1. Ферма1 теоремаси

Функциянинг хосилаларини билиш ксйинги бобларда 
(7- ва 10-бобларга каранг) куриладиган функцияни тахдил 
Килшцца асосий о мил хисобланади. Биз бу параграфни шу 
тахдил учун зарур булган, куринишидан содда, лекин 
мухим теорсмалар ва формулаларга багишлаймиз.

Куйида келтириладиган теорема Фермага такал ади. 
Ферма учун хосила тушунчаси маълум булмаганидан у 
таклиф этган теорема биз кеЛтирган теорема

1 Пьер Ферма (1601-1665) — машхур фараиг математиги, чексиз 
кичик микдорлар та\лилига асос солганлардан бири.

кУринишидан анча фарк; килади. Лекин асосий магои 
бир булганлиги сабабли бу теоремани Ферма номи 
билан аташ кабул килинган.

Таъриф. Агар барча X <= U с лар учун
f ( c ) > f ( x )  (О

(мос равишда f(x )>  f  (с)) (1’)
булса, х - с  нуцтада ва унинг бирор Uc = (c -S ,c  + 5) 
атрофида аницланган y  = f ( x )  функция х = с нуктада 
локал максимумга (минимумга) эришади, деймиз.

Локал максимум ёки минимумни локал экстремум, 
деб атаймиз. х - с  локал экстремум нукта, деб 
аталади.

Агар /  функция \a,b\ ораликда узлуксиз ва унинг 
и>*ки С&(а,Ь) нукгасида максимумга (минимумга) 
эришеа, у х°ДЛа равшанки, с Уз навбатида локал 
максимум (минимум) нукта хам булади. Лекин /  
функция \a,b\ ораликнинг чегара нукгаларидан 
бирида максимумга (минимумга) эришеа, бу нукта 
локал максимум (минимум) булмайди, чунки /  
функция бу нуктанинг тулик. атрофида ( а нуктанинг 
чапида ва b нуктанинг Унгида) аиикданмаган.

Ферма теоремаси. Агар у  = f (х) функция х - с  
нуцтада ва унинг бирор Uc = (с — S,c + S) атрофида 
аницланган, чекли f '( c )  x,ocwiacu мавжуд ва шу нуцтада 
локал максимумга (минимумга) эришеа, у хрлда 

/ • ( с )=  О

булади.
Исботи. Фараз килайлик, /  функция х  — с нукгада 

локал максимумга эришеин, яъни барча х е Uс лар 
учун

/ М г / М .
Хосиланипг таърифига кура,
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/ ’(с) = lim т - т
*-*с Х - С

(1) га асосан х  > с лар учун

m z m <  о ,
х - с

ва демак, х  —> с +  0 да лимитга утсак,

Г  ( с и  О
га эга буламиз. Агар X < с  булса, у холда

т - т

(2)

> 0
х - с

булади, бунда х  —» с -  0 да лимитга утсак,
f(c)>  0 (3)

келиб чикади. У холда (2) ва (3) ларни солиштирсак,
Г(с)=й - ' -

эканлигига ишонч хосил киламиз.
Хосиланинг геометрик маъносини эсласак, / ' ( с )  

циймат у = /( х )  функциянинг графигига X ~ С нуктада 
Утказилган уринманинг бурчак коэффициентини берар 
эди.

7T S

О а с b х
88-расм. 89-расм.

Хосиланинг нолга тенг булиши шу уринманинг Ох 
Укига параллел утишини билдиради (88-расмга каранг).

Теореманинг исботида х  =  с нукта ички нукта 
булиши талаб кдлинган эди, чунки бу нукгадаги кдймат 
билан унинг чап ва унг томонларида жойлашган нукга-

лардаги кийматлар солиштирилди. Бу талабсиз теорема 
уринли булмай колиши мумкин: агар /  функция ёпик 
ораликда аникланиб, унинг чегарасида локал эксгре.мумга 
эрии!са, бу нуктада хосила (агар у мавжуд булса) нолга 
тент булмай колиши мумкин (89-расмта каранг).

3.2. Ролль1 теоремаси

Дифференциал хисобнинг куп теорсмалари ва 
формулалари асосида биз куйида келтирадиган Ролль 
цоми билан боглик; булган теорема ётади. Бу теоремани 
Ролль факат купхадлар учун исбот кдлган.

Теорема. Агар у  = f ( x )  функция 1) [а,ь\ ораликда 
узлуксиз, 2) (а,Ь) интервалда дифференциалланувчи ва 
3) ораликнинг чегара,шридаги к,ийматлари тенг f(a)=f(b) 
булса, у холда шундай с e(a,b) нук,та топиладики, 
/ '( с )  =0 булади.

Исботи. Агар /  функция [a,b] ораликда узгармас 
булса, у холда (а,Ь ) интервалнинг барча с нукталари 
учун / '( с ) = 0  булади.

Энди у  = / ( х )  функция \a,b\ ораликда узгарувчи 

булсин дейлик. /  функция [a,b\ ораликда узлуксиз 
булгани учун Вейерштрасс теоремасига кУра (5-боб, 
3-4-§, 7-теоремага кдранг) у шу ораликда узининг энг 
кичик т ва энг катта М  к^йматларига мос равишда
кандайдир х .,х 2 е [а,Ь\ нукгаларда эришади. Бу
нукгаларнинг и ккатси  бир вакгда чегара нукгалари 
булиши мумкин эмас, чунки акс холда, теореманинг 
3)- талабша кура,

Мишель Ролль (1652-1719) — фаранг матсматиги, узок ва^т янги 
Чисобга к^рши булган, бу изланишларга умрини охиридагина 

шп-ан.
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f ( a )  = / ( £ )  = min / ( x )  = max f ( x ) ,
x e \a jj \  * е [о ,6 ]

ва бундан уз навбатида f  (х) = т = М У х  е  [a, b \ , яъни

/  М  ораликда узгармас деган хулоса келиб чикади. 
Бу бизнинг талабимизга зид. Шу сабабли бу 
нукгаларнинг камида биттаси ички нукга булади. Уни 
С деб белгилайлик. Бу нукгада локал экстремумга 
эришиляпти, бундан ташкари бу нукгада теореманинг
2)- талабига кУра, / '( с )  хосила мавжуд. У холда Ферма 
теоремасига кУра, / '( с ) =  0 булади.

Теореманинг барча шартлари мухим, чунки масалан, 
У = х -  Е (х)  функция ■ х = \ нукгада узилишга эга, 
теореманинг бошка барча шартларини [0,1] ораликга 
Каноатлантиради ва (0,1) интервалнинг барча нукгаларида 
/ '( * )  = 1 ёки

{1, агарх  = О булса,
X, агар 0 <  х  < 1 булса, 

функция х — 0 нукгада узилишга эга, теореманинг бошка 
барча шартларини [0,1] ораликда каноатлантиради ва 
(0,1) интервалнинг барча нукгаларида f ' ( x )  = 1 ёки 
масалан, у  =  х  функция теореманинг 3)-шартидан 
бошка барча шартларини каноатлантиради ва V x e (0 ,l)  

лар учун / '( * )  = 1. у  = |х| функция [-1,1] ораликда
узлуксиз, чегара нукгаларидаги кийматлари тенг, лекин 0 
нукгада минимумга эришеа хам шу нукгада хосиласи 
мавжуд эмас.

3.3. Чеклн орттирмалар хакидаги теорсмалар

Ролль теоремасидан бевосита келиб чикадиган чекли 
орттирмалар хакидаги теорсмалар деб аталувчи куйидаги 
теоремаларнинг биринчиси Лагранжга1 тегишли.

Теорема (Лагранж). Агар у  -  f { x )  функция 1) [а,Ь\ 
ораликда аникланган, узлуксиз ва 2) (а,Ь) интервалда 
дифференциалланувчи булса, у хрлда шундай с е(а,Ь ) 
нукта топиладики, бу нуктада

Ш  z Z I e ! = f ( c) (4)
b - a

муносабат бажарилади.
Бу теорема кУнинча урга киймат хакидаги теорема, 

деб хам юритилади.
Исботи. [а,/>] ораликда куйидаги ёрдамчи функцияни

киритайлик:

-  F(x) = f ( x )  -  f ( a ) -
т - т ( х - а ) .

b - a
Бу функция Ролль теоремасининг барча 

шартларини каноатлантиради. Хакицатан у [а,б] 
ораликта узлуксиз, чунки узлуксиз f ( x )  ва чизикли 
функциялар айирмасидан иборат. (a,b) интервалда 
дифференциалланувчи:

m - f ( a )F'(x) = f ' ( x )
b - a

1 Жозеф-Луи Лагранж (1736-1813) — машхур фаранг математиги ва 
механиги.

ва нихоят, F(a) = F(b) = 0 . У холла Ролль теоремасига
кУра (a,b) интервалда шундай с пуцта топиладики,
F '(c)  = 0 булади. Бундан

f'(c) f^ )-^ j\a )_  _ q /Ф )  / ( g )  _ у ( с) 
b - а  Ь -а

келиб чикади.
Мисол. /  (х ) = л /? + 5  функция [-1,2] кесмада 

узлуксиз, шу кесманинг х*0 булган барча ички нукга-
2

ларида дифференциалланувчи: /1(х)=—т=ва Лафанж
3 v %

теоремасининг иккинчи шарти бузиляпти.



Я  2 )- /(—1) 
2 —( 1)
А

---------— — “ — , I----  ̂ С /
3 3Vc

=>с = - > 8 ,

О а с b
90-раем.

У 4 -1  v (V 4-i)3 
демак, сг(-1,2).

Лагранж теоремасининг 
геометрик маъноси куйида- 
гича:

(4) нинг чап томони 
[a, f ( a ) )  ва (b ,f(bj) нукга- 
ларни торгиб турувчи ватар- 
нинг Ох укига огшн бурча- 
гининг тангенсини, унг 
томони эса абциссаси 

с z(a,b) булган нуктада фафикка утказилган уринманинг 
Ох уцига огиш бурчагининг тангенсидир (90-расмга каранг). 
Демак, Лафанж  теоремасига кура, агар Эфи чизик [а,/>]
ораликда узлуксиз ва (а,Ь) интервалда диффе- 
ренциалланувчи булган функциянинг фафиги булса, у 
\олда фафикда абциссаси кдндайдир с е (a,b) булган 
нукта топиладики, бу нуктадан фафикка утказилган 
уринма эф и  чизикнинг чекка (а, / ( а ) )  ва (ъ , № ) 
нукгаларини тортиб турувчи вагарга параллел булади. 

Оралик С к,ийматни кулайлик учун 
с = а + в{Ь -  а ),0 < 0 < 1 

куринишда ёзиш кабул килинган. Унда Лафанж 
формуласи куйидаги кУринишни олади:

/ ( b ) -  f ( a )  = { b -  a ) f  (а + в(Ь -  а)) (0<9<1). (5) 
Теорема (Коши). Агар f(x) ва g(x) функциялар [a ,b \ 

оралшфа узлуксиз, (a,b) интервалда дифференциалла­
нувчи ва (а,Ь) нинг барча нукталарида g '(x) *  0 булса, у 
%олда шундай х=с (а<с<Ь) нук;та топиладики, бу нуктада

т - т  _ г  (с)
g {b )-g {a )  g '(c )

'■нглик Уринли булади.

Исботи. g(b) -  g(a) *  0 , чунки акс холда Ролль 
георемасига кура, шундай £с(а, Ь) нукга топиладики, 
е '(£ )  = 0 булади, бу эса теорема шартига зид. 
Куйидаги ёрдамчи функцияни тузамиз:

F(x) = f ( x )  -  Д а )  -  • k (x >  -  g(a)] ■
g (b )-g (a )

Бундан F{a) = 0, F{b) = 0 эканлишга ишонч хосил 
килиш кийин эмас. Бу функция \a,b] ораликда узлуксиз 
ва (а,Ь) интервалда дифференциалланувчи булган функ­
циялар айирмасидан тузилгани учун [а, b ] орал и ада 
уаггуксиз ва (а,Ъ) интервалда дифференциалланувчи 
булади. У холда Ролль теоремасига кура шундай с е (a, b) 
нукга топиладики, бу нуктада F '(c )  =  0 булади. Лекин

F \x )  = f \ x ) - f ^ ~ f ^ ) g \ x )  ■ 
g ib )-g (a )  

булгани учун, бу тенгликда х  = с  десак,
F' (с) = Г  (с) - Ш Ы М  g ’(c) =0 

g(b)-g(a)
ёки

т - т  г  (с)
g{b)-g{a) g ’(c) 

ва теорема исботланди.
Мисол. J{x)=x3+%, g(x)=x3+x+l функциялар (-1,2] 

кесмада узлуксиз ва унинг барча ички нукталарида 
дифференциалланувчи эканлиги равшан (а=-1, Ь-2) 

/ ( 2 ) - / ( - 1 )  _ 8 +8 — (—I)3 - 8  _  _ 9_ _ 9 3 
g(2) - g ( - l )  “ 8 + 2 + 1 -  [ ( - l ) 3 - 1 + 1] ~ 11 + 1 ~ 12 ~ 4

m  3-i _ 3
f(x)=3x2, g'(x)=3x2+l*0, х=1 нуктада

g(l)  3-1+1 4

Бундан
g ( 2 ) - g ( - 0  g '(D



Агар Коши теоремасида g (x ) =  х  десак, Лагранж 
теоремаси келиб чикади, яъни Лафанж теоремаси 
Коши теоремасининг хусусий холи экан.

3.4. Апикмасликларни очиш. Лопиталь к,оидалари

Агар l im /(x )  = Iim g(x) = 0 булса, у холда (^х).
g(x)

нисбат х —> а да ^ куринишдаги аникмаслик, деб
О

аталади. Бу аникмасликни очиш деганда, агар у мавжуд 
булса, цт /(* ) лимитни топишни тушунамиз. Бундай

х̂ о g(x)
лимитни топишнинг усуллари куп, лекин биз хозир 
курадиган усулда бу лимитни хосилалар нисбатининг 
лимитига келтйрилади. Бу- усул. И. Бсрнуллига1 
тегишли булса хам, матёматикада узининг «Чексиз 
кичиклар тахлили» китобида биринчи маротаба чоп 
эттирган Г.Ф. Лопиталь2 номи билан маълум.

1-тсорема. Агар J) f i x )  ва g(x) функциялар X — а  
нуктанинг узида булмаса щм, унинг бирор атрофида 
аницланган ва дифференциалланувчи, 2) Um /( х )  =

х-*а

= limg(x) = 0, 3) шу атрофнинг барча ну^талари учун
х-*а

g(x) ва g'(x) * 0 ва ни^оят, 4) \ т ^ ^ - - А  лимит
« о  g '(x )

мавжуд булса, у хрлда Н т / ( * )
g(x)

лимит хдм мавжуд ва

1 Иоганн Бернулли (1667-1748) — математика тарихида мацдур 
булган голланд оиласининг вакили, Г.В.Лейбницнинг 
сафдошларидан булган.
2 Гильом Франсуа дс Лопиталь (1661-1704) -- фаранг математиги, у
Хам Лейбниц мактабининг вакили, матнда келтирилган китоб 
дифференциал ,\исобнинг дастлабки курси хисобланади.

Цтт . ь тм = л. ,1)
g(x) X̂ g '(x)

Исботи. а — чекли со-; булсин ( (Л = «  булган хол 
кейинрок курилади). / ( х )  зг g (x )  фупкцияларни х~а  
нукгада / (а) = g(a) = 0 Деб аниклайлик3. У холда бу 
функциялар X =  а  нукгада шуксиз булади. Агар х> а  
булса, [<з,х] ораликни вг агар х< а  булса, [х,а] 
о р а л икни цараймиз. Анишк учун [а .х ] ораликни 
к,арайлик (иккинчи хол айнан шундай курилади). / ( х )  
ва g(x) функциялар [а,х ораликда узлуксиз, (д, х) да 
дифференциалланувчи, Ш) сабабли Коши теоремасига 
кура шундай С e(a ,b)  нуКй топиладики,

* / ( * ) - / ( * >  = .А ) ёки Л х) _ /Ч с) 
g{x)-g(a)  g’(:) g(x) g’(c)

булади.
Arap x-+a десак, уз навбатида с — булади, шу 

сабабли теорема шартига
Hm/ « = t a A £) = ,im£ W
х-> а  g(x) C~*g{c) g'(x)

муносабат уринли булади Теорема исбот булди. •
1-эслатма. Агар (1) иинг унг томонидаги лимит 

мавжуд булмаса, чап томонидаги лимит хам мавжуд 
булмаслиги мумкин.

1 -мисол. Маълумки (5-йб, 3.7-§ га карал г), sin х «  х , 
шу сабабли

х 2 s i n -  
l im --------- -
х —* 0

1
= lim xsin -  =  0 

sin  х  i-»o х
лекин

3 Аввалдан у (jr) ва g(x) ФЖталар х = а нуктада аницяанган ва 
узлуксиз, деб фараз t^uimn «ужин эди, лекин амалиет айнан 
теоремадагидек шарт куйиш Мгцулроц эканини курсатаяи.
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2 • 1x sin —

lim — ,------ n
(sin x)'

мавжул эмас.

= lim
x—>0

о • 1 12 x sm  —  cos — 
x  x

c o s x

2-эслатма. Arap LS^L  ифода яна 0 куринишдаги 
g \x )  0

аникмаслик булиб, f '(x ) ,g '(x )  функциялар 1-теорс- 
манинг \амма шартларини каноатлантирса, у холда

. . . . .  ~  п т - -------- =  ипТ
g(*)

булади.
2-мисол.

1

: 11Ш-
g"(x)

-1
lim I E ^ ^ n ms s i x . = lim- 1 Д -С О ^Х  1+COSX -- = lim-----;— -2Hill-------  —uni--------- — ми» j : -
*-*>x-sinx *-*> 1—COSX « 0  COST X 1-COSX x~>° CO? X 

СКИ
1 t 2cosx(-sinx) 2sinx

= lim ^-— = 2. 
sinx

lim = lim^— * — = linv- cos' x
д-лх—sinx x-*° 1 -cosx *-*> sinx

2-теорсма. Агар I) / ( x )  ea g(x) функциялар x - a  
нуктанинг узида булмаса %ам унинг бирор атрофида 
аникланган ва дифференциалланувчи, 2) lim/( х )  =

Х-Н1

limg(x)=co, 3) шу атрофнинг барча нукталари учун g(x)
х—k7

Р(х)
ва £ (х )* 0 , нихоят, 4) lim— - = А лимит мавжуд 

* * ,  g ' ( X )

f i x )

К*)
ит т . у,ю т .  -

булса, у холда lim — —  лимит хам мавжуд ва
g O )

g(x) g'(x)

Бу теоремада курилаётган ифодани — куринишдаги
00

аникмаслик? деб атаймиз.
Исботи. Теореманинг 2)-щартцга биноан, х нинг 

барча кийматлари учун /(х)>0 ва g(x)>0 дейиш мумкин.
Аввал А чекли сон булган хол ни курайлик. У холда 

лимитнинг таърифига кура ихтиёрий е > 0 сон учун 
шундай 5 > 0 сон топиладики, |х - а ) <  8 тенгсизликни

/ '( * )Каноатлантирувчи барча х лар учун
g'ix)

-  А

тенгсизлик уришш булади. [х,а + д'] ораликка Коши 
теоремасини кулласак, Шундай С е (х,а + д) нукта
топиладики,

булади. Демак,

Л * ) - / ( д )
g(x)~g(a)

f ( x ) - f ( a )

т
g'ic)

g{x)~g(a) 
Куйидаги айниятни курайлик: 

Д х )  _ А = f i a )-A g (a )  |

*(*) g(x)
1 g (a) ' т - К а )  A

. g{x) _ g(x) ~ g(a)
Унинг хаклигига тенгликнинг унг томонини 

соддалаштириб ишонч хосил килиш кийин эмас.
Теореманинг 2)-шартига кУра х —> а да #(х) —>ос

булгани учун (а,а+д') ораликнинг барча нукгалари 
учун

g (x )  > g(a)  ва ^—1__

булади. У xojW  юкорида]'и 
х е {a,a+ S )  лар учун

g(x)
айниятга кура барча

279

278



А*)
S ix)

- A £ £ <—+—=£ 
2 2

булади.
Энди, агар А=<х> булса, у холда 

* '(* )lim
f ' ( x )

=  0

булади. Х,озир исбот килинганига кура, бундан

f i x )
келиб чикади. У \олда

к - 'Л * )lim
х-к. g ( x)

= 0 .

Теорема тупик, исбот булди.
3-эслатма. Агар а = со булса, х = алмаштириш 

ёрдамида а -  0 булган холга келтирилади:

х-ио g ( x ' )  1 1 1 \ [ ^
8

Г
/ 1

Ъ-мисол. а  >1 ва ихтиёрий а  > 0 учун 

lim— = 0-*-*> аХ

Бу — куринишдаги аникмаслик. Унга Лопиталь

Коидасини к > а  маротаба кулласак,

lim -— -  lim *_t X)i"  \  = Q,
а* *-*« ах ■ (In а)

чунки натижада натурал а лар учун касрнинг сурагида 
х  йукрлади ёки х  нинг даражаси манфий булиб 
колади.

4-мисол. Агар а  ихтиёрий мусбат сон булса,
In* 

urn — -  = 0.
'*-** х а

00
Бу хам — куринишдаги аникмаслик ва ха,\пх  

00
функциялар 2-теорсманинг барча шартларини каноат­
лантиради. Шунинг учун

1

lim —- -  = lim —— = lim -
1

= 0 .
х->оо % (xx *-y°°ax

Юкорида курилган аникмасликлардан ташкари, 
уларга келтириладиган «0эо«, «О0*, «оо°», «оо-ао« ва «1"" 
куринишдаги аникмасликлар хам кУпинча учраб туради.

Агар х  —>а  да / ( х ) - > 0 ва g ( x )  —> оо булса, 

/ ( * )  g (x )  ифода

булади. Бу f g  =- /

l-ao« куринишдаги аникмаслик

алмаштириш ердамида

куринишдаги аникмасликка ёки f . g - K  алмаштириш

/
,°с

ердамида "— " куринишдаги аникмасликка келтирилади.
оо

5-мисол. Ихтиёрий соО лар учун 
lim x “ ln x  = 0 .
jr->0



Хакикатан
1

limx" Injc = 0 = lim -— = lim— x  ~ t  = —-lirruc® = 0 . 
i—>o x-*o x  “ — ax ct
Агар / ( x ) - g ( x )  ифодада x  ->  а да / ( x ) - * »  ва

g(x) —>oo б^лса, f  (x) - g ( x )  ифода «со-оо« куринишдаги

аникмаслик булади. Бу " куринишдаги аницмасликка, 

масалан,
I_i

1 1  е ff ( x ) -  g(x) = -1------у- = - j — p-

f  g  f  S  
алмаштириш ёрдамида келтирилиши мумкин.

6-мисол.
1 \ ,• c tg x -  COSX lim (secx-/gx) = lim ----------------=

X-+-J- COSX ctgx

-  L
= limЯ > —2

2 + sin X 
/ s in  x

sin x
l - s i n  X A

= l im --------- 7 — V =  o .
*_>£ COS X ■ +  SUl X J 

«О0*, «оо°* ва «Iм* куринишдаги аник,масликлар 

f g ифодада вужудга келади. Агар /  > О булса, у \олда

дейиш мумкин. Бунда g i n /  ифода 
«0-оо« куринишдаги аникмаслик булади. Агар 
lim g in  /  - к  булса, у \олда l i m / s = ек булади.

1-мисол. l i rn x 1. Бунда Xх = е х1пх булгани учун

1
In X

limх In х = lim —г— = lim = -  lim x = 0 •
x->0 x-f0 J t-+0 1 x->0

У ^олда
lim x x = 1.x—>0

4-§. ТЕЙЛОР ФОРМУЛАСИ

4.1. Куп^ад учун Тейлор1 формуласи

Агар бизга п -даражали
р п (*) = а0 + ахх  + ... + апЛх ”~' + апх п (I)

купхдд берилган булса, уни п маротаба кетма-кет 
дифференциалласак:

/ >и’(х) = а | + 2-а2х + 3-а3х 2 +... + п а пх"~>,
Р„"(х) ~ * ‘ 2 • а2 + 2 ■ 3 • а3х + ... + (и -  ])и ■ апх п~2,
Р„’"(х) = 1 • 2 ■ 3 • а, + ... + ( « - 2\п  - 1>7 • апхп- \

Р}"\х) = 1 • 2 - 3 •... •«• ая 
ва уларда х = 0 дссак, (1) нинг коэффициентларини 
унинг \осилалари билан боитовчи куйидаги формула- 
ларни хосил кдгсамиз:

Р \0)  Р'ЧО) Р {п)( 0) а0 =Рп{ О),*, = ~ ^ - , а 2 = а„ = >-2.
1! 2! п!

Агар буларни (1) га олиб бориб куйсак, Рп(х) 
куп^ад учун янги куриниш оламиз:

(2)
1! 2! п\

1 Брук Тейлор (1685-1731) — инглиз матсматиги, Ньютон нинг
издошларидан.



Энди, агар ихтиёрий х0 учун (1) да х = х0 +  (х -  х0) 

деб, кавсларни очиб, ифодани х  -  х0 нинг даражалари 
буйича ихчамласак:

Р„(х) = Ь0+ЬХх-  Х0) +  Ь2(х  -  х0У + 

+ ...Ьп( х - х 0У = ^ Ь к( х - х 0У
к=О

хосил булади. (3) ни Рп(х) купхаднинг х - х 0 нинг 

даражатари буйича сйилмаси деб атаймиз. Аслида Рп (х ) 

куггхад х0 га боглик булмаса хам, унинг (3) ёйилмасидаги 

b0,b],.. .,b n коэффициснтлар <Я( ва х0 га боглик- Агар

(3) да х  -  х 0 =£, дссак, Р„ (х )  =  Рп (х0 + £ ) =  р п ( £ )  ва
(3) га кура

p n(Z) = b0 + b ^ + b2e + . . . + b j n
булгани учун (2) асосан

h _ p ! " \ o )
bk - ------- ;— , к =  0 ,1 ,2 , . . . ,и ,

п\
ларга эга буламиз.

Лекин
=  о + & , Р Л О  =  Р Л *о + & , Р п " ( &  =  Р » ” ( х о + £ ) ,• • •>

булгани учун
р Л о ) = р. ы . р Л  о ) = р; ы ,р : ф ) = р л *а - ■

ва
Р^к\ х  )К =—g— к = 0 , 1 , 2 , . ( 4 )  

я!
яъни (3) ёйилма коэффициентлари узининг ва хосила- 
ларининг х0 нукгадаги кийматлари оркали ифодаланар 
экан.

Буларни (3) га куйсак:

2! и!
формулани хосил киламиз. Бу формула Р„(х) кущад
учун Тейлор формуласи, деб аталади. Бунинг хусусий 
холи булган (2) формулани Маклорен формуласи, деб 
аташади.

1-мисол. Рп (х) =  (а  +  х)" ва х0 =0 булсин. Унда

.  P„{k) (.х) = п(п-\) . . .(п~к + lX« + х)" '* ,
p}k)(0) = n(n-i)...{n-k + l)an k, , . 

ва (5) га асосан
/ у, уг  и (и -1 ) .. .(и -Х : + 1) „_к к
( а + х )  = Х —— — г,----------- ^  *  •

К--
яъни Ньютон биноми, деб аталувчи формулани хосил 
Киламиз.

4.2. Ихтиёрий функция учун Тейлор формуласи

Фараз килайлик, х0 нуктанинг бирор U Ха атрофида 
П +1 маротаба узлуксиз дифференциалланувчи 
ихтиёрий у  =  / ( х )  функция берилган булсин. Бу 
функция учун (5) га Ухшаш у  =  / ( х )  функциянинг 
п  -даражати Тейлор купхади деб аталувчи куйидаги

pn (*) = /(*о) + ~ f ° ) {х~х0)+
(„) (6>

, f  \ xо) ( Y f  (*>)/ У+ — ~ ( . х ~ х 0у  + ( x - x j
Z\ n\

кУпхадни тузиб оламиз.

<5>
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Бу купхаднинг х0 нуктадаги киймати / ( х )  
функциянинг шу нуктадаги кийматига тенг булса хам, 
х0 нуктанинг атрофидаги бошка нукталарда умуман 

айтганда Р„(х) * / ( х ) . Бундан ташкари,

р: ы = г ы л "ы = г ы , - . г.ы ы = / м ы - а »
Куйидаги белгилашни киритайлик:

rn(x ) = f W - P n W -
'y холда

(8)

1!
■1х-X,

(9)
/ ' ( * » ) /  у, ,  ,

+ . . . ------ -— ( x - j c j  + ф )
п\

формулани / ( х )  функциянинг Тейлор формуласи деб 

атаймиз, бу ерда, г„(х) / ( х )  функциянинг Тейлор 
формуласининг «-тартибли колдуй дейилади.

гп(х) функциянинг / (п+,)(х) хосила оркали 
ифодасини топайлик.

(7) ва (8) ларга асосан гп(х0)=гп\х 0)= .. =гл(л)(д^)=0. 

Ёрдамчи (р(х) = (х -  х0 )"+1 функцияни курайлик. Бу 

функция учун ^ ( х 0) =  ^ ,(Хо) =  ... =  ^ ('’)(х0) .  гп(х)  ва 

(р{х) функцияларга U  атрофда Коши теоремасини 

кулласак:

Ф ) _ ^ Ф ) ~ Ф о) = ^ Д * )
^ х )  ф с)-ф сц ) ф (Xj) ^ ( х ,) - ^ ( х 0) гД х ,)

' Л * » )
м (х„) ^ (", (х л) - ^ (л)(х0) (р(п* '\ х п+х)

бу ерда,х, e ( x 0, x ) c f / Xo ва хы  e f a ,x jc i£ /v f c = l£ . . , / i

Лекин (г?(я+|)(х) = (« + 1),ги(',+')(х) = / <л+|,(х ) -  0 = / (п+,)(х) . 
Демак, агар х п+1 = с десак, у холда 

( _  V+1
r „ ( * ) = , Ч  / м ) (с) ( 10)

(n + l )
келиб чикали. Бу Тейлор формуласининг Л а гран* 
куринишидаги колдик ХЗДИ, деб аталади. Агар (10) ни
(9) га олиб бориб кУйсак:

г, \_ '*Ь  ' Ю  U /* М|)(С) /  \п+1
f ( x )  — 2^, ,, хо) + ( -ГГ* \Х Х0) -(11)

*=о к. Vя + V-
Агар (11) да хо=0 булса, бу формулани Маклорец

формуласи, деб атаймиз.

4.3. Колдик, хаднинг хар хил куринишлари

Айрим холларда колдик хаднинг Лагранж кури- 
ниши яроксизлик килади. Бундай холларда колдикнинг 
бошка куринишларидан фойдаланилади. Биз хозир 
шулардан иккитасини кУриб чикамиз.

Колдикнинг (10) ифодасидаги С нукта (х 0,х )
ораликка тегишли булгани учун уни с — х0 + в (х  — х0)5
О <0<1, деб ёзиш мумкин (3.3-§, (5) формулага каранг).

Энди, Коши теоремасини t / x атрофда гп(х)  ва
(р(х) -  х -  х0 функцияларга кУлласак:

(р{х) ср(х)-<р(х0) 1 n W ’ u2) 
бу ерда (р(х0) = 0 ,<р'{х) = 1 эканлиги эътиборга олинди.
(10) дан

V ( * )  =
еки 

к

п\



У холда (12) га кура

= <13>ГГ.
келиб чикади. (13) ни колдик хаднинг Коши 
кУриниши, деб атаймиз.

Колдик хаднинг Лагранж ва Коши куринишлари 
асосан / ( х )  функцияни Тейлор формуласи буйича
Р„(х) купхадга алмаштириб, бунда йул кУйилган 
хатоликни бахолаш учун ишлатилади. Айрим холларда, 
бизга бу хатолик эмас балки к°лдик хаднинг х  —> х 0 
булганда узини х 0 нукга атрофида кандай тугиши ёки 
аникрок килиб айтсак, колдик хаднинг кичиклик 
тартиби кизикгиради. Бу таргибни / ( х )  функцияга 
КУйилган талаблардан енгилрок шартларда хам топса 
булади. Масалан, / ( х) функция х0 нукта атрофида п 
маротаба узлуксиз дифференциалланувчи булсин. У 
Холда,(11) формулада п ни и-1 га алмаштирсак:

к\ п\
бу ерда, с  нукга (х0,х ) ораликга тепишти булгани учун 

х — булганда с — шу сабабли —> / ^ ( х 0) ва

о . / ^ + а ( х ) ,
п\ п\

бу ерда х  —> х 0 булганда сс(х) - » 0 ,  яъни

а ( х ) - ( х - х 0)" =  о ( ( х - х 0) л).
У холда

f ( x) = ^ — ~ ~ { x ~ x oY  + о ( ( х - х 0) п). (14) 
к\

п-1

/ w = 2 >

Демак,
(1 5 )

288

Крлдикнинг (15) куринишини Пеано1 таклиф этган. 
Куйидаги теорема берилган /  функцияни (14) формула 

буйича ятона равишда ёйиш мумкинлигини кУрсатади.
Теорема. Агар f ( x )  функция Х0 нуцта атрофида 

f{ x )  = a0 + a \x - x Q)+ ...+ an( x - x 0)n + < { ( x - x j \  (16) 

f ( x )  = b0+b{[ x -x 0)+...+bn( x - x 0Y  + с((х -х0)п\  ( 17)
ёйилмаларга эга булса, у хрлда барча к = 0,1,...,/7  лар 
учун ак = Ьк булади.

Исботи. Агар (16) ва (17) тенгликларнинг унг 
томонларини тенглаб, х  —> х 0 булганда лимитга утсак, 
а0 =  Ь0 хосил булади. Энди, бу тенгликни х - х 0 га 
булиб, *х - »  х0 булганда лимитга утсак, а{ =  Ъх келиб

чикади. Шу тартибда давом этиб, натижада ап '= Ьп
эканлигига ишонч хосил киламиз.

Функциянинг (14) ёйилмаси «локал» характерга эга
эканлиги, яъни бу ёйилма функциянинг факат х —> х0
бул1анда кандай узгаришини характерлаши (14) тенгликдан куриниб турибди.

Агар (11) ва (14) да / ( х 0) ни тенгликнинг чап 
томонига утказиб, X — Х0 =  Лх десак:

Щ х 0) = f ( x )  -  Д х 0) = f ( x 0) Ах + — ̂  Лх2 + ...
2!

+ / (B)(* o V  + / M )(c)
. . .  + -----------АХ ------ г ах

п\ (rt + l )ва

№ о )  * / ( * )  /С*о) = Л*о)Л* + ^ А х 2 +. ..
2!

(Па)

(1 4 а)

1 Жузсппе Пеано (1858-1932) -  италияяик математик.

289



муносабатларга эга буламиз. Агар бу тенгликларда Ах 
ни dx га алмаштириб,

f \ x Q)dx = d f { x , ) J \ x a)dx2 ^  d 2 f ( x о ),...,

f (n\ x 0)dxn = d y ( x 0) J ^ l\ c ) d x ^ = d ^ f ( x 0) 
эканлигини эсласак:

№ b )  = df ( xo) + 2| ̂ 2/ ( xo d"f(xo)+

(c = x0 +  #Дх,0 < #  < l) (116)

1 1

еки

ДГ(х0) = df(x0) + ^ d 2f ( x 0) + ... + ~ d nf (x0) + ̂ Дх") (146)

тенгликларни хосил киламиз. Шундай килиб. агар 
Дх->0 десак, функциянинг чексиз кичик А /( х 0)
орттирмасидан, факат унинг бош кисми — биринчи 
дифференциали эмас, балки юкори тартибли 
d2f (x 0),...,dnf ( x 0) дифференциаллари билан махраж- 
лардаги факториаллар аникдигида устма-уст тушувчи 
юкори тартибли кичик хадлари \ам  ажралди.

4.4. Элементар функцияларни 
Тейлор формулалари буйича ёйиш

1. f ( x ) - e \  Бу функция (-а),ос) ораликда чексиз 
дифференциалланувчидир ва

f (k\ x )  = e x, / (<г)(0) = 1 (к  = 0,1,...), / ("*1)(с) = е с .
У \олда (11) формулага кура

^ % ъ +г^ ' г Л х ) = ^ у с £ ( о Л  <18>
бу ерда, х  хам мусбат, хам манфий булиши мумкин.

(18) формуладан фойдапаниб, в сонини 0,001 аниклик 
билан хисоблаш мумкин. х  = 1 учун (18) га кура:

бу ерда
к=0 К”

гп(У) = Т  (0  < с < 1).

(1 9 )

п ни шундай танлаш керакки, натижада

^ (1 )  =
(я + l )

с <0,001

булсин. Бунинг учун е < 3  булганлигидан,
3

т----- г-<0,001 тенгсизликни ечиш кифоя. Бу
(" + 1/ -

тенгсизлик, масалан. п — 6 учун бажарилади. Демак,
_ 1 . 1  1

е * 2  + — + -  + — = 2,718.
2! 3! 6!

Эслатма. 0 < с< 1  булгани учун, \<ес <3. Лекин

ILп >2 лар у ч у н ----- - =  О , бу ерда 0 < в  < 1. У холда (19)
п +1 7

ни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

е Y’ 1 О
— у  — + —

t o k l  п\
(20)

Бу формула 4-боб, 2.6-§ да е сонининг иррационал 
эканлигини исботлашда ишлатилган эди.

2. j /= s m x  Бу функция хам барча хосилаларга эга ва

(с- M i ■ пл  [0>агари = 2&,( sm x f  |л=0= sm — =<
2 [ ( - l )  ,a rap«  =  2£ + l. 

функция учун 

=  + + (21)

У холда бу функция учун Тейлор формуласи куйи- 
Дагича булади:



бу ерда
2*+1 (  \  

r2‘w=p7i)sinr +(2*+1)f j =0̂ )-
sin х  — х

\-мисол. lim ------ -----  ни хисобланг.

Щ
(21) к^ра

s in x

Шунинг учун
3! ’

s i n x - x  
In n ------ г —  =  lim

*->о

+ 0 (x3W .
3!

Гзх~*° х
- 1 о(х3) 1 

=  —  + l i m - v— '■=- 
6 х 6

3. у  -  cos х  . Худди юкрридагидек,

/ (A,(x )  =  co s х  + к -  — > / ( 0 )  =  1,

/ (!‘ >(0) =  ( - 1 ) \  / <2‘ - , |(0 )  =  0 ( к  =  1 ,2 ,3 ,. . .) .  
Демак, агар п =  2к  +1 десак,

г 2 v 4 V2*1 л
COS X =  1-------+ ------- .. .  +  ( - 1 )  /---- Г +  ' 5*4.1 •

2! 4! v ’ (2к). 2i+I
4. / ( х )  = ln(l +  х ) . Бу функция х >  —1 лар учун 

аникданган ва барча тартибли хосилаларига эга:

/ « и = Ц Н " - ' ) , / Ы ( 0 ) = , г ■
(1 + х )

ва нихоят,

1п(1 + х) = х  -  4 -  +  1)”+1 + гп (х).

5- f ( x )  = (l + x )m. Маълумки,

/ (и)(х) = т(т - 1 ) ...  (m -  п + l)(l + х)"’я, 
/ (л)(0) = т(ю  -1).. .(т - п  +1).

У холда

о+*г=1+™+̂ -Д с’+„.+
2!

, т { т -\) .. .{ т -п  + \) „
+ ------------ ---------------X +г„(х).

2-мисол. Хисобланг ( /и * л ,/и ;С :0 ,я * 0 ) :

^ x - V l  +  x  
l im -----------------------
*->0 х

(22) формуладан фойдалансак:

(22)

lim
1-+0

Ф ^ с - п4 й ^ с

lim
х-*0

1 +  — +  о (х ) -  (1 +  х  +  о (х )  I 
т  V п

- - - ]  + о(х)
Г \ т П)  ,•~  lim — -------- ---------- = lim
х-»0 % х-+0 - -  -1  + 0(1) т п

1 1
т п

f ( x) — arctgc. Маълумки (2.3-§, 7°-мисолга каранг), 

/ (п)(х) = (п -  l)-cosn у  ■ sin п[^у + y j ,  / * 2̂ (0 )  =  О,

/ (2*-])(0) = (-1)*ч ( 2 А - 2 ) .
У \олда бу функция учун Тейлор формуласи 

КУйидагича булади:
г 3 г 5 V2*-1

arctgr = x - ^ - + ± _ - . . .  + ( _ 1)‘ - | Л ----- +  , . (х).
3 5 v 2 к - \  2*
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7-БО Б. 
ФУНКЦИЯЛАРНИ ХОСИЛАЛАР 

ЁРДАМИДА ТЕКШ ИРИ Ш

1-§. Функциянинг монотонлигини текшириш

Функциянинг узгаришини текшириш жараёнида 
унинг кийматлари кайси ораликда узгармаслиги ёки 
кайси ораликда монотонлигини аникдаб берувчи 
шартларга зарурият тугилади. Биз бу параграфда шу 
шартларни аникдаш билан шугулланамиз.

1.1. Функциянинг узгармаслик шартн

Теорема. Агар / ( х )  функция (а,Ь) интервалда айнан 
нолга тенг булган х;осилага эга булса, у холда f  (х) шу 
интервалда узгармас булади.

Исботи. (а,Ь) интервалнинг бирор узгармас х0

нукгасини ва унинг бирор U ^cz(a,b)  атрофини
Карайлик. Шу атроф учун Лагранж теоремасини (б-боб. 
3.3-§ га каранг) кулласак:

/ 0 0  -  / (х 0) = / ’ (с)(х -  х0 ) , V X eU^,  
бу ерда, с G (х0,х )  ёки с е  (х ,х 0).

Теорема шартига кура, барча х € (с/, б) ларда, 
жумладан, c e U x cz(a,b) нуктада / ' ( с )  = 0 . Шу 

сабабли барча х е  [a,b) лар учун

/  (х ) =  / ( Х 0) = const.
Теорема исбот булди.
Бу тсоремадан интеграл х,исоб учун зарур булган 

Куйидаги натижа келиб чикади:
Натижа. Агар / ( х )  ва g (x )  функциялар (а,Ь) 

интервалда айнан тенг булган хосилага эга булса, яъни 
барча х е  (a,b) ларда

булса, у холда / ( х )  ва g (x )  функциялар шу ораликда 
факат Узгармас микдорга фарк килади:

/ ( x )  = g (x )  +С.
Буни исботлаш учун юкоридаги теоремани / (х) - 

g (x ) айирмага куллаш кифоя.
1 2х

Мисол. arctgx ва — a r c tg ---- г функцияларнинг
2 1 - х

хосилалари х  нинг ±1 кийматларидан бошка барча 
кийматларида узаро тенг. Буни тскширишни Укувчининг 
узига хавола киламиз. Шу сабабли

1 2хarctgx  = -  arctg------Г + С (1)
2 1 - х

тенглик факат (—1,1), (-°о,-1) ва (1,+со) 
оралиадардагина бажарилади. Яна кизик томони 
шундаки, С нинг киймати хар бир оралик учун хар хил, 
масалан, биринчи оралик учун 0=0, бунга ишонч 
\осил килиш учун (1) да х = 0  дейиш кифоя, агар (1) да

х ->-« да лимитга утсак, иккинчи ораликда С -  —
2

эканлиги ва нихоят, (1) да х  ->+со да лимитга утсак,
7Гучинчи оралик учун с  = —  эканлиги келиб чикади.
2

1.2. Функциянинг монотонлик шарти

Энди, функция хосиласи нолга тенг булмаган хол 
учун функция кандай узгаришини текширамиз.

1-теорема. Агар f ( x)  функция [a,b] ораликда 
узлуксиз, (a,b) интервалда манфий булмаган (мусбат) 
Хосилага эга булса, у холда / ( х )  функция [a.fc] ораликда 
камаймайди (усади).
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Исботи. Хакикатан агар а < х, < х 2 < b десак, 
[х,, jc2 ] оралик учун Лафапж теоремаси уринли булади, 
яъни (х,,х2) да шундай с нукта топиладики, унинг учуй

/( * 2 )  -  Я *  1 ) = / Ч с)(*2 '  * i) (2)
тенглик бажарилади. Теорема шартига кура, (a.b) 
интервалда / ' ( х ) > 0  ( / ’(х )> 0 )  булгани учун, бу 

тенгсизлик с е  ( х , ,х 2) с  (a,b) нукгада \ам  уринли 
булади, яъни f ' ( c ) >  0 (мос равишда / ' ( с )  > 0 )  
булади.

У х;олда (2) дан / ( х 2) - / ( х , ) >  0 ( Д х 2) - Д х , ) >  0) 
келиб чикади. X j ва X 2 лар ихтиёрий танлангани учун 
/ ( х )  функция [a,b] ораликда камаймайди (Усади).

Таъриф. Агар шундай 8>0 топилсаки, 0<Дс<<5 лар 
учун

^ > 0
Дх

Ау
< 0

X о нуктада
.Ах

тенгсизлик бажарилса, /  (х) функция 
усувчи (камаювчи) дейилади.

2-теорема. Агар / ' ( х о)> 0  ( / ' ( х 0) < 0 ) булса, / ( х )  
функция X о нуцтада усувчи (камаювчи) булади.

АУИсботи. / ' ( х )  =  lim
Л*->° Дх

булгаьш учун, ихтиёрий

£>0 учун шундай 5 > 0 топиладики, |Дх| < 8  лар учун

f ' ( x 0) - £ < ^ < f ' ( x 0) + £
Дх

булади. Агар f \ x o) > 0  булса, у холда £ < / ' ( х 0) деб 
танласак,

IAxl <S  лар учун ~  > 0 булади. Теорема исбот булди. 
Дх

1 -эслатма. 1-теоремада функциянинг (a,b) 
иНтервалда / ' ( х ) > 0  булган хосиласи мавжудлигидан 
унинг шу ораликда камаймаслиги исбот цилинган эди. 
Лекин акси хам уринли, яъни агар ф ункция (а,Ь) 
интервалда дифференциалланувчи ва камаймайдиган 
булса, У холда шу интервалда f ' ( x )  > 0 булади, чунки

агар {a,b) интервалда шундай *  0 нукга мавжуд 

булсаки, бу нукгада / ' ( х 0)< 0  булса, 2-теоремага 
асосан функция х  0 нукгада камаювчи булиб колади, 
бу эса килинган фараз га зид.

Агар функция дифференциалланувчи ва (а,Ь ) 
интервала катъий Усувчи булиб, бу функция хакида 
бошка маълумотларга эга булмасакда, барибир {ct,b) 
интервалда / ' ( х ) > 0  булади дейишга тУфи келади, 

чунки катъий усувчи функция (я,&) интервалнинг 
бирор нукгасида нолга тенг булган хосилага эга 
булиши мумкин. Масалан, х 3 функция (-оо,+оо) да 
Катъий Усади ва X =0 нуктада унинг хосиласи нолга 
тенг, хулди шундай / ( x )  = x - s in x  функция Усувчи, 
чунки унинг хосиласи / ' ( * )  = 1- c o s x  хеч каерда 

манфий эмас, лекин х =  2 к л , к  =  0 ,± 1 ,± 2 ,..., 
нукталарда нолга тенг.

2-эслатма. Функциянинг х 0 нуктада усувчилигидан 
унинг шу нукта атрофида хам усиши келиб чикмайди. 
Масалан,

f 0, х  = 0,

П х ) =  X 2 . 1
-  х sm  —,х  ф 0,

[2 х
функция х  =0 нукгада усувчи, чунки
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F'(0) = lim —-------------*  =  I .
x~>° x  2

Лекин бу функция монотон эмас, чунки унинг

хосиласи F'(x) = — -  2xsin — + cos — нолнинг ихтиёрий
2 х х

кичик атрофида хам мусбат, хам манфий кийматлар

Кабул килади: х к ~ У к п  = 1,2,...) нукталарда жуфт

к лар учун 3/2 га, ток к лар учун —1/2 га тенг.
3-теорема. Агар / ( х )  функция жуфг (ток) ва [ -  а , а\

ораликда дифференциалланувчи булса, у холда f ' ( x )  ток 
(жуфт) функция булади.

Исботи. Теорема шартига кура V r б[-а,<я] лар учун 
/ ( * )  = f ( ~ x )  . Агар бу тенгликни дифференциалласак:

Г ( х ) = - П - х ) ,  
яъни функция ток эканлиги келиб чикади.

2-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЛОКАЛ 
ЭКСТРЕМУМЛАРИ

Локал экстремум нукгаларга таърифни 6-боб. 3.1-§ да 
берган эдик. Бундай нукгаларни куйидагича таърифласа 
Хам булади:

Агар шундай 8>0 сонни курсатиш мумкин булсаки, 
функциянинг с нуктадаги Ау орттирмаси с нинг 6-
атрофида Ay = J{x )  — f ( c )  < 0 (мос равишда 
4 и = /(д с )- /(с )> 0) тенгсизликни каноатлантирса. f ( x )  
функция с нуктада локал максимумга (минимумга) 
эришади деймиз.

Ферма теоремасига кура (б-боб, 3.1-§ га каранг), 
агар функция х  0 нуктада дифференциалланувчи булиб'

шу нуктада локал экстремумга эришеа, у холда 
/Ч *о ) = ° бУлаР эди.

Юкорида курган мисолларимиздан маълумки, 
хосилани нолга айлантирадиган хар кандай нукга 
экстремум нукга булавермайди. Шу сабабли / ' ( х )  = 0 
тенгламанинг ечимларини f  \ х )  функциянинг 
стационар нукгалари, деб атаймиз.

Функция локал экстремумларга хосиласи мавжуд 
булмаган нукталарда хам эришиши мумкин, масалан,
у  = |х| функция х  =0 нуктада дифференциалланувчи
эмас, лекин бу нуктада минимумга эришади.

Демак, функциянинг локал экстремумларини 
стационар нукгалари, яъни хосиласи мавжуд булиб, бу 
хосилани нолга айлантирадиган нукгалар орасидан ёки 
Хосиласи мавжуд булмаган нукгалар орасидан кидириш 
керак экан.

Бундан хулоса шуки,
/ '(* )  = 0 ( 1) 

шарт дифференциалланувчи /  функция х  нуктада 
локал экстремумга эришиши учун зарурий шарт экан, 
лекин етарли эмас.

Шу сабабли стационар нуктаяар орасидан локал 
экстремумларни ажратиб олиш учун кушимча шартлар 
зарур. Бу шаргларни локал экстремумнинг етарли 
шартлари, деб атаймиз.

2Л. Локал экстремумларни биринчи хосила 
ёрдамида аниклаш

Фараз килайлик, хо /( х )  функциянинг стационар 
нукгаси булсин ва функция бу нукгада ва унинг бирор 
Us атрофида узлуксиз, шу нуктанинг узида булмаса- 

да, унинг Us атрофида чекли хосилага эга ва бу хосила
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Us да x 0 нинг чап томонида хам, Унг томонида хам 
доимий ишорага эга булсин.

1-теорема. 1) Агар X е(х о~8, х  0) лар учун / '( х )  > 0 , 
ва X е (х  Q,X Q+6) лар учун / '(* )  < 0 булса, X 0 нуцта 
локал максимум булади; 2) агар х  е(X 0-S, X 0) лар учун 
/ '( х )  < О ва х  е(Х о, х  о+8) лар учун f ' ( x )  > 0 булса, X 0 
нук,та локал минимум булади; 3) агар косила X 0 
нуктанинг чап ва унг томонларида бир хил ишорали 
булса, бу нуцтпа локал экстремум булмайди.

Исботи. 1) (хо~8,хо) да / ' ( * ) >  0 булса, 1-§, 1- 
теоремага кура функция бу ораликда Усади ва шу 
сабабли барча I  е (х с - |5 д 0) лар учун / ( х )  < / (х0) 
булади,(хо,хо+<5) да / ' ( * ) <  0 булса, Уша теоремага 
кура функция бу ораликда камаяди ва демак, барча 
.ve(io,^o+<5) лар учун / ( х 0) > / ( х )  булади. Бундан 
хулоса: V * e (x o -£  хо+8) лар учун / ( х 0)>  / ( х ) ,  яъни 
xq нукта локал максимум экан.

2) Худди юкоридагидек мулохаза килсак, 
X е(х<> -8,xq) лар учун f ' (x )<  О эканлигидан, барча 

jce(xo-<5Uo) лаР У4^  / ( ^ о ) < / ( * )  ва (хо,хо+8) да 
/ '( х ) > 0  эканлигидан, барча л: е(хо,хо+<5) лаР УЧУН 
/ ( х 0) < / ( х )  булиши келиб чикади. Демак, V

лар учун f ( x 0)<  / ( х ) , яъни хо нукта 
локач минимум экан.

3) Агар х е ( х 0-^ х о )  лар учун / '( х )<  0 (>0) ва 
хе(хо,хо+<5) лар учун хам / '( х ) < 0  (>0) булса, 
функция х 0 нукганинг чап томонида хам, унг 
томонида хам камаяди (усади). Шу сабабли xq нукта 
локап экстремум булмайди.

1-эслатма. Теоремада биринчи хосила X 0 нукгадан 
утиш жараёнида ишорасини узгартирса, локал

экстремум булади дейиляпти, лекин бунда / \ х 0) 
нимг мавжудлиги шарт эмас, факат / ( х )  х 0 нукгада 
узлуксиз булса етарли.

Г 1 + х, х < О,
1 -мисол. /  (х ) =  <

[ — х, х > 0.
Бу функциянинг хоси­

ласи х = 0  нуктанинг чап 
томонида «+» ишорага ва 
Унг томонида «—» ишорага 
эга, лекин функция х = 0  
нуктада узлуксиз хам, 
дифференциалланувчи хам 
эмас (91-расмга каранг).

2х гу  — —-------—- . Бу ердан

9 1 -паем .

2-мисол. у  -
1

1 + X
куринадики, х  <0 лар учун у'> 0 ва х  >0 лар учун 
v '< 0 ; бундан ташкари функция х = 0  нукгада 
узлуксиз. Шунинг учун 1-теоремага кура берилган 
функция X =0 нукгада локат максимумга эга. 
Функциянинг бошка локал экстремумлари йук,.

3-мисол. у  — 2 ~ х 2^1— sin (х * 0 ), у(0) = 2 • Бу

функция х  =0 нуктада узлуксиз ва локал максимумга 
эришади: барча х  лар учун ^(х) < у(0) =  2 . Лекин 
х  =0 нинг хсч кайси атрофи учун х  <0 ларда усиб, 
х  >0 ларда камаймайди, чунки

y = - 2 x f l - s i n —j - c o s  — (х * о ),

У(0) =  Н т
дг->0

2 —х 2( 1 - s i n -  | - 2  
х .

= -lim xl 1 - s in ^  1 = 0.

зоо
301



Кичик л: лар учуй 2x^1 — s in — j  ифода киймати

етарлича кичик, шунинг учун хосиланинг ишораси

cos— га боглик Х->0 да cos— бир неча маротаба ±1
* х

Кийматни кабул килади.
2.2. Локал экстремумларни иккинчи косила 

ёрдамида текшириш

2-теорема, хо нук,та /  функциянинг стационар 
нущтаси, яъни f ' (x6) = О ва унинг атрофида /  икки 
марта узлуксиз. дифференциалланувчи булсин. Агар 
/ " ( х 0) < 0 булса, хо нукта /  функциянинг локал 
максимуми ва агар /" (* „ )>  0 булса, х 0 нукта /  
функциянинг локал минимуми булади.

Исботи. Берилган функцияни п=  1 булган кол учун 
Тейлор формуласига ёяйлик:

/ W = / K ) + ^ o)(x-x0) + ^ ^ ( x - x 0)2 (cefa,x)). (2)

Бундан теорема шартига кура /( ^ ,)= 0  булгани учун

Л * ) = Ахо) + ~ { х - Хо)2- <2’>

Фараз килайлик, / " ( х 0) с  0 булсин. f"  Х 0 нукта 
атрофида узлуксиз булгани учун шундай <$>0 
топиладики, барча х e ( x Q-<5,xo+8) лар учун /" ( х ) < 0
булади. У холда (2’) даги колдик хдц V х g(xq-S ,xq+S) 
лар учун

( х - х 0)2
2 | ~  f ” (с) ~ О

булади. Бундан V x e(x 0-<5, х 0+<5) лар учун 
Д.У = / ( х ) - / ( х о) < 0

э к а н л и г и  келиб чикади, яъни X 0 локал максимум экан.
Худяи шундай, агар / " ( х 0) > 0  булса, х 0 нинг 

а т р о ф и д а  / " ( х ) > 0 ,  шу жумладан, f" (c )>  0 булади. У 
холда (2’) Даги колдик хад шу атрофда манфий 
б у л м а й д и . Шу сабабли хо нинг атрофидаги барча х  
лар учун

А>' =  / ( х ) - / ( х 0) >  О 

булади, яъни х  о локал минимум экан.
4-мисол. у  = х  + 5 ,У = 2 х , х  =0-стационар нукта экан.
Барча X лар учун у ”= 2 > 0 ,  демак, 2-теоремага 

кура х  =0 — локал минимум экан.
2-эелатма. f ' ( x 0) = 0 ва / " ( х 0 ) =  0 булиши х 0 

нуктанинг экстремум булишини таъминламайди. 
Масалан, у  -  х 3 ва у  -  X4 функцияларнинг биринчи 
ва иккинчи хосилалари х  =0 нукгада нолга тенг, лекин 
биринчи функциямиз бу нукгада экстремумга эга эмас, 
иккинчиси эса локал минимумга эга.

3-теорема. f ( x 0)= f'(x 0) = . . .= /n](x0)=Q ,f<n*\xv)*0 
ва / 1л+,|(х) X о нуктанинг атрофида узлуксиз булсин. 

Агар (п+])-ж уфт ва / ('!' ! |(х 0 ) <  0 булса, /  функция 
х  о нуктада локал максим у’мга; агар ( п +1)-жуфт ва

> 0 булса, /  функция х  0 нуктада локал 
минимумга эришади; ва нщоят, агар ( п +1)-ток ва 
/ М ) (х0 ) Ф 0 булса, /  функция X 0 нуктада ,\еч кандай 
экстремумга эриишайди.

Исботи. /  функциянинг х 0 нукта атрофидаги 
Тейлор ёйилмасига теорема шартини кУлласак:

( -  V+1 
=  (с  s  (*„,*)). (3)

(п + 1)!
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Агар бу ерда (и+1)-ж уф т булса, (2’) формуладек 
мулохаза киламиз. Энди («  + 1)-ток ва / ("+1)(х0) *  О

булсин. f (n ^ (х )  х 0 нукта атрофида узлуксиз булгани 
туфайли, унинг учун шундай (X (Гн5)  интервал

мавжудки, у ерда у „инг ишорасини

сакдайди. Агар х  х 0 нуктадан усиб Угса, ( х - х0)"+1 у3

ишорасини узгартиради, / {" " \ х 0) нинг ишораси эса 
узгармайди. Шу сабабли,(3) тенгликнинг унг тарафи ва 
уз навбатида Ау =  Д х )  - / ( х о) *щ  ?з ишорасини 

* °  НУКГЗ ЛОКаЛ экс1'Ремум

4-теорема. Агар / ,(х0) = О , / " ( х 0) >0(<О) булса, у
холда /  функция X 0 нуктада локал минимумга (мак­
симу мга) эришади.

Бу теореманинг 2-теоремадан фарки шундаки 4- 
тсоремада иккинчи хосиланинг узлуксизлиги талаб 
Килинмай, факат мавжудлиги талаб килиняпти. Шу 
маънода 2-теоремани 4-теореманинг хусусий холи деб 
КарайI мумкин.

4-теореманинг исботи.

/" ( * „ )  = lim Ш ~ П ъ )  =  |(ш /Ч х )
х~+х° X —Х0 Х -Х 0

булгани учун 5-боб, 2.2-§, 2-теоремага куРа°Х о нинг

етарлича кичик атрофида > о булади. У ходда
х — х0

х  < х  о лар учун / '( х )  < 0  ва х  > х  0 лар учун / ' ( х )  > 0 
булади. Демак, 1-теоремага кура х 0 нукга локал 
минимум экан. f  (х0) < 0 хол худди юкоридагидек 
текширилади.

з & ФУНКЦИЯНИНГ ЭНГ КАТТА ВА ЭНГ К И ЧИ К  
КИЙМАТЛАРИ

фараз килайлик, / ( х )  функция \a,b\ ораликда 
узлуксиз булсин. У холда Вейерштрасс теоремасига 
кура (5-боб, 3.3-§ га каранг) бу функция [a, ft] Да 
узининг энг катга ва энг кичик кийматларига эришади. 
ф ункц ия бу кийматлар га ё (а,Ь) интервалда ёки  
чегаравий х = а ва х - b  нукгаларда эришиши 
мумкин. (а,Ь) интервалда энг катта ва энг кичик 
кийматларга эришилаётган нукталар юкоридаги 
мулохазаларга асосан локал экстремум нукталар 
булади" Шу сабабли энг катта ва энг кичик 
кийматларга эришилаётган нукгаларни ё стационар 
нукталар орасидан, ё хосиласи мавжуд булмайдиган 
нукгалар орасидан кидириш керак экан. Агар бу
нукгалар чекли Хх,Х 2, . . . , Х т тупламни ташкил этса, у 
Холда

m ax / (х) =  max { /’(a), f{b) ,  / ( х , ), / ( х 2 / ( х т )}
.хе|а,6]

на
m in f i x )  = m in{ /(a ), f i b) ,  / ( х , ), / ( х 2 / (хт )}.

x t \ u , h  j

5-мисол. f i x )  = sin х + cosx  функциянинг [Од] ора- 
ликдаги энг кагга ва энг кичик кийматлари тонилсин.

Аввал хосиласини хисоблаймиз: / \ x )  =  cosx— s in x . 
Уни нолга тенглаб, стационар нукталарини тонамиз: 

c o s x - s in x  = 0 .
Бу тенгламанинг [0,д] ораликка гегииши ечими фак^ат 

х  =7t/4. У холда f(0)=1, /(л/4)=\12 , /(л)=-1 булгани учун

З д / ( х ) = , / 5 ' З Д / ( 1 ) = ~ ‘
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(i-мисол. Ер сатхига <р бурчак оствда
жойлаштирилган тупдан бошлангич 
отилган укнинг учиш масофаси

<90 тезликда

R = i90 sin 2(р
(4) 

X
формула билан хисобланади, бу ерда, g  — огарлик 
кучининг тезланиши. Берилган бошлангич тезликда 
Укнинг энг узок, масофага тушиши учун тупни кандай 
бурчак остида жойлаштириш кёрак?

Ечиш. Табиийки, 0 < <р z  л/2 булиши керак. (4) ни 
шу ораликда максимумга текширамиз:

dR _  2«90 c o s 2 (р 2<902 co s2<рdR

d(p -  О
8  S

бундан критик нукта <р=к/4 эканлиги келиб чикади.
d 'R  _  4 l902 sin2^9 

dtp2 g
r d 2R^

dtp1
4 A

< 0 .
J ®=я/ g

Демак, <р=тг/4 да учиш , масофаси R максимумга 
эришар экан:

2

Функциянинг [0,л/2] оралик, чегараларидаги кий- 
матлари

W ^ o = '0 ,  (R )^A = 0 .

Демак, ук энг узок масофага тушиши учун уни ер 
сатхига 45° бурчак остида узиш керак экан.

1-мисол. Хажми V булган цилиндрнинг туда сирти S  
энг кичик булиши учун унинг улчамлари кандай 
булиши керак?

Ечиш. Цилиндр асосининг радиусини г ва баланд- 
лигини h билан белгилайлик. У холда

S  = 2я г 2 + 2Ttrh , V = nr2h

булади. Бундан й = ни тониб, 5  учун ёзилган 

формулага куйсак:

S  =  2яг2 + 2яг- ёки 5 = 2| лг2 + —

хосил булади, бу ерда, V берилган сон. Натижада .S' юза 
г радиуснинг функцияси сифатида ифодаланди. Бу 
функциянинг СКг<ос ораликдаги энг кичик кийматини
топайлик:

т Л гхг-?\=*’
бундан

К = Ж
\ 2 я

d 2S  
dr2

> 0 .

4 ■ ,г~л
Демак, S  функция r=rt нукгада минимумга эга экан. 

Энди lim 5  =  оо ва lim 5 = oo эканлигини эътиборга
г - >0 r -» « J

олсак, S  функция г=г\ нуктада энг кичик кийматга 
эришади дейиш мумкин. Бу кийматга

г Ж , н ^ г § ^ 2 г  
у 2п  яг \ 2 я  

нук^’аларда эришилади. Демак, берилган хажмли 
цилиндрнинг тУлик юзи баландлиги асосишнг 
диаметрига тенг булганда энг кичик булар экан.

8-мисол. Электр чироги тик ОН 
тукри чизик буйлаб бирор блокка 

г бириктирилган холда харакат кила
оладиган булсин. Текисликдаги А 

(р \  нукгада ёруглик энг юкори булиши
~у\ ^  Л учун электр чирокни текисликдан 

92-пасм кандай бапандликка кУйиш л озим.’
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sin  q>
Маълумки, А нуктадаги /  ёруклик I — с — г— коида

г
буйича аникданади. Агар И ни эркли узгарувчи

сифатида к,арасак, у х^лда 92-расмдан sin«р = —>
г

г = / й 2 + а* ларни аникдасак, 
И1 -  с- (0 < й < + о о )

[h1 +а2У2
формула хосил булади. Бу функцияни максимумга 
текширамиз:

,  o ' - 2**1h
(h2+a2f

\осила h = —г* нукгада нолга айланади. Энди,
V 2

Й = Ш > 0 ' ,(0)=,<" )= 0
акийматлар ичида энг каттаси п = 7=  нуктада

V2
эришиляпти.

Демак, чиро^ни h -  а баландликка урнатиш
4г

керак экан.

4-§. ЭГРИ ЧИЗИКНИНГ КДВЛРИКПИГИ. 
БУРИЛИШ НУКГАЛАРИ

1-таъриф. Агар нуктанинг шундай атрофи мавжуд 
булсаки, бу атрофдаги барча нукталар учун абциссаси х0 
булган нуктада эгри чизицца утказилган хар цандай уринма 
эгри чизшфан юцорида (пастда) жпйлашган булса, у= /(х)

эгри чизик х о нуктада кдвариклиги юкорига

ри
караган деймиз.

2-таъриф. Агар х  х0 нуктадан утаётгат
чизикнинг абциссаси х  булган нуктаси уршшакаг ^  

томонидан иккинчи т/Р* 
ужа, х0 нукта y=f(x) ^  
чизикнинг бурилиш 
дейилади. Масалан, 93-рэсмХ1 
х  з нукта бурилиш нукгасщи1.

Айрим холларда "шар 
лиги юкорига (пасгга) кари 
жумла урнига "ботиклиги пэ* 
(юкорига) кэраган" 

ишлатилади. Масалан, 93-расмдаги jc, нукад- -■'>И
сачизикнинг цаварикдиги настга караган, х2 нуквдз- 

кавариклиги юкорига (93-расм) караган.
Бу таърифлар эгри чизикнинг уриниш H)Xf̂ '1H 

нинг етарлича кичик атрофида уринмага гасбЗ- 
Кандай жойлашгани хакида маълумот беради. Лсюи̂ ' с 
таърифлар барча холатлар учун Уринли булаер’ 
экан, масалан,

/ ( * )  =

0 ,х  =  О,

2  -  ̂х  s i n - - , х * 0 ,

функция учун х  уки унинг графигини х =0 ну^'ш 
кесиб ва уриниб утади, лекин х =0 нукта бтаи-»'1 
нукгаси эмас.

1-теорема. Агар /  функциянинг X 0 нукта^ги 
иккинчи %осиласи узлуксиз ва f " ( x 0)> 0 (<0) ЩяС* 1

^олда у  = /(х) эгри чизикнинг х  0 нуктада каващУ ' ™ 
пастга (юкорига) караган булади.

Исботи. /  функцияни х  0 нукта атрофида Те# °Р 
формуласи буйича ёяйлик:



f { x )  = / ( x 0) + f i x  0)(x -  x0)+  r,(x),

Ф )  = + в(х  -  x0)),0 < в  < 1.

Абциссаси x 0 булган нуктада бизнинг эгри чизикка 
Утказилган уринманинг тенгламаси

Y = f ( x Q) + f ' i x  0) ( х - х 0) 
булади. У холда эгри чизик нукгаси билан унга х  0 
нуктада утказилган уринма нукгаси орасидаги фарк 

Д х ) - У  = ф )
булади. / "  х  о нуктада узлуксиз булгани учун / ”( X 0)>0 
эканлигидан х  0 нинг етарлича кичик атрофидаги барча 
х  лар учун / " ( х о+ 0 ( х - х о))>О булиши келиб чикади.

Шунинг туфайли курсатилган х  лар учун г, (х ) > О 
булади. Демак, график Уз уринмасидан юкорида 
жойлашган, яъни эгри чизик каварикдиги пастга караган 
экан.

Худди шундай, агар /" (х  0)< 0 булса, у холда х  0 нинг 
бирор кичик атрофидаги барча х лар учун г ,(х )< 0  
булади, яъни [рафик уз уринмасидан пастда жойлашган 
булади. Демак, эгри чизик каварикдиги юкорига караган 
экан.

Натижа. Агар Х 0 у  = /(х ) эф и  чизикнинг бурилиш 
нукгаси ва бу нуктада f " (x  0) иккинчи хосила мавжуд 
булса, у холда / " ( х  о)==0 булиши зарурдир.

Шу сабабли амалда икки маротаба дифферен­
циалланувчи У - f i x )  эф и  чизикнинг бурилиш 
нукгасини /" ( х ) = 0 тенглама ечимлари орасидан 
Кидирилади.

/ " ( х  0)= 0 шарг бурилиш нукгаси учун етарли эмас. 
Масалан, у  -  х4 функциянинг иккинчи хосиласи X =0 
нуктада нолга тенг, лекин бу нукга минимум нукгадир.

Бурилиш нукгаси учун етарли шартни куйидаги 
теоремалар беради:

2-теорема. Агар / функциянинг учинчи хосиласи х о 
нуцтада узлуксиз, / " ( х q)=0 ва /" '( х  о)уО булса, у холда 
X о нук,та у  = /(х) эгри чизикнинг бурилиш нуктаси 
булади.

Исботи. Берилган шартларда Тейлор формуласи 
буйича ёйилма куйидагича булади:

/  (х) =  / ( х 0) + / ’(х0)(х -  х0)+  г,(х),

г2(х) = + 0 ( , х - х а)),о<0<1.

/ " л  нинг Хо нуктада узлуксизлигидан ва / '" ( х 0)*0 
эканлигидан х 0 нуктанинг бирор атрофида 
/ " ’( х о+ 0 ( х - х о)) нинг ишораси бир хил булади. Лекин 
( х - х о ) 3 купайтувчи х нинг х0 нуктадан утиш

жараёнида уз ишорасини узгартиради, шу сабабли г2 (х) 

Хам уз ишорасини узгартиради, яъни х0 нуктанинг бир 
томонида фафик уринмадан, масалан, пастда булса, 
иккинчи томонида юкорида булади. Теорема исбот 
булди.

Агар / " ' ( х о^О  булса, юкоридаги теорема уринли 
булмайди, бунга юкорида келтирилган у  = х 4 функция 
мисол була олади. Бундай холатлар учун етарли шартни 
Куйидаги теорема беради:

3-теорема. /  функция куйидаги хусусиятларга эга 
булсин:

/■■(*„) = ... = / w (*„) = О, 

хосила х о нуктада узлуксиз ва 

У х°лда> aiap п ток сон булса, у  = /(х ) эгри чизикнинг
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каварикдиги / <-п"'\х0)>0  булганда пастга, / ' м1)(х0)< 0  
булганда юкорига караган булади; ва агар п  — жуфт 
булса, *о нукта y = f ( x ) эгри чизикнинг бурилиш 
нукгаси булади.

Исботи худди юкоридагидек бажарилади, фак,ат 
исботлаш давомида ишлатиладиган Тейлор формуласи 
буйича ёйилмаси бу гал куйидагича булади:

( -  У1*1
/(* )  = / ( х 0 ) + f ( x oi x - x 0)+ / {п+' ){х0+ 0(х-  х0)) •

(я+ i ;
З-таъриф. Агар у  = /(х) эгри чизикнинг абциссалари

х j, х 2 ( а < х х < х 2 <Ь)  булган нуцталар орасидаги 
ихтиёрий ёйи уни тортиб турувчи ватардан пастда 
(юкорида) булмаса, у  =/(х)эгри чизикни [а,/)] ораликда 
ъавариКгЛиги ющорига (пастга) цараган деймиз.

Агар /  функция [а,А] ораликда дифферен­
циалланувчи булса, юкоридаги таъриф куйидаги га 
эквивалент: агар у  =}(х ) эгри чизикнинг каварикдиш

(а,Ъ) интервалнинг \ар бир нуктасида юкорига (пастга) 

караган булса, у  =f(x)  эгри чизикли [а./?] ораликда 
Каварикдиш юкорига (пастга) караган деймиз.

4 -теорема. /  функция [а,£>] ораликда узлуксиз ва 
(a,b) интервалда икки маротаба дифференциалланувчи 
булсин. У \олда у  = /(х )  эгри чизикнинг [а,&] 
ораликда каварикдиги юкорига (пастга) караган 
булиши учун барча х е  (a,b) лар учун / " ( х ) < 0  (>0) 
булиши зарур ва етарлидир.

I -мисол. у  = х 3 +Зх2,У = Зх2 +6х, х, = 0 ва х2 = -2  
нукталарда у =  0 ; У = 6х+6, У 1 (0) = 6 > 0, У  (-2) = -6  <0,

ва х = -1 нукгада у"= 0, у"'= 6*0 ,  демак, X =  -1  
бурилиш нукгаси экан. х > - 1  лар учун у"(х)>0  ва 
х < - 1  лар учун У '( х ) < 0 .  Шу сабабли функция 
графигининг кавари^иги  (-<»,-]) ораликда юкорига ва 
( - 1,ао) ораликда пастга караган.

2-мисол. _y = ( x - l ) ^ ,  У = -(.х- l ) ~ ^ , у ' = (jc-l)~% ;

иккинчи хосила \еч каср/ia нолга айланмайди ва х =  1 да 
мавжуд эмас. х > 1 лар учун у"(х)  < 0 ва х  < 1 лар учун 
у"(х) > 0 • Демак, функция графигининг каварикдиги 
(-oojj) ораликда пастга ва (1,оо) ораликда юкорига караган, 
шу сабабли, х =  1 нукга бурилиш нукгаси булади.

Агар

5-§. ФУНКЦИЯ ГРАФИГИНИНГ 
АСИМНТОТАЛАРИ

lim / (х) ёки l im /(x )
х>а г«.в

лимитларнинг камида биттаси оо га тенг булса, х - а  
тугри чизик у =f(x)  функциянинг графигига вертикал 
асимптота булади деймиз.

Aiap у  = /(х ) функция х>М  ( х<М)  лар учун

аникданган булса, у холда у  = kx + Ь тугри чизикни 
узлуксиз у  = /(х ) эгри ЧИЗИКНИНГ X—М-00 ( х —>-со) даги 
OFMa асимптотаси деймиз, агар f  (х) = кх + b + а ( х ) , 
бу ерда, lim а(х) = 0 булса.

х-*-кю

1 -мисол. у  — — функция учун х= 0  Ук вертикал
X

асимптота булади, чунки



lim  — =  +00, lim  — = - 0 0 .
x—>0 у x -Ю Y

x>0 x<0 Л

s in x  s inx  л „
2-мисол. у  =  x  + -------( x *0). lim ---------=0 булгани

x  x
учун Y — x  тугри чизик; x —>+oo (x —>—00 да хам) да 
берилган функция учун oFMa асимптота булади.

3-мисол. у  =  л[х ( х >0) функция графигининг огма 
асимнтоталари йук, чунки к ва b ларнинг х,еч бир 
кийматида х->+<» булганда y f x - k x - b  ифода нолга 
интилмайди.

Теорема. Y -  кх + b myFpu чизик; у  =/(х)  функция 
графигига х —>+ос (х ->—ос) да огма асимптота булиши 
учун

f (x) = k , lim [ / (х) -  кх] = b ( 1)lim

чекли лимитларнинг мавжуд булиши зарур ва етарлидир.
Зарурлиги. Фараз килайлик, Y = кх + Ь тугри чизик 

у  =/(х) функция графигига х->+°о (х->-оо) да OFMa
асимптота булсин. У холда таърифга кура 
f ( x ) - k x ~ b  -  а(х)  ифода х->+°о да нолга интилади. 
Бундан

, Ь а{х) 
к + - + ——lim Ю -  = цт

lim \ f  (x) -  fa] =  lim [/> + a(x)  = b.
X—>-Н» X-»+«0

Етарлилиги. Фараз килайлик, (1) лимитлар мавжуд 
булсин. У х°лДа лимитнинг таърифига кура иккинчи 
лимитдан f ( x ) - k x - b  = a(x) микдор х -н -с с  да чексиз 
кичик микдор булиши, яъни f ( x )  = kx + b + a(x ) 
булиши келиб чикади. Шу мулохазани х-> -< »  учун 
Кайтариб чикиш мумкин.

Агар к = О булса, асимптота горизонтал дейилади.

4-мисол. 2-боб, 2.3-§ да у  — ±  — х тУфи чизиклар
а

2 2

—  _ Т Г  = 1 ( И ^ а , а > г > > 0 )  
а b

гиперболанинг огма асимптоталари эканлигини курган 
эдик. Хозир шунга бошка йул билан ишонч хосил 
киламиз.

Берилган тснгламани у  га нисбатан ечамиз:

у - ± -

Бундан

lim
X—►-КО

lim — = ± — lim — -----— = ± —.х  а ,_►+«, х а 

, y - f ± - x l  = ± — lim L /x 2 -  а 2 - х ] =  
\  а )  а 1

= ± — lim
fix2 - а 2

= 0 .
+ х

Худди шу усулда х ->-оо хол хам текширилади.

Демак, хакикатан, у  = ± ~ х  туфи чизиклар бизнинг 
а

гиперболамизга OFMa асимптоталар экан.

6-§. УЗЛУКСИЗ ВА СИЛЛИК, ЭГРИ ЧИЗИКДАР

5-бобда функциянинг берилиш усуллари курилган 
элл. Бу парафафда биз воситачи вазифасини бажарувчи 
параметр ёрдамида бериладиган функцияларни куриб 
чикамиз.

Бирор (а ,Ь ) интервалда узгарувчи t  параметрнинг 
узлуксиз функцияларидан гузилган куйидаги:
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X = <p{t),
(1) 

У =  Н О
системани курайлик. хОу координаталар тскислигила t 
параметрнинг кийматлари буйича тартибланган 

нукгаларнинг геометрик урни узлуксиз эгри 
чизикни ифодалайди, яыш х ва у  узгарувчилар уртасида 
функционал бовтанишни аникдайди. Бундай усулда 
аникданган функцияни тенгламаси (1) булган параметрик 
функция, деб атаймиз. Агар (р функция t нинг монотон 
функцияси булса, (1) -нинг биринчи тенгламасидан 
t =  <р- (х )  ни аникиаб, иккинчи тенгламага куйилса, 
функциянинг бизга маълум

У = / { х )  = у(< р-\х))  (2)
ифодасини хосил киламиз.

Таъриф. Агар <p(t) ва l//(t) функциялар (а,Ь) интер­
валда узлуксиз дифференциалланувчи булиб, уларнинг хрси- 
лалари

<Р'{О 2 + У'ЧО2 > 0 , V t €  (a,b) , (3)
тенгсизликни цаноатлантирса, тенгламаси (1) булган эгри 
чизик силлщ дейилади.

Силлик чизик тенгламасини хар доим (2) куринишга 
келтириш мумкин. Хакикатан силлик чизик учун (3) 
уринли, бу тенгсизлик эса <p'(t) ва y/'(t) дарнинг 
биронтаси нолдан фаркди булга ща бажарилади. Масалан, 
параметрнинг бирор /0 е  {a,b) кийматида <р' (tQ) *  О 
булсин. У холда <p*(t) нинг узлуисиздигидан t () нинг 
шундай (/0 -  S ,t0 + S)  атрофи мавжудки, у ерда (p'(t) 

функция <p'(t0) пинт- ишорасини сацлайди. Демак, <p(t) 
функция (/„-<?,/„+<5) ораликда катъий монотондир. У 
Холда бизга маълумки, бундай функция учун тескари 
функция мавжуд.

Агар бирор t0 e ( a , b ) кийматда 0 булса,
юкоридагидек мулохаза килиб, (1) нинг куйидаги 

x  = g(y)  = <p(vs~'(y)) 
куринишга келтирилишига ишонч хосил киламиз.

Юкоридаги мулохазалардан хулоса килсак, силлик 
чизикнинг ихтиёрий нуктасида уринма утказиш мумкин 
экан.

Мисол. Барча -  оо < t  < +оо лар учун 
[х = a cost,
\ y ~ b s i n t

тенгламалар координаталар текислигида эллипсни 
аниклайди. Эллипс маълумки, (2-боб, 2.2-§ га каранг) 
силлик эгри чизикдир, хакикатан
(*'(0)2 +{У(0У =(asin/)2 + (ftcos/)2 = b2(sin2/ + cos21) = b2 > 0 , 
бу ерда, 0 < b < a ,  деб фараз килинди, агар 0 <а<Ь  
булса хам тахминан шундай хулосага келинади.

7-§. ФУНКЦИЯ ГРАФИГИНИ КУРИШНИНГ 
УМУМИЙ СХЕМ АСИ

Юкоридаги текишришлар функция графита тутрисида 
умумий тасаввурпа эга булиш учун зарур эди. Бу 
параграфда биз шуни кандай амалга ошириш билан 
шукулланамиз. Бу куйидаги тартибда бажарилади:

1 . / функциянинг аникланиш сохаси £>(/) нитопиш.
2. /  функциянинг стационар ва критик x j ,  х 2, 

х з,...? нукгаларини топиш. Стационар нукгаларда:
f(.X \ ), У ( х ,) ,— кийматларни хисоблаш ва уларни 
локал экстремумликка текшириш. Критик нукгаларда 
бир ёкдама f ( x k -  0) ва 7 (x t +0) лимитларни 
Хисоблаш керак. Агар маънога эга булса, 

l i m / ( x ) ,  lim f ( x )
лимитларни хам аникдаш лозим.
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3. D(f )  сох;ани x к нукгалар, \ар бирида f ' ( x )  Ф О 
булган бир нечта интервалларга булади. Агар f '(x) бу 
интервалларда узлуксиз булса, уларда уз ишорасини 
саклайди. \ а р  бир ораликда бу ишораларни аниклаб, 
функциянинг Усиш ва камайиш ораликларини топамиз.

4. Хар бир ораликда иккинчи \оснпани нолга 
айлантирадиган x Ki, x Kj ,■■■, к=0,1,2,..., иукталарни 
аниклаб, бу нукгаларда f ( x Ki), f(xf J),..., киймэтларни
хисоблаш зарур. Бу нукгалар орасида бурилиш нукгалари 
булиши мумкин. Бурилиш нукгалари ажратган 
интервалларда / " ( х )  иинг ишораларини аник^аб, 
кавариклик ва ботиклик орал и келари ни топамиз.

5. Агар имкони булса, / ( х )  = 0 генгламанинг ечим- 
ларини топиб, бу нукгалар атрофида / ( х )  нинг ишо­
раларини аниклаш лозим.

6. Асимптоталари бор-йУк эканлигини тскшириш, 
яъни

lim = к , lim [ /(х )-А х ] = />X—>±00 JC X—
лимитларни хисоблаш керак.

Бу текширишлар асосида жадвал тузиб, ксйин шу 
жадвал ердамида функция фафиги ясалади.

Агар функция жуфт ски ток; булса, у холда 
функцияни х нинг фак;ат мусбат кийматлари учун 
текшириш кифоя, чунки жуфт функциянинг фафиги 
ордината Укига нисбатан симметрик, ток, функция 
фафиги эса координата бошига нисбатан симмефикдир. 

Юк,орида айтилган амалларнинг бажарилишини

куйидаги у - f (x)=  - -- функция мисолида курайлик. 
1+х2

Ечиш. 1. Функциянинг аникланиш сох;аси: -оо<х<<». 
Берилган функция ток; функциядир, чунки

у (-х )= — = —>■ ( х )
1 + х2

функция узлуксиздир.

2. Стационар нукгаларни аниклаймиз:

у!=0, ...1 ~ Х— =0, 1 - х 2=0 
( 1 + х 2) 2(1 + х 2) 3

х i= - l;  х 2= 1-
Бу нукгаларни локал эксфемумликка текширайлик.
Бунинг учун 2- тартибли хосилани оламиз.

-2х(1  + х 2)2 -  2(1 + х 2) • 2х • (I -  х 2) 

у ~  .......  М - . п ‘

-  ~ 2х( 1+ X2 + 2 - 2 х 2) _  2х(х2 -  3)
(1 + х 2) 3 (1 +  х 2) 3 ’ :*

yli| х= - ,=  1/2>0.

Демак, х =-1 нукгада функция минимумга эга. 
Умп\х=-i= -l/2 ;

уЩ ^= -\/2< 0.
Демак, х= 1  нукгада функция максимумга эга.

Утах I Xх  1= 1 /2 ;

3. Функциянинг усиш ва камайиш интерваллари: 
(-оо; —1) да укО — функция камаяди,(-1; 1) да у!>0 — 
функция усади,(1; оо) да у к о  — функция камаяди.

4. Э ф и  чизикнинг кавариклик ва ботиклик со\а- 
ларини ва бурилии! нукталарини аниклаймиз.

у 11=0, 2х(х2 ~ _ р; 2х ( х 2-3)=0.
(1 + х2) 3 

X 1 = - V3 , X 2=0, X 3= л/3 , 
у \олда (-оо; - л / 3 )  да уН<0 - Эфи чизик каварик; ( -л /З ;  

0) да уИ>0 — эф и  чизик ботик; (0; л /З )  да уН<0 — эф и 
чизик каварик; ( V 3 ; оо) да yll>0 — Эфи чизик ботик-
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Демак, ( -л /З ; —^И.), (0;0), (у[3 ;^Ц)  нукгалар
4 4

бурилиш нуцталаридир.
5. Берилган функция х =0 да нолга тенг. (-оо,0) 

ораликда / ( х )  < 0 ва (0,+оо) интервалда / ( х )  > 0.
6. Эгри чизикнинг асимптоталарини аникпаймиз.
а) Эгри чизикнинг вертикал асимптотаси йук-
б) OFMa асимптотаси:

 ̂ — =  0; Ь = lim - Хк ~ lim = lim- 
х(1 + х 2) ' - " l + x 2 1 + х

- =  0 .

Демак, у= 0 — горизонтал асимптота экан.
Бу топилган маълумотлар асосида куйидаги 

жадвални тузайлик:

X (-® ,7 з ) ( -V 3 ) т1 (-1 ,0 ) 0 (0 ,1 ) 1 (1 ,л /з) ш ( & 00)
У”
у "

<0 - <0 0 >0 - > 0 0 <0 - <0
<0 0 >0 - >0 0 <0 1 >0 0 >0

У
л/3

4
.  1

2
71 0 71

1

2
ы

кдва-
рик,

бури­
лиш
нукта

ботик; rain ботиц б.н. кава
рик

max ботик, бури­
лиш
нук г̂а

ботик.

Жадвалга ва юкоридаги текшириш натижаларига 
асосланиб функциянинг графигини чизамиз.

Y

0,5

-7з -1

X
У - г —>\ ___  1 +х
г — — ,

0 1 S

0,25

94-раем.
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8-БОБ. 
КОМПЛЕКС СОНЛАР. 

КУПХДДЛАР

1-§. КОМПЛЕКС СОНЛАР. БОШЛАНРИЧ 
ТУШУНЧАЛАР

Маълумки, хар кандай хакикий соннинг квадрата 
мусбат булади. Квадрати манфий булган сонлар хам
мавжуд, масалан, a—it, ( V— 4 )^=-4. Бундай сонларни 
мавхум сонлар, деб атаймиз. Мавхум сонлар тупламида
бирлик вазифасини -J—T сони бажаради, чунки маса­
лан, Х[- 9 = 3 7 -1  = 3 / ёки >/^7 -  /л/7 ва X- к., шунинг 
учун уни мавхум бирлик дейиш кабул килинган. Бу сон

i =  V—I , Деб белгиланади.
Куйидаги

z = a + ib (1)
куринишдаги сонларни комплекс сонлар, деб атаймиз. 
Бу ерда, а ва b сонлар хакикий сонлар, агар а -  0 
булса, у мавхум сонга, ва агар 6 - 0  булса, хакикий 
сонга айланади. Демак, хакикий ва мавхум сонларни 
комплекс сонларнинг хусусий холи, деб караш мумкин 
экан.

а ва b сонлар z соннинг мос равишда хакикий ва 
мавхум кисмлари дейилади. Улар учун 

а=  R ez , b = lm z  
белгилашлар ишлатилади.

z = a + ib ва z -  a - i b  сонлар кУшма комплекс 
сонлар, деб аталади.

Агар и \= а 2 ва b \ = b 2 булса, z t = a l + ib{ ва

z 2 = а 2 +ib2 сонлар узаро тенг, яъни =  z 2 деймиз, 

агар а  =0 ва Ъ =0 булса, z  = а + ib=0 деймиз.
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Х,ар бир z = a + ib сонга 
Оху текислигида координатала­
ри а ва b булган Л(а,Ь) 
нуктани мос куйиш мумкин. Ва 
аксинча, текис-ликнинг ихтиё­
рий М (х ,у )  нукгасига 
z  -  x  + iy сонни мос куйиш! 
мумкин. Комплекс сонлар тас- 

вирданган бундай текисликни г комплекс 
узгарувчининг текислиги дейилади. Бу текисликнинг 
Ох укининг нукгаларига хакикий сонлар ва Оу Укининг 
нукгаларига соф мавхум -сонлар мос келади. Шу сабаб­
ли z комплекс узгарувчи текислигининг Ох уки 
х.ак.икий ук ва Оу уки мавхум ук, деб аталади.

Л(а,Ь) пукгани координаталар боши билан бирлаш-

тириб ОА векторни хосил киламиз. Лйрим холларда
комплекс сонларни геометрик тасвири сифатида ОА 
векторни караш кулайрок-

Агар кутб нукгаси координаталар боши билан, кутб 
УКИ эса Ох укнинг мусбат -йуналиши билан устма-уст 
тушадиган кугб координаталар системасида А(а,Ь ) 
нуктанинг кутб координаталари (р ва г  булса, у холда 

а  = rc o sc p , b = rsin^> 
булади (95-расмга каранг). Буни (1) га кУйсак:

z - r  cos ср + ir  sin <р = r(cos cp + i sin cp) (2) 
ифода хосил булади. Буни комплекс сон нинг тригоно- 
метрик ифодаси деб, г ни г нинг модули, (р  ни эса z 
нинг аргумента, деб атаймиз. Улар куйидагича белги­
ланади:

г = \z\, (р  — arg z  . (3)
(р ва г ларнинг а  ва b лар оркали ифодаси

Г--,— У ьг -  у/а ' + b2 , (р =  arctg  -

булади.

Демак,

экан.

|z| = \а + ib\ =  y fa 2 + b2, 

argz = arg(<3 + ib) = arctg—
(4 )

(p нинг Оху текислигининг мусбат йуналиши буйлаб 
олинган кийматлари аргументнинг мусбат кийматлари 
ва тескари йуналишда олинган кийматларини аргумент­
нинг манфий кийматлари, деб кабул килинган. Хар бир 
комплекс сонга аргументнинг ягона киймати эмас, бал­
ки 2як га фарк килувчи кийматлари мос келади.

Кушма z  — о  + ib ва z -  a - ib  комплекс сонлар 
учун \z\ = jz |,a rg z  =  - a r g z  муносабатлар уринли.

2-§. КОМПЛЕКС СОНЛАР УСТИДА АСОСИЙ 
АМАЛЛАР

1. Комплекс сонларни кушит. 2,=а,+/^ ва z2- a 1 + /^  
сонларнинг йигандиси, деб куйидаги:

z ,+ z 2 =(а, +ibl)+(a? + ib2) = {a, + а 2)+г(б, +b2) (1) 
тенглик оркали аникданган комплекс сонга айтамиз.

(1) формуладан комплекс сонларни кушиш шу сон­
ларни ифодаловчи векторларни кушиш цоидаси буйича 
бажарилиши келиб чикяпти (96-расм, а) га каранг).
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2. Комплекс сонларни айириш. z, =  дг, +  ib{ ва

z 2 = сг2 + ib2 сонларнинг айирмаси деб шундай ком­
плекс сонга айтамизки, уни Z2 га кушганда, йиганди zi 
га тенг булади:

z , - z 2 =(а, + й , ) - ( о 2 +/62)=(а ,  - a 2)+/fo -Ь2). (2)
Бундан икки комплекс сон айирмасининг модули 

шу сонларни комплекс текисликда ифодаловчи 
нукгалар орасидаги масофага тенг эканлиги келиб 
чикади (96-расм, б)):

k  — Z2 | ~ л[(.а I ~  а 2 ) + (̂ 1 ~ Ь2 ) •
3. Комплекс сонларни купайтириш. Маълумки, 

i2 = - 1 . У холда г' = - / , / 4 = ( - l )  = 1,г = / ва \.к . ихтис- 

рий бутун /с лар учун i Ak = l , /4*+1 = /, j4k+2 = - 1 ,
•4Л+3 -i — —i . Шунга асосан

Z\Z2 =  (а, +ibl\ a 2 + ib2) = ala2 + iatb2 +ib{a2 - b xb2
ёки

z iz 2 = (aia2 - b ^  + i ^ a ,  + a,b2). (3)
Агар комплекс сонлар тригонометрик куринишда 

берилган булса:
z, = r,(cosp, + /s in ^ ,) , z2 = r2(cos<p2 +/sin^?2), (4) 

у холда
z,z, - / i(c o s^ , +/sin<^,)r2(cos^2 + /sin<p2) = ^ [ c o s ^ ,  cos<p2 +

+ icosft sin <p2 + /'sin^, cos (p2 + i2 sin^, sin^2] =

= ̂ 2[(cos«9, cos<p2 - s in ^ ,s in ^ 2)+/(sin^cos<p2 +
+ COS(0, s in ^2)] = /*,r2[cos(^l + ^ 2)+ /s in (^  + ^ 2)]

Демак,
z i z 2 =  4 i  [co sfe  +<p2) + i s in (^  + <p2)], (3') 

яъни комплекс сонларнинг купайтмаси шундай ком­
плекс сон эканки, унинг модули купайтувчи сонлар
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модулларининг купайтмасига, аргумента эса купай- 
тувчиларнинг аргументлари йикиндисига тенг экан.

(3) тенгликдан z - z - a 1 12 “—  ~ ~ ,j2  1 |2
келиб чицади.

еки z - z  = z = \z\

4. Комплекс сонларни булиш. z i = a l +ib] ва 
z2 =а2 +ib2 сонларнинг булинмаси, деб шундай z сон­

га айтамизки, z, = z 2z  булади. Агар 

а . ч- ib.
— ------ L = x  + iy
а2 + ib2

булса, у \олда
а, + ib} = (а2 + ib2 \ х  + iy) = (а2х -  b2y )  + i(a2y  + b2x ) . 

Бу тенгликдан х  ва у  ларни топиш учун

а \ = а 2х ~ Ь2У> Ьх =  Ь2х  + а2у  
тенгламалар системасини хосил киламиз. Системани

_ а\а2 + ^i^2 __ агЬ\ в\Ьгх — - - > у  —
а 2 +Ь02 а 2 + Ъ 2

булади. Демак,

z  =  Щ + Ь А  + . а А  -  а  А
2 / 2  а2 +Ь2 a S + b *

(5)
‘ 2 1 2

экан. Шу натижага куйидаги усул билан келса хам 
булади:
«L+^i = (a, + ib ja2 - ib2) =  (д,д2 +b,b2)+i{a2b] - axb2) _  
а2 + ib2 (а2 + ib2 \а 2 -  ib2) а2 +Ь2

a,a2 + b,b2 а 2Ъх -  ахЪ2
2 . l 2 - 2 . • 2а2 +Ь2 а2 +Ь2

Агар комплекс сонлар (4) 
куринишда берилган булса, у холда

тригонометрик
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z, _  /](cos<p, + /sin^ ,) _  

z 2 r2 (c os <p2 + i sin (p2) 

r, (cos^j, +/sin^,X cos^2 - /s in ^ 2_) _ 
r2 (cos (p2 + / sin (p2 Xcos (p2 -  i sin (p2)

=  -  • [c o s fe  -<p2) + i s in f e  -  (p2)].

(6)

Демак, комплекс сонлар нисбатининг модули модул- 
лар нисбатига, ар)ументи эса булинувчининг ар1умештщан 
булувчининг аргуменгини айиргапига теш' экан.

Юкорида комплекс сонлар учун киритилган амал- 
ларни хакикий сонларга (уларни комплекс сонларнинг 
хусусий холи деб караб) кулласак, у холда бу амаллар- 
ни арифметикалан бизга маълум булган амаллар билан 
бир хил эканлигига ишонч хосил киламиз.

Агар (1),(2),(3) ва (5) ифодаларда комплекс сонни 
унга кУшма булган сонга алмаштирсак, амаллар нати- 
жалари аввалги натижаларга КУшма булади. Бундан ху­
сусан куйидаги теорема келиб чикади:

Теорема. Агар ха^щий коэффициентли
о 0х п + а  |ХП 1 +  . . .  +

кущадга X узгарувчи урнига аввал a + ib ни, кейин а-41 
ни %уйсак, у холда олинган натижалар щм к,ушма булади.

3-§. КОМПЛЕКС СОНЛАРНИНГ ДАРАЖАЛАРИ 
ВА ИЛДИЗЛАРИ

1. Даражага кутариш. Аввалги параграфдаги (3’) 
формулада г, =  z 2 десак,

z 2 =  [r(cos (p + i sin ^ ) ]2 = г 2 (cos 2 (р + i sin 2 (р) 
булади. А ар  (3’) формулани кетма-кет п маротаба 
Кулласак:
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булади. Демак,

[r (c o s^  + /s in ^ ) ]"  = r " ( c o s r t^  +  / s i n r t ^ )  (1) 
келиб чикади. Бу формула Муавр формуласи, деб аталади.

Демак, комплекс сонни мусбат бутун даражага 
кутариш учун модулини шу даражага кутариб, аргумен- 
тини даража курсаткичига купайтириш керак экан.

1 -мисол. (l + /)* ни хисобланг.
Ечиш. Аввал тригономегрик куриниип’а келтириб 

оламиз. Буерда, г = / г + 12 - i 2 ,  (р -  arctgl У холда

1 + / = cos — + i sin —
I  4 4 )

(l + z)10 = 2 ^ c o s ^ l 0 ~ j  + / s i n ( ^ 1 0 - ^  =

= 32^cos ~ -+ i  sin Щ- j  = 32^cos у  + i sin ~  j  = 32/.

2. Илдиз чикариш. Комплекс соннинг п — даража- 
ли илдизи деб, п — даражаси илдиз остидаги сонга тенг 
булган сонга айтамиз, яъни

lJr(cos(p + is\Tup) = p ( c o s ^  +  /s in  у/) 
деймиз, агар

р п (cos niy + is \n n y /)=  г (cos (р +  i  s in  <p) 
булса, охирги тенгликдан

р п =  г  , п ц  = (р + 2кл  
келиб чикади. Бундан

I— (р  +  2 к л
р  = У г , у/ = ----------

п
га эга буламиз, бу ерда, к — ихтиёрий бутун сон, л/г — мус­
бат г  соннинг арифметик илдизи. Демак,
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n̂r{cos(p + /sin Y n f  (  Ф  +  2кп . . <p + 2kn\<p) = Vr\ cos—---------+ ?sin----------- |. (2)

VT =

n n
к га кетма-кет 0,1,2,..., /7—1, кийматлар бериб, 

илдизнинг кар хил п та кийматини топамиз. к нинг 
бошка барча кийматларида бу илдиз кийматлари так- 
рорланади.

Нолдан фаркди хакикий А соннинг я-илдизи п та 
кийматга эга, чунки бу сонни комплекс соннинг хусу­
сий х;оли деб караб, куйидаги тригонометрик куринишда 
ёзиш мумкин:

агар А >  0 булса, А  =  |^ |(co s0  + / sin О): (3)

агар А <  0 булса, А = j/l|(cos;r + / s in тг). (4)
2-мисол. Бир ракамининг барча кубик илдизларини 

топинг.
Ечиш. Бирни тригонометрик куринишда ёзиб оламиз:

1 = cosO + rs in O .
Бунга (2) формулани кулласак:

0 + 2ктс . . 0 + 2 кпcos------------h i sm ---------- .
3 3

к га кетма-кет 0,1,2 кийматлар бериб, илдизнинг 
куйидаги учта кийматини топамиз:

2 п  2лх, = cos0 + /sin0  = l,x , =cos —  + / sin— ,
3 3

4п  . . \ пх, -  cos-----v i sm —
3 3

еки
. 1 .л/3 1 .л/З

X, = 1 , X, --------1-1---- . X, = --------1 — .
2 2 2 2

3. Иккщадли тенгламаларни ечиш. Куйидаги
х" = А

куринилщаги тенгламатарни иккщадли тенглама дейишади.
Шу тенгламани ечайлик. Бунинг учун аввал А ни 

тригонометрик куринишга келтириб оламиз. Агар А 
Хакикий мусбат сон булса, (3) га асосан
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v „ rj( 2кп  . . 2кпЛ X -  лМ1 cos-------1-1 sin----- j

(£ =  ОД,2 ,...,/7 -1 .)  
на агар А хакикий манфий сон булса, (4) га асосан

* л  "*■ 2к п  . . п  + 2кп  ̂х = Ч\А\\ c o s ------------+ /s m ------ —
V « « у
(& =0,1,2, . . . , /7 -1 .)

Агар А комплекс сон булса, X нинг барча кийматлари 
(2) формула ёрдамида топилади.

3-мисол. х 4 = 1 тенгламани счинг.
Ечиш. Аввалш мисоддагидек иш тутсак,

х  — Vcos 2 к п  + i sin  2 к п  = c o s ----- h /s in —
4  4

булади. к га кетма-кет 0,1,2 ва 3 кийматларни бе'рсак: 
х, = c o s 0  + /s in 0  = l ,

2 к  . . 2п  х, = cos — + 1 sm —  = i
4 4

4 п  . . 4 п
х3 = c o s ------у i s m —  = - 1 ,

4  4
бяг . . 6п  х4 = cos —  + 1 sm —  =
4 4

4-§. КОМПЛЕКС КУРСАТКИЧЛИ ФУНКЦИЯ ВА 
УНИНГ ХОССАЛАРИ

Amp х ва у хакикий Узгарувчилар булса, z  = x  + iy  
комплекс узгарувчи булади. Унинг х;ар бир кийматига 
комплекс узгарувчининг Оху текислигида бирор нукга 
мос келади.

Таъриф. Z  узгарувчининг хар бир кийматига бошка 
w узгарувчининг бирор кийматини мос куювчи /
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Коидани Z  комплекс узгарувчининг функцияси, деб 
атаймиз. Бундай функцияни w -  f ( z )  ёки w -w (z)  
куринишда белгилаймиз.

Бу ерда комплекс Узгарувчининг функцияларидан 
факат биттасини — w = е 1 =  е х+,у курсаткичли функ­
цияни курамиз. Бу функцияни яна куйидагича ёзиш 
мумкин:

w -  е**1* = ̂ (cosy 4-/s in_v). • (1)

'*  -л /ГT# ОН I — ' — " ' --- ■“ г
3 3

1 -мисол. е '3 = е2[ c o s -  + / 's in -  I = е1 --- f- 7----
2 2

o+'f 0 f  ' л  . . n \  .
2-мисол. e 2 = e  cos — + is in  -  \ = i ;{ 2 2 )
2-мисол. e x+'° = e '<(cosO + /sinO ) = e jr.
Курсаткичли функция куйидаги хоссаларга эга:
I. e ZrZl = e h - е 7"1 . Хакикатан агар z , =  х, + iyx ва

z 2 = x 2 + iy2 булса, у холда
е *1+12 _  е (*1 +'>1 h-(x2+'y2') _  g(*l+x2 )+'(у1+у2) _

= erl еп  [cos(y, + у2) + i sin(y, + у2)] 
е'Ле:2 =ext+,̂ e I2Hy2 = e 'l(cos>'1+ /s in y ,)

e*2(cosy2 + /sinj>2) = e ,V*2[cos(y1 + 7 2)+/sin(y, +>>2)].
(2) ва (3) тенгликларнинг унг томонлари бир хил 

булгани учун чап томонлари хам тенг булади.

г -г £ Z‘
2. в~- *2 — —— . Буни 1-хоссага ухшаш исботлаш 

е 2
мумкин.

Буни бажаришни укувчига топширамиз.

( _ \m  „j-
е~) - е  булади. 

Бунинг исботи 1- ва 2-хоссалардан келиб чикади.

(3)

. „г+2от „г „4. е  =  е  , яъни комплекс узгарувчининг
курсаткичли функцияси даври 2т булган даврий
функциядир.

Хакикатан (1) формулага ва 1-хоссага кУра
eZJ,2m - e ze 2m = e r (c o s2 ^  +  / s in 2лг) =  e z . 

Куйидаги
w = u(x) +ii9(x) (4)

комплекс ифода, хакикий функциялари бу ерда, и(х) 
ва Э(х) \акик;ий х Узгарувчининг хакикий узгарув­
чининг комплекс функцияси дейилади.

Агар
lim  и(х)  = и (х0) , lim .9(x) = ,9(x0)Jr-»Xn

лимитлар мавжуд булса, у холда wQ = и(х0) +  /<9(хв ) (4) 

функциянинг х  —> х0 булгандаги лимити дейилади. 
Агар и \х )  ва i9’(x) мавжуд булса, у холда

w'x = u '(x) + i9 '(x )  (5)
ифодани хацикий узгарувчи комплекс функциясининг 
Хакикий аргумент буйича хосиласи, деб атаймиз. 

Хакикий узгарувчининг куйидаги:
.Дат+i/})xax+iflxW =  е

курсаткичли функциясини кУрайлик, бу ерда, «,/? 
узгармас хаКПКий сонлар. Уни яна куйидагича ёзиш 
мумкин:

w = e ax [cos J3x + /s in  /2с]
ёки

w =  e ,a cos fix  +  sin  f i x . 
Бу функциянинг хосиласини топайлик. (5) га асосан 

w'x = (е™ cos fix)+i(eax sin Р х ) -  
= e® (a  cos px  -  (5 sin /2c) + /«“ (a s in  fix + p  cos fix) =

= a[(?0T(cos/ic + /sin px)\+ ip\em (cos fix + i sin ftx)\ =
= {a + //?)[e<ZI (cos px  + / sin px)\ = (a + ip')e^a*'^x .
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Демак, агар к = a  + i/3 ихтиёрий комплекс сон булса, 
у \олда

(еь )= к е 1а, (efa )'= [(***)]=  *(efa) = * V *  
ва ихтиёрий п учун

(еь р = к - е ь .

5-§. ЭЙЛЕР ФОРМУЛАСИ

Агар аввалги параграфдаги (1) тенгликда х  =  0 де­
сак, математикада Эйлер формуласи номи билан 
машхур булган куйидаги:

е'у = cos у + / sin у  (1)
тенгликни хосил киламиз. Агар бу ерда у  ни - у  га 
алмаштирсак:

е~* = cos у -П т  у  ■ (2)
булади. (1) ва (2) тенгликлардан

c o s y  =
+e~iy

, sm у  - (3)
2 2 i 

муносабатлар келиб чикади.
Ихтиёрий z комплекс сон берилган булса, уни 

куйидаги:
z = r(cos^ + /sin^) 

тригонометрик куринишда ёзиш мумкин. У холда Эй­
лер формуласига кура

z  =  г е ,(р
ифодага эга буламиз. Бу ифодани комплекс соннинг 
курсаткичли куриниши деймиз.

Мисол. 1, / ,  —2, - / сонларни курсаткичли куринишга 
келтиринг.

Ечиш. 1 =  cos2к л  + i sin 2к л  = е 2кт ,

Л . .  Л  у‘I =  co s— + /s in  — = е- ,
2 2

- 2  = 2(cos л  + isin л )  = 2ет,

т. -i=c°sH ) +isin(‘ f)-
Курсаткичли функциянинг хоссаларига (4-§ га каранг) 

таянган холда, комплекс сонлар устида бажариладиган 
амалларни уларнинг курсаткичли ифодаси устида осонги- 
на бажариш мумкин.

Хакикатан, агар z, =  гхе “* ва z2 =г2е,Рг булса, у 
Холда

,<<С1 _ Л<Р\+<Рг)

z, r.e,<Pi к ,-  L _  _>____ __
1<P 2

= — е

z n ={rei(p)' = r neinp,
____  .«?+2 кк

У re "  = nJ~re » (к = о,],2, - 1) .

6-§. КУПХАДНИ КУПАЙТУВЧИЛАРГА АЖРАТИШ

п -даражали кутдад, деб куйидаги:

P„(z) ~ ао +а\z + a2z 2 +... + anz ” = ^ a kz k (l) 

функцияга айтамиз, бу ерда, ак — хакщий ёки ком­

плекс коэффициентлар, ап *о, z — умуман олганда, 
комплекс узгарувчи г нинг хар бир кийматига мос ке­
лувчи функциянинг Pn(z ) киймати комплекс булиши 
Хам мумкин. го ни (1) нинг илдизи ёки ноли деймиз, 
агар Pn( z o)=0  булса.
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Бу ерда \ам  *акикий Узгарувчининг купкади каби
(б-боб, 4 .1-§ га каранг) Pn(z)  купаддни \ар  кандай
комплекс zo сон учун z- Zo нинг даражалари буйича ёй- 
иш мумкин эканлигини, яъни

Pn(z ) = Y ,b k( z - z oy  (2)

булишини курсатиш мумкин. Бундан Pn(z0) ~  bQ.

1-теорема (Безу). P„(z) купхдд zo илдизга эга булиши 
учун, у  Z- Zo га колдщсиз булиниши, яъни уни

^n(z ) — {Z -  Zo )Рп~] ( z ) (3)
куринишда ифодалаш мумкинлиги зарур ва етарлидир, бу 
ерда РпХ (z) бирор п-J -даражали купхад.

Зарурлиги. Агар zq (1) нинг илдизи булса, у \олда 
Ь0 = 0  булиши керак, чунки P„(z0) = b0. Агар Ь0 =  0 
булса, у \олда (2) тенглик

Pn(z) = Y b k{ z - z 0)k = (z - z 0ji f > ( z - z 0)* = (z - z 0)Pn_,(z)
Jt=0

куринишга келади.
Етарлилиги. Агар (2) тенглик Уринли булса, у \олда

(2) да г Урнига zo ни кУйсак, P„(z0) = 0 булади. Теоре­
ма исбот булди.

Натижа. Ихтиёрий zo У^ун P„(z) купхадни г- Zo га 

булинса, колдикда Pn(z0) булади.

Мисол. Р3 (z) = z  — 6z2+ l lz  —6 кутщад г=1 да нолга 

тенг, шунинг учун бу куп\ад z-l га колли ксиз булинади: 
P3(z) = г 3 - 6 z 2 +1 l z - 6  = ( z - l ) ( z 2 - 5 z  + б).

J Агар / ( z )  =  0 тенгламада f ( z )  = Pn(z) булса, бундай
тенгламани алгебраик тенглама. бошка барча хрлиарда 
ноалгебраик тенглама деймиз.

Демак, Pn(z ) =0 алгебраик тенгламанинг илдизлари 

P„(z) кУп^аднинг илдизлари билан бир хил экан.
Ноалгебраик тенглама биронта \ам  илдизга эга 

булмаслиги мумкин, масалан: е~ = 0 .  Лекин алгебраик 
тснгламалар учун бундай эмас.

2-теорема. Хар кандай алгебраик тенглама камида 
битта хакикий ёки комплекс илдизга эга.

-  Бу теорема алгебранинг асосий теоремаси деб ата­
лади. Биз уни исбогсиз келтирамиз.

Агар zo Pn(z) купхдднинг илдизи булса, у \олда бу 

куп^ад (3) куринишда ифодаланар эди. Агар Pn .(zo)^ 0  
булса, у \олда Безу теоремасига кура Рп . (2) купхдд z — 

Zo га ва демак, P„(z) кунх;ад (г — го)2 га булин-майди. 

Бу \олда zo P„(z) куп\аднинг оддий илдизи (ноли) 

дейилади. Aiap Pn_t(z0) = 0 булса, у *олда Безу теоре- 

масидан P„^(z) z- Zo га колдиксиз булиниши ва шу 

сабабли Рп (z) = ( z - z v) ' Рп_2 (z) булиши келиб чикади. 

Бу ерда, Рп_г (z) кандайдир п -2-даражали куп^ад. Агар

К  2 (z o) *  0 булса, го Рп (z) куп\аднинг 2 каррали 
илдизи (ноли) дейилади. Ва них,оят, агар бирор натурал 
s < п  учун

Рп (Z) = ( z - z 0 У Pn_s (z), РП_Ж(z0) *  0
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зулса, бу ерда, Pn_s (z0) бирор п -s-даражали кущал, zo 

P„(z) куп\аднинг s каррали илдизи (ноли) дейилади.

3-теорема. Хар кандай п-даражали апгебраик тенг- 
нама, карралигини %исобга олган холда. п та комплекс 
илдизга эга, яъни Pn(z ) купхад куйидаги куринишда 
купайтувчиларга ажралади:

Рп(г )  =  ап (z -  z, )*' (z -  z2 )*2 .. .  (z  -  z m )*", (4) 
+ k2 + ... + km = n, 

бу ерда, z , ,z 2. . . . , z m лар P„(z) купхаднинг карралари 

мос равишда k l,k 2, . . . , k m булган илдизларидир.

Исботи. Асосий теоремага к^ра P„(z) купхад ками-

да битта илдизга эга. Бу илдизни z x билан, унинг 
каррасини кх билан белгилайлик. У холда

Рп ( f ) = (Z ~ Zl )*' РП-к, (*)» Pn *, (Zl > *  0 •
Агар n - k ,  = 0 , яъни к, = п  булса, у холда 

Рп-к> (z ) -  а п булади, бундан P„(z) =  a n( z - z l )" келиб 
чикади, шу билан теорема исбот булади.

Агар кх <п  булса, у холда Pn_k̂ (z) (z -  z ,) ' га

булинмайдиган п -  /с, -даражали купхад булади. Асосий 

теоремага кУра у хам камида битта z 2 илдизга эга, 
унинг карраси к 2 булсин. Натижада куйидаги муноса- 
батни оламиз:

Pmi z ) ^ { z - z , f { z - z 2f P ^ (z), P ^ + iZ j) * 0 J  = 1,2-

Агар n - k ] - k 2 = О булса, у холда P„_k{. kj (z) = ап 
булади. Агар п - к ] - к 2 фО булса, у холда бу жараённи

павом эттирамиз. Охир-окибат чекли кадамдан кейин 
6v жараён тухтайди ва (4) муносабатга келамиз. Агар 
(4) нинг унг томонига Z  Урнига топилган 
Z z 2,---->zm лардан фаркли кийматларни куйсак, у
нолга айланмайди, яъни (4) муносабат ягонадир.

Натижа. п -даражали купхад п  тадан ортик илдиз­
га эга эмас.

4-теорема. Агар иккита П -даражали <p̂ (z) ва 

(р̂  (z )  купхадлар кийматлари аргументнинг n +1 та х°р 

хил Z0,Z \ ,Z 2, . . . , Z n цийматларида тенг булса, у холда
бу купхадлар айнан тенгдир.

Исботи. Куйидаги
/ ( z )  = tf>,(z)-<p2(z) 

функция даражаси п дан ортик булмаган купхаддир ва 
у п  та ZX,Z 2, . . . ,Z „  нукталарда нолга айл'анади. У

холда уни ] .
/ ( z )  =  a„(z -  z t)(z -  z 2) . . . ( z  - z „ )  : (5)

куринишда ифодалаш мумкин.
Лекин теорема шартига кура, бу купхад z o нукгада 

Хам нолга тенг. (5) ифоданинг бирорта хам чизик™ 
кУпайтувчиси бу нукгада нолга тенг эмас. Шунинг учун 
а„=  0 булади, яъни / ( г )  з  0 . Демак, <р, (z) -  <р2ОО = О

ёки (px{z) =  (p2{z) ■
5-теорема. Агар

Pn(z)  = a0 + axz  + a2z 2 + ... + anz n 
купхад айнан нолга тенг булса, у холда унинг барча ко- 
эффициентлари нолга тенгдир.

Исботи. Берилган купхадни (5) куринишда ёзиб 
оламиз:

Рп (z) = a n( z - z ]) ( z - z 2) . . . ( z - z n).
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Агар теорема шартига кура бу купдад айнан нолга 
тенг б^лса, у холда у z (,z 2, . . . ,z n ларга тенг булмаган 
бирор z  нукгада хам нолга тенг булади. Лекин z  - z  ь 
z  - z  2,..., z  - z n ларнинг бирортаси нолга тенг эмас, шу 
сабабли, факат ал =0 булиши мумкин. Айнан шундай 

ап Л - 0  ,а п 2 - 0  = 0  эканлиги исбот кдлинади.
6-теорема. Агар икки купхрд бир-бирига айнан тенг булса, у 

тпда уларнинг мос коэффициенпыари узаро тенг булади.
Теореманинг исботи берилган купхадларнинг айир- 

маси айнан нолга тенглигидан ва 5-теоремадан келиб 
чикади.

7-теорсма. Агар Z / f ( z )  купхаднинг к} >1 каррали

илдизи булса, у  %олда Z / f \ z )  хосиланинг к, — 1 карра­
ли илдизи булади."

Исботи. Теорема шартидан
/ ( z )  =  ( z - z 1)*1 <p(z)

булиши келиб чикади, бу ерда, ^£>(z,) *  0 . Бу тенглик­
ни дифференци&пласак:

/ ' О ) ~ k {( z - z ,)*н (p(z) +  ( z - z ,)*' <р'(z) =
= (z -  z, )*'“l \kx(p(z) + ( z - z j  )(p\z)] 

булади. Агар бу ерда,
V ( z )  = k t f i z )  + ( z - z ,  )(p '(z) 

десак, y/(zx) -  AÎ (z ,) + (z, - z , ) ^ '( zi) = K(p(zx) * 0 экан­
лигидан Z y  / ' ( z )  хосиланинг A:, — 1 каррали илдизи 
эканлиги келиб чикади. Хусусан, агар k] = 1 булса, Z у 
f  (г) хосиланинг илдизи булмайди.

Бу теорсмадан Z i f" (z )  хосиланинг -  2 каррали 
илдизи, f " \ z )  хосиланинг к, - 3 каррали илдизи ва 

Х-к. / (V ° (z )  хосиланинг одций илдизи ва нихоят, 
f [k' \ z , )  *- 0 булиши келиб чикади.

7-в КОМПЛЕКС ЕЧИМЛАР ХОЛИДА КУПХАД НИ 
КУПАЙТУВЧИЛАРГА АЖРАТИШ

фараз килайлик, (1) купхад берилган булсин.
1-теорема. Агар ха^иций коэффициентли

P„(z ) = anz” ' + -.. + a,z + a 0 (1)
купхад Cl +  ib илдизга эга булса, у  холда a  — ib хам 
унинг илдизи булади.

Исботи. Агар Z0 = а  + ib  сон (I) нинг илдизи 
булса, у холда 2-§ даги теоремага кУра:

Pn(z-0) = P jiz~) = 0 = 0 ,

яъни z 0 = a  — ib  хам (1) нинг илдизи экан.
*" Демак, (1) купхад

(z — а -  ib \ z  - а  + ib) = (z -  a f  + b 2 , 
ифодага булинар экан, яъни

а д  = 1(г - а )2 + *2к - г(г>,
бу ерда, Pn_2(z )  п  -2-даражали хакикий коэф­
фициентли купхад.

Юкоридаги фикрларни умумлаштирсак, куйидаги
хулосага келамиз:

2-теорема. Хациций коэффициентли Рп (z )  купхад 
цуйидаги куринишда купайтувчиларга ажралади:

(г) = а„ (z -  z, У1... (z -  z J r [(z-  о, f  + b '2 f ... (2)
I t - » ,  ) ч * Л '  = ^ n t - z, r i i [ ( z - a JN v ! j '

M >1
бу ерда,bf >0,k\ +---+kr +2(/, +...+ls) = n, z ,,z 2, . . . ,z r 

лаР P„iz ) купхаднинг карралари мос равишда 

k], . . . ,k r булган хакикий илдизлари, ax±ibi,...,a jl±ibs 
лар эса Рп (z) купхаднинг карралари мос равишда 

ls булган узаро кУшма комплекс илдизларидир.
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8-§. ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛАШ . ЛАГРАНЖНИНГ 
ВА НЬЮ ГОННИНГ ИНТЕРПОЛЯЦИОН 

ФОРМУЛАЛАРИ

Фараз «.илайлик, бирор \одисани урганиш жараёиида 
X ва у  микдорлар уртасида функционал боЕланиш бор-

лиги ва X цинг | а ,Ь ] ор&чикка тегишли X 0, X х  „ 
кийматларига у  нинг у  о, у  ц..., у  „ кийматлари мос 
келиши аникданган булиб, бу богланишнинг аналитик 
ифодаси номаълум булсин.

Масала шу номаълум- у  = (р(х) функцияни [ а , b ] 
ораликда аник ёки такрибан ифодаловчи кулхадни 
куришдан, яъни

У о = < Р Ы ,у 1 = < р { х , у  п =<р(хп) 

кийматлари [а ,Ь \ ораликда берилган у  =  <р(х) 
функцияни такрибан ифодаловчи даражаси < л  болтан 
Р(х)  к^пхадни куришдан иборат.

Бундай купкад сифатида 'X 0, X ь ..., X „ нукталардаги 
кийматлари у  нинг У о, У ь —, У п кийматлари билан 
устма-уст тушадиган кущадни олган маъкул. Бундай ма- 
салани функцияни интерполяциялаш дейилади.

Интерполяциялавчи купхад сифатида куйидаги:
Л > ) = С0( х - х , ) ( х - х 2) . . . ( х - х в)-1-С1( х - х 0) 
( х - х 2) . . . ( х - х п) + С2( х - х 0) ( х - х ,) ( х - х 3)... (1) 

( х - х я) + ... + С „ (х -х 0)...(х -х„_ ,) 
кутдадни оламиз. С0, С ,, . . . ,  Сп коэффициентларни

) ~ У о >  P ( x i )  =  У \ р ( х п )  =  Уп  (2 )  
шартларни каноатлантирадиган килиб танлаш керак.

(1) формулада х  =  х 0 дейлик, у холда (2) га кура 

Уо = С 0(^0 -* i)(*o  - * 2) —(*о ~ ХЛ
бундан

’

С 0 =
Уо

(х0 -Х ,)(х0 - х 2)...(х 0 - х „ )  
Агар (1) да х = х, десак, у холда 

У\ = С ,(х , - х 0)(х, - х 2)...(х , — Хп),

бундан

С , =
У\

( х , - х 0) ( х , - х 2) . . .(х , - х „ ) ’

ва \.к. (1) да х  =  х„ деб
Уп = Q  (хя -  х0 )(х„ -  х,)... (х„ -  хл_,), 

тенгликни, бундан эса

‘  С п = ------------------- * --------------------
(xn - x 0)(xn -x ,) .. .(x „ -x „ _ i)

хосил киламиз.
Топилган коэффициентларни (1) га куйсак: =

пГгч_ (х -х ,) (х -х 2) ...(х -х п) 
(х0-х,)(х0- х 2)...(х0-х „ )

| ( х - х 0) ( х - х 2) . . . ( х - х „ )  | (3)
(x i-x 0)(x1- x 2)...(x1- x j

(хл - х 0) ( х „ -х 1) ...(х |1- х (,.,)
Бу формула Лагранжнинг интерноляцион формула­

си, деб аталади.
Айтиш дозимки, агар номаълум у  =  (р{х) функция

[а ,Ь \  ораликда п +  1 -тартибли хосилага эга булса, у 
Холда у-ф{рс) функцияни Р (х)  купхадга алмаштирил- 
ганда йул куйилган хатолик, яъни Щх) =  <р(х) -  Д х ) 

микдор
|R(x)\ < |(х -  х0 )(х -  х,)... (х -  х„ )| 7“ “jу тах |^ ("*°(х)| 

тенгсизликни каноатлантиради.
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Мисол. Тажриба натижасида у  =  (р{х) функция- 
нинг >̂(1) = Ъ,ср(2) = -5,#?(-4) = 4 кийматлари олинган 
булсин. у  = <р(х) функцияни такрибан 2-даражали 
купхад билан ифодаланг.

Ечиш. (3) формулага кура п - 2  булган \ол учун:
п  . (* -2 )(х + 4) 3 (х-1)(х+4) ( 5) ,  ( х - Р Сг-2) 4 

(1"2)(]+4) °  (2—1)(2+4) K - D H - 2 )
ёки

. 39 2 123 252 
Р(х) = ------х -------- х + ------.

30 30 30 
Бундан ташкари бошка интерполяцион формулалар 

хам мавжуд, шулардан бири — Ньютон интерполяцион 
формуласидир. Бу формулада юкоридаги масаладан 
фаркш  уларок, х0,х , ,х 2, . . :.хп .нукгалар орасидаги ма­

софа бир хил, масалан, И булсин, деб фараз килинади. 

4Уо = У \~ У ц , Ду, = у 2- у }, Ау2 = Уз ~У 2 
А\У0 =  у 2 - 2 у х + у 0 = Ау, -A v0, Агух =Лу2 -А  

&3Уо = У з~  3У2 + 3^i Уо~ A2J i ~ А2у 0 , ...,

A > 0 =A 'My1- A '- 1>V  
Буларни мос равишда 1-,2-,..., «-тартибли айирма- 

лар, деб атаймиз.
л: о, х  j,..., х  „ нукгалардаги кийматлари у 0, У ь —» 

У „булган и-даражали купхад куйидагича булади:

Р(х) =  Уо +  АУ(
* ~ * о  +  А2У0 х - х 0 ( х  - х 0

И 2! И

+ А"Уох ~ хо (  х - х 0 _ Л
' п\ h I h п

(4 )

Мана шу формула Ньютоннинг интерполяцион 
формуласи, деб аталади.

Аслида 6-§ нинг 4-теоремасига кура X нинг л+1 та 
Кийматидаги п+ 1 та кийматлари тенг булган даражаси 
п дан катта булмаган кугщадлар бир хил булади. Лекин 
бу интерполяцион купхадлар бир. хил булса хам ёзилиш 
тартиби билан фарк к^илади.

Интерполяцион формулалар инженерлик изланиш- 
ларда куп ишлатиладиган такрибий хисобларда кенг 
Кулланилади. Биз х°зир шулардан бири — такрибий 
дифференциаллашда Ньюгон купхадини кандай 
кУлланишини кУрамиз.

^Агар у  = <р(х) функциянинг Х 0, X ь ..., х„  нукга­
лардаги кийматлари у  о, у  у„  лар берилган булса, 
(4) формулага асосан:

ф )* Р ( х )  = у 0 +Ау0
h 2! h [ h

A > 0 X ~ XJ x ~ x
.»! h \  h 

такрибий тенгликни ёзиш мумкин. Агар бу тенгликни 
дифференциаллаб, хосил булган муносабатда х  = х 0

десак, хосиланинг х0 нуктадаги такрибий кийматини 
Хосил киламиз:

Ли Л2ч А3-., Л4 .,
(5)

h 2 h 3 И 4 h

9-§. ЧЕБИШ ЕВ НАЗАРИЯСИ

Интерполяциялаш усули ёрдамида курилган купхад 
асл функция билан п+ \ та нукгада устма-уст тушеа 
Хам колган нукгатарда ундан жуда катта фарк килиши 
мумкин, бу эса бажарилаётган хисобларда катта хато- 
ларга олиб келиши мумкин. Шунинг учун табиий савол
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ишпяпи сабаб булган. Бундай
тушлади: [а ,Ь ]  ораликда узлуксиз у  =  (р(х) функ­
цияни такрибан ифодаовчи даражаси <  п булган Р(х) 
купхадни олдиндан берилган ихтиёрий аникдик билан 
куриш мумкинми? Бошкача килиб айтганда, \а ,Ь \  
ораликнинг барча нукгалари учун ф (х) ва Р(х) ора­
сидаги фаркнинг абсолют киймати олдиндан берилган 
\ар кандай мусбат г, сондан хам кичик буладиган Р(х) да кенг кулланиб келинмокда-

куп\адни куриш мумкинми? Бу саволга куйидаги тео­
рема жавоб беради:

Вейерштрасс теоремаси. Агар ср(х) функция [ а  , b ] 
ораликда узлуксиз булса; у холда \ар  кандай е  >  0  сон 
учун шундай Р(х) куп\ад мавжудки, [ а , Ь ] ора­
ликнинг барча нукгалари учун

тенгсизлик уринли булади.
Ана шундай куп^адга Бернштейн кущади мисол 

була олади: (р(х) функция [0,1] ораликда узлуксиз 
булсин. Куйидаги п -даражали купхдлда

рилган функциянинг х = — нукгадаги киймати, п ни 
п

шундай танлаш мумкинки, ихтиёрий е > 0 сон учун 
[0,1] ораликнинг барча нуктадарида

тенгсизлик бажарилади.
Энг яхши якинлашиш назариясини П.Л. Чебишев1 

яратган. Бу назариянинг яратилишига унинг машина- 
ларда кенг кУлланиладиган шарнирлар механизми на-

1 П.Л.Чебишев (1821-1894) — буюк рус матсматиги.

И * )  -  ^ (* )| < г
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9-БО Б. 
АНИКМАС ИНТЕГРАЛ

1-§. БОШЛАНГИЧ ФУНКЦИЯ ВА АНИКМАС 
ИНТЕГРАЛ

Фан ва техниканинг куп масалаларида функция 
Хосиласини билган х,олда, узнни тиклаш зарурияти учрайди. 
Масалан, 6-бобнинг 1-§ ида харакагнинг берилган 
5 =  f i t )  тенгламасини дифференциаллаб, нуктанинг 

ds
3 = -  тезлигини ва яна бир маротаба дифференциал- dt
лаб, нуктанинг тезланишини топиш мумкинлигини 
курган эдик. Аслида, тескари масалани ечишга тугри ке- 
лади, яъни берилган а = a{t) функция учун шундай 
9  -  #(/) функцияни тиклаш керакки, а = a(t) бу функ­
ция учун х°сила вазифасини утасин ва функция учун 
шундай функцияни топиш керакки, унинг хосиласи 
i9 = 19(/) булсин. Биз бу бобни шу масалага 
багишлаймиз.

1-таъриф. Агар \a,b\ ораликнинг барча нукталари учун 
F 'ix ) = f i x )  муносабат уринли булса, F ix )  [а.й] ора­

ликда у  = f i x )  функциянинг бошлантч1 функцияси дейи­
лади.

\-мисол. / (х) -  2х  функция учун таърифга кура 

F ix) = х 2 бошланкич функция булади, чунки (х 2)' = 2х .

7-мисол. / (х) = — функцияга F(x) -  tgx бош-
COS X

лангич функция булади, чунки (tgx)'= — ~ — .

Хар бир функциянинг, агар мавжуд булса, бош- 
лангич функцияси ягона эмас (7-боб, 1-§ даги теорема 
натижасига каранг), яъни бошланточ функциялар 
узгармасга фарк килади. Масалан, х 2 + С  \ар кандай 
С узгармас сон учун f i x )  = 2х функциянинг бош­

ланкич функцияси булади, чунки (х2 + с ) -  2х.
2-таъриф. Агар F (x) функция / ( х )  нинг бошлашичи 

булса, F i x )  + С ифода f i x )  функциянинг аницмас ин- 
теграли деб аталиб, J /(x )Jx  куринишда белгиланади.

Демак, таърифга кура, агар F \ x )  = / ( х )  булса, 

|/(х )< &  = /Г(х) + С 

булар экан. Бу ерда, f(x )  интефал остидаги функция, 
f ix )d x  интеграл остидаги ифода ва / — интеграл бел- 
гиси, деб аталади.

/б елги  биринчи маротаба Лейбницнинг 1686 йилда 
чоп эттирган «Чукур геометрия ва булиимаслар та\лили 
Хамда чексизлик» мемуарида учрайди. Лейбниц ва 
Ньютоннинг уша даврдаги хатларидан: маълум 
булишича, интефат тушунчаси Ньютонга хам маълум 
булган. Лейбниц Уз мемуарида /  белги остидаги dx  
ифоданинг зарурлиги хакида хам гапириб угган. Лекин 
«интефал» атамасини биринчи маротаба ака-ука Бер- 
нуллилар и1Ш1атган.

Геометрик нукгаи назардан аникмас интефат эф и  
чизикни Оу Ук буйлаб параллел суриш натижасида 
Хосил булагшган эф и  чизиклар оиласини тасвирлайди.

Хар кандай функция учун бошлангич функция 
мавжудми, деган табиий савол тугилаш. Бошлангич 
функциялар факат берилган ораликда узлуксиз булган 
функциялар учунгина мавжуддир. Дсмак, аникмас ин-

бошланточ" атамасини биринчи маротаба Лагранж киритган.
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теграл узлуксиз функциялар учун мавжуд экан. Буни 
биз кейинги бобда исботлаймиз.

Берилган / ( * )  функциянинг бошлангич функция- 
сини тогшш жараёни /(.г) функцияни интеграллаш, 
деб аталади.

Аникмас интеграл таърифидан бевосита куйидагилар 
келиб чикдди:

1. Аникмас интефалнинг хрсиласи интефал остидаги 
функцияга тенг, яъни агар F'(x) = / ( х )  булса, у \олда

(J f(x )d x )=  f ( x ) .  (1)
2. Аникмас интефалнинг дифференциали интефал 

остидаги ифодага тенг, яъни

d (  J f ( x )d x )  = f ( x ) d x . (2)
3. Бирор функция дифференциалининг аникмас ин- 

тефали шу функция билан узгармаснинг йотиндисига 
тенг

|< # Х х )= /(х ) + С . (3)
\осилалар жадвали ва аникмас интефал таърифи­

дан фойдаланиб, интефаллар жадвалини тузиб олиш 
мумкин:

х п+]
1. \x ndx =  ~ +  С  (C=const, п *  — 1)J п + 1

2. \—dx = lnlx I + С
X 1 1

г а 1
3. \a xdx = ;----+ С (я>0)

J та
4. ^e*dx = е х + С

5. Jsinxcic = -  cosx

6. jco s xdx = sin x + С

7. x+C 
J cos X

8. f - ^ -  =-ctgx + C 
J sin x

9. Jtgxtft = -  lnjcos x\ + C

10. Jctgxdk = ln|sin x\ + С

11 • f-j—-у = —arctg— +C = -  1 arc(gX+C. (а Ф 0 ) 
Jx +a a a a a

12: r . _ * _ = ±  ь
J v 2 _  П2 7nx - a  2a 
e dx 1 .

■ J ' I ----- T = ^ - lnJ a  - x  2a 
dx

x - a  
x  + a 
x + a
x - a

+ C (a*  0) 

+ C ( a*0)

■ f r ^ r ~ - f  = ln i*  + Vx2 ± a 2 [+C ( a *  0 )  
v x ± a

15 h
dx

Га'
= arcsin Д- +C -  -arccos— + С (a * 0)

X- о  fl

Аникмас интефал куйидаги хоссаларга эга:
1°. Агар А — узгармас сон, С — бирор узгармас 

булса, у х;олда
| Af(x)dx = A^f(x)dx + C

булади, яъни Узгармас купайтувчини интефал белгиси 
ташкарисига чикариш мумкин.

2°- j l /W  ± £(*)}& = J / (х )А  ± Jg(x)A + С .
Хакикатан, агар тенгликни унт томонини дифферен- 

циалласак:

(J/(x>&± jg(x>&) =(j/(x)rfxj ±(jg(x>&) =f(x)±g(x).
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Демак, тенгликни чап ва Унг томонлари / (х) ±  g (x )
ифоданинг бошлангич функциялари экан, шу сабабли 
улар узгармасга фарк кдлади.

3°. Агар F ( x )  функция f i x )  нинг бошлангичи 
булса, у холда

f /  (ах  + b)dx =  -- F (a x  + b) + C  
J a

булади.
Бу хосса \ам  юкоридагидек, дифференциаллаб ис- 

бог к;или над и.

г(1г +1)(д:г - 2 )
1----------  ах интеграции хисобланг.

Мх2
Мисол. J 

Ечиш.
г(х2 +1Хх2 ~2) j .  г х *  - 2 х * + х * ' - 2  , г х * - х 2 - 7

J W  J-------Т 75------ J----------3575----^  =

= \ x 'aidx~ \xAndx-2\x~2i:'dx =
х10/3+| х*,м 

10/3 + 1 ~ 4 /3+ 7

Энди олинган жавобнинг тУфилигини текшириш 
учун ундан \осила олиб, интефал остидаги функция 
билан такк°слаймиз:

(— хзпз - - х 7/3 -  6х1/3 + С)' = х ,0/3 -  х4'3 -  2х 2/3 =13 7

_ х4 -  х2 -  2 _ х4 -  2х2 + х2 -  2 _ х2 (х2 -  2) + (х2 -  2) 
*2/3"  f x 2 ~ &

_ (х2 + 1)(х2 -  2)
= - Ц ?  •

Демак топилган натижа тУфи экан.

Фараз килайлик, биздан
J f( x )d x

интефални х,исоблаш талаб килинган булсин.
Интефал остидаги ифодада

x-< p(t), (1)
деб узгарувчини алмаштирамиз, бу ерда, <p{t) — теска­
ри функцияга эга, узлуксиз дифференциалланувчи уз­
луксиз функция. У холда, куйидаги тенглик уринли:

J/(x)<fc = J/[p(/)jcfy>(0 = \f[q>(t)\p'{t)dt. (2)
Бу тенгликни исботлаш учун (2) ни дифференциал- 

лаймиз. Чап томонининг хосиласи

(\f{x)dx]x = f i x ) .
Унг томонини мураккаб функциядан хосила олиш 

Коидасига кура дифференциаллаймиз:

[\f[(p{t)\p'(t)dt)x =  (j/fe> (0 ]p '(0 < * j - —  = 

= f[< p ( t) } p '( t) -~  = f[<p( 0 ] =  f i x ) :  
(p (0

Охирги тенгликда (1) нинг хосиласи x'it) = (p\t) 
ва тескари функциянинг хосиласини хисоблаш форму-

дасига кура —1— булишидан фойдаланилди. 
dx (p\t)

Демак, (2) нинг чап ва Унг томонларидан алохида- 
алохида олинган хосилалари Узаро тенг экан, яъни (2) 
тенгликнинг иккала томонида турган ифодалар / ( х )
нинг бошлангачи экан.

Интефаллашнинг бу усулини куллашдан максад, бе­
рилган интефатни соддарок, енгил хисобданадиган инте-
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фал га олиб келишдан иборат. Айрим холларда, бу 
макрадга (1) алмаштириш эмас, балки t = у/(х) 
куринишдаги алмаштириш тезрок; олиб келади. Масалан, 

cy /\x )d x  
у/(х)

куринишдаги интефалда / = у/(х) десак, у холда 
dt = if/'(x)dx ,

1 - 5 ? ^ 7 ^ Н ' 1 ^ '  =  1пИ х, | + с .

булади.

1 -мисол. ^ \ - x 2d x . x -s 'm t  алмаштиршни бажа­
рамиз. У холда dx = cos tdt ва демак,

jVl - х 1 dx -  jV b- sin2 / costdt = Jcos/ • costdt =

Jcos2 tdt = + cos 2 t)dt = i  [jdr + Jcos 2ft*J=

= 2 ( / + 2 S'n +  ̂  = ~ ( / + sin fcos/) =

= —(x-\/l - x 2 +arcsinx]+C , 
бу ерда, t = arcsin x,cost — Vl —sin2 / = Vl -  x 2 эканли- 
гидан ва интефалнинг хоссаларидан фойдаланилди.

2-мисол. Г-*—т . Агар / = 1 + х г десак, dt = 2xdx ва
J l+X

г xdx 1 rdt 1 , ^  1 , / , ч
I t — r - r f —  = — ln /+ C  = -  ln(l + x - )+ C  J l + x 2 J t 2 2 v '

булади.

3-мисол. \e xlxdx = ~  jV  2xdx = (x2 = u,2xdx = с/м): 

=  ^ - J e V a = - e "  + С  =  - е * 3 + C .

4-.миеол. J - 2 ^ 4 -  = - г  j — 7 7 V  = (* = "><& = <«*)= b  ^  a  ^ ( x / ) 2’a + x

1 г adt 1 r dt 1 „ 1  x_ _ .  f-------= — ------ -  = —arctg t+ C - arctg — + C-
a2 J 1 + / 2 й 1 + / a  a a

'S-мисол.
dxyW(x = at,dx= adt) =

i  f_ f —— = f ——  = arcsin/ + С = arcsin—+ С .
a - ’ V l 77 J R ' 2'Vl

3-§. КВАДРАТ УЧХДД КДТНАШГАН 
ИНТЕГРАЛЛАР

Ьундай интефаллар асосан куйидаги куринишда 
булади:

г dx ^ , г Л* + J3 ,
1 -J\ — f j Г 2 . J 2 = j j r <&>

J ax + 6x + с J Лг
dx

Vax7 +bx + c

' ax1 +bx + c 
r ,4x + £

;4-J <= h r r r -  ;л/ЙХ + Й Х  + С

5..Л -  [Vox2 +bx + cdx.
Бундай ингегралларни \исоблаш учун интеграл остида 

кэтнаидан учхдшхан тулик; квадрат ажратилиб, иккихац квад- 
рагининг аягебраик йигандисига келтирилади. Натижада 
Хосил булган ифодани интефаллар жадвата ёрдамида инте- 
фаллаш мумкин булади.

Квадрат учхаддан тулик; квадрат куйидагича ажра- 
тилади:

7 Ь С
ах2 + Ьх + с = а (х2 + —х + —) = 

а а

2 а
с Ь2 . b
а 4 а2 2о '
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бу ерда, ± к 2 = ----4ас - Ь ‘
4 а2 . Бунда плюс ёки минус ишо­

ра ах2+Ьх+с квадрат уч\аднинг илдизлари хакикий ёки 
комплекс булишига караб аникданади, яъни Ь2-4ас ни 
ишорасига караб аникданади.

Тулик квадрат ажратилгандан кейин юкорида кел- 
тирилган интефаллар куйилаги куринишни олади:

] J ~ Г ^  ___ j_ г dx
5ахг+Ьх + с ~ а > ~ Х 7 ±<1  

2 а
Бунда x+b/2a—t, dx=dt десак,

j  i f  < * _
1 a h ^ i k 2 

бу эса жадвалдаги интефалдир.

1 Г d x1- мисол. 1 ~ ~ ----- — \исоблансин.
J 2х + 8х + 20

Ечиш. Г- ___ = U  ^  \ r  dx
2x +8x:+20 2 f r  +4x+l 0 2 -x2+4x+4+l 0-4

- a
dx

2 J (x + 2)2+6 
1 г dt 1 1- J  ‘

" 2 V +~6 “

7—— -  J',x +2 = tdx = dt 

t
2 l 6 arC‘S T<,+C’

t Урнига x оркали ифодасини кУйиб, охирги нати- 
жани топамиз:

, 1 х + 2
J= m aragi r + C

2.У, J
Лх + 5

■Л= р е
ях~ + Ьх + с

^  (2ах + Ь) + (В -  — )

=— г
ах2 +Ьх + с 
АЬ. г а!х

— с£с =

2а •’ ах2 + Ах + с
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М -
(2 ax + b)dx
ах2 + 6x4-с

ах2 +bx + c - 1 
(2 ax + b)dx = dt 

In I ax2 +bx + c i +C
- J f -

In I / 1 +C =

./, = — In | ax2 + bx + с I + (B -— )J .. 
2a 2 a 1

2-мисол. • M
x + 3

x ' - 2 x - 5
dx >дисобяансин.

J  = Г _ £ ± 1 _  № - - 2 ) ± ( 3 ,2 1 /2 ) 
x -  2x ~ 5 J л -  2x -  5

1 r(2jc - 2)dx r dx 1 ,
-  J 7 + 4 П  л---- 7  = r  In | x- -  2x -  5 1 +2 J x  -  2x -  5 J x -  2x -  5 2

4 Г
J ( x - l ) 2- 6  2

= -  In ! Jt2 -  2x -  5 1 +2 4 =  In | + с

J
dx

ax' +bx + c

S  л /б+ (х-1)

; Бу интефал юкорида кур ил ran

алмаштиришлар натижасида куйидаги куринишга; келти­
рилади:

а>0 булганда J x = != f—
л/о J t2 ± к2

а<0 булганда J ,  - -  -  Г dt

уЩ 'Jk2 -
Булар эса жадвалдаги интефаллардир.

3-мисол. Г _ £ —=■ \исоблансин.
Vx2 - 4 х - 3  

£чим/. х2-4х-3=(х-2)2—7 dx=d (х-2)

J-
dx ■ = f  .2) -  in | jc -  2 + д/(х- 2)2 -  7 + С

Wx2 - 4 x - 3  ]^ (x -2 )2- l  
жадвалдаги интефалга асосан \исобланди.
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Ах + R

л/ах2 + Z>jc 4- с 

Ах + В

dx\

л[ах2 +Ьх + с 
А г 2ах+ ft

— (2ах + b) + (b -  А -̂) 
dx = f— — у- - 2?-dx  =

л/ах2 + bx + c
АЬ„ г с/х= -Л-

2# л/ах' + Ьх + с 2а -у/ах3

/  _  J  (2ах+  />)с/х
л / о х 2 +  /)Х  +- С 

■dt

+ bx +с 
ах? +bx + c -  t 
(2 ах + А)а!г = dt

4-мисол

— [—т= = 2V/ + С = 2л/ax2 + £х + с + С, 
4 t
Т А [ i ~ ЛАJ 4 = —v  ax ' +- ftx + с + ( /? -------)У3

a 2a

• f c

a
5x-+ 3

Ечиш. x  + 4x + 10

2 a
-с/х хисобяансин.

J-
5x + 3

л/х2 +4x + 10 
5 r (2x + 4)c/x

-  dx J 

- 7 f

5/2(2x + 4) + (3-10)
с/х =

x + 4x + 10
dx - = 5 л/хx + 4x + 10 -

2 л/х2 + 4x +10 # J / ( x  +  2)2+6

— 7 In| x + 2 + -y/(x + 2)" + 6 | +C = 5л/х2 +4x + 10 -  71njx +

2 + л/х2 + 4x +10 1+C.
S../5 = |  \lax2+ bx + с d x . Бунда хам интефал остидаги 

квадрат учхаддан т^ла квадрат ажратамиз:

J 5 = jV ax2 +bx + cdx= j j а[(х + -^-)2 ± k 2]dx =

A a c-b 1 2 А 
-------2—  = ±к ;х + —  = t,dx = dt

4 а 2 2а
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Бу интефал эса куйидаги формула ёрдамида 
Хисобданади:

(A). JV/2 + bdt = ~ л //2 + 6 + -  in | / + л/Т^ч- ft j + С ,

(B), [л/a 2 — / 2с// = —л/а2 - 12 + а arcsin —+ С.
_____ 2 2 а

5-мисол. jV x 2 + 2x + 6cbc хисобдансин.

Буни хисоблаш учун тула квадрат ажратиб. t = х  + 1 . 
Ъ -  5 белгидашдан сунг (А) формула кулланилади: 

х 2 + 2 х  + 6 = (х + 1)2 + 5,

J V P  + 2х  + 6с& = j / ( x  + 1)2 + 5с/(х + 1) =

= ~  ~V (X + 1)' + 5 + lnjx +1 + д/(х + l)2 + 5 + .C .

4-§. БУЛАЮ1АБ ИНТЕГРАЛЛАШ УСУЛИ

Бизга иккита дифференциалланувчи и(х) ва i9(x) 
функциялар берилган булсин. Бу функциялар 
купайтмаси и З  нинг дифференциалини топайлик. Бу 
дифференциал куйидагича аникданади: 

d{u9) = u d9  + 9du .
Бунинг икки томонини хадма-хад интефадлаб, 

куйидагини топамиз:

и 9  = J ud&+ ^9du
ёки

ju d 9  = u 9 -  Ja/w  . (1)

Охирги топилган ифода булаклаб интефаллаш 
формуласи дейилади.
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Бу формулани куллаб интеграл \исоблаганда ^udS 

куринишдаги интеграл, анча солда булган jddu
куринишдаги интефалга келтирилади.

Агар интсфал остила у=1пх функция ски иккита 
функциянинг купайтмаси хаИДа тескари тригономет­
рик функциялар катнашган булса, бунда булаклаб ин- 
тефаллаш формуласи кУлланилади. Бу усул билан ин- 
тефаллаганда янги узгарувчи га утишнинг хожати йук,.

Умуман, аникмас интефални хисоблаганда топил- 
ган натижа ёнига узгармас (C=const) ни кушиб куйиш 
шарт. Акс холда интефалнинг битта киймати топилиб, 
Колганлари ташлаб юборилган булади. Бу эса инте- 
граллашда хатоликка йул куйилган деб хисобланади.

I -мисол. Jxatctgxdx ни хисобланг.

Ечиш.

и -arctgx di9-xdx, d u ~ -C* ~ ,  i9 - [xdx=x112
1 +  x '  J

(бунда C=0 деб олинди). (1) формулани куллаймиз. 

Jxarctgxdx ~ - -arctgx-  |  — -——dx

J-x
1 + x ”
2

2(1+ x 2) 

j d x  ни алохида хисоблаймиз

1 + X’ — 1

о

f ■— 7 d x -  f ( l -  —  ) d x - x -arc tgc  + С
1 + X J I+ x  J 1+x 6

буни (*) га кУямиз.
X2 x  ]

Jxarctgxdx = — arctgx -  — + — arctgx + С  =

1 x 2 +1
= —  + --------arctgx + С

2 2

2-мисол. Jx In xdx ни хисобланг.

Ечиш. Агар и = ln x , xdx = dS  десак, du = —

x
$  -  Jx<ix =  - — булади. У холда

j x ln x d x = X-  In I -  / 7 *  = — I n * - * -  + C  
2 J 2 X 2 4

3-мисол. J x = Je“  sin bxdx ва J 2 =  J >  cos bxdx 

интефалларни хисобланг ( a, b *0-Узгармас сонлар).

Ениш y i интефалда u = e a\ d 3  = sinbxdx  десак.
diA — гк1 ах //у о cos bx ^ас dx, д. - — булади. Буларни интёфалга

КУйсак:

•/,= - ~еГ cosbx~r-~ cosbxdx=~~eox cosbx+“ j 2. (2)

Энди J 2 интегралда и ^е°*,d£>--cosbxdx десак у 
Холда

_  „„их j  п sinbx 
ае d x , 3 - —  — ва (1) га кура

о

J г ~ s in b x - ~ J  
b b 1 (3)

(3) ни (2) га олиб бориб куямиз:

ёки

J\ еа cosbx + — ( l e“ sin 6 x - a- j
ь ьуь Ь 1

- ~ « e cosA* + - l ,« s in A * .
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Бундан ва (3) дан
j  _  tfs in bx — bcosbx 
' ‘ ~ а Г+Ь2 е "  + С ,

, __ bsinbx + acosbx
J 2 -------- "2 ------ ear+C.a +b

" 4-мисол. Фараз килайлик, к > I -натурал сон ва а  > О 
булсин. У холда

I  = Г---- ______ f х +а 1 2 [ dx

1 f х ' 2дс 'u ^ x ,d ,9  = ~ xdx '
( * 4 a ’f

о1 I,— * _  + i l _______г______ ____t г dx
(х’+а1)  4 (1  к - \ ‘(77аТУ

бундан

1к = ~ ~ - 2 к ~ 3
1 1ЧЛ-12 a 2( ^ - l X x 2 + a 2) " '  2 а \ к - \ )

Натижада берилган интеграяни хисоблаш учун ре-
куррент формула хосил киддик. Агар бу жараённи к  -] 
маротаба кулласак, бизга маълум булган

/ -  Г Л  1 X „
1 “  = ~ arctS ~  + сх  + а а а 

интегралга келамиз.

5-мисол. Агар Р„(х)=апхл + 0 ^  + ...+ atx +а0 ~п - 

даражали алгебраик купхад булса, у ходца jPn(x)ebxdx,

jP n(x) cos bxdx , $Pn(x) sin bxdx куринишдаги инте- 

граллар булаклаб ингеграллаш усулини п маротаба кУллаб

Хисобланади. Бунда хар гал и функция сифатида купхда 
одинади, яъни аввал и = Рп(х ) , кейин и = Р„'(х) ва х к , 
натижада интефал соддалашиб мос равишда

\e"xdx = — ет + С, fcos bxdx = — sin bx + С  ,
J a J b

[sin bxdx = -  -  cos bx + C 
J b 

интегралларга келади.
Бу турдаги интефалларни хисоблашнинг бошка 

усули хам бор, уни ноаник коэффициентлар усули деб 
аташади. Бу усулни кандай кулланишини масалан.

Р*,Хх)е'1 dx интефал мисолида курайлик. Табиийки, 

унинг бошлангичи Q „(x)ecu куринишда булади, шу­

нинг учун бу интегрални Qn(x)e“x + С = bnx" +bn_lx n~l + 

... + b]x-\-b() + C куринишда излаймиз, бу ерда максад 

номаълум b0,b,,...,b„ коэффициентларни топишдадир. 
Бошлангич функциянинг таърифига кура, 

(QSx)eax+ c )^ P tl{x)eax ёки Qn(x)+bQt,(x)=P„(x). (4) 
Охирги тенгликнинг иккала тарафида «-даражали 

купхад турибди. Маълумки (8-боб, 6-§, 6-теоремага 
Каран]'), бу купхадлар тенг булиши учун х  нинг бир 
хил даражалари олдидаги мос коэффициентлари тенг 
булиши керак. Уларни узаро тенглаб, номаълум коэф­
фициентларни топиш учун чизикли тенгламалар сис­
темасини хосил киламиз. Юкорида айтилганларни 
КУЙидаги интефал мисолида курайлик:

| ( х 2 +1 )exdx = (ах2 +Ьх + с)гх +С
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Бунда
Р2 (х) = х 2 + 1 , Q-, (х) = ах2 +Ьх + с .

(4) тенглик куйидаги куринишда булади: 

ах2 + (2а + b)x + b  + с = х ? + 1 . 

Бундан
а = 1, 2а + b = 0, b + c = 1.

Бу тенгламалардан: а = \,Ь = -2 ,с = 3 . Демак,

J(x2 +1 \ xdx = (х2 - 2х + 3У + С .

5-§. РАЦИОНАЛ КАСРЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Иккита алгебраик Рп(х).= а-пх".+апж.1хп~1+...+а1х+а0 

ва £?„,(*) = Ьт*" + Ьт_,*/я' 1 + ... + Ь]х л Ь 0 купхадларнинг

/ (х) = (1) 
Q Jx )

нисбати рационал функция ёки рационал каср, деб 
аталади, бу ерда ап,Ьт *  0 , п > 0 , /я > 1 .

Куйидаги
А А

х - а ’ (х -о )*
(к > 2),

(2)
______ Ах +  В—У (к > 2),’ /..2 , _,х2 +  рх  + q ’ (х2 + /?х +  <?)* 

куринишдаги рационал функциялар энг содда рацио­
нал касрлар, деб аталади, бу ерда, A ,B ,a ,p ,q  — узгар-

мас сонлар, к — натурал сон, x ~ + p x  + q квадрат

учхад хакикий илдизларга эга эмас, яъни —---- q < 0 .
4

Учинчи ва туртинчи куринишдаги рационал функ­
цияларни интеграллашни 3-§ да курган эдик. Аввалги 
иккита касрнинг интеграли эса куйидагича булади:

A =  А 1п|х — а | + С ,
У — п

j г dx  __ А  1
J'C— ¥  к - \ ' ( х - а Г  +\ x - a f

Агар (1) рационал касрнинг суратида турган кунхадни 
даражаси п махражда турган купхаднинг даражаси т 
дан кичик булса, (1) ни тугри каср, акс \олда нотугри 
каср-деймиз.

Aiap (1) нотуфи каср булса, кущадни купхадга 
булиш коидасига кура булиб, уни

,(  V „ PnSX) / V /  (х) =  купхад + -  J—  (/?, < от,)
£>„, (*)

куринишга келтириш мумкин. Кунхадни интсфалдашни 
аввалги парафафларда курдик. Демак, хар кандай рацио­
нал функцияни интефаллашдаги асосий кийин-чилик 
туфи каерни интеграллашга кедгирилар экан. Ихтиёрий 
туфи каерни интефаллаш куйидаги теоремага асослана- 
ди.

Теорема. Лгар хакщий туьри (]) касрнинг махражи 

Q«(x)=bm(x~cl)1' •■ix -c rt r(x2 + pxx+q,)' ...(,= +p,x+qsf  
куринишда купайтувчиларга ажралса, у  холда ( I) ягона 
равишда куйидаги:

Qm(x) ( х - с ,  )*
1,2 А,

(х - с ,)* '-1
+ . . .  + ■

х - с ,
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А
Сх - с гУ

, ___ Vi___  . ____Cz*___
^  С х-с,)*'- '

+ ... + -

V + C u j3l2x+ C ,1.2 + ...+

Bs ,х+С ,, Bs2x+ C  2
+-— У------ 5л!__1'+ _

(х2 + p ^x + g j1 (х2 + A X + ? J '

B sJ,X  +  C sJ . (2)
х^ +p,x+qs

куринишда энг содда касрлар йитндисига ёйипади.
Демак, бу теорем ага кура хар кандай хакикий тугри 

рационал каср учун курсатилган индекслари буйича 
шундай А, В,С  узгарм ас сонлар топиладики, (2) муно­

сабат х нинг с, ,с2 Т. - ,с г кийматларидан бошка барча

Кийматлари учун баж арилади.
Бу коэф ф ициентларни аникдаш учун одатда ноаник 

коэффициснтлар у су л и  кулданилади. Бу усулни бирин­
чи маротаба И. Б ерн улл и  кУллаган.

Бу усулни куйидаги  каср мисолида курсатамиз:

2 х 2 + 2 х  + 13 A t Вх + С  < Р х + Е  
(х  - 2 )(х 2 + 1)2 х - 2  -2 - 1 '  2х 2 +1 ‘ ( х 2 + 1 )2 ‘ 

Тенгликнинг ун г тарафини умумий махражга кел­
тириб, суратларини тенгласак:

Ъс +2х+13=Дх2 +1)2 -*-(£х+С)(х2 +l)(x-2!)+{Dx+/i)(x-2). (3) 
Бу тенгликнинг з?нг томонини ихчамлаб, тенглик­

нинг иккада том онидаги  х нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэф ф ициентларни тенглаб, куйидаги систе- 
мани хосил киламиз:

х 4 : А + В = О ,

X3 : - 2 В  + С  =  О ,

х "  I 2A + B - 2 C  + D = 2 , 
х : - 2 В  + С - 2 D  + Е  =  2 ,

Х° : А - 2 С - 2 Е  = \3 ,  
бундан

А = 1, В = - 1, С  = 2 , D -  -Ъ . Е = - 4. 
Демак,

2 х 2 + 2х + 13 1 х +  2 Зх + 4
( х - 2 ) ( х 2 +1)2 х - 2  х 2 +1 (х2 + 1)2

Худди шу натижага х пинг урнига кетма-кет -1,0,1,2 
ва -2  кийматларни к р и б  келса х,ам булади. Бунда но­
маълум коэффициентларни топиш учун куйидаги система 
Хосил булади:

'25 А = 25,
А -2 С  -2 Е  = 13,
4 Л + 6(В -  С) + 3(/Э -  £) = 13,
4/J-- 2(5 + С) -  (D + £) -17 ,
25/1 + 20(25 -  С) + 4(20 -  К) = 17.

(2) даги кУшилувчи каерларнинг интегр&пини эсла- 
сак, куйидаги хулосага келамиз:

Хар кандай рационал функциянинг интеграли ра­
ционал функция, логарифмик ва арктангенс функция­
лар оркали ифодаланади.

Кургазма сифатида юкоридаги мисолга кайтамиз: 

dx гх + 2 , г Зх+4г 2х~ + 2х +13 .
----------- о—  dx(х -  2)(х +1)

1 3 - 4 х
, + -  In 

2 х +1 2

= [ -— -  J -y — C&- [ 
• 'х -2  х +1

( х - 2 ) 2

(х2 + 1)2 

-  4arctgx + С .

d x -



6-§. ИРРАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ 
ИНТЕГРАЛЛАШ

Бу парафафда биз рационал булмаган функцияларни 
узгарувчини алмаштириш усули ердамида кандай цилиб 
рационал ифодага олиб келиш йулларини, ва нихоят но- 
рационал функцияларнинг ингефалларини алмаштириш 
натижасида хосил булган рациОнал ифодаларга 5-§ да бе­
рилган усулларни куллаб хисоблашни курамиз. Бу — жа- 
раённи рационаллаштириш усули дейилади.

1. Гд1 х J f? L t*  \dx, бу ерда a,b,c,d  -Узгармас сои- 
J ^ l c x  + d )

лар, тп -натурал сон, a d - b c *  0 , R(x,y) - Уз аргумент- 
ларига нисбатан рационал ифода.

Берилган интефални
\ах + Ь '

V сх + d
алмаштириш рационаллаштиради. Хак,ик;атан

» ах + Ь

Бущан
b - d t m

Х = ---- :------, dx -
ct -  а

У холда

сх + d

mtm~'(ad - be) 

{ c f - a f  

m  + b\ -

dt-

J*
b - d f  
clm - a

\R
\ m d I , 

1 {сГ- a f  J
бу ерда R) (t) — t  нинг рационал функцияси.

1 -мисол. Г-
J 3

dx

\f(x-\)(x + }y
_ г Ix+T dx

Ечиш. Arap десак, x=--—  , dx =__—~
V x -1  /3- l

булади. У холда
x + 1 dx r-3d l

= J ?

1 , t 2 + t + \

r ./x  + i ax _ sat h i t + 2 ) ,
h ‘x - i x + i  b 3- ]  Ji i - i + t 2 + t + i j  l ~

2 ln _ : _ -  + ^ a rc tg i ± l  + c

2-мисол.
С dx L  dx -( г 6t5dt
Ч х+ У х щ +№

v x - / ; -
¥  +/3 ~

+ \ )dt — ln|l + /| = 2/3 - 3 Г  + 6/ Injl + t\ + C.

■Jах2 + bx +c'jdx, бу ерда a ,b ,c -узгармас
сонлар.

Интеграл остидаги квадрат учхад табиий каррали 
илдизга эга эмас, чунки акс холда ингсграл остидаги 
ифода рационал ифодага айланиб колади. Агар у
Хакикий хар хил х , , х 2 илдизларга эга булса, у холда

Г "
л/ах’ +Ъх + с -  у[а(х -  х, )(х -  х , ) = (х -  х ,) \а ———

V ДС-Х,

деб, берилган интефал юкррида курилган 1-тур инте- 
ф алга келтирилади.

Энди, фараз килайлик, квадрат учхад х а к и  к и й  ил­
дизларга эга эмас ва а > 0 булсин. У холда берилган 
интефални Эйлернинг 1-алмаштириши, деб аталувчи

Vах2 + 6х + с - t  — 4 а  ■ х  
алмаштириш рационаллаштиради. Хак^катан, агар бу 
тенгликни квадратга кутариб ихчамласак,
b x + c - l2 -2-Ja-tx  ва бундан
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Шу сабабли, (1) ни

/  =  /£ §  (2) 
алмаштириш рационаллаштиради. Хакикатан. (2) дан

х  = 2 a rc tg / , dx =  — — ,
1 +  Г

2/ l - / 2
sm x = ----- -, cos x  = -------.

1 + f2 - 1 + /2 
Буларии (1) га куйсак:

л  \
J/?(sinx, cosjc)cZx: =  J/?! ^  * t

1 -мисол. f-i
* ci

E h u u i.

dx
sin x 

2 dt

\ + t 2 X+t1

интегрални хисобланг.

г dx f l + t2 _ rdt
sin х J 21 > 7

1-w2

+ C .

Юкорида келтирилган (2) алмаштириш универсал ал- 
маштириш, деб аталади. Бу усул айрим лолларда мураккаб 
рационал функцияларга олиб келади, шунинг учун бу усул 
билан бир каторда максадга тезрок олиб келувчи алмаш- 
тиришлар хам ишлатилади. Шулардан айримларини куриб 
чикайлик. Аввал изохпаш жараёнвда зарур булздшан бир 
нечта тушунчаларни киритиб олайлик.

Агар R(~x,y) = R (x ,y) (R(x,-y) = R (x ,y ))  булса, 
R(x,y)  функция x  га O ’ га) нисбатан жуфт дейила­

ди, агар R (-x ,y )  = - R(x, у)  ( R (x -y )  = - R (x ,y ) )  булса, 
R (x ,y)  функция х  га О  га) нисбатан ток дейилади.

Фараз килайлик,

R(u, 3) = ( и = sin х, 3 -  cos х )

булсин, бу ерда, Р ва Q лар и, 9  лар буйича 
к^пхадлар.

Агар Р U га (.9 га) нисбатан ва Q и га (9  га) 
нисбатан бир вакгда жуфт ёки ток булса, R(u,3) и га 
(3  га) нисбатан жуфт булади.

Агар Р и га ( 3 га) нисбатан жуфт (ток) ва Q и 
га (•9 га) нисбатан ток (жуфт) булса, R(u,3) и га (3  
га) нисбатан ток булади.

Р ва Q лар купхад булгани учунЯ(и,9) бирор ар- 
гументига, масалан, и га нисбатан жуфт булса, уни 

R(u,3) = R{(u 2,9) 
куринишга, яъни и нинг жуфт даражаларини уз ичига 
олган купхад куринишига келтириш мумкин.

Агар R (u ,9 )  и га нисбатан ток булса, уни 
R(u,3) = R2(u? , 3 ) и  ■ *

куринишга келтирса булади.
1. Агар R (u ,9 )  U га нисбатан ток булса, у холда

p?(sinx ,cos x)dx = J (sin2 х, cos х )s in х<& i=

cos‘ x,cosx)c/cosx
булади ва демак, t = cos x  алмаштириш рационат 
функциянинг интефалига олиб келади.

2 -мисол.
COS X

1 „  1
- t  +  -  + C - COS x + -----------К С •

t cosx
2. Агар R (u ,9 )  9  га нисбатан ток булса, у холда 

[ R (sin х, cos x)dx = |  R0 (sin x, cos2 x)cosx<& =

= Ji?0(sinx,l - s i n 2x)c/sinx

булади ва демак, t  =  s in x  алмаштириш билан максадга 
етишамиз.



3 -мисол. J  s in 2 x c o s ’ xdx = Js in2 x(l - s i n 1 x)c/ sin x  =

= [V2(l - t 2)dt = -  / ’ - - f 5 + C  = - s i n 3 x -  - s i n 3 x + C.
J 3 5 3 5
3. Агар R(u,9) бирваракайига иккала узгарувчисига

нисбатан жуфт булса. яъни
R (-u ,-S )  = R(u, 9 )

и п
булса, и ни - 9  га алмаштириб,

R(u,&)=r^ 9 ,9 )  = R \^ ,9 )
LT 17

муносабатга ксламиз. У холда

.RUU&,- 9 ) - R ; ( U- ,9 )

тенгликка ишонч хосил кдлиш к^ийин эмас. Шу сабабли

L7 17

лейиш мумкин. Демак,

i?(sinx,cosx) = R' (tgx,cos2 x) = R‘ tgx, j  = /?,**(tgx)

экан. Бундан берилган интеградни t = tgx  алмашти­
риш рационаллаштириши келиб чикади.

Эслатма. Х,ар кандай R(u,9) рационал ифодани 
куйидаги:

R(u &) = R(u,&) -  R{-u, .9) +  R(-u. & )-R (-u-& ) +
2 2 

R(-u,-9) + R(u,9)
~ 2

куринишда ифодалаш мумкин, бу ерда биринчи каср учун
1-Ходаг, иккинчи каср учун 2-холат ва учинчи каср учун 3-

холат Уринли. Шу сабабли R( sin х , c o s x )  ифодани 
юкоридагидек ёйиб, хар бир кисми га мос равишда 
/ = cos х ,/  = sin х  ва t -  tgx алманп'иришларни куллаб, 
берилган интсгрални рационаллаштириш мумкин.

f—  *4-мисол.
J sin4 x co s’ х

ни хисобланг.

Е ч и ш. Бу интеграл учун 3-холат Уринли, шунинг 
учун t — tgx ачмаштиришни бажарамиз. У холда

г dx r ( l+ /2) 2 1Г— --------- = Р -  v J—d t - t --------- г  + С =
■'sin x c o s 'x  / t 3/

1 ,
= tgx -  2ctgx - —ctg’x  + С ■

4. J x =  jco sw x co sn x c& , J 2 =  js in  m x cos nxdx

ва J ъ — Jsin mx sin nxdx куринишдаги интеграллар 
Куйидаги формулалар ёрдамида хисобланади:

cos m x  cos пх = -- [cos( ot -I- п)х + cos(т  -  я ) х ] , 

sin w xcos/zx  =  ~ [s in (m  +  п )х  + sin(m  v?)x],

sin mx sin nx  =  ~ [ -  cos(от + n)x + cos(от -  rc)x].

Буларни берилган интегралларга мос равишда 
Куйиб хисоблаймиз:

i  J[cos(ot + п)х  + cos (от -  n )x \ix  =

sin (от + п)х  +  sin(OT -  п)х ^  ^
2 (от + п) 2 (от -  п)

К^олган иккитаси хам шу каби хисоюланади.
5-мисол. Jsin  5х sin 3xdx  интсгрални хисобланг.



Ечиш.

Jsin 5х  sin 3xdx  =  ^  J [-  cos 8x + cos 2x \ ix  =

sin  8x sin 2x
-  —  + ------------ (- C .

16 4

8-§. ЛЙРИМ ИРРАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ 
ТРИГОНОМ ЕТРИК АЛМАШТИРИШЛАР 

ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛЛАШ

Биз 6-§ да батафсил курган

^я[х ,л[а х2 + bx \-c^dx (1)
Ьлинтеграл га кайтамиз, бу ерда а * 0, с ------ *  0 . Бу па-
4

раграфда тригометрик алмаштиришлар ёрдамида (1) 
интеграл 7-§ да курилган

jl?(sin  z, eos z)dz (2)
интеграл куринишига кандай килиб келтирилиши 
курилади.

3-§ да ах' л-Ьхл с квадрат уч,\ад коэффициентлар-
/ 2   ̂ 2 / 2 7 2нинг хар хил кийматида Vт t~ + п , Vтп t  —п ва

л/и2 - m V  ифодалардан бирига келтирилишини
курган эдик, шунинг учун умумийликни бузмаган холда,
(1) интеграл

VwV~+ гг ]^ / , 

- n 2^dt,

р?(/ , л/« 2 -  w V  )hfr

(3)

(4)

(5)
интегралларнинг бирига келтирилган, деб фараз 
Киламиз.

Агар (3) га tf^ алмаштиришни, (4) га / = — secz 
т гп

алмаштиришни ва (5) га t -  —sin z алмаштиришни 
m

кулласак, бу интеграллар (2) интефал куринишига келади. 
Мисол. Хисобланг:

г dx

Ечиш. Бу (5) куринишдаги интефал, шунинг учун 
унга x = a s in z  алмаштиришни кУллаймиз. У холда 

dx -  a cos zdz
dx  г a cos zdz f a  cos zdzr dx  r a cos zaz _  ra c u s ^

' J (a2- x ! J a2 sin2 $  ~  ̂a' z
dz

cos2 z

1 1 s in z  ■
= - y t g z  +  C  =  —  —  + C 

a a co sz

1 s m z 1

a" jja2 -
=  +  C .

a  V i—sm z ~ Vu
Эслатма. дар кандай узлуксиз функция учун бош- 

лантич функция мавжуд булса х,ам (1-§ га каранг), хар 
Кандай бошлангич функция элементар функциялар оркали 
ифодаланавермайди. Бундай интараллар жумласига

Г -ж2 j rs in x  , rcosx  .Je d x , J — йбс, J ------- dx ,

Ja/T— k~ sin2 x d x , |

x
dx

ln x
ва хк . киради.

Бу турдаги интефалларни Лаплас, Лежандр ва Луи- 
вилль1 кенг урганишган. Лежандрнинг хатто бундай 
функцияларнинг кийматлари жадвали хам мавжуд.

1 Андриан Мари Лежандр (1752-1833) ва Жозеф Луивилль (1809- 
1882) -  буюк фаранг матсматиклари.
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Ю-БОБ. 
АНИК ИНТЕГРАЛ

1-§. КУЙИ ВА ЮКОРИ ИНТЕГРАЛ 
ЙИРИНДИЛАР

Со\аларнинг юзаларинй \исоблаш масаласи 
кдшмдан инсониятни кизиктириб келган. 
Кпбурчакларнинг юзини хисоблашни к,адимги Вави­
лон ва Миср олимлари бажара олишгани тарихдан 
маьлум. Архимед1 парабола сегментининг юзини 
хисоблай олган. Математик тарихнинг охирги изла- 
нишларидан маълумки, дойра ва сектор юзини 
хисоблашни У рта осиёлик ватандошларимиз Ал- 
Хозазмий ва Берунийлар хам билганлар.

Низ бу бобдаурганадиган асосий тушунчаларимиз 
xav юзаларни хисоблаШ масаласидан келиб чиккан. 
III? сабабли хозир биз чегараларидан бири эгри чи- 
зидан иборат булган эф и  чизикли трапеция, деб ата­
лувчи соха юзасини хисоблаш масаласини курамиз.

Фараз кдлайлик, бизга куйидан Ох Укининг [a,b] 
кесмаси билан, ёнбошларидан х - а  ва х = Ь туфи чи- 
зшлар билан ва юкрридан узлуксиз y - f ( x )  функция 
ФЗОИ1И бшан чегараланган соха берилган булсин.

97-расм.

1 Арямед (тахминан милоддан аввалги 287-212 йиллар) -  буюкЮНОН ОЛИМИ. * uyiuK

376

[а,Ь\ кесмани ихтиёрий равишда

а -  х0 < х, < х , <  .. .  <  х„_, < х п = b 
нукгалар билан п та булакка буламиз ва

х, - х 0 = Дх„х2 -х ,  = Дх2,...,х„ - х пЛ = Лхп 
деб белгилаймиз.

у -  f ( x )  функция хар бир [ х , б у л а к д а  узлук­
сиз булгани учун Вейерштрасс теоремасига кура у шу 
ораликда узининг энг кичик т1 ва энг катта А/,

кийматларига эришади (функция [а, б ] ораликда уз­
луксиз булгани учун унинг хар кандай булагида хам уз­
луксиз булади).

Куйидаги
п

s_n =/и,Ах, +т2Ах, +... + тиАхп = ^ т :Ах;, • (1)
/=1_ П

sn ~ Л/Дх:, + М 2Ах2 + ... + А/„Дх„ = Л/,Ах, (2)
/=1

йигиндилар мос равишда 97-расмда акс эттирилган ич- 
ки чизилган ACQN XC^N2 ...C „^N nB ва ташки чизил-

ган АКйСхК х...С п_хКн_{СпВ погонасимон шакл- 
ларнинг юзаларига тенг. Улар мос равишда Дарбунинг1 
куйи ва юкори йигиндилари, деб аталади.
Узлуксиз у  = f ( x )  функциянинг ораликдаги энг
кичик ва энг катта кийматлари мос равишда т ва М 
булсин. У холда

тх>т,  т2 >т,  тп > т
ва

М х < М , М 2 < М , . . . ,  М п < М  
булгани учун

Гастон Дарбу (1842-1917) -  фаранг математиги.
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п п п
о )  

'=1 i=1 ,=|
--- \r > ~П п
s n  = Z  -  Z  МЛх- = M T JAx, = М{Ь -  а ) . (4)

'=■ /-I ,=i
Барча i ( i — 1,2,..., п ) лар учун m .< M t эканлигидан

^  А , • (5)
Учта (3),(4) ва (5) тенгсизлйкларни бирлаштирсак: 

т {b-d)<s^<~sn <M (b-d)  (6)
Дарбу йигиндилари куйидаги хоссаларга эга:

„  ̂ ‘ J^raP булиш нукталарини оширсак, Дарбунииг 
КУйи йигиндиси факат ортиши, юкори йигиндиси 
факат камайиши мумкин.

Буни исбот килиш учун танланган булиш нукгаларига 
битта х  нукга кУцшлган холи билан кифояланамиз.

Фараз килайлик, бу нукга Хк ва xi+, нукталар ора­
сида булсин:

хк < х '< х м .

Агар тк ва тк мос равишда у  ~ f (*) функциянинг 
[vi ’х ] ва Iх 5 хк+< ] ораликлардаги энг кичик кийматлари 

булса, у холда нинг к -хади

™к(х '-х к) + тк{х ш - х ')

Sn нинг ^-хадидан фарк килади. [х*,*'] ва [х',хЬ !] 

булаклар [х*,х4+|] нинг кисмлари булгани учун 

тк >тк, тк >тк ва шу сабабли

тк (х '-хк) > тк(х '-х к) ,  тк{хых - х ' ) > тк (хы  - х ')  
булади. Агар бу тенгсизликпарни бирлаштирсак:

тк (х '-х * ) + тк(х*+1 - х ') > т к (х*+| -  х к ) ,  

яъни -Sn+i >S„ экан. Юкори йигинди учун исбот айнан
шундай бажарилади.

2°. Дарбунинг \ар бир куйи йигиндиси хар кандай 
юкори йигиндисидан катта эмас, хатго бу йигинди 
бошка булинишга тааллукли булса \ам.

Исботи. М  ораликни ихтиёрий равишда булак- 
ларга булиб, бу булинишга мос келувчи Дарбу

йигиндиларини Sn ва s n деб белгилайлик.

Энди, [а .й ] ораликнинг бу булинмадан бошка 
булинмасини олиб, унга мос келадиган Дарбу

йигиндиларини $п ва Sn , деб белгилайлик.

Sn < эканлигини исбот килиш керак. Бунинг
учун биринчи ва иккинчи булиниш нукталарини бир- 
лаштирамиз.

Натижада янги, учинчи булиниш хосил булади. Унга
2 ~2

мос келувчи Дарбу йигиндилари ва Sn булсин.
Учинчи булинишни иккинчи булиниш нукталарини 

биринчисига бирлаштириш натижасида \осил оулгани
2

учун 1°-хоссага кура ^ п булади. Худди шундай

иккинчи ва учинчи булинишларни солиштириб, S 2n <

sj, эканлигига ишонч хосил киламиз.

2 ~2
Лекин s n < Sn , шу сабабли юкоридаги иккита

тенгсизликдан $ п < Sп эканлиги келиб чикади. Шуни 

исбот килиш керак эди.
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Бу икки хоссадан Дарбунинг куйи ва юкори 
йигиндилари п нинг натурал кийматлари учун мос ра- 
вишда монотон камаймайдиган ва монотон усмайдиган 
кетма-кетликларни \осил килиши келиб чикали. Шу са­
бабли Больцано-Вейерштрасс теорсмасига кура (4-боб, 
§2.7 га каранг) бу кетма-кетликлар п >оо да чекли

/ ,  5~ 1 лимитларга эга. Аслида бу ерда факат тенглик 
уринли. Хакикатан

Sn ~ S_n= Y s(M >~ml)AX< .

Кантор теоремасининг натижасига кура (5-боб, 
3.6-§ га каранг), ихтиёрий s > 0 сон учун шундай S> О 
сон топиладики, Ах, < 6  булганда М , - т ,  < £  
булади. У \олда

___ п
' s»k ~ snk < £1L Ax’ = ф - а ) .

/=!
Бундан /. = Птл„ = iimsn = Г  эканлиги келиб чикади.п—
1 -раемдан хам куринадики, п орта борган сари 

C0N lC]...N„ ва С0К 0С1К 1...К н_1Сп синик чизиклар 

С 0С„ ёйга якинлаша боради. Демак, ички чизилган ва 
ташки чизилган сохаларнинг юзи берилган эгри чи­
з и к л и  трапециянинг юзига якинлаша борар экан, яъни
S  — I .  — I  булар экан.

2-§. АНИК ИНТЕГРАЛ НИНГ ТАЪРИФИ ВА 
МАВЖУДЛИК ШАРТЛАРИ

Яна юкорида курилган масалага кайтамиз. Хар бир 
[х0 ,Xj ], [х, ,х 2 ],..., [хл_|, х„ ] булакда мос равишда биттадан 

>•••>£„ нукгалар олиб, берилган функциянинг шу

нукгалардаги / ( £ J , / ( £ 2 ) , . . . , / (£ ,)  кийматларипи хисоб- 
лаймиз. Куйидаги

s„=f(4]) Ах, + /(& )Ьсг +... + Л^)Ах„ -  ХЖ ,)Дх, (D
/=1

йикиндини тузиб олайлик. Бу йигиндини у  = / ( х )  
функциянинг \a,b\ ораликдаги интефап йигиндиси 
деб аташади.

A„-i

(Хт) t  Хп-\)

O ’ a  £,i xi &  * 2  x n - i  €п о  х
98-расм.

^  нукта [х(_,, X, ] булакдан ихтиёрий танлангани 

учун пг < булади. Бундан </(£)A t, <Mtdxt 
ёки

яъни

s„ < s <  s„ .П П П (2)

Бу тенгсизликнинг геометрик маъноси юзи Sn булган
майдон ички ва ташки чизилган синик чизикдар орасида 
жойлашган синик чизик билан чегараланган эканлигини 
билдиради.



Йигинди s n [a,b] оралик,ни [xw , x j  булакларга 

булиш ва нукгапарни танлаш услубига боглик;. Х,ар 
хил булинишларни карайлик. Х,аР бир булинишда мос 

нукгалар и и танлаб, (1) куринишдаги мос 
йигиндиларни тузамиз. Натижада интеграл йикиндилар 
кетма-кетлиги хосил булади. Уларни куйидагича тар- 
тиблаймиз. Умумийликни бузмаган холда, биринчи 
булинишда булаклар сони П\, иккинчи булинишдаги 
булаклар сони П2>П\, учинчи булинишдаги булаклар 
сопи п ^> п 2 ва х-К- У холда уларга мос келувчи инте­
грал йикиндилар кетма-кетлиги

s„ .,s (3)

тартибда жойлашади. к  -булиниш учун Я -  maxjx, xf_,j
rrl.n , ' ‘

деймиз.
1-таъриф. Агар, к ->со да булиб, (3) кетма-

кетлик чекли S лимитга инти,1са, бу лимит у  -  / (х) 
функциянинг [a,b\ ораликдаги аник интеграли деб атала­
ди ва

J f ( x ) d x

(4 )

тарзда белгиланади.
Демак, таърифга кура 

 ̂ пк
= lim s , ~  lim  V / ( ^ ' ) A x ^ ) .

*к->о пка * '1

Бу ерда, а аник, интефалнинг куйи чегараси, b 
аник интефалнинг юкори чегараси дейилади.

1-таъриф куйидаги таърифга эквивалент.
2-таъриф. Агар хар кандай S  >  О учун шундай 5 > О 

топилсаки, Лк < S булганда |Jn< — si <  £ тенгсизлик

нукталарни кандай танланишидан катьи назар бажарил- 
са, у холда S _у = / ( х )  функциянинг [a,b\ ораликдаги 
аник интеграли, деб аталади.

Узлуксиз функциялар учун аник интефалнинг бу 
таърифи фаранг математиги Кошига тааллукти, умумий 
хол учун, яъни ихтиёрий функция учун аник интефал 
таърифини Б.Ф. Риман1 киритган. Шу сабабли ухтуксиз 
функция учун аник интефал мавжуд булса, уни Коши 
маъносида ингефалланувчи, агар ихтиёрий функция 
учун аник интефал мавжуд булса, функцияни Риман 
маъносида интегралланувчи деймиз.

Куйидаги теорема аник интефалнинг мавжудлик 
шартини беради:

1-теорема. Аник интеграл мавжуд булиши учун

lim  ]Г  = 0 , ( 5 )

булиши зарур ва етарлидир, бу ерда £, -  М 1 - тп  
i = \,2,...,nk.

Зарурлиги. Фараз килайлик, аник интефал мавжуд 
булсин. У холда таърифга кура, хар кандай Е > 0 учун 
шундай S  > 0 топиладики, Лк < 8  булганда

\s „t ~  s  <  £  тенгсизлик бажарилади. Бундан

яъни

s ~ £ < s n, < S  + £  ёки 5 - £ - < S  <S„ <Sn <S + £* Jh nk Ъ ’

lim  s„ = lim  s„
Д * Д * - >  0 "*

] ™ (ч  - 0 =  jim X GW , - m,)Ax,(t) = l i m f ^ A x ^  = 0 -Я4-»0 ‘ л*-»0

1 Б.Ф.Риман (1826-1866) — олмониялик буюк математик.
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Етарлилиги. Энди (5) шарт Уринли булсин. Унда
1 , - 1  = I  булади. Маълумки ((2) каранг),

< s„ < s„ 
к пк пк

бундан

0 S 's4  ~ s"k _ ^s-k ~ s3  = Ё ( - и . - т , к * |
/=]

У \олда (5) шартга биноан
lim s„ -  lim s„ =  / ,
лк->о At ->oJ?L

демак, аник интеграл мавжуд ва у /  га тенг экан.
Теореманинг иккинчи кисмидан [a,b] ораликда уз­

луксиз булган х;ар кандай у  = / ( х )  функциянинг аник 
интеграли мавжуд булиши келиб чикади.

2-теорема. [а,/;] ораликда чегараланган ва унда чекли 
узилиш нуцталарига эга булган у  — f  (х ) функция шу 
ораликда интегралланувчидир.

Исботи. Энг содда кол, яъни а ва Ь орасида факат
битта х 0 узилиш нукгаси булган х,ол билан кифоялана-

миз. Ихтиёрий £ > 0  учун х0 нинг с-атрофини олай- 
лик. Бу атрофдан ташкарида функция узлуксиз булгани 
учун у ердаги нукгаларга Кантор теоремасининг нати- 
жасини кУллаш мумкин. Берилган е учун £•-атрофнинг 
чап ва унг томонлари учун топилган 8  ларнинг кичи- 
гини танлаб, уни яна 8  билан белгилаймиз. Танланган 
8  в  -атрофнинг ташкарисидаги иккала оралик учун 
ярайди. Умумийликни бузмаган холда 8 < е  деб фараз 
Килиш мумкин. \a,b\ ораликни ихтиёрий равишда 
булаклари узунлиги S  дан кичик буладиган кияиб 
булайлик. Бу ерда булаклар учун 2-\ол булиши мумкин:

1) бутунлай е  -атрофнинг ташкарисида жойлашган 
булаклар. Уларда функциянинг тсбраниши со, < к  булади.
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2) бутунлигича £ -атрофнинг ичида ёки бир кисми 
шу атрофда булган булаклар.

Теорема шартига кура функция чегараланган 
булгани учун унинг кар кандай булакдаги тебраниши
M l ораликдаги Q  тебранишидан катта эмас.

Е -атроф ва унинг ташкариси учун мос равишда 
Куйидаги:

]Г(У,Дг,. ва Х й,."Лх/"
/'* /" ‘ 

йикиндиларни тузиб олайлик.
Иккинчи йигинди учун

Z  0)г Ах,.„ < Axr < s(b  -  а ).
Г Г

Биринчи йигинди таркибига кирувчи бутунлай £ -  
атрофда ётувчи ораликдар узунлиги 2 £ дан .кичик 
булиши аён, бир кисми е -атрофнинг ташкарисида 
ётадиган ораликдар сони иккигадан ошмайди, шу са­
бабли уларнинг узунликлари йигиндиси 2д' дан ва де­
мак, 2 £ дан кичик. У холда

Х > и * ,  < о у  Ах,, < Q  • 4гг.

Демак, Ах( < 8  учун

'Y_lO)lAxi < s\b -  а + 4£l].
i

Бундан 1-теоремага асосан берилган функциянинг 
интегралланувчилиги келиб чикади.

Агар функциянинг берилган ораликдаги узилиш 
нукппари сони чекли булмаса, функция интегралланувчи 
булмай колиши мумкин.

[1 ,х -р а ц и о н а л ,
Мисол. у/{х) =  < функция чега-

[ - 1 ,  х  — иррационал

раданган: И * ) |  = 1 , лекин у хар кандай \a,b\ (а < Ь ) 
ораликда интефалланувчи эмас.
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Хакикатан, aiap интеграл йигиндида нукга си- 
фатида рационал сонларни олсак, у холда

s„ =  i > ( £ ) A * .  = 2 >  Д*,
1=1 '=1 

агар нукта сифатида иррационал сонларни олсак, у 
Холда

* . = 1 > ^ = i n )  • д * .= - ( *  -  “ )
1-1 1=1

булади. Бу интеграл йиганди £  нукгаларнинг танла- 
нишига караб хаР хил кийматлар кабул килиши ва бит­
та лимитга интилмаслигини курсатади, шу сабабли у  
функция [a,b] да интегралланувчи эмас.

3-теорема. \a,b\ да чегараланмагаи функция шу ора- 
лицда интегралланувчи булмайди.

Исботи. Агар функция [a,b] да чегараланмагаи
булса, у бирор |х ^,х( J булакда чегаратанмаган булади. 

Танланадиган нукталарнинг шу булакка мос келув- 

чи кийматини £ ,0 билан белгилаб, уни Узгарувчи деб, 

Колган булакларга мос келувчи ларни узгармас деб 
фараз килайлик. У холда интеграл йигинди 

булакда чегараланмагаи / (£,о )(х,0 -  х^ л) кУшилувчи
хисобига чегарачанмаган булади. Бундан функциянинг 
интегралланувчи эмаслиги келиб чикади, чунки инте­
гралланувчи функциянинг интефал йигиндиси хар 
кандай учун чегараланган булади.

4-теорема. Чегараланган монотон функция %ар доим 
интеграгишнувчидир.

Исботи. Фараз килайлик, у -  / ( х )  функция моно­

тон усувчи булсин. У х°лда унинг [*, | >-*:,] ораликдаги 
тебраниши
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булади.
Ихтиёрий £  > 0 учун куйидаги: 

£S =
т - П а )  

ни танлаймиз. Агар Дх, <8  булса, у холда

|' f i x , ) -  Д * ы )] -  s [ f(b )  -  / ( а ) ]  -  £
/ /

булади. Бундан уз навбатида 1-теоремага кура функ­
циянинг интегралланувчилиги келиб чикади.

Аник интефатни бевосита (4) формула билан 
Хисоблаш анча мураккаб, чунки айрим функциялар 
учун интеграл йигиндини лимитни хисоблаш мумкин 
буладиган даражада ихчамлаб булмаслиги мумкин. Эс- 
латиш лозимки, Архимед узининг масаласини „шунга 
ухшаш усулда хал килган. Хисоблаш учун энг кулай 
усулни XVII аерга келиб Ньютон ва Лсйбницлар топ- 
ганлар. Уларнинг усули бошлангич функцияни топиш 
масатасига асосланади.

Фараз килайлик, \a,b\ орал и кда узлуксиз булган 
у = / ( х )  функция шу ораликда интефатланувчи ва 
унинг F (x ) бошлангич функцияси мавжуд булсин.

\a,b\ кесмани ихтиерий равишда

а = х0 < х, < х , < . . .  < х„_, < х п -  b 
нукгатар билан п та булакка буламиз ва

x t - х 0 =  Д х,,х2 -X , =  Дх2, . . . ,х л - х„_, = Ахп, 
деб белгилаймиз. У холда

F(b) -  F(a) = F(xn ) -  F(x0) = F(xn) -  F(xn.,)+

+ £(x„_) - . . . -  F(x,) I F(x,) -  F(x0) = £  [F(x,) -
Ы

- x H ) = £ /(£ )A x , -> Jf(x)dx,
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бу ерда биз F (x) функцияга Лагранжнинг урта кий мат 
\акидаги теоремасини кУлладик.

Демак,
ь
\f(x )dx  -  Fib) -  F(a) (7)

экан. Бу формула аник интегрални хисоблашнинг 
Ньютон-Лейбниц формуласи, деб аталади.

3-§. АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ ХОССАЛАРИ

Биз шу пайтгача \а,Ъ\ ораликда а<Ь  деб. яъни х 
бу орачикда Ох укининг мусбат йуналиши буйлаб 
Узгаради, деб тушуниб келдик. Агар шу ор&чикда а > b 
булса, X уз кийматларини Ох укининг йуналишига 
тескари йуналишда, .яъни камайиш тартибида кабул 
Килади, деб тушунамиз. Шу маънода \а,b] ва [б,я] кес- 
малар сонли туплам сифатида бир хил булса хам хар 
хил йуналган кесмалар экан.

Юкорида аник интегралга таъриф берилганда [a,b] 
ораликда а < b деб фараз килинган. Тескари йуналган 
[б,<з] кесма учун хам аник интегралга Уша тартибда 
таъриф берса булади, факат булиниш нукталари 

х^ = а > х, > х 2 > ...>  хи_, > х п = b 
тартибда жойлашгани учун интеграл йигиндида 

Ах, = х, -  х, _, < О 
булади. Шуни хисобига куйидаги хосса Уринли:

1°. Агар y=f{x) функция \a ,b\ ораликда интефал- 
ланувчи булса, у холда у \b,a\ кесмада \ам интефал- 
ланувчи булади ва улар

Ь а

| / ( х ) ^  = - |/ ( х ) с &
а Ь

муносабатда буладилар.

Бундан хусусан
а

J/(x)c£c = О
а

эканлиги келиб чикади.
2 . Узгармас купайтувчини аник интефал белгисидан 

ташкарига чикариш мумкин:
ь ь
\k f ( x ) d x  = k \ f ( x ) d x
а а

Исботи.

М х) А = Л % 1 ^ « . ) Аг.=л. и /=|

= k J S ! ^ t f i 0 ^ k ) f ( X)dx ■■ ■
J  ̂ а

3°. Бир нечга функциянинг алгебраик йигицди- 
ларининг аник интеграли кУшилувчилар интефалининг 
йшиндисига генг (икки кушилувчи булган хол билан 
чегараланамиз):

J [ / (x )  ± (p(x)]dx = \ f ( x ) d x  ± \(p{x)dx.
а U а

Исбо'ги 2°-хоссага ухшаш бажарилади.
4°. Агар / (х) функция [а,ь\, [а,с] ва [c,b] ора- 

ликларнинг кичикларида интегралланувчи булса, у кат- 
тасида хам интефалланувчи булади ва

Ь с Ь

\ f { x ) d x = \ fX x ) d x + \ f { x ) d x  (1)
а а с

тенглик Уринли булади.
Исботи. Умумийликни бузмаган холда а < с < Ь , 

деб фараз киламиз. У холда теорема шартига кура 
функция \а,с] ва [с, b\ ораликларда интефалланувчи 
булади.
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[ia,b] ни булакларга шундай буламизки, с нукга 
булувчи нукталардан бири булсин. У \олда

Ь с Ь
У" со Ах = со Ах + ^  со Ах

а а с

булади, бу ерда ^ш А х  белги функциянинг [а,с] ора-
а

ликдаги интефал йигиндисини билдиради. Агар бу 
тенгликда лимитга утсак, унг томонининг лимити мав- 
жудлигидан чап томонининг хам лимити мавжу;шиги, 
яъни функциянинг \a,b\ да интефалланувчи эканлиги 
ва (1) тенглик келиб чикади.

5°. Агар / ( х )  функция [a,fc] ораликда интеф&ч- 
ланувчи ва манфий будмаса, а < b булган \ол  учун 

ь
^f(x)dx > 0 ■
а

6°. Агар / ( x ) ,g ( x ) функциялар ораликда

интефалланувчи ва барча Х е [а ,Ь ]  лар учун

/  (х) < g (x)  булса, у холда а < Ь  булган хол учун 
ь ь
J/(x)<& <Jg(x)<& .
а о

Буни исбот килиш учун 5°-хоссани g ( x ) - f ( x )  ай- 
ирмага куллаш кифоя.

7°. [a,b)(a <Ь) ораликда интефалланувчи хар 
Кандай / (х ) функция учун

п о

\ f ( x ) d x  < Jj/(x ) |c&

муносабат уринли.
Бунинг исботи барча Хе[а,/>] учун / ( х ) < | / ( х )  

эканлигидан ва 6°-хоссадан келиб чикади.

8°. [а,Ь](а<Ъ) ораликда интефалланувчи / ( х )  
функция учун шу ораликда

т < / ( х )  < М  (2)
тенгсизлик уринли булса, у \олда

ь
т(Ь - а ) <  |/(х )б /х  < М (Ь  • а)

а

муносабат уринли булади.
Бунин! исботи (2) га 6°-хоссани куллаш натижасида 

келиб чикади.
9°. Агар [a, h\ (а  <b) оралиеда интефалланувчи 

/ ( х )  функция учун шу ораликда (2) тенгсизлик бажа- 
{эилса, у ,\олда шундай ц, т < ц <  М  сон топиладики. 

ь
(.x)dx -  fi(h -  а)\f(>

булади. Бу хосса урта киймат хакддаги теорема, деб 
юритилади.

Бундай деб аталишига сабаб, агар функция узлуксиз 
булса, Вейерипрасс теоремасига кура т, М  функция­
нинг мос равишда энг кичик ва энг катта кийматлари 
булади. У холда Больцано-Коши теоремасига кура 
функция узининг оралик и кийматини М ]  ораликнинг 
Кандайдир ички с нуцтасида к,абул килади, яъни

j f{ x )d x  = f ( c ) - { b - a ) .

4-§. ЮКОРИ ЧЕГАРАСИ УЗГАРУВЧИ БУЛГАН 
ИНТЕГРАЛ

Агар у  ~ / ( х )  функция [a,b\ ораликда интефалла­
нувчи булса, у [а,б] ораликдан олинган хар кандай х
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учун [а,х] да \ам  интегралланувчи булади. Аник инте- 
гралнинг юкори чегараси Ь ни х га алмаштириб,

Л
Ф(Х> = (1)

ифодага келамиз, бу ерда англашилмовчиликдан 
сакланиш максадида интефал остидаги узгарувчини 
алмаштирдик. Бу ифода х  нинг функпияси булиши 
аён. Бу функция учун куйидаги хоссалар уринли.

1°. Агар f i x )  функция [a,b\ ораликда интефал­
ланувчи булса, Ф (х) функция шу ораликда узлуксиз 
булади.

Исботя. х  га Ак- /г орттирмани x + he{a,b) 
буладитан килиб берсак:

-  x+h - х  _ x+h

Ф(х + К) -  J / (t)dt = | / (t)dt + J / {t)dl

Ф(х + И) -  Ф(х) -  ^ f(t)d t
X

тенгликка эга буламиз.
Бу интегралга урта киймат хакидаги теоремани (9°- 

хоссани) кулласак:
Ф (х  +  И) -  Ф (х) = /лк (2)

\осил булади, бу ерда, т < т ] < /и. < М Х < М  ,т ,М  - 
функциянинг \a,b] ор&чикдаги ва тх,М х — функция­
нинг [х, X + h] ораликдаги энг кичик ва энг катта
кийматларидир.

Агар (2) да h -> 0 да лимитга утсак:
АФ = ф(х + h)~ Ф(х) -> О 

булади. Демак, Ф(х) функция \a,b\ ораликда узлуксиз
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2°. Агар f ( t )  функция t - x  нукгада узлуксиз 
булса, у \олда шу нуктада ф(х) функция дифферен- 
циалланувчи ва Ф'(х) = f(x) булади.

Исботи. Аник интефалнинг 9°-хоссасига берилган 
изо\га кура [х,х -t h] ораликда шундай с нукга топила­
дики,

.v+A
Ф(х + h) -  Ф (х) =  j f  (t)dl — f  (с) ■ k  (3)

X
тенгликни ёзиш мумкин. f ( t )  функциянинг / = х
нуктада узлуксизлигидан, агар (3) да h -»  0 да лимитга 
утсак, с —» х ва

Ф’(х) = lim Ф(Х + /0 ~ Ф(£) = lim f  (с) = у (х)
п  с-*х

булади.
Демак, (1) интефал / ( х )  функциянинг бош- 

лангичи экан. Шу сабабли, х  е \a .b \ лар учун
х

\f{x )d x  = j f ( t ) d t  + С ,

дейиш мумкин.
Агар F(x) / ( х )  функциянинг бошка бирор бош- 

лангичи булса, у холда
Ф (х) = F (x) + С 

булади. Агар бу тенгликда X ~ а  десак:
0 = Ф ( я ) -  F (a) + C .

Бундан С =  - F (a )  . У х,олда
Ф (х) = F (x )  -  F ( a ) .

Агар х -  b десак: 
ь

Ф (b)= \ f ( x )d x  = F (b )-F (a ) . (4)
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Биз бу формулани §2 да интефал йигиндилар ёрда­
мида келтириб чикариб, уни Ньютон-Лейбниц форму­
ласи, деб атаган эдик.

Демак, аник, интефални хисоблаш учун аввал инте­
ф ал остидаги функциянинг бошланкичини 9-бобда 
куриб чикилган усулларнинг бири билан аниклаб, кей- 
ин унга (4) формулани куллаш керак экан. Шу маънода 
Ньютон-Лейбниц формуласини куйидаги куринишда! 
хам ишлатишади:

} /W < fc  = F ( x ) |^ ; = F ( 6 ) - F ( a ) .

1 -мисол.

2-мисол.

|дrd x  =

л

Jsin xdx = -c o sx |q  = 1 + 1 = 2 .

5-§. АНИК, ИНТЕГРАЛНИ ХИСОБЛАШ 
УСУЛЛАРИ

1. Аник интефалда узгарувчини алмаштириш. 
h

Бизга ^ f(x )d x  аник интефал берилган булсин,
а

бунда /  (х) функция [a, b] кесмада узлуксиздир.
x=cp(t) деб янги узгарувчи киритамиз, бунда ср(г) ва 

унинг хосиласи <p'(t) [«,/?/ кесмада узлуксиз булсин.
Фараз килайлик, <р(а)~а, (р(р)=Ь булсин. Бу шарт- 

лар бажарилганда куйидаги тенглик уринли булади:

\ f ( x ) d x -  | / (cp{t))(p\t)dt (1)

Бу тенгликни исботлаш учун (1) формуланинг унг ва 
чап кисмларига Ньютон-Лейбниц формуласини куллаймиз:

\f(x )d x  =F (х)\ ab=F (b)-F (а);
а

р 
J /  \(p{l))<p\t)dt =F(<p(t))//=F(<p(f]))-F(<p(a))=F(b)-F(a).
а

Аник интеграл ни (1) формула буйича хисоблаганда 
янги узгарувчидан эски узгарувчига кайтиш керак 
эмас, балки эски узгарувчининг чегараларини кейинги 
бошлангич функцияга куйиш керак.

Мисол.
б xdx  

J х  +1
интегрални хисобланг.

Ечиш. х+ 1=12 деб алмаштирсак, x=t2-I, dx=2tdt 
булади. Интеграллашнинг янги чегаралари х=3 
булганда 1=2, х=8 булганда f= 3. У \олда:

\  xdx > (/2 -1 )2 tdt 3
jVx+T j I

3
- = 2 J(r2 -  \)dt =-

о /  А|3 -w  \  32= 2 ( j - / ) ! 2= 2 ( 6 - - - )  = y ;

i ___
2. интефални хисобланг.

о
Ечиш. x=sin/ деб алмаштирсак, dx=costdt, l-x2=cos2/ 

булади. Интефаллашнинг янги чегараларини аник- 
лаймиз: х=0 булганда 1=0, х=1 булганда t=n/2.

У холда

V I— — *2 1 *2 1 1
JV1 - x  d x -  Jcoi t d l ~ -  ^(\+c,o$2t)dt=-(t+-sva2l)%2 = -
o о ^ 0 2 2 4

3. Агар /  жуфт ( / ( -и )  = / ( и ) ) булса, у \олда



\ f ( u ) d u  = 2 j f ( u ) d u .
- a  С

Хакикатан
о о
\f(u)du =(и = -х )  = ~ \f(  -  x)dx =

—с/ с/
« о «/

= j / f  -  = | уг*м  = } / г « ^
О 0 0

булгани учун
а 0 а
J  f(u)du = |  f(u)du  )- j  f(u)du =

-a -a 0
a - . a a

— J f(u)du + | f(u)du = 2 jf(u)du. 
o o o

4. Aj ap /  ток; ( f ( ~ u )  =  - f ( u ) ) булса, у \олда

)f(u)du= 0.
-a

5. Агар /  даври 2л булган даврий ( f ( x  + 2л) = / ( х ) )  
функция булса, у хрлда

Л+7я 2/г
| f(x )d x=  j f (u )d u .
л  о

Хакикатан,
2зг+А Л Д О

| / (x)dx = (x = t + 2л) = J / i(t + 2n)dt -  j f( t)d t  =  -
2jr 0 0 Л

булгани учун
2х+/. 0 • 2л 2*+л 2зг

j/fxjc/r = jf(x)dx + J/(xj<&+ jf(x)dx = J/(xjc&.

4/г 2л: 4/r лг

6. jsin3 tdt = jsinJ/<#+ Jsinj tdt = 2 jsinJ tdt = 0 .
0 0 2/r -*■

2. Аник, интеграпни булаклаб интефаллаш.
Фараз килайлик, и(х) ва о(х) функциялар [а, b] 

кесмада дифференциалланувчи функциялар булсин. У 
Холда: (wu)l=iA:>+wui.

Бу тенгликнинг иккала томонини а дан b гача 
булган ораликда интефаллаймиз.

а ь h

^{uv)'dx -  ^u'vdx-\-^uixix. (2)
a a a

Лекин ^{uo)'dx- uu + C булгани сабабли

j(uu)'dx = uu  |* .
Демак, (2) тенгликни куйидаги куринишда ёзиш 

мумкин:
ь ь

uv  |* = \ixlu + jw /u
(3)о и

judu  = ии \ь0 -  j udu

Бу формула аник интеграции булаклаб интефаплаш 
формуласи дейилади.

Мисол.
i

1. Jarctgxdx интефат \исоблансин.

Jarctgxdx - и = arctgx du -  

dv — dx

dx
1 + x" 

v = x
: xarctgx ]0 -

_  j J ĉ  = a rc tg l_ I ln(1 + x 2) |i = ^ _  1 ln2  
• 1 + x ” 2 4 2
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2. |дсе 'dx интефал хисоблансин.

1
\xe~xdx -

и -  x  d u - d x 1
, r

= -xe~x |i + 1J
0 * II 1 bi &• < II 1 * J

0
■je~xdx =

е 1 +1 =  1 - —;
е

Эслатма. Баъзи интефалларни хисоблашда булакчаб 
интефаллаш формуласини бир неча марта куллаш мумкин.

6-§. ХОСМЛС ИНТЕГРЛЛЛАР

Чекли [a,b) ярим интервалда берилган /  функция 
ихтирий Ь'<Ь учун [а, Ь'\ ораликда интефалланувчи ва 
b нукта атрофида чегараланмаган булсин. У ^олда /  
[a,b) да ва дсмак, \a,b\ да хам Риман маъносида ин­
тефалланувчи эмас, чунки 2-§ даги 2-теоремага кура 
функция берилган ораликда интефалланувчи булиши 
учун у шу ораликда чегараланган булиши зарур эди. 
Лекин куйидаги:

Ь'

j™  \ f ( x )d x
а

чекли лимит мавжуд булиши мумкин. Агар шундай 
булса, бу лимитни /  функциянинг \a,b\ ораликдаги 
хосмас интеграли деб атаб, куйидагича ёзамиз:

Ь h'

\ f ( x ) d x  =  lim J /(x )c & . (i)
о а

Ь
Бундай холларда j f ( x ) d x  хосмас интефал

а
якинлашади, акс холда, у узокдашади дейилади.
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6Л. Чегаралари чекснз булган иитеграллар

Фараз килайлик, /  функция [а,оо) ярим Укда бери- 
либ, \ар  кандай а< Ь'< ю  учун [и,Ь‘] ораликда инте­
фалланувчи булсин. Агар

lim J f (x )dx  (2)
и

чекли лимит мавжуд булса, уни /  функциянинг
ярим укдаги хосмас интефали деймиз:

Ь'

| f ( x) dx  -- lim | / (x)dx.

-  Бунда хосмас интеграл якинлашади дейилади. Агар
(2) лимит чекли булмаса, у холда хосмас интеграл 
узокдашади дейишади.

[f(x )d x  = lim ( / (x)dx
J  ’ a -->-<» ^

—оо о  i
-И» c oo

| / ( х ) < &  =  \ f ( x ) d x + \ f { x ) d x
—оо —СО с

куринишдаги хосмас интефаллар хам айнан шундай 
таърифланади. Охирги тенгликда унг томонда турган 
интсфалларнинг хаР бири якинлашувчи булса,
+ЗС

|/0 )< £с  якинлашувчи булади.
-зс

+СО т
г dx

1 -мисол. ------ Т  ни хисобланг.
J 1 4- Г

Ечиш.
~  dx7 dx V dx ..-------- = lim ------5-=  lim arctgx:
• l  +  x~ *->+” ' 1 +  x  *->+0°

= lim arctgft = —
ь —»+<x> 2
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rax
2-мисол. J - — ни хисобланг. 

кура

Р  -  lim V *
J  у а  Ь —>-ко J

Ечиш. Таърифга кура 

•dx

Агар as!  булса,

\ d x  _  1 ,_в Ь-   ̂ (h]~a 1̂
/ х “ 1 - а

булади. Шунинг учун
■«»

Г 1 ~ а у '
Бу ерда уч хил холат юз бериши мумкин:

rdx яъни инте-1) агар <х>1 булса, у холда Г—  -  _ —
?ха \ - а

I якинлашади.
+О0 7г ах

2) агар а<1 булса, у х;олда —— = оо, яъни интегралJ V
узокдашади.

■ко
3) агар а=1 булса, у холда | —  = In xL*“ = со , 

J

интеграл узок^ашади.
Купинча айрим масалаларда хосмас интефалнинг 

аник, кийматини эмас, балки унинг якинлашувчи ёки 
узокдашувчи эканлигини билиш ва уни бахолаш етарли 
булади. Куйидаги теоремалар айнан шу максадга хиз- 
мат килади:

1-теорема. Агар барча х > а лар учун
О < / ( х )  < g(x) (3)

тенгсизлик уринли булса, у %олда

\g(x)dx
а

интегралнинг яцинлашувчилигидан
+<ХЗ
\f(x)dx

(4 )

(5)

интегралнинг яцинлашувчилиги ва аксиича (5) нинг узоц- 
лашувчилигидан (4) нинг узок^ашувчилиги келиб чикади. 

Исботи. (3) га биноан хар кандай а <Ь < +<х> учун 
ь ь
\ f ( x ) d x  < Jg(x)cft (6)
а а

тенгсизлик уринли булади. Агар (4) интефал 
якинлашса, у х°лда (6) нинг Унг томони юкрридан (4) 
интеграл кийматига тенг булган сон билан чегаралан­
ган булади. Ъ нинг ортиши билан (6) нинг чап томони 
монотон камаймайдиган булгани учун унинг лимити 
мавжуд ва

+00 Ь -КО
\ f ( x ) d x  = Jim  \ f{ x )d x  < \g (x)dx
a a a

булади. Теореманинг иккинчи кисми айнан шундай 
исбот килинади.

•Ко
Натижа. Агар ^\f\x)\dx  интеграл якинлашса, у

а
-ко

х;олда \ f ( x ) d x  интефал хам якинлашади.
а

Бундай интефалларни абсолют якинлашувчи инте- 
фаллар деб аташади.

-ко .
3-мисол. Г dx интефални якинлашишга тек- 

1 л
ширинг.
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Ечиш. Барча х е  [!,+<») учун

+00 

J

s in  X
. Лекин

} d x
.3

_1
2л:2

У *олда

J  sinx

11
dx

интеграл якинлашади. Демак, берилган интефал абсо­
лют якинлашар экан.

2-теорема. Агар (4) ва (5) интеграл остидаги функ­
циялар мусбат ва

\ т Ш ^ А > й
g(x)

(7)

лимит мавжуд булса, у х,олда. (4) ва (5) интеграллар бир 
вак;тда якинлашади ёки узоцлашади.

Исботи. (7) нинг мавжудлигидан ихтиёрий мусбат 
С < А  сон учун шундай с G [а,+оо) топиладики, 
с < х  < +оо лар учун

А - £ < < А + с 
g(x)

булиши келиб чикади. g(x) > 0 булгани учун

(A - e )g ( x ) < f(x )< ( A  + e)g(x) (с< х< + оо). (8) 

У \олда
4 <Х)

Jg(x)a!r
а

интефалнинг якиилашувчилигидан ^g(x)dx  интег-
С

рал нинг якинлашувчилиги ва j(A  + s)g(x)dx  интег-

ралнинг якинлашувчилиги келиб чикади. Бундан 1-
«с •*«

теоремага кура | f ( x )d x  интефал ва демак, |/ (x )J x

интефал якинлашади.
Тескариси (7) га монанд

СО 1 со

4-мисол. J -------е Xd x ~  [ е  Xdx<  о о .

*-”*f (x )  А 
тенгликка асосан айнан юкоридагилек исбот килинади.

[Х- l  _х 

, *  .

6.2. Узлукли функциянинг интсграли

Бизга [а ,с )  ярим интервалда аникданган ва-‘узлук­
сиз, х ~ с  нуктада эса ё аникланмаган ё узлукли 
у -  fix ')  функция берилган булсин. Бундай функция
. С

учун | / (x)dx интефални Mrreipai йигиндилар лими-
а

ти сифатида таърифлаб булмайди, чунки бу лимит 
мавжуд булмаслиги мумкин.

h
Барча а <Ь < с  лар учун J / (x)dx мавжуд, шу са-

а
с

бабли |"/ (x)dx интефални хосмас интеграл деб, куйи-
а

дагича тушуниш мумкин:

J / (x)dx = lim  \ f ( x ) d x .
а а

Агар бу тенгликнинг унг томони мавжуд ва чекли 
булса, бу хосмас интефат якинлашувчи, акс \олда 
узокчашувчи дейилади.

402
403



Агар у  = f ( x )  функция [д,А] ораликнинг х  = а
h

нукгасида узлуюти булса, у х;олда j f ( x )d x  хосмас ин­

тефални куйидаги маънода тушунамиз:
* ь
J / (x)dx = lim J / (x )d x .
a a -

^ raP У -  f ( x )  функция [<u,J)\ ораликнинг ички x - c
h

нукгасида узлукли булса, у холда ^ f(x)dx  хосмас инте­

фални куйидагича тушунамиз:
Ь с Ь

Jf(x)dx = j f  (x)dx + \ f ( x )d x , 

агар тенгликнинг унг томонидаги хосмас интефаллар 

бир вактда якинлашувчи булса, ^ f(x)dx хосмас интефал

Хам якинлашади ва агар унг томондаги интефапларнинг
* л

лоак,ал биттаси узокдашса, J / (x)dx хосмас интеграл 

узоклашади, деймиз.

'rdx
з-мисол. J — - (а > О -узгармас сон) интефал ости- 

о х
даги функция х - 0  нукгада узлукли. Куйидаги лимитни 
Хисоблаймиз:

,. V dx х  
lim —  - limff-»0 J -га i-»0

!-e

 ̂ х “

Агар а=  1 б^лса,

1
---- ,а  < 1.

а.=  l im ----- (l — )= i i _
oo,«  > 1

lim Г— = - lim In f  = +oo,
t -» 0  j  V  r  >0£~m J x
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яъни берилган интефал а>1 лар учун узокташади ва а<1 
булса, якинлашади.

\d x
6-мисол. —7  интефални хисобланг.

х -1л
Ечиш. Интефал остидаги функция интефаллаш ора- 

лигининг ички .г = 0 нукгасида узлукли, шунинг учун 
уни куйидагича ифодалаб оламиз:

rdx г Ох .. г ах
— -= lim — + lim — .

J  -у -  Л—> 0  J  у ~  а—̂+0 J  у

•dx rdx

by ерда,
hrdx 1

lim I —r- = — lim —b-*-0 J v b~>-0 %ii->-0 j y -1A
= -  lim I — +1 I =

яъни биринчи интефал [—1;0J ораликда узокдашади ва

lim f^ - = - l i m f l - —1 = оо,
°-»+0 Jx a ><°v a )a v '

яъни иккинчи интефал [0;1] ораликда узокдашади..Демак, 
берилган интефал [-1;1] ораликда узокдашувчи экан.

Агар берилган интефални интефал остидаги функ­
циянинг узилиш нукгасига эътибор берма pi \исоблага- 
нимизда, куйидаги хато натижага келган булар эдик:

= - (1 + 0 -2 -
- I  X х '

Эслатма. Чегараларидан бири чексиз булган инте­
фаллар учун келтирилган теоремаларнинг барчаси уз­
лукли функцияларнинг хосмас интефаллари учун хам 
уринли.

“rsm х  ,
1-мисол. ------ dx ( а > 0 ) интефал остидаги функ-

■' х а о А
ция куйи чегарада узлукли. Шунинг учун уни куиидагича 
ёзиб оламиз:
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-dxrsmx , >sinx , rsinx
h ^ ' h ^ + h " -0 A о ■* I л

Биринчи интефал остида мусбат функция турибди, 
шу сабабли у ё узокдашади ёки якинлашса \ам абсолют 
якинлашади. 1Маълумки, xe(0 ,l] лар учун

j -е

У холда
1 • I

а< 2 лар учун [х'Л&гоо, якинлашади,
о х  о

2 'а> 2 лар учун (?1гиС£/х>— Гх'ЛаЫсс, узокдашади.

Иккинчи интефал (3-мисолга каранг) а > 0 лар 
учун якинлашади ва а > 1 Лар .учун факат абсолют 
якинлашади. Демак, берилган интефал 0 < а < 1 лар 
учун шартли якинлашади, 1< а < 2 лар учун абсолют 
якинлашади ва а >2 лар учун узокдашар экан.

11-БО Б. 
АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ ТАТБИК^АРИ. 

ТАКРИБИЙ ХИСОБЛАШ  УСУЛЛАРИ

1-§. ТЕКИС ШАКЛЛАР ЮЗИНИ ХИСОБЛАШ

1.1. Декарт координаталар текислигида юзаларни 
Хисоблаш

Аввалги бобдан маълумки, агар [а, Ь\ кесмада функция 
Дх)>0 булса, у холда y=f (х) Э!ри чизик, ОХ уки ва х-а  
Хамда х=Ь туфи чизикдар билан чегараланган эфи чи-
зикди трапециянинг юзи

ь

а

га тенг эди. Агар /а, Ь] кесмада /  (х)<0 булса, у холда 
h

аник интефал Jy (\x)dx <0 булади. Абсолюг кийматига
о

кура бу интефалнинг киймати хам тегишли эгри чи- 
зикди трапециянинг юзига тенг: •

h

O')S=\ \ f ( x )dx

•Л
/ г п у * х> у

99-расм.
Агар f(x )  функция [а, Ь] кесмада ишорасини чекли 

сон марта узгартирса, у х°ляа интегрални бутун [а, Ь] 
кесмада кисмий кесмачалар буйича интефаллар
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йигиндисига ажратамиз. flx)>() булган кесмаларда инте­
грал мусбат, У(х)<0 булган кесмаларда интеграл манфий 
булади. Бутун кесма буйича олинган интеграл ОХ 
увидан юкорида ва пастда стувчи шакллар юзининг те- 
гишли алгебраик йигиндисини беради (99-расм). Юза- 
лар йигиндисини одатдаги маънода \осил килиш учун 
юкорида курсатилган кесматар буйича олинган инте- 
граллар абсолют кийматлари йигиндисини топиш ёки ''

S= d ’

интегратни хисоблаш керак.
Агар ^i=/i(x) ва Уг=Мх) ЭГРИ чизиклар \амда х=а ва 

х=Ь тугри чизиклар билан чегараланган шаклнинг 
юзини хисоблаш керак булса, у холда /i(x)>/2(x) шарт 
бажарилган шаклнинг юзи куйидагига тенг:

s  = JC /iM  - f 2(x))dx (2)

1 -мисол. y=cosx, у= 0 чизиклар билан чегараланган 
шаклнинг юзи хисоблансин, бунда xe[0 ,27t].

4

3 яО. 2 и х

100-раем.
Ечиш. хе[0,л/2] ва хе[3л/2,2л] да cosx>0 хамда 

хе [л/2,3 л/2] да cosx < 0 булгани учун
2* ж!1 Зх/2

S = |  cosx | dx = jcosxdk + ) f(-cosx>it j +
0 о *72

2я

+ jcosxc&: = sinx|*/2 + |sinxi|;''2 + sinx£/2= s in - -
>x/2 2

-  sin0+1 sin sin— j +sin2/r -  sin = 1+1 -1 - 1 1 -(-1) = 4
2 2 2

Демак, s=4(kb. бирлик) экан.
2-мисол. y=x2+ l ва y=3-x чизиклар билан чегаралан­

ган соханинг юзини хисобланг.

Ечиш. Шаклни ясаш учун авват ушбу \у = х +1
Ь '  = 3 - х

системани ечиб, чизикдарнинг кесишиш нуктатарини 
топамиз.

101-расм.
Бу чизиклар А (—2;5) ва В (1;2) нукташрда кесиша-

ди. У холда
l i t  

S  = J ( 3 -  x)dx  -  J V  + 1)о!х = j(2  -  х  -  x2)dx -
- 2  -2  - 2  .

г2 г3 1 1  4 8 9
= (2х  -  у  -  у )  I1 , =  (2  ( - 4  -  (к«. бирж).

Энди, тенгламаси x=q>(f), y=v(0 параметрик 
куринишда берилган чизик билан чегарш1анган эф и  чи- 
зикди фапециянииг юзасини хисоблаймиз. Фараз 
Килайлик, бу тенгламалар [а, Ь\ кесмала бирор y=jf[x) 
функцияни аникяасип, бунда tela,fi] ва <р(а)=а, <р([3)=Ь.

У холда эгри чизикли трапециянинг юзини 
h

S = j'ydx формула буйича хисобланиш мумкин. Бу ин-
а

теграща узгарувчипи адмаштирамиз: x=-<p(t). dx^qJ(t) dt,
y=Ax)=f(<P(0 ) ='Л0- 

Демак,

S = ^ ( l ) (p \ t )d t (3)



3-мисол. x=acost, y=bsint эллипс билан чегараланган 
со\анинг юзи \исоблансин.

Ечиш. Эллипснинг юкори ярим юзини хисоблаб, 
уни 2 га купайтирамиз. -а<х<+а учун -a=acost, cosf=-l, 
t=n; a=acost, cos/=l, /=0

о 0
5 = 2 sin t(-a  sin tdt) = -2ab  Jsin2 tdt = m b .

1.2. Текис шакллар юзини кутб координаталарда 
хисоблаш

АВ эгри чизик КУтб координатапарида р=/{в) формула 
билан берилган ва J[Q) функция |а,(3| кесмада узлуксиз 
булсин.

102-расм.
Ушбу ff=j{d) эф и  чизик ва кугб уклари хамда а  ва р  

бурчак хосил килувчи иккита <р~а,<р~р нурлар билан 
чсгарапанган эф и  чизикли секторнинг юзини 
аникпаймиз. Бунинг учун берилган юзани 
а~во,в=в],...,в=в1,...,вп—р  нурлар билан п та ихтиёрий 
кисмга буламиз. Утказилган нурлар орасидаги бурчак- 
ларни A6j,Ae2,...,A0n билан белгилаймиз. 0,./ билан в,
орасидаги бирор 9j бурчакка мос нурнинг узунлигини

pt op кати белгилаймиз. Радиуси pt ва марказий бур- 
чаги АО, булган доиравий секторни караймиз. Унинг

юзи AS, = —р~Ав1 булади.

Ушбу йикинди

I1*» ,
1=1 Г=1

зинапоясимон секторнинг юзини беради.
Бу йиьинди а<в<р кесмада /£—[f(0)l2 функциянинг 

интсфат йигиндиси булгани сабабли унинг лимити

1 р1 АmaxA0j->0 да — [p'dO аник, интефалга тенг. Бу /Щ бур- 
2 а

чак ичида кандай р, нур олишимизга боглик эмас. Де­
мак, ОАВ секторнинг юзи:

S = '- ] p 4 6  = - \ m f d 9  ■ (4)
а  а

~ 4-мисол. р=а( 1 +cos0), а>0 кардиоида билан чегара-
лангап фигуранинг юзини хисобланг.

 ̂  ̂v р=а( 1 +с osO) ‘ *'

( 'Ч S е=оk2а

103-расм . 

Р■ Р »
S  = 2S{-  2 -  \p ?dO = j p 2dd,

a  ex

а п
S -  ^аг(\ + со$в)2d6 = a21(1 I 2cos0 + cos20)d0  

о 0

- a 2| (  J +2cos0 + 1 c o s2 0 )rff l-a 2( - 0  + 2sin0H
о 2 2 2

3 3+ -s in  40) |o -  - да2;S  = — ncr (кв.бирл.)
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2-§. ЭГРИ ЧИЗИК, ЁЙИНИНГ УЗУИЛИГИ

2.1. Ёй узунлигини декарт координаталар 
системасида хисоблаш

Тугри бурчакли декарт координаталар текислигида 
эгри чизик, У^ЛХ) тенглама билан берилган булсин.

Бу эгри чизикнинг х=а ва х=Ь вертикал гуфи чи­
зиклар орасидаги АВ ёйининг узунлигини топамиз.

/И

А
Ж Ах,

Ау,
В
Г=Л*)

. a  x i  x j  Xi.i х,

104-расм.'
АВ ёйда. абсдиссалари а=хо, хь  хг,..., х;,..., хп=Ь 

булган А, Му, М2,—, Mi,..., В нукгаларни оламиз ва 
АМ\, М\Мг,..., МпЛВ ватарларни утказамиз, уларнинг 
узунликларини мос равишда ASiASi,- ,ASn билан бел­
гилаймиз.

АВ ей ичига чизилган синик чизикнинг узунлиги
п

Sn -• ]Г ДS, булгани учун АВ ёйнинг узунлиги

S' =  lim  У  A S (1)
max AS j  >01 /=1

Фараз килайлик, J[x) функция ва унинг Дх) хосиласи 
[а, Ь\ кесмада узлуксиз булсин. У холда

А , ,  \ 2  _  , /  А У i

ёки Лафанж теоремасига асосан
Ау, _ / 0 , ) ~ / ( х м ) _
Ах, х, -  X, = / ю >

бунда х,_, < £, < х, булгани учун

булади. Ички чизилган с и н и к  чизикнинг узунлиги эса

Sn = ± f i H f & * X r
г-1

Шаргга кура, /(х) функция узлуксиз, демак, 
функция хам узлуксиздир. Шунш-гг учун инте­

ф ал йигиндининг лимити мавжуд ва у куйидаги аник ин- 
тефалга тенг:

. S  -  И ш  У д / Г +  ( Г & А х ,  =  J J l + ( / '( * ) ? < * *  -max Дx i  -»0 J
* i= l а

Демак, ёй  узунлигини хисоблаш формуласи:

5 = ] y l i + ( f W d x = ) .  k + A 2dx 
J \ dx

(2)
экан.

Энди э ф и  чизик тенгламаси
x^<p(t),y=\y(t), a<t<P \ s t\

параметрик куринишда берилган булсин, бунда cp (t)  ъ л  
irft) узлуксиз хосилали узлуксиз функциялар ва <р (1) 
берилган ораликда нолга айланмайди.

Бу холда (3) тенглама бирор у=Лх) функцияни
dy y /\t)аникдайди. Бу функция узлуксиз булиб, — -=•—•—  У3-
dx (p\l)

луксиз хосилага эга. а-(р(а), Ь—<р(Р) булсин. (2) интсч-
ралда x=cp(t), dx=<p'(t) dt алмаштириш бажарамиз. V 
Холда

S -  f j l + ( ^ ) 2 ■(pXt)dt ёки S-- \ fy < f f t  + t f ( t ) f d t  • (4)

Агар эгри чизик фазода
x=<p(t), y=y(t), zrxO) у  J

парамефик тенгламалар билан берилган ва (pit),
X(t) функциялар [а, /3] кесмада узлуксиз хамда узлуксиз 
Хосилаларга эга булса, эф и  чизик аник лимитлар1 а  зга 
булади ва у



5 =у т  о)2+<у со)2+(zxofdt (6)
а

формула билан аникланади.

2.2. Ёй узунлигини кутб координаталар
системасида хисоблаш

Кутб координаталар системасида эгри чизикнинг 
тенгламаси

Р=/(0) (7)
булсин. Кутб координаталаридан Декарт координатала- 
рига утиш формуласи: x=pcosG, y=psin() ёки (7) дан 
фойдалансак:

х= /(0) cosO, у= /(0) sinG.
Бу тенгламаларга эф и  чизикнинг иараметрик тенг­

ламалари деб караб, ёй узунлигини хисоблаш учун (4) 
формулани татбик киламиз:

/ ’(в )со вв- f{ 0 ) s ir# , = / '(# )s in #  + /(# )c o s#  •

У \олда

+ ( % 2 = (/Щ )2 + U W - р ' 2 + р 2do at)
Демак,

S -  p '2+ p2d& ■ (8)

\-мисол. х2+у1=г2 айлана узунлиги хисоблансин.
Ечиш. Дастлаб айлананинг 1-чоракда ётган туртдан

бир кисмининг узунлигини хисоблаймиз. У холда АВ
ёйнинг тенгламаси

Гг---- 2 dy хУ - \ г - х  , — =~ dx

- S -  j j l  + X ■1dx= f ■ Г -dx 
\ 0J v r 2 - x 2

. x ,2 я= r - arcsin— := r  ; 
2 2

Бутун айлананинг узунлиги: S=2nr, 
l -мисол. p=a (l+cos0) кардиоиданинг узунлиги то- 

пилсин. Кардиоида кутб укига нисбатан симметрикдир.
О кутб бурчагини 0 дан л гача Узгартириб, изланаётган 
узунликнинг ярмини топамиз (103-расм). (8) формула- 
дан фойдаланамиз, бунда

р'— asin0
Я ____________________ Я _____ _

5 = 2- jv ^ O  + cos#)2 +а7 sin2 9d0 -  2а JV2ч IcosOdO -

-4 а -  Jco s^ t/^ -8 a -s in -^  |o = 8a-I - 8a.

3-мисол. x=acost, y=bsmt, 0<t<2n, эллипсниш узун- 
ли£и хисоблансин, бунда а>Ь.

Ечиш. (4) формуладан фойдаланамиз. Аввал ей 
узунлигининг 1/4 кисмини хисоблаймиз.

£ *12 ___________ ____  *12_______ ,_________1
— = У  a2 s\n71+ b2 cos2 tdt ~ J-yа2 (1 -  cos2 t) + b2 cos2 tdt -  
4  о о

*12______________  *12 Г  2 ,2 *
= Jv<32 -  (a2 - /г’)cos2 tdt =a J J 1 -  °  cos2 tdt'= 

о о V a
« и ________

~ a J VI- k 2 cos’tdt
0

la2 _  £ 2 я г / 2 ________________

бунда к - '  < 1 Демак, $ -_4a U \ - k 2 cos2 tdt ■
a i

3-§. АН И К ИНТЕГРАЛ НИНГ ЖИСМ 
ХДЖМЛАРИНИ ХИСОБЛАШГА К^ЛЛАНИЛИШИ

3.1. Жисм хажмини параллел кссимлар 
юзалари буйича хисоблаш

Бирор Т жисм берилган булсин. Бу жисмни ОХ 
УККа перпендикуляр текислик билан кесишдан хосил 
булган хар кандай кесимнинг юзи маълум, деб фараз
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Киламиз. Бу \олда юза кесувчи текисликнинг вазиятига 
бортик, яъни х нинг функцияси булади:

Q=Q(x)

105-расм.
Q{x) ни узлуксиз функция деб фараз кдпиб, берил­

ган жисм хажмини аникдаймиз.
х=хо=а, х=хь х=х2,..., х=х„=Ь текисликларни 

утказамиз. Хар бир х,-. j^x<x, кисмий оратакда ихтиерий 
нукга танлаб оламиз ва / нинг \ар бир киймати учун 

ясовчиси х укига параллел булиб, йуналтирувчиси Т 
жисмни х=£,\ текислик билан кесишдан хосил булган 
кесимнинг контуридан иборат булган цилиндрик жисм 
ясаймиз. Асосининг юзи СК^) ва баландлиги Дх, булган 
бундай элементар цилиндрнинг хажми QCq^Ax, га тенг.

Хамма цилиндрларнинг хажми v„ -  ]^ 0 (£ ()Дх, булади.
1=1

Бу йигиндининг тахДх/-»0 даги лимити берилган
п

жиемнинг хажми дейилади: V -  lim J]Q (£)Ax  ■
max Дх/ —И)

/=1

V„ микдор \а, Ь\ кесмада узлуксиз Q (х) функция­
нинг интеграл йишндисидир, шунинг учун лимит мав­
жуд ва у

о
V = jQ (x )d x

аник интеграл билан ифодатанади.
X 2 2 2

Мисол. —  + У— + ~  -  1 эллипсоиднинг 
а b с

хисоблансин.

(1)

Хажми
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Ечиш Эллипсоид ни OVZ текисликка параллел булиб 
ундан х масофа узокдикдан Утган текислик билан кес- 
ганда ярим Уклари

г *> х2 _2
булган —- i - ------f__2 ___  - j

4 - Р  4 -? >!
эллипс хосил булади. Бу эллипснинг юзи: Q (x)-nb\C\= 
=nbc ( l-х2/ а2).

Эллипсоиднинг хажми:
а 2 з

V = nbc J(1 -  X-)d x  —жЬс(х -  л _ )  \аа= 1 лаЬс(куб.бирл) .

3.2. Айланма жиемнинг хажми

y= f (х) эгри чизик Ох ук ва х=а, x=h тУфи чизикдар 
билан чегараланган эф и  чизикли трапециянинг ШГуки 
атрофида айланишидан хосил булган жисмни 
Карайлик. Бу жисмни абсциссштр укига перпендику­
ляр текислик билан кесишдан хосил булган ихтиёрий 
кесим дойра булади. Унинг юзи Q=ny2=n(/(x))2.

Хажмни хисоблашнинг (I) умумий формуласини 
татбик эгиб, айланма жиемнинг хажми ни хисоблаш 
формуласини хосил киламиз: 

ь ь

V = я  \ y 2dx = Ж \ ( f ( x ) f  d x . (2)
О а

*2 /Мисол. = \ эллипсни ОХ ва ОУ Уклари ат­

рофида айлантириш натижасида хосил килинган жисм- 
ларнинг хажмларини хисобланг.

Ечиш. Эллипс тенгламасидан:

У2 = ~ ( а 2- х 2); х2 = -- (Ь 2 - у 2) 
а' Ъ

417



Эллипсни ОХ уци атрофида айлантиришдан \осил 
булган жисмнинг хажми:

V = 2Vi = 2x[y1dx = 2Tc^r \(а2- x 2)dx=2ji~(a1x -~ ) \° Q=
о а  О а 3

= 1л~ ( а  -  а -) = - n ab’i__ У.^.жпЬ7(куб-бирл^,----------
а~ 3 3 3

Эллипсни ОУ уки атрофида айлантиришдан \осил 
булган жисмнинг хажми:

V = 2Vl -  br)x-dy  = 2 л ~  W  - y 2)dy - 2 я ~  (b y  -  Д  £=
о 6 в ь~ 3

= 2^--- (£"'-----) ~ —ла 2Ь: V -  -- ла 2Ъ(куб. бирл).
b 1 3 3 3

4-§. АНИК, ИНТЕГРАЛНИНГ МЕХАНИКА
МАСАЛАЛАРИГА ТАГБИКИ

4.1. Ишни аник, интеграл ёрдамида хисоблаш

Бирор F куч таъсири остида М  моддий нукга OS 
тугри чизик буйича харакат килсин, бунда кучнинг 
йуналиши харакат йуналиши билан бир хил булсин. М 
нукта S=a холатдан S-b  \олатга кучганда F кучнинг 
бажарган ишини топамиз.

1) Агар Г куч узгармас булса, у холда А иш F куч 
билан Утилган йул узунлиги купайтмаси асосида ифо- 
даланади:

A~F (Ь-а)
2) F куч модций нуктанинг жойлашган урнига караб

узлуксиз узгаради, яъни \а, Ь] кесмада F (S) узлуксиз
функцияни ифодалайди, деб фараз киламиз.[а, b] кес-
мани узунликлари Aj’i,A5’2,...,A1S'n булган п та ихтиёрий
булакка буламиз. Хар бир f5/_I; 5}] кисмий кесмада их­
тиёрий нукта танлаб олиб, Г (S) кучнинг ЛSt йулда 
бажарган ишини F (^A Sj купайтма билан алмаштира-
миз. Охирги ифода ASt етарлича кичик булганда F куч-

нинг Л Sx йулда бажарган ишининг такрибий 
цийматини беради.

А ^А „  = Х Г ( 4 Ж

йигинди F кучнинг [а, Ь\ кесмада бажарган ишининг 
такрибий ифодаси булади. Бу йигиндининг maxAS,—>0 
даги лимити F (S) кучнинг S-a  нуктадан S^b  нукгагача 
булган йулда бажарган ишини ифодалайди:

\F(S)dS ■ (1)

Мисол. Агар пружина 1 И куч остида 1 см чузилиши 
маълум булса, уни 4 см чУзиш учун канча иш бажариш 
керак?

Ечиш. Гук копунига кура пружинани х м га чузувчи 
куч F=kx~, Агар х=0,01м ва /М Н  эканлигини \исобга 
олсак, у холда k=F/x=\/0,01 =  100 келиб чикади.

Демак, /^ЮОх экан. Бажарилган иш (1) формулага

A -  Jl00x££e =  5 (b r |Г = 0 ,0 8 ( с )

булади.

4.2. Инерция моментини аник, интеграл 
ёрдамида хисоблаш

ХОУ текислигида массалари ту, т„ булган
Л (*ь  pi(x2, p l(xn, У,<) моддий нукгалар сис­
темаси берилган булсин. Механикадан маълумки, мод­
дий нукгалар системасининг О нукгага нисбатан инер­
ция моменти:

J0= t (х'+ у- =Z г'т' ’ (2)

бу ерда, г: 2 + * 2



Фараз киламиз, эгри чизик моддий чизикдан ибо- 
рат булиб, у y= f (х) тенглама билан берилган булсин ва 
fа, Ь\ кесмада /  (х) узлуксиз функция булсин. Эгри чи­
зикнинг чизикли зичлиги у га тенг булсин. Бу чизикни 
узунликлари Д S\,AS2,...,ASn булган п та булакка
буламиз, бунда AS, -  ^А х ;  +AyJ , уларнинг массалари
Am\—yAS\, Am2=yAS2,...,Amn̂ yAS„ булсин. Ёйнинг \ар 
бир кисмида абсниссаси ^  ва ординатаси 
булган нукталар оламиз. Ёйнинг 0 нуктага нисбатан 
инерция моменти:

(3)

булади. Агар y=J[x) функция ва унинг хосиласи/(х) уз­
луксиз булса, у холда Дх,—>0 да.(З) йигинди лимитга эга 
ва бу лимит моддий- чизикнинг инерция моментини 
ифодалайди:

J0= /](x2+ f 2(x))Jl + f2\x)dx . (4)
а

1. Узунлиги / булган ингичка бир жинсли таёкчанинг 
(стерженнинг) охирги учига нисбатан инерция моменти.

Таёкчани ОХ ук кесмаси билан устма-уст жойлаш- 
тирамиз 0<х</

Ах I, ---------------- 1-------1---------- \
О х  х

106- раем

Бу холда AS,=AXj, Ат,=уАх„ г} -х }  булади. (4) фор­
мула куйидаги куринишни олади:

1 ъ = г \ х гах=у1— . (5)
о

Агар таёкчанинг массаси М берилган булса, у холда 
у - М/I  ва (5) формула куйидаги куринишда булади:

J 0c^ M l 2. (6)

2. Радиуси г булган айлананинг марказга нисбатан 
инерция моменти.

Айлананинг барча нукгалари унинг марказидан бир 
хил масофада булгани ва массаси т=2пгу булгани учун 
айлананинг инерция моменти куйидагича булади:

Уо= 'иг2=у2я/-/г =27гг3у (7)
3. Радиуси R булган бир жинсли доиранинг марка- 

зига нисбатан инерция моменти.
Доирани п та халкаларга ажратамиз (107-расм). S- 

доира юзи бирлигининг массаси булсин. Битта халкани 
олиб караймиз.

107-расм.

By халканинг ички радиуси г„ ташки радиуси г(+Лг, 
булсин. Бу халканинг массаси Ат^Ы-кпАг- га тенг 
булади. Бу массанинг марказга нисбатан инерция мо­
менти (7) формулага мувофик такрибан куйидагига 
тенг булади:

{AJv)f£2nriArirf=?>2Krr,Ari.
Бугун доиранинг инерция моменти:

Л  ~ У" 52лг 3 Аг, ■

Д/7->0 да лимитга утиб, дойра юзининг марказга 
нисбатан инерция моментини хосил киламиз:

-К
2

J0 = 82к jV 'dr = 7rd'~ (8)

420 421



Агар доиранинг массаси М берилган булса, у холда сирт

зичлиж 5 ё = — -г булади. Бу кийматни (8) га куйсак: 
n R 2

л  =
MR1

(9)

Эслатма. Асос радиуси R ва массаси М  булган дои- 
равий цилиндрнинг Укка нисбатан инерция моменти 
(9) формула билан аникланади.

4.3. Огирлик марказининг координаталарини 
Хисоблаш

ХОУ текислигида массалари т\, mi,..., т„ булган 
Р\{хU J>l), Pi(x2, Уг), ~, Р[(хП, Уп) моддий нукгалар сис­
темаси берилган булсин.

х:т1 ва y,m s купайтмалар т, массанинг Ох ва Оу 
укдарига нисбатан статистик моментлари, деб аталади.

Берилган системанинг огирлик марказининг коорди­
наталарини х. ва у с билан белгилайлик. У холда меха­
ника курсидан маълумки, моддий системанинг огирлик 
маркази куйидаги формулалар оркали аникланади:

х.т, + х ,т ,  + ... + х_тпхе -  1— - ----------”
rn, + т~, + ... + т .

1ит.

V  у,т,
У М + у2щ + . . .  + уят„ ___

/я, +от2 + ... + т„

(10)

(И)

1. Текис чизикнинг огарлик маркази. Тенгламаси 
у - f ix ) ,  a<x<b булган моддий чизик; берилган булсин.

Бу моддий чизикнинг чизикли зичлиги, яъни ЧИ­
ЗИКНИНГ узунлик бирлигининг массаси у булсин. Чи­

зикни узунликлари Asj,Aj2.-.-Asw булган я та булакларга 
уламиз. д ар  бир булакнинг массаси узунлигининг чи- 

зикли зичлиги купайтмасига тенг: Am, =yAsi . Ёйнинг
Хар бир As, булагида абсциссаси ^  б\тган ихтиёрий 
нукта оламиз. Aiap (]) на (2) формулаларга х, лар

Урнига ларни, /я, лар урнига у As' л эн и ва у> лар

УРни,а / ( £ , )  ларни кУйсак, ёйнинг окирлик маркази
координагалари учун такрибий форму.'иарни хосил 
Киламиз:

X «  ______ „ ~ '=1
V" ~ А

2 > ,
<=1 .,=1

Агар у  = f  (х) узлуксиз ва узлуксиз лиффсренци- 
алланувчи функция булса, у холда хар бир касрнинг 
сурал и ва махражидаги йигиндилар maxAj,->0 булганда 
мос интеграл йикиндиларнинг лимитига интилади. Щу 
сабабли лимитда ёйнинг огирлик марказк координата­
лари учуй куйидаги формулаларга эга булачиз:

Ь h

\xds JxJV-ь f ' 2 (x)dx
( Г )

У с

jds \ J ] + f 2(7)dx
а о

Ь b _
Jf(x)ds j f ( x ) j l7 f% x )d x

£___________ а
Ь Ь ~
Jds J f t + f ' 2(x)dx

(2’)

Мисол. Ох Укидан юкорида жойлашган х2 + у 2 — аг 
ярим айлананинг огирлик марказини топинг.



Агар доиранинг массаси М берилган булса, у холда сирт 
Мзичлит 5 5= булади. Бу кийматни (8) га куй сак: 

л-/?2
r MR1

(9)

Эслатма. Асос радиуси R ва массаси М булган дои- 
равий цилиндрнинг укка нисбатан инерция момснти 
(9) формула билан аникданади.

4.3. Огарлик марказининг координаталарини
Хисоблаш

ХОУ текислигида массалари т\, m2,..., т„ булган 
Л (*ь Уд, Р\(х2, Уз), - , Р\(хп, у„) моддий нукталар сис­
темаси берилган булсин.

ximl ва у,т 1 купайтмалар т, массанинг Ох ва Оу
укдарига нисбатан статистик моментлари, деб аталади.

Берилган системанинг огирлик марказининг коорди­
наталарини хс ва у с билан белгилайлик. У холда меха­
ника курсидан маълумки, моддий системанинг огирлик 
маркази куйидаги формулалар оркали аннкданади:

У,=

У \х,т,= х,ггц+х2т2+... + хятп _ ~ ____

2 > ,

± У П
1-1_________

п

2 > ,

т, + т., +. ..-т-т„

У М + у2т2 +... + у„тп 
w, + т1+ ... + тп

( 10)

( И )

1. Текис чизикнинг огирлик маркази. Тенгламаси 
у -  f ix ) ,  a<x<b  булган моддий чизик берилган булсин.

Бу моддий чизикнинг чизикди зичлиги, яъни чи­
зикнинг узунлик бирлигининг массаси у булсин. Чи-

зикни узунликлари Asi,bs2,...,/\s„ булган п та булакларга 
буламиз. Хар бир булакнинг массаси узунлигининг чи- 
зик-пи зичлиги кунайтмасига генг: Am, -  /As,. Ёйнинг
хар бир ASi булагида абсциссаси булган ихтиёрий 
нукга оламиз. Агар (1) ва (2) формулаларга х, лар

урнига ларни, т, лар урнига уА$.' ларни ва у. лар
Урнига / ( £ , )  ларни куйсак, ёйнинг огирлик маркази
координаталари учун такрибий формулаларни хосил 
Киламиз:

----------- •

/=1 ,. I
Aiap у -  f i x )  узлуксиз ва узлуксиз дифференци­

алланувчи функция булса, у холда хар бир касрнинг 
сурати ва махражидаги йигиндилар maxA.s, >0 булганда 
мос интеграл йигиндилариинг лимитига интилади. Щу 
сабабли лимитда ёйнинг огирлик маркази координата­
лари учун куйидаги формулаларга эга буламиз:

П п
\xds jx^j\ + f ’2 (x)dx

Г — a __  — a_________С Ь 'ь _____ ' ’
\ds \ i \  + f a {x)dx
а о 

Ь Ь ______
\f(x)ds \ f ( x ) i \  + f ' 2 (x')dx
a _ a ______________

b "  h ___________ '

^ds J^/l r  f ' 2 (x)dx

( Г)

(2’)

Мисол. Ox укидан юкорида жойлашган x 7 + y2 -  a 7 
ярим айлананинг огирлик марказини топинг.



Ечиш. Берилган яримайлана Оу укка нисбатан симмет­
рия: булгани учун х с =0. Шунинг учун ординатасини 
Хисоблаймиз:

dy_ 
dx

ds-
'Jcr-X' . 1

} ^ 7 -  a

y.=-—
2. Текис

К З * - : 'a  -xr

j a 2
dx \d x

2a1 2 a
m  m  лп л

шаклнинг окирлик маркази. Фараз 
Килайлик, берилган coxa y = f i(x), y - f 2{x), x - a ,x  = b 
чизиклар билан чегараланган текис бир жинсли, яъни 
зичлиги узгармас 6 булган, модаий шакл булсин.

Бу шаклни х = а ,х - х л,,.- .;х -  х п = Ь туфи чи­
зиклар билан п та булакка буламиз. Хар бир 
булакнинг массаси унинг юзи билан 5 зичлиги 
купайтмасига тенг. Агар хар бир /-булакни асоси Дх(

ва баландлиги/ 2( £ ) - / ( £ ) ,  (бу ерда £  =

булган туф и тургбурчак билан алмаштирсак, хар бир 
булак массаси тахминан

( / = 1,2,
булади. Бу булакнинг огирлик маркази тахминан 
тутри гуртбурчакнинг марказида булади:

У холда берилган шаклнинг огирлик маркази тах­
минан куйидаги нуцтада булади:

Т , $ А Ж , ) - № , ) } ь х ,  
2 Ж « , ) - Л ( £ ) } ч  ’

т ^ ш .)

у ‘ * ’ ~  ~  I
Агар Дх, -> 0 да лимитга Утсак:

xc ~ h --------------------- ’ У ,= ~ г -----------------------
jI/2(*) -  f  (*)}& jlfiW - A (*)]&
a a

2
Мисол. у  —ax параболани x  — а туф и чизик, би­

лан кесиш натижасида хосил булган сегментнинг 
огирлик маркази координаталарини топинг.

Ечиш. / 2 (х )  =  л /ах , / ,  (х ) = ~ 4 а х  . У хол;ц
а

2 \x 4 ^ d x  2 ^ а 2 г Х  ,
х ,= —  = -  - а , У с-  °-

2 л /а—х „ - а  ■
3 1 32 ^Jaxdx

5-§. АНИК ИНТЕГРАЛНИ ТАКРИБИЙ 
ХИСОБЛАШ

Хар кандай узлуксиз функциянинг бошлангич 
функциясини чекли элементар функциялар ёрдамида 
ифодалаб булмайди. Шу сабабли бундай аник инте- 
фалларни Ньютон-Лейбниц формуласидан фойдаланиб 
хисоблаб булмайди. Бундай холларда такрибий 
Хисоблаш усулларидан фойдаланилади. Аник; интефал­
ни интефал йигиндиларнинг лимити сифатидаги 
таърифидан ва аник интефалнинг геомефик маъноси- 
дан келиб чиккан бир нечта усулни куриб утамиз.



5-1. Гурри туртбурчаклар усули

Фараз килайлик, у=Дх) фуНКцИЯ [а, Ь] кесмада узлук-

3 булсин. Ушбу ^J (x )d x  алик интеграции хисоблаш 
талаб килинган булсин. {а, Ь\ кссмани *, г, г 
х„~Ь нукгалар билан п та тенг кисмга буламиз.

X±f{x)

у« У) У2 У,- у, Уп1 У

0 а_Х ° * '  Хз Х'-1 * . ХП.! Хп X
108-рас м.

Хар бир булакнинг узунлиги: Дх =— — . ДХ) функ.

Уо У\ у? V  t n n Xl’- ’ к" иУКталардаги кийматини 
, l  A’ ' у,,-"г у" °РКЭЛИ белгилаймиз, яъни vn=f(x*\

1  ! УГ-f  W),..., « - /< * >  булсин. У Ь/ (Х0)’
■Уиидаги йигиндиларни тузамиз:

Уо Лх + y lAx + ... + yiAx + ... + yn ^ ~ f t у1&х
/•*!

У ^ + У 2̂ х  + ... + у 1Лх + ... + у яАх^ У 1Ах

тсград * Z « Z aPT  **Р бИ Р И /М  Фу™ и» ин- сград ииринли булади ва ш уии„ г у,|ун уларни

I f{x)dx  интефалнинг такрибий кийматлари сифатида 
Кабул килиш мумкин:

l f ( x ) d x * ~ a (уа +y t +Уг + +У' + _ + у^ ) = Ь - а ^  (
п

[ j( x)d x J ^ {y  +у2+...+У' +^ Уп) = Ь ; ; а ^  Q)
Я i=.t

Бу формулалар оркали хисоблаш усулини — туфи 
туртбурчаклар усули деб аташади.

Агар /  (х) мусбат ва усувчи функция булса, у холда 
(1) формула ички тУртбурчаклардан тузилган погонали 
шаклнинг юзини ифодалайди, (2) формула эса ташки 
тУртбурчаклардан тузилган погонали шаклнинг юзини 
ифодалайди.

Интефални тугри туртбурчаклар усули билан 
хисоблашда йул кУйилган хато п сони канча катта 
булса, шунча кичик булади. ТУфи туртбурчаклар фор-

(Ъ -а )2
муласининг абсолют хатоси М ,---------

4и
дан кагта эмас,

бу ерда, М\ — | / ’(x )| нинг | а, />] кссмадаги энг катга 
кийг^атидир.

5.2. Траиециялар усули 1 •

[а, Ь\ кесмани аввалги усулда булиб, Лх хусусий ин- 
тервалга мос келувчи y=f (х) чизикнинг хар бир ёйини 
бу ёйнинг четки нукталарини туташтирувчи ватар би­
лан алмаштирамиз. Бу геомегрик нукгаи назардан бе­
рилган эф и чизикди трапепиянинг юзини п та туфи 
чизикуги трапециялар юзларининг йигиндиси билан 
атмаштирилганини билдиради.

109-расм
Бундай шаклнинг юзи эфи чизикли фапециянинг 

юзини тутри тУртбурчаклардан тузилган погонали фи- 
гуранинг юзига Караганда анча аник ифодалаши гео- 
меф ик жихатдан равшандир.
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Бу трапециялардан биринчисининг юзи
2

иккинчисининг юзи 2jJ lZ 2 д,- ва хоказо, булгани са-
2

бабли

| / ( х ) Л » ( ^ А д х  + ̂ Дх + ....+ 2 к 1 А л х  +  . . .

+ - гу Ул-Лх) = Ах(— ^  — + JV, + ^ 3 

ва Ах = (Ь -а )/п  эканлигини эсласак,

, » 1 £ ( Д ± й + л + й + _ + ^ )  ,3,
и 2 

тенгликни \осил киламиз.
Бу формула билан хисоблаш ни трапециялар усули 

деймиз. п сони канча катта булса ва демак, /\к=(Ь -а)/п 
Кадам канча кичик булса, (3) такрибий тенгликнинг 
унг томонида ёзилган йигинди шунча катга аниклик 
билан инте!рал кийматини,беради. Трапециялар фор-

муласининг абсолют хатоси М, — дан катга эмас,
2 12и

бу ерда М7 - | / " ( х ) |  нинг \а. b] кесмадаги энг капа 
Кийматидир.

I)
\ f ( x )d x

5.3. Параболалар (Симпсон) усу;ш

[а, Ь\ кесмани п=2т та жуфт микдордаги тенг 
Кисмларга буламиз. [х0, * || ва [jq, х21 кесмаларга мос ва 
берилган y=f (х) эф и  чизик билан чегараланган эф и 
чизикчи траиециянинг юзини Mo(xq, j 0). У\)>
Mjixj, у2) учта нуктадан утувчи ва симмегрия уки ОУ 
УККа параллел булган иккинчи даражали парабола би­
лан чегараланган эгри чизикли трапециянинг юзи би­
лан алмаштирамиз.

428

110-расм.
Бундай эф и  чизикли трапеция параболик трапеция 

дейилади. Уки ОУ укка паралел булган параболанинг
тенгламаси у  = А х1 + Вх +С  куринишда булади. А, В. 
С коэффициентлар параболанинг берилган уч нукта 
оркали угиш шартидан бир кийматли равишда 
аникланади. Шунга ухшаш параболаларни кесмалар- 
нинг бошка жуфтлари учун хам ясаймиз. Шундай ясал- 
ган параболик трапециялар юзаларининг йигиндиси 
интефалнинг такрибий кийматини беради.

Дастлаб битта параболик трапециянинг юзини
Хисоблаймиз.

Лемма. Агар эгри чизикли трапеция у= Л х +Вх+С 
парабола, ОХ ук ва оралики 2h га тенг булган 2та орди­
ната укига параллел тУфи чизиклар билан чегараланган 
булса, у холда унинг юзи 

И
S  = - 0 ' o + 4 .Vi + У2)

га тенг.
Исботи.

(4 )
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А, В, С коэффициентлар куйидаги тенгламалардан 
аникданади:

г2агар х0 = h булса, у холда 

агарх, = 0 булса, у холда 

агар х2 = h булса, у холда

_у0 — Ah  — Bh 4 С

Ух = С  (5)
у, = Ah1 4- Bh 4- С

(5) тенгламалар системасидан:

■/? = -  2^1 + ^ Х  С = У], В = ~ - (у 2 -  у0)
булади. Энди параболик трапециянинг юзини аник ин­
тефал ёрдамида аникдайлик:

11 1 2 и
S -  \{Аг 4-5х+ Q &  = (Л* + 5 - 4 - Сх)£„= - (2ЛЯ 4-6Q;

- a j  2  3

Лекин 24/? +6С=у0 4-4у, 4-у, . Демак, SW?'3(у0 +4v, 4-у2) 
булади.

Бу леммадан фойдаланиб, куйидаги такрибий тенг- 
ликларни ёза оламиз:

п  ,
\ f ( x ) d x  *  -„-О0 4- 4 ^  4 у2)

*0
ч
\f(*)dx  ~ — ( j 2 + 4у3 + у л)

} / (x)dx  * ^ (y 2m_2 4- 4у 3я_, + у 2т)

*2

х2т

х2т~2
Параболик трапецияларнинг юзаларини кушиб, из- 

ланаётган интефалнинг такрибий кийматини берувчи 
ифодани хосил киламиз:

ь
J / (x)dx И ^ (уп 4- ^у2т + 4(у, 4 Уз 4- ... 4- У2л(Ч)

(6)
+ 2(у24-у44-- + у,т_2)) 

бу ерда, h = ( h -  я )/2 /я .
Бу Симпсон формуласидир.

Агар Дх) функция [а, й| кесмада 4-тартибли узлук­
сиз хосилага эга булса, у холда Симпсон формуласи-

нинг абсолют хатоси М, ———- яан катта булмайди,
4 2880и4

бунда М4 — l / (sl(x)[ нинг [а, Ь\ кесмадаги энг катта
Кийматидир.

Мисол. Ушбу j - l
dx

14-х
интеграл такрибий

Хисоблансин.
Ечиш. Аввал берилган интефалнинг аник Кий­

матини Ньютон-Лейбниц формуласи буйича хисоблаб 
одайлик:

1 j
J=  f------= In |1+ х  |!о=1п2* 0,69315.

о  ̂ х
[0, 1] кесмани 10 та тенг булакка буламиз: Дх=0, 1. 
Куйидаги жадвални гузамиз:

i 0 1 2 3 4 • 5
xi 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
yi 1 0,90909 0,83333 0.76923 0.71429 0,66667
i 0 6 7 8 9 10
xi 0 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
yi 1 0,62500 0.58824 0,55556 0,52632 0,5

Аввал туфи туртбурчаклар усулини кУллаб, (1) 
формула буйича: J»0,1(1+0,909094-0,833334-0,76923+ 
+0,71429+0,66667+0,6254-0,58824+0,555564-0,52632)=0,1 ■ 
•7,18773=0,71877 натижага ва (2) формула буйича: 
J*0,1(0,90909+0,83333+0,76923+0,71429+0,66667+0,625+ 
+0,58824+0,55556+0,52632+0,5)=0,1*6,68773=0,66877. 
натижага келамиз.

Энди, й^л куйилган хатони бахолаймиз:

Д * ) = г ^ - ,  / ,Ю = - 7 Г Ц г14-Х О+Х)



[0,1] кесмада j / ,(jc)|^l- Шунинг учун М\=\. У холда

олинган натижанинг хатоси М. ——-— -  -  0,025 катта-
‘ 4 п 40

ликдан ортмайди:
|0,69315-0,668771=0,02438<0,025.

Агар трапециялар усулини кулласак. куйидаги на-? 
тижани оламиз:

J  » 0,1(1 - ° -  + 0,90909+ 0,83333+... + 0,52632) = 0.69377. 

У холда йул куйилган хатолик куйидагича бахоланади:

f { x ) - ------ — ■у, /Ч * )  = — — т-
J (1 + х)2 (1 + х)3

[0,1] кесмада ! / ”(x)j < 2 . Демак, М2=2.
У \олда олинган натижанинг хатоси

М , = — 2—  = - L  *0,001667
- 12м 12-100 600 

катталикдан ортик, булмайди.
|0,69315-0,69377|=0,00062<0,001667.

Энди, Симпсон формуласидан фойдаланамиз:
b — а 1

n~2m—\Q, — =- - булганда (6) формула буйича 
Ъп 30

куйидаги натижани оламиз:
J»l/30( 1 +0,5+4(0.90909+0,76923+0,66667+0,58824+

+0,52632)+2*(0,83333+0,71429+0,625+0,55556))=
=1/30*(1,5+4*3,45955+2*2,72818)=0,693146

Олинган натижанинг хатосини бахолайлик:

/ 5(х) = - ^ г Г, / 1!|( х ) = -
0 + * )  (1 + JC)6 Х> f \ x ) =  24

(1 + х )5
[0,1] кесмада | / (5)(лг)| <24. Шунинг учун, МА=24.

— » 0,000008 
2880-10000

У холда йул кУйилган хатолик 

— 2 1
4 2880 104 

катталикдан ортик, булмайди.
(0,69315-0,693146|=0,000004<0,000008.

Учала натижани аник, кий мат билан таккослаганда 
Симпсон формуласи к,олган иккита формуладан анча 
аник экан, деган хулосага келиш мумкин.
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12-БОБ.
КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ХИСОБИ
1-§. БОШЛАНГИЧ ТУШУНЧАЛАР

“ Футпщиягаг шу~жумлщган, т?уп уэтарувчили^унк^ 
цияга 5-бобнинг 1-§ ила таъриф берган эдик.

Бу бобда биз куп узгарувчили функциянинг диффе­
ренциал хисобини куриш билан шугулланамиз. Асосий 
маълумоглар икки узгарувчининг функцияси учун бе- 
рилади. Уларни узгарувчилари сони иккидан катта 
булган хол учун бевосита айний равишда утказиш 
КИйин эмас.

Куп \олатларда бирор микдор бошка бир нечта эркин 
узгарувчи ларга боглик булади. Масатан, учбурчакнинг 
юзи S  унинг асоси а ва баландлигй И нинг к^йматларига 
боглик, яъни.

S = l-a h .
2

Тугри бурчакли параллслепипеднинг хажми V бир- 
бирига боглик булмаган кирраларнинг функциясидир: 

V-abc.
Электр токи ажратадиган иссикдик микдори Q 

кучланиш Е, ток кучи /  ва вакт t нинг функциясидир: 
Q=0,2AJet.

Бирор жиемнинг физик холатини Ургансак, унинг 
нуктадан нуктага утиш жараёнида айрим хусусиятлари- 
ни узгариши кузати!л мумкин. Булар масалан: зичлиги, 
харорати, электр потенциали ва \.к. лар. Бошцача 
Килиб айтганда, бу микдорлар нуктанинг, яъни унинг 
x ,y ,z  координаташрининг функцияси булади. Агар 
жиемнинг физик холати вакп' утиши билан узгарса, бу 
эркин Узгарувчиларга t вак^ .\ам кУшилади. Бу х°лда 
биз туртта эркин узгарувчининг функциясини кузатаёт- 
ган буламиз.
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Иккита эркин х ,у  узгарувчиларнинг /  функцияси­
ни символик тарзда

2 = / { X ,у )  
куринишда ёзиш кабул кдлинган.

Куп узгарувчининг функциялари худди бир 
узгарувчининг функциялари каби • аналитик усулда, 
яъни формулалар ёрдамида, жадвал усулда ва график 
усулда берилиши мумкин. Масалан:

2 3 + У)z  — х  - х у  + у  ; z = — ---- —.
х  + у

Функциянинг жадвач куриниши физика, механика, 
тиббиёт ва техниканинг тажриба утказиш билан боглик, 
булган £арча йуналишларида кенг ишлатилади.

Функциянинг геометрик тасвири унинг фафиги 
дейилади. Масатан, икки Узгарувчининг функцияси 
фафиги уч улчовли фазода сиртни ифодалайди. 3- 
бобнинг 3-§ ида курилган 2-тартибли сиртлар: сфера, 
эллипсоид, эллиптик параболоид ва гиперболик пара- 
болоидлар мос равишда

z 2 X*
:+ y‘ +z*=r% ' j  + p - + j -  = Uz= — ;+ ~ =

2 X- у" Z~ X- у  X" у~
, T + iV + - T = l,z = —-+— ,Z = — — 
а b с 2р 2q 2р 2q

функцияларнинг фафигига мисол була олади.
Эркли х ,у  узгарувчиларнинг /  функцияси маъно-

сини сакдовчи кийматлари жуфтликларининг туплами
/  функциянинг аиик^аниш сохаси булади. ХОУ коор-
динаталар текислигида бу тупламлар бирор текис
сохани ифодалайди. MacaiaH, z = -y/l -  х2 -  у 2 функ­
циянинг ани^чаниш сохаси илдиз остидаги ифодага 
манфий булмаган киймат берувчи (х ,у )  жуфтликлар 
туплами: jc? + j 2 <1 дойра булади ёки z - \r \{х + у) 
функциянинг аникданиш сохаси: у> —х ,  яъни у  ~ —х  
туфи чизикнинг тепасидаги яримтекислик булади.
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Эслатма. Эрюш узгарувчилари сони учтадан ошик 
булган функциянинг аникданиш сохасини хам, фафи- 
гини хам фазода ифодалаб булмайди. Уларни биз абст­
ракт маънода тушунамиз.

Энди, Rj текислигига цайтсак. Бу текисликда бирор 
• U o^o) нУКТа берилган булсин.

Куйидаги

(*~*о)2 + (>'->'о)2 < я  ( а  > 0 ) 
|енгсизликни каноатлантирувчи (х. у) нукгалар туп-
ламини маркази {хй,у 0) нукгада булган а радиусли 
очик дойра деймиз.

|* - * о |< « .  \У -У0\<Ь (а ,Ь > 0), (1)
тенгсизликларни каноатлантирувчи (х,у) нукгалар 
тупламини очик туртбурчак, деб атаймиз.

Aiap (1) да а - b  булса, унинг маркази (х0,у 0) 
нуктада булган очик квадрат деймиз.

Маркази (х0,^0) нукгада, радиуси е > 0 булган хар 
Кандай очик Дойра ёки томони 2с булган хар кандай 
квадрат (х0,у 0) нуктанинг гг-атрофи дейилади.

Агар
(* . .* )  > (х2,у2), {х3,у3), ... 

нукгалар кетма-кетлиги берилган булса, узгарувчи (х ,,ук) 
нукта шу кетма-кетлик буйлаб узгаради деймиз.

Агар k->cc да (x,,>-J узгарувчи нукгалар орасидаги 
масофа нолга интилса, яъни к -> оо да

уЦхк ~ х 0У + (ук ~У0У ->0 (2)
булса, {(х,,Л )} кетма-кетлик ёки узгарувчи (xf у . )
нукга к -> со да (х0,>-0) нукгага интилади деймиз.

Буни
{хк’Ук)~*{хо,Уо) ( к —ю о) 

куринишда ёзамиз.

Т а б и и ^  ( j )  муносабат

<3)
<2'  м УНосабатни ян а 6а* аРИ™“1ига тенг куч л и 

сон топи ,, а к Т м ' " ' Р' С> ° 7 "  ШГ аЙ "
м ар к ази  „  ч W ЛаР УЧУ"  н т о а
да  Gynajji, 0 Д3 ган а радиусли очик лоира ичи-

сон топила„, Ихтиерий е> о учун шундай N
Вадики, барча А-___ t \

маркази U  ч > N  Лар (**’* )  ”****
' булади °’У° ' Ла ***** 2с томонли очик квадратда 

Бу тушУнамиз.
учун Шундай бирлаштириб, хар кандай е> 0

( х к, у к ) / °пИладики, барча к > N  лар учун
дейищ мумкин  ̂ Нуктанинг атрофида булади

2-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЛИМИТИ

^ам ^  1 к‘и'1айлик, (х0)уо) нуктанинг узида булмаса

^ C S p S S ’^ *  ани|^ а™ '  Z =

Кандай f a ’J'o) нуцтага интилувчи хар
Хк ’У ;•) Кетма~кетлик учун

А хк,Ук) = А (1)

булса, У̂ у°
(х  у) '̂ 0Л ^ с°н z — /(х,_у) функциянинг 

Лц~  ̂ ^аги лимити дейилади.
'̂Та-кп'нА ^  1 ИЛИда хам таъриф бериш мумкин. 

сон Ъопщсаки ^  ^  ^ан(̂ а“ е > О сон учун шундай S>0

у1(?~~*о)2 + (у — >*о)2 <2)
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тенгсизликни к,аноатлантирувчи барча (х, у) лар учун
\ f ( x , y ) - A \< e  (3)

муносабат уринли булса, А сон Z = / ( х ,  v) функциянинг 
(х, у )  —> (х0, у ()) даги лимити дейилади.

Уз навбатида бу икки таъриф куйидаги таърифга 
эквивалент: А сон z= f(x ,y )  функциянинг

Даги лимити дейилади, агар ихтиёрий 

£>0 сон учун (х0,_у0) нуктанинг шундай <5-атрофи 

мавжуд булсаки, бу атрофнинг (jc0 , )  Дан бошка 
барча нукгалари учун (3) тенгсизлик Уринли булса.

Фараз килайлик, сд=(а)х,о)у} узунлиги (|й|2 еох2+ш2=1) 
бир булган вскгор ва t>0 — бирор ек&шр булсин. Куйидаги 

(х0 + ta>x, у 0 +ta>y) (t>0) 
нукгалар (x0,yQ) дан со вектор йуналишида чиккан 
нурни \осил килади.

Хар бир & учун с узгарувчининг
/ ( х 0 +Ю)л, у 0 +tcoJ) (0<t< S)

функциясини куриш мумкин, бу ерда ^-етарлича ки­
чик сон.

Агар
lim / \ Х0 +Ш х,у 0 +Шу) 
/> 0

лимит мавжуд булса, уни /  функциянинг (xq, ^ )
нукгадаги ы йуналиш буйича лимити деймиз.

1 -мисол.

f t  \ * ' + /Я х , у )  = —  -—
X + у

функция текисликнинг (0,0) нукгасидан бошка барча

нукталарида аникчанган. х ? <(х2+у2У2 ва y*<[x2+y2>f 2 
булгани учун

Z ,

булади. Шу сабабли агар х-^О ,^ —>0 булса, f ( x , y )  —>0 
булади, яъни

lim —-  = 0 .
х" + у  ^->о *

2-мисол.

<Р(х,у) — —j  ~y  
х + у

функция текисликнинг (0,0) нуктасидан бошка барча 
нукталарида аникданган.

Узгармас к  сон учун у  = кх тугри чизиклар.буйлаб

1 - к 2
1 + к 7

Бу ердан куринадики, к нинг хар хил кийматлари 
учун функциянинг (0,0) нукгадаги \ар хил йуналишлар 
буйича лимитлари хар хил.

хъу
3-мисол. j \ x , y ) = —~.-----г- функциянинг у  = кх тугри

X + у
чизиклар буйлаб (0,0) нукгадаги лимити нолга тенг: 

агар х —> 0 булса, /(х ,  Ах) = — ^

<p(x,kx) = -t 12

хА + к2 х2 х2 +к2 
Лекин бу функция (0,0) нуктада лимитга эга эмас, 

чунки у  = х 2 десак:



f ( x , x 2) = X 1 , ,  2л 1—  -г— ва lim  / ( .х,х  ) =  — .
х4 4 х 4 2 *-*° 2

Функциянинг х ,у ~ *  оо даги лимити тушунчасини 
хам киритса булади: чар кандай е > О сон учун шундай 
N>0 сон топилсаки, jxj > N ,Lyj > N  тенгсизликларни 
к я ноатля нт и рувч и бяпча х .у  лар учун /  функция 
аникланган булиб,

\ f ( x , y ) - A \ < e
тенгсизлик уринли булса, А сон /  функциянинг 
х ,у  —> со даги лимити дейилади ва куйидагича ёзилади:

Urn f ( x , y )  = А .
х  >сО,_у—>сО

Агар /  функция (х0,у 0) нукганинг узида булмаса 
*ам, унинг бирор атрофида аникланган булса ва *ар 
кандай N>0 сон учун шундай 8 > 0 сон топилсаки, 
(х0,у0) нуктанинг <5-атрофидаги барча ( х ,у )  лар учун

\ f f r y p N
булса, у холда

lim f ( x , y )  ~ со
*->х0 ,у-*у0

деймиз.
Куйидаги муносабатлар уринли:
lim |f{x,y)+g{x,y^=  lim f(x ,y )±  lim g(x,y),(4)

x->v0^v0
lim [({х,у)-фс,у)] = lim f(x,y)- lim gfay), (5)

.T > xQ . y ^ v Q X >x0 ^ 0  X~*x 0 ' y '* y 0

агар lim g (x ,y )* 0  булса,
>vn

lim

lim f ( x , y )  
f i x, у ) _  *-*o->-yo

lim g{x,y)
i-*XQjM>yQ

(6)

Бу муносабатлар x ,y  —» оо да \ам уринли.
Бир узгарувчили функциянинг лимити \ак,идаги 

барча теоремалар (5-боб, 2.2-§ га каранг) куп 
узгарувчининг функцияси учун \ам уринли.

3-§. УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР

Бизга (х0,^ 0) нукгада ва унинг бирор атрофида 
аникланган г ~  f i x , у )  функция берилган булсин.

Агар х ва у  лар мос равишда Дх ва Ду орггир- 
малар олса, у \олда куйидаги айирмани

Аг = / ( х0 4  А х,у0 4 Ду) -  f ( x 0,y 0)
z -  / ( * ,  у )  функциянинг (х0, у 0) нукгадаги тула ор- 
ттирмаси деймиз. -> .

Агар (х0,у0) нуктада
lim Az = О

Дх—>0

Ду—>0 (  1 )

булса, z = f(x ,y )  функция (д̂ ,,у0) нукгада узлуксиз 
дейилади. ( 1 )  ни яна куйидагича ёзса булади:

lim [ / ( х 0 4  Ах, _у0 4  Ду) -  / ( х 0 ,^ 0)]=  О
Лг->0,Ду->0

ёки
lim' f i x , у )  -  / ( х 0,у0) . ( 1 ’ )

х >х0 . г -> у О
2-§ даги (4)-(6) муносабатлардан бевосита куйидаги 

георема келиб чикади.
1-теорема. (х0,у а) нуктада узлуксиз булган f  ва g  

Функцияларнинг йитндиси, айирмаси, купайтмаси ва 
агаР g(x0,_y0) ф 0 булса, булиимаси хам шу нуктада уз­
луксиз булади.

Бу теоремадан х ва у ларнинг хар кандай куп\ади 
текисликнинг ихтиёрий нукгасида узлуксиз эканлиги 
келиб чикади.
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(X, у) нинг куп\адлари нисбати P/Q (х , у) нинг ра­
ционал функцияси дейилади. Р/Q  рационал функция Q 
(х, у )-0  буладиган нукгалардан бошка барча
нукгаларда узлуксиз булади.

Куйидаги теорема мураккаб функциянинг узлуксиз
булишлик шартини беради:

2-теорема. f ( x , y , z )  функция Rj арифметик фазо­

нинг ( x G, y Q, z Q) нуктасида (x7y ,z )  нукталар буйича

х  = (р (и ,9 ), у  = у/{и,Э ) , 
функциялар R2 арифметик фазонинг (и0, i90) нуктасида

(и, $ )  нукталар буйича узлуксиз булсин. Агар
х0 =<р(и0,9 0) ,  У0 =Ч'(и0А ) ’ 2 о ~%(и0,30)

булса, у \олда
F (u ,9 )= f[ (p {u ,9 \ у/(и ,9), /(« ,,9)1

функция (м0,«90) нуктада (и,9) лар буйича узлуксиз 

булади.Теореманинг исботи (1) муносабатдан келиб чикади: 
lim  F(u, i9) =  lim 9),уАц<8),х{и, ,?)]=

цАи,Э)->У̂

z(u,&)->Z0

= f ( x 0 ,y 0,z0)  = f\(p{u0,90), y/(u0, 90), %(u0,90)] = F(u0,90).
3-теорема. (x0, y 0) нуктада узлуксиз ва шу нуктада

нолга тенг булмаган z = / ( х ,  у) фушция (х0, у 0) нукта­

нинг бирор атрофида /  (х0, у0) нинг ишорасини саклайди.
Бу теореманинг исботи 5-бобнинг 2.2-§ даги 3-

теореманинг исботидек бажарилади.
4-§. ХУСУСИЙ ОРГГИРМАЛАР ВА ХОСИЛАЛАР

Эркпи у  узгарувчини узгаргирмай, х га ДХ оттирма 
берсак, берилган z  — f ( x , y ) функциянинг олган 

A ,z = f ( x  + A x , y ) - f ( x ,y )  
орпирмасини унинг х буйича хусусий оргтирмаси, деб 
атаймиз. Худди шунингдек, агар х ни узгартирмай у  га 
д у  ортгирма берсак, натижада функциянинг олган 

A yz — f  (х ,у  + Ay) -  f  (х ,у )  
орттирмаси унинг у  буйича хусусий орттирмаси, дей­
илади.

Аввалги лараграфда киритилган туда ортгирмани 
хусусий орггирмалар оркали куйидагича ифодаласа 
булади:

Az = / ( х  + А х,у  + Ay) -  f { x ,y  + Ay) + f ( x , y  + Ау) -
-  f ( x , y )  = A j ( x , y  + Ay) + A , f{ x ,y ) .

Бу тенгликдан куринадики, умуман Az = Axz + Ayz 

булавермайди. Масалан, z ~ х 'у  функция учун :

Д xz  = (х + Ах)2 у  -  х 2у  = (2хДх + Ах2 )у ,

A vz -  х 2(у  + А у ) - х 2у  -  х ?А у ,

Az -  (х + Дх)2(_у + Ау) -  х 7у  = (2хАх + Ах2 )у  +

(х2 + 2хАх + Ах2)А.у * Akz  + A z .
Агар

Ах->0 Дх Лд-»0 ДХ
лимит мавжуд булса, уни z = f ( x , y )  функциянинг
(х ,у )  нукгадаги х буйича хусусий хосиласи, деб атаб, 

dz d f
z куринишда белгилаймиз.

дх дх



Айнан шундек, агар

|im V  = Ни /(Ц.У+йУ)-Л*.У)
&у-*0 Ду д>->0 Ду

лимит мавжуд булса, уни z = f ( x , y ) функциянинг 
(*>>0 нуктадаги J  буйича хусусий хосиласи, деб

атаб. z • г' dz d f
куринишда белгилаймиз.

ду ду

Хусусий орттирмаларнинг таърифидан z x хусусий 
хосилани у -const деб килинган фаразда функциядан

х буйича олинган оддий хосила, 2у хусусий хосилани 
х = const деб килинган фаразда функциядан у  буйича 
олинган оддий хосила, деб тушуниш кераклиги келиб 
чикади. . -• „

Бундан хусусий хосилаларни хисоблаш коидалари 
бир Узгарувчининг функциясини дифференциаллаш 
коидалари билан бир хил булиши келиб чикади.

I -мисол. z  — х~ cos(xy) функциянинг хусусий ХОСИ- 

лаларини хисобланг.
Ечиш. zx = 2х cos(x^) -  х 2 у  sin(xy), zy = - х 3 sin(x>>).

_ у dz dz2-мисол. z — x . — , — тонилсин. 
дх ду

Ечиш. ~  = у х у~1, ~ - : Ху \пх . 
дх ду

Эслатма. Эркли Узгарувчилари сони иккитадан 
ouihk булган функциялар учун хам хусусий хосилалар 
айнан шундай киритилади.

Ъ-мисол. и -  х 2 + у 1 -  z tl .
Ечиш.

ди ди ди з
у - S w

ди „ , 
— = ~3zt . 

dt

5-§. ТУЛА ДИФФЕРЕНЦИАЛ ВА УНИНГ 
ТАКРИБИЙ ХИСОБЛАРДА К.УЛЛАНИШИ

Бизга бирор (х, у) нукгада узлуксиз хусусий хосила- 
лари мавжуд булган z = f i x ,  у )  функция берилган бул­
син. Бу функциянинг тула орпирмасини унинг хусусий 
хосилапари оркали ифодалаймиз. Маълумки,

Az = \ / { х  + Ах, у  + Ау) -  f i x , у  + Ау)\ +

+ [/(*,>•+ л>0-/(х, >0]-
Квадрат ка вс лар ичида1 и ифодаларга Лагранж тео­

ремасини кулласак:
d f{x ,y )

(1)

f ( x , y  + A y ) - f ( x ,y )  = Ay
ду

d f(x ,y  + Ay)
дхf ( x  + Дх ,у  + Ау) -  / {х ,у  + Ау) = Дх-

бу ерда у  е  (.У, у  + Ду) ва х  е  (х, х  + Дх). 
(2) ва (3) ларни (1) га куйсак:

дх ду

(2)

(3)

(4)

Шартга кура хусусий хосилалар узлуксиз булгани учун 
d f( x ,y  + Ay) _ d f (х ,у)

’ ах " ’
lim

&х->0,А> ->0
(5)

lim,1г - >0 ,Лу-»0

ОХ

of'(x,j>) _  o f (х,у) 
ду ду

(6)

Агар Yi ва 72 лар Дх ва А у  ларга нисбатан чексиз ки­
чик микюрлар булса, у холда (5), (6) ларни куйидагича 
ёзса булади:

of (х, у  + Ay) df (х, у)
дх дх

d f jx ,y ) _ d fjx ,y )  
ду ду

■ + Ур

+ Y 2

(50

(6')
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У \олда (4) куйидаги куринишни олади:

дх ду
Тенгликнинг унг томонидаги охирги иккита

КУшилувчилар йикиндиси Дг = -JАх2 + Ау 2 га нисба­
тан юкори тартибли чексиз кичик микдор, чунки

АН
< 1 ва шартга кУра yi ва уг лар чексиз ки-

чйк микдорлар булгани учун

^  о.
Аг Аг Аг ьг-*о

Шу сабабли биринчи иккита кушилувчининг 
йигиндиси Унг томоннинг /S.X ва А у  ларга нисбатан
чизикли кисми булади. Ai’ap f x( x ,y ) * 0 , f . ( x ,y ) * 0
булса, бу икки кУшилувчи тУла орттирманинг асосий 
кисми булади.

Таъриф. Тула орттирмаси бирор (х, у ) нуктада Л х 
ва Л у  ларга нисбатан чизикли ифода ва Аг га нисбатан 
юкори тартибли чексиз кичик мщдорлар йитндиси 
куринишида ифодаланадиган хар цандай z - f ( x , y )  
функция шу нуктада дифференциалланувчи ва бу ифода- 
нинг асосий кисми функциянинг тула дифференциали, деб 
аталади. Тула дифференциал dz ёки (if куринишда 
белгиланади.

Демак, агар z = f ( x , y ) функция берилган нукгада 
узлуксиз хусусий хреилаларга эга булса, у шу нуктада 
дифференциалланувчи булиб, унинг тула дифференциали

=  L  (*> У )Д *  +  f y 0 , > ’)4 У
булар экан.

У холда (7) ни
Az = dz + y xAx + y 2Ay 

куринишда ёки такрибан
Az *  dz  (8)

деб ёзиш мумкин.

Бир Узгарувчининг функциясида Дх ни dx  га ал­
маштириш мумкин эканлиги курилган эди. Худди шун- 
дек, бу ерда хам Дх ва Ду ларни мос равишда dx ва 
dv  ларга алмаштирамиз:

dz = f x(x, y)dx  + f \ (x, y ) d y .

Aiap функция бирор (x ,y ) нукгада дифференциал­
ланувчи булса, у холда (7) дан унинг шу нуктада узлук­
сиз эканлиги келиб чикади. Лекин акси хамиша тугри 
булавермайди.

[-мисол. z = \x\<iy +1) функция (0,0) нукгада узлук-

dz
сиз, лекин унинг бу нукгада —- хусусий хосиласи

дх
мавжуд эмас, яъни бу функция (0,0) нуктада диффе­
ренциалланувчи эмас.

Бир узгарувчининг функцияси бирор нуктада 
дифференциалланувчи булиши учун унинг шу 
нукгада хосиласи мавжуд булиши зарур ва етарли 
булса, куп узгарувчиларнинг функцияси учун бу 
етарли эмас.

Теорема. Функция бирор нуктада дифференциалланувчи 
булиши учун унинг шу нуктада хусусий хреилалари мавжуд 
булиши зарур ва агар бу хусусий хреилалар узлуксиз булса 
етарли щмдир.

Исботи. Теореманинг биринчи кисми куйидагича 
исбог килинади:

Aiap /функция бирор {х,у)  нукгада дифференци­
алланувчи булса, у холда таърифга кура унинг тула ор­
ттирмаси куйидагича ифодаланади:

Az = ААх + ВАу + о (А г). (9)
Агар бу тенгликда Ау -  0 десак:

Axz = ААх + о(Ах) 
тенглик хосил булади. Буни ДХ га булиб лимитга 
Утсак:
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1- Д г2А = lim
л*-»о Ах

Dz
дх

муносабатга келамиз. Айнан шундек мулохаза билан 

п &В = —  эканлигига ишонч хосил киламиз. 
ду

2-мисол. Координаталар гекисликларида нолга тенг 
ва Л3 нинг бошк;а нукталарида 1 га тенг булган функ­
циянинг координаталар бошида нолга тенг булган ху­
сусий х,осилалари мавжуд булса хам бу функция (0.0.0) 
нукгада узулишга эга ва шу сабабли бу нукгада диффе­
ренциалланувчи эмас. Демак, хусусий хосилаларнинг 
мавжудлиги функциянинг дифференциалланувчилиги 
ва хатто узлуксизлиги учун етарли эмас экан.

Агар /  функция бирор (х ,^) нукгада дифференци­
алланувчи булса, у холда (8) муносабат уринли булади. 
Уни куйидагича ёзиб оламиз:

Az *  f 'x (х, y)dx  + f y (х, y)dy

ёки
f { x  + Ах, у  + A y)*  f ( x ,  у) + df{X-yl  dx + У) d y . (  10)

cbc dy
(8) ва (10) ларнинг такрибий хисобларга кУлланишини

курайлик.
Масала. Улчамлари: ички цилиндр радиуси R , ички 

цилиндр баландлиги Н вз девор к;алинлиги к булган 
айланма цилиндрни тайёрлаш учун 
Канча хом ашё кетишини аникланг.

Ечиш. 1) Анин, ечими. Суралган хажм 
<9 ташки цилиндр хажмидан ички ци­
линдр хажмини айирмасига тенг. Ташки 
цилиндрнинг радиуси R+k, баландлиги 
Н+к булгани учун 

12' раСМ 9  = n (R  + k ) 2(H  + k ) -K R 2H

1

ш
9  = 7i(lRJIk + R 2k + H k2 + 2 R k 2 + к ъ). (11)

2) Такрибий ечими. Ички цилиндр хажмини /  ле- 
сак, /= яЯ 2Я  , яъни R ва Н узгарувчиларнинг функция- 
сига эга буламиз. Агар R ва Н га бир хил к орттирма 
берсак, функция киймати суралган хажмга тенг булган 
орттирма олади: 9  = AJ .

У холда (10) га асосан

3

булади. Лекин

= 2n R H ,

dR

df_
дН

дН

= ttR \  AR = AIf = kdR
булгани учун

Э * Tt{2RHk+ R 2k) (12)
булади. Агар (11) ва (12) ларни солиштирсак, улар 
jyHic +2Rlc ~ку) микдорга фарк. килишини кУриш мумкин.

Бу фарк ракамларда кандай акс этишини кУриш 
учун R= 4 см, //=20 см, Аг=0,1 см булсин, деб фараз 
Килайлик.

(1П га асосан
,9 = 42-4-20-0.1+42-0.14 20-0,12 +2-4-0,12 +0,13) - 17,881л-. 

(12) га асосан эса
9  »  к{2 • 4 • 20 - 0,1 + 42 • 0,l)= 17,6тг 

Демак, такрибий хисоб учун ёзилган (12) формула
0,3л дан кичик хатолик билан натижа берар экан. Бу

хатолик йгсчам микяорининг 100• —У-—  % ини, яъни
17,881л-

2% идан кичик микдорини ташкил этади.
(8) га кура абсолют кийматлари буйича етарлича

кичик дх ва Ду лар учун функциянинг тула оргтирма-
сини тула дифференциалга такрибан алмаштириш мумкин:

Az — Дх-Ь— Ду. 
дх ду



Бундан

Микдорларнинг максимап абсолют хаголикларини 
мос равишда jA’xj, -А* у ва |A*zj билан белгиласак, 
охирги тенгсизликни куйидаг ича ёзиш мумкин:

I . I d f  I . I d f  I .. |
Z1 ' a ' xi ” эГ -H' <14>1 ' o x '  ' d y ' 1

Мисоллар.
1. Агар и = x + у  + z булса, у х;олда

j А * и\ -  |Д * xj + |Д * yj + |Д * z|.

2-Агар z = ху булса, jA*z| = !x|SA*>|+!_yjjA*xj булади. 

х
3. Агар z — — булса, у \олдп 

У '

N s | | M + | . M . (1 3 )

‘A* z| - ' Я
4. Тугри бурчаюги ЛВС учбурчакиинг катети 

b = 121,56м , бир бурчаги А = 25°21'40", бундан ташкари 
катетни аникдатдаги максимап абсолют хатолик 
|А * Ь\ = 0,05.м, А бурчакли аникдашдаги максимал абсо­
лют хатолик |Д*Л; = 12". Учбурчакиинг а катетини 
а -  btgA формула билан \исоблашда йул куйиладиган 
максимал абсолют хатоликни топинг.

Ечиш. (14) формулага биноан

|Д *а\ = |г#Л||Д *Ь\ + —- *  А\ ■

Агар тригонометрик функциялар жадвалидан фойдала­
ниб ва }Д*Л| = 12" ни радианларла ифодачаб, урнига 
куйсак:
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|Д * а\ = /g25°21'40’,0,05 + ---- -̂2Ь —------- =
1 1 5  cos2 25°2Г40" 206265 .

= 0,0237 + 0,0087 = 0,0324л*
Бирор микдорнинг Ах хатолигини бу микдорнинг 

та1фибий х киймати га булган нисбати шу микдорнинг 
нисбий хаголиги деб аталади. Агар бу хатоликни 8х

билан белгиласак, 8х = —  булади.
х

х микдорнинг максимач нисбий хатоли!и деб, мак­
симам абсолют хатолигини х нинг абсолют кийматига 
булган нисбатига айтамиз:

!а *.
* Ч Ш и г -I i

Аар (14) ни \z\ = \f(x ,y)\ га булсак:

!ЛЧы
д/ d f
дх |Д * х| + ду
f /

|Л*у|

(15)

(16)

лекин бу ерда
£  d f  

Шу сабабли (16) ни куйидагича ёзиш мумкин:

И 1z =
1 1пИ|Д!X + *у\- <17>

Бу тенгликнинг унг томонига (14) ни кУлласак:
|5 * zj = |Д * ln |/jj. (18)

(18) дан такрибий \исоблашларда кенг кулланачиган 
КУЙидаги коидалар келиб чикдаи:
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1. Агар Z — ху  булса, 2-мисолга кура
Ы |л*х| Ы|а * й  |а *х{ л*у| - . -

W = M  +  N  "  U f T T  =  ^ ^  +  W -
м  м  н  и
X

2. Z =  — булсин. У \олда 3-мисолга кура
У

|£ * z j = |£*х |+ |5*^.

4-мисол. Агар маятникнинг узунлиги / ,  огирлик 
кучининг тезланиши g  булса, маятникнинг тсбраниш

даври

Т = 2*1~ ь
формула буйича хисобланади. • ■.

Агар 7i«3,14 (0,005 аниклик билан), /  =  1м (0,01 м 

аникдик билан), g = 9 ,8  j / 2 (0,02 -м/2 аникдик би­

лан десак, бу формулада \исобланган натижада йул 
куйилган нисбий хатоликни топинг.

Ечиш. Бу хатоликни топиш учун (18) ни куллаймиз. 
Бунинг учун

In Г = 1п2 + 1п7Г f - l n / - -  ln e
2 2

ни хисоблаб оламиз.
Шартга кура Л*тг = 0,005,Д*/ = 0,ООЫ,Л*£ = 0,02-^/2 ■

Шунинг учун
=0,0076.

я  21 2g 3,14 2 2-9,8 
Дсмак, йул кУйилган максимал нисбий хатолик

5 * Т  = 0,0076 = 0,76%
экан.

6-§. МУРАККАБ ФУНКЦИЯНИНГ ХУСУСИЙ 
ХОСИЛАЛАРИ. ГУЛА ХОСИЛА. МУРАККАБ 
ФУНКЦИЯНИНГ ТУЛА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

Агар
z  = F(u,9)  ( 1)

тенгламада и  ва 9  лар эркли х  ва у  
узгарувчиларнинг функциялари булса,

и =  <р(х,у), 9 =  i/r(x,y), (2)
у холда (1) на ларнинг мураккаб функцияси булади. 
Уни ва лар оркали куйидагича ифодаласа хам булади:

2 = F(<p(x,y),t//(x, у ) ) . (3)
Фараз килайлик, , <р(х,у) ва у/(х,у) функциялар 

барча аргументлари буйича узлуксиз хосилаларга эга 
булсин. (3) дан фойдаланмасдан, (1) ва (2) тенгламалар 

dz dz
оркали —  , —  хусусий хосилаларни топайлик. дх ду

у  ни узгармас деб, х  га ДХ орттирма бсрайлик. У 
холда (2) га кура, и ва 9  лар хам А хи ,А х9  орггир- 

малар олади. (1) га асосан z  = F (u19 ) хам 5-§, (7)
формула оркали ифодаланувчи Az  орттирма олади:

8F(u,9) dF(u,i9)
Лг = — -----А,и + — — -^-Ах9  + у {Ахи + у 2Ах9 .

ди о9
Бу тенгликнинг хар бир хадини Л х  га буламиз:

Az _  d F  Ахи d F  А Я Д и
Ах ди Ах д З  Ах Ах

- + а.
Ах '

Агар д х ->0 булса, Дхи->0, Axi9-»0 ва а[->0, а?->0. 
Охирги тенгликда ДХ >0 булганда лимитга утамиз:

дх ди дх д9  дх (4)
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11 i if

ни

(5)

Энди, айнан шундск мулохаза юритиб ( х  
Узгармас деб, у га Лу орттирма берсак): 

d z  _  д ¥  ди  d F  d 3  
д у  ди  д у  д З  д у  

тснгликка эга буламиз.
Эслатма. Аргументлариинг саноги куп булганда хам 

хусусий хосилалар шунга ухшаш топилади.
Мисол: w=u2,9-t3 булиб, и=х- у \  Э=Х <- >>; 1=х + у  

булсин.
dw  дм> ди dw д З  dw dt 2 -> г---- = ----------+ ---------- .-+--------- = 2u3 + u 'y - 3 t  =
д х  ди д х  д З  дх dt дх

= 2(х -  у)ху  -  (х - у ) 2 у -  3(х + у )2,
дм>
д у

= 2ы .9(-1) -  и2х -  3/2 =

= -2 (х  -  у)ху -  (х - у ) 2х -  3(х + у )2.
Агар ( х , у . и, Э) функция берилган булиб, у, и,

S лар уз навбатида факат х  нинг функциялари булса, 
яъни y = f  (х ), и=<р{ х ), Э = ^ х ), у холда z факат битта 
х  узгарувчининг функцияси булиб к°лади ва ундан 
одций dz/dx хосилани топиш масапасини куйиш мум- 
кин. У холда

dz _ d F  д х  d F  д у  d F  ди d F  д З  
dx дх д х  д у  дх  ди дх д З  дх

dx , д у  dy о  убу ерда —  = 1,----= — ,—
dx д х  dx д х

du д З  d3— ,—  = —  эканлигини 
dx дх dx

эътиборга олсак, 
d z = dF_
dx д х  д у  dx  

Хосил булади. Бу хосилани тула хосила, деб атаймиз.

d F  dy d F  du d F  d 3
. _j---------------- ---- 1---------------------(-

d x  d y  d x  du dx d 3  dx
(6)

Мисол. z  = - /x 3 + у ; у  = sin 2 x .
Ечиш.

d z  3 x 7 d z  1 dy .  _•—  = —-j——— ;—  = — ; - - 2cos2x
dx 2у]хъ+ у 2yjx% + у  dx

У холда
dz 3x2 •2cos2x =

3x: +2cos2x
2 + sin2xdx 2 д/х1 + у  2 J x j +y 

булади.
Энди, (1) ва (2) тенгликлар билан аникданувчи му­

раккаб функциянинг тула дифференциалини топайлик. 
Бунинг учун (4) ва (5) ларни тула дифференциалнинг

dz = — dx + — dv (7)
дх ду

формуласига куйсак:
, , дЬ ди dF дЗ  . ,dz — j -------- + --------- I dx +

ди дх дЗ  дх
'  DF ди dF дЗ

d F fd u  
dz = —  — dx + 

д и \д х  дх
(8)

ди ду дЗ ду
Ифодаларда урин алмаштиришлар бажарсак:

дЗ , \  др (д и  дЗ ,И-----dy +— dx
I д й [д у  ду

Агар
ди . ди дЗ  дЗ , а
—  dx н----- dy = du , — dx+ - d y - d 9
дх ду дх ду

эканлигини эсласак, у холда (8) ни куйидагича ёзса 
булади:

еки

. dF . dF . _ dz = — du + -— d3  
du d3

dz . dzdz -  -—du н----- d 3 .
du d3

(9)

(10)
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Тула дифференциалнинг (7) ва (10) ифодаларини 
солиштирсак, уларнинг умумий куриниши бир хил 
эканлигига ишонч хосил кдламиз. Тула дифферсн- 
иалнинг бу хусусияти дифференциал куринишининг 
инвариантлиги, деб аталади.

7-§. ОШКОРМАС ФУНКЦИЯНИНГ 
ХОСИЛАСИ

Авиат битга эркли узгарувчининг ошкормас функ- 
циясидан хосила олишни куриб чи^амиз.

Теорема, х нинг узлуксиз функцияси
F { x ,у ) - 0 (1)

ошкормас тенглама билан берилган булсин. Агар (]) тенг- 
ламани к,аноатлантирадиган ( х , у ) ну^тани уз ичига ол­
ган бирор D сох,ада F ( х ,у ) ,  Fx'(x ,y ) , Fy'(x ,y )  лар уз­
луксиз булиб, Гу '(х , у )*0 булса, у холда

у [ = -
Kix^y) 
K ix  ,У )

(2)

булади.
Исбот. х нинг бирор кийматида Л[х,^)=0 булсин. 

х га Ах орттирма берсак, у А у ор'1Тирма олгщи. У 
холда (1) га асосан

F ( х +А х , у +А у )=0
булади.

/■ (x+A x,^+A ^)-F  ( х , у )=0 
айирмани хусусий хосилалар оркали ифодалаймиз:

Fix г Ах, у  + Ау) -  F ix  + у) -
d F  d F

—------Ах 4-------Ду + а. Ах + а,Ду -  0
д х  д  у

Бундан
S F 3 F
_ - Ах + —  Ау + а.Ах + а^Ау -  0 

д х  д у

Г
^осил булади. Буни иккала томонини Ах га булиб, 
д у у  /Ах ни топамиз:

Щ ,  dF
Ау _ д х Л g|
Ах d F  

ду
Агар Ах—>0 булганда лимитга утсак ва сц->0 ва 

а2->0, хамда dF/d уФ0 эканлигини хисобга олсак,
dF

dy _ дх  
dx dF

ду
булали.

(3)

Мисол.

Ух

X 2+cos (х + у  2)=0. У х=? 
2 x -sin (x  + y 2) 2х -  sin(x + у 2) 

2ysin(x + у 2)-2ysin (x  + y~)
Энли, икки аргументли ошкормас куринишда бе­

рилган F ( х ,у ,  z)=0 функциядан дг/дх ва д/./д у  хусу­
сий хосилаларни топамиз. дг/дх ни топиш пайтида у 
ни узгармас деб ва (3) формуладан фойдалансак, 

dz/dx =-Fx'/F/ 
булади. Айнан шупга ухшаш мулохазалар билан 

dz/d у  =-Fy'/Fz' 
формулани хосил киламиз.

Мисол.
ez+ х 2у +z+ 5=0. F ix ,у ,  z)~ez+ х 2у  +z+5 

Fx'=2x у ; Fy'= x  2; Fz'=<*+1.
Демак,

, 2ху х2
Z x = ~ e r + V  Z>=~eT + t '
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8-§. УРИНМА ТЕКИСЛИК. ДИФФЕРЕНЦИАЛ- 
НИНГ ГЕОМЕТРИК МАЪНОСИ

Фараз килайлик, S сирт текисликнинг бирор 
со\асида узлуксиз хусусий хосил ал арга эга булган

z ~ f(x ,y )
функциянинг геометрик акси булсин.

S  сиртга унинг бирор M 0(x0,y 0,z 0),z0 = f ( x 0,y 0) 
нуктасида утказилган уринма текислик деб, тенгламаси

' д£

куринишда булган //текисликка айтамиз, бу ерда, X, Y, Z

Z -r„  -

н уринма текислик дси, (сшлом^и

узгарувчи координаталар, j
, дх ду

/  функция хусу­

сий хосилаларининг Р0(х0,у-0) нукгадаги кийматлари.
Фараз килайлик, Р (х ,у ) 

текисликнинг берилган нук- 
тасига якин бирор нукта 
булсин. Р{х,у) нуктадан г 
укига параллел Утган тугри 
чизик И  текисликни Т нук­
тада, S  сиртни М нуктада 
кесади. М нуктанинг 
аппликатаси

Z = f ( x , y ) ,
Т нуктанинг аппликатаси эса 

z = / ( W o )  + ^  ( х - х 0) + \ ^  \ ( у - у 0У
,o x j0 '

М ва Т  нукгалар орасидаги масофа
(3)

булса, Р ва Р0 нукгалар орасидаги масофа

Р -  л !(х -х0У + ( у - у 0)2 .
Шартга кура /  функция (х0, у 0) нуктада узлуксиз 

хусусий хосилаларга эга булгани учун у шу нуктада 
диффсренциалланувчидир. Шунинг учун (3) нинг унг 
томони нолга р дан кура тезрок интилади, яъни

\МТ\ = о(р)-
1 р  ~>0

Бу хусусият факат уринма текислигига хос, чунки 
агар шу хусусиятга тенгламаси

Z - z 0 = a ( x - x Q) + b { y - y Q)
булган бошка П' текислик \ам эга булса, у холда р->0 
булганда

/ ( * . У) ~ А * о ,у 0) = а(х -  х0 )+  b(y -  у 0) + о(р) 
булади ва шу сабабли /  функция (х0. у 0) нуктада диф­
ференциалланувчи булиб.

« Л  Лж{ *
дх ду

булади, яъни П'=П булади.
Демак, S  сирт узининг {хй,у (), / ( х 0,у й)) нуктасида 

уринма текисликка эга булиши учун, /  функция Р0 
нуктада дифференциалланувчи булиши зарур ва етарли 
экан.

(2) нинг унг томони /  функциянинг Р0 нукгадаги 
дифференциали, чап томони эса П уринма текислик­
нинг аппликатасининг орттирмасидир.

Демак, /  функциянинг (х0.^0) нукгадаги ( х - ^ у - у ^  
орттирмаларга мос келувчи туда дифференциали гео­
метрик нукгаи назардан z = f ( x , y )  сиртга (x0, j 0)
нуктада утказилган уринма текислик аппликатасининг 
ортгирмасини берар экан.

Эслатма. Агар z = f ( x , y ) функциянинг (jc0, )
нуктада хусусий хосилалари мавжуд булса хам, лекин 
шу нуктада дифференциалланувчи булмаса, у холда (2)
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текисликни z = f ( x , y ) сиртга (х0, _у0) нукгада 
утказилган уринма текислик, деб атащцаи маъио йук, 
чунки р—>0 да f( x ,y ) -Z  айирма нолга р дан тезрок; ин- 
тилиайди. Масалан, х ва у  укларида нолга ва текис­
ликнинг бошк,а ну^галарида бирга тенг булган 
z = f { x , у) функция учун f x (0,0) = /;(0,0) = 0 ва шу са­
бабли (2) тенглама 1=0 булади, лекин х ва - у 
Укдаридан ташцаридаги барча (х,у) нуцталарда 
f ( x ,у ) - Z -  /(х ,у ) - 0  = 1-

Таъриф. Уринма текисликка уриниш нуктасида пер­
пендикуляр булган тугри чизик; нормал тугри чизик, дейи­
лади. Унинг тенламаси куйидагича булади: 

х - х 0 У-Ур  _ z ~ z 0

/x '(W o ) / j ! ( w 0) ~ 1 
Агар сиргнинг тенгламаси Е(х, >>, г)=0 ошкормас 

куринишда берилган булса, маълумки хусусий х;оси- 
лалар

'•  " Ы  F!(х „ у „ г ,) ' ’ ’ ” М  Р ,( \ ,у „ 2„) 
булиб, уринма текисликнинг тенгламаси куйидагича 
булади:

/? (W 0 ,z0) . К (х0,у0,г0)
z - z fl = - ( x - x о ) н 7 7 --------- (У~Уо)~ -

F (x 0,y 0,z0) F (x0,y0,z0)

(Z-Zo) f^xo,yo,zo)+(x-xo) Fj(xo,yo,zo)+0;->,o) ^ ( Jco>>'o^)=0 
ёки к,исКача

(■ *-*оЬ г x V +(z ~ zo ) ^ -  x  =0d x  о dy xo d z  ло
Нормал туфи чизик тенгламаси куйидагича булади:

х - х 0 _ У-Уо _ z - z 0
d F  , d F  | d F  |
d x  Цв d  у  % d z  Ц)

460

Мисол. х2+ —  + z2 = 1 айланма эллинсоидга шун-
2

дай уринма текислик угказилсинки, у x+y-z= 0 текис­
ликка параллел булсин.

Ечиш. д  F = 2хп,
dF

dy ,хо ’,J" d z  ,ло 
булгани сабабли уринма текислик M0(x0, у0, го) нуктага 

2хо(х-х0) -ьуоО'-Уо)+2го(г-го)=0 
булали. Унинг х+^-г=0 текисликка параллеллигидан 
фойдаланамиз:

2х±  _ у0 _ 2£о
1 1 -1  ‘

Бунгё Мо нуктанинг эллипсои;ща ётиш шарти 
JCq2+>'o2/2+Zo2=1 ни кушамиз ва биргаликда ечиб, 
М0а Ч 1/2,1, -1/2) ва Мо(2)(~1/2, -1,1/2) ларни топамиз. 
Бу нукгатарнинг координататрини уринма текислик 
тенгламасига куйиб, иккита тскисликни топамиз: 

x+y-Z=2 ва x+y-z=-2.

9-§. БИРЖИНСЛИ ФУНКЦИЯЛАР

Таъриф. Агар /  функциянинг хрр бир аргументини t га 
купайтирганда /  функция ft купайтувчига эга булиб 
Колса, яъни

f(tx ,ty ,tz) -  t k f( x ,y ,z )  (1)
булса, бирор D сохада аникланган f  (х, у, z) функция 
к — даражали биржинсли функция дейилади.

Мисоллар:
1. Зх2 -  2ху + 5у 2 иккинчи даражали биржинсли 

купхапдир, чунки
3(сс)2 -  2(tx)(ty) + б ^ ) 2 = 3f V  - 2гху +

+ 5t 2y 2 -  г  (Зх2 -  2ху + 5у 2)
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х + у х— •In иккинчи даражали биржинсли
х~ У  У 

функциядир. Хаки катан

(йс)
tx-ty ty х - у  у  j

Биржинслилик курсаткичи к бутун сон булиши 
шарт эмас, у ихтиёрий хакикий сон булиши мумкин.

У У3. х'7 -sin— +у* -cos— функция л-даражали бир-
X X

ЖИНСЛИ функция. Буни тскширишни укувчининг уЗИГЗ 
>;а вол а киламиз.

Фараз килайлик, бизга А-даражали биржинсли 
f ( x , y , z ) функция берилган булсин. У холда (1) тенг­

лик уринли булади. Агар бу тениш кда/ -  — десак:
х

у  Z _

ёки бундан

/ 1  1 1/  - х , —  у ~ - г
\Х  Х X

= 1 -М f( x ,y ,z )  = ^ k- f(x ,y ,z )

f ( x , y , z )  = x K -Л  1 ,- ,  - (2)

келиб чикади. (2) тенглик к -даражали биржинсли 
f(x,y,z) функциянинг умумий куриниши, деб аталади.

Биржинслилик курсаткичи к — 0, яъни f ( x , y . z )  
функция 0-даражали биржинсли функция булса, у холда 
уни соддагина кил и б биржинсли функция, деб атаймиз.

Демак, биржинсли функция учун

f ( tx , ty , t z ) = f ( x , у , z) = /  1, ” , -  
V х х

муносабат Уринли булар экан.

(3)

Энди фараз килайлик, к -даражали биржинсли 
f ( x , y , z )  функция очик D сохада барча аргументлари 
буйича узлуксиз хусусий хосилаларга эга булсин. D 
сохадан ихтиёрий равишда бирор (jc0,^ 0,z 0) нукта 
танласак, (1) га асосан хар кандай / > 0 учун 

/ (tx0,ty0,tz0) — / f ( x 0,y 0,z 0) 
тенглик Уринли булади.

Бу тенгликни / буйича дифференциалласак (тенг- 
ликнинг чап томони мураккаб функцияни дифферен- 
циаллаш коидаси буйича, унг томони эса даражали 
функцияни дифференциаллаш формуласига кура бажа- 
р и лад и.):

f х (tx0,ty0,tz0) • х0 + fy  (tx0,ty0,tzn) ■ у,0 +

+ ./Г (tx0,ty0,tz0) -z n — kt ■ f ( x Q,y 0, z0).
Amp бу ерда, t = 1 десак, куйидаги формулага келамиз: 

f X (А"о » .УО ’ 20 ) ' *0 f у (X0,y {),Z0) ■ у 0 +

fz  (Х0 ’ У0 ’ “0 ) ' 20 ~ к •_/(хп, у 0, Zq ).
Дсмак, D  соханинг ихтиёрий (x ,y ,z ) нукгаси учун 

f x'(x , у , z) ■ х + f v'( x ,y ,  z) ■ у  +

+ f : ' ( x ,y , z ) - z  = k - f ( x , y , z )  
тенглик уринли экан. Бу тенгликни Эйлер формуласи, 
деб аташади.

Биз хозир бу тенгликни ихтиёрий барча аргументлари 
буйича узлуксиз хусусий хосилаларга эга булган к - 
даражали биржинсли f ( x , y , z )  функция каноатланги- 
ришини курсатдик. Тескарисини, яъни (4) Эйлер форму­
ласини каноатлантирувчи хусусий хосилалари билан уз­
луксиз булган хар кандай функция А:-даражали бир­
жинсли функция булиши зарурлигини курсатиш мумкин.

Ю-§. Ю ^ОРИ ТАРТИБЛИ ХОСИЛАЛАР ВА
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ДИФФЕРЕНЦИЛЛЛАР

10.1. Юк,ори тартибли хосилалар

Агар z -  f( x ,y )  функция1 бирор очик D сохада ар- 
[■умснтларининг бирортаси буйича хусусий хосилага эга 
булса, у хосила уз навбатида яна уша узгарувчиларниш 
функцияси булиб, шу узгарувчилар буйича хусусий 
Хосилага эга булиши мумкин. Бу хосилалар 
z  -  f ( x , y ) функция учун иккинчи тартибли хусусий 
Хосилалар булади.

Агар биринчи хосила, масалан, х буйича олинган 
булса, у холДа ундан х ,у  лар буйича олинган 
Хосилалар куйидагича белгиланади:

Айрим холларда иккинчи хосилалар учун
v - ( v ) / .  v = k V

белгилашлар хам ишлатилади.
Агар биринчи хосила у  буйича олинган булса, у 

Холда иккинчи хосилалар куйидагича белгиланади: 
d 2z д ( д гл|_  „ d 2z _ д ( d z '  
дудх д х ^ д у )  ух ду2 ду ^ду  

Учинчи, туртинчи ва Х-К. юкори тартибли хосилалар 
айнан шундай киритилади.

Хар хил узгарувчилар буйича олинган юкори тартибли
d 2z  d 3z дгг

дхду ’ дудх ’ дх 2ду ' дх ду2 
хусусий хосилалар аралаш хосилалар дейилади.

1 Биз бу ерда \ам тушуниш осон булиши учун икки эркли узгарувчи
булган \ол билан чегараланамиз.

1 -мисол. z - х  у ' . Учинчи тартибгача барча хусу­
сий хосилаларни топинг.

Ечиш. zx’- 4 x }y '\ z j '= \2 c y \ гГ}"=\2сУ, z j" = 2 b y \  

zXXJ",= 36x2y 2, z ^ " '= 3 6 x 2y 2, z ^ '" = 2 4  x 3y ,  
z /= 3x4y 2, zja"=\2x3y 2, z„ "= 6 x 4y ,  V " = 3 6 ^ V ,  

z ja,/"= 2 4 x 3y ,  zyyx"'= 24x2y , z m "'=  6x4.
X

2-мисол. z = arctg — . Иккинчи тартибгача барча xy- 
У

сусий хосилаларни хисобланг.
dz у dz хЕчиш
дх х 2 + у 2 ' ду х 2 + у 2 ’

2 хуd 2z
= - (

r d z '| д 2 z
= - (

'  dz'] а ‘
= - (

дх \<дх) дхду ду 1J h ) - дх2 5x1У + у г )

У
дхду ду^х2+_у

(Уг _ д 
дудх дх 

d-z _ д _  
ду1 ду

2 2 х + у

у Х2 +У 2;

10.2. Аралаш хосилалар хакидаги теорема

Юкоридаги иккала мисолда хам айрим аралаш 
Хосилалар Узаро тенг эканлигини кузатган эдик. Лекин 
бундан хар доим шундай будаверади, дейиш хато 
бУлади. Бунга мисол сифатида

? 9
- ~ У~

~ к + у гТ 
2 2 х - у

(х7 + y 2J  

2ху 

~ ( x 2+/ f

X2 + >-2 > 0 лар учун f ( x , у) = ху —— - - , /(0,0) = 0
x ‘ +j/

Функцияни курайлик.
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d f
—  = У дх £ r * L + .

\S  + y 2
(x2+y2 >0 лар учун) ва

4 х 1 у 2 

(х2 + у 2)2 

/Д 0 ,0 )  = 0.
Агар х га HOJ1 киймат берсак, у нинг ихтиёрий 

киймати учун f x'(fi,y) = —у  булади. Буни у  буйича 

дифференциалласак /„ " ( 0 ,у )  = -1 га эга буламиз. Ху­

сусан (0,0) нуктада \ам / х>."(0,0) = -1 булади.

Айна!- шуцдск мулох,азалар билан /^"(0 ,0) = 1 
эканлигиг; ИШонч хосил килиш кийин эмас.

Демак. берилган функция учун /^"(0 ,0) *  / >т"(0,0)

Исботи. Хакикатан ихтиёрий Дх.Ду орттирмалар

экан.
Аралащ ^осилаларнинг тенглйги хакидаги фикрлар- 

ни Эйлер ца Клеронинг1 ишларида \ам учратиш мум­
кин, лекин бунинг катьий исботини 1873 йилда 
Шварц2 берган.

Куйидаги теорема аралаш хусусий хосилаларииж 
тенг булиш щартларини беради.

Теорба. Агар: ]) f(x ,y )  функция бирор очщ D

сощда анщланган; 2) шу сощда биринчи / ,  ва f у , иккин­
чи аралащ у ' ва j '  хусусий х,осилаларга эга ва них,оят 3) 

fxy ва / я хусусий хреилалар х ,у  ларнинг функцияси си- 

фатида [) соннинг бирор (ха,у 0) нуктасида узлуксиз 
булса, у  if,.ida шу нуктада

булади.
1*у(х О’Уо) = / ' ( х 0, у 0) (1)

2 ^ ЛСКСрС ^>°Д Клеро (1713-1765) — буюк фаранг математиги.
- Карл 1 сРчан Армандуа Шварц (1 8 4 3 . 1 9 2 1 ) -  олмон математиги.

учун
А,[А ,/(х0, У0) \  = Ах 1 /(х0, у0 + ЛУ) -  / ( х 0, у0)] =

= [ / ‘(■*0 + А х,^ + Ау) -  / ( х 0 + Аг, >/„)]- 
[/(х0 > Уо + А)’) _ / ( хо > >’о)] “ [ / (хо + Ах,Уо + Ау)- <2> 
- / ( W o  4- Ay)]- | / ( х 0+Ах,у0) - / ( х 0,у0)]--- 
= Ay[f(x0 + Ах, у0) -  / ( х 0, у0)] = А ,[Лх/ ( х 0, у0)} 
Ёрдамчи

<р{х, у  0) = f ( x , y 0 + Ay) -  / ( х ,  >>0) 
функцияни киритайлик. Умумийликни бузмаган холда 
Ах > 0 Л^б, бу функцияга (х0,х0 + Ах) оралик учун Ла­
гранж теоремасини кулласак (теореманинг 1-шартига 
кура, / х хусусий хосила мавжуд булгани учун бунга 
Хаккимиз бор):

А, [А ,,/(х0 ,>>„)] = Ахф(х0 ,у 0) = <р(х0 + Ах, у0) -

~<Р(х0,у 0) = <р'(х0 +6Ax,y0)-A x=  • (3)

Ах • [Л(х0 + #Дх,у0 + Ду) -  /Д х 0 + в&х,у0) \  
бу ерда 0 < в  < 1.

Энди, теореманинг 2-шартига кура f xv хусусий
хосила мавжуд булгани учун охирги тенгликка яна Ла- 
фанж теоремасини куллаш мумкин. У холда:

А, [А ,/(х 0, у 0)] = Дх • Ду ■ f ’v  (х0 + О&х, у 0 + 0, Ду), (4) 
бу ерда 0 < 0, < 1 .

Теореманинг 3-шаргига кура / \  аралаш хосила (х0,у0) 
нукгада узлуксиз булгани учун (4) ни куиидап-гча ёзамиз:

Ад [д,/(*0,у 0)]= Дх • Ду • [/д^(х0,у 0) + е] , (5)
бУ ерда Ах,Ду->0 булганда е->0 булади.

(5) да Дх, Ду ->0 булганда лимитга угсак:



(6)АДД /(x 0,^0)J
lira ------■*— --------- = /„ { х ^ У ъ ) .

АхАу
Айнан шундек мулохазалар билан

V'(x0,y )  = f ( x 0 + A x , y ) - f ( x 0,y )  
ёрдамчи функцияни куллаган холда

ДДДЛ/ ( * 0»Л>)] л
lim -А— ------------- = / , , ( W o )

^;>о АхАу
муносабатга келамиз.

У холда (2) тснгликка асосан (6) ва (7) лардан (1) 
келиб чик;ади.

1-эслатма. Индукция усули ёрдамида бу теоремани 
факат дифференциаллаш тартиби билангина фарк; 
Кидали ган исгалган тартибли аралаш хусусий хосилаларга

•(7)

i - A 1 д ' d f _ д
.дх. j- дх [ ду дх дх [сЪс ру  J

J j L
дуд2.х

8 \[ _ = д \ д  
д2хду ду [ дх\

2-эслатма. Ю кори даги мисолда курилган функция 
учун теореманинг шарти бажарилмаялти, чунки функ­
циянинг аралаш хосилалари (0,0) нукгада узлуксиз 
эмас. Шу сабабли бу функциянинг аралаш хусусий 
Хосилалари тенг эмас.

10.3. Юкори тартибли дифференциаллар

Бирор D  сохада 1-тартибли узлуксиз хусусий
Хосилаларга эга булган z -  f ( x ,  у) функция берилган
булсин. У холда унинг тула дифференциали деб,

dz dz 
d z -  - dx л - - а\/ 

дх ду
ифодага айтган эдик. Бундан куринадики, dz хам х ,у  
ларнинг функцияси булади. Агар /  иккинчи тартибли уз­
луксиз хусусий хосилаларга эга булса, dz биринчи таргиб- 
ли узлуксиз хусусий хосилаларга эга булади. Шу сабабли

унинг тула дифференциали d(dz) тугрисида гапириш 
мумкин. Уни /  нинг иккинчи тартибли тула дифферен­
циали деб, d 2z куринишда белгилаймиз. Демак, .

d 2z = d{dz) = di ^ d x  + ̂ d y  j  -  d^Q r f x  +

^ d y J ^ d x -
spyj &

~ z r  dy \dx + dxdy j

f  d 2z d 2z Л  d2z 2 d2z , d 2z , 2+ — — dx + — -dy \dy = — -rdx + 2 ------dxdy +— r-dy ■
dy2 ' )  dx2 dxdy " dy2

Айнан шундек, иккинчи тартибли дифференциалнинг 
дифференциалини учинчи таргибли дифференциал, деб
атаб, ctz  куринишда белгилаймиз ва х  к. (и- l)  -.таргиб­
ли дифференциалнинг тула дифференциалини п -гар- 
тибли дифференциал деб, d"z куринишда белгилаймиз.

п -тартибли дифференциал мавжуд булиши учун /  
п -тартибгача барча узлуксиз хусусий хосилаларга эга 
булиши зарур. Кейинги тартибли дифференциалларни 
ёзиш кадам сайин огарлашиб боради. Бу ишни енгил- 
лаштириш максадида куйидагича иш тутилади:

Биринчи дифференциалда Z ни шартли равишда 
кавс ташкарисига чикарамиз

дdz =! — - dx + — dy I • z ■
dy j

Агар иккинчи тартибли дифференциалда хам z  ни 
шартли равишда кавс ташкарисига чикарсак,

д2 ^  т д2 д* л  1— -dx  + 2----- -f— -dy
dx~ dxdy dy'

Кавс ичидаги ифода худди биринчи дифференциалдаги 
Кавс ичидаги ифоданинг квадратига ухшайди. Агар (8) 
даги кавс ичидаги ифодани шартли равишда

d 2z = (8)
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д л 8 *  — ах н------а у
йх ду

га тенг деб олсак, у холда

d 2z — ( ^-dx + -  dy ' ■z
\дх ду )

ни хосил киламиз.
Айнан шундск, индукция усулини куллаб, ихтйёрий 

п учун шартли
V

•z (9)d ”z = [ — dx + — dy 
чдх ду

тенгликка келамиз.
Агар берилган z - f ( x , y )  функция «-тартибгача 

барча узлуксиз хусусий хосилалар га эга будса, у холда
(9) га бином формуласини кУллаб, куйидаги куринишга 
келиш мумкин:

d nz = V  Сп/  — д- — dx" 'dy' ■ z = У с ; - '  -  d- Z— dx'^dy' ■ 
tT  дх"'ду' t f  дх п-ду'

Энди агар, z = f i x , у) мураккаб функция булса, яъни 
бу ерда,

X = (p{tv t2) ,  у  = ц /(^ ,1 2)  
булса, у х°лда биринчи дифференциал уз куринишини 
сакдаса хам иккинчи дифференциал уз куринишини 
сакдамаслиги мумкин, чунки энди dx,dy лар узгармас 
булмаслиги мумкин.

Берилган функциянинг иккинчи дифференциалини 
Хисоблайлик: 

dz
d 2z  =

дх
ydx-vd

'd z \

)
dy+ d~-d(dx) + Ц- ■ d(dy) = 

дх ду

д_
ду

= 1 —  dx+ — dy I -z + —  -d2x + —  -d 2y.

(Ю)

дх ду

(10) тенгликдан хам куринадики, умуман айтганда, 
тартиби бирдан юкори булгаи дифференциаллар учун 
ин вариантлик  хусусияти Уринли эмас экан.

Агар хусусан х ,у  лар /,,Г2 ларнинг чизикди функ-
ц и ялари  булса, яъни

х = а,/, + b}t2 , y  = a2t t ±b2t2
булса, у холда

d x - a xdtx + b,dt2 =а,А/, +6, А/,,
dy -  a2dt, + b2dt2 = a,At, +b2At2, 

яъни dx,dy лар tx, t2 ларга 6оелик> эмас. Бундан, агар 
эркли х,у  Узгарувчиларни /,,/2 ларнинг чизикди ифо- 
далари билан алмаштирилса, барча юкрри тартибли 
дифферешГиаллар куриниши инвариант булиши келиб
чикади.

10.5. Тейлор формуласи

Фараз килайлик, z ■ - f i x ,  у) функция бирор (х0,у0) 
нукта атрофида п -тартибгача барча узлуксиз хусусий 
Хосидаларга эга булсин. х 0 ва у 0 ларга шундай Ах ва 
Ау орггирмалар берайликки, (Д^,у0) ва (^ +At,>;,-t /V) 
нукгаларни бирлаштирувчи тутри чизик кесмаси ( х0,у 0) 
нуктанинг каралаётган атрофидан ташцарига чикиб кет- 
масин. Бу кесма тенгламаси куйидагича:

Т . х = х0 + /Л г , y  = y 0 +tAy ( 0 < /< 1 )
булади. У холда z -  f i x , у ) функция бу кесма буйлаб 
битта / узгарувчининг функцияси булиб колади:

f i x ,  у) = / ( х 0 + /Ах, у 0 + tAy) = F (t). (11)
Бундан

¥ ( x 0,y0) = f ( x 0 + At,Уо + Ay) - / (x 0, y0) = F(l) -  F(0). (12) 
F i t ) нинг fo=0 нукга атрофида Маклорен форму­

ласи буйича ёйилмасидан фойдаланамиз:



F(t) = F(0) + --(0)/+ . ..+ — 9 Г ' +— M f  ( о < 0 < t) .
1! (л-l)! ri.

Агар бу ерда t = 1 десак,

Aft W o ) = f'(l)- Я0) = + ~ П]- - 0 < ^ < r ,  (13)
Й  £! ri

тенгликка эга буламиз.
(11) тенгликдан фойдаланиб, F ( t)  функциянинг 

\осила:1арипи хисоблайлик:
F(?) _ df(x0 +tAx,y0+t\y) ^   ̂df(x0 +tAx,y0 + гАу) д 

Эх Эу ^
Агар бу ерда t =0 десак,

F (0 ) - — s — 4 l+ —
булади. Айнан шундек,

F"(0) -  -Ах2+ 2 .  АхАу +
йг

F"<0, = d-f<M ,y t ) ,  .... f"-"(0) = <(~y(w ,). 
Буларни (13) га куйсак,

A /(W o ); + ■■■ + д.
(и-1)! (14)

+ ,dn/{ х а+вАх,уй \

га эга буламиз.
(14) формула z — f (х, у) функция учун Тейлор 

формуласи деб аталади. Унинг хусусий хосилалар 
буйича ифодаси анча мураккаб. Хусусий п= 1 ва п =2 
булган хол л ар учун бу формула куйидагича куринишда 
булади:
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Я х,у)= Д ха,уа) Л {Х̂ Х- - Х̂ +в^ _ У ^ _ {х_Хп) + 
дх

. 3/(х0 + д(х -  х0 ) ,у 0 + в ( у  -  у 0 ) ) ,

+ ------------------* ------------------ ь - у л '

/(*, у) = /(!„, й ) + - ^ )  + (
дх ду

д2/ ( х 0+ в(х -х  о), >-0 + ^ - У о )) 
ас2

(х -х 0)2 +

53Л х0 + 0(х- х0),у0 + 0(у - у 0)), ч2
+-------------- 1р---------------- (У-У")

11-§. ЮКСАКЛИК СИРТЛАРИ

(15)

Бизга /?з фазонинг бирор D  сохасида аникданган 
u - f ( x , y , z )  (1)

функция берилган булсин. Бунда D  сохада скаляр 
майдон берилган дейилади. Агар масалан, и бу ерда 
M (x,y,z)  нуктанинг хароратини билдирса, хзрорат- 
ларнинг скаляр майдони; агар D бирор газ ёки 
суюкдик билан тулдирилган булиб, и унинг босимини 
билдирса, босимларнинг скаляр майдони берилган 
дейилади ва \. к.

Бирор Узгармас с сон учун D соханинг
f(x ,y ,z )  = c (2)

тенгликни к,аноатлантирадиган нукгалари туплами /?3 
да бирор сиртни беради. Агар с га бошк;а кий мат бер- 
сак, бошк,а сирт хосил булади. с га хар хил цийматлар 
бериш натижасида хосил булациган бундай сиртларни 
юксаклик сиртлари, деб аташади.

1 -мисол. Берилган
х 2 у 1 Z 2 

и = —  +  —  +  —
4 9 16

скаляр майдон учун юксаклик сиртлари яримукдари 
мос равишда 24 с , 34с , а4с булган
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'

.г2 у 2 z 2—  + — + — = с
4 9 16 

эллипсоидлар булади.
Агар /  х  , у  нинг функцияси булса, у холда

и - f i x ,  у )
скаляр майдоннинг юксаклик сиртлари Оху координа­
талар текислигидаги

Д х ,у )  = с
чизикпардан иборат булади. Шунинг учун бундай холда 
уларни юксаклик чизиклари, деб атаймиз.

2-мисол. Берилган
Z -1  - х 2 -  у 2

скаляр майдоннинг юксаклик чизиклари тенгламалари
1 - х 2 - у 2 = с

булган чизиклардан иборат булади. Булар маълумки, 
маркази координаталар бошида булган 4 \- с  радиусли 
концентрик айланалардир. Хусусан, с=0 булганда 
х 2 + у 2 = 1 айлана хосил булади.

12-§. ЙУНАЛИШ БУЙИЧА ХОСИЛАЛАР

Фараз килайлик, а> = («эг,а>,) ихтиёрий бирлик век­
тор булсин. У холда 2-§ да берилган йуналиш буйича 
лимитнинг таърифига асосан, /  функциянинг (х ,у )  
нукгадаги СО йуналиш буйича хосиласи деб, 

f(x+ta>x,y  + ta>y) -  f ( x , у) _ d f
t do)

лимитга (агар у мавжуд булса) айтамиз. Агар t мусбат 
кийматлар кабул килиб, нолга интилса, уни /  функ­
циянинг t буйича t=  0 нукгадаги унг хосиласи деб, 
агар t манфий кийматлар кабул килиб, нолга интилса, 
уни /  функциянинг t буйича /=  0 нуктадаги чап 
Хосиласи деб атаймиз.

lim/•■>0 (3)

Айтиш жоизки, /  функциядан х  нинг мусбат 
йуналиши буйича олинган хосила унинг х  буйича 
олинган Унг хусусий хосиласига, х  нинг манфий 
йуналиши буйича олинган хосила х  буйича олинган 
чап хусусий хосиласининг тескари ишора билан олин­
ган кийматига тенг булади.

Теорема. Агар /  функция (x ,y ,z ) нуктада диффе­
ренциалланувчи булса, у  холда унинг ихтиёрий бирлик 
вектор п -  (cosor, cos Д  cosy) йуналишида хосиласи 
мавжуд ва у куйидаги формула ёрдамида аникланади:

d f  d f  d f  а d f  
—  = —- c o s a + — cos/>+ — cosy , 

» dn dx dy dz (4)

бу ерда, хусусий хосилалар (x , y , z ) нуктада 
хисобланган ва а ,(3 ,у  лар п векторнинг мос равишда 
х, у , z уктар билан хосил килган бурчакларидир.

Исботи. Йуналиш буйича хосиланинг (3) таърифига ва 
тула хосила формуласига (6-§, (6) формулага каранг) кура: 

d f _ j. f i x + 1 cosa, y + t  cos [3,z + t co s/) — f i x ,  y, z) _ 
dn

dt / -0"

t

f i x  + t co sa , y  + t cos p , z  + t cos y)

df d f  ,, d f-  — cos or + —cos И + — c o s / . 
dx dy dz

Теореманинг акси уринли эмас, яъни функциянинг 
Хар кандай йуналиш буйича хосилалари мавжудлигидан 
унинг дифференциалланувчилиги келиб чикмайди. 
Масалан, у  — х 1 параболанинг нукт аларида бир, ундан 
ташкаридаги нукгаларда нолга тенг булган функция 
дифференциалланувчи эмас, лекин унинг ихтиёрийЙ\Ль1ЯПыт1г -- ---------
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Агар х  = <p(s),y = ys(s), z  = %(s) — Г силлик; чи­
зикнинг тенгламалари булса, бу ерда, параметр s — ёй 
узунлиги, у \олда

^  I / \ dy t , . dz !. ,—  = <p(s), -J- = y/'(s) , —  = z ( s )  
ds ds ds

микдорлар f  га утказилган уринма векторнинг 
йуналтирувчи косинуслари булади. Шунинг учун

^  = тУ С ?) + f v f c )  + ~  У (5) = - j -  f(<P(s), ys(s), z i s ) ) , 
os дх oy az ds

бу ерда, /  дифференциалланувчи функция, уринма век­
тор й;уналишида олинган хосила булади. Уни яна Г 
буйлаб олинган хосила, деб хам аташади.

13-§. ГРАДИЕНТ

D соханинг хар бир (x , y , z ) нукгаси учун /  нинг 
(х, у, z) нукгадаги градиенти, деб аталувчи 

, . ( d f  d f d f 
8Г<1 [ d x ’d y 'd z  

векторни киритамиз. У холда (4) формуланинг унг то- 
монини g ra d f ва Я векторларнинг скаляр купайтмаси 
куринишида ифодаласа булади:

“  = (gradf, И), 
on

Скаляр купайтманинг хоссасига кура 
{gradf, п) = пр-(gradf)

булгани учун
Г\Г
т г  = п р ,(gradf) 
on

(1)

булади, яъни /  функциянинг (x ,y ,z )  нукгадаги п 
вектор йуналиши буйича олинган хосиласи унинг шу 
нукгадаги градиентини п йуналишга булган проекция- 
сига тенг экан.
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Бундан хар кандай бирлик п вектор учун

~  =1 {gradf,п)  |< \gradf\ (2)

эканлиги келиб чикади. Агар gradf = 0 булса, у холда

барча П йуналишлар буйича —  = О булади. Агар
дп

g ra d f Ф 0 булса. у холда g rad f буйлаб йуналган бир­
лик Л0 - (cosar(,,cos/?0,cosx0) вектор йуналишидан 
боихка барча йуналишлар учун (2) да катъий тенгсизлик 
Уринли булади. Агар п = п  0 булса, у холда

булади. Демак,

J fr  = \grad/\

COS -------------------

д1
дх

cos/о =

V ) J V ) \ ( V  у
I ду) I dz)

ду __

.ох у {д у) \ d z )
¥  
dz

(3)

+I « r  J *

хоссасини ис-

d y j  \o z
Бу билан биз градиентнинг куйидаги 

ботладик:
1-хосса. Функциянинг берилган нукгадаги хосиласи 

максимум кийматига факат градиент буйлаб йуналган
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и п

п  йуналиш буйича эришади. Бу циймат \gradf\ га 
тенгдир.

Векторларнинг псрпендикулярлик шартидан 
куйидаги хосса келиб чикади:

2-хосса. /  функциянинг g ra d f га перпендикуляр 
булган йуналиш буйича олинган хосиласи нолга тенг.

3-хосса. /  функциянинг бирор (x0,_v0,z0) нукгадаги

градиента g r a d f  f ( x . y , z ) -  С  юксаклик сиртига шу 
нуктада утказилган уринма текисликка перпендикуляр 
булади.

Хакикатан тенгламаси ошкормас f ( x ,y ,z ) -C  кури- 
нишда берилган сиртга утказилган уринма тенгламаси

+ (У~Уо> Ч г - * Л02
-  О

эди (8-§, (4) формулага каранг). 
куринадики, унинг нормал вектори

Бу тенгламадан

( V d f • V
\

<дх 0 f y o dz о >
= gradf

булади.
Мисол. u = x 2 + y 2 + z2 функциянинг М (1,1,1) 

ва шу градиент йуналишидаги

= 2z  булгани учун

нукгадаги градиента 
Хосиласини хисобланг.

ди ди ди
Ечиш. — = 2х  , —  = 2 V, —- 

дх ду dz
М (1,1,1) нукгадаги градиент

gradu  = (2,2,2)
булади. Бундан

\gradi\ = 2л/з.
Энди (3) формула ёрдамида градиентнинг йунал 

тирувчи косинусларини топамиз:
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2 1 1 1
СОШ =  = ~j= . cos р  =  —р? , COS у — - j= •

л/22+2 +2 b  v3 7з
У холда

— = 2 • -1= + 2--. +2 —  = 2>/3, 
дп л/3 V3 V3

яъни

—  = jg ra fo i. 
дп

14-§. ЁПИК ТУП ЛАМ

Агар шундай М > 0 сон мавжуд булсаки, барча 
х  € А лар учун |х| < М  тенгсизлик уринли булса, у

Ф-

холда A a  Rn тУплам чегараланган дейилади.
А туплам ёпик дейилади, агар А  га тегишли 

булган {хк кетма-кетликнинг х0 е R,, нукгага 
якинлашишидан х 0 е Л булиши келиб чикса.

Бундан буш туплам ва Rn фазоларнинг ёпик экан­
лиги келиб чикади, лекин Rn туплам сифатида чегара­
ланмаган.

Ьутун R n фазода узлуксиз Д^,..,х„) функция бе­
рилган булсин. У холда ихтиёрий узгармас С сон учун

F(xp ...,x„) = C (О
тенгликни кэноатлангирувчи барча х = (х1, . . -,хп) нукталар

туплами В  ёпикдир.
Хакикатан, агар В буш туплам булса, яъни (1) ни

Каноатлантирувчи бирорта хам нукта булмаса, у x°JWa В 
ёпик булишшги юкорида курдик. Энди фараз килайлик,
В  буш булмасин ва (х* }“=1 унинг бирор х0 е Rn нукгага
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интилувчи кетма-кетлиги булсин. У холда кегма-кетлик 
элементлари (1) ни каноатлангаради, ягьни F(x ) = С

булади. Агар F нинг фазода. шу жумладан, х0 е Rn 
нукгада хам узлуксиз эканлигини эсласак, 

lim F (xk) = F (x0) = СА-*»
келиб чикади, яъни еВ. Демак, В  ёпик туплам экан.

Айнан шундай мулохазалар билан ихтиёрий С сон 
ва R n фазода узлуксиз F (x ,,. .. ,x n) функция учун 

F (x ,,. .. ,x „ )< C  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча нукгалар 
туплами ёпик туплам булишини исботлаш мумкин.

2 2 2̂  ̂ 2 
Мисол. х-+ ^ -  + —г = 1 эллипсоид ва (х-д^) +(y->fe) + 

а" Ъ с~
( z -z 0)2< r 2 шар юкорида айтилган фикрларга асосан
ёпик тупламдирлар.

Фараз килайлик, А ва х0 мос равишда Rn нинг 
ихтиёрий туплами ва элеменги булсин. Бу ерда бир- 
бирини тулдирувчи учта ход булиши мумкин:

1) Маркази х0 нукгада булиб, бутунлай А тупламга 
тегишли булган Vx шар мавжуд. Бу х°лда х0 нукгани
А тупламнинг ички нукгаси деймиз.

2) Маркази х0 нуктада булиб, бирорга хам нукгаси
А тупламга тегишли булмаган VXo шар мавжуд. Бу 
Холда х0 нукгани А тупламнинг ташки нукгаси деймиз.

3) Маркази х0 нуктада булган хар кандай Vx<> шар- 
нинг А тупламга тегишли булган ва булмаган 
нукгалари мавжуд. Бундай х0 нукгаларни чегаравий
нукгалар, деб атаймиз.

Барча нукгалари ички булган туплам очик туплам дейилади.

А тупламнинг барча чега­
равий нукгалари тупламини 
унинг чегараси, деб атаб, 
Г  - 8 А  куриниища белгилай­
миз. \ар  кандай тупламнинг 
чегараси ёпик тупдамдир.

А тупламнинг барча 
ташки нукталаридан тузилган 
туплам очик тупдамдир.

А тупламнинг чегаравий нукгалари А га тегишли 
Хам, тегишли булмаслиги хам мумкин. Масалан:

А е  R2 туплам 114-расмда тасвирланган туплам 
булсин, яъни х < 0 лар учун х2 + у 2 < 1, х > 0 лар учун 
х2 + У*< 1 ва х = у  -  1. Л тупламнинг ички кисми А' 
маркази координаталар бошида ва радиуси бир--булган 
доиранинг ичи, Г — х ? + _у2 =1 айлананинг нукгалари 
ва (1,1) нукгалардан тузилган туплам, А тупламнинг 
ташки кисми А" бирлик айлананинг ташкариейдаги 
(1,1) нукгадан бошка барча нукталаридан тузилган 
тупдамдир. Бу ерда айлананинг унг ярим кисми Г чега- 
ранинг кисми булса хам, А тупламга тегишли эмас. Шу 
сабабли А ёпик туплам Хам, очик туплам хам эмас. 

Демак, хар кандай А с  Rn туплам учун Rn фазони
Rn = А'+Г + А" 

йигинди куринишида тасвирлаш мумкин экан.

15-§. ЁПИК ЧЕГАРАЛАНГАН СОЗДДА 
УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯ

Фараз килайлик, A a  Rn чегараланган ёпик туплам 
ва унда узлуксиз булган / ( х )  (бу ерда, х = (х ,,...,хп)) 
функция берилган булсин.
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Лемма. Хар кандай чегараланган х* =(х,*,..,х„*) нук­
талар кетма-кетлигидан бирор jc° = (jc,0,.. нукгага 
якинлашувчи кием кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин.

Бу леммани 4-боб, 2.7-§ да берилган Больцано- 
Вейерштрасс георемасининг умумпашган холи, деб кэраш 
мумкин.

Исботи. {х* ] кетма-кетлик чегараланган булгани: 
учун шундай М >0 сон мавжудки, барча j  = 1, 
к = 1,2,... лар учун

|ху| <|х*| < Л/

булади, яъни X нукгаларнинг координаталари хам чега­
раланган булади. Биринчи координаталар чегараланган
Iх! } кетма-кетликни хосил килади. Шу сабабли Больца- 

но-Вейерштрасс теоремасига кура, ундан бирор Х,° сонга 
якинлашувчи [г/'1 ] ■ кием кетма-кетлик ажратиб олиш 
мумкин. Иккинчи координаталар орасидан танланган на­
турал ларга мос келувчиларини ажратиб оламиз. Нати­

жада чегараланган |х2*'‘ ] кетма-кетлик хосил булади. Бу 

кетма-кетликдан хам бирор Х^ га якинлашувчи |х / '! |  
Кием кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин. {ки } кетма- 
кетлик {k t)} нинг кием кетма-кетлиги булгани учун бир

вакгда х, 1 —> х, , х 2'1 —> х° булади. Бу жараённи давом

зггириб, п -кздамда шундай x^.xj ,...,х °  сонларни хосил 
Киламизки, бир вакгнинг узида

булади. Энди лемма исбот булиши учун х° =(х”,.,,х°), 
дейиш кифоя.
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1-теорема. Чегараланган ёпик, A ci Rn тупламда 
аникланган / (х) функция шу тупламда чегаралангандир.

Исботи. Аксини фараз килайлик, яъни / ( х )  функ­

ция А  тупламда чегараланмаган булсин. У холда хар 
бир натурал к сон учун

|/(х *  )[> к (к - 1,2,...) (1)

тенгсизликни к;аноатлантирувчи х* е А нукга топила­
ди. А туплам чегараланган булгани учун {х*} кетма- 
кетлик хам чегараланган булади, шу сабабли леммага
асосан*- ундан бирор Х° нукгага якинлашувчи |х*' | 
к,исм кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин. Шартга 
кура, А туплам ёпи^ булгани учун х° е А булади. /  
функция А тупламда, шу жумладан, х° нуктада хам 
узлуксиз булгани учун

Н т/(х* ') = /(х ° ) (2)

булади. Бу (1) тенгсизликка зилдир. Шунинг учун /  че­
гараланган ёпик Л тупламда факат чегараланган 
булиши мумкин.

2-теорема. Чегараланган ёпик A cz Rn тупламда уз­
луксиз /(х )  функция шу тупламда узининг энг кичик ва 
энг катта кийматлар ига эришади.

Исботи. Биринчи теоремага кура берилган шартлар- 
да f ( x )  функция А тупламда чегараланган ва демак, у 
юкоридан бирор К сон билан чегаралангандир: 

f i x )  < К (х<=А).
У холда /  нинг А тупламда аник юкори чегараси 

мавжуд:
sup Д х )  = М .  (3)
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М сон куйидаги хусусиятга эга: \ар кандай к сон 
учун А тупламда шундай х* = (xf ,Х2,...,Х*) нукта то­
пиладики, унинг учун

М (к, = 1,2,.--)
к

муносабатлар уринли булади.
{х* } кетма-кетлик чегараланган ёпик Л тупламга 

тегишли булгани учун чегаралангандир:

£ |х * |2 < К , (к  = 1 ,2,...),

ва шу сабабли ундан бирор х° нуктага якинлашувчи 
]л*'| кием кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин. Шарт- 
га кура, А туплам ёпик булгани .учун х° е А булади. /  
функция А тупламда, шу жумладан, х° нукгада х,ам 
узлуксиз булгани учун

lim f ( x k' ) -  f ( x ° )
/ —► оо

булади.
\а р б и р  к = 1,2,... учун

М - - -< /(х * ')< М  
к,

муносабатлар уринли эканлигини эсласак ва уларда 
к —> оо да лимитга угсак,

M < f{ x ° )< M
га, яъни

/ ( х ° ) = М
тенгликка келамиз. Демак, (3) аник юкори чегарага
х° е  А  нукгада эришилар экан.

Теореманинг иккинчи кисми айнан шундек исбот 
килинади.

3-теорема. Чегараланган ёпщ А с  Rn тупламда бе­
рилган Xflp кандай / (х) функция текис узлуксиздир.
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Исботи. Аксини фараз килайлик, яъни шундай е > О 
мавжудки, \ар кандай 8 > 0сон учун

- у > У <S
тенгсизликни каноатлантирадиган х = (х,,...,хл)е  А , 
у  = (у{,...,уП)е А  нукгалар топиладики, улар учун 

\ m - f ( y ) \ > £
булади.

Энди к —>оо да нолга интилувчи 8  ̂ сонлар кетма- 
кетлигини кУрайлик. \а р  бир 8К учун х* -(х,*,..,хп‘)е.4, 
У ~ (yk ,...,ynk)eA  нукталар топиладики, улар учун

булса \ам, лекин
| / ( 1 * ) - / ( / ) | > г  ■ (4)

булади.
к

{X } кетма-кетлик чегараланган ёпик А тупламга 
тегишли булгани учун чегараланган, шу сабабли ундан
бирор Х° нуктага якинлашувчи [хк‘} кием кетма-
кетлик ажратиб олиш мумкин. Шартга кУра А ёпик
туплам булгани учун х° е  А булади.

к -»  оо да |х*' -  ук' \ -> 0 булгани учун \ук' } кетма-

кетлик хам X га якинлашади, чунки 
|_у*' -  х° j = |д/' -  х*' + х*' -  х°! < -  х к‘ | + |х*' -  х° | . 

Шартга кура /  функция А тупламда узлуксиз 
булгани учун х° нуктада х,ам узлуксиздир. Шу сабабли 

lim /(x * ')  = l i m / ( / ' )  = / ( x ° ) ./—X» /—о
Агар (4) да к -> оо да лимитга утсак,

6 < lim j/(* * ') -  /(> * ' )| =  | Л * ° ) -  / ( * ° ) |  - О 
келиб чикади, бу эса килинган фаразга зиа, чунки е> 0 эди.
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16 § к у п  Уз г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я л а р н и н г  
э к с т р е м у м л а р и

бирбогламли D с  Rn сохада и = /( х , , . . . ,х „ )  
Функц,я ва бирор x0=(x ,°,..,x jeD  нукта берилган 
булсин.

^Пъриф. Агар х°=(х,°,..,х°)еD нуктанинг шундай 
атрофц мавжуд булсаки, барча х  е  F „ нукталар учун

Д х ) < / ( х ° )  ( Д х ) > / ( * ° »  (1)
тенгси,лик уринли булса, у х;олда х° нукта и=/(х,,..,хя)
функциянинг локал максимуми (минимумы) дейилади.

z Локал максимум ва локал
минимум нукгалар функ­
циянинг локал экстремум­
лари деб аталади.

1 -мисол. z -(x -l)2 +{у-2)~ -1 
функция х° -  (1,2) нуктада ми­
нимумга эришади (115-расмга 
Каранг).

Хакикатан /(Ц ) =-1, (х - 1)2 
ва ( у - 2 ) 2 ифодалар х Ф \ ,  

У ф 2 лар учун хамиша мусбат булгани учун 
( x - l ) 2 + ( у - 2 ) 2 -1 > - 1 ,

яъни Г(х,у)>П  1,2).

2-мисол. z = -^ -sin (x2 + у 2) функция (0,0) нукгада,

яъни координаталар бошида максимумга эришади 
(116-Расмга каранг).

Х^икатан /(0 ,0) = . 0 < х2 + у 2 < ^  доиранинг
барча нукгалари учун

115-расм

sin(x2 + у 2) > 0 .

Шу сабабли

/(x ,;y )  = ~ - s in ( x 2 +У2) < ^

яъни f ( x , y ) < f ( 0,0).
Агар х, = х,° + Ах,°, / = 1,2......и десак, у холда

Д * ) - / ( * ° )  = /(* ?  +Ах1°,...,х° + Ах°)-/(х,° ,...,х°) = Af 
булади. Шунга асосан юкоридаги таърифни куйидагича 
талкин килса хам булади:

2-таъриф. Агар х° =(х,°,...,х“)е£> нуктанинг етарли­
ча кичик атрофининг барча 
нукталари учун

Аи < 0 ( Аы > 0)
булса, у холда х° нукта 
и = / ( х , ,..., х„) функциянинг 
локал максимуми (минимуми), 
дейилади.

1-теорема (экстремум - 
нинг зарурий шарти)-. Агар
и = / ( х )  функция х° нук­

тада локал экстремумга эришса ва шу нуктада 
и — f  (х) функциянинг барча хусусий хосилалари мавжуд

булса, у холда бу хосилалар х нуктада нолга тенг 
булади:

Э /(х п) „ .
— -— - = 0 , I = 1,...,И . (2)

дхj

Исботи. Ихтиёрий &е{1,..,«} учун х, =  х, , i * k ,  

десак, и =  / ( х , 0, . . . , х А°_1,х , ,х " +!, . . . ,х ° )  функция битта 

хк узгарувчининг функпияси булиб колади. Бу функ­

ция шартга кура, хк = х° нукгада экстремумга эриша-



г

ди. Illy сабабли бир узгарувчили функция экстремуми 
мавжудлигининг зарурий шартига кУра (7-боб, 2.1 -§, 
Ферма теоремасига царанг) унинг хосиласининг
хк = х° нукгадаги киймати нолга тенг булади. Бу

\осила и = / ( х )  функциянинг х к узгарувчи буйича
олинган хусусий хосиласидир. Демак,

y ( x f ...... ^ ° . - . х .°) = д/ ( х °) = о
дх дх,

Натижа. Агар х и нуктада дифференциалланувчи 
и = f ( x )  функция шу нуктада локал экстремумга 
эришса, у \олда df(x°) = 0 ва gradf (х°) = 0 булади.

Эслатма. (1) шарт х° нуктанинг экстремум булиши 
учун етарли эмас.

dz dz
Масалан, z = хул функциянинг — - у * , —  = 4ху'

дх ду
хусусий хосилалари (0,0) нуктада нолга тенг булса-да, 
бу нуктанинг ихтиёрий атрофида Az = хуА - 0  = ху" 
ортгирма кийматлари манфий х,ам, мусбат \ам булиши 
мумкин, яъни (0,0) нук^а экстремум нук^а эмас.

Бундан буён, агар и = f ( x )  функция x J нуктада 
дифференциалланувчи булса ва бу нуктада (1) шарт 
бажарилса, бундай нук'галарни стационар нукгалар деб 
атаймиз.

Фараз килайлик, х° -стационар нукга, яъни df(x ) =0  
ва и -  f ( x )  функция барча узгарувчилари буйича ик­
кинчи тартибгача узлуксиз хусусий хосилалар!а эга булсин. 
У \олда и  = / ( х )  функциянинг х° нукга атрофида Тей­
лор формуласи буйича ёйилмаси куйидагича булади:
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д г< * °) =  df(x'J) + + в&х) -  + вйх) =

^  n?\ j- 1 ^  /*1 J~l
A*, Ax ; _

ва

<=I y-t z '=1 /-1 P

= i Z Z / i / (x°^Ax'Ax/^ /=1 /Н ^

бу ерда, 0 < # < 1 ,  Ar = (Ах,,...,Ахл), = |Axj = ^

/ г —>0 да а (Д х )-» 0 , чунки шартга кура иккинчи тар­
тибли хосилалар узлуксиз булгани учун р  —» 0 да

m ax U , =  £  —» 0 булади. Агар
I i.J 1 7i

a,j = aj, = f XiXl0 ° ) ,  6  =  Д * .. £  =
белгилашлар киритсак, охирги тенгликни куйидагича 
ёзиш  мумкин:

(3)

Демак, ДГ(х°) орттирманинг ишорасини ^  = (^1,...,^п) 
г а  нисбатан

4 £ )  = Z i > , £ # y С)
,=1 7=1

Квадратик форма белгилар экан.
2-теорема (жстремумнинг етарли шартлари). J) Агар 

барча лар учун А(%)> 0 , яъни катъий мусбат
оникланган булса, у холда /  функция х° нуктада локал 
■Минимумга эришади.

489



2) Агар барча £  Ф О лар учун А(£ )  <  0 , яъни катъий
манфий аникланган булса, у холда /  функция х° нуктада 
локал максимумга эришади.

3) Агар барча ^  лар учун ё А (£) < О ёки А(£) > О 
ва шундай Е, Ф О мавжуд булсаки, унинг учун А(£) =  О

булса, у х;олда /  функциянинг х° нуктада локал экстре- 
мумга эришиш масаласи очик колади, яъни куши мча' тек- 
ширишларга мухтож.

4) Агар шундай ва лар мавжуд булсаки, улар 
учун Л(£') > О ва А(£") < О булса, у  х,олда /функция

х° нуктада лока/i экстремумга эришмайди.
Исботи. 1) (3) тенгликни куйидагича ёзиб оламиз:

.2 п

i=i j=I

= V  [ Z  Z  ап ъ  Ъ  + а <£) ] = 4 -  \A<n) + < £ ) ] .  (5)
^ /---I м  ^

бу ерда Т]1 , / = 1,.. . ,п , алмаштириш бажарилди.

ГГ

( 7 -

эканлигидан, \ар кандай £ учун /7 нукта п -улчамли 
бирлик шар сиртида ётади. А{г[) функция чегаралан­
ган ёпик булган бу сиртла узлуксиз ва шартга кура 
мусбат булгани учун бу сиртнинг бирор нуктасида мус­
бат булган узининг энг кичик т >  О кийматига эри­
шади. да а(£,) —> О булганидан етарлича

кичик 5 > 0 учун ва \Е,\ < S  тенгсизликни каноатлан-
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Каноатлантирувчи барча £ лар учун \а(£)\ < т булади. 

У \олда барча \Е\ < S  лар учун

4Г(х°) = Д * ° + £ ) - / ( х 0) =

=  t - U t n )  +  ) ] >  ^  [т +  a (g )] >  О

ва демак, /  функция х° нуктада локал минимумга 
эришади.

2) айнан шундек исбот килинади.
Энди, 3) ни исботлайлик. Л (£) форма £° Ф 0

нукгада нолга айлансин. У холда \ар кандай £ -- к£° лар 
учун х,ам А(<%) нинг биржинсли эканлигидан 

А(£) = Л(к£0) = к 2А (^°) = 0 келиб чикади. Курсатилган

Е, лар учун А/~(х°) = ^ р 2а(<^). Лекин а (^ )  нинг ишо-

раси номаълум, шу сабабли /  функциянинг х° нукгада 
локал экстремумга эришишини билиб булмайди.

Энди фараз килайлик, шундай ва лар мавжуд 
булсинки, улар учун А (£ ')> 0  ва А(£")<  0 тенгсиз-

ликлар уринли булсин. Бу тенгсизликлар г/'- у ва

нуК1’аларда \ам бажарилади. Шу жумладан,V /  н
етарлича кичик р учун A{rj)+a{£)>0, Д //')+а(£")<0

булади, яъни х° нуктанинг етарлича кичик атрофида 
шундай х' ва х" нукгалар мавжудки, бу нукталарда 
/ ( х ') > / ( х ° )  ва / ( х " ) < / ( х ° )  булади. Демак, бу 
нуктада экстремум йУк экан.
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Икки узгарувчининг функцияси булган х°л учун 
квадратик формага юкоридаги теоремада куйилган та- 
лабларни о, коэффициснтлар оркали ифодаловчи 
Сильвестр1 шартлари, деб аталувчи мезонлар мавжуд:

агар аи > 0 ,  Ь "  > 0  булса, Л(£)> 0 ва агар

а и < 0 ,
а,
а ,

а, | > 0 б^лса, А(^) < 0 булади. Агар а :
'21 22I

коэффициентлар /  функниянинг иккинчи хосила- 
ларини х '1 нуктадаги кийматлари эканлигини эсласак, 
у х,олда 2-теореманинг кисмларини куйидагича тавсир- 
ласа булади:

1’) агар / ’, ф а) - / ^ ( х ° ) - [ / х л (х0)] >0

булса, /  функция ;х °= (х °,х °) нуктада локал мини­
мумга эришади.

2-) агар / ; , ( / ) < 0 ,  / „ С * ” <*°>Г > “
булса, /  функция х° = (х,°,х°) нукгада локал максимум- 
га эришади.

3’) агар / ; ,л,(х0) - / ; 1;(х ° ) - [ / ;л (хй)]2 <0 булса, 
квадратик форманинг ишораси бир хил булмайди, шу 
сабабли Д /(х ° ) орггирманинг ишораси хам бир хил 
булмайди. Демак, х° = (х,°,х°) нуктада экстремум йУк 

4’) агар (х° )-/'х л  (х°) - [ д ,2 (х° ) \  = 0 булса,

х° = (х°,х^) нукгада экстремумнинг бор ёки йук'гак 
масаласи очик колади.

3-мисол. г = х г -3 х у  + у 2 функциянинг локал экс- 
тремумларини топинг.

Ечиш. Аввал стационар нукгаларини топамиз:
&  2 dz „ „ [Зх2 --з>> = о
—  = Зх -  З.у, —  = -Зх + 2 у , \
8* ду [ -  Зх + 2>> = 0

3 9Системани ечсак, х1 -(0,0) ва х2 = ( —, — ) нукгалар

хосил булади. Иккинчи хосилаларни хисоблайлик: 
/ 1 ( х 1) = б х | ^ = о ,  / ; , ( х , ) = 2 , / ; ( * ■ ) = -  з ,

*■ ^11^22 ~ 1̂2 = —9 < 0

/«(-■с2) = 6х\х=хг = 9 > 0 , аиап  -  ап2 = 9 > 0 .

Демак, х1 =(0,0) нуктада экстремум йук, х 1 = ( 2 Д )
2 4

нукта эса локал минимум экан.

17-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЭНГ КАТТА ВА ЭНГ 
КИЧИК КИЙМАТЛАРИНИ ТОПИШ

Бирор ёпик чегараланган DczRn сохада узлуксиз

дифференциалланувчи и -  f  (х) функция берилган 
булсин. Маълумки (15-§, 2-теорема), бу функция D 
сохада узининг энг катта ва энг кичик кийматларига 
эришади. Бу кийматларга эришиладиган нукгалар соха 
ичида хам, чегарасида хам булиши мумкин. Агар бун­
дай нукта соха ичида булса, и -  / ( х )  функция бу 
нуктада локал экстремумга эришади. Шу сабабли 
функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини то­
пиш учун унинг хамма стационар нукгаларини 
аниклаб, функциянинг бу нукталардаги кийматларини 
функциянинг чегарадаги кийматлари билан солишти-



.

риш керак. Бу кийматларнинг энг каттаси ф ункц ия­
нинг энг катга киймати, энг кичиги эса функциянинг 
энг кичик киймати булади.

4-мисол. z - x 1 +у2-2х+_у-1 функциянинг X=rQy=Q, 
у  = х  + 1 туфи чизиклар билан уралган ёпик со\адаги 
энг катта ва энг кичик кийматларини топинг.

1

2 ^ 2)
у, яъни со\а ичида экстремал 
нукгалар йук, уларни со\а чегараси- 
дан излаймиз.

1) А Она: у  -  0 , х е  [—1,0] булгани 
z - x 2- 2 х - 1, z '=  2 х -2 ,

Ечиш. zx'=2х-2, zy'=2y+l, xG= ly 0= -~ ,

в 1

_► учун
' '  °| х х -  1 £ [~ 1,0], демак, стацонар нук- 
117-раем. таси йук,, z(~ 1) = 2, z(0) = —1 .

2) ОВда: х = 0. y e [ 0 , l ] ,  z - y 2+ y - 1, z '=2y + \,

_y = ---g [0 ,l], яна оралик, ичида стационар нукгалар 

йук, z(0) = -1,г(1) = 1.
3) ЛДда: у  = х + 1 , z = 2 x 2 + x  +  l ,  z'= 4 х  +  1,

е(-1,0) -стационар нукга, 4 ~ ̂  j  = ^ = % 2(0) = 1.

Бу кийматларни солиштирсак: z max(A ) = 2 , 
z min(0 ) = -1 ни х,осил киламиз.

маънода унинг энг катга киймати йУк Агар уни тенг-
2 2 х у

ламаси —г + ̂ т  = 1 ( Ь>а) булган эллипснинг М(х,у) а b
нукгалари учун текширсак, бу масофа икки (0 ,b \ 
B7(0,-b) нукгаларда энг катта кийматларга эришади.

Демак, берилган функция бутун R2 текисликда энг 
катта кийматга эришмаса хам, М (х,у) нукга эллипеда
ётибди деган кУшимча шартда икки нуктада энг катта 
кийматини кабул киляпти.

Бу х;олат функциянинг аргументлари кУшимча 
шартларни каноатлантирганда, унинг экстремумларини 
топиш масаласига олиб келади. Бу масала шартли экс- 
тремумлар масаласи, деб аталади.

Яна бир масала курайлик. Майдони 2а булган те- 
мир тунукадан энг катта \ажмли параллелепипед шак- 
лидаги ёпик жавон тайёрлаш керак булсин.

Бу жавоннинг улчамларини мос равишда x ,y ,z  
десак, унинг хажми

9  =  xyz
булиб, тУла сирти ху  + y z  + XZ — 2а булади. Бу шартли 
экстремум масаласидир, бу ерда, x , y , z  узгарувчилар 
КУшимча ху  + y z  + x z  =  2а  шарт билан богланган.

п узгарувчининг и =  f ( x )  функцияси берилган 
булсин, бу ерда х  =  (х,,х2,...,хя). Шу функциянинг 
экстремумларини, унинг аргументлари кУшимча

<РХх) = 0 , i = \ ,2 ,...,m  , (т<п) (1)
муносабатлар билан богланган, деган фаразда топиш 
талаб этилган булсин. (1) тенгликларни бокловчи тенг- 
ламалар, деб атаймиз.



Таъриф. Агар М 0 нинг шундай атрофи мавжуд 
булсаки, бу атрофнинг (1) боЕповчи тенгламаларни 
каноатлантирадиган М  нуцталари учун

f ( M ) < f ( M 0) ( f ( M ) > f ( M 0))  
ггянгсизлик уринли булса, (1) тенг/шкларни цаноатлан-' 
трувчи A/0(jc,°,...,jc”) нуцтани локал шартли макси-.
мум (минимум) нуцта, деб атаймиз.

Локал шартли. максимум -ва минимум нукгаларни 
локал шартли экстремумлар, деб атаймиз.

Юкорида курилган масаладаги В, (0,б) нукта локал 
шартли максимум нуктааир, чунки эллипснинг бошка 
барча М  нукгалари учун

Д М )  < / ( £ , ) .
Лагранж бу масалани \ал килиш учун куйидаги 

усулни таклиф этган. Нрдамчи

/-!
функция тузиб оламиз. Бу функцияни Лагранж шаъни- 
га Лагранж функцияси ва Я ,,...,Я т ларни Лагранж 
купайтувчилари, деб аташган.

Агар М 0 нукта /  функциянинг локал шартли экс-
тремуми булса, у \олда у F  нинг локал экстремуми 
булади, шу сабабли экстремумнинг зарурий шартига 
кура, F  дан олинган барча хусусий \осилалар бу 
нуктада нолга тенг булади, яъни

д(рп
дх, Эх, 

д<Р„ 
дх,

= 0.

(2 )

- + Л, д<Р„ = 0.
дх„ дх„ га дхп

(1) ва (2) тенгламалар т + п та но-
маълумларга нисбатан т + n та тенгламалар системаси­
ни ташкил этади. Бу системанинг ечимяцжни F  
функциянинг стационар нукгапари, деб атаймиз. Габи- 
ийки, стационар нукгаларнинг хаммаси \ам локат 
шартли экстремум булавермайди. Буни аник^ш масала- 
сини умумий х;ол учун очик к°лдирамиз.

1 -мисол. z - x 2 + у2 функциянинг (х—V2f *(y-V2)" <9 
доирадаги энг катга ва энг кичик кийматларин» топинг.

Ечиш. Аввал функциянинг стационар №К'галарини

= 2у . Бундан х= = 0.
dz dz

топамиз: —  = Z x , —  
дх ду

(0,0) е D. Бу нукгада функция энг кичик к?<?матга эри-
ШаДИ: Zmm(0’°) = 0 -

Энди функцияни чегарада, яъни (х-Л)*^{y -J lf  -9  
айланада текширамиз. Бунинг учун Лагранж функция- 
сини тузиб оламиз:

Е (х,у ,Л ) = х 2 + у 2 +Л (jc — л/2)” - 9 j .

Унинг хусусий хосилалари ^ -  = 2*+1я(х--/2 ),

—-  = 2х + 2л(у -  л/2 ) булади. х , у  ва X ларни аниклаш 
ду

учун куйидаги ситемани тузиб оламиз: 

х + я ( х - V 2)= 0 ,

• y  + A . { y - \ ri ) = 0 ,

Бу система иккита ечимга эга:



х -  у  -  5-J2/2,Я = - 5 /3 ,z  = 25 ; 
х = у  — — л/^/2 ,Л = —1/3, z = 1.

Демак, функция энг катта киймати га (5/ 2 / 2 ; 5V2 / 2 )
нуктада эришади: z max = 25 .

19-§. ЭНГ КИЧИК КВЛДРАТЛАР УСУЛИ

Фараз килайлик, тажриба натижасида кузат'илган 
узгарувчи jc ва у мивдорларнинг и та кийматлари

х XI *2 х„

У У1 У2 . . . уп

' У = / ( * ) .  . (О
функционал богланишни аниклаш талаб килинган 
булсин.

(1) функциянинг куринишини ХОУ текисликда коор­
динаталари (л-,, у,) булган нукгаларнин! жойлашишига 
Караб танлаймиз. Масалан, бу нукгалар 118-расмдагидек 
жойлашган булса, (1) ни чизикли у -  ах + Ь функция 
куринишида, агар 119-расмдагидек жойлашган булса, 
у  — axh куринишда издаимиз.

1 анланг ан у  — f ix .a .b .c .. .)  функциядаги номаълум 
а ,Ь ,с ,...  коэффициентларни шундай танлаш керакки.
натижада бу функция кузатилаётган жараённи 
тулаконли ифодаласин.

Бу масалани чал килиш учун энг кичик квадратлар 
усули, деб аталувчи усул кенг кУлланиб келинади. Бу 
усул тажриба натижасида олинган у ( кийматларга
нисбатан биз танлаган функция натижасида йул 
куйилган хатоликни ба^оловчи

S (a ,b ,c ,...)= ]T  [у, -  f { x , ,a ,b ,с,...)]2 (2)

ифодани минималлаштиришга асосланади.
Ол Ь .с .... цараметрларнинг кийматларини шундай 

танлаймизки, бу кийматларда (2) йишнди энг 'кичик 
Кийматга эга булсин. Бу билан курилаётган масала (2) 
функциянинг энг кичик кийматини топиш масаласига 
келтирилади.

(2) функциянинг минимум нукгаларини унинг 
стационар нукталари орасидан кидирамиз. Стацио­
нар нукталарни аввалги параграфнинг 1-теоремасига 
кура,

(3)
еки

/-J 
п

Z U  - f{ x „ a ,b ,c , . . ) ]

да
df{xn a,b,c,...

дЬ
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дс (4)

тенгламалар системасининг ечими сисЬатштя
Бу napai рафда биз шу усулни икки х о л Т и ™ ^ 3' чикамиз. 1 кки *ол Учун куриб

1. у  = ах + Ь булсин. У ^ л д а  (2) ифода куйидаги 
кУринишда булади: • куивдаги

Бундан

(5)

S(a ,b) = £ [ y i - ( a x + h )Y 
/*1

ds  V’ T
да ~ ~ (ах- + * )Ь  = 0 .

,
оь -(«*,+*)]= о,

в ' £ х»2 + * - £ * , = 2 > л ,
'=' /=i ,ч

а ' 2 х.

Хосил булга» (5) системанинг асосий детерминант*

а-5-'-(I") ■Ji-.-.f
булади. Демак, х, =х, = =у —М ... хя — с булган холдан бошкя

лаТгГ Т Т  4'°  б?ПаДИ' ЯЪ™ <5’ СИСгеМ а,Ш"га- Агар ^  =с б*лса, у в д д а  б „
к и яи р аеп ан  ф ункииям из тенгламаси х  >  с  булади 

Л лпроксим ациаловчи  ф ун кц иян и  у - - т > ,  i ,
курннищда кидирайлик. Унда (4) система '
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ёки

X  [и -  ("*f + bx, 4- с)]х,2 = О,
/=]

Z U - ( ^ f  + ^ ,+ c)Jr, -  О,

/? Г

Z U  - ( “**+**, + с)]= о,/=i

‘ ■ ± ^ - ± 4 * е - ± ^ ± Ъ .  
1 »=1 '=1  / = |

а ■ 1 ,х? + Ь■ Z  -V + *■]>>, = £  , (6)

q , I x/! + ь ' ^ х, + c n ='YJy i,
/s=i /=| '=> , куринишда булади.

рат булсинТаЖриба натижаси КУЙидаги жадвалдан ибо-

У
1 1 2 3 5 ЛГ 3 4 2,5 0,5

s ---  -  ..j ifxnixiuj/j.a. KiOJlcm-

лик. У холда а ва b коэффициентларни топиш учун 
Р) система ишлатилади. Бу ситеманинг коэффициент- 
ларини топиб олайлик:4

Ь 2 = 39> ± Х>=П, =21, 5 > ,= Ю .
Г, /=| '-1 М
Демак, (5) система

39<з+116 = 21,1 
11а + 4А = 10 } 

кУринишда булади. Бу системани ечиб, а = -26/35
6 = 159/35 ни топамиз.

501



1 3 -б ^ б  
ВЕКТОР-ФУЦ й и д ш г н г

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц ^ ™ НБГИ
1-§. ВЕКТОР-ФУНКЦИ

х о с и л * нинг ЛИМИТИ ВА 
" *АСИ

Координаталар бошидан

нуктада булган 
атаймиз.

Векч
чикиб, охири A (x ,y ,z ) 

Горни радиус-вектор деб
Бу векторнинг ортлар бУй 

г -  x i + \  
булади. Агар унинг проект^
нинг функциялари булса 

x  = <p(t), у  = 
у холда (1) ни куйидагича:

Чча ёйилмаси 
+  zk  

Члари бирор t

z  = z ( t ) ,

г  = г ( >
куринишда ёзиш мумкин. 

Z A  А

(1)
параметр-

(2)

(Ю

(1")

Г Iараметр t узгарса,
z лар хам узгариб, А ну КТ-

зади м  фазоДа бирор чизик чи- 
догр ^У чизикни (1) нинг го-
(1") ^ ф и ,  деб атаймиз. (Г) ёки
тор тенглама чизикнинг век- 

'енгламаси дейилади.
 ̂ ^ у  тенгламалар ёрдамида

чизик нуктасининг мос коорд^*1̂  ^ир киймати учун

120-расм.

Агар t  параметр узгарса. инаталари аникланади.
Ч  г вектор хам йуналишбуиича, хам микдоран узгарад '  * — 'ч— “J--------

1 , ~и. Illy сабабли уни скалярI аргументнинг вектор-функц у у
v *1яси, деб аташади.

Агар
\\m(p(t) — <р0, = i//0, limz (0  = Zo!->l0 l-Ыо /->/0

булса, у холда rG = <pj + y / J  + %Qk вектор r = r (/) 
векторнинг t-+ t0 лаги лимити дейилади ва

lim г (Г) = г0t-+t„
куринишда белгиланади. Бундан

l in f (0 - F 0| = П тд /^ (0 -^ о ]2 + к О - ^ о Г  ! [ z ( 0 - J o f  -О/—Ко l~*io
lim | г (О Щ?0
'-»'о

тенщиклар келиб чикади.

121-раем

Фараз килайлик, эгри чизикнинг М нукгаси га I 
параметрнинг 10 киймати мос келсин ва t нараметрга 
A t орттирма берайлик. У холда

r ( t  + At) = (p(t + A t)i + y/(t + At) j  + %(t + At)k 
вектор хосил булади. У эгри чизикда бирор Mj нукгани 
аниклайди (122-расмга каранг). Шу векторнинг орт- 
гирмасини топайлик:

Аг - r ( t  + A t) -  r(t) -\cp{t + At) -  <p(t)V +

+ + At) -  4/(t)\j + [z(t + At) -  z(l)]k
122-расмда бу ММ. -  Ar(t) вектордир.
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Вектор функция орттирмасининг аргумент орггир 
Л г (0  '

масига нисбати --------ни кураилик. Ьу вектор Д г(/\
A t ’

векторга коллениар, чунки уни 1/ At га купайтириш
натижасида хосил булади. Бу векторни куйидагича ёзиб
оламиз:

Дг(0 = <p(t + At)-<p(t) j  + yr(f + Af) -I/Q) - 
At At At

, Z(* + A t)-z(.0  £
At

Arap x  = <p(t), у  = i//(t), z  = z ( 0  функциялар t 0 
нуктада дифференциалланувчи булса, у холда охирги 
тенгликда At -> 0 да лимитга утсак,

lira —  = <p'(t0) I  + У ^ о ) 1  +Х'{*о)Ь
Ы->0 Дt

Хосил булади. Уни г  =  r( t)  векторнинг t параметр

буйича \осиласи, деб атаймиз ва _  ёки г '  куринишда
dt

белгилаймиз.
Демак,

^  = r '= (p '( t0)7 + 4 / '( t0) j + x \ t 0)b  (2>
at

ёки

£ .  = ± i + ± ]  + $ - k  
dt d t dt dt

(21)
*Л1 w»*. w. _

экан. Энди бу векторнинг йуналишини аниклайлик. 
Агар Л/ -> 0 да М\ нукта эгри чизик буйлаб М  нукгага
якинлашишини эътиборга олсак, ММ х ватар-вектор
лимитда эгри чизикда М  нукгада утказилган уринма

df
буйлаб йуналишига ишонч хосил киламиз. Демак, —-  

вектор эгри чизикка М  нукгада утказилган уринма

буйлаб йуналар экан. Унинг узунлиги куйидаги форму­
ла буйича аникланади:

- Vk( of <-ИоГ+[*чоГ •
Аналитик геомстриядан маълумки, йуналтирувчи 

вектори а  = {т ,п ,р \  булиб, A/0(W o > zo) нукгадан 
утган туфи чизик тенгламаси

У -У  ох  — X,, Z - Z n

т п р
эди. (2') вектор уринма буйлаб йуналган эди. шу сабаб­
ли у уринманинг йуналтирувчи векгорига коллениар 
булади, яъци (2') вектор проекциялари уринманинг 
йуналтирувчи вектори проекциялари га пропорционал 
булади. У холда (1) эгри чизикка унинг M 0(x0, y 0\ z 0) 
нукгасида утказилган уринманинг тенгламаси

* - * о  „  У~Уо _  2 ~ z o (3)
dx | dy  | dz j
dt d r " u dt '1"*

булади, бу ерда махражлардаги ифодалар хосила- 
ларнинг M g(x0, y 0, z 0) нуктадаги кийматларидир.

Уриниш нукгасида уринмага перпендикуляр Утган 
тугри чизик фазовий эгри чизик,нинг шу нуктадаги 
нормали деб аталади. Фазовий эгри чизикнинг бу 
нуктадаги бундай нормаллари чексиз куп булади, улар­
нинг барчаси бир текисликда ётади. Шу сабабли бу те- 
кисликни нормал текислик дейишади.

Текисликнинг тугри чизикк3 перпендикулярлик 
шартидан нормал текисликнинг тенгламаси

^ к о ( х - хо)+ ^ и > - л ) + ^ | ^ ( ^ - г о )  = 0 (4)

кУриншцда булиши келиб чикади.
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Мисол. x = asin2/ ,  y  = 6 s in /c o s f , z  = c c o i t  эгри 

чизикнинг t = нуктадаги уринмаси ва нормал 
тскислигини топинг.

Ечиш. Эгри чизикнинг t = л/^  га мос келувчи'

. л  1 а *
I { “ b-  i lнукгаси М 0| — I, чунки х0 -  a sm  ^ ~ а 2 ^  2 '

л  л  b 2 я  1 с J'e = * s i n - c o s - =  - , z„ - с cos j - c - - - - .

Хосилаларини топамиз:
• • •
x = a  sin 2 t , у  = b cos 2 t , z  = - c  sin 2(,

• • •
бундан x0 = a , ^ 0 = 0 ,  z 0 —- С .У  холда уринмаси

Г- с /х - %

ва нормал текислиги

у - % .  
о -С

а\ х  -- ^  j  -  = 0 ёки a x - c z -  —  = 0

булади.
Фараз килайлик, параметр t  бирор \a,b\ ораликда 

узгарсин. У х о л д а  (i) радиус-вектор уз Г годографида 
А(<р(а),1/4.а), %(а)) нуктадан Е(ф ),уф ),х(Ь )) нукгагача
АВ  ёйни чизади, яъни бу эгри чизикда йуналишни 
аниклайди. А нукга Г нинг бош нукгаси, В эса Г нинг 
охирги нукгаси булади. Г нинг силжувчи нуктаси уз 
Харакати давомида яна аввалги холатига кайтиши мум­
кин, яъни ty,t2 е [ о ,ф ,  < h  лар учун Я%х) = <р($г), 

) = ^ ( /2), ) =  %(t2) булиши мумкин. Бу холда 
Г ни Узаро кссишувчи, агар А ва В нукгалар устма-уст 
тушса, ёпик эгри чизик, деб атаймиз.
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Агар t = Л(т),с < т < d  десак, бу ерда Л(г) -хоси­
ласи [с,d] да нолдан фаркли булган узлуксиз диффе­
ренциалланувчи функция, у холда икки хол булиши 
мумкин:

1) Я’( г ) > 0 ,  бунда A(c) = a , A(d)^-b,
2) Л'(т)< 0 , бунда Л(с) = Ь, A(d) = a 

булади.
Биринчи холда Г нинг йуналиши узгармайди, иккин­

чи холда эса, / ’нинг йуналиши гескарисига узгаради.
dr г -I

Агар —  ^  0, яъни (2) га асосан барча l^\c,d\ лар
dt

учун

И о Г  + к ч о Г  + 1 У (0 Г > 0
булса, у холда Г ни силлик эфи чизик деб атаймиз.

2-§. ВЕКТОР-ФУНКЦИЯЛАРНИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ КОИДАЛАРИ

Бу парафафда асосан келажакда биз учун- зарур 
буладиган вектор-функцияларни дифференциаллаш 
коидалари курилади. Куйида бу коидалар оддий функ­
цияларнинг дифференциаллаш коидаларини узи 
эканлиги исбот килинади.

1°. Векторлар йигиндисининг хосиласи кУшилувчи 
векторлар хосиласининг йитендисига тенг.

Хакикатан, агар
= (px(t)l + if/x(t)j + *,(/)* j

r2(/) = <p2(t)I + y/2( t) j  + x 2(t)k J 
векторлар берилган булса, уларнинг йигиндиси
rx (/)+?2 (0 = \(рх (t)+<p2 (O f+[Щ (0 + ¥ 2  (017+\Х\ (0 +Zi (0F

булади. У холда (2) га асосан
d[r,(t) + f2{t)] 

dt
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\ (Px (0  + <Pi (0Г /■ + [ ^ ,(0  + ̂ 2 (/)]' 7 + \X i(0  + X 2 (ОТ к
:ки

4 n 0 1 t ^ l  =  (/) + ^  (,)]/ + (,) + ^  (/)]y + 

+ Ur*, (0  + x \  (01* = [<P\ (Q? + v \  (0 7  + (0 * ]+  

[p'j (f)/ + V'a (0 7  + * '2 (0*] = <
Демак,

: r  ,+r.

d[i](t) + r2(t)} = d r \+ dr1 

dt dt dt (2)

экан.

(3)

2°. Векторларнинг скаляр купайтмасини хосиласи 
куйидаги формула билан ифодаланади:

4 ^  (0  ^ 2  (О]- <&Л f -, f  
dt dt 2 1 dt 

Исботи. Агар векторлар (!) куринишда берилган 
булса, у холла уларнинг скаляр купайтмаси

г, (0  • г2 (0  = <pt(p2 + + ДГ1ЛГ2 
булади. Шу сабабли,

d- -d t -  = <р\ (Pi +(Px<P'2+V'\ 'Р2 +Ч'Уг+Х\ х 7 + х ,х '2 = 

= (<р\ <р2 + у/\ ¥ г  + Х \  ^2) + i%(p\ + v y 2 +Х\Х'г ) = 

= (<Р\ 1 + ¥ \  7 + х \  k X v j  + щ ]  + Хгк) +

+ (<pj + y /J  + х  к) (ч>'2 1 + V \  7 + x \  *) = —  + Л —  ■
dt dt

3°. Агар е бирлик вектор булса, у холда унинг 
хосиласи е га перпендикуляр вектор булади.

Хакикатан, агар ё  бирлик вектор булса, у холда
ё ё  =1

булади. Агар бу тенгликни t буйича дифференциалласак,
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^ d e d e ^  ~~ .de
е -------ь -— • е = и ёки 2е ■ — = О ,

dt dt dt
яъни

- d eе -----= О
dt

булади. Бу эса ё  ва ~е- вскгорларнинг перпендикуляр- 
dt

лигини билдиради.
4°. Агар / ( О  — скаляр функция, r ( t ) — вектор- 

функция булса, у холда
d[f ( t ) r ( t j ]  d f  ? | flF 

dt dt dt
бул^ти.

Исботи. Агар г (О (Г) куринишда берилган булса, у 
Холда • •

f ( t ) r ( t )  -  f(t)<p(t)T + Д 0 И 0 7 + f( t) z Q )k
булади. Бу тенгликни дифференциалласак:

= f # ^ + / £ [ f V + f  £ r  + / f[»lVf + 
dt {d t J d t )  {d t dt j

% - x * ^ ’ + г* )+dt dt

+ / f e  + d V j  + dX[ )  = £ r +f * .
{ d t  dt dt )  dt dt 

5°. Узгармас купайтувчидан хосила олинмайди:
d ( a - r ) dr
—    = a —

dt dt
Бу хоссанинг исботи 4° —хоссадан келиб чикади.
6°. Вектор кУпайтманинг хосиласи куйидаги форму­

ла буйича хисобланади:
d[r, df. „ _ dr,

= —1L Xf , +r , X-
dt dt ‘ ' dt 

Бунинг исботи 2°-хосса каби бажарилади.
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3-§. ВЕКТОРНИНГ ЁЙ БУЙЛАБ ХОСИЛАЛАРИ. 

ЭГРИЛИК ВА БОШ НОРМАЛ

Фазовий эгри чизикда силжувчи A (x ,y ,z ) нукта ва 
бирор узгармас М ^ ^ у ^ )  нукта берилган булсин 
(123-расмга каранг). Агар A (x,y ,z) нукта уз холатини 
узгартирса, у холда М 0А = .у ёй узунлиги хам узгаради,* 
ва аксинча, ёй узунлиги 5 узгэрса, А нукганинг \олати 
\ам, яъни унинг x ,y , z  координаталари хам узгаради. 
Демак, А. нуктанинг x ,y , z  координаталарини s нинг 
функцияси деб к,араш мумкин экан:

х = ф )  , у  = i//(s) , z = x ( s )  • (1)
Бу тенгликларни курил аётган эгри чизикнинг парамет­

рик тенгламаси, 5 ни эса параметр деб карат мумкин.

У холда ОА = f  векторни
г = <p(s)i + y/{s) ]  + %(s)k

ёки
г = r(s)

куринишда ифодалаш мумкин.

(1)

(Г )

dfХудди 1-§ дагидек мулохазалар билан —  хосила-
ds

вектор S нинг Усиш йуналишида эгри чизикка А 
нукгада утказилган уринма буйлаб йуналишини
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курсатиш мумкин, лекин бу ерда 

а  деб белгилаймиз:

= 1 булади. Уни

d f  _
<2)

Ах ар f  вектор (1) куринишда берилган булса, у 
Холда 1 -§ нинг (2) формуласига кура, 

dtp- dw -  dy т- 
аш  * ' * - * > + А *  0 )

ва

бу^ди.
d f
ds

\

вектор-функниянинг хосиласини г .вектор-

функциянинг иккинчи хосиласи деб атаб, -  L
I ds2

куринишда белгилаймиз. Бу хосиланинг геометрик 
маъносини аниклайлик.

(2) формулага асосан
d 2f  _ d f  d f \ _ d a
ds2 ds v ds J ds

дсмак, биз lim —  ни топишимиз керак экан. Бунинг 
As

учун 124-расмга курайлик. Унда \а В\ -  A s , А1.-д.,

ВК = а  + А д . В нукгадан BL = сг вектор утказайлик. 
A/i АХ, дан

BK = ^  + L^K
ёки

ст + АЗ -  а  + LK
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эканлиги келиб чикади. Демак, LtK = Аа  экан 
Юкорида биз а  бирлик вектор булиб, унинг йуналиши 
узгармаслигини курсатган эдик, шу сабабли 
| а  |= \д + Д<т] булади. Демак, А В К тенгёнли экан.

Шу учбурчакиинг учидаги А(р бурчаги эгри чизик,- 
нинг А нукгасида утказилган урилмасинилг А нукгадан В 
нуктасига утищдаги бурилиш нуктасига тенг. ABKL, дан

|£,ЛГ| = |До| = 2jffj
А (р п\ ■ А(Р = 2 sin —

I L
ни топамиз. Агар бу тенгликнинг иккала томонини As 
га булиб юборсак:

\Aa _ 2
. Д q> sin —  

2
. A(p sin—̂  

2 A<p
] Ду Ду. . Af. 

* 2
Ду

Хосил булади. Бу тенгликнинг иккала томонида Ау—>0 
да лимитга утсак, чап томонида

limЛу->0
Д(Т
As

da
ds

унг томонида эса 1-ажойиб лимитни куллагандан сунг

~ limДл—>0
Аср
Ду

(4)

Хосил булади. Агар биз кураётган чизигимиз силлик 
булса, у холда (4) нинг унг томонидаги лимит мавжуд 
булади.

1 -таъриф. Уринманинг А нуктадан В нщтага утиш жа- 
раёнидаги бурилиш бурчаги А(р нинг АВ ёй узунлиги As га
булган нисбатининг абсолют киймати эгри чизикнинг АВ 
ёйига мос келувчи уртача эгрилиги деб аталади.

Демак,
А<руртача эгрилик=
Ду

экан.

2-таъриф. Уртача эгриликнинг As -»  0 даги лимити 
эгри чизикнинг А нуктасидаги эгрилиги деб аталади.

Агар эгриликни К харфи билан белгиласак.
А (рК  = iim

4s-Н) Ду
булади.

Айлананинг эгрилиги K ~ \ /R  га-тенг. Шу сабабли, 
R -  l/К  ни эгри чизикнинг эгрилик радиуси деб аташади.

д  бирлик вектор булгани учун унинг хосиласи ~  
В  _ ds

2-§ лаги 3-хоссага кура, а  га перпендикуляр булади.

Демак, _  вектор узунлиги эгри чизик эгрилигига

тенг ва йуналиши уринмага перпендикуляр экан.

3-таъриф. Эгри чизикнинг бирор нуктасида —  век-
ds

торга коллениар утган вектор эгри чизикнинг шу 
нуктадаги оош нормали деб аталади. Бу йуналишнинг 
бирлик векторини п билан белгилаймиз.

У холда (4) га асосан
d a  гг- 

Кп
дейиш мумкин. Бу ерда К -  1 /R  эканлигини эсласак:

d 2r d a  _ п
ds2 ds R 

тенглик хосил булади. Бундан хусусан
>-\2

(5)

1_
RT

тенглик келиб чикади. 
Лекин

d y
ds (6 )

d ' f  _ d 2x r d 2y  - d 2z r
, T -  ,~ l +~J ~ J  + "7T* ds ds ds ds2
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' d 2x Г * У | i d l A

Kds2 Г , ds2 , +Ы (6’)

дейиш мумкин. Бу формула тенгламаси ёйнинг узунлигига 
нисбатан параметрик куринишда берилган хар кандай эгри' 
чизикнинг эгрилигини топиш имкониятини беради.

Агар эгри чизик; тенгламаси ихтиёрий / параметр 
буйича берилган булса:

г = г ( / ) ,
ёй узунлиги 5ни f параметрнинг функцияси сифатида 
Караш мумкин. У х;олда •

dr dr ds
(7)

булади. Бундан,

dt ds dt 

= 1 эканлигини эътиборга олсак:

IHfJ
тенглик келиб чикади. Бу тенгликнинг иккала тарафи- 
ни дифференциаллаб, сунг иккига булиб юборсак: 

dr d 2r _ ds d 7s
~dt dtf  ~ ~dtdt2 

Хосил булади. (7) дан
d f ^ d f _L
ds dt dŝ  

dt
келиб чикади. Бу тенгликни S  буйича дифференциалласак:

dl i .
1 dr d t2

2

d гг
ds2

d 2r
dt2 feb

I dt
ва натижани (6) га кУйсак:

dt
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d 2r 
d t2 Щdr dt2' 

dt (ds 
dt

d 2?
d t2

dsу  __ ? d 2_ f  dr ds d \s  + (d r  Y f  d 2s
dt j  ~ d t2 dt dt d t1 \d t  J l^<#2

ds 
h t .

\осил булади. Aj'ap бу epra ва лар Урнига (*)
dt d t-

ва (9) тенгликлардан аникданган r(t)  нинг \осилалари 
оркали ифодаларини куйсак:

.2 х > 
d f

R2

d 2f
d r dt d t2 dt

dr у  
d t)

(19)

Охирги тенгликни
(axb)  ~ d 'b 2 ~[ab) 

айниятдан фойдаланиб, куйидаги

К 2 =■

dr d r—  x —— 
dt dt

d f ' 2
dt

(ID

куринишда ёзиб олса булади.
Мисол. г -  5ti +12 j  cos t + 12A sin t эгри чизикнинг 

эгрилигини топинг.
Ечиш. Аввал хосилаларини топиб оламиз:
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1

d f  —
—  ~ 5i ~ \2 js 'm t + \2 k c o s t, at

У холда

dr d y  
di dt

j  к J
5 -1 2sin/ 12cosf1 -  14 4 +60/sin/-60kcost ■'
0 -12cos/ -12sin/!/

Бундан
\df d 2f

= V144' +3600sin2/ + 3600cos2/ -  

= V20736 + 3600 = 156 

= л/25 +144sin21 +144cosJ / = Vi 69 = 13.

Агар буларни (11) га куйсак:
К _ 1 = 156 _156 

'  R ~ 133 “  2197
булади.

Агар хусусан эгри чизик, ясси булса, масалан, Оху 
текислигида ётувчи эгри чизик, булса, у холда унинг 
параметрик тенгламалари

x = <p(t), y  = i//(t), z -  0 
ёки вектор тенгламаси

f  = 9 ( t j i  + yr(t) ]  
куринишда булади. У холда

d f d 2f <P\t)

% <Р"( t) ys'\t) = 1<p‘(0 v/ " (0 ~  ф" (t)\j/'(t)\

булгани учун (11) формулага кура, эгрилик

[ и о )2 + Ш Г
булади.

Эслатма. Ясси Эфи чизикнинг бош нормали шу эфи чи-

Энди фараз к,илай- 
лик, ясси эгри чизик, 
тенгламаси икки марта 
узлуксиз дифферен­
циалланувчи у  = / ( * )  
функция билан берил­
ган булсин. Унинг А 
нуктадаги эгрилиги ни 
топайлик (125-расм).

Эфи чизикнинг А ва 
В нукгалардаги уринма- 

ларининг Ох Укининг мусбат йуналиши билан ташкил эт­
ган бурчаклари мос равишда (рх ва ср2 булсин.

Агар В(х + Дх, у  + Ду) десак, у холда

tg(p\ = / ' ( * ) ,  tg<p2 = f ' ( x  + Дх),
Г» .

«  = <Р\<Рг = \arctg f'(x) -  a rc tg f'(x  + Ах)\

булади. Энди АВ ёй узунлигини топамиз ( l l -боб, 2-§ 
га каранг):

дг+Дх ____ _____
As- =| АВ |= J  / l  + { f \ u j ) 2du.

X

Шунинг учун эфиликнинг таърифига кура

зик, ётган текисликца ётади.
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i f

К  -  limд*->о
arctg/'(x) -  a r c tg f\x  + Ax)

= lim
Дх ~>0

J V'l + { f'(u ))2du
X

f " ( x  + Ax)
1 + ( / '(х  + Лх))3

Дсмак,

К - _  /"(*)

(l + ( / ' ( * ) #

4-§. ЭГРИЛИК МАРКАЗИ. ЭВОЛЮТА BA 
ЭВОЛЬВЕНТА

Таъриф. Яссы эгри чизикнинг А нуктасида эгри чи­
зикнинг ботиклик тарафига утказилган бош нормалида А 
нуктадан R -  \/ К масофада ётувчи Oj нукта эгри чи­
зикнинг А нуктадаги эгрилик маркази дейилади.

Айлананинг маркази эгрилик маркази билан устма- 
уст тушади.

Ясси Г Эфи чизикнинг барча эфилик марказлари- 
нинг у геометрик Урни Г нинг эволютаси, Г нинг Узи 
эса у ни эвольвентаси дейилади.

Тенгламаси икки маротаба узлуксиз дифференциал­
ланувчи у  -  / ( х )  функция оркали берилган Г эгри чи­
зикнинг у эволютасининг тенгламасини тузайлик.

Юкорида биз бундай эфи чизикнинг эгрилигини
(12) формула ёрдамида аникланишини курган эди к. 
Демак,
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[/"(*)! f" (x )s ig n f\x )
(1 )

R [l +  ( / ' ( x ) ) 2 p 2 [l + ( / ’W ) f  
катталик эгрилик маркази Г дан канча масофада жой- 
лашганини билдирувчи микдор булади.

Фараз килайлик, Гэфи чизикнинг А {х^ /(х ))  нукгасига 
мос келувчи эфилик маркази 0\ нинг координаталари (£,?/) 
булсин. Бу марказ (126, 127-расмларга каранг)

р  = г  + Rn : (2)
вектор билан аникланади, бу ерда f  -А нуктанинг ра- 
диус-вектори, п -Г нинг ботиклик тарафига утказилган 
бош нормалнинг бирлик вектори. Г эфи чизикнинг 
вектор тенгламаси

F = xi + y j .
Бундан

_ dr Г • -Т d 2f  -  
v  = —  = i + y xj ,  - y j  = Ог + y j  . 

dx dx
Бош нормал уринма v векторга перпендикуляр 

булгани учун унинг бирлик вектори

п = ± Ух 1
2

* J

519



булади. Бу ерда к;авс олдидаги ишорали п Г нинг бо- 
тиклик тарафига караб йуналадиган к,илиб, яъни

I п скаляр кУпайтма ишораси мусбат буладиган
I  d S )
Килиб танланади:

я , j f ] = ± - r = f = y X s '& w * i] + у*2) 72• - j
V * *  J J i  + y ;  ,

Демак,

n = signyx ■ ■ ~ У х

.а/1+ у , 2 д/1 + У'*
экан. (2) тенгликни проекциялари буйича ёзайлик: 

- y xsigny\ = I+ У.J  ̂
y\

(3)

(4)
fi • ■ 1 ' 2II + y x signy 1 + y x

n = у  + \ „■ j - l -  • - --------Л 17- =  Д' + ------—  •
([ + x ' 2 p  Л

Демак,
/  1 fi ' 2 \ 1 ' 2  ̂

л  л
экан. У холда эволюта у га О] нуктада утказилган 
уринма тенгламаси

•2 , y i + y : kdp с-~ • -  -z . = Zxt+ i ixj  =
dx

- З х ,  + „2
Ух

2yry r2-(l  + y'x2 УхЛ

I +

л + —-  -

булади.

Эвольвентанинг Л(х,/(х)) нукгасидаги бош норма­
ли п  эволюта учун 0|(£,л) нукгасидаги уринма булади.
Хакикатан бунга ишонч хосил килиш учун ^Р_ ни у

dx
га перпендикуляр эканлигини курсатиш кифоя:

p S L , . f _ 3y;4 j i ± ^ k
dx J 

f

+ л - Ух +

\ Ух
• -2 - .2 -Л

2УхУх Ух-У* Ух
Ух

= - з Л 2+й ± £ к +Ух>+ l * b - y k + £ \ l = о .
Ух Ух

Эволютанинг мухим хоссаларидан яна бири бу: 
эвольвента эфилик радиусининг орттирмаси ишораси 
.аниклигида эволюта мос ёи узунлигининг орпирмасига 
тенг:

Ri ~ R\ = Ц а 2 - ° ’\\-
Агар ясси / ' эфи чизик x ~ (p ( t) , y  = y/(t) пара­

метрик тенгламалар билан берилган булса, унинг эво- 
лютасининг тенгламаси

•2 .2 -2 .2 
+ У, ,________• X, +у,

, rj = y  + x l - 7̂ r
Х,У, -У ,х ,

(5)
с ' f£ = Х - У , - г ^ г

Х,У, -Угх, 
булади.

Мисол. x = f - s i n f ,  y = l-c o s /  пиклоиданинг эво- 
лютаси топилсин.

Ечиш. Бунинг учун (5) формуладан фойдаланамиз.
х, = 1 -  cost , х, = s in ? , у, -  s in t , у] = cos/. 

х~  + у ,2 = ( l - c o s / ) 2 + s in 21 = 2(l -  co s /),
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х ,у , -  У'Х, -  (l -  co s /)c o s / -  sin2 / = cos t - 1.
У \олда

c . 2(1-c o s /)  . „ .g = t - s m t  —sin/ •—1--------- -  = / - s m /  + 2sin/ = /+ sm / ,
COS/-1

. /, ч 2(1-c o s /)
Г] - 1  -  cost + (1 -  cos/)- --------------=

cos / -1
= 1 -  cos/ -  2 + 2 cos/ -  -1 + cos/.

Агар бу ерда t = т + 7г десак, тенгламалар 
% - к  = т-  sin г , 7  + 2 = 1 -  cos г 

куринишга келади, яъни циклоиданинг эволютаси яна 
циклоида булар экан (128-расмга каранг).

УА

128-раем.

2-мисол. x - a c o s t ,  y~-bs\nt эллипснинг эволюта- 
сини топинг.

Ечиш. X '=-asm t,  y r=bcost, x, =-acost, у, =-bsint. 
У холда

a 2 +(b2 - a 2)cos2/ a2- b ? 3
1--------i---- -— <-------- - = --------- cos / ,

ab а
(a2 - 6 “)sin2 t + b2 a2 - b 2 . 3 ---------- ’-------------- = ------------ sin / .

^  -  acost -  boost ■ 

г] = bsxnt - asin t ■
ab b

Бу астроиднинг параметрик тенгламасидир. Дсмак, 
эллипснинг эволютаси астроид булар экан (129-расмга 
царанг).
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5 -§ . э р г а ш у в ч и  у ч ^ К л и к  К » ,

BYPAj Tm a  Ви н о р м а л  ва

Фазовий г = ? (0  эгри чизиклннг Мхтиёоий М(х v _ч 
нуктасида учта узаро перпецдИКу и р и Щх,у, )
цуриш мумкин. Булардан
- d rv -  —  ва бош нормал п 

dt
нинг вектор купайтмаси

и к кнтас i бирлик ВС1<торлар 
1- уринма вектор

Юк‘°РИла курдик. Улар-

т = ? х п
эгри чизикнинг М  нуктасидаги бинорМали дейилади. 

Демак, v,fi, т УЧлик 130-расмдн курсатилгандек 

йуналгац булар экан.
v Bu fi векторлар дан

Утган Текисликни епи- 
шувчи Текислик п ва т 
векторлнрдан утган те- 
кисликнц нормал те- 
КИСЛИК, в а  х  ва V  век-
торлардац угган текис­ликни —■тугриловчи текис 
лик деб атаймиз. пл^човий эгри чизикнин! м  нуктасида вужудта ке- 

u бундай текисликлардан тузилган учёкдикни ЛаАИ ^ч и  учёклик деб атаймиз. 
эРга'и- эгри чизик неси бУлса, у нищ ёпишган текис- 

ётган текислик билан устма-уст ту1Пади. Агар бу 
ЛИГИ имзик ясси булмаса, у холда унинг икки М ва L 
эГрИ ининг ёпишган текисликлари v3ano иккиёкди 

этади. Б , 6,№ к  KmJбелгилайлик.
Таъриф- Агар

чигини (р билан

lim
4*-»0  Д д =  N
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лимит мавжуд булса, уни эгри чизикнинг М  нуктадаги бу-
KJ

ралмаси, деб атаймиз, бу ерда As - ML ёйнинг узунлиги.
Бу иккиёкди бурчак катталиги <р — М ва L нукга- 

лардаги бинормаллар орасидаги бурчакка тенг, шу са­
бабли, купинча бу бурчакни бинормалнинг бурилиш 
бурчаги деб \ам аташади.

Бинормалнинг —  хосиласини топайлик. 2-§ даги 
ds

6-хоссага кура,
d r  d iv x n )  d v  _ _ dh
—  = ——- — = -— x/? + v x — , (1)
ds ds ds ds

d v  nлекин ---- = — эди (3-§ каранг). Шу сабабли
ds R

dv  „ 1 - - „----x я — —n x w = 0 •
ds R

У холда
■ d f  _ dn. ----= v x —  U)

ds ds
булади. Бундан вектор купайтманинг таърифига бино-

dv —ан вектор уринма v  векторга перпендикуляр экан-
ds

лиги келиб чикади. г - бирлик вектор булгани учун 2-§ 
d f—  вектор Т га хам 
ds

d f  -  — перпендикулярдир. Демак, —  вектор хам V хам Т
ds

векторларга перпендикуляр булгани учун п  га 
колЬ^йщр1бУ-'’бс1Иилашни киритайлик:

У холда

даги 3-хоссага кура,

j d f  
j ds

-L
h

_
II .

d f
ds

1 _ = —n 
T

деб ёзиш мумкин. Умуман ~  = N эканлигини курсатиш 

кийин эмас.
Агар эфи чизик ясси булса, буралма нолга тенг 

булади, чунки бу холда ёпишма текислик уз холатини 
узгартирмайди. Агар эгри чизик ясси булмаса, буралма 
бу чизикнинг ясси чизикдан канчага четланганлигини 
билдиради. Шу сабабли Т ни эгри чизикнинг буралма 
радиуси деб аташади.

(2) ва (3) формулаларга кура,
1 _ _ dn — п = v х — .
Т ds

Бу тенгликнинг иккала тарафини п  га скаляр 
куГгайтирсак, у холда

1 _ _ _ ( -  d n \  _ ( dn ..— п о п - П о \ v х 
Т  I ds

d 2r

-  -п  о
ds

(4)

-булади. Энди п = R — — эканлигини эсласак, унда 
ds

dn n d ir dR d 2f
—  = R —T + ------- т ■
ds ds ds ds

Буни n га векгор кУпайтирсак:
_ dn n d~r n x —  = /г— r x 

ds ds2
r d'*r dR d 2f ^

R —-r- + ------- ^
ds ds ds~

^ ds~ ds 
_ d f

+ R
dR
ds

i~L-  ]2-\d r  d r
— r x —̂  
ds2 ds2

= RA

/
f d 2r d 3f ^

ds ds'

эканлигини эсласак, (4) дан
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Фараз килайлик, вектор г  ихтиёрий t параметр­
нинг функцияси булсин. У холда 

dr dr ds 
dt ds dt

дейиш мумкин. Бу тенгликни t буйича дифференциаллайлик
dfr_ _  d ( d r ^ d s d s   ̂ dr d 2s _ d 2f  ( d sX  dr d 2s
dt2 d s \  d s )  dt dt ds d t2 ds2 \ d t )  + d s 'd r  ' 

Охирги тенгликни t буйича яна бир маротаба 
дифференциаллайлик:

У г
ds2

d_
ds

> ds f dsV
, d t )

"*---- г  2 ------ — +
ds dt d r

{— 1ds d ls 1 df d 2s _ d 3f ( '* Y
yds) Hi dt2

[
ds d7- ~ ds? I  d t)

d y
dt3

^ d 'r  ds d 2s ^  dr d 2s

С  /<А  J * 2 d t  d t 2 ds dt2Ьуларни (5) формула буиича аралаш купайтирамиз.
Ифодани соддалаштиргандан сунг бу купайтма куйидаги
куринишга келади:

(  j2 -  r~ f  , я - \ /  . \6dr
dt

d 2r 
d t3

d ^  
dt3

_ dr_( d 2r ^ d 'r  Y  <эЬЛ 
ds fife3 д  dt j

Агар бу ерда

'd s )2 ( d r )
dtJ ~ { d t J

эканлигини эьтиборга олсак, (6) ни куйидагича ёзса булади:
dr (  d 2r d  'r 
<# ( d t2 X

(6)

ёки fHfJ
dr
ds

d 2f  d 3r 
d ?  X

dt

Буни ва л2 нинг 4-§ нинг (11) формуласидаги ифо- 
дасини ( б )  га олиб бориб куйсак,

d f
d t1 d rdt

dr d ' r—  x — r  
dt dt

(7)

формулами хосил киламиз.
Бу формула параметрик тенгламаси ихтиёрий t па­

раметр билан  берилган эгри чизикнинг буралмасини 
топиш игмконини беради.

Бу п араграф якунида Серре-Френе формулалари
деб*- атагтувчи V, л \ г  векторларнинг \осилаларини 
ифодалошчи куйидаги тенгликларни курайлик: 

d v  п d z  _ п  d f  _ v х
ds R ds T ds R T 

Буларэнинг, масалан, охиргисини исбот килайлик. 
Бунинг у/чун

п = TXV
тенгликни S буйича дифференциаллайлик:

dn d f  -  _ d v  п _ -  п-----= -----х v + г х -----= —x v  + т х ~  =
ds ds ds Т Я

1 _ _ 1 _ _ T V= — n x v  -\—  г х п  -  — -----.
Г R Т R

Бу ер д а
h x v  — —х , г х п  -  - v  

эканлигы эъгиборга олинди.
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