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SO‘Z BOSHI

Darslikning ikkinchi jildi olti bobdan iborat bo'lib, unda quyidagi
masalalar bayon etiladi.

Beshinchi bobda predikatlar mantiqi bayon etilgan. Bu yerda
predikat tushunchasi, predikatlar ustida mantigiy amallar, umumiylik va
mavjudlik kvantorlari, predikatlar mantigining formulasi va uning giymati,
predikatlar mantigining teng kuchli formulalari, predikatlar mantigi
formulasining normal shakli, bajariluvchi va umumgiymatli formulalar,
yechilish muammosi, xususiy hollarda formulaning umumgiymatliligini
topish algoritmlari, predikatlar mantigining matematikaga tatbigi,
aksiomatik predikatlar hisobi hagida ma’lumotlar keltiriladi.

Kitobning oltinchi bob matematik nazariyalarga bagdishlangan
bo‘lib, aksiomatik nazariya tushunchasi, birinchi tartibii til, term va
formulalar, mantigiy va xos (maxsus) aksiomalar, Kkeltirib chigarish
qoidasi, algebra, geometriya va analizda mavjud bo‘lgan matematik
nazariyalar, nazariyada isbotlash tushunchasi, tavtalogiya xususiy
hollarining isbotlanuvchanligi, deduksiya teoremasi, nazariya tilining
interpretatsiyasi (talgini), berilgan interpretatsiyada formulalaming chinlik
giymatlari, nazariyaning modeli, interpretatsiyaning izomorfizmligi,
nazariyaning gat’iyligi, nazariyaning zidsizlik, toMiglilik va yechilish
muammolari, predikatlar hisobining zidsizligi, natural sonlar nazariyasi,
Gyodelning to'ligsizlik haqgidagi teoremasi singari masalalar yoritilgan.

Kitobning yettinchi bobida algoritmlar nazariyasining elementlari
atroflicha bayon etilgan. Bu yerda algoritm tushunchasi va uning xarakterli
xususiyatlari, ycchiluvchi va sanaluvchi to'plamlar, Post teoremasi,
algoritm tushunchasini aniglash, hisoblanuvchi fimksiyalar, gismiy
rekursiv. va umumrekursiv funksiyalar, A.Chyorch va S.Klini tezislari,
Tyuring mashinalari, Tyuring mashinasida algoritmni realizatsiya qilish,
natural sonlarni qo‘shish algoritmi, Evklid algoritmi, algoritmlar
nazariyasining asosiy gipotezasi, Markovning normal algoritmlari, Markov
bo‘yicha gisman hisoblanuvchi va hisoblanuvchi funksiyalar, qismiy
rekursiv.  (umumrekursiv) funksiya bilan Markov bo'yicha qismiy
hisoblanuvchi funksiya o‘rtasidagi munosabat, normallashtirish prinsipi,
algoritmik yechilmovchi muammolar, matematik mantiqgda Kkeltirib
chigaruvchanlikni tanish muammosi, 0‘z-0‘ziga tatbiq etuvchanlikni tanish
muammosi kabi masalalar ko'rilgan.



Kitobning sakkizinchi bobida matematik mantigning texnikaga
tatbiglari keltirilgan. Bu yerda rele-kontaktli sxemalar, kontaktli sxemalar
va ulaming sintezi, funksional elementlar va ulardan sxemalar yasash, ko‘p
taktli sxemalar, funksional elementlar sistemasining to‘ligligi, sxemalami
minimallashtirish muammosi, teskari bog‘lanishi bo'Imagan avtomatlar,
chekli avtomat hagida umumiy tushunchalar, Mili va Mur avtomatlari kabi
masalalar ko‘rib chigilgan. Mantiq algebrasi funksiyalarini sxemalar
(avtomatlar) orqali realizatsiya etish masalasiga alohida ahamiyat berilgan.

To'qqizinchi bobda matematik, mantiq funksiyalarini minimal-
lashtirish muammosi bayon etilgan. Bu yerda diz’yunktiv normal shakl
(DNSh)ni soddalashtirish, eng gisqga DNSh, gisqartirilgan DNSh, tupikli
DNSh, Kvayn DNSh va minimal DNShlami yasash algoritmlari keltiril-
gan. Analitik va geometrik tarzdagi algoritmlarning ekvivalentligi ko‘r-
satilgan.

0 ‘ninchi bobda graflar nazariyasi elementlari garaladi. Dastlab graflar
hagida gisgacha tarixiy ma’lumotlar, graining abstrakt ta’rifi va u bilan
bog'lig boshlang‘ich tushunchalar hamda graflaming geometrik ravishda,
maxsus turdagi ko'phad yordamida, qo‘shnilik va insidentlik matritsalari
vositasida berilishi yoritiladi. Grafning elementlari ustida sodda amallar,
graflami birlashtirish, biriktirish va ko‘paytirish amallari, marshrutlar va
zanjirlar, grafning bog‘lamliligi, Eyler va Gamilton graflari, grafda masofa
tushunchasi, minimal uzunlikka ega yo‘l hagidagi masala, daraxt va unga
ekvivalent tushunchalar, grafning siklomatik soni ushbu bobda bayon
gilinadi. Shu bobda tarmoq tushunchasi. maksimal oqim hagidagi masala
va uni hal gilish uchun Ford algoritmi ham keltirilgan.

Darslikdagi gayta ishlangan va to'ldirilgan gismlar SamDU *“Mate-
matik modellashtirish” kafedrasi dotsenti |.Azizov bilan hamkorlikda
bajarildi. Darslikning | bobidagi 1-3- va 6- paragraflar, 11l bobidagi 1-9-
paragraflar va X bobi H.T.To'rayev va l.Azizov, | bobidagi 5, 6 va 7-
paragraflar, Il bobi I. Azizov, IV-IX boblar H.T. To‘rayev tomonidan
yozilgan.

Nazariy masalalarni bayon etishda misollardan keng foydalanilgan,
deyarli har bir paragrafning oxirida mustaqil ishlash uchun mashglar, savol
va topshiriglar berilgan. 0 ‘quvchilarga tavsiya etilayotgan ushbu darslik
“Matematik mantiq va diskret matematika” hamda «Matematik mantig va
algoritmlar nazariyasi» fanlari bo‘yicha Respublikamiz davlat ta’lim
standartlarida ko'rsatilgan o'quv dasturlariga to‘lig javob beradi.

Mualliflar



VBOB
PREDIKATLAR MANTIQI

Ushbu bobda predikat tushunchasi, predikatlar ustida mantigiy amallar,
umumiylik va mavjudlik kvantorlari, predikatlar mantigining formulasi va
uning giymati, predikatlar mantigining teng kuchli formulalari, predikatlar
mantigi formulasining normal shakli, bajariluvchi va umumgiymatli
formulalar, yechilish muammosi, xususiy hollarda formulaning umum-
giymatliligini topish algoritmlari, predikatlar mantigining matematikaga
tadbiqi, aksiomatik predikatlar hisobi hagida ma’lumotlar keltiriladi.

5.1. Predikat tushunchasi. Predikatlar ustida mantigiy amallar

Predikat. Predikatlar mantiqi. Birjoylipredikat. Ko ‘pjoyli predikat. Predikatning
chinlik to plami. Aynan chin predikat. Aynan yolg ‘on predikat. Predikatlar ustida
mantiqiy amallar.

5.1.1. Predikat tushunchasi. Mantiq algebrasida mulohazalar
fagatgina chin yoki yolg'on giymat gabul gilishi nuqtai nazaridan garalib,
mulohazalaming tuzilishiga ham, hattoki, mazmuniga ham e’tibor
berilmaydi. Ammo fanda va amaliyotda mulohazalaming tuzilishi va
mazmunidan kelib chiqgadigan xulosalardan (natijalardan) foydalaniladi.
Masalan, «Har ganday romb parallelogrammdir; ABCD - romb; demak,
ABCD - parallelogramm».

Asos (shart) va xulosa mulohazalar mantigining elementar mulohazalari
bo‘ladi va ularni bu mantiq nuqtai nazaridan bo‘linmas, bir butun deb va
ulaming ichki tuzilishini hisobga olmasdan garaladi. Shunday qilib, mantiq
algebrasi mantigning muhim qgismi bo'lishiga garamasdan, ko'pgina
fikrlarni tahlil qilishga qodir (yetarli) emas. Shuning uchun ham
mulohazalar mantiqini kengaytirish masalasi vujudga keldi, ya’ni
elementar mulohazalaming ichki tuzilishini ham tadqiq eta oiadigan
mantigiy sistemani yaratish muammosi paydo bo‘ldi. Bunday sistema
mulohazalar mantiqgini o°‘zining bir gismi sifatida butunlay o‘z ichiga
oiadigan predikatlar mantiqidir.



Predikatlar mantigi an’anaviy formal mantiq singari elementar
mulohazani subvekt va predikat gqismlarga boiadi.

Subyekt - bu mulohazada biror narsa hagida nimanidir tasdiglaydi;
predikat - bu subyektni tasdiglash.

Masalan, «5 - tub son» mulohazada «5» - subyekt, «tub son» -
predikat. Bu mulohazada «5» «tub son bo'lish» xususiyatiga ega ekanligi
tasdiglanadi. Agar keltirilgan mulohazada ma’lum 5 sonini natural sonlar
to‘plamidagi x o°‘zgaruvchi bilan almashtirsak, u holda «jc - tub son»
ko'rinishidagi mulohaza shakliga ega boiamiz. x o'zgaruvchining ba’zi
giymatlari (masalan, x=\3, x=3, .*=19) uchun bu shakl chin
mulohazalar va x o°‘zgaruvchining boshga giymatlari (masalan. .r=10,
x =20) uchun bu shakl yolg'on mulohazalar beradi.

Ravshanki, bu shakl bir (jc) argumentli funksiyani aniglaydi va bu
funksiyaning aniglanish sohasi natural sonlar to'plami (N ) hamda
giymatlar sohasi {1 0} to'plam bo‘ladi.

1- ta’rif. M to'plamda aniglangan va {1,0} toplamdan giymat
gabul giluvchi bir argumentli P(x) funksiya hirjoyli (bir o ‘rinli) predikat
deb ataladi.

M to‘plamni P(x) predikatning aniglanish sohasi deb aytamiz.

P(x) predikat chin giymat gabul giluvchi hamma xe M elementlar
to'plamiga P(x) predikatning chinlik to'plami deb ataladi. ya’ni P(x)
predikatning chinlik to'plami Ip ={x:xe M,P(x) = 1} to'plamdir.

1-misol.«x - tub son» ko'rinishdagi P(x) predikat N to'plamda
aniglangan va uning Ip chinlik to'plami barcha tub sonlar to'plamidan
iborat. «sinm = 0» shakldagi Q(x) predikat R hagqigiy sonlar to'plamida
aniglangan va uning 1Q chinlik to'plami 1Q= {kk,ke Z},buyerda Z -
butun sonlar to'plami. «Parallelogramm diagonallari x bir-biriga
pedendikulyardir» degan ®(x) predikatning aniglanish sohasi hamma
parallelogrammlar to'plami, chinlik to'plami esa hamma romblar to'plami
bo'ladi. Bu misolda keltirilgan predikatlar bir joyli predikat xususiyatlarini
ifodalaydi. m

2- ta’rif. Agar M to'plamda aniglangan P(x) predikat uchun
IP=M (IF=0 ) bo Isa, un ayttan chin (aynan yolg'on) predikat deb
ataladi.

Endi ko‘p joyli predikat tushunchasini o'rganamiz. Ko'p joyli predikat
predmetlar orasidagi munosabatni aniglaydi.
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«Kichik» munosabati ikki predmet orasidagi binar munosabatni
ifodalaydi'. «x<_y» (bu yerda x,yeZ) binar munosabat ikki
arguinentli P(x,y) funksiyani ifodalaydi. Bu funksiya Z x Z to‘plamda
aniglangan va giymatlar sohasi {1, 0} to‘plam bo‘ladi.

3. ta'rif. M = MxXM2 to'plamda aniglangan va {1,0}
to ‘plamdan giymat oluvchi ikki argumentli P{x,y) funksiya ikki joyli
predikat deb ataladi.

n joyli predikat ham shunga o ‘xshash aniglanadi.

2- misol. «x =y » shakldagi Q{x,y) ikki joyli predikat
Rz=RxR to‘plamda aniglangan «x+>>» x to‘g‘ri chiziq y to‘g‘ri
chiziqgga perpendikulyar - F(x,y) ikki joyli predikat bir tekislikda
yotuvchi to‘g'ri chiziglar to‘plamida aniglangan. m

3- misol. Bir joyli predikatlaming aniglanish sohasi R , ikki joyli
predikatlaming aniglanish sohasi esa R xR boisin. Quyida berilgan
mulohazalami tahlil qilib, ulaming qaysilari predikat bo‘la olishini
aniglaymiz:

)x +5=1; 2) x2-2x +1=0; 3) x+2<3x-4;

4) (je+ 2)-(3jc —4); 5)x2+72>0.

1) Tenglik shaklida berilgan ifoda bir joyli predikatdir. Agar uni A(x)
deb belgilasak, u holda 1 A= {-4} bo‘ladi.

2) je: —2x+1=0 ifoda bilan berilgan mulohaza ham bir joyli
predikatdir. Uni A(x) bilan belgilaymiz. 14 = {1}.

3) Tengsizlik shaklida berilgan ifodani mulohaza deb hisoblasak, bir
joyli A(x) predikatga ega bo‘lamiz. Ravshanki, In = (3, +°°).

4) Ikkita ikki hadning ayirmasi shaklidagi ifoda bilan berilgan
mulohaza predikat bo‘la olmaydi.

5) Berilgan ifodani ikki joyli A(x,y) predikat deb hisoblash mumkin
vala=RxR\{(0,0)} m

4- misol. Quyidagi predikatlaming gaysilari aynan chin boMishini
aniglaymiz:

1) x2+ y2>0; 2) x2+jy2 > 0; 3) sin2x +cos2x = 1;

1Birjoyli predikatni unar predikat deb atash ham mumkin.
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4) (x+1)2>x-1; 5) x2+1 > (jc+ 1)2.

Ravshanki, 1), 3) va 4) predikatlar aynan chin
predikatlardir. 2) predikatda x =0, y =0 qiymatlar
uchun tengsizlik o'rinli emas. 5) predikatda esa, X
o0°‘zgaruvchining hamma musbat giymatlarida tengsizlik 1-shakl
o‘rinli emas. Demak, 2) va 5) predikatlar aynan chin predikatlar bo‘la
olmaydi. m

5 misol. M =MxxM2czR xR to'plamda A(x,y) va B(x,y)
predikatlar berilgan boMsin. A(X,y) B(x, v) predikatning chinlik
to‘plamini topamiz

A(X,y) <>B(x,y) =(A(x, v) -> B(x, 7» n(B(x,y) -> A(x,y))
bo'lganligi uchun

A= (/rB)D(/IM)=((C/omiB)N(ClBKl,))=
=(/,n/£)U (c/,nc/B).

1A chinlik to‘plami 1- shaklda bo‘yalgan soha sifatida
ko ‘rsatilgan.m
5.1.2. Predikatlar ustida mantiqiy amallar Predikatlar ham

mulohazalar singari fagatgina chin yoki yolg‘on (1 yoki 0) giymat gabul
gilganliklari tufayli ular ustida mulohazalar mantigidagi hamma mantiqiy
amallami bajarish mumkin.

Bir joyli predikatlar misolida mulohazalar mantigidagi mantiqiy
amallaming predikatlarga tatbiq etilishini koTaylik,

4- ta’rif. Berilgan M to'plamda uniglangan P(x) va Q(x)
predikatlarning kott'yunksiyasi deb, fagat vafagat xe M giymatlarda
aniglangan hamda P(x) va Q{x)lar bir vagtda chin giymat qabul
gilgandagina chin giymat qgabul qilib, golgan barcha hollarda yolg'on
giymat gabul giluvchi yangi predikatga aytiladi va u P(x) n Q{x) kabi
belgilanadi.

/Xx)a0 (.v) predikatning chinlik sohasi 1PC\IQ to‘plamdan, ya’ni
P(x) va Q(x) predikatlar chinlik sohalarining umumiy gismidan iborat
bo'ladi.

6- misol P(x):«x - juftson» va Q(x):«x - toq son» predikatlar
uchun «x - juft son va x - tog son»: P(x)aQ(x) predikatlar
kon’yunksiyasi mos keladi va uning chinlik sohasi 0 - bo‘sh to‘plamdan
iborat bo‘ladi. m
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5- ta’rif. Berilgan M to'plamda aniglangan P(x) va Q{x)
predikatlarning dizyunksiyasi deb, fagat va fagatgina xe M
giymatlarda aniglangan hamda P(x) va Q{x)predikatlaryolg 'on giymat
gabul gilganda yolg on giymat gabul qilib, golgan barcha hollarda chin
givmat gabul giluvchi yangi predikatga aytiladi va n P(x) v Q(x) kabi
belgilanadi.

P (x)vQ(x) predikatning chinlik sohasi Ip(Jly to‘plamdan iborat
bo'ladi.

6- ta’rif. Agar hamma xe M qiymatlarda P(x) predikat chin
giymat qabul gilganda yolg'on giymat va xe M ning barcha
giymatlarida P(x) predikat yolg ‘on giymat gabul gilganda chin giymat
gabul giluvchi predikatga P(x) predikatning inkori deb ataladi va u
P (.v) kabi belgilanadi.

Bu ta’rifdan Ip - M \ I p —CIp kelib chigadi.

7- ta’rif. Fagat vafagatgina xe M lar uchun bir vaqtda P(x)
chin giymat va Q(x) yolg on giymat gabul gilganda yolg on giymat qabul
qgilib, gqolgan hamma hollarda chin giymat qabul giladigan P(x) —Q(x)
predikat P(x) va Q(x) predikatlarning implikatsiyasi deb ataladi.

Harbir tayinlangan xe M uchun P(x) —=Q(x) = P(x)v Q(x) teng
kuchlilik to‘g ‘ri bo‘lganligidan = lp {Jlg=Clp\Jlqg o‘rinlidir.

5.2. Lmumiylik va mavjudiik kvantorlari

Umumiylik, mavjudiik k\lantorlari. Kvantorli amaUar bilan kon yunksiya va
diz 'yunksiya amallari orasidagi munosabat.
M to'plamda aniglangan P(x) predikat berilgan bo'lsin. Agar
ae Mn\ P(x) predikatning x argumenti o‘rniga qo‘ysak, u holda bu
predikat P{a) mulohazaga aylanadi.

Predikatlar mantigida yuqorida ko'rilganlardan tashqari yana ikkita
amal mavjudki, ular bir joyli predikatni mulohazaga aylantiradi.
5.2.1. Umumiylik kvantori. M to‘plamda aniglangan P(x) predikat

berilgan bo'lsin. Har ganday xe M wuchun P(x) chin va aks holda
yolg‘on giymat qabul gqiluvchi mulohaza ifodasini VxP(x) shaklda
9



yozamiz. Bu mulohaza endi x ga bog‘lig bo'Imay qoladi va u quyidagicha
o‘giladi: «har ganday x uchun P(x) chin». V simvol umumiylik

kvantori deb ataladi. Aytilgan fikrlami matematik ifodalar vositasida
quyidagicha yozish mumkin:
[I, barcha xe M uchun P(x) =1bo'lganda,
[0, aks holda.
P(x) predikatda xni erkin (ozod) o°‘zgaruvchi va \/x[x)

mulohazada xni umumiylik kvantori V bilan bog‘langan o‘zgaruvchi
deb ataladi.
5.2.2. Mavjudlik kvantori. P(x) predikat M to'plamda aniglangan

boisin. Hech boimaganda bitta xe M uchun P(x) predikat chin va aks

VXP(x) =

holda yolg'on giymat gabul giluvchi mulohaza ifodasini 3xP(x) shaklda

yozamiz. Bu mulohaza x ga bog‘liq emas va uni quyidagicha o‘gish
mumkin: «shunday x mavjudki, P(x) =1», ya’ni

[I, birorta xe M uchun P(x) = 1bo'lganda,
3xP(x) =«
[0, aks holda.

3 simvol mavjudlik kvantori deb ataladi. 3xP(x) mulohazada x
o0°‘zgaruvchi 3 kvantori bilan bog‘langan boiadi.

1- misol. N natural sonlar to'plamida P(x) predikat berilgan
bo‘lsin: «x - tub son». Kvantorlardan foydalanib ushbu predikatdan
quyidagi mulohazalami hosil gilish mumkin: VxP(x) - «Hamma natural
sonlar tub sonlar bo'ladi»; 3xP(x) - «Shunday natural son mavjudki, u
tub son bo‘ladi». Ravshanki, birinchi mulohaza yolg’on va ikkinchi
mulohaza chindir. m

Ma’lumki, VxP(x) mulohaza fagat P(x) aynan chin predikat
bo‘lgandagina chin giymat gabul giladi. 3xP(x) mulohaza bo'lsa, P(x)
aynan yolg‘on predikat bo‘lgandagina yolg‘on giymat gabul giladi.

Kvantorli amallar ko‘p joyli predikatlarga ham go'llaniladi. Masalan,
M to‘plamda ikki joyli P(x,y) predikat berilgan bo'lsin. Agar P(x,y)
predikatga x o'zgaruvchi bo‘yicha kvantorli amallarni qo‘llasak, u holda
ikki joyli P(x,y) predikatga bir joyli VxP(x,") (yoki bir joyli
3xP{x,y) ) predikatni mos qilib qo‘yadi.
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Bir joyli  xP(x,y) (3xP(x,y)) predikat fagat y o'zgaruvchiga
bogiiq, x o'zgaruvchiga esa bog'liq emas. Ularga y bo'yicha kvantorli
amallami go'llaganimizda quyidagi mulohazalarga ega bo'lamiz:

Vy\/IxP (x,y), 3yVxP(x,y), Vy3xP(x,y), 3y3xP(x,y).

2-  misol To‘g‘ri chiziglar to'plamida aniglangan P (x,y):«x £y »
predikatni ko'raylik. Agar P(x,y) predikatga nisbatan kvantorli amallami
tatbiq etsak, u holda quyidagi sakkizta mulohazaga ega bo'lamiz:

1. x yP(x,y) - «Har ganday x to'g'ri chiziq har ganday y to'g'ri
chizigqga perpendikulyar».

2.3y xP(x,y) - «Shunday y to‘g'ri chizig mavjudki, u har ganday
X to‘g‘ri chizigga perpendikulyar».

3. Vy3xP(x,y) - «Har ganday y to‘g‘ri chiziq uchun shunday x
to‘g‘ri chizig mavjudki, x to‘g‘ri chizigi y to'g'ri chizigga
perpendikulyar».

4. 3v3xP(x,}>) - «Shunday y to'g‘ri chizig va shunday x to‘g‘ri
chiziq mavjudki, x to‘g‘ri chiziq y to‘g‘ri chizigqa perpendikulyar».

5 V>'VxP(jf,y) - «Har ganday y to‘g‘ri chizig har ganday x to‘g‘ri
chizigga perpendikulyar».

6. Vx3yP(x,y) - «Har ganday x to‘g‘ri chizig uchun shunday vy
to‘gri  chiziq mavjudki, x to‘g‘ri chizig v to‘g‘n chiziqga
perpendikulyar».

7. 3x3vP(x,y) - «Shunday x to‘g‘ri chizig va shunday y to‘g‘ri
chizig mavjudki, x to‘g‘ri chiziq y to‘g‘ri chizigga perpendikulyar».

8. 3xVyP(x,y) - «Shunday x to‘g‘ri chizig mavjudki, u har ganday
Y to‘g‘ri chiziqga perpendikulyar». m

Bu misoldan ko‘rinib turibdiki, umumiy holda kvantorlar tartibi
o'zgarishi bilan mulohazaning mazmuni va, demak, uning mantiqiy
giymati ham o°‘zgaradi.

Chekli sondagi elementlari boigan M = {al,a2,...,an} to'plamda
aniglangan P(x) predikat berilgan boMsin. Agar P(x) predikat aynan
chin bo'lsa, u holda P(al),P(a2),...,P(an) mulohazalar ham chin
bo'ladi. Shu holda VxP(x) mulohaza va P(at)n P(a2)n ..a P(an)
kon’yunksiya ham chin bo'ladi.

Agar hech bo'lmaganda bitta ake M element uchun P{ak) yolg'on
bo'lsa, u holda VxP(x) mulohaza va P(a,) P(cJ2) .. P(d,)
kon’yunksiya ham yolg'on bo'ladi. Demak,
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VxP(x)=P(a)n P(a2)n ..n P(an)
teng kuchli ifoda to‘g‘ri boiadi.
Yuqoridagidek fikr yuritish yo‘li bilan
3xP(x) =P(apv P(a2)v...vP(an)
teng kuchli ifodaning mavjudligini ko'rsatish mumkin.

Bu yerdan kvantorli amallami cheksiz sohalarda kon’yunksiya va

diz’yunksiya amallarining umumlashmasi sifatida qarash mumkinligi kelib
chigadi.

Muammoli masala va topshiriglar

1. M - {3 4,5, 6,7, 8} to‘plamda ikkita A(Xx): «x - tub son» va
B(x)\ «x - toq son» predikatlar berilgan. Bu predikatlaming chinlik
jadvalini tuzing.

2. M - {42, 3,.., 20} to'plamda quyidagi predikatlar berilgan:
A(x): «x son 5ga qoldigsiz bo'linmaydi»; B(x): «x -juft son»; C(x) :
«X - tub son»; D (x): «x son 3ga karrali». Quyidagi predikatlaming har
biri uchun chinlik to‘plamini aniglang:

a) N(x) n B(x);b) C(x) n B(x);d) C(x)n D(x);

e) B(x) n D(x); f) 5(x)AD (x);g9) A(x)a D(x)\

h) B(x) n D(x);i) *(x)a B{x) a D(x) ;j) N(X)v 5(x);
K) B(x) v C(x);D C(x)v D(x);m) B(x) v £>(x);

n) B(x)v D(x);0) B(x) n D(x);p) A(x) v 5(x) Vv D(x);
q) C(x) -> A(x) 1) D(x) ->C(x) ;s) A(X) -> B(X);

) (*(x) n C(x)) -> D(x) ;u) (Ax) n D(x)) -» C(x).

3. R to'plamda P(x): «x2+x+1>0»va Q(x): «x2-4Xx +3=0»
predikatlar berilgan bo‘lsin. Quyidagi mulohazalaming qaysilari chin,
qaysilari esa yolg‘on ekanligini aniglang:

a) \/xP(x);b) 3xP(x);d) VXE>(x) ;e) 3x"(x) .

4. Quyidagi predikatlaming gaysi birlari aynan chin giymatga ega
bo'ladi:

a) X2+y2+(x+y)2>0;b) x2+y2+(x+y)2>0;

d) cos2x - sin2x = cos2x ;e) sin 2x = 2sSin XCOSX ;

) (x+)2<x—-3;h) x2+I<(x +1)2.
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Mustaqil ishlash uchun savollar

Predikat tushunchasini bilasizmi?
Predikatlar ustida ganday mantiqiy amallar bajarish mumkin?
Umumiylik va mavjudiik kvantorlari deganda nimani tushunasiz?
4. Predikatlami ganday qilib bir joyli va ko‘p joyli predikatlarga
ajratish mumkin?
5. Predikatning chinlik to'plamini aniglash uchun nima qilish kerak?
6. Berilgan predikatning aynan chin yoki aynan yolg'on predikat
bo'lishini ganday aniglash mumkin?

W

5.3. Predikatlar mantigining fortnulasi. Predikatlar mantiqi
formulasining giymati. Predikatlar mantigining teng kuchli
formulalari

Predikatlar mantigining simvollari. Formulaning ta rifi. Formulaning giymati
tushunchasi. Teng kuchliformulalar. Asosiy teng kuchli formulalar.

Predikatlar mantigida quyidagi simvollardan foydalaniladi:

1. p,q,r... simvollar - 1 (chin) va 0 (yolg'on) giymatlar gabul
giluvchi o'zgaruvchi mulohazalar.

2. X Y,2,... - biror M to'plamdan gqiymat oluvchi predmet
o'zgaruvchilar: x0,y0,z0>.. - predmet konstantalar, ya’ni predmet
o'zgaruvchilaming giymatlari.

3. P(-), F(-) - bir joyli o'zgaruvchi predikatlar; Q( ,

nta

/ ?4( +, + ®m - n joyli o'zgaruvchi predikatlar.

nta

4- [X0(-), 6 °( > ) - o'zgarmas predikatlar simvoli.
5n,v, — - mantigiy amallar simvollari.

6. V.v, Hy - kvantorli amallar simvollari.

7. (,) va, (qavslar va vergul) - go'shimcha simvollar.

5.3.1. Predikatlar mantigi formulasining ta "rifi.

1 Har ganday o'zgaruvchi yoki o'zgarmas mulohaza (elementar)
formula bo 'ladi.

2. Agar F( ) n joyli o'zgaruvchi predikat yoki o'zgarmas

predikat va xxx2,...,xn - predmet o'zgaruvchilar yoki predmet
13



VxP(x)=P(ay) n P(a2)n ..n P(an)
teng kuchli ifoda to‘g‘ri bo'ladi.
Yuqoridagidek fikr yuritish yo‘li bilan
3xP(x) =P(a])vP(a2)v...vP(an)
teng kuchli ifodaning mavjudligini ko'rsatish mumkin.
Bu yerdan kvantorli amallami cheksiz sohalarda kon’yunksiya va

diz’yunksiya amallarining umumlashmasi sifatida qarash mumkinligi kelib
chigadi.

Muammoli musala va topshiriglar

1. M - {34,5 6,7, 8} to'plamda ikkita A(Xx): «x - tub son» va
B(x) : «x - toq son» predikatlar berilgan. Bu predikatlaming chinlik
jadvalini tuzing.

2. M - {2 3,.., 20} to'plamda quyidagi predikatlar berilgan:
A(x): «x son 5ga qoldigsiz bo'linmaydi»; B(x) : «x - juft son»; C(x):
«X - tub son»; D(x) :«x son 3ga karrali». Quyidagi predikatlaming har
biri uchun chinlik to'plamini aniglang:

a) N(x) n B(x);b) C(x) n B(x);d) C(x) n D(x);

e) B(x)AD(x) -f) B(x)AD{x)\g) A{x)a D{x)\

h) B(x) a D(x);i) A(x) a B(x)a D(x);j) N1 (» v B(x);

K) B(x)vC(x);D) C(x)vD(x);m) S(x)vD(x);

n) B(x)v D(x);0) B(x) a D(x);p) A(x) v 5(x) v D(ac) ;

q) C(x) -> A(x) n) D(x) ->C(x) ;s) Aar) * B(x);

t) (JTI(x)n C(.r)) ->D(x);u) (A(x)n D(x)) ->C(x).

3. R to'plamda P(x): «x2+x+1>0» va Q(x):«x2-4x +3=0»
predikatlar berilgan bo'lsin. Quyidagi mulohazalaming qaysilari chin,
qaysilari esa yolg'on ekanligini aniglang:

a) VxP(x);b) 3nT~x);d) \/xQ(x) ;e) 3xQ(x) .

4. Quyidagi predikatlaming gaysi birlari aynan chin giymatga ega
bo'ladi:

a) X2+y2+(x+y)2>0;b) x2+y2+{x+yf >0;

d) cos2x - sin2x =cos2x;e) sin 2x = 2sin X C0S .*;

f) (jt+ D2<x-3 ;h) x1+1 <(jc+ D2.
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Mustaqil ishlash uchun savollar

Predikat tushunchasini bilasizmi?
Predikatlar ustida ganday mantigiy amallar bajarish mumkin?
Umumiylik va mavjudlik kvantorlari deganda nimani tushunasiz?
Predikatlami ganday qilib bir joyli va ko'p joyli predikatlarga
ajratish mumkin?
5. Predikatning chinlik to'plamini aniglash uchun nima qilish kerak?
6. Berilgan predikatning aynan chin yoki aynan yolg'on predikat
boMishini ganday aniglash mumkin?

Bwpp

5.3. Predikatlar mantiqgining formulasi. Predikatlar mantiqi
formulasining giymati. Predikatlar mantigining teng kuchli
formulalari

Predikatlar mantiqining simvollari. Formulaning ta rift. Formulaning giymati
tushunchasi. Teng kuchlifarmulalar. Asosiy teng kuchli formulalar.
Predikatlar mantigida quyidagi simvollardan foydalaniladi:
1. p,q,r... simvollar - 1 (chin) va 0 (yolg‘on) giymatlar gabul
giluvchi o‘zgaruvchi mulohazalar.

2. X Y,Z,... - biror M to‘plamdan qiymat oluvchi predmet
o‘zgaruvchilar; x0,yQz0,... - predmet konstantalar. ya’ni predmet
o'zgaruvchilaming giymatlari.

3. P(-), F(*) - bir joyli o‘zgaruvchi predikatlar; Q( ),

nta

R{ e ¢ ) - njoyli o'zgaruvchi predikatlar.

Qffm m m ) - o'zgarmas predikatlar simvoli.
5. A, v, — —- mantigiy amallar simvollari.
6. V.r, 3or - kvantorli amallar simvollari.
7. (,) va, (qavslar va vergul) - go'shimcha simvollar.
5.3.1. Predikatlar mantigi formulasining ta "rifi.
1 Har ganday o zgaruvchi yoki o'zgarmas mulohaza (elementar)
formula bo 'ladi.
2. Agar F( ) n joyli ozgaruvchi predikat yoki o'zgarmas
nta

predikat va xx,x2,...,xn - predmet o'zgaruvchilar yoki predmet
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konstantalar bo‘lsa, u holda F(x{,x2,—xn) formula bo'ladi. Bunday
formulani elementar formula deb ataymiz. Bu formulada predmet
0 zgaruvchilar erkindir, ya ni kvantorlar bilan bog 'langan emas.

3. Agar A va B shundayformulalarki, birorta predmet o Zgaruvchi
birida erkin va ikkinchisida bogangan o'zgaruvchi bo'lmasa, n holda
AvB, An B, A—B hamformula bo fadi. Buformulalarda dastlabki
formulalarda erkin bo'lgan o'zgaruvchilar erkin, bog'langan bo'lgan
0 zgaruvchilar esa bog 1angan o ‘zgaruvchilar® bo 1adi.

4. Agar A_formula bo'lsa, u holda A ham formula bo'ladi. A
formuladan A formulaga o'tishda o'zgaruvchilaming xarakteri
0 zgarmaydi.

5 Agar A(x) formula bofisa va uning ifodasiga x predmet
0 zgaruvchi erkin holda kirsa, n holda \/xA(x) va 3xA(x) mulohazalar
formula bo'ladi va x predmet o'zgaruvchi ularga bog'langan holda
kiradi.

6. 1-5- bandlarda formulalar deb atalgan mulohazalardan farq
giluvchi har ganday mulohazaformula ho 'Imaydi.

1- misol. Agar P(x) va Q(x,y) - birjoyli va ikki joyli predikatlar,
g,r - o'zgaruvchi mulohazalar bo'lsa, u holda quyidagi mulohazalar
formulalar boiadi:

q, P(x), P(x) \NQ(x°,y), VxP(x) ->3xQ(x,y),
(Q(x,y)va)-»r.

VxQ(x,y) —P(x) mulohaza formula bo‘la olmaydi, chunki pre-
dikatlar mantiqi formulasi ta’rifning 3- bandidagi shart buzilgan: x
predmet o'zgaruvchi VxQ(x,y) formulaga bog'langan holda, /X.v)ga
esa erkin holda kirgan. m

Predikatlar mantigqi formulasining ta’rifidan ko‘rinib turibdiki,
mulohazalar algebrasining har ganday formulasi predikatlar mantigining
ham formulasi bo'ladi.

2- misol. Quyidagi ifodalaming gaysilari predikatlar mantigining
formulasi bo'lishi va har bir formuladagi bog'langan va erkin
o'zgaruvchilami aniglash talab etilgan bo'lsin:

1) 3atVz(P(.v,)  P(y, 2))\
2) {p->q)A(rvp);
3) P(x) n VxQ(x);
14



4)  Va(P(x) -» £5(*)) <> (3xP(x) -» \/IxR(x,7));

9 (P(x)  Q(x))v3y(\yR(y));
6) 3x\/z(P (x,y) -> P(y,2)).
Predikatlar mantigi formulasining ta’rifiga ko‘ra 1), 2), 4) va 6) ifodalar

formulalardir.
3) va 5) ifodalar formula emas. Hagigatdan ham, 3) ifodada n amali

P(x) va VxQ(x) formulalarga nisbatan go‘llanilgan bo‘lib, /5(x)da x
predmet 0'zgaruvchi erkin va VxQ(x) da esa umumiylik kvantori bilan
bogiangan. Bu holat formula ta’rifining 3- bandiga ziddir. Shuning uchun
3) ifoda formula boia olmaydi. 5) ifodada esa, 3y mavjudlik kvantori
bilan Vy umumiylik kvantori orasida ziddiyat bor.

1) formulada y erkin, x va z o‘garuvchilar esa bog'langan
0°‘zgaruvchilardir. 2) formulada predmet o'zgaruvchilar yo'q. 4) fonnulada
X bog‘langan o‘zgaruvchi, y esa erkin o‘zgaruvchidir. m

5.3.2. Predikatlar mantigi formulasining qiymati tushunchasi. Endi
predikatlar mantigi formulasining gqiymati tushunchasini aniglaylik.
Predikatlar' mantigi formulasining ifodasiga kiruvchi predikatlaming
aniglanish sohasi M to'plam berilgan bo'lsa, bu formulaning mantiqiy
giymati hagida so‘z yuritish mumkin. Predikatlar mantiqi formulasining
mantigiy qiymati uch xil o'zgaruvchilar: 1) formulaga kiruvchi o'zga-
ruvchi mulohazalaming; 2) M to'plamdagi erkin predmet o‘zgaruvchi-
laming; 3) predikat o‘zgaruvchilaming giymatlariga bog'liq bo'ladi.

Uch xil o‘zgaruvchilardan har birining ma’lum giymatlarida predikatlar
mantigining formulasi chin yoki yolg'on qgiymat qabul qiluvchi
mulohazaga aylanadi.

3- mis01. Quyidagi formulani tahlil gilamiz:

yVz(P(x,y)  P(y,z)). D

(1) formulada P(x,y) ikki joyli predikat M xM to'plamda
aniglangan, bu yerda M =1{0,1,2,...,/?,...}. (1) formula ifodasiga
o0'zgaruvchi predikat P(x,y) va x,y,z predmet o'zgaruvchilar kirgan.
Buyerda y va z - kvantorlar bilan bog'langan o'zgaruvchilar, x - erkin
o'zgaruvchi.

A*(**>0 predikatning ma'lum giymati sifatida tayinlangan P n(x,y):
«-Y<y» predikatni olamiz. erkin o'zgaruvchi xga x° -5e M qgiymat
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beramiz. U holda _yning xu =5 dan kichik giymatlari uchun

predikat yolg‘on giymat gabul giladi, P(x,y) — P(y,z) implikatsiya esa
rning hamma ze M  giymatlari uchun chin bo'ladi, ya’ni
3lyVz(P°(x,>>) —P \y,z)) mulohaza chin giymatga ega bo‘ladi. m

4- misol. Natural sonlar to'plami Tvda P(x), Q(x) va R(x)
predikatlar berilgan bo‘lsa, Vx(P(x)n Q(x) —R(x)) formulaning
giymati quyidagi hoilarda topilsin:

1) P(x): «x son 3ga qoldigsiz bo'linadi», Q(x): «x son 4ga
goldigsiz bo'linadi», R(x):«x —juft»;

2) P(x): «X son 3ga qoldigsiz bo‘linadi», Q(x): «X son 4ga
goldigsiz bo'linadi”, i?(x):«x son 5ga goldigsiz bo'linadi».

Ikkala holda ham P(x) n Q(x) formula «x son 12ga qoldigsiz
bo'linadi» degan tasdigni ifodalaydi. O'z navbatida hamma x lar uchun x
son 12ga qoldigsiz bo‘linsa, u holda x son 2 ga ham bo‘linadi (juft
boMadi). Demak, 1) holda formulaning giymati chindir.

X sonning 12ga qoldigsiz bo‘linishidan ba’zi xlar uchun xning 5ga
goldigsiz bo‘linishi, bundan esa 2) holda formulaning yolg‘on ekanligi
kelib chigadi. m

5- misol. P(x,y) predikat M =N x N to‘plamda aniglangan va
P°(x,y): «x son y sondan Kkichik» bo'lganda Vx3yP(x,y)->
-* 3xVyP(x,y) formulaning mantigiy giymatini topamiz.

jp(x,>") predikatning ko'rsatilgan giymati uchun Vx3yP(x,y): «har
ganday X natural son uchun shunday y natural son topiladiki, u xdan
katta bo'ladi” degan chin mulohazani bildiradi. 3xVyP(x,>’) esa
«shunday x natural son mavjudki, u har ganday y natural sondan kichik

bo'ladi” degan tasdigni bildiradi. Bu tasdiq yolg'ondir. Demak, berilgan
formulaning mantigiy giymati yolg'on bo'ladi. m

5.3.3. Predikatlar mantiqining teng kuchli formulalari. Predikatlar
mantigida ham teng kuchli formulalar tushunchasi mavjud.

1- ta’rif. Predikatlar mantigining ikkita A va B formulasi o'z
tarkibiga kiruvchi M sohaga oid hamma o zgaruvchilarning giymatlarida
bir xil mantigiy giymat qabul qilsa, ular M sohada teng kuchli
formulalar deb ataladi.

2- ta’rif. Agar ixtiyoriy sohada A va B formulalar teng kuchli
bo 1sa, u holda ular teng kuchli formulalar deb ataladi va A =B
Ko Trinishdayoziladi.
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Agar mulohazalar algebrasidagi hamma teng kuchli formulalar ifodasi
tarkibiga kiruvchi o'zgaruvchi mulohazalar o'miga predikatlar mantigidagi
formulalar go'yilsa, u holda ular predikatlar mantigining teng kuchli
formulalariga aylanadi. Ammo, predikatlar mantigi ham o'ziga xos asosiy
teng kuchli formulalarga ega. Bu teng kuchli formulalaming asosiylarini
ko'rib o'taylik. A(x) va B(x) - o'zgaruvchi predikatlar va C -
o'zgaruvchi mulohaza bo'lsin. U holda predikatlar mantigida quyidagi
asosiy teng kuchli formulalar mavjud.

1. VXA(x) =3xA(x).
2. 3xA(x) = Vx,4(x).
3. Vx/I(x) = 3xA{x).

4. OxA(X) =VxA(X).

5. VXA(X) a VxB(x) = \Ix[1(x) n 5(x)].

6. Cn VxS(x) = VX[Cn £(x)].

7. Cv VxB(x) =VX[C Vv 5(x)].

8. C -» Vx5(x) = VX[C -> 5(x)].

9. VX[B(x) —=C] = 3x/?(x) —=C .

10. 3x[A(x) v j5(X)] = 3xA(X) v 3vi?(x).

11. 3x[C v 2?(x)] = C v 3x5(x).

12. 3x[C n 5(x)] = C n 3x5(x).

13. 3xA(x) n 3yB(y) =3x3>[J(x) n £(.y)].

14. 3Xx[C —5(x)] = C —=3xZ?(x).

15. 3x[fi(x) —» C] = Vxfi(x) —» C .

16. VXA(X) = VYA(Y).

17. 3x/f(x) =3yA(y).

Bu teng kuchli formulalaming ayrimlarini isbot gilamiz.

Birinchi teng kuchli formula quyidagi oddiy tasdigni (dalilni) bildiradi:
agar hamma xlar uchun A(x) chin bo'lmasa, u holda shunday x
topiladiki, A(x) chin bo'ladi.

2- teng kuchlilik: agar A(x) chin bo’lamgan x mavjud bo'lmasa, u

i . EEXSMOIOGE e
holda hamma xlar uchun A(x) chin bo'ladfuegan muiohazani bildiradi.
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3-  va4- teng kuchliliklar 1- va 2- teng kuchliliklaming ikkala tarafidan

mos ravishda inkor olib va ikki marta inkor qonunini foydalanish
natijasida hosil boMadi.

5- teng kuchlilikni isbot gilaylik. Agar A(x) va B(x) predikatlar bir

vagtda aynan chin bo'lsa, u holda /1(x)n Z?(x) predikat ham aynan chin
boMadi va, demak, VxA(x), VxB(x), Vx[A(x)n B(x)] mulohazalar
ham chin giymat qabul giladi. Shunday qilib, bu holda 5- teng
kuchlilikning ikkala tarafi ham chin giymat gabul giladi.

Endi hech boMmaganda ikkita predikatdan birortasi, masalan, A(x)
aynan chin boMmasin. U holda A(x) n B(x) predikat ham aynan chin
boMmaydi va, demak, VxA(x), \/XA(x) n \/xB(x), ¥x[1(x)n 5(x)]
mulohazalar yolg'on giymat qabul giladi, ya’ni bu holda ham 5- teng
kuchlilikning ikki tarafi bir xil (yolg‘on) giymat gabul giladi. Demak, 5-
teng kuchlilikning to'g'riligi isbotlandi.

Endi 8- teng kuchlilikning to'g'riligini isbot gilamiz. 0 ‘zgaruvchi
mulohaza C yolg'on giymat gabul gilsin. U holda C —» B(x) predikat
aynan chin bo'ladi va C —VxZ?(x), VX[C —i?(x)] mulohazalar chin
bo'ladi. Demak, bu holda 8- teng kuchlilikning ikkala tarafi ham bir xil
(chin) giymat gabul giladi.

Endi o'zgaruvchi mulohaza C chin giymat gabul gilsin. Agar bu holda
o'zgaruvchi predikat Z?(x) aynan chin bo'lsa, u vaqtda C B(x)
predikat ham aynan chin bo'ladi va, demak, VxS(x), C —\/xB(x),
VX[C —B{x)\ mulohazalar ham chin giymat gabul giladi, ya’ni bu holda
8- teng kuchlilikning ikkala tarafi ham bir xil (chin) giymat gabul qgiladi.
Agar 2?(x) predikat aynan chin bo'Imasa, u holda C —B(x) predikat
ham aynan chin bo'hnaydi va, demak,

V xB(x), C =»Vxi?(x),VX[C —»5(x)]
mulohazalar yolg'on giymat gabul giladi. Shunday qilib, bu holda ham 8-
teng kuchliliklaming ikkala tarafi bir xil (yolg'on) giymat gabul giladi.
Demak, 8- teng kuchlilik o'rinlidir.

Shuni ta’kidlab o'tamizki, \/a(4x)v5(x)] formula ¥ xAx)v \/xB(x)
formulaga va 3x[J1(x) n 5(x)] formula 3x”(x) n 3x5(x) formulaga
teng kuchli emas.

Ammo, quyidagi teng kuchliliklar o'rinlidir:

VXx4(x) v VX5(x) = Vx*r(x) v \lyB(y) =
=VX[/4(x) v VVv5(j)] = VxVy[*r(x)v B{y)],
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3xA(x) n 3xB(x) =3x/1(x) n 3yB(y) =
H 3X[A(x) n 3yB{y)\'s 3x3y[A(x) n B(j)].

VXM ((*)v A(x)] formula VxA(x) v VxB(x) formulaga teng kuchli
emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun Vx kvantor v diz’yunksiya
amaliga nisbatan distributiv emasligiga misol keltirish yetarlidir. Faraz
gilaylik, ™M =4{1,2,3,4,5}, A(X):«(x-D(x-2)=0» va B(x):
«(x-3)(x-4)(x-5) = 0» bo'lsin. Ravshanki, M sohada "xA(x) va
VxB(x) mulohazalar yolg'on va, demak, VxA(x) v VxB(x) mulohaza
ham vyolg‘ondir. Agar Vx kvantor v ga nisbatan distributiv, ya’ni
VX[MX) v#(x)] = VXA(X)v\/xB(x) bo'lganda cdi, VX[/I(x) v 5(x)]
chin mulohaza boMganligi uchun garama-garshilik hosil bo'lar edi.
Demak, V.r[/)(x) v B(x)} ®VxA(x) v VxB(x) o'rinlidir.

Endi bu teng kuchliliklarning o‘ng tomoni har doim chap tomonidagi
mulohaza bilan bir xil qiymat qabul qilishini ko‘rsatamiz. Agar
Vx/I(x) =1 yoki Vx#(x) =1 bo'lsa, u holda bu teng kuchlilik to‘g‘ri
ekanligi anig, chunki bu holda teng kuchlilikning ikkala tomoni ham bir
vagtda chin giymat gabul giladi. Bu holda fagat VxB(x) =VyB(y)
ekanligini ko‘rsatish kifoya. Ammo oxirgi teng kuchlilik tabiiydir, chunki
X predmet o'zgaruvchi ham, y predmet o'zgaruvchi ham M sohaning
har bir elementini qiymat sifatida qabul giladi.

Endi VxA(x) =0 va VxB(x) =0 bo'lsin. U holda teng kuchlilikning
chap tarafi 0 (yolg‘on) qiymat qgabul giladi. 0 ‘ng tomonida VX
kvantoming ta’sir sohasi A(x) VB(y) formula bo'lsada, 5(v)
predikatda x predmet o'zgaruvchi qatnashmaganligi sababli, Vx
kvantoming ta’siri fagat A(x) ga targaladi. Xuddi shu kabi, Vy kvantor
fagat B(y) ga ta’sir etadi. Demak, VxV>T/I(x)v B(y)\ formula ham
yolg'on giymatga ega bo'ladi.

Keltirilgan ikkinchi teng kuchlilikni ham xuddi shu kabi isbot gilish
mumkin. (Bu ishni o'quvchiga havola ctamiz.)

6- misol. 3xV>,("4(x)a5(>’)) = Vy3x(A(x) nB(y)) teng kuchlilik
o'rinli ekanligini ko'rsatamiz.

3XV>(A(x) n A(>>)) = 3x(J1(x) a VyB(y)) =3xA(x) a VyB(y),
Yy3x(/1(x) a B(y)) =¥Yy(3xAx) a B(y)) = 3xA(x) a VyB(y).
Demak, keltirilgan teng kuchlilik o'rinlidir. m
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5.4. Predikatlar mantigi formulasining normal shakli. Bajariluvchi
va umumgqiymatli formulalar

Formulaning deyarli normal va normal shakllari. Formulani normal shaklga
keltirish. Bajariluvchi, umumgiymatli, aynan chin, aynanyolg'onformulalar.
Mantiq gommi.

5.4.1. Predikatlar mantiqi formulasining normal shakli.

1- ta’rif. Agar predikatlar mantigi formulasi ifodasida fagat inkor,
kon'yunksiya, diz'yunksiya (— n, v) amallari va kvantorli amallar
(V, 3) gatnashib, inkor amali elementar formulalarga (predmet
o'zgaruvchilar va o'zgaruvchi predikatlarga) tegishli bo'lsa, bunday
formula deyarli normal shaklda deyiladi.

Ravshanki, predikatlar mantigi va mulohazalar algebrasidagi asosiy
teng kuchliliklardan foydalanib, predikatlar mantigining har bir
formulasini deyarli normal shaklga keltirish mumkin.

1- misol. (3xP(x) —=VyQ(y)) —R(z) formulani deyarli normal

shaklga keltiramiz.
(3xP(x) -> WE>(V)) -> R(z) = (3xP(x) v VyQ(y)) -» R(z) =

= 3xP(x) v VyQ(y) v R(z) =3xP(x) v VyQ(y) v R(z) =

=3rP(x) n 3yQ(y) v R(z).
Demak,

(3xP(x) =»VyQ(y)) —=R(z) =3xP(x) a 3yQ(y)vR(z). =
Predikatlar mantigining deyarli normal shakldagi formulalari orasida
normal shakldagi formulalar muhim rol o‘ynaydi. Bu formulalarda
kvantorli amallar yo butunlay gatnashmaydi, yoki ular mulohazalar
algebrasining hamma amallaridan keyin bajariladi, ya’ni normal shakldagi
formula quyidagi ko‘rinishda boMadi:

(0-x,)((7x2).....(cTxn) A (XXX2,....,xm), n<m,
bunda (cr Xj) simvoli o‘mida Vx, yoki 3x, kvantorlardan biri yoziladi

deb tushuniladi va A formula ifodasida kvantorlar bo‘Imaydi.

1- teorema. Predikatlar mantigining har ganday formulasini
normal shaklga keltirish mumkin.

Isboti. Formula deyarli normal shaklga keltirilgan deb hisoblaymiz
va uni normal shaklga keltirish mumkinligini ko'rsatamiz.

Agar bu formula elementar formula bo‘lsa, u holda uning ifodasida
kvantorlar bo‘Imaydi va, demak, u normal shakl ko‘rinishida bo'ladi.
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Endi faraz gilamizki, teorema ko'pi bilan k amalni gamragan formula
uchun to‘g‘ri bo‘lsin va uni shu faraz asosida £ +1 amalni gamragan
formula uchun isbot gilamiz.

A formula k +1 amalni o'z ichiga olgan formula va uning ko'rinishi

@ xL(x) shaklda bo'lsin, bu yerda a x kvantorlaming birini ifodalaydi.

L(x) formula k amalni 0'z ichiga olganligi tufayli uni normal shaklga
keltirilgan deb hisoblaymiz. U holda OxL(x) formula ta’rifga asosan
normal shaklda bo'ladi.

A formula L ko'rinishda bo'lsin, bunda L formula normal shaklga
keltirilgan va k amalni o'z ichiga olgan deb hisoblanadi. U holda

Vx,4(X) = 3XA(X) va 3xA(x) =VxA(x)
teng kuchliliklardan foydalanib, inkor amalini predikatlar ustiga
tushiramiz. Natijada A formulani normal shaklga keltirgan bo'lamiz.

Endi A formula L{vL 2 ko'rinishda bo'lsin. Bu yerda L, va L2
normal shaklga keltirilgan formulalar deb qaraladi.

L2 formulada bogiangan predmet o'zgaruvchilami shunday qayta
nomlaymizki, Lx va L2 formulalardagi hamma bog'langan predmet
o'zgaruvchilar har xil bo'lsin. U holda L, va L2 formulalami quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin:

L\ ={oxi){ax1)...(axm)ax(x,,X2,....,X,,), m<n,

L2={cy,){cy?)...{ayp) a2 (yxy2,....ya), p<q.
C v Vx5(x) = VX[C Vv B(x)] va Vx/I(x) = 3xJ1(x) teng kuchliliklardan
foydalanib, L2 formulani (Cn,),(CTx,),...,(<7xm) kvantor amallari ostiga
kiritamiz, ya’ni A formulani ushbu ko'rinishga keltiramiz:
A =(0Xx,)(<x2)... (0o xm)(a, (X,,X2,..,.X,,) V
v(<7y,)(0oy2)...{ayp)az2(yly2....y4)).

So'ngra a] (x,,X,...x j formulani ((7yX),((7y2),....,(&yp) Can-
tor amallari ostiga kiritamiz. Natijada A formulaning normal shaklini
hosil gilamiz:

A =((7 X,)(CTX2)...(CTXK)(<7 I>)ET Yy 2)..(CTyp)*
x(a, (x],x2,....xn)va2(yxy2,...,y4)).
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L{n L2 ko'rinishdagi A formulani normal shaklga keltirishning isboti
xuddi yuqorida kabi bajariladi. m
Agar formulani normal shaklga keltirish jarayonida 3xA(x) v 3xB(x)
yoki VxA(x) a \/IxB(x) ko‘rinishdagi ifodalami ko‘rishga to‘g‘ri kelsa, u
holda
VxA(X) n \/xB(x) = VX[A(x) a 5(x)],
3n(x) v 3x5(x) = 3x[A(x) v /?(X)]
teng kuchliliklardan foydalanish kerak bo'ladi.

2- misol. A=Vx3>P(x,>) n3x"yQ(x,y) formulani normal

shaklga keltirish talab etilsin. A formulada teng kuchli almashtirishlami
o ‘tkazib, uni normal shaklga keltiramiz:

A =\fx3yP(x,y) a Vx3yQ(x,y) = VX(3yP(x,y) n 3zQ(x, z)) =

3 Vx3y(P(x,y) a3zQ(x,z)) =Vx3y3z(P(x,y) a Q(x,z)) .=

5.4.2. Bajariluvchi va umumgiymatli formulalar.

2- ta’rif. Agar A formula ifodasiga kiruvchi va M sohaga oid
0 Zzgaruvchilarning shunday giymatlari mavjud bo ‘lib, bu giymatlarda A
formula chin giymat gabul gilsa, n holda predikatlar mantigining A
formulasi M sohada bajariluvchiformula deb ataladi.

3- ta’rif. Agar shunday soha mavjud bo'lib, unda A formula
bajariladigan bo 1sa, u holda A bajariluvchiformula deb ataladi.

Demak, agar biror formula bajariluvchi boisa, bu hali uning istalgan
sohada bajariluvchanligini bildirmaydi.

4-ta’rif.Agar A ning ifodasiga kiruvchi va M sohaga oid hamma
o'zgaruvchilaming giymatlarida A formula chin giymat gabul gilsa, u
holda A formula M sohada aynan chinformula deb ataladi.

5-ta’rif.Agar A formula har ganday sohada aynan chin bo ‘Isa, u
hotda A umumgiymatliformula deb ataladi.

6- ta’rif. Agar A formula ifodasiga kiruvchi va M sohaga oid
hamma o'zgaruvchilaming giymatlarida A formulayolg'on giymat qabul
gilsa, n holda A formula M sohada aynanyolg'onformula deb ataladi.

Keltirilgan ta'riflardan ushbu tasdiglar kelib chigadi.

1 Agar A umumgiymatli formula bo‘lsa, u holda u har ganday sohada
ham bajariluvchi formula bo'ladi.

2. Agar A formula M sohada aynan chin formula bo'lsa, u holda u
shu sohada bajariluvchi formula bo'ladi.

3. Agar M sohada A aynan yolg'on formula bo'lsa, u holda u bu
sohada bajarilmaydigan formula bo'ladi.
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4 Agar A bajarilmaydigan formula bo'lsa, u holda u har ganday
sohada ham aynan yolg'on formula bo‘ladi.

Demak, predikatlar mantigi formulalarini ikki sinfga ajratish mumkin:
bajariluvchi sinflar va bajarilmas (bajarilmaydigan) sinflar formulalari.

7-ta’rif. Umumgiymatliformula mantiqg gonuni deb ataladi.

3-misol. Vjc3>P(jc,y) formula bajariluvchidir. Hagigatan ham, agar
P(x,y)'- «x<y» predikat M =E xE sohada aniglangan (bu yerda
E =4{0,1,2,...,/1,...}) bo'lsa, u holda x yP(x,y) formula M sohada
aynan chin formula bo'ladi, demak, bu sohada u bajariluvchi formuladir.
Ammo, agar £, ={0,1,2,...,k} uchun «x <j;» predikat chekli
M =£, xE, sohada aniglangan bo'lsa, u holda VxSjyPCx,>) formula
M sohada aynan yolg'on formula bo'ladi va, demak, M, sohada
Vx3yP{x,y) formula bajariluvchi emas. Ravshanki, Vx3\yP{x,y)
umumgiymatli formula bo'Imaydi. m

4- misol. 3x3y[P(x)n P(y)] formula bajariluvchidir. Hagigatan
ham. agar P(x): «x - juft son» predikat E {0,1,2,...,u,..} uchun
M —Ex E sohada aniglangan bo'lsa, u holda bu formula M sohada
aynan chin bo'ladi, demak, u M sohada bajariluvchi formuladir. Ammo,
agar P(x): «x - juft son» predikat £, = {2,4,6,8,...} uchun
N/, =£1x £1 sohada aniglangan bo'lsa, u holda 3x3_y[P(x) a P(>0]
formula M, sohada aynan yolg'on formula bo'ladi, demak, bu sohada u
bajarilmas formuladir. m

5-misol VX[P(x)v P(x)] formula ixtiyoriy M sohada aynan chin
bo'ladi. Demak, u umumgiymatli formula, ya’ni bu formula mantigiy
gonundir. m L

6-misol. V.r[P(x) n P(x)] formula ixtiyoriy M sohada aynan yol-
g'on va shuning uchun ham u bajarilmas formuladir. m

Endi predikatlar mantigidagi formulalaming umumgiymatliligi va
bajariluvchanligi orasidagi munosabatni ko'rib o'taylik.
_2-teoreraa. A umumgiymatliformula bo 'lishi uchun uning inkori
A bajariluvchiformula bo 1masligi zarur vayetarlidir.

Isboti*Zarurligi. A umumgiymatli formula bo'lsin. U holda,
ravshanki, A istalgan sohada aynan yolg'on formula bo'ladi va shuning
uchun ham u bajarilmas formuladir.

Yetarliligi. A istalgan sohada bajariluvchi formula bo'Imasin. U
holda bajarilmas formulaning ta’rifiga asosan A istalgan sohada aynan
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yolg'on formuladir. Demak, A istalgan sohada aynan chin formula bo'ladi
va u umumgiymatlidir. m

3-teorema. A bajariluvchiformula bo 'lishi uchun A ning umum-
giymatliformula bo I1masligi zarur vayetarlidir.

Isboti. Zarurligi. A bajariluvchi formula bo'Lsin. U holda
shunday M soha va A formula tarkibiga kiruvchi o'zgaruvchilaming
shunday qiymatlar majmui (satri) mavjudki, A formula bu giymatlar
satrida chin giymat gabul qiladi. Ravshanki, o'zgaruvchilaming bu
giymatlar satrida A formula yolg'on giymat gabul giladi va, demak, A
umumgiymatli formula bo'la olmaydi.

Yetarliligi. A umumgiymatli formula bo'Imasin. U holda shun-
day M sohava A formula_tarkibiga kiruvchi o'zgaruvchilaming shunday
giymatlar satri mavjudki, A formula bu giymatlar satrida yolg'on giymat
gabul giladi. Bu giymatlar satrida A formula chin giymat gabul gilganligi
uchun u bajariluvchi formula bo'ladi. =

7- misol A=Vx(P(x) —=Q(x)) —=3xP(x)n Va(?(x) formulaning
umumgiymatliligini isbotlaymiz. A formula istalgan M sohada
aniglangan deb hisoblab, quyidagi teng kuchli almashtirishlami bajaramiz:

= \/x(P(x) —=Q(x)) v 3xP(.r) n Vxj2(x) =
= 3X(.P(X) v Q(x)) v 3xP(x) v \fxQ(x) =
A =VX(P(x) —=Q(x)) —3xP(jt) AV x"(x) =
= 3x(P(x) n Q(x)) v 3xP(x) v 3xQ(x) =
=3.X(P(xX) n Q(x)) v 3xQ(x) v 3xP(x) =
=3x(P(x) n Q(x) v Q(x)) v 3xP(x) =
= 3jc(P(x) v Q{x)) v 3xP(x) =
(3xP(x) v 3xP(.v)) v 3xQ(x) = 1v 3xQ(x) = 1,
ya’ni A formula istalgan sohada har ganday P(x) va Q(x) bir joyli
predikatlar uchun aynan chin, demak, u umumgiymatli formuladir. m
8-misol. A=3x[(F(x) >»F(x))n (F(x) —F (x))] formulaning aynan
yolg'on formula ekanligini ko'rsatamiz. (F(x) -»F(x))A (/r(x) ->F(x)) =
= F(x) ** F(x) o'rinli va F(x) <>F (x) formula aynan yolg'on formula

bo'lgani uchun A = 3.x(/r(.v) <» F(x)) ham aynan yolg'on formuladir. m
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Muammoli masala va topshirigiar

1. Quyidagi ifodalaming qaysilari predikatlar mantigining formulasi
bo‘lishini aniglang. Har bir formula uchun erkin va bog‘langan o0'zga-
ruvchilami aniglang.

a) 3x3yP(x,y); b) VxP(x)v Vvg(x,y); d) Vx3yP(x,y);

e) p -> VxP(x,y); f) 3xP{x,y) n Q{y, z).

2. P(x,y) : «x <y» predikat M =N x 1\ to'plamda aniglangan
bo'lsin. Quyida berilgan predikatlaming qgaysilari aynan chin va qaysilari
aynan yolg'onligini aniglang:

a) 3IxP(x,y) \ b)\/xP{x,y)-, d) yP(x,y)\

e) \lyP{x,y) 0 3xVyP(x,y); g) Vx3yP(x.,y);
h) Vv3xP(x,y); i) VXVVP(x,y)\ i) VYVxP(x,y);
k) 3y\/xP (x,y) ; 1) 3x3yP(x,y) ; m) 3y3xP(x,y) .
3. Quyidagi teng kuchliliklaming to'g'riligini isbot giling:

a) \/IxA(x) =3xJ1(x) ; b) C n MxA(x) =Vx(C n N(x));
d) 3x/1(x) = VXA (X); e) Cv VxXA(x) =Vx(Cv A(x));

D 3x(A(x) v B(x)) = 3xJ1(x) v 3x5(x);

g) 3x(C v A{x)) sC v 3xJ1(x); h) 3x(C n A(x)) =C n 3xA(x);

i) 3xJ1(x) n 3yB(y) = 3x3y(A(x) n B(Y));

) Vx(I(x) C)=3x/1(x) =»C ;

K) 3x(C —=/1(x)) = C —=3xJ1(x) ;

1) 3x(,4(x) —=C) =Vx4(x) »C .

4. N(x) va B(x) ixtiyoriy predikatlar bo'lsin. Quyida berilgan for-
mulalaming qaysilari A(x) —5(x) fonnulaga teng kuchli bo'lishini
aniglang.

a) A(x) v B(x) ; b) I(x) v 2?2(x); d) Ax) —=5(x);

e) 5(x) -» N(x); f) Ax)n B(x); @) 1N(x)n B(x);

h) B{x) A(x).

5. Quyida keltirilgan formulalaming qaysilari  umumgiymatli
bo'lishini aniglang.
a) 3x(/J (x) n P2(x)) —(3x/J(x) n 3xP2(x));
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VX3V[P(X, jOV P{x, X)] = VX[P(x,a) v P(x,X) v P(x, 6)] =

3 [P(a,a)v P(a,a) v P(a,b)]n[P(b,a)v P(b,b)v P(b, 6)].

Hosil gilingan kon’yunktiv normal shakldagi formulaning har bir
elementar diz’yunksiyasi ifodasida bitta mulohaza o'zining inkori bilan
birgalikda gatnashmoqda. Demak, mulohazalar algebrasining bu formulasi
doimo chin giymat gabul giladi, ya’ni u aynan chindir.

5.5.3. Tarkibida bir turdagi kvantor amali gatnashuvchi norm
shakldagi formulalar uchun yechilish muammaosi.

1-ta’rif. Agarpredikatlar mantigiformulasi tarkibida erkin predmet
o'zgaruvchilar bo'lmasa, n holda bunday formula yopiq formula deb
ataladi.

2- ta’rif. Agar predikatlar mantigi formulasi C tarkibida
X\,X2,...,xn erkin o'zgaruvchilar mavjud bo‘lsa, wu holda
A =4YxYx2.¥YxnC{x"xr,...,.xn) formula C formulaning umumiy
yopilishi va B = 3XI3x2..3xnc(x1,x2,...,xn) formula C formulaning
mavjudliginiyopish deb ataladi.

1- teorema. Agar predikatlar mantigining normal shakldagi yor
formulasi, tarkibida (ifodasida) fagat nta mavjudlik kvantori gatnashgan
hamda bir elementli istalgan sohada aynan chin bo‘lsa, u holda u
umumgiymatliformuladir.

I sboti.Predikatlar mantigining normal shakldagi formulasi

B = 3x13x2..3xnC(ql,q2,...,Pt,P2,...,Q"Q2,...) (1)
ko'rinishda bo'lsin, bu yerda C formula ifodasida kvantorlar
gatnashmaydi, gi - mantigiy o'zgaruvchi, Pt - birjoyli predikatlar, Qi -
ikki joyli predikatlar. Bu formulaning chinlik giymati uning tarkibida
gatnashayotgan q],q2,... mantigiy o'zgaruvchilar hamda P],P2,... va
QxQ2,... predikatlarga bog'lig.

Teoremaning shartiga asosan bitta a elementli istalgan M = {a}
sohada bu formula aynan chin, ya’ni

C(qt,q2....P,{a),P2(a Q ,(0,a),Q2(a,a),...) (@
formula aynan chin bo'ladi. Ravshanki, (2) formula mulohazalar
algebrasining formulasi bo'ladi.

(1) formula umumgiymatli emas deb faraz gilamiz. U holda shunday
M, soha wva o'zgaruvchilarning shunday giymatlar majmuasi
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qg " , -, Q \' ,Ql,~ mavjudki. unda (1) formula yolg'on
cjiymat gabul giladi, ya’ni

3xBx2..3x,,C{qlql,....P?,P1...,QIQI...) = V. (3)

(3) formulaning inkorini aniglaymiz:

=\/xIlVx2.vxnC(qlql...,P?,P?,...,Q"Q Z,...) = I.
Bu yerdan C(q°.q2,...,P?,P*,-,Q\ ,Qi....) formulaning M, sohaga
oid predmet o'zgaruvchilaming ganday olinishidan qgat’i nazar aynan
chinligi kelib chigadi. M x sohadan ixtiyoriy .rO elementni olib, uni
yugorida ifodalangan formuladagi predmet o'zgaruvchilar o'miga qo'yib
rhigamiz. U holda

Demak.
C(qlqgl...,PAx OIP 2x 0),...,Q?(x0,x0),Q°2(x0,x0),...) =0.

Bu natija (2) formulaning aynan chin ekanligiga ziddir va (1) formula
umumgiymatli emas. degan farazimizning noto'g'riligini ko'rsatadi.
Shunday qilib, (1) fonnula umumgiymatlidir. m

2- teorema. Agar predikatlar mantigining normal shakldagi yopiq
formulasi ifodasida nta umumiylik kvantori gatnashsa va hu formula
Ko'pi bilan nta elementli har ganday to'plamda (sohada) aynan chin
bo ‘Isa, n holda n umumgiymatli bo ladi.

Isboti. Predikatlar mantigining normal shakldagi formulasi quyidagi
ko'rinishda bo'lsin:

A =\/xiy x 2..\fx,,C(ql,q2 P}LP2 Q,,Q2,..), (5)
bu yerda q”,g2=.. - mantiqiy o'zgaruvchilar, PI,P2>.. - bir joyli
predikatlar, QVQ2,... - ikki joyli predikatlar. (1) formula umumgiymatli

emas deb faraz gilamiz. U holda ntadan ortig elementga ega bo'lgan M,
soha mavjudki, bunda (1) formula aynan chin bo'lImaydi. Boshgacha gilib

aytganda, o'zgaruvchilaming shunday qf,q2,...,P",P2 ,Q2,...
giymatlar majmuasi mavjudki,

Vx,Vx2..vxnC(g,1,ql,...,P",P2,..,01°02>) - O 6)
Bu yerdan

VxIVx2..VxnC(9b,n,..../>0,PD,...>0 b D,..)3
= BxIBx2...BxnC(g,°,92,...,Px ,P2 ,Q2,..) =1L
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Shunday qilib, predmet o'zaruvchilarning shunday x, ,x2,....xne M x
giymatlari mavjudki,

C{ag®,92,..,P\°,P*,...,QI1Q1I..) =1,
ya’ni C{q*,q*,....PXx P * = 0 boiadi.

Demak, M, sohadan ko‘pi bilan ttta elementi bo'lgan shunday 71/
sohani ajratish mumkinki, u yerda bu formula aynan chin bo'Imaydi. Bu
natija teoremaning shartiga ziddir va u (1) formula umumgiymatli emas
degan noto'g'ri farazimizdan kelib chigdi. Demak, (1) formula
umumgiymatli formuladir. m

Tarkibida fagat bir joyli (bitta predmet o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan)
predikatlar gatnashgan formulalar uchun yechilish muammosi ijobiy hal
etilishi quyidagi teoremadan ko'rinadi.

3-teorema. Predikatlar mantigining tarkibiga n ta birjoyli predikat
kirgan A formulasi biror M to plamda bajariluvchi bo 'lsa, n holda bu
formula elementlari soni 2" dan katta bo'Imagan M, to'plamda ham
bajariluvchi bo 1adi.

3- teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Predikatlar mantigining tarkibiga fagat nta bir joyli
predikat kirgan A formulasi elementlari soni 2" dan ko'p bo'Imagan
ixtiyoriy to'plamda aynan chin bo'lsa, # holda bu formula ixtiyoriy
to 'plamda ham aynan chin bo 1adi.

Quyidagi teorema ham predikatlar mantigining katta sinfini tashkii
giluvchi  formulalari uchun vyechilish muammosi ijobiy hal boiishini
tasdiglaydi.

4- teorema. Agar predikatlar mantigining A formulasi biror cheksiz
sohada bajariluvchi bo ‘Isa, n holda u chekli sohada ham bajariluvchi bo 'ladi.

Muammoli masala va topshirigiar

1. Ushbu A=(P(x) »2(x)) —=3x4x)nVx0(x) formulaning

umumgaiymatli ekanligini isbotlang.

2. Agar M to'plamda aniglangan A(x) va B(x) predikatlar chin
giymatli bo'lsa, u holda quyidagi formulalar uchun ulaming chinlik
to'plamlari ganday shartlami ganoatlantirishi kerakligini aniglang:

a) Vx(/I(x) —=5(x)) n 3x(A(x) n B(x));

b) 3x(J1(x) n B(x)) n (V(*(x) =5(x)));

d) 3x(A(x) n B(x)) = (Vx(/14(x) —=fi(x))) .
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3. M = {1,2,3,..,20} to‘plamda A(x): «x son 5 ga qoldigsiz
bo‘linmaydi»; B(x): «x - juft son»; C(x):«X - tub son»; Z)(x) ;«x 3
oa karrali» predikatlar berilgan. Quyidagi predikatlar uchun chinlik
to'plamlarini toping:

a) JI(x) n B(x); b) C(x) n 5(x); d) C(x) n D(x);
e) B(x) n D(x); f) B(x) a D(x); g) A(x) n D (x);
h) B(x) n/)(x); 0 B(x) n D(x); j) 4 x)vS(x);

K) A(x) v C(x); ) C(x) v D(x); m) B(x) v D(x);

N 5 (xX)vE)(x); o) B(x)v D(x); p) A(x) Vv B(x) v D(x);
9 Cx)  ~(x); n DX C(x); s)(x)->5(x);
B (I(x)a C(x)) -> D(x);u) ("(x) a D{x)) -> C(x).

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Predikatlar mantigida yechilish muammosi deganda nimani
tushunasiz?

2. Chekli sohalarda yechilish muammosi hagida nimalami bilasiz?

3. Yopiq formula nima?

4. Formulaning umumiy yopilishi deganda nimani tushunasiz?

5. Formulaning mavjudligini yopish tushunchasi gqanday ta'riflanadi?

6. Tarkibida bir turdagi kvantor amali gatnashuvchi normal shakldagi
formulalar uchun yechilish muammosini bilasizmi?

5.6. Predikatlar mantigining matematikaga tatbiqi. Aksiomatik
predikatlar hisobi

Matematik ta 'rifva teoremalarnipredikatlar mantiqi tili vositasi bilan
ifodalash. Sonlar ketma-ketligi. Limit. Funksiya. Uzluksizlik. O Suvchi,
chegaralangan funksiya. Qarama-qarshi tasdiglar. To'g'ri, teskari va garama-
garshi teoremalar. Yetarli va zaruriy shartlar. Aksiomatik predikatlar hisobi.
Predikatlar hisobi aksiomalar sistemasi. Umumiylik, mavjudlik kvantorlarni

kiritish qoidalari. Yechilish, zidsizlik, to 'liglilik va erkinlik muammolari.

5.6.1. Matematik mulohazalarni predikatlar mantiqi formulasi
ko‘rinishida yozish. Quyida asosiy matematik tushunchalar - ta’rif va
teoremalarni predikatlar mantiqi tili vositasi bilan ifodalashni o‘rganamiz.
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Matematikaga oid har qganday fan sohasi shu fanda garalayotgan
obyektlar hagidagi mulohazalar bilan ish ko‘radi. Mulohazalar mantiq va
to‘plamlar nazariyasining simvollari hamda berilgan fanning maxsus
simvollari yordamida predikatlar mantigining formulasi ko‘rinishida
ifodalanishi mumkin. Predikatlar mantigining tili matematik tushunchalar
o ‘rtasidagi munosabatni ifodalashga, ta’rif, teorema va isbotlarni yozishga
imkoniyat yaratadi. Bu yozishlami misollarda ko ‘raylik.

Sonlar ketma-ketligi limitining ta’rifi. Sonlar ketma-ketligi limitining
ta'rifini quyidagichayozish mumkin:

a= Hinan <»Ve >03«0Vne N(n >0 —an-a |<e),

buyerda A (£, n,n0): (n>n0-»|an-a\<£) - uchjoylipredikat.

Funksiyaning nuqtadagi limiti ta’rifi. Bu tarifni ushbu shaklda
yozish mumkin:

b=lim/(x)<-»Ve >035 >0Vxe £(0<jx-X, |<5 —|/(x)-6|<£),

bu yerda B(e,S,x): (0<|jc- 0| <8 —=\f(x)-b\ <e) - uch joyli
predikat.

Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligi ta’rifi. E  toplamda
aniglangan f{x) funksiya uchun .r0e E da

Ve > 035> O0Vjce E(|x - jr01<8 —{f(x) - f(x0)|<e)

bo 1sa, f (.r) funksiya xQe E nuqtada uzluksiz deb ataladi, bu yerda
P(e,8,x) - uchjoylipredikat.

0 ‘suvchi funksiyaning ta’rifi. E to'plamda aniglangan f (x)
funksiya uchun

VX, 6 EVX26 £(x, <x2->/ (x,)</ (x2)

bo 1sa, f (x) funksiya E to plamda o ‘suvchifunksiya bo 1adi, bu yerda
Q(xEhx2): (x, <x2->/(x,)< f (x2)) -ikkijoylipredikat.

Chegaralangan funksiyaning ta'rifi. Aniglanish sohasi E bo'lgan
f (x) funksiya uchun

3MeR #A/xe E(\Mf(x)\<M)

bo ‘1sa, n holda f (x) funksiya E sohada chegaralangan deb ataladi, bu
yerda F(x, M): (|f (x)|< M) - ikkijoyli predikat.
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Ma’lumki, matematikada ko'p teoremalar shartli mulohazalar shaklida
yoziladi, ya'ni «Agar x bo'lsa, u holda y bo'ladi» tarzida ifodalanadi.
Masalan, «Agar nuqta burchak bissektrisasida yotgan bo'lsa, u holda u
burchak tomonlaridan teng uzoqlashgan (masofada) bo'ladi». Bu
teoremaning sharti «Nugta burchak bissektrisasida yotgan» va xulosasi
«Nugta burchak tomonlaridan teng uzoglashgan (masofada)» jumlalardan
iborat. Ko'rinib turibdiki, teoremaning sharti ham, xulosasi ham
R2=R xR to'plamda aniglangan predikatni ifodalaydi. Bu predikatlami
xe R 2 uchun mos ravishda A(x) va B(x) bilan belgilab, teoremani
quyidagicha yozish mumkin:

Vxe R2(A(x)"> B(x)).
Shu sababli, teoremaning tuzilishi (strukturasi) hagida gapirganda, unda
uchta gismni ajratish kerak:

1) teorema sharti: R 2 to'plamda aniglangan P(x) predikat;

2) teorema xulosasi: R~ to'plamda aniglangan Q(x) predikat;

3) tushuntirish gismi: bu yerda teoremada gap yuritilayotgan obyektlar
to'plamini ifodalash kerak.

5.6.2. Qarama-garshi tasdiglarni tuzish. Agar biror A matematik
tasdiq berilgan bo'lsa, u holda A unga garama-garshi bo'lgan tasdigni

ifodalaydi. Predikatlar mantigi teng kuchli almashtirishlar vositasida A
formulaga muayyan nuqtai nazardan yaxshi shakl (ko'rinish) bera oladi.
1- miso 1. Chegaralangan funksiyaning ta'rifi
3MeRyx<=E(\f(x)\<M)
formula orgali berilishini ko'rgan edik. Bu formulaning inkori uchun teng

kuchli almashtirishlar bajarib, chegaralanmagan funksiyaning ta’rifini
hosil gilamiz:

3Me RHA/xe £ (|f(x) <KM) =
SVA/I6 Ryxe E{\f{x)\<M) =
aVMe RBxe E(f{x)\<M)B
= VA/e R8xe E(\f(x) >M).
Oxirgi  V/V/e R+Bxe E(\f(x)\> M) formula chegaralanmagan
funksiyaning la'rifini ifodalaydi. m

Keltirilgan misoldan ko'rinib turibdiki, hamma kvantorlari oldinda
turgan predikatlar mantiqgiformulasi orqali ifodalangan tasdigga garama-
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garshi tasdigni yasash uchun hamma kvantorlarni garama-qarshisiga
(yahi V ni 3 gava 3 ni V ga) almashtirish va kvantorlar ostida turgan
predikatning inkorini olish kifoya.

2-miso1. bt- )I(_i;)nofix) tasdigni quyidagi formula ifodalaydi:

Ve >035 >0Vxe £(0<|x-x01<5—4/(jc)-6|<e) =
=3e >0V<5>03x€ £(0<"x-Xq|<5 9 |/(x)-6|<e) =
=3e>0V5>03xe £(0<)x-x0|<5n]/(x)-6|>e). m

3- misol. Berilgan teoremaning to‘g‘riligini rad etadigan tasdiq

yasashni ko‘ramiz. ¥xe E(P(X) —Q(X)) teorema berilgan bo'lsin. Bu

teoremani rad etadigan tasdiq quyidagicha bo‘ladi:
Vxe E(P(X) =Q(x)) =3xe E(P(X) Q(X)) =
= 3t€ E(P(X) n Q(X)).

Oxirgi formula fagat P(X) = 1 va Q(X) = 0 bo‘lgandagina chin giymatga
egadir. Demak, \/X(P(X) — Q(X)) teoremaning noto‘g‘riligini isbotlash
uchun shunday Xe E elementni ko'rsatish kerakki, bu element uchun
P(x) chin, Q(X) esa yolg‘on giymat gabul gilsin, ya’ni kontrmisol
keltirish kerak. m

5.6.3.  To‘g‘ri, teskari va qarama-qarshi teoremalar. Quyidagi to'rtta
teoremani ko‘rib o ‘taylik:

Vxe £(N(x)—B(x)), (2
Vxe £(/?(*)->N(x)), 2)
Vxe E(A(x)—B(x)), €))
Vxe E(B(x) — A(X)). 4)

1- ta’rif. Birining sharti ikkinchisining xulosasi va ikkinchisining
sharti birinchisining xulosasi bo'lgan juft teoremalar o ‘zaro teskari
teoremalar deb ataladi.

Masalan, (1) va (2) teoremalar hamda (3) va (4) teoremalar o‘zaro
teskari teoremalardir. Bu juft teoremalaraning birini (ixtiyoriysini) to‘g°ri
teorema deb hisoblasak, u holda ikkinchisini teskari teorema deyish
joizdir.

2-ta’rif.Birining sharti va xulosasi ikkinchisining sharti va xulosasi
uchun mos ravishda inkorlari bo'lgan juft teoremalar o'zaro garama-
garshi teoremalar deb ataladi.

Masalan, (1) va (3) teoremalar hamda (2) va (4) teoremalar o‘zaro
garama-qgarshi teoremalardir.
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4-  misol «Agar to'rtburchaknmg diagonallari teng boMsa, u holda bu
to'rtburchak to‘g'ri burchakli boMadi» degan (1) teoremaga «Agar
to‘rtburchak to‘g‘ri burchakli boMsa, u holda uning diagonallari teng
boMadi» degan (2) teorema teskari teorema boMadi. (1) teoremaga garama-
garshi teorema «Agar to'rtburchakning diagonallari teng bo‘Imasa. u holda
u to‘g‘ri burchakli boMmaydi» degan (3) teorema va (2) teoremaga
garama-garshi teorema «Agar to‘rtburchak to‘g‘ri burchakli boMmasa, u
holda uning diagonallari teng boMmaydi» (4) teorema boMadi. m

4-  misoldagi (1) va (4) teoremalar bir vagtda chin boMadi. (1) teorema
uchun kontrmisol sifatida teng yonli trapesiyani keltirish mumkin.

Ravshanki, to‘g ‘ri va teskari teoremalar, umuman olganda, teng kuchli
boMmaydilar, ya’ni biri chin, ikkinchisi yolg‘on bo'lishi mumkin. Ammo,
(1) va (4) teoremalar hamda (2) va (3) teoremalaming teng kuchli
formulalar ekanligini osongina isbotlash mumkin. Hagigatan ham,

Vxe E{A(x) -> B(x)) =¥xe E(A(X) Vv B(x)) =

= Vjce E(B(x) v I(x)) =Vxe E(B(x) —=A(x)).
Xuddi shunday
Yxe E(B(x) —=/1(g)) = Vx€ E(A(Xx) > B(x)).
Bu teng kuchliliklardan quyidagi xulosaga kelamiz: agar (1) teorema isbot
gilingan boMsa, u holda (4) teorema ham isbot gilingan boMadi va agar (2)
teorema isbot gilingan boMsa, u holda (3) teorema ham isbotlangan
hisoblanadi.
5.6.4. Yetarli va zaruriv shartlar. Quyidagi teoremani ko‘raylik

Vxe E(A(x)->B(x)). (5)
A(x) —B(x) predikatning chinlik to‘plami CIA[jIB to'plamdan
iborat boMadi. Demak, bu predikatning yolg‘onlik to'plami
C(CIAU /fl) = (1Af)CIB) to'plamdan iborat. Oxirgi / 4I")C7B to‘plam
fagat 1A c IB boMgandagina bo‘sh to‘plam boMadi. Shunday qilib,
—» B(x) predikat xe E ning hamma giymatlarida A(X)
predikatning chinlik to‘plami B(x) predikat chinlik to'plamining gism
to'plami, ya’ni 1Ac 1B boMganda va fagat shundagina chin boMadi. Bu
holda B(x) predikat A(jc) predikatdan manrigiy kelib chigadi deb
aytiladi. B(x) predikat A(x) predikat uchun zaruriy shart va A(x) esa
uchun yetarli shart deb ataladi. Masalan, ushbu «Agar x natural
son boMsa, u holda y butun son boMadi» teoremada B(x) : «x - butun
son» predikati y4(jc): «x: - natural son» predikatidan mantigiy kelib
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chigadi va «x - natural son» predikati «x - butun son» predikati uchun
yetarli shart bo‘ladi.

Shunday hollar mavjudki, bularda

Vxe E(A(x) -> B(x)) (6)
va

Vxe E(B(x) — A(x)) )
0°‘zaro teskari teoremalar chin bo'ladi. Bu hoi fagat 1A - 1B. ya'ni A(x)
va B(x) predikatlar teng kuchli predikatlar bo'lgandagina o'rinlidir.

Qaralayotgan holda (1) teoremaga asosan A(x) predikat B(x)
predikat uchun yetarli shart va (2) teoremadan A{x) predikat B(x)
predikat uchun zaruriy shart ekanligi kelib chigadi. Demak, agar (1) va (2)
teoremalar chin bo'lsa, u holda A(x) shart B(x) uchun ham yetarli, ham
zaruriy shart bo'ladi. Xuddi shu kabi bu holatda B(x) shart A(x) uchun
yetarli va zaruriy shart bo'ladi. Biz ayrim vaqtlarda «zarur va yetarli»
mantigiy bogiovchilar o'rnida «shunda va fagat shunda» mantigiy
bog'lovchilarini ishlatamiz. Bu yerda (1) va (2) mulohazalar chin
bo'lganligi uchun quyidagi mulohaza ham chin bo'ladi:

Vxe E(A(X) —=B(x)) n Vxe E(B(x) —=/1(x)) =
=Vxe E(A(x) <>B(x)).

5- misol. Ushbu teorema: «Agar x son 6 ga qoldigsiz bo'linsa, u
holda x son 3 ga goldigsiz bo'linadi» chindir. A(Xx): «x son 6ga
goldigsiz bo'linadi» predikati va B(x) : «x son 3ga qoldigsiz bo'linadi»
predikati bo'lsin. B(x) predikat /1(x) predikatdan mantigiy kelib chigadi,
ya’ni A(x) =B (x). A(x) predikat B(x) predikat uchun yetarli, B(x)
predikat esa A(x) predikat uchun zaruriy shartdir.

Endi quyidagi teskari teoremani tahlil gilamiz. «Agar x son 3ga
goldigsiz bo'linsa, u holda x son 6ga qoldigsiz bo'linadi» noto'g'ridir
(yolg'ondir). Shuning uchun bu yerda B(x) predikat A(x) predikat uchun
yetarli shart, A(x) predikat esa B(x) predikatga zaruriy shart bo'la
olmaydi. m

5.6.5. Teskarisini (aksini) faraz qilish usuli bilan isbotlash.
Teskarisini faraz gilish usuli bilan isbotlash quyidagi sxema orgali olib
boriladi:

Vxe E(A(x) —=B(x)) (8
teorema noto'g'ri, ya’ni shunday x o'zgaruvchi mavjudki, A(x) shart
chin va fi(x) xulosa yolg'on deb faraz qilinadi. Agar bu farazdan

36



mantiqiy fikrlash natijasida garama-qgarshi tasdiq kelib chigsa, u holda
gilingan faraz noto‘g‘ri ekanligi va teoremaning to‘g‘riligi hosil boiadi.

6- misol. Yuqoridagi sxemadan foydalanib (1) teoremaning chinligini
ko'rsatamiz. Hagigatan ham, (1) teoremaning noto‘g'riligi (yolg'onligi)
(farazga ko'ra) Vxe E(A(x) —>B(x)) formulaning chinligini ko‘rsatadi.

(1)  teoremani noto‘g‘ri deb gabul gilgan farazimizdan kelib chigadigan
garama-qarshi tasdig D aD kon’yunksiyadan iborat boMadi, bu yerda D
- biror mulohaza. Shunday qilib, teskarisini faraz qilish usuli bilan

isbotlash sxemasi Vxe E(A(x) —=B(x)) —D n D formulaning chin-

ligini isbotlashga keltirildi. Oxirgi formula (8) fomulaga teng kuchlidir.
Hagigatan ham,

Vxe E(A(x) »B(x)) 3 DaD =

= VxG E(A(x) -+B(X)) VD 1D = Vx G E(A(x) ®B(x)).-*

5.6.6.  Aksiomatik predikatlar hisobi hagida. Aksiomatik predikatlar
nazariyasini ham xuddi aksiomatik mulohazalar nazariyasi kabi yaratish
mumkin. Bu yerda quyidagilarni ko'rsatish zarur:

1 Predikatlar hisobi formulasining ta’rifi predikatlar mantiqi
formulasining ta’rifi bilan bir xil.

2. Predikatlar hisobi aksiomalar sistemasini tanlashni (xuddi
mulohazalar hisobidagidek) har xil amalga oshirish mumkin. Shunday
aksiomalar sistemasidan bittasi quyidagi: mulohazalar hisobining o‘n bir
aksiomasi (4ta guruh aksiomalar) va ikkita qo‘shimcha:

VXx(F(x) -4 F(x)), F(1) 3xF(x)
aksiomalardan iborat sistcma bo'lishi mumkin, bu yerda t o'zgaruvchi x
o0'zgaruvchini 0‘z ichiga olmaydi.

3. Mulohazalar hisobidagi keltirib chigarish qoidasiga yana ikkita goida
go'shiladi:

a) umumiylik kvantorini kiritish goidasi -

F->G(x)
F VXG(x) "’

b) mavjudlik kvantorini kiritish qoidasi -

G(x) > F_ rp x bo'lmasa.
3XxG(x) —=F

4. Xulosa va isbotianuvchi formula tushunchalari xuddi mulohazalar
hisobidagi kabi aniglanadi.
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5. Xuddi hamma aksiomatik nazariyalardagidek ushbu muammolar
ko‘riladi:
a)yechilish, b) zidsizlik, d)to‘liglik, e)erkinlik.

Muammoli masala va topshiriglar

1. Quyidagi ta’riflami predikatlar mantiqi tilida yozing:
a) Chizigli tartiblangan to'plam (tartiblangan to'plam chizigli deb
ataladi, agar shu to‘plamning har ganday jc va y elementlari uchun yo

X =Yy ,yo x <y ,yoki x >y boisa).

b) Juft funksiya (J(x) juft funksiya deb ataladi, agar uning aniglanish
sohasi koordinata boshiga nisbatan simmetrik va aniglanish sohasining har
bir x elementi uchun / ( jo = f (—x) bo'lsa).

2. Quyida berilgan jumlalardagi nugtalar o'miga yo «zarur, ammo
yetarli emas», yo «yetarli, ammo zarur emas», yo «zarur emas va yetarli
emas» yoki, gayerda mumkin bo'lsa, «zarur va yetarli» so'zlarini shunday
go'yingki, hosil bo'lgan mulohazalar chin bo'lsin:

a) To'rtburchak to'g'ri burchakli bo'lishi uchun uning diagonallarining
uzunligi teng bo'lishi....

b) x2—5x+ 6 = 0 bo'lishi uchun x = 3 bo'lishi....
d) f(x) funksiya segmentda integrallanuvchi bo'lishi uchun
f(x) chegaralangan bo'lishi....

e) f(x) funksiya [a,b] segmentda integrallanuvchi bo'lishi uchun

[a,b] segmentda / ( jo uzluksiz bo'lishi... .

f) ~ ak son” falor yaginlashuvchi bo'lishi uchun lima,, =0 bo'lishi
*5 e

3. Quyidagi tasdiglaming (teoremalarning) noto'g'riligini isbot qiling:

a) Agar funksiya biror nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda u shu nugtada
differensiallanuvchi bo'ladi.

b) Agar sonli gatoming n - hadi nolga teng bo'lsa, u holda bu gator
yaginlashuvchi bo'ladi.

d) Agar to'rtburchakning diagonallari teng bo'lsa, u holda bu
to'rtburchak to'g'ri burchakli bo'ladi.
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e) Agar funksiya [a,b] yopiq intervalda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda u shu intervalda uzluksiz boMadi.

4. Ushbu kvantorli mulohazalarning inkorlarini toping:

a) Vx3yF(x,y); b) Vx3yVzA(x,y,2);

d) VX[F(x) v VyB(x,y)\; e) 3x3p//r[N(x,.y)a B(y,z)];
f) 3xA(x,z) n 3xVyB(x,y) > VxVyC(x,y,2);

g) 3x(1(x) a 5(x) a C(x));  h) Vx(J1(x) -> VyB(y));

i) \IX(JT(x) -» B(x)) n 3x(D(x) a 1(x));

) 3x(R(x) * P(x)); k) Vx38yVz(P(x,y,z)  Q(x,y,z)).

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Matematik ta’rif va teoremalami predikatlar mantiqi tili vositasi
bilan ifodalashni bilasizmi?

2. Sonlar ketma-ketligi limitining ta’rifini predikatlar mantiqi tili
vositasida ganday ifodalash mumkin?

3. Funksiyaning nugtadagi limiti va uzluksizligi ta’riflari predikatlar
mantiqi tili vositasida qanday ifodalanadi?

4. 0 ‘suvchi funksiyaning va chegaralangan funksiyaning ta’riflarini
predikatlar mantiqi tili vositasida ifodalay olasizmi?

5. Qarama-garshi tasdiglami tuzish uchun nima qilish kerak?

6. To‘g‘ri, teskari va garama-garshi teoremalar bir-biridan nimasi
bilan farq giladi?

7. Yetarli va zaruriy shartlar deganda nimani tushunasiz?

8. Teskarisini (aksini) faraz qilish usuli bilan isbotlash sxemasini
yoza olasizmi?

9. Aksiomatik predikatlar nazariyasini ganday yaratish mumkin?

10. Predikatlar hisobi formulasining ta’rifi ganday kiritilishi mumkin?



f," _ chekli (bo'sh bo'lishi ham mumkin) yoki sanoqgli
funksional harflaming to'plami, bu yerda yuqori indeks funksiya tarkibiga
kiruvchi o'zgaruvchilar soni va quyi indeks funksional harfning ragamini
bildiradi;

at (/ > 1) - chekli (bo'sh bo'lishi ham mumkin) yoki sanogli predmet
konstantalar to'plami.

Mantigiy amallar zanjiri ham funksional harflar sifatida garalishi
mumkin.

6- ta’rif. Predikat harflar to'plami, funksional harflar va
konstantalar to plami bilan birgalikda berilgan nazariya tilining
signaturasi deb ataladi.

Shunday qilib, birinchi tartibli T nazariyada ayrim yoki hamma
funksional harflar va predmet konstantalar va ayrim (ammo hammasi
emas) predikat harflar mavjud bo'Imasligi mumkin.

Birinchi tartibli har xil nazariyalar bir-biridan alfavitdagi harflar tarkibi
bilan farq gilishi mumkin.

T nazariyani to'lig tavsiflash uchun term va formula tushunchalarini
aniglashimiz kerak. Term va formula - bu E(T) so'zlar to'plamining ikki
sinfidir.

7- ta’rif. 1) Predmet o Zzgaruvchilar va predmet konstantalar
termdir;

2) agar rxr2,...,rn lar term, A esa njoyli amalning simvoli bo'lsa, n
holda A"(>],r2,..,,rti) termdir;

3) T nazariyada |- va 2- bandlarda aniglangan/ardan tashqgari hech
ganday term mavjud emas.

Tabiiy interpretatsiyaga (talginga) asosan term bu ayrim olingan
predmetning ismidir. O'zgaruvchilar va predmet konstantalardan tashqgari
amallaming simvollari vositasida o'zgaruvchilar va predmet konstan-
talardan hosil gilingan zanjirlar ham term bo'ladi, chunki interpretatsiyaga
ko'ra term biror funksiyaning giymati sifatida aniglanayapti.

8- ta’rif. 1) Agar A —n joyli munosabat simvoli (predikat yoki
funksiya) va rxr2,...,rn termlar bo'lsa, u holda A(rj,r2,...,rn) formula,
xususan, agar A - predikat harfi A" bo'lsa, n holda A"(r},r2,...,rn)
elementarformula deb ataladi;

_ 2)agar A va B formulalar bo ‘1sa, n holda An B, AvB, A—»B.
A ham formuladir;

3) agar A formula va y harf A formulaga erkin kiruvchi yoki
tarkibiga kirmagan predmet o'zgaruvchisi bo'lsa, u holda VyA, 3yA
ifodalar formula bo'ladi. Bu holda A kvantorning tasir etuvchi sohasi
deyiladi;
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4) 1-3- bandlarda aniglanganlardan tashqgari boshga hech ganday
formula mcnjud emas.

6.2. Mantiqgiy va xos (maxsus) aksiomalar. Keltirib chigarish qoidasi

Mantiqiy aksiomalar. Maxsus aksiomalar. Keltirib chigarish qoidasi. Xulosa
goidasi. Umumlashtirish qoidasi.

6.2.1. Mantigiy va xos (maxsus) aksiomalar. Birinchi tartibli nazariya
aksiomalari ikki sinfga: mantigiy va xos aksiomalarga bo'linadi.

Mantiqgiy aksiomalar: A, B va C lar T nazariyaning ganday
fonnulalari bo'lishidan qat’i nazar quyidagi formulalar T ning mantiqiy
aksiomalari bo'ladi:

1)A->(B->A); (1)
2) (A ->(B->C))-> (A —=B) —=(A —C)); (2)
3 (B->A) ->((B ->A) -> B) ; )

4) Vx/AixJ A(t), bu yerda A(x{) - berilgan T nazariyaning
formulasi, t esa A(x,) formulada erkin bo'lgan T nazariyaning termi.
Ta’kidlash kerakki, t term xt bilan mos kelishi ham mumkin, u holda
VxMA(xt) —A(X') aksiomaga ega bo'lamiz;

5) agar xi predmet o'zgaruvchi A formulada erkin bo'lImasa, u holda
VXi(A->B)->(A->VxIB).

Oldingi bobda XI aksiomali klassik mulohazalar hisobi o'rganilgan edi.
Ammo kam aksiomali mulohazalar hisobini ham yaratish mumkin
(masalan, 1-3- mantiqgiy aksiomalar asosida).

Xos aksiomalar. Xos aksiomalami umumiy holda tavsiflash mumkin
emas, chunki ular bir nazariyadan ikkinchi nazariyaga o'tishda o'zgaradi,
ya’ni har bir nazariyaning o'zigagina xos aksiomalari bo'ladi.

Birinchi tartibli nazariya xos aksiomalarga ega emas. Bu nazariya sof
mantigiy nazariyadir. Bu nazariya birinchi tartibli predikatlar hisobi deb
yuritiladi. Ko'pchilik aksiomatik nazariyalarda tenglik tushunchasidan
foydalaniladi. U ikki joyli predikat « x =y » sifatida kiritiladi. Shu
sababli aksiomalar gatoriga ikkita xos aksioma Kiritiladi:

D Vx(x = x);

2) agar X, y, z har xil predmet o'zgaruvchilar va F{z) formula bo'lsa,
uholda V.tVv(x =y —»F{x) = F(y)).
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6.2.2. Keltirib chigarish goidasi. Xuddi mulohazalar hisobidagidek
H formulalar majmuasida  keltirib  chigarish  tushunchasidan
foydalanamiz. H formulalar majmuasiga kiruvchi mulohazalami (for-
mulalami) shartlar deb ataymiz. Agar H majmuadan keltirib chigarilgan
ifodaning oxirida A mulohaza (formula) joylashgan bo‘lsa, u holda A

mulohaza H dan keltirib chigarilgan deb aytamiz va H |—A ko'rinishda

yozamiz. Xususan, H =0 bo'lsa, u holda |—A ko'rinishda yoziladi.

Birinchi tartibli nazariyaning keltirib chigarish qoidasi tarkibiga ushbu
ikkita goida kiradi.
1. Xulosa goidasi (yoki modus ponens):
A, —A —B
|-B
2. Umumiylik kvantori bilan bogMash qoidasi (yoki umumlashtirish
goidasi):
- A
FVX,A

Muammoli masala va topshiriglar

1. Qanday shartlar bajarilganda aksiomatik nazariya formal ak-
siomatik nazariya bo'lishini aniglang.

2. Birinchi tartibli nazariya yuqori tartibli matematik nazariyalardan
ganday xususiyatlari bilan farq gilishini izohlang.

3. Mantiqiy amallar zanjiri ham funksional harflar sifatida garalishi
mumkinligini isbotlang.

4. Agar |—A]ln..nAT—B Dbo'lsa, u holda AXx...,Am\-B

bo'lishini isbotlang.

Mustaqil ishtash uchun savollar

1. Aksiomatik nazariya deganda nimani tushunasiz?

2. Formal va formalmas aksiomatik nazariyalar bir-biridan nimasi
bilan farq giladi?

3. Birinchi tartibli til nima?

4. Terma va formulalar ta’rifmi bilasizmi?

5. Funksional va predikat harflar deganda nimani tushunasiz?
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Birinchi tartibli nazariyaning simvollari ganday aniqlanadi?
Predmet o'zgaruvchilar va konstantalar ta’rifmi bilasizmi?
Kvantoming ta’sir etuvchi sohasi ganday aniglanadi?

9. Mantigiy va xos (maxsus) aksiomalar bir-biridan nima bilan
faglanadi?

10. Keltirib chigarish goidasi deganda nimani tushunasiz?

11. Xulosa qoidasi ganday ta’riflanadi?

12. Umumiylik kvantori bilan bog'lash qoidasini bilasizmi?

®~No

6.3. Algebra, geometriya va analizda raavjud bo'lgan matematik
nazariyalar
Qisman tartiblash nazariyasi. Guruhlar nazariyasi. Kesmalar tengligi
nazariyasi. Natural sonlarning aksiomatik nazariyasi.
Ushbu paragrafda algebra, tahlil (analiz) va geometriyalarda mavjud
bo'lgan matematik nazariyalardan misollar keltiramiz.
6.3.1. Qisman tartiblash nazariyasi. T nazariya bitta A2 predikat

harfga ega bo'lsin. Bu nazariya funksional harf va predmet konstantalarga
ega bo'Imasin.

Odatda, A2(x,,x2) va A?(x,,x2) formulalar o'mida x, <x2 va

X, < X, munosabatlar yoziladi.

T nazariya yana ikkita maxsus aksiomalarga ega bo'lsin:

a) Vx, (x, < x,) irrefleksivlik;

b) VX, Vx2Vx3((x, < x2) n (x2 < x3) — (X, < x3)) - tranzitivlik.

Bu nazariyaning har ganday modeli gisman tartiblangan struktura
(tuzilma) deb ataladi.

6.3.2. Guruhlar nazariyasi. T nazariya bitta Af predikat harfga. bitta
f{ funksional harfga va bitta < predmet konstantaga ega bo'lsin.
Algebrada gabul gilingan belgilashlardan foydalanib,

A2(t,s) o'mida i-s, s) o'mida t +s,

ax o'mida 0 yozamiz. Bu yerda quyidagi formulalar T nazariyaning
maxsus aksiomalari bo'ladi:

a) VX, Vx2Vx, (X, + (x2+ x3)) = ((x, + x2) + x3) - assosiativlik;

b) Vx1(0 + x, = x,) - nolning xususiyati;
d) Vx,3x2(x] +x2 = 0) - garama-garshi elementning mavjudligi;
e) Vx, (X[ = x,) - tenglikning refleksivligi;
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f) VX, Vx2((x, = x2) —»(x2 = x,)) - tenglikning simmetrikligi:

g) VX, VX2VX3((X, = x2) -> ((x2 =x3) -» (X, = x3))) -tenglikning
tranzitivligi;

h) VAV eV X, =Xj) -=>((X\ +X2=X, +x3) a (x24-x, =g +x,) - tenglikni
o'rniga qo‘yish.

Bu nazariyaning har ganday modeli guruh deb ataladi. Agar guruhda
VX, Vx2(x, + X2 =x2+ x2) chin formula bo'lsa, u holda bu guruh abel

guruhilyoki kommutativ guruh deb ataladi.

Guruhga quyidagilar misol boYa oladi:

1- misol. M to'plamning o'zini o'ziga barcha o'zaro bir giymatli
akslantirishlari to'plami shu akslantirishlaming 3upegori8lya5l amali
bilan birgalikda garalganda guruhga misol bo‘la oladi. m

2- misol. Hamma butun sonlar to'plami Z butun sonlami go'shish
amali bilan birgalikda garalganda guruh bo'ladi. m

3- misol. Tekislikning hamma V2 vektorlar to'plami vektorlami
uchburchak yoki parallelogramm qoidasi bo'yicha qo'shish amali bilan
birgalikda garalganda guruh bo'ladi. m

Qisman tartiblash va guruh nazariyalari samarali (effektli) aksioma-
lashtirilgan nazariyalardir, chunki bu nazariyalarda istalgan formulaning
mantigiy aksioma bo'lishi yoki bo'Imasligini samarali tekshirish
imkoniyati bor.

6.3.3. Geometriya (kesmalar tengligi nazariyasi). S - hamma Kkes-
malar to'plami bo'lsin. Bu nazariyada tenglik munosabatini « x —y »
shaklda yozamiz va uni «x kesma Yy kesmaga teng» deb o‘giymiz.
Nazariyaning maxsus aksiomalari:

1) Vxe S(x =x); 2)\IX\/yV:((x=2z)n(y =2)) -> (x=Y)) .

6.4. Nazariyada isbotlash tushunchasi. Tavtologiya xususiy hollarining
isbotlanuvchanligi

Isbotlash tushunchasi. Teorema. Isbotlanuvchi mulohaza.
Tavtologiya xususiy hollarining isbotlanuvchanligi.

6.4.1. Nazariyada isbotlash tushunchasi. Alohida fikming chinligini
(to'g'riligini) asoslash usuli isbotlash deb yuritiladi.

1- ta’rif. Ko'rilayotgan nazariya mulohazalarining sx,s2,...,sk
chekli ketma-ketligi uchun bu mulohazalarning har biriyo aksioma, yo shu

1Bu ibora Norvegiya matematigi Abel Nils Xenrik nomi bilan bog'lig.
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Ketma-ketlikning birorta mulohazasidan, yoki ketma-ketlikda o 'zidan oldin
furgan birorta mulohazadan mantigning keltirib chigarish qoidasi orgali
hosil etilgan bo ‘sa, bu ketma-ketlikka isbot (isbotlash) deb ataladi.

2- ta’rif. Isbotlashning oxirgisi bo'lgan mulohaza teorema yoki
isbotlanuvchi mulohaza deb ataladi.

6.4.2. Tavtologiya xususiy hollarining isbotlanuvchanligi. Ravshan-
ki, har ganday aksioma teorema bo'ladi. Bu teoremaning isboti bir
gadamdan iborat bo'ladi.

Teorema. Agar birinchi tartibli T nazariyaning A formulasi
tavtologiyaning xususiy holi bo ‘1sa, n holda A formula T nazariyaning
teoremasi bo'ladi va uni ushbu bobning 2- paragrafidagi (1), (2) va (3)
mantigiy aksiomalar va xulosa qoidasini qo'Uash yo'li bilan keltirib
chigarish mumkin.

Isboti. xlI,x2,...,xn - B formula tarkibiga kiruvchi o'zgaruvchilar
majmui va A formula B tavtologiyadan o'miga qo'yish qoidasi orgali
hosil gilingan bo'lsin. Ma'lumki, bu holda B formulani H = {x],x2,...,xn}
majmuadan keltirib chigarish mumkin. Buning uchun quyidagi qoida
bo'yicha 0'miga qo'yish amalini bajaramiz:

1) agar biror x, o'zgaruvchi B fonnula tarkibida bo'lsa, u holda har
bir keltirib chigarish formulasi tarkibidagi x, o'miga T nazariyaning A
lormulasini hosil gilish uchun B dagi o'sha x. o'zgaruvchi o'mini
oiadigan formula qo'yiladi;

2) agar biror x, o'zgaruvchi B tarkibida bo'Imasa, u holda keltirib
chiqarish formulalari tarkibidagi shu o'zgaruvchining har bir joyiga T
nazariyaning ixtiyoriy bitta formulasi go'yiladi.

Shunday qilib keltirib chigarilgan formulalar ketma-ketligi nazariya-
dagi A formulaning T nazariyada keltirilib chigarilishi bo'ladi.

Teoremaning isbotida fagatgina ushbu bobning 2- paragrafidagi (1),
(2), (3) aksiomalar va xulosa qoidasidan foydalanildi. m

6.5. Deduksiya teoremasi

Deduksiya teoremasi. Formulalar majmuasidan formulani keltirib chigarish.
Deduksiya teoremasining isboti.

6.5.1. Deduksiya teoremasi. Mulohazalar hisobida
H,C\~A
H\-C -> A

deduksiya teoremasi o'rinli edi. Ixtiyoriy birinchi tartibli T nazariyada bu
teorema ayrim o'zgartirishlarsiz o'rinli bo'lmay qoladi. Masalan, har
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ganday birinchi tartibli nazariyada A\-VxA o'rinlidir, ammo har doim

ham A —»VxA formula isbotlanuvchi bo'lavermaydi. Hagigatan ham,
hcch bo'Imaganda M = {a,b,...,} to'plamning ikki elcmentini gamragan
soha berilgan holni garab bunga ishonish mumkin.

T - predikatlar hisobi va A formula A](x) ko'rinishda bo'lsin.
M (x) formula fagatgina a element egallagan xususiyatga ega deb
interpretatsiya beramiz. U holda At(x) formula a elementi bo'lgan M
to'plamda bajariluvchi bo'ladi, ammo shu bilan birga o'zida VxA(x)
formula M to'plamda bajariluvchi formula emas.

Mulohazalar hisobidagi deduksiya teoremasining shartlarini biroz
kuchsizlantirganimizdagina u birinchi tartibli nazariyada o'rinli bo'ladi.
Buning wuchun birinchi tartibli nazariyada formulalar majmuasidan
formulalami keltirib chigarish qoidasini aniglab olaylik. Shu magsadda,
awalo, bir yordamchi tasdigni isbot gilamiz.

H,A formulalar majmuasi va bu majmuadan Kkeltirib chigarilgan
BI,B2,...,Bn formulalar kctma-ketligini ko'raylik. Bu keltirib chigarishda
Bk formula A formula bilan quyidagi ikki holda bog‘liq bo'ladi deb
aytamiz:

1) Bk formula A formulaning o'zidir va u keltirilib chigarilgan
formulalar tarkibiga H,A formulalar majmuasida mavjud bo'lgan
formula sifatida kiritilgan;

2) Bk formula B],B2,....Bn Kkeltirilib chigarilgan formulalardagi
o'zidan oldin turgan formulalardan xulosa qoidasi va kvantorni bog'lash
yo'li bilan hosil gilingan. O'zidan oldin turgan formulalaming hech
bo'lmaganda birortasi A formulaga bog'lig. Masalan, {VxA—C,A}
formulalar majmuasidan A, VXA, VXA —C, C, VxC formulalami
keltirib chigarish mumkin. Bu formulalaming har biri A formulaga
bog'lig.

Lemma. H,A formulalar majmuasidan keltirib chigarilgan
B],B2,...,.Bn],B formulalar ketma-ketligidagi B formula A formulaga

bog 1iq bo 'Imasa, u holda H\—B .

1 sboti. Lemmaning isbotini matematik induksiya metodi bilan
o'tkazamiz.
Baza, n = 1 hoi uchun lemma to'g'ridir. Hagigatdan ham, agar H,A

formulalar majmuasidan B formula keltirilib chigarilgan bo'lsa va u A
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formulaga bog'liq bo'lmasa, u holda yo BeH, yoki B formula
isbotlanuvchi formula bo'ladi. Ikkala holda ham H |—B .

Induksion o'tish. Endi lemmaning xulosasi k <n uzunlikdagi keltirib
chigarish formulalari uchun to'g'ri deb faraz qilamiz va uning n
uzunlikdagi keltirib chiqarish formulalari uchun to'g'riligini isbot gilamiz.

Agar B e H yoki isbotlanuvchi formula bo'lsa, u holda H|- B .

Agar B formula o'zidan oldin turgan bitta yoki ikkita formulalardan
keltirib chigarilgan bo'lsa, u holda B formula A formulaga bog'liq
bo'lmaydi, chunki induktiv farazimizga asosan Kkeltirib chigarish
formulalari takibidagi A dan oldin turgan hamma formulalar A ga bog'liq

emas. Demak. H\—B . un

Deduksiva teorema si. H,A\-B va H,A formulalar

majmuasidan keltirib chigarilgan B formula mavjud bo'lsin. A
formulaga bog 1ig bo 'lib keltirib chigarilgan formulalarga kvantor bilan
bog'lash qoidasini ganday go'llashimizdan qati nazar A formulaga
kiruvchi erkin o zgaruvchilarning birortasi kvantor bilan bog'lanmasin. U
holda H A —» B.

Isboti. B],B2,...Bn],Bn=B formulalar H,A formulalar
majmuasidan keltirib chigarilgan teoremaning shartlarini ganoatlantiruvchi
formulalar bo'lsin. Isbotni matematik induksiya metodi bilan olib boramiz.

Baza, n =1 hoi uchun teorema to'g'ridir. Hagiqatdan ham, agar B
formula H,A majmuaning keltirib chigarish formulasi bo'lsa, u holda:

ayyo BeH, b)yo B - isbotlanuvchi formula, d) yoki B formula
A formulaning o'zidir.

a) va b) hollarda H\—B va B —=(A—>B) formula isbotlanuvchi

formula bo'lgani uchun xulosa qoidasiga asosan H\—A — B natijaga ega
bo'lamiz.

d) holda A —»B formula A —» A formulaga aylanadi, ya'ni

isbotlanuvchi formula bo'ladi. Shuning uchun H\-A —B bo'ladi, bu esa

A —B formulani H dan keltirib chigarish mumkinligini anglatadi.
Induksion o'tish. Endi k <n uzunlikdagi keltirib chigarish formulalari

uchun teorema to'g'ri bo'lsin va uni Kk = n uzunlikdagi keltirib chigarish

formulalari uchun isbot gilamiz. B],B2,...,Bni,B formulalar H,A
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formulalar majmuasining keltirib chigarish formulalari bo‘lsa, fagatgina
quyidagi hollar yuz berishi mumkin:

a) Be H,

b) B - isbotlanuvchi formula,

d) B formula A formulaning o'zidir,

e) B formulasi keltirib chigarish formulalari tarkibidagi o'zidan oldin
keladigan Bi va B. (i <j <n) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
hosd gilinadi,

f) B formula keltirib chiqarish formulalari tarkibidagi Bi (i<n)

formuladan kvantomi bogiash qoidasiga asosan olinadi.
a), b), d) hollar uchun teorema isboti /7= 1 hoi uchun berilgan isbot
bilan bir xildir.

To'rtinchi e) holni ko‘raylik. Bu yerda B formula ikkita B, va B;
(i<j<n) formulalardan keltirib chiqgarilganligi tufayli Bt formula
5, —B ko‘rinishga ega bo'ladi va

M @)
tf|- A -> (5, B) (2)
tasdiglar to“g ‘ri bo'ladi.

(A —(B —=C)) —=((A —=B) — (A —=(C)) formula bilan
ifodalanuvchi ikkinchi aksiomadan foydalanib, quyidagini hosil gilamiz:

I-(A->@B, B)"{{A"Bt)"{A-" B)). ©)

Murakkab xulosa goidasidan foydalanib, (3), (2) va (1) formulalardan

tf|- A B
formulani keltirib chigaramiz.

Oxirgi beshinchi f) holni ko'ramiz. H,A formulalar majmuasidan
keltirilib chigarilgan formulalar orasida Bi (/</?) shundayki, B formula
V.XjBt bo'lsin.

Farazimizga ko'ra H\-A —B yo Bj formula A formulaga bog'lig
emas, yoki x, o'zgamvchi A formulaning erkin o'zgaruvchisi bo'Imaydi.

Agar Bi formula A formulaga bog'lig bo'Imasa, u holda lemmaga
asosan H\-B.. Bu tfj—B. formulaga kvantomi bog'lash qoidasini
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go'llab //|-V x,i? formulani hosil gilamiz, ya'ni H\- B . Shundan so'ng
N >(BA) formula bilan ifodalanuvchi birinchi aksiomadan
foydalanib, H\—B — (A —B) formulani keltirib chigaramiz. Demak,
h \~a &m

Agar x, o‘zgaruvchi A formulaning erkin o'zgaruvchisi bo‘lmasa, u
holda Vx,(A —Bf) —(A —Vx,#,.) formula bilan ifodalanuvchi beshin-
chi aksiomadan foydalanamiz. H\-A —B: bo‘lgani uchun kvantomi
bog'lash qoidasidan foydalanib H\-Vxx(A — B) formulani hosil qila-
miz. Bu formuladan xulosa qoidasiga asosan H\—-A —Vx,5 formulani
keltirib chigaramiz. Bundan o‘z navbatida II\-A —B formula kelib

chigadi.
Shunday qilib, deduksiya teoremasi beshala hoi uchun ham to'g'ridir.B
6.5.2. Deduksiya teoremasining natijalari. Amalda deduksiya

teoremasidan kelib chigadigan quyidagi natijalardan foydalanish qu-
layroqdir:

1- natija. Agar H, A—B va A ning erkin o'zgaruvchisiga

kvantomi bog‘lash goidasini ishlatmasdan keltirib chigarilgan formulalar
mavjud bo‘lsa, u holda //|-A —B .

2- natija. Agar A formula yopiqg va H,A\-B bo‘lsa, u holda

6.6. Nazariya tilining interpretatsiyasi. Nazariyaning modeii

Interpretatsiya. Formulaga interpretatsiya berish. Berilgan interpretatsiyada
formulaning chinlik giymatlari. Formulaning bajariluvchanligi tushunchasi.
Nazariyaning modeii.

6.6.1. Nazariya tilining interpretatsiyasi.

1- ta’rif. Formula tarkibiga kiruvchi hamma konstantalar. o'zga-
ruvchilar, funksional va predikat harflarga anig mazmun va hamma erkin
0 'zgaruvchilarga o'zgarmas gqiymat berishga formula yoki formulalar
majmuiga interpretatsiya berish deb ataladi.

1 misol. 3x,02(/2(xLa0),x2)formulaga ikki xil interpretatsiya
berishni ko'raylik. Birinchi interpretatsiyada hamma o'zgaruvchilar
hagigiy giymat oladi, a0 =1, f{(x,y) =x+y, A?(x,y) =x<y va
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erkin o'zgaruvchi x2 =2 deb hisoblaymiz. U holda quyidagi chin
arifmetik mulohazaga ega boiamiz: «Shunday x, mavjudki, x, + 1< 2 »
ikkinchi intetpretatsiyada hamma o'zgaruvchilaming M o'zgarish sohasi
ikkita a0 va a harflardan iborat, erkin o'zgaruvchi x, = a,, /|2 funksiya
va Af predikat quyidagi I- va 2-jadvallar bilan berilgan deb hisoblaymiz:

X Y /,2 X Y A2(x,y)
ao «0 ao «0 «Q yo
ao d « ao al yo
Al ao a\ al «0 ch
« a\ «0 al yo

U holda x, o'zgaruvchiga bog'lig bo'lgan A = A?(f,2(x, ,av\a,)
predikatning qiymati 3- jadval bilan aniglanadi. A predikat
o'zgaruvchilarining hamma qiymatlar satrida yolg'on qiymat gabul
gilganligi uchun 3x,4x,) mulohaza yolg'on giymat gabul giladi. =

Demak, istalgan integretatsiyada formula mulohazaga aylanadi. Bu
mulohazaning chinlik giymatini biz aniglay olamiz.

M to'plam Tledrelal5lyann® predmet sohasi deb ataladi. Bu
to'plam cheklanmagan bo'lishi ham mumkin.

Shunday qilib, interpretatsiya i-jadval
deganda tarkibid_a quyidagic_ha y =fi2(xv aQ)
to'plam va moslik bo'lgan sis-
temani tushunamiz:

1) interpretatsiya sohasi deb  ao ao yo
ataladigan bo'sh  bo'Imagan M d d yo
to'plam;

2) T nazariya tilining har bir elementiga M to'plamning yagona
elementini, anigrog'i, < A(T), E(T) > aniglanish sohasi va giymatlar
sohasi M to'plamning qism to'plami bo'lgan funksiyani mos qilib
go'yadigan biror moslik.

2-bandni  quyidagicha tushunish  kerak: har qaysi predikat
A”e< A(T),E(T) > harfga M to'plamning gandaydir n joyli
munosabatini, har qaysi funksional /" e< A(T),E(T) > harfga M
to'plamdagi gandaydir n joyli amalni va har qaysi at predmet
konstantaga esa M to'plamning gandaydir elementi mos qo'yiladi.
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Berilgan interpretatsiyada predmet o'zgaruvchilar M to'plamdan
giymat oluvchi o'zgaruvchilar sifatida garaladi, mantiqiy va kvantor
amallari simvollariga bo'lsa odatdagi mazmun beriladi.

Bunday interpretatsiya uchun:

1) erkin o'zgaruvchisi bo'Imagan har ganday formula (yopig formula)
chin yoki yolg'on giymat gabul giluvchi mulohazani ifodalaydi;

2) erkin o'zgaruvchisi bo'lgan har ganday formula interpretatsiya
sohasiga nisbatan biror munosabatni ifodalaydi. Bu munosabat
o'zgaruvchilarning interpretatsiya sohasidagi ayrim qiymatlarida chin,
boshga giymatlarida esa yolgon giymat gabul gilishi mumkin.

2- misol. Interpretatsiya sohasi sifatida butun musbat sonlar
to'plamini olaylik va A{(xl,x2) predikatga xn <x2 deb interpretatsiya
beraylik. U holda AP(x],x2) predikat a <b munosabatni ganoat-
lantiruvchi hamma tartiblangan (a, b) butun musbat sonlar juftligi uchun
chin giymat gabul giladi.

Yx2A{(x1,x2) formula «Har ganday butun musbat x2 son uchun
Xi < x2» degan munosabatni bildiradi. Bu munosabat fagatgina bitta 1
soni uchun chindir.

3x,Vx2A*(X\,x2) formula bo'lsa, eng kichik musbat son mavjudligini
bildiradi va u butun musbat sonlar to'plamida chin bo'ladi. m

6.6.2. Berilgan interpretatsiyada formulaning chinlik givmatlari.
M sohali gandaydir interpretatsiya berilgan bo'lsin. G - shu M
sohadagi hamma sanogli ketma-ket keluvchi elementlar to'plami.
5 = (bl,b2,...,bn,...)e G ketma-ketlikda A formulaning bajariluvchan-
ligi tushunchasini aniglaylik.

Qiymatlar sohasi M bo'lgan hamma termlar to'plamida aniglangan bir
argumentli (o'zgaruvchili) S  funksiyani quyidagicha induktiv anig-
laymiz:

1) agar t term xi predmet o'zgaruvchi bo'lsa, u holda S (t) =bi;

2) agar t term jc, predmet konstanta bo'lsa, u holda S (/) bu
konstantaning M dagi interpretatsiyasi bilan mos tushadi;

3) agar M sohada g interpretatsiyalanuvchi f > funksional harf va
t\,t2,...,tn termlar bo'lsa, u holda

Shunday qilib, S - bu S ketma-ketlik bilan aniglanadigan va hamma
termlar to'plamini M sohaga akslantiradigan funksiyadir. Boshgacha
aytganda, har ganday S = (4,b2,...,bn,...) ketma-ketlik va ixtiyoriy t
term uchun £*(/) funksiya M to'plamning elementidir. Bu element t
term ifodasiga kiruvchi hamma jc; o'zgaruvchilar o'miga b: elementlami
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go‘yish va undan keyin t termning funksional harflariga mos keluvchi
hamma interpretatsiya operasiyalarini bajarish natijasida hosil bo'ladi.

3- misol. t term (xr,f 2,(X\,c>\)) va butun sonlar to'plami
interpretatsiya sohasi bo'lsin, / 2 - oddiy ko'paytma, f 2 - qo'shish va
3,-5 soni sifatida interpretatsiyalanadi. U holda ixtiyoriy

S = {b\,b2,...,bn,...) butun sonlar ketma-ketligi uchun S'{t) funksiya
b} x (6, + 5) butun sonni ifoda etadi. m

Endi formulaning induktiv ta’rifiga o'xshash qilib, bajarilgan formula
tushunchasini aniglaymiz:

1) agar A ushbu A"(tl,t2,...,trl) elementar formula va B" munosa-
bat unga mos bo'lgan interpretatsiya bo'lsa, u holda A formula
B"(S (/,),5 (t2 S (tn)) munosabat B” munosabatga qarashli
bo'lganda va fagat shundagina S ketma-ketlikda bajarilgan deb
hisoblanadi;

_ 2) agar A formula S da bajarilmagan bo'lganda va fagat shundagina
A formula S da bajarilgan bo'ladi;

3) agar A formula S da bajarilmagan yoki B formula S da bajarilgan
bo'ganda va fagat shundagina A —» B formula 5 da bajarilgan bo'ladi;

4) agar A formula S dan fagatgina i komponenti bilan farg giluvchi
G to'plamning ixtiyoriy ketma-ketligida bajarilgan bo'lganda va fagat
shundagina \/x:A formula S da bajarilgan bo'ladi.

Bu ta’rifdan ko'rinib turibdiki, A formula ifodasidagi erkin Kiruvchi
X, o0'zgaruvchilar o'miga bfni qo'yish natijasida hosil bo'ladigan
mulohaza berilgan interpretatsiyada chin giymatga ega bo'lsganda va fagat
shundagina 5 = (6,,b2i...,bn,...) ketma-kctlikda A formula bajarilgan
bo'ladi.

2- ta’rif. Berilgan interpretatsiyada A formula G ning istalgan
ketma-ketligida bajarilgan bo 'lsa, shunda vafagat shundagina u chin deb
ataladi.

3-ta’rif. Berilgan interpretatsiyada A formula G ning har ganday
ketma-ketligida bajarilmagan bo ‘1sa, shunda va fagat shundagina wu
yolg'on deb ataladi.

6.6.3. Nazariyaning modeii.

4- ta’rif.Nazariya tilining inteipretatsiyasi shu nazariyaning modeii
deb ataladi.

Boshqacha aytganda, birorta nazariya berilgan bo'lsa, bu nazariyaning
boshlang'ich tushunchalariga yangi ma’no beramiz. Agar ayrim
predmetlar majmuasi va interpretatsiya sifatida olingan ular orasidagi
munosabatlar nazariyaning hamma aksiomalarini ganoatlantirsa, u holda u
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berilgan aksiomatik nazariyaning modeli deb ataladi. Masalan, oldingi
paragraflarda Bui algebrasini aniglagan va uning ikkita modelini
ko‘rsatgan edik: mantiq algebrasi va to'plamlar algebrasi.

Muammoli masala va topshirigiar

1. Quyidagi shartlar vositasida berilganlarning har biri guruh bo‘-
lishini isbotlang:

a) M to‘plamning o°‘zini o‘ziga barcha o‘zaro bir qiymatli
akslantirishlari to‘plami shu akslantirishlaming superpozisityasi amali
bilan birgalikda garalganda.

b) Hamma butun sonlar to‘plami Z butun sonlarni qo‘shish amali
bilan birgalikda garalganda.

d) Tekislikning hamma V2 vektorlar to'plami vektorlami uchburchak
yoki parallelogramm qoidasi bo'yicha qo‘shish amali bilan birgalikda
garalganda.

2. Agar H,A\-B va Aning erkin o'zgaruvchisiga kvantomi
bog'lash qoidasini ishlatmasdan Kkeltirib chigarilgan formulalar mavjud
bo'lsa, u holda H\-A —» B ekanligini isbotlang.

3. Agar A formula yopiq va H,A\-B bo'lsa, u holda H\—A —B
bo'lishini isbotlang.

4. Interpretatsiyaga va uning sohasiga doir misollar keltiring.

5. MHA —»B) —=((B —C) —(A —>C)) bo'lishini isbotlang.

6. Agar Np.-.4,]-/? bo'lsa, u holda Aln...nAT—>B ekanligini
isbotlang.

Mustagil ishlash uchun savollar

Qisman tartiblash nazariyasini bilasizmi?
Guruhlar nazariyasi deganda nimani tushunasiz?
Natural sonlaming aksiomatik nazariyasi ganday ta’riflanadi?
Kesmalar tengligi nazariyasi nima?
Nazariyada isbotlash tushunchasi hagida nimalami bilasiz?
Isbotlanuvchi mulohaza deb nimaga aytiladi?
. Tavtalogiya xususiy hollarining isbotlanuvchanligini qganday
tushunasiz?

8. Deduksiya teoremasini bilasizmi?

9. Formulalar majmuasidan formulani Kkeltirib chigarish ganday
amalga oshiriladi?

FO. Nazariya tilining interpretatsiyasi nima?
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11. Interpretatsiya va interpretatsiya sohasi deb nimani tushunasiz?

12. Berilgan interpretatsiyada formulalaming chinlik giymatlari
ganday aniqlanadi?

13. Formulaning bajariluvchanligi tushunchasini bilasizmi?

14. Nazariyaning modeli nima?

6.7.Interpretatsivaning izomorfizmligi. Nazariyaning qat’iyligi

Izomorfizm. Nazariyaning gat 'iyligi. Bajariluvchiformula. I1zomorf.
fJ. -gat’iy nazariya.

6.7.1. Interpretatsiyaning izomorfizmligi.

1- ta’rif. Agar birinchi tartibli T nazariyaning berilgan
interpretatsiyasini shu nazariyaning 12 interpretatsiyasiga o'tkazuvchi
(izomorfizm deb ataladigan) o'zaro bir giymatli akslantirish mavjud
bo 1ib, shu bilan birga:

1) agar A” predikat harfning /, va 12 interpretatsiyalari mos ra-
vishda (A")] va (A")2 bo'lganda, M, sohadagi bl,b2,....,bn larning
ganday’ bo'lishidan qat’i nazar, (A*)2(g{bx),g(b2),...,'g(b )) bajari-
luvchi bo'lganda va fagat shundagina (A") (g(bl),g(b2),...,g(bn))
bajarilsa;

2) agar fJ “unksional harfning /, va 12 interpretatsiyalari mos
ravishda (/1 ) va if')" bo'lganda M1 sohadagi har gandax'
bx,b2,...,bn far uchun (fj ) (bl,b2,...,bJ =(fj)2(g(bl),g(b2),...,g(bn))
bajarilsa;

3) agar predmet konstantaning /, va 12 interpretatsiyalari mos
ravishda a} va a2 bo'lganda, aj =g(o|) bo'lsa, u holda, /,
interpretatsiya 12 interpretatsiyaga izomorfdeyiladi.

Ravshanki, agar /, va 12 lwedgrelal5lyalar izomorf bo‘lsa, u holda
ulaming sohalari bir xil quvvatga ega bo‘ladi.

Teorema. Agar g berilgan /, va 12 interpretatsiyalarning
izomorfizmi bo 'Isa, n holda:

(1) T nazariyaning A formulasi va M, soha elementlari ketma-ketligi
S —(b”b2,...,bn) ning ganday bo'lishidan qati nazar, A formula mos
8(S) =(g(b\)>g(b2),--;9(bn)) ketma-ketlikda bajariluvchi bo'lganda
vafagat shundagina S da bajariluvchi bo 1adi, va, demak,

(2) A formula M 2 sohada chin bo'lganda vafaqgat shundagina J1/,
sohada chin bo ladi.

Isboti. (2) xulosa (1) xulosadan Kkelib chigadi. (1) xulosani A
formuladagi kvantorlar va mantigiy bog‘lovchilar soniga garab induksiya
metodi bilan isbotlashni o'quvchiga havola gilamiz. w
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6.7.2. Nazariyaning gat’iyligi.

2- ta’rif. Agar matematik nazariyaning hamma modellari izomorf
bo ‘Isa. n holda tinga gat’iy matematik nazariya deb ataladi.

3- ta’rif. jU - birorta to'plamning quvvati bo'lsin. Agar birinchi
tartibli T nazariya:

(J) hech bo Imaganda bitta fX quvvatli modelga ega va;

(2) uning U quvvatli har ganday ikkita modeli izomorfbo ‘Isa, n holda
bunday birinchi tartibli T nazariyaga L, -gat’iy nazariya deb ataladi.

1- misol. Guruhlar nazariyasi gat’iy nazariya emas, chunki izomorf
bo'Imagan guruhlar mavjud. Ammo ayrim quvvatlarda guruhlar nazariyasi
gat’iydir, masalan, jUu= 3 quwatda shunday bo'ladi. m

2- misol. Evklid geometriyasi gat’iy matematik nazariyaga misol
bo'la oladi, chunki uning istalgan ikkita modeli izomorfdir. Hagigatan
ham, Evklid geometriyasining istalgan modeli arifmetik model bilan
izomorf ekanligini osongina ko'rsatish mumkin.

Evklid geometriyasining ixtiyoriy modelida to'g'ri chizigni olamiz va
unda O nuqtani belgilaymiz. Bundan keyin o'sha chizigda o nugtadan
farg giluvchi M nugtani tanlab olamiz. OM kesmani birlik sifatida gabul
gilamiz. To'g'ri chizigda musbat yo'nalishni tanlab olish natijasida sonli
o'qgni hosil gilamiz.

O'zaro perpendikulyar bo'lgan sonli to'g'ri chiziglar to‘g‘ri burchakli
dekart koordinatalar sistemasi deb yuritiladi. Bu sistema tekislikdagi har
bir nugtaga shu nugtaning koordinatalarini o'zaro bir giymatli ravishda
mos go'yadi. Xuddi shu kabi, bu sistema tekislikdagi har bir to'g'ri
chiziqga uning tenglamasini mos qo'yadi. Evklid geometriyasining boshga
modelida ham tekislikda xuddi shu tarzda ish ko'ramiz.

Evklid geometriyasining har xil modellari o'rtasida izomorfizmni
o'rnatish natijasida analitik geometriyani yaratish mumkin. m

6.8. Nazariyaning zidsizlik, to'liglilik va yechilish muammolari

Zidsiz nazariya. Ziddiyatga ega bo 'lgan nazariya. Zidsizlik muammosi.
Ahsolyut to 'liq nazariya. Tor Ta hoda to 1iq nazariya. To 'liglilik muammosi.
Yechilish muammosi. Birinchi tartiblipredikatlar. Predikatlar hisobi. Predikatlar
hisobining zidsizligi.

6.8.1. Zidsizlik muammosi.

1- ta’rif. Agar T nazariyada shunday S mulohaza topilib, u
o0 zining inkori S bilan birga teorema ho ‘1sa, n holda T ziddiyatga ega
bo 'lgan nazariya deb ataladi. Aks holda T zidsiz nazariya deyiladi.
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Agar T nazariyada S mulohaza topilib, u o'zining inkori S bilan bir-
ga teorema bo‘lmasa, shunda va fagat shundagina u zidsiz nazariya
bo‘ladi.

T nazariyada keltirib chigarish goidasining biri sifatida xulosa qoidasi
mavjud bo‘lganidan, ziddiyatga ega bo‘lgan nazariyaning istalgan
mulohazasi teorema bo'ladL_Hagigatan ham, T nazariyaning istalgan A
mulohazasi uchun S —(s —A) ifoda teorema bo'ladi, chunki bu
mulohaza S —» (5 —A) tavtalogiyadir. Bu yerda S va S ning teorema
ekanligini hisobga olgan holda ikki marta xulosa qoidasidan foydalanib,
A teoremadir degan xulosaga kelamiz.

Aksiomatik nazariyalarda zidsizlik muammosini ko‘p hollarda model
tushunchasi orgali yechish mumkin. Hagigatan ham, agar T nazariya
ziddiyatga ega bo'lsa, u holda uning modeii ham ziddiyatga ega bo'ladi,
chunki nazariyaning bir-biriga garama-garshi boigan juft teoremalari
model holida bir-biriga garama-qgarshi bo'lgan mulohazaga aylanadi.
Demak, nazariya zidsiz boiishi uchun uning ziddiyatdan holi bo'lgan
modeii mavjudligini ko'rsatish kerak. Mulohazalar hisobining zidsizligini
xuddi shu sxema orqali isbot gilgan edik.

Agar T nazariya uchun shunday interpretatsiyani topish mumkin
bo'lsaki, uning interpretasiyasi chekli to'plamdan iborat bo'lsa. u holda bu
interpretatsiyada ziddiyat mavjud emasligi masalasini yechish to'g'ridan-
to'g'ri shu chekli to'plamni ko'rish bilan hal bo'ladi.

Masalan, bir elementli to'plam a elementga ega bo'lsin. Agar bu
to'plamda a a =a amali aniglangan bo'lsa, u holda u ziddiyatga ega
bo'lImagan gumh nazariyasining modeii bo'ladi. Demak, guruh nazariyasi
zidsizdir. Ammo, Kko'pincha modelning zidsizligini isbotlash ancha
murakkab fikr yuritishni talab giladi. Bu, ayniqsa, T nazariya fagat
cheksiz modellarga ega bo'lgan hollarda ko'proq yuz beradi.

Masalan, agar Evklid geometriyasining tushunchalari Lobachevskiyl
geometriyasining interpretatsiyasi sifatida foydalaniisa, u holda Lo-
bachevskiy geometriyasining zidsizligi masalasini Evklid geometriya-
sining zidsizligi masalasiga keltirish mumkin.

Shuni ta’kidlash kerakki, Evklid geometriyasining zidsizligi va haqigiy
sonlar nazariyasining zidsizligi hozirgacha isbot gilingan emas.

6.8.2. To‘liglilik muammosi. Agar biror nazariyaning zidsizligi isbot
gilingan bo'lsa (yoki isbot gilinishi mumkin deb hisoblansa), u holda bu
nazariya uchun to'liglilik muammosini go'yish ma’noga ega bo'ladi.

1 Lobachevskiy Nikolay lvanovich (Hwkonaii VBaHoBu4 JlobaueBckumid, 1792-
1856) - rus matematigi.
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2-ta’rif.Agar T nazariyaning istalgan S mulohazasi uchunyo S,
voki uning inkori S teorema bo Isa, n holda bu nazariya absolyut to iq
deb ataladi.

Bu ta’rifda ushbu hoi hisobga olingan: T nazariyadagi istalgan 5
mulohazasining biror modelidagi interpretatsiyasi yo chin, yoki yolg'on
bo'ladi. U holda T nazariyadayo 5, yoki S teorema bo'lishi kerak.

Bir vaqgtda zidsiz va to'liqg bo'lgan T nazariya zidsizlikka nisbatan shu
ma’noda maksiraal bo'ladiki, bu nazariyaga aksioraa sifatida shu
nazariyada mumkin bo'lgan istalgan (ammo uning teoremasi bo'Imagan)
mulohazani qo'shganda, ziddiyatga ega bo'lgan nazariya hosil bo'ladi.

Ko'p matematik nazariyalar bir vagtda zidsiz va to'liglilik xususiyatiga
ega emas.

3-ta'rif.Aksiomalari gatoriga hamma keltirib chigarish qoidalarini

saglagan holda, istalgan isbotianmaydigan tasdigni qo ‘shganda,
ziddiyatga ega bo ‘1gan nazariya hosil bo ‘ladigan aksiomatik nazariya tor
ma’noda to‘lig deb ataladi.

Har ganday absolyut to'lig nazariya tor ma’noda ham to'lig bo'ladi.
Hagigatan ham, biror absolyut to'lig nazariya tor ma’noda to'lig
bo'lmasin. U holda bu nazariyada isbotlanmaydigan shunday A tasdiq
topiladiki. avvalgi aksiomalar va yangi aksioma sifatidagi A tasdigdan
yaratilgan yangi nazariya zidsiz, demak A yangi nazariyaga tegishli
bo'ladi. Ikkinchidan, dastlabki nazariyaning absolyut to'ligligidan va unda
A isbotlanmaydigan tasdiq bo'lganidan A isbotlanadigan tasdiq bo'ladi.

Shunday qilib, yangi nazariyada A va A isbotlanuvchi bo'ldi, ya’ni
garama-qarshilikka keldik. Demak, farazimiz noto'g'ri va har ganday
absolyut to'liq nazariya tor ma’noda ham to'liq bo'lar ekan.

6.8.3. Yechilish  muammosi. Yechilish muammosi algoritmik
muammo bo'lib, unda berilgan A to'plam uchun shunday algoritm (uni
U bilan belgilaymiz) tuzish kerakki, bu algoritm A ni boshga B
to'plamga nisbatan (A a B) yechuvchi (hal etuvchi) bo'lsin, ya’ni bu U
algoritm B ning har bir elementiga tatbiq etiladi hamda xe A lar uchun
U{x) =1, xe B\ A laruchun esa U(x) = 0 deb hisoblanadi.

Yechilish muammosiga oddiy misol sifatida mulohazalar algebrasidagi
yechilish muammosini ko'rsatish mumkin, u shunday algoritmni topishdan
iboratki, bu algoritm vositasi bilan mulohazalar algebrasidagi har bir
formulaning yo aynan chin, yo aynan yolg'on, yoki bajariluvchi ekanligini
aniglash  mumkin. Algoritmik muammoning muhim sinfi formal
nazariyalar uchun yechilish muammosidir, ya’ni hamma isbotlanuvchi
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formulalar to'plami uchun formulalar nazariyasidagi (A to'plam)
nazariyaning hamma formulalar to'plamiga (B to'plam) nisbatan
yechilish  muammosidir. Biz uni mulohazalar hisobining aksiomatik
nazariyasi uchun ko'rgan edik.

6.8.4. Predikatlar hisobining zidsizligi (maxsus aksiomalarsiz
nazariya).

4- ta’rif. Maxsus aksiomalarga ega bo‘'lmagan birinchi tartibli
nazariya birinchi tartibli predikatlar hisobi deb ataladi.

Teorema. Ixtiyoriy birinchi tartibli predikatlar hisobi zidsizdir.

Isboti. Ixtiyoriy A formuladan quyidagicha o'zgartirishlar
natijasida hosil qgilinadigan ifodani H(A) bilan belgilaymiz. A
formuladagi hamma kvantor va termlar gavslar va vergullari bilan
birgalikda tashlab yuboriladi. Masalan, VxA2(x,y)A,"'(z) formula

yuqgorida ko'rsatilgan o'zgartirishlardan keyin A™ — A" ko'rinishni oladi,
ya’ni H(VxA2(x,y) — A\(z)) ifoda A2 — A\ ko'rinishga, xuddi shu

kabi H (3tA\(x,y,t)A\(z)) ifoda A\ — A\ ko'rinishga keladi.

Ravshanki, H(A) = H(A) va H(A —fi) = H(A) —H(B).
Osongina ko‘rsatish  mimikinki, predikatlar hisobining A formulasi
uchun H(A) formula mulohazalar hisobining formulasidir va gandaydir
sxema vositasidai 1-5- aksiomalardan hosil gilingan har ganday A
aksioma uchun H(A) tavtologiya bo'ladi. Bu 1-3-aksiomalar
shundaygina ko'zga tashlanib turibdi. Vx/I(x) — A(t) aksioma uchun
H(VxA(x) —=A(t)) formula A —» A ko'rinishda bo'ladi, ya’ni u
tavtologiyadir. V(A -* B(x)) -* (A “mVxB(x)) aksioma uchun
H{Vx(A —B(x)) ->(A-> VxB(x)))) ifoda (A—5)—(A->5) munosa-
batga aylanadi, ya’ni bu ham tavtologiyadir.

Agar mulohazalar hisobidagi xulosa qoidasini A, A -—»B
tavtologiyalarga qo'llasak, u holda B tavtologiyaga kelamiz. Shunday
qilib, agar H(A) va H{A —B) tavtologiyalar bo'lsa, u holda H(B)
ham tavtologiya bo'ladi.

H operatsiyani A va VxA formulalarga qo'llash natijasida olingan
natijalar bir xil bo'lganligi uchun, agar H(A) tavtologiya bo'lsa, u holda
H(VxA) ham tavtologiya bo'ladi.

Demak, agar predikatlar hisobida A teorema bo'lsa, u holda H(A)
tavtologiya bo'ladi.
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Yugoridagilardan shu narsa kelib chigadiki, agar predikatlar hisobida
$ va B isbotlanuvchi bo'ladigan shunday B formula mavjud bo'lsa edi,
u holda mulohazalar hisobida H{B) va H(B) tavtologiya, ya’ni
isbotlanuvchi formulalar bo'lar edi. Ammo bu mumkin emas. Demak,
predikatlar hisobi zidsizdir. m

Ta’kidlaymizki, H operatsiya predikatlar hisobining bir elementli
sohaga interpretatsiyasi bilan teng kuchlidir. Predikatlar hisobining hamma
teoremalari bu intedpretatsiyada to'g'ridir (chindir).

6.9.Natural sonlar nazarivasi. Gyodelning toMigsizlik hagidagi
teoremasi

Peano aksiomalar sistemasi. Natural sonlar nazariyasining maxsus aksiomalari.
Aksiomalar sistemasidan kelib chigadigan natijalar. Gyodelning to 1igsizlik
hagidagi birinchi va ikkinchi teoremalari.

6.9.1. Natural sonlar nazariyasi. Natural sonlar nazariyasining
aksiomatik tavsifnomasini 1888- yilda Dedekindl tomonidan berilganiga
garamasdan, natural sonlar arifmetikasining aksiomatik tuzilishini
ko‘pincha «Peano2aksiomalar sistemasi» deb atashadi.

Aksiomatik natural sonlar nazariyasi tili alfavitining harfi quyidagi
formal simvollardan iborat: 0 - konstanta, sonli o'zgaruvchilar, = -
tenglik simvoli, +, , ’ (1 ni go'shish) funksional simvollar va n, v,

— —k(yoki ), V, 3 - mantigiy bog'lovchilardan iborat.

1- ta ’rif. Formal simvollarning chekli ketma-ketligi formal ifodalar
deb ataladi.

Masalan, )arO=, =+) xy va xyz) =, (x)+*y Kko'rinishdagi
ifodalar formal ifodalardir.
_ 1Eormal ifodalar ikki sinfga bo'linadi: termlar sinfi va formulalar
sinfi.

Konstanta 0 va sonli o'zgaruvchilardan funksional simvollar orgali
termlar tuziladi.

2-ta’rif. 1) 0- termdir; 2) x,y,z,... sonli o zgaruvchilar termdir;.
3-5) agar r va s term bo'lsa. u holda (r, (r)+(s) va (r)-(s) ham

Dedekind Yulius Vilgelm Rixard (Julius Wilhelm Richard Dedekind. 1831-
2 1916) - olmon matematigi.
Peano (Giuseppe Peano, 1858-1932) - Italiya matematigi, “latino-sine-fleksione”
(lotinchadan “so'zlari o'zgarmagan lotincha” ma’nosini beradi) nomli xalgaro
sun iy til ijodkori.
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term bo'ladi. 6) 1-5- bandlarda aniglangan termlardan boshga hech
ganday>termyo 9.

Bu nazariyada elementar formulalar termlar va ularning tengliklaridan
iborat bo‘ladi. Boshga formulalar elementar formulalardan n, v, —,
V', 3 mantigiy bog‘lovchilar vositasida hosil gilinadi.

3- ta’rif.1)Agar r va s termlar bo 1sa, v holda (r) = (s) formula
bo 1adi;. 2-5) agar A va B formulalar bo ‘lsa, n holda A —B, A,
An B, Aw B ham formulalar bo fadi; 6—7) agar A formula va x
o'zgaruvchi bo‘lsa, n holda Vx(A) va 3x(A) formulalar bo'ladi, 8) 1-7-
bandlarda aniglanganformulalardan boshga hech gandayformulayo .

Formulalar aksiomatik natural sonlar nazariyasida arifmetik
formulalar deb ataladi.

1- izoh. 2- ta'rifdagi «r» va «.?» formal simvollar emas. Ular
metatilda foydalaniladigan matematik o'zgaruvchilardir. Shuning uchun
«(r) +(s)» formal ifoda emas. Agar «r» va «5» o‘rniga termlar
go'yilsa, u holda u formal ifoda bo'ladi.

2- izoh. 3- ta'rifdagi «A» va «B» hamda «X» matematik
o'zgaruvchilardir. Ularning o'miga mos ravishda ma’lum giymatlari
go'yilgandagina, ta’rifdagi ifodalar formulalarga aylanadi.

Peano aksiomalar sistemasi quyidagilardan iborat:

1)0- natural son;

2) har ganday x natural son uchun boshga x’ natural son mavjud va
uni x son ketidan keladigan deb ataladi;

3) har ganday x natural son uchun O~n’;

4) agar X'-y"' bo'lsa, uholda x =y ;

5) agar Q biror xossa bo'lib, ayrim natural sonlar bu xossaga ega
bo'lishi, boshga natural sonlar esa bu xossaga ega bo'Imasligi mumkin
bo'lsa va agar:

(1)0 natural son bu xossaga ega va;

(2) har ganday x natural son uchun, agar x son Q xo0ssaga ega
bo'lishidan x' natural son ham Q xossaga ega bo'lishi kelib chigsa, u
holda hamma natural sonlar Q xossaga ega bo'lishi kelib chiqgadi
(induksiya gonuni (prinsipi)).

Bu aksiomalar to'plamlar nazariyasining ayrim fragmentlari bilan
birgalikda, E. Landaul ko'rsatganidek, nafagat natural sonlar, balki
haqiqiy, ratsional va kompleks sonlar nazariyalarini yaratishga yetarlidir.

1 Edmund Landau (Edmund Georg Hermann (Yehezkel) Landau, 1877-1938) -

olmon matematigi.
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Ammo bu aksiomalarda intuitiv tushunchalar mavjud, masalan, xossa
tushunchasi. Bu narsa butun sistemani qat’iy formalizatsiya gilinishiga
to'sqinlik giladi. Shuning uchun Peano aksiomalari sistemasiga asoslangan
yangi birinchi tartibli T nazariya yaratamiz. T nazariya elementar
arifmetikaning hamma asosiy natijalarini keltirib chigarishga yetarlidir.

Bu birinchi tartibli T nazariya bitta Af predikat harf, yagona a,

predmet konstanta va uchta Z,1,/,2,/,” funksional harflarga egadir.
Formal emas arifmetika bilan alogani uzmaslik uchun uning belgilaridan
foydalanib, A2, a, va// (j =1 3) quyidagicha yozamiz:

0. o'rniga 0,

A2(t,s) o‘miga t =s,

fl{t) o‘miga t,

f (t,s) o‘miga t+s,

f 2(t,s) o‘migats, buyerdatva5 - termlar.

T natural sonlar nazariyasi quyidagi maxsus aksiomalarga ega.

1L X =x2 =X =x3—=>x2=x3).

2. X, =x2 —=»x1I=x2\
3.0*(xJ.

4, X,'= X2'—»X, =X2.
5 %X, +0=x,.

6. X, +-t2'= (xx+x2)".
7. X, 0= 0.

8. X, -X2'= X, -X2 X,;

9. A(0) = (Vx("(x) = A(X")) = VxA(X)),
bu yerda A(x) - natural sonlar nazariyasining ixtiyoriy formulasi.

1-8- aksiomalar anig formulalardir, ammo 9- aksioma cheksiz
aksiomalar to ‘plamini tug‘diradigan aksiomalar sxemasidan iborat.

Bu aksiomalar sxemasi matematik induksiyalprinsipi deb ataladi va
u Peano aksiomalar sistemasidagi 5- aksiomaga umuman mos kelmaydi,
chunki 9- aksiomalar sxemasi fagat T nazariyasi formulalari orqali
aniglanadigan sanoqli xossalar to'plami bilan ish ko ‘radi.

Nazariyaning 3- va 4- aksiomalari Peano aksiomalar sistemasining 3-
va4- aksiomalariga mos keladi.

Peano aksiomalar sistemasidagi 1- va 2- aksiomalar 0 ning va «ketidan
keladigan» amalning mavjudligini ta’minlaydi, T nazariyada esa, bularga

U bobning 1- paragrafiga garang.
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0 predmet konstanta va funksional harf mos keladi. T nazariyadagi 1-
va 2- aksiomalar tenglikning ayrim zaruriy xossalarini ta’minlaydi.
Dedekind va Peano bu xossalami intuitiv aniq deb faraz qilgan edilar.
Nazariyadagi 5-8- aksiomalar rekursiv tengliklami ifodalaydi. Bu
aksiomalar qo‘shish va ko‘paytirish amallarini aniglaydi.

Dedekind va Peano bu aksiomalarga mos keladigan hech ganday
postulatlarl ifodasini berishmagan edi, chunki ular intuitiv to‘plamlar
nazariyasidan foydalangan edilar. To‘plamlar nazariyasida T nazariyadagi
5-8- aksiomalami ganoatlantiruvchi +, e« amallar chigariluvchidir.

9- aksiomalar sxemasidan quyidagi induksiya qoidasini hosil gilamiz:
agar J1(0) va Vx(A(x) — A(x")) bo'lsa, u holda V.xA(X).

T nazariyaning aksiomalar sistemasidan quyidagi natijalar kelib
chigadi. Bu natijalardan formulalarni soddalashtirish va, umuman olganda,
teoremalami oddiyroq isbotlash uchun foydalaniladi.

1-lemma. T nazariyaning har ganday t, s va r termlari uchun
quyidagiformulalar T da teorema bo fadi.

MNt=r-*(t=s-*r =3).

2. t=r->t'=r".

Y. 0*/".

4. t'=r'—t=r.

5.t+0=t.

6. t+r'=(t+r

T.t-0=0.

8. t-r'=(tr) +t.

2- lemma. Haie ganday t, s va r termlar uchun quyidagi
formulalar T nazariyada teorema bo ‘ladi:

ayt=t;

by t=r —r=t\

d)t=r —=(r=s5s —>t=5);

eg)r=t—(i =t—»r =25);

flt=r —>t+s=r+s

g)t=o0 +t-

h) t'+r = (1+ r)";

t+r=r+t;

Dt=r—s+t=s+r,

1Postulat -aksiomaning sinonimi.
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K) (t+r)+s=t+(r+59),
Dt=r—>t s=r s;

w) 0+t =0;
Nt r=t-r+r,
o)t-r=ru;

p)t=r set—ser.

6.9.2. Gyodelning to‘ligsizlik hagidagi teoremasi. Gyodelning
to'ligsizlik hagidagi teoremasi deganda Gyodelning quyida ifodalangan
ikkita teoremasiga go'yilgan umumiy nom tushuniladi.

Gyodelning birinchi teoremasi
(to'ligsizlik haqgida). Minimum arifmetikani
gamrab olgan har ganday garama-garshilikka
ega bo'lmagan formal sistemada va, demak,
natural sonlar nazariyasida formal vyechil-
movchi fikr topiladi, ya hi shunday yopiq A
formula topiladiki, na A, na A ni sistemada
keltirib chigarish mumkin emas.

Gyodelning birinchi teoremasi quyidagini
bildiradi: arifmetikada ganday aksiomalar tizimi
tanlashimizdan qat’iy nazar, formal nazariya

Kurt Gyodel tilida ifodalangan natural sonlar hagida shunday
mulohaza topiladiki, uni berilgan nazariyada na isbot qgilib bo'ladi va na
rad etib bo'ladi.

Gyodelning ikkinchi teoremasi (to'ligsizlik hagida). Tabiiy
go'shimcha shartlar bajarilganda A o'rnida ko'rilayotgan sistemaning
garama-qarshilikka ega emasligi hagidagi tasdigni olish mumkin.

Muammoli masala va topshiriglar

1 Agar g berilgan /, va [/, interpretatsiyalarning izomorfizmi
bo'lsa, u holda T nazariyaning A formulasi va soha elementlari
ketma-ketligi S = (bx b2 )ning ganday bo'lishidan gat’i nazar, A
formula mos g(S) = (g(b{),g(b2),...,9(br)) ketma-ketlikda bajariluvchi
bo'lganda va fagat shundagina S da bajariluvchi bo'lishini A formuladagi
kvantorlar va mantigiy bog'lovchilar soniga garab induksiya metodi bilan
isbotlang.
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2. Agar /, va /2 interpretatsiyalar izomorf bo‘lsa, u holda ularning
sohalari bir xil quwatga ega bo'lishini isbotlang.

3. Evklid geometriyasining gat’iy matematik nazariyaga misol bo'la
olishini ko'rsating.

4. Har ganday absolyut to'lig nazariya tor ma’noda ham to'lig
bo'lishini isbotlang.

5. Predikatlar hisobining A formulasi uchun H(A) formula
mulohazalar hisobining formulasi bo'lishini ko'rsating.

Mustaqil ishlash uchun savollar

Interpretatsiyaning izomorfizmligi deganda nimani tushunasiz?
Nazariyaning gat’iyligini ganday tushunish kerak?
Bajariluvchi formula nima?
[N-gat’iy nazariya deganda nimani tushunasiz?

5. Zidsiz va ziddiyatga ega bo'lgan nazariyalarga misollar keltira
olasizmi?

6. Zidsizlik muammosi deganda nimani tushunasiz?

7. Absolyut to'liq nazariya bilan tor ma’noda to'lig nazariya bir-
biridan ganday farq giladi?

8. To'liglilik muammosi deganda nimani tushunasiz?

9. Nazariyaning yechilish muammosi nima?

10. Birinchi tartibli predikatlar hisobi va uning zidsizligi hagida
nimani bilasiz?

11. Peano aksiomalar sistemasi ganday sistema hisoblanadi?

12. Natural sonlar nazariyasining maxsus aksiomalarini bilasizmi?

13. Aksiomalar sistemasidan ganday natijalar kelib chigadi?

Gyodelning to'ligsizlik hagidagi birinchi va ikkinchi teoremalarini
ganday tushunish kerak?

N =



VIIBOB
ALGORITMLAR

Ushbu bobda algoritm tushunchasi va uning o‘ziga xos xususiyatlari,
rekursiv va rekursiv sanaluvchi to‘plamlar, Post teoremasi, algoritm
tushunchasini aniglash, hisoblanuvchi funksiyalar, gismiy rekursiv va
umumrekursiv  funksiyalar, A.Chyorch va S.Klini tezislari, Tyuring
mashinalari, Tyuring mashinasida algoritmni realizatsiya qilish, natural
sonlarni qo‘shish algoritmi, Evklid algoritmi, algoritmlar nazariyasining
asosiy gipotczasi, Markovning normal algoritmlari, Markov bo‘yicha
gisman hisoblanuvchi va hisoblanuvchi funksiyalar, gismiy rekursiv
(umumrekursiv) funksiya bilan Markov bo‘yicha hisoblanuvchi (gismiy
hisoblanuvchi) funksiya o'rtasidagi munosabat, normallashtirish prinsipi,
algoritmik yechilmovchi muammolar, matematik mantigda keltirib
chigaruvchanlikni tanish muammosi, 0‘z-0°ziga tatbiq etuvchanlikni tanish
muammosi kabi masalalar ko ‘riladi.

7.1. Algoritm tushunchasi va uning o‘ziga xos xususiyatlari

Algoritm tushunchasi. Yechuvchiprotsedura. Yechilish muammosi. Algoritmning
intuitiv ta 'rifi, o ziga xos xususiyatlari, diskretligi, aniglanuvchanligi,
ommaviyligi, natijaviyligi. Algoritm gadamlarining elementarligi.

7.1.1. Algoritm tushunchasi. Matematikaning asosiy tushun-
chalaridan biri algoritm tushunchasidir. Algoritm so‘zi (ba’zan, bu so‘z
algorifm ko'rinishida yoziladi) 1X asrda yashab ijod etgan vatandoshimiz,
buyuk matematik Abu Abdullo Muhammad ibn Muso al-Xorazmiy
nomining lotincha “Algorithmi” tarzida buzib yozilishidan kelib chiggan.

Har biriga “ha” yoki “yo‘q” degan javob berish mumkin bo'lgan ayrim
sanoqgli-cheksiz matematik yoki mantigiy masalalar sinfini ko'raylik
Chekli son gadamda ushbu sinfdagi har ganday savolga biz javob bera
oladigan jarayon (protsedura) mavjudmi? Agar shunday protsedura mavjud
bo‘lsa, u holda u berilgan savollar sinfi uchun yechuvchi protsedura yoki
yechuvchi algoritm (algorifm) deb ataladi. Yechuvchi protsedurani izlash
muammosi bu sinfuchun yechilish muammosi deb ataladi.

67



Formal sistemalar uchun yechilish muammosini kun tartibiga birinchi
go'ygan olimlardan Shryoder' (1895), Lyovengeym?2 (1915) va Gilbertni3
(1918) ko'rsatish mumkin.

1- misol. Quyidagilar yechuvchi algoritmlarga misol boia oladi.

1. Sonlar ustida arifmetik amallami bajarish qoidalari.

. Kvadrat ildiz chiqgarish goidasi.
. Eng katta umumiy bo'luvchini topish qoidasi (Evklid algoritmi).
. Kvadrat tenglamaning yechimini topish goidasi.
. n - tartibli ko‘phadning hosilasini topish goidasi.
. Ratsional fimksiyani integrallash qoidasi. m

Yugorida keltirilgan har bir misolda bir xil tipli (turdagi) masalalar sinfi
bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Bir xil turdagi masalalar sinfi ommaviy
muammo deb ataladi. Bunday sinflaming masalalari bir biridan fagat
ifodasidagi parametrlar bilan farq giladi. Masalan, ax2+bx +¢ =20
kvadrat tenglamaning yechimini topish masalasida a , b va c parametrlar
gatnashadi. Ulaming giymatlarini o‘zgartirish yo‘li bilan bir sinfga mansub
turli xil masalalarga kelamiz.

Aytilganlarni  hisobga olib  algoritmning
quyidagi intuitiv ta’riFmi berish mumkin.

1- ta’rif. Berilgan ommaviy muam-modagi
barcha masalalami umumiy bir xil shaklda, aniq
Ta’lum bo'lgan usul bilan yechish jarayoni
algoritm deb ataladi.

Bunday ta’rifni qat’iy deb hisoblash mumkin
emas. Hagigatan ham, wunda anig mazmuni
noma’lum so'zlar uchraydi. Bu fikr, xususan,
«usul» so‘ziga ham tegishlidir. Shuning uchun
ham algoritmning bu qat’iy boMmagan ta’rifi
intuitiv ta’rifdir.

7.1.2. Algoritmning o‘ziga Xxo0s Xusu-
siyatlari. Endi algoritmning o ‘ziga xos xususiyatlarini ko‘rib o ‘taylik.

Algoritmning diskretligi. Algoritm - miqgdorlarni shunday ketma-ket
qurish jarayoniki, boshlang'ich holatda miqdorlaming dastlabki chekli
sistemasi berilgan bo'lib, har bir navbatdagi momentda miqgdorlar
sistemasi ma’lum aniglangan qonun (dastur) asosida oldingi holatdagi
miqgdorlar sislemasidan hosil gilinadi.

o g~ wb

Davia Gilbert

Shryoder (Ernst Schroder, 1841-1902) - olmon matematigi.
‘ Lyovengeym (Leopold Lowenheim, 1878-1957)-olm on matematigi.
! Gilbert (David Hilbert, 1862-1943) - olmon matematigi.
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Algoritmning determinatsiyalanuvchanligi  (aniglanuvchanligi).
Boshlang‘ich holatdan farg giluvchi boshga holatda aniglangan miqdorlar
sistemasi ilgarigi holatlarda hosil gilingan miqgdorlar sistemasi orqgali bir
giymatli aniglanadi.

Algoritm gadamlarining elementarligi. llgarigi miqgdorlar siste-
masidan keyingisini hosil gilish qonuni sodda gadamlardan iborat bo‘lishi
kerak.

Algoritmning ommaviyligi. Boshlang‘ich miqdorlar sistemasini ayrim
potensial cheksiz to‘plamdan tanlash mumkin.

Algoritmning natijaviyligi. Migdorlami topish jarayoni chekli bo'lishi
va natijani (masalaning yechimini) berishi kerak.

Matematik amallar asosiy rolni o'ynaydigan algoritmlar sonli
algoritmlar deb yuritiladi. Bundan tashqari, mantiqiy algoritmlar ham
mavjud. Mantiqiy algoritmlardan biri quyidagi misoldagi o'yinda
ifodalangan.

2- misol. Ikki kishi (boshlovchi va uning raqibi) ishtirok etayot-gan
o'yinda har bir o'yinchi navbat bilan 15 ta predmetdan yo bitta, yo ikkita,
yoki uchta predmetni oladi. Kim oxirgi predmetni olsa, o'sha kishi o'yinda
g‘olib hisoblanadi. Boshlovchi o'yinda g'alaba qozonishi uchun bu
o'yinda ganday strategiyani qo'llash kerakligini aniglaymiz. Boshlovchiga
bu o'yinda yutuq ta’minlaydigan strategiyani mantiqgiy algoritm sifatida 1-
jadval shaklida ifodalash mumkin.

Hagigatan ~ ham,  boshlovchi  bunday  strategiya  natijasida
3+(4-9) +(4-/«) +(4-p) =\5-(n+m+p) predmet, ragib esa
n+m+ p predmet oladi, ya’ni ikkalasi birgalikda 15ta predmet olishadi.
Oxirgi predmetni albatta boshlovchi olganligi tufayli, u o'yinda yutugga
erishadi. m

1-jadval
Yurish Boshlovchining yurishida Ragibning yurishida olingan
ragami olingan predmetlar soni predmetlar soni
1 3 n
2 4-n m
3 4-m P
4 4-p -



7.2. Rekursiv va rekursiv sanaluvchi to‘plamlar

Rekursiv, effektiv rekursiv sanaluvchi to plam. Post teoremasi. Rekursiv to plant
bilan effektiv rekursiv sanaluvchi to plamlar o rtasidagi munosabatlar.

7.2.1. Rekursiv, rekursiv sanaluvchi todplam tushunchalari. Biror
alfavit berilgan bo'lsin. Bu alfavitdagi hamma so'zlar to‘plamini S bilan
va S to'plamning gism to‘plamini M bilan belgilaymiz.

1- ta’rif. Agar x so'zning M to'plamga garashlilik muammosini
hal gila oladigan algoritm mavjud bo'lsa, n holda M rekursiv toplain
deb ataladi.

2- ta’rif. Agar M to'plamning hamma elementlarini sanab chiga
oladigan algoritm mavjud bo 'Isa, n holda M effektiv rekursiv sanaluvchi
to'plam deb ataladi.

7.2.2. Rekursiv va rekursiv sanaluvchi to‘plamlar xossalari.

1-teorema. Agar M va L effektiv rekursiv sanaluvchi to plamlar
bo‘lsa, n holda MU L va M L ham effektiv rekursiv sanaluvchi
to plam bo adi.

Isboti. M va L effektiv rekursiv sanaluvchi to'plamlar boisin. U
holda, 2- ta’rifga asosan, ularning har biri uchun alohida algoritm
mavjudki, ular orgali mos ravishda M va L dagi hamma elementlami
sanab chigish mumkin. M\JL va Mf]L to'plamlaming effektiv
sanaluvchi algoritmi M va L to‘plamlaming effektiv sanaluvchi
algoritmlarini bir vaqtda qollash natijasida hosil gilinadi. m

2-teorema (Post teoremasi). M to plamning o ‘zi va to ‘Idiruvchisi
CM effektiv rekursiv sanaluvchi bo‘lganda va faqat shundagina M
to plam rekursivdir.

Isboti. a) M to'plam va uning CM to'ldiruvchisi effektiv rekursiv
sanaluvchi bo'lsin. U holda, 2- ta’rifga asosan, bu to‘plamlaming
elementlarini sanab chiga oladigan A va B algoritmlar mavjud bo‘ladi. U
holda M va CM to‘plamlaming elementlarini sanab chigish paytida
ularning ro‘yxatida x element uchraydi. Demak, shunday C algoritm
yuzaga keladiki, u orgali x element M to'plamga qarashlimi yoki
garashli emasmi degan muammoni ha! gilish mumkin. Shunday qilib, M
rekursiv to'plam bo'ladi.

b) M rekursiv to'plam bo'lsin. U holda, 1- ta’rifga asosan, x bu
to'plamning elementimi yoki elementi emasmi degan muammoni hal
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giluvchi algoritm mavjud bo'ladi. Bu algoritmdan foydalanib, M va CM
to'plamlarga kiruvchi elementlaming ro'yxatini tuzamiz. Shunday qilib,
O/ va CM to'plamlar elementlarini sanab chiquvchi ikkita A va B
algoritmni hosil gilamiz. Demak. M va CM to'plamlar effektiv rekursiv
sanaluvchi to'plamlar bo'ladi. m

l1-misol. M =(14,9,...,u:,...} natural sonlar kvadratlari to'plami
effektiv  rekursiv  sanaluvchi to'plam bo'lishi yoki bo'Imasligini
aniglaymiz.

M to'plam effektiv rekursiv sanaluvchi to'plam bo'ladi, chunki uning
elementlarini hosil qilish uchun ketma-ket natural sonlami olib, ularni
Icvadratga ko'tarish kerak. Bu to'plam ham rekursiv bo'ladi. Hagigatan
ham, birorta x natural sonning M to'plamga Kkirish yoki kirmasligini
aniglash uchun uni tub ko'paytuvchilarga ajratish kerak. Bu usul x natural
son biror natural sonning kvadratimi yoki yo'gmi degan savolga javob
topish imkonini bcradi. m

2- misol. Tartiblangan natural sonlar juftliklaridan iborat to'plam
effektiv rekursiv sanaluvchi ekanligini ishotiaymiz.

Tartiblangan natural sonlar juftliklaridan iborat to'plamning effektiv
rekursiv sanaluvchi ekanligini isbotlash uchun diagonal metodi deb
aytiluvchi usuldan foydalanamiz. Buning uchun hamma tartiblangan
natural sonlarjuftliklarini 1- shakldagi ko'rinishda yozamiz.

Yugori chap burchakdan boshlab ketma-ket 1- shaklda ko'rsatilgan

yo'nalishlar bo'yicha o'tib to'plam elementlarini sanab chigamiz. U holda
bujuftliklaming

(0,0), (1,0), (0,1),(2,0), (1,1),(0,2), (3,0), (2,1)
(1,2),(0,3),(4,0),(3,1),(2,2), (1,3),(0,4),...

ro'yxatini hosil gilamiz. m

3- teorema. Rekursiv bo'lmagan effektiv rekursiv sanaluvchi
natural sonlar to plami mavjud.

Isboti. Effektiv rekursiv sanaluvchi ixtiyoriy U natural sonlar
to'plami berilgan bo'lsin. U to'plamning rekursiv emasligini isbotlash
uchun, Post teoremasiga (2- teorema) ko'ra, uning CU to'ldiruvchisi
effektiv rekursiv sanaluvchi emasligini isbotlash yetarli.
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(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4)
Iy y y y

(1,0) (11) (1.2) (1.3) (1,4)

y * Yy 7Y
(2,4)

(3,0) 31D . (32 *3,3) (3,4)

(4,0) (41) (4,2) (4,3) (4,4)

1- shakl

Mo,MXM2,... - hamma rekursiv sanaluvchi natural sonlar to‘p-

lamlaridagi effektiv sanab chigilgan to'plamlar boisin. Demak, har
ganday ne /V uchun M n to‘plamni tiklash mumkin.

Endi U to'plamning hamma elementlarini sanab chigadigan A
algoritmni kiritaylik. Bu algoritm (m,n) ragamli gadamda me Mn ni
hisoblab chigadi. Agar bu son n son bilan ustma-ust tushsa, bu holda A
algoritm uni U to'plamga kiritadi, yani ne U ne Mn.

Bundan ko'rinib turibdiki, har ganday rekursiv sanaluvchi to‘plamdan
CU to'plam hech bo'lmaganda bitta element bilan farg giladi, chunki
CU shunday n elementlardan iboratki, n £ M n. Shuning uchun ham
CU rekursiv sanaluvchi to'plam emas. Demak, Post teoremasiga asosan
U rekursiv to‘plam bo'lImaydi. m

Izoh. Isbot gilingan bu teorema aslida Gyodelning formal arifme-tika
to‘ligsizligi hagidagi teorcmasini oshkormas tarzda gamrab olgan.

7.3. Algoritm tushunchasiga aniqglik Kiritish

Dio/ant tenglamasi. Fermaning «buyuk teoremasi». Matiyasevich va Chudnovskiy
natijalari. Uch asosiyyo'nalish. Effektiv hisoblanuvchifunksiya. A -aniglanuvchi
funksiyalar. Umumrekursivfunksiya. Chyorch va Klini natijalari. Chyorch tezisi.
Gyodel natijalari. Tyuring tezisi. Tyuring bo 'yicha hisoblanuvchifunksiyalar.
Tyuring mashinalari. Post natijalari. Normal algoritmlar.

7.3.1. Algoritm  tushunchasini aniglashdagi muammolar.
Matematika tarixida bir xil turdagi savollar to'plamiga «ha» yoki «yo‘gq»
va bir xil turdagi funksiyalar sinfi «hisoblanuvchi» yoki «hisoblanuvchi
emas» degan javoblar berilishi mumkin bo‘lgan algoritmlami izlash uzoq
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davom etdi. Ayrim vagtlarda bu izlanishlar natijasiz tugadi. Bu hollarda,
tabiiyki, algoritmning mavjudligiga shubha bilan garaladi.

1- misol. Fermaning «buyuk teoremasi» deb ataluvchi tasdigni
garaymiz. 1637-yillar atrofida Ferma quyidagi teoremaning isboti o°‘zida
borligini e’lon gildi: «x" +yn=z" tenglama n> 2 bo'lganda musbat
butun son giymatli x,y,z,n yechimga ega emas». Bu teorema fagatgina
2000-yilda Angliya olimi Endryu Uals tomonidan isbotlandi. m

2- misol. 1900-yilda Parijda o'tkazilgan ikkinchi xalgaro
matematiklar kongressida olmon matematigi David Gilbert yechilishi
muhim bo'lgan 23 matematik muammolar ro'yxatini o'qgib berdi. Bu
ro'yxatda Gilbertning 10- muammosi deb nom olgan quyidagi muammo
ham bor edi: «Koeffitsiyentlari butun sonlardan iborat bo'lgan har ganday
algebraik tenglamaning butun sonli yechimi mavjudmi?». Gilbert butun
sonli koeffitsiyentlardan iborat bo'lgan har ganday algebraik tenglama
butun sonli yechimga egami degan muammoni yechadigan (hal giladigan)
algoritm yaratish kerakligini ko'rsatdi. m

Matematikada butun sonli koeffitsiyentlarga ega bo'lgan algebraik
tenglamalar Diofant tenglamalari deb ataladi. Masalan,

X2+y2-2xz=0,10x5+1x2+5=0

ko'rinishdagi tenglamalar diofant tenglamalari bo'ladi, ulardan birinchisi
uch o'zgaruvchili va ikkinchisi bir o'zgaruvchili tenglamadir. Umumiy
holda tenglama istalgan sondagi o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lishi hamda
bunday tenglamalar butun sonli yechimlarga ega bo'lishi ham, ega
bo'lmasligi ham mumkin. Masalan, x‘ +y1—2xz =0 cheksiz ko'p
butun sonli yechimlarga ega, 10x5+7x2+5 =0 tenglama esa butun
sonli yechimga ega emas.

Bir o'zgaruvchili diofant tenglamasining hamma butun sonli
yechimlarini topish algoritmi anchadan beri mavjud. Aniglanganki, agar

Pn(x) =aox"+ay"' +..+4a,_X+a, =0
butun sonli koeffitsiyentlardan iborat tenglamaning ildizi butun son bo'lsa,

u holda bu ildiz an koeffitsiyentning bo'luvchisi bo'ladi. Bu tasdiqga
asoslanib, quyidagi algoritmni tavsiya etish mumkin:

1) an sonning hamma bo'luvchilarini topish: d[,d2,...,dn]

Bu tushuncha gadimgi yunon matematigi Diofant Aleksandriy (Aioipavroc o AXeSctvSpeu®,
eramizning 250 y.) nomi bilan bog'lig.
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2) an sonning har bir bo'luvchisi uchun Pn(x) ning giymatini aniglash:

3) agar 1,2,...,u sonlardan birorta i uchun Pn{dt) —Q bo'lsa, u holda
dj tenglamaning yechimi bo'ladi. Agar barcha /6 {1,2,....4a} uchun
P bo'lsa, u holda tenglama butun sonli yechimga ega emas
(algoritm tugadi).

Gilbertning 10- muammosi bilan dunyoning ko'p matematiklari deyarli
70 yil mobaynida shug'ullanishdi va nihoyat, 1968-yilga kelib Sankt-
Peterburglik yosh matematik Yu. V. Matiyasevichl va sal keyinroqg.
anigrog'i, 1970-yilda rus matematigi G. V. Chudnovskiy2 bu muammoni
hal gilishdi. Aniglandiki, gqo'yilgan masalaning yechimini bera oladigan
algoritm mavjud emas.

Algoritmning intuitiv ta’rifi gat’iy emasligiga garamasdan, u muayyan
masalaning yechimini topadigan algoritmning to'g'riligiga shubha
uyg'otmaydi.

Matematikada shunday yechimi topilmagan algoritmik muammolar
mavjudki, ular yechimga egami yoki ega emasmi ekanligini aniglash
muammosi paydo bo'ladi. Bu muammoni yechishda algoritmning intuitiv
ta’rifi yordam bera olmaydi. Bu hollarda yo algoritmning mavjudligini,
yoki uning mavjud emasligini isbotlash kerak bo'ladi.

Birinchi holda masalani yechadigan jarayonni tasvirlash kifoya. Bu
jarayonning hagigatan ham algoritm ekanligiga ishonch hosil gilish uchun
algoritmning intuitiv tushunchasi yetarli bo'ladi.

Ikkinchi holda algoritmning mavjud emasligini isbotlash kerak. Buning
uchun algoritmning nima ekanligini aniq bilish talab gilinadi. XX asming
30- vyillarigacha algoritmga aniq ta’rif berilmagan edi. Shuning uchun
algoritm tushunchasiga aniq ta’rif berish keyingi davr matematikasining
asosiy masalalaridan biri bo'lib goldi. Bu ta’rifni ishlab chigish jarayonida
ko'p giyinchilik borligi ma’lum bo'ldi. Birinchidan, bunday ta’rif algoritm
intuitiv ta’rifining mohiyatini aks ettirishi, ikkinchidan esa, u formal
aniglik nuqtai nazaridan mukammal bo'lishi kerak edi.

Bu muammoning tadgigotchilari tomonidan algoritmning bir nechta
ta’rifi ishlab chigildi. Ammo vaqt o'tishi bilan bu ta’riflarning o'zaro teng
kuchliligi aniglandi. Ana shu ta’rif hozirgi zamon algoritm tushunchasidir.

1Matiyasevich Yuriy Vladimirovich (MaTtusicesny KOpuit Bnagumuposuy, 1947 yilda tug'ilgan)
- rus matematigi. O ‘sha vaqtda u atigi 21 yoshda edi.
2YypnHoBckuiA .B. AnothaHToBbl Npeaukatsl, YMH, 25, Ne 4, 1970, cTp. 185-186.
74



7.3.2. Algoritm tushunchasini aniglashga yondashishlar. Algoritm
tushunchasini aniglash bo‘yicha yondashishlarni uch asosiy yo‘nalishga
bo'lish mumkin.

Birinchi vo'nalish effektiv hisoblanuvchi funksiya tushunchasini
aniglash bilan bog'lig. Bu yo'nalish bo'yicha A.Chyorch, K.Gyodel,
S.Klini' tadqiqot ishlarini olib borishgan.

1932-1935-yillar davomida A.Chyorch va S.Klini tomonidan
o'rganilgan va « 4 -aniglanuvchi funksiyalar» deb atalgan, to'g'ri anig-
langan hisoblanuvchi nazariy-sonli funksiyalar sinfining « 4 -aniglanuvchi
funksiyalar» sinfi bizning intuitiv tasawurimiz ho 'yicha hisoblanuvchi deb
garaladigan hamma funksiyalarni gamrab olishi mumkin degan fikr
tug'ilganligi 1935-yilda e’lon gilindi. Bu kutilmagan natija edi.

J.Erbranning2 bir g'oyasi asosida 1934-yilda K.Gyodel tomonidan
aniglangan va «umumrekursiv  funksiyalar» deb atalgan boshga
hisoblanuvchi funksiyalar sinfi ham «# -aniglanuvchi funksiyalar»
xossalariga o'xshash xossalarga ega edi.

1936-yilda A.Chyorch va S.Klini tomonidan bu ikkita sinf bir xil sinf
ekanligi isbotlandi, ya’ni har ganday 9 -aniglanuvchi funksiya
umumrekursivfunksiya bo 1ishi va har ganday umumrekursivfunksiya 4 -
aniglanuvchifunksiya ekanligi tasdiglandi.

1936-yilda Chyorch quyidagi tezisni e’lon qildi: har ganday intuitiv
effektiv (samarali) hisoblanuvchifunksiyalar umumrekursivfunksiyalardir.

Bu teorema emas, balki tezisdir: tezis tarkibida intuitiv aniglangan
effektiv hisoblanuvchi funksiya tushunchasi, anig matematik atamalarda
aniglangan umumrekursiv funksiya tushunchasi bilan aynan tenglashti-ril-
gan. Shuning uchun bu tezisni isbotlash mumkin emas. Ammo Chyorch va
boshga olimlar tomonidan bu tezisni quvvatlovchi ko'p dalillar ko'rsatildi.

Ikkinchi yo'nalish algoritm tushunchasini bevosita aniglash bilan
bog'lig: 1936-1937-yillarda, A.Tyuring3 Chyorch ishlaridan bexabar holda
yangi funksiyalar sinfini kiritdi. Bu funksiyalarni «Tyuring bo'yicha
hisoblanuvchi funksiyalar» deb atadilar. Bu sinf ham yuqorida aytilgan
xossalarga ega edi va buni Tyuring tezisi deb aytamiz. 1937-yilda

Stiven Koul Klini (Stephen Cole Kleene, 1909-1994) - AQSh matematigi. U o‘z familiyasini
KJeyni” shaklda talaffuz etishiga garamasdan. sobiq Sovet Ittifogida uning ilmiy ishlanm rus
, Mga (rus tilidan esa o'zbek (iliga ham) “Klini” nomi bilan taijima gilishgan.
3'kk Erbran (Jacques Herbrand. 1908-1931) - fransuz matematigi.
Tyuring Alan Matison (Turing Alan Mathison. 1912-1954) - Ingliz matematigi, mantiqchisi,
kriptografi.
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A.Tyuring uning hisoblanuvchi funksiyalari A -aniglanuvchi funksiyalar-
ning o 'zi va, demak, umumrekursiv funksiyalarning xuddi o zi ekanligini
isbotladi. Shuning uchun Chyorch tezisi bilan Tyuring tezisi ekvivalentdir.

1936-yilda E.Post (Tyuring ishlaridan bexabar holda) aynan Tyuring
erishgan natijalarga mos keladigan natijalami e’lon qildi va 1943-yilda,
1920-1922-yillardagi nashr etilmagan ishlariga asoslanib, to‘rtinchi
ekvivalent tezisni nashr etdi. Shunday qilib, algoritm tushunchasini
bevosita aniglashga va so‘ngra uning yordamida hisoblanuvchi funksiya
tushunchasini aniglashga birinchi bo‘lib bir-biridan bexabar holda E.Post
va A.Tyuring erishdilar.

Post va Tyuring algoritmik jarayonlar ma’lum bir tuzilishga ega bo'l-
gan «mashina» bajaradigan jarayonlar ekanligini ko'rsatishdi. Ular ushbu
«mashinalar» yordamida barcha hisoblanuvchi funksiyalar sinfi bilan
barcha gismiy rekursiv funksiyalar sinfi bir xil ekanligini ko‘rsatdilar va,
demak, Chyorch tezisining yana bitta fundamental tasdig‘i yuzaga keldi.

Uchinchi yo‘nalish - Rossiya matematigi A.Markov' tomonidan ishlab
chigilgan normal algoritmlar tushunchasi bilan bogMig.

Muammoli masala va topshiriglar

1. A={49,2549,121,...} tub sonlar kvadratlari to‘plami effektiv
rekursiv sanaluvchi to‘plam bo'lish yoki bo‘Imasligini aniglang.

2. Algoritm tushunchasi ta’rifini ishlab chigish jarayonida qganday
giyinchiliklar yuzaga kelishini o'ylab ko‘ring.

3. Gilbertning «Koeffitsiyentlari butun sonlardan iborat bo‘lgan har
ganday algebraik tenglamaning butun sonli yechimi mavjudmi?» kabi
ifodalanuvchi 10- muammosini yechish algoritmi mavjud yoki mavjud
emasligini o‘rganing.

Mustagqil ishiash uchun savollar

1. Algoritm tushunchasi ta’rifini ishlab chigish jarayonida qanday
giyinchiliklar yuzaga kelishi mumkin?

2. Yechuvchi protsedura nima?

3. Yechilish muammosi deganda nimani tushunasiz?

4. Algoritmning intuitiv ta’rifini bilasizmi?

1Bu yerda bir xil Markov Andrey Andreyevich (Mapkos AHgpeii AHapeeBuny) ism-sharifga ega
Rossiya matematiklari ota-bola A. A. Markovlaming kichigi (1903-1979) nazarda tutilgan.
Ensiklopediyalarda A. A. Markovlaming kattasini (1856-1922) rus, kichigini esa sovet
matematigi deb ham atashadi.
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5. Algoritmning ganday o ‘ziga xos xususiyatlari bor?

6. Algoritmning diskretligi, determinatsiyalanuvchanligi, gadam-
larining elementarligi va natijaviyligi deganda nimani tushunasiz?

7. Rekursiv va rekursiv sanaluvchi to‘plamlar nima?

8. Rekursiv to‘plam bilan effektiv rekursiv sanaluvchi to‘plamlar
o‘rtasida ganday munosabatlar bor?

9. Algoritm tushunchasiga aniglik kiritishning uch asosiy yo‘nalishini
ta’riflay olasizmi?

10. Effektiv hisoblanuvchi funksiya deganda nimani tushunasiz?

11. X-aniglanuvchi funksiya va hisoblanuvchi funksiya bir-biridan
ganday farglanadi?

12. Umumrekursiv funksiya nima?

13. A.Chyorch va S.Klini erishgan natijalami bilasizmi?

14. Chyorch tezisini ifodalay olasizmi?

15. K.Gyodel natijalarini bilasizmi?

16. Tyuring tezisi nima?

17. Qanday funksiya Tyuring bo‘yicha hisoblanuvchi funksiya deb
ataladi?

18. Tyuring mashinalari deganda nimani tushunasiz?

19. E.Post ganday natijalar olgan?

20. Normal algoritmlar nima?

21. Yu.V.Matiyasevich va G.V.Chudnovskiy Gilbertning 10-
muammosini ganday hal gilishgan?

22. Nega Chyorch bilan Tyuring tezislari ekvivalent?

7.4. Hisoblanuvchi funksiyalar. Qismiy rekursiv va umumrekursiv
funksiyalar

Arifmetik funksiya, funksiya, boshlang ichfunksiyalar. Funksiyalar
superpozitsivasi. Frimitiv rekursiya sxemasi. Minimallash operatsiyasi (jJ. -
operator). Primitiv rekursiv funksiya. Qismiy rekursiv (rekursiv) funksiya.
Umumrekursivfunksiya. Chyorch tezisi.

7.4.1. Hisoblanuvchi funksiyalar.
ta’rif. Agar birorta funksiyaning aniglanish sohasi ham,
giymatiar sohasi ham natural sonlar to plamining gism to ‘plamlari bo "lsa,
n holda bunday funksiya arifmetik (sonli) funksiya deb ataladi. Natural
sonlar toplamida berilgan har ganday munosabatlarga arifmetik
munosabat deyiladi.
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Masalan, natural sonlar to'plamida f(x,y) = x-y (ko'paytma) - ikki
argumentli arifmetik funksiyadir, x +y <z - uch argumentii arifmetik
munosabat. Arifmetik funksiya va arifmetik munosabat tushunchalari
intuitiv tushunchalardir va hech ganday formal sistema bilan bog‘langan
emas.

Arifmetik  (sonli) funksiyaning gqiymatini hisoblovchi algoritm
mavjudligini aniglash algoritmik muammolardan biridir.

2- ta’rif. Agar g =f(xl,x2,...,xn) funksiyaning giymatini
hisoblovchi algoritm mavjud bo'lsa, u holda wn effektiv (samarali)
hisoblanuvchifunksiya deb ataladi.

Bu ta’rifda algoritm tushunchasi intuitiv. ma’noda tushunilganligi
sababli, effektiv hisoblanuvchi funksiya tushunchasi ham intuitiv
tushuncha bo'ladi. Ammo algoritm tushunchasidan effektiv hisoblanuvchi
funksiya tushunchasiga o ‘tishning o°‘ziga xos ijobiy tomoni bor. Masalan,
algoritm tushunchasiga gqo‘yilgan hamma talablar (0‘ziga xos xususiyatlari
sifatida) rekursiv (qaytarish) funksiyalar majmuasi deb ataladigan hamma
hisoblanuvchi funksiyalar majmuasi uchun bajariladi.

Gyodel birinchi bo‘lib biror formal sistemada aniglangan hamma sonli
funksiyalar sinfini rekursiv funksiyalar sinfi sifatida ifodaladi. 1936-yilda
Chyorch ham boshga asoslarga suyanib rekursiv funksiyalar sinfini
tasvirlagan edi. Bu yerda hisoblanuvchi funksiyalar sinfi quyidagicha
tuziladi.

3- ta’rif. Quyidagi sonli funksiyalar boshlang‘ich (oddiy, bazis)
funksiyalar deyiladi:

1) nolfunksiya (bekor gilish operator!): har bir x uchun 0(jc) = 0;

2) birni go Shish (siljish operatori): har bir x uchun A(x) = x +1;

3) proyeksiyalash funksiyasi (proyeksiyalash operatori): hamma
xl,x2,...,xa lar uchun, /” (x],x2,...xn)=xm(a =1,2,...; m=12,..,9).

Argumentlarining barcha giymatlarida aniqlangan funksiyani hamma
joyda aniglangan funksiya deb aytamiz.

Ravshanki, 3- ta’rifdagi uchala boshlang'ich funksiya hamma joyda
aniglangan va intuitiv hisoblanuvchi funksiyalardir.

Quyidagi uchta qoida vositasi bilan mavjud funksiyalardan yangi
funksiyalar hosil gilinadi.

Funksiyalar superpozitsiyasi. (p(xxx2,...,xT) va f(xl,x2,...,xn),
f2(xt,x2,...,X,,),...,fm(xi, x2,...,X,,), funksiyalar berilgan bo‘lsin.
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4-ta'rif. Quyidagi
y/(xl,x2,...,xn) = (p(f(x],x2,...,xn),...JIX],X2,...,Xn))
tenglik bilan aniglangan Iff (xI,x2,...,xn) funksiya (p va f,f2,-,fm
junksiyalarning superpozitsiyasi deb ataladi.

Adgar biz biror usul bilan (p va f, f 2,-; fm funksiyalaming giymatini
hisoblash imkoniyatiga ega bo'lsak, u holda y/ funksiyani quyidagicha
hisoblash  mumkin:  xl,x2,...,.xn o0'zgaruvchilarga mos ravishda
ax,az,...,on qgiymatlami beramiz. Hamma y”(a,,ar2,...,an) lami
hisoblab, b, = f(al,az2,...,an) lami topamiz! Keyin <p(b},b2,...,bm)n\
hisoblab, ¢ = y/{a{,a2,...,an) ni topamiz.

Agar (p va fxf2 lar hamma joyda aniglangan bo'lsa, u holda
\ff funksiya ham hamma joyda aniglangan boiishi anig. Hagigatan ham,
agar laming hech bo‘lmaganda birortasi hamma joyda
aniglangan bo'lmasa, u holda \f/ funksiya hamma joyda aniglangan
bo'Imaydi. Shu bilan birga ikkinchi tomondan, argumentlaming shunday
al,a2,...,an qgiymatlari topilishi mumkinki, bt=fi(a],az2,...,an)
(/=1m) bo'lsa, (p(bxb2,...,om)ni hisoblab bo'Imaydi. Bu holda ham
y/ funksiya hamma joyda aniglanmagan bo'ladi.

Shunday qilib, agar g, f, f f m funksiyalar intuitiv hisoblanuvchi
bo'lsa. u holda y/ funksiya ham intuitiv hisoblanuvchi bo'ladi.

Shuni ham ta’kidlab o'tamizki, /,,/2,funksiyalaming barchasi
ham x,,x2,...,xn argumentlaming hammasidan bog'lig bo'Imasligi
mumkin. Bu hollarda y/ funksiyani hosil qilish uchun soxta
argumentlardan va /"(x,,...,xn) funksiyalardan foydalanamiz. Masalan,
y(x,y,z) =(p(f(x),f2(x,y,2),y,x) funksiya <p(x,x2,x3,x4) va
R(x>y,z) = {(x), F2(x,y,z) =f2(x,y,z), F3(x,y,z)- /3(x,y,z),

(x,y,z) = 1 }(x,y,z) funksiyalaming superpozitsiyasidan hosil gilingan.

Primitiv (o‘ta sodda) rekursiya sxemasi. <p(x2,x3,...,xn) va
V (x\"x2>—=X,,,xmH) (n>1) funksiyalar berilgan bo'lsin. Quyidagi
lengliklami ganoatlantimvchi yangi / funksiyani ko'ramiz:

1(0,x2,x , x,, )= (E(Xx2,X3,...,X,,),
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bu yerda ¢ funksiya n-1, \j/ funksiya n+1 argumentga, / funksiya
esa n argumentga bog'lig funksiyalar.

5- ta’rif. Agar /(*,,x2,....,xn) funksiya (p va if/ funksiyalarda
(/) munosabat orqgali hosil gilinsa, n holda f funksiya @ va y/
funksiyalardan primitiv (o‘ta sodda) rekursiya sxemasi orgali hosil
etilgan deyiladi.

Agar (p va y/ funksiyalar intuitiv hisoblanuvchi funksiyalar bo'lsa, u
holda f ham intuitiv hisoblanuvchi funksiya bo‘ladi. Hagigatan ham,
jc.jc2,...,jc,, argumentlaming giymatlar majmuasi a],a2,...,all bo'lsa, u
holda quyidagilami ketma-ket topamiz:

f(0,a2a3,...,an)=(p(a2,a},...,an) =ho,
f(\,a2a3,...,an)=y/(0,b0,a2,a3,...,an) =b],
f(2,a2,a3,...,a,,)=\i/(\,bl,a2ai,...,a,,) = b2 va hokazo.

Ravshanki, agar ¢ va L{ funksiyalar argumentlaming barcha
giymatlarida aniglangan bo'lsa, u holda / funksiya ham argumentlaming

barcha giymatlarida aniglangan bo'ladi.

Endi primitiv rekursiya sxemasi orgali yangi funksiyalarni hosil gilishni
misollarda ko'ramiz.

1-misol. (p(x) =x va \p(x,y,z) =y +1 bo'lsin hamda f(y,x)

funksiya quyidagi tengliklar orgali aniglansin:

f(y,jo funksiyaning gqiymatini argumentlaming y =5, x=2
giymatlarida hisoblab chigaylik. /(0,2) = <p(2) = 2 bo'lgani uchun (2)
formulalaming ikkinchisidan ketma-ket ravishda quyidagilami hosil
gilamiz:
/ (10)=Y(0,22)=2+1=3,
1(2,2) =~(1,3,2) =3+ 1= 4,
/(3,2) =iff(2,4,2) =4+1 =5,
/ (4,2) ="~(3,5,2) =5+ 1=6,
/(5,2) ="(4,6,2) =6+ 1=7.
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y y,X) =¥+ x ekanligini osongina ko’rsatish mumkin. Hagigatan ham,
f(y +z,x) =f(}°x)+z. Bu tenglikda y =0 deb qabul qilib,
y~rZ)X) = f(o0,x) +z yoki f(z,x)-x +z nihosil gilamiz. m
2-misol. f(y,x) funksiya quyidagi tengliklar bilan berilgan deylik:
jl«U)=0,
[/0> +1,x)=/0>,x)+X,
buyerda (p(x) =0, V(X,y,z) =y + z.

f(y,x) funksiyaning giymatini argumentlaming y =2, x —2 qiy-
matlari uchun hisoblaymiz. /(0,x) = (p(x) =0 bo‘lganligi uchun
/(0,2) =<p(2)=bn=0 bo'ladi. Funksiyaning /(1,2) va /(2,2)
giymatlarini ketma-ket topamiz:

J(1»2) =y/(0,0,2) =§ =0+2=2,
{122)=yl(122)=2+2=4.

Bu misolda f(y,x) = x-y ekanligini ko‘rsatish mumkin. Hagigatan
ham, f(y +2z,x) = f(y,x) +z s . Bu tenglikda y = 0 deb gabul qilib,
f\z,x) =/(0,x) +zx yoki f(z,x) =z x ni hosil gilamiz. m

Minimallash operatsiyasi (/1 -operator). Ixtiyoriy / (x,y) funksiya
berilgan bo‘Isin. Quyidagi masalani ko‘rib chigamiz: x argumentning har
ganday giymatlari uchun y argumentning hech bo‘lImaganda shunday
bitta giymatini topish kerakki, / (x,y) =0 bo'lsin. Masalani yana ham
murakkabroqg holda qo‘yamiz: berilgan f(x,y) funksiya va uning
muayyan qiymatli x argumenti uchun f(x,y) =0 bo‘ladigan vy
argumentlaming eng kichik giymatlisini topish kerak bo‘lsin. Masalaning
yechimi x ga bog‘lig bo‘lgani uchun f{x,y)~ 0 bo‘ladigan vningeng
kichik giymati ham x ning funksiyasi bo‘ladi, ya’ni

(p(x) = Uy[f{x,y) =0]=0. (4)
(4) ifoda quyidagicha o'giladi: «y shunday eng kichikki, f(x,y) =0 »
Xuddi shu tarzda ko’p argumentli <p(x, ,x2,...,xn) funksiya aniglanadi:
g>(xi,x2,...,xn) = ny[f(xI,x2,...,xn) = 0]. (5)
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6- ta’rif. f(xI,x2,..xny) funksiyadan (p(xxx2,...,xn)
funksiyaga o tish L -operatorning tatbig'i deb ataladi.

(p{xl,x2,...,xn) funksiyani hisoblash uchun quyidagi algoritmni
tavsiya etish mumkin.

- /(*p*2>—*,,0)ni hisoblaymiz. Agar /(x,,...,.xn,0)=0 bo'lsa, u
holda (p{x{,x2,...,xn) = 0 deb gabul gilamiz. Agar f(x1,x2,...,xn,0) * 0
bo'lsa, u holda navbatdagi gadamga o'tamiz.

2. I(jc,,x2,...,.xn,Dni hisoblaymiz. Agar f(x],...,.xn,1) 0 bo'lsa, u
holda (p{xl,x2,...,xn) = 1 bo'ladi. Agar f(xI,x2,...,xn,\) ®0 bo'lsa, u
holda navbatdagi gadamga o'tamiz va hokazo. m

Agar Yy ning hamma giymatlari uchun fixx...,xn,y) * 0 bo'lsa, u
holda (p(xl,x2,...,xn)m aniglanmagan funksiya deb ataymiz.

y argumentning shunday yO0 giymati mavjud bo'lishi mumkinki,
f(x1,x2,...,xn,y0) =0 va, demak, eng kichik y  mavjudki,
f(x\,x2,...,xn,y) =0 bo'ladi; shu vagtning o'zida, biror z uchun
(0 <z<v0) f(x1,x2,...,xn,z) giymat aniglanmasligi mumkin. Anigki,
bu holda >>ning f{xxx2,...,xn,y) = 0 bo'ladigan eng kichik giymatini
topish  jarayoni, yOgacha yetib bormaydi. Bu yerda ham
<p(xl,xz,".,x,,)ni aniglanmagan funksiya deb hisoblaydilar.

3- misol. f(x,y) =x -y funksiya berilgan bo'lsin. Bu funksiya

minimizatsiya operatori orgali hosil gilinishi mumkin:
f{x,y) =\iz{y +z =x) =yz[ll(x,y,z) + /3(x,y,z) =/ “(X,y,2)].
Masalan, argumentlaming y - 2, X =7 giymatlarida f{x,y) funk-
siyaning giymatini (ya’ni, /(7,2) ni) hisoblaymiz. Buning uchun y -2
deb olib, X ga ketma-ket giymatlar beramiz:
z=0, 2+0=2*7,
z=1, 2+1=3*7,
z=2, 2+2=4%*7,
z=3, 2+3=5*7,
z=4, 2+4=6%*7,
z-5 2+5=7=17.
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Shunday qilib, /(7,2) =5.n

7_ta’rif. Agar f (x1,x2,...,xn) funksiyani boshlang'ich (oddiy)
funksivalardan superpozitsiya va primitiv rekursiya sxemasi amallarini
chekli son marta qo Hash natijasida hosil gilish mumkin bo 1sa, » holda
y (M_X2 x,,) primitiv rekursivfunksiya deb ataladi.

4, misol. Boshlang'ich 0(jc) = 0, A(jc) = je+ 1,

1?2(xi,xl,-,x,,) =xm (I<m<n) funksiyalar va f(x,,x2,...,xn) =a

(aeN), f(x,y)=x+y, f(x,y)=x-y, f(x,y) =xy (*°=1)
funksiyalar primitiv rekursiv funksiyalar bo‘ladi. m

7.4.2. Qismiv rekursiv va umumrekursiv funksiyalar.

8- ta’rif. Agar f(x{x2,.-,xn) funksiyani boshlang'ich funk-
siyalardan superpozitsiya, primitiv rekursiya sxemasi va minimallash
operatori (j1 -operatori) amallarini chekli son marta go ‘Hash natijasida
hosil etish mumkin bo'lsa, n holda f(xXx2,...jcn) qismiy rekursiv
(rekursiv) funksiya deb ataladi.

8- ta’rif primitiv rekursiv funksiyaning ta’rifidan fagat boshlang'ich
fimksiyalarga qo‘shimcha ravishda jU-operatorini qo‘llashga ruxsat
berilishi bilan farq giladi. Shuning uchun ham har ganday primitiv
rekursivfunksiya o z navbatida gismiy rekursivfunksiya bo ladi.

9- ta’rif. Agar f(xxx2,...,xn) funksiya qismiy rekursiv va
argumentlaming barcha giymatlarida aniglangan bosa, n holda
f (jc,,X2,...,xn) umumrekursivfunksiya deb ataladi.

Ushbu A(x), 0(x), 17(x), f(y,x) =y +x, f(y,x) =x-y va
f(y>x) =x n funksiyalar umumrekursiv funksiyalardir.

Ushbu bobning 3- paragrafida Chyorch tezisi deb ataluvchi
quyidagi tezis o'rganilgan edi.

Har ganday intuitiv hisoblanuvchi funksiya gismiy rekursiv funksiya
bo fadi.

Bu tezisni isbotlash mumkin emasligi yugorida aniglangan edi. Chunki
u intuitiv hisoblanuvchi funksiya nogat’iy matematik tushunchasini gat’iy
aniglangan gismiy rekursiv funksiya matematik tushunchasi bilan
bogMaydi. Ammo, agar shunday intuitiv hisoblanuvchi funsiya tuzish
mumkin bo'lsaki, u o'z navbatida qismiy rekursiv funksiya bo'lmasa, u
holda bu tezisni rad etish mumkin. Lekin, bunday holning mavjudligini
hozirgacha hcch kim ko‘rsata olmagan.

Teorema. g(yiiy2>—>~*) primitiv rekursiv (gismiy rekursiv)
funksiya va x,,Jc2,...,xn har xil o'zgaruvchilar bo'lsin. Agar har bir i
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6- ta’rif. f(xxx2...,xny) funksiyadan (p(xl,x2,...,xn)
funksiyaga o tish Ll -operatorning tatbig'i deb ataladi.

(p(x%,x2,...,xn)  funksiyani hisoblash uchun quyidagi algoritmni
tavsiya etish mumkin.

1 f(xxx2,...,xn,0) ni hisoblaymiz. Agar /(jr,,...,xn,0)=0 bo'lsa, u
holda (p(xx,x2,...,xn) = 0 deb gabul gilamiz. Agar f(x1,x2,...,xn,0) ®0
bo'lsa, u holda navbatdagi gadamga o'tamiz.

2. I1(.vt,x2,...,.rn,l)ni hisoblaymiz. Agar f(xx 0 bo'lsa, u
holda (p(xx,X2,...,xn) = 1 bo'ladi. Agar f(x1,x2,....xn,\) ®0 bo'lsa, u
holda navbatdagi gadamga o'tamiz va hokazo. m

Agar jning hamma giymatlari uchun f(xX....xn,V)*0 bo'lsa, u
holda <p(xt,x 2,...,Xn) ni anigianmagan funksiya deb ataymiz.

y argumentning shunday Yy 0 giymati mavjud boiishi mumkinki,
[{x\,x2>—x,>Y0) - 0 va, demak, eng Kkichik y  mavjudki,
f(XxX2,...,xn,y) = 0 bo'ladi; shu vagtning o'zida, biror z uchun
(0<z<n0) f{xxX2,...,Xxn,2) giymat aniglanmasligi mumkin. Anigki,
bu holda ~ning f(xxXx2,...,xn,y) = 0 bo'ladigan eng kichik giymatini
topish jarayoni, yOgacha yelib bormaydi. Bu yerda ham
(p(xI,x2,...,xn) ni anigianmagan funksiya deb hisoblaydilar.

3- misol. f(X,y) =x—y fimksiya berilgan bo'lsin. Bu funksiya
minimizatsiya operatori orqali hosil gilinishi mumkin:

f(x,y) =\iz{y+z=x)=nz[l; (x,y,2) +1] (x,y,2) = I\ (x,y,2)].

Masalan, argumentlaming y = 2, x =1 qiymatlarida f{x,y) funk-
siyaning giymatini (ya’ni, / (7,2) ni) hisoblaymiz. Buning uchun y -2
deb olib, x ga ketma-ket giymatlar beramiz:

z=0, 2+0=2*7,

z=1 2+1=3*7,

z2=2, 2+2=4*7,

z=3, 2+3=5*7,

z=4, 2+4=6*7,

z=5 2+5=1=1.
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Shunday qilib, /(7,2) =5.m

7. ta’rif. Agar /(x, ,x2,...,x,) funksiyani boshlang'ich (oddiy)
funksivalardan superpozitsiya va primitiv rekursiya sxemasi amallarini
chekli son marta qo Hash natijasida hosil gilish mumkin bo 1sa, » holda

f(xi,*2»»*") Pr'm“*v rekursivfunksiya deb ataladi.
4- misol. Boshlang'ich 0(x) =0, A(x) = x + 1,

[,X2,...%,,) =xm (I <m<n) funksiyalar va /(X,,Xx 2 Xj=a

(aeN)! f(X,y):X+y, f(xvy) =X-Y, f(X,y) =X= (XO:I)
funksiyalar primitiv rekursiv funksiyalar bo'ladi. m

7.4.2. Qismiy rekursiv va umumrekursiv funksiyalar.

8- ta’rif. Agar f(x],x2,...,xn) funksiyani boshlgng'ich funk-
siyalardan superpozitsiya, primitiv rekursiya sxemasi va minimallash
operatori (fJ-operatori) amallarini chekli son marta go Hash natijasida
hosil etish mumkin bo'lsa, » holda /(x,,x,,..., xb) qismiy rekursiv
(irekursiv)funksiya deb ataladi.

8- ta’rif primitiv rekursiv funksiyaning ta’rifidan faqat boshlang'ich
funksiyalarga qo'shimcha ravishda [/1-operatorini qo'llashga ruxsat
berilishi bilan farq giladi. Shuning uchun ham har ganday primitiv
rekursivfunksiya o 'z navbatida qismiy rekursivfunksiya bo 'ladi.

9- ta’rif. Agar /(x,,x2,...x,) funksiya qismiy rekursiv va
argumentlarning barcha giymatlarida aniglangan bo‘lsa, u holda
f (x,,X2,...,X,,) umumrekursivfunksiya deb ataladi.

Ushbu A(x), 0(x), /au(x), f(y,x) =y +x, f{y,x) =x y va
f{y,x) =x n funksiyalar umumrekursiv funksiyalardir.

Ushbu bobning 3- paragrafida Chyorch tezisi deb ataluvchi
quyidagi tezis o'rganilgan edi.

Har ganday intuitiv hisoblanuvchi funksiya gismiy rekursiv funksiya
bo 'ladi.

Bu tezisni isbotlash mumkin emasligi yugorida aniglangan edi. Chunki
u intuitiv hisoblanuvchi funksiya noqat’iy matematik tushunchasini gat'iy
aniglangan qismiy rekursiv funksiya matematik tushunchasi bilan
bog'laydi. Ammo, agar shunday intuitiv hisoblanuvchi funsiya tuzish
mumkin bo'lsaki, u o'z navbatida qismiy rekursiv funksiya boimasa, u
holda bu tezisni rad etish mumkin. Lekin, bunday holning mavjudligini
hozirgacha hech kim ko'rsata olmagan.

Teorema. g(>i»>2,—>*) primitiv rekursiv (gismiy rekursiv)
funksiya va x,,x2,...,xn har xil o'zgaruvchilar bo'lsin. Agar har bir i
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(1< i<K) uchun zt o'zgaruvchi xl,x2,...,xn o'zgaruvchilaming biri
bo'lsa, n holda f(x{x2,...,xn)=g(zl,z2,...,zk) funksiya ham primitiv
rekursiv (qismiy rekursiv) funksiya bo ‘ladi.

Isboti. z,=Xj (1< j. <n) bo'lsin. U holda

z, =/"(*,, X2,...,Xn)
va
YI(xxx2,...,x0) —  j.(*>X2,...,xn),..., 1jt (X,,X2,...,Xn))
bo'ladi. Shunday qilib, y/ funksiyani (p, funksiyalardan
superpozitsiya amali orqgali hosil gilish mumkin, ya’ni I// primitiv rekursiv
(rekursiv) funksiya bo'ladi. s

Bu teorema soxta o'zgaruvchilami kiritish, o'zgaruvchilaming o'mini
almashtirish va ulami aynan tenglashtirish jarayoni primitiv rekursiv va
gismiy rekursiv funksiyalami o'z sinflaridan chigarmasligini bildiradi.

5- misol. (Soxta argumentlami kiritish.) Agar <p(x,,x,) primitiv
rekursiv funksiya va y/(xl,x2,x}) = <p(x,,x3) bo'lsa, u holda I//(.r,,x2.x3)
ham primitiv rekursiv funksiya bo'ladi. Bu tasdigni isbot gilish uchun
z, = X, va z2 = X, deb belgilab, teoremadan foydalanish kifoya. m

6- misoi. (O'zgaruvchilaming o'mini almashtirish.) Agar ~(x"x”)
primitiv rekursiv funksiya va 1//(x,,x2) = <p(xp x2) bo'lsa, u holda y/
ham primitiv rekursiv funksiya bo'ladi. Bu tasdigni isbot gilish uchun
z| = x2va z2 = x, deb belgilab, teoremadan foydalanish kifoya.m

7-misol. (O'zgaruvchilami aynan tenglashtirish.) Agar (x,,x2,x3)
primitiv rekursiv funksiya va 1//(x1,x2) = <p(x1,x2,x3) bo'lsa, u holda
I//(X][,X2) ham primitiv rekursiv funksiya bo'ladi. Bu tasdigni n= 2,
zx= Xj, z2=x2, z3 =X, bo'lgan holda teoremadan foydalanib ishotlash

mumkin. m
I- natija. No!funksiya 0(x) primitiv rekursivfunksiyadir.

2- natija. Agar Kk biror butun musbat son bo‘lsa, u holda
C" (x,,x2 x1) = Kk o zgarmasfunksiya primitiv rekursivfunksiyadir.
3- natija. Superpozitsiya amalini har bir f f funksiya x,,x,,...X,,

o'zgaruvchilaming fagat ayrimlaridangina bog'liq bo'lganda ham
ishlatish mumkin. Xuddi shunday primitiv rekursiya sxemasida ham <

funksiya X,,x2,...,xn o'zgaruvchilaming ayrimtariga bog'liq bo'Imasligi
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mumkin va y/ funksiya f (y,Xr,X%...,Xn) funksiyaga, hamda shuningdek
Xr x2,—X,,,y 0'zgaruvchilarning ayrimlariga bog'liq ho'Imasligi
mumkin.

Shunday qilib. har bir primitiv rekursiv funksiya gismiy rekursiv
(rekursiv) funksiya bo'lgani uchun, gismiy rekursiv funksiyalar sinfi
primitiv rekursiv funksiyalar sintidan kengdir.

Qismiy rekursiv funksiya tushunchasi algoritmlar nazariyasining asosiy
tushunchalaridan biridir. Shuni ham ta’kidlab o'tamizki, birinchidan, har
ganday qismiy rekursiv funksiyaning qiymati mexanik xarakterga ega
bo'lgan ma’lum bir protsedura yordamida hisoblanadi va bu protsedura
bizning algoritm hagidagi intuitiv tasavvurimizga to'g'ri keladi.
Ikkinchidan, hozirgacha qganday muayyan algoritmlar yaratilgan
bo'lmasin, ular yordamida qiymatlari hisoblanuvchi sonli (arifmetik)
funksiyalar albatta gismiy rekursiv funksiyalar boiib chiqdilar. Shuning
uchun ham hozirgi paytda gismiy rekursiv funksiya tushunchasi algoritm
tushunchasining ilmiy ekvivalenti sifatida gabul gilingan. Buni birinchi
bo'lib, yuqorida ta’kidlab o'tganimizdek, ilmiy tezis sifatida A.Chyorch va
S.Klini o‘rtaga tashladilar.

Xuddi shu kabi har ganday algoritmni mos Tyuring mashinasi
yordamida realizatsiya gilish mumkin. Algoritmning ilmiy ekvivalenti
gismiy rekursiv funksiya bo'lgani uchun hamma qismiy rekursiv
funksiyalar sinfi A bilan Tyuring mashinalari yordamida hisoblanuvchi
funksiyalar (Tyuring bo'yicha hisoblanuvchi funksiyalar) sinfi R bilan bir
xildir, ya'ni A =B .

Muammoli masala va topshiriglar

1 Quyidagi funksiyalaming primitiv rekursiv va umumrekursiv
funksiyalar ekanligini isbotlang:
ax+y, b) xy, d) xw,

1, agar x >0 bo'lsa,
, agar x =1 bo'lsa,

_A =Y, agar x>y bo'lsa,
Dx-y= [0, agar x<y bo'lsa,
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\x-y, agar x>y bo'lsa,
g9) \x-
A [y-x, agar x<y bo'lsa,
[0, agar x =0 bo'lsa,
h) sg{x)=

[I, agar x*0 bo'lsa,
o [I, agar x =0 bo'lsa,
) jg(x) =-

|0, agar x*0 bo'lsa,
) x> k) minU 7)),
m) max(Xx,_ V),
Ko‘rsatma.

betlar.

2. 0(x) va /" (xLx2,...,

n) max(x,,x2,...,X

D mm(x,,*2,...,xn),

n).
E. Mendelsonningl kitobidan foydalaning,

137-138-

xj funksiyalardan ampedgor”ya va primitiv

rekursiya sxemasi amallari orgali x +1 va 2x funksiyalarni hosil gilish
mumkin emasligini isbotlang.

Mustaqil ishlash uchun savollar

Arifmetik funksiya nima?

Primitiv rekursiv funksiya nima?

HCOPO.\‘P’P"PP-’!\’!—‘

O Chyorch tezisini bilasizmi?

Hisoblanuvchi funksiya deganda nimani tushunasiz?
Boshlang'ich funksiyalar ganday aniqlanadi?

Funksiyalar bupedgor”yas! nimani anglatadi?

Primitiv rekursiya sxemasi ganday sxemadir?

Minimallash operasiyasi (L -operatori) qanday vazifani bajaradi?

Qismiy rekursiv (rekursiv) funksiya deganda nimani tushunasiz?
Umumrekursiv funksiya rekursiv funksiyadan ganday farq giladi?

7.5. Tyuring mashinalari

Ommaviy muammo. Yechiih algoritmi. Tyuring mashinasi. Tashgi alfavit.
Ichki alfavit. Lenta (mashinaning tashqi xotirasi). Boshgaruvchi kallak.
Boshlang ‘ich axborot. Mashina dasturi. Tyuringfunksional sxemasi.

7.5.1.

Tyuring mashinasi tushunchasi.

Agar gandaydir ommaviy

muammoni yechish algoritmi ma’lum bo'lsa, n holda uni realizatsiya gilish

1MeHpenscoH O. BeefeHune B MmaTemaTUyeckyto noruky. M.: Hayka. 1976.
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uchun shu algoritmda aniq yoritilgan ko‘rsatmalarni ijro qilish zarur.
Algoritmni  realizatsiya qilish jarayonini avtomatlashtirish g'oyasi,
tabiiyki, inson bajaradigan ishni mashinaga uzatishni taqozo giladi.
Bunday mashinani XX asming 30- yillarida E.Post va A.Tyuring tavsiya
etishgan.

Tyuring mashinasi tushunchasi intuitiv. ma’lum bo'lgan hisoblash
protsedurasini elementar operatsiyalarga ajratish natijasida hosil bo'lgan.
Tyuring ta’kidlaydiki, istalgan mumkin bo'lgan hisoblashni o'tkazish
uchun uning elementar operatsiyalarini gaytarish yetarli.

Tyuring ayrim turdagi nazariy hisoblash mashinasini izohlab berdi. Bu
mashina muayyan mexanik qurilma emas, balki «xayoliy» matematik
mashinadir. Berilgan ko'rsatmani bajaruvchi hisoblovchi odamdan yoki
mavjud ragamli hisoblash mashinasidan Tyuring mashinasi ikki jihati bilan
farg giladi.

Birinchidan, «Tyuring mashinasi» xato gila olmaydi, ya’ni u
og'ishmay (chetga chigmasdan) ko'rsatilgan qoidani be kami-ko'st
bajaradi.

Ikkinchidan, «Tyuring mashinasi» potensial cheksiz xotira bilan
ta’minlangan.

Endi Tyuring mashinasi tushunchasi bilan batafsil tanishamiz. Tyuring
mashinasini quyidagilar to'liq aniglaydi.

Tashqi alfavit, ya’ni A = {ao,a],a2,...,an} chekli simvollar to'plami.
A to'plam elementlarining chekli ketma-ketligi A to'plamdagi so‘z
deyiladi. So'zni tashkil etuvchi simvollar soni shu so‘zning uzunligi
deyiladi.

Masalan, A alfavitning har bir elementi uzunligi Iga teng bo'lgan
so'zdir.

Bu alfavitda so'z ko'rinishida mashinaga beriladigan axborot
kodlashtiriladi. Mashina so'z ko'rinishida berilgan axborotni gayta ishlab,
yangi so'z hosil giladi.

Ichki alfavit, ya’ni qo,q1,q2,...,qmQO",Ch,J simvollar. qgo,qvqz,...qm
mashinaning chekli son holatlarini ifodalaydi. Istalgan mashinaning
holatlari soni tayinlangan bo'ladi. Ikki holatda maxsus vazifa bajariladi:
A mashinaning boshlang'ich (dastlabki)’holati, qn natijaviy (oxirgi)
holati (to'xtash holati). 0 °,Ch,J surilish simvollaridir (mos ravishda.
°’ngga, chapga va joyida).
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Ikki tomonga cheksiz davom ettirish mumkin bo'lgan lenta
(mashinaning tashqi xotirasi). U katakchalarga (yacheykalarga)
bo'lingan bo'ladi. Har bir katakchaga faqgat bitta harf yozilishi mumkin.
Bo‘sh katakchani ao simvoli bilan belgilaymiz (1-shakl).

ao a2 «3 «3 «7 a, < an
1- shakl

Boshqaruvchi kallak. U lenta bo'ylab harakat giladi va biror katakcha
(yacheyka) garshisida to'xtashi mumkin (2-shakl).

Bu holatda «kallak katakchani, ya’ni simvolni «ko'rib turibdi»» deb
aytamiz. Mashinaning bir takt davomidagi ishida kallak fagat bitta
katakchaga surilishi (o'ngga, chapga) yokijoyida golishi mumkin.

2- shakl

Lentada saglanayotgan har bir axborot tashqi alfavitning a{dan fargli
chekli simvollar majmuasi bilan tasvirlanadi. Mashina ish boshlashidan
oldin Icntaga boshlang‘ich axborot (boshlang'ich ma’lumot) beriladi. Bu
holda boshgaruvchi kallak, qoidaga asosan, qt boshlang'ich holatni
ko'rsatuvchi oxirgi chap belgi qarshisida turadi (3-shakl).

Mashinaning ishi taktlar yig'indisidan iborat bo'lib, ish davomida
boshlang'ich axborot oraliq axborotga aylanadi.

a0 «3 a2 a2 «4

o —
3- shakl

Boshlang'ich axborot sifatida lentaga tashqi alfavitning katakchalariga
ixtiyoriy ravishda qo'yilgan chekli simvollar sistemasini (alfavitdagi
ixtiyoriy so'zni) berish mumkin.

Berilgan boshlang'ich axborot bog'liq bo'lgan ikki hoi bo'lishi
mumkin.

1 Mashina chekli son taktdan keyin to'xtaydi (gQ to'xtash holatiga
o'tadi) va lentada B axborot tasvirlangan bo'ladi. Bu holda mashina A
boshlang’ich axborot nisbatan tatbiq etiladigan (qo'llanib bo'ladigan) va
uni gayta ishlab B natijaviy i axborotga keltirgan deb aytiladi.
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2. Mashina hech gachon to‘xtamaydi, ya’ni Qo to'xtash holatiga
o‘tmaydi. Bu holda mashina A boshlang'ich i axborotga nisbatan tatbiq
etilmaydi deb aytiladi.

Mashina ishining har bir taktida quyidagi funksional sxema bo‘yicha
harakat giladi:

o'
aidj ->avChq,,
J

bu yerda a,, av - tashqi alfavitning harflari; qr, gqs - mashinaning
bolatlari; 0',C h,J - surilish simvollari.

Boshgaruvchi kallak lentada ganday harfni ko'rib turganligi (bizning
yozuvda ai) va mashina qaysi holatda (bizning yozuvda (,) turganligiga
garab, bu taktda uch elementdan iborat komanda ishlab chigiladi:

1) ko‘rib turilgan harfalmashtirilgan tashqi alfavit harfi (av);

Sqg<\

2) kelgusi takt uchun tashqi xotira adresi Ch
J
3) mashinaning kelgusi holati (qs).

7.5.2. Tyuring mashinasining ishlashi. Barcha komandalar majmuasi
Tyuring mashinasining dasturini tashkil giladi. Dastur ikki o‘lchovli
jadval shaklida bo'lib, u Tyuring funksional sxemasi deb ataladi. Bunday
sxema 1- jadvalda misol sifatida berilgan. Tyuring mashinasining ishi
butunlayiga uning dasturi bilan aniglanishi ravshan. Agar ikkita Tyuring
mashinasining funksional sxemalari bir xil bo'lsa, u holda ular bir-biridan
farq gilmaydi. Har xil Tyuring mashinalari har xil dasturga ega bo'ladi.

Bundan keyin Tyuring 1-jadval
mashinasining har xil kon-

figuratsiyalarini (ko'rinish- 00 al ar
larini) soddaroq ifodalash s  aXhgs  a0'g2  aXhq}
uchun lenta va uning ar ansr a2lqt- ajq2

katakchalarini  ifodalamas- , .
dan axborotni fagat so'z  Sr a00°qo a,0'a4  a2lq,

shaklida yozamiz: an a3 al0'a4 aX'q4
Boshgaruvchi kallak va
mashina holatini ifodalash sifatida mashina holatini yozamiz.
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1- jadvalda berilgan funksional sxemaga mos keluvchi Tyuring ma-
shinasining ishini misollarda ko ‘rib o‘taylik.
1- miso I. Dastlabki konfiguratsiya quyidagicha berilgan bo'lsin:

°0 az2 a2 a0

<A
Boshgaruvchi kallak a2 harfini ko‘rib turganligi va mashina g,
holatda bo'lganligi uchun mashina a2Cha2 komandani ishlab chigadi va
natijada ikkinchi konfiguratsiyani hosil gilamiz.
ao 02 az ao

4\

Ravshanki, navbatdagi konfiguratsiyalar quyidagi ko‘rinishlarda
bo'ladi:

Q o2 uchinchi konfiguratsiya,
4
ao a a2 a2 ao to‘rtinchi konfiguratsiya,
Y4
ao az az a2 ao beshinchi konfiguratsiya.
<o

Beshinchi konfiguratsiyada mashina qn holatda (to‘xtash holatida)
turganligi uchun a2 a2 a2 so‘z hisoblashning natijasi bo‘ladi. m
2- misol.Boshlang'ich konfiguratsiya quyidagicha boisin:

ao a\ a\ a2 a2
1- jadvaldagi funksional sxemadan foydalanib, quyidagi kon-
figuratsiyalarga kelamiz:
ao a\ a\ ai ai an ikkinchi konfiguratsiya,
ao a\ ai a2 a2 ao uchinchi konfiguratsiya,
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ao a, a, az az ao to‘rtinchi konfiguratsiya,

a

ao a, a, a, az ao beshinchi konfiguratsiya,
a

ao a, a, a, a, ao oltinchi konfiguratsiya.

Ikkinchi ~ va  oltinchi  konfiguratsiyalardan  ko'rinib  turibdiki,
mashinaning ish jarayoni takrorlandi va, demak, natija bo'Imaydi. m

7.6. Tyuring mashinasida algoritmni realizatsiya qilish

Algoritm. Realizatsiya gilish. O 'rlik sistemada M dart n + 1 ga o tish. Algoritm.
Natural sonlarni go shish. Evklid algoritmi.
Ayrim oddiy arifmetik algoritmlami realizatsiya giladigan (amalga oshiradigan)
Tyuring mashinasini yasashni misollarda o ‘rganamiz.

7.6.1. Tyuring mashinasida o'nlik sistemada n dan n+ 1 ga o‘tish
algoritmini realizatsiya qilish. 0 ‘nlik sanog sistemasida n sonning
yozuvi berilgan bo‘lsin va /7+ 1 sonning o‘nlik sistemasidagi yozuvini
ko'rsatish, ya’ni /(a) = n+ 1 funksiyani hisoblash talab etilsin.

Ravshanki, mashinaning tashqi alfaviti 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ragamlardan
va bo‘sh katakcha aQdan iborat boiishi kerak. Lentaga o‘nlik sistemada
n sonini yozamiz. Bu yerda gatorasiga bo‘sh joysiz har bir katakchaga
bitta raqgam yoziladi.

Qo'yilgan masalani yechish uchun ishning birinchi taktida mashina n
sonning oxirgi ragamini o‘chirib, uni bir birlik katta songa almashtirib va
agar oxirgi ragam 9 sonidan kichik bo'lsa, u holda to'xtash holatiga o'tishi
kerak.

Agar n sonning oxirgi ragami 9 bo'lsa, u holda mashina 9 ragamni
o'chirib, bo'sh golgan katakchaga 0 ragamni yozib, o'sha holatda golgan
holda chapga yuqoriroq razryadli go'shnisiga surilishi kerak. Bu yerda
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ishning ikkinchi taktida mashina yuqoriroq razryadli ragamga 1 sonini
qo‘shishi kerak.

Tabiiyki, chapga surilish paytida yuqoriroq razryadli ragam bo'lmasa, u
holda mashinaning boshqgaruvchi kallagi bo‘sh katakchaga chiqishi
mumkin. Bu holatda bo'sh katakchaga mashina 1ragamini yozadi.

Avytilganlardan shu narsa kelib chigadiki, /(«) = n+1 funksiyani
hisoblash algoritmini realizatsiya gilish paytida mashina bor yo'g'i ikkita
gxva qu holatlarda boiadi.

Shunday qilib, o'nlik sistemada n dan n+ 1 ga o‘tish algoritmini
realizatsiya etadigan Tyuring mashinasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

ao O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
q KD 24 34 A4k, 9J20 0Ch™(

Quyida « =183 va « =399 sonlar uchun mos ravishda ularning
konfiguratsiyalari keltirilgan:

ao 183 aQ au 399 ao
4
ao 184 ao a0390ao
o A
a0300<0
4
ao 400 ao
7.6.2. Natural sonlarni qo’shish algoritmi. Mashina lentasiga tayoq-

chalar majmuasi shaklida ikkita son berilgan bo’lsin. Masalan, 2 va 3 son-
lari. Bu sonlarni go’shish talab etilsin. Qo’shish simvolini (belgisini) yul-
duzcha bilan belgilaymiz. Shunday gilib, mashina lentasiga quyidagi so’z
yoziladi.
ad | * ||| «o )
(1) so’zga tatbiq gilish natijasida 2 va 3 sonlarining yig'indisini, ya’ni
a0 1111 «0 (2)
so'zni beradigan funksional sxemani topish talab etiladi.
Qo’yilgan masalani yechish jarayonini izohlab beraylik. Dastlabki
momentda mashinaning kallagi eng chapdagi tayogchani ko’rib tursin. Uni
to birinchi bo’sh katakchaga erishguncha hamma tayoqcha va yul-
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duzchalarni cheklab o’ngga surish kerak. Bu bo'sh katakchaga birinchi
tayoqgcha yoziladi. Undan so’ng ikkinchi tayoqchaga gaytib kelish kerak va
uni 0‘chirib to’xtash kerak. Mashina ishining hamma taktini quyidagi mos

konfiguratsiyalarda ifodalab beramiz:

)V H I K 2) a0 1* 111°0 3V*IIK
b ar 42
4) V*1ll«o 5) a01* 11120 6) V*IIK
42 Ur i’
7) a01%|| |a0 8) vV *11K 9) e01*111 K
42 U Ly
10) a0|*[[[la0 ii)floi*nik:' 12)70 1*1 I K
U b U
13) «0 1*1 11K 14) V*111K 15 V * ||| K
Uy U 4
16) «oVII11K 17 VIIIK 18) VIIIK
b b b
19) V1111 n0 20) VI NIK 2) VIIIK
b Ur Yr
22)<H || K 23) VI11 N«O 24) a * 1111 \ao
U Ub U
25) a0* 1 jJ| ao 26) VI 1K 27) V111K
U U W,
28) a0*|1111a0 29) VIITIK 30) flov iU Il
LY <i 40

Bu jarayon masalaning yechish algoritmini ikki oMchovii 1- jadval
shaklida yozishga imkoniyat yaratadi.
Shunday qilib, bu yerda <a0,*, |> - tashqi alfavit va q0, g, g2, q, -

mashina holatlaridan foydalanildi.
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7.6.3. Evklid algoritmi. Evklid

e ) o I-jadval
algoritmi berilgan ikkita natural

*

son uchun ulaming eng Kkatta ao '
umumiy bo'luvchisini topish kabi " agQ a00's2
masalalami yechishda qo‘llaniladi. P \
Ma’lumki, Evklid algoritmi qu- a  [Jfc 0’92 \0'g2
yidagi kamayuvchi sonlar ketma- ar *Gh”3 |Chaq,

ketligini tuzishga keltiriladi:

birinchisi berilgan ikki sonning eng kattasi bo'ladi, ikkinchisi - kichigi,
uchinchisi - birinchi sonni ikinchisiga bo'lishdan hosil bo'lgan qoldiq,
to'rtinchisi - ikkinchi sonni uchinchisiga bo'lishdan hosil bo'lgan goldiq
va hokazo, bu jarayon qoldigsiz bo'linguncha davom ettiriladi. Oxirgi
bo'lishdagi bo'luvchi masala yechimining natijasi bo'ladi.

Evklid algoritmini Tyuring mashinasining dasturi sifatida ifodalash
talab etilgan bo'lsin. Bu dastur sonlami taqqgoslash va ayirish sikllarining
navbatma-navbat (navbatlashib) kelishini ta'minlashi kerak.

To'rtta harfdan iborat <aQ\, a, (5> tashqi alfavitdan foydalanamiz.
Bu yerda an - bo'sh katakcha simvoli, | - tayoqcha, a va j8 - tayoqcha
rolini vaqtinchalik o'ynaydigan harflar.

Masalaning yechilishini boshlang'ich konfiguratsiyasi

*o !l an

A
bo'lgan hoi uchun 4 va 6 sonlarning eng katta umumiy bo'luvchisini topish
misolida ko'rib o'taylik.
Birinchi navbatda mashina lentada yozilgan sonlami taqqoslashi kerak.
Shu maqgsadga erishish uchun mashina birinchi sonni ifodalovchi
tayoqchalami CC harfi bilan va ikkinchi sonni ifodalovchi sonlami /3 harfi

bilan almashtirishi kerak. Mashina ishining birinchi to'rt taktiga mos
keluvchi uning konfiguratsiyasi quyidagicha bo'ladi:



Shu bilan dastlabki sonlarni taggoslash sikli tamom bo'lib, ayirish sikli
boshlanadi. Bu sikl davomida kichik son lentadan butunlayiga o‘chiriladi,
/3 harfi bilan belgilangan ikkinchi son tayoqchalar bilan almashinadi va,
demak, katta 6 soni ikkita 4 va 2 sonlariga bo'linadi.

Bu operatsiyalarga bir gator konfiguratsiyalar to'g'ri keladi. Shulardan

ayrimlarini yozamiz:
alaaaal/3/3/3/3 ao
A
afpaaapppp |jao

Ar
aoafaaapp (Ip \\ao

Ar

W oa»aGoNe Ne 1laii

b
aoaoaoaoao |/3/3/3 11ao

Aar

«oa 00 o«n LI ilal
Ar

aocaoaraoaol I1111ao

A2

Shu bilan birinchi ayirish sikli tamom bo'ladi.
Endi mashina 4 va 2 sonlarini tagqoslashi kerak. Bu sonlarni taggoslash

sikli quyidagi
an !l aaf3(la0
Sn
konfiguratsiyaga va ayirish sikli
*0 1l la0

X

konfiguratsiyaga olib keladi.
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Uchinchi taqgoslash sikli 2 va 2 sonlarini
a(aa[3pao

Ar
konfiguratsiyaga va ayirish sikli

«0 11«0
Ao

oxirgi konfiguratsiyaga olib keladi.

Shunday qilib, Tyuring funksional sxemasi 2- jadval ko'rinishida
bo'ladi.

2-jadval
ao 1 a P
2 alD'Ar alJg2 aChgf /3chg
I *0Ch g4 pjia{  a0'g2 0'g2
T ® o E: ald'q3  \0'q}
e’} Of |9<7, IGh g4 alCh 4

7.7. Algoritmlar nazariyasining asosiy gipotezasi

Universal usul. Tyuring tezisi. Tyuring, Chyorch, Gyodel, Klini va Markov
olgan natijalarning ek\>ivalentligi.

7.7.1. Tyuring tezisi. Tyuring mashinasi algoritm tushunchasini
aniglashning bitta yo'lini ko'rsatadi. Shu tufayli bir necha savollar paydo
bo'ladi:

- Tyuring mashinasi tushunchasi gancha umumiylik xususiyatiga ega?

- algoritmlami Tyuring mashinasi vositasi bilan berish usulini universal
usul deb boiadimi?

- hamma algoritmlami shu usul bilan berish mumkinmi?

Bu savollarga hozirgi vagtda mavjud bo'lgan algoritmlar nazariyasi
quyidagi gipoteza bilan javob beradi: har ganday algoritmni Tyuring
funksional sxemasi orgali berish va mos Tyuring mashinasida realizatsiya
etish (amalga oshirish) mumkin.

96



Bu gipoteza Tyuring tezisi deb ataladi. Uni isbotlash mumkin emas,
chunki bu tezis gat’iy ta’riflanmagan algoritm tushunchasini gat’iy
aniglangan Tyuring mashinasi tushunchasi bilan bog‘laydi.

Bu tezisni rad etish uchun Tyuring mashinasida realizatsiyalan-
maydigan (amalga oshirilmaydigan) algoritm mavjudligini ko‘rsatish
kerak. Ammo hozirgacha aniqlangan hamma algoritmlami Tyuring
funksional sxemasi orqali realizatsiya etish mumkin.

7.7.2. Ekvivalent tushunchalar. Shuni ham ta’kidlab o‘tamizki,
Markovning normal algoritm tushunchasi hamda Chyorch, Gyodel va
Klini tomonidan kiritilgan rekursiv algoritm va rekursiv funksiya
tushunchalari, mos ravishda, Tyuring tomonidan Kkiritilgan algoritm
tushunchasi va Tyuring funksional sxemasi bilan ekvivalentiigi is-
botlangan.

Bu dalil o‘z navbatida Tyuring gipotezasining to‘g‘riligini yana bir
marta tasdiglaydi.

Muammoli masala va topshiriglar

1 Quyidagi funksiyalami hisoblovchi algoritmlami Tyuring mashi-
nasining dasturlari sifatida ifodalang:
a) cp(n) = A + 2; b) <p(«) = n+4; d)<p(«) = 0.
2. Quyidagi funksiyalami funksiyani hisoblovchi Tyuring mashi-
nasini tuzing:
[0, agarx = Obo'lsa,

a) sgn * =< )
1,agar jc @0 bo'lsa,

1,agar x = 0 bo'lsa,
b) Sgn X =<
[0, agar x @0 bo'lsa,
3. Ushbu (p(n) = 2n funksiyani hisoblovchi Tyuring mashinasini
tuzing.
4. Ushbu
n p songa qoldigsiz bo'linsa, funksiyani

bisoblovchi Tyuring mashinasining dasturlarini {&0,1} alfavitda yozing.
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5. Funksional sxemalari 1- va 2-jadvallarda berilgan Tyuring
mashinasi ganday funksiyalami hisoblashi mumkinligini aniglang
1- jadval 2-jadval
ao 1 ao 1
=% <00'SP+ ICh Q2 [= % \o 'g< IChqg2
ar ao® spa  \Cha, a  "o°'ss ICh~3
A3 “00'de ICh
Sp-1 aoO'sp+} [Chap Sa  WSo "0J 5b
Fp  ao°'Apx IChg, g5 @ao0'q4
APA \ISlo ao0J fip+2 g a0Jqo gy
Ap*2  ao°'SApu g 000'g6  ao0'Ab
Ap43 a0Jqo aosp+4
APH4  ao°'AP3
6. Dasturi 3- jadvaldagi funksional sxema orqali berilgan Tyuring
mashinasi ganday ko‘rinishdagi funksiyani hisoblashi mumkinligrni
aniglang.
3-jadval
ao 1 a
A aoChqg2 \0's, ao'a /30'q,
ar fiChg, aChog2 /3Chgar
A3 a<P'a* [j S
Aa & Q \0'q4 \0'q4

Ko'rsatma.

Misollami yechishda L.M.Lixtamikov va T.G.Suka-

chevaning (MuxTtapHukos J/1.M., CykadeBa T.I. MaTemaTuueckas noruka.

Kypc nekuwi.

3ala4HUK-NIPAKTUKYM W peLleHuUs.

CaHkT-leTepbypr.

NaHb. 1999.) kitobidan foydalanishni tavsiya etamiz, 248-250- va 275

281 - sahifalar.
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Mustagqil ishlash uchun savollar

1.  Ommaviy muammo deganda nimani tushunasiz?
2. Yechish algoritmi nima?
3. Tyuring mashinsining ta’rifmi bilasizmi?
4. Tashgi va ichki alfavitlar bir-biridan nima bilan farq giladi?
5. Mashinaning tashqi xotirasi deganda nimani tushunasiz?
6. Boshqaruvchi kallak joyida turadimi yo siljiydimi?
7. Boshlang'ich axborot sifatida lentaga beriladigan axborot ganday
bo‘lishi kerak?

8. Mashina dasturi nimalardan tashkil topgan bo'ladi?

9. Tyuring funksional sxemasi deb nimaga aytiladi?

10. Tyuring mashinasida algoritmni realizatsiya gilish ganday amalga
oshiriladi?

11. Tyuring mashinasida natural sonlarni qo'shish algoritmini
realizatsiya etishni bilasizmi?

12. Tyuring mashinasida Evklid algoritmini realizatsiya etish ganday
bajariladi?

13. Algoritmlar nazariyasining asosiy gipotezasini bilasizmi?

14. Tyuring, Chyorch, Gyodel, Klini va Markov olgan natijalaming
ekvivalentligini ganday tushunasiz?

7.8. Markovning normal algoritmlari

Alfavit. Simvollar. Harflar. So z. Bo sh so z. Algoritm. Alfavit ustidagi
algoritm. Alfavitdagi algoritm. Tatbiq etiladigan, tatbiq etilmaydigan algoritmlar.
O 'rniga go Yish usuli. Algoritm sxemasi. Normal algoritm (Markov algoritmi).

7.8.1. Markovning normal algoritmi tushunchasi.

l- ta’rif. Bosh bo'Imagan chekli simvollar to'plami alfavit,
alfavitdagi simvollar esa harflar deb ataladi.

2-ta’rif. A alfavitdagi harflarning har ganday chekli ketma-ketligi
shu fo'plamdagi so‘z deb ataladi. Harflarning bo'sh ketma-ketligi bo‘sh
50 Z deb ataladi va u a simvoli bilan belgilanadi.

Agar SJ. S!> S.n so'zni P bilan va Srr\ Sr...Sr so'zni Q bilan
belgilasak, u holda S S ..5", S S ,...Sr soz P va Q so'zlaming
birlashmasi PQ ni bildiradi. Xususiy holda, Pn=aP =P va
(PA)Pi =PI(P2Pi).



Agar B (ZA bo‘lsa, u holda A alfavit B alfavitning kengayishi
(kengaytirilgani) deb ataladi. Ravshanki, bu holda B alfavitdagi har bir
s0‘z 0‘z navbatida A alfavitining ham so‘zi bo‘ladi.

A alfavitdagi hamma so‘zlar to'plamini D bilan belgilaymiz. D
to'plamning biror gism to'plami C bo'lsin, ya'ni C c fl.

3- ta’rif. Aniglanish sohasi C va giymatlar sohasi D bo'lgan
effektiv hisoblanuvchi funksiya A alfaViitdagi algoritm (algorifm) deb
ataladi.

4- ta’rif. Agar A alfavitdagi biror P so'z U algoritmning
aniglanish sohasiga tegishli bo'lsa, n holda U algoritm P so'zga tatbiq
etiladigan algoritm deb ataladi.

5- ta’rif. Agar Ad B bo'lsa, n holda B alfa\'itdagi har bir
algoritm A alfavit ustidagi algoritm deb ataladi.

A alfavitdagi normal algoritm tushunchasi bilan A alfavit ustidagi
normal algoritm tushunchasi o‘rtasidagi farq juda ham muhimdir. A
alfavitdagi har ganday normal algoritm fagat A alfavitning harflaridan
foydalanadi. A alfavit ustidagi normal algoritm esa A alfavitga kirmagan
boshga qo‘shimcha harflardan ham foydalanishi mumkin. Shunday qilib,
A alfavitdagi har ganday normal algoritm A ustidagi normal algoritm
ham bo‘ladi. Ammo, A alfavitda shunday algoritmlar mavjudki, ular A
ustida normal algoritm bo‘lishiga qaramasdan, A alfavitda normal
algoritm bo‘la olmaydi.

Ko‘pchilik aniglangan algoritmlami birmuncha oddiyroq gadamlarga
bo‘lish mumkin. Shu maqgsadda A.A.Markov XX asming 50- yillarida
algoritm tuzishning asosi (negizi) qilib, elementar operatsiya sifatida bir
so‘zni ikkinchi so‘z o‘rniga go‘yishni olgan.

Agar P va Qlar A alfavitdagi so‘zlar bo‘lsa, u holda P —» Q va
P —»+Q lami A alfavitdagi o‘rniga qo‘yish formulalari deb ataymiz.
Buyerda >"va simvollari A alfavitning harflari emas hamda P va
Q laming har biri so‘z boMishi mumkin. P —Q o‘miga qo‘yish
tormulasi oddiy formula, P —m®mQ o‘miga qo'yish formulasi esa
natijaviy (xuiosaviy) formula deb ataladi.

Berilgan P —=Q va P — Q o'miga go'yish formulalarining istalgan
birim ifodalash uchun P —(*) Q umumiy Kko'rinishdagi yozuvni
ishlatamiz.
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Alfavitning quyidagi o'miga go'yish formulalarining chekli ro'yxati

N ->0 a

P r Q r
a)goritm sxemasi deb ataladi va u /4 alfavitda quyidagi algoritmni yuzaga

keltiradi.
Agar shunday JF, ' so'zlar (ular bo'sh so'z bo'lishi ham mumkin)

topilib, Q = WTV bo'lsa, u holda T so'z Q so'zning tarkibiga kiradi
deb kelishib olamiz.

Endi A alfavitda P so'z berilgan bo'lsin. Bu yerda ikki hoi bo'lishi
mumkin.

1 P],P2,...,Pr so'zlaming birortasi ham P so'zning tarkibiga

kirmaydi. Bu tasdigni gisga ravishda U : P z> shaklida yozamiz.

2. Pt,P2,...,Pr so'zlaming orasida P so'zning tarkibiga kiradiganlari
topiladi. Endi 1< m < r munosabatni ganoatlantiruvchi eng kichik butun
son m va Pmso'z P so'zning tarkibiga kimvchi so'z bo'lsin.

P so'zning tarkibiga eng chapdan kirgan Pm so'zni Qm bilan

almashtirishdan hosil bo'ladigan so'zni R deylik. P va R orasidagi
aytilgan munosabatni:
a) P —(*) Qmo'miga go'yish formulasi oddiy fomiula bo'lganda

U:P\-R ())
shaklda va;
b) P —(2) Qm o'miga go'yish formulasi natijaviy formula bo'lganda
esa
U:P\- mR 2
shaklda yozamiz.

(1) holda U algoritm P so'zini R so'zga oddiy o‘tkazadi. (2) holda
esa U algoritm P so'zini R so'zga natijaviy o'tkazadi deb ataladi.

yozuv A alfavitda shunday Ro,R][,...,Rk so'zlar ketma-
ketligi mavjudki, P=Rn, R=Rk, j=0,\,...,k-2 lar wuchun
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U :/?;|—RJ3 va yoki U :RKA\- Rk, yoki U : *Rk (oxirgi holda
U :P\- R o‘miga U :P|—R yoziladi) ekanligini bildiradi.
Yo U :P\-mR, yoki U:P\-R va U :R z> bo'lganda, shunda va

fagat shundagina U(P) —R deb gabul gilamiz.

Yuqoridagi kabi aniglangan algoritm normal algoritm yoki Markov
algoritmi deb ataladi.

U algoritmning amal qilishini quyidagicha ifodalash mumkin. A
alfavitda P so‘z berilgan bo'lsin. U algoritm sxemasida Pm so‘z P
so'zning tarkibiga kiruvchi birinchi Pm—(*) Qm o‘miga qo'yish
formulasini topamiz. P so'zning tarkibiga eng chapdan kirgan Pm so‘z
o'miga Qm formulani go'yamiz. /?, shunday o'miga qo'yishning natijasi
bo'lsin. Agar Pv—(*)QOm o'miga qo'yish formulasi natijaviy bo'lsa. u
holda algoritmning ishi tugaydi va uning giymati Rx bo'ladi. Agar
P, —(mQ,, o'miga qo'yish fonnulasi oddiy bo'lsa, u holda R, ga P ga
nisbatan ishlatilgan protsedurani bajaramiz va hokazo. Agar oxirgi
bosgichda U :Rt Z) munosabatni ganoatlantimvchi (ya'ni P{,P2,...,Pr
so'zlarning birortasi Rt tarkibiga kirmaydi) R: so'z hosil bo'lsa, u holda
algoritmning ishi tugaydi va R, uning giymati bo'ladi.

Agar ifodalangan jarayon oxirgi bosqgichda tamom bo'Imasa, u holda
U algoritm P so'zga tatbiq etilmaydi deb ataladi.

7.8.2. Misollar.
1- misol. A alfavit {b,c} ko'rinishda berilgan bo'lsin. Quyidagi
algoritm sxemasini ko'ramiz:
b—*A
c —cC

Bu sxema bilan berilgan U normal algoritm A alfavitdagi tarkibiga
kamida bitta h harfi kirgan har ganday P so'zni shunday o'zgartiradiki,
bu so'z P so'zdan uning tarkibiga eng chapdan kirgan b so'zni o'chirish
natijasida hosil bo'ladi.

Hagigatan ham, P so'z tarkibiga eng chapdan kirgan b so'zdan
chaprogda turgan har ganday c¢ harfni ¢ —c oddiy o'miga qo'yish
fonnulasi yana c harfiga o'tkazadi va eng chapdagi h harfini b —»ea
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natijaviy o'rniga qo‘yish formulasi n natijaviy bo'sh so'zga o'zgartiradi.
Masalan, agar P = ccbbc bo'lsa, u holda P —+Q bo‘ladi, bu yerda
Q =ccbc. U algoritm bo'sh so'zni 0'z-0'ziga o‘zgartiradi.

U algoritmi b harfi kirmagan bo‘sh bo‘lmagan so‘zlarga tatbiqg
etilmaydi. Hagiqatan ham, agar P so'z fagat c harflardan iborat bo'lsa, u
holda ¢ — ¢ oddiy o'miga go'yish formulasi uni yana o'ziga aylantiradi.
U holda hamma vagt P — P bo'ladi va biz natijaviy o'rniga go'yish
formulasiga kela olmaymiz, ya’ni jarayon cheksiz davom etadi. m

2- misol. A alfavit {ao,a],...,an} ko'rinishda berilgan bo'lsin.

Quyidagi sxemani ko'ramiz:

«0
a, ->A

an-+A.

Bu sxemani V/(a, —a) (af€ A) ko'rinishida ham yozish mumkin.
Bu sxema A alfavitdagi har ganday so'zni bo'sh so'zga o'zgartiradigan
U normal algoritmdir.

Masalan, U \axazararal —awmzaat—alaxar-azar-—a va  oxiri

U :na. Demak, U(alazaxalan)=n. =

3- misol. A alfavit 5, harfdan iborat bo'lsin. Bu harfni 1 bilan
belgilaymiz. Har ganday n natural son uchun induksiya metodi bo'yicha
0=1va n+\=n\ lami aniglaymiz. Shunday gilib, 1= 11, 2 = 111 va
hokazo. n so'zlar ragamlar deb aytiladi.

Ushbu
{n—>»-1

sxema orgali berilgan U normal algoritmni aniglaymiz. A alfavitidagi
har ganday P so'z uchun U(P) = IP ga ega bo'lamiz. Xususiy holda,
har ganday n natural son uchun U(jn)=n+\. Har ganday P so'z n
bo'sh so'zning kirishidan boshlanishini (chunki = aP) eslasak.
keltirilgan algoritmning to'g'riligiga ishonamiz. m
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U :Rj\-RI va yoki U : /?t, yoki U :RkX- mRk (oxirgi holda
U PR o‘miga U :P\‘ <R yoziladi) ekanligini bildiradi.

Yo U :P\--R, yoki U :P|-1 va U\R~d bo‘lganda, shunda va
fagat shundagina JJ(P) = R deb gabul gilamiz.

Yuqoridagi kabi aniglangan algoritm normal algoritm yoki Markov
algoritmi deb ataladi.

U algoritmning amal qilishini quyidagicha ifodalash mumkin. A
alfavitda P so‘z berilgan bo‘lsin. U algoritm sxemasida Pm so‘z P
so'zning tarkibiga kiruvchi birinchi Pm—(*) Qm o0'miga qo‘yish
formulasini topamiz. P so'zning tarkibiga eng chapdan kirgan Pm so'z
o'miga Qm formulani qo'yamiz. /?, shunday o'miga qo'yishning natijasi
bo'lsin. Agar Pm—»()E?,, o'miga qo'yish formulasi natijaviy bo'lsa, u
holda algoritmning ishi tugaydi va uning giymati Rx bo'ladi. Agar
Pn~HO Q,, o'miga go'yish fonnulasi oddiy bo'lsa, u holda ga P ga
nisbatan ishlatilgan protsedurani bajaramiz va hokazo. Agar oxirgi
bosgichda U .Rt ID munosabatni ganoatlantimvchi (ya’ni PxP”™,....Pr
so'zlaming birortasi Ri tarkibiga kirmaydi) R: so'z hosil bo'lsa, u holda
algoritmning ishi tugaydi va R, uning giymati bo'ladi.

Agar ifodalangan jarayon oxirgi bosgichda tamom bo'lmasa, u holda
U algoritm P so'zga tatbiq etilmaydi deb ataladi.

7.8.2. Misollar.
1- misol. A alfavit {b,c} ko'rinishda berilgan bo'lsin. Quyidagi
algoritm sxemasini ko'ramiz:
b—°A

C—»cC

Bu sxema bilan berilgan U normal algoritm A alfavitdagi tarkibiga
kamida bitta b harfi kirgan har ganday P so'zni shunday o'zgartiradiki,
bu so'z P so'zdan uning tarkibiga eng chapdan kirgan b so'zni o'chirish
natijasida hosil bo'ladi.

Hagigatan ham, P so'z tarkibiga eng chapdan kirgan b so'zdan
chaproqda turgan har ganday c¢ harfni ¢ —c oddiy o'miga qo'yish
formulasi yana c¢ harfiga o'tkazadi va eng chapdagi b harfini b —ea
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natijaviy 0'miga qo'yish formulasi n natijaviy bo'sh so'zga o'zgartiradi.
Masalan, agar P =ccbhc bo'lsa, u holda P —mQ bo'ladi, bu yerda
g —ccbc. U algoritm bo'sh so'zni 0'z-0'ziga o'zgartiradi.

V algoritmi b harfi kirmagan bo'sh bo'lImagan so'/.larga tatbiq
etilmaydi. Hagigatan ham, agar P so'z fagat ¢ harflardan iborat bo'lsa, u
holda ¢ —c¢ oddiy o'miga go'yish formulasi uni yana o'ziga aylantiradi.
U holda hamma vaqt P —P bo'ladi va biz natijaviy o'miga qo'yish
formulasiga kela olmaymiz, ya’ni jarayon cheksiz davom etadi. m

2- misol. A alfavit {an,ay,...,a,,} ko'rinishda berilgan bo'lsin.
Quyidagi sxemani ko'ramiz:

aa-+/J1

a, A

a, ™ A.

Bu sxemani V/(a. —n) (a, e A) ko'rinishida ham yozish mumkin.

Bu sxema A alfavitdagi har ganday so'zni bo'sh so'zga o'zgartiradigan
U normal algoritmdir.

Masalan, U :ala™alaial\-ala™ajail-azalail\-azai\-n  va  oxiri
U :n 3 .Demak, U(aiaialaia0)=n .m

3- misol. A alfavit S, harfdan iborat bo'lsin. Bu harfhi 1 bilan
belgilaymiz. Har ganday n natural son uchun induksiya metodi bo'yicha
0 =1va «+ 1= ul lami aniglaymiz. Shunday gilib, 1= 11, 2 = 111 va
hokazo. n so'zlar ragamlar deb aytiladi.

Ushbu

{n->1

sxema orgali berilgan U nomial algoritmni aniglaymiz. A alfavitidagi
har ganday P so'z uchun U(P) = \P ga ega boiamiz. Xususiy holda,
har ganday n natural son uchun U(n) =n+ 1. Har gqanday P so'z a
bo'sh so'zning Kkirishidan boshlanishini (chunki P = aP) eslasak,
keltirilgan algoritmning to'g'riligiga ishonamiz. m
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7.9. Markov bo‘yicha gismiy hisoblanuvchi va hisoblanuvchi
funksiyalar

Batamom ekvivalent algoritmlar. Ekvivalent algoritmlar. Markov bo yicha gismiv
hisoblanuvchifunksiyalar. Markov bo'yicha hisoblanuvchifunksiyalar.
Qismiy rekursivfunksiya. Umumrekursivfunksiya.

7.9.1. Markov bo‘yicha qgismiy hisoblanuvchi va hisoblanuvchi
funksiya tushunchalari. U va K algoritmlar. P esa so‘z bo'lsin. Agar
U va K algoritmlaming ikkalasi ham P so'zga tatbiq etilmaydigan yoki
ikkalasi ham unga tatbiq etiladigan va keyingi holda U(P) = K(P)
bo'lsa. bu holatni U(P) —K(P) ko'rinishda ifodalaymiz.

Umuman, agar C va D biror ifodalar bo'lsa, u holda C-D
munosabat quyidagini bildiradi: yo ikkala ifoda ham aniglanmagan, yoki
ikkalasi ham aniglangan va ular bir xil obyektni belgilaydi.

1-ta’rif.Agar A alfavitdagi istalgan P so z uchun U (P)—K(P)
bo'lsa, n holda U va K algoritmlar A ga nisbatan A alfavit ustida
batamom (tamomila) ekvivalent deb ataladi.

Agar P berilgan A alfavitdagi soz bo‘lganida har doim
U (P)- K(P) hamda hech bo'Imaganda U{P) yoki K(P) so'zlaming
birortasi aniglangan vayana A ning so zi bo ‘Isa, U va K algoritmlar
A alfavitga nisbatan ekvivalent deb ataladi.

M ushbu {1, *} alfavit, 0) hamma natural sonlar to'plami, (p esa n
argumentli gismiy effektiv hisoblanuvchi arifmetik funksiya, ya'ni o)"
to'plamning ayrim gism to'plamini @ga akslantiruvchi funksiya bo'lsin.

By orgali hech bo'Imaganda bir tomoni aniglangan holda har doim

tenglikni o'rinli giladigan M dagi

algoritmni belgilaymiz. Bu algoritm (ki,k2,...,kn) so'zdan farq giluvchi
boshqga so'zlarga tatbiq etilmaydi deb faraz gilamiz.
2-ta’rif.Agar M ustida M ga nisbatan B”~ga batamom ek\ivalent

bo'lgan noTtol algoritm mavjud bo'lsa, n holda ¢ Markov boyicha

gismiy hisoblanuvchifunksiya deb ataladi.

3-ta'rif.Agar 9funksiya har ganday n natural son uchun (hamma
joyda) aniglangan va Markov bo'yicha qismiy hisoblanuvchi funksiya
bo 1sa, n holda n Markov boYyicha hisoblanuvchifunksiya deb ataladi.
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Markov bo‘yicha gismiy hisoblanuvchi funksiya tushunchasi bilan
gismiy rekursiv  funksiya tushunchasi hamda Markov bo'yicha
hisoblanuvchi  funksiya tushunchasi bilan umumrekursiv funksiya
tusbunchalari ekvivalentdir.

Yuqoridagi tasdigni tasdiglovchi quyidagi teoremani isbotsiz
keltiramiz.

1-teorema. Har ganday gismiy rekursivfunksiya Markov bo yicha
gismiy hisoblanuvchi funksiya bo'ladi va har ganday umumrekursiv
funksiya Markov bo yicha hisoblanuvchifunksiyadir.

Quyidagi teoremalami ham isbotsiz keltiramiz.

2- teorema. Agar A alfavit ustidagi U algoritm bo yicha, Lin
funksiya gismiy rekursiv (rekursiv) bo ‘Isa, n holda A alfavit ustida A ga
nisbatan U algoritmga batamom ekvivalent bo'lgan normal algoritm
mavjuddir.

3-teorema. Agar U algoritm A alfavit ustidagi normal algoritm
bo'lsa, n holda \fly qismiy rekursiv funksiya bo'ladi; agar, bundan
tashgari, U algoritm A alfavitdagi har ganday so zga tatbiq etiladigan
bo 1sa, v holda y/L umumrekursivfunksiya bo 1adi.

Natija. Agar berilgan (p gismiy funksiya Markov boYyicha gismiy

hisoblanuvchi funksiya bo’lsa, v gismiy rekursiv funksiya ham bo'ladi va
agar (p Markov boyicha hisoblanuvchi funksiya bo'lsa, n holda (p

umumrekursivfunksiya hamdir.

Teoremalar va natijaning isbotini o'rganishni o‘quvchiga topshiriq
sifatida havola gilamizl

7.9.2. Normallashtirish ~ (normalizatsiya) prinsipi. Yuqorida
keltirilgan 1- teorema va natija Markov bo'yicha gismiy hisoblanuvchi
funksiya tushunchasi bilan qismiy rekursiv funksiya (xuddi shunday
Markov bo‘yicha hisoblash bilan rekursivlik) tushunchasining ek-
vivalentiigini ko'rsatadi.

0 ‘z navbatida Chyorch tezisi bo‘yicha hisoblanuvchanlik tushunchasi
bilan rekursivlik tushunchasi (gismiy effektiv hisoblanuvchanlik
tushunchasi gismiy rekursivlik tushunchasiga) ekvivalentdir. A.A.Markov
algoritmlar atamasida normallashtirish (normalizatsiya) prinsipini
yaratdi: A alfavitdagi har ganday algoritm Aga nisbatan A ustidagi
biror normal algoritmga batamom ekvivalentdir.

MeHgenscoH 3. BBefeHne B MaTemaTnyeckyto noruky. M.: Hayka. 1976.
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Chyorch tezisi yordamida normallashtirish prinsipining ekvivalentligj
aniglandi. Hagigatan ham, Chyorch tezisi to‘g'ri va A alfavitda U

algoritm berilgan bo‘lsin. Unga mos keladigan y/L funksiya gisman
effektiv hisoblanuvchi bo’ladi. U holda, Chyorch tezisiga asosan, wu/;

gismiy rekursiv funksiyadir. Demak, 2- teoremaga ko'ra, U algoritm A
ustidagi biror normal algoritmga A ga nisbatan batamom ekvivalentdir.
Shunday qilib, agar Chyorch tezisi to‘g*ri bo'lsa, u holda Markovning
normallashtirish prinsipi ham to‘g ‘ridir.

Endi normallashtirish prinsipi to‘g‘ri va ¢ ixtiyoriy gisman effektiv

hisoblanuvchi funksiya, Be esa ¢ funksiyaga mos keluvchi M dagi
algoritm bo'lsin. Normallashtirish prinsipiga asosan Bv algoritm M

ustidagi biror normal algoritmga M ga nisbatan batamom ekvivalentdir.
Demak. ¢ funksiya Markov bo‘yicha gisman hisoblanuvchi funksiyadir.

U holda olingan natijaga ko‘ra ¢ qisman rekursiv (rekursiv) funksiya

bo‘ladi. Shunday qilib, Markovning normallashtirish prinsipidan Chyorch
tezisini keltirib chigardik.

Ma’lumki, algoritm va effektiv hisoblanuvchi funksiya tushunchalari
intuitiv tushunchalar bo'lganligi uchun biz Markovning normallashtirish
prinsipi va Chyorch tezisining to‘g‘riligini isbot gila olmaymiz.

Shuni ham ta’kidlash kerakki, Chyorchning A -hisoblanuvchanlik
nazariyasi va Postning normal sistemalar nazariyasidan kelib chigadigan
tushunchalar ham qisman rekursiv funksiya yoki normal algoritm
tushunchalariga ekvivalent bo'ladi.

7.10. Algoritmik yechilmovchi muammolar

Yechilish algoritmi. Rekursiv muammolar. Yechilmovchi muammolar. Matematik
mantiqcia keltirib chigaruvchanlikni tanish muammosi. Chyorch teoremasi. O'z-
0 ziga tatbiq etiluvchanlikni tanish muammosi. Assotsiativ hisobidagi so ‘zlarning
ekvivalentlik muammosi. Markov, Post, Novikov, Seytin, Chyorch va boshga
matematiklar olgan ilmiy natijalar.

7.10.1. Matematik mantigda keltirib chigaruvchanlikni tanish
muammosi. Matematika tarixida biror masalani yechish, odatda uning
yechilish algoritmini topish deb hisoblanardi. Deyarli XX asr
boshlarigacha hamma matematik masalalar algoritmik rekursiv masalalar
deb garalgan va ulami yechuvchi algoritmlar izlangan. Masalan, hagiqiy
koeffitsiyentli n- darajali ko'phadning ildizlarini uning koeffitsiyentlari
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vordamida radikallarda ifoda etish algoritmini izlash bir necha asrlar
davom etdi. Masalan, uchinchi va to'rtinchi darajali tenglamalar uchun bu
algoritmni XV asrda italyan matematiklari Kardanolva Ferrari" yaratdilar.
Uzoq yillardan keyin Abel’ n>5 bo'lganda bunday algoritm mavjud
emasligini  ko'rsatdi. Ikkinchi misol sifatida Gilbertning Diofant
tenglamalari haqidagi 10- muammosi deb ataluvchi muammoni
ko'rsatish mumkin. Bu muammo Gilbert tomonidan 1900-yilda Parijda
e’lon gilingan edi4.

Fagat algoritmning intuitiv tushunchasidan Tyuring mashinasining aniq
tushunchasiga o'tish  berilgan ommaviy muammoning algoritmik
yechiluvchanlik masalasiga aniglik Kkiritdi. Bu masalani quyidagicha
ifodalash mumkin: berilgan ommaviy muammoni yechadigan Tyuring
mashinasi mavjudmiyoki bunday mashina mavjud emasmi?

Bu savolga algoritmlar nazariyasi ayrim hollarda salbiy javob beradi.
Shu turdagi natijalami birinchilar qatorida 1936-yilda amerikalik
matematik A.Chyorch oldi. U predikatlar mantigidagi yechilish muammosi
umumiy holda algoritmik yechimga ega emasligini ko'rsatdi. O'sha
yilning o'zida u matematik mantigdagi keltirib chigaruvchanlikni tanish
muammosi ham algoritmik yechilmasligini isbot gildi. Keyingi masalani
batafsilroq ko'rib o'taylik.

Matematikada aksiomatik metodning mazmuni quyidagidan iborat:
berilgan nazariyaning hamma mulohazalari (teoremalari) shu
nazariyada isbotsiz gabul gilingan mulohazalardan (aksiomalardan)
formal mantiqgiy keltirib chigarish vositasi bilan olinadi.

Matematik mantiqda formulalaming maxsus tili ifodalanadi. U orgali
matematik nazariyaning istalgan mulohazasi butunlay aniglangan formula
ko'rinishida yoziladi. A asosdan (shartdan) B natijani mantigiy keltirib
chiqarish jarayonini dastlabki formulalarni formal almashtirishlar jarayoni
sifatida ifodalash mumkin. Bunga mantiqiy hisobdan foydalanish yo'li
bilan erishish mumkin.

Tanlangan mantigiy hisobda B mulohazani A asosdan mantigiy
keltirib chigarish masalasi A formuladan B formulaga olib keluvchi
deduktiv  zanjiming mavjudligi masalasidir. Shu tufayli keltirib

Kardano (Cardano Girolamo. 1501-1576) - Italiya matematigi, mexanigi. faylasufi va
, tibbiyotchisi.
, Ferrari Lodoviko (Ferrari Lodovico, 1522-1565) Italiya matematigi.
~H bobning 3- paragrafiga garang.
Ushbu bobning 3- paragrafiga garang.
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chigaruvchanlikni tanish muammosi paydo bo'ladi: mantigiy hisobdagi
istalgan ikkita A va B formula uchun A dan B ga olib keluvchi deduktiv
zanjir mavjudmi yoki yo‘gmi? Bu muammoning yechimi sifatida har
ganday A va B uchun javob beradigan algoritm mavjudligi ma’nosida
tushuniladi. Chyorch olgan natija quyidagicha izohlanadi.

1- teorema (Chyorch teoremasi). Keltirib chigaruvchanlikni
tanish muammosi algoritmiky echilmovchidir.
7.10.2. 0 ‘z-o*ziga tatbiq etuvchanlikni tanish muammosi. Tyuring

mashinasining shifri  tushunchasini  kiritamiz. Hozirgacha Tyuring
mashinasining dasturini ikki oMchovli mXn jadval ko‘rinishida yozar
edik. Ammo uni bir o'lchovli shaklda ham tasvirlash mumkin. Buning
uchun 5ta simvolni shunday ketma-ketlikda yozish kerakki, beshlikning
birinchi simvoli jadvalning ustunini, ikkinchisi satrini va keyingi uchtasi
jadvalning yuqorida ko‘rsatilgan ustun va satrlari kesishmasidagi uchta
simvolni (komandani) ifodalasin.

Masalan, ushbu bobning 6- paragrafidagi 2- jadvalda ifodalangan
Evklid algoritmining funksional sxemaga mos quyidagi bir o‘Ichovli satmi
hosil gilamiz:

AnQO'gilgnhg.ag.aChg~g~rChg”g”~Chqg”., (V)

Mashina konfiguratsiyasini ifodalashda ham shu usuldan foydalanamiz,
ya’ni holatni ifodalovchi harfni «ko‘rilayotgan» harfning tagidan emas,
balki chap yonidan yozamiz. Masalan.

1 O I Y

04
konfiguratsiyani quyidagi shaklda yozamiz: | | | \qA\ |.
(1) satrdagi har bir harfni quyidagi shartlarga rioya gilgan holda gayta
nomlaymiz:
1) (1) satmi ayrim kodlashtirilgan gumhlarga bir giymatli gilib bo'Imoq
kerak;
2) kod simvollari quyidagi uch turda bo'lishi kerak:
a) Ch, O, J harflari uchun;
b) tashqi alfavit harflari uchun;
d) mashina holatini ifodalovchi harflar uchun.
Shu munosabat bilan kodlashtirish jadvalidan foydalanamiz (1-
jadvalga garang):
Agar (1) satrdagi 1,0£,/3 simvollarni mos ravishda axaZ2,a3 harflar
deb garasak, u holda uni shu kodlashtirish sistemasi asosida
10000110000011000011000110000000001100000011000001...
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1-jadval

Alfavit Harf  Kodlashtirilgan guruh Eslatmalar
Ch 101 1lar orasida 1ta nol
Adreslar J 1001 1lar orasida 2ta nol
harfi 0’ 10001 liar orasida 3ta nol
aO 100001
Tashqi 2dan katta juft sonli
alfavit a\ 10000001 nol lar
100010 1
2(n+2)ta nol
LV 1000001
Ichki alfavit 3dan katta toq sonli
ﬂ2 100000001 nollar
a,, 1 00...00 1

2(m+1)+Ita no!

ko'rinishda yozish mumkin.

Funksional sxema yoki alohida olingan biror konfiguratsiya uchun
tuzilgan 1 va 0 lardan iborat bo'lgan bunday satr funksional sxemaning
shifri yoki konfiguratsiyaning shifri deb ataladi.

Tyuring inashinasining lentasida mashina alfavitida yozilgan uning o'z
(xususiy) shifri tasvirlangan bo'lsin.

Ikki hoi bo'lishi mumkin.

1. Mashina o'zining shifriga tatbiq etiladi, ya’ni mashina bu shifmi
gayta ishlaydi va chekli sondagi gadamlardan so'ng to'xtaydi.

2. Mashina o'zining shifriga tatbiq etilmaydi, ya’ni mashina hech
gachon to'xtash holatiga o'tmaydi.

Shunday qilib, mashinalaming o'zi (ularning shifri) ikki sinfga
bo'linadi: tatbiq etiladigan Tyuring mashinalari sinfiga va tatbiqg
etilmaydigan Tyuring mashinalari sinfi. Shuning uchun quyidagi ommaviy
muammo deb ataluvchi "o'z-o'ziga tatbig etiluvchanlikni tanish
muammosi” paydo bo'ladi.

Berilgan har ganday shifrga nisbatan shifrlangan Tyuring mashinasi
gaysi sinfga kirishini aniglash kerak: tatbiq etiladigan sinfgami yoki tatbiq
etilmaydigan sinfgami?
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2- teorema. Oz-0ziga tatbiq etiluvchanlikni tanish muammos
algoritmikyechimga ega emas (yechilmovchidir).

7.10.3. Assotsiativlik  hisobidagi  so'zlarning  ekvivalentlil
muammosi. Algoritmik hal etilmaslik haqidagi dastlabki natijalar
matematik mantiq va algoritmlar nazariyalarida paydo bo‘lgan muammolar
uchun olingan edi. Ushbu muammolardan ayrimlarini ushbu paragrafhing
1- va 2- bandlarida keltirdik.

Keyinchalik shunga o'xshash muammolar matematikaning turli xil
gismlarida ham mavjud ekanligi aniglandi. Shular gatorida birinchi
navbatda algebraik muammolar, shu jumladan, so‘zlar ekvivalentligi
muammosidir.

A ={a,b,c,...} alfavit va undagi so'zlar to'plamini ko'rib o'taylik.
Agar L so‘z M so‘zning bir gismi bo'lsa, u holda L so'z M so‘zning
tarkibiga kiradi deb ataymiz. Masalan, bca so'z abcabac so'zning
tarkibiga kiradi.

Endi yo‘nalishli (oriyentirlangan) P —»Q va yo‘nalishsiz P —Q
ko‘rinishidagi joiz (ruxsat etilgan) o‘miga qo‘yishlar orqgali bir xil so'zlami
ikkinchi xil so‘zlarga o‘zgartirishni ko'rib o'tamiz.

R so‘zning tarkibiga kamida bitta P so'z kirgan bo'lsagina,
belgilangan yo'nalishli P —Q o'miga qo'yishni R so'zga qo'llash
mumkin. Bu holda uning tarkibidagi istalgan bitta P so'z Q so'z bilan
almashtiriladi.

Yo'nalishsiz P —Q o'miga qo'yishni R so'zga qo'llash, uning
tarkibidagi P so'zni Q so'zga yoki Q so'zini P so'zga almashtirishni
bildiradi.

Asosan yo'nalishsiz 0'miga go'yishlami ko'rib o'tamiz.

Misol. Yo'nalishsiz ac-aca o'miga qo'yishni bcacab so'zga ikki
xil usul bilan tatbiq etish mumkin: bu so'z tarkibidagi aca so'zni
almashtirish bcacab so'zni va ac so'zni almashtirish bcacaab so'zni
beradi. Bu o'miga qo'yish formulasi abcab so'zga tatbiq etilmaydi. m

1- ta’rif. Biror alfavitdagi hamma so'zlar majmuasi bilan joi:
o'miga qo'yishlarning chekli sistemasi (tizimi) assotsiativ hisoh deb
ataladi.

Assotsiativ hisobni berilgan deb hisoblash uchun unga mos bo'lgan
alfavit va 0'miga go'yish sistemasini berish kifoya.

Agar R so'znijoiz o'rniga qo'yishni bir marta tatbiq etish natijasida S
so'zga almashtirish mumkin bo'lsa, u holda S so'zni ham shu yo'sinda R
so'zga almashtirish mumkin. Bu holatda R va S so'zlar qo‘shni so'zlar
deb ataladi.
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2- ta’rif. Har bir 2. va RM (i=1.2,..,u—1) juft so'zlar
so'zlar ketma-ketligining qo'shni so'zlari bo'lsa, u
holda Ri,B2,—R,,.i,R,, so'zlar ketma-ketligi R so'zdan S so'zga olib
keladigan deduktiv zanjir deb ataladi.

Agar R so'zdan S so'zga olib boradigan deduktiv zanjir mavjud
bo'lsa. u holda S so'zdan R so'zga olib boradigan deduktiv zanjir ham
mavjud bo'ladi. Bu holda R va S so'zlar ekvivalent so'zlar deb ataladi
va R ~ S ko'rinishda belgilanadi.

Har bir assotsiativ hisob uchun o'zining maxsus so'zlar ekvivalentligi
muammosi deb ataluvchi “berilgan assotsiativ hisobdagi har qanday ikkita
so'z uchun ular o'zaro ekvivalentmi yoki yo'gmi” degan muammoni hal
gilish talab etdadi.

Assotsiativ hisob uchun so'zlar ekvivalentligi muammosi dastlab 1911-
yilda go'yilgan edi. O'sha yilning o'zida maxsus ko'rinishdagi ba’zi
assotsiativ hisoblar uchun so'zlar ekvivalentligini tanish algoritmi tavsiya
etilgan edi.

Shunday qilib, istalgan assotsiativ hisobga tatbiq etilishi mumkin
bo'lgan umumiy algoritmni topish masalasi vujudga keldi.

1946 va 1947-yillarda bir-biridan bexabar holda A.Markov va E.Post
istalgan assotsiativ hisobi uchun so 'zlar ekvivalentligini tanish algoritmi
mavjud emasligini ko'rsatishdi. Ular har biri uchun so'zlar ekvivalentligi
muammosi algoritmik yechilmovchi bo'lgan assotsiativ hisoblar tuzishdi.

1955-yilda P.S.Novikovl guruhlaming aynan tengligi muammosi
algoritmik yechimga ega emasligini isbotladi. Bu muammo formal
ravishda assotsiativ hisobdagi so'zlar ekvivalentligi muammosining
xususiy holidir.

A.Markov va E.Post tomonidan tadgiq etilayotgan muammoning
algorimik yechimga ega emasligini ko'rsatish uchun tuzilgan misollar
ancha murakkab va bu misollarda yuzdan ortiq joiz o'miga qo'yishlar
go'llanilgan edi.

Shu muammoning algoritmik yechilmovchiligini isbotlash uchun
Sankt-Peterburglik matematik G.S.Seytin2 tuzgan misolida fagatgina
yettita joiz 0'miga qo'yishdan foydalandi.

Navbatdagi misol sifatida predikatlar mantigidagi yechilish muammosi
va diofant tenglamalar to'g'risidagi Gilbertning 10- muammosini
ko'rsatish mumkin.

Novikov Pyotr Sergeyevich (Hosukos, Métp Cepreesuy, 1901-1975) sovet matematigi.
Seytin Grigoriy Samuilovich (LleiiTuH [puropuii Camyunosny, 1936 yilda tug‘ilgan) - rus
matematigi. mantiqchisi.
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1936-yilda A.Chyorch predikatlar mantigidagi yechilish muammosi
umumiy holda algoritmik yechilmovchiligini isbotladi. Rus matematiklari
Yu.V.Matiyasevich va G.V.Chudnovskiy mos ravishda 1968 va 1970-
yillarda Gilbertning diofant tenglamalar hagidagi 10- muammosi
algoritmik yechimga ega emasligini ko'rsatganliklarini yana bir marta
eslatamizl

Shunday qilib, matematikada ko'plab ommaviy muammolar algoritmik
yechimga ega emas.

Muammoli masala va topshiriglar

1 A alfavit va bu alfavitda ixtiyoriy Q so‘z berilgan bo‘lsin.
Quyidagi sxemalar orgali berilgan normal algoritmlaming ishini ifodalang:
a) {a =+Q;
b) B =AU {(*} alfavitidagi sxema, bu yerda OCE A :
(%eA),
<cc->Q,
A —0Cj
d { ~ A
[a —>EQ;
e) B = AU {1} alfavitdagi sxema: &£ —»1 (e N-{1}) {£ =1
2. | funksiya gisman rekursiv funksiya bo‘lmasligini isbot giling:
[I, agar 9O ) aniglangan bo'lsa,
a) JKx.y) =\[0, aks holda;

I aniglangan bo'lsa,

9x(Y)” agar x(y) aniglangan bo'lsa,
0, aks holda;

Ushbu bobning 3- paragrafiga garang.
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1, agar shunday y mavjud bo' Isaki,
f) f(x,y,z) =- x(y)=1z bo'lsa,
0, aks holda.

3. f funksiya gisman rekursiv funksiya bo‘lishi yoki boMmasligini
aniglang:
[I, agar ((x) = 1 bo'lsa,
a) f(x) = _
Q aks holda;

iglanmagan, agar x(x) aniglangan bo'lsa,

by F(x) =+ , aks holda;
agar 1(px funksiya giymatlar
d) f(x) =  to'plamining elementi bo'lsa,
0, aks holda;

, agar (x(y) primitiv rekursiv funksiya bo'lsa,
e) f(x) =
, aks holda;

1, agar K sonning o'nlik sanoq sistemasidagi
/(*)=m yoyilmasida cheksizko'p nollar bo'lsa,
0, aks holda.

4. Markov bo‘yicha gismiy hisoblanuvchi funksiya tushunchasi bilan
gismiy rekursiv funksiya tushunchasi hamda Markov bo‘yicha
hisoblanuvchi  funksiya tushunchasi bilan umumrekursiv  funksiya
tushunchalari ekvivalentligini o‘rganing.

Ko‘rsatma. E. Mendelsonning (MeHgenscoH 3. BsegeHue B
mMaTemaTuyeckyto noruky. M.: Hayka. 1976.) kitobidagi 242-244 va 246-
249 sahifalarga murojaat qgiling.

Mustagil ishlash uchun savollar

1. Markovning normal algoritmlari deganda nimani tushunasiz?
2. Alfavit, simvollar, harflar, so‘z, bo‘sh so‘z tushunchalarini
bilasizmi?
3. Algoritm ta’rifi ganday berilgan?
113



4. Alfavit ustidagi algoritm deb nimaga aytiladi?

5. Alfavitdagi algoritm bilan alfavit ustidagi algoritm bir-biridan
ganday farglanadi?

6. Tathiq etiladigan va etilmaydigan algoritmlar tushunchalarini
bilasizmi?

7. 0 ‘miga go'yish usuli deganda nimani tushunasiz?

8. Algoritm sxemasi nima?

9. Normal algoritm va Markov algoritmi bir-biridan farglanadimi?

10. Batamom ekvivalent algoritmlar deganda nimani tushunasiz?

11. Qanday algoritmlar ekvivalent algoritmlar deb ataladi?

12. Markov bo'yicha qismiy hisoblanuvchi va hisoblanuvchi
funksiyalar deganda nimani tushunasiz?

13. Qismiy rekursiv funksiya bilan Markov bo'yiicha qismiy
hisoblanuvchi funksiya orasida ganday munosabat bor?

14. Umumrekursiv funksiya bilan Markov bo'yicha hisoblanuvchi
funksiya orasidagi munosabatni bilasizmi?

15. Algoritmik rekursiv va yechilmovchi muammolar hagida nimalar
bilasiz?

16. Qanday muammo matematik mantigda keltirib chigaruv-chanlikni
tanish muammosi deb yuritiladi?

17. Chyorch teoremasini bilasizmi?

18. Markov, Post, Novikov, Seytin, Chyorch va boshga matematiklar
algoritmik rekursiv va yechilmovchi muammolarga doir olgan ilmiy
natijalardan gaysilarini bilasiz?



vm bob
MATEMATIK MANTIQNING TEXNIKAGA
TATBIQI

Ushbu bobda mulohazalar algebrasining diskret texnikaga, matematik
kibernetikaga tatbiq etilishi, rele-kontaktli sxemalar, kontaktli sxemalar va
ularning sintezi, funksional elementlar va ulardan sxemalar yasash, ko‘p
taktli sxemalar, funksional elementlar sistemasining to‘ligligi, sxemalarni
minimallashtirish muammosi, teskari bog‘lanishi boimagan avtomatlar,
chekli avtomat hagida umumiy tushunchalar, Mili va Mur avtomatlari kabi
masalalar ko‘rib chigilgan. Mantiq algebrasi funksiyalarini sxemalar
(avtomatlar) orgali realizatsiya qilish masalasiga alohida ahamiyat beriladi.

8.1. Funksional elementlar va ulardan sxemalar yasash

Funksional element. Qurilma. Sxemayasash usullari. Funksiyaning realizatsiyasi.
Sxemaning matematik induksiya metodi bo 'yicha ta tifi. Soxta kirish. Funksional
elementlar sistemasining to 1igligi. Sikl.

8.1.1. Funksional elementlar. Biror qurilma berilgan bo‘lsin, uning
ichki tarkibi bizni gizigtirmaydi. Qurilmaning n ta tartiblangan (masalan,
Idan wgacha ragamlangan) “kirishi” va bitta “chiqgishi” bo'lsin (1- shakl).

Qurilmaning har bir kirishiga ikki xil signal berish mumkin (elektr toki
bor yoki elektr toki yo‘q). Bu signallarni mos ravishda 1 va 0 bilan
belgilaymiz. Qurilma Kkirishlariga berilgan har bir signallar majmuasi
uchun uning chigishida bitta signal paydo bo'ladi (1 yoki 0). Chigishdagi
signalning giymati kirishlarga berilgan signallar majmuasiga bog'liq bo*-
ladi. Shunday aniglangan qurilmaga biz funksional element deb ataymiz.

Ma’lumki, har bir funksional elementga mantiq algebrasining bitta
/(3,...,xn) funksiyasi to‘g‘ri keladi, bu holda har bir funksional
element mantiq algebrasining bitta funksiyasini realizatsiya qiladi deb
aytamiz. Buning uchun Kkirishning har bir / ragamiga xt (1</<wn)
o0°‘zgaruvchini mos qilib go‘yamiz. U holda
o‘zgaruvchilarning har bir a,,.-.,an qiy- 1
matlar majmuasiga /(x, ,...,*,) funksiya- _ _ _ _
ning 0 yoki 1gateng f{ax,...,an) giymati J T F
mos keladi.

8.1.2. Funksional elementlar va \ 2 3 n-\" n
ulardan sxemalar yasash. Agar @, ,...,0,, i-shakl
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. . , t Vx
funksional elementlar mavjud bo'lsa, u holda

ulardan yangi murakkab funksional eiementlami
quyidagicha yasash mumkin. @.

1 Birorta funksional elementning Kirishini x f x; x] x\
ikkinchi bir funksional elementning chigishi

bilan tutashtirish natijasida murakkab funksional P2
element hosil gilish mumkin (2- shakl).

Hosil gilingan qurilmani yangi funksional Y\ 1Y2
element deb gabul gilish mumkin. Bu funksional 2- shakl

elementning chiqgishi &, elementning chigishi-
dan, kirishlari esa, @, va ¢, elementlaming ozod Kirishlaridan iborat
bo'ladi. Agar yangi hosil bo'lgan qurilmaning Kkirishlariga signallar
majmuasini yuborsak, u holda &, elementning ozod

kirishlariga signallar bir vaqtda yetib boradi, A
golgan(lar)iga bo'lsa, (p2 elementning

chigishidagi signal tushadi. ®

2. Biror funksional elementning ikki va .
undan ortiq kirishlarini aynan tutashtirish ~ XI X X “X X,
natijasida yangi  murakkab  funksional
element hosil gilish mumkin (3- shakl). Bu 3- shakl
funksional elementning chigishi o,
elementning chigishidan iborat, kirishlari esa, tutashtirilmagan kirishlardan
va aynan tutashtirilgan kirishlarga mos keladigan bitta kirishdan iboratdir.

3. Uchinchi usul birinchi va ikkinchi usullarning kombinatsiyasidan
iborat. Masalan, gandaydir ¢ elementning biror kirishiga ¢, elementning
chiqgishi, boshga kirishiga ¢2 elementning chigishi ulanadi va ayrim
kirishlari aynan tenglashtiriladi va hokazo (4- shakl).

Hosil bo'lgan yangi murakkab funksional elementga birinchi va
ikkinchi usullarm qo'llab, yana yangi murakkab funksional elementga ega
bo'lamiz. Shujarayonni cheksiz davom ettirish mumkin.

Agar @, ,02,...,c0n funksional elementlar mos ravishda /,,/2,ee,/,,
funksiyalarni realizatsiya qilsa, u
holda hosil bo'lgan yangi murakkab
funksional element realizatsiya gila-

digan funksiya funksiya- *® _
larning  superpozitsiyasidan  iborat ~*T % XXX Xt
bo'ladi.

Hagigatan ham. agar biror Si vtV-('?vt Wi(fFiI'f
funksiyani realizatsiya giladigan d, 4 hik
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elementning kirishiga f funksiyani realizatsiya giladigan < elementning
chigishi ulangan boMsa, u holda f funksiyaning o‘sha kirishiga mos
bo’lgan argumenti o'miga f funksiyani keltirib qo'yishimiz kerak.
Hamma aynan tutashtirilgan kirishlar o'miga ularga mos kelgan faqat bitta
argument go'yish kerak, shuning uchun 2- shaklga asosan, (p, funksional
element realizatsiya qiladigan /(x,,x2,x3,x4) funksiyaning x2
argumentti 0'miga <7 funksional element realizatsiya giladigan f(y”*y”)
funksiyani  keltirib  qo‘yish kerak. Natijada, f(xxf(yi,)2ix}x4)=
=pI'3(x1,x3,x4,¥1,y2) funksiyani realizetsiya qiladigan murakkab funk-
sional elementga ega bo‘lamiz, y/, funksiyasi esa, ta’rifga asosan, / va
f\  funksiyalar SupecorM&yasl mahsulidir. 3- shakldagi funksional
element f(Xx1,x2,x2,XxAx5) = " 2(x,,x2,x5) funksiyani, 4- shakldagi funk-
sional element esa

I (X\V,X2,X2, X4, XA, X~ Xn,X2,Xy,Xg) — [ (X|,X2,X~, Xj, X6,X7,Xg)
=/ ( (M>M\x2,x4,x"(p2(/,,t2,t3)) —" 3(x2,x5,y Jty 2,tx t2,t3)

funksiyani realizatsiya giladi. Demak, VA funksiya / va j\ funksi-
yalaming, Iff2 funksiya / funksiyaning va l//3 funksiyaesa /, f, f 2,f3
funksiyalarning supeOzitsiyasidir.

Birinchi va ikkinchi usullami qoMlash natijasida hosil gilingan
qurilmalar sxemalar (to‘g‘ri sxemalar) deb ataladi.

Endi sxemaning induksiya metodiga asoslangan ta’rifini beraylik.

1- ta’rif. a) Har ganday funksional element sxema bofadi. Uning
kirishi funksional elementning kirishidan, chigishi esa uning chigishidan
iborat bo ladi;

b) agar So sxema va uning ikkita kirishi aynan tutashtirilgan bo 'lsa, n
holda hosil bo lgan S qurilma ham sxema bo 'ladi. S ning chigishi SQ
ning chigishidan va S ning kirishlari bo'lsa, So ning tutashtirilmagan
kirishlaridan va aynan tutashtirilgan ikkita kirishga mos kelgan kirishdan
iborat bo fadi;

d) agar 5L, va S{ sxemalar bo'lsa, n holda So sxemaning birorta
kirishiga 5, sxemaning chigishini ulash natijasida hosil bo'lgan S
qurilma ham sxema bo'ladi. S sxemaning chigishi S{ sxemaning
chigishidan va uning kirishlari 5, ning hamma kirishlaridan hamda S
ning chigishi bilan tutashtirilgan So ning kirishidan tashgari 0zod qolgan
hamma kirishlaridan iboratdir;
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e) ushbu ta¥ifning b) va d) bandlarida lasvirlangan usullar orqal
chekli gadamda har ganday sxemani funksional elementlardan yasash
mumkin.

Bu ta’rif oldingi paragraflarda funksiyalar superpozitsiyasi hagida
berilgan ta’rifdan shakli jihatdan birmuncha farq giladi. Bu farq birinchi
navbatda sxeraaning rangi (funksional elementlardan sxema yasash uchun
bajarilgan gadamlar soniga sxemaning rangi deb ataladi) tushunchasi
kiritilmaganligi tufayli paydo bo‘ldi. lkkala ta’rifni taggoslab tahlil gilishni
o‘quvchiga havola etamiz.

Endi mantiq algebrasining sxema realizatsiya giladigan funksiyasini
induksiya metodi orqgali topaylik.

1. Induksiya asosi. Har bir funksional element mantiq algebrasining
bitta funksiyasini realizatsiya qilishi aniglangan.

2. Induktiv o‘tish. a) Agar SO sxema f(xI,x2,...,xn) funksiyani
realizatsiya qilsa, u holda 1- ta’rifning b) bandi asosida qurilgan Sx sxema
aynan tutashtirilgan kirishlarga mos keladigan xn x argumentlarni aynan
tenglashtirish natijasida hosil gilingan funksiyani realizatsiya giladi;

b) f(x1,x2,...,xn) funksiyani So sxema va yf(ylty2,-,ym) funk
siyani 5, sxema realizatsiya qgilsin, bu yerda xx x2,...,xn,yi,y2,....,ym lar
bir-biriga teng bo‘lmagan o'zgaruvchilar boisin. U holda 1- ta’rifning d)
bandiga asosan qurilgan S sxema f(XX...,.xMMf{yx...,ym),xM,...,xn)n\
realizatsiya giladi. Bu yerda ... y a) funksiya / funksiyaning Jt
argumenti o‘miga qo‘yilgan.

Teng kuchli funksiyalami bir xil funksional element realizatsiya qiladi
deb gabul gilamiz. Buning uchun soxta kirish tushunchasini kiritamiz.

2- ta’rif. Agar (p funksional element realizatsiya giladigan
f{x,yx...,yn) funksiyaning giymati x argumentga mos kelgan kirish
signalining giymatiga (Oyoki Iga) bog'liq bo'lmasa (ya'ni, x o'zgaruvchi
f(x,y],...,yn)ning soxta argumenti bo'lsa, u holda (p elementning X
argumentga mos Kirishi soxta kirish deb ataladi.

3- ta’rif. Fagatgina kirishlaming ragamlanish tartibi va soxta
kirishlari bilanfarq giladiganfunksional elementlar ekvivalentfunksional
elementlar deb ataladi.

Demak, funksional elementni o'zgartirmasdan istalgancha soxta
kirishlami olib tashlash yoki go'yish mumkin.

® = (<p,,(p2,...,(pn) sistema (pl,<2,...,(pn funksional elementlar siste-
masi va F = (/,,/2,%%2,/,) sistema (pl,(p2,...,(pn funksional elementlar
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mO0S ravishda realizatsiya giladigan eee»/, funksiyalar sistemasi
bo‘lsin. @ = ((P],£2’—"¥n) sistema ganday shartlami ganoatlantirganda,
mantiq algebrasining istalgan funksiyasini uning ¢p ¢2,...,q0n funksional
elementlaridan yasalgan sxema orqali realizatsiya gilish mumkinligi
masalasini ko'raylik.

4- ta’rif. Mantiq algebrasidagi istalgan f(xx xlI,...,xn") funksiyani
¢ sistemadagi dpd & , funksional elementlardan yasalgan sxema
orgali realizatsiya gilish mumkin bo'lsa, bu funksional elementlar
sistemasi to'liq sistema deb ataladi.

Biz yuqgorida sxema realizatsiya giladigan funksiya shu sxemani
yasashda foydalanilgan funksional elementlar realizatsiya giladigan funk-
siyalaming superpozitsiyasidan iborat ekanligini ko'rgan edik. Demak,
f ={f,f2,—f,} funksiyalar sistemasi Post teoremasining shartlarini
ganoatlantirgan taqdirdagina, ® = (¢, ,(p2,mmm$,)) sistemasidagi funksio-
nal elementlar orgali mantiq algebrasining istalgan funksiyasini
realizatsiya giladigan sxema vyasashimiz mumkin ekan. Bu yerdan
funksional elementlardan yasalgan sxemalar tili mantiq algebrasi
funksiyalarining superpozitsiyasi tiliga ekvivalentligi kelib chigadi.

1- misoJ. ={xy,xvy,x} funksiyalar sistemasi to'liq bo'lganligi
uchun, F,ning elementlarini mos ravishda realizatsiya giladigan ¢,,02,(3
elementlardan iborat ®, = {d,, (p2, h3} sistema to'liq bo'ladi.Lwu

2- misol. F2={xy,xv y} funksiyalar sistemasi to'liq bo'Imagani
uchun, F2ning elementlarini mos ravishda realizatsiya giladigan (p,,(p2
elementlardan iborat ®2 = {d,,02} sistema to'lig bo'Imaydi. =

3- misol. Fy={xy,x} funksiyalar sistemasi to'liq bo'lgani uchun,
F3ning elementlarini mos ravishda realizatsiya qiladigan ¢,,d3
elementlardan iborat ®3 = {¢,,t03} sistema ham to'liq bo'ladi. m

4- misol. FA={x\/y,x} funksiyalar sistemasi to'liq bo'lgani
uchun, Zoning elementlarini mos ravishda realizatsiya giladigan ¢2,¢3
elementlardan iborat ®4 = {2,¢3} sistema ham to'lig bo'ladi. m

5- misol. ®,={d,,dh2} va Fx-{xy,x) bo'lsin. &, funksional
element xv funksiyani, ¢, esa x funksiyani realizatsiya giladi. Bu
funksional elementlar orqali xvy, x =y, X <»y , X+y, 0 va 1
elementar funksiyalarni realizatsiya qgilish talab etilsin. o

1) xv.y funksiyani realizatsiya gilish uchun xvy =xy formuladan
foydalanamiz. Agar ¢ ,n ™ kirishiga xy signal bcrsak, u holda uning
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chigishida 3y —xvy signal
paydo boMadi. Xy signalni hosil
gilish uchun ¢, element Kirish-
larining biriga x va ikkinchisiga
y signallami beramiz. Natijada,
uning chigishida 3y  signal
paydo bo'ladi va uni <2 ning
kirishi bilan ulaymiz. x va y ni
hosil qilish uchun ikkita ¢,
elementdan birining Kirishiga x,
ikkinchisining kirishiga esa y signal berib, ulaming chigishlari gq ning
kirishlari bilan ulanadi. Shunday qilib, 5- shaklda ifodalangan (xv_y)
funksiyani realizatsiya giladigan S, sxemaga ega boMamiz.
2) x —y flmksiyani sxema orqgali realizatsiya qilish uchun
x —=>y =xv y =xy formuladan foydalanamiz. Agar (p2 elementning
kirishiga  xy signal

x<r->y—xyi berilsa, u holda uning
ft chigishida berilgan sig-
£ xy “xy naling inkori, ya’ni
€ 1 Xy =x —>Y signal paydo
Xy X bo‘ladi. O'z navbatida
Xy signalni hosil qilish
' X tv V "3 uchun < element ki-
X ty [ ¥ rishlarining biriga x va
% 1 tzL_ ikkinchisiga y signalni
\r tv berish  kerak  hamda
uning chiqgishini  xy
6- shakl 7- shakl

funksiyani  realizatsiya
giladigan <92 element-
ning kirishiga ulash kerak. y signalni hosil gilish uchun (p2 elementning
kirishiga y signal berib, uning chigishini < ning ikkinchi Kkirishiga
ulaymiz. Natijada, x —y = xy funksiyani realizatsiya giladigan S2
sxemaga ega bo'lamiz (6- shakl).

3) x <»y funksiyani realizatsiya giladigan_8xemani yasash uchun
X**Y=(x->y)(y >x)= (xVv)(xVJ]) = xy-xy formuladan foyda-
lananiiz. Yugodda aks ettirilgan uslubdan foydalanib, x**y = (x\/y)
(xVv) = xy exy funksiyani realizatsiya giladigan S, sxemani hosil
gilamiz (7- shakl).
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4) 1 konstantani realizatsiya gilish uchun xv x =1 formuladan, (Ini
realizatsiya gilish uchun esa xx = 0 formulalardan foydalanamiz. Ulami
realizatsiya giladigan sxemalar 8- shaklda keltirilgan. m

Yugoridagi misollardan ko'rinib turibdiki, ixtiyoriy / ( XI,Xx2,...,xn)
funksiyani sxema orgali realizatsiya gilish uchun:

1) berilgan @ sistemadagi (pl,(p2,...,(pn funksional elementlardan ko‘p
pog'onali sxema tuzishga to'g'ri keladi;

2) ko'p pog'onali sxemani yugoridan pastga garab yasashga to'g'ri
keladi;

3) sxemaning ozod chigishli funksional elementi kirishlariga shunday
signallar majmuasini berish kerakki, uning chigishida qurilayotgan sxema
realizatsiya qilishi kerak bo'lgan / funksiyaga mos keladigan signal
paydo bo'lsin;

4) sxemaning ichki funksional elementlari kirishlariga shunday
signallar majmuasini berish kerakki, uning chigishida kerakli signal paydo
bo'lsin.

Berilgan qurilmaning sxema ekanligini uning ta’rifiga asosan aniglash
mumkin. Ammo sxema emasligini aniglash uchun berilgan qurilmaning
sxemaga loyiq bo'lgan xususiyatlarga ega emasligini ko'rsatish kerak
bo'ladi.

5- ta’rif. &, ,d,,...0, funksional elementlar berilgan bo '/sin. Agar
(p elementning chigishi ¢n elementning kirishiga, (p2 elementning
chigishi ¢, elementning kirishiga va hokazo, (pk | elementning chigishi
(k elementning Kirishiga va (pk elementning chigishi ¢, elementning
kirishiga ulangan bo'lsa, n holda bunday qurilma sikl va qurilmada

teskari bog'lanish bor deb aytUadi. 1= X 0=5
Teorema. ®L,d,,...,pun funk- 1

sional elementlardan yasalgan S @ P

qurilma: t ¢
) ¢, (/=1,...,h) elementlardan P

fagatgina bittasining chigishi ozod v Tx

bo'lsa; P b
2) har bir ¢; elementning Kirishi 3

fagatgina ¢. elementlardan bittasi- T

ning chigishi bilan ulangan bo'lsa; 8- shakl

3) S qurilmada sikl (teskari
bog'lanish) mavjud bo'lImaganda va fagat shundagina sxema bo'ladi.
Teoremani isbot qgilishni o'quvchilarga havola gilamiz.
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8.2. Ko‘p taktli sxemalar

Tak!. Ushlab turish vagti. Ushlab turish elementi. Ko p taktli sxema. Bir taktli
funksional elementlar sistemasining to ligligi.

8.2.1. Ko‘p taktli sxema tushunchasi. Mazkur bobning 1- paragrafida
ko'rilgan funksional elementlar va ulardan yasalgan sxemalar oniy
ravishda ishlaydi deb faraz gilingan, ya’ni ularning kirishlariga signallar
majmuasi berilgan zahotiyoq ularning chigishlarida natijaviy signal paydo
bo'ladi deb hisoblangan edi. Boshqacha aytganda, kirishlarga berilgan
signallar majmuasini ishlab chigish uchun hech ganday vaqt sarflanmasligi
faraz gilingan edi. Amalda esa funksional element kirishlariga berilgan
signallar majmuasiga mos keladigan uning chiqgishidagi natijaviy signalni
olish uchun vaqt sarf bo'ladi. Sxemaning Kirishlariga berilgan signallar
majmuasi uning ichki funksional elementlarining kirishlariga har xil
vaqtda yetib keladi, chunki, birinchidan, elementlaming kirishlariga yetib
kelgan signallar bir gancha elementlardan o'tib keladi, ikkinchidan, har bir
element Kkirishlariga yetib kelgan signallami har xil vaqgtlarda ishlab
chigadi. Bu holda sxema Kkirishlariga berilgan signallar majmuasini
yetarlicha uzoq vaqt berib turish mumkinki, toki sxema ichki
elementlarining hamma kirishlariga signallar yetib kelsin. Natijada.
sxemaning chigishida ma’lum vaqtdan keyin uning kirishlariga berilgan
signallar majmuasiga mos keladigan signal paydo bo'ladi. Shundan keyin
kirishlarga berilayotgan signallar majmuasini to'xtatish mumkin va bu
sxemani u realizatsiya qiladigan funksiya giymatini argumentlar
giymatining boshga majmuasida hisoblash uchun ishlatish mumkin.

Funksional elementning yuqorida ifodalangan ikkinchi xil ishlashi
quyidagi kamchiliklarga egadir:

1) kirishga signallar majmuasini ma’lum vaqt davomida berib turish
kerak;

2) ma'lum vaqt davomida sxema chigishida paydo bo'ladigan signal
uning kirishlariga berilgan signallar majmuasiga mos kelmasligi mumkin.

Yangi sharoitda “ganday qurilmani funksional element deb hisoblash
kerak?” degan savolgajavob beraylik.

1- ta’rif. Agar biror element (1- shakl) uchun aniq
bo‘lgan v vagtdan keyin uning chigishida kirishlariga t
berilgan signallar majmuasiga mos keladigan signal 0y
(realizatsiya gilinadigan funksiyaning berilgan signallar
majmuasidagi giymati) paydo bo Isa, # holda bunday
qurilmafunksional element deb ataladi. /_shaki

Agar Kkelgusi momentda element Kkirishlariga yangi
signallar majmuasi berilsa, u holda v vagtdan keyin uning chigishida

122



berilgan signallar majmuasiga mos keladigan signal paydo boMadi, ya’ni
kjrishlarga ketma-ket berila-digan signallar majmuasi bir-biriga bog'liq
bo'hnagan holda ishlab chigiladi.

Vagtning diskret t = 1,2,3,..., K momentlarini garab, ikkita qo'shni vaqt
momentlari orasidagi vaqt birligini bir takt deb aytamiz.

2- ta’rif. Element Kirishiga berilgan signallar majmuasiga mos
keladigan signal uning chigishida paydo bo lishigacha sarfgilingan vaqt
(V vagt) funksional elementning ushlah turish vaqti deb ataladi.

Bundan keyin sxemani berilgan ta’rifga mos keladigan yangi
ma’nodagi funksional element sifatida qaraymiz. Bunday sxemalami
yasash jarayonida ushlab turish elementlari katta rol o'ynaydi.

3- ta’rif. Agar funksional element chigishida malum vaqgtdan
(taktdan) keyin uning kirishiga berilgan (0 yoki 1) signalning o 'zi paydo
boba, n holda bunday funksional elementga ushlab turish elementi deb
ataladi (1- shakl).

Ushlab turish elementi funksiyani realizatsiya qiladigan funksional
elementdir, ya’ni uning chigishida ma’lum vaqgtdan keyin kirishiga
berilgan signalning o'zi paydo bo'ladi.

Bundan keyin (agar maxsus aytilgan bo'Imasa) hamma funksonal
elementlami bir taktli, ya’ni elementning kirishiga signal berilgandan
keyin uning chiqgishida natijaviy signal paydo bo'lguncha bir takt vaqt
o'tadi deb faraz gilamiz.

4-ta 'rif. Agar S sxemaning rtta Kirishiga (x, xn) signallar
majmuasini bergandan malum v taktdan keyin uning chigishida f
funksiyaning f{xvx2,...,xn) giymati hosil bo'lsa, u holda S sxema
f(xpx2,....nn) funksiyani v ushlab turish vaqgti bilan realizatsiya giladi
deb ataladi.

Bunday S sxemani v ushlab turish vagti bilan f(xI,x2,...,X,,)
funksiyani realizatsiya giladigan funksional element deb garash mumkin.

Mantiq algebrasining istalgan funksiyasini realizatsiya giladigan sxema
to‘g‘ri sxema deb ataladi.

Bir taktli funksional elementlardan tuzilgan sxemani ko‘p taktli, oniy
ravishda ishlaydigan funksional elementlardan tuzilgan sxemani esa nol
taktli sxema deb ataymiz.

1- izoh. Agar (bir taktli funksional elementlardan tuzilgan) to'g'ri
sxemadagi hamma funksional elementlami nol taktli deb faraz qilsak, u
holda hosil bo'lgan nol taktli sxema ham ko'p taktli sxema realizatsiya
giladigan funksiyani realizatsiya giladi.
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2- izoh. J(xux2,...,xn) funksiyani realizatsiya giladigan 5 UVg-j
sxemaning ushlab turish vagti v doimo sxemaning ketma-ket ulangan

Frv ? « S woov D r
2- shakl

ichki funksional elementlari soniga teng emas. Masalan,
funksional elementlardan (2- shakl) tuzilgan sxema (3- shakl), ketma-ket
ulangan funksional elementlarning soni ikkiga teng bo'lishiga garamasdan,
xy funksiyani realizatsiya qi-
luvchi bir taktli sxemadir.
3 - izoh. Konstantalarn
(0 yoki 1) realizatsiya giladigan
sxemalar yoki funksional ele-
mentlarning hamma Kirishlari
soxta kirishlardir. Bunday sxe-
malarni nol taktli sxemalar deb
aytish mumkin.
8.2.2. To‘lig sistema. End
3-shakl bir taktli funksional
elementlardan iborat @ sistemaning to‘liglik masalasini ko'rishga
0 ‘tamiz.
5- ta’'rif. Agar mantiq algebrasining istalgan funksiyasin
®(<pl.(p2,...,(p,,) sistemasidagifunksional elementlardan tuzilgan sxema
orqgali realizatsiya qilish mumkin bo'lsa, n holda @ sistemasi to'liq

sistema deb ataladi.

1- misol. Bir taktli funksional elementlar sistemasi ®(th,,<p2) be
rilgan bo'lsin, bu yerda <gp element x funksiyani realizatsiya giladigan
ushlab turish elcmenti, <p, esa “ X}

Xy Sheffer  funksiyasini
realizatsiya giladigan  funk- ® Vi
sional elementdir (4- shakl).

Ushbu a) x, b) xy, d) 4 N

Xvy,e1l f)o, g)x+y, 4 shakl
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a) X=<pJIx, X) B xv = (p2(x,y)

v=2

5- shakl 6- shakl

h) x-*y wva i)x<-»v funksiyalar-
ni realizatsiya giluvchi sxemalami

< va ¢, funksional elementlar
orgali yasash va ushlab turish
vaqgtini  (taktini) aniglash talab

gilingan bo'lsin. Yuqorida keltiril-
gan a) -i) sxemalar 5-12- shakl-
lardagidek tasvirlanishi mumkin.*

2- misol.
siyasini realizatsiya giladigan (p

elementdan iborat ® = {(p} sistema to'liq boladimi?
2. @, = {0,1} elementlar sistemasining to‘ligligini isbot giling. m
Misollar yechimlarining tahlilidan ma’lumki, bir taktli (pj,(p-,,...,(pn
funksional elementlar sistemasi ® = {&,,<p2,...,d,, }ning to'liglik sfiartlari

d) xvy=aqe(x,y)

v= 2
7- shakl

nol taktli <

f)o=1

v=3
9- shakl

e) 1= XX= (p2(X,X)

v=2
8- sImkl

funksional elementlar sistemasi ® ={q,9,,...,0,,}
ning to‘liglik shartlariga mos kelmaydi.

9) X +y =xyvxy = ({(E2(x,y),(p2(x,y))

10- shakl

1 Sheffer funk-



h) X ->y = q@(x,y) O X<>y =(x-» V)(V->Xx) =4y V

12- shakl
Quyidagi belgilashlami kiritamiz: 1) mantiq algebrasining elementlari
/(0,0,....0)=1va/(11..,1) =0 (0va 1saglamovchi funksiyalar, ya’ni
argumentlarini aynan tenglashtirganda / funksiyaga teng bo'ladi) funk-

siyalardan iborat to'plamni Q bilan;
2)  istalgan gism o'zgaruvchilar o'miga konstantalami (0 yoki 1) qo'yil

golgan gismini aynan tenglashtirganda 0,1 yoki x (ya’ni X paydo
bo'Imaydi) hosil bo'ladigan funksiyalardan iborat to'plamni R bilan
belgilaymiz.

Teorema. Agar ® ={<p,d , & n} bir taktli funksional elementlar

sistemasi realizatsiya giladiganfunksiyalar ichida
a) Post teoremasi shartlarini ganoatlantiruvchifunksiyalar sistemasi;

b) Q to plam elementi bo 1imaganfunksiyalar;
d) R to'plam elementi bo'lmagan funksiyalar mavjud bo'lganda va

fagat shundagina bunday sistema to 1ig bo 1adi.
Muammoli masala va topshirigiar

1 F2 ={x\/y,x} sistemadagi funksiyalarni realizatsiya qiladig

0 2 ={(pt,(p2} funksional elementlar sistemasi berilgan bo'lsin (13-
shakl). xy, x —=y, X y, Xx+y, 0 va | elementar funksiyalarni

realilizasiya giladigan sxemalar yasang.
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rv vt i 2. R={xy} va o, = {h,} hamda
Mo B2 F2= {xv >} va ®2= {2} berilgan bo'L
U— ==——T1"*  eeeee- [------- sin. Hamma elementar funksiyalami rea-
lizatsiya qgiladigan sxemalami awal @,
funksional element orqali, keyin ¢, orqali
13-°hakl yasang.

3. 14-18- shakllardagi funksional elementlardan tuzilgan qurilma-
laming qaysilari sxema bo'lishini aniglang. .
4. & = {d,d02} bo'lsin, bu yerda ¢, funksional element xv_y
Sheffcr funksiyasini va 2 funksional element x funksiyasini (ushlab
turish elementini) realizatsiya giladi. Mantiqg algebrasining hamma

elementar funksiyalarini realizatsiya giladigan sxemalar yasang.

14- shakl 15- shakl 16- shakl

17- shakl 18- shakl

5 o ={pp¢,} bo'lsin, bu yerda ¢, funksional element Xxa v
Sheffer funksiyasini va ¢, funksional element x funksiyasini (ushlab
turish elementini) realizatsiya giladi. x —y —»z, (xvy) <>z,
32y, (x >w—2z, (x<>y)<->z, (x—>y)vz funksiyalami
realizatsiya giladigan sxemalar yasang.

6. 19- shakldagi qurilmalaming qaysi biri sxema bo'lishini aniglang.
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19- shakl

Mustagqil ishlash uchun savol/ar

Funksional elementlar va ulardan sxemalar yasashni bilasizmi?

1. Sxema matematik induksiya metodi vositasida ganday ta’riflanadi?

2. Fuknksional elementlar sistemasining to‘ligligi haqgidagi teoremani
bilasizmi?

3. Sikl deb nimaga aytiladi?

4. Ushlab turish vaqti va ushlab turish elementi deganda nimani
tushunasiz?

5. Ko'p taktli sxemaning ta’rifini bilasizmi?

6. Bir taktli funksional elementlar sistemasining to'ligligi hagidagi
teorema qanday ifodalanadi?

8.3. Teskari bog'lanishi bo'Imagan avtomatlar

Elementning yuqori va quyi indeksi. To'g'ri sxema.
Teskari bog'lanishi bo 'Imagan avtomat. Xarakteristikfunksiya. p -indeks.

Kuchsiz avtomatli to ‘liq sistema.

8.3.1. Funksional elementning quyi va yuqori indekslari tu-
shunchalari. Oldingi paragrafda mantiq algebrasining fimksiyalarini fagat
to‘g‘ri sxemalargina realizatsiya qilishini ko'rdik. Bir taktli funksional
elementlardan yasalgan sxemaning umumiy holda ishlash jarayonini
ko‘raylik. Sxema Kkirishlariga har momentda signallar majmuasi berib
turiladi. Tabiiyki, sxemaning chigishidagi signal uning kirishlariga oldingi
momentlarda berilgan signallar majmuasiga bog'lig bo'ladi.
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Funksional elementning quyi va yuqori indekslari tushunchasini
kiritaylik.

1- ta’rif. Sxemaning kirishlariga berilgan signallar (p funksional
elementning chigishida hosil bo ‘lishiga gadar bosib o 'tilgan ichki
funksional elementlarning maksimal soni ((p elementning o zi ham kiradi)
elementning yuqori indeksi va minimal soni quyi indeksi deb ataladi.

tp funksional element S sxemaning chigish elementi (ya’ni ozod
chigishga ega bo'lgan elementi) bo'lsin. U holda (p elementning yuqori va
quyi indekslarini mos ravishda [ = /1(S) va A = ri(S) bilan belgilaymiz.

Demak, sxema to'g'ri bo'lishi uchun biror (p elementning kirishlariga
chigishlari ulangan hamma funksional elementlarning yugori indekslari
teng bo'lishi kerak (yetarli shart).

Sxema ta’rifiga asosan, t vagt momentida sxemaning chigishidagi
signal uning kirishlariga t- p dan t—T] momentgacha berilgan signallar
majmuasiga bog'liq bo'ladi. Demak, t momentdagi chigish signali uning
kirishlariga p =fj—77+ 1 ketma-ket berilgan signallar majmuasining

funksiyasibo'ladi: F(x,°,...,x°; X", *®™).

Bu yerda F mantig algebrasining p" argumentli funksiyasi va
kirishlarga t—fl +i momentda berilgan signallar majmuasi bo 9adi.

Agar sxema to'g'ri bo ‘Isa. n holda F funksiya gatiyan t-v momentda
(yani i—fj—v, albatta TfAv) berilgan fagatgina bitta signallar

(X[,...,x~) majmuasiga bog'liq bo'ladi va S sxema F funksiyani v

ushlab turish vaqti (v takt) bilan realizatsiya giladi.

8.3.2. Teskari bog'lanishi bo'Imagan avtomat bilan bitta funksional
elementlardan tuzilgan sxema orasidagi munosabat.

2-ta’rif. n Kkirishga va bitta chigishga ega bo 1gan qurilma berilgan
bo ‘sin (1- shakl). Har bir momentda uning kirishlariga 0 yoki I signal
berilganda, chigishida har bir t momentda o yoki 1 signal hosil bo ladi.
Chigishdagi signal kirishlarga t —fl momentdan t —T) momentgacha p
(p = /1 —T]+1) ketma-ket berilgan signallar majmuasining funksiyasi
bo'ladi: F(x?,...,x°; xZ},....x\\ X,~",...,x°~"). Bu yerda t- i
momentda berilgan signallar majmuiga teng bo'ladi. U holda bunday
gurilma teskari bog‘lanishi bo'lmagan avtomat deb ataladi. Mantiq
algebrasining F funksiyasi wring xarakteristik funksiyasi, p -indeksi,
v-ushlab turish vagqti deb ataladi.

Agar teskari bog'lanishi bo'Imagan ikkita avtomatlaming Fy va F2
xarakteristik funksiyalari fagatgina soxta argumentlari bilan farq qgilsa, u
holda bunday avtomatlar ekvivalent avtomatlar deb ataladi.
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Har ganday funksional element birorta teskari bog‘lanishi bo‘lmagan
avtomatni ifodalaydi. Bu element uchun xarakteristik funksiya u
realizatsiya giladigan funksiya bilan mos tushadi, indeks va ushlab turish
vaqti esa birga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, bir taktli funksional elementlardan tuzilgan har ganday
sxema teskari bog‘lanishi bo'Imagan avtomatni ifodalaydi. Aslida
funksional elementlar bir taktli bo'lishi shart emas. Fagatgina sxemaning
quyi va yugori indekslarini boshgacha hisoblash kerak:

(p elementning quyi va yuqori indekslari deb, sxemaning kirishlariga
berilgan signallar < elementning chigishida hosil bo‘lguncha bosib o'til-
gan funksional elementlar ushlab turish vaqtlari yig‘indisining mos
ravishda minimumi va maksiinumiga aytiladi.

Har ganday teskari bog‘lanishi bo'Imagan avtomat o'z navbatida bitta
funksional elementdan tuzilgan sxemani ifodalaydi (ushbu fikming
to'g'riligini isbotlashni o'quvchiga havola etamiz).

3- ta’rif. Funksional elementlardan tuzilgan S sxema bilan
ifodalanadigan avtomat teskari bog'lanishi bo'Imagan A avtomatdan
fagatgina ushlab turish vaqti v bilanfarq gilsa, bu avtomat A avtomatni
realizatsiya giladi deyiladi.

4- ta’rif. Agar har ganday teskari bog 'lanishi bo 'Imagan avtomatni
(@l,...,(pn funksional elementlardan tuzilgan sxema orgali realizatsiya
gilish mumkin bo'lsa, n holda funksional elementlar sistemasi kuchsiz
avtomatli to ‘liq sistema deb ataladi.

Bir taktli funksional elementlar sistemasi to'liqligining yetarli va zarur
sharti elementlar sistemasining kuchsiz avtomatli to'liqlik shartiga mos
keladi.

8.4. Teskari bog‘lanishi bo‘lgan funksional elementlardan sxemalar
yasash. Chekli avtomat hagida umumiy tushunchalar

Teskari bog 1anishli funksional elementlar. Xotirada saglovchi qurilma.
Sxemaning (t +1) momentdagi holati. U (Q, n) avtomat. Avtomat holatlari.
Avtomat ishining natijalari.

8.4.1. Teskari bog‘lanishi bo'lgan funksional elementlardan
sxemalar yasash. Hozirgacha funksional elementlardan yasalgan va
teskari bog'lanishi bo'Imagan sxemalami ko'rib o'tdik. Bunday cheklash
nol taktli funksional elementlardan sxemalar yasash masalasini yechish
uchun qo'yilgan edi, chunki, aks holda, bunday sxemalaming ish
jarayonini yoritish mumkin emas.
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1- shaklda ko'rsatilgan funksiyani realizatsiya
giladigan sxemaning ish jarayonini ko’rib o'taylik. <
funksionalni bir taktli element deb hisoblaymiz. Agar
biror 1 momentda (pning chigishida 1 signal paydo
bo‘lsa, u holda shu momentning o‘zida o'sha signal

uning kirishida paydo bo‘ladi va (7+ 1) momentda I
uning chigishida 0 signal paydo bo'ladi va hokazo.
Natijada, (p funksional elementning chigishida ketma- |- shakl

ket 1,0,1,0,1,0,... signallar paydo bo'ladi va (p nol taktli funksional
element bo‘lgan vaqtdagi garama-garshiliklar o‘z-o‘zidan yo‘goladi. Bu
sxemani “go‘ng‘iroq” sxemasi deb atash mumkin, chunki qo'ng'iroqda bir
taktda qarama-qgarshi giymatlarga o'zgaradigan ketma-ket beriladigan
signallar foydalaniladi.

Ushbu paragrafda quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi teskari
bog‘lanishli sxemalami ko'rib chigamiz:

1) qurilmaning (pi (i = 1,2,...,n) elementlari orasida fagat va fagat
bittasi ozod chigishga ega;

2) (p, elementning har bir kirishi (p. elementlaming fagatgina
bittasining chiqgishi bilan ulanadi.

Yuqoridagi  shartlarni  ganoatlantiruvchi  bir  taktli  funksional
elementlardan yasalgan teskari bog'lanishli sxemalaming ishlash
jarayonini ko‘rib o‘taylik. Sxema teskari bog‘lanishli bo‘lgani uchun uning

chigishidagi signal fagat sxema
kirishlariga ~ berilgan  signallar
majmuiga emas, balki uning ichki
elementlarining chigishidagi sig-
nallarga ham bog'lig bo'ladi. Bu
keyingi signallar sxema kirishlariga
berilgan signallarga bog'lig bo'l-
masligi ham mumkin yoki ancha

y X vy oldin berilgan kirish signallariga
a) b) bog'lig bo‘lishi mumkin. Masalan,
2- shakl sikl elementlarining Kkirishi sxema

kirishi bo'Imasligi mumkin. 2- shakldagi <p bir taktli element x\/y
funksiyani, y/ bir taktli elementi esa (Xxvy)z funksiyani realizatsiya
giladi, bu yerda f - bir taktli ushlab turish elementi.

Agar 2-a shakldagi sxemaning y Kkirishiga istalgancha ancha oldin 1
signali berilgan bo'lsa, u holda shu signalning o'zi doimo uning chigishida
Paydo bo'lib turadi (ya’ni y signal xotirada saglanadi).
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2-b shakldagi sxemada y signal fagat z = 1 bo'lgandagina xotirada
saqlanadi. z = 0 signal berib, xotirani tozalashimiz mumkin. Shundan ke-
yingina y ning yangi giymatini xotirada saqlay olamiz (z = 1 giymatda).
Real sxemalarda “xotirada saglovchi qurilma” sikl yordamida realizatsiya
gilinadi.

Teskari bogManishli sxema ish jarayonining xarakteristikasini ifoda-
lashda undagi ichki elementlarining holatini hisobga olish kerak.

5 teskari bogianishli sxema va (po,(pt,—<k uning elementlari
bo'lsin. Bu yerda (pQ- chigish elementi, ya’ni ozod chigishga ega boigan
element bo'lsin. < elementning chigishidagi t vagt momentidagi sig-
nalini (pi (f) bilan belgilaymiz (<pf (t) signal 0 yoki 1 ga teng). Sxema
chigishida t momentdagi signal g0 (?) gateng bo'ladi.

<P(0 = {<Po(0,<Pi(0,-,<P*(0} sistema S sxemaning t vaqt momenti-
dagi holati deb ataladi. t momentda S sxema Kkirishlariga berilgan
signallami  j,(/),j2(*),....<»,(/) bilan va s(/) = {s,(f),J2(0,...,««(0 }
orgali ularning majmuini belgilaymiz. U holda sxemaning (t+1)
momentdagi holati cp(t+ 1), sxemaning t momentdagi (p(t) va $(/) lari
orqali bir giymatli aniglanadi, ya’ni (p(t+ 1) =0 ((p(t),s(t)).

Demak, elementlaming chiqgishidagi (/+1) momentdagi signallar
ularning kirishlariga t momentda berilgan signallarga bog'lig bo‘lar ekan,
ya’ni t momentda sxemaning Kirishlariga berilgan signallar va
elementlaming shu momentdagi chigish signallariga bog'ligdir. Anigrog‘i,
@ sistema (&'+ n+ 1) argumentli A+ 1)ta ®,P1L,...,dK mantiq algeb-
rasi funksiyalarining majmuidan (to‘plamidan) iborat bo'ladi. Bu

(&+ /7+ 1) argumentlaming ayrimlari soxta bo'lishi mumkin. Masalan,
®, uchun fagat quyidagi argumentlar soxta emas: (pi elemenming
kirishlariga chigishlar ulangan funksional elementlarga va sxemaning
kirishlari bevosita <p. elementning ham Kkirishlari deb hisoblanadigan
signallarga mos keladigan argumentlar. Agar fagat shunday soxta emas
argumentlami hisobga olsak, u holda ®, funksiya <p, element realizatsiya
giladigan funksiyaga mos keladi va yuqoridagi formula (t+ 1) vaqt
momentida & ( elementlaming chigishlarida t momentda ularning
kirishlariga berilgan signallar majmuiga bog'liq bo'lgan ganday signal
paydo bo'lishini ko'rsatadi.

8.4.2. Chekli avtomat hagida umumiy tushunchalar.

Ta’'rif. Q toplam (k+ ) >0 uzunlikdagi ikkilik majmualammg
biror to'plami bo 1sin. Agar (n+ Kk + 1) argumentli (k +1)ta gisman
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afjiglangan mantiq algebrasining @, funksiyalaridan iborat ® majmua
ko'rsatilgan bo'lsa, u holda £2 ruxsat gilingan holatlar to'plamida n
kirishga ega bo 1gan U (12, n) avtomat berilgan deb ataladi.

Bu yerda @, funksiyalar shunday (n +k + 1) uzunlikdagi ikkilik
majmualarda aniglanganki, ulardan (k+ 1)ta elementi Q kiruvchi
majmua bo'ladi va shu majmuadagi @, funksiyalaming giymati Q ga
kiradi. £2 to'plamdagi elementlar soni avtomatning xotirasi deb ataladi.
agar avtomatning boshlang'ich holati o e Cl biror natural son v (ushlab
turish vaqti deb aytiladi) va har bir vaqt momentida n uzunlikdagi
5() = /), s2(/),...,5:4("™M} kirish signallar majmui berilgan bo'lsa, u
holda U (Q7n) avtomatning ish jarayoni aniglangan deb ataladi.

Agar avtomatning ish jarayoni aniglangan bo'lsa, u holda t> v uchun

uning ketma-ket holatlari ¢ (/+y) = ®(<p(0,~(0). <P(0) = ®°. formula

orgali aniglanadi. Bu formula avtomatning holatlar tenglamasi deb
ataladi. Ravshanki, avtomatning har ganday vagt momentidagi holati
<p(/)e£2 bo'ladi. (0 (/™ v) ketma-ketlik avtomatning chiqishi
(ishning natijasi) deb ataladi. Agar k- 0 va ® fagatgina s(t) ga
bog'lig bo’lsa, u holda U(C2,n) avtomat mantiq algebrasining funk-
siyasiga ayianadi.

Qabul qgilingan belgilashlarda bir taktli funksional elementlardan
yasalgan teskari bog'lanishli S sxema quyidagi xarakteristikaga ega
bo’lgan avtomatni ifodalaydi: v=1; (p -t =0 momentdagi S sxema
elementlar chigishlaridagi signallari; Q - hamma mumkin bo'lgan
elementlar chigishidagi signallar majmui.

Shunday qilib v = 1 ushlab turish vaqtiga ega bo'lgan chekli avtomatni

bir taktli funksional elementlardan yasalgan teskari bog'lanishli sxema
orgali ifodalash mumkin.

8.5. Mili va Mur avtomatlari

Chekli avtomat modeli. Avtomat ishining kanonik tenglamasi. Initsial va noinitsial
avtomatlar. Mili va Mur avtomatlari va ular orasidagi munosabatlar.

8.5.1. Avtomatning ishini kanonik tenglama bilan ifodalash. Chek-
li xotirali diskret qurilmalar chekli avtomat modeli bo'ladi. Bu
avtomatning ota xi,x2,..cn kirishi, mta y”yr,-»,y,, chigishi va
{£0>&iv,gr-i} chekli ichki holati mavjud.
133



Chekli avtomat diskret vaqt t = 0,1,2,... momentlarida ishlaydi. Agar t
momentdagi xf kirish, y} chigish va g holatining giymatlarini mos
ravishda xi(t),yj(t") va g{t) bilan belgilasak, u holda avtomatning ishi
quyidagi kanonik tenglamalar bilan ifodalanadi:

(1) tenglamalardagi @, va y/ funksiyalar mos ravishda j chigishning
funksiyasi va o‘tishlar funksiyasi deb ataladi. Avtomatning ish jarayonini
aniglash uchun uning boshlang‘ich g(0) holatini ko'rsatish kerak.

Agar g(0) va 1 momentdagi kirish giymatlari x,(1),x2(1),...,xn(l)
ma'lum bo'lsa, u holda (1) kanonik tenglamadan foydalanib 1 momentdagi
chigish ~y(l) va g(l) holatning giymatini, g(l) va x, (2),...,xn(2) aso-
sida 2 momentdagi chigish >’ (2) va g(2) holatlarini aniglash mumkin
va hokazo.

Ikki turdagi avtomatlar mavjud: initsial va initsialmas (noinitsial).
Initsial avtomatlarda boshlang'ich holat tayinlangan (mahkamlangan)
boiadi. Noinitsial avtomatlarda boshlang‘ich holat sifatida istalgan holatni
olish mumkin.

8.5.2. Mili va Mur avtomatlari. Ixtiyoriy sondagi kirish va chigishga
ega boigan avtomat ishini aniglash masalasi Ita kirish va Ita chigishga
ega bo'lgan avtomatning ishini aniglash masalasiga keltiriladi. Shuning
uchun asosiy model sifatida Ita x kirishga va Ita y chigishga ega
bo'lgan avtomatlami ko'ramiz. Bunday avtomatlar quyidagi kanonik
tenglama bilan ifodalanadi:

y(t) =0 {x{t), g(t- 1)), g(0 =Y(x(0.g(t- D)~
Bunday turdagi avtomat MLLI1avtomati deb ataladi.

Mili avtomati chekli xotirali diskret qurilmaning yagona modeli emas.
Ikkinchi model - Mur™ avtomati mavjud. Mur avtomatida chigish giymati
0‘sha momentning o'zidayoq ichki holatning giymati bilan aniglanadi.
Mur avtomatining kanonik tenglamasi quyidagi ko'rinishda boiadi:

g(t) =1/0(0,git~1)), y{t) = A(g{t- ).

1Mili (Mealy G.H.) AQSh matematigi. Bu avtomatga Mili nomi berilishiga uning ushbu ilmiy
ishi sababchi boMgan: Mealy G.H. A Method to Synthesizing Sequential Circuits. Bell System
Technical J, (1955). 1045-1079.
"Mur Eduard (Edward F. Moore. 1925-2003) - AQSh matematigi va mformatigi.
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Agar birinchi tenglamadan ikkinchisiga g{t) giymatini qo‘ysak va
= A(yO deb belgilasak, u holda ikkinchi tenglama quyidagi ko'rinishga

keladi. v(0 =AM M O .gif ~J)))=d(*(0.git- ).
Demak, Mur avtomatini Mili avtomatining xususiy holi deb garash
mumkin. Bu yerda o'tish funksiyasi maxsus ® = A(y/) ko'rinishda

bo'ladi. Xuddi shu kabi, Mili avtomatini ham (gandaydir ma’noda) Mur
avtomatiga keltirish mumkin.

Demak, har ganday initsial va noinitsial Mili avtomatlari uchun ularga
elcvivalent bo 'Igan initsial va noinitsial Mur avtomatlari mavjud. 1

Muammoli masala va topshiriglar

1. Har ganday teskari bog'lanishi bo'Imagan avtomatni funksional
elementlardan yasalgan biror sxema orgali ifodalash mumkinligini
isbotlang.

2. Har ganday initsial va noinitsial Mili avtomatlari uchun ularga
ekvivalent bo'lgan initsial va noinitsial Mur avtomatlari mavjud ekanligini
isbotlang.

3. Har ganday ishlab turish vagti v =1 bo'lgan chekli avtomatni bir
taktli funksional elementlardan yasalgan sxema orqali ifodalanishini
ko'rsating.

Mustagil ishlash uchun savollar

1. Elementning yugori va quyi indeksi deganda nimani tushunasiz?

2. To'g'ri sxema nima?

3.  Qanday avtomatlar teskari bog'lanishi bo'Imagan avtomatlar deb
ataladi?

4. Xarakteristik funksiya nima?

5. Funksional elementlar sistemasi ganday shartlami ganoatlantirsa,
kuchsiz avtomatli to'liq sistema deyiladi?

6. Teskari bog'lanishi bo'lgan funksional elementlardan sxemalar
yasashni bilasizmi?

7. Chekli avtomat hagida qanday tushunchalami bilasiz?

8. Mili va Mur avtomatlari deganda nimani tushunasiz?

Bu tasdigntng isbotini A.A.Sholomovning (LUenomos JI.A. OCHOBbl TeOpPUM [UCKPErHbIX
NIOTMYECKUX W BbIUMCAUTENbHbLIX YCTpoiicTB. M.: Hayka. 1960.) kitobidan o'rganishni tavsiya
etamiz.
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9. Mili va Mur avtomatlari orasidagi munosabatlami bilasizmi?

10. Avtomat ishining kanonik tenglamasida ishtirok etuvchi
funksiyalar nima deb ataladi?

11. initsial va noinitsial avtomatlar bir-biridan nima bilan farq giladi?

8.6. Rele-kontaktli sxemalar

O tkazgichlar. Rele-kontaktli sxemalar. Manfiy kontaktli rele. Musbat kontaktli
rele. Ushlab turish elementi. Rele-kontaktli sxema orgalifunksiyani realizatsiya
qililsh.

8.6.1. Mantiq algebrasi funksiyalarini rele-kontaktli sxemalar
orqali realizatsiya qilish usuli. Bu paragrafda mantiq algebrasi
funksiyalarini rele-kontaktli sxemalar orgali realizatsiya gilish usulini
ko ‘ramiz.

Agar har bir o‘tkazgichga x o‘zgaruvchini mos qilib go'ysak, u holda
X =1 da 0‘tkazgichda tok bor va jc= 0 da o‘tkazgichda tok yo‘q deb
hisoblaymiz. U holda o'tkazgichlaming ketma-ket ulanishiga o'zga-
ruvchilaming kon'yunksiyasi (1-a shakl), parallel ulanishiga esa
o'zgaruvchilaming diz’yunksiyasi (1-b shakl) mos keladi. O'tkazgichlarni
ketma-ket va parallel ulash natijasida sxema hosil gilamiz. Bu sxema
fagatgina monoton funksiyalami realizatsiya giladi, chunki kon’yunksiya
va diz’yunksiyalaming superpozitsiyasi orgali fagat monoton funksiyalami
ifodalash mumkin.

_ v Ixtiyoriy ~ funksiyalami  reali-

Q) xy: [ zatsiya qgilish uchun X funksiyani

realizatsiya giladigan qurilma kerak

bo'ladi. Buni manfiy kontaktli rele

orgali realizatsiya qilish mumkin.

Bunday relening sxemasi 2- shaklda

1- shakl tasvirlangan. Agar A g'altak o'ram-

lari  orgali elektr toki o'tmasa

(a=0), u holda prujina B kontaktni yuqoriga tortadi va zanjir ulanadi

(tutashadi). Natijada, C chigishda tok paydo bo'ladi (x = 1). Agar x =1

bo'lsa va A g'altak o'rami orgali tok o'tsa, u holda kontakt B pastga

tortiladi va C chigishda tok bo'Imaydi, ya’ni =0 bo'ladi. Demak,

manfiy kontaktli rele x funksiyani realizatsiya giladi. Agar B kontakt

kirishiga 1 o'miga y signal bersak, u holda xy funksiya realizatsiya
gilingan bo'ladi (3- shakl).
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nfvw
2- shakl 3- shakl

Musbat kontaktli releda agar g'altak o‘ramida tok bo‘lsa (x = 1), u
holda B kontakt ulanadi va C chigishda tok boMmaydi (x = 0). Shunday
qgilib, X funksiyani musbat kontaktli rele orgali realizatsiya gilish mumkin
(4- shakl).

Ma'lumki, agar o‘tkazgichda tok boMsa,

u holda y har tarafga targaladi. Masalan,

XV v ni 1- shakldagi sxema orqali reali-

zatsiya gilsak, u holda x=1 va y=0 X ---—-- vana/---—--—---
boMganda, tok A nugtadan har tarafga, shu

jumladan y oMkazgichga mos boMgan oM-

kazgich orgali ham o'tadi (>’=0 boMishiga garamasdan). Bunday
sharoitda sxemaning ish jarayonida noanigliklar paydo boMadi. Bu holdan
qutulish uchun fagat bir tomonga tok o'tkazadigan asboblardan, musbat
kontaktli reledan foydalanish mumkin. Masalan, musbat kontaktli reledan
foydalanib, xv 'y ni realizatsiya qiladigan sxemani 5- shaklda
tasvirlangandek yasash mumkin.

8.6.2. Rele-kontaktli sxemaning ishlash vaqti. Endi rele-kontaktli
sxemaning ishlash vagtini ko‘rib oMaylik. Tok o‘tkazgichlar bo‘yicha
birdaniga targaladi va rele ishlashi uchun (kontakt ulanishi uchun) bir takt
vaqt ketadi deb hisoblaymiz. Demak, 3- va 4- shakllarda x signalga
nisbatan y signali bir taktdan keyin berilishi kerak.

Sxema chigishidagi signal

£ w w (xy yoki xy) y signal bilan
bir vaqtda paydo boMadi.

Shuning uchun sxemada be-

rilgan signallami ishlab chigish

Yoo W W e uchun sarf boMadigan vaqtni

5. shakl doimo hisobga olish kerak,

realizatsiya boMadigan funk-

siyani o‘zgartirmasdan, ayrim vaqtlarda, bu vaqtni o'zgartirish kerak. Bu

jarayonni, xuddi bir taktli funksional elementlardan yasalgan ko‘p taktli

sxemalarda qilganimizday. ushlab turish elementlari yordami bilan

bajarish mumkin. Ushlab turish elementi vazifasini musbat kontaktli rele
bajaradi (4- shakl). Ushlab turish vaqti 1 taktga teng boMadi.
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6- shakl

Ta’rif. Agar rele-kontaktli sxemaning kirishlariga t momentda
x],x2,...,xn signallar majmuasi berilganda, uning chigishida t+v
momentda f(xi,x2,...,xn) signal paydo bo'lsa, n holda rele-kontaktli
sxema f(xxx2,...,xn) funksiyani v ushlab turish vaqgti bilan

realizatsiya giladi deb ataladi.
Ketma-ket berilgan signallar bir-biriga bog‘liq bo'Imagan holda ishlab
chigiladi.
X W W X v W W y
Xy

XV
— zt

ThHAAN/—2 W W 7
7-shakl

Shunday qilib, mantiq algebrasining istalgan funksiyasini ayrim ushlab
turish vaqti bilan rele-kontaktli sxema orqali realizatsiya gilish mumkin.
(Ushbu xulosani isbot gilishni o ‘quvchiga havola gilamiz.)

Misol. Berilgan a) xyvz\ b) xys/zt\ d) xyvyxvxz
funksiyalarni rele-kontaktli sxema orqali realizaiya gilish masalasini
garaymiz. Bu funksiyalarni sxema orgali realizatsiya gilish uchun o't-
kazgichlami  ketma-ket va parallel ulash natijasida elementar
kon’yunksiyalarini va ularning diz’yunksiyalarini realizatsiya gilamiz.

Manfiy kontaktli reledan foydalanib o°‘zgaruvchilaming va ayrim
elementar kon’yunksiyalarning inkorlarini realizatsiya gilamiz. Musbat
kontaktli rele orqgali signallaming bir vaqtda yetib kelishini ta’minlaymiz.
Natijada, 6- 8- shakllarda ko'rsatilgan sxemalarga ega bo'lamiz. m
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8.7. Kontaktli sxemalar va ularning sintezi

Avtomatning kirishi. Avtomatning chigishi. Kontaktlarniparallel va ketma-ket
ulash. O'tkazuvchanlikfunksiyasi. Muhim zanjir. P -sxema.

8.7.1. Kontaktli sxema tushunchasi. Har bir avtomat turlicha kontaktli

yoki kontaktsiz sxemalardan foydalanish asosida tuziladi. Kontaktli

P sxemalar bilan jihozlangan avtomat-

laming ishini umumiy holda ko‘rib

C o‘tamiz. Masalan, 1- shaklda ko‘r-

j satilganidek, o‘tkazgichlar, ikkita 7j

va T2 qutb, beshta P],P2,PS,P4,P5

1- shakl knopka bilan ta’minlangan kon-

taktlardan vyasalgan tuzilma kon-

taktli sxema deb hisoblanishi mumkin. Tx qutb elektr toki manbaini

ifodalaydi, T2 qutb esa avtomatning “chigishi”da ishni bajaruvchi

qurilmani bildiradi. Avtomatning chigishida ish bajarilganligi haqgida xabar

beruvchi nazorat lampa o°‘matish mumkinligidan, T2 qutb mana shu
lampani tasvirlaydi deb ayta olamiz.

Sxemada knopkalar tegishli ravishda yoqilsa, va demak, sxema
bo‘yicha tok yuradigan bo'lib kontaktlar tiklansa, Tx qutbdan T2 qutbga
borgan tok nazorat lampasini yondiradi.

8.7.2. Kontaktli sxemalarni sintez qilish. Avvalo har bir murakkab
kontaktli sxemaning tarkibiy gismlarini tashkil etuvchi eng sodda kontaktli
sxemalar bilan tanishamiz.

2- shakldagi sxema bitta o‘tkazgichdan, T{ va T2 qutblardan va P

knopkali bitta kontaktdan yasalgan.

n P knopka yogilganda, kontakt tik-
7 J T lanib, tok sxema bo'yicha Tx dan T2ga
2-shakl tomon yuradi va nazorat lampa yonadi.
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P knopka ochig bo'lganda kontakt uzilib, tok o'tmaydi va lampa
yonmaydi. P knopkaga x - “P knopka yopiq” degan mulohazani mos
go'yamiz. P knopka hagigatan yopiq bo'lsa, x mulohaza chin bo'ladi.
Bu holda nazorat lampa yonadi. p
knopka ochiq bo'lganda esa, x mulohaza

X Sxemada tok .

yolg'on bo'ladi va bu holda nazorat lampa
ch bolr yonmaydi.
yo yoq Shunday gilib, x mulohazaning chin-yol-

g'onligi bilan tok bor-yo'qligi (nazorat lampaning yonish-yonmasligi)
orasida o'zaro bir giymatli moslik o'matildi va buni 1-jadval ifodalaydi.

Endi ketma - ket 0 O 0 ulangan ikkita P va Q
knopkali (ikki ketma-ket kontaktli) sxemani olaylik (3- shakl). P va Q
knopkalarga mos ravishda x - " P
knopka yopig” va y - "Q knopka X Y  sxemadatok XJ1)’
yopiq” degan mulohazalami mos keltira- | 1 X 1
miz. U holda, sxemada tok bor-yo'qligi o
xny kon’yunksiyaning chin-yolg'on- 1 0 yo'q 0
ligiga mos keladi (2-jadval). 0 1 yo'q 0

Parallel ulangan ikki P va Q 0 0 yo'q 0
knopkali sxemalarga murojaat gilamiz
(4- shakl). Demak, parallel ulangan ikki
P va Q kontaktli sxemada tok bor- X Y  sxemadatok XV
yo'qligi xv 'y diz’yunksiyaning chin- 1 bor 1
yolg'onligi bilan aniglanadi (3-jadval). 10 bor !
3 va 4- shakllarda berilgan sxemalami o 1 . 1
umumlashtirib, n ta Pv -,Pn knop- o o yo'q 0

kalami ketma-ket va shuningdek parallel
ulash mumkin. Buning natijasida n ta ketma-ket va n ta parallel kontaktli
sxemalar yasalgan bo'ladi. Ular mos ravishda (x,nx2n...n1x,) va
(x, vx, v...vxj funksiyalami realizatsiya qiladi, bu yerda x. mulohaza
Pi knopka yopiq ekanligini bildiradi.

Shunday juft-juft knopkalar bilan ta’minlangan kontaktli sxemalami
ham yasash mumkinki, har juft knopkaning istalgan biij_ yopilganda
(ochilganda), ikkinchisi ochiladi (yopiladi). Birjuft knopka P va P kabi
belgilanadi. P Jaiopkaga x mulohaza
mos kelganda, P knopkaga x inkorni
mos Kkeltirish tabiiydir, chunki P_ -
yopig, demak, x chin bo'lganda, P -
ochig, ya’ni x yolg'on bo'ladi.

X Sxemadatok X J1 X
1 0 yo'q 0
0 1 yo'q 0
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Bir juft knopkali eng sodda sxe-

malardan biri 5- shakldagidek tasvir-

3-shakl lanishi mumkin. Knopkalaming biri

ochilganda, ikkinchisi albatta yopilgani

uchun, bunday sxemada hech gachon tok bo‘lmaydi. 5- shakldagi sxema
uchun 4- jadvalni tuzish mumkin.

Bir juft knopkali eng sodda sxemalardan yana birini 6- shakldagidek
tasvirlasa boiadi. Bu sxemada tok har doim bor, chunki agar P yopiq
boisa, u holda P ochiq boiadi va tok yugoridagi oikazgichdan P orqali

o‘tadi, aksincha, P ochig boi-
ganda, P yopiq boiadj_ va tok
»7 pastdagi oikazgichdan P orqali
Y. o'tadi. 6- shakldagi sxema uchun 5-
jadvalni tuzish mumkin.

4- shakl
Shunday gilib, har bir sodda kon- S-jadval
taktli sxema mulohazalar algebrasining X X Sxemada XV X
maium bir funksiyasini realizatsiya tok
giladi. 1 0 bor 1
Bu funksiyaga kontaktli sxemaning 0 1 bor 1

oikazuvchanlik  funksiyasi  deb
ataladi. Yugorida ko‘rilgan eng sodda sxemalaming oikazuvchanlik
funksiyalari quyidagicha boiadi:
X, xny,XVy, XAX, XVX . @
Bu fimksiyalaming chinlik jadvallari tegishli sxemalarda gachon tok
boiishi va gachon bo‘Imasligini ko‘rsatadi.
Sodda sxemalaming turli kombi-
-/ o7 natsiyalaridan har xil murakkab kontaktli
5_shakl sxemalami tuzish mumkin. Bunday
sxemalaming har biriga (1) funksiya-
laming superpozitsiyasidan hosil qilingan funksiyalar mos keladi.
Aksincha, mulohazalar algebrasining har bir funksiyasiga gandaydir
kontaktli sxemani mos qo‘ish mumkin.

1- misol. 7- shaklda tasvir-

langan sxemaning oikazuvchanlik

funksiyasini topaylik. Awalo, P,

O, R knopkalarga mos ravishda

6- shakl x, y, z mulohazalami mos



keltiramiz. U holda P, Q , R knopkalarga x , y, z mulohazalar mos
keladi. Sxemaning yuqori gismi x n (>>n z) v x) formula bilan, pastki
gismi zny a (xv y) formula bilan ifodalanadi. Yuqori va pastki gismlar
parallel ulangani uchun butun sxemaning o ‘tkazuvchanlik funksiyasi
f(xYy.2) =(xA((yAZ VX)) v (zny n(xvy))
ko‘rinishda bo'ladi. m
2- miso 1. Berilgan
f(x,y,z) =(xvy)A(yvz)A(xvyvz) (2)
funksiyaning X, Yy, z o'zgaruvchilariga P}, P2, P3 knopkalar mos
go'yilgan bo'lsin. U holda (2) funksiyaga 8- shaklda tasvirlangan kontaktli
sxema mos keladi. m
Bundan keyin, sxe-
malarning ko'rinishi
oddiy bo'lishi uchun,
kontaktni ikki qutbga
ega bo'lgan kesma or-
gali ifodalaymiz (kes-
mani ikki qutbli deb
ataymiz). Agar kesma
ulanuvchi bo'lsa, uni x
bilan, ajratuvchi bo'lsa,
x bilan belgilaymiz, bu
yerda x - g'altakda realizatsiya gilinadigan o'zgaruvchi. Har bir g'altakka
bitta o'zgaruvchi mos keladi va u bilan istalgancha sondagi kontaktlar
ulanishi mumkin. Kesmalar qutblari orqgali bir-birlari bilan ulanadi. Har bir
sxema kirish va chigishga ega bo'ladi. Sxemaning kirishiga tok berilganda,
uning chigishida bir taktdan keyin tok paydo bo'lsa, u holda sxemada
/I p o‘tkazuvchanlik bor deb,
aks holda esa, o‘tkazuv-
chanlik yo‘q deb aytiladi.
Kesmalaming 9- shakl-
dagidek  ketma-ket ula-
nishini zanjir deb ataymiz.
Zanjirda bitta kontakt
bir necha marta gatnashishi mumkin. Birinchi kontaktning Kirishi
sxemaning kirishiga va oxirgi kontaktning chigishi sxemaning chigishiga
to'g'ri keladi. O'zgaruvchilaming biror giymatlari majmuida sxemaning
(DNSh  ko'rinishidagi  funksiyani realizatsiya giladigan sxemaning)
chigishida tok bo'lishi uchun hcch bo'lImaganda birorta zanjiming hamma
kontaktlari ulangan bo'lishi yetarli va zarurdir.
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Agar sxemaga kiruvchi har bir I zanjirga o'zgaruvchilaming yoki ular
jnkorlarining Ur elementar kon’yunksiyasini mos qilib go'ysak, u holda
sxemaga Kiruvchi zanjirlarga mos kelgan I elementar kon’yunksi-
yalaming diz’yunksiyasiga sxemaning o'tkazuvchanlik funksiyasi mos

keladi.
<A &

9- shakl

Shuni ta'kidlash kerakki, sxemaning o'tkazuvchanlik funksiyasini hosil
gilish uchun ayrim zanjirlaming diz’yunksiyasini olish kifoyadir.

1- ta’rif. Har bir qutbdan bir marta o'tgan zanjir muhim (jiddiy)
zanjir deb ataladi.

Y a’ni, sxemaning kirishi va chigishiga bittadan kontakt va zanjiming
golgan qutblariga ikkitadan kontakt to‘g‘ri keladigan zanjir muhim
zanjirdir.

Har bir sxemada chekli sondagi muhim zanjirlar mavjud bo'lishini
ko'rsatish mumkin. Bundan tashqgari, muhim zanjirlarga mos keluvchi
kon’yunksiyalaming diz’yunksiyasi sxemaning o'tkazuvchanlik funk-
siyasiga teng kuchli ekanligini ham isbot gilish mumkin. Bularga asosan,
sxemaga garab unmg o'tkazuvchanlik funksiyasini yozsa bo'ladi.

Bundan keyin bo'yalmagan doiracha bilan sxemaning Kirishi va qora
rangli doiracha bilan sxemaning chigishini belgilaymiz.

3- misol. 10- shaklda berilgan sxemalaming o'tkazuvchanlik
ftmksiyalarini topaylik.

ayxy/lvM vxzvtv vx/vyxyz =ytvxzvitzv vx/,

b) XYXV XIXV XytyX v Xtytx v Xyx v x/x v xtytx v X)>t}xX- 0,

d) Xy v tuv xXzu v tzy
formulalar mos ravishda 10- shaklning a), b) va d) gismlarida tasvirlangan
sxemalaming o0'tkazuvchanlik funksiyalari bo'lishini ko'rsatish qiyin
emas. m

Endi teskari masalani ko'raylik, ya'ni berilgan funksiyaga qarab um
realizatsiya giladigan sxemani yasash masalasini ko'ramiz. Buning uchun

funksiyani DNSh ko'ri-
nishiga keltiramiz. DNSh
ifodasidagi har bir
X°' x°>x,5... xf* elementar
kon’yunksiyaga mos ra-
vishda  bitta  ketma-ket
ulangan kontaktlarni mos
go'yamiz (9- shakl). Bun-



dan keyin hamma kirishlarni va chigishlarni mos ravishda aynan
tutashtiramiz. Hosil gilingan sxema DNSh koiinishidagi funksiyani
realizatsiya giladi.

4- misol. Berilgan a) (yvz)—>xy, b) zy a>xy, d) (x+]j +r)
funksiyalarni kontakt sxemalar orqali realizatsiya gilaylik. Buning uchun
berilgan funksiyalarni DNSh ko‘rinishiga keltiramiz:

a) (yvz)—>xy=yvzvxy =yzvxy (11l-ashakl);

b) zy <>yx =(zyvyx)(zyv ") = (zvyv yx){zyvyvjf) =
=(zvy)(yvx)=zyvzxVvyx (11-b shakl);
d) x+y +z =Xyzv Xyz v Xyz v Xyz (11-d shakl). =

Biz yugorida DNSh ko‘ri-
nishdagi funksiyani kontakt
sxema orqali realizatsiya qi-
lishni ko‘rdik. Tabiiyki, KNSh
ko‘rinishdagi funksiyani ham
kontakt sxema orqali realiza-
tsiya qilish mumkin. Buning
uchun, birinchi navbatda, har
bir elementar diz’yunksiya-
lami realizatsiya qgiladigan
sxemalar tuzamiz (12- shakl).
Ikkinchi navbatda, elementar
diz’yunksiyalarga mos kelgan
sxemalardan bittasining chi-
gishini ikkinchisining kirishi- 12- shakl 13-shakl
ga, ikkinchisining chigishim uchinchisining kirishiga va hokazo ulab
chigamiz (13- shakl). Birinchisining kirishi kontaktli sxemaning kirishi va
oxirgisining chigishi sxemaning chigishi boiadi. Hosil gilingan sxema
KNSh koiinishdagi funksiyani realizatsiya giladi.

5- misol. Yuqgorida Kkeltirilgan algoritmdan foydalanib, a)
(yvz) Xy, b) zy<r®xy va d) x +y +z funksiyalarni kontaktli sxe-
malar orqali realizatsiya qi-lish kerak boisin.

a).fi(*>>5z) = (W ") — funksiyani KNSh ko'rinishga keltiramiz
va uni soddalashtirish uchun tanish boigan ushbu
XVXV =X, X (xvy) =x,
XV Xy =XVYy, XV Xy =XVY,
x(.?2vj) = xv, X(Xvy) =xy

teng kuchli formulalardan foydalanamiz:
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f (x,y,2)=yvzv XY=yzvXxy=y(zv Xx) (14-a shakl),

b) £l (*»y, 2) =zy<->yx = (zy v yx)(yxv zy) =
=(zvyv yx)(xvyvzy) =(zv y)(XVvYy) (14-b shakl),
d) B:x+>‘+z =(xvrvz)(xvilbvz)(xv~rvz)a

a(xv vvz) (14-d shakl). =m

Parallel-ketma-ket ulash natijasida hosil qilingan sxemalar klassini
induktiv tarzda ifodalaylik.

2-  ta’rif.Bir kontaktdan iborat sxema elementar sxema deb ataladi.
Elementar sxemalarning ayrimlarini chekli son marta parallel va ketma-
ket ulash natijasida hosil bo'lgan kontakt sxema parallel-ketma-ket
sxemayoki P -sxema deb ataladi.

z z y

14- shakl

Ravshanki, elementar sxemalardan har ganday usul bilan yasalgan P -
sxemaga diz’yunksiya, kon’yunksiya va inkor amallari bilan ifodalangan
o'tkazuvchanlik funksiyasi mos keladi va, aksincha, har ganday shunday
funksiya uchun ma'lum P -sxema yasash mumkin.

Ta'kidlaymizki. har ganday kontakt sxema P -sxema bo‘la olmaydi.

6-_wisoj. Berilgan f (x,y,z,t)=(xvyz)(xyvzt) va faAxy,zt)=
—(x(yVz)Vt)x funksiyalar uchun P -sxemalar yasash talab
gilingan boMsin.

a) X, VY, z, t, z elementar formulalarni realizatsiya giladigan
elementar sxemalami tuzamiz (15- shakl).

o"X e0—=V e 0 2 ot DR S .

15- shakl
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X va y o'zgaruvchilarga mos kontaktlar ikki donadan bo'lishi kerak.
Endi kontaktlami ketma-ket ulab, yz, xy va zt elementar kon’yunk-
siyalami realizatsiya qilamiz (16- shakl).

cylz-oxly-ozlt-

16- shakl

Uchinchi gadamda, parallel ulashdan foydalanib, xvyz va
Xy v zt funksiyalami realizatsiya qilamiz (17- shakl).

XV vz XXVZt

/7 -shakl

Hosil gilingan sxemalami ketma-ket ulab, berilgan  f{x,y,z,t)
funksiyani realizatsiya giladigan P -sxemaga ega bo'lamiz (18- shakl).
by f2(x,y,z,t) funk-
siyani realizatsiya qiladi-
gan P -sxema 19- shakl-
ning a), b) va d) gism-
larida ko ‘rsatilgan.«

18- shakl



8.8. Kontakt sxemalarni minimaliashtirish muammosi

Minimal sxema. Sxemalarni minimaliashtirish muammosi. Minima! sxema bo 'lish
sharti. Shennonfunksiyasi. Kontaktlar sonini baholash.

8.8.1. Minimal kontaktli sxema tushunchasi. Ma’lumki, bitta
funksiyaning 0'zini har xil kontaktli sxemalar orqali realizatsiya gilish
mumkin, chunki funksiyaning DNSh (KNSh) ko‘rinishi yagona emas.
Funksiyani kontaktli sxema orqali realizatsiya qgilishda, tabiiyki, sxemada
mavjud bo'lgan kontaktlar soni mumkin boiguncha eng kam bo‘lishiga
yoki, hcch bo‘lmaganda, shu eng kam sondan salgina ortiqroq boiishiga
intilamiz. Bitta oikazuvchanlik funksiyasiga ega bo'lgan hamma sxemalar
ichida mumkin boiguncha eng kam sonli kontaktga ega bo'lgan sxema
minimal sxema deb ataladi.

Mantiq algebrasi funksiyalarini minimal sxemalar orgali realizatsiya
gilish muammosini yechish juda katta ilmiy-amaliy ahamiyatga ega
boigan dolzarb muammodir. Afsuski, aniq sxemalaming minimal sxema
ekanligini isbotlash ayrim hollardagina mumkin.

Sxemalarni minimaliashtirish muammosi mantiq algebrasi funksiya-
larini minimaliashtirish muammosi bilan chambarchas bogiangandir.

Ayrim hollarda berilgan sxemaning minimal sxema ekanligini ko'rsa-
tadigan xususiyatlami topish mumkin. Buni misollarda koiaytik.

Agar birorta o'zgaruvchi funksiyaning soxta emas (muhim) argumenti
boisa, u holda ushbu funksiyani realizatsiya giladigan sxemada kamida
o‘sha o'zgaruvchiga mos keladigan bir dona kontakt mavjud boiishi
kerak. “Ko'prikcha™ realizatsiya qiladigan oikazuvchanlik funksiyasi
/ (X,y,z,u,t) =xyv tuvxzu v tzu bo'ladi. Bu funksiyaning hamma

X,Y,Z,t,u argumentlari muhim argumentlardir (masalan, t- z - n- 0,
y = 1 bo'lganda, funksiyaning giymati x ga bog'lig, x = u = 1 bo'lganda
funksiyaning giymati z ga bog'lig bo'ladi va hokazo). Sxemada bu
argumentlarga mos kelgan kontaktlar bir martadan gatnashgan. Demak,
“ko'prikcha” sxemasi minimal sxemadir.

Shunday qilib, agar sxemadagi kontaktlar har xil o'zgaruvchilarga mos
kelsa va bu o'zgaruvchilar oikazuvchanlik funksiyasining muhim
argumentlari bo'lsa, u holda sxema minimal sxema bo'ladi.

Endi 1- shaklda ifodalangan sxema minimal sxema bo'lishini

ko'rsataylik.
Berilgan ixtiyoriy sxemada jc, o'zgaruvchiga mos bo'lgan kontaktlar
fagat musbat kontakt bo'lsin. U holda f{x”x2,...,xn) oikazuvchanlik
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\Y
1- shakl

funksiyasi uchun f(xlI,x2,...,xn)>/(0,x2,...,X,,) munosabat hamma
X2,...,Xn uchun bajariladi (agar sxemada ayrim kontaktlar ulangan bo'lsa,
u holda sxemada o'tkazuvchanlik yo‘golmaydi). Xuddi shu kabi, agar
xxga fagatgina manfiy kontaktli kontaktlar mos kelsa, u holda
I(1,x2,...,x,,)</(0,x2,....X,,

munosabat hamma x2,x3,...,X,, uchun bajariladi.

Shunday signallar majmui (a2,ar,...,an) mavjud bo'lsinki,
f(\,a2,...,.an)< /(0,a2,...,an) bajarilsin. U holda / funksiya jc
argument bo‘yicha o‘smaydi va / funsksiyani realizatsiya giladigan har
ganday sxemada x, ga mos boigan manfiy kontakt bor deb aytamiz.

Xuddi shu kabi, (/32,..., fin) majmua uchun

/OA ...A)>Jlop,,....t0

bajarilsa, u holda / funksiya jc, argument bo'yicha kamaymaydi va f ni
realizatsiya giladigan sxemada X, ga mos musbat kontakt bor deb aytamiz.
Agar / funksiya x, argument bo‘yicha na kamayuvchi va na o‘suvchi
funksiya bo‘lsa, u holda / funksiyani realizatsiya giluvchi sxemada x,
argument bo'yicha ham manfiy, ham musbat kontaktlar mavjud boMadi_2-
shakldagi sxemada o'tkazuvchanlik funksiyasi f = xIx2...xnv xxx2...xn
ko'rinishda bo'ladi. a2 =a, =...=0Q =0 da f funksiya x, argumenti
bo'yicha o'suvchi bo'Imaydi va j32=/33=..=f5n =1 da kamayuvchi
bo'Imaydi. Ko'rilayotgan funksiya hamma argumentlariga nisbatan
simmetrik bo'lgani uchun, qolgan hamma argumentlari bo'yicha ham
o'suvchi va kamayuvchi funksiya bo'lmaydi. Ko'rilayotgan sxemada har
bir o'zgaruvchiga musbat va manfiy kontakt to'g'ri kelgani uchun bu
sxema minimal sxema bo'ladi.

Demak, agar sxemada har bir o'zgaruvchiga bittadan musbat va
manfiy kontakt mos Kkelib, funksiyaning hamma argumentlari muhim
argumentlar bo 'lsa va bu o zgaruvchilar bo yicha funksiya o suvchi ham
kamayuvchi ham bo 1masa, n holda sxema minimal sxema bo 1adi.

f =x,x2..xllvx1x2..xn funksiyani realizatsiya giladigan 2- shakldagi

sxemadan farq giladigan minimal sxema tuzish talab gqilingan bo'lsin.
Buning uchun / funksiyani
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I = vx2)(x2vx,)([L,vX4)..(X_ V X,) (X, V X,)

jeo'rinishdagi KNShga keltiramiz va uni realizatsiya giladigan sxema
minimal bo'ladi.

2- shakl

Demak, bitta funk-siyani har xil minimal sxemalar orqgali realizatsiya
gilish mumkin ekan, ya’ni minimal sxema yagona emas.

P -sxemalar to‘plamida (sinfida) ham minimal sxemalar mavjud
bo'ladi. “Minimal P -sxema hamma sxemalar sinfida ham minimal sxema
bo'la oladimi yoki yo'qmi?” degan savol tug'iladi.

“Ko'prikcha” minimal sxemasi orqali realizatsiya qilingan
f =xyvtuv xzuv tzy funksiya uchun 5 kontaktli P -sxema mavjud
emasligi qo'yilgan savolgajavob beradi.

/(x,,...,xn) mantiq algebrasining funksiyasi bo'lsin. L (f) orqgali uni
realizatsiya giladigan minimal sxemadagi kontaktlar sonini va Lp(f)
orgali P -sxemadagi kontaktlar sonini  belgilaymiz. U holda

L(f)<Lp(f) bo'ladi.

max L (f) =L(n) va maxLP(f) =Lp(n) larShennonlfunksiyalari
deb aytiladi.

n argumentli /(x, funksiyani sxema orqali realizatsiya qilish
uchun zarur bo'lgan maksimal va minimal kontaktlar sonini topish
masalasi katta amaliy ahamiyatga ega ekanligi hammamizga ma’lum.
IImiy izlanishlar hozirgi vaqtda
quyidagi bahoni beradi:

— <L{n)<3-2n"'-2.
n

Muammoli masata va topshiriglar
1 Har bir sxemada chekli sondagi muhim zanjirlar mavjud bo'lishini
ko'rsating.

Shennon Klod Elvud (Shannon Claude Elwood, 1916-2001)- AQSh muhandisi, matematigi.
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2. Muhim zanjirlarga mos keluvchi kon’yunksiyalaming diz’yunk-
siyasi sxemaning o'tkazuvchanlik funksiyasiga teng kuchli ekanligini ham
isbot gilish mumkinligini ko'rsating.

3. Quyida berilgan funksiyalarni realizatsiya giladigan rele-kontaktli
sxemalar yasang:

a) X+y+z; b) (x —»y) <>z; d) {xyvz)*>t;
g) X->y —>7; i g)xz->>>;
h) (x<r*y)->z; i) (x V) z; D (x—=Vv)vz.

4. Har bir sxemada chekli sondagi muhim zanjirlar mavjud boiishini
isbot giling.

5. Muhim zanjirlarga mos keluvchi kon'yunksiyalaming diz’yunk-
siyasi sxemaning o'tkazuvchanlik funksiyasiga teng kuchli ekanligini isbot
giling. Misolning natijasiga asosan, sxemaga garab uning o'tkazuvchanlik
funksiyasini yozing.

6. Har ganday kontakt sxema P -sxema bo'la olmasligini isbotlang.

7. Quyidagi funksiyalarni realizatsiya qiladigan P -sxemalarni
toping:

a) fF{(x,y,z) =x-*y-*z, _ b)/2(x,>\z) = x<->y <->z7,

d) h{x,y,z,t) = (xyvt)<r*(xy -»z),

e) .f\(x,y,z,t) =(xvyvz)(xvyvt)(xtvyz).

8. 3- shaklda ko'rsatilgan sxema (“ko'prikcha”) P -sxema bo'la
olmasligini isbotlang.

9. Agar quyidagilar aniq bo'lsa, u holda to'rtta talabadan qaysi biri
imtihon topshirgan:

1) agar birinchi talaba imtihon topshirgan bo'lsa, u holda ikkinchisi
ham topshirgan;

2) agar ikkinchi talaba imtihon topshirgan bo'lsa, u
holda uchinchisi topshirgan yoki birinchisi top-
shirmagan;

3) agar to'rtinchi talaba imtihon topshinnagan
bo'lsa, u holda birinchisi topshirgan va uchinchisi
topshirmagan; j. shaki

4) agar to'rtinchi talaba imtihon topshirgan bo'lsa, u
holda birinchisi ham topshirgan.

10. To'rtta do'st - Safarov (S), Bekmurodov (B), Xo'jayev (X),
Azizov (A) mehnat ta’tillarini to'rtta har xil shaharda (Toshkent, Buxoro,
Samargand va Farg'onada) o'tkazishga kelishdilar. Quyidagi cheklashlar
mavjud bo'lgan holda ulardan har birining qaysi shaharga borishini
aniglang:
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1) agar S Toshkentga bormasa, u holda X Buxoroga bormaydi;

2) agar B Toshkentga ham, Farg'onaga ham bormasa, u holda S
Toshkentga boradi.

3) agar X Farg‘onaga bormasa, u holda B Samargandga boradi.

4) agar A Toshkentga bormasa, u holda B Toshkentga bormaydi.

5) agar A Buxoroga bormasa, u holda B Toshkentga bormaydi.

11. Tergovchi bir vaqtda uch guvohni - Donaqul, Toshpoiat va
Qosimni so'roq qildi. Ulaming ko'rsatmalari bir-birinikiga garama-garshi
edi va ulaming har biri kimnidir yolg'onchilikda ayblardi:

1) Donaqul Toshpo'latni yolg'on ko‘rsatma berayapti deb ayblardi;

2) Toshpo‘lat Qosimni yolg'onchi deb ayblardi.

3) Qosim tergovchini ToshpoMatga ham Donaqulga ham ishonmaslikka
chagirardi.

Ammo tergovchi ularga birorta ham savol bermasdan kim to‘g‘ri
gapirayotganini anigladi. Guvohlardan qaysi biri to'g'ri gapirayotgan edi?

12. “Uch talabadan gaysi biri matematik mantigni o'gigan?” degan
savolga ushbu to‘g‘ri javob olingan: “Agar birinchisi o‘gigan bo‘lsa, u
holda uchinchisi ham o'gigan, ammo, agar ikkinchisi o'gigan bo'lsa, u
holda uchinchisi ham o‘gigan degani noto'g'ri". Kim matematik mantigni
o'gigan?

Mustagil ishlash uchun savollar

1. Musbhat va manfiy kontaktli relelar bir-biridan nima bilan farg
giladi?

2. Rele-kontaktli sxema orqgali funksiya gqanday realizatsiya gilinadi?

3. Kontaktlarni parallel va ketma-ket ulashga ganday funksiya mos
go'yiladi?

4. 0 ‘tkazuvchanlik funksiyasi nima?

5. Muhim zanjir va P -sxemalar hagida nima bilasiz?

6. Minimal sxema nima?

7. Kontakt sxemalarni minimallashtirish muammosini ganday hal
gilish mumkin?

8. Qanday shartlar bajarilsa, berilgan sxema minimal sxema bo'ladi?

9. Shennon funksiyasi deganda nimani tushunasiz?

10. Hozirgi vagtda kontaktlar sonini baholashning ganday formulasi
bor?



IX BOB
MATEMATIK MANTIQ FUNKSIYALARINI
MINIMALLASHTIRISH MUAMMOSI

Ushbu bobda matematik mantiq funksiyalarini minimallashtirish
muammosi  bayon etilgan. Minimal diz’yunktiv normal shakldagi
(DNShdagi) funksiyalami yasash uchun DNShni soddalashtirish, eng gisga
DNSh, qgisqgartirilgan DNSh, tupikli DNSh, Kvayn DNSh va minimal
DNShni yasash algoritmlari hamda analitik va geometrik tarzdagi
algoritmlaming ekvivalentligi ko ‘rsatiladi.

9.1. Masalaning qgo'yilishi

Elementar kon yunksiyaning rangi. Mulohazalar algebrasi funksiyalarini
minimallashtirish muammosi. Soddalik indeksi va uning xususiyatlari. Minimal
DNSh. Eng gisga DNSh. Trivial algoritm. Birma-bir ko zdan kechirish algoritmi.

9.1.1. Mantiq algebrasining funksiyalarini minimallashtirish
muammosining dolzarbligi. Xalg xofjaligi uchun muhim amaliy aha-
miyatga ega boMgan ko'pchilik masalalami hal gilishda mantiq algebra-
sidan foydalanish mumkin. Quyida shunday masalalardan biri mantiq al-
gebrasining funksiyalarini minimallashtirish muammosi sifatida garalgan.

1-ta’rif. Ushbu

K =xI' XV eem'x|' (Y * U bo'lganda iy* ) (1)
ifoda elementar konyunksiya deb ataladi. r son elementar kon'yunk-
siyaning rangi deyiladi. Konstanta 1 ni rangi 0 ga teng bo 'lgan elementar

kon 'yunksiya deb hisoblaymiz.
2-ta’rif. Ushbu

D = v Ki(/*j bo7ganda K{* Kt) (2)

ifoda dizyunktiv normal shakl (DNSh) deb ataladi, bu yerda K - rangi
iga teng bo ‘lgan elementar kon yunksiya.

Ma’lumki, D diz’yunktiv normal shakl mantiq algebrasining ma’lum
bir /(x,,x2,...,xn) funksiyasini realizatsiya giladi va mantiq algebrasining
berilgan funksiyasi bir nechta DNSh ko‘rinishida ifodalanishi mumkin.
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Mmantiq algebrasining har ganday /( xx x2,...,xn) (/ ®0) funksiyasini
pNsh ko‘rinishiga keltirish mumkinligini, ya’ni
D =f(x,,x2,...,X]j (3)
Il bobda ta’kidlangan edi.
Bunday DNSh sifatida f funksiyaning mukammal diz’yunktiv normal
shaklini (MDNSh) olish mumkin, ya’ni

D= v X°'XV..x°" . 4)
/(0,.02..a, A
1- misol. /(xXxx2,xb) funksiya 1- chinlik jadvali bilan berilgan
bo'lsin.
I-jadval

x X2 X3 /(x,,X2,x3) xp X3 /(X ,,X2,X3)
0 0 0 1 I 0 0 1
0 0 1 0 | 0 1 1
0 1 0 0 | 1 0 1
0 1 1 0 I 1 1 1
U holda / (jg,x2,x3) funksiya

D, = X, X2X3V j¢, j2X3VX,X,X3V X,X,X3VvX,Xx2x3 (5)

MDNSh ko'rinishida ifodalanishi mumkin.
Ikkinchi tarafdan, shu funksiyaning o'zini

D2 =x2x3vV X, (6)
DNSh ko'rinishida ham ifodalash mumkin (chinlik jadvali orqali
aniglashni o'quvchiga havola etamiz).

Agar D, bilan D, ko'rinishlarini tagqoslasak, u holda D, ifodasida
15ta o'zgaruvchi simvollari va 5ta elementar kon’yunksiyalar
gatnashayotganligini, D2 ifodasida esa, 3 ta 0'zgaruvchi simvollari va 2 ta
elementar kon’yunksiyalar gatnashayotganligini ko'ramiz. Demak, D2
formula o'zgaruvchilar simvoli (elementar kon’yunksiyalar) soniga
nisbatan D, DNShga garaganda soddaroq formula hisoblanadi.

Agar D, va D2 ko'rinishdagi funksiyani:

a) kontaktli sxema orgali realizatsiya qgilsak, u holda £), DNShni
realizatsiya qgilish uchun 15 ta kontakt, D2 DNShni realizatsiya gilish
uchun esa 3 ta kontakt talab gilinadi;

b) nol taktli funksional elementlardan yasalgan sxema orgali
realizatsiya gilsak, u holda D,ni realizatsiya gilish uchun 21 dona
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funksional element va D2ni realizatsiya qilish uchun 4 dona funksional
element sarf bo'ladi;

d) bir taktli funksional elementlardan yasalgan ko‘p taktli to'g'ri sxema
orqgali realizatsiya qilish talab gilinsa, u holda £),ni realizatsiya qilish
uchun 33 dona funksional element, shu jumladan, 12 dona ushlab turish
elementi va D2ni realizatsiya gilish uchun 6 dona, shu jumladan, 2 dona
ushlab turish elementi kerak bo'ladi.

Bu mulohazalaming chinligini isbotlashni o'quvchiga havola etamiz.

Demak, Dt DNShni realizatsiya giladigan sxemaning (qanday sxema
bo'lishidan gat’i nazar) tannarxi D2 DNShni realizatsiya qiladigan
sxemaning tannarxidan ancha qimmat (ortiq) turadi. m

1- misoldan ko'rinib turibdiki, mantiq algebrasining funksiyalarini
minimaliashtirish muammosi ko'pchilik hollarda (jumladan, xalg xo'jaligi
uchun) katta amaliy ahamiyatga egadir.

Bu masalani hal gilish uchun DNShning “murakkabligini” ifodalovchi
L(D) soddalik indeksi tushunchasini kiritamiz.

L(D) funksional uchun 7o'yidagi aksiomalaming bajarilishini talab
gilamiz.

I. Manfiy emasligi hagidagi aksioma. Har gandav DNSh uchun
L(D)> 0.

Il. Monotonligi hagidagi aksioma (ko'paytmaga nisbatan). Agar
D =DIlvx°<KI bo'lsa, u holda

L(D)>L(D]vK]). )

I11. Qavariqligi haqgidagi aksioma (go'shishga nisbatan). Agar

D=D,vD2vaj nD, =0 bo'lsa, u holda
L(D)>L(DI)+L(D2). (8)

IV. Invariantlik hagidagi aksioma (izomorfizmga nisbatan). Agar R'
DNSh R DNShdan o'zgaruvchilami gayta nomlash (aynan tenglashti-
rishsiz) usuli bilan hosil gilingan bo'lsa, u holda L(DI) = L(D).

Diz’yunktiv normal shakllar uchun soddalik indekslari deb ataluvchi
quyidagi belgilashlami kiritamiz:

1 Lh(D) - berilgan D DNShdagi o'zgaruvchilar harflarining soni.

2. Lt(D) - berilgan D DNShdagi elementar kon’yunksiyalar soni.

3. Lt(D) - berilgan D DNShdagi inkor (—) simvollari soni.

va A(A) indekslar yugorida keltirilgan aksiomalami
ganoatlantiradi.

2- misol. 1- misoldagi D, va D2 DNShlar berilgan bo'lsin.
Ravshanki, ZA(Z})=15 va Lh{D2)—3, ya’ni D, DNSh o'zgaruvchilar
harflarining soni indeksiga nisbatan D, DNShga garaganda soddaroqdir.
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4 va D, DNShlar uchun Lk(DI)=5 va Lk(D2)=2 bo'lgani uchun
I}, DNSh elementar kon’yunksiyalar soni indeksiga nisbatan ham DI
DNShga garaganda soddaroqdir. Z-(D)=6 va Lj{D1l)=2, ya'ni D:
DNSh inkor simvollari soni indeksi uchun ham 2)1 DNShga nisbatan
soddaroqg ekan. m

Ma’lumki, {xp x2 o'zgaruvchilar to‘plamidan 3"ta elementar
kon’yunksiya tuzish mumkin (“bo'sh” kon’yunksiyaga 1 konstanta mos
gilib go'yilgan). Bundan o0'z navbatida {xp x2,...,xn} to'plam
elementlaridan 2 ta diz’yunktiv normal shakl tuzish mumkinligi kelib
chigadi.

3- ta’'rif. Agar f(x",x2,...,xn) funksiyani realizatsiya qiluvchi
DNSh L(D) indeksga nisbatan minimal boba, n holda bunday DNSh
Lga nisbatan minimal DNSh, Lk indeksga nisbatan minimal bo'lgan
DNSh eng gisga diz yunktiv normal shakl deb ataladi.

Bundan keyin Lh indeksga nisbatan minimal bo'lgan DNShni minimal
diz’yunktiv shakl deb ataymiz.

3- misol. 1- misoldagi Dx va D2 DNShlami tahlil gilamiz. D2
DNSh minimal DNShdir, chunki ushbu DNSh orqali ifodalangan

/(x,,x2,x3) funksiyaning x,,x2,x3 argumentlari muhim (soxta emas)

argumentlardir. Shuning uchun uni uchtadan kam harf bilan ifodalash
mumkin emas.

D2 DNSh eng gisga DNShdir, chunki ushbu DNSh bilan ifodalangan
/(x,,x,,x3) funksiya har ganday elementar kon’yunksiyadan farq qiladi.

D2 DNSh Lj indeksga nisbatan ham minimal DNShdir, chunki ushbu
DNSh bilan ifodalangan /(x,,x 2,x3) funksiya x2 va x3 o'zgaruvchilari
bo'yicha o'suvchi funksiya emas va demak, uni ikkita inkordan kam inkor
gatnashgan DNSh ko'rinishida ifodalash mumkin. w

Shunday qilib, asosiy muammo matematik mantigning ixtiyoriy

/(X,,X,,...,xn) funksiyasi uchun L indeksga nisbatan minimal

di/’yunktiv normal shaklni topishdan iboratdir. Bu muammo matematik
mantiq funksiyalarini minimallashtirish muammosi deb ataladi.

9.1.2. Matematik mantig funksiyalarini  minimallashtirish
niuammosini hal gilish algoritmining mayjudligi. Bu bobda matematik
mantiq funksiyalarini minimallashtirish muammosini hal gilish usullari
bilan shug'ullanamiz. Avvalo bu masala yechimining trivial algoritmi
mavjudligini ta’kidlaymiz. Bu algoritm birma-bir ko‘zdan kechirish
algoritmi deb yuritiladi va quyidagi 4 bandda ifodalangan jarayonlami
bajarishni tagozo qgiladi.
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1 {x,,0'zgaruvchilar to'plamida barcha 23 ta
diz’yunktiv normal shakllarni ma’lum tartibda tuzamiz. -

2. Bu DNSh lardan f(xvx2,...,xn) funksiyani realizatsiya giladigan
DNShlami ajratib olamiz.

3. Ajratib olingan DNShlar soddalik indekslarining (Lh, Lk, L)
miqdorlarini hisoblaymiz.

4. Lh, Lk, X, indekslar migdorlarini bir-biri bilan tagqoslash yo'li
bilan L ga nisbatan minimal bo'lgan DNShni topamiz. m

Keltirilgan algoritmni amaliy realizatsiya gilish uchun juda ham ko'p
mehnat talab etiladi, chunki kamida 23 ta sodda amaini (operatsiyani)
bajarishga to'g'ri keladi. Masalan, « =3 bo'lganda, f\xI,x1,xi)
funksiyani realizatsiya giladigan L indeksga nisbatan minimal diz’yunktiv
normal shakllarni topish uchun kamida 2? =23 =134 217 728 ta
amaini bajarishga to'g'ri keladi. Shuning uchun n > 3 dan boshlab bu
algoritmdan foydalanish (hattoki tez hisoblah imkoniyatiga ega bo'lgan
hozilrgi zamon hisoblash mashinalarini ishlatganda ham) mantiqga to'g'ri
kelmaydi. Bu algoritmdan fagatgina n —1 va n -2 bo'lgan hollar uchun
foydalanish mumkin.

Demak, umuman olganda, birma-bir ko'zdan kechirish algoritmi
minimal diz’yunktiv normal shakini topish masalasida amaliy yordam
bermaydigan algoritmdir. Shuning uchun mantiq algebrasi funksiyasini
minimallashtirishning boshqga usullarini izlashga to'g'ri keladi.

9.2. Diz’yunktiv normal shaklIni soddalashtirish va tupikli DNSh

DNShni soddalashtirishning ikki xily o 'li. Elementar kon yunksiyani
chetlashtirishjarayoni. Ko paytuvchini chellashtirishjarayoni. Tupikli DNSh.
Minimal DNShga keltirish.

9.2.1. Tupikli DNSh. Mantiq algebrasining DNShdagi ixtiyoriy
formulasi uchun

D=DIvK, D=D"vx?Kl, ()

bo'lsin, bu yerda D 1- biror DNSh, K - berilgan D formulaning biror

elementar kon’yunksiyasi, X° - shu K elementar kon’yunksiyaning

birorta (/ indeksli) ko'paytuvchisi, K' - K ning golgan ko'paytuvchilari,
ya’ni K = x° K]. DNShni soddalashtirishning ikki xil yo'lini (tipini)
ko'rib o'taylik.

I. Elementar kon’yunksiyani chetlashtirish operatsiyasi. D
DNShdan D1 DNShga o'tish uchun K elementar kon’yunksiyani
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chetlashtirish kerak. Bunday o'zgartirish D = £)' boiganda va faqat
shundagina mumkin.

1. Ko"paytuvchmi chetlashtirish operatsiyasi. D DNShdan
Plv K| DNShga o'tish operatsiyasi. Buni bajarish uchun K elementar
kon'yunksiya ifodasidan xf' ko'paytuvchini chetlashtirish kerak. Bu
almashtirish D =D v K xbo'lganda aniglangan.

1- ta’rif. | va 1 almashtirishlar yo 'llari bilan soddalashtirish
mumkin bo 1magan D DNSh (I va Il almashtirish!arga nisbatan) tupikli
DNSh (TDNSh) deb ataladi.

1- misol. D =Xx2je, v x, DNSh I va Il almashtirishlarga nisbatan
tupikli DNShdir. =

(1) va monotonlik aksiomasiga asosan L(D])<L(D) wva
L(D1v ~ ;)< L(D) bo'ladi. Shuning uchun TDNShlar orasida har doim
minimal diz’yunktiv normal shakllar mavjud bo'ladi.

9.2.2. Diz’yunktiv normal shaklni soddalashtirish. Endi yugorida
keltirilgan ikkita almashtirish asosida berilgan /,(xt,x2,x3) DNShni
soddalashtirish algoritmini keltiramiz.

1 /onrp.x-,,*,) funksiyani ifodalovchi biror DNShni dastlabki DNSh

sifatida olamiz. Masalan, shunday DNSh sifatida uning mukammal
diz’yunktiv normal shaklini olamiz (chunki chinlik jadvali asosida uni
formula orgali osongina yozish mumkin).

2. Dastlabki diz’yunktiv normal shaklda go'shiluvchilami va har bir
go'shiluvchidagi ko'paytuvchilarni tartibga solamiz. Bu tartiblash bilan
DNSh ko'rinishi beriladi.

3. Chapdan o'ngga garab DNSh ko'rinishi ko'rilib o'tiladi. Navbatdagi
Ki (i=1,2,...,«) elementar kon’yunksiyaga nisbatan Ki elementar
kon’yunksiyani chetlashtirish operatsiyasi qo'llaniladi, agar bu mumkin
bo'lmasa. u vagtda chapdan o'ngga garab Ki=x°'x°2...x°r elementar
kon’yunksiyalaming x° (v=12 ko'paytuvchi hadlari ko'rib
chigiladi va ularga nisbatan mumkin bo'lgunga gadar x> ko'paytuvchini
chetlashtirish operatsiyasi go'llaniladi. Shundan so'ng kcyingi elementar
kon’yunksiyaga o'tiladi.

Oxirgi elementar kon’yuknsiyani ishlab chiggandan keyin, hosil
bo'lgan DNSh yana gaytadan chapdan o'ngga garab ko'rib chigiladi va
elementar kon’yunksiyani chetlashtirish operatsiyasi sinab ko'riladi.
Natijada izlangan diz’yunktiv normal shaklga ega bo'lamiz. m
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1- teorema. Soddalashtirish algoritmini qo‘Hash natijasida hosil
gilingan dizyunktiv normal shakl (I va Il almashtirishlarga nisbatan)
minimal DNSh bo 1adi.

2- misol. Chinlik jadvali vositasida berilgan (1- jadval)

! (x,,x2,x}) funksiyani ko‘rib o'taylik.

1- jadval
X, x3 /(x,,Xx2,x3) X2 3 /(x,,x2,x3)
0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0 1 0
0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1

/(x,,x2,x3) funksiya uchun dastlabki DNSh sifatida MDNShni
olamiz va ikki tartiblashni o ‘tkazamiz:
D'=X X2X3VX X2X3VX X2X3V X X2X3V X x2x3V X,X,X3,

"= X X2X VXX X2V X X X VXXX, VX3X X, VX x2x3.

Tartibga solingan D' DNSh uchun algoritmning ishlashini ko'ramiz.

1. X, Xx2x3 kon’yunksiyani chetlashtirish mumkin emas, ammo X,
ko‘paytuvchini chetlashtirish mumkin, chunki x2x3=x, X2x3vX,X2x3.
Natijada x2x3 kon’yunksiyaga ega bo'lamiz, undan birorta ham
ko‘paytuvchini chetlashtirish mumkin emas.

2. X, X2x3 kon’yunksiyani ham chetlashtirish mumkin emas. Bu
kon’yunksiyadan x, ko‘paytuvchini chetlashtirish mumkin emasligini
osongina ko‘rish mumkin, lekin x2 Kko‘paytuvchiga nisbatan x2
ko‘paytuvchini chetlashtirish operatsiyasini qo‘llash mumkin. X, x3
kon’yunksiyani hosil gilamiz. Ko'paytuvchini chetlashtirish operatsiyasini
ishlatib soddalashtirish mumkin emas.

3. _fi_£2*3 _ kon’yunksiyani  chetlashtirish ~ mumkin,  chunki
X X3= X X2X VX, Xx2X3.

4. X, X, X3 kon’yunksiyani ham chetlashtirish mumkin, chunki
X2X3 =X, X, X, V X, X2X3.

5. X, x2x3 kon’yunksiyani chetlashtirish mumkin emas, birogq x2
ko‘paytuvchini tashlab yuborish mumkin. Natijada x, x3 kon’yunksiyaga
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ega bo'lamiz. Bu kon'yunksiyaga nisbatan ko'paytuvchini chetlashtirish
Operatsiyasini ishlatib, uni soddalashtirish mumkin emas.

6. X, x2x3 kon’yunksiyani ham chetlashtirish mumkin emas, ammo
undan X, Kko'paytuvchini chetlashtirish mumkin. Natijada, x2x3
kon’yunksiyani hosil_gilamiz va uni boshga soddalashtirish mumkin emas.

Shunday qilib, x2x3v x, x3v Xj x3v x2x3 DNShni hosil gilamiz. Bu
DNShga nisbatan kon’yunksiyani chetlashtirish operatsiyasini ishlatish
natija bermaydi.

Demak, soddalashtirish algoritmini ishlatish natijasida

D]=x2x3v x, X3V X, X3V x2x3 (2

DNShni hosil gilamiz. Yuqgorida keltirilgan hisoblashlar 2-jadvalda aks
ettirilgan.
Agar soddalashtirish algoritmini D" ga nisbatan ishlatsak, u holda

D2=x2x3vx,Xx,V X, X2 3)
diz’yunktiv normal shaklga ega bo'lamiz.
3- jadvalda D" ga nisbatan ishlatilgan soddalashtirish algoritmi

ishining asosiy bosgichlari keltirilgan. m
2- misoldan ko'rinib turibdiki, soddalashtirish algoritmi tatbigining
natijasi dastlabki DNShni ganday tartiblashga bog'liq bo'lar ekan.

2-jadval
Qadam tartib DNSh va ko‘rilayotgan Tekshirilayotgan Operatsiya
ragami tartib kon’vunksiya turi
1 XLx2x3vX,Xx L TLv
V X, X2X3V X, X2X, V X; ni
V X, X2X3V X, x2x3 X, X2x3 chetlashtirish
2 X2X3V X, Xx2x3V
V X, Xx2x3V X, x2x3V X2 ni
V X X, X3V X X, X, X, X, X, chetlashtirish
3 x2x3V X, Xj V
VX,X2X3 vXx1x2x3V X, X2Xx3ni
V X, X, X, VX X, X, X, X, X, chetlashtirish
4 X, X3V X X, VX, x2x3V X, X2X3 i
X X2 X, chetlashtirish

V Xj X2x3V Xj x2x3
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5

6

7
Masalan,
104) =4,

Qadam tartib
ragami

1

X2X3VX,X3V
V X, X2X3V X, X2x3
X2X3V X, X3V
V X, X3V X, X2X3
X2X3V X, X3V

V X, X3V X2X3

Ikkinehi ko ‘rish yangi
natija bermaydi

Lh(D¥Y =8, Lh(D2)-6,
1,(4)=3 va bu

DNSh va ko'rilayotgan T
tartib

X, X2X3V X 3X, X2V
V X, X, X3V X, X2X, V
VX, X X, VX X, X,
X2X3V X3X, X2V

V X, X, X3V X, X2X3V
V X, X X, VX X, X,

X2X3V X, X2V

V X2 X, X3V X, X2X3V
V X3 X, X2V X[ X2X3
X2X3V X, X2V

X, X3V X, X2X3V
VX, X X, VX X, X,
X2X3V X, X2V

V X| X3V X, X3V

VX, X X, VXX, X,

160

X, X2x3

X, X2Xx3

Algoritmning
ishi tugadi

Lk(DX ~ 4,
Lh{Dx)* Lh{D2),
Lk(DI)*L k(D2), L,(Dy) * L,(D2) munosabatlar kelib chigadi.

yerdan

ekshirilayotgan
kon’yunksiya

X, X2X3

X3 X, Xy

LS

%O

chetlashtirish

X, Ni
chetlashtirish

Lk(D2) - 3,

3-jadval

Operatsiya
tun

X, ni
chetlashtirish 3

v

x3ni
chetlashtirish j

X, ni
chetlashtirish

X, ni
chetlashtirish

X3 ni
chetlashtirish

6 X2X3V X, X2V
— - X, X2X3ni
V X, X,V X2X3V .
5 chetlashtirish
V Xj X, VX, X2X3
7 X2X3V X, X2V _ _
X2 X3 goMlanilmaydi
V X, X3V Xj Xj V X, X,
8 X2X3V X, X2V X, X2Ni
X, X2 -
V X, X3V X, X3V X, X, chetlashtirish
9 X2X3V X, X3V .
go'llanilmaydi
VXj Xj VX, X2 X, X3
10 X2X, VX, Xj V X, X, ni
X, X3 -
VX, X3VX, X2 chetlashtirish
i X2X3V X, X3V X,X2 X, X2 go'llanilmaydi
12 X2X3V X, XjV X, X2 Algoritmning
ishi tugadi

“Istalgan /(x,,x2,...,xn) funksiya uchun biror tartiblash ogibatida
soddalashtirish algoritmini tatbiq etib minimal DNShni hosil etish
mumkinmi yoki yo‘gmi?” degan savol tug‘iladi. Bu savolga quyidagi
teoremajavob beradi.

2- teorema. j\x{x2,..xn) - matematik mantiq algebrasining

H

n
ixtiyoriy funksiyasi (f ®0) va D:/\_/th uning ixtiyoriy (I va 1l

almashtirishlarga nisbatan) tupikli DNSh bo'lsin. U holda MDNShning
shunday tartiblashi mavjud bo'ladiki, undan soddalashtirish algoritmi
yordami bilan D tupikli DNShni hosil gilish mumkin.

Natija. Tupikli DNShlar orasida albatta L indeksga nisbatan
minimal DNShlar (hammasi bo 1ishi shart emas) mavjud bo ‘lgani uchun,
soddalashtirish algoritmi, MDNShni malum ravishda tartiblash
natijasida, minimal DNShni ham topishga imkon yaratadi.

Shunday qilib, minimal DNShni topish uchun MDNShni tartiblash
kerak va unga nisbatan soddalashtirish algoritmini ishlatish kerak.
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5 X2x3v x,jc3 v X2ni

V X, Xx2Xx3V x, Xx2x3 X, x2x3 chetlashtirish
6 X2X3V X, X3V X,ni
V X, X3V X, X, X3 X, X2x3 chetlashtirish
7 x2x3V X, x3V
V X, x3V x2x3
Ikkinchi ko'rish yangi Algoritmning
natija bermaydi ishi tugadi

Masalan, /,AL4) =8, Lh(D2) =6, Lk(D{)=4, Lk(D2) =3,
A=A AM)=3 et yedn 4,(A)*4,(A)>

Lk(DlI d)Lk(DZ) LI(D]) ~ 4 (A) munosabatlar kelib chigadi.
3-jadval
Qadam tartib DNSh va ko'rilayotgan Tekshirilayotgan Operat_siya
ragami tartib kon’yunksiya ) tun
1 X, X2X3V X 3X, X2V
VXx2X x3VX, x2x3V X, ni
VX X X7V X X, X, X, X, X, chetlashtirish
2 X2X3V x3X x2V
VXx2X X3V X, Xx2x3V X 3ni
V X3X X, VX X, x3 X, X X, chetlashtirish
3 x2x3V X x2V
V X2X x3V X, x2x3V x2ni
VXx3XI x2V Xjx2x3 X, X, x3 chetlashtirish
4 x2x3V X, x2V ni
X, x3V X x2x3V X, X2x3 chetlashtirish
vXx3x,x2VX,X,X,
5 x2x3V X x2V
VX x3v x2x3V X3 ni
VX X X2V X X, X, X3X, X, chetlashtirish
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6 X2X3V X, X2V

Xj x 2 X3ni
V X, T3 V X2X, V
X x2x3 chetlashtirish
V X, X, VX, X2x3
7 X2X3V X, X, V
2%3 go'llanilmaydi
VX, X, VXx2x3V X X, xeXx
8 X2X3VX,X, V o X, X. ni
V X, X3V Xx2Xx3V X, X, T * chetlashtirish
9 x2X, VX, X, V
o'llanilmaydi
V X2X3V X, X2 X, X3 q y
10 X2Xj VX, Xj Vv X, X3ni
X2X3 .
VX 2X3VX, X2 chetlashtirish
n X2xX3Vv x| X3v X,X2 X, X2 qo'llanilmaydi
12 X2X3v X, X3v X X2 Algoritmning
ishi tugadi

“Istalgan f(xXx x2,...,xn) funksiya uchun biror tartiblash ogibatida
soddalashtirish algoritmini tatbiq etib minimal DNShni hosil etish
mumkinmi yoki yo'gmi?” degan savol tug'iladi. Bu savolga quyidagi
teorema javob beradi.

2- teorema. /(xpx2 - matematik mantiq algebrasining

M
ixtiyoriy funksiyasi (/ ®0) va D = v Kt uning ixtiyoriy (I va Il

almashtirishlarga nisbatan) tupikli DNSh bo'lsin. U holda MDNShning
shunday tartiblashi mavjud bo'ladiki, undan soddalashtirish algoritmi
yordami bilan D tupikli DNShni hosil gilish mumkin.

Natija. Tupikli DNShlar orasida albatta L indeksga nisbatan
minimal DNShlar (hammasi bo fishi shart emas) mavjud bo ‘1gani uchun,
soddalashtirish  algoritmi, MDNShni ma’lum ravishda tartiblash
natijasida, minimal DNShni ham topishga imkon yaratadi.

Shunday qilib, minimal DNShni topish uchun MDNShni tartiblash
kerak va unga nisbatan soddalashtirish algoritmini ishlatish kerak.
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Teoremaning isbotidanl soddalashtirish algoritmi yordami bilan tupikli
DNShlami mukammal DNShdan yasash uchun fagat kon’yunksiyalar
ifodasida ko'paytuvchilar joylashishini variatsiyalash yetarligi kelib
chigadi.

Hozirgi vaqtda kon’yunksiyalami DNSh ifodasidan chetlashtirish va
ko'paytuvchilami kon’yunksiyalar ifodasidan chetlashtirish mumkinligini
tekshirishlar soni (MDNSh tartiblashning hamma turi bo'yicha)

Llogif+I'h"”
2 > -(n+2)-2"

sondan ortiq emasligi isbotlangan. Bu son 23 sondan ancha kamdir, ya'ni

soddalashtirish algoritmi birma-bir ko'zdan kechirish algoritmidan

yaxshiroq ekanligi ma’lum bo’ladi.

Muammoli masala va topshiriglar

1. Ushbu bobning 1- paragrafidagi 1- chinlik jadvali bilan beril-
gan/(x,,x2,x3) funksiyani x2x,vX, DNSh ko'rinishda ifodalash
mumkinliginiJco”rsating. _

2. D, =X X2X3V X, X2X3V X, X2X3V X,X2X3V X,XX3 va D2 =x2Xj vXj
DNShlar berilgan bo'lsin. Quyidagi mulohazalaming chinligini isbotlang.
Agar 2), va D2 ko'rinishdagi funksiyani:

a) kontaktli sxema orqali realizatsiya qilsak, u holda D] DNShni
realizatsiya qilish uchun 15 ta kontakt, D2 DNShni realizatsiya qilish
uchun esa 3ta kontakt talab etiladi;

b) nol taktli funksional elementlardan yasalgan sxema orqgali realiza-
tsiya gilsak, u holda D, ni realizatsiya qilish uchun 21 dona funksional
element va D2ni realizatsiya gilish uchun 4 dona funksional element sarf
bo'ladi;

d) bir taktli funksional elementlardan yasalgan ko'p taktli to'g'ri sxema
orqgali realizatsiya qgilish talab etilsa, u holda Z),ni realizatsiya gilish uchun
33 dona funksional element, shu jumladan, 12 dona ushlab turish elementi
va D2ni realizatsiya qilish uchun 6 dona, shu jumladan, 2 dona ushlab
turish elementi kerak bo'ladi.

3.  Quyidagi funksiyalami MKNShga keltirib, Lh, Lk, I, soddalik
indekslarining migdorini toping:

a) 7i=((xvy)vz)-H(xvj)(xvz)); b) f2=x<-"z;

d)is =(x->y)-*z; e)l4=x—>(y z).

1A6noHcknin C.B. BBefieHMe B JUCKPETHYO maTtemaTtuky. M.: Hayka. 1979. 213-
sahifaga qarang.
162



4. Quyidagi funksiyalarni soddalashtirish algoritmidan foydalanib,
minimal diz’yunktiv normal shaklga keltiring:

a) f\' x,x2v x,xX4v x2x3x4, b) fn—x,x2x3v xjx"X4v Xx3x4,

d) /3 = X\X2 VX X3V Xjc2X3X4 V X, X,X3X4.

5. Diz’yunktiv normal shaklda berilgan quyidagi funksiyalarning
tupik diz’yunktiv normal shaklini toping:

a) (X, v x2v x3)(x, v X, v x3)(x; v x3);

b) (X, vx4)(x2vx3vx4)(X, vX, vXx3);

d) (X, v Xx2v x3)(X, Vv X4)(X2Vv X3V x4) .

6. 5- bandda berilgan funksiyalarning har biri uchun minimal
diz’yunktiv normal shaklni toping.

7. Matematik mantiq funksiyalarini minimaliashtirish muammosining
amaliy ahamiyatini tushuntirib bering. Matematik mantiq funksiyalarini

minimaliashtirish  masalasini yechishda trivial algoritmni qgo‘llash
noqulayligi nimadan iboratligini tushuntiring.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Matematik mantiqg funksiyalarini minimaliashtirish muammosi
deganda nimani tushunasiz?

2. Soddalik indeksi va uning xususiyatlarini bilasizmi?

3. Minimal va eng gisqa DNSh ganday ta’riflanadi?

4. Trivial algoritm tushunchasini bilasizmi?

5. Nega birma-bir ko‘zdan kechirish algoritmi qulay bo'lsada kam
go'llaniladi?

6. DNShni soddalashtirishning necha xil yo‘lini bilasiz?

7. Elementar kon’yunksiyani va ko'paytuvchini chetlashtirish
jarayoniari ganday jaroyonlar?

8. Tupikli DNSh deganda nimani tushunasiz?

9. Minimal DNShga keltirishda ganday muammolar bor?

9.3. Minimaliashtirish masalasining geometrik tarzda qo‘yilishi

Birlik kubning hamma uchlan to 'plami. Uch o'lchov/iyoq. N f to plam.

Interval. To plam qobig'i. To 'plam qobig'i bilanfunksiya orasidagi munosabat.

9.3.1. Birlik kub va uning elementlariga mos keladigan funksiya.
Hamma {ai,a2,..,0Cn} majmua to'plamini E" bilan belgilaymiz. E"
to'plamni birlik kubning hamma uchlari to'plami sifatida garash mumkin.

163



Shu sababli E" to'plam n o‘lchov!i kub, {al,(X2,...,an} esa kub

uchlari deb ataladi.
n = 3 o'lchovli kub 1- shakldagidek tasvirlanishi mumkin.

1- ta’rif. shunday 0 va 1 sonlardan iborat
tayinlangan sonlar sistemasi bo'lib, 1</, <i2<...<ir<n, uchun
a, =<, ,a, =< a} =C, bajarilganda E" kubning uchlaridan

tuzilgan to plam (n- r) o'lchovliyoq deb ataladi.

Mantiq algebrasining /(x,,x 2,...,xn) funksiyasi berilgan bo'lsin. E"
kubning f(al,02,..00n) =1 shartni  ganoatlantiradigan  barcha
uchlaridan tashkil topgan to'plamni Nf bilan belgilaymiz, ya’ni
f(a],az,...,ar) =1 bajarilganda va fagat shunda (a,,az2,...,ail)e N.
bo'ladi. Masalan, ushbu bobning 2- paragrafidagi 1- jadvalda berilgan
f{X\,x2,x") funksiyaga

Nf ={(0,0,0), (0,0,1, (0,11), (1,0,0), (1,1,0), (11,1}
to'plam mos keladi.

Ravshanki, Nf <z,E”. Agar Nf to'plam berilgan bo'lsa. u holda unga
mos / funksiyaning analitik ko'rinishini yozish mumkin.

1- misol. Quyidagi to'plamlarga mos keladigan funksiyalaming
analitik ko'rinishini topamiz:

ko'rinishi
quyidagicha bo'ladi: /j(X,,X2,j3) = X, X2x+V X, X" X"V X x2x3;
[ 2(X,,X2,X3) = X, x2X3V X, X2X3V X, X2X3V X, X2X3. m
Shunday qilib, N f to'plam berilgan bo'lsa, u holda unga mos f
funksiyani, /(x,,x2,...,.xn) funksiya berilganda esa, N f to'plamni
topish mumkin. X, " ft1)
Dastlabki funksiya sifatida r rangli

elementar kon’yunksiyani olaylik.
2-1la’rif. K kon yunksiyaga mos
Nk to'plam r rangli interval deb
ataladi.
O’z-o'zidan ravshanki, r rangli N
interval  (n-r) o'lchovli yoqgni

ifodalaydi. |
2- misol. Ai(X],x9,x4) = x,xI, Qw |-5hak|(QQ



Icon’yunksiyalarga Nk = {(1,1,1),(0,1,1)}, Nk = {(0,0,0),(0,0,1)},
Nk ={(0,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,1,1)} inter-vallar mos keladi. Bu
intervallar mos ravishda 2, 2 va 1 rangli hamda 1 o'Ichovli yoq (girra), 1
o'lchovli yoq (qgirra) va 2 o'lchovli yoqdir. m

Agar f(x1,x2,...,xn) =g(xI,x2,...,.xn)vh (x],X2,...,Xxn) bo'lsa, u
holda 1) Ngc Nf,Nhc:Nf\ 2) Nf U Aa bo'ladi.

Umuman olganda, agar /(X,,X,,...,.xa)=D va D =AT v K2v...vKs
bo'lsa, u holda yuqoridagi xossalarga asosan Nt ¢ Nf (/=1,2,..,5) va
Nf=NK\VNK\I...UNk ,yani f funksiyaga Nf to'plamning N k<,
Nk,, ,N k intervallardan iborat qobigq mos keladi va har bir N k ,
Ak ,...,Nk intervallardan iborat N f to'plamning qobig'iga D
diz’yunktiv normal shaklda ifodalangan / funksiya mos keladi.

Demak, mantiq algebrasining har bir /(x, ,x2,...,xn) funksiyasiga
bitta Nf to'plamning Nk ,NkT..,Nk intervallardan (Nk =-Nf) iborat
qobig'i va, aksincha, har bir to'plamning  NKk),Nk r..,Nk
intervallardan iborat qobig'iga bitta f(x],x2,...,xil) funksiya mos keladi,
ya’ni Nj ning qobig'i bilan /(x,,x 2,...,xn) funksiya o'rtasida o'zaro bir
giymatli moslik bor.

3- misol. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 1-jadval bilan berilgan
f (x,,x2,x3) funksiya uchun

D, = X, X2X3V X, X2X3V X, X2X3V X, X2X3V X, X2X3,

D2=x2x3v x,

diz’yunktiv.  normal  shakllar  topilgan edi. Bu  DNShlarga
Nf = {(0,0,0), (1,0,0), (1,0,2), (1,1,0), (1,1,1)} to'plamning quyidagi
ikkita goplamasi mos keladi:

Nf =Nk I)NkiUNk UNk U NKki, Nf =N, U , bu  yerda
Nki= {(0,0,0)}, Nk ={(140)}, NK={(1,6,1)}" Nk ={(1,1,0)},
' ={(1,1,1)}, Nk - {(0,0,0),(1,0,0)}, Nk ={(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,2)}.
Birinchi goplama beshta nuqtadan, ikkinchisi esa girra va ikki o'lchovli
yoqdan iborat. NK intervalning rangi r bo'lsin (u Kt kon’yunksiyaning
rangiga teng). U holda

r==rl 4)
1=
goplamaning rangi deb ataladi.
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9.3.2. Mantiq algebrasi funksiyasini minimaliashtirish muam-
mosiga ekvivalent qoplamalar haqidagi geometrik masala. Mantiq

algebrasi funksiyasi /(x Ljc2,...,xe)ni minimaliashtirish muammosiga

ekvivalent bo‘lgan qoplamalar hagidagi geometrik masala quyidagicha
go'yiladi. Berilgan Nf = N]* U-wx, U —IA A to‘plamning

NK),Nk,...,Nk (NKk c:Nf,j =1,2,..5) intervallardan iborat shunday

gobig‘ini topish kerakki, uning r rangi eng Kkichik bo’lsin, ya’ni
garalayotgan masala
v

minr=min”"?; (5)
i=
ni topish masalasiga keladi.

Demak, mantiq algebrasi funksiyasini minimaliashtirish masalasini ikki
shaklda ko'rish mumkin: birinchisi - analitik shaklda, ikkinchisi -
geometrik formada. Shuning uchun adabiyotda ikki til ishlatiladi: analitik
va geometrik. Ayrim hollarda ikki tilning kombinatsiyasidan foydalaniladi.
Masalan, kon’yunksiyani interval va DNShni qoplama deb ataydilar.

9.4. Joiz (ruxsat etilgan) knn’yunksiyalar

Joiz kon 'yunksiyalar. Trivial algoritmni soddalashtirish.

9.4.1. Joiz kon’yunksiya tushunchasi. Ma’lumki, x{,x2,...,xn
o0 ‘zgaruvchilardan 3"ta elementar kon’yunksiya va 2J ta diz’yunktiv
normal shakl tuzish mumkin. Masalan, n =3 bo‘lsa, ya’ni x,,x2,xj
0°‘zgaruvchilardan

1 x,, Xj, Xio Xj, Xj, x,x2 x,x3, X2X , X| X2, Xjx2, XjXj ,
XjXj X2X., X2X3, X, Xj , X, Xj , Xj Xj, X, X2Xj , XjXjXj , (1)
n 5alf2ng + ®LA2*Z . ALA2 B . x x> x 32 xj XA

elementar kon’yunksiya tuzish mumkin. Ammo, bu elementar kon’yunk-
siyalaming hammasi ham berilgan ixtiyoriy /(x,,x2,x,) funksiyani
realizatsiya giladigan diz’yunktiv normal shakllaming ifodasida ishtirok
etavermaydi.  Shuning uchun “3"ta kon’yunksiyaning qaysilari
/(x,,x2,....,xn) funksiyaning DNShda ishtirok giladi?” degan masalani
yechishga to‘g‘ri keladi. Buning uchun, birinchi navbatda, Et\N f
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to'plamning elementlarida 1 giymat gabul giladigan kon’yunksiyalami
topish kerak bo'ladi. Masalan,
f -XYZV XYZVXYyZVXYZVXYyZV XyZ (2)
bo'lsin. U holda
Na = {(0,0,0), (0,1,1), (0,1,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1, 1)} (3)
boiadi. Demak, 1-jadvalga ega bo'lamiz.
I- jadval

1 giymat gabul giladigan kon’yunksiyalar
(0,0,0) \,X,Y,2,XY,XZ,yZ,XyZ
(0,0,1) \,X,Y,Z,Xy,XZ,yZ,XyzZ

Ikkinchi  navbatda, (1) kon’yunksiyalar orasidan 1-jadvaldagi
kon’yunksiyalarni chetlashtiramiz, chunki f(x,y,z) funksiyaga N f
((3)ga garang) to'plam mos kelgani uchun 1-jadvaldagi kon’yunksiyalar
(2) funksiyani realizatsiya giladigan diz’yunktiv normal shakllar ifodasida
umuman gatnashmaydi. Bu operatsiya natijasida f Xx(x,y,z) funksiyani
realizatsiya qiladigan DNShlar ifodasida gatnashishi mumkin bo'lgan
(gatnashishga ruxsat etilgan, gatnashishga joiz) kon’yunksiyalarga ega
bo'lamiz: X, Y, Xy, Xz, Xy, Xz,

yz, XY, Yz, Xyz, Xyz , 4)
XYz, Xyz, Xyz, XyzZ.

Shunday qilib, 33=27 kon’yunksiyadan 15 tasining berilgan
f{x,y,z) funksiyani realizatsiya giladigan DNShlar ifodasida gatnashishi

joiz ekan.

1- ta’rif. Ixtiyoriy /(X,,X2,..,XB) funksiya va unga mos N -
to'plam berilgan bo'lsin. /(x,,x2,...,xn) funksiyani realizatsiya qila-
digan DNShlar ifodasida gathashishi mumkin bo'lgan konyunksiyalar,
yani En\N ( to'plamning nugtalarida 1 giymatga ega bo ‘lgan
konyunksiyalardan tashgari golgan hamma konjunksiyalar joiz
kon yunksiyalar deb ataladi.

Masalan, (4) dagi hamma kon’yunksiyalar joiz kon’yunksiyalar bo'ladi.

8.4.2. Joiz kon’yunksiyalarni“topjsh.

Misol. /2(x,,X2,X3) = X, X, X3VX, XX3V _
VX XjX, VXX2X3V Xx2Xj V x»2X| (5)
va unga mos
Nfi = {(0,0,0), (0,0,1), (1,0,2), (1,1,2), (1,1,0), (0,1,0)} (6)

to'plam berilgan bo'lsin.
Joiz kon’yunksiyalami topish uchun 2-jadvalni tuzamiz.
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2-jadva\
Ee\Nf 1giymat gabul giladigan kon’yunksiyalar

(1,0,0) I,xI,x2,x3,xIx2,x1x3,x2x3,x1x2x3

0.11) 1, Xt, X2, X3, X[X2,X,X3,X2X 3, X,X2X3

U holda (1) dagi kon’yunksiyalardan 2- jadvaldagi kon’yunksiyalami
chetlashtirish natijasida quyidagi joiz kon’yunksiyalarga ega bo'lamiz:

X, X2, X,X3, X2x3, X2X3, X, X2,
X, X3, X,XX3, X,X2x3, X,XX ,, (7
X, X2X, , X, X2X3, X, X2X3. =m
O’zgaruvchilar soni nta bo'lganda, 3" ta kon’yunksiya va ulardan
27 ta /(x,,x2,...,xn) funksiyani realizatsiya qilishi mumkin bo'lgan

DNSh tuzish mumkinligini aytgan edik. Demak, berilgan ixtiyoriy
/(x,,x2,...,xn) funksiyani realizatsiya giladigan tupikli (minimal)

DNShlami 23 ta DNShlar orasidan izlamasdan, balki 2A DNShlar
ichidan izlash kerak degan natijaga keldik, bu yerda A - joiz
kon’yunksiyalar soni.

9.5. Qisqartirilgan diz’yunktiv normal shakl
Maksimal interval. Oddiy implikant. Qisqartirilgan DNSh.

9.5.1. Maksimal interval va oddiy implikant tushunchalari.

1- ta’rif. Agar Nf to'plamning gism to plami bo ‘lgan Nk interval
uchun: 1) Nkc N\ ¢ Nf; 2) N\ intervalning rangi Nk intervalning
rangidan kichik shartlarni ganoatlantiruvchi N k internal mavjud

bo'Imasa, nholda Nk (N f ga nisbatan) maksimal interval deb ataladi.

1- misol. KkxXj,x2,xj)—xjxj, kZAxl,x2,x3)=xix2, A x,,x2,x3) = x2

bo'lsin. U holda Nk ,Nk* maksimal intervallar bo'lib, Nk interval esa
Nj ning maksimal intervali bo'Imaydi, chunki Nk ¢ Nk va NKk, ning
rangi Nk ning rangidan kichik. m
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2- misol. Ushbu bobning 4- paragrafidagi (4) joiz
kon’yunksiyalarga mos kelgan 15ta intervaldan fagat jVvi va Nx*
intervallar va o‘sha paragraf, (7) dagi 12ta intervaldan fagat JV
N‘,\l,_,. , N)Q N— , N&: , N—,, intervallargina mos ravishda NJ( va
N f “to'plamlarga nisbatan maksimal intervallar bo‘ladi. m

2- ta’rif. Nf to'plamning Nk maksimal inten‘aliga mos kelgan
X kon yunksiya f funksiyaning oddiy implikanti deb ataladi.

Agar k' kon’yunksiyaning hamma ko'paytuvchilari k kon’yunksiyada
ham mavjud bo‘lsa, u holda Nkc: N, deb yozish mumkin. U holda,
ma’lum ma’noda, f funksiyaning k oddiy implikanti ifodasidan birorta
ham ko‘paytuvchini chetlashtirish mumkin emas, chunki ko'paytuvchini
chetlashtirish ~ natijasida Nk, ZNf  munosabatda bo'lgan k'
kon’yunksiyaga ega bo'lamiz.

Har ganday NKk intervalni (Nkc:Nf) maksimal intervalgacha
kengaytirish mumkin.

Nf to'plamning hamma maksimal intervallari

N ko,Nko,...,NKk, (1

lardan iborat bo'lsin. U holda
Nf =NkbU u..UNKk ()

bo'ladi, chunki Nk c¢ Nf (/= 1,2,...m) va Nf ning har bir nugtasi (1)

dagi maksimal intervallarning birortasining elementi bo'ladi. (2) tenglik
quyidagi munosabatga ekvivalentdir:

f = kx V..V&® . (3)
9.5.2. Qisqartirilgan DNSh tushunchasi.
3- ta’rif. /  funksiyani hamma oddiy implikantlarining
dizyunksiyasi (3) gisqartirilgan DNSh deb ataladi.
Demak,
A (/) =*°v*2v ... vkl (4)

f funksiyaning gisqartirilgan DNShi bo'ladi. D, (f) qisqartirilgan
DNSh / funksiya orgali bir giymati aniglanadi va / funksiyani
realizatsiya giladi.

3- misol. Ushbu bobning 4- paragrafidagi (2) formulada berilgan
f (x,,x,,x3) uchun maksimal intervallardan iborat

9
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gobigga va o'sha yerdagi (5) formulada berilgan / 2(x,,x,,x3) funksiya

uchun
tf/, = **. u”™ UNkwn Nktu Nkiu NKki (6)

qobigga ega bo'lamiz. Bu yerda k° =x,, k2 = x2, kt=x,x2> k2= x,x3,
Kj —x2x3, k4 —XyX", k® —xIx2, k6 =xIxi . Bu qobiglarga Ds(/)=Xjv x,,

A (/2)=* 12V Xi*3 Vv *2x3Vv XXTV X,Xx2Vv X x3 gisqartirilgan DNShlar
mos keladi. m

9.6. Qisqartirilgan diz’yunktiv normal shaklni yasash algoritmi
Funksiya. Qisqartirilgan DNSh. Algoritm.

9.6.1. Qisqartirilgan  DNSh  yasash algoritmi. Ixtiyoriy
/(x,,x2,...,X,,) funksiyaning gisqartirilgan diz’yunktiv normal shaklini
yasash uchun quyidagi operasiyalarni bajaramiz:

1) /(*i>*2me>m*) funksiyaning istalgan kon’yunktiv normal shaklini
olamiz, masalan, mukammal KNSh;

2) qavslarni ochib chigamiz, ya’ni av-»va  turdagi almashtirishni
0 ‘tkazamiz;

3) hosil gilingan ifodadan 0 ga teng hadlami chetlashtiramiz va

K,K2vK 2=Kn KxvKi=Kx
formulalardan foydalanib uni soddalashtiramiz. Natijada, gisqgartirilgan
DNShga kelamiz. m

9.6.2. Misollar.

1 - misol. Nh=0,00),00,),(10,1),(1,1,1),(U,0),(0,1,0)} to'plamga
mos / 2(x,,x2,x3) funksiyaning MKNShni

(X ,,X2,.0, X,) = a
1
formuladan foydalanib yozamiz:

1 2(X,,X2,X3) = (X]VX, VX3)(X, VXjVX3).
Algoritmning 2- va 3- qadamlarini bajaramiz:
(X, VX2V x3)(x, VXV X3) = X VX,x2V X,Xx3V X, x2Vx2X, V

VX2X3V X,X3V X2X3V x3X3 =
= XX VX, X3V X,X2VX,X3V X,X3V x2X3.

(xflv xflv ..v xf") (1)
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Qisgartirilgan DNSh quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
Ds(f2) = x,x2Vv X,X5V X,X2V X2X3V X,X3V x2x3.m  (2)
2- misol. Quyidagi funksiya berilgan bo'lsin:
1] (X, X2, X)) = XXRX3V X,X2X3V X,X2X3V X,X,X3V X,X2X3V X,X2X3.
Bu funksiyaga
Nf = {(1,0,0),(0,1,1),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,2)}
to'plam mos keladi. Funksiyaning MK.NSh ko'rinishi
13(x,,x2,x3) = (X v X, V X3)(X, V X2V X3) .
Algoritmning 2- va 3- gadamlarini bajaramiz:
(X, v X2V X,)(X, V X2V X3) = X,X, V X,X: V X,X, V X,X2V
V X2X2 V X2X3V X,X3V X2X3V X3X3 =
=XV X,X2V X, X3V X, X2V X, V X,X3V X,X3V X2X3=
= X VXPABV X2V X2X3V XjX3V X2X3 =
= X VX2V X,X3V X2X3=X V X2.
Demak, funksiyaning gisqartirilgan DNSh quyidagicha bo'ladi:
a (/;)=*iv *2-" (3>

Muammoli masala va topshiriglar

1. Quyidagi to'plamlarga mos keladigan va f2 funksiyalaming
analitik ko'rinislilarini yozing:

a) N\ ={(0,0,0),(3,0,0),(0,1,2),(1,1,1)};

b) Nf ={(1,0,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,0)}.

2. Quyidagi intervallarga mos keluvchi kon’yunksiyalaming analitik
ko'rinishlarini yozing:
a) Nk={(0,0,0),(0,1,1)}, b) Nk ={(1,1,1),(1,0,0)}, d) ~ ={o,1,0),(1,0,)}

3. Har bir Nki, NkK*, Nk intervallardan iborat Nf to'plamning qobi-
giiga D diz‘yunkti\-- normal shaklda ifodalangan f funksiya mos
kelishini isbotlang.

4. Quyida berilgan funksiyalaming joiz kon’yunksiyalarini toping:

a) fX=Xx,X2Vv X,X3X4 v x2x3x4;

b) /2= X,X2X3V X,X2X4 V X3X4;

d) /, = X,X2V X,X, V X,X2X3X4 V X,X2X3X4;

e) JT = (" vXx,vXx3)(X, VX,VX3)(X2VX.);
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0 fb = (*1V*4)(*2 v *3v *4X~ Vv *2 v XT) ;

h) /16=(x, v X, Vv x3)(X, vx4)(x2vXx.v x4).

5. 4- bandda berilgan funksiyalami gisqartirilgan DNShga keltiring.

6. Qisqartirilgan DNShni yasash algoritmi asosida quyidagi
funksiyalami gisgartirilgan DNSh ko‘rinishga keltiring:

a) f =x,x2vx2; _ b) /2= Xx3X4V X, XX4V X, XX ,;

d) /3=x,Xx2Vv X,x3v x2XX4 v x2x3.

Mustagil ishlash uchun savollar

Interval tushunchasi nimani anglatadi?
To'plam gobig‘i nima?
To‘plam gobig“i bilan funksiya orasida ganday munosabat bor?
Joiz (ruxsat etilgan) kon’yunksiyalar deganda nimani tushunasiz?
Trivial algoritmni soddalashtirish ganday amalga oshiriladi?
Maksimal interval va oddiy implikant hagida nimalami bilasiz?
Qisqartirilgan  diz’yunktiv. normal shakl deganda nimani
tushunasiz?

8. Funksiyani qisqartirilgan diz’yunktiv normal shaklga keltirish
algoritmini bilasizmi?

NoOoOrWN R

9.7. Tupikli diz’yunktiv normal shakllarni geometrik asosda
yasash usullari

Tupikli DNShga keltirish algoritmi. Ayrim maksimal intervallarni
chetlashtirish. Keltirilmaydigan qoplamalar (gobiglar). Qisgartirilgan, tupikli va
minimal DNShlar orasidagi munosabatlar.

9.7.1. Geometrik ma’nodagi tupikli diz’yunktiv normal shakllar.
Geometrik ma’nodagi tupikli diz’yunktiv normal shakl tushunchasini

o°‘rganish uchun misolga murojaat gilamiz.

1- misol. Ushbu bobning 4- paragrafidagi misolda (5) formula bilan
berilgan / 2(x,,x2,x3) funksiyaning N kN ki maksimal interval-
lardan iborat Nf qoplama

If!l :If71lW 1 LI-I77 WV' W lt (l)
ekanligini ko‘rsatgan edik. Bu yerda
Nfi = {(0,0,0),(0,0,1),(1,0,2), (1,1,2), (1,1,0), (0,1,0)},
Nk ={(1,1,0),(1,1,1)}, Nk = {(1,0,1),(1,1,1)},
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={(0,1,0),(1,1,0)}, Nk ={(0,0,1),(1,0,1)},
Nk = {(0,0,0),(0.0,1)}, Nk = {(0,0,0),(0,1,0)} . (2)
Quyidagi savolga javob topaylik. to'plamning NK, , Nk},
Nk ,Nk, Nk maksimal intervallardan iborat bo'lgan qoplamadan
ayrim maksimal intervallami chetlashtirganimizda. qolgan gismi yana
N f ning qobig‘i bo‘ladimi yoki yo‘qmi?
(1) va (2) munosabatlardan quyidagilar kelib chigadi:

3
N f_to'plamning (3) da ko'rsatilgan qoplamalaridan boshga gqopla-malari
mavjud emas. Bu qobiglar (1) Kkeltirilgan gobigdan ayrim maksimal
intervallami chetlashtirish natijasida hosil gilingan. Shunday qilib,
go‘yilgan savolning birinchi gismiga ijobiy javob berdik.

3) da keltirilgan Nj to‘plamning istalgan goplamadan ixtiyoriy
birorta maksimal intervalni chetlashtirganimizda, qolgan maksimal
intervallar N, to'plamning qoplamasi boia olmaydi. Bunday qoplamalar
N f to'plamning keltirilmaydigan qoplamalari deb ataladi.

Shunday qilib,

)
gobiglar N to'plamning keltirilmaydigan qoplamalari bo'ladi. m

1- ta’rif. Agar Nk,N*,...,Nk maksimal intervallardan iborat qo-
big uning tarkibidan istalgan maksimal intervalni (Nk,j —1,2,..,m)
chetlashtirganimizda, golgan gismi N f ning gobig'i bofa olmasa, u
holda bu qobig N, to plamning keltirilmaydigan qoplami deb ataladi.

2- ta’rif. Nf to'plamning keltirilmaydigan gobig'iga mos bo'l-
gan DNSh tupikli dizyunktiv normal shakl deb ataladi (geometrik
Ta hoda).

2 - misol. 1-tnisoldagi Nf to'plamning (4) da ifodalangan kel-ti-
rilmaydigan gobiglariga mos



Ds =x2X v X jc3V x,x3Vv x,x3

DNShlar f 2 funksiyaning tupikli diz’yunktiv normal shakllari bo'ladi.m

Teorema. | va Il almashtirishlarga nisbatan tupikli DNSh
tushunchasi bilan geometrik Tahodagi tupikli DNSh tushunchasi
ekvivalentdir.

9.7.2. MDNSh asosida minimal DNSh yasash jarayonining sxemasi.
Yuqorida ta’riflangan gisqartirilgan, tupikli va minimal DNShlar quyidagi
munosabatda bo“ladi.

Tupikli DNSh qisqgartirilgan DNShdan ayrim kon’yunksiyalarni
chetlashtirish yo‘li bilan hosil gilinadi.

Lhga nisbatan minimal DNSh tupikli bo'ladi.

Tupikli DNShlar orasida Lhga nisbatan minimal DNShlar mavjud
bo'ladi.

3-misol Ushbu bobning”-paragrafidagi misolda (5) fonuulabilan
berilgan  /2(XL,X2,XI) = XXX2XL\/XXX2XBV X N X, VX, X,X3VX,X,X3V X " X |
funksiyaning Ds(f2) gisgartirilgan DNShni topdik (6- paragrafdagi (1) ga
garang): -

Ds(f 2) = x,x2Vv X,X3V X, X2V X2X3V X,x3Vv x2x3.

Undan keyin (5) da ifodalangan tupikli DNShlarni hosil gildik. U
yerdan ko'rinib turibdiki,

L*(Di) = ~a(A) =6 va

Lh(D3) = Lh(D4) = Lh(D5) =8.

Demak,

Z), = XXM vx,x3VvXx2x7 va

D2 =xjx3vXx,Xx2vxj"x7
tupikli ~ DNShlar  /,(x,,x2,x3)
funksiyaning minimal diz’yunktiv
normal shakllari bo'ladi. Ravshanki,
bu DNShlar 0'z navbatida
/ 2(x,,x2,x3)ning eng qisga DNSh-
lari ham bo'ladi.

MDNSh asosida minimal DNSh
yasash jarayonining sxemasi 1- I- shakl
shaklda ifodalangan.
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9.8. Tupikli diz’yunktiv normal shakllarni yasash algoritmi
Tupikli DNShl. Geometrik g ‘oya. Algoritm.

9.8.1. Tupikli diz’yunktiv normal shakllarni yasash algoritmi.
Hamma tupikli DNShlarni topishning geometrik g'oyalarga asoslangan
algoritmini keltiramiz. Nf to‘plamning hamma maksimal intervallar
sistemasi bo'lsin. Nf = {PvP1,..,Pi} va PO€ Nf
ixtiyoriy nugta hamda / funksiya aynan Iga teng bo'Imagan funksiya
bo'lsin. 1- jadvalni tuzamiz,

0, agarP <£N cho'lsa (i=1

*

1, agarP}g NK?bo'lsa (j =04,....,4),

bu yerda 1- jadvalning P0ga mos 1- ustuni O lardan iborat bo'ladi, chunki
PO& Nf . Qolgan har bir ustunida hech boimaganda bitta 1 mavjud
bo'ladi. Demak, birinchi ustun golgan hamma ustunlardan farq giladi.

Har bir j (0 <j <A) uchun hamma satrlar ragamlari (nomerlari)
to'plami E .ni topamiz, bu yerda Pj ustunda I, mavjud bo'ladi. Faraz
gilaylik, E; = {ejX¥j2,....emj)} bo'lsin. U holda n(eyl v ej2v...ve/(10))
ifodani tuzamiz va av-»va turdagi almasbtirishni bajaramiz. Bu
almashtirish vaqtida e simvolni buliy giymatli deb hisoblaymiz.

I-jadval
P)) pJ p
N4 <10 <A
00 < <&
Nk< Onil qﬂj' °mA

Hosil gilingan ifodani
ABv A=A, Av A-A

teng kuchli formulalardan foydalanib soddalashtiramiz. Buning natijasida
v a ifodaning gismi bo'lgan v a lifodani hosil gilamiz. Ravshanki, v a 1
ifodadagi har bir qo'shiluvchi had keltirilmaydigan gobigni ifodalaydi.

9.8.2. Misol. Chinlik jadvali 2- jadvaldagidek berilgan
/(.v,,x2,x3) funksiyani ko'ramiz.
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2-jadval

¥ xp %3 [(*,,*,,m3) % o+ *3  F(xxx2,x3)
0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0 1 0
0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1

Bu funksiya uchun
Nf ={(0,0,0),(0,0,1), (0,1,1),(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)}
to‘plam 6 ta uchdan iborat. Ulami I, II, IIl, IV, V va VI sonlar bilan

belgilaymiz. Maksimal intervallari girralardan iborat, ulami 1, 2, 3, 4, 5va
6 sonlar bilan ragamlaymiz (1- shakl). 3-jadvalni tuzamiz.

0 N | N [ VR A VAR VAR V]
1 0 1 1 o0 0 0 0
2 0 0 1 1 0 0 0
3 0 0 0 1 0 0 0
4 0 0 0 O 1 1 0
5 0 0 0 © 1 1 1
6 0 1 0 0 0 0 1

Bu yerdan Ex= {1,6}, £n= {12} /- shakl

Bw={23}, £.v={3,4}, ~"v={4,5},
£M = {5,6}. U holda
vn=(1ve)lv2)2v3)3v4)(dv5)(5ve)=
=(lv2e6)s(3v2m)es(5Vv 4e6)=
=(1-3v2-3-6vl-2-4v2-4-6)-(5v4-6) =
=1-3-5v2-3-5-6vl-2-4-5v2-4-5-6v
VI-3-4-6v2-3-4-6vI-2-4-6v2-4-6 =
=1-3-5v2-3-5-6vIl-2-4-5v|-3-4-6v2-4'6.

Natijada 5 ta keltirilmaydigan qobigga va ularga mos kelgan 5 ta tupikli
DNShga ega bo'lamiz:
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A - XIX2V X2X3V XIX3> A = XIX3V X2X3vVv Xix3v x:x3>
A = XIX2V X.X3V X1X2V X1X3. A = X,X2V X2X3V X, X2V 12*3,
A - X, X3V X,X2V x X3
Bulardan Z), va Ds minimal DNSh bo'ladi. m

Yugorida o'rganilgan algoritm ko'p argumentli funksiyalar uchun ko'p
mehnat talab giladi va amalda deyarli ishlatilmaydi.

9.9.Ayrim yagona tarzda hosil gilinadigan diz’yunktiv normal
shakllar
Tupikli DNShI. Yagona tarzda tupikli DNShni hosil gilish algoritmi. Asosiy
gismi. Yadro. Kvayn cliz 'yunktiv normal shakli. Z T turdagi DNSh. D1T. Dasta.

Regulyar nugta. Regulyar maksimal interval. Yu.Juravlev teoremasi.
Funksiyani minimallashtirishjarayonining sxemasi.

9.9.1. MDNShdan minimal DNShni hosil qilish jarayoni.
Mukammal diz’yunktiv normal shakldan minimal diz’yunktiv normal
shaklni hosil gilish jarayonining sxemasini ushbu bobning 8- paragrafidagi
I- shaklda keltirgan edik.

Awal qgisgartirilgan DNSh olinadi. Keyin yagona tarzdagi jarayon
tarmoqlanishga o'tadi, ya’ni hamma tupikli DNShlami yasash jarayoniga
o'tiladi. Oxiri tupikli DNShlardan minimal DNShlar ajratib olinadi. Bu
jarayonning eng og'ir qismi tupikli DNShlami yasash gismidir
(tarmoglanish gismi). Uni ikki holatda soddalashtirish mumkin.

I- jadval
X1 X2 X3 I(x ,,x 2,x3)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1
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1. Tupikli DNShlar yasash jarayonida gatnashmaydigan gisgartirilgan
DNShning ayrim hadlarini oldindan chetlashtirish kerak. Natijada
gisqartirilgan DNShning golgan hadlarini birma-bir ko*-rish kamayadi.

2. Qisqgartirilgan DNShning ayrim hadlarini shunday chetlashtirish
kerakki, golgan gismidan hech bo'Imaganda bitta minimal DNSh yasash
mumkin bo'lsin. Ushbu gadam yagona tarzda amalga oshishi maqgsadga
muvofiq keladi.

Ushbu paragrafda shunday yagona tarzda tupikli DNShni hosil
gilishning ikkita algoritmini keltiramiz.

9.9.2. Kvayn2 diz’yunktiv normal shakli. Nk interval Ny to'p-
lamning maksimal intervali bo'lsin.

1- ta’rif. Agar N f to'plamning shunday a nugtasi mavjuc
ho‘lsaki, ae Nk va a nugta N fning boshga maksimal inten allarining
elementi bo'Imasa, n holda Nk maksimal interval N f ning asosiy gismi
deb ataladi.

1- misol. 1-jadvalda berilgan /( jg,x2,jc3) funksiyani ko'raylik.

1- shaklda N f to'plam va uning Nx, N2, N3 maksimal intervallari
(girralari) aks ettirilgan. Bu  yerda Nt ={0,0,0),(0,0,1)},
N2 ={(0,0,1),(1,0,1)} va N3={(1,0,1),(1,1,1)}. (0,0,0) nugta fagat N {
interval bilan, (1,1,1) nuqta esa fagat N3 interval bilan goplanganligi
ko'rinib turibdi. Demak, Nxva N3 maksimal interv'allar N * to'plamning
asosiy gismlari bo'ladi.

2- ta’rif. Nf to'plamning hamma asosiy gismlaridan (yoglaridan)
tuzilgan to plam yadro deb ataladi.

1-  misolda keltirilgan {NXN3} to'plam yadro bo'lishi ravshan. Yadrc
har bir Kkeltirilmaydigan qobigga Kkiradi. Bu yerdan yadro bilan
goplanadigan yoq (qirra) hech bir keltirilmaydigan qobigga kirmasligi
kelib chigadi.

3- ta’rif. Yadro bilan qoplangan maksimal yoglarga (girralarga)
mos keladigan hamma oddiy implikantlarni mukammal DNShdan
(qisqartirilgan DNShdan) chetlashtirish natijasida hosil gilinadigan DNSh
Kvayn dizyunktiv normal shakli deb ataladi va Dh deb belgilanadi.

: Kvayn Uillard Van O'rman (Quine Willard Van Orman, 1908-2000) - AQSh
faylasufi va mantigehisi.
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U.Kvayn isbot gilgan (1959 vy.)
quyidagi teoremani keltiramiz.
1- teorema. Har bir aynan 0 ga
teng bo'lmagan /(x},...,xn) funk-
siyaning yagona Kvayn dizyunktiv
normal shakli mavjud.
2- misol. 1- jadvalda berilgan
f(xvx2,x3) funksiyaning gisqartirilgan
DNSh quyidagicha boMadi:
Ds =xxx2v X, X3v X,x2.
{NXN3} yadro_A"2 yoqni (girrani)
goplaydi. N2ga x2x3 oddiy implikant
mos keladi. Ta’rifga asosan, bu oddiy implikantni gisgartiriigan DNSh
ifodasidan chetlashtirsak, Kvayn DNSh kelib chigadi: Dh.=x, x vx,x3.
Demak, qisgartirilgan DNShdan ayrim oddiy implikantlarni
chetlashtirish yo‘li bilan yagona tarzda aniglangan Kvayn DNShga o'tish
mumkin. Kvayn DNSh o'sha funk-
siyani realizasiya qgiladi va bu
funksiyaning hamma tupikli DNSh-
larini 0'z ichiga olgan bo'ladi.
4 - ta’rif. Hech bo1maganda
birorta keltirilmaydigan qobiqga
kiruvchi shunday maksimal yoglar
majmuasi bilan qoplangan N f
to'plamga mos keluvchi dizyunktiv
normal shakl ZT turdagi DNSh deb
ataladi van DZT bilan belgilanadi.
f(xp...,xn) funksiyaning ham-
ma tupik DNShlari diz’yunksiyasi
(mantigiy vyig'indisi) va uni sod-
dalashtirish natijasida DZI diz’-
yunktiv nonnal shakl hosil bo'ladi.
Ta’rifga asosan. har bir
f(xp....x,,) funksiya uchun yagona
DZTT  DNSh mavjud va u
/(mXp...,x,,) funksiyani realizatsiya

2- shakl
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giladi. DIT DNSh qisqgartirilgan DNShdan ayrim hadlarini chetlashtirish
yo‘li bilan hosil gilinadi.

5- ta’rif. aeNf bo'lsin. U holda a nugtani o'z ichiga olgan
hamma N fga nisbatan maksimal yoqglarning (girralaming) T[la
majmuasiga CC nugtadan o tuvchi dasta (tutash) deb ataladi.

6- ta’'rif. ae Nf va ae Nk bo'lsin. NK shu Nf to'plamning
maksimal yog'i (qirrasi). Agar ft € N f\ va /7pc 9 a bo'lsa, u
holda a nugta (NeK va N f larga nisbatan) regulyar nugta deb ataladi.

3- misol. 1- jadvalda berilgan /(x,,x2,x3) funksiya uchun (1-
shaklga  qarang) a nugta  sifatida (0,0,2) nugtani  va
N2={(0,0,1),(1,0,1)} maksimal yogni olamiz. Ravshanki, OCEN2. a
regulyar nugta (N2 va N f ga nishatan) ekanligini ko'rsatamiz. /3=(0,0,0)
bo'lsin. U holda (N, = {(0,0,0),(0,0,1)}) Ma = {NXN2}, Mp={N]} va
Mp ¢ Mn.Demak, @ nugta regulyar nugta bo'ladi.

7- ta’rif. Agar N'* maksimal intervalning har bir nugtasi (N\ va
N, larga nisbatan) regulyar nugta bo'lsa, u holda Nf uchun NI
regulyar maksimal interval deb ataladi.

9.9.3. Yu.l.Juravlev3teoremasi.

2-teorema (Juravlev teoremasi). /(x,,x2,X3) funksiyaning k"
oddiy implikanti DI1T turdagi DNShning ifodasida bo Imasligi uchun,
unga mos bo'lgan Nek regulyar maksimal interval bo'lishi yetarli va
zarurdir.

5- misol. 1-jadvalda berilgan /(x,,x,,x3) funksiya uchun bitta
N 2 regulyar interval mavjud. Uni chetlashtirsak, u holda N {U ga ega
bo'lamiz. Bu yerdan x(x2v x,x3 kelib chigadi va u DZT turdagi DNShi
bo'ladi. Bu DNSh funksiyaning yagona tupikli DNShi ham bo'ladi.

3- teorema. /(x,,x2,x3) funksiyaning Y.T turdagi DNSh shu
funksiyaning Kvayn DNShdan ayrim oddiy implikantlami chetlashtirish
yo ‘li bilan hosil gilinishi mumkin.

3 Juravlyov Yuriy lvanovich ()Kypaenés tOpwii BaHoBMY, 1935- yilda tug'ilgan)
- rus matematigi, informatigi.
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Shunday qilib, /(x,,x 2,x3) funksiyani minimallashtirish jarayonini 2-
shaklda aks ettirilgan sxema orqali ifodalash mumkin.

Muammoli masala va topshiriglar

1. 2-jadval bilan berilgan f .(x,,x2,x3) (j =1, 8) funksiyalarning

mukammal, qisqartirilgan, Kvayn, | T turdagi, tupikli va minimal
diz’yunktiv normal shakllarini toping.

2. Quyida berilgan DNShlarning mukammal, gisqgartirilgan, tupikli
va minimal diz'yunktiv normal shakllarini toping:

a) D = x,X2V X,X3x4V X2x3x4; b) D = X,X2X3V X,X2X4 V X3X4.

3. Berilgan KNShlarning mukammal, qisqartirilgan, tupikli va
minimal diz’yunktiv normal shakllarini toping:

a) (X, VX2VXx3)(X, VX, VX3)(Xx2VvXx3);

b) (X, v X4)(X2V X, V X4X3, V X, V X3) .
2-jach'cil

X
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(9]
—h
—

— O RO R O R o
P P ORL ORO |-
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©C O P OOk, 1%
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4. Quyidagi funksiyalarning hamma tupikli DNShlarini toping:

a) /(x,,x2,x3)=(01111110);

b) /(x, x2,x3,x4) =(1110011000010101);

d) /(x,,x2,x3,x4)=(0110101110101011).

5. Quyidagi diz’yunktiv normal shakllar tupikli, eng qisqga va
minimal DNSh bo‘lish yoki boimasligini aniqlang:

a) X,X2V X2; b) xX4v x,x2xX4v X,x2X3;

d) xtx2v x,x3v xX34v x2x3.
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6. Quyidagi fi funksiyalarga mos keigan Nf (/=1,9) to'p-
lamlami toping va ulami tupikli DNSh ko'rinishiga keltiring:

a) fx(x,y,z) =x+y +z\ b) f2(x,y,z) =(x-*y)**z\

d)A(x,y,z,t) = (xyvz) —t); e)fda(x,y,z) =x-*y-*z;

f) M x>y,z) ={xvy)<T*z\ h)ffi(x,y,z) =xz-+y;

0 M x>y,z) =(x<-+y)->z; j) fs(x,y,z) =(x <>y) 2

KO fo(x,y,z) =(x->y)vz.

Mustagil ishlash uchun savollar

1. Tupikli diz'yunktiv normal shaklga keltirish algoritmini bilasizmi?

2. Keltirilmaydigan qoplamalar deganda nimani tushunasiz?

3. Qisqartililgan, tupikli va minimal DNShlar orasida ganday
munosabatlar bor?

4. Hamma tupikli DNShlami topishning geometrik g'oyalarga
asoslangan algoritmi ganday gqoMlaniladi?

5. Tupikli DNShlar yasashni ganday soddalashtirish mumkin?

6. Yagona tarzda tupikli DNShni hosil gilish algoritmini bilasizmi?

7. Kvayn diz’yunktiv normal shakli deganda nimani tushunasiz?

8. Yu.Juravlev teoremasini bilasizmi?

9. Funksiyani minimallashtirish jarayonining sxemasi qanday
ko'rinishga ega?



XBOB
GRAFLAR NAZARIYASINING ELEMENTLARI

Ushbu bobda graflar hagida gisqga tarixiy ma’lumotlar, grafhing abstrakt
matematik tushuncha sifatidagi ta’rifi va u bilan bog'liq boshlang'ich
tushunchalar, graflaming geometrik ravishda, maxsus turdagi ko'phad
yordamida, qo'shnilik va insidentlik matritsalari vositasida berilishi,
grafhing elementlari ustida sodda amallar, graflarni birlashtirish, biriktirish
va ko'paytirish amallari, marshrutlar va zanjirlar, grafhing bog'lamliligi
tushunchasi, Eyler va Gamilton graflari, graflarda masofa tushunchasi,
minimal masofali yo'l hagidagi masala, daraxt va unga ekvivalent
tushunchalar, grafning siklomatik soni, tarmoq tushunchasi, tarmoqdagi
ogimlar, maksimal ogim hagidagi masala va bu masalalarni hal qilish
uchun Ford algoritmi yoritiladi.

10.1. Graflar nazariyasining boshlang'ich ma'lumotlari

Graf. Uch. Qirra. Yoy. Yo 'nalish. Orgraf Qo Shni uchlar. Yakkalangan uch.
Karrali girralar. Multigraf Psevdograf. Nolgraf. To'la, belgilangan va izomorf
graflar. Grafning geometrik ifodalanishi. Uchlar, girralar vayoylar insidentligi.

10.1.1. Graflar nazariyasi hagida umumiy ma’lumotlar. 1736- yilda
L. Eylcr tomonidan o'sha davrda gizigarli amaliy masalalardan biri
hisoblangan Kyonigsbergl ko'priklari hagidagi masalaning go'yilishi va
yechilishi graflar nazariyasining paydo bo'lishiga asos bo'ldi.
Kyonigsberg shahridagi Pregel daryosi
ustida  qurilgan  yettita  ko'prikning
joylashuvi 1- shakldagi gadimiy xaritada
tasvirlangan va qurilishi tartibida 1, 2, 3,
4, 5, 6 va 7 ragamlar bilan belgilangan.
Pregel daryosi Kyonigsberg shahrini o'sha
davrda to'rtta A, B, C va D gismlarga
bo'lgan. Shahaming ixtiyoriy gismida
joylashgan uydan chigib yettita ko'prikdan
1-shakl

1 Kyonigsberg (Konigsbcrg) - bu shahar 1255- yilda asoslangan bo‘lib, Shargiy Prussiyadagi
Pregel daryosi qirg'oglarida joylashgan. 1946- yildan boshlab Kaliningrad, hozir Rossiya
Federatsiyasi tarkibida.
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fagat bir martadan o'tib, yana o‘sha uyga qaytib kelish mumkinmi?
Kyonigsberg ko'priklari hagidagi bu masalani hal qilish jarayonida
graflarda maxsus marshrut (hozirgi vagtda
graflar nazariyasida bu marshrut Eyler sikli nomi
bilan yuritiladi, ushbu bobning 5- paragrafiga
garang) mavjudligi shartlari ham topildi. Bu
natijalar e’lon gilingan tarixiy ilmiy ishning
birinchi sahifasi 2- shaklda keltirilgan. L.
Eyleming bu magolasi yuz yildan ko‘p vaqt
mobaynida graflar nazariyasi bo'yicha yagona
ilmiy ish bo“lib keldi.

XIX asrning o‘rtalarida graflar nazariyasi
bilan bog‘lig tadgigotlar G. Kirxgoflva A. Keli2
ishlarida paydo bo'ldi.

“Graf’ iborasi D. Kyonig3tomonidan 1936- yilda graflar nazariyasiga
bag‘ishlangan dastlabki darslikda4 uchraydi.

Graflar nazariyasi bo'yicha tadgigotlar natijalari inson faoliyatining
turli sohalarida go'llaniladi. Ulardan ba’zilari quyidagilardir: boshgo-
tirmalami hal qilish; qizigarli o'yinlar; yo'llar, clektr zanjirlari, integral
sxemalari va boshgarish sistcmalarini loyihalashtirish; avtomatlar, blok-
sxemalar va komp’yuter uchun programmalami tadqiq qilish va hokazo.

10.1.2. Grafning abstrakt ta’rifl va u bilan bog'lig boshlang'ich
tushunchalar. Avvalo, grafning abstrakt matematik tushuncha sifatidagi
ta’rifini va boshga ba’zi sodda tushunchalami keltiramiz. V gandaydir
bo'shmas to'plam bo'lsin. Uning v,e V va v2e V elementlaridan
tuzilgan <v,,v2> ko'rinishdagi barcha juftliklar (kortejlar) to'plamini
(V to'plamning o'z-o'ziga Dekart ko'paytmasini) VxV bilan
belgilaymiz.

Graf deb shunday <V,U > juftlikka aytiladiki, bu yerda V~ 0 va
U - <V|V2> (v,e”, v2eK) ko'rinishdagi juftliklar korteji6 bo'lib,
VxV to'plamning elementlaridan tuzilgandir.

Denes Kyonig

‘ Kirxgof (Kirchhoff Gustav Robert, 1824-1887) - olmon faylasufi, fizigi.

2Keli yoki Keyli (Cayley Artur, 1821-1895) ingliz matematigi.

3Kyonig (Denes Konig, 1884-1944) - venger matematigi.

' Bu darslik olmon tilida yozilgan.

" 'Yunoncha ypwp<o timayman, ehizaman, yozaman ma'nosmi beradi.

6 Bundan keym “jultliklar korteji” iborasi o'miga, qgisqacha kortej iborasini qo'llaymiz.
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Bundan buyon grafni belgilashda < V,U > yozuv o‘miga (V,U)
yozuvdan foydalanamiz. Grafning tashkil etuvchilarini ko'rsatish muhim
bo'Imasa, u holda uni lotin alifbosining bitta harfi, masalan, G bilan
belgilaymiz.

G =(V,U) graf beril-
gan bo'lsin. V to'plam-

GEOMETRAFAM SITVS ning elementlariga G

tag SOIVTIO PROBLEMATTS

SOLVTIO PROBLEMATIS

PERTINENTIS. grafning uchlari, V
AVCTORE to'plamning o'ziga esa,
Leonb. Ealero. graf uchlari to'plami
8 i. deyiladi. o
Raerer illam Geometriae partem, quae circa qWP- Graflar naza“yaSIda

ticates verfamr, et omni tempore -{ammo iksdio “uch” iborasi o'miga,
eft exculta, alterius partis etiftmnum admodum ) H
iguotae primus mentionem fecit Leibmtzius, quam Geo- ba’zan, tugun yOkI nuqta

metriam fitus vocanit. Ifta part ab ipfo in folo fini iborasi ham qo'llaniladi.
determinando, firusque proprietatibus eruendis occupata Umuman olganda hanuz-
effe ftataitur; in quo ccgotio neque ad quandtates rc~ !

fpiciendum* Deque calcalo quantitatum vtendum fit. gacha graflar nazariya-
Cuiusmodi aucem problemau ad haoc finis Geometriam sining ba’zi iboralari bo'-
pertineantt et quaii methodo in iis refoluendis vti opor-

teac, noo fatis eft definitom. Quamobrem, cum ouper ~ YiCha umumiy kelishuv
problcmatis cuiusdam meotio eflTet.&da, quod quidem H
ad .geometriam pertinere ?idebatur, at ica erat com- qaror topmagan. Shunmg

paraciun, Yt neque de”erminationem quaudtatum requi- uchun, bundan Kkeyingi

xere:, neque (oluttoncm. calculi quantjtatum ope admif- ta’riflarda imkoniyat bo-
teret, id *ad geomcmam fitus referrc baud dubitaui: !

praefertim quod in eins foludone i*olu6 fitus in confide-  richa, muqobil (altemativ)

rationem vemat, calculus "vero nullius prorfus fit vfbe. iboralami ham keltirishga
Methodom ergo meara quam ad huius generis probl&-

mata  harakat gilamiz.

2-shakl G =(V,U) grafhing

ta’rifiga ko'ra, U bo'sh

kortej bo'lishi ham mumkin. Agar U bo'sh bo'Imasa, u holda bu kortej

(a,b) (ere V, b&V) ko'rinishdagi juftliklardanl tashkil topadi, bunda

a-b bo'lishi hamda ixtiyoriy (a,b) juftlik U kortejda istalgancha
marta gatnashishi mumkin.

(a,b)eU juftlikni tashkil etuvchi a va b uchlaming joylashish

tartibiga bog'lig holda, ya’ni yo'nalishning borligi yoki yo'qligiga garab,

uni turlicha atash mumkin. Agar (a,b) juftlik uchun uni tashkil

1Bu yerda ham jufUikning (kortejning) odatdagi < Clb> yozuvi o'miga {0, b) yozuvdan
foydalanamiz.
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etuvchilaming joylashish tartibi ahamiyatsiz, ya'ni (a,b) =(b,a) bo‘lsa,
(a,b) juftlikka yo‘naltirilmagan (oriyentirlanmagan) girra (yoki,
gisgacha, qirra) deyiiadi. Agar bu tartib muhim, ya’ni (a,b)®{b,a)
bo'lsa, u holda (a,b) juftlikka yoy yoki yo‘naltirilgan (oriyentirlangan)
girra deyiiadi.

U kortejning tarkibiga garab, uni yo grafning qirralari korteji, yo
yoylari korteji, yoki girralari va yoylari korteji deb ataymiz.

Grafning uchlari va girralari (yoylari) uning elementlari deb ataladi.
G =(V, U) grafelementlarining soni (| V \+ 1U |)ga tengdir, bu yerda G
grafning uchlari soni |V 0 va |U | bilan uning qirralari (yoylari) soni
belgilangan.

Grafning girrasi (yoyi), odatda, uni tashkil etuvchi uchlar yordamida
(a,b), yoki ab, yoki (a;b) ko'rinishda belgilanadi. Boshga belgilashlar

ham ishlatiladi: masalan, yoy uchun (a, b) yoki fab), girra uchun (a,b),
yoy yoki qirra uchun u (ya’ni uchlari ko'rsatilmasdan bitta harf
vositasida) ko'rinishda.

Graf yoyi uchun uning chetki uchlarmi ko'rsatish tartibi muhim
ekanligini ta’kidlaymiz, ya’ni (a,b) va (b,a) yozuvlar bir-biridan farq
giluvchi yoylami ifodalaydi. Agar yoy (a,b) ko'rinishda ifodalangan
bo'lsa, u holda a uning boshlang'ich uchi, b esa oxirgi uchi deb ataladi.
Bundan tashgari, yoy (a,b) ko'rinishda yozilsa, u hagida a uchdan
chiquvchi (boshlanuvchi) va b uchga kiruvchi (uchda tugovchi) yoy
deb aytish ham odat tusiga kirgan.

Qirra uchun uning (a,b) yozuvidagi harflar joylashish tartibi muhim
rol o'ynamaydi, a va b elementlar girraning uchlari yoki chetlari deb
ataladi.

Agar grafda yo (0,6) girra, yo (a,b) yoy, yoki (b,a) yoy topilsa, u
holda a va b uchlar tutashtirilgan deyiiadi. Agar grafning ikkita uchini
tutashtiruvchi qirra yoki yoy bor bo'lsa, u holda ular go*shni uchlar deb,
aks holda esa, qo‘shni bo'lImagan uchlar deb aytiladi.

Grafning ikkita uchi go'shni bo'lsa, ular shu uchlami tutashtiruvchi
girraga (yoyga) insident, 0'z navbatida, girra yoki yoy bu uchlarga
insident deyiiadi.
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Grafda ikkita girra (yoy) umumiy chetga ega bo'lsa, ular go‘shni
girralar (yoylar) deyiladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, qo'shnilik tushunchasi grafning bir jinsli,
insidentlik tushunchasi esa wuning turli jinsli elementlari orasidagi
munosabatni ifodalaydi.

Ba’zan graf undagi elementlar soniga garab, ya’ni uchlar soni m va
girralar (yoylar) soni nga garab belgilanadi va bu holda grafni (m,n)-
graf deb ataydilar.

Agar G (V,U) grafda U kortej fagat girralardan iborat bo'lsa, u
holda yo‘naltirilmagan (oriyentirlanmagan) va fagat yo'naltirilgan
(oriyentirlangan) girralardan (ya’ni, yoylardan) tashkil topgan bo'lsa, u
holda u yo'naltirilgan (oriyentirlangan) graf deb ataladi. Oriyentirlangan
graf, gisqacha, orgraf deb ham ataladi.

Qator hollarda oriyentirlanmagan girralari ham, oriyentirlangan

girralari ham bo'lgan graflar bilan ish ko'rishga to'g'ri keladi. Bunday
graflar aralash graflar deb ataladi.

Agar G =(V,U) graining (orgrafning) U korteji tarkibida VxV
to'plamdan olingan takrorlanuvchi elementlar bo'lsa, u holda ular karrali
yoki parallel girralar (yoylar) deb ataladi. Karrali girralari yoki yoylari
bo'lgan graf multigraf deyiladi.

Ikkala chetki (boshlang'ich va oxirgi) uchlari ustma-ust tushgan girra
(yoy), ya’ni grafning (a,a)e U elementi sirtmoq deb ataladi. Sirtmoq,

odatda. yo'naltirilmagan deb hisoblanadi. Qirralari (yoylari) orasida
sirtmogqlari bo'lgan graf psevdograf deyiladi.

Umumiy holda uchlar to'plami V va (yoki) girralar (yoylar, girra va
yoylar) korteji U cheksiz ko'p elementli bo'lishi mumkin. Bundan keyin
V to'plam va U kortej fagat chekli bo'lgan G {V,U) graflami
garaymiz. Bunday graflar chekli graflar deb ataladi.

Hech ganaga qirra (yoy) bilan bog'lanmagan uch yakkalangan
(ajralgan, xolis, yalong‘och) uch deb ataladi.

Fagat yakkalangan uchlardan tashkil topgan graf (ya’ni, grafda girralar
va yoylar bo'lImasa) nolgraf yoki bo'sh graf deb ataladi. Uchlari soni m
ga teng bo'lgan bo'sh grafni Omyoki N m kabi belgilash gabul gilingan.

Istalgan ikkita uchlari go'shni bo'lgan sirtmogsiz va karrali girralarsiz
oriyentirlanmagan graf to‘la graf deb ataladi. Uchlari soni m ga teng
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boigan to‘la graf Km bilan belgilanadi. Ravshanki, K m grafning qirralar

soni C,, = m(mz—l)_ boMadi.

Agar orgrafning istalgan ikkita uchini har bir yo‘nalishda tutashtiruvchi
fagat bittadan yoy mavjud bo'lsa, u holda unga toMa orgral’ deb ataladi.
Ravshanki, toia grafdagi girralaming har birini ikkita (yo'nalishlari bir-
biriga garama-qarshi bo’lgan) yoylarga almashtirilsa, natijada to'la orgraf
hosil boMadi. Shuning uchun, to‘la orgrafdagi yoylar soni oriyentir-
lanmagan to‘la grafdagi girralar sonidan ikki baravar ko ‘pdir, ya’ni uchlari
w ta bo'lgan to‘la orgrafdagi yoylar soni 2Cm=m(m-1) boMadi.

Agar grafning uchlariga gandaydir belgilar, masalan, 1,2,...,w sonlari
mos go‘yilgan boMsa, u belgilangan graf deb ataladi.

Agar G=(V,U) va G'=(V',U') graflarning uchlari to‘plamlari,
ya’ni V va V to‘plamlar orasida uchlaming qo'shnilik munosabatini
saqlaydigan o’zaro bir giymatli moslik o’rnatish mumkin boMsa, u holda
G va G' graflar izomorf graflar deb ataladi. Bu ta’rifni quyidagicha ham
ifodalash mumkin: agar V x,ve V va ularga mos boMgan x'y'e V
tx<r*y, xX<r>y ) uchun xy  x'y' (xyeU , x'y'e U') boMsa, u holda
G va G' graflar izomorfdir. Agar izomorf graflardan biri oriyentirlangan
boMsa, u holda ikkinchisi ham, albatta. oriyentirlangan boMishi va ulardagi
mos yoylaming yo’nalishlari ham bir-birlariga mos boMishi shart.

Graf uchiga insident girralar soni shu uchning lokal darajasi, yoki,
gisqacha, darajasi, yoki valentligi deb ataladi. Grafdagi a uchning
darajasini p(a) bilan belgilaymiz.

Sirtmoqga insident boMgan uchning darajasini aniglashda shuni
e’tiborga olish kerakki, garalayotgan masalaga bogMiqg holda sirtmogni
bitta girra deb ham, ikkita girra deb ham hisoblash mumkin. Ravshanki,
ajralgan uchning darajasi nolga teng. Darajasi birga teng uch chetki (yoki
osilgan) uch deb ataladi. Chetki (osilgan) uchga insident girra ham chetki
(yoki osilgan) girra deb ataladi.

Agar grafning barcha uchlari bir xil r darajaga ega boMsa, u holda
bunday graf r darajali regulyar graf deb ataladi. Uch darajali regulyar
graf kubik (yoki uch valentli) graf deb ataladi. Om graf nol darajali
regulyar graf ekanligini, Kmesa (w - 1) darajali regulyar graf ekanligini
ta’kidlaymiz.
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Ko‘rinib turibdiki, oriyentirlanmagan grafda barcha uchlar daraja-
larining yig'indisi girralar sonining ikki baravariga teng juft son bo'ladi,
chunki girralami sanaganda har bir girra hisobda ikki marta gatnashadi.
Shunday qilib, XVIII asrdayoq L. Eyler tomonidan isbotlangan quyidagi
tasdiq o'rinlidir.

1- lemma (“ko’rishishlar” hagida). Ixtiyoriy oriyentirlanmagan
grafda barcha uchlar darajalari yig'indisi qirralar sonining ikki
baravariga teng.

Agar grafning uchlar to'plamini o'zaro kesishmaydigan shunday ikkita
gisrn to'plamga (bo'lakka) ajratish mumkin boMsaki, grafning ixtiyoriy
girrasi bu to'plamlarning biridan olingan gandaydir uchni ikkinchi
to‘plamdan olingan biror uch bilan tutashtiradigan bo‘lsa, u holda bunday
graf ikki boMakli graf (bixromatik yoki Kyonig grafi) deb ataladi.
Ta’rifdan ko'rinib turibdiki, ikki bo'lakli grafning har bir bo'lagidagi
ixtiyoriy ikkita uchlar qo‘shni bo'la olmaydi. Biror boMagida faqgat bitta
uch bo'lgan to‘la ikki bo'lakli graf yulduz deb ataladi.

Agar ikki bo'lakli grafning turli bo'laklariga tegishli istalgan ikkita uchi
go'shni bo'lsa, u holda bu graf to‘la ikki bo'lakli graf deb ataladi. To‘la
ikki bo'lakli grafni Kmn bilan belgilaymiz, bu yerda m va n bilan
grafning bo'laklaridagi uchlar sonlari belgilangan. Kmn={V,U) graf
uchun |V |=m+n va \U |=mn bo'lishi ravshan, bu yerda |V | - Kmn
grafning uchlari soni, |U \ - uning girralari soni.

Grafning ikki boiakli graf bo‘lishi hagidagi ba’zi qo'shimcha
ma’lumotlar (Kyonig teoremasi) ushbu bobning 4- paragraflda keltirilgan.

Ikkidan katta ixtiyoriy natural K son uchun K bo‘lakli graf
tushunchasini ham kiritish mumkin.

1- misol. 0 ‘zbekiston Respublikasi hududidagi aeroportlar
to'plamini V bilan, bu shaharlar orasida belgilangan vaqt mobaynida
amalga oshirilayotgan samolyotlaming uchib go‘nish hodisalari kortejini
U bilan belgilaymiz. U holda (V,U) juftlikni graf deb garash mumkin.
Bu yerda grafning uchlariga aeroportlar, yoylariga esa samolyotlaming
uchib go'msh hodisalari mos keladi. Tabiiyki, (V.U) grafda karrali yoylar
bo'lishi mumkin, agar, gandaydir sababga ko‘ra, samolyot uchgan
aeroportga qaytib qo'nsa, u holda bu hodisaga qaralayotgan grafdagi
sirtmoq mos keladi. m

2- misol. Qadimgi boshqotirma masalalar gatoriga kiruvchi quyidagi
masalani garaymiz. Biror idishdagi hajmi 8 birlik suyuqlikni fagat o‘sha
idish hamda 5 va 3 birlik hajmli idishlar vositasida teng ikki gismga
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bo‘ling;. 8, 5 va 3 birlik hajmli idishlardagi suyuglik hajmini mos ravishda
a, b va c bilan belgilab, muayyan bir vaqt uchun idishlardagi
suyqlikning hajmlari asosida garalayotgan sistemaning holatini ifodalovchi
<a,b,c> uchliklami tuzamiz. Masalaning shartiga ko‘ra a, b va ¢

o'zgaruvchilar butun giymatlar gabul gilgan holda 0 <a <8, 0<b<5,
0<c<3 va a+b+c=8 shartlarni ganoatlantirishlari kerak. Bu
shartlami ganoatlantiruvchi barcha holatlar (uchliklar) quyidagilardir:
<800>,< 710>, <701>, <6,20>, <611>, <6,0,2 >,
<53,0>, <521>, <512>,<503>, <44,0>, <431>,
<422> <413>,<350>,<341>,<332>, <323>,
<251>,<242>,<233>,<152>, <143>, <0,5,3>.

Holatlar to'plamini V bilan belgilaymiz. Suyuglikni (yoki uning bir
gismini) idishlaming biridan boshqa birortasiga quyish natijasida sistema
bir holatdan boshga holatga o'tishi mumkin. Ta’kidlash kerakki,
yuqoridagi holatlaming ixtiyoriysidan boshga birortasiga bevosita yoki
bilvosita o'tish imkoniyati mavjud bo'Imasligi ham mumkin. Sistemaning
bir holatdan boshga holatga bevosita o'tishlari to'plamini U bilan
belgilaymiz. Natijada hosil bo'lgan (V,U) juftlikni graf deb qarash
mumkin. Bu grafning uchlari sistema holatlariga, yoylari (qgirralari) esa,
bevosita o'tishlarga mos keladi.

Berilgan masalani hal gilish uchun (V,U) grafning yoylaridan tashkil
topgan shunday ketma-ketlik tuzish kerakki, bu ketma-ketlikning birinchi
hadi < 8,0,0 >, oxirgi hadi esa <4,4,0> bo'lsin. Bunday ketma-
ketliklardan biri quyida keltirilgan:

<8,0,0>, <503>, <530>, <233>, <251>,

<701> <710>,<413>,<440>. =

Muammoli masala va topshiriqgiar

1. Graf tushunchasini qo'llash mumkin bo'lgan amaliy misol
keltiring va garalayotgan grafni tahlil giling.

2. To'la grafbilan bog'liq biror misol keltiring.

3. Biror idishdagi hajmi 8 birlik suyuglikni fagat o'sha idish hamda 5
va 3 birlik hajmga ega idishlar vositasida teng ikki gismga bo'lish hagidagi

1Bu masalani fransuz shoiri va yozuvchisi Bashe de Mezeriakning (1587-1638) matematikaga
bag'ishlangan ishlarida topish mumkin.
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boshgotirma masalam hal gilish uchun tuzilgan graf elementlarini tahlil
giling va bu masalaning mumkin gadar gisqa yechimini toping.

4. Ko'rishishlar hagidagi lemmaning qgo'llanilishiga doir amaliy
misol keltiring.

5. Kubik grafbilan bog'lig amaliy misollar keltiring.

6. Qadimgi boshqgotirma masala: biror idishdagi hajmi 12 birlik
suyuglikni fagat o‘sha idish hamda 8 va 5 birlik hajmli idishlar yordamida
teng ikki gismga ajratingl Bu boshgotirma masalani hal gilish magsadida
graf tuzib uning elementlarini tahlil giling. Tuzilgan graf yordamida
masalani hal qgiling.

7. Qadimgi boshqotirma masala: yo'lovchi daryodan bo'ri, qo‘y va
bir bog' pichanni olib o’tishi kerak, lekin u qayigda o°‘zi bilan fagat bitta
narsani olib o'tish imkoniyatiga ega. Agar sohilda bo'ri va qo‘y birga
golsa bo'ri go'yni, qo'y va pichan birga qolganda esa, qo'y pichanni yeb
go'yadi. Yo'lovchi narsalami daryoning bir sohilidan ikkinchi sohiliga olib
o’tishni ularning butunligini saglagan holda amalga oshirishi kerak. Bu
boshgotirma masalani hal gilish magsadida graf tuzib uning elementlarini
tahlil giling. Tuzilgan graf yordamida masalani hal giling.

8. Barcha bclgilangan (m,n) -graflar sonini aniglang.

9. O'zaro izomorfbo'lmagan
a) uchta, b) to'rtta, d) beshta
uchga ega barcha belgilangan G =(V,U) graflar uchun V to'plam \U

kortejlarni aniglang.

10. Shaxmat o'yinida shaxmat donalarining taxtada joylashuvi va
o'yin navbati birgalikda vaziyatni tashkil etadi. Barcha vaziyatlar
to'plamini graf uchlari to'plami deb qarasak, vaziyatlaming biridan
boshgasiga mumkin bo'lgan o'tishlar (yurishlar) grafning girralari yoki
yoylariga mos keladi deb hisoblash mumkin. Shaxmat o'yinining
goidalariga rioya gilgan holda yuqorida bayon gilingan grafning shaxmat
o'yinidagi dastlabki vaziyatni ham o'z ichiga oluvchi gandaydir oltita
vaziyatlariga mos uchlari va bu uchlarni bog'lovchi girra va yoylarini
aniglang.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Qanday masalaning qo'yilishi va yechilishi graflar nazariyasining
paydo bo'lishiga asos bo'ldi?
2. “Graf’iborasi birinchi bo'lib kim tomonidan va gachon kiritilgan?

Bu masalani fransuz matematigi va fizigi S. Puasson (1781-1840) ishlarida topish mumkin.
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3. Grafning abstrakt matematik tnshuncha sifatidagi ta'rifini
bilasizmi?

4. Grafning abstrakt ta’rifidagi juftlikni tashkil etuvchilar bir-biridan
nima bilan farq giladi?

5. Grafning uchi deganda nimani tushunasiz?

6. Grafning girrasi nima?

7. Grafning elementlari deganda nimani tushunasiz?

8. Grafdagi yoy bilan girra bir-biridan nima bilan farq qgiladi?

9. Qanday holda uchlar tutashtirilgan deyiladi?

10. Qo'shni uchlaming qo'shni bo'lImagan uchlardan ganday farqi
bor?

11. Insidentlik tushunchasini bilasizmi?

12. Yo'naltirilmagan grafva orgraf bir-biridan nima bilan farq giladi?

13. Karrali yoki parallel girralar (yoylar) deganda nimani tushunasiz?

14. Multigraf, psevdograf, nolgraf, to‘la, aralash va belgilangan graflar
bir-biridan nima bilan farq qgiladi?

15. Sirtmoq deganda grafning ganday elementi tushuniladi?

16. Grafning ganday elementi yakkalangan (ajralgan, xolis,
yalong'och) uch deb ataladi?

17. l1zomorfgraflar deganda nimani tushunasiz?

18. Grafdagi uchning lokal darajasi (darajasi, valentligi) ganday
aniglanadi?

19. Qanday holda r darajali regulyar graf kubik graf bo'ladi?

20. |Ixtiyoriy oriyentirlanmagan grafda barcha uchlar darajalari
yig'indisi bilan uning girralari soni orasida ganday bog'lanish bor?

21. Qanday holda Kyonig grafi yulduz deb ataladi?

22. To‘la ikki bo'lakli grafning uchlari va qirralari sonlarini ganday
hisoblab topish mumkin?

23. K bo'lakli graf nima?

10.2. Graflarning berilish usullari

Graf. Orgraf. Uch. Qirra. Yoy. Sirtmog. Karrali girralar. Uchning local darajasi.
multigraf. Ko ‘phad. Grafting uchlari qo shniligi matritsasi. Oriyentirlanmagan
multigrafning uchlari qo Shniligi matritsasi. Oriyentirlangan grafning uchlari
go ‘shniligi matritsasi. Sirtmoqgsiz orgrafuchlari qo Shniligi matritsasi. Grafning
girralari qo Shniligi matritsasi. Insidentlik matritsasi.

10.2.1. Grafning geometrik ifodalanishi. Graflarning turlicha berilish
usullari mavjud. Grafning abstrakt matematik ta’rifi uning berilish
usullaridan biridir. Grafning abstrakt matematik ta’rifi uni tasawur qilish,
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anglash, uning xossalarini o‘rganish va bu xossalarni amalda qo‘uash
jarayonida ba’zi qiyinchiliklar tug'dirishi tabiiydir. Shuning uchun
grafning boshga berilish usullaridan ham foydalaniladi. Masalan, grafning
elementlarini, ya’ni uchlari va girralarini (yoylarini) yozish yoki aytish
grafning berilish usuli sifatida garalishi munkin. Albatta, grafning yana
boshqga berilish usullari ham mavjud. Quyida bu usullaming bir nechasi
bilan tanishamiz.

Grafning uchlarini tekislikda yoki fazoda nuqtalar bilan, girralarini
(yoylarini) esa mos uchlami tutashtiruvchi uzluksiz chiziglar bilan
ifodalab, gandaydir diagrammaga - grafning ko‘rgazmali tasviriga ega
bo'lamiz. Agar wuchlar to'plami va bu wuchlaming tutashishlarini
ko‘rgazmali qilib tagdim qilish kerak bo‘lsa, grafning geometrik
tasvirlanishiga mos shaklni qog‘ozda chizib grafni tasvirlash mumkin.

Shuni ta’kidlaymizki, ba'zi hollarda diagrammada graf uchlari
doirachalar yordamida yoki gandaydir boshga usulda ifodalanadi. Grafhing
girralariga (yoylariga) mos chiziglarning to‘g‘ri yoki egri bo'lishi va
ularning uzunligi ahamiyatga ega emas. Muhimi, bu chiziglar uzluksiz
bo'lib, grafning gandaydir ikkita uchlarini tutashtirishi lozim. Agar girra
yo‘nalishga ega boisa (ya’ni u yoy bo'lsa), u holda bunday girrani
ifodalovchi chizigda yo'nalish biror usul bilan, masalan, strelka bilan
ko'rsatiladi.

Ixtiyoriy graf uchun bunday diagrammalarni istalgancha tuzish
mukinligi ravshan. Agar biror diagrammada grafning uchlariga mos
keluvchi nugtalar ustma-ust tushmasa, qirralarga mos keluvchi chiziglar,
chetki nugtalami hisobga olmaganda, umumiy nuqtalarga ega bo'lmasa,
bunday diagramma grafning geometrik ifodalanishi deyiladi. Shuni
ta’kidlash kerakki, bitta graf turlicha geometrik ifodalanishi mumkin.

Graflar izomorfligining ta’rifi va grafni geometrik ifodalashning
mohiyatidan kelib chigib, abstrakt ta’rif yordamida ifodalangan graf va
uning geometrik ifodalanishi o'zaro izomorf bo'ladi. Tabiiyki, izomorf
graflar turlicha geometrik ifodalanishlari mumkin.

1- teorema. Har ganday chekli grafni 3 o ‘lchovli Evklidifazosida2
geometrik ifodalash mumkin.

1Evklid (Eukn£\6T|c, eramizdan oldingi Il asrda yashagan) - gadimgi yunon (grek) olimi.
N o‘Ichovli Evklid fazosida ikkita jt= (j;,X,,... Aell vay ={yi,yl...yil)s R" vektorlar

. ys
orasidagi masofa (metrika) d(x,y) = ~(x, —yt): formula bo'yicha aniglanadi.
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Isboti. Teoremaning quyidagi konstruktiv isbotini keltiramiz.
Grafning abslrakt ta’rifiga binoan uning hech bo‘lmasa bitta uchi mavjud.
Agar grafda fagat bitta uch boisa. u holda uni 3 o'lchovli Evklid
fazosining biror nuqtasi sifatida ifodalaymiz. Agar grafda uchlar bittadan
ko‘p bo'lsa, u holda ulami uch o'lchovli Evklid fazosidagi biror to'g'ri
chizigning (hech gaysi ikkitasi ustma-ust tushmaydigan) nuqtalariga mos
keladi deb hisoblaymiz. Shu to'g'ri chizigdan girralaming (yoylarning) har
biriga mos keluvchi turli yarim tekisliklami o'tkazamiz (graf chekli
bo'lgani uchun buning imkoniyati bor). Har bir girrani (yoyni) unga mos
yarim tekislikda, chetlari mos uchlami ifodalovchi nuqgtalarda bo'lgan
hamda bu to'g'ri chizig bilan boshga umumiy nugtasi bo'lmagan
gandaydir chizig vositasida ifodalaymiz. Yarim tekisliklaming tuzilishiga
ko'ra bu chiziglar, chetki nuqtalami hisobga olmaganda, umumiy
nuqtalarga ega emas. L

Shuni ham ta’kidlash kerakki, 1- teoremadagi 3 ni 2 ga almashtirib
bo'lmaydi, chunki tekislikda qirralarini  (yoylarini) ifodalovchi
kesishmaydigan (aniqrog'i, chctki nuqgtalaridan boshga umumiy nuqtalari
bo'lImagan) chiziglar yordamida tasvirlash imkoniyati fagat ba’zi
graflargagina xos, ya’ni har ganday grafning 2 o'lchovli Evklid fazosida
(tekislikda) geometrik ifodalanishi mavjud bo'lavermaydi.

Graflaming geometrik ifodalanishiga doir misollar keltiramiz.

1- misol. 1- shaklda tasvirlangan grafni G =(V,U) deb belgilaymiz.
Berilgan G graf belgilangan graf bo'lib, 4 ta uch va 6 ta girraga ega.

Demak, u (4,6)-grafdir. Bu graf uchun:

n Ao {1,234, LI <W,u2,u3,W, >

,EI\ “©1=&2)" uw2=ui=013)" M=(2 73,
ullu US W= (3, )" M6 = (2,2). G grafning barcha
I \s' ui (”=1,6) qgirralari oriyentirlanmagan
3 u %4 (chunki uchlarini tutashtimvchi chiziglarda
1- shakl yo'nalish ko'rsatilmagan) bo'lgani uchun G

oriyentirlanmagan grafdir. Grafning qirrala-
ridan biri, aniqrog'i, ué sirtmoqdir, u2 va u} esa karrali girralardir. Bu
grafda, masalan, 1 va 2 uchlar qo'shni. 1 va 4 uchlar esa qo'shni emas.
Undagi 2 va 3 uchlar UA girraga insident va, aksincha, u4 girra 2 va 3
uchlarga insidentdir. Bu yerda uAva u} girralar gqo'shni girralardir, chunki
ular umumiy uchga (3 uch) ega, w, va u5 girralar esa qo'shni emas. m
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2- misol. Geometrik ifodalanishi 2-
shakldagi ko‘rinishda boigan oriyentirlangan
grafni garaymiz. Bu grafda o‘n bitta element bor:

5 ta uch va 6 ta yoy, ya’ni shaklda (5,6)-orgraf
berilgan. Bu grafni G =(V,U) bilan belgi-
laymiz, bu yerda V ={1,2,3,4,5}, U =<(1,2),
(1,3),(5,2),(4,1),(4,5),(5,4) > yoki U =<m,,m; m3,m4 ms,mé >. Beril-
gan G orgrafda sirtmoq ham, karrali yoylar ham yo'q. Bu grafning (1,3)
yoyi uchun 1boshlang‘ich, 3 uch esa oxirgi uchdir. m
3- misol. XVIII asrda Kyonigsberg ko‘priklari hagidagi masalaning
go'yilishi va L. Eyler tomonidan yechi-
lishi graflarning matematik nazariyasi
paydo bo‘lishiga xizmat gilganligi
yuqorida ta’kidlangan edi.
Kyonigsberg  shahridagi  Pregel
daryosi ustida qurilgan yettita ko‘p-
3- shakl riklar joylashuvi 3- shaklda tasvir-
langan (bu shakl L. Eylerning birinchi
sahifasi ushbu bobning 1- paragrafida keltirilgan ilmiy ishidan olindi).

Kyonigsberg ko‘priklari hagidagi masalada quyidagi savolga javob
berish so‘raladi: “Shahaming to‘rtta A, B, C va D qismlaridan birida
joylashgan uydan chiqib, yettita ko‘priklarning har biridan fagat bir marta
o‘tgan holda yana o‘sha uyga qaytib kelish mumkinmi?”

Bu savolga javob izlash magsadida ko'priklardan o‘tishlar muhimligini
e’tiborga olgan holda go‘yilgan masalani tahlil gilish uchun 4- shaklda
tasvirlangan grafni garaymiz. Bu grafning uchlari shahaming A, B, C
va D qismlariga, girralari esa ko'priklarga mos keladi. Qaralayotgan graf
oriyentirlanmagan graf bo‘lib, 4 ta uch va 7 ta girralardan tashkil topgan.
Uning girralari orasida karralilari bor, lekin sirtmoglar yo“q.

Kyonigsberg  shahridagi  ko'priklardari
fagat bir marta o‘tgan holda yurish bosh-
langan joyga qaytib kelish muammosi, 4-
shakldagi grafdan foydalangan holda, ushbu
bobning 5- paragrafida hal gilinadi. m

4- misol. 5- shaklda tasvirlangan graflar
bir-biriga izomorfdir. m
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5- misol. 6- shaklda tasvirlangan graflaming har biri oltita uch va
yettita girralarga ega boiib, ular izomorfemas. m

Hammasi boiib beshta gavarig muntazam ko‘pyoqgli mavjudligi
gadimdan maMum (Evklid isbotlagan): tetraedr, kub, oktaedr.
dodekaedr va ikosaedr. Bu ko'pyoglilaming umumiy nomi ham bor -
Platonl jismlari. Shunisi gizigki, barcha Platon jismlariga mos graflar
tekislikda geometrik ifodalanadi. Masalan, tetraedr va kubga rnos
graflaming geometrik ifodalanishi 7- shaklda tasvirlangan.

5- shakl
Darvoqge, Platon jismlaridan tetraedr, kub va dodekaedr kubik grafga
misol bo'ladi.
Petersen2 grafi3 deb ataluvchi 8- shakl-
da tasvirlangan graf ham kubik grafdir.
Agar graf tekislikda geometrik ifodala-
nishga ega bo'lsa, u holda bunday graf

tekis (yassi) graf deb ataladi. Bunday graf 6- shakl
tekislikda yotuvchi graf deb ham atalishi
mumkin.

Boshqgacha so'zlar bilan aytganda, tekis grafhing barcha uchlari bir
tekislikda yotadi hamda barcha girralari (yoylari) o'sha tekislikda yotuvchi
o'zaro kesishmaydigan uzluksiz chiziglar bo'lib, ular fagat o'zlari insident
bo'lgan uchlardagina umumiy nuqtalarga ega.

Platon jismlariga mos barcha graflar tekis graflardir.

Tekis grafga izomorf graf planar graf

No—r deb ataladi.
Tekis bo'Imagan grafga ajoyib misol
uchta uv va uchta quduq haqidagi bosh-

7- shakl gotirma masalaga mos grafdir. Uchta uly

1Platon (nXatojv, eramizdan oldmgi 428 yoki 427 yil - eramizdan oidingi 348 yoki 347 yil) -
yunon faylasufi.

: Petersen (Julius Peter Christian. 1839-1910) - Daniya matematigi.

1Bu graf hagidagi dastlabki ma'lumot 1891 yilda e’lon gilingan: J. Petersen, Die Theorie der
regularen graphs. Acta Math. 15 (1891) 193-220.
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r/,, M3 uy va uchta gx, g2, qy qudug bor. Har bir uydan har bir qudugga

ixtiyoriy ikkitasi kesishmaydigan qilib uzluksiz yo'lakchalar o'tkazish
mumkinmi?
Qog'ozda masala shartini ganoatlantiradigan grafni
chizishga urinishlar muvaffagiyatsiz tugaydi. Shunday
urinishlardan biri 9- shaklda keltirilgan.
Darvoge, uchta uy va uchta quduq haqgidagi
boshgotirma masalaga mos graf har bir bo'lagida
uchtadan uchi bo'lgan ikki bo'lakli to'la grafga misol
bo'la oladi.
Tekis bo'Imagan grafga yana bir misol beshta

uchga ega bo'lgan to'la graf- K} grafdir. Bu grafning o‘nta girrasi borligi
ravshan. Bu yerda ham K5 grafni hech
gaysi ikkita qirrasi kesishmay-digan
qgilib tekislikda chizish muvaffagiyatsiz
tugaydi. 10- shaklda K5 grafning
to‘qgizta  qirrasi kesish-maydigan
uzluksiz chiziglar gilib chizilgan, lekin

o'ninchi chiziq esa uzilishlarga ega, unga tekislikda «joy yo'g»!

10.2.2. Grafning maxsus turdagi ko'phad yordamida berilishi.
Grafni maxsus turdagi ko'phad yordamida ham berish mumkinligini

ta’kidlaymiz. Uchlari to'plami V = {v,,v2,...,vm} boMgan G grafberilgan
bo'lsin. G grafning yakkalangan uchlari yo'q deb faraz gilamiz,. Bu
grafni m ta x1,x2,...,xmo'zgaruvchilarga bog'lig

(G) = n(x,-ar,)"
<

ko'rinishdagi  ko'phad  yordamida tasvirlash
mumkin, bu yerda ko'paytma i<j shartni
ganoatlantiruvchi barcha (r,j) juftlar bo'yicha 10- shakl
amalga oshiriladi, x( o'zgaruvchi vfe V uchga
mos keladi, atf - v, va vy uchlarni tutashtiruvchi girralar soni, a, - v.
uchdagi sirtmoglar soni.

/(G ) ko'phad G grafga izomorflik anigligida mos kelishini isbotlash

mumkin.
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6- misol. 11- shaklda tasvirlangan G grafga mos ko'phadni
aniglaymiz. Berilgan oriyentirlanmagan grafda yettita uch va sakkizta qirra
bor. Uning har bir uchiga bitta (" =1,2,...,7) o'zgaruvchini mos glilib
go'yamiz. G grafda karrali girralari yo'q, uning uchta girrasi sirtmog-
lardan iborat bo‘lib, ulardan ikkitasi 3 uchga, biri esa 5 uchga insidentdir.
Shuning  uchun (7,=02=C=<=a7=0, <B=2. Ch=1;
ale=a2=asx=a4=a5 =1, qolgan barcha atl= 0 boiadi. Berilgan
G grafga mos ko‘phad

/(G ) = x3x5(x6- XD)(X7- x2)(x4- x3)(X5- x4)(X7- X5)
ko'rinishga ega bo'ladi. m

7-misol. / (G)=x2(x2- X,)(X3- jc,)2(x3- x:)(x4- x3) ko'phadga
mos keluvchi grafning geometrik tasvirini topamiz. Bu ko'phadning
tarkibiga ko'ra unga mos keluvchi oriyentirlanmagan grafda 4 ta uch va 6
ta girra bo'lib, bu girralardan ikkitasi karrali (aT} = 2 ) va bittasi sirtmoq (
(T2=1) ekanligini ta’kidlaymiz. Berilgan grafning geometrik tasvirla-
nishlaridan biri 1- shaklda keltirilgan. m Ne-

10.2.3. Qo‘shnilik  matritsalari. Endi
grafning boshqga bir berilish usuli negizida
yotuvchi graf uchlari qo‘shniligi matritsasi
tushunchasini garab chigamiz. U

G = (V,U) ~uchlari soni m ga teng bo'lgan
belgilangan, sirtmoqsiz va karrali girralarsiz graf bo'lsin.

Elementlari

[I, agar ivaj uchlar go'shni ho'lsa,
U o, aks holda

ko'rinishda aniglangan A = (aiy) (i=1,2,..,.,m;j =1,2,...,, m) matritsani

11- shakl

o

grafning uchlari go'shniligi matritsasi deb ataymiz.

Bu ta’rifdan sirtmogsiz va Karrali qgirralari bo'Imagan graf uchlari
go'shniligi  matritsasining bosh diagonalida fagat nollar bo'lishi,
satrlaridagi birlar soni esa mos uchlaming darajalariga tengligi kelib
chigadi.

8- misol. 12- shaklda tasvirlangan grafning uchlari go'shniligi

matritsasi
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10 0O 1
" 10 0 1
1 1 1 0

koiinishda bo'ladi. m
Uchlari soni mga teng bo'lgan belgilangan oriventirlangan
G =(V,U) grafning wuchlari go'shniligi mXm -matritsasi deb
elementlari
[I, agar (i,j)eU bo'lsa, I
a5=-10, aksholda, M.
ko'rinishda aniglangan A =(ai)) (i=12,..m, 3
j =1,2,...,m) matritsaga aytiladi.
9- misol. 2- shaklda tasvirlangan orgrafning uchlari go'shniligi

‘011 o0 on
0 0 0 0 O
matritsasi quyidagicha bo'ladi: A= 0 0 0 0 O
1 0 0 0 1

0 10 10
\ j

Endi G wuchlari 1,2,..,m bo'lgan belgilangan oriyentirlanmagan

multigraf bo'lsin. aff elementlari G grafning i wva j uchlarini
tutashtiruvchi girralar soniga teng bo'lgan A =(atj) (i,j =1,2,..../n)
matritsa  oriyentirlanmagan  multigrafning  uchlari  go'shniligi
matritsasi deb ataladi.
10- misol. 1- shaklda tasvirlangan oriyentirlanmagan multigraf
uchlari go'shniligi matritsasi quyidagicha bo'ladi:
0 1 0

_ O = DN

1 1 0
2 1 1
0 O 0
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Karrali yoylari bo‘lgan sirtmoqsiz orgraf uchlari go‘shniligi
matritsasi tushunchasini ham yugoridagiga o ‘xshash ta'riflash mumkin.

2- teorema. Graflarfagat vafaqgat uchlari qo Shniligi matritsalari
bir-birlaridan satrlarining o'rinlarini va ustunlarining o'rinlarini mos
almashtirishlaryordamida hosil bo 1sagina izomorfbo 1adi.

Isboti. Abstrakt grafga, uning uchlarini belgilashga (ragamlashga)
bog'lig ravishda, turlicha qo'shnilik matritsalari mos kelishi tabiiydir. Bu
matritsalami solishtirish magsadida har birining mta uchlari bo'lgan

ixtiyoriy ikkita belgilangan, o'zaro izomorf G va H graflami garaymiz.
G va H graflar uchlariga mos qo'yilgan belgilar turlicha va ulardan biri
boshgasidan uchlaming qo'shniligini saglovchi gandaydir f qoidani
go'llab hosil gilingan bo'lsin, ya’ni H grafdagi /(«,) va f(u ) uchlar
fagat va fagat G grafning ui va uj uchlari go'shni bo'lsagina go'shni
bo'lsin. G  grafting uchlari go'shniligi matritsasirii A = (ai;)

= bilan H grafning uchlari go'shniligi matritsasini esa
B=(bj) (i,j=\2,...,m) bilan belgilasak, b/(t)/{J) = o'rinli
bo'ladi.*

Shunday qilib, manfiymas butun sonlardan tashkil topgan va graf uchun
uchlari go'shniligi matritsasi bo'lgan kvadrat matritsa bilan graf orasida bir
giymatli moslik (izomorflik anigligida) bor
degan xulosa va, bundan, graflar nazariyasi
bo'yicha izlanishlar maxsus shartlarni
ganoatlantiruvchi matritsalami tadqiq gilishga
keltirilishi mumkinligi kelib chigadi.

n{{n2,....mn (n>1) girralarga ega 3
yakkalangan uchlari, sirtmoq va karrali girralari
bo'Imagan graf uchun elementlari

1, agar m va uj girralar umumiy uchga ega bo’lsa,

0, agar m = U bo'lsa yokiulaming umumiy uchi bo'Imasa,

quyidagicha aniglangan: C=(cv) (i=1,2,..m, j=1 ,2 ,.nxn-

matritsa grafning qirralari go‘shniligi matritsasi deb ataladi.
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11- misol. 12- shaklda tasvirlangan grafda 5ta girra bo'lib, uning

girralari qo'shniligi matritsasi

ko'rinishga egadir. m

Ravshanki, sirtmogsiz va karrali girralarsiz graf qgirralari go'shniligi
matritsasi bosh diagonalga nisbatan simmetrik kvadrat matritsadir va uning
bosh diagonali nollardan iborat.

10.2.4. Insidentlik matritsalari. Uchlari 1 , 2 wva qirralari
uxu-,,...,un (n >1) bo'lgan belgilangan graf berilgan bo'lsin. Bu grafning
uchlariga satrlari, girralariga esa ustunlari mos keluvchi va elementlari

1, agar i uch u .girraga insident bo'lsa,

0, agar i uch wu, girraga intsident bo'Imasa,

ko'rinishda aniglangan B —(by) (i=\,2,...m , j —1,2,...,.u) matritsa
grafning insidentlik matritsasi deb ataladi.
12- misol. 1- shaklda tasvirlangan graining insidentlik matritsasi
quyidagicha bo'ladi:
11 0O0O0O04

0 0 1 0 1

B =
1 1 1 1 0
1
\0 0 0O O/
Endi uchlari 1,2,..»? va qirralari (h>1) bo'lgan

belgilangan sirtmogsiz orgrafni garaymiz. Elementlari

I, agar i uch u. yoyning boshlang'ich uchi bo'lsa,
b = —1, agar i uch ut yoyning oxirgi uchi bo'lsa,
0, agar i uch va n: yoy intsident bo'lImasa,
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ko'rinishda aniglangan B =(bt)) (i =\,2,...m, j =1 , 2 , matritsaga

grafhing insidentlik matritsasi deb ataladi.
13- misol. 13- shaklda tasvirlangan grafhing insidentlik matritsasi
quyidagicha bo'ladi:

B=-10 0-1 -1
0 1 -1 11

3- teorema. Graflar (orgraflar) fagat va faqgat insidentlik
matritsalari bir-birlaridan satrlarining o rinlarini va ustunlarining
o'rinlarini mos almashtirishlar yordamida hosil bo'lsagina izomorf
bo 1adi.

Isboti 2-teoremaning isbotiga o'xshash bajariladi. =

Muammoli masala va topshirigiar

1. Grafning abstrakt ta’rifi yordamida biror grafni ifodalang va unga
izomorfgrafni gog'ozda tasvirlang.

2. Graflaming geometrik ifodalanishiga doir misollar keltiring.

3. Har ganday chekli grafni 3 o'lchovli Evklid fazosida girralariga
to'gri chizig kesmalari mos keladigan qilib geometrik ifodalash
mumkinligini isbotlang.

4. Kyonigsberg shahridagi Pregel daryosi ustida mavjud yettita
ko'prikdan (3- shakl) tashgari shaharning B va C qismlarini bevosita
tutashtiruvchi  sakkizinchi ko'prik ham bor deb hisoblab, bunday
go'shimcha shartga ega Kyonigsberg ko'priklari hagidagi masalaga mos
graftuzing, uni geometrik ifodalang va tahlil giling.

5. Uchlari va qgirralari sonlari mos ravishda teng bo'lib, o'zaro
izomorf bo'Imagan graflarga misollar keltiring.

6. Barcha Platon jismlariga mos tekis graflami geometrik ifodalang.

7. Biror idishdagi hajmi 8 birlik suyuglikni fagat o'sha idish hamda 5
va 3 birlik hajmli idishlar vositasida teng ikkita gismga bo'lish hagidagi
boshqgotirma masalani hal gilish magsadida ushbu bobning 1- paragrafida
tuzilgan grafni geometrik ifodalang.

8. Uchlari va girralari sonlari turlicha bo'lgan va tarkibida sirtmoglari
va karrali qirralari bor graflami geometrik ifodalang, ularning har biriga
mos maxsus ko'phadlami, uchlari qo'shniligi, qirralari go'shniligi va
insidentlik matritsalarni yozing.
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9. 14- shaklda tasvirlangan G, va G, graflaming izomorfligini

isbotlang.

10. Uchlari go'shniligi matritsalari quyida berilgan graflami geometrik
ifodalang, ularga mos maxsus ko'phad, girralar qo'shniligi va insidentlik
matritsalami yozing:

ro 1 1 1 r 0O 1 1 1 o
10 10 1 100 1 1 Oglii
0
agl 1.0 0 0;0p 1 00 1 1\pg
1 10 1
10 0 0 1 11 1 0 1
1 11 0,
JL 10 10 L 1110 v
11. To'la grafga mos keluvchi uchlar go'shniligi matritsasini tahlil
qgiling.

12. Kyonigsberg ko'priklari hagidagi masalaga mos grafning uchlari
go'shniligi matritsasini tuzing.
13. Ky, KA va Ki} graflarga mos uchlari qo'shniligi, girralari

go'shniligi va insidentlik matritsalami yozing.

14. Siz  yashayotgan  aholi
punkti yoki uning bir gismida
joylashgan yo'llar va chorrahalar
bilan bog'lig biror masalani graflar
yordamida hal giling.

15. Uchlari soni  yettidan
oshmagan barcha kubik graf-
laming  geometrik  ifodalanishi

yordamida ularga mos uchlar go'shniligi matritsalami tuzing.
16. To'qgizta uchga ega bo'lgan barcha ikki, uch va to'rt bo'lakli to'la
graflarga mos uchlar go'shniligi matritsalami tuzing.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Grafning ko'rgazmali tasviri deganda nimani tushunasiz?

2. Nima uchun izomorf graflar turlicha geometrik ifodalanishlari
mumkin?

3. Qanday grafhi 3 o'lchovli Evklid fazosida geometrik ifodalash
mumkin?



4. Har ganday chekli grafni 2 o'lchovli Evklid fazosida geometrik
ifodalash mumkinmi?

5. Petersen graft ganday geometrik ifodalanishga ega?

6. Grafning maxsus turdagi ko'phad yordamida berilishini bilasizmi?

7. Grafning uchlari go'shniligi matritsasi ganday tuziladi?

8. Grafning girralari qo'shniligi matritsasi ganday tuziladi?

9. Grafning insidentlik matritsasi deganda nimani tushunasiz?

10. Graflar izomorfligining ganday zarur va yetarli shartlarini bilasiz?

11. O'zaro izomorf bo'Imagan sakkizta uchga ega barcha kubik
graflaming geometrik ifodalanishini aniglang.

10.3. Grallar ustida amallar

Graf. Uch. Qirra. Graflami birlashtirish. Grafdan uchni, girrani, yoyni olib
tashlash. Qism graf. To Idiruvchigraf Grafga uchni, girrani, yoyni qo Shish.
Qirrani ikkiga bo ‘lish. 1zomorfva gomeomoifgraflar. Bo linish graft. Graflaming
birlashmasi. D izyunkt birlashma. Graflaming birikmasi. Graflaming
Ko paytmasi. M o ‘Ichovli kub.

10.3.1. Graflar ustida sodda amallar. Graflar ustida turli amallar
bajarish mumkin, masalan, graflami birlashtirish, biriktirish, ko'paytirish,
grafni gismlarga ajratish va hokazo.

Eng sodda amallardan biri sifatida grafdan uchni olib tashlash amalini
keltirsa bo'ladi. Bu amaini qo'llash berilgan grafning uchlari to'plamidan
birorta element yo'gotishni (olib tashlashni) anglatadi. Natijada uchlari
soni bittaga kamaygan yangi graf hosil bo'ladi. Albatta, bu amaini uchlari
soni ikkitadan kam bo'Imagan graflar uchun go'llash mumkin bo'lib, uni
bajarish jarayonida olib tashlanayotgan uch bilan birgalikda shu uchga
insident bo'lgan barcha girralar (yoylar) ham olib tashlanadi.

Eng sodda amallar qatoriga grafdan girrani (yoyni) olib tashlash
amalini ham kiritish mumkin. Bu amalga ko'ra berilgan grafhing qirralari
(yoylari) to'plamidan birorta element yo'qotiladi (olib tashlanadi).
Berilgan grafdan girrani (yoyni) olib tashlayotganda shu girraga (yoyga)
insident uchlarni grafda goldirish ham yo'gotish ham mumkin. Bu yerda
vaziyatga qarab ish yuritiladi.

G =(V,U) va G'-{V\U") graflar berilgan bo'l-
sin. Agar Vc V va G grafning barcha qirralari
(yoylari) G' grafning ham qirralari (yoylari), ya'ni
U ¢ U’ bo'lsa, u holda G graf G' grafning gism grafi
deb ataladi.
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1- misol. 1- shaklda Petersen grafining (ushbu bobning 2-
paragrafidagi 8- shaklga garang) gism graflaridan biri tasvirlangan. m

Agar G graf karrali qgirralarga ega bo'lmasa, u holda uchlari G
grafning barcha uchlaridan iborat bo'lgan shunday yagona G grat
mavjudki, G grafdagi barcha juft uchlar_fagat va fagat G grafda qo'shni
bo'Imagandagina qo'shnidir. Bunday G graf berilgan G grafning
toMdiruvchi grafi deb ataladi.

Berilgan graf uchun to'ldiruvchi grafni qurish jarayonini ham graflar
ustida bajariladigan amallar qatoriga Kiritish mumkin. G_ graf uchun
to'ldiruvchi grafni qurish jynalini qo'llash natijasida G graf hosil
bo'ladi. Isbotlash mumkinki, G =G munosabat o'rinlidir.

2- misol. 2- shaklda tasvirlangan graf 1- shaklda ifodalangan grat
uchun to'ldiruvchi grafdir.

A Graflar ustida shunday amallami bajarish
fl \\ mumkinki, ular elementlari soni berilgan
grafdagidan ko'proq bo'lgan boshqga graflarning
hosil bo'lishiga olib keladi. Bunday amallar
gatoriga uchni qo‘shish amali yoki qirrani

(yovni) go'shish atnalini Kiritish mumkin.
ir Grafga yangi uchni go'shish turlicha usul bilan
2-shakl amalga oshirilishi mumkin. Masalan, yangi v
uchni berilgan grafga qo'shish shu grafning v, va v, uchlariga insident
bo'lgan gandaydir un girrasiga qo'shish orqgali quyidagicha ikki bosgichda

bajarilishi mumkin:

1) u girra berilgan grafdan olib tashlanadi;

2) hosil bo'lgan grafga ikkita yangi qirralar: v va v, uchlarga insident
bl girra hamda v va v2 uchlarga insident w2 girra qo'shiladi.

Bu jarayon grafda girraga darajasi 2 bo‘lgan yangi uchni qo‘shish
(kiritish) yoki girrani ikkiga bo‘lish amali deb ataladi.

Agar G graf G' grafdan girrani ikkiga bo'lish amalini chekli marta
ketma-ket go'llash vositasida hosil gilingan bo'lsa, u holda G graf G’
grafning boMinish grafi deb ataladi.

Bo'linish graflari izomorf bo'lgan graflar gomeomorf graflar deb

ataladi.
3- shaklda tasvirlangan graflar
izomorf emas, lekin ular gomeomorf,

chunki bu graflarning har biri 4-
3- shakl
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shaklda tasvirlangan bo'linish grafiga ega.

10.3.2. Graflarni birlashtirish.
G\=(Vt,U,) va G2=(V2,U2) graflar
berilgan bo'lsin. Uchlari to'plami

V =V}\JV2 va qirralari (yoylari) korteji
U =UX{JU2 kabi aniglangan1 G =(V,U)
graf G, va G2 graflarning birlashmasi
(uyushmasi) deb ataladi va G = G, IJ G,
ko‘rinishda belgilanadi.
3- misol. 5- shaklda uchlari to'p-
lamlari kesishmaydigan K2 va AT, graf- 2
laming birlashmasi amali tasvirlangan. s y
4-  misol. Uchlari  to'plamlari
kesishadigan graflarning birlashmasi amali
6- shaklda tasvirlangan. m
Agar birlashtirilayotgan graflarning uchlari to'plamlari kesishmasa, u
holda bu graflarning birlashmasi diz’yunkt birlashma deb ataladi.

6- shakl

Masalan, 5- shaklda tasvirlangan birlashma diz’yunkt, 6- shakldagi
birlashma esa - diz’yunkt emas.

10.3.3. Graflarni biriktirish. G, =(*,f/,) va G2=(V2,U2) graflar
berilgan bo'lsin. G, va G2 graflar birlashtirilishi hamda G, grafning har
bir uchi G2 grafning har bir uchi bilan qirra vositasida tutashtirilishi
natijasida hosil bo'lgan G =(V,U) graf G, va G2 graflarning
birikmasi (tutashmasi) deb ataladi va G =G, + G, ko'rinishda
belgilanadi.

Bu yerda birlashma * U amali 1 ning to’plam. LJ ning esa kortej ekanligini e'tiborga olgan

holda amalga oshiriladi.
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5- misol. Uchta uy va uchta quduq hagidagi boshqotirma masalaga
mos graf (ushbu bobning 2- paragrafidagi 9- shaklga garang) uchlari
to'plamlari kesishmaydigan ikkita (0 3) nolgraflamingbirikmasidir. m

6- misol. 7- shaklda
uchlari to'plamlari kesishmay-
digan K2 va Kr graflaming

1

birikmasi amali tasvirlangan. w

Agar uchlari to‘plamlari

kesishmasi bo‘sh bo'Imagan

graflami biriktirish zarur bo'lsa, u holda hal qilinayotgan masala
xossalarini e’tiborga olib ish ko'rish kerakligini ta’kidlaymiz.

10.3.4. Craflarni ko'paytirish. GX=(VXUX va G2={V2,U2)
graflar berilgan bo'lsin. Uchlari to'plami V =VxxV2 bo'lgan G =(V,U)
grafning girralari (yoylari) kortejini quyidagicha aniglaymiz: agar v,’= v,"
va (vj,v2")e f/, yoki v2'=v2" va (v,\v,")e C/, bo'lsa, u holda
(v',v'")sU bo'ladi, bu yerda vAv/'e VX v, \v2"e V2, v'= (v ,\v,)€ V
va V"= (v,",v2")e V. Shunday usul bilan qurilgan G =(V,U) graf G,
va G2 graflaming ko'paytmasi deb ataladi va G =G, x G2 Kkabi
belgilanadi.

Graflaming ko'paytmasi ta’rifiga asosan berilgan Gl =(Vx UIl) va
G2 = (V-,,U2) graflaming ko'paytmasi hisoblangan G grafdagi:

-uchlar (v,,v2) yoki (v2,v,) ko'rinishdagi juftliklardan iboratdir, bu
yerda v, G W, v2e V2;

- v'=(v,,\Vthg V va v"=(v,",v2")e V uchlar fagat va fagat shu
holda qo'simi bo'ladilarki, bu uchlami (juftliklami) tashkil qiluvchi

(hv.) .
(1.vj)

2.v3

8- shakl
elementlarning biri unga mos element bilan ustma-ust tushgan holda
boshga elementlar o'z grafida qo'shni bo'lishsa, bu yerda v, ,v,"e VX,
V2I7V2‘Ie VZE

207



| |=m}, \W2\=m2, |£/,|=un, va |U2|=n2 munosabatlardan
|V |=mxm2 va |U |=mlIn2+ m2nxbo'lishi kelib chigadi.
7- misol. 8- shaklda uchlari to'plamlari kesishmaydigan K2 va K}

graflarning ko'paytmasi amali tasvirlangan. m

| bobning 4- paragrafida ta’kidlanganidek, Dekart ko'paytmalar bilan
bog'liq tuzilmalar ustida bajariladigan amallar boshqgalaridan o'ziga xosligi
bilan ajralib turadi. Bu o'ziga xoslik graflarni ko'paytirish amalida
namoyon bo'ladi. Aniqrog'i, graflar ko'patmasida gatnashgan birorta
grafning qirralari korteji bo'sh bo'lsada, ko'paytirish amalini qo'llash
natijasida hosil bo'lgan grafning girralari korteji bo'sh bo'Imasligi ham

mumkin. Hagigatdan ~ ham,  yuqorida

keltirilgan graflarning ko'paytmasi ta’rifidan

kelib chigadiki, agar G-(V,U) graf

Gx=(VvUxX va G2=(V2,U2) graflarning

ko'paytmasi, ya’ni, G=G,xG2 bo'lsa, u

holda V =V]xV2 bo'ladi va U Kortej

elementlari  bilan (F, XU2)U xV2)

birlashma elementlari orasida o'zaro bir

9-shakl giymatli moslik mavjud. Shuning uchun,

agar, masalan, £/, =0 , t/, *0 bo'lsa, u

holda (y]xU2\J(U]xV2—MixU2® 0 bo‘ladi, chunki grafning tarifiga

kora Yx® 0. Demak, U ® 0, yani G, bo'sh graf bo'lsada,
G =G, x G2 bo'sh bo'Imagan grafdir.

Graflarni ko'paytirish amalini takror qo'llash wusuli bilan graflar
nazariyasining muhim sinfini tashkil etuvchi n o'lchovli kublami aniglash
mumkin. n o‘lchovli kub (Qn) uchlari soni ikkiga teng bo'lgan to'la graf
K2 yordamida quyidagi rekurrent formula bilan aniglanadi:

Q,=K2,Qn=K2xQny.

Yugorida graflar ustidagi ba’zi amallar hagida qisgacha ma’lumot
berildi. Shuni ta’kidiash lozimki, graflar ustida bundan boshqa bir gator
amallar ham bor.

Muammoli masala va topshiriglar

1 9- va 10- shakllarda tasvirlangan sakkizta graflar orasidan o'zaro
izomorfbo'lgan graflar juftlarini aniglang.
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2. 9- shaklda tasvirlan to‘rtta grafning har biri uchun uchni olib
tashlash va girrani olib tashlash amallarini qo‘llang.
3. 10- shaklda tasvirlangan to‘rtta grafning har biri uchun uchtadan
gism grafva to‘ldiruvchi grafni tuzing.
4. Gomeomorf va gomeomorf
bo'Imagan graflarga misollar keltiring.
5. Ks va K4 graflarning

birlashmasini  toping (bunda graflar
uchlari  to'plamlari  kesishadigan va
kesishmaydigan hollami alohida garang).

6. Ikkita K3 grafning birikmasini

toping (bunda graflar uchlari to'plamlari
kesishadigan va kesishmaydigan hollami

10- shakl alohida garang).
7. Graflarni  ko'paytirish  amalini

go'llab, 03X04, 0}XKb, 04XK3 va XK} graflarni toping.
8. . va AT,; graflarning geometrik ifodalanishidan foydalanib

ular ustida birlashma, birikma va ko'paytma amallarini bajaring (bunda
graflar uchlari to'plamlari kesishadigan va kesishmaydigan hollami
alohida garang).

Mustagil ishlash uchun savollar

Grafdan uchni olib tashlash amali ganday bajariladi?
Grafdan girrani (yoyni) olib tashlash amali ganday bajariladi?
Qism graf deganda nima tushuniladi?
To'ldiruvchi graf deb ganday grafga aytiladi?

5. Grafga yangi uchni qo'shish amalini bajarishning ganday
usullarini bilasiz?

6. Berilgan grafning bo'linish grafi ganday tuziladi?

7. Qanday graflar gomeomorf graflar deb ataladi?

8. Berilgan graflarning birlashmasi (uyushmasi) ganday hosil
gilinadi?

9. Berilgan graflarning diz’yunkt birlashmasi natijasida hosil bo'lgan
graf uchlarining soni hagida nima deyish mumkin?

10. Graflarning birlashmasi  (uyushmasi) amali bilan ularning
birikmasi (tutashmasi) amali orasida ganday o'xshashlik va farglar bor?
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11. Berilgan ikkita grafning ko‘paytmasi ganday hosil gilinadi?

12. Berilgan graf bilan nol graf ko'paytmasi hagida nima deyish
mumkin?

13. Graflar ko'patmasida gatnashgan birorta grafiiing girralari korteji
bo‘sh bo‘lsada, ko‘paytirish amalini qgo'llash natijasida hosil bo’lgan
grafning girralari korteji bo'sh bo'lmasligi mumkinmi?

10.4.Marshrutlar va zanjirlar

Graf Uch. Qirra. Marshrut. Boshlang ‘ich, oxirgi, ichki, oralig uch. Ikki
tomonlama cheksiz, bir tomonlama cheksiz, notrivial va nol marshrut.
Marshrutning uzunligi. Zanjir. Oddiy, yopiq zanjir. Sikl. Oriyentirlangan
marshrut. Yo'l. Kontur. Bog'langan uchlar. Uchlarni bog'lovchi marshrut.
Bog 'lamli graf. Bog ‘lamlilik komponentlari. Ekvivalentlik munosabati.

Diz 'yunktiv birlashma. Ajratuvchi girralar. Kesim. Ko prik. Ko nhdalangiga izlash.

10.4.1. Marshrutlar va zanjirlar hagida umumiy ma'lumotlar.
Uchlari to'plami V = {v,,v2,....vm} va qgirralar korteji U ={ul,u2,...,un}
bo'lgan oriyentirlanmagan G =(V,(J) graf berilgan bo‘lsin. Bu G
grafdagi uchlar va girralaming har ikki qo‘shni qirralari umumiy chetki
uchga ega

UV «,,v,2,M2,v.,..)
ko'rinishidagi chekli yoki cheksiz ketma-ketligi marshrut deb ataladi.
Marshrutni uning uchlari ketma-ketligi (...,v. ,v, ,...) yoki qirralari

ketma-Kketligi ,uh ,...) ko'rinishida ham belgilash mumkin.

Agar marshrutda gandaydir uchdan oldin uchlar bo'lmasa, bu uchni
marshrutning boshlangMch uchi deb, shu uchdan keyin marshrutga
tegishli uchlar bo'Imaganda esa, uni marshrutning oxirgi uchi deb
ataydilar.

Agar marshrutning boshlang'ich uchi vp va oxirgi uchi vq bo'lsa, u
holda uni vp uchdan vq uchga yo‘nalgan marshrut yoki chetlari v/ va
vg boMgan marshrut deb ataladi.

Marshrutdagi ikkita goshni girralarga tegishli uch ichki uch yoki oraliq
uch deb ataladi.
Marshrutda girralar va uchlar takrorlanishi mumkin bo'lgani uchun
marshrutning ichki uchi, bir vaqgtning o'zida, uning boshlang'ich va (yoki)
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oxirgi uchi boiishi ham mumkin va teskarisi, marshmtning boshlang'ich
va (yoki) oxirgi uchi uning ichki uchi bo'lishi ham mumkin.

Tabiiyki, marshrut:

- boshlang'ich uchga ham oxirgi uchga ham ega bo'Imasligi mumkin
(bunday marshrut ikki tomonlama cheksiz marshrut deb ataladi);

- boshlangich uchga ega bo'lib, oxirgi uchga ega bo'Imasligi mumkin
yoki, aksincha, oxirgi uchga ega bo'lib, boshlangich uchga ega bo'Imasligi
mumkin (bir tomonlama cheksiz marshrut);

- yagona girradan iborat bo'lishi mumkin (notrivial marshrut);

- birorta ham qirraga ega bo'Imasligi mumkin (nol marshrut yoki
trivial marshrut).

Marshrutning uzunligi deb undagi girralar soniga aytiladi.

Turli girralardan tashkil topgan marshrutga zanjir deb ataladi. Agar
zanjiming chetlaridan tashqgari barcha uchlari turlicha bo'lsa, u holda uni
oddiy zanjir deb ataydilar.

Berilgan (v,,v2,...,vs) zanjir yoki oddiy zanjir uchun v, = vs bo'lsa, u

yopiq zanjir deb ataladi. Hech bo'Imaganda bitta girraga ega yopiq oddiy
zanjir sikl deb ataladi.

Sirtmoq yoki bir juft karrali girralar sikl tashkil etishi ravshandir.

Grafdagi zanjir grafning gism grafi deb garalishi mumkin.

1- misol. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 1- shaklda tasvirlangan
graf uchun (3,W4,2,W|,1,M|,2,W6,2,M4,33\\6,4) ketma-ketlik 3 belgili uch-
dan 4 belgili uchga yo'nalgan marshrutdir, bunda 3 - boshlang'ich uch, 4 -
oxirgi uchdir. Bu marshmtda 1, 2 va 3 belgili uchlar oralig uchlar
hisoblanadi. Qaralayotgan marshmtning uzunligi 6 ga teng bo'lib, u zanjir
bo'la olmaydi. chunki unda 1 belgili uch 2 marta (bir marta oraliq uch
sifatida, ikkinchi marta esa oxirgi uch sifatida) gatnashmoqgda.

Yana o'sha graf uchun (3,2,1,3) zanjiming oxirgi bo'g'ini sifatida u2
yoki wa girralardan qaysisi olinishiga bog'ligsiz ravishda, u yopiq zanjir
va sikldir. m

Oriyentirlangan graflar uchun ham undagi yoylarning yo'nalishini
(oriyentatsiyasini) inobatga olmasdan oriyentirlanmagan marshrut, zanjir
va oddiy zanjir tushunchalarini kiritish mumkin. Lekin oriyentirlangan
graflar uchun oriyentirlangan marshrut tushunchasini kiritish tabiiydir.

Yoylarning oriyentatsiyalari hisobga olingan yoylar va uchlar ketma-
ketligi oriyentirlangan marshrut deb ataladi.
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Oriyentirlangan marshrut uchun zanjir tushunchasiga o‘xshash yo-‘1
(yoki oriyentirlangan zanjir) tushunchasini ham Kkiritish mumkin.
Boshlang'ich va oxirgi uchlari ustma-ust tushadigan oriyentirlangan zanjir
kontur deb ataladi.

2- misol. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 2- shaklda tasvirlangan
grafni garaymiz. Uning uch va girralaridan tuzilgan

(3,w8,1,k4,4,i/5,5,u2,2,1,,1)
ketma-ketlik oriyentirlanmagan marshrut va zanjirdir, lekin u oddiy zanjir
bo'la olmaydi. Bu ketma-ketlik oriyentirlangan marshrut ham bo'la
olmaydi, chunki unda marshrut yo'nalishiga teskari yo'nalishga ega yoylar
bor(M3,w4,w1l).

Qaralayotgan graf uchun (u6,u5,u2) ketma-ketlik oriyentirlangan
marshrutni tashkil etadi. Bu marshrut yo'ldir, lekin u kontur emas.
Berilgan grafda fagat bitta kontur bo'lib, bu kontumi (4,u55,u64) yoki
(5,ws,4,m5,5) ko'rinishda ifodalash mumkin. m

1- teorema. Agar grafdagi har bir uchning lokal darajasi ikkidan
kichik bo ‘imasa, n holda bu grafsiklga ega.

Isboti. Agar grafda sirtmoglar yoki Kkarrali qirralar bo'lsa,
teoremaning tasdig'i to'g'riligi ravshandir. Shuning uchun teorema
tasdig'ini graf sirtmoqsiz va karrali girralari boimagan holda isbotlaymiz.

Faraz qgilaylik, ve V berilgan sirtmogsiz va Kkarrali girralari boimagan
G =(V,U) grafning ixtiyoriy uchi bo'lsin. Qaralayotgan v uchga qo'shni
v, uchni va bu uchga vdan fargli boshga qo'shni v, uchni, + uchga esa
v,dan fargli boshga go'shni v3 uchni, va hokaza, v uchga v;_jdan farqgli
boshqga qo'shni vM uchni, va hokaza, tanlab,

((v,v)), (v,,v2),(v2,v3),..., (V,_,,V,.), (V,,VM),...)
girralar ketma-ketligini tuzamiz. Teoremaning shartlariga ko'ra yuqoridagi
jarayonni amalga oshirish va talab etilgan xossaga ega V.4 uchni topish
mumkinligini ta’kidlaymiz.

Grafning uchlari to'plami V chekli to'plam boiganligidan, yugorida
bayon etilgan uchlar ketma-ketligini qurish jarayonida chekli gadamdan
so'ng albatta oldin uchragan uchlardan birini tanlashga majbur bo'lamiz.
Agar v* uch ketma-ketlikda ikki marta uchragan dastlabki uch bo'lsa,
ketma-ketlikka girralar qo'shish jarayonini to'xtatamiz, chunki tuzilgan
girralar ketma-ketligining vk uch ikki marta gatnashgan gqismi biz
izlayotgan sikldir. m
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10.4.2. Grafning bogMamliligi tushunchasi. Agar oriyentirlanmagan
grafda chetlari a va b uchlardan iborat marshrut topilsa, bu a va b
uchlar bog‘langan deb, marshrutning o'zi esa a va b uchlarni
bog'lovchi marshrut deb ataladi.

Tabiiyki, agar gandaydir uchlarni bog'lovchi marshrut biror a, uchdan
bir necha marta o'tsa, u holda marshrutning siklik gismini olib tashlab
(bunda siklik gismning o'miga marshrutda fagat a, uch qoldiriladi) yana
o'sha uchlarni bog'lovchi oddiy zanjir ko'rinishdagi marshrutni hosil
gilish mumkin. Shuning uchun, marshrut bilan bog'langan uchlar doimo
oddiy zanjir bilan ham bo'glangan bo'ladi, degan xulosaga kelamiz.

Bir-biri  bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy ikkita uchlari
bog'langan grafbog'lamli graf deb ataladi.

Agar grafdagi ikkita uchni biror oddiy zanjir bilan tutashtirish mumkin
bo'lsa, u holda bu ikkita uch ekvivalent (bog‘langan) deyiladi. Bunday
uchlar to'plami grafda ekvivalentlik munosabati bilan aniglangan deb
hisoblanadi. Uchlar to'plami bo'yicha ekvivalentlik munosabatini inobatga
olgan holda berilgan grafni bog‘lamlilik komponentlar (gisqacha,
komponentlari) deb ataluvchi bog'lamli gismlaming birlashmasi deb
garash mumkin. Bu yerda berilgan graf bog'lamlilik komponentalariga
bo'laklandi (ajratildi) deb aytish mumkin. Isbotlash mumkinki, har ganday
graf o'zining bog'lamlilik komponentlarining diz’yunktiv birlashmasi
sifatida ifodalanishi mumkin, bunda grafning bog'lamlilik komponent-
lariga bo'laklanishi bir giymatli aniglanadi.

Keyingi ma’lumotlami bayon etish uchun yoq tushunchasi zarur
bo'ladi. Tekislikda geometrik ifodalanuvchi grafni garaymiz. Bu grafga
tegishli bo'Imagan (ya’ni grafning hech qaysi uchi bilan ustma-ust
tushmaydigan va uning hech qaysi girrasida yotmaydigan) biror A
nugtani hech gaysi nuqtasi grafga tegishli bo'Imagan uzluksiz chizig bilan
tutashtirish mumkin bo'lgan barcha nuqtalar to'plami grafning A nugtani
0'zida saglovchi yog‘i deb ataladi.

Yoq tushunchasiga berilgan ta’rifga ko'ra yoq grafning geometrik
ifodalanishi yordamida tekislikning “qirqib” olinadigan gismidan iboratdir.
Tekislikda geometrik ifodalanuvchi ixtiyoriy grafning hech bo'Imaganda
bitta yog'i bo'lishi va uning bitta yog'i chegaraga ega emasligi
(cheksizligi) o'z-0'zidan ravshandir.

2- teorema (Eyler. 1752). Tekis va bog'lamli G =(V,U) graf
uchun m+r =2+n tenglik o'rinlidir, buyerda m=J|, w=|[/|, r -
yoglar soni.
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Oriyentirlangan marshrut uchun zanjir tushunchasiga o'xshash yoHl
(yoki oriyentirlangan zanjir) tushunchasini ham kiritish mumkin.
Boshlang‘ich va oxirgi uchlari ustma-ust tushadigan oriyentirlangan zanjir
kontur deb ataladi.

2- misol. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 2- shaklda tasvirlangan
grafni garaymiz. Uning uch va girralaridan tuzilgan

(3,13,1,k4,4,ws,5,b2,2, 1, 1)

ketma-Kketlik oriyentirlanmagan marshrut va zanjirdir, lekin u oddiy zanjir
bo‘la olmaydi. Bu ketma-ketlik oriyentirlangan marshrut ham bo‘la
olmaydi, chunki unda marshrut yo‘nalishiga teskari yo'nalishga ega yoylar
bor (8, ,K,).

Qaralayotgan graf uchun (ub,u5,u2) ketma-ketlik oriyentirlangan
marshrutni tashkil etadi. Bu marshrut yo'ldir, lekin u kontur emas.
Berilgan grafda fagat bitta kontur bo'lib, bu kontumi (4,r/5,5,616,4) yoki
(5,m6,4,m5,5) ko'rinishda ifodalash mumkin. m

1- teorema. Agar grafdagi har bir uchning lokal darajasi ikkidan
kichik bo 1masa, n holda bu grafsiklga ega.

Isboti. Agar grafda sirtmoglar yoki karrali qirralar bo'lsa,
teoremaning tasdig'i to'g'riligi ravshandir. Shuning uchun teorema
tasdig'ini graf sirtmogsiz va karrali girralari bo'Imagan holda isbotlaymiz.

Faraz qgilaylik, v e F berilgan sirtmogsiz va karrali girralari bo'Imagan
G = (V,U) grafning ixtiyoriy uchi bo'lsin. Qaralayotgan v uchga go'shni
M uchni va bu uchga Vdan fargli boshga go'shni v, uchni, v2 uchga esa
v,dan fargli boshga qo'shni v3 uchni, va hokaza, v; uchga v~dan fargli
boshga qo'shni vi+ uchni, va hokaza, tanlab,

(v, V), (v,,v2), (v2,V,),..., (VM, V), (v,,v,1]),...)
girralar ketma-ketligini tuzamiz. Teoremaning shartlariga ko'ra yuqgoridagi
jarayonni amalga oshirish va talab etilgan xossaga ega v/4] uchni topish
mumkinligini ta’kidlaymiz.

Grafning uchlari to'plami V chekli to'plam bo'lganligidan, yugorida
bayon etilgan uchlar ketma-ketligini qurish jarayonida chekli gadamdan
so'ng albatta oldin uchragan uchlardan birini tanlashga majbur bo'lamiz.
Agar vk uch ketma-ketlikda ikki marta uchragan dastlabki uch bo'lsa,

ketma-ketlikka qirralar go'shish jarayonini to'xtatamiz, chunki tuzilgan
giixalar ketma-ketligining vk uch ikki marta gatnashgan gismi biz
izlayotgan sikldir. m
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10.4.2. Grafning bog‘lamliligi tushunchasi. Agar oriyentirlanmagan
grafda chetlari a va b uchlardan iborat marshrut topilsa, bu a va b
uchlar bog'langan deb, marshrutning o'zi esa a va b uchlarni
bogiovchi marshrut deb ataladi.

Tabiiyki, agar gandaydir uchlarni bog'lovchi marshrut biror a, uchdan
bir necha marta o'tsa, u holda marshrutning siklik gismini olib tashlab
(bunda siklik gismning o'miga marshrutda fagat o, uch qoldiriladi) yana
o'sha uchlarni bog'lovchi oddiy zanjir ko'rinishdagi marshrutni hosil
gilish mumkin. Shuning uchun, marshrut bilan bog'langan uchlar doimo
oddiy zanjir bilan ham bo'glangan bo'ladi, degan xulosaga kelamiz.

Bir-biri  bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy ikkita uchlari
bog'langan grafbog‘lamli graf deb ataladi.

Agar grafdagi ikkita uchni biror oddiy zanjir bilan tutashtirish mumkin
bo'lsa, u holda bu ikkita uch ekvivalent (bogiangan) deyiladi. Bunday
uchlar to'plami grafda ekvivalentlik munosabati bilan aniglangan deb
hisoblanadi. Uchlar to'plami bo'yicha ekvivalentlik munosabatini inobatga
olgan holda berilgan grafni bogiamlilik komponentlar (gisqacha,
komponentlari) deb ataluvchi bog'lamli gismlaming birlashmasi deb
garash mumkin. Bu yerda berilgan graf bog'lamiilik komponentalariga
bo'laklandi (ajratildi) deb aytish mumkin. Isbotlash mumkinki, har ganday
graf o'zining bog'lamiilik komponentlarining diz’yunktiv birlashmasi
sifatida ifodalanishi mumkin, bunda grafning bog'lamiilik komponent-
lariga boiaklanishi bir giymatli aniglanadi.

Keyingi ma’lumotlami bayon etish uchun yoq tushunchasi zarur
bo'ladi. Tekislikda geometrik ifodalanuvchi grafni garaymiz. Bu grafga
tegishli boimagan (ya’ni grafning hech qaysi uchi bilan ustma-ust
tushmaydigan va uning hech qaysi girrasida yotmaydigan) biror A
nugtani hech gaysi nuqtasi grafga tegishli boimagan uzluksiz chiziqg bilan
tutashtirish mumkin bo'lgan barcha nuqtalar to'plami grafning A nugtani
o0'zida saglovchi yogi deb ataladi.

Yoq tushunchasiga berilgan ta’rifga ko'ra yoq grafning geometrik
ifodalanishi yordamida tekislikning “qirqib” olinadigan gismidan iboratdir.
Tekislikda geometrik ifodalanuvchi ixtiyoriy grafning hech bo'Imaganda
bitta yogi bo'lishi va uning bitta yogi chegaraga ega emasligi
(cheksizligi) 0'z-o'zidan ravshandir.

2- teorema (Eyler. 1752). Tekis va bog'lamli G =(V,U) graf
uchun m+r =2+n tenglik o'rinlidir, bu yerda w=|F|, n=|t/|, T -
yoglar soni.
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Isboti. Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulini
grafdagi girralar soni n bo'yicha go‘llaymiz. Induksiya usulining bazasi
sitatida n =0 bo‘lgan holni garaymiz. Bu holda teoremaning tasdig'iga
ko‘ra m+r =2 bo'lishi kerak. Hagigatdan ham, G tekis va bogiamli
graf bo'lgani uchun, u yagona uchdan tashkil topadi va bu uch yagona
(cheksiz) yoqda yotadi, ya’ni m=1 va r=1 Demak, bu holda
teoremaning tasdig‘i to ‘g ‘ridir.

Induksion o'tish: teoremaning tasdig'i n -k uchun to'g'ri bo'lsin deb
faraz qilib, uning n=kK+1 uchun ham to'g'ri ekanligini ko'rsatamiz.
Farazimizga ko'ra m+r =2+k tenglik o'rinlidir. Ata girraga ega G
tekis va bog'lamli grafga (&+ 1)- qirrani (uni e bilan belgilaymiz)
shunday qo'shish kerakki, bunda e girra G graf joylashgan tekislikda

yotsin va hosil bo'lgan graf ham bog'lamli bo'lsin. Bu amaini bajarganda
quyidagi uchta holdan biri ro'y beradi:

1) go'shilayotgan qirra sirtmoqdir - bu holda e qirra, albatta, G
grafdagi uchlardan biriga insident bo'lib, yoqlardan birida yotadi va bu
yoqni ikkiga (sirtmoq yotgan yoqgning sirtmoq chizig'i bilan chegaralangan
ichki va tashqi gismlariga) ajratadi, ya’ni uchlar soni o'zgarmaydi, yoqlar
soni esa birga oshadi: m+r +\=2 +k +\\

2) qo'shilayotgan qirra G grafda bor bo'lgan ikkita uchlarni
tutashtiradi - bu holda ham grafning biror (e girra yotgan) yog'i ikkiga
ajraladi, uchlari soni esa o'zgarmaydi: m +r+\= 2 +k+ \\

3) go'shilayotgan girra sirtmoq emas va u G grafdagi uchlardan fagat
bittasiga insidentdir —bu holda grafning biror yog'ida e girraga insident
bo'lgan bitta boshga uch yasaladi (grafning uchlari soni bittaga oshadi) va
e qirra joylashgan yoq yaxlitlikni sagqlagan holda e qirrani o'z ichiga
oladi (yoglar soni o'zgarmaydi): m+\+r=2+Kk+1.m

2-  teoremaning tasdig'idagi m+r =2 +n tenglik Eyler formulasi deb
ataladi.

Eyler formulasi stcreometriyada ham qo'llaniladi: uchlari m ta, yoqlari
rta va girralari «ta ixtiyoriy ko'pyoq uchun Eyler formulasi o'rinlidir. Bu
tasdigning negizida isboti o'quvchiga havola gilinayotgan quyidagi tasdiq
yotadi: stereometriyada berilgan taYifga ko'ra aniglangan ixtiyoriy
Ko pyoqliga mos tekis izomorfgrafmavjuddir.

Eyler teoremasidan bir gator natijalar kelib chigadi. Masalan, bu
teoremadan foydalanib uni osonlik bilan bog'lamli bo'Imagan graflar
uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin.
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1- natija. Tekis G =(V,U) grafuchun m+r=\+n+k tenglik
o'rinlidir, bunda m= K|, /j=|t/|, r - yoglar soni, Kk - bog'lamiilik
komponentlari soni.

Isboti o'quvchiga havola gilinadi m.

2-natija. Karrali girralari bo 'Imagan sirtmogsiz tekis (m,n) -graf
uchun n < 3m —s tengsizlik o rinlidir.

Isboti. Hagigatdan ham, har bir yoq hech bo'imaganda uchta girra
bilan chegaralanganligi va yoqlami chegaralovchi girralami sanaganda har
bir girra ikki marta hisobda gatnashganligi uchun 3r <2n tengsizlik
o'rinlidir (ta’kidlaymizki, agar grafda uchta uch va ikkita girra bo'lsa, u
holda n<3m- 6 tengsizlik bajariladi). 3r < 2n tengsizlikdan Eyler
formulasini r =2+n- m ko‘rinishda qo‘llab, n <3m —6 tengsizlikni
hosil gilamiz. m

Ushbu bobning 2- paragrafida A va K33 graflarning planar emasligi
ta’kidlangan (isbotsiz keltirilgan) edi. Endi bu tasdiglami gat’iy isbotlash
mumkin.

3-teorema. Kb5grafplanar emas.

Isboti. K5 planar graf bo'lsin deb faraz gilamiz. Planar graf uchun
n 3T-B tengsizlik o'rinlidir. K5 graf uchun m=5 va «=10
bo'lganligidan bu tengsizlik 10 <9 ko'rinishdagi noto'g'ri munosabatga
olib keladi. Demak, K5 graf planar emas. m

4-teorema. K33 grafplanar emas.

Isboti. Ki} planar graf bo'lsin deb faraz gilamiz. Bu grafda 6 ta
uch (m=6) va 9 ta girra (« =9) bo'lgani uchun, Eyler teoremasiga
ko'ra, unda 5ta (r =2+n—w=2+9- 6 =5) yoq bo'lishi kerak. Ki2
grafning har bir yog'i kamida to'rtta girra bilan chegaralanganligi sababli
bu grafuchun 4r <2n tengsizlik o'rinlidir. Lekin bu tengsizlik Kvb graf
uchun 20 <18 ko'rinishdagi noto'g'ri munosabatga olib keladi. Demak,

Kbb graf planar emas. m
Quyidagi tasdig o'rinli ekanini isbotlash mumkin.
5- teorema. Agar biror graf K5 yoki K}i grafga gomeomorf

bo'lgan gism grafga ega bo'lsa, n holda bu graf tekislikda votuvchi
bo ‘Imaydi.
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1930- yilda K. Kuratovskiy1 bu tasdiqga teskari tasdigni isbot gildi:
agar graf tekislikda yotuvchi bo'lmasa, n holda n Ks yoki K}3 grafga
gomeomorf bo'lgan qism grafga ega bo'ladi. Umuman olganda,
graflarning planarligi hagidagi bu asosiy natija K. Kuratovskiydan oldin
1922- yilda L. S. Pontryagiir tomonidan isbotlangan, lekin bu natija o‘sha
vagtda matbuotda e’lon gilinmagan edi.

6-teorewa (Pontryagin-Kuratovskiy). Grafplanar bo 'lishi uchun
n Ksyoki K3i grafga gomeomorfgism graflarga ega bo'lishi zarur va
yetarlidir.

Isboti topshirig sifatida o'quvchiga havola gilinadi. m

7-teorema. Agar karrali girralari bo 'Imagan sirtmogsiz grafda m
ta uch. nta girra va kta bog'lamlilik komponentlari bo ‘lsa, n holda
quyidagi munosabat o rinlidir:

m-k <m<-

2

Isboti. Awal girralar soni n bo'yicha matematik induksiya usulini
go'llab m—k<n tengsizlikni isbotlaymiz. Agar grafda girralar bo'lImasa
(ya’ni, matematik induksiya usulining bazasi sifatida n =0 deb olinsa), u
holda grafdagi uchlar soni uning bog'lamlilik komponentlari soniga
tengdir: 'k =m. Demak, /1=0 bo'lganda m—k<n munosabat
to'g'ridir.

Induksion o'tish. Grafdagi girralar sonini nQ bilan belgilab, bu son
minimal bo'lsin. ya’ni grafdan istalgan qirrani olib tashlash amali
bog'lamlilik komponentlari soni o'zgargan graf hosil qilsin, deb faraz
gilamiz. Bundan tashgari, matematik induksiya usuli talabiga binoan
/7= /30 uchun isbotlanishi kerak bo'lgan tengsizlik o'rinli bo'lsin, deb
faraz gilamiz. Tabiiyki, bu holda grafdan istalgan girrani olib tashlasak
(bunda olib tashlangan qirraning chetlaridagi uchlar grafga tegishli bo'lib
golaveradi), hosil bo'lgan grafning uchlari soni m ga, qirralari soni
(«,, —0 ga, bog‘lamlilik komponentlari soni esa (K +1 )ga teng bo'ladi.

Induksiya faraziga binoan m-(k +\)<n0-1 tengsizlik o'rinlidir. Bu

tengsizlikdan m -k <n0 kelib chigadi. Shunday gilib, m-k <n
tengsizlik isbotlandi.

Kuratovskiy (Kuratowski Kazimej. 1896-1980) - Polsha matematigi.
Pontryagin Lev Semyonovich (MoHTpsAruH JleB CemeHoBMY, 1908-1988) - sovet (rus)
matematigi, akademik.
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. (m-K){m- k+1) NI : :
Endi n< 5 tengsizlikni isbotlaymiz. Buning uchun

grafning har bir bog'lamlilik komponenti to'la graf bo'lsin, deb faraz
gilamiz. Berilgan grafhing uchlari sonlari mos ravishda mi va mf bo'lgan
ikkita bog'lamlilik komponentlari Df va Df graflardan iborat bo'lsin, bu
yerda mt>m; > 1. Di va Dj graflaming uchlari umumiy soni (mt+m )
ga teng bo'kishi tushunarli. Bu Dt va Dj graflami uchlari soni mos
ravishda (m,+1) va {m; —\) bo'lgan to'ia graflar bilan almashtirsak,
uchlar umumiy soni o'zgarmaydi, lekin girralaming umumiy soni
(Cm#a+Q ,-i)_ (Cm+Cm) migdorga o'zgaradi. Oxirgi ifodaning
ko'rinishini quyidagicha o'zgartiramiz:

Shunday qilib, uchlari soni m va bog'lamlilik komponentlari soni K
bo'lgan grafda maksimal sondagi girralar bo'lishi uchun u (Ar-I)ta
yakkalangan uchlar va (m -k +1)ta uchga ega to'la graf birlashmasidan
tashkil topishi kerak ekan. Bu yerdan isbotlanishi kerak bo'lgan tengsizlik
kelib chigadi. m

7- teoremaning tatbiqi sifatida quyidagi tasdigni keltiramiz.

|- natija. mtauchga ega, qifralari’soni -2 )dan katta,

karrali girralari ho ‘Imagan sirtmogsiz grafhog'lamlidir.
Isboti. Birinchidan, agar sirtmoqgsiz va karrali girralari bo'Imagan
grafning bog'lamlilik komponentlari soni K ga teng bo'lsa (kelS), u holda,

‘ . - -k+

7— teoremaga binoan, bunday grafhing girralari soni -{-T--Q-{-T--K---l-)dan
- - - -k+

katta emas. Ikkinchidan, g_n \)2(m 2) (m k)(2m K+ tengsizlik fagat

K ~ 1 bo'lsagina to'g'ridir. m
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Tabiiyki, bog'lamli grafdan qirrani yoki bir necha girralami olib
tashlash natijasida hosil bo'lgan graf bog'lamli bo'lishi ham, bo'Imasligi
ham mumkin. Agar bog'lamli grafdan girrani olib tashlash amali grafning
bog'lamiilik xususiyatini buzsa, u holda bunday girrani ajratuvchi girra
deb ataymiz.

Ravshanki, berilgan bog'lamli grafda ajratuvchi girralar ko'p bo'lishi
mumkin. Ajratuvchi qgirralar to'plamining hech gaysi gism to'plami
elementlari ajratuvchi girralar bo'lmasa, bu qirralar to'plamini kesim deb
ataymiz. Grafdan kesimga tegishli girralar olib tashlansa, natijada ikki
bog'lamli komponentlari bo'lgan graf hosil bo'lishi ravshandir. Agar
kesim yagona girradan iborat bo'lsa, u holda bu girra ko'prik deb ataladi.

14
1- shakl

3-misol. 1-shaklda tasvirlangan (15,14)-grafni G bilan belgilaymiz.

Bu graf bog'lamli graf emas, uning to'rtta bog'lamli komponentalari
borr G=6,UG2UG3UG4, bu yerda G, - uchlari to'plami
{1,2,3,4,5,6} bo'lgan oriyentirlanmagan (6,7)-graf, G, - bitta 7 belgili
uchga ega oriyentirlanmagan (I,0)-graf, G3 ham bitta 10 belgili uchga ega
oriyentirlanmagan (1,0)-graf, G4 esa uchlari to'plami {8,9,11,12,13,14,15}
bo'lgan oriyentirlanmagan (7,7)-grafdir. Agar G graining G4 bog'lamli
komponentini alohida graf deb qarasak, bu grafda {(8,9),(14,15)}
ko'rinishdagi ajratuvchi girralar to'plamini ko'rsatish mumkin. Bu qirralar
kesim tashkil etadi. ¢ grafning G, va G4 bog'lamli komponentlari
ko'priklarga egadir. Masalan, (2,5) va (5,6) qirralar G, graf uchun
ko'priklardir. m

Endi D. Kyonig tomonidan 1936- yilda isbotlangan ushbu teoremani
grafning ikki bo'lakli bo'lishi yoki bo'Imasligini tekshirish alomati
(mezoni) sifatida keltiramiz.

8 - teorema (D. Kyonig). Grafning ikki bo 'lakli bo fishi uchun
uning tarkibida uzunligi toq son bilan ifodalanuvchi sikl bo 'Imasligi zarur
vayetarlidir.

Isboti o'quvchiga havola gilinadi. m
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Berilgan G = (V,U) grafning ikki bo‘lakliligini aniglashning sodda
usuli bor. Bu usul ko‘ndalangiga Mash deb ataluvchi soddagina izlash
g‘oyasiga asoslangan.

Ko‘ndalangiga izlash usuliga ko‘ra grafning uchlari 0,1,2,3,... ragamlar
bilan quyidagi qoida bo'yicha belgilanadi. Dastlab grafning ixtiyoriy uchi
0 ragami bilan belgilab olinadi. Shu 0 belgili uchga qo'shni barcha
uchlarga 1 belgisi qo‘yiladi. Endi 1 belgili har bir uchga qo'shni uchlami
aniqlab, ular orasidagi belgisi yo'q uchlarga 2 belgisini go'yamiz. Keyin 2
belgisiga ega barcha uchlami aniqglab, ular uchun ham yugoridagiga
o‘xshash ish yuritamiz. Bu jarayonni mumkin bo'lgan gadar davom
ettiramiz. Tushunarliki, agar G graf bog'lamli bo'lsa, u holda
ko'ndalangiga izlash usuli grafning barcha uchlarini ragamlab chigish
imkonini beradi.

Bog'lamli graf uchlarini belgilash jarayoni tugagandan so'ng. uning
uchlari to'plami V ni ikkita F va Mg to'plamga quyidagicha ajratamiz:
juft ragamli uchlami V] to'plamga. golgan uchlami esa V to'plamga
kiritamiz (0 ragamli uch V. to'plamga kiritiladi). G grafning ikkala uchi
ham Vj to'plamga tegishli barcha qirralari kortejini U | bilan, uning ikkala
uchi ham F to'plamga tegishli barcha girralari kortejini esa Ug bilan
belgilaymiz. Agar U. va U kortejlar bo'sh bo'lsa, u holda berilgan G
graf ikki bo'laklidir, aks holda u ikki bo'lakli emas.

Hozirgacha k >2 bo'lgan hoi uchun grafning k bo'lakliligini aniglash
bo'yicha oddiy usul topilmagan.

Muammoli masala va topshiriglar

1. Elementlari siz yashayotgan aholi punktidagi chorraha va yo'llarga
mos keluvchi grafni geometrik ifodalab, bu grafda marshrutlar, zanjirlar,
oddiy zanjirlar va sikllami aniglang.

2. Ixtiyoriy graf uchun yo shu grafning
0'zi, yoki uning to'ldiruvchi graft bo'g'lamli
bo'lishini isbotlang.

3. Agar G bog'lamli graf va uning
gandaydir sikliga tegishli girrasi n bo'lsa, u
holda G grafdan wu qirrani olib tashlash 2- shakl
natijasida  hosil bo'lgan graf bog'lamli
bo'lishini isbotlang.

4. 2- shaklda tasvirlangan graf uchun uchlar, girralar va yoglar sonini
aniglang hamda Eyler formulasi va Eyler teoremasining 2- natijasidagi
tengsizlik o'rinli ekanini tekshiring.
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5. Eyler teoremasining 1- natijasida ifodalangan tengsizlikni 1-
shaklda tasvirlangan grafuchun tekshib ko'ring.

6. Pontryagin-Kuratovskiy teoremasining isbotini o'rganing.

7. Agar 1- topshirigni bajarish natijasida hosil bo‘lgan grafda
ajratuvchi girra(lar), kesim(lar) va ko'prik(lar)

a) topilsa, u holda ulami aniglang;

b) topilmasa, u holda bu grafga yangi elementlarni shunday qo'shingki,
natijada ajratuvchi qgirrasi(lari), kesim(lar)i va ko'prigi(klari) topiladigan
grafhosil bo'lsin.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Graflarda marshrut deganda nimani tushunasiz?

2. Marshrutdagi boshlang'ich, oralig va oxirgi uchlaming bir-biridan
ganday farqgi bor?

3. Qanday marshrutlar cheksiz marshrutlar deb ataladi?

. Notrivial marshrut bilan nol marshrutning bir-biridan fargi nimada?
. Marshrutning uzunligi deganda nimani tushunasiz?

. Zanjir nima?

. Oddiy va yopiq zanjirlaming bir-biridan farqgi nimada?

. Yo', kontur deganda nimani tushunasiz?

. Qanday zanjir sikl deb ataladi va ganday graf siklga ega?

10. Qanday uchlar bog'langan deb ataladi?

11. Bog'lamli graf deganda nimani tushunasiz?

12. Bog'lamiilik komponenti grafning ganday xususiyat(lar)ini
ifodalaydi?

13. Grafning yog'i deganda nimani tushunasiz?

14. Eyler formulasi grafning ganday xossasini ifodalaydi?

15. Eyler formulasi bog'lamli bo'Imagan graflar uchun ganday
umumlashtiriladi?

16. Nima uchun K5 va K33 graflar planar emas?

17. Pontryagin-Kuratovskiy teoremasi nimani ifodalaydi?

18. Karrali girralari bo'lImagan sirtmoqsiz grafda uchlar, girralar va
bog'lamiilik komponentlari orasida tengsizliklar bilan ifodalanuvchi
ganday munosabat o'rinli?

19. Sirtmogsiz va karrali girralari bo'lmagan grafning bog'lamiilik
sharti nimadan iborat?

20. Grafdagi ganday qirralar ajratuvchi girralar deb ataladi?

21. Kesim va ko'prik tushunchalarining farqi nimada?

22. Ko'ndalangiga izlash usuli ganday amalga oshiriladi?
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10.5. Eyler va Gamilton' graflari

Graf. Uch. Qirra. Sikl. Eyler zanjiri. Eyler sikli. Eyler grafi. Yarim Eyler graf.
Oriyentirlangan Eyleryo'li. Oriyentirlangan Eyler graft. Flyori algoritmi.
Gamilton zanjiri. Gamilton sikli. Gamilton grafi. Yarim Gamilton grafi.
Kommivoyajer masalasi.

10.5.1. Eyler graflari. Graflar nazariyasining shakllanishi Kyonigsberg
ko'priklari hagidagi masala bilan bog'liq ekanligi yaxshi ma’lum. L. Eyler
1736- yilda bu masalaning yechimga ega emasligini isbotladi. U graflar
nazariyasining ancha umumiy hisoblangan quyidagi savoliga ham javob
topdi: qanday shartlar bajarilganda bog'lamli grafda barcha girralardan
faqgat bir marta o'tadigan sikl mavjud bo'ladi?

Grafning har bir girrasidan fagat bir marta o'tadigan zanjir Eyler
zanjiri deb ataladi. Yopiq Eyler zanjiriga (ja’ni Eyler sikliga) ega graf
Eyler grafi deb ataladi. Agar grafda yopiq bo'Imagan Eyler zanjiri topilsa,
u holda bunday grafyarim Eyler grafi deb ataladi.

1- teorema. Bog'lamli graf Eyler graft bo'lishi uchun undagi
barcha uchlarning darajalarijuft bo 'lishi zarur vayetarlidir.

Isboti. Zarurligi. G Eyler grafida C Eyler sikli bo'lsin. U holda C
sikl bo'ylab harakatlanganda grafning har bir uchidan o'tish uchun bir juft
girradan foydalaniladi - bu girralardan biri uchga kirish uchun, ikkinchisi
esa uchdan chigish uchun zarur bo'ladi. Bu yerda har bir uch darajasining
juftligi C sikldagi har bir girraning bir marta uchrashi mumkinligidan
kelib chigadi.

Yetarliligi. Endi G grafning har bir uchi darajasi juft bo'lsin deb faraz
gilamiz. G graf bog'lamli bo'lgani uchun undagi har bir uchning darajasi
ikkidan Kkichik emas. Ma’lumki, agar grafda har bir uchning darajasi
ikkidan kichik bo'Imasa. u holda bunday graf tarkibida sikl mavjud (ushbu
bobning 4- paragrafidagi 1- teoremaga garang).

Demak, G grafning girralaridan tashkil etilgan gandaydir C, sikl bor.
Bu sikIni uning ixtiyoriy v, uchidan boshlab quramiz. Dastlab v, uchga
insident bo'lgan ixtiyoriy bir girrani tanlab, bu qirra bo'ylab
harakatlanamiz va uning boshga uchiga o'tamiz. Har safar, imkoniyati
boricha, yangi girra tanlab va bu girradan o'tib uning boshga uchiga
boramiz. Shuni ta’kidlash zarurki, bunday o'tislar jarayonida fagat
girraning yangisini tanlashga harakat qilinadi, uchlar esa istalgancha
takrorlanishi mumkin.
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Har bir uchga insident girralar soni juft bo'lgani uchun C, siklni qurish
jarayoni fagat v, uchga borgandagina tugaydi. Bu yerda ikki hoi boMishi
mumkin:

1) C, sikl G graining barcha girralaridan o‘tadi, yoki

2) C, sikl G grafning barcha girralaridan o'tmaydi. Birinchi holda
teorema isbotlandi deyish mumkin. Ikkinchi holda G grafdan C, siklga
tegishli barcha qirralami olib tashlaymiz va natijada hosil bo'lgan grafni
G, deb belgilaymiz. Bu yerda yakkalanib qolgan uchlami olib tashlash
yoki olib tashlamaslik muhim emas. Agar yakkalanib golgan uchlar olib
tashlanmasa, natijada bog'lamli bo'Imagan G, grafni hosil gilishimiz ham
mumkin. Grafdan qirralami bunday olib tashlash amali, tabiiyki, grafning
girralari sonini kamaytiradi, lekin grafdagi uchlarning darajalari juftligi
xo0ssasini o'zgartirmaydi.

G grafning bog'lamliligiga ko'ra C, sikl va G, graf hech bo'lImasa
bitta umumiy uchga ega bo'lishlari kerak. Shu sababli, C, siklda G,
grafning girralariga ham insident bo'lgan gandaydir v2 uch bor. Bu v2
uchdan boshlab fagat G, grafning qirralaridan tashkil topgan yangi C’
siklni qurish mumkin. C' siklni qurish jarayoni fagat v2 uchga kelib
tugashi mumkin.

Oldin qurilgan Cx siklni ikki gismga ajratamiz:

1) C, siklning v, uchidan boshlanib v2 uchida tugovchi qismi (bu
oddiy zanjimi C,(v,,v2) bilan belgilaymiz) va

2) C, siklning v, uchidan boshlanib v, uchida tugovchi golgan gismi
(Ci(v2,v))).

U holda v, uchdan boshlab C,(v,,v2) zanjiming qirralari bo'ylab v2
uchga boruvchi, keyin C' siklning barcha qirralaridan o'tuvchi va,
nihoyat, C,(v2,v,) zanjiming qirralari bo'ylab v, uchga gaytib keluvchi
yangi C2=C,(v,,v2)UCU CI(v2,v]) siklni hosil gilish mumkin.

Agar C2 sikl Eyler sikli bo'lsa, teoremaning tasdig'i isbotlandi desa
bo'ladi. Aks holda yuqorida bayon etilgan jarayonni takrorlaymiz.

Berilgan G grafdagi qirralar soni chekli bo'lganligidan, bu jarayon
chekli jarayondir. Bu jarayonni yetarlicha takrorlagandan so'ng, albatta, u
Eyler siklini qurish bilan yakunlanadi. m

1 - natija. Boglamli grafyarim Eyler grafi bo ‘lishi uchun undagi
ikkitadan ko'p bo'lmagan uchlarning darajalari toq bo'lishi zarur va

yetarlidir.
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Isboti 1-teoremaning isbhotidan ba’zi o'zgartirishlar natijasida hosil
gilinishi mumkin. m

1- teorema asosida Kyonigsberg ko‘priklari hagidagi masalaning
(ushbu bobning 1- paragrafiga garang) yechimi mavjud emas degan
xulosaga kelamiz, ya'ni Kyonigsberg shahrining ixtiyoriy qismida
joylashgan uydan chigib Pregel daryosi ustiga qurilgan yettita
ko'priklardan fagat bir martadan o‘tgan holda, yana o‘sha uyga qaytib
kelish mumkin emas.

Oriyentirlangan graflarda oriyentirlangan Eyler yo'lini izlash bilan
shug'ullanish mumkin. Har bir yoydan fagat bir marta o‘tadigan yo‘l
oriyentirlangan Eyler yo'li deb ataladi. Tarkibida oriyentirlangan Eyler
yo'li bor bo‘lgan oriyentirlangan graf oriyentirlangan Eyler grafi deb
ataladi.

Endi qgirralari soni nga teng boMgan berilgan Eyler grafida Eyler
zanjirini tuzishning Flyori algoritminil keltiramiz. Bu algoritmga ko'ra
grafning qirralari Eyler siklida uchrashi tartibi bo'yicha ldan n gacha
ragamlab chigiladi.

Berilgan Eyler grafi uchun Flyori algoritmiga binoan quyidagi ikkita
goida asosida ishlar ketma-ket bajariladi:

1. Graining ixtiyoriy v uchidan boshlab bu uchga insident bo'lgan
istalgan girraga (masalan. w' girraga) 1ragami beriladi. Bu girra grafdan
olib tashlanadi va v uchdan v' uchga (ya’ni olib tashlangan girraga
insident uchga) o'tiladi.

2. Oxirgi o'tishdan oldingi o'tish natijasida hosil bo'lgan uch w bo'lsin
va oxirgi o'tishda biror girraga k ragami berilgan deylik. w uchga
insident istalgan girra imkoniyati boricha shunday tanlanadiki, bu girrani
olib tashlash grafdagi bog'lamlilikni buzmasin. Tanlangan girraga
navbatdagi (k + 1) ragami beriladi va bu girra grafdan olib tashlanadi. m

Flyori algoritmiga ko'ra ish yuritish Eyler grafi uchun doimo chekli
jarayon ekanligi va bu jarayon doimo grafdan barcha girralaming olib
tashlanishi, ya’ni Eyler zanjirini tuzish bilan tugashi isbotlangan. Shuni
ham ta’kidlash kerakki, Flyori algoritmini qo'llash jarayonida girralami
tanlash imkoniyatlari ko'p bo'lgani uchun, bunday vaziyatlarda, algoritmni
go Hash mavjud Eyler sikllaridan birini topish bilan cheklanadi.
fushunarliki, Flyori algoritmini takror go'llab (bunda girralami tanlash

Bu algoritm E. Lyuka tomonidan e’lon gilinran: Lucas, E. Recreations Math~matiqques. Paris:
Gautheir-Villas. 1891,
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jaroyoni algoritmini awalgi qo'llashlardagidek aynan takrorlanmasligi
kerak) gratda mavjud bo'lgan barcha Eyler sikllarini topish mumkin.

1- misol. 1- shaklda tasvirlangan grafni garaymiz. Avvalo bu
grafning Eyler grafi bo'lishi shartini, ya’ni 1- teorema shartlarining
bajarilishini tekshiramiz.

Berilgan grafda to'qgizta uch bo'lib, 1, 3, 7, 9 belgili uchlarning
darajasi ikkiga, 2, 4, 6, 8 belgili uchlarning darajasi to'rtga, 5 belgili
uchning darajasi esa oltiga teng. Xullas, bu grafdagi barcha uchlarning
darajalari jufitdir. Shuning uchun, 1- teoremaga ko'ra, 1- shaklda

tasvirlangan graf Eyler grafidir va uning tarkibida
Eyler sikli mavjud.
Berilgan grafga flyori algoritmini qo'llab
mavjud Eyler sikllaridan birini aniglaymiz.
Dastlabki uch sifatida grafdagi 1 belgili uch
olingan bo'lsin. Bu uchdan ikki yo'nalishda:
(1;2) qirra bo'ylab yoki (1;4) qirra bo'ylab
harakatlanish mumkin. Masalan, (1;2) qirra
bo'ylab harakatlanib 2 belgili uchga o'tamiz.
Endi harakatni 3 yo'nalishda: yo (2;3) qirra bo'ylab, yo (2;4) qirra
bo'ylab, yoki (2;5) qirra bo'ylab davom ettirish mumkin. Aytaylik, (2;3)
girra bo'ylab harakatlanib 3 belgili uchga o'tgan bo'laylik. Shu usulda
davom etib mumkin bo'lgan Eyler sikllaridan birini, masalan, quyidagi
sikIni hosil gilamiz:
((1,2),(2,3),(3.5),(5.4), (4.6), (6,9), (9.8), (8,6),
(6,5),(5,8),(8,7),(7,5),(5.2),(2,4), (4,1)). .
10.5.2. Gamilton graflari. Graflar nazariyasining natijalari muayyan

shartlami ganoatlantiruvchi marshrutlami topish masalasiga keltiriluvchi
bir gator muammolami hal etishda qo'llanilishi mumkin. Shunday
muammolardan biri sifatida Uilyam Gamilton nomi bilan bog'liq masalani
keltiramiz. U. Gamilton dodekaedmi tekshirib, uning har bir uchidan fagat
bir marta o'tadigan siklni izlab topgan va shu asosda 1859 yilda “Olam
bo'ylab sayohat” nomli o'yinni topgan.

Grafhing har bir uchidan fagat bir marta o'tadigan zanjir Gamilton
zanjiri deb ataladi. Yopig Gamilton zanjiriga (ja’ni Gamilton sikliga) ega
graf Gamilton grafi deb ataladi. Agar grafda yopiq bo'Imagan Gamilton
zanjiri topilsa, u holda bunday graf yarim Gamilton grafi deb ataladi.
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Oriyentirlangan graflarda ham grafning har bir uchidan fagat bir marta
o'tuvchi oriyentirlangan sikllami garash mumkin

Eyler va Gamilton graflari bir-birlariga o'xshash ta'riflansada, grafning

Gamilton grafi ekanligini tasdiglaydigan alomat
(mezon) topish masalasi ancha murakkab
muammo hisoblanadi. Hozirgi vaqtgacha graflar
nazariyasida grafning Gamilton grafi ekanligini
tasdiglovchi  shartlarni  o'rganish  bo'yicha
izlanishlar davom etib, bu sohadagi ishlar hanuz-

gacha dolzarbligini yo'qotmasdan kelmogda.
Qandaydir shartlarga bo'ysunuvchi graflarda
Gamilton sikli mavjudligi hagida bir necha
tasdiglar mavjud. Qator hollarda bu tasdiglarning
Uilvam Gamilton isbotlari konstruktiv bo'lganligidan, Gamilton
siklini tuzishga doir samarali algoritmlar ham

yaratilgan. 1952yildaG. E. Diraklquyidagi teoremani isbotladi.

2- teorema (Dirak). Uchlari soni uchtadan kam bo 1magan
grafdagi istalgan uchning darajasi uchlar sonining yarmidan kaT
bo ‘Imasa, bu grafGamilton grafi bo 'ladi.

Isboti2 Uchlari soni m >3 bo'lgan graf berilgan bo'lsin. Bu

grafning istalgan v uchi uchun p(v)>— shart bajarilsada, u Gamilton

grafi bo'Imasin deb faraz gilamiz.

Tabiiyki, istalgan grafga yetarlicha sondagi yangi uchlarni qo'shib olib,
bu uchlaming har birini grafdagi har bir uch bilan girra orgali tutashtirsak,
berilgan grafdan Gamilton grafini hosil gilish mumkin. Bu usul bilan
berilgan grafdan Gamilton grafini hosil gilish uchun go'shilayotgan zarur
uchlaming minimal sonini k > 0 bilan belgilaymiz.

Yugorida bayon gilingan usulni qo'llash natijasida hosil bo'lgan
grafdagi uchlardan tashkil topgan (v,,Hv2,...,v,) ketma-ketlik biror

Gamilton sikli bo'lsin, bunda v,, v2 - berilgan grafning uchlari, w esa
go'shib olingan uchlardan biri. Tushunarliki, v2 uch v, uchga go'shni

emas, aks holda sikIni tuzishda w uchni ishlatmasligimiz mumkin bo'lar
edi. Bu esa k sonining minimalligiga ziddir.

2Dirak (Dirac Gabriel Andrew, 1925-1984) - Daniya matematigi.
Dirak teoremasining bu isboti D. J. Nyuman tomonidan keltirilgan.
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Agar grafdagi v,1uch v, uch bilan go'shni, v2' uch esa v2 uch bilan
go‘shni boisa, v2' uch siklda v," uchdan bevosita keyingi uch bo'la
olmaydi, chunki bu holda (v,,w,v2,...vIv2,..,Vv] siklni
(v,,va,...,v2,v2,,...,vl) siklga almashtirish mumkin. Natijada hosil bo'lgan
grafning v2 uchga qo'shni bo'Imagan uchlari soni v, uchga go'shni

uchlari sonidan kichik emasligi (ya’ni bu son kamida M k ga teng

ekanligi) ravshan. Boshga tomondan esa hosil bo'lgan grafhing v2 uchga
m

go'shni uchlari soni kamida + k ga tengligi ko'rinib turibdi. Hosil

bo'lgan grafning har bir uchi bir vaqtning o'zida
v2 uchga qo'shni ham, go'shnimas ham bo'lishi
mumkin  emasligidan  hosil  bo'lgan  graf
uchlarining  umumiy soni (m +k) ushbu

2"h-y + Kj= m+ 2k sondan kichik emas, ya’ni

m+ K > m+ 2k . Oxirgi tengsizlik fagat k = 0 bo'lgandagina to'g'ridir.
Bu esa k > 0 shartiga ziddir. m

Dirak teoremasi shartlari berilgan grafning Gamilton grafi bo'lishi
uchun vyetarli, Ickin ular zaruriy emas. Bu tasdiq to‘g‘ri ekanligini 2-
shaklda tasvirlangan graf misolida ko'ramiz. Bu grafda sakkizta uch bo'lib

(m =8> 3), har bir v (v =1, 8) uchning darajasi 3ga teng: p(v) = 3.
Dirak teoremasidagi p(v)>-y shart grafdagi hech gaysi uch uchun

bajarilmasa ham, bu grafda (1,2,3,4,5,6,7,8,1) ko'rinishdagi Gamilton

sikli bor bo'lgani uchun u Gamilton grafidir.

1960- yilda O. Orel quyidagi teoremani
isbotladi.

3-teorema (Ore). Agar uchlari soni
mga (m > 2) teng bo ‘lgan grafdagi go Shni
bo 'Imagan  ixtiyoriy  uchlar  darajalari
yig ‘indisi indan kam bo Imasa, n holda bu

3- shakl graf Gamilton graft bo 1adi.

10re (Oysten Ore, 1899-1968) Norvegiya matematigi.
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Isboti o‘quvchiga topshiriq sifatida beriladi.

2- misol. 3- shaklda tasvirlangan graflar Gamilton graflariga misol
bo'la oladi. Bir garashdayoq sezish mumkinki, bu graflarning har birida bir
nechtadan Gamilton sikllari mavjud. Mumkin boMgan ba’zi Gamilton
sikllari shaklda galin chiziglar bilan ifodalangan. m

3- misol. Shaxmat o‘yinidagi otning yurishi hagidagi Eyler
rnasalasi deb ataluvchi quyidagi masalani garaymiz. Shaxmat taxtasidagi
istalgan katakda turgan shaxmat oti uchun yurishlarning shunday ketma-
ketligini tuzingki, u barcha kataklardan fagat bir martadan oMsin va yurish
boshlangan katakka gaytib kelsin. Bu masalani hal gilish magsadida
tuzilgan graf (shaxmat taxtasidagi kataklarga grafning uchlari, otning
yurishlariga esa uning qirralari mos qo‘yilishi nazarda tutilmogda) ham
Gamilton grafiga misol boMa oladi. Bu masalaning yechimlaridan biri 4-
shaklda keltirilgan. m

4- misol. 5- shaklda tasvirlangan grafda Gamilton zanjiri mavjud
emas. m

Berilgan grafda Gamilton
zanjirining mavjudligi shart-
lami  o'rganish  bo'yicha
izlanishlar davom etayot-
ganligi va bu sohadagi ishlar
bugungi kunda ham dol-
zarbligini  yo'qotmaganligi
yuqorida gayd etilgan edi.
Grafdagi uchlar soni m ning
giymatiga nisbatan ko'phad
bilan chegaralangan sondagi
gadam ishlatib  istalgan
grafda Gamilton zanjiri mav-

A B C D E F G H judligini tekshiradigan algo-
4-shakl ritm hozirgacha topilmagan.

Shuning uchun ham Ga-

milton zanjirini topish rnasalasi graflar nazariyasida markaziy
masalalardan biri boMib golmoqgda, Albatta, grafdagi m ta uchlarning m\ta
turli  ketma-ketliklarini (aniqrog'i, takrorlanmaydigan o'rin almash-
tirishlarini) tuzib grafda Hamilton zanjiri mavjudligi masalasini hal gilish
mumkin. Shunday bo'lishiga garamasdan, barcha m\ta o'rin almash-

tinshlarini bajarmasdan gadamlar sonini jiddiy gisgartiradigan umumiy
algoritm bor.
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Grafda Gamilton zanjirini topish masalasi quyidagi kommivoyajerl
masalasi deb ataluvchi masalada oshkora namoyon bo'ladi. Bir-birlari
bilan yo'llar (graf qgirralari) vositasida bog'langan shaharlar (graf uchlari)
tarmog'i berilgan bo'lib, shaharlaming har bir
(a,b) jufti uchun masofa (uni /U,(ab) bilan
belgilaymiz) mos qo'yilgan hamda o'zaro
bogianmagan shaharlar orasidagi masofa
cheksiz katta deb hisoblaymiz. Kommivoyajer

ucFun shunday Gamilton sikli to-pish kerakki, 5-shakl
n.

jU(a, ,ar(+)) ifodaning giymati minimal bo'l-
i=0
sin, bu yerda a, - tarmoqdagi i- shahar (i = 0,n). Boshgacha aytganda,

kommivoyajeming biror shahardan chigib va golgan barcha shaharlardan
fagat bir martadan o'tib, yana dastlabki shaharga gaytishi imkonini
beruvchi eng kichik umumiy uzunlikka ega bolgan yo'lni topish kerak.

Muammoli masala va (opshiriglar

1. Yarim Eyler grafi bo'lib, Eyler grafi bo'la olmaydigan grafga
misol keltiring. Sababini tushuntiring.

2. 6- shaklda tasvirlangan uchta grafni (bu graflarda qirralarga
kesmalar, kesmalarning kesishish nugtalariga esa uchlar mos qo'yilgan deb
hisoblanadi) tckshirib, ulaming Eyler grafi bo'lish yoki bo'Imasligini
aniglang. Eyler grafi bo'lganlarining har biridagi Eyler sikllaridan bir
nechasini toping. Eyler grafi bo'Imaganlarining yarim Eyler grafi bo'lishi
yoki bo'Imasligini tekshiring.

3. 3-, 5-
/ tasvirlangan  graflar  orasida
// galamni gog'ozdan ko'tarma-
/ sdan har bir kesmani fagat bir
6- shakl marta  chizib  (kesmalarning
uchlari bundan mustasno) chi-
gish mumkin bo'lganlarini aniglang.

4. Lotin alifbosi bosma harflaming har biriga graf sifatida garab

(masalan A harfiga mos graf 7- shaklda tasvirlangan), ular orasidan Eyler

grafi bo'la olmaydiganlarini aniglang.

1Kommivoyajer sayohatchi reklamachi, gumashta.
228



5. Kngrafning Eyler grafi boMishi shartiarini toping.

6. Berilgan nta elementli to‘plam uchun tuzilgan barcha «!ta o'rin
almashtirishlaming har biriga grafning uchi mos go'yilgan bo'lsin. Agar
biror o'rin almashtirishdan undagi ikkita elementning o'rinlarini
almashtirib boshga o'rin almashtirishni hosil gilish mumkin bo'lsa, u holda
bu harakatga grafning girrasini mos qo'yamiz. Shunday usul bilan tuzilgan
graf Gamilton graft bo'lishini isbotlang.

7. Kn grafning Gamilton grafi bo'lishi shartlarini aniglang.

8. 8- shaklda tasvirlangan to'rtta grafning har biri Eyler grafi bo'lishi
yoki boMmasligini tekshiring.
9. 8- shaklda tasvirlangan to'rtta grafning har biri Gamilton grafi
bo'lishi yoki bo'Imasligini tekshiring.

7-shakl 8-shakl

10. Dirak tcoremasini go'llab K 33 grafning Gamilton grafi bo'lishini

isbotlang.
11. Ore teoremasining isbotini o'rganing (masalan, [9] kitobga

garang).
Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Eyler zanjiri deb nimaga aytiladi?

2. Yarim Eyler grafi Eyler grafidan nimasi bilan fargi giladi?

3. Berilgan graf Eyler grafi bo'lishning zaruriy va yetarli sharti
ganday ifodalanadi?

4. Berilgan graf yarim Eyler grafi bo'lishining zaruriy va yetarli
sharti ganday ifodalanadi?

5. Oriyentirlangan Eyler graft ganday aniglanadi?

6. Berilgan Eyler graft uchun Flyori algoritmiga ko'ra ganday goida
bo'yicha ishlar ketma-ket bajariladi?

7. Gamilton zanjiri deb nimaga aytiladi?

8. Qanday grafga Gamilton grafi deb aytiladi?

9. Eyler va Gamilton graflarining o'xshashligi va fargi bormi?

10. Berilgan graf Gamilton grafi bo'lishining yetarli shartlari hagidagi
Dirak teoremasi ganday ifodalanadi?

229



11. Ore teoremasida berilgan graf Gamilton graft bo'lishining ganday
yetarli shartlari keltirilgan?

12. Eyler va Gamilton graflari qo‘llanilib hal gilinadigan ganday
amaliy masalalarga misol keltira olasiz?

13. Kubik graf Eyler grafi bo‘la oladimi?

10.6. Grafning metrik xarakteristikalari

Graf. Uch. Qirra. Uchlar orasidagi masofa. Zanjir. Oddiy zanjir. Metrika aksiomalari.
Uchburchak tengsizligi. Uchning ekssentrisiteti. Grajhing diametri. Diametral zanjir.
Grafning radiusi, markazi. Markaziy uch. Radial oddiy zanjir. Qirraning. yoyning,
zanjiming, yo 'Ining uzunligi. Additivlik. Minimal uzunlikka ega yo 'l. Deykstra algoritmi.

10.6.1. Graflarda masofa tushunchasi. Bog'lamli G - (V,[/) graf
berilgan bo'lsin. Bu grafda har ganday ikkita v, va v2 uchlar bog'langan
bo'lgani uchun chetlari v, va v2 uchlardan iborat bo'lgan hech bo'lImasa
bitta marshrut bor. v, va v2 uchlarni bog'lovchi eng gisqa (Vj,v2)
marshrutning uzunligi v, va v2 uchlar orasidagi masofa deb ataladi va u
cl(V],vj) bilan belgilanadi. Ravshanki, eng gisqa marshrut oddiy zanjirdir.
Tabiiy ravishda d(y,v) = 0 deb gabul gilamiz.

Shuni ta’kidlash kerakki, graflarda masofa tushunchasini boshga usul
bilan ham aniglash mumkin.

Yuqoridagi usul bilan aniglangan masofa metrika aksiomalari deb
ataluvchi quyidagi shartlami ganoatlantiradi:

O ~Mv,v2)>0;

2) v, =v 2 bo'lgandagina c/(vj,v2) = 0 bo'ladi;

3) d(vl,v2) =d(y2,v]);

4) d{v,,v2) + d(v2,v,) > d {\\,v3).

Oxirgi aksioma uchburchak tengsizligi deb ataladi.

Bog'lamli G = (V,U) graf berilgan bo'lsin. G grafhing ixtiyoriy
veV uchi uchun aniglangan

e(v) = maxd(v,w)

miqgdor shu v uchning ekssentrisiteti deb ataladi.
Bog'lamli G graf barcha uchlarining ekssentrisitetlari orasidagi
giymati eng kattasi (maksimali) shu grafning diametri deb ataladi.
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G grafning  diametri,  odatda, d(G) bilan  belgilanadi:

d(G) :rv&%xe(v). Diametr bu grafning istalgan ikki uchi orasidagi
mumkin boMgan eng katta masofadir, ya’ni d(G) = max c/(v,,v,).
v,,v,eK

Uzunligi d(G) ga teng boMgan oddiy zanjir diametral zanjir deb

ataladi.

Tabiiyki, grafda diametral zanjir yagona bo‘Imasligi mumkin.

BogMamli G graf barcha uchlarining ekssentrisitetlari orasidagi
giymati eng kichigi (minimali) shu grafning radiusi deb ataladi.

G grafning radiusi, odatda, r(G) bilan belgilanadi: r(G) = mine(v).

Ravshanki, r{G) = minmaxdf(v,,v2).
vieV vZ2eV

BogMamli G grafdagi ekssentrisiteti radiusga teng vO uch grafning

markazi (markaziy uchi) deb ataladi.
Agar vO uch G grafning markazi boMsa, u holda e(v0) = n\}ti\r)e(v)

boMadi, ya’ni grafning markaziy uchi minimal ekssentrisitetga egadir.

Agar grafning markazidan boshga biror uchigacha boMgan oddiy zanjir
eng uzun masofaga ega boMsa, u holda bu zanjir radial oddiy zanjir deb
ataladi.

Tabiiyki, grafning radiusi uning diametridan katta emas va graf bittadan
ko‘p markazga ega boMishi ham mumkin. Bundan tashgari, grafning
barcha uchlari uning markaziy uchlari boMishi ham mumkin.

Grafning markaziy uchlarini topish bilan bogMiq masalalar aholiga
xizmat ko‘rsatadigan gandaydir ob’yektning (kasalxona, maktab va shu
kabilaming) joylashish o‘mini aniglash bilan bogMiq muammolami hal
gilishda goMlanilishi mumkin. Ta’kidlash kerakki, muayyan vaziyatlarda,

ko‘pincha, boshqa holatlarni, jumladan, obyektgacha
borish wvaqti, punktlar orasidagi masofa va shu
kabilarni hisobga olishga to‘g‘ri keladi. Bunday

vaziyatlarda joylashtirishning minimaks
masalalari deb ataluvchi masalalar vujudga keladi.
1- misol. 1- shaklda tasvirlar

garaymiz. Bu ghafda d(1,6)=2, d(2,7)=3,

d(G) =3; (1,4,6,7) va (1,5,6,7) zanjirlar diametral zanjirlardir, (1,3) va

0,3,5,6,7) zanjirlar esa diametral zanjirdirlar boMa olmaydi. Berilgan
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grafda 4, 5 va 6 belgili uchlar markazlar bo ‘lib, r(G) = 2 hamda (6,7)
va (6,4,1) radial oddiy zanjirlardir. m

10.6.2. Minimal uzunlikka ega yo‘l haqgidagi masala. Berilgan
bog'lamli grafning har bir qirrasiga (agar berilgan graf oriyentirlangan
bo'lsa - yoyiga) gandaydir hagigiy sonni mos qo'yib, bu sonni girraning
(yoyning) uzunligi deb ataymiz. Qirraning (yoyning) uzunligi additivlik
xossasiga ega deb faraz gilamiz, ya’ni girralar (yoylar) yordamida tuzilgan
zanjirning (yo‘lning) uzunligi shu zanjimi (yo'lni) tashkil etuvchi girralar
(yoylar) uzunliklari yig'indisiga tengdir.

Tabiiyki, girraning yoki yoyning uzunligi tushunchasi yechilayotgan
masalaning mohiyatiga garab muayyan bir ma’noga ega bo'lishi mumkin.
Masalan, ikkita shahar orasidagi masofa, gandaydir operatsiyani bajarish
uchun zarur mablag' (xarajatlar) yoki vaqt va boshqgalar. Shu nuqgtai
nazardan, umuman olganda, bu yerda manfiy uzunlikka ega yoki uzunligi
nolga teng girra (yoy) ham ma’noga ega deb hisoblanadi.

Amaliyotda uchraydigan ko'plab masalalarda marshrut uzunligi
maksimallashtirilishi yoki minimallashtirilishi talab etiladi. Shunday
masalalardan biriga, aniqrog'i, kommivoyajer masalasiga Gamilton
graflari bilan shug'ullanganda duch kelgan edik (ushbu bobning 5-
paragrafiga garang).

G = (V,U) oriyentirlangan graf berilgan bo'lsin, bu yerda
V=4{12,.,w}. G grafning biror seV uchidan boshga teV uchiga
boruvchi yo'llar orasida uzunligi eng kichik bo'lganini topish masalasi
bilan shug'ullanamiz. Bu masalani minimal uzunlikka ega yoll haqgidagi
masala deb ataymiz. Quyida bu masalaning umumlashmasi hisoblangan
masalani garab, uni ham o'sha nom bilan ataymiz.

Grafdagi (ij) yoyning uzunligini ct bilan belgilab, C = (cy),

i,j =\,m, matritsa berilgan deb hisoblaymiz. Yugqorida ta’kidlagan-
larimizga ko'ra, C matritsaning ct elementlari orasida manfiylari yoki
nolga tenglari ham bo'lishi mumkin. Agar grafda biror i uchdan chigib j
uchga Kkirruvchi yoy mavjud bo'lmasa, u holda bu yoyning uzunligini
cheksiz katta deb gabul gilamiz (c,y =°°). Bundan tashgari, G grafda
umumiy uzunligi manfiy bo'lgan sikl mavjud emas deb hisoblaymiz,
chunki aks holda uzunligi eng kichik bo'lgan yo'l mavjud emasl

1 Agar grafda umumiy uzunligi manfiy bo'lgan sikl mavjud bo'lsa, u holda grafning gandaydir
S uchidan shu siklning biror / uchiga o‘tib, keyin esa. sikl bo‘ylab harakatlanib, / uchga

istalgancha mana qaytish mumkin bo'lganligidan, istalgancha kichik uzunlikka ega yo‘l tuzish
mumkin.
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Minimal uzunlikka ega yo'l hagidagi masalani hal etish usullari orasida
Deykstraltomonidan taklif etilgan algoritm ko'p go'llaniladi. Quyida

grafning 1 belgili uchidan chigib (bu uchni manba deb gabul gilamiz)
grafdagi ixtiyoriy k uchgacha (bu uchni oxirgi uch deb hisoblaymiz) eng
gisga uzunlikka ega yo'lni topish imkonini beruvchi Deykstra algoritmi
keltirilgan.

Dastlabki gadam. Manbaga (1 belgili uchga) £x= 0 giymatni mos
go'yib, bu uchni dastlab R=0 deb gabul gilingan R to'plamga
kiritamiz: /?= {1} R = V\R deb olamiz.

Umumiy gadam. Boshlang'ich uchi R to'plamga, oxirgi uchi esa R
to'plamga tegishli bo'lgan barcha yoylar to'plami (R,R) bo'lsin. Har bir
(i,j)e (R,R) yoy uchun - £, +c¢; migdomi aniglaymiz, bu yerda £,
deb ie R uchga mos qo'yilgan giymat (grafning 1 belgili uchidan chiqib
/ belgili uchigacha eng gisga yo'l uzunligi) belgilangan.

£ = min_ h_ qiymatni aniglaymiz. (R.R) to'plamning oxirgi
1 (Jwr.R) 1

tenglikda minimum giymat bcruvchi barcha elementlarini, ya’ni (i,j)
yoylami ajratamiz. Ajratilgan yoylarning har biridagi j € R belgili uchga
£. giymatni mos qo'yamiz. £, giymat mos qo'yilgan barcha j uchlarni

R to'plamdan chigarib R to'plamga Kiritamiz.

Ikkala uchi ham R to'plamga tegishli bo'lgan barcha (i,j) yoylar
uchun £-+cjj>£1 tengsizlikning bajarilishini tekshiramiz. Tekshiri-
layotgan tengsizlik o'rinli bo'Imagan (ja’ni £u >£i+ci) bo'lgan) barcha
j,» belgili uchlarning har biriga mos qo'yilgan eski £j gqiymat o'miga
yangi Ej+Cjj' giymatni mos gqo'yamiz va (i,j.) yoyni ajratamiz. Bunda
eski £. qgiymat aniglangan paytda ajratilgan yoyni ajratilmagan deb
hisoblaymiz.

Uchlarga giymat mos qgo'yish jarayonini oxirgi (k belgili) uchga
giymat mos qo'yilguncha davom ettiramiz. Grafning 1 belgili uchidan
(manbadan) chiqgib uning ixtiyoriy k uchigacha (oxirgi uchigacha) eng
gisga yo'l uzunligi £k bo'ladi.

1Deykstra Edsger Vayb (Dijkstra Edsgcr Wvbe, 1930-20021 - Gollandiya matematigi.
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Oxirgi gadam. Grafning oxirgi uchidan boshlab ajratilgan yoylar
yo'nalishiga garama-garshi yo‘nalishda uning 1 belgili uchiga
kelguncha harakatlanib, natijada grafdagi 1 belgili uchdan ixtiyoriy k
uchgacha eng gisga uzunlikka ega yo‘l(lar)ni topamiz. =
2- misol. 2- shaklda tasvirlangan orgrafda oltita uch
(F={1 2, 3,4,5,6}) va o'n bitta yoy bo'lib, har bir yoy uzunligi uning
yoniga yozilgan. Ko'rinib turibdiki, berilgan grafda manfiy uzunlikka ega
(5,3) yoy ham bor. Isbotlash

9 mumkinki, bu grafda umumiy uzunligi
manfiy bo'lgan sikl mavjud emas.

Yuqorida bayon gilingan Deykstra
algoritmini berilgan grafga qo'llab,
eng gisqa uzunlikka ega yo‘Ini topish
bilan shug'ullanamiz.

2- shakl Dastlabki gadam. Manbaga (1
belgili uchga) £, =0 giymatni mos qo'yamiz va /?={]} to'plamga ega
bo'lamiz. Shuning uchun, R = V\R = {2, 3, 4, 5, 6} bo'ladi.

Umumiy gqadam. 1- iteratsiya. R= {1} va R = {2,3,4,5,6} bo'lgani

uchun boshlang'ich uchi R to'plamga tegishli, oxirgi uchi esa R to'plam
elementi bo'lgan barcha yoylar to'plami (R,R) = {(1, 2),(1, 3),(1, 4)}ga
ega bo'lamiz. (R,R) to'plamga tegishli bo'lgan har bir yoy uchun Awning
giymatlarini topamiz:

(L 2) yoyuchun [Z2=£, +cl2=0+2=2;

(1, 3) yoyuchun hn = £, +c3=0 + 10 = 10;

(1, 4) yoy uchun A4=£,+"4 =0 + 13=13.
Bu A2, Aj va hu miqgdorlar orasida eng kichigi hn bo'lgani uchun
(1, 2) yoyni ajratamiz (3- shaklda bu yoy qgalin chiziq bilan belgilangan)
va 2 belgili uchga £2=2 giymatni mos qo'yamiz. Algoritmga ko'ra 2
uchni R to“plamdan chigarib, R to'plamga Kkiritamiz. Natijadal
N=0, 2 va R ={3 4,5, 6} to'plamlarga ega bo'lamiz.

1Yozuvning ixchamligt nugtai nazardan bu yerda va bundan keyin hosil bo'lgan to‘plamlar

uchun R va R belgilar goldiriladi.
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Ikkala uchi ham R to‘plamga tegishli bo'lgan bitta (1, 2) yoy bo'lgani
uchun fagat bitta £, +c]2 > £2 tengsizlikning bajarilishini tekshirish
kifoya. Bu tengsizlik 0+ 2> 2 ko'rinishdagi to'g'ri munosabatdan iborat
bo'lgani uchun 2- iteratsiyaga o'tamiz.

2- iteratsiya. {R,R) = {(1, 3),(1, 4),(2, 3),(2, 5)} bo'lgani sababli
r3=10, wia=13, hA=7 va h25=11 giymatlami va
min{/?13/24,/23/25} = h2i = 7 ekanligini aniglaymiz. Bu yerda eng
kichik giymat (2, 3) yoyga mos keladi. Shuning uchun, (2, 3) yoyni
ajratamiz va £3=7 qiymatni 3 belgili uchga mos go'yamiz. 3 belgili
uchni R to'plamdan chigarib, R to'plamga kiritgandan so'ng
R={1 2,3} va R = {4, 5, 6} to'plamlar hosil bo'ladi.

Ikkala uchi ham R to'plamga tegishli bo'lgan uchta (1, 2), (1, 3) va
(2, 3) yoylardan birinchisi uchun £, + ¢,2>£2 tengsizlikning bajarilishi
1- iteratsiyada tekshirilganligi va £Is £, giymatlaming o'zgarmaganligi
sababli fagat ikkinchi va uchinchi yoylarga mos £, +cB3>£3 va
£2+ CB> £, munosabatlami tekshirish kifoya. Bu munosabatlar
0+10>7 wva 2+5>7 ko'rinishda bajariladi. Shuning uchun 3-
iteratsiyaga o'tamiz.

3- iteratsiya. Boshlang'ich uchi R~{1, 2,3} to'plamga tegishli, oxiri
esa R = {4, 5, 6} to'plamga tegishli bo'lgan yoylar to'rtta: (1, 4), (2, 5),
(3, 4) va (3, 5). Shu yoylarga mos hifning giymatlari /4= 13, h% = 11,

hM= 15, %= 13 va, shuning uchun, min{/l4 J©5,/f34,/B85}= h5 = 11
bo'ladi. Demak, bu iteratsiyada (2, 5) yoyni ajratamiz va £5= 11 deb
olamiz. Endi, algoritmga ko'ra, R- {,2,3,5 va R ={4, 6}
to'plamlami hosil gilamiz.

Ikkala uchi ham R to'plamga tegishli bo'lgan yoylar oltita: (1,2),
(2,3), (1,3), (2,5), (3,5) va (5,3). Bu yoylaming har biri uchun

+ Cj > £] tengsizlikning bajarilishini tekshirishimiz kerak. Lekin, 1- va
2- iteratsiyalarda (1, 2), (2.3) va (1,3) yoylar uchun bu ish
bajarilganligi sababli tekshirishni tarkibida 5 belgili uch gatnashgan
(2, 5), (3,5) va (5, 3) yoylar uchun amalga oshirib, quyidagilarga ega
bo'lamiz: (2,5) yoy uchun £,+c¢25>£5 munosabat to'g'ri (2+ 9> 11),
(3,5) yoy uchun £3+c¢35>£5 munosabat to'g'ri (7 +6>11), lekin
(5, 3) yoy uchun £, + ¢8> £3 munosabat noto'g'ri (11+ (-6) =5<7).
Oxirgi munosabatni hisobga olib, algoritmga ko'ra £3=7 o'miga £3=5
deb olamiz va (5, 3) yoyni ajratilgan deb, ilgari ajratilgan (2, 3) yoyni
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esa ajratilmagan deb hisoblaymiz (3- shaklda £3= 7 yozuvning va (2, 3)
yoyning gqalin chiziq'i ustiga ajratilganlikni inkor giluvchi X belgisi
go'yilgan).

4-iteratsiya. /?={1, 2, 3, 5}, /?={4,6} bo'lgani uchun (R,R) = {(1 4),
(3, 4),(3,6),(5,6)} va /M4=13, /"4=13, hlb=17, h% =18 hamda
mmd{hl4,h}4,h36,h5)} = hi4 = h4 = 13 bo‘ladi. Demak, (1,4) va (3,4)
yoylami ajratamiz hamda 4 belgili uchga £4 = 13 giymatni mos go'yamiz.
Natijada R = (1, 2, 3, 5, 4}, R = {6} to'plamlarga ega bo'lamiz.

ei+cij>£J munosabatning to'g'riligi (1,3), (1,4), (2,3), (3,5),
(5, 3) va (3, 4) yoylar uchun tekshirilib ko'rilganda, uning barcha yoylar
uchun bajarilishi ma’lum bo'ladi.

5- iteratsiya. Endi (R,R) = {(3, 6),(4, 6),(5, 6)} bo'lgani uchun
/b6=17>/M6=14, AB = 18 va min{/?3H,A46,AS6}= /j46 =14 bo'ladi. Bu
yerda minimum (4, 6) yoyda erishilgani uchun uni ajratib, orgrafning
oxirgi 6 belgili uchiga £6 = 14 giymatni mos go'yamiz.

Oxirgi qadam. Berilgan orgrafda 1 belgili uchdan 6 belgili uchgacha
eng qisga uzunlikka ega yo'l(lar)ni topish maqgsadida, algoritmga asosan,

graining oxirgi 6 belgili uchidan
boshlab ajratilgan yoylar yo'na-
lishiga garama-garshi yo'nalish-
da harakatlanib, uning 1 belgili
uchiga kelishimiz kerak. 6
belgili uchga kiruvchi uchta
yoydan faqat bittasi ((4, 6) yoy)
ajratilgan bo'lgani uchun (4, 6)
yoy yo'nalishiga garama-garshi
yo'nalishda harakat qilib, 6
belgili uchdan 4 belgili uchga
kelamiz. 4 belgili  uchga
kiruvchi ikkala ((1, 4) va (3, 4)) yoylar ham ajratilgan bo'lgani uchun biz
tuzmogchi bo'lgan eng gisga uzunlikka ega yo'l yagona emas.

Agar harakatni (1, 4) yoy yo'nalishiga teskari yo'nalishda davom
ettirsak, u holda 4 belgili uchdan 1 belgili uchga kelib, eng gisga
uzunlikka ega yo'llardan biri bo'lgan = (1, 4, 6) marshrutni topamiz.

Agarda harakatni (3, 4) yoy yo'nalishiga teskari yo'nalishda davom
ettirsak, u holda 4 belgili uchdan 3 belgili uchga kelamiz. 3 belgili
uchga kiruvchi ikkita yoydan fagat bittasi ((5, 3) yoy) ajratilgan bo'lgani
uchun 3 belgili uchdan 5 belgili uchga kelamiz. Shu usulda davom etsak,
oldin 2 belgili, keyin esa 1 belgili uchga o'tib mumkin bo'lgan eng gisqa
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uzunlikka ega bo'lgan yo'llardan ikkinchisini, ya’ni 12= (1, 2, 5, 3, 4, 6)
marshrutni aniglaymiz.

Shunday qilib, 2- shaklda tasvirlangan grafda eng gisga uzunlikka ega
u, va L2 yo'llar borligini anigladik. Bu yo'llaming har biri minimal
£6= 14 uzunlikka ega. m

Muammoli masala va topshirigiar

1. 4- shaklda tasvirlangan grafhing diametri, radiusi va markaz(lar)ini
toping.
2. Petersen grafming markazini toping.
3. Kyonigsberg ko'priklari hagidagi masalaga
mos grafhing diametri va markazini toping.
4. Uchta uy va uchta qudug hagidagi
masalaga mos grafning diametri va radiusini toping.
5. Insidentlik matritsasi quyida berilgan
grafning diametri, radiusi va markaz(lar)ini aniglang:

1111000
1000 101
0 100001
00 10010

000 1110

6. Uchlari to'plamlari kesishmavdigan K+ va 04 graflarga birikma
amalini qo'llash natijasida hosil bo'lgan grafning diametri va radiusini
aniglang.

7. Qirralari go'shniligi matritsasi quyida berilgan graflaming
radiuslarini aniglang:

ro 111 1 0 r

"001 1 0 T 10 1 10 0 1
10 1 1 1 110 10 10
110 10 by 1. 1 1.0 1 1 0
0 1 1 0 1 10 0 10 1 1
\ 110 1 O/ 0 011 100
Vl 10 0 1 0O
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8. Deykstra algoritmini 5- shaklda tasvirlangan grafga qo‘llab, eng

gisga uzunlikka ega yo‘Ini toping.

9. Siz yashayotgan hududda har bir aholi punktidan boshqasiga
bevosita borish mumkin bo’l-
gan yo’llarni va ulaming uzun-
liklarini aniglang. Bu ma’lu-
motlarga mos keluvchi graf
tuzing va Deykstra algoritmini
qo’llab, o°’zingiz yashayotgan
aholi punktidan boshga aholi
punktiga borish mumkin bo’l-
gan yo’llaming eng gisga uzun-
likka ega bo’lganlarini toping.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Grafuchlari orasidagi masofa deb nimaga aytiladi?

2. Graf uchlari orasidagi masofa metrikaning ganday aksiomalarini
ganoatlantiradi?

3. Metrika aksiomalarining qaysi biri uchburchak tengsizligi
aksiomasi deb ataladi?

4. Grafuchining ekssentrisiteti deganda nimani tushunasiz?

5. Grafning diametri deb nimaga aytiladi?

6. Diametral zanjir nima?

7. Grafning radiusi ganday aniglanadi?

8. Grafning markazi yagona uchdan iborat boimasligi mumkinmi?

9. Grafning radial oddiy zanjiri ganday topiladi?

10. Grafgirrasining (yoyining) uzunligi deganda nimani tushunasiz?

11. Additivlik xossasini ganday tushunasiz?

12. Grafdagi zanjiming (yo'lning) uzunligi ganday aniqglanadi?

13. Qanday masalaga minimal uzunlikka ega yo‘l hagidagi masala deb
aytiladi?

14. Agar grafda umumiy uzunligi manfiy bo'lgan sikl bor bo'lsa, u
holda Deykstra algoritmini go'llab minimal uzunlikka ega yo'Ini topish
mumkinmi?

15. Deykstra algoritmining umumiy gadamida ganday ishlar amalga
oshiriladi?
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10.7. Daraxtlar

Graf. Uch. Qirra. Daraxt. O'rmon. Asiklik graf. Marshrut. Sikl. Zanjir. Oddiy
zanjir. Ko prik. Grafning sinch daraxti. sinch o 'rmoni, siklomatik soni.

10.7.1. Daraxt va unga ekvivalent tushunchalar. Siklga ega

bo'Imagan orientirlanmagan bog'lamli graf daraxt deb ataladil Ta’rifga

ko'ra daraxt sirtmoqlar va Kkarrali qirralarga ega emas. Siklga ega
bo'lmagan orientirlanmagan grafo'rmon (asiklik graf) deb ataladi.

1- miso 1. 1- shaklda bog'lamli komponentli soni beshga teng bo'lgan

graf  tasvirlangan bo'lib, u

o'rmondir. Bu grafdagi bog'lamli

komponentlaming har biri
daraxtdir. m
2-

I-shakl uchga ega bir-biriga izomorf

bo'lmagan barcha (ular bor-yog'i
ikkita) daraxtlarning geometrik ifodalanishi tasvirlangan. m

Beshta uchga ega bir-biriga izomorf'bo'lmagan barcha daraxtlar uchta,
oltita uchga ega bunday barcha daraxtlar esa oltita
ekanligini ko'rsatish giyin emas.

Daraxt tushunchasiga boshgacha ham ta'rif berish
mumkin. Umuman olganda, G (m,n)- graf uchun 2- shakl
daraxtlar hagidagi asosiy teorema deb ataluvchi
quyidagi teorema o'rinlidir.

l1-teorema. Uchlari soni m va girralari soni n bo‘lgan G graf
uchun quyidagi tasdiglar ekvivalentdir:

1) G daraxtdir;

2) G asiklikdirva n=m —4\;

3) G bog 1amlidir va n —m —1;

4) G bog'lamlidir va undan istalgan girrani olib tashlash amalini
go'llash natijasida bog'lamli bo'Imagan grafhosil bo'ladi, ya'ni G ning
har bir girrasi ko prikdir;

5 G grafninng o ‘zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita uchi
fagat bitta oddiy zanjir bilan tutahtiriladi;

Ortentirlangan daraxt tushunchasi ham bor.
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6) G asiklik bo 1ib, uning go shni bo 1magan ikkita uchini girra bilan
tutashtirish amalini go 'llash natijasidafaqgat bitta siklga ega bo ‘lgan graf
hosil bo 'ladi.

Isboti. Teoremaning 1) tasdig'idan uning 2) tasdig'i kelib chigishini
isbotlaymiz. G graf daraxt bo'lsin. Daraxtning ta’rifiga ko'ra, u asiklik
bo‘lishini ta’kidlab, m bo'yicha matematik induksiya usulini go'llaymiz.

Matematik induksiya usulining bazasi: agar m = 1 bo'lsa, u holda G
daraxt fagat bitta uchdan tashkil topgan bo'ladi. Tabiiyki, agar bitta uchga
ega bo'lgan grafda sikl bo'Imasa, u holda unda birorta ham girra yo'q.
ya’ni « = 0. Demak, bu holda tasdiq to'g'ridir.

Induksion o'tish: G daraxt uchun Kk >2 va m = Kk bo'lganda 2) tasdiq
o'rinli bo'lsin deb faraz gilamiz. Endi uchlari soni m = k + 1 va girralari
soni n bo'lgan daraxtni garaymiz. Bu daraxtning ixtiyoriy qirrasini
(v,,v2) bilan belgilab, undan bu girrani olib tashlasak, v, uchdan v,
uchgacha marshruti (aniqrog'i, zanjiri) mavjud bo'lmagan grafni hosil
gilamiz, chunki agar hosil bo'lgan grafda bunday zanjir bor bo'lsa edi, u
holda G daraxtda sikl topilar edi. Bunday bo'lishi esa mumkin emas.

Hosil bo'lgan graf ikkita G, va G, bog'lamli komponentlardan iborat
bo'lib, bu komponentlaming har biri daraxtdir. Yana shuni ham e’tiborga
olish kerakki, G, va G2 daraxtlarning har biridagi uchlar soni /tdan
oshmaydi.

Matematik induksiya usuliga ko'ra, bu daraxtlarning har birida girralar
soni uning uchlari sonidan bitta kam bo'lishini ta’kidlaymiz, ya’ni G, graf
(oT,.,u;) -graf bo'lsa, quyidagi tengliklar o'rinlidir: n=nt+n2+ 1,
k+\=ml+m2vant=m, -1 (/=1,2). Bu tengliklardan

N=« + N2+ 1=w,-1 +m2-1 +1=(m, +m2)-1=(k+1)-1
bo'lishi kelib chigadi. Demak, m=k+ 1 bo'lganda ham n-in- 1
tenglik o'rinlidir. Bu esa, matematik induksiya usuliga ko'ra, kerakli
tasdigning isbotlanganligini anglatadi.

Endi daraxtlar hagidagi asosiy teoremaning 2) tasdig'idan uning 3)
tasdig'i kelib chigishini isbotlaymiz. G graf asiklik, ya’ni u siklga ega
bo'lImagan graf va n-m - 1 bo'lsin. G grafning bog'lamli bo'lishini
isbotlash kerak.
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Agar G graf bog'lamli bo'lmasa, u holda uni har bir bogiamli
komponenti siklsiz graf Gi (ya'ni, daraxt) boMgan gandaydir k\& (£>1)

K
graflar diz’yunktiv birlashmasi sifatida G = 4G i tenglik bilan ifodalash

mumkin. Har bir i = 1k uchun G( graf daraxt bo'lgani uchun, yuqorida

isbotlagan tasdigga ko'ra, agar unda mita uch va nita girra bo'lsa, u holda

K
G- asiklikdir va nt —mi -1 tenglik o'rinlidir. Tushunarliki, m="m !

K
va n=jT ni.Demak,
i=
K K K
n=yYjni~ “P=" mi~k=m-k,
1:£ ol D H

ya’ni G grafuchlarining umumiy soni undagi girralar umumiy sonidan K
ta ortiqdir. Bu esa, K> 1 bo'lgani uchun, n=m- 1 tenglikka ziddir.
Zarur tasdiq isbotlandi.

Teoremaning 3) tasdig'idan uning 4) tasdig'i kelib chigishini
isbotlaymiz. G - bog'lamli graf va n=m- 1 bo'lsin. Avvalo kta
bog'lamlilik komponentlariga ega karrali girralari bo'lmagan sirtmoqsiz
(m,n) -grafuchun

A(m-k)(m-k +9)

2
munosabat o'rinli bo'lishini eslatamiz (ushbu bobning 4- paragrafidagi 7-
teoremaga garang).
n=m-\ bo'lgani sababli G bog'lamli grafdan istalgan girra olib
tashlansa, natijada mta uch va (m- 2)ta qgirralari bo'lgan graf hosil

,
m-kK <n

bo'ladiki. bunday graf in- kK < n shartga binoan bog'lamli boia olmaydi.
Kerakli tasdiq isbotlandi.

Daraxtlar haqgidagi asosiy teoremaning 4) tasdig'idan uning 5) tasdig'i
kelib chigishini isbotlaymiz. G bog'lamli graf va uning har bir girrasi
koprik bo'lsin deb faraz qilib, bu grafninng o'zaro ustma-ust
tushmaydigan istalgan ikkita uchi fagat bitta oddiy zanjir bilan
tutahtirilishi mumkinligini ko'rsatamiz. G bog'lamli graf bo'lgani uchun,
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uning istalgan ikkita uchi hech bo'Imasa bitta oddiy zanjir vositasida
tutashtiriladi.

Agar gandaydir ikkita uch bittadan ko'p, masalan, ikkita turli oddiy
zanjir vositasida tutashtirilishi imkoniyati bo'lsa. u holda bu uchlammg
biridan zanjirlaming birortasi bo'ylab harakatlanib ikkinchi uchga, keyin
bu uchdan ikkinchi zanjir bo'ylab harakatlanib dastlabki uchga gaytish
imkoniyati bor bo'lar edi. Ya’ni garalayotgan grafda sikl topilar edi.

Tabiiyki, tarkibida sikl mavjud bo'lgan grafning siklga tegishli istalgan
bitta girrasini olib tashlash uning bog'lamliligi xossasini o'zgartirmaydi,
ya ni bu holda grafhing siklga tegishli istalgan girrasi ko'prik bo'Imaydi.
Bu esa gilingan farazga ziddir. Teoremaning 4) tasdig'idan uning 5)
tasdig'i kelib chigishi isbotlandi.

Endi teoremaning 5) tasdig'idan uning 6) tasdig'i kelib chigishini
ko‘rsatamiz. Berilgan G grafning o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan
ikkita uchi fagat bitta oddiy zanjir bilan tutashtirilishi mumkin bo'lsin.
Teskarisini, yaini G graf asiklik emas deb faraz gilamiz. Bu holda, G da
sikl topiladi va undagi ixtiyoriy siklga tegishli istalgan turli ikkita uchni
kamida ikkita oddiy zanjir vositasida tutashtirish imkoniyati bor. Bu esa
G grafning o‘zaro ustma-ust tushmaydigan isialgan ikkita uchi fagat bitta
oddiy zanjir bilan tutashtirilishi shartiga ziddir.

G grafninng qo'shni bo'lmagan v, va v2 uchlarini girra bilan
tutashtirish amalini go'llash natijasida fagat bitta siklga ega bo'lgan graf
hosil bo'lishini ko'rsatamiz. Shartga binoan garalayotgan v, va v2
uchlarni fagat bitta oddiy zanjir bilan tutahtirish mumkin. Oddiy zanjir

ta’rifiga ko‘ra esa bu zanjir tarkibida sikl yo'q. Shuning uchun \f va w

uchlarni G grafning tarkibida bo'Imagan (v,,v2) girra bilan tutashtirish,
albatta, tarkibida sikl topiladigan va bu sikl yagona bo'lgan grafni hosil
giladi. Teoremaning 5) tasdig'idan uning 6) tasdig'i kelib chigishi ham
isbotlandi.

Nihoyat, 1- teoremaning 6) tasdig'idagi shartlar bajarilsa, G grafning
daraxt bo'lishini, ya’ni teoremaning 1) tasdig'i kelib chigishini
ishotlaymiz. Faraz gilaylik, asiklik G graf bog'lamli bo'Imasin. U holda,
bu grafhing ixtiyoriy bog'lamli komponentidagi ixtiyoriy uchni uning
boshga bog'lamli komponentidagi ixtiyoriy uch bilan girra vositasida
tutashtirish amalini qo'llash natijasida tarkibida sikl bo'lgan graf hosil
bo'lmaydi. Bu esa 6) tasdigning ikkinchi gismiga ziddir. m
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1- natija. Bittadan ko p uchga ega bo lgan istalgan daraxtda hech
bo jmasa ikkita darajasi birga teng uchlar mavjud.

Isboti. Hagigatdan ham, agar v,,v2,...,.vm berilgan daraxtning
uchlari bo'lsa, "ko'rishishlar” hagidagi Icmmaga binoan
m
"Ap(vi)=2(m-\) tenglik o'rinlidir. Daraxtning ta’rifiga ko'ra, u
A
bog'lamlidir, shuning uchun p(v;)>1 (/=1,m). Bundan yuqgoridagi
tenglik o'rinli bo'lishi uchun p(v,),p(v2),....p(vA) ketma-ketlikdagi
hech bo'lmaganda ikkita son birga teng bo'lishi kelib chigadi. m

2- natija. mta uch va kta bogiamli komponentli o fmondagi
girralar soni (m —k)ga tengdir.

Isboti. 1-teorema isbotining 2) tasdigdan 3) tasdiq kelib chigishiga
bag'ishlangan gismiga garang. m

2- teorema. Istalgan daraxtning markazi uning bitta uchidan yoki
ikkita go shni uchlaridan iborat bo 1adi.

Isboti. Agar daraxt bitta uch yoki ikkita qo'shni uch va ularni
tuashtimvchi girradan tashkil topgan bo'lsa, teorema tasdig'i to'g'riligi
oydindir.

G daraxt tarkibida ikkitadan ko'p uch bor deb faraz gilamiz. G
daraxtdagi darajalari birga teng barcha uchlarni (ya’ni, daraxtning barcha
chetki uchlarini) bu uchlarga insident barcha girralar (ya’ni, daraxtning
barcha chetki qirralari) bilan birgalikda G daraxtdan olib tashlaymiz.
Natijada uchlari va girralari soni berilgan G daraxtdagi uchlar va girralar
sonidan kam bo'lgan gandaydir G' daraxtni hosil gilamiz. G' daraxtdagi
har bir uch ekssentrisiteti G daraxtdagi mos uch ekssentrisitetidan bitta
kam bo'lishi va bu daraxtlarning markazlari ustma-ust tushishi ravshandir.

Berilgan graf chekli bo'lgani uchun, yuqgoridagi bayon etilgan jarayonni
yetarlicha marta takrorlash natijasida bitta uch yoki ikkita qo'shni uch va
ularni turashtiruvchi girradan tashkil topgan gandaydir daraxtni hosil
gilamiz. m

Uchlari soni ma'lum, o'zaro izomorf bo'lmagan va gandaydir shartlarni
ganoatlantiruvchi  daraxtlar  sonini  aniglash masalasi  daraxtlami
o'rganishda muhim masala hisoblanadi. Yuqorida 4, 5 va 6 ta uchlarga ega
o'zaro izomorf bo'lImagan daraxtlar mos ravishda 2, 3 va 6 ta ekanligi
ta kidlangan edi. A. Keli uglerod atomlari soni berilgan va CnH 212
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ko‘rinishdagi kimyoviy formula bilan ifodalanuvchi to'yingan uglevo-
dorodlar sonini topish masalasini har bir uchining darajasi bir yoki to'rt
bo'lgan daraxtlar sonini topish masalasiga keltirib hal gilgan. Quyidagi
teorema Keli nomi bilan yuritiladi.

3- teorema (Keli). Uchlari soni m bo ‘lgan belgilangan daraxtlar
soni mm-2ga teng.

Isboti o'quvchiga havola gilinadi.

10.7.2. Grafning siklomatik soni. Faraz gilaylik, G sirtmoqgsiz va
karrali girralari bo'Imagan gandaydir bog'lamli graf bo‘Isin. Bu gfafdan
uning biror sikliga tegishli bitta girrasini olib tashlash natijasida hosil
bo'lgan grafbog'lamli graf bo'lishi ravshandir. Grafdan uning biror sikliga
tegishli bitta girrasini olib tashlash amalini hosil bo'lgan graflarga, nnkoni
boricha. ketma-ket qo'llash natijasida G grafning barcha uchlarini
bog'lovchi graf - daraxtni hosil gilish mumkin. Bunday daraxt G
grafning sinch daraxti (sinchi, karkasi, qobirg‘asi) deb ataladi.

Tabiiyki, bitta grafning bir necha sinch daraxtlari mavjud bo'lishi
mumkin.

2- misol. 3- shaklda tasvirlangan graf sinchlaridan birining qirralari
berilgan grafning boshga qirralariga qaraganda
galinroq chiziglar vositasida ifodalangan. =

Endi G sirtmogsiz va karrali girralari bo'Imagan
mta uch, nta qgirra va kta bog'lamli kompo-
nentlardan tashkil topgan graf bo'lsin. Agar yuqorida

tavsiflangan usul yordamida G grafdan girralami ketma-ket olib tashlash
amalini go'llash natijasida uning har bir komponenti bog'lamliligi
buzilmasa, u holda berilgan G grafning sinch o'rmoni deb ataluvchi
grafni hosil gilish mumkin.

Berilgan G grafdan uning sinch o'rmonini hosil gilish magsadida olib
tashlanishi kerak bo'lgan girralar soni A= A(G) bu qirralami olib
tashlash tartibiga bog'liq emasligi va A-n-m + k bo'lishi ravshandir.
Qaralayotgan G graf uchun m -k <n tengsizlik o'rinli bo'lganligidan,
A(G) >0 bo'ladi. A(G) sonni G grafning siklomatik soni (siklik
rangi) deb ataymiz.

Grafning siklomatik soni tushunchasi, gandaydir ma’noda, grafning
bog'lamlilik darajasini aniglovchi vositadir. Ravshanki, daraxt uchun
A =0 bo'ladi (1- teoremaga garang).
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Grafning o'rmon bo'lishi uchun uning siklomatik soni nolga teng
bo'lishi zarur va yetarlidir (2- natijaga garang).

Grafning yagona siklga ega bo'lishi uchun uning siklomatik soni birga
teng bo'lishi zarur va vyetarlidir. Qirralari soni uchlari sonidan kichik
bo'Imagan graf siklga egadir. Bu tasdiglar ham 1- teoremaning
natijalaridir.

3- misol. 3- shaklda tasvirlangan graf (6,9)-graf bo'lib, uning

bog'lamlilik komponentlari soni birga teng. Bu grafning siklomatik sonini
aniglasak, A=9—6+ 1=4 boiadi. Olib tashlangan qgirralar 3- shaklda
ingichka chiziglar bilan ifodalangan. m

Muammoli masala va topshiriglar

1. Bir-biriga izomorf bo'Imagan

a) oltita, b) yettita,

d) sakkizta, e) to'qqizta
uchga ega barcha daraxtlami geometrik ifodalang.

2. 1- shaklda tasvirlangan o'rmondagi daraxtlaming har biri uchun
markaz(lar) bo'luvchi uchlami toping.

3.  Keli teoremasining isbotini o'rganing (masalan, [10] Kkitobga
garang).

4. Uchlari uchta va to'rtta bo'lgan barcha belgilangan daraxtlarni
geometrik ifodalang.

5. Petersen grafming sinch daraxtlaridan birini aniglang.

6. K45 grafning sinch daraxtlaridan bir nechasini toping.

7. 12 ta uchi, I0ta girrasi va 3 ta bog'lamli komponenti bo'lgan,
sirtmogsiz, karrali girralari bo'Imagan grafning sinch o'rmonini hosil
gilish uchun uning nechta girrasini olib tashlash kerakligini aniglang.

8. Insidentlik matritsalari quyida berilgan graflarning siklomatik
sonlarini toping:

Nl oooo O n 110
0|11000 1000
1010100 0001
000 1111 P00 1o
0 0 0 o 0 1 O 0 1 0 o0
0O 0 0 0 O 0 1 0 0 0 1

\ y /
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9. Uchlari go'shniligi matritsalari quyida berilgan graflaming sinch
daraxtlaridan bir nechasini toping:

0 1 1 n "0 1 1 1 0
L0 0 1 100 11
L0 0 1 b 100 1 1
1110 11101

01110,

Mustagil ishlash uchun savollar

1. Qanday grafga daraxt deyiladi?

2. O'rraon deb nimaga aytiladi?

3. 0 ‘rmon bilan daraxt bir-biridan nimasi bilan farq giladi?

4. Daraxtning uchlari va qirralari sonlari orasida ganday bog'lanish
bor?

5. Daraxtdan biror girra olib tashlansa natijada qanday xossalarga ega
bo'lgan graf hosil bo'ladi?

6. Daraxtning har bir girrasi hagida nima deyish mumkin?

7. Daraxtdagi o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita uchini
nechta oddiy zanjir bilan tutahtirish mumkin?

8. O'rmondagi o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita uch
oddiy zanjir bilan tutahtirilsa, natijada ganday graf hosil bo'lishi mumkin?

9. Daraxtning qgo'shni bo'Imagan ikkita uchini qirra bilan
tutashtirilsa, natijada ganday graf hosil bo'ladi?

10. O'rmondagi qo'shni bo'lImagan ikkita uchni qirra bilan tu-
tashtirilsa, natijada ganday graf hosil bo'ladi?

11. Bittadan ko'p uchga ega bo'lgan istalgan daraxtda gancha darajasi
birga teng uchlar bor?

12. mta uch va kta bog'lamli komponenti bo'lgan o'rmonda gancha
girra bor?

13. Istalgan daraxtning markazi hagida nima deyish mumkin?

14. Grafning sinch daraxti deganda nimani tushunasiz?

15. Petersen grafidan bog'lamlilikni buzmasdan nechta girrani olib
tashlash mumkin?

16. Oktaedrga mos grafdan bog'lamlilikni buzmasdan nechta girrani
olib tashlash mumkin?
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17. Grafning siklomatik soni ganday aniglanadi?

18. Berilgan graf o‘rmon bo'lishining zaruriy va yetarli sharti
siklomatik son orgali ganday ifodalanadi?

19. Graf yagona siklga ega bo'lishining siklomatik son tushunchasi
yordamida ifodalanuvchi ganday zaruriy va yetarli shartini bilasiz?

10.8. Tarmogqlar

Graf. Uch. Qirra. Orgraf. Yoy. Tarmog. To 'plam. Blok-sxema. Gipergraf.
Bog 'lamli tarmog. Sirtmog. Yoyning o ‘tkazish gobiliyati. Uchning chigish va
kirishyarim darajalari. Manba. O'pgon. Tarmoqdagi ogim. Yoy bo {lab ogim.
Tarmoqgdagi ogim miqdori. Maksimal ogim. To'yingan, to'yinmagan, to‘g’ri va
teskariyoylar. Zanjir. Tarmogning "'torjoyi . Kesim. Manbani o ‘pgondan
ajratuvchi kesim. Kesimning o 'tkazish qobiliyati. Minimal kesim.

10.8.1. Tarmogq tushunchasi. Graflar nazariyasida hozirgacha ba’zi
iboralar bo'yicha umumiy kelishuv garor topmaganligini gayd gilgan edik.

Bu fikr graflar nazariyasining tarmog va tarmoqga oid tushunchalari bilan
ish ko'rganda yagqol namoyan bo'ladi. Ba’zan, “tarmoq” iborasi 0'miga
"to'r” iborasini ham qo'llaydilar. Masalan, S.V. Yablonskiyning 1986-
yilda bosilib chiggan “BBeseHvie B guckpeTHyto MmatemaTuky” (Diskret
matematikaga kirish) nomli o'quv qo'llanmasida ([l]da) graf tushunchasi
umumlashtirilib, tarmogning quyidagi ta’rifi berilgan va “tarmoq”
tushunchasi xususida fikrlar ham bayon gilingan:

“Berilgan M = {axa2,...} to'plam va har bir elementi M dan
olingan R={EQE],E2,...} majmuani (to'plamni) tarmoq deb ataymiz
va M(EO;EI,EL,...) bilan belgilaymiz, bu yerda £, = (ov(l),av(l),.,.).
M to'plamning ob’yektlari tarmogning uchlari deb, EO majmuadagi

obyektlar esa - tarmoqning qutblari deb ataladi”.

Yugorida eslatilgan kitobda ta'kidlanishicha: “Adabiyotda tarmoq
tushunchasiga yagin tushunchalar ham uchraydi, masalan, “blok-sxema”
tushunchasi, “gipergraf’ tushunchasi. Blok-sxema tushunchasi tarmoq
tushunchasidan oldin paydo bo'lgan. gipergraf tushunchasi esa -
keyinroq”.

Gipergraf tushunchasi - bu graf tushunchasining shunday
umumlashmasiki, bunda qirralar na fagat ikki elementli bo'lishlari, ular
uchlar to'plamining istalgan gism to'plamlari bo'lishi ham mumkin.

Graf tushunchasining turli umumlashmalarini ma’qullagan hamda
bunday umumlashmalar turli masalami hal etishda zarur qurol sifatida
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ishlatilishini ta’kidlagan holda [10] kitobdagi tarmoq tushunchasining bir-
biriga ekvivalent bo'lgan quyidagi ikki ta'rifini keltiramiz:

1) har bir a yoyiga Li/(a) manfiymas hagigiy son mos go’yilgan N
orgraftarmoq deb ataladi;

2) tarmoq deb shunday (D,y/) juftlikka aytiladiki, bunda D=(V,U) -
orgraf, \f/ esa D orgrafning yoylari to'plamini manfiymas haqiqiy sonlar
to'plamiga akslantiruvchi funksiya.

10.8.2. Tarmoqdagi ogimlar. Graflar (orgraflar) bilan bog'liq ko'plab
tushunchalami osonlik bilan tarmoglar uchun ko'chirish mumkin.

T = (G,b) tarmoq berilgan bo'lsin, bu yerda G = (V,U) - bog'lamli
graf (yoki orgraf, yo bo'lmasa, aralash graf), b esa G grafning yoylarini
manfiymas bl (vf,v;e F) haqigiy sonlar to'plamiga akslantiruvchi
funksiya. G grafda sirtmoq va karrali girra va/yoki yoylar bo'Imasin deb
faraz gilamiz. Ikkita vi va v;. uchlarni tutashtiruvchi oriyentirlanmagan
yoyni (qgirrani) ikkita oriyentirlangan yoylarga almashtirish mumkin deb
hisoblaymiz. Shuning uchun bundan buyon G grafni orgraf deb hisoblash
mumkin.

Ta’kidlaymizki, “tarmoq” tushunchasi har bir yoyga bir necha sonlarni
mos go'yish imkoniyatini beradi, grafda (orgrafda) esa yoy fagatgina mos
uchlaming tutashtirilgan yoki tutashtirilmaganligini aniglaydi. xolos. Har
bir (v ,vy) yoyga manfiymas bt) sonni mos go'yib, bu sonni yoyning

o'tkazish qobiliyati deb ataymiz. Tarmogning har bir ve V uchi uchun
quyidagi tushunchalami kiritamiz: v uchning chigish yarim darajasi
p(v) - bu v uchdan chiquvchi barcha yoylar o'tkazish qobiliyatlari
yig'indisi, v uchning kirish yarim darajasi p(v) - bu v uchga kiruvchi
barcha yoylar o'tkazish qobiliyatlari yig'indisi.

*Ko'rishishlar” hagidagi lemma bu yerda quyidagicha ifodalanadi:
tarmogning barcha uchlari chigish yarim darajalari yig'indisi ularning
kirish yarim darajalariyig'indisiga tengdir.

Grafning uchlari orasida kirish yarim darajalari nolga teng bo‘lganlari
guruhini ajratamiz. Bu guruhga tegishli uchlaming har biri manba deb
ataladi. Shunga o'xshash, orgrafning chigish yarim darajalari nolga teng
bo'lgan uchlari guruhini ham ajratish mumkin. Bu guguhga tegishli har bir
uch o'pgon deb ataladi.

Faraz qgilaylik, G orgraf fagat bitta v, manbaga va fagat bitta v,

o’pgonga ega bo'lsin. Bir necha manba va/yoki o'pgonga ega bo'lgan



tarmogning orgrafiga yangi elementlar go'shib olish yo‘li bilan yuqoridagi
xususiy holga osonlik bilan keltiriladil
G orgrafning har bir (v,v;) yoyiga manfiymas xt sonlar mos
go'yilgan bo'lib, biror p > 0 uchun quyidagi shartlar bajarilsin:
- p,agar k = s bo'lsa,

t X x* = 0,agar K *s\ak bo'lsa,

<v,v4)6U v,.v/)et; '
) tv,.vl) p,agar K=t bo'lsa,

2) G orgrafda mavjud barcha (vf,v;) yoylar uchun 0 <xti<btj.

Bu shartlar bajarilganda X = {xjj\(vj,vj)eU} to'plamga T
tarmoqdagi v4 manbadan vt o'pgonga yo'nalgan ogim deb, p miqdorga
esa, bu X oqimning miqdori deb ataladi. 1) va 2) shartlarni
ganoatlantiruvchi har bir xt songa(v.,v;) yoy bo‘vlab oqgim yoki yoy
ogimi deyiladi.

Yuqoridagi 1) shartga ko'ra manba va o'pgondan fargli istalgan uchga
“kiruvchi” ogim shu uchdan *“chiquvchi” ogimga tengdir, 2) shartga ko'ra
esa, istalgan yoy bo'ylab oqgim miqgdori shu yoyning o'tkashish
gobiliyatidan oshmaydi. 1) shartdan ko'rinib turibdiki, manbaga insident
yoylar bo'yicha ogimlar yig'indisi o'pgonga insident yoylar bo'yicha
ogimlar yig'indisiga tengdir:  Y'xsi= ~ xu—p .

(v,.vy)eU (v,.v, )6U
1- misol. 1- shaklda vn manba va v5 o'pqoni bo'lgan T = (G,b)

tarmoq tasvirlangan bo'lib, uning yoylari yoniga mos o'tkazish
qobiliyatlari yozilgan, bunda G - (V,U).

A = {vo>viv2,v,,v4,V5},
A = {(Vot), (vO,v2), (v,,v2), (v,,v3), (v2,V3),

(v2,v3), (v,,v4), (v,, v4), (V3 v5), (v4,v5)}
Bu tarmoqg uchun b0, =7, b® =3, b]2=2, bn =5, bX=2, b2i =4,
b2A= 1, 631=5, bi2=3, 6:4=2, hyh=2. 6,3=2, bA5=4 ekanligi
shakldan ko'rinib turibdi.

1Masalan, agar manbalar bittadan ko'p bo'lsa, u holda yangi (galbaki) manba tarmoqga kiritiladi
va grafning galbaki manbaga mos yangi uchi umng hagiqiy manbalariga mos uchlari bilan
yoylar vositasida tutashtiriladi. 0 ‘pgonlar ko'p bo'lganda ham shunga o'xshash ish amalga
oshiriladi.
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Tarmogning har bir uchi uchun chigish yarim darajalari va kirish yarim
darajalarini aniqlaymiz: p(v0) =10, p(v,) =7, p(v2) =7, p(v3) =12,
P(v4)=6, p(v5) =0, p(v0)=0, p(v,) =14, p(v2) =8, p(v3 =1I,
p(v4) =3, p(vs)=6.

Berilgan ' tarmoq orgali vO manbadan v5 o'pgonga 4 kattalikka ega

bo'lgan X 1 oqgimni quyidagi sonlar to'plami bilan ifodalash mumkin:
XA —2» XR—2, X2 ~~>*3 —A" XA =">XB=">X4=">*31=0>
x2=0, x#=2, ad=1, gB3=0, Xb=3. Qaralayotgan X' ogimning
miqdori /?, = xQL+ xX® = xH+xb=4. 4
Tarmoq bo'ylab o'tkazish mumkin bo'lgan oqimlar orasida miqdori
eng katta (maksimal) ogimni topish amaliyot nuqtai nazaridan Kkatta
% 5 v ahamiyatga egadir. Bunday ogim-
lar  maksimal ogimlar deb
ataladi. 1- misolda Kkeltirilgan
ogim maksimal ogim emas, chun-
ki berilgan tarmoq uchun miqdori
5 bo'lgan ogim bor (ushbu
paragrafning oxiriga garang).
Albatta, umumiy holda, tar-
moqda bir necha turli maksimal
1- shakl ogimlar bo'lishi mumkin.
Maksimal ogimni o'rganishda quyidagi tushunchalami Kkiritish
magsadga muvofigdir. To'yingan yoy - bu yoy bo'ylab ogim miqdori
uning o'tkazish qobiliyatiga teng, to'yinmagan yoy - bu yoy bo'ylab
ogim miqdori uning o'tkazish gobiliyatidan kichik.
2-  misol. 1- misolda garalgan tarmoq uchun aniglangan X' ogimda
x0]=2<b0 =7 va *24=1 =b24 bo'lgani uchun (vO,v,) to'yinmagan,

(v2,v4) esato'yingan yoylardir. m

Tarmoqdagi ogimlami o'rganishda zanjir tushunchasi muhim rol
o'ynaydi. Bu yerda zanjir deganda tarmoqdagi yo'nalishi e’tiborga
olinmasdan bir-biriga ulangan yoylar ketma-ketligini tushunamiz. Biror
zanjirga tegishli yoyning yo'nalishi zanjirdagi uchlar ketma-ketligini o'tish
yo'nalishiga mos tushsa, bu yoyni to‘g‘ri yoy deb, aks holda esa, uni
teskari yoy deb ataymiz.
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Tarmogqdagi ogimlami tadqiq gilganda kesim tushunchasi ham muhim
hisoblanadi. T tarmogning G orgrafi uchlari to'plami V ni o'zaro

kesishmaydigan hamda har biri bo'sh bo'Imagan ikkita R va R qism
to'plamlarga ajratamiz, yani K= (J/?, R[\R=0, R&O0 va
R~ O.

Boshlang'ich uchi R to'plamga, oxirgi uchi esa R to'plamga tegishli
bo'lgan barcha yoylar to'plamini kesim deb ataymiz. Kesimni (R,R)
bilan belgilaymiz.

Agar (R,R) kesim bo'lib, vb manba R to'plamga, v, o'pgon esa R

to'plamga tegishli bo'lsa, u holda (R,R)ga vs manbani v, o‘pqondan

ajratuvchi (yoki ayiruvchi) kesim deb ataladi.

Har bir kcsimga qiymati kesimni tashkil ctuvchi barcha yoylar
o'tkazish gobiliyatlari yig'indisiga teng bo'lgan va kesimning o'tkazish
gobiliyati (yoki miqdori) deb ataluvchi b(R,R) son mos qgo'yilishi
mumkin:

HR,R)= £ 6,.
VeRVjER

Barcha mumkin bo'lgan kesimlar ichida o'tkazish gobiliyati eng kichik
bo'lganini minimal kesim deb ataymiz.

Tarmoqda bir necha turli maksimal ogimlar bo'lishi mumkin ekanligini
yuqorida ta’kidlagan edik. Xuddi shunga o'xshash, tarmoqda bir necha
turli minimal kesimlar bo'lishi ham mumkin.

Ravshanki, agar tarmoq boshlang'ich uchi v. manbada va oxirgi uchi
v, o'pgonda bo'lgan zanjirdangina iborat bo'lsa, bu tarmoq bo'ylab
o'tkazish mumkin bo'lgan maksimal ogim giymati shu zanjimi tashkil
etuvchi yoylaming o'tkazish qobiliyatlarining minimal gqiymati bilan
chegaralangan bo'ladi. Shu tufayii, bu yerda, minimal o'tkazish
gobiliyatiga ega bo'lgan yoy tarmoqning (zanjirning) “tor joyi” deb
atalishi joizdir.

Tarmoqgdagi vs manbani v, o'pgondan ajratuvchi (R,R) kesim iborasi
istalgan tarmoqgda “tor joy” iborasining o'xshashi sifatida qaralishi
mumkin.

Faraz gilaylik, X = {xj |(v,.,vy)e U) - T tannogdagi gandaydir ogim

bo'lsin. Bu tarmoqdagi vt uchdan v, uchga yo'nalgan biror jd yo‘l
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bo‘ylab ogim shu yo‘l yoylaridagi ogimlarning eng kichik giymati sifatida
aniglanadi:

PUI0= g, Xy

Tabiiyki, tarmogdagi X ogimning miqgdori p (X) uchun

P(X)= ~pNe,hX)
LEM
tenglik o'rinlidir, bu yerda M - G orgrafdagi vs uchdan v, uchga
yo'nalgan barcha yo'llar to'plamidan iborat.

Kesimning ta’rifidan ko'rinib turibdiki, vs uchdan v, uchga olib
boruvchi ixtiyoriy jd yo'l shu vs va v( uchlarni ajratuvchi har ganday
(R,R) kesimning hech boVImaganda bitta yoyini o'zida saglaydi. Shuning
uchun, agar ixtiyoriy (R.R) kesimning barcha yoylarini tarmoqdan olib
tashlasak, u holda G orgrafda  uchdan v, uchga boradigan birorta ham
yo‘l (va, demak, ogim ham) mavjud bo'Imaydi.

Demak, yuqorida aytilganlami hisobga olib tarmoqgdagi ogim miqdori
p(X) bilan ixtiyoriy (R,R) kesimning o'tkazish qobiliyati b(R,R)
uzviy bog'langan degan xulosaga kelish mumkin. Bu bog'lanish quyidagi
teoremada o'zining aniq ifodasini topgan.

1- teorema. T =(G,b) tarmoqdagi ixtiyoriy X oqgim miqgdori
p(X) shu tarmogdagi v, manba va v, o'pgonni ajratuvchi har ganday
(R,R) kesunning  o'tkazish  qobiliyatidan ~ oshmaydi, ya’ni
p(X)<b(R,R).

Isboti. T =(G,b) tarmoqdagi X ogim ta’rifidan bevosita quyidagi
tengliklar kelib chigadi:

p(X)= X xv’0= X x*~ X x*%’VeR
(v,,vy)6C/ o (M.y4)6E/ (vt,vd)eL!

Bu tengliklaming mos tomonlaridagi ifodalarni go'shib va o'xshash

hadlarini ixchamlab,

? <= I *ox o I > ”
(vLv) (e(n1,N) WE «,V (e«
tenglikni olamiz. 2) shartni va X ekanligini hisobga olsak,
oxirgi tenglikdan p(X)< =b(R,R) munosabat kelib chigadi. m

<V,V,)E(N.01)
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1955- yilda L. R. Fordlva D. R. Falkerson2tomonidan maksimal oqim
va minimal kesim hagidagi teorema deb ataiuvchi quyidagi teorema
isbotlangan.

2- teorema (Ford-Falkerson). Istalgan tarmogda manbadan
o'pgonga maksimal oqgimning migdori manbani o‘pgondan ajratuvchi
minimal kesimning o'tkazish qobiliyatiga teng.

Isboti. T=(G,b) tarmoq, G = (V,U) orgraf, v*eV manba,

v,e V olpgon va berilgan tarmoqdagi maksimal ogimning miqdori

bo'lsin. Agar tarmoqda shunday X = {x* |(v,.,vy)6 U} oqim topilsaki,
uning p =p{X ) migdori biror (R',R) kesimning o'tkazish

qobiliyatiga teng bo'lsa, 1-teoremadan shu X > maksimal ogim. (R\R )
esa minimal kesim bo'lishi kelib chigadi. Demak, teorema isbotiga ega
bo'lish uchun p =b(R ,R ) tenglik o'rinli bo'ladigan (R',R ) kesimni
qurish mumkinligini ko'rsatish yetarli.

Bunday kesimni qurish magsadida tarkibida albatta vs uch bor bo'lgan,
lekin v, uchni saglamaydigan R to'plamni aniglash zarur. Bu R
to'plam vv uchdan chiquvchi zanjir bilan tutashtirish mumkin bo'lgan
uchlar to'plamidan iborat bo'ladi. V to'plamning qolgan uchlari R
to'plamni tashkil etadi.

X ={xt0|(v,v.)e U} maksimal ogim bo'lsin deb faraz gilamiz. Shu

ogimga mos R to'plamning elementlarini ketma-ket ravishda quyidagi
goida bo'yicha aniglaymiz:

- agar v.e R va x* < bfj bo'lsa, uholda vye R';
- agar v;e R" va xjt >0 bo'lsa, uholda v; e R~.
Agar R to'plamni aniglash jarayonida v, uchni R to'plamga Kiritish

imkoniyati topilmasa, ya'ni v, i R* bo'lsa, u holda izlanayotgan (R*,R")
kesimni qurish mumkin bo'ladi.

Bu yerda bir xil Lester Randolph Ford ism-sharifga ega AQSh matematikJari ota-bola L. R.
Fordlarning kichigi (1927 yilda tug'ilgan) nazarda tutilgan.
D. R. Falkerson (Delbert Ray Fulkerson, 1924-1976)- matematik.
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Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni v,e R' bo'lsin. U holda, /7 to'p-
lamning aniglanish qoidasiga asoslanib, shunday = (vv,v , W v; ,v()

zanjirni  qurish  mumkinki, uning barcha to'g'ri yoylari ogimga
to'yinmagan, teskari yoylarida esa ogim musbat bo'ladi. [ zanjiming
barcha to'g'ri yoylari to'plamini £/+(jU), teskari yoylari to'plamini esa
deb belgilaymiz.

Quyidagi miqdorlami garaymiz: £ = min (b —x ), £= min X
(v,v,[eCUW 1 1 (vnv/)eL\ifi) "

. Tushunarliki, £ = min(£,£) > 0 bo'ladi. Agar p yo'lning barcha to'g'ri
yoylarida ogim £ miqgdorga oshirilib, uning barcha teskari yoylarida esa
£ migdorga kamaytirilsa, u holda tarmoqdagi ogim miqdori £ ga ortadi.

Bu esa x* ogimning maksimal ogim ekanligiga ziddir. Olingan garama-
garshilik v, 2 R ekanligini ko'rsatadi.

Endi yugorida bayon gilingan qoidani ketma-ket qo'llab hosil gilingan
R’ to'plam uchun R'=V\R’ deb olsak, G orgrafning R* to'plamga
tegishli uchlarning biridan chigib R' to'plamga tegishli uchlarning biriga
kiruvchi barcha yoylari to'plami (/?*, R*) kesimni tashkil etadi.

R to'plamning aniglanishiga asosan barcha (v,,v.)e (R*,R ) yoylar
ogimga to'yingan (x* =bi]), R' to'plamga tegishli uchlardan chigib R’
to'plamga tegishli uchlarga kiruvchi barcha (v;,v;)e (7 yoylarda esa
ogim nolga teng (xyf=0) bo'ladi. Shuning uvhun, 1- teoremaning

isbotida hosil gilingan p(X) = A X - ™ x y formulaga ko'ra,

p=p\x)= Y xI_= =b(R"’R")

(v,.Vj)E(A*,Nn") (tyv,)e(N\ii")
munosabatni  olamiz. Demak, qurilgan (R\R')  kesim uchun
p =b(R ,R ) tenglik bajariladi. Bu vyerdan, yuqoridagi eslatilgan

mulohazalarga ko'ra, teorema isbotiga ega bo'lamiz. m
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10.8.3. Ford algoritmi. T = (G,b) tarmogni garaymiz, bu yerda
G=(V,U) - orgraf, b esa G orgrafning yoylarini manfiymas bit
(v,,M £ V) hagiqgiy sonlar to‘plamiga akslantiruvchi funksiya.

G orgraf fagat bitta manbaga va faqgat bitta o ‘pgonga ega boisin deb
faraz gilamiz. Maksimal ogim va minimal kesim hagidagi Ford-Falkerson
teoremasining yuqorida Kkeltirilgan isboti tarmoqdagi maksimal ogimni
topish algoritmini tuzish nuqgtai nazaridan konstruktivdir.

T tarmogning uchlariga, ya’ni V to'plam elementlariga 0,1,2

ragamlami mos qo'yib, tarmogning manbasi 0 uch, o‘pgoni esa m uch
bo‘lsin deb hisoblaymiz. Bu tarmoqda Ford tomonidan taklif etilgan
maksimal ogimni topish algoritmi bilan tanishamiz. Ford algoritmining
jadvallar bilan ish ko'riladigan jarayoni dastlabki, umumiy (takror-
lanuvchi) va yakuniy gadamlardan iborat bo'lib, u quyida keltirilgan.
Dastlabki gadam. O'lchamlari (m+ 1)x(m+ 1) bo‘lgan jadvalni

quyidagicha tuzamiz. Agar (/,/) yoyning o'tkazish gobiliyati br noldan
katta va unga simmetrik (J,i) yoyining o'tkazish qobiliyati bn nolga teng
bo'lsa, u holda jadvalning (/,j) katagiga bt] sonni, uning asosiy
diagonaliga nisbatan simmetrik (/,/) katagiga esa, nolni yozamiz. Agar
by=by= 0 bo'lsa, u holda jadvalning (/,/) va (j,i) kataklari bo'sh
goldiriladi.

Umumiy gadam. 1. Tarmogning manbasidan o'pgoniga o'tkazish
gobiliyati noldan katta bo'lgan yo'l izlaymiz. Buning uchun jadvalning
tarmoqdagi 0 wuchga mos keluvchi ustuniga belgisini qo'yamiz.
Jadvalning 0 uchga mos satridan b0J >0 (j =\,m) elementlami topib,

bu elementlar joylashgan ustunlami 0 ragami bilan belgilaymiz.
Natijada tarmogning musbat o'tkazish qobiliyatiga ega bo'lgan barcha

(0,/) vyoylari aniglanadi. Bu yoylar manbadan o'pgonga bomvchi
yo'lning dastlabki yoylaridir.
Belgiga ega ustunlar ragamlari bilan bir xil ragamli satrlaming har

birini ketma-ket tekshirib chigamiz. Tekshirish jarayonida har bir shunday
satrda, masalan, jadvalning i uchga mos satrida belgiga ega bo'lImagan

ustunlarda bt) > 0 elementlami izlaymiz va shunday element(lar) topilsa
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bu element(lar) joylashgan ustun(lar)ni tekshirilayotgan satr ragami (ya’ni
/) bilan belgilaymiz.

Shu tarzda davom ettirilsa, natijada manbadan o‘pgonga boruvchi
musbat o’tkazish qobiliyatli izlangan yo‘lning navbatdagi yoylari bo'lib
xizmat qilishi mumkin bo'lgan yoylar topilgan bo'ladi. Jadvaldagi belgiga
ega ustunlar ragamlariga mos ragamli tarmoqgning uchlariga to'gri keluvchi
satrlarni tekshirish jarayonini quyidagi mumkin bo'lgan hollardan biri
amalga oshguncha davom ettiramiz:

a) jadvalning o'pgonga mos ustuni belgilandi;

b) jadvalning yangi ustunlarini (shu jumladan, o'pgonga mos ustunini
ham) belgilash imkoniyati yo'q.

Agar a) hoi ro'y bersa, u holda tarmogda manbadan o'pgonga boruvchi
musbat o'tkazish qobiliyatiga ega bo'lgan biror /J yo'l bor. Bu yo'l
quyidagicha aniglanadi.

Jadvalning o'pgonga mos m ustunining belgisi k bo'lsin deb faraz
gilaylik. Demak, fl yo'lda m uchdan oldingi uch k uchdir. Jadvalning k

uchga mos satri va m uchga mos ustuni kesishgan (k,m) katagidagi bkm
elementiga belgisi (b”,), shu katakka asosiy diagonalga nisbatan
simmetrik hisoblangan (%K) katakdagi b~ elementga esa “+” belgisi
(b+k) go'yamiz.

Endi jadvalning Kk uchga mos ustuni belgisi r ragami bo'lsin deb faraz
gilamiz. Jadvaldagi bnk elementdan jadvalning Kk uchga mos ustuni

bo'ylab harakatlanib, uning r uchga mos satriga o'tamiz va brk elementga
belgisi, asosiy diagonalga nisbatan simmetrik bk elementga esa “+”

belgisi go'yamiz. “+” va belgilari qo'yish jarayonini manbaga mos 0
satrga kelib undagi mos elementga belgisi, simmetrik elementga esa
“+” belgisi qo'yguncha davom ettiramiz.

Umumiy gadamning 2- bandiga o'tamiz.

Agar b) hoi bajarilsa, bu holda manbadan o'pgonga boruvchi musbat
o'tkazish qobiliyatiga ega bo'lgan boshga yo'l yo'q. Shuning uchun
umumiy gadamni bajarish jarayoni tugaydi.

Jadvalning belgilangan ustunlariga mos orgraftiing uchlari minimal
o'tkazish qobiliyatiga ega bo'lgan (R,R) kesim uchun R to'plamni

tashkil etadi, orgrafning qolgan uchlari esa R to'plamga tegishlidir. ie R
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uchdan chiquvchi va je R uchga kiruvchi barcha (ij) yoylar to'plami
berilgan tarmoq uchun minimal kesimdir. Yakuniy gadamga o'tamiz.

2. Topilgan jl yo'l o'tkazish qobiliyatining B qiymatini topamiz.
Tabiiyki, B son jU yoini tashkil etuvchi vyoylar o'tkazish
gobiliyatlarining eng kichigiga teng bo'ladi, ya’ni

B = min b~.

Umumiy gadamning 3- bandiga o'tamiz.

3. Topilgan jU yo'lga tegishli yoylarning va ularga simmetrik
yoylarning golgan o'tkazish qobiliyatlarini aniglaymiz. Buning uchun
jadvalning belgisi bo'lgan b7 elementlaridan B sonni ayirib, “+”

belgili b* elementlariga esa B8 sonni qo'shib, natijalami jadvaldagi mos
o'rinlariga yozamiz. Jadvalning yoki “+” belgisi bo'Imagan
elementlari ozgarmaydi. Jadvaldagi barcha belgilami olib tashlaymiz.
Natijada o'tkazish qobiliyatlari o'zgargan tarmogga mos va dastlabki
jadvalga o'xshash bo'lgan yangi jadvalni hosil gilamiz. Umumiy
gadamning 1- bandiga o'tamiz.

Yakuniy gadam. Dastlabki jadvalning elementlaridan oxirgi gadamda
hosil bo'lgan jadvalning mos elementlarini ayiramiz. Natijada musbat
elementlari (/,j) yoyning mos xtJ ogim miqgdorlariga teng bo'lgan,

elementlari esa asosiy diagonaliga nisbatan simmetrik joylashgan oxirgi
jadvalni hosil gilamiz. Tarmogdagi maksimal ogim miqgdori p oxirgi
jadvalning manbaga mos satri yoki o'pgonga mos ustuni elementlari
yig'indisiga teng, ya’ni

Bu maksimal ogim giymatini umumiy gadamni bajarish jarayonlarida
aniglangan barcha Q sonlami go'shib ham hosil gilish mumkin. m

3- misol. 1- misolda garalgan tarmoq uchun vO0 manbadan V5
o'pgonga maksimal ogirnni topish uchun Ford algoritmini go'llaymiz.
Ford algoritmining dastlabki gadami va umumiy gadamining 1- bandini
bajarib 1-jadvalni hosil gilamiz.

Umumiy gqgadamning 2- bandini bajarsak, 0, =min{7, 5, 2} =2
giymatni topamiz. Endi umumiy gadamning 3- bandini bajarib 2- jadvalni
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va algoritmni qo‘llashda davom etib, 3- va 4- jadvallami navbatma-navbat
tuzamiz:

-2 -jadval uchun 0, = min{3, 1, 4} = 1;

-3-jadval uchun 03= min{5, 3, 2, 3} = 2.

Demak, garalayotgan tarmoqda quyida aniqlanuvchi 5 kattalikka ega
ogim maksimal ogimdir: jtQl=4, x®=1, xn =0, jcB=4, jcA=0,
23 0*24 1,x3 0, x2—0, XJ—2, X3 —2,x8=0, =3.

1-jadval

™) () (0) 6] @ ©)

0 1 2 3 4 5
0 T 3
1 o* 2 5
2 0 2 4 1
3 5+ 3 2 2'
4 0 2 4
5 0+ 0
2-jadval
™) 0) 0) (1) @) 4)
0 1 2 3 4 5
0 5 3
1 2 2 3
2 0+ 2 4 r
3 7 3 2 0
4 0+ 2 4
5 2 0+
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Minimal kesim sifatida tarkibidagi R va R qism to'plamlari
?7=4{0, 12,3} va R={4, 5} ko'rinishda aniglangan (R,R) kesimni
ko'rsatish mumkin. Bu kesim (2, 4), (3, 4) va (3, 5) yoylardan tashkil
topishi ravshan. m

Muammoli masala va topshirigiar

1. 2- shaklda tasvir-
langan tarmogda v uchni
manba, w uchni esa
o'pgon deb hisoblab,
undagi bir necha ogimni
aniglang.

2. Ford algoritmni
qo'llab 3- shaklda tasvir-

langan tarmoq uchun VO

2-shakl . .
s dan v4ga maksimal ogimni

aniglang.
3. Ford algoritmni go'llab 2- shaklda tasvirlangan tarmoqg uchun v
dan w ga maksimal ogimni anglang.

4 T=(G,b) tarmogda G =(V,U), V={alax...an}, U -
yoylar  korteji, bif -  (a,,#,) yoyning o’tkazish qobiliyati,
X = {xiJ:(ai,aJ)sU} esa

maksimal ogim bo'lsin. U vaqtda
hech bo'Imaganda bitta (ar a,)e U

yoy topilib, shu yoy uchun xif = bt

tenglik bajarilishini ko'rsating.
5. T~{G,b) tarmoqda

G =(V,U), v={a0,al,...,aj, a0

korteji, by - {a(,a™ yoyning  o’tkazish  qobiliyati  va
X -{Xjj :(a,,aj)e U} biror ogim bo'lsin. Agar a0 va anni bog'lovchi
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zanjiming barcha (a(,a ) to‘g‘ri yoylarida xj < bfi va barcha teskari
yoylarda esa xtJ> 0 boisa, u holda bu zanjirga X ogimni orttiruvchi

yo‘l deymiz. Berilgan X ogimning maksimal ogim bo‘lishi uchun uni
orttiruvchi yo'Inmg topilmasligi zarar va yetarli ekanligini ko‘rsating.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Graftushunchasi ganday umumlashtirilishi mumkin?

2. Tarmoqdagi ogim deganda nimani tushunasiz?

3. Yoyning o‘tkazish gobiliyati nima?

4. Graf uchlarining chigish va kirish yarim darajalari deb nimaga
aytiladi?

Tarmogda manba va o'pgon deganda nimani tushunasiz?
Yoy bo'ylab ogim nima?
Tarmogqdagi ogim miqdori ganday aniqglanadi?
Tarmogdagi maksimal ogim deganda nimani tushunasiz?

9. To'yingan yoy bilan to‘yinmagan yoy bir-biridan nimasi bilan farq
giladi?

10. To‘g‘ri yoy bilan teskari yoy orasida qanday farq bor?

11. Tarmoqdagi manbani o‘pgondan ajratuvchi kesim qanday
aniglanadi?

12. Tarmoqdagi minimal kesim deganda nimani tushunasiz?

13. Ford-Falkerson teoremasiga ko‘ra istalgan tarmogda manbadan
0°‘pgonga maksimal ogimning migdori nimaga teng?

14. Tarmoqdagi maksimal oqgimni topishga mo‘ljallangan Ford
algoritmning jadvallar bilan ish ko‘radigan jarayoni ganday gadamlardan
iborat?
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ASOSTY BELGILASHLAR

Kitobda quyidagi asosiy belgilashlar gabul gilingan.

N - natural sonlar to'plami,

Z - butun sonlar to'plami,

R - hagigiy sonlar to'plami,

0 - bo'shto'plam,

U - universal to'plam,

[/1] - A to'plamning quwati,

U - birlashma belgisi,

I_I- kesishma belgisi,

A\B - A to'plamdan B to'plamni ayirish natijasida hosil bo'lgan to'plam,
AB- A to'plamni B to'plamgacha to'ldiruvchi to'plam,

A - A to'plamni U universal to'plamgacha to'ldiruvchi to'plam,

2 4- A to'plam uchun bulean,
Pn- TMta elementli to'plam uchun o'rin almashtirishlar soni,

A™ - TMta elementdan LLltadan o'rinlashtirishlar soni,

C"™ - ntaelementdan M tadan gruppalashlar soni,

- Nta komponentli kortej uchun takrorli o'rin almashtirishlar

soni (M +M2+ ...+ Tk =0),

—m
An - [Mta turli elementlardan ttl tadan takrorli o'rinlashtirishlar soni,

—M
Cn - Wtaelementdan Llltadan takrorli gruppalashlar soni,

B(n,k) - go'shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan holda natural Il sonning K ta

go'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni,
B{n) - qgo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan holda natural YI sonning K ta
go'shiluvchilarga barcha bo'laklanishlari soni,
R.(n, k) - qgo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural I7 sonning K ta

go'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni,
R(n) - go'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural Il sonning barcha

bo'laklanishlari soni,

m - teorema, natija, lemma, xossaning isboti yoki misol, algoritm tugaganligi.
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