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Суз боши

1991 йил 31 август мамлакатимиз тарихида букж ва унутил- 
мас сана булди, яъни Узбеки стон мустак.ил давлат деб эълон 
к,илинди. lily куглут ва мукдцдас кундан бошлаб олий таълим 
сохасида хам бир кдгор ижобий ишлар амалга оширилди. Тех
ника олий укув юртларида Kjhi босцичли таълим тизими жорий 
цилиниб, бакалавр ва магистр буйича мутахассислар тайёрлаш 
йулга куйилди. Бу эса техника олий укув юрти укитувчиларидан 
жахон андозаларига тула жавоб бсрадиган, м у с га килл и г и м из та- 
лаб ва э\тиёжларига мос бакалавр ва магистр укув рсжаси, укув 
режага тула мос келувчи укув дастурлари, олий касбий таълим- 
нинг давлат стандартлари х;амда “Миллии дастур” талаблари 
асосида дарслик ва укув-услубии адабиётлар яратишни такозо 
этади.

Ушбу дарсликни ёзищда муаллифлар “Дифференциал тенг- 
ламаларнинг сифат назарияси”ни баён этиш, мавзуга оид ми- 
сол ва масалалар ечиш, техника ихтисосликларига мослаб укитиш 
хусусиятини хисобга олган холда унинг физикага, механикага, 
электротехникага, биологияга, медидинага татбикига эътибор 
берган холда мисол ва масалаларни ечши усулларини курсатишни 
уз олдиларига мацеад килиб куйдилар. Ечилишлари билан бс- 
рилган мисол ва масалалардан ташкари мустакдл ечиш учун хам 
етарлича мисол-масалалар келтирилган.

Дарсликка муаллифларнинг бир неча йил давомида Абу Рай- 
хон Беруний номидаги Тошкент Давлат техника университета 

Энергетика ва электроника”, “Автоматика ва хисоблаш” тех- 
никаси факультетларининг иккинчи курс талабаларига “Диф
ференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва унинг татбик,- 
лари га дойр укиган маъруза ва олиб борган амалий машгулот- 
лари асос булди.

Бундан ташкари шу сохага тегишли мавжуд адабиётлардан, 
жумладан, рус тилида ёзилган дарсликлардан фойдаланилди.

ш у дарсликни тайёрлашда узларининг кимматли масла- 
\ат ва ердамларини аямаганлари учун Украина миллий ФА ака-
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демиги ва Россия ФА академиги Митроиольский Юрий Алек- 
сеевичга, Узбекистан ФА академиги Нуъмон Юнусович Сати- 
мовга, СамДУ нинг профессори ф.-м-ф-д Акмал Раббинович 
Артиковга, Тошкент ДТУнинг “Олий матматика” кафедраси до- 
пентлари Р. Р. Абзалимовга ва А. Нарзиевга муаллифлар уз мин- 
натдорчиликларини билдирадилар.

Мазкур дарслик шу сохдда узбек тилида ёзилган дастлабки 
китоблардан булганидан хато ва камчиликлардан холи деб 
булмайди. Шу боис дарслик хасида билдирилган фикр ва муло- 
хазаларни миннатдорчлик билан к,абул киламиз.

Муа-гаифлар



КИРИШ

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси диф
ференциал тенгламалар ечимларининг (интеграл эгри чи- 
зиклари)нинг текисликда ва куп улчовли фазолардаги ман- 
зарасини геометрик тасвирлашни урганади.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси асос- 
чилари А. М. Ляпунов ва А. Пуанкаре хисобланадилар. 
А. М. Ляпунов сифат ва харакат назариясига турли меха
ник системаларнинг тургунлигини текш ириш  оркали, 
А. Пуанкаре эса сифат назарияси масалаларига назарий 
космогония (куёш системасининг тургунлиги) дан келиб 
чикиб ёндошди.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва 
унинг татбикдари сохасида уз даврининг буюк математик- 
лари А.Пуанкаре, В. В. Степанов, В. В. Немицкий, С. Леф- 
шец, А. М. Ляпунов, Ф. Трикоми, Э. А. Каддингтон, Н. Ле
винсон , Дж. С ансоне, Н. П. Еругин, А. А. Андронов,
A. А. Витт, С. Э. Хайкин, Е. А. Леонтович, И. И. Гордон,
B. И. Арнольд, И. Г. Петровский, Л. С. Понтрягин вабош - 
халар изланишлар олиб борганлар. Уларнинг илмий иш- 
лари, дарсликлари бутун жахонга маълумдйр.

Бундан ташкари Д. Эрроусмит, К. Плейс, В. В. Амель
кин, А. П. Садовский ва бошк,а олимларнинг махсус нук- 
талар назариясига багишлаб ёзилган бир ханча хулланма- 
лари мавжуд.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назариясини 
ривожлантиришда ва унинг тех ни ка га татбихларида олим- 
лардан Л. И. Мандельштам, Л. И. Папалекси, А. А. Андро- 
d° B* АпА' ^ 010ЛЮ^ °В’ Г- И. Марчук, Ю. А. Митропольский, 

. А. Плисс, И. С. Куклес, X. Р. Латиповлар мухим хисса 
ХУшдилар.



Юкррвда номлари кайд этилган олимларнинг дарслик- 
лари монофафия тарзида 1940—1980 йилларда чои этилган 
ва улар дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси 
буйича шугулланувчи мутахассисларгагина тушунарли булиб, 
уларда дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва 
уларнинг татбикдарининг сунгги ютук^ари ёритилмаган.

Сизларга такдим кдпинаётган ушбу дарслик куйидаги 
узига хослиги билан мавжуд дарсликлар ва монография- 
лардан фарк кдлади:

— биринчидан, дарслик шу сохдца узбек тилида чоп 
этилаётган дастлабки дарсликлардандир. Ш унингдек, 
ю кор ид а кайд этилган ва мавжуд булган рус ва узбек ти
лида ёзилган дарсликлардан умуман фарк килиши билан;

— иккинчидан, дарслик хамма тушунадиган содда ва 
равон тарзда ёзилиши ва укувчиларни дифференциал тенг- 
ламалар сифат назариясининг энг содда усуллари ва унинг 
моделлари билан таништиради;

— учинчидан, биология, медицина, физика, электро
энергетика ва хоказо сохаларга о ид масалаларни ечишнинг 
дифференциал тенгламалар сифат назарияси усулларининг 
бошка математик усулларидан афзаллиги курсатиб берил- 
ган. Дарсликда, \аётий ^одисалар ва жараёнларни матема
тик моделлаштиришда дифференциал тенгламаларнинг 
сифат назарияси усулларидан фойдаланиш тавсия кдлина- 
ди. Тавсия кдгшнаётган усуллар табиат ва техникада учрай- 
диган \ар  хил масалалар ёрдамида курсатиб берилган;

— туртинчидан, дарсликда текисликдаги махсус нук- 
талар назарияси ва уларнинг татбики баён этилган. Диф
ференциал тенгламалар сифат назариясининг бир катор 
умумий теоремалари, биринчи ва иккинчи гурух содда ва 
мураккаб махсус нукталар турлари, фокус ва марказ булиш 
муаммоси, яъни даврий тебраниш ларнинг мавжудлиги 
масаласи, чексиз узокдашган махсус нукталарни урганиш 
усуллари ва бутун текисликда интеграл эгри чизикларнинг 
манзарасини чизиш урганилади.

Дифференциал тенгламалар сифат назарияси бошка 
фанларга нисбатан ёш фан булиб, бор адабиётларда уни 
яратган буюк олимлар хакнда маълумотлар йук. Шуни 
эътиборга олиб дифференциал тенгламаларнинг сифат 
назарияси асосчиларидан А. Пуанкаре ва А. М. Ляпунов- 
лар хакдда кискача маълумот беришни лозим то!щик.
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АНРИ ПУАНКАРЕ

XIX аср иккинчи ярми- 
нинг буюк математиги, ме- 
ханиги, назариётчи физиги 
А нри П уанкаре (1854—
1912) 1854 йил 29 апрелда,
Ф ранциянинг кддимий ша- 
*арларидан бири булган 
Нансида шифокор оиласи- 
да дунёга келди. Пуанкаре- 
лар оиласвда бир кднча маш- 
^ур киш ил ар вояга етди.

Пуанкареда математика- 
га булган кизикиш лицейда укиш даврининг туртинчи йи- 
лидаёк, намоён булган эди. У элементар математика буйи- 
ча утказилган конкурсда биринчи мукофотни олиб, уз 
кобилиятини намойиш этганди.

Пуанкаре огзаки имтих;онларни к;андай топширганли- 
ги ^акдаа ^озирга кддар ривоятлар юради.

Лик, тула зал ... Пуанкаре тутила-тутила, \ар  замон 
кузларини юмиб, секин гапирмокда. У кдгааётган исботни 
тухтатиб, янги исботни курсатишга рухсат сурайди ва бир 
оздан сунг: “ Йук,! Мен яхшиси узимнинг биринчи исбо- 
тимга кайтаман. У к^скд ва жозибалидир”, деб хитоб кила- 
ди. Пуанкаре Политехника мактабига укишга кириш пай- 
тида профессор Тиссонинг элементар математикадан бер- 
ган саволига бирданига учта \ар  хил жавоблар келтириб 
юк,ори ба^о олишга муяссар булган.

А. Пуанкаре 1875 йидда Политехника мактабида, 1875- 
1879 йилларда Олий Tof мактабида укдди ва бу мактабни 
бигиргач, бир кднча вакт Франциядаги конлардан бирида ток 
му^андиси булиб ишлади. 1879 йилдан бошлаб у узининг вак- 
тини илмий изланишга ва илм-фанга, у^тувчиликка багиш- 
лади. 1879-1881 йилларда Канн университетида укитувчилик 
килди, 1881 йидца унга Париж университетининг докгори 
илмий даражаси берилди. Беш йилдан сунг Анри Пуанкаре 

ариж университетининг математик физика ва э^гимоллар 
назарияси профессори булиб ишлай бошлайди.
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Анри Пуанкаре 1887 йидда, 33 ёшида Париж Фанлар 
академиясининг аъзолигига, 1908 йилда эса Франция Ф ан
лар академиясининг аъзолигига сайланди.

Узининг 35 йиллик илмий-педагогик фаолиятида Анри 
Пуанкаре 500 дан ортик мемуарлар, 20 томдан оргик, ма
тематик физикага дойр асарлар, 10 дан ортик. математика, 
астрономия, механика ва философияга оид монография- 
лар ёзди.

Анри Пуанкаре илмий ишларининг купчилик кисми 
дифференциал тенгламалар назариясига багишланган.

Маълумки, дифференциал тенгламаларнинг сифат наза
рияси XIX асрнинг охирги чорагида пайдо булиб, бу наза- 
рия А. Пуанкаре ва А. Ляпунов номлари билан богликдир.

А. Пуанкаре уз ишларида дифференциал тенгламалар
нинг сифат назариясини яратди, интеграл эгри чизиклар- 
ни текисликда ва сферада жойлашиш манзарасини тек- 
ширди, махсус нук^галарни классификация сини, интеграл 
эгри чизшдтрнинг торда жойлашишини, уларнинг п улчов
ли фазодаги айрим хоссаларини урганди. А. Пуанкаре то- 
монидан эришилган айрим натижалар фундаментал а^ами- 
ятга эга булиб, улар кейинги илмий изланишлар учун асос 
булиб хизмат к,илди ва кдимокда.

А. Пуанкаренинг “Осмон механикасининг янги усул- 
лари” номли уч томлик китоби х;озирги кунда хам нафа- 
цат астроном-назариётчиларнинг балки физик ва механик- 
ларнинг х,ам ажойиб кулланмасига айлангандир. Пуанка
ре бу асарида дифференциал тенгламаларнинг асимптотик 
ва иккиланган даврий ечимлари назариясини ривожлан- 
тириб, уларни катьий асослаб берди. Бу ишлари билан у, 
илгари маълум булмаган, янги даврий ва асимптотик хдра- 
катларни кашф кдлди, кичик параметрлар усули, кузгал- 
мас нукта, вариация тенгламалари тушунчаларини кирит- 
ди, моддий система ^арака гининг тургунлик назариясига 
асос солган инвариантлар назариясини ишлаб чикди.

А. Пуанкаре томонидан яратилган кичик параметрлар- 
ни уз ичига олувчи, чизик^и булмаган дифференциал тенг
ламалар системасининг даврий ечимлари манзарасини 
чизиш усули умумий механика, электро ва радиотехника, 
автоматика ва физиканинг бир канча булиМларида кенг 
талкинини топган.
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Анри Пуанкаре фанга математиканинг барча сохала- 
рини биринчи даражали натижалар билан бойитган мате
матик сифатида кириб келган олимдир. У осмон механи- 
каси тарихида янги эра очган, топология ва нисбийлик 
назарияси бошловчиси, квант назарияси ижодкорларидан 
бири, уз ишларида назарий ва математик физикани кенг 
куллаган олимдир.

А. Пуанкаренинг илмий ишлари космогония, тополо
гия, эхтимоллар назарияси, нисбийлик назарияси, чизик- 
лимас механика фанларини ривожланишида мухим ахами- 
ятга эгадир.

А. Пуанкаре 1912 йил 17 июлда вафот этди.

ЛЯПУНОВ АЛЕКСАНДР МИХАЙЛОВИЧ

Ляпунов Александр Ми
хайлович 1857 йили 6 июн (25 
май) Ярославл ш а\рида ту- 
галди. Унинг отаси астроном 
булиб, козон университетида, 
кейинчалик эса Демидов ли- 
цейида директор лавозимида 
ишлаган. Ляпунов бошланг- 
ич маълумотни отасидан ва 
(отасини улимидан сунг) уша 
даврнинг машхур физиологи 
И. М. С еч ен о вн и н г  укаси 
булмиш Р. М. С еченовдан  
олди. Ляпунов 1876 йили Нижний Новгород шахридаги 
гимназияни олтин медал билан тугатгандан сунг, Петер- 
6ypi университети физика-математика факультетининг ма
тематика булимига ук,ишга киради. 1885 йили Лянунов 

Эллипсоидли мувозанат куринишдаги хаРакаг «.илувчи 
с>ток,яикнинг тургунлиги хакида” мавзусида магистрлик 
диссертациясини ёкдаб, приват-доцент унвонини олди ва 
шу иили Харьков университетининг механика кафедра- 
сига мудир кили б тайинланди. Дастлаб жуда куп вактни у 
маърузалар матнларини тайёрлашга сарфлаган булса, 1888 
иилдан ошлаб унинг “чекланган озод даражали сонлар-
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дан тузилган механик системалар х;аракатининг тургун- 
лик назарияси” буйича илмий ишлари матбуотда чик,а 
бошлади.

1892 йили Ляпунов “Харакатнинг тургунлиги х,акидаги 
умумий масала” номли ажойиб ишини эълон кдлиб, шу 
йилиёк Москвада ушбу ишни докторлик диссертацияси 
сифатида х,имоя килди. Унинг докторлик диссертацияси- 
га буюк олимлардан Н. Е. Жуковский ва Б. К. Млодзеевс- 
кий оппонентлик кдлдилар. Ляпуновнинг Харьков шахри 
давридаги фаолияти потенциал назария ва эх;тимоллар 
назариясига багашланган булиб, бу даврда у ушбу назари- 
ялар буйича юк,ори даражали натижаларга эришган эди.

Харьков университетидаёк, (1893 йили) Ляпунов оддий 
профессор унвонига сазовор булган. У математиканинг 
механика, математик физика, эх,тимоллар назарияси ва 
бошкд булимларидан маърузалар укиди.

А. М. Ляпунов ажойиб маърузачи, узининг тингловчи- 
ларига фаннинг энг юк;ори чуккиларини очиб бера олади- 
ган, шунингдек талабаларнинг ало\ида хурматига сазовор 
булган профессорлардан булган. У маърузаларга узига та- 
лабчанликни сезган \олда тайёргарлик курар эди. У ёзган 
кулланма ва ёзувларида маълумотларни юк,ори илмий да- 
ражадаги баён этилиши, шунингдек бошк,а кулланма ва 
дарсликларда булмаган айрим янги далиллардан иборат 
булишига катта ахдмият берар эди. Бу кулланма ва ёзувлар- 
ни мустак,ил илмий-услубий ишлар деб х^соблаш мумкин.

XIX асрнинг охири XX асрнинг бошларида А. М. Ля
пуновнинг номи машхур олим сифатида бутун дунёга та- 
нилди. 1900 йилда у амалий математика кафедраси буйи
ча Россия Фанлар академиясининг мухбир-аъзоси, 1901 
йилда эса академиги килиб сайланади.

1902 йилнинг ба^орида Ляпунов Петербургта келди. 
Ш ундан бошлаб у педагогик фаолиятини тухтатиб, бутун 
вактини илмий изланишларга багашлади. У узи бошлаган 
Чебишев муаммосига кайтиб, масаланинг куйилишини 
кенгайтириб уни ечишни охирига етказди. Ляпуновнинг 
Петербургдаги ишлари асосан осмон жисмлари назария
сига багишланган. Бу даврда у илмий муаммолар буйича 
бутун дунёга машхур булган Пуанкаре, Пикар, Корн, Кос- 
сера ва бошка таникли олимлар билан доимий равишда
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хатлар ёзиш оркрли мулок,отда булди. 1908 йил и Римда 
утказилган IV Халкдро математиклар илмий конгрессида 
кдтнашди.

Ляпуновнинг фандаги улкан хизматлари тан олина бош- 
ланди. У Рим Фанлар академиясининг аъзоси, Париж 
Фанлар академиясининг мухбир-аъзоси, Петербург ва Ко
зон университетларининг, Харьков математиклар жамия- 
тининг ва бошкд бир к,атор илмий жамиятларнинг фах- 
рий аъзоси к,илиб сайланган. А. М. Ляпунов 1918 йил 3 
ноябрда оламдан утган.



I Б О Б
ТЕКИСЛИКДА МАХСУС 

НУКТАЛАРНИ ТЕК Ш И РИ Ш

Уз вацтида физика математика ри- 
вожига к>андай таъсир курсатган булса, 
инсон организми хам математика та- 
ра^иётига шундай таъсир курсатади.

РИЧАРД БЕЛЛ МАИ

1-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА ХАКИДА ТУШУНЧА

Т а ъ р и ф. Эркли узгарувчи х, номаълум функция у  ва 
унингу ', у " , ... .У"'1*, У"' хосилалари орасидаги богланиш- 
ни ифодалайдиган тенглама дифференциал тенглама дейи- 
лади ва у умумий куринишда куйидагича белгиланади:

р ( х , у , у ' , у \ . . . У я- ' \ / я)) = 0 . ( 1.1)

( 1.1) — л-тартибли ошкормас оддий дифференциал тенг
лама дейилади.

Агар (1.1) тенгламадан Ул> ни аниклаш мумкин булса,

у<л> = /( х ,  у, А » )

куринишдаги тенглама л-тартибли ошкор оддий дифферен
циал тенглама дейилади.

Дифференциал тенгламалар номаълум функция сифа- 
тида факдт бир узгарувчили функция кдтнашадиган од
дий дифференциал тенгламаларга ва куп аргументли функ- 
цияларнинг хусусий хосилалари кдтнашадиган хусусий 
хосилали дифференциал тенгламаларга булинади.

Оддий дифференциал тенгламалар ичида энг соддаси 
биринчи тартибли дифференциал тенгламадир, у

Д х , У, У )=0 ёки y '= f(x , у) (1.2)

куринишларнинг бири билан ифодаланади, бунда fix , у)
— бирор О сохада аналитик функция. ( 1.2) дифференци
ал тенгламанинг унг к,исми, яъни /(х ,у )  функция Оху те- 
кислигида бирор G со^адаги х<Ф бир нук,тадан утувчи 
дифференциал тенгламанинг ечимларидан иборат интег-
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рал эгри чизикдарга утказилган уринманинг бурчак коэф- 
фидиентини аникдайди.

Агар ечимларнинг х;ар бир нук,тасидаги бурчак коэф- 
фициентларининг йуналишини аникдасак, у холда йуна
лишлар майдонига эга буламиз.

Ушбу
/(* ,  У)=к  (&=const) (1.3)

тенглама билан аникуганадиган чизиклар туплами ( 1.2) 
тенгламанинг изоклинлари дейилади. (1.3) чизик, билан (1.2) 
тенгламанинг ечимини (яъни интеграл чизикдари) ке- 
сишган нуктасидан утказилган уринма (Ъсукининг мусбат 
йуналиши билан ташнил этган бурчагининг тангенси tga= k
га тенг булади. Агар к -  у  булса, (1.2) тенглик маънога
эга б>шмайди, шунинг учун ( 1.2) тенгламани

dy f ( x , y )

куринишда ёзиб оламиз. (1.4) тенглама учун к  = у  булганда
(1.3) тенглик маънога эга булади. Демак, изоклинларга кура 
йуналишлар майдонини чизиш мумкин. Йуналишлар май
донига кура дифференциал тенгламанинг интеграл эгри 
чизи^ларини чизишимиз мумкин.

Ушбу
v _Q(.x,y)

(1-5)

дифференциал тенглама учун изоклин чизикдари (агар 
уларни чизиш мумкин булса) куйидагича аникдана-

д и :т { ~ у  = к  ёки 0(х > У)~кР{х, у)=0, бунда 0</:<°°. Шу-
нингдек, L0: Q(x, у  )=0 тшзиклар изоклин ноли, : Р(х, у )= 0  
чизикдар изоклин чексизи дейилади.

Бу изоклинларнинг кесишган нукгаларида (1.5) тенг
ламанинг ^нг кисми jj куринишдаги аник^масликдан ибо-
рат булади, яъни йуналишлар майдони аник,мас булиб 
Колади.

Агар у(х) эгри чизик; узининг ^ар бир нуктасида йуна
лишлар майдонининг бирор векторига уриниб утса, у(х)
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эгри чизик, дифференциал тенгламанинг ечими булади ( 1- 
чизма).

Бизга маълумки, дифференциал тенглама чексиз куп 
ечимга эга булади ва у

У=<Р (*, Q  
(бунда C=const) куриншцца ёзилади.

/ 2 V1-мисол. у  = --^-диф ф еренциал тенгламанинг ечим-
ларидан иборат булган интеграл чизикларни изоклин усу
ли билан такрибан чизинг.

Е ч и ш . ~ ^ -  = к  деб (бунда к= const), берилган тенг- 
кламанинг у - - —х  чизикдари топилади, улар эса коор-

динаталар бошидан утувчи тугри чизиклардан иборат 
булиб, йуналишлар м ай д о н и /= £ = 1̂  тенглик билан аник,- 
ланади. к  га *ар хил кийматлар бериб уларга мос изоклин- 
ларни топамиз. К,уйидаги жадвални тузамиз:

к 0 ~ 7 Т ±1 ± 2 ± 3 =+оо

а 0 ± 3 0 ” =  ±45°

очо+1 ± 6 4 “ =  ± 7 2 ' ± 90”

н|гч1IIА
. > -0

у  ~ 2 S
У = +^-х *< II +1 H

ib
l

X у  = + х У = Т у х х= 0

Жадвалда берилганларга кура йуналишлар майдонини 
ва ундан фойдаланиб, берилган дифференциал тенглама
нинг интеграл эгри чизикларини такрибан чизиб оламиз 
(1-чизма). Бунда бурчакнинг мусбат ёки манфий булиши- 
га кдраб изоклинларнинг уки билан ташкил этган бурчак- 
лари соат стрелкаси йуналишига карама-карши ёки соат 
стрелкаси йуналиши буйича олинади.

2-мисол. Изоклин усули билан у' = у  тенгламанинг
интеграл чизикларини ясанг.

Е ч и ш . Берилган тенгламанинг изоклин чизиклари
оиласи £ = к ёки х= 2к  лардан, яъни изоклин чизиклар
Оу укига параллел тугри чизиклардан иборат булади (2- 
чизма). к= 0 булса, х=0 (Оу уки) изоклини *осил булиб,



1-чизма.

унинг \ам м а нук,таларида йуналишлар майдони Ох ук,ига
параллел булади. к = -  да х=3 изоклинга эга буламиз,
унинг х^мма нук^аларида йуналишлар майдони Ох ук,и
билан 45° ли бурчак ташкил этади; £ = -  j  да эса х = -3
изоклин *осил булиб, унинг ^амма нук^аларида йуналиш
лар майдони Ох ук?1 билан -45° ли бурчак ташкил этади. 
Буларга кура интефал чизик^арни такрибан чизишимиз 
мумкин (2-чизма).

Теорема (ягона ечим мавжудлиги \ак,ида). Агар / (х, у) 
функция цуйидаги шартларни цаноатлантирса:

а) f  (х, у) — D ёпик, сохрда узлуксиз;
б) f  (х, у )< М  (бунда М  — узгармас мусбат сон);

< мв)  (бунда N  — узгармас мусбат сон),
У х,олда D со^ага тегишли х=х0> у=у0 нуцтадан (1.2) тенгла
манинг битта ва фан;ат битта

У = j(x )
15



интеграл эгри чизиш (ечими) утади (3-чизма).
Бу теореманинг татбик.ини биринчи булиб француз ма- 

тематиги Коши батафсил урганганлиги учун уни Коши ма- 
саласи хам дейилади. Коши масаласи дифференциал тен
гламанинг берилган бошлангич шартлар (х=х0, у=у0(хп)) 
ни каноатлантирувчи хусусий ечимини ихчашдан иборат- 
дир.

Оддий дифференциал тенгламаларни биринчилардан 
булиб А. Л. Эйлер татбик,ий масалаларни ечишда, яъни 
осмон механикасига дойр масалаларни ечишда ишлатган.
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Олимлар оддий дифференциал тенгламаларни урганишда 
уч йуналишда илмий изланишлар олиб боришган.

1. Дифференцисы тенгламанинг ечимини топишнинг сон- 
ли усули

Агар х=х0, у=у0 бошлангич шарт берилган булса, у холда 
шу шартни к,аноатлантирувчи дифференциал тенгламанинг 
ягона ечимини топиш мумкин. Бу усул амалий ахамиятга 
эга булиб, унинг ёрдамида Э \М  учун дастурлар тузилади. 
Пекин бу усул ёрдамида берилган тенгламанинг фак,атх=х0, 
у=у0 бошлангич шартларига кура умумий ечим эмас, бал
ки битгахусусий ечими топилади. Иккинчи хусусий ечим- 
ни х=х,, у= у{ бош л ан тч  шартлардан фойдаланиб топила
ди ва хоказо. Бу сохада Коши, Эйлер, Пикар, Пеано ва 
бошка олимлар илмий иш олиб борганлар.

2. Дифференциал тенгламанинг ечимини аналитик усул- 
да топиш

Ушбу усулда дифференциал тенгламанинг ечимини

Катор куринишида изланади ва av av  ... ап, ... номаълум 
коэффициентлар аникданади. Сунгра (1.6) кдторнинг 
якинлашувчи ёки узок,лашувчи эканлиги аникданади.

Бу усулнинг афзаллиги шундан иборатки, бунда ечим- 
нинг куринишини аниклаш мумкин, лекин бу ечимнинг 
токлиги, жуфтлиги, даврийлиги ва геометрик чизмаси ха- 
КВДа фикр юрита олмаймиз. Бу усул билан Коши, Эйлер, 
Ляпунов, Голубев ва бошка олимлар шугулланганлар.

3. Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси 
Осмон механикаси масалаларини ечиш учун одатда 

оддий дифференциал генгламалар тузилади ва бу тенгла
маларнинг ечимини топиш керак булади.

Бизга маълумки, бундай, баъзи бир энг содда диффе
ренциал тенгламаларнинг умумий ечимлари хозиргача 
топилмаган. Бунга мисол килиб, ушбу

у=а1х + а ^ + ...+ апх"+ ... ( 1.6 )

£  = R { x ) /  + Q(x)y + Р (х ) ,
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(бунда п — х.ак.и^ий сон) Риккати ва Бессел тенгламала- 
рини олиш мумкин. Бундам тенгламаларни урганиш би
лан дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси 
шугулланади.

Осмон механикаси масалаларини ечишга Пуанкаре 
боищача ёндошди, яъни берилган дифференциал тенгла- 
мани интегралламасдан, унинг унгтомонининг хоссалари 
буйича ечимларини геометрик тасвирлаш масаласини 
куйди.

Рус математиги А. Н. Ляпунов ^аракатнинг тургунлиги 
масаласи билан шугулланиб, худди шу турдаги масалага 
келди. Ш унингучун Пуанкаре ва Ляпунов дифференциал 
тенгламаларнинг сифат назариясининг асосчилари *исоб- 
ланадилар. Француз математиги Дюлак, швед математиги 
Бендиксон, немис математиги Фроммер ва бошк,алар диф
ференциал тенгламаларнинг сифат назарияси буйича сал- 
мокди натюкаларга эришдилар.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ра
диотехника. автоматлаштириш, космогония «даларида 
кенг куллана бошлаганлиги сабабли, XX асрнинг уртала- 
ридан бошлаб тез ривожлана бошлади.

Бу сохдда МДХ математикларининг хизматлари катга.

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг изоклин 
ноли ва изоклин чексизи кдндай чизикдардан иборат экан- 
лигини аникданг.

1 j,'
у  ху - 1 2. У' =

х 2 + / - 5
(у - х ) (З х + у - 5 )

х 2- у 2
3- у  г

, _  -4лг+2лу-8 
У 4х2- ^  ‘

У =
9х2+4у2-3 6

х - у г
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2-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ МАХСУС 
ЕЧИМИ ВА МАХСУС НУК.ТАЛЛРИ

] - т а ъ р  и ф. A rapy= /(x ) функция учун [а; Л] кесмадаги 
барча х  ва х, ларда

|/ ( x ) - / ( x , )  | < к | х - х 11

тенгсизликни к,аноатлантирувчи к>0 сони мавжуд булса, 
у х,олда/ (х) функция [я; Ь] кесмада Липшиц шартини к,ано- 
атлантиради дейилади.

Липшиц шарти у '= /(х )  дифференциал тенглама ечи- 
мининг мавжудлиги ва ягоналиги ^акддаги теоремада х;ам 
ишлатилади. Хар кандай узлуксиз дифференциалланувчи 
функция Липшиц шартини кдноатл антирад и.

2- т а ъ р и ф . Текисликнинг бирор сох;асидаги хар бир 
нукгасида дифференциал тенглама ечимининг ягоналиги 
бузиладиган ечим махсус ечим дейилади.

Агар дифференциал тенглама биринчи тартибли булса, 
у хрлда махсус ечимга утказилган уринма йуналиши буйича 
махсус ечимнинг х;ар бир нукгасидан яна битта интеграл 
эгри чизик, утади. ( 1.2) тенгламанинг махсус ечим нук,та- 
ларида Липшиц шарти бажарилмайди.

Махсус ечим дифференциал тенгламанинг умумий ин- 
тегралини ^осил кдлувчи F(x, у, С)=0 интеф ал Эфи чи- 
зикдар оиласининг урамасидан иборат булиб, у умумий 
ечимдаги С нинг бирор к^йматидан х;осил булмайдиган 
ечимдир.

1-м и с о л. у' = J y  дифференциал тенгламанинг уму
мий интефали у  = — ' . параболалар оиласидан иборат.
Махсус ечим у=0 (Ox yigi) шу оиланинг ^ам аси д и р  (4- 
чизма).

2-мисол. Ушбу х  -J1 + у 2 dx + у  Vl + x 2dy = 0 дифферен
циал тенгламанинг махсус ечимини топинг.

Е ч и ш. Берилган дифференциал тенгламанинг иккала

кисмини га ^ ай™Риб

19



4-чизма

ни х;осил к?*ламиз. Буни интеграллаб куйидаги умумий 
ечимга эга буламиз:

Ечимдан куриниб турибдики, берилган дифференциал 
тенглама махсус ечимга эга эмас.

3 -т а ъ р и ф . Бирор эгри чизик,тенгламаси

тенглик бажарилса, Р0(х0, >>0) нук^а (2.1) тенглама билан 
берилган эгри чизикдшнг махсус нуцтаси, тенглик бажа- 
рилмаса, оддий нуцтаси дейилади.

Агар махсус нуктада моддий нук,та тезлиги нолга тенг 
булса, у холда махсус нукга тинч холатда (ёки мувозанат 
Холатда) дейилади.

Хосилага нисбатан ечилган биринчи тартибли диффе
ренциал тенгламанинг махсус нуктаси куйидагича топи
лади.

Vl + JC2 +л/1 + у г = с  (С >  0)

Д х, у)=0

берилган б^лсин. Агар (2.1) тенглама учун

(2. 1)

^  = 0  ва ^  = 0
*  ро dy ро

Ушбу
(2 .2)

дифференциал тенглама берилган булсин. (2 .2) ни куйи
даги куринишда ёзиб оламиз:



dx _  1
dy f ( x , y ) ' <2 -3 )

Arap P0(x0, У0) нуктанинг атрофида (2.2) ва (2.3) тенглама
ларнинг Унг к,исмлари Липшиц шартини кдноатлантир- 
маса, Р0(х(), у0) нук,га махсус нуцта булади.

Агар Р0(х0, у0) нуктанинг етарлича кичик атрофида бош- 
к,а махсус нук,талар мавжуд булмаса, Р0(х0, у0) нук;та якка- 
ланган махсус ну к; та дейилади.

Агар дифференциал тенглама

dy _  QU.y)  -  ц

f  -ОМ
-z------------г ёки ,ах Р (х ,у )  ау_ _

(2.4)

куринишда булиб, (х0, у0) нукгада PQ(xa, y0)=Q(x0, y()=Q 
булса, у *олда (2.4) тенглама Ц куринишдаги махсус нук,-

тага эга дейилади. (2.4) тенгламанинг махсус нукталар сони
Р {х ,у )  = О,

Q (x ,y )  = О

системанинг ечимлар сони билан аникданади. Аникдан- 
ган махсус ну^талар (2.4) система учун мувозанат нуцтаси 
дейилади.

Геометрик нуктаи назардан Караганда йуналишлар май- 
дони махсус нуктада аник,мас булиб кол ад и.

Махсус нуктанинг физик маъноси шундан иборатки, 
агар (2.4) системадаги ^  =  Ух, ^  = ларни координата
УКДардаги тезликларнинг проекциялари деб карасак, у 
\олда тезлик

га тенг булади. К = 0 , К =0 булганда махсус нуктада Ктез- 
лик нолга тенг булади. Ш унинг учун бундай махсус нук,- 
тага мувозанат нуктаси дейилади.

3-мисол. Ушбу у  =  1  тенгламани текширинг.
*  4 И ш' ^ерилган мисол учун (х, у) текисликдаги хдмма 

ajiap махсусмас, чунки Ох укидаги нукталарда (у=0
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булгани учун) берилган тенгламанинг унг к,исми чексиз- 
ликка айланади. Аммо

тенглама учун Ох укдцаги нукгаларда унг к^сми нолга, 
яъни аник, кийматга эга. Демак, Ох укддаги нуклаларда
^  = у  тенглама учун Коши теоремаси шартлари бажари-
лади. Ох укдвдаги хар бир (х0, 0) нукталардан х=<р(у) ин
теграл эгри чизюдгар утади.

Х,ак;ик;атан, У' = ^  тенглам ани интеграллаб х= х 0,
_V0(x0)=0 бошлангич шартни к,аноатлантирувчи куйидаги

Y  = x  + Co ёки у2=2(х+С0)

|бунда С0 =  y - -Jcoj ягона ечимни хрсил кдоамиз.

Демак, берилган тенглама махсус нуктага эга эмас.

4-мисол. Ушбу j  тенгламанинг махсус нуклала-

рини топинг.
Е ч и ш . Берилган тенглама учун (х, у) текисликдаги Оу 

укдда ётувчи нуклалардан таищари хамма нук^аларда Коши 
теоремаси шартлари бажарилади, шунинг учун бу нукта- 
лар махсусмас нукталардир. Ох укдда ётувчи нукгаларни 
текшириш учун берилган тенгламани куйидаги куриниш- 
да ёзиб оламиз:

dx _  х  
dy у  '

Бу тенглама учун, Ох укдда ётувчи нук,талардан таищари 
Хамма нухталарда Коши теоремаси шарглари бажарила
ди, шунинг учун бу нукгалар махсусмас нущгалардир. Энди 
х=0, у=  О, яъни координаталар бошини куриш к,олди. Бу
(0, 0) нук,тада ~  j  ва = — тенгламаларнинг унг хис-
Nm ^  куринишдаги аник,масликдан иборат ва бу нук,та
атрофида тенгламалар Коши теоремасининг шартларини 
каноатлантирмайди.
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5-чизма

Шунинг учун координаталар боши (0, 0) берилган тенг
лама учун махсус нук^а булади. Бу (0, 0) нук^а ^  типдаги
яккаланган махсус нукга дейилади.

Берилган тенгламани интеграллаб, (0, 0) махсус нук^а- 
га йуналган ярим тутри чизицдар оиласи у= Сх га эга була
миз (5-чизма).

5-мисол. Ушбу у' = — — тенгламанинг махсус нуктала- 
рини топинг. v 0

Е ч и ш . Бу тенглама учун координаталар боши ^  тип
даги яккаланган махсус нукта булиб, тенгламанинг уму
мий ечими х?+у1=С2 куринишда булади. Хамма интеграл 
эгри чизикдар ёпик^ маркази координаталар бошида булган 
айланалар оиласидан иборат булади. Бу интеграл эгри чи- 
зикдардан бирортаси (0, 0) махсус нуктадан утмайди.

Бу мисоллардан куриниб турибдики, махсус нуктадан 
чексиз куп интеграл эгри чизикдар утиши мумкин экан 
(3-мисолга к^аранг) ёки умуман утмаслиги хам мумкин экан 
(5-мисолга к,аранг).

Дифференциал тенгламанинг махсус нук,талар сони 
берилган дифференциал тенгламанинг куринишига бог- 
лик,.
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6-мисол. Ушбу у ' = дифференциал тенгламанинг
х - х

махсус нук^алар сонини аникданг.
Е ч и ш. Махсус нукгалар сони куйидаги системани 

Каноатлантирадиган ечимлар сонига тенг:
2у = 0, 
х - х г = 0 |

Бу системани ечамиз:

2у = 0, ^  У = 0, =>У = 0,
х - х 3 =  0 =>х ( 1 - х 2) = 0 х (х -1 )(х  + 1) = 0

Бу ердан (0,0), (1,0), ( -1 ,0 )  ечимларга эга буламиз. 
Демак, махсус Hyig-алар сони 3 та экан.

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг махсус нук,- 
талари сонини аникданг.

1. /  =  £ + 2)1

3. У ' - -
х - З х 1

5 у» = - уСу-д)
• У х ( х - Ь )

7 у' — У+ У ( * - У ) 
- х + х ( х - у )

9. у '  -  * 0 ~ * )

1 1 dy _  \ - е у 
' dx 1 - е х

2. y ' = Z zZ .
X

4. у' =
х+ 2  у

6.
Х - У

8. y ' = y S t A .

10. / - « £ 4  х(1-х )

12.
dy _  1 - е у
dx е? - е у

24

■



3-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ 
ТЕКИСЛИКДАГИ СОДДА МАХСУС НУКТАЛАРИ ТУР Л АР И

Ушбу тенгламани ^араймиз:

*L = E±*L. п п
dx cx+dy

(3.1) тенглама интеграл эгри чизик^арининг махсус 
нукта атрофидаги манзарасини урганиш учун куйидаги 
чизик,ли алмаштиришдан фойдаланамиз:

£ = ах  + Ру, 
т/ = ух + ду (3.2)

бунда а, р, у, д — бирор хак,ик,ий узгармас сонлар, а д -  
Р у * 0. Бу алмаштиришда (3.1) тенгламанинг х= 0 ,у = 0  мах
сус нухга атрофида текшириш £ = 0, >?=0 махсус нукта ат- 
рофида текширишга утади. (3.2) алмаштириш натижасида 
куйидаги тенгламага эга буламиз:

+ ̂ d y  + д ах + Ьу 
dtj_ _  ydx+ddy _  y + 'd x  _  cx + dy _  y(cx + dy) + d(ax + by)  

adx+pdy a + gdy_ а + я ах + ЬУ ~ a(cx + dy) +p(ax +  by) 
dx cx + dy

Агар
у (ex + dy) + d (ax + by) _  Я] (уде + dy) 
a (c x  + dy) + fi(ax  + by) X2 (ax  + py)

булса, у холда (3.2) алмаштиришдан сунг (3.1) тенглама

— = —  (3 4)
4  Ы

куринишга келади. (3.3) айният бажарилиши учун

у(сх + dy) + д (ах + by) = кх(ух  + ду), 
а(сх + dy) + р(ах + by) = Х2(ах + ру) 

генгликлар уринли булиши керак.
три г? тенгликлаРДа х  ва у  олдидаги коэффициентларини 
ж (У, б) ва (а ,  Р ) параметрларга нисбатан бир

ели булган иккита системани хосил хиламиз:
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(с -  А,) у + ад = О, 

dy + ( b - X 1)d  = О ва

(с -  Х7)а  + (ф = О,

da + { b - Я2) /3 = 0. (3'5)

Агар Я, ва Я2 лар

с - X
(3.6)

а

еки
X2-(b+ c)X+ bc-ad=  О (3.6')

тенгламанинг илдизлари булса, у холда (3.5) системалар 
нолга тенг булмаган ечимга эга б уладил ар.

(3.6) ёки (3.6') тенглама (3.1) тенгламанинг характерис
тик тенгламаси, Xi ваЯ2 сонлар эса характеристик тенгла
манинг илдизлари дейилади.

булиши келиб чикдди.
а) \о л  декарт координаталар системасидан кийшик, бур- 

чакли системага утишдан иборат булган (3.2) айнимаган 
(номахсус) шакл алмаштиришга мос келади.

б) х;ол декарт координаталар системасининг айниган 
шакл алмаштиришга мос келиб, у берилган (3.1) тенгла
манинг узига хос куриниши билан тушунтирилади, бу холда 
а, Ь, с, d  коэффициентлар (3.1) тенгламанинг характерис
тик тенгламаси дискриминанта

тенгликлар системасидан

D=(b+c)2-4 (b c -a d )= 0

билан боЕланган буладилар.
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Куйида характеристикаларнингЯ^А., ъ&Х1=кг булган лол
ларда сокинлик (ёки мувозанат) нук,таси атрофида интег
рал чизик^тарнинг \олатлари (узини тутишлари) батафсил 
5?рганилади. Я,^Я2 булганда фазовий эгри чизикдар (3. 1) 
тенгламани бевосита интеграллаш орв;али топилишини 
кдйд килиб утамиз:

»? = С(||32. (3.7)

(3.6) характеристик т е н гл а м а н и н ^  ваЯ, илдизлари куйи- 
дагича булиши мумкин.

I. Я,*Я2 булган холда хар иккала илдиз хакик.ий ва хар
хил булади. Аникдик учун > 1 булсин, у холда

h

§  = ± c i МЯ&*1 ва l i m ^  = 0. d? Х2 11 £-» d£

Бу эса интеграл эгри чизикдар 0£ укда уриниб, координа
талар бошига киришини билдиради. £=0 интеграл чизик, 
Хам махсус нук,та орк;али утади (6-чизма).

0 < ^- < 1 булганда, ушбу

£ =  С \г $

эгри чизикдар оиласини кдраймиз, бу эгри чизикдар оиласи 
г/ укда уриниб координаталар бошига кириши равшандир 
(7-чизма).
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7-чизма.

II. Я, = Я2 = ^у -  = Я0 булсин (D = (b-c)2+4ad=0).

Бу х;олда а  ва /? коэффициентларни топиш учун битта 
генгламага эгамиз:

с-Ь a + a fi = О

(da + ^ j - =  0 тенглама D= О булгани учун айнан ба-
ж арилади). а *  О булсин, у *олда а ■= a, fl - - { Ь - с ) ,
у = 0, <5 = I деб олиб, (3.1) тенгламани узгартирамиз. Бу- 
нинг учун куйидаги айнимаган урнига куйишдан фойда- 
ланамиз:

Ь-с£ = ах + ^ у ,  

П = У,
= а *  0.

Натижада (3.1) тенглама куйидаги куринишга келади:



Ш ундай килиб, тенгламани

(3.8)

куринишда ёзиш мумкин экан.
(3.8) тенглама ;;=(£) функцияга нисбатан чизикди диф

ференциал тенгламадир ва унинг умумий ечими ушбу 
формула буйича топилади:

Шундай килиб, барча интеграл эгри чизикдар оиласи 
0 (0; 0) махсус нуктага киради, бунда улар бир хил йуна- 
лишда булиб. От) укда уринадилар. 0 ^(£=0) ук^инг икка- 
ла кием и хам махсус ну^тага кирувчи интефал эгри чи- 
зикдардир.

Кдралган хрлда (а * О, D=0) махсус Hyxja £=0, rj= 0 ва 
мос ходца х = 0, у=0  махсус нук,та хам тугун булиб, бирок 
бунлай тугун айнимаган тугун булади (8-чизма).

А гара ва/J ларни аникдовчи ушбу системада (Z>= 0 да):

,(| ,с) = е '^ ‘ c + j - f  e '^ dt +
=  | | | ( c ± i t a | { | )  =  | { | ( c ± i | n | | | ) .

£-*0 га интилганда:

|  (с -  Ь)а + сф = 0,

барча коэффициентлар нол- 
га тенг булса: а=0, Ь-с=  О, 
^ = 0, у ^олда берилган (3.1) 
тенглама ушбу

8-чизма.
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( у * 0 ). Ш ундай  
кдгшб, интеф ал чи- 
зикдар туплами мах
сус нуктага барча 
йуналишлар буйича 
ки рувчи  м ум кин  
булган барча туф и 
чизикдар оиласидан 
иборатдир.£=0, 77=0 
(х = 0, у = 0) нукта 
х,ам тугун булади. 
Бундай махсус нук,- 
тага дикритик тугун 
дейилади (9-чизма).

III. *Я2<0, А, ва
Х2 илдизлар х,акикий ва турли ишорали булсин.
деб белгилаймиз, к > 0 булсин, у додца

* = ёки =

C# 0 булганда интефал эгри чизик, 0(0, 0) нукта оркдли 
утмайдиган &-тартибли гиперболалар оиласидан иборат 
булади.

Бирок, туртта

9-чизма.

х = ~к

г\ =  0, (£ *  0), | =  0 (tj *  0) (А)

интеф ал эгри чизик, 0 (0, 0) махсус нуктадан утади.
Интеграл Э ф и  чизикдарни тасвирловчи Л/(£, rj) (ёки 

М(х, у)) нук^алар куйидаги хоссага эгадир: дастлаб бирор 
Укдар буйлаб махсус нуктага як,инлашади, сунгра ундан 
боища ук; буйлаб узок^чашади. Бундай турдаги £=0, г] - 0 
(мос \олда х=0, у = 0) нукта эгар дейилади ( 10-чизма).

IV. Характеристик тенгламанинг илдизлари соф мавхум 
булмаган k= p+ q i ва X2= p -q i  комплекс сонлар булсин.

У х;олда (3.1) тенглама ушбу куринишда булади:

<*п -  h  . ч  -  р +у  . V
4  *2 £ p-qi I (3.9)
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а  ва/Уларнинг Kjrii- 
матларини

(с -  12)а + ар = О,

da + (b — = О

системадан топамиз, 
бу ерда а * О, X2= p -q i  
X = 0+01 деб оламиз.
Сунгра

C-Xj - с - Х 2, 

а = a ,d  = d, 

b -X  = b — A.2 10-чизма.

эканлигини назарда тутиб,

(c-A j)y  + ад = 0 ва cfy- + ( й -  Я,)«5 = О

тенгликлар системасидан аникданувчи у  ва Ь сонлар мос 
холда а ва р  сонларга кушма комплекс эканини курамиз:

у =  а , 6 =  0.

Демак, (3.2) шакл апмаштириш к;аралаётган холда куй- 
идагича ёзилади:

£ = ах  + fiy, t) = ах + ()у . (3.10)

х  ва у  ха^иций координаталар булгани учун:

V = Ъ  £ = u + iv, rj = и - /V. (3.11)
(3.11) ни (3.9) га куямиз:

du-idv _  p+iq u - iv  
du+idv p - iq  u+iv

ёки

(du idv)\(pu+qv)+ i{pv- qu)] = (du+idv) [ (j>u+ q v )-  i(jpv- qu)].

кушма Те^ Г11икнинг 4ап ва унг томонларида комплекс 
Z - z  ифодалар турибди, яъни бу тенгликнинг
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какикий кисмлари тенг, мавкум кисмлари олдидаги коэф
фициентлар эса нолга тенг булиши керак:

du(pu + qv) + dv(pv  -  qu) =  du(pu + qv) + dv(pv -  qu), (A)
du(pv -  qu) -  dv(pu +  qv) =  0. (B)

(А) тенглик айнан бажарилади, (В) тенглик эса бир жин- 
сли дифференциал тенгламадан иборат булиб, уни ё уму
мий усулда v=tu, dv= d v-td u + u d t ва х,.к. урнига куйиш усу™ 
билан интеграллаш мумкин, ё интегралловчи купайтувчи 
ёрдамида интеграллаш мумкин.

(В) тенгликни кутб координаталаридан фойдаланиб еча- 
миз:

u=rco$<p, v= /'siny .

Куйидагига эгамиз:
(pr sin <р — qr cos ^ (c o s  <pdr -  r sin <pdtp) —

-{p r  cos tp + qr sin ^)(sin (pdr +  r cos <pdp) = 0.

Шакл алмаштиришлар ва соддалаштиришлардан сунг 

qdr + prdip = 0 

ни косил киламиз, бундан

ty  = -^d<p, \п г  = \п С -£ < р , г = Се~**. (3.12)

(3.12) тенглик (и, v) текисликдаги 0(0, 0) махсус нуктани 
чексиз куп айланиб утувчи логарифмик спиралнинг тенг- 
ламасидир.

Агар р  ва q бир хил ишорали булса, у  ортиши билан 
спираллар 0 (0, 0) махсус нукгага якинлаша боради, агар/? 
ва q турли ишорали булса, спираллар 0 (0, 0) махсус нук- 
тадан узок^чашадиган буралувчи булади ( 11, 12-чизмалар).

Бирок, агар текширишлар 11, 12-чизмалардаги <р бур- 
чаксиз караладиган булса, Э ф и  чизикдарнинг йуналиши 
хакида фикр юритиб булмайди. Бирок тургунлик назари- 
ясида (ундар=г деб олинса) биринчи Э ф и  чизик “тургун
лик хрлати” га, иккинчи э ф и  чизик эса “туррунмас хрлат 
га мос келади.

(и, v) ва (х, _у) узгарувчилар орасидаги
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% = и + iv = а х  + Р у,

Г) -  и -  iv = а х  + р у

чизикди бошанишга кура (и, v) текисликдаги логарифмик 
спираль Оху текислигида х,ам х=0, у=0 нукта атрофида 
чексиз айланиб утувчи логарифмик спираль булади. Курил- 
ган турдаги х = 0 , y=0 махсус нуктага фокус R tйилади.

V. Характеристик тенглам анинг илдизлари А, = /<7, 
l 2= - iq  соф мавхум булсин. К.аралаётган х;ол юкрридаги 
хрлнинг /;=0 деб олингандаги хусусий ^олидир.

(3.12) тенглик
r=C(u2+vi=c2)

тенгликка, яъни маркази (и, v) текисликда 0 (0 , 0) махсус 
нуктада, радиуси С га тенг булган айланалар оиласи булиб, 
(х, у) текисликда маркази 0 (0, 0) нуктада булган эллипс- 
лар оиласига утади (13, 14-чизмалар).

Хакик;атан \ам , а = а , + /а2, р=р^ + ф2 деб олсак,

\ г 2 = и 1 +  V2 =  с2,

[Г = \и + /VI =  | (а,* + Р,у) + i(a2x  + (i2y) \ 

тенгликлар системасидан:

(а,* + р ]У)2 + (а2х  + р 2у)2 = с1



п у “ У

X

13-чизма. 14-чизма.

еки

[а] + а \)х 2 + 2{афх + а 2р 2)ху + у 2(р2 + fi\)  = с2.

Хосил булган тенглама иккинчи тартибли эгри чизик, — 
эллипсдан иборат булади, чунки унинг дискриминанта

тенгликни кдноатлантирувчи х,ар кдндай 
a v av  fiv f)2 ларда мусбат булади.

а Д - а ^  =0 булганда (3.10) алмаштиришни бажариб 
булмайди, шунинг учун бунинг булиши мумкин эмас.

Бу хрлда О (0,0) махсус нук^тага марказ дейилади. 
Юкоридагилардан куйидаги хулоса чицариш мумкин: 
Агар (3.5) тенгламанинг А, ваЯ2 илдизлари:
1) ^ацик^й ва бир хил ишорали б^лса, 0(0, 0) махсус 

нук,та, яъни координаталар боши тугун,
2) *ак^к?ш ва турли ишорали булса, координаталар 

боши эгар,
3) комплекс (соф мавхум эмас) сонлар б^лса, коорди- 

наталар боши фокус,
4) соф мавхум булса, координаталар боши марказ булади. 
Бу курилган усуллар (3.1) дифференциал тенгламанинг

унг кисми чизшуш булганда уринли. Агар (3.1) тенглама-

(4 А С -В 2):

4И  + а \ \ р ] - P \ ) - 4 { a iP\ + « 2^:)2 =

= 4{а2р] + a lPi ~ 2 а 1р\Рга 2) ~  4 ( а Д -а Д У
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нинг унг кисмига чизик^и булмаган, яъни х2, ху, х4, х*у ва 
бошкдлар кушилса, у холда чизикди кисми учун махсус 
нукта тугун эгар булган холда, чизик^имас кис ми куш ил - 
са х^м тугун, эгарлигича цолади. Махсус нукта чизик^ш 
К.ИСМИ учун фокус ёки марказ б^лса, у холда чизикдомас 
^исми кушилса, фокус булган махсус нукта марказ ва ак- 
синча булиши мумкин.

Шунинг учун (3.1) тенгламанинг унг кдомига чизик,- 
лимас куш ил ганда фокус ёки марказ булиш муаммоси ке- 
либ чик,ади.

Агар (2.4) тенглама бир нечта махсус нукталарга эга 
булса, у холда бу махсус нук^таларнинг турини аникдаш 
учун хар бир махсус нук,та учун х  -  x i, = х , у  -  y t. =  у  (хг у.
— махсус нук^та координаталари) алмаштириш ёрдамида 
координаталар бошини махсус нуцтага кучирилади, сунгра 
чизикди кисми буйича характеристик тенглама тузилади.

Шунингдек, бу махсус Ри(х0, у0) нукталарни турини 
аникдаш учун куйидаги куринишдаги характеристика тенг- 
ламасини тузса хам булади:

Э Q
дх ду
дР дР _ 1
дх /Ь(*о.*о) ду tb(*o-yo)

Агар Д * 0 ,  яъни Я,*Я2*0  булса, Р0(хд, у(|) нук,та оддий 
махсус нукта дейилади.

Оддий махсус нук,талар куйидаги хоссаларга эга:
1) агарЯ, -Я2<0 б£лса, Рп(х0, у()  махсус нукта эгар тури- 

лаги махсус нук,та булади;
2) агар Я, -Я2>0 булса, Р0(х0, у0) махсус нукта тугун ту- 

ридаги махсус нукта булади;
3) фокус ва марказ булган махсус нукл'алар иккинчи 

ГУРУХ махсус нукталар, барча долган махсус нукталар би- 
Ринчи гурух махсус нукталар дейилади.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назариясига 
ндекс ^акддаги тушунчани мувозанат холатларининг 

иланишига боглик, масалаларда А. Пуанкаре киритган.
Ция;еНДИКСОН ЭСЗ тенгламадаги У) ва Q(x > У) функ- 

1аР У текислигидаги бирор D со\ада аналитик функ
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ция булган х;ол учун мувозанат х,олагларда кесишувчи ха- 
рактеристикалар сони билан ботик, махсус нукталарнинг 
индекси \ак,идаги умумий теоремани исбот цилиб берган.

Р(х, у) ва Q(x, >>) купх,ад булган х,ол учун И.Бендиксон 
чексиз узокдашган махсус нук^талар индекси \ак,идаги ту- 
шунчани киритган ва чексиз узок^чашган ва текисликдаги 
.\амма мувозанат \олатлар учун индекслар йигиндиси 2 га 
тенглигини курсатган.

А. Пуанкаре эса Р туридаги ёпик, сиртлардаги х,амма 
одаий мувозанат холатларнинг индекслар йигиндиси унин]' 
Эйлер характеристикасига, яъни 2—2Р  га тенглигини 
курсатган.

Икки улчовли \о л  учун индекслар назарияси В. В. Не- 
мицкий ва В. В. Степанов монографиясида, С. Лефшец,
Э. А. К оддингтон  ва И. Л ев и н со н , А. А. А ндронов, 
А. А. Витт, С. Э. Хайкин ва А. А. Майерларнинг китобла- 
рида, шунингдек А. Н. Берлинский, П. Т. Червичнийлар- 
нинг илмий ишларида баён этилган.

(2.4) тенгламадаги Р(х, у) ва Q(x, у) — Оху текислиги- 
даги бирор D со^ада \ак,ик,ий узгарувчили аналитик функ- 
циялар булсин ва умумий булувчига эга булмасин. Диф
ференциал тенгламанинг х,ар бир махсус нук^алари якка- 
ланган булсин. D со^ада синик, чизик, булмаган ва (2.4) 
тенгламанинг махсус нуктасидан утмайдиган С ёпик; эгри 
чизик, оламиз. Бундай чизик^и давр деб атаймиз. С давр- 
ни бир марта мусбаг йуналишда (соат стрелкасига к,ара- 
ма-к,арши) айланиш натижасида махражи Q ни нолга ай-
ланиш идава ^  ифоданинг ишораси узгаришини курамиз.

-  оо дан + оо гача ораликдаги сакрашлар сони А. + оо дан
-оо гача орадикдаги сакрашлар сони к булсин. |^ ) с а к -
рашларни биринчи тур, сакрашларни иккинчи тур
деб белгилаймиз. 

к—Иj  - —г— сонига С даврнинг индекси дейилади ва уни
Р(х у)in d C '6ки ind каби белгиланади.
Q(x,y)

Ш унингдек, (2.4) тенгламанинг характеристик тен и т- 
масини илдизлари оркдли эса



сон орцали P0(xQ, У0) махсус нук,танинг индекси аникдана- 
ди. Эгар учун у (P J  = +1, бошк,а турдаги махсус нук^алар 
учуну(Р0) = - 1-

Агар (3.6') тенгликда<5=-(А+с), Д = 6с-а</белгилашлар- 
ни киритсак, у холда унинг куриниши куйидагича булади:

А2+<Ц+Д=0, (3.13)

бундан
2 Д]д = - д  ±  V<52 -  4А

ни хосил кдаамиз.
Агарс52-4Д = 0 булса, у холда (3.13) тенглик координаталар 

бошидан утувчи параболадан иборат булади (15-чизма). 
Бундан гаш^ари куйидаги доллар \ам  булиши мумкин:
1) агар ДСОбулса, Хх2 илдизлар хар хил ишорали булади, 

махсус нукгалар эгар булиб, улар чал ярим текисликда ётади;
2) агар А>0 вай2-4 Д > 0  булса, махсус нукта<5>0 булган- 

да туррун тугун, <5<0 булганда тургунмас тугун булади;

15-чизма.

3) агар Д>0 вай2-4Д<0 булса, махсус HyK^a5>0 булганда 
тургун фокус, <5<0 булганда тургунмас фокус булади.

а1аР <5=0, Д>0 булса, характеристик тенглама соф 
ва Т 1 илдизга эга булиб, махсус нукталар марказ булади 

уларнинг маркази Ох укининг устида ётади.



Куйидаги масалаларни караймиз.
1-масала. т массали моддий нук,та О:суки буйлаб тугри 

чизикли хдракат кдлсин. Бу хэракатнинг тенгламаси, ушбу

m i r = ' ( ' - x 4 )  <314>

куринишда булиб, бунда / (г, х, y-J моддий нуктага таъ- 
сир этувчи куч. 1

(3.14) тенгламани иккита биринчи тартибли тенглама- 
лар системаси куринишда ёзиш мумкин:

dx
dt

= х и
(3.15)

(3.15) система ечимининг манзарасини ургансак, бу ман- 
зара (3.14) тенгламанинг ечими учун х,ам уринли булади.

Фараз килайлик, нуктага каршилик курсатувчи куч тез- 
ликка пропорционал булсин:

dx -а  — 
dt

ва — Ьх координаталар бошига тортувчи куч булсин. а ва А — 
узгармас коэффициентлар, а>О, Ь>0. Бу долда (3.14) тенг
лама

еки

dt2 ' ж‘"  dt
§  + 2 h ^  + k 2x  = 0 (3.17)

куринишни олади, бунда h = > 0, к 1 = — > 0.
2т т

(3.17) тенгламага мос система



ёки
dx\ _  -  к х  -  2hx\ 
dx X] (3.19)

тенгламадан иборат вах= 0, Xj=0 нук,та (3.18) система учун 
мувозанат нук>та булиб, у jj- турдаги махсус нук^адир. (3.18) 
ёки (3.19) учун характеристик тенглама тузамиз:

-А  1
-  к 2 - 2 И - Х

= 0

еки

X2 + 2ИХ + к 2 = 0. (3.20)

Бундан Х12 = —h ±  Vh2 — к 2 га эга буламиз.
Куйидаги доллар булиши мумкин:
1) А=0 булсин, у холда А, ва Х2 соф мавхум комплекс 

сон булиб, х = 0, х,=0 махсус нук^а марказ булади;
2) й>0 булсин, у холда куйидаги уч холнинг бири були

ши мумкин:
а) h2- k 2>0 булса, у холда At ваА2 илдизлар хак,икий ва 

иккатаси манфий булаои. Ш унинг учун х = 0, х ,=0 махсус 
нукта асимптотик тур кун тугун булади.

б) h2~ k 2 булса, А,=А2= -А >0 булиб, х = 0, х2=0 махсус 
нук?-а тургун тугун булади.

в) И2- к 2< 0 булса, Aj ва А2 кушма комплекс сонлардан 
иборат булиб, хакик^й кисми манфий булгани учун тур
гун фокус булади.

2-масала. Ушбу 16-чизмада

R
С

16-чизма.

39



электр заряд \аракат тенгламаси

Lq + Rq + ^  q = О

ёки

 ̂+ Ь + Тс̂  = 0
куринишларнинг бири билан аникданади.

Бунда R — каршилик, С — манба, L  — индуктивлик, q
— электр заряди.

R 1Агар 2h = j - ,  R = q -  х  белгилашларни киритсак, 
у х;олда электр заряд ,\аракат тенгламаси

х + 2 Их + кх =  О
тенглама ёки

^■ = - 2  y h - k x ,

система куринишда булади. Текшириш 1-масаладаги каби 
давом эттирилади.

Текисликдаги махсус нук,таларнинг куриб чикдяган 
турлари энг содаа махсус нук^алар дейилади.

Маш/^гар

Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг махсус нук,- 
таларини топинг ва уларнинг турини аникданг.

/ = X 2. У' =
X
У

У' =
X + у 4. у' =

х - 4  у
2х -Зх  + 2 у

У =
2 х - 3  у  
х - 2  у 6. У' =

х - 2  у  
Зх -  4у

У =
Зх + 4 у  
х - 2  у 8. У' =

- х  + ау  
ах + у
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Кундалик турмушимизда, табиатда содир булаётган 
х;амма х;одисалар — юрак уриши, товушлар, электромаг
нит тебранишлар, тулкин тебранишлар, самовий жисмлар 
^аракати, космик кемалар ,\аракати, микроблар тарк,алиш 
хдракати ва \.к . лар тебранишлар билан богликдир.

Одам организминин1' барча аъзолари узига хос ритм- 
ларда (тебранишларда) булади. Суткати ва мавсумли ритм- 
лар ва унинг параметрлари (давр узунлиги, амплитуда мик,- 
дори, частота ва тебраниш фазаси ва боищалар) вак>т ути- 
ши билан узгаради ва улар уз вак;тида одам организмининг 
тез согайиши ва узок; яшашини аникдашда мухим рол 
уйнайди.

Бундай тебранишларнинг асосий гурларидан бири дав- 
рий тебранишлар \исобланади. Чунки бу каби тебраниш
ларда махсус нукланинг марказ ёки фокус булиш муаммо- 
си вужудга келади.

Бу муаммони аникрок, тассавур к^ииш учун куйидаги 
мисолни курамиз.

1-мисол. Ушбу система берилган булсин:

4-§. ФОКУС ЁКИ МАРКЛЗ БУЛИШ МУАММОСИ

§  = у  + х (х 2 + у 2), 

j ^  = - x  + y (x 2 + / ) .
(4.1)

аР биринчи ва иккинчи тенгламаларнинг унг к,исмла- 
ридаш чизицди булмаган хдаларини ташлаб ёзсак, у \олда 
куиидаги системага эга буламиз:
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(4.2)

еки
dy _  х
dx у (4.3)

Бу дифференциал тенглама ечимларих?+Уг= С айланалар оила- 
сидан иборат, 0 (0, 0) махсус нукта, яъни координаталар боши
(4.2) тенглама учун марказ туридати махсус нукта булади.

Энди берилган (4.1) системани дорайлик. Бу система- 
ни текшириш учун кутб координаталар системасига ута- 
миз, яъни

алмаштиришларни бажарамиз.
Бу тенгликлардан элементар шакл алмаштиришлар ёр

дамида куйидагиларга эга буламиз:

(4.1) даги х' ва у' ларнинг ифодаларини (4.4) га куямиз: 

р  ■ р ' = х[у + х (х 2 + у 2)] + у \ - х  + у (х 2 + >>2)] =
= х 2(х2 + у 2) + ^ 2(х2 + у 2) = р \

/> У  = х |- х  + у(х2 + у 2)] -  у[у +  х(х2 + у 2)] =

Х - р  COS <Р,

у  = р  sin <р

Булардан <р' ва р ' хосилаларни топамиз: 

РР = хх' + у у \

(4.4)
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Булардан куйидаги системага эга буламиз:

Бундан куйидаги

^  = р \  dt и  ’
dp _ _i 
dt

&- = - t .3
*  - р  <4-5> 

дифференциал тенгламани х;осил кдпамиз. (4.5) да узга- 
рувчиларни ажратамиз ва интеграллаймиз:

р  'dp = —dip, = — (р + С|, Ар = 2<р + С.

Бундан эса
пг _

2(р+С

ечимга эга буламиз.
(4.6) дан куриниб турибдики <р-*& булганда р-*0, яъни 

бу ечимнинг графиги урама булиб, координаталар боши
(4.1) система учун фокус туридаги махсус нукталиги ке
либ чик,ади.

Бу мисол шуни яклол курсатадики, (4.2) система учун 
марказ туридаги мувозанат холати (4.1) система учун еки 
марказ, ёки фокус туридаги мувозанат х,олати булиши мум
кин экан.

Марказ ёки фокус булиш муаммосини ечишнинг уму
мий усулини курамиз.

Ушбу

4 - М  ( 4 ? )

dx Р (х ,у )

дифференциал тенглама берилган булсин. Агар бу тенгла
манинг махсус нуктаси^ координаталар боши булмаса, у 
^олда 3-§ даги х - х ( = х , у  —у, = у  чизикди алмаштириш 
ердамида махсус ну^тани координаталар бошига келти- 
риб оламиз.

Ш унинг учун умумийликка зарар етказмай туриб (4.7) 
тенглама учун координаталар боши махсус нукта булган 
*олни караймиз, яъни P(0,0)=G (0,0)= 0.
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Р(х, у) ва Q(x, у) функциялар аналитик функциялар 
булганлиги учун уларни Тейлор каторига ёйиш формула- 
сидан фойдаланамиз, унинг учун (4.7) тенгламани куйи
даги куринишда ёзиб оламиз:

Бу ерда <р(х, у) ва гр(х, у) функциялар х  ва у  га нисбатан 
иккинчи ва ундан юк,ори тартибли ^адлардан тузилган 
кугщадлар булиб, улар учун <р(0, 0)=  у(0, 0)= 0. (4.8) учун 
характеристик тенгламанинг илдизлари мавхум булсин, 
яъни Xm =±ifi. Бу холда (4.8) тенглама куйидаги каноник 
куринишга келади:

бу ерда Х(х, у) ва У(х, у) функциялар х ва у га нисбатан 
иккинчи ва ундан юк,ори тартибли хздлардан тузилган 
купхадлардир.

Куйидаги

алмаштиришлар ёрдамида кугб координаталар системасига 
^тадиган булсак, (4.9) система куйидаги куринишга ке
лади:

ва х=р cos <р, у=р sin <р эканлигини эътиборга олсак ва баъ- 
зи бир шакл алмаштиришлар натижасида куйидаги

dy _  ах + by + <р(х,у) 
dx сх + dy + \р(х.у)

(4.8)

dy_ _  - х  + Х (х ,у )  
dx y  + Y {x ,y )

еки

f  =  У +  У (х,у)  

%  = ~ х  + Х (х ,у ) ,
(4.9)

(4.10)

d̂t ва л" лаРнинг (4-9) даги ифодаларини (4.10) га куйсак

44



= р 2а2(<р) + р 3а^(р)+...+рпап(<р)+... (4.11)
dip

тенгламага келамиз, бу ерда д (</>) лар даврий булган функ- 
циялар. (4. 11) нинг ечимини куйидаги куринишда излай-
миз:

р  = а • и, (<р) + а 2 ■ и2 (<р) + а 3 ' «;.(?>) +• • •+ а " ' +• ■ • <4-12)

Бу ерда а — етарлича кичик параметр булиб, бошлангич 
шартлар куйидагилардан иборат: их(<р)=\, ы.(0)= 0.

(4 .12) н и <р буйича ва бошлангач шартни эътиборга олиб 
дифференциаллаймиз:

^  = a 2^  + u i ^ -+ ...+  a n^ + . . .  (4.13)
dip dtp dip

(4.11), (4.12) ва (4.13) лардан фойдаланиб куйидаги тенг- 
ликни хрсил кддамиз:

dun
dtp

= a2\aux + a 2u2 + ... + a nun +  ... f  + аг[ащ + a 2u2 + ...+

+ a nun + ...|-' + .. .+  aJaw , + a 2u2 + ...+  a nun+...]n + ...

Бу ердан а  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффици- 
ентларни тенглаб, куйидаги системани \осил кдяамиз:

du-* . 1—  = а2 ■ 2и, ■ и2 + ajU]

i+j=2du ' j+j+k-i
~ fy = a2 Z J ur ui + ay 2 ^ и г и} -ик + ...+  ап -их

‘. j =1 i,J,k- 1

(4.14)

Бу формулатар рекуррент формулалар булиб, ui нинг к,ий- 
мати оркдти иг топилади, и2 нинг климата орк;али и то- 
пилади ва ^оказо.

(4.14) системани интегратлаб, м2, м3, ...
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г
и2 =  f  а2 ■ и*d<p

и3 = f  (2 a2ulu2 + a yuf)d<p 
о

f  ( i+y=2 H-j+k=i

u n = f a 2 2  + -  +  а„ы,
0 ',У=1 i, _/,<:=!

dtp

(4.15)

(4.15) дан к^риниб турибдики, интеграл остидаги функ- 
циялар siny> ва cos<р лардан иборат булгани учун даврий 
функциялардир, лекин уларнинг интеграллари даврий 
булиши х,ам мумкин, даврий булмасликлари \ ш  мумкин.

Пуанкаре-Ляпунов теоремаси. Агар и2, uv  . . . ,  ип, ... функ- 
циялар даврий булса, у  хрлда координаталар боши (4.8) диф
ференциал тенглама учун марказ туридаги махсус нук,та була
ди. Агар и/<р) функциялар орасида %еч булмаганда бирортаси 
даврий булмаса, уцолда координаталар боши фокус турида
ги махсус нуцта булади.

Бу теорема ёрдамида баъзи бир тенгламалар учун 0(0, 0) 
махсус нукга марказ булишини номаълум х ва у  ларнинг 
олдидаги коэффициентлар бирор шартларни кдноатланти- 
риши курсагилган.

Масалан,
, _  х  + ах2 + (2b + а )х у  + су2 

У у  + Ьх + (2с + /?) ху + dy

тенглама учун координаталар боши марказ булишлиги- 
нинг етарли ва зарурий шарти куйидаги олтита х;олдан 
бирортасининг бажарилишидир:

1) а = р - 0 ;
2) a+c=fi=0;
3) ak?+(3b+a)k2+(3c+f})k-d=Q, k  = ±  = ^ - ,
4) а + с = 0, b+d= 0; р а+с
5) b+d=a=/3+5(a+c)=ac+2a2+d1=0, а + с * 0;
6) Д,+с, =/3l=ai + 5(bi+di)= b]d i+2d*+a]=0, b + d * 0.
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Куйидаги

dy _  - х  + c30x 3 + с ^ у  + сп ху* + ЦрзУ 
dx у  + Ь^х* + ЬцХ*у + bl2xy2 + Ьпу }

дифференциал тенгламада координаталар боши марказ 
булиши учун ушбу икки шартдан бири бажарилиши ке- 
рак:

1) С21 =  С03 — ^Ъ0~
2) с21+Зс03—0, Ьп+ЗЬ10—0, сю-Ья.

Бундан таищари марказ булишликнинг баъзи бир етарли 
белгилари бор.

Мисол учун

/  =  2 ± Л ь й  (416)

дифференциал тенглама учун/ (х, y )= f(x , - у )  булса, яъни 
функция у  га нисбатан жуфт булса, у долда (0, 0) нук;та 
марказ булади. у  ни -у  га алмаштирганимизда (4.16) тенг
лама узгаришсиз к,олишини курамиз, демак интеграл чи- 
зи^лар Ох \щига нисбатан симметрик, бундан (0, 0) нукта 
марказ эканлиги келиб чикдди.

Агар (4.16) тенгламада/(х, у) х га нисбатан ток; функ
ция булса, яън и /(х , y ) = - f ( - x ,  у) булса, бу х,олда х;ам (0, 0) 
нукта марказ булади.

2-мисол. Ушбу

, _  - х + у (  \ - х 2-у * )
У+х( 1 -х 1- у 1)

дифференциал тенгламани ечинг
Е ч и ш . Унга эквивалент булган куйидаги системани 

езиб оламиз:

^  = у + л -(1 -х : - У ) ,

%  = - х  + у ( 1 - х 2 - у 2).

^ ™ Те‘Г НИ 1' мисолдагидек КУТ« координаталар систе- 
миз- И лаласак, У холда куйидаги системага эга була-
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[р' =  р ( 1 - р 2) ,  

* ' = - 1

еки
^ - - р ( 1 - р 2 ) .  

Узгарувчиларни ажратиб интеграллаймиз:

&- + -JP --------- = -А ф,
р  2(1 - р )  2(1+р)

l n ( p ) - ±  In (1 р) — In (1 + р) = -у? + In С.

Бундан
In — Д—-  = _|

W K
еки

р  =  С д /Г -  р ' е

Икки томонини квадратга кутарамиз: 

р 2 =  С(1— р 2)е~2*
ёки

2 _  1
Р  1 -  Се-2**

Бу эса С * 0 булган доллар учун координаталар боши 
((О, 0) нукга) берилган тенглама учун фокус туридаги мах
сус нук^алигини билдиради.

Хусусий х,олда С= 0 булса, р2=1 тенглик хосил булиб, 
тенглама ечими х2+У= 1 айланадан иборат булади ва у холда 
координаталар боши берилган тенглама учун марказ ту
ридаги махсус нуктага айланади.

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг махсус нук,- 
таларини топинг ва уларнинг турини аник,ланг.

1. У' =
„ , 1 + у-х2 + у2

У = — 2 ^ --------------
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, х  + у  + ху
3 У ~ -------------Г 'J '  х - у + х

5. /  =
X + у  + у  

-  х  -  5у + ху

, х  + 2у + х 2

4 - у ш ъ^ 7 '

Г 1Г/ 2х + 2у + ху
6 - У - - 2 х - 5 у * 7

5-§ ЧЕГЛРАЛЛНГАН СОХАДА ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРНИНГ 
ХАРАКТЕРИ T^FPHCRUA ЛЕНДЕЛЕФ ЛЕММАСИ

Ушбу

(5.1)

дифференциал тенгламалар сисгемасининг махсус нук^а- 
лар мавжуд булмаган чегараланган соаддаги характерис- 
тикаларининг характерини куриб чикдмиз.

Айтайлик, М(х, у) ва Mx(xv  j , )  нук>талар иккита харак- 
теристикада ётсин, шу билан бирга улар орасидаги масо- 
фа | М ХМ | < 6 б^лсин, 6 — етарлича кичик сон. М  — мах
сус нук^а булмагани учун Х(х, у ) * 0, Y(x, у)*0 (17-чизма). 
Энди Х(х, у) ва Y(x, у) ларни узлуксиз функциялар деб 
\исоблаб Л/нук,тани бошка исталган M x(xv y j  нуклада ^ам 
X  ва Y функциялар нолдан фаркди Х(х, у )* 0, У(х, у ) * О, 
шу билан бирга Х(х, у) ва К(х, у)ларнинг ишоралари бир 
хил буладиган кдлиб етарлича кичик (М , д) оралик, ичига 
оламиз.

Умумийликка зиён келтирмасдан,

(5.2)

деб .\исоблаш мумкин. Бу ~  ва &  тезликларнинг коор
дината укдаридаги проекциялари бир хил (мусбат) ишо
рали эканлигини билдиради, яъни М  ва М, нуктачар уз
ди?1арГеРИСТИКаЛаРИ б^ЙЛаб бир йУналишда *аракат к,ила-

Бу щ л  учун куйидаги лемма уринлидир 
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Лемма. Иккита характеристикада жойлашган иккита 
тасвирловчи М ва М, нуцтани цараймиз. Х,ар к,андай е>0  
кичик сон учун шундай д> 0 топиладики, t= t0 пайтда 
| М ,М  | < д ва исталган /■=/, пайтда \ M M i \ < е тенгсизлик- 
лар уринли булади.

И с б о т  и. х=х(Г), y=y(t) тенглама М  нук^а х;аракагла- 
надиган траектория тенгламаси, *=*,(/), y=yl(t) эса М{ нукта 
х,аракатланадиган траектория тенгламаси булсин.

(5.1) \аракат дифференциал тенгламалар системасига 
кура:

d{X}dt -  = Х(хх,у,)-- X (х,у), 
l b p l  =  Y (x „ y i) - Y ( x , y ) .

(5.3)

Липшиц шартини куллаб

-  N (|x j - x |+ U  - у | )  

N ( | j t j - х |+ | у , - у | )

dt

d (Л ~>) 
dt

тенгсизликларни хрсил к^иламиз.

d\p-q\
dt

d ( p - q )
dt эканлигини х,исобга олиб,

А  ( | x i _ x |  + \у 1 - у \  ) < 2 N (  | x j - х \  + \ y t - y \  )

тенгсизлик уринли деган хулосага келамиз. Бу тенгсиз- 
ликни |/0, /,] ораликда интеграллаб

In ( | х, - х  | + | У! - у  | ) J  < 27V(tj - 10)

еки
(I X, -  х  I + | У! -  у  |)t=M — (I х^ х | + | у , - У  |)Wo е 

ни досил кдламиз. Исталган £>0 сон учун

5 = (| Xj -  х | + | у, -  у \ \ =1о < деб оламиз
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У холда
( I х, - х  | + | у, - у  | Ц  < = е

тенгсизлик уринли булади.
Демак, | ММ11̂  <е, шуни исботлаш талаб к,илинган эди.
Лемма исботадан (5.1) тенгламалар системаси ечимла- 

ри мавжудлиги ва ягоналиги хакдцаги теорема шартлари 
бажариладиган сохада уринли эканлиги келиб чикдди.

1-теорема. Барча t>t0 ёки t <tg ларда махсус нук,таларсиз 
ёпиц чегараланган сохада цоладиган Z характеристика узи- 
ни цуйидаги икки %олатдан бири каби тутиши мумкин:

а) ёпик; траектория булиши мумкин,
б) ёпик; характеристикага спиралсимон яцинлашади.
И с б о т и .  tv t2, tn, ... моментлар кетма-кетлигини ва 

уларга мос Z характеристикада жойлашган А/,, Мг, ..., Мп 
ну клал ар кетма-кетлигини к,араймиз (18-чизма).

Z  эгри чизик, ёпик, чегараланган S  сохада ётгани учун 
{Мп} кетма-кетлик чегараланган ва математик анализдан 
маълумки, у камида битта Р лимит нуклага эга булади.

Бунда икки хол булиши мумкин:
а) Р  лимит нукта Z  характеристикада ётади;
б) Р лимит нук^а Z  га тегишли булмайди.
а) холни к,араб чик,амиз. Маркази i ’e Z  ну^тада, ихтиё- 

рий р радиусли дойра ясаймиз. Z  характеристика дойра 
орк,али утади ва яна унга к,айтади; акс холда Р нук,та ли
мит нухта булмас эди.

Бирок,, чексиз катга вак,т оралигида характеристика жуда 
кичик радиусли дойра ичида була олмайди, чунки у холда

О

17-чизма. 18-чизма.
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Р нук,та сокинлик (ёки мувозанат) нуктаси, яъни махсус 
нукта булар эди. Шу вактнинг уз ид а тасвирловчи М  нукта 
5̂ ар канчалик кичик р радиусли (Р, р) доирага у олдин 
кирган траекторияси буйича кира олмайди, чунки Р нукга 
атрофида ундан ташцарида р ,< р  радиусли дойра мавжуд 
булар ва Р нукта лимит нукга булмас эди.

Характеристика уз-узини кесиш сохасидан чика олмай
ди, чунки уз-узини кесиш нуктаси махсус нуктадир. Де
мак, Z траектория нуктада туташади ва нукта тасвирловчи 
хдракат ёпик, характеристика булади.

б) колда Р  нукта Z  характеристикада ётмаган булса, у 
Колда Р нукта оркали берилган дифференциал тенглама
лар системасининг бошка К  характеристикасини утказа- 
миз (19-чизма).

Я лимит нуктаси булгани учун, исталган (Р, д) доирада 
Z  характеристиканинг нукталари булади.

Агар t - t l да маркази Р, да булган <5, радиусли дойра 
ясасак, Ленделеф леммасига кура унинг ичида \ам  Z  ха
рактеристиканинг нукталари булиши керак. Демак, К  ха
рактеристика бутунлай лимит нукгаларидан иборат. У S  
сокадан чика олмайди, лимит нукталарга якинлаша ол
майди, чунки акс холда Z  характеристика х;ам ё S  со^адан 
чикиб кетарди, ёки лимит нуктатарга якинлашар эди.

К  характеристиканинг узи S  сох,ада колгани сабабли 
унинг Узи учун лимит нукгалар мавжуд булиши керакки, 
улар кам сох;ада ётиши мумкин ёки унга тегишли булмас- 
лиги мумкин.

К  характеристиканинг лимит нукталари унинг узида 
ётишини исбот киламиз. Тескарисини фараз киламиз. К

19-чизма.



эгри чизикнинг Р  лимит нуктаси унда ётмасин. Р  нукта- 
ни <5 радиусли айлана билан ураймиз ва Р нуктадан К  
характеристикага РА перпендикуляр туширамиз. Р  нукта 
АГхарактеристиканинг лимит нуктаси (махсус эмас) булгани 
учун К  траектория бу доирага кайта-к,айта киради ва чи- 
кади. Z эгри чизик. хам РА перпендикулярни бирор В  нук- 
тада кесиб (Р, д) доирага киради. Бирок dt<AB олиб ва А 
нукта атрофида й, радиусли айлана чизиб, Z  эгри чизик- 
нинг унга кирмаслигини, яъни К  эгри чизик унинг учун 
лимит эгри чизик булмаслигини ку£амиз, бу эса шартга 
зиддир. Шундай кдлиб, кар кандай Р лимит нукта К  эгри 
чизикка тегишлидир.

Демак, К  траектория ёпик, Z  траектория эса унга спи- 
ралсимон якинлашади.

Шундай ёгшк К  траектория лимит давра дейилади. 
Лимит давра тушунчасини Анри Пуанкаре киритган. Л и
мит давра техникада турли асбоб ва курилмаларни лойи- 
халашда мухим рол уйнайди. Техникада сунмас тебраниш- 
лар шу лимит даврага мисол булади.

Т а ъ р и  ф. (5.1) мухтор дифференциал тенгламалар сис- 
темасининг яккаланган даврий ечими лимит давра дейи
лади.

Лимит давралар тургун, бутунлай нотургун, ярим тур- 
гун булиши мумкин.

Агар лимит даврага спиралсимон интеграл чизиклар 
ичкаридан ва ташкаридан якинлашсалар бундай лимит 
даврага тур рун лимит давра дейилади.

Агар лимит даврага ичкаридаги спиралсимон интеграл 
чизиклар якинлашса ва ташкаридаги спиралсимон интег
рал чизиклар лимит даврадан узоклашса (ёки аксинча) 
бундай лимит даврага ярим тургун лимит давра дейилади.

Агар ички ва ташки спиралсимон интеграл чизиклар 
лимит даврадан узоклашса, бундай лимит даврага бутун
лай нотургун лимит давра дейилади.

Лимит давраларга мисоллар келтирамиз.
1-мисол. Ушбу

^  = - х - у  + х ( х 2 + у 2),

~fr = x - y  + y ( x 2 + у 2)
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дифференциал тенгламалар системасининг лимит давра- 
сини аникданг.

Е ч и ш. х=р  cos <р, у=р  sin <р алмаштириш ёрдамида бе
рилган системани кутб координаталарда ифодалаймиз:

^  = cos <р -  р  sin <р ^  = - р  cos <р -  р  sin <р + р 3 cos <р,

■ sin $  + р cos <р = р  cos <р -  р  sin <р + р 3 cos <р.

Бу тенгламалар системасидан ^  ва ^  ларни топамиз: 

± = - Р (1 - Л * = | .

Кутб координаталар системасида берилган дифферен
циал тенгламалар системаси

l - p d - , ’ )

куринишни олади. Бундан битта р=1 ёпик, фазовий эгри 
чизик, борлигини курамиз. Бошка фазовий эгри чизик-чар 
учун р >1 со^ада <р усувчи, 0 <р< 1 да эса <р камаювчидир.

Шундай килиб, берилган тенгламалар системаси учун 
0 (0, 0) мувозанат колат тургун фокус булиб, у маркази 
координаталар бошида ва радиуси бирга тенг булган тур
гунмас лимит даврага эга булади.

2-мисол. Кутб координаталарда = аУ s™2 <Р диф
ференциал тенглама ёки

dr ,  \2 • 2— = (г -  ay  sm <р,

d<P 1
dt

дифференциал тенгламалар системаси берилган булсин. 
Бу система учун г=а  эгри чизик характеристикадир. Бош
ка кар к,андай г=г(<р) характеристика (г—a)2 sir»2у? >0 булга- 
ни учун усувчи г кутб радиусга эга булади. Айлана ярим 
тургун лимит даврадир (20-чизма).

3-мисол. Ушбу = (а -  г) sin2 <р дифференциал тенг
лама учун г=а  тургун лимит даврадир, чунки г>а  булга-



20-чизма. 21 -чизма.

нида < 0 булгани учун г(<р) — камаювчи, г<а  да -f- > О
dtp а<р

булгани учун г(<р) — усувчи (21-чизма).
Лимит давраларни излаш масаласи дифференциал тенг

ламаларнинг сифат назариясида энг мухим, шу билан бирга 
унинг энг мураккаб масалаларидан биридир.

2-теорема. Х,ар цандай ёпиц характеристика (лимит дав- 
ра) ичида камида битта махсус нуцта мавжуддир.

И с б о ти . Ёпик, Z0 характеристика ичида бирорга \ам 
махсус нук;та йук, деб фараз киламиз. Z0 характеристика

dy Y (x ,y )
*  = х £ У )  (А)

дифференциал тенгламани к,аноатлантиради. (А) тенгла
ма билан бирга ушбу тенгламани *ам ёзамиз:

dy _  У(х, у)  
dx Х ( х , у ) (В )

(В) тенгламанинг ечими (А) тенглама характеристика- 
ларига, шу билан бирга Z  га ортогонал булган эгри чизик,- 
лар оиласидан иборатдир.

Z  эгри чизик, билан чегараланган со\а ичида бирор 
боцща Z, характеристикани оламиз. Бендиксон теорема- 
сига мувофик. Zx ё ёпик;, ё ёпик характеристикага уралган 
Улади. ] ичида Z2 (Zt хоссага эга булган) характеристика 

утказамиз ва хоказо.

л и г ^ аНКИ’ Zp Z2’ -  ’ Zn характеристикалар кетма-кет- 
лиги лимит характеристика К  га интилади.
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(А) тенгламанинг Zv Zv  ... , Zn3гри чизиклар оиласи- 
нинг л;ар бир эгри чизигига мос (В) тенгламанинг харак- 
теристикалари булган Kv ... , Кпортогонал эгри чизик
лар оиласини ясаймиз. Бу оилаларнинг лимит характерис- 
тикалари бирор К  характеристика булади.

Z0K0, ZXKV ... , ZnKn характеристикалар кетма-кетлиги
ни караб чикиб, узаро киришиш ва торайиш натижасида, 
Z ва К  лимит характеристикалар устма-уст тушади деган 
хулосага келамиз, бу эса фак,ат

У(х, у )  Х ( х , у )
Х (х ,  у )  Y ( x , y )

шартда, яъни х2{х, у )+ у2(х, у)=0 ёки Х(х, у)=0, Y(x, у) =О 
да мумкиндир, яъни лимит нукта махсус нук,танинг худди 
узидир.

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламалар лимит даврага эга 
булишини аник,ланг:

j dy _  - х  + £ (1 -х 2)у 2  dy _  - х  -  у + у 2
dx У dx у - х  +  х *

, Л / 2 , 2 \  х +  - sin J x 2+y2- х +у ( Ч х +у )  ^

у + х  - J x 2+y2 'j ~У+ J  2+ 2 Sin^ x2+y2

б-§. МУМКИН БУЛГАН УРИНМАЛЛР ТЕНГЛАМАСИ

Ушбу
dx
dt = Х (х ,у ),

f  = У(х,у)
(6.1)

дифференциал тенгламалар системаси учун координата
лар боши атрофида, лекин координаталар боши 0 (0 , 0) да
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булмаган ечими мавжудлиги ва у ягоналиги шартлари ба- 
жарилган деб фараз к,илайлик. Сунгра (6.1) системани 
куй ид а ги куринишда ёзиш мумкин дейлик:

^  = Х„(х,у) + Х (х ,у ), 

%  = Yn(x ,y) + Y (x ,y)
(6.2)

бу ерда Хп(х, у), Уп(х, у) лар л-даражали бир жинсли, Х(х, у), 
Y(x, у) лар эса координаталар боши атрофида п га нисба- 
тан юкорирок, даражали хдцлардан иборат кущадлар. (6.2) 
нинг унг томонларини Тейлор формуласи ёрдамида икки 
х вау узгарувчи буйича кдтор ёйилмаси куринишида ёзиш 
мумкин булсин. (6 .1) системанинг ечимларидан иборат 
интеграл эгри чизикдар координаталар бошига (яъни мах
сус нукд'ага) кириши мумкин булган йуналишларни урга- 
намиз.

Бунинг учун (6 .1) системани кугб координаталарида 
ифодалаймиз:

—  = coscP ^n(<x>s<P, siny) + siny Yn(cosy, siny) + г4 (г  аЛ 
d<P cos<i|’-Yn(cos?>, sirnpJ-sim p-Xn(cosij>, siny) + rr}(r,y) Г (6 ‘5 > 

бу ерда f (r, (p)j функциялар ущбу Куринишга эга_

(6.3)

(6.3) ни t буйича дифференциаллаймиз:
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_ , ч X(rcosq>,rsm<p)- cosra+ Y(rcos<p,rsintp) ■siny>
£ (r,9 ) = —---------------1----- --------------------- L-------’

(6 6), 4 A'('rcose>,''sinfl)VsiniB-lr(’rcos^ ,rsm p)-cosip
Tl{r,<p) = —---------------1----- ju rr-------------------------

Агар характеристика координаталар бошига аник, урин- 
ма билан кирса, у х;олда <р-*<р0 да г-*-0 булади. (22-чизма).

гукни вертикал, ^ ни горизонтал укка йуналтириб, кутб 
координатларини декарт координатлари каби караймиз. 
г=0 (6.5) тенгламанинг ечимидир, демак, дастлабки (6.1) 
система учун эгри чизикдар координатлар бошига г = О 
йуналиш буйлаб киради.

Агар бош^а характеристикалар координатлар бошига 
(р0 бурчак остида кирсалар, у \олда (0 , р0) нукга махсус 
нукта булади ва (0 ,^о) нуктада (6.5) тенгламанинг сурат ва 
махражи нолга тенг булиши керак, яъни

cos <р0Х п + sin <p0Y„ =  О, 
cos <p0Y„ -  sin <рйХ п =0.

Ушбу

cos^> - y„(cosp, s in ^ ) -s in ^ -A rn(cos^), sin^) = 0 (6.7)

тенглама мумкин булган уринмалар тенгламаси дейилади.
(6.2) система учун мумкин булган уринмалар тенгламаси 
куйидаги куринишда булади:
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x Y „ (x ,y ) - y X n( x ,y )  = 0. (6.8)
Куйидаги учта х;олдан бири булиши мумкин:
а) Агар (6.7) тенглама х,ак,ик,ий илдизларга эга булма- 

са, у холда г= 0 укда махсус нукталар йук ва бирорта хам 
интеграл эгри чизик координаталар бошига кирмайди.

Масалан, ^f = - ~  тенглама учун (бу ерда Хп- у ,  Y = -х )  ах у п п
мумкин булган уринмалар тенгламаси 

x !+y2= 0 , cosfy+sinfy=0

^акикий <ра илдизларга эга эмас, демак, бу оила интеграл 
эгри чизикларнинг бирортаси хам координатлар бошига 
кирмайди.

б) (6.7) мумкин булган уринмалар тенгламаси х;еч 
булмаганда битта х^кикий ечим <р0 га эга булсин. Тенгла
манинг иккала томонини cos"+1 га булсак, (6.7) тенглама 
tg<р га нисбатан (л + 1)-даражали тенглама куринишига ке- 
лади. Демак, n+ 1 даража турли йуналишлар сонининг энг 
каттаси булиб, улар буйлаб интефал чизиклар координа
талар бошига кириши мумкин булади.

в) (6.7) мумкин булган уринмалар тенгламаси куйида
ги куринишда булсин:

x Y - y X  = 0 (6.9)

(Масалан, агар х'=у, у = х  булса). Агар (6.9) шарт бажа- 
рилса, у холда Хя ва Yn купхадларнинг тузилишини аник- 
лаймиз. Айтайлик,

Х п(х, у) = Оп0 х ” + йп_, , х"-1у  + ...  + я, хуп-1 + аПп у ”,

уп(х, у) = Ьпй х п + Ь„_и х"'1 у  + ... + ^  ху"-' + Ь0п у" 

булсин, у холда

х У „ -у Х п =Ьпйх п+' - а л0у п+1 +

+ (* -и  ~ апо )х"у + ...  + (Ь0п -  )хуп = 0 
тенгликдан

"° (бунда к = 1,п) келиб чикдди.
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Демак,
Х„(х, у) = ап0х п + ап_их"-1у  + ... + а1п, 1хуп' \

У„(х,у) = bn0x n + bn_ux n~1y  + .. ху"-'.

Кдралаётган щяда дифференциал тенглама кутб коор- 
динаталарида куйидаги куринишга эга булади:

dr cos <рХ„ + sin tp Yn + r£(r. <p)
dp n(r<p) ’

бирок,, ^Tcos^-Xsiny5=0 булгани учун К = tgip • X .
Демак,

dp cos <pn(r,<p) ' ’

тенгламанинг куринишидан равшанки r= 0 укда X(cosyо, 
siny>)=0 , яъни

cos" <Р(апо + я„-и tg<p + . . . + а1п_г t g V) = О
тенгламанинг илдизини хисобга олганда махсус нукгалар 
йук,.

<Р *  у  + ля булгани учун n- 1 йуначиш буйича коорди-

натлар бошига биттадан ортик, характеристика кириши 
мумкин ёки бирорта х;ам характеристика кирмайди.

7-§. НОРМАЛ СОХАЛЛР

Куйидаги
<fy _  Y„(x , y )+Y(x , y )
dx Х „ ( х , у ) + Х ( х , у ) \ , Л )

дифференциал тенглама берилган булсин. (7.1) тенгламада
X  =  Г  C O S  <Р,

(7.2)у  = rsm < p к ’

алмаштириш бажарамиз. Натижада (7.1) тенглама

dr _  cos<р ■ X „+sin<р-У„+г£(г, у) t ,у 3)
dp costp- Yn-  sinp • X„+ nj(r,tp)
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куринишга келади. Куйидагича белгилаш киритамиз:

F(<p) = cos <p-Yn(cos<p, яп  -  sin <pX„(cos <р, sin <р), ^  ^  
Ф(<р) = со%(р- X„(cos<p, sin у)  + sin ipXn(c,os<p, sin <p).

Шунингдек, <p=(p0 — мумкин булган уринмалар тенгла- 
масининг илдизи булсин, яъни F{<p0)= 0 . Умумий холда 
ф(<р )* 0 , деб фараз кдламиз. <р0нукта атрофида баландли- 
ги г узунликка эга булган ABCD туфи туртбурчак ясаймиз 
(23-чизма). д ва § сонларни шундай танлаб олинганки, 
ABCD т$чри туртбурчак ичида F(<p) ва Ф(ро)*0  функция- 
ларнинг илдизлари ^ 0булмасин. д ва £ лар ^  нинг ишо-
раси факат F{<p) ва Ф{<р) ларга боишк, буладиган кдлиб 
етарлича кичик олинган. Бундай олинган ABCD туфи 
туртбурчакни нормал соха дейилади (24-чизма).

Куйидаги холлардан бири булиши мумкин:

*<$ ЪУпкЦня 
<рй нук^ада камайиш- 
дан усишга утсин, 
яъни <ра бу функция- 
нинг минимуми бул
син.

Бундай хоссага 
эга булган сохага би
ринчи тур нормал 
соу,а дейилади.

Бу сохада АВ то- 
монда хосила ^f-< О
а

т ->  оа<р
чап

СП томонда
чунки <р(} дан

томонда ^
Функция камаяди, 
унг томонда эса уса
ди.

Шундай к,илиб, 
биринчи тур нормал
сохада ~  хоси л а  ^

24-чизма.



нук,тадан утишда ишорасини -  дан “ + ” га узгартиради.
Бундай турдаги соха г нинг камайиши билан интеграл 

Э ф и  чизиклар шу соната киради деб айтиш мумкин.
Биринчи турдаги нормал сохага кирувчи барча харак

теристикалар (0 , у>0) нук,тага киришини курсатамиз.
Масалан, АВ томони орк;али кирган характеристикани 

куриб чикдйлик.
У АВ орк,али к,айтиб чик,а олмайди, чунки —-=■ 0 , ха-

Сир ,
рактеристикада эса бурчак нук,та йук,. A BCD ичида ~г *  О

шр
булгани учун характеристика ABCD туфи тургбурчакнинг 
ВС томони орк^али ёки CD томони орк,али ((0 ,^0) нук^ани 
четлаб) чик,а олмайди.

ХарактеристикаЛ£С£>ичида чексиз узок, к,олмайди хам, 
чунки у ёпик, ёки ёпик, траектория га уринма булиб к,олар 
эди.

Шундай к,илиб (0, <р0) нукта характеристикалар киради- 
ган ягона махсус нукгадир. Демак, биринчи тур туфи бур- 
чакли сохдга кирувчи характеристикалар координаталар 
бошига <р=<рй йуналишга уриниб кирадилар (25-чизма).

2) ABCD туфи туртбурчакда функция усишдан
Hr Wкамайишга утсин, бунга ~  хосила ишорасини “+ ” дан

га узгариши, яъни функциянинг <р=<р0 нук,тада 
максимумга эга булиши мос келади.

Равшанки, характеристика Л 5 томон орк,али кириб, ВС 
томон орк,али чик,иши мумкин.

Агар характеристиканинг АВ томонини кесиш нук,та- 
лари кетма-кетлигини ап орк;али, ВС томон идаги улар га 
мос нукталарни Рп орк,али белгиласак, у холдаап-*А булган- 
да Рп кетма-кетлик бирор Р -*Р лимит нукдага интилади.

^ > 0 dr, . _ ва * о булгани учун ва ( а ,  Р ) характерис-
dip dtp п п

тика ва ундан чапрокдаги характеристикалар ABCD га к,айта 
олмайдилар ва чексизга узоклашадилар.

Худди шунга ухшаш CD томон оркали утувчи ва ВС ни 
Р лимит нук,тада кесувчи характеристикалар туфисида ху- 
лоса чикдриш мумкин. AD масофани кичиклаштириб, биз 
бир вак,тнинг узида РР масофани к,иск,артирамиз ва ВС 
туфи чизикда шундай Р0 нукгани топамизки, (0,<р{)  нук,тага
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кирувчи я гон а ха
рактеристика шу Р0 
нукта оркдли ута
ди. Оху текислик- 
даги секторда ин
теграл характерис- 
тикаларнинг мос 
^тишлари 26-чиз- 
мада курсатилган.

Бу курилган 
сох£ иккинчи тур 
нормал со%а дейи
лади.

з > I S  ф > ™ -

ция <р0 нуктадан
утиш ида “ + , + ”
ёки ишора-
ларда булсин. ABCD
да *  0 эканли- dip
гини хисобга олиб
■^ > 0 булганда 
dtp
бир-биридан узаро 
фарк, кдлувчи икки 
кол булиши мум
кин деган хулосага келамиз.

а) ABCD га бир томондан кирган характеристикалар 
унинг бошка CD ва А В томонлар оркали (0, <р0) нуктага 
кирмай чикиб кетиши мумкин (27-чизма).

б) ВС ёки CD томон оркали утувчи камида битта ха
рактеристика (0, <р0) нуктага киради. У х,олда улар чексиз 
куп булади, чунки бу нуктадан унгрокда ётган барча ха- 
ракгеристикалар хам албатта (0 , <р0) га киради (28-чизма).

2 j
1-мисол. Ушбу дифференциал тенглама

учун нормал со\анинг турларини аникланг.
Е чиш . Куйидаги белгилашларни киритамиз:

Х=-(Зх>+у>), Y = x 4 3 f .
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F(<p) ва Ф(<р) функциялари куйидаги куринишни олади: 

F(<p) = cos <р ■ y2(cos <р, sin <р) — sin - X2(cos <р, sin <р) = 

= cos ip (cos2 <p + 3 sin2 <p) + sin <p (3 cos2 <p + sin2 <p) =

= (sin <p + cos <pf =  cos3 (p(tg<p + 1)3.

Ф((р) = cos<p-X2(cos<p, sin<p) + sin<p ■ Y2(coscp, sin<p) =

= -  cos <p (3 cos2 <p + sin2 <p) + sin y>(cos2 <p + 3 sin2 <p) =

= sin <p cos2 <p — cos >p sin2 <p +  3 (sin3 <p -  cos3 <p) =

= cos3 <p(tg<p -  l)(3tg2ip + Itgcp + 3).

Натижада = --------H&v+D---------
Ф(ч>) (tgy-l)(3tg <p+2tg<p+3)

н и  хосил кдлам из.

<p0 махсус ну^та булгани ва у tgy? + 1=0 тенгламанинг
илдизи булгани учун <р0 = -  — булади.
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Бу нукта атрофида хосила ишорасини “ + ” дан га 
узгартиради, демак курилаётган соха иккинчи тур нормал 
со^а булади.

2-мисол. Ушбу

f -  = х 2 - х у  + у 2 + Х (х , у), 

f  = 3:xy + Y(x, у)

системанинг нормал соха турини аник^анг.
Е чиш . Куйидаги белгилашларни киритамиз ва F\<p), 

Ф(<р) функцияларни аникдаб оламиз:
Х 2 = х 2 - х у  + у 2, У2 = 3ху 

F(<p) = cos <р- y2(cos^, sin tp) -  sin tp ■ ^(cosy», siny?) =

= cos <рЪ cos tp sin <p -  sin y>(cos2 <p -  cos <p sin <p + sin2 <p) = 

cos >  • tg<p(2 + tg (p -  t g »  = cos’ cp ■ tg<p(l + tg<p)(2 -  tg cp).

F(tp) = 0, <р0^лп, - ^  + лп, arctgl + лп  /  n G zj.
Ф(<р) = cos(p-X2 (cos(p, sin <p)-i-sin (p-Y}(coscp, sin<p) =

= cos (cos2 tp cos tp sin tp + sin2 tp) + sin tp • 3cos^sinyj = 

cos(cos2 (p -  cos p simp + 4 sin2 <p) = cos3 <p(4tg2<p — tg<p + 1).

<рй нинг куйидаги кийматлари билан чекланамиз: 0, -  ^ ,
4р/ \

arctg2. Бу нук^аларнинг кичик атрофида cos^ мусбат,
Функция ишораларини курсатилган нукталар атрофида 
узгаришини курсатамиз:

F(v)  _  tgv>(tg<p+])(tgip-2)
Ф(<р) 4tg2?>-tgV+l

Бу касрнинг махражи исталган <р ларда мусбат. Функци-
янинг ишоралари узгариши 29-чизмада курсатилган. Чиз-
Мага кура <р0 = -  j  нукта атрофида иккинчи тур нормал соха,

нук г̂а атрофида биринчи тур нормал coxa, y>0=arctg2 
атрофи эса иккинчи тур нормал соха булади (30-чизма).



29-чизма.

8-§. БРИО-БУКЕ ТЕНГЛАМАСИ

Ушбу
dy _  ay + bx + f ( x , y )  
dx x m

куринишдаги тенглама Брио-Буке тенгламаси дейилади, 
бу ерда т — хакдаий сон.

Ш. Брио ва Т. Буке маш^ур француз математиги Ко- 
шининг шогирдлари булган. Уларнинг асосий илмий иш- 
лари биринчи гурух; махсус нукталар (тугун, эгар ва улар
нинг комбинацияси) муаммоларига багишланган. (8-1) 
тенгламадаги/ (х, у )  функция аналитик, яъни Тейлор цато-



рига ёйиладиган х;олни текширганлар. Сифат нук^аи на- 
зардан бу тенгламани Бендиксон урганиб чикдан. Куйида 
биз а * 0 , т >0 деб ва /(х , у)  функция х вау  нинг биринчи 
дараж алари  иштирок эгмаган аналитик функциядан ибо
рат деб оламиз.

Унинг учун (8.1) тенгламани

dx_ _  х т
dy ау + Ьх + f ( x , y )

шаклда ёзиб, х=0  бу тенгламанинг ечимларидан бири эка- 
нини кУрамиз, шу билан бирга х-»0 да ва | у>6  | да косила 

-» ос га интилади. (8.1) тенглама х =  0 (у ук^) тугри чи-dx
зикдан бошка вертикал уринмали характеристикаларга эга 
эмас.

Дастлаб берилган тенгламанинг характеристикалари- 
ни унг ярим текисликда, сунгра чаи ярим текисликда тек- 
ширамиз.

1. а > 0 б у л г а н  х,ол. у=й>0  дейлик. х=0 да сурат 
а д + /(0 , д) куринишда булади, шу билан биргаf (x , у )  ана
литик функция б^либ, ёйилмаси 2-тартиблидан паст булма- 
ган >;адлардан иборат булгани учун a(ad+f(x, у ))> 0.

Кичик х=£ к,ийматда а<5+££+/(§, д) ифода, узлуксиз- 
лиги туфайли, a d + f(0, д) билан бир хил ишорага эга 6У- 
лади.

Агар у = - д < 0 булса, у *олда a (-a d + f(0 , -<5))<0 бу- 
лади.

ABCD тугри туртбурчак ичига кирган барча интеграл 
эгри чизикдар (31-чизмагакдранг) координаталар бошига 
киришини курсатамиз. Масалан, томон орк^ли кирган 
интеграл характеристикаларни кдрайлик. Бу характерис- 
тикаларнинг х;еч бири А В томон оркдли чик,а олмайди, 
чунки х~() характеристика булиб, (0, 0) нук,та эса (8.1) 
тенгламанинг яккаланган махсус нуктасидир. АВ томон 
°РКапи кирган характеристикатар AS CZ) тугри туртбурчак- 
нинг к,олган боцща томонлари орк,али чи^иб кета олмай- 

ар, чунки х=0 вертикал уринмага эга ягона характерис- 
АВПп?' ^ аРактеРистика> шунингдек, чексиз узок, вак;т 
хап Да 11,0:11111111 х>ам мумкинмас, чунки акс \олда у ёпик 

актеристика булар ёки 2-теоремага кура уз ичида (0 , 0)
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дан ташкари махсус нуктани сакдаган ёпик, характеристи- 
кага эга булишини билдиради ва бу эса (0, 0) нинг якка- 
ланганлигига зиддир. Демак, АВ томон оркали кирган барча 
характеристикалар (0, 0) нукгага киради. Кдралаётган тугри 
туртбурчакнинг боцща томонлари хам худди шундай тек- 
ширилади.

Шундай килиб, ABCD га кирган барча характеристика
лар махсус нук,та (0, 0) га киради. ABCD сохд а>0 булган 
Холда биринчи турдаги нормал соха булади.

2. а<0 бул ган  кол. Бу \опц.аАВ (у=д) томонда < 0, 
CD (у  = - 8) томонда эса 4  > 0. Бу — АВ ва CD оркалиах
кирган характеристикалар (0 , 0) махсус нукгани четлаган 
холда ВС томон оркали чикишини билдиради. Р G ВС нукта 
АВ оркали кирувчи, ВС оркали чикувчи ва А нукта якин- 
лашувчи характеристика нукталарининг лимит холати 
булсин (32-чизма). Р  G ВС нукта ABCD га CD оркали ки- 
рувчи барча характеристикалар учун хам лимит нукта була
ди (бу д ни ихтиёрий танлаб олинганлигидан келиб чи- 
кади).

Бу эса ABCD да иккинчи тур нормал соха мавжудлиги- 
ни билдиради.

ABCD га кирувчи ва (0, 0) да тухтовчи ягона характерис
тика мавжудлигини курсатамиз. Бундай характеристика- 
нинг мавжудлиги Р  — махсус нукта булмаганлигидан ва 
юкорида курсатилганидек, унга кирувчи характеристика
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ABCD нинг бошк,а то- 
монларини кесиш и 
мумкин эм аслиги , 
унинг ичида чексиз 
узок муддат кололмас- 
лигвдан келиб чикдди, 
яъни у координаталар 
бошига киради. Бун- 
дай характеристикалар 
иккита: у=у{х) ва у = у  
(х) хамда у - у > 0 деб 
фараз килайлик.

и (х )= у -у  функция 
х >0  да мусбат ва
и(0)=0. Энди и(х) функция кдноатлантирадиган диффе
ренциал тенгламани тузамиз:

du _  d (y -y )  _  ay + bx + f ( x ,  у )  -  ay -  bx — f ( x . у) _  
dx dx ~

-  а( У - У ) + / ( х ,у ) - / ( х . у )

f(x , y ) - f (x ,  у) айирма a ^  куринишдаги хдоларга эга 
эмас, шунинг учун (у -у )  айирма f (x , у ) - / ( х ,  у) айирма- 
нинг умумий купайтувчиси булади.

Демак,
du
dx = У  (а  + F(x, у, у) = ф ( а  +  F(x, у, у » ) ,

бу ерда Дх, у, у) функция озод \адга эга эмас. и> 0 ва а<О 
булгани учун ^  <  О булади. Бирок, и=0, и(х)>0 ифода- 
лар бир томондан мусбат ва ^  < О ифода иккинчи то- 
мондан эса манфий, булар эса бир-бирига зиддир. Демак, 
м(х)=0  булишлигидан у = у  тенгликка эга буламиз. Шун
дай кдяиб, координаталар боши, яъни махсус нуктага ягона 
характеристика киради ва унинг унг томонидаги характе
ристика чизиклари иккита гиперболик сохалардан иборат 
сохага ажратади. Бундай сохалар гиперболик сохалар, ко
ординаталар бошига кирувчи ягона битта гипербола эса 
сепаратрисса дейилади (3 3 -ч и з м а ) .^ _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ _
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Брио-Буке тенгламаси характеристикаларининг чаи 
ярим текислигидаги холатини куриб чик,амиз. Бунда \ам- 
маси булиб туртта хол булиши мумкин:

1) а > О, m = 2k+l. *=-*, деб куйидагини хосил кдпамиз:

dy _  ay -  +  / ( - * , ,  v)

л , xj-

— бу тенглама характеристикаларининг унг ярим текисли
гидаги холати билан бир хил булишини билдиради, яъни 
бу холда чаи соха хам биринчи турдаги нормал соха булади. 
Шундай кз*либ, а>0 да барча характеристикалар коорди
наталар бошига киради. Координаталар боши бу холда ту
гун булади (34-чизма).

2) а< О, т =2к+\. У 
холда юк;оридаги каби 
мулохазалар юритиб, 
чап томонда координа
талар бошига ягона ин- 

— * х теграл эгри чизик; ки- 
ришини аник^аймиз, 
яъни координаталар 
боши туртта сепарат- 
риссали эгардан иборат 
булади (35-чизма).
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о < 0

3) а>0, т=2к, х<0 булсин. Бу холда х = -х , деб оламиз 
ва натижада:

dy _  -ay  + b X j -  f ( - x l t y) 
dx) x,m

тенгламага эга буламиз. Шундай килиб, О ху  текислиги- 
нинг Унг сокаси иккинчи тур нормал сох,адан иборат (фа- 
кат бигга характеристика киради) булади. Демак, Оху те- 
кисликнинг чап сохдсига хам фак,ат битта характеристика 
киради (бу вак^тда унг сохада координаталар бошига чек- 
сиз куп характеристи- 
калар киради).

Бундай махсус нук
та эгар-т угун  (чап 
эгар-тугун) дейилади 
(36-чизма).

4 a<Q т = 2к 
булсин. Бу кол учин- 
чи \олга Ухшашдир.
Факдг бу колда унт то- 
монда эгар-ту1унга эга 
буламиз.
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9-§. БРИО-БУКЕНИНГ ШАКЛИ УЗГАРГАН ТЕНГЛАМАСИ

Брио-Букенинг шакли узгарган тенгламаси деб

dy _  ауп+ а 1у л-'+ . . .  + # ( х , у )  
dx х

куринишдаги тенгламага айтилади, бунда/ (х, >>) — анали
тик функция. Агар (9.1) тенгламанинг махражи ^ (ы * ]) 
куринишда булса, у холда тенгламага Брио-Букенинг умум- 
лашган тенгламаси дейилади.

Брио-Буке тенгламаси каби, бу ерда хам х=0 характе
ристика булиб, униг учун Оу тугри чизик вертикал урин- 
ма булади. Бундай уринмага эга бошк,а характеристикалар 
йук, чунки бу тенгламанинг ёпик, характеристикаси хам, 
спирали хам йу^.

я > 0 , п=2к, 0<х<£, у = ± д  к^йматларда 4  > 0 булгани
ах

учун интеграл эгри чизикдарнинг учинчи тур нормал со- 
халардаги холати муаммоси пайдо булади.

(9.1) тенгламанинг интеграл эгри чизиклар холатини 
урганиш учун у = и х \  Я>0 алмаштириш бажарамиз.

Бу алмаштириш Оху текисликнинг бирор сохасини Охи 
текисликдаги сохасига утказади ва аксинча. Шу холни 
куриб чикрмиз.

Оху текисликда ABCD туртбурчакни кара йм из (37- 
чизма).

BD : х = 4, DC : у  = 8 
АВ : у  = - 8, АС  : х  = О

« ( ^ 8) -  J*., Иш £  = оо.

Аксинча, агар х = |,  и=±д  десак, у = д 1 • х1. х-»0 да у-*0; 
0<Я< 1 булганда эгри чизик, .н ук^га уринади, агар Я > 1 булса, 
эгри чизик, х укига уринади.

Охи текисликдаги АХВ̂  CXD гугри туртбурчакка кирувчи 
барча интеграл эгри чизюугар Ои ук?ш кесиб ёки унга ури- 
ниб, Оху текисликдаги координаталар боши 0(0, 0) га ки
рувчи интеграл эгри чизикдарга утади.

Агар у=их1 алмаштиришни бажариб ваЯ<1 деб олсак:
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D

У

-► О
х

с(О11
ю1II

в

dy_
dx

du _  1
dx x >

= х * ^  + Хихх-'-, <>L= ' ( d L - X Ux>-A. 
dx dx x* \dx  )

a u n x * " + a i u n+l +  ... + x / '( x ,ia i ) Л
---------------------------------- -------- -  Xux 1 =

-Л и  + аипх (л 1>A-I-<7j un+Ix ni + .. .  +  x'~xf ( x ,  юг1)

еки
du_ _  -Xu + F(y,u)  
dx x (9.2)

тенгламага эга буламиз, бу ерда F(y, и) функция и га нисба- 
тан (агар Я = — тугри каср десак) аналитик функция.

л  1  qАгар х ч = х урнига куйишни бажарсак, (9 .2) нинг унг 
"гомони и BaXj буйича аналитик функция эканлигига ишонч 
Чосил киламиз. Бу тенгламага Брио-Букенинг асосий тенг- 
ламасига татбик килинган назария уринлидир.
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-Я<0 булгани учун Охи текисликда координаталар бо
шига ягона интеграл эгри чизик, киради. Савол тугалади: 
бу характеристика MON дан чик,майдими? Я кичиклаш- 
ганда МО эгри чизик. Оу ук билан уринишнинг борган 
сари катта тартибига эга булади, яъни унга як^нлаша бо- 
ради. Бирок Оу укига уринадиган маълум эгри чизиктар
исталган х=у1л параболага Караганда Оу укига якинрок-

1
дир. Масалан, у  = х, = е у , х,(0) = 0 эгри чизикчар к>ко-
ридаги хоссага эга.

Хакик,атан хам,

________
у-*.О х у^п г-*® г***lim — = lim ^-*r- = lim ~  = lim ^  — 0

(хар к,андай, исталганча катта n ларда).
Интеграл эгри чизикдарнинг MON  сектордаги ва О 

нуктага ёпишган бошк,а сохалардаги холатини аник'гаш 
учун (9 .1) тенгламани “тункарилган” , яъни

dx _________ х__________
dy ay" + aiy n̂  + ... + yf(x,y)

тенглама куринишда ёзиб, сунгра х=у, у= х  алмаштириш 
бажарилиб, координата укутри вазифасини алмаштирамиз:

i£  =  _
dx ахп + ахх" 1 + ...+yf(y,x) 

у = й -х , v>n урнига куйишни бажарсак:

du_
dx

_1_
xv

■ у —1-  VUX
axw+ c7,xw+1 +... + uxvf ( y ,  x )

й  1 -  v(ax',~1 + ax" + ... + Sxr~l/ ( y , x ) )
* ' a + flix +... + u f(y ,x )  x v "

(9.3)

(9.3) тенгламадан x =0  ва м=0 тугри чизикдар характе
ристика эканлиги келиб чик,ади.



х=0 да a+ axx+ ... нолга тенг булмагани сабабли (9.3) 
тенглама Врио-Буке тенгламаси туридаги тенгламадир.

1) Агар д>0 ва п -2 к + 1 булса, Охй текисликнинг коор
динаталар бошига унгдан ва чапдан чексиз куп интеграл 
эгри чизиклар киради.

х=у , у = х  алмаштириш I ва III чорак бурчаклари бис- 
сектрисаларига нисбатан симметриклигига кура Оху те
кисликнинг (0 , 0) нуктасига чексиз куп интеграл эгри чи- 
зикдар киради.

2) Агар а < 0, п = 2к+ \ булса, Охй текисликда коорди- 
нагалар боши й=0, х=0 сепаратриссали эгар булади. Охй 
текисликда хам унг томонда ягона характеристика киради 
ва бинобарин, Оху текисликда координаталар бошига ягона 
интеграл эгри чизик; киради. Бу \олдаM O N сектордан ко
ординаталар бошига интеграл эгри чизикдар кирмайди.

3) а>0 ва п=2к булса, Охй текисликда координаталар 
боши эгар-тугун булади, чапда битта интеграл эгри чизик;, 
унгда чексиз куп интеграл эгри чизикдар координаталар 
бошига киради. Охй текисликда х,ам худди шу вазиятга эга 
буламиз, яъни MON секторда координаталар бошига чек
сиз куп интеграл эгри чизикдар киради.

4) а<0 ва п=2к булса, бу х,олда, аксинча, унгда битга, 
чапда чексиз куп эгри чизикдар координаталар бошига 
киради. Охй текисликда хам худди шундай булади.

тенглама Брио-Буке оддий тенгламасининг умумлашган 
куринишвдир, бу ерда унг томон куйидаги шартни к;ано- 
атл антирад и:

Ушбу
d£ _  a y+ f(x ,  у) 
dx <p(x)

X

харак ШартлаРда берилган дифференциал тенгламанинг
к-л-т:,~ТерИ5ГикалаРи Брио-Буке тенгламаси характеристи
к о й  каби булади.

эференциал тенгламанинг 
тенгламаси характеристи-



10-§. ИНТЕГРАЛ ЭГРИ ЧИЗИКЛАРНИНГ НОРМАЛ 
СОХДЛАРДАГИ ХОЛАТЛАРИ

Куйидаги дифференциал тенгламани караймиз:

dz -  Yn(x,y)+Y(x,y) 
dx Хп(х,у) + Х(х,у)’ ( 10 . 1)

бу ерда Хл(х, у), У (х, у) лар л-даражали бир жинсли тенг
ламалар, Х(х, у), Y(x, у)— хакикий узгарувчининг анали
тик функциялари. х - р  cos <р, у=р  sin tp урнига куйиш ор
кали (10.1) тенгламани куйидаги куринишга келтирамиз:

ф _  cos ч>Х„{се& <р, sin <р) + sin у) Y„(cos tp, sin <р) + р|(р, <р)
dp = Р cos<р K„(cos tp, sin <р) -  sin ̂ „(cos <p, sin <p) + p»/(p, <p)

( 10.1) тенглама учун y = их алмаштириш бажарилганда:

( 10.2)
du _  1 Y„(\,u)~ иХ„(\,и) + xf(x.u) 
dx x Xn(\,u) + tfi(x,u)

тенгламага эга буламиз.
J^(l, и) — иХл(  1, м)=0 тенглама илдизлари билан

F{p) = cos tpYn(cos tp, sin tp) -  sin tpX „(cos tp, sin tp) = 0

мумкин булган урунмалар тенгламаси орасида узаро 6of- 
ланиш мавжуд.

Хакикатан хам,

Yn(l,u)-uX „(l,u ) = Yn(Hgcp) -lg(pX n(l,tg(^  =
_  cas<pYn(cos<p, sinip)-sinp^Ccosp, sin?) _  F(tp)

co^ tp cosntl <p

бу ерда <р *  у  деб оламиз. (Агар <р = у  булса, х=у, у=х  
урнига куйиш ёрдамида янги <р *  у  ни хосил к и л а м из
(<Р=0)).

Шундай килиб, f\tp)=0  тенгламанинг(p=<pti илдизи Уя(1,
и)-иХ п{\, ы)=0 тенгламанинг w0=tg^ 0 илдизини аниклай- 
ди. Нормал соханинг шартларидан бири
Ф(^о>= cos<Po^n(cos,Po’ sm<p0) + sm<p0Yn(costp0, sinpo) * 0
шартнинг бажарилишидан иборат.
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<Р нукгада =  эканлигини \исобга олсак,
куйидаги ни \осил кдламиз:

Ф Ы  = ^ < Е « М £ о ) ^ о .
у т 0 '  COS (pQ

ф (<р0) аналитик функция булгани учун, <р0 нукга атро- 
фида

Ф(̂ >) = Х п (cos <р, sin <р) *  О

тенгсизлик сакданади, яъни Xn(cos<p, sin^)^0 булади ва 
куйидаги тенгликни ёза оламиз:

ГЛиУХпЦ") _  F(y) _  f(y)
X n(\ ,u )  X„(cos(p,sinip)cosn*] <р Ф((р)соб"+2р

-  i  < <р < у  кийматларида cosn+fy>0  булади.

Фараз «.илайлик, и=й илдиз
Г„(1, и )-и Х „(  1, и) =  О

тенгламанинг “к” каррали илдизи булсин. У хрлда бу тенг
ламанинг чап томонини куйидаги шаклда ёзиш мумкин:

7„( 1, и) -  uXn(\, и) = ( и -  i7 )4 (« ) ,  R(M) *  0
ва

Y „(\,u )-u X n(\ ,u) R (u ) (u -u )k _  F jy)  (у -уо)*
Х„(1)И) Х„(\,и) Ф(у>) cos'

Бунда куйидаги ^оллардан бири булиши мумкин.
1) Илгари курсатилгандек, агар функция <ри нук-

тадан утишида уса бориб ишорасини ” дан “+ ” га узгар- 
тирса, к.аралаётган со\а биринчи тур нормал со^адан ибо
рат булади. Охирги тенгликдан, агар к ток, (к=2Ь+1) ва 
и=й ну^тада Р(и)Агл(1, ы)>0 булса, кдралаётган сох;а би
ринчи тур нормал со\а булиши келиб чикдци.

2) Агар функция <ра нуктадан утишида камайиб, 
ишорасини “ + ” дан га узгартирса, иккинчи тур сона
та эга буламиз, бунда к ток, ва R<-u)— < 0 булади.
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3) Агар к=2п ва *  0 булса, у холда учинчи тур

нормал сохага эта буламиз.

du _  R(u)(u-U)k + xf(x,u) 
dx x(X „(l ,u)+xf,(x ,u))

тенгламада и=й=и1 алмаштириш бажариб ва /?(й)*0, яъни 
R(u+ul) = a + a lul+ a 2u] + ... эканлигини хисобга олсак, ушбу 
тенгламага эга буламиз:

diij _  aii j+. . .+xf(x,U+Uj)  
dx х(Х„(1,П + ч , ) + f , (x ,u +и,) )  ’

бу Брио-Буке тенгламасидир. а >0  ва/:=2л+1 да доралаёт- 
ган соха биринчи тур нормал соха булади, яъни коорди
наталар бошига унгдан чексиз куп интеграл эгри чизик,- 
лар киради, а<0  ва &=2п+1 булганда эса мазкур соха ик
кинчи тур нормал соха булади, яъни координаталар бошига 
унгдан ягона интеграл эгри чизик, киради, долганлари эса 
унга якднлашади, сунгра ундан узок^ашади.

а*О ва к=2п (жуфт) булганда, яъни функцияси
<р0 дан утишда уз ишорасини узгартирмаган ходца мазкур 
соха учинчи тур нормал соха булади.

Бу холда соханинг бир досмидан чексиз куп интефал 
эгри чизиклар координаталар бошига киради, соханинг дол
ган к^смидан эса чексиз куп интефал Эфи чизикдар коор
динаталар бошига як^нлашиб, сунфа ундан узок^ашади. 
Шундай долиб, биз текшираётган (10.1) тенглама интефал

38-чизма.



эгри чизик^ари холатининг Брио-Буке тенгламаси интеграл 
эгри чизиклар холати билан тула мослигини аникладик. 38- 
чизмада Оху текисликда (0, и) нуктага ёпишган нормал 
сохалар (ABCD туфи туртбурчак) билан Оху текисликдаги 
(0,0) нукта орасидаги мослик келтирилган (38-чизма).

11-§. ИНТЕГРАЛ ЭГРИ ЧИЗИКЛАРНИНГ 
КООРДИНАТАЛАР БОШИ АТРОФИДА ВА ТУРЛИ 

НОРМАЛ СОХАЛАР ОРАСИДАГИ ХОЛАТИ

Координаталар боши атрофида дифференциал тенгла
маларнинг интеграл эгри чизикюри (ечимлари) холати 
куйидаги учта турда булади:

1) Бир учи билан координаталар бошига кирувчи, ик
кинчи учи билан атроф чегарасидан чикувчи параболик 
траекториялар (39(1)-чизма).

2) Иккала учи билан атроф чегарасидан чикувчи ги- 
перболик ёки эгар траекториялар (39(2)-чизма).

3) Иккала учи билан махсус нукгага кирувчи эллипгик 
траекториялар (39(3)-чизма).

Эгри чизикларнинг турли нормал сохалар орасидаги 
холатларини куриб чикамиз.

1) Кушни сохалар биринчи тур нормал сохалар булсин. 
Мазкур холда мумкин булган иккита уринма йуналишла- 
ри орасида эллиптик соха жойлашган булиб, унга учингчи 
тур траекториялари дейилади (40-чизма).

2) Кушни сохалар иккинчи тур нормал сохалар булсин. 
Мазкур холда хар бири (факат биттаси) й1 ва й2 махсус 
нукгаларга кирадиган интеграл эгри чизиклар орасида гип- 
реболик фаектория-
лар жойлашган булиб,

Интефал эгри чи
зикларнинг бош ка 
нормал сохалар ком- 
бинациялари ораси
даги холатлари шунга 
Ухшаш урганилади.

унга иккинчи тур тра-

(41-чизма).

39-чизма.
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40-чизма.

Мисоллар курамиз.
dy х  +у

1-мисол. Ушбу = 4у + х 2 дифференциал тенглама-
нинг нормал со^а турини аникданг.

Еч и ш. Берилган дифференциал тенглама битта (0, 0) 
махсус нукдага эга. у ^ и х ,  d y = x d u + u d x  алмаштиришни ба- 
жарамиз. Натижада берилган тенглама куйидаги куриниш- 
ни олади:

^ = ц ± - и) - Ц ^ т- и) =
dx x \ d x  /  x ^ 4 u x + *  )

— 1 h  + xu1 _  Л  _  1-4к2 +х(и2 -и )  
х  I 4ы + х 1 х(4и + х)

Бу ерда 7(1, и)-иХ п( 1, и) = 1—4ы2.
Мумкин булган уринмалар тенгламаси:

1 - 4 и 2 =  0 , ы, = - у ,  и2 = 1 ,  у  = - ^ х ,  У = \ х -

1 — 1 и = -  йуналишни текширамиз, унинг учун и = и - j  
+■_ 1

ёки и = и + -  урнига куйишдан фойдаланамиз. Натижада 
берилган тенглама куйидаги куринишни олади:

1 -4 ^  +х И)’-И) -4 u -4 « 2+x^u-|-j

'К"“4 Н х(2+4и+х)
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Бундан, а = — 4<0, к=  1.
Демак, и = у йуналиш буйича координаталар бошига 

кирувчи ягона интеграл эгри чизик Утади, яъни и = у ат- 
рофи иккинчи тур нормал сохдцир.

и = -  у йуналиш буйича хам шундай булади. Шундай 
килиб, (0 , 0) махсус нукта эгар булади.

2-мисол. Ушбу ^  = *у -~ - дифференциал тенгламанинг
нормал сох,а турини аникланг.

Е чиш . Берилган дифференциал тенглама битта (0 , 0) 
махсус нуктага эга. у -и х , dy=udx+xdu алмаштиришни ба- 
жарсак, берилган тенглама куйидаги куринишни олади:

Бу Брио-Буке тенгламаси булиб, мазкур колда и олди- 
даги коэффициент 1 га тенг, п=5 булгани учун (0 , 0) нук
та атрофида биринчи тур нормал со*а булиб, (0, 0) нукга- 
га чексиз куп интеграл эгри чизиклар киради, яъни мах- 
СУС нукта тугундир.

3-мисол. Ушбу —  = - — + 6v дифференциал тенг
ламанинг нормал сока турини аникланг.

Е чиш . Берилган дифференциал тенглама битта (0 , 0) 
махсус нуктага эга. у=их, dy-udx+xdu  алмаштиришни ба- 
жарамиз:



du
ш ч е - ‘)4 ( ^ - ) =

= -V(l -5 и  + 6и2 -  их7) = -^-[(1 -  2ы)(1 -Зы) -  их2] .X

Мумкин булган уринмалар тенгламаси:

(1-2ы)(1-Зы)=0, бундан и, = |>  и2 = | -

а)_и = ^  йуналишни те кш ирам из, бунинг учун и -  = и, 
_ 1

и = и + -  урнига куйишдан фойдаланамиз:

f . J r[ ( l - 2 f f - l ) ( l - S r - | ) - f e  + i> t1]  =

= Я“+№’-("' + 5И-
Бу ерда а=1>0, к=  3 — координаталар бошига чексиз 

куп интеграл эгри чизиклар киради.
б) и = ^ булганда координаталар бошига ягона интег

рал эгри чизик; киришини к^риш осон, яъни бу холда (О,
0) махсус нукта эгар-тугундир. Дархакикат,

- и  + 6  и
s + I  = „, f  =

3 dx л

бу ерда а = - \ < 0 , к=  3 булгани учун иккинчи тур нормал 
сохага эга буламиз (42-чизма).

>>= 3 V

42-чизма.
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dy _  x(y  -  ax) [(>> -  bx) + y(y -  cx)(y -  dx)]
4-МИСОЛ. ^ шоу ^  x(y-cx)(y-dx)-y(y-ax)(y-bx) reH1_ 

ламанинг нормал сода турини аникланг, бу ерда а, Ь, с, d — 
жуфт-жуфти билан турли сонлар. Коэффициентлар ора
сидаги турли муносабатларда сифат манзарасини текши- 
риш талаб килинади.

Е чиш . у -и х , dy=udx+xdu урнига куйишдан фойдала-
намиз:

du _ 1 (du _  _  i f  (u-a)(u-b) + u(u-c)(u-d) _  1 _
~3х х \ Ш  ) x[(u-c)(u-d)-u(u-a)(u-b)  J

-  1  (ti-a)(u-b)(u2+l)
~ x (u-c)(u-d)-u(u-a)(u-b)  ’

бундан, мумкин булган уринмалар тенгламаси:
(u-a)(u-b)=0, и = а , и=Ь.

Аввал и=а йуналишни текширамиз, у - а х  ва и—й+а 
урнига куйишни бажарсак:

du _________ (й + а -  Ь) й ((и + а)2 +1)_______
dx х (й  + a - c ) ( u  +о -  d)-u (й + а)(й + а- Ь)

Махражда х одцидаги коэффициент (a-c)(a-d) га тенг. 
Суратда й олдидаги коэффициент (а-Ь)(а2+ 1) га тенг. а>Ь, 
а>с, a>d  деб, каралаётган сох;а биринчи тур нормал со\а  
эканлигини курамиз, яъни координаталар бошига чексиз 
куп интеграл эгри чизиклар киради.

Энди у=Ьх ва и=й+Ь  урнига куйишни бажарамиз:

du __________ й(й + Ь -  а)((и + b)2 + 1)________
dx *|(и + ь — с)(й + b -  d) -  (й + Ь)й(й + Ь -  а)]

Суратда (b-a)(b2+ 1)< 0, махражда урта цавслар ичидаги 
°зод ^ад (b-c)(b-d) га тенг. Агар b>c, b> d  деб олсак, у 
.\олда нормал со^ага ягона интеграл эгри чизик киради. 

Ушбу тенглама берилган булсин:

dy _  +
л  *л(*>У)+ *(*,.>’) >

бу ерда Хп(х, у) ва К(х, у ) лар л-тартибли бир жинсли 
Дан^‘аДЛаР' Х(х, у) ва К(х, у) — ёйилмалари (л + 1) даража- 

асг ®улмаган ^адлардан бошланадиган аналитик функ-
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циялар. у=их  5фнига куйиш оркдли (11.1) тенглама куйи
даги куринишга келади:

Мумкин булган уринмалар тенгламасини тузамиз:

бунда Хп(\, и) * 0 деб фараз к^шамиз. Акс долда Ул(1, ы)=0 
га эга булар эдик ва ( 11.1) тенгламанинг унг томонлари 
биз фараз к^лганимиздек, л-тартибли \адлардан бошлан- 
масди.

К(х, у)-и Х п(х, у), у=их  тенгликдан:

яъни “и” га нисбатан (л -  1)-даражали купхддга эга булдик.
Агар Yn(x, у )-и Х п( 1, и)=О булса, (11.1) тенглама куйи

даги куринишга эга булади:

(11.5) тенглама учун х=0 ечим булмайди, шунинг учун 
\ар  бир (0, и) нукта оркали ягона характеристика утади.

тенгламалар системасини каноатлантирадиган “и” нук,та- 
ларгина бундан истисно булиши мумкин.

1  Г,Р ,") + хГ_ ц 
*[*„(!,«)+ хЛГ

1 Гв(1,Ц)-ЦЛГл(1,и) + л(У-д^) 
х А'я(1,и) + хАг

(Н.2)

бу ерда X  = их), Y = Y(x , их).

Г„( 1, и ) - и Х п(\, м) =  0 , (11.3)

du _  Yn - u X  
dx Х„(\, u ) + x f (11.5)

Ушбу



Масалан, агар Оху текисликдах=0, и—ик нуктага унгда 
иккита характеристика кирса, у х°лда Оху текисликда \ам 
(О, 0) нуктагау=икх йуналишда иккита характеристика ки
ради (43-чизма).

12-§. ИККИНЧИ ГУРУХ МАХСУС НУКТАЛАР УЧУН 
ЛЯПУНОВ ТЕОРЕМАСИ

Юкорида сурат ва махражи чизикли икки\ад йигинди- 
сидан иборат булган дифференциал тенглама марказ ва 
фокус куринишидаги махсус нукталарга эга булиши курса
тилган эди. Бу махсус нукталар, шунингдек, марказ ва 
фокус махсус нукта дифференциал тенглама сурат ва мах
ражи чизикли булмаганда хам найдо булиши мумкин.

Одагда марказ, фокус ва марказ-фокус туридаги махсус 
нукталар биринчи гурухга мансуб булган тугун ва эгардан 
фаркти равишда иккинчи гурух махсус нукталар дейилади.
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Ушбу тенгламани к;араймиз:
dy _  ax + by+ Y(x, у)
dx cx + dy + X ( x , y ) ’ (12.1)

бунда Х(х, у) ва Y(x, у) лар х ва у  га нисбатан иккинчи ва 
ундан юк,ори даражали купхдддан иборат.

Мумкин булган уринмалар тенгламаси фак,ат комплекс 
илдизларга эга деб фараз кдпиб куйидаги га эга буламиз:

F = xYn -  уХ п = ах2 + xy(b -  c ) - d y 2 = 0

{b -  с)2 + 4ad <  0; (12.2)
бу а ва d  сонлар турли ишораларга эга булгандагина урин
ли булади. я>0 булсин. Fix, у) дан тулик; квадратлар ажра- 
тамиз:

п  \  . Ь - с \ 2 4ad + ( b - c f  2  « х . у ) - « ( х  +  — J -------- Й Г -2 - - / .

яъни F(x, у) фак,ат координаталар бошида нолга тенг була- 
диган аник; ишорали мусбат функциядир. Ушбу

^ - а х + р у ,  г/ = ух + ду (12.3)

урнига куйиш ёрдамида ( 11.1) тенгламани 10-§ да талаб 
к,илингандай каноник куринишга келтирамиз ва ( 12.1) 
тенглама

dr, _  Х^ + Щ г , )
Ы  + Х^т,)

куринишга эга булишини талаб кдламиз, бу ердаX^=p+iq, 
X2= p - iq  лар

А* -  (Ь + с)Л + a d -b e  =  0, (h -c )2 + 4 a d < 0

характеристик тенгламанинг илдизлари (бу талаб эгри 
чизикдарга уринмаларнинг мавжуд эмаслиги шарти би
лан бир хилдир).

a, р, д, у коэффициентлар ушбу тенгламалар система- 
ларини к,аноатлантиради:

(с -  Aj )у + а5  = 0, U c-X 2)a  + aP = 0,
ва

£fy + (6 -A,)§ = 0 [da + ( b - ^ ) p =  0
(12.5)
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(12.7)

бу ерда Х2=  Я, да у = а , д = р , бу эса 

_  . [ |  =  ах + ру,
? = £; -  з  (126)[т) = а х + р у

эканлигини билдиради. (12.4) тенглама куйидаги куриниш
га келади:

g+*<£ а+р.!!*+1у+Г 
dr] _  ' dx _  сх+</>-+ДГ
Ж  а + р £dlx CJC+rfy+ У
_  5(сж+<»)+р(ал:+^)н-оиГ+рГ _  Я^+аЛЧрГ 

а(сх+</у)+Р(ах+6>’)ч-аЛ'+рГ X ^ + a J + p T  ’

бу ерда Х(х, у), Y(x, у) — х,акикдй функциялар.
Энди

£ = и + /V, ^  = р  + iq, а  = а, + ia2 
г] =  и -  iv, Х7 = p - i q ,  p  = p i + i p 2

десак, куйидаги га эга буламиз:
a  +  /v  =  |  =  ( a ,  +  ia2)x +  ( p i + i p 2)y, 
и -  iv = t] = (о, -  ю2)х + (£, -//32)у

( 12.8)

(12.9)

яъни

и = а хх  + Рху, \  = а 2х +  ргу, 

ы =  | ( 1  + »7). v =  i | ( i ? - f ) .

. (du  Л 1(Мч + « х  + 1 г _ _ Л
dv _  i (dtj -  d£) _  4 f  ~ У  _  =
du  dt] + d£ &  + 1 X\4 + a X  + p Y  + j 

«  л2$ + «*+/*У

i [(p + /^)(m- i v ) - ( p -  iq)(u + rv) + ( a - a ) X '  + (P ~ ] _  

(/> + iq)(u -  iv) + (p  -  /?)(m + iv) + (a + a)X‘ +

_  2(pv -  qn) + j (-2ia2X ’ -  2ф2У’)  _  pv -  qu + a->X * + PjY  ̂
2(qv+pu) + 2alX ’+2/flY ’ qv +pu + « i* * +  P t f '
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бу ерда
Х '(и, v) =  X(x(u, v ) ,  y(u,v)),

Y '(u ,v) = r (x (u ,v), y(u, v))

(12.9) га кура и ва v Узгарувчиларнинг ^ак^к^й функция- 
лари.

Куйидагича белгилаймиз:

U(u, v) = а хХ ' + /? ,Г ; V(u, v) = а 2Х ‘ + & Г .

У холда куйидаги куринишдаги дифференциал тенглама
га эга буламиз:

d v _  p v - q u  + V(u,v)  
du qv +pu + U (и, v)

( 12.10) тенгламани кутб координаталарида ёзиб оламиз:
и =  р cos<p, du -  cos <pdp- р  sin <pdtp 
v = p  sin ip, dv = sin <pdp + p  cos <pdp (12.11)

sin <pdp + p cos <pdp + ppsin ip-  qpcos<p+V(pcosip. psiny>) 
cos tpdp -  p cos ipdp + qpsm <p + ppcos <p + U(p  cos <p, p  sin <p)

dp _  - p p 2-p (sm <pV  + cosf U )  
dp qp+ (sin < p U -соыр V)

ёки
Ф _  pp+Vsin<p + U c o sv  _  p  + VI

P  q p + U  sin <p-V  cos?  <7 + i V  ’

бу ерда

f/j = ^-(f/ sin -  F cos^), F, = J -(F s in ^  + 1/cosy>)

функциялардан p нинг бирдан кичик булмаган хдди иш- 
тирок этади, чунки берилган Д х, у) ва К(х, у) функциялар 
иккинчи даражадан кичик булмаган хдцлардан бошланар 
эдилар, и ва v узгарувчилар эса х ва у  га нисбатан чизицли 
богликдир.

Демак, (12.12) тенглама унг томонининг ишораси р нинг 
кичик кийматларида, яъни махсус Hyig-a атрофида ^  нис- 

батга ботик; булади.
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45-чизма.44-чизма.

Бунда куйидаги \оллардан бири булиши мумкин.
1) Агар £  > 0 б^лса, у х,олда < 0 булади вар(у?) функ

ция (р усиши билан камаяди, бу эса спиралсимон эгри чи- 
зикдар махсус нуктага йуналганлигини билдиради. Бу додда 
махсус нукта тургун фокус булади (44-чизма).

2) Агар j  < 0 булса, аксинча, тургунмас фокусга эга 
буламиз (45-чизма).

Шундай килиб, агар характеристик тенглама комплекс 
илдизларга эга булса, чизикли булмаган хадларнинг були
ши махсус нуктани турини узгартирмайди.

3)/>=0 булсин. Бу хрлда (12.10) тенглама куйидаги кури
нишга эга булади:

dv _  - и +  У (и, у) П 9
du v+ u(u ,  v) '

Умумийликка зиён келтирмасдан, и ва у координата- 
ларни одатдаги х  ва у  декарт координаталари деб хисоб- 
лаймиз ва (12.13) тенгламани куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

d ^ _ zx + Y(x,y) ( ]2 \4 )
dx у + Х ( х , у )  ' ( }

(12.14) дифференциал тенглама А. М. Ляпунов тенглама
си дейилади.

Бу тенглама учун мумкин булган уринмалар тенгламаси 

F = xYl - y X l = - х 2 - у 2 =  0
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куринишга эга булади ва (0 ,0) дан бошкд ечимга эга булмай- 
ди ва

Ф = хХ1 + у  = х у - х у  = 0

булади. Демак, нормал сохалар \акида илгари киритилган 
тушунчалар бу ерда уринли эмас.

х=р cos <р, у - p  sin tp кугб координаталарига утиб, тенг
ламани куйидагича ёзамиз:

2 ._Ф(phpL. п 2 ]5)

Агар Дх, у) ва К(х, у) функциялар аналитик булса, Ф(р, 
tp), Ф(р, tp) функциялар хам аналитик булади.

Етарлича кичикр0>0 танлаб олиб, р< р 0 булганда Ф ва 
Ч> функциялар чегараланмаган, шу билан биргарЧ^р, tp) — 
кичик микдор деган хулосага келамиз, шунинг учун

Ф(р, <р) < Л  = const. (12.16)

Демак, ^  хосила хам кичик микдордир. Ор<р коорди
наталар бошига ёндошган ва (0 , 0) дан ташкари бошка 
махсус нукгаларга эга булмаган ОАВС тугри туртбурчак 
оламиз (46-чизма). ОА томон оркали кирувчи характерис
тика, Otp нинг узи характеристика булгани сабабли, ОС 
орк;али чика олмайди. Бендиксон теоремасига куфа у ич- 
карида чексиз узок; к,ололмайди хам. Энди етарлича ки
чик р да характеристика АВ орк,али чик;а олмаслигини 
курсатамиз. Характеристика АВ ни координаталари (р0, tp) 
булган бирор Q нуктада кесиб утсин. pQ p)-p(0) айирмага 
Лагранжнинг чекли орттирмалар формуласини куллаб,

р(<р) -  р ( 0) = р'(<Рур) <Р> (0 <(p9v <ф) (12.17)

ни хосил киламиз. Бирок,

Р((Ръ ) = Р2М -----Ф(-^'-Р(^ })------

Айтайлик, р(0) < у р0, <р < 2п (ОС = 2к — дссак) булсин. 
p(^yp)<Po> Р^Ф) ~  Ро 'генгсизликка ва (12.16) га кура 
(12.17) да:



\Рй ^Л)-р(О) =
=р(ф) -р(О) < Ар1~2п,

яъни 2лАра > j  , бунинг бу
лиши мумкин эмас, чунки 
етарлича кичик р 0 да, яъни
О ABC тугри туртбурчакни 0<р 
укка нисбатан к^сганда чап 
томон исталганча кичик ци- 
либ олиниши мумкин.

Демак, характеристикалар ВС томон орк,али киради. 
Бу ерда куйидаги доллар руй бериши мумкин.

1) р(0)=р(27г), яъни характеристика ёпик, Эфи чизик,- 
дан иборат ва махсус нук,та чизикли булмаган хадлар 
булганда марказ булади;

2) р (0)>р(2лг) — характеристика координаталар боши
га, унинг атрофида буралиб (спиралсимон) як,инлашади:

3) р (0)<р(1-т) — характеристика координаталар боши- 
дан, унга нисбатан буралиб, узок,лашади.

Кейинги икки хол махсус нукла фокус эканлигини анг- 
латади.

Шундай килиб агар характеристик тенгламанинг ил- 
дизлари соф мавхум сонлар булса, у холда чизик^ги булма
ган хадларни кушганда махсус нукга марказ уз холича к,оли- 
ши хам мумкин, фокусга айланиши хам мумкин экан.

Мангикдн яна бир холни — координаталар боши мар- 
каз-фокус булган холни куриш мумкин.

(12.15) тенгламада Ф(р, <р), Ч'(р, <р) функциялар <р аргу- 
ментга нисбатан даврий функциялардир, шунинг учун
О ABC туфи туртбурчакнинг ОС узунлиги 2л га тенг булган
да, унинг бутун манзарасини куриш етарлидир.

Энди А. М. Ляпунов теоремасини курамиз.
Теорема. Агар

&  -  x + Y (x ,y )  
dx у  + Х (х ,у ) (12.18)

дифференциал тенгламада Х(х, у), Y(x, у) функциялар х вау  
ларга нисбатан иккинчи даражасидан паст булмаган тар- 
тибли аналитик функциялар булса, координаталар боши ё 
фак,ат марказ, ё фак,ат фокус булади.
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И с б о т и .  Кутб координаталар системасини киритиб, 
берилган тенгламани куйидагича ёзамиз:

г Ф (р , ? ) _  (1 2
dp р  1 - р Щ р , < р )  К

Унг томон р  ва <р буйича аналитик функциядир, шу- 
нинг учун тенгламани ушбу шаклда ёзамиз:

&  = р 2а7((р) + р }ау((р) + ... , ( 12.20)

бу ерда а((<р) — даври 2л га тенг даврий функциялар. (12.20) 
тенгламанинг ечими р(<р) ни куйидаги куринишда излай- 
миз:

р(<р) =  a u l(ip) + a 2u2(<p) + . . . + a nun(<p) + .. .  ( 12.21 )

бунда а — кичик параметр. и.(<р) функциялар куйидаги 
шартларни цаноатлантирсин:

«,(*) = !, и,(0) = 0, / > 2 . ( 12.22)
Равшанки, барча и(</>) функциялар даврий булса, коор

динаталар боши марказ булади, агар уларни *еч булмаган- 
да бири даврий булмаса, координаталар боши фокус була
ди. ( 12.21) ни (12.20) га куямиз:

а 2и\ + + — + a "ul + — = (aui + а2“2 + - ) 2а2(ф) +
2 чз , х (12-23)+(aut + а  и2 + ...) а,(ф) + ...

(12.23) тенгламанинг чаи ва унг томонларидаги а нинг 
бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни узаро 
тенглаб куйидагига эга буламиз:

и2 =  и2 а2 ,

и \ = а 22и]и1+ и 2а ^ = (и 1и7+  и2и . ) а 2+  и ] а , = а г^  и;и + и ' а }>
*+У

(12.24)

«£ =  (к  I  Ч, %  +  а ,  £  ы. ui2«„ +  ... +  а„и[
t\+q=n



Шундай килиб, х,ар бир ик+1(<р) функция олдингиси ор- 
кали аникланади: их(<р), ... , ик(<р).

фараз килайлик, м,(р), и2(<р), ... , ик(<р) функцияларни 
аниклаган булайлик. У холда

Uk(<P) =  /  , (12.25)

бу ерда ФкЛ(<р) ифода (12.24) нинг Унг томонидан иборат. 
ф 4 Д^) функция даврий булиши мумкин, бирок; (12.25) 
интегралнинг даврий булиши шарт эмас.

Куйидагича
и к - \ ( (Р +  2 л ) =  ик_1(<р)

булиши мумкин, бирок; (12.25) формула буйича хисоблан- 
ган кейинги функциялар даврий булмайди.

Шундай килиб, марказга эга булишимиз учун (12.25) 
интеграл билан аникданувчи чексиз куп ик(<р) функциялар 
даврий функциялар булиши керак.

Акс холда махсус нукта фокус булади. Теорема исбот 
булди.

Демак, дифференциал тенгламанинг чизикли к^смига 
х ва у  га нисбатан юк,ори даражали кием кушилса, (0, 0) 
махсус нук г̂а марказ ёки фокус булиш муаммосини юк;ори- 
да курилган усуллардан ташкдри бир неча усуллар билан 
Хал килиш мумкин.

I. Симметрия у  сули.
Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ик- 

кинчи тартибли

Ж  = / ( * . | )  (12.26)

дифференциал тенглама тавсифлайдиган турли механика- 
га оид масалаларга бевосита татбик, этилади. (12.26) тенг
ламада

— = v  ■ dy dx _ dy
dt ’ dt2 dt ’ dx dt ^ dx

оламизаШЛа^НИ уни куйидаги куринишда ёзиб

dy_ _  f(x,y) 
dx у
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/ (X у)=ах+<р(х, у) булсин деб фараз киламиз, бу ердаа>0 . 
<р(х, у) эса х  ва у  га нисбатан иккинчи ва ундан юкорирок, 
даражадан иборат х,адлардан бошланади. У холда характе
ристик тенглама соф мавхум илдизларга эга булади ва ко
ординаталар боши Ляпунов теоремасига кура ё марказ, ё 
фокус булади.

Куйидаги тасдик уринлидир. Агар/ (х ,  у) функция
а) “у ” узгарувчи буйича жуфт ёки;
б) “х” узгарувчи буйича ток булса, координаталар боши 

марказ булади.
а ) /(х , —у )= /(х , >’)

dy _  f(x, у) ^  -dft _  f (x ,- f t) dy\ _ /(JC,^) 
dx у dy dx )\

яъни у  вау, узгарувчилар буйича тенгламалар бир хил була
ди, демак, характеристикалар Оу укни симметрик нукта- 
ларда кесади, яъни интефал эф и чизикдар ёпик эф и  чи- 
зиклар булади.

б) Д ~ х ,у )  = - Д х ,  у), - х  = х,
dy _  dy _  f(x,y) _  fi-Xj.y) _  f(xuy) 
dx] dx у у у  ’

яъни интефал Эфи чизикумр Ох у^ни симметрик нукта- 
ларда кесади ва бу холда хам, интефал Эфи чизик^ар ёпик 
булади.

Фокусни аник;!аш учун куйидаги тасдик; уринлидир.
в) Агар

Л (х , у ) = 1 Ш 1 1 < Г Ы 1

функция айнан нолга тенг булмаса ва маркази координа
талар боши булган бирор атрофида ишорасини сакласа 
ёки;

г) В(х, у) = —— функция айнан нолга тенг
булмаса ва маркази координаталар бошида булган бирор 
афофида узгармас ишорали функция булса, у холда (0, 0) 
махсус нук'га фокус булади.

Хаки каган хам, 1) айтайлик А(х, у)>0  булсин.
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Ушбу
g  = _  1 А(х ) = Я *,У)-А-х,у)
dx у  2 '  2у

ёрдамчи тенгламани к,араймиз.
Их, y )= f(x , у )  — f ( —x, у )  функция х  буйича ток: 

Д —х, y )= —F(x, у) ва демак, берилган тенглама учун (0 , 0) 
координаталар боши марказ булади.

Ушбу

£ * £  ( f ( x , y ) > F ( x , y ) )

тенгсизликдан берилган тенгламанинг А нуктадан соат 
стрелкаси харакати буйича чицадиган ><*) интеграл ха- 
рактеристикаси у(х)  интеграл характеристика га нисбатан 
усувчи, А нуктага соат стрелкаси х;аракати буйича кирувчи 
у(х) характеристика у(х)  ёпик траектория ичига киради. 
Демак, у{х) интеграл характеристика ёпик эгри чизик 
булмайди ва бу холда координаталар боши фокусдан ибо- 
рат булади (47-чизма).

2) В(х, у)>0 булсин, у ^олда
dy _  / ( * , у)  1 -ч _  f ( x , y ) + f ( x , - y )  _  Ф(х,у)
dx у  2 ’ У) 2 у  2 у

ёрдамчи дифференциал тенглама учун Ф(х, у )  функция 
у  буйича жуфт булади, демак, у(х)  ёпик эгри чизик 

булади, хар бир 4  > ijE нуктасида булгани учун у(х) эгри 
чизик эса, равшанки, ёпик булмаган эгри чизик булади.

47-чизма.
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Куйидаги мисолларни курамиз.
1-мисол. Ушбу

dy_ _  -хН-(1-х 2-у 2)> 
dx у

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус нук^ганинг мар
каз ёки фокус булишини аникданг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама учун куйидаги ёрдамчи 
функцияларни ёзиб оламиз:

л(х, у ) = =  2d  -*■  -  у )

ва
В(х, , ) .  /<»■ » - ( * ■ - »  = 2(1 - х1 - / ) .

Бу функциялар дс2+у2<1 атрофида ишора сак^айдилар, 
х2+у2=  1 айланада нолга айланадилар ва х?+у2= 1 айлана 
ташкарисида ишорасини узгартирадилар.

Демак, координаталар боши фокусдан иборат, х2+у2=1 
эгри чизик, лимит давра булиб, унинг ички ва ташк 1̂ то- 
монларида фокуснинг тургунлиги турлича булади.

2-мисол. Ушбу
dy _  - х  + ay2 + bxly + су4 
dx у

дифференциал тенглама учун (0, 0) махсус нук^анинг мар
каз ёки фокус булишини аник,ланг.

Е ч и ш.  Берилган тенглама учун ёрдамчи функциялар
ни ёзиб оламиз:

А(х, у) = 2ау + Ьх2 + 2су1, В(х, у) = 2Ьх2.

В(х, у) функция ишораси узгармагани учун А(х, у) функ
ция буйича ани^ жавоб бериш мумкин эмаслигига кара- 
май) (0 , 0) координаталар боши фокусдир.

3-мисол. Ушбу
7 Я . 1 1-JC + х V  sin' - 5— т 

dy _  х 2+у2
dx у

дифференциал тенглама учун (0, 0) махсус нуктанинг мар
каз ёки фокус булишини аникланг.
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Еч иш.  Ёрдамчи функдияларни ёзиб оламиз:

А (х,у) = 2х2у 2 sin2 ^2~ г ;

В(х,у) = 2х 2у 2 sin2 (х2 +У2 * ^ )

х* + у г = j -  эгри чизи^лар тенгламани кдноат-
лантиради ва у уз ичига фокусни олган лимит даврадан 
иборат булади.

4-мисол. Ушбу
dy _  -х + а2х2 + а3х3 +... + р̂ у + р2у2 + ... 
dx у

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус нуктанинг мар
каз ёки фокус булишини аникданг.

Еч иш.  Ёрдамчи функцияни ёзиб оламиз:

В(х,у)  =  2р1 + 2 ^ р 2к+1у 2к. 
к- 1

Иккинчи кушилувчи

/ lim Plk+i
J Plk+l

интервалда як;инлашувчи кдтор булади. Мазкур интервал 
мавжуд деб, координаталар боши фокус деган хулосага 
келамиз. Унинг тургун ёки тургун эмаслиги коэффици- 
ентнинг ишораси билан анидоанади.

5-мисол. Ушбу
dy _  (-х + ах2) (1 + by) 
dx у

дифференциал тенглама учун (0, 0) махсус нук^анинг мар
каз ёки фокус булишини аникуганг.

Ечиш.  Бу мисолдаА(х, у) ва В(х, у) функциялар ёрда
мида 0 (0 , 0) махсус нукданинг марказ ёки фокус эканли- 
нини аниклаб булмавди. Шунинг учун, берилган диффе
ренциал тенгламани бевосита интеграллаш ёрдамида еча- 
миз- Унинг учун берилган тенгламанинг узгарувчиларини 
а*ратамиз:



J & -  = ( -x  + ax2)dx
1 + by

ва чап томонни j - |j , jyj-j интервалда текис якинлашув- 

чи даражали каторга ёйиб, куйидагини *осил киламиз: 

у ( \ - Ь у  + Ь2у 2 — Ь*уг +. . . )  dy = (—х + ах2 )dx.

У ни хадма-^ад интегралласак:

х1 + у2 + Дх, у) = С

га эга буламиз, бу ерда Дх, у) функция х, у  нинг учинчи 
даражадан кам булмаган тартибли аналитик функцияси- 
дир. Бу тенглик голоморф интеграл булгани учун Ляпу
нов теоремасига кура берилган дифференциал тенглама 
учун (0 , 0) махсус нукта марказ булади.

II. и e a v  функция ёрдамида (0, 0) махсус нуктанинг мар
каз ёки фокус булишини аниклаш.

1-теорема, (ы функция \акдцаги теорема).
Унг томони аналитик булган ушбу

^- = Щх , у )  (12.28)
dx

дифференциал тенглама учун:
1) (0, 0) махсус нукта иккинчи тур махсус нукта булсин;
2) шундай и(х) дифференцись!ланувчи функция мавжуд 

булсинки,
и (0 ) =  0, и \ 0 )  = 0, м '(0 ) >  0.

(12.29)
H( x , y )  = F(x, y) -u' (x)  = F ^ u , y ) u  ;

3) (12.28) тенгламага кура тузилган

%  = FX (и,у) (12.30)

дифференциал тенглама учун координаталар боши унинг як
каланган махсус нуцтаси ва бошка махсус нукталари булмаса, 
у  урлда (0, 0) махсус нукта марказ булади.

И с б о т  и. (12.29) хоссага кура и(х) функция х=0 нук- 
тада мусбат минимум га эга. (12.28) тенгламани куйидаги 
куринишда ёзиб оламиз:
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Оху текисликда координаталар боши фокус булсин деб 
фараз кдлайлик. У долда АС ёйга унг ярим текислик Ouv 
жойлашган А1 С, ёй мос келади (чунки «>0, 48-чизма).

СЕ ёйга \ам  унг ярим текисликда бирор С1Е1 ёй мос 
келади, яъни С, нукта (12.30) тенгламанинг махсус бурчак 
нукгаси булади, бунинг булиши мумкин эмас, чунки бу 
тенглама ы=0 , у=0  яккаланган махсус нукгасидан бошк£ 
махсус нуктага эга эмас (48-чизма).

Демак, (0, 0) махсус нукта марказ булади. Бу долга ми- 
соллар курамиз.

6-мисол. Ушбу

дифференциал тенглама учун (0, 0) махсус нукта марказ 
ёки фокус булишини аникланг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани (12.28) дифференциал 
тенгламанинг унг томони куринишига келтирамиз:

У долда берилган тенгламанинг (11.30) куринишидаги тенг
ламаси куйидагича булади:

нукта марказ, у долда х=0, у - 0 ^ам марказ булади. Бу

<*у _  a y . 1 и = F(u v)
du dx u‘(x) l y t f  2y • '  >

Бу тенгламанинг ечими ^ u 2 + у 2 = С. Демак, м=0, у=0

в х

У

и

С
48-чизма.
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берилган тенгламани бевосита интеграллаш оркали тас- 
дикланади:

7-мисол. Ушбу

X4 V2— + = С.
4 2

dy _  х + ах2 + у/(х)  
dx у

дифференциал тенгламадаги f (x)  функциянинг шундай 
умумий куринишини топингки, координаталар боши мар
каз булсин.

Е ч иш .  и(х) функция сифащда ушбу интефални сшамиз:

u(x) = f ( x  + ax2)dx = ^  + ? f
0

и'(х) = х  + ах2; и(0) = 0, иЩ  = 0, u '(0) = 1 > 0 .

f(x )= u '(x ) • <р(и{х)) (бу ерда </>(/) — ихтиёрий функция) деб, 
куйидагини хосил киламиз:

± = _ *(Пуг(и))  у
dx у

и функция туфисидаги теорема шартлари бажарилади, 
демак

т  =  (х -а х 'У г [£ -+ ° £

булганда координаталар боши фокус булади.
2-теорема, (v функция хакддаги теорема). Агар унг то

мони аналитик функция булган

(12.31)

дифференциал тенг/гама шундай булсаки, унинг учун:
1) координаталар боши иккинчи тур махсус нуцта булса,
2) шундай vOO дифференциалланувчи функция м авж уд  

булиб, унинг учун:

v(0) = v'(0) = 0, у '(0) > 0 

Н (х  у) = Ф(х’у) = Ф(Х’У)
п к х , у >  v ' ( y )  V'
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булса,
3) (12.31) дифференци

а л  тенгламага кура тузил -
ган

*1 = ф1(х, v)
dx

(12.33)

дифференциал тенглама 
учун координаталар боши- 
дан (унинг яккаланган  
махсус нуцтасидан) таш- 
кари бошка махсус нукта
лари мавжуд булмаса, ко
ординаталар боши — х= О, 
у -  0 нукта марказ булади. 

И с б о т и .  v(x) функ-

А 4
• 9-чизма.

и(х) функция тугри-ция тугрисидаги теорема исботи худди 
сидаги теорема исботи кабидир ва у 49-чизмада тасвир- 
ланган. Куйидаги мисолни курамиз.

8-мисол. Ушбу
dy _  (-х  + ах2 )(1 + by) 
dx у

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус нутдга турини 
аник^анг.

Ечиш.  (12.31) тенгламанинг унг томонидаги Н(х, у) 
функцияни ёзиб оламиз:

Н(х,у)  = (-х+а*2)(\ + Ьу) -  -х+ах2 _ Н (х,у) ^

1 + Ьу

бу ерда

v(y)= Г v '(v ) _  У v'(v) = — у
J l  + b y ’ W  1+Ьу’ v w  (l + byf

деб олинган.
У холда куйидаги га эга буламиз:

v(0)=v '(0)= 0, v"(0)> 0 .
^функция тугрисидаги теорема шартлари бажарилгани 

х - 0 , у=0 махсус нук^-а марказ булади.
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3-теорема. (Купайтмалар йигандиси тугрисидаги тео
рема).

Ушбу
dy _  /(* )» (? )  + / l ^ i O O
dx у  U ^ -3 4 )

дифференциал тенгламада f , <р, f t ва <рх функциялар куйидаги 
хоссаларга эга:

f ( x )  = ах + Ьх2 +. . .  , а2+ а 2 * 0 ,

/,(х) = ахх + !\х2 + ... , b2 + Ь2 *  О,
<р(у) = p  + qy + ry2 +. . .  , p 2 + q l *  О,

Ф\{У) = Р1+91У + г У + — . ?2 + 02 *О,

шу билан бирга ap+aj)j=-A:<0 .
Бу (12.34) тенглама ушбу шаклда тасвирланиши мум- 

кинлигини билдиради:

±  =  (12.35) 

бу ерда Q(x, у) — камида х ва у  га нисбатан иккинчи дара- 
жали ^адлардан бошланади. Координаталар боши иккин
чи тур махсус нукга булади. Куйидаги теорема уринли
дир.

Теорема. Координаталар боши марказ булиши учун цуйи- 
даги шартлардан бири бажарилиши етарлидир:

41) Л(х) = / « Л и / ( 1 ) * |  (12.36)

(12.37)

еки
' У

2) Ч>\{У) = <Р{УУ&
\о

бу ерда F(x) в a 0 (z) — аналитик функциялар.
И с б о т и .  1) Куйидаги функцияни киритамиз:

и(х) =  ]  f{x )dx  , ы' = /(х ) .
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Р а в ш а н к и , и(0)=0, и '(0)= /(0)=0, i f (x)=f(x) ,  и*(0)*0.
Бундай киритилган и(х) функция ва шакли узгарти- 

рилган (11.35) тенглама

/ ( х } р ( у ) + Д *)/Г( /  / ( * ) *  l^iO) 
________\о У ________________\о________ /  _  “'(<р( у) )+  F(u)<p\(y)

Их ~  У У

куринишда булиб, бу тенглама и функция тугрисидаги те
орема шартларини каноатлантиради, демак, координата
лар боши марказ булади.

2) Энди куйидаги функцияни киритамиз:

v(0) = 0 , v'(0) = 0 , v'(0) = —  * 0 .
<р( 0)

Бундай киритилган у(у) функция ва шакли узгартирил- 
ган (12.35) тенглама

Я хМ у) + Л(хМ у)ф\ 1 - ^ d y
—

dx

-  I./М + /,< *> *М ] , /W M *»1* » ) .

куринишда булиб, у v функция тугрисидаги теорема шарт
ларини каноатлантиради. Демак, координаталар боши 
марказ булади.

III. Умумлаштирилган симметрия усули.
Теорема. Ушбу

%  = Н(х , у )  (А)

дифференциал тенглама учун координаталар боши марказ 
Улиши учун цуйидаги шартлар бажарилиши етарлидир:



бу ерда Ф(и, v) — координаталар боши атрофида (координа- 
талар боши кирмаслиги хам мумкин) узлуксиз дифференци- 
алланувчи функция;

2) и(х, у) ва v(x, у) — икки марта дифференциалланувчи 
функциялар куйидаги хоссаларга эга:

а) ё и(х, у) функция координаталар боши атрофида ишо- 
расини узгартирмайди ва у  • v(x, у) >0,

б) ё \(х, у) функция координаталар боши атрофида ишо- 
расини узгартирмайди ва х -и(х, у)>0, и(0, y )-v (x , 0)=0.

(А) тенгламага кура тузилган

£ - № * >  (В)

дифференциал тенглама %ам яккаланган (0, 0) махсус нуц- 
тага эга булиб, ундан бошк,а махсус ну^таларга эга булмайди.

И с б о т и. Аввало, бу теорема и ва v функциялар тугри
сидаги теоремаларнинг умумлаштирилгани эканини к;айд 
кдлиб утамиз. Хакдоатан, 

и(х, у)=и(х)  деб олиб,
Н(х, у )-Ф (и , v) и'(х) ни топамиз. 
и(х, у)=х,  v(x, y)=v(y) деб
Н(х,у)  = ф(-“^  ни аникдаймиз.

Ушбу
\и = и(х, у),
[V =  v(x, у)

урнига куйиш айнимаган, яъни бир к^йматли ёндошишга 
йул куяди деб фараз кдлиб,

ди ди
дХ ду
av дУ
дх ду

га эга буламиз. ^  ни топамиз:

dv _  дх ду _  дх ду dx 
du ~ йи. ди_, ~  ди ди Jy_

дх ду дх ду dx
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яъни F}(u, у )=ф (w, v).
и функция х,ак,идаги теореманинг (3) шартига кура

тенглама яккаланган махсус нуктадан иборат булган (0 , 0) 
нуктадан бошкд махсус нукгаларга эга эмас.

Агар (0, 0) нукта Оху текисликда фокус деб фараз кдлин- 
са, (2) хоссага кура ва функциялар учун Ouv текисликда 
бурчак нукта пайдо булади (50-чизма). Бирок бундай були
ши мумкин эмас, чунки ~  = Ф(и, v) тенглама координа
талар бошидан ташкари х;еч кандай махсус нукгаларга эга 
эмас. Демак, (0, 0) махсус нукта Оху текисликда марказ 
булади ва хоказо (50-чизма).

U

о  £ ,  4  V X

50-чизма.



13-§. ФРОММЕР УСУЛИ

Ил гари курилган тенгламаларда у -и х  Урнига куйиш 
Брио-Буке тенгламасининг турли куринишларга олиб кел- 
ди. Бирок;, шундай тенгламалар мавжуцки, бу урнига куйиш 
мазкур куринишга олиб келмайди. Буни куйидаги мисол- 
ларда курсатамиз. 3 4

1-мисол. О- = ~у. t * тенглама учун у=их  урнига куйиш - 
dx х 5 

ни бажарсак:

тенглама Брио-Буке куринишдаги тенглама эмас. Гап 
шундаки, у=их  урнига куйиш ёрдамида махсус нукга ту- 
рини аниклаш факат биринчи гуруэуяинг энг содда турла- 
ри (тугун, эгар) ни аниклашдагина максадга олиб келади. 
Келтирилган мисолда эса, (0, 0) махсус нукта махсус нук- 
таларнинг анча мураккаб турига мансубдир. Немис мате- 
матиги Фроммер томонидан махсус усул ишлаб чикилган 
б^либ, муаллифнинг бир катор хатолари бартараф этил- 
гач, хозирги замон сифат назариясида бу усул жуда куп 
ишлатилмокда.

у=из? урнига куйишни курамиз, бу ерда Я>0  исталган 
Хакикий сон булиши мумкин. Бу урнига куйиш куйидаги- 
дан иборатдир: шундай Я ни топиш керакки, тегишли шакл 
алмаштиришлардан сунг Брио-Буке тенгламасига келай- 
лик.

Шундай килиб, у=  юс* урнига куйишни бажарсак,

du _  1
dx х

i 2 
-  U - U X  +  X

X

ёки

Буни 1-мисолга татбик киламиз:

- u3x2i + x 4 1 -  Хих
X
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(Я, /) текисликда “характеристик синик, чизик,” деб ата- 
лувчи чизикни ясаймиз, бу ерда / суратдаги х нинг дара- 
жалари курсаткичнинг кийматлари. Хосил булган кеси- 
шиш нукгалари ичида бизни энг куйи нукта (51-чизмага 
КаРанг) кизиктиради, унинг координаталари

2Я = 4 -  Я, Я = |  

тенглама билан аникланади. Я = у ни тенгламага куямиз:

dx ?  2
X3

Сунгра и — 1=й урнига куйишни бажариб
4

й[(й+1)2 + (й'+1) + 1]-^д:3(й' + 1)
Л  “  \

х3

тенгламага эга буламиз. Натижада Брио-Букенинг иккин-
чи тур тенгламасини косил кдпдик, бу ерда й0<0  ва -  —
ток Шунинг учун чап ва унг томондан махсус нуктага 
биттадан характеристика киради. Оу укининг ярим укла-
ри *ам характеристикалар булади. Изоклин ноли ^  = О, 
у = х 3 парабола булади. Демак, (х=0, j>=0) минимум нук- 
таси булади (52-чизма).

2-мисол. Ушбу дифференциал тенглама

= ~  ^ УХ У4^  У- а л м а ш т и р и ш н и  бажарамиз. 

Натижада
du_ _  _  ] ( - и 3х 3,, + ш:д+3 , д_Л -u3x7X+x}- tA x 5
dx~ 7 [  ? --------- ) ~ ~ ---------------- ? --------

ни хосил киламиз, бундан 2Я = 3, Я = |  (53-чизма).
1 _ 3 2

2 ^инматини урнига куямиз:

rfu __ (~“3 + «)х3- у и х 5 -K3+ 4 - ^ - ia 2 4 ( l - « ) ( l + u ) - | i « 2

dx = — г 2— = ---------т г-2 — '
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У 51-чизма.

Бундан равшанки, и = 0 нукта 
унг ва чал томонда жойлашган 
биринчи тур нормал со^ани 
аникдайди, й  = и + 1 ва 
й - и  — 1 нукталар унт томонда 
ва х укка симметрик жойлаш
ган иккинчи тур нормал « д а- 
ни аникдайди. Бу долда эгар-

характеристикаси (0 , 0) 
махсус нуктага кирсин. 

= и(х, Л) нисбатниX
 ̂ кдраймиз, бу ерда А >0 ва 

lim и(х, у ) мавжуд.
Охи текисликда л 

характеристикага

52-чизма. тугун турдаги мураккаб махсус
нуктага эга буламиз (54-чизма). 

Энди эгриликнинг тартиби ва улчови х;ак,идаги тушун-
чани киритамиз. 

Ушбу

тенгламанинг бирор Z

53-чизма.
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ф  1 Y(x, uxl ) - l u x l - l-X(x, их1) 
dx x* X (x ,  ихx)

тенглама билан аник^анадиган Оху текисликдаги Z  ха
рактеристика мос келади.

А ва В лар функциянинг узгариш лимит нукталари
булсин. х=  0 нукганинг мусбат атрофида ^  косила ишора 
саклагани учун Z. эгри чизик А т  В орасида жойлашган 
CD || Ох тугри чизикни чексиз куп марта кеса олмайди (55- 
чизма).

Демак, чекли ёки чексиз lim и(х, у) лимит мавжуд:*-•0

lim и(х, Я) = lim Д- = £(А).
х-*0 х - 0  Xя

к(Х) катталик куйидаги хоссаларга эга:
1) Агар хЩ ’)*0 ва £>0 б^лса, у колда
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к(Х' -  е) = lim = lim ^  = «.
х~" х1 + е  х х х

2) Агар / :(!')*О ва е>0 булса, у холда 

к(Х -  е) = lim -2- • х‘ = 0.
х - 0  ХЯ

Т аър и ф . Келтирилган хоссаларга эга Я* сон характе- 
ристикалар эгрилиги тартиби дейилади. к(Х")=у катталик 
эса координаталар бошига кирувчи харктеристикалар эг
рилиги улчови дейилади.

Агар Z  характеристика координаталар бошига кирса, 
унинг эгрилиги улчови к(Х)- 0  ваЯ>Я‘ булади.Я>Я‘ булганда 
к(Х)= оо, бу эса характеристиканинг координаталар боши- 
дан и уки буйича узокдашишини билдиради.

1) Z эгри чизиклар координаталар бошига эгриликнинг 
нол улчови билан кирсин ва Я‘= <» булсин. Бу исталган Я
учун lim = О эканлигини билдиради.

Демак, характеристика х укига хар кдндай у = х х па-

раболага нисбатан якинрок ёпишади. у = е х2 эгри чизик
бундай характеристикага мисол булади.

2) Характеристика координаталар бошига (х-*0, у-*0) 
Я'-О эгрилик тартиби билан кирсин.

У холда эгрилик улчови:
&(0) = lim -4 - = °°.

х->0 Xя

Бу эса эгри чизик; Оу укига исталган^ =** (бунда 0<Я< 1) 
параболага нисбатан якинрок, ёпишишини билдиради.

Умумий холда у=\у+<р($№' эгри чизик (бу ерда <р — 
эфилик улчови, Я* — эфилик тартиби), х-»0 да у>(*)-»0 ва 
у=ух1‘функция бир хил эфилик улчовига эга булади ва 
иккита

у=(у+е)х1’ ъ& у=(у-е)х1'

параболалар орасига жойлашган булади.
Мисоллар курамиз.
3-мисол. у=-5х3+6х7 функция 3 га (Я‘=3) тенг э ф и л и к  

тартибига эга, эфилик улчови у- - 5 га тенг ва координа
талар боши атрофида у=-5х3 парабола каби булади.
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4 -мисол. у = х In х, JL — л- i lnx

1-Я> 0  да к(Х) = lim х 1_А lnx = О,
х->1+0

1 —Я<0  да £(А) = °°,
Х=\ да *(1) = “ .
Энди умумий дол учун Фроммер усулини курамиз. 
Ушбу дифференциал тенглама берилган булсин:

dy Y{x,y) 
dx Х (х ,у )'

бу ерда Y(x, у) ва Д х, у) функциялар 

У(х, у) = а 0у'вх Ко + a iyln-'xKl+...+anyl°xKo +<р(х, у), 

Х(х, y) = Payqsx tb + P ly‘,s-lx Fl+...+pny«>xPs + V(x, у)

(А)

(Б)

куринишдаги аналитик функциялардир, бу ерда <р(х, у) ва 
V>(x, у) — аналитик функциялар, шу билан бирга у>(0 , 0 )= 0 ,

0, 0 )= 0 . Сунгра Дх, у) ва Дх, у) функциялар ух"(/в=О 
ёки Р0= 0 ) ёки у г(Ад= 0  ёки Р0= 0 ) куринишдаги озод х;ад- 
ларга эга деб фараз к^линади, даража курсаткичлари К., Р. 
усади, ln i, qs t камаяди (курсатилган функцияларда *адлар- 
ни гурухдаб бунга *ар доим эришиш мумкин). 

у=их‘ урнига куйишни бажарамиз:

ах х idx

_  JL_ 
х1

Y(x,ux1) - шх1 1Х(х,их*)
Х(х,их )

(В)
_  aoX*° + i(ln 1)и1п+...+а :̂*"+Д('()''1)-ли'[/?()х^+'1̂ -1]+д:‘’+А'’г(^,“)

Р о х Р О + Ы и Ь  +  + p sX Ps +«>-1И«0 + x c * ^ v ( x t „ )

бу ерда а+ЬХ ва с+ЬХ лар х нинг чапрогида жойлашган 
курсаткичлардан катта.

х нинг куйидаги курсаткичларини ёзиб чикдмиз:
т0 = К 0 + Х(1я - 1)
m} = Kt +  А(/„ - 1)

тЛ = К„ + Х(10 - 1) 
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(Я, m) текисликда харакгеристикалардан тузилган синик, 
чизик,ни ясаймиз (56-чизма), бу ерда абсциссалар ук,и 
буйлаб Я, ординаталар уки буйлаб эса т харфи даражала- 
ри куйилган. Биринчи л+1 та тутри чизиклар гурух,и уза- 
ро устма-уст тушмайди, бирок; кейинги s+ 1 та туфи чи
зикларнинг айрим гурухдари билан устма-уст тушиши мум
кин, бу эса махсус х,ол хисобланади.

АТ., Р. ва 1п р qs_t коэффициентларнинг хоссалари ту- 
файли характеристик сини^чизик, кдварик, булади ва унинг 
учларининг энг куйиси ё биринчи чизикнинг охири (А) 
да, ё охирги чизикнинг боши (В) да булади, сюлА ва5лар 
бир хил баландликда булади.

т
т = 6

т -  6Х - 1

т = 4\

т =  2
2

0 4

2

56-чизма.
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Х=Х ординатаси тх энг кичик булган учнинг абсцисса- 
сига мос келсин. У холда сурат ва махражни хГ- га киск,ар- 
тириб, суратда камида иккита хад х купайтувчига эга 
булмаслигига эришамиз, махражда эса х ни бирор ц дара- 
жасида купайтувчи шаклда ёзиш мумкин:

Бу тенглама Брио-Буке куринишдаги умумлашган тенг- 
ламадир.

5-мисол. Ушбу

дифференциал тенглама учун (0 , 0 ) махсус нук,танинг ту- 
рини аник^анг.

Ечиш . Ушбу урнига куйишни бажарамиз:

du _  Мир + Nu‘+ ... + // (х, и) 
dx x^EiX'U)dx

dy_ _  2>5 + 3x6y 
dx ~  2yb + 2x}

Берилган тенглама куйидаги куринишни олади:

2 и V 1 -I- 3х6и -  X2u‘7x6i~l -  2Хих2 
2«6x6i+2x3 (А)

Суратда х нинг даражаларидан иборат

т = 4Я, т = 6 , т = 6Я - 1 ,  т = 2

булган тугри чизик, кесмаларидан тузилган синик, чизик;- 
ни ясаймиз. Синик, чизикнинг энг куйи учига Я = у мос 
келади (57-чизма).

Дастлаб, (А) га Я = у ни куйиб уни текширамиз. 
У = их? деб, урнига куйишни бажариб

du
dx

- ( и - 2 и 5 + и1) + 3х*и 
2х(и6+1)
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X

57-чизма.

ни хосил к,иламиз. Натижада Брио-Буке туридаги тенгла
мани ХОСИЛ К.ИЛДИК.

-{и 1+2и'+и) кущад куйидаги купайтувчиларга ажралади:

-  (и1 -  2и5 + и) =

Кетма-кет куйидагича урнига куйишни бажарамиз:

1 ) й = « ;    2) й=и-1; 3)й=и+1;

4) й = и-^Щ ^±-, 5) u = u  + J ^ ±

ва и нинг биринчи даражаси олдидаги коэффициентлар- 
нинг ишораларини аник^аймиз, яъни 1), 4) ва 5) холларда 
коэффициентлар манфий, 2) ва 3) холларда эса мусбат 
эканлигини аникдаймиз. Демак, Охи текисликда (0, 0),

fo 1 fo — 1̂  ОI V 2 l> V 2 I махсус нукгаларга иккинчи тур

нормал сохалар (а0< 0 , к=2т+]) мос келади, (0, 1), (0, - 1 )  
махсус нукгаларга эса биринчи тур нормал сохалар мос 
келади (58-чизма).

Ушбу тенглама берилган булсин:

dy_ _  y2A (x ,y) + yxpf 2(x, у) + х2р/ г(х,у) 
dx yf4(x,y)+xpfs(x ,y )

114



58-чизма.

бу ерда f k(x, у) — аналитик функциялар (*= 1 ,5 ). Бу тенг
ламада у=ИЛ? урнига куйишни бажарсак, натижада юк,орида 
курилган турдаги тенгламага эга буламиз, яъни ak=fk(0 , 0 ) 
деб белгилаймиз ва куйидаги урнига куйишни бажарамиз:

у = vxp, = х р ^  + pvxp~] =
J  dx dx

_  v2x2p/i(x, vxp)+ vx2pf 2(x, ухг )+ х 2р/ )(х, vxp)
Xpv/A(x, vxp)+ xpf$(x, vxp)

Касрнинг сурат ва махражини х р га, сунгра тенглама
нинг иккала к,исмини х р~‘ га кдоскартирамиз:

x dv_+  _  v V i(x ,  vx*) + vrf2(x, vxp) + д/3(х , vxp) _ 
ebc vMx,vxp)+ M x,vxp)

Бу ердан

-pvM x, vxp) - p v 2U(x, vxp) + t f3(x, vxp) [ 
f 5(x, vxp)+vfA(x, vxp)

+  v/2(x, vxp) + v2rfl(x, vxp) _ 
/5(x , vxp) + vfA(x, vxp )

ai*Q> 0 деб оламиз ва охирги тенгламани ушбу кури- 
нишда ёзиб оламиз:

dv _  Дух -  ра<у + F(x, v) 
dx а5х + Ф(х, v)
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бу ерда Д х, у) ва Ф(х, у) функциялар х=0, v=0 махсус 
нукта атрофида кичиклик тартиби иккидан кам булмаган 
^адлардан бошланади. Тенгламанинг чизик^и кУшилув- 
чиларига мос характеристик тенгламасини тузамиз:

as -  X О
- p a s -X

=  0

ва унинг илдизларини топамиз:Х =ау Х2=-рау р > 0 булгани 
учун х= 0 , v= 0  махсус нукта эгар деган хулосага келамиз. 

Чизик^аштирилган
dv _  а̂ х -  рщу 
dx asx

тенгламанинг сепаратриссалари х= 0  ва v = —— — тугри 
чизикдардан иборат булади. а^р + '>

Мисол тарикрсида юк;орида курилган ушбу тенглама
ни к;араймиз:

dy _  2 у 3 + З у х 6 

dx ~  2у6 + 2ух} '

(А) тенглама учун у=ух-1 урнига куйишни бажариб

= Л v3 , ,  2 _  2уУ5 + Зух9 
dx dx' 2v6x** + 2x}

ни хосил кдламиз.
Тегишли к;искэртиришлар ва содда шакл алмаштириш- 

лардан сунг

dv _  —6v  +  Зух4 +  2 у У ° - 6 у 6 - х 15 

dx 2дг(1 + у6х 15) ( ’

ни досил кдиамиз. Чизик^и ьдсми учун ^  ~  тенгла
манинг ечими гиперболик типдаги v=cx~* ва х = 0  эгри 
чизиклар оиласи булади (59-чизма).

Агар (А) тенгламани

dx _  2 /  + 2 х ? 
dy 2у5 + 3 ухв

куринишда ёзилса ва (В) тенглама учун

(В)



59-чизма.
2 2

W ; f - 2W - f

урнига куйишлар бажарилса, баъзи шакл алмаштириш- 
лардан сунг куйидаги тенгламани хосил кдлишимизни ай- 
тиб утиш фойдадан холи эмас:

dz _  2(г3- 2г+ 1) - 6уУ  _  
dy у(2 + 3 /з ? )

(Г)
I t 2 + 3 ? ? )

(О, 1), (о, -  j, |о, -  — j нухталар Oyz текислик

даги махсус нук^алар булади ва

V z  = z - l ,  2 ) z  = z + ^ ,  3)z  = z+ '-^ -

шакл алмаштиришлардан сунг z нинг биринчи даражаси 
лдидаги коэффициентларнинг ишораларига к,араб (0, 1) 

ва |0 _1 +
 ̂ ’ 2 I иУКгаларга биринчи тур нормал сохалар мос

келншини 10 ^ ~ 1)
мос кгр V 2 / нУк?ага эса иккинчи тур нормал соха 

иши аникданади. (Г) тенглама у узгарувчига нис-
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60-чизма.

батан жуфт эканини хисобга олиб характеристикаларнинг 
текисликдаги манзарасига эга буламиз (60-чизма). 
lim -̂ - = lim z тенгликданг=1, Д г— > - ^ г — булганда х>-»0 у у~0 2 L
ва у2 узгарувчилар биринчи (иккинчи) тартибли чексиз 
кичик микдор булади. Бу (0, 0) махсус нукта Оху текис
ликда тугун булишини билдиради, буни (А) тенгламанинг 
характеристикасини ясаш билан хам тасдиклаш мумкин.

Берилган (А) тенгламанинг характеристикаларига кура 
у=<р{х, с) эгри чизюугар оиласини ясаш учун ушбу лимит 
муносабатдан фойдаланамиз:

lim -4- = lim v(x) = °°.
х-»0 X- х - 0

Бу интеграл эгри чизикдар оиласи учдан кичиклик тар- 
тибига эга булишини ёки х= 0  атрофида кичик функция 
булмаслигини билдиради.

Яна шуни кайд кдламизки,

dy у (2 /  + 1х6) 
dx 2 (у6 + х 3)

тенглама куйидаги хоссаларга эга:
1) Тенглама у га нисбатан жуфг.
2) Хосила (х > 0, у > 0), (х < 0, у > л1-х), (х < 

■J-x < у < 0) сохаларда мусбат, (х > 0 , у < 0) ва (х < 0.0  < 
< y < V ^ ) ,  (х < 0, у < - V -  х ) сохаларда манфий вау 
да нолга тенг булади.
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3) Изоклин чизиги У4 2= - х  параболадан иборат.

4) ^  %  = ^ (Z+ xV  ’ у  = I I < А Деб
у-0 У~0

х5ш(2а>* + 3х2) п с ч

«»**•  Й  г л - t f + T  ‘ 0 булщи'
У холда юкрридаги мулохазаларга кура (0, 0) махсус 

нукта тугун булади.



II Б О Б

ЧЕКСИЗЛИКДАГИ МАХСУС НУ^ТАЛАР ВА УЛАР 
АТРОФИДА ИНТЕГРАЛ ЧИЗИКЛАРНИНГ 

МАНЗАРАСИ

Биринчи бобда дифференциал тенгламаларнинг интег
рал чизикутрини (ечимларини) геометрик ну]дгаи назар- 
дан Оху текислигида урганган эдик. Бу курилган текислик 
чексизликдаги махсус нук;таларни уз ичига олмайди. Аммо 
проектив текисликлар чексизликдаги махсус нук^аларни 
уз ичига олади. Масалан, сфера (текислиги) бунга мисол 
булади.

Дифференциал тенгламалар ечимларининг манзараси- 
ни урганишда турли усуллардан фойдаланиш мумкин. Бу 
бобда А. Пуанкаре ва М. Бендиксон усуллари билан тани- 
шамиз.

1-§. ПУАНКАРЕ СФЕРАСИ

Ушбу

Х  =  у  =  х  =  7 7 7 ’  У  =  ( 1 Л )

Бендиксон шакл алмаштиришлари мавжуд булиб, у Оху 
текислигидан чексиз узокдашган махсус нук;галарни Оху 
текислигида аникдаб беради.

Геометрик жихатдан бундай алмаштиришлар тескари 
радиуслар билан шакл алмаштиришлар деб \ам аталади 
(61-чизма).

Аммо, бу (1.1) шакл алмаштириш содца булиб курин- 
са-да, Оху текислигида юк,ори тартибли мураккаб махсус 
нукгаларга олиб келади. Бундай махсус нук,таларни урга- 
ниш жуда мураккаб булгани учун Бендиксон усули кам 
самаралидир. Шунинг учун унинг урнига гоясига кура анча 
мураккаб, лекин анча содда ечимга олиб келувчи Пуанка
ре шакл алмаштиришларидан фойдаланиш анча кулайдир- 
Унинг геометрик маъноси куйидагидан иборат.
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Фараз килайлик, D текислик ва унда М(х, у) нукта бе
рилган булсин. D текисликка параллел булган текислик 
билан иккита яримсфера1 а ажратилган сферани кдраб чикр- 
миз. У экватор текислиги деб аталади (62-чизма). Агар 
сфера марказини М(х, у) нук,та билан туфи чизик, орк,али 
туташтирсак, у сферани NXN2 диаметрнинг турли учлари- 
да ётган икки h\ ва N2 нукгада кесиб утади. D текисликда- 
ги \ар кдндай туфи чизик, шу сферанинг катта доирасига 
проекцияланади. Текислик харакгеристикалари сферанинг 
тегишли характеристикаларига утади, бунда махсус нук,- 
таларнинг турлари (тугунлар, эгарлар, фокуслар ва \.к.) 
шакл алмаштириш натижасида сакланади. Бирок сферада 
экваторда ётувчи янги махсус нукгалар пайдо булиши мум
кин. Улар Q(x, j >)=0 ва Р(х, у)= 0  эфи чизикдарнинг кеси- 
шиш нукталари була олмайдилар, лекин координаталар 
бошидан чексиз узокташганда характерисгикаларнинг 
Холати билан белгиланадилар. Шундай килиб, экваторга 
текисликнинг чексиз узокташган нукталари аксланади. 
Бундай х,одиса гномоник проекция, сферанинг узи эс,л Пу
анкаре сфераси деб аталади. Демак, Пуанкаре шакл алмаш- 
тиришининг геометрик маъноси Оху текисликни унта ко
ординаталар бошида уринувчи сферага акслантиришдан
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М(х,у)

62-чизма.

иборат. Биз Оху текисликда интеграл эгри чизикдарнинг 
манзараси ^акдца сферанинг куйи ярим шарини О, нук,- 
тадан кдраб (63-чизма) ва куйи ярим шарни куйи нуктага 
уринма текисликка ортогонал проекдиялаб аник; тасаввурга 
эга булишимиз мумкин. Шундай к;илиб, Оху текисликда- 
ги хдр бир М(х, у) нуктага куйи ярим сферадаги N(x\ у', 
Z’) нукта мос келади, охиргисига эса координаталари N(x’, 
У, t )  нукганики каби х’ ва у' булган М'(х', у') нукга мос 
келади. Оху текисликда жойлашган *амма М (х', у') нук,- 
талар x*+y*= 1 Пуанкаре доираси айланаси нукгалари ярим 
сфера экватори нукгаларига Оху текисликнинг чексиз узок- 
лашган нукталарига мос келади. Шундай килиб, Ох'у’ те- 
кислик Оху текисликнинг бирор кдсми, Пуанкаре доира- 
сининг ичига олинган кисми х,исобланади. М(х, у) нукта- 
ларни М'(х', у') нукталар га у т к а з у в ч и  формулалар осон 
чик;арилади. 63-чизмадан куйидагига эга буламиз:

ОМ= 0 0 v tga=tga; ОМ'=KH=OlNs\na=sma. 
Булардан
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Z Л

У

га эга буламиз. ОМ ва ОМларни Ох ва Оу укларга проек- 
циялаб ва (ОМ)г=х2+у2 ни билган холда

*' = -/ ■* 2 . у ' =  - г 4 = Г  (1-2)
■Jl+x2+y2 -Jl+x +у2

ни хосил килам из. Аммо бу формулалар амалий жихатдан 
унча кулай эмас, чунки у илдизга эга. Шунинг учун А. Пу
анкаре бошк,а формулалардан, хусусан

х =
Z (1.3)

формулалардан фойдаланишни таклиф этади.
Бу формулани келтириб чик;ариш мавжуд математика- 

га оид ЭДабиётларда ва шу жумладан А. Пуанкаренинг асар- 
ларида хам йуклиги учун, уни биз келтириб чик.арамиз.

рим сферанинг эн г четки унг О' нукгасидан учта уза- 
га 1̂ пенда1КУляР тутри чизиклар утказамиз: ярим сфера- 
л и г и  Н̂ к,тада УРИНУвчи О г тик ч и з и к н и ,  О’г чизик, текис- 
кази Га̂ 1е̂ пендикуляР 153 О нукга ва ярим сферанинг мар- 
(64-i ■ ~ °Рк,али ^Увчи O'z горизонтал чизик булсин 

изма). Бу уч т^гри чизик, учта узаро перпендикуляр
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64-чизма.

текисликни аникдайди: горизонтал 0 'х,г, фронтал 0'ухг 
ва ён O 'tz . Бундан ташк,ари чизмадаги О'хс га параллел ва 
ярим сферанинг энг куйи С нукгасига уринувчи Оху те
кислик мавжуд. Оху текисликда Сх укдца жойлашган А/0 
нуктани кдраймиз, бунда бу нукганинг х абсциссаси ха га 
тенг (агар С нуктани бошлангач нукга деб кдбул килин- 
са), у ординатаси эса нолга тенг. ОМ0К0 тугри чизицни О 
ва Мд нукгалардан бу тугри чизикнинг O'tz текислик би
лан куй и ярим уки Ох билан кесишиш нуктаси Кп оркали 
утказиб, шу тарзда Oiz текисликда К0 нуктани аникшй- 
миз, бунда шу нуктанинг z координатаси К̂ О' кесмага тенг.

О' ОК0 учбурчакдан

KQ0' = 00'{уп ёки Z=tga 

ни ^осил киламиз. Шунингдек ОМ0С учбурчакдан:

СМ' = OCctga, яъни х = ctga = — .
tga

Демак, х = ^ га эга буламиз.



Энди XCY текисликда М(х, у) нукгани кдраб чикдмиз. 
Агар биз ОМКтугри чизикни О'тгтекислик билан К  нукта- 
да кесишгунча давом этдирсак, у  долда К  ва К0 нукгалар- 
нинг координаталари айнан бирга тенг эканини курамиз 
(М ва М0 нукгаларнинг координаталари айнан битта х ко- 
ординатага эга булгани каби), чунки МйМ ва К^К кесмалар 
Оу укига параллел, у эса уз навбатида от укдга параллел. 

Демак, х ва у координаталар орасидаги у = | богла-
ниш М в я К нукталар учун хам тугри булади. Фараз килай- 
лик, М0М кесмау га (М нуктанинг ординатаси), К0К  кесма 
эса г га (К  нуктанинг ординатаси) тенг булсин. ОММ0 ва

ОКК0 учбурчакларнинг Ухшашлигидан = Щг- га эга

буламиз. Сунгра ОС га параллел ва OXj укни Р нуктада 
кесиб утувчи М0Р= ОС= 1 кесмани утказиб, ОК̂ О' ва ОРМ0 
учбурчакларнинг ухшашлигидан

MMq _ PMq у ]
ккй ~ ~ак1 > яъни г ”  7

тенгликка эга буламиз. Бундан у  = - .  Шундай килиб, Оху
текисликдаги М нуктанинг л: вау  координаталари билан z 
ва г координаталар (унинг тасвири Огг текисликда) урта- 
сида бокланиш мавжуд экан, яъни (1.3) алмаштиришни 
досил килдик:

x = { , y  = j ,  (1.3)

шакл алмаштириш Оху текисликнинг \амма нукталарини 
уз ичига олади (бундан Оу укида ётган нукталар мустас- 
но). Бу нукгаларни урганиш учун бошка шакл алмашти
риш киритилади:

x  = f>  y =  (1 .4)

бу шакл алмаштириш, агар Ох ва Оу укчарнинг уринлари 
маштирилса, (1 .3) каби досил килинади. О'ггтекислик- 
характеристикаларни тадкик кдлиш амалий жихдтдан 

^  булгани учун бу характерисгикачарни Пуанкаре- 
КУйи ярим сферасига проекциялаймиз. Шундай 

аввал’ Х 83 У кооРДИнаталардан Пуанкаре доирасидаги 
х  ва г координаталарга утамиз, кейин х' ва у' коор-
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динаталарга утамиз. Оху, O'tz ва Ох'у текисликлардаги ва 
ярим сферадаги характеристикаларнинг ва алохида нук^а- 
ларнинг тогюлогик манзараси устма-уст тушгани учун, биз 
Пуанкаре доираси Ох’у' текислиги характеристикаларини 
кэдэаб чикиш билан бирга (1.3) ёки (1.4) шакл алмашги- 
ришлардан фойдаланамиз.

2-§. ЭКВЛТОРДАГИ МАХСУС НУК.ТАЛАРНИНГ 
ЖОЙЛАШИШИ ТУТРИСИДЛ

Ушбу дифференциал тенглама

&  -  у)
dx Р(х, у) 

ёки унга эквивалент булган

^  = J \ауХ‘У4 -  Р(Х>У)> 
i+ j= 0  

2

(2.1)

(2.2)

f  = ^ j buxiyJ = Q{x, у)
i *  У s=0

системани цараймиз, бунда a ip b i} — узгармас коэффици- 
ентлар.

(2.2) системага (1.3) алмаштиришни куллаб

;)•
f |) + г ^ .  f )

ни хосил киламиз. (2.3) дан / вак,тни йукотсак:
- гdz — 

dt Q

(2.3)

(2.4)

'(И)
тенгламага эга буламиз.

Агар (2.4) тенгламада Q ( z ’ =  тен гли к

уринли булса, у холда z - 0 тенглама билан аник^танган эк-
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ватор характеристика булади ва экваторда ётувчи Maxcvc 
нукгалар сони 1' -

Z  = О, '(;■ т)
’(? Т)

(2.5)

тенгликларни каноатлантирувчи нук^алар сони оркали 
топилади.

Шунингдек, (2.2) системага (1.4) алмаштиришни куллаб

* - - * ( ? •  9 -

f —«в(М)+ (̂М)
(2.6)

ни хосил кдламиз. (2 .6) дан г ва^тни йукотсак: 
dz _  -Z

(2.7)

тенгламага эга буламиз. 
Агар

Z = 0, М -  

!М
= р (2 .8)

шарт бир пайтда бажарилса, у холдаууки охирларида ёту в- 
чи махсус нукгалар мавжуд. Янги zdt=dt вак^ни кирити 
ва унинг учун аввалги белгилашларни колдириб, куиида- 
ги системани хосил киламиз:

f = ~ 2 v 2_<”v -
о

(2.9)

i+y=0 (+./«0
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Экватордаги махсус нукгатарни h i координаталари хк = т 
булсин. г -  и +хк кучириш ёрдамила > шбу системани ^осил 
к;иламиз:

£  = -Z\<h0 + аихК + + (я10 + ,т)г + (а,, + 2а01г к ) + 

+aMz2 +a01zu + a02u2],

~ ~ + (̂ 11 _ А)2 )Tir + (°20 _ ^l)’rAT -  М  +

+1йо1тлг (®io — К^к *̂2 0 (2.10) 

4{ЗА02т2А.+2(а11- 6 02)тл:+(а2о - i)lы (̂ oo aoo%)  ̂ -  
~ (^ o i  - a i o —2 f l 0 i^k)zm - ( b 02 — a i\—3a02xK)u  +

+aooZ2“ + ao\ZU2 + an2u} }.

у укдцан чексиз узок^ташган махсус нукдаларни аник,- 
лаш учун ц=г+цк кучиришни бажариб, куйидаги систе- 
мага эга буламиз:

= “£(Ь02 + + 2̂оМх + (̂ м + +

+(6ц + 2Л20М-аг)у + 4)0 VZ + ^ v 2],

^  = "{IAzoMa- -(°20  ~(°11 ~Кг)^к ~ 0̂21_

- К  + (аю - bm)VK ~ ^ H k )z + (2.1 i)

+ | 3 A 2 o M a -- 2 ( ^ 2 o - * i i ) M a : _ ( f l n _ ^ o 2 ) J v / _ ( a o o ~Ь<ю^к)£ ~

-{a }0-  ^ - l ^ n ^ v z - i a 20- -  З̂ оМаг V 2 + +

+Al0zv2 + V 3}-

(2 .10) системанинг иккинчи тенгламасида кавсларни 
очиб чикдлса, у хк га нисбатан учинчи даражали куп*ад- 
дан иборат булади. Уни Ф3(гА,) билан белгилаймиз. Ф,(гл)= 
тенгламанинг х,акик,ий идципари экватордаги махсус нук- 
татарнинг координаталарини беради:

Фз^д.) =  а02х3к + (о п - Ь ю )х2к + (а 10 - Ь п )гк -  Ь20, (212)

бунда хк = ^ .
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У укдан чексиз узоклашган махсус нукгаларга мос ке- 
лувчи экватордаги нукгалар хам худди юк,оридагига ухшаш 
топил ад и:

Фз(/**) =  Аго̂ л' + (а20 — + (аЧ ~ 2̂о)^К ~°02 » (2-13) 
_  убунда ЦК -  -  •

(2 .10) система характеристик тенгламасининг иддизлари 
куйидаги га тенг:

А,(тjf) = ~(Ло2тлг + an'rjr + °2о) = ^2(1* гк)> .у
^ Г к ) = -  l3fl024  +  2(вц -  А в К г +  («20 -  *ll)] =-& ;(Tz )

fiK= 0 нукга атрофини уфганиш учун улар шунга ухшаш 
хосил килинади:

=  “ (^20 +  Ь ц Р  К +  ~ О г(М к г  1)>

^гО*лг)= Н  3^2о^л:+ 2(а2о — bn )fiK+ (Яц—Ан)1= —Ф з(/*г)/ ^

бу ерда Ф ;(г^)[Ф ;^)] хосилалар Ф,(гАГ)[Ф1(/хАГ)] функция- 
ларнинг *к(мк) узгарувчи буйича хосиласи.

Хусусан, тк=0 нукта махсус нукта булиши учун 62О=0 
булиши керак. У холда

^1= _ а 20> 2̂ = ̂ 11 —а20’
цк=0 нукга махсус нукта булиши учун а20= 0  булиши ке- 
рак. У холда

^1— — ̂ 02’ 2̂ = ап~  ̂ 02‘

(2 .12) тенглама учун тк =Ф 1С -  * урнига куйишни
бажарсак, у холда куйидагига эга буламиз:

V ’ +/>Vr  +  f « Q ,
бу ерда

р  — ~ Ч ^ 1 ~ ^ 2 ) 2 +  З а д 2 (а 2 1 )-< > 1 1 )
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Дискриминант куйидаги куринишга эга булади:

Шунга ухшаш (2.13) тенглама учун куйидагига эга була
миз:

р  _  ( a 2 0 ~ ^ l l )  + 3 ^ 2о ( д 11 ~ ^ 02 )

3^ 20

_ _  (̂°2о ~ b\ I )3 ~ 9^ о(ого  -  b[ 1 )(Дц -  Ьо2) + Па̂ Ь̂ д 
Я ~  2 7 ^ 0

Дискриминант куйидаги куринишга эга булади:

[2(020 -  *11 )3 +  9/>2о(а 20 ~  *1 lH ° ll  ~  *Ь2 ) +  27И()2^2 ]
1 = -------------------------- “ 7---------------------- — +

2916 о )̂

4[(°20 -  *11 )2 + 3*2o(fll 1 ~  Ао )2 ]3 
2916 afo

(2 .12) ва (2.13) тенгламаларни бошкд мулох,азалар буйича 
^ам досил килишимиз мумкин. Х акик,атан, (2 .1) тенгла
мани

Q(x,y)dx -  P(x,y)dy = 0 (2.18)

х = y - ^ t  алмаштиришни киритамиз, бундан
куринишда езиш мумкин.

Z Z

r = z  = a ,  и = а  = ±
х  * i п  у У1



Бу алмаштиришдан с унг (2.18) тенглама

zPdyi -zQ d x 1+(x1Q - y xP)dz = 0, (2.19) 

куринишга келади, бу ерда

q (& ,  = jiboaZ2 + bl0zxi +  bi0zy] + bux xyx +  b r f  + bmy l),

P ( f , f )  = 7  («oo^+ aw&i + W . + A Ji  + З Д 2 + «02У12) •

(2.19) дифференциал тенглама уч улчовли фазода 
Пфафф тенгламаси булади ва махсус нукталар куйидаги

z = 0 , х,(? - у ,Р  = 0 ,

муносабатдан, яъни
атУ\ +  (а20~Ьи)х,2у, +  (а ,,-й 02 )у?х, -  V е/  = 0 (2.20)

тенгламадан топилади. (2 .20 ) тенгламаданг ва/л нинг кий- 
матларини назарга олиб (2.12) ва (2.13) тенгламаларни 
Косил киламиз.

Пфафф тенгламаси учи координаталар бошида булган 
конуслардан иборат уч улчовли фазодаги сиртлар оиласи- 
ни ифодалайди. Улар г=0 интеграл сиртни факат махсус 
чизикларда, яъни (2 .12) ёки (2.13) га эквивалент булган
(2 .20) шарт Уринли буладиган махсус чизикларда кесиб 
Утади ёки уринади. (2.20) шарт геометрик жи\атдан бош
лангич нукгадан утувчи г= 0  текисликдаги учта, иккита 
ёки битта тугри чизикни ифодалайди. (2.19) тенглама би
лан аникланувчи сиртларнинг Ох ук якинидаги долатини 
гекшириш учун уларнинг x^=yj=l цилиндр билан кеси- 
мини караб чикамиз (яъни бу цилиндр сиртидаги интег
рал эгри чизикларни караб чикамиз). (2.19) тенгламада

х, = cos <р, у, = sin <р 
Деб олиб, уни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

--------- i—й____ * /________ \ z z / (2 2 ] )
z cos V P  ( « s *  +sin  f  Q '

131



Фараз кдпайлик,

Q(x, у) = 0о (х, у) + 0, (х, у) + Q2(x,y),
Р(х,у) = Р0(х ,у )+ Р 1(х,у) +Р2{х,у), (2 22)

булсин, бунда Q0, 0 , ва Q2 мос равишда Q(x, у) функция- 
нинг нолинчи, биринчи ва иккинчи улчовли хадларини, 
Р0, Рх ва Р2 эса Р{х, у) функциянинг нолинчи, биринчи ва 
иккинчи улчовли х,адларини уз ичига олади.

(2 .21 ) тенглама одций шакл алмаштиришлардан с^нг 
куйидаги куринишга келтирилиши мумкин:

,  dip _ (sinipP,-cosyQi);i+(siniy>/>i-cosy fl);+  sinipPj-ca&ipQ, 
z ~3z~ (cos ipPa-sin срУ„)г?+( cos sin ipQ,)z+ cos <pP,~ smcpQ,

Бу ерда Qn, Qv Qv Pv Pv P2 функциялар (2.22) форму- 
лаларга кура аник^анади, бунда х ва у аргументлар мос 
равишда sin ip ва cos <р га алмаштирилган.

(2 .21 ) тенгламанинг махсус нук;талари г= 0  текисликда

Z = 0, sin <рР2 - cos<pQ2 = 0

муносабатлардан аникпанишини сезиш осон.
(2 .21) тенгламанинг характеристикалари х]+у\= 1 ци

линдр сиртидаги интеграл эгри чизиклар цилиндрнинг 
куйи асоси айланасидаги (г=0 ) махсус нук,талар (2 .1) тенг
ламанинг чексиз узокдашган махсус нук^аларига мос ке
лади.

Куйи асоси г=0 ва юк,ори асоси z- 1 булган х*+у\=\ 
цилиндрни бирлик цилиндр деб атаймиз.

х = ^ ,  у = -7 формул ад ан х = , у = бирлик
цилиндрнинг ён сиртидаги (2.23) тенгламанинг характе- 
ристикаларига х]+у\= 1 бирлик доирадан ташк^рида жой
лашган Оху текисликдаги (2 .1) т е н г л а м а н и н г  характерис
тикалари мос келиши келиб чикдди. Бирлик доиранинг 
ичида жойлашган (2 .1) тенгламанинг к,олган характерис
тикалари Пфафф (2.19) тенгламаси конус интеграл сирт- 
ларининг бирлик цилиндрнинг юк,ори асоси билан кеси- 
шиш чизигага мос тушади. (г= 1) булганда (2.19) тенглама

(2.1) га утади, х = ^  ва У = ^  утиш формуласи эса х,=х, 
ух- у  ни беради.



Шундай килиб, (2.1) тенгламанингл^+^= 1 дойра ичи- 
да жойлашган характеристикалари бирлик цилиндрнинг 
юк.ори асосида, колганлари эса унинг ён сиртида тасвир- 
ланади, бунда цилиндрнинг пастки асоси айланасига (2 . 1) 
тенгламанинг чексиз узоклашган нукталари мос келади. 
Характеристикаларни цилиндрнинг юкори асосида ва ён 
сиртида тасвирлаш амалий жихатдан нокулай булгани учун 
биз цилиндрнинг ён томонида жойлашган характеристи
каларни бирлик цилиндрни унинг юкори асоси айланаси 
буйича кесиб утувчи x2+y1=(z-2)7 конусга ортогонал ра- 
вишда (яъни цилиндрнинг ён сиртига ортогонал радиус 
векторлар йуналиши буйича) проекциялаймиз (65-чизма). 
Цилиндрнинг юкори асоси билан, ундаги характеристи
калари билан бирга г= 0  текисликка ортогонал проекция
лаймиз. Натижада (2.1) тенгламанинг 1 бирлик до- 
иранинг *ам ички томонида, х;ам ташки томонида жой
лашган камма характеристикалари S  дойра ичидаги 
(хг+У2=4) битта текисликда тасвирланади, бунда бу дои- 
ранинг айланасига (2 .1) тенгламанинг чексиз узоклашган 
ихтиёрий махсус нукталари мос келади ва бинобарин, бу 
айлана Пуанкаре доирасининг экваторига мос келади. Уму- 
ман, цилиндрнинг ён сиртидан конус сиртига, бундан эса 
Оху текисликка угиш бизга керак, чунки бундай утишда 
характеристикаларнинг топологик структураси ва махсус 
нукталарнинг турлари сакланади.

1-м и с о л. Ушбу
dy _  у + ху 
dx х - у 2

дифференциал тенглама
нинг чексиз узоклашган 
махсус нукталари турини 
аники анг.

Е ч и ш  Оху текисликда 
битта 0 (0 , 0) махсус нуктага 
эга буламиз ва у махсус нук- 
та тугундан иборат. Бу ми- 

Учун (2.23) тенглама 
Уриниши куйидагича 6У - 

лади:
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Z = tp = 0 ва z= 0, <р=л махсус нукталар очик, эгар-тугундан 
иборат, бунда бизг> 0  (дойра ичида) нукгаларнигина караб 
чикканимиз учун ^ ,(0 , 0 ) нукта эгар булади, N2(0 , я) эса 
тугун булади.

Мисолимизга х = ^ , у = ^ Пуанкаре шакл алмашти- 
ришларини куллаб, ушбуни досил киламиз:

<к _  т(1 + г2)

dz *(г+г2)

Бу тенглама учун координаталар боши эгар-тугун ту- 
ридаги махсус нукта булади (бунга Фроммер-Куклес усу
ли ёрдамида осон ишонч досил килиш мумкин). Унгдан 
координаталар бошига чексиз куп характеристикалар ки
ради, чапдан эса фадот г = 0  ярим ук киради.

Пуанкаре доирасининг унг кисми г>0 га, чап кисми 
эса z<0 га мос келади, бу доллар 66 -чизмада тасвирлан- 
ган.

2-м и с о л. Ушбу
dy _  х + у + ху 
dx х - у - у 2

дифференциал тенгламанинг чексиз узоклашган махсус 
нукгалари турини аникланг.

Ечиш . Оху текислигида берилган тенглама битта мах
сус нуктага эга булиб, у фокус туридан иборат махсус нук- 
тадир.

(2.23) тенгламанинг куриниши бизнинг мисол учун 
куйидагича булади:

dp _  z+ sin y  
dz z2

z-ip=0 ваг=0 ,^ = я  махсус нукталар очик эгар-тугун булиб, 
бунда уларнинг биринчиси (г = 0 ,95= 0 ) S' сохага нисбатан 
эгар булади, иккинчиси (г=0, <р=л) эса тугун булади (67- 
чизма).

Бу мисол га Пуанкаре шакл алмаштириш ни куллаб, 
ушбуни хосил кддамиз:
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s
66-чизма.

ЛГ, Л/, N,

67-чизма.

_Л _  (1 + г2) ( ;+ г )

^ (l-iO -r2*

Бу тенглама учун координаталар боши эгар-тутун були- 
шига ишонч хосил килиш осон ва бунда унта чапдан чек
сиз куп харакгеристикалар киради, унгдан эса у фа^ат би гта 
характеристикага эга (уларнинг ^аммаси d= 1 эгрилик тар- 
тибига ва у= 1 улчовга эга, яъни аналитик жи^атдан бун
дай тасвирланиши мумкин: г=z+0(z)).

Охирги икки мисолда (2.23) тенгламага утиш ёрдамида 
тадкик, кдлиш Пуанкаре услубига нисбатан содцарок, булди, 
бирок; бундай хрлларни камдан-кам деб х^соблаш мум
кин.

Одатда Пуанкаре шакл ашаштиришлари (2.23) тенг
ламага олиб келувчи бошка услубларга нисбатан анча сод
да тенгламаларга олиб келади.

Шуни айтиб утиш керакки, х2+>^=1 цилиндрнинг ён 
сиртида (2.23) тенглама урнига (2.19) Пфафф тенгламаси- 
нинг конус сиртларининг бопща текисликлар билан, ма- 
сатн , ( г - 1)2=х2+ у  конус билан (ёки параметрик кури- 
нишда х = ( г - l)cos^>, y=(z~ l)siny? ёки г = 1+х:2+У2 парабо
лоид билан кесимини к,араб чициш мумкин эди.

Бу услубларнинг \аммаси айнан бир хил натижага олиб 
келади, шу билан бирга шундай бир махсус мисоллар ту- 
зиш мумкинки, уларда курсатилган услублардан бирининг 
КУлланилиши бошкалардан кура фойдалирок, булади. Би- 
со ЯНа таъкидлаб утиш керакки, купчилик ми-

-uiap учун Пуанкаре шакл атмаштириши яна хам содда 
ечимларга олиб келади.
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Ф ,(г,)=0 ва Ф,Са^)=0 тенгламаларни ушбу куринишда 
ёзиш мумкин:

фз(г * )  =  J  аа “  2 л т *  = °>
/+У« 2 i+y-2

ф зСU к ) =  2  ьаРк' -  2  ау!*ж =  О,
U j-2  i+J-2

ёки
Ф ,(г ,)  =  г/$(1, t k ) - Q 2(1, тк ) = О,

Ф 3(^л-) =  1И02(а * - . 1 ) - рг(Мк> 1) =  0 .

фз(г * )  =  2  а* г г 1 _ 2 ^ г^
«Ч У=2 i+y-2

ф зС“ аг) =  2  М * ‘ - ^ а у М к.
/+У* 2 i+y«2

ёки
Фз(ГАт) = ГАГ̂2(1> ^ ) - Q 2(l, TJr) = 0, (2.24)

фз(/*г) =  PgQiiPx’ 1) — -̂ (Алг» 1) = 0- (2.25)
Улар Бендиксоннинг мумкин булган уринмаларининг 

куриниши узгартирилган тенгламаларини ифодалайди.
Х,ак>1 катан, агар г* = ^ , И к = ~ эканини назарда ту- 

тилса,

ни хосил кдпамиз. Бу тенгламалардан биринчисини х3 га, 
иккинчисини у’ га купайтириб, ушбу тенгламаларни хосил 
кдламиз:

х Фзй  = уР^ Х' У }~х& (х ’ У)ш °»

У3фз(j )  = xQ2(x, у) -  уР2(х, у) = 0.
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Биз Бендиксоннинг мумкин булган уринмалари тенг- 
ламасини чикдрдик, бирок, фарки шундаки, мумкин булган 
уринма тенгламалари Оху текисликда одатда куйи тартиб
ли хадларга нисбатан тузилади, чексизликда эса юкори 
тартибли хадларга нисбатан тузилади. Шунинг учун (2.24) 
ва (2.25) тенгламаларни чексиз узоклашган махсус нукта
лар учун мумкин булган Бендиксон уринмалари тенгла
маси деб атаймиз.

тк=т0 (fiK=n0) йуналишларни Ф3(г0)=0 (Ф3(и0)=0) булган
да (2 .1) тенглама учун чексизликдаги характеристик йуна- 
лиш деб атаймиз.

Э сл  атм а. Бу мулох,азалар Q(x, у) ва Дх, у) кутдадлар 
л-даражали булганда тугри.

1-тео р е м а . Агар Ф,(г^.)=0 (Ф3(^ )= 0 ) тенглама учта 
оддий илдизга эга булса, у хрлда Пуанкаре сфераси эквато- 
рида махсус нукталар куйидагича булиши мумкин: 1) учта 
тугун; 2) иккита тугун ва битта эгар; 3) иккита эгар ва 
битта тугун.

И сб о ти . Теоремани исботлаш учун укдари ва
фз(т*)> РгУ’ Тк> (фз 1)) булган тугри бурчакли 
координаталар текислигини караб чикамиз.

 ̂ Агар Ф,(тр ва (Ф30^)=0) ва Рг{ 1, т,)=0 ( 0 2(и*, 1)=0 
булса, у холда Q(x, >0=0, Р(х, у)=0 эгри чизиктр чексиз
ликда махсус нукгаларда кесишади.

Демак,Я;(rt) = - /\ 1, т4)=0 ва Q(x,y)=0, Р(х, >)=() шарт- 
лар изоклинларнинг чексизликда чексиз узокдашган мах
сус нукгаларда кесишишига мос келади. Экватордаги 
А,(г*)= 0  шарт бажариладиган махсус нукталар сифат жи- 
хатидан янги табиатга эга (бу хакда ил гари эслатган эдик). 
Шунинг учун Я, (т^)* О ни караб чикамиз.Я,(гА.)= - Ф 3(г^)=0 
шарт Ф3(г^)=0 эгри чизикнингг^укда уринишига мос ке
лади, яъни тегишли г^нуктага карралилигига мос келади. 
Юкорида айтиб утганимиздек, Ф3(гд.)= 0  тенгламанинг 
^ак^кий илдизлари экваторнинг махсус нукталарининг ко- 
ординаталарини беради. Фараз кдлайлик г,, г2, г3 лар бу 
енгламанинг оддий иддизлари булсин. т2 эсаР2( 1, г^)=0 
енгламанинг истаган илдизлари булсин. Ф3(т )̂ функция- 

дс Г_ °̂ла™ ао2 83 д (га) нинг ишораларига боглик Агар 
mv\ ^ лса’ Ф у н к ц и я  битга максимумга ва битга мини- 

эга: °оз> 0 булганда у аввал максимумгача ортади,
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А) Д(гк)<0, аю>0
68-чизма.

кейин минимумгача камаяди ва яна усади; ат<О булганда 
у аввал максимумгача камаяди, сунгра минимумгача орта- 
ди ва яна камаяди. лО2> 0  булганда Р2(1, 1 ^ = 0  функция 
минимумга эга, д02<() булганда эса максимумга эга. Сифат 
нук,таи назаридан Караганда ФДг0) ва Р7( 1, тк) функциялар 
куйидаги уч хил жойлашувда булиши мумкин:

Биз оддий махсус нук,таларни кдраб чик,аётганимиз учун 
уларнинг турини х=тк(т>тк) учун махсус нутд-алар атро- 
фидаги A,(rJ ва A,(rt) нинг ишорасига кура аниклаш мум
кин. А) жойлашув учун (68-чизма) учта тугунга, Б) жойла- 
шув учун (69-чизма) иккита тугун ва эгарга, В) жойлашув 
учун (70-чизма) иккита эгар ва тугунга эга буламиз.

2-теорема. Агар Ф /гк)= 0  ( 0 3(uJ=O) тенглама битта 
оддий ва карра,т илдизга эга булса, у уолда экваторда бир- 
галикда:

1) тугун ва эгар-тугун ёки 2) эгар ва эгар-тугун мавжуд 
булади.

69-чизма.



В) д(гк)<0, я02<0
70-чизма.

И сб оти . А (тк)=0 булганда (2.12) тенглама учта хакикдй 
илдизга эга булади, улардан бири каррали. Агар Д(гх)=0,

р=0 , q=0 булса, у холда тенглама уч каррали * к = ^зд 0|‘

илдизга эга булади. Фараз килайлик, масалан, г2 — (2.12) 
тенгламанинг икки каррали илдизи булсин, у холда 
Ф3(г/с)=0 булиб, (2.10) системани ушбу куринишда ёзиш 
мумкин:

А  _ (0,1 + Здо;Т2-bnW+R^u) 
dz. P i(hb)+R l(Z ,u)

бунда

Л, и , и) = [а0 2 + Ц 0 -  Ь01 >г2 -  ] z -  (Ьм -  )z2 -  

~(bo\ ~al0 -2 a mr1)zu -(bn -а ,, -Зд 02т2)м2 + a00z2u.

Л,(г, и) = (а10 + a0l)z + (а„ + 2а02т2)ы + а^г2 +
+flo i»  + flgjM , Ojj + 3flg2T2 — ф 0 .

Охирги дифференциал тенглама Брио-Буке туридаги 
б^ладаМаЛаН и^°Рат’ бунда^=м= 0  махсус нукга эгар тугун

Бинобарин, Г) холда (71-чизма) тугун ва эгар-тугунга, 
Холда (72-чизма) эгар ва эгар-тугунга эга буламиз.

катм \ Тенгл5ма ^игта Х^кикий илдизга (оддий ёки уч 
ejg, эга буладиган холда бу махсус нукта ёки тугун, 

эгар булишини курсатиш осон. Оддий илдиз \олда бу



Г) Д(гк)= 0 , о02>0
71-чизма.

(2.14) характеристик тенгламанинг куринишидан келиб
Ь() 2 1̂1

чикади. Фараз к^лайлик Ф3(гАГ)=0 тенглама zk ~ 30о2— 
уч каррали илдизга эга булсин, у холда (2 .11) система баъ- 
зи шакл аямаштиришлардан сунг

z du_ _________ 9amu3+R}(z,u)____________
dz [(̂ )2_ап)2 + 3'гп( )̂2-ап) + 3002в20 + Л»(̂ >и02)1а

куринишни олади, бу ерда

Ri(z, и) = [fl01(602- a 11)2+3<302(a 10- 6 01) ( ^ j - a 1i) -9 a ^ 2A o]><

^  [ 9<2о2 А)0 3 ^ 0 2 ^ 0 0 (A )2 _ a i l ) ] ^  19 ^ , 2 ( A)J ^ 1 » )  " 6 ^ 0 2 ^ 0 1  Х 

А Ь ы -а ^ и + Э ^ а ^ и 1 +9а22а01гм+9а0> 3, R,(z,u) =

=  (9 ^ 0 2 ^ 0  3 a oi (^ )2  — ^ l l ) ] ^  [9aQ2ail +  ̂ ,a 02 (А>2 —^11  ̂^  +

+9tf02afl0Z2 + 9 % % * “ + 9($2и2,



яъни яна Врио-Буке туридаги тенглама досил килинди. 
Агар

(̂ 02 — ° l l )  +  3afll(^02 — a i l )  +  ^а 02а 20 >  ^

б^лса, у долда махсус нукта эгар булади. Агар сО2=0 булса, 
у долда (2 .12) тенглама

Ф2(г ЛГ) = (а11 _  А)2 )г ЛГ + (а20 — ^ll)r Jf — А)2 ~ 0 (2.26)
куринишни олади. z=n=0 нукта махсус нукта булиб, унинг 
учун

А,(0) = —Ь02, 12ф) = (аи -Ь 02). (2.27)

(2.13) характеристик тенгламанинг илдизлари куйидагича 
ёзилади:

к ) = — (аптк + а20) = —̂ 1(1> гдг)> _оч
г . . 1 (2..ZS)

А г ( т Аг) =  Н .2 (Д11 — А)2 } Г А" +  (^20 — ^ ll)J  =  - ^*2(r Jf)>

бунда Ф2(гА) функция Ф2(г )̂ функциядан хк узгарувчи буйи- 
ча олинган хосиладан иборат.

Фараз кдлайлик,

^(ГАг) = (й20 — Al)2 + 4̂ 20 (а11 — 0̂2 )
булсин. Ф,(г^), /*,( 1, тк) ва тк учбурчакли декарт координа- 
таларга эга текисликни дораб чикдмиз.

Махсус нукталарнинг турларини, умумий холдаги каби, 
характеристик тенгламаларнинг илдизлари г=гА. (г > тк) учун 
махсус нукталарнинг атрофидаги ишораларига кура аник;- 
лаш мумкин.

Е) жойлашиш учун (73-чизма) г,, г2 махсус нукталар — 
чугун, /*, — эгар, Ж) учун (74-чизма) г,, г2 — эгар, ц 1 — 
тугун булади.

Агар ап=0 булса, у холда z= 0, /г,=0 махсус нукталар 
Доим айниган тугун, улардан бири эса Ф,(г^)=0 тенглама- 
да тугун, бошкдсида эса эгар булади. Фараз килайлик, 

(̂гл) = 0 булсин, у холда экваторда эгар-тугун ва эгар бир- 
гатикда мавжуд, агар дп=0 булса, у холда эгар-тугун ва 
охиргиси тугун булади. <5(гЛГ)<0 булганда //,=г= 0 нукта —

г̂аР ( М а 1] Л 2) > 0 ) ёки ТУГУН ( М ап А 2) < 0) булади, 
п~"о2^0 да эса эгар булади.
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73-чизма.

74-чизма.

Фараз килайлик, аи=Ь02* 0 ва а10-Ьи* О булсин, у холда
(2.26) тенглама = -—^ т— илдизга эга. Характеристик
тенгламаларнинг илдизлари к) ■ X2(rK) = a nb ^ + a w(a 20- b n ) 
куринишга эга. Агар аиЪл >ап(Ьи-а ^  булса, у холда г, мах
сус нукта тугун, эса эгар булади; агар anb^<ajibn- a ^  
б^лса, у холда уларнинг иккачаси хам эгар. а20=Ь2О=аи=Ьп:=й 
булган ховда Я1(и1)=й02, Яг(м2)=-Аю, Я,(г1) = - в ш, Л2(т2) = - а х, 
Я,(г2) = - а 20, Я2(г2)=аа) га эга буламиз, яъни г, — тутун, г2 эса 
эгар булади.

142



Чексизликдаги махсус нукта турини, яъни (2.24) (ёки 
(2.25)) тенглама айнан к,аноатлантирадиган турини к,араб 
чикамиз. Махсус турнинг мавжуд булиши учун зарур ва 
етарли шарт ( 1.2 ) системанинг коэффициентларига нис- 
батан

а20 = И̂> а11 = 0̂2> 2̂0 = °02 = ^

муносабатнинг бажарилишидир. У холда Пуанкаре сфе- 
расида (1.3) шакл алмаштириш учун

А  _  ~^о~ f a i  ~ flio >  + ° 01т2 ~ Ам + °оо&
ek 020 + ап т+ 00̂  + 000?? + al0z '  ' '

га эга буламиз. Бу холда Р2( 1, г)=^(1, г), 0 2( 1, г)=г/,( 1, г), 
бунда /,(1, г)=а20+апг.

Худди шунга ухшаш (1.4) шакл алмаштириш учун

Ф __ ~a0l~ a00̂ ~(ol0~̂ >0IV^|̂̂ г0 ‘̂ t̂•̂ l0A,' 
dz аи + 020/* + hoi* + Ь̂о*2 +

Бу холда Р2(ц, 1), Q2(u, 1 )= / > , 1), бунда/,(и, 1) =
- a u+a2aM.

Агар яп*0 ва а2О+ аиг=0, Z>n+(Z>01- a 10) r -a 01r2=0 тенгла
малар биргаликда булмаса ёки бошк,ача айтганда 
Q=aoia22o+a2oan(6oi~aio)“ anZ,io,s0 булса, у холда (3.1) тенг
ламанинг характеристикаси экватордаги z= 0 ,T  = r „ = - ^ -

°п
нуктага уринади. Бунда икки хол булиши мумкин:
а) аи£2> 0  ва б) anQ <0 .

Бу холларнинг биринчисида z, г текисликда характе
ристикалар г= 0  укдаг=г0 нукгада уринади, шу билан бирга 
УНцан унг томонда жойлашади (яъни х>0 ярим текис
ликда) (75-чизма). Иккинчи холда у уриниш нукгасидан 
чапда жойлашади (7б-чизма). Пуанкаре доирасида бун
дай манзарага эга буламиз: экваторнинг хамма нуктала- 
Ри (хозир характеристика булмаган) оддий нукталар булади 
ва бинобарин, экваторнинг хар бир нуктаси оркали бит
та ва факдт битга характеристика утади. Бирок;, экватор- 
яа V нинг иккита кийматига мОс келувчи иккита ва N2

3-§ . ЧЕКСИЗЛИКДАГИ МАХСУС НУКГА ТУРИ
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нукта мавжуд, бунда tg<p = г0 = — 21 • Улардан бирида
°и

(р=^0) характеристика Пуанкаре доирасига ички томон- 
дан уринади, иккинчисида эса (<р=<р0=л) ташки томон- 
дан уринади, ёки аксинча, а) ёки б) тенгсизлик уринли 
ёки уринли эмаслигига боклик, (77-чизма).

Биринчи долдаги уриниш нукгасини ёлгон эгар, ик
кинчи холдагисини — ёлгон марказ деб, ёки оддий килиб 
к в а з и о  м а х с у с  нукталар деб атаймиз. Агар ап=0 булса, 
у холда (3.1) тенглама урнига (3.2) тенгламани караб чи
камиз ва яна уша натижага келамиз, факдт фарки шунда- 
ки, ап ни а20 га атааштирамиз.

Агар берилган (1.2) система 
иккинчи даражали булган ка- 
мида битта хадга эга булса, у 
холда иккита а и ва а20 коэффи
циентлар дан хеч б^лмаганда 
битгаси нолдан фаркли були
ши равшан. Фараз килайлик, 
£2= 0  булсин, у холда z= О, г=г0 
нукта Пуанкаре сферасидаги 
тегишли тенглама учун махсус 
нукта булади. Бу ерда куйида- 

77-чизма. ги холлар булиши мумкин:
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а) г= 0 , г=г0 нукта эгар булади, яъни у оркали бир неч- 
та характеристика (сепаратриссалар) утади. Бу, Пуанка
ре сферасида экваторни кесиб утувчи ёки унга унг томо
нида хам, чап томонида хам г= 0, т=т0 нукгаларга мос 
келувчи нукгаларда уринувчи бир нечта характеристика- 
лар мавжуд демакдир;

б) z= О, г= г0 нукга тугун булади. Экваторни кесиб утув
чи ёки уни берилган нукгада Пуанкаре доирасини унг 
томонда хам, чап томонда хам кесувчи ёки уринувчи чек
сиз куп характеристикалар мавжуд;

в) г= 0 , г=ги нук;та иккинчи гурухнинг махсус нуктаси 
(марказ ёки фокус); бинобарин, экваторни берилган нук- 
гада кесиб утувчи ёки унга уринувчи битта хам характе
ристика йук.

Бу энг оддий холлар катори анча мураккаб холлар — 
экваторнинг махсус нукталари эгар-тугундан иборат 
булган холлар булиши мумкин.

Уринли булиши мумкин булган хамма х,олларни му- 
фассал тахлил килиб чикамиз.

1. Ушбу

dy _  Уп(х ,у )+ Г п+1(х,у)
Х„(х,У) + Х„1](х,у)

тенгламани караб чикамиз, бу ерда Yn(x, у), К + 1(х, у) ва 
^„(х, У), Хп+1(х, у) — хакикий х, у узгарувчиларга нисба
тан мос равишда п, п+ 1 -даражали бир жинсли купхадлар.

Агар (3.3) тенглама учун чексизликда махсус турга эга 
булсак, у -холда Гя+1(х, y)=yfn(x, у), Z +1(x, y)=xfn(x, у) була
ди, бунда f n(x, у) — л-даражали бир жинсли куп хад. (3.3) 
тенгламанинг махсус нукталарини топамиз:

У) = yfSx* У) = 0, *„+](*, У) = */„(*> у) = 0.
Бундан

хУ„(х, у) -  уХл(х, у) = 0. (3.4)

(3.4) тенглама текисликнинг четки кисми учун мум
кин буладиган уринмалар тенгламасини ифодалайди. 
Демак, координаталар бошидан фаркти махсус нукгалар 
(3-4) тенглама билан аникланувчи нукталарда жойлашади.

Фараз килайлик, (3.4) тенгламанинг ечими



у, = к,х,, i =  1, 2, . . .  , л + 1 (3.5)

(3.6)

(1.3) урнига куйиш (3.3) тенгламани
(к _  Уя(1,г)-гХ я(1,т)
dz гЛГ.О.т)+ /„(!, г) (3.7)

куринишга келтирилади.
Агар (3.4) тенглама факдт мавхум илдизларга эга булса, 

у \одда биринчидан, Оху текисликда ягона махсус нукга — 
координаталар боши, иккинчидан, экваторда фак>аг/_( 1, г)=0  
тенгламанинг илдизларига мос келувчи махсус нукгалар 
булади.

Экватордаги махсус нукгалар (3.4) тенгламанинг нур- 
ларида булади (яъни г= к) ва f n( 1, г)= 0  кушимча шарт 
билан аникутнади. Бирок бундай нуктатар учун бу (3.5) 
ва (3.6) формулалардан куриниб турганидек х, ва у1 чек- 
сизликка айланади.

Шуни айтиб утиш керакки,/л(1, г)=0 брлганда функ
ция Хп(1, г )*0  чунки акс холда У(1, г)= 0 ва (3.3) тенг— 
ламанинг унг кисми у=тх га кискаради, бунда т=кг

Хп(\, г)=0, /л( 1, т)^0 булган холда ^  хосила нолга айла

нади. Бу холда экваторда \еч кандай турдаги махсус нук
татар булмайди. Шундай килиб, Оху текисликдаги ало- 
ХИДа махсус нукгатр чексизликка ингилганда ва фак;аг 
шундагина экваторда махсус нукталар пайдо булар экан.

2. Авваг х=у=0 координататар боши (1.1) тенглама 
учун махсус нукга булган холни караб чикамиз. Чексиз- 
ликда махсус турга эга булсак, у х°лДа ( 1 1 ) тенгламани 
ушбу куринишда ёзиш мумкин:

dy _  bjQX + Ьщу + yfx(x, у) 
dx ахйх + аыу + ^ ( х , у ) '

(3.8)

бунда

f l(x,y) = a2(tx + auy.
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фараз кдлайлик, характеристик тенгламанинг Я, ва Я2 
илдизлари хакикий ва турли булсин. Бу холда (3.8) тенг
лама ушбу

dy _  Ь у + Щ х , у) 
dx X2x + xfx(x,y)

каноник куринишга келтирилади. (3.9) тенглама коор-

динататар бошидан фаркли махсус нукталар М2

га эга булади. Координаталар боши учун чи-
зикдн кисмидан тузилган детерминанти Д=(0, 0) = —Я, *Я2 
куринишга эга, М2 ва М} нуктатар эса мос равишда 
Д(3/2)=Я2(Я,-Я2), АЛ/3= -Я 1(Я,-Я2) куринишга эга. Уларнинг 
нисбати эса:

_  Х|
Д(Л/з) А2 ■

Бундан, агар Л/,(0, 0) координаталар боши тугун булса, 
у холда Л/ 2 ва А/3 нукталардан бири тугун, иккинчиси эса 
эгар; агар координаталар боши эгар булса, у холда М2 ва 
А/, нукгаларнинг иккаласи тугун булади.

(3.1) ва (3.2) тенгламатар мос равишда куйидаги кури- 
нищни олади:

dr _  - а 1-я2)1
dz а2о + оцт + Я2г

Ф. _
dz оц + a2o/i + Ajz

Шундай килиб, экваторда махсус нуктатар факат с2О= 0  
булганда (чексизликкаг= 0  йунатиш буйича кетадиган М2 
нукта тури каби) ёки оп= 0  булганда (чексизликка ц=0 
иУнатиш буйича кетадиган Мг нукта тури каби) булиши
ни курамиз. Бинобарин, экваторнинг махсус нуктатари 
(aiap улар мавжуд булса), текисликнинг охирги кисмида- 
’и махсус нуктатар каби табиатга эга булади. Агар а па20* 0 

Улса, экваторда махсус нукталар булмайди. Шундай 
Килиб, каралаёгган холда тугун, тугун ва эгар биргаликда 
мавжуд булади, шу билан бирга нукталардан бири эква- 
°РДа булиши мумкин.

147





% ■
Ж. ХОЖИЕВ, А. С. ФАЙНЛЕЙБ

5/

АЛГЕБРА ВА СОНЛАР 
НАЗАРИЯСИ КУРС И

Узбекистон Республикаси Олий ва урта махсус таълим 
вазирлиги университетларнинг математика 

ва механика-математика факультетлари талабалари 
унун дарслик сифатида рухсат этган

- т ч п  п Л'П

ТО Ш КЕН Т -  "УЗБЕКИСТОН" -  2001



1-м и сол. Ушбу
dy _  у + yjx -  у) 
ate - х  + х(х -  у)

дифференциал тенгламанинг чексизликдаги махсус нук,- 
талари турини аникланг.

Ечиш . Текисликда берилган тенглама куйидаги мах
сус нукталарга эга булади: М,(0 ,0) — эгар, Л/2(0 , 1) ва 
М3(0,1) — тугунлар. Пуанкаре сферасида берилган тенг
лама

куринишда булади. Экваторда г=1 нур буйлаб квазимах
сус нук^аларга эга буламиз (78-чизма).

Фараз кдлайлик, (3.9) тенгламадаап = 0, а20<0,А2>Я,>0

нуктатар — тугун; Мг — эгар чексизликка кетсин. Пуан
каре сферасида куйидаги

тенгламага эга буламиз. г=и= 0 махсус нукд'а — эгар була
ди (79-чизма).
Дп= 0 , а2О< 0 , Я2> 0 , Я,< 0  булганда M,(0 ,0 ) махсус нукталар

dz _  2т
dz -1  + т +z

булсин ва Оху текисликда махсус

Ф_ _  ~(А2 -  Х\)ц 
dz \xz + a 10n

— эгар, М2 —: , О) — тугун, Л/, — тугун чексизликка

78-чизма. 79-чизма.
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кетади. Экваторда z=n = 0 махсус 
нук?а — тугун булади (80-чизма).

3. Энди A,=A2* 0  деб фараз кила- 
миз. (3 .8 ) тенглама бундай кури- 
нишни олади:

d y ^ y  + kx + y f^ y )  
dx x + x f ^ y )  '

Агар координаталар боши махсус 80-чизма.
ну'ктадан ташкари ва яи* 0  булса, у

холда Л/2(о, махсус нукта мавжуд булади. Пуанка

ре сферасида куйидаги тенгламаларга эга буламиз:

dx _  -к  
Щ 02о+г+0цх ’

du _  кр?
~3z ~ оп+огоц+г+Лтцг

Агар каи* 0 булса, у холда экваторда фак,ат квазимах- 
сус нукгалар булади. Бундай холда (3.10) тенглама учун

координаталар боши чегаравий тугун булади, Мг10 , -

нукга эса очик эгар-тутун булади. а ,,= 0 , к *0  холида М2 
нукга (эгар-тугун) р = 0  йуналиш буйича экваторга утади.
Агар бу холда яна к= 0 булса, у холда (3.10) тенглама /  = ~ 
куринишни олади, Л/,(0 ,0 ) махсус нукга — махсус тугун, 
яъни Оху текисликда хам, чексизликда хам махсус тур га 
эга буламиз.

2-мисол. Ушбу

dy _  х + у + у2 
dx х + ху

Дифференциал тенгламанинг чексизликдаги махсус нук- 
талари турини аниктанг.

Ечиш . Л/,(0 , 0 ) координаталар боши — чегаравий ту- 
. 2̂ ’ ~1) махсус нукга очик эгар-тугун. Экваторда 

~ нур буйлаб квазимахсус нукталарга эга буламиз (81-
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81 -чизма. 82-чизма.

3-мисол. Ушбу
dy_ _  х + у + ху 
dx х + х 2

дифференциал тенгламанинг чексизликдаги махсус нук,- 
талари турини аникданг.

Ечиш . Оху текислигинииг координаталар боши мах
сус нукта Мх (0, 0) — чегаравий тугун мавжуд. Пуанкаре 
сферасида

^
dz fi + z + vz

тенгламага эга буламиз. fi=z=  0 махсус нук,та очик; эгар- 
тугун булади (82-чизма).

4. Aj=0, Я2* 0  булган ^ол аввалгига ухшаш текширила- 
ди. Бу щпда (3.8) тенглама

<%_ _  hy+yf\(*,y) 
dx Ш х,У )

куринишни олади. Бу тенглама учун координаталар боши 
махсус нукта — эгар-тугун булади, иккинчи махсус нукта

м 2(о, эса чегаравий тугун булади. Агар <зи>0 булса,

у \олда охиргиси экваторга утади.
5. Фараз к?1лайликЯ1=Я2= 0  булсин. У \олда (3.8) тенг

лама куйидаги куринишни олади:
dy _  kx+yf[(x,y)
<& (х,У)



фроммер усули ёрдамида, координаталар боши — ёпик; 
эгар-тугун  булишига ишонч досил киламиз. Эгрилик 
тартиби <5 = \ , эгрилик улчови г = ± ^ - 2к /  ап (к<0 деб 
^исоблаймиз, акс долда х ни - х  га алмаштирган булар- 
дик). Сферада куйидаги тенгламаларга эга буламиз:

дт _  -к
dz а20 + ап г

Ф  _  кцг 
dz ап + a2(sfi + k/iz

Агар ап= 0  булса, у долда Л/,(о, —-j махсус нукта махсус
тугун булади. Координаталар боши Л/,(0, 0) — ёпик, эгар- 
тугундир, экваторда г= 0  нур буйлаб квазимахсус нукта- 
лар мавжуд (83-чизма).

6 . Фараз килайлик, Я, ва Я2 илдизлар комплекс илдиз- 
лар булсин, яъни Х = а+ $ , Я2= а - $ .  У долда, биринчидан 
координаталар боши ягона махсус нукта булиши келиб 
чикади. Бу долда (3.8) тенглама бундай куринишни олади:

dj>_ _  fix + ay + yfi(x, у) 
dx ах -  f)y + xf^x, у) ’

бунда /3*0
Пуанкаре сферасида куйидаги тенгламаларга эга буламиз:

dr _  -/ П И -г2) 
dz а2о - а пт + z(a -  pt)

ф _  /Ю + 2̂)____ >
dz au - a 10/i+  z(a + P/i)

яъни экваторда фадот квазимахсус 
нукталар мавжуд.

4-мисол. Ушбу
dy _  -х  + ух 
dx у + х :

дифференциал тенглама Оху те- 
кислигида координаталар бошидан 
иборат битта М,(0 , 0 ) махсус нук
та эга булиб, у марказ булади (84- 
ЧИЗма). 83-чизма.
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84-чизма. 85-чизма.

5-мисол. Ушбу

дифференциал тенглама Оху текислигида координаталар 
бошидан иборат битта Л/ДО, 0) махсус нукта эга булиб, у 
фокус булади (85-чизма), Пуанкаре сферасида квазимах- 
сус нук^аларга эга буламиз.

7. Координаталар боши (1.1) тенглама учун махсус 
нукта булмаган хдл. ( 1.1) тенглама чексизликда махсус 
турнинг мавжуд булишида

куринишни олади. а20х+апу= апу (й„^0) урин алмашти- 
риш (3.11) тенгламани асл куринишга келтиради, фак,ат 
фарки /,(х, у)=аиу  булади. Шундай к,илиб,

бу ерда кулайлик учун янги коэффициентлар ва узгарув- 
чи урнига эски коэффициентларни ва узгарувчиларни 
ёздик.

Нол изоклини — парабола (Ох укига параллел эмас), 
чексизлик изоклини — гипербола (асимптоталари коор
дината укдарига параллел). Бу эгри чизикдар бир-бири 
билан учта, иккита ёки битта нуктада кесишиши мум- 
кин, шу билан бирга улар баъзан кушилиб кетиши мум- 
кин. Кесишиш нукталари мавжуд булганда (Оху текис-

dy_ _  +
dx йм  + аюх + а01>- + л/'1(х,> ') (3.11)

dy _  Ьро + bI0x + + ацу~ 
dx ооо + ai0х + а01у + аиху ’ (3.12)
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лигидаги махсус нукталар) юк,орида к,араб чикдлган хамма 
^олларни к,араб чик,амиз.

Оху текислигидаги махсус нукгалар факдт нол изок
лини мавхум парабола булган ^олдагина булмайди, яъни 
Ь10= 0 ва Ь2,-4йооап<0 да булмайди, ёки у чексизлик изок- 
линининг асимптоталаридан бири булмаганда. Пуанкаре 
сферасида куйидаги тенгламага эга буламиз:

dr _  *ю + *оог + (*о1 - ai0)t + атт2 + аооЯ , , ч
2 * (3.13)«г о10г + вцг + amz + айх&

Z)]a=0 булганда унинг учун координаталар боши махсус 
нук?а булади ва характеристик тенгламанинг илдизлари

2 1̂,2 — (*01 2 в10) ± л/^ 4апА00

куринишни олади. а2дх+апу=а1(рс (а2д*0 )  урнига куйиш
(3.11) тенгламани яна асл куринишига олиб келади, фа- 
к,ат фарк;/,(х, у)=а2Цх да булади, яъни

dy_ _  Ьро + 6шх + Ьщу + а20ху 
dx ам + d\QX + a0i^ + Ъ о*1

Бу тенглама учун текисликда махсус нукталар чексиз
лик изоклинлари мавхум парабола булганда ва фак.ат 
шундагина махсус нук,талар булмайди, яъни аП1 = 0 ва 
a2]Q-4 a 20am<0 булганда ёки у нол изоклиннинг асимпто
таларидан бирига айланганда.

Пуанкаре сферасида ушбу тенгламага эгамиз:

gO] + °oo£+(aio~A)i)/< + A>o9' + 6ioft2 . . .
^  f>o\Z + Амг2 + t>\Qfiz+ (1201х

а01= 0  булганда унинг учун координаталар боши махсус 
нукта булади ва характеристик тенгламанинг илдизлари

2^1,2 — (аю 2b0l) ± J a U ) 4ама10

куринишни олади. Шундай к,илиб, куйидаги теорема 
уринли:

Экватордаги махсус нуцталар иккинчи гуруцга тегиши 
булиши учун текисликда махсус нуцталар булмаслиги зарур 
ва етарлидир.
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6 -мисол. Ушбу

S/iL= .*У
dx ] + Х 2

дифференциал тенглама Оху текисликда махсус нуктага 
эга эмас, аммо бу тенглама Пуанкаре сферасида куй ид а - 
ги тенгламага эга булади:

Ф . ____ z_
dz ц

Бу тенглама учун координаталар боши махсус нукта 
б^либ, у марказ булади (86-чизма).

7 -мисол. Ушбу

dy _  1 + у1 
dx 1 + ху

дифференциал тенглама х,ам Оху текисликда махсус нук- 
таларга эга эмас. Бу тенглама Пуанкаре сферасида куйи
даги куринишдаги тенгламага утади:

ск_ _  - z  + & 
dz г + z2

Махсус нукта Af,(0, 0) — марказ булади (86-чизма).
8 -мисол. Ушбу

dy _  х у - у - 1 
dx х2 -  х +1

дифференциал тенглама Оху текислигида махсус нукта- 
ларга эга эмас ва берилган тенглама Пуанкаре сферасида 
куйидаги куринишга эга булади:

djx_ _  - z - f t z  
dz г - 1 -  г2

Махсус нукталар z=t*=0 — фокус, бирок марказ ва фо- 
куслар туридаги махсус нукталар чексизликда топологик 
жихатдан эквивалентидир, шунинг учун мазкур холда ин
тефал чизикларнинг манзараси 87-чизмадаги каби булади.

Шуни айтиб утиш керакки, юкорида келтирилган те
орема чексизликдаги махсус тур холидагина уринли, акс 
холда Оху текисликда махсус нукталар булмаган холда,



86-чизма.

экваторда эса тугун туридаги мах
сус нукта булиши мумкин.

9-мисол. Ушбу 

*
dx р - х 1 - у *

дифференциал тенглама, агар р<а 
булса, текисликда махсус нукгалар
га эга булмайди ва берилган тенг- 88-чизма. 
лама Пуанкаре сферасида

ch _  -т + а%г+р2£т -  г3 
dz г ( - 1 + р 2г - т 2)

тенгламага утади.
Махсус нукта г=т=0 — тугун булади (88-чизма).



III Б О Б
БУТУН ТЕКИСЛИКДА 

ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРНИНГ Т&ЛИК, 
МАНЗАРАСИ

1-§. ТУРТТА МАХСУС НУКТАГА ЭГА БУЛГАН 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА ХДКИДАГИ 

ТЕОРЕМ АН И Н Г ИСБОТИ

Ушбу
± = 0АЫ1 п п
dx Р2(,х,у)

дифференциал тенглама берилган булсин, бунда Р2(х, у) 
ва Q2(x, у) — х ва у ларга нисбатан иккинчи даражадан 
юкори булмаган даражали купхддлар.

Фараз килайлик, (1.1) тенглама Оху текислигида ик- 
китаси Ох укида ва иккитаси Оу укида ётувчи туртта мах
сус нуктага эга булсин.

У долда (1.1) тенгламани чизикли айнимаган алмаш
тириш ёрдамида куйидаги куринишга келтириш мумкин:

dy _  ^  ес(х -  а)(х -Ь )  + ab(y -  е)(у  -  с) + dtxy -  abec 
dx ес(х -  а)(х -  b) + ab(y -  е)(у -  с) + d2xy -  abec (-1-2)

бунда -<»</f+oo; d ^ d 2, а , b, с, в — узгармас сонлар. ( 1.2 ) 
дифференциал тенглама туртта: (а, 0), (Ь, 0), (0 , е), (0 , с) 
махсус нукгаларга эга.

Бу махсус нукталар гуртбурчак учларида жойлашгани 
куриниб турибди, шунинг учун бу махсус нукталар атро
фида харакгеристикаларнинг манзараси кандай булиши
ни текширамиз.

Агар (1.2) тенгламанинг махсус нукталари туртбурчак- 
нинг учларидан иборат булса, у холда бундай жойлашган 
гуртга махсус нукталар учлардан иборат туртбурчакни 
каварик, акс холда ботик деб атаймиз. Ботик булган холда 
махсус нукталардан биттаси учбурчакнинг ичида жойлаш
ган булиб, у колган махсус нукталар ёрдамида аникиана- 
ди, шунинг учун уни ички, колганларини ташки махсус 
нукталар деб атаймиз.
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( 1.2 ) дифференциал тенглама учунх-а=х1; х-Ь = х2, у -  
c=yv у -е= у 2 кучиришни бажариб куйидаги туртта тенг
ламага эга буламиз (бунда хосил булган янгих,, х2, у1 вау, 
узгарувчиларни эски х, у лар билан алмаштириб ёзамиз):

d i  __ £  ес(д -  Ь)х -  a[b(e + c)-d\ ]у + у) 
dx ес(а -  b)x -  a\b(e + c)-d 2]y + Pi(x, у)

dy__ ec(b -  а)х -  b[a(e + + СЬ(х,у) _
dx ec(b -  a)x -  b[a(e + c)-d 2\y + P7(x, y) ^

dy_ _  ^  4 d\~e(fl + fc)]-t + ab(c -  e)y + Q2(x, y) 
dx c[d2~e(a + 6)]x + ah(c -  e)y  + P2(x, .y)

dy__ £  e[rfi-c(o  + b)]x + ab(e -  c)y + Q2(x ,y )  ̂
dx e\d2-c (a  + i ) ]x  + ab(e -  c)y + P2(x,y)

бу ерда

Q2(x, у) = ecx2 + aby2 + dxxy, P2(x, y) = ecx1 + aby2 + d2xy.

Бу (1.3) тенгламаларнинг чизикди кисмлари учун уларга 
мос A,, Aj, Д3, Д4 детерминантларни тузамиз ва мумкин 
булган нисбатларни аниклаймиз:

— _  9. Ai _  е(а -  b) At _  с(а -  b)
А2 b Дз Ь (с - е )  ^ 4  Ь (с -е )

(1.4)
А; _  _  е(Ь -  а) Д2 _  с(Ь -  а) £
Д3 а ( с - е ) ’ Д4 а ( е - с ) ’ Д4 е '

(1.4) даги а, Ь, е , с ларнинг ишораларига к,араб улар 
каварик ва ботик туртбурчаклар ташкил этиши мумкин 
(89, I, Н-чизмалар). нисбатнинг ишораларига к,араб
куйидаги хулосаларга келамиз: каварик туртбурчак таш
кил этган махсус нукталарнинг к,арама-к,арши учларидан 
утган характеристикалар манзараси бир хил булиб, бир 
томонда ётгани учун эса икки хил булади. Бундан, агар 
махсус нукгалар ботик туртбурчак ташкил этса, у холда 
унинг учта учидан утган характеристикалар манзараси бир 
хил булади, ички нуктасидан утган харакгеристикалар 
манзараси бошкача булади. Демак, агар ташки учта учи
— эгармас булса, у холда ички нукта — эгар ёки аксинча 
булади.
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89-чизма.

1-теорема. Агар (1.2) тенглама туртта махсус нуцта
га эга булса ва улар ^аварии; туртбурчак ташкш этса, 
иккита царама-царши учларидаги махсус нукталар — эгар 
туридаги, долган иккита махсус нукта — эгармас турида- 
ги махсус нукталар; агар улар ботик, туртбурчак ташкш 
этса, у %олда ташки учта махсус нукталар — эгар тури
даги, ички битта нукта — эгармас туридаги махсус нукта 
ёки аксинча булади.

Бутеоремадан куриниб турибдики, (1.2) тенглама тургга 
эгарга ёки туртта эгармас махсус нуктага эга булаолмайди.

Биз биринчи бобнинг 12-§ да Ляпунов теоремасини — 
дифференциал тенглама битта махсус нуктага эга булганда 
фокус ёки марказ булишини — исбот кдлган эдик. Энди 
дифференциал тенглама туртта махсус нуктага эга булган
да, улардан иккитаси марказ ёки фокус булган \ол учун 
Пуанкаре — Ляпунов теоремасини исбот киламиз.

2-теорема. Агар (1.2) дифференциал тенглама туртта 
махсус нуктага эга булса, у зрлда уларнинг иккитасидан 
ортит иккинчи гуру% махсус нуктаси булаолмайди.

И сб о т . 1-теоремага кура кдварик; туртбурчак булган
да ,\ар доим иккитаси эгар ва к,олган иккитаси эгармас 
булишлиги ва улар иккинчи гурух махсус нукталар були- 
ши мумкинлиги куриниб турибди. Махсус нукталар бо
тик, туртбурчак ташкил этган шартда, уларнинг учта учи 
эгармас махсус нукталар булиши хдкидаги теоремани ис
бот киламиз.

Фараз киламиз, с>е>0, а> О, Ь>О булганда (а , 0), (b,
0), (с, 0 ) махсус нукталар ботик туртбурчак ташкил эт-
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СИН ва улар эгармас туридаги махсус нукта булсин (96- 
чизма). Бу махсус нукталар мос характеристик тенглама- 
ларининг дискриминантларини хисоблаймиз, натижада 
куйидагига эга буламиз:

д =\ес(а -  Ь)-КаЬ{е + с) + Kadx ]2 - 4  Каес(а- b )(d ]- d 2), 
j)1z=[ec(b—a )—Kab(e+c)+Kadl ]2-4 K b ec(b -a )(d l-  d2), (1.5) 

D, = 1 Kab(c -  e )-c e (a + b)+cd2 ]2 -  4 K abc(c-e)(d2- d x).

Исботлашни куйидагича бошлаймиз: хамма махсус 
нукталар эгармас — иккинчи гурух махсус нукталар булсин 
деб фараз киламиз.
Бунда иккита хол булиши мумкин.

Б и р и н ч и  хол: а >0, с> е> О, Ъ<0, d2< О, А>0.
( 1.5 ) тенгламада b ни - b ,  d2 ни —d2 билан алмаштириб 

натижа мусбат булсин деб фараз киламиз.
У холда

О, = [ес(а + b)+КаЬ(е+с) + Kadx ]2- 4 Каес(а+b)Ц  + d2)< О, 

D2~[-ec(a+b)+Kab(e+с ) - Kad{ f -
-  4Kbec(a+b)(dx+d2) < 0 ,
D1 = [Kab(c-e)+ce(a-b)+cd2f-4 K a bc(c -e)(d 2 + dl)<  0

га эга буламиз. Энди (1.6) система учун бир вакгда /),<0 
ва D}< 0 булаолмаслигини исбот киламиз. Унинг учун D, 
дан dx буйича хусусий хосила оламиз:

~=2\ec(a+b)+Kab(e+c)+Kad, ]К а- 4Каес(а+Ь)=0.ой\

dj узгарувчига нисбатан D, минимумга эга булишини 
к^рсатишимиз мумкин. Стационар нуктанинг киймати

Kadx = ec(a + h ) -  Ка(е — с) (1.7)

ни -Oj га куйиб,

jD, = 4аес(а + b\h(e + с ) -  d2\ < 0

ни хосил килам из, бунд ан

b(e + c )< d 2. ( 1.8 )
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Энди Z>3 дан d2 узгарувчи буйича хусусий косила ола- 
миз:

—  = 2[ Kab(c - е )  + се(а + b) + cd2 ]с -  4КаЬс(с - е )  = 0 
arf,

d2 узгарувчига нисбатан £>3 минимумга эга эканлигини 
осонгина курсатишимиз мумкин. Стационар нуктанинг 
к,иймати

cd2 = Kab(c — е)~  се(а -  Ь) ( 1.9 )

ни £>, га куйиб,

D} = 4Labc(c -  e)[e(a -  b) -  d2 ] < 0

ни хосил киламиз, бундан
e(a-b)<dr  ( 1.10)

(1.7) ва (1.10), (1.8) ва (1.9) формулаларга асосан мос 
равишда куйидагиларга эга буламиз:

Kae(a-b)<ec(a+b)~ КаЬ(е+с), (111)
cb(e+ c)< K ab(c-e)-ce(a-b). ( 1.12)

Бу тенгликларнинг чал ва унг кисмларини узаро кушиб,

Kae(a+b)+cb(c-e)<0

ни косил киламиз, бунинг эса булиши мумкин эмас, чун- 
ки шартга кура с>е.

И к к и н ч и  кол: с> е> 0, а>0, Ь<0, d2>0, k< 0 булсин.
(1.5) системадаги b ни - b ,  к ни - к  билан алмаш тирамиз, 
натижада косил булган ифода мусбат деб фараз киламиз. 
Юкоридаги биринчи холдаги усул каби (1.6) системадаги 
Д < 0  ва Д ,< 0  бир вактда булиши мумкин эмаслигини 
исбот килиш мумкин. с> е  шартга кура К а е ( а  + Ь) + са 
( с -е )< 0  тенгсизлик нотугрилиги келиб чикади.

Бошка ботик туртбурчакларнинг жойланиши \ДКИДа 
х;ам юкоридаги каби теоремалар исботланади.
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2 6  (1 1) ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И АЛ ТЕНГЛАМ АНИНГ БИ РО Р МАХСУС 
НУКТАСИ МАРКАЗ ТУРИ ГА ЭГА БУЛГАН \ОЛ УЧУН 
ЧЕКЛАНГАН ТЕКИСЛИКДАГИ СИФАТ МАНЗАРАСИ

Агар (1.1) тенглама камида битта марказ туридаги мах
сус нуктага эга булса, у холда уни куйидаги куринишга 
келтириш мумкин:

dy _  х + ах: + (2Ь + п)ху + су2
dx у + Ьх2 + (2с + Р)ху + dy2 \ ■ )

x=xi cos^-yjsiity), y=xl sin^+^cos^ алмаштириш ёр- 
дамида (2 .1) тенгламани куйидаги куринишга келтира- 
м з :

4У\ _  *) + Qi*i + + а 1 )*i-Vi + С\У\ ;
dx, л  + Ь\Х\ + (2С] + /?! ).ад  + dxyf ’ (2 -2 )

бунда
a^acosfy+^A+aJcosfysin^+Oc+Z^cospsinfy+^smfy,

/>,=bcosl<p + (З с-а  -  £)cos2y3sinyj+ (d -  2Z>-a)cos0>sinfy-csinfy, 
с,=ccosfy+(d-  2 b - a  )cos ̂ siny)+(a -  2c-/?)cosy>sinfy+bsin-ip, 

d{= JcosV ~ (3c+p)cos7<psin<p+ (3Z>+a)cos^sinfy -  asinty,
a=acosip+fismp, (A)
P^asinip+fisirKp.

Бизга маълумки, (2 .1) тенгламанинг (0 , 0 ) махсус нук;- 
таси марказ булиши учун куйидаги олтита \олдан бири 
бажарилиши зарур:
1. а  = /3 = 0.

2 . а + с = /? = 0 .

3. аК г + (ЗЬ + а ) К 2 +(3c + p ) K - d  = 0, К = ^ = ^ ^ -

4. о + с = 0, й + с? = 0. (2.3)

5. Ь + d = а  = р + 5(а + с) = ас + 2а2 + d 2 = 0, а + с *  0.

6 . a l+c1= pi= a 1+5(b}+dl)= b1dl+ 2df+ al = 0, b + d * 0.

(2 .1) дифференциал тенглама учун махсус нук;га мар
каз булишнинг коэффициентлар шарги билан купчилик 
математиклар шугулланганлар, амалиётда Фроммер-Са-
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харниковларнинг (2.3) коэффициентлар шартидан фой- 
даланиш кулайдир.

Фараз киламиз, марказ булиш шарти (2.3) бажарил- 
син. (2 .1) тенгламанинг характеристикалари манзараси
ни тулик, текширамиз. Махсус нукталар сони туртта, учта 
ва иккита булган \олларини тулик, текширамиз ва уларга 
мос сифат манзарасини чизамиз.

Марказ булишининг биринчи холи: а= р = 0.
Бу долда (2.1) тенглама

куринишга келади. Координаталар системасини мос бур- 
чакка буриш натижасида (2.4) тенгламани куйидаги кури
нишга келтирамиз:

dy\ _  Xj + ajxl + crf _ 
dxi yt + brf + dtrf

(2.5) тенглама куйидаги махсус нукгаларга эга:

(2.5) тенглама учун х,=х0+£, ух=у0+г) алмаштиришни ба- 
жарсак,

ни хосил киламиз. Бу тенгламанинг характеристик тенг
ламаси илдизлари:

dy _  х + ах2 + 2 Ьху + су2 
dx у  + Ьх2 + 2 сху + dy2 (2.4)

drj _______ (l + 2о1дг0)^ + 2дуо?7 + а£~ + cy f
d% 2ci^of + (l + 2qxo+ 2rfi.Vo)>7 + 2cjfiy + d\r)~

Aw =  ± 7 4ciVo - b a ^ x l  ~ ^ А х пу0 - 2 ( а 1 +  <:,)*„ - 2 d lyn - 1 -  

Mv My ва Мл махсус нук,талар учун мос равишда



илдизларга эга буламиз.
Агар </*+8с2- 4 а 1с>0 ва булса, у *олда

(2.5) тенглама туртта махсус нуктага эга булади. Бу туртта 
махсус нукталар учун куйидаги доллар булиши мумкин:

1) а ,> 0 , с ,> 0 , dt> 0 , а ,< 2ср а ,^ + 4 ^ > 0 ;

2) а,>0, с,>0, </,<О, al<2cl, в1</2,+4с|>0;

3) а ,< 0 , с ,< 0 , </,>0 , а ,> 2ср a,rf2+4^<0;

4) а,<0, Cj<0, J j< 0 , я1>2с1, a , J 2,+4cJ>0;(2.9)

5) a,<0, c,>0, rf,<0, <*,<2 ,̂, a,rf2+4c]>0;

6 ) a^O, c,>0, */,>0, **,<20 ,, о,</2+4с^>0;

7) a,>0, c,<0, </,>0, а,>2с1} a,*/2+4c]<0;

8) c,<0, </,<0, <*,>2*:,, a,d2+4cj<0.

1—4 доллар учун тенгламанинг махсус нукгалари цава- 
рик, туртбурчакни ташкил этиб, иккита к^рама-кдрши 
учларидан иборат Mv М2 нукталар марказ, бошкд икки
таси — Mv А/ 4 нукталар эгар булади. 5—8 доллар учун 
тенгламанинг махсус нукгалари ботик туртбурчак таш
кил этади ва ички Л/, учидан иборат махсус нукта мар
каз, крлган М2, Mv МА махсус нукталар эгар булади.

а,>0, с,>0, </,>0, а,<2с,, d\+4rc\>0 булган з̂ ол учун (2.5) 
тенгламанинг характеристикалари сифат манзараси 90-

чизмада тасвирланган. Изоклин ноли маркази

нуктада булган эллипсдан, изоклин чексизи эса oj

нуктада кесишувчи иккита тугри чизикдан иборатдир.
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90-чизма.

Oj>0, Cj<0 , d^>0, al<2ci, а^]+Ас\<0 *ол учун, харак- 
теристикаларнинг сифат манзараси 91-чизмада тасвир-

ланган булиб, бунда изоклин ноли маркази нук,-

тада булган гипербола, изоклин чексизи эса J - , oj нук;-

тада кесишувчи иккита т>три чизикдан иборатдир.
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Агар а\+Ьс\=4а1с1 ва а 1( л 1</*+4с’ )*в0  булса, у *олда (2.5)

тенглама иккита оддий Л/,(0,0), М2\±-, oj ва битта икки
, ,  Г 4c?+d? , — с ,)*1 каррали + махсус нукгалари эга

булади. Мг ва Мъ махсус нукталар учун мос равищца ха
рактеристик тенгламанинг илдизлари:

Учта махсус нукталар учбурчак ташкил этади. Битта учи 
Л/, дан иборат махсус нукта марказ, иккинчи учи М2 — эгар 
ва учинчи учи Мг — айнаган эгар булади.

с,>0, ax>2cv */,>0, а^ + Л с 3̂ 0 х;ол учун (2.5) тенгла
манинг характеристикалари сифат манзараси 92-чизмада

тасвирланган булиб, бунда изоклин ноли маркази (~ 2дГ’ 0J

нукгада булган эллипсдан, изоклин чексизи эса ( -  Oj

нуктада кесишувчи иккита тугри чизикдан иборат булиб, 
улардан биттаси: 2с1х1 + ̂ у1+ 1=0 тенгламага эга булгани

нуктада эллипсга уринади.

У

х

92-чизма.
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Агар d]+bcl-4alcl<0 ва д Д я^ + 'Ц ^ О  булса, у х;олда 

(2 .5) тенглама иккита Л/,(0 , 0) ва oj оддий мах

сус нукгаларга эга булади. М2 махсус нукга учун:

J =4- 1° 1~2с1яи - у  а,

Агар а ,(а1-2с,)<0 булса, у  холда (2.5) тенглама иккита 
марказга (93-чизма), агар а 1(а,-2с1)>0 булса, у ^олда мар
каз ва эгарга эга булади.

atd*+4c]=0, d]+bc2l- 4 a lcl>Q булган х;ол учун иккита од

дий махсус нукга, яъни Л/, — марказ, М 2[ ^ ,  oj — эгар 
булади.

Марказ булишининг иккинчи %оли: а+с=@=0.
Бу ^олда (2.1) тенглама

dy _  х + (2Ь + а)ху
dx у + Ьх2 + dy2

(2.10)

куринишга келади. (2 .10) тенглама учун махсус нукталар

л / , (0, 0) , M 2( o , - i )
„  Г 1 I2b + a - d  _  1
Мз[(2*Т^Н * ’
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булади. (2.10) тенглама учун х=х0+$, У=Уа+г) алмашти- 
ришни бажарсак,

_  [ l  + (2 6  + а).Уо]£ + ( 2 Ь + n)jcni7 + ( 2 Ь + п^г/

ни досил к,иламиз. Бу тенглама А/, махсус нукта учу'н ха
рактеристик тенгламанинг илдизлари

2XL1= -a x 0± J a 2x 2-4\l+(2d+2b+a)ya+ 2(lb+ a)(d yl-bx l)]

куринишда булади. М2, А/, ва махсус нукталар учун эса 
мос равишда

| a± V -«  + » (2 *  + a)| (2.13)

куринишларда булади.
Агар b(2b+a-d)>0 ва d(2b+a)*0 булса, у долда (2.10) 

тенглама туртта махсус нуктага эга булади. Бу туртта махсус 
нукталар учун куйидаги доллардан бири булиши мумкин:

1) Ь>0 , d>0, 2 b+a>d\
2) b<0 , d<0 , 2b+a<d;
3) А>0, d<0 , 2b+a>d, 2Ь+а>0;
4) Ь<0, </>0, 2b+a<d, 2/>+a<0; (2.14)
5) 6>0, 2b+a>d, 2b+a<0, ЗА+а>0;
6) / »0 , 2b+a>d, 2 i+a<0; 3ft+a<0;
7) й<0 , 2b+a<d, 2ft+a>0 ; 3Z>+a>0;
8) 6<0 , 2A+a<rf, 2b+a>0\ 3b+a<0.

1. 2-доллар учун (2 . 10) тенгламанинг туртта махсус нук-
таси каварик туртбурчак ташкил этади, икки карама-кар-

2Ьхо£ + (l + 2dy0)ij + b£2 + drj~

(2 .11)

IX = __- -
(26 + a )

2 b + a -d  
b 1 -и ± у 1 -а  + Щ2Ь + а )], (2 . 12)



94-чизма.

ши учларида ётувчи Mv М2 — марказ, иккита боцщаси 
Mv М4 — эгар туридаги махсус нукталар булади. 3—8- 
х;олларда ботик, туртбурчак ташкил этади, 3, 4-\оллар учун 
Л/, — марказ, М2, Mv МА — эгар, ёки 5—8-доллар учун .А/,
— марказ, Л/3, Л/4 — тугун, М2 — эгар туридаги махсус 
нукталар булади.

1—4-х,оллар учун 90, 91-чизмаларда, Ь>0, 2b  + d>d, 
2Ь+а<0 х,ол учун эса 95-чизмада характеристикатрнинг 
сифат манзараси тасвирланган.

Изоклин ноли х  = 0, у  = — —- — иккита тукри чизик,-2 и + а
дан иборат булиб, иккинчиси (2 .10) тенгламанинг харак- 
теристикасидан иборат, изоклин чексизи эса, маркази

(О, -  у  d̂  нуктада булган гиперболадир.

Arap b(2b+a)>0, d= 0 булса, у х;олда (2 .10) тенглама 
учта одций махсус нук,тага эга булади:

Бу нукталар учбурчак ташкил этади, битта учи булмиш 
М1 — марказ, бошкд иккитаси Мъ ва М4 — эгар туридаги 
махсус нук,талар булади.

d=0, Ь>0 , 2А+а>0 булган ^олнинг сифат манзараси 
96-чизмада тасвирланган. Изоклин чексизи — парабола- 
дан иборат.



* у

Агар b(2b+a-d)<0, d * 0 булса, у холда (2.10) тенглама

иккита одций Л/,(0, 0) ва Мг (о, -  у )  махсус нукгаларга

эга булади. Бу нукгалар учун куйидаги ^оллардан бири 
булиши мумкин:

1) £<0 , d>0 , 2b+a>d, 3b+a<0\
2 ) Ь<0, d>0 , 2b+a>d, 3й+а>0;
3) Ь>0, </<0, 2b+a<d, 3b+a>0;
4) Ь>0, d<0, 2b+a<d, 3b+a<Q\
5) b<0, d<0, 2b+a>d, 2Ь+сс>0, 3/>+a>0; (2.15)
6 ) b<0, </<0, 2b+a>d, 2b+a>0, 3b+a<0\
7) Z?<0, </<0, 2b+a>d, 2b+a<0, 3b+a<0',
8) b>0, tf>0, 2b+a<d, 2b+a>Q, 3b+a>0\
9) 6>0, </>0, 2b+a<d, 2h+a<0, 3b+a<0 ;
10) i> 0, i/>0, 2b+a<d, 2b+a<0, 3b+a<0.

1—4-холлар учун (2 . 10) тенглама иккита марказ, 5—10- 
Холлар учун эса марказ ва эгар туридаги махсус нукта- 
ларга эга булади. Бу холларнинг сифат манзараси 93, 94- 
чизмаларда тасвирланган.

Агар 2b+cc=d*0 ва Ь*0 булса, у холда (2.10) тенглама 
битта Л/,(0 , 0) одций махсус нуктага эга булиб, учта махсус 
нукта битта нуктага жойлашган булади. Бу холда Л/, —
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марказ, Л/2(о, - 7 ) — ёиик, эгар-тугун туридаги махсус
нукталар булади. Изоклин ноли х = О, у  = — — тугри чи-

зиклардан иборат булиб, ундан У~~~£ тугри чизик ха
рактеристика булади. Агар bd> 0 булса, изоклин чексизи 
эллине, агар bd<0 булса, гипербола булади.

Бу холларнинг сифат манзараси 97, 98-чизмаларда тас
вирланган.

М а р к а з  б у л и ш и н и н г  у ч и н ч и  холи:  

aK\3b + a )K 2 +(3c + P ) K - d  = 0, £ = |  =

W  ' " Щ Ш
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Бу \ол координаталар системасини аник, бурчакка бу- 
риш ёрдамида иккинчи холга келтирилади. Натижада ха- 
рактеристикаларнинг сифат назарияси (AJ марказ були- 
шининг иккинчи холи каби булади.

М а р к а з  б у л и ш и н и н г  т ^ р т и н ч и  холи:
а+с= 0 , b+d= 0 .

Бу холда (2.1) тенглама куйидаги куринишни олади:

(2.16)dy _  х +  ах2 +  (2 b +  а)ху -  ау2 
dx у + Ьх2+(-2Ь + р)ху-Ьу2

Координаталар системасини унга мос бурчакка буриш 
ёрдамида (2.16) тенгламани куйидаги куринишга келти- 
рамиз:

dy] _  xx + (2bx + a 1)xxyx 
dxx л  + b̂ x2 + fixxxyx -  *)У2

(2.17)

(2.17) тенгламанинг махсус нукталари

^ (o ,o ) , а/2(о, !■),

м<

Р\ + -JPi + 4 *i(3*i + aj) _  1
2Ai(2*! +«i) ’ 2^+я,

Pi ~ J p l  + 4*i(ЗЛ[ +«!)) ^  1
2*1(2*i + a1) ’ 2 bi+ai

куринишда булади. (2.17) тенгламада х,=;с0+£, у х- у й+г] 
алмаштиришни бажарсак,

**7 _______ П + (2*1 + арУоК + (2 *i + О] )xar) + (2 *i + а х)£г]
(2*1Х0+ Р\Уо)^  + (1 + Р\Хо -  2Ь[Уо)г1 + *if2 + Р \£у  -  Ь̂ г}2

ни хосил кдламиз. Бу тенгламанинг характеристик тенг
лама илдизлари:

бУ ерда
2*и = -<а,х0 -  рху0) ± yj(axx0 - p xy0)2 - 4 А ,,

Ai = 1 + Р\Хй + а ху0 -  2й,(2й, + а,)(х^ + у02). 
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Mv Мл ва М4 махсус нукталарга мос равишда

2Я^ = j ,  (/3, +л/ш), (2.18)

2Я'-2 = “  2*1(241+̂ ,) + ^  + + 0 1 0

+ ^аД /З, -+- л/о7) + 2/3,Z\ ]2 + 8ЙД2^ + a,)(/J, +7ш )-Уь>|;

2^ 2  = {К Ф , + V^) + 2Р,А] +

+ V(«i(Pi + ^ )  + 2Э^ ] 2 -8ЛД2^ + а,)(Р, - -Ум)л/(о|

ларни *осил кдламиз, бу ерда с^/^+ ^Д З^+ а,).
Агар о;>0 ва йД26|+ а,)^0 булса, у колда (2.17) тенгла

ма туртта махсус нуктага эга булади.
Бу нукталар биргаликда булиши учун куйидаги хол- 

лардан бири булиши керак:

1) Ьх>0, (26,+а1)>0;
2 ) ft,<0 , (2А1+а,)< 0 ;
3) ft,<0 , /3j>0, 36j+cc1>0;
4) ft,<0, /3,>0, 3ft,+aj>0, 3A,+aj<0;
5) ft,<0, /?,<0, 3ft,+a,>0;
6 ) Z>j<0, /3,<0, 2ft1+a,>0, 3Aj+a,<0;
7) ft,>0, >3,>0, 2Z>1+a,<0, 3й,+а,>0;
8) ft,>0, /3,>0, 3ft,+a,<0;
9) ft,>0, /?,<0, 2A]+ a1>0; 3^,+a^O;
10) ft,>0, /J,<0 , 3ft,+<*,<0 .

1 — 10 -\олларнинг хаммасида (2.17) тенгламанинг туртта 
махсус нукгалари ботик 'гуртбурчакни ташкил этади. 1, 
2-лолларда М1 — марказ, М2, Л/, ва Л/4 — эгар туридаги 
махсус нукталар булади. Крлган х,олларнинг хдммасида 
марказ, иккита тугун ва эгар туридаги махсус нукгаларга 
эга буламиз.

Бу холл ар ни нг сифат манзараси 91, 95-чизмаларда тас
вирланган.
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Агар ш= 0 ва Ьл(2Ьх+ ах)*Ъ булса, у холда (2.17) тенгла

ма иккита Л/ДО, 0), Л/2(|) оддий махсус нуктага ва икки- 
таси биттасининг устига тушувчи

махсус нуктага эга булади.
А/ ва Л/, махсус нукталар учун мос равишда

Я, = ^ - ,  Я, = - ^ - ,
2*1 2*1

Я = - А .  
2 2*1Я, = о,

ларга эга буламиз.
Агар ш=0 ва булса, у холда (2.17) тенгла

манинг учта махсус нуктаси учбурчак ташкил этади ва 
битта учи А/, — марказ, иккинчи учи М2 — лимит тугун 
туридаги махсус нукталар булади.

й,>0 , /?,>0 , 26]+а1<0 га мос сифат манзара 99-чизма- 
да тасвирланган. Изоклин ноли х, = 0, >>, = - 2Ь[ + а\ тугри
чизикдар булиб, улардан у, — характеристикадир. 

Изоклин чексизи маркази

Г__2А  1
[ р\ + Ab\ (rf + 4b\ JP i+ 4*)2

нукгада ётувчи тенг томонли гиперболадан иборат.

99-чизма.
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Агар (о<0 ва 
булса, у \олда (2.17) тенг
лама Л/,(0, 0), Af2(o, ~ j

иккита одций махсус нук
тага эга булади. мах
сус нукта шартга кУра 
марказ; М2 махсус нукта 
эса (2.18) га кура кУпол 
фокус булади.

Ь{>0, 2Ь,+а1>0 
доллар учун сифат ман- 
зара 100-чизмада тасвир-

ланган.
Агар ш<0 ва булса, у *олда Л/, махсус нукга марказ 

булади. Махсус нукгаларнинг иккитаси мос равишда марказ 
булишнинг сифат манзараси 101-чизмада тасвирланган 

М а р к а з  б у л и ш и н и н г  б е ш и н ч и  х ° л и :

b + d = a = (i + 5a + 5c = ac + 2а 2 + d2 = 0, а + с *  0.

Бу *одца (2.1) тенглама куйидаги куринишни олади:

*  \  :
У

-J. T \
—<К 4

// /
/  / \

/
100-4 <зма.

________________________
dx у  + bx2 + ху(а2 + 3b2) -b y 2

(2 .21)

;l

i

u

> У

2 ^  *

г ~ щ

i

X

101-чизма. 
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Бу тенгламанинг изоклин ноли ва изоклин чексизи 
мос равишда:

2 , y2(2a2 + b2) Лх + а х + 2 Ьху -  - ------------= О,

у + bx +2 , ху(а +ЗЬ2) -  by2 = 0.
(2.22)

(2 .22) системани ечиб, (2 .2 1 ) тенглама махсус нук,та- 
ларининг координаталарини топамиз. Улардан бирининг 
координаталари (0 , 0) куринишда булиб, калган нукта- 
ларнинг координаталари

_  а2х + Ь(а2 + Ь2)у2
a b -a (a 2 + b2)y 

_____ЗА___ 2 _____ qh___
У  ->/„2.i2 ̂ У  ->/„2 , i.2\32(а1 +Ь1 ) ' 2(а*+ьу =  0

(2.23)

(2.24)

тенгламалардан топилади. Дастлаб (2.24) генгламани еча- 
миз. Унинг учун у  -  z + 2^ Ь+ьг) алмаштиРишни бажа- 
риб куйидагига эга буламиз:

г 3 - 3 ь1
4 (а2 + Ь2)2

и 2^ )  = 0 .
4(а + Ь )

(2.25)

Бу тенгламанинг дискриминанти

А = а2Ь2 >0
16(а2 + *2)

булгани учун (2.24) тенглама фак;ат битта

У о =
2{а + Ь )

1 - -
sin 2arctg

(2.26)

^акик,ий илдизга эга булади. (2.23) эса 

куринишда булади.

х  -  Д; .>'о + ^ а 2 + ^)>о 
n ab -  а (а2 + Ь2)уо (2.27)
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Демак, (2.21) тенглама учун каралаётган марказ були- 
шининг А} холвда (2.21) тенглама факдт иккита Л/,(0, 0) 
ва М2 (х0, у0) махсус нукталарга эга булади. (2 .21 ) тенгла- 
мада х=х0+£, у=уа+г] алмаштиришни бажарсак

(1 + 2вг0 + 2*у0)| + 2\ Ьхо -  2а +1>1у Х  + 2%v -  ,2

ни хосил кдламиз. Унинг характеристик тенгламасининг 
илдизлари:

2Х12 = 5(а2 + b2)y0 ± - J 2 5 ,

бунда
Д2 = а 2 + 3 а(а2 + Ь2)х0 + 2 a 2 (a2 + b2)xl +

+ 4аЬ(а2 +й2)хо>»о +(4 а4 +10 а 2Ьг +6  Ь*)у%.

х0, у0 ларнинг кийматларини урнига куйиб,Я, ваЯ2 хдкикий 
ва бир хил ишорали эканига ишонч \осил киламиз. Де
мак, М2 нукта тугун булади.

Мисол. Ушбу

dy _  _  х  + 4х2 -  Аху -  9 у 1 
dx ~ у - 2 х 2 + 7ху + 2уг

дифференциал тенгламани текширинг ва сифат манзара
сини чизинг.

Ечиш.  (2.21) тенглама билан солиштирамиз, бизни 
мисолимиз учун а=4, Ь = -2, с = -9, d -2 ,  а=0,/?=25. (2.28) 
тенглама учун марказ булишининг бешинчи шарти бажа- 
рилаётир, яъни

b + d = a = f) + 5(а + с) = ас + 2а2 + d2 = 0, а + с *  0.

(2.28) тенглама иккита М,(0, 0) ва М 2 , — -|) мах

сус нукталарга эга. Мх махсус нукта шартга кура марказ, 
Мг махсус нукта учун характеристик тенгламанинг ил
дизлари Я,=-8,55, Я2=-31,45 булгани учун М2 — тургун 
тугун туридаги махсус нукта булади. (2.28) тенглама ха-

a~ + ib2 ) . l v2 . ° * + 3 b~ и , 1---------- * 0  ~ 2byn m+ftf +-----------b'l-htt'а а



рактеристикаларининг сифат манзараси 101-чизмада тас-
вирланган.

(2 .21) тенгламада Ь=0 булса, у холда
dy _  х  + ах2 -  2ау2 
dx у  + а2ху

тенгламага эга буламиз. Бу тенглама иккита Л/, (0, 0) ва
Л/,( -  - ,  - 7 ) махсус нукгаларга эга булади. х = х , - -  

2\ а 5/ о
кучиришни бажариб куйидаги тенгламага эга буламиз:

dy _  -  ах2 + lay1 
dx1 ах 1 у

а<0 да Фроммер усулини куллаб, х=у=0 махсус нук- 
танинг ёпик эгар-тугун туридаги махсус нукта эканлиги- 
га ишонч хосил килишимиз мумкин. Демак, Ь=0 ва я<0 
да марказ булишининг {Аь) холи марказ ва ёпик эгар- 
тугун биргаликда булар экан. Бу ^олнинг сифат манзара
си 97, 98-чизмаларда тасвирланган.

М а р к а з  б у л и ш и н и н г  о л т и н ч и  холи:
а, + с, = /?, = а , + 5й, + 5dx = bid] + 2d2 + а2 = 0,8 + d *  0.

Бу усул координата укларини маълум бурчакка буриш 
ёрдамида (Л5) холга келтирилади. Шунинг учун бу х;олга 
мос харакгеристикаларнинг сифат манзараси бешинчи 
холдаги каби тасвирланади.

Шундай к̂ илиб куйидаги теоремалар уринли.
1 -теорема. Агар (2.1) тенглама т у р т т а  махсус нукта

га эга булиб, улардан биттаси марказ туридаги махсус нукта 
булса, у %олда куйидаги учта х,олдан бири биргаликда були
ши мумкин: а) иккита марказ ва иккита эгар, б) марказ ва 
учта эгар, в) марказ, эгар ва иккита тугун.

2-теорема. Агар (2.1) тенглама учта  махсус нуктага 
эга булиб, улардан биттаси марказ туридаги махсус нукта
улса, у ^олда куйидаги учта уолдан бири биргаликда були- 

Ши мУмкин: а) марказ ва иккита эгар, б) марказ, очик эгар- 
тугун ва лимит тугун, в) марказ, айниган эгар ва эгар. 

-теорема. Агар (2.1) тенглама иккита махсус нуктага 
Ули6> улардан биттаси марказ туридаги махсус нукта 

а> У %°лда куйидаги бешта д:олдан бири биргаликда були-
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ши мумкин: а) иккита марказ, б) марказ ва “купол ” фокус
в) марказ ва эгар, г) марказ ва тугун, д) марказ ва ётщ  
эгар-тугун.

3-§. (1.1) ТЕНГЛАМА МАРКАЗ ТУРИДАГИ МАХСУС НУКТАГА 
ЭГА БУЛГАН ХОЛ УЧУН ЧЕКСИЗ УЗОКЛАШГАН МАХСУС 

НУКТАЛАРНИНГ ЖОЙЛАШИШИ

(2 .1) тенгламани куиидаги система куринишда ёзиши- 
миз мумкин:

^  = у  + Ьх2 + (2с + [i)xy + dy2,
1  (3-1)
—■ = —х — ах2 -  (2b + а)ху -  су2.

Бу тенгламанинг чексизликдаги махсус нукгаларини урга- 
ниш учун 2-бобдаш (2 .10) системадан фойдалансак, у хрдца 
х укидан чексиз узокдашган нукгаларнинг экватордаги нукга 
атрофи учун куйидаги системани \осил киламиз:

^=-z\b+{2c+fS)rK+dr\+rKz+{2c+[i+2dxK)u+uz+du2\,

^ =-{a+Ob+a)zK+(3c+^yt2f:+dtlc+ (l+ r2K)z+[(}b+a)+ ^ 2 )  

+2(3с+р)т к+ 3dx \ ] +(3с+ +3 dt к )и2+du3+zu2+2r к zu). 

Чексиз узокдашган махсус нукталар учун 

Ф3(гх ) = ск'к + (3 с + р)т2К + (3 b + а)хК + а = 0 (3-3)

куринишда булади. (3.2) системанинг характеристик тенг- 
ламаси илдизлари куйидаги куринишда булади:

l 1(TK) = -[b + (2c + pyzK + d t2K\, ^  4)

Лг(г к) ~ ~{(ЗА + а) + 2(3с + /3)тк + 3dz\\.

Худци шунга ухшаш у  укидан чексиз узокдашган нуК" 
таларнинг экватордаги нукта атрофи учун куйидаги сис- 
темани х,осил киламиз:
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t e ^ z\c+(2b+a)txK+qx1K+iiKz+(2-b+a.+2afiK)v+vz+av2],
dt
*L = d + (3c + 0)ttK + (3b + а)ц\ + (щ\ + (1 + ц\ )Z + (3 5 )
dt v • /

+ [3c + [} + 2(3b+a)fiK+ 3afCK]v+\3b+a+3anK\vJ+

+ 2 цк?У + uv' + zy2.

Чексиз узок^ашган махсус нукталар

Ф3(/хА• ) = + (3 Ь + а)ц\ + (Зс + р)цк + d = 0 (3.6)

тенгламадан ани^ланади. (3.5) системанинг характерис
тик тенгламаси илдизлари

Xl(/iK) = c + (2b + a)nK + ац2к, ^
Х2(цк ) = (3с + /?) + 2(3 b + а)цк + 3 сщ\

га тенг.
(3.3) тенглама учун:

_  3d(3b + а)-(3с  + р)2 
Р ------------JJ2 >

л _  2(3с + р)3 —9d(3c + Р)(ЗЬ + а )  + 27d2a
Я ------------------------------------------------------

д/ г  Ч _  4а(Зс+Р)3-(Зс + Р)2(ЗЬ + a)2-Uad(3c + р)(ЗЬ + а) +
К 108rf4

+ 4d(3b + Д> + 21а d 
108rf4

Шунга ухшаш (3.6) тенглама учун
„ _  Зо(Зс+р) -  (3 6+ а ) 2
Р -----------^ ---------’

_ _  2(36+а)3-9а(36+а)(3с+р) +21 a1 d
4  27S ’--------------------- ’

А (ц  )  = 4dOb+o)3-(3c+f,)2(3b+a)2ASad{3c+f,)(3b+a) 
К ~  Ш *

+ 4d(3c+PY + 21d1a1
пш3--------

(3.8)

(3.9)
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ни досил киламиз. Чексизликдаги махсус нукталарни 
TV̂ O, тк) ва N„(0, цк) оркали белгилаймиз.

Фараз к,илайлик, (2.1) тенглама Оху текислигида туртта 
махсус нуктага эга булган долда, биринчи туртта дол учун 
(A J  — марказ булсин (бунда т = 1,4).

Марказ булишнинг (А ) холи 
Бу дол учун (3.3) тенглама

куринишни олади. Бу тенгламанинг дискриминанта

куринишда булади. (3.4) тенгламанинг характеристик тенг
ламаси илдизларини куйидаги куринишга келтариш мум
кин:

Агар я 1(а 1с/2+4е|)<0 булса, jV,, Nv N3 махсус нукгалар 
тугун, а 1(о1£^+4ср>0 булса, факат Nl махсус нукта тугун 
булишини осонгина аниклашимиз мумкин.

(2.9) шартнинг 1—4-доллари учун текисликда иккита 
марказ ва икки та эгар ва чексизликда эса тугун ( 102-чиз- 
мага каранг), 5—8 -доллар учун текисликда битта марказ 
ва учта эгар ва чексизликда эса учта тугун (103-чизмага 
каранг) туридаги махсус нукгаларга эга буламиз.

г з + 3 а т2 + а  = 0 
“1 0\

A](f А" )-̂ -2 ЛГ ) — 3^яг( 2С] + rfjT^)2.

т т ,
103-чизма. 3

X

102-чизма.
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Марказ булишнинг (А ) холи.
(3.3) тенглама куйидаги илдизларга эга:

Л _ _  Г з bTa _ _  I 3Ь+а г ,= 0, г 2 ---- — , г , ----— •

Дискриминант

v г/ 27d3

га  тенг. (2.14) шартнинг 1, 2, 6 , 7-долларида Д(гАГ)>0; 3, 4,
5, 8-долларида Д(гА,)<0 булишини осонгина куришимиз 
мумкин. Агар а= -ЗЬ  булса, у долда Д(г^)=0, р=0, q=О 
булади.

(3.3) тенглама куйидаги илдизларга эга булади:

Я,(гK) = -{b + dz\), i 2( rx ) = -\(3b + a) + 3dt2K]. (3.10)

Фараз дилайлик, Д(гх)<0 булсин. г,, г2 ва г3 ларни кетма- 
кет (3.10) тенгламага куямиз, натижада

Я,(г,) = -Ь,
*2(*i) = -(3, Ь + а),

Ai(t2) = (2 Ь + а), 
Х1(т2) = 1(ЗЬ + а),

[Я,(г3) = (2 Ь + а), 
[A2(r3) = 2(3 Ь + а)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

ларни досил диламиз.
(2.14) шартнинг 3, 4-доллари учун Mi — марказ, М2, 

К  А/4 — эгар, Nv Nv N} — тугунлар; 5—8-доллар учун 
Л/, — марказ, М2 — эгар, М3, Л/4 — тугунлар, Аг, — тугун, 

2’ — эгар туридаги махсус ну^талар булади. Улар- 
нинг сифат манзараси 104-чизмада тасвирланган.

1, 2 -доллар учун Mv М2 — марказ, Мг, МА — эгар, — 
тугун, 6 , 7-доллар учун М, — марказ, М. — эгар, М., М. — 
тУгУнлар, — эгар. 2 5 4

Агар а = - з  булса, у долда (2.10) тенгламанинг текис
ликдаги махсус нудталари куйидагича булади:
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М ,(0, 0) , л/ 2(о, - 1 ) ,

м ,

м,

- I  I b+d 1  
*V л ’ *

i f
Бу махсус нукталарга мос характеристик тенгламалар- 

нинг илдизлари:

X -  + lb+ci 

2Аи =- ± ( 3  Ь ± Ь )£ Ц ± ,  

2Л.г = -у(-з b ± b ) f t j L

(3.14)

(3.15)

(3.16)

куринишларда булади. Агар </*0 ва />(/>+</) <0 булса, у ,\олда
(2.10) тенглама туртта махсус нуктага эга булади. Куйи
даги доллар булиши мумкин:

1) А < 0, b + d > 0, d > 0 ;
2)b > 0, b + d < 0, */<0 . (3.17)

(3.3) тенглама г,=г2=г3=0 уч каррали илдизга эга була
ди. Характеристик тенгламанинг илдизлари

104-чизма.
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b, A2(rj-) — О

куринишда булади. (3.17) шаргга кура М, — марказ, М2 -  
эгар, Мъ, Л/4 — тугунлар, /V, — эгар туридаги махсус нук- 
галарга эга буламиз. Унинг сифат манзараси 105-чизмада
тасвирланган.

Марказ булишининг (А) холи.
Бу хол координаталар системасини маълум бурчакка 

буриш ёрдамида (Л2) \олга келтирилади. Демак, (Л3) хрл- 
нинг сифат манзараси (А2) холдаги каби булади.

Марказ булишнинг (А ) холи.
(3.3) тенгламанинг илдизлари:

/3 + V/52 +46(36+er) _ f } - J p 2 + 4b(Sb + a) 
г, -  0; г 2 -  2Ь , г 3 -  2Ь

Дискриминант

Д(**) = + Щ М  + а ) ]< 0

куринишда булади. Характеристик тенгламанинг илдиз
лари:

к ) = к — bt2K), (3 18)
Я2(г ^ )  =  -{(ЗА +  а) +  2/Зг* -  ЗАг2.]

куринишда булади. Кетма-кет (3.17) нинг кдоматларини
(3.18) га куямиз ва (2.20) дан фойдаланиб, махсус нукга- 
ларнинг турини бутун текисликда аниклаймиз:

(3.19)
^ (г ,)  = -Ь,
А2(т ,) = -(ЗА + а ) .

•̂ •i(r2) = (2 b + а),

= — (3. 20)
2bjp1 + 46 (36 + а) [/3 + 7/32 + 46(36 + a) ]

Ai(*j) = (2 Ь + а),

^ (Ь )  = — ---------  ■ (3.21)
26 46 (36 + а) ур -  Jp 2+ 46(36 + я) j

183



(2 .20) тенгламанинг 1, 2 -доллари учун текисликда .мар
каз ва учта эгар, чексизликда эса учта тугунга, 3—10-хол- 
лар учун текисликда битта марказ, иккита тугун ва эгар- 
га, чексизликда эса битта тугун ва иккита эгар туридаги 
махсус нукгаларга эга буламиз.

1 ва 5-^оллар учун (/!,) марказ булишининг сифат ман
зараси мос колда 102- ва 103-чизмаларда, 6 ва 7-доллар 
учун (А2) марказ булишининг сифат манзараси мос хрлда 
104 ва 105-чизмаларда тасвирланган.

Куйидаги теорема уринлидир.
Теорема. Агар (2.1) тенглама текисликдаги т у р т т а  

махсус нуктага эга ва улардан биттаси марказ туридаги 
махсус нукта булса, у  холда бутун текисликда куйидаги 
т у р т т а  холлардан бирида махсус нукталар биргаликда 
булишлари мумкин:

1) текисликда марказ ва учта эгар ва чексизликда учта  
тугун;

2) текисликда марказ, эгар ва иккита тугун ва чексиз
ликда тугун ва иккита эгар;

3) текисликда иккита марказ ва иккита эгар ва чексиз
ликда тугун;

4) текисликда марказ, эгар ва иккита тугун ва чексиз
ликда эгар туридаги махсус нукталар булади.

4 -§ . МАХСУС НУКТАЛАР СОНИ ТУРТТАДАН 
КАМ БУЛГАН ХОЛ

Марказ булишининг (А ) холи.
Агар а )(я,</2+4с-])*0, ^  + />с2=4а,с, булса, у \олда (1.15) 

тенглама иккита Л/,(0, 0), oj оддий махсус нук,-

тага ва битта устма-уст тушувчи

М, 4 ct + di__________> 4 (ai~С])
2(ojrf)2 + 4с,3) ’ + 4с3

махсус нуктага эга булади.
Бу учта махсус нукта биргаликда булиши учун куйида

ги коллардан бири булиши мумкин:



1)
2)
3)
4) д,<0, £,<(), axd\+4c^<0, </,<0.

A(r K) = * « +  4q} > 0 булга ни учун (3.3) тенглама ягона

г, = *

2 с,3 + â d}._±Ы
2-Jdi(4cf + a rf)  2 dy

... + cf-q

I 2cf 4~ Q]d?
f _2^e1(4q, + a,^2) 2d,2

ечимга эга булади. Махсус нук,талар куйидагича булиши 
мумкин: текисликда Л/, — марказ, Мг — эгар, Мг — ай- 
ниган эгар, чексизликда Nl — тугун (106-чизма).

Марказ булишининг (А ) %оли.
Aiap d= 0, b(2b+a)>Q булса, у хрлда (2.10) тенглама 

учта оддий махсус нуктага эга булади:

Л/, (0,0), М 

М

1
у/ЬШ + а) ’ (2Ь + а) 

1
Jb(2b + а) ’ (2Ь + а)

(3.4) ва (3.7) характерис
тик тенгламанинг илдизла
ри мос равишда

xi (*,) = -* ,
= ~(3й + а ) ;

(Ri) = 0, Х2(щ) = 0

куринишда булади. Бу х;олда 
текисликда Л/, — марказ, 

з> Л/4 — эгар, чексизликда 
Эса ̂ Д0»^) ~  тугун, Щ 0 ,//,)

106-чизма.
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Бу \ол координаталар сис- 
темасини маълум бурчакка бу- 
риш ёрдамида (А2) хол га кел- 
тирилади.

— епик, эгар-тугун туридаги 
махсус нукталар биргаликда 
булади. Унинг сифат манзара
си 107-чизмада тасвирланган.

Марказ булишининг (A J  х;оли.

Марказ булишининг (А ) холи.

107-чизма. Аф p i = - 4 b ](3b l + a i),

b ^ l b ^ a j * 0 булса, у холда (2.17) тенглама иккита

илдизларга эга булади. Буларга мос характеристик тенг
ламанинг илдизлари куйидаги куринишда булади:

Л,(т1) = 2^ + а 1, А2(г,) = 0.

Бу махсус нукталар биргаликда куйидагича булади, 
текисликда Л/, — марказ, М2 — лимит тугун, Му — очик 
эгар-тугун; чексизликда — эгар ва Ж, — очик эгар- 
тугун. Бу холнинг сифат манзараси 108-чизмада тасвир
ланган.

Бу холлар учун куйидаги теорема уринлидир.
1-теорема. Агар (2.1) тенглама текисликда учта махсус 

нуктага эга булиб ва улардан биттаси марказ туридаги махсус 
нукта булса, у  холда бутун текисликда куйидаги учта хол- 
дан бирида махсус нукталар биргаликда булишлари мумкин:

1) текисликда марказ, лимит тугун, очик эгар-тугун ва 
чексизликда эгар ва очик эгар-тугун;

Мх(0, 0), Л/2|о, jj-j оддий махсус нуктага ва битта устма- 
уст тушувчи

махсус нукталарга эга булади. (3.3) тенглама

г ,  = 0 , г 2
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2) текисликда марказ ва 
иккита эгар ва чексизликда 
тугун ва ёпик эгар-тугун;

3) текисликда марказ, эгар 
ва айниган эгар ва чексизлик
да тугун. ,

Агар ах = - -4 -  булса, у 
“1

*одда марказ булишнинг {Ах) 
*олида (2.5) тенгламанинг 
характеристик тенгламаси 
илдизлари:

108-чиз.ча.

булгани учун текисликда Л/,(0 , 0) — марказ, М2 
эгар туридаги махсус нукгаларга эга булади.

з , Зс, _2 _  4£j_ _  Qr J + ^ z  
«1

_  Cl

4 с,

2с,

т , о -

2.3 кар-тенглама битта т, = — оддий ва иккита г
„  “1 “1 рали илдизга эга. Бутун текисликда марказ, эгар, тугун

ва очик, эгар-тугун туридаги махсус нукгалар биргаликда
булади. Бу х^олнинг сифат манзараси 109-чизмада тасвир-
ланган.

Марказ булишининг (A J холи.

Агар b(2b+a-d)<Q ва d *0 булса, у долда (2.10) тенглама 
иккита Л/ДО, 0) ва Л/2(0,

оддий махсус нукталар га эга 
булади.

Бу иккита махсус нукталар 
Учун куйидаги холлардан бири 
булиши Мумкин:

d> 0 , 2 b + a> d .1 ) b<q 
ЗА+а<0 ;

2 ) Z><Q 
3* + а > 0 :

^> 0 , 2b + a > d ,
109-чизма.
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110-чизма. 111-чизма.

3) Ь>О, d<О, 2b+a<d, 3Z>+ct>0;
4) Ь>О, d<0, 2b+a<d, 36+а<0;
5) £<0, d<0, 2b+a>d, 3b+a>0, ЗЬ+а>0;
6 ) £<0, </<0, 2b+a>d, 3b+a>0, 3й+а<0;
7) Z><0, i/<0, 2b+a>d, 3/>+а<0, 36+а<0;
8) 6>0, £/>0, 2b+a<d, 3b+a>0, ЗЬ+а>0;
9) Ь>0, d>0, 2b+a<d, 3b+a<Q, 3b+a>0\

10) b>0, d>0, 2b+a<d, 3b+a<0, 3b+a<Q.
1, 3-\оллар учун иккита марказ, тугун ва иккита эгар 

( 1 10-чизма); 2 , 4-доллар учун иккита марказ ва эгар ( 111 - 
чизма); 5, 10-холлар учун марказ, иккита эгар ва иккита 
тугун (103-чизма); 6—9-^оллар учун марказ, эгар ва тугун 
( 112 -чизма)га эгамиз.

Агар 2b+ a= d*0, b*0  булса, у х,олда (2.10) тенглама 
битта M,(0 , 0 ) оддий марказ туридаги ва битта устма-уст

г

х

112-чизма. 113-чизма.



114-чизма. 115-чизма.

тушувчи М2(о, - ~ j  ёпик,эгар-тугун туридаги махсус нук,-

таларга эга булади. й>0 , 2Ь+а<0, ЗЬ+а<0 хол учун эква
торда ягона махсус нуктага эга буламиз ва у г, — эгар 
булади (113-чизма).

Агар 6<0, 2Ь+а>0, ЗЬ+а<0 булса, у холда марказ, ёпик, 
эгар-тугун, тугун ва иккита эгар туридаги махсус нукта- 
ларга эга буламиз (114-чизма).

Агар w<0 ва Ь*0 булса, (2.1) тенглама иккита Л/,(0, 0)
ва М210, j-j оддий махсус нукгаларга эга булади. (3.3) тенг
лама г, =0 хаки кий илдизга эга эканлигини осонгина аник- 
лаш мумкин.

М2 ва лар учун характеристик тенгламанинг илдиз
лари мос равишда куйидагича булади:

A, = ^ ( 0  + V^), A2 = ^ (/ ? -V ^ ) ;
X1(z1) = -b, A2(r ,) = -(3  b + a).

Куйидаги махсус нукталар биргаликда мавжуд були
ши мумкин: агар ш<0 , fib* 0 булса, у холда Л/, — марказ,

— купол фокус ва — эгар; агар ш<0, Ь*0, /9=0 
булса, у холда Л/,, М2 — марказ ва ^  -  эгар (115, 116- 
чизмалар).

Марказ булишининг (А ) %олида



116-чизма. 117-чизма.

булгани учун текисликда марказ ва тугун, чексизликда 
иккита эгар ва тугун туридаги махсус нукгаларга эга була
миз.

Агар Ь= 0 булса, у долда экваторда куйидаги махсус 
нукгаларга эга буламиз: z=0, г ,= 1; г=0, r2= - 1; £=/̂  = 0. 
7V,(0 , г,) ва /V2(0 , г2) махсус нукталар учун

*l(r A')*2(r JSr) = —2д2Г̂ .

булади, шунинг учун iV,(0 , tj) ва jV2(0 , г2) махсус нукталар 
эгар булади. (117-чизма).

/УДО, /xt) махсус нукта учун

= —

га эга буламиз, демак N3(0, ц х) — тугун булади.
Агар Ь=О булса, у долда текисликда марказ ва ёпик эгар- 

тугунга, чексизликда иккита эгар ва тугунга эга буламиз. 
Бу доллар учун куйидаги теорема $финлидир.
2-теорема. Агар (2.1) тенглама текисликда иккита мах

сус нуктага эга булиб ва улардан биттаси марказ туридаги 
махсус нукта булса, у  холда бутун текисликда куйидаги 
туккизта уоллардан бирида махсус нукталар биргаликда 
булишлари мумкин:

1) текисликда марказ, эгар, чексизликда тугун ва очик 
эгар тугун;

2) текисликда иккита марказ, чексизликда тугун ва 
иккита эгар;

3) текисликда иккита марказ, чексизликда эгар;
190



4) текисликда марказ, купол фокус, чексизликда эгар;
5) текисликда марказ, эгар, чексизликда тугун;
6) текисликда марказ, ёпик эгар-тугун, чексизликда эгар;
7) текисликда марказ, эгар, чексизликда иккитж тугун

ва эгар;
8) текисликда марказ, ёпик эгар тугун, чексизликда ик

кита эгар ва тугун;
9) текисликда марказ, тугун, чексизликда иккита эгар

ва тугун.
Марказ булишининг (А2) холида b = d- 0 булса, у *олда 

текисликда ягона М,(0, 0) махсус нуктага эга буламиз. 
Экваторда эса г= г,=0 ва г=/х,=0 иккита махсус нуктага 
эга буламиз.

Уларга мос Пуанкаре сферасида куйидаги дифферен
циал тенгламалар булади:

Z = r ] = 0  махсус нукта эгар, г=м,=0 — тугун туридаги 
махсус нукта булади (118-чизма).

Агар d= 0 ва ЗЬ+а=0 булса, у колда текисликда ягона 
махсус нукта мавжуд булади.

Бу к о л д а  (2.10) тенглама куйидаги куринишда булади:

яъни чексизликдаги махсус турга эга буламиз, шунинг 
учун z= 0 экватор характеристика булаолмайди. Махсус 
йуна-щш //,=0 булади (119-чизма).

du _ Z+du+ru2 d v  _ z+dv2+zv2
H i 5 ?  ’ ~3z zv(d+ z)

dy  _  x -  bxy 
dx y  + bx2 ’

x

h
118-чизма.

H,
119-чизма.
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5-§ . ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ СИФАТ 
НАЗАРИЯСИ ТАТБИРИГА ДОИР МАСЛЛЛЛЛР

А^оли усиши ва камайиши конунининг математик 
моделини биринчи булиб 1798 йили Англия олими Маль
тус тузган ва у куйидагича ифодаланади:

^  = Ку, ( К -const) (5. 1)

бунда у — адолини усиш тезлиги, К — туг ил и ш ва улиш 
коэффициентлар айирмасига генг.

Бу тенглама шуни билдирадики, у  нинг узгариш тез
лиги К  га нисбатан пропорционалдир. Пропорционал- 
лик коэффициента К  (агар у  усувчи булса А>0, агар у 
камаювчи булса К<О булиб, одатда соддалик учун у>0 
деб караймиз) куп лолларда жараёнларни текширишда 
биринчи як^нлашиш сифатида кдбул кдгшнади. (5.1) тенг
ламани узгарувчиларни ажратиб, куйидагича ечамиз:

•у- = Kdx, ln|y| = Ах + In с, у  = сеКх.

-К*0)=>о бошлангич шартда
у = у0ек'*-х°> (5.2)

ечимни досил кдламиз.
Шундай килиб, (5.1) нинг ечими экспонентадан ибо

рат булади, яъни ечим курсаткичли функциядир.
Ечим учун шу нарса характерлики, агар узгарувчи айир- 

маси Дх га тенг булган арифметик прогрессиянинг х;ад- 
лари булса, у х;олда у  нинг мос кийматлари махражи ек&х 
га тенг булган геометрик прогрессияни ташкил этади.

у дар сафар 2 марта узгариши (усиши ёки камайиши) 
учун Дх цандай к,ийматлар олиши кераклигини осонгина 
топиш мумкин.

Бунинг учун

| КАх\ = In 2 , яъни Дх = -щ- (5.3)

булиши керак.
Агар А>0 булса, у долда (4.3) формула у нинг киймати 

экспоненциал усишини курсатади.



Бу долат, масалан очик мудитда бактерияларнинг (улар- 
нинг сони жуда куп булмаганда) купайиши жараёнини 
текширганда намоён булади. Уларнинг купайиши бир- 
бирига боглик булмаган долда кечади деб кабул килсак 
(“Органик усиш конуни” деб аталувчи бу жараён .барча 
занжир реакциялари учун хосдир), бактерияларнинг маъ- 
лум бирликда олинган микдори и нинг усиш тезлиги бу 
микдорга пронорционалдир, яъни

~  = Ки, и = uteK{',~4>).

Жамгарма кассасига куйилган маблагнинг узлуксиз 
усиши масаласи ва шу каби бошка масалалар ^ам худди 
шундай урганилади. Агар К<0 булса, (5.2) формула^ нинг 
экспоненциал камайишини курсатади. Бу нарса, маса
лан радиоактив булиниш жараёнини урганищца намоён 
булади.

Агар радиоактив модданинг турли кисмлари бир-би- 
рига боглик булмаган долда парчаланади деб фараз килин- 
са, у \олда радиоактив модданинг дали парчаланмаган 
кисми массасининг камайиш тезлиги бу массанинг узга- 
раётган кийматига пропорционал булади, яъни

~  = —р - т ,  т  =

Хусусан, шуни кайд киламизки, (5.3) формулага кура 
л t — in iш  — ~  вакг ичида т  нинг киймати 2 марта камаяди; бу
“ярим булиниш даври”дир. Масалан, радий моддаси учун 
бу давр тахминан 1,8 • 103 йилга тенг; бошцача айтганда, 
агар радий захираси тулдириб турилмаса, 1,8 • И)3 йилдан 
сунг, радийнинг бошлангич микдорининг ярми колади, 
яна 1 ,8 - 103 йилдан сунг бошлангич микдорнинг чорак 
Кисми колади ва *оказо. Баландлик узгариши билан ат
мосфера босими узгариши, каршилик оркали конденса- 
торнинг зарядсизланиш жараёни ва бошка купгина ма- 
салалар худди шу усулда урганилади.

Баъзи долларда каралаётган тенгламани у ёки бу дара- 
жадаги соддалик билан (5 . 1) тенглама куринишига кел- 
ириш мумкин. Мисол учун каршилиги R ва индуктив- 

j иги L булган занжирга узгармас кучланиш и ни улаган- 
да, I ток куйидаги
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L ^ - + R i  = u dt (5.4)

тенгламани каноатлантириши физикада исботланган. (5 .4) 
чизик^и бир жинсли булмаган тенглама булиб, уни ин- 
теграллаш усуллари тегишли адабиётларда берилган. Пе
кин бу тенгламани куиидагича соддалаштириш мумкин:

^  * Н ) .  

4 i ) = . « L i ]
dt L\ R ) ’

бундан эса

Агар бошлангич вактда, уни биз /=0 деб оламиз, зан- 
жирда ток булмаса, тенглама янада соддарок куринишга 
келади:

/0 = 0, /„ = 0 ва

/ = i ( 1 _ e T  ]• <5-5> 

Хосил килинган бошиклик графиги куйидагичадир:



Курамизки, /-*•» булганда ток киймати экспоненциал

булиши (яъни бу долда ток тикланади ва бутун кучланиш 
Я даршиликни енгишга сарф булади) назарга олинса, бу 
к^йматни осонгина (5.5) ёки (5.4) тенгламанинг узидан 
топиш мумкин. Токнинг лимит дийматидан четланиши

вадт ичида икки марта камаяди. (5.2) нинг асосида е сони 
досил булиши — е сонининг математика ва унинг тат- 
бидларидаги мудимлигини билдиради.

Дифференциал тенгламалар сифат назариясининг био
логия, медицина ва бошда фанларга татбидига дойр ма- 
салапарни курамиз.

1-масала. Икки турдаги ухшаш дайвонлар озуда чек- 
ланган урмонда яшасин. Уларнинг бир-бири билан ра- 
добат курашининг натижалари куйидагича булиши мум
кин:

а) биринчи тур садланади, иккинчи тур йудолади;
б) иккинчи тур садланади, биринчи тур йудолади;
в) иккала тур садланади;
г) иккала тур йудолади;
Юк;орида дар бир натижалар даралаётган х ва у тур- 

ларнинг узгариш тургунлик долатига мос келади. Шунинг 
Учун х ва у  купайишнинг математик моделини куйидаги 
дифференциал тенгламалар системаси куринишида ёзиш 
мумкин:

долда ^  — чегаравий стационар дийматга ядинлашиб 
боради. Агар ток берилиши жараёнида, t •»<» да ^  -* 0 ва
шунинг учун

L

д  — *(*10 *20*  *11 У)’ 

%  = У(а01- а их - а 01у) ,

бУнда ani, аи, а02, Ь10, Ь20, Ьи — мусбат сонлар.



-  • ^  куринишдаги х купайиш учта кушилувчидан ибо
рат: Ь10 — купайиш тезлиги, ( -Ь 2их) — мое равишда тур 
ичидаги ракобат; (-А„у) — мос равишда турлараро рак,о- 
бат. Берилган система факат х>0 ва у>0 булгандагина 
маънога эга.

Математик нукта и назардан бу системани Оху текис- 
лигида урганиш мумкин. Берилган тенглама

4 ( 0 , 0 ) ,  4 ( 0, ^ ) ,

^ [Аз. 0| А Г (^0^02 ~ °01^ll) (^0°01~ eilA l)!
\̂ 20 / 4[(А20°Ь2- а 11^1) ’ (^20°02- f l l lfy l) J

махсус нукгачарга эга.
Агар

*20^02 1̂1̂ 11 > ^0^02 ^  «01*11. *20^01 ^  *10^11 (А )

шартлар бажарилса, махсус нукталар ботик туртбурчак 
ташкил этади.

Агар

*20fl02 >  А()а 02 >  а й А и  *20й01 >  *10flll

шартлар бажарилса, махсус нукталар каварик туртбурчак 
ташкил этади.

Махсус нукгаларнинг турини аниклаш учун куйидаги 
алмаштиришни бажарамиз:

х=и+х0, y=v+y0,

бунда х0 ва у0 махсус нукгаларнинг координаталари, и ва 
v — янги узгарувчилар. Натижада берилган система куйи
даги куринишни олади:

= КАо — 2Ь20х0 -  t\xy)u -  ^jX0v] -  b2nu -b^^uv, I

^jT =  [~ '°11Уои "*■ ( %  — «11*0 — 2 flo 2 ^ o )', l  — a\\uv ~ a02V • j

Махсус нукталар учун характеристик тенгламанинг 
куриниши куйидагича булади:

^  — К А . “ 2^20^0 — A l-Уо) ( а 01 _  а П*0 — 2 д02^о)]^ +

+1(Ао -2 * !0 ^ 0  -А ь У о ) (%  - ‘2 о02Уо) - ьч ^ 1 хоУо\ = °-
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Av A2, Av Ал махсус нукталар учун характеристик тенг
ламанинг илдизлари мос равишда куйидагича булади:

*1 = 1̂0 > *2 = а0\
1 _ (̂ рДр2 -  frivol) з _
Л' “  OQ2 ’ 2 “

2 -  (^0°0\ ~froa I l)  1 _  .
1 * 2 — °io

^  _  1 * 20 * 11а 01 +  * lo Q j]a Q2 -  *20а 0 1д 02 -  * 20 * 10 0 02  ±  У * 2 0 * П ° 0 1  +

1,2 2 *20°О2 -  *)1Д]1

+ 2*го^2оДо;Оц + 2^Q *;0a 02Oii^iOn1- 2 ^ 0*)0O02Q0i -  4 * S ^ n floia n  +

^>0^02 ~ ^1°11

+ 2 * ;о *ц а 01а 02 -  4 *n * f1)g 2ia 02 •+ a 2i*foaQ2 + Др2*20О01 + *М*К)0|)2 -  

*21)002 " *ЦОц

-2*^|̂1До1̂ ра02 -  2А]0*;0Д0]а11а02 + 4̂ 0*р1д01а21

Агар берилган система учун (В) шарт бажарилса, у 
холда иккита эгар ва иккита тугун га (улардан бири тур- 
гун, иккинчиси тургунмас) эга буламиз.

Агар берилган система учун (А) шарт бажарилса, у
*олда битта эгар ва учта тугунга (улардан бири тургун
мас, иккитаси тургун булган) эга буламиз.

Агар берилган система учун ички турлараро ракобат- 
ни х,исобга олинмаса, у долда система куйидаги кури- 
нишни олади:

^  = x(bi0 - b ny ), ^  = - у ( а т  - а пх).

Бу система ,4,(0, 0) -  эгар ва -  марказ\ 1 а\.\ )
туридаги махсус нукгаларга эга булади. А4 махсус нукта-
нинг марказ туридаги махсус нукга булишининг коэф-
Фициентлар шартини Фроммер ва Сахарниковлар исбот 
Килганлар. F

Берилган дифференциал тенгламалар системасига кура 
иидаги дулосаларни айтиш мумкин:
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1 . х>0 , у >0 координата уклари системанинг ечимла- 
ри булади.

2. Координата уцларида ётган махсус нукталар иккинчи 
гурух махсус нукгалари (фокус, марказ ва уларнинг ком- 
бинациялари) була олмайдилар. Бундан ботик туртбур- 
чакнинг учларидаги махсус нукгаларнинг туртгаси хам 
биринчи гурух махсус нукгалари булиб, улардан ичкиси 
эгар, ташки учта нукта тугунлар булади.

Демак, тебраниш жараёни мавжуд булмайди, яъни хай- 
вонларнинг битта тури тез йуколади.

3. Туртбурчак каварик булган холда координата укла- 
рида ётган махсус нукталар

факат эгар булади, /4,(0, 0) махсус нукта тургунмас тугун 
булиб, А4 махсус нукта эса

тугун, фокус ёки марказ булиши мумкин. Бу махсус нук
талар бир вактда иккита эгар, тугун ва марказ ёки иккита 
эгар, тугун ва фокус булаолмайдилар.

Демак, юкоридаги хулосаларга кура махсус нукгалар 
ботик булганда хайвонлар туридан бирининг йуколиш тез- 
лиги махсус нукгаларнинг каварик булиш холига нисба
тан купрок булади. Буни куйидагича тушуниш керак: кава
рик туртбурчакнинг юзи ботак туртбурчакнинг юзидан 
катта (яъни бу каварик туртбурчакдаги озука ботик 
гуртбурчакцаги озукадан куп эканлигини билдиради).

Бу масалани аник мисолда тушунтирамиз.
1-мисол. Ушбу

дифференциал тенглама берилган. Бу тенглама Л,(0, 0), 
А2(0, 2), А}( 1, 0), Л(|> |) махсус нукгаларга эга ва (А) 
шарт бажарилгани учун бу нукталарни б и р л а ш т и р и ш д а н  

Хосил булган туртбурчак ботик булади. Бу холда Л, тур-

(*10а 03 ~ ° 0 1 * ll)  (*20°01 ~ a 10* ll) 

(*20°02 _  fll l * l l )  ’ (*20fl02 ~ ° I l* l l ) ]

dy _  ><6 — 2jc — 3у) 
dx x ( 4 - 4  x - y )
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j;// f  J m \  XЩ; /  у  4*i ■'< \  
p  / /  ;T I \
b e , / /  \ ч X

120-чизма.

гунмас тугун, л 2 ва A: — 
эгар, A4 эса -  тургун ту
гун булади. Берилган тен
гламанинг интеграл эгри 
чизиклар манзараси 120- 
чизмада тасвирланган.

2 -мисол. Ушбу 
dy _  у { 2 - 2 х - у )  
dx х ( 2 - х - 2  у)

дифференциал тенглама 
берилган. Бу тенглама
/4,(0, 0) 4 ( 0 ,  2), А,(2, 0),
Аа{\, у ) махсус нук,талар- 
га эга. Берилган тенглама учун (В) шарт бажарилади, 
шунинг учун учлари махсус нуктада ётувчи каварик, 
туртбурчак ташкил этади. А] — тургун мае тугун, А2 ва А}
— тургун тугун, А4 — эгар булади. Берилган тенглама
нинг интеграл эгри чизиклари манзараси 121-чизмада тас
вирланган.

2-масала. Инсон иммунологик системасининг асосий 
функцияси организмни тирик жониворлардан ва узлари- 
да генетик бегона ахборотлар белгиларини олиб юрувчи 
моддалар (бактериялар, вируслар, аллергенлар, хужайра- 
лар ва хоказо)дан саклашдан иборат. Бу бегона ахборот
лар антигенлар деб 
аталади. Инсон орга- | у 
низми иммунологик 
системасининг функ
цияси антигенларни 
аниклаш ва организ
мни \имоя килиш- 
дан иборатдир.

Инсон организ- 
мида содир булади- 
ган касалликлар би
лан унинг согайиши, 
яъни антигенларни 
ишлаб чик,ариш ора-

im
1(А -_  

' -----
121-чизма.
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сидаги богланишлар биринчи булиб Америка олимлари 
Белл ва Пимбли томонидан урганилган, хусусан улар 
куйидаги дифференциал тенгламалар системасини тек- 
ширишни таклиф киладилар:

^  = у [^ -(< *1 - Х 1)х + Х̂ у],

^  = х [ -  Х2 -  Х2х + (а2 -  А2)у]

бу ерда Aj — антигеннинг купайиш тезлиги, а , — унинг эли- 
минация (айрим организмларнинг турлича табиий сабаблар 
туфайли \алок булиши) тезлиги, А2 — анти жисмлар (орга
низма антигенлар пайдо булиш билан юзага келадиган ва 
уларнинг таъсирини йукотадиган моддалар) емирилиш тез
лиш, а 2 — анги жисмлар ишлаб чицарилиш тезлиги.

Моделда анти жисмлар ва антигеннинг узаро таъсири 
фак;атгина антигеннинг элиминациясини келтириб к,ол- 
масдан иммунологик системанинг стимуляциясига ва 
шунга кура антител ишлаб чик;арилишига олиб келади. 

Берилган система туртта махсус нуктага эга:

Л (0, 0), А2(0, -1 ) , Л ,(-1, 0 )ва Л (£^ .  ^ ) ,
бу ерда R=ala 2- a 7Xl- a tX1.

Махсус нукгаларнинг турини аниклаш учун

х = х + х 0, у = у  + Уо
алмаштиришни бажарамиз, бундах ва у — янги узгарув
чи, х0 ва у0 — махсус нукганинг координаталари.

У холда берилган система куйидаги куринишни олади:

, (А)
— ( А2 2А2х 0+а2У0 А2Уц)х+ (q 2X() A2Xd)y+/i(x,j') 

^ = ( - а 1>'0+А1у 0)х+(А1+2А1>'0- а 1х 0+А1х 0)У+(22( х , Я  

бунда
Р2(х ,у ) = -Х 2х 2 + (а2 -  А2)х у ,Q2(x,у)  = Аху 2 + (а , - Х ^ у .

(х0, у0) махсус нукга учун характеристик тенглама кури- 
ниши куйидагича булади:
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\  i  -  -

• (~а 1Уо + ^\Уо) (*i + 2Я)У0 ~ a ixo *1* 0)

Л,(0 , 0) махсус нукга учун характеристик тенгламанинг 
илдизлари

Яр О) 2 Я,

булгани учун махсус нукта эгар булади.
А,(-\, 0) махсус нукта учун характеристик тенглама

нинг илдизлари
ш=Х2, w = a l

булгани учун махсус нукта тургунмас тугун булади.
Л ДО, -1) махсус нукга учун характеристик тенглама

нинг илдизлари

булгани учун махсус нукта тургун тугун булади.

/*4( â~L’ * t )  махсус нукта учун характеристик тенг

ламанинг илдизлари

_  Я, Л2(«1 — « 2 ) — ГГТ~ А д2<«1 -  а г)2 -  ~ (Д1 + д2>1
Щ.1---------jj V 1 2 R

куринишда булади.
Бу ерда куйидаги хрллардан бири булиши мумкин.
I. Агар

а хс а 7, а 2>Я1+Я2, Я1Я2(а г а 2)2<4«1а|[а2-(Я1+Я3)] ва R>0 (В)

булса, у долда Л4(“ - , махсус нукта тургун фокус

булади ( 122-чизма).
Av А7, А3 ва А4 махсус нукгалар ботик туртбурчак таш

кил этади.
Демак, Лг А2, Ау А4 махсус нукталар биргаликда эгар, 

гургун тугун, тургунмас тутун ва тургун фокус турида були
ши мумкин экан.

(В) шартда а 2>а, булгани учун, анти жисмлар ишлаб 
чикариш тезлиги, унинг бартараф килишга кетган сарф-
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дан юк,ори булади. Бу холда анти жисмлар ва антиген 
крришмаси А4 махсус нукга атрофида вакг утиши билан 
сунувчи тебраниш вужудга келади, аммо системанинг 
ечими нолга тенг булмайди. Бу холда антигенларни ин- 
сон организмидан тулик чикариб булмайди.

а,>А,+А2 шарт шуни билдирадики, яъни анти жисм
лар ишлаб чикариш тезлиги, антиген купайиши ва анти 
жисмлар камайиши тезликлари йигиндисидан катта була
ди ( 122-чизма).

II. Агар а ,> а2, a 2>A,+A2, AIA2(a 1- a 2)2<4a1a 2[a2-(A 1+A2)] 
ва Я>0 шарт бажарилса, у холда А4 махсус нукта тургун
мас фокус булади.

Бу холда I холга карама-карши вазиятга, яъни вак;г ути
ши билан усувчи тебранишга эга буламиз ва касалликнинг 
натижаси улим билан тугаши мумкин (123-чизма).

III. A rapaj< a2, а 2>А,+А2, А^2(а |- а 2)2>4а1а 2|а2-(А ]+А2)] 
ва R>Q шарт бажарилса, у холда Л4 махсус нукта тургун 
тугун булади. Бу холда анти жисмлар ва антиген кориш- 
маси нолга интилади. Бу холда инсон баданидаги анти-

У
ген тули к чикариб 
ташланади (яъни туза- 
лиш содир булади) 
(124-чизма).

)
а 2>Х]+Х2, А,А2(а 1- а 2)2< 
<4а]а 2[а 2-(А,+А2)] ва 
R>0 шарт бажарилса, у 
Холда А4 махсус нукта 
тургунмас тугун була
ди. Бу холда инсон ба- 
данининг захарланиши 
тез усувчи булади ва 
касаллик  натижаси 
улим билан тугаши 
мумкин (125-чизма).

122-чизма.

х  V. Агар « ,= а 2
булса, у холда характе
ристик тенгламанинг 
илдизи куйидаги кури
нишда булади:123-чнзма.
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124-чизма. 125-чизма.

Бунда иккита долдан бири булиши мумкин.
а) Агар [а2-(А,+А2)]<0 булса, у холда А4 махсус нукга 

эгар булади. Тургга махсус нукга каварик туртбурчак таш
кил этади. Шунинг учун биргаликда иккита эгар ва иккита 
тугун булади. Касаллик улим билан тугайди (126-чизма).

б) Агар |а2-(Я,+Я2)]>0 булса, у халда характеристик 
тенглама илдиаларининг куриниши куйидагича булади:

Бу холда (А) система учун марказ ёки фокус булиш муам- 
моси вужудга келади. (А) система марказга эга булиши 
учун коэффициентларнинг шартларидан фойдаланиб Л4 
махсус нуктани марказ булади деб оламиз, яъни унинг 
атрофини уровчи чизиклар айланалардан иборат.

Бу долда тебраниш даврий булади, демак касаллик су- 
рункали булади (127-чизма).

£0 ,2 --- ' 2 к % 2 ' ^ (Я, *f* Aj)]•

>■ У

х

126-чизма. 127-чизма.



3-масала. (Фотосинтез жараёнининг сифат манзара- 
сини текшириш). с3 триозофосфат ва с6 гексозофосфат 
коришмасида юзага келадиган фотосинтез (усимликлар- 
да ёрутлик таъсирида анорганик моддалардан органик 
моддалар ^осил булиш) жараёнининг энг оддий матема
тик моделини тасвирловчи куйидаги

дифференциал тенгламалар системасини карайлик, бу 
ерда a., ft, (/'= 1, 2 , 3) — узгармас параметрлар булиб, улар

шартни каноатлантиради.
(А) системанинг унг томонидаги х,ар бир кушилувчи 

куйидаги маънони билдиради: ар\ — иккита вдцисанинг 
тезликлар айирмаси (биринчиси СО, водород донори 
иштирокида нуклеопротеид ва рибулезлардан триозлар- 
нинг пайдо булиши ва иккинчиси — фруктозодифосфат 
пайдо булиш хисобига трирозанинг камайиши); а 1 — С02 
нинг хдводаги концентрацияси ва ёруглик интенсивли- 
гига боглик; узгармас коэффициент; а 1с3с6 — рибулезлар 
ва тетрозлар пайдо булишида, яъни тризофосфатнинг гек
созофосфат билан реакцияси даврида тризофосфатнинг 
камайиши; а г — нафас олиш жараёнида полисахаридлар 
гидролизи \исобига триозларнинг узгармас окими; Д,с3с6 — 
гексозларнинг камайиши.

Янги узгарувчи

киритамиз, бу \олда параметрлар

ва узгарувчиларни с^=х, с6=у белгилаймиз ва (Б) шартни 
^исобга олиб (А) системани куйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

^ = « 1 С3 ~CC2(hC6+a ^

-w  = Р\$ ~ Pi1* ~ Р)0)**
(А)

(Б)

т=а,т
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^  = х2 -  (1 + у)ху + у; 

^• = у£(7х2 - у 2 -б ду ),
(В)

Оху текислигидаги махсус нукгаларни 

х2 - ( 1 +у)ху + у = 0;
^е(7х2 -  у 2 -б ху) = О

тенгламалар системасидан топамиз.
(Г) тенгламалар системасидаги иккинчи тенгламани 

куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

булади, яъни бу долда (Г) система ечимга эга булмайди. 
Агар у=х булса, у х;олда

булади, бундан х=±1, яъни бу долда (Г) система ечимга 
эга булади. Шундай кдлиб, текисликда (А) система учун 
А (1, 1), В ( -\ ,  - 1 )  нукталар мувозанат нукталари булади.

А (  1, 1) махсус нукгани текширамиз. Унинг учун (А) 
системага

х=х,+ 1, у=у,+ 1

ни куямиз. Бу система учун О (0, 0) махсус нукганинг 
турини аншутймиз. Унинг учун

характеристик тенглама тузамиз. Унинг илдизлари:

(х—у)(7х+у)=0. 

Агар у= -7х  булса, у долда

х 2 +(1 + у)7х2 + у > 0.

-у х 2+у=0

7y2+(8£ + 7y-7)A+16£y=0 (Д )

14
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< о} (Е)

Келгусида аникдик учун 

7 - 7 у - 8 в  >0;
(7 -  7у -  8 е ) 2 -  448еу

тенгсизликлар уринли деб фараз киламиз.
(Е) тенгсизликлар системаси, масалан, е = j ,  у = ~

кийматларида бажарилади. (Е) шарт бажарилганда (Д) 
характеристик тенгламанинг илдизлари \ак,ик,ий кисми 
мусбат булган комплекс сонлар булади. Шунинг учун А (\, 1) 
мувозанат холат тургунмас фокус булади.

Худци шунга ухшаш В (-], -1) махсус нукта учун тек- 
ширишни бажариб, бу нуктанинг тургун фокус эканли- 
гига ишонч косил киламиз. В махсус нукта учун харак
теристик тенгламанинг илдизлари

, _  7у + 8г -  7 ± / ^448еу ~ ( 7 - 7 у -  8е)2 
-  ,4 

комплекс сондан иборатдир.
Энди (В) системанинг фазовий харакат холатини (х, у) 

текисликнинг хаммасида текширамиз.
Унинг учун (В) системадан dt ни чикариб, ушбу

dy _  с (7 х 2- 6 х у -  у2) 
dx 1 \хг -  (\ + у)ху + у)

дифференциал тенгламани хосил киламиз. Бу тенглама- 
дан 7х2- 6 х у - у !=0 тенглама билан аникланувчи нукталар 
тупламида (В) системанинг фазовий траекториялари го-
ризонтал уринмаларга эга булади (бунда &  = 0 ).

1х ? -6 х у -у 2=0 тенгламаниу -х , у= - 1 х  иккита тугри чи
зик тенгламаси куринишда ёзиш мумкин.

Бу тугри чизиклар фазовий текисликни туртта чорак- 
ка булади (128-чизма).

I, III чоракда у  = ^  < 0 булгани учун фазовий хара-
кат траекторияси юкоридан пастга йуналган булади. II,
IV чоракларда у> 0  булгани учун фазовий харакат траек
торияси пастдан юкорига йуналган булади.

Эгри чизикнинг
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x2- ( l  +y)xy+y=0 (Ж)
нукгаларида фазовий траекториялар вертикал уринмаларга 
эга булади (бунда — = 0 ). (Ж) тенгламани у га нисбатан 
ечиб, *

<н >
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тенгламага эга буламиз. Шундай килиб, х, у  ишораларига 
Караб турли фазовий текислик к,исмларида 128-чизмада- 
ги каби \аракат траекториясига эга буламиз. 7х2-6 х у - у 2=о 
ва £-(\+у)ху+у=Ъ  эфи чизиклар (3) тенглама интефал 
эфи чизикдарининг мос равишда горизонтал ва верти
кал изоклин OFHiiLiapH булишини эслатиб утамиз. Оху 
текислигида координаталар бошидан утувчи фазовий тра
ектория учинчи чоракдан чикиб, биринчи чоракка кира
ди. Биринчи чоракка кириб, у ундан чикдгб кетаолмайли. 
Координаталар бошидан утувчи траектория горизонта! 
уринмага эга.

Энди фараз циламиз, /-*■<» да бу фазовий фаектория 
чексизликка кетмасин. У холда биринчи чоракда фазо
вий текисликка энг камида битга (В) тенгламалар систе- 
маси лимит даврага эга булади. Хакикатан, тескари \олда 
/-*•+<» координаталар бошидан утувчи фазовий фаекто
рия А (1, 1) мувозанат долатга интилиши мумкин булар-

129-низма.
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ци буни булиши мумкин эмас, чунки А -  турьунмас 
фокус. Бунда кар хил фазовий траекгориялар кесишмас- 
Тиги хакддаги теоремадан фойдаландик.

Шундай кдлиб, Оху текисликнинг биринчи чорагида 
тулик жойлашган тургунмас фокус тургун лимит давра 
билан уралган. (F) дифференциал тенгламада х ни - х  ва
У ни -У  билан алмаштирганда, унинг ишораси узгарма- 
ганлиги сабабли учинчи чоракдаги фазовий текисликда- 
ги g  (_ 1 ) -  ]) тургун фокусни тургунмас лимит давра ураб
туради.

Демак, (В) системанинг Оху текисликдаги фазовии 
харакат траекторияси 129-чизмада тасвирланган.

Узгармас шартда фотосинтезнинг даврийлигини урга- 
ниш асосида олинган натижалар фотосинтез жараёни
нинг маромийлигини (ритмийлигини) тушунтириши мум
кин, шу билан бирга кимёвий реакциялар кинетикасини, 
хусусан махсулотлар коришмага боглик тезлик жараёни 
х,ак,ида бир к,атор хулосалар чикариш имконини беради.



rv БОБ
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ

ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИНИНГ УЧ УЛЧОВЛИ 
ФАЗОДАГИ ХОЛАТЛАРИ

Жуфт улчовли фазодан ток, улчовли фазога утилганда 
дифференциал тенгламалар системасининг характерис
тик долатлари манзараси кескин узгаради. Уч Улчовли 
фазодаги характеристикалар текисликдаги характеристи- 
каларга нисбатан умуман бошк;ачадир.

Бизга маълумки, Оху текисликда, агар битта характе
ристика махсус нуктага спиралсимон тарзда кирса, у долда 
колган дамма характеристикалар дам шу тарзда махсус

130-чизма.
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„YKjara киради. Агар бирор характеристика махсус нук
тага маълум уринма буйича кирса, у холда спиралсимон 
характеристика умуман булмайди.

Уч улчовли фазода бир вакгда махсус нуктага характе- 
р и с т и катар маълум уринма буйича, спиралсимон ва ёпик 
холатларда кириши мумкин.

Уч улчовли фазода махсус нуктанинг марказ булиш 
тушунчасини етарлича тугри деб булмайди. Ф акат 
хамма характеристикалар махсус нукта атрофида ёпик, 
булса, у холда махсус нуктани марказ деб хисоблаш 
мумкин.

Агар махсус нукта атрофида чексиз куп ёпик характе
ристикалар, шунингдек у ёки бу сиртларда жойлашган 
бошка характеристикалар спиралсимон булса, у х,°лда 
махсус нуктани марказ деб хисоблаш мумкин (130-чиз- 
ма). Шунингдек, хамма характеристикаларнинг бирор 
координаталар текислигидаги проекциялари ёпик, булган
да хам махсус нук,тани марказ деб айтиш мумкин (бу мар
каз таърифини А. Пуанкаре берган), улар 130-а, б, в, г 
чизматарда тасвирланган.

1 -§ . ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 
УЧ УЛЧОВЛИ (Л=3) ФАЗОДАГИ СОДДА 

МУВОЗАНАТ ХО ЛАТ ЛАРИ

Ушбу

^  + агу  + a%z + Р(х, у, z), 

^  = blx + b2y + b)z + Q(x, у, z), 

&  = CjX + с^у + с,г + R(x, у, z)

(1 1 )

дифференциал тенгламалар системаси берилган булсин, 
бунда Р(х, у, Z), Q(x, у, z) R (х, у, г) -  бирор D сохада 
аналитик функциялар.

Ушбу
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~  = axx  + a1y  + aiz 

J  = blx + b1y  + biZ 

%  = clX + w  + c}z

( 1 .2 )

системани ( 1 .1) тенгламанинг кискартирилган тенглама
лар системаси деб атаймиз.

Фараз килайлик, (х0, у0, ^ ) — (1.2) системанинг муво- 
занат холати булсин.

характеристик тенглама илдизга эга булмаса (комплекс 
соннинг х,ак,икий к^сми нолга тенг булганда), у холда бу 
мувозанат холатни оддий деб атаймиз.

Я,, Я2, Я3 илдизларнинг комплекс узгарувчи текислиги- 
да жойлашишига караб куйидаги холлардан бири були
ши мумкин.

1. (1.3) характеристик тенгламанинг хамма илдизлари 
хакикий булиб, бир хил ишорали булмасин. У холда мувоза
нат холатидан сепаратрисса деб аталувчи бирор сирт утади.

Шундай £>0 сон и ни топиш мумкинки, шу сиртда ётув
чи хамма характеристикалар е — мувозанат холати атро- 
фига кирищда t-* + oo ( t -*~«>) булганда маълум уринма 
буйича интилади. Бу сепаратрисса сиртида тургун (тур
гунмас) тугунга эга буламиз.

Сепаратрисса сиртининг хар хил томонларида ётувчи 
иккита характеристика / -»— °° (/ -* + оо) да мувозанат холат- 
га умумий маълум уринма буйича интилсин. Бу иккита 
характеристика сепаратриссалар дейилади. Бош ка хамма 
характеристикалар мувозанат холатдан маълум масофада 
узоклашган холда утадилар.

Шундай £>0 атрофни курсатиш мумкинки, бу харак
теристикалар мувозанат холатдаги £ — атрофга киради ва 
бу £ — атрофдан чикиб кетади. Бундай мувозанат холаг 
эгар дейилади (131-чизма).

Агар
й| Я flj Cl̂

6, b j -  к b} = 0  
Ci c2 c3 -  Я

(1.3)
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131-чизма.

2. (1.3) характеристик тенгламанинг хамма илдизлари 
хаки кий ва бир хил ишорали булсин. Бу холда шундай 
£>0 ни топиш мумкинки, хамма характеристикалар г — 
мувозанат холат атрофида, унга /-*■ + «  (/-*- “ ) булганда 
маълум уринма буйича интилади. Бундай мувозанат холат- 
ни тугун дейилади. Агар характеристик тенгламаларнинг 
илдизлари манфий булса, бу холда характеристикалар 
t -*+ оо да тугунга интилади, шунинг учун бундай мувоза
нат холатга тургун тугун дейилади (132-чизма, I). Агар 
характеристик тенгламанинг хамма илдизлари мусбат 
булса, у холда t -*-ао да хамма характеристикалар муво
занат холатдан узокташади, бундай мувозанат холатга тур
гунмас тугун дейилади (132-чизма, II).

213



3. Характеристик тенгламанинг битта илдизи хакикий 
ва колган иккитаси кушма комплекс сон булиб, комп
лекс соннинг хакикий кисми ишораси хакикий илдиз 
ишораси билан бир хил булсин.

Бу холда шундай е>0 олиш мумкинки, е — мувозанат 
Холат атрофига кирувчи хамма характеристикалар /-* + <» 
(t оо) да мувозанат холатга интилади.

Лекин, бу характеристикатардан иккитаси мувозанат 
холатга маълум умумий уринма буйича интилади, колган 
хамма характеристикалар спирадцан иборат булади. Бун- 
дай мувозанат холат фокус дейилади. Агар комплекс илдиз- 
нинг хакикий кисми манфий булса, у  холда хамма харак
теристикалар t ->+оо булганда фокус га интилади ва фокус 
тургун булади (133-чизма). Агар идцизнинг хаки кий кис
ми мусбат булса, у холда хамма характеристикачар t -*-<*> 
булганда фокусга интилади ва фокус тургунмас булади.

4. Тугун ва фокус туридаги мувозанат холатлар узаро 
топологик эквивалент.

Характеристик тенгламанинг битта илдизи хакикий ва 
Колган иккита илдизи кушма комплекс сон булиб, комп
лекс соннинг хакикий кисми ишораси хакикий илдиз 
ишораси билан карама-карши булсин.

Бу холда мувозанат холатдан бирор сепаратрисса сирт 
деб аталувчи сирт утади.

Шундай £>0 сиртни олишимиз мумкинки, бу сиртга 
кирган хамма характеристикалар е — мувозанат х°лат ат"
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оофида t -»+°° (/-*—“ ) булганда спирал каби интилади. 
Сепаратрисса сиртида тургун (тургунмас) фокус булади.

Сепаратрисса деб аталувчи сепаратрисса сиртининг \ар 
хил томонларнда ётувчи иккита характеристика/-*—<» (/-»+«>) 
да мувозанат холатга умумий уринма буйича интилади.

К.олган хамма характеристикалар маълум масофада 
мувозанат холатдан утибг — атрофдан чикиб кетади. Бун
дай мувозанат холат эгар-фокус дейилади (133-чизма).

Эгар ва эгар-фокус мувозанат долатлар топологик эк- 
вивалентидир.

Шундай килиб, купол мувозанат долатларнинг топо
логик структураси характеристик тенглама илдизининг 
Хакикий дисми ишораси оркали аникланишини курдик.

Юкоридаги тасдикларга дойр мисоллар келтирамиз.
1-мисол. Ушбу

f i =*>
система берилган булсин. Бу система ягона (0, 0, 0) му
возанат холатга эга.

Бу мувозанат холат учун характеристик тенглама ил
дизлари

Aj=о, А2=й, А3=с

булади. Агар а<0, Ь<О, с<0 булса, у  долда (0, 0, 0) муво
занат холат тургун тугун булади.

Агар а> О, Ь>О, с>0 булса, у холда (0, 0, 0) мувозанат 
-\олат тургунмас тугун булади.

Агар а- Ь‘ с< 0 булса, у холда (0, 0, 0) мувозанат холат 
эгар булади.

2-мисол. Ушбу

^  = а х -Ь у , %  = Ьх + ау, §  = <*

система берилган булсин. Бу система ягона (0, 0, 0) му
возанат холатга эга. Бу мувозанат холат учун характерис
тик тенглама илдизлари

А =с, Х^=а±ПЬ 
°Улади. Агар с<0, а<0 булса, (0, 0, 0) мувозанат холат 
тургун фокус булади. Агар с>0, а>0 булса, у  холда тур- 
рУнмас фокус булади.

215



Агар а - с <0 булса, (О, О, 0) мувозанат *олат эгар-ф0- 
кус булади.

Агар д = 0 булса, у х,олда

Я,=с, Я2 ,=а±/2й

идцизга эга буламиз. Бу долда (0, 0, 0) мувозанат х;олат 
Пуанкаре теоремасига кура марказ булади. Агар (0 , 0 , 0) 
мувозанат \олат оддий булса, у х,олда унинг тури ( 1 . 1) ва
( 1.2 ) циск^ртирилган дифференциал тенгламалар систе- 
маси учун бир хил булади. Бу хрлни характеристик тенг
ламанинг ^ак,ик^й илдизи нолга тенг булганда хдм бир 
хил булади дейиш нотугри.

Ушбу
dx
dt = У + xf1(х, у, Z),

&  = - x  + yf](x, у, z), 

^  = ZfAx, У, Z)
(1.4)

система берилган булсин, бунда /Дх, у, z)=Ax+By+Cz (А, 
В ва С — узгармас сонлар). Берилган (1.4) система ягона 
(0 , 0 , 0) мувозанат \олатга эга.

(0 , 0 , 0) мувозанат холат учун характеристик тен глам а  
илдизлари:

Я,= 0 , Я2 3=±/.

Агар (1.4) системани x=rcos<p, y=rsiny>, z=Z ц и ли н д 
рик координаталарда ифодаласак:

d r
dp = - r f i ( r cos<p, rs'm<p, z),

%  = - r f\ ( rCOS<P, r s in p , Z)
(1.5)

системага эга буламиз. Унинг ечими
1г =

A sin <р -  В  cos ip + СĈ ip + Ci ( 1.6)

куринишда булади, бунда С, ва С2 лар интегратлаш узгар- 
маслари. Агар С, • С *0 булса, у х;олда (1.6) дан к ур и н и б
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турибдики, ечим спиралсимон чизикдан иборат булади. 
(О, 0 , 0) мувозанат хщат берилган система учун оддий 
булмаган фокус булади.

2 -§ . ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ (Л=3) ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИНИ 

ЧЕКСИЗЛИКДА ТЕКШИРИШ

Ушбу

1=2 р ‘{х>у ’z)’
$  = 2 й (х , *  *>’

i*0
(2 .1)

f  У. Z)
1=0

дифференциал тенгламалар системаси берилган булсин, 
бунда Pt(x, у, z), Q,{x, у, z) ва R.(x, у , z) — бир жинсли i- 
даражали купхадлар.

и=тх, v= rу, 0J=TZ (2 .2 )

алмаштиришларда (бунда и, v, о> — янги узгарувчилар) 
мос равишда и= 1, и= 1, <и = 1 деб олинса, (2 .2) дан куйи
даги алмаштиришларни хосил киламиз:

1 V (О х = _ , ,  = _ (2.3)

Х =Ч  V = I  7 = —Г ’ Г * г ’ (2.4)

X = — v = ^ r = iТ ’ ^ X ’ X (2.5)

(2.3) алмаштириш фак,аг Oyz текислигига мос чексиз 
узоклашган мувозанат холатлардан ташкари х,амма уч 
Улчовли фазодаги чексиз узоклашган мувозанат холатла- 
рини аниклайди. Бу мувозанат холатларни урганиш учун
(2.4) алмаштиришдан фойдаланамиз, бу алмаштириш 
ФаКат Oxz текислигига мос чексиз узоклашган мувозанат 
Холатлардан ташкари хамма мувозанат холатларни Уз ичига 
олади. Бу мувозанат холатларини урганиш учун (2.5) ал-
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маштиришни бажарамиз. Шундай кдлиб, (2.3), (2.4) ва
(2.5) алмаштиришлар ёрдамида уч улчовли фазодаги хамма 
чексиз узоклашган мувозанат холатларни урганилади.

(2 .2 ) алмаштиришда кетма-кет и= 1, и = 1 ва со = 1 деб 
олсак, (2 . 1) система куйидаги куринишни олади:

f со), 
/■о

±  = 2 у - ' - фА  V, со), 
i - 0  

», (о),
1=0

бунда
Ф,(1, v, со) = 0,(1, V, со) -  «/*Д v, со), 
Ч», (1, и, со) = Д  (1, v, со) -  соР;( 1, v, со).

f 1. " ) ,  
/-о

f  = 2 гЯ' ,ф-(«- *>i-0

f = 2 ^ ( « .  i. *>).

бунда
i - 0

Ф,(ы, 1, со) = ^(w, 1, со)-uQ ,(u , 1, со), 
Ч'Ди, 1, со) = Л,.(1, v, со)-со£?,(и, 1, со).

f  = - г 2 г"-^ (ы , к, 1), 
1*0

f = 5 > - 4 ( « ,  и> ! >>
/■о

f a
1-0

(2 .6)

(2.7)

(2 .8)

(2.9)

(2 .10)
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бунда
Ф Д и, V, 1) = ^(м, V, 1 ) - и ^ ( и ,  V, 1), 

Ч>Ди, v, 1 ) = £?,(«, v, 1 ) -vR ,(u , v, 1).

(2 .6), (2 .8) ва (2 . 10) лардан куриниб турибдики, г =0 га 
мос умумий холда сфера сирти дифференциал тенглама
лар системасининг ечими булади.

(2 .7), (2 .9) ва (2 . 11) системалар куриниши (2 .6), (2 .8) ва 
(2 . Ю) дифференциал тенгламалар системасининг тузилишга 
цараб умумий конуниятга буйсунишини курсатади.

Агар охирги (2.6) тенгламани

алмашгириш билан солиштирсак, (2 .8) дифференциал 
тенгламалар системасини юзага келтиради.

Уз навбатида

алмашгириш, агар (2 .8) билан солиштирсак, (2 .10) диф
ференциал тенгламалар системасини юзага келтиради.

Бу холда и, v ва со лар мос холда (1, v, со), (и, 1, си) ва 
(и, v, 1) кийматлар кабул килади.

г =0 мувозанат холатнинг турини аникташ учун, v= vg, 
(о=ш0 деб v= a + v0, w=/3+w0 (u= a+ v0 aj=P+w0, u= a+ vQ 
v=f}+vg) алмаштиришларни бажарсак, (2 .6), (2 .8) ва (2 .10) 
системалар учун характеристик тенгламаларни хосил кила
миз ва унинг илдизлари куриниши куйидагича булади:

ЯД^0, (О0) = ~РП( 1, V0, (О0)

(2.12)
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^•i(wo> "о ) = -  

Nди 1

С?„(ы0> ь  шо) 
±

и~и0

± 1 ) + ( ^ 4-и \ да) /и=соц \ ди J u=uq _
(о (ф л,ч/яЛ
\ Д “ » “ ) /®*“о 

““ “0

^(M0. Vo) = - (̂Wo> wo> 1)
2A2,3(м0,

7 * 0  + f e \  1 Ъ )\
\ ди )u=u(j \ dv /„=„0  ̂ D(u, «) J u—i/q

t>=v0

бунда

( W y  У.)]
I Z)(v, <u) Ju=«o«=«л

/с!фи \ /аФл\
\ dv / „= „0 \ dot ) ш

(Я к ) (* k )
\ du / v=vn '  du> '

"0 

»=«0

(  D( Фп,
1 0(«, ш) L' (0

/аф„\ /аф„\
\ ди 1 и=uq  ̂ dw I ui=(oq

( а )  р ь )
\ dU /цx uq '  do) 'o}=o)(\

( « * 1Г 'V 'l
( D(u, v) Ju’7 Viv*v0

/ д Ф д \  / а Ф н \

\ dU /м«и0 '  d v  K *

p b )  /a \
V du J UmUf. \ dv /vs v0

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.13), (2.14) ва (2.15) ифодалардаги X2 ваА3 илдизларА, 
илдиз билан аник^чанувчи фазодаги мувозанат холат ха-
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рактери г=0 текисликдаги, яъни сфера сиртидаги муво
занат холатни аник^тнувчи характеристик тенгламанинг 
илдизлари хам булади. (2.12), (2.13) ва (2.14) лардан кури
ниб турибдики, Л2 ва А3 илдизлар мусбат ва манфий, 
хакикий ва комплекс булишлари мумкин. Демак, одций 
мувозанат холат чексизликда тугун, фокус, эгар ва эгар- 
фокус булиши мумкин. Ш у билан бирга сфера сиртида 
мос холда мувозанат холат тугун, фокус ва эгар булади. 
Агар сфера сиртида тугун ёки фокус булса, у холда фазо
да мувозанат холат тугун (фокус) ёки эгар (эгар-фокус) 
булади ва бу холда сфера сирти сепаратрисса сирти булиб 
колади. Агар сфера сиртида эгар булса, у холда фазода 
хам мувозанат холат эгар булади ва сепаратрисса сирти 
сфера ичидан утади. Сепаратриссалар сфера сирти усти- 
да ётади.

Энди характеристик тенгламалар илдизларининг гео
метрик маъносини чексизликдаги холатини тушунтира- 
миз.

Агар куйидаги шартлардан бирортаси бажарилса:
1) Я,(и0, ша) = - Р ( 1, v0, й)0) = О,

ва (2.15) якобиан мусбат булса, у холда (2.6) система би
лан аниктанувчи мувозанат холат оддиймас булади. Бу 
Холда Х2 ва Я3 илдизлар соф мавхум ва текисликда курил- 
ган марказ ёки фокус булиш муаммоси каби бу холда ало- 
хида текширишни талаб киладиган муаммо вужудга ке- 
лади.

булган холда 12 ва А3 илдизлардан бири нолга тенг. Бу шарт 
куйидаги тенгликни билдиради:
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Бу эса Ф„(1, v, а>)=0 ва Фл(1, v, <w)=0 эфи чизиклар 
умумий нук,тада уринишини, яъни

Ф„(1, v, ш) = О,' 
Ф„(1, v, <а) = О

система каррали идцизга эга булишини билдиради.
Чексиз узок^лашган мувозанат холатларнинг коорди- 

наталари куйидаги

системадан аникданиши айтилган эди.
Агар оддиймас мувозанат холат булиш шартининг би- 

ринчиси бажарилса: Я,(1, v, ш)=0, у холда (2.1) система- 
даги Рп(х, у, z), Qn(x, у, z) ва Rn(x, у, z) сиртлар чексиз 
узокдашган мувозанат холатда кесишади. (2.18) шарт му
возанат холат каррали эканлигини билдиради.

Я,(и0, ш0)= - Р ( 1, vg, ш0) учун мувозанат холат уч улчовли 
фазодаги мувозанат холат билан бир хил булади.Я,(и0, о>0)*0  
мувозанат холат учун янги табиатли сифатга эга булган, узига 
хос асимптотик характеристика холатга мос келади.

Мувозанат холат тури билан характеристик тенглама 
иддизларининг характери орасидаги богланишни аник,- 
лаш учун куйидаги белгилашларни киритамиз:

У  холда (2.12) характеристик тенгламанинг илдизлари

куринишда булади.
Фазодасг, 5 ва А туфи бурчакли координаталарни к;арай- 

миз ва фазодаги сохаларга у ёки бу мувозанат холатлар

Q„( 1, v, ш) - vPn(l, v, ш) = О, 
Я„(1, v, w) - о>Рп( 1, v, w) = О (2.19)

(2 .20)

ЯД^о, ш0) = о
2Я2 3(г»0, в»„) = д± ->/<52 — 4А
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135-чизма.

мос келишини курсатамиз. <52-4Д=0 тенглама уч улчовли
а, д ва Д фазода ясовчиси аппликата укига параллел булган 
параболик цилиндрдан иборат (135-чизма).

Агар Я2 ва А3 илдизлар комплекс булса, у холда чексиз
ликда мувозанат холат фокус ёки эгар-фокус турида була
ди. Бу шартни а, д, А фазодаги ёки <5-4Д<0 тенгсизлик- 
ни каноатлантирувчи нукталар, яъни параболик цилиндр 
ичида ётувчи нукталар булади. (5=0, Д>0 булганда, текис- 
лик нукгалари мос холда мувозанат холатлар системаси
нинг чизюуш kjicm h  учун марказ ёки оддий мувозанат 
Холат тури булади.

Агар Д<0 булса, Я2 ва Я, хакикий ва хар хил ишорали 
булади, яъни мувозанат холат эгар турида булади. Агар 
<52-4д<0 ва Д>0 булса, <т<5>0 булганда тугун туридаги му
возанат холатга, од< 0 булганда эгар туридаги мувозанат 
Холатга эга буламиз. <52-4Д<0 илдизлари тенг булган холда 
тУгунлар, эгарлар ва фокуслар (эгар-фокус) чегараларига 
мос келади. Бунда эгар тургун ёки тургунмас тугун га ути
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ши мумкин, тургун тугун ё эгарга, ёки тургун фокусга 
утиши мумкин ва хоказо.

Мувозанат холатнинг характерига к,араб мос равишда 
у ёки бу нормал со\аларга мос келиши куйидагича: 
B ]B2BJCiC2C} ваАуАаА5ВуВаВ$ нризмалар ичида мос равишда 
гургун ва тургунмас тугунлар, В^ВАВ5С7САС5 ва AiA7A}B lB,B, 
нризмалар ичида фак,ат эгар, AlA J) lB lB1D2 ва B}B5D2C}Ĉ D, 
призмалар ичида фак,ат эгар-фокуслар, B{B^D2CXC2D̂  ва 
AyAsDiB iB iD2 призмалар ичида мос равишда тургун ва тур
гунмас фокуслар булади.

Агар (2.1) системанинг чизикди к,исми бирор -<х><к.< + 
+ оо (/=1, 2) параметрга боглик булса, у холда параметр 
узгариши билан о, <5 ва Д лар хам узгаради. Параметр- 
нинг бундай узгаришида бирор турдаги мувозанат холат- 
лар боища турдаги мувозанат холатларга утиши мумкин.

Энди (2.1) система билан бирга ушбу бир жинсли сис- 
темани караймиз:

dX = 2  a‘jkx>y iz-k = Рп(х> У’ *)>dt i+j+k=n

f  = 2  bIJkx y Zk=Q„(x,y,x),
i* j+k=n

f  = X  ciJkxiy J zk = Rn(x ,y ,x ).

(2.22)

/+j+k=n

Теорема. (2.22) система мувозанат %олатларининг чек- 
сизликдаги топологик структураси (2.1) система мувоза
нат х,олатларининг чексизликдаги топологик структураси 
билан бир хил булади.

Х,ак;икатан, чексизликда характеристикаларнинг холати 
юк,ори тартибли хадларига богликдир. Шунинг учун т=0, 
v=v0, ш=сод мувозанат холат учун (2.1) системанинг ха
рактеристик тенгламасининг илдизлар структураси (2.12) 
каби булади. Бу илдизлар г=0, v=v0, o)=w0 мувозанат холат 
турини аникдайди ва (2.22) системани, шунингдек (2.6) 
ва (2.22) системаларнинг чексизликдаги характеристик 
йуналишлари, катталиклари ва характерлари бир хил ва 
бу дифференциат тенгламалар системаси айнан тенглиги 
келиб чикдци, шуни исботлаш талаб кдпинган эди.
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Б у  теоремадан куйидаги хулоса келиб чикдди. Б и pop 
дифференциал тенгламалар системаси учун одций муво
занат долатнинг чексизликдаги турини аникдаш учун сис- 
темадаги ^адларнинг факдт говори тартиблиларини олиш 
керак экан.

3-§. ЧЕКСИЗЛИКДА ФРОМ М ЕРНИНГ МАХСУС ТУРИ.

Куйидаги махсус турларни курамиз. (2.17) ёки (2.19), 
ёки (2.21) тенгламалардан \еч булмаганда бирортаси i=n 
да айнан к,аноатлантирсин, яъни

Ф„0, v, ш) = Q„( 1, v, со) - vPn(l, v, ш) = О,]
Ф„(1, у, о>) = v, «) ~ ®Л(1» v> ш) s °  J
Ф„(ы, 1, w) = Рп(и, 1, o))-vQ n(u, 1, (о) з  О,
^„(ы, 1, *>) = ^„(ы, 1, ы) - «(?„(«, 1, (о) = 0.

Ф „(u,v, 1) = Рп(и, v, 1 )-vR„(u, v, 1) = 
v, 1) = Qn(u, v, 1) -иД,(«, и, 1) "о }

булсин. Бунда икки ^ол булиши мумкин:
1) (2.17) ёки (2 .19) ёки (2 .21) тенгламалар системаси- 

даги иккала тенгламани i=n да айнан к^ноатлантирсин. 
Бу х,олни чексизликда тулик, махсус тур деб атаймиз;

2) (2.17) ёки (2 .19) ёки (2 .21) тенгламалар системаси- 
даги битта тенглама i=n да айнан даноатлантирсин. Бу 
х,олни чексизликда тулик^ас махсус тур деб атаймиз.

Чексизликдаги тулик, махсус тур булишлигининг за- 
рурий ва етарли шарти берилган системанинг унг к^сми

У. Z) = yf„.!(x, у, z)
Qn(x> У, Z) = yfn_i(x, у, z) , 

У, Z) = zfn.\(x, у, z)
(3.1)

системанинг бажарилишидан иборатдир, бунда /^(х, у, z) — 
х> У, z га нисбатан (л- 1)-даражали бир жинсли кулдад.

Ящ-и узгарувчи dt-x ldc киритиб ва дастлабки белги- 
лашларни колдирган х;олда (2.13) алмаштириш учун ку
йидаги системага эга буламиз:
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£ = - / »- ( i. v. ")- 2 > - 7 > (i, «. « ) 
1=0

f =ф„.1а, w, ® )+ 2 г- ,-,ф д  t,, «> 
1=0

f -  =  Ч '„_ 1(1 , V, а , )  +  2 т " - 1- Ч /Д 1 ) V, со)

(3.2)

i=0 

бу ерда
Ф л.,(1, и, со) = v, cu)-vP„_l( 1, V, (О)

Ч'я-Д V, со) = ^,_,(1, tr, ш)-й>Рл_,(1, V, (О) 
Ф,(1, v, со) = 0,(1, V, со) - vP Jl, V, Co) 

v, со) = д.(1, V, <o)-aiPi( 1, v, со)

(3.3)

Худди шунга ухшаш (2.14) ва (2.15) алмаштиришлар 
учун:

бунда

л-1
£  = -/„-,(«, 1, < o ) - ^ ‘Q ^ , 1, в») 

1*0

f  = ФИ_1(И, 1, <и) + § г '- 1-'Ф1(М) 1, ®) 
1=0

f  = 'Р„_1(Ы, 1, « ) + 2 г- 1-'Ф|(«, 1, с )
i-0

Ф„_1(и, 1, со) = Ря_,(м, 1, со) - U(2n-i(«, 1, со)
1, ©) = 1> ш) -0)<3„-i(«, 1» “ )

Ф > , 1, со) = Pt(u, 1, (о) - ы<2,(и, 1, О))
Ч\(ы , 1, со) = Д. (и , 1, со) - (0 Q£u, 1, со)

^  = - f_ l (u,x> ,l)-t'?-'lti (u,b, 1) 
at /»о
%  = Ф„_, (и, и, 1) +1  т^-'Ф, (и, ъ, 1) 
ш /-о

^7  = Ч\-, («, -о, 1) + X  т"'1-,'Р, (и, 0), 1) 
a t /«о
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бу ерда
Ф и ,  1)  =  РлА(и, u ,  1)  -  uRn̂ (u , и ,  1)

'Рл.1(« ,и ,1) = 0„-1(и ,и ,1) - Ч 1( " ! « .1) G 7 )
Ф , . ( и ,  и ,  1) =  Р,(и , и ,  1) -  uRt(u, V, 1)
'Р ,(и , и, 1) = 0 ,(н , и, 1) -  \>Д(ы, I), 1)

(3.2), (3.4) ва (3.6) системалар учун г=0 характеристи
ка булмаслигини осонгина куриш мумкин.

Агар

/„-,(!> «, о)) = 0,[/„-:(*, 1, ®) = 0,/„_,(«, v, 1) = 0] |
Ф„ч (1, v, ш) = О, [Ф/)_1 (и, 1, w) = 0,ФЛ.,(«, и, 1) = 0]}

тенгламалар системаси биргаликда булмаса, у долда сфе
ра сиртида мувозанат холат мавжуд булмаслиги мумкин.

Агар (3.8) система биргаликда булса, у долда (3.2), (3.4) 
ва (3.6) системалар учун сфера сиртида мувозанат холат 
булиши мумкин.

Фараз килайлик, (3.2) система учун r=0, v=v0, (и=ш0 
мувозанат холат булсин. У холда куйидаги доллардан бири 
булиши мумкин:

1) r=0, v=v0, (i)=o>0 нукта эгар булади, яъни мувозанат 
холатдан бирор сепаратрисса сирти утади.

Сфера сирти сепаратрисса сирти хам булиб к;олиши 
мумкин ва унда тургун (тургунмас) тугун булади. Калган 
хамма характеристикалар мувозанат холатдан маълум 
масофада узоклашган холда утади. Шундай £>() атрофни 
курсатиш мумкинки, мувозанат холат е — атрофига кир
ган характеристикалар ундан чик,иб кетадилар.

Сепаратрисса сирти сферанинг ичида булса, сфера 
сиртида ётувчи характеристикалар мувозанат холатдан 
маълум масофада утадилар.

2) r=0, v=v0, ш=ш0 нукга тугун булсин. Шундай е>0 
ни олиш мумкинки, хамма характеристикалар мувозанат 
Холат булган е - атрофга /-*+<» (/ оо)  да маълум урин- 
ма буйича мувозанат холатга интилади;

3) г=0, v=v0, w=o)0 нукга фокус булсин. Шундай £>0 
ни олиш мумкинки, £ — мувозанат холат атрофига кир
ган хамма сепаратриссалар t -*■+оо (/ -»• - оо) да маълум урин-
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ма буйича интилмаган холда, яъни хамма характеристи
калар спиралдан иборат булади;

4) т=0, u=v0, ш=ш0 нукта эгар-фокус булсин. Мувоза
нат холатдан сепаратрисса сирти утади. Шундай £>0 ни 
олиш мумкинки, е — мувозанат холат атрофига (/-* + <» 
(/ -*- оо) буйича мувозанат холатга интилган) кирган хамма 
характеристикалар спиралдан иборат булиб, сепаратрис
са сиртида тургун (тургунмас) фокус булади. К,олган хамма 
характеристикалар мувозанат холатдан маълум масофа- 
дан угадил ар.

Бу холлар билан бирга анча мураккаб холлар, яъни 
характеристик тенгламанинг хакикий илдизлари нолга 
тенг булган холлар мавжуд.

Юкорида туликмас махсус тур булиш шарги айтиб 
утилган эди. (2.7), (2.9) ёки (2.11) тенгламалар система- 
сидаги бирорта тенглама учун i=n да айнан каноатлан- 
тирсин, масалан,

Ф„(1, V, ш) =  О, v, а)) Ф  0  .

У холда (2.6) система куйидаги куринишни олади:

*  = - г  
dt

dv
dt

fn-lO, <о) + т ^ т я 1 1P I (1, V, со) 
1*0 

л-2

/b-i(1. ” , " )  + г2 г',”2"'ф/(1’ 
i=0

^  = У, 0>) + г § г » ч -,Ч'(1, V, со)
1=0

(3.9)

бу ерда

Ф,(1, V, Со) = 0,(1, v, o ))- vP ,(l v, со),
Ч'.О, v, со) = Л Д  v, co)-coPi( 1, v, со).

Худди шунингдек, (2.14) ва (2.15) алмаштиришлар учун 
берилган система куйидаги куринишни олади:
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*  =-r dt

л-1

in  = r 
dt

i, w )+ r2 7r" '1“,a ( u’ ъ “ )
i - 0

л-2

Ф „.,(и , 1, W) + r X ^ ( « ,  1. ® )
i-0

dt
бу ерда

^  = Ф > , 1, ш) + г | г " - и Ф,.(Ц, 1, со) 
1=0

(3.10)

ФДы, 1, ш) = ^(и, 1, <и)-«ОДи, 1, о»), 
Ч'Дн, 1, « ) = ЛДы, 1, ш)-а>0^и, 1, со).

*  =-г dt

я-1

^  = г dt

f n-№  v, 1) + т 2 г пЧ- 'Ш  V, 1) 
1*0 

л-2

Ф „Ч (Ы, V, 1) + г"~2-,ФДи, и, 1)
1=0

л-1

(3.11)

£  = Ч'ДЫ, D + r ^ r - - 1̂ ,  и, 1)
1=0бу ерда

ФДы, v, 1) = /*Ди, V, 1)-ыД(ы, и, 1),
Щ и, v, 1) = Qi(u, v, l)- vR i(u , v, 1).

г=0 сфера сиртида интеграл чизик булиб, мувозанат 
холат координаталари куйидаги тенгламалар системаси- 
дан аникланади:

Л-Д1. со) = О, Ф„_Д1, V, со) = 0, Ч _̂Д1, v, со) = 0; 
Л-Ди, 1, од) = 0, Ф,.Ды, 1, со) = 0, Ч^Ди, 1, со) = 0;
/п-1(«. V, 1) = 0, Ф„_Ды, v, 1) = 0, Ч>Й_,(и, V, 1) = 0.

Ушбу тенгламалар системасини карай.м из:

$  = Р„(х, у, z) + Рп+Д*, у, z)dt
£  = Q„(x, у, z) + Qn+l(x, у, z) 

£  = Лл(х, у, z) + у, z)

(3.12)
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бунда Рп(х, у, z), Qn(x, У, Z), ЛДх, у, z), Рл+1(х, у, z), Qn+](x, 
у, z) ва Rn+l(x, у, z) — х, у, z \акик,ий узгарувчиларга 
нисбатан мос долда п ва (п+ 1)-даражали бир жинсли 
купдадлар.

Агар (3.12) система учун чексизликда тулик, махсус тур 
булса, у холда (3.1) шарт бажарилиши керак. (3.12) систе
манинг мувозанат холат координаталарини куйидаги сис- 
темадан топамиз:

бундан

Рп(х,у, z) + xfn{x ,y ,z ) = О 
(?„(*, у, z) + yfn(x,y, z) = 0 
Rn(x ,y ,z ) + tfn(x,y, z) = 0

У'Р„(х, у, z)-xQ„(x, у, z) = 0 
zP„{x, У, z) - xRr(x, у, z) = 0

(3.13)

(3.14)

(3.14) система чекли фазо кисми учун махсус уринма 
булиш тенгламасини билдиради. Демак, (3.14) система 
координаталар бошидан фарвуш мувозанат холат харак
теристик йуналишларининг жойланишини аниклайди.

Фараз к,илайлик,
у, = а,х,., ц = Р:х „ (/ = 1, 2, ... , л + 1)

(3.14) системанинг ечими булсин, у долда_ P.(i, ah ft)
/.О, А ) '

(3.15)

(3.16)

Бу дол учун (3.2) система куйидаги куринишни олади:

Yt = ®) ~ v, ш)

^  = Q „(l V, о>) - vPn( 1, v, ш)

^  =  Д А  V, (0 )- ш Р п( 1, V, « )

(3.17)

Агар (3.14) система факдт мавдум илдизга эга булса, у 
долда координаталар боши ягона мувозанат холат булади 
ва сфера сиртида мувозанат долат булмайди.



Сфера сиргидаги мувозанат холат (а., /3.) характерис
тик йуналишларда ётади ва у кушимча/Д1, v, ш)=О шарт 
оркали  аникуганади. Аммо ур z, нукталар учун (3.15) ва 
(3.16) тенгликларга асосан улар чексизликка утади.

/Д1, v, w)=0 булганда функция Ра(1, v, <w)*0, акс холда 
Q jS, v, w)=0, Rn( 1, v, <ы)=0 булар эди ва (3.12) система
нинг Унт кисми O'-ад:), (z-fipc) умумий купайтувчига эга 
б^лар эди. Шундай килиб куйидаги теорема уринли.

Теорема. Мувозанат цолат чекли фазо цисмидан чек
сизликка утган холда ва факат шу %олда сфера сиртида 
пайдо булади.

4-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИНИ 

ТУЛИК ТЕКШ ИРИШ

Дифференциат тенгламатар сифат назариясининг асо- 
сий масалатаридан бири характеристикаларнинг холат- 
ларини тупик Урганиш хисобланади. Бу масала текисликда 
дифференциал тенгламалар системасининг унт кисми 
иккинчи даражали купхад булган хол учун хам тулик ечил- 
маган.

Ушбу

§ =  2  w w
»+>+Jt=0

i-- 2 i+ 7+t«0

f -  2
«+ j+ыа

(4-1)

система берилган булсин, бунда a b IJk, сф — узгармас 
коэффициентлар. (4.1) система учун Фроммернинг тулик 
махсус тури уринли булсин, яъни (2.7), (2.9) ва (2.11) шарт- 
ларни (4.1) тенглама айнан каноатлантирсин. Сифат нук- 
таи назардан тулик махсус тур энг бой ва турли-туман- 
Дир. MacaiaH, иккинчи гурух махсус нукталар (марказ ва
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фокус) Пуанкаре сферасининг эквагорида махсус тур 
булмагандагина пайдо булади.

Бу холда (4.1) система

dx
di ~ ат х + аш у  + omz х (а2оо* апоУ ат% ) 

&  = 6,ооХ + ЬоюУ + bmz +у (а200х + ашу  + amz) 

Y, = с'оох + союУ + Cqoî  + г (я200х + alwy + a101z)

(4.2)

куринишни олади. (4.2) система оддий ва каррали илдиз- 
га эга булмасин.

Куйидаги
X = xlt у  = уи Z = ax + Py + yz, у *  о (4.3)

алмаштиришни бажарамиз.
а, Р ва у коэффициентларни шундай танлаб оламиз- 

ки, куйидаги тенглик уринли булсин:

w  = “ l̂ mo* + o„i0y + Оъо,г + xia^x  + ^ у  + о,0,г)] +
+ ОДоо* + Ьт У  + *001̂  + у(а200х + all0y + й101*)] +
+ Yteoo* + «=010̂  + W  + Z(fh<x>x + auoy + ашг)] =

= X(ax + fry + у Z) + (ax + fty + yz)(<h00x + auoy  + amz).

Бунинг учун a, p ва у лар

a ( a №0 ~  * )  "*■ f i b 100 УС100 =  0

a a ow M i o  * )  Усою —  ̂
a f looi /^ooi y (cooi — A) = 0

(4.4)

тенгламалар системасини каноатлантириши керак. (4.4) 
система нолмас ечимга эга булиши учун

(Ojoo Я) 100

-‘010
•'001 и001

С100 

1̂0 
(^1  — *)

= 0 (4.5)

булиши зарурдир.



(4.5) тенглама А га нисбатан учинчи даражали тенгла- 
мадан иборат булиб, у хеч булмаганда битта хак,ик,ий ил- 
дизга эга булади. Бу илдизларни кийматини (4.4) систе- 
мага куйиб, а, Р вау  ларни топамиз.

(4.2) системани куйидагича ёзиш мумкин:

= А,х + Л2у + A3z + x(D,x + D2y + Dyz)
dt

&  = Bxx + B2y + Byz + уЩ х + D2y + Dyz)
dt

£  = C3z + z(Dxx + D2y + Dyz)

(4.6)

бунда кулайлик учун янги узгарувчи урнига эски узгарув
чи олинган.

(4.6) системани кулай куринишга келтирамиз. Унинг учун 
х, = х + mz, yx= y + nz, Zi = Z (4.7)

янги узгарувчи киритамиз.
Агар т  ва п лар

т (А х - С3) + пА2 = Л3] 
т В х + п(В2 — С3) = (4.8)

системани к,аноатлантирса, (4.6) система куйидаги кури
нишга келади:

£  = Дх + Д у  + х( Дх + В 2у + D<z)

&  = В1х + В2у + уЩ х  + D2y + D4z) 

^  = С3г + г(Дх + D2y + А  г)
(4.9)

бунда

Ушбу
Д  = Д  - отД -  я Д .

у(Дх + А2у) - х(Вхх + В2у) = О (4.Ю)
тенглама Оху текисликдаги мумкин булган уринма тенгла- 
масидир. Демак, бу тенглама билан аник^танадиган мувоза
нат холат (координаталар бошидан боища) нурда ётар экан.
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Фараз кдоайлик,

У г к,х1 (/=1> 2)
(4.10) тенгламанинг ечими булсин. У  холда

, -(Al-B2)±-J(A\-B2)~+4fyA2
42

(4.11)

(4.12)

(4.9) система куйидаги мувозанат холатларга эга булади:

Л/,(0,0,0), м2 (о, О,
м  ( Ai+Aiki k2(Al+A ih )  \
м >\ А+ДЖ 5 А+ад ,и Г  (4ЛЗ)

/ 4 +Л2&2 kî Ai+Aiki) „\
А + ^ 2-  ’ /

Бу мувозанат холатларга мос равишда алмаштириш- 
ларни бажариб, улар учун куйидаги характеристик генг- 
ламатарнинг илдизлари га эга буламиз:

A,(A/1)= Cj, 2Я23(Л/1)= (4+ Д ) ±V(4 - 5 2)2 +4^5, ,(4.14)

Я1(Л/2)=-С3, 2Я2>з(М2ИЛ+^-2Сз)±а/(Л-^)2+4Л251 '(415) 

X < М  ) =_—
XAM i) a  + A V

^2,з (^ з ) “
у>2(^ )± л/^[(^) + 4(4Д 1 ~ 4 А У 4(/:^ <'416)

2(Д + А ^ ,)

л ¥>2(̂ 2) ±-J<P}(k2) + 4(̂ 2A- l̂A2)(04(*2) (4.17) 
----------- 2(а+^Т2) ’

бунда
^ (к ,) = Д (С , -  Д ) + (С ,А  - 4 А  - Л А Ж  - A M 2 

р 2 (>Ц) = А  А  - 24Д + ( В Д -  3 4  А  -  2 4  А  Ж  -  ЗА:24  А
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<рА(к1) = Д А  + (ДА> -  AiD])k1 -  A2D t f  ,
<рх(к2) = A ( C 2 — Ax) + (C jD 2 ~ 4 A  ~  Д А )^2 — D2A2k£,

ip}(k2) = —B2Dx + (2/4,Д — B2D2 — A2D})k2 + A2D2k2,

Бутун фазода (чексизлик билан бирга) туртта оддий 
мувозанат холатлар булишининг зарурий шарти куйида- 
гилардан иборатдир:

Агар (4.19) система туртта оддий мувозанат холатга эга 
б^лса. у холда унинг учун куйидаги теорема уринлидир.

Теорем а. (4.19) система бутун фазода иккитадан ор- 
тик фокусларга (эгар-фокуслар) эга булиши мумкин эмас.

Хакдаатан, (4.19) система туртта фокусга эга булсин, 
у холда куйидаги шартлар бажарилиши керак:

(4.19) тенгсизликдан куриниб турибдики, бу холда (4.19) 
система иккита Mv М2 мувозанат холатларга эга.

Хулоса. (4.19) система энг камида иккита эгар (тугун) 
турдаги мувозанат холатларга эга булади.

Мисол.
Ушбу

<p4(k2) = BiD1 + (а д  - 4А )*2  ~ A1D]k2. (4.18)

с,А(А + А*,)* о,
(Д  - В2)7 + 4ДЛ2 > 0. (4.19)

(Д  - В2)2 + 4 Д/4, < 0,
<p](k1) + 4(A2Dl - A iD2)<pi (k])<  0, • (4.20) 
<р] (к2) + 4(A2D} - А, D2 )<рА(к2) < 0.

j j = { Х ~У + А *  + А  У ~ Z) 

^У + y(D]X + D2y — z) 

~  = Z + z(D,x + D2y - z)
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система иккита Л/,(О, 0, 0) ва М2(0, О, 1) мувозанат холатлар- 
га эга. Улардан Л/,(0, 0, 0) — тургунмас фокус, Л/2(О, 0, ]) _  
тургун фокус булади.

Энди характеристик тенгламанинг илдизларига к,араб 
характеристик чизик холатларини куриб чикамиз.

1. Фараз килайлик, характеристик тенгламанингЯ,(0), 
Я2(0) ваЯ3(0) илдизлари координаталар боши учун хакикий 
ва \ар хил булсин. У  холда (4.21 система

куринишга келади, бунда/Дх, у, z)=a20gx+al()0y+amz.
(4.21) система координаталар бошидан ташкари ку

йидаги мувозанат \олатларга эга:

М2, Му МА мувозанат холатлар учун характеристик тенг
лама мос равишда куйидагича булади:

Координаталар боши тургун тугун булсин (Я3< Я 2< Я ,< 0), у 
холда М2 — тургунмас тугун, Mv МА лар эгар булади.

Агар координаталар боши эгар булса, М2 — эгар, М, 
ва МА — тугун булади. Бу хол учун (2.16), (2.18) ва (2.20) 
тенгламалар куйидаги куринишда булади:

^- = Я1х+д/1(х, у, z) 

= Хгу + yfx(x, у, Z) 

^  = я3г + zfi(x, у, z)

(4.21)

Я, (М 2) = -Я ,, Я2 (М 2) = (Я, -  Я ,), Я ,(М 2) = (Я2 - Я3),
Я, {М ,) = -Я2, Я2(М 3) = (Я, - Я2), Я3(М , ) = (Я, - Я2), (4.22) 
Я,(Л/4) = -Я „ Я2(М 4) = (Я2 - Я,), Я3(М 4) = (Я3 - Я;).

J, — а 7йй Я[Г a m v  о т ш

(4.23)
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(4.24)

— <2)01 Я3г ат и ouov

f = а 1- я 3)И 

f  = (А2- я >
(4.25)

Булардан, мувозанат холат сфера сиртида факдт аш ~0 
(бир хил турли ва Л/4 нукта чексизликка v=0, ш=0 йуна- 
лиш буйича узокугашганда) ёки а100=0 (бир хил турли ва 
М} нукта чексизликка и=О, ш=0 йунатиш буйича узок,- 
лашганда) ёки вш =0 булганда (бир хил турли ва М2 нукта 
чексизликка ы=0, v =0 йунатиш буйича узокдашганда) мав
жуд булишини куришимиз мумкин.

Демак, фазонинг бирор чекланган к,исмидаги мувоза
нат холати тури чексизликдаги мувозанат холати тури би
лан бир хил булар экан.

Агар аш  • аш • а,01̂ 0 булса, у холда сфера сиртида му
возанат холат булмайди.

2 . Характеристик тенгламанинг Я, ва Я2 илдизлари 
Хакикий, хар хил ва бир хил ишорали, Я3=0 булсин. У 
Холда (4.2) система куйидаги куринишга келтирилади:

(4.26) системада т=2 булса, у холда олдинги мавзуда 
координаталар боши эгар-тугун эканлигини курган эдик.

(4.26) система координаталар бошидан ташк,ари ку-

—  = Я,х + х(я2оо* + ат У  + «ш*)

%  = 12х + у(а200х + ашу + amz) ■ (4.26) 

Yt = «ioi г2 + z(a200x + апйу + а101г)

иидаги мувозанат холатларга эга:
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Булар учун характеристик тенгламанинг илдизлари мос 
равишда куйидагича булади:

(4.22) га асосан, агар А/, TyiyH булса, у холда Л/4 эгар 
булади, ва аксинча.

Бугун фазода эгар-тугун, тугун ва эгар (Л/4 — эгар, Л/,
— тугун) мавжуд булади. Охирги икки нукта тури ни узгар- 
тирмаган холда сфера сиртига утиши мумкин.

Характеристик тенгламанинг А, ваА2 илдизлари хак,икий 
ва к,арама-к,арши ишорали булсин. Аникдик учун Ах>0, 
А2<0 деб олайлик. Бу холда координаталар боши эгар ту-

3. Характеристик тенгламанинг илдизлари А,=А,=л. 
А,=0 ва аниклик учун А<0 булсин. (4.2) системани куйи
даги каноник куринишда ёзиб оламиз:

бунда а>0.

Бу холда координаталар боши эгар-тугун булади. Коор-

занат холатга эга. Бу мувозанат холат учун характеристик 
тенгламанинг илдизлари

А,(Л/3) = -А2, А2(М ,) = (А1-А2), А3(Л/3) = -А2,
11(Л/4) = -А1, А2(М 4) = -(А, - А2), А,(Л/4) = -А1. (4 27,)

ридаги мувозанат холат булади. У холда

— тур кун тугун, М л  — — , 0, 0) — тургунмас тугун бу- \ а200 /лади.

£  = -х + х(ат х + ат у + al0lz)

^  = а х - у  + у(ат х + ат у + amz) • (4.28) 

£  = «Ю1Z1 + Z(amx + аиоу + amz)

динаталар бошидан ташкари система



булади. Бундан куриниб турибдики, (1-а110) нинг ишораси- 
га кэраб мувозанат холат xyiyH ёки эгар булиши мумкин.

Агар аи0= 1 булса, у холда А, 2= 1, А,=0 булади ва икки
та эгар-тугунга эга буламиз.

1 11Агар ап0> 1 булса, О, в110 . о ) - тугун булади.

4. Характеристик тенгламанинг илдизлари кушма ком
плекс, яъни

А, = а + ib, А2 = а -  ib, А, = О
булсин. У  холда (4.2) система куйидаги куринишга эга 
булади:

dx%  = ах - by + xfx{x,y ,z) 

%  = Ьх + ay + у/х(х,у ,z) 

W  = am ^ y, z).

(4.29)

Бу ходца бутун фазода координаталар боши ягона муво
занат холатга эга булиб, у эгар-фокус туридаги мувозанат 
холат булади.

5. Характеристик тенгламанинг илдизлари

Aj 0, Aj — ib, Aj — ib
булсин. У холда (4.2) система куйидаги куринишда бу
лади:

Л  = У + & (х , У, Z),dt

dt -х + уА(х, у, z), (4.30)

Бу холда фазода координаталар боши ягона мувоза
нат холатга эга булади. (4.30) системанинг цилиндрик ко
ординаталар системасидаги куриниши куйидагича булади:

j- = - rfl (r cosip, rsinp, г),

dt _
d<f>= —zf\(r cos ip, r  sin ip, г).

(4.31)
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Унинг ечими эса
1г =

аюо sin«> - а0ю cosy> -  ceooip + Q (4.32)

куринишда булиб, у (ca^^O) спирал эгри чизикдан ибо
рат булади. Мувозанат хрлат оддиймас фокус булади. Агар 
с а ^ О  (с=0 ёки ат =0) булса, у *олда с, нинг исталган 
к?1йматларидах2+у2- ф =0 конусларда ёпик; ечимларга эга 
буламиз, яъни координаталар боши марказ булади.

6. (4.1) система учун координаталар боши мувозанат 
хрлат булмасин. a2Wx+an0y+al01z=all(y  (аш * 0) алмашти- 
риш (4.2) системани f x(x, у, г)=«11(>У билан фарк, цилади- 
ган дастлабки системага келади.

Демак, система куйидаги куринишни олади:

= «ооо «юо* ат У  «001̂  «поУХ г 

— *000 *100* "*■ *010-У *001 ̂  + ДцоУ , 

=  0̂00 <100* +  СШ У  +  Cqqi  ̂+  «„оУг

(4.33)

бунда ихчамлик учун янги коэффициентлар ва узгарув- 
чилар урнига дастлабки узгарувчилар ёзилди. 

Чексизликда берилган система

^  = «100г — «110W — 1«000г («0Ши «001е0)г]> 

^T= *ioo+ *ooor+ (*oio—«ioo)t,"*'*ooi<w—«ою1* ~ am vu)~ a m r v ’

dt■=cioo+cooor+coiov + (cooi-«ioo)w “«ooou -«oiow w -«ooi<uv

(4.34)

куринишни олади. Агар Ьт =ст =0 булса, у ^олда (4.34) 
система учун координаталар боши мувозанат \олат була
ди ва унинг учун характеристик тенгламанинг илдизлари.

Х} + аЛ2 -ЬХ -с = 0 (4.35)
булади, бунда



Ь = 1*010^001 — С010*001 + *000Д 110 — 2йГ1ю( С001 + *0 1 0 ) + 4Яюо]> 

с = д10о1*оюсоо1 — flioo(*oio cooi "*■ flioo)l—
— лио[*ооо(соо1 — aioo) — *ooicooo) ~ coio*ooiflioo-

а =  (^а100 — *010 — ^̂001 )>

(4.36)

(4.35) тенглама учун
1 о к  = со- -

(4.37)

алмаиггиришни бажарамиз. Натижада 
ш2 + рсо + q — 0 

тенгламани хосил киламиз, бунда

'  — Т  + й’ q ~ н ° 3 ~ * з +с' 
Дискриминант:

А = — *ою — cooi ) 3 ~  j ( 3 flioo — *ою ~  cooi) х

Х 1*010с001— С010 *001 + *000а110—2^1,o(c00i+6010)+4a210]J +

+  77 | ( 3«ioo _ *ою -  cooi)2 +

+  1*010с 001 — С010 *001 +  *000^110 ~

— 2оцо(соо1 + *010) + 4^ ,0]} .

(4.37) дискриминант учун А>0, А<0 ва Д=0 доллар 
булиши мумкин, натижада хамма турдаги мувозанат холат
ларни хосил киламиз.

Характеристиканинг сифат холати жуфт Улчовли фа
зодан ток; улчовли фазога утганда фарк килиши мавжуд.

Иккинчи гурух (марказ ва фокус) мувозанат холат те
кисликда булиши мумкин, аммо Пуанкаре сферасининг 
экваторида фак,ат чексизликда махсус тур булганда ва те
кисликда бирорта хам мувозанат холат мавжуд булмаган- 
да булиши мумкин. Бу фикр уч улчовли фазо учун шарт 
эмас.
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Ушбу
а2<х>х п̂о-У amz = а200х 

алмаштириш (4.2) системани фак,ат

Л (х , У, Z) = а100х (ат  *  0) 

фарк,и билан хосил кил ад и, яъни

— аш Л100* аоюУ ■*" «001̂ а200х >
= *ооо *ioo* *ою.У **" bm Z  + ^200^1 

= С000 1̂00*  С0юУ W  + а2ооХ̂ .

(4.38)

Чексизликда эса куйидаги система хосил булади:

^  = —*010Г — а110И — *000г ~ (Ьт и + Ьт (о)х, 

~jj’= a oio~*'a ooor ^' ( а т ~  *ою )и ат <0 ~  * 000^  ~  *iooM + *ooiU(U> 

^  = % o +cooor+ c ioou+ (cooi- *oio)(u - *ooorft;- *ioouft,-*ooi(u •

(4.39)
Агар ат =сш =0 булса, у холда координаталар боши 

(4.39) система учун мувозанат холат булади.
Ушбу

° 200*  + аппУ ■*" «ю.г = amz (fljoi ^ 0) 
алмаштириш (4.2) системани факдт

/,(*, У, z) = amz (а]01 *  0) 

фарки билан хосил килади, яъни

= аооо ■*" °wox "*■ аоюУ V  + aioi*̂ > 

~ *ооо + *юо* *oio.V *001Z + атУ£> 

~~[j =  С000 <100* +  СтоУ <4001̂  °101^ ■

Чексизликда эса куйидаги система хосил булади:

242

(4.40)



~  C001T «10l“  (C100 + C0I0V)T>

^  =  «001 +  « 0 0 0 ^ +  («100  -  C001 ) u  +  (« 0 1 0  -  <-010 ~  C000W T ~  

(c,oo“  + Coio )̂",
= Ami + *oooT + (*ioo “  ciooo)u + ( * 0 1 0  C001 - ÔOO™ _i r

(<100"  + Coio^u

(4.41)

Arap «001=*0 0 1 булса, у холда координаталар боши 
(4.41) система учун мувозанат \олат булади.

Агар (4.21) система учун Я,=Я2=Я3=Я*0 булса,

Л/, 0 ,0 ,- - Ц ,  Л/\(о, о) ва М О, о] му- 
t «101 / V °110 / \ °200 /

возанат холатлар эгар-тугун турида булади. х=0, у =0 ва 
г=0 текисликларида 0+ характеристикалар ётади, колган 
характеристикалар эгарсимон буладилар. Л/,(0, 0, 0) му
возанат х;олат дикретик тугун булади.

Я,=Я2=Я=0 \ол учун Мъ ва Л/4 мувозанат холатлар му- 
раккаб, яъни нолли илдиз булгани учун эгар-тугун тури
да буладилар.

Агар Я,>Я2>0 булса, у холда М { — тугун, М2 — эгар. Бир 
вакгда тугун, эгар ва иккита эгар-тугунга эга буламиз.

Я.=Я2=0, Я3*0 булсин. (4.21) система 0, 0, 0) ва

0, “ ~ j  мувозанат холатларга эга булиб, улардан

М2 - эгар-тугун булади. Биргаликда тугун ва эгар-тугун 
булади.

Я,=Я2=Я3=0 булган холда ягона (0, 0, 0) мувозанат холат
га эга буламиз ва дикретик тугун булади. Куйидаги тео
рема Уринлидир.

Теорема. (4.2) система учун чексизликда тулик махсус 
Щр булса, у ̂ олда бутун фазода куйидаги мувозанат холат - 
лар биргаликда булишлари мумкин:

1) иккита тугун ва иккита эгар; 2) эгар-тугун, тугун 
ва эгар; 3) эгар туридаги мувозанат холат ва иккита ту- 
гУн; 4) эгар-тугун ва тугун; 5) эгар-тугун ва эгар; 6) икки- 
та  эгар-тугун; 7) оддиймас фокус; 8) дикретик тугун ва 
Учта эгар-тугун; 9) тугун, эгар ва иккита эгар-тугун; 10)
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иккита тугун ва иккита эгар-тугун; И ) тугун ва эгар- 
тугун; 12) айнан тугун; 13) оддиймас эгар-фокус; 14) абсо
лют марказ.

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламаларни тулик текши- 
ринг.

£  = -ах-х ’ dt

1. f  ~ 2 * -2 ,  
§  — j. + fc

dx
dt = X  + 2y + z

, a, b- const 2. Yt ~ y + z 

dt

dx
dt
dy

= ax -  by

3. %  = bx+ay

= cz dt *•

=-7x -A y-6zat

a,b,c-const. 4. ~  = -3x -2y -3z 

^f = 3x + 2y + 2zat

^r = -x -  ax3 
dt

5- i - i

^  = x - v  dt y

, a * 0, 6 * 0  6. £  = х + г

f = «

, с *  0

5-§. Д И ФФЕРЕН Ц ИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ СИФАТ 
НАЗАРИЯСИ МАХСУС КУРС И БУЙИЧА ТАЛАБ АЛАРГА 

КУЙИЛАДИГАН БАХО М ЕЗОНИ

Семестр давомида талабалар учун 29 соат маъруза ва 
33 соат амалий машгулот дарслари утказилади. Бу дарс- 
ларда олган билимларини мустахкамлаш ва назорат килиш 
максадида талабалар билан укитувчи биринчи микросес- 
сияда тест назорати утказади, иккинчи микросессияда эса 
лаборатория ишини кабул килади. Семестр охирида та
лабалар якуний ёзма иш ёзадилар.
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Юкорида курсатилган машгулотлар буйича талабалар 
рейтинг баллари туплайдилар. Талаба семестр давомида 
бу махсус курс буйича максимал 38 балл туплаши мум
кин. Бу баллар назорат тури га к;араб куйидагича таксим- 
ланади:

— семестр давомида бу махсус курсдан ук,илган маъруза 
ва амалий машгулогларда тулик, ва актив кдтнашган тала- 
бачарга укитувчи энг юкори — 10 балл куйиши мумкин;

— лаборатория ишинингназарий саволларига тулик жа- 
воб ёзган ва мисолларни чизмалари билан аник, бажарган 
талабага бу ишни химоя килгандан сунг энг юк,ори — 8 
балл куйилади;

— тест назоратининг назарий ва амалий саволларига 
тулик ва тутри жавоб берган талабага энг юкори — 8 балл 
куйилади;

— назарий ва амалий саволлардан тузилган якуний 
ёзма иш топширигини тугри ва тулик; ечган талабага энг 
юкори — 12 балл куйилади;

Натижада семестр давомида талаба энг купи билан 38 
балл йигаши мумкин. Синов ёки имтихон бадолари та- 
лабаларнинг т^плаган балига кура куйидаги мезонда куйи
лади:

“ икки” — 0 баллдан 20,9 баллгача,
“урта” — 21 баллдан 26,6 баллгача,
“яхши” — 26,7 баллдан 32,3 баллгача,
“аъло” — 32,4 баллдан 38 баллгача.
Куйида лаборатория иш вариантлари, тест саволлари 

ва якуний ёзма иш билетларидан намуналар келтирамиз:

1. Оралик, ёзма иш вариантларидан намуналар
1-вар и ан т

1- %  = ~ дифференциал тенгламанинг чексиз узок,-
лашган махсус нукталарининг турини аникланг ва чиз- 
масини чизинг.

2 dy
■ дифференциал тенгламанинг изоклин-

ларини ясанг.
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3. ^  тенгламанинг махсус нук,таларини го- 
пинг.

4. Пуанкаре атмаштиришининг геометрик маъноси- 
ни тушунтириб беринг.

5. &  = К  ^  ~ ̂  , а *  О, Ь *  О, К *  0 дифференциад 
тенгламанинг махсус нук^аларини топинг ва уларнинг 
турини аниклаб чизмасини чизинг.

2-в ар и а н т  
dy _ 1

1. -fa - ~ дифференциал тенгламанинг чексиз узок,-
лашган махсус нукталарининг турини аник^анг ва чиз
масини чизинг.

2. ~  = х2 + у1 дифференциал тенгламанинг изоклин- 
ларини ясанг.

- dy cos ту3. ~г = ---  тенгламанинг махсус нукталарини то-dx cos тх J  r
П И Н Г.

4. Лимит давра деб нимага айтилади ва у цандай топи- 
лади?

5. ^  — К  У-Ух ^ , К  *  0 дифференциал тенгламанинг
махсус нук,галарини топинг ва уларнинг турини анюутб 
чизмасини чизинг.

3-вариант
1. Махсус нукгаларнинг классификацияси \акидаги 

Пуанкаре теоремасини Я, 2=a±ifi булган \ол учун исбот 
к^линг._ dy _  х- у

2- !х ~ ех-еу тенгламанинг нечта махсус нуктаси бор
ва улар к,андай жойлашган?

, 1 + у-х2 + у23. у = --- 2̂ ---  тенгламанинг ноль ва чексиз изок-
линларини топинг ва чизмасини чизинг.

4. Ноль изоклин ва чексиз изоклинларнинг маъноси- 
ни тушунтириб беринг.

,  dy _ у - у >5. х_ з тенгламанинг махсус нукталарини харак-
терини текширинг. Чизмасини чизинг.
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4-в ар и а н т
1. Махсус нукгаларнинг тургунлигини аникдаш хак^- 

даги теорема.
, -4х + 2лу-8

2. У ~ — 4х2̂ "2—  тенгламанинг нечта махсус нукта-
си бор ва улар кдндай жойлашган?

, х2- (у  - 2)23. у = ---j----  тенгламанинг ноль ва чексиз изок-
;г - у

линларини топинг ва чизмасини чизинг.
4. Махсус нукгаларнинг классификациям хакдцаги 

Пуанкаре теоремасини Я,-Я2>0 булган х °л учун исбот 
кдпинг.

,  dy _  х2 +у2- 15. -£ = — — тенгламанинг махсус нук.таларини 
характерини текширинг. Чизмасини чизинг.

5-вариант
1. Махсус нук,таларнинг классификацияси .\ак,идаги 

Пуанкаре теоремасини Я,-А2<0 булган хол учун исбот 
к^линг. _ хг- (у ~ 2 )г2. у - — -—  тенгламанинг нечта махсус нук;таси 
бор ва улар кдндай жойлашган?

3. у' = -—у + у- тенгламанинг ноль ва чексиз изоклин -X
ларини топинг ва чизмасини чизинг.

4. Махсус нукталарнинг тургунлигини аникдаш хаки- 
даги теорема.

С I —дс +  (1 - х 2- у 2)j. У = ~  + ( _ х2 _ ̂  ̂  тенгламанинг махсус нукгалари- 
ни характерини текширинг ва чизмасини чизинг.

6-вар и а н т
1 • Ноль изоклин ва чексиз изоклинларнинг маъноси- 

ни тушунтириб бепинг.
о  _  3- ,}х 2+8у1-У  ~ ТТ,---- зт тенгламанинг нечта махсус нук^аси1п(1 — у + у  )

бор ва улар кдндай жойлашган?
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, —4jc + 2xy - 8
3. У = —T~j_ 2—  тенгламанинг ноль ва чексиз изок-ЧХ у

линларини топинг ва чизмасини чизинг.
4. Махсус нукталарнинг классификацияси хакдцаги 

Пуанкаре теоремасини Я, 2=±ifi булган х;ол учун исбот
КИЛИНГ.

r dy х2 + у1-\
d x ~  — 2̂ ху— тенгламанинг махсус нукталарини 

характерини текширинг ва чизмасини чизинг.

II.  Якуний ёзма иш вариантларидан намуналар

1-вар и ан т
1. Дифференциал тенгламанинг ечими ва интеграли 

тушунчаси.
2. Пуанкаре теоремасини келтиринг.

3. ^  = 2̂х + у тенгламанинг махсус нук,таси турини 
аникланг ва чизмасини чизинг.

dy _  у (2 - х )
4- л  “  Х(х +У~3) тенгламанинг нолли ва чексиз изок-

линларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.
$ dy_ -У + У тенгламани тулик текширинг ва чиз- 

dx х
масини чизинг.

2-в ар и а н т
1. Дифференциал тенгламанинг хусусий ва умумий 

ечимлари.
2. Махсус нукга атрофидаги интеграл эгри чизиклар

манзарасини чизинг.
„ dy -Ах + у3. = х_ ~  тенгламанинг махсус нукгаси турини 

аникланг ва чизмасини чизинг.
4. тенгламанинг нолли ва чексиз изок- dx х(х + у -  2)

линларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.
5. ^  = у}Х_ у тенгламани тулик текширинг ва чизма

сини чизинг.
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3-в ар и а н т

1. Дифференциал тенглама умумий ва хусусий ечим- 
ларининг геометрик маъноси.

2. Р(х, у) ва Q(x, у) ларнинг х ва у га нисбатан даража- 
си бирдан юк;ори кугщад булганда махсус нуктанинг тури 
кандай аник^анади?

, dy х + у
3- dx = -х + 8>- тенглама махсус нукгасининг турини

аникушнг ва чизмасини чизинг.
. dy -4х + 2ху-84. -_у2—  тенгламанинг нолли ва чексиз

изоклинларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чи
зинг.

5. &  = х * ■ тенгламани тулик, текширинг ва чизма
сини чизинг.

4-в ар и а н т

1. Дифференциал тенглама ечими мавжудлиги ва унинг 
ягоналиги х;акдцаги Коши теоремаси.

2. Лимит давра тушунчаси ва унинг физик маъноси.
dy _ х

3. -fa - 2х + Зу тенглама махсус нуктасининг турини 
аникданг ва чизмасини чизинг.

dy _  2 +х-у2
~dx ~ -2{х - v)y тенгламанинг нолли ва чексиз изок

линларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.
с dy х-Зх7

1 х =  - у  тенгламани тулик, текширинг ва чизма
сини чизинг.

5-е ар и а н т

1. Дифференциал тенгламанинг махсус нукгаси деб ни- 
мага айтилади ва уни к,андай топилади?

2. Марказ ёки фокус булиш муаммоси ва уни ечиш- 
нинг симметрия усули.

1 _  - З х  + 2 у
dx ~ -2х + у  тенглама махсус нукгасининг турини

эникланг ва чизмасини чизинг.
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dy 1 + у - x2 + у24. ^ ---  тенгламанинг нолли ва чексиз
изоклинларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чи
зинг.

5. — = * * тенгламани тулик, текширинг ва чизма
сини чизинг.

6-в ар и а н т
1. Дифференциал тенгламанинг йуналишлар майдо- 

ни деб нимага айтилади?
2. Чексиз узоклашган махсус нукталар. Пуанкаре ал- 

маштиришлари.
dy Зх + 4 у

3. fa - х + 2у тенглама махсус нуктасининг турини 
аникланг ва чизмасини чизинг.

j  х2 __ / у _л\̂
4. -j- = ---\---— тенгламанинг нолли ва чексиз изо-dx X —у

клинларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.
5. £  = ~ г  тенгламани тулик текширинг ва чизма

сини чизинг.

7-вариант
1. Дифференциал тенглама изоклини деб нимага ай

тилади?
2. Чексиз узоклашган махсус нукгаларнинг турлари 

Кандай аникланади?
 ̂ dy 2х + 3у

3- &  = 2х + у  тенглама махсус нуктасининг турини 
аникланг ва чизмасини чизинг.

4 _  х +у— 2 тентламанинг Нолли ва чексиз изок- 
dx х - у

линларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг. 
dy _  ху

5. — 1 + JC2' тенгламани тулик текширинг ва чизма
сини чизинг.
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8-вариант
dy _ Q(x,y)1. & -~рьГу) Дифференциал тенгламанинг махсус

нук,талари к,андай топилади?
2. Пуанкаре сферасида дифференциал тенгламанинг 

характеристикалари кандай топилади?
dy 2х+у

3. 8х^3у тенглама махсус нуктасининг турини
аникланг ва чизмасини чизинг.

dy _  -у + У1
4- лГ - у~х2 тенгламанинг нолли ва чексиз изоклин-

ларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.
,  dy _  у25. - 1 + Jg; тенгламани тулик текширинг ва чизма

сини чизинг.

9-в ар и а н т

1. Дифференциал тенглама умумий ва хусусий ечим- 
ларининг геометрик маъноси.

2. Махсус нуктанинг тури ва унинг тургунлиги кан- 
дай аникланади?

,  dy _  х + Зу3. - з̂  + >, тенглама махсус нуктасининг турини
аникланг ва чизмасини чизинг.

4 &  — -— тенгламанинг нолли ва чексиз изоклин
ах: X

ларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.г dy _  х
• Их ~ j + ху тенгламани тулик текширинг ва чизма

сини чизинг.

10-вариант

1. Дифференциал тенгламанинг изоклинлари деб ни- 
мага айтилади?

2. Махсус нукталар каварик ва ботик туртбурчаклар 
ташкил этган холдаги теорема.

п dy _  5х + 4у
dx ~ Тх + зу тенглама махсус нуктасининг турини

аникланг ва чизмасини чизинг.
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dy _  x
4- dx ~  x - y  + y 1 тенгламанинг нолли ва чексиз изок-

линларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг. 
, dy _  у - у 1

И х ~  х - г2' тенгламани тулик, текширинг ва чизма
сини чизинг.

I I I .  Тест саволларидан намуналар
dy _  ху

1 • л "  х2 + у2 ДиФФеРенциал тенглама характеристик
тенгламасининг илдизларини аникданг:

1)Я,=Я2=0, 2) Я12=±1, 3) Я ,2=2±13, 4 )Я 12=4.
2. Кдндай махсус нук;та учун тебранишнинг амплиту- 

даси Узгармас булади?
1) тугун, 2) эгар-тугун, 3) фокус, 4) марказ?
3. у' = — тенгламанинг махсус нук^аси (0, 0) к,ан-

дай турга эга:
1) марказ, 2) фокус, 3) тугун, 4) эгар?
4. Кдндай махсус нукта ^амиша тургун:
1) фокус, 2) марказ, 3) эгар, 4) эгар-тугун?

5 у' = тенгламанинг махсус нуктаси кдндай тур
га эга:

1) марказ, 2) эгар, 3) фокус, 4) тугун?

6. Ушбу ^ = х, ĵf — Уг ^  = г дифференциал тенгла
малар системасининг характеристик тенгламаси илдиз
ларини топинг:

1) Я,=Я2=0, Я3=2, 2) Я1=Я2=1, Я3=0, 3 ) Я = Я 2=Я,= 
=0, 4) Я123=1.

7. Кдндай махсус нукга учун тебранишнинг амплиту- 
даси узгарувчан булади:

1) эгар, 2) тугун, 3) фокус, 4) марказ?
х2- ^8. Ушбу у ’ = х 2 + у 2 ] дифференциал тенгламанинг нать 

изоклинаси кдндай чизикдан иборат:
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1) гипербола, 2) эллипс, 3) тугри чизик, 4) парабола?

9. Характеристик тенглама илдизлари кандай булган
да махсус нукта эгар-тугун булиши мумкин:

1) Я =Я2*0, 2) Я=о, Х=Ь, 3) Я12=±/, 4) Я12=0?

10. Даврий тебранишларни кайси турдаги махсус нукта 
аниклайди:

1) эгар, 2) фокус, 3) тугун, 4) марказ?

11. Тебранишнинг Усиши ёки камайишини кайси тур
даги махсус нукта аникдайди:

1) марказ, 2) эгар, 3) тугун, 4) фокус?

12. Характеристик тенгламанинг идцизлариЯ, ваЯ2 кан- 
дай булганда лимит давра булиши мумкин:

1) Я,=0, Х=а, 2) Я, 2=а±$, 3) Я,=а, Х=Ь, 4) Я ,2=±/?

I Ч - Х + У1 /П АЧ13. -j- — -~-+ тенгламанинг махсус нукгаси (0, 0) кан- 
дай тур га эга:

1) тугун, 2) эгар, 3) марказ, 4) фокус?

dy14. = — г тенгламанинг махсус нукгаси (0, 0) кан- 
дай турга эга:v

1) эгар, 2) фокус, 3) тугун, 4) марказ?

15. Синусоида эгри чизикига кандай турдаги махсус 
нукта мос келади:

1) эгар-тугун, 2) тугун, 3) эгар, 4) марказ?

lb. у = —у — тенгламанинг нечта махсус нукгаси бор:
I) иккита, 2) учта, 3) йУк, 4) битга?

17. Куйидаги £  = 1-х2, ^  = У, £  = Z дифференци
ал тенгламалар системасининг нечта махсус нукгаси бор:

1) биттга, 2) ЙУк, 3) иккита, 4) учта?_g*
18. У' = gi _ еу тенгламанинг характеристик йуналиш- 

ларини у-кх  алмаштириш ёрдамида аникланг:
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1) У12= ±Х, 2) y12=x±y, 3) y= 0,y2=x,y}=-x,4)yl 2= ± 4x 

1Q dy _ \ - r19. ^  - -j— Г̂ тенгламанинг нечта махсус нуктаси бор: 
1) иккита, 2) учта, 3) йук, 4) туртта?

20. Кайси эгри чизик ^  тенгламанинг чек- 
сиздаги изоклинаси булади:

1) тугри чизик, 2) айлана, 3) й$>к, 4) гипербола?

21. Косинусоида эгри чизигига кандай турдаги махсус 
нукта мос келади:

1) эгар, 2) фокус, 3) тугун, 4) марказ?

еу-ех
22- У' = тенгламанинг нечта махсус нуктаси бор: 
1) битта, 2) иккита, 3) учта, 4) йук?

/ —Jf Л — ̂  \
23. у' =----— 5— у— тенгламанинг лимит давралари.у + (1 - х -  у )

сони нечта:
1) йук, 2) иккита, 3) учта, 4) битта?

I дс — ус̂ '24. у  = — -—  тенгламанинг нечта махсус нуктаси бор: 
1) йук, 2) чексиз куп, 3) битта, 4) иккита?

25. У --- у(х-у)— тенгламанинг махсус нукгалар со-
нини аникланг.

1) учта, 2) битта, 3) иккита, 4) йук.

х426. /  = - — тенгламанинг махсус нуктаси турини 
аникланг. у

1) марказ, 2) тугун, 3) фокус, 4) эгар.
27. у' - у *е тенгламанинг нечта махсус нуктаси бор: 
1) учта, 2) туртта, 3) йук, 4) иккита?

28. У' = ~- тенгламанинг нечта махсус нуктаси бор:
1) битта, 2) иккита, 3) чексиз куп, 4) йук?
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, 1-е>
29. У ~ х L~tT тенгламанинг нечта махсус нук^аси бор: 
1) битта, 2) учта, 3) иккита, 4) йук?

30. — х, = у, = z(l - Z) тенгламалар система- dt at at
си нечта махсус нуктага эга:

]) битта, 2) иккита, 3) учта, 4) туртта?

ГУ. Лаборатория иш вариантларидан намуналар

Куйидаги дифференциал тенгламаларни ечинг ва си
фат манзарасини чизинг

1-вариант 2-в ар и а н т

*• у  2х + у  ’ 1• '  х - у  ’
2 v' = ^ z V  2 , = _уд ^ А _

у  х ■ 7 х(х + у - 3 )'

3-вариант 4-вариант
, _  х + у1 у ' =  -±-Т 2 _  1 у ' =   ±---------

1ш У -х + 8>’ у  2л+ 3у ’

2 у о У - ч 2- .'  х(х + у - 2 )'

5-е ар и а н т  6-в а р и а н т
1 у  = Z*E+3Z 1 у - £
*• '  -2x + j> ’ 1 >■ ’

2. У  = ^ -  2. у' = ̂ ~ .У 7 х + у

7-вариант 8-в а р и а н т
, , Зх+4.у , 2х + 3у

= ТТ2у’ 1 *  = 1 7 Т 7 '
2. , . * = £ .  2. У - -4* ^ Г 8-у 4х - jr

9-вариант 10-вариант
, I 2 х + у , х + Зу

8х"-3у ’ у  = З Г Т 7 ’

v , _  3 - yjx2 + iy  2 + х - У
ln ( l- y  + y2)  • ^ - 2 (x - y ).y '
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, у  -  5xtiZ  
*• у  2х + 3>’

1 1 - в а р и а н т

2. У =, х - Зх

/ J-е ар и а н т  
, _  4х+3у

1. У  = х + 2у ’

2. У  = х-х

15-в а р и а н т
< 2х + 8>-

1- У = з Г ^ ’

, х2 + у2 ~ 1
2-
17-вариант

, х + 5у 
1- ^ “  7х + 3у ’

4 ^ - 2
х->-2. У  =

19-вариант  
, Зх + Зу 

У ~  5х + 8 у ’

2 , = х (1 - у )_  
у  у(х + у - 2)

21-вариант
, -х-Ъу

1- У = т ^ г >

2. у  = ^ Ч -у - х

12-в а р и а н т
, _  4х+ 5у

1. У =

2. /  =

5х + 4у ’

COSX

cos .у

14-вариант
х+ у

1. У = х + 4 у ’

2. У =
, х(х + у -  2)

у(1-х)

/6-е а р и а н т

1.

2

18-вариант

2 .
х - у

20-е а р и а н т

1. У —.» _*£±Z
Зх + у ’

2. У
/ ... _ sin 2х 

sin2.y

22-е  а р и а н т  
, х - 6  у 

У ~  -5х + 2 у '

2. ? -

256



23-вариант
, _  -8s - 5 у

1 ■ У ~  бх + Зу ’

, COSX
2. У = —  ■

25-в ар и а н т
_  2 х + у 

1 ■ У ~ 5х + у ’

2. y ' = JZ у -

2 7 - в а р и а н т
х - 2  у

1- ^ = 3 ^ ’

2. У = :- у + у 2 '

2Р-в ар и а н т
, х -  4у

1 ^ “  -Зх + 2у ’

2 у- = cos2>:
л cos2x ’

24-еар и а н т
, _  -2х + у

1. У =

2. /  =

х-2у ’

cos 2х 
cos2y '

26-е ар и а н т  
1 > х + 2у

У = — >

0 v' = ____ 2̂ __
х2 + у2-1

2<?-в ар и а н т

1. у = х-2 у ’

2. У _  _sin Зх 
sin3y

30-в ар и а н т
, _  2х + 3у

1- У 2у ’

2. /  = ̂ - .-X
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ДИФФЕРЕН Ц ИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИ БУЙИЧА 
ИЛМ ИЙ ИШ ЛАР ОЛИБ БОРГАН АЙРИМ ДУНЁ 

МАТЕМАТИКЛАРИ ХДКДДА КИС М Ч А  МАЪЛУМОТЛАР

1. Алимухамедов Мазит Ифатович (1904—1972) — Крзон Давлат педа
гогика институгининг профессори, физика-математика фанлари док- 
тори. Илмий ишлари дифференциал тенгламаларнинг сифат наза
риясига багишланган.

2. Андреев Алексей Федерович — Физика-математика фанлари локто- 
ри, профессор. Асосий илмий ишлари биринчи ва иккинчи тур 
махсус нукгаларнинг бир-биридан фарк; цилиш муаммосига багищ- 
ланган.

3. Андронов Александр Александрович (1901-1952) — Академик. Теб- 
ранишлар назарияси ва автоматик ростлаш назарияси со^асила ижод 
этган. Автотебранишларнинг математикавий аппаратини курган, на- 
зарий радиотехникашшг катор масалалари ва муаммоларини хал kjm- 
ган.

4. Арнольд Игорь Владимирович — Собик, СССР Фанлар Академия- 
сининг академиги, математика ва механика йуналиши буйича ил
мий ишлар олиб борган, Унинг асосий илмий ишлари дифференци
ал тенгламалар ва харакат тургунлиги назариясига багишланган.

5. Баутин Николай Николаевич — Физика-математика фанлари док- 
тори, профессор. Асосий илмий ишлари дифференциал тенглама
лар ва унинг татбикига багишланган. Дифференциал тенгламалар
нинг даврий ечимларини аниклаш билан хам шугулланган.

6. Беллман Ричард — Америка олими. Асосий илмий изланишлари 
биология, тиббиёт фанларига математик усулларнинг татбишга ба
гишланган.

7. Белых Леонид Никитич — Собик; совет математиги. Асосий илмий 
ишлари биология, тиббиётда содир буладиган жараёнларнинг мате
матик анализ моделларини тузишдан иборат.

8. Бендиксон Ж . — Швейцария математиги. Асосий илмий ишлари 
дифференциал тенгламалар назариясига, яъни индекслар назария
сига ва биринчи ва иккинчи тур махсус нуцталарнинг бир-биридан 
фарк кдшкш муаммоларига багишланган.

9. Бессель Ф.В. (1784—1846) — Немис математиги. Дифференциал тенг
ламалар назарияси, математик физика, астрономия муаммолари ва 
интерполяция назариясида тадк,ицотлар олиб борган.

10. Боголюбов Николай Николаевич — Академик. Дифференциал тенг
ламалар, вариацион к,атор ва уларнинг физика хам механикага тат- 
бик,и билан шугулланади.
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1 1 . Братковский Ю.Т. — Поляк математиги булиб, у собик, иттифокда 
тадсил олган. Асосий илмий ишлари натижалари дифференциал тенг
ламаларнинг сифат назарияси билан боглицдир.

12. Врио ва Буке Жан Клод (1819—1885) — Француз матсматиклари. 
Коши шогирдлари. Асосий ишлари биринчи тартибли дифференци
ал тенгламаларнинг сифат назарияси ва эллиптик функциялар, гео
метрия, сонлар назариясига оид. Дифференциал тенгламалар ечи- 
мининг аналитик куриниши масалалари билан шугулланганлар.

13. Брюно Александр Дмитриевич — Физика-математика фанлари док- 
тори, профессор. Унинг асосий илмий ишлари дифференциал тенг
ламалар назарияси ва унинг татбигига багишланган.

14. Вито Вольтера (1860—1940) — Италия математиги. Асосий тадди- 
цотлари дифференциал ва интеграл тенгламалар назарияси, функ
ционал анализ ва математиканинг табиий фанларга татбиги со^аси- 
да. Биология назариясини математика ёрдамида урганишга асос сол- 
ган. Бу назария унинг “ Математическая теория борьбы за 
существование” китобида баён этилган.

15. Голубев Владимир Васильевич (1884—1954) — Физика-математика 
фанлари доктори, профессор. Дифференциал тенгламалар, механи
ка, Клеман фан тарихи с охал ар ид а тадкдщот олиб борган.

16. Гук Роберт (1635—1703) — Инглиз табиатшуноси, куп киррали ама- 
лиётчи олим, архитектор. Гук крнуни к,аттик жисм деформацияси 
билан кэттиц жиемга цуйилган механик куч орасидаги чизикут 6 o f - 
ланишни Урнатади.

17. Гукухара — Япония математиги. Унинг илмий ишларининг натижа
лари дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва унинг тат
бигига дойр булиб, асосан биринчи тур махсус нукгаларнинг бир- 
биридан фарк; к,илиш муаммосини очиб берган.

18. Дюлак Н. — Француз математиги. Асосий тадк,ик,отлари марказ ва 
фокус орасидаги фарк, чегаравий цикллар ва к^торлар назариясига 
багишланган.

19. Еругин Николай Павлович (1907—1985) — Белорус Фанлар Акаде- 
миясининг академиги. Унинг асосий илмий ишлари харакат тургун- 
лик назариясига, дифференциал тенгламалар сифат назариясига ва 
дифференциал тенгламаларнинг аналитик назариясига багишланган.

20. Колмогоров Андрей Николаевич (1903—1987) —Академик. У эхти- 
моллар назарияси, функциялар, дифференциал тенгламалар, топо
логия ва информация назариялари буйича илмий мактаб ра.\бари- 
дир. Унинг илмий ишлари функциялар назарияси, математика, ло
гика, топология, дифференциал тенгламалар ва информация 
назариясига багишланган.

21. Коши Огюстен Луи (1789—1857) — Француз математиги. Комплекс 
аргументли функциялар назариясининг асосчиси, дифференциал 
тенглама ва математик физика сохаларида мухим илмий ишлари мав
жуд, математик анализ ни мантих^й асослаб берган.

-2. Куклес Исаак Самойлович (1905—1977) — Узбекистан Фанлар Ака- 
Демиясининг мухбир аъзоси. Унинг илмий ишлари дифференциал 
тенгламалар сифат назариясига багишланган. Куклес И. С. томони- 
Дан биринчи б^либ У рта Осиёда дифференциал тенгламалар сифат 
назарияси буйича илмий мактаб ташкил этилган.



23. Лаврентьев Михаил Алексеевич (1900—1980) — Академик, йирик 
давлат арбоби. Илмий фаолияти комплекс узгарувчи функциялари. 
вариацион зугсоб, математик физика, дифференциал тенгламалар’ 
гидромеханика ва математика тарихига о ид.

24. Ленделеф — Дания математиги. Унинг асосий илмий ишлари диф
ференциал тенгламалар назариясига багишланган.

25. Лефшец С. — Америка математиги. Унинг илмий ишлари диффе
ренциал тенгламалар назариясига багишланган. Унинг дифферен
циал тенгламалар назариясига дойр “ Геометрическая теория диффе
ренциальных уравнений” китоби рус тилида чоп этилган.

26. Липшиц Рудольф (1832—1903) — Немис математиги. У  олим сифа- 
тида дифференциал тенгламалар назарияси ва интеграллар назария- 
лари буйича маигхурдир.

27. Лиувилль Жозеф (1809—1882) — Француз математиги. Унинг алгеб- 
раик функцияларни интефаллаш назарияси, дифференциал тенгла
малар назарияси, математик физика, дифференциал геометрия, транс- 
цендент сонлар назарияси мавзуларига о ид 400 дан ортиц ишлари 
чоп этилган.

28. Ляпунов Александр Михайлович (1857—1918) — Рус математиги, 
академик. Механик системанинг тургунлиги ва мувозанат шартла- 
рини аникдаган, математик физиканинг к;атор масалаларини тек- 
ширган, э^тимоллар назариясида янги текшириш усулини такдим 
этган. Махсус нукгаларнинг тургунлик назарияси асосчиси.

29. Марчук Гурий Иванович — Маиодр математик ва физик, собик, СССР 
Фанлар Академиясининг академиги. Асосий илмий ишлари *исоб- 
лаш ва математиканинг татбюдага багишланган.

30. Матвеев Николай Михайлович — Физика-математика фанлари док- 
тори, профессор. Асосий илмий-услубий ишлари оддий дифферен
циал тенгламалар назариясига багишланган.

31. Митропольский Юрий Алексеевич — Собик СССР Фанлар Акаде- 
мияси академиги, Украина миллий Фанлар Академиясининг акаде
миги. Унинг асосий илмий ишлари дифференциал тенгламалар ва 
тебранишлар назариясига багишланган.

32. Немицкнй Виктор Владимирович — Физика-математика фанлари 
доктори, профессор. “ Качественная теория дифференциальных урав
нений” монографиясининг муаллифи. Унинг илмий и з л а н и ш л а р и  
тургунлик назарияси ва топологияга багишланган.

33. Риккаги Ф. (1675—1754) — Италия математиги. Д и ф ф е р е н ц и а л  тенг
ламалар назарияси со\асида тадкдоотлар олиб борган.

34. Риккати В. (1707—1775) — Италия математиги. Ф. Риккатининг угли. 
Гипербол ик функцияларни кириттан ва уларнинг хоссаларини урган- 
ган.

35. Рентген Вильгельм (1845—1923) — Немис физиги. 1895 йилда рент
ген нурларини кашф калган ва уларнинг хоссаларини урганган. 
Кристаллар хоссаларини ва магнетизм назариясини Урганган. Но
бель мукофотининг совриндори (1901).

36. Пеано Дж. (1858—1932) — Италия математиги. Асосий илмий иш
лари дифференциал тенгламалар назарияси, интеграл те н г л а м а л а р . 
тупламлар назарияси ва каторлар назариясига багишланган.



37. Пенлеве П. (1863—1933) — Француз математиги. 1917 ва 1925 йил- 
ларда Франциянинг Бош вазири. Бир неча бор вазир, шунингдек, 
Харбин вазир (1917, 1925—1929 й.) лавозимларида ишлаган. Унинг 
илмий ишлари дифференциал тенгламалар назариясидаги махсус нук,- 
талар классификациясига багишланган. Олтита дифференциал тенг
лама Пенлеве номи билан аталади. Айрим ишлари дифференциал 
тенгламаларнинг аналитик назариясига тегишли.

38. Петровский Иван Георгиевич (1900—1973) — Академик, йирик дав- 
лат арбоби. Дифференциал ва интеграл тенгламалар, комплекс Узга
рувчи функциялари, математик физика, топология, алгебраик гео
метрия, фан тарихи сох,аларида иишаган. 1951 Йилдан то умрининг 
охиригача М ГУ нинг ректори булиб ишлаган.

39. Пикар Эмиль (1856—1941) — Француз математиги. Асосий ишлари 
дифференциал тенгламалар, аналитик функциялар, алгебраик функ- 
цияларда уларнинг алгебраик чизиклар ва сиртлар назариясига тат- 
бици. группалар назарияси, кетма-кет якинлашиш усулига оид. Ком
плекс узгарувчили функциялар назариясида Пикарнинг кичик ва 
катта деб аталувчи иккита теоремаси маълум.

40. Плейс К. — Англия математиги. Унинг асосий илмий ишлари диф
ференциал тенгламалар сифат назарияси ва унинг татбикига багиш
ланган.

41. Плисс Виктор Александрович — Собик СССР Фанлар Академияси
нинг мухбир аъзоси. Унинг асосий ишлари дифференциал тенгла
малар ва тургунлик назариялари, хамда тебранишлар назариясига 
багишланган.

42. Понтрягин Лев Семёнович (1908—1988) — Академик. Топология, 
дифференциал тенгламалар, функционал анализ, оптимал жараён- 
лар назарияси, функциялар назарияси со^аларига оид ишлари мав
жуд.

43. Пуанкаре Анри (1854—1912) — Француз математиги. Дифференци
ал тенгламалар, автоморф функциялар, топология ва математик фи
зика, нисбийлик назарияси, математика философияси со^аларида 
ишлаган.

44. Пфафф Иоганн Фридрих (1765—1825) — Немис математиги. Петер
бург академиясининг фахрий аъзоси (1798). Илмий ишлари диффе
ренциал тенгламалар назарияси ва геометрияга багишланган.

45. Сансоне Дж. — Италия математиги. Асосий илмий ишлари диффе
ренциал тенгламалар назарияси ва тургунлик назариясига багиш
ланган. Унинг рус тилида уч томлик “Дифференциал тенгламалар 
назарияси” буйича китоби бор.

46- Сибирский Константин Сергеевич (1926—1982) — Молдова Фанлар 
Академиясининг академиги. Асосий илмий ишлари дифференциал 
тенгламаларнинг сифат назарияси ва алгебраик инвариантларга ба- 
гишланган.

47. Степанов Вячеслав Васильевич (1889—1950) — Мапщур математик. 
Илмий тадкикотлари функциялар назарияси ва дифференциал тен
гламалар назариясига оид. Унинг шарафига “ Степановнинг деярли 
даврий функциялари” деб аталган функциялар синфи мавжуд. Диф
ференциал тенгламаларнинг сифат назарияси мактаби зсосчилари- 
Дан бири. Дарсликлар муаллифи.

261



48. Тихонов Андрей Николаевич — Академик. Топология, функционал 
анализ, математик физика, геофизика, дифференциал тенгламалар, 
электромагнит майдонлар назарияси, хисоблаш математикаси на 
бошка сохаларда ишлайли.

49. Фроммер Макс — Немис математиги. Асосий илмий ишлари диф
ференциал тенгламаларнинг сифат назарияси, яъни биринчи тур (эгар, 
тугун ва уларнинг комбинациялари) махсус нукгаларнинг бир-би- 
ридан фарк, килиш муаммолари ва кандаи шартлар коэффициентлар 
учун бажарилганда даврий ечимлар мавжуд булишига багишланган.

50. Хояси Т. — Япония математиги ва механиги. Илмий ишлари нати- 
жалари дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва унинг 
тебранишлар назариясига татбигига багишланган.

51. Эйлер Леонард (1707—1783) — Рус олими, академик (асли Швейца- 
риялик) математик анализ, алгебра, геометрия, механика, астроно
мия, техниканинг деярли хамма сохаларида ни\оят мухим натижа- 
ларга эришган ва элементар математикадан дарслик ва кУлланмалар 
ёзган.

52. Эрроусмит Д. — Англия математиги. Асосий илмий ишлари диффе
ренциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва унинг татбигига ба
гишланган.

ДАРСЛИКДА УЧРАЙДИГАН АЙРИМ  МАТЕМАТИК 
ТЕРМ ИНЛАРНИНГ ИЗОХЛИ ЛУРАТИ

Аналитик функция — комплекс узгарувчили функциялар назарии- 
сининг асосий тушунчаси. Агар z=x+iy комплекс узгарувчининг бир 
климат ли ш=/(г) функцияси маркази г» нуктада, радиуси г> 0 булган 
бирор | Z-Zf, |<г доирала аникланган булиб,

f(z) = а, + а,(г - г.) + д2(г - г,)1 + ... + a,(z - z,)" + -
даражали к,атор билан тасвирланадиган булса (бу катор Тейлор катори- 
дан иборат булиши шарт), /(г) функция г=г„ нуктада А.ф. дейилади. 
Агар/(г) функция комплекс Узгарувчилар текислигининг бирор D со\а- 
сининг кар бир нуктасида А.ф. булса, бу функция D сохадаА.ф. дейила
ди. Zq нукгадаги А.ф. бу нуктанинг бирор атрофида хам шунга Ухшаш 
таърифланали, лекин бунда даражали каторнинг f(z ) га доирала эмас, 
балки Ix -^ ^ r интервалда якинлашиши талаб килинади.

D сокадаги А.ф. D соханинг хар бир ẑ  нуктасида чекли хосилага эга:

аксинча хам Уринли: агар / '(z) хосила D сохада мавжуд ва чекли булса. 
у холда /(г) D сохада А.ф. дир, шунинг учун бир кийматли А.ф. тушун
часи гомоморф функция тушунчаси билан бир хилдир.

Асимптота — эгри чизикнинг нукгаси чексиз узокдашганда у бирор 
тугри чизикка якин булиб якинлашеа, бу тугри чизик эгри чизикнию 
асимнтотаси дейилади.
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Антиген — организм учун ёт модда.
Антитела — анти жисмлар, организмда антигенлар пайдо булиши 

билан юзага келалиган ва уларнинг таъсирини йукотадиган моддалар.
Биология — хаёт ва тирик табиат хакидаги фанлар мажмуаси.
Бифуркация — иккига айрилиш, эгри чизикринг (кон томири, йул 

ва хоказо) икки ёкка, икки тармокда айрилиб кетиши.
Бифуркационное значение параметров — шундай параметрдан ибо- 

ратки бу параметрнинг кийматларида махсус нукта тури Узгаради.
Бифуркуационная кривая — бирор со\ада ётган бир турдаги махсус 

нукга билан бошк,а сохада ётган иккинчи тур махсус нукгани ажратиб 
турувчи эгри чизик

Внутривидовая — турлараро, турлар ичидаги, турлар орасидаги.
Глобал текшириш — берилган дифференциал тенгламани тулик тек- 

шириш, яъни бир нечта махсус нукталар атрофида характеристик эгри 
чизиклар манзарасини тУлик чизиш.

Дикретик тугун — бу шундай махсус нуктаки, унда узининг уринма- 
сига эга булган интеграл эгри чизик махсус нуктага якинлашади (ёки 
узок'ишади).

Дифференциал тенглама — номаълум функциялар, уларнинг хар 
кандай тартибли хосилалари ва эркли Узгарувчиларни уз ичига олган 
тенгламалар. Д.т. X V II асрда механика ва табииёт фанларининг баъзи 
булимлари эхгиёжига караб пайдо булган.

Изоклин — шундай чизтуси, унинг хар бир нуктасида £  = /(х, >»)
дифференциал тенгламанинг Унг кисми Узгармас булади.

Иммунная система — инсон иммунологик системасининг вазифаси 
организмни узида генетик бегона информацияларни сакловчи тирик 
зараркунанлалар ва моддалар (бактериялар, вируслар, хужайралар ва бош- 
Калар) дан асрашдир.

Иммунология — иммунитет назарияси ва тажрибаси билан шугу л- 
ланадиган фан булиб, организмнинг касал юкгирмаслиги ва касаллик- 
ларга карши курашишидан иборат.

Индекс — бир хил символлар билан белгиланган ифодаларни фарк- 
лантириб турадиган сон, харф ёки боища белги.

Качественная теория — дифференциал тенгламаларнинг сифат на
зарияси — дифференциал тенгламаларнинг ечимларини Узини топмас- 
Дан, бу ечимларнинг хоссаларини урганиш. Куп холларда ечимларни 
ошкор куринишда топиб булмагани учун, дифференциал тенгламалар
нинг С.и. катта ахамиятга эга.

Коши масаласи — дифференциал тенгламалар назариясининг асо
сий масалаларидан бири булиб, уни биринчи марта француз математиги 
Коши батафсил Урганган.

Бирор дифференциал конун ва маълум бошлангич холат билан ха- 
ракгерланадиган жараёнлар Коши масаласига олиб келади. К.м. диффе
ренциал тенгламанинг берилган бошлангич шартларни каноатлантирув- 
чи ечимини излашдан иборатдир.

Латентная форма болезни — сиртдан билинмайдиган яширин ка- 
саллик кУриниши.

Летальный исход болезни — Улим билан тугаш, окибатда Улиш.
Лимфоциты — хужайрадаги антигенларни аниклаш.
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Лимит лавра — спи»; эгри чизик, булиб, унинг ичила ва танщарисида 
спиралсимон Э1ри чизиклар якинлашади (ёки узоцпашади).

Лимит тугун — шундай махсус нукгаки, иккита Учининг уринмасига 
эга булган интеграл эгри чизиклар оиласига эга булган интеграл эгри 
чизиклар махсус нуктага якинлашади (ёки узоклашади).

Л окал текшириш — битта махсус нукга атрофида характеристик згри 
чизиклар манзарасини чизиш.

Межвидовая конкуренция — турлараро рак,обат, тур л ар уртасидаги 
рацобат.

Нукганинг атрофи. Г . Сонлар укидаги Н.а. — берилган а нуктани 
Уз ичига олган \ар кандай интервал [очик, оралик,]- Хусусий х,олда мар
кази а нукгада булган (а-д, а+д) очик, оралик о нукганинг <$ атрофи 
дейилади (<5>0 сони 6 атрофнинг радиусидир).

2*. п улчовли фазодаги Н.а. — л улчовли фазонинг берилган нук,та- 
ни Уз ичига олган \ар кандай со*аси. Хусусий холда
■J(xt —х °)2 + ... + (х„ - х “)2 < <5 тенгсизликни каноатлантирувчи М(х.,

Xj, ... , хт) нукгалар туплами М 0(х °, х °, ..., х °) нукганинг шар шакли - 
лаги атрофи булади, бу атрофнинг маркази уша М0 нукга ва ралиуси 
<5>0 булади.

тенгсизликлар системасини каноатлантирувчи нукгалар туплами М0 (барча 
д, лар мусбат) нукганинг параллеленипедиал атрофи булади, бу атроф 
яриминтервал деб хам аталади.

Оддий нукга. 1". Я[х, >>)=0 тенглама билан берилган эгри чизикнинг
О.н. — нинг хусусий хосилалари бир вакгда нолга айланмайдиган М0(х0, 
у0) нукгадир.

2”. /=/(■*. У) дифференциал тенгламанинг О.н. шундай М0(ха, >;) 
нуктадирки, унинг атрофида yif0)=y() шартни каноатлантирувчи ягона 
счим мавжуд.

3". Бир кийматли аналитик функциянинг О.н. — функциянинг ана- 
литиклиги бузилмайдиган нукгадир.

Особая точка — Махсус нукга. 1*. Дх, у)=0 тенглама билан берил
ган эгри чизикнинг М.и. — Я0(х0, >0) нукга булиб, унда

F(x, у)- 0 тенгламада х, у  узгарувчилардан хеч бири умуман айтганда Р„ 
нукганинг хар кандай кичик атрофида хам иккинчисининг функцияси 
сифатида ифодаланган булиши мумкин эмас. Агар ^нинг иккинчи ху
сусий хосилаларидан баъзилари Р0 нукгада бир вакгда нолга айланмаса. 
эгри чизикнинг Рл нукга атрофида кандай булиши купинча куйидаги 
Л нинг ишораси билан аникданади:

л_££] .aiH ( a2f  У1a2f|
^ 1.

Агар Д>0 булса, М.в. яккаланган нукга булади (масалан, > -̂х3+х2=0 
эфи чизик учун координаталар боши булади); агар Д<0 булса, эфи



чизик; бу нукгада узини-узи кесади (масалан, х2-/*=() эгри чизик, коор
динаталар бошида узини-узи кесади); агар Д=0 булса, М.в. нинг харак- 
тери хацидаги масалани янада чукуррок, текшириш зарур.

Дифференциал тенгламалар назариясидаги М.н. — шундай Р0 нук,- 
dv А(х,у)таки, бу нукгада - щх тенглама унг томонининг сурат ва махра-

жи бир вактда нолга айланади.
Популяция — махсус бир хил куринишдаги купайишлар (ёки ка- 

майишлар) туплами.
Седло — Эгар — дифференциал тенгламанинг махсус нукгаси. Мах

сус нуктага кирувчи интеграл эгри чизиклар орасида гипербола типида- 
ги интеграл эгри чизиклар булади, булар Э. шаклидаги гиперболик 
параболоиднинг юксаклик чизиклари каби жойлашади. Шунинг учун 
дифференциал тенглама махсус нуктасининг бу тури эгар деб аталган.

Спираль — текисликдаги эгри чизик булиб, бирор тайин О нукгани 
куп марта айланиб, хар айланганда бу нуктага якинлашади ёки ундан 
узоклашади. Агар О нукгани кутб координаталари системасининт кугби 
деб олинса, у холда С. нинг бу координаталар системасидаги тенглама- 
синир=/(р) куринишда ёзиш мумкин ва хар кэндайр учун/(̂ +2гг)>/(̂ >) 
ёки f  (ip+2л) <f(ip) тенгсизлик уринли булади. Энг куп маълум булган С. 
лар: Архимед С., логарифмик С., Корню С. ёки клотоида, параболик 
С., гиперболик С., интеграл синус ва интеграл косинус С., кохлеоида.

Тургун махсус нукта — моддий нукта /-» + <» да берилган махсус нук
тага якинлашеа, у холда бу махсус нукга тургун дейилади.

Уринма — / эгри чизикка М  нукгада Утказилган У. — эгри чизик- 
нинг иккинчи АГ нукгаси М  нуктага чексиз якинлашганда М М  кесувчи 
эталлайдиган t тугри чизикнинг лимит холатига айтилади. Хар кандай 
узлуксиз эфи чизик хам уринмага эга булавермайди.

Агар текис эгри чизикнинг тугри бурчакли координаталардаги тен
гламаси ,у=/(;е) куринишда булса, у холда абсциссасих,, булган М нукга- 
даги У. тенгламаси бундай ёзилади:

бунда /’(х0) хосила У. нинг бурчак коэффициентидир. S  сиртнинг М  
нукгасидаги У. деб, М  нукгадан утувчи ва S  га М  нукгадан утказилган 
уринма текисликда ётувчи ихтиёрий тугри чизикка айтилади.

Устойчивость — Тургунлик. Дифференциал тенгламалар ечимлари- 
нинг тургунлиги — дифференциал тенгламалар сифат назариясининг 
мухим тушунчаси булиб, механика ва техникадаги татбикларида катта 
ахамиятга эга.

Фокус — Дифференциал тенгламалар сифат назариясидаФ. — диф
ференциал тенгламалар махсус нукгаларининг бир тури: бу нукгадан 
Утувчи барча интеграл эгри чизиклар урамалари сони чексиз булган спи- 
раллардан иборатдир.

Центр — Марказ (махсус нукта). Дифференциал тенгламалар наза- 
риясида М. (махсус нукга) — шундай махсус нукгаки, барча интеграл 
эгри чизиклар бу нукганинг атрофида ёпик эгри чизик булиб, бу нукга
ни уз ичига олади.
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