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С У З  БОШ ИАналитик геометрия ва чизикли алгебра курсидан ёзилган мазкур кулланма олий техника укув юртларида кундузги, кечки ва сиртдан таълим олаётган биринчи боскич талабаларига мужалланган. Кулланма олий техника укув юртлари учун тасдикланган «Олий математика» дастури асосида ёзилган.Кулланманинг асосий. вазифаси- аналитик геометрия ва чизикли алгебра курсига дойр назарий материални баён этиш, мавжуд темаларга дойр мисол ва масала- ларни ечиш усулларини курсатишдан иборат.Математикани техника ихтисосликларига мослаб укитиш хусусиятларини хисобга олган холда аналитик геометрия ва чизикли алгебра курсининг физика, механика, радиотехника, электротехника ва бошка фанларга татбикига алохида эътибор берилди ва уларга дойр мисол ва масалаларни ечиш усуллари курсатилди.Шунингдек, бу курени яхши узлаштирган ва янада чукуррок узлаштириш истаги булган талабалар учун 9- бобда аналитик геометрия ва чизикли алгебра курсига дойр масалалар ечилишлари билан хамда мустакил ечиш учун мисол ва масалалар келтирилди.Кулланма 9 та боб ва юкори тартибли ажойиб эгри чизикларга багишланган иловадан иборат. Кулланмага муаллифларнинг Абу Райхон Беруний номли Тошкент Давлат техника университетида куп йиллар давомида укиган маърузалари ва амалий машгулот материаллари асос килиб олинди. Бундан ташкари, мавжуд узбек ва рус тилларидаги адабиётлардан хам кенг фойдала- нилди.Муаллифлар китоб кулёзмасини диккат билан Укиб чикиб, бир катор фойдали маслахатлар ва тузатишлар берганликлари учун ТошДУ профессори А. Х,амидов, доцент Н. Абдуллаев, ТошДТУ доцен- ти Э. Солиев, доцент С . Эргашевга, шунингдек 1-олий математика кафедраси укитувчиларига уз миннатдорчи- ликларини билдирадилар.Кулланма хакида билдирилган фикр ва мулохаза- ларни миннатдорчилик билан кабул киламиз.
Муаллифлар
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I ВО БД Е Т Е Р М И Н А Н Т Л А Р  ВА ЧИЗИК.ЛИ Т Е Н Г Л А М А Л А Р  С И С Т Е М А С ИБу бобда иккинчи ва учинчн тартибли детерминантдар назариясига оид асосий маълумотлар ва бу детерми- нантлар билан боглик. икки ва уч номаълумли чизикли тенгламалар системаларини ечиш масзлалари кискача баён килинади. л-тартибли детерминантларнинг уму- мий назарияси ва чизикли тенгламалар системасини Крамер ва Гаусс усуллари билан ечиш курсатилади.1-§. Иккинчи тартибли детерминантларБерилган туртта сондан иборат куйидаги
жадвал 2- тартибли квадрат м а т р и ц а  деб аталади. Бундай матрица иккита сатр ва иккита устунга эга. Бу матрицани тузувчи сонлар иккита индексли, масалан а,7(1, /’ = 1 .2 )  харф билан белгиланади. Бу ерда i индекс мазкур сон турган матрицанинг сатр номерини курсатса, / индекс эса устун номерини билдиради. ац, а )2, а2|, а22 сонлар матрицанинг элементлари деб аталади. ( 1. 1) матрицага мос иккинчи тартибли д е т е р м и н а н т  деб ацагг — ai2a2i сонга айтилади ва у куйидагича белгиланади:°11 “ |2 I _

п „  — а 11Й22 a l2U2l“21 “22 I ( 1 2 )ёки
4 A =  det|a" a,2| =  d etf а,2"\J“21 a22 I \ a21 a22 /



5 v детерминант иккита ац, ап  ва и2|, 022 сатрэлементлари ва иккита an, а2) ва ап, а22 устун элементларидан иборат. an, a22 элементларга бош  а и а гон  ал элементлари, ai2, a2i лар эса ё р д а м ч и  д и а г о н а л  элементлари дейилади.Демак, иккинчи тартибли детерминантни хисоблаш учун унинг бош диагонали элементлари купайтмасидан ёрдамчи диагонали элементлари купайтмасини айириш керак экан.1-м и с о л .  Куйидаги детерминантлар хисоблансин:
| — 5 3 I о  I cos2jr — sin2x I q I ‘К3® 1 I
I 2 —  1 I ’ ’ ' sin2jc cos2x I ’ ' 1 — 1 ctg3a IЕчиш. (1.2) формулага кура хисоблаймиз:
1. д =  Г 25 1) — 2-3 =  5 — 6 =  — 1.
2. А =
3. Д =

cos2x —  sin2.t 
sin2x cos2x

tg3a 1 I 
—  1 ctg3a I

=  cos2^r-cos2Ar-(-sin2x'-sin2jt =  

=  cos22.t -f- si n22j: =  1.

tg3a-ctg3a—  !•( —  1) ==  1 +  1= 2.Иккинчи тартибли детерминантни икки номаълумли иккита чизикли тенглама системасининг умумий ечимн- ни топиш натижасида келиб чикишини курсатайлик. Ушбу
ai\X +  a l2y = c „  
а21х +  а22у  =  с2чизикли тенгламалар системаси берилган булсин.(1.3) системанннг тенгламаларидан биринчисининг хар иккала киемини а<ц га, иккинчисини эса 0|2 га купайтириб, хосил булган тенгликларни хадма-хад кушиб куйидаги натижага эга буламиз:

(«мам — a|2a2|)x =  cia22 — c2a i2. (1.4)Шунга ухшаш, биринчи тенгламани — а2| га, иккинчи тенгламани эса ац га купайтириб, уларни хадма-хад кушиб, • :
(апагг — a i2a2|)f/ =  c2an —  cia2i (1.5)
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тенгликни хосил киламиз. (1.4) ва (1.5) тенгликларга( 1.2) ни татбик. этамиз ва куйидаги белгилашларни киритамиз: Д — 1̂ 22 - - а 21а 12 — I “и “ 12
1 а21 “22

Дх =  С|Й22 с2а ,2 = I С1 “ |2 I
1 с 2 а 22 1I а11 (•| IД у ~  с%С1\ | — с,а2, = 1 а21 с 2 1Дх, А у — ёрдамчи детерминантлар дейилади.Натижада (1.3) системага эквивалент булган ушбу содда чизикли тенгламалар системасини олишимиз мумкин: Д-х==Дх>д • # = д у ( 1-6)(1.3) ёки ( 1.6) тенгламалар системаси учун куйидаги холлардан бири булиши мумкин.1. Агар а ц а 22 — a i2fl2i =^0 булса, у холда(1.3) система ягона ечимга эга булиб, у куйидагича топилади:

с1а 22 с2а 12 с2“ |1 ~ с1а2еки “ | | а 22 —  “ |2“ 21 “ | | “ 2 2 - “ |2а 21
1 с \ “ l2 I I “ И c l IД х 1 с 2 “ 22 1 ■ и -  *

1 “ 21 с 2 1Д I “ II “ 12 I ' у -  д  - I “ II “ l2 I1 “ 21 “ 22 1 1 а 2| 1 • (1.7)
(1.7) формула К р а м е р  ф о р м у л а л а р и  дейилади. (Крамер Г. 31.07.1704—4.01.1752, швейцариялик математик.)I еометрик нуктаи назардан агар ( 1.3) система ягона(1.7) ечимга эга булса, у холда (1.3) система тенгламалари текисликдаги иккита тугри чизик тенгла-малари булиб, улар ( х =  , у =  нуктада узарокесишишини билдиради.6



2. Агар Л =  0 булиб А* ёки Д„ ёрдамчи детерми- нантлардан камида биттаси нолдан фаркли будса, у холда (1.3) система ечимга эга эмас ёки бериЛган система тенгламалари биргаликда эмас дейилади.Буни куйидагича курсатамиз. А =  0 дан flua-22 —
(111 2̂1_ а .2а , , =  0 келиб чикади. Бундан ---- = ------=  k0,2 «22десак (* — бирор хакикий сон), ундан a\\ =  ka \2 ва сi2\ =  ka?i ларни хосил киламиз. Агар уларни(1.3) системага куйсак:Г k{a2ix  +  a22y) =  cl,

\ a2ix а22у — с2ни хосил киламиз. 1гфО деб охирги системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:
\а2хх-{-а22у =  — , (i_8)[ а21х  +  а^у  =  с2.

С \ С \Бундам —  — с2 ёки ~  Ф с 2 булиши мумкин. Агар а,,
схф к с 2 булса, схФ с 2- , яъни \ УФ 0  ёки С\Ф С2Х0,2

IIn|X  , яъни Д,=^0 булади. Бундан эса (1.3) тенглама- 
°22лар системаси ечимга эга эмаслиги келиб чикади.(1.3) даги хар бир тенглама Д =  0 булганда (1.8) тенгламалар системасига келади ва у параллел (С\ф ксч) тугри чизикларни ифодалайди.3. Агар Д =  Дх =  Д„ =  О булса, (1.3) системадаги биринчи тснгламанинг коэффициентлари иккинчи тснгла- манинг коэффициентларига пропорционал булади ва(1.3) система чексиз куп ечимга эга булади. Д* =  Д„ =  0 булса, C\ — kc2 булиб ( 1.8) система

( ап х +  апу =  с2,
\а 21х +  а22у =  с2куринишга келади. Бу система устма-уст тушган икки тугри чизикни ифодалайди. 7



X 1-м и с о л . Ушбу системами ечинг:
(З х  +  ‘2 у = 1 2 ,
\ х  — 2 у =  —4.Е ч иш. (1.7) формуладан фойдаланиб куйидаги детермииантларни тузамиз ва уларни хисоблаймиз:3 2Д =  1Г - . ; |  — 6 - 2  —  8,

\ х = 12 2 =  —24 +  8 =  — 16, — 12— 12 =  —24.А — — 8^=0 булга ни учун система ягона ечимга эга. Крамер формуласига кура:
д - — 16

Демак, гугри чизиклар хО у  текисликда '(2:3) Муктада узаро кесишар экан.2 м и с о л .  Ушбу систсмани ечинг:|  7 х +  9 у = 1 7,( 14лг -h 18// =  13.Е ч и ш. Куйидаги детермииантларни тузамиз ва уларни хисоблаймиз:| =  7-18 —9 -1 4 = 1 2 6 -1 2 6  =  0;
1 =  |8 9 : 4 - = 1 ,47 и | — И 7 ;Д =  0;Д х=  189^0; Ду= - 147 ^ 0  ёки 7- =  А  ф  Ч

14 18 ^  13булгзни учун система ечимга эга эмас.3- ми со  л. Ушбу системани ечинг:
( 2 х — 5^ =  3,1 8лг — 20/у =  12.

7 9
14 18

17 9
13 18
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Е ч и ш. Бу система учун:3 - 5  
12 - 2 0

=  I 2 ~ 5 1 = 0 ;  Д , =| я -2 0  I ’ г ~  0; Д„ = 2 3 
8 12

=  02 - 8  3 ....ёки _  =  — — =  12 булгани учун система тенглама-лари устма-уст тушувчи тугри чизикларни ифодалайди ва бундан система чексиз куп ечимга эга эканлиги келиб чикади.2-§. Учинчи тартибли детерминантлар ва уларнинг хоссалариУшбу Яц а ,2 а 13 ап «12 «13«2. °22 а23 ёки «21 «22 «23. 0.31 аЛ2 азз. «3. «32 «33 (1.9)
куринишдаги сонли жадвалга учинчи тартибли к в а д р а т  м а т р и ц а  дейилади. (1.9) матрицанинг учинчй тартибли детерминанти деб,«П «12 «13 «и «12 «13Д = «21 «22 «23 =  dct «21 «22 «23«31 «32 «33 . «31 «32 «33 .каби белгиланувчи ва сон киймати иккинчи тартибли детерминант оркали куйидаги;

Д = «II

«21

«12 «13
I “ 22 "23

«22 «23 =  «||
1 «32 “ зз

«3. «32 «33

п I °2I u23 I , I “21 “22 I&19 I I I flitI а31 “зз I I “31 “32 I ( 110)тенглик билан аниклапувчи сонга айтилади. ( 1. 10) фор- муладаги иккинчи тартибли детерминантлар урнига( 1.2) формуладан фойдалапиб уларнинг кийматларини куисак, у \олда учинчи тартибли детерминант учун ушбу
9



а \\ а 12 а 13д =  а21 а22 а2з
а31 а32 азз

9хисоблаш формуласини хосил киламиз.Кулайлик учун детерминантнинг элементларини икки- та индексли битта ац (бунда i, j  = 1,2,3) харф билан белгилаш кабул килинган були.б, биринчи индекс хар доим элемент жойлашган сатр номерини, иккинчи-индекс эса устун номерини курсатади. Масалан, а3( ёзув бу хад учинчи сатрнинг биринчи устуни элементи эканини билдиради. ап, а.'п, азз элементлар бош  д и а  г о -  н а л  элементлари, С|з, а22, аз| элементлар эса ё р д а м ч и  д и а г о н а л  элементлари дейилади.( I l l )  хисоблаш формуласининг унт томонидаги кушилувчиларнинг ишораларини ушбу схемадан фойда- ланиб аниклаш кулай (буни у ч б у р ч а к  у с у  л и хам дейилади):

Учинчи тартибли детерминантни С а р р и у с  к о и д а с и  (элементларни кучириш усули хам дейилади) деб а тал у вч и усул билан хам хисоблаш мумкин. Бу усулни схема куринишида куйидагича ёзиш мумкин:

Ю



I - м и  с о л .  К у й и д а г и  у ч и н ч и  т а р т и б л и  д е т е р м и н а н т -л а р н и  х и с о б л а н г :2 1 3 Ь 1 ь1 0 - 1 ; 2. -  1 Ь 14 5 2 ь - 1  ъЕ ч и ш .  Берилгзн детерминантларни юкоридаги схема ва ( 1. 11) формулага кура хисоблаймиз.
1. 2 1 31 0 - 14 5 2

=  ( 2 - 0 - 2 + 1 - ( - 1 ) - 4 + 1 - 3 - 5 ) -  - ( 3 0 - 4  +  2 -5 —( — 1 )+ 1  ■ Ь 2 ) ==  —4 + 1 5  —( — 10 +  2 ) = 1 1 + 8 = 1 9 .
2.

Ь =  (Ь-Ь-Ь +  Ь +  Ь ) -1 (b-b-b  — b — b) =
b = ^  +  Ь +  Ь - Ь я +  Ь-\-Ь =  4Ь.Учинчи тартибли детерминантни хисоблашнинг ( 1. 11) формуласидаги алгебраик йигиндиларнинг хар бир хади учта элемент купайтмасидан иборат булиб, бу купайтувчиларнинг хар бири детерминантнинг турли устуу ва турли сатридан олингандир. Масалан, 012021̂ 33 купайтманинг биринчи коэффициенти Oi2 1- устуннинг биринчи сатрига жойлашган сон булса, колган икки коэффициент 2 - устун ва 1-сатрдан бошка ерда жойлашган сони (ай 2- сатр, 1- устун; Озз3- сатр, 3 -устун) булади. Шундай килиб, детерминантни хисоблаш учун берилган ( 1. 11) формуладан унинг элементларидан бири (масалан, ац) катнаш- ган купайтмалар йигиндисини олсак, улар 2 та булиб, у о 110220зз — а 11032023 куринишда ёзилади. Ун-Дан а ц  ни к а в с д а н  ч и к а р и б  ё з а миз :  о 11(0220зз — озгОгз). Бу ерда кавс ичидагиайирма ац элементнинг т у л д и р у в ч и  м и н о р и  деб аталади ва

^11 —  а 22а 33 —  а 32а 23 —
а22 а22
а 32 а ззкуринишда ёзилади. Детерминантнинг исталган эле- ментларининг тулдирувчи минорларини худди шундай11



ёзиш мумкин. Масалам, детерминантнинг аю элементи- нинг тулдирувчи минори ушбу куринишда ёзилади:«11 «13 ^
«31 «ззДемак, бирор элементнинг минори деб шу элемент турган сатр ва устунни учиришдан хосил булган детерминантга айтилади.Бирор элементнинг алгебраик тулдирувчиси деб унинг мусбат ёки манфий ишора билан олинган тулдирувчи минорита айтилади ва у /4,; оркали белтиланади:

A ij~ (  1)‘+ ’М ij. (1.12)Бу формуладаги Мц минорни аниклаш усулини келтирамиз. Бунинг учун
Д = «II «12 «13«21 «22 «23

«31 «32 «33 Гдетерминантни ёз.амиз. Мц минорни аниклаш учун детерминантнинг /-сатридаги ва / -устунидаги барча элементларни учиришдан колган элементларини ёзсак, иккинчи тартибли детерминант хосил булади ва у биз излаётган Мц минорни беради. Масалан, я|2 эле- менгнинг минорини топиш учун Д детерминантнинг1-  сатридаги Яц, a i2i а 13 элементлари хамда2 -  устундаги fli2, Я22, а32 элементларини учирсак,учирилмай колган элементлардан ташкил топган Af|2 минорни хосил киламиз: I «21 «23
М \2 = I «31 «33Бошка элемент минорлари хам шундай топнлади. Масалан, М31 ни топайлик (Д детерминантда 1-устун ва 3 - сатрни ^чирамиз):
.. I «12 «13м 3, - - I «22 «23«<з элементнинг алгебраик тулдирувчиси ( 1. 12) формула га кура куйидагича хисобланади:
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^ ,а= ( - 1 ) ,+3М,з =
«21 «22«31 «32аза элементнинг алгебраик тулдирувчиси эса куйидаги куринишга эга:

^ 32= ( - 1 ) 3+2м 32 « I I «13«21 «23Буидан фойдаланиб ихтиёрий тартибли детерми- нантни унинг элементларини мос алгебраик тулдирувчи- ларга купайтмаларининг йигиндиси куринишида ифода- viauj мумкин.Масалан, (1.10) детерминантнинг сатр элементлари учун
Д =  а, Ии +  й оА & сю А в,устун элементлари учунД =£*1,-/41/ +  аг/Л 2/ +  аз,/4з,-тенгликларни ёзиш мумкин (бунда i, j —1,2,3).A mmo, детерминантнинг бирор сатри (устуни) элементларини бошка сатри (устуни) элементларининг алгебраик тулдирувчиларига купайтмаларининг йигиндиси нолга тенг булади.Масалан, сатрлар учун: апАг! +  « 12/422 +  а|зАгз=0, устунлар учун: ai&An -f- «22̂ 21 +  азгАз1= 0.Булардан биринчисини текшириб« 11̂ 21 +  « 12̂  22 4" «13̂«11 «131 

«31 «33 1

. =  — a 11

*13 «II«31

курамиз:«12 «13«32 «33 
«12  «32

+
=  —aii(ai2«33 — ai3a32)4-«i2(«ii«33 — — ai3a3i) — ai3(aii«32 — «i2«3i)==  — aiiai2fl33 +  aiiai3a32 +  flii«i2«33 —— ai2ai3«3i — ai iai3a32 « 12« 1заз1—0.
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2- м и с  о л .  К у й и д а г и  у ч и н ч и  т а р т и б л и  д е т е р м и н а н т м и1 - у с т у н и  э л е м е н т л а р и  б у й и ч а  ё й и б  х и с о б л а н г :

Е ч и ш .
А  =

—  2

А = 1 2 — 1
2 - I3 - 5

2 - 1  
— 1 1- 5  22 - I  -5 2

- 1  1- 5  2
+  3 2- 1= ( - 2  +  5) — 2(4 — 5) +  3{2 — |) =  3 +  2 +  3 =  8.Энди детерминантларнинг асосий хоссаларини куриб чикамиз.1- х о с с а .  Агар детерминантнинг хамма устунларини унинг хамма сатрлар билан (ёки аксинча) уринларини мос равишда алмаштирилса, детерминантнинг киймати узгармайди, яъни«и а 12 а !3 а,, «21 «31° 2| 2̂2 а,п = а ,2 «22 «32°31 а32 азз «13 «23 «332 - х о с с а .  Агар детерминантнинг ихтиёрий иккита сатрининг (ёки иккита устуннинг) уринлари алмаштирилса, детерминантнинг факат ишораси узгаради:

«11 «12 «13 «21 «22 «23«21 «22 «23 =  — «11 «12 «13«31 «32 «33 «31 «32 «333 -  х о с с а .  Агар детерминантнинг иккита сатри (ёки иккита устуни) бир хил элементлардан иборат булса, детерминантнинг киймати нолга тенг булади.4 -  х о с с а .  Агар детерминантнинг бирор сатр (ёки уст^н) элементлари битта умумий купайтувчига эга



булса, бу купайтувчини детерминант белгисидан ташка- рига чикариш мумкин:«и kal2 «13 «11 «12 «13«л k d o 2 «23 =  k a 2\ «22 «23«31 ka32 «зз «31 «32 «335- х о с с а .  Агар детерминантни бирор сатри (устуни) нинг хар бир элементи икки кушилувчининг йигиндиси- дан иборат булса, берилган детерминантни икки детерминантнинг йигиндиси куринишида ёзиш мумкин. Бунда биринчи кушилувчи детерминант элементлари берилган детерминант элементларидан иборат, иккинчи кушилувчи детерминант элементлари эса факат кушилувчи сатр (устун) элементлари билан фарк килади:
«11 «12 “ t" " 1 | « I 3 «11 «12 «13 « и  т \а \з«21 «22 “I- «^2«23 = «21 «22 «23 + «21 m 2a 23«31 «32 "I" m 3a 33 «31 «32 «33 «31 m 3a 336- х о с с а .  Агар детерминантнинг бирор сатр (устун- ни) нинг барча элементлари нолга тенг булса, бундай детерминантнинг киймати нолга тенг булади:

flu 0 «13 « I I «12 «13«21 0 «23 = 0 0 0« 3 . 0 «33 «31 «32 «337 - х о с с а .  Агар детерминантнинг иккита сатри (ёки иккита устуни) нинг мос элементлари иропорционал булса, бу детерминантнинг киймати нолга тенг булади. Масалан: 6 2 7 2 2 73 1 9 =  3 1 1 915 5 11 5 5 118- х о с с а .  Детерминантнинг бирор сатр (устун) элементларига бошка сатр (устун) hhhi' бир хил сопга купайтирилган мос элементларини кушишдан хосил булган детерминантнинг киймати дастлабки детерминант кийматига тенг булади. Масалан:
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« п «12 « 1 3 а  11 - { -  k c i  13 «12 « 1 3«21 «22 « 2 3 = «21 +  ^ « 2 3 «22 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 1  +  £ « з з « 3 2 « 3 3

«11 «12 «13 «13 «12 «13 «11 «12 Д |3= «21 «22 «23 И "  к «23 «22 «23 = = «21 «22 «23«31 «32 «33 «33 «32 «33 «31 «32 «339-х о се  а. Детерминантнинг бирор сатри (устуни) элементларининг унинг бошк,а сатри (устуни) эле- ментлари алгебраик тулдирувчилари билан купайтмала- рининг йигиндиси нолга тент. Масалан:« 11̂ 21 +Й12/422 + 013̂ 23 =  О,й|2̂ 4|| + Q 22/I21 -\-(1'Л2Лз1 = 0.Детерминантларнинг хоссаларини исботлашни укув- чининг ^зига хавола киламиз.3-§. Уч номаълумли учта чизикли тенгламалар системалариУч номаълумли учта чизикли тенгламалар системаси бсрилган булсин:a , ,x i + a l2x2+ a i 3jc3 =  cl ,' «21*1 +  «22*2 +  «23*3= С2. (1.13)«31^1 «3 2 *2  ~Н «3 3 *3  ~  С3-Икки номаълумли иккита чизикли тенгламалар системасининг умумий ечимини топишда номаълумлар олдидаги коэффициентларни тенглаб биринчи тенглама- дан иккинчисини айириш натижасида битта номаълумли тенглама хосил килиниб ундан номаълумнинг киймати топилган эди. Худди шу ишни (1.13) системага татбик этсак, натижада (1.13) системага эквивалент куйидаги тенгламалар системасига эга буламиз:
*1 •А = \  .* 2 -А  =  Л*2 .; (А)
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бунда « I I «12 а \3 С\ а \2 «13д = а21 «22 « г з ; Д Г -х\ С2 а 22 «23«31 «32 « зз с* «23 « з з«и с, а |з «11 «12 1̂11<

а2\ С 2 «23 > II «21 «22 «2«31 с з  «зз «31 «32 «3Номаълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган учинчи тартибли Д детерминант (1.13) системанинг детерминанти дейилади. АХ|, Дх> ва Д^ детерминантларёрдамчи детерминантлар дейилади.Агар (А) системада Д=?М) булса, у холда (1.14)jfi, *2, x-j нинг (1.14) формулалар буйича топилгап кийматлари (1.13) системанинг ечимлари булишини бевосита текшириб куриш билан ишонч хоеил килиш мумкин. (1.14) тенгликлар К р а м е р  ф о р м у л  а л а р и  дейилади.(1.14) формулаларда куйидаги холлар содирбулиши мумкин. ,1. Дт^О. Бу холда (1.14) формулалардан еистема ягона ечимга эга экани келиб чикади.1- м и с ол .  Ушбу системани ечипг:
+  2X2— *3 ==  2 ,2х, — Зх, +  2хя == 2,Здг, +  Х 2 +  Х 3 == 8.Еч и ш. Бу ерда1 2 — 1 2 3 -  1\ - 2 - 3 2 = — 8 :А Х =*1 2 -- 3 23 1 1 8 1 11 2 -  1 1 2 2*2 2 2 2 — — 16; Дх =х3 2 - 3 2 (3 8 1 3 1 8 '



(1.14) формулалардан куйидагиларни топамиз:
- 8  . - 1 6  0 -  24 „х , =  —  =  1; х 2 =  =  2 ; дг3 =  =  3.Ж  а в о б: (1;2;3)2. Д =  0 ва Д , ДХа, ДХ) детерминантлардан камидабиттаси нолдан фаркли булса, у холда (1.13) система ечимга эта эмас. Аниклик учун AXi =  A ^ = 0булиб, Д1з=т̂ 0 булсин. У холда (1.14) дан: 

хз — А • х3 =  ДХз.Аммо, охирги тенгликнинг унт гомони нолдан фархли (АХзт£0), чан томони эса нолга тенг, бунинг булиши мумкин эмас. Демак, ечимга эга эмас.2- м и с о л. Ушбу 2х, +  3х2 +  х 3 =  2,
■ х, — 5х2 +  2х3 =  3,4 х ,+ 6 х 2-|- 2*3 =  0тенгламалар системаси ечимга эга эмас, чунки Д =  0 (текшириб куришни ухувчининг узига хавола киламиз).3. Д =  0 ва ДХ| =  Дх? =  ДХ) =  0 булса, (1.3) система ёкиечимга эга эмас, ёки чексиз куп ечимга эга булади.3- м и с о л .  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:х ,— х2 +  2х3 =  2,• 2х, — 2х2-|-4х3 =  4,Зх, — Зх2 -(- 6х3 =  3.Е ч и ш. Бу система учунД =  0, Дх =  Дх =  Дх = 0 .X, хгСистема ечимга эга эмас, чунки системадаги биринчи ва учинчи тенгламалар биргаликда була олмайдилар. Х,ахикатан хам, биринчи тенгламани 3 га купайтириб, ундан учинчи тенгламани айирсак, мумкин булмаган 0 = 3  тенгликка эга буламиз.
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4- м и с о л. Ушбу' 2х, +  Зх2 — хг— 3,4х, +  6х2 — 2 х 3 =  6,Зх, — х2 -)- 2х3 =  — 1система учун Л =  =  Ах, =  АГз =  0. Системадаги иккин-чи тенглама биринчи тенгламани 2 га купайтиришдан хосил булгани учун берилган система ушбу
12х, +  3х2— х3=  3,{ З х ,— х24- 2х3=  — 1системага тенг кучли ва чексиз куп ечимлар тупламига эга. хз га ихтиёрий кийматлар бериб х\ ва Хг нинг унга мос кийматларини топамиз. Масалан, хз= 1  да|2 х , +  3х2=  4,

\ Зх, — х2— —3системани хосил киламиз, у ние чибх ,  =  — II ’
18х2=  -j~j- ни топамиз. Х |  =  0 да Х г = 1 ,  х з  =  0 га эга буламиз.4-§. «-тартибли детерминантлар ва уларни 

Ушбу хисоблаш
flu а ,2. • ■а2. а22 •• а2п

ап\ ап2 • ■ аЛп .

(1.15)
п- тартибли квадрат матрица берилган булсин (унда сатр ва устунлар сони тенг булиб, уларнинг хар биридаги сонлар п та булсин). Юкорида киритилгани каби (иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар) "бу ерда хам А матрицага мос келувчи п- тартибли детерминантни киритамиз:
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Д|1 «|2 ••■ a in ‘л = | Л |  = °21 а22 ■ а2п (1.16)
■ аяпБу дстерминантда « =  2 ва п — 3 булган доллар 1—2- §§ ларда курилди. Уни дисоблаш, амалий татбидига мисоллар келтирилди. п — I булганда эса (1.16) детерминант фадат битта элементдан иборат булган детерминантдан иборат булади. Унинг диймати шу детерминантнинг элементига тенг булади.Агар а.ц (бунда / ,/ = 1 ,я ) Л = | Л )  детерминантнинг /- сатр ва /'-устунида жойлашган элементи булса, М 1; билан бу элементнинг тулдирувчи минорини, яъни(1.16) детерминантда /-сатр ва /'-устунни учиришдан досил булган (л — 1) тартибли детерминантам белги- лаймиз: Оц ... а и _ ia i./+j —а 1п

«/-1.1 ••• 1, / —l a i — 1 ,/ -И •••а Н -1 . 1 —а | - И . / - ! а Н - 1 ./ - И ... it п
lan,j+l ••• ап„а,-,- элементнинг алгебраик тулдирувчиси Л;, деб Л«-/=(— i y + ,Mif ифодани белгилаймиз.«тартибли детерминантларни дисоблаш формуласи йуд. Аммо уни сатр (устун) элементлари буйича ёйиб дуйидаги куринишда ёзиш мумкин:А =  вцА  11 -f- а^Л 12 — +  й\г.А |„. (1.17)Шундай дилиб, л-тартибли детерминант унинг биринчи сатрининг барча элементларини уларнинг мос алгебраик тулдирувчиларига купайтмалари йигиндисига тенг. (1.17) ёйилмадаги алгебраик тулдирувчиларни мусбат ёки манфий ишорали мос минорлар билан алмаштирилса, л-тартибли детерминантни дисоблаш
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(п — 1)-тартибли бир неча детерминантни кисоблашга кедтирилади.(1.17) даги кап бир (п — 1)- тартибли детерми- нантларни ихтиёрий сатр ёки устун элементларининг уларнинг мос алгебраик тулдирувчиларига куиайтмала- ри йигиндиси куринишида ёзамиз. Натижада ( я — 1) - т а р т и б л и  д е т е р м и н а н т н и  х и с о б л а ш ( я— 2)-тартибли бир неча детерминантни кисоблашга келтирилади. Бу жараён учинчи ёки иккинчи тартибли дете^минаптлар косил булгунча кетма-кет бажарилади.Энди детерминангларни кисоблашни осонлаштира- диган бир нечта усулни курсатамиз. Энг содда ва куп кулланиладиган усуллардан бири детерминантларни берилган уступи ёки сатри элементлари буйича бир марта ёки куп марта ёйишдир. Бунда ноль элементи куп булган сатр ёки устунни танлаш максадга мувофикдир. Купинча, детерминантни бирор сатри (ёки устуни) элементлари буйича ёйишдан олдин, шу сатр (устун) да купрок. ноллар косил килиш учун олдиндан бирор сатрга (ёки устунга) бошка сатр (устунлар) нинг чизикли комбинациялари кушилади. Детерминантнинг хоссаларидан кам фойдаланилади. Буни мисолларда курсатамиз.1 - м и с о л. Детерминантни кисобланг:1 - 2 1 41 3 0 62 - 2 1 43 1 - 2 — 1Е ч и ш .  Берилган детерминантнинг учинчи сатрини — 1 га купайтирамиз ва уни биринчи сатрга кушиб, натижани биринчи сатрга ёзамиз:- 3 0 0 01 3 0 б2 — 2 1 43 1 - 2 — 1Бу детерминантни биринчи сатр элементлари буйича еямиз:
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A =  — 3. 3 0 6 1 0 6- 2 1 4 - 0 - 2 1 41 - 2 1 3 - 2 - 1 +
+  0. 1 3 62 - 3  43 1 - 11 3 0 3 0 60. 2 - 2 1 =  — 3 - 2 1 43 1 - 2 1 - 2 - 1Х,осил булган учинчи тартибли детерминантнинг биринчи устунини — 2 га купайтириб, учинчи устунга кушамиз, сунгра биринчи сатр элементлари буйича ёйиб, куйида- гига эга буламиз:

А =  — 3. 3
- 2

0 01 8- 2 — 3
- 3 . 3 - 2  - 3 =  —9(—3 + 1 6 ) =  — 117.Куиидаги мисол детерминантни иккита детерминантга ажратиб, сунгра *исоблаш усулини намойиш этади.2- м и с о л. Детерминантни хисобланг:3 1 1 11 4  1 11 1 5  11 1 1 6Е ч и ш. Берилган детерминантни ушбу куринишда ёзиш мумкин: 1 + 2  1 1 1 д _  1 + 0  4 1 1“ 1 + 0 1 5 1  1 + 0 1 1 6
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Детерминантларнинг 5 -хоссаси ва Д нинг биринчи уступи буйича чизиклилигидан фойдаланамиз:1 1 1 1 2 1 1 11 4 1 1 + 0 4 1 11 1 5 1 0 I 5 11 1 1 6 0 1 1 6Х,осил булган (А) тенгликнинг унг кисмидаги детерми- нантларнинг биринчисининг бош диагонали остидаги элементлар бирга тенг, шунинг учун биринчи сатрни барча колган сатрлардан айрилса, биринчи детерминант куйидаги куринишни олади:1 1 1 1 1 1 1 11 4 1 1 0 3 0 01 1 5 1 0 0 4 01 1 1 6 0 0 0 5Бизга маълумки, бундай детерминантнинг киймати бош диагоналда турган элементлар купайтмасига тенг. Демак, — А, =  1 -3-4-5- = 6 0 .(А) тенгликнинг унг кисмидаги иккинчи детерминантни биринчи уступ буйича ёямиз. Натижада, куйидаги куринишдаги учинчи тартибли детермипантга эга буламиз:
Д 2 =  2

4 1 I 1 5 I 1 1 6 - 2.107 =  214.
Шундай килиб, А =  60 +  214 =  274.3- м и с о л .  Детерминантни хисобланг:1 2 1 03 0 - 2 20 4 - 3 35 3 0 1
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Е ч и ш .  Бу детерминантни унинг биринчи устун элементлари буйича сйиб хисоблаймиз:
А =  4'
+  0 -

“ Ч '

0 — 2 2 4 - 3  33 0 1I О- 2  2 О I - 5 -
2 43 
2О - 24 - 3

1 О- 3  30 I1 О2 3
+

- 3  3 0 1 — 4/ - 2  2 0 1 + > U
23

- з - | г - 30 31 1 - il l) - Ь
- 5 . { : - 2- 3 +  4 ; " . к -=  4 [ 0 - ( - 3 - 0 ) - 4 ( - 2 - 0 )  +  3 ( - 6  +  6 ) ] - 3 [ ( 2 - 3 ) -  _ 4 . 1 + 3 -3 )]—. 3[2( — 3) — ( 4 - 9 ) ]  — 5[(2(— 6 +  6) -  — 0 +  4-2| =  32 +  3 —40 =  35 —4 0 =  — .5 Демак, А =  — 5.5- §i п номаълумли п та чизикли тенгламалар системалари

п номаълумли п та чизикли тенгламалар системаси куйидаги куринишга эга:’ а пх х + а |2* 2 +  ... +  а, яхя= с „
а-пх х +  а22х2 + .. . +  а2пхп =  с2,

+ 1+  +  ап2х2 + . . .  +  « „ А  =  +•Бу ерда а,* сонларга системанинг к о э ф ф и ц и е н т  л ар и, с , — оз од х . а д л а р ,  x t, х2,..., х „ — н о м а ъ л у м л а р  дейилади.Т а ъ р и ф .  Агар (1.18) системанинг кар бир тенгла- масидаги Х\, х2,...х„  номаълумлар урнига мос равишда
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со, а 2,...а„ кийматлар куйилганда системанинг барча те'нгламалари айниятга айланса, а ,, аг, сонлар(1.18) системанинг е ч и м и  дсйилади.Системанинг ечими мавжуд булиш-булмаслиги куйидаги детерминангга богликдир:a na ,2 .. ■ в|„a2la22 ••
ап\ап2 ■■ • апп

(1.19)
(1.19) детерминант (1.18) системанинг номаълумлари олдидаги коэффициентлардан тузилган. Агар А=^0 булса, система ягона ечимга эга булади ва бу ечимА*.  _____  ✓

х , =  -^-(г== 1, п)формулалар ёрдамида топилади.Бунда Дж, детерминант Д детерминантнинг биринчи устун элементларини (1.18) тенгламалар системасининг озод дэдлари билан алмаштиришдан досил килинади; Д*2 эса Д детерминантнинг иккинчи устун элементларини озод дадлар билип алмаштиришдан досил булади; ДЖ3...ДЖ, лар дам шунга ухшаш досил килинади.( 1. 1%) тенгламалар системасини ечишнинг бундай усули Крамер усули дейилади. Демак, (1.18) системани ечйш учун (« 4- 1) та детерминант тузиш ва дисоблаш керак булади.6-§ . Чизикли тенгламалар системасини Гаусс усули билан ечишБиз юкорида тенгламалар сони номаълумлар сонига тенг булга н чизикли тенгламалар системаси билан танишдик ва бундай системанинг детерминанти поддан фаркли булса, у долда система ягОна ечимга эга булишини курдик.Энди ихтиёрий, яъни тенгламалар сони номаълумлар сонига тенг булмаган чизикли тенгламалар системасини текширамиз. Бундай система учун ечим ягона булмаслиги ёки умуман ечим мавжуд булмаслиги дам мумкин. Агар чизикли тенгламалар системаси бирорта дам ечимга эга булмаса, система биргаликда булмаган система
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дейилади. Агар чизикли тенгламалар систсмаси ечимга эга булса, бундай система биргаликда деб хисобланади.Коэффициентлари сонлардан иборат булган тенгла , малар системаси ечимларини топиш учун кулай булган номаьлумларни кетма-кет йукотиш (чикариш) усули- ни.яъни Г а у с с  у с у л и н и  курсатамиз.Куйидаги ихтиёрий чизикли тенгламалар системаси берилган булсин:« 11*1 +  а ,2х2 + ... +  a l(,x„ =  с„0 2| * | + 0 22X2-f- ••• +  02яХя =  С2,
amix i +  om2* 2 +  +  атпх„ =  ст.(1.20) да а ц # 0  деб фараз килайлик. Дастлаб биринчи тенгламадан ташкари барча тенгламалардаи Х| ни йукотиб, (1.20) системани узгартирамиз. Бунинг учун биринчи тенгламанинг хар иккала томонини 

а\\Ф 0  га булиб чикамиз. Натижада (1.20) системага эквивалент булган янги системани хосил киламиз:*i + 12 I I /*2 +  — +  —  *я =  С|/оц,fl2l*l +  022*2 +  -  +  02лАГя =  С2, ( 1.21)

Oml*l “i“ От2*2 “1“ ••• “Г ОтяЛГя— Ст.Энди (1.21) системанинг биринчи тенгламасини a2i га купайтирамиз ва уни иккинчи тенгламадан айирамиз. Сунгра биринчи тенгламани аз1 га купайтирамиз ва учинчи тенгламадан айирамиз ва хоказо. Натижада куйидаги, яна ( 1.20) системага тенг кучли ушбу янги системани хосил киламиз:
*1 + 0|2* 2+  ••• +  0|*Х* +  а ых„ — с'и 022*2 +  ••• +  о2*х* +  ... +  а2лХп =  с2,

0,2*2 4- -  +  а*х„ + . . .  +  а1Пх„ =  С-,
0/п2*2 +  — +  a mkX k +  — +  a mnX n =  С т ,

( 1.22)



бунда ( =  2,3,...,m, /г =  2,3
сЭнди (1-22) системанинг иккинчи тенгламасини аи коэффициента буламиз ва хосил булган системанинг иккинчи тенгламасини кетма-кет а'з2,...,а 'т2 коэффици- ентларга кунайтириб учинчи тенгламадан бошлаб навба- ти билан айирамиз. Натижада (1.22) га тенг кучли система хосил булади.Агар бу жараённи давом эттира борсак системанинг чап томонидаги барча коэффициентлари нолга тенг, аммо озод хади эса нолдан фаркли тенгламани уз ичига олувчи системага эга буламиз. Бундай система бирга- ликда булмаган система булади.Агар (1.20) система биргаликда булса, у холда4 натижада куйидагиХ| +  /»,2х2+  ... +  blnxn =  B ltх2+  ••• — +  b2nx„ =  В 2,

хр-\- ... +  Ьрях„ — Врсистемага (бунда р < п ) ёкиJfi-\-Ьх2х2-\- ... +  bxkxt -\- ... + Ь ,ях „ = В „  х2+  ... + b 2*xt +  ... +  binXn — В 2,

системага эга буламиз. (1.23) система погонали система,(1.24) система эса учбурчак система деб аталади.(1-24) система учбурчак булган холда сунгги тенгламадан хп ни топамиз, сунгра х„ нинг кийматини олдинги тенгламага куйиб хп-\  ни топамиз ва хоказо.

— -\-Ькпхк — В к,
(1.24)
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Демак, агар (1.20) тенгламалар системаси бир катор элементар алмаштиришларни бажаргандан сунг(1.24) учбурчак системага келтирилса, у холда( 1.20) системанинг биргаликда ва у ягона ечимга эга эканлиги келиб чикади.Агар (1.20) система (1.23) потопали системага келтирилса, у холда ( 1.20) система ечимга эта булмайди ёки чексиз куп ечимга эга булади.(1.23) тенгламалар системасини куйидаги кури- нишда ёзиб оламиз:Г х , +  6,2* 2+  -  +ftipXp=B | — bip+lxp + l— ... — b,„xn> 
х2+  ... +  b2pxp= B 2— b2p+lxp+l — ... — b2nxn,

I Xp bp p+ xxp+ x ... b?nxllmБу системадаги xp+ i,..., x„ номаълумларга ихтиёрий dp+i,..., а,, кийматлар бериб, учбурчак системани хосилкиламиз. Ундан эса долган барча хр, хр.......... Х) номаъ-лумларни кетма-кет топамиз. <х,,+|,-.., ос„ сонлар турли кийматларни кабул килишлигидан ( 1.20) система чексиз куп ечимлар тупламига эга эканлиги келиб чикади.1 - м и с о л .  Куйидаги системани Гаусс усул билан ечинг: дг,-(-2*2 — З*3 +  5* 4 =  1,or, +  Здс2+  Здс3 + 22*4= — 1,3*, +  5*2 +  х3— 2дг4=  5,
2х, +  3*2 +  4*3— 7*4=  4.Е ч и ш. Биринчи тенгламани кетма кет 1,3,2 сонларга купайтириб, сунгра иккинчи, учинчи ва туртинчи тенгла- малардан биринчи тенгламани айирсак,* , +  2*2— З*3+  5*4= 1,*2 — 10*з +  17*4 =  — 2,— *2+10*3— 17*4= 2,— *2+10*3— 17*4= 2системага эга буламиз.
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Энди иккинчи тенгламани учинчи ва туртинчи тенгла- маларга кушиб, натижада куйидаги системани хосил кил а мил: х ,+ 2 х2 — Зх3+  бх4 =  1,
х2 — 10лг3 +  I 7х4 =  — 2,0 =  0,0 =  0.Охирги иккита тенглама0 -х, +  0 -х2 +  0 - х3-+-0 -х4 =  0куринишдаги тенглама булиб, у номаълумнинг хар кандай кийматида хам уринли булгани учун уни ташлаб юборамиз.Иккинчи тенгламани каноатлантирадиган номаълумнинг кийматини топиш учун хз ва Х4 ларги ихтиёрий кийматларни берамиз. Масалан, х з = а , х4 =  р булсин, у холда х г =  10а— 170 — 2 булади. Бу х2 х3, х4 лар- нинг кийматларини биринчи тенгламага куйиб X, =  — 17 а 2 9 р -f-5 ни топамиз. Системанинг ечимих, =  — 17а + 2 9 р  +  5;Х2 =  |0 а — 17р — 2; х з = а ; х4 =  рбулиб а  ва р нинг ихтиёрий кийматларида берилган системанинг хамма ечимларини беради.2- ми с ол.  Куйидаги чизикли тенгламалар система- сини Гаусс усули билан ечинг:х , +  х2 — Зх3 =  7,2х , +  Зх2+  х3 =  1,2х ,— х2 +  2х3 =  6.П ч и ш. Биринчи тенгламанинг барча хадларини 2 га купайтириб, ундан иккинчи ва учинчи тенгламаларни айирамиз. Натижада куйидаги куринишдаги системага эга буламиз: * i +  х2 — Зх3 =  7,— х2 — 7 х ,=  13,Зх2 — 8х3 - 8. 29



Иккинчи ва учинчи тенгламалар факат хч ва х3 номаълумларга эга. Иккинчи тенгламанинг хадларини 3 га купайтириб, учиичи тенгламага кушамиз. Натижада куйидаги система хосил булади:
' х , + х 2 — З*3 =  7,• — х2 — 7*з=13,-  * з = 1 3 .Учинчи тенгламадан: *з = — 13, буни иккинчи тенгламага куйиб Х ч  номаълумни топамиз:— * 2- 7 -  ( - 1 3 ) =  13,*2 =  78.Хз ва Хч номаълумларнинг кийматларини биринчи тенгламага куйиб Х\  номаълумни топамиз:*1 -f-78 — 3-( — 13) =  7, х, =  — 110.Жавоб: ( -1 1 0 , 78, -1 3 ) .7-§. Уч номаълумли бир жинсли чизикли учтя тенглама системасиБарча озод хадлари нолга тенг булган чизикли тенгламалар системасига б и р  ж и н с л и  тенгламалар системаси дейилади ва у куйидаги куринишда ёзилади:

а\\х \ а12х2-\-а13х3 =  0,а21*1 +  «22*2 +  ̂ 23*3 =  0. (1.25). <3.41*1 “Ь а 32*2 4" а 33*3 =  0.(1.25) куринишдаги ихтиёрий бир жинсли система *| =  *2 =  *з =  0 тривиал ечимга, яъни нол ечимга эга булиши мумкин. Энди (1.25) система кандай шартлар бажарилганда нолга тенг булмаган ечимга эга булишини текширамиз.1) агар А =̂= 0 булса, (1.25) система факат нол ёки тривиал ечимга, яъни Х] =  х2 =  *з =  0 ечимга эга булади;2) агар Д =  0 булса, (1.25) система нолдан фаркли чексиз куп ечимларга эга булади. Буни куйидагича исбот килам из:
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а) Д детерминантнинг алгебраик тулдирувчиларидан камида биттаси нолдан фаркли деб фараз киламиз, масалан, «и а ,2
« 2 1 «2 2

Ф  Обулсин. (1-25) системанинг дастлабки иккита тенглама- сини куйидаги куринишда ёзиб оламиз:Г а ,,* , +  а |2*2 =  — а 13дс3,
1  « 2 1 *1  “И  « 2 2 *2  —  ~  « 2 3 *3 -Бунда хя маълум сон деб х\, хч ларни топамиз: (1.26)

А  33 ---

Д х,
«II «12 
«21 а 22

« I I  « 1 3 * 3  

«21 « 2 3 * 3

Ф 0. Дх « 1 3 *3 « 1 2  

—  « 2 3 *3 « 2 2

ларни топамиз.Булардан
— -Г *з\  _

—  а 13* 3а12 
a 23*3«22 1

'“'зз 3̂3 3̂3

Л Х2
I a l | - “ l3*3 

a 2| - « 23*3 1 /132
3̂3 •̂33 3̂3

а н  а н и к л а н у в ч и  е ч и м л а р г а

(1.27)

Агар k — ^2 белгилашпи киритсак, (1.27) нинг курини-ши куйидагича булади:*1 =& 4з|, Хч =  кАя2г *з =  ^Лзз,бунда k ихтиёрий бутун сон. k исталган кийматларни а ул килгани учун (1.26) система чексиз куп ечимга эра булади.) Д детерминантнинг барча алгебраик тулдирувчи- ри нолга тенг булса, (1.25) системанинг номаълумла-

/

31



В) 2 х +  у  —  2  =  0 ,*  +  2# 4" 2 =  0, г) 
2 х —  y  +  3 z  =  0 .

х — у -  2 =  0, 
х  4 -  4 у  +  2 z  —  0 ,  3 *  4~ 7  у  4 *  3 z  =  0 .6. Чизикли тенгламалар системасини Гаусс усули- дан фойдаланиб ечинг:

а)
в)

Д )

3*i 4- 2х2 4- 4хл =  7,*i — 5*24- х3— 13, б)* I “ Ь  4х2 — З х 3 = 1 2 .7*, 4- 2х2 4- 3*3 =  15,3 *i— Зх2 4- 2x:i =  15, г) 10*, — II х2 4- 5*3= 3 6 .

2 х ,  — 4 х 2 4~ 9 х , =  2 8 ,
7 х ,  4 - 3 * 2  —  6 * 3 =  —  I ,  
7 х ,  + 9 х 2 —  9 дг;, =  5 .

2*| 4~ 4х2 —  2*з =  —  6, 
2*| 4- 3*2 4- 4 *з=  1,

*, 4“ 2*2 *з== — 3.

* , + 3 * 2 +  2 * 3 =  5 ,2 * ,  4~ 5 * 2  Здг3 - —  5 ,  3 * 1 — 2 х 2 -\-  * 3 =  --— 6 .
2х, —4х2— *3 =  — 2, * | 4 ' 3 д г 2 +  * 3 =  7 ,4  х  | З х 2 —  2 х 3 =  6 .7. Детерминантларни хисобланг:

а) 8  7  2- 8  2  74  4  40 4 —3
О1052

2 - 1  1 0; б) 0 1 2 — I3 - 1  2 33 1 6 1
в)

Д )

2 3 0 - 5 3 1 6 16 2 1 0 г ) 3 1 2 32 1 —  1 2 * 0 1 2 - 12 3 - 3 4 2 1 1 0
1 2 2 2 а Ь Ь а- 2 2 2 2 1 2 1 012 - 2 3 2 у <?) 3 2 0— 2 - 2 - 2 4 2 0 1 234



ж)
1 - 1 2 - 2 30 а Ь с 0 I 3 -  1 21 X 0 0 ; з) —4 — 2 1 3 11 0 У 0 0 5 — 1 1 - 4I 0 0 Z 5 3 5 1 2II Б О БМ А Т Р И Ц А Л А Р  А Л Г Е Б Р А С ИБу бобда матрица хакида тушунча ва улар устидаги чизикли амаллар, тескари матрицани топиш, чизикли тенгламаларни матрицавий ёзуви ва уни ечиш усули, матрицанинг ранги ва матрицалар назариясинино татбикига дойр мисол ва масалалар курилади.1-§. Матрица хакида тушунча Детерминантлар ва чизикли бир нечта номаълумли тенгламалар системаларини урганишда биз сонлардан тузилган куйидаги жадвалларни караган эдик:

а и а 12 a . i а , 2 а 13 1. а 21 а 22 . * . а 21 а 22 ^23 J
Ч п а ,2 а 13

а 2\ а 22 а  2з

а 31 а 32 а ззБу жадвалларга м а т р и ц а  деб аталади. Матрицани ташкил этувчи ап, а|2,... ~ сонлар матрицанинг элементлари дейилади.Агар матрицанинг сатрлари сони устунлари сонига тенг булса, бундай матрица к в а д р а т  матрица деб аталади. Сатрлари сони устунлари сонига тенг булмаган матрица ту три б у р ч а к л и  матрица деб аталади. Бундан ташкари матрица баъзан сонлар туплами (аца|2а|зан) куринишида хам берилиши мум- кин. Бундай куринишдаги матрица сатр-матрица,(а  I кУРинишДа булса, бундай матрица устун-матрицадеб аталади.
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Квадрат матрицанинг элементларидан тузилган детерминант бу матрицанинг детерминанти деб аталади.Одатда матрицани А,  В, С,  ... харфлар билан, унинг элементларини Оц, а 12, ... кичик харфлар биланбелгиланади. Масалан,

А ва В — квадрат матрица^.О  ва. О *— тугри бурчакли матрица, . Р — устун-матрица^.£ — сатр-матрццалардир.Бу матрицаларнинг улчами куйидагича аниклана- ди: А 2 X 2  улчамли (икки сатрли ва икки уетунли), 
В 3 X 3  улчамли квадрат матрицалар^ С  3 X 4  улчамли (уч сатрли ва турт уетунли;) тугри бурракли, Я Ч Х 1 улчамли, 
Е  эса I Х 5  улчамлииматряцаяардиррБу матрицаларнинг' детерминант; эса куйидагнча ёаилади:

Агар квадрат матрицанинг детерминанти нолдан фаркли булса, бундай матрица х о с м а с  матрица деб аталади. Агар матрицанинг детерминанти нолга тенг булса, бундай матрицага х о с  матрица деб аталади.

а 11 а 12 а 13 а м

С  =  | #22 2̂3 024
. а 31 а 32 а зз °34

а И а 12 а 13

а 2 , 0 2 2  а 23 

O31 O32 O33а4) а4? а43

од. а |з
|fi| = d e t B  =  o2| 022 0.33Par а32 а 33

матрица хос матрицадир, чун-ки
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M l = 3 9 2 б =  3- 6 — 2 -9 = 1 8 — 18 =  0,
g _ _  | матрица хосмас матрицадир, чунки
\В\ =  \\ 1 1 = 7 - 5  — 4-3 =  35— 12 =  2 3 ^ 0 .

Агар m X n  улчамли А матрицанинг сатр ва устун элементларининг ури.нларини алмаштирилса, хосил булган матрица А га нисбатан т р а н с п о н и р л а н г а н  матрица дейилади ва А т, А *  ёки А'  билан белгиланади. Транспонирланган матрицанинг тартиби п Х т  улчамли булади.
А квадрат матрица булса, у холда А ва А т матрицаларнинг тартиблари бир хил булади. Транспонирланган матрица учун куйидаги хоссалар уринли:1. Икки марта транспонирланган матрица дастлабки матрицанинг узига тенг, яъни

А ТТ= ( А Т)Т= А .2. Транспонирланган купайтма матрица учун куйидаги тенглик уринли:
(АВ)Т= А ТВ Т.Агар А —А т тенглик уринли булса, у холда А квадрат матрица с и м м е т р и и  матрица дейилади.Масалан:

симметрии матрица, чунки бош диагоналига нисбатан симметрии жойлашган элементлари жуфт-жуфти билан узаро тенг.Агар квадрат матрицанинг хамма i= £ j  булган элементлари нолга тенг, / =  / элементлари эса нолдан фаркли булса, бундай матрица д и а г о н а л  м а т р и ц а  Деиилади. Масалан: 37



0,11 о 0 00 «22 0 00 0 «зз 00 0 0 «44матрица диагонал матрицадир.Агар диагонал матрица А да «и =  022 =  033 =  «44 булса, 
А матрица с к а л я р  м а т р и ц а  дейилади.1. М а т р и ц  а л а р н и н г  т е н г л и г и  Агар А ва В матрицаларнинг сатрлари ва устунлари сони бир хил хамда уларнинг мос элемснтлари тенг булса, бундай матрицалар т е н г  (Л =  В) матрицалар деб аталади. Масалан, агар

О,, 0,2 ва В = *11 1̂2 1
ап а.п 62, 622 J булиб , а ,, =  6,„

012 =  612, 021 =  621, 022 =  622 булса, у холда А = В  дир. 2. М а т р и ц а л а р н и  к у ш и ш .Агар бир хил улчамли квадрат матрицалар
f« n «12 о [Ь" 6,2ва В =1«21 «22 , 1 *21 *22 ,берилган булса, у холда уларнинг йигиндиси деб

С - 1  а "  Q | 2 +  ^I2л  I «21 +  *21 «22 +  *22матрицага айтилади. Тугри бурчакли матрицаларнинг йигиндиси хам шунга ухшаш аникланади.1-м и с о л .
3 - 4  1 + 5 6)0 +  2 2 + 1 1 2 3

38



2-м и с о л .1 3 (2  - 1  1 + 2  3 - 1  ГЗ 22 1 + 0  3 =  2 + 0 1 + 3  =  2 4— 1 4 J [4 — 2 ) ( - 1 + 4 4  — 2 ) ( з  2Барча элементлари нолга тенг булган матрица нол матрица деб аталади ва (0) билан ёки 0 билан белгиланади.3. М а т р и ц а н и  с о н г а  к у п а й т и р и ш .. ■ (° 11 9(2 i , .
Л — \ матрицанинг \ сонга купаитмаси дебI а-п a22J
матрицага айтилади.Учинчи тартибли квадрат матрицалар ва тугри бурчакли матрицаларни хам сонга купайтириш худди шундай аникланади.Матрицани нолга кунайтирилганда нол матрица хосил булади:

ментлари куйидагича тузилган С =  А - В  матрицага айтилади:

4. М а т р и ц а л а р н и  к у п а й т и р р  Ушбу матрицалар берилган булсин:ц а л а р н и  к у п а й т и р и ш

А матрицанинг В матрицага купайтмаси деб эле-
С =  А -5  = а П^П Н"а 12̂ 21 а М *|2+“ |2*22~Ь й22̂ 21 а21̂ 12~Ьа?2̂ 22
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Агар учинчи тартибли
' « I I «1 2 «13 ' *1. *12 *13

«21 «2 2 «2 3 й == *2. *22 *23

. «31 «3 2 «13. . *3, *32 *3 3.матрицалар берилган булса, у долда С —А - В  матрица куйидагича тузилади:
С  =

«11*11 + « | 2*21 + «13*31 «11*12 +«12*22 + «21*11 +  «22*21 +«23*31 «21*12+ «22*22 +  
«31*11 +«32*21 +«.33*31 «31*12+ «32*22 +
+ «13*32 «11*13+« 12*23 + «13*33 ) 
+ «23*32 «21 * 13 + «22*23 + «23*33 •
+ «33*32 «31*13 + «32*23 + «33*33 .Демак, купайтма матрицанинг /-сатри, k- уступи кесишган жойда турадиган о,-* элементи биринчи А матрицанинг i- сатри дар бир мос элементлари жуфт кунайтмаларининг йигиндисига тент экан. Масалам, 

А матрица ва В матрицалар п- тартибли квадрат матрицалар булеин:
’ « I I С 1 1 2  - • « 1 „ * 1 1 * 1 2  • • * | „

/1 = « 2 1 ^ 2 2  * • « 2 я в  = * 2 1 * 2 2  • * * 2 п

« Я | « я 2  * • « я я  . . * Ш * я 2  • • * я я .By матрицаларнинг купайтмаси С  матрица дам п- тартибли квадрат матрица булади:си с,2 ... с |„
С2\ С22,— С2п «я1 «я2 ••• СппКупайтма С  матрица С —А - В  каби ёзилади ва у н и м г  элементлари

Сц =  «/1*1/ +  «12*2/ +  ..3 +  «Ш*я/формула билан диеобланади.
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/Тугри бурчакли матрицалар учун купаювчи матрица- пинг устунлари сони купайтувчи матрицанинг сатрлари сонига тенг булган холдагина кумайтириш амалини бажариш мумкинлигини эслатиб утамиз.Агар А матрица ( т Х « )  улчамли, В матрица { s X D  улчамли булса, у холда C =  A B ( n X s )  улчамли матрица, 
С' =  В - А  эса ( / Х т )  улчамли матрица булади.

ДВ =  ВА тенглик уринли булиши учун факат т — п , ньни А ва В матрицалар квадрат матрица булиши керак.Агар АВ — ВА тенглик уриили булса, у холда А ва 
В матрицаларга урин алмашадиган (коммутатив) матрицалар дейилади.3-м и с о л . ГЗ 1 1 113 2

[2  3 0 . 2 0.[ 3-1 +  I - 3 + 1 - 2  2 - 1 + 3 - 3  +  0-2 f 8 111 3 -1 4 -1 * 2 + 1 -0  2-1 + 2 - 3  +  0- 0. = 15 84- м и с о л4 2 2 4-2 +  2-1 '8
3 1 1 > 2 + 1 - 1 7Демак, иккмга туртбурчаклн матринани куиантириш натижасида купаювчи матрица нет а сатрга зга булса, шунча сатрга на купайтувчи матрица почта устунга зга булса, шунча устунга зга булган матрица хосил булади.5- м и с о л .. [ 3 - 1 1 ва В = 11

А =  I1 - 1  2 . 3 1матрицалар берилган. A -В  ва В -A матрицаларни топ инг.Е ч и ш .
С =  А В  = 3 1 2] 13 13-1-|-( — D -3 3 -1  — !-1 — 1-1 + 2 - 3  -  1 ■ 1 +  1 -2 О 2 5 I ’ 41



1 - 3 + 1 . ( - D  1 •( — 1 ) +  1 -2 2 13 • 3 +  1 • ( — 1) 3 • ( — 1) +  1 • 2 . 8 -  1Бу мисолдан к^риниб турибдики, иккита матрицанинг купайтмаси урин алмаштирйш конунига буйеунмайди.Я Ы1И
С ф С ' ,  А В ф В А .Матрицаларни кунайтириш ушбу

А(ВС) =  (АВ)С  гурухлаш конунига ва
(А +  В) ==А С +  В Стиксимот конунига буйсунишини гекшириб куриш мумкин. Буни укунчилар! а хавола киламиз.Бош диагонал элементлари бирлардан на колган хамма эяементлари ноллардан иборат:

Е

I о о . . .  О О О I о . . .  о о
О О О . . .  1 о О О О . . .  О 1куринишдаги я-тартибли квадрат матрица л-тартибли б и р л и к  м а т р и ц а  дейилади. Бирлик матрицанинг детерминанта бирга тент булади:|£| =  1 .Бир хил тартибли А ва Е квадрат матрицаларни узаро купайтирилганда яна А квадрат матрица хосил булади. яъни

А Е  — ЕА = А .Агар А ва В бир хил тартибли квадрат матрицалар булиб, уларнинг детерминантлари |/1| ва |в| булса,
'4 2



С =  А В  м а т р и ц а н и н г  детерминанти купайтирилувчи мат- 
р и ц а л а р н и н г  детерминантлари купайтмасига тенглигини,яъни ' i c i  =  i a m s iэканлигини курсатиш мумкин.6- м и со л  . 5- мисолда

А =
С =  А • В =

В-
3 - I

- 1  23 - 1  1 2
I 1 3 1 1 I 3 1

булса,О 2 5 1булиши курсатилган эди. Бу матрицаларнинг детерминантлари
\А | = 3 - 1  - 1 2 1 13 1=  5, |В| =

= = -1 0 .О 2 5 1Демак, ~  —2, | С | ==
М |.|Д |= = 1 С |.7 - м и с о л .  АгарЛ = 2 2 1 1 ва В —булса, у холда 

2 2
Л • Я  = I 1 1 I 1 — I

1 1 — 1 — 1
2 - 2  1 - 1
2 - 2  1 - 1

О О О Обулади.Бу мисолдан куриниб турибдики, иккита нолдан фаркли матрицанинг купайтмаси нол матрицага тенг Оулиб колиши \ам мумкин экан.о- м и с о л . [(х) =  х‘г — За:+  5 купхад ва
Л =

2 2 0 1 1 1 1 0  3 43



квадрат матрица берилган. /(А) матрицали купхадни топ ИНГ.Е ч и ш .  Изланаётган /(А) матрица куйидаги тенг- лик билан аникланади:/( 1 ) =  А 2 —ЗА - f 5  =2 2 0 2 2 2 01 1 1 - 3 1 1 1 +  5. 1 0  3. . 1 0  3.6 6 2 6 6 04 3 4 — 3 3 3. 5 2 9 . 3  0 9.

1 О О О 1 О О О 1 5 0 0 0 5 0 0 0 5.0 0 2 5 0 0 5 0 21 0 1 + 0 5 0 = 1 5 12 2 0. . 0  0 5. . 2  2 5.2-§. Тескари матрицаI -т а ъ р и ф . А матрица учуй А • fi =  fi-A  =  £ тенгликни каноатлантирувчи В матрица А га т е с к а р и  м а т р и ц а  дейилади ва В —А куринишда белгиланади.Т е о р е м а .  А квадрат матрица тескари матрицага эга булиши учуй А матрица хосмас матрица булиши, яъни унинг детерминанти нолдан фаркли булиши зарур ва кифоядир.И с б о т  и . З а р у р и й л и г и .  Фараз килайлик, А матрица учун А -1 тескари матрица мавжуд булсин. А матрица хосмас матрица булишини, яъни |А | =£0 экан- лигини курсатамиз. Агар | А | = 0  булса, у холда купайтманинг детерминанти учун:|А -А - , | =  |А М А ~ ‘ | = 0 .Аммо А - А _|  =  £  тенгликка асосан бунинг булиши мумкин эмас. Демак, |А|^=0.К и ф о я л и г и. Ушбу
А = а Иа 12а 13а 21а 22а 23а 3 !а 32а 33 ( 2. 1.)

44



хосмас, яъни детерминанти поддан фаркли булган ( |ЛI 0) матрица берилган булсин.Бу холда А ~  тескари матрица мавжудлигини курсатамиз. А ' тескари матрица куйидагича тогжлади: I) А матрицадан унинг хар бир а,* элементннингалгебраик тулдирувчисидан иборат матрицани га
I Л  Iкупайтириб, куйидаги В матрицани тузамиз:4 „ 4  12 Ч , з

A 2i Л 22 4  23Чз| 4  32 4 зз.2) В матрицанинг сатрлари ва устунларининг уринла- рини алмаштириб, А ~ '  матрицани тузамиз:
1
\А |

4 „ 4 2, 4 з ,4 , 2 4гг 4 324 ,3 4гз 4 з з (2.2)

А 1 матрица А матрицага тескари матрица эканлиги- ни курсатиш учун, уларни узаро купайтирамнз:
О , ,  Я ,2  0 ,3 4 ,, 4 31 Л31021 022 023 ; 1"~м7 4,2 А 22 А 32. О з , 032 О зз ,.1’ ,4 ,з  А 23 4зз.

a u ^ i )  Ч - ,л 12Л  ггН -  а |з Q i t A - i i  “ f - o 124 ^ 2  a2i4,iЧ- (ЬщА |2-|-а ^ А ч . 21Л2\ Л~ (ЦпА-пЛ- 
а я I4 и +  а - ^ А  12 аи:И 1з а я I4 21 Ч- а ы А  и 4"+  а 1.'И23 а нАз\ + а !2Чз2 +  а 13̂ 33Ч "  0 2; ,4  23 О  11 4  31 Ч "  О у Ч  32 -) -  (Ь/яА зз 4 "  а 3 3 ^ 23 а З | Ч 3| -( -  0 32/432 4 "  а 33А 33Х,осил булган (2.3) матрицанинг асосий диагоналида турган элементлари А матрицанинг \А \ детерминантидан иборат булиб, колган элементлари эса нолга тенгдир.45



га купайтирилса, А - А -1 бирлик матрица (2.2) матрицаУни. ТаТэканлиги куриниб турибди. Демак,(2.1) матрицага тескари матрица экан.Тескари матрицами куйидаги усул билан х,-ам топиш мумкин. А матрицага тескари А ~1 матрицани топиш учун, уни куйидаги куринишда ёзамиз:
(2.4)

(2.4) нинг чап томонида А матрица, унг томонида эса 
Е  бирлик матрица ёзилган. (2.4) даги матрицаларнинг иккаласига бир вактда А матрицани бирлик Е матрицага келтирадиган сатрлар буйича элементар алмашти- ришларни бажарамиз. (Бу элементар алмаштиришларни куйида мисолда курсатамиз.) Натижада (2.4) матрица куйидаги куринишга келади:

а 11 а 12 °1 3 1 0  0
а 2 1 а 22 а 23 0  1 0а 3,  а 32 а м 0  0  1

1 0 0 *11 *12 *130 1 0 *21 *22 *23 (2.5)0 0 1 *31 *32 * 3 3 .(2.5) нинг унг томонидаги матрица А га тескари матрицани ифодалайди, яъни А - В = А - А ~ '  =  Е.М и с о л .
А =

матрицага тескари матрицани тузинг. Н ч и ш .  Бу матрицанинг детерминанти:
\ Л  1 = =  - 9 .

\А\=£0 булгани учун А матрица хосмас матрицадир, шунинг учун унга тескари матрица мавжуддир.46



Алгебраик тулдирувчиларни хисоблаймиз:
А п =

2 I 1 2 — 3, А |2— — 3 IО 2 — 6, А и — 3 2 О I =  3 ,
А-л — 2 О 1 2 — —4, А 22 — 1 ОО 2 =  2,

А  2 3 —  —
I 2 О 1 =  - 1,

А3\ =
2 О 2 1 —  2 ,  / > 3 2 =  -

1 О 3 I 1 =
— 1 > Ам ~—

В матрицани тузамиз:
1 23 2 =  - 4 .

В =
- 9

3 - 6  3-4 2 - 12 - 1  - 4
]' з

4
9 

2_ 
' 9Бу матрицада сатрлар ва устунларнинг алмаштириб, А матрицага тескари

Iз1
9J_
9уринларини

1' 3 
2 3 13

49 
2_ ’ 9¥

2 
" 9 1_ 9 
4_ 
9матрицани хосил к,иламиз.Бу мисолни иккинчи усул билан ечиб курамиз, унинг учун куйидаги матрицани тузамиз:1 2  0 1 0  0 3 2 1 0 1 00 1 2  0 0 1,

А матрица ва Е  бирлик матрицанинг биринчи устунини —2 га купайтириб иккинчи устунга кушсак, куйидагига эга буламиз: 47



I 0 0 1 — 2 03 - 4 1 0  1 00 1 2  0 0 1Учинчи уступим — 3 га ва 4 га купайтириб, мос равишда биринчи ва иккинчи устунлзрга кушамиз:1 0 0 1 - 2 00 0 1 0 1 0. - 6  9 2 — 3 4 12 2Иккинчи устунни га ва — — га купайтириб, мос ра-о Увишда биринчи ва учинчи устунга кушамиз:1 0 0 - 1 / 3  - 2 4/00 0 1 2/ 3 1 — 2/9. 0 9 0 - 1 / 3  4 1/9.Иккинчи устунни 9 га булиб, иккинчи ва учинчи устунларни алмаштирамиз:1 0 0 - 1 / 3 — 2/9 4/90 1 0 2/3 1/9 — 2/9. 0 0 1 - 1 / 3 4/9 1/9.Натижада А га тескари- 1 / 3 - 2 / 9 4/92/3 1/9 - 2 / 9- 1 / 3 4/9 1/9матрицага эга буламиз. Бир хил натижага эга булдик. Тескари матрица куйидаги хоссаларга эга.1) Тескари матрицанинг детсрминанти берилган матрица детерминантининг тескари кийматига тенг, яъни »)=  - L - -
'  d e M  ’матрицалар купайтмасининг2) А ва В квадрат тескари матрицаси учун48



тенглик уринли.3) Транспонирланган тескари матрица берилган транспонирланган матрицанинг тескарисига тент, яъни
(А - ' )Т= ( Л ТГ'\4) Тескари матрицанинг тескариси берилган матрицанинг узига тенг, яъни

( А - ' Г '  =  А.Буларнинг исботини укувчининг узига хавола киламиз.3-§. Чизицли тенгламалар системасини матрицалар куринишида ифодалашУшбу тенгламалар системаси берилган булсин:
« п * | + « 1 2 * 2  + « 1 3 * 3  =  +a2i*i +  а22х2 +  а.ах3 =  съ (2.6)

, a 3 i x i  +  « 3 2 * 2  +  « з з * з =  с з -Бу системанинг номаълумлари олдидаги коэффици- • ентлар, номаълумлар ва озод хадлардан тузилган куйидаги матрицаларни караймиз:
«11 «12 «13 ■ *1 ' ' «1

л = «21 «22 «23 , х = ДГ2 , С = с2

. «31 «32 «33» . . * 3 , . . « з .Равшанки,
«12 «13 *1 « 1 1 * 1 + 0 1 2 * 2  + « 1 3 * 3  '

Л - Х  = «21 «22 «23 • Хо = « 2 1 * 1 + « 2 2 * 2 +  «2 3 *3.« 3 1 «32 «33 . * з . «31*1 + « 3 2 * 2  + « 3 3 * 3 .Берилган (2.6) системани матрицаларнинг тенглиги таърифидан фойдаланиб, куйидагича ёзиш мумкин:
4—632 49



a nx t+ a l2x2 +  a i3x3' +  1“ 21X ,  +  “ 2 2 * 2 + “ 23*3 = с2“ 31*1 +  “ з2'*2 +  “ 33*3 . + з.ёки, кискача:
А - Х  =  С.  (2.8)(2.8) — чизикли тенгламалар системасининг матрица- ли куриниши дейилади.(2.8) да X  матрицами топиш учун унинг дар икки томонини чапдан А 1 матрицага купайтирамиз:

А ' ( А - Х ) = ( А - 1- А ) - Х  =  Е Х  =  Х  булгани учун
Х =  А - ' - С

+ 1 “ п С 1 +  “ |2С2 +  “ |3С3

Х = *2 = “ 21 ^ 1 +  “ $2^2 +  “ м С 3

+ з . .“ з|С, +  “ з2^2 +  “ ззСзБундан эса, икки матрицанинг тенглик шартига асосан,
х I = o'i\C | А- а'цСгА- aUcs,
х 2 —  afu C i +022^2 +  ̂ 23^3, (2.9)
*з =  а 'з \С \ а'у2С2 -(-аззсз(2.6) нинг ечимига эта буламиз.1- м и с о л. Ушбу

2*, +  *2 — х3 =  5,5дг, +  2jc2 -h 4jc3 == 1,
7*i +  3 *2 -(- 2*з =  4тенгламалар системасини матрицавий куринишда ёзинг ва унинг ечимини топинг.Е ч и ш. Берилган системанинг матрицаларини ёза- м из.50



2 1 — 1 х , ' 5
А = 5 2 4 . *  = х2 , С — 1. 7 3 2 . . *3. . 4.У холда системанинг матрицавий куриниши куйидаги- ча булади:

А - Х  =  С,

А га тескари Л~' матрицани топамиз (А 1 ни топишни укувчига хавола киламиз), у- 8  - 5  618 11 - 1 31 1 - 1куринишда. булгани сабабли А 1- А - Х = А  1- С  ёки 
Х  =  А ~ ‘ - С  га эга буламиз, бундан' - 8  - 5  6 5IIО7II 18 11 — 13 , 11 1 - 1 . 4• — 8.5 +  ( — 5) • 1 6 • 4 - 2 11 8 -5 + 1 1 -1 + (  — 13)-4 = 495-1 -h 1 -1 -h( 2Демак, тенгламалар системасининг ечими: 

Х\ =  — 21, х2 =  49, хз =  2.

4- §, Матрицанинг рангиУшбу т Х п  улчамли А матрица берилган булсин:а ,2 . . а,* . . - а1я
А = а21 а 22 • • а 2k ■ •• а 2 п

Г . ап.1 ат2 • ■ ■  атк . • • &тп , ( 2.10)

(2.10) матрицада ихтиёрий k та устун ва k та сатрни ажратамиз. Ажратилган сатрлар ва устунлар кесишган жойда турган элементлар /г-тартибли квадрат матрица51



хосил килади. Шу хосил килинга н /г-тартибли квадрат матрицанинг детерминанти А матрицанинг /г-тартибли минори деб аталади.Масалан, учта сатр ва бешта устунга эта булган456матрица учун учинчи тартибли минорлардан бири3 2 4— 2 1 5
1 - 3  6детерминант булиб, у матрицанинг биринчи, иккинчи, учинчи сатрларини ва биринчи,иккинчи, учинчи устунла рини ажратишдан хосил булади. Иккинчи тартиблиминорлардан бири, масалан, |  ̂  ̂ | детерминант булади. Матрица элементларининг узларини биринчи тартибли минорлар деб караш мумкин. Матрицанинг минорла ридан баъзилари нолга тенг, баъзилари нолдан фаркли булиши мумкин.Т а ъ р и ф . Матрицанинг р а н г и  деб унинг нолдан фаркли минорлари тартибларининг энг каттасига айтилади.Агар матрицанинг ранги г га тенг булеа, бунинг маъноси А матрицада хеч булмаганда битта нолдан фаркли л-тартибли минор борлигини, бирок г дан катта тартибли хар кандай минор нолга тенгли^ини билдира- ди. А матрицанйнг ранги rangA ёки г (А) куринишида белгиланади.Ушбу матрицани карайлик:1 2  0 4 6. 0 0 0 0 0л  = - I  3 0 - 1 - 1  - 2 1 0  3 2Унинг исталган туртинчи тартибли минори нолга тенг:
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1 2  4 60 0 0 0- 1  3 - 1  - I  - 2  1 3 21битта с а т р и н и н г  элементлари нолга тенг булган детерминант булгани учун). Учинчи тартибли минорла- ридац-бирн эса нолдан фаркли, масалан,1 2 4- 1  3 - 1
- 2  1 3

ф № .

Демак, берилган матрицанинг ранги 3 га тенг, яъни 
г (/1) =  3. Матрицанинг рангини аниадашда, одатда, куп сондаги детерминантларни хисоблашга тугри келади. Бу ишни осонлаштириш учун махсус усуллардан фойдалани- лади. Бу усулларни баён килишдан олдин матрицани элементар алмаштиришлар хакида тушунча кирита- миз. Куйидаги алмаштиришлар элементар алмаштиришлар хисобланади:1) матрицани транспонирланганда унинг ранги узгармайди;2) матрицада сатр (устун) ларнинг урнини алмашти- риш унинг рангини узгартирмайди;3) матрица сатри (устуни) нинг барча элементлари- ни нолдан фаркли сонга купайтирилса, унинг ранги узгармайди;4) матрицанинг бирор сатри (ёки устуни) ни ихтиёрий сонса купайтириб, унинг бошка сатри (ёки устуни) га кушилса, унинг ранги узгармайди;5) матрицада нолли сатр (ёки устун)ни чикариб ташланса, унинг ранги узгармайди;' 6) матрицада бирор сатрлар (ёки устунлар) эле- ментларининг чизикли комбинациясидан иборат булган сатр (ёки устун) ни чикариб ташланса, матрицанинг ранги узгармайди.Бир-биридан элементар алмаштиришлар натижасида хосил килинган матрицалар э к в и в а л е н т  матрица- •лар деб аталади. Эквивалент матрицалар бир-бирига тенг эмас, аммо уларнинг ранглари тенг булишини исботлаш мумкин. 53



Юкорида келтирилганлардан матрицаларнинг ран гини хисоблашда фойдаланилади.М и  с о л .  Матрицанинг рангини хисобланг:2 33 4 5 6Е ч и ш .  Берилган матрицанинг биринчи сатри эле- ментларини 2 га булиб, ушбу эквивалент матрицамихосил киламиз:1 3/2 5/2 - 3 / 2Л .= 3 4 3 - 1. 5 6 — 1 3
Матрицанинг биринчи сатрини 3 га ва 5 га купайтириб мос равишда иккинчи ва учинчи сатрларидан айириб, ушбу матрицани хосил киламиз:

А  2 —

1 3/2 5/2 - 3 / 2О - 1 / 2  - 9 / 2  7/2О - 3 / 2  - 2 7 / 2  21/2
Аъ матрицанинг учинчи сатрини — 3 га булиб, иккинчи сатрга кушамиз: 3/2 5/2 - 3 / 2- 1 / 2  - 9 / 2  7/2 .0 0 0
Аз матрицада ноллардан иборат сатрни ташлаб,

А \ 1 3/2 5/2 - 3 / 2 ]4 [ О  — 1/2 — 9/2 7/2 Jматрицани хосил киламиз. А\ матрицанинг ранги иккига тенглиги равшан. Демак, берилган матрицанинг ранги хам иккига тенг, яъни г ( Л ) = 2.54



5-S. Детерминант ва матрицалар назариясининг 
татбиклариДетерминант ва матрицалар назарияси математика, гЪизика механика, электротехника, радиотехника, кури- аишда ’ кундалик хаётимизда ва х.к. ларда кенг кулланилади. Бу ерда уларнинг татбикига мисол ва масалалар келтирамиз.1 Д е т е р м и н а н т л а р  н а з а р и я с и н и н г  а н а л и т и к  г е о м е т р и я  га т а т б и к и .1 Учлари А(х\;у\), В ( х 2;у2) ва С ( х 3;у з)нукталарда булган учбурчакни юзи учинчи тартибли детерминант оркали куйидаги формула буйича хисоб- ланади:

>дляс=-J-mod *1  У  | I-«2 У2 1 
* з  У з  1

=  2 |D|
2) М\(хйу\) ва М ^ х 2\у2) нукталардан утувчи тугри чизик, тенгламаси

х у  1 X, у к 1 = 0  *2 У2 1детерминант шаклида тузилади.3) Учта тугри чизик умумий тенгламаси билан берилган булсин:
l i-A iX В | у  -(- С'| =  0,
12\А2х В2у С 2 =  0,
I 3 A 3 X  +  Взу +  С з = 0.Бу тугри чизикларнинг кесишиш нуктаси мавжуд булиши учун

А В\ С,

^2 в2 с 2
^3 Вз Сз

=£0

шарт бажарилиши керак.
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I

4) A(xi\ у i), В (xu; уъ) ва С (*з; y3) нукталар бир тугри чизикда стиши учум
У1*2 Уг*3 Узшартнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.5) Тугри чизикнинг нормал тенгламасини

х

У
— si па сч)вакуринишда ёзиш мумкин.6) Учлари Л (xt; у |), В (Х2\у?), ... N (х„; у„) нукталарда ётувчи купбурчакнинг юзи детерминантларнинг йигинди- си шаклида куйидагича аникланади:

У\ 1 х | уmod * 2 Уг 1 + *з Уз*3 У л 1 Х< У4 1
Х х У\ I+  ... + Хл- Уп 1
Хп Уп 1

+  - . +

7) М^(хй уй 2|), М? (Х2\ у2\ 2а) ва М 3 (х3; у3\ 2з) нукта- лардан утувчи текислик тенгламаси детерминант шаклида куйидагича ифодаланади:
х  — х, У — У] z — Z,
Х 2 Х\ у  2 У\ 2 2 —  2 ,

X3 — Xt У3 — У1 23 — 2, =  0 .

2. Э л е к т р о т е х н и к а  д а  гурт кутбли электр занжирлари мавжуд. Улар турли усулда уланган булиб, улардан энг соддаси битта ва бир нечта каршиликлар кетма-кет, параллел Г, Т, П ва X шаклларда уланган холларидир.
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Турт кутбли деганда одатда электр занжирининг иккига кириш ва иккита чикиш кисмлари мавжуд булган тури тушунилади ( I - а ,  б, в чизма). а) чизмада- ги <i, i2, /i, h  — кириш ва чикишдаги кучланиш ва токнинг оний кийматлари булсин. Турт кутблиларнинг синус- оидали ток ва кучланиш билан ишлаётгандаги колатини куриб чикайлик.

- w w v w - -О J
2 о-

1- чизмаАгар Ц ,  L2, £ i, Е2 турт кутблиларнинг кириш ва чикишдаги ток ва кучланиш амплитудаси булса, у х.олда улар узаро куйидагича чизикли богланишда булади:
Е2— 4"Я|2^1L 2=(Z2i£ i + a , x L ,

(2.11)

57



бунда ап, a i2, агп агг параметрлар гурт кутблиларнинг тула утказувчандиги булади на у ^рганилаётган схемада- ги ток билан кучланишларни боглайди.(2.11) системани матрица куринитида хам ёзиш мумкин:

Бу системанинг ечими [£"J =  [ос) '|Z.j куринишда езилади, яъни

бу'ерда A =  det[a|.3. Физикадан бизга маълумки, трансформатор иккита чулгамдан иборат (2- чизма). Бу чулгамлар мос равишда 
=  jiaL,  на Z i  =  /?2 +  /<i>Z.2 каршиликларга эта булсин, бунда L\ ва Li  — чулгамларнинг индуктивлиги. Трансформатор электромагнит индукция конунига кура ишлайди. Шунинг учун бу конун

[ Ц  =  Ш Е ] .Бунда:

р - jtaM

/ о - o j  формула билан аник- ланади. У холда ки- риш ва чикишдаги
2  о

2- чизма

кучланишлар, токлар ва бошка параметрлар орасида куйида- гича богланиш мавжуд:
(2. 12)
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Шундай килиб, трансформатордаги токларни хисоб- лаш иккита икки номаълумли тенгламалар системасига келди. Уни детерминант ёки матрицадан фойдаланиб ечилади.4. Матрицалар назариясидан курилишга дойр айрим масалаларни ечишда фойдаланишга мисол курамиз. Бирор курувчи ташкилот 3 га уй, 5 та болалар богчаси, 9 та дам олиш уйи куриш учун мажбурият олган булсин. Курилиш материаллари темир, ёгоч, ойна, буёкдан иборат. Шунингдек материал микдори ва ишчи кучи хар бир курилишга бирор бирликда куйидаги матрица куринишда берилсин:Темир Ёгоч Ойна Буёк Ишчи кучи
- ' 10 17 8 5 . 11 Уй

А = т~ 12 4 3 8 Богча5 15 10 4 9. Дам олиш уйиАгар бир бирлик материал: темир 12 сум, ёгоч 7 сум, ойна 5 сум, буёк 4 сум, ишчи кучи 10 сум булса, куйидаги- ларни аникланг (бу нархлар шартли равишда олингани- ни ва бу улар хакикатдаги нархларга тугри келмасли- гини эслатиб утамиз):1) умумий керак булган материаллар микдори ва ишчи кучи;2) хар бир курилиш учун ишчи кучи ва материаллар нархи;3) умумий ишчи кучи ва материаллар нархи.Е ч и ш .  К,урувчи ташкилот курадиган 3 та турар уй,5 та болалар богчаси, 9 та дам олиш уйини 
В = ( 3 5 9) сатр-матрица деб оламиз. Бу курилишлар учун кетадиган магериалларни билишучун В матрицани 
А матрицага купайтирамиз:В -A = (3 -5 -9 )- 10 17 8 5 117 12 4 3 85 15 10 4 9= ( 3 - 1 0 + 5 -7 + 9 -5 ; 3-17+5-12—9-15; 3 -8 + 5 -4 + 9 -1 0 ; 3 -5 +  5 -3 + 9 -4 ;3-11 + 5 - 8 + 9 - 9 ) = (  110, 246, 134, 66, 154).Демак, курувчи ташкилот учун ПО бирлик темир, 246 бирлик ёгоч, 134 бирлик ойна, 66 бирлик буёк ва 154 бирлик ишчи кучи зарур экан.
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Энди хар бир тур курилиш учун материаллар Ва ишчи кучи харажатини билиш учун уларнинг нархлари- дан тузилган
С =

1275410устун-матрицани тузиб оламиз.
А матрицани С  матрицага купайтирамиз:

10 17 8 5
А ' С  — 7 12 4 35 15 10 4

1189
12175410 409280321

Ю -1 2 + 1 7 -7 +  8-5 + 5 - 4 + 1 1 - 1 0  7-12 + 1 2 -7  +  4-5 + 3 - 4  +  8-10 . 5 -1 2 + 1 5 -7 + 1 0 -5  +  4-4 +  9-10(С ни А га купайтириш маънога эга эмас).Демак, турар уй учун 409 сум, болалар богчаси учун 280 сум, дам олнш уйи учун 321 сум пул туланар экан.Учинчи саволга жавоб бериш учун куйидаги матри- цалар купайтмасини топамиз:
ВЛ С =  (110 246 134 66 154)-

1275410
=  5516

еки
=  5516.В А С  =  (3 5 9)- 

Демак, хамма курилиш 5516 сумга тушар экан.
409280321

60



Г и ч г а  м а ъ л у м к и ,  уй ёки  болалар богчаси курии, учунЛ  шаптидаги материаллар етарли эмас. Агар улар Масала шаР А н материалларнинг хаммаси олинса,учуН „ М а с а л а  шартига кура тузиладиган матрицанинг У ХТиби катта булади. Шунинг учун биз айрим матери- билан чекландик.6 РЭнди к у н д а л и к  хаётимизда учраидиган куиидагииикита м а с а л а н и  курамиз. . в г  п1 ы я г а  л а Туртта харидор (уларгйи В, С, D,
г  «яоЛлари билан белгилаймиз) А матрица устунида 
к у р с а т и л г а н д е к  микдорда мевалар харид килишганбулсин:

В С  D Е 2 1 3  5 1 0  2 3 
2 1 3  0

кг олма кг нок кг олхури/= {4  10 6) сатрлар бу меваларнинг нархи (шартли сумларда), /■— туртта бирдан иборат устун-матрица булса, М , А1, tAI матрицалар купайтмасини топинг ва унинг маъносини тушунтиринг.Е ч и ш .  / матрицани А га купайтирсак:
t-A  = (4  106). 2 1 3  5 ,1 0  2 3 

2 1 3  0=(4-2-1- Ю -1 +  6-2; 4-1 +  10-0-1-6-1; 4 -3 + 1 0 -2  +  6-3;4 -5 +  10-3 +  6-0) =  (30; 10; 50; 50)сатр-матрицага эга буламиз, бунда Si =  30 В харидор сотиб олган меваси учун тулаган пулни билдиради. S 2 =  =  10 эса С харидор, S 3 =  50 D  харидор, S.j =  50 £  харидор тулаган пулни билдиради. А ни I га купайтирамиз;2 1 3 5 1 111 0  2 3 • 1 = 6. 2 1 3 0 1 6.атижа устун-магрицадан иборат булиб, унинг маъноси туртта харидорнинг 11 кг олма, 6 кг нок, 6 кг олхури харид килганини билдиради.
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t - A - l  купайтмани икки хил усул билан хисоблаш мумкин: ( 1!
t - A -/ = (4  10 6)- =  140;

t - A l = ( 30 10 50 50)- =  140.
Иккала х а л д а  хам бир хил натижага эга булдик. Бу натижа турттала харидорнинг хамма мева учун тулан- ган пул микдорини билдиради.2 - м а с а л а .  Жамоа хужалиги 5 тонна картошка, 6 тонна карам ва 10 тонна сабзи етиштиришни режа- лаштирган эди. Уни А = ( 5  б 10) сатр-матрица куринишда кискача ёзиб олиш мумкин. Бу махсулотларнинг нархи6(шартли минг сум) В = устун-матрицадан ибо-рат булса, хужалик даромадини хисобланг.Е ч и ш . Ж амоа хужалиги даромадини хисоблаш учун 
А сатр-матрицани В устун-матрицага куиайтирамиз:

Л -В  =  (56 10)- = (5-6 + 6 - 3 +  10-8 )=  128.
Демак, даромад 128 минг шартли сумни ташкил килар экан. М А Ш Ц Л А Р1. Матрицаларнинг йигиндисини топинг:

а) А = 1 2  3 — 2 4 5 ва В =
3 1 2 0 5 10 3 1 . 4 3 2.
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б) А = 3 5 7 ' 1 2  42 — 1 0 ва В = 2 3 - 2. 4 3 2 . - 1  0 12. Матрицаларнинг купайтмасини топинг:
а) Л =
6) Л =
в) Л =

23412
2

— 153301

О72 ва В ■■
ва В = 213

- 1121- 11

О23О22

14-2

1- 63
2 - 2  - 3  1О 5

О47 ва 8 = 21-3  4 -
3. Агар Л =  |  о _ з |  ва В== С =  2Л +  ЗВ матрицани топинг.4. Агар А — | _ з _ 2 | ва ( 

С =  А —5В матрицани топинг.5. Агар

( 4 sU i)- 5 4- 1 2
А =

1- 3 2 3 - 2  - 1 ва В = — 1 3— 2 2 - 2  -  11 0 1 . - з  1 - зС =  2Л — ЗВ матрицани топинг. 6. Агар1 3 о ■ 1 1 ОЛ = 1 3 - 1 ва В = 3 3 — 1. 2 1 О . 4 1 - 2 булса,
Л +  2С =  ЗВ шартдан С  матрицани топинг.

О

-  I43
булса,

булса,
булса.
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7. Агар2 3 — 1 ’ - 1 0 54 5 2 ва В = 0 1 3. - 1 0 7. 2 — 2 4.А —

2 (А +  В)-(2В — А)  ни хисобланг. 8. Агар
булса,

4 5 - 2 2 1 — 1А = 3 — 1 0 ва В = 0 1 34 2 7 . . 5 7 3 булса,
З А — (А -\~2В)-В ни хисобланг. 9. АгарА = 13 - 3  2 — 4 1 ва 8  = 21 5 6 ‘ 2 52 - 5  3. 1 3 2. булса,

10. А =- А В  — ВА матрицани топинг2 - I  . - 3  3 ,хаднинг илдизи эканини курсатинг.11. Агар [ ( х ) = х ? —Зх +  5 ва
матрица f(x) =  x2— 5х +  3 куп-

А = 2 2 1 I 1 0
0 булса,

/(А) матрицани топинг.12. Ушбу матрицаларга тескари матрицани топинг:
а) А =
в) А =

1 3  1; б) А = 3 2 25 3 4.-5 1 2■3 I 
1 - 2

-2I г) А =
2 - 1

5 ' 7 5 ,
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13. Куйидаги тенгламалар системаларини матрица- лардан фойдаланиб ечинг:
а)

и)
Д)

л- , + 2 * 2 — З х 3 =  14,2х, +  3х2 +  2х3=  9, б) 3*! +  4х2 ~Ь *3— 16. х ,+  х2 — х3 =  0,Здг, -J- 2jc2 -J- х3= 5 ,  г) 4 х , — х2+  5jc3 — 3.
х + 2 у  +  2 =  4,З х  — 5 г/ +  З2 =  1, е ) 2x-f-Ч у — 2 =  8.

х , —2х2 +  2х3=  —5, 2 х ,+  х2— х3=  5,7х,4- х2 — х3=  10.5х, — 7х.2 +  4хя=  5, Зх, —  8 х 2 +  Зх3 =  — 2, 2х, 4- 5х2 +  5х3 =  3.5x4-8у — 2 = - 7 ,  х 4- Зг =2х — 3у 4-2 2 = 1,9.
ж)

з)

2 х , —  х 2 4 -  х 3 —  5 х 4 =  4 ,  2 х ,+  3х2 — Зх34- *4 =  2, 8 х , —  х 2 4 -  х 3 —  х 4 =  1, 4 Х |  —  З х 2 +  З х 3 4 - З х 4 =  2.2х, -j— х2 * 3 х4 4~ *г, 1,* ,~  *2 +  *з +  х4 —2х5 =  0, Зх , 4" Зх-2 — Зх3 — Зх4 4- 4х3 =  2, 4х, -}- 5х 2—5х3 — 5х 4 4- 7х 5 =  3, х , — 4х 2-|- * з ~Ь х 4 — -*5 =  3.14. Ушбу матрицаларнинг рангами икки хил усул билан (элементар алмаштиришлар ва минорлар орк,а- ли) топиб, натижа бир хил булишини курсатинг:
а) Л ’ 5 0 4 3 ' 1 1 3 23 2 4 1 ; б) А —

2 0 1 37 3 2 4 3 0 1 21 2 1 7 3 4 13 2 -  5 4 ' 2 3 4 Гв) Л = 3 — 1 3 — 3 . 3 5 - 1 3  11 . ; г) Л = 1 3  5 6 . 2  4 3 2.
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I l l  Б О БВ Е К Т О РЛ А Р  А Л Г Е Б Р А С И  Э Л Е М Е Н Т Л А Р ИI- §. Вектор хадида тушунчаФизика, механика. техникавшн турли сохзларида узларининг сон дийматлари билан тулид анидланади- ган катталиклар учрайди. Бундай катталиклар с к а л я р  м и д д о р л а р  деб аталади. Масалан, узунлик, юз, хажм, масса, жисмнинг температураси ва хоказолар скаляр миддор хисобланади.Амалий масалаларга математидани дуллашда, скаляр миддорлардан ташдари фазодаги йуналиши хам анидланишига тугри ксладиган миддорлар учрайди. Йуналиши ва катталиги билан анидланадиган миддорлар в е к т о р  м и д д о р л а р  деб аталади. Жисмга таъсир этувчи куч, харакатдаги жисмнинг тезлиги, тезланиши, харакат миддори, электр майдонининг кучланганлиги, магнит майдонининг кучланганлиги, оний айланиш бурчак тезлиги ва хоказолар вектор микдорлар хисобланади.Вектор миддорлар векторлар ёрдамида тасвирлана- ди. В е к т о р  деб фазодаги тайин узунликка ва йуналишга эга булган кесмага айтилади.Векторлар купинча унинг б о ш и ва ох ирин_ и билди- рувчи иккита харф ёрдамида (масалан А Б , C D ,...)ёки биргина (масалан, а , В,...) харф ордали белгилана- ди.__Векторнинг узунлигига унинг модули деб аталади ва
\АВ\ — \а\ куринишда белгиланади.Модули бирга тенг, яъни |а| =  1 булган вектор б и р л и к вектор, модули нолга тенг |а| = 0  булган вектор нол вектор дейилади. Нол векторнинг йуналиши хадида суз юритилмайди, чунки у анидланмаган. Нолдан фардли иккита вектор бир тудри чизидда ёки параллел тугри чизидларда ётса, бундай векторлар к о л л и н е а р  векторлар дейилади ва а\\В куринишда белгиланади. Битта текисликда ётувчи ёки шу текисликка параллел булган векторлар к о м п л а н а р  векторлар дейилади^Агар а ва В векторлар учун:а) узунликлари тенг булса;б) улар коллинеар булса;66



в) йуналишлари би£ хил булса, у холда бу векторлар тенг деб олинади: а =  6.Бу таърифдан фойдалзниб, ихтиёрий векторни те- кисликнинг ёки фазонинг исталган нуктасига кучириш мумкин.Нол вектордан фаркли хар кандай а вектор учуй карама-карши вектор мавжуд булиб, у ( —а) билан белгиланади. { — а) вектор а векторнинг модулига тенг модулга эга |а| =  | — а | , улар коллинеар, аммо карама- карши томонга йуналган.2- § . В ек т о р л ар  усти д а а м а л л а рВекторларни кушиш ва айириш хамда векторларни сонга купайтириш амалларини курамиз. Бу амаллар чизикли амаллар деб аталади.I .  В е к т о р л а р н и  к у ш и ш .  Коллинеар булмаган икки я ва S векторларнинг йигиндиси с векторни топишни курайлик. Бунинг учун а векторнинг бошини исталган 
О  нуктага куйиб, унинг учини А нукта деб, бу нуктадан иккинчи В векторни келтириб куйилса, бу векторнинг учи В нуктага жойлашади. О ва В нукта- ларни бирлаштирсак, боши О  ва охири В булган 
О В  векторни хосил киламиз. Бу вектор а ва Ь векторла- ринииг изланган йигиндиси с вектордан иборат булади (3- чизма).Векторларни кушиш коидасидан исталган О, А ва 
В уч нукта учун

Ш + А В = = Штенглик уринли булиши келиб чикади. Охирги тенглик векторларни кушишнинг у ч б у р ч а к  к о и д а с и  дейилади.
а ва В векторларнинг бош нукталарини О  нуктага куйиб а =  ОЛ  ва B— O D  векторларни чизамиз. Улар-
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нинг учлари А ва D  нукталардан а, В вскторларга мое равишда пзраллел А В  ва B D  тугри чизиклар чизсак, улар В нуктада кесишади.Боши О, ох иди В нукта булган вектор курсак, бу вектор изланаётгап а на В векторлар йигиндиси с вектор булади ( 4 -чизма), иьнн а, В лардан курилган параллелограмм диагонали булади. Векторлар йигиндисини бундай геометрик ясашни одатда п а р а л л е л о г р а м м  к о и д а -  с и дейилади.
с =  а-\-В векторнинг узунлиги (модули)|с| =  Y l a l 2-!- \В\2 — 2\а\ |5k’os(o л В) (3.1)формула ёрдамида топилади.Иккита вектор учун хосил килинган векторларни кушиш коидасини исталган чекли сондаги кушилувчи векторлар булган дол учун хам куллаш мумкин. Бунда асосан векторларни кушишнипг учбурчак коидасини кетма-кет куллаш усулидан фойдаланилади. Ихтиёрий 
О  нуктага кушилувчи векторларнинг биринчиси а векторнинг боши куйилади. Бу векторнинг охирига (А нуктага) иккинчи В векторнинг боши куйилади. Энди 
b векторнинг охирига с векторнинг боши куйилади. Бундай жараённи давом эттириб, йигиндида катнашувчи векторлардан сунггисининг охирини бошлангич О  нукта билан бирлаштириб, О  нуктани вектор боши хисоблан- са, хосил булган O D  вектор берилган векторларнинг йигиндиси булади (5- чизма).Агар бир нечта векторларни кушишда сунгги кушилувчи векторнинг боши О нукта билан (биринчи кушилувчи векторнинг боши) устма-уст тушса, бу векторларнинг йигиндиси нол векторга тенг булади (6- чизма).
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Векторларни кушиш амали куйидаги хоссаларга эта:1) К,ушишнинг группалаш (ассоциативлик) хиссаси. Исталган a, ft ва с векторлар учун
(а +  Е) +  с =  а +  ( В + с )муносабат уринли.И с б о т .  Векторларни кушишнинг учбурчак коида- сидан (7- чизма):

a-{-b =  UA  -j- А В  =  ОВ,

(а +  Ь ) + с = Ш  +  В €  =  ()С,
Ь +  с =  А В  +  Ж  =  А С , 
а +  ( Ъ + с ) = 6 А  +  Ж =  О С ,бундан а +  (б -|-с )= (а  +  &)-|-с экани келиб чнкади.2) Векторларни кушишнинг урин алмаштириш 

(коммутативлик) хоссаси. Исталган иккита а ва В вектор учун а-\-В=В-\-а  тенглик уринлидир.3) Х,ар кандай а векторга нол вектор кушилса
а вектор хосил булади, яъни а +  0 =  а.4) Хар кандай а вектор учун шундзй а' вектор мавжудки, унинг учун: а +  а' =  0. 2

7- чизма 8- чизма2 . В е к т о р л а р н и  а й и р и ш .  Иккита^я ва В векторнинг айирмаси деб, шундай учинчи с — а — В векторга айтиладики, унинг айрилувчи В вектор билан^йигиндиси 
а векторни беради. Демак, таърифга кура, агар с — а — В булса, у холда Е +  Е =  а. Икки векторни кушишкоидасидан айирма векторни ясаш коидаси келиб чикади (8- чизма). Умумий 0 нуктадан а ва Ь векторларни куямиз. Камаювчи а ва айирилувчи В векторларнинг охирларини туташтирувчи ва айрилувчи вектордан камаювчи векторга гомон йуналган ВА  вектор с — а — В айирма булади. Хакикатан хам, векторларни кушиш69



кондасига кура: ОВ -\-ВА =  ОА  ёки Б-\~с =  а, яъни
с =  а — В.Агар умумий 0 нуктадан куйилган а ва Б векторлар- дан О А В С  параллелограмм ясалса, у холда параллело- граммнинг 0 учидан чикувчи диагонали билан устма-уст тушадиган О В вектор а ф Б  йигиндига генг, иккинчи диагонал билан устма-уст тушадиган СА вектор эса 
а — Б айирмага тенг булади (9- чизма).3 . В е к  го р  ни с о н г а  к у п а й т и р и ш . а  вектор ва скаляр к ф О  сон берилган булсин. а векторнинг А. сонга купайтмаси деб куйидаги шартларни каноатлантира- диган Б векторга айтилади:а) Агар А> 0  булса, Б вектор а.вектор билан бир хил йуналишда ( а ф  0), акс холда А ,< 0  булса, Ь ва 
и векторлар карама-карши йуналишда булади;б) Б векторнинг узунлиги (модули) |5| =  |Л ||а| формула билан хисобланади.Масалан, '2 а вектор а вектор билан бир хилйуналган ва а векторнинг узунлигидан икки марта кичик узунликка эга булган вектордир.Векторни сонга купайтириш коидасидан куйидаги хулосалар келиб чикади:1. Ихтиёрий а вектор учун: О-а — б;2. Ихтиёрий А . с о н  учун: А,-6 =  0;3. Ихтиёрий а вектор учун: 1 -а —а; ( — 1 ) - а = — а.4. а ва Ал векторлар коллианеар векторлар булади.Бирор а ф 0 векторни узининг узунлигига тескари1̂1 сонга купайтирилса, шу вектор йуналишидаги бирлик вектор (орт) хосил булади, яъни щ - а  =  а0(|ао1 =  !).Т е о р е м а .  Агар а ||5 (а ^ 0 ) булса, у холда шундай А. сон мавжудки,

Б =  Ха (3.2)тенглик уринли булади.И с б о т .  а || Б булгани учун куйидаги уч холдан бири булиши мумкин:1) а \ ] Б  булса, | i | - - a =  ^ у Б  булиб, бундан
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сак, В— ка келиб чикади;2) a \ \ B  булса, --yip 5 =  -  г 1Я -  ______  яй.......... •В булиб, бундан
Ь = — г^г-и хосил булади. Бу тенгликдан к =  — .-̂ т- |в| _  3 3 |а|деб олсак, Ь =  ка келиб чикади;3) 5 =  0 булса, у холда В = 0 - а  булиб, бунда А. =  0булади.Демак, векторни сонга купайтириш коидасидан ва бу теоремадан куйидаги хулосани чикариш мумкин: а\\В берилган булса, у холда бу векторлар учун B = k a ( k £ R )  тенглик уринли булади.

Шундай килиб, (3.2) муносабат а, В векторлар коллинеарлигининг зарурий ва етарли шартидир.Векторни сонга купайтириш куйидаги хоссаларга эга:а) 1 -а — а\ ( — 1 ) - а =  — а;б) Я-{р-о) =  (Х_-р)-а (группалаш конуни);в) к(а-\-В)=ка-\-кВ  (векторларни кушишга нисбатан такси мот конуни).Бу хоссаларнинг исботини укувчининг узига колди- рамиз.1-м и с о л .  А В С  учбурчак берилган булиб, унинг огирлик маркази О  нуктада булса, О А  +  О В  -+- О С  — б эканини исбот килинг ( 10- чизма).Е ч и ш .  Томонлари ОА ва ОВ  булган векторларданиборат Л О В Е  параллелограмм ясаймиз. Бу паралле- лограммдан:

В

С9- чизма 10- чизма

оА +  о в = о й . (А)
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\ О нукта масала шартига кура учбурчакнинг огирлик маркази булгани учун, урмедианалар кесишган нук.тадан иб<|рат. Шунинг учун O D  лектор C D  векторнинг учдан
,10- чизмадан О С  =  — 2 0 D , О й  =  П Ё , О С  =  Е б  (В) 

(А), (В)  ва (В)  лардан:
С о £ )= -(о А + О б )=►  Ш + Ы + Ш := б .2 - м и с о л .  Иккита (/ ва Т) тросга 15 кг юк осилган (II-чизм а). Агар Z .A C B  — 120° булса, тросларда косил булувчи кучларни аникланг.В ч и ш . Масала шартига кура тросларга осилган 15 кг юк иккита, яьни C D  ва C F  кучнинг йигиндисидан ибо- ратдир. Шунинг учун юк йуналишини диагонал сифатида караб параллелограмм томонларини топамиз.Б^нинг учун E C D F  параллелограммни ясаймиз, чизмадан:

а ва В векторлар берилган булсин. Бу векторларнинг бошларини бирор умумий 0 нуктага келтирамиз ёки 
О А  — а ч г  О В  — Ь векторларни ясаймиз ( 12- чизма). У колда А О В  бурчак (а векторни Ь вектор билан устма- уст тушгунча айлантириш лозим булган иккита бурчак-

бирини ташкил килади, яъни O D =  CD. ( Б )

Z. FC O  =  30°.Параллелограмм томонлари \CD\ ва |С£| ларни топамиз. Тугри бурчэкли \ C F D  дан:|CF| =  |CD\ • cos30° =̂*-
Демак, \ C D \ -lQ -\ j3  кг.|С2| ни топамиз: C D  =  E F  булгани учун
Демак, |С Ё | =  5-^3 кг.3-§. Йкки вектор орасидаги бурчак
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А

д
В

II- чизма 12- чизманинг кичиги а ва В векторлар орасидаги бурчак дейилади ва (а л В) куринишда ёки а, ф, ф,... харфлар- дан бири оркали белгиланади. Демак, таърифга кура нкки вектор орасидаги бурчак 0° дан 180° гача ораликда булзди. Бундам куринадики, бир хил йуналигудаги коллннеар векторлар орасидаги бурчак 0° та, карама- карши йуналишдаги векторлар орасидаги бурчак 180° га тент булади. Агар векторлар орасидаги бурчак 90° га тенг булса, улар перпендикуляр ёки ортогонал векторлар дейилади ва бу a _ L ?  каби белгиланади. / ва унинг бирлик вектори е берилган булсин. Ихтиёрий 
а ф 0 векторнинг бирлик вектори ао куйидагича аник,- лцнади:
а ф О  текисликдати ихтиёрий вектор булсин. а вектор билан / ук орасидаги бурчак деганда / укнинг бирлик вектори е билан а вектор орасидаги бурчак тушунилади. 
а’ вектор / ук билан ф бурчак ташкил килади (13- чизма). д

ачунки.

О в е 14- чизма13- чизма
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4- §. Векторнинг укдаги проекциясиТекисликда ихтиёрий жойлашган бирор / ук ва 
а вектор берилган булсин. Бу а векторнинг боши А ва охири В нинг / укка проекциялари мое равишда А\ ва В|'нукталар булади (14-чизма)./ укда А | нукта х\ координатага, В\ нукта хч координатага эта булсин. а вектор охири ва бошининг / укдаги проекциялари координаталарининг айирмаси 
хч—*i га а векторнинг шу укка проекцияси деб аталади ва куйидагича ёзилади:

П р ,а = х ч — х 1.Агар а вектор / ук билан уткир бурчак ташкил этса, у холда х ч > х \  булиб, хч—х\ проекция мусбат; агар 
а вектор ва I ук орасидаги бурчак утмас булса, у холда 
хч<Сх1 булиб, хч—х\ проекция манфий булади(15- а, б чизмалар).

холда х ч = х \  булиб Х ч —Х\ проекция нолга тенг булади.1- т е о р е м а ,  а векторнинг / укка проекцияси 
а вектор модулининг шу вектор билан ук орасидаги Ф бурчак косинусига купайтмасига тенг:П р/а= | | • С О Б ф . ( 3 .3 )И с б о т .  а векторнинг I у к д а г и  п р о е к ц и я с и

хч — xi булсин. а векторни параллел кучирсак, унинг бу укдаги (хч — х\) проекцияси узгармас микдор булади. Шунинг учун векторнинг боши / укнинг санок боши 
О  билан устма-уст тушади- ган холни караш кифоя- дир (16- чизма).74



Санок бошининг координатаси нолга тенг булганиучун Пр/я — х  — 0 =  х.бу ерда х — а вектор охири проекциясининг координатаси. Косинуснинг таърифига кура:

Теорема исбот булди.2 - т е о р е м а .  Икки вектор йигиндисининг / укдаги проекцияси кушилувчи векторларнинг шу укдаги проекциялари йигиндисига тенг.И с б о т .  Л С =  А В  -f- В С  булсин (17- чизма).
Л, В ва С нукталарнинг I укдаги проекциялари А и B t, ва С| нинг координаталарини Х\, х2 ва хз  билан белгилаймиз. У холдаПр/я =  х2— Х\\ П р/5= агз — jc2; [\р/АС —  х з  — х , .Бирок хз —Х| = ( х 2—-дг|) +  (дсз — х2) деб ёзиш мумкин булгани сабабли:

_ | » inoinaТ- т е о ре ма .  я векторни Я сонга ку-пайтирилса, унинг / укдаги проекцияси хам шу Я сонга купаяди:

еки Пр;Я =  |я|сОйф.

n p ^ ^ = n p ^ f i  +  n p (flC .Бу теоремани п та векторлар йигиндиси учун хам умумлаш- тириш мумкин, яъни бир нечта векторлар йигиндисининг бирор / укдаги проекцияси векторлар проек- цияларининг йигиндисига тенг.

В

17- чизма

Пр/(Яя) =  ЯПр,я.Теорема исботини укувчиларга колдирамиз.
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М и с о л .  Узунлигн |а| =  6 гад I ук билан хосил килган бурчаги 60° га тенг булган а векториинг I укдаги проекциясини тоиинг.Е ч и ш. (3.3.) формулага асосан:П р ,а =  |a|cos<p =  6cos60° =  6 -  ̂ = 3 .5-§. Векторларнинг чизикли богликлиги.Базис векторларai, 02, ... ап векторлар хамда Я|, Яг, ..., К  хакикий сонлар берилган булсин. Улардан хосил килинган Xiai Ч-ЯгАг-Ё— +Я „а„ ифода ai, аг, ап векторларнинг Я|, Яг, .... Я„ коэффициентли ч и з и к л и ко м б и н а ц и я -  с и дейилади. Агар бирор а вектор о ,  аг, .... а„ векторларнинг чизикли комбинациям шаклида ифодаланган булса, а вектор шу векторлар буйича ёйилган дейилади, яъни куйидаги тенглик уринли булади:
а =  Я|«| -f- Ягаг + ... -f- Я„а„.Агар камида биттаси нолдан фаркли Я), Яг, .... Я„ сонлар танлаб олингандаЯ|01 +  Ягаг-+-...+  Ялсл =  0 (3.4)тенглик бажарилса, у холда а |, аг, .... а„ векторлар ч и з и к  л и б о г л и к  дейилади. Агар (3.4) муносабат факат Я| =  Яг = . . .  =  Яп =  0 булгандагина уринли булса,у холда ai, аг,..., а„ векторлар ч и з и к л и  б о г л а н  м а га н ёки ч и з и к л и  э р к л и  деб аталади.Энди текисликдаги ва фазодаги векторларнинг чизикли богликлиги хакидаги теоремаларни караймиз.,  1 - т е о р е м а .  Текисликдаги хар кандай учта а, 6 ва 

г. векторлар чизикли боглик булади.И с б о т. Бу векторлардан бири кол га н икки вектор- нинг чизикли комбинациясидан иборатлигига ишонч хосил килиш кифоя. Бунда икки хол булиши мумкин.1. Берилган векторлар орасида бир жуфти коллинеар булсин. У холда а =  ХЬ ёки а =  ХЬ-{-0-с (бунда Я — сон) тенгликни ёза ОламиЗ, яъни а вектор Ъ ва с векторларнинг чизикли комбинациям булади.2. Берилган векторлар орасида хеч бир жуфти коллинеар булмамн. У холда учала векторни умумий нуктага келтирамиз (18- чизма). а векторни b ва
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~с векторларга коллинеар булган икки векторнинг йигиндиси куринишида ифодалаш мумкинлигини курса- тамиз. Диагонали а вектордан, томонлари эса О С  ва 
ОВ  векторлардан иборат булган параллелограмм туза- миз. Векторларни кушиш коидасига кура:Ш  =  О В +  О С . (А)

ОЪ ва О С  векторлар мое равишда В на с векторларга коллинеар булганлиги учун
Ш  =  КЬ  ва О С  =  к.2с (В)тенгликни ёзиш мумкин. (В) ни (А) га куйсак, 

и А. 1 b -}- А2Гхосил булади.Н а т и ж а. Агар текисликда векторлар сони учтадан ортик. булса, улар хам чизикли богликдир, яъни бу векторлардан бирини колганларининг чизикли комби- нацияси куринишида ифодалаш мумкин.2- т е о р е м  а. Фазодаги хар кандай туртта а, Ь, с ва 
d векторлар чизикли богликдир.И с б о т. Берилган векторлар умумий бошга эга деб фараз киламиз. Уларнинг чизикли богликлигини курсатиш учуй бу векторлардан бири колганларининг чизикли комбинациясидан иборат эканлигини курсатиш етарлидир. Бунда икки хол булиши мумкин.1. Берилган туртта вектор орасида компланар векторлар учлиги мавжуд булган холни курайлик. Аниклик учун, масалан, а, В ва с векторлар учлиги компланар булсин. Бу векторлар бир текисликда ётганли- ги учун улардан бирини, масалан, а векторни 1- теорема-
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га кура колган векторларнинг чизикли комбинациясн куриниишда ифодалаш мумкин: а — \\6-\-hiC. Турттала вектор учун а =  В-J-h^c-f-0• 3 тенгликни ёзиш мумкин, бу эса а вектор В, с ва 3 векторларнинг чизикли комбинацияси эканлигини билдиради.2. Берилган векторлар орасида битта хам компланар векторлар учлигийук булсин. Бу холда а векторни мое равишда В, с на 3  векторларга коллинеар булган учта векторнинг йигиндиси куринишида ифодалаш мумкин. Диагонали а =  (УА вектордан ва кирралари мое равишда В, с на 3  векторларга коллинеар булган векторлардан иборат параллелепипед ясаймиз (19-чиз- ма). Векторларни кушиш коидасига кура:
3 = Ш  =  О В  +  О С  +  ШБирок ОЪ =  'к1В, О С  =  \2с A F  — O D  =  \л3. Д ем ак, a =  Xi5+A,2C +  кзЗ, бу тенглик эса а, В, с ва 3  векторларнинг чизикли боглик эканини билдиради. Бу теорема- лардан иккита а ва В вектор коллинеар булса, улар узаро чизикли боглик булиши ва аксинча, иккита вектор чизикли боглик булса, уларнинг коллинеар булиши келиб чикади. Фазода берилган учта вектор чизикли боглик булиши учун уларнинг компланар булиши зарур ва етарлидир.Маълум тартибда олинган А, А, ..., А векторлар системаси чизикли эркли булиб, бошка кар кандай вектор булар оркали чизикли ифодаланса, А, А, ..., А векторлар системаси базис векторлар дейилади ва

4.... А)куринишда белгиланади.Агар базиснинг хар бир вектори бирлик вектор булиб, улар жуфт-жуфти билан узаро перпендикуляр булса, бундай базис о р т о н о р м а  л а н г а н  б а з и с  векторлар дейилади. Базисни ташкил этувчи векторлар сони каралаётг^н фазонинг улчовини билдиради.Исталган а векторни берилган Б — {Т\, А} базис векторлари буйича ёйиш мумкин:
a — aiti +  U2?2,бу ёйилмадаги щ, о2 сонлар а векторнинг Б={Т\, h} базисга нисбатан а ф ф и н  к о о р д и н а т а л а р и  ёки78



базисдаги к о м п о н е н т л а р и  дейилади. Худди шунга ухшаш Б={Т\, I2, h} базис берилган булса, ихтиёрий и" векторни шу базис буйича ёйиш мумкин:
бу ерда а векторнинг а\, аг, аз компонентлари куйидаги геометрик маънога эга: О  учдан чикувчи ва киррали а\, /i, аг/г, аз/з векторлардан иборат иараллелепипедни караймиз. а вектор бу параллелепипеднинг О учидан чикувчи диагонали булиши равшан. Бу холда(3.5) формулани куйидагича хам ёзилади:
Агар векторларни бошка векторларнинг чизикли комбинацияси билан ифодалаш мумкин булса, берилган вектор шу векторлар буйича ёйилган дейилади. Масалан,
чизикли комбинацияеини ифодалайди ва а вектор at, а?, йз, а* векторлар буйича ёйилган дейилади.1-м и с о л .  К ва L нукталар A B C D  параллелограмм томонларининг урталари булсин (20-чизма), В С  векторни т =  А К  ва n =  A L  векторлар буйича ёйинг.Е ч и ш :  А А В К  дан A & + \ B C  =  ih (А). Л A L D  дан:

а — а\1\ + « 2̂ 2 +  аз?з, (3.5)

а = { а \ ,  а% аз}.

A D  -(- DL =  n. Чизмадан A D  — BC; D L = ~ D C = ^ A B  гаэга буламиз. У холда
(А)  дан:

А В  =  т - ~ В С (С)
(С ) , (В)  лардан:

В С  +  2 т —  ’ В С  =  пеки о?* < -  2 —
ВС==  З л ~  З т  ' 79



У

20- чизма 21 - чизма6-§ . Векторнинг йуналтирувчи косинусларнФазода бирор вектор координата уклари билан мое равишда а, (3, у бурчаклар ташкил этган булсин (21- чизма). Бу бурчакларнинг cosa; cosf3, cosy коси- нуслари а векторнинг й у н а л т и р у в ч и  к о с и н у с  л а - р и деб аталади.
вектор берилган булсин, бунда 1\, li, Тл ортонормаланган бирлик векторлар oi, «2, яз сонлар мос равишда 
а векторнинг Ох, О у  ва Oz  уклардаги проекцияси булиб(3.3) формулага асосан:

Бу ифодалардан фойдаланиб йуналтирувчи коси- нусларни топамиз:

(3.7) тенгликларнинг х,ар бирини квадратга кутариб ва уларни кушиб векторнинг йуналтирувчи косинусларн орасидаги ушбу богланишга эга буламиз:

Я  =  я  I U  Я 2 ? 2  * f -  Q 3 I 3 (3.6)
а | = а х= П р 0ха — |a|cosa, «2 =  a# =  П p0#a =  lalcosfl, 
а$ =  аг =  Пр 0га =  |а |cosy.

а U.cosa (3.7)
Uг
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cos2a  +  cos2fJ +  cos2y =  1,яъни исталган векторнинг йуналтирувчи косинусларн квадратларининг йигиндиси бирга тенг.М и  с о л .  Агар Л(3; 2; 1) ва В( 5; 4; 2) булса, 
АН  векторнинг координата уклари билан ташкил этгаи бурчакларининг косинусларини топинг.Е ч и ш: А В  векторнинг Ox, Оу, Oz  уклардагипроекцияларини топамиз:Пр0й ^  =  5 - 3  =  2; Пр0уА В =  4 — 2 =  2;

Пр0г =  А В = 2 - I  =  1.
АВ  векторнинг модулями топамиз:M S | =  д/22 +  22 +  Г =  V9 = 3 .(3.7 ) муносабатлардан векторнинг йуналтирувчи коси-

2 2 Iнусларини топамиз: c o s a =  ; co sp =  ч ; c o sy=  ч -
7-§. Икни векторнинг коллинеарлик шартиУзаро коллинеар а =  ах1\ +  аДг +  ^ з  ва Ь— Ьх1\-\- 

- ^ b J -2 +  b J i  векторлар берилган булсин, демак, улар орасида а =  ХЬ (бунда Я. — бирор сон) муносабат уринли булади. Векторни сонга купайтирилганда унинг уклардаги проекциялари х.ам мос. равишда шу сонга купантирилганлиги учун куйидаги тенгликларни ёзамиз:
(Хх — hbx', XI у —-- kby, Q.z'z=-\bz. (3.8)(3.8) тенглик а ва Ь векторларнинг коллинеарлик шаргидир. (3.8) тенгликдан

тенгликларни х,осил киламиз. Бундан:
(3.9) формула иккита а ва i  векторлар коллинеар булиши учун уларнинг координата уклардаги проекция- лари пропорционал булиши зарур ва етарли булишини билдиради.
6—632 81



М и  с о л .  а  ва_ 0 ларнинг кандай кийматларида 
а =  2Г| -f- +  Гз ва В  — 3?|— 6?2 +  рГз векторлар коллинеарбулади?Н ч и ш. (3.9) формуладан фойдаланамиз:2 __ ^3 — - 6  — р'Бунда н:

2 I 33 ~  р = ^ а —  2  •Жавоб: а =  —4; р =
8 - § . К о ор д и н атал ар и  би лан  бери л ган  в екторлар усти д а а м а л л а р
о., В векторлар берилган В =  {7|, Гг, ?з} базис векторлари буйича куйидаги координагаларга эга булсин: 

с с — { o il А з}=  Д|Г[ -( - дгГз -f- Q3/3’.
В =  (?2l з̂} =  Ь\ /| -)- (?2?2 -{- 63Г3.!■ и ва 5 векторларни кушишда уларнинг мос координаталари кушилади. Х,ак.ик,атан хам, с =  {сг, сг; сз}.

c =  a-\-b — (aJ\ 4 -агГг#зГз)Д-(bj\ -)-b j^ -j-Ьз1з)= 
= ( d i  -\-b\)l\ Ьч)12-\-(аг\-Ьз)1з ==  {fli +  6i; ci2 -\-b‘2, ал -+- Ьз}.Демак, C| =  d  +  b\\ С2— й2 -\-Ь2\ Сз =  аз -j- 63.2. а вектордан 5 векторни айиришда хам векторлар- нинг мос координаталари айрилади, яъни

а В—(а\1\ +  а2?2 +  азГз) — (6|Г| +  г̂Г2 +  6з?з) =
=  (й | )м -(-(яг —  ̂ г)Гг-(-(аз —  Ьз)Тз ==  {<*1 — Ь\\ а.2 — bi\ аз — Ьз).3. Векторни сонга купайтиришда унинг барча координаталари шу сонга купайтирилади, яъни

=  Ца{1\ 4- агГ-(-аз/з) ==  (Л,а | )/| +(Яаг)Гг +  (Я,аз)7з ==  { |; А,аг; А.аз}.Юкорида айтилганлар ихтиёрий сондаги векторлар учун Хам уз кучини саклайди.N2



М и с о л. а =  {2; — 1; 3}; В = { 2; — 1; —3} ва с =  {0; 2; 1;} векторлар берилган. а) а — Ь-\-с\ б) а +  у 5 ; в) 5а век-торларнннг координателарини аиикланг.Е ч и ш. а) а —5 + с  =  {2 —2 +  0; — 1— ( — 1) +  2;3 — ( — 3) +  1} =  {0; 2; 7};б) а + ]2 В ==  {2 +  ( - I ) - y ;  1 +  g ( 1); 3 +  2 *( — 3)} = ._ / 3 .  _  3 . 3 1\ 2 ’ 2 ’ 2 Jв) 5а =  {2-5; 5.( — 1); 3-5} =  {Ю; - 5 ;  !5}.9 - § . В ек то р л ар н и н г ск ал я р  к у п а й т м а си  ва унинг х о сса л а р иВекторлар билан бажариладиган содда амалларии (кушиш, айириш ва сонга купайтириш) ва бу амаллар натижасида яна векторлар келиб чикишини курдик. Энди векторлар билан бажарилган амал натижасида скаляр (сон) косил булишини куриб чикамиз.
^  Т а ъ р и ф. Нолга тенг булмаган иккита а ва 
b векторнинг скаляр купайтмаси деб купайтирилувчи векторлар модулларининг бу векторлар орасидаги ф бурчак косинусига купайтмасига_ тенг сонга^ айтилади (22- чизма). Скаляр купайтма а-В  ёки (аВ) шаклда ёзилади. Демак, таърифга кура:

а - В = { а  В)— |а| 1 |cosqj. (3.10)Векторлар скаляр купайтмасининг физик маъносини тушунтирамиз. М моддий нукта А нуктадан В нуктага томон т^гри чизик буйлаб харакатланаётган ва I га тенг йулни босиб утган булсин. Бунда М моддий нуктага 
F  куч таьсир этаётган булсин. Бу кучнинг катталиги ва йуналиши узгармас булиб, бу вектор нуктанинг кучиш й)+алиши билан ф бурчак ташкил килсин (23-чизма).
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Физикадаи маълумки, F  куч таъсирида М моддий нукда А нуктадан В нуктага кучишида бажариладиган 
Л иши A =  f7cosq> формула бнлан аникланади. Агар кучиш вектора А В  =  1 вектор булса, у холда F  ва / векторларнинг скаляр купайтмаси таърифга кура:

А =  Р -7— F/coscpбулади. Демак, моддий нуктанинг тугри чизикли харакатидаги узгармас кучнинг бажарган иши куч векторининг кучиш векторига скаляр купайгмасига тенг экан.Скаляр купаитма таърифидаги (3.10) формула |6 |cosq> купайгма Ъ векторнинг а вектор билан аниклана- дигаи укка проекцияси (Пр^б билан белгиланади), |a|coscp эса а векторнинг b вектор укига проекцияси булгани учун (24- чизма):
а - Ь = \ а  \ |ft|cos<pёки

а - b — |а |П р -5 =  16 1П рй« (3.11)тенгликни косил киламиз.Демак, икки векторнинг скаляр купайтмаси бу векторлардан бирининг модулини иккинчи векторнинг бу векторга проекциясига купайтмасига тенг экан.(3.11) формуладан бир векторнинг иккинчи вектор- даги проекциясини хисоблаш формуласига эга буламиз:
п ^ = 1 т ; n ^ = - r s f -  <3.12)Скаляр купайтманинг хоссаларини куриб чикамиз.1. Икки векторнинг скаляр купайтмаси урин алмаш- тириш хоссасига эга:

d-b =  b-a.2. Исталган икки векторнинг скаляр купайтмаси скаляр купайтувч|ца_нисбатан гурухлаш хоссасига эга:
Ц а-Ь) — (ка)-Ь =  а-(ХЁ).3. Икки векторнинг скаляр ̂  купайтмаси таксимот хоссасига эга: (а-\-В)-с =  а с-\-Ь с.4. Агар икки векторнинг скаляр купайтмаси нолга тенг булса, у холда купантирилувчи векторлардан бири нолга тенг булади ёки улар орасидаги бурчак косинуси нолга тенг булади (бу холда бу векторлар узаро перпендикуляр булади).84



5. Векторнинг уз-узига скаляр купайтмаси шу вектор узунлигининг квадратига тенг:(а-а) =  | а 12.6. 7и ?2, 7з— Декарт координаталар системасининг координата укларидаги бирлик векторлари (ортлари) булсин. У холда юкоридаги хоссалардан ушбу тенглик- лар келиб чикади: (7 i* ? i)=  |7 ||2= 1 ;  (72*72) =  =  I 12 == 1; 
( /з ’ 7 з )=  |7з12=  I; ( 7\■ 72)j =  ( 7\■ 73)= (72*?з)=0.I- м и с о л. Агар |а| =  -\J2\ |ft| = 3 ;  а ва ft вскторларорасидаги бурчак q> =  45° га тенг булса, с  =  2 а -\ -З Ь  векторнинг узунлигини хисобланг.Е ч и ш. 5- хоссадан фойдаланамиз, яъни с =  2а-\-ЗЬ векторнинг хар икки томонини квадратга кутарамиз:| с |2 =  (2а - f  3ft )2 =  4 1 а |2 +  12а • ft 9 1 ft |2 Берилганларга кура: |а |2 =  2; |5|2 =  9;a - f t =  |а| |S|costp =  ~̂ 2 *3-“ - = 3 .Демак, |с |2 =  4 -2 + 1 2 -3  +  9 -9 = 1 2 5  ёки | с | =  ^125 = 5-^ 5.Энди координаталари билан берилган векторларнинг скаляр кунайтмасини хисоблашни курамиз. Орто- нормаланган Б — {1\ /; £} базисда a =  {a ,̂ ау, az} ва
S —{bx, by, Ьг} векгорлар координаталари билан берилган булсин. У холда а ва ft векторлар учун

a  =  a xl + a v~j -\ -а Я \
Ь =  Ь17+Ьу]+Ьгкёйилмаларга эга буламиз. Скаляр купайтманинг хоссала- ридан фойдаланиб а векторни ft га скаляр купайтирамиз:

а • В= ( а,1-\- ау] + а Я ) • (ft ,7 + b yj  +  Ь Я ) =  axb j  ■ 7++  a xby7] +  a,ft Д  +  (iyb xJ ■ 7 - f  U yb yj- / + a 4b zj - k  +-j- a zb xk  ■ i -(- a zb y k j  +  a zbz£ k .__ 6-хоссага_ _к£ра:_ |Л2= 1; |/ 12 =  I ; I/г12 =  1;
i - j  =  j ■ k - k - 7 —7 k =  j - 7 = k ] = 0. У холда икки векторнинг скаляр купайтмаси учун

а • ft =  a xb x -f- ачЬу a zb z (3.13)формулага эга буламиз.
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Демак, координаталари билам берилган икки вектор- нимг скаляр купайтмаси бу векторлар мос коорди- наталари купа^тмаларининг йигиндисига тенг.4-хоссада а ва В векторлар перпендикуляр булиши учун а-В—0 булиши курсатилган эди. У холда(3.13) формулага асосан икки векторнинг периендику- лярлик шарти куйидагича ёзилади:
ахЬх +  ауЬу+ а гЬг— 0. (3.14)Демак, икки вектор узаро перпендикуляр булиши учун уларнинг бир исмли проекцияларининг жуфт-жуфткупайтмалари йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.Векторларнинг скаляр купайтмаси формуласи 

а - В — |а [ |ft|costp дан
ub , „ , _.cos» = - r a u i  <3 | 5 >тенгликни топамиз. (3.15) формулами куйидагича хамёзиш мумкин:cos<p = °А+аА + вА

М ° 1 + * 1 + 4 - л1ь\ + ь2у+ ь1
(3.16)

(3.15) ва (3.16) формулалар икки вектор орасидаги бурчак косинусини топиш формуласи дсйиладн.2- м и с о л. Агар |а| =  7 \/2, \В\ — 4 ва <р =  45° булса,За-(-а& ва а — 2В векторлар а  нинг кандай кийматлари- да узаро перпендикуляр булади?Е ч и ш. Берилган векторларнинг скаляр купайтмаси- ни топамиз:(За +  аВ) • (а — 2 В ) =  Зоя — бай -j- ааб — 2а I й|2 ==  3 |а |2 — 6 |a!|£ |cos4 5 °-f а|а| |6|cos45° — 2а|Й|2 == 3 - 4 9 - 2 - 6 - 7 ^  .4 .^ - + а - 7 - д / 2 .4 - - ^ —  2 а - 1 6 ==  294— 168-f-28а — 32а =  126 — 4а.Икки вектор перпендикуляр булиши учун уларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг булиши шартидан топамиз: 126 — 4а =  0 => a  =  31,5.3- ми с о л .  а =  {0; 7; 1} ва Й =  {0; 3; 4} векторлар орасидаги бурчакни топинг.
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Е ч и ш. (3.16) формулага асосан:
0-0 +  7 -3 -Ь 4 -1 _  25_

* ^ 7 2+  I2 • У з2 +  42 V50 ' л/25 V2I Я «гос° 5Ф =  ^ - =  2 =^Ф =  Т  =  45 .М А Ш К. Л А Р1. Куйидаги векторларнинг модулини хисобланг:а) а =  { — 2; 3; 6} б)6 =  {4; 2; 1} ;в) с =  {5; 0; 7} r)d =  {0\ 6; 5).2. Л(3; 2; 1) ва В(4; 3; 5) нукталар берилган./4В ва В/4 векторларнинг координаталарини топинг.3. Охири (1; — 1; 2) нуктада булган а =  {2; — 3; — 1} вектор бошининг координаталарини аникланг.4. Моддий нуктага иккита F i ва Fi  куч таъсиокилади. Агар |/■ 11 =  10//, \ F i\ = B H  булиб, F i ва F•>векторлар орасидаги бурчак 90° булса, уларнинг тенг таъсир этувчисини топинг. ___5. A B C D  тетраэдр берилган; a) AB-\~BC-\-CD\б) /4C +  CD  +  /4Bйигиндиларни топинг.6. А В С  учбурчакда А В  =  а , А С  — Ъ ва А б  — с медиана булса, с векторни а ва Ь векторлар буйича, Ь вектор- ни а ва с векторлар буйича ёйинг.7. Узунлиги |а| =  у5  булган а вектор / ук. билан45° ли бурчак ташкил этади. Бу векторнинг I укдаги проекциясини топинг.8. я =  {3; - 2 ;  I), £ = { - 1 ;  1; — 2}, с =  {2; 1; - 3 }  векторлар берилган. 3 =  { 11; —6; 5} векторнинг а, Ь, с базислар буйича ёйилмасини топинг.9. A B C D  тугри туртбурчакда б В  =  а ва А С  =  В диа- гоналлар утказилган. BD , В С , С В  векторларни а ва 
b векторларнинг чизикли комбинацияси куринишда ифодаланг.10. а векторнинг модули |u I =  2 ва координата уадари билан а  =  45°, 0 =  60°, у = 1 2 0 °  бурчак ташкил этиши маълум б)1лса, а векторнинг бу уклардаг.и проекциясини топинг.11. а =  { 12; — 15; — 16} векторнинг йуналтирувчикосинусларини хисобланг. 87



12. Вектор координата ^м ари  бклан куйидагича бурчаклар ташкил этиши мумкинми:1) а  =  60°; р — 45°; у = 1 2 0 °,2) а = 4 5 °; р =  60°; у — 135°,3 )  а = 9 0 \  р = 6 0 °; у = 1 5 0 °?13. Агар |а| = 3  ва а = 6 0 ° ; f} =  45° булса, а векторнинг координаталарини аникланг.14. Агар ы ={4; — 7; 3} ва 6 =  | — 5; 9; | булса,с =  3а +  26 векторнинг координаталарини топинг.15. Агар |а| =  -^2; | 5 | = 3  ва (а л Б)—45° булса, 
с =  2а-{-ЗЬ векторнинг модулини хисобланг.

16. Агар |а|= 7 л /2; | б | = 4  ва (а Б) — 60° булса,
За-\-а.Б ва а — 2Б векторлар а  нинг кандай кийматлари- да узаро перпендикуляр булади?17. Куйидаги векторларнинг скаляр купайтмасини топинг:1) а =  { — 2; 5} ва £ = {3 ; - 5 } ;2) Л ( - 2 ;  3); В ( 3; 5) ва С(4; - 2 )  булса, (А В - В С )18. Агар а =  { —2; 3}; Ь =  {3; 5}; ? = { - 2 ;  8}; rf= {3 ; 1} булса, куйидагиларпи хисобланг: а) а-Б; б) а ,  в) V f 2; г) (а +  t7)2; д) (2д +  6 ) ( а - 2 й); е)
(2а-\-Зс)(Б — 2с).19. Учлари Л(1; 2; 1), В(3; -  I; 7), С(7; 4; - 2 )  нукта- ларда булган учбурчакнинг ички бурчакларини тотш г.20. х вектор Я = { 6; —8; — 7,5} векторга коллинеар ва 
О г  уки билан^ утмас бурчак ташкил этади. Агар |х |= 5 0  булса, х  векторнинг координаталарини топинг.IV Б О  БТ Е К И С Л И К Д А  ВА Ф АЗО ДА К О О Р Д И Н А Т А Л А Р  С И С Т Е М А С И1-§. Текисликда координаталар системасиТекисликда бирор О  нуктада кесишувчи узаро перпендикуляр иккита укни оламиз. Бу укларнинг хар бирида О нуктадан бошлаб бирлик векторларни ажратамиз^ £25-чизма). Мусбат йуналишлари мос равишда /, у векторлар билан аник.ланувчи иккита укдан ташкил топ га н система текисликда т у г р и  б у р ч а к л и  к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м а с и  дейила-



ди ва /? =  {0; 7; ]} куринишда белгиланадк. О  нукта координаталар боши, /, у бирлик векторлар эеа к о о р д и н а т а  в е к  гор л а р и  дейилади. /, / векторлар ортогонал ва бирлик векторлардир, яъни
1Л =  1/1 =  1; 7 ± / .

Ох, О у  уклар мое равишда а б с ц и с с а л а р  ва о р д и н а т а л а р  уклари деб аталади.Текисликда R =  {0; 7, ]} координаталар системаси берилган булсин. Шу текисликнинг А нуктаси учун 
О А вектор А нуктанинг р а д и у с - в е к т о р  и дейилади ва куйидагича ёзилади (25- чизма):

f = O A  =  xi-\-yJ. (4.1)(4.1) даги х, у  лар А нуктанинг R — {0; /; ]} системада! и координаталари дейилади ва бу А{х, у) куринишда белгиланади. Ьу ерда х  сон А нуктанинг а б с ц и с с а с и , 
у  сон о р д и н а т а с и  дейилади. /? =  {0; 7; J] координаталар системасида бирор а =  А В  вектор берилган булса (26-чизма), унинг координата укларидаги нроекцияла- ри ах ва ау бу векторнинг координаталари дейилади.

Масалан, агар а векторнинг координаталарини ах, ау билан белгиласак, ах я векторнинг О х  укига проекцияси булиб,
ах= П р 0ха =  |a|cos(a л 7)формула буйича, ау эса я векторнинг Оу  укидаги проекцияси булиб,

=  Пр0уя =  |я 1 cos(я л /)
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формула буйича аникланади. а векторни Ох  на Оу  уклари, яъни t, /' базис вскторлар буйича ёямиз. 26- чизмага асосаи:
A C  =  a J ;  C B  =  a J .У холда

a =  A B = A C  +  C B  =  aIi +  a J = { a x-, ау) (4.2)
Ых',ая} микдорлар жуфтлиги а векторнинг /, / базислар буйича ёйилмалари дейилади. (4.2) тенглик ёрдамида базис текисликдаги хар кандай векторни иккита узаро перпендикуляр векторларга ёйиш мумкин.Энди а =  А В  векторнинг бош ва охирги нук,- талари (А ва В) пинг коор- динаталари /? =  {0; Г; /} ко- ординаталар системасида маълум булса, у холда а векторнинг координаталари- ни топиш мумкин. А(хй у |) ва В{дг2; у 2) нукталар бе- рилган булсин (27- чизма).У холда а векторнинг Ох  укидаги проекцияси А\В\ кесмадан иборат булиб, унинг узунлиги jc2 — ДГ| га,
Оу  укидаги проекцияси эса А 2В 2 кесмадан иборатбулиб, унинг узунлиги у-2 — У\ га тенгдир.___

(*2 -̂ i )*"> ^ 2̂ 2 =  (i/2 У М  ва и —A jS| -j- /Ij B j га тенг булгани учун
a = A B  =  (x2 — x,)/'+(y2 — y,)J. (4.3)Демак, а векторнинг координата укларидаги проекция- лари мос равишда {(х2 — х ,) ;(у 2~ у , ) }  булиб, унинг кийматлари шу вектор охири ва бошининг тегишли координаталар айирмасига тенг.Агар а =  А В  векторнинг А ва В нукталари координа- талари А (хц у\) ва В(х2, у2) берилган булса, у холда А ва В нукталар орасидаги масофа (а векторнинг узунлиги, модули) ни ушбу формула буйича топиш мумкин: |а| = р ( А В ) =  У ( * 2- * | ) 2- Н 1/2-г / ,)2. (4.4)
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1- м и с о л .  Агар А(2; 3), В(3; 2) булса, А В  векторнинг координаталарини топинг.Е ч и ш. Шартга кура: jci= 2 ,  *2 =  3, i/i =  3, yi =  2. 
А В  векторнинг Г, /' базис векторлар буйича ёйилмаси(4.3) формула оркали топилади:

А В  =  {3 — 2; 2 — 3} =  { 1; — 1} =  Г— /2 -  м и с о л .  Берилган Л(4;3) нуктадан 5 бирлик масофада О у  укида ётган В(х; у)  нукдани топинг.Е ч и ш. Масала шартига кура В  нукта Оу  укида ётадн. О у  укида ётган хар бир нуктанинг абсциссаси нолга тенг булганлигидан В нукта (0; у) координата- ларга эга булади. Л ва б нукталар орасидаги масофа 5 га тенг булгани учун (4.4) формулага асосан:5 =  У ( 0 - 4 ) 2 +  (//-3)2тенгламани оламиз. Бу тенгламани
25=16  +  / - 6 *  +  9куринишда ёзсак, у2 — 6 у = 0 = $ - у ( у — б) =  0 ни хосил ки- ламиз. Бундан у i = 0 ;  #2 = 6  топилади. Демак, А (4, 3) нуктадан узоклиги 5 га тенг булиб, О у  укида ётув- чи нукта иккита булиб, улар fi| (0; 0) ва /?г (0; 6).2- §. Фазода координаталар системасиФазода О  нукта ва бу нуктада кесишувчи узаро перпендикуляр учта Ох, Оу, Oz  укларни оламиз. Бу укларнинг хар бир жуфти оркали текислик утказами.з. Уларни мос равншда хОу, xOz. y O z  деб белгилаймиз (28-а чизма). Бу текисликлар координата текисликлари дейилади.

О  нукта хар кайси координата укини иккига ажратади. Улардан бирини мусбат, иккинчисини манфий деб оламиз. Бу усул бнлан хосил килинган Oxyz  системага фазода тугри бурчакли (декарт) координаталар системаси дейилади. Одатда Ох, Оу, Ог  координата Укларининг бирлик векторларини мос равишда /, j  ва ft (ёки J[, Гг, Г)) лар оркали белгиланади. Фазода тугри бурчакли координаталар системаси символик куринишда 
== {0, I, / ,  ft} ёки /? =  {0, Г|, Гг, Гз} каби белгиланади.Фазодаги векторнинг координаталари деб унинг координата укларидаги проекцияларига айтилади. Ма- салан, бирор а вектор узининг ах, ау, аг координаталари
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билан тугри бурчакли координаталар системасида, яъни Б =  {г, /, k] базис вскторларда берилган булсин. У х.олда 2 вектор куйидагича ёзилади:
a =  a J-\ -a y] + a £  =  {ax-, ау\ аг}- (4.5)(4.5) тснглик фазодаги \ар кандай векторни узаро перпендикуляр учта векторга ёйиб ёзиш мумкинлигини билдиради. Умуман фазодаги хар кандай векторни учта узаро компланар булмаган (яъни бир текисликда ётмаган) векторларга ёйиш мумкин.1 - м и с о л .  а — [4; —6; 2} вектор берилган. Унга коллинеар булган 5 = { Ь Х, Ь¥\ 4} векторнинг номаълум координаталарини аникланг.Е ч и ш. Икки векторнинг коллинеарлик шартига асосан 6 =  Ха =  Ц41— 6/-f-2ft) тенгликни ёзиб оламиз. Векторларнинг тенглигидан 2>. =  4 ни оламиз ва бундан А. =  2. Бу кииматни урнига куйсак: 6 — 2(41— б / +  +  2 ft)= 8 i— 12/-|-4/г =  {8; — 12; 4} келиб чикади.Фазода А нуктанинг координаталарини караймиз. 

О хуг  декарт координаталар системасида ихтиёрий нукта учун ОА  векторнинг координаталарини шу А нуктанинг координаталари деб караш мумкин.Одатда А нуктанинг координаталари А(х а, уА, гА) к^ринишда ёзилади.
А ва нукталарнинг координаталари маълум булганда А В  векторнинг координаталари куйидагича тонилади (28-6 чизма):
А В  =  О В  — О А - x j  +  у„  / +  zuk — xAi — ул]  — zAk ==  (•*« — х а )7+(Уь — Ул)1+(гн — zA)k.
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Демак, А В  некторнинг координаталари унинг охирива бошини билдирувчи нукталарнинг мое координаталари айирмасига тенг:
А В  =  {хи — хА, у в —  у ц\ zB — zA} (4.6)Л ва В нукталар орасидаги масофа А В  вектор узунли- гига тенг ва у кун ид а ги формула билан а никланади: 

d =  p (ЛВ) =  Tjixe — xAf + ( y B—y A)2+ ( z B — zAf .  (4.7)2 - ми с о  л. Агар Л (1; 3; 4) ва В (3; 5; 7) булса, ЛВ векторнинг координаталарини топинг.Е ч и ш. А В  =  {хлв, уАВ, zAB} булсин. (4.6) формуладан фойдаланамиз:
хлв — х в ■*:а = 3 i — А,
Улв =  Ув —  Уа =  5 —  3 =  2,

Zab= z H— z a =  7 —4 =  3.Демак, ЛВ =  {2; 2; 3}.
3- § . К,утб к о о р д и н ат ал ар  си ст ем аси . Н ук т ан и н г д е к а р т  ва кутб к о ор д и н атал ар и  о р аси д аги  богл ан и ш  *_  Текисликда бирор О  нукта О/ нур ва бу нурда ётувчи 

OA — i бирлик векторни оламиз. Агар текисликда олинган 
01 нурни Ох  ук деб олинса ва 1 векторни О  нукта атрофида О у  укидаги / бирлик вектор устига тушириш учун киска йул буйича буриш соат стрелкаси харака- тига тескари булса, у холда координаталар систем, си м у с б а т  о р и е н т а ц и я л и ,  текисликни эса ор - е н т а ц и я л а н т а н  дейилади.Х,осил килинган геометрик образ кутб координа;. - лар системаси дейилади (29-чизма). У одатда /? =  {0; 7} куринишда белгиланади. О  нукта к у т б  б о ш и ,  О/ нур к у т б  у к и  дейилади.
* Мазкур темяни ёрнтишда «Аяалитик геометрия ва чизикли алгебра» (0. Ражабов, А. Нурметов, «^китувчи», 1990) китоби- дан фойдаланилди.
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М  нуктанинг текисликдаги холати иккита сои: бири |t| =  I бирлик кесма ёрдамида улчанган р =  IO Af| ма- софа. иккинчиси O l  на ОМ  нурлар орасидаги Ф =  (7, л ОМ )  бурчак билан туда аникланади. Агар кутбукини \ОМ) нур устига тушгунга кадэр буриш соаг стрелкаси йуналишига тескари йуналишда бажарилса, кутб бурчаги деб аталувчи <р бурчак мусбат деб, акс холда, манфий деб хисобланади. р масофа М  нукта- нинг к у т б  р а д и у с и  дейилади. Улар умумий ном билан М  нуктанинг кутб координаталари дейилади ва 
М(р, <р) куринишда белгиланади. Координаталар боши 
О  нукта учун р =  0 булиб, аникланмаган хисобланади. Агар р сон О ^ р ^ о о  ва ф бурчак 0 ^ ф ^ 2 я  оралик- ларда узгарса, текисликнинг хар бир нуктаси кутб координаталари билан мос келади. Кутб координаталар системасига мусбат йуналтирилган тугри бурчакли координаталар системаси /? =  {0; Г; /} ни мос куйиш мумкин. Бунда О  нукта (кутб) координаталар боши

булиб хизмат килади. р, ф лар М нуктанинг кутб координаталари, х, у  лар эса М  нуктанинг тугри бурчакли координаталар системасидаги координаталари булсин (30- чизма). Чизмага кура:|  * = Р С О З Ф , ( 4 8 )( г/ =  р51пф.(4.8) формулалар ёрдамида М  нуктанинг кутб координаталари р ва ф маълум булса, х  ва у  ларнинг кийматини тониш мумкин.
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Агар (4.8) формуладан х  ва у  нинг кийматлари маълум булса, у холда р ва ф нинг кийматлари куйидагича топилади:

Олинган (4.8), (4.9), (4.10) формулалар декарт ва кутб координаталар системаларини богловчи формула- лардир.Шуни эслатиб утамизки, М  нуктанинг декарт координаталаридан кутб координаталарига утишдаtg<P= формула кутб бурчагининг бош кийматинитула аникламайди, чунки ф мусбат ёки манфий эканлигини хам билиш керак. Бу эса М нуктанинг кайси чоракда жойлашишига караб аниаданади. Масалан (4.10) формулада х =  4, у  =  4 булса,I булиб, ф =  45°. Лекин х  — —4, у — — 4 булганда хам t ^ i = l  булиб, аслида ф эса — 225° булиши керак, чунки М (—4; —4) нукта учинчи чоракда жойлашган. Шунинг учун хам ф бурчакнинг киймати ва ишорасини(4.10) формуладаги этф  ва соэф га караб аниклаш кулайрок.Кутб координаталар’ системасида икки нукта ораси- даги масофа куйидагича топилади. Af|(pi, ф|) ва М 2(рг, фг) нукталар берилган булсин. У холда (4.8) формула- га кура:
f  X ,  = р , С 0 5 ф , ,  ( Х 2 =  р 2С 0 5 ф 2,

(4.9)р=т̂ 0 деб фараз килсак:
ёки 1ё ф =  ух . (4.10)

г/2 =  р25Шф2У холда
d (M „ М 2) =  ~̂ Сх2 х j)2-|-(у 2 у I)̂  ==  д/(Р2соаФ2 — P|COsq>, )2 -f- (p2sin<jp2 — p,sinqi, )2 =*
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- Д е м а к ,

О  кутбда йа
О  кутбда ва ташкарисидаги

d ( M y, М 2) — Л/Г*? +  p22-  2p ,p 2co s(Ф 2 — )•Текисликда кутб координаталар с и с т е м а с и  берилган булсин. Бу системада р, <р ёки у л а р Д а1' бирортаси катнашувчи /(р, «р) функцияни о л а й л и * - Ьу функция текисликда бир канча эгри чи зи к л ар н и  ифодалашини курсагиш мумкин. М асал ан , /(р, <р)==р — 6  функция билан аникланган булсин. У  холдаа) F ,= { A f( p . Ф )А &6} — м арказирадиуси р =  6 га тенг булган ай л ан а;б) F 2 =  { Af(p, <г)/(,-бх)}— м аркази  радиуси р =  6 га тенг булган дойра нукталар тунлами;в) F3— {M(p, <р)/р—всо) — дойра и чи д аги  нукталартупламини билдиради ва хоказо. /(р, Ф '  гснглама чизикнинг берилган кутб координ аталар системасидаги тенгламаси дейилади. Ушбур — а (а — co n st) (4.11)тенглама маркази кутбда, радиуси а га тенг булган айлананинг тенгламаси булади.Энди кутб айланада ётган холни курамиз. Бунда кутб уки эса айлана марказидан утсин  деб фараз киламнз (3 1 -чизма). Чизмадан куйидагига эга була- миз: p =  2acosq> (4.12)(4.12) изланаётган айлана генгламасидир. (411) ва(4.12) тенгламалар бир хил радиусли битта айланани ифодалайди, лекин тенгламалари хар хил. Биттаси р ни узида сакласа, иккинчиси эса р ва ф ни * ам узида саклайди.Демак, айлана кутб координагалар системаснга нисбатан жойлашувига кура хар  хил куринишдаги тенгламаларга эга булар экан.1-м и с о л .  Кутб координаталар системасида берилган Л^4; ^  ва 6; — ^ )  нукталарнинг декарт координаталар системасидаги координаталаринн топинг. Е ч и ш .  а) /4 нукта учун./1(4; f ) ;  р =  4; < р = * = 6 0 ° .(4.8) формулаларга кура кутб координаталари ёрдами- да берилган нуктанинг декарт координаталари холати- ни аниклаймиз;96



х  =  4cos60° =  4 • =  2; 
у = 4  • siп(Ю° =  4 • ,̂3 =  2 V3.Дсмак, декарт координаталар системасида: .4(2; 2 уЗ).6 ) 6 (6; —  ̂ ) булган х.олда: р =  6; ф =  — '"J =  —45° . . (4.8) формулаларга кура топамиз:

х =  б • cos( — 45°) =  6 • =  3 \/2,
у =  6 - s in ( - 4 5 ° ) =  - 6 - =  - З У § .Демак, 6 (3 У 2 ; - З у 2 ) .2 - ми с о  л. Кутб координаталар системасида берилган p2sin2<p=2a2 чизик текгламасини декарт координаталар системасида ифодаланг.Е ч и ш. p‘ sin2(p=2a2;2psin«p • pcostp =  2a2.(4.8) формулага асосан: jc=pcos<p; ^ =  psincp булгани учун 2ху — 2 а 2 тенгликни оламиз. Бундан эса ху — а 2 ке- либ чикади.

4 - § . Ц и л и н д р и к  ва сф ер и к  к о ор д и н ат ал ар  систем аси1. Ц и л и н д р и к  к о о р д и н а т а л а р  си стем аси куйидагича киритилади. Фазода бнрор Q  текислик ва унда бирор О нукта оламиз. Шу О нуктадан  ̂ чикувчи ва 
Q текисликда ётадиган / нур утказамиз ва бу нурда унин!
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йуналишини аникловчи / бирлик вектор оламиз (яъни 
Q  текисликда кутб координаталар системаси киритила- ди). Энди шу Q текисликка перпендикуляр ва унинг 
О  нуктасига куйилган узунлиги бирга тенг п нормал векторни оламиз (32-чизма). Агар п векторнинг учидан Караганда Q текисликдаги шу вектор атрофида бу- ришдаги харакатнинг йуналиши соат стрелкаси хара- катига тескари булса, буриш бурчаги ф муебат деб олинади ва натижада Q текисликдаги нукталар р масо- фа ва ф бурчак билан аникланади. Энди фазодаги ихтиёрий нуктанинг урнини аниклаш учун текисликдаги бу нуктанинг проекцияси р ва ф лар билан хамда бу нуктадан текисликкача масофани билиш керак булади, яьни бу нуктани учта сон билан тулик аниклаш мумкин. Х,акикатан х.ам, М  нукта фазонинг ихтиёрий нуктаси, М 1 эса унинг Q текисликдаги проекцияси булсин. У холда М М 1 вектор п векторга коллинеар булади (32- чизма), яьни M M '—hti.Агар М 1 нуктанинг Q текисликдаги кутб системаси- га нисбатап коордииаталарини р, ф десак, у холда сонларнинг тартибланган (р, ф, /г) учлиги М нуктанинг 
цилиндрик координаталари деб аталади.Декарт координаталар системасини 32- чизмада курсатилгандек килиб танлаб олинса, М  нуктанинг декарт координаталари х , у, z ларни шу нуктанинг цилиндрик координаталари (», ф, h лар оркали ифодалаш мумкин:

х  =  рсоьф', у — psIпср, z — И. (4.13)2. С ф ер и к  к о о р д и н а т а л а р  си стем аси . Цилиндрик координаталар системасини киритганимиздек, О  нукта, 
Q  текислик олиб шу текисликда I нур ва Q  текисликка перпендикуляр килиб п бирлик вектор чизиб оламиз (33-чизма). М фазонинг ихтиёрий нуктаси, М ’ эса 
М нинг Q  текисликдаги проекцияси булсин. Сонларнинг тартибланган (р, ф, 0 ) учлиги М нуктанинг с ф е р и к  к о о р д и н а т а л а р и  дейилади, бунда р =  | ОМ  \ ,
Ф  — ОМ  векторнинг Q  текисликдаги проекцияси билан Одг ук орасидаги бурчак, бу бурчак О х  укдан бошлаб соат стрелкаси^ йуналишига тескари йуналишда хисоб- ланади. 0 — ОМ  вектор билан Q  текислик орасидаги бурчак. Шунингдек, р > 0 , 0 ^ ф < 2 л  деб фараз кила- миз, бундан ташкари (х О у ) координаталар текислиги-
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дан кжорида турган нукталар учун 0 ^ в < 2 вакуйи ярим фа зо га тегишли нукталар учун —0 < О  булади. Сферик ва декарт координа талари- ни богловчи ушбу формулаларни келтириб чикариш осон (32- чизма):
х — | ОЛГ | cos(p =  pcosOcos«p , 
у — >0 /W'|sin<{ =  pcosOsirup,

2 =  |AfAf'| =psin0. (4-14>

*1

5-§. Декарт координаталарини алмаштиришБир катор геометрик масалаларни ечишда декарт координаталарининг бир системасидан бошкасига утиш- га тугри келади. Хусусан, битта нуктанинг кар хил системалардаги координаталарини богловчи формулаларни топиш масаласига келамиз. Дастлаб иккита хусусий холни караймиз.а) Д е к а р т  к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м а с и н и  н а р а л л е л  к у ч и р и ш .  Бу холда иккита R ва R' координаталар системалари бир хил координата вектор- ларига ва хар хил координаталар бошига эга булади:
R =  {О; I  ]}, R' =  {O'; 7; /}•.

О' нуктанинг эски системага нисбатан координаталари (а; Ь) булсин (34- чизма). Ихтиёрий М нуктанинг текисликда эски R координаталар системасига нисбатан координаталари (х ; у  ), шу нуктанинг янги R' системага99



нисбатан координаталари (х/; у') булсин. У х.олда векторларни кушиш коидасита кура (34- чизма):

(4.16) ни (4.15) га куйиб, икки векторнинг тенглик аломатига кура топамиз:
(4.17) изланаётган алмаштириш — координаталар сис- темасини параллел кучириш формуласидир.A rap каралаётган М нукта фазода булса, у холда(4.17) формула куйидагича булади:

малари умумий бошга эга булади. Г, / лар
х  ва у укларининг ортлари, /' эса х' ва у' ларнинг ортлари, а  0 дан 2л. гача ораликдаги бурчак булиб, у i вектор билан устма-уст тушгунча соат сгрелкаси йунали- шига тескари_ йуналишда шу бурчак кадар бурилади. Шунингдек, / вектор хам а  бурчак кадар буриш натижасида /' вектор билан устма-уст тушади. Маълумки (35-чизма),

ОМ  =  О б '  +  О 'М (4.15)(4.16)О б ' =  с й +  Ь/ ,
ОМ  =  х1 - f  у] , 

О 'М  =  х'1 +  у ' ] .

(4.17)

х =  х' +  а, 
У =  У' +  ь,
z =  г ’ +  с

(4.18)
К о о р д и  н а т а л а р  б о ш и н и у з г а р- т и р м а с д а н  к о о р д и н а т а  у к л а р и -  ни а  б у р ч а к к а  б у р и  ш д а к о о р д и на т а л а р н и ал-

У
хj

Xн а т а л а р н и  ал-м а ш т и р и ш.  /? =  {0; I, /} ва /?' =  {0; }'}
О Ткоординаталар сиете- 35- чизма

ОМ  =  XI  - ( -  у ] ,  
О М ' =  X '?  +  у']' .100 (А)



Янги координата векторларини эски координата вектор- лари орк,али ёзамиз:
V — aJ  +  аи],

J '  =  bxI + b J ,  (4.19)Агар R ва R ' декарт координаталар системалари бир хил йуналган булса, у холда(7, л J ') = 9 0 ° + a ;  (Г, л / ) = 9 0 ° —а; (/, л / ') = а , (4.20)агар к.арама-карши йуналган булса, у холда
( I  Л 1') =  270\+а- (7\ л /) ==  9 0 ° - а ;  ( / , / ' )  =18 0 ° + а  (4.21)булади (4.19) тенгликларни навбат билан 7, / векторлар- га скаляр куиайтирамиз:ах =  7' • I =  с о р ' ,  л J ) ,  ау — ] '  • J= c o s(7 ,J  л Д  

bx — f -  ' l — COS(/', Л 7), by =  f - j  — COS(/', Л 7).(4.20), (4.21) муносабатларни хисобга олсак, /? ва У?' координаталар системаси бир хил йуналган булса,/' =  {cosa; sina}, /' =  { — sina; cosa}куринишда, агар У? ва /?' координатлар системаси карама-карши йуналган булса,/' =  {cosa; — sina}, /' =  { — sina; cosa)куринишда булади. У холда (Л) формулалар куйидаги куринишни олади;
{х  =  x'cosa — «/'sina, 

у  =  x'sina +  у' cosa
{х  — x'cosa -j- i/'sina, 

у =  x'sina — у' cosa.(4.22) ва (4.23) формулаларнн бирлаштириб,

(4.22)
(4.23)
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(4.24){х =  r  cosa — ну sina, 
у =  x'sina -f- ну' cosaкуринишда ёзиш мумкин, бунда е =  ± 1  булиб, R ва R' лар бир хил йуналган булса, и — -(-1, карама-карши йуналган булса, г =  — 1 булади.Умумий хрлда, координаталар бошлари хам, координата вскторлари хам хар хил йуналишда жой- лашган булса, ихтиёрий М  нуктанинг эски систем а га нисбатан координаталари (х; у) булса, у холда (4.17) ва (4.24) тенгламалардан куйидагига эга буламиз:

{х =  x'cosa — ну'sina Д- a, 
у — x'sina гу' cosa b .

(4.25)1- м и с о л .  Фазода М  (2; 3; 4) нукта бсрилган. Агар укларни параллсл кучиришда янги координаталар боши эски системада ( — 1; 1; 2) координаталарга эта булса, шу М нуктанинг янги системадаги координаталарини
Т011ИНГ.Е ч и ш. (4.18) формулаларга кура:

х = х ' + а . 2 =  х — 1,
у =  у ' +  Ь, 3 =  < /'+ 1, =►. z =  z' +  c , 4 =  2' +  2

х' = 3, 
У' =  2 
2 ' =  2га эга буламиз. Демак, М (х’\ у'\ г') =  Л4(3; 2; 3).2 - ми с о л .  Укларни <р =  бурчакка бурганда

М (3; 4) нуктанинг координаталарини янги х' ва у' координаталари оркали ифодаланг.Е ч и ш. v r  ~~
C O S < p  =  c o s  - -  = 2 • S,nf  =  Sin 4 _V22булгани учун (4.22) формулаларга кура:V2

2
/ V2

У 2~’V2 +
2 ’ “  2
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ёки
ларни косил киламиз.6-§ . Кесмани берилган нисбатда булиш

А В  кесмани берилган Х > 0  нисбатда булиш деганда шу кесмада шундай С(х\ у\ г) нукта топиш тушунилади- ки косил булган А С  ва СВ  (36- чизма) кесмалар нисбати учун куйидаги тенгликлар уринли булсин:

координаталарини топамиз (3 6 -чизма). С(х; у, z) нук- зо-чизматанинг ̂ адиус-вект'о-рини г, А ва В нукталарнинг радиус-векторларини 
г I, ва г 2 оркали ифодаласак, векторларни кушиш коидасига кура:

Вундан г векторни топамиз:
г, г| ва Г« векторларни координаталарига нисбатан ёзамиз:

А С
С В

- X ёки А С  =  X ■ СВ  .Берилган кесманинг учлари А ва В нук- талар мос рапиш- да Х\,  у  1, Zi  ва * 2, • у?, z-z коорди- иаталарга эга булсин. Изланаётган С  нуктанинг х, у , z

Z А

г — Г\ -(- А С  =>- А С  — г — Г| , 
Г +  В С =  г-2 => СВ =  ?2 — Г .

А С  ва СВ  узаро чизикли боглик бул га ни учун:
А С  =  ХСВ



г =  XI -f  у ]  +  z ■ k, 
П =  x j  -|- y tJ  - f  Z\k ,
Г-г =  X21 +  y > j  +  Z ik .

Буларни (4.26) га куямиз ва икки векторнинг тенглиги- дан фойдаланибг, __</|+^2 __ 2\ +  Щ
I -f- А. 1 - f-  а  1 А

(4.27)теигликларни езамиз. (4.27) формула А В кесмани берилган нис- батда булувчи С нук- танинг координагала- рйни топиш формула- сидир. Агар С нукта 
А В кесмани тенг икки- га будса, X =  1 булиб, (4.26) ва (4.27) фор- мулалар мос равишда куйидагича ёзилади:

г = rt + г2

X, +  х2
• У =

у | +  Уч 2 ' г\ +  г2 2I - м и с о л .  Л В кееманинг охири В ( — 1; 2; 4) ва уни 
X =  ) нисбатда булувчи С (2; 0; 2) нукта берилган. АВкееманинг Л учи координаталарини топинг.Е ч и ш. Масала шартига кура С  нукта А В  кесманил =  :} Гу- =  7~ нисбатда булади (37- чизма). (4.27) фор-

С о  Iмуладан фойдаланамиз:
Х  \ +  XX 0г + т ; Ус =  -У А +  Ч в| f  а ; 2г = * А +I +>■
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Бу формулалзрга ва В ва С  нукталарнинг координа- таларини куйсак:
х а  =  х с. (1 +  М —  хв^  =  3,5 ;

У л =  Ус (1 +  А,) — кув =  — I ; 
zA =  zc (l +  к) — \z„ =  IЖ  а в о 6: А (3,5; — 1,1).2 - ми с о л .  А (4; 4) нукта тугри чизик буйлаб харакатланиб В ( — 1; 2) нуктага келади. А ва

В нукталардан утувчи тугри чизикнинг О х  ук билан кесишиш нуктасини топинг.Е ч и ш. А ва В нукталардан утувчи тугри чизикнинг 
О х  ук билан кесишиш нуктасини С  (х; 0) деб белгилай- лик. Бу холда А , В ва С нукталар бир тугри чизикда ётади. Масала шартига кура:

х \ — 4; Х2 — — 1; хс =  х;
У\ =  4; у -1 =  2; у с =  0.Бу кийматларни (4.27) формулага куйиб, X нинг кийматини аниклаймиз:

У' +  Ку* п 4 | 2Я I +  я J — I +  К =ф- X = - 2 .

А, нинг бу кийматини (4.27) формуланинг биринчисига куйсак: к — ± ± (~ 2Х - 1> _  4 +  2 _  l +  ( - 2j - IДемак, Л ва В нукталардан утувчи тугри чизик Ох  Укини С  (—6; 0) нуктада кесадн.3- м и с о л. Бир жнпсли стерженнинг огирлик маркази С (5; 1) нуктада булиб, учларидан бири .4 (— 1; —3) пуктададир. Иккинчи учининг координаталарини топинг.Е ч и ш. Агар стерженнинг иккинчи учи В (х; у) нуктада десак, (4.27) формулага аеоеан:
Х А +  х а УА +  У и

хс — 2 ’ Ус. — 2
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х в -  2хс — хА, у 0 =  2у с -  уАларни хосил киламиз. Берилган нукталарнинг коорди- наталарини бу формулаларга куйиб, стерженнинг иккинчи учининг координаталарини топамиз:
х в =  [\- у в =  5.

Б у н д а н

С  нуктанинг радиус-вектори учун куйидаги формула- нинг тугрилиги (4.26) дан келиб чикади:1 -  . я -г -  т т т  '• +  т + т  г‘
ОК И о С  =  7 Т х о л  +  i U 0B-Берилган кесмани берилган нисбатда булишини массалар системасининг огирлик марказини топиш масаласига татбидини куриб чидамиз.Берилган А(хй уй  Z|) ва В(х г; г/г; 2г) нукта- ларга мое равишда т.\ ва т2 массалар куйилган булсин. Бу массалар системасининг огирлик маркази 
С  нинг координаталарини топиш талаб килинади. Физикадан маълумки, С нукта А В  кесма ичида ётади ва бу кесмани узунликлари кесма учларига жойлашти- рилган массаларга тескари пропорционал кисмларга

т2ажратади, яъни Я сон бу холда мусбат булиб гатенг. Шунинг учун (4.27) дан А ва В нукталарга жойлаштирилган т\, т2 массалар системаси огирлик марказининг координаталари куйидагича булади:
m,x,-\-ni^x0 т .и.+т ^у, т .г .А -т ^

х  =  У =  2 =  • (4.28)
т \ ~ г т 2 гп^-у-гПу т  | - р  т.2Шунинг учун

О С  = т, — , т.,---- —---- О А -)- ----- —----т | т2 т ,  т2 о в .
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Агар т | ва т 2 нол кийматларни бир вактда кабул килмайди деб фараз килсак, яъни массалар системаси В нуктага жойлаштирилган массага 
(т I =  0) ёки А нуктага жойлаштирилган (/я2 — 0) битта массага келтирилса, С  огирлик маркази бу \олда ё В нукта билан, ё А нукта билан устма-уст тушади.

т 2Демак, массзларнинг — нисбати нолдан оо гача булганкийматларни кетма-кет кабул килса, С огирлик маркази А В кесмада А нуктадан бошлаб В  нуктагача булган барча кийматларни кабул килади.Энди А(хй уй а,), В(х2; ух, z2), D(xx, ух, z3) нукталар берилган булиб, уларга т\, т2, т3 массалар жойлаштирилган ва бунда mi +  m2 -f- /из> 0  булсин. Бу массалар системасининг огирлик марказини топиш формуласини чикарамиз. Аниклик учун mi -(- m2> 0 деб фараз киламиз. Агар т3 — 0 булса, масала 
А ва В  нукталарга жойлаштирилган массалар система- сига келтирилади ва изланаётган огирлик маркази (4.28) формула билан топилади. Бизни т3> 0  булган х,ол кизиктиради. Бу масалани икки боскичда х,ал килиш мумкин. Олдин А ва В нукталарга жойлаштирилган 
т | ва т2 массалар огирлик маркази С\ нинг координаталарини топамиз:

т , х , +  тг*,; _  ш , у, +  т 2у 2m, +  т2 ' ci т , -)- т 2 ’
/7Z |Z | - | -  r f l r f Z . j

т | -{- тп Q (4.29)
С  ва О  нукталарга жойлаштирилган гп\ -\~ m-i ва т3ш3массалар системаси учун к =  ,----- га эга буламиз.ТП | ТПс£Шунинг учун (4.29) дан фойдаланиб, (4.27) дан топамиз:

Х с =
X, Н------- :-----х3‘ т , +  т 2 •*I + т,*! +  т 2х2 +  т 3ж3

т, “|- /Лл -f- Ш-,
т . т 2
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Шунга ухшаш:
т [У[ + т2У 2 + тлУц

У с  = т! -+■ т2 +  тл Zr =
тхг1 +  m2z2 ++  т 2 '+0 £  = 4- m2 +  т 3 

т+ + т , +  т 2 4- от.(
О б

0 В  + (4.30)
D нукталарга 
т.\ > 0, т 2^ 0,

т , + т 2 +  т :1экани келиб чикади.(4.30) га кура агар Л, S ,Wi ^2 +  шз> 0  шартда хар хил 
т-л^О массалар жойлаштирилса, бу массалар система- сининг огирлик маркапари туплами A B D  учбурчакдан иборат булади.Агар А , В , D  нукталар бир тугри чизикда, D  нукта 
ЛВ  кесма ичида ётса, у холда кзралаётган огирлик марказдарининг туплами А В  кёсмадан иборат булади.4 - ми с о  л. Икки учи /1(2;0) из В (6;0) нукталарда, учинчи учи биринчи чорак координата бурчагининг биссектрисасида ётган учбурчак огирлик маркази геометрик урнининг тснгламаснни тузинг.Е ч и ш. Асоси А В кесмадан иборат бу- либ, бир учи биссектри- санинг ихтиёрий нук- тасида булган учбур- чакларни чексиз кун ясаш мумкин (38- чиз- ма). Биссектрисада ётган ихтиёрий М  (jci; 
у\) нуктани олсак,Д  А В М  ни хосил ки- ламиз.

А В М  нинг огирлик маркази N(х\ у) нуктабулсин, М нукта биссектрисада ётгани учун х\ — у\ булади. N нукта учбурчакнинг огирлик маркази булгани учун CN :N M  =  1:2 муносабат уринлидир. Бундан:
С  (4; 0). Буларни эътиборга олсак,14 +

X = . У
+

0 +
I +108



ёки
(З х  =  х „( лг| =  г/i =  3у  булгани учун(3</ =  у х. Здг =  8 +  3у ёки Здс — Зу — 8 =  0.Демак, изланаётган огирлик марказининг геометрик урн и тугри чизикдан иборат экан.7- § . И кки векторнинг вектор к у п а й т м а с и . Вектор к у н а й т м а н и н г х о сса л а р и . У ч б у р ч а к н и н г юзи1- т а ъ р и ф. Агар комиланар булмаган учта а, В ва 
с векторларни умумий О  нуктага келтирилгандан сунг бу векторлардан бирини иккинчиси билан устма-уст тушгунга кадар (улар орасидаги кичик бурчак буйича) айлантириш учинчи векторнинг охиридан каралганда соат стрелкасига карши йуналишда куринса, а , Ь, 
с векторлар учлиги унг учлик (39-а чизма), айлантириш соат стрелкаси йуналиши буйича булса, чагг учлик (39-б чизма) дейилади.

2- т а ъ р и ф. а векторнинг В векторга вектор купайтмаси деб шундай с векторга айтиладики, бу вектор Куйидаги шартларни каноатлантиради:1) св е к т о р а  ва В векторларга перпендикуляр;2) |с| =  |а| \B\s\n(a ЛВ);3) векторларнинг тартибланган а. В, с учлиги унг учлик ташкил этади.Вектор купайтма \а В\ а X  В ёки с =  \аВ\ каби белгиланади.
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_  i -ш арт вектор купайтма (яъни с вектор) и ва 
Ь векторлар ётган текисликка перпендикуляр эканлигиии билдиради._  2- шарт с векторнинг узунлиги томонлари а ва 
b векторлардан иборат нараллелограммнинг юзига теш эканлигиии билдиради.3- шарт с векторнинг иуналишини шундай олиш кераклигини билдирадики, с вектор учидан Караганда 
а вектордан b векторга караб бурилиши соат етрелкасига Карши йуналишда булиши ке- рак (40- чизма).Вектор купайтманинг хос- саларини куриб чикамиз.1. Агар а ва Ь векторларколлинеар ёки улардан бири пол вектор булса, уларнинг вектор купайтмаси нолга тенг булади. 40- чизмаИ с б о т .  Х,акикатанхам, а||Я булса, у холда [а&| =  0. Агар улар параллел булса, улар орасидаги бурчак 0 ёки 180° булиб, sin(a 6) — 0 булади ва иккинчи шартга асосан кислинка перпендикуляр, аммо \ab\ купайтмада а,Ь унг 
с вектор купайтма нол вектор булади.2. Агар вектор купайтма купайтувчиларининг урин- ларини алмаштирилса, вектор купайтманинг ишораси узгаради:

\ab\ =  —\Ьа\.И с б о т. Х,акикатан хам, вектор купайтма таъри- фининг 1-ва 2-бандларига асосан [aft] ва \Ьа\ векторлар- нинг узунликлари тенг ва иккаласи хам битта текисликка перпендикуляр, аммо \ab\ купайтмада а,Е унг учликни \Ьа\ да эса чап учликни ташкил этгани учун |ой] вектор йуналишига карама-карши |6а] вектор хосил киламиз.3. Исталган хзкикий сон Я учун ушбу муноса- батлар уринли: Я(а6| -  [КаЪ] =  \ак6\.4. Вектор купайтма учун таксимот конуни уринли- дир:
ПО \а(Е +  с)] =  [аЙ| +  (ас].



5. Бирлик векторларнинг вектор купайтмалари куйидагича булади:
\ч] =  —17*1 =  I*-*-! =  0;
[£ А =  - [ Щ  =  п\11\ =  0;
17*1 =  — 1*71 =  7 1**1 =  о.Агар а ва Б векторлар координаталари билан берилган, яъни

а =  a j  +  ау]  +  azk,
Ь =  bxi -f- byj  -)- bzkбулса, у колда

\ab\ =  (aj +  ayj  +  azk)(bxi - f  by/ +  bzk) ==  (aybz — azby)l — (axbz — azbx)j +  (axby — aybx)k

а» аг ах аг ах ау
ьу ъг / —

Ьх Ьг / + ьхьу k

i j  k
at ay az

bx К  bzекн
(4.31)

а а 1 V z I . I Cl и 11 Uj, U2 1 1 a* a!
bybz V 1 bxbz |; 1 bxby 1} (4.32)

Вектор купайтма ёрдамида учбурчакнинг юзини х.исоб- лаш учун формула чикариш мумкин. А В С  учбурчак учларининг координаталари билан берилган булсин:
А (ад у  и zi); В (ад у-i, ); С (ад уз, г3).Вектор купайтма таърифига кура (2- шарт), косил булган векторнинг модули нараллелограммнинг юзига тенг. Унинг ярми эса учбурчакнинг юзини беради:

• W  =  • Ъс\\.
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Энди вектор купайтманинг механикага татбики ва унга дойр мисол курамиз.а) К у ч  м о м е н т и. Бирор Q каттик жисм берилган булсин ва бу жисмнинг битта, масалан О  нуктаси кузголмас килиб махкамлзнган булсин. Агар Q  жисмнинг бошка Р нуктасига F куч куйилса, у холда бу куч 
Q  жисмни айлантиради. Натижада айлантирувчи момент ёки куч моменти хосил булади. Механикадан маълумки, куч моменти (т вектор) ушбу формула буйича томилади:

т — [г F j, (4.33)бунда г =  O P Р  нуктанинг радиус-вектори.Энди Р  нуктага иккита F  , ва F  2 куч куйилганбулсин ва бу __ кучларнинг йигиндиси F — F \ -)- F -2 булсин. Агар т, ти тг мос равишда F, F\ F-2 кучларнинг моментлари булса, у холла
т — rh[ -(- rh-iбулади. (4.33) ва охирги формула вектор купайтманинг хоссасидан осонгина келиб чикади:™  =  \Ь =  - h ^ 2)| =— lr< ' i |  4" [г> гг| =  mi -|- m2.I* м и с о л .  F =  {3; 2; — 4} куч А (2; — I; 1) нуктага куйилган. Бу кучнинг координаталар бошига нисбаган моментини апиклаиг.Е.ч и ш. Агар F вектор А нуктага куйилган булса, а вектор О нуктадан А нуктага йуналган, яъни 

и = О А  булади. [а, Г] вектор купайтма зса, F  кучнинг 
О нуктага нисбатан куч моментини ифодалайди. Демак,
а = О А  =  (2; — 1,1},

б  А X  F  = 1 I к2 - I  I3 2 - 4 =  2/ +  11/ +  7k .

б) Т а н г е н д и а л  ва б у р ч а к  т е з л и к .  Бирор 
Р  нукта I т^гри чизик атрофида узунлик буйича узгармас v(t) тангенциал тезлик билан айланма харакат
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килаётган булсин. 'Гангенниал гезлнк v(t) вектордан иборат булиб, бу вектор хар бир вакт моменгида 
Р  нукта траекториясига уринма буйлаб йуналган ва|£>(/)| =  Уо =  c o n s t> 0 . Го =  |г</)| sin(o) л г(/))
Р  нуктадан / чизиккача булган масофа булгани учун го микдор / вактга ва О  нуктанинг / тугри чизикдаги холатига боглик булмаган мусбат $>згармас- дир. Энди куйидаги шартларни каноатлантирадиган W векторни караймиз:

2) вактнинг хар кандан моментида ш, г( t), v(t) векторлар унг учликни ташкил килади;3) хар кандай t да v(t) вектор со, г(/) векторларга перпендикуляр ва

Шундай килиб, агар харакатланаётган нуктанинг тангенциал тезлиги узунлик буйича узгармас булса, нуктанинг / тугри чизик атрофида айланма харакати / да ётувчи бирор узгармас вектор билан тула ха- рактерланади. о» вектор каралаётган харакатнинг бурчак тезлиги дейилади.Агар / ук атрофида оп, ..., о>л бурчак тезликлар билан кетма-кет бир канча айланма харакатлар бажарилаётган булса, у холда  ̂ натижавий айланма харакат хам I ук атрофида со =  wi +  <*>2 ...бурчак тезликка эга булган айланма харакат булади.Бу (4.34) формуладан келиб чикади:

[со, r(t) 1 =  |«о| |f(/)|sin(co, л г(t)),
Л1) =  Г0 =  v0 =  |и(/)| г0

v(t) =  [со, r(t)\. (4.34)



2- м и с о л .  Учлари /1(3; 0; 5), /?(3; —2; 2), С(1; 2; 4) нукталарда булган учбурчакнинг юзини топикг.Е ч и ш. А В  ва А С  векторларнинг координаталарини аниклаймиз:
А В — {3 — 3; - 2 - 0 ;  2 - 5 }  =  {0; - 2 ;  - 3 } ,

А С =  { 1 - 3 ;  2 - 0 ;  4 - 5 }  =  { - 2 ;  2; - 1 } .
А В  векторни А С  векторга вектор купайтирамиз,яъни с =  | Л В, АС]  =

=  8/ +  6/ — 4/г . 
с нинг модулини топамиз:

Й  =  \[АВ,АС]\ =  Д/82 +  б2Ч -( — 4 )2 =  у [ т  .Демак, ~ Й  =  ^  лДТб =  Д Д 6 =  Х/29 .
8 - § . В екторларн и н г а р а л а ш  купайтмаси ва унинг х о сса л а р и . Т этр аэд р н и н г х а ж м и *Т а ъ р и ф. а, В ва с векторларнинг аралаш купайтмаси дебДвекторларнинг курсатилган тартибига кура) а ва В векторларнинг вектор купайтмасига тенг векторни с векторга скаляр купайтиришдан хосил булган сонга айтилади.Аралаш купайтма [a, ft] • с ёки (а, ft, с) каби белгиланади. _ Аралаш купайтма куйидаги геометрик маънога эга. а, ft, с векторлар бирор 0 нуктага куйилган ва компланар булмаган унг учликни хосил килсин. Кирралари бу векторлардан иборат параллелепипедни ясаймиз. |[а, ft]| микдор шу параллелепипед асосининг
‘ «Аналитик геометрия иа чизидли алгебра» (Ф. Ражабоп, 

А. Нурметов. «Укитувчи», 1990) китобидан фойдаланилди.
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юзиии билдиришини курамиз. Скаляр купай |маниш таърифига кура:
[а, 6] ■ с =  ||о, 611 • let • costf.бу ерда jp =  (1«, &1). О  булиб, |с(costp _ микдор 

Т векторнинг (а. Ь\ векгор йуналиши буйича тугри чизикдаги проскциясига тенг булиб, параллелепи- педнинг баландлигидан иборатдир (41- чизма):| с | сояф =  Ь.Ш ун д а’й 
Ь\ ■ с =  S ,

к. и л и б ,.. • h =  V,
Кбу

I а аг U
1а-ь' = \ ь . ь ,  ■ - ах аг

Ьг 6, 7 + их ач

Ьг Ьи
k . (4.35)
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|«, b\ • с купзйтмани томамиз, яъни (4.35) векторни ?  векторга скаляр купайтирамиз:

Бу детерминантни куйидаги куринишда ёзамиз:

Демак, учта векторнинг аралаш купайгмаси учинчи тартибли детерминанта тенг булиб, бу детерминантнинг бирипчи йул элементлари биринчи вектор координатала- ридан, иккинчи йул элементлари иккинчи вектор коорди- наталаридан, учинчи йул элементлари эса учинчи вектор координаталаридан иборатдир.Аралаш купайтма хоссаларини куриб чик,амиз:
Х,акик.атан хам, бу учта векторга курилган параллелепипед хажмларининг абсолют кийматлари тенг.2. Купайтувчиларнинг уринларини алмаштирсак, аралаш купайтманинг ишораси узгаради:

Колган тенгликлар хам ш у т а  ухшзш исбоглаиади. 3. Ихтиёрий а  скаляр сон (<*£/?) учун ушбу тенглик уринлидир. (а-а^Ь, с] =  а(а, 6\-с

а* “ у “ г [а, Ь\ ■ с — Ьх Ь, (4.36)

I. [а. В] ■ с — \Ъ, с\ • а.

а) [а , Ь\ • с =  — \В, а |  • с\б) [а , Ь\ ■ с =  — (а , с\ • Ь\в) {а , Ь\ • с — —[с, Ь\ • а.И с б о т  и. а) [а, Ь\ ■ с =  —[6, а] • с, чунки [а, Ъ\ ==  Ч * .  а].
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4. a) (a +  d)\B, с] =  a\b , с] -f  d\b, с], 6) u\b +
+  d, c] =  u( 6, c| +  a| d. c\.И е б о т и .  Масалан, а) тенгликни курсатайлик:

i (a 4- d\b, cj =  [a 4  3, Ь\ - c ==  ([a, 6] 4- 13, 6j) -  c -  [a, 6] - c +  \d, 6*1 • c ==  a|6, - f  J | 6, cj.5. Ком ила нар a, 6 ва с векторларнинг аралаш купайтмаси нолга тенг булади, чунки бу векторларга курилган параллелепипед текисликда булиб, унинг ба^ландлиги нолга тенг булади. Шундай килиб (a, 6J • • с =  0 булса, а, 6. г векторлар компланар булади.6. Агар а, 6, с векторлардан ихтиёрий иккитаси коллинеар булса, уларнинг аралаш купайтмаси нолга тенг булади (хусусий холда:
\а, а\ • с =  \а, Ь\ ■ а — |6, а] • о =  0).6- хоссанинг мат.носи шундан иборатки, (4.36) фор- муладаги учинчи тартибли детерминантиинг иккита сатри узаро пронорционал булиб колади.Аралаш купайтма ёрдамида учларининг координата- лари билан берилган тетраэдрнинг хажмини хисоблаш мумкин.

A B C D  тетраэдр учларининг координаталари A (x t, 
у\, 2|), В(Х2, У‘2' z2), С(Х3, у-л, Z 3 ), D(X|, у4, 24) булсин. Маълумки, тетраэдрнинг хажми унинг бир учидан чихувчи кирраларидан (яъни А В , А С  ва A D  кирраларидан) ясалган параллелепипед хажмининг 1/6 кисмига тенг. Демак,

V  =  ‘ |(A B A C  ■ AD)\ (4.37)Бу формулани нуктапииг координаталари оркали хам ёзиш мумкин:
V „ T =  - mod У\ 2, 1 

Х о  у2 Z 2 1 *3 Уз 2.3 1 
X, у t 2 4 1
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Демак, A B , A C , A i )  векторлар компланар, демак А , В,  
С  ва D  нукталар битта текисликда ётади.2-м и со  л. Учлари А (2; —3; 5), В (0; 2; — !); С (—2; —2; 3), D  (3; 2; 4) нукталарда ётувчи учбурчакли пирамида (тетраэдр)нинг хажмиии хисобланг.Е ч н ш  ,4В, АС,  A D  векториинг координаталарини то- иамиз:4 В  =  { — 2; 5; - 4 } , Т С = { - 4 ;  1; -+ 2}, 47) =  {1; 5; - 1 } .

бкуб.бирл.
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9-§. Куш вектор купайтмаИхтиёрий а, В, с векторлар берилган булеин. Булар учун а Х ( Ь  X  ё) вектор к,уш вектор купайтма деб аталади. Куш вектор купайтмани тонишнинг энг содда коидасиии куйидаги теорема оркали курсатамиз.1 - т е о р е м а. Ихтиёрий учта а. ft, с вектор учун ушбу
а X  (В X  с) =  (а, с)В — (а, В)с (4.39)тенглик уринлидир.И с бот.  а, В, с ихтиёрий векторлар, яьни 

а — a j  -(- as/ +  а.,В, 
b =  B)i -|- b2j  -|- ft;ik,

С  —  С\1 £.'2/ С з кбулеин. У холла В нинг с га вектор купайтмаеи‘ / в
Ь Х с  = Ь1 b2 b:iС1 с2 С%

ь2 ь3 ft, Ьл ft, Ь2
= i — \ +с2 с3 С| с3 С\ С2

k .

векторни беради. Энди а векторни В X  с векторга вектор купайтирамиз:
а X  (ft X  с) =

-\-(а\Ь‘2С\ — й\Ь\С2 +  а3Ь2с3 — n3b3c2)j +  +  (£Ji^3Ci — a\b\c% +  аф3С2 — a2b2c3)k\ — 
=  { b , ( a i C i  - f  а 2 е 2 - ( - и з е з )  —  o ( a i f t i  +  a 2 f t 2 +  +  аФз}1+{Ь>(а\С\ +  а2с2-Ьазез) — c£u\b\ +  +  а2Ь'2 +  афз)}] +  {b.iaici +  a2d2 +  а3с3) -

! к
а2 а3I ь2 ь3 1 1 ь ьз I I 61 Ь 2

1 ‘2‘з 1 1 <1[л 1 1 £1 с 2

a2b2c, +  а3Ь\С3 — а3Ь3С) )7 +



Lily билан теорема исботланди.2- т е о р е м а. Ихтиёрий учта а, В, с вектор учун ушбу тенглик уринли:
a X ( b  X  с ) + Ъ  X  (с X  а) +  с X  (а X  В) =  0. (4.40)И с б о т . 1-теоремага кура:
~ и Х ( Ь Х с ) = ( а ,  с)В— (о, В)с, В х ( с Х а )  =  (В, а ) с  — (В, с)а,  

с Х ( а  X  В) — (с, В)а — (с, а)В.Бу тенгликларни кушнб па скаляр кулайтманинг симметриклигидан фойдалансак, (4.40) тенглик косил булади.ДА и с ол.  а =  {3; 2; I }, В =  { — 1, 3; 4} ка с =  {4; 5: 0} векторлар берилган булсин. Улзрнинг куш вектор купайтмасини тонинг.Н ч и ш. В нинг с га вектор купайтмасини топамиз:
d =  В X  с

i / В - 1 3  4 4 5 0 3 45 0 / — -1 4 4 0 / +
+ - I  з4 5 * =  — 20/ +  16/ -  17* =  { - 2 0 ;  16;-17}.

Энди а ни d га вектор кумайтирамиз:
а X  d =

+
2 1J 6 - 1 7  3 2 - 2 0  16

/ / /г 3 2 I- 2 0  16 - 1 7  3 1- 2 0  - 1 7 /' +£ =  —50/ +  31/ +  88*.
Демак, // X  (В X  В) =  —50/ +  31/ +  88* =  { - 5 0 ;  31; 88}.120



10- §. Ч и з и м и  оператораарнинг хос векторлари ва хос кийматлари (сонлари)Т а ъ р и ф .  Агар Я'^фазодаги \ар бир х векторга шу фазонинг аник у — /* вектори мос куйилган булса ва у куйидаги иккита аксиомага буйсунса, яьни1) V i i ,  x2£ R n => f(Xi +  х2) =  fx  1 ±  f x 2,
2) V a £/>, => /(Яде) =  A,/*,у кол да / чизи^ли оператор дейилади.Бунда i i  ва i 2 векторлар /?п фазонинг ихтиёрий векторлари, к ихтиёрий сон. у вектор х векторнит тасвири (образи), х  эса у  нинг прообрази деб аталади.0 билан белгиланувчи ва R" фазонинг хамма эле- ментларини шу R" фазонинг пол элементига аксланти- рувчи оператор куйидагича ёзилади:0 • i  =  0.Х.ар бир / оператор учуй унга карама-карши булган оператор куйидагича белгиланади:- /  =  (-« )/ •Ьарча f:R'l ^ R ' 1 чизикли операторлар (узини узига акслантириш) туплами чизикли фазони ташкил кила- ди.

А(х)  =  кх , (4.40)муносабатни каноатлантирунчи х Ф 0 вектор / операторнинг хос вектори ва унга мос к сон эса унинг хос 
к,иймати (сони) ёкн чизикли операторнинг характеристик сони дейилади.Бундан куринадики,к х  векторлар, R" фазонинг барча нолмае векторлари хос векторларидир.

х  хос векторни ва к хос кийматни (сонни) топиш учун зарур булган теоремани исботсиз келтирамиз.Т е о р е м а .  / оператор Rn фазодаги чизикли оператор, 
к<> — / операторнинг хос киймати, х  эса / нинг Хо сонга мос келадиган хос вектори, />, /2, .- ,  L  лар R" фазодаги ихтиёрий базис ва А =  \atj\i,j — 1,я) матрица / опера- торнинг шу базисдаги матрицаси булса, у холла сон
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u ,i — X а |2«22 X «2л О«Л| а«2 тенгламанинг илдизи,
х =  aj\  +  02?:+ ••• +хос вскторнинг компонентлари эса 1\, 1?, ..., бир жинсли

( а , , — А )  а ,  +  « I  A  +  - O i A ,  =  О,

« 2 i« i +  (а ,2  —  А.)а* +  ... + - « , ла „  =  О,

(4.41)
(4.42) 

I  базисда
(4.43)а„,а, +  an302 +  ... + («„ — *)« „ =  О системанинг ечими булади. "(4.41) берилган чизикли оператор матрицасининг ха р а к т е р и с т и к те и г л а - м а с и  деб аталади. (4.411 характеристик генгламадан X хос кийматлар топилади, сунгра хар бир хос кийматларга мос (4.43) системадан х  хос векторнинг (oti. «гг, .... а„) координаталари топилади.1 - и з о х .  Агар х вектор берилган чизикли онера- торнинг хос всктори бука, у холда унта коллинеар булган ихтисрий нолмас вектор хам берилган опера- торнинг X хос кийматига хос вектори булади.2 -  и з о х. Агар барча X хос кийматлар хакикий сонлар булса, у холда уларга мос хос векторлар доимо чизикли эркли булади ва уларни янги базис сифатида олиш мумкин. by янги базисда А матрица куйидаги куринишда езилади:

А =

X, О О О Х2 О О О Л;,3- и з о х. Агар А симметрии матрица булса, у холда унинг барча хос кийматлари хакикий сонлар булади ва хос векторлари эса узаро перпендикуляр булади.М и с ол.  Бирор базшз ушбуf3 2 О
А = 2 2 2 О 2 1



матрица билан берилган чизикли операторнинг хос кийматларини ва хос векторларини топинг.Е ч и ш .  Л матрица симметрии матрица булгани учуй унинг барча хос кийматлари хакикий сонлар булади. Уни топиш учун характеристик тенгламани тузамиз:3 — А, 2 
2 2 — А О 2Бу детерминантни хисоблаш коидасига кура хисоб- ласак, А номаълумга нисбатан учинчи даражали куйида- ги тенгламага эта буламиз:А3 -  6А2 +  ЗА +  10 =  0.Бу тенгламани А| — 2, Аг =■ — I ва Аз =  5 кийматлар каноатлантиришини онсонгина текшириш мумкин. Бу сонлар берилган чизикли операторнинг хос кийматлари булади. Энди хос векторларни топамиз. Уларни топиш учун (4.43) тенгламалар снстемаси(3 — А)а, +  2аа =  0,2а, +  (2-AJota +  2а, =  0, (4.44)2аг +  (1 -  МОз =  0га А =  А|, А =  Аг на А =  А3 кийматларни куйиб, уларга мос a i, аг ва аз кийматларни топамиз.1) А, =  А| =  2 учун (4.44) система ушбу куринишни олади; (3 — 2)а, +  2а* =  0,2а, +  (2 — 2) аз +  2a.j =  О, 202 +  (I — 2 ) о , =  Оёки a , -f- 2а 2 =  О, a , -J- 03 =  О,2а, — аз =  0.
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Бунда «), а> ва «з узгарувчиларнинг биг.тасига ихтиёрнй киймат бериб, колганларини топам из. Маеа-лан a’i — I булса, а , =  — * , а3 =  — 1 булади.
X] =  2 хос кийматга мос хос вектор х' ушбу куринишда булади:

х  = ёки х' — i — - j  — k

2) К =  Х2 =  - 1 хос киймат учун хамдек система тузамиз: кжоридаги-
2а, +  а , =  О,2а, -(- За, -{- 2aj =  О,а  ̂ -)- ССз =  0.Агар at =  I деб олсак, а2 =  — 2, а3 =  2 булади ва унга хос вектор еки х i — 2/ 2 k2куринишда булади;3) худди шунга ^хшаш X =  Я3 =  5 учун
— а, +  а, =  О,

2а, —  За, -f- З а5 =  О, 

а_, —  2а3 =  0.система хосил киламиз ва бу системами а\ =  2, 02 =  2. аз =  1 кийматлар каноатлантиришини осон- гина текшириш мумкин.2Демак, х = еки х =  2/ +  2/ +  *  .
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А матрица симметрии булгани учун аникланган учала хос вектор узаро перпендикуляр эканини текшириш мумкин, яъни х' • х "  — 0 ,  х' • х '"  =  0, х "  • х '"  =  0 .Бу хос вскторларни янги базис сифатида олиш мумкин ва унда А матрица
А = 2 0 0 0 — 1 0  0 0 5куринишда булади. М А Ш К Л А Р1. Агар А (4; 3) ва В (1; 2) нукталар берилган булса, АВ  ва ВА  векторларнинг координаталарини то- пинг.2. Агар АВ={2\  — 1} ва А (6; 7) булса, В нуктанинг координаталарини топинг.3. Берилган А (2; 4) нуктадан 6 бирлик масофада 

О у  укида ётган В (х\ у) нуктани топинг.4. Агар А (I; 2; 3) ва В (2; I; 4) булса, АВ  ва 
ВА векторларнинг координаталарини гопинг.5. К,утб координаталар системасида берилган./1 ̂ 6; ^  ва в(7\ — 3 ) нукталарнинг декарт координаталар системасидаги координаталарини топинг.6. К,утб координаталар системасида берилган р =  asin2«p чизик тенгламасини декарТ координаталар системасида ифодаланг.7. Фазода М ( —2; 3; — 4) нукга берилган. Агар j/кларни иараллел кучиришда координаталар боши эски системада (I; — 1; —2 ) координаталарга эга булса, шу 
М нуктанинг янги системадаги координаталарини топинг.8. Л41 (2; 4; — 2) ва (—2; 4; —2) нукталар берилган. Л4|Л42 кесмани X =  3 нисбатда булувчи С нуктанинг координаталарини топинг.9. Учлари Л (1; 1; 1), В (5; 1; —2), С  (7; 9; 1) дан иборат учбурчак берилган. Л учидан утказилган биссектрисанинг СВ  томон билан кесишган D  нуктаси- нинг координаталарини топинг.



10. Агар |а| =  2; |£i =  3, (a *b )=   ̂ булса, томонла-ри т =  2а 35 ва я =  a -f- 4В векторлардаи иборат параллелограммнинг юзини хисобланг.11. Д Л бС н и н г томонлари Л В =  { — 3; — 2; 6} ва 
В С  — { — 2; 4; — 4} векторлардаи иборат. A D  баландлиги- нинг узунлигини хисобланг.12. F  =  {3; 2; —4} куч А (2; —1; — 1) нуктага куйилгаи. Бу кучнинг координаталар бошига нисбатан моментини аникланг.13. Агар |pj = 5 ;  (р q) =  п /4 булса, томонлари 
~p — 2q ва 3р -}- 2q векторлардаи иборат учбурчакнинг юзини топинг.14. Агар учбурчак учларининг координаталари /4(1;— 2; 8); В  (0; 0; — 4); С  (6; 2; 0) булса, д А б С и и и г юзини тоиинг.15. а =  6/ -|- 2k ва b =  1,5г 2/ +  k векторлардаиясалган параллелограмм диагоналларининг узунлигини ва юзини х,исобланг.«6. А (5; 7; - 2 \  В (3; 1; - \ \  С  (9; 4; - 4 ) ,  D  (1; 5; 0) нукталарнин! битга текисликда ётишини исбот килинг17. а =  2i — / 2Й, В =  i +  2/ — 3k, с — ЗГ —— 4/ +  7k векторларнинг компланар эканлигини исбот килинг.18. Учлари А (2; - 3 ;  5), В (0; 2; 1), С  ( - 2 ;  - 2 ;  3), 
D  (3; 2; 4) нукталарда ётувчи учбурчакли пирамида- нинг дажмини хисобланг.19. Учбурчакли пирамида учларининг радиус-вектор- лари берилган. Унинг хажмини ва А В С  ёгига туши- рилган баландлигининг узунлигини аникланг; rs =  {3; 2; 4}, гА =  {2; - 3 ;  5}, 7В =  {0; 2; 1 } ,7 С =  { - 2 ;  - 2 ;  3}.20. Тетраэдрнинг хажми 5 га Тенг. Унинг учта учи 
А (2; 1; — 1), В (3; 0; 1), С (2; — 1; 3) нукталарда ёгади. Агар туртинчи D  учи О у  укида ётиши маълум булса, 
D  нинг координаталарини топинг.Куйидаги матрицалар билан берилган чизикли операторнинг хос кийматлари ва хос векторларини топинг.

2 — 1 1 6 — 12 - Г21. А = — 1 2 - 1 22. А = 1 — 3 -  10 0 1 . — 4 12 3..



5- В О ВТ Е К И С Л И К Д А  Т $ Т Р И  Ч И ЗИ К  Т Е Н Г Л А М А Л А Р И
1-§. ЧИЗИК.НИНГ текисликдаги тенгламаси

Текисликда чизик берилган булиши учун унинг 
нукталари холатини аниклаб берувчи бирор коида 
маълум булиши керак.

Масалан, марказ деб аталувчи нуктадзн баравар 
узокликда ётган нукталарнинг геометрик урни айлана 
дейилади; ёки бирор кесманинг учларидан баравар 
узокликда ётувчи нукталарнинг геометрик урни шу 
кесмага утказилган урта перпендикуляр булади ва 
хоказо.

Тугри бурчакли декарг координаталар системаеида 
чизикнинг тёнгламаси

Н (х\ у) =  0 (5.1)
ёки

у =  Цх),  а ^ х ^ Ь  (5.2)

куринишда булади. (5.2) функция х аргумент [u,ft| 
кесмада узгарганда f(x) функция узлуксиз узгаради 
деб фараз киламиз. Куминча }(х) функцияни бир 
кийматли функция деб, х  ва у  ларни эса декарт 
координаталар текислигидаги бирор М нуктанинг 
координаталари деб фараз килинади. У холда х нинг 
хар бир киймати учун (5.2) тенгламадан у нинг ягона 
киймати аникланади.

Демак, х  нинг хар бир кийматига текисликнинг 
(координаталари х,  f(x) булган) биргина нуктаси тугри 
келади. Агар х  узлуксиз узгариб турли кийматлар 
кабул килеа, у холда М нукта координаталар 
текислигида бирор нукталар тупламини тасвирлайди. 
Бу нукталар туплами эса текисликда бирор чизикни 
ифодалайди. Агар f(x) функция куп кийматли булса, 
яъни х нинг хар бир кийматига у  пинг бир неча 
у |, у 2 ... ys кийматлари мос келса, у холда х нинг хар 
бир кийматига координаталар текислигида Mi,  М 2, ... 
Afs. нукталар тугри келади. Масалан у — f(x) функция 
икки кийматли булсин. Бу холда х нинг хар бир 
Х| кийматига у  нинг у \ =  f(x 1) ва У2 =  f(x\)
кийматлари мос келиб, координаталар текислигида

127



иккита /VfiUi; ij\) ва Af2 (.v,; у>) ну- кталар аниклана- ли (43-чизма). х узгарувчи [а, Ь\ кес- мада узлуксиз <?з- гарганда Af| ва М 2 нукталар хам урин- ларини узлуксиз уз- ~огартиради ва бу нукталар чизикни та с- 43- чизмавирлайди.Т а ъ р и ф .  Агар чизик ихтиёрий нуктасининг х ва 
у координаталари (5.1) тенгдамани каноатлантирса ва аксинча, бу тенгламани каноатлантирадиган хар бнр жуфт (х; </) киймат чизик нуктасини тасвирласа.(5.1) тенглама чизикнинг о ш к о р м а с  тенгламаси деб а тал ад и.Аналитик геометрияда асосан иккита масала билам шугулланилади:1) чизик нукталарнинг геометрик урни сифатида берилган булиб, унинг тенгламасини тузиш талаб килинади;2) тенглама берилган, унинг графигини ясаш талаб килинади.1 - ми с о л .  Берилган А (—2; 4) ва В (3; 6) нукта- лардан бир хил узокликда жойлашган нукталарнинг геометрик урни тенгламасини тузинг.Е ч и ш. С  (х; у) — А ва В нукталардан баравар узокликда жойлашган ихтиёрий нукта булсин. Масала шартига кура: М С | =  |Я С |. (5.3)Икки нукта орасидаги масофани тониш формуласи- дан фойдаланиб,М С | =  л](х +  2 ?  +  (у Г 4 ? ,

\ВС\ =  x j ( x - З)2 +  ( г / -б )2ларни хосил киламиз. Бу ифодаларни (5.3) га куйиб масала шартини каноатлантирадиган нукталар геометрик урнининг тенгламасини хосил киламиз:

T ^ I! ! I
а  х, б
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д/(~г +  2)2 +  (у — 4)2 =  ~\J(x — З)2 +  (у — 6)2 =►=> дг2 +  4* +  4 +  г/2 — 8г/ +  16 =  х2 — 6х -f- 9 +  у'2 — 12у4-Зв=>- Юдг 4- 4у -  25 =  0. (5.4)Шундай килиб, Л ва В нукталардан баравар узоклик- да жойлашган ихтиёрий нуктанинг координаталари(5.4) тенгламани каноатлантиради ва аксинча, координаталари (5.4) муносабатни каноатлантирган хар кандай нукта Л ва В нукталардан бир хил узокликда ётади.Энди чизикни (5.1) тенгламасига кура ясаш масаласини караймиз. Текисликдаги нукта узининг (х, 
у) координаталари билан аникланади. Шунннг учун(5.1) тенгламаларда х га Х\, х2, ... х„ кийматларни берсак,B i(x i ; у) =  О, /'2U 2; У)  =  0, ... , F^Xn, у) =  0, (5.5)тенгламалар хосил булади. Бу тенгламалардан у  нинг Х|, *2-..*я кийматларга мос булган у\, у2 ... уп ... кийматларини топамиз, патижада координаталари(5.1) тенгламани каноатлантирувчи(*Г. У\),  (*2‘, У-2) , . . .  , ( * п; У п )-нукталарга эга буламиз. Бу нукталарни координаталар системасида ясаб, уларни бирлаштирсак, (5.1) тенгламани тасвирловчи чизик хосил булади. Бу чизик икки узгарувчили (5.1) тенгламанинг графиги дейилади.2- ми с о л .  у =  JT 4 - 1 тенглама тасвирлайдиган чизикни ясапг.Я с а ш .  х  га ... —3; —2; — 1; 0; I; 2; 3; ... кийматларни берамиз ва у  нинг шунга мос кийматларини топамиз. Бу кийматлар учун куйидаги жадвални тузам из;

X - 3 -2 — 1 0 1 2 3 ...
У 10 5 2 1 2 5 10 ...

Патижада ... ( — 3; 10), ( — 2; 5), ( — 1; 2), (0; 1), ( 1; 2), (2; 5), (3; 10) ... нукталар хосил булади. Бу нукталарни
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координаталар системасида жойлаштириб, уларни сил- лик, чизик билан туташтирсак, у  =  х2 +  1 функция- нинг графики, я ьни парабола косил булади (44- чизма). Масалаларни ечишда чизикнинг F(x\ у) — 0 тенгламаси- дан ташкари унинг парамстрик тенгламаларидан хам фойдаланилади.М асалан, механика ва техникада моддий нукта харакат траекториясини текширишда t вактга боглик булган
|  х  =  ф ( / ) ,

[У  =  Ф(0
-2  - /тенгламалар каралади.>Бу тенгламалар моддий нуктанинг харакат тра- екториясйнитасвирлайди.Б.у _ куринишдаги тенг- ламага чизикнинг параметрик тенгламаси дейилади. Бу ерда t параметр булиб, у вактни, бурчак, тезлик ва хоказо катталикларни ифодалаши мумкин.3-м и с о л  А (х; у) нуктанинг координаталари харакат иайтида х =  З/2 — 1, 

у  =  5/2 +  6тенгламалар билан аникланади (/—вакт). А нукта траекториясининг декарт координаталар системасидаги тенгламасини тузинг.Е ч и ш .  Берилган тенгламалар системаси А (х\ 
у) нукта харакатининг параметрик тенгламасидир. Системадаги биринчи тенгламадан /2 ни топамиз:

л  __ к -f- I3Буни системадаги иккинчи тенгламага куйсак:
У — 5 • х - f  б ёки 5х — Зу - f  23 =  0 .Демак, А (х\ у) нукта траекторияси тугри чизикдан иборат.

*
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Декарт координаталар текислигида бирор / тугри чизик берилган булсин. Шунингдек, / тугри чизикда ётукчи М\(х\\ у\) нукта ва / тугри чизиккаперпендикуляр п =  {Л; В] вектор ёки унга параллел s =  =  {m; л} векторлар берилган булса, / тугри чизикнинг текисликдаги турли куринишдаги тенгламаларини келти- риб чикарамиз.1. Б е р и л г а н  _Af|(jti; у\) н у к т а  о р к а л и  у т и б, б е р и л г а н  п в е к т о р г а  п е р п е н д и к у л я р  б у л г а н  т у г р и -  ч и з и к  т е н г л а м а с и
Оху  текисликда / тугри чизик берилган булсин. Унда ётувчи Af | (л: | ;г/1)нукта ва / тугри чизикка перпендикуляр булган п (/_1_ я ) вектор ола- миз (45- чизма). п векторга / тугри чизикнинг нормал  

вектор и дейилади.M i(* i; У\) нукта ва п нормал вектор / тугри чизикнинг Оху  текисликдаги холатини тула аниклайди. М(х\ у) нукта / тугри чизикнинг ихтиёрий нуктаси булсин, у холда 
М\М =  {(x— Xi)\(y—y\)} вектор / тугри чизик устида^ётади ва М\М ± .п  булади. Шунинг учун п ва M tM векторларнинг скаляр купайтмаси нолга генг.

п ■ м Г л Г =  Оёки
А(х  — Х\) +  В(у — у\) =  0 . (5.6)(5.6) тенглама М\ нукта оркали утиб, п векторга перпендикуляр булган тугри чизикнинг тен1ламасини ифодалайди.1 - м и с о л .  М\ (4; —3) нукта оркали утувчи ва п =  

=  {2; — 5} векторга перпендикуляр булган тугри чизик тенгламасини тузинг.

2 - § .  Т у г р и  чи зи кн ин г  тек и сл и к д а ги  т е н гл а м а л а р и
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Е ч и ш. Мисол шартига кура: Х\ =  4; у\  =  —3; /1 =  2; В =  — 5. Буларни (5.6) формулага куйиб изланаётган тугри чизик тенгламасини топамиз:
2(х -  4) +  ( - 5 X 0  +  3) =  0.Бундан

2х — Ъу — 23 =  0.2. Т у г р и  ч и з и к н и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и
х ва у координаталарга нисбатан исталган биринчи даражали

А х  +  By  +  С =  О  (5.7)куринишдаги тснглама Оху  текисликда ётувчи тугри чизикнинг умумий тенгламаси эканлигини курсатамиз.Хакикатан, (5.6) тенгламада А ёки В коэффици- ентларидан бири нолдан фаркли деб фараз киламиз (акс холда /1=0; В =  0 булиб, С =  0 айниятга эга булардик). Масалан В ф  0 булсин. У холда(5.7) тенгламаии куйидаги куринишда ёзиб оламиз:
А ( х - 0 )  +  В ( у + Св ) =  0.(5.7) тенгламага тенг кучли булган тенгламага эга буламиз. Бу тенглама Л4,(0; ——) нуктадан утувчи ва

п векторга перпендикуляр тугри чизик тенгламасидир.Демак, (5.7) тенглама тугри чизикнинг умумий тенгламаси экан.Энди, умумий тенгламаси билан берилган тугри чизикнинг координата укларига нисбатан жойлашуви- ни текширамиз:а) Агар С =  0, А ф О ,  В ф 0 булса, тугри чизиктенгламаси Ах-\-Ву =  0 булиб, у координаталар бошидан утади.б) Агар /1=0, С Ф 0, В ф 0 булса, тугри чизиктенгламаси Ву-\-С =  0 булиб, у О х  укига иараллелбулади.в) Агар В =  0, А ф О ,  С Ф 0 булса, тугри чизик
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Генгламаеи ,Т .т 4 -С = 0  бул и б, у О у  укига пара.пел Пул ад и.г) Агар (.' =  0. # =  (). 1=£0 булса. i угри чизик тенгламаси l.v =  0 бхлнб, у О у укипи ифодалайди.д) Агар С =  (). 1 = 0 , В Ф 'О булса, тугри чизик генгламаеи Ву =  0 булиб, у Ох  укипи ифодалайдп.2- ми с о л .  l.v —7//-f3 =  0 тугри чизикнинг пормал векторини гоп и и I .Е ч и ш. Нормал вектор: п =  {А\ В}. Берилган тугри чизик тенгламасидан: А =  4, В — —7. Шунинг учун п =  = {4 ; - 7 } .
о- ми с о л. 3.v-j-4//— 18 = 0 ва 2 х — //— 1 = 0  тугри чизикларнииг кос и шиш нуктаси оркали утиб.

х-\-2у — 6 =  0 тугри чизикка перпендикуляр булган тугри чизик тенгламаснни тузинг.Е ч и in. Дастдаб икки тугри чизикнинг кееишиш нуктасипи тоиамиз, буиинг учуй kcchiiiiiiii нуктаеининг координаталарини A/i(.Vi, у i) деб олампз. УшбуГ 3-V,+■!//,-18 =  0,|  2х ,— //,— 1 = 0сйстемадан xi =  2;//i =  3 ларни тоиамиз. Масала шарти- дан излаиаётгаи тугри чизикнинг йуиалтирувчи векюри сифатида х +  2//— 6 =  0 тугри чизикнинг нормал векюри 
п{ 1; 2} ни олиш мумкин. У холла изланаётган тугри чизик тенгламаси (5.6) формулага кураI. ( х — 2) +  2 -(у — 3) =  0 ёкил-+  2// —8 =  0курушишда булади.Т а ь р и ф. Тугри чизикка параллел ёки ту  тугри чизикда ёгувчи чар кандай .S {///; //! вектор бу т р и  чизикнинг й у и а л mi р \ в ч и в ек  г о ри гейнлади.3. Т у г р и ч и з и к н и н г  п а р а м  ет р и к т е н г- л а м а л а р и  / тугри чизик ва шу тугри чизикка тегиш- ли M o(jco; У и) нукта ва йуиалтирувчи $ =  {т\ п} вектор би- лан тула аникланади (46- чизма). Бу берилганларга кура / тугри чизик тснгламасини чикарамиз. Afo нуктадан бошка / т р и  чизикда имнёрий Af(.v: у) нукта олампз. У холда А1„Д1 вектор S вектор билан Коллипеар булади.Демак, шундай / сон тониладнкн,

МпМ =  lS  U (5.8)



I

булади. M. Мо нукталарнинг радиус-векторларини мос равишда г, го оркали белгиласак:
г =  ОМ , г0 =  О М 0

(5.9) тенглама / тугри чизикнинг векторли тенгламаси дейилади. (5.9) тенгламадаги t га турли кийматлар бериб, I тугри чизикка тегишли нукталарнинг ради- ус-векторларини топамиз. (5.9) тенгламадаги I узга- рувчи п а р а м е т р  деб аталади.Энди (5.9) ни координаталарда ёзамиз:

(яьни т, п Ф  0 шарт бажарилса), у колда (5.10) дан ушбу

булиб, МпМ  вектор учун М 0М =  г — ?о га эга буламиз.(5.8) т^нгликдан:
г — го =  tS=> г =  Го -f- t S . (5.9)

r =  OM  =  x I + y J % ?0 =  O M 0 =  x„i. +  y J ,  
M 0M — t§ =  t{nii-\-nJ)— lmJ-\-tn .Буларни (5.9) га ку- йиб, сунгра икки вектор- нинг тенглигига кура, ушбу тенгламаларга эга буламиз: (5.10)(5.10) формула / тугри чизикнинг п а р а м е т -

(  р и к тенгламаси дейи-46- чизма лади. Агар I тугри чи- зик координата укла- ридан бирортасига х,ам параллел булмаса

л
*~*а У-Уо (5.11)т птенгламани х.осил киламиз.
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\

(5.11) формула тугри чизикнинг к а н о н и к  т е н г л а м а с и  дейилади. Бундан
пх  — ту-\-( — пхо-{- туо) =  0 (5.12)ни толамиз. Бу ерда шартга кура т, п нинг камида биттаси поддан фаркли, шу сабабли (5.12) биринчи даражали тенгламадир. Бундан эса дар кэндай тугри чизик биринчи даражали тенглама билан ифодаланади деган мудим хулосага келамиз.4 - ми с о л .  А4о(3; I) нукта оркали утувчи ва йуналтирувчи вектори 3 =  {4; 3} булган тугри чизик тенгламасини тузинг.Е ч и ш. Масала шартига кура хо =  3; уо— 1; т  =  4; 

п =  2>. Бу кийматларни (5.10) формулага куйсак,
( х  =  3 +  4/,
Ь = 1 + 3 /тенгламаларга эга буламиз. Бу тенгламалар биз излагай тугри чизикнинг параметрик тенгламаларидир.4 . И к к и  н у к т а  о р к а л и  у т у в ч и  т у г р и  ч и з и к  т е н г л а м а с иБизга маълумки М\ ва Мг нукталардан ягона тугри чизик утади. М| ва /Иг нукталарнинг координаталари маълум деб фараз килиб, шу нукталар оркаДи утувчи / тугри чизик тенгламасини топамиз.Afi(xi; yi), /Иг(Х2; У2) нукталар излапаётган / тугри чизикка тегишли булсин. Шунингдек бу тугри чизикда 

(Л (х; у) ихтиёрий нуктани оламиз. Натижада, бу нукталар ёрдамида тугри чизикда узаро коллинеар булганAf,M 2 =  {x2 —х,; у2—у {} ва Af,Af = { х  —х,; у —у х)векторларга эга буламиз. Бу векторлар коллинеар булгани учун
М р И  =  1ЩМ2 (5.13)тенглик уринли булади. Бундан, векторларнинг тенглиги- га асосан, х — х\ =  /(х2 — Х|) ва у — y\ — t(y2 —у\) га эга буламиз. Бундан
X — у-- у  11 1

~  У  2 ~ У \
(5.14)(5.14) тенглама берилган икки нукта оркали утувчи тугри чизик тенгламаси дейилади. Бу тенглама
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Хг — Х1 ф 0  ва у 2 — у \ ф 0  булганда уринлидир. Агар 
у2 — у х = 0  булса, у долда тугри чизик О х  укка иа- раллел булиб, у — у | = 0  ёки у =  у\ булади. Шунингдек, 
х  — * 1 = 0  булганда x  =  xi булиб, бу чизик О у  укига нараллел тугри чизик булади.Икки нукта оркали утувчи тугри чизик тенгламаси- ни учинчи тартибли детерминант ёрдамида х.ам ёзиш мумкин:

5 - м и с о л .  A B C D  тугри туртбурчак учларининг координаталари берилган:
А В , A D  томонларини ва А С  х,амда D B  диагоналларнинг теигламасини тузинг.Е ч и ш. а) А В  томоннинг теигламасини тузамиз.(5.14) формулага кура:

=> х — 1 = 3  (у — 3 ) = > х — 1 = 3  у  — 9 => х — Зг/-(-8 =  0. r) D B  диагоналнинг теигламасини тузамиз: 
х — 3 _  у - I  х  —  3   у — 1=ф- 3(х— 3 ) — у — 1 =>3х—9 — у — 1 =>■ Зх — у  — 8 =  0.д а  а ж р а т г а н  к е с м а л а р и  б у й и ч а  т е н г л а м а -  с и ;

х у  1
*л у х 1 = 0 .  *2 У2 1

■4(1; 3), В(5; 7), С(7; 5), D(3; 1)
* - * х  _ _  У - У I . х - 1  у - 3
х2—х\ У 2 У\ 5—1 7 — 3

= > х - у  +  ‘2 =  0.
б) A D  томоннинг теигламасини тузамиз:
в) А С  диагоналнинг теигламасини тузамиз:

х —  1 у — 3 ь х  — 1 у  —  37 -1  — 5 -3  ^  6~  “  2
5 — 3 7 -1 2 6

5. Т у г р и  ч и з и к н и н г к о о р д и н а т а  у к л а р и -
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I тугри ЧИЗИК.НИ аникловчи Mi ва М 2 нукталар координата уклари Ох  ва О у  да ётеин. Аниклик учуй 
Mi(a\ 0) нукта, О х  укда М 2 (0; Ь) нукта эеа О у  укда ётеин (47-чизма). Бу х,олда (5.14) тенглама куйидаги куринишда булади:
(5.15) тенглама тугри чизикнинг координата укларидан ажратган кесмалар буйича тенг- ламаси дейилади. а ва b лар т̂ /гри чизикнинг мое равишда Ох  ва Оу  укларида аж ратган кесмаларини билдиради.

векторнинг бурчак коэффициента дейилади.Агар 3 вектор бирор / тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори ва k сон шу тугри чизикнинг бурчак коэффициента булса, шу тугри чизикнинг бурчак коэффициентли теигламасини келтириб чикзрамиз. / тугри чизикнинг битта нуктаси ва бурчак коэффициента текисликда унинг колатини туда аниклайди.Агар I тугри чизик Оу  укига параллел булса, у х.олда бундай тугри чизикнинг бурчак коэффициентли тенгламаси мавжуд эмас. Шунинг учун Оу  укка параллел булмаган / тугри чизик Мо(хи; уо) нуктадан утсин ва k бурчак коэффициентига эга булсин деб фараз киламиз. (5.11) дан т ф 0 деб куйидагига эга буламиз:

—  U ' 7 ° — т + | - 'о а о (5.15)

6. Т у г р и ч и з и к н и н г  б у р ч а к  к о э ф ф и ц и е н т л и  т е г л а м а с и . X47- чизмаТ а ъ р и ф. S  вектор {/; /} базисда т, пкоординаталарга эга булиб, т ф 0 булса, ~  =   ̂ сон 3

ёки y =  kx-\-b. (5.16)
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бунда b =  yo — kx0.(5.16) тенглама тугри чизикнинг бурчак коэффициентли 'енгламаси дейилади.Агар / тугри чизик. иккита Afi(jti; у\) ва М ^ х 2; У2) нукталардан утган булса, у холда унинг бурчак коэффициенти (5.14) формулага асосан
формула билан аникланади. (Бу тугри чизик О у  укига параллел булмаган кол учуй тугри булади.)7. И к к и  т у г р и  ч и з и к  о р а с и д а г и  б у р ч а к  Агар икки тугри чизик

А |х -(- В\у -)- С| =  0 ва А2Х -|- В2У -f- С2 =  Отенгламалари билан берилган булса, улар орасидаги бурчак

икки тугри чизикнинг параллеллик шартини, Л ,Л 2+ й , в 2 =  0эса икки тугри чизикнинг перпендикулярлик шартини ифодалайди.
А 1 х В\у-f- Ci =  0 ва А 2Х В 2У-{~ С 2 — Отугри чизиклар орасидаги бурчаклар биссектрисалари- нинг тенгламалари:

8. У ч н у к т а н  и н г  б и р  т у г р и  ч и з и к Д  а ё т и ш ш а р т и
тенглик билан ифодаланади ёки детерминант шаклида эса

k =  ^ = h (5.17)

Д|в2 А2В|
формула билан хисобланади. Бу холдаД, В,

^ -* 1  =  У3- У 1 
х2 ~ х\ У2~У\
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*1 У1 1*2 У2 1*3 Уз 1
И чизик

=  0

куринишда езилади.6-м  и с о л .  Тугри чизик тенгламаси берилган: (3+<*)* — (2а— 5)г/ +  22 =  0. а  нинг кандай киймати- да тугри чизик О х  уки билан 45° ли бурчак косил килади? Шу тугри чизик тенгламасини тузинг.Е ч и ш. Берилган тенгламани у  га нисбатан ечамиз:(3 +<x)jc —(2а — 5)0 +  22 =  O=*-(2a +  5)v =  (3 +  a)jc +  22=>-
3 +  a . 22

=> У =  2*^5 Х +  2*^5 'Бу тугри чизикнинг бурчак коэффициенти. ---- 3+ а
К 2а — 5га тенг. Маълумки, tgq> =  ft. Масаланинг шартига кура: fc =  tg 4 5 °= l.Бундан:

( 2 а  —  5 =  3 +  а ,t 3 +  а=  2̂ Н а # }2 а—а = 5  +  3, Г а  =  8,| , 5 =Ф-а =  8.
\ а ф Та  нинг топилган кийматини урнига куйиб О х  уки билан 45° ли бурчак косил килувчи тугри чизик тенгламасини топамиз:

3 +  8 
2 - 8 - 5 *  + 22

2 - 8 - 5
11 .-^ = 7 Г * + 22II

=>у =  х - 1- 2.Демак, изланаётган тугри чизик тенгламаси у — х -\-2 булади.7 - ми с о л .  /4(2; 5) ва В (5; — 1) нукталар оркали утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг камда шу тугри чизикда ординатаси 2 га тенг булган нуктани топинг.Е ч и ш. Икки нукта оркали утувчи тугри чизик формуласидан фойдаланамиз: 139



X У 1 X У 1JC| У\ 1 =  0; 2 5 1*2 Уч 1 5 — 1 1ёки 6* +  3 i/ -2 7  =  0.Бу тугри чизикда ординатаси 2 га тенг булган нуктанинг координатасини (абсциссасини) топиш учун уч нуктанинг бир тугри чизикда ётиш шартидан фойдаланамиз:
Х\ Ух 1 2 5 IХ2 У-2 1 =  0 5 — 1 1*3 Уз 1 х 2 1=>- — 2 5jc 10 -|- jc — 4 — 2 5 = 0 ; х =  3,5.Демак, бдг +  Зг/ — 27 =  0 тугри чизикда ординатаси 2 га тенг булган нукта С( 3; 5; 2) дан иборат.9. К о о р д и н а т а л а р  б о ш и д а н  у т м а й д и г а н  т у г р и  ч и з и к п и н г  к у т б  к о о р д и н а т а л а р  с и-  с т е м а с и д а г и  т е н г л а м а с и н и  топиш учун тугри чизикнинг нормал тенгламасини ёзиб оламиз:xcosa-f- ysina—р =  0; 

х  ва у  ларнинг урнига
X =  рСОБф, «/ =  psincp кийматларни куямиз:pcosacoscp psi nasi гкр — р — Оёки pcos(q)—а) =  р.Тугри чизик координаталар бошидан утмаганлиги сабабли р нолдан фаради булади. Охирги тенгликдан Ф нинг хар кандай кийматида соз(ф —а )=^0 булади. Охирги тенгликни соз(ф — а) га булиб, тугри чизикнинг кутб координаталар системасидаги

cos(<p — a)теигламасига эга буламиз. *.8- мисол. х — 2 тугри чизикнинг кутб координаталар системасидаги тенгламасини топинг.
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Е ч и ш. x=pcosq), j/ =  psin<p формуланинг биринчиси-дан фойдаланиб, берилган тугри чизик тенгламасиникуйидагича ёзиб оламиз:
Ур cos<f) =  2 еки р = —s- . «V/иБу берилган тугри чи- *зик тенгламасидир (48- чизма). Бунда р мусбат ? /микдор булгани учун ф бурчак шундай узгариши л < г  , Xкеракки, соэф мусбат бу- 0 1 глиши керак, яъни I ва IV чоракларда булиши керак.9 - м и с о л .  /4(4; у )  ва 48- чизма

I
B ( 4; 0) нукталардан утув-чи тугри чизикнинг кутб координаталар системасидаги тенгламасини тузинг.

Е ч и ш. Тугри чизик А ва В нукталардан утгани учун бу нукталарнинг координаталари тугри чизикнинг pcos(cp — а) =  р тенгламасини каноатлантириши керак, яъни
I р =  4cos ( у — a) =  4sina,[p  =  4cos (0 —a) =  4cosaБу тснгламалар системасидан р ва а  ларни аниклаймиз.p = 4 s in a = 4 c o s a = ^  s in a = c o sa = ^ a  =  --. a =  * ни урнига куйсак:



3-§. Текисликда икни тугри чизикнинг узаро жойлашувиТекисликда икки 11 ва к  тугри чизик/i : А\х-{- В\у-(- С| =  0, (5.18)
к :  Л2х  +  В 2у +  С2= 0  (5.19)тенгламалари билан берилган булсин.Бу тугри чизикларнинг текисликда узаро жойлашу- вини текшириш учуй (5.18) ва (5.19)" тенгламаларни биргаликда система килиб текшириш керак: шу система- нинг ечимига кура 1\ ва к  т^гри чизиклар текисликда кандай жойлашишини айтиш мумкин:а) 1\ ва к  тугри чизиклар кесишади. У холда

А \ в \ бУлиб’система ягона ечимга эга булади.б) /| ва к  тугри чизиклар узаро параллел булса,v41 В |у холда —  =  тенглик уринли булади.
д2в) 1\ ва к  тугри чизиклар устма-уст тушади. Бу холда

А \ _в \ _ __
А 2 В 2 С2булади ёки иккала тенглама бир хил булади.1-м и с о л .  2х — Зг/ +  4 =  0 ва Зх +  2г/ — 7 =  0 тугри чизикларнинг текисликда узаро жойлашишини аник- ланг.Е ч и ш. Берилган тугри чизикларнинг текисликда кандай жойлашишини аниклаш учун, ушбу1 2x — 3t/ +  4 =  0,

[Зх-\-2у — 7 — 0 2 3системани текширамиз. Бунда -х-ф-х- нисбат бажарил-гани учун тугри чизиклар кесишади ва бу кесишиш нуктаси системанинг ечимидир. Системани ечиб, х = 1, 
у — 2 ларни топамиз. Бу топилган кийматлар уМ(1; 2) кесишиш нуктасининг координаталари булиб, бу нукта бир вактнинг узида берилган тугри чизикларнинг хар бирида ётади.
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1\ ва h  тугри чизиклар орасидаги ф бурчак деганда, бу тугри чизикларнинг йуналтирувчи векторлари орасидаги бурчак тушунилади (бунда ф бурчак 0° дан 180° гача ораликда узгаради). 1\ ва /2 тугри чизиклар куйидаги умумий куринишдаги тснгламалари билан берилган булсин (49- чизма).

4 - § .  И к к и  т у г р и  чизик, о р а с и д а г и  б у р ч а к

векторларни мос равишда 1\ ва /2 тугри чизикларнинг йуналтирувчи векторлари деб олишимиз мумкин.^Чунки 1\ тугри чизикнинг 5i йуналтирувчи вектори унингя нормал векторига перпендикуляр булгани учун Ё\-п скаляр купайтма нолга тенг булади. 1\ ва /2 тугри чизиклар

орасидаги бурчакпи йуналтирувчи векторлар орасидаги бурчак деб караганимиз учун , Si ва 3 2 векторлар орасидаги ф бурчакни векторларнинг скаляр купайтмаси коидасидан аниклаймиз:_  5 | - 5 2 _ _  Л 1А.2 +  В 1В 2 ________
С05Ф -  15,11(5.21Энди /1 ва /2 тугри чизиклар бурчак коэффициеитли тенгламалари билан берилган холни курамиз:/, : y =  kix +  bi\ l-i: y =  k2x +  bi.

11 A\X-\- B \ y C \  — 0,
12 • A ix A rB iy  +  C i — ft.S , =  { - B u  Ал} ва S 2 =  { - B 2; A i ]

У

49- чизма 50т чизма
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Бунда /| ва /2 тугри чизиклар Оу  укига параллел эмас деб фараз киламиз. ср| ва ф2 бурчаклар мос равишда 1\ ва /2 тугри чизикларнинг Ох  укининг мусбат йуналиши билан ташкил килган бурчаклари булсин. 50- чизмадан: Ф =  Ч>2— ф|-Берилган тугри чизикларнинг бурчак коэффици- ентлари fei =  tgtpi, fe2 =  tg(p2 эканлиги бизга маълум. Тригонометриядаги маълум формулага кура:
tg<Pi. tg<p2 ларнинг урнига k\, к> ларни куйиб, tg<p =

ctg«> =
fe2—1 +  k.t

k2 kt

(5.21)(5.22)формулаларни хосил киламиз. (5.21) формула тугри чизиклар перпендикуляр булмаган холда ишлатилади.(5.21) ва (5.22) формулалардан к\ — кч тугри чизик- ларнинг параллеллик, k \ - k i =  — 1 тугри чизикларнинг перпендикулярлик шартлари келиб чикади.1 - м и с о л .  5х -(- у -|-4 =  0 ва Зх — 2i/-f-2 =  0 тугри чизиклар орасидаги бурчакни топинг.Е ч и ш. (5.20) формула ёрдамида топамиз:
_  5 - 3 + 1 - ( - 2 ) _____ =  1 5 - 2  13 _  I

л/й2-) I2 • д/з2 +  (— 2 )2 V26 • v'13 13 л/2 V2’cosT =  '̂2 = ~ ^ ‘ = "̂ф =  45°.2 -  ми с о л .  2.V —6i/-f5 =  0 ва 2х +  4 у — 7 — 0 тугри чизиклар орасидаги бурчакни аникланг.Е ч и ш .  Тугри чизиклар орасидаги бурчакни ф деб белгилаймиз. Тугри чизикларнинг берилган тенгламала- рини уларнинг бурчак коэффициентли тенгламалари оркали ифодалаб, хар бир тугри чизикнинг бурчак коэффициентини аниклаймиз:у = т х +  ъ ; к, =  ~,I . 7 . , 1
У 2 4 ’ 2
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(5.21) формула ёрдамида тонам из: I 1 5
Зя 4 '

5 - § .  Н у к т а д а н  т у г р и  ч и з и к к а ч а  б у л г а н  м а со ф аДекарт координаталар системасида / тугри чизик 
Ах-\-Ву-\- С =  0 тенгламаси билан ва бу чизикда ётмаган Afo(xu; уо) нукта берилган булсин. Afo иуктадан /| тугри чизикка перпендикуляр ут- казамиз ва уларнинг кесиш- Улан белгилаймиз (51-чизма).Af,Af0 векторнинг узунлиги М ,>нуктадан / тугри чизиккачабулган масофа дейилади ва уни /
d — ()(Moi /) куринишда белги- ~ о ~ х ^  ~~ланади. п — {А\ В} вектор /тугричизикнипг нормал векторибулсин. У долда п ва А4,Л40 5i- чизмавекторлар коллинеар, чунки
п вектор / тугри чизикнинг нормали. A1,/V(0 ва п век- торларнинг скаляр купайтмаснпи топамиз:
Агар М 1М0 ва п векторлар бир хил йуналишда булса,Ф =  0° булиб, cos<p=l булади, агар Af,Af0 ва пвекторлар карама-карши йуналишда булса, ф =180° булиб, совф =  — 1 булади. Буларни хисобга олсак,(5.23) формула куйидаги куринишга эта булади:

ган нуктасини М\(х\, у\) би

/И|Л40-я =  |Af,Af0l • |n|cos«p= ±()(Л10; /). (5.23)

(5.24)M,Af„ =  {*0 — г/о — У\)ни эътиборга олсак:
М,М'0- л = А ( х 0 — х у) +  В(у0—у {) =  =  А хп -|- В уо — (А х 1 - f  B y  |). (5.25)10—632 145



Af i(jci;£/i ) нукта / тугри чизикка теги шли булгани учун С =  0 булади. Бундан Ах\ +  Ву\ — — С  ни Топамиз ва (5.25) га куйсак:
М ,М 0 • п — Ахц +  Ву0 С.Лгар |я| =  л]А2 В2 эканини хисобга олсак, (5.24) формула куйидаги куринишни олади:|Лд:04-% 0 +  с 1

d = p (m 0;./)= (5.26)(5.26) формула берилган Мо нуктадан I тугри чизик- 
Кача булган масофани хисоблаш формуласидир.М и  сол.  М0 (4; 7) нуктадан 8х-)-6у — 4 =  0 тугри 
Чизиккача булган масофани топинт.Е ч и ш .  (5.26) формулага кура топамиз:jt0= 4 ,j/ o = 7 , 4 = 8 ,  В =  6, С =  18-4 +  7-6 —4| _  70 — 10j  =  p(/M0; / )= - Vea+ 626-§ . Тугри чизиклар дастасиТугри чизиклар дастаси икки хил булади: кесишувчи тугри чизиклар дастаси ва параллел тугри чизиклар дастаси. Агар /| : А |х -j- В |0 -Г (- 1== 0, (5.27)

1-2: A iX -f- Вчу “Б Сг =  0 (5.28)
Тенгламалар билан ифодаланувчи тугри чизиклар бирор 
Нуктадй кесишса, у холда бу кесищиш нуктаси ор- 
Кали утувчи тугри чизиклар кесишувчи тугри чизик
лар д а с т а е и н и  ташкил килади. Кесишиш нуктаси 
Д а с т  а м а р к а з и  дейилади. Кесишувчи тугри чизиклар 
дастасининг маркази оркали ^тувчи тугри чизик 
Куйидаги тенглама билан аникланади:а(Л 1х +  В ,0 +  С 1)+ р (Л 2х +  В20 +  С2) =  О, (5.29)бу ерда а  ва р лар бир вактда нолга тенг булмаган хар Кил кийматларни кабул килади. Агар а ^ О  булса, (5.29) ни куйидаги куринишда хам ёзилади:/4|Х-)-Й10 +  С|-(-Я(/42х -(- fi20 -)- С’2) =  0.
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Агар кесишувчи тугри чизиклар дастаси марказининг координаталари (jti; у\) берилган булса, у холда даста тенгламаси
А i*i В ii/i +  С  | +  Я(у4г*1 +  В чУ\ -f- Сг)=0 куринишда ёзилади.Агар (5.27) ва (5.28) тугри чизикларнинг йуналти- рувчи векторлари параллел ёки устма-уст тушса, у хол- да шу йуналишдаги тугри чизиклар параллел тугри чизиклар дастасини ифодалайди.М и с о л. х-\-у — 2 =  0 ва Зх — 2у — 5 =  0 тугри чизиклар берилган булсин. Шу тугри чизиклар дастасига тегишли ва М  (2; 1) нукта оркали утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.Е ч и ш. Берилган тугри чизиклардан утувчи тугри чизиклар дастаси тенгламасини тузамиз:

х-\-у — 2-\-к(Зх  — 2у — 5) =  0. (А)Бу тенгламага М  нукта координаталарини куямиз:2-f- 1 — 2 +  Х(3.2 —2.1 — 5) =  0,1 — \ =  0 = > х =  1.Бу кийматни (А)  тенгламага куйиб, изланаётган тугри чизик тенгламасини косил киламиз:
х-\-у — 2-\-Зх — 2у — 5 — 0=>4х — у — 7 =  0.7-§. Тугри чизикнинг нормал тенгламасиДекарт координаталар системасида тугри чизик 

Ах-}- Ву-\- С = 0  тенглама билан берилган булсин. Агар бу тугри чизикнинг нормал вектори п — [А\ В } бирлик вектор булса, яъни А~-\-В2=  1 булса, у холда тугри чизик тенгламаси нормаланган тенглама дейилади.
Ах-}- В у-}-С  — 0 тугри чизик тенгламаси нормаллан- ган булмаса, у холда унинг чап кисмини N сонига купайтириш керак:

A N  +  BN  +  CN  =  0,бунда N ни шундай танлаб олиш керакки, натижада 
{AN, BN}  вектор бирлик вектор булсин:

( A N f  +  ( B N f =  1 = > N  =  ±  ■ 1 .
л]л2+ В 2
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Шундай килиб, хар бир тугри чизик учун иккита нормаланган тенгламага эга буламиз:
± А х  +  В у  +  С

V a 2+
- 0.

в-

N  сони н о р м а  л л о в ч и  к у п а й т у в ч и  дейилади, унинг ишораси тенгламадаги озод хад С  нинг ишорасига тескари булади. ~\Ja 2-\-B~ модули булгани учун: илдиз п нормал векторнинг
Тугри чизикнинг нормалланган тенгламаси 

Ах-\- Ву-\-С =  0 (Л2 +  В2= 1) содда геометрик маьнога эга, яъни
A — n-i — cosa, B =  n j =  cosp, \ c \ = pэканлиги 52- чизмадан кури- ниб турибди, бунда а  ва р бурчаклар 7 ва J  бирлик век- торлар билан п нормал вектор орасидаги бурчак косинус- ларидир. р — координаталар бошидан тугри чизикка ту- ширилган перпендикуляр(нормал) узунлиги. Агар де- карт координаталар система-сига нисбатан тугри чизик Ах-\-By-\-C—Q нормалланган тенглама билан берилган ва С < 0 булса, у холда А ва

В лар О х  укининг мусбат йуналишида Ор  вектори то- мон а  бурчакнинг косинус ва синусларидан иборат булади:
п =  {А \ В) =  {cosa; si па}.Шундай килиб, координаталар бошидан утмайдиган тугри чизикнинг нормал тенгламасиниxcosa -+- ysi n a— р =  0куринишда ёзиш мумкин.

М ^ х а\ уо) нуктадан нормалланган тугри чизиккача булган d масофа куйидагича аникланади:148



d = \ A x Q + B y o + C \ ,  ( A 2 +  B 2 =  1)ёки
d =  | xocosa+ 1/osina— p\.1-  м и с о л .  Ax — 3y — 10 =  0 тугри чизикнинг у мумий тенгламасини нормалланган тенглама куринишга келти- ринг.Е ч и ш. А = 4 ,  В — —3, С  — — 10 булгани учун, 

N  нормалловчи купайтувчи
л / а 2 + В 2 л/Г2 +  ( — 3 )2 5га тенг булади. Берилган тенгламанинг хамма хадла-I „ „рини - га купаитирсак, берилган тугри чизик тенглама- си ушбу

Т Х ~ Ь ~  2 =  0нормал куринишга келади.2- м и с о л .  хт/3 А-У — 6 =  0 тугри чизик учун а  огишбурчагини координаталар бошидан шу тугри чизиккача булган р кесмани аникланг.Е чи ш. Берилган тенгламани нормал куринишга келтирамиз: Л =  У З , в =  1, С — — 6 < 0 ,
n =  ■ 1 ■ = * - L = -  V w 5 ? + 12 v* 2Берилган тенгламанинг хамма хадларини ^  — га купайтирамиз:

-^ §х + \ у —3 =  0.Бундан c o s a = ^ ,  sina =  y ,  р = —3 ёки a = 3 0 °  га эга буламиз. М А Ш К Л А Р1.Л,(3; — 2), /4г(5; 6), Л3( — 3; 4), Л4(2; - 2 ) ,  Л5(2; - 1 ) ,  Лв(4; 3) нукталар берилган. Бу нукталардан кайси
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бири х +  0 = 1  тенглама билан аникланган чизикда 
ётишини ва кайси бири ётмаслигини аникланг.

2. Куйидаги чизикларнинг чизмасини ясанг:1) х — 0 =  0;2 )  х +  0 =  О;3 ) х +  2 =  0;4) х —3 =  0;5) // +  5 =  0;6) 0 — 3 =  0;7) х =  0;
8) 0 =  0;
9) у г — ху =  0\

I0)ip +  xu =  0-, 11 ) х ? —у* =  0;1 2 )  Х 0  =  О ;13) f/2 — 16 =  0;14) х2 — х — 12 =  0;15) </2— Зу+ 2 = 0;16) 02х — 7ху +  1 Ох =  0;17) г/ =  |х|;18)  х = | 0 |;19) 0 + | х | = О ;20) х +  )г/1 = 0;21) ; ? + / =  25;
22) 2х2 +  3 /  +  5 =  0;23) 2х2 +  / +  1 = 0 ;
24) ( х - 3 )2 +  (0 + 1 ) 2 =  9.

3. Куйидаги иккига чизикнинг кесишиш нуктасини 
допинг;1) х2 +  02= 1 6  ва х — у =  0;2) х2- ^ 2 — 8х +  40 +  1 6 = 0  ва х +  0 =  О;3) лг2 -J- г/2 — 2х +  40 — 3 =  0 ва х2 +  02 =  25;4) х2 +  02 — 8х +  10(/ +  40 =  0 ва х2 +  02 =  4.4. Ох укидан b масофада ётувчи нукталарнинг геометрик урнини тенгламасини чикаринг.5. А (3; 6) нуктадан О х  уки билан кесишувчи мумкин булган нурлар утказилган. Уларнинг урталари- нинг геометрик урни тенгламасини тузинг.6. Зх — 2 у — 12 =  0 тугри чизикнинг координата уклари билан кесишган нуктасини аникланг.7. А В С  учбурчак томонларининг тенгламалари бе- рилган: 4х +  3у — 5 =  0, х —30+ 10= 0, х —2 =  0. Учбурчак учларининг координаталарини аникланг.8. Параллелограммнинг иккита томонииинг тенглама- си 8х +  3г/+ 1 =  О,2х +  0 — 1 = 0  ва диагоналларидан би- рининг тенгламаси Зх +  20 +  3 =  О берилган. Ш у параллелограмм учларининг координаталарини аникланг.9. Куйидаги тугри чизикларнинг бурчак коэффициента k ни ва О у  укини кесувчи Ь кесмасини аникланг;1) 5х — 1/ +  3 =  0;2) 2х +  30 — 6 =  0;
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3) 5* +  3y +  2 =  0:4) Зх +  2у =  0;5) у — 3 =  0.10. 2х +  Зу +  4 =  0 тугри чизик берилган. Afo (2; I) нуктадан утувчи ва 1) берилган тугри чизикка параллел; 2) берилган тугри чизикка перпендикуляр булган тугри чизик тенгламаси тузинг.11. — 2у +  5 = 0  ва 4х +  2у  — 7 =  0 тугри чизиклар орасидаги бурчакни аникланг.12. 5х — 2у — 11 =  0, *  +  2у +  5 =  0 ва х — 2у +  1 =  О лар учбурчак томонларининг тенгламалари булса, шу учбурчак бурчакларини ва юзини топинг.13. Тугри чизиклар орасидаги бурчакни аникланг:а) 6х — Зу + 5 =  0 ва 2х —бу  — 3 =  0;х У 1б) 4— ^ = 1 ва * + J L = ] . 
2 * 18в ) - - | = | ва у + | = 1.14. Оу  укдан 2 бирлик кесма ажратувчи ва 

х — 2г/ +  3 =  0 тугри чизик билан 45° ли бурчак хосил килувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.15. Л(2; 3) ва В(Ъ\ 4) нукталардан утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг ва бу тугри чизикнинг координата уклари билан кесишиш нукталарини аникланг.16. а ва р ларнинг кандай кийматида (а — Зр — 2)х +  (2а +  4р— I )у — З а + р  — 2 =  0 тугри чизик 
О х  укини 3, О у  укини 2 масштаб бирлигида кесиб утади.17. Учбурчак учларининг координаталари берилган:Л( — 4; 0); В(4; 6) ва С( — 1; - 4 ) ;а) унинг учала томонининг;б) С  учидан утказилган медианасининг;в) В бурчаги биссектрисасининг;г) А учидан В С  томонига туширилган баландлиги- нинг тенгламасини тузинг.18. Координаталар бошидан тугри чизикка туширилган периендикулярнинг узунлиги р — 4. Бу перпендикуляр О х  укининг мусбат йуналиши билан <х =  30° ли бурчак хосил килади. Тугри чизикнинг нормал тенгламасини тузинг.19. А (3; —4) нукта координаталар бошидан тугри чизикка туширилган перпендикуляряинг асоси, Тугри чизикнинг нормал тенгламасини тузинг.
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20. /4(3; 5) нуктадан 3*4- 4 у — 3 — 0 тугри чизиккача булган масофани топинг.21. 5 * — 12у — 12 =  0 тугри чизикка иараллел булиб, ундан 4 масштаб бирлик узокликда ётувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.22. /4(5; — 1) нуктадан хамда 2 х —3*/ +  2 =  0 ва 
у — 4 =  0 тугри чизикларнинг кесишиш нуктасидан утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.23. 4х — 2t/-f-5 =  0 ва Зх-\-4у-\-\—0 тугри чизикларнинг кесишиш нуктасидан утувчи хамда 7jc— Зг/-)-5 =  0 тугри чизикка параллел булган тугри чизик тенгламасини тузинг.24. 3* — у =  0 ва х-\-4у — 2 =  0 тугри чизикларнинг кесишиш нуктасидан утиб, 2х-\-7у — Ь тугри чизикка перпендикуляр булган тугри чизик тенгламасини тузинг.25. 2х +  3 у -  12 =  0 ва 3 *4 -2 у — 12 =  0 тугри чизик- лар орасидаги бурчаклар биссектрисаларининг тенгла- маларини тузинг.26. Квадратнинг битта учи А( — 1; 1) нуктада ётади. Унинг диагоналларидан бири х  +  1у — 31 = 0  тугри чизик билан устма-уст тушади. Квадратнинг томонларини ва иккинчи диагонали тенгламасини тузинг.27. Квадратнинг икки карама-карши учлари /4(1; 4) ва С(5; 2) нукталарда ётади. Колган иккига учининг координаталарини топинг.28. Параллелограммнинг нкки кушни томонларининг тенгламалари *  — 2г/ =  0; *  — у — 1 = 0  ва диагоналлари- нинг кесишиш пуктаси (3; — 1) булса, унинг колган томонларининг тенгламасини тузинг.29. 2х — у  — 2 =  0 ва х-\-2у— 1 1 = 0  тугри чизикларнинг кесишиш нуктасидан хамда координаталар боши- дан 5 бирлик узокликдан утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.30. *  — 3«/ =  0 тугри чизикка параллел булган хамда Зх — 2 у — 1 = 0  ва 4х — 5г/-(- 1 =  0 тугри чизикларкесишиб, юзи у  кв. бирликка тенг булган учбурчакхосил киладиган тугри чизикнинг тенгламасини тузинг.



6- ВО  БФ А ЗО Д А  Т Е К И С Л И К Л А Р  ВА Т У Е РИ  ЧИ ЗИ К.ЛАР1-§. Текисликнинг турли тенгламалари1. Т е к и с л и к н и н г  н о р м а л  в е к т о р и .  В е р и л  - га н н у к т а о р к а л и  у т у в ч и  г с к и с  л и к  т е н г -  л а м а с иФазода Q текислик ва унга перпендикуляр булган л =  {/4; В\ С} вектор берилган булсин, п ф О  вектор 
Q  текисликнинг н о р м а л и дейилади.Х,ар кандай текислик фазода узининг бирор М«(хо, 
уо, 2о) нуктаси ва п нормалининг берилиши билан туда аникланади.Берилган нукта оркали утувчи ва п нормал векторга эга булган Q  текислик тенгламасини келтириб чикара- миз. Q  текислигида ихтиёрий М(х- у\ г) нукта олиб, уни
Мо билан бирлаштириб, 7РП>ЛГ векторпи косил киламиз (53-чизма). булгани учун М пМ А_п булади.

Уларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг булади: 
МиМ -п =  0.

МпМ — {х — хо\у — ya;z — 20}булгани учун МцМ-п =  А(х  — хо)-\~В(у — ya)-\-C(z — Zo) булади. Демак, Q  текислик ихтиёрий М(х\ у\ z ) нуктаси- нинг координаталари
А(х — х0) +  В(у — y0) +  C(z — zo)= 0  (6.1)тенгламани каноатлантиради.
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1-м  и со  л. Mo ( 1; —2; 3) нукта оркали утувчи ва я =  {2; 1;4}векторга перпендикуляр текислик тенгламаси- 
ни тузинг.Е ч и ш .  Масала шартидан: * o = l ;  //о = = 2 ; Z a=3  ва Л =  2, 5 = 1 ,  С =  4. Бу кийматларни (6.1) га куямиз.2 (*-1 )+ 1 (/ /  +  2) +  4 ( г - 3 )  =  0.Изланаётган текислик тенгламаси ушбу куринишда булади:

2х +  // +  4z — 12 =  0.2. Т е к и с л и к »  и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и  
х, у, ва z узгарувчили бйринчи даражали

A x + B y  +  Cz-}- 0  =  0 (6.2)тенглама берилган булсии, бунда А, В , С  коэффициентла- ридан камида биттаси нолдан фаркли деб фараз киламиз. Аниклик учун Л=^=0 деб, (6.2) тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:Л ( * +  £ )  +  5(//-0) +  C ( z - 0 )  =  0. (6.3)
(6.3) тенглама Af0 оркали утувчи ва п — {А;5; С} нормал вектори булган текислик тенгламаси булгани учун (6.2) хам текислик тенгламаси булиб, унга текисликнинг у м у м и й  тенгламаси дейилади.(6:2) текисликнинг умумий тенгламасига кура унинг координата укларига нисбатан жойлашуви тугрисида фикр юритиш мумкин:а) агар D =  0 булса, (6.2) Q  текислик координаталар бошидан утади;б) агар Л =  0 булса, (6.2) текислик Ох  укига параллел, 5 =  0 булса, Q  текислик Оу  укига параллел, С =  0 булса, Q  текислик Oz  укига параллел булади.Худди шунингдек, куйидаги доллар хам булиши мумкин:Л =  0 -о- <?||(Ох), А =  0  =  0 о  Q i d (O x ) 5 =  0 011(0//), 5 =  0  =  0 о  Q ^ ( O y )

С =  0 <=> 011(Ог), С =  О =  0 Q=>(Oz)в) агар Л =  5  =  0, С Ф 0  булса,. Q  текислик Оху  текисликка параллел булади. Хусусий колда154



D — 0 булса, (.6.2) тенглама z =  0 дан иборат булиб, бу
тенглама Oyz  текисликка параллел булган Q  текисликнинг тенгламасини беради, х =  0 тенглама эса Oyz  текисликни ифодалайди. у  — Ь эса Q\\(Oxz) текисликни, 
у =  0 эса Oxz  текисликни ифодалайди.3. Т е к и с л и к  у з и н и н г  М^х& yQ\ z0) н у к т а  с и ва шу  т е к и с л и к к а  п а р а л л е л  б у л г а н  и к к и т а  н о к о л л и н е а р  р =  { а ,; р,; у,}, <7 =  {аг; р-л уг}в е к т о р л а р н и н г  б е р и л и ш и  б и л а н  т у л и к  а н и к л а н а д и .Текисликда ихтиёрий М(х\ у ; z) нукта олиб Af0M векторни хосил киламиз. МаМ вектор р , у  векторлар билан компланар булади. Векторлар компланар булса, у холда уларнинг координаталаридан тузилган учинчи тартибли детерминант нолга тенг булади:
(6.4) тенглама берилган нукгадан утиб, берилган ноколлинеар икки векторга параллел булган текислик тенгламаси деб аталади.2- м и с о л .  Мо (3; 2; 2) нуктадан утиб, р =  {2; 4; 3}; </ =  { 1; 1; 2} векторларга параллел булган текисликнинг умумий тенгламасини тузинг.Е ч и ш. Масала шартига кура (нукта координатала- ри):

Детерминантни хисобласак, текисликнинг изланган умумий тенгламасига эга буламиз:5jc — у — 2г — 9 =  0.

хО у  текислик тенгламасидир. Шунга ухшаш,

Х — Хо У — Уи Z  — Z 0 
а, р, у, =  0.®2 Рг У‘г

(6.4)

х 0 =  3; zo =  2; Zo =  2, 
ai = 2 ;  Pi =  4; yi =  3 
ot2 =  1; P2 =  1; У2 =  2.Бу кийматларни (6.4) формулага куйиб, учинчи тартибли детерминантга эга буламиз: куиидаги
х  — 3 у — 2 z  — 2 2 4 3 = 0 .1 I 2
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(6.5)
4. Т е к и с  ли к н и н г  п а р а м е т р и к  т е н г л а м а с и .  Берилган МоМ, р, q векторлар бир текисликда ётган булсин, у холда улар узаро чизикли богликли булади, яъии

M 0M =  tp +  nq,(t, я £ R),бу ерда /, п сонлар параметрлардир.
МоМ =  { х — х0; у — уо, 2 —20},

pt =  t{оы; Рг, Yi} =  {/ai; /рг, /yi), nq =  n{a2; Рг; Y2} =  {лоьг; пр2; луг}булгани учун( * — x0)i -\-(у — y0)j + ( 2 — z0)k =  (tai -\-na2)i -+- 
+  (tp] +  np2)] +  (tyi +  ny2)k,бунда н

x = x r, {-a,/ -l-tv*,l f = ! f o + P i < + M . (6.6)2 =  2о + у ,/  +  7*Я-(6.6) — текисликнинг параметрик тенгламаси деб ата- лади.5. У ч  н у к т а д а н  у т у в ч и  т е к и с л и к  т е н г л а м а с и .  Бир текисликда ётган учта нукта текисликнинг вазиятини тула анимайди.
М\(х\\у\,2 \), M 2 (x2\y2\z2), М 3 (хз\уз',гз)нукталар берилган булсин. Агар Mo — Mi, p  — M ,M 2, 

q =  M ,M 4 деб олсак,
М , М 2 =  {х 2 — Х,; у 2 — у\\ 22 — 2|},
M lM z= { x 3 — xi; уз — у\\ 23 —21}булиб, Мо нуктадан утувчи р, q векторларга параллел булган текисликнинг (6.4) тенгламаси куйидаги кури- нишни олади:
X — X, у  —у,  Z 2|*2 —*1 У2 — У\ 22 Z| | =  0.1*3 — * , УЗ — У1 *3 —*1 (6.7)

Бу уч нуктадан ратдир.3 - м и с о л .  А4,( 1; 2; 3), Щ  — I; 3; 4), М3 (2; 0; нукталардан утувчи текислик тенгламасини тузинг. Нч и in. (6.7) формулага кура:
утувчи текислик тенгламасидан ибо-I)

х — 1 у  — 2 z — 3 х — 1 у — 2 2 — 3СО1<N1СОТт =  0 => - 2  1 12 - 1  0 - 2  1 - 3 1 - 2  - 2 =  0.

Бундан изланаётган текислик тенгламасига эга буламиз:
у - г +  1= 0.6. Т е к и с л и к н и н г  к о о р д и н а т а  у к л а р и д а н  а ж р а т г а н  к е с м а л а р и  б у й и ч а  т е н г л а м а с и .

Q  текислик координаталар бошидан утмасин ва Ох, 
Оу, Oz  укларни мос равишда Af|(a;0;0), Мг(0;6;0), Мз(0;0;с) нукталарда кесган булсин. Бу холда (6.7) тенглама куйидаги куринишни олади:

■ а у z 
а Ь 0 

■ а 0 с
=  0.

Бу детерминантни хисоблаймиз:
Ьсх асу +  abz =  abc.Тенгликнинг барча хадларини abc га буламиз: * *  2 =  1.-  +  +  и. ' Ь ' с ( 6.8 )(6.8 ) — текисликнинг координата укларидан ажрат1. н кесмалари буйича тенгламаси дейилади.4- ми с о л . Зх-\-2у — 5z — 30 =  0 текисликнинг коордн ната уклари билан кесишиш нукталарининг координа- таларини топинг.■ Е ч и ш .  Берилган текислик тенгламасини (6.8) кури- нишга келтирамиз, бунинг учун унинг хадларини 30 га буламиз: 3*

30 + 2У_ 
30

5г
30 - 1=0

157



еки
Демак, текислик О х  укини (10; 0; 0), Оу  укини (0; 15; 0), Oz  укини (0; 0; —6 ) нукталарда кесади.5 - ми с о л . Тенгламаси 6x-f-2t/ — 3z — 6 =  0 булган текисликни ясанг.Е ч и ш. Бунинг учун аввало текисликнинг координата уклари билан кссишган нукталарини тонамиз. Агар текислик тенгламасига у =  0 ва 2 =  0 кийматларни куйсак, унинг О х  ук билан кесишган нуктаси топилади, яъни6х -|- 2 • 0 -+- 3,0 — 6 =  0 =>■ х  =  1.Шунга ухшаш, х =  0, 
у =  0 деб 2 =  2, х =  0,2 =  0 деб у =  3 ни тола- миз. Шундай килиб берилган текисликМ ,(1; 0; 0), /И2(0; 3;0 ), Щ О ; 0; 2) нукта- лар оркали утар экан.Ш у нукталарни координата укларидан топиб, бу нукталардан утадиган текисликни ясаймиз (54- чизма).Энди текисликнинг масалалар ечишда зарур оулади- ган айрим тенгламаларини келтириб утамиз.1. г *п +  0  =  0 куринишдаги тенглама текисликнинг вектор шаклдаги тенгламаси дейилади. Бунда г вектор текисликдаги ихтиёрий М(х\ у\ z) нуктанинг радиус- вектори, п =  {А; В\ С} берилган Ах-\~ Ву-\- Cz-\- D =  0 те- кисликка перпендикуляр булган вектор.2. xcosa +  ycosp +  2cosY —р ==0 куринишдаги тенглама текисликнинг нормал тенгламаси деб аталади. Бунда р — координаталар бошидан текисликка туши- рилган перпендикулярнинг узунлиги, cosa, cosp, cosy бу перпендикулярнинг Ох, О у , Oz  координата уклари билан х.осил килган бурчакларининг косинуслари.3. п°-г — р =  0 куринишдаги тенглама текисликнинг вектор шаклдаги нормал тенгламаси дейилади. Бунда158



7zn= { c°sa; cos0; cosy} берилган текисликка перпендикуляр бирлик вектор.4. (6.2) умумий тенгламани нормал шаклга келтириш учун унинг дамма дадларини нормалловчи купайтувчи
N = ± - j -- - 1 ^ЛМ2+ в 2+ с 2га купайтириш керак. Бу долда 

Аc o s a =  ±
УТ2 +  б2-|-С2 ; cosji =  ±  —,V/i2-f s 2 +  c2cosy =  ± - f  S 2 +  C2 ; />= ± Dv̂ +fl2-|-C2булади. Агар D < Z 0  булса, унг томонда мусбат, / ) > 0  булса, манфий ишора олинади.5. п(г — г |) =  0 куринишдаги тенглама берилган Af|(xi;z/i;zi) нукта оркали утувчи  ̂ текисликнинг вектор шаклдаги тенгламаси. Бунда г текисликнинг 

M(x-,y;z} нуктасинннг радиус-вектори, г, берилган
у\\ 2|) нукта^снниг радиус-вектори.6 . ((г — Г|) (г<2 — г ,)]-(гз — Г| )= 0  куринишдаги тенглама берилган М\, М% Мз нукталардан утувчи текисликнинг вектор куринишдаги тенгламаси. Буцда ги 

Гч, гз векторлар мос равишда М и Мч, Мз нуктз- ларнинг радиус-векторлари.7. Берилган М\(х\\ у\, z\) нукта оркали утиб,берилган А х -\-B y -\-C z-{-D  =  0 текисликка параллел булган текислик тенгламаси:
А(х — х , ) +  В(у — </i) +  С(z — z i) =  0.

2 - § .  И к к и  текислик ор аси д аги  б у р ч а к .И кки  текисликнинг п а р а л л е л л и к  ва п е р п е н д и к ул я р л и к  ш артл ариФазода декарт координаталар системасида узаро кесишувчи Q] ва Q ч текисликлар куйидаги тенглама- лари билан берилган булсин:
Qi- A tx-\- B]y-\-C[Z-\- D i = 0 ,  (6 9)

Qi' A‘jx -)- B<iy -f- C22 -(- D2 =  0. (6.10)
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Икки текислик орасидаги бурчак деганда бу те- кисликлар ташкил килган кушни икки ёкли бурчак- лардан бирини тушунамиз (55- чизма). Q\ ва Q г текисликлар ЕЕ  чизик буиича кесишади. ЕЕ  устида ихтиёрий А нукгани олиб, уидан утувчи ва Q 2

55- чизма

В

текиеликда ётувчи А В 1 .Е Е , Qi текисликда ётувчи 
А С А - Е Г  чизикларни утказамиз. Ш у А В  ва А С  чизиклар орасидаги бурчак Q\ ва Q 2 текисликлар орасидаги текис бурчак tp булади. Агар я ,, я2 векторлар мос равишда Q Q2 текисликларнинг нормал векторлари булса, у холда бу икки текислик орасидаги бурчак 7т, = {Л  г. В С,} ва л2={/42; В2\ С2} нормалвекторлар орасидаги бурчакка тент булади.Визга маълумки, икки вектор орасидаги бурчак куйидаги формула буйича топилади:-  А- п\‘ п2COS(J) =  COS(ni,rt2) =  - -|Я| I l/Iglёки Д,А2+  8,В2 +  б|С2 |

COSCP =  —  -j = -  ■■---• —  7— ------ — у • V0-1 1 >
^A\+Et\+C \ ■ aJaI + B*(6. 11) формулада costp =  0 булса. у холда иккита текислик узаро перпендикуляр булади ва бундан
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A 1A 2 “Ь В\В2 -J- С|Сг =  0 (6 .1 2 )га эга буламиз. (6. 12) формула иккита текисликнинг перпендикулярлик шарти булади.Энди Qi ва Q 2_ текисликлар параллел булсин, у холда уларнинг п\ ва п2 нормал векторлари хам параллел булади.Визга маълумки, параллел векторлар учун п\ =  Хп2 муносабат уринлидир. Бундан
булардан

тенгликларга эга буламиз. (6.13)— икки текисликнинг параллелик шартидир.М и с о л .  З х — 5j/ +  6 z  —9 =  0 ва 5х-(-6у +  З г + 10 =  0 текисликлар орасидаги бурчакни топинг.Е ч и  ш. Биринчи текислик тенгламасидан
ларни аниклаб, бу кийматларни (6. 11) формулага куямиз:

А\ =  ХА2, В\ =  ХВ2, С\ =  ХС-2,

Л, =  3; В, =  — 5; С , = 6,иккинчи текислик тенгламасидан
А 2= 5 ,  В 2 — 6; Сг =  3

3 - 5 - 6 ( - 5 ) + 6 - 3  3_3_ 70 '

11—632 161



3-§. Учта текисликнинг кесишиш нуктаси. Нуктадан текисликкача булган масофаУчта Q  |, Q ‘2, Q 3 текислик тенгламалари биланберилган булсин. Бу текисликларнинг кесишиш нуктаси- ни топиш учун уларнинг теНгламаларидан тузилган куйидаги уч номаълумли учта чизикли тенглама системасини ечиш керак:
А |Д +  В ty  -)- C^z +  О , =  О,
А 2х  +  B2y  +  C2z +  D 2 = 0 ,
А 3х-\- Влу +  C ,z  +  Рз  — 0.Агар (6.14) системанинг детерминанта

(6.14)
А , с,
А 2 В2 С -2 Ф  0А Вя Сзсистема ягона ечимгатекислик битта нуктада кесишади.1-м  и со  л. Куйидаги текисликларнинг кесишиш нук- тасини топинг:

2х — 3«/ +  2 +  2 =  0, Зх +  4г/4-22 — 5 =  0, х +  (/ +  Зг +  1 = 0 .Е ч и ш .  Бу тенгламалардан куйидаги системани тузиб, уни ечамиз:
2х — 3«/ +  2 +  2 =  0, Зх +  4г/ + 22 — 5 =  0,. х +  «/ +  3 2 + 1 = 0 .С и ст ем а  ечими 

х —  1, У =  1, 2 =  — I.Демак, текисликлар 
Af(l; 1; — 1) нуктада кесишар экан.Энди фазода декарт координаталар систе- масида берилганМо(*о; уо\ го) нукта билан Q: Ах-\~Ву-\- +  Сг +  О =  0 текислик орасидаги масофани топиш формуласини чикарамиз. Бунинг162



учун Afo нуктадан текисликка туширилган перпендику- лярнинг асосини M(x\,y\',Z\) билан белгилаймиз (56- чизма).
— Af0) =  p(Afo, (?)биз излаётган масофа булади. Текислик j -енгламасидан бизга маълумки, унинг нормал вектори п — {А\ В\ С} га тенг. п ва AfAfo векторлар узаро коллинеар векторлар- дир. Бу векторларнинг скаляр купайтмасини топамиз:

М  М 0 - п =  | yVf A l o l  | n | c o s ( A f  А ) о Д ? )  =  р ( А ) о ,  Q ) •  | n | ,I Af - /i |rf =  p(Af0, Q ) =  ---- . (6.15)(6.15) формулани координаталарда ифодалаймиз:Af Afu-rt—/1(х0 — Jfi)+  B(yo — y\) +  C(zo — 2|) =
Axo-\~ %o +  Czo — (Axi -(- By\ -)- Cz\).

M  нукта берилган текисликда ётгани учун
А х  | -(“ В у  | -f- С  z 1 -|~ D  =  0 б у л а д и ва б у нда н
Axi +  Ву\ +  Cz\ =  — D. У холда, скаляр купайтма- нинг кийматива М Afoш п — А хо "Г Вуо -{- Czo Dй  =  , / л Ч я ч с *эканини эътиборга олсак, (6.15) формула ^ =  р(А10>(?) =  — 0+ЙУ(, +  Сг0+О1V a 2 +  S2 +  C2 (6.16)
куринишга келади. (6.16) формула берилган нуктадан текисликкача булган масофани хисоблаш формуласи- дир.2 - ми с о л .  Afo (2; 1; 0) нуктадан 2 х — </ +  2 2  +  3 =  0 текисликкача булган масофани топинг.Е ч и ш .  Берилишига кура:х 0 =  2; уо — I; 2о =  0;

А —2; В — — 1; С  =  2; D== 3.Буларни (6.16) формулага куямиз, у холда
d - p  <м„. Q) =  j ± » a i  =  4  _  а.

Л/22+ ( - 1 ) 2 +  22 3
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Демак, Мо нуктадан Q  текисликкача булган масофа 
d =  2 бирликка тенг экан.4 - § .  Ф а з о д а  т у т р и  чизик тен гл а м а си н и н г берилиш  у с у л л а р и1. Т у г р и  ч и з и к н и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и  Тугри чизик иккита Q i ва Q 2 текисликларнинг кесишиш чизиги сифатида берилиши мумкин. Бу текисликларнинг тенгламалари берилган булсин:
Агар бу текисликлар параллел булмаса (яъни уларнинг нормал векторлари коллинеар булмаса), у холда(6.17) система тугри чизикни (иккита текисликнинг кесишиш чизйги) аниклайди. (6.17) тенглама тугри чизикнинг умумий тенгламаси дейилади.2. Т у г р и  ч и з и к н и н г  в е к т о р  ва п а р а м е т р и к  т е н г л а м а л а р иТугри чизик узининг М о(хо; уо\ г0) нуктаси (тугри чизикда ётувчи), йуналтирувчи ? = { т ;  л; р} вектори- нинг берилиши билан аникланади (57- чизма). / тугри

Q ,:|  Л Bi</ +  С,г-(- D , = 0 ,
Q 2\  А^х В 2У C2z D 2 =  0. (6,17)

7

чизикнинг ихтиёрий М(х; у, г) нуктасини олиб, МоМ векторни хосил килам из. Бу МоМ ва s векторлар коллинеар булгани учун:
M 0M =  t S ( t e R ) . (6.18)
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Агар O M o = r 0, ОМ  =  г деб олсак ва чизмадан 
Ж М  =  ОМ  — О М ,  эканлигини хисобга олсак, (6.18) ни куйидагина ёзиш мумкин:*»г =  ; 0 +  /Г (6.19)(619) тенглама тугри чизикнинг вектор тенгламаси дейилади. М ва М 0 нукталар радиус-векторларининг

OM  =  x l + y j + z k ,
О М 0= Xoi 4- y0j  -(- Z{>k,

t s  =  l m i  -( -  t n ]  - \ - t p kкнйматларини (6.19) формулага куямиз вёкторнинг тёнглик хоссасига кура ва икки< • • '. , х = л ib + m t,  4 ■1 X -$1
Гг fiu .t i ,

■ ф . 9 л. .1 Ни ( 1ж ш - :.
Z —* Zq —j— /7/ . .1 < < (6.20)• ; f и*тенглнкларни косил киламиз. (6.20) Куринишдаги тенгЛамалар системасига тугри чизикнинг параметрик тенгламалари дейилади, t узгарувчи параметр дейилади. 3. Т у г р и  ч и з и к н и н г  к а н о н и к  к н г л а м а -с и(6.20) тенгламалар системасидан / параметрни топамчз: / = —— 0 / =  y Z l °  t =  г ~ г»

т ' п ' Р  ’
Бундам

У—Уо
т

2 — 2*
(6 .21)(6.21) Тенглама тугри чизикнинг каноник тенгламаси дейилади-  ̂ __Хиусий холда, s йуналтирувчи вектор бирлик вектор булП,иДа' яъни s =  7cosa -)- /cosfl +  fecosy

6yjc*- y долда (6.21) тенглама
x ~ x o  У — У  о _  г - г м
cosa cosp cosy

ку|М,,|,,Ш1а Эга булади. 165



Тугри чизик координаталар укидан бирига, масалан, 
О х  укка перпендикуляр булсин. У долда т — 0 булиб, (6.20) параметрик тенгламалар куйидаги куринишни олади:
Бундан t параметрни йукотиб, тугри чизикнинг куйидаги куринишдаги тенгламасига эга буламиз:
Бу долда тугри чизик тенгламасини формал равишда куйидагича каноник куринишда ёзишга келишиб ола- миз:

каноник тенгламасига дс =  дсо, у =  Уо тенгламалар билан берилган тугри чизик мос келади. Бу тугри чизик Oz

укнинг каноник тенгламасидир.4. И к к и  н у к т а д а н  у т у в ч и  т у г р и  ч и з и к  т е н г л а м а с и .Декарт координаталар системасида Mv(xo',yo',zo) ва Afi(jti;«/i;zi) нукталар берилган булсин. Бу нукта- лардан утувчи тугри чизик тенгламасини топиш учун AfoAfi векторини чизиб оламиз. Бу вектор AfoAl 1 =  {л:I —х0; у\—у», 2| — z0} га тенгдир.____Агар тугричизикнинг йуналтирувчи векторини s =  деб олсак, у долда (6.21) формула куйидаги куринишни олади:

х =  х0,
У = У о  +  Ш ,

z = z 0 +  pt.

х — хо= 0

у - у п z ~ zo
п Р

У ~ У о г—г0
п РШунга ухшаш, тугри чизикнинг

У - У пУ ~ У о00 Р

укка параллел, хусусан, z тенглама Oz

* —*о _  У — У  о 
х 1 ~ * о  ~  У \ ~ У о

(6 .2 2 )
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(6.22) формула Afo ва Л+ нукталардан утувчи т^гри чизик тенгламаси дейилэди. Бу формулани
'•^=■ *0 '4-(•*■ ,—  * 0)Е

У =  Уо +  (У\—Уа)и (6.23)
Z  =  z 0 + ( z ,  —  z 0)lкуринишда хам ёзиш мумкин. (6.23) — икки нукта оркали утувчи тугри чизикнинг нараметрик куринишда- ги тенгламасидир.1 - м и с о л .  Afu £3; 4; 1) ауктадан утган ва йуналти- рувчи вектори s =  {l; 2; 3} булган тугри чизик тенгламасини тузинг. •Е ч и ш .  Мисол шартига кура:

хо =  3, у о =  4,, 2 о= 1, т = \ ,  п — 2, р =  3.Бу кийматларни (6.21) формулага куйсак, излана- ётган тугри чизик тенгламаси хосил булади:
х  —  3 у  —  4 2 — 1Г  — 2 — 3 '2 -  м и с о л .  Af|( — 3; 1; 2) ва 8; —2; 5) нукталардан утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.Е ч и ш .  Берилган икки нукта оркали утувчи тугри чизик тенгламаси (6.20) га М\ ва А)г нукталарнинг координаталарини куйсак,

дг +  3 у  — 1 2 —2
8 +  3 ~  - 2 - 1  —  + ^ 2ёки

ДГ +  3  2 — 1   2 —  2—П ~  ' - 3  — 3тугри чизик тенгламасига эга буламиз.( 2х — 3у — За — 9 =  0,3- МИС ОЛ.  { , о п( х  — 2 у +  2 +-3 =  0система билан берилган тугри чизик тенгламасини каноник шаклга келтиринг.Е ч и ш. Берилган куринишдаги тугри чизик тенглама- • сини каноник куринишга келтириш учун бу тугричизикка тегишли бирор нуктани ва 5 йуналтирувчи векторни аниклаш керак. Берилган тугри чизикка167



теги шли Мо нуктанипг координаталарини топиш учун координаталаридан ихтиёрий бирини нолга тенглаймиз. Масалан, 2 =  0 булеин. У х,олда берилган тенглама
куринишда булади. Бундан х =  27 ва «/=15 ларни топамиз. Демак, тугри чизикнинг нукталаридан бири Мо (27; 15; 0) экан. Тугри чизикнинг йуналтирувчи ? векторини

Дсмак, тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори s =

куринишда булади.4- ми с о л . Координата уклари билан а = 6 0 ° ; (5 =  45°; у = 1 2 0 ° бурчаклар ташкил этувчи ва Мо (— 1; 0; 5) нуктадан утувчи тугри чизикнинг каноник ва параметрик тенгламаларини тузинг.Е ч и ш .  Изланаётган тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори s ни бирлик вектор деб олиш мумкин. Унинг координаталари йуналтирувчи косинусларидан иборат булади, яъниs = Icosa -Е /cos р +  fecosy =  «cos60°+ /cos45°

{2jc — 3 y =  9, 
x - 2 y = - 3

В С  С  A A В 
В, C) 1 С, A) : A) B)ироиорциядан аниклаш мумкин.Бундан - 3  - 3

т:п:п =
- 2  1

=  {9; 5; 1} ва (6.21) формулага кура унинг тенгламаси 
х —27 _  у — 15 г9 — 5 ~  1

+  *cosl20“ =  |  / +  / -  2 й-
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тугри чизикнинг куйидаги параметрик тенгламасига эга буламиз:
х =  — 1 +  /; */ =  л/2 /; z =  5 — t.

5 - § .  И кки  т у г р и  чизик о р а си д аг и  б у р ч а к .  Т у г р и  ч и зи к л ар н и н г п а р а л л е л л и к  ва п е р п е н д и к у л я р л и к  ш ар т л ар иФазода иккита
X — X,
х —*2 

т2

У—У1 _  z - z ,  
"| Р|

У — Уо _  z  — г 2 

п 2

(6.24)
тугри чизик берилган булеин. Икки тугри чизик орасидаги бурчак деб бу тугри чизикларнинг йуналтирувчи векторлари орасидаги бурчакка айтилади.Биринчи тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори 
f\ — {тр, пй р\}х иккинчи тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори ?2= { т 2 «г; рг) булеин. У колда икки т^гри чизик орасидаги бурчак икки вектор орасидаги бурчак кабиcos«p — s-s|S|i Ts2l " i im 2 +  n l n2 +  p l p 2 

+  ■ Д[m22 +  r% +  pl
(6.25)
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формула ёрдамида аникланади. (6.25) формуладам эса куйидаги келиб чикадй:S i X s 2 булса т\ГП‘2 -\-П]П2 -\-pip2 — 0 булиб, тугри чизимар перпендикуляр булади. si||s2 булса, - =

Е ч и ш .  Берилган тугри чизикларнинг мос йуналти- рувчи векторлари

2 - м и с о л .  МI (4; 1; 2) пук,та оркали утувчи
jc-К I _  _у+1   г  х — ‘2 _  у  — 3 г —52 — • 3 — Т В3 “ 3 — 2 — 2тугри чизикларга перпендикуляр тугри чизик тенглама- сини тузинг.Е ч и ш .  Берилган М\ нум а оркали утувчи тугри чизик тенгламасини ёзамиз:

Бу тугри чизикнинг s — {nr, п\ р} йуналтирувчи вектори сифатида берилган тугри чизикларнинг5i =  2i' +  3/+4fe ва S2 =  3 r+ 2 / + 2 ftйуналтирувчи вскторларига перпендикуляр булган век- торни олиш мумкин. Шунинг учун s векторни si ва s2 векторларнинг вектор купайтмаси деб оламиз:

у + 1 z — 1 „ ,— =  —г—  тугри чизиклар орасидаги бурчакни то-О Iпинг.
s 1 =  { — 1; 2; 3} ва s?= {2 ; 3; 1} булга ни учун (6.25) формулага кура

■ 7 _  Г 
14 ~  2 ’coscp =  y  = >  ф =  60°.

х  —  4
т п

г - 2
Р

i j kS = [ S b S 2] =  2 3 4 - 2 (  +  8/3 2 2
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Бундан: m =  — 2, п =  8, р =  — 5. Бу кийматларни урнига куйиб изланаётган тугри чизик тенгламасига эга буламиз:
х —4 у  — 1 2 —2—2 ~  8 — - 5  '

6- §. Фазода тугри чизик ва текисликФазода ~*1 _  У~У\ _  z~ zi 
т  п ртугри чизик ваQ: /4* +  %  +  Cz +  Z) =  0 (Ь.26)текислик берилган булсин. / тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори s =  {m\ п\ р), Q  текисликни нормал вектори эса п =  {А\ В\ С} булади.Кандай шарт бажарилганда I тугри чизик билан 

Q  текислик узаро параллел ва перпендикуляр булишини курсатамиз.а) Агар / тугри чизикнинг s йуналтирувчи вектори ва 
Q  текисликнинг п нормал вектори коллинеар булса, у холда I L Q  булади, яъни n =  ls  булиб, бундан

A = m t ,  B =  nt, С — piёки
А _  _« _  С 
т  п  ркелиб чикади.б) Агар s ва л векторла^) узаро перпендикуляр булса, у холда /||<? булади ва s - n = 0 (скаляр купайтма) булиб, бундан

А т В п - \ - р С  =  0га эга буламиз.Энди I т^гри чизик билан Q  текисликнинг кесишиш нуктаси координаталарини топишни кУрайлик. / тугри чизикнинг нараметрик тенгламаларини ёзиб оламиз:



(6.27)' x =  x,-\- mt,
■ y —y i + n t ,  

z  =  z , + p t .

I параметрнинг хар бир кийматига тугри чизикнинг битта нуктаси мос келади.(6.27) даги х, у, z ларнинг кийматларини (6.26) га куйсак, t параметрнинг кийматини топиш мумкин булган тенглама хосил булади:
(Am +  Bn +  C p ) t + ( A x l -\-Byi +  Сг, +  О) =  0. (6.28)Бу тенгламанн текширамиз. Бунда куйидаги холлар булиши мумкин:1) / тугри чизик ва Q  текиелик параллел булмасин. У холда текисликнинг нормали n —J_A\ В; С} ва тугри чизикнинг йуналтирувчи векто.ри s={/n; п\ р} узаро гцерпендикуляр булмайди ва уларнинг скаляр купайтмаси 

Т - п Ф 0 ёкн Ат  4* Вп +  Ср =/=0 булади. Бу холда I тугри .чизик Q  текиелик билаи кесишади ва (6.28) дан / ни топиш мумкин:
Ах,  +  By, + C z ,  -\-L)

A m  A- B n - \ - C p
(6.29)Топилган t ни (6.26) га куйиб, кесишиш нуктасининг координаталари топилади.2) Агар

А т +  Вп +  Ср =  0,
Ах\ +  Ву\ +  Cz\ -\- О Ф 0булса, /П< ? = 0  булади.3) Агар

Atn-\- Вп-\-Ср =  0
А х | -|- Ву\ -J- Cz\ -f-D  — 0булса, Ic z Q  булади, бу холда тугри чизик <3 текисликда ётади.Тугри чизик билан текиелик орасидаги бурчак деб тугри чизик билан унинг шу текисликдаги ортогонал проекцияси орасидаги бурчакка айтилади. Тугри чизик билан Q текиелик орасидаги бурчакsina \Ат +  Вп-\- С р\___ ___

л1а 2+ В 2 +  С2 Vm2 +  «2 +  P2 (6.30)
формула ёрдамида топилади.
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Энди текиелик ва тугри чизикка дойр машклар бажаришда зарур буладиган тенгламаларни келтириб утамиз.1. Берилган М|(лгг, уй 2 ,) нукта оркали утиб, берилган
х — х 0 _  у - у о _  - г - Х р

т п ртугри чизикка параллел булган тугр и  чизик тенгламаси: «1 У—У | г—х х- Г 1* - - Г —  <6 3 ‘ )X — JC,
т2. Берилган M i(jci; уй 2 \) нукта оркали утиб, берилган A x  +  By +  Cz-\-D =  0 текасликка перпендикуляр булган тугри чизик тенгламаси:

х  —  х у —УI

3. А  В

Хр У - У р  2 - 2 0

С—  • (6.32)тугр и  чизик билант ‘ п Р/4i  +  6 v +  Cz +  D =  0 текиелик орасидаги бурчак:
A m - j -  В п - \ - С / эsirup =  dt -

л[ а 2 +  В2 +  С2 л1т2 -]-п 2 +  р2
(6.33)

4. Берилган Л4|(*|: у ь г\) нуктадан па берилган* —■*<> _  У—Уо _  z ~ zo 
т  п  ртугри чизикдан утган текиелик тенгламаси:

Х — Х1 у — у х 2 — 2,
Хр— X, Ур У\ Zp — 2Г, | = 0 . 

т п р5. = у —У о ------в а ------
р 1 ™ 2

У - У р

п 2
z~Jo

Pi"‘1 "Iтугри чизикларнинг бир текисликда ётиш шарти: 
Х — Хр У — Уо 2 —Z o 

m t л, p t | = 0.m , Пп P2
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6.
У-Уо ЧИЗИК. Н ИНГ------— =  -------- =  -------  тугри

т  п  р

Ах-\- Ву-\- Cz +  D =  0 текисликда ётиш шарти:
А гп -|- Вп -{- Ср  — О, 
А х 0 +  Ву0 +  Cz0 — 0.7. Берилган M\{x\,y\,Z\) нуктадан утиб, 

х -̂ о _  У—У о _  z~ zo
т п ртугри чизикха перпендикуляр булган текислик тенгла- маси:

m ( x  —  x i )  +  n ( y  — y l)-\-p(z — z0) = Q .  (6.34)1- м и с ол .  М0 (2; —3; 4) нукта оркали утиб
X _  у - 2 _  г +  1 _  У±  L _2 3 4 Bd 2 1 3тугри чизикларга параллел текислик тенгламасини тузин г.Е ч и  ш. Берилган М о нукта оркали утувчи те- кисликлар тенгламасини ёзиб оламиз:Л ( * - 2) +  Я(# +  3) +  С ( 2 - 4 )  =  0.Изланаётган текислик шартга кура берилган икки тугри чизикка параллел булгаии учун унинг п =  {А\ В и С} нормал вектори берилган тугри чизикларнинг S| =  =  {2; 3; 4} ва s2= {2 ; 1; 3} йуналтирувчи векторларига перпендикуляр булиши керак. Шунинг учун

n = \ s r s2\ =
1 / k2 3 42 1 3 5Г+ 2 ]- 4 k .

Бундан А — Ъ\ В =  2; С = — 4. Топилган кийматларни юкоридаги тенгламага куйиб, изланаётган5 ( * - 2 )  +  2(«/ +  3 ) - 4 ( z - 4 )  =  0 ёки5 х— 2у — 4 z + 1 2  =  0 тенгламани косил киламиз.2- м и с о л .
х —  1 __  у - \ - 1 z — 52 — ~ Т  ~  2
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тугри чизик ва 2x +  3*/ +  2z +  2 =  0 текислик орасидаги бурчакни ва уларнинг кесишиш нуктасининг координа- таларини томинг.Е ч и ш. Тугри чизик ва текислик орасидаги бурчак
формула ёрдамида аникланади. Бу формулага /4=2, 
В =  3, С  =  2, т =  2, п =  3, р =  2 ларни куйиб топамиз:

sin ф =  1 =ф- ф =  90° ==Энди тугри чизик ва текисликнинг кесишиш нуктасининг координаталарини топамиз, бунинг учун тугри чизик тенгламасини параметрик куринишда ёзиб ола- миз:
х — I =  i/4-l г—5 2 3 2’ *  =  1+ 2/, 

У =  — 1 + 3 / , 
z =  5 +  2/.Буни текислик тенгламасига куйиб, / ни топамиз;2( 1 + 2/) +  3( — 1 +  3/) +  2(5 +  2/) +  2 =  0 =s / = -----f f ./ нинг бу кийматини тугри чизикнинг параметрик тенгламаларига куйсак:

|/4т-(- Вп-\-Ср\

Демак,
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Демак, тугри чизик ва текислик Afнуктада кесишар экан. 50 . 63\ 17 ’ 17/
7-§. Текисликлар боглами (дастаси)Берилган I tyf-ри чизик оркали утувчи текисликлар тупламига текисликлар боглами (дастаси), I тугри чизикка эса боглам уки дейилади.Боглам уки / куйидаги тенгламалар билан берилган булсин:

А\Х-{- В ху C\Z-]- —0,
Л 2х В2у C 2z-\-1) 2 — 0.

(6.35)
(6.35) тенгламалар системасининг иккинчи тенгламасини узгармас А сонга (А,£/?) купайтирамиз ва биринчи тенгламага кушамиз:

A\x-\-B\y-\-C\z-\-D\-\--f- А(ЛгД̂  В^у -f- C 2Z О 2) =  0. (6.36)(6.36) тенглама х, у, z ларга нисбатан биринчи тартибли, демак А нинг ихтиёрий сонли кийматида бирор те- кисликни аниклайди. (6.36) тенглама (6.35) тенглама- нинг натижаси булгани учуй, (6.35) тенгламани кано- атлантирадиган нуктанинг координаталари (6.36) тенг- •ламани хам каноатлантиради.Демак, А нинг ихтиёрий сонли кийматида (6.36) тенглама (6.35) тугри чизик оркали утувчи текислик тенгламасини беради. (6.35) тенглама билан берилган I укли текисликлар богламининг
А 2Х -\- В2У C2Z  Д - D 2 = 0текисликдан ташкари хар кандай текисликларини(6.36) куринишда ифодалаш мумкин, акс холда А нинг кийматини топиш мумкин булмай колади.(6.36) тенглама текисликлар богламининг тенглама- си дейилади.М  и с о л.

х +  2 у + 1 г3 - 2  5тугри чизик оркали утувчи ва Зх +  Зу  — 2 -|-1 = 0  те- кисликка перпендикуляр текислик тенгламасини топинг.176



Е ч и ш. Берилган тугри чизикнинг Оху  ва O yz  текислик- 
д а г и  проекциялардан иборат тугри чизик тенгламала- рини ёзиб оламиз:

х + 2  _  у + 1  . y-f 1 _  2 

3 —2 ’ —2 5* ёки 2jc +  Зг/ -(- 7 =  0 ва Б у — 2z-(~5 =  0текисликларнинг кесишмаси деб оламиз. Булардан • фойдаланиб текисликлар богламининг тенгламасини тузам из:
2х +  Зу +  7 + Ц 5 д - 2 г  +  Б ) = 0ёки 2 * - ( 3  +  5X)//i-2A,z-|-(7 +  5 X )= 0 . (А)Бу текислик масала шартига кура берилган текисликка перпендикуляр булиш шартидан фойдаланамиз.(А) текислик берилган текисликка перпендикуляр булгани учун уларнинг нормал векторлариЛ |= 2 / + (3  +  5 Х )/-2 Я * ва я2 =  37-|-3/—£ нинг скаляр купайтмаси нолга тенг булиши керак:

3-2 +  3 ( 3 + 5 Х ) + 2 Х = 0 .Бу тенгламзни ечиб к — — ни топамиз. к нинг кийма-тини боглам тенгламасига куйиб, масала шартини каноаглантирувчи куйидаги текислик тенгламасини косил килам из:2* +  3</ +  7 — | | < % - 2 z  +  5) =  0ёки 17*—  12#+15z +  22 =  0 
М А Ш К Л А Р1. 2х-\-Бу ~\-2>z— 15 =  0 текисликни ясанг.2. М| (2; 1; — 1) нуктадан утувчи ва нормали л =  {3; — 2; 1} булган текислик тенгламасини тузинг.3. Коордииаталар бошидан утувчи ва нормали п =  {4; 5; —3} булган текислик тенгламасини тузинг.
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4. М | (4; 3; 2) ва̂  Мг(3; 6; 8) нукталар берилган. М\ нуктадан утиб М ,М 2 векторга перпендикуляр булгантекислик теигламасини тузинг.5. М  (4; 3; 5) нукта координаталар бошидан те- кисликка туширилган нерпендикулярнинг асоси. Шу текислик теигламасини тузинг.6. М\ (3; 4; —5) нуктадан утувчи хамда г|= {1 ; — 2; 1} ва f2 =  {3; 1; — 1} векторларга параллел булган текислик теигламасини тузинг.7. М\ (2; 0; 2), М 2 (4; — 1; — 1) ва Мз (3; — 1; 2) нукта- лардан утувчи текислик теигламасини тузинг.8. Куйидаги жуфт текисликларнинг узаро параллел эканлигики аникланг:
\)2х — 3y +  5z +  3 =  0 ва 2х — 3i/ +  5z — 7 =  0;2) 2а: +  // +  22— 1 = 0  ва Ах-\-2у — 4 z + 5  =  0;3 )  2х — 6z — 7 =  0 ва х — 3z +  2 =  0.9. Куйидаги жуфт текисликларнинг узаро перпендикуляр эканлигини аникланг:1) ас +  9у — 32 +  2 =  0 ва 3х  — у  — 2z — 5 =  0;2) х  — у — 2 +  5 =  0 ва 2а: +  3у — 2 — 3 =  0;3 ) а: +  22 — 3 =  0 ва 2ас — 5i/ +  z =  0.10. а ва b нинг кандай кийматларида куйидагижуфт текисликлар узаро параллел ва перпендикуляр булишини аникланг:1) 2x +  aj/ +  3z — 5 =  0 ва Ьх— 6у  — 62 +  2 =  0;2) Зас — y-\-az — 9 =  0 ва 2x-\-by-\-2z — 3 =  0;3 )  3х — Ъу-\-аг — 3 =  0 ва А: +  Зг/ —2 z + 5  =  0;4) 5х-\-у — 3z — 3 =  0 ва 2х-\-ау — З г +  1 = 0 .11. Куйидаги жуфт текисликлар орасидаги бурчакнитонинг:1 ) *  +  */— • = 0  ва 2ас —  г/ +  2 +  1 == 0;
2 ) x - y y f 2 + z - \ = 0  ва х  +  _ 2  +  3 =  0;
1 \ ь +Л  +  2 1 ~ 3 Г °  ва 16х+ 1 2 0 - 1 5 2 -  1 = 0 ;4)6х +  3 у - 22 =  0 ва 3^ +\  +  б2 - 1 2  =  0.12. Куйидаги шартларни каноатлантирувчи текисликлар теигламасини тузинг:1) Afi (3; — 3; 2) нуктадан утиб О ху  текисликкапараллел;2) М 2( 4; —2; 1) нуктадан утиб O xz  текисликкапараллел;3) М з( — 1; 2; —5) нуктадан утиб Oyz  текисликка параллел булган.178



13. Куйидаги текисликларнинг тенгламаларини нор- мал куринишга келтиринг:1)3* — 6y +  2z +  14 =  0 3 )3 x -6 i/  +  2z +  2 1 = 0  5) 6х  — Зу -(- 2z -j- 35 =  0 7 )5 i/ -1 2 z +  26 =  0;
2) 2*  — 2 y +  z — 18 =  0;4) 4jc — 6// — 12z — 11=0; 6) 3 * — 4 z— 15 =  0;8) 3 *— 4 у — 1 = 0 .14. Куйидаги жуфт параллел текисликлар орасидаги масофани хисобланг:1) бдг — 18г/ — 9z — 28 =  0;

4х — 12у — 6z — 7 =  0; 3) х  — 2 у  — 2z — 6 =  0;
х — 2 у — 2z — 12 =  0; 5 )4* —2t/ +  4z — 2 1 = 0 ; 
2 x  — у  - f  2z -f- 9 =  0;

2) 30* -  32у  +  24z — 75 =  0;15* — 16г/ +  12z — 25 =  0; 4)4* — 6г/+12г +  2 1 = 0 ;
2x — 3y -j- 6z — 14 =  0;6 ) 16* +  12 у — 15z +  50 =  0; 1 6 *+ 1 2 i/ -1 5 z +  25 =  0.15. Mj (1; 5; 3) ва A + (2; 3; — 1) нукталардан утиб 3* — г/ +  З г + 1 5  =  0 текисликка перпендикуляр булган текислик теигламасини тузинг.16. М|(3; 2; 1) нуктадан утиб, х — у-\-г — 7 =  0 ва 

Зх-\-2у — 12z +  5 =  0 текисликларга перпендикуляр булган текислик теигламасини тузинг.17. « = { 4 ; 3; 12} векторга перпендикуляр булиб, координаталар бошидан р =  3 бирлик масофада утувчи текислик теигламасини тузинг.18. Узаро параллел 2* +  3 у — 4 z— 3 = 0  ва4х +  6(/ — 8z — 1 = 0  текисликлар берилган. Бу текисликларга параллел булиб уларнинг уртасида ётувчи текислик теигламасини тузинг.19. Параллелепипед учта ёгининг тенгламалари берилган:
х  — Зу +  4z — 12 =  0; 
y-\-2z — 5 =  0 ва *  +  4 =  0.Учларидан биттаси /1(4; — 3; 2) нуктада ётса, у х,олда колган учта ёгининг тенгламаларини тузинг.*  +  3// +  3z—6 =  0, тугри чизикни ясанг.3* +  3f/ +  4 z - 1 0  =  0 

(2x-\-y — z  — 3 =  0,l+  +  */ +  z — 1 = 0тугри чизикнинг координата текисликлари билан кеси- Ш|Ш1 нуктасини топинг.Г 5jc — у — 2z — 3 =  0,22 I
\ 3* — 2у — 5z +  2 =  0

20.

21.
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тугри чизикдан утувчи ва х-\~ I9y — 7z — 11 = 0  текислик- ка перпендикуляр булган текислик тенгламасини тузинг.

3) О х  укка; 4) Оу  укка; 5) Oz  укка параллел булган тугри чизикнинг каноник тенгламасини тузинг. 25. A f i ( l j  — J ;  — 3 )  нуктадан утиб:1) а =  2 1 —3j-\-4k векторга;
3) x  =  3t — 1, у  = —2/ +  3, z =  5/-(-2 тугри чизикка параллел булган тугри чизикнинг параметрик тенгламасини тузинг."26. Берилган икки нуктадан утувчи тугри чизикнинг параметрик тенгламасини тузинг:1) (3; - 1; 2) ва (2; 1; 1);2) ( 1; Ц - 2) ва (3; - 1; 0)3) (0; I; - 2) ва (0; 0; 1);4) (4; 3; 2) ва (1; - 2 ;  5).27. Куйидаги тугри чизимар билан текисликларнинг

28. М о (2; —2; —2) нуктадан утиб,
х + 3  у - 1 г + 2 2 - 3  4тугри чизикка перпендикуляр булган текислик тенгламасини тузинг.29. В ва D  нинг кандай кийматларида х =  3 +  4/, 

У — 1— 4/, z =  — З -f-/ тугри чизик 2х-\-Ву — 4 z-j-D  =  0 текисликда ётади?

23 (2 х  Зу — 2 — 9 =  0, ' \ х - 2 у  +  г +  3 =  0{тугри чизик тенгламасини каноник шаклга келтиринг. 24._М|( — 3; 0; 2) нуктадан утиб:1) а =  {2\ —3; 5} векторга;
о \  х 1 у + 2  z -f-12) —g— = —2 ~ ~  _ |  тугри чизикка;

Q— тугри чизикка;

кесишиш нуктасини топинг:
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30. т ва С нинг кандай кийматларида
х —2 _  у +  1 _  г —5 m 4 —3тугри чизик, Зх —2г/ +  C z +  I = 0  гекисликка перпендикуляр булади? 7 - Б О БИ К К И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  Ч И З И К . Л Д РТекислйкда тугри бурчакли Декарт координаталар системасида кар кандай бирйнчй тартибли - икки узгарувчили тенглама, яъни Ах-\-Ву -\- С — 0 тенгОтама тугри чизик тенгламаси эканлигини курган эдик.Энди тенгламалар иккинчи тартибли икки узгарувчили булган холни урганамиз. Бундай тенгламалар билан .рфодаланувчй Щ X; у) нукгалар ^туплами иккинчи тартибли чизйклар дейилади. ' :Иккинчи тартибли чизикнинг умумий тег)гламас>| куйид'агй куфинншда ёзйладй?

Ax2 +  2Bxy +  Cy2 +  2Dx +  2 E y '+ F  =  0, (7.1)бу ерда А , В, С, D, Е, F  коэффициентлар хакикий сонлардир, бундам ташкари А, В, С  лардан камида биттаси нолдан фаркли булиши керак.
1- § . А й л а н аДекарт координаталар системасида маркази 0\ (а; Ь) нуктада ётувчи ва R радиусли айлана берилган бул- син. Бу айлана тенгламасини келтириб чикарамиз. Айлана текисликдаги берилган 0\(а\ Ь) нуктадан 

R узокликда ётган М(х\ у) нукталар туплами булиши- дан фойдаланамиз (58-чизма). М(х\ у) — айлананинг ихтиёрий нуктаси булсин, у холда 0 \М кесманинг узунлиги U\M =  R га тенг булади. Икки пум а орасидаги масофани топиш формулаеига кура:
0 , М =  -\](x — a f  +  (y — b f  ёки ( x - a f  +  ( y - b f  =  R 2. (7.2)(7.2) тенглама маркази Oi(a; Ь) нуктада ва радиуси R га тенг айлананинг каноник тенгламаси дейилади. Хусусий холда О i(0; 0) булса, айлана тенгламаси

S  +  y 2 =  R 2 (7.3)181



(7.4)куринишни олади. Ушбу
{x  =  Rcosl, 

y =  Rsinl
/6|0; 2л |тенгламалар системаси айлананинг параметрик тенгла- маси дейилади.

Энди (7.1) куринишдаги тенглама аилана тенглзма- сидан иборат булиши учун коэффициентлар кандай шартларга буйсуниши кераклигини курсатамиз.1) (7.1) тенгламадаги х\ у  координаталар купайтма- си ху  ли хад олдидаги коэффициент В =  О булиши керак;2 ) х2 ва у2 лар олдидаги коэффициентлар узаро тенг, яъни А =  С  (хусусий холда А =  С =  I) булиши керак. У холда (7.1) тенглама куйидаги куринишни олади:
x* +  2 D x +  £>2 +  y2 +  2£v +  £2 +  /r- D 2- £ 2= 0

(x +  D f + ( y + E f = D '2 +  E2 - F . (7.5)(7.5) тенглама маркази U\( — D,  — Е ) нуктада, радиуси 
R =  y f i f  +  П2 — F  га тенг айланани аниклайди. Бу ерда
D 2 -ф Е2 — F >  0 шарт бажарилиши керак. Агар 
D 2 4- £ 2 — /г =  0 булса, у холда (7.5) тенглама 
(x-\-D f-\-(yA ~ E )2 =  0 куринишни олади ва бу тенгламани ягона Oi( — D; — £) нукганинг координаталари кано- атл анти ради; 1)2 -\-Е2 — F  < .0  булса, бу холда (7.5) тенглама бирор чизикни аникламайди, чунки бу тенглама- нинг унг томони манфий, чаи томони эса барча (х\ у) лар учун мусбат микдор булади.Координаталар текислигида иккита айлананинг узаро жойлашишини текширамиз. Айланаларнинг радиусла- ри R | ва /?2, уларнинг марказлари орасидаги масофа
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(7.6)
k б^лсин. Агар айланалар марказларини 0(0; ()) на 
0 \ (к\ 0) нуктада деб хиеобласак, айланалар куиид.пи тенгламалар билан ифодаланади:.Г +  гГ =  /?1 (дг — k f + y 2 =  R lБу айланаларнинг кесишишини аниклаш учун (7.6) тенгламаларни система килиб ечамиз. Ьиринчитенгламадан jc=  ±  ^R'i — у 2. ни топиб уни иккинчи тенгламага куйиб, ун .̂ан

_____________
X  V ( ^ 1+ ^ 2  + *X/ ? , - / ? 2  + *X/?, + /?2 - * K/?2 - ^ l +*) (7-7> ни топамиз. (7.7) формуладан куринадики, агар Я | + Л > Я а , R i +  R 2 > 6 ' «а P H - k > R \  булса, у \олда илдиз осдидаги ифода_ мусбат булиб, (7-/J система иккита ечимга эта буладива айланалар иккита нуктада кесишади. Агар илдиз остидаги купайтувчилардан Ои- рортаси нолга тенг булса, у холда (7.6) система с и л а  ечимга зга булиб, айланалар узаро уринадилар. ,а Р илдиз остидаги купайтувчилардан биттаси манфии >> лио колганлари мусбат булса, у холда (7.6) система ечимга эга булмайди, яъни айланалар кесишмаиди.Демак, агар /?,. Rj, к сонлардан бири к.олган иккитасининг йигиндисидан кичик булса, аиланалар иккита нуктада кесишади; агар улардан бири кол гаи иккитасининг йигиндисига тенг булса, айланалар у рина ди; агар сонлардан бири колган иккитасининг ии!инди- сидан катта булса, айланалар кесишмайди.1- м и с о л . х 2 +  / / + 2 х - 4 г / - 2 0  =  0айлана берилган. Айлана марказининг координаталарини ва радиусинитопинг.Е ч и ш. Берилган тенгламани

(х — а ?  +  (у — b f  =  R 2куринишга келтирамиз. Бунине учун уни куйидаги куринишда ёзиб оламиз;
зР +  Ъ х + Х + у 2 — 4 # +  4 — 20— 1— 4 =  0=>(x2 +  2 x + l )  +  (//2-4 i/  +  4 ) - 2 5  =  0 ^(jc+  1)2+(.V  — 2 )2=f 25

"КИ ». , х + 4)  ̂+  ( ? / - 2)2 =  52. 183



Бундам а =  — 1, &==2, 0| ( — I; 2) ва R  =  5 эканлиги келиб чикади.2-м и с о л .  х ? + У * =  3 ва х2 +  у2 — 6л:- f  4 =  0 айлана- лариинг кесишиш нуктзсини топинг.К ч и ш. Иккинчи айлана тенгламасини каноник куринишга келтирамиз:
х2 — 6лг +  </2-|-4 =  0, or8 — 6-r-f 9 +  //2 — 9 +  4 =  0,( * - 3 )2 +  ^  =  5. 

х2 +  у2 =  6 ва (х — 3)2 +  t/2 =  5 тенгламалардан /?, =  л/3, / ? ,=  д/5 , * =  3 будгани учун,бу кийматларни (7.7) формулага куямиз ва хисоблай- миз: 1У =  ± ^ гХь
X  У< f t  f V5 + З Н  f t  4 V5 - З Н  V3 1 3 -  f t  и у5 + 3 -  f t  ) ==  V59— 6 'Бу натижани куйидагича *ам топит мумкин: Биринчи тснгламадам у2 ни топиб, иккинчи тенгламага куямиз: 

У2 =  3 - х 2, ( * - 3 )2 +  3 - г -' =  5=ф-
х 1 — 6.с -)- 9 -f- 3 — хг =  5 =>■ — 6х =  — 7  => х =/ = 3 - х 2= 3 - ( ' ) 2 =  3 - 49V59, v = ±  - V  •

108 - 4 936
7' 6 ‘ 59 36 ’

Дсмак, айланалар Af,(--7 ; ) ва /ИЛ-; — ^---)I) О К ' нукта-ларда кесишади.3-м и с о  л. Кривошин-шатунли механизмнинг шатун кисмидаги D  нуктанинг траекторияси тенгламасини тузинг (59- чизма).Е ч и ш. D нуктанинг шатунга нисбатан координата- ларини \a(AF),  b(FD)\ танлаб олингзн координаталар системасига нисбатан (х\ у) деб оланлик. Харакат давомида узгармзйдиган Л ва D  нукталар орасидаги масофани d билан бслгилаймиз. O A I I) синик чизикнинг координата уклардаги нроекциялари184



х — O N  =  rcostp +  acoscp +  fesimft, 
у  =  A/D =  rsin(p — asim f +  b eosvf>га тенглиги шаклдан куриниб турибди.Бунда ф ва хр узгарувчи параметрлардир. Бу тенгламалардан параметрларни чикариш учун уни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

х  — гсоэф =  асовф +  ftsirup, 
у  — лвгпф =  boost}) — Osintf.Бу системанинг кар бир тенгламасининг х.ар икки томонини квадратга кутариб, сунгра кушиб, ухшаш дадларини ихчамласак,

х2 у2 - f  г1 — 2rxcos«i — 2n/si гир =  a2 -J- Ь'2га эга буламиз. Д /ICD дан с Р = а 2 -\-Ь~ ва |sin<p|s^ Г, |cos<p|< 1 тенгсизликлардан (тенглик бажарилган деб) охирги тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:
х2 +  у2 4 - г'2 — 2 гх — 2 г у =  d2ёки
( х — r )2 +  (y — r ?  =  d2 +  r2.Бу эса булган маркази (г; г) нуктада, айланадан иборатдир. радиуси R =  V d2 +  r2



, = ,.,v 2- §. Эллипс1- т а ъ р и ф. Текисликнинг ихтиёрий нуктасидан фокуслар деб аталувчи берилган иккита F\ ва F> нуктасигача булган ма,еофадар йигиндиси узгармас микдор (2а) га тенг булган барча нукталарнинггеометрик урни эллипс деб аталади.Эллипс тенгламасини келтириб чикариш учун ко- ординаталар системасини куйидагича оламиз. Берилган 
F  | ва F -2 нукталарни туташтйрувчи ту три чизикни абсциссалар уки деб кабул киламиз, координагаларбошини эса берилган нукталарнинг уртасида оламиз. Fi, 
F2 фокуслар орасидагй масофани 2с билан белгилаймиз. У холда F 1, F2 нукталарнинг координаталари F\(c, 0) ва 
F?( — с; 0) булади (60- чизма). Таърифга кура 2 и > 2 с ёки 
а > с .  Эллипснинг ихтиёрий нуктасини М(х\ у) билан белгилаймиз ва М нукта- .»•ни F | ва F 2 фокуслар билан бирлаштирамиз. F\M ва F?M кесмаларга эллипснинг фокал радиуслари де- йилади ва мос равишда г\, 
го билан белгиланади, яъ- ни ri =  p (F |, М) ва г 2==  р (F-2, М). Шундай килиб, эллипснинг таърифига кура:

Г\ -\-Г2 — 2а (7.8) (;о. чизмаёки p(Fi, М ) р( F 2, М) =  2а.Икки нукта орасидаги масофани топиш формуласига кура: p(F,, М ) =  xj(x — c f  +  y\P(F2, М ) =  -\J(x +  c )2 +  y2.Буларни (7.8) тенгликка куйсак,
V (х. — с )2 +  у 2:+. V < )2 +  У2 =  2ани хосйл киламиз.186
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Бу тенгламанинг биринчи хадини ург томонга утказиб хосил булган тенгламанинг иккала томонини квадратга кутарамиз:х2 +  2сх +  с2 +  у2 =  4а2 — 4а д/(лГ— с)2 -(-у2 ++  х2 — 2  сх 4  с2 -+- у2.бундан
2 сх =  4а2 — 2сх — 4а x — c f  +  у 1^ки axj(x  — c f - \ - t f = a 2 — cx.Кейинги тенгламанинг хар иккала томонини квадратга кутарамиз:

а2х2 — 2 а2сх +  а2 с2 +  а2 у2 — а4 — 2  а2сх  +  с2х2.Бу тенглама соддалаштирилгандан кейин куйидаги куринишга эга булади:(а2 — с2 )х2 +  а2 у2 =  а2( а2 — с2).Тенгламанинг иккала кисмини а2(а2 — с2) га буламиз. 
а > с  булгани учун Ь2 =  а2 — с2 деб белгилаш киритсак,4+4=1 (7.9)а они хосил киламиз. (7.9) тенглама эллипснинг каноник генгламаси дейилади.Эллипснинг каноник тенгламасига кура унинг шакли- ни текширамиз.(7.9) тенглама билан аникланган эллипс координата укларига нисбатан симметрикдир. Агар (х; у) эллипснинг бирор нуктаси булса, яъни х, у  сонлар(7.9) тенгламани каноатлантирса, у холда(7.9) тенгламада х, у  узгарувчиларнинг факат квадратлари катнашгани учун бу тенгламани(*; у), ( — х; у), (х; —у),  ( —х; —у)нукталарнинг координаталари каноатлантиради (61-чизма). Шунинг учун координата уклари эллипснинг симметрия укларидир. Симметрия уклари- нинг кесишган нуктаси 0 (0; 0) эллипснинг маркази дейилади, фокуслар ётган О х  ук унинг фокал $к,и дейилади. 187
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Эллипснинг координата уклари билан кесишган нукталарини топамиз. Эллипснинг Ох  уки билан кесишган нукталарини топит учун ушбу тенгламалар системасини ечамиз.х2 +
У =  0Демак, эллипс О х  укини A t(a\ 0) ва — а; 0) нукта- ларда кесади. Худди шунингдек:х2- + Г - = \ ,.2 ^  ^  п =у  =  ±  Ь.jr =  0Бу эса эллипс О у  уки билан В (0; Ь) ВЦО, ~  Ь) нуктаЛарда кесишишини билдиради. Эллипснинг координата уклари билан t кесишган А\, А% В\, В> нукталарига унинг учлари дейилади (61-чизма).

Ы - чизма
\АА\\ кесманинг узунлиги 2 а га ген г булиб, бу кесма эллипснинг катта уки, [СМ] (узунлиги а булган) кесма эса катта ярим уки дейилади.[Bfii] кесманинг узунлиги 2Ь га тент булиб, бу кесма эллипснинг кичик уки, \ОВ\ (узунлиги Ь булган) кесма кичик ярим уки дейилади.Эллипснинг уклари координата укларига параллел188



булиб, симметрия маркази бирор Мо(хо; У о )  нуктада булса, у х,олда унинг тенгламаси, ( У - У о ) Iкуринишда булади.(7.1) тенгламадаВ =  0, 0  =  0, £  =  0, F =  — 1булса, бу тенглама ^ + ^ = 1
а 2 ^  Ь2куринишни олиб, эллипс тенгламасига айланади. Агар эллипснинг у\) нуктасига уринма утказилса,уринма тенгламаси

куринишда булади.2- т а ъ р и ф. Эллипснинг фокуслари орасидаги масо- фанинг катта укининг узунлигига нисбати эллипснинг 
эксцентриситеты дейилади ва куйидагйча белгиланади:

2 с
2а (7.10)унингбунда с < а ,  0<Се<с1. Эллипснинг шаклини эксцентриситети ёрдамида текшириш кулай.

Ь2 =  а2 — с‘2 =>с2 =  а2 — Ь2ни эътиборга олсак, (7.10) ни куйидагича ёзиб оламиз:
г2 =  ~ и2- Ь 2 =  1 — (—)*=*► —=  лУ 1 — е2.

' a  a vе=Ф-1 да ~=*"0 булиб, Ь кичиклашади ва эллипс Охукка томон сикилиб боради, аксинча е =^0 булса, 1 =  а булиб, эллипс айланага якинлаша боради.Хусусий холда а =  Ь булса, у айланадан иборат булади.3- т а ъ р и ф. Эллипснинг катта укига перпендикуляр ва марказидан “ масофада унга симметрик утган
189



иккита тугри чизик эллипснинг директрисалари дейила- ди. Таърифига кура директрисалар d, : х — ° =  0;d2: х-|--^-=0 тенгламаларга эга булади. Баъзан буларни мос равишда чап ва унг директрисалар деб х,ам аталади. е < 1  булгани учуй у > а  булади.Эллипснинг ихтиёрий М(х\ у) нуктасидан фокусгача булган (Г| ёки г2) масофанинг шу М(х\ у) нуктадан директрисагача (d\ ёки d2) булган масофага нисбати эллипснинг эксцентриситетига тенг, яъни
Э л л и п с н и н г  ф о к а л  р а д и у с л а р и .  Эллипснинг каноник тенгламасини тониш жараёнида r\ =  p(F\\ М) ва 
r2 = p ( F 2; М) ларга фокал радиуслар дейилган эди ва улар мос равишда' . =  л Ц х - c f  +  y2 ва г2 =  л[{х +  с )2 +  у 2 (7.11)га тенг эди. Агар

У2 =  Ь\ 1 - 4 ) ,  с2 =  а2 — Ь2 
ава а2 =  Ь2 -\-с2 тенгликларни эътиборга олсак, (7.11) тенг- ликларни ушбу куринишда ёзиш мумкин:

r ^ ^ s j ^ x  — a f  =  \с-х — а\ =  \а— са х\,  
г2=  ~}J(^;x  +  a )2 =  1-§* +  <*1 =  1а +  д*1- (7.12)Бизга маълумки, 0 < ^ < ; 1  булгани учун а — ва

£
а-\-—х > 0 .  Буларни эътиборга олсак, (7.12) тенгликлар ушбу куринишни олади:

с , Сл , = а — х\ г2 =  а-\— -х.а i  а

F = е  эканини хисобга олсак, бу формула куйидаги куринишни олади:190



(7.13)r i — а — гх\ г? — а сх.Булар эллипснинг фокал радиусларидир.Э л л и п с н и н г  п а р а м е т р и к  т е н г л а м а с и .  
М(х; у)  эллипснинг ихтиёрий нуктаси булсин. Бу нуктанинг координаталарих=аебйф , //=fcsin<fга тенг булишини курсатамиз. Унинг учун бу тенгликлар- дан ~  =  сояф, -|- =  sin<pтенгликларни хосил киламиз. Буларнинг кар иккала томонини квадратга кутарамиз ва хадлаб кушамиз:

\  +  -2 =  cos2<p +  sin2q> 2 Т  ,.2сг b . a ГБу эса эллипснинг каноник тенгламаси булгани учун
{x =  acos«|), i/ =  6sin<pтенгламалар сисгемаси хам эллипснинг тенгламаси булиб, унга эллипснинг иараметрик тенгламаси де- йнлади.1-м и с о л .  М(0; 4) нукта оркали утувчи фокуслари орасидаги масофа 6 га тенг булган эллипснинг каноник тенгламаси ни тузин г.Е ч и ш. Шартга кура Af(0; 4) нукта эллипсгатегишлидир, шунинг учун (7.9) формуладан16 =  !=► &*= 16ни топам из.

а2 параметрни топиш учун, мисол шартидаги 2с = 6  дан с —3 ва Ь2 =  а2 — с2 муносабатдан фойдалана оламиз, яъниДемак, 16 =  а2 — 9 => а2 =  25.
z + z _ , .25 ~  16
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2 - ми с о л .  Агар л = ± 8  тугри чизиклар катта уки 12 га тснг булган эллипснинг директрисалари булса, шу эллипснинг тенгламасини тузинг.Е к и ш. Шартга к^ра 2 а = 1 2 = ^ а  =  6, яъни

Демак, эллипснинг изланаётган тенгламаси:
куринишда булади.3- м и с о л .  Нукта бир вактда иккита узаро перпендикуляр
тебранишларда катнашади. Ш у нуктанинг траектория- сини топинг.Е ч и ш. Берилган тенгламалар системаси харакат килаётган нуктанинг параметрик тенгламасидир. Бу системадан t нараметрни чикарамиз. Унинг учун системани куйидаги куринишда ёзиб, сунгра хар икки томонини квадратга кутариб кушамиз, натижада

тенгламага эга буламиз. Бу тенглама маркази координа- талар бошида, катта ярим уки 9, кичик ярим уки 4 булган эллипсдир. Демак, харакатдаги нуктанинг траекторияси эллипсдан иборат экан.4- м и с о л .  Координаталар боши атрофида узунлиги СМ =  /| стержень ш бурчак тезлиги билан айланади. 
А нукта атрофида эса узунлиги А В  =  12 булган иккинчи стержень со бурчак тезлик билан айланади.

± —= ± 8, бундан — =  8, аммо е =  с , у холда
е е а

а',2 8  8 8 2 'сЭллипс учун:

jt =  9sinco<, c/ =  4cosco/

—= sinco/, ~- =  costo/О
XT  . 2 j
8, =  sm'4о/, У2 2 ,-7̂ - =  C0SO)/
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Иккала стержень бошлангич моментда О х  ук. билан устма-уст тушганлигини хамда А нукта О  ва В нукга- лар орасида ётишини билган холда В  нукга траектория- сининг генгламасини тузинг.Е ч и ш. Харакат бошлангандан кейин бирор / вактда /| стержень абсциссалар укига о>/ бурчак остида, /2 стержень \зм о>/ бурчак остида огишган булади. Матижада 62- чизмада O A B D  синик чизикка эта буламиз. Бу синик, чизикнинг координата уклари-

даги проекциясини аниклаймиз. Проекциялар назария- сидан бизга маълумки,гф о А О А В D ) =  п р w О Л +  п рохА В +  п рох В D  =  п р0;[ О D га тент. Чизмадан пр„хО/4 = /icosw/;npox,4# =  /2COS( — (0/)=/2C0S«rt/;прoxBD =  ycos90° =  0; прoxO D  =  xcos()° =  х. Буларни урнига к^йсак:/|COSO)/ -f- /2COS(1)/ =  хёки
Худди юкоридагидек синик чизикнинг Оу  укидаги проекциясини топамиз: — sino»/.*! — ‘21 3—632 193



Демак,

Бу тенгламалар системаси В нукта траекториясининг тенгламасидир (бунда / параметр). Ундан t парамегрни чикарамиз:
Демак, В нуктанинг траекторияси ярим уклари /| +  /2 ва /i — /2 дан иборат эллипсдир.Агар / |> / 2 булса, В нукта соат стрелкасига карши харакатланиб, эллипс чизади. Агар /1 =  /2 булса, О А стержень бир марта туда айланганда нукта Ох  ук буйлаб 2(/i-f/2) узунликдаги кесмани икки марта чизади. Агар / |< / 2 булса, В нукта эллипс буйлаб тескари йуналишда силжийди.5 - ми с о л .  ОА  кривошип О  нукта атрофида узгармас тезлик билан айланади. О А кривошип билан ЛВ шатуннинг узунликлари узаро тенг, яъни ОА =  АВ =  60 см. Шатуннинг уртасида ётувчи М(х\ у) нукта траекториясининг тенгламасини тузинг (63- чизма).Е ч и ш .  Координаталар системасини 63- чизмада курсатилгандек оламиз. А В  шатун О х  укка Q жисм

и {+12)2

А

О

63- чизма



ё р д а м и л а  шундай махкамланганкн у ОА  кривошип 
q  н у к т а  атрофида айланганда Q  жисм Ох  уки буйича сирпаниб харакат килади. ОА  кривошипнинг Ох  
у к н и н г  мусбат йуналиши билан хосил килган бурчаги- НИ ф деймиз.

А О Л С  дан:
О С  =  0/4cos«p.

A  N M B  дан: # =  fiAfsimp, BN =  ZWcostp. 
А А С В  дан: B C  =  A B  cos<p.

CN — A B cosy  — NB =  A B co sy  — #/Wcos<p;
O C  -j- CN  =  x — A ficosip — BM  costp -f- О A cos<p.

Бу система харакатдаги M(x\ у) нукта траекторня- сининг параметрик тенгламасидир (бунда ф параметр). Нуктанипг траекторияси кандай чизикдан иборат чканлигини аниклаш учун системадан <р параметрни чикарамиз:

■парнин|1,. МИКД0Р (2 а га тенг) булган М(х\ у) нукта- Гипепг ° МеТ^ИК УР[,И гипербола дейилади. Узунлигти0? 3/ таъРиФиАаги берилган узгармас кесма Ни билан, фокуслар орасидаги масофа-/ билан белгилаймиз. Бунда 2 а< 2с =>■ а < с.

Буларга О А = А В  =  60 см кийматларни куйсак:
х =  90 совф y =  30sincp

Бунинг хар икки томонини квадратга кутариб куша-М ИЗ!
Демак, М нуктанипг траекторияси чллипсдан иборат

3 - § . Ги п ер б ол а«Уелар Деббулган ма Узгармас м
тЛйр ь Р и Ф- Гекисликнинг ихтиёрий нуктасидан фо- ган 466 а т а л У вчи берилган икки /•'| ва Ft нуктагача 1DM масоФалаР айирмасининг абсолют киймати



Гиперболадаги М  нуктанинг Ft, F2 ларгача масофа- лари унинг фокал радиуслари дейилади ва rlt г2 билан белгиланади. Гиперболанинг таърифига биноан:
Илдизлардан кутулгандан кейин куйидаги тенгламага эга буламиз (илдизларни йукотиш, ихчамлаш, содда- лаштириш хам эллипс холидагидек бажарилади):
с2 — а2 микдор хар доим мусбат булгани учун уни 
Ь2 билан бслгилаймиз: Ь2 =  с2 — а2, у холда(7.16) тенглама
куринишни олади. (7.17) тенглама гиперболанинг каноник тенгламаси дейилади.Агар фокуслари ординаталар укида ётса, у холда гиперболанинг тенгламаси куйидаги куринишда булади:

Г и п е р б о л а  ш а к л и .  Гиперболанинг (7.17) тенгламасига асосланиб унинг шаклини анимаймиз. Эллипс тенгламаси устида олиб борилган мухокама- ларни такрорлаб, гиперболанинг координаталар боши, координата укларига нисбатан симметриклигини аник- лаймиз.Гипербола Ох  укини А |(а; 0) ва Ач{ — а\ 0) нукта- ларда кесиб утади (64-чизма). Гипербола О у  уки билан кесишмайди. Х,акикатан хам, (7.17) тенгламага 
х  — 0 ни куйсак, у 2— — Ь2 булиб, бу иф'ода хакикий сонлар сохасида уринли булмайди. А\, А 2 нукталар гиперболанинг учлари, улар орасидаги 2а узунликка тент кесма эса унинг х,ак1ик1ий ук,и дейилади.

Оу  укидаги В\ дан В2 гача булган 2b узунликдаги кесма гиперболанинг мавх,ум ук,и дейилади.Агар М{х\ у) нукта гиперболада ётса, унинг

I г, — Ы  = 2 « (7.15)еки | xjix  +  c f + y 2 — л1(х — с)2 +  у2 | —2а,

У
ь2

(7.18)
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тенгламасидан \х\~^<х эканини курамиз. Бунда н1*1 ту! ри чизиклар билан чегараланган
aK<zx<Ca  сохада гиперболанинг нукталари мавжуд эмаслиги келиб чикади. (7.17) тенгламани у  га иисбатаи ечамиз:

У = ± - а л [ х ? - а 2. (7.19)(7.19) тенгламадаги х  узгарувчи а дан -)- ос гача ортганда па — и дан — оо гача камайганда, г/ордннаталер уки буйлаб 0 дан - f  оо гача усиши куриниб турибдн (64- чизма). Демак, гипербола икки кисмдан иборат булиб, улар гиперболанинг тармпцлари дейилади.1 иперболаиинг бир (унг) тармоги х ^ а  ярим- текисликда, иккинчи (чаи) тармоги х ^ . —а нрим- текисликда жойлашган.Агар гиперболанинг у м а р и  координата укларига па рал л ел булиб, маркази бирор М (^ х » \  у  и) нуктада булса, унинг тенгламаси
( х  — х 0) (у у а)г

~  !Г  =куринишда буладн.Агар (7.1) тенгламада А =  1 В — 0, с — — 1и- ь2
D =  О, Е =  О, F =  — 1булса, у тенглама куринишни олиб, гипербола тенгламасига айланади.
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х 2 у 2 . X2 у 2 ,“ Г -  2 = 1  Ва a g == о2 й2 а2 й2гиперболалар к,ушми гиперОилалар дейилади.Г и п е р б о л а  а с  и м п т о т  а л а р и . Гиперболанинг шаклини яна хам аникрок таеаввур килишдаасимптота чизиг'и катта ахамиятга эта.Т а ъ р и ф. Агар М(х\ у) нукта Г  эгри чизик буйлаб харакатланиб борганда бу нуктадан / тугри чизикка- ча масофа нолга якинлашса, / тугри чизик Г чизикнингй йасимптотаси деиилади. и =  х  ва н = ----- х  тугри чизик-
и  алар (7.17) гиперболанинг асимптоталари эканини курсатамиз. x ^ s a  да гиперболанинг биринчи чорак- даги кисминн аниклайдиганй

У (7.20)тенглама билан
Y =  ̂ x  (7.21) тенгламани солишти- рамиз. (7.21) тугри чизик координаталар бошидан утади ва унннг бурчак коэффи- . Ьциенти k =  -- га тенг.а65- чизмада бу тугри чизикнинг биринчи чо- р а к д а г и  к и е м  и тасвирланган булиб, 65-чизмаунда |0 / 4 |= а , |АВ| =

=  Ь. Гипербола ва (7.21) тугри чизикда бир хил абсциссали М(х\ у), N(x\ Y) нукталарни караймиз. Бу икки нуктанинг мое ординаталари:
у =  +  Ь дl ^ - a 2, Y =  —х,  „ п » абулади.

M N  кесманинг узунлигини хисоблаймиз:
M N = Y - y  =  -ba{ x -  д/х2‘̂ 2) =

_ ь  ( х —  У х 2 — у'2 Ц х +  V t2 —  у 2 ) __________и й ______
0 х +  V*2- /  * +  Vx2-!/219B



Демак,
( 7.22 )(7.22) ифоданинг х -*■  -f- оо га интилгандаги лимитини текширамнз:

Бу ифоданинг махражи чексиз ортиб борувчи икки мусбат кушилувчининг йигиндисидан иборат булиб, сурати эса узгармас а-Ь  микдордир, шунинг учун
Демак, гиперболадаги М  нукта гипербола буйича харакатланиб, унинг учидан етарлича узоклашса, 
М  нуктадан (7.21) тугри чизиккача булган маеофа нолга интилади.Шундай килиб, гипербола учун (7.21) тугри чизик асимптота булади. Гиперболанинг тенгламаси координата укларига симметрии булншидан у =  — Ь̂х  тугри чизик хам гиперболанинг асимптотаси булиши келиб чикади.Т е н  г т о м о н л и  г и п е р б о л а .  Ярим уклари тенг 
( а ~ Ь )  булган гипербола тенг томонли деб аталади. Агар 
а — Ь . булса, (7.17) тенглама куйидаги куринишни олади:
Тенг томонли гипербола асимптоталарининг тенгламала- ри у = ± х  булиб, улар орасидаги бурчак 90° га *генг булади. Уларнинг бири О х  уки билан 45° ли, иккинчиси 135° ли бурчак ташкил килади.Энди тенг томонли гипербола (7.23) тенгламасини координата укларини буриш ёрдамида ихчам ху =  а куринишга келтиришни курсатамиз. Унинг учун координата укларини — 45° га бурсак, Ох  ук у — —х асимптота билан, О у  ук эса у =  х  асимптота билан устма-уст тушиб, асимптоталар янги координата уклари булиб колади. (7.23) тенгламага

| i m I У ■— и \—  I i m -
X - -  -Г oo

X~ * ”  A -f- уд --U

(7.23)

x  =  x'cosa — y's  i na, 
у  =  Jt'si n a+ y' cosa
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алмаштириш формулаларини гатбик. этамиз, бунда 
а =  - 4 5 °(jt'cos45° /sin45° f  — (Jt'sin45° - f  #'cos45°)2 =  а ,

f  y '~  =

\ { x ' 2 +  2x'y' +  y'2)~ (y '2 -  2 * V  +  y'2) =  <z*.
2x'y' =  aI ^ x ' u '  = 2 'Энди л:' ва у’ ларни х, у  лар оркали, ни эса бирор

с оркали белгиласак, урта мактаб курсида урганилган 
х - у  =  с гинерболанинг тенгламаси косил булади.Г и п е р б о л а  э к с ц е н т р и с и т е т и .  Гиперболанинг фокуслари орасидаги масофанинг хакикий укининг узунлигига нисбати гиперболанинг э к с ц е н т р и с и т е ти дейилади ва уни г харфи билан белгиланади:2с с е — 2а — ~а‘Гиперболада с > а  булгани учун е > 1  булади.Эксцентриситет гипербола шаклини аниклашдамухим роль уйнайди. е = -^  =>с =  а -г ,  буни Ь2 — с2 — а га куйсак, 62 =  а2(с2— 1) ёки =  V ? 2—Т  булиб, е эксцентриситет канчалик кичик, яъни г —►I булса, -  шунчалик кичик, яъни *-0 булиши куринади(бунда a =  const деб каралади) ва гипербола узининг хакикий укига сикилган булади, аксинча е каттала-шиб борса, h хам катталашиб, гипербола тармоклари кенгайиб борадй.Г и п е р б о л а н и н г  ф о к а л  р а д и у с л а р и . (7.17) гиперболанинг ихтиёрий М(х\ у) нуктасининг фокал радиуслари х > 0  булганда

г, =  - -х  — а ва г« =  г х-+-а 1 а 1 аформулалар билан ва х < 0  булганда эса
г, =  а — - х  ва г.,— — а — с х 1 а а200



фор мул ал ар билам аникланади. Агар ‘ = е  эканиниэътиборга олсак, у холдадс>0 булганда, г\ =  а.х— а. г2 =  гх-\-а (7.24)х < 0  булганда, г\ — а ~ г х ,  r2 — — а — гх  (7.25)формулаларга эга буламиз.Г и п е р б о л а н и н г  д и р е к т р и с а л а р и .  Г ипербо- ланинг берилган F  фокусига мое д и р е к т р и с а  с и деб унинг фокал }?кига перпендикуляр ва марказидаи
F  фокуси ётган томонда ‘‘ масофада турувчи тугри чи-зикка айтилади. Бу тугри чизиклар О у  ук,ига параллел ва ундан ±  “ масофада ётади.Д и р е к т р и с а -  ларни d[, d% билан белгилаймиз хамда уларни F г, Fo фо- кусларга мос ди- ректрисалар деб атаймиз (66- чизма).

Fi(c; 0), 0)фокусларга мос ди- р е к т р и с а л а р н и н г  тенгламалари
d t : х -  а = 0 ,  (7.26) 

d<, \x-\- — =  0 булади.Гипербола эксцентриситети е >  1 булгани учун булади. Демак, директриса гиперболани кесмасэкан.Iипербола текисликдаги шундай нукталар туплами- ки, бу нукталарнинг хар биридан фокусгача булган масофаларнинг уша нуктадан шу фокусга мос директри- сагача булган масофага нисбати узгармас микдор булиб, у унинг эксцентриситети е га тенг, яъни (66- чизма): 201



г
d, г . (7.27)

Г и п е р б о л а н и  я с а ш .  (7.17) тенглама билан берилган гиперболани ясашни карайлик. Тенгламадан фойдаланиб Д|(«;0), Лг( — а; 0) учларини ва Ь2 =  с2 — — а2 муносабагдан фойдаланиб F|(c; 0), Fz  ( —г, 0) фокусларни топамиз. F i фокусни марказ килиб их- тиёрий /у радиусли S(/V> /у) айлана, Fz фокусни марказ килиб г2 — г\ - f  2а радиусли S(F2; г2)айлана чизамиз. Бу икки айлананинг кесишган нуктала- ри гиперболада ётади, чунки бу нукталар учун
Марказларнинг уринлари алмаштирилса, гипербола- нинг яна икки нуктаси хосил булади. Демак, г\ нинг хар бир янги киймати буйича гиперболанинг туртта нуктасини ясаш мумкин. Шу усулда етарлича нукта- ларни ясаб, уларни туташтирсак, гипербола хосил булади.1-м и с о  л. Гиперболанинг Fi(20; 0) F2( — 20; 0) фо- кусларини ва унга тегишли /4(24; fry'5) нуктасини бил- ган холда унинг тенгламасини тузинг.Е ч и ш. Гиперболанинг фокал радиуслари формуласи- дан фойдаланамиз, яьни

л, =  л/(х — c f  +  у2, г2 — yj(x +  c f  +  у2 , г, =  д/42 +  36 • 5 =  y i9 6  -  14 , 
г2 =  V 442 +  3 6 - 5  =  д/21Тб =  46 . Гиперболани таърифига кура:
\г\ — г21 =  2а ёки 146 — 14| =  2а,

2а — 32 =*► а =  16.Гипербола учун:

!г2 — г|j =  \г\ -\- 2а — г\\ =  2а.

Ь2 =  с2 — а2 =  202 — 162 =  144.202



Демак,
гипербола хенгламасига зга буламиз.2- м и с о л .  ху =  4 гипербола тенгламасипи каноник куринишга келтиринг.Е ч и ш. Координаталар бошини кузгатмаган холда координата укларини а  =  4-45° бурчакка бурамиз, яъни ушбу формуладан фойдаланамиз:

х =  *'cos45° -  у 'sin45°= f f ( x '  — y'),

у — jc'sin45° j/'cos45° =  - f  (х' +  у ' ).
х , у  нинг бу кийматларини берилган тенгламага куямиз: 

- f ( x ' - y ' ) -  f i x '  +  У') =  4 .
Бу тенгламани соддалаштирсак,

х '~ — у '2 =  8куринишдаги тенг томонлн гиперболанинг каноник тенгламасига эга буламиз.3-м и с о л .  Директрисаларн х =  ±4-^/2 тенглама-лар билан берилган ва асимптоталари орасидаги бурчак 90° булган гиперболанинг тенгламасини тузинг.Е ч и ш .  Масала шартидан, яъни асимптоталарнинг узаро перпендикулярлигидан гипербола тенг томонли эканлиги келиб чикади, у х 2 — у2 — а2 тенглама билан ифодаланади. Бундан а =  Ь. Гиперболанинг директриса-лари х — ±  “ тенгламалар билан ифодаланади. Масала шартига кура “ =  4 д/2, г — ‘ ни хисобга олсак,
\  — 4 ->/2■ => а2 — 4 л/2 с, Ь2 с2 — а 2 тенгликдан
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а2 —с2 — а2 =>■  2а2 — г2 =>- аг — ~ с 2 булгани учун а2 ==  4 Лу/2 с =>■  у с 2 — \ yj2 c  с — 8д/2 га эга буламиз.У \олда а2 =  4-у2с =  4-^2 • 8 \j2 =  64. Демак, гипер- боланинг тенгламаси:
х'2 — у2 =  64

4-§. ПараболаТ а ъ р и ф. Парабола деб текисликнииг фокус деб аталунчи берилган F  нуктасидан ва директриса деб аталувчи берилган гугри чизикдан баравар узоклашган барча нукталарнинг геометрик урнига айтилади (фокус директрисада ётмайди деб фараз килинади).Фокусдан директрисагача булган масофани р оркали белгилаймиз. р катталик параболанинг параметри дейи- лади. Парабола тенгламасини унинг таърифидап фойда- ланиб келтириб чикарамиз. Бунинг учун абсциссалар укини шундай жойлаштирамизки, у директрисага перпендикуляр булиб, фокус оркали утсин ва директриса- дап фокусга караб мусбат йуналишга эга булсин (67- чизма). Абсциссалар укинипг d тугри чизик билан кесишган нуктаси А булсин. Ординаталар укини (-4F] кесманинг уртасидан утказамиз. Бу х.олда директриса х =  — р тенгламага, F  фокус эса (-р-\ о) ко-ординаталарга эга булади. Параболанинг М(х\ у) нукта- сини оламиз. Л1 нукта парабола чизигида ётиши учун (парабола таьрифига кура) ушбу тенглик уринли булиши керак: I>(А, М) =  р(/И, F). (7.28)(7.28) тснгликни коордипаталарда ифодалаймиз. Икки нукта орасидаги масофани топит формуласига кура:
д Д , +  | х + ! | ,

()(/И. F) =  д Д *  -  | ) 2 +  у 1 •
2(М



- д/(7 Г ^ + 7Бу тенгликнинг хар иккала томонини квадратга кутарсак,
( ' + г)‘ -  (* -  2У +ни хосил киламиз. Кдвсларни очиб еоддалаштирсак, натижада

X2 — рх +  +  г/2 =  х2 +  X/? +  Р4 ,

у 2 =  2рх (7.29)тенглама хосил булади. (7.29) тенгламага параболанинг каноник тенгламаси дейилади.

Буларни (7.28) га кунмиз:

67- чизма 68- чизма/И(х; у) нуктанинг фокал радиуси г =  х -+- у ,  параболанинг эксцентриситети: d =  г, к — ~  =  1 булгани учун, е =  1 булади.Параболанинг учи А(х  о; у о) нуктада булиб, унинг симметрия уки координата укларидан бирига иараллел булса, унинг тенгламаси куйидаги куринишда булади:
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(У — Уо)2 =  2/?(дс — Х о )  ёки (х  — х0)2 =  2р (у — у0).П а р а б о л а  ш а к л и .  (7.29) тенгламаси буйича параболанинг шаклини текширамиз. у 2^  0 ва
Р > 0 булгани учу» (7.29) тенгламада х ^ О  булиши керак. Бу эса р > 0 булганда парабола ординаталар укидан унг томонда жойлашганини билдиради. Тенгламада у факат жуфт даражада катнашгани учу» абсциссалар уки парабола учу» симметрия уки булади.Агар х =  0 булса, у  =  0 булиб, парабола координата- лар бошидан утади. Координаталар боши эса п а р а б о л а н и н г  у ч и  дейилади. (7.29) тенгламадан к)?ринади- ки, х  ортиб бориши билан у хам ортиб боради. Демак, юкоридаги хоссаларга кура параболанинг шаклини 68- чизмадагидек тасаввур килиш мумкин.Парабола координаталар системасида кандай жой- лашишига кура унинг тенгламаси мос рави[ида

у2 =  2рх, у2 =  — 2рх, х2 - 2ру, х2 =  —2рукуринишларда берилади. Охирги икки холда параболанинг симметрия уки ординаталар укидан иборат булади.П а р а б о л  а ни я с а  ш. Парабола у 2 — 2 рх  тенглама билан берилган булсин. Дастлаб параболанинг фокусини ва директрисасини ясаймиз. Бунинг учун О х  укдакоординаталар бошидан унгда ва чапда у  га тенг(07 J ва \0А] кесмаларни оламиз. А нукта оркали Ох  укка перпендикуляр килиб d тугри чизикни утказа- миз. F  нукта параболанинг фокуси, d эса директрисаси булади (68- чизма).Парабола учидан бошлаб параболанинг симметрия укига перпендикуляр ва хар бири олдиигисиданРу  масофада турувчи тугри чизикларни утказамиз.Утказилган тугри чизикларнипг хар биридан директри- сагача булган масофани радиус килиб F  марказли айлана чизамиз. Бу айлана тегишли тугри чизикни икки нуктада кесади. Бу нукталар изланаётган парабола чизигининг нукталари булади. Кейинги директрисага параллел чизикдан директрисагача масофани радиус килиб олиб, F  фокусни эса марказ килиб яна айлана ёйини чизсак, у олинган чизикни икки нуктада кесади,
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бундай парабола иукталарини курит жараёнини узлуксиз куп маротаба бажарсак, параболанинг нукта- лар тупламига эга буламиз. Директрисага параллел чизиклар сони канча куп булса, топилган парабола нукталари шунча узаро якин булиб, параболани чизиш аник ва осон булади.
у  =  ах2 -(-6дг +  с те и г л а м а б и л а н  б е р и л г а н  п а р а б о л а . у  =  ах2 +  Ьх - f  с тенглама парабола эка- нини курсатамиз. Унинг учун тенгламанинг унг томони- дан туда квадрат ажратамиз:

Декарт координаталар бошини О д — 2о; ^ —нуктага

формула буйича координата укларини параллел кучира- миз. Янги координаталар системасида (7.30) тенглама куйидаги куринишни олади:

У — а

Бундан (7.30)
Ь 4 ас — Ь2

и' -  ах'2 ёки х'2 — — у .J  а ^

Агар р =  у.^ . деб белгилаш киритсак, (7.31)х'2 — 2ру' 207



тенгламага эга буламиз. (7.31) тенглама симметрияук.и (О'у')  ук ва учи 0 '(  — нуктадабулган параболадан иборатдир.1 - м и с о л .  х  — 2 =  0 тугри чизик ва F (6; 0) нук- тадан бир хил узокликда жойлашган нукталар геометрик урнининг тенгламасини тузинг.Е ч и ш .  М(х; у) — биз излаётган геометрик уриннинг ихтиёрий нуктаси булсин. Икки нукта орасидаги масофа формуласига кура:I/WFI =  д/(х -  6 ? Т 7  •Масала шартига кура: х  — 2 =  0 тугри чизик М (х\у) нуктадан
\MF\ =  \х -  2| масофада булади. Шунга курад/(х — 6)2+г/2 =  I д:— 2|ёки (* — б)2 +  ^  =  X2 — 4х +  4 =>- /  =  8х 4- 32.Бу эса О х  укига нисбатан симметрии булган парабола тенгламасидир.2 - ми с о л .  у2 =  4х параболада фокал радиусининг узунлиги 20 булган нуктани топинг.Е ч и ш .  Изланаётган М (х\ у) нукта учун p(F, М ) =  20,

у 2 =  4х => 2р =  4 =>- р — 2,У холда
F( I; 0), 20 =  V (x  -  i f  +  ?  =  V (x  -  l)2 +  4xёки 400 =  jc2 -|- 2x - f  1 =>- x2 -f- 2x — 399 =  0,* ,.2 =  - 1  =fc V > + 3 9 9  =  — 1 ±  20; x, =  19, x2 =  - 2 1  .208



Х2 =  — 21 илдиз масала шартини каноатлантирмайди. 
х\ — 19 ни у2 =  4х га куйиб у ни топамиз:г/2 =  4-19 =► у х =  + 2 / 1 9  ,Уз =  - 2 У 19 •Демак, изланаётган нукта:Af,( 19; 2 / 9 )  ва М2(19; - 2 / 1 9 ) .3- м и с о л. Автомобиль фонарининг кесими парабола шаклида булиб, унинг диаметри 20 см, чукурлиги 10 см. Парабола фокусининг координаталарини топинг.Е ч и ш .  F  фокусдан параболанинг учигача булган масофани топиш учун парабола тенгламасини тузамиз. Координаталар системасини шундай танлаб оламизки, фонарнинг симметрия уки О х  ук билан, учи эса координаталар боши билан устма-уст тушсин (69- чиз- ма).Бу холда парабола тенгламаси у2 =  2рх куринишда булишини биламиз. А ва В нукгалар параболага тегишли булгани учун ва масала шартига кура нукта- ларнинг координаталари мос равишдз А (10; 10) ва 
В (10; — 10) га тенг.Бу нукталарнинг координаталарини у2 =  2рх  тенгламага куйсак: 102 =  2р ■ 10булиб, бундан р =  5 га эга буламиз. Демак, параболанинг фокуси I', о) нуктада булади.
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4 - ми с о л ,  О у  укдан ва F  (3; 0) нуктадан баравар узокликда ётувчи нукталар геометрик урнининг тенгла- масини тузинг.Е ч и ш .  М (х ; у) нукта масала шартини кано- атлантирсин. N  нукта Оу  укда ётсин, у холда масала шартига кура:
Икки нукта орасидаги масофани топиш формуласига асосан:

Буларни урнига куйсак,У (*  — З)2 +  у 1 — X ёки у 2 =  6х — 9.Демак, изланаётган геометрик урин фокуси F  (3; 0) нуктада б^лган хамда О х  укка нисбатан симметрии булган параболадир.5- ми с о л .  Шар тарное буйлаб харакатланади ва 
v тезликка эришиб тарновнинг уринмаси горизонтал йуналишга эга булган нуктада ундан чикиб кетади. Шарнинг бундан кейинги харакат траекториясини аникланг (70- чизма).Е ч и ш .  Шар О у  ук буйлаб харакат килганда унинг / соатда босган йули у  =  у/ булади.Лекин шар огирлик кучининг таъсирида О х  ук буйлаб хам харакат килади. Шарнинг О х  ук буйлаб босган йули:
(бу ерда g — 9,8 м/сек2 — эркин тушиш тезланиши). Булардан

M F  =  MN.

M F =  У (*  -  3 f  +  y 2 ,

M N  =  -\J(x — О)2 +  (у — y f  =  х .
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Бу тенгламалар системаси шар харакатининг параметрик тенгламасидир. Иккинчи тенгламадан t ни топиб биринчи тенгламага куйсак:
Бу эса парабола тенгламасидир.5 - § . И ккин чи тарти б ли  ч и зи к л ар н и н г к утб  к о о р д и н а т а л а р д а ги  т е н гл а м а л а р иИккинчи тартибли чизиклардан эллипс, гипербола ва параболаларнинг олдинги параграфда баён этилган хоссаларидан фойдаланиб, уларнинг кутб координаталардаги тенгламасини келтириб чикарамиз. Юкорида- ги чизиклардан бирортаси берилган булса, унинг унг тармогини караймиз, чунки келтириб чикариладиган кутб тенглама чизикнинг факат битта тармогини аниклайди. Аниклик учун гиперболанинг унг тармоги берилган булсин. F  унинг фокуси, d чизик эса шу фокусга мос директрисаси булсин (71-чизма). Кутб координата- лар системасини куйидагича киритамиз. FL  I d тугри чизикни утказамиз, FE =  i,

L =  (FL)[\d  булсин, бунда 
Ь нукта ( FL)  тугри чизик- да ётади ва F  нуктадан 
L нукта ётмаган томонда ётади. F  нуктани кутб;(F E ) нурни эса кутб уки деб оламиз. Afo нукта F  нуктадан кутб укига утка- зилган перпендикулярнинг берилган чизик билан ке- сишган нуктаси булсин. р(Мо, F ) =  р билан бел- гилаймиз ва уни эгри чизикнинг фокал параметра деб атаймиз. Кутб координаталар системасида эгри чизикнинг ихтиёрий М нуктасининг координаталарини г, <р билан белгилаймиз:г =  р (F,  М ).

71- чизма

Эгри чизикнинг 3- § даги асосий хоссаси (7.27) га кура:
211



г __ p ( F , M )
~d ~  p  (d,  M )

P
e (7.32)

Агар ф >  у  булса:
p(d, M) =  p(d, M 0) — rcos(180° — ф) =  у  - f  гсовф .

P (d, M)  нинг кийматини (7.32) га куйсак,

(7.33) тенглама берилган чизикнинг кутб координата- ларидаги тенгламаси дейилади. Бу (7.33) тенгламада:а) е <  1 булса, у эллипсни аниклайди ва ф бу холдаораликдаги барча кийматларни кабулкилади;б) е =  1 булса, у параболани аниклайди ва ф бу холда 0 < ф < л  ораликдаги барча кийматларни кабул килади;в) е > 1  булса, у гиперболани аниклайди. Бу холда Ф  кайси ораликда узгариши куйидагича аникланади. 2ф0 — асимптоталар орасидаги тармок жойлашган бур- чак б^лсин, у холда

Агар ф <  булса:
Р(d, М) — р(d, М й) +  р(F , М) =  у  +  гсовф

Демак, иккала холда хамр(d, М) =  у  - f  гсоБф .
- — ---- =  г тенгликка эга буламиз. Бундан

+  rcus<p

(7.33)
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tg*Po =  -*-== ~ \ J C J 1 =  V е 2 -  1 ёки e2cos2q> =  1 ёки cos2<p0 =  -L , ф0 <
sin2<p0 2 .----^-- =  8 — •
COS ф0

~  булганидан1cos<p0 =  — .
(7.33) тенгламада r > О учун 1 — ecos<p>0 ёки cos<p< -i- =  cos<p0 булиши керак. Бундан гиперболанингк а р а л а ё т г а н  т а р мо г и д а г и  н у к т а л а р  учун Фо< ф < 2 л — фо тенгсизликлар бажарилади. (7.33) тенгламадаги р сон фокал параметр дейилади. Парабола учун бу фокал параметр унинг каноник тенгламасидаги 

р дан иборат. Эллипс ва гипербола учун р нинг маъноси, уларнинг мос равишда ярим уклари оркали куйидаги- ча ифодаланади. (F  Мо) тугри чизик эллипс (гипербола) нинг фокал укига перпендикуляр булгани учун Мо, 
F  нукталар бир хил абсциссага эга. Мо(хо; Уо) булса, 
хо =  — с (гиперболада хо — -}~с) • Afo нукта эллипс (гипербола)га тегишли булгани учун

V  +  V  =  1 ( v  ~  ^  =  1)  вя р =  р(УИ° ’ F) =  1у° 1
с2 р2ни хисобга олсак, —j  -f-
а о

=  1 =>2 - с 2р2 =  *2( l  -  - 0  =  Ь2 . ±

Р =Демак, эллипс ва гиперболада фокал параметр
р =  —  га тенг. 

а1- м И С О Л. г = 15 чизикнинг декарт ко-12 — 13 cos<pординаталар системасидаги каноник тенгламасини ёзинг. Е ч и ш. Берилган тенгламани (7.33) t _ с̂о5ф )
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куринишга келтирамиз. Унинг учун унг томоннинг сурат ва махражини 12 га буламиз:

Буни (7.33) билан таккослаб, в =  — >  1 булга-ни учун эгри чизик. гипербола деган хулосага келамиз. Унинг каноник тенгламасини ёзамиз. Тенгламадан

Ь, с нинг бу кийматларини Ь2 =  с2 — а1 тенгликка куйиб а ни топамиз:

Демак, берилган гиперболанинг каноник тенгламаси куйидагича булади:
6 - § . И ккин чи тартибли чизикнинг ум ум и й  тен гл ам аси н и  каноник к у р и н и ш г а  келтиришБирор тугри бурчакли декарт координаталар система- сида координаталари

апх 2 +  2а 12ху  +  а^у7 +  2а10х  +  2ажу  +  а*, =  0 (7.34)тенгламани каноатлантирувчи нукталар туплами иккинчи тартибли чизик деб аталиши бизга маълум. Бунда

J512 5412 — l3cosq>

5р =  —, лекин р
а эди, бундан

5
а
с 13

^  у 2
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а,/ коэффициентлар хакикий сонлардан иборат булиб, ац, а\г, ап  коэффициентларнинг хеч булмаганда биттаси нолдан фаркли булади.Иккинчи тартибли чизиклар назариясининг асосий масалаларидан бири унинг умумий тенгламасини каноник куринишга келтиришдир. Иккинчи тартибли чизик тенгламасини соддалаштиришни куйидагича бажара- миз.Агар иккинчи тартибли чизик бирор R тугри бурчакли координаталар системасида (7.34) тенглама билан берилган булса, у холда бу координаталар системасини буриш ёрдамида R'  тугри бурчакли координаталар системасига утиш мумкин. Бу системада (7.34) чизик тенгламасидаги ^згарувчилар купайтмаси, яъни ху  ни сакланмайди (бу боскич а п ф 0 булган холда хам кулланилади). Бунинг учун
утиш формуласидан фойдаланамиз. (7.35) ни (7.34) га куйсак ва ухшаш хадларини ихчамласак, (734) тенглама R'  координаталар системасида куйидаги кури- нишни олади:

апх'2 +  2апх у  +  апу'2 +  2а]0х' +  2а^у +  =  0 , (2.36)бу ерда

(7.37) белгилашлардан к$финадики, (7.36) тенгламада- ги а м, а ,2, 022 коэффициентлар (7.34) тенгламадаги 
а\\, ai2, 022 коэффициентларга ва а  бурчакка боглик, шунинг билан бирга а п, а 12, ак  ларнинг камида бири нолдан фаркли булиши керак.

{х  — x'cosa — t/'sina, 
у  =  jit' s  ina +  У' cosa (7.35)

a\i =  a,|Cos2a  2a,2cosasina -j- a ^ s in ^ ,0 |2  =  — 0 |,sinacosa -f- a l2cos2a —  a )2sin2a  -|- a^sinacosa 

a 22 =  a,,sin2a —  2al2sinacosa +  o^ cos2a ,a ,0 =  a Mcosa +  a ^ sin a , a2о =  — O|0sina cosa , (7.37)
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а  бурчакнинг ихтиёрийлигидан фойдаланиб, уни шундай танлаб оламизки, натижада (7.36) тенгламадаги 
а,2 коэффициент нолга тенг булсин:

=  —(anco sa 4 -a 12sina)sina +  (a12cosa-|-a22sina)cosa =  0

(7.39) система бир жинсли булгани учун, унинг детерминанти нолга тенг, яъни

Бизга маълумки, (7.40) бажарилгандагина система нолдан фаркли ечимга эга булади. (7.40) тенглама(7.34) чизикнинг характеристик тенгламаси дейилади. (7.40) тенгламанинг дискриминанти:
^  == «22) 4(Ц| | • fl|2 Ц?г) =  («iI — ^22)2 ~Ь 4а22 ^булгани учун (7.40) тенгламанинг иккита Я.| ва Х2 илдизлари турли ва хакикийдир.(7.38) тенгликдан:

a'i2 =  —ai|Sinacosa4-al2cos2a  —a|2sin2a  +  a22sinacosa =
еки a n cosa - f  a ,2si a 12cosa +  a22Sina sina (7.38)cosaБу нисбатни куринишда ёзиб оламиз: тенглаб, уни куйидаги{ (7.39)•\

«и — А, а ,2
Cl\2 С1‘22 —  ^Бундан̂  — («п +  а22)Х +  (аиап — a22) =  0 . (7.40)

a ncosa +  a l2sina =  — Xcosa, (7.41)a I2cosa -\- o^sina =  A,sina.
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Буларнинг хар бирини c o s a ^ O  га булиб (агар cosa =  О булса, a  =  * булиб, а \2 =  О булади).
(7.42)

ни х.осил килам из. (7.42) муносабатга навбат билан Я[ ва Я.2 илдизларни куямиз.
tg“ i tga-2 = (7.43)

(7.43) формуладан фойдаланиб a  =  ai бурчакни аниклаб, R координаталар системасини шу ai бурчакка буриш билан янги R'  координаталар системасига утиш мумкинки, бу системада (7.34) тенглама соддалашиб, куйидаги куринишни олади:М  2 +  К у ’2 - f  2а10х +  2аыУ +  а'оо =  0 . (7.44)Агар (7.34) тенгламада аю =  fl2o =  О булса, у холда a io =  ам =  0 булиб, (7.44) тенглама куйидаги куринишни олади: Я,,*'2 +  К2У 2 +  апо =  0 . (7.45)Шундай килиб, координаталар системасини буриш ёрдамида (7.34) тенгламани (7.44) куринишдаги тенг- ламага келтирдик. Энди (7.44) куринишдаги тенгламани янада соддалаштириш учун, координаталар бошини кучириш формуласидан фойдаланамиз.Иккинчи таргибли чизикнинг тенгламаси (7.44) куринишда булсин ва (7.40) характеристик тенгламанинг илдизлари А.1 ва Яг- эса бир вактда нолга тенг булмасин. Куйидаги уч хол булиши мумкин: я) Я| ^  О, Я2 О -<=>- И | ] ̂ 22 1̂2 ^  0 .Бу холда (7.45) тенгламада куйидагича шакл алмаш- тириш бажарамиз:
* ,( * '  +  +  к ( у ’ +  =  0 ,
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бу ерда
деб белгилаймиз. Энди

* ' =  *  +  ( ~ v )
алмаштиришни бажарамиз; у холда янги координаталар системаси, яъни R "  да эгри чизик куйидаги тенгламага эга булади:

Шундай килиб, R  координаталар системасида (7.34) тенглама билан берилган иккинчи тартибли чнщикнинг характеристик тенгламаси илдизлари А-i ва Я2 нолга тент булмаса, у(А)  ва (7.46) формулаларга кура 219- бетдаги жадвалда ифодаланган чизиклардан бирорта- сини ифодалайди.б) А,| =  0, (/,2 ф  0), а 'ю  ф  0.Бу холда (7.44) тенгламани куйидагича ёзиш мумкин:

Я.Д2 -(- Я2К2 йоо =  0 , (7.46)
бу ерда Агар Ф  0 булса, (7.46)ни каноник куринишда ёзиш мумкин:

аОо/^1 аОо/^2
(А)

Агар а 'оо =  0 булса, (7.46) ни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:
h X 2 +  k2Y2 =  0. (В)
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№ h а 1 0
К а н о н и к  т е н г л а м а с и Ч и з и ц н и н г  к о м и

1

+ + -

£  +  4 « , Э л л и п с

- - + в 2  Л 2

2

+ + +
X 2  V2 М а в к у м

- - - о 2  Л 2
э л л и п с

3

+ + 0
X 2  У 2
^  +  f r  =  0

Н у ц т а  ( к е с и ш у в -  

ч и  м а в \ у м  т ^ т р и  

ч и з и ц л а р  ж у ф т и )- - 0
а 2  * 2

4

+ - * 0

£ - £ - * 1 Г и п е р б о л а

- + * 0
в 2  ^

5

+ - 0

4 - 4 = о
К е с и ш у в ч и  т у г р и

- + 0
в 2  Л 2 ч и з и ц л а р  ж у ф т и

Бу тенгламага куйидаги координата алмаштириш формуласи
ни кулласак,

к2У2 +  2аюХ =  О =► У2 =  - 2  • (7.47)
куринишдаги парабола тенгламасига эта буламиз. Агар Я| Ф  О, А.2 =  0, а'чо ф  0 булса, у колда
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(7.44) тенгламанинг куриниши
булиб, бу хам парабола тенгламасидир.Демак, Х| =  0, Я,2=̂ =0, а 'ю ф  О булса (ёки \\ф ^ ,Х2 =  0, аг2о ф  О булса), у холда (7.44) тенглама параболани ифодалар экан.в) Я,| =  0, а|0=  0 ёки \2 =  0, а'го =  0 булсин.Бу холда (7.44) тенглама куйидаги куринишни олади:

куринишга эга булади. (7.48) формулада куйидаги

о-

А ' а 20 ••Агар а0о ----—  =  Доо деб белгилаб

И  +  ^ - 0*2 (7.48)
=  — а2 деб белгилаб, (7.48) ни мумкин: ни куйидагича ёзиш<  0 булса,

у2 ~  ° 2 =  0 =►-У — а =  0; У -}- а =  0. (7.49)
* а 00 _  л  а ОО 2 - .Агар -т—> 0 ,  яъни -г— =  а булса, у холда л , *2У2 +  д2 =  0 =► У +  ах =  0; У -  ш =  О220



б^лади. Бу холда чизик, мавхум параллел т^гри чизиклар жуфтини ифодалайди.Агар а'ш =  0 булса, Y2 =  0 =>- Y =  0 булади ва бухолда тенглама устма-уст тушган тугри чизиклар жуфтини ифодалайди.Шундай килиб (7.34) тенглама куйидаги 9 та чизикдан биттасини ифодалайди: 1) Эллипс; 2) Гипербола; 3) Парабола; 4) Кесишувчи тугри чизиклар жуфти; 5) Х,ар хил параллел тугри чизиклар жуфти; 6) Устма-уст тушувчи тугри чизиклар жуфти; 7) М авхум эллипс; 8) Мавхум кесишувчи тугри чизиклар жуфти; 9) Мавхум параллел тугри чизиклар жуфти.1-м и с о  л. Ушбу иккинчи Тартибли эгри чизикнинг умумий тенгламасини каноник куринишга келтиринг: •
Е ч и ш. 1) характеристик тенгламани тузиб, унинг илдизларини аниклаймиз:

2) координаталар системасини буриш керак булган бурчакни топамиз:

5х* +  8ху +  by2 — 18* — \8у +  9 =  0
5 — Л 4 4 5 — ЛЛ2 -  ЮЛ +  9 =  0; Л| — 9; Л2 =  1;

tg<*istna, =
3) а'ю ва а'го коэффициентларни аниклаймиз:

а\о =  a ,0cosa, +  a^sincx, =
а,о =  — a l0sina, - f  a^cosa, ==
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4) топилганлардан фойдаланиб, янги координаталар системасига нисбатан куйидаги чизик тенгламасини тузам из:
9х"2 +  у 2 — 18л/2 +  +  9 =  0ёки
х 2 +  ^  -  2 ^ 2  х' +  \ =  0 .

х'  катнашган хадлардан тулик квадрат ажратиб, уни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:(*' х/2)2 + у " 9 =  1 ёки дгI +Бу тенглама маркази 0\(yj2\ 0) нуктага жойлашган ва ярим уклари а =  I, b =  3 дан иборат эллипс тенгламасидир (72-чизма).

2- м и с о л. Ушбу Ах2 — Аху +  у2 — 2х — 1Ау +  7 =  0 чизик тенгламасини каноник куринишга келтиринг, чизма- сини ясанг.Е ч и ш .  Бу ерда а ,, =  4, a Vi =  —2, а-п =  1, Ою =  — 1,а2о =  — 7, аоо =  7.1) характеристик тенгламани тузиб, унинг илдизлари- ни аниклаймиз:
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4 - Я .  - 2  
- 2  1 - Я .

-  О
Я.2 — 5Я, =  0; Я., =  0, Я.2 =  5 ва олдинги мисолдагига ухшаш давом эттирамиз:

2 )tga , =
sina| = _ ^ ;cosa| =3 )  a 10 =  o leosa, +  a^sina, =  — Зл/5 ,^2o == — a ,0sinai +  U20 cosctj — "^5 i4 ) 5y 2 -  b y jb x '  -  2д/5//' +  7 =  0 ;5> +  — # ) ! - 6 / + - Т г ) “ 0;6 ) * =  *  +  + ; »  =  A +  +алмаштириш бажарамиз;

5 Г 2 -  6 д/5 X  =  0 =► Y2 =  6- f - X .

Бу тенглама параболани ифодалайди (73- чизма).
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М А Ш К Л А Р1. К,уйидаги айланаларнинг маркази координатала- рини ва радиусини аникланг:
а) 2х2 +  2у* — Зх +  4у +  2 =  0;б) х2 -f- у2 — 4х +  14у  4- 54 =  0;в) х2 у2 — 8х +  6f/ =  0;
г) х2 +  у 2 +  10х — \у +  29 =  0;д) х2 +  у2 +  3* -  Ту -  =  0 ;е) х2 +  у2 +  Зле — у  =  0.2. А(6; —4) нукта берилган. Диаметри ОЛ кесмадан иборат айлана тенгламасини тузинг.3. Куйидаги айлапаларни ясанг:а) х2 +  у2 — 2х +  4у  — 2 1 = 0 ;б) х2 +  у2 — 4х +  6г/ +  9 =  0;в) х2 +  у2 -  8х =  0;г) х2 4~ У2 4" 4у =  0.4. Берилган А (—4; 0); В (1; 5) ва С  (4; —4) нукта- лардан утувчи айлана марказининг координаталари хамда радиусини топинг.5. Айлана диаметрининг учлари А (—3; 2) ва В (1; 4) булса, шу айлана тенгламасини тузинг.6. А (4; 4) нуктадан ва х2 +  у 2 4- 4х — 4у =  0 айлана билан у  =  —х тугри чизикнинг кесишган нукталаридан утувчи айлана тенгламасини топинг.7. Радиуси R =  1 булган айлана А (2; I) нукта оркали утади ва х2 +  у2 — 8х — 4у 4- 19 =  0 айлана- га уринади. Айлана тенгламасини тузинг.8. Координаталар бошидан ва дг 4- у2 =  я2 айлана- нинг х -f- у а =  0 тугри чизик билан кесишган нукталаридан утувчи айлана тенгламасини тузинг.9. А (I; —3) ва В ( — 1; 1) нукталардан утиб, маркази 2х — у  4- 1 = 0  тугри чизикда ётган айлана тенгламасини тузинг.10. Учбурчак томонларининг тенгламалари 9х — 2у — 41 =  0. 7х +  Ау +  7 =  0, х — Зг/ 4- 1 =  0 булса, шу учбурчакка ташки чизилган айлана тенгламасини тузинг.11. Эллипснинг кичик ярим уки Ь =  12, эксцентриси- тети е =  0,5. Эллипснинг тенгламасини тузинг хамда фокуслари орасидаги масофани топинг.12. Л (4; 1) ва В ( нукталардан утувчи эллипс тенгламасини тузинг.



>3. Куиидагиларни билган холда эллипс тенгламасини тузинг:а) ярим уклари мос равишда 4 ва 2 га тенг;б) фокуслари орасидаги масофа 6 га, катта ярим уки 5 га тенг;в) кичик ярим ук.и 3 га, эксцентриситети гатенг;г) ярим укларининг йигиндиси 8 га ва фокуслар орасидаги масофа 8 га тенг;д) директрисаси х =  ± 1 2  тенглама билан аник-1ланган ва эксцентриситети — га тенг.
О14. Агар эллипснинг директрисалари орасидаги масофа фокуслари орасидаги масофадан турт марта катта булса, унинг эксцентриситетини топинг.15. Директрисалари х  =  ± 8  ва кичик уки 8 га тенг булган эллипснинг тенгламасини тузинг ва эксцентриситетини топинг.16. х? +  у 2 =  4 айланадаги хар бир нуктанинг абсциссаси икки баробар орттирилган. Х,осил булган эгри чизикни аникланг.17. Эллипс абсциссалар укига А (7; 0) нуктада ва ординаталар укига В (0; 4) нуктада уринади. Агар эллипснинг уклари координата укларига параллел булса, унинг тенгламасини тузинг.18. Эллипс О х  укини А (3; 0) ва В (7; 0) нукта- ларда кесади ва О у  укка С (0; 3) нуктада уринади. Агар эллипснинг уклари координата укларига параллел булса, унинг тенгламасини тузинг.х2 219. Гиперболанинг ----------=  1 тенгламаси берилган. Гиперболанинг эксцентриситетини, фокуслари ва учларининг координаталарини, асимптоталирининг тенг- ламаларини, ихтиёрий нуктасининг фокал радиусларини ва директрисаларининг тенгламаларини аникланг.20. 2л2 -  4у2 =  18 гипербола тенгламаси берилган. Гиперболанинг фокуслари, асимптоталари, эксцентриситетини аникланг ва уни ясанг.х2 221. Учлари - - -  + ^ = 1  эллипснинг фокусларида,фокуслари эса унинг учларида булган гиперболанинг каноник тенгламасини ёзинг.15—632 225



22. Фокуслари тенг томонли х2 — у 1 — 8 гипербола- нинг фокуслари билан устма-уст тушган хамда А (4; 6) нуктадан утган эллипс тенгламасини тузинг.23. Гипербола координата уадарига нисбатан сим- метрик булиб, А (6; —2^2) нуктадан утади, мавхум ярим уки Ь — 2 га тенг. Унинг каноник тенгламасини тузинг ва В (6; —-2-\/2) нуктадан фокусларигача булган масофаларни топинг.24. Гипербола асимптоталарининг тенгламалари 
4у — Зх =  0 ва Зх — Ау =  0 булиб, фокуслари орасида- ги масофа 10 га тенг. Унинг каноник тенгламасини тузинг.25. х2 -J- у2 +  6х =  0 айлана ва х  — у =  0 тугри чизикнинг кесишган нукталаридан утиб, Оу  укка нисбатан симметрии булган парабола ва унинг директриса- си тенгламаларини тузинг. Айлана, тугри чизик ва параболани ясанг.26. Горизонтга нисбатан уткир бурчак остида отилган тош парабола ёйини чизиб, бошлангич жойидан 32 метр узокка тушади. Тошнинг 24 метр баландликка кута- рилганлигини билган холда унинг траекторияси тенгламасини тузинг.27. Фавворадан отилиб чикаётган сув окими параметра р — 0,1 булган парабола шаклини олади. Сувнинг отилиб чикаётган жойдан 2 м узокликка тушаётганлиги маълум булса, отилиб чикаётган сувнинг баландлигини топинг.28. Иккинчи тартибли эгри чизнкларнинг кутб тенгламалари берилган:

Г 2 —  2cos<p ’ ^  Г 2 —  у/З cos<j>

' 2 — cos<pУларнинг декарт координаталари системасидаги тенгламаларини тузинг.
J2 229. +  -fg- =  1 эллипснинг кутб координатасидаги«Зо Zoтенгламасини тузинг.30. г — —  эллипснинг ярим укларининг узун-2 — cosq>лигини ва фокуслари орасидаги масофани, эксцентриси- тети ва директрисаларининг тенгламасини топинг.226



31. Координата укларини параллел кучирганда 
А (4; 1) нукта янги А (3; — 1) координаталарга эта булади. Эски ва янги координаталар системаларини хамда А нуктани ясанг.32. Координата укларининг йуналишини маълум бир уткир бурчакка бурганда А ( 1 4 )  нуктанинг янги системадаги абсциссаси 4 га тенг. Уша буриш бурчагини топинг, янги ва эски системани хамда А нуктани ясанг.33. Куйидаги иккинчи тартибли эгри чизикларнинг тенгламаларини энг содда (каноник) куринишга келти- ринг ва бу эгри чизикларни ясанг:

а) х2 +  ху  +  /  — 1 =  0;б) 32дг +  52 ху -  7у2 +  180 =  0;в) Бх2 +  4ху  +  8у2 — 32х — ЪБу +  80 =  0;г) Зх2 -  4ху  _  2х +  Ау2 -  5 =  0;д) Юх2 -  2ху  +  V  +  25* — 50у  +  50 =  0.е) Э*2 +  24ху  +  16/ +  50* -  100у +  25 =  0.8-БОБИ К К И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  С И Р Т Л А Рi - § .  И ккин чи тарти б ли  сиртнинг ум ум и й  т ен гл ам аси/Бизга маълумки, F(*;i/)=0 тенглама текисликда бирор т^гри чизикни аниклайди, яъни О ху  текисликдаги координаталари *  ва у  булган барча нукталар туплами б) тенгламани каноатлантиради. Шунингдек, фазода хам
F(x, у, z ) = 0  (8.1)тенглама Oxyz  да бирор сиртни, яъни координаталари *, 

у ва z булган ва (8. 1) тенгламани каноатлантирадиган нукталар тупламини аниклайди. (8. 1) тенглама сиртнинг тенгламаси, * , у, z лар эса унинг узгарувчи координаталари дейилади.Иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламаси куйидаги куринишда ёзилади:
а 11 х2 +  а-пу2 +  аззг2 +  2а, 2ху  +  2а 13xz  ++  2ci23yz  +  2а м* +  2а2лУ +  2аз*г +  а44 =  0, (8.2)бу тенгламадаги ап , а-п, а3з, a i2, а\з, а2зкоэффуциентларнинг камида биттаси нолдан фаркли булиши керак. Айрим холларда сирт тенгламаси билан эмас, балки у ёки бу хоссага эга булган нукталарнинг
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геометрик урни билан берилиши мумкин. Бу холда сиртнинг геометрик хоссаларидан фойдаланиб унинг тенгламаси тузилади.Масалан, берилган Oi(a; b\ с) нуктадан R масофада ётувчи барча нукталарнинг геометрик урни шар сирти (сфера) булади. Бу бобда оддий куринишдаги тенглама- лари иккинчи даражали икки узгарувчили булган сиртларнинг баъзилари билан танишамиз.
2- §. Сферик сиртСферанинг O xyz  тугри бурчакли декарт координата- лар системасидаги тенгламасини тузамиз.Маркази 0'(а; Ь; с) нуктада ва радиуси R булган сфера берилган булсин. Агар М(х\ у, г) нукта сферанинг ихтиёрий нуктаси булса, у холда 0 '(а; Ь\ с) ва М(х\ у\ г) нукталар орасидаги масофани топиш формуласидан фойдалансак, сфера тенгламаси куйидагича булади:

( x - a f  +  ( y - b f  +  ( z - c ) 2 =  R 2. (8.3)(8.3) — маркази 0'(а; Ь\ с) нуктада ётувчи ва радиуси 
R га тенг булган сфера тенгламаси дейилади. Агар(8.3) да а — Ь — с =  0 булса, маркази координаталар бошида ётувчи ва радиуси R  га тенг булган сфера тенгламасига эга буламиз:

x2 +  y ‘ +  z2 =  R2. (8.4)(8.3) ни куйидаги куринишда ёзиш мумкин.х Ч -  y2 +  z2- 2 a x - 2 b y  - 2  cz +
+  a2 +  l>2 +  c2- R 2 =  0. (8.5)Сфера тенгламаси иккинчи тартибли сирт эканини курсатамиз. Унинг учун сиртнинг (8.2) тенгламасидаOi2 =  fli3= fl23=0 ва an =  fl22 — озздеб олинса, (8.2) нинг куриниши куйидагича булади:

а \ \ х?  -\ -a w y 2 -\ -a \ \ Z 2 -\~

+  2ацх +  2ацу +  2ам2+ачч =  0. (8.6)Хосил булган (8.6) тенглама сферанинг тенгламаси эканини текширамиз. Бунинг учун ант^О деб(8.6) нинг хамма хадларини ап га буламиз ва куйидаги белгилашларни киритамиз:
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2а.

Натижада
j f  +  l f  +  zt +  Ax +  By +  C z + D ^ Oкуринишдаги тенгламага эга буламиз. Охирги тенглама- ни ушбу куринишда ёзиб оламиз:

(8.7) тенгламадан куринадики, А 2 В2 С 2 — 4О > 0  булганда (8.6) тенглама маънога эга булади. Демак,

сферани ифодалайди. Агар /42-f-S 2-f-C 2— 4D =  0 булса.

нуктани ифодалайди.М и с о л .  х2 -+• У2 +  г2 — 4х +  2у4 -8 г+ 4  =  0 сферанинг маркази ва радиусини топинг.Е ч и ш .  Берилган тенгламани (8.3) куринишга келти- рамиз. Бунинг учун тенгламадаги х,  у , z  лар катнашган хадларни олиб, уларни тула квадратга келтирамиз:

еки
(8.7)

/42 +  Я2 +  С2- 4 0 > Об^лса, (8.7) тенглама маркази
тада ва радиуси булган

(8.7) тенглама
куринишда булиб, у фак.ат битта

x ? + y i + 2 * - 4 x + 2 y + 8 z + 4  =  0,
( д с - 2 > Ч ( У + » J 4 ( 2  +  4 f - 4  +  4 - 1 - 1 6  =  0 = *  

( x - 2 f + ( y + l f + ( z + 4 f = l 7 229



ски
( x - 2 f  +  ( y +  1 ) Ч ( г  +  4)2 =  ( V T 7  )2.Демак, сферанинг маркази (2; — I; —4) нуктада булиб, радиуси R =  д/Т7 га тенг экан.

Б ирор П текисликда ётувчи L чизикнинг х,ар бир нуктасидан утувчи ва берилган / тугри чизикка параллел булган барча тугри чизиклардан ташкил топтан сирт ц и л и н д р и к  с и р т  дейилади. Бунда 
L чизик. цилиндрик сиртнинг йуналтирувчиси, / тугри чизикка параллел ва L чизикни кесувчи чизиклар унинг ясовчиси дейилади (74-чизма).Йуналтирувчилари координата текисликларидан би- рида ётувчи ясовчилари эса шу текисликка перпендикуляр булиб координаталар укига параллел булган цилиндрик сиртларни курамиз.

Оху  текисликда тенгламаси
булган L чизик ва ясовчилари Oz  укка параллел булган цилиндрик сирт ясаймиз (75- чизма).

(8.8) тенглама Oxyz  координаталар системасида цилиндрик сирт тенгламаси эканини курсатамиз.
Щ х ; у\ z ) — цилиндрик сиртнинг ихтиёрий тайинлан- ган нуктаси булсин. М нукта оркали утувчи ясовчи-

3 - § . Ц и л и н д р и к  сирт

F ( x -  у )= О (8.8 )

Z

74- чизма 75- чизма
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нинг L йуналтирувчиси билан кесишган нуктасини N деб белгилаймиз.
N  нукта М  нуктанинг О ху  текислигидаги проекция- сидир. Шунинг учун М  ва N нукталар битта х  абсцисса ва битта у  ординатага эта. N  нукта L  чизикда ётгани учун, у эгри чизикнинг (8.8) тенгламасини каноат- дантиради.Демак, бу тенгламани М(х; у\ z) нуктанинг координа- талари хам каноатлантиради. О хуг  фазода L йуналти- рувчи куйидаги иккита тенглама системаси билан аникланади:

тенгламалар цилиндрик сиртларнинг L йуналтирувчи чизикларини мос равишда O xz  ва О уг  текисликдаги холатини аниклашини курсатиш мумкин.Цилиндрик сиртларга мисоллар курамиз.
цилиндрик сирт э л л и п т и к  ц и л и н д р  дейилади (76- чизма). Унинг ясовчилари Oz  укка параллел, ярим уклари а ва Ь булган Оху  текисликда ётган эллипс эса унинг йуналтирувчисидир. Агар а =  Ь булса, унинг йуналтирувчиси айлана булади, сирт эса т у г р и  д о и р а -  вий ц и л и н д р  булади. Унинг тенгламаси:
линдрик сирт г и п е р б о л  ик ц и л и н д р  дейилади (77- чизма). Бу сиртнинг ясовчилари О у  укка параллел, йуналтирувчиси эса Oxz текисликда жойлашган гиперболадан иборатдир.

Г F(x\y) =  О, 
[ 2 =  0.Худди шунга ухшаш Г F(x;z) =  0, 
\ У = 0;
[F(y ,z) =  О, 1 х =  0

х2 +  У2 =  а2.-пг =  1 тенглама билан аникланадиган ци- 
Ь2

231



4- §. Конус сиртБирор Q  текисликда L иккинчи тартибли чизик ва бу текисликка тегишли булмаган нукта берилганбулсин (78- чизма).

Т а ъ р и ф .  Фазодаги Мо нуктадан утиб, L ни кесиб утувчи барча тугри чизик.лар туплами иккинчи тартибли конус сирт (ёки конус) деб аталади. Мо нукта конус учи, L чизик конус йуналтирувчиси, конусни косил килувчи тугри чизиклар эса унинг ясовчилари деб аталади.232



Конус ясовчилари булган тугри чизиклар маркази конус учида булган тугри чизиклар богламига тегишли булади. Энди конус тенгламасини келтириб чикарайлик. 
Q  текислик ва ундаги L  чизик О ху  текисликда ётган булсин. М^хо', уо\ zo) эса Оху  текислигида ётмаган ихтиёрий нукта булсин. Конуснинг ихтиёрий М(х; у, 
z) нуктасини олайлик, у колда МоМ тугри чизик конуснинг ясовчиси булиб, L  чизик билан М\(хй уй 
z i) нуктада кесишади. Mo, Mi ва М нукталар бир тугри чизикда ётгани учун

М Ж = Ш о Мтенглик уринли. Бу тенгликдан:
Х\— Хо — М х  — Хо), Х\ — хо +  Ц х  — хо),
У\ — Уо =  Ц у  — уо), ёки у 1 = у о  +  Ц у —уо),
Z o — Z —  Mz —  Zo)  Zo +  M z  — 2о)=0.Сунгги тенгликдан А, ни топиб, олдинги икки тенгликка куямиз:

х —хп у —Уп
x i = x o + — z •z0 ; y l = y 0+  -z0. (8.9)

M\£L  =>- F(xi; y i)  =  0 ёки
р ( хо + ^ - - г 0-,Уо+ ŷ j - z 0) = 0 .  (8.10)\ z~  z0 z0 ~ z /(8.10) ифода конус тенгламаси дейилади. Иккинчи тартибли конуснинг декарт координаталар системасида- ги энг содда тенгламаси

—  —  +  —  =  о-
в2 Ь2 +  с2 ’

( 8 .11)

-  ** + ^  +  -^- =  0 
а 2 ' Ь2 ' С2куринишларда булади.Тенгламаси (8.11) куринишда булган конусни те- кисликлар билан кесилса, кесимда кандай иккинчи тартибли чизиклар косил булишини аниклаймиз.
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1. Конусни z =  A (A > 0 ) текислик биланкесимда х2 , v2 А2 - - * ! _  +  - 1 —  _  | ? ) ’  ( f ) !эллипс косил булади.2. Конусни у =  А (А > 0 ) текислик биланкесимда
т + т~'гипербола косил булади.3. Конусни ------ j  =  Л (А >0 ) текислик билан кесеак,кесимда -  +  ^  =  О„2  ' ь2 Л  —  U >— =  АС

системанинг ечими булган у * =  —  b 2h ( 2 -  -* — А  ̂ парабола косил булади.4. Конусни «/ =  0 текислик билан кессак, кесимдаjc2 г2—j - ------г- = 0  тенглама билан аникланувчи кесишувчиаг сгиккита тугри чизик косил булади. Шунингдек, х =  0 те-А </2 z2 пкислик билан кессак, кесимда —2 -----= 0  тенглама
bz сгбилан аникланувчи кесишувчи иккита тугри чизик косил булади.5: Конусни х-  — - = 0  текислик билан кессак, ке-
2симда устма-уст тушган иккита ~  = 0  ёки у2 =  0 тугри

Ь*чизик косил булади.М и с ол .  Йуналтирувчиси Оху  текисликдаги к2 — 4г/2= 1  гиперболадан иборат, учи (1; —2; 1) нукта- да булган конус тенгламасини тузинг.234



Е ч и ш .  Масала шартига кура
L : F(x\y)= j?  — 4y2 — 1 = 0 ;  х0 — 1; у0=  — 2, z0= l .(8.9) формулата асосан х  ни

х~ ±  + 1 = ^ = 1  билан, у  ни * ± £  - 2 =  у-±2£.
I —г I — 2 I —г 1—гбилан алмаштирсак, (8.10) формула куйидаги кури- нишни олади:

Бу тенгламани соддалаштирсак, изланаётган конус тенгламасини косил киламиз:
Q  текисликда бирор L чизик ва / тугри чизик бсрилган булсин.Т а ь р и ф .  L чизикнинг / тугри чизик атрофида айланишидан ко°ил булган Ф фигура а й л а н м а  с и р т  деб аталади. Бунда L айланма сиртнинг меридиани, 

I айланиш уки деб аталади.Равшанки, L чизикнинг кар бир нуктаси / атрофида айланишида бир°р айланани косил килиб, бу айлана- нинг маркази т^гри чизикда булади. Айланма сиртнинг тенгламасини келтириб чикарамиз.Декарт координаталар системасини шундай танлаб оламизки, бунда Q -^ (O y z )  текислик, l —( O z ) ук камда
булсин.

L чизикнинг (O z ) ук атрофида айланишдан 79- чиз- мадагидек Ф сирт косил булган булсин. М(х\ у\ z ) шу сиртга тегишли ихтиёрий нукта булсин. М нуктадан Oz  укка перпендикуляр утказсак, кесимда маркази 
O i£ (O z )  нуктадЯ булган бирор айлана косил кили- надики, у айлана L чизик билан М |(0; уй z i) нукта- да кесишсин. У  холда О i нинг координаталари (0; 0; z ) булади. Кесим айланадан иборат булгани учун:

х2 — 4 у'2 — 16z2 — 2 xz  — 16 yz  -(- 2z — I =  0.
5-§. Айланма сиртлар

L:F(x\ z ) = 0

(yiO, M) =  p(Ou M|). (8 . 12)235



Бу масофалар икки нукта орасидаги масофани топиш формуласига кура куйидагича булади:
P ( 0 , M ) =  — + ( y  — 0 f + ( z  — z f  =  y jx 1 +  t/2 ,

P ( 0 | I A I ) =  д /Г о  0 ? + (у \ —  O f +  ( z — z ) 2 =  л[у] =  \уА- Бу кийматларни (8.12) тенгликка куямиз:
\ytI =  =►  У\ =  ±  •

M \ £L  булгани учун:
F ( ±  ; z )  = о .  ( 8 . 1 3 )(8.13) тенглама L чизикни Oz ук атрофида айлантиришдан хосил булган айланма сиртнинг тенгламасидир.Агар L чизикни мос равишда Ох  ва О у  уклар атрофида айлантир- сак, косил булган сиртларнинг тенгламалари мос равишда

F ( x - ,±  ^ y 2 +  z ? ) = 0  ва 
F ( y , ±  д/дс2-(-г2) =  0 (8.141

O yz  текисликдабулади.1- м и с ол .  жойлашгана) +  4  =  1 эллипс; б) —  — ~  =  1 гипербола; в) ft с ft с
y2 — 2pz параболаларнинг O z ук атрофида айланишидан хосил буладиган айланма сиртларнинг тенгламаларини тузинг.Е ч и ш. (8.13) формулага асосан:а) эллипсни Oz  ук атрофида айлантсирак,( У ^ + у 2)2 ..2 Л+  4  =  ift" с" ft" ft" с2сирт хосил булиб, айланма эллипсоид деб аталади. б) гиперболани Oz  ук атрофида айлантирсак,

, z2 , - х2 , у "

— „ =  1 ёкис2 ft2
+  _  г = |. 9 9
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сирт хосил булиб, у айланма гиперболоид деб аталади;в) параболани Oz  ук атрофида айлантирсак.
сирт хосил булиб, у айланма параболоид деб аталади.2 - м и с о л .  у — х  тугри чизикнинг Ох  ук атрофида айланишидан хосил булган айланма сирт тенгламасини туз ИНГ.Е ч и ш .  у =  х  тугри чизик тенгламасида у  ни
бу — изланаётган айланма сирт тенгламаси булиб, у доиравий конус сиртдан иборатдир.

Т а ъ р и ф. Фазодаги декарт координаталар системаси- да
тенгламани каноатлантирувчи барча нукталар тулла^ мидан хосил булган сирт эллипсоид деб аталади, бунда 
а, Ь, с сонлар унинг ярим уадари дейилади.(8.15) тенглама билан берилган эллипсоиднинг шаклини ва баъзи геометрик хоссаларини аниклайлик.1. (8.15) тенглама иккинчи тартибли алгебраик тенглама булгани учун эллипсоид иккинчи тартибли сиртдир.2. (8.15) тенгламага эътибор берсак, учта мус<' >т соннинг йигиндиси бирга тенгдир, бундан

( ±  л/ ^ + У 2)2— 2pz ёки x* +  y l =  2pz

ан алмаштирамиз:
х = ±  д[tf +  z2 ёки x2—y2 — z2= О,

6- §. Эллипсоид
(8.15)

еки z2< c 2,булардан: (8.16)
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Эллипсоид чегаралаиган сирт булиб, кирралари 2а, 2с, 2Ь тугри бурчакли параллелепипед ичига жойлашган фигурадан иборатдир.3. (8.15) ва (8.16) формулалардан куриниб турибди- ки, агар кушилувчилардан бирортаси бирга тенг булса, колган иккитаси ноль булиши керак. Масалан, дг  — а'2 булганда у2 =  0, 2 " =  и булиб, х — ± а ,  у =  0, z =  0 ва эллипсоид (Ох)  укини А\(а\ 0; 0), Л г ( —а; 0; 0) нукта- ларда кесиб утади.Худди шунга ухшаш, бу эллипсоид Оу  укини Bi(0; Ь\ 0),0; — Ь\ 0) нукталарда О г  укини С|(0; 0; с), Сг(0; 0; — с) нукталарда кесиб утади.Бу нукталарга эллипсоиднинг учлари деб аталади.4. Эллипсоидни координата текисликлари билан кесилганда кесимда косил буладиган чизикларни аниклаймиз:а) эллипсоидни Оху  текислик билан кесайлик. Бу холда X2 4 +  4  = 17  +а1 ь2 г  =>оIIN аяьни Оху  текислидаги эллипс хосил булади;б) О хг  ((/ =  ()) текислик билан кессак:
2 ' l2а о

JC2 z2—  - f  —  =  1о > •>4 = 0эллипс хосил булади;в) Oyz  (х =  0) текислик билан кессак:
в2 +  62 +  с2 
х =  0

.9 1 9
эллипс хосил булади.5. Эллипсоидни координата текисликларига параллел текисликлар билан кесилганда кесимда хосил буладиган чизикларни аниклаймиз.Эллипсоидни Оху  текисликка параллел булган z =  h текислик билан кессак, тенгламаси



Z  +  Z + s = l
a2 ' b2 ' с? ' 

Z  =  h

Z  +  Z _ , _ ^
а’  Ьг гбулган эгри чизик косил булади. Бу ерда уч колбулиши мумкин: l2а) — c < h < c  булса, 1----- — > 0  булиб,

<Гх2 и2 А2
—  4- —  =  1—  —
в2 ^  ь2 с2тенгламага эга буламиз, бу эса маркази (0; 0; Л) нукта- да ва г =  Л текисликда ётувчи эллипсдан иборатдир;х2 2б) А =  с ёки h =  — с  булса, —  - f  \  = 0  булиб, бу

а Ьшарт факатгина к =  0, у  =  0 булгандагина бажарилади, демак, z  =  с  текислик бу колда эллипсоид билан (0; 0; с )  нуктада, z — — c  текислик эса (0; 0; — с) нуктада кесишади. Бу текисликлар эллипсоидга шу нукталарда мос равишда уринма текислик буладилар; 1.2' - 7 < °в) А > с  ёки Л <  — с  булса, у колда х2булиб, -z- Н---- т =  1------- нинг унг томонида манфий сон
а Ь Скосил булади, чап томони эса доимо мусбат, демак z > c  ёки z < — с текисликлар «эллипсоид билан кесишмайди.Эллипсоидни бошка координата текисликларига параллел x  =  h ,  y  —  h  текисликлар билан кесилса, косил булган кесимларни юкоридаги каби аниклаш мумкин, биз уни укувчига кавола киламиз.6. Агар М\(х\ у, z) нукта эллипсоидга тегишли булса, Мт(—х; —у:; — z) нукта кам унга тегишли булади, бундан куринадики, эллипсоид координаталар бошига нисбатан симметрии жойлашган. Бу маълу- мотлар эллипсоиднинг куринишини 80- чизмадагидек чизишга ёрдам беради. Хусусий колда а =  Ь ф с  булса,

X2 - I-  2 22—^ ---- 1— j  =  1 айланма эллипсоид косил булади.Агар а =  Ь =  с булса, х 1-\-у2-\-z 1= а2 булиб, маркази координаталар бошида ва радиуси а га тенг сфера косил239



булади, а ф Ь ф с  шартда эллипсоид уч у к л и  дейилади.М и с ол .  Уклари декарт координата укларида жой- лашган ва М  (1; 0; 3) нуктадан утиб, Оху  текислик2 2билан *■ -(- |  = 1  эллипс буйича кесишувчи эллипсоидтенгламасини тузинг.Е ч и ш. Изланаётган тенглама+ г2
куринишда булиб, а, Ь, с ларни топиш кифоя. МасалаJC2 и2шартига кура z =  0 да —  +  2 = 1  эллипс хосил булади, уни берилган х1̂9 эллипс билан солишти-риб, а2= 1 9 , Ь2 =  4 ларни тонамиз.Af(l; 0; 3) нукта изланаётган текисликка тегишли булгани учун 04 + с2 19̂ 2 'Демак, изланаётган

2г‘х2 и2
—  4 - ' +  -19 1 4 ' 19,2 =  1 .

тенглама куйидагича булади.

80- чизма
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7- §. Ги пе р б ол ои д л арГиперболоидлар икки хил булади. Агар гиперболами мавхум уки атрофида айлантирсак, хосил булган сирт 
бир паллали айланма гиперболоид деб аталади ва бу сиртнинг тенгламаси
куринишда ёзилади. Агар гиперболани хакикий ук атрофида айлантирсак, хосил булган сирт икки паллали айланма гиперболоид деб аталади ва бу сиртнинг тенгламаси
куринишда ёзилади.Бир паллали гиперболоид. (8.17) тенглама билан берилган бир паллали гиперболоиднинг шаклнни ва баъзи геометрик хоссаларини аниклайлик (81- чизма).1. (8.17) тенгламадан бир паллали гиперболоиднинг иккинчи тартибли сирт эканлигини курамиз.2. Бир паллали гиперболоиднинг координата уклари билан кесишиш нукталарини аниклаймиз:а) (Ох)  ук (у =  0, 2 =  0) билан кесишиш нуктаси:

Демак, бир паллали гиперболоид О х  укини А\ (а; 0; 0), Аг( — а; 0; 0) нукталарда кесади.6) (О у ) ук (х =  0; z = 0 )  билан кесишиш нуктаси:

Демак, бир паллали гиперболоид Оу  укини В\ (0; Ь\ 0), 
Въ (0; — Ь\ 0) нукталарда кесади.

^  _  /  _  Iа2 Ь2 С2 ( 8 . 18)

2 =  0

2  =  0 .

16—632 241



в) (Ог)  у к (х  — 0; у =  0) билан кесишиш нуктаси:/  +  у2
а2 +  Ь2 

х =  0,
У =  о =>г2 =  — с2.

Бу тенглик хакикий соилар сокасида уринли эмас. Шунинг учун бир паллали гиперболоид Ог  уки билан кесишмайди ва О г  ук гиперболоиднинг мавхум уки деб аталади. Л,, Л2, В,, В2 нукталзр бир паллалигиперболоиднинг учлари дейилади.■3. Бир паллали гиперболоидни координата текислик- лари билан кесилганда косил буладиган кесимни аниклайлик.а) бир паллали гиперболоидни Оху  текислнк билан кессак, кесимда
2  =  0

>  ~ lf =* 4  + £ = I
эллипс косил булади;б) О х г  текислик билан кессак, кесимда+0гипербола косил булади;в) О уг  текислик билан кессак;

к =  0яъни кесим гипербола булади.4. Бир паллали гиперболоидни координата текислнк- ларига параллел текисликлар билан кессак, косил булган кесимлар ё гипербола, ёки эллипс булади.а) О ху  текисликка параллел г =  И текислик билан кессак:242



4 + = i. , V2 , ■ "2 +  —2 =  1 +  - у  . яъни
кесим— эллипс. Бунда |/г| сон катталашган сари эл- липснинг ярим уклари катталашиб, факат h =  0 булган- да эллипс энг кичик ярим укли булади;б) Оуг  текисликка параллел x =  U текислик билан кессак:х2•• + *  -  ,> - 4 - 1 - 4 .
h нинг кийматларига кура (А) тенгламада куйидаги холлар юз бериши мумкин:1) агар h — a булса, (А) тенглама куйидаги куринишда булади:

4  -  4  - о -  ? -  * = о , ;  +  ;  = о .яъни кесим (0; 0) нукгада кесишуви иккита тугри чизикдан иборат булади; А22) агар — а < / г < а  булса, I — ^  > 0  булиб, (А)
атенглама куйидаги куринишни олади:_ у  ** = i .

яъни кесим — мавхум уки Oz  га параллел булган гиперболадан иборат;
.23) агар \ h \ > a  булса, 1------  < 0  булиб, (А) тенглама куиидаги куринишни олади:. г2

1 .2 14 S -)  - < 5  -) =  1,



яьни кесим — мавхум уки О х  укка параллел булган гиперболадан иборат. Худди шу холлар гиперболоидни 
y =  h текислик билан кесганда хам содир буладн.5. Агар Af|(xi; у\\ zi) нукта гиперболоидга тегишли булса, М г ( —Х\\ —у\\ —z2) хам гиперболоидга тегишли булади. Бундан бир паллали гиперболоид иукталари координаталар бошига ва координата те- кисликларига нисбатан симметрик эканлиги келиб чикади.Шу маълумотларга асосан бир паллали гиперболоидни чизиш мумкин (81-чизма).Хусусий холда, а =  Ь булса, (8.17) тенглама
* ± 1 _  *2 . *---- г------- ~т =  1 га келтирилади, 6v эса бир паллалиа сайланма гиперболоидни аниклайди.Куйидаги

X 2 и2 г2
~  ~  1 (8.19)ёки

( 8.20)тенгламалар хам бир паллали гиперболоид булиб, улар мавхум уклари билангина фарк килади. (8.19) да Оу  мавхум ук, (8.20) да О х  мавхум укдир.Икки паллали гиперболоид. (8.18) тенглама буйича бу сиртнинг шаклини ва баъзи геометрик хоссаларини аниклайлик.1. Икки паллали гиперболоид иккинчи тартибли сиртдир.2. Икки паллали гиперболоид координаталар бошига ва координата текисликларига нисбатан симметрик жойлашган.3. Икки паллали гиперболоид факатгина О х  ук билан Л|(а; 0; 0), Аг(—а; 0; 0) нукталарда кесишиб, бошка координата уклари билан кесишмайди, демак, 
Оу, О г  мавхум уклардир. Бундан эса, икки паллали гиперболоид икки кисмдан иборат булиб, улар Oyz  текисликка нисбатан симметрик жойлашганлиги келиб чикади (82- чизма).4. (8.18) тенгламани Оуг  текисликка параллел x  =  h текислик билан кессак,
244



М )булиб, бунда куйидаги икки хол булиши мумкин:

куринишни олиб, кесим эллипсни аниклайди;б) h — a да кесим факат битта А \- (а; 0; 0) ёки 
А$( — а\ 0; 0) нуктадан иборат булади.Икки паллали гииерболоиднинг бошка координата текисликлари ва бу текисликларга параллел текисликлар билан кесимлари хам гиперболадан иборат. Умуман, юкоридаги бир паллали гиперболоид тенгламасини текширишдаги барча мулохазалар икки паллали ги- перболоидга хам теги1нлидир.Хусусий холда, Ь — с булса, (8.18) тенглама
куринишини олади ва у
гиперболанинг {у =  0 текисликда) О х  ук атрофида айланишидан хосил булади. Агар (8.18) тенглама

куринишда булса, у холда булар хам икки паллали гиперболоид булиб. (8.21) тенглама учун Ох, О у  уклар; (8.22) тенглама учун Ox, Oz  уклар мавхум уклар булади.

А2а) |Л| > 0  => 2 — 1 > 0  булиб, (А) тенглама
П‘

а
х,2
,2

(8.21)еки
г‘2 (8.22)с'.2
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83- чизмаМ и с о л .  Декарт коордииаталар системасида М\ (0; 0; 4) ва Мг (0; 0; —4) нукталар берилган. Фазода шундай нукталар туплами топилсинки, уларнинг дар биридан М  |, М 2 нукталаргача булган масофалар айирмасипинг абсолют киймати 6 га тент булсин.Е ч и ш .  Фараз килайлик, М(х\ у\ г) масала шартини каноатлантнрадиган нукта булсин, яъни
lp (M i, Л4)|=6.Су Денгликни координаталарда ёзамиз:I ^x'2 +  y ’ + ( z  — 4)2 — y2+ ( z  +  4 )21 = 6

ёки

^ x 2 +  y2 +  (z — 4 f  =  ± 6  +  л/ха+ у 2+  (2 +  4)2 .Кейинги тенгликнинг хар иккала кисмини квадратга кутарамиз:
х2 у 2 z2—82 +  16 ==  36 +  х2+//2+ 22+ 82 +  1 6 ±  12 -yJx2-\-tf-\-(z-\-4f 

ёки ± 3  ^ x 2 +  y2 +  {z +  4)2 = 4 z  +  9.Яна бир марта квадратга кутариб соддалаштирамиз:
Х.ОСИЛ булган тенглама икки наллали гиперболоидни 
аниклайди.

246



8 - § .  П а р а б о л о и д л а рДекарт коордииаталар системасида Oz  укига сим- I метрик парабола берилган булсин. Унинг Oz  ук атрофида айланишидан хосил булган сирт эллиптик )
тенглама билан ифодаланади. Параболанинг О х ук атрофида айланишидан хосил булган сирт гиперболах 
параболоид деб аталади ва у
тенглама билап ифодаланади. Бу сиргларни урганамиз.I. Эллиптик параболоид. Эллиптик параболоиднинг шаклини ва унинг баьзи геометрик хоссаларини(8.23) тенгламани тскшрриш оркали аниклаймиз (83- чизма).1. Эллиптик параболоид иккинчи тартибли сирт булиб, бу сирт коордииаталар бошидан утади.2. Эллиптик параболоиднинг координата уклари билан кесишиш нукталарини аниклаймиз.а) О х  ук (</ =  0, 2 — 0) билан кесишиш нуктаси:

Демак, изланаётган нукта: О  (0; 0; 0);б) Оу  ук (лг =  0, 2 =  0) билан кесишиш нуктаси:

параболоид деб аталади ва уу  +  *2 = 2 г , ( р > 0 , <7>0) (8.23!)

(8.24)

«/=0.
2  =  0

Р

х =  0, 2  =  0Демак, изланаётган нукта: 0(0; 0; 0);в) Oz  ук (х —0, у =  0) билан кесишиш нуктаси: 247



=> 2z — 0 = & z—Q.* =  0,й  оИзла наетган нукта: 0(0; 0; 0). Демак, эллиптикпараболоид координата уклари билан факат координа- талар бошидагина кесишади.3. Э ллиптик сиртни координата текисликлари ва уларга параллел ^екисликлар билан кесилганда хосил буладиган кеснмни аниклаймиз.а) Оху  текисли^ билан кесишиш чизиги
яъни (0; 0) нукта булади;б) Oxz  текислик билан кесишиш чизиги

U  =  0симметрия уки Oz  булган нараболадан иборат;в) Oyz  текислик билан кесишиш чизиги хам параболадан (y1 2 3 =  2qz) иборат;г) z =  h текислик билан кесишиш чизигини аниклай-

(А) тенглама учун куйидаги холлар булишн мумкин:1) h =  0 булса, 2 =  0 булиб, юкоридаги а) хол такрорланади;2) /г< 0  булса, р > 0, q > 0 булиб, (А) тенглама уринли булмайди (мавхум чизикка эга буламиз);3) h > 0 булса, (А) тенглама

миз:
И )
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куринишни олади ва бу тенглама z =  h текисликдаги эллипсни беради.Бундан ташкари х  =  И ва y =  h текисликлар билан кесишиш чизиги параболадан иборат булади.4. х, у  узгарувчилар (8.23) тенгламада жуфт дара- жада катнашганлиги учун эллиптик параболоид Охг,  
Oyz  текисликларга нисбатан симметрии жойлашади. Бу текисликларнинг кесишишидан хосил булган Oz  т^гри чизик эллиптик параболоиднинг уки деб аталади. Эллиптик параболоид 83- чизмада тасвирланган. Хусусий холда р — у  булса, (8.23) тенглама х2 -(- у* =  2pz куринишда булиб, у айланма параболоиддан иборат булади.Уклари О х  ёки Оу  дан иборат эллиптик параболо- идлар мос равишда

у2 . z2 о- - *2 1 г2 0— 4- = 2 х  еки +  =  2у
Р  <1 Р  Ртенгламалар билан ифодаланади.II. Гиперболик параболоид. (8.24) тенгламаси буйича гиперболик параболоиднинг шаклини ва баъзи геометрик хоссаларини аниклайлик.1. Гиперболик параболоид иккинчи тартибли сирт булиб координаталар бошидан утади.2. Координата уклари билан факат координаталар бошида кесишади.3. а) Бу сирт О ху  текислик билан кесилганда кесимда иккита кесишувчи тугри чизик хосил булади;б) O xz  текислик билан кесилганда эса кесимда симметрия уки O z  булган х2 =  2pz  парабола хосил булади;в) Oyz  текислик билан кесилганда кесимда симметрия уки Oz  дан иборат y2 =  2qz парабола хосил булади.4. z = h  текислик билан кесилганда кесимда:JC2 2а) Л > 0  шартда = 1  гипербола;

jc2 v2б) h <  0 шартда — ^  =  1 гиперболахосил булади. x = h ,  y — h текисликлар билан кесилганда кесимда хар доим парабола хосил булади. Шу маълумотларга асосланиб гиперболик параболоидни 84- чизмадагидек сирт куринишда тасаввур килиш249



мумкин, баъзан бу сирт- ни «эгарсимон» сирт деб кам юритилади.М и с ол .  дг2— у2 =  =  12z теиглама бнлан берилган сиртнинг шаклини аникланг.Е ч и ш. Берилган сирт тенгламасини
куринишда ёзиб ола- миз. Демак, берилган тенглама айланма гипсроолик иараболоидни тасвирлайди.

М А Ш К Л А Р1. Куйидаги сфераларнинг маркази ва радиусини аникланг:а) х2 +  у2 +  z2= 2 a z ;б) x2 +  y 2 +  z2 — Зх +  5у — 4г =  0;в) х1 -\-ц2 +  z2-\-4х +  2и — 2г — 18 =  0;г) х2 4- у2 4- z2 — 2у — Gz =  0;Д) x2 +  y2 +  z2 +  202 =  0;е) х2-^ y24 - z * ~  4х — 6г =  0.2. Куйидаги тенгламалар кандай сиртларни тасвирлайди:а ) 25х2 +  3у 2 -  15г2 -  75 =  0;б) 4 ^  +  250*+ Юг2-  100 =  0;в) 4дг2+//2 —8г =  0;г) 4x2~i~бг2— 24 =  0;д) г2+  22— 4дг+ I = 0 ;е) 9у2-  16г2 +  642— 18у -  199 =  0;ж) 2Х2 — у2 — z2 =  0;з) 3 ^  +  4у2— 12г2 =  0.3. А (3; — 1; 2) нукта куйидаги тенгламаси билан берилган сфераларнинг сиртида, ичида ёки ташкариси- да ётишини аникланг:а) (x +  4 f  +  ( y -  11/ +  (2 +  12)2 =  625;
б )  < *  — 3 ) 2 +  ( у +  1 ) 4 ( 2 -  1 ) 2 =  4 iв) ( x - 2 f  +  ( y -  1 )2 +  ( г - 6 ) 2 =  25;250



r) * 2 +  «/2 +  z2 — 8х +  6# — 4z +  22 =  0;д) х2 +  i/2 +  г2 — 2х +  3у — г — 3 =  0.4. КуйидагиJ  (Х - 3 ) 2 +  («/-4 )2 +  г2- 2 8 ,\ \x-\-y — 2 — 9 =  0айланадан ва Л (7; —3; 1) нуктадан утувчи сферик сиртнинг тенгламасиии тузинг. Унинг маркази координа таларини ва радиусини аникланг.5. Ушбу * + 5  у + п  =  г - 93 5 - 4тугри чизик билан х2 у2 +  z2 4х — 2у-\- 10z— 19 =  0сферанинг кесишиш нуктасини топинг.6. О хг  текисликдан 3 бирлик узокликда ва Л (1; 3; —2) нуктадан 4 бирлик узокликда жойлашган нукта- ларнинг геометрик урни тенгламасиии тузинг.7. x  =  z тугри чизикнинг Oz  ук атрофида айланн- шидан косил булган айланма сиртнинг тенгламасиии тузинг.8. Куйидаги тенглама кандай сиртни тасвирлайди:3 /  + 3^4-81 г2-3 2 4  =  0?
2 2 29. Ушбу * -  +  ^  — 1 эллипсоиднинг

z — 0; ±  1; ± 2 ;  ± 3 ;  к =  0, у =  0текисликлар билан кесишишидан косил булган ке- симларни топинг.- Г2 u2 Z210. —  4- 4 - +  .=  1 эллипсоиднинг Л (2; 3; 5) нук-9 4 отасига утказилгак уринма текислик тенгламасиии тузинг.11. х24 -2у24"20# — г24-34 =  0 тенглама билан берилган сиртнинг шаклини аникланг.jc2 2 z212. -  4- \ -----— =  1 бир паллали гиперболоидга1 и У 4Л (—3; 2; 4) нуктада уринувчи текислик тенгламасиии тузинг.



13. У ш б у

x2 +  y2 +  z? =  a2, x +  у +  z — аайланадан ва А(а;а;а) нуктадан утувчи сферик сирт- нинг тенгламасини сзинг.14. 4х — 3y-j-7z — 20 =  0 ва jc =  0, у — 0, z — О те- кисликлардан косил булган тетраэдрнннг ичига чи- зилган сферик сиртнинг тенгламасини ёзинг.х2 2 г215. Ушбу — -gg- =  1 тенглама кандай сирт-ни аниклайди? Унинг z — 2 текислик билан кесишишидан кандай чизик косил булади?16. Куиидаги сиртлар билан тугри чизикларнинг кесишиш нуктасини топинг:а) х̂ _49
2б >1* +  , х2в )  - Т  +,  х2

г )  16 -

у 236 +  т =  1 ва х —3 у  —  4 г +  2 3 — - 6  — 4
У2 г2 =  1 ва х у —  1 2 —216 4 4 —3 4 ’

У 2 =  2  ва х + 1 У — 4 2 - 35 2 - 1  2 ’V2 — г  ва х —2 У  г - Н9 - 2 3 2 ‘
х г  и ZT17. Ушбу -jg- — ~  =  — 1 икки паллали ги-перболоидни координата текисликларига параллел те- кисликлар билан кесилганда косил буладиган ке- симларни текширинг.18. х ? - у 2= 1 2 г  тенглама билан берилган сиртнинг шаклини ва бу сиртни координата текисликлари билан кесилганда косил буладиган кесимларни аникланг.19. m нинг кандай кийматида x - j - m z — 1 = 0  текислик х2-\-у2 — z2=  — \ икки паллали гимерболоидни кесганда кесимда: а) эллипс; б) гипербола косил булишини аникланг.20. т нинг кандай кийматида х-\-ти — 2 =  0 те-х2 г2кислик —  —  — у  эллиптик параболоидни кесгандакесимда: а) эллипс; б) парабола косил булишини аникланг.
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9 - Б О БА Н А Л И Т И К  ГЕО М ЕТРИ Я  ВА ЧИЗИК.ЛИ А Л Г Е Б Р А Г А  Д О И Р  М А С А Л А Л А Р  Е Ч И ШМазкур бобда юкорида баён килинган дастур материалами мустахкзмлаш учуй ечишга дойр мисол ва масалалар келтирилган. Куп масалалар ечилишлари билан берилган. Масалаларнинг купчилиги бир меча йил давомида Тошкент Давлат олий техника дорилфунунида ва бошка техника институтларида олий математикадан утказиб келинаётган олимпиада вариантларидаги масала ва мисоллардан булиб, талабадан чукур билим ва маълум тайёргарлик талаб этади.1. Куйидаги детерминантни хисобланг:1 О О 0 2 0 0 « + 1  

л +  2 0

2 п 0 0бунда п — жуфт сон.Е ч и ш. Агар k — 1,2,..
. 0 пу  кийматлари учун дастлаб

k ва (n — k) сатрларнинг, сунгра k ва (п — k) устунлар- нинг уринларини мос равишда алмаштирсак, бизга маълумки, бундай алмаштиришдан детерминант кийма- ти узгармайди. Аммо диагоналида квадрат матрица- лардан иборат блок-диагоналли к^'ринишдаги матрицага айланади. Бундай матрица детерминанти иккинчи тар- тибли матрицаларнинг детерминантлари купайтмасига тенг ва у
k n-\-k

2/2 —  k -f-1 n —  k -f- 1куринишдаги матрицадан иборат. Бундай куринишдаги хар кандай матрица k га боглик булмайди ва у — «(2/2 +  1) га тенг. Демак, берилган детерминант| — « (2 « +  1)1*га тенг.
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2. Нолга тенг булмаган я- тартибли А детерми- нантнинг элементлари ± 1  сонлардан иборат булса, л ^ З  учун М | < ( п - 1 И л - 1 ) !тенгсизлик уринли эканини исбот килинг.И с б о т .  Масала шартига кура |Д | =^0 булгани учун, л =  3 булганда ихтиёрий детерминантни унинг элементла- рининг абсолют кийматини узгартирмаган холда сатр ва устунларининг уринларини алмаштириб, сунгра сатрларини — 1 га купайтириб,1 1 1 — 1 1 11 — 1 1 =  4 ёки 1 - 1  11 1 - 1 1 ' 1 - 1куринишлардан бирига келтириш мумкин.Демак, л —3 учун |Д | г^4 =  (3 — 1) (3 — 1)! тенгсизлик уринли. Фараз килайлик, ( л— I )-тартибли хамма детерминантлар учун юкюридаги тенгсизлик уринли булсин. Энди я-тартибли детерминант учун хам тенгсизлик тугрилигини курсатамиз. Унинг учун, элементлари ± 1  булган А детерминантни ихтиёрий сатри буйича ёямиз:IА | =  | ± A f,i  ... ±  Min\ ^  I М,г| 4-+  1Л4а | .+ . . . +  |ЛЫ  < я ( я - 2 ) ( я - 2 ) !л(я —2 ) < ( л  — I f  ни эътиборга олсак,| Д | < ( л - 1 ) ( л - 1 ) 2келиб чикади. Тенгсизлик исбот булди.3. я ^ З  ва Сц =5̂ =0 булса,; с1( с|2... с,„С2| с 22 — с2в
С п\ С я2 —  с пл

X

254



с 1\ С 12 С 11 С 13 С И С 1п

С 21 с 22 С 2\ с 23 С 21 С 2п

I С И С 12 С 11 с 13 С 11 С 1л
1 Сл1 С п2 С п1 С пЗ ^n\ Спптенглик уринли эканини исбот килинг.И с б о т .  Детерминантнинг i'-сатрини —  га купайти-сириб, ундан биринчи сатрини айирсак, натижада куйида- ги детерминантга эга буламиз, яъни

с \\

0 / V ,
счс

1 С21 г

С\п

с 2\°22 w 12 С11 С 2п с и ' С11
0 г  „ ^12* Сл1 п Сп\

1 п2
С \\

** СПП Ч / Г
с иБу детерминантнинг биринчи устун элементлари буйича ёйилмасини ёзамиз: С21 С21

с 22 — С \2‘ С 11 •• ^2л - с т - ~ -  
С \ 1

с \\ *
С Л1 Сл1с л2 С п ^ ■ с п„ — С | « ~111 С 11

С 22С \ 1 С \2С 2\ —  с 2лС Н С 1лС 21
с \\

п — 2! 1
C n2C U С 12Сл1 • ■ СппС  II С 1лС л1

I С П С 12 С\\ С 1л I
1 С21 с 22 С 21 с 2л |

СII с 12 С 11 t-ln 1С „| Сп2 ! C/in 1
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Демак, тенглик уринлн экан.4. Ушбу «И а 12 й13 а2( #22 а23 а31 а32 а33X  7 “ 2 1 + 4 - +  4 з • +  fl32 +  а-,',генгсизлик уринли эканини исбот килинг.И с бот.  a * = { a i ,,  а*2, а*3} (бунда & = 1 ,3 ) векторлар-ни караймиз. Бу векторлар учун куйидаги тенгсизликни ёзиш мумкин: (a'i, а*, аз) <  |а,| • \а-г\ • |а3|.Тенгсизликнинг чан томони а* векторларнинг аралаш купайтмасидан, унг томони эса уларнинг узунликлари купайтмасидан иборат. Бизга маълумки, параллелепи- педнинг дажми унинг кирраларининг купайтмасидан (аралаш кунайтмадан) катта эмас. Шунинг учун юкоридаги тенгсизлик уринлидир.5. Учинчи тартибли А квадрат матрицанинг детерми нанти 16 га, дар бир устундаги элементлар йигиндиси 4 га, бош диагоналдаги элементлар йигиндиси 8 га тенг. 
А матрицанинг барча хос сонларини топинг.Е ч и ш. Масала шартидан А — 4Е  (бунда Е — учинчи тартибли бирлик квадрат матрица) матрицанинг дар бир устуни элементлари йигиндиси нолга тенглиги келиб чикади.Демак, А X  4£ матрицанинг сатрлари орасида чизик- ли богланиш мавжуд, шунинг учун куйидаги тенглик уринли булади: det(/1 — 4 £ ) = 0 .Бундан, 4 сони А матрицанинг хос сони эканлиги келиб чикади. Колган икки хос сонни Я| ва h> деб бслгисак, у долда масала шартига кура куйидаги тенгликларни ёзиш мумкин: Я.| -f- Л-и —|— 4 =  8 ва 4Я,| -^2=  16.Булардан Я,i =  А.2 =  2 экани келиб чикади.6. А ва В лар я-тартибли дакикий элементли квадрат матрицалар булсин. Агар А ва В матрицалар коммутатив (яьни А В = В Л )  булса,

< V a n + a i2 +  a?3 X
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det(/l2 +  S 2) > 0тенгсизлик уринли эканлигини исбот килинг. Коммута- тив хоссага эга булмаган матрицалар учун det (Л2 +  В2) < 0  булишига мисол келтиринг.Е ч и ш .  Агар А В  =  ВА  булса, А ‘т+  В2 йигиндини
А'г-\-В'г—(А -\-iB)(A — iB) куринишда ёзиш мумкин(бунда t'2=  — 1). 2 =  det(/4 булсин, у холда де-терминантни хисоблаш коидасига кура: det(A — iB) =  z. Демак, det(A2 +  B2) =  d et(/ l+ /B )-d et(A -/fi) =

=  2 Z =  U |2> 0 .Энди A B = £ B A  булганда det(A2 +  fi2) < 0  булишини куйидаги миеолда курсатамиз.М и с о л . I 1 2) 1 0ва В = 1(о 1) 2булсин, у холда
А В  =-

булади.
А 2 = I О 4 1

\ВА  =
; В2 =

1 22 5
1 4 О 1булиб.

Л2 +  В2 =
2 4 4 2

det =  4 — 16 =  — 1 2 < 0 .7. 1„ — хамма элементлари бирга тенг булган п-тартибли квадрат матрица. Агар Е  я-тартибли бирлик квадрат матрица булса, у холда
1



тенглик_  уринли эканлигини исбот килинг (бу ерда 
( Е -  J„) матрица ( Е — J„) матрицага тескари матрица).И с б о т  Б е р и л га н  тенглик тугри деб, унинг иккала кисмини (£ — /„) га купайтирамиз. Тескари матрица- нинг таьрифига кура( £ -  „ 4 ;  ' . ) < £ - / „ > = £булади ва кавсларни очиб чиксак,

c ~ J n ~  „1ПГ-/Л+ — г 7 J 2n =  E  ё к и  J * = n J nни косил киламиз. Бу тенгликнинг уринли эканини курсатамиз: 1 1 ... 1 I 1 ... 1Г2 1 1 ... 1 1 1 . . 1я = *1 1 ... 1. 1 1 •. I
п п .. п 1 1 ... ]
п п .. п ! 1 ... 1— =  п

п п .. Я . 1 1 ... • .Демак, J'1„==nJn уринли булгани учун берилган тент- див хам уринли булади.8. А ва В — иккинчи тартибли квадрат матрицалар булсин. А матрицанинг хос сонлари 1 ва 3, в  матрицанинг хос сонлари эса 2 ва 4 га тенглиги маълум. Л +  В матрицаниш хос сонлари 5 ва б дан иборат булиши мумкинми? 1 ва 9 дан-чи? Мисол келтиринг ёки мумкин эмаслигини исбот килинг.F ч и ф. A - f  В матрицанинг хос сонлари Л ва В матри- цаларнинг хос сонлари йнгиндисига тенг булгани учун 
А +  В  Пинг хос сонлари 1 + 3 + 2 + 4 =  10. Энди 5+6+= 10 булгани учун 5 ва 6 сонлари Л + £  нинг хос сонлари булмайди.I ва 9 сонлари Л +  В нинг хос сонлари булишини курсатамиз: 2 0)I а



булсин. У холда а ва Ь сонларни шундай танлаш керакки, det(/4 +  B ) = i - 9  =  9булсин (бу холда детерминангнинг киймати матрица- нинг хос сонлари купайтмасига тенг). Масалан, а =  3, 
h — A кийматларни олсак.
булади. Демак, 1 ва 9 сонлари А-\-В  нинг хос сонлари булади.9. А ва В матрицалар
шартларни каноатлантиради.det(/l — В) факат учта — I, 0, 1 кийматларданбирини кабул килишини исбот килинг.Е ч и ш. (Л — В)2 =  .42— А В — В A -f- В2 =  А — 24В -|- В. 
(А — В )3 =  (4 — В) (А — 2 А В +  В)  =  А'1 — 2 А г В А В — - В а  +  2 В 4 В - В * = 4 - 2 4 В  +  4 В - 4 В  +  2 4 В - В  =  4 — В, яъни (A — B f = A  — В, шунингучун det(4 — B)J =  |det 
{А — B)f  =  det(4 — В).х3 =  х тенглама — 1,0,  1 ечимларга эга булгани учун det(4 — В) хам факат — I, 0, 1 кийматларни кабул килади.10. А — элементлари комплекс сонлардан иборат л-тартибли квадрат матрица, яъни A =  B-\-iC булсин, бу ерда В ва С — элементлари хакикий сонлардан иборат матрицалар.Элементлари В ва С матрицалардан тузилган 2л-тартибли А матрица тузамиз:
det4 =  | det/4\'2_ эканлигини исботланг.И с б и т .  А матрицанинг /г-устунини i га купайтириб, (л -f-fc) устунга кушамиз (бунда k = \ ,  2, ..., л). У холда куйидаги матрицага эга булзмиз:
Бу хосил булган матрицанинг (л -ffe) сатрини i га купайтирамиз ва уни fe-сатрдан айирамиз. Натижада

det(4 +  B) =  ^  = 2 1 - 1 2  =  9
4 2= 4 ,  В2 =  В ва 4 В  =  В4

В iB — C  
С  B - f i C



матрицага эга буламиз. Бунда А — элементлари А мат- рицанинг мос элементларига кушма комплекс сон булган матрицалардир. Демак,detА — detА • detA =  detA • det/4 =  | detA12.И . Квадрат матрицанинг элементлари узгарувчи 
z нинг комплекс сонли купхадларидан иборат. Ихтиёрий комплекс сон учун A(z) матрица A ~'(г)  тсскари матрица- га эга. A ~ \ z )  матрицанинг элементлари хам узгарувчи 2 комплекс сонли купхадлардан иборат булишини исбот килинг.И с б о т .  det A(z) узгарувчи z га нисбатан купхад булиб, у хеч вакт нолга тенг булмайди. Алгебранинг асосий теоремасига кура, хар кандай л-даражали купхад п та илдизга эга булади. Демак,deL4(2) =  const.
A(z) матрицанинг барча алгебраик тулдирувчилари хам 2 га боглик купхадлардан иборат булгани учун А ~ \ г )  матрицанинг элементлари г га боглик купхадлардан иборат булади.12. Кандай матрицалар учун А В  ва ВА купайтма мэьнога эга ва качон А В  — ВА тснглик уринли булади?Е ч и ш. А матрица (т Х п ) улчамли, В матрица (i'X /) улчамли булсин. Агар n =  s булса, А В  купайтма; 
t — m булганда ВА  купайтма маънога эга булади, яьни иккита матрицани узаро купайтириш мумкин.Агар А ва В матрицалар бнр хил улчамли квадрат матрицалар булсагина, А В  =  ВА тенглик уринли булади.13. Агар X  учинчи тартибли квадрат матрица булса,

Х 2-{-АХ —
— 5 1 80 6 2 0 0 0матрицали тенглама ечимга эга буладими?Е ч и ш. Матрицали тенгламанинг иккала4Е  ни кушамиз. Натижада ' -  1 1 8(А +  2 E f  = 0 10 20 0 4

кисмига



куринишдаги матрицали тенгламага эга буламиз. Бу матрицали тенглама чап кисмининг детерминантаd et(X + 2 £ )*= [d e t(X  +  2 £ ) f > 0булиб, унг К.ИСМИНИНГ детерминанти эса — 40 га тенг булгани учун берилган матрицали тенглама ечимга эга эмас.14. Ушбу

^11^1 1̂2*̂ 2 “1“  “ I” a lrtXn 2  Х '’Д21X, +  022̂ 2 +  • • • +  а2пхп — ~2 Х*

а„,х , Н” &п2Х2 "I" ••• +  &nnXn 2 ■*’лсистема берилган булсин. Агар хамма t, / лар учун о,у — бутун сонлар булса, у холда система ягона Х|= ^ 2  =  . - =  л̂ =  0 ечимга эга булишини исбот килинг. И с б о т .  Системанинг детерминанти:1

бунда
D =

f l u - ~  а 12 ... а ]„
1

а2\ а22 2 а2п =  Я(
1^л! л̂2 ••• л̂л 2

а п — Я. а ,2 - • ^ 1л* ) = ^21^22  ̂ •••Й2Л
ап\ап2 — °ля — АР ( Я ) = ( - 1 ) " Г  +  Ь , Г - Ч  -  + ^ >бу ерда bi — бутун сон. Агар Р( ) нолга тенг булса, у холда ( - i r - j r + 6 , ~ r +  -.. +  ^п--0.



Тенгликнинг камма кадларини 2" га купайтирамиз:( -  I )"+ 2 * , + . . .  +  2nfen= (  -  1 f  +  2N =  О,бунинг булиши мумкин эмас, чунки N  бутун сон. Шунинг учун О ф О  булиб, система х\ = Х 2 =  ... =  х„ =  0 ягона ечимга эта булади.15. Ушбу * 2“М з + - -  +  * я_| + х „ =  1,
— *1 +  *з +  ~  + х „ _ !  + х п — 1, 

- x l—x2-t-xi +  ...-\-x„_t-\-x„-- 1,
система п кандай иатурал сон булганда ечимга эга булади.К ч и ш. Ьиринчи тенгламадан иккинчисини, иккинчи- сидан учинчисини ва коказо айирсак,*i +  *2 =  0; JC2-|-JC3= 0 , .... хп- \ ф х „  — 0 тепгламаларни косил киламиз. Бундан*1 =  — Х 2 =  Х з  =  . . . —( — 1 У*"1 — х„.У колда биринчи тенгламадан п жуфт булганда х „ — \, 
п ток булганда, 0=1 ларни косил киламиз. Шундай килиб, п жуфт булганда система * * = (  — I )* ечимга эга булади, п ток булганда ечимга эга булмайди.16. Агар P k( x ) = a ki+ a hx + ак/ + . . .  +  ak̂ ~ '(бунда й = 1 ,  2, 3, ..., п) купхадлар умумий илдизга эга булса, Л = ( а ,/)?,_| матрицанинг детерминанти нолга тенглигини исбот килинг.И с б о т .  Фараз килайлик, det/1^0 булсин, у колда умумий илдиз ХоФО  булади, акс колда akl =  0 булиб, 
А матрицанинг биринчи устуни факат ноллардан иборат булади ва, демак, бе(Л =  0. Шунинг учун deM ни 1 -дго-Ko...jco 1 га купайгириш ёки булиш мумкин:IdeM = * ■JC0'Jr0—*0 т х

X ап ai2x0ai3 *о...О|П*о 
«21 « 2 2  * 0 0 2 3  Xo...U 2n  * 0

Out «л2 * 0  0 ,й  -■ Олп*0
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18. х Х ( а Х х ) - ^ Ь Х х  =  0 вектор тенглама берилганбулсин. Ихтиёрий а ва Б векторлар учун вектор тенглама нолдан фаркли ечимга эга булишини исбот килинг.И с б о т. Агар а =  Ь — 0 булса, у холда булар берилган вектор тенгламани^ каноатлантиради. Агар 
(Г—б, Бф О  булса. х =  Б\афО,  Б—0 булса, х — а деб олиш мумкин. Агар а ф О ,  Б ф 0 булса, у холда берилган тенгламага тенг кучли куйидаги тенгламани ёзамиз:
Бу тенглик эса уз навбатида х ва (а Х х  — Б) векторлар- нинг коллинеарлигини билдиради. Уни куйидагича ёзиш мумкин:
Агар бу тенглама нолдан фаркли ечимга эга булса, берилган тенглама хам нолдан фаркли ечимга эга булади.

Хх — а Х х =  — Б вектор тенглама учта уч номаълумли биринчи даражала тенгламалар системасига тенг кучли. Бу системанинг детерминанти X га нисбатан учинчи даражали купхад булиб, у X нинг бирор кийматида нолдан фаркли ягона ечимга эга булади.19. а ва Б векторлар берилган. | х | = р  болтан ва a ва Б^екторларнинг бурчак биссектрисаси буйича йунал- ган х  векторни тузинг.Е ч и_ш. а в а 6 векторларга мос равишда коллинеар булган ао ва Бо бирлик векторларни оламиз. Визга маълумки.
Со — ао~\-Бо вектор томонлари ао ва Бо векторлардан иборат ромбнинг диагонали булгани учун у ф бурчакнинг биссектрисаси буйича йуналгандир (85- чизма). Демак,

х =  кс0 ва \ х \ = р  ни эътиборга олиб, 1X1=. ?- ,  ни• со *хосил киламиз. X =  -?-j- деб, х вектор а ва Б векторларташкил этган ички бурчак биссектрисаси буйича йуналга- ни учун:

х Х ( а Х х - Б ) = 0 .

кх =  а Х х  — Ь.

р
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20. Битта текисликда ётмаган учта а, В, с вектор бирор нуктадан ^тказилган. J3y векторларнинг учидан утка- зилган текисликка г =  ахВ -\-Bxc АгСХо.  вектор перпендикуляр эканл_игини исбот килинг.И с б о т. г векторни а — Ь ва а — с векторларга перпендикуляр эканлигини исботлаш етарлидир, яъни (86; чизма): (а — й);Г =  « ( a X 6 J  +  a(6 X c)-}-a(i X a ) —
— В( ах В ) — Щ Ь Х  с) — В ( с х В ) = а ( В х с )  — В(сХа) ,  бундан a (a X ^ ) =  0; а ( с Х а )  =  0; В ( а х В ) = 0; В ( В х с ) = 0.

а(Вхс) — В(сХа) =  а(Вхс) — (ВХс) а — 0.

(а — с)'Г =  0 эканлиги хам худди шундай исбот кили- нади.21. О А В С  тетраэдр ОА =  а, О В  =  В, О С — с вектор-лардан тузилган. О С  ва А В  кирралари орасидаги энг киска масофа булган кесманинг узунлигини аникланг.Е ч и ш. 87- чизмада курсатилганидек, тетраэдрни параллелепипед билан тулдирамиз. У холда О С  ва А В  кирралари орасидаги энг киска масофа 1МЛ/| кесма б^либ, у асоси O D D i C  булган параллелепипеднинг баландлигидан иборат. Демак,

Аммо

V„,P =  \M N\ -S{od0ic ^ \ M N \1 ■
A mmo УП. Р =  | Ш  O D O C  \ =  \ОАх(В-В)В\ ==  \(axB)c — ( a X a ) c l  =  \а-В'С\. 

S o d d . c = \ O I x O D \  =  | H x ( 5 - a ) l  =  | ( 5 - 5 ) X c | .
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Шундай килиб, энг киска масофа:| /И /V I 1(а — £)Хс| '
Худди шунингдск, В С  ва О А , А С  ва ОВ  орасидагимасофалар мос равишда

\а-Ь-с\ |а-А-с|
~(В-с)Ха\ 83 Уг-5)Х «Г КЗбИб^'лади.22. Айланада бешта нукта берилган. Учта нукта- нинг массалари марказидан колган икки нуктадан утувчи тугри чизикка перпендикуляр туширилган. Шундай усул билан ^тказилган 10 та перпендикуляр чизиклар битта нуктада кесишишини исбот килинг.И с б о т. Аниклик учун иккита Mi  ва М 2 нуктани танлаб оламиз (88- чизма). У холда перпендикуляртугри чизик -g- ( г2) вектордан иборат б^либ.

+  'Г4 +  'Г5)вектор утган О нуктадан утади. Шунинг учун266



р, -+-г2) вектордан иборат тугри чизику ^ з  +  'ч +  ^  +  у - у  (гj -j- г2) =   ̂1 +  Гг +  ~+-̂ 4 И- Гб) радиус-вектор $>тган нуктадан хам утади. Охирги ифодада барча векторлар тент имкониятли булгани учун, ихтиёрий икки нукта танлаб олинганда хам перпендикуляр чизик битта О  нуктада кесишади.

89- чизма23. Ихтиёрий учбурчакнинг а, 0, у бурчаклари учунзcoscc-J-cosp-f-cosy^ - -  тенгсизлик уринли эканлигини исбот КИЛИНГ.И с б о т. Учбурчакка г радиусли ички айлана чизамиз ва айлананинг маркази билан унинг уриниш нукталари- ни бирлаштирувчи векторлар ^тказамиз (89-чизма). У холда а  +  — Р +  Р,==Y +  Y7 =  rt-Икки векторнинг скаляр купайтмаси таърифига кура:
(ОК +  01 +  Ш ) ( 0 К  +  01 +  0М)==

=  |Ш(|2 +  \ 0 l \ 2+ \ O M \ 2 +  2 ( O K - O l )  +  2 ( O h O M )  ++  2( О К  ■ Ш ) =  Зг2 +  2r*( cosa' +  cos 0' +  cosу ' ) >  0.зcosa' +  cos0' +  cosy'  ^  — у .A mmo а ' =  л —a; 0' =  л — 0, у' =  л —у. Урнига куйсак, талаб килинаётган тенгсизлик келиб чикади:зcosa +  cOs0 +  cosy ^  у
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24. Л(2; 0; 1) нукта ва x — t — 1, г/ =  3/-|-4, г = — 4/ тугри чизик оркали утувчи текислик тенгламасини туз и и г.Е ч и ш. Берилган тугри чизик уетида / параметрнинг иккита, масалан / =  0 ва t — 1 кийматларига мос келувчи иккита В ва С нукталар оламиз:В( — 1; 4; 0); С(0; 7; - 4 ) .Энди .4(2; 0; 1); В( — 1; 4; 0); С(0; 7; —4) нукталар оркали утунчи текислик тенгламасини тузамиз.

4 -  I7 - 5 [ х - 2 ) ~

х — х А у —у А г — г л 
х п —  х А У п —  У а г 0 —  г л

Х С  Х А Ус — У A Z C — г А

х — 2 у z — 1— 3 4 -  1— 2 7 - 5- 3 - 1  - 2  - 5

=  0;

У +

=  0;

- 3  4 - 2  7 ( 2- 1) =  0.-  1 3 ( * - 2 ) -  1 3 у -  1 3 (2 - 1) =  0. д-КУ +  г —3 =  0.25. Дала урмон билан тугри чизик буйлаб чегарадош. Урмондан 2а масофада далада куён турибди. Куён билан урмон уртасйда (а масофада) эса бури турибди. Агар куён буридан кочиб урмонга тугри чизик буйлаб югурса ва унинг тезлиги буриникидан икки марта катта булса, куённинг хавфсизлик маршрути катталиги кайси микдордан кичик була олмаслигини топинг.Е ч и in. Далада ихтиёрий М(х\ у) нукта танлаб оламиз (90- чизма). Бу нукта куйидаги хоссага эга булиши керак. М  дан бурининг дастлабки холатигача булган масофа Af дан куённинг дастлабки холатигача булган масофанинг ярмидан катта булмаган нукта;1ар тупламй булиши керак. Агар координагалар системасини 90- чизмада курсатилгандек килиб танлаб олинса, у холда М нуктанинс координаталарини
л]х'2 +  (у — и ?  <  j y j x 2 +  (y — 2a)- тенгсизлик ёрдамида ифодалаш мумкин ёки268



х  ̂+  У2— 2 a y + a 2<  | .Буни соддалаштирсак,З ^  +  Зу2 —4 ai/^  Они хосил киламиз. Тула квадрат ажратамиз ва 3 га буламиз, у холда

чизиги юкорида келтириб чикарилган доирага уриниш чизигининг узунлигига тенг. Дойра марказидан уриниш нуктасига радиус утказамиз. Натижада тугри бурчакли учбурчак хосил булади. Унинг гипотенузаси
юкоридаги бурчаги 30° га тснглигини билдиради.4 УЗБунда н куённинг хавфсизлик маршрути а ми-кдордан кичик булмаслиги келиб чикади.26. Гурли томонли учбурчакнинг хар бир учидан фокуслари колган икки учида жойлашган гинерболалар тармоклари утказилган. Бу гинерболалар учбурчак ичида умумий нуктага зга булишини исбот килинг (91- чизма).

2га эга буламиз. Бу тенгсизлик маркази (0; ,^а) нукта- 2да, радиуси а га тенг доирадан иборатдир. Хавфсизлик«J

2га, катети (радиус) ,^а га тенг. Бу эса учбурчакнинг

Q0- чичм я 5
С

91- чизма
урмон '■269



И с б о т. Учбурчакнинг бирор учидан утказилган гипербола тармогининг бир кием ёйи шу учбурчак ичида ётишини исбот киламиз. Гиперболанинг тармоги кава- рик эгри чизик булгани учуй, бу ёй унинг ватари ва гииерболага учбурчак учидан утказилган уринма хосил килган бурчак ичида ётади. Гиперболанинг оптик хоссасига кура (бир фокусдан таркалаётган ёруглик нурлари гиперболадан кузгули акслангандан кейин, бошка фокусдан таркалаётгандек куринади) гипербола учбурчакнинг бурчак биссектрисаси булади. Карама- карши томон симметрия уки булгани учун, танланган гипербола тармоги уни факат битта нуктада кесиб утади. Бу нукта фокуслар орасида ётади. Демак, ёй биссектриса, ватар ва томон хосил килган учбурчак ичида ётади. Бундан эса ихтиёрий икки гипербола учбурчак ичида умумий О  нуктага эгалиги келиб чикади. Энди учинчи гипербола хам шу О  нуктадан утишини исбот киламиз.
S A, S b, S c — О  нуктадан мос учларгача булган масофалар; а, Ь, с мос учларининг каршисида ётган томонларнинг узунликлари булсин. У холда

S A S c — c a; S B S c =  с b,5 д 5 Д =  (5Л S c) ( S B S c)—

=  (c — b) — (c — b) =  b — a.Бу эса учинчи гипербола хам О  нукта оркали утишини билдиради. Тасдик исбот булди.27. у2= —4ах парабола учларндан бу иараболага утказилган уринмаларга туширилган перпендикулярлар асосларинннг геометрик урни тенгламасини топинг.Е ч и ш .  Параболанинг (хо; уо) нуктасига утказилган уринма 1\ нинг тенгламаси 4ах +  2ууо — уо — 0 курйнишда булади. /| уринмага (0; 0) нуктадан туширилган h  перпендикулярнинг тенгламаси эса уох — 2ау =  0 кури- нишда булади. 1\ ва /г тугри чизикларнинг кесишиш нуктаси (х; у) нинг координаталарини куйидаги системадан топамиз:
I

I  4ах +  2ууо — у% =  0,
\ у пх — 2ау =  0270



еки
‘4+'»U2Буядан уо параметрни йукотиб, изланаётган нукта- 

I ларнинг геометрик урни тенгламасига эга буламиз, яънн28. Асоси г = ± с  текислигида, маркази Oz укида ётувчи ва радиуси 2 а  га тенг булгаи доиравий ци- линдрнинг устки асоси ни ос бурчакка буришдан косил булган сиртнинг тенгламасини тузинг.Е ч и ш .  А В  — берилган сиртнинг устидаги чизик булсин. Бу сиртда ихтиёрий М(х\ у ; г) нукта оламиз (92- чизма). А В  нинг тенгламасини ёзамиз:

ху'- +  х 3 — ау2 =  0.

х - х л у — у  \ (Л)
хВ- х А У  г , - У  Л гН~гА

А

9 2 -чизма
9 2 -чизмадан:

(В)(В) ни (А) га куямиз:
х  — 2acos/_____

2acos(C-(-a) — 2cos/

у  — 2asin/ __ х 4-с

2<Jsm(/4-a) —  2usinC 2c 271



Биринчи касрни иккинчи каср билан, сунгра учинчи каср билан тенглаб, cost ва sin/ катнашган хадларни гурухлаб куйидагига эга буламиз:[ [2ac-|-a(z +  cXcosa— 1 )]cos/ —(z+c)asinasin/ =  xc, \ a (2 +  c)sinacos/-|-[2ac +  a(z +  cXcosa— I )|sin/ =  (/c.Косил булган системаиинг икки томонини квадратга кутариб, тенгламаларни кушамиз:a i2 c  +  (2 -(-cXcosa— 1 ) f + a 2(z +  c)2sin2a  = ( х 2 +  уг)с2 .ёки4с2 +  4с(z +  сXcosa — I ) +  (z +  c)2cos2oa — 2(г +  c)2cosa +  +  (z +  с)2 +  (г +  c)2sin2a = — +/ - •  с2,
a4c2-}-4 c (z + c )(c o s a — 1 ) +  2(z-|-c)2(l — c o s a ) = — -c2.

Кавсларпи очиб соддалаштирамиз:
2c2cosa +  2c2 +  222 +  2z2cosa =  - ^ - ~ 2 •с2

a

л 2 2 ® i л 2 • 2 ® 4- и* о4 rcos/ +4e^sirr—=  \— 'Ci  i  ai

- J t + y 2 *

Бу — бир паллали гиперболоиднинг тенгламасидир.Хусусий холда а = 9 0 °  булса,*» +  »» г2 2а2 с229. х =  1 да энг катта кийма ги 6 га, х =  3 да энг кичик киймати 2 га тенг булган ва даражаси энг кичик булган 
f(x) куихадни тонинг.Е ч и ш. /'(1) =  //(3) =  0 булгани учун f'(x) куихад- нинг даражаси п ^ 1  булади. У холда )(х) нинг
272



даражаси 3 дан кичик булмайди. f'(x) =  A ( x — 1)U — 3 ) =  
=  А(х? — 4jc-)-3) ва масала шартига кура:/"(*)*=-, < 0  ва f"(x)x_ з > 0  да Л > 0 ./ ( * ) = Л ( ^ - - 2 * Ч З * ) + в .бундам /0) =  зЛ +  В =  6 ва /(3) =  В =  2.Демак, # =  2, Л =  3. Натижада изланаётган /(х ) — х3 — бх2 +  9 х  -f- 2 купхадга эга буламиз.30. Х,ар кандай нолга тенг булмаган мусбат коэффициентли купхад жуфт функция булса, у холда унинг графиги |— оо; +  оо[ да каварик ва факат битта экстремум нуктасига эга булишини исбот килинг.И с б о т .  Р(х) =  апх? +  а„-\хп~'  + . . .  +  а0, а ,- > 0 ва Р(х) — Р ( —х)булсин, у холда

g ( x ) = P ( x ) — P( — x ) s = 0,яъни a2, + i = 0  ва Р(х) да х  нинг факат жуфт п — 2т даражалари булади. У холда
Р ' ( х ) =  2таъпх2т~ 1 + . . .  +  2 а2х  =  О,

х — 0 да
P"(x)  =  2rn(2rn-\)a2mxim * +  ... +  2о2 >0 ,бундан Р(х) нинг графиги каварик эканлиги ва jc =  0 нуктада ягона экстремумга эга эканлиги келиб чикади.31. Бирорта хам бутун коэффициентли Р{х) кунхад- лар учун Р(7) =  5; Р( 15) =  9 тенгликлар бажарилмаслиги- ни исбот килинг.И с б о т .  Тескарисини фараз киламиз, яъни бутун коэффициентли Р(х) купхад мавжуд ва

Р ( 7 ) = а 07п+ а 17а- '  +  .. , +  оя= 5 ,Р(15) =  а015'Ч-о1 15я-1 -f-... +  a„ =  918—632 273



булсин. Иккинчй тенгликдан биринчисини айирзмиз: fo( 15"— 7 15л- '  — Н -а„_,( 15 —7) =  4.Бу тенгликнинг чап кисмидаги хамма кушилувчи- лардаги кавслар 15—7 = 8  га булинади, аммо унг томондаги сон эса 8 га булинмайди. Бу эса фаразимизни нотугри зканлигини билдиради.32. Бешта бутун кийматлар олувчи нукталарда 5 га тенг К.ИЙМЙ1НИ кабул килувчи Р(х) — бутун сонли купхад берилган булсин. У холда р(х~) купхад бутун илдизга эга булмаслигини исбот килинг.И с б о т .  P fx ) = 5 - f ( x  — * ,)  +  . . .+ ( *  — *5)g(x) булсин, бунда хи х-2, .... Хь бутун кийматли нукта. Тескарисини фараз килай, к, яъни бутун сон учун Р(х0) =  0 булсин, у холла
(X,) —  x i) ...U o  — *5)£ U o) =  — Обулмб, (хо — д >. (х0 —Xs) сонлар хар хил хакикийсонлар ва улар (—5) га булинади. Иккинчи томондан эса —5 сони 4 та хар хил бутун I; — 1; 5 ва —5 булувчиларга эга. Бу эса карама-каршиликка олиб келди. Демак, 

Р(х) купхад бутун илдизга эга эмас.33. Р(х) купхаднинг даражаси п булиб, Р ( а ) > 0;
Р ' ( а ) > 0........ F*n- " ( a ) ^ 0, Р<я)( а ) > 0булса, Р(х) = 0 тснгламанинг хакикий илдизи а дан катта була олмаслигини исбот килинг.И с б о т .  х =  а учун Тейлор формуласидан фойдала- ниб, Р(х) купхадни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:Р (х )= Я (о ) +  Р '( о Х х - а )  +  ... +  ̂ 5 | ^ - + . . .

х > а  булганда масала шартига асосан Р^\а) мусбатлиги-га кура Р ( х ) > 0  тенгсизликка эга буламиз. Бу эса Р(х) =  0 нинг а дан катга илдизи йуклигинн билдиради.34. Агар хакикий коэффициентли
Р(х) =  а0хп-\-а,хп ~' +  ...-\-апкупхаднинг хамма илдизлари хакикий булса, у холда унинг кетма-кет хосилалари

Р'(х), Р"(х), Р ” '(х)........ Р»"- 1\х)хам ( а о Ф 0) хакикий илдизларга эга булишини исбот килинг.
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И с б о т .  Р'( х) купхаднинг илдизлари хакикий эканлигини исбот килиш етарлндир.a i < t X 2 < . . .< a sлар Р(х) нинг илдизлари, k\, k-2, ..., лар эса уларнинг карралари (k\-\-k2 - j - ks =  n) булсин. Агар £ , > 1  булса, у холда а, илдиз к,-\  каррали Р'(х) нинг илдизи булади. Бундай илдизлар, яъни ai, <*2, ..., а , сонлар 
(k\ — l) +  ... +  ( ^s — 1 ) =  п — s га тенгдир. Шунингдек Р'(х) купхад р, хакикий илдизга эга булади, бундаa , < p ,< a ,  + i(f‘ =  1,2........(s — 1)).Pi илдизлар сони s — 1 дан кам булмаслиги керак, чунки

( п — s ) - f( s  — 1 ) = п — 1булиб, Р'(х) бошка илдизга эга булмайди ва улар хакикий булади.
Мустакил ечиш учун масалалар1. Детерминантни хисобланг:

сЧ d  . . с к

Сп+  1 ^ Л -f- • ••.. d + \

„0 г \ 
Cn-\-k Сп 4  к • .. сЧ + к

бунда C * ^ ^ {^ ~ - , n £ N , k £ N , k < n .

2. Учинчи таргибли детерминантнинг элементлари кандай булишидан катъи назар упинг ёйилмасидаги хамма хадлари мусбат булмаслигини исбот килиш.3. Агар а,  р, у лар x3 +  px  +  q =  0 тснгламанинг ечимлари булса, у холда куйидаги детерминантни хисобланг: a  р у y a p .Р Y a 275



4. А =

5.
О I О О О I а О О булса, .4|<ш ни тонинг.

200 матрицами хисоблйнг.
100

0 1 
—  1 О 

2 1 О 
О 1 О 
О 0 2.7. А т Х п  улчовли квадрат матрица булиб, унинг куриниши куйидагича:

матрицами хисобланг.
( а  1 0 0 . .0  0]0 а 1 0 . .0  00 О д  1 . . 0 0

0 0 0 0 . . 0 а

т<Сп  булганда А матрицанинг биринчи сатр эле- мептлари йигиндисини топинг.8. Ушбу 2 —  1 0 0 01 2 —  1 0 00 - 1 2 - 1 00 0 —  1 2 - 10 0 0 —  1 2'матрицага тескари матрицани топинг.9. А 2 X 2  улчовли квадрат матрица булиб, унинг хос соплари U i l d ,  1Я.21 <  1шартни каноатлантирса, у холда
( Е - А Г ' = - - £  +  А + А 2А:.. .  +  А 4тенглик уринли эканинй исбот килинг.10. А ва В п Х п  улчовли квадрат матрицалар, Е  эса бирлик матрица булсин. Агар £  — А В  матрица тескари
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матрицага эга булса, у холда Е — ВА матрица хам тескари матрицага эта булишини исбот килинг.11. п Х п  улчовли А квадрат матрица куйидагича берилган;
' х\  Х\ - Х 2 ... Х\Хп

х2х, Х2 -. х2х„
Х'ЛХ\ Х 3Х 2 -  ХзХ„

ХпХ1 Х „Х 2 ... x i(/4 +  £) матрица учуй тескари матрица мавжудлигини исбот килинг, (£  — бирлик матрица) ( Л + £ ) _ |  матрицами хисобланг.12. Шундай иккинчи тартибли квадрат матрицаларни топингки, уларнинг квадратлари ноль-матрицага тенг булсин.13. Ушбу
А = О I О О 0 1 0 0 0матрица берилган булсин. В1 —А тенгликни кано- атлантирувчи учинчи тартибли В квадрат матрица мавжуд эмаслигини исбот килинг.14. А квадрат матрица учун

д л п

1А= Е + А  +  1  + . . . + А - + . . .
ёйилма уринли булса, у холда 1‘в ни топинг. Бу ерда

/ € ] —  ° о ;  +  o o f -

15. « Х я  улчовли А квадрат матрица берилган булсин. Шундай я Х и  улчовли В матрица мавжудки, унинг учун 
А В А = А  тенглик уринли эканлигини исбот килинг.
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«16. Агар
А = ва К(0) =  £булса, у холда

Y ( t ) = A Y ( t ) - Y ( t ) AТенгламадан Y(t) матрица ни топ и н г.17. А я-тартибли квадрат матрица булиб, X сон 
А матрицанинг хос сонлари айирмаси куринишида ифодаланиши мумкин булсин.
тснглама нолдан фаркли (умумий холда комплекс) ечимга эга эканлигини исбот килинг.18. Ушбу

х*-(a -\ -d )x - j -( ad  — bc)E =  Qтёнгламани каноатлантиришини исбот килинг. Бунда
* _ f ' °1.

1° 119. А = ( а ,; ) матрица (и — 1)Х« улчамли. а,{/= 1 ,2 ... ( я— 1)) оркали А матрицанинг i вектор сатрини, 
D , { j ~  1,2, ..., (п — 1)) оркали А матрицанинг //'-устунини учиришдан хосил булган матрицанинг детерминантини,
D  оркали D =  {D\, — D -2......... ( — 1 )я *Dn) вектор-сатрнибелгилаймиз. Барча 1 =1 ,2 , .... п лар учун (D , а,) скаляр купайтма нолга тенг булишини исбот килинг.20. Иккита { ( a X b ) X b ) X b  ва а Х Ь  векторлар коллине- ар эканлигини исбот килинг.

21. А В С  учбурчакда А В  =  а, А С  =  В. Шу учбурчак-нинг В С  томонига туширилган баландлик векторни топ инг.
22. А, В , С, D  нукталар фазода ёки текисликда кандай жойлашишларидан катъи назар.

А х  — хА =  Хх

матрица

B C - A D  +  C A - B D  +  A B - C D  =  0
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тенглик уринли эканлигини исбот килинг.23. Уч улчовли фазода хамма а ва Ь жуфт векторлар- ни курсатингки, улар учун
система ечимга эга булсин ва _бу ечимни топинг (бунда ( а х ) — скаляр купайтма, \ах]— вектор купайтма).24. а  нинг кандай кийматларида р —ссафЬЬ ва 
q — За — Ь векторлар коллинеар булади.25. а, Ъ, с, 3 уч улчовли фазода берилган векторлар булса, улар учун
тенглик уринли эканини исбот килинг (бунда (ас) — скаляр купайтма, [аб] — вектор купайтма).26. Агар [ А А i], \ВВ\], |С С |] лар А В С  учбурчакнинг биссектрисалари булиб, улар учун
булса, бу учбурчак мунтазам учбурчак булишини исбот килинг.
зарурий ва етарли шартлар бажарилганда, у ечимга эга булади? Бу системанинг х.амма ечимларини топинг. Бунда х, у — номаълумлар, а, Ь, с, 3 — берилган векторлар ва а2 Ь2ФО.28. S A 8 C  тетраэдрнинг кар бир киррасндан ва унга карама-карши киррасининг уртасидан текислнклар утказилган. Бу текисликлар умумий нуктага эга булишини исбот килинг. Бу умумий нуктани К билан белгилаб S K  векторни
векторлар оркали ифоДаланг,29. О А, О В ва О С  векторлар куйидаги тенгликниканоатлантиради:

( а х ) =  |б|, 
\ах\ =  Ь

/1Л| +  В в , +  С С , =  0
27. Ушбу а Х х  +  Ь Х у  =  с, 

Ь Х х —а Х у —3
1 система учун кандай

SA  =  3, S B  =  5, S C  =  c
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Ш х О В  +  О В Х О С  +  О С х Ш  =  0;а) ОА, ОВ ва О С  векторлар компланар эканлигини;б) А , В, С нукталар битта тугри чизикда ётишини исбот килинг.30. Учбурчакнинг томонлари куйидаги 
ciiX +  biy +  Ci — 0 ( i =  1, 2, 3)тенглама билан берилган тугри чизиклар устида ётади. Агар S  учбурчакнинг юзи, R учбурчакка ташки чизилган айлана радиуси ва

а\ b\ Ci
А = а2 Ьч сч

аз Ьз сзбулса, S  — | А| • R тенглик уринли эканлигини исбот килинг.31. Учбурчакнинг томонлари куйидаги
a iX  +  b iy  +  C i= 0 (г=  1, 2, 3)тенглама билан берилган тугри чизиклар устида ётади. Агар

а, 6, с.А = а2 Ь2 с2
Ьз Сзва А, — Ci элементнинг алгебраик тулдирувчиси б^лса, ушбу

2|Д ,Д 2Д3|ифода учбурчак юзи эканлигини исбот килинг.32. 9 3 -чизмада икки тугри чизикли йул ва доираси- мон кул тасвирланган. Кул буйига йулларга иложи борича якин жойга дам олиш уйи куриш керак. Дам олиш уйидан йулларгача булган масофалар йигиндиси энг кичик булиши учун уни кулнинг кайси ёнига куриш керак.33. Х,ар кандай силлик ёпик каварик К эгри чизикда А ва В нукталарни шундай танлаб олиш мумкинки, улар К ни тенг узунликда иккита ёйга булади.
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А В  ватар К эгри чизик билан чегараланган юзни тенг иккига булишини исбот килинг.34. Узлуксиз ёпик каварик эгри чизик ичидаги нуктадан ватарлар утказилган. Агар ватар энг кичик

юзли сегмент кесса, берилган нукта ватарнинг уртасида жойлашганлигини исбот килинг.35. Агар г ва R бирор учбурчакка ички ва ташки чизилган айланаларнинг радиуслари, d айланалар марказлари орасидаги масофа булса,
d2 =  R 2- 2 R rтенглик тугри эканлигини исбот килинг.36. Агар Л\, Аг, .... А п нукталар бирлик айлана ичига чизилган п бурчакли мунтазам кунбурчакнинг учлари булса, куйидаги йигиндини топинг:|/4|/42l2-b М Из12 +  - +  M ./ U 2.37. -^~+ =  1 эллипсга (4; — I) нуктадан утказилган уринма тенгламасини тузинг.38. Х,аракатсиз эллипс устида унга тенг эллипс сирпанмасдан шундай силжиб бормокдаки, уларнинг ихтиёрий колатида хам эллипслар умумий уринмага нисбатан симметрик булса, эллипснинг фокус нукталари Кандай эгри чизиклар чизади?эллипсда шундай (*о; Уо) нукта
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топйнгки, шу нуктадап утказилган урйнма ва координата уклари билан чегараланган учбурчакнинг юзи эиг кичик булсин.г2 и240. —  эллипс билан 2х-\-у =  5  тугри чизикорасидаги энг киска масофани топинг.
х1 и2 9 ■>41. — +  = 1  эллинснинг у  =  -^х г  парабола биланчегараланган иастки кисмининг юзини топинг.42. А нукта ху — 4 гиперболада, В нукта эса х2-+-4//2 =  4 эллипсда ётади. А ва В нукталар орасидаги масофа бирдан кичик булмаслигини исбот килинг.43. 4Х2 +  у 2 =  5 эллипс берилган. Шу эллипсга х — 1, 

у =  — ! ва х  — у =  — 1 нукталарда уринувчи парабола Тенгламасини тузинг.44. (4; 0) нуктадан у2 — 2х =  0 эгри чизидкача булган масофани топинг.45 у — х2 парабола билан х  — у  — 2 =  0 тугри чизик орасидаги энг киска масофани топинг.46. у =  10 х> парабола билан (0; 4) ва (0; 6) нукталар орасидаги энг киска масофани топинг.47. у =  — гипсрболанинг биринчи чоракдаги тармогиустида радиуси /?=  1 тенг булган айланани юмалатамиз. Бу айлана маркази чизган чизик кандайдир гипербола- нинг тармоги буладими?48. ЛВ кесмада 2п та нукта кесма уртасига нисбатан симметрик жойлаштирилган. Улар ичидан п та нукта ихтиёрий усулда танлаб олиниб кизил рангга, колган нукталар эса кук рангга буялган. Кизил нукталардан 
А нуктагача булган масофалар йигиндиси кук нукталардан В нуктагача булган масофалар йигиндисига тенглигини исбот килинг.49. /? радиусли шар берилган. Шу шар ичига дажми энг кзтта булган тугри доиравий цилиндр кандай чизилади?.50. Ярим шарнинг огирлик маркази координа галарини топинг.51. Ихтиёрий я ^ З  ток даражали купдад хеч282



булмаганда битта бурилиш нуктасига эга булишини исбот килинг.52. Ушбу Р<*)«?1 + т т + и + -  +  ^ -купдад каррали илдизга эга булмаслигини исбот килинг.53. Агар Р(х) мусбат коэффициентли (л — 1)- даража- ли купдад булса, у долда х ! ' = Р { х )  тенглама факат битта мусбат илдизга эга булишини исбот килинг.54. Агар Р\(х), Р-Ах), ..., Р г(х) мос равишда п\, п% п, даражали куидадлар булиб«i +  «2 +  -  +  » r <  Г(Г̂ ‘ )булса, бу купдадлар узаро чизикли боглик булишини исбот килинг.55. Ушбу
(3 —  2 Х ) х ,  - К 2 — А,)д2+-*з=А., 

( 2 - k ) X l + ( 2 - k ) x 2 +  x3= l ,
ДС| Ч -дс2-|-(2  —  \ ) х 3 =  1система биргаликда эканлигини текширинг ва унинг ечимини топинг.



И ловаА Ж О Й И Б  ЭГРИ  ЧИЗИК.ЛАР1. Циклоидали эгри чизиклар. а) О х  ук.н буйлаб сирпанмай гилдираб борувчи г радиусли айлаианинг ихтиёрий М  нуктаси чизган эгри чизик. циклоида дейилади. Циклоида тенгламасини келтириб чикарамиз (94- чизма).

М(х\ у) нук.та циклоиданинг ихтиёрий нук,таси булсин. S  айлана маркази булсин. 5 уМ ва S H  радиуслар орасидаги бурчакни / параметр деб оламиз.Чизмадан:
х =  ОМ  | =  О Н  — М \Н — rt — rs\nt =  r(t — sin/), 

у  =  О М 2 = г  — rcos/ =  г( I — coos/).Демак,
284 {x =  r[t — sin/), 

У =  Н 1 —cos/). О )



(1)— циклоиданинг параметрик тенгламаси дейила- ди. Бундан фойдаланиб циклоиданинг тугри бурчакли декарт координаталар системасидаги тенгламасини чи- кариш мумкин. Бунинг учун (!) системадаги иккинчи тенгламадан

ларни топиб, биринчи тенгламага куйиш кифоя:
б) узгармас R ра-диусли айлан'ага таш- Уки уриниб, унинг ус- _______тида сирпанмасдангилдирайдиган г радн- /  f „ Ауели айлананинг ихти- /  s '  ёрий М  нуктаси чи- / - /задиган тёкис эгри чй1 ~ I------- (——к —-----)v—1 I \ и / \  хзик эпициклоида деии- \ \ улади (95-чизма). \  ___'  )Эпициклоида тенг- \  Jламасини келтириб чи- ^ sкарамиз. Унинг учун 

R радиусли айлананинг маркази О  ни координаталар боши к,илиб, 95-чизмау оркали утувчи узароперпендикуляр тугри. чизикларни координата уклари килиб оламиз (96-чизма).Бу холатда М нуктанинг чизган чизиги В нуктаси- дан бошланган булсин. МО\К’ бурчакни а  деб ва айлана радиуслари нисбатини

rcos/ =  г — и =>- cos / =  г —  а г
, Т~Уt — arccos — —,

Г

V
г— иx =  rarccos— -\J2 r y — y 2;
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деб белгилаймиз.
М нукта чизган эгри чизикнинг узунлиги: 

КМ  =  НМ ёки R ■ КОВ  =  га .

m =  -R =>r =  mR

Бундан
К Т ) В - а  =  та.

М нуктанинг координаталари х  ва у булсин. У холла шаклдан:
x =  O P  =  O D  +  ME\ у  =  М Р  =  0\D  — 0\Е  

O D  =  00[Cosma — ( O K  +  O i K ) c o s m a = ( R  +  /-)cosma; Af£ =  OiMsin(Af0|£') =  fsin(a — O0\D) ==  rsin(a—( у — та))— — rcos(a-f ma)\

О  i D  =  О О  | s i n та— (R -}- r )s i n ma\
0\E — 0|M cos(M O|£) =  ra)s(a — O O tD) ==  rcos(a —( y  — /na)) =  rcos((a +  ma)— * ) ==  rsin(a-f-ma); r — mR.Бу кийматларни урнига куйсак, куйидаги системага эга буламиз:
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I  jr =  (/? +  m/^)cosma- w/?cos(a + m a);1У = ( R  +  mR)sinma— m/?sin(a-f-ma).(2) тенглама эпициклоиданинг параметрик тенгламаси дейилади. Эпициклоида гилдирандиган айлана радиуси 
(г) кузгалмас айлана радиусидан (/?) неча марта катта булишига караб (2) тенглама турли хилда булади.Хусусий холда, R =  r ва т — 1 булганда, (2) тенглама куйидаги куринишни олади:

х =  2/rosa — rcos2a,
( 3 )V =  2rsina—rsin2a.(3) тенглама билан ифодаланган эгри чизик кардиоида деб аталади,в) бирор кузгалмас R радиусли айлана буйлаб ичкаридан сирианман, гилдираб борувчи г радиусли

айланадаги ихтиёрий М нукта чизган эгри чизик 
гипоциклоида дейилади (97- чизма). Унинг тенгламаси- ни куйидагича чикарамиз. Унинг учун М  нуктанинг х, 
у координаталарини топамиз: 287



х =  О Р  =  O D D P  — {R — r)cosm/-)-Asin(yVfOi л £); 
y =  PM  =  0\D — 0 \ E = ( R  — r)sinm/ — ra>s(AfOi л E).sin(Af(5|£) =  sin (л — / —( — mt)) — cos(/ — m t ) .cos(Af0|£')=sin(/ — mt)  булгани учун:

( x = ( R  — mR)cosmt-{ mRcos(t — ml),
i/ =  ( R — mR)s\nmt — mRsir\(t — ml). (4)(4) система гииоциклоиданинг параметрик тенгламаси дейилади.2. Декарт япроги. Тугри бурчакли декарт координата- лар системасида

х3 +  у3- З а х у  =  0 (5)учинчи даражали алгебраик тенглама билан аниклана- диган эгри чизик Декарт япроги дейилади, бунда 
а Ф 0 узгармас.(5) тенгламани нараметрик куринишда дам ёзиш мумкин. Бунинг учун y — tx алмаштириш бажариб,(5) дан х  ни топамиз:

х3 4- t3x? — 3 a x lx =0=>- х®( 1 +  /3) — За/х2 =  О
х ( | + / 3 )  =  З а * = * х  =

За/1+<3
х  нинг топилган кийматини y =  tx га куямиз:3 at

x  =
1 + / 3 ’

» —
3  at2

1 + / 3

(6)

(6) система декарт япрогининг параметрик тенгламаси дейилади. Кутб координаталар системасида декарт япрогининг тенгламасини досил килиш учун:x =  pcos<p, j/ =  psincp алмаштириш бажарамиз:. p3cos3(p +  p3s i п3ф — 3ap2cosq>s i n (p =  0 => p3( cos3(p -f- sin3(p) — 3ap2costpsi n<p =  0.288



Демак,
3acosq>sincpР 3 3

cos q< -f sin ц)(5) тенгламани х =  0, у — О координаталар кано- атлантиради. Бу декарт япроги координагалар бошидан утишини билдиради. Декарт япроги у =  х  тугри чизикка нисбатан симметрикдир. Х,акикатан, (5) тенгламада 
х  ва у узгарувчиларнинг урнини алмаштирсак, дастлабки тенглама косил булади. у =  —х — а чизик декарт япрогининг асимптотасидир.Чизик биринчи чоракда илмок косил килиб, сунгра унинг тармоклари асимптотага чексизликда якинлашади (бунда координаталар боши тугун нукта булади (98- чизма).

3. Циссоида. Диаметри ОА =  2а булган айлана берилган ва унинг А нуктасига уринма утказилган булсин (99- чизма). Айлананинг О  нуктасидан О В нурни утказамиз ва унинг айлана билан кесишган нуктасини С  билан белгилаймиз. Шу нурга | OAfli I =  | ВС\ кесмани куямиз. О  нуктадан иккинчи нурни утказамиз ва юкоридаги каби АЬ нуктани хосил киламиз. Шундай усул билан исталганча М\, М 219—632 289



нукталарни ясаш мумкин. Бу нукталарни бирлашти- ришдан хосил булган эгри чизик циссоида дейилади. Циссоида тенгламасини кутб координаталарида

99- чизма
ОА  нурни кутб уки деб оламиз. 9 9 -чизмадан |О М |= р , 
Z^AOM  — Ц), у холда М нуктанинг кутб координатала- ри р, ф лардан иборат булади. Уларни топамиз:p = | O M , |  =  | O f i | - | O C | ,  \ОВ \ =  —̂  ;

‘ СОБф| О С | = 2асо5ф га тенглигидан:Р =  - - 2асозФ =  2а- *Coscp cosq>СКИ __  2osin2<fi
^  cosif(7) тенглама циссоиданинг кутб координаталаридаги тенгламаси дейилади.Энди циссоиданинг декарт координаталар системаси- даги тенгламасини чикарамиз. Бизга маьлумки:

р= V*2-!-/; sir^= - - L - ; созф =  — ====.-.
+  у 2 y J ^ + y 2290



Бу кийматларни (7) га куйиб соддалаштирсак, куйидаги тенгламага эга буламиз:
2а — х ' ( 8 )(8) тенглама циссоиданинг тугри бурчакли декарт координаталаридаги тенгламасидир. У учинчи тартибли алгебраик тенгламадир.Параметрик тенгламасини ёзиш учун

х =  pcostp ва i/ =  psiii(f) формулаларга р нинг кийматини кунмиз:jc =  2asin2<j),
2asin:i«)у = ------- - *

eos<pбунда (р — параметр.4. Строфоида. А нукта ва бу нуктадан утмайдиган / тугри чизик, берилган булсин (100- чизма). А х  тугри чизикни / тугри чизикла перпендикуляр килиб утказамиз ва уларнинг кесишиш нуктасини С  билан белгилаймиз. А С  кесмаии а деб оламиз. А нукта атрофида айланувчи нурни оламиз ва унинг берилган / тугри чизик билан кесишиш нуктасини В деб белгилаймиз. В  нуктадан 
\ВС\ =  \ВМ,\ =  \ВМА кес- маларни куямиз.Демак, А нуктадан ут- казилган битга нурга чиз- мада курсатилгандек мос равишда Ми М2 жуфт нук- талар тугри келади. Бундай АБ, М 2 нукталар туплами 
строфоида деб аталади. Бунда М\, М 2 нукталар ковушма нукталар дейилади. Етарлича шундай нукталарни ясаб, уларни бирлаштирсак строфоидани косил килам из.Строфоида тенгламасини чикарамиз. А нуктани кутб боши, А С  нурни кутб уки деб оламиз. Нурнинг
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кутб уки билан ташкил этган бурчагини Ф деб белгилаимиз. У холда М, нукта (р,, Ф) кутб координа- таларга эга булади, бунда р, =  ]/ Ш ,|, М 2 нукта эса (Ра. Ф) координаталарга эга, бунда р2= М Л * 2|. Чизмадан куриниб турибдики:(>| =  \АВ\ +  \BM\V, р2= .М В Г — \ВМ2\, |В М \| з= |ВС| булга ни учун
р|=-|У|0| +  )вС|; M = \ A ( i i - \ B C \  еки

р ~ А В ± В С .M fi| =  4 ’ IfiCI =  atg<p. (9)

. Бу кийматларни (9) га куйсак.'Р — — dr atg<p =  о (—----- г- — 5^ |
СОКф '  С 05 ф  ±  С 05 ф  '•р __  _°(l ifcsiny)

COSip

( Ю )
™ ™ , “ ; П|" Ф в Н ' Н'  кут6 К00РДИнаталардгги

ка|.иш4уЧу»Р0ф0" Да" " " Г " а|," ,' игр“к |еи[ла" г“ »"« "И- -*' =  pcos(p, r/ =  psimpтенгламаларга (Ю ).дан р ни кийматини куямиз:'[ -^=1 dr simp.У __(I :fcsin<r>)sin(p, ‘ casqj ( 1 1 )Строфоиданинг тугри бурчакли декарт координаталарда- ги тенгламасини ёзамиз. Унинг учун
Р =  ^ х 2 +  у 2 ; s i г. ф =  ' - : Л ~  C O S(p  =  - J WV *  + У г  - у / х 2 +  у 2тенгликларни ( 10) га куямиз:

..2__ (x — u f X ( 12)( 12) тенглама декарт координаталарига ниебатан учинчи даражали тенглама — шунинг учун строфоида учинчи тартибли чизикдиру ( 12) ни у га нисбатан ечсак:
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(13)у = ± ( х - а ) ^ ^ 1 - .(13) тенглама х > 0 ,  х < 2 а  булганда маънога эга булади. Бундан куринадики, строфоида иккита тар- мокка эгадир (хар бири плюс ёки минус ишорала- ри билан аникланади).Агар дг —► 2а га интилса, у холда у  нинг киймати чексиз ортади, яъни х =  2а тугри чизикка якинлашади. Шунинг учун х =  2а тугри чизик строфоиданинг асимпто- таси булади. С(а; 0) нуктада строфоида тармоклари кёсишади ва бу нукта тугунли нук,та деб аталади.5. Бернулли лемнискатаси. Х,ар бир нуктасидан берилган икки F\(— а; 0) ва F<&a\ 0) фокуслар деб аталувчи нукталаргача булган масофалар купайтмаси узгармас а2 сонига тенг булган текис эгри чизик 
Бернулли лемнискатаси дейилади (101-чизма).Лемниската таърифига кура, F i ва F 2 нукталар берилган. У холда уларнинг орасидаги масофа
\F\F2 \ - 2 a ёки a = y | F ,F , |  булади.

Бернулли лемнискатаси тенгламасини тугри бурчакли декарт координаталарда келтириб чикарамиз. Коорди- наталар бошини F\F-i кесманинг уртасида килиб F\F2 нукталар- дан утувчи тугри чизи- кни абсциссалар уки деб, унга перпендикуляр булган ва О  нук-̂  тадан утувчи тугри чизикни ординаталар уки деб оламиз.
М(х\ у) нукта из- ланаётган чизик ус- тидаги ихтиёрий нукта булсин. У долда,таърифга кура: 101-чизма|F|Af| • \FiM \ = а 2. (И )293



Текисликдаги икки пукта орасидаги масофани топиш формуласига кура:
I F , M  | =  - \ j { x -f а )2-|-у 2, #
| F2M\ =  ^ [ ( 7 - a f + y 2.Бу ифодаларни (14) га куйиб, сунгра соддалаштирсак,

(.x2+ y 2?  =  2a2(x2- y 2) ( 15)Бернулли лемнискатаси тенгламаеига ’ эга буламиз. (15) тенгламадан Бернулли лемнискатаси туртинчи тартибли алгебраик тенгламадан иборат эканлиги келиб чикади.Лемниската тенгламасини кутб координаталарида ифодалаш учун jr =  pcos<j;, // =  psincp ифодаларни (15) га куйиб соддалаштирсак,p2 =  2a2(2cos2<p — 1) ёки b =  c n j2 белгилаш киритсак,p2 =  ft2(2cos2<p— I) ( 16)тенгламани косил киламиз. (16) тенглама ёрдамида Бернулли лемнискатаси иукталарини ясаш мумкин. (16) тенгламани гипотенузаси b^/2cos<p ва бироркагети Ь га тенг булган тугри бурчакли учбурчаклар- нинг иккинчи катети узунлиги каноатлантиришини кур- сатамиз.Хакикатан, агар тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари х, у , гипотенузаси 2 булса, у кол да ■* У —z  тенглик уринли. Бу колда*  =  р. y  =  b, z =  b^j2cos<pдеб, урнига куйсак,р2 +  £2= 262cos2cp =►р2 =  2/?2cos2<p — Ь2 =>-
•У p2= i 2(2cos2<p— 1)(16) тенгламага эга буламиз.6. Астроида. А С  — диагонали узгармас ва иккита томони узаро перпендикуляр булган тугри чизик устида
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I

102- чизма

ётувчи тугри туртбур- чак берилган булсин (102- чизма).Бундай тугри турт- бурчакларнинг В учи- дан А С  диагоналига туширилган иерпенди- кулярларнинг аеосла- ридаги нукталарни бирлаштиришдан хо- сил булган эгри чи- зик астроида дейи- лади.Декарт координаталар системасида астроида- нинг тенгламасини кел- тириб чикарамиз. Координата уклари деббу иккита перпендикуляр булган томонларни оламиз (1 0 2 - ч и з м а ) .  \ А С \ = а  б у л с и н .  У холда 
\ОА\2+ \ О С \ *  =  аг. В учидан А С  диогоналига перпендикуляр туширамиз ва унинг асосини М(х; у) деймиз. 
/_ ВСА  — 1, Z .M B A  — 1 га тенг. М  нуктанинг координата лари х, у ни / бурчак оркали ифодалаймиз:

х — О Р =  \С М Ivos/ =  ( IС В |cos/) cost =  IСВ1 cos21 === ( I с л  I cost )cos2t =  ICA  | cos3/ =  acos3/; 
у  ?= O Q  =  PM  =  | AfA|sin/ = ( \ A B  |sin/)sin/=.=  |/1B|sin2/= (M C |sin / )sin 2/ ==  M C |sin 3/ =  asin3/. 

c — acos3/;пз̂  астроиданинг параметриктенгламаси булиб, ундан / нараметрни иукотсак, унии! тугри бурчакли декарт координаталаридаги тенгламаси- га эга буламиз:
Шундай килиб.

х '  =  a^cos/,
и л = a lsin/ =  a Jcos2/ !* _2 

1 =ьа Jsrn2/7. Архимед спирали, Тугри чизик буиича харакатланувчи ва бир вактнинг узида таиин текиснукта
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атрофида текис айланувчи бирор М  нуктанинг траекто- рияси Архимед спирали дейилади.Демак, Архимед спиралининг таърифига кура нуктанинг траекториясида бир вактда иккита текис харакат иштирок этиб, ундан бири тугри чизик буйлаб, иккинчиси эса айлана буйлаб харакатдан иборат экан.

=  I ОМ  |, ф — ОМ  кутб-радиусининг кутб уки UI билан ташкил этган бурчаги. М нуктанинг O N  тугри чиЗик буйича босиб утган нули а кутб бурчаги ф пинг усишига тугри пропорционалдир. Шунинг учун
бунда а — пропорционаллик коэффициенти. (17) тенгла- ма Архимед спиралининг кутб координаталаридаги тенгламаси дейилади. Унинг декарт координаталар системасидаги тенгламаси эса куйидагича:
Агар хар бир урам орасидаги масофани d деб белгиласак, у холда
Бундан куриниб турибдики, урамлар орасидаги масофа узгармасдир.8. Логарифмик спираль. Тенгламаси кутб координаталар системасида p = a e*'f (бунда а  ихтиёрий сон,

М нукта O N  тугри чизик буйлаб харакат килади, О  нукта атрофида эса текис айланма харакат ки лади.
103- чизма

О  нуктани кутб боши, 01 ни кутб уки деб оламиз (Ю З-чизма). М нуктанинг дастлабки координата- ларини р, ф деб белги- лаймиз, бунда р =
р  =  а ф . (17)

d  =  а ( ф  +  2 л )  —  а ф  =  2 а л .
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пропорционаллик коэффициента) к^ринишда булади- ган эгри чизик логарифмик спираль дейилади.Логарифмик спираль формуласини куйидаги- ча чикарамиз. Архимед спиралида нур устида харакатланаётган Мнуктанинг кутб боши- дан узоклиги нурнинг бурилиш бурчаги ф га тугри нропорционал деб олинган эди. Энди М нуктанинг кутб боши- дан узоклигининг лога- рифмини нурнинг бурилиш бурчагига тугри про- порционал деб оламиз,яъни 1пр =  а ф .  Бундан р  =  е ач! келиб чикади. Бу эса (18) формуланинг хусусий холи, яъни а — 1 ва ft =  a. Логарифмик спиралнинг асосий хоссаларидан бири: спиралнинг бошидан чиккан хар кандайрадиус-векторлар спирални айни бир а  бурчак остида кесиб утади (104-чизма). Баъзи чиганокларнинг шакли логарифмик спиралга ухшайди.
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