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С У З  БОШ И

Аналитик геометрия ва чизикли алгебра курсидан 
ёзилган мазкур кулланма олий техника укув юртларида 
кундузги, кечки ва сиртдан таълим олаётган биринчи 
боскич талабаларига мужалланган. Кулланма олий 
техника укув юртлари учун тасдикланган «Олий 
математика» дастури асосида ёзилган.

Кулланманинг асосий. вазифаси- аналитик геометрия 
ва чизикли алгебра курсига дойр назарий материални 
баён этиш, мавжуд темаларга дойр мисол ва масала- 
ларни ечиш усулларини курсатишдан иборат.

Математикани техника ихтисосликларига мослаб 
укитиш хусусиятларини хисобга олган холда аналитик 
геометрия ва чизикли алгебра курсининг физика, 
механика, радиотехника, электротехника ва бошка 
фанларга татбикига алохида эътибор берилди ва 
уларга дойр мисол ва масалаларни ечиш усуллари 
курсатилди.

Шунингдек, бу курени яхши узлаштирган ва янада 
чукуррок узлаштириш истаги булган талабалар учун 
9- бобда аналитик геометрия ва чизикли алгебра 
курсига дойр масалалар ечилишлари билан хамда 
мустакил ечиш учун мисол ва масалалар келтирилди.

Кулланма 9 та боб ва юкори тартибли ажойиб эгри 
чизикларга багишланган иловадан иборат. Кулланмага 
муаллифларнинг Абу Райхон Беруний номли Тошкент 
Давлат техника университетида куп йиллар давомида 
укиган маърузалари ва амалий машгулот материаллари 
асос килиб олинди. Бундан ташкари, мавжуд узбек ва 
рус тилларидаги адабиётлардан хам кенг фойдала- 
нилди.

Муаллифлар китоб кулёзмасини диккат билан 
укиб чикиб, бир катор фойдали маслахатлар ва 
тузатишлар берганликлари учун ТошДУ профессо- 
ри А. Х,амидов, доцент Н. Абдуллаев, ТошДТУ доцен- 
ти Э. Солиев, доцент С. Эргашевга, шунингдек 1-олий 
математика кафедраси укитувчиларига уз миннатдорчи- 
ликларини билдирадилар.

Кулланма хакида билдирилган фикр ва мулохаза- 
ларни миннатдорчилик билан кабул киламиз.

Муаллифлар

3



I Б О Б

Д ЕТЕРМ И Н АН ТЛ АР ВА ЧИ ЗИ КЛ И  ТЕН ГЛАМ АЛАР 
СИСТЕМАСИ

Бу бобда иккинчи ва учинчн тартибли детерминантлар 
назариясига оид асосий маълумотлар ва бу детерми- 
нантлар билан боглик. икки ва уч номаълумли чизикли 
тенгламалар системаларини ечиш масалалари кискача 
баён килинади. л-тартибли детерминантларнинг уму- 
мий назариясн ва чизикли тенгламалар системасини 
Крамер ва Г аусс усуллари билан ечиш курсатилади.

1-§. Иккинчи тартибли детерминантлар

Берилган туртта сондан иборат куйидаги
/ “ м а12\ 
\ а2\ а22 ) ( 1.1)

жадвал 2-тартибли квадрат м а т р и ц а  деб аталади. 
Бундай матрица иккита сатр ва иккита устунга эга. Бу 
матрицани тузувчи сонлар иккита индексли, масалан 
/=1,2) харф билан белгиланади. Бу ерда i индекс 
мазкур сон турган матрицанинг сатр номерини курсатса, 
/ индекс эса устун номерини билдиради. ап, а|2, 
Я21, (I22 сонлар матрицанинг элементлари деб атала
ди. ( 1.1) матрицага мос иккинчи тартибли д е т е р м и 
н а н т  деб Лиам — «12021 сонга айтилади ва 
у куйидагича белгиланади:

А = “II “ 12
а 2 | а 2 2 :a lla22— a l2U2l (1-2)

еки

A =  det|a" e,2| =  detf " "  a'2>\ 
J^ l a22 I \ a21 a22 /
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5v детерминант иккита ап, а [2 ва u2i, 022 сатр 
элем ен тлари  ва иккита ац, a2i ва a t 2, 022 устун 
элем ен тлари д ан  иборат. ац, а22 элементларга бош 
а и а г о н  ал элементлари, ai2, а2 1 -пар эса ё р д а м ч и  
д и а г о н а л  элементлари дейилади.

Демак, иккинчи тартибли детерминантни х.исоблаш 
учун унинг бош диагонали элементлари купайтмасидан 
ёрдамчи диагонали элементлари купайтмасини айириш 
керак экан.

1-м и сол.  Куйидаги детерминантлар хисоблансин:
I _ 5  3 I п I cos2x — sin2x I „  I tg3a  I I
I 2 — I I ’ ’ ' sin2jc cos2x I ’ ' 1 — 1 c lg3a  I

Ечиш. (1.2) формулага кура хисоблаймиз:

2. А =  I cos^* S'n,fV I =  cos2jc-cos2x-|-sin2.x-sin2x =

Иккинчи тартибли детерминантни икки номаълумли 
иккита чизикли тенглама системасининг умумий ечими- 
ни топиш натижасида келиб чикишини курсатайлик. 
Ушбу

чизикли тенгламалар системаси берилган булсин.
(1.3) системанннг тенгламаларидан биринчисининг хар 
иккала киемини а<ц га, иккинчисини эса а 12 га 
купайтириб, хосил булган тенгликларни хадма-хад 
кушиб куйидаги натижага эга буламиз:

Шунга ухшаш, биринчи тенгламани — а2| га, иккинчи 
тенгламани эса ац га купайтириб, уларни хадма-хад 
кушиб, :

Д =  | ~ 2  _ J |  =  ( - 5 М - 1 ) - 2 * з = 5 - б = - 1 .

s i п2дг cos2x
=  cos22.v -f- sin22jr =  1.

I =  tg3a-ctg3a-l-( — 1) =
=  1 +  1= 2.

a„x + a l2y =  c„ 
a2lx + a22y =  c2 (1.3)

(ana22 — a|2a2i)^ =  cia22 — c2ai2- (1.4)

(аца22 — ai2a2|)f/ =  c2an — Cia2i (1.5)
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тенгликни хосил киламиз. (1.4) ва (1.5) тенгликларга
( 1.2) ни татбик, этамиз ва куйидаги белгилашларни 
киритамиз:

А —-Й: | О .jo 2̂1а12 —

А х =  C\(in с2я 12 = 

=  ̂ 2а11 £|а21 ~

“ || а !2 

а 21 “ 22

С, а,2 I

С2 “ 22 I

а11 Cl I

Аг, А у — ёрдамчи детерминантлар дейилади.
Натижада (1.3) системага эквивалент булган ушбу 

содда чизикли тенгламалар системасини олишимиз 
мумкин:

Г Д-* =  А„

U - f - л  ( 1 6 )

(1.3) ёки (1.6) тенгламалар системаси учун куйидаги 
холлардан бири булиши мумкин.

1. Агар а 1(022 — 012̂ 21 =̂=0 булса, у холда
(1.3) система ягона ечимга эга булиб, у куйидагича 
топилади:

С1а22 С2а12 с2а Ч 'х = ---------- ; у =
а11а22 а12а21 “ ||а22 — а12а21 

ёки

1 С [
“ | 2  I 1 “ I I С1

л *  _
1 с 2 а2 2  1 1 “ 2 1 с 2

Д  |
“ п

“ 2 1

“ 1 2

“ 2 2

-  • и _____—  —

I  I & 
Й

" 
= 

1

“ ) 2

“ 2 2

(1.7)

(1.7) формула К р а м е р  ф о р м у л а л а р и  дейила
ди. (Крамер Г. 31.07.1704—4.01.1752, швейцариялик 
математик.)

Геометрик нуктаи назардан агар ( 1.3) система ягона
(1.7) ечимга эга булса, у холда (1.3) система 
тенгламалари текисликдаги иккита тугри чизик тенгла-
малари булиб, улар ( х — —£ - ,у= - н у к т а д а  узаро
кесишишини билдиради.



2. Агар Л =  0 булиб Д* ёки Д„ ёрдамчи детерми- 
нан тлард ан  камида биттаси нолдан фаркли булса, 
у холда ( 1.3) система ечимга эга эмас ёки бериЛган 
систем а тенгламалари биргаликда эмас дейилади.

Буни куйидагича курсатамиз. Д =  0 дан auto —
аП а21_ ц,2а2| =  0 келиб чикади. Бундаи -- - — - =  kа, 2 и22

десак (ft — бирор хакикий сон), ундан ап — ка\2 

ва a2\ =  ka22 ларни хосил киламиз. Агар уларни
( 1.3) системага куйсак:

( к(а2[х + а22у )= с и 
\ а21х +  а22г/ =  с2

ни ХОСИЛ киламиз. кфО  деб охирги системани 
куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

[опх+ аъу  =  ^-, ( ] 8 )

[ a2ix +  a22y =  c2.

С \ С \Бундам —  =  с2 ёки — ф с2 булиши мумкин. Агар
йц

с\фкс2 булса, схф с 2- , яъни Д ^ О  ёки С\ФС%Х
а \2

a2iX  , яъни А л Ф  0 булади. Бундан эса (1.3) тенглама- 
°22

лар системаси ечимга эга эмаслиги келиб чикади.
(1.3) даги хар бир тенглама Д = 0 булганда (1.8) тенг
ламалар системасига келади ва у параллел (с\фкс2) 
тугри чизикларни ифодалайди.

3. Агар Д =  Д, =  Д„ =  0 булса, (1.3) системадаги 
биринчи тенгламанинг коэффициентлари иккинчи тенгла- 
манинг коэффициентларига пропорционал булади ва
(1.3) система чексиз куп ечимга эга булади. 
Дж =  Ду =  0 булса, c\—kc2 булиб ( 1.8) система

( а2хх-\-а22у =  съ
\ а21х + а22у =  с2

куринишга келади. Бу система устма-уст тушган икки 
тугри чизикни ифодалайди.
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I-ми сол. Ушбу системами ечинг:
( Зх + ‘2у=  12,
{ х — 2у — —4.

Е ч иш.  (1.7) формуладан фойдаланиб куйидаги 
детерминантларпи тузамиз ва уларни хисоблаймиз:

3 2Д =

А, -

I I -
12 2 

— 4 — 2

12
-4

= — 6 — 2 =  — 8,

=  -2 4  +  8=  -  16, 

=  — 12— 12= — 24.

Д = — 8^=0 булга ни учун система ягона ечимга эга. 
Крамер формуласига кура:

--ii =  2 
- 8

у =  h  =  з
4 А - 8

Демак, гугри чизик.лар хОу текисликда-(2;3) нукта- 
да узаро кесишар экан.

2мисол .  Ушбу системани ечинг:
| 7х+ 9«/ =  17,
1 14* + 18//= 13.

Е ч и ш. Куйидаги детерминантларни тузамиз ва 
уларни х,исоблаймиз:

7 9Д = 

Д,

1! 18

17 9 
13 18

=  7 • 18 — 9 • 14 =  126 — 126 = 0; 

=  189: 4» = 1,1

Д — 0; Ах=  189=^0; Д =  — 147^=0 ёки 7 - =  —о
’ 14 18

17
13

булгани учун система ечимга эга эмас. 
3-м и со л. Ушбу системани ечинг:

Г 2х— 5 у =  3,
{  8* — 20# =  12.
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Ечиш.  Бу система учун:
I 2 - 5  I п . I 3 — 5 | __. I 2 3 I ______п

Л —  I 8 — 20 I ’ х I 12 - 2 0  I ’ » I 8 12 I
2 - S  3 ёКИ j- =  — _  =  булгани учун система тенглама-

лари устма-уст тушувчи тугри чизикларни ифодалайди 
ва бундан система чексиз куп ечимга эга экаплиги келиб 
чикади.

2-§. Учинчи тартибли детерминантлар ва уларнинг 
хоссалари

Ушбу
« I I а  |2 «13

021 «22 «23

«31 «32 « з з .

еки
12 “ 13

й 2| ^22 «23

«31 « '32 “ 33

(1-9)

куринишдаги сонли жадвалга учинчи тартибли квад-, 
рат м а т р и ц а  дейилади. (1.9) матрицапинг учинчй 
тартибли детерминанти деб, '  \

« I I «12 «13 « и «12 «13

д = «21 «22 «23 =  d o t «21 «22 «23

«31 «32 «33 . «31 а 32 «33 .

каби белгиланувчи ва сон киймати иккинчи тартибли 
детерминант оркали куйидаги;

Д =

— а,

« I I  «12 «13

а21 а22 а2з
«31 «32 а 33 

°21 “ 23 

а 31 " з з

=  а.

+  « 13

“ 22 “ 23 

I “ .42 “ 33

«21 2̂2 I
“ 31 “ 32 I

( 1.10)

тенглик билан аниклапувчи сонга айтилади.( 1.10) фор- 
муладаги иккинчи тартибли детерминантлар урнига 
Ц.-2) формуладан фойдалапиб уларнинг кийматларини 
куйсак, у х,олда учинчи тартибли детерминант учун 
ушбу
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д  =

а п а 12 а 13

221 а 22 а 23

-*31 “ 32Я ; 19

—  “ п “ 22в 33 +  а 12а 23а 3 1 + а 21а 32а 13 —

—  ('а 31 °22а  13 +  а 2 1а  i 2а 33 +  а 32а 23а  11)

хисоблаш формуласини хосил килам из.
Кулайлик учун детерминантнинг элементларини икки

та индексли битта а,7 (бунда /, / =1,2,3) харф билан 
белгилаш кабул килинган були.б, биринчи индекс хар 
доим элемент жойлашган сатр номерини, иккинчи-индекс 
эса устун номерини курсатади. Масалан, а31 ёзув бу 
хад учинчи сатрнинг биринчи устуни элементи эканини 
билдиради. ац. а22, азз элементлар бош д и а г о 
на л элементлари, 013, 022, am элементлар эса 
ё р д а м ч и  д и а г о н а л  элементлари дейилаДи.

( 1.11) хисоблаш формуласининг унг томонидаги 
кушилувчиларнинг ишораларини ушбу схемадан фойда- 
ланиб аниклаш кулай (буни у ч б у р ч а к  у с у л и  хам 
дейилади):

Учинчи тартибли детерминантни С а р р и у с  
кои да си (элементларни кучириш усули хам дейила
ди) деб аталувчи усул билан хам хисоблаш мумкин. Бу 
усулни схема куринишида куйидагича ёзиш мумкин:
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1-мисол .  Куйидаги учинчи тартибли детерминант-
ларни хисобланг:

1.

Е ч иш.  Берилган детерминантларни юкоридаги схе
ма ва (1.11) формулага кура хисоблаймиз.

2 1 3 b 1 ь
1 0 — 1 ; 2. -1  b 1
4 5 2 Ь -1  ь

2 1 3 
1 0 - 1  
4 5 2

= (2-0-2+|.(— 1М+1-3-5) — 
-(30-4-1-2-5 —( — 1)+ 1 • 1 -2)=

=  — 4+ 1 5 - (-  10 +  2)=  11 + 8 =  19.

Ь 1 Ь 
-1 Ь 1 

Ь - 1  b

=(b-b-b + b +  b )-  
(b-b-b-b-b) =

■ Ь* +  Ь +  Ь - Ь 3 +  Ь +  Ь =  4Ь.

Учинчи тартибли детерминантни хисоблашнинг
(1.11) формуласидаги алгебраик йигиндиларнинг хар 
бир хади учта элемент купайтмасидан иборат булиб, 
бу купайтувчиларнинг хар бири детерминантнинг турли 
уступ ва турли сатридан олингандир. Масалан, 
012̂ 21033 купайтманннг биринчи коэффициенти 
Oi2 1- устуннинг биринчи сатрига жойлашган сон булса, 
колган икки коэффициент 2-устун ва 1-сатрдан бошка 
ерда жойлашган сони (adi 2-сатр, 1-устун; азз
3-ca rp, 3-устун) булади. Шундай килиб, детерми
нантни хисоблаш учун берилган (1.11) формуладан 
унинг элементларидан бири (масалан, ац) катнаш- 
ган кулайтмалар йигиндисини олсак, улар 2 та булиб, у 
си 1̂ 22033 — а.\ 1032̂ 23 куринишда ёзилади. Ун- 
дан ац ни кавсдан чикариб ёзамиз:  
Ом(а22азз— азгагз). Бу ерда кавс ичидаги 
айирма ац элементнинг т у л д и р у в ч и  минори  деб 
аталади ва

^11  —  а 22а33 ' а 32а 23 —
а 22 а 23 

а 32 а 33

куринишда ёзилади. Детерминантнинг исталган эле- 
ментларининг тулдирувчи минорларини худди шундай
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ёзиш мумкин. Масалан, детерминантнинг аю элементи- 
нинг тулдирувчи минори ушбу куринишда ёзилади:

Демак, бирор элементнинг минори деб шу элемент 
турган сатр ва устунни учиришдан хосил булган 
детерминантга айтилади.

Бирор элементнинг алгебраик тулдирувчиси деб унинг 
мусбат ёки манфий ишора билан олинган тулдирувчи 
минорита айтилади ва у Л,; оркали белгиланади:

Бу формуладаги Мц минорни аниклаш усулини 
келтирамиз. Бунинг учун

детерминантни ёз.амиз. Мц минорни аниклаш учун 
детерминантнинг /- сатридаги ва /'- устунидаги барча 
элементларни учиришдан колган элементларини ёзсак, 
иккинчи тартибли детерминант хосил булади па у биз 
излаётган Мч минорни беради. Масалан, я |2 эле
ментнинг минорини топиш учун Д детерминантнинг
1-сатридаги ац, fliat ai3 элементлари хамда
2- устундаги а 12, агг, U32 элементларини учирсак, 
учирилмай колган элементлардан ташкил топган М 12 
минорни хосил киламиз:

Бошка элемент минорлари хам шундай тонилади. 
Масалан, М31 ни топайлик (Д детерминантда 1-устун 
ва 3- сатрни ^чирамиз):

fli3 элементнинг алгебраик тулдирувчиси ( 1.12) фор- 
мулага кура куйидагича хисобланади:

А ц М - ^ М ц . ( 1. 12)

а П а \2 а 13

Д =  а2, а22 а23
°3 |  °3 2  а 33

Мз,
а 12 а 13 

а 22 а 23
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Л|з=( — 1) ' Л113 =
а2, а22
а 31 а 32

а32 элементнинг алгебраик тулдирувчиси эса 
куйидаги куринишга эга:

Лз2 =  ( - 1)3 + 2УИз2 = - “ И “ 13 

Я 2| а 23

Бупдан фойдаланиб ихтиёрий тартибли детерми
нантни унинг элементларини мос алгебраик тулдирувчи- 
ларга купайтмаларининг йигиндиси куринишида ифода- 
лаш мумкин.

Масалан, (1.10) детерминантнинг сатр элементлари 
учун

Д =  а,|Л,| -|- a,2/4i2-t-ai3/4,3, 
устун элементлари учун

Д — о I /А I / -(- U2/A 2/ -f- аз/А 3/

тенгликларни ёзиш мумкин (бунда i, /= 1,2,3).
Аммо, детерминантнинг бирор сатри (устуни) эле

ментларини бошка сатри (устуни) элементларининг 
алгебраик тулдирувчиларига купайтмаларининг йигин
диси нолга тенг булади.

Масалан, сатрлар учун: ацЛ2| + 012̂ 22 +  ai3^23=0, 
устунлар учун: а ^ п  4-022̂ 21 +  032̂ 31= 0.

Булардан биринчисини текшириб курамиз:
а12 “ 13

0-32 ° з з
alH 21~f'a12̂ 22 +  a l3̂ 23— aU 

+ a !2

= — an(ai2U33 — 0|заз2)-|- 012(011033 
— ai3a3i) — 0|з(амаз2 — «12аз|) =

= —аца12азз + «11̂ 13̂ 32+  яца12азз
— 012013031 — Ч\ 1013032 + «12013031= 0.

+

1 a . i а 13 I а !1 а 12 I
—  0 , 3

1 а 31 а зз I 1 а 31 а 32 |
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2- м и сол. Куйидаги учинчи тартибли детерминантни
1-устуни элементлари буйича ёйиб хисобланг:

А =
1 2
2 -1  
3 - 5

—  1

1

2
Е ч и ш.

2 -1 
- 1  1
- 5  2 

2 -1 
- 5  2

- 1  1
- 5  2

4- 3
2 -1 

- 1  1

= (- 2  +  5 )- 2 (4 - 5 ) +  3 (2-1) =  3 +  2 + 3 =  8.

Энди детерминантларнинг асосий хоссаларини куриб 
чикамиз.

i - х о с с а. Агар детерминантнинг хамма устунларини 
унинг хамма сатрлар билан (ёки аксинча) уринларини 
мос равишда алмаштирилса, детерминантнинг киймати 
узгармайди, яъни

« п «12 «13 «11 «21 «31

«21 а 'п «23 = «12 «22 «32

«31 й 32 «33 «13 «23 «33

2-хосса.  Агар детерминантнинг ихтиёрий иккита 
сатрининг (ёки иккита устуннинг) уринлари алмашти
рилса, детерминантнинг факат ишораси узгаради:

«11 «12 «13 «21 «22 «23

«21 «22 «23 =  — «11 «12 «13

«31 «32 «33 «31 «32 «33

3-х ос с а. Агар детерминантнинг иккита сатри (ёки 
иккита устуни) бир хил элементлардан иборат булса, 
детерминантнинг киймати нолга тенг булади.

4-х ос с а. Агар детерминантнинг бирор сатр (ёки 
устун) элементлари битта умумий купайтувчига эга
14



булса, бу купайтувчини детерминант белгисидан ташка- 
рига чикариш мумкин:

<*и k a l2 «13 f l 1l а , 2 а 13

а и а 2Я =  * а 21 «22 «23

«31 k a i2 a S i а 31 а 32 «33

5-хосса.  Агар детерминантни бирор сатри (устуни) 
нинг хар бир элементи икки кушилувчининг йигиндиси- 
дан иборат булса, берилган детерминантни икки детерми
нантнинг йигиндиси куринишида ёзиш мумкин. Бунда 
биринчи кушилувчи детерминант элементлари берилган 
детерминант элементларидан иборат, иккинчи куши
лувчи детерминант элементлари эса факат кушилувчи 
сатр (устун) элементлари билан фарк килади:

а,| а,2 + т ,а |3 «п а 12 а  13 а,, ш,а,з
«21 ^22 “Ь ̂ 2^23 = а21 а22 а23 + а2| т 2а23
«31 «32 "Н  т 3«33 °31 а 32 а 33 «31 т яаяз

6-хосса.  Агар детерминантнинг бирор сатр (устун- 
ни) нинг барча элементлари нолга тенг булса, бундай 
детерминантнинг киймати нолга тенг булади:

а II 0 «13 « И «12 «13

а 2| 0 а 23 = 0 0 0

«31 0 « з з «31 «32 «33

7-хосса.  Агар детерминантнинг иккита сатри (ёки 
иккита устуни) нинг мос элементлари проморционал 
булса, бу детерминантнинг киймати нолга тенг булади. 
Масалан:

6 2 7 2 2 7
3 1 9 =  3 1 1 9

15 5 11 5 5 11

8-хосса.  Детерминантнинг бирор сатр (устун) 
элементларига бошка сатр (устун) нинг* бир хил сопга 
купайтирилган мос элементларини кушишдан хосил 
булган детерминантнинг киймати дастлабки детерми
нант кийматига тенг булади. Масалан:
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Я ц «12 «13 «11 +  £«13 «12 «13

а2] «22 «23 = «21 +  ^«23 «22 «23

«31 «32 «33 «31+ £ « з з «32 «33

«11 а |2 о ,з «13 «12 «13 «11 «12 «13

= «21 «22 «23 +  £ «23 «22 «23 = «21 «22 «23

«31 «32 «33 «33 «32 «33 «31 «32 «33

9-хосса.  Детерминантнинг бирор сатри (устуни) 
элементларининг унинг бошка сатри (устуни) эле
ментлари алгебраик тулдирувчилари билан купайтмала- 
рининг йигиндиси нолга тенг. Масалан:

ицАц +̂ 12/422 + 013/123 = О, 
й|2̂ 4|| + 022/121 + 0.мАз\ = 0.

Детерминантларнинг хоссаларини исботлашни 5'кув- 
чининг ^зига хавола киламиз.

3-§. Уч номаълумли учта чизикли тенгламалар 
системалари

Уч номаълумли учта чизикли тенгламалар системаси 
берилган булсин:

a.i^i + « 12̂ 2+ а13Ха =  с , ,

• a2i*i +  «22*2 +  а23х3 = с2, (1.13)
. «31*1 +  «32*2 +  «зз*з =  сз-

Икки номаълумли иккита чизикли тенгламалар 
системасининг умумий ечимини топишда номаълумлар 
олдидаги коэффициентларни тенглаб биринчи тенглама- 
дан иккинчисини айириш натижасида битта номаълумли 
тенглама хосил килиниб ундан номаълумнинг киймати 
топилган эди. Худди uiy ишни (1.13) системага татбик 
этсак, натижада (1.13) системага эквивалент куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

' *i • А = \  ,
-VA =  A*2,; (А)
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бунда
Оц «12 «13 С1 а\2 а\л

д = а21 «22 -*1 С 2 а 22 «23

а32 «33 c-i «23 «зз

« , , С\ «13 а ц Cl jo с .

О £

II а 21 С2 «23 ; Д Х =3 (1<2\ «22 С2

«31 Сз «33 «31 «32 Сз

Номаълумлар олдидаги коэффициентлардап тузилгап 
учинчи тартибли Д детерминант (1.13) системанинг 
детерминанти дейилади. Дх , Дх ва ДГ) детерминантлар
ёрдамчи детерминантлар дейилади.

Агар (А) системада Д=?М) булса, у холда

к .
* 2 =  -д ; * з  =  f (1.14)

jci, xi, дез нинг (1.14) формулалар буйича топилган 
кийматлари (1.13) системанинг ечимлари булишини 
бевосита текшириб куриш билан ишонч хосил килиш 
мумкин. (1.14) тенгликлар К р а м е р  ф о р м у л а л а р и  
дейилади.

(1.14) формулаларда куйидаги холлар содир 
булнши мумкин.

1. Д=̂ =0. Бу холда (1.14) формулалардан система 
я гон а ечимга эга экани келиб чикади.

1- м исол.  Ушбу системани ечинг:
дг, +  2х 2—  *3 =  2, ‘

2х, — 3xL, +  2х3 =  2,
3*,+  х2+ х3 =  8.

Е ч и ш. Бу ерда
1 2 — 1 2 3 -  1

Д = 2 - 3 2 ==— 8;Д, = 2 - 3 2
3 1 1 8 1 1
1 2 -  1 1 2 2

О ■J1 II 2 2 2 = — 16; Дх =х3 2 - 3 2ч
3 8 1 3 -1 8 '

- 8 :

-24.

2-032

Бух. ТИП и ЛП 
БИБЛ]



(1.14) формулалардан куйидагиларни топамиз:
— 24 
- 8* ,=  —  =  1; *2 = 16 =  2 ; =  — Ц- =  3.

- 8

Ж  а в о б: (1;2;3)
2. Д =  0 ва Д ,  AXj, Д,з детерминантлардан камида

биттаси нолдан фаркли булса, у холда (1.13) система- 
ечимга эга эмас. Аниклик учун ДХ1 =  ДХ2= 0
булиб, Д1з=?̂ 0 булсин. У холда (1.14) дан:

д.
Д-*, =  Д,„.

Аммо, охирги тенгликнинг унг томони нолдан фаркли 
(ДХз=^0), чаи томони эса нолга тенг, бунинг булиши 
мумкин эмас. Демак, ечимга эга эмас.

2- м и с о л. Ушбу
'2*, +  3*2 +  *3 =  2,

*, — 5*2 +  2х3 =  3,
4*,+6дг2+ 2*3 =  О

тенгламалар системаси ечимга эга эмас, чунки 
Д =  0 (текшириб куришни укувчининг узига хавола 
киламиз).

3. Д =  0 ва ДХ| =  ДХг =  ДХа =  0 булса, (1.3) система ёки
ечимга эга эмас, ёки чексиз куп ечимга эга булади.

3- мисол.  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:
* |— *2 +  2*3 =  2,

2*,—2*2 +  4х3 =  4,
Зх, — Здс2 +  6*з =  3.

Е ч иш.  Бу система учун
Д =  0, Дх =ДХ = Д Х =0.X, Х г  Х3

Система ечимга эга эмас, чунки системадаги биринчи ва 
учинчи тенгламалар биргаликда була олмайдилар. 
Х,акикатан хам, биринчи тенгламани 3 га купайтириб, 
ундан учинчи тенгламани айирсак, мумкин булмаган 
0=3 тенгликка эга буламиз.
18



4-мисол.  Ушбу
2х, +  3*2 — — 3, 
4х ,+ 6 х2 — 2х3=  6, 
Зх, — х2 -+- 2х3 =  — 1

система учун А =  = ДХ7 =  ЛГз =  0. Системадаги иккин
чи тенглама биринчи тенгламани 2 га купайтиришдан 
хосил булгани учун берилган система ушбу

системага тенг кучли ва чексиз куп ечимлар тупламига 
эга. хз га ихтиёрий кийматлар бериб х, ва х2 нинг унга 
мос кийматларини топамиз. Масалан, хз=\ да

п- тартибли квадрат матрица берилган булсин (унда 
сатр ва устунлар сони тенг булиб, уларнинг хар 
биридаги сонлар п та булсин). Юкорида киритилгани 
каби (иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар) бу 
ерда хам А матрицага мос келувчи п- тартибли 
детерминантни киритамиз:

{
2х, +  3х2 — х3=  3, 
Зх,— jc2 -Н 2jc3 =  — 1

4-§. «-тартибли детерминантлар ва уларни 
хисоблаш

Ушбу
ап а,2... аи 
а 2, ... а 2я (1.15)

а„1 а„2 - “ пп
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а,о... аt,l U, 2 1л

Л=  |Л | = 2̂1 &22 ••• 2л (116)

« л ! « л 2 ," "  «л/

Бу детерминантда л =  2 ва л =  3 булган холлар 1—2- §§ 
ларда курилди. Уни хисоблаш, амалий татбикига 
мисоллар келтирилди. п— 1 булганда эса (1.16) де
терминант факат битта элементдан иборат булган 
детерминантдан иборат булади. Унинг киймати шу 
детерминантнинг элементига тенг булади.

Агар ац (бунда j ,/=1,я) Д = |Л| детерминантнинг 
j-сатр ва /-устунида жойлашган элементи булса, М1; 
билан бу элементнинг тулдирувчи минорини, яъни
(1.16) детерминантда «-сатр ва /'-устунни учиришдан 
хосил булган (л — 1) тартибли детерминантни белги- 
лаймиз:

Мц —

«II -  «1./-1« ... а,

«•—1,1 — «i-l./-l«;-i,/+l — «(-1,я 
a i + l , l  « i + l , /— !« • + 1./+1 — « 1 + 1 . л

«л | ••• « л ,/ — 1«л,/+1 *•- «лл

а,, элементнинг алгебраик тулдирувчиси Л,-, деб
А „ = ( -  1У+/Л1|/

ифодани белгилаймиз.
«тартибли детерминантларни хисоблаш формуласи 

йук. Аммо уни сатр (устун) элементлари буйича ёйиб 
куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

А — й\\Ан -(-а^А 12 + ••• +  «|ПЛ (1-17)
Шундай килиб, л-тартибли детерминант унинг 

биринчи сатрининг барча элементларини уларнинг мос 
алгебраик тулдирувчиларига купайтмалари йигиндисига 
тенг. (1.17) ёйилмадаги алгебраик тулдирувчиларни 
мусбат ёки манфий ишорали мос минорлар билан 
алмаштирилса, л-тартибли детерминантни хисоблаш
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(л — 1)-тартибли бир неча детерминантни хисоблашга 
келтирилади.

(1.17) даги хап бир (п— 1)- тартибли детерми- 
нантларни ихтиёрий сатр ёки устун элементларининг 
уларнинг мое алгебраик тулдирувчиларига купайтмала- 
ри йигиндиси куринишида ёзамиз. Натижада

— 1)-тартибли детерминантни хисоблаш 
(п — 2)-тартибли бир неча детерминантни хисоблашга 
келтирилади. Бу жараён учинчи ёки иккинчи тартибли 
детерминантлар хосил булгунча кетма-кет бажарилади.

Энди детерминангларни хисоблашни осонлаштира- 
диган бир нечта усулни курсатамиз. Энг содда ва куп 
кулланиладиган усуллардан бири детерминантларни 
берилган устуни ёки сатри элементлари буйича бир марта 
ёки куп марта ёйишдир. Бунда ноль элементи куп булган 
сатр ёки устунни танлаш максадга мувофикдир. 
Купинча, детерминантни бирор сатри (ёки устуни) 
элементлари буйича ёйишдан олдин, шу сатр (устун) да 
купрок. ноллар хосил килиш учун олдиндан бирор 
сатрга (ёки устунга) бошка сатр (устунлар) нинг 
чизикли комбинациялари кушилади. Детерминантнинг 
хоссаларидан хам фойдаланилади. Буни мисолларда 
курсатамиз.

1 - м и с о л. Детерминантни хисобланг:

- 2 1 4
3 0 6

- 2 1 4
I - 2 —  1

Е ч иш.  Берилган детерминантнинг учинчи сатрини
— 1 га купайтирамиз ва уни биринчи сатрга кушиб, 
натижани биринчи сатрга ёзамиз:

- 3 0 0 0
1 3 0 6
2 — 2 1 4
3 1 - 2 — 1

Бу детерминантни биринчи сатр элементлари буйича 
еямиз:
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3 0  6 1 0  6

СО1II<

- 2  1 4 1 о 2 1 4
1 - 2  1 3 - 2 - 1

+

+ 0.
1 3

2 - 3

3 1

1 3 0 3 0 6
0. 2 - 2  1 =  - 3 - 2  1 4

3 1 - 2 1 - 2  -1
Х,осил булган учинчи тартибли детерминантнинг биринчи 
устунини 2 га купайтириб, учинчи устунга кушамиз, 
сунгра биринчи сатр элементлари буйича ёйиб, куйида- 
гига эга буламиз:

3 0 0
А — — 3. - 2  I 8 

I — 2 — 3

=  -3.3 1 8
- 2  - 3

=  - 9 ( —3+16)=  -117.

Куйидаги мисол детерминантни иккита детерминантга 
ажратиб, сунгра хисоблаш усулини намойиш этади.

2-ми сол.  Детерминантни хисобланг:

3 1 1 1  
1 4  1 1  
1 1 5  1 
1 1 1 6

Е ч иш.  Берилган детерминантни ушбу куринишда 
ёзиш мумкин:

1+2 1 1 1 
1+0 4 1 1Д =
1+0 1 
1 + 0  1

5 1 
1 6
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Детерминантларнинг 5-хоссаси ва Д нинг биринчи 
устуни буйича чизиклилигидан фойдаланамиз:

Д =

1 1 1 1 2 1 1 1
1 4 1 1

+
0 4 1 1

1 1 5 1 0 1 5 1
1 1 1 6 0 1 1 6

(А)

Хосил булган (А) тенгликнинг унг кисмидаги детерми- 
нантларнинг биринчисининг бош диагонали остидаги 
элементлар бирга тенг, шунинг учун биринчи сатрни 
барча колган сатрлардан айрилса, биринчи детерминант 
куйидаги куринишни олади:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 4 1 1 0 3 0 0
1 1 5 1 0 0 4 0
1 1 1 6 0 0 0 5

Д ,=

Бизга маълумки, бундай детерминантнинг киймати 
бош диагоналда турган элементлар купайтмасига тенг. 
Демак,

Д| =  I - 3-4-5 - =  60.
(А) тенгликнинг унг кисмидаги иккинчи детерминантни 
биринчи устун буйича ёямиз. Натижада, куйидаги 
куринишдаги учинчи тартибли детерминантга эга була- 
миз:

=  2.107 =  214.
4 1 I

Д2 =  2 1 5 1 
1 1 6

Шундай килиб, Д =  60 + 214 =  274.
3- м и с о л. Детерминантни хисобланг: 

1 2  1 0  

3 0 - 2 2  
0 4 - 3  3
5 3 0 1
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Е ч иш.  Бу детерминантни унинг биринчи устун 
элементлари буйича сйиб хисоблаймиз:

А =  4'

+  0-

=  4 .{С

0 — 2 2 
4 - 3  3 
3 0 1

I О
- 2  2 

О I
— 5-

2 
4
3 
2

О - 2
4 - 3

1 О
- 3  3

0 I
1 О

2
3

+

- 3  3 
0 1

— 4
/

- 2  2 
0 1

I - 2  2 
+ 3 | _ з  3

— 3-|2 - 3
0

3
1 1-

; : и -

}-

_ 5 . { ; -2
- 3 +  4

" . I I -

=  4[0-( — 3 — 0) —4 ( —2 —0) +  3 ( —6 + 6)] — 3[(2 — 3) — 
_ 4 -1 +3-3)] — 3[2( — 3)—(4—9)] —5[(2( —6 +  6) — 

— 0 + 4-2] =  32 +  3-40 =  35-40=  — .5 
Демак, А = — 5.

5- §? п номаълумли п та чизикли тенгламалар 
системалари

п номаълумли п та чизикли тенгламалар системаси 
куйидаги куринишга эга:

а ихх+ а 12х2 +  ... +  а1пхп= с 1, 
а21лг, +  апхг +  ...-\-a,inxn =  с2,

( 1.10)

“ щх, +  ап2х.г +... +  аплхп =  с„.

Бу ерда ац сонларга систсманинг коэ ф ф и ц и е н т л а р и, 
с, — оз од х,адлар,  х\, X2 ,..., х „— н о м а ъ л у м л а р  
дейилади.

Т а ъ р и ф .  Агар (1.18) системанинг кар бир генгла- 
масидаги х\, х2,...х„ номаълумлар урнига мос равишда
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ct], <X2,...an кийматлар куйилганда системанинг барча 
те'нгламалари айниятга айланса, а,, аг.-.а», сонлар
(1.18) системанинг е ч и ми  дейилади.

Системанинг ечими мавжуд булиш-булмаслиги 
«.уйидаги детерминантга богликдир:

a u a 12... fl|„

Д = а Па П а 2п

а п\а п2 -  а п

(1.19)

(1.19) детерминант (1.18) системанинг номаълумлари 
олдидаги коэффициентлардан тузилган. Агар Д=^0 
булса, система ягона ечимга эга булади ва бу ечим

А,. ____  -
хi— --“ (<= 1, п)

фврмулалар ёрдамида топилади.
Бунда А*, детерминант Д детерминантнинг биринчи 

устун элементларини (1.18) тенгламалар системасининг 
озод хадлари билан алмаштиришдан х,осил килинади; 
Дх., эса Д детерминантнинг иккинчи устун элементларини 
озод хадлар билин алмаштиришдан хосил булади; 
ДХ3...ДЛ>. лар хам шунга ухшаш х.осил килинади.

( 1.1%) тенгламалар системасини ечишнинг бундай 
усули Крамер усули дейилади. Демак, (1.18) системани 
ечйш учун (я-|-1) та детерминант тузиш ва хисоблаш 
керак булади.

6-§. Чизикли тенгламалар системасини Гаусс усули 
билан ечиш

Биз юкорида тенгламалар сони номаълумлар сонига 
тенг булган чизикли тенгламалар системаси билан 
танишдик ва бундай системанинг детерминанти нолдан 
фаркли булса, у холда система ягОна ечимга эга 
булишини курдик.

Энди ихтиёрий, яъни тенгламалар сони номаълумлар 
сонига тенг булмаган чизикли тенгламалар системасини 
текширамиз. Бундай система учун ечим ягона булмаслиги 
ёки умуман ечим мавжуд булмаслиги хам мумкин. Агар 
чизикли тенгламалар системаси бирорта хам ечимга 
эга булмаса, система биргаликда булмаган система
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дейилади. Агар чизикли тенгламалар системаси ечимга 
эга булса, бундай система биргаликда деб хисобланади.

Коэффициентлари сонлардан иборат булган тенгла , 
малар системаси ечимларини топиш учун кулай булган 
номаълумларни кетма-кет йукотиш (чикариш) усули- 
ни, яъни Г а у с с  у с у л и н и  курсатамиз.

Куйидаги ихтиёрий чизикли тенгламалар системаси 
берилган булсин:

а ,  1* ,  + а , 2 *2  +  ... +  a{nxn =  clt 

а2|*, а22Х2-{- ...-\-а2„х„ =  с2,

От.*! +  ат 2*2 +  •• • +  атпх„ =  Ст .

( 1-20 )

(1.20) да ац=£ 0 деб фараз килайлик. Дастлаб 
биринчи тенгламадан ташкари барча тенгламалардан 
*i ни йукотиб, (1.20) системани узгартирамиз. Бунине 
учун биринчи тенгламанинг хар иккала томонини 
аи Ф О  га булиб чикамиз. Натижада (1.20) системага 
эквивалент булган янги системани хосил киламиз:

а
*i +  - 12 ~ I I "i" /— *2 +  —+  —— хп =  С\/ах

а,21х 1 " Ь  а 22х 2 ~ Ь  +  а 2пх п —  с 2' ( 1.21)

Iх ! 4 -  а т2 Х 2 +  —  +  0-тпХ п =  Ст-

Энди (1.21) сисгеманинг биринчи тенгламасини а21 
га купайтирамиз ва уни иккинчи тенгламадан айирамиз. 
Сунгра биринчи тенгламани аз\ га купайтирамиз ва 
учинчи тенгламадан айирамиз ва хоказо. Натижада 
куйидаги, яна ( 1.20) системага тенг кучли ушбу янги 
системани хосил киламиз:

*1 + «12*2 +  ••■ + «!*** +  -" +  ai„*„ =  с'\,
«22*2 +  ••• +  « 2 * * *  +  ••• +  а 2пХ п =  С2>

( 1.22)

« т 2 * 2  +  —  +  а т к Х к +  —  +  ^ тп Х п =  Ст  (



бунда

; cj =  Cj---—  aa ( i =  2,3,...,m).
° i i

Энди (122) системанинг иккинчи тенгламасини afc? 
коэффициента буламиз ва косил булган системанинг 
иккинчи тенгламасини кетма-кет а'ю,—,а'т2 коэффици- 
ентларга куиайтириб учинчи тенгламадан бошлаб навба- 
ти билан айирамиз. Натижада (1.22) га тенг кучли 
система Хосил булади.

Агар бу жараённи давом эттира борсак системанинг 
чап томонйдаги барча коэффициентлари нолга тенг, аммо 
озод хади эса нолдан фаркли тенгламани уз ичига 
олувчи системага эга буламиз. Бундай система бирга- 
ликда булмаган система булади.

Агар (1.20) система биргаликда булса, у холда4 
натижада куйидаги

х,-\- Ь12х2-\- ... blnxn — B lt 
х2 +  ... +  b2kxk +  ... +  Ь2пхп =  В 2,

хр-\- ... +  Ьрпх„ — Вр

системага (бунда p<Ln) ёки
*1 + 6l2*2 +  ••• + Ь ,Л +  ... +Ь| Лх„ — В и

Х2-\- ... JC* +  — -\- ̂ 2пхп — В 21

системага эга буламиз. (1.23) система погонали система, 
(1.24) система эса учбурчак система деб аталади.

(1-24) система учбурчак булган холда сунгги 
тенгламадан х„ ни топамиз, сунгра х„ нинг кийматини 
олдинги тенгламага куйиб х„-| ни топамиз ва хоказо.

хк +  — +  Ькпхк — В к,
(1.24)
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Демак, агар (1.20) тенгламалар системаси бир 
катор элементар алмаштиришларни бажаргандан сунг
(1.24) учбурчак системага келтирилса, у холда
( 1.20) системанинг биргаликда ва у ягона ечимга эга 
эканлиги келиб чикади.

Агар (1.20) система (1.23) погонали системага 
келтирилса, у холда ( 1.20) система .ечимга эга 
булмайди ёки чексиз куп ечимга эга булади.

(1.23) тенгламалар системасини куйидаги кури- 
нишда ёзиб оламиз:

f*i +  6|2*2+ -  + * |Л = А |  — blp+lxp+[— — blnxn,
*2 +  -  +  Ь2рхр =  В2— b2p+ ,*„+, — ... - b 2nxn,

I  Xp bp,p+ \Xp+ I •••

Бу системадаги xp+\,..., x„ номаълумларга ихтиёрий 
кийматлар бериб, учбурчак системани хосил 

киламиз. Ундан эса колган барча хр, *р_|,..., х> номаъ- 
лумларни кетма-кет топамиз. ар + ь..., а„ сонлар турли 
кийматларни кабул килишлигидан ( 1.20) система 
чексиз куп ечимлар тупламига эга эканлиги келиб 
чикади.

1-м и со л. Куйидаги системани Гаусс усул билан 
ечинг:

*1 +  2дг2 — 3*з+ 5*4= 1,
х | +  3*2 + З*3 + 22*4 =  — 1,

3*| +5*2+  *з— 2*4=  5,
2*|+3*2+ 4*3— 7*4== 4.

р
Е ч иш.  Биринчи тенгламани кетма-кет 1,3,2 сонларга 

купайтириб,сунгра иккинчи, учинчи ва туртинчи тенгла- 
малардан биринчи тенгламани айирсак,

* ,+ 2*2— З*3+ 5*4= 1,
*2— Ю*з+ 17*4= — 2,

— *2+10*з— 17*4= 2,
— *2+10*3— 17*4= 2

системага эга буламиз.
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Энди иккинчи тенгламани учинчи ва туртинчи тенгла- 
маларга кушиб, натижада куйидаги системани хосил 
киламиз:

х, +  2х2 — Здг3 -|- 5х4 = 1, 
х2— 10*3+  17х4=  — 2,

0 = 0,
0 =  0.

Охирги иккита тенглама
О • х, +  0 • х2 +  0 • х3 +  0 • =  О

куринишдаги тенглама булиб, у номаълумнинг хар 
кандай кийматида хам уринли булгани учун уни 
ташлаб юборамиз.

Иккинчи тенгламани каноатлантирадиган номаъ- 
лумнйнг кийматини топиш учун хз ва х4 ларги ихтиёрий 
кийматларни берамиз. Масалан, хз—а, x4 =  fi булсин, 
у холда хг=10а— 170 —2 булади. Бу х2 хз, х4 лар- 
нинг кийматларини биринчи тенгламага куйиб
xi =  — 17a-f-29p + 5 ни топамиз. Системанинг ечими

х, =  -17а +  29р +  5; 
jC2 =  j0 a— 170 —2; Хз=а; х4 =  0

булиб а  ва Р нинг ихтиёрий кийматларида берилган 
системанинг хамма ечимларини беради.

2-мисол.  Куйидаги чизими тенгламалар система- 
сини Гаусс усули билан ечинг:

* 1+  х2 — Зх3 =  7,
2х ,+ Зх2 + *з=1,
2х,— x2-t-2x3 =  6.

Е ч иш.  Биринчи тенгламанинг барча хадларини 2 гь 
купайтириб, ундан иккинчи ва учинчи тенгламаларни 
аиирамиз. Натижада куйидаги куринишдаги системага 
эга буламиз:

* 1+  х2 —Зх3 =  7,
— х2 — 7х3=  13,

Зх2 — 8х3 = 8.
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Иккинчи ва учинчи тенгламалар факат *2 ва *3 
номаълумларга эга. Иккинчи тенгламанинг хадларини 
3 га купайтириб, учинчи тенгламага кушамиз. Натижада 
куйидаги система хосил булади:

■*,+ *2 — З*3 =  7,
• — *2 —  7 * 3 = 1 3 ,

-  * 3 = 1 3 .

Учинчи тенгламадан: *3=  — 13, буни иккинчи тенгла
мага куйиб *2 номаълумни топамиз:

- * 2-7- (- 1 3 )=  13,
*2 =  78.

*з ва *2 номаълумларнинг кийматларини биринчи 
тенгламага куйиб *| номаълумни топамиз:

*, -f- 78 — 3-(— 13) =  7, * ,=  — 110.
Жавоб: (-110, 78, -13).

7-§. Уч номаълумли бир жинсли чизикли учта 
тенглама системаси

Барча озод хадлари нолга тенг булган чизикли 
тенгламалар систсмасига бир ж и н с л и  тенгламалар 
системаси дейилади ва у куйидаги куринишда ёзилади:

a , l* ) +  a ,2* 2- f  а,з*з =  0,

a 2i* i +  « 22*2 +  а 2з*з =  0. (1 .25)

. «31*1 “ Ь  «32*2 “ Ь  «33*3 =  0 .

(1.25) куринишдаги ихтиёрий бир жинсли система
* I =  *2 =  *3 =  0 тривиал ечимга, яъни нол ечимга эга 
булиши мумкин. Энди (1.25) система кандай шартлар 
бажарилганда нолга тенг булмаган ечимга эга булишини 
текширамиз.

1) агар Д=^0 булса, (1.25) система факат нол ёки 
тривиал ечимга, яъни *, =  *2 =  *3 =  0 ечимга эга 
булади;

2) агар А =  0 булса, (1.25) система нолдан фаркли 
чексиз куп ечимларга эга булади. Буни куйидагича 
исбот килам из:
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а) Л детерминантнинг алгебраик тулдирувчиларидан 
камида биттаси нолдан фаркли деб фараз киламиз, 
масалан.

«21  « 2 2

Ф  о

булсин. (1.25) системанинг дастлабки иккита тенглама- 
сини куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Г амХ,+  « 12*2 =  — «13*3-
1 «21*1 ~Ь «22*2 —  —  «23*3-

Бунда *з маълум сон деб jci, х-2 ларни топамиз:

3̂3
ап и|2 * «|3*3«12= фи, А, =•
«21 «22

1
«23*3«22

«11 «13*3

«21 «2 хз ларни топамиз.

Булардан

=

~в 13х 3а 12 

- ̂ 23хЯа22 
Л-!-» /1 *3' '1зз

(1.26)

(1.27)

U2j (ХоъХ*
А,зз

23 3

*зз
3̂2

=  7  *3 л33
формулалар билан аникланувчи ечимларга эга буламиз. 
Агар k =  белгилашни киритсак, (1.27) нинг курини- 

ши куйидагича булади:
*1 =  &4з|, X2 =  kAw, хз =  кАц,

бунда к ихтиёрий бутун сон. k исталган кийматларни
К'а У,л. ^илгани учун (1-26) система чексиз куп ечимга 
эга булади.

б) А детерминантнинг барча алгебраик тулдирувчи- 
ри нолга тенг булса, (1.25) системанинг номаълумла-
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В )

2* + у — 2 =  0,
*  +  2# +  2 =  0, г) 

2х— # + Зг =  0.

х —  У —  2 =  0,
* +  4# +  22 =  0, 

3* +  7// +  32 =  0.

6. Чизикли тенгламалар системасини Гаусс усули- 
дан фойдаланиб ечинг:

а)

в)

Д)

3*| + 2 *2 +  4*3 =  7,
* i  —  5*2+  *з=13, б)
* , + 4 * 2 — 3 * з =  12.

7*,+  2*2 +  3*з=15,
5*, — 3*2 +  2*з =15, г) 

10*, — 11 *2 +  5*з =  36.

*, +  3*2+  2*з= 5,
2*, +  5*2 — 3*з =  — 5, е) 
3*, —  2*2 +  * з =  —  6.

2*, — 4*2+ 9*з= 28,
7*, +  3*2 — б*, =  — 1,
7*, + 9*2 — 9*з =  5.

2*, +  4*2 —  2*з =  —  6,

2*, +  3*2+ 4*з= 1,
* i +  2*2 *3 =  3.

2*, — 4*, — *3 =  — 2,
— *,+5*2+ *3= 7, 

4*,— 3*2 — 2*з= 6.

7. Детерминантларни хисобланг:

а)

8 7 2
-8 2 7
4 4 4
0 4 - 3

О

10

5
2

2 -1  1 0

; б)
0 1 2 — 1
3 -1  2 3
3 1 6 1

в)

Д)

2 3 0 - 5 3 1 6 1
6 2 1 0 3 1 2 3
2 1 — 1 2 0 1 2 -  1
2 3 - 3 4 2 1 1 0

1 2 2 2 а Ь Ь а
— 2 2 2 2 1 2 1 0
— 2 - 2 3 2 ; е) 3 2 0 1
- 2 - 2 - 2 4 2 0 1 2
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1 -1 2 - 2 3
0 а Ь с 0 I 3 -  1 2
1 X 0 0

; з) 4 — 2 1 3 1
1 0 У 0 0 5 — 1 1 — 4
1 0 0 Z 5 3 5 1 2

11 Б О Б

М АТРИЦАЛАР А ЛГЕБРАСИ
Бу бобда матрица хакида тушунча ва улар 

устидаги чизикли амаллар, тескари матрицани топиш, 
чизикли тенгламаларни матрицавий ёзуви ва уни ечиш 
усули, матрицанинг ранги ва матрицалар назариясининг 
татбикига дойр мисол ва масалалар курилади.

1-§. Матрица хакида тушунча
Детерминантлар ва чизикли бир нечта номаълумли 

тенгламалар системаларини урганишда биз сонлардан 
тузилган куйидаги жадвалларни караган эдик:

« и «12 «11 «12 «13 1

. «21 «22 . ’ . «21 «22 «23 J
«11 «12 «13

«21 «22 «23

«31 «32 «33

Бу жадвалларга м а т р и ц а  деб аталади. Матрицани 
ташкил этувчи ац, а|2,... ~ сонлар матрицанинг 
элементлари дейилади.

Агар матрицанинг сатрлари сони устунлари сонига 
тенг булса, бундай матрица к в а д р а т  матрица деб 
аталади. Сатрлари сони устунлари сонига тенг булмаган 
матрица т у г р и  б у р ч а к л и  матрица деб аталади. 
Бундан ташкари матрица баъзан сонлар туплами 
(«иа^а^ан) куринишида хам берилиши мум
кин. Бундай куринишдаги матрица сатр-матрица,

(а  I кУРинишДа булса, бундай матрица устун-матрица

деб аталади.
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Квадрат матрицанинг элементларидан тузилган де
терминант бу матрицанинг детерминанти деб аталади.

Одатда матрицани А, В, С, ... харфлар билан, унинг 
элементларини ац, а |2, ... кичик харфлар билан 
белгиланади. Масалан,

А =

а , .

f a . .

« 1 . а .  2 а 13
« * 1 2 ]

, 5  =

а21

U 2 1

_
а . 2 \ а 2 2 а 2 3 , Р  =

f l 2 2  . а 3 1  

й 4 1  .

. а з \ а 3 2 а з з .

Е  =  (а\\а\2а.\заиа\ь).

а, 2 ап а,2 а 13ап а из а,4
, D =>

а2| а 22 а 23

азз
а2) а22 °2 3 «24

f l3i а 32. °31 °32 азз °34 .
°41 а 43

С =

А ва В  — квадрат матрица,!.Q ва, /)*— тугри бурчакли 
матрица, .Р — устун-матрица,. Е  — сатр-матрииалардир.

Бу матрицаларнинг улчами куйидагича аниклана- 
ди: А 2X2 улчамли (икки сатрли ва икки устунли), 
В  3X3 улчамли квадрат матрицалар* G 3X4 улчамли (уч 
сатрли ва турт устунли;) тугр̂ и б(урракли, Я'4>< 1 улчамли, 
Е  эеа 1X5 улчамлииматрицалардирр

Бу матрицаларнинг' детерминанги i эса куйидагича 
ёаилади:

| Л | = < Ш Л ;=

\В \ =detS —

»й- а п  

9*г\ : 

л,., а ̂  а 13
21 а22 а23

Psi ат  азз
Агар квадрат матрицанинг детерминанти нолдан 

фаркли булса, бундай матрица хос мае матрица деб 
аталади. Агар матрицанинг детерминанти нолга тенг 

>ицага хос матрица деб аталади.
'3  9 )

 ̂ g матрица хос матрицадир, чун-

булса, бундай мат 
Масалан, А —

ки
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IAI = 

7 3

3 9 
2 6

=  3-6 — 2-9=18 — 18 =  0,

|  ̂ | матрица хосмас матрицадир, чунки 

|Я| =  | 7 ^1=7-5 — 4-3 =  35 — 12 =  23^=0.

Агар т Х п  улчамли А матрицанинг сатр ва устун 
элементларининг урилларини алмаштирилса, хосил 
булган матрица А га нисбатан т р а н с п о н и р л а н г а н  
матрица дейилади ва А Т, А * ёки А' билан белгиланади. 
Транспонирланган матрицанинг тартиби п Х т  улчамли 
булади.

А квадрат матрица булса, у холда А ва А' матрица- 
ларнинг тартиблари бир хил булади. Транспонирланган 
матрица учун куйидаги хоссалар уринли:

1. Икки марта транспонирланган матрица дастлабки 
матрицанинг узига тенг, яъни

А ТТ= ( А Т)Т=А.

2. Транспонирланган купайтма матрица учун куйида
ги тенглик уринли:

(АВ )Т—А ТВ Т.

Агар А = АГ тенглик уринли булса, у холда А квадрат 
матрица с и м м е т р и к  матрица дейилади.

Масалан:

А =
1 3 0

3 4 - 2
0 - 2  5

симметрик матрица, чунки бош диагоналига нисбатан 
симметрик жойлашган элементлари жуфт-жуфти билан 
узаро тенг.

Агар квадрат матрицанинг хамма i# /  булган эле
ментлари нолга тенг, i — j  элементлари эса нолдан 
фаркли булса, бундай матрица д и а г о н а л  м а т р и ц а  
Деиилади. Масалан:
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л =

а, | О О О
О а22 О О
О 0 «33 О
О О 0 аи

матрица диагонал матрицадир.
Агар диагонал матрица А да «11 =  022 =  033 =  044 булса, 

А матрица с к а л я р  м а т р и ц а  дейилади.
1. М а т р и ц а л а р н и н г  т е н г л и г и  
Агар А ва В  матрицаларнинг сатрлари ва устунлари 

сони бир хил хамда уларнинг мос элементлари тенг 
булса, бундай матрицалар тенг  (А — В)  матрицалар деб 
аталади. Масалан, агар

булиб, ап =  6п>

a ,2  — bl2, a2i = 621, «22 =  ̂ 22 булса, у холда А = В  дир.
2. М а т р и ц  а л а р н и  к у ш и ш .
Агар бир хил улчамли квадрат матрицалар

1f «II «12 1I ва В =  1I!" Ь\2 1=
•1[ «21 а22 J1 1[ 21 Ы

А = f «II «12 ва й =
ьи bt 2

V «21 «22 . . 2̂1 2̂2 .

берилган булса, у холда уларнинг йигиндиси деб

С = «11 +  ̂ 11 «12 +  ̂ 12 
«21 + 2̂1 «22+^22

матрицага айтилади. Тугри бурчакли матрицаларнинг 
йигиндиси хам шунга ухшаш аникланади.

1 -м и с о л .

'3 1 
О 2 +

— 4
2 I

[3 - 4  1+5 
0 + 2 2+1

г - 1  6
2 3



2-м и сол .

1 3 ' 2 - 1 ’ 1+2 3 -  1 3 2
2 1 + 0 3 = 2+0 1+3 = 2 4

.- 1  4 - .4 - 2 . - 1 + 4  4 — 2. .3 2

Барча элементлари нолга тенг булган матрица нол 
матрица деб аталади ва (0) билан ёки 0 билан 
белгиланади.

3. М а т р и ц а н и  сонга  к у п а й т и р и ш .
. I °М а12 ,Л =  \ матрицанинг А. сонга купаитмаси деб

а 2\ а 22

кА =

матрицага айтилади.
Учинчи тартибли квадрат матрицалар ва тугри 

бурчакли матрицаларни хам сонга купайтириш худди 
шундай аникланади.

Матрицани нолга купайтирилганда нол матрица 
хосил булади:

{ а" а'2) -0= [ ° ° 1 
1 а21 «22 ) ( О О ]

4. М а т р и ц а л а р н и  к у п а й т и р и ш  
Ушбу матрицалар берилган булсин:

А = ’«и а\2 , в  =
Ь1, 1̂2 |

. а21 а22 . Ь21Ы

А матрицанинг В  матрицага купаитмаси деб эле
ментлари куйидагича тузилган С=А~В  матрицага айти
лади:

С =  А-В = а\ 1̂ 11 +  «12̂ 21 «11̂ 12 + а\2̂22 
а2\Ь\\ +  «22̂ 21 а21̂12 + а22̂22
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Агар учинчи тартибли
« I I  «12 «13 6,1 ft 12 *13

А = «21 «22 «23 В  = f t 2 1 *22 b'Z'6

а 31«32«33, . . *31 *32 *33.

матрицалар берилган булса, у холда С — А-В матрица 
куйидагича тузилади:

Я, ,6П +  «12*21 4  «13*31 «11*12 4  «12*22 4
С =  «21*11 +  <*22*21 +  «23*31 «21*12 +  «22*22 +

. «31*11 +  «32*21 +  «33*31 «31*12 +  «32*22 +

+  «13*32 «||*13 +  «|2*23 +  «13*33 
+  «23*32 «21*13 4* «22*23 4  «23*33
4  «33*32 «31*13 4  «32*23 4  «33*33 ,

Демак, купайтма матрицанинг /-сатри, £- устуни 
кесишган жойда турадиган «,* элементи биринчи А матри
цанинг i- сатри хар бир мос элементлари жуфт 
куиайтмаларининг йигиндисига тенг экан. Масалан, 
Л матрица ва В матрицалар п- тартибли квадрат 
матрицалар булсин:

Л =
« 1 1 $  12  •• « 1„ * „ * 1 2  " • * . я  ’
« 2 1 « 2 2  ■ ■ « 2 я £  = * 2 1 * 2 2  - • * 2 „

. « - .1 « „ 2 - • « „ „  . А . * / г 2  • • * Я Я .

Бу матрицаларнинг купайтмаси С матрица хам /г- тар
тибли квадрат матрица булади:

С =
С|, С|2 ... с1п 
С21 с 22.... С2„

п̂\ СгЛ ■■■ Сап
Купайтма С матрица С = А-В каби ёзилади ва унинг 
элементлари

Сц —■ а,\Ьц +  а,2*2/ 4  • - • 4  «и*л/ 
формула билан х.исобланади.
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Тугри бурчакли матрицалар учун купаювчи матрица
нинг устунлари сони купайтувчи матрицанинг сатрлари 
сонига тенг булган холдагина купайтириш амалини 
бажариш мумкинлигини эслатиб утамиз.

Агар А матрица ( mXn)  улчамли, В матрица ( s X D  
улчамли булса, у холда C = A B (n X s )  улчамли матрица, 
С' — В-Л эса ( / Х т )  улчамли матрица булади.

ДВ = ВА тенглик уринли булиши учун факат т  =  п, 
яъни А ва В матрицалар квадрат матрица булиши керак.

Агар АВ = ВА тенглик уринли булса, у холда А ва 
В матрицаларга урин алмашадиган (коммутатив) 
матрицалар дейилади.

3-м и с о л .

Г З  1 1 1
1 1

I2 3 ° .
3 2 

. 2 0 .
■—“

' 3-1 + I-3+1-2 2-1 +3-3 +  0-2 8 11
3-1 + 1 -2+ 1 -0 2-1+2-3 +  0-0 5 8

4- м и с о л
4 2 2 4-2 +  2-1 '8'
3 1 1 3-2+ 1-1 7

Д счак, иккита туртбурчакли матрицани купайтириш 
натижасида купаювчи матрица нечта сатрга эга булса. 
шунча сатрга на купайтувчи матрица иечта устунга эга 
булса, шунча устунга эга булган матрица хосил булади. 

Г)- м ич? о л .

/1 = ва В=
I I
3 I

матрицалар 
топ инг. 

Е ч и ш .

берилган. A -В ва В -A матрицаларни

СО 1 С ч
1 - 1  2 U 1С =  А В  =

з-1 н-( — I )-з з-1 — I -
— 1-1 4-2*3 -1-1 +  1

1 0 2
-

5 1
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с  ' =  в-л = 3 - I
-  1 2

1 -3+ I -(— I ) 1 •( — 1)+ 1 • 2 2 1 '
3 • 3 -(- 1 • ( — 1) 3 ■ ( — 1) + 1 • 2 .8 -  *

Бу мисолдан куриниб турибдики, иккита матрицанинг 
купайгмаси урин алмаштириш конунига буйсунмайди, 
яъни

С ф С ,  А В ф В А .
Матрицаларни купайтириш ушбу

А(ВС) =  (АВ)С 
гурухлаш конунига ва

(А +  В) =  АС + ВС
гиксимот конунига буйсунишини текшириб куриш 
мумкин. Буни 5?кувчиларга хавола киламиз.

Бош диагонзл элементлари бирлардан ва кол ган 
хамма элементлари ноллардан иборат:

Е-

I О О

О I о-

О О О

о о о

. . 0 0

. . 0 0

. . 1 0

. . 0 !

куринишдаги «-тартибли квадрат матрица «-тартибли 
бир л и к  м а т р и ц а  дейилади. Бирлик матрицанинг 
детерминанти бирга тенг булади:

|£ | =  1.

Бир хил тартибли А ва Е квадрат матрицаларни узаро 
купайтирилганда яма А квадрат матрица хосил булади, 
яъни

АЕ — ЕА =А.

Агар А ва В бир хил тартибли квадрат матрицалар 
булиб, уларнинг детерминантлари |/1| ва |fi| булса.
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r=zAB матрицанинг детерминанти купайтирилувчи мат- 
рицаларнинг детерминантлари купайтмасига тенглигини,
яъни •

|С| =  1/41 • |51

эканлигини курсатиш мумкин.
6-мисол.  5- мисолда

1 м  >
2 I- 8 --

[ з  1
булса,

3 — 1 1 1 ГО 2
1 2 з 1 ~ U  1

Л =

С = А-В =

булиши курсатилган эди. Бу матрицаларнинг детерми
нантлари

1-41 =

Демак,

3 -1 1 1=  5, |В| =
- 1  2 3 1

О 2 
5 I

- 2, | С | =

\А\-\В\ =  \С\.

=  - 1 0 .

7- м и с о л . Агар 

А

булса, у холда 
2 2

(2 21 ва В — 1 1
| 1. — 1 — 1

Л-В =
1 1

1 1 
—  1 -1

2 - 2  1-1 
2 — 2 1-1

О О 
О О

булади.
Бу мисолдан куриниб турибдики, иккита нолдан 

фаркли матрицанинг купайтмаси нол матрицага тенг 
булиб колиши хам мумкин экан.

м и сол . f(x) =  x2 — 3x +  5 купхад ва

А =
2 2 0

1 1 1
10 3
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квадрат матрица берилган. /(А) матрицали купхадни 
топ и и г.

Е ч и ш .  Изланаётган /(А) матрица куйидаги тенг- 
лик билан аникланади:

/< 1 ) =  /42 — 3/4 +5 =
2 2 0 

I 1 1 
1 0 3 
6 6 2
4 3 4
5 2 9 

0 0 2

1 О I
2 2 0

- 3

+

2 2 0 

1 1 1 
1 0 3 
6 6 0 
3 3 3 
3 0 9 
5 0 0 
0 5 0 
0 0 5

+  5

+

1 О О 
О I о 
о 0 1

5 0 0 
0 5 0 
О О 5 J 

5 0 2
1 5 1
2 2 5

2-§. Тескарн матрица

I -т а ъ р и ф . А матрица учун А- В =  В-А— Е  тенгл ик
ни каноатлантирувчи В матрица А га т е с к а р и  
м а т р и ц а  дейилади ва В  =  А куринишда белгиланади.

Т е о р е м а .  А квадрат матрица тескари матрицага 
эга булиши учун А матрица хосмас матрица булиши, яъни 
унинг детерминанти нолдан фаркли булиши зарур ва 
кифоядир.

И с бот и. З а р у р и й л и г и .  Фараз килайлик, 
А матрица учун А ~ 1 тескари матрица мавжуд булсин. 
А матрица хосмас матрица булишини, яъни \А\=£0 экан- 
лигини курсатамиз. Агар |/4|=0 булса, у холда 
купайтманинг детерминанти учун:

М -Л-Ч =  |Л | - Ii4-‘l *=0.
Аммо А-А~'  =  Е  тенгликка асосан бунинг булиши 
мумкин эмас. Демак, |Л|=^0.

К и ф о я л и г и. Ушбу

А =
а 11а 12а 13
а 21а 22а 23

а 31а 32а 33

(2.1.)

44



хосмас, яъни детерминанти нолдан фаркли булган 
( |ЛI =г̂ 0) матрица берилган булсин.

Бу холда А ~ х тескари матрица мавжудлигини 
курсатамиз. А 1 тескари матрица куйидагича тогжлади:

I) А матрицадан унинг хар бир а,* элементининг
алгебраик тулдирувчисидан иборат матрицани га

\А I
купайтириб, куйидаги В матрицани тузамиз:

В = Ml

А п Л,2 Л,;, 
Л2) Л22 Л2з
3̂1 3̂2 3̂3

2) В матрицанинг сатрлари ва устунларининг уринла- 
рини алмаштириб, Л -1 матрицани тузамиз:

1
Ml

Л п Л2| л
Л,2 Л22 Л32 . (2.2)
/4 |з Л23 Л33

А ~ ‘ матрица Л матрицага тескари матрица эканлиги- 
ни курсатиш учун, уларни узаро купайтирамиз:

Я || 012 Я|3
; 1 

M l

' А и л 2, ^3 .

а 21 (*22 023 А п Л 22 -4 32

. «31 «32 а з з , ' А.•л ю ^23 ■^33.

л-л-'  =

а » | Л ' Д Г2+®1эЛ,’3 ЛцЛ ,̂ +  а12Л̂ 2-(-
I

=  _|Д| a2I^U+ а22/̂ 12_Ь а23̂ (3 а-2|Л2| +022̂ 22 +  
азИ п + а32Л ,2 -f- 0:НЛ |з а3|Л2| -f- ayiA -̂\- 

+  а1зЛгз ЛцЛз!+ а|2Лз2 + а)зЛзз 
+  а 23^23 а 11^31 г{~ U *i'iA 32 -f- Щ 3А 33 

-)-аззЛ2з л.з|Л3J +азгЛз2 +  аззЛзз

Х,осил булган (2.3) матрицанинг асосий диагоналида 
турган элементлари Л матрицанинг |Л| детерминантидан 
иборат булиб, колган элементлари эса нолга тенгдир.
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Уни
Ml

га купайтирилса, А-А -1 бирлик матрица 
(2.2) матрицаэканлиги куриниб турибди.' Демак,

(2.1) матрицага тескари матрица экан.
Тескари матрицани куйидаги усул билан х.ям топиш 

мумкин. А матрицага тескари А ~ 1 матрицани топиш учун, 
уни куйидаги куринишда ёзамиз:

(2.4.)

(2.4) нинг чап томонида А матрица, унг томонида эса 
Е  бирлик матрица ёзилган. (2.4) даги матрицаларнинг 
иккаласига бир вактда А матрицани бирлик Е  матрица
га келтирадиган сатрлар буйича элементар алмашти- 
ришларни бажарамиз. (Бу элементар алмаштиришларни 
куйида мисолда курсатамиз.) Натижада (2.4) матрица 
куйидаги куринишга келади:

«11 а |2 «13 1 0 0

°21 «22 «23 0 1 0

. «31 «32 «33 0 0 1

1 О О Ь ц Ь |2 Ь13

0 10 2̂1 2̂2 2̂3 
0  0  1 b3i Ь32 £>зз

(2.5)

(2.5) нинг унг томонидаги матрица А га тескари 
матрицани ифодалайди, яъни А-В —А-А~' =  Е.

М и с о л .

А =
1 2 0 

3 2 1 

0 1 2

матрицага тескари матрицани тузинг. 
Е ч и ш .  Бу матрицанинг детерминанти:

\А\ =
1 2 0 

3 2 1
О 1 2

=  -9 .

\А \ =£0 булгани учун А матрица хосмас матрицадир, 
шунинг учун унга тескари матрица мавжуддир.



Алгебраик тулдирувчиларни хисоблаймиз:

А
2 I 

1 2
— 3, А |2 —

3  1 

О 2
Л  и —

3 2
О I

=  3 ,

Ал I — —
2  0 1 0

1 2
—  4 ,  Л  22  —

0  2
=  2 ,

Лот --
I 2 

О 1
=  - 1 ,

А *  =
2  0 1 0

2  1
—  2 ,  Л  3 2  —

3  1

1. Л 33 —
1 2

3 2
— - 4 .

В матрицами тузамиз:

В = - 9

3 - 6  
- 4  2 

2 -1

3 

—  1 

- 4

1 2 1
3 3 3
4 2 1
9 9 9
2 1 4
9 9 9"

1 4 2 '
3 9 9
2 2 1
3
1

9
1

9
4

3 9 9 .

Бу матрицада сатрлар ва устунларнинг уринларини 
алмаштириб, Л матрицага тескари

А

матрицани хосил киламиз.
Бу мисолни иккинчи усул билан ечиб курамиз, унинг 

учун куйидаги матрицани тузамиз:

1 2  0  1 0  0

3 2 1 0 10
0  1 2  0  0  1 ,

Л матрица ва Е  бирлик матрицанинг биринчи устунини 
—2 га купайтириб иккинчи устунга кушсак, куйидагига 
эга буламиз:
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I о о
3 - 4  I 
О I 2

I
О
О

-2 О
1 О

О 1

Учинчи устунни — 3 га ва 4 га купайтириб, мос равишда 
биринчи ва иккинчи устунларга кушамиз:

10  0 1 - 2  0 ’
0 0 1

- 6  9 2 —
О
3

1 О 
4 1

2 2Иккинчи устунни - га ва — — га купайтириб, мос ра-о у
вишда биринчи ва учинчи устунга кушамиз:

1 0 0 - 1 / 3 - 2 4/0
0 0 1 2/3 1 — 2/9

. 0 9 0 - 1 / 3 4 1/9.
Иккинчи устунни 9 га булиб, иккинчи
устунларни алмаштирамиз:

1 0 0 - 1 / 3 - 2 / 9 4/9
0 1 0 2/3 1/9 - 2 / 9
0 0 ! - 1 / 3 4/9 1/9

Натижада А га тескари
-1/3 - 2/9 4/9

А-' = 2/3 1/9 - 2 / 9
-1/3 4/9 1/9.

ва учинчи

матрицага эга буламиз. Бир хил натижага эга булдик. 
Тескари матрица куйидаги хоссаларга эга.
1) Тескари матрицанинг детерминанти берилган 

матрица дегерминантининг тескари кийматига тенг, 
яъни

2) Л ва В квадрат матрицалар купайтмасининг 
тескари матрицаси учун
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(А В )~ ' =  В ~ 1-А
тенглик уринли.

3) Транспонирланган тескари матрица берилган 
транспонирланган матрицанинг тескарисига тенг, яъни

(Л - ' ) г= (Л гГ ' ;

4) Тескари матрицанинг тескариси берилган матри
цанинг узига тенг, яъни

(А ~ ')~ '= А .
Буларнинг исботини укувчининг узига х.авола 

киламиз.

3-§. Чизикли тенгламалар системасини матрицалар 
куринишида ифодалаш

Ушбу тенгламалар системаси берилган булсин:

«11*1 +  «12*2 + « 1 3 * 3  =  С 1*

«21*1 +  «22*2 +  «23*3 =  С2> (2.6)
«31*1 +  «32*2 +  «33*3 =  С-А-

Бу системанинг номаълумлари олдидаги коэффици- 
ентлар, номаълумлар ва озод дадлардан тузилган 
куйидаги матрицаларни караймиз:

«п «12 «13 ' *i ’
А = «21 «22 «23 , Х = *2 , С = С2

. «31 «32 «33> . . *з,. . сз.

Равшанки,

(2.7)

«11*1 + « 1 2 * 2 +  «13*3 

«21*1 +  «22*2 +  «23*3 

«3 1 *1 + «3 2 *2 + « 3 3 *3

Берилган (2 .6 ) системани матрицаларнинг тенглиги 
таърифидан фойдаланиб, куйидагича ёзиш мумкин:

«it а ,2 «13 * 1 '
А-Х = «21 «22 «23 • *2 =

.«31 «32 «33 . *3.
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«11*1 +  <*12*2+<*13*3 <"1

“ 21*1+<*22*2+<*23*3 = С2
. а 31 *1 +  <*32*2 +  <*33*3 . сз.

ёки, кискача:
А ' Х  =  С. (2.8)

(2.8)— чизикли тенгламалар системасининг матрица- 
ли куриниши дейилади.
(2.8) да X матрицани топиш учун унинг хар икки 
томонини чапдан А~'  матрицага купайтирамиз:

А \А-Х)=(А~'-А)-Х =  ЕХ =  Х 
булгани учун

Х =  А~'-С
ёки

*1 <*ПС 1 +  <*12С2 +  а 13С3

Х = *2 = <*21 <"1 + <*22 <"2 + <*23<"3

. * 3 , <*31 <-1 +  <*32<-2 +  <*33<"3

Бундан эса, икки матрицанинг тенглик шартига асосан,

Xi =  a'\iC] -|- а|2^2 +  а!зс*,
*2 =  021̂ 1 +  аггСг +  а2зСз, (2.9)
*з =  ah С\ -j- аз2с2 -(- аззсз

(2.6) нинг ечимига эга буламиз.
1 - м и с о л. Ушбу

2*i +  *2 *з=  5,
5*| +  2 дг2 -f- 4*з =  1,
7*, +3*2 +  2*з =  4

тенгламалар системасини матрицавий куринишда ёзинг 
ва унинг ечимини топинг.

Е ч и ш. Берилган системанинг матрицаларини ёза-
МИ31
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2 1 - Г ■ 5
А = 5 2 4 , х = х2 , С— 1

. 7 3  2 . *3. . 4.

У холда системанинг матрицавий куриниши куйидаги- 
ча булади:

А-Х =  С,
А га тескари А ~1 матрицани топамиз (А 1 ни топишни 
укувчига хавола киламиз), у

А~' =
Г —8 —5 6 

18 11 — 13 
1 1 - 1

куринишда булгани сабабли А 1’А-Х — А [-С ёки 
Х =  А ~ 1-С га эга буламиз, бундан

- 8  - 5  6 ' 5
Х =  А~'-С = 18 11 — 13 > 1

1 1 - 1 . 4.
-8.5 +  (-5)-1+ 6-4 — 21
18-5+11-1+(-13)-4 =  49 

, 5-1 +  Ы + (- 1 )- 4  2

Демак, тенгламалар системасининг ечими:

Х\ =  — 21, х2 =  49, хз = 2.

4- §. Матрицанинг ранги

Ушбу т Х п  улчамли А матрица берилган булсин:

ап а12 .. ■ <*,«
А = а2\ а22 ■ •• a2k ■ •• а2п

* а<п\ ат2 ■• • атк • • Отп
(2.10)

(2.10) матрицада ихтиёрий k та устун ва k та сатрни 
ажратамиз. Ажратилган сатрлар ва устунлар кесишган 
жойда турган элементлар /г-тартибли квадрат матрица
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хосил килади. Illy хосил килинган /г-тартибли 
квадрат матрицанинг детерминанти А матрицанинг 
fe-тартибли минори деб аталади.

Масалан, учта сатр ва бешта устунга эга булган

А =
3 2 4 7 2 

- 2  1 5 1 - 1
1 - 3 6 8 - 3

матрица учун учинчи тартибли минорлардан бири

3 2 4 
- 2  1 5

1 - 3  6

детерминант булиб, у матрицанинг биринчи, иккинчи, 
учинчи сатрларини ва биринчи,иккинчи, учинчи устунла 
рини ажратишдан хосил булади. Иккинчи тартибли
минорлардан бири, масалан, |  ̂  ̂ | детерминант була
ди. Матрица элементларининг узларини биринчи тартиб
ли минорлар деб караш мумкин. Матрицанинг минорла- 
ридан баъзилари нолга тенг, баъзилари нолдан фаркли 
булиши мумкин.

Т а ъ р и ф .  Матрицанинг ра нги  деб унинг нолдан 
фаркли минорлари тартибларининг энг каттасига 
айтилади.

Агар матрицанинг ранги г га тенг булеа, бунинг 
маъноси А матрицада хеч булмаганда битта нолдан 
фаркли г-тартибли минор борлигини, бирок г дан катта 
тартибли хар кандай минор нолга тенглигини билдира- 
ди. А матрицанинг ранги rang/l ёки г (А) куринишида 
белгиланади.

Ушбу матрицани карайлик:

А =

1 2  0 4 6
0 0 0 0 0 

- 1  3 0 - 1  - I  
- 2  1 0  3 2

Унинг исталган туртинчи тартибли минори нолга тенг:



1 2 4
0 0 0

- 1  3 - 1
— 2 1 3

6
0

=  0

/хИТта сатрининг элементлари нолга тенг булган 
петерминант булгани учун). Учинчи тартибли минорла- 
ридаНг-бири эса нолдан фаркли, масалан,

1 2
- 1  3 
- 2  1

#=40.

Демак, берилган матрицанинг ранги 3 га тенг, яъни 
г ( А ) = 3. Матрицанинг рангини аниКлашда, одатда, куп 
сондаги детерминантларни хисоблашга тугри келади. Бу 
ишни осонлаштириш учун махсус усуллардан фойдалани- 
лади. Бу усулларни баён килишдан олдин матрицани 
элементар алмаштиришлар хакида тушунча кирита- 
миз. Куйидаги алмаштиришлар элементар алмашти
ришлар хисобланади:

1) матрицани транспонирланганда унинг ранги 
узгармайди;

2) матрицада сатр (устун) ларнинг урнини алмашти- 
риш унинг рангини узгартирмайди;

3) матрица сатри (устуни) нинг барча элементлари
ни нолдан фаркли сонга купайтирилса, унинг ранги 
узгармайди;

4) матрицанинг бирор сатри (ёки устуни) ни 
ихтиёрий сонса куиайтириб, унинг бошка сатри (ёки 
устуни) га кушилса, унинг ранги узгармайди;

5) матрицада нолли сатр (ёки устун)ни чикариб 
ташланса, унинг ранги узгармайди;

• 6) матрицада бирор сатрлар (ёки устунлар) эле- 
ментларининг чизикли комбинациясидан иборат булган 
сатр (ёки устун) ни чикариб ташланса, матрицанинг 
ранги узгармайди.

Бир-биридан элементар алмаштиришлар натижасида 
хосил килинган матрицалар э к в и в а л е н т  матрица
лар деб аталади. Эквивалент матрицалар бир-бирига 
тенг эмас, аммо уларнинг ранглари тенг булишини 
исботлаш мумкин.
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Юкорида келтирилганлардан матрицаларнинг ран 
гини хисоблашда фойдаланилади.

М и с о л .  Матрицанинг рангинн хисобланг:

А =
2 3 5 - 3
3 4 3 — 1 
5 6 — 1 3

Е ч и ш .  Берилган матрицанинг биринчи сатри эле- 
ментларини 2 га булиб, ушбу эквивалент матрицани 
х.осил киламиз:

1 3/2 5/2 -3 /2
л ,= 3 4 3 -1

5 6 — 1 3.

Матрицанинг биринчи сатрини 3 га ва 5
мос равишда иккинчи ва учинчи сатрларидан айириб, 
ушбу матрицани хосил киламиз:

1 3/2 5/2 - 3 / 2
О - 1 / 2  —9/2 7/2
О - 3 / 2  -27/2  21/2

Лг матрицанинг учинчи сатрини — 3 га булиб, иккинчи 
сатрга кушамиз:

Л ,=
1 3/2 5/2 - 3 / 2
О - 1 / 2  - 9 / 2  7/2
0 0 О О

Аз матрицада ноллардан иборат сатрни ташлаб,
А f 1 3/2 5/2 - 3 / 2 ]

4 [О  — 1/2 —9/2 7/2 J
матрицани хосил киламиз. Л* матрицанинг ранги 
иккига тенглиги равшан. Демак, берилган матрицанинг 
ранги хам иккига тенг, яъни г(А) =  2.
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5-§ Д етер м и н ан т  ва матрицалар назариясининг 
татбик,лари

Д е т е р м и н а н т  в а  матрицалар назарияси математика, 
( Ь и з и к а  механика, электротехника, радиотехника, кури- 
лишда ’ кундалик хаётимизда ва х.к. ларда кенг 
к у л л а н и л а д и .  Бу ерда уларнинг татбикига мисол ва
м а сал ал а р  келтирамиз.

1 Д е т е р м и н а н т л а р  н а з а р и я с и  н и н f а н а 
л и т и к  г  е  о  м е  т  р и я  г  а т а т  б и к  и

1 У ч л а р и  А(х\;у\), B (x 2;yi) ва С(х3;уз) 
н уктал ар д а  б ул ган  учбурчакни юзи учинчи тартибли 
детерм инант о р кали  куйидаги формула буйича хисоб- 
ланади:

ABC = —mod
* 1  У I  1

*2 Уя I 
*3 Ул 1

ID I .

2) М\(хйу\) ва М^х2\у2 ) нукталардан утувчи тугри 
чизик тенгламаси

=  0

детерминант шаклида тузилади.
3) Учта тугри чизик умумий тенгламаси билан 

берилган булсин:

/Г.-4 |Х+ -f С| =  0, 
h'-A 2Х -|- В 2у + Сг =  0,
I3 .A3X +  Взу Сз=0.

Бу тугри чизикларнинг кесишиш нуктаси мавжуд 
булиши учун

Л в. с,
2̂ В 2 С2 ^ 0

Лз в 3 Сз
\

шарт бажарилиши керак.
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4) Л(х\, у\), В  (х ‘/, г/г) ва С (хз\ уз) нукталар бир тугри 
чизикда ётиши учун

*2
X,

УI
Уг
Уз

=  0

1

шаргнинг бажарили1ии зарур па етарлидир.
5) Тугри чизикнинг нормал тенгламасини

х — si па 
у cosa =  Р

куринишда ёзиш мумкин.
6 ) Учлари А (хй у\), В  (Х2 \у2), ... N (дг„; у„) нукталарда 

етувчи купбурчакнинг юзи детерминантларнннг йигинди- 
си шаклида куйидагича аникланади:

S =
У\ 1 *1 У\ 1

rnod Х 2 У1 1 + хз Уз 1 +

Х3 Уз 1 Х4 У4 i

•*, У\ 1

+ х„- У 1

Хп Уп 1

7) М | (x\, у\, zi), М -2  (х2; у 2 \ Z4 ) ва Мз (хз\ уз\ гз) нукта- 
лардан утувчи текислик топгламаси детерминант шак.чи- 
да куйидагича ифодаланади:

x ~ xi У~У\ z — z, 
х2 Х1 У 2 У\ 22 — 2{ 
хг ~ х\ Уз —У, 23 — г,

=  0.

2 . Э л е к т р о т е х н и к а  да турт кутбли электр 
занжирлари мавжуд. Улар турли усулда уланган булиб, 
улардан энг соддаси битта ва бир нечта каршиликлар 
кетма-кег, параллел Г, Т, П ва X шаклларда уланган 
холларидир.
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Турт кутбли дегапда одатда электр занжирининг 
иккита кириш ва иккита чикиш кисмлари мавжуд 
булган тури тушунилади (1-а, б, в чизма). а) чизмада-
ги i'i, 12, h — кириш ва чикишдаги кучланиш ва токнинг 
оний кийматлари булсин. Турт кутблиларнинг синус- 
оидали ток ва кучланиш билан ишлаётгандаги х,олатини 
куриб чикайлик.

1 -чизма

Агар L u L2, Ей Е2 турт кутблиларнинг кириш ва 
чикишдаги ток ва кучланиш амплитудаси булса, 
у. холда улар узаро куйидагича чизикли богланишда 
булади:

f £ ,= «,,£ ,+ «,= (., ( 2 П )  
\ /.2=«21^1+«22^,
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бунда ац, ai2, аг|, схгг параметрлар гурт кутблиларнинг 
тула утказувчандиги булади ва у урганилаётган схемада- 
ги ток билан кучланишларни боглайди.

(2.11) системани матрица куринишида \ам ёзиш 
мумкин:

Бу системанинг ечими (£'J =  [a) '|L] куринишда ёзилади, 
яъни

бу'ерда A =  det[a|.
3. Физикадан бизга маълумки, трансформатор иккита 

чулгамдан иборат (2- чизма). Бу чулгамлар мос равишда 
Z\—R]-{-jwL, ва Z2 =  /?2 +  /<j»L2 каршиликларга эга 
булсин, бунда L\ ва L i — чулгамларнинг индуктивлиги. 
Трансформатор электромагнит индукция конунига кура 
ишлайди. Шунинг учун бу конун

Бунда:

/о- -oj формула билан аник- 
лйнади. У холда ки- 
риш ва чикишдаги

2 о

2- чизма

М
кучланишлар, токлар 

" °*  ва бошка параметр
лар орасида куйида- 
гича богланиш мавжуд:

£, =  Z L i — \i L2%
L2. (2.12)
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Шундай килиб, трансформатордаги токларни хисоб- 
лаш иккита икки номаълумли тенгламалар системасига 
келди. Уни детерминант ёки матрицадан фойдаланиб 
ечилади.

4. Матрицалар назариясидан курилишга дойр айрим 
масалаларни ечишда фойдаланишга мисол курамиз. 
Бирор курувчи ташкилот 3 та уй, 5 та болалар богчаси,
9 та дам олиш уйи куриш учун мажбурият олган булсин. 
Курилиш материаллари темир, ёгоч, ойна, буёкдан 
иборат. Шунингдек материал микдори ва ишчи кучи 
хар бир курилишга бирор бирликда куйидаги матрица 
куринишда берилсин:

А =

Агар бир бирлик материал: темир 12 сум, ёгоч 7 сум, ойна 
5 сум, буёк 4 сум, ишчи кучи 10 сум булса, куйидаги- 
ларни аниаданг (бу нархлар шартли равишда олингани- 
ни ва бу улар хакикатдаги нархларга тугри келмасли- 
гини эслатиб утамиз):

1) умумий керак булган материаллар микдори ва 
ишчи кучи;

2) хар бир курилиш учун ишчи кучи ва матери
аллар нархи;

3) умумий ишчи кучи ва материаллар нархи.
Е ч и ш .  К,урувчи ташкилот курадиган 3 та турар уй,

5 та болалар богчаси, 9 та дам олиш уйини 
В = (3 5 9) сатр-матрица деб оламиз. Бу курилишлар 
учун кетадиган материалларни билишучун В  матрицани 
А матрицага купайтирамиз:

10 17 8 5 Щ

Темир Ёгоч Ойна Буёк Ишчи кучи
10 17 8 5 . 11 Уй
т~ 12 4 3 8 Богча
5 15 10 4 9. Дам олиш уйи

7 12 4 3
5 15 10 4

=(3-10+5-7+9-5; 3-17+5-12-9-15;
3-8+5-4+9-10; 3-5+ 5-3+9-4;

3-11 +5-8+9-9)=( 110, 246, 134, 66, 154).
Демак, курувчи ташкилот учун 110 бирлик темир, 
246 бирлик ёгоч, 134 бирлик ойна, 66 бирлик буёк ва 
154 бирлик ишчи кучи зарур экан.
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Энди хар бир тур курилиш учун материаллар Ва 
ишчи кучи харажатини билиш учун уларнинг нархлари 
дан тузилган

12 
7

С = 5
4

Ю,

устун-матрицани тузиб оламиз.
А матрицани С матрицага купайтирамиз:

12

7
А-С=  7 12 4 3 8 - 5

4
.  ю ,

10-12+ 17-7 +  8-5 +5-4+ 11 • 101 Г 409
7-12 +12-7 + 4-5 +3-4 + 8-10 =  280
5 -12 +15-7 +10-5 + 4-4 + 9-10 321

(С ни А га купайтириш маънога эга эмас).
Демак, турар уй учун 409 сум, болалар богчаси учун 

280 сум, дам олиш уйи учун 321 сум пул туланар экан.
Учинчи саволга жавоб бериш учун куйидаги матри

цалар купайтмасини топамиз:
12 
7
5
4

10

10 17 8 5 11
7 12 4 3 8
5 15 10 4 9

В А С = (  110 246 134 66 154)- =  5516

ёки

ВА С = (3 5 9)-
409
280
321

=  5516.

Демак, хамма курилиш 5516 сумга тушар экан. 
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r  _ га м а ъ л у м к и ,  уй ёки болалар богчаси курит учун 
опя шавтидаги материаллар етарли эмас Агар улар 

масала и ( и г а н  материалларнинг хаммаси олинса, 
учуН „Гм ясала шартига кура тузиладиган матрицанинг 
У Т и Дби катта булади. Шунинг учун биз аирим матери-

билан чекландик.
6 Энди кундалик хаётимизда учраидиган куйидаги

и к к и т а  масалани курамиз. u r n
1 м а с а л а .  Туртта харидор (уларни В. С, D, 

р  ‘ Флари билан белгилаймиз) А матрица устунида 
курсатилгандек микдорда мевалар харид килишган 
булсин:

А =  1

B C D
2 1 3
1 0 2
2 1 3

кг олма 
кг нок
кг олхури

/=(4 10 6) сатрлар бу меваларнинг нархи (шартли 
сумларда), Z — туртта бирдан иборат устун-матрица 
булса, М , Al , tAI матрицалар купайтмасини топинг ва 
унинг маъносини тушунтиринг.

Е ч и ш .  t матрицани А га купайтирсак:

t-А = (4  10 6)-
2 1 3  5 
,10 2 3
2 13  0

=(4-2-1-10.1 +  6-2; 4-1 +  10-0 +  6-1; 4-3+10-2 +  6-3;
4 -5 + 10-3 +  6-0)=(30; 10; 50; 50)

сатр-матрицага эга буламиз, бунда Si =  30 В харидор 
сотиб олган меваси учун тулаган пулни билдиради. S 2 =  
=  10 эса С харидор, S 3 =  50 D харидор, ^4 =  50 Е  харидор 
тулаган пулни билдиради. А ни I га кунайтирамиз:

2 13 5 1 11
л/= 10 2 3 • 1 = 6

. 2 1 3 0 . 1 6.
Нгпижа устун-матрицадан иборат булиб, унинг маъноси 
Уртта харидорнинг 11 кг олма, 6 кг нок, 6 кг олхури харид 

килганнни билдиради.
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t-A-l купайтмани икки хил усул билан хисоблаш 
мумкин:

1!
/•Л-/=(4 10 6)- =  140;

/•Л/=(30 10 50 50)- =  140.

Иккала холда хам бир хил натижага эга булдик. Бу 
натижа турттала харидорнинг хамма мева учун тулан- 
ган пул микдорини билдиради.

2 - м а с а л а .  Жамоа хужалиги 5 тонна картошка,
6 тонна карам ва 10 тонна сабзи етиштиришни режа- 
лаштирган эди. Уни Л = (5  б 10) сатр-матрица куринишда 
кискача ёзиб олиш мумкин. Бу махсулотларнинг нархи

6
(шартли минг сум) В = устун-матрицадан ибо

рат булса, хужалик даромадини хисобланг.
Е ч и ш .  Жамоа хужалиги даромадини хисоблаш учун 

А сатр-матрицани В устун-матрицага купайтирамиз:

Л-В =  (56  10)- = (5-6 +  6-3+10-8)=128.

Демак, даромад 128 минг шартли сумни ташкил 
килар экан.

М А Ш К. Л  А Р

1. Матрицаларнинг йигиндисини т'опинг:

_  ___ 1 2 3 3 1 2
а) Л = — 2 4 5 ва В = 0 5 1

0 3 1 . 4 3 2.



3 5 7 1 2  4

б) А — 2 — 1 0 ва В = 2 3 - 2
4 3 2 . - 1  0 1

2. Матрицаларнинг купайтмасини топинг:

2 — 1 0 - 1 0  г

а) А = 3 5 7 ва В = 1 2 4
.4  3 2 2 3 - 2

6) А =

в) А =

3
0
1

ва В =
2
1
3

1
- 1

1

О
2
2

1
- 6

3

2
- 3

О

- 2 О
4

7
ва 6 =

2
1

-3

О 
— I

4
4 - 3

3. Агар » = ( о _ з ) , а В - ( о ! )
С = 2А + ЗВ матрицани топинг.

4. Агар А =  [ _ з 1 12 ) в а В =  ( _ 1  1} 
С = А —5В матрицани топинг.

5. Агар
1 2 3 | - 1 ; 3

А =  — 3 — 2 — 1 ва б =  — 2 2 
1 О 1 1 - 3  1

С — 2А—ЗВ матрицани топинг.
6. Агар

булса,

булса,

- 2  
-  1 
- 3

булса.

1 3 0 1 1 0
Л = 1 3 - 1 ва В = 3 3 — 1

. 2 1 0 . 4 1 - 2
булса,

А + 2С =  ЗВ шартдан С матрицани топинг.
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7. Агар
' 2 3 - Г - 1  0 5

А = 4 5 2 ва В — 0 1 3 булса,
- 1 0  7. 2 - 2  4

2 (А В)-(2В — А) ни хисобланг. 

8. Агар
4 5 - 2 2 1 - 1

А = 3 - 1  0 ва В = 0 1 3 б^лса,
4 2 7 . .5  7 3 ,

ЗА—(А-\-2В)-В ни хисобланг. 
9. Агар

1 - 3  2 '2  5 6'
А = 3 - 4  1 ва В = 1 2 5

2 - 5  3. 1 3  2.
булса,

10. А = ( _ 3  з ]  матРи^а f(x) =  x2 — 5x-\-3 куп-

С = АВ — ВА матрицани тонинг.

2 - I  

- 3  3
х.аднинг илдизи эканини курсатииг.

11. Агар f(x) = x2— Зх +  5 ва 
(2  2 0

булса,А = I
0

1(A) матрицани тонинг.
12. Ушбу матрицаларга тескари матрицани тонинг:

2 2 3 3 1
а) Л = 3 1 1 ; б )А = 3 2 2

.3  5 4. . 5 3 4.

2 - 3  - -5 1 2 5
в) /4 = -3 1 - 2 ; г) А = 3 - 3 7

1 - 2 1 . . 2 - 1 5

64



13. Куйидаги тенгламалар системаларини матрица 
лардан фойдаланиб ечинг:

а)

н)

д)

х,+ 2х2 — Зх3 =  14,
2*! +  3х2+ 2х3=  9, б)
Зле,+ 4х2+  *з=16.

*1+ *2— *1 =  0.
Зх| 2*2 х3 = 5, г) 
4х,— х2 +  5хз =  3. 

х +  2г/+ z =  4,
Зх—Ъу -(- 3z =  1, е ) 
2 х-\-7у— z =  8.

X, — 2х2 2х3 =  
2х,+ х2— х3 =  
7х,+ х2 — х3 =  

5х, — 7х2 + 4х3 =  
Зх, — 8х2 +  3xj =  
2x,-f 5х2 +  5х3=

5x-f8// — 2= — 
x + 2y-\-3z =

2x — 3y + 2z =

- 5 ,
5,

10.

5,
- 2,
3.

7,
I.
9.

ж )

з)

2х, — х2+  х3 — 5х4 =  4, 
2х, +  Зх2 — Зх3 +  х4 =  2, 
8х, — х2+  х3— х4=1, 
4х, — Зх2 +  Зх3 +  Зх4 =  2.

2х,-Ь х2— х3— х4 +  х5=1, 
х ,— х4 +  х3+  х4 — 2xs =  0, 

Зх, -(- Зх> — Зх3 — Зх4 -f 4х5 =  2, 
4х, +  5х2 — 5х3 — 5х4 + 7х5 =  3, 
х, — 4х2 +  х3+ х4— х5 =  3.

14. Ушбу матрицаларнинг рангини икки хил усул 
билан (элементар алмаштиришлар ва минорлар орк.а- 
ли) топиб, нагижа бир хил булишини курсатинг:

а )Л  =

5 0 4 3' ' 1 1 3 2'
3 2 4 1 2 0 I 3
7 3 2 4

Ох II

3 0 1 2
1 2 1 7 3 4 1 о.
' 3 2 -  5 4 ' 2 3 4 1 '

в) Л = 3 — 1 3 -  3 ; г) Л = 1 3 5 6
3 5 -  13 11 . . 2 4 3 2.
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I l l  Б О Б

В Е К Т О Р Л А Р  А Л ГЕ Б Р А С И  Э Л ЕМ Е Н Т Л А Р И

I- §. Вектор хакида тушунча
Физики, механика, гехниканшп турли сохаларида 

узларининг сон кийматлари билан тулик аникланади- 
ган катталиклар учрайди. Бундай катталиклар с к а л я р  
м и к д о р л а р  деб аталади. Масалан, узунлик, юз, 
хажм, масса, жисмнинг температураси ва хоказолар 
скаляр микдор хисобланади.

Амалий масалаларга математикани куллашда, ска
ляр микдорлардан ташкари фазодаги йуналиши хам 
аникланишига тугри келадиган микдорлар учрайди. 
Йуналиши па катталиги билан аникланадиган мик
дорлар в е к т о р  м и к д о р л а р  деб аталади. Жисмга 
таьсир этувчи куч, харакатдаги жисмнинг тезлиги, 
тезланиши, харакат микдори, электр майдонининг 
кучланганлиги, магнит майдонининг кучланганлиги, оний 
айланиш бурчак тезлиги ва хоказолар вектор мик
дорлар хисобланади.

Вектор микдорлар векторлар ёрдамида тасвирлана- 
ди. В е к т о р  деб фазодаги тайин узунликка ва йуналишга 
эга булган кесмага айтилади.

Векторлар купинча унинг б о ш и  ва о х и р и н_и билди- 
рувчи иккита харф ёрдамида (масалан AB,CD,...)
ёки биргина (масалан, ы, В,...) харф оркали белгилана- 
дн.

_Векторнинг узунлигига унинг модули деб аталади ва 
|Лб| =  |а| куринишда белгиланади.

Модули бирга тенг, яъни |а| =  1 булган вектор 
б и р л и к вектор, модули нолга тенг |а| = 0  булган вектор 
нол вектор дейилади. Нол векторнинг йуналиши 
хакида суз юритилмайди, чунки у аникланмаган. 
Нолдан фаркли иккита вектор бир ту+ри чизикда ёки 
параллел тугри чизикларда ётса, бундай векторлар 
к о л л и н е а р  векторлар дейилади ва а||6 куринишда 
белгиланади. Битта текисликда ётувчи ёки шу текисликка 
параллел булган векторлар к о м п л а н а р  векторлар 
дейилади.

Агар а ва b векторлар учун:
а) узунликлари тенг булса;
б) улар коллинеар булса;
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в) йуналишлари би£ хил булса, у холда бу вектор- 
лар тенг деб олинади: а = В.

Бу таърифдан фойдаланиб, ихтиёрий векторни те- 
кисликнинг ёки фазонинг исталган нуктасига кучириш 
мумкин.

Нол вектордан фаркли хар кандай а вектор учун 
«.арама-карши вектор мавжуд булиб, у ( — а) билан 
белгиланади. а) вектор а векторнинг модулига тенг 
модулга эга |а| =  | — а\, улар коллинеар, аммо карама- 
карши томонга йуналган.

2- §. Векторлар устида амаллар

Векторларни кушиш ва айириш хамда векторларни 
сонга купайтириш амалларини курамнз. Бу амаллар 
чизикли амаллар деб аталади.

1. В е к т о р л а р н и  к у ш и ш .  Коллинеар булмаган 
икки а ва & векторларнинг йигиндиси с векторни тоиишни 
курайлик. Бунинг учун а векторнинг бошини исталган 
О нуктага куйиб, унинг учини А нукта деб, бу 
нуктадан иккинчи В векторни келтириб куйилса, бу 
векторнинг учи В нуктага жойлашади. О ва в  нукта- 
ларни бирлаштирсак, бо'ши О ва охири В булган 
UB векторни хосил киламиз. Бу вектор а ва 5 векторла- 
рининг изланган йигиндиси с вектордан иборат булади 
(3- чизма).

Векторларни кушиш коидасндан исталган О, А ва 
В уч нукта учун

Ш + А В  = ОВ
тенглик уринли булиши келиб чикади. Охирги тенглик 
векторларни кушишнинг у ч б у р ч а к  к о и д а с и  дей
илади.

а ва Ь векторларнинг бош нукталарини О нуктага 
куйиб а — ОА ва b — OD векторларни чизамиз. Улар-
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нинг учлари А ва D нукталардан а, В векторларга мос 
равишда параллел АВ ва BD  тугри чизиклар чизсак, 
улар В нуктада кесишади.
Боши О, охири В нукта булган вектор курсак, бу вектор 
изланаётган а ва ft векторлар йигиндиси с вектор булади 
(4- чизма), яъни а, В лардан курилган параллелограмм 
диагонали булади. Векторлар йигиндисини бундай гео
метрик ясашни одатда п а р а л л е л о г р а м м  к о и д а -  
сн дейилади.
С = и-\-В векторнинг узунлигн (модули)

Й  =  д/|а|2-|-|6|2 — 2|а| Ib\cos(a л В) (3.1)

формула ёрдамида топилади.
Иккита вектор учун хосил килинган векторларни 

кушиш коидасини исталган чекли сондаги кушилувчи 
векторлар булган хол учун хам куллаш мумкин. Бунда 
асосан векторларни кушишнинг учбурчак коидасини 
кетма-кет куллаш усулидан фойдаланилади. Ихтиёрий
О нуктага кушилувчи векторларнинг биринчиси а век
торнинг боши куйилади. Бу векторнинг охирига (А нук
тага) иккинчи В векторнинг боши куйилади. Энди 
b векторнинг охирига с векторнинг боши куйилади. 
Бундай жараённи давом эттириб, йигиндида катнашувчи 
векторлардан сунггисининг охирини бошлангич О нукта 
билан бирлаштириб, О нуктани вектор боши хисоблан- 
са, хосил булган OD вектор берилган векторларнинг 
йигиндиси булади (5- чизма).

Агар бир нечта векторларни кушишда сунгги куши
лувчи векторнинг боши О нукта билан (биринчи куши
лувчи векторнинг боши) устма-уст тушса, бу векторлар
нинг йигиндиси нол векторга тенг булади (6-чизма).
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Векторларни кушиш амали куйидаги хоссаларга эга:
1) Цушишнинг группалаш (ассоциативлик) хиссаси. 
Исталган а, В ва с векторлар учун

(~а + Ь) + с = а + (В+ с)
муносабат уринли.

И с бо т .  Векторларни кушишнинг учбурчак коида- 
сидан (7- чизма):

а -(- Ь =  О A -j- А В = О В,
(а + В)-\-с = 7)В + В С = Ш ,
Ь + с =  АВ + ~ВС = АС,
а+ {В+ с)= О А  + Ж  =  ОХ,

бундан а + (6  +  с) =  (а +  5) +  с экани келиб чикади.
2) Векторларни к,ушишнинг урин алмаштириш 

( коммутативлик) хоссаси. Исталган иккита а ва В вектор 
учун а-\-Ь = В-\-а тенглик уринлидир.

3) Х,ар кандай а векторга нол вектор кушилса
а вектор хосил булади, яъни а-(-0 =  а.

4) Хар кандай а вектор учун шундай а' вектор 
мавжудки, унинг учун: а-\-а' = 6.

2 . В е к т о р л а р н и  а й и р и ш .  И ккитаа ва В вектор- 
нинг айирмаси деб, шундай учинчи с —а — В векторга 
айтиладики, унинг айрилувчи b вектор билан^йигиндиси 
и векторни беради. Демак^таърифга кура, агар с — а — В 
булса, у холда с-\-Ь =  а. Икки векторни кушиш 
коидасидан айирма векторни ясаш коидас^ келиб 
чикади (8- чизма). Умумий 0 нуктадан а ва b вектор
ларни куямиз. Камаювчи а ва айирилувчи В векторлар- 
нинг охирларини туташтирувчи ва айрилувчи вектордан 
камаювчи векторга гомон йуналган ВА вектор с —а — В 
айирма булади. Хакикатан хам, векторларни кушиш

69



коидасига кура: ОВ -j- ВА = ОА ёки Ь-\-с = а, яъни
с —а — В.

Агар умумий 0 нуктадан куйилган а ва В векторлар- 
даи ОАВС параллелограмм ясалса, у холда параллело- 
граммнинг 0 учидан чикувчи диагонали билан устма-уст 
тушадиган ОВ вектор a-f-ft йигиндига тенг, иккинчи 
диагонал билан устма-уст тушадиган СА вектор эса 
а — В айирмага тенг булади (9- чизма).

3 . В е к  г о рни  с о н г а  к у п а й т и р и ш .  а вектор ва 
скаляр Я=7̂=0 сон берилган булсин. а векторнинг к сонга 
купайтмаси деб куйидаги шартларни каноатлантира- 
диган В векторга айтилади:

а) Агар Х > 0  булса, В вектор а вектор билан бир хил 
йуналишда (а 0), акс холда ХсО  булса, b ва 
и векторлар карама-карши йуналишда булади;

б) В векторнинг узунлиги (модули) |6| =  |А,||а| 
формула билан хисобланади.

Масалан, 1-а_ вектор а вектор билан бир хил

йуналган ва а векторнинг узунлигидан икки марта кичик 
узунликка эга булган вектордир.

Векторни сонга купайтириш коидасидан куйидаги 
хулосалар келиб чикади:

1. Ихтиёрий а вектор учун: 0-Я =  б;
2. Ихтиёрий сон учун: А.-6 =  0;
3. Ихтиёрий а вектор учун: I - а —а; ( — 1 )~а= — а.
4. а ва Ка векторлар коллианеар векторлар булади. 
Бирор а ф 0 векторни узининг узунлигига тескари

lJi~ сонга кунайтирилса, шу вектор йуналишидаги 
бирлик вектор {орт) хосил булади, яъни 

j i p a  =  a0(|a0| =  l).

Т е о р е м а .  Агар a||5(a^=0) булса, у холда шундай 
\ сон мавжудки,

В =  ка (3.2 )
тенглик уринлибулади.

И с б о т .  a || & булгани учун куйидаги уч холдан бири 
булиши мумкин:

1) а ] \В булса, jip fe  булиб, бундан
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/7= !*' -а хосил булади. Бу тенгликдан Я =  -|^г Деб ол-
I a I I а I

саК) В—Ха келиб чикади;
2) а\ \В булса, -- | -о=— булиб, бундан

- |5| - А» с -1 15|Ь = — г=т'Ч хосил булади. Бу тенгликдан а =  —l“ l _  I ci I
деб олсак, Ь = Ха келиб чикади;

3) В — 0 булса, у холда В—О-а булиб, бунда Х =  0 
булади.

Демак, векторни сонга куиайтириш коидасидан ва бу 
теоремадан куйидаги хулосани чикариш мумкин: а\\В 
берилган булса, у холда бу векторлар учун B = ‘ka(X£R) 
тенглик уринли булади.

Шундай килиб, (3.2) муносабаг a, b векторлар 
коллинеарлигининг зарурий ва етарлн шартидир.

Векторни сонга куиайтириш куйидаги хоссаларга 
эга:
а ) 1 • а =  а\ ( — 1) • а ~  — а\
б) ?к-(р-й) =  (Я_-р)-а (группалаш конуни);
в) Ца 4- В)= Ха -f- кВ (векторларни кушишга нисбатан 
таксимот копуни).

Бу хоссаларнинг исботини укувчининг узига колди- 
рамиз.

1-м и с о л .  ABC  учбурчак берилган булиб, унинг 
огирлик маркази О нуктада булса, ОА-\-ОВ-\-ОС = $ 
эканини исбот килинг (10-чизма).

Е ч и ш .  Томонлари ОА ва ОВ булган векторлардан 
иборат АОВЕ  параллелограмм ясаймиз. Бу паралле- 
лограммдан:

б А + о в = т  (А )
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О нукта масэла шартига кура учбурчакнинг огирлик 
маркази булга ни учун, у мсдианалар кссишган нуктадан 
иборат. Шунинг учун OD лектор CD векторнинг учдан

бирнни ташкил килади, яъни OD= CD. (Б )

Ю-чизмадан ОС= — 20D, OD =  DE, 6 Z = W  (В )  
(Л), (В )  ва (В )  лардан:

(ОС)= - (д Л  + ОВ)=> ОА+ОВ + ОС = б.
2-мис ол .  Иккита (/ ва '/') тросга 15 кг юк осилган 

(II-чизм а). Агар Z/1C#= 120° булса, тросларда 
косил булувчи кучларни аникланг.

R ч и ш . Масала шартига кура тросларга осилган 15 кг 
юк иккита, яъни CD ва CF кучнинг йигиндисидан ибо- 
ратдир. Шунинг учун юк йуналишини диагонал сифатида 
караб параллелограмм томонларини топамиз.

Б^нинг учун ECDF параллелограммни ясаймиз, 
чизмадан:

/_ FCD — 30°.
Параллелограмм томонлари \CD\ ва \СЁ\ ларни топа
миз. Тугри бурчакли &CFD дан:

IC F  | =  | С/> | - cos30° =̂

=* \Сб\ = г= %  \CF\ = l-‘2' v'3 = 10 V3-
cos30 \3 3

Демак, | СО| =  10-у/3 кг.

\СЁ\ ни топамиз: CD = EF  булгани учун

IC E l _  J f L _  I f l  = J ^ _ 5 V 3 .

Демак, |С £ |= 5 у З  кг.

3-§. Йкки вектор орасидаги бурчак

а ва В векторлар берилган булсин. Бу векторларнинг 
бошлариии бирор умумий 0 нуктага келтирамиз ёки 
ОА — аваО В  — В векторларни ясаймиз (12-чизма). 
У колда АОВ бурчак (а векторни В вектор билан устма- 
уст тушгунча айлантириш лозим булган иккита бурчак-



И- чизма 12- чизма

нинг кичиги а ва Ь векторлар орасидаги бурчак 
дейилади ва (а Л b) куринишда ёки а, <р, харфлар- 
дан бири оркали белгиланади. Демак, таърифга кура 
икки вектор орасидаги бурчак 0° дан 180° гача ораликда 
булади. Бундан куринадики, бир хил йуналищдаги 
коллинеар векторлар орасидаги бурчак 0° га, к,арама- 
карши йуналишдаги векторлар орасидаги бурчак 
180° га тенг булади. Агар векторлар орасидаги бурчак 
90° га тенг булса, улар перпендикуляр ёки ортогонал 
векторлар дейилади ва бу a_L£ каби белгиланади. / ;ук 
ва унинг бирлик вектори е берилган булсин. Ихтиёрий 
а ф 0 векторнинг бирлик вектори ао куйидагича аник- 
лднади:

а
ао~ Г-i •

чунки.

а„ =
| о|  I

1.

а=Ф0 текисликдаги ихтиёрий вектор булсин. а вектор 
билан / ук. орасидаги бурчак деганда I укнинг бирлик 
вектори е билан а вектор орасидаги бурчак тушунилади. 
а' вектор / ук. билан ф бурчак ташкил килади 
(13- чизма).

14- чизма
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4-§. Векторнинг укдаги проекцияси
Текисликда ихтиёрий жошшшган бирор I ук ва 

а вектор берилган булсин. Бу а векторнинг боши А ва 
охири В  нинг / укка проекциялари мос равишда А\ ва 
В| 'нукталар булади (14-чизма).

/ укда А1 нукта х\ координатага, В\ нукта *2 
координатага эга булсин. а вектор охири ва бошининг 
/ укдаги проекциялари координаталарининг айирмаси 
Х2 —Х\ га а векторнинг шу укка проекцияси деб 
аталади ва куйидагича ёзилади:

П[),а =  х2 — хь
Агар а вектор I ук билан уткир бурчак ташкил этса, 

у холда x2 >xi булиб, Х2—X] проекция мусбат; агар 
а вектор ва I ук орасидаги бурчак утмас булса, у холда 
х2<.х\ булиб, хг—х, проекция манфий булади 
(15- а, б чизмалар).

д

15- чизма

Агар а вектор / ук билан 90° ли бурчак ташкил этса, у 
холда X2=Xt булиб х2—Xi проекция нолга тенг булади.

1 - т е о р е м а ,  а векторнинг / укка проекцияси 
а вектор модулининг шу вектор билан ук орасидаги 
Ф бурчак косинусига купайтмасига тенг:

11р;а= |а |-cos<p. (3.3)
И с бот .  а векторнинг I 

у к д а г и  п р о е к ц и я с и  
Х2 — *1 булсин. а векторни 
параллел кучирсак, унинг бу 
укдаги (Х2 — Х\) проекция
си узгармас микдор булади. 
Шунинг учун векторнинг бо
ши I укнинг санок боши
О билан устма-уст тушади- 
ган холни караш кифоя- 
дир (16- чизма).
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Санок бошининг координатаси нолга тенг булгани 
учун

Пр/а =  х — 0 =  *,

бу ерда х — а вектор охири проекциясининг координатаси. 
Косинуснинг таърифига кура:

cos<p =  -jip =>- х— |a|cosq>

еки
Пр/а= |а|соьф.

Теорема исбот булди.
2 - т е о р е ма .  Икки вектор йигиндисининг / укдаги 

проекнияси кушилувчи векторларнинг шу укдаги 
проекциялари йигиндисига тенг.

И с б о т .  ЛС = АВ-{-ВС булсин (17-чизма).
А, В ва С нукталарнинг I укдаги проекциялари А\, В ,, 
ва Ci нинг координаталарини Х\, хг ва х3 билан 
белгилаймиз. У холда

Пр,а==дг2 — хй  Пр/5 =  jca — jc2; П р Д £ = х з — х,.

Бирок Хз— Х|= (*2  — *|) +  (*з— *г) деб ёзиш мумкин 
булгани сабабли:

Пр;Л С = П р Д Й  +  Пр,ЙС.

Бу теорем а ни п та 
векторлар йигиндиси 
учун хам умумлаш- 
тириш мумкин, яъни 
бир нечта векторлар 
йигиндисининг бирор
I укдаги проекция- 
си векторлар проек- 
цияларининг йигин
дисига тенг.

3-теорема.  а 
векторни X сонга ку-
пайтирилса, унинг / укдаги проекцияси хам шу к сонга 
купаяди:

Пр((Аа) =  А,Пр,а.

Теорема исботини укувчиларга колдирамиз.
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М и с о л .  Узунлиги |а| =  6 гад / ^к билан хосил 
килган бурчаги 60° га тенг булган а векторнинг I укдаги 
проекциясини топинг.

Е ч и ш .  (3.3.) формулага асосан:

П р,а=  |а|со5ф =  6со5б0° =  6- =3.

5-§. Векторларнинг чизикли богликлиги.
Базис векторлар

Oi, 0 2 , ... ап векторлар хамда Я|, Яг, ..., Я„ хакикий 
сонлар берилган булсин. Улардан х °сил килинган 
Я|0|+ А,2а2 +  -- +  Я„а„ ифода а\, а.2, ..., а„ векторларнинг 
Я|, Яг, Я„ коэффициентли ч и з и м  и ко м б и н а ц к я - 
с и дейилади. Агар бирор а вектор ai, а2, .... а„ векторлар
нинг чизикли комбинацияси шаклида ифодаланган 
булса, а вектор шу векторлар буйича ёйилган дейилади, 
яъни куйидаги тенглик уринли булади:

а =  Я,|«| -f- ЯгагЧ-... -(- Я„ая.
Агар камида биттаси нолдан фаркли Я), Я2, ..., Я„ 

сонлар танлаб олинганда
Я|в| +  Я2а2 +  ...-|-Я„ап= 0  (3.4)

тенглик бажарилса, у холда а*, а2, .... а„ векторлар 
ч и з и к л и  б о г  л и к  дейилади. Агар (3.4) муносабат 
факат Я| =  Яг =  ... =  Я„ =  0 булгандагина уринли булса,
у холда а\, at,..., а„ векторлар ч и з и к л и  б о г л а н  м а 
га н ёки ч и з и к л и  э р к л и  деб аталади.

Энди текисликдаги ва фазодаги векторларнинг чи
зикли богликлиги хакидаги теоремаларни караймиз.

1 - т е о р е м а .  Текисликдаги хар кандай учта а, В ва 
г. векторлар чизикли боглик булади.

И с б о т. Бу векторлардан бири кол га н икки вектор
нинг чизикли комбинациясидан иборатлигига ишонч 
хосил килиш кифоя. Бунда икки хол булиши мумкин.

1. Берилган векторлар орасида бир жуфти коллинеар 
булсин. У холда а = ХЬ ёки а = ХВ + 0-с (бунда Я — сон) 
тенгликни ёза ОламиЗ, яъни а вектор В ва с векторларнинг 
чизикли комбинацияси булади.

2. Берилган векторлар орасида хеч бир жуфти 
коллинеар булмасин. У холда учала векторни умумий 
нуктага келтирамиз (18-чизма). а векторни Ь ва
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~с векторларга коллинсар булган икки векторнинг 
йигиндиси куринишида ифодалаш мумкинлигини курса- 
тамиз. Диагонали а вектордан, томонлари эса ОС ва 
ОВ векторлардан иборат булган параллелограмм туза- 
миз. Векторларни кушиш коидасига кура:

хосил булади.
Н а т и ж а. Агар текисликда векторлар сони учтадан 

ортик булса, улар х,ам чизикли богликдир, яъни бу 
векторлардан бирини колганларининг чизикли комби- 
нацияси куринишида ифодалаш мумкин.

2-т е о р е м  а. Фазодаги хар кандай туртта а, Б, с ва 
d векторлар чизикли богликдир.

И с б о т. Берилган векторлар умумий бошга эга деб 
фараз киламиз. Уларнинг чизикли богликлигини 
курсатиш учун бу векторлардан бири колганларининг 
чизикли комбинациясидан иборат эканлигини курсатиш 
етарлидир. Бунда икки хол булиши мумкин.

1. Берилган туртта вектор орасида компланар 
векторлар учлиги мавжуд булган холни курайлик. 
Аниклик учун, масалан, а, Ь ва с векторлар учлиги 
компланар булсин. Бу векторлар бир текисликда ётганли- 
ги учун улардан бирини, масалан, а векторни 1-теорема-

о л = д в + 6 € . (/1)
ОВ ва ОС векторлар мос равишда b на с векторларга 
коллинеар булганлиги учун

ОВ = к̂ Ь ва ОС = 'к.2с 
тенгликни ёзиш мумкин. (В )  ни (А ) га куйсак,

Cl X | Ь -|-

(В )

С

18- чизма 19- чизма
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га кура колган векторларнинг чизикли комбинациясн 
куринишида ифодалаш мумкин: а — к\В-\-%2с. Турттала 
вектор учун а =  к\В-j-kzc-j-O-d тенгликни ёзиш мумкин, 
бу эса а вектор В, с ва d векторларнинг чизикли 
комбинацияси эканлигини билдиради.

2. Берилган векторлар орасида битта хам компланар 
векторлар учлигийук булсин. Бу холда а векторни мос 
равишда В, с на 3 векторларга коллинеар булган учта 
векторнинг йигиндиси куринишида ифодалаш мумкин. 
Диагонали а = (УА вектордан ва кирралари мос ра
вишда В, с ва Я векторларга коллинеар булган 
векторлардан иборат параллелепипед ясаймиз (19-чиз
ма). Векторларни кушиш коидасига кура:

а = Ш  = ОВ + ОС + Ш
Бирок ОЪ = Х1Ь, ОС = к2'с АР  =  OD =  А.Д Демак, 
а =  Я|5+А,2С +  кзЗ, бу тенглик эса а, В, с ва d векторлар
нинг чизикли боглик эканини билдиради. Бу теорема- 
лардан иккита а ва Ь вектор коллинеар булса, улар узаро 
чизикли боглик булиши ва аксинча, иккита вектор 
чизикли боглик булса, уларнинг коллинеар булиши 
келиб чикади. Фазода берилган учта вектор чизикли 
боглик булиши учун уларнинг компланар булиши зарур 
ва етарлидир.

Маълум тартибда олинган А, 72, ... L  векторлар 
системаси чизикли эркли булиб, бошка хар кандай 
вектор булар оркали чизикли ифодаланса, А, 12, ..., 7„ 
векторлар системаси базис векторлар дейилади ва

/>={?„ г2,...,/я}

куринишда белгиланади.
Агар базиснинг хар бир вектори бирлик вектор 

булиб, улар жуфт-жуфти билан узаро перпендикуляр 
булса, бундай базис о р т о н о р м а  л а н г а н  б а з и с  
векторлар дейилади. Базисни ташкил этувчи векторлар 
сони каралаётг^п фазонинг улчовини билдиради.

Исталган а векторни берилган Б — {Т\, 12} базис 
векторлари буйича ёйиш мумкин:

a = aj\ +  U2/2,
бу ёйилмадаги щ, о2 сонлар а векторнинг Б={7\, li) 
базисга нисбатан а ф ф и н  к о о р д и н а т а л а р и  ёки
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базисдаги к о м п о н е н т л а р и  дейилади. Худди шунга 
ухшаш Б — {1\, I2, h} базис берилган булса, ихтиёрий 
а векторни шу базис буйича ёйиш мумкин:

а — а\1\ -(-И2Т2 йз?з, (3.5)
бу ерда а векторнинг а\, а%, аз компонентлари куйидаги 
геометрик маънога эга: О учдан чикувчи ва киррали а ь 
/i, a-ih, аз/з векторлардан иборат иараллелепипедни 
караймиз. а вектор бу параллелепипеднинг О учидан 
чикувчи диагонали булиши равшан. Бу холда
(3.5) формулани куйидагича хам ёзилади:

а = {а\, а2, аз}.
Агар векторларни бошка векторларнинг чизикли 
комбинацияси билан ифодалаш мумкин булса, берилган 
вектор шу векторлар буйича ёйилган дейилади. Масалан,
a =  2ai +3аг — 4аз+ !г а4 вектор а ,, а2, а3, а4 векторларнинг

чизикли комбинациясини ифодалайди ва а вектор а j, a-j, 
аз, а4 векторлар буйича ёйилган дейилади.

1-мис ол .  К ва L нукталар ABCD параллелограмм 
томонларининг урталари булсин (20-чизма), ВС век
торни т  = АК  ва n = AL векторлар буйича ёйинг.

Е ч и ш :  ААВК  дан АВ-{-\Ш  = т  (A). AALD  дан:

AD-{-DL = n. Чизмадан AD = BC; DL = ̂ D C = ^A B  га 

эга буламиз. У холда

m + j A B  = n (В )

(А ) дан:

АВ = т -  y f iC  (С )

(С), (В )  лардан:

ВС + ~ т — \ЪС = п

ёки
-ВТ- < -  2 —

3Л У  '
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20- чизма 21 -чизма

6-§. Векторнинг йуналтирувчи косинуслари

Фазода бирор вектор координата уклари билан мос 
равишда а, (3, у бурчаклар ташкил этган булсин 
(21- чизма). Бу бурчакларнинг cosa; cosfi, cosy коси
нуслари а векторнинг й у н а л т и р у в ч и  к о с и н у с  л а - 
р и деб аталади.

вектор берилган булсин, бунда 7i, 1% Тл ортонормаланган 
бирлик векторлар oi, «2, яз сонлар мос равишда 
а векторнинг Ох, Оу ва Oz уклардаги нроекцияси булиб
(3.3) формулага асосан:

Бу ифодалардан фойдаланиб йуналтирувчи коси- 
нусларни топамиз:

(3.7) тенгликларнинг х,ар бирини квадратга кутариб ва 
уларни кушиб векторнинг йуналтирувчи косинуслари 
орасидаги ушбу богланишга эга буламиз:

а =  а 11\ -f- аг?2 Ч- оз̂ з (3.6)

Ci =  а* =  Г1 р0ха =  |a|cosa, 
а2 — ау= П р 011а = |a|cosf5, 
аз =  аг =  Пр 0га =  |a|cosy.

\а\ — -yjal + al + di булгани учун:

а
cosa (3.7)
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cos2a +  cos2fJ +  cos2v =  1,
яъни исталган векторнинг йуналтирувчи косинуслари 
квадратларининг йигиндиси бирга тенг.

М и  сол.  Агар А( 3; 2; 1) ва В( 5; 4; 2) булса, 
АВ векторнинг координата уклари билан ташкил этган 
бурчакларининг косинусларини топинг.

Е ч и ш: АВ векторнинг Ox, Оу, Oz уклардаги
проекцияларини топамиз:

Пр0хЛ В = 5 — 3= 2; П р0уЛ В = 4 — 2 =  2;
П Рог = А В =2—1=1.

АВ векторнинг модулини топамиз:
\АВ\ =  д/22 +  22 +  Г =  -\J9 =3.

(3.7) муносабатлардан векторнинг йуналтирувчи коси-
2 2 Iнусларини топамиз: cosa= ; cosp= ч ; cosy =  ч -

7-§. Икки векторнинг коллинеарлик шарти

Узаро коллинеар а =  ах1\ +  а Д г - Ъ в а  Ь — b J ( -|- 
^ b J -2 + bJz векторлар берилган булсин, демак, улар 
орасида и = ХЬ (бунда к — бирор сон) муносабат 
уринли булади. Векторни сонга купайтирилганда унинг 
уклардаги проекциялари х.ам мос. равишда шу сонга 
купайтирилганлиги учун куйидаги тенгликларни ёзамиз:

flj =  lly^^kby, Аг — (3.8)
(3.8) тенглик а ва b векторларнинг коллинеарлик 
шаргидир. (3.8) тенгликдан

тенгликларни хосил киламиз. Бундан:

(3.9) формула иккита а ва Ь векторлар коллинеар 
булиши учун уларнинг координата уклардаги проекция
лари пропорционал булиши зарур ва етарли булишини 
билдиради.
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М и  сол.  а ва̂  0 ларнинг кандай кийматларида 
а =  27] -f- a I? +  7з ва 6 =  3/|— б?2 +рГз векторлар коллинеар 
булади?

Е ч и ш. (3.9) формуладан фойдаланамиз:
2   о.
3 — -6 — р'

Бунда н:

Жавоб: а =  — 4;

8-§. Координаталари билан берилган векторлар 
устида амаллар

ч,Ь векторлар берилган В = {1\, Г2, /3} базис векторлари 
буйича куйидаги координагаларга эга булсин: 

я =  {^i; а2; аз} =  а|Г| -(-а2Г2 -|- аз/з;
Ь =  й 2̂1 ^з} =  Ь\ /| -{- 6з?з.

1. а ва b векторларни кушишда уларнинг мос 
координаталари кушилади. Х,акикатан х.ам, с =  {сг, 
с2; сз}.

с = а  +  b = (a J i  4- а2/2 -(- аз7з)4 (Ь\7\ -)- 62Г2 -j- &з/з) =
=  (а | +  6|)/| + (a 2-f-fc2)72-f-(fl3-ih^3)r3 =

= {a i +  6i; а2 -j- fr2; аз +  Ьз}.
Демак, C| =  ai +  с2 =  о2-)-&2; Сз =  аз -|-63.
2. а вектордан б векторни айиришда хам векторлар

нинг мос координаталари айрилади, яъни
а Ъ— (а\1\ +  а272 +  азГз) — (Ь\1\ +  62/г +  &з?з) =

=  (ai )м Ц-(а2 — й2)72-(-(аз — Ьз)Тз=
=  {a i — 61; а2 — й2; аз — £з}.

3. Векторни сонга купайтиришда унинг барча коорди
наталари шу сонга куиайтирилади, яъни

ка =  Я(а|7| 4- а27-(-азГз) =
= {ка\ )1\ + (Яа2)72-(-(Я,аз)7з =

=  {Я,а |; Яа2; А.аз}.
Юкорида айтилганлар ихтиёрий сондаги векторлар учун 
Хам уз кучини саклайди.
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М и с о л .  а={2\ — 1; 3}; Ь= {2; -- 1; — 3} ва г =  {0; 2; 1;}
векторлар берилган. а) а — В-\-с\ б) a-f- ,,Й; в) 5а век- 

торларнинг координат^ларини аникланг.
Е ч и ш .  а) а — В-\-с =  {2 — 2 +  0; — 1— ( — 1) +  2;

3 — ( — 3 ) + 1} =  {0; 2; 7};
б) а+ \Ъ  =

= {2 + ( - 1)-{; - ! + ] ( - ! ) ;  3 + ^ . ( - 3 ) }  =  .

9-§. Векторларнинг скаляр купайтмаси ва унинг

Векторлар билан бажариладиган содда амалларни 
(кушиш, айнриш ва сонга купайтириш) ва бу амаллар 
натижасида яна векторлар келиб чикишини курдик. 
Энди векторлар билан бажарилган амал натижасида 
скаляр (сон) хосил булишини куриб чикамиз.
^  Т а ъ  р и ф. Нолга тенг булмаган иккита а ва 
b векторнинг скаляр купайтмаси деб купайтирилувчи 
векторлар модулларининг бу векторлар орасидаги ф 
бурчак косинуснга купайтмасига_ тч?нг сонга_ айтилади 
(22-чизма). Скаляр купайтма а-В ёки (аВ) шаклда 
ёзилади. Демак, таърифга кура:

Векторлар скаляр купайтмасининг физик маъносини 
тушунтирамнз. М моддий нукта А нуктадан В нуктага 
томон т^гри чизик буйлаб харакатланаётган ва I га тенг 
йулни босиб утган булсин. Бунда М моддий нуктага 
F  куч таьсир этаётган булсин. Бу кучнинг катталиги ва 
йуналиши узгармас булиб, бу вектор нуктанннг кучиш 
йуналиши билан «р бурчак ташкил килсин (23- чизма).

в) 5а =  {2-5; 5.( — 1); 3-5> =  {Ю ; - 5 ;  !5}.

хоссалари

а-В=(а В)— |а| |£|cos<p. (3.10)

г//

Т
22- чизма />

23- чизма ,24- чизма
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Физикадаи маълумки, F куч таъсирида М моддий 
нукта А нуктадан В нуктага кучишида бажариладиган 
А иши A =  Flcosq> формула бнлан аникланади. Агар 
кучиш вектори АВ — 1 вектор булса, у холда F  ва 
/ векторларнинг скаляр купайтмаси таърифга кура:

Л = Р -7— F/coscp 
булади. Демак, моддий нуктанинг тугри чизикли 
харакатидаги узгармас кучнинг бажарган иши куч 
векторининг кучиш векторига скаляр купайтмасига тенг 
экан.

Скаляр купайтма таърифидаги (3.10) формула 
IБ|costp купайтма В векторнинг « вектор билан аниклана- 
диган укка проекцияси ( TIpj6 билан белгиланади), 
|a|cos9 эса а векторнинг В вектор укига проекцияси 
булгани учун (24- чизма):

а • Б =  | а || *| совф
ёки

а-В— \а\Щ^В=\В\Щ6а (3.11)
тенгликни хосил киламиз.

Демак, икки векторнинг скаляр купайтмаси бу 
векторлардан бирининг модулини иккинчи векторнинг бу 
векторга проекциясига купайтмасига тенг экан.

(3.11) формуладан бир векторнинг иккинчи вектор- 
даги проекциясини хисоблаш формуласига эга буламиз:

Пр“5 = {л г ; П Р ^ = Ж -  (312)
Скаляр купайтманинг хоссаларини куриб чикамиз.

1. Икки векторнинг скаляр купайтмаси урин алмаш- 
тириш хоссасига эга:

а-В=В-а.
2. Исталган икки векторнинг скаляр купайтмаси 

скаляр купайтувчжа нисбатан гурухлаш хоссасига эга:
Ца-В) — (ка)-Б = а-{ХБ).

3. Икки векторнинг скаляр_ купайтмаси таксимот 
хоссасига эга: (а-\-В)-с = а с-\-b с.

4. Агар икки векторнинг скаляр купайтмаси нолга 
тенг булса, у холда купайтирилувчи векторлардан бири 
нолга тенг булади ёки улар орасидаги бурчак косинуси 
нолга тенг булади (бу холда бу векторлар узаро 
перпендикуляр булади).



5. Векторнинг уз-узига скаляр куиайтмаси шу вектор 
узунлигининг квадратига тенг:

(а-н) =  |а 12 .

6. 7и 72, Гз — Декарт координаталар системасининг 
координата укларидаги бирлик векторлари (ортлари) 
булсин. У холда юкоридаги хоссалардан ушбу тенглнк- 
лар келиб чикади: (7i-?i)= |/il2=  1; (?2-72)=  =  I/212 =  1;
( 1 з - 7 з ) =  17з12 =  1; ( 7 t• 7 i) = = ( 7 i• 7з ) = ( 7 2 - <з)=0.

1-мис ол .  Агар |а| =  ^2; \В\ =3; а ва В векторлар
орасидаги бурчак ф =  45° га тенг булса, с — 2а-\-ЗВ 
векторнинг узунлигини хисобланг.

Е  ч и ш. 5- хоссадан фойдаланамиз, яъни с — 2а-\-ЗВ 
векторнинг хар икки томонини квадратга кутарамиз: 

|с|2 =  (2а +  36)2 =  4|а|2 +  \2а-В + 9\В\2. 
Берилганларга кура: |а12= 2; |5|2 =  9;

а-В — | а 11 В\ сойф =  yj2 -3*-“  =  3.

Демак, |с|2 =  4-2-{- 12-3-(-9*9= 125 ёки
Й  =  УТ25 —5 л/5.

Энди координаталари билан берилган векторларнинг 
скаляр куиайтмасини хисоблашни курамиз. Орто- 
нормаланган Б =  {7\ /; k} базисда а =  {ах, ау, а2} ва 
S = { b x, by, Ь г] векторлар координаталари билан берилган 
булсин. У холда а ва b векторлар учун

а =  axi +  а„] +  azk\
В =  bxi +  Byj +  bzk

ёйилмаларга эга буламиз. Скаляр купайтманинг хоссала- 
ридан фойдаланиб а векторни В га скаляр купайтирамиз:

а -В =  (а„Н -ау] + аЛ )-(ЬХ7+ byj  +  Ь& ) =  axb J-7+
+  axb j j  +  ахЬ Д  +  ауЬх] • Г +  aybyJ- / +  ачЬг]-k +

+ azbxk • 1 + a zb yk j +  агЬгкк.

_ 6-xoccara ,KXPa:. 1Л̂  =  I; 1/12= 1 ; |£|2=1;
i-j — j-k — k-i = i-k=J-i — kj — 0. У холда икки вектор
нинг скаляр купаитмаси учун

а-В = ахЬх-\-ауЬу-\-агЬг (3.13)
формулага эга буламиз.
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Демак, координаталари билаи берилган икки вектор- 
нинг скаляр купайтмаси бу векторлар мос коорди
наталари купайтмаларининг йигиндисига тенг.

4-хоссада а ва В векторлар перпендикуляр булиши 
учун a -/7=0 булиши курсатилган эди. У холда 
(3.13) формулага асосан икки векторнинг перпендику- 
лярлик шарти куйидагича ёзилади:

а А  +  а . Л + а А  =  0. (3.14)
Демак, икки вектор узаро перпендикуляр булиши учун 
уларнинг бир исмли проекцияларининг жуфт-жуфт 
купайтмалари йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва 
етарлидир.

Векторларнинг скаляр купайтмаси формуласи 
a -В— |ai |ft|cos<p дан

иЬ /г» .  »- ч

c o s » = - r a r a  < 3 | 5 >

тенгликни топамиз. (3.15) формулани куйидагича хам 
ёзиш мумкин:

аА+ «А+ “Асо5ф = (3.16)

(3.15) ва (3.16) формулалар икки вектор орасидаги 
бурчак косинусини топиш формуласи дейилади.

2- м и с о л. Агар |а| = 7  д/2, \В\ — А ва <р =  45° булса,
3a-\-ab ва a — 2В векторлар а нинг кандай кийматлари
да узаро перпендикуляр булади?

Е ч и ш. Берилган векторларнинг скаляр купайтмаси
ни топамиз:

(За +  ab) • (a — '2b) =  Заа — 6aB -j- aaB — 2a I B\2 =
=  3|a|2 — 6|a| |£|cos45°-f a|a| |6|cos45° — 2a|6|2 =

=  3 -4 9 .2 - 6 -7 ^ 2 - 4 .^ + a - 7 -  ^/2-4--^—  2a-16=

=  294— 168-f-28a— 32a =  126 — 4a.

Икки вектор перпендикуляр булиши учун уларнинг 
скаляр купайтмаси нолга тенг булиши шартидан топа
миз:

126 — 4а =  0 => а =31,5.
3 - м и с о л .  а =  {0; 7; 1} ва 5 =  {0; 3; 4} векторлар 

орасидаги бурчакни тоиинг.
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Е ч и ш .  (3.16) формулага асосан:
0-0 +  7-3 + 4-I _  25 __ 1

* V 72+ >2 • л/з2 + 42 

COS(p= =  f  ^  ф = 7 = 45 °'
М А Ш К. J1 А Р

1. Куйидаги векторларнинг модулини хисобланг:
а) а =  { — 2; 3; 6} б) 5 =  {4; 2; 1 >;
в) с =  {5; 0; 7} r)rf =  {0; 6; 5}.

2. Л(3; 2; 1) ва В(4; 3; 5) нукталар берилган. 
Л В  ва ВА векторларнинг координаталарини топинг.

3. Охири (1; — 1; 2) нуктада булган а =  {2; — 3; — 1} 
вектор бошининг координаталарини аникланг.

4. Моддий нуктага иккита Р t ва Рг кум таъсио 
килади. Агар |/-|| =  10Я, 1^1 =  6# булиб, Р\ на Р> 
векторлар орасидаги бурчак 90° булса, уларнинг тенг 
таъсир этувчисини топинг. ___

5. ABCD  тетраэдр берилган: а) АВ BC-\-CD\
б) AC CD АВ

йигиндиларни топинг.
6. ABC учбурчакда АВ — а,АС = Ь ва Аб = с меди

ана булса, с векторни а ва b векторлар буйича, В вектор
ни а ва с векторлар буйича ёйинг^

7. Узунлиги \а\ = ^Ъ булган а вектор / ук билан
45° ли бурчак ташкил этади. Бу векторнинг / укдаги 
проекциясини топинг.

8. а =  {3; - 2 ; I}. 6 = { — 1; 1; — 2}, с= {2 ; 1̂  — 3} 
векторлар берилган. 3 = {1 1; — 6; 5} векторнинг а, В, с 
базислар буйича ёйилмасини топинг.

9. ABCD тугри туртбурчакда DB =  a ва АС = В диа- 
гоналлар утказилган. BD, ВС, СВ векторларни а ва 
Ь векторларнинг чизикли комбинацияси куринишда 
ифодаланг.

10. а векторнинг модули \а\=2 ва координата 
уклари билан а =  45°, 0 =  60°, у= 1 2 0 ° бурчак ташкил 
этиши маълум булса, а векторнинг бу уклардаг.и 
проекциясини топинг.

11. а =  { 12; — 15; — 16} векторнинг йуналтирувчи 
косинусларини хисобланг.
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12. Вектор координата уклари билан куйидагича 
бурчаклар ташкил этиши мумкинми:

1) а =  60°; р =  45°; у=120°,
2) а =45°; р =  60°; v= *35 °,
3 )а = 9 0 \  0= 60°; у= 150 °?
13. Агар |а| = 3  ва а= 6 0 °; f} =  45° булса, а векторнинг 

координаталарини аникланг.
14. Агар ы={4; — 7; 3} ва  ̂=  | — 5; 9; | булса,

с =  3а +  26 векторнинг координаталарини топинг.
15. Агар |а| =  -̂ 2; |5 |= 3  ва (а л Ь)—45° булса, 

с = 2а-\-ЗЬ векторнинг модулини хисобланг.
16. Агар |а|=7л/2; |6 |= 4 ва (а 5) — 60° булса,

За-\-а.Ь ва а — 2о векторлар а нинг кандай кийматлари- 
да узаро перпендикуляр булади?

17. Куйидаги векторларнинг скаляр купайтмасини 
топинг^

1) а =  { — 2; 5} ва £= {3; — 5);
2) Л ( - 2 ;  3); 8 ( 3; 5) ва С(4; - 2 )  булса, (АВ-ВС )
18. Агар а =  { — 2; 3}; Ь = {3; 5}; с = {- 2 ;  8}; J=={3; 1} 

булса, куйидагиларпи хжобланг: а) а -В\ б) а2; в) 
V f 2; г) (a  +  tr )2; д) (2а + Ь )(а - 2 Ь )-  е) 
(2а-\-Зс)(6 — 2с).

19. Учлари /4(1; 2; 1), 8(3; -  1; 7), С(7; 4; - 2 )  нукта- 
ларда булган учбурчакнинг ички бурчакларини топинг.

20. х вектор л= {6 ; — 8; — 7,5} векторга коллинеар ва 
Ог уки билан^ утмас бурчак ташкил этади. Агар 
|х| =  50 булса, х векторнинг координаталарини топинг.

IV  Б О  Б

Т ЕК И С Л И К Д А  ВА ФАЗО Д А КО О РД И Н А ТА Л А Р 
СИСТЕМ АСИ

1-§. Текисликда координаталар системаси
Текисликда бирор О нуктада кесишувчи узаро 

перпендикуляр иккита укни оламиз. Бу укларнинг хар 
бирида О нуктадан бошлаб бирлик векторларни 
ажратамиз^ £25-чизма). Мусбат йуналишлари мос 
равишда /, у векторлар билан аникланувчи иккита 
укдан ташкил топ га н система текисликда т у г р и  
б у р ч а к л и  к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м а с и  дейила-
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ди ва /? =  {0; 7; ]} куринишда белгиланади. О нукта 
координаталар боши, /, / бирлик векторлар эса к о 
о р д и н а т а  в е к  тор  л а р и  дейилади. /, / векторлар 
ортогонал ва бирлик векторлардир, яъни

|/| =  |/| =  1; 7±/.
Ох, Оу уклар мос равишда а б с ц и с с а л а р  ва 

о р д и н а т а л а р  уклари деб аталади.
Текисликда /? =  {0; 1, ]} координаталар системаси 

берилган булсин. Ш у текисликнинг А нуктаси учун
О А вектор А нуктанинг р а д и у с - в е к т о р  и дейила
ди ва куйидагича ёзилади (25- чизма):

f=OA = xI-\-yJ. (4.1)
(4.1) даги х, у лар А нуктанинг /? =  {0; 7; ]} системадаги 
коорлинаталари дейилади ва бу Л(х\ у) куринишда 
белгиланади. Ьу ерда х сон А нуктанинг а б с ц и с с а с и , 
у сон о р д и н а т а с и  дейилади. /? =  {0; I, J] координаталар 
системасида бирор и — АВ вектор берилган булса 
(26-чизма), унинг координата укларидагн проекцияла- 
ри ах ва ау бу векторнинг координаталари дейилади.

Масалан, агар а векторнинг координаталарини ах, иу 
билан белгиласак, ах а векторнинг Ох укига проекцияси 
булиб,

ах= Пр0ха=  |a|cos(a л 7) 
формула буйича, ау эса а векторнинг Оу укидаги 
проекцияси булиб,

ay — Y\p0ya — I а I cos( а л /)



формула буйича аникланади. а векторни Ох ва Оу 
уклари, яъни Г, /' базис векторлар буйича ёямиз. 
26- чизмага асосан:

АС = ахТ, С В  = a j.
У холда

a= A B= A C  +  CB = a j+ a J= {a t;ay) (4.2)
{ay,av} микдорлар жуфтлиги а векторнинг /, / базислар 
буйича ёйилмалари дейилади. (4.2) тенглик ёрдамида 
базис текисликдаги хар кандай векторни иккита узаро 
перпендикуляр векторларга ёйиш мумкин.

Энди а = АВ вектор
нинг бош ва охирги нук,- 
талари (А ва В) нинг коор
динаталари /? = {0; Г; /} ко- 
ординаталар системасида 
маълум булса, у холда а 
векторнинг координаталари- 
ни топиш мумкин. А(хй у |) 
ва В(дг2; у2) нукталар бе
рилган булсин (27- чизма).
У  холда а векторнинг Ох 
укидаги проекпияси А\В\ 
кесмадан иборат булиб, 
унинг узунлиги х2 — х\ га,
Оу укидаги проекцияси 
эса А2В 2 кесмадан иборат
булиб, унинг узунлиги У'2 — у j га тенгдир.__
A iBt (*2 *1 К’ ^ 2̂ 2 =  (l/2 УI )/ ва а=А\В\-\-Л2В2 га 
тенг булгани учун

а = АВ = (х2 — *,)/'+ (у2 — у,)]. (4.3)
Демак, а векторнинг координата укларидаги проекция
лари мос равишда {(х2 —Xi)\ (у2~ у ,)}  булиб, унинг 
кийматлари шу вектор охири ва бошининг тегишли 
координаталар айирмасига тенг.

Агар а = АВ векторнинг Л ва В нукталари координа
талари А(х\\ у\) ва В(х2, у2) берилган булса, у холда 
Л ва В  нукталар орасидаги масофа (а векторнинг 
узунлиги, модули) ни ушбу формула буйича топиш 
мумкин:

\а\ = р (Л В )=  У (* 2 - * | )2 +  (</2-*/1)2- (4.4)
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1- м и с о л .  Агар Л(2; 3), 5(3; 2) булса, Л В  вектор
нинг координаталарини топинг.

Е ч и ш .  Шартга кура: Jt|=2, *2 =  3, г/i =  3, #2 =  2. 
~АВ векторнинг Г, ]  базис векторлар буйича ёйилмаси
(4.3) формула оркали топилади:

Л В  =  {3— 2; 2 — 3} =  { I ; — I }= Г — /
2-м и с о л .  Берилган Л(4;3) нуктадан 5 бирлик 

масофада Оу укида ётган В(х; у) нуктани топинг.
Е  ч и ш. Масала шартига кура В  нукта Оу укида 

ётадн. Оу укида ётган хар бир нуктанинг абсциссаси 
нолга тенг булганлигидан В нукта (0; у) координата- 
ларга эга булади. Л ва В нукталар орасидаги масофа 
5 га тенг булгани учун (4.4) формулага асосан:

5=  д/(0— ~h(y — 3f 
тенгламани оламиз. Бу тенгламани

25=16 +  / - 6# +  9 
куринишда ёзсак, у2 — 6у=0=>у(у— 6) =  0 ни хосил ки
ламиз. Буидан #1= 0; у2=6 топилади. Демак, Л (4, 3) 
нуктадан узоклиги 5 га тенг булиб, Оу укида ётув- 
чи нукта иккита булиб, улар В| (0; 0) ва Вг (0; 6).

2- §. Фазода координаталар системаси
Фазода О нукта ва бу нуктада кесишувчи узаро 

перпендикуляр учта Ох, Оу, Oz укларни оламиз. Бу 
укларнинг хар бир жуфти оркали текислик утказами.з. 
Уларни мос равишда хОу, xOz, yOz деб белгилаймиз 
(28-а чизма). Бу чекисликлар координата текисликлари 
дейилади.

О нукта хар кайси координата укини иккига 
ажратади. Улардан бирини мусбат, иккинчисини манфий 
деб оламиз. Бу усул билан хосил килинган Oxyz 
системага фазода тугри бурчакли (декарт) координата
лар системаси дейилади. Одатда Ох, Оу, Oz координата 
Укларининг бирлик векторларини мос равишда /, j  ва 
ft (ёки J[, Гг, Zi) лар оркали белгиланади. Фазода тугри 
бурчакли координаталар системаси символик куринишда 
/?=={0, I, /, к) ёки R = {0, 7|, Га. Гз} каби белгиланади.

Фазодаги векторнинг координаталари деб унинг 
координата укларидаги проекцияларига айтилади. М а
салан, бирор а вектор узининг «х, ау, аг координаталари
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билан тугри бурчакли координаталар системасида, яъни 
B — {i, у, k] базис векторларда берилган булсин. У холда 
?  вектор куйидагича ёзилади:

a =  a j+ a j+ a £ = {a x\ а/, аг}. (4.5)
(4.5) тенглик фазодаги хар кандай векторни узаро 
перпендикуляр учта векторга ёйиб ёзиш мумкинлигини 
билдиради. Умуман фазодаги хар кандай векторни учта 
узаро комиланар булмаган (яъни бир текисликда 
ёгмаган) векторларга ёйиш мумкин.

1-м и сол.  а =  {4; — 6; 2} вектор берилган. Унга 
коллинеар булган Ъ—{ЬХ> Ьу\ 4} векторнинг номаълум 
координаталарини аникланг.

Е  ч и ш. Икки _векторнинг коллинеарлик шартига 
асосан 6 = 'ка = ЦМ — бу +  26) тенгликни ёзиб оламиз. 
Векторларнинг тенглигидан 2Я =  4 ни оламиз ва бундан 
Я =  2. Бу кийматни урнига куйсак: 6 =  2(4f— 6у + 
+  2Й)=8 1 — 12/ +  4fe =  {8; — 12; 4} келиб чикади.

Фазода А нуктанинг координаталарини караймиз. 
Oxyz декарт координаталар системасида ихтиёрий нукта 
учун ОА векторнинг координаталарини шу А нуктанинг 
координаталари деб караш мумкин.

Одатда А нуктанинг координаталари Л(хА, ул, гА) 
куринишда ёзилади.

А ва В нукталарнинг координаталари маълум 
булганда АВ векторнинг координаталари куйидагича 
топилади (28-6 чизма):

АВ = ОВ — О А = x j  +  у„ / +  zuk — ха7— ул]  — zAk -
=(хи — хА)Т+(уь — Ул)1+{гн — гА)Ъ.
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Демак, АВ векторнинг координаталари унинг охири 
ва бошини билдирувчи нукталарнинг мос координатала
ри айирмасига тенг:

А В= {хв — хл\ Уи — Ул, zB — zA} (4.6)

А ва В нукталар орасидаги масофа АВ вектор узунли- 
гига тенг ва у куйидаги формула билан аникланади:

J  =  l> (А В )— \!(хв — хА)1+ (у0 — уЛ2+ (гв — гА}*. (4.7)

2-ми со  л. Агар А (1; 3; 4) ва В (3; 5; 7) булса, 
АВ векторнинг координаталарини топинг.

Е ч и ш .  АВ — { х ап, улв, zAa} булсин. (4.6) формуладан 
фойдаланамиз:

хав~ хв * л  =  3  1 =  2 ,

Улв —У в Уа =  5 3 =  2,
Za b = z b — 2,4 =  7— 4 =  3.

Демак, Лй =  {2; 2; 3}.

3-§. Кутб координаталар системаси. Нуктанинг 
декарт ва кутб координаталари орасидаги 

богланиш *

_  Текисликда бирор О нукта 01 нур ва бу нурда ётувчи
0 А =  / бирлик векторни оламиз. Агар текисликда олинган
01 нурни Ох ук деб олинса ва 1 векторни О нукта 
атрофида Оу укидаги / бирлик вектор устига тушириш 
учун киска йул буйича буриш соат стрелкаси харака- 
тига тескари булса, у холда координаталар систем, си 
м у с б а т  о р и е н т а ц и я м и ,  текисликни эса ор - 
е н т а ц и я л а н г а н  дейилади.

Хосил килинган геометрик образ кутб координгг:, - 
лар системаси дейилади (29-чизма). У одатда /? =  {0; I) 
куринишда белгиланади. О нукта к у т б  б о ш и  ,01  нур 
к у т б  у к и  дейилади.

* Мазкур темани ёритишда «А«алитик_ геометрия ва чизикли 
алгебра» (Ф. Ражабов, А. Нурметов. «Укитувчи», 1990) китоби- 
дан фойдаланилди.

93



М нуктанинг текисликдаги холати иккита сон: бири 
|i| =  l бирлик кесма ёрдамида улчанган р =  IOyVf| ма- 
софа. иккинчиси Ol ва ОМ нурлар орасидаги 
((’ =  (7, л ОМ) бурчак билан тула аникланади. Агар кутб
укини \ОМ) нур устига тушгунга кадэр буриш соаг 
стрелкаси йуналишига тескари йуналишда бажарилса, 
кутб бурчаги деб аталувчи ф бурчак мусбат деб, акс 
холда, мэнфий деб хисобланади. р масофа М нукта
нинг к у т б  р а д и у с и  дейилади. Улар умумий ном 
билан М нуктанинг кутб координаталари дейилади ва 
/И(р, ф) куринишда белгиланади. Координаталар боши
О нукта учун р =  0 булиб, аникланмаган хисобланади. 
Агар р сон О ^рг^оо  ва ф бурчак 0^ ф ^ 2 л  оралик- 
ларда узгарса, текисликнинг хар бир нуктаси кутб 
координаталари билан мос келади. Кутб координаталар 
системасига мусбат йуналтирилган тугри бурчакли 
координаталар системаси /? =  {0; Г; /} ни мос куйиш 
мумкин. Бунда О нукта (кутб) координаталар боши

булиб хизмат килади. р, ф лар М нуктанинг кутб 
координаталари, х, у лар эса М нуктанинг тугри 
бурчакли координаталар системасидаги координаталари 
булсин (30- чизма). Чизмага кура:

{ *  =  РС05Ф’ (4.8)[ г/ =  р5Шф.

(4.8) формулалар ёрдамида М нуктанинг кутб 
координаталари р ва ф маълум булса, х ва у ларнинг 
кийматини тониш мумкин.
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Агар (4.8) формуладан х ва у нинг кийматлари 
маълум булса, у холда р ва ф нинг кийматлари 
куйидагича топилади:

Олинган (4.8), (4.9), (4.10) формулалар декарт ва 
кутб координаталар системаларини богловчи формула- 
лардир.

Шуни эслатиб утамизки, М нуктанинг декарт 
координаталаридан кугб координаталарига утишда
tg9 =  ~  формула кутб бурчагининг бош кийматини

тула аникламайди, чунки ф мусбат ёки манфий 
эканлигини хам билиш керак. Бу эса М нуктанинг 
кайси чоракда жойлашишига караб аниклан.ади. 
Масалан (4.10) формулада х = 4, у = 4 булса,

I булиб, ф =  45°. Лекин х— — 4, у — — 4 булганда 
хам t ^ i= l  булиб, аслида ф эса — 225° булиши керак, 
чунки М ( —4; —4) нукта учинчи чоракда жойлашган. 
Шунинг учун хам ф бурчакнинг киймати ва ишорасини
(4.10) формуладаги этф  ва соэф га караб аниклаш 
кулайрок.

Кутб координаталар’системасида икки нукта ораси
даги масофа куйидагича топилади. М|(рь ф|) ва М2(рг, 
фг) нукталар берилган булсин. У холда (4.8) формула- 
га кура:

( х, =  р | совф,, j  x2 =  p2cos<p2,
1 <4 === IS1Пфj 1#2 =  Р251Пф2 '

(4.9)

р ^ О  деб фараз килсак:

СО Бф

ёки 1ёф= ух . (4.10)

У холда

d(Mu М2)=  ^Jix2 — * i)2+(#2 — У\)2 =
У ( р2со5ф2 — (), совф, )2 -(- (p2s i п ф2 — р, s i п ф | )2 =;

=  Vpf+p2 — 2р,р2С05(ф2 — ф,)
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ва

Ra

Демак, __________ _________________ -
d(Mh /И2) =  V f ‘>+Pi — 2 p,p2cos(q’2 — (Pi) 

Текисликда кутб координаталар си сте м а с и  берилган 
булсин. Бу системада р, <р ёки у л а р Д  "  рортлси 
катнашувчи /(р, ф) функцияни олайлик. У функция 
текисликда бир канча эгри чн зи кл ар н и  Ф  - ашини 
курсатиш мумкин. М асалан,/(р , ф )= Р  ^  1 я энлая 
аникланган булсин. У  холда „  „ „ „х

a| f ,= |A t(p . * ) / , . , ) - » Р » и  к>тб'«
радиуси р =  6 га тенг булган айлана;

б) f U ( A I ( p . ф)/Р 6> о)  м аркази  
радиуси р =  6 га тенг булган дойра Р да!и
нукталар туплами; „

в) F3={M(p, ф)/р_6со} -  дойра ичИ АаГг« н "УКталар
тупламини билдиради ва хоказо. /(р, 1
чизикнинг берилган кутб координаталар с - сидаги 
тенгламаси дейилади. Ушбу

р =  а (а  — const) (4.11)
тенглама маркази кутбда, радиуси а га те,п булган 
айлананинг тенгламаси булади. „

Энди кутб айланада ётган холни курам  ил. Бунда 
кутб уки эса айлана марказидан утсин  деб фараз 
киламиз (31-чизма). Чизмадан к у й и д а 'и,а эг3 була
миз: f0 

р =  2асоБф if ^
(4.12) изланаётган айлана тенгламасидир. (4.11) ва 
(412) тенгламалар бир хил радиусли оитга аиланани 
ифодалайди, лекин тенгламалари хар хил. Ьигтаси р ни 
узида сакласа, иккинчиси эса р  ва ф ни хам узида 
саклайди.

Демак, айлана кутб координаталар системасига 
нисбатан жойлашувига кура хар хил куринишдаги 
тенгламаларга эга булар экан.

I - м и с о л .  Кутб  координаталар сисчемасида бе
рилган А (4; ^  ва в(Ь\ — н у к т а л а р н и н г  декарт ко

ординаталар системасидаги к о о р д и н а т а л а р и н и  топинг.
Е ч и ш .  а) Л нукта учун:

Л(4; | ) ;  р =  4; ф = * = б 0 °
( 4 . 8 )  формулаларга кура кутб к о о р д и н а т а л а р и  ёрдами
д а  берилган нуктанинг декарт к о о р д и н а т а л а р и  холати- 
ни аниклаймиз:
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х =  4cos60° =  4 •  ̂— 2;

у =  4-sin()0° =  4 • =2д/3.

Дсмак, декарт координаталар системасида: Л(2;2д/3).

б) В(6; — * ) булган х,олда: р= 6; <р= —  ̂=  — 45° 

. . (4.8) формулаларга кура топамиз:

х — 6• cos( — 45 °) =  6 - = 3  \j2,

г/ =  6• sin( — 45 °)=  - 6  - — 3 д/2-

Демак, — Зл/2).
2-ми со л. Кутб координаталар системасида бе

рилган p2sin2<p=2a2 чизик. текгламасини декарт коорди
наталар системасида ифодаланг.

Е ч и ш .  p2sin2q>=2a2;
2psin<p • рсо5ф =  2a2.

(4.8) формулага асосан: ж =  pcosqr, y =  psin9 булгани 
учун 2ху — 2а2 тенгликни оламиз. Бундан эса ху — а2 ке
либ чикади.

4-§. Цилиндрик ва сферик координаталар 
системаси

1. Цилиндрик координаталар системаси куйидагича 
киритилади. Фазода бирор Q текислик ва унда бирор
О нукта оламиз. Ш у О нуктадан  ̂ чикувчи ва 
Q текисликда ётадиган / нур утказамиз ва бу нурда унин!



йуналишини аникловчи / бирлик вектор оламиз (яъни 
Q текисликда кутб координаталар системаси киритила- 
ди). Энди шу Q текисликка перпендикуляр ва унинг
О нуктасига куйилган узунлиги бирга тенг п нормал 
векторни оламиз (32-чизма). Агар п векторнинг учидан 
Караганда Q текисликдаги шу вектор атрофида бу- 
ришдаги харакатнинг йуналиши соат стрелкаси хара- 
катига тескари булса, буриш бурчаги ф мусбат деб 
олинади ва натижада Q текисликдаги нукталар |) масо- 
фа ва ф бурчак билан аникланади. Энди фазодаги 
ихтиёрий нуктанинг урнини аниклаш учун текисликда
ги бу нуктанинг проекцияси р ва ф лар билан хамда бу 
нуктадан текисликкача масофани билиш керак булади, 
яъни бу нуктани учта сои билан тулик аниклаш 
мумкин. Х,акикатан хам, М нукта фазонинг ихтиёрий 
нуктаси, М1 эса унинг Q текисликдаги проекцияси 
булсин. У  холда ММ1 вектор п векторга коллинеар 
булади (32- чизма), яъни M M '—hti.

Агар М] нуктанинг Q текисликдаги кутб системаси- 
га нисбатан координаталарини р, ф десак, у холда 
сонларнинг тартибланган (р, ф, h) учлиги М нуктанин!' 
цилиндрик координаталари деб аталади.

Декарт координаталар системасини 32-чизмада 
курсатилгандек килиб танлаб олинса, М нуктанинг 
декарт координаталари х, у, z ларни шу нуктанинг 
цилиндрик координаталари р, ф, h лар оркали ифодалаш 
мумкин:

х =  рсо5ф, у — рв1пф, г — И. (4.13)
2. Сферик координаталар системаси. Цилиндрик 

координаталар системасини киритганимиздек, О нукта, 
Q текислик олиб шу текисликда I нур ва Q текисликка 
перпендикуляр килиб н бирлик вектор чизиб оламиз 
(33-чизма). М фазонинг ихтиёрий нуктаси, М' эса 
М нинг Q текисликдаги проекцияси булсин. Сонларнинг 
тартибланган (р, ф, 0) учлиги М нуктанинг с ф е р и к  
к о о р д и н а т а л а р и  дейилади, бунда р =  |ОМ | ,
Ф  —  ОМ векторнинг Q текисликдаги проекцияси билан 
Ох ук орасидаги бурчак, бу бурчак Ох у к д а н  бошлаб 
соат стрелкаси^ йуналишига тескари йуналишда хисоб
ланади. 0 — ОМ вектор билан Q текислик орасидаги 
бурчак. Шунингдек, р> 0 , 0 ^ ф < 2 л  деб фараз кила- 
миз, бундан ташкари (хОу) координаталар текислиги-
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0 ^ 0  булади. Сферик ва декарт координаталари- 
нн богловчи ушбу формулаларни келтириб чикариш осон 
(32- чизма):

х =  |0/W'|cos(p =  pcost)cos<p , 
у — lO/M'Isimp =  f>cosOsin<p,

2 =  I AfAf' | =  psinfl. (4-14>

5-§. Декарт координаталарини алмаштириш

Бир катор геометрик масалаларни ечишда декарт 
координаталарининг бир системасидан бошкасига утиш- 
га тугри келади. Хусусан, битта нуктанинг хар хил 
системалардаги координаталарини богловчи формула
ларни топиш масаласига келамиз. Дастлаб иккита 
хусусий холни каранмиз.

а) Д е к а р т  к о о р д и н а т а л а р  е и с т е м а с и н и  
на р а л  л ел к у ч и р и ш .  Бу холда иккита R ва R' 
координаталар системалари бир хил координата вектор- 
ларига ва хар хил координаталар бошига эга булади:

R =  {О; I  ]}, R' =  {O '; 7; Д.

О' нуктанинг эски системага нисбатан коордииаталари 
(а; Ь) булсин (34- чизма). Ихтиёрий М нуктанинг 
текисликда эски R координаталар системасига нисбатан 
координаталари (х ; у ), шу нуктанинг янги R' системага



холда

(4.15)
(4.16)

(4.17)

нисбатан координаталари (х'; у') булсин. У 
векторларни кушиш коидасига кура (34- чизма):

ОМ =  Об' +  О'М 
Об' = at 4  b] ,

ОМ = х1 +  у] ,
О'М =  х'1 + у ' ] .

(4.16) ни (4.15) га куйиб, икки векторнинг тенглик 
аломатига кура топамиз:

( х = х' -t- а,
[у  = у' + Ь .

(4.17) изланаётган алмаштириш — координаталар сис
темасини параллел кучириш формуласидир.

Агар каралаётган М нукта фазода булса, у холда
(4.17) формула куйидагича булади:

х = х' + а,
У = у' +  Ь,

, z =  z' +  с

б о ш и н и у 
т и р м а с д а н  
д и н а т а у f 
ни а б у р

(4.18)

н з т а л а р н и  
м а ш т и р и ш.
/, /} ва /?' =  {! 
координаталар систе- 35-чизма
малари умумий бошга 
эга булади. /, / лар
х ва у укларининг ортлари, /' эса х' ва у' ларнинг 
ортлари, а 0 дан 2л гача ораликдаги бурчак булиб, у i 
вектор билан устма-уст тушгунча соат сгрелкаси йунали- 
шига тескари_ йуналишда шу бурчак кадар бурилади. 
Шунингдек, / вектор хам а бурчак кадар буриш 
натижасида /' вектор билан устма-уст тушади. Маълумки 
(35-чизма),

ОМ =  xi 4- у] ,
ОМ' =  х'? 4  у ' ] ' . (А )
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Янги координата векторларини эски координата вектор- 
лари оркали ёзамиз:

Г' =  a J  +  а„/,
т  =  ЬЛ + Ь„1 (4.19)

Агар R ва R' декарт координаталар системалари бир хил 
йуналган булса, у холда

(?, л j ' )= 9 0 °+ а ; (Г, л /) =  9 0 °- а ; (/, л / ')= « , (4.20)

агар карама-карши йуналган булса, у \олда

(Г, л /')=270о> а ;  (? , л /) =
=  90 °— а; (у, //)==180°+а (4.21)

булади (4.19) тенгл.икларни навбат билан I, / векторлар
га скаляр куиайтирамиз:

ах = V • / =  cos{/', А J ) ,  =  J '  • ]=cos(T'_, л Д,
bx — ] ' - T — cos(/', л /), — — COS(/', Л /).

(4.20), (4.21) муносабатларни \исобга олсак, ва /?' 
координаталар системаси бир хил йуналган булса,

/' =  {cosa; sina}, /' =  { — sina; cosa}

куринишда, агар /? ва /?' координатлар системаси 
карама-карши йуналган булса,

/' =  {cosa; — sina}, /' =  { — sina; cosa}

куринишда булади. У холда (Л ) формулалар куйидаги 
куринишни олади:

р  =  x'cosa -  z/'sina, }
[ у  =  x'sina +  У ' cosa

р  =  x'cosa +  #'sina, (4 ^
}  г/ =  x'sina — у 'cosa.

(4.22) ва (4.23) формулаларнн бирлаштириб,
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(4.24){х =  л: cosa — кг/sina, 
у =  .t'sina -f vy' cosa

куринишда ёзиш мумкин, бунда е =  ±  1 булиб, R ва R' 
лар бир хил йуналган булса, ¥ — -J-1, карама-карши 
йуналган булса, г =  — 1 булади.

Умумий холда, координаталар бошлари х,ам, ко
ордината векторлари хам хар хил йуналишда жой- 
лашган булса, ихтиёрий М нуктанинг эски системага 
нисбатан координаталари (х: у) булса, у холда
(4.17) ва (4.24) тснгламалардан куйидагига эга 
буламиз:

{х =  jr'cosa — ay' sina -j- a, 
у =  x'sina +  гу' cosa +  b.

1- м и сол.  Фазода M (2; 3; 4) нукта берилган. Агар 
укларни параллел кучиришда янги координаталар боши 
эски системада ( — 1; 1; 2) координаталарга эга булса, 
шу М нуктанинг янги системадаги координаталарини 
тонинг.

Е  ч и ш. (4.18) формулаларга кура:

(4.25)

' х = х' + а. 2 = х — 1, =  3,
у= у ' + ь. 3 =  </'+1, =*» У' — 2

. z = z' + c , 4 =  г' +  2 . 2 '= 2

га эга буламиз. Демак, М(х’\ у'\ г') =  уИ(3; 2; 3).
2-ми сол .  Укларни <р =  бурчакка бурганда

М (3; 4) нуктанинг координаталарини янги х' ва у' 
координаталари оркали ифодаланг.

Е ч и ш.

С О Я ф  =  C O S  “  = 2 ■ 51Пф =  S in4

булгани учун (4.22) формулаларга кура:

2 Т  У 2
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ёки * =  f  i x '- у ' ) ,

У =  f ( x '  +  y')

ларни хосил киламиз.
6-§. Кесмани берилган нисбатда булиш

А В кесмани берилган Х > 0  нисбатда булиш деганда 
шу кесмада шундай С (аг; у, г) нукта топиш тушунилади- 
ки хосил булган АС ва СВ (36-чизма) кесмалар 
нисбати учун куйидаги тенгликлар уринли булсин:

АС
СВ - К ёки АС = К ■ СВ

радиус-векторларини 
векторларни кушиш

Берилган кесманинг 
учлари А ва В нук- 
талар мос рапиш- 
да х1, у\, z, ва 
*2, • У‘2, 22 КООрДИ- 
наталарга эга бул
син. Изланаётган С 
нуктанинг х, у, z 
координаталарини 
топамиз (36- чиз
ма). С(*; у, z) нук
та нинг j>a диус-векто- 
рини г, _А ва В нукталарнинг 
г |, ва г 2 оркали ифодаласак, 
коидасига кура:

г = Г\ АС => АС — г — г\ ,
Г +  ВС = Г-2 => СВ = г? — г .

АС ва СВ узаро чизикли боглик булга ни учун:
АС = ХСВ

ёки
г — Л == К (г■, — г).

Бундан г векторни топамиз:
• Г1 '+ г̂2 I
Г — X

г, г| ва Г; векторларни координаталарига нисбатан 
ёзамиз:
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г =  xl 4- y j + Z • ft,
Г| =  x j  -|- 1/1/ -f 2|6,
Г-2 =  JC27 +  yi] +  Zik.

Буларни (4.26) га куямиз ва икки векторнинг тенглиги- 
дан фойдаланиб

тенгликларни езамиз. 
(4.27) формула АВ 
кесмани берилган нис- 
батда булувчи С нук
танинг координагала- 
рини топиш формула- 
еидир. Агар С нукта 

х АВ кесмани тенг икки
га булса, X =  1 булиб, 
(4.26) ва (4.27) фор- 
мулалар мос равишда 
куйидагича ёзилади:

г2

У2 _  г, +  г2 
; 2 —  2

1- м и сол .  АВ кесманинг охири В ( — 1; 2; 4) ва уни 
X =  ) нисбатда булувчи С (2; 0; 2) нукта берилган. АВ
кесманинг А учи координаталарини топинг.

Е  ч и ш. Масала шартига кура С нукта АВ кесмани
л =  =  7“ нисбатда булади (37-чизма). (4.27) фор-

С о  I
муладан фойдаланамиз:

__ * 1 + КХВ __  У А + *-Уп . __  гА +  К7В
с I +.Я ' Ус — 1 f  X ' zr — I _|_ > •

г = Г1 н

У\ -
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Бу формулаларга ва В  ва С нукталарнинг координа
таларини куйсак:

хА =  хс (1 -(- X) — хвХ =  3,5;
У л =  Ус (1 +  *■) — Хув =  — 1 '•

=  zc (\ +  X) — Хгв == I

Ж  а в о 6: Л (3,5; — 1,1).
2-м и сол .  А (4; 4) нукта тугри чизик буйлаб 

харакатланиб В  ( — 1; 2) нуктага келади. А ва 
В нукталардан утувчи тугри чизикнинг Ох у к  билан 
кесишиш нуктасини тонинг.

F. ч и in. Л ва В нукталардан утувчи тугри чизикнинг 
Ох ук билан кесишиш нуктасини С (х: 0) деб белгилай- 
лик. Бу холда А, В ва С нукталар бир тугри чизикда 
ётади. Масала шартига кура:

х, — 4; Х2 — — 1; хс = х\
У\ =  4; уг =  2; у(: =  0.

Бу кийматларни (4.27) формулага куйиб, X 
кийматини аииклаймиз:

нинг

Ус =
У\ +  *-У2
Т+\

4 f 2Х
1 + Ь

а, нинг бу кийматини (4.27) формуланинг биринчисига 
куйсак:

_  4 +  ( — 2 Н - 1 ) _  4 + 2 _
I М - 2 ) -1

Демак, Л ва В  нукталардан утувчи тугри чизик Ох 
укини С ( —6; 0) нуктада кесади.

3- м и с о л. Бир жинсли стерженнинг огирлик маркази 
С (5; 1) нуктада булиб, учларидан бири Л ( — 1; 
—3) нуктададир. Иккинчи учининг координаталарини 
тонинг.

Е  ч и ш. Агар стерженнинг иккинчи учи В (*; у) нук
тада десак, (4.27) формулага асосан:

+  хв У а +  У и
хс — 2 ’ Ус — 2
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Бундан
хв = 2хс — хА, ув =  2ус -  уА

ларни хосил киламиз. Берилган нукталарнинг коорди
наталарини бу формулаларга куйиб, стерженнинг 
иккинчи учининг координаталарини топамиз:

хв =  11; ув =  5.

С нуктанинг радиус-вектори учун куйидаги формула- 
нинг тугрилиги (4.26) дан келиб чикади:

1 - . х -
г - ттт ' •  + т+т г‘

еки

° С =  7 1 - Т 0Л +

Берилган кесмани берилган нисбатда булишини 
массалар системасининг огирлик марказини топиш 
масаласига татбикини куриб чикамиз.

Берилган А(хй уй zi) ва В(дс2; г/г; z2) нукта- 
ларга мос равишда т.\ ва т г массалар куйилган 
булсин. Бу массалар системасининг огирлик маркази 
С нинг координаталарини топиш талаб килинади. 
Физикадан маълумки, С нукта АВ кесма ичида ётади ва 
бу кесмани узунликлари кесма учларига жойлашти- 
рилган массаларга тескари пропорционал кисмларга

т 2
ажратади, яъни Я сон бу холда мусбат булиб -—  гат,
тенг. Шунинг учун (4.27) дан А ва В нукталарга 
жойлаштирилган т\, т 2 массалар системаси огирлик 
марказининг координаталари куйидагича булади:

т ,* ,+ т  &  т,</,+m2i/2 mfy+mfr
Х  =  m -- ’ У =  ш 4-m » 2 =  "m J- m " ‘ (428)m\~rm2 1 ' 2 I i 2

Шунинг учун

6C = --^ — OA + m2  OB.m, -f- m2 f  m2
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Агар т  | ва т 2 нол кийматларни бир пактда 
кабул килмайди деб фараз килсак, яъни массалар 
системаси В нуктага жойлаштирилган массага 
(ггц — 0) ёки А нуктага жойлаштирилган (/я2 — 0) 
битта массага келтирилса, С огирлик маркази бу \олда 
ё В нукта билан, ё А нукта билан устма-уст тушади.

т 2
Демак, массаларнинг нисбати нолдан оо гача булган

тI
кийматларни кегма-кет кабул килса, С огирлик 
маркази А В кесмада А нуктадан бошлаб В  нуктагача 
булган барча кийматларни кабул килади.

Энди Л(х,; уй г,), В(х2; у.г, z2), D(x3; уз, z3) 
нукталар берилган булиб, уларга т\, m2, тз  массалар 
жойлаштирилган ва бунда ту +  т 2 +  /из>0 булсин. 
Бу массалар системасининг огирлик марказини топиш 
формуласини чикарамиз. Аниклик учун т х -(- т 2> 0 
деб фараз киламиз. Агар тз =  0 булса, масала 
А ва В  нукталарга жойлаштирилган массалар система- 
сига келтирилади ва изланаётган огирлик маркази (4.28) 
формула билан топилади. Бизни т 3> 0  булган х,ол 
кизиктиради. Бу масалани икки боскичда х,ал килИш 
мумкин. Олдин А ва В нукталарга жойлаштирилган 
т\ ва т 2 массалар огирлик маркази С\ нинг 
координаталарини топамиз:

С ва D нукталарга жойлаштирилган т\ -\- т -2 ва тз
массалар системаси учун А, =  га эга буламиз.

Шунинг учун (4.29) дан фойдаланиб, (4.27) дан 
топамиз:

т, -f- т 2 ' ci т, -f- т 2
mxzx -j- /л^ 2  

ш | -{- /т?2 (4.29)

Хс
х с Н----- ;----х зс‘ т ,  ■+- т 2 3 . от, jr, +  т^х2 т 3х3

от, -f- т 2 +  т 3

т ,  -+- от2
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Шу ша  ухшаш:
mly i +  т.2у.2 +  m.,//, 

-f т 2 -h т  
т

‘I ™3 -с

06' = . 1 , о А +, + т-2 + т л

,г, + п,2г2 \ ,п}гл 
т ,  +  т 2 4 т . ,  _

0В +
‘1
т .,___ "2

+ т , f  т ..

+
т.

I +т.>4-/7!- 0 D (4.30)

О нукталарга 
т  i^ O , т о >  О,

экани келиб чикади.
(430) га кура агар /4, В,

Wi +  ^2 -+- т .з> 6  шартда хар хил 
тл^О  массалар жойлаштирилса, бу массалар система- 
сининг огирлик маркамари туплами ABD учбурчакдан 
иборат булади.

Агар А, В , D нукталар бир тугри чизикда, D нукта 
АВ кесма ичида ётса, у холда каралаётган огирлик 
марказларннинг туплами АВ кесмадан иборат булади.

4-ми сол.  Икки учи /1(2;0) ва В (6;0) нукталарда, 
учинчи учи биринчи чорак координата бурчагининг 
биссектрисасида ётган учбурчак огирлик маркази гео
метрик урнининг тенгламасини тузинг.

Н ч и ш. Асоси А В 
кесмадан иборат бу
либ, бир учи биссектри- 
санннг ихтиёрий нук- 
тасида булган учбур- 
чакларни чексиз куц 
ясаш мумкин (38- чиз
ма). Биссектрисада 
ётган ихтиёрий М (хг, 
у\) нуктани олсак,
Д  АВМ  ни хосил ки
ламиз.

АВМ  нинг огирлик 
маркази Л'(х\ у) нукта
булсин, Л4 нукта биссектрисада ётгани учун *| =  у\ 
булади. N нукта учбурчакнинг огирлик маркази булга ни 
учун CN.NM =  1:2 муносабат уринлидир. Бундан:
С (4; 0). Буларни эътиборга олсак.

4 + О 4-
х = . у

1 I +
2
1
2
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ёки

f Зх =  X),
{ _ х, =  #, =  Зу булгани учун
13# =

Зх =  8 +  Зу ёки Зх — Зу — 8 =  0.

Демак, изланаётган огирлик марказининг геометрик 
урни тугри чизикдан иборат экан.

7-§. Икки векторнинг вектор купайтмаси. Вектор 
к у пайтманинг хоссалари. Учбурчакнинг юзи

1- т а ъ р и ф. Агар компланар булмаган учта а, Ь ва 
Г векторларни умумий О нуктага келтирилгандан сунг 
бу векторлардан бирини иккинчиси билан устма-уст 
тушгунга кадар (улар орасидаги кичик бурчак буйича) 
айлантириш учинчи векторнинг охиридан каралганда 
соат стрелкасига карши йуналишда курииса, а, Ь, 
с векторлар учлиги унг учлик (39-а чизма), айланти
риш соат стрелкаси йуналиши буйича булса, чап учлик 
(39- б чизма) дейилади.

2- т а ъ р и ф. а векторнинг Ь векторга вектор купайт
маси деб шундай с векторга айтиладики, бу вектор 
Куйидаги шартларни каноатлантиради:

1) с в ектора  ва b векторларга перпендикуляр;
2) \с\ =  |а| 161siп (Я ЛЬ)\
3) векторларнинг тартибланган а, 6, с учлиги унг 

учлик ташкил этади.
Вектор купайтма |а 6], а X  В ёки с =  \аЬ\ каби 

белгиланади.
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_  i -шарт вектор купайтма (яъни с вектор) и ва 
Ь векторлар ётган текисликка перпендикуляр эканлигини 
билдиради.
„  2- шарт с векторнинг узунлиги томонлари и ва 
b векторлардан иборат иараллелограммнинг юзига тенг 
эканлигини билдиради.

3- шарт с векторнинг йуналишини шундай олиш 
кераклигини билдирадики, с вектор учидан Караганда 
а вектордан В векторга караб 
бурилиши соат стрелкасига 
карши йуналишда булиши ке
рак (40- чизма).

Вектор купайтманинг хос- 
саларини куриб чикамиз.

1. Агар а ва В векторлар 
коллинеар ёки улардан бири 
нол вектор булса, уларнинг 
вектор купайтмаси нолга тенг 
булади. 40-чизма

И с б о т .  Х.акикатан
хам, а\\В булса, у холда (afej =  0. Агар улар параллел 
булса, улар орасидаги бурчак 0 ёки 180° булиб, 
sin(a b) =  0 булади ва иккинчи шартга асосан кислик- 
ка перпендикуляр, аммо [а6| купайтмада а, В унг 
с вектор купайтма нол вектор булади.

2. Агар вектор купайтма купайтувчилариницг урин- 
ларини алмашгирилса, вектор купайтманинг ишораси 
узгаради:

|а£] =  —[6а).
И с б о т .  \акикатан хам, вектор купайтма таъри- 

фининг 1-ва 2-бандларига асосан \ab\ ва |/>а| векторлар
нинг узунликлари тенг ва иккаласи хам битта те
кисликка перпендикуляр, аммо \аВ\ купайтмада а,Е унг 
учликни \Ьа\ да эса чап учликни ташкил этгани учун 
|«&1 вектор йуналишига карама-карши |6а) вектор 
хосил килам из.

3. Исталган хакикий сон А, учун ушбу муноса- 
батлар уринли:

>\аВ\ =  (Хаб] =  |aAi>].
4. Вектор купайтма учун таксимот конуни уринли- 

дир:
|а(В -+ с)] =  \аВ\ -f \ас\.
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5. Бирлик векторларнинг вектор купайтмалари 
куйидагича булади:

[</] =  — [/Г) =  ft; |77] =  0;
[ ft 7] =  — [21&-1 =  /; [ J J ]  =  0;
[/ ftj =  — [ft j] =  7; [ft fc| =  0.

Агар а ва 5 векторлар координаталари билан 
берилган, яъни

а =  а*7 +  а„/ -|- о Д
Ь = b j  +  by] +  bjk

булса, у холда

|а£] =  ( a j  +  ау]  +  azk\bxi +  b~j +  b£) =
=  (ауЬг — azby )7 — (axbz — azbx)J +  (« Л , — aybx)k =

* =
Cly CLZ . ax аг a* ay
by ъг

i — bt bz / + bxby
i / ft 
ax f l j ,  аг 
bx b Ьг

(4.31)

е к и

'sH I  : ; : ; H Н (4-32>

Вектор купайтма ёрдамида учбурчакнинг юзини хисоб- 
лаш учун формула чикариш мумкин. ABC учбурчак 
учларининг координаталари билан берилган булсин:

A  (jc,; у г, Z [); В (ад  i/2; z*); С  (дг3; (/з*. 2з ).

Вектор купайтма таърифига кура (2- шарт), хосил 
булган векторнинг модули параллелограммнинг юзига 
тенг. Унинг ярми эса учбурчакнинг юзини беради:

S ^ ec =  y l [АВ • AC ]I

ш



Энди вектор купайтманинг механикага чатбики ва 
унга дойр мнсол курам из.

а) К у ч  м о м е н т  и. Бирор Q каттик жисм берилган 
булсин ва бу жисмнинг битта, масалан О нуктаси 
кузголмас килиб мах.камланган булсин. Агар Q жисм
нинг бошка Р нуктасига Р куч куйилса, у холда бу куч 
Q жисмни айлантиради. Натижада айлантирунчи момент 
ёки куч моменти хосил булади. Механикадан маълумки, 
куч моменти (т  вектор) ушбу формула буйича тонилади:

т  =  [г £],

ОР р нуктанинг радиус-вектори.

(4.33)

бунда г-
Энди Р  нуктага иккита F  , ва F г куч куйилган

булсин ва бу _ кучларнинг йигиндиси F  — F\ -f- Р 2 
булсин. Агар т ,  т\, m2 мос равишда F, F  t F 4 
кучларнинг моментлари булса, у холда

т  =  т  | т ~1

булади. (4.33) ва охирги формула вектор купайтманинг 
хоссасидан осонгина келиб чикади:

«  =  IЬ  ?\ =  - t ^ ) l  =
=  \r, ^|) +  IЛ Fi\ =  mi 4- m2.

 ̂ м и c ?  Л' ^ 2; — 4} куч A (2; — 1; 1) нуктага
куйилган. Бу кучнинг координаталар бошига нисбатан 
моментини аникланг.

E/i и ш. Агар F  вектор А нуктага куйилган бул- 
са> fL .ВСКТ0Р О нуктадан А нуктага йуналган, яъни 
7? =0/1 булади. [Я, Г] вектор купайтма эса, F  кучнинг
О нуктага нисбатан куч моментини ифодалайди. Демак, 
а = 0А  =  {2; — 1,1},

О А X  F =
1 I к
2 - 1  I
3 2 - 4

=  27 +  11/ +  Ik .

б) Т а н г е н ц и а л  ва б у р ч а к  т е з л и к .  Бирор 
Р  нукта / тугри чизик атрофида узунлик буйича 
узгармас v(t) тангенциал тезлик билан айланма харакат
112



килаётган булсин. Тангенииал тезлнк v{t) вектордан 
иборат булиб, бу вектор хар бир вакт моментида 
Р  нукта траекториясига уринма буйлаб йуналган ва

15(01 =  Уо =  const>0. fo =  |r(/)| sin(o) л л(/))

Р  нуктадан I чизиккача булган масофа булгани 
учун го мнкдор / вактга ва О нуктанинг / тугри 
чизикдаги холатига боглик булмаган мусбат узгармас- 
дир. Энди куйидаги шартларни каноатлантирадиган 
ы векторни караймиз:

2) вактпинг хар кандай моментида to, r(t), v(t) 
векторлар унг учликни ташкил килади;

3) хар кандай t да v(t) вектор со, r(t) векторларга 
перпендикуляр ва

[со, r(t)\ =  |со| |r(/)|sin(co, л г(/)),

? ( 0  =  у-Го =  V0 =  | и ( / ) |
о

булгани учун
£(/) =  [©, ?([/)]. (4,34)

Шундай килиб, агар харакатланаётган нуктанинг 
тангенциал тезлиги узунлик буйича узгармас булса, 
нуктанинг / тугри чизик атрофида айланма харакати
I да ётувчи бирор узгармас вектор билан тула ха- 
рактерланади. со вектор каралаётган харакатнинг 
бурчак тезлиги дейилади.

Агар I ук атрофида со и ..., о>„ бурчак тезликлар 
билан кетма-кет бир канча айланма харакатлар 
бажарилаётган булса, у холда  ̂ натижавий айланма 
харакат хам / ук атрофида о> =  coi +  со? ... +  со„ 
бурчак тезликка эга булган айланма харакат булади.

Бу (4.34) формуладан келиб чикади:

v(t) =  [со, r(t)] =  ^  КО

=  £ v,(t).
i =  I 1= I

8—632 113



2- м и сол .  Учлари Л(3; 0; 5), В (3; —2; 2), С(1; 2: 4J 
нукталарда булган учбурчакнинг юзини топинг.

Е ч и ш .  АВ  па АС векторларнинг координаталарини 
аниклаймиз:

А В - { 3 - 3 ; - 2 - 0 ;  2 - 5 }  =  {0; - 2 ; - 3 },
Л С =  {1 - 3 ; 2 - 0 ; 4 - 5 }  =  { - 2 ;  2; - 1 }.

АВ  векторни АС векторга вектор купайтирамиз, 
яъни

7 1  -к
~с =  \АВ,АС\ =  0 - 2 - 3  

- 2  2  - I  

=  8/ +  6/ -  4к . 
с нинг модулини топамиз;

Й  = \[АВ,АС)\ = л/82 + 62 + (-4 )2 = д/ОТб .
Демак,

{ Icl =  2 V iie  =  V ?  =  ■

8-§. Векторларнинг аралаш купайтмаси ва унинг 
хоссалари. Тэтраэдрнинг нажми*

Т а ь р и ф. a, В ва с векторларнинг аралаш купайтмаси 
деб (векторларнинг курсатилган тартибига кура) а 
ва Ь векторларнинг вектор купайтмасига тенг вектор
ни с векторга скаляр купайтиришдан хосил булган 
сонга айтилади.

Аралаш купайтма [a, ft] • с ёки (а, В, с) каби 
белгиланади. _ Аралаш купайтма куйидаги геометрик 
маънога эга. а, В, с векторлар бирор 0 нуктага куйилган 
ва компланар булмаган унг учликни хосил килсин. 
Кирраларибу векторлардан иборат параллелепипедни 
ясаймиз. |[а, £]| микдор шу параллелепипед асосининг

‘ «Аналитик геометрия на чизикли алгебра» (Ф. Ражабоп, 
А. Нурметов. «Укитувчи», 1990) китобидан фойдаланилди.
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C O S t f ,

юзини билдиришини курамиз. Скаляр купайтманинг 
таърифига кура:

(а, Ь\ • с =  |(о, В\\ • |с|
бу ерда 3 ' =  (|о. &1), f )  
булиб, I с I cos<p _ микдор 
~с векторнинг (а, Ь\ векгор 
йуналиши буйича тугри 
чизикдаги проекциясига 
тенг булиб. параллелепи- 
неднинг баландлигидан 
иборатдир (41- чизма):
|c|cos<p == h.
Шундай килиб, | а,
Ь] ■ с =  S aC(K ■ h — V, бу
ерда V мараллелепипед- 
нинг хажми.
Демак, агар а, Ь, с вектор
лар унг учлик хосил 
килса, бу векторларнинг 
аралаш купайтмаси бу • 
векторларга ясалган па
раллелепипед ха жми га 
тенг экан. Агар а, В, с лар ^ 
чаи учлик ташкил килса,
[а, Ь) вектор билан с век
тор орасидаги q> бурчак

катта булиб.л дан

42- чизма

хажми: V =  |[а, В\ • с|

coscp <  О ( 42-чизма )  
булади. У х °лда 1а- 
Ь\ • с =  (а, В, с) *= —  V.

Демак, параллелепипед ....  - ■< ' >
R =  {0; 7; /; к) координаталар системасида а =  {а,, ау, аг1 
b = { b l ' b y ,  Ь А  ва с =  {сх, су, с А  векторлар берилган 
булсин. Бу векторларнинг аралаш купайтмасини хисоб
лаш масаласини куямиз.

а ва В в е к т о р л а р н и н г  вектор купайтмаси куйидагича
булади:

\а, Ь\ =
ау а* 
Ьч Ьг

ах аг 
Ь, Ь, 1 +

ах ау
Ьх ьу

k . (4.35)
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|ц, В\ ■ с купайтмани топамиз, яъни (4.35) векторни 
?  векторга скаляр купайтирамиз:

\а, Ь| • с = сг Чу аг
Ьи Ь,

— с„
а, аг
Ьг Ъ, +  с,

и, аи
Ь. Ь„

ьх ьч Ьг
ах ау а,

Бу детерминантни куйидаги куринишда ёзамиз:

[а.й| • с = К  ьч Ьг (4.36)

Демак, учта векторнинг аралаш купайтмаси учинчи 
тартибли детерминантга тенг булиб, бу детерминантнинг 
биринчи йул элементлари биринчи вектор коордииатала- 
ридан, иккинчи йул элементлари иккинчи вектор коорди- 
наталаридан, учинчи йул элементлари эса учинчи вектор 
координаталаридан иборатдир.

Аралаш купайтма хоссаларини куриб чикамиз:

1. [а, В\ • с — \В, с] • а.
Х.акикатан хам, бу учта векторга курилган 

параллелепипед хажмларининг абсолют кийматлари 
тенг.

2. Купайтувчиларнинг уринларини алмаштирсак, 
аралаш купайтманинг ишораси узгаради:

а) [а, В\ • с — — \В, а] • с\
б) [а, Ь\ • с =  — (а, с\ • В\
в) (а, В\ ■ с =  — |с, 6| • а.

И с б о т и. a ) [а, В\ ■ с =  — |й, а) ■ с, чунки |о, Ъ\ =  
=  -\6, а].

Кол га н тенгликлар хам шунга ухшаш исботланади.
3. Ихтиёрий а скаляр сон (а £/?) учун ушбу тенглик 

уринлидир. (а-а)|£, г] =  а[а, В\-с
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4. a) (a +  dy[$, с] =  а [В, с] -f d\b, с], б) u\b +
4- d, с] = a\ В, Г| +  a| J,' c|.

И с бо т  и. Масалан, а) тенгликни курсатайлик:
i (a -f d\b, с J =  [а +  5, 5] - с =

=  ([а, 6] +  [J,  6|)_-j:' =  [а, В\ -с +  \d, В] ■ с =  
=  а\В, cj -j- 3\В, с j.

5. Компланар а, ■ b ва с векторларнинг аралаш 
купайтмаси нолга тенг булади, чунки бу векторларга 
курилган параллелепипед текисликда булиб, унинг 
ба^ландлиги нолга тенг булади. Шундай килиб |а. В) • 
• с =  0 булса, а. Ь, г векторлар компланар булади.

6. Агар а, В, с векторлардан ихтиёрий иккитаси 
коллинеар булса, уларнинг аралаш купайтмаси нолга 
тенг булади (хусусйй холда:

|а, а\ • с = \а. В] • а =■ |6, а] • а =  0).

6- хоссанинг мат.носи шундан иборатки, (4.36) фор- 
муладаги учинчи тартибли детерминантнинг нккита 
сатри узаро пропорционал булиб колади.

Аралаш купайтма ёрдамида учларининг координата
лари билан берилган тетраэдрнинг хажмини хисоблаш 
мумкин.

ABCD  тетраэдр учларининг координаталари А(хи 
УI, 2|), В(Х2, #2. 22), С(Х3, У'Л, 23), D{X|, у4, 24) 
булсин. Маълумки, тетраэдрнинг хажми унинг бир 
учидан чикувчи кирраларидан (яъни АВ, АС ва AD 
кирраларидан) ясалган параллелепипед хажмининг 
1/6 кисмига тенг. Демак,

V =  ‘ \(АВАС ■ Аб)\ (4.37)

Бу формулани нуктанинг координаталари оркали 
хам ёзиш мумкин:

Vr., = - mod

* 1  Ух 2 , 1 

Х -2 У г Z1 I

*3 Уз 2;, 1
Х Л у  , 2 4 1
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еки

У-m—-Q niod
*2— *1 У2—У1 Zi — Zl
Х3 — JF| Л - i/ , *3 — 2, 
*4 — *1 24 — 2,.

(4.38)

1-м и сол.  Ушбу Л (5; 7; —2); В  (3; 1; — 1), С (9; 4; 
—4), D (1; 5; 0) нукталар битта текисликда ётишини 
исбот килинг

Е  ч и ш. АЁ , Л£, ЛО векторларнинг координаталарини 
аниклаймиз:

АЦ =  ( - 2 ;  -6; I ) ,
АС =  (4; - 3 ;  - 2 )  ,
ЛО =  (- 4 ;  - 2 ; 2).

Бу векторларнинг аралаш купайтмасини хисоблай-
миз:

(АВ ■ АС - AD) =
2 - 6  1
4 - 3  - 2
4 - 2  2

=  0.

Демак, АВ,АС,АО  векторлар компланар, демак Л, В, 
С ва D нукталар битта текисликда ётади.

2-м и со л. Учлари Л (2; —3; 5), В (0; 2; — 1); С ( —2; 
—2; 3), D (3; 2; 4) нукталарда ётувчи учбурчакли 
пирамида (тетраэдр)нинг хажмини хисобланг.

Е ч и ш  АВ, AC, AD векторнинг координаталарини то
памиз:

7\В — { — 2; 5; - 4 } ,Л С = {- 4 ;  1; - 2 }, Л7) =  {1; 5; - 1 } .  

(4.38) формулага кура:

V,mv = \ \ А Ё Ж - Ш  =

- 2 , 5 - 4  
- 4  I - 2

I 5 - 1
=  бкуб. бирл.
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9-§. К у ш  вектор купайтма

Ихтиёрий а, b, с векторлар берилган булсин. Булар 
учун аХ (В  X  ?) вектор к,уш вектор купайтма деб 
аталади. Куш вектор купайтмани топишнинг энг содда 
коидасини куйидаги теорема оркали курсатамиз.

1 - т е о р е м а. Ихтиёрий учта а. В, с вектор учун ушбу

а X  {В X  с) = (а, с)Ь — (а, Ь)с
тенглик уринлидир.

И с бот.  а, В, с ихтиёрий векторлар, яъни
а =  а\1 +  а2]  +  алк, 
b =  b\i bij -|- bji, 

с — C\i -(- с‘2j -(- ĉ k
булсин. У холда В нинг с га вектор купайтмаси

i ] к

(4.39)

ЬХ с = b | Ь,г Ь3
С| С 2 С3

ь2 ь. ь , ь3 Ь, Ь2
= i — ) +С '2 С3 с, с3 С\ С2

к .

векторни беради. Энди а векторни В X  с векторга вектор 
к^пайтирамиз: ^

а X  (Ь X  с) =

=  [(a2*it'2 — аф 2б'| аф\Сз — афзС\) 1 -f- 
+  (а|6гс’ | — а\Ь\С2 +  афгсз — яз*з ci)j +

“ Ь  ( а | Ь%с | —  а\Ь\Сз +  афгСъ —  а ф & г )И \ =

=  {ft,(aiCi+  а2С2+Из^з) — с\(а\Ь,\+аф2 +
+  афя)! + [Ь>(а)С\ + а202 +  азСа)~ сАи\Ь\ +

+  афч +  «1*з)}/ +  {6з(Я|С1 ~Н а'2('2 +  азс'з) — 
с з ( « 1*1 +  « 2*2 +  азЬз))к  =  ( а,с)Ь — ( а,Ь )■ с.

1 Г
а2

М з1 I Ь\ ЬЛ | I Ь\ Ь2
<2*3 1 1 ‘ 1 %  1 1 £1 с2
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Ш у билан теорема исботланди.
2- т е о р е м а. Ихтиёрий учта а, В, с вектор учун ушбу 

тенглик уринли:

а Х ( В  X  c) + b X  (с X  а) + с X  (а X  В) =  0. (4.40)
И с б о т .  I - теоремага к$'ра:

~uX(bXc) = (d, с)В — (а, В)с. 6 Х ( ? Х а )  =  (6, а ) с  — (/;, с)а, 
cX(d  X  В) = (с, B)d -  (с, а)Б.

Бу тенгликларни кушиб па скаляр купайтманинг 
симметриклигидан фойдалансак, (4.40) тенглик хосил 
булади.

М и сол.  и =  {3; 2; I }, В =  { — 1, 3; 4} ва с — {4; 5; ()} 
векторлар берилган булсин. Уларнинг куш вектор 
купайтмасини тонинг.

К ч и ш. В нинг с га вектор купайтмасини топамиз:

d — b X  с =
'  / /г

3 4 -  1 4
- 1  3 4 -- / —

5 0 4 04 ft 0
/ +

+
-1 3 
4 5 к =  -20/ +  16/ -  17к =  {- 2 0 ; 16;-17}.

Энди и ни d га вектор купайтирамиз:

к
р =  а X  d =

2 1
J6  -1 7

/ -

+
3 2 

- 2 0  16

' I
3 2 I

— 20 16 - 1 7
3 1

-  20 -  17 1  +

к =  -50/ +  31/ +  88*.

Демак, ы X  (fc X  с) =  -.50? +  31/ +  88* =  { — 50; 
31; 88}.



10-§. ЧИЗИК.Ли операторларнинг хос векторлари ва 
хос кийматлари (сонлари)

Т а ъ р и ф .  Агар /?'^фазодаги хар бир х векторга шу 
фазонинг аник у — fx вектори мос куйилган булса на 
у куйидаги иккита аксномага буйсунса, яъни

1) Vxu x2iR n => f(xi + х2) = fx| ± fx<i,
2) V ^ P ,  V ie/?" => /(A.jc) =  kfx,

у холда / чизикли onepul up дейилади.
Бунда jti ва x2 векторлар R" фазонинг ихтиёрий 

векторлари, к ихтиёрий сон. у вектор х векторнинг тасвири 
(образи), х эса у нинг прообрази деб аталади.

0 билан белгиланувчи ва R'1 фазонинг хамма эле
ментларини шу R" фазонинг нол элементига аксланти- 
рувчи оператор куйидагича ёзилади:

0 • х =  0.

Х,ар бир / оператор учун унга карама-карши булган 
оператор куйидагича белгиланади:

— / =  ( — !)/.

Ьарча f:R',=>R'1 чизикли операторлар (узини узига 
акслантириш) туплами чизикли фазони ташкил кила- 
ди.

А(х) =  кх, (4.40)

муносабатни каноатлантирувчи хфО вектор / опера- 
торнинг хос векгори ва унга мос к сон эса унинг хос 
циймати (сони) ёки чизикли операторнинг характерис
тик сони дейилади.

Бундан куринадики, кх векторлар, R" фазонинг барча 
нол мае векторлари хос векторларидир.

х хос векторни ва к хос кийматни (сонни) топиш 
учун зарур булган теоремани исботсиз келтирамиз.

Т е о р е м а .  / оператор R" фазодаги чизикли оператор, 
X<j — / операторнинг хос киймати, х эса / нинг ко сонга 
мос келадиган хос вектори. Л, /г, /„ лар R" фазодаги 
ихтиёрий базис ва А — [а/,}(/,/ =  1,я) матрица / опера
торнинг шу базисдаги матрицаси булса, у холда сон
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un — A aVi ... ah
a „  — >. ... a,„

a„-).

=  0

«Я1 «*2
тенгламанинг илдизи,

* =  П|/| +  a2/2 + ... + aJn
хос векторнинг компонентлари эса 1\, h, 
бир жинсли

(а,, —А) а, +  ul2a, + ...а,„а„ =  О,

а.;, а, +  (а.п — А)а,+ ... +■ а,„а* =  О,

(4.41)

(4.42) 
1„ базисда

(4.43)

=  О,a„,a, +  а„тО-, +  ... + (a„„ — х)а, 
системанинг ечими булади.'(4.41) берилган чизикли
оператор матрицасининг ia р а к т е р и с т и к т е н г л а -  
м а с и  деб аталади. (4.411 характеристик тенгламадан 
А хос кийматлар топилади, сунгра хар бир хос 
кийматларга мос (4.43) снстемадан к хос векторнинг 
(аь аг, .... Оп) координаталари топнлади.

1-изоц. Агар х вектор берилган чизикли оиера- 
торнинг хос вектори булса, у холда унга коллинеар 
булган ихтиёрий нолмас вектор хам берилган онера- 
торнинг А хос кийматига ioc вектори булади.

2-и з о х. Агар барча к хос кийматлар хакикий 
сонлар булса, у холда уларга мос хос векторлар доимо 
чизикли эркли булади ва уларни янги базис сифатида 
олиш мумкин. by янги 5гзисда А матрица куйидаги 
куринишда' ёзилади:

А =
а, О О 
0 ^ 0  
0 0 А,,

3- и з о х. Агар А симчетрик матрица булса, у холда 
унинг барча хос кийматлари хакикий сонлар булади 
ва хос векторлари эса у-зро перпендикуляр булади.

М и  сол. Бирор бЯзназушбу ;
3 2 0'"

А = 2 2 2
0 2 1
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матрица билан берилган чизикли операторнинг хос 
кийматларини ва хос векторларини топинг.

Е ч и ш . А матрица симметрии матрица булгани учун 
унинг барча хос кийматлари хакикий сонлар булади. 
Уни топиш учун характеристик тенгламани тузамиз:

3 — А. 2 
2 2 -  

0 2

О
2

1— к
=  О

Бу детерминантни хисоблаш коидасига кура хисоб- 
ласак, к номаълумга нисбатан учинчи даражали куйида
ги тенгламага эга буламиз:

к3 -  6к2 +  Зк +  10 =  0.

Бу тенгламани А,| = 2 ,  кг =  — 1 ва кз =  5 
кийматлар каноатлантиришини онсонгина текшириш 
мумкин. Бу сонлар берилган чизикли операторнинг хос 
кийматлари булади. Энди хос векторларни топамиз. 
Уларни топиш учун (4.43) тенгламалар системаси

(3 — к )а , +  2а 2 =  0,
2а, +  ( 2 - к )ъ 2 +  2аз =  0, (4.44)
2oj -J- ( I — А.)оз =  0

га к =  Д.|, к =  к-г ва к  =  к3 кийматларни куйиб, 
уларга мос ai, a i ва аз кийматларни топамиз.

1) к =  к\ =* 2 учун (4.44) система ушбу куринишни 
олади;

(3 - 2 )а ,  +  2а, =  0,
2а, +  (2 — 2 )аг +  2а.) =  0,
2а, +  (1 — 2)аз =  0

ёки

a, -J- 2а2 =  0,
a, -J- аз =  0,
2а, — аз =  0.
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Бунда ai, а> ва ал узгарувчиларнинг биттасига 
ихтиёрий киймат бериб. колганларини топамиз. М аса
лан ai =  I булса, а> =  — ^ ' ал =  — I булади.
Х\ — 2 хос кийматга мос хос вектор х' ушбу куринишда 
булади:

1

х = 1
2 

• I

ёки х' =  / — / — k .

2 ) К =  к2 =  — I хос киймат учун хам юкоридаги- 
дек система тузамиз:

2а, 4  аг =  О,
2а, 4  За, -(- 2aj =  О, 
а? Oj =  0.

Агар at =  1 деб олсак, а2 =  — 2, аз =  2 булади ва 
унга хос вектор

1
х = - 2

2
ёки х =  / — 2j -\- 2Ъ

куринишда булади;
3) худди шунга ухшаш к =  =  5 учун

— а, +  а , =  0,
2а, — Зоо +  За* =  0,
аг — 20-J =  0.

система хосил киламиз ва бу системани ai =  2, 
a2 =  2, аз =  1 кийматлар каноатлантиришини осон- 
гина текшириш мумкин.

2
Демак, х = ек и х" =  2 / 4  2 4  k .
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А матрица симметрик булгани учун аниклангаН 
учала хос вектор узаро перпендикуляр эканини текшириш 
мумкин, яъни х' • х "  =  0, х' • х '"  =  0, х " • х " ' — 0.

Бу хос векторларни янги базис сифатида олиш мумкин 
ва унда А матрица

2
0
0

0 О 
-I О 
О 5

куринишда булади.
М А Ш к  J1 А Р

1. Агар А (4; 3) на В (1; 2) нукталар берилган 
булса, А В  ва ВА векторларнинг координаталарини то- 
иинг.

2. Агар АВ={2\ — 1} ва А (б; 7) булса, В нуктанинг
координаталарини тонинг.

3. Берилган А (2; 4) нуктадан б бирлик масофада 
Оу укида ётган В (х; у) нуктани топинг.

4. Агар А ( I ;  2; 3) ва В  (2; 1; 4) булса, А В  ва 
ВА векторларнинг координаталарини топинг.

5. Кутб координаталар системасида берилган.
Л^б; ^  ва в(1\ — 3 )  нукталарнинг декарт координата

лар системасидаги координаталарини топинг.
6. Кутб координаталар системасида берилган 

(> =  asin2<f чизик тенгламасини декарт координаталар 
системасида ифодаланг.

7. Фазода М ( — 2; 3; — 4) нукта берилган. Агар 
укларни параллел кучиришда координаталар боши эски 
системада ( I ;  — I; — 2) координаталарга эга булса, шу 
М нуктанин!' янги системадаги координаталарини 
топинг.

8. М\ (2; 4; — 2) ва М2 ( —2; 4; —2) нукталар 
берилган. М\М2 кесмани к =  3 нисбатда булувчи 
С нуктанинг координаталарини топинг.

9. Учлари А (1; 1; 1), В  (5; 1; —2), С (7; 9; I)  дан 
иборат учбурчак берилган. А учидан утказилган 
биссектрисанинг СВ  томон билан кесишган D нуктаси- 
нинг координаталарини топинг.
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10. Агар |ai =  2; |£i =  3, (a*b )=  ̂  булса, томонла

ри in — 2a -f- 35 ва it — a -J- 4В векторлардан иборат 
параллелограммнинг юзини хисобланг.

11. Д ЛбСнинг томонлари А В  =  { — 3; — 2; 6} ва 
В С  =  { — 2; 4; — 4} векторлардан иборат. AD  баландлиги- 
нинг узунлигини хисобланг.

12. F  =  {3; 2; — 4} куч А (2; — 1; — 1) нуктага 
куйилгап. Бу кучнинг координаталар бошига нисбатан 
моментини аникланг.

13. Агар !р| == 5; (р q) =  л/4 булса, томонлари 
р — 2q ва 3р -j- 2q векторлардан иборат учбурчакнинг 
юзини топинг.

14. Агар учбурчак учларининг координаталари /4(1;
— 2; 8 ); В  (0; 0; — 4); С (6; 2; 0) булса, Д/4ВСнинг юзини 
топинг.

15. а =  6/ -(- 2k ва Ь =  i,5i 2j k векторлардан 
ясалган параллелограмм диагоналларининг узунлигини 
ва юзини хисобланг.

16. А (5; 7; - 2 \  В  (3; 1; - I ) ,  С (9; 4; -4 ), D (1; 5; 0) 
нукталарнин! битта текисликда ётишини исбот килинг

17. а == 2i — / +  2£, В =  i +  2/ — 3k, с =  3l —
— 4/ +  7k векторларнинг компланар эканлигини исбот 
килинг.

18. Учлари А (2; - 3 ; 5), В  (0; 2; 1), С (- 2 ; -2 ; 3), 
D (3; 2; 4) нукталарда ётувчи учбурчакли пирамида- 
нинг хажмини хисобланг.

19. Учбурчакли пирамида учларининг радиус-вектор- 
лари берилган. Унинг хажмини ва A BC  ёгига туши- 
рилган баландлигининг узунлигини аникланг: rs =  {3; 
2; 4}, гА =  {2; - 3 ;  5}, гв =  {0; 2; 1}, ?с =  { - 2 ;  - 2 ; 3}.

20. Тетраэдрнинг хажми 5 га Тенг. Унинг учта учи 
А (2; 1; — 1), В  (3; 0; 1), С (2; — 1; 3) нукталарда ётади. 
Агар туртинчи D учи Оу укида ётиши маълум булса, 
D нинг координаталарини топинг.

Куйидаги матрицалар билан берилган чизикли 
операторнинг хос кийматлари ва хос векторларини 
топинг.

2 — 1 1 6 — 1 2 — 1
21. А =  — 1 2 - 1  22. А =  1 - 3  - 1 

. 0 0 1 1 — 4 12 3.



5- В О В

Т ЕК И С Л И К Д А  Т У Г Р И  Ч И З И К  Т Е Н Г Л А М А Л А Р И
1-§. Чизикнинг текисликдаги тенгламаси

Текисликда чизик берилган булиши учун унинг 
нукталари холатини аниклаб берувчи бирор коида 
маълум булиши керак.

Масалан, марказ деб аталувчи нуктадзн баравар 
узокликда ётган нукталарнинг геометрик урни айлана 
дейилади; ёки бирор кесманинг учларидан баравар 
узокликда ётувчи нукталарнинг геометрик урни шу 
кесмага угказилган урта перпендикуляр булади ва 
хоказо.

Тугри бурчакли декарт координаталар системасида 
чизикнинг тенгламаси

Н (х\ у) =  О (5.1)
ёки

у =  f(x ), (5.2)

куринишда булади. (5.2) функция х аргумент [и,6| 
кесмада узгарганда f(x) функция узлуксиз узгаради 
деб фараз киламиз. Куиинча }(х) функцияни бир 
кийматли функция деб, х ва у ларни эса декарт 
координаталар текислигидаги бирор М нуктанинг 
координаталари деб фараз килинади. У холда х нинг 
хар бир киймати учун (5.2) тенгламадан у нинг ягона 
киймати аникланади.

Демак, х нинг хар бир кийматига текисликнинг 
(координаталари х, f(x) булган) биргина нуктаси тугри 
келади. Агар х узлуксиз узгариб турли кийматлар 
кабул килеа, у холда М  нукта координаталар 
текислигида бирор нукталар тупламини тасвирлайди. 
Бу нукталар туплами эса текисликда бирор чизикни 
ифодалайди. Агар f(x) функция куп кийматли булса, 
яъни х нинг хар бир кийматига у пинг бир неча 
Уь У'2 ■■■ ys кийматлари мос келса, у холда х нинг хар 
бир кийматига координаталар текислигида Mi, М 2, ... 
Afs. нукталар тугри келади. Масалан у — f(x) функция 
икки кийматли булсин. Бу холда х нинг хар бир 
Х| кийматига у нинг у \ =  f(x i) ва у2 =  f(x\) 
кийматлари мос келиб, координаталар текислигида
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иккита М^хй у,) 
ва М 2 {хйу>) ну- 
кталар аниклана- 
ди (43-чизма). х 
узгарувчи [а, Ь\ кес- 
мада узлуксиз <?з- 
гарганда М\ ва М2 
нукталар хам урин- 
ларини узлуксиз уз- ~о
гартиради ва бу нук
талар чизикни та с- 43-чизма 
нирлайди.

Т а ъ р и ф .  Агар чизик ихтиёрий нуктасининг х ва 
у координаталари (5.1) тенгламани каноатлантирса ва 
аксинча, бу тенгламани каноатлантирадиган хар бир 
жуфт (х; у) кнймат чизик нуктасини тасвирласа,
(5.1) тенглама чизикнинг о ш к о р м а с  тенгламаси деб 
аталади.

Аналитик геометрияда аеосан иккита масала билан 
шугулланилади:

1) чизик нукталарнинг геометрик урни сифатида 
берилган булиб, унинг тенгламасини тузиш талаб 
килинади;

2) тенглама берилган, унинг графигини ясаш талаб 
килинади.

I - м и с о л . Берилган А ( —2; 4) ва В  (3; 6 ) нукта
лардан бир хил узокликда жойлашган нукталарнинг 
геометрик урни тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  С (х\ у) — А ва В  нукталардан баравар 
узокликда жойлашган ихтиёрий нукта булсин. Масала 
шартига кура:

М С| =  |ДС|. (5.3 )

Икки нукта орасидаги масофани топиш формуласи- 
дан фойдаланиб,

|ЛС| =  V (x +  2 f  +  (у  — 4~р,

\ВС\ =  л}(х — З )2 +  ( у - б )2

ларни хосил киламиз. Бу ифодаларни (5.3) га куйиб 
масала шартини каноатлантирадиган нукталар гео
метрик урнининг тенгламасини хосил киламиз-:
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^J(x-\-2f +  (У — 4)2 =  У (х  — 3)2 4  (у — 6)2 =*- 
=> x2 4  4x 4  4 -f- г/2 — Sy 4  16 =  x2 — fix +  9 4  у2 — 12y 4

436=*- Юх +  4у -  25 =  0. (5.4)

Шундай килиб, А ва fi нукталардан баравар узоклик- 
да жойлашган ихтиёрий нуктанинг координаталари 
(5.4) тенгламани каноатлантиради ва аксинча, коорди
наталари (5.4) муносабатни каноатлантирган хар 
кандай нукта А ва В  нукталардан бир хил узокликда 
ётади.

Энди чизикни (5.1) тенгламасига кура ясаш 
масаласини караймиз. Текисликдаги нукта узининг (х, 
у) координаталари билан аникланади. Шунинг учун
(5.1) тенгламаларда х га Х\, x2, ... х„ кийматларни 
берсак,

F\{x\\ у) = 0, F2(x2\ у) =  0, ... , F^xn\ у) =  0, (5.5)

тенгламалар х,осил булади. Бу тепгламалардан у нинг 
Xi, X2...X,, кийматларга мос булган у\, г/2 ••• Уп ... 
кийматларини топамиз, натижада координаталари
(5.1) тенгламани каноатлантирувчи

(хг. у\), (х2; у-2 ) , -  , (х„; уп).~

нукталарга эга буламиз. Бу нукталарни координаталар 
системасида ясаб, уларни бирлаштирсак, (5.1) тенгла
мани тасвирловчи чизик хосил булади. Бу чизик икки 
узгарувчили (5.1) тенгламанинг графиги дейилади.

2- м и сол .  у =  хг 4  1 тенглама тасвирлайдиган 
чизикни ясанг.

Я с а ш .  х га ... — 3; — 2; — 1; 0; I; 2; 3: ... киймат
ларни берамиз ва у пинг шунга мос кийматларини 
топамиз. Бу кийматлар учун куйидаги жадвални 
тузам из:

X - 3 - 2 — 1 0 1 2 3 ...

У 10 5 2 1 2 5 10 ...

Натижада ... ( — 3; 10), ( — 2; 5), ( — 1; 2), (0; ! ) , ( ! ;  2), (2; 5), 
(3; 10) ... нукталар хосил булади. Бу нукталарни



координаталар системасида жойлаштириб, уларни сил- 
лик чизик билан туташтирсак, у =  х2 +  1 функция- 
нинг графиги, яъни парабола хосил булади (44-чизма). 
Масалаларни ечишда чизикнинг F(x\ у) — 0 тенгламаси- 
дан ташкари унинг парамстрик тенгламаларидан хам 
фойдаланилади.

Масалан, механика ва 
техникада моддий нукта 
харакат траекториисини 
текширишда t вактга 
боглик булган

* =  ф(0 .
У =  М О  I I

-2  - /
тенгламалар каралади.>
Бу тенгламалар моддий 
нуктанинг харакат тра- 
екторияс'ини тасвирлайди.
Бу . куринишдаги тенг
ламага чизикнинг параметрик тенгламаси дейилади. Бу 
ерда t параметр булиб, у вактни, бурчак, тезлик ва 
хоказо катталикларни ифодалаши мумкин.

3-м и с о л  А (х; у) нуктанинг координаталари 
харакат пайтида

х =  3 (2 -  1, 
у =  Ы г +  6

тенгламалар билан аникланади (/— вакт). А нукта 
траекториясининг декарт координаталар системасидаги 
тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламалар системаси А (х\ 
у) нукта харакатининг параметрик тенгламасидир. 
Системадаги биринчи тенгламадан /2 ни топамиз:

л _ * -|- 1̂
3

Буни системадаги иккинчи тенгламага куйсак:

у =  5 • * i- L  -f б ёки 5* — Зу +  23 =  0 .

Демак, А (х\ у) нукта траекторияси тугри чизикдан 
иборат.
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2-§. Тугри чизикнинг текисликдаги тенгламалари

Декарт координаталар текислигида бирор / тугри 
чизик берилган булсин. Шунингдек, / тугри чизикда 
ётукчи М\(х\\ у\) нукта ва / тугри чизикка 
перпендикуляр п =  {Л; В ]  вектор ёки унга параллел s =  
=  {m; л} векторлар берилган булса, / тугри чизикнинг 
текисликдаги турли куринишдаги тенгламаларини келти- 
риб чикарамиз.

1. Б е р и л г а н  jVf|(jtt; у\) н у к т а  о р к а л и  
у т и  б, б е р и л г а н  п в е к т о р г а  п е р п е н д и к у л я р  
б у л г а н  тугри- ч и з и к  т е н г л а м а с и

Оху текисликда 
/ тугри чизик бе
рилган булсин. Унда 
ётувчи М\(х\;у\) 
нукта ва / тугри 
чизикка перпенди
куляр булган п 
(l-Ln ) вектор ола
миз (45- чизма). п 
векторга / тугри чи
зикнинг нормал 
вектор и дейилади.

M i(*i; у\) нук
та ва п нормал вектор / тугри чизикнинг Оху текис
ликдаги холатини тула аниклайди. М(х\ у) нукта 
/ тугри чизикнинг ихтиёрий нуктаси булсин, у холда 
М,ЛГ= {(*-*,);(</-</.)} вектор / тугри чизик устида
ётади ва М\М ±.п булади. Шунинг учун п ва M tM 
векторларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг.

п ■ Л М Г =  О
ёки

А(х — Х\) +  В (у  — у\) =  0 . (5.6)

(5.6 ) тенглама М\ нукта оркали утиб, п векторга 
перпендикуляр булган тугри чизикнинг тежламасини 
ифодалайди.

1-ми с о л .  М\ (4; —3) нукта оркали утувчи ва п =  
=  {2; — 5} векторга перпендикуляр булган тугри чизик 
тенгламасини тузинг.
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Е ч и ш .  Мисол шартига кура: Х \ =  4; у \  =  — 3; 
/1 = 2 ; В  =  — 5. Буларни (5.6) формулага куйиб 
изланаётган тугри чизик тенгламасини топамиз:

2(х -  4) +  (-5X.V  +  3) =  0.

Бундан

2х — Ъу — 23 =  0.

2. Т у г р и  ч и з и к н и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и

х ва у координаталарга нисбатан исталган биринчи 
даражали

Ах -f- By  +  С =  О (5.7)

куринишдаги тенглама Оху текисликда ётувчи тугри 
чизикнинг умумий тенгламаси эканлигини курсатамиз.

Хакикатан, (5.6) тенгламада А ёки В  коэффици- 
ентларидан бири нолдан фаркли деб фараз киламиз 
(а«с холда /1=0; В  =  0 булиб, С =  0 айниятга эга 
булардик). Масалан В ф  0 булсин. У холда
(5.7) тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Л(х-О )-|-А (0+ |)= О .

(5.7) тенгламага тенг кучли булган тенгламага эга 
буламиз. Бу тенглама Af,(0; — —) нуктадан утувчи ва

п векторга перпендикуляр тугри чизик тенгламасидир.
Демак, (5.7) тенглама тугри чизикнинг умумий 

тенгламаси экан.
Энди, умумий тенгламаси билан берилган тугри 

чизикнинг координата укларига нисбатан жойлашуви- 
ни тек ши рам из:

а) Агар С =  0, Л=̂ =0, В ф 0 булса, тугри чизик 
тенгламаси Ах-\-Ву =  0 булиб, у координаталар бошидан 
утади.

б) Агар Л =  0, С Ф 0, В ф 0 булса, тугри чизик 
тенгламаси B y 4-С =  0 булиб, у Ох укига параллел 
булади.

в) Агар В =  0, А ф 0, С Ф О  булса, тугри чизик
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Ген1 ламаеи Лх4-С= 0 булиб, у О у  укига параллел 
булади.

г) Агар С =  0, в  =  0, .1=̂ =0 булса. i угри чизик 
тенгламаси l.v =  0 булиб, \ О у укипи ифодалайди.

д) Агар (.' =  (). 1= 0, В Ф 0 булса. тугри чизик 
гепгламаси Ву =  0 булиб, у Ох укипи ифодалайди.

2-ми сол .  l.v — Ту -f3 — О тугри чизикнинг норма.i 
иекторини топиш.

Е ч и ш. Нормал вектор: п =  {А\ В}. Берилган тугри 
чизик тенгламасидан: Л =4, В = — 7. Шунинг учун п =  
={4; - 7 }.

3- ми сол .  'Ах-г 4у — IX = 0 на 2.г — //— 1= 0  тугри 
чизикларнинг кссишиш нуктаси оркали утиб, 
х -}- 2у — б =  0 тугри чизикка перпендикуляр булга и 
тугри чизик теигламасини т у з и т .

К ч и ш. Дастлаб икки тугри чизикнинг кссишиш 
нуктасини топамиз, бунинг учуй кссишиш нуктасининг 
координаталарини A/|(.V|, //1) деб оламиз. Ушбу

Г 3.V, +■!;/,-18  =  0.

| 2.v,— //,— 1= 0

системааан Ai =  2;//i — 3 ларни топамиз. Масада шартн- 
дан изланаётган тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори 
епфатида л +  2у — 6 =  0 тугри чизикнинг нормал вектори 
/Г{1; 2} ни одиш мумкин. У кол да изланаётган тугри 
чизик тенгламаси (5.6) формул а га кура

1. (х — 2)-+2-(у — 3) =  0 ёки 
х +  2у — 8 =  0

куринишда булади.
Т а ъ р и ф. Тугри чизикка параллел ёки шу тугри 

чизикда ёгувчи чар кандай 5- {///: «1 вектор б\ т р и  
чизикнинг II v и а л i и р \ н ч и и г к тор  и teiiiua.ui.

3. Т у г р и ч и з и к н и н г  п а р а м е т р и к тенг-  
л а м а  л а р и  / тугри чизик ва шу тугри чизикка тегиш- 
ли М<Ахо\ уо) нукта ва йуналтирувчи $ =  {т\ п} вектор би- 
лаи тула аникланади (46- чизма). Бу берилганларга ку
ра / тугри чизик теигламасини чикарамиз. Мц нукгадан 
бош ка / т р и  чизикда империи АН .г. //) п\кга оламиз. 
V холда Л1„Л1 вектор $ вектор билан Коллинеар булади.
Демак, шундай I сон тониладики.

МиМ =  /5 </£/?) (5.8)
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булади. М, Мо нукталарпинг радиус-векторларини мос 
равишда г, ?о оркали бел сил аса к:

Т= ОМ , г0 =  ОМ0
булиб, МпМ  вектор учун М пМ =  г — го га эга буламиз.
(5.8) т^нгликдан:

г — ro =  tS=>r =  ro-j-t$. (5.9)
(5.9) тенглама / тугри чизикнинг векторли тенгламаси 
дейилади. (5.9) тенгламадаги t га турли кийматлар 
бериб, I тугри чизикка тегишли нукталарпинг ради
ус-векторларини топамиз. (5.9) тенгламадаги t узга- 
рувчи п а р а м е т р  деб аталади.

Энди (5.9) ни координаталарда ёзамиз:
г =  О М — хТ-j- у], r0 =  ОМ0 =  x„i. +  г/о/,

М 0М =  t $  =  t ( m i - \ - n ] ) = t m i - \ - t n  .

Буларни (5.9) га ку- 
йиб, сунгра икки вектор- 
пинг тенглигига кура, 
ушбу тенгламаларга эга 
буламиз:

{ х= %  4-
У=Уо~

(яьни 
дан ушбу

, . (5-10)
Уо +  п*■

(5.10) формула / тугри 
чизикнинг п а р а м е т 
рик  тенгламаси дейи
лади. Агар / тугри чи
зик координата укла- 
ридан бирортасига х,ам 
параллел булмаса 

т ,  п Ф  0 шарт бажарилса), у холла (5.10)

х=х0-\- mt, 
У =  Уо + "t

1= 

t

х ~ х0
т  

У — Уо

У -У о
п (5.11)

тенгламани хосил киламиз.
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(5.11) формула тугри чизикнинг к а н о н и к  
т е н г л а м а с и  дейилади. Бундан

пх— ту-\-( — пхо-{-туо) =  0 (5.12)
ни топамиз. Бу ерда шартга кура т ,  п нинг камида 
биттаси нолдан фаркли, шу сабабли (5.12) биринчи 
даражали тенгламадир. Бундан эса xaj) кандай тугри 
чизик биринчи даражали тенглама билан ифодаланади 
деган мух,им хулосага келамиз.

4-ми сол.  /Ио(3; 1) нукта оркали утувчи ва 
йуналтирувчи вектори S  =  {4; 3} булган тугри чизик 
тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Масала шартига кура *0 =  3; г/о=1; т  =  4; 
/г =  3. Бу кийматларни (5.10) формулага куйсак,

Г* =  3 +  4/,
Ь = 1 + 3 /

тенгламаларга эга буламиз. Бу тенгламалар биз излаган 
тугри чизикнинг параметрик тенгламаларидир.

4. И к к и  н у к т а  о р к а л и  у т у в ч и  т у г р и  ч и 
з и к  т е н г л а м а с и

Бизга маълумки М\ ва М 2 нукталардан ягона тугри 
чизик утади. М\ ва /Иг нукталарнинг координаталари 
маълум деб фараз килиб, шу нукталар оркали утувчи 
/ тугри чизик тенгламасили топамиз.

М\(хй у\), Мч{х2\ У2 ) нукталар изланаётган / тугри 
чизикка тегишли булсин. Шунингдек бу тугри чизикда 
М (х; у) ихтиёрий нуктани оламиз. Натижада, бу 
нукталар ёрдамида тугри чизикда узаро коллинеар 
булган

М ,М 2 =  {х2 — Х{,у2— у {] ва M sM =  {x — x{,y — y x)
векторларга эга буламиз. Бу векторлар коллинеар 
булгани учун

=  (5.13)

тенглик уринли булади. Бундан, векторларнинг тснглиги- 
га асосан, х — x\ =  t(x2 — х\) ва y — yi =  t(y2 — y\) га эга 
буламиз. Бундан

х—х, У—У,
У2~У\

(5.14)

(5.14) тенглама берилган икки нукта оркали утувчи 
тугри чизик тенгламаси дейилади. Бу тенглама
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Х2 — Х1 Ф О  ва у2 — у \Ф 0  булганда уринлидир. Агар 
уч — у\=0 булса, у лолда тугри чизик. Ох укда иа- 
раллел булиб, у — у\ =  0 ёки у =  у\ булади. Шунингдек, 
х — * 1=0  булганда Х =  Х| булиб, бу чизик Оу укига 
параллел тугри чизик булади.

Икки нукта оркали утувчи тугри чизик тенгламаси
ни учинчи тартибли детерминант ёрдамида х,ам ёзиш 
мумкин:

х у 1
У\ 1 =0.

*2 У2 1
5-ми сол .  A BCD  тугри 

координаталари берилган:
.4(1; 3), В (5; 7), С(7; 5), 0(3; 1)

АВ, AD  томонларини ва АС х,амда D B  диагоналларнинг 
тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  а) А В  томоннинг тенгламасини тузамиз.
(5.14) формулага кура:

* - * 1  У-У\ . х— I _  у - 3 _
X,

туртбурчак учларининг

2 I 
Х — \

4

’ 5-1  7 - 3  

=>- х — 1 = у  — 3=>- 

х — у +  2 =  0.

У2 - У 1 

. У- 3
4

б) ЛО томоннинг тенгламасини тузамиз:
х— 1 у —3 х — 1 # — 3 . . п
зЧГГ =  Т Г з- ^ ^ -  =  ̂ 2 - ^ *  +  //-4 =  °-

в) АС  диагоналнинг тенгламасини тузамиз:
х— I _ у —3 ь х — \ __ у —3 ,
7 -1  “  5 - 3  ^  6 —  2 ^

=>х— 1 = 3  (у  — 3)=ф»х— I =  З у — 9 => х — Зу +  8 =  0.
г) D B  диагоналнинг тенгламасини тузамиз:

х—3 _ _ у  — 1 х — 3 __у — 1
5 - 3  —  7 -1  ^  2 —  6 =J"

=>- 3(х— 3 ) — у — 1 =ф- Зх— 9 — у — 1 =>- Зх — у — 8 =  0.
5. Т у г р и  ч и з и к н и н г  к о о р д и н а т а  у к л а р и - 

да а ж р а т г а н  к е с м а л а р и  б у й и ч а  т е н г л а м а -  
с и ;
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/ тугри чизикни аникловчи Mi ва М 2 нукталар 
координата уклари Ох ва Оу да ётсин. Аниклик учун 
М\(а\ 0) нукта, Ох укда М 2 (0; Ь) нукта эса Оу укда 
ётсин (47-чизма). Бу х,олда (5.14) тенглама куйидаги 
куринишда булади:

ламаси дейилади. а 
ва b лар тугри чизик
нинг мос равишда Ох 
ва Оу укларида аж- 
ратган кесмаларини 
билдиради.

векторнинг бурчак коэффициента дейилади.
Агар 3 вектор бирор / тугри чизикнинг йуналтирувчи 

вектори ва k сон шу тугри чизикнинг бурчак коэффици
е н т  булса, шу тугри чизикнинг бурчак коэффициентли 
тенгламасини келтириб чикарамиз. / тугри чизикнинг 
битта нуктаси ва бурчак коэффициенти текисликда 
унинг холатини тула аниклайди.

Агар I тугри чизик Оу укига параллел булса, 
у х.олда бундай тугри чизикнинг бурчак коэффициентли 
тенгламаси мавжуд эмас. Шунинг учун Оу укка па
раллел булмаган / тугри чизик Md(xo; уо) нуктадан 
утсин ва k бурчак коэффициентига эга булсин деб фараз 
киламиз. (5.11) дан пгф 0 деб куйидагига эга буламиз:

х—а у—о х_, у _  , 
—- и Ь а Ь (5.15)

(5.15) тенглама тугри 
чизикнинг координата 
укларидан ажратган У
кесмалар буйича тенг-

6. Т у г р и ч и- /
з и к н и н г  б у р ч а к  
к о э ф ф и ц и е н т л и  
т е г л а м а с и . 47- чизма

е
X

Т а ъ р и ф. S  век
тор {/; /} базисда т ,  п
координаталарга эга булиб, т ф О  булса, ~  =  £ ton 3

У —  Уо= Ь ( х —  х0 )  (чунки — =  k) 
ёки y =  kx-\-b. (5.16)
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бунда b =  yo — kxo.
(5.16) тенглама тугри чизикнинг бурчак коэффициентли 
'енгламаси дейилади.

Агар / тугри чизик иккита М\(хй у\) ва М^х2; г/г) 
нукталардан утган булса, у холда унинг бурчак 
коэффициенти (5.14) формулага асосан

к - “- р г  <517>х2 — *1

формула билан аникланади.(Бу тугри чизик Оу укига 
параллел булмаган хол учун тугри булади.)

7. И к к и  т у г р и  ч и з и к  о р а с и д а г и  б у р ч а к  
Агар икки тугри чизик

А |х -)- В\у-)- С-i =  0 ва А 2Х -f-В 2У ~h С2=  О
тенгламалари билан берилган булса, улар орасидаги 
бурчак

A.B.s—А9В.
tra  =  —— ---—ё  A iA2+ B lB2

формула билан хисобланади. Бу холда

а 2 в .2

икки тугри чизикнинг параллеллик шартини,

Л,Л2+ й ,в 2 =  0
эса икки тугри чизикнинг перпендикулярлик шартини 
ифодалайди.

А\Х В\у С\=0  ва Л 2Х В % у С 2 — О
тугри чизиклар орасидаги бурчаклар биссектрисалари- 
нинг тенгламалари:

Л{х + В\у + С  ̂ А2х-f-В2у +  С2

V /,?+ e? ~  л / 4 + 4
8. У ч н у к т а н и н г  бир  т у г р и  ч и з и к д а  ё т и ш  

ш а р т и
^3.-*! ^  УЗ~У| 
лг2--г, У 2 У \

тенглик билан ифодаланади ёки детерминант шаклида 
эса
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У\ I
У2 1
Уз 1

=  0

куринишда езилади.
6-м и с о л .  Тугри чизик тенгламаси берилган: 

(3+ а )х  — (2а — 5)г/ +  22 =  0. а нинг кандай киймати- 
да тугри чизик Ох уки билан 45° ли бурчак х,осил 
килади? Ш у тугри чизик тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани у га нисбатан ечамиз:
(3 + а )*- (2 а - 5 )г/  +  22 =  0=И2а +  5)*/ =  (3 +  а)д: +  22=^

3 + а , 22
■У = 2а — 5 2а —5 "

Бу тугри чизикнинг бурчак коэффициенти
{,— 3+а 

2а — 5

га тенг. Маълумки, tgcp=&. Масаланинг шартига кура: 
fc =  tg45°= l.

Бундан:
[ 2а — 5 =  3 +  а,

1 3+ а 
2а —5

г 2а— а =  5 +  3,
, 5 :

а =  8,
, 5 = 

« * Т
-а  =  8.

а нинг топилган кийматини урнига куйиб Ох уки билан 
45° ли бурчак х.осил килувчи тугри чизик тенгламасини 
топамиз:

У-
3+8 22

2-8-5'
II .22  -у =  — * + II2-8-5 

=>У  =  Х +  2.
Демак, изланаётган тугри чизик тенгламаси у =  х -\-2 
булади.

7-м и с о л .  /4(2; 5) ва В  (5; — 1) нукталар оркали 
утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг хамда шу тугри 
чизикда ординатаси 2 га тенг булган нуктани топинг.

Е ч и ш .  Икки нукта оркали утувчи тугри чизик 
формуласидан фойдаланамиз:
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X У 1 X У 1
*1 У\ 1 =  0; 2 5 1
*2 Уч 1 5 — 1 1

ёки
6х +  3г/ — 27 =  0.

Бу тугри чизикда ординатаси 2 га тенг булган 
нуктанинг координатасини (абсциссасини) тониш учун 
уч нуктанинг бир тугри чизикда ётиш шартидан 
фойдаланамиз:

У\ > 2 5 1
*2 У-i 1 =  0 5 — 1 I =  0=4*

*3 Уз 1 X 2 1

=> — 2 + 5 *+ 1 0  +  * — 4 — 25=0; х =  3,5.
Демак, 6х +  3г/ — 27 =  0 тугри чизикда ординатаси 2 га 
тенг булган нукта С( 3; 5; 2) дан иборат.

9. К о о р д и н а т а л а р  б о ш и д а н  у т м а й д и г а н  
т у г р и  ч и з и к н и н г  к у т б  к о о р д и н а т а л а р  си- 
с т е м а с и д а г и  т е н г л а м а с и н и  топиш учун тугри 
чизикнинг нормал тенгламасини ёзиб оламиз:

xcosa+ J/sina— р =  0;
х ва у ларнинг урнига

х =  pcos<p, (/ =  psintp
кийматларни куямиз:

pcosacos9 +  psi nasi n<p — p — 0
ёки

pcos(<p— a ) =  p.
Тугри чизик координаталар бошидан утмаганлиги 

сабабли р нолдан фаркли булади. Охирги тенгликдан 
Ф нинг хар кандай кийматида соб(ф — а )=?^0 булади. 
Охирги тенгликни со&(ф — а) га булиб, тугри чизикнинг 
кутб координаталар системасидаги

__ ^__
^ со б(ф — а )

тенгламасига эга буламиз. »
8- мисол. х — 2 тугри чизикнинг кутб координата

лар системасидаги тенгламасини тонинг.
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Е ч и ш .  x =  pcos<p, t/ =  psincp формуланинг биринчиси- 
дан фойдаланиб, берилган тугри чизик. тенгламасини 
куйидагича ёзиб оламиз:

р cos<p= 2  ёки P= -g--

Бу берилган тугри чи
зик тенгламасидир (48- 
чизма). Бунда р мусбат 
микдор булгани учун ф 
бурчак шундай узгариши 
керакки, соэф мусбат бу
лиши керак, яъни I ва IV  
чоракларда булиши керак.

9- м и с о л. '  /4(4; у )  ва

6(4; 0) нукталардан утув
чи тугри чизикнинг кутб координаталар системасидаги 
тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Тугри чизик Л ва В нукталардан утгани 
учун бу нукталарпинг координаталари тугри чизикнинг 
рсоБ(ф — а) =  Р тенгламасини каноатлантириши керак, 
яъни

р =  4cos ( у — a) =  4sina, 

р = 4cos (0 — a) == 4cosa

Бу тенгламалар системасидан р ва а  ларни аниклаймиз.

р =  4sina=4cosa => sina =  cosa =t-a =  y .  

a =  * ни урнига куйсак:

p =  4 s in y = 4  ■ 2^= 2 л/2.

Демак, изланаётган тугри чизик тенгламаси: 

pcos^ — - )̂ =  2д/2.
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3-§. Текисликда икки тугри чизикнинг узаро 
жойлашуви

Текисликда икки 1\ ва h  тугри чизик
/i : А\х-{- В\у-(- С| =  0, (5.18)
/2: А2х +  В 2у +  С2= 0  (5.19)

тенгламалари билан берилган булсин.
Бу тугри чизикларнинг текисликда узаро жойлашу- 

вини текшириш учун (5.18) ва (5.19)" тенгламаларни 
биргаликда система килиб текшириш керак: шу система
нинг ечимига кура 1\ ва 12 т^гри чизиклар текисликда 
кандай жойлашишини айтиш мумкин:

а) 1\ ва /г тугри чизиклар кесишади. У холда
А, В .

-а 2 ф 1Г2 б у л и б ’

система ягона ечимга эга булади.
б) /| ва /г тугри чизиклар узаро параллел булса,

А , В  j
у холда —  =  ~ тенглик уринли булади. 

д2 2
в) 1\ ва h тугри чизиклар устма-уст тушади. Бу 

холда

А2 в 2 с 2

булади ёки иккала тенглама бир хил булади.
1-м и сол.  2х — Зу-{-4 =  0 ва Зх +  2у — 7 =  0 тугри 

чизикларнинг текисликда узаро жойлашишини аник- 
ланг.

Е  ч и ш. Берилган т^гри чизикларнинг текисликда 
кандай жойлашишини аниклаш учун, ушбу

1 2х — Зу +  4 =  0,
\3дг +  2г/ — 7 =  0

2 3системани текширамиз. Бунда нисбат бажарил-
о А

гани учун тугри чизиклар кесишади ва бу кесишиш 
нуктаси системанинг ечимидир. Системани ечиб, jc = 1, 
у — 2 ларни топамиз. Бу топилган кийматлар уМ(1; 2) 
кесишиш нуктасининг координаталари булиб, бу нукта 
бир вактнинг узида берилган тугри чизикларнинг хар 
бирида ётади.
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4-§. Икки тугри чизик орасидаги бурчак

/i ва 12 тугри чизиклар орасидаги ф бурчак деганда, 
бу тугри чизикларниуг йуналтирувчи векторлари ораси
даги бурчак тушунилади (бунда ф бурчак 0°  дан 
180° гача ораликда узгаради). 1\ ва /г тугри чизиклар 
куйидаги умумий куринишдаги тенгламалари билан 
берилган булсин (49- чизма).

/| \ А\х-\- В \ у С \  =  0, 
h ■ А2х-\-В2у-\-С2 — 0.

S t=  { - В й  Ал} ва 52 =  { - В 2; A‘i)
векторларни мос равишда 1\ ва h  тугри чиз'нкларнинг 
йуналтирувчи векторлари деб олишимиз мумкин.^Чунки 1\ 
тугри чизикнинг Si йуналтирувчи вектори унинг jr нормал 
векторига перпендикуляр булгани учун S i -я скаляр 
купайтма нолга тенг булади. 1\ ва 12 тугри чизиклар

орасидаги бурчакни йуналтирувчи векторлар орасидаги 
бурчак деб караганимиз учун , 5| ва векторлар 
орасидаги ф бурчакни векторларнинг скаляр купайтмаси 
коидасидан аниклаймиз:

5|-52 Л,/42+В,В2 
СОвф -,,7гГГ =  — Г- .-- ---- г : . '  (O .ZV )15,1 |(S2I

Энди /1 ва 12 тугри чизиклар бурчак коэффициентли 
тенгламалари билан берилган холни курамиз:

/, : y =  kix +  b 1-2 : y =  k2x-\-b2.
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Бунда /| ва /2 тугри чизиклар Оу укига параллел эмас 
деб фараз киламиз. ср| ва ф2 бурчаклар мос равишда 1\ ва 
li тугри чизикларнинг Ох укининг мусбат йуналиши 
билан ташкил килган бурчаклари булсин. 50- чизмадан: 
Ф =  Фг'— ф|-

Берилган тугри чизикларнинг бурчак коэффици- 
ентлари =  fe2 =  tg(p2 эканлиги бизга маълум.
Тригонометриядаги маълум формулага кура:

, ,  ,  .

tgVi. tg<P2 ларнинг урнига k\, k> ларни куйиб, 

tg<P =

ctg«» =

fe2—

l + V *2 ' 
i + л,*2
k2 k x

СО Эф  =

формулаларни хосил киламиз. (5.21) формула тугри 
чизиклар перпендикуляр булмаган холда ишлатилади.
(5.21) ва (5.22) формулалардан k\ =  k2 тугри чизик
ларнинг параллеллик, k\-k2 =  — 1 тугри чизикларнинг 
перпендикулярлик шартлари келиб чикади.

1-м и сол.  5х +  г/-)-4 =  0 ва Зх — 2# + 2  =  0 тугри 
чизиклар орасидаги бурчакни топинг.

Е ч и ш .  (5.20) формула ёрдамида топамиз:
5-3+ 1-(-2 )_____ _ 15-2 _  13 _  I

V52+ I2 • Уз2 + (—2)2 V'26 • у'Тз 13 2̂ \J2 '
1 л/2 . г ,

СОЭф =  v'2 =  2 =̂ ф== 5 •

2-м и с о л .  2х — 6y-f5 =  0 ва 2х-+4// — 7 =  0 тугри 
чизиклар орасидаги бурчакни аникланг.

Е ч и ш .  Тугри чизиклар орасидаги бурчакни ф деб 
белгилаймиз. Тугри чизикларнинг берилган тенгламала- 
рини уларнинг бурчак коэффициентли тенгламалари 
оркали ифодалаб, хар бир тугри чизикнинг бурчак 
коэффициентини аниклаймиз:

1 I 5  и  1y = T x + V , А ,=  д .

1 . 7. и •
У 2^ 4 ’ 2
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(5.21) формула ёрдамида топамиз:
1 _  '  _ А

2 3
1

6  Г * I З л=  5 =  — 1. tg<p= — 1=^ф= 4 .tgq>=-
1+ 3~'( _ 2'  6

5-§. Нуктадан тугри чнзиккача булган масофа

Декарт координаталар системасида / тугри чизик 
Ах-\-Ву-\- С =  0 тенгламаси билан ва бу чизикда ётмаган 
Мо(хо; г/о) нукта берилган булсин. Afo иуктадан 1\ тугри 
чизикка перпендикуляр ут- 
казамиз ва уларнинг кесиш- 
ган нуктасини Afi(jci; у\) би- 
лан белгилаймиз (51-чизма).
Af,/Vf0 векторнинг узунлиги М„
нуктадан / тугри чизиккача 
булган масофа дейилади ва уни 
d= p(M o l /) куринишда белги
ланади. п — {А\ В } вектор / тугри 
чизикнинг нормал вектори 
булсин. У холда п ва Af,Af0 
векторлар коллинеар, чунки
п вектор I тугри чизикнинг нормали. Л1,/М0 ва п век
торларнинг скаляр купайтмасини топамиз:

М ]М{)-п=  |М,Л10| • |n|cosf =  ±(>(А10; О- (5.23)

Агар Af,M0 ва п векторлар бир хил йуналишда булса,
Ф =  0° булиб, совф =  1 булади, агар AJ,Af0 ва п
векторлар карама-карши йуналишда булса, ф=180° 
булиб, со5ф= — 1 булади. Буларни хисобга олсак,
(5.23) формула куйидаги куринишга эга булади:

|Af~A«o-nI
<1 =  р(М0\ /)==-

Af,Af„ =  {x0 — х\; у„ — г/,} 
ни эътиборга олсак:

М 1М'0-п =  А(х0 — х])+ В (у и — у 1)=  
=  А х() -f Ву0 — (А х I -f By  1).

10—632

(5.24)

(5.25)
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М\(х\\у\) нукта / тугри чизикка теги шли булгани учун 
4xi +  Si/i4-C =  0 булади. Бундан Ах\ +  Ву\ =  — С ни 
топамиз ва (5.25) га куйсак:

М | М0 • п =  А х0 +  Ву0 С

Лгар |л| =  \JA2 +  B 2 эканини хисобга олсак, (5.24) 
формула куйидаги куринишни олади:

Ufn + S^o+CI
d =  p{m0-,l)= — • (5.26)

V ^  + В 2

(5.26) формула берилган М 0 нуктадан / тугри чизик- 
Кача булган масофани хисоблаш формуласидир.

М и  сол.  Мо (4; 7) нуктадан 8x-(-6i/ — 4 =  0 тугри 
Чизиккача булган масофани топинг.

Е ч и ш .  (5.26) формулага кура топамиз:
*0 =  4, #о =  7, А — 8, В  =  6, С = - 4 ,

18-4 +  7-6 — 41 _  70
Ув2 + 62

/ / АЛ 1\ В -4  +  / - 0  — *| /и  -£/ =  р(М0; / )= —  —==——— —  =  7.

6-§. Т у FpH чизиклар дастаси

Тугри чизиклар дастаси икки хил булади: кесишувчи 
тугри чизиклар дастаси ва параллел тугри чизиклар 
дастаси. Агар

/| : А |х -f- В iy -f- С| =  0, (5.27)
/г : А%х -(- Вчу “Ь Сг =  0 (5.28)

Тенгламалар билан ифодаланувчи тугри чизиклар бирор 
Нуктада кесишса, у холда бу кесишиш нуктаси ор
кали утувчи тугри чизиклар кесишувчи тугри чизик
лар д а с т а с и н и  ташкил килади. Кесишиш нуктаси 
д а с т а  м а р к а з и  дейилади. Кесишувчи тугри чизиклар 
Дастасининг маркази оркали Утувчи тугри чизик 
Куйидаги тенглама билан аникланади:

о(Л,;к +  В,г/ +  С |)+ р (Л 2Х +  В 2*/ +  С2) =  0, (5.29)
бу ерда а  ва р лар бир вактда нолга тенг булмаган хар 
Хил кийматларни кабул килади. Агар а=7^0 булса, 
(5.29) ни куйидаги куринишда хам ёзилади:

А\Х-\- В\у-\-С\-\-’к(Ачх-\- В?у -)- Сг) — 0.
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Агар кесишувчи тугри чизиклар дастаси марказининг 
координаталари (xi; у\) берилган булса, у холда даста 
тенгламаси

куринишда ёзилади.
Агар (5.27) ва (5.28) тугри чизикларнинг йуналти

рувчи векторлари параллел ёки устма-уст тушса, у хол
да шу йуналишдаги тугри чизиклар параллел тугри 
чизиклар дастасини ифодалайди.

М и с о л. x-f у — 2 =  0 ва Зх — 2у — 5 =  0 тугри чизик
лар берилган булсин. Шу тугри чизиклар дастасига 
тегишли ва М  (2; 1) нукта оркали утувчи тугри чизик 
тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Берилган тугри чизиклардан утувчи тугри 
чизиклар дастаси тенгламасини тузамиз:

Бу тенгламага М нукта координаталарини куямиз:
2 +  1— 2 +  А (3 .2-2 .1— 5) =  0,

1 — Я =  0=^Х= 1.
Бу кийматни (А) тенгламага куйиб, изланаётган тугри 
чизик тенгламасини хосил киламиз:

7-§. Тугри чизикнинг нормал тенгламаси

Декарт координаталар системасида тугри чизик 
Ах-^ Ву-\-С =  0 тенглама билан берилган булсин. Агар 
бу тугри чизикнинг нормал вектори п =  {А ; В } бирлик 
вектор булса, яъни /1~-(-В2=1  булса, у холда тугри 
чизик тенгламаси нормаланган тенглама дейилади.

Ах-\- Ву-\-С =  0 тугри чизик тенгламаси нормаллан- 
ган булмаса, у холда унииг чап кисмини N сонига 
купайтириш керак:

>акки, натижада

х-\-у — 2 + А (Зх — 2 у — 5) =  0. (А )

х +  # — 2 +  Зх — 2# — 5 =  0=>4х — # — 7 =  0.

(AN )2 +  ( B N f = \ ^ N =  ± — =
V а 2 + в 2
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Шундай килиб, хар бир тугри чизик учун иккита 
нормаланган тенгламага эга буламиз:

± лх+М + с ^  о  

л/а2+ в2

N сони н о р м а  л Л о в ч и  к у п а й т у в Ч и  дейилади, 
унинг ишораси тенгламадаги озод хад С нинг ишорасига
тескари булади. -yjЛ2 В 2 илдиз п нормал векторнинг
модули булгани учун:

Тугри чизикнинг нормалланган тенгламаси 
Ах-\- Ву-\-С — О (А 2-\-В2=  1) содда геометрик маънога 
эга, яъни

A — n-i =  cosa, B  =  «/ =  cosp, \с\=р

эканлиги 52- чизмадан кури- 
ниб турибди, бунда а  ва р 
бурчаклар 1 ва J  бирлик век
торлар билан п нормал век
тор орасидаги бурчак косинус- 
ларидир. р — координаталар 

х бошидан тугри чизикка ту- 
ширилган перпендикуляр
(нормал) узунлиги. Агар де
карт координаталар система-

сига нисбатан тугри чизик Ах-\- Ву-\-С=0 нормалланган 
тенглама билан берилган ва С < О булса, у холда А ва
В  лар Ох укининг мусбат йуналишида Ор вектори то- 
мон а  бурчакнинг косинус ва синусларидан иборат 
булади:

я =  {Л; B } =  {cosa; sina}.
Шундай килиб, координаталар бошидан утмайдиган 
тугри чизикнинг нормал теигламасини

xcosa -+- ys i na— p =  0

куринишда ёзиш мумкин.
MoUo; у о) нуктадан нормалланган тугри чизиккача 

булган d масофа куйидагича аникланади:
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d= \Axo+ Byo+ C\, (A2 +  B 2= \ )
ёки

d =  | xocosa +  i/osina — p\.
1- м и с о л. Ах — Зу — 10 =  0 тугри чизикнинг умумий 

тенгламасини нормалланган тенглама куринишга келти- 
ринг.

Е ч и ш .  А =4, В = — 3, С =  — 10 булгани учун,
N  нормалловчи купайтувчи

N =  —  1___ — ____ 1 _  1
V А2+ В2 л/Г2 + ( —З)2 5

га тенг булади. Берилган тенгламанинг хамма хадла-
I „  „рини га купаитирсак, берилган тугри чизик тенглама

си ушбу
} х - ± у - 2 =  0

нормал куринишга келади.
2- м и с о л. х -у/3 + у  — б  =  0 тугри чизик учун а огиш

бурчагини координаталар бошидан шу тугри чизиккача 
булган р кесмани аникланг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани нормал куринишга 
келтирамиз:

Л =  V 3, 5 — 1, С =  — 6< 0,

N ~  л [ (Ф ? + \ 2 ~  ^  ~  2 '

Берилган тенгламанинг хамма хадларини N =  — га
2 7

купайтирамиз:

х+ \ у —з=о.

Бундан c o s a = ^ ,  s in a = i  р = — 3 ёки а = 3 0 ° га эга '4' 
буламиз.

М А Ш К Л А Р

1. /1,(3; - 2 ) ,  ЛД5; 6 ), Л3( — 3; 4), /Ц(2; - 2 ) ,  Л5(2; - 1),
/4н(4; 3) нукталар берилган. Бу нукталардан кайси
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бири х-\-у =  1 тенглама билан а н и а д а н г а н  чизикда 
ётишини ва кайси бири ётмаслигини аникланг.

2. Куйидаги чизикларнинг чизмасини ясанг:
\ ) х — у =  0;
2 ) *  +  г/ =  0;
3) *  +  2 =  0;
4 ) х — 3 =  0;
5) г/ +  5 =  0;
6)</-3 =  0;
7) х =  0;
8)у =  0;
9) У* — *У =  0\

Ю) у̂  +  хи — 0;
11) х?— </ = 0;
12) jci/ =  0;
13) t/2— 16 =  0;
]4) х2 — х— 12 =  0;
15) у2 — Зг/ +  2 =  0;
16) у2х — 7ху-\- 10* =  0; 

\7 )у=  |*|; *
18) х =  jyj;
19)«/+ |*| =0;
2 0 ) * +  | г/1 = 0 ;
2 1 )х *+ ^  =  25;
22)2x2 +  3w2 +  5 =  0;
23) 2^  +  / + 1=0;
24) ( * — 3)2 +  (v +  1 )2 =  9.

3. Куйидаги иккита чизикнинг кесишиш нуктасини 
тонинг:

1) х2 +  у2 — 16 ва х — у =  0;
2) х? +  у2 — 8х+4г/+ 16 =  0 ва х-\-у =  0;
3) х2-\-у2— 2х +  4у — 3 =  0 ва х? -\- у1 =  2Ь\
4) х̂  +  у2 — 8*- f 10(/ +  40 =  0 ва х2 +  у2 =  4.
4. О* укидан ft масофада ётувчи нукталарнинг 

геометрик урнини тенгламасини чикаринг.
5. А (3; 6) нуктадан Ох уки билан кесишувчи 

мумкин булган нурлар утказилган. Уларнинг урталари- 
нинг геометрик урни тенгламасини тузинг.

6. 3* — 2 у — 12 =  0 тугри чизикнинг координата 
уклари билан кесишган нуктасини аникланг.

7. A BC  учбурчак томонларининг тенгламалари бе
рилган: 4* +  3у — 5 =  0, х — Зг/+10 =  0, х— 2 =  0. Учбур
чак учларининг координаталарини аникланг.

8. Параллелограммнинг иккита томонинииг тенглама
си 8*  +  Зу +  1 =  0,2jc +  у — 1=0 ва диагоналларидан би- 
рининг тенгламаси 3*-f-2y +  3 =  0 берилган. Ш у паралле
лограмм учларининг координаталарини аникланг.

9. Куйидаги тугри чизикларнинг бурчак коэффици
е н т  k ни ва Оу укини кесувчи Ь кесмасини аникланг:

1) 5*-t/ +  3 =  0;
2 ) 2х +  3у — 6 =  0;
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3) 5х+30 +  2 =  О;
4) Злг-j-2// =  0;
5) у - 3 =  0.

>0. 2х-f Зг/+  4 =  0 тугри чизик берилган. Мо (2; I) 
нуктадан утувчи ва I)  берилган тугри чизикка 
параллел; 2) берилган тугри чизикка перпендикуляр 
булган тугри чизик тенгламаси тузинг.

11. бдг — 2г/+  5 =  0 ва 4дс-|-2г/ — 7 =  0 тугри чизиклар 
орасидаги бурчакни аникланг.

12. 5х — 2/у — 11=0, х +  2у +  Ь =  0 ва х — 2//+1=0 
лар учбурчак томонларининг тенгламалари булса, шу 
учбурчак бурчакларини ва юзини топинг.

13. Тугри чизиклар орасидаги бурчакни аникланг:
а) бх— Зг/ +  5 =  0 ва 2х — б у  — 3 =  0;

х ч , х I ч Iб) т - | = 1  ва 2 +  |g =  1;
\ х У 1 х , у ,в) з ~ у = !  ва у + | - = 1.

14. Оу Укдан 2 бирлик кесма ажратувчи ва 
х — 2i/ +  3 =  0 тугри чизик билан 45° ли бурчак косил 
килувчи тугри чизик теигламасини тузинг.

15. Л(2; 3) ва В (5; 4) нукталардан утувчи тугри чизик 
теигламасини тузинг ва бу тугри чизикнинг координата 
уклари билан кесишиш нукталарини аникланг.

16. а  ва р ларнинг кандай кийматида 
(а — Зр — 2)x-|-(2a+4(i— I )у — За+{5 — 2 =  0 тугри чизик 
Ох укини 3, Оу укини 2 масштаб бнрлигида кесиб утади.

17. Учбурчак учларининг координаталари берилган:
А( — 4; 0); В(4; 6 ) ва С( — 1; - 4 );

а) унинг учала томонининг;
б) С учидан утказилган медианасининг;
в) В  бурчаги биссектрисасинииг;
г) А учидан ВС  томонига туширилган баландлиги- 

нинг генгламасини тузинг.
18. Координаталар бошидан тугри чизикка туши

рилган периендикулярнинг узунлиги р =  4. Бу перпенди
куляр Ох укининг мусбат йуналиши билан а =  30° ли 
бурчак \осил килади. Тугри чизикнинг нормал 
теигламасини тузинг.

19. А (3; —4) нукта координаталар бошидан тугри 
чизикка туширилган перпендикулярнинг асоси» Тугри 
чизикнинг нормал теигламасини тузинг.
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20. /4(3; 5) нуктадан 3х-)-4г/ — 3 =  0 тугри чизиккача 
булган масофани топинг.

21. 5 *— 12у — 12 =  0 тугри чизикка параллел булиб, 
ундан 4 масштаб бирлик узокликда ётувчи тугри чизик 
тенгламасини тузинг.

22. /4(5; — 1) нуктадан хамда 2х — 3#-f-2 =  0 ва 
у — 4 =  0 тугри чизикларнинг кесишиш нуктасидан 
утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.

23. 4х— 2#-f5 =  0 ва 3.V-}-4#-f-1 =  0 тугри чизик
ларнинг кесишиш нуктасидан утувчи хамда 
1х— Зг/-|-5 =  0 тугри чизикка параллел булган тугри 
чизик тенгламасини тузинг.

24. Зх— // =  0 ва x-f-4# — 2 =  0 тугри чизикларнинг 
кесишиш нуктасидан утиб, 2x-f-7# =  0 тугри чизикка 
перпендикуляр булган тугри чизик тенгламасини тузинг.

25. 2х +  3у — 12 =  0 ва 3*4-2#— 12 =  0 тугри чизик
лар орасидаги бурчаклар биссектрисаларининг тенгла- 
маларини тузинг.

26. Квадратнинг бигта учи А( — 1; 1) нуктада ётади. 
Унинг диагоналларидан бири x-f-7у — 31=0 тугри чизик 
билан устма-уст тушади. Квадратнинг томонларини ва 
иккинчи диагонали тенгламасини тузинг.

27. Квадратнинг икки карама-карши учлари .4(1;
4) ва С(5; 2) нукталарда ётади. Колган иккита учининг 
координаталарини топинг.

28. Параллелограммпинг икки кушни томонларининг 
тенгламалари х— 2# =  0; х — # — 1= 0  ва диагоналлари- 
нинг кесишиш иукгаси (3; — 1) булса, унинг колган 
томонларининг тенгламасини тузинг.

29. 2х — # — 2 =  0 ва х-\-2у— 11=0 тугри чизиклар
нинг кесишиш нуктасидан хамда координаталар боши- 
дан 5 бирлик узокликдан утувчи тугри чизик тенглама
сини тузинг.

30. х — 3# =  0 тугри чизикка параллел булган 
хамда Зх — 2#— 1=0 ва 4х — 5 # + 1 = 0  тугри чизиклар
кесишиб, юзи у  кв. бирликка тенг булган учбурчак

хосил киладиган тугри чизикнинг тенгламасини ту
зинг.



6-БО Б

Ф АЗО Д А Т Е К И С Л И К Л А Р  ВА T Y F P M  Ч И З И К Л А Р  

!-§. Текисликнинг турли тенгламалари

I. Т е к и с л и к н и н г  н о р м а л  в е к т о р и . Б е р и л 
г ан  н у к т а  о р к а л и  у т у в ч и  т е к и с л и к  т е н г 
л а м а с и

Фазода Q текислик ва унга перпендикуляр булган 
я={/4; й; С} вектор берилган булсин, п ф О вектор 
Q текисликнинг н о р м а л и  дейилади.

Х,ар кандай текислик фазода узининг бирор АЦхо, 
уо, 2о) нуктаси ва п нормалининг берилиши билан тула 
аникланади.

Берилган нукта оркали утувчи ва п нормал векторга 
эга булган Q текислик теигламасини келгириб чик,ара- 
миз. Q текислигида ихтиёрий М(х\ у :; г) нукта олиб, уни
Мо билан бирлаштириб, 7Ю Т  векторни хосил киламиз
(53-чизма). Q-Ln булгани учун ЛЬМ_1_я булади.

Уларнинг скаляр купайтмаси нолга генг булади: 
-п =  0.

М[)М =  {* — х0;у — уа\г — г0}
булгани учун МцМ • п =  А(х — хо)-\- В (у  — уо)-\- C(z — Zo) 
булади. Демак, Q текислик ихтиёрий М(х\ у ; z) нуктаси- 
нинг координаталари

А(х — х0) +  В (у  — y0) +  C(z — zo)=0 (6.I)
тенгламани каноатлантиради.
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l -мис ол .  Afo (1; —2; 3) нукта оркали утувчи ва 
п =  {2; 1;4}векторга перпендикуляр текислик тенгламаси
ни тузи н г.

Е ч и ш .  Масала шартидан: jco=I; г/о =  -— 2; го^=3 ва 
А =  ‘2, 5 = 1 , С =  4. Бу кийматларни (6.1) га куямиз.

2 (x - l )+ l ( y + 2 )  +  4 (z - 3 )= 0
Изланаётган текислик тенгламаси ушбу куринишда 
булади:

2 x+ y +  4 z - l2  =  0.
2. Т е к и с л и к н и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и  
х, у, ва 2 узгарувчили биринчи даражали

A x + B y  +  Cz-\-D =  0 (6.2)
тенглама берилган булсин, бунда Л, В , С коэффициентла- 
ридан камида биттаси нолдан фаркли деб фараз 
киламиз. Аниклик учун Л=^0 деб, (6.2) тенгламани 
куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

л (х + | )+ В ( у - 0 )  + С (г-0)= 0. (6.3)

(6.3) тенглама ^ ;0;0  ̂ оркали утувчи ва п =  {А\

В\ С} нормал вектори булган текислик тенгламаси 
булгани учун (6.2 ) хам текислик тенгламаси булиб, 
унга текисликнинг у м у м и й  тенгламаси дейилади.

(6:2) текисликнинг умумий тенгламасига кура унинг 
координата укларига нисбатан жойлашуви тугрисида 
фикр юритиш мумкин:

а) агар D =  0 булса, (6.2) Q текислик координаталар 
бошидан утади;

б) агар Л =  0 б^лса, (6.2) текислик Ох укига 
нараллел, В =  0 булса, Q текислик Оу укига параллел, 
С — 0 булса, Q текислик Oz укига параллел булади.

Худди шунингдек, куйидаги холлар хам булиши 
мумкин:

Л = 0  о  <?||(Ojc), Л =  0  =  0 о  Q=>(Ox)\
В  =  0 Q UO y), B  =  D =  0 о  QzD(Oy)\
С =  О О  QW(Oz), С =  1) =  О -о- QrD(Oz)-

в) агар Л =  В  =  О, С Ф 0 булса, Q текислик Оху 
текисликка параллел булади. Хусусий холда
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0  =  0 булса, (.6.2) тенглама z =  0 дам иборат булиб, бу 
хОу текислик тенгламасидир. Шунга ухшаш, х =  —

тенглама Oyz текисликка параллел булган Q те- 
кисликнинг тенгламасини беради, х =  0 тенглама эса Oyz 
текисликни ифодалайди. у =  Ь эса (^||(Ojcz) текисликни, 
у =  0 эса Oxz текисликни ифодалайди.

3. Т е к и с л и к  у з и н и н г  М^хо; у0\ Zo) н у к т а  с и 
ва  шу  т е к и с л и к к а  п а р а л л е л  б у л г а н  и к к и т а  
н о к о л л и н е а р  р =  { аг, 0,; 71}, q =  {a2\ fa  72} 
в е к т о р л а р н и н г  б е р и л и ш и  б и л а н  ту  л и к  
а н и к л а н а д и .

Текисликда ихтиёрий М(х\ у\ z) нукта олиб MqM 
векторни хосил киламиз. AfoAt вектор р, q векторлар 
билан компланар булади. Векторлар компланар булса, 
у холда уларнинг координаталаридан тузилган учинчи 
тартибли детерминант нолга тенг булади:

х — х0 у — уо z — z0 
«I Pi Vi =  0. (6.4)
(Ц Р2 Y2

(6.4) тенглама берилган нуктадан утиб, берилган 
ноколлинеар икки векторга параллел булган текислик 
тенгламаси деб аталади.

2-мис ол .  Afo (3; 2; 2) нуктадан утиб, р =  {2; 4; 3}; 
<? =  {1; I; 2} векторларга параллел булган текисликнинг 
умумий тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Масала шартига кура (нукта координатала
ри):

*о =  3; 2о =  2; zo =  2,
а ,=2; р, =  4; Vi =  3
аг=1; 02 =  1; 72 =  2.

Бу кийматларни (6.4) формулага куйиб, куйидаги 
учинчи тартибли детерминантга эга буламиз:

х — 3 у — 2 2 — 2
2 4 3 =0.
1 I 2

Детерминантни хисобласак, текисликнинг изланган 
умумий тенгламасига эга буламиз:

5* — у — 2 z — 9 = 0.
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4. Т е к и с л и к н и н г  н а р а м е т р и к  т е н г л а м а с и .  
Берилган МоМ, р, q векторлар бир текисликда ётган 
булсин, у холда улар узаро чизикли богликли 
булади, яъни

МоМ — tp +  nq,(t, n£R), (6.5)

бу ерда /, п сонлар параметрлардир.
МоМ = {х  — дго; у — Уо, z — zo),

pt =  t{a.\. Pi; yi} =  {/cxi; f0i; /71}, 
nq =  n{cea; p2; Y2}={not2; лрг; пуъ} 

булгани учун
(х — x0)~i +  (у  — y0j j  +  (z — z0)k =  ( ta, -+ no,)/ +

-h(/p, +  np2)/ +(*Yi 4-
бундан

x = x r, {-а,/ -ЬоьгЛ,
0 = 0 o + P .' +  M ,  (6-6)
z =  z0 +  y lt +  y2n.

(6.6) — текисликнинг параметрик тенгламаси деб ата
лади.

5. У ч  н у к т а д а н  у т у в ч и  т е к и с л и к  т е н г л а 
маси .  Бир текисликда ётган учта нукта текисликнинг 
вазиятини тула аниклайди.

M\(x\,y\,Z\), М 2 (Х2 ,у2\г2), Мз (хз;уз;гз) 
нукталар берилган булсин. Агар M o= M i, р =  М 1М 2, 
q =  M ,M 4 деб олсак,

М ,М 2= { х2 — х ,; у2 —  уй  Z2 —  Z|},

M,Af3 =  {x3 — xi; уз у |; z3 — z,}

булиб, Мо нуктадан утувчи р, q векторларга параллел 
булган текисликнинг (6.4) тенгламаси куйидаги кури- 
нишни олади:

X — X, У — У, Z  —  z, 
х2 Х\ Уч— У\ z2 — Z, 
Хз —  х , Уз — Ух Z3 —  Z,

=  0. (6.7)
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Бу уч нуктадан утувчи текислик тенгламасидан ибо- 
ратдир.

3-мис ол .  М,(1; 2; 3), — 3; 4), М 3 (2; 0; 1) 
нукталардан утувчи текислик тенгламасини тузинг.

Е  ч и ш. (6.7) формулага кура:

* — 1 у — 2 z — 3 х — 1 у — 2 2 — 3
— 1 — 1 3 - 2  4 - 3 =  0 => - 2  1 1 =  0

2 - 1  0 - 2  1 - 3 1 - 2  - 2

Бундан изланаётган текислик тенгламасига эга буламиз:
У — 2 + 1= 0.

6. Т е к и с л и к н и н г  к о о р д и н а т а  у к л а р и д а н  
а ж р а т г а н  к е с м а л а р и  б у й и ч а  т е н г л а м а с и .

Q текислик координаталар бошидан утмасин ва Ох, 
Оу, Oz укларни мос равишда Af|(a;0;0), Мг(0;6;0), 
Мз(0;0;с) нукталарда кесган булсин. Бу холда
(6.7) тенглама куйидаги куринишни олади:

х — а у z
— а b 0
— а 0 с

=  0.

Бу детерминантни хисоблаймиз:
Ьсх +  асу +  abz =  abc. 

Тенгликнинг барча хадларини abc га буламиз:

-  +  а (68)

(6.8 ) — текисликнинг координата укларидан ажрат(.'н 
кесмалари буйича тенгламаси дейилади.

4- мис ол .  Зх +  2 у — 5 z — 30 =  0 текисликнинг коорди 
ната уклари билан кесишиш нукталарининг координа
таларини топинг.
■ Е ч и ш .  Берилган текислик тенгламасини (6.8 ) кури
нишга келтирамиз, бунинг учун унинг хадларини 30 га 
буламиз:

3* 2У _  5г 
30 30 30 1 = 0
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ёки

~ = \ .

Демак, текислик Ох укини (10; 0; 0), Оу укини 
(0; 15; 0), Oz укини (0; 0; —6 ) нукталарда кесади.

5-ми сол.  Тенгламаси бх-f 2у — 32 — 6 =  0 булган 
текисликни ясанг.

Е ч и ш .  Бунинг учун аввало текисликнинг координата 
уклари билан кссишган нукталарини топамиз. Агар 
текислик тенгламасига у =  0 ва 2 =  0 кийматларни 
куйсак, унинг Ох ук билан кесишган нуктаси 
топилади, яъни

6jc 2*0 —J— 3,0 — 6 =  0 =>- х =  1.

Шунга ухшаш, х =  0, 
у =  0 деб 2 =  2, х =  0,
2 =  0 деб у — 3 ни топа
миз. Шундай килиб 
берилган текислик 
М |(1; 0; 0 ), Щ О ; 3;
0 ), М3(0; 0; 2) нукта
лар оркали утар экан.

Ш у нукталарни ко
ордината укларидан 
топиб, бу нукталардан 
утадиган текисликни 
ясаймиз (54- чизма).

Энди текисликнинг масалалар ечишда зарур булади- 
ган айрим тенгламаларини келтириб утамиз.

1. r-n-\-D =  0 куринишдаги тенглама текисликнинг 
вектор шаклдаги тенгламаси дейилади. Бунда г вектор 
текисликдаги ихтиёрий М(х\ у, г) нуктанинг радиус- 
вектори, п — {А ; В; С} берилган Ах-\- By Cz-\- D =  0 те- 
кисликка перпендикуляр булган вектор.

2. xcosa +  ycosp -f-2cosy — р =  0 куринишдаги тенг
лама текисликнинг нормал тенгламаси деб аталади. 
Бунда р —  координаталар бошидан текисликка туши- 
рилган перпендикулярнинг узунлиги, cosa, cosfi, cosv бу 
перпендикулярнинг Ох, Оу, Oz координата уклари билан 
хосил килган бурчакларининг косинуслари.

3. п°-г — /? =  0 куринишдаги тенглама текисликнинг 
вектор шаклдаги нормал тенгламаси дейилади. Бунда

158



7;0={cosa; cosfi; cos-y} берилган текисликка перпендику
ляр бирлик вектор.

4. (6.2) умумий тенгламани нормал шаклга келтириш 
учун унинг хамма хадларини нормалловчи купайтувчи

булади. Агар D<. О булса, унг томонда мусбат, 
D >  0 булса, манфий ишора олинадн.

5. п(г — Г|) =  0 куринишдаги тенглама берилган
нукта оркали утувч-и _ текисликнинг 

вектор шаклдаги тенгламаси. Бунда 7 текисликнинг 
М(дс;#;2') нуктасинннг радиус-вектори, 7\ берилган 
М\(хй уй Zj) нуктаснниг радиус-вектори.

6. [(г — Г |) (гг — г\) ] -(гз — г\)=0 куринишдаги 
тенглама берилган Mi, Мо, Мз нукталардан утувчи 
текисликнинг вектор куринишдаги тенгламаси. Бунда 7и 
гч, г3 векторлар мос равишда Mi, М-2, М3 нукта- 
ларнинг радиус-векторлари.

7. Берилган М х(хй уй Zi) нукта оркали утиб, 
берилган Ах-\- By-\-Cz-\- D =  0 текисликка параллел 
булган текислик тенгламаси:

Фазода декарт координаталар системасида узаро 
кесишувчи Q, ва Q2 текисликлар куйидаги тенглама- 
лари билан берилган булсин:

N = ±  •

л[а 2+ в 2+ с2

га купайтириш керак. Бу холда

cosa— ±
У/12+ б2 + С2 ’

в

С Dг  ; р — zfc
у[ а 2+ в 2+ с2 V ^ +  82+-С2

А(х — х,) 4  Н(у — у ,)-f С(z — zi) =  0.

2-§. Икки текислик орасидаги бурчак. 
Икки текисликнинг параллеллик ва 

перпендикулярлик шартлари

Pi: AiX-\~ Biy-\-CiZ-\-Di =  0, 
Q2' A 2X 4  B'2у 4  C%z 4  D% =  0.

(6 9) 
(6.10)
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Икки текислик орасидаги бурчак деганда бу те
кисликлар ташкил килгаи кушни икки ёкли бурчак- 
лардан бирини тушунамиз (55-чизма). Q\ на Q2 
текисликлар Е Е  чизик буйича кесишади. Е Г  устида 
ихтиёрий А нуктани олиб, ундан утувчи ва Qi

В

текисликда ётуичи Л В ±  ЕЕ , Q \ текисликда ётувчи 
АСА-ЕГ  чизикларни утказамиз. illy  А В  ва АС  чизиклар 
орасидаги бурчак Q\ ва Qi текисликлар орасидаги 
текис бурчак ср булади. Лгар п\, пг векторлар мос 
равишда Q\, Qi текисликларнинг нормал векторлари 
булса, у холда бу икки текислик орасидаги бурчак 
7Г|=Мг, Вй С J  ва п2= {А ъ  й2; С2} нормал 
векторлар орасидаги бурчакка тенг булади.

Бизга маълумки, икки вектор орасидаги бурчак 
куйидаги формула буйича топилади:

- А- П\'П2
COStp =  COS(«i,rt2) =  | . -“ Г Iп\ I 1Л2‘

ёки
A lAi + B lB i + C lC2 

coscp =  — г —— 7̂ ——— • V0 1 1 >
л/42 + й24С2 • л) а\ + в \ (-С2

(6.11) формулада cosq) =  0 булса, у холда иккита 
текислик узаро перпендикуляр булади ва бундан
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А\А%-\- В\В2~\- С1С2 =  О (6.12)

га эга буламиз. (6.12) формула иккита текисликнинг 
перпендикулярлик шарти булади.

Энди Q1 ва <?г_ текисликлар параллел булсин, 
у холда уларнинг ri\ ва Яг нормал векторлари хам 
параллел булади.

Бизга маълумки, параллел векторлар учун п, =  кп2 
муносабат уринлидир. Бундан

булардан

тенгликларга эга буламиз. (6.13)— икки текисликнинг 
параллелик шартидир.

М и с о л .  Зх— 5i/ +  6z — 9 =  0 ва 5х-f-6//-f~ 3 z 10 =  0 
текисликлар орасидаги бурчакни топинг.

Е ч и  ш. Биринчи текислик тенгламасидан

иккинчи текислик тенгламасидан
/4г =  5, Вг =  6; Сг =  3

ларни аниклаб, бу кийматларни (6.11) формулага 
куямиз:

А | =  ЯЛ г, В| =  ЯВг, С| =  ЯСг,

/41 =  3; В | = — 5; Ci =  6,

3-5-6 - (-5 )+ 6 -3  33_ 
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3-§. Учта текисликнинг кесишиш нуктаси.
Нуктадан текисликкача булган масофа

Учта Q ,, Q‘2, Q3 текислик тенгламалари билан 
берилган булсин. Бу текисликларнинг кесишиш нуктаси- 
ни топиш учун уларнинг тенгламаларидан тузилган 
куйидаги уч номаълумли учта чизикли тенглама 
системасини ечиш керак:

А {х -\-В ху-\- CjZ + D, =0,
• А.2х-\- B 2y-\-C2z-)-D2 =  0, (6.14)

Азх ~\~ В >У +  CjZ +  D3 =  0.
Агар (6.14) системанинг детерминанти

А, в, С,
2̂ в2 с2 Ф  о

Вз Сз
булса, у холда система ягона ечимга эга, яъни учта 
текислик битта нуктада кесишади.

1-м и сол.  Куйидаги текисликларнинг кесишиш нук- 
тасини топинг:
2х — 3j/ +  z-(-2 =  0, 3x +  4# +  2z — 5 =  0, x +  y +  3z+  1 =0.

Е ч и ш .  Бу тенгламалардан куйидаги системани 
тузиб, уни ечамиз:

2х — 3у+  z +  2 =  0,
Зх +  4г/ +  2г — 5 =  0,

. * +   ̂+  3 z + l= 0 .
С истем а ечими 

х =  1, у =  1, z =  — 1.
Демак, текисликлар 
Af(l; 1; — 1) нуктада 
кесишар экан.

Энди фазода декарт 
координаталар систе- 
масида берилган
Мо(*о; «/о; 20) нукта 
билан Q: Ах-\-Ву-\- 
+  Cz +  D =  0 текислик 
орасидаги масофани 
топиш формуласини 
чикарамиз. Бунинг



учун Мо нуктадан текисликка туширилган перпендику- 
лярнинг асоснни M(x\,y\,Z\) билан белгилаймиз 
(56- чизма).

d =  f>(Af, М0) =  р(Мо, Q)
биз излаётган масофа булади. Текислик ̂ тенгламасидан 
бизга маълумки, унинг нормал вектори п =  {А\ В\ С} га 
тенг. п ва ММо векторлар узаро коллинеар векторлар- 
дир. Бу векторларнинг скаляр купайтмасини топамиз:

М М0-п= \М /Ио1 |«|cos(M ЛЬип)=()(Мо, Q )- |я|,
\м7м-п\

d =  p(Mt), Q ) =  . (6.15)
(6.15) формулами координаталарда ифодалаймиз:

М Mo-h— A(xo— X\)+B(yo — y\)-\-C(zo— Z\) =
Л-to-f- Вуо-\- Czq — (Axi -(- Byi -)- Czi).

M нукта берилган текисликда ётгани учун 
Ax\ +  By\-{-Cz\-\-D =  0 булади ва бунда н 
Ах\-\- By\-\-Cz\ =  — D. У холда, скаляр купайтма
нинг киймати

М Мо-п =  Аха-\- Byo-\-Czo-{- D
ва

\п\ =  у]А* +  &  +  (*

эканини эътиборга олсак, (6.15) формула
Л I  АЛ П \  \ Лха + В Уо +  С г О + ° \  /сd = p (M 0, Q) =  —  = = = = = --- (6.16)

Л/А2+В2+С2

куринишга келади. (6.16) формула берилган нуктадан 
текисликкача булган масофани хисоблаш формуласи- 
дир.

2-ми сол.  Мо (2; 1; 0) нуктадан 2х — t/-f-22 +  3 =  0 
текисликкача булган масофани топинг.

Е  ч и ш. Берилишига кура:
х0 =  2; у0=  1; 2о =  0;

А =  2; В  — — 1; С =  2; D =  3.
Буларни (6.16) формулага куямиз, у холда

d =  p (М 0< Q) =  № -±1+2-0,+3\ =  6 2 
'\/22+ (-1 )2 + 22 3
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Демак, Мо нуктадан Q текислнккача булган масофа 
d =  2 бирликка тенг экан.

4-§. Фазода тугри чизик тенгламасининг 
берилиш усуллари

1. Т у г р и  ч и з и к н и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и  
Тугри чизик иккита Qi ва Q2 текисликларнинг

кесишиш чизиги сифатида берилиши мумкин. Бу те
кисликларнинг тенгламалари берилган булсин:

Q i ;M i* +  fi|*/ +  C|Z +  D, = 0 , (6 17)
QoA A i*  +  В 2у C2z -(- D2 =  0.

Агар бу текисликлар параллел булмаса (яъни уларнинг 
нормал векторлари коллинеар булмаса), у холда
(6.17) система тугри чизикни (иккита текисликнинг 
кесишиш чизйги) аниклайди. (6.17) тенглама тугри 
чизикнинг умумий тенгламаси дейилади.

2. Т у г р и  ч и з и к н и н г  в е к т о р  ва п а р а м е т 
р ик  т е н г л а м а л а р и

Тугри чизик узининг Мс(хо\ уо; го) нуктаси (тугри 
чизикда ётувчи), йуналтирувчи s =  {m; п\ р} вектори- 
нинг берилиши билан аникланади (57- чизма). / тугри

чизикнинг ихтиёрий М (х\ у\ г) нуктасини олиб, МоМ 
векторни хосил киламиз. Бу МоМ ва s векторлар кол
линеар булгани учун:

М0М =  tS ( i£ R ).  (6.18)
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• 4 Г. • tu  ‘

Агар ОМо=Го,ОМ =  г деб олсак ва чизмадан 
М М '= О М - О М ,  экаплигини хисобга олсак, (6.18) ни 
куйидагича ёзиш мумкин:*»

/ W 0 +  /£ (6.19)
(6.19) тенглама тугри чизикнинг вектор тенгламаси 
Дейилади. М ва М0 нукталар радиус-векторларининг

ОМ =  xi -f- y j -f- zk,
OM0= xqi -f- yuj -)- Zok, 
ts =  lmT+tn]-{-tpk

кийматларини (6.19) формулага куямиз ва икки 
векторнинг тёнглик хоссасига кура

x =  xn+m t, ч , -

- : ■ ; т
тенглнкларни хосил киламиз. (6.20) куринишдаги 
тенгламалар системасига тугри чизикнинг параметрик 
тенгламалари дейилади, / узгарувчи параметр дейилади.

3. Т у г р и  ч и з и к н и н г  к а н о н и к  т е н г л а м а 
си

(6.20) тенгламалар системасидан / иараметрни
топэмнз:

1= —— 5 /=  У^ °  ! —
т  ’ п р

Бундан
х~ хп У — Уп г — гп
~ ~  =  =  т— i  . (6.21)т  т  р

(6.21) Тенглама тугри чизикнинг каноник тенгламаси 
дейи-13ДИ- о

Хусусии холда, s йуналтирувчи вектор бирлик вектор 
булГ*нДа, яъни

s =  Tcosa +  Jcosfi +  fecosv 
брей-У холда (6.21) тенглама

х~ хо У — Уо г — г0



Тугри чизик координаталар укидан бирига, масалан, 
Ох укка перпендикуляр булсин. У  холда т  — 0 булиб,
(6.20) параметрик тенгламалар куйидаги куринишни 
олади:

х =  х0,

У=Уо +  п1>
Z = z 0 +  pt.

Бундан t нараметрни йукотиб, тугри чизикнинг 
куйидаги куринишдаги тенгламасига эга буламиз:

( х — хо= 0
{ У~Уо 2 2о

Бу холда тугри чизик тенгламасини формал равишда 
куйидагича каноник куринишда ёзишга келишиб ола
миз:

*  _  У — Уо _  z~ го
О п р

Шунга ухшаш, тугри чизикнинг
У -У  о 2~ го

О ~~ 0 ~  р

каноник тенгламасига х =  Хо, У =  Уо тенгламалар билан 
берилган тугри чизик мос келади. Бу тугри чизик Oz
укка параллел, хусусан, =  у  тенглама Oz

укнинг каноник тенгламасидир.
4. И к к и  н у к т а д а н  у т у в ч и  т у г р и  ч и з и к  

т е н г л а м а с и .
Декарт координаталар системасида M^xo\yo\zo) ва 

M\(x\,y\\Z\) нукталар берилган булсин. Бу нукта
лардан утувчи тугри чизик тенгламасини топиш учун 
M0Mi векторини чизиб оламиз. Бу вектор M0M i= {x
I — jc0; у\— уо\ 2| — zo} га тенгдир.___Агар тугри
чизикнинг йуналтирувчи векторини s =  MoM деб олсак, 
у холда (6.21) формула куйидаги куринишни олади:

д  = — (6 22)
xi~ xo У1-У0 zi ~ zo
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(6.22) формула Мо ва М i нукгалардан утувчи т^гри 
чизик. тенгламаси дейилади. Бу формулани

■ *= V4-(*r— *о)*.
У =  Уо+(У 1 — Уа% (6.23)
z =  z0 +  (z l — z0)l

куринишда хам ёзиш мумкин. (6.23) — икки нукта 
оркали утувчи тугри чизикнинг нараметрик куринишда- 
ги тенгламасидир.

1-мисол.  Ми (3; 4; 1) яуктадан утган ва йуналти
рувчи вектори s =  { l;  2; 3} булган тугри чизик тенглама- 
сини тузинг.

Е ч и ш. Мнсол шартига кура:
*о =  3, г/о=4, 2о — 1, m = l,Vz =  2, р =  3.

Бу кийматларни (6.21) формулага куйсак, излана
ётган тугри чизик тенгламаси хосил булади: 

х —  3 у — 4 2 — 1
1 — 2 ‘ 3 ’

2-ми сол.  М\( — 3; 1; 2) ва /Иг(8; — 2; 5) нукта
лардан утувчи тугри чизик теигламасини тузинг.

Е  ч и ш. Берилган икки нукта оркали утувчи тугри 
чизик тенгламаси (6.20) га М\ ва Мг нукталарнинг 
координаталарини куйсак,

* + 3 у — 1 _  z — 2
8 +  3 —  - 2 - 1  —  ,5— 2

ёки
JC +  3 2— 1 2 — 2 
_ 11 — '- 3  — 3~

тугри чизик тенгламасига эга буламиз.
f 2х — 3 у — Зг — 9 =  О,

3-м и с о л .  \[ х — 2 у+  2 +  3 =  0

система билан берилган тугри чизик теигламасини 
каноник шаклга келтиринг.

Е ч и ш. Берилган куринишдаги тугри чизик тенглама- • 
сини каноник куринишга келтириш учун бу тугри
чизикка тегишли бирор нуктани ва 5 йуналтирувчи 
векторни аниклаш керак. Берилган тугри чизикка
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тегишли Мо нуктанинг координаталарини топиш учун 
координаталаридан ихтиёрий бирини нолга тенглаймиз. 

Масалан, z =  0 булсин. У холда берилган тенглама
(2х  — 3# =  9,
\ х - 2 у = - Ъ

куринишда булади. Бундан х =  27 ва у =  15 ларни 
топамиз. Демак, тугри чизикнинг нукталаридан бири 
Мо (27; 15; 0) экан. Тугри чизикнинг йуналтирувчи 
Т векторини

«I = {2; — 3; — 3} ва п2 =  {1; — 2; 1}
нормал векторларнинг вектор купайтмасидан

S=|/7|, п21
ёки

т:п:р =
В с С А А В  I
в, с, С, л, л, в, 1

проиорциядан аниклаш мумкин. 
Бундан

-3 -3
т:п:р  =

- 3  2 2 - 3
1 1 1 - 2

- 2  1 

= ( — 9):( — 5):( — D-

Демак, тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори s =  
=  {9; 5; 1} ва (6.21) формулага кура унинг тенгламаси 

х — 27 у — 15 г
9 —  5 ' 1

куринишда булади.
4-мис ол .  Координата уклари билан а= 6 0 °; р =  45°; 

7 = 120°  бурчаклар ташкил этувчи ва Мо ( — I; 0; 5) 
нуктадан утувчи тугри чизикнинг каноник ва пара
метрик тенгламаларини тузинг.

Е ч и ш .  Изланаётган тугри чизикнинг йуналтирувчи 
вектори s ни бирлик вектор деб олиш мумкин. Унинг 
координаталари йуналтирувчи косинусларидан иборат 
булади, яъни

s=Tcosa-j-/cosp -f ftcosv =  7cos60° +  /cos45° -+- 
+  Scosl20e =  +  -y  '  ' T/ -  2 k-
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(6.21) формуладан фойдаланиб тугри чизикнинг 
каноник тенгламасини топамиз:

х+1 у —0 г —5
1 — j/2 ~  _  _l  

• 2 2 2

>ёкн хамма махражини 2 га купайтирсак,
* + 1 _  _  z — 5

1 _  V2 _  -1 ’ 

топилган нисбатларнинг хар бирини t га тенглаб:
/= *± J>/= J L  /= г - 5

1 ’ V2 ~ 1

тугри чизикнинг куйидаги нараметрик тенгламасига эга 
буламиз:

х = — 1 +  /; г/ =  л/2 /; z =  5 — t.

5-§. Икки тугри чизик орасидаги бурчак.
Тугри чизикларнинг параллеллик ва 

перпендикулярлик шартлари

Фазода иккита
х—х1 _  у —у х _  Z — Z,

/И| Wj Pj
ва (6.24)

X — *2 У  — ^2 _  Z —  Z2

ATt 2 /?2

тугри чизик берилган булсин. Икки тугри чизик 
орасидаги бурчак деб бу тугри чизикларнинг йуналти
рувчи векторлари орасидаги бурчакка айтилади.

Биринчи тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори 
пй р\\ иккинчи тугри чизикнинг йуналти

рувчи вектори s-2 = {m 2 «2; Р 2 } булсин. У  холда иккн 
т^гри чизик орасидаги бурчак икки вектор орасидаги 
бурчак каби

S S  /п,/п2 +  «,/12+ р,/»2

, -  15,115,1 -
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формула ёрдамида аникл а пади. (6.25) формуладан эса 
куйидаги келиб чикади:
S1J-S2 булса гп\ГП2 -\-П]П2 ~\-р\р2 — 0 булиб, тугри 
чизиклар перпендикуляр булади. s j s 2 булса,

П\ Р\— —  =  —  булиб, тугри чизиклар параллел булади.
'• x-iX.2 i  + 21- м и сол. —  =  9 =  3 ва 2 =

у + 1 z~  1 «■ 4' =  — :—  тугри чизиклар орасидаги бурчакни то-о 1
пинг.

Е ч и ш .  Берилган тугри чизикларнинг мос йуналти
рувчи векторлари

S' 1 =  { — 1; 2; 3} ва s?= {2; 3; 1}
булгани учун (6.25) формулага кура 1 -

-  1-2 +  2-3+3-1 -7/ Г
СО Ьф

совф =  у  => ф =  60°.

2-ми сол. М\ (4; 1; 2) нукта оркали утувчи 
л+1 _  //+1 _  z , Jf—2 _  у- 3 _  г-5  

2 — 3 — 4 83 Я ~  2 ~  2 
тугри чизикларга перпендикуляр тугри чизик тенглама- 
сини тузинг.

Е ч и ш .  Берилган М\ нукта оркали утувчи тугри 
чизик теигламасини ёзамиз:

х — 4 _ у — I _ г — 2
т  п р

Бу тугри чизикнинг s — {m\ п\ р} йуналтирувчи вектори 
сифатида берилган тугри чизикларнинг

Si =  27+3/4-4# ва «2 =  37+ 2/+ 2%
йуналтирувчи векторларига перпендикуляр булган век
торни олиш мумкин. Шунинг учун s векторни s 1 ва s2 
векторларнинг вектор купайтмаси деб оламиз:

S  =  [ 3 „ S 2] =
i j  k
2 3 4
3 2 2

- 2 ( 4 8 / - 5 l
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Бундан: т =  — 2, л =  8, р =  — 5. Бу кийматларни урнига 
куйиб изланаётган тугри чизик тенгламасига эга 
буламиз:

х — 4 _  у — 1 __ 2—2

- 2  ~  8 —  - 5  '

6- §. Фазода тугри чизик ва текислик

Фазода

/. _  z~ zi
т  п р

тугри чизик ва
Q: ,4* +  %  +  Cz +  Z) =  0 (6-26)

текислик берилган булсин. I тугри чизикнинг йуналти
рувчи вектори s =  {m\ п\ р }, Q текисликни нормал вектори 
эса п =  {А\ В\ С} булади.

Кандай шарт бажарилганда / тугри чизик билан 
Q текислик узаро параллел ва перпендикуляр булишини 
курсатамиз.

а) Агар / тугри чизикнинг s йуналтирувчи вектори ва 
Q текисликнинг п нормал вектори коллинеар булса, 
у холда IA-Q булади, яъни n =  is булиб, бундан

А == ml, В  =  nt, С =  pi
ёки

А _  В_ _  С 
т  п р

келиб чикади.
б) Агар s ва л векторлар) узаро перпендикуляр булса, 

у холда /||Q булади ва s-n= 0 (скаляр купайтма) булиб, 
бундан

А т  -(- Вп  +  рС  =  О
га эга буламиз.

Энди I т^гри чизик билан Q текисликнинг кесишиш 
нуктаси координаталарини топишни к^райлик. / тугри 
чизикнинг параметрик тенгламаларини ёзиб оламиз:
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У =  У, +nt, (6.27)
z =  z, +  pt.

I параметрнинг хар бир кийматига тугри чизикнинг 
битта нуктаси мос келади.

(6.27) дагн х, у, z ларнинг кийматларини (6.26) га 
куйсак, t параметрнинг кийматини топиш мумкин 
булган тенглама хосил булади:

(Am +  Bn +  Cp)t +  (Ax, +  By, +  Cz, +  D ) =  0. (6.28)
Бу тенгламани текширамиз. Бунда куйидаги холлар 
булиши мумкин:

1) / тугри чизик ва Q текислик параллел булмасин. 
У холда текисликнинг нормали п — {А-, В; С} ва т^гри 
чизикнинг йуналтирувчи вектори s={m\ п; р} узаро 
перпендикуляр булмайди ва уларнинг скаляр купайтмаси 
Т - п Ф 0 ёки А т 4-Вп +  С р Ф 0  булади. Бу холда I тугри 
чизик Q текислик билан кесишаДи ва (6.28) дан / ни 
топиш мумкин:

t = - Ax± L Byl± C* '± U . (6.29)
А т  +  Вп +  Ср '  ’

Топилган t ни (6.26) га куйиб, кесишиш нуктасининг 
координаталари топилади.

2) Агар
Ат-\- Вп-\-Ср — 0,

A +  By, Cz\ +  D Ф  0
булса, /(1Q= 0  булади.

3) Агар
Am-\- Bn +  Cp — Q 

Ax i -)- By, -(- Cz, -J- D =  0
булса, / с ( ?  булади, бу холда тугри чизик Q текисликда 
ётади.

Тугри чизик билан текислик орасидаги бурчак деб 
тугри чизик билан унинг шу текисликдаги ортогонал 
проекцияси орасидаги бурчакка айтилади. Тугри чизик 
билан Q текислик орасидаги бурчак

\Am-\-Bn-\-Cp\ (6 30)

' x =  x, -f mt,

sina =
~\Ja 2+  82+ С 2 V"«2+ « 2+p

формула ёрдамида топилади.

.2
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Энди текислик ва тугри чизикка  дойр машклар 
бажаришда зарур буладиган тенгламаларни келтириб 
утамиз.

1. Берилган М\(хй уй z 1) н укта  оркали утиб, 
берилган

*—*о У—Уо ■г~ го
т п р

тугри чизикка параллел булган тугр и  чизик тенглама
си:

у —УI '1
(6.31)

2. Берилган Afi(xi; уй Z\) н укта  оркали утиб, 
берилган Ах +  By  +  Cz + D  =  0 текисликка перпендику
ляр булган тугри чизик тенгламаси:

X — X У —УI

3.

А В
У-Уо г — 2‘о

С— ■ (6.32)

тугр и  чизик биланп р
Ах-\- By-\-Cz-\- D =  0 текислик ораоидаги бурчак:

Ат-\- Вп-\-СрSintp =  ±
V^2+B2 + C2 Vm2 -М 2 + р2

(6.33)

4. Берилган М|(лгь уй 2 \) нуктадан ва берилган
у - у о

п

тугри чизикдан утган текислик тен гламаси: 
X  —  X i  у — у { 2 —  2,

'■*1 У 0 У \ 2ц 2",
т п

5.
х— хп У -У  о

Р
х — хп

--- в а ----
Р\ т 2

=  0 .

У-Уо
п2

2 - J o  

Pi

тугри чизикларнинг бир текисликда ёТиш шарти: 
Х —  Х0 У —  Уо 2 —

т ,
т ,

'Ч
п2

Р 1 
Рг

=  0.
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Ax-{- By-\-Cz-\- D =  0 текисликда ётиш шарти: 
j  А т  •+■ Вп +  Ср =  О,
1Л х0 +  В у0 +  Cz0 =  О.

7. Берилган M\(x\,y\,Z\) нуктадан утиб,
х~ хо У-Уо z~ zo

тугри чизикка перпендикуляр булган текислик тенгла
маси:

т (х  — х, ) +  п(у — у, ) +  p(z — 20) =  0. (6.34)

1-м и сол.  /Ио (2; —3; 4) нукта оркали утиб
* _  у—2_ _  2 + 3̂ х—\___ у+\_ _  2-5

2 3 4 2 1 3

тугри чизикларга параллел текислик теигламасини 
тузинг.

Е ч и ш .  Берилган Мо нукта оркали утувчи те
кисликлар теигламасини ёзиб оламиз:

Л (х - 2 )  +  В(г/ +  3) +  С(2-4) =  0.
Изланаётган текислик шартга кура берилган икки тугри 
чизикка параллел булгани учун унинг п={А\ В\_ С) 
нормал вектори берилган т^гри чизикларнинг si =  
=  {2; 3; 4} ва 5г={2; 1; 3} йуналтирувчи векторларига 
перпендикуляр булиши керак. Шунинг учун

г / k
n — \s, -s,| = 2 3 4

2 1 3
=  5/ +  2/ — 4k.

Бундан Л =  5; В  — 2; С = — 4. Топилган кийматларни 
юкоридаги тенгламага куйиб, изланаётган

5(jc — 2) +  2(г/ +  3) — 4(2 — 4) =  0 ёки
5х — 2у — 42+12 =  0 тенгламани косил киламиз.
2- м и с о л.



тугри чизик ва 2x +  3i/ +  2z+ 2 =  0 текислик орасидаги 
бурчакни ва уларнинг кесишиш нуктасининг координа
таларини топинг.

Е ч и ш .  Тугри чизик ва текислик орасидаги бурчак
\Am-\- Вп-\- Ср\

s,n ф = — 7 "  7~ ГГ~ Х ~ 7\А  В  -(• С  V  т 2+ п2 +  р2

формула ёрдамида аникланади. Бу формулага А =2, 
8 =  3, С =  2, т  =  2, п =  3, р =  2 ларни куйиб топамиз:

2-2 +  3-3 +  2-2 17 .Sin ф = --V-- ■■■■ ,.ТТ==—-7===== = —- = 1.
у22+ 32+ 22 \'2 +  32 + 22 1 7

Демак,

sin ф =  1 =>- ф =  90° =  у .

Энди тугри чизик ва текисликнинг кесишиш нуктаси
нинг координаталарини топамиз, бунинг учун тугри 
чизик тенгламасини параметрик куринишда ёзиб ола
миз:

•у— 1 _  У +  1 _  г — 5 _
2 3 2

’* =  14 -2/, 
у = - 1+3/,

,г =  5 +  2/.

Буни текислик тенгламасига куйиб, / ни топамиз:

2( 1 +2/) +  3( — 1 +  3/) +  2(5 +  2/) +  2 =  0 =► / = -  -[f .

/ нинг бу кийматини тугри чизикнинг параметрик 
тенгламаларига куйсак:
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п - кл I  5 50 63 \ Демак, тугри чизик ва текислик М I -- - у ; — ; —  1

нуктада кесишар экан.

7-§. Текисликлар боглами (дастаси)

Берилган I тугри чизик оркали утувчи текисликлар 
тупламига текисликлар боглами (дастаси), I тугри 
чизикка эса боглам уки дейилади.

Боглам уки / куйидаги тенгламалар билан берилган 
булсин:

{ А хх-\г В ,у  +  Схг-\г =  (635)
1 А2х +  В2у +  C2z-\- D2 — 0.

(6.35) тенгламалар системасининг иккинчи тенгламаси
ни узгармас А сонга (А£/?) купайтирамиз ва биринчи 
тенгламага кушамиз:

A\x +  B\y +  C\Z+D\-\- 
-f- h(A2X -|- В 2у С22 О2 ) =  0. (6.36)

(6.36) тенглама х, у, z ларга нисбатан биринчи тартибли, 
демак А нинг ихтиёрий сонли кийматида бирор те
кисликни аниклайди. (6.36) тенглама (6.35) тенглама- 
нинг натижаси булгани учун, (6.35) тенгламани кано- 
атлантирадиган нуктанинг координаталари (6.36) тенг- 
•ламани хам каноатлантиради.

Демак, А нинг ихтиёрий сонли кийматида (6.36) тенг
лама (6.35) тугри чизик оркали утувчи текислик 
тенгламасини беради. (6.35) тенглама билан берилган / 
укли текисликлар богламининг

А2х В 2У C2z -f- D2= 0
текисликдан ташкари хар кандай текисликларини
(6.36) куринишда ифодалаш мумкин, акс холда А нинг 
кийматини топиш мумкин булмай колади.

(6.36) тенглама текисликлар богламининг тенглама
си дейилади.

М  и сол.
х + 2 у+ 1 г

3 - 2  5

тугри чизик оркали утувчи ва 3x-\-3y — z -\-1 = 0  те- 
кисликка перпендикуляр текислик тенгламасини топинг.
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Е ч и ш .  Берилган тугри чизикнинг Оху ва Oyz текислик
д а г и  проекциялардан иборат тугри чизик. тенгламала- 
рини ёзиб оламиз:

х + 2  у +1  . у -f  1 _  2

3 —2 ’ —2 5
* ёки

2jc +  Зг/ -(- 7 =  0 ва Бу — 2г +  5 =  0
текисликларнинг кесишмаси деб оламиз. Булардан

• фойдаланиб текисликлар богламининг теигламасини 
тузамиз:

2х +  Зу +  7 +  Ц 5 у - 2 г  +  5 )= 0
ёки

2х- (3  +  5Я,)г/-2А,2+(7 +  5А.)=0. (А )
Бу текислик масала шартига кура берилган текисликка 
перпендикуляр булиш шартидан фойдаланамиз.

(А ) текислик берилган текисликка перпендикуляр 
булгани учун уларнинг нормал векторлари

п\ =  2г'+(3 +  5А)/— 2\k ва Я2 =  3г~+3/— k 
нинг скаляр купайтмаси нолга тенг булиши керак:

3-2 +  3(3 +  5А.) +  2Я =  0.
15Бу тенгламани ечиб А.= — jy  ни топамиз. к нинг кийма-

тини боглам тенгламасига куйиб, масала шартини 
каноаглантирувчи куйидаги текислик теигламасини 
косил килам из:

2* +  Зг/ +  7— -~( by — 2z +  5) =  О

ёки
17*— 12^+152 +  22 =  0

М А Ш К  Л А Р

1. 2х +  5г/ +  3г— 15 =  0 текисликни ясанг.
2. М| (2; 1; — 1) нуктадан утувчи ва нормали п

— 2; 1} булган текислик теигламасини тузинг.
3. Координаталар бошидан утувчи ва нормали п 

5; — 3} булган текислик теигламасини тузинг.
12—632

=  {3; 

=  {4;
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4. М | (4; 3; 2) на 6; 8) нукталар берилган. М\
нуктадан утиб М ,М 2 векторга перпендикуляр булган
текислик тенгламасини тузинг.

5. М (4; 3; 5) нукта координаталар бошидан те- 
кисликка туширилган перпендикулярнинг асоси. Шу 
текислик тенгламасини тузинг.

6. /Vf|(3; 4; — 5) нуктадан утувчи хамда Г|= {1;
— 2; 1} ва Г2 =  {3; 1; — 1 j векторларга параллел булган 
текислик тенгламасини тузинг.

7. М\ (2; 0; 2), М 2(4; - 1 ; - 1 ) в а  Af3(3; — 1; 2) нукта
лардан утувчи текислик тенгламасини тузинг.

8. Куйидаги жуфт текисликларнинг узаро параллел 
эканлигини аникланг:
1)2дг — 3«/-(-5z +  3 =  0 ва 2х— 3y-\-5z — 7 =  0;
2)2x +  y-\-2z— l =  0 ва 4х +  2у — 4z-{-5=0;
3)2х — 6z — 7 =  0 ва x — 3z +  2 =  0.

9. Куйидаги жуфт текисликларнинг узаро перпенди
куляр эканлигини аникланг:
1) х +  9у— 3z +  2 =  0 ва Зх — у — 2z — 5 =  0;
2) х — у — z +  5 =  0 ва 2х-(-3у — z — 3 =  0;
3)jc +  2z — 3 =  0 ва 2х — 5</ +  z =  0.

10. а ва Ь нинг кандай кийматларида куйидаги 
жуфт текисликлар узаро параллел ва перпендикуляр 
булишини аникланг:
1) 2*-}-o.V +  3z — 5 =  0 ва bx— by — 6z-f2 =  0;
2)3х — у az — 9 =  0 ва 2x+by-\-2z — 3 =  0;
3)3jc — Ъу-\- az — 3 =  0 ва x-\-3y — 2z+ 5 =  0;
4) Ьх +  у — 3z — 3 =  0 ва 2х -+ оу — 3z +  1 =  0.

11. Куйидаги жуфт текисликлар орасидаги бурчакни 
топинг:
1)х-\-у— 1=0 ва 2х — у ^3z-\-1=0;
2 )x - y y j2 + z - \ = 0  ва x +  ̂ 2 - z  +  3 =  0;

+  ва »6jc+12«/-15z-1=0;4)6* +  3 i/- 2 z - 0  ва 3x  +  2«/ +  6z - 1 2  =  0.
12. Куйидаги шартларни каноатлантирувчи те

кисликлар тенгламасини тузинг:
1) М \ (3; — 3; 2) нуктадан утиб Оху текисликка 
параллел;
2) М 2( 4; — 2; 1) нуктадан утиб Oxz текисликка 
параллел;
3) М з( — 1; 2; — 5) нуктадан утиб Oyz текисликка 
параллел булган.
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13. Куйидаги текисликларнинг тенгламаларини нор
мал куринишга келтиринг:
1)3* — 6# +  2z +  14 =  0
3)3* — 6# +  22 +  21=0
5) 6* — 3# +  2z +  35 =  0

2)2* — 2 y +  z — 18 =  0;
4 )4* — 6// — 122— 11=0;
6)3* — 4z — 15 =  0;

7) b y -  122 +  26 =  0; 8 )3* — 4 # -  1=0.
14. Куйидаги жуфт параллел текисликлар орасидаги 

масофани хисобланг:
1 )6 * -  18# — 9г — 28 =  0; 2) 3 0*-32#+  242-75 =  0;

4* — 12# — 6z — 7 =  0; 15* — 16# +  12г — 25 =  0;
3) * — 2# — 22 — 6 =  0; 4 )4 * - 6 # +  122 +  21 =0;

* - 2 #  — 2г— 12 =  0; 2* — 3# +  62 — 14 =  0;
5) 4* — 2#+  4г — 21 =0; 6 ) 1 6 *+ 1 2 # - 15г +  50 =  0; 

2* — # +  2г +  9 =  0; 16*+12#-152 +  25 =  0.
15. M i (Г; 5; 3) ва М 2 (2; 3; — 1) нукталардан утиб 

3*— # +  Зг+ 15 =  0 текисликка перпендикуляр булган 
текислик тенгламасини тузинг.

16. М|(3; 2; 1) нуктадан утиб, * — # +  2 — 7 =  0 ва 
3* +  2#— 122+5 =  0 текисликларга перпендикуляр 
булган текислик тенгламасини тузинг.

17. я = { 4; 3; 12} векторга перпендикуляр булиб, 
координаталар бошидан р =  3 бирлик масофада утувчи 
текислик тенгламасини тузинг.

18. Узаро параллел 2*+3# — 42 — 3 = 0  ва 
4* +  6# — 8z — 1 = 0  текисликлар берилган. Бу текислик
ларга параллел булиб уларнинг уртасида ётувчи те
кислик тенгламасини тузинг.

19. Параллелепипед учта ёгининг тенгламалари 
берилган:

* - 3 #  +  42— 12 =  0;
# +  2г — 5 =  0 ва * +  4 =  0.

Учларидан биттаси Л(4; — 3; 2) нуктада ётса, у холда 
колган учта ёгининг тенгламаларини тузинг.

{  3* +  3# +  4г — 10 =  0 
21 J2 *  +  # — 2 — 3 =  0,

' { *  +  # +  2— 1= 0 
тугри чизикнинг координата текисликлари билан кеси- 
uijmi нуктасини топинг.

• Г 5 *— # — 2г — 3 =  0,
1 3* — 2# — 5г +  2 =  0

. *  +  3# +  Зг — 6 — 0,20. < , тугри чизикни ясанг.
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тугри чизикдан утувчи ва х +  19# — 7г — 11 = 0  текислик
ка перпендикуляр булган текислик теигламасини тузинг.

23 (2х  — Зу — 2 — 9 =  0,
’ \х — 2# +  г +  3 =  0 

тугри чизик теигламасини каноник шаклга келтиринг.
24._М\( — 3; 0; 2) нуктадан утиб:
1) а =  {2; — 3; 5} векторга;
п\ х 1 У~Ь2 2-|-1■i)—g— = —g— = —ц у  тугри чизикка;
3) Ох укка; 4) Оу укка; 5) Oz укка параллел 

булган тугри чизикнинг каноник теигламасини тузинг.
25. Afi(lj — J ;  — 3) нуктадан утиб:
1) a =  2t— 3/+4& векторга;

х — I у  +  2 г — 1
*) =  ~4 ~~~~~~6~ ТУГРИ чизикка;
3) х =  3/— 1, ^ = — 2/ +  3, 2 =  5/-|-2 тугри чизикка 

параллел булган тугри чизикнинг параметрик тенглама- 
сини тузинг.

"26. Берилган икки нуктадан утувчи тугри чизикнинг 
параметрик теигламасини тузинг:

1) (3; -1 ; 2) ва (2; 1; 1);
2) (1; 1; - 2 )  ва (3; - 1 ; 0)
3) (0; 1; - 2 )  ва (0; 0; 1);
4) (4; 3; 2) ва (1; -2 ; 5).
27. Куйидаги тугри чизиклар билан текисликларнинг 

кесишиш нуктасини топинг:
•) =  5 > 3*  +  2^ +  2— I = 0;

2> = ^ Г ,2= —61 - 2jc — г/Н-2— 13 =  0;

3) Xf - = yT ~ = Ẑ  2 * + # - 2 z + 5  =  0;

4) Х +  2У ~ 2z +  6 =  0.
28. Af0 (2; —2; —2) нуктадан утиб,

х + 3 = у - \  г+ 2
2 - 3  4

тугри чизикка перпендикуляр булган текислик тенгла- 
масини тузинг.

29. В  ва D нинг кандай кийматларида *  =  3 +  4/, 
# = 1 — 4/, г = — 3 +  / тугри чизик 2х-\-Ву — 4г +  D =  0 
текисликда ётади?
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30. т  ва С нинг кандай кийматларида 
х—2 у+1  г - 5  

от 4 — 3
тугри чизик Ъх — 2у-\-Сг-\-1 = 0  текисликка перпендику
ляр булади?

7 - Б О Б

И К К И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  Ч И З И К Л А Р

Текисликда тугри бурчакли Декарт координаталар 
системасида х,ар кандай биринчи тартибли - икки 
узгарувчили тенглама, яъни Ах-\- By+ .C  — Q тенгОтама 
тугри чизик тенгламаси эканлйгинй курган эднк.

Энди тенгламалар иккинчи тартибли икки узгарувчи
ли булган холни урганамиз. Бундай тенгламалар билан 
^’фйдаланувчй ' M(xi у) нукталар ^ту11ла.м.и иккинчи 
тартибли чизйклар деййлади.

Иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенгламасй 
куииДагй куринишда ёзйладй?

Ax2 +  2Bxy-\-Cyi +2Dx +  2 Ey '+ F  =  0, (7.1)
бу ерда А , В, С, D , Е, F  коэффициентлар хакикий 
сонлардир, бундан ташкари А , В , С лардан камида 
биттаси нолдан фаркли булиши керак.

I- §. Айлана

Декарт координаталар системасида маркази 0\ (о; Ь) 
нуктада ётувчи ва R радиусли айлана берилган бул
син. Бу айлана тенгламасини келтириб чикарамиз. 
Айлана текисликдаги берилган Oi(a\ Ь) нуктадан 
R узокликда ётган М(х\ у) нукталар гуплами булиши- 
дан фойдаланамиз (58-чизма). М(х\ у) — айлананинг 
ихтиёрий нуктаси булсин, у холда 0\М кесманинг 
узунлиги U,M =  R га тенг булади. Икки нукта 
орасидаги масофани топиш формуласига кура:

0 ,М =  ^ ( x - a f  +  ( y - b f
ёки (х — a f -\-(у — b f  =  R 1. (7.2)

(7.2) тенглама маркази О i(a; Ь) нуктада ва радиуси R га 
тенг айлананинг каноник тенгламаси дейилади. Хусусий 
холда 0|(О; 0) б^лса, айлана тенгламаси

x* +  y2= R 3 (7.3)
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куринишни олади. Ушбу

{x =  Rcost,
е  ̂€10; 2л] (7.4)

г/= Rsinl
тенгламалар системаси айлананинг параметрик тенгла
маси дейилади.

Энди (7.1) куринишдаги тенглама аилана тенглама- 
сидан иборат булиши учун коэффициентар кандай 
шартларга буйсуниши кераклигини курсатамиз.

1) (7.1) тенгламадаги х; у координаталар купайтма
си ху ли х.ад олдидаги коэффициент В  =  0 булиши керак;

2) х2 ва у2 лар олдидаги коэффициентлар узаро тенг, 
яъни А =  С (хусусий холда А = С =  I )  булиши керак. 
У холда (7.1) тенглама куйидаги куринишни олади:

х *+ 2Dx +  D2 +  y2+ 2 Ey  +  E 2 +  F - D 2 — E 2= 0
(x +  D f + ( y  +  E f = D 2+ E 2- F . (7.5)

(7.5) тенглама маркази O i(— D; — Е )  нуктада, радиуси
R =  д/Ь2 +  Е2 — Е  га тенг айланани аниклайди. Бу ерда
D2-\-Е2 — Е >  0 шарт бажарилиши керак. Агар 
D2-\-E2 — F  =  0 булса, у холда (7.5) тенглама 
(х-\~ L))2 -\-(у Е )2 =  0 куринишни олади ва бу тенгламани 
ягона О i (— D; — Е ) нуктанинг координаталари кано- 
атлантиради; l )2-\-E2 — F <С0 булса, бу холда (7.5) тенг
лама бирор чизикни аникламайди, чунки бу тенглама- 
нинг унг томони манфий, чаи томони эса барча 
(х; у) лар учун мусбат микдор булади.

Координаталар текислигида иккита айлананинг уза
ро жойлашишини текширамиз. Айланаларнинг радиусла- 
ри R | ва R-2 , уларнинг марказлари орасидаги масофа
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п ^ Т -  ^ гаР айланалар марказларини 0(0 ; О) ва 
| («. 0) нуктада деб хисобласак, айланалар куйидаги 

генгламалар билан ифодаланади:
^ +  //"=/?!

{ x - k ? + i f = ; R i  (7.6)
айлаиаларнинг кесишишини аниклаш  учун 

(/.о) тенгламаларни система килиб ечамиз. Биринчи
тенгламадан дг= ±  "'/#? — у2, ни топиб уни иккинчи 
тенгламага куйиб, ундан

У ~  ±  2̂ х
X  V ^ i  +  * 2 +  * Х Я |— Я 2+ Щ +  R 3 — k (7.7)

ни топамиз. (7.7) формуладан куринадики, агар 
•> ° 2’ +  ва Р 2 +  6> /?| булса, у холда

илдиз осшдаги ифода_ мусбат булиб, (7.7) система 
иккита ечимга эга булади-ва айланалар иккита нуктада 
кесишади. Агар илдиз остидаги купайтувчилардан би- 
рортаси нолга тенг булса, у холда (7.6) система битта 
ечимга эга булиб, айланалар узаро урннадилар. Агар 
илдиз остидаги купайтувчилардан биттаси манфий булиб 
колганлари мусбат булса, у холда (7.6) система 
ечиш и эга булмайди, яъни айланалар кесишмайди.

Демак, агар /?,, /?2, k сонлардан бири колган 
иккиIасининг йигиндисидан кичик булса, айланалар 
иккита нуктада кесишади; агар улардан бири колган 
иккитасининг йигиндисига тенг булса, айланалар урина- 
ди. aiap сонлардан бири колган иккитасининг йигинди
сидан катта булса. айланалар кесишмайди.

1 - м и с о л л  +  //2 +  2х— 4у — 20 =  0 айлапа берилган. 
илана марказининг координаталарини ва радиусини 

топинг.
Е  ч и ш. Берилган тенгламани

( x - a ? + (y - b f = ± R 2 
куринишга келтирамиз. Бунинг учун уни куйидаги 
куринишда ёзиб оламиз;

x2 +  2 x + l -+^ — 4#+ 4 — 20 — 1 - 4  =  0=*- 
(х3 +  2 х + \ )+ (у 2- 4 у  +  4>-25 =  0=^

(х + \ )г +  ( у - 2 ?  =  2Ь
еки [х+>\)--\-(у-2У =  &.
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Бундан а =  — 1, Ь =  2, Oi ( — I; 2) на /? =  5 эканлиги келиб 
чикади.

2-ми сол .  х2 -{-у2 =  3 ва х2 +  у2 — 6* +  4 =  0 айлана- 
ларнинг кесишиш нуктасини топинг.

Е ч и ш .  Иккинчи айлана тенгламасини каноник 
куринишга келтирамиз:

х2 — 6x +  iy2 +  4 =  0, 
х* — 6* +  9 + у2 — 9 +  4 =  0,

( x - 3 f  +  y2 =  5. 
х2 +  у2 =  3 ва (х — 3)2 +  #2 =  5 

тенгламалардан /?,= л/3, /?2=  ф ,  fe =  3 булгани учун,
бу кийматларни (7.7) формулага куямиз ва хисоблай- 
миз:

1У= ±-ггХ О
X  V< Ф  + V5 + 3 )( yj3 + V-5 - 3 )(  ^  + 3 -  V5 )( \'5 + 3 -  v<3 ) =

\/59 
6 '

Бу натижани куйидагича хам топиш мумкин: Биринчи 
тенгламадан у2 ни топиб, иккинчи тенгламага куямиз: 

у  =  3 — х2, (л :-3 )2 +  3 - г г =  5=^ 
х'" — 6х +  9 +  3 — =  5 =>- — 6х =  — 7 => х =  ?

С)

у2='3 — х2 =  3 — ( 7 )2 =  3 -  49 =  , 5 9
6 36 36 36 ■

V59 
i/ = ±  (, •

Дсмак, айланалар М , ф  V|-) ва — А |1 ) нукта
ларда кесишади.

3-м и со  л. Кривошип-шатунли механизмнинг ша
тун кисмидаги D нуктанинг траекторияси тенгламасини 
тузинг (59- чизма).

Е ч и h i . D нуктанинг шатунга нисбатан координата
ларини \а(АГ), b (FD )J танлаб олинган координаталар 
системасига нисбатан (х; у) деб олайлик. Хзракат 
давомида узгармайдигаи Л ва D нукталар орасидаги 
масофани d билан белгнлаймиз. O A F I) синик чизикнинг 
координата уклардаги нроекциялари
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х =  ON =  rcos«p +  acoscp +  fesiri(f>, 
у — N D =  rs\n*f> — asirnf +  bcos$

га тенглиги шаклдан куриниб турибди.
Бунда ф ва i|) узгарувчи параметрлардир. Бу 

тенгламалардан параметрларни чикариш учун уни 
куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

{х — rcostp =  acos<p +  ftsintp,
у — rsirup =  fecosif — asintj?.

Бу системанинг х,ар бир тенгламасининг х,ар икки 
томонини квадратга кутариб, сунгра кушиб, ухшаш 
хадларини ихчамласак,

х2 +  у2 +  г2 — 2rjrcosq — 2rys\ntp =  a2 -J- b2
га эга буламиз. Д /ICD дан d2 =  u2-{-b~ ва Is inq il^  1: 
|cos<p|< 1 тенгсизликлардан (тенглик бажарилган деб) 
охирги тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

х2 +  у2 4- г2 — 2 гх — 2 г у =  d2
ёки

(х — г)2 +  (У — г)2 =  d2 +  г2.

Бу эса маркази (г; г) нуктада, радиуси R = ^ d 2 +  r2 
булган айланадан иборатдир.
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*, 2-§. Эллипс

1 - т а ъ р и ф .  Текисликнинг ихтиёрий нуктасидан 
фокуслар деб аталувчи берилган иккита Г\ ва F> 
нуктасигача булган ма,софалар йигиндиси узгармас 
микдор (2а) га тенг булган барча нукталарнинг 
геометрик урни эллипс деб аталади.

Эллипс тенгламасини келтириб чикариш учун ко
ординаталар системасини куйидагича оламиз. Берилган 
Г  | ва F -2 нукталарни туташтйрувчи тугри чизикни 
абсциссалар уки деб кабул киламиз, координаталар 
бошини эса берилган нукталарнинг уртасида оламиз. F i, 
F2 фокуслар орасидаги масофани 2с билан белгилаймиз. 
У холда F 1, F *2 нукталарнинг координаталари F\(c\ 0) ва 
F^'— C; 0) булади (60- чизма). Таърифга кура 2а >  2с ё к и 
а > с .  Эллипснинг ихтиёрий 
нуктасини М(х; у) билан 
белгилаймиз ва М нукта - 
ни F | ва F-i. фокуслар би
лан бирлаштирамиз. F\M 
ва F 2M кесмаларга эллипс
нинг фокал радиуслари де-,, 
йилади ва мос равишда г\, 
г2 билан белгиланади, ят>- 
ни Л| =  р ( F|, М ) ва г2 =
=  p ( f 2, /И). Шундай килиб, 
эллипснинг таърифига ку
ра:

Г\-\- Г2 — 2а (7.8)

М/х,у)

(>0- чизма
еки

p(F], Af) -j-р(F 2, М ) =  2а.
Икки нукта орасидаги масофани гопиш формуласига 
кура:

p (F „ Af) =  д!(x — c f  +  y\ 

р{ F 2, М ) =  -\J(x +  c)2 +  y2.

Буларни (7.8) тенгликка куйсак.

■\J(x — c f  +  у2 ,-f д/(х + с f  - fу2 =  2а

ни хосил киламиз. 
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Бу тенгламанинг биринчи хадини ург томонга 
утказиб хосил булган тенгламанинг иккала томонини 
квадратга кутарамиз:

х2 4  2сх4-с2-\-у2 =  4а2 — 4а д/(лГ— с)2-f-у2 4
'4- х2 — 2сх 4  с2 4  У2-

бундам

2сх =  4а2 — 2сх — 4а ^ (х  — c f  4-у1

^ки a^j(x — cf-\-y2 = a 2 — cx.

Кейинги тенгламанинг хар иккала томонини квадратга 
кутарамиз:

а2х2 — 2а2 сх 4  о2 с2 4  а2 У2 — а* — 2 а2сх 4  с2х2.
Бу тенглама соддалаштирилгандан кейин куйидаги 
куринишга эга булади:

(а2 — с2 )х2 4  о2 у2 — а\а2 — с2).
Тенгламанинг иккала кисмини а2(а2 — с2) га буламиз. 
а > с  булгани учун Ь2 =  а2 — с2 деб белгилаш киритсак,

4 +4=1 (7.9)а Ь
ни хосил киламиз. (7.9) тенглама эллипснинг каноник 
тенгламаси дейилади.

Эллипснинг каноник тенгламасига кура унинг шакли- 
ни текширамиз.

(7.9) тенглама билан аникланган эллипс координа
та укларига нисбатан симметрикдир. Агар (х; у) 
эллипснинг бирор нуктаси булса, яъни х, у сонлар
(7.9) тенгламани каноатлантирса, у холда
(7.9) тенгламада х, у узгарувчиларнинг факат 
квадратлари катнашгани учун бу тенгламани

(х\ у), ( — у), (*; — у), ( — дг; — у)
нукталарнинг координаталари каноатлантиради 
(61-чизма). Шунинг учун координата уклари 
эллипснинг симметрия укларидир. Симметрия уклари- 
нинг кесишган нуктаси 0 (0 ; 0) эллипснинг маркази 
дейилади, фокуслар ётган Ох ук унинг фокал $к,и де
йилади.



Эллипснинг координата Уклари билан кесишган 
нукталарини топамиз. Эллипснинг Ох уки билан 
кесишган нукталарини топиш учун ушбу тенгламалар 
системасини ечамиз.

. +  Ь1 '^ х = ± а .
У =  0

Демак, эллипс Ох укини Л|(а; 0) ва Ла( — й; 0) нукта- 
ларда кесади. Худди шунингдек:

4 + 4 = i .■и2 Ь2 =>*/=+/>.

Бу эса эллипс Оу уки билан В  (0; Ь) В)(0, — Ь) 
нуктаЛарда кесишишини билдиради. Эллипснинг ко
ордината уклари билан , кесишган А\, Лг, В\, В> 
нукталарига унинг учлари дейилади (61-чизма).

| Л Л | J кесманинг узунлиги 2 а га тенг булиб, бу кесма 
эллипснинг катта уки, |ОЛ] (узунлиги а булган) кесма 
эса катта ярим уки дейилади.

[B fii] кесманинг узунлиги 2Ь га тенг булиб, бу кесма 
эллипснинг кичик уки, \ОВ\ (узунлиги Ь булган) кесма 
кичик ярим уки дейилади.

Эллипснинг уклари координата укларига параллел
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булиб, симметрия маркази бирор Мо(хо; уо) нуктада 
булса, у холда унинг тенгламаси

(У - У  о)2 
а2 +  Ь2

1

куринишда булади.
(7.1) тенгламада

в  =  0, 0  =  0, £ =  0, F =  — 1
булса, бу тенглама

^ + ^ = 1  
а2 ^  Ь2

куринишни олиб, эллипс тенгламасига айланади. Агар 
эллипснинг уМ)(х|; у\) нуктасига уринма утказилса, 
уринма тенгламаси

*-*1 . У'У\ =  1

куринишда булади.
2- т а ъ р и ф. Эллипснинг фокуслари орасидаги масо- 

фанинг катта укининг узунлигига нисбати эллипснинг 
эксцентриситет дейилади ва куйидагича белгиланади:

* =  (7.Ю)

бунда с < а , 0 < е < 1 . Э ллипснинг шаклини унинг 
эксцентриситети ёрдамида текшириш кулай.

b2 — a2 — c2=>c2 =  a2 — b2 
ни эъгиборга олсак, (7.10) ни куйидагича ёзиб оламиз:

2 __ с2 __ а2 — Ь2 , / Ь ^  Ь
а2 а2

е=Ф̂ 1 да ~  =*- 0 булиб, Ь кичиклашади ва эллипс Ох

укка томон сикилиб боради, аксинча е=^0 булса, 
~  =>- 1 =*► Ь =  а булиб, эллипс айланага якинлаша боради.

Хусусий холда а =  Ь булса, у айланадан иборат булади.
3- т а ъ р и ф. Эллипснинг катта укига перпендику

ляр ва марказидан а масофада унга симметрик утган



иккита тугри чизик эллипснинг директрисалари лрмпль- 
ди. Таърифига кура директрисалар d , : * — “ =  0;

d2: х ~\~~ =  0 тенгламаларга эга булади. Баъзан буларни 

мос равишда чап ва унг директрисалар деб хам аталади. 
е< 1  булгани учун булади.

Эллипснинг ихтиёрий М(х; у) нуктасидан фокусгача 
булган (г 1 ёки г2) масофанинг шу М(х\ у) нуктадан 
директрисагача (d\ ёки d2) булган масофага нисбаги 
эллипснинг эксцентриситетига тенг, яъни

Э л л и п с н и н г  ф о к а л  р а д и у с л а р и .  Эллипснинг 
каноник тенгламасини топиш жараёнида r\=p(F\\ М ) ва 
r2 — ̂ F 2\ М ) ларга фокал радиуслар дейилган эди ва улар 
мос равишда

г\ =  — c f  +  y1 ва r2=  ^ (x  +  c f + y 2 (7.11) 
га тенг эди. Агар

У2 =  Ь\ , - 4 ) .  с2 =  а2- Ь 2 а
ва а2 =  Ь2-\-с2 тенгликларни эътиборга олсак, (7.11) тенг- 
ликларни ушбу куринишда ёзиш мумкин:

Г2=  д / ( “̂ *  +  а )2 =  I Са х +  а \ =  1 °+  Са х\. (7.12) 

Бизга маълумки, 0 < ‘ <1 булгани учун а — -д:>0 ва
Са-\— х> 0 . Буларни эътиборга олсак, (7.12) тенгликлар 

ушбу куринишни олади:
с . сг| =  а — х\ г2 =  а-\— х. a i ' а

— =  е эканини хисобга олсак, бу формула куйидаги 
куринишни олади:
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г\ =  а — ъху.г?=а-\-чх. (7.13)
Булар эллипснинг фокал радиусларидир.

Э л л и п с н и н г  п а р а м е т р и к  т е н г л а м а с и .  
М(х; у ) эллипснинг ихтиёрий нуктаси булсин. Бу 
нуктанинг координаталари

jr= асойф,//= ftsin«f

га тенг булишини курсатамиз. Унинг учун бу тенгл'йклар- 
дан

х ч ■ • !-~ =  cos(p, у  =  simp

тенгликларни хосил киламиз. Буларнипг кар иккала 
томонини квадратга кутарамиз ва х.адлаб кушамиз:

J2 ,;2 -2
I | И 2 I •• 2 ^  I У |+  2 =  cos'cp-f sm^p => т  +  ^  =  1. 

а ' Ь1 а Ь

Бу эса эллипснинг каноник тенгламаси булгани учун

{х =  асовф, 
z/ =  6sin<p

тенгламалар системаси х,ам эллипснинг тенгламаси 
булиб, унга эллипснинг парамстрик тенгламаси де
йилади.

1-м и сол .  Af(0; 4) нукта оркали утувчи фокуслари 
орасидаги масофа 6 га тенг булган эллипснинг каноник 
тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Шартга кура М(0; 4) нукта эллипсга 
тегишлидир, шунинг учун (7.9) формуладан

=  1 = ^ 2=16

ни топамиз.
о2 параметрни топиш учун, мисол шартидаги 

2с =  6 дан с — 3 ва Ь2 =  а2 — с2 муносабатдан фойдалана 
оламиз, яъни

16 =  а2 — 9 =4- а2 =  25.
Демак,

25 ~  16
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2-ми сол .  Агар л = ± 8  тугри чизиклар катта 
уки 12 га тенг булган эллипснинг директрисалари булса, 
шу эллипснинг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Шаргга кура 2а — 12=>-а =  6, яъни
ч ™ = ± 8 ,  бундан ~  =  8, аммо У холда

а2 „  а2 36 9
-г =  =  » — Г ~ Г

Эллипс учун:
,2 2 2 ОС ^Ь = а 1 — с1 — 36---— .

4 4

Демак, эллипснинг изланаётган тенгламаси:

^ + *  =  1 36 ' 63

куринишда булади.
3- м и сол.  Нукта бир вактда иккита узаро перпен

дикуляр
( jc==9sinco/,
\ // =  4cos<o/

тебранишларда катнашади. Ш у нуктанинг траектория- 
сини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламалар системаси харакат 
килаётган нуктанинг параметрик тенгламасидир. Бу 
системадан t  параметрни чикарамиз. Унинг учун 
системани куйидаги куринишда ёзиб, сунгра хар икки 
томонини квадратга кутариб кушамиз, натижада

y= sinw /, 

у  =  cosa)/

^  - 2 , 81 =  sin гш1,

у2 2 .
-7S- =  C O S  ( J it  lb

тенгламага эга буламиз. Бу тенглама маркази координа
талар бошида, катта ярим уки 9, кичик ярим уки 
4 булган эллипсдир. Демак, харакатдаги нуктанинг 
траекторияси эллипсдан иборат экан.

4- ми сол.  Координаталар боши атрофида узунлиги 
ОА =  1\ стержень w бурчак тезлиги билан айланади. 
А нукта атрофида эса узунлиги A B  — k  булган иккинчи 
стержень со бурчак тезлик билан айланади.
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Иккала стержень бошлангич моментда Ох ук билан 
устма-уст тушганлигини хамда А нукта О ва В  нукта
лар орасида ётишнни билган холда В  нукта траектория- 
сининг теигламасини тузинг.

Е ч и ш .  Харакат бошлангандан кейин бирор t 
вактда /( стержень абсциссалар укига м/ бурчак 
остида, /2 стержень хам шI бурчак остида огишган 
булади. Иатижада 62- чизмада OABD  синик чизикка 
эга буламиз. Бу синик, чизикнинг координата уклари-

даги проекциясини аниклаймиз. Проекциялар назария- 
сидан бизга маълумки,

п?Л О А В 1 ))=  прохОА 4-прохА В  +  прохВО  =  л рoxOD

га тенг. Чизмадан прихОА =  /icosw/;
Г1 РохА В  =  /2COS( — Cj/)=/2COSO)/; 

ripoxBD =  #cos90° =  0; npoxOO =  xcosO° =  x. 
Буларни урнига куйсак:

/|COSO)/ -f- l ‘2COSMt =  X

ёки

Щ l Г+/г =С05" ' '
Худди юкоридагидек синик чизикнинг Оу укидаги 
проекциясини топамиз:

у-—  — sino»/.
*1 *2
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Демак,

—■у -=sinw/

Бу тенгламалар системаси В  нукта траекториясининг 
тенгламасидир (бунда / параметр). Ундан t параметрни 
чикарамиз:

Дсмак, В  нуктанинг траекторияси ярим уклари /1 +  /2 ва 
/, — /2 дан иборат эллипсдир.

Агар 1\>к  булса, В  нукта соат стрелкасига карши 
харакатланиб, эллипс чизади. Агар 1\ =  1ч булса, ОА 
стержень бир марта туда айланганда нукта Ох ук 
буйлаб 2(/| - f/г) узунликдаги кесмани икки марта 
чизади. Агар /|</г булса, В нукта эллипс буйлаб 
тескари йуналишда силжийди.

5-ми сол.  О А кривошип О нукта атрофида 
узгармас тезлик билан айланади. О А кривошип билан ЛВ 
шатуннинг узунликлари узаро тенг, яъни ОА =  АВ =  60 
см. Шатуннинг уртасида ётувчи М(х\ у) нукта траектори
ясининг тенгламасини тузинг (63- чизма).

Е ч и ш .  Координаталар системасини 63- чизмада 
курсатилгандек оламиз. А В  шатун Ох укка Q жисм

(/, + У 2
+

У

о
х

63- чизма
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ёрдамида шундай махкамланганки у ОЛ кривошип 
q нукта  атрофида айланганда Q жисм Ох уки буйича 
сирпаниб харакат килади. ОА кривошипнинг Ох 
укнинг мусбат йуналиши билан хосил килган бурчаги- 
ни ф деймиз. 

д О Л С  дан:
ОС =  О А соБф.

A N M B  дан: y =  BMsin<p, BN  =  B M сояф.
Л  ЛСД дан: ВС  =  А В  созф.

CN =  Л Bcosy — N B — A Всощ  — ВМ  созф;
ОС-|- C/V =  X =  Л ВсОЗф — £Шс08ф+ ОЛ СОБф.

Буларга О Л = Л В  =  60 см кийматларни куйсак:
AjjШ у  : JC =  90 СОЭф

у =  30s i п ф
Бу система харакатдаги М(х\ у) нукта траекгория- 

сининг параметрик тенгламасидир (бунда ф параметр). 
Нуктанинг траекторияси кандай чизикдан иборат 
чканлигини аниклаш учун сисгемадан ф параметрни 
чикарамиз:

^- =  СО*ф,

^- =  5Шф.

Бунинг \ар икки томонини квадратга кутариб куша
миз:

90 302

экан3* ^  нУКтанинг траекторияси эллипедан иборат

3-§. Гипербола
ткус,,,а ъ Р и Ф‘ Текисликнинг ихтиёрий нуктасидан фо- 

бул'ган Де6 аталУвчи берилган икки /•', ва F -2 нуктагача 
Узгапм- масоФалаР айирмасининг абсолют киймати 
- ар н и н Г .МИКА° Р  а га тенг) булган М(х\ у ) нукта- 

Гипе 'ГометРик Урни гипербола дейилади.
Узунлиги 00*?3 таьРиФ иАаги берилган узгармас кесма 
Ни 2с (с \ Нл 1 i^ a '>  ̂билан, фокуслар орасидаги масофа- 

) билан белгилаймиз. Бунда 2а< 2с =>а < с.
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Гиперболадаги М  нуктанинг F i, F% ларгача масофа- 
лари унинг фокал радиуслари дейилади ва Г\, Гг билан 
белгиланади. Гиперболанинг таърифига биноан:

Илдизлардан кутулгандан кейин куйидаги тенгламага 
эга буламиз (илдизларни йукотиш, ихчамлаш, содда- 
лаштириш хам эллипс холидагидек бажарилади):

с2— а2 микдор хар доим мусбат булгани учун уни 
b2 билан белгилаймиз: Ь2 — с2— а2, у холда 
(7.16) тенглама

куринишпи олади. (7.17) тенглама гиперболанинг кано
ник тенгламаси дейилади.

Агар фокуслари ординаталар укида ётса, у холда 
гиперболанинг тенгламаси куйидаги куринишда булади:

Г и п е р б о л а  ш а к л и .  Гиперболанинг (7.17) 
тенгламасига асосланиб унинг шаклиии аниклаймиз. 
Эллипс тенгламаси устида олиб борилган мухокама- 
ларни такрорлаб, гиперболанинг координаталар боши, 
координата укларига нисбатан симметриклигини аник
лаймиз.

Гипербола Ох укини /Ца; 0) ва А^ — а\ 0) нукта- 
ларда кесиб утади (64- чизма). Гипербола Оу уки билан 
кесишмайди. Х,акикатан хам, (7.17) тенгламага 
х =  0 ни куйсак, у2— — Ь2 булиб, бу иф'ода хакикий 
сонлар сохасида уринли булмайди. А\, Аг нукталар 
гиперболанинг учлари. улар орасидаги 2а узунликка тенг 
кесма эса унинг х1ак1ик1ий щ и  дейилади.

Оу укидаги В\ дан В% гача булган 2b узунликдаги 
кесма гиперболанинг мавх,ум щ и  дейилади.

Агар М{х\ у) нукта гиперболада ётса, унинг

\г\ — г2\ = 2  а (7.15)
еки

I V (x +  c f  +  f  — Д/(x — c f  +  y2 | — 2а.

(7.18)



У

х

64- чизма

тенгламасидан \х \^а  экаиини курамил. Бундан 
1*1 =  ± я  тугри чизиклар билан чегараланган
— а * с х < и  сох.ада гиперболанинг нукталари мавжуд 
эмаслиги келиб чикади. (7.17) тенгламани у  га 
нисбатан ечамиз:

(7.19) тенгламадаги х узгарувчи а дан -|- оо гача 
ортганда ва — а дан — оо гача камайганда, у ордината- 
лар уки буйлаб 0 дан -(- оо гача усиши куриниб турибди 
(64- чизма). Демак, гипербола икки кисмдан иборат 
булиб, улар гиперболанинг тармоцлари дейилади.

Гиперболанинг бир (унг) тармоги х ^ а  ярим- 
текисликда, иккинчи (чаи) тармоги х ^ .— а ирим- 
текисликда жойлашган.

Агар гиперболанинг уклари координата укларига 
параллел булиб, маркази бирор М^х0; у0) нуктада 
булса, унинг тенгламаси

(7.19)

иг й'

D =  О, Е  =  О, F =  — 1

булса, у тенглама —  — т, =  1 куринишни олиб, гипербо

ла тенгламасига айланади.
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гиперболалар цушми гиперОолалар дейилади.
Г и п е р б о л а  а с и м п т о т а л а р и . Гиперболаиинг

шаклини яна хам аникрок. тасаввур килишда
асимптота чизигй катта ахамиятга эга.

Т а ъ р и ф. Агар М{х; у) нукта Г  эгри чизик буйлаб
харакатланиб борганда бу нуктадан / тугри чизикка-
ча масофа нолга якинлашса, / тугри чизик Г  чизикнинг

ь ь . .асимптотаси деиилади. и=  х ва и = --- х тугри чизик-' а а
лар (7.17) гиперболанинг асимптоталари эканини
курсатамиз. х ^ а  да гиперболанинг биринчи чорак- 
даги кисмини аниклайдиган

у =  -* д/jc2 — а2 (7.20)
тенглама билан

Y =  - x  (7.21)атенгламани солишти- 
рамиз. (7.21) тугри 
чизик координаталар 
бошидан утади ва 
унинг бурчак коэффи- 

ьциенти «—  га тенг. а
65- чизмада бу тугри 
чизикнинг биринчи чо- 
р а к д а г и к и с  ми 
тасвирланган булиб, 65-чизма
унда | О А | = а , \АВ\ =
=  6. Гипербола ва (7.21) тугри чизикда бир хил 
абсциссали М(х; у), N(х; Y) нукталарни караймиз. Бу 
икки нуктанинг мос ординаталари:

у = + Ь \1х2 — а2, Y ==— х ,  „ п v абулади.
MN  кесманинг узунлигини хисоблаймиз:

M N =  Y — у =  ^{х — д/дс2 — у2 ) =

— ---. (<— У*2 — у2 Н*+ ~̂ х? — у'г ) _  ub 
а * + — х + у/х2 — !/2

19»
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Демак,
(7.22)

(7.22) ифоданинг х оо га интилгандаги лимитини 
текширамнз:

Бу ифоданинг махражи чексиз ортиб борувчи икки мусбат 
кушилувчининг йигиндисидан иборат булиб, сурати эса 
узгармас а -b микдордир, шунинг учун

Демак, гиперболадаги М  нукта гипербола буйича 
харакатланиб, унинг учидан етарлича узоклашса, 
М нуктадан (7.21) тугри чизиккача булган масофа 
нолга интилади.

Шундай килиб, гипербола учун (7.21) тугри чизик 
асимптота булади. Гиперболанинг тенгламаси координа
та укларига симметрик булншидан у =  — ^х тугри чи

зик хам гиперболанинг асимптотаси булиши келиб 
чикади.

Т е н г  т о м о н л и  г и п е р б о л а .  Ярим уклари тенг 
( а ~ Ь )  булган гипербола тенг томонли деб аталади. Агар 
а — Ь . булса, (7.17) тенглама куйидаги куринишни 
олади:

Тенг томонли гипербола асимптоталарининг тенгламала- 
ри у = ± х  булиб, улар орасидаги бурчак 90° га *генг 
булади. Уларнинг бири Ох уки билан 45° ли, иккинчиси 
135° ли бурчак ташкил килади.

Энди тенг томонли гипербола (7.23) тенгламасини 
координата укларини буриш ёрдамида ихчам ху =  а 
куринишга келтиришни курсатамиз. Унинг учун коорди
ната укларини — 45° га бурсак, Ох ук у — — х 
асимптота билан, Оу ук эса у — х асимптота билан 
устма-уст гушиб, асимптоталар янги координата уклари 
булиб колади. (7.23) тенгламага

Iim (Y  — y )=  Iim11111
*-»+«> x+ '\Jx2~ a2

(7.23)

x =  Jt'cosa — y's i na, 
у =  Jt'si na+ y ' cosa
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алмаштириш формулаларини гатбик этамиз, бунда 
« = - 4 5 °  ' , ,

(jc'cos45° +  #/sin450)2 — (x'sin45°+j/'cos45°) = а  ,
-x'f= а2,(~ 2 Х' +  ~ 2 У' )2- { t " '  V" '',V2'У

~ {х '2 +  2х'у' +  у'2)- (у '2 -  2 х'у' +  У'2) =  а2

2х'у' =  а2=> х'у' =

Энди х' ва у’ ларни х, у лар оркали, - у  ни эса бирор

с оркали белгиласак, урга мактаб курсида урганилган 
х-у — с гиперболанинг тенгламаси хосил булади.

Г и п е р б о л а  э к с ц е н т р и с и т е т и .  Гиперболанинг 
фокуслари орасидаги масофанинг хакикий укининг 
узунлигига нисбати гиперболанинг э к с ц е н т р и с и т е 
ти дейилади ва уни е харфи билан белгиланади:

2 с с 
В — 2а~~~а'

Гиперболада с > а  булгани учун е> 1  булади.
Эксцентриситет гипербола шаклини аниклашда

мухим роль уйнайди. е=-^ =>с =  а-г, буни Ь2 =  с2 — а 

га куйсак, 62 =  а2(с2- 1 )  ёки А =  булиб, е

эксцентриситет канчалик кичик, яъни е—► 1 булса,
— шунчалик кичик, яъни - —>-0 булиши куринади 
а а
(бунда a =  const деб каралади) ва гипербола узининг 
хакикий укига сикилган булади, аксинча е каттала-
шиб борса, h хам катталашиб, гипербола тармоклари
кенгайиб боради.

Г и п е р б о л а н и н г  ф о к а л  р а д и у с л а р и . (7.17) 
гиперболанинг ихтиёрий М(х\ у) нуктасининг фокал 
радиуслари х > 0  булганда

г. =  - х  — а ва г2= С х + а  1 а а

формулалар билан ва х < 0  булганда эса

г j -- и ------ Л о а  Г2
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формулалар билан аниаданади. Агар - = к  эканини

эътиборга олсак, у холда
* > 0  булганда, г, =  ?.х — а. г? — гх-\-а (724)

* < 0  булганда, n  =  a — e x , r^= — а — ?х (7.25)
формулаларга эга буламиз.

Г и п е р б о л а н и н г  д и р е к т р и с а л а р и .  Г ипербо- 
ланинг берилган F  фокусига мос д и р е к т р и с а с и деб 
унинг фокал укига перпендикуляр ва марказидан
F  фокуси ётган томонда “ масофада турувчи тугри чи

зикка айтилади. Бу 
параллел ва ундан ±  а

Д и р е к т р и с а -  
ларни d\, d2 билан 
белгилаймиз хамда 
уларни F 1, F i фо- 
кусларга мос ди
ректрисалар деб 
атаймиз (66- чизма). 
F\(c; 0), F i- c- ,  0) 
фокусларга мос ди- 
р е к т р и с а л а р н и н г  
тенгламалари

d, : х -  “ =0, (7.26)

тугри чизиклар 
масофада ётади.

О у  укига

d , : х -j- - = 0

булади.
Гипербола эксцентриситета е> 1 булгани учун

— < а  булади. Демак, директриса гиперболани кесмас 
экан.

I инербола текисликдаги шундай нукталар туплами- 
ки, бу нукталарнинг хар биридан фокусгача булган 
масофаларнинг уша нуктадан шу фокусга мос директри- 
сагача булган масофага нисбати узгармас микдор 
булиб, у унинг эксцентриситети е га тенг, яъни 
(66- чизма):
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г
d, г . (7.27)

Г и п е р б о л а н и  я с а ш .  (7.17) тенглама билан 
берилган гиперболани ясашни карайлик. Тенгламадан 
фойдаланиб Д|(«;0), Лг( — а; 0) учларини ва Ь2 =  с2 —
— а2 муносабагдан фойдаланиб F\(c\ 0), Гг  ( — с, 0) 
фокусларни топамиз. F \ фокусни марказ килиб их
тиёрий г, радиусли S(F\\ г\) айлана, Г 2 фокусни 
марказ килиб г2 =  г, -j- 2а радиусли S (F 2; г2) 
айлана чизамиз. Бу икки айлананинг кесишган нуктала- 
ри гиперболада ётади, чунки бу нукталар учун

Марказларнинг уринлари алмаштирилса, гипербола
нинг яна икки нуктаси хосил булади. Демак, г\ нинг 
хар бир янги киймати буйича гиперболанинг туртта 
нуктасини ясаш мумкин. Ш у усулда етарлича нукта- 
ларни ясаб, уларни туташтирсак, гипербола хосил 
булади.

1-м и со  л. Гинерболанинг F|(20; 0) Г 2( — 20; 0) фо- 
кусларини ва унга тегишли Л(24; &\5) нуктасини бил- 
ган холда унинг тенгламасини тузинг.

Е  ч и ш. Гиперболанинг фокал радиуслари формуласи- 
дан фойдаланамиз, яьни

л, =  д/(х — с)2 +  у2, г2 =  д/(л +  сf  +  у2 , 

г, =  д/42 +  36 • 5 =  уТ96 -  14 , 

г2 =  д/442 +  36-5 =  д/2116 =  46 . 

Гиперболани таърифига кура:

|п — г2\ =  2а ёки |46 — 14| =  2а,

2а =  32 => а =  16.

Гипербола учун:

I г2 — г | j =  | г | -f- 2а — г j | =  2а.

Ь2 =  с2 — а2 =  202 — 162 =  144.
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Демак,

— -  _  j£-  I 
256 144

гипербола уенгламасига эга буламиз.
2- м и сол.  ху =  4 гипербола тенгламасини каноник 

куринишга келтиринг.
Е ч и ш .  Координаталар бошини кузгатмаган холда 

координата укларини а =  + 45 ° бурчакка бурамиз, 
яъни ушбу формуладан фойдаланамиз:

х =  jf'cos45° -  jy'sin45° =  ~ ( х ' - у ' ) ,  

у =  x'sin450 -)-у 'cos45° =  (х' +  у ' ).

х, у нинг бу кийматларини берилган тенгламага куямиз:

- f - ( x '- y ' ) -  f i x '  +  y ' ) ^  4.

Бу тенгламани соддалаштирсак,

х'- _  у '2 =  g

куринишдаги тенг томонли гиперболанинг каноник 
тенгламасига эга буламиз.

3-м и с о л. Директрисалари х — ±4д/2 тенглама
лар билан берилган ва асимптоталари орасидаги бурчак 
90° булган гиперболанинг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Масала шартидан, яъни асимптоталарнинг 
узаро нерпендикулярлигидан гипербола тенг томонли 
эканлиги келиб чикади, у х2 — у2 =  а2 тенглама билан 
ифодаланади. Бундан а =  Ь. Гиперболанингдиректриса
лари х — тенгламалар билан ифодаланади. Масала

шартига кура “ =4-^/2, е =  ‘ ни х.исобга олсак, 
-2
у  — 4 д/2 => а2 = 4  \j2c, Ь2 =  с2 — а2 тенгликдан
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и2 =  сг — а2 => 2а2 =  с2 => аг= ~ с 2 булгани учун а2 =

=  \-\f2c =ф- —с2 =  4 д/2 с =*- с =  8-^2 га эга буламиз.

У холда а2 =  4-^2 с =  4у2  ■ 8 \j2 — 64. Демак, гипер
боланинг тенгламаси:

jc2 — у2 =  64

4-§. Парабола

1 а ъ р и ф. Парабола деб текисликнинг фокус деб 
аталунчи берилган F  нуктасидан на директриса деб 
аталувчи берилган |угри чизикдан баравар узоклашган 
барча нукталарнинг геометрик урнига айтилади (фокус 
директрисада ётмайди деб фараз килинади).

Фокусдан директрисагача булган масофани р оркали 
белгилаймиз. р катталик параболанинг параметри дейи
лади. Парабола теигламасини унинг таърифидаи фойда- 
ланиб келтириб чикарамиз. Бунинг учун абсциссалар 
укини шундай жойлаштирамизки, у директрисага пер
пендикуляр булиб, фокус оркали утсин ва директриса- 
дан фокусга караб мусбат йуналишга эга булсин 
(67- чизма). Абсциссалар укининг d тугри чизик билан 
кесишган нуктаси Л булсин. Ординаталар укини 
(Л/7] кесманинг уртасидан утказамиз. Бу холда ди
ректриса х =  — £ тенгламага, Г  фокус эса ко'

ординаталарга эга булади. Параболанинг М(х\ у) нукта- 
сини оламиз. М нукта парабола чизигида ётиши учун 
(парабола таьрифига кура) ушбу тенглик уринли 
булиши керак:

,)(/(, М ) =  (»(Af, F). (7.28)

(7.28) тенгликни коордипаталарда ифодалаймиз. Икки 
нукта орасидаги масофани топиш формуласига кура:

р( к , м ) =  д / ( *  +  J ) 2 =  |* +  £ | .

р(М, F )  =  Д 1(х -  | ) 2 +  у2 .
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Буларни (7.28) га куямиз:

У(* + я - У(‘ - + ■

Бу тенгликнинг хар иккала томонини квадратга 
кутарсак.

(х  +  р2) ‘ -  ( *  -  ;у +  у'

ни хосил киламиз. Кавсларни очиб соддалаштирсак, 
натижада

х? — рх +  — ■+ у2 =  х2 +  хр +  ;4 , 

У2 =  2/jx (7.29)

тенглама хосил булади. (7.29) тенгламага парабола- 
нинг каноник тенгламаси дейилади.

68- чизма

М{х\ у) нуктанинг фокал радиуси г =  х +  у  , па-

раболанинг эксцентриситет: d =  г, е = 1 булгани

учун, е =  1 булади.
Параболанинг учи А(хо; у о) нуктада булиб, унинг 

симметрия уки координата укларидан бирига параллел 
булса, унинг тенгламаси куйидаги куринишда булади:
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(у — Уи)2 =  2р(х — Хо) ёки (х — х0)2 =  2р (у  — у0).
П а р а б о л а  ш а к л и .  (7.29) тенгламаси буйича 

параболанинг шаклини текширамиз. у2^  0 ва 
р > 0 булгани учун (7.29) тенгламада х > 0  булиши 
керак. Бу эса р > 0 булганда парабола ординаталар 
укидан унг томонда жойлашганини билдиради. Тенгла
мада у факат жуфт даражада катнашгани учуп 
абсциссалар уки парабола учун симметрия уки булади.

Агар х =  0 булса, у =  0 булиб, парабола координата
лар бошидан утади. Координаталар боши эса п а р а б о 
л а н и н г  у ч и  дейилади. (7.29) тенгламадан к^ринади- 
ки, х ортиб бориши билан у хам ортиб боради. Демак, 
юкоридаги хоссаларга кура параболанинг шаклини 
68- чизмадагидек тасаввур килиш мумкин.

Парабола координаталар системасида кандай жой- 
лашишига кура унинг тенгламаси мос равишда

у2 =  2рх, у2 =  — 2рх, х2 - 2ру, х2 =  — 2ру

куринишларда берилади. Охирги икки холда парабола- 
нинг симметрия уки ординаталар укидан иборат 
булади.

П а р а б о л а н и  я с а  ш. Парабола у2 =  2 рх тенглама 
билан берилган булсин. Дастлаб параболанинг фокусини 
ва директрисасини ясаймиз. Бунинг учун Ох укда
координаталар бошидан унгда ва чапда -у га тенг

[O F j ва [ОА] кесмаларни оламиз. А нукта оркали Ох 
укка перпендикуляр килиб d тугри чизикни утказа- 
миз. F  нукта параболанинг фокуси, d эса директрисаси 
булади (68-чизма).

Парабола учидан бошлаб параболанинг симметрия 
укига перпендикуляр ва хар бири олдингисидан
у  масофада турувчи тугри чизикларни утказамиз.

Утказилган тугри чизикларнинг хар биридан директри- 
сагача булган масофани радиус килиб F  марказли 
айлана чизамиз. Бу айлана тегишли тугри чизикни икки 
нуктада кесади. Бу нукталар изланаётган парабола 
чизигининг нукталари булади. Кейинги директрисага 
параллел чизикдан директрисагача масофани радиус 
килиб олиб, F  фокусни эса марказ килиб яна айлана 
ёйини чизсак, у олинган чизикни икки нуктада кесади,
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бундай парабола нукталарини куриш жараёнини 
узлуксиз куп маротаба бажарсак, параболанинг нукта
лар тупламига эга буламиз. Директрисага параллел 
чизиклар сони канча куп булса, топилган парабола 
нукталари шунча узаро якин булиб, параболани чизиш 
аник ва осон булади.
у — ах? Ьх - с т е н г л а м а  б и л а н  б е р и л г а н  
п а р а б о л а ,  у =  ах2 +  Ьх +  с тенглама парабола эка- 
нини курсатамиз. Унинг учун тенгламанинг унг томони- 
дан тула квадрат ажратамиз:

" =  "(' +  2 2Г  * +  “  4/ )  +  ‘ =

= Ч*+ + 4 ас — ft2
4а

Бундан

4ас — Ь2 (  , Ь \2
у -  =  Ч *  +  •=•) • (7 30)

,  „ , /  Л 4ас — Ь2 \
Декарт координаталар бошини 2« ; 4а— /

нуктага

*
Х =  Х -  ~2а'

У =  У' +
4 ас — ft2 

4а

формула буйича координата укларини параллел кучира- 
миз. Янги координаталар системасида (7.30) тенглама 
куйидаги куринишни олади:

у' — ах'2 ёки х'2 — — у .

Агар р =  2j^| деб белгилаш киритсак,

х'2 =  2 ру' (7.31)
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тенгламага эга буламиз. (7.31) тенглама симметрия 
уки (О У )  ук ва учи 0 ' (  — )  нуктада
булган параболадан иборатдир.

1-мисол .  х — 2 =  0 тугри чизик ва F  (6; 0) нук
тадан бир хил узокликда жойлашган нукталар гео
метрик урнининг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Af(:c; #) — биз излаётган геометрик уриннинг 
ихтиёрий нуктаси булсин. Икки нукта орасидаги 
масофа формуласига кура:

1/ИЛ =  д/(* -  6 ? Т 7  ■

Масала шартига кура: х — 2 =  0 тугри чизик М (х\у) 
нуктадан

\MF\ =  \х — 2\ 
масофада булади. Шунга кура

дДх — 6)2+ у 2 =  |jc— 2|

ёки

(*  — б)2 +  у2 — X2 — 4* +  4 =>- =  8х 4- 32.

Бу эса Ох укига нисбатан симметрик булган парабола 
тенгламасидир.

2- м и сол .  у2 =  4х параболада фокал радиусининг 
узунлиги 20 булган нуктани топинг.

Е ч и ш .  Изланаётган М (х; у ) нукта учун р(/•', М ) =  20,

у2 =  4х => 2р =  4 =► р =  2,

У холда

F( I; 0), 20 =  У (*  -  I f  +  ?  =  V ( x -  l )2 +  4х

ёки
400 =  jr2 -|- 2* -|- 1 =>- х2 -f- 2* — 399 =  0,

=  -  I ±  V 1 +399 =  -  1 ±20; ле, =  19, *2 =  -21  .
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Х2 =  — 21 илдиз масала шартини каноатлантирмайди. 
х\ — 19 ни у2 =  Ах га куйиб у ни топамиз:

t? =  4-19 =► у | =  +2л/19.#2 =  — 2д/Г9 .

Демак, изланаётган нукта:

М,(19;2л/19) ва Af2( 19; - 2 / 1 9 ) .

3- м и с о л. Автомобиль фонарининг кесими парабола 
шаклида булиб, унинг диаметри 20 см, чукурлиги 
10 см. Парабола фокусининг координаталарини топинг.

Е ч и ш .  F  фокусдан параболанинг учигача булган 
масофани топиш учун парабола тенгламасини тузамиз. 
Координаталар системасини шундай танлаб оламизки, 
фонарнинг симметрия уки Ох ук билан, учи эса 
координаталар боши билан устма-уст тушсин (69- чиз
ма).

Бу холда парабола тенгламаси у2 =  2рх куринишда 
булишини биламиз. А ва В  нукталар параболага 
тегишли булгани учун ва масала шартига кура нукта
ларнинг координаталари мос равишда А (10; 10) ва 
В  (10; — 10) га тенг.

Бу нукталарнинг координаталарини у2 =  2рх тенг
ламага куйсак:

102 =  2р ■ 10

булиб, бундан р =  5 га эга буламиз. Демак, парабола
нинг фокуси нуктада булади.

69- чизма 70- чизма
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4-м и с о л, Оу укдан ва F  (3; 0) нуктадан баравар 
узокликда ётувчи нукталар геометрик урнининг тенгла
масини тузинг.

Е ч и ш .  М (х; у) нукта масала шартини кано- 
атлантирсин. N нукта Оу укда ётсин, у холда масала 
шартига кура:

M F  =  MN.

Икки нукта орасидаги масофани топиш формуласига 
асосан:

M F =  У (х  -  З)2 +  у2 ,

M N  =  л](х — О)2 +  (у  — y f  =  х .

Буларни урнига куйсак,

У (*  — 3)2 +  у2 — х ёки у2 =  6jc — 9.

Демак, изланаётган геометрик урин фокуси F  (3; 0) 
нуктада булган хамда Ох укка нисбатан симметрик 
булган параболадир.

5-м и с о л .  Шар тарное буйлаб харакатланади ва 
v тезликка эришиб тарновнинг уринмаси горизонтал 
йуналишга эга булган нуктада ундан чикиб кетади. 
Шарнинг бундан кейинги харакат траекториясини 
аникланг (70- чизма).

Е ч и ш .  Шар Оу ук буйлаб харакат килганда унинг 
/ соатда босган йули у  =  у/ булади.

Лекин шар огирлик кучининг таъсирида Ох ук буйлаб 
хам харакат килади. Шарнинг Ох ук буйлаб босган 
йули:

(бу ерда g — 9,8 м/сек2 — эркин тушиш тезланиши). 
Булардан
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Бу тенгламалар системаси шар харакатининг пара
метрик тенгламасидир. Иккинчи тенгламадан t ни топиб 
биринчи тенгламага куйсак:

Бу эса парабола тенгламасидир.

5-§. Иккинчи тартибли чизикларнинг кутб 
координаталардаги тенгламалари

Иккинчи тартибли чизиклардан эллипс, гипербола ва 
параболаларнинг олдинги параграфда баён этилган 
хоссаларидан фойдаланиб, уларнинг кутб координата
лардаги теигламасини келтириб чикарамиз. Юкорида- 
ги чизиклардан бирортаси берилган булса, унинг унг 
тармогини караймиз, чунки келтириб чикариладиган 
кутб тенглама чизикнинг факат битта тармогини 
аниклайди. Аниклик учун гиперболанинг унг тармоги 
берилган булсин. F  унинг фокуси, d чизик эса шу фокусга 
мос директрисаси булсин (71- чизма). Кутб координата
лар системасини куйидагича киритамиз. FL  I d тугри 
чизикни утказамиз, F E  =  i,
L  =  (F L ) [ )d  булсин, бунда 
Ь нукта ( F L )  тугри чизик
да ётади ва F  нуктадан 
L  нукта ётмаган томонда 
ётади. F  нуктани кутб;
(F E )  нурни эса кутб уки 
деб оламиз. Af<> нукта F  нук
тадан кутб укига утка- 
зилган перпендикулярнинг 
берилган чизик билан ке- 
сишган нуктаси булсин. 
р(Мо, F )  =  р билан бел- 
гилаймиз ва уни эгри чизик
нинг фокал параметри деб атаймиз. Кутб координаталар 
системасида эгри чизикнинг ихтиёрий М нуктасининг 
координаталарини г, ф билан белгилаймиз:

г =  р ( F, М ).

Эгри чизикнинг 3-§ даги асосим хоссаси (7.27) га кура:
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d p (d, M)
P ( F , M 0 ) p (F ,M n) „
Й 5 Я &  = 8 ^  p <* =  7  • <732>

Агар ф >  — булса:

p{d, M ) =  p(d, Af0) — rcos(180° — ф) =  — -f гсо5ф .

Агар ф <  y  булса:

p(d, M ) =  p(d, M0) +  p{/7, M ) =  у  +  гсовф

Демак, иккала холда хам

р(d ,  М )  =  ^  +  гсоБф .

р (d, М ) нинг кийматини (7.32) га куйсак, 
=  е тенгликка эга буламиз. Бундан

(7.33) тенглама берилган чизикнинг кутб координата- 
ларидаги тенгламаси дейилади. Бу (7.33) тенгламада:

а) е <  1 булса, у эллипсни аниклайди ва ф бу холда 
0 ^ ф < л  ораликдаги барча кийматларни кабул 
килади;

б) е =  1 булса, у параболани аниклайди ва ф бу 
холда 0 < ф < л  ораликдаги барча кийматларни 
кабул килади;

в) е> 1  булса, у гиперболани аниклайди. Бу холда 
Ф кайси ораликда узгариши куйидагича аникланади. 
2ф0 — асимптоталар орасидаги тармок жойлашган бур
чак булсин, у холда
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b -» I  с2—а2 Г~2 , .  sin2<p0 2 
*&Фо =  - = \ / ---Г ~  =  Vе 1 еКИ -- — “ в — 1 :

V  cos Фо
е2соз2ф =  1 ёки cos290 =  - у , ф0 <  v  булганидан

1СОБфо =  — .

(7.33) тенгламада г > 0  учун 1 — есо5ф>0 ёки 
совфС -i- =  совфо булиши керак. Бундан гиперболанинг

к а р а л а ё т г а н  тармогидаги  ну к т а л а р  учун 
ф0< ф < 2л — фо тенгсизликлар бажарилади. (7.33) 
тенгламадаги р сон фокал параметр дейилади. Парабола 
учун бу фокал параметр унинг каноник тенгламасидаги 
р дан иборат. Эллипс ва гипербола учун р нинг маъноси, 
уларнинг мос равишда ярим уклари оркали куйидаги
ча ифодаланади. ( F  Afo) тугри чизик эллипс (гипербо
ла) нинг фокал укига перпендикуляр булгани учун Мо, 
F  нукталар бир хил абсциссага эга. Мо(дсо; Уо) булса, 
хо — — с (гиперболада хо — -}~с) • Мо нукта эллипс 
(гипербола)га тегишли булгани учун

4 + 4 =1(о^~4=1) Ва/7 = Р(М°’ П = Ш
с2 р2ни хисобга олсак, —j  -у  =  1 => 
а Ь

- с 2 Ь<
2 2 a а

*2
Р  =  ~т

Демак, эллипс ва гиперболада фокал параметр
ь2р =  —  га тенг. а

151-м и сол.  г — ---- чизикнинг декарт ко-12 — 13 cos<p
ординаталар системасидаги каноник тенгламасини ёзинг. 

Е ч и ш .  Берилган тенгламани (7.33) t_ с̂о5ф)
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куринишга келтирамиз. Унинг учун унг томоннинг сурат 
ва махражини 12 га буламиз:

15 5
_  ___ 15 _  12 _  4

12 — 13 cos({> 1 3 “ • 13
~  l2 “C0S,p 1 ~  12 cos<p

13Буни (7.33) билан таккослаб, е =  — >  1 булга

ни учун эгри чизик гипербола деган хулосага келамиз.
Унинг каноник теигламасини ёзамиз. Тенгламадан

5 ь2 лр =  лекин р =  —  эди, бундан

Ь2 5 , 2 5 с 13 13—  =  . => о =  — а • е — — =  —  =ф - с — —  а .а 4 4 а 12 12

Ь, с нинг бу кийматларини Ь2 =  с2 — а2 тенгликка 
куйиб а ни топамиз:

5 169 2 2 36
~4 0 ~  ~144 а

,2  5 5 36 _Ь _ 7 „ _ т . -г _ 9 .

Демак, берилган гиперболанинг каноник тенгламаси 
куйидагича булади:

6-§. Иккинчи тартибли чизикнинг умумий теигламасини 
каноник куринишга келтириш

Бирор тугри бурчакли декарт координаталар система
сида координаталари

я,!*2 +  %а12ху +  а^у2 +  2а10х +  2а20у +  ам =  0 (7.34)

тенгламани каноатлантирувчи нукталар туплами ик
кинчи тартибли чизик деб аталиши бизга маълум. Бунда
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a,j коэффициентлар хакикий сонлардан иборат булиб, 
ап, а|2, а 22 коэффициентларнинг лен булмаганда 
биттаси нолдан фаркли булади.

Иккинчи тартибли чизиклар назариясининг асосий 
масалаларидан бири унинг умумий тенгламасини кано
ник куринишга келтиришдир. Иккинчи тартибли чизик 
тенгламасини соддалаштиришни куйидагича бажара- 
миз.

Агар иккинчи тартибли чизик бирор R тугри бурчакли 
координаталар системасида (7.34) тенглама билан 
берилган булса, у холда бу координаталар системасини 
буриш ёрдамида R ' тугри бурчакли координаталар 
системасига утиш мумкин. Бу системада (7.34) чизик 
тенгламасидаги узгарувчилар купайтмаси, яъни ху ни 
сакланмайди (бу боскич булган холда хам
кулланилади). Бунинг учун

(х  -  Л о з а  -  S'sina,
\у =  r 's ina  +  у7 cosa

утиш формуласидан фойдаланамиз. (7.35) ни (7.34) га 
куйсак ва ухшаш хадларини ихчамласак, (7.34) тенг
лама R ' координаталар системасида куйидаги кури
нишни олади:

о и *2 +  2а\2х'у +  а'пу'2 +  2a', ̂  +  2awy  +  а^ =  0 , (2.36) 
бу ерда

a,, =  a Mcos2a -|- 2a,2cosasina -f a22sin2a ,  
а 12 =  — a Msinacosa +  a12cos2a — a 12sin2a  a^sinacosa 

a 22 =  a Hsin2a — 2a12sinacosa +  aK cos2a ,
a io =  a,,cosa +  aaosina, (7.37)

a2o =  — a10sina +  a2Ocosa, 
aoo =  aoo

(7.37) белгилашлардан к^ринадики, (7.36) тенгламада- 
ги a'M,a'|2, a^ коэффициентлар (7.34) тенгламадаги 
an, ai2, a 22 коэффициентларга ва a  бурчакка 
боглик, шунинг билан бирга a’,,, а'|2, aM ларнинг камида 
бири нолдан фаркли булиши керак.
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а  бурчакнинг ихтиёрийлигидан фойдаланиб, уни 
шундай танлаб оламизки, натижада (7.36) тенгламадаги 
а,2 коэффициент нолга тенг булсин:

@ 12 — — anSinacosa+al2cos2a — a l2sin2a-f a^sinacosa =

=  — (a ncosa +  a,2sina)sina -f (a 12cosa-(-a22sina)cosa  =  0

(7.39) система бир жинсли булгани учун, унинг 
детерминанти нолга тенг, яъни

Бизга маълумки, (7.40) бажарилгандагина система 
нолдан фаркли ечимга эга булади. (7.40) тенглама
(7.34) чизикнинг характеристик тенгламаси дейилади.
(7.40) тенгламанинг дискриминанти:

D  =  ( а \ | “t* в22) 4(йц '0.12 а?г) =  (UI 1 — a 2 i f  ~Ь 4fl'f2 ̂  0

булгани учун (7.40) тенгламанинг иккита Я| ва Х2 
илдизлари турли ва хакикийдир.

(7.38) тенгликдан:

Бу нисбатни биро{ 
куринишда ёзиб оламиз:

еки
a , ,c o s a  +  a 12s

co sa

га тенглаб, уни куйидаги

a 12 co sa  +  a ^ s in a  

s in a
(7.38)

(а м — a.)cosa -f- a,2sina =  0 
a,2cosa +  (a22 — A.)sina =  0 . (7.39)

a l1 — Я a !2
О |2 2̂2 — Я

Бундан

Я'2 — (a,, +  а22)к +  (a na l2 — a?2) — 0 . (7.40)

a ncosa +  a l2sina =  — Xcosa , (7.41)

a,2cosa a^sina =  /.sina.



Буларнинг хар бирини cosa=?^0 га булиб (агар 
cosa =  0 булса, a  =  * булиб, ап =  0 булади).

X ~* Aii и I •
tga =  - - 1 L  =  т -±г  (7.42)

“ 12 Л “ 22

ни хосил киламиз. (7.42) муносабатга навбат билан 
А,! ва Яг илдизларни куямиз.

(7.43)0,2 0J2

(7.43) формуладан фойдаланиб a  =  ai бурчакни 
аниклаб, R координаталар системасини шу а\ бурчакка 
буриш билан янги R ' координаталар системасига утиш 
мумкинки, бу системада (7.34) тенглама соддалашиб, 
куйидаги куринишни олади:

к,х2 +  к2у 2 +  2al0x' +  2аму' -f aw =  0 . (7.44)

Агар (7.34) тенгламада am =  аго =  0 булса, у холда
а\о =  аж =  0 булиб, (7.44) тенглама куйидаги кури
нишни олади:

к,х2 +  къу"2 -ь Ооо =  0 . (7.45)

Шундай килиб, координаталар системасини буриш 
ёрдамида (7.34) тенгламани (7.44) куринишдаги тенг
ламага келтирдик. Энди (7.44) куринишдаги тенгламани 
янада соддалаштириш учун, координаталар бошини 
кучириш формуласидан фойдаланамиз.

Иккинчи тартибли чизикнинг тенгламаси (7.44) 
куринишда булсин ва (7.40) характеристик тенглама
нинг илдизлари А,1 ва к? эса бир вактда нолга тенг 
булмасин. Куйидаги уч хол булиши мумкин: 

з) А,| Ф  О, Х-J =7«̂= 0 -<=>- 0,1̂ 22 (*12 ^  6 .

Бу холда (7.45) тенгламада куйидагича шакл алмаш- 
тириш бажарамиз:

2

+  a oo =  0  ,
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бу ерда

деб белгилаймиз. Энди

алмаштиришни бажарамиз; у холда янги координаталар 
системаси, яъни R "  да эгри чизик куйидаги тенгламага 
эга булади:

Шундай килиб, R  координаталар системасида (7.34) 
тенглама билан берилган иккинчи тартибли чищикнинг 
характеристик тенгламаси илдизлари ва А2 нолга 
тенг булмаса, у(А ) ва (7.46) формулаларга кура 219- 
бетдаги жадвалда ифодаланган чизиклардан бирорта- 
сини ифодалайди.

б) А| = 0, (Аг ф  0), а'ю ф  0.
Бу холда (7.44) тенгламани куйидагича ёзиш 

мумкин:

+  А2К2 -f- ат  =  0, (7.46)

Агар а ^ Ф  0 булса, (7.46)

°ooAi в0о/̂ 2
(А )

Агар а 'оо =  0 булса, (7.46) ни куйидаги куринишда 
ёзиш мумкин:

А ,*2 +  А 2К2 =  0. ( В )
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№ *1 h
а

а10 Каноник тенгламаси Чизицнинг номи

1
+ + -

^  + 4 « 1 Эллипс
- - + fl2 А2

?
+ + +

4 + 4 - - . Мавзцгм
- - - в2 ь2 эллипс

Ч
+ + 0 ОII

**1

ij Нуцта <кесишув- 
чи мавз̂ ум т̂ гри 
чизнылар жуфти)- - 0 а2 *2

4
+ - * 0

Гипербола
- + *0 в2 Ь2

5
+ - 0

4 - 4 = о Кесишувчи т̂ гри
- + 0 а2 Л2 чизюушр жуфти

Бу тенгламага куйидаги координата алмаштириш 
формуласи

ни кулласак,

\2У2 +  2а\0Х =  0 =>- Y2 =  - 2  • ^ - Х  (7.47)

куринишдаги парабола тенгламасига эга буламиз. Агар 

h  Ф  0, Яг =  0, а 'го Ф  0 булса, у холда
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(7.44) тенгламанинг куриниши 

Х * =  - 2  .

булиб, бу хам парабола тенгламасидир.
Демак, Xi =  0, Х2ф 0 , а 'ю ф  0 булса (ёки Х\фО, 
Х2 =  0, а'го =?*= О булса), у холда (7.44) тенглама 
параболани ифодалар экан.

в) А,| =  0, а\0=  0 ёки Х2 =  0, а'ж =  0 булсин.
Бу холда (7.44) тенглама куйидаги куринишни олади:

Ч»+4), + *-^-о'2
°20

А ' Я20 нАгар ау,,---—  =  деб белгилаб

х7 =  Л, у ' =  у  + И )
координаталарни алмаштириш формуласини татбик 
этсак, (7.44) тенглама R "  координаталар системасида

(7.48)

куринишга эга булади. (7.48) формулада куйидаги
“оо ^  а л- аоо -г— <  0 булса, —
*2 *2

=  — а2 деб белгилаб, (7.48) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

холлар булиши мумкин. Агар -30L <  q булса, “ ° °  —

У2 _  а2 =  0 =►■ Y -  а =  0; Y +  а =  0. 

Агар -г—> 0, яъни =  а2 булса, у холда

У2 +  а2 =  0 =>- Y +  ai =  0; Y — ai — О
220
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булади. Бу холда чизик. мавхум параллел т^гри 
чизиклар жуфтини ифодалайди.

Агар а'ш =  0 булса, Y2 =  0 =>- Y =  0 булади ва бу
холда тенглама устма-уст тушган тугри чизиклар 
жуфтини ифодалайди.

Шундай килиб (7.34) тенглама куйидаги 9 та 
чизикдан биттасини ифодалайди: 1) Эллипс; 2) Ги
пербола; 3) Парабола; 4) Кесишувчи тугри чизиклар 
жуфти; 5) Х,ар хил параллел тугри чизиклар жуфти;
6) Устма-уст тушувчи тугри чизиклар жуфти; 7) М ав
хум эллипс; 8) Мавхум кесишувчи тугри чизиклар 
жуфти; 9) Мавхум параллел тугри чизиклар жуфти.

1-м и со  л. Ушбу иккинчи тартибли эгри чизикнинг 
умумий тенгламасини каноник куринишга келтиринг: .

5JC2 +  Ъху +  by2 — 18* — 18# +  9 =  0

Е ч и ш .  1) характеристик тенгламани тузиб, унинг 
илдизларини аниклаймиз:

Я2 — 10А, +  9 =  0; h  — 9; К2 =  1;

2) координаталар системасини буриш керак булган 
бурчакни топамиз:

I 1 Isina, =  . ■ =  —s-; cosa, =  =  —=-;
V i + ‘g2“ . У !. ^

3) а'ю ва а'го коэффициентларни аниклаймиз:

а\о --- a l0cosa, +  o^sina, =

Двд =  — a,0sina,+  a2oCOsa, =
I , . 1 9 , 9



4) топилганлардан фойдаланиб, янги координаталар 
системасига нисбатан куйидаги чизик тенгламасини 
тузам из:

9х'2 +  у'2 — \8^2х/ +  9 =  0

еки

/2
х2 +  ^  -  2^2 X +  \ =  0 .

х' катнашган хадлардан тулик квадрат ажратиб, уни 
куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

(х’ -  V2 )2 , у'2 , - х2 Y2, +  9 =  1 еки ], +  9 =  1 .

Бу тенглама маркази 0\(yj2\ 0) нуктага жойлашган 
ва ярим уклари а =  I, b =  3 дан иборат эллипс 
тенгламасидир (72-чизма).

2- м и с о л. Ушбу Ах2 — Аху +  у2 — 2х— 14г/ +  7 =  0 чи
зик тенгламасини каноник куринишга келтиринг, чизма- 
сини ясанг.

Е ч и ш .  Бу ерда а,, =  4, а,2 =  — 2, а-п =  1, 
о ю =  — 1, аго =  — 7, ада =  7.

1) характеристик тенгламани тузиб, унинг илдизлари- 
ни аниклаймиз:
222



A- к  - 2
- 2  I — к =  О

к2 — 5к =  0; к, =  0, к2 =  5 

ва олдинги мисолдагига ухшаш давом эттирамиз:

- 42)tga, = *■[ ~  °п  
°12

= 2 ,

sinai =  -^ ;cosa, =  L  ;

3 )a 10 =  a 10cosa, +  a^sina, =  — 3 д/5 ,
2ii —  — Q |g S in O t ,  “ J- ^20 CO SCt] —  " ^ 5  ,

4 )by"2 -  6^/bx' -  2^fby + 7  =  0;

5 )5 (?  -  f -У -  - - f )  =  0 ;

6) *' -  AT +  (/’ _  Y +  

алмаштириш бажарамиз;

5K2 -  6 Y5 X =  0 =► К2 =  X .

Бу тенглама параболани ифодалайди (73- чизма).
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М А Ш к J1 А Р
1. Куйидаги айланаларнинг маркази координатала

рини ва радиусини аникланг:
а) 2х* 4  2у2 — Зх 4  4у +  2 =  0;
б) х2 4  у2 — 4х +  14# 54 =  0;
в) х2 -(- У2 — 8х +  бу =  0;
г) х2 у2 4  10* — 4у 4  29 =  0;
д) 4  у2 4  3* — Ту — =  о ;
е) х2 4  У2 4  Зх — у =  0.

2. Л(6; —4) нукта берилган. Диаметри ОЛ кесмадан 
иборат айлана тенгламасини тузинг.

3. Куйидаги айланаларни ясанг:
а) х2 4  У2 — 2х 4  4у — 21 =  0;
б) Х1 +  у!  — 4х 4  6у 4  9 =  0;
в) х 4  У — 8х =  0;
г) х2 4  у2 4  4у =  0.

4. Берилган А ( —4; 0); В  ( I ;  5) ва С (4; —4) нукта
лардан утувчи айлана марказининг координаталари 
х.амда радиусини топинг.

5. Айлана диаметрининг учлари А (—3; 2) ва В  ( I;  4) 
булса, шу айлана тенгламасини тузинг.

6. А (4; 4) нуктадан ва х 4  у2 4  4х — 4у =  0 
айлана билан у =  — х тугри чизикнинг кесишгаи 
нукталаридан утувчи айлана тенгламасини топинг.

7. Радиуси R =  1 булган айлана Л (2; I)  нукта 
оркали утади ва х'2 4  у2 — 8х — 4у 4  19 =  0 айл'ана- 
га уринади. Айлана тенгламасини тузинг.

8. Координаталар бошидан ва х 4  У~ =  а2 айлана
нинг х 4  У 4  « =  0 тугри чизик билан кесишган 
нукталаридан утувчи айлана тенгламасини тузинг.

9. А (1; —3) ва В  ( — 1; 1) нукталардан ^тиб, 
маркази 2х — у 4  1 =  0 тугри чизикда ётган айлана 
тенгламасини тузинг.

10. Учбурчак  томонларининг тенгламалари 
9х — 2у — 41 =  0, 7х 4  4у 4  7 =  0, х -  3# 4  1 =  0 
булса, шу учбурчакка ташки чизилган айлана тенглама
сини тузинг.

11. Эллипснинг кичик ярим уки Ь — 12, эксцентриси
тета е =  0,5. Эллипснинг тенгламасини тузинг х.амда 
фокуслари орасидаги масофани топинг.

12. Л (4; 1) ва В  ( " у —; — 2  ̂ нукталардан утувчи 
эллипс тенгламасини тузинг.



13. Куйидагиларни билган х,олда эллипс тенгламаси- 
ни тузинг:

а) ярим уклари мос равишда 4 ва 2 га тенг;
б) фокуслари орасидаги масофа 6 га, катта ярим 

уки 5 га тенг;
в) кичик ярим уки 3 га, эксцентриситети f  га 

тенг;
г) ярим укларининг йигиндиси 8 га ва фокуслар 

орасидаги масофа 8 га тенг;
д) директрисаси х =  ±12 тенглама билан аник-

1ланган ва эксцентриситети — га тенг.О
14. Агар эллипснинг директрисалари орасидаги масо

фа фокуслари орасидаги масофадан турт марта катта 
булса, унинг эксцентриситетами топинг.

15. Директрисалари х =  ± 8  ва кичик уки 8 га тенг 
булган эллипснинг теигламасини тузинг ва эксцентриси
тетами топинг.

16. х2 +  у2 =  4 айланадаги хар бир нуктанинг 
абсциссаси икки баробар орттирилган. Хосил булган 
эгри чизикни аникланг.

17. Эллипс абсциссалар укига А (7; 0) нуктада ва 
ординаталар укига В  (0; 4) нуктада уринади. Агар 
эллипснинг уклари координата укларига параллел 
булса, унинг теигламасини тузинг.

18. Эллипс Ох укини А (3; 0) ва В  (7; 0) нукта- 
ларда кесади ва Оу укка С (0; 3) нуктада уринади. 
Агар эллипснинг уклари координата укларига па
раллел булса, унинг теигламасини тузинг.

*2 2
19. Гиперболанинг —----̂  =  1 тенгламаси берил

ган. Гиперболанинг эксцентриситетини, фокуслари ва 
учларининг координаталарини, асимптоталирииинг тенг- 
ламаларини, ихтиёрий нуктасининг фокал радиусларини 
ва директрисаларининг тенгламаларини аникланг.

20. 2х? -  4у2 =  18 гипербола тенгламаси берилган. 
Гиперболанинг фокуслари, асимптоталари, эксцентриси
тетини аникланг ва уни ясанг.

х2 v221. Учлари —  +  g =  1 эллипснинг фокусларида,

фокуслари эса унинг учларида булган гиперболанинг 
каноник теигламасини ёзинг.
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22. Фокуслари тенг томонли jc2 — у1 — 8 гипербола
нинг фокуслари билан устма-уст тушган хамда А (4; 6) 
нуктадан утган эллипс тенгламасини тузинг.

23. Гипербола координата уадарига нисбатан сим
метрик булиб, А (6; —2V2) нуктадан утади, мавхум 
ярим уки Ь =  2 га тенг. Унинг каноник тенгламасини 
тузинг ва В  (6; —2л/2) нуктадан фокусларигача булган 
масофаларни топинг.

24. Гипербола асимптоталарининг тенгламалари 
Ау — Зх =  0 ва Зх — Ау =  0 булиб, фокуслари орасида
ги масофа 10 га тенг. Унинг каноник тенгламасини тузинг.

25. j r  +  у2 +  6х =  0 айлана ва х — у =  0 тугри 
чизикнинг кесишган нукталаридан утиб, Оу укка нис
батан симметрик булган парабола ва унинг директриса- 
си тенгламаларини тузинг. Айлана, тугри чизик ва 
параболани ясанг.

26. Горизонтга нисбатан уткир бурчак остида отилган 
тош парабола ёйини чизиб, бошлангич жойидан 32 метр 
узокка тушади. Тошнинг 24 метр баландликка кута- 
рилганлигини билган холда унинг траекторияси тенгла
масини тузинг.

27. Фавворадан отилиб чикаётган сув окими пара- 
метри р =  0,1 булган парабола шаклини олади. Сувнинг 
отилиб чикаётган жойдан 2 м узокликка тушаётганлиги 
маълум булса, отилиб чикаётган сувнинг баландлигини 
топинг.

28. Иккинчи тартибли эгри чизикларнинг кутб 
тенгламалари берилган:

Г  2 — 2cos<p ’ ^  Г 2 — costf

2 — cos<p

Уларнинг декарт координаталари системасидаги тенг
ламаларини тузинг.

2 2

29. -5д- +  -fjr — 1 эллипснинг кутб координатасидагиSo Zo
тенгламасини тузинг.

30. г =  —  эллипснинг ярим укларининг узун-2 — cos<p
лигини ва фокуслари орасидаги масофани, эксцентриси- 
тети ва днректрисаларининг тенгламасини топинг.
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31. Координата укларини параллел кучирганда 
А (4; 1) нукта янги А (3; — 1) координаталарга эга 
булади. Эски ва янги координаталар системаларини 
хамда А нукгани ясанг.

32. Координата укларининг йуналишини маълум бир 
уткир бурчакка бурганда А ( 1 4 )  нуктанинг янги 
системадаги абсциссаси 4 га тенг. Уша буриш бурчагини 
топинг, янги ва эски системани хамда А нуктани ясанг.

33. Куйидаги иккинчи тартибли эгри чизикларнинг 
тенгламаларини энг содда (каноник) куринишга келти- 
ринг ва бу эгри чизикларни ясанг:

а) х2 4- ху +  у1 — 1 =  0;
б) 32дг -f- 52 ху — 7у +  180 =  0;
в) б*2 +  4*# +  8у2 — 32* — 56# +  80 =  0;
г) Зле2 — 4ху — 2х 4- 4у2 — 5 =  0;
д) 16*2 — 2ху +  9у -(- 25* — 50# +  50 =  0.
е) Элг2 +  24*# +  16у2 +  50* — 100# +  25 =  0.

8- Б О Б

И К К И Н Ч И  Т А РТ И БЛ И  С И РТ Л А Р  

1- §. Иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламаси

/Бизга маълумки, £(*;#)=0 тенглама текисликда бирор 
тугри чизикни аниклайди, яъни Оху текисликдаги 
координаталари * ва у булган барча нукталар туплами 
б> тенгламани каноатлантиради. Шунингдек, фазода 
хам

F(x, #, г )= 0  (8.1)
тенглама Oxyz да бирор сиртни, яъни координаталари *, 
# ва 2 булган ва (8.1) тенгламани каноатлантирадиган 
нукталар тупламини аниклайди. (8.1) тенглама сирт
нинг тенгламаси, *, #, 2 лар эса унинг узгарувчи 
координаталари дейилади.

Иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламаси 
куйидаги куринишда ёзилади:

а\I* 2 +  ага#2 +  азз* 2 +  2а,2*# +  2ai3*z -+
-f- 2агз#2 -|- 2а и* +  2a24# 2a^z -J- 044 =  0, (8.2 )

бу тенгламадаги ац, аю, азз, a i2, 0 ,3, агз 
коэффуциентларнинг камида биттаси нолдан фаркли 
булиши керак. Айрим холларда сирт тенгламаси билан 
эмас, балки у ёки бу хоссага эга булган нукталарнинг
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геометрик урни билан берилиши мумкин. Бу холда 
сиртнинг геометрик хоссаларидан фойдаланиб унинг 
тенгламаси тузилади.

Масалан, берилган Oi(o; b\ с) нуктадан R масофада 
ётувчи барча нукталарнинг геометрик урни шар сирти 
(сфера) булади. Бу бобда оддий куринишдаги тенглама- 
лари иккинчи даражали икки узгарувчили булган 
сиртларнинг баъзилари билан танишамиз.

2- §. Сфернк сирт

Сферанинг Oxyz тугри бурчакли декарт координата
лар системасидаги тенгламасини тузамиз.

Маркази 0 '(а; Ь; с) нуктада ва радиуси R булган 
сфера берилган булсин. Агар М(х\ у; г) нукта сферанинг 
ихтиёрий нуктаси булса, у холда О'(о; Ь\ с) ва М(х\ у, г) 
нукталар орасидаги масофани топиш формуласидан 
фойдалансак, сфера тенгламаси куйидагича булади:

(.x - a f  +  ( y - b f  +  ( z - c f  =  R 2. (8.3)
(8.3) — маркази 0'(а\ Ь\ с) нуктада ётувчи ва радиуси 
R га тенг булган сфера тенгламаси дейилади. Агар
(8.3) да а — Ь — с — 0 булса, маркази координаталар 
бошида ётувчи ва радиуси R  га тенг булган сфера 
тенгламасига эга буламиз:

x2 +  y ‘ +  z2 =  R2. (8.4)
(8.3) ни куйидаги куринишда ёзиш мумкин.

хЧ- y2 +  z2- 2 a x - 2 b y  — 2 cz +
+  a2 +  b2 +  c2- R 2 =  0. (8.5)

Сфера тенгламаси иккинчи тартибли сирт эканини 
курсатамиз. Унинг учун сиртнинг (8.2) тенгламасида

012 =  013 =  023 =  0 Ва 011=022— 033
деб олинса, (8.2) нинг куриниши куйидагича булади: 

ацх2-j-atiy2 -\-ч\\г2 +
+  2 а н Х  +  2 а 24# +  2о з42 +  ачч  =  0 . ( 8 . 6 )

Х,осил булган (8.6) тенглама сферанинг тенгламаси 
эканини текширамиз. Бунинг учун ант^О деб
(8.6) нинг хамма хадларини ац га буламиз ва 
куйидаги белгилашларни киритамиз:
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А =  , В  =  * *  , С =  0 =  “44 .
“ и а11 аи и||

Натижада
J  +  y2 +  z* +  Ax +  By  +  Cz +  D =  0

куринишдаги тенгламага эга буламиз. Охирги тенглама
ни ушбу куринишда ёзиб оламиз:

( г +  4 у +  ( , +  f ) 2+ ( , +  £ )■ =  L M 4 t f + c ’ - 4 D )

еки

('+ 0+(»+1)Ч-ь у)!-
=  Q  У л 2 +  Я2 +  С2- 4 0 ) 2. (8.7)

(8.7) тенгламадан куринадики, Л2 +  Я2 +  С2 — 4 0 > 0  
булганда (8.6) тенглама маънога эга булади. Демак,

Л2 +  В 2 +  С2- 4 0 > 0  

булса, (8.7) тенглама маркази ^ ; ~  J ' ~  j )  нук"

тада ва радиуси Я =  у  д/л2 +  В 2+ С 2 — 40 булган

сферани ифодалайди. Агар /42 +  В 2 +  С2 — 40 =  0 булса,
(8.7) тенглама

('+  4)’+(»+ 4)!+(2+ !)= «  ;
куринишда булиб, у факат битта '  у » ~  у  » — у )
нуктани ифодалайди.

М и с о л .  х2-^у2-\-<? — 4x +  2#+8z +  4 =  0 сферанинг 
маркази ва радиусини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани (8.3) куринишга келти- 
рамиз. Бунинг учун тенгламадаги х, у , z лар катнашган 
хадларни олиб, уларни тула квадратга келтирамиз:

х2 +  #2 +  z2— 4х +  2г/ +  8г +  4 =  0,
(х — 2)2 +  ( # + l )2 +  (z +  4)2— 4 +  4 — I — 16 =  0=>-

(*  — 2)2 +  ( # + l )2+ (z  +  4)2=17
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ёки

74- чизма 75- чизма

( * - 2 )2 +  («/+1)2+ (г  +  4)2 =  (У Т 7 )2-

Демак, сферанинг маркази (2; — 1; —4) нуктада булиб, 
радиуси R — -\Jl7 га тенг экан.

3-§. Цилиндрик сирт

Бирор П текисликда ётувчи L  чизикнинг хар бир 
нуктасидан утувчи ва берилган / тугри чизикка 
параллел булган барча тугри чизиклардан ташкил 
топтан сирт ц и л и н д р и к  с и р т  дейилади. Бунда 
L чизик цилиндрик сиртнинг йуналтирувчиси, / тугри 
чизикка параллел ва L  чизикни кесувчи чизиклар 
унинг ясовчиси дейилади (74-чизма).

Йуналтирувчилари координата текисликларидан би- 
рида ётувчи ясовчилари эса шу текисликка перпендику
ляр булиб координаталар укига параллел булган 
цилиндрик сиртларни курамиз.

Оху текисликда тенгламаси
F(x\ у )= 0 (8.8)

булган L  чизик ва ясовчилари Oz укка параллел 
булган цилиндрик сирт ясаймиз (75- чизма).

(8.8) тенглама Oxyz координаталар системасида 
цилиндрик сирт тенгламаси эканини курсатамиз.

М(х ; у\ z) —  цилиндрик сиртнинг ихтиёрий тайинлан- 
ган нуктаси булсин. М нукта оркали утувчи ясовчи-
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нинг L  йуналтирувчиси билан кесишган нуктасини N 
деб белгилаймиз.

N нукта М нуктанинг Оху текислигидаги проекция- 
сидир. Шунинг учун М ва N нукталар битта х абсцисса 
ва битта у ординатага эга. N нукта L  чизикда ётгани 
учун, у эгри чизикнинг (8.8 ) тенгламасини каноат- 
лантиради.

Демак, бу тенгламани М(х; у ; г) нуктанинг координа
талари хам каноатлантиради. Oxyz фазода L  йуналти
рувчи куйидаги иккита тенглама системаси билан 
аникланади:

[ F{x,y) =  0,
\ 2 =  0.

Худди шунга ухшаш
( F(x;z) — 0,
\ У = 0;

0,
1 х =  0

тенгламалар цилиндрик сиртларнинг L  йуналтирувчи 
чизикларини мос равишда Охг ва Oyz текисликдаги 
холатини аниклашини курсатиш мумкин.

Цилиндрик сиртларга мисоллар курамиз.
, дг2 . у1 - л1. —5- ~  =  1 тенглама билан аникланадаган 

а Ьг
цилиндрик сирт э л л и п т и к  ц и л и н д р  дейилади 
(76- чизма). Унинг ясовчилари Oz укка параллел, 
ярим уклари а ва Ь булган Оху текисликда ётган эллипс 
эса унинг йуналтирувчисидир. Агар а — Ь булса, унинг 
йуналтирувчиси айлана булади, сирт эса т у г р и  д о и р а -  
в ий  ц и л и н д р  булади. Унинг тенгламаси:

х2 +  #2 =  а2.

о *  f  I2. —т----^ = 1  тенглама билан аникланадиган ци-tZа о
линдрик сирт г и п е р б о л и к  ц и л и н д р  дейилади 
(77- чизма). Бу сиртнинг ясовчилари Оу укка па
раллел, йуналтирувчиси эса Oxz текисликда жойлашган 
гиперболадан иборатдир.



4- §. Конус сирт

Бирор Q текисликда L  иккинчи тартибли чизик, ва бу 
текисликка тегишли булмаган М0 нукта берилган 
булсин (78-чизма).

Т а ъ р и ф .  Фазодаги Мо нуктадан утиб, L  ни кесиб 
утувчи барча тугри чизиклар туплами иккинчи тартибли 
конус сирт (ёки конус) деб аталади. М о нукта конус 
учи, L  чизик конус йуналтирувчиси, конусни косил 
килувчи тугри чизиклар эса унинг ясовчилари деб 
аталади.
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Конус ясовчилари булган тугри чизиклар маркази 
конус учида булган тугри чизиклар богламига тегишли 
булади. Энди конус тенгламасини келтириб чикарайлик. 
Q текислик ва ундаги L  чизик Оху текисликда ётган 
булсин. Мо(хо; уо, zo) эса Оху текислигида ётмаган 
ихтиёрий нукта булсин. Конуснинг ихтиёрий М(х\ у, 
z) нуктасини олайлик, у холда М оМ тугри чизик 
конуснинг ясовчиси булиб, L  чизик билан Af|(xi; уй 
z\) нуктада кесишади. Мо, М\ ва М нукталар бир 
тугри чизикда ётгани учун

МоМл=ШоМ
тенглик уринли. Бу тенгликдан:
Х\ — Хо — Ц х  —  хо), Х| ==хо +  А,(х— хо),
У1 — уо =  Ц у — уо), ёки у 1 = у 0 +  Ц у — уо),
Z0— Z — X (Z  —  Z0) ZO +  MZ — 2о)=0.
Сунгги тенгликдан X  ни тоииб, олдинги икки тенгликка 
куямиз:

х~ хп У—Уп
X i =  Xq+  —  ■г0; у 1= у 0+  _ —  -z0. (8.9)z0 — z zo~~z

еки
M i£ L  =>- F (x i; #i) =  0

J  . * ~ xo . У-Уо \  n~[x0+  —  .z0-,y0+  —  .z0J= 0 . (8.10)

(8.10) ифода конус тенгламаси дейилади. Иккинчи 
тартибли конуснинг декарт координаталар системасида- 
ги энг содда тенгламаси

X1 , у2 г2
а Ь2 с2

4-4 + 4 = °; (8.11)а Ь2 ' с2

+ 4  +  4  =  о
а

куринишларда булади.
Тенгламаси (8.11) куринишда булган конусни те

кисликлар билан кесилса, кесимда кандай иккинчи 
тартибли чизиклар хосил булишини аниклаймиз.
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1. Конусни z — h (h>  0) текислик билан кессак, 
кесимда

Z  +  = 1
a2 ft2 с2

эллипс хосил булади.
2. Конусни y — h (h >  0) текислик билан кессак, 

кесимда
х2 г2+  - =—  =  1 <сА\2

гипербола хосил булади.
3. Конусни ---^ =  Л (Л > 0) текислик билан кессак,

кесимда

а2 ^  ft2 с2 ’ 

а с

системанинг ечими булган i/2= — 62Л^2- * — h'j пара

бола хосил булади.
4. Конусни у =  0 текислик билан кессак, кесимда

х2 г2- у ---  ̂ = 0  тенглама билан аникланувчи кесишувчи

иккита тугри чизик хосил булади. Шунингдек, х =  0 те-
2 2

кислик билан кессак, кесимда — --- - = 0  тенглама
ft с2

билан аникланувчи кесишувчи иккита тугри чизик 
хосил булади.

5; К о н у с н и --- — = 0  текислик билан кессак, ке-а с
и2симда устма-уст тушган иккита — = 0  ёки у2 =  0 тугри
ь

чизик \осил булади.
М и сол.  Йуналтирувчиси Оху текисликдаги 

■* — 4#2=1 гиперболадан иборат, учи (1; —2; 1) нукта
да булган конус теигламасини тузинг.



Е ч и ш .  Масала шартига кура 
L\ F(x\y) =  f  — Ay2 — 1 =0; *о=1; Уо= — 2, 2о=1.

(8.9) формулага асосан х ни

f Z ± + 1 =  *=* билан, у ни ? + 2 - 2  =  -у± ^I — г ' 1 —г I —z I —г
билан алмаштирсак, (8.10) формула куйидаги кури
нишни олади:

Бу тенгламани соддалаштирсак, изланаётган конус 
тенгламасини хосил киламиз:

Q текисликда бирор L чизик ва / тугри чизик 
берилган булсиИ-

Т а ь р и ф .  L  чизикнинг / тугри чизик атрофида 
айланишидан х,осил булган Ф  фигура а й л а н м а  с и р т  
деб аталади. Бунда L  айланма сиртнинг меридиани, 
/ айланиш уки Деб аталади.

Равшанки, L  чизикнинг хар бир нуктаси / атрофида 
айланишида бирор айланани хосил килиб, бу айлана
нинг маркази т^гри чизикда булади. Айланма сиртнинг 
тенгламасини ке-лтириб чикарамиз.

Декарт координаталар системасини шундай танлаб 
оламизки, бунда Q - (O y z )  текислик, l — (Oz) ук хамда

булсин.
L чизикнинг (Oz) ук атрофида айланишдан 79- чиз- 

мадагидек Ф  сирт хосил булган булсин. М(х\ у\ г) шу 
сиртга тегишли ихтиёрий нукта булсин. М нуктадан Oz 
укка перпендикуляр утказсак, кесимда маркази 
0 |£ (0 г ) нуктада булган бирор айлана хосил кили- 
надики, у айлана L  чизик билан М\(0\ у\, Z\) нукта
да кесишсин. У холда О\ нинг координаталари (0; 0; z) 
булади. Кесим айланадан иборат булгани учун:

х2 — Ау2— 16 z2 — 2хz — 16 yz -(- 2z — 1 =  0.

5-§. Айланма сиртлар

L :F (х; z ) = 0

f>(О, /И) =  р(0,, М,)- (8.12)
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Бу масофалар икки нукта орасидаги масофани топиш 
формуласига кура куйидагича булади:

р(0, М )=  — +  (z/ — O f+ (z  — z f  =  У ?  +  </2 .

p(O i, М)=  V T o - o ? + ( y , - o f+ {* - z f  =  л[у\ =  ly« I -
Бу кийматларни (8.12) тенгликка куямиз:

l^il =  л/^ +  у2 =► у, =  ±  V ^  +  y2 •
M \£L  булгани учун:

F ( ±  V ^  +  У2 ; г ) = 0 .  (8.13)
(8.13) тенглама L чизикни Oz 
ук атрофида айлантиришдан 
хосил булган айланма сиртнинг 
тенгламасидир.
Агар L  чизикни мос равишда Ох 
ва Оу уклар атрофида айлантир- 
сак, хосил булган сиртларнинг 
тенгламалари мос равишда

F(x\±  y # 2 +  z2)= 0  ва 

F (y :±  V^2 +  z2) =  0 (8.14)

булади.
1- м и сол.  

жойлашган
Oyz текисликда

2 ^2  2

а ) 2 +  -у =  1 эллипс; б) — 
Ь с Ь

=  1 гипербола; в)

y2 =  2pz параболаларнинг Oz ук атрофида айланишидан 
хосил буладиган айланма сиртларнинг тенгла маларини 
тузинг.

Е ч и ш .  (8.13) формулага асосан:
а) эллипсни Oz ук атрофида айлантсирак,

( V*2 + У2)2 I ** _  I - ** I У2 1 z1 __ I
1 Г ~  +  V  “ 1 еки 7  +  й  +  '«• “

сирт хосил булиб, айланма эллипсоид деб аталади.
б) гиперболани Oz ук атрофида айлантирсак,

(V ^ + 7 ) ! f  , .  •? . f
— Г —  -  г  =  |еки
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сирт хосил булиб, у айланма гиперболоид деб аталади;
в) параболани Oz ук атрофида айлантирсак.

сирт хосил булиб, у айланма параболоид деб аталади.
2-мисол .  у =  х тугри чизикнинг Ох ук атрофида 

айланишидан хосил булган айланма сирт тенгламасини 
тузинг.

Е ч и ш .  у =  х тугри чизик тенгламасида у ни

бу — изланаётган айланма сирт тенгламаси булиб, 
у доиравий конус сиртдан иборатдир.

Т а ъ р и ф. Фазодаги декарт координаталар системаси
да

тенгламани каноатлантирувчи барча нукталар тупла- 
мидан хосил булган сирт эллипсоид деб аталади, бунда
а, Ь, с сонлар унинг ярим уклари дейилади.

(8.15) тенглама билан берилган эллипсоиднинг 
шаклини ва баъзи геометрик хоссаларини аниклайлик.

1. (8.15) тенглама иккинчи тартибли алгебраик 
тенглама булгани учун эллипсоид иккинчи тартибли 
сиртдир.

2. (8.15) тенгламага эътибор берсак, учта мус<' >т 
соннинг йигиндиси бирга тенгдир, бундан

— а ^ С х < а ;  —  b^.y^,b\ — t ^ z ^ c .  (8. 16)

( ±  л/ ^ + У 2)2= 2pz ёки x? +  y2 =  2pz

ан алмаштирамиз:

х = ±  д /^ + 22 ёки x2— y2 — z2= О,

6- §. Эллипсоид

(8.15)

еки
#2< ft2; 22< с2,

булардан:
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Эллипсоид чегаралангаи сирт булиб, кирралари 2а, 2с, 
2Ь тугри бурчакли параллелепипед ичига жойлашган 
фигурадан иборатдир.

3. (8.15) ва (8.16) формулалардан куриниб турибди- 
ки, агар кушилувчилардан бирортаси бирга тенг булса, 
колган иккитаси ноль булиши керак. Масалан, лг — а2 
булганда у2 =  0, г2 =  () булиб, х — ± а, у =  0, 2 =  0 ва 
эллипсоид (Ох) укини Л 1 (а ; 0; 0), Л г ( — а; 0; 0) нукта
ларда кесиб утади.

Худди шунга ухшаш, бу эллипсоид Оу укини Bi(0; Ь\ 0), 
йг(0; — Ь\ 0) нукталарда Oz укини С|(0; 0; с), Сг(0; 
0; — с) нукталарда кесиб утади.
Бу нукталарга эллипсоиднинг учлари деб аталади.

4. Эллипсоидни координата текисликлари билан 
кесилганда кесимда хосил буладиган чизикларни 
аниклаймиз:

а) эллипсоидни Оху текислик билан кесайлик. Бу 
холда

- -  +  —  +  —  =  1 а2 +  Ь2 ^  с2
2 =  0

яъни Оху текислидаги эллипс хосил булади;
б) Oxz (у =  0) текислик билан кессак:

+  7 - 1-
jc2 z2 —  4- —  =1о “  о

.</ =  0
эллипс хосил булади;

в) Oyz (дс =  0) текислик билан кессак:

+ ^ = 1  а2 62 с2

jc =  0

эллипс хосил булади.
5. Эллипсоидни координата текисликларига параллел 

текисликлар билан кесилганда кесимда хосил буладиган 
чизикларни аниклаймиз.

Эллипсоидни Оху текисликка параллел булган z =  h 
текислик билан кессак, тенгламаси
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булган эгри чизик хосил булади. Бу ерда уч кол 
булиши мумкин:

1.2
a) — c < h < c  булса, 1--- - > 0  булиб,

<г

тенгламага эга буламиз, бу эса маркази (0; 0; Л) нукта
да ва z =  h текисликда ётувчи эллипсдан иборатдир;

3? 2б) h =  c ёки h =  — с булса, —  -f \  = 0  булиб, бу
а Ь

шарт факатгина * =  0, у =  0 булгандагина бажарилади, 
демак, 2 =  с текислик бу холда эллипсоид билан (0; 0; с) 
нуктада, z = — c текислик эса (0; 0; — с) нуктада 
кесишади. Бу текисликлар эллипсоидга шу нукталарда 
мос равишда уринма текислик буладилар;

l2
в) А > с  ёки Л < — с булса, у холда 1--- j < 0

• С
X? у2 Н2 булиб, —  Н-- - =  1--- - нинг унг томонида манфий сон
а Ь с

хосил булади, чап томони эса доимо мусбат, демак z > c  
ёки 2 < — с текисликлар «эллипсоид билан кесишмайди.

Эллипсоидни бошка координата текисликларига 
параллел x =  h, y =  h текисликлар билан кесилса, хосил 
болтан кесимларни юкоридаги каби аниклаш мумкин, 
биз уни укувчига хавола киламиз.

6. Агар М\(х\ у\ z) нукта эллипсоидга тегишли 
булса, М?( — х; — у; — z) нукта хам унга тегишли 
булади, бундан куринадики, эллипсоид координаталар 
бошига нисбатан симметрик жойлашган. Бу маълу- 
мотлар эллипсоиднинг куринишини 80- чизмадагидек 
чизишга ёрдам беради. Хусусий холда а =  Ь=£с булса, 
я2 4- 2 г2
— -j--- 1— 2 ~  * айланма эллипсоид хосил булади.

Агар а =  Ь =  с булса, х2-(-#2 +  z2= a 2 булиб, маркази 
координаталар бошида ва радиуси а га тенг сфера хосил
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булади, а ф Ь ф с  шартда эллипсоид уч укли дейилади.
М и с о л .  Уклари декарт координата укларида жой

лашган ва М  (1; 0; 3) нуктадан утиб, Оху текислик
2 2

билан *■ +  —■ =1 эллипс буйича кесишувчи эллипсоид

тенгламасини тузинг.
Е ч и ш .  Изланаётган тенглама

2 2 2 
I  + / ± 1  =  |

9 • . 9 ' 9

куринишда булиб, а, Ь, с ларни топиш кифоя. Масала
х2 и2шартига кура 2 =  0 да —  +  ", =1 эллипс хосил була-
а Ь

х2 и2ди, уни берилган —  +  -у =  • эллипс билан солишти-

риб, а2=19, Ь2 =  4 ларни топамиз.
Af(l; 0; 3) нукта изланаётган текисликка тегишли 

булгани учун
1 , 0 . 9  . 2 19 
19 + Т  + ~ г = ' ~ с — Г-

Демак, изланаётган тенглама куйидагича булади: 
v2 2гг_ =1 

19 ' 4 ~  19

80- чизма

240



4v. 7-§. Гиперболоидлар

Гиперболоидлар икки хил булади. Агар гиперболами 
мавхум уки атрофида айлантирсак, хосил булган сирг 
бир паллали айланма гиперболоид деб аталади ва бу 
сиртнинг тенгламаси

Л  2 _2
i L . _ L . J L - _  2 . =  j
а2 +  ь1 г

(8.17)

куринишда ёзилади. Агар гиперболани хакикий ук 
атрофида айлантирсак, хосил булган сирт икки паллали 
айланма гиперболоид деб аталади ва бу сиртнинг 
тенгламаси

а 2 62 С2
(8.18)

куринишда ёзилади.
Бир паллали гиперболоид. (8.17) тенглама билан 

берилган бир паллали гиперболоиднинг шаклини ва 
баъзи геометрик хоссаларини аниклайлик (81- чизма).

1. (8.17) тенгламадан бир паллали гиперболоиднинг 
иккинчи тартибли скрт эканлигини курамиз.

2. Бир паллали гиперболоиднинг координата уклари 
билан кесишиш нукталарини аниклаймиз:

а) (Ох) ук («/ =  0, 2 =  0) билан кесишиш нуктаси:

^  +  7: а о

У =  0,
2 =  0

- 7 - 1' х2
.2 =  1 =>- х =  ± а.

Демак, бир паллали гиперболоид Ох укини А\ (а; 0; 0), 
Лг( — а; 0; 0) нукталарда кесади.

б) (Оу) ук (*  =  0; 2 =  0) билан кесишиш нуктаси:

* - + * - -  22 =1
а ' Ьг
*  =  0.
2 =  0 .

с2
= > 4 = 1  => У =  ± ь - b

Демак, бир паллали гиперболоид Оу укини В\ (0; Ь\ 0), 
Вг (0; — Ь\ 0) нукталарда кесади.

16—632 241



в) (Oz) ук. (дг =  0; t/ =  0) билан кесишиш нуктаси

г2 . о =>---- г  =  1 => z =
«! ь1 г  ~  • 
* =  0, 
у = о

с г.

Бу тенглик хакикий сонлар сохасида уринли эмас. 
Шунинг учун бир паллали гиперболоид Oz уки билан 
кесишмайди ва Oz ук гиперболоиднннг мавхум ук,и деб 
аталади. А\, А2, В,, В 2 нукталар бир паллали 
гиперболоиднннг учлари дейилади.

3. Бир паллали гиперболоидни координата текислик- 
лари билан кесилганда хосил буладиган кесимни 
аниклайлик.

а) бир паллали гиперболоидни Оху текислик билан 
кессак, кесимда

U
2 =  0

г2
I,

У +  -V =  1а2 Ь2

эллипс хосил булади;
б) Oxz текислик билан кессак, кесимда

*2 +  -  *2 -  I
а2 Ь2 с2 

У= 0

гипербола хосил булади;
в) Oyz текислик билан кессак:

яъни кесим гипербола булади.
4. Бир паллали гиперболоидни координата текислик- 

ларига параллел текисликлар билан кессак, хосил 
булган кесимлар ё гипербола, ёки эллипс булади.

а) Оху текисликка параллел z =  h текислик билан 
кессак:
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V  —  1. S  t ч2 h2
=► „2 +  T2 = ‘ + 7 '  ЯЪНИ а о с

кесим — эллипс. Бунда |/i| сон катталашган сари эл
липснинг ярим уклари катталашиб, факат h — 0 булган
да эллипс энг кичик ярим укли булади;

б) Oyz текисликка параллел х =  Н текислик билан 
кессак;

h нинг кийматларига кура (А ) тенгламада куйидаги 
коллар юз бериши мумкин;

1) агар h — a булса, (А ) тенглама куйидаги 
куринишда булади:

4 - 4  I  - г = ° . !  + 2 = ° -г Ь с b с

яъни кесим (0; 0) нуктада кесишуви иккита тугри 
чизикдан иборат булади;

hl2) агар — а < / г < а  булса, I — Ат > 0  булиб, (А )

тенглама куйидаги куринишни олади: 

у2 ^

i-i) i-i) = 1,

яъни кесим — мавх,ум уки Oz га параллел булган 
гиперболадан иборат;

t2
3) агар \h\> a  булса, 1--- - < 0  булиб, (А ) тенг

лама куйидаги куринишни олади:

=1,
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яъни кееим — мавхум уки Ох укка параллел булган 
гиперболадан иборат. Худди шу холлар гиперболоидни 
y =  h текислик билан кесганда хам содир булади.

5. Агар М\(х\\ уй 2|) нук,та гиперболоидга 
тегишли булса, М2( — Х\\ — уй — z2) хам гипербо
лоидга тегишли булади. Бундан бир паллали гиперболоид 
нукталари координаталар бошига ва координата те- 
кисликларига нисбатан симметрии эканлиги келиб 
чикади.

Ш у ма ьлумотларга асосан бир паллали гиперболо
идни чизиш мумкин (81-чизма).

Хусусий холда, а — Ь булса, (8.17) тенглама
J + f  г2
— 2̂---- ^  ~  ' га келтирилади, бу эса бир паллали

айланма гиперболоидни аниклайди.
Куйидаги

Z  _  у2 ■ **
о2

ёки

■2 ~ S + V = l  ( 8 , 9 )

х2 I/2 г2
~  /  + f  + 7 - 1 ( 8  2 0 )

тенгламалар хам бир паллали гиперболоид булиб, улар 
мавхум уклари билангина фарк килади. (8.19) да Оу 
мавхум ук, (8.20) да Ох мавхум укдир.

Икки паллали гиперболоид. (8.18) тенглама буйича 
бу сиртнинг шаклини ва баъзи геометрик хоссаларини 
аниклайлик.

1. Икки паллали гиперболоид иккинчи тартибли 
сиртдир.

2. Икки паллали гиперболоид координаталар бошига 
ва координата текисликларига нисбатан симметрик 
жойлашган.

3. Икки паллали гиперболоид факатгина Ох ук 
билан Л\(а; 0; 0), Аг(— а; 0; 0) нукталарда кесишиб, 
бошка координата уклари билан кесишмайди, демак, 
Оу, Oz мавхум уклардир. Бундан эса, икки паллали 
гиперболоид икки кисмдан иборат булиб, улар Oyz 
текисликка нисбатан симметрик жойлашганлиги келиб 
чикади (82- чизма).

4. (8.18) тенгламани Oyz текисликка параллел х: — h 
текислик билан кессак,
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булиб, бунда куйидаги икки хол булиши мумкин:

куринишни олиб, кесим эллипсни аниклайди;
б) h =  a да кесим факат битта Л\- (а; 0; 0) ёки 

/4з< — а; 0; 0) нуктадан иборат булади.
Икки паллали гиперболоиднинг бошка координата 

текислнклари ва бу текисликларга параллел текисликлар 
билан кесимлари хам гиперболадан иборат. Умуман, 
юкоридагн бир паллали гиперболоид тенгламасини 
текширишдаги барча мулохазалар икки паллали ги- 
перболоидга хам тегишлидир.

Хусусий холда,.Ь =  с булса, (8.18) тенглама

куринишини олади ва у

гиперболанинг (у =  0 текисликда) Ох ук атрофида 
айланишидан хосил булади. Агар (8.18) тенглама

Иа) |Л| > 0  =ф- :г — I > 0  булиб, (А ) тенглама
П‘

ёки
( 8 .22 )

учуп
(8.22) тенглама учун Ux, uz  уклар мавхум уклар
булади.
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83- чизма

М и  сол. Декарт координаталар системасида М\ (0; 
0; 4) ва М 2 (0; 0; —4) нукталар берилган. Фазода 
шундай нукталар туплами тоиилсинки, уларнинг хар 
биридан М |, М 2 нукталаргача булган масофалар 
айирмасииинг абсолют киймати 6 га тенг булсин.

Е ч и ш . Фараз килайлик, М(х\ у\ z) масала шартини 
каноатлантирадиган нукта булсин, яъни

\р (М и A f)|=6.

Dy тенгликни координаталарда ёзамиз:

I л}х2-\-у2-\-(г— 4)2 — л/х2 +  у2-|-(г +  4)2| = 6

^ x2 +  y2 +  (z — 4 ?  = ± 6 +  л / ?  +  у2+ (г  +  4)2 .

еки

Кейинги тенгликнинг хар иккала кисмини квадратга 
кутарамиз:

*2 +  i/2 +  z2_ 8 z + 1 6  =

еки
=  36 +  ж2+ # 2-|-г2+ 8 г+ 1 6 ± 12  д/^ +  Г + 7 г  +  4)2 

± 3  д/дс2 +  у2 +  (г-(-4)2 =  4г-+-9.

Яна бир марта квадратга кутариб соддалаштирамиз:

1.

Х,осил булган тенглама икки паллали гиперболоидни 
аниклайди.
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Декарт координаталар системасида Oz укига сим-
метрик парабола берилган булсин. Унинг Oz ук
атрофида айланишидан хосил булган сирт эллиптик 
параболоид деб аталади ва у

8- §. Параболоидлар

=  2г, (р > 0 , <7>0) (8.23В

тенглама билан ифодаланади. Параболанинг Ох ук 
атрофида айланишидан хосил булган сирт гиперболик 
параболоид деб аталади ва у

х2 -■2z, (р > 0 , </>0) (8.24)

тенглама билап ифодаланади. Бу сиргларни урганамиз.
1. Эллиптик параболоид. Эллиптик параболоиднинг 

шаклини иа унинг баьзи геометрик хоссаларини 
(8.23) тенгламани текшириш оркали аниклаймиз 
(83- чизма).

1. Эллиптик параболоид иккинчи тартибли сирт булиб, 
бу сирт координаталар бошидан утади.

2. Эллиптик параболоиднинг координата уклари 
билан кесишиш нукталарини аниклаймиз.

а) Ох ук, (у =  0, 2 =  0) билан кесишиш нуктаси:

Z  + Z
Р ч

' у=  о.
2 =  0

= 22,
—  =0=^Х =  0. 
Р

Демак, изланаётган нукта: О (0; 0; 0);
б) Оу ук (дс =  0, 2 =  0) билан кесишиш нуктаси:

+  у2 =22, 
Р ч
х =  0,

2 =  0

у
ч

=  0 =>-# =  0 .

.Демак, изланаётган нукта: 0(0; 0; 0);
в) Oz ук (х —  0, г/ =  0 ) билан кесишиш нуктаси:
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-- +  ~  =  22,Р я п
х =  0, =* 2г==0 = ^  =  о.

Й<>

Изланаётган нукта: 0(0; 0; 0). Демак, эллигттик 
параболоид координата уклари билан факат координа- 
1талар бошидагина кесишади.

3. Эллиптик сиртни координата текисликлари ва 
уларга параллел текисликлар билан кесилганда хосил 
буладиган кесимни аниклаймиз. 

иНа) Оху текислиц билан кесишиш чизиги

f + ^ 4  + 4--* 
,2 = 0,

яъни (0; 0) нукта булади;
б) Oxz текислик билан кесишиш чизиги

[ — +  — =  2г, х2| Р ч ’ =►■■— = 2 2 х2= 2 pz, яъни 
(#  =  0

симметрия уки Oz булган иараболадан иборат;
в) Oyz текислик билан кесишиш чизиги хам 

параболадан (y2 =  2qz) иборат;
г) 2 =  /г текислик билан кесишиш чизигини аниклай

миз:

\ -  +  £- =22, J? f
\ р  р ^  +  Т  =2Л. • ( А )
( 2 =  /г

(А ) тенглама учун куйидаги холлар булиши 
мумкин:

1) h =  0 булса, 2 =  0 булиб, юкоридаги а) хол 
такрорланади;

2) А < 0  булса, р > 0, q > 0 булиб, (Л ) тенглама 
уринли булмайди (мавхум чизикка эга буламиз);

3) Л > 0 булса, (А ) тенглама

2ph ~  2qh
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куринишни олади ва бу тенглама z =  h текисликдаги 
эллипсни беради.

Бундан ташкари х — И ва y — h текисликлар билан 
кесишиш чизиги параболадан иборат булади.

4. х, у узгарувчилар (8.23) тенгламада жуфт дара- 
жада катнашганлиги учун эллиптик параболоид Oxz, 
Oyz текисликларга нисбатан симметрик жойлашади. Бу 
текисликларнинг кесишишидан хосил булган Oz т^гри 
чизик эллиптик параболоиднинг уки де® аталади. 
Эллиптик параболоид 83- чизмада тасвирланган. Хусусий 
холда p =  q булса, (8.23) тенглама х?-\-у =  2pz 
куринишда булиб, у айланма параболоиддан иборат 
булади.

Уклари Ох ёки Оу дан иборат эллиптик параболо- 
идлар мос равишда

+  22 = 2х  ёки х2 +  -  =  2ц 
р  я Р Р

тенгламалар билан ифодаланади.
II. Гиперболик параболоид. (8.24) тенгламаси 

буйича гиперболик параболоиднинг шаклини ва баъзи 
геометрик хоссаларини аниклайлик.

1. Гиперболик параболоид иккинчи тартибли сирт 
булиб координаталар бошидан утади.

2. Координата уклари билан факат координаталар 
бошида кесишади.

3. а) Бу сирт Оху текислик билан кесилганда кесимда 
иккита кесишувчи тугри чизик хосил булади;

б) Oxz текислик билан кесилганда эса кесимда 
симметрия уки Oz булган x2 =  2pz парабола хосил 
булади;

в) Oyz текислик билан кесилганда кесимда симмет
рия уки Oz дан иборат y2 — 2qz парабола хосил булади.

4. z = h  текислик билан кесилганда кесимда:
х2 2а) h > 0 шартда ^ =1 гипербола;

х2 V2б) Л <  0 шартда — ^  =  1 гипербола

хосил булади. x =  h, y =  h текисликлар билан ке
силганда кесимда хар доим парабола хосил булади. Шу 
маълумотларга асосланиб гиперболик параболоидни 
84- чизмадагидек сирт куринишда тасаввур килиш
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мумкин, баъзан бу сирт- 
ни «эгарсимон» сирт 
деб хам юритилади.

М и с о л . х2 — у2 =  
=  12z тенглама билан 
берилган сиртнинг
шаклини аникланг.

Е ч и ш . Берилган 
сирт тенгламасини

84- чизма

куринишда ёзиб ола
миз. Демак, берилган тенглама айланма гинсроолик 
параболоидни тасвирлайди.

1. Куйидаги сфераларнинг маркази ва радиусини

а) х2 +  у2 z2=2az\
б) x2+ y 2 +  z2 — Ъх +  Ьу — 4г =  0;
в) x2 +  y2 +  z2-\-Ax-\-2y — 2 г— 18 =  0;
г) х2 +  у2 -Ь z2 — 2у — 6z =  0;
д) дг +  у2 +  г1 +  20г =  0;
е) х2 у2 Z2 — Ах — 62 =  0.
2. Куйидаги тенгламалар кандай сиртларни тасвир-

а) 2Ъх? +  Зу2 — 15z2 — 75 =  0;
б) Ах2 -\-2Ъу2 Юг2— 100 =  0;
в) 4jc2 +  у2 — 8г =  0;
г) Ax2~i~6z2 — 24 =  0;
д) z2 +  2z — 4* +  I =0;
е) 9у2-  16г2 +  6 4 г-  18#- 199 =  0;
ж) 2Х2 — у2 — г2 =  0;
з) Ъх2-(-Ау2 — 12гт2 =  0.
3. А (3; — 1; 2) нукта куйидаги тенгламаси билан 

берилган сфераларнинг сиртида, ичида ёки ташкариси- 
да ётишини аникланг:

а) (х +  4)2 +  (# -  1 1 )4 (2 +  12)2 =  625;
б) ( * - 3 ) 2 +  (</ +  1 f- H (z -  1 =  4;
в) (*  — 2)2-Н # — l)2 +  (z — 6)2 =  25;

М А Ш К Л А Р

лайди:
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г) х2-\-у2 z2 — 8х-+6г/ — 42 +  22 =  0;
д) х2\-у2 +  2* — 2х +  3// — г — 3 =  0.

4. Куйидаги
( ( * - 3 )2 +  (</-4)2 +  22 =  28,
{  4х +  у — 2 — 9 = 0

айланадан ва А (7; —3; 1) нуктадан утувчи сферик 
сиртнинг теигламасини тузинг. Унинг маркази координа 
таларини ва радиусини аникланг.

5. Ушбу
х + 5 _  у + 11 =  г - 9

3 5 - 4

тугри чизик билан х2 +  у 2 г2 +  4х — 2y-\-\0z— 19 =  0
сферанинг кесишиш нуктасини топинг.

6. Охг текисликдан 3 бирлик узокликда ва А (1; 3; 
—2 ) нуктадан 4 бирлик узокликда жойлашган нукта
ларнинг геометрик урни теигламасини тузинг.

7. x — z тугри чизикнинг Oz ук атрофида айлани- 
шидан \осил булган айланма сиртнинг теигламасини 
тузинг.

8. Куйидаги тенглама кандай сиртни тасвирлайди:
3x2 +  3t/2 +  81z2-3 2 4 = 0 ?

2 2 2
9. Ушбу ~  +  |g  +  I 5 =  1 эллипсоиднинг

2 =  0; ±1; ±2; ±3; х =  0, # =  0
текисликлар билан кесишишидан \осил булган ке- 
симларни топинг.

г2 и2 Z*
,0- <г +  4 +  '6  =  1 эллипсоиднинг А (2; 3; 5) нук-

тасига утказилган уринма текислик теигламасини 
тузинг.

11. х2 +  2у2 20у — 22 +  34 =  0 тенглама билан бе
рилган сиртнинг шаклини аникланг.

х2 2 г212. - +  - д ---4 =1 бир паллали гиперболоидга

А ( —3; 2; 4) нуктада уринувчи текислик теигламасини 
тузинг.



13. Ушбу
{x2 +  y2 +  z2 =  a2,
I  x + y  + z  — a

айланадан ва A (a;a;a ) нуктадан утувчи сферик сирт
нинг тенгламасини ёзинг.

14. 4х— Ъу-\-1г — 20 =  0 ва х =  0, у — 0, z — 0 те- 
кисликлардан х,осил булган тетраэдрнинг ичига чи- 
зилган сферик сиртнинг тенгламасини ёзинг.

х2 и2 г215. Ушбу -gg- — — —  =1 тенглама кандай сирт-

ни аниклайди? Унинг г — 2 текислик билан кесишишидан 
кандай чизик хосил булади?

16. Куйидаги сиртлар билан тугри чизикларнинг 
кесишиш нуктасини топинг:

у —4 z+2 
- 6  —  4 ’

-1 _  г - 2  .
-3 ~  4 ’

—  г~ 3 .

— 2 ’ 
г+1

а )
х2
49 + 36 +  4 , х — 3 

=  1 ва — =

б )
л2
25 + И

16
г2
4 =  1 ва 4- =  *4

в )
х2
6 + У2

5 =  2 ва *-+ • _  у — 4 
2 - 1

г)
*2 У2 =  2 ва х — 2 у
16 9 - 2  3

х2 и2 г2
17. Ушбу Те" — g +  “4“  =  — 1 икки паллали ги-

перболоидни координата текисликларига параллел те
кисликлар билан кесилганда хосил буладиган ке- 
симларни текширинг.

18. jc2 — #2 =  12z тенглама билан берилган сиртнинг 
шаклини ва бу сиртни координата текисликлари билан 
кесилганда хосил буладиган кесимларни аникланг.

19. т  нинг кандай кийматида x-\-mz— 1=0 те
кислик х2-)-у2 — z2=  — 1 икки паллали гиперболоидни 
кесганда кесимда: а) эллипс; б) гипербола хосил 
булишнни аникланг.

20. т  нинг кандай кийматида х-\-ту — 2 =  0 те-
х2 г2кислик у  -)~ —  = у  эллиптик параболоидни кесганда

кесимда: а) эллипс; б) парабола хосил булишини 
аникланг.
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9-БО Б

А Н А Л И Т И К  ГЕО М ЕТ РИ Я  ВА Ч И ЗИ К Л И  
А Л Г Е Б Р А Г А  Д О И Р М А С А Л А Л А Р ЕЧ И Ш

Мазкур бобда юкорида баён килинган дастур 
материалини мустахкамлаш учун ечишга дойр мисол ва 
масалалар келтирилган. Куп масалалар ечилишлари 
билан берилган. Масалаларнинг купчилиги бир неча йил 
давомида Тошкент Давлат олий техника дорилфунунида 
ва бошка техника институтларида олий математикадаи 
утказиб келинаётган олимпиада вариантларидаги маса
ла ва мисоллардан булиб, талабадан чукур билим ва 
маълум тайёргарлик талаб этади.

1. Куйидаги детерминантни хисобланг:
1 0 0 . . .  0 л+ 1
0 2 0 п +  2 0

2п 0 0 . . .  0 л 
бунда п — жуфт сон.

Е ч и ш .  Агар k — \,2,-, у  кийматлари учун дастлаб
k ва (n — k) сатрларнинг, сунгра k ва (n — k) устунлар- 
нинг уринларини мос равишда алмаштирсак, бизга 
маълумки, бундай алмаштиришдан детерминант кийма- 
ти узгармайди. Аммо диагоналида квадрат матрица- 
лардан иборат блок-диагоналли куринишдаги матрицага 
айланади. Бундай матрица детерминанти иккинчи тар
тибли матрицаларнинг детерминантлари купайтмасига 
тенг ва у

k n-\-k
2 п — k -j- 1 п — k -j- 1

куринишдаги матрицадан иборат. Бундай куринишдаги 
хар кандай матрица k га боглик булмайди ва 
у — п(2л +  1) га тенг. Демак, берилган детерминант

\- п (2 п +  1)|*
га тенг.
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2. Нолга тенг булмаган п- тартибли Л детерми
нантнинг элементлари ±1 сонлардан иборат булса,

3 учун
М К ( л - 1 И « - 1 ) !

тенгсизлик уринли эканини исбот Килинг.
И с б о т .  Масала шартига кура | Л | =^0 булгани учун, 

п =  3 булганда ихтиёрий детерминантни унинг элементла- 
рининг абсолют кийматини ^згартирмаган холда сатр 
ва устунларининг уринларини алмаштириб, сунгра 
сатрларини — 1 га купайтириб,

1 1 1 — 1 1 1
1 — 1 1 =  4 ёки 1 - 1  1 =  4
1 1 - 1 1 ‘ 1 - 1

куринишлардан бирига келтириш мумкин.
Демак, л==3 учун |А \ s^4 =  (3 — 1) (3— 1)! тенгсизлик 

уринли. Фараз кил а йл и к, (п — 1)-тартибли хамма 
детерминантлар учун юкоридаги тенгсизлик уринли 
булсин. Энди л-тартибли детерминант учун хам тенгсиз
лик тугрилигини курсатамиз. Унинг учун, элементлари 
±1 булган Л детерминантни ихтиёрий сатри буйича ёямиз:

| Л | =  | ±  jVfii ±Л1,2±... ± ^  |Мп | 4- 

4  IM el 4 - 4 \М*\ < « ( « - 2 ) (п - 2 ) !  

п(п — 2 )< (п — I f  

ни эътиборга олсак,

| Л | < (л - 1 ) ( л - 1 )2 

келиб чикади. Тенгсизлик исбот булди.
3. я ^ З  ва Си =?̂ 0 булса,

с и С\2 • ■Си

С2| С 22 ■• С2п

Сп2 - ■ Спп
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C || f | 2 С 11 С 13 С 11 С 1я

С2| С 22 С21 С23 С21 СЧп

I С И С 12 С И с 13 С 11 С 1л

1 Сл1 с я2 Сл1 СлЗ ^я| ^ля

тенглик уринли эканини исбот килинг.

И с б о т .  Детерминантнинг /-сатрини —  га купайти-
си

рнб, ундан биринчи сатрини айирсак, натижада куйида
ги детерминантга эга буламиз, яъни

'12

22'

'\п

г  г  21 С2п — С1аш~Г~ 41

Сл1

Бу детерминантнинг биринчи устун элементлари буйича 
ёйилмасини ёзамиз:

>1 — 2

21
22 с \2’ ~  —  с 2 п ~ с \ п '~  С11 СИ

г  __Г  . 1 г  Г  Я|л2 с 12-  —  с лл С 1я’ 7  111 С11

С226'| |  С 12С21 —  с 2лс 11—  с 1лс 21

„я—2

II — С\2Сп\ ■■■"ялС, — с

1 сп С|2 СИ С.„
1 С21 сп С2| С2я 1

СИ С12 СП С'„ I
Сп2 С„| Спп 1
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Демак, тенглик уринли экан.
4. Ушбу

а2| а22 а2з
а 31 а 32 а зз

X  \ / а 2 1 + а 22 +  4 з  • V a 3 l + f l 32 +  4 l

тенгсизлик уринли эканини исбот килинг.
И с б о т .  а* =  {а*,, ак.2, акз} (бунда 6=1,3) векторлар

ни караймиз. Бу векторлар учун куйидаги тенгсизликни 
ёзиш мумкин:

(a 'i, а-2 , а'з) <  \ах\ • \а-г\ • |аз|.

Тенгсизликнинг чан томони ак векторларнинг аралаш 
купайтмасидан, унг томони эса уларнинг узунликлари 
купайтмасидан иборат. Бизга маълумки, параллелепи- 
педнинг хажми унинг кирраларининг купайтмасидан 
(аралаш купайтмадан) катта эмас. Шунинг учун 
юкоридаги тенгсизлик уринлидир.

5. Учинчи тартибли А квадрат матрицанинг детерми 
нанти 16 га, кар бир устундаги элементлар йигиндиси
4 га, бош диагоналдаги элементлар йигиндиси 8 га тенг. 
А матрицанинг барча хос сонларини топинг.

Е ч и ш .  Масала шартидан А — 4Е  (бунда Е  — учинчи 
тартибли бирлик квадрат матрица) матрицанинг хар 
бир устуни элементлари йигиндиси иолга тенглиги келиб 
чикади.

Демак, А X  4Е  матрицанинг сагрлари орасида чизик
ли богланиш мавжуд, шунинг учун куйидаги тенглик 
уринли булади:

det(/4 — 4£*) =  0.
Бундан, 4 сони А матрицанинг хос сони эканлиги келиб 
чикади. Колган икки хос сонни А,| ва h> деб белгисак, 
у холда масала шартига кура куйидаги тенгликларни 
ёзиш мумкин:

А.| -f- "к‘2. 4 =  8 ва 4Х| • Я,2 =  16.
Булардан Яi =  А.2 =  2 экани келиб чикади.

6. Л ва В  лар «-тартибли хакикий элементли 
квадрат матрицалар булсин. Агар А ва В  матрицалар 
коммутатив (яъни А В = В А )  булса,
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тенгсизлик уринли эканлигини исбот килинг. Коммута-
тив хоссага эга булмаган матрицалар учун 

12 , о2

det(/l2 +  B2)^ 0

det(/42 +  B  )< 0  булишига мисол келтиринг.
Е ч и ш  Агар А В =  ВА  булса, А *+ В '2 йигиндини

A2-\-Bii =(A-\-iB)(A—iB) куринишда ёзиш мумкин 
(бунда t2=  — I). z =  det(/4 + »В ) булсин, у холда де
терминантни хисоблаш коидасига кура: det(Л — /В) =  2. 
Демак,

det(/42 +  B 2) =  det(/l -|-/B)-det(/4 — /В) =  
=  г г =  | z |,2> 0.

Энди А В Ф В А  булганда det(/42 +  B 2)< 0  
куйидаги мисолда курсатамиз.

М и с о л .

А =

булишини

1 2'
ва В =

м
•10 1 12

булсин, у холда

А В  =

булади.

булиб.

А2 =

ВА

В 2 =

i; ;i

Л2 +  В'2 =

det
2 4 
4 2

=  4 — 16 = 12 < 0 .

7. /„ — хамма элементлари бирга тенг булган л-тар- 
тибли квадрат матрица. Агар Е  /г-тартибли бирлик 
квадрат матрица булса, у холда
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тенгликуринли эканлигини исбот килинг (бу ерда 
( Е - 1„) матрица (£  — J„) матрицага тескари матрица).

Ис б о т .  Берилган тенглик тугри деб, унинг иккала 
кисмини (£  — /„) га купайтирамиз. Тескари матрица
нинг таьрифига кура

( £ -  „4,- '. )< * - '• > = «

булади ва кавсларни очиб чиксак,

E - J n -  J l  =  E  ёки

ни хосил киламиз. Бу тенгликнинг уринли эканини 
курсатамиз:

1 1 .. 1 I 1 ... 1

I 1 .. 1
•

1 1 ... I

1 1 .. 1. 1 1 ... 1

п п п 1 1 .. 1

= п п п
— п 1 1 .. 1

п п .. Я. 1 1 •• • .

Демак, J 2„ =  n Jn уринли булгани учун берилган тенг
лик хам уринли булади.

8. Л ва В — иккинчи тартибли квадрат матрицалар 
булсин. Л матрицанинг хос сонлари 1 ва 3, в  матрицанинг 
хос сонлари эса 2 ва 4 га тенглиги маълум. Л +  В 
матрицанинг хос сонлари 5 ва б дан иборат булиши 
мумкинми? 1 ва 9 дан-чи? Мисол келтиринг ёки мумкин 
эмаслигини исбот килинг.

F ч и ш- Л +  В  матрицанинг хос сонлари Л ва В матри
цаларнинг хос сонлари йнгиндисига тенг булгани учун 
Л +  В  нинг хос сонлари 1 -f 3+2+4= 10. Энди 5+6=^ 10 булга
ни учун 5 ва 6 сонлари Л + В  нинг хос сонлари булмайди.

I ва 9 сонлари Л +  В нинг хос сонлари булишини 
курсатамиз:

1 “I.B-1 200 3 6 4
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булсин. У холда а ва Ь сонларни шундай танлаш 
керакки,

det(4 +  B ) =  1-9 =  9
булсин (бу холда детерминантнинг киймати матрица
нинг хос сонлари купайтмасига тенг). Масалан, а =  3, 
h =  4 кийматларни олсак.

булади. Демак, 1 ва 9 сонлари А-\-В нинг хос сонлари 
булади.

9. А ва В  матрицалар
А2= Л , В 2= В  ва А В  =  ВА

шартларни каноатлантиради.
det(/l — В )  факат учта — I, 0, 1 кийматлардан 

бирини кабул килишини исбот килинг.
Е ч и ш. (Л — /?)2 =  Л2— А В  — В  A -f- В 2 =  А — 2 Л В  + В. 

< А - В )3 =  ( А - В ) ( А - 2 А В  +  В )  =  А 2- 2 А 2В  +  А В -  
- В а  +  2 В А В - В { = А - 2 Л В  +  А В - А В  +  2 А В - В  =  А
— В, яъни (А — В )3 =  Л — В, шунингучун det(Л — B )J =  |det 
(А — B ) f  =  det(A — В).

х* =  х тенглама — 1,0, 1 ечимларга эга булгани учун 
det(А — В )  хам факат — 1, 0, 1 кийматларни кабул 
килади.

10. А —  элементлари комплекс сонлардан иборат 
л-тартибли квадрат матрица, яъни A =  B-\-iC булсин, бу 
ерда В ва С — элементлари хакикий сонлардан иборат 
матрицалар.

Элементлари В  ва С матрицалардан тузилган 
2я-тартибли А матрица тузамиз:

det Л =,| deL4\2_ эканлигини исботланг.
И с б о т. Л матрицанинг /г-устунини i га купайтириб, 

(п-\-(г) устунга кушамиз (бунда k = \ , 2, ..., л). У холда 
куйидаги матрицага эга буламиз:

Бу хосил булган матрицанинг ( я -ffe) сатрипи i га 
купайтирамиз ва уни fc-сатрдан айирамиз. Натижада

det^  +  B ) =  ^  = 2 1 - 1 2  =  9

В  iB  — С 
С B - f iC



в -iC О 
С А

А О 
С А

матрицага эга буламиз. Бунда А — элементлари А мат
рицанинг мос элементларига кушма комплекс сон 
булган матрицалардир. Демак,

detА =  detА • det/4 =  deL4 • det/4 =  | deL412.
11. Квадрат матрицанинг элементлари узгарувчи 

z нинг комплекс сонли купхадларидан иборат. Ихтиёрий 
комплекс сон учун A(z) матрица А ~ х(г ) тескари матрица- 
га эга. A ~ \z ) матрицанинг элементлари хам узгарувчи
2 комплекс сонли купхадлардан иборат булишини исбот 
килинг.

И с б о т .  det A(z) узгарувчи z га нисбатан купхад 
булиб, у хеч вакт нолга тенг булмайди. Алгебранинг 
асосий теоремасига кура, хар кандай /7-даражали 
купхад п та илдизга эга булади. Демак,

det/4(2) =  const.
A(z) матрицанинг барча алгебраик тулдирувчилари хам
2 га боглик, купхадлардан иборат булгани учун А ~ '(г) 
матрицанинг элементлари z га боглик купхадлардан 
иборат булади.

12. Кандай матрицалар учун А В  ва ВА  купайтма 
маьнога эга ва к.ачон А В =  ВА тенглик уринли булади?

Е ч и ш .  А матрица ( т Х п )  улчамли, В  матрица 
( iX / )  улчамли булсин. Агар n =  s булса, А В  купайтма; 
t =  m булганда ВА  купайтма маънога эга булади, яъни 
иккита матрицани узаро купайтириш мумкин.

Агар А ва В  матрицалар бнр хил улчамли квадрат 
матрицалар булсагина, А В  =  ВА  тенглик уринли булади.

13. Агар X  учинчи тартибли квадрат матрица булса,
- 5  1 8 

Х2 +  4 Х=  0 6 2
О О О ,

матрицали тенглама ечимга эга буладими?
Е ч и ш .  Матрицали тенгламанинг иккала кисмига 

4Е  ни кушамиз. Натижада
-1  1 8

( ^ - f  2 £ )2 = 0 10
0 0
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куринишдаги матрицали тенгламага эга буламиз. Бу 
матрицали тенглама чап кисмининг детерминанти

deUX +  2£)2 =  ldet( X +  2 £ )f >  О
булиб, унг кисмининг детерминанти эса — 40 га тенг 
булгани учун берилган матрицали тенглама ечимга эга 
эмас.

14. Ушбу

а \\х\ ~\~а \2Х2~\~ ■■■~\~а 1пХп~~2Х\' 

d2\x\ +  О22Х2+  ••• -\~а2пХп~~2Х21

® n l X l  +  ^ 4 t 2 X 2  “ I ”  ~ \ ~ Ц п п Х п  2  Х п

система берилган булсин. Агар хамма /, / лар учун л(; — 
бутун сонлар булса, у колда система ягона 
*1 =  *2 =  =  О ечимга эга булишини исбот килинг.

И с б о т .  Системанинг детерминанти:
1

а “ —  2 а \2 - f l u

а 2\ а 22~
1

~ Т а 2п
=  Р ф ,

1
а п\й п2 •• ^пп 2

бунда
йц —  Я, а 12... 0 [„ 

.   @2̂ 22 Я ... а2„

ап1ап2... апп — к 

Р(^) = (-1 )"Г4-&1Г - '+  ... +ЬП, 
бу ерда Ь, — бутун сон. Агар />(•*) нолга тенг булса, 

у холда



( -  I г + 2ft, + ... +  2П6 „= ( — 1)" +  2N =  О,
бунинг булиши мумкин эмас, чунки N  бутун сон. Шунинг 
учун О Ф 0 булиб, система х, = Х 2 =  ... =  х„ =  0 ягона 
ечимга эга булади.

15. Ушбу

Тенгликнинг хамма хадларини 2я га купайтирамиз:

*2+*3 +  — +  *л_| + Х „=  I,
— *1 +  -*3 +  ~  + Х „_ , + Х п =  1,
— X, — +  JC„_, -f- x„- 1,

Xl x2 — *3 — — — x„_  | =  I 
система n кандай патурал сон булганда ечимга эга булади.

К ч и ш. Биринчи тенгламадан иккинчисини, иккинчи- 
сидан учинчисини ва хоказо айирсак,

ДГ|+ДГ2 =  0; дс2-}-JC3= 0, ..., л:л_ |+  хп =  0
тенгламаларни хосил киламиз. Бундан

*■ =  — *2= *з =  ...= ( — 1 1 — х„.
У холда биринчи тенгламадан п жуфт булганда х„= \, 
п ток булганда, 0=1 ларни хосил киламиз. Шундай 
килиб, п жуфт булганда система хк= ( — I )* ечимга эга 
булади, п ток булганда ечимга эга булмайди.

16. Агар P k(x )= a ki +  akf-\-ak/-\-... +  akxn- '
(бунда й= 1, 2, 3, ..., п) купхадлар умумий илдизга эга 
булса, A = (a ijfij-\ матрицанинг детерминанти нолга 
тенглигини исбот килинг.

И с б о т .  Фараз килайлик, det/1^0 булсин, у холда 
умумий илдиз ХоФО  булади, акс холда ак[ =  0 булиб, 
А матрицанинг биринчи устуни факат ноллардан иборат 
булади ва, демак, det/1 =  0. Шунинг учун det/l ни 
\'Хо'Хп...х!о 1 га купайтириш ёки булиш мумкин:

Idet Л = т х

X
ац « 12JC0 а 13 х%...а,пхо
«21 а 22 X0U23 Хо...(1'2п X»

&п\ Оп2 Х0 (I;,'3 Xf)...QnnXfa
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Детерминантнинг хоссасига кура ихтиёрий устунни 
колган барча устунлар йигиндиси билан алмаштирганда 
детерминантнинг кнймати узгармайди. Хо— умумий 
илдиз булгани учун устунлар йигиндисидан иборат устун 
ноллардан иборат булади. Бу эса deL4=j£0 деган 
фараздан келиб чикди. Демак, det4=0.

— квадрат матрица булсин, бунда а, Ь,17. А =
О с

с — хакикий сонлар. Бу сонларни шундай танланган- 
ки, А ни п-даражага [п — натурал сон) кутарилганда у

п о
О 1

куринишга келсин.

Е  ч и ш. А квадрат матрицани га-даражага кутарсак,

А" =
Ос"

ни хосил киламиз. Агар * нинг урнида

О булса, у холда а = ± 1  ва с = ±  1 ни олиш мумкин.

а) А =  

либ чикади.

б) А =

Ап= ( - \ У

в) А =

I Ь
О 1

булса, Ап =
\ nb 
О 1

I — nb
0 1

1 Ь 
О - I

ва бундан Ь =  0 ке- 

булса,

ва бундан Ь =  0 келиб чикади.

булса.

-1  ь 1 - ь

1О

.0 1 .

) — 1 b
ёки А =

0 1 .

I 0 )
Ап =

0 1 j
булади. Демак,

А =
I О 
О 1 , А:

— I О 
О - 1 , / 1  =

1 ь
0 - 1

- 1  Ь' 
О 1

куринишлардан бири булади.



18. x X ( a X * )H r B X x  =  0 вектор тенглама берилган 
булсин. Ихтиёрий а ва В векторлар учун вектор тенглама 
нолдан фаркли ечимга эга булишини исбот килинг.

И с б о т .  Агар а =  Ь =  0 булса, у холда булар 
берилган вектор тенгламани каноатлантиради. Агар 
<Г=б, Ъ ф 0 булса, х =  Ь\аф (), 5 =  0 булса, х =  а деб олиш 
мумкин. Агар а Ф 0, В ф 0 булса, у холда берилган 
тенгламага тенг кучли куйидаги тенгламани ёзамиз:

х Х ( а Х х — В ) = 0.
Бу тенглик эса уз навбатида х ва (а Х х  — В ) векторлар
нинг коллинеарлигини билдиради. Уни куйидагича ёзиш 
мумкин:

кх =  а Х х — В.
Агар бу тенглама нолдан фаркли ечимга эга булса, 
берилган тенглама хам нолдан фаркли ечимга эга 
булади.

\х — а Х х =  — В вектор тенглама учта уч номаълумли 
биринчи даражала тенгламалар системасига тенг кучли. 
Бу системанинг детерминанти Я га нисбатан учинчи 
даражали купхад булиб, у Я нинг бирор кийматида 
нолдан фаркли ягона ечимга эга булади.

19. а ва ft векторлар берилган. |i| =  р булган ва а 
ва Ь векторларнинг бурчак биссектрисаси буйича йунал
ган х векторни тузинг.

Е ч и ш .  а ваi b векторларга мос равишда коллинеар 
булган а0 ва Во бирлик векторларни оламиз. Бизга 
маълумки.

со=ао-\-Во вектор томонлари ао ва Во векторлардан 
иборат ромбнинг диагонали булгани учун у <р бурчакнинг 
биссектрисаси буйича йуналгандир (85-чизма). Демак,
х=Ксо ва \х\=р ни эътиборга олиб, |Я| ==?  ни

1с01
хосил киламиз. Я =  -£-̂  деб, х вектор а ва В векторлар

ташкил этган ички бурчак биссектрисаси буйича йуналга- 
ни учун:

Х =  1а0 + 607 (ао +  ̂ )  =  - £- Р- Г  •( , j ,  +  ,4, }
iST+ i*i
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о

20. Битта текисликда ётмаган учта а, Ь, с вектор бирор 
нуктадан ^тказилган. Бу векторларнинг учидан ;утка- 
зилган текисликка r =  aX b - {- B x c  -\-с Х а  вектор перпен
дикуляр эканлигини исбот килинг.

И с б о т .  г векторни а — В ва а — с векторларга 
перпендикуляр эканлигини исботлаш етарлидир, яъни
(86- чи зм а ):__ (а — В)^г =  а(аХ^Ь}-\-а{Вх,с)-\-а(сХа)—
—j^ a X S )  — b {b X c ) — b (c X a ) =  a {b X c ) — B (cX a ), бундан
а(ахВ) = 0: а (с Х а )= 0 : В(ахВ)=0; Ь(Вхс) = 0.

а (Ь х с )  — Ъ (сХ а ) =  а (Ъ Х с ) — (Ь Х с )а  — 0.
(а - с )- г  =  0 эканлиги хам худди шундай исбот кили
нади.

21. О АВС  тетраэдр ОА =  а, О В — Ь.О С  — с вектор-
лардан тузилган. ОС ва А В  кирралари орасидаги энг 
киска масофа булган кесманинг узунлигини аникланг.

Е ч и ш .  87- чизмада курсатилганидек, тетраэдрни 
параллелепипед билан тулдирамиз. У  холда ОС ва А В  
кирралари орасидаги энг киска масофа \MN\ кесма 
б^либ, у асоси ODD\C булган параллелепипеднинг 
баландлигидан иборат. Демак,

Аммо

Vn,p =  \MN\-SopDiC=^\MN\

Аммо
vnip = \Ш  оодС  i =  Ш х (Ь - Е ) с \  =

=  | ( а х 5 ) с  —  { а Х а ) с \  =  \а-Ъ'С\.  
SoDDic= \ O Z x O D \  =  \ c X (b - i)\  =  |(а — fc)Xc|.

265



Шундай килиб, энг киска масофа:

\MN\ Ua-b)Xc\'
Худди шунингдек, ВС  ва ОА, АС  ва ОВ  орасидаги 
масофалар мос равишда

|с-5-с| |а-*-с|
liS- 'O Xa l В3 1Сс-а)ХЬ\ КЗбИ

булади.
22. Айланада бешта нукта берилган. Учта нукта

нинг массалари марказидан колган икки нуктадан 
утувчи тугри чизикка перпендикуляр туширилган. 
Шундай усул билан утказилган 10 та перпендикуляр 
чизиклар битта нуктада кесишишини исбот килинг.

И с б о т .  Аниклик учун иккита М , ва М 2 нуктани 
танлаб оламиз (88- чизма). У холда перпендикуляр
тугри чизик ~2 i -j- г2 ) вектордан иборат булиб,

T 'fo  +  ̂  +  's)

вектор утган О нуктадан утади. Шунинг учун 
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pi -f- r2) вектордан иборат тугри чизик

у ( гЗ +  ̂  +  Г5) +  у  • у  ( 'Г1 +  'Г2) =  у('"1 +  Г2 +  'Г3 +  ,'4 +  ̂ 5) ра
диус-вектор утган нуктадан хам утади. Охирги ифодада 
барча векторлар тенг имкониятли булгани учун, ихтиёрий 
икки нукта танлаб олинганда хам перпендикуляр 
чизик битта О нуктада кесишади.

89- чизма

23. Ихтиёрий учбурчакнинг а, р, у бурчаклари учун
з

cosa-J-cosp-f co sy^  у  тенгсизлик уринли эканлигини

исбот килинг.
И с б о т .  Учбурчакка г радиусли ички айлана чизамиз 

ва айлананинг маркази билан унинг уриниш нукталари
ни бирлаштирувчи векторлар утказамиз (89- чизма). 
У холда

a +  a , =  p +  p, =  Y +  Y/ =  -'t- 
Икки векторнинг скаляр купайтмаси таърифига кура: 

(О/С + 0/ + 07ЙХО/С + 0/ + 0М )=
= |0/С12 + 10/14 |0УИ|2 + 2(07С-0/) + 2(0/-Ш) +

+  2( О К • О М ) =  Зг2 +  2r2( cosa' +  cosp' -f cosy') ̂  0.
3

cosa'-f cos P' + co sy '>  — y .

Ammo a ' =  .i — a; р' =  л — p, у ' =  л — у. Урнига куйсак, 
талаб килинаётган тенгсизлик келиб чикади:

з
cosa+ cOs p +  cosy<  у
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24. Л (2; 0; 1) нукта ва x =  t — 1, г/ =  3/-|-4, z = — 4/ 
тугри чизик оркали утувчи текислик тенгламасини 
тузинг.

Е ч и ш. Берилган тугри чизик уетида t параметрнинг 
иккита, масалан / =  0ва t — I кийматларига мос келувчи 
иккита В  ва С нукталар оламиз:

В( — 1; 4; 0); С(0; 7; - 4 ).
Энди .4(2; 0; 1); В( — 1; 4; 0); С(0; 7; — 4) нукталар оркали 
утупчи текислик тенгламасини тузамиз.

*  — хА у — у А г — 2 л 
Хя — Хл Ув — У а 2b  — z a 

Х С ХА ус — уА zc — ZA
=  0 ;

x — 2 у z — 1
— 3 4 -  1 
- 2  7 - 5

=  0;

4 -1 - 3  - 1 - 3  4
7 - 5 ( х - 2 ) -

- 2  - 5 У + - 2  7
( 2 - 1) =  0.

-  1 3 (* - 2 )-  13у-  13(2- 1) =  0.
* +  .у +  2 - 3  =  0.

25. Дала урмон билан тугри чизик буйлаб чегарадош. 
Урмондан 2а масофада далада куён турибди. Куён билаи 
урмон уртасйда (а масофада) эса бури турибди. Агар 
куён буридан кочиб урмонга тугри чизик буйлаб 
югурса ва унинг тезлиги буриникидан икки марга катта 
булса, куённинг хавфсизлик маршрути катталиги кайси 
микдордан кичик була олмаслигини топинг.

Е ч и in. Далада ихтиёрий М(х; у) нукта танлаб 
оламиз (90- чизма). Бу нукта куйидаги хоссага эга 
булиши керак. М дан бурининг дастлабки холатигача 
булган масофа М дан куённинг дастлабки холатигача 
булган масофанинг ярмидан кагта булмаган нукталар 
тупламй булиши керак. Агар координаталар системасини 
90- чизмада курсатилгандек килиб танлаб олинса, 
у холда М нуктанинг координаталарини

л1х2 +  (у — а)2 <  -^yjx2 +  (y — 2a)-

тенгсизлик ёрдамида ифодалаш мумкин ёки



Буни соддалаштирсак,
Зл  ̂+  Зг/2 — 4ау^. О

ни хосил киламиз. Тула квадрат ажратамиз ва 3 га 
буламиз, у холда

x2 +  yi — 2ay +  a1̂  J .

х* +  (У-
2 »2  ̂ 2 

<г°

га эга буламиз. Бу тенгсизлик маркази (0; ~ы) нукта-
2

да, радиуси а га тенг доирадан иборатдир. ХавфсизликО
чизиги юкорида келгириб чикарилган доирага уриниш 
чизигининг узунлигига тенг. Дойра марказидан уриниш 
нуктасига радиус утказамиз. Натижада тугри бурчакли 
учбурчак хосил булади. Унинг гипотенузаси

2 а 2 4 —а =  —а3 3

га, катети (радиус) а га тенг. Бу эса учбурчакнинг 

юкоридаги бурчаги 30° га тснглигини билдиради.

Бундан куённинг хавфсизлик маршрути 4 V3 а ми-

кдордан кичик булмаслиги келиб чикади.
26. Турли томонли учбурчакнинг хар бир учидан 

фокуслари колган икки учида жойлашган гиперболалар 
тармоклари утказилган. Бу гиперболалар учбурчак 
ичида умумий нуктага эга булишини исбот килинг 
(91- чизма).

90- чизмаУ

2а

77/

3

нуен

7777777777777777777777777777777777777Г 91-

’•969



И с б о т .  Учбурчакнинг бирор учидан утказилган 
гипербола тармогининг бир кием ёйи шу учбурчак ичида 
ётишини исбот киламиз. Гиперболанинг тармоги кава- 
рик эгри чизик булгани учун, бу ёй унинг ватари ва 
гииерболага учбурчак учидан утказилган уринма хосил 
килган бурчак ичида ётади. Гиперболанинг оптйк 
хоссасига кура (бир фокусдан таркалаётган ёруглик 
нурлари гиперболадан кузгули акслангандан кейин, 
бошка фокусдан таркалаётгандек куринади) гипербо
ла учбурчакнинг бурчак биссектрисаси булади. Карама- 
каршн томон симметрия уки булгани учун, танланган 
гипербола тармоги уни факат битта нуктада кесиб 
утади. Бу нукта фокуслар орасида ётади. Демак, ёй 
биссектриса, ватар ва томон хосил килган учбурчак 
ичида ётади. Бундан эса ихтиёрий икки гипербола 
учбурчак ичида умумий О нуктага эгалиги келиб 
чикади. Энди учинчи гипербола хам шу О нуктадан 
утишини исбот киламиз.

S A, S b, S c — О нуктадан мос учларгача булган 
масофалар; а, Ь, с мос учларининг каршисида ётган 
томонларнинг узунликлари булсин. У холда

S A S c= c  а\ Sy S r =  с b,

S A =  (S A S c) ( S B S c)=

= (c  — b )— (c — b) =  b — a.
Бу эса учинчи гипербола хам О нукта оркали утишини 
билдиради. Тасдик исбот булди.

27. #2= — 4ах парабола учларидан бу параболага 
утказилган уринмаларга туширилган перпендикулярлар 
асосларинипг геометрик урни теигламасини топинг.

Е ч и ш .  Параболанинг ( jco; уо) нуктасига утказилган 
уринма /| нинг тенгламаси 4ах +  2ууо — уо — 0 курйнишда 
булади. /| уринмага (0; 0) нуктадан туширилган /г 
перпендикулярнинг тенгламаси эса уох — 2ау =  0 кури
нишда булади. /1 ва /г тугри чизикларнинг кесишиш 
нуктаси (х; у) нинг координаталарини куйидаги 
системадан топамиз:

Г 4ах +  2уу0 — г̂  =  0,
\упх — 2ау =  0
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ёки

2(i^ +  4 e V  

аУ(,
г/о+4а‘

Булдан г/0 параметрни йукотиб, изланаётган нукта
ларнинг геометрик урни тенгламасига эга буламиз, яъни 
ху- +  хя — ау2 =  0.

28. Асоси 2 = ± с  текислигида, маркази Oz укида 
ётувчи ва радиуси 2а га тенг булган доиравий ци- 
линдрнинг устки асосини а бурчакка буришдан хосил 
булган сиртнинг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  А В  — берилган сиртнинг уСтидаги чизик 
булсин. Бу сиртда ихтиёрий М(х\ у, г) нукта оламиз 
(92- чизма). А В  никг тенгламасини ёзамиз:

х—*л _  у —У I _  г~ г,1 
<в~хл ~  Уц~Ул ~  гн ~ гл

И )

92- чизмадан:

92- чизма

| jf.,=2acos/, y 4=2asin/, zA— — с 
\xa=2acos(/ +  a ) ;  y w= 2asin (/- fa ), г в= с.t (В )

(В ) ни (А ) га куямиз:
х — 2 acos/

2 acos(< +  a )  —  2 cos / 2 a s in ( f  +  a |  —  2 asin/ 2 r

271



Биринчи касрни иккинчи каср билан, сунгра учинчи 
каер билан тенглаб, cos/ ва sin/ катнашган хадларни 
гурухлаб куйидагига эга буламиз:

{|2ac-f-a(z-f-t'Xcosa— 1 )]cos/ — (z +  c)asinasin/ =  jcc, 
a(2 -j-c)sinacos/ +  [2ac +  a(z +  cXcosa— I )Jsin/ =  #6\

Хосил булган системанинг икки томонини квадратга 
кутариб, тенгламаларни кушамиз:

al2 c  +  (2 -|-cXcosa— I ) f a 2( z с)2sin2a  =  (х2 у2)с2 .
ёки
4с2 +  4с( 2 с X cosoc — 1) -+ (2  +  с )2cos20а  — 2 (г +  с )2cosa +  

+ (z  +  c f+ {z + c fs \ r i1a . = ^ y—-c2>
а

4c2 +  4c(2 +  t)(co sa— 1 ) +  2 (г  +  с)2(1 — соза) =  ̂ + у •с2
а

Кавсларни очиб соддалаштирамиз:

2c2cosa+2c2+2z2+2z2cosa—-^-~/ -с2
и

л 2 2 а  1 А 2 • 2 О ЛГ2 +  И2 о
4С COS'f + 4 2  8 1 ^ —  =  у сI  £ ОТ

_Z+</2 _____ i _  = ,
л 2 2а 2 а. 2а4а cos —  с ctcr—2 ь 2

Б у — бир паллали гиперболоиднинг тенгламасидир. 
Хусусий холда а = 9 0 ° булса,

2а2 с2

29. х =  1 да энг катта киймати 6 га, х = 3  да энг кичик 
киймати 2 га тенг булган ва даражаси энг кичик булган 
f(x) купхадни топинг.

Е ч и ш .  /'(1) =  /'(3>=0 булгани учун /'(х) купхад- 
нинг даражаси 2 булади. У холда /\х) нинг
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даражаси 3 дан кичик булмайди. f '(x )= A (x — 1 Хх — 3) =  
=  А(х? — 4х +  3) ва масала шартига кура:

f " (x ) „- i< 0 ва П * )х = з > 0  да А > О.

f (x )= A (^ — 2x*+ 3x)+ B,

бундан

/(1)= \А +  В  =  6 ва Д3) =  £  =  2.

Демак, В =  2, Л = 3 . Натижада изланаётган 
/(х) =  х3 — б х ^ Э х  +  г

купхадга эга буламиз.
30. Х,ар кандай нолга тенг булмаган мусбат 

коэффициентли купхад жуфт функция булса, у холда 
унинг графиги ]— оо; 4-° ° |  да каварик ва факат битта 
экстремум нуктасига эга булишини исбот килинг.

И с б о т. Р(х ) =  апхп-\-ап-,х"~' -f-... -fao,
а ,> 0 ва Р(х) =  Р( — х)

булсин, у холда
g (x )= P (x ) — P ( — x) =  0,

яъни a2i-t-i =  0 ва Р(х) да х нинг факат жуфт п =  2 т  
даражалари булади. У  холда

Р '(х )= 2 т а Ьпх2т- 1 +  ... +  2а2х= 0,
х =  0 да

Р " (х ) =  2 т (2 т  -  I )а2тх2т 24-... 4- 2а2> 0,
бундан Р(х) нинг графиги каварик эканлиги ва 
х =  0 нуктада ягона экстремумга эга эканлиги келиб 
чикади.

31. Бирорга хам бутун коэффициентли Р(х ) куихад- 
лар учун Р (7) =  5; Р{ 15) =  9 тенгликлар бажарилмаслиги- 
ни исбот килинг.

И с б о т .  Тескарисини фараз киламиз, яъни бутун 
коэффициентли Р(х) купхад мавжуд ва

P (7 )= a 07n +  a l7, -' +  ... +  an =  5,

Р(15) =  ао15л4-а| 1Э,“ |4--Ч-в«=9
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булсин. Иккинчи тенгликдан биринчисини айирамиз: 
.чо(15"-7')-Ьа,( 15я- 1 - 7 я- ' ) +  ... +  а„_,( 15— 7) =  4.

Бу тенгликнинг чап кисмидаги хамма кушилувчи- 
лардаги ка вел ар 15—7=8 га булинади, аммо унг 
томондаги сон эса 8 га булинмайди. Бу эса фаразимизни 
нотугри зкаклигини билдиради.

>32. Бештя бутун кийматлар олувчи нукталарда 5 га 
тенг кийматни кабул килувчи Р(х) — бутун сонли 
купхад берилган булсин. У холда Р(х') купхад бутун 
илдизга эга булмаслигини исбот килинг.

И с б о т .  />:*) =  5 +  (*  — Xi) +  ...+(jc — xs)g(x) булсин, 
бунда хи х-2, .... Хь бутун кийматли нукта. Тескарисини 
фараз килай. к, яъни бутун сон учун Я (*0) =  0 булсин, 
у \олда

(*« —: — *5)£(*0)= — 5
булиб, (хо — .v ). (xo-^-Xs) сонлар хар хил хакикий 
сонлар ва улар ( —5) га булинади. Иккинчи томондан эса 
—5 сони 4 та \ар хил бутун I; — 1; 5 ва —5 булувчиларга 
эга. Бу эса карама-каршиликка олиб келди. Демак, 
Р(х) купхад бутун илдизга эга эмас.

33. Р (х ) купхаднинг даражаси п булиб, Я (а )> 0;
Р '(а)>0....  0, /*я)(а)>0

булса, Я(дг) =  0 тенгламанинг хакикий илдизи а дан 
катта була олмаслигини исбот килинг.

И с б о т .  л = а  учун Тейлор формуласидан фойдала
ниб, Р (х )  куп ха дни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Р (х )=  Р (а ) +  Р '(а Ц х - а )  +  ... +  '*‘№ * Г а* + ...

д:> а  булганда масала шартига асосан Р*>\а) мусбатлиги-
га кура Р (х ) > 0 тенгсизликка эга буламиз. Бу эса 
Р (х ) = 0 нинг а дан катта илдизи йуклигини билдиради.

34. Агар хакикий коэффициентли
Р(х) =  а0хп-\-а\Хл ' +  ...+ а„

купхаднинг хамма илдизлари хакикий булса, у 
холда унинг кетма-кет хосилалари

Р'(х), Р "(х ), Р '" (х ) ...... Р п-"(х )
хам (щ )Ф 0) хакикий илдизларга эга булишини исбот 
килинг.
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И с б о т .  Р '( х) купхадкинг илдизлари хакикий 
эканлигини исбот килиш етарлидир.

a i< c i2 < ...< a s

лар Р(х ) нинг илдизлари, k\, k-2, лар эса уларнинг
карралари (/ci ks =  n) булсин. Агар А,->1
булса, у холда ац илдиз k,-\ каррали Р '(х ) нинг илдизи 
булади. Бундай илдизлар, яъни ai, аг, —, а* сонлар 
( к ,— l)  +  ...-H&s — 1 ) =  п — s га тенгдир. Шунингдек Р '(х ) 
купхад р, хакикий илдизга эга булади, бунда

а ,< р ,< а , + |(|=  1,2......(s — 1)).

Pi илдизлар сони s — 1 дан кам булмаслиги керак, 
чунки

(п — s)-+(s — \ )= п — 1
булиб, Р '(х ) бошка илдизга эга булмайди ва улар 
хакикий булади.

Мустацил ечиш учун масалалар

1. Детерминантни хисобланг:

Сп c l - ск■ Ь/1

cS+i „1 1 •■ Сп+ |

С° + к -1Сп+к •.. Сп + к

бунда n£N, k£N, k ^ n .

2. Учинчи тартибли детерминантнинг элементлари 
кандай булишидан катъи назар унинг ёйилмасидаги 
хамма хадлари мусбат булмаслигини исбот килинг.

3. Агар а, р, у лар x3 +  px +  q =  0 тенгламанинг 
ечимлари булса, у холда куйидаги детерминантни 
хисобланг:

a р у 
y a p .
Р Y «
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0 1 0
л  = 0 0 1 булса, А 1(10 ни топинг.

a 0 0.

' 0 1 200

— 1 0 матрицани хисобла!нг.

2 1 0 100

0 1 0 матрицами хисобланг.
.0 0 2.

7. А т Х п  улчовли квадрат матрица булиб, унинг 
куриниши куйидагича:

a Г 0 0. .0 0
0 a 1 0. .0 0
0 0 a 1 . .0 0

.0 0 0 0. .0 a

т<Сп булганда А матрицанинг биринчи сатр эле- 
мептлари йигиндисини томинг.

8. Ушбу

2 - 1  0 0  0
— I 2 — 1 О О 

0 - 1  2 - 1  О 
О 0 - 1  2 - 1  
0 0 0 — 1 2'

матрицага тескари матрицани топинг.
9. А 2 X 2  улчовли квадрат матрица булиб, унинг хос 

сонлари
IA .il <  1, | Я 2 | < 1

шартни каноатлантирса, у холда
(Е - А Г '  =  Е  +  А + А 2-\7... +  А*

тенглик уринли эканини исбот килинг.
10. А ва В п Х п  улчовли квадрат матрицалар, Е  эса 

бирлик матрица булсин. Агар Е  — А В  матрица тескари
2-76
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матрицага эга булса, у холда Е  — ВА матрица хам 
тескари матрицага эга булишини исбот килинг.

I I .  п Х п  улчовли А квадрат матрица куйидагича 
берилган:

X ? Х| • *2 ... Х\Хп 

Х2Х\ х\ ... Х 2Хп 

Х:\Х\ Х%Х2 ... хлх„

XnX i XnX<i . . .  х%

(А +  Е )  матрица учун тескари матрица мавжудлигини 
исбот килинг, (Е  —  бирлик матрица) (Л + £ )_| матри
цани хисобланг.

12. Шундай иккинчи тартибли квадрат матрицаларни 
топингки, уларнинг квадратлари ноль-матрицага тенг 
булсин.

13. Ушбу
О 1 О'

А = О 0 1
О О О

матрица берилган булсин. В 1 — А тенгликни кано- 
атлантирувчи учинчи тартибли В  квадрат матрица 
мавжуд эмаслигини исбот килинг.

14. А квадрат матрица учун
. а п

1а = е + а +  I  + ...+ А - + ...
л!

ёйилма уринли булса, у холда 11В ни топинг. Бу ерда
1 2

В  =
О 3 /€]— +  °°[-

15. п Х п  улчовли А квадрат матрица берилган булсин. 
Шундай п Х п  улчовли В  матрица мавжудки, унинг учун 
А В А — А тенглик уринли эканлигини исбот килинг.
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16. Агар

А =

булса, у холда
Y (t )= A Y (t )- Y (t )A

тенгламадан Y(l) матрицани топинг.
17. А «-тартибли квадрат матрица булиб, X сон 

А матрицанинг хос сонлари айирмаси куринишида 
ифодаланиши мумкин булсин.

тенглама нолдан фаркли (умумий холда комплекс) 
ечимга эга эканлигини исбот килинг.

18. Ушбу

— (a-\-d)x-\-(ad — bc)E =  0 
тенгламани каноатлантиришини исбот килинг. Бунда

19. матрица ( и— 1) Х«  улчамли. а,(/=1,2... 
( я — 1)) оркали А матрицанинг / вектор сатрини, 
ОД/=1,2, ..., (п — 1)) оркали А матрицанинг //-устунини 
учиришдан хосил булган матрицанинг детерминантини,
D оркали D =  {D\, — D -2......  ( — 1)" 'Dn) вектор-сатрни
белгилаймиз. Барча 1=1,2, ..., п лар учун (D, а,) скаляр 
купайтма нолга тенг булишини исбот килинг.

20. Иккита ( ( a X b )X b )X b  ва аХ^векторлар коллине- 
ар эканлигини исбот килинг.

21. ABC  учбурчакда АВ =  а, АС =  В. Ш у учбурчак
нинг ВС  томонига туширилган баландлик векторни 
топинг.

22. А, В , С, D нукталар фазода ёки текисликда 
кандай жойлашишларидан кагъи назар.

Ах — хА =  Хх

матрица

BC-AD +  С А -BD +  A B-C D = 0
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тенглик уринли эканлигини исбот килинг.
23. Уч улчовли фазода хамма 3 ва В жуфт векторлар

ни курсатингки, улар учун

(Зх )=  |5|, 
\ах\ =  В

система ечимга эга булсин ва бу ечимни топинг (бун
да (ах) —  скаляр купайтма, \ах]— вектор купайтма).

24. а  нинг кандай кийматларида р = а а  +  5б ва 
q =  3a — b векторлар коллинеар булади.

25. а, В, с, 3 уч улчовли фазода берилган векторлар 
булса, улар учун

тенглик уринли эканини исбот килинг (бунда (ас) — 
скаляр купайтма, [аВ\ — вектор купайтма).

26. Агар [АА\], \ВВ\\, {СС|] лар A BC  учбурчакнинг 
биссектрисалари булиб, улар учун

булса, бу учбурчак мунтазам учбурчак булишини исбот 
килинг.

зарурий ва етарли шартлар бажарилганда, у ечимга эга 
булади? Бу системанинг х.амма ечимларини топинг. 
Бунда х, у — номаълумлар, а, В, с, 3 — берилган 
векторлар ва a2-f-Ь2фО.

28. SA 8C  тетраэдрнинг чар бир киррасндан ва унга 
карама-карши киррасининг уртасидан текисликлар 
утказилган. Бу текисликлар умумий нуктага эга 
булишини исбот килинг. Бу умумий нуктани К  билан 
белгилаб SK  векторни

векторлар оркали ифоДаланг.
29. О А, О В  ва ОС векторлар куйидаги тенгликни

каноатлантиради:

27. Ушбу учун кандай

SA =  3, SB = 6, SC = c
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0 Л Х 0 В  +  0 В Х 0 С  +  0 С Х 0 Л  =  0;
а) 6А, ОВ  ва ОС векторлар компланар эканлигини;
б) А , В, С нукталар битта тугри чизикда ётишини 

исбот килинг.
30. Учбурчакнинг томонлари куйидаги

aiX +  biy +  Ci =  0 (i =  1, 2, 3) 
тенглама билан берилган тугри чизиклар устида ётади. 
Агар S  учбурчакнинг юзи, R  учбурчакка ташки чизилган 
айлана радиуси ва

а\ b| С\
А =  ai Ьг Сч

аз Ьз Сз

булса, S  =  |A|-/? тенглик уринли эканлигини исбот 
килинг.

31. Учбурчакнинг томонлари куйидаги
aiX +  biy +  Ci =  0 ( *=? .  2, 3)

тенглама билан берилган тугри чизиклар устида ётади. 
Агар

а, 6, с,
А — @2 С2

&з Ьз Сз

ва А, — Ci элементнинг алгебраик тулдирувчиси б^лса, 
ушбу

s =  д 2 . -

2|Д,Д2Л3|

ифода учбурчак юзи эканлигини исбот килинг.
32. 93- чизмада икки тугри чизикли йул ва доираси- 

мон кул тасвирланган. Кул буйига йулларга иложи 
борича якин жойга дам олиш уйи куриш керак. Дам 
олиш уйидан йулларгача булган масофалар йигиндиси 
энг кичик булиши учун уни кулнинг кайси ёнига куриш 
керак.

33. Х,ар кандай силлик ёпик каварик К  эгри 
чизикда А ва В  нукталарни шундай танлаб олиш 
мумкинки, улар К  ни тенг узунликда иккита ёйга булади.
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А В  ватар К  эгри чизик билан чегараланган юзни тенг 
иккига булишини исбот килинг.

34. Узлуксиз ёпик каварик эгри чизик ичидаги 
нуктадан ватарлар утказилган. Агар ватар энг кичик

93- чизма

юзли сегмент кесса, берилган нукта ватарнинг уртасида 
жойлашганлигини исбот килинг.

35. Агар г ва R бирор учбурчакка ички ва ташки 
чизилган айланаларнинг радиуслари, d айланалар 
марказлари орасидаги масофа булса,

d2 =  R 2- 2 R r  
тенглик тугри эканлигини исбот килинг.

36. Агар Л|, /4г, ..., Ап нукталар бирлик айлана ичига 
чизилган п бурчакли мунтазам купбурчакнинг учлари 
булса, куйидаги йигиндини топинг:

\А,А2\2-\-1А ,/43|2 \AtA„\2.

37. — ~я=1 эллипсга (4; — I)  нуктадан утка

зилган уринма тенгламасини тузинг.
38. Х,аракатсиз эллипс устида унга тенг эллипс 

сирпанмасдан шундай силжиб бормокдаки, уларнинг 
ихтиёрий холатида х,ам эллипслар умумий уринмага 
нисбатан симметрик булса, эллипснинг фокус нукгалари 
Кандай эгри чизиклар чизади?

39. *>- +  “ »-=1 эллипсда шундай ( jco ; уо) нукга а Ь
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топйнгки, шу нуктадан утказилган урйнма ва координа
та уклари билан чегараланган учбурчакнинг юзи энг 
кичик булсин.

г2 и240. — + ~ = 1  эллипс билан 2х-\-у =  5 тугри чизик

орасидаги энг киска масофани топинг.
jr2 и2 9 •>41. — ~t g  =1 эллипснинг у = — хг парабола билан

чегараланган пастки кисмининг юзини топинг.
42. А нукта ху =  4 гиперболада, В  нукта эса 

jc2-+-4//2 =  4 эллипсда ётади. А ва В нукталар орасидаги 
масофа бирдан кичик булмаслигини исбот килинг.

43. 4х2-{-у2 =  5 эллипс берилган. Ш у эллипсга х=1, 
у =  — ! ва х =  у =  — 1 нукталарда уринувчи парабола 
Тенгламасини тузинг.

44. (4; 0) нуктадан у2 — 2х =  0 эгри чизиккача 
булган масофани топинг.

45 у =  х2 парабола билан х — у  — 2 =  0 тугри чизик 
орасидаги энг киска масофани топинг.

46. у =  10х> парабола билан (0; 4) ва (0; 6) нукта

лар орасидаги энг киска масофани топинг.

47. у =  — гиперболанинг биринчи чоракдаги тар моги

устида радиуси /? =  1 тенг булган айланани юмалатамиз. 
Бу айлана маркази чизган чизик кандайдир гипербола
нинг тармоги буладими?

48. А В  кесмада 2п та нукта кесма уртасига нисбатан 
симметрик жойлаштирилган. Улар ичидан п та нукта 
ихтиёрий усулда танлаб олиниб кизил рангга, колган 
нукталар эса кук рангга буялган. Кизил нукталардан 
А нуктагача булган масофалар йигиндиси кук нукта
лардан В  нуктагача булган масофалар йигиндисига 
тенглигини исбот килинг.

49. R радиусли шар берилган. Ш у шар ичига хажми 
энг кзтта булган тугри доиравий цилиндр кандай 
чизилади?.

50. Ярим шарнинг огирлик маркази координаталарини 
топинг.

51. Ихтиёрий /7^3 ток даражали купхад хеч
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булмаганда битта бурилиш нуктасига эга булишини 
исбот килинг.

52. Ушбу

P W - I + T T + я +••■ + -£■

купхад каррали илдизга эга булмаслигини исбот 
килинг.

53. Агар Р(х ) мусбат коэффициентли (л — 1)- даража
ли купхад булса, у холда хп= Р (х ) тенглама факат 
бигта мусбат илдизга эга булишини исбот килинг.

54. Агар Р\(х), P-ix), ..., Р г(х) мос равишда п\, п% ..., пг 
даражали купхадлар булиб

П\ +  Л2+ — -~

булса, бу купхадлар узаро чизикли боглик булишини 
исбот килинг.

55. Ушбу
(3 - 2 к )х 1+ (2 - к )х 2 +  х3 =  к, 
(2 - k )X l+ (2 - k )x 2 +  x3= l ,  
х ,+ х 2+ (2  — к)х3=  1

система биргаликда эканлигини текширинг ва унинг 
ечимини топинг.



И лова

А Ж О Й И Б  Э ГР И  ЧИ ЗИ К.Л А Р

1. Циклоидали эгри чизиклар. а) Ох уки буйлаб 
сирпанмай гилдираб борувчи г радиусли айлаианинг 
ихтиёрий М нуктаси чизган эгри чизик циклоида 
дейилади. Циклоида теигламасини келтириб чикарамиз 
(94- чизма).

М(х\ у ) нукта циклоиданинг ихтиёрий нуктаси 
булсин. S  айлана маркази булсин. SM  ва S H  радиуслар 
орасидаги бурчакни / параметр деб оламиз.

Чизмадан:
х =  ОМ \ =  ОН  — М\Н — rt — rsint =  r(t — sin/), 

у =  О М<г — г — rcost =  л( 1 — coos /).
Демак,

{х =  г(/ — sin/), 
y =  r { l- c o s t ) .  '
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( I ) — циклоиданинг парамегрик тенгламаси дейила
ди. Бундан фойдаланиб циклоиданинг тугри бурчакли 
декарт координаталар системасидаги тенгламасини чи- 
кариш мумкин. Бунинг учун ( I )  системадаги иккинчи 
тенгламадан

rcost =  л — у=> cos/ =  г

I г —У/ =  arccos — ,
Г

sin/ =  д/1 — cos2/ =  f  =

=  д/1 -  ̂̂  - г
ларни тоииб, биринчи тенгламага куйиш кифоя: 

x =  rarccos—~ у — -\j2ry — у2\

б) узгармас R ра- 
диусли айлан'ага таш
ки уриниб, унинг ус- 
тида ,£ирпанмасдан 
гилдира-йдиган г радет- 
усли айлананинг ихти
ёрий М нуктаси чи- 
задиган текис эгри чй- 
зик эпициклоида дейи
лади (95- чизма).

Эпициклоида тенг
ламасини келтириб чи- 
карамиз. Унинг учун 
R радиусли айлананинг 
маркази О ни коорди
наталар боши килиб, 
у оркали утувчи узаро 
перпендикуляр тугри. чизикларни координата уклари 
килиб оламиз (96- чизма).

Бу холатда М нуктанинг чизган чизиги В  нуктаси
дан бошланган булсин. МО\К' бурчакни а деб ва айлана 
радиуслари нисбатини .

285



m — - =>r =  mR К
деб белгилаймиз.

М нукта чизган эгри чизикнинг узунлиги:

КМ  =  ВМ  ёки R ■ КО В  =  га .

Бундан

К б  В  =  • а  =  та .К
М нуктанинг координаталари х ва у булсин. У холда 
шаклдан:

x =  O P =  OD +  M E; y — M P  =  O lD — 0\Е 
ОП =  00\Q0snia =  (0 K  -{- OiK)cosma— (R-\- r)cosma; 

Af£' =  O|yMsin(Af0|£') =  rsin(a — OD\D)=
=  rsin (a— ( y — m a))=  — rcos(a +  ma)\

0\D =  OOts\nm a=(R -\- r)sinma\
0|£ =  0|Mcos(/VfOi£) =  rcos(a — 06\D ) =

=  /xos(a — ( y  — ma)) =  rcos((a +  ma) — * )=

=  rsin(a-f-ma); r — mR.
Бу кийматларни урнига куйсак, куйидаги системага 
эга буламиз:
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I  x=(R-\-mR)cosma— m/?cos(a +  ma);
1У= (R  +  mR)s.\nma— m/?sin(a +  ma).

(2) тенглама эпициклоиданинг параметрик тенгламаси 
дейилади. Эпициклоида гилдирайдигаи айлана радиуси 
(г) кузгалмас айлана радиусидан- (R )  неча марта катта 
булишига караб (2) тенглама турли хилда булади.

Хусусий холда, R =  r ва т== 1 булганда, (2) тенгла
ма куйидаги куринишни олади:

{ х =  2/xosa — rcos2a,
(3)

у =  2r s i па — rsi п2а.

(3) тенглама билан ифодаланган эгри чизик кардиоида 
деб аталади,

в) бирор кузгалмас R радиусли айлана буйлаб 
ичкаридан сирпанмай, гилдираб борувчи г радиусли

айланадаги ихтиёрий М нукта чизган эгри чизик 
гипоциклоида дейилади (97-чизма). Унинг тенгламаси
ни куйидагича чикарамиз. Унинг учун М  нуктанинг х, 
у координаталарини топамиз:



x =  O P =  0D  D P  — ( R — r)cosm/+ Asin(/VfOi A £); 
y =  PM  =  0\D — 0\E =  (R  — r)$inml — rcos(/VfOi л E).

sin(Af0i£) =  sin (n — t — { — m/)) =  cos(/ — m t).

cos(AfD|£)=sin(/ — mt) булгани учун:

{x = (R  — mR )cos mt +  mRcos( t — mt), 
y =  (R  — mR)s\nmt — mRsin(t — mt).

(4) система гипоциклоиданинг параметрик тенгламаси 
дейилади.

2. Декарт япроги. Тугри бурчакли декарт координата
лар системасида

х* +  у3— 3аху =  0 (5)
учинчи даражали алгебраик тенглама билан аниклана- 
диган эгри чизик Декарт япроги дейилади, бунда 
а ф 0 узгармас.

(5) тенгламани параметрик куринишда х,ам ёзиш 
мумкин. Бунинг учун y =  tx алмаштириш бажариб,
(5) дан х ни топамиз:

д^+Лс3— 3axtx =  0=$- х®(1 -f-/3) — За/х2= О 

* (Ь + /З)=3а*=*л:=  — ' .
i-M

x нинг топилган кийматини y =  tx га куямиз:
3 atх =

1 -И3 (6)
ч=----,* 1-н3

(6) система декарт япрогининг параметрик тенгламаси 
дейилади. Кутб координаталар системасида декарт 
япрогининг тенгламасини косил килиш учун:

jc =  pcos<p, (/ =  psincjp
алмаштириш бажарамиз:

. р3соз3ф +  p3sin'fy — Зар2со5ф5Шф =  0 =>
р3( соя3ф 4- si п3ф) — Зар2со5фз1 пф=0.
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Д емак,
3acosq>sincp

Р 3 3
cos ц> -f s in  ц)

(5) тенгламани х =  0, у — О координаталар кано- 
атлантиради. Бу декарт япроги координаталар бошидан 
утишини билдиради. Декарт япроги у =  х тугри чизикка 
нисбатан симметрикдир. Х,акикатан, (5) тенгламада 
х ва у узгарувчиларнинг урнини алмаштирсак, дастлабки 
тенглама хосил булади. у =  — х — а чизик декарт 
япрогининг асимптотасидир.

Чизик биринчи чоракда илмок хосил килиб, 
сунгра унинг тармоклари асимптотага чексизликда 
якинлашади (бунда координаталар боши тугун нукта 
булади (98- чизма). f

3. Циссоида. Диаметри ОЛ =  2а булган айлана 
берилган ва унинг А нуктасига уринма утказилган 
булсин (99- чизма). Айлананинг О нуктасидан О В 
нурни утказамиз ва унинг айлана билан кесишган 
нуктасини С билан белгилаймиз. Ш у нурга 
\ОМЛ =  \ВС\ кесмани куямиз. О нуктадан иккинчи 
нурни утказамиз ва юкоридаги каби М 2 нуктани хосил 
киламиз. Шундай усул билан исталганча М\, М 2
19—632 289



нукталарни ясаш мумкин Бу нуктя»япии «
ришдан хосил булган эгри чизик S 3  ?ирлашти 11игспыпи чизик циссоиоа деиилади.
- Т . Р -

СИ»урни куге ук„ деб оламиз. 99- ,„зм ада„ |0/И| = „

P= |O A f,| =  \0В\- Ю С], |O B |= - ^ ;

ЮС1 =2acosq> га тенглигидан: '

р ~  соГф ~ 2ас05Ф =  2а-
еки

l_—  COS ф

cos<|>

(> = J?asin2q
COSIf) (7)

^ Тб кооРдинаталаридаги

лягиЭ Г  11ИСС0ИДанинг декарт координаталар системаси 
тенгламасини чикарамиз. Бизга маьлумки:

Р =  V * 2 ~Ь.У2; sirup =  —.
Т 7 Т Г 1 ; COS(P =  - 7~ - - .
v - ч /  V*2+«2



Бу кийматларни (7) га куйиб соддалаштирсак, 
куйидаги тенгламага эга буламиз:

У 2а — х ' (8 )

(8) тенглама цисеоиданинг тугри бурчакли декарт 
координаталаридаги тенгламасидир. У учинчи тартибли 
алгебраик тенгламадир.

Параметрик теигламасини ёзиш учун

x =  pcos<p ва г/ =  psiпф' 

формулаларга р нинг кийматини куямиз:

|x =  2asin2tp,

У-
2asin3q>

COS(p

бунда ф — параметр.
4. Строфоида. А нукта ва бу нуктадан утмайдиган 

/ тугри чизик берилган булсин (100-чизма). Ах тугри 
чизикни / тугри чизикка перпендикуляр килиб 
утказамиз ва уларнинг кесишиш нуктасини С билан 
белгилаймиз. АС  кесмаии а деб оламиз. А нукта 
атрофида айланувчи нурни 
оламиз ва унинг берилган 
/ тугри чизик билан ке
сишиш нуктасини В  деб 
белгилаймиз. В  нуктадан 
\ВС\ =  \ВМ,\ =  \ВМ2\ кес- 
маларни куямиз.

Демак, А нуктадан ут
казилган битта нурга чиз- 
мада курсатилгандек мос 
равишда Mi, М2 жуфт нук
талар тугри келади. Бундай М\у M i нукталар туилами 
строфоида деб аталади. Бунда Л4|, Мч нукталар 
ковушма нукталар дейилади. Етарлича шундай нукта- 
ларни ясаб, уларни бирлаштирсак строфоидани хосил 
киламиз.

Строфоида теигламасини чикарамиз. А нуктани 
кутб боши, АС  нурни кутб уки деб оламиз. Нурнинг



кутб уки билан ташкил этган бурчагини Ф деб
I  X0ЛД̂ Л,, нукта 'Г» ^  “ орд»»эталарга эг^ булади. бунда (>1 =  \АМ,\, М2 нукта эса

Й п МФнНй°0рДИАаТаЛарГа Э™ ’ бунда P2= M A f2|. Чнзмадан Куриниб турибдики:

[*\~\АВ\-\- \ВМ\ |; (>2=.|ЛВ| —  \ВМг\, \ВМ{\ =  \ВС\ 
булгани учун 

р|.= 'М 0 1 + 1 'Я С |; м = \АВ\-\ВС\К и

■ р= = АВ± ВС: (9)

М в | =  Щ *
.Бу кийматларни (9) га куйсак:

Р = ±atg(p =  a (—!___ i_ 1 /1Л,
•Р совф ^  c o s < p ( 1 ° )

р _ _  _°П±МПф)
COS(p

^ » г л Г а с „Эд”ир.СТР0ф0',Да" й" Г КУТЙ ™ - Р Я » » ™ а р д „ „

кар®шЛу",уС„ТРОфОИММ" НГ тенгламасини
* ==рсовф, г/ =  psiнф 

тенгламаларга (10) дан р ни кийматини куямиз:

(JC =  1 =t si
f/—  ( 1 ±,sin<p)sinnp v ( I I )

COS<f

Строфоиданинг тугри бурчакли декарт координаталаода 
ги тенгламасини ёзамиз. Унинг учун РД
р =  ^ * 2 +  у '2 ; s i п ср =  - f L =  ; с оs ф =  - - JL - l

\  г '  . V *  + У 2 л/х2 +  у 2
тенгликларни (10) га куямиз:

„ 2 _  (х ~ а )2х
У --- 2^Гх • (12)

(12) тенглама декарт координаталарига нисбатан 
У инчи даражали тенглама — шунинг учун строфоида 
учинчи тартибли чизикдир.?

(12) ни у га нисбатан ечсак:
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y = ± ( x - a ) - \ f ^ . (13)

(13) тенглама дс>0, х < 2  а булганда маънога эга
б)?лади. Бундан куринадики, строфоида иккита тар- 
мокка эгадир (хар бири плюс ёки минус ишорала- 
ри билан аникланади).

Агар х-+2а га интилса, у холда у нинг киймати 
чексиз ортади, яъни х — 2а тугри чизикка якинлашади. 
Шунинг учун х =  2а тугри чизик строфоиданинг асимпто- 
таси булади. С(а; 0) нуктада строфоида тармоклари 
кесишади ва бу нукта тугунли нук,та деб аталади.

5. Бернулли лемнискатаси. Х,ар бир нуктасидан 
берилган икки F i( — а; 0) ва F-̂ a\ 0) фокуслар деб 
аталувчи нукталаргача булган масофалар купайтмаси 
узгармас а2 сонига тенг булган текис эгри чизик 
Бернулли лемнискатаси дейилади (101-чизма).

Лемниската таърифига кура. Ft ва Ft нукталар 
берилган. У холда уларнинг орасидаги масофа

\F\Fi\=2a ёки a = ̂ \FxF2\ булади.

Ьернулли лемнискатаси теигламасини тугри бурчакли 
декарт координаталарда келтириб чикарамиз. Коорди
наталар бошини F\F-z 
кесманинг уртасида 
килиб F\Fz нукталар- 
дан утувчи тугри чизи
кни абсциссалар уки 
деб, унга перпендику
ляр булган ва О нук' 
тадан утувчи тугри 
чизикни ординаталар 
уки деб оламиз.

М{х\ у) нукта из
ланаётган чизик ус- 
тидаги ихтиёрий нук
та булсин. У долда,
таърифга кура: 101-чизма

\FiM\-\F2M \= d 2. (14)
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Текисликдаги икки нукта орасидаги масофани топиш 
формуласига кура:

|/riMI =  ~\J(x +  a ?  +  y\ т

Бу ифодаларни (14) га куйиб, сунгра соддалаштирсак,
( х 2 +  */2)2 =  2 а2(дг2—  у 2)  (1 5 )

Бернулли лемнискатаси тенгламасига *эга буламиз. 
(15) тенгламадан Бернулли лемнискатаси туртинчи 
тартибли алгебраик тенгламадан иборат эканлиги келиб 
чикади.

Лемниската тенгламасини кутб координаталарида 
ифодалаш учун Jt =  pcoscp, # =  psin<p ифодаларни (15) га 
куйиб соддалаштирсак,

р2 =  2a2(2cos2<p — 1) 
ёки Ь =  а ^ 2 белгилаш киритсак,

р2 =  £»2(2со82ф — 1) (16)

тенгламани хосил киламиз. (16) тенглама ёрдамида 
Бернулли лемнискатаси нукталарини ясаш мумкин. 

(16) тенгламани гипотенузаси b^J2cos<p ва бирор
катети Ь га тенг булган тугри бурчакли учбурчаклар- 
нинг иккинчи катети узунлиги каноатлантиришини кур- 
сатамиз.

Х,акикатан, агар тугри бурчакли учбурчакнинг 
катетлари х, у, гипотенузаси z булса, у холда 
xl -\-y1 =  z2 тенглик уринли. Бу холда

х =  (>, У =  Ь, z =  b ^ 2созф 

деб, урнига куйсак,
р2 -f- b2 =  2ft2cos\' =>-

р2 =  2Ь2со82ф — Ь1 =>-

р2 =  /?2(2со82ф— 1)
(16) тенгламага эга буламиз.

6. Астроида. АС  — диагонали узгармас ва иккита 
томони узаро перпендикуляр булган тугри чизик устида
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ётувчи тугри туртбур- 
чак берилган булсин 
(102- чизма).

Бундай тугри турт- 
бурчакларнинг В учи
дан АС  диагоналига 
туширилган перпенди- 
кулярларнинг аеосла- 
ридаги нукталарни 
бирлаштиришдан ко
сил булган эгри чи
зик астроида дейи
лади.
Декарт координаталар 
системасида астроида- 
нинг теигламасини кел
тириб чикарамиз. Ко
ордината уклари деб
бу иккита перпендикуляр булган томонларни оламиз 
( 102-ч из ма ) .  \ А С \ = а  булсин.

102 чизма

У х.ол да
|ОЛ |2+  |ОС|2 =  а2. В  учидан АС  диогоналига перпенди
куляр туширамиз ва унинг асосини М(х\ у ) деймиз. 
Z. ВСА =  /, A M B A  =  t га тенг. М нуктанинг координата 
лари х, у ни I бурчак оркали ифодэлаймиз:

х =  О Р =  \СМ |vos/ = (  I СВ  | cos/) cos / =  I СВ j  cos2/ =  
==( | C/41 cos/ )cos2/ =  \CA I cos3/ =  acos3/; 

y =  ()Q  =  PM  =  |AfA|sin/ =  ( I^B|sin/)sin/==.
=  |/1B|sin2/ =  ( |4C|sin/)sin2/ =

=  | /1С I sin3/ =  asin3/.
[ x =  acos3/;

Шундай килиб, | _  ,sin3/ астроиданинг параметрик
тенгламаси булиб, ундан t параметрни иукотсак, униш 
тугри бурчакли декарт координаталаридаги тенгламаси- 
га эга буламиз; а

xJ  =  a J cos/, _  j Jr5 = a 3cos2/
1 1 
3 =rba3s>и3 =  а \siri/

7. Архимед спирали, Тугри чизик буйича текис 
харакатланувчи ва бир вактнииг узида гаиин нукта
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атрофида текис айланувчи бирор М нуктанинг траекто- 
рияси Архимед спирали дейилади.

Демак, Архимед епиралининг таърифига кура нукта
нинг траекториясида бир вактда иккита текис харакат 
иштирок этиб, ундан бири тугри чизик буйлаб, иккинчисн 
эса айлана буйлаб харакатдан иборат экан.

=  \0М\, ф — ОМ кутб-радиусининг кутб уки О/ билан 
ташкил этган бурчаги. М нуктанинг ON  тугри чиЗик 
буйича босиб утган йули а кутб бурчаги ф нинг усишига 
тугри пронорционалдир. Шунинг учун

бунда а — пропорционаллик коэффициенти. (17) тенгла 
ма Архимед епиралининг кутб координаталаридаги 
тенгламаси дейилади. Унинг декарт координаталар 
системасидаги тенгламаси эса куйидагича:

Агар хар бир урам орасидаги масофани d деб 
белгиласак, у холда

Бундан куриниб турибдики, урамлар орасидаги масофа 
узгармасдир.

8. Логарифмик спираль. Тенгламаси кутб координа
талар системасида р=<хекф (бунда а  ихтиёрий сон.

М нукта ON  туг
ри чизик буйлаб ха
ракат килади, О нук
та атрофида эса текис

^ айланма харакат ки 
лади.

103- чизма

О нуктанн кутб 
боши, 01 ни кутб уки 
деб оламиз (103-чиз
ма). М нуктанинг 
дастлабки координата
ларини р, ф деб белги- 
лаймиз, бунда р =

р =  аф, (17)

й =  а (ф  +  2 л ) — аф =  2ал.
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лропорционаллик коэффициент) куринишда булади- 
ган эгри чизик логарифмик спираль дейилади.

Логарифмик спираль 
формуласини куйидаги
ча чикарамиз. Архимед 
спиралида нур устида 
харакатланаётган М
нуктанинг кутб боши
дан узоклиги нурнинг 
бурилиш бурчаги ср га 
тугри пропорционал деб 
олинган эди. Энди М 
нуктанинг кутб боши
дан узомигининг лога- 
рифмини нурнинг бури
лиш бурчагига тугри про
порционал деб оламиз, 
яъни 1пр =  аф. Бундан |> =  ей* келиб чикади. Бу эса 
(18) формуланинг хусусий холи, яъни а = \  ва 
k =  a. Логарифмик спиралнинг асосий хоссаларидан 
бири: спиралнинг бошидан чиккан хар кандай 
радиус-векторлар спирални айни бир а бурчак остида 
кесиб утади (104-чизма). Баъзи чиганокларнинг шакли 
логарифмик спиралга ухшайди.

104- чизма
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