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ОТ А В Т О РО В

Начиная с 1977 года, вступительные экзамены по матема­
тике в ВУЗы начали проводиться по новой программе.

В книге содержатся задачи, предлагавшиеся в 1977— 1979 го­
дах на вступительных экзаменах по математике в Московском 
государственном университете.

Книга состоит из двух частей. В первой из них собрано 
примерно 1000 задач. Они. сгруппированы по факультетам, 
годам и вариантам так, как предлагались во время вступитель­
ных экзаменов.

В рамках каждого варианта задачи, как правило, располо­
жены по возрастанию трудности. Заметим, что для получения 
положительной оценки на экзамене совсем не обязательно было 
решить все задачи. Обычно, двух —трех правильно решенных 
задач было достаточно, чтобы получить положительную оценку.

Вторая часть книги содержит решения задач по одному 
варианту на каждый факультет и год. Кроме того, там содер­
жатся ответы к задачам остальных вариантов.

Мы считаем необходимым отметить, что все предлагавшиеся 
задачи являются продуктом коллективного труда многих сотруд­
ников МГУ, и мы ни в коей мере не претендуем на их автор­
ство. В условия некоторых задач мы внесли незначительные 
поправки.



Часть I

ЗАДАЧИ

В 1977— 1979 годах в ВУЗы поступали как лица, изучавшие матема­
тику в средней школе по новой программе, так и лица, изучавшие мате­
матику по старой программе. Эти две категории абитуриентов сдавали 
экзамены отдельно. Часть задач была обшей для них, но были н отличия. 
В приводимых ниже вариантах буква сН>, стоящая рядом с номером за­
дачи, означает, что эта задача решалась только абитуриентами, изучав­
шими математику в школе по новой программе. Задачи, у которых рядом 
с номером стоит буква «С», решались только абитуриентами, изучавшими 
математику по старой программе. Задачи, у номеров которых отсутствуют 
буквы, были общими для двух этих категорий абитуриентов.

Естественно, что системы обозначений и терминология в задачах, 
предлагавшихся абитуриентам, изучавшим математику по разным програм­
мам, во время экзаменов отличались. Мы в основном придерживались 
обозначений и терминов, принятых в средней школе сейчас. Так, величина

угла ABC  обозначается ABC,  величина отрезка АВ  обозначается | А В  | , 
множество чисел х,  удовлетворяющих неравенствам а < х < Ь ,  обозначается 
|о , ft) (отрезок (а, 6]), наибольшее и наименьшее значения функции /  (.<■) 
на отрезке [а, Л] обозначаются соответственно max /(* )  и min /  (*)

* (  [a. ft] х € [а, fc)
и т. д. Но есть и некоторые отличия. Так, множество чисел х,  удовлет­
воряющих неравенствам а <  х  < Ь ,  а <  х < Ь  и а < х  <  ft, обозначаются 
соответственно (а, ft), (a, ft] и [a, ft).

§ I . МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ Ф А КУЛЬТЕТ

1977

Вариант 1.
1.Н. Найти все числа а ( а > 0 ) ,  для каждого из которых

а

5 (2 — 4х +  3jc*)dje<a.
о

2. Длины боковых сторон трапеции равны 3 и 5. Известно, 
что в трапецию можно вписать окружность. Средняя линня 
трапеции делит ее на две части, отношение площадей которых 
равно 5/11. Найти длины оснований трапеции.
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3.Н. Доказать, что для функции / ( *) =  cosjtsin2.t справед­
ливо неравенство

min / ( * ) > — I .
Jf€ [ — Л. Л] J

4. Найти все решения системы уравнений

' у* — 9х* +  27* — 27 =  О, 
г5 — 9у* 27 у  — 27 =  О,

. *>—9г* +  2 7 г - 2 7  =  0.

5. Основанием пирамиды SABC  является равносторонний 
треугольник ABC,  длина стороны которого равна 4 1 2 .  Боко­
вое ребро SC перпендикулярно плоскости основания и имеет 
длину 2. Найти величину угла и расстояние между скрещи­
вающимися прямыми, одна из которых проходит через точку S  
и середину ребра ВС, а другая проходит через точку С и 
середину ребра А В.

I.C. Решить неравенство

З.С. Решить уравнение
3>/s  + iog,c<Mx_|_0i/» __ g i / j +  iog, sin X '

Вариант 2.
1.Н. Найти все числа а , для каждого из которых

2

 ̂ (а* +  (4 — 4а) х  -f  4дс*) dx ^  12.
1

2. Длина средней линии равнобочной трапеции равна 5. 
Известно, что в трапецию можно вписать окружность. Средняя 
линия трапеции делит ее на две части, отношение площадей 
которых равно 7/13. Найти длину высоты трапеции.

3.Н. Доказать, что для функции / (дс) =  s in д:sin2 jc справед­
ливо неравенство

max /  (х) <  0,77.
хе [-л, л]

4. Найти все решения системы уравнений

' 2i/*-f 2x*-f 3х +  3 =  0,
2г* +  2у* +  Зу -+- 3 =  0,

. 2x*-f 2г5 +  3г +  3 =  0.

5. Основанием пирамиды SA BC  является равнобедренный 
прямоугольный треугольник ABC, длина гипотенузы АВ  кото-
G



рсго равна 4 1 ^ 2 . Боковое ребро пирамиды SC  перпендику­
лярно плоскости основания, и его длина равна 2. Найти вели­
чину угла и расстояние между скрещивающимися прямыми, 
одна из которых проходит через точку S и середину ребра
АС, а другая проходит через точку С и середину ребра АВ.

1.С. Решить неравенство

* + 3 < ~ ; Г П -

З.С. Решить уравнение
5>/а 5» /а  + 1°8* sin X —  I 5 i / »  + log,,coj х щ

Вариант 3.
1.Н. Найти все числа 1), для каждого из которых

ь
$ (b— 4 x ) d x ^ 6  — 5b.
I

2. Длины боковых сторон трапеции равны 6 и 10. Известно, 
что в трапецию можно вписать окружность. Средняя линия 
трапеции делит ее на две части, отношение площадей которых 
равно 5/11. Найти длины оснований трапеции.

3.Н. Доказать, что для функции /  (дг) =  cos* jc sin дс спра­
ведливо неравенство

min /  (дс) >  — 7/18.
Л€[-Л, л1

4. Найти все решения системы уравнений
у* — 6* * + 12х — 8 =  0 ,
2» - 6i/* +  12y —8 =  0,

— 6г* +  12г — 8 =  0.

5. Основанием пирамиды NPQR  является равносторонний 
треугольник PQR,  длина стороны которого равна 2 ^ 2 .  Боко­
вое ребро H R  перпендикулярно плоскости основания и имеет 
длину 1. Найти величину угла и расстояние между скрещи­
вающимися прямыми, одна из которых проходит через точку 
И и середину ребра QR, а другая проходит через точку R  
и середину рёбра PQ.

1.С. Решить неравенство

З.С. Решить уравнение

2 _6 I/,  + l0** *in * =  2 1/J + ,oe«со*х.
7



Вариант 4.
1.H. Найти все числа q, для каждого из которых

I
J  (q +  (4 — q) х  +  4<7*лг») dx  <  j  q — 14.

2. Длина средней линии равнобочной трапеции равна 10. 
Известно, что в трапецию можно вписать окружность. Средняя 
линия трапеции делит ее на две части, отношение площадей 
которых равно 7/13. Найти длину высоты трапеции.

3.Н. Доказать, что для функции /(jc) =  cos*sin*x справед­
ливо неравенство

max f  (х) <  0,39.
*€ ( -я . я]

4. Найти все решения системы уравнений

r у» +  2х* +  6 * + 1 2  =  0, 
г* +  2у* +  Ьу +  \2 =  0,

. х* +  2г* +  6г +  1 2 = 0 .

5. Основанием пирамиды HPQR  является равнобедренный 
прямоугольный треугольник PQR,  длина гипотенузы PQ ко­
торого равна 2 1 ^ 2 . Боковое ребро пирамиды HR  перпенди­
кулярно плоскости основания и его длина равна 1. Найти 
величину угла и расстояние между скрещивающимися пря­
мыми, одна из которых проходит через точку Н и середину 
ребра PR, а другая проходит через точку R  и середину ребра PQ.

1.С. Решить неравенство

х  +  7 < -----X— I
З.С. Решить уравнение

З - l / J - J - G - ' / .  + log, sin х  =  2 - I / t  + log, cotх '

1978
Вариант I.
1. Разность

| / \ \ 0 V 2 - b 7 \  - - | / 4 0 V 2  + 5 7

является целым числом. Найти это целое число.
2.Н. Найти все решения уравнения

а
J cos (дс +  a s) dx  =  sin а ,
о

принадлежащие отрезку [2, 3].



3. В остроугольном треугольнике ABC  из вершин А и С 
опущены высоты АР  и CQ на стороны ВС и АВ.  Известно, 
что площадь треугольника ABC равна 18, площ ад^треуголь­
ника RPQ равна 2, а длина отрезка PQ равна 2 \ г 2 . Вычис­
лить радиус окружности, описанной около треугольника ABC.

4. Найти все значения параметра а , при каждом из кото­
рых система неравенств

( х* +  2 х у - 7 у ' > £ 1 ,

{ Зл-* +  Юху -  Ъуг <  —2
имеет решение.

5. Объем пирамиды ABCD равен 5. Через середины ребер 
AD  и ВС проведена плоскость, пересекающая ребро CD 
в точке М.  При этом отношение длины отрезка DM  к длине 
отрезка МС  равно 2/3. Вычислиль площадь сечения пирамиды 
указанной плоскостью, если расстояние от нее до вершины 
А равно 1.

2.С. Найти все решения уравнения
4«о« sx 4 дг =  3f

принадлежащие отрезку [3/4, 1].
Вариант 2.
1. Разность

/ Г  12 \ Ъ —2 9 1 — | / 1 2 / 5  + 2 9

является целым числом. Найти это целое число.
2.Н. Найти все решения уравнения

U

 ̂ cos (х +  2и1 — u)dx =  — sin 2м,
—  U

принадлежащие отрезку [—3/2, — 1/2].
3. В остроугольном треугольнике ABC  из вершин А и С 

на стороны ВС и А В  опущены высоты АР  и CQ. Вычислить 
длину стороны АС, если известно, что периметр треугольника 
ABC равен 15, периметр треугольника BPQ равен 9, а радиус 
окружности, описанной около треугольника B-PQ, равен 9/5.

4. Найти все значения параметра Ь, при каждом из кото­
рых система неравенств

' 5х* — Аху -f 2уг ^  3,
7** +  4xi/ +  2(/s < ! ^

имеет решение.
5. Дана пирамида ABCD.  Через середины К  и N  ребер 

АВ  и CD пирамиды проведена плоскость, пересекающая ребра 
BL и AD  соответственно в точках L н М.  Найти объем пира­

9



миды ABCD,  если площадь треугольника M N K  равна 3, отно­
шение объемов пирамид ACDL и ABCD  равно 0,9, а расстоя­
ние от вершины D до плоскости K L M N  равно 3.

2.С. Найти все решения уравнения

b g , i t g x |  +  log4() cos* . = 0,1 ы  2 cos * +  s in x

принадлежащие отрезку [9/4, 3].
Вариант 3.
1. Разность

120 \ Т  — 5 3 1 — У  20 У  Т  +  53

является целым числом. Найти это целое число.
2.Н. Найти все решения уравнения

5 sin (дс — Эг) rfjc =  sin 2р»
о

принадлежащие отрезку [2, 3].
3. В остроугольном треугольнике ABC  из вершин А и С 

опущены высоты АР  и CQ на стороны ВС и А В. Известно, 
что площадь треугольника ABC равна 64, площадь четырех­
угольника AQPC равна 48, а радиус окружности, описанной 
около треугольника ABC,  равен 16/1^3 . Вычислить длину от­
резка PQ.

4. Найти все значения параметра а ,  при каждом из которых 
система неравенств

5x* +  7xy +  W > ^ ,

Зх* +  ху  +  у * ^ 1
имеет решение.

5. В пирамиде ABCD через середины К  и N  ребер AD  и 
ВС проведена плоскость, пересекающая ребро АВ  в точке М,  
а ребро CD в точке L. Площадь четырехугольника K L M N  
равна 16, а отношение длины отрезка AM  к длине отрезка 
MB  равно 0,5. Вычислить расстояние от вершины А до пло­
скости KLNM,.  если объем многогранника N ACLK  равен 8.

2.С. Найти все решения уравнения

принадлежащие отрезку [—2, —3/2].
Вариант 4.
1. Разность

124 КЗ" — 4 3 1 — Y  24 УЪ  + 4 3  

является целым числом. Найти это целое число.
10



2.Н. Найти все решения уравнения
V

J sin(jc—v*)dx =  —  cosy,
я/2

принадлежащие отрезку [—7/2, — 5/2].
3 . В остроугольном треугольнике ABC,  длина стороны АС 

которого равна 6, на стороны ВС и АВ  опущены высоты 
АР  и CQ. Вычислить площадь четырехугольника AQPC,  если 
известно, что площадь треугольника BPQ равна 1, а радиус 
окружности, описанной около треугольника ABC,  равен 91^2 /4 .

4. Найти все значения параметра с, при каждом из которых 
система неравенств

' З х * - 8 л ч /-8 |/* > 2 ,

Xх —  4ху +  2 t/s <

имеет решение.
5. Дана пирамида ABCD.  Через середины К  и М  ребер 

АВ  и CD пирамиды проведена плоскость, пересекающая ребра 
ВС и AD  соответственно в точках L и N . Расстояние от вер­
шины В до этой плоскости равно 2. Диагонали четырехуголь­
ника K L M N  пересекаются в точке Q, причем отношение длины 
отрезка KQ к длине отрезка QM равно 0,2. Вычислить пло­
щадь четырехугольника K L M N ,  если известно, что объем 
пирамиды ВКМС  равен 12.

2.С. Найти все решения уравнения

2 log, 1 ctg  х 1 -  log,/» g-si„ cos ж °  ° ’ 

принадлежащие отрезку [3,3; 4].

1 9 7 9

Вариант 1.
1. Найти все решения уравнения

1 — 5sinjc4-2cos*x =  0,

удовлетворяющие неравенству c o s x ^ O .
2. Отрезок KL  является диаметром некоторой окружности. 

Через его концы К  и L проведены две прямые, пересекающие 
окружность соответственно в точках Р и Q, лежащих по одну 
сторону от прямой KL.  Найти радиус окружности, если

А
PKL — я !3 и точка пересечения прямых К Р  и QL находится 
от точек Р  и Q на расстоянии, равном 1.

3.Н. Найти точки минимума функции у  (х) =х* — 2 х \ х — 2 | , 
заданной на отрезке [0, 3], и ее наибольшее значение на этом 
отрезке.
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4. Решить неравенство
6  .  1 +  lo g , ( 2 + * )

2 х +  I ^  х

5. Основанием треугольной пирамиды ABCD является тре-
Л  /Ч  г —

угольник ABC, в котором А =  л/2, С =  л /6, | ВС\  =  2 у  2. 
Длины pt6ep AD, BD, CD равны между собой. Сфера радиуса 1 
касается ребер AD, BD,  продолжения ребра CD за точку D 
н плоскости ABC. Найти величину отрезка касательной, про­
веденной из точки А к сфере.

З.С. Решить систему уравнений
' 2 3 1 

2х — у ^ х  — 2у 2 *
__2_________ |___

„ 2х— у х — 2 у 18"

Вариант 2.
1. Найти все решения уравнения

2 c o s 2jc — 4 cosjc =  1,

удовлетворяющие неравенству sinx^sO .
2. В треугольнике PQ R  величина угла QPR  равна л/3. 

Через Еершины Р и R  проведены перпендикуляры к сторонам 
QR  и PQ соответственно. Точка пересечения этих перпенди­
куляров находится от вершин Р и R  на расстоянии, равном 1. 
Найти величины сторон треугольника PQR.

3.Н. НаЙ1И точки максимума функции у  (дг)=—5х*+дс| х — 11, 
заданной на отрезке [0, 2], и ее наименьшее значение на этом 
отрезке.

4. Решить неравенство
6 — 3*+ » 10 

х  > 2х— \ '

5. Основанием пирамиды является треугольник ABC,  в ко-
/Ч

тором А =  2л/3, | Л В |  =  | АС \  =  1. Вершина D  пирамиды равно- 
удалена от точек А и В. Сфера касается ребра CD, продол­
жений ребер AD, BD за точку D и плоскости ABC.  Точка 
касания с плоскостью основания пирамиды и ортогональная 
проекция вершины D на эту плоскость лежат на окружности, 
описанной вокруг треугольника ABC.  Найти величины ребер
AD, BD, CD.

З.С. Решить систему уравнений
'  2 5



Вариант 3.
1. Найти все решения уравнения

4 — 5 cos л* — 2 sin* х  =  О,
удовлетворяющие неравенству s in x ^ O .

2. Отрезок АВ  является диаметром некоторой окружност,, 
Через его концы А и В проведены две прямые, пересекакщ»1е 
окружность соответственно в точках С и D, лежащих по од({у 
сторону от прямой АВ.  Точка О, в которой пересекаются э> и 
прямые, равноудалена от концов диаметра АВ.  Найти painy^
окружности, если |C D | =  1 и OCD =  я/3.

3.Н . Найти точки минимума функции i/(x )= 4 x 3 —х | х - 2  
заданной на отрезке [0, 3], и ее наибольшее значение на т * м 
отрезке.

4. Решить неравенство
2-Ь logaх ^  А __

x - i ”  ^ 2x - l  *
5. Основанием пирамиды PQRS  является прямоугольной 

треугольник PQR,  в котором гипотенуза QR равна 2 и к а . 
тет PQ равен 1. Длины ребер PS, QS, RS  равны между cofoft. 
Гфера радиуса V 2 2 касается ребра RS,  продолжений ребер
QS за точку S и плоскости PQR.  Найти величину отрезка 
касательной, проведенной из точки Q к сфере.

З.С. Решить систему уравнений
I 2 _  3

2х — 3у +  3 х - 2 у  4 ’

_ 3 _______ i _ = i
. 2 х - 3 у  З х - 2 у

Вариант 4.
1. Найти все решения уравнения

8 sin х +  5 =  2 cos 2х,
удовлетворяющие неравенству c o s x ^ O .

2. В треугольнике ABC  величина угла ВАС  равна л/§ 
Через вершины А и С проведены перпендикуляры к сторонам 
ВС и АВ  соответственно. Точка пересечения этих перпендц. 
куляров находится от вершин А и С на расстоянии, равном 1_ 
Найти величины сторон треугольника ABC.

3.Н. Найти точки максимума функции м(х) =  — х* +  3х|х — 3|, 
заданной на отрезке [0, 4], и ее наименьшее значение на этом 
отрезке.

4. Решить неравенство
2 *+ 1—7 ^  10 

х — I 3 — 7.x '

5. Основанием пирамиды является треугольник PQR,  в ко­
тором | PR | =  2, Q =*я/4, R =  я/3. Вершина S пирамиды равно­
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удалена от течек Р и Q. Сфера касается ребер PS, QS, про­
должения ребра R S  за точку S и плоскости PQR.  Точка 
касания с плоскостью основания пирамиды и ортогональная 
проекция вершины S на эту плоскость лежат на окружности, 
описанной вокруг треугольника PQR.  Найти величины ребер 
PS, QS , RS.

З.С. Решить систему уравнении

1 х + У  х — у  ’
I 2 _  3

* + у  х — у  5 *

§ 2. Ф А КУЛЬТЕТ ВЫ ЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ 
И К И БЕРН ЕТИ К И

1977

Вариант 1.
1. Решить неравенство 2**+1 —21 f4-j* +, +  2^5 0.
2. В треугольнике, один из углов которого равен разности 

двух других, длина меньшей стороны равна 1, а сумма пло­
щадей квадратов, построенных на двух других сторонах, в два 
раза больше площади описанного около треугольника круга. 
Найти длину большей стороны треугольника.

3. Решить систему уравнений

sin* (- 2 х ) -  (3 -  V 2 )  tg  by =  1 .

tg J by +  (3 — V"2) s in (- 2 x ) =  3 ^ ~ ‘ .

4. Города Л, В, C, D,  расположенные так, что четырех­
угольник ABCD — выпуклый, соединены прямолинейными доро­
гами АВ, ВС, CD, AD  и АС. Их длины соответственно равны 6, 
14,5,15 и 15 км. Из одного из этих городов одновременно вышли 
три туриста, идущие без остановок с постоянными скоростями. 
Маршруты всех туристов различны, причем каждый из них 
состоит из трех дорог и проходит через все города. Первый 
и второй туристы перед прохождением третьих дорог своих 
маршрутов встретились в одном городе, а третий закончил 
маршрут на час раньше туриста, закончившего маршрут 
последним. Найти скорости туристов, если скорость третьего 
больше скорости второго и на 1/2 км/ч меньше скорости пер­
вого, причем скорости всех туристов заключены в интервале 
от 5 км/ч до 8 км/ч.

5.Н. Найти все значения параметра а, удовлетворяющего 
неравенствам 0 ^ а ^  л /2, при каждом из которых минимум14



функции /(x ) =  3x*-f 4x*(cosa—sin a) — 3x*sin2a на отрезке 
__s in  а  cos а  принимает наименьшее значение.

5.С. В пирамиде SABC  прямая, пересекающая ребра АС 
и BS  и перпендикулярная им, проходит через середину 
ребра BS.  Грань A SB  равновелика грани BSC,  а площадь 
грани ASC в два раза больше площади грани BSC.  Внутри 
пирамиды есть точка Af, сумма расстояний от которой до вер­
шин В и S равна сумме расстояний до всех граней пирамиды. 
Найти расстояние от точки М до вершины В,  если АС =  У/Г6 , 
a BS =  1.

Вариант 2.
1. Решить неравенство З‘~,х —35 * +  6^*0 .
2. В треугольнике, один из углов которого равен сумме 

двух других, длина меньшей стороны равна 2, а отношение 
площади треугольника к длине описанной окаю  него окруж­
ности равно 1/4. Найти длину большей стороны треугольника.

3. Решить систему уравнений

1 g '(—2g>— cos4л:=  У̂ ~ | .

4. Пункты Р, Q, R, S ,  расположенные так, что пункт R  на­
ходится внутри треугольника PQS, соединены прямолинейными 
дорогами PQ, QS, SP ,  PR  и QR. Их длины соответственно 
равны 400, 600, 300, 80 и 400 км. Из одного из этих пунктов 
одновременно выехали три автомобиля, едущие без остановок 
с постоянными скоростями. Маршруты всех автомобилей раз­
личны, причем каждый из них состоит из трех дорог и про­
ходит через все пункты. Второй автомобиль перед проездом 
третьей дороги своего маршрута встретился с третьим в одном 
пункте, из которого они выехали по общей дороге. Первый 
и второй автомобили закончили свои маршруты в одном пункте, 
причем первый закончил свой маршрут на час позже автомо­
биля, закончившего маршрут раньше других. Найти скорости 
автомобилей, если скорость второго на 10 км/ч больше скорости 
первого, а скорости всех автомобилей заключены в интервале 
от 95 км/ч до 125 км/ч.

5.Н. Найти все значения параметра а , удовлетворяющего 
неравенствам я / 4 я / 2, при каждом из которых максимум 
функции

f (x)  =  х* — 2x*sin, a  — 2(1 + cosa)*
на отрезке —(1 + c o s a ) 1 + c o s a  принимает наименьшее 
значение.

5.С. В пирамиде SABC  грани ASC, BSC и A S  В равно­
велики. Сумма расстояний от середины ребра ВС до гранен
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ASB  и ASC  в полтора раза меньше высоты пирамиды, опу­
щенной из вершины S.  Внутри пирамиды есть точка М,  полу­
сумма расстояний от которой до вершин А, В и С равна сумме 
расстояний до всех граней пирамиды. Найти площадь полной

поверхности пирамиды, если длина ребра равна | /  .
Вариант 3.
1. Решить неравенство 4*+4jc — 15 j  + * + 8 ^ 0 .
2. В треугольнике, один из углов которого равен разности 

двух других, длина большей стороны равна 4, а сумма пло­
щади описанного около треугольника круга и площади постро­
енного на меньшей стороне квадрата равна 20. Найти длину 
меньшей стороны треугольника.

3. Решить систему уравнений

I sin»3* +  ( 4 - K 3 ) c t g ( —7у) =  2 / 3  —3/4,
\  ctg1 (—7у) +  (4 — V Ъ )  sin Зле =  2 \  3 — 3/4.

4. Города А, В, С, D,  расположенные так, что четырех­
угольник ABCD — выпуклый, соединены прямолинейными доро­
гами А В . ВС, CD, AD  и BD. Их длины соответственно равны 
15, 57, 19, 29 и 40 км. Из одного из этих городов выехали три 
велосипедиста, едущие без остановок с постоянными скоростями. 
Маршрут каждого велосипедиста состоит из трех дорог, про­
ходит через все города и по длине не превышает 100 км. Третий 
велосипедист окончил свой маршрут на 5/8 часа раньше пер­
вого и на 2/5 часа позже второго. Найти скорости велосипе­
дистов, если скорость второго больше скорости первого и на 1 км,ч 
меньше скорости третьего, причем скорости всех велосипедистов 
заключены в интервале от 15 км/ч до 19 км/ч.

5.Н. Найти все значения параметра а , удовлетворяющего 
неравенствам — л /2 а  ^  0 , при каждом из которых максимум 
функции

/  (лс) =  — 9х* +  12дг* (cos а  -f  sin а) — 9х1 sin 2а
на отрезке — cos а  < ;* < :  —sina принимает наибольшее значение.

5.С. В пирамиде SABC  прямая, пересекающая ребра SC 
и АВ  и перпендикулярная им, проходит через середину 
ребра SC. Площадь грани /ISC в два раза меньше площади 
грани ABC.  На грани BSC есть точка М,  сумма расстояний 
от которой до вершин 5  и С равна сумме расстояний до всех 
остальных граней пирамиды. Найти объем пирамиды, если 
АВ =  2 / 3 ,  /4S =  У 35.

Вариант 4.
1. Решить неравенство 54-** — 2^-g-V ** — 5 ^ 0 .
2. Площадь треугольника, один из углов которого равен 

сумме двух других, равна площади квадрата, построенного на
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меньшей стороне. Найти длину меньшей стороны треугольника, 
если длина описанной около него окружности равна 6.

3. Решить систему уравнений

cos* (6jc) +  — 1) c tg (—9у) =  2 .

c tg2 (—9у) +  ( V b — 1) cos (6x) =  ? ■ .

4. Пункты К, L, M, iV, расположенные так, что пункт N 
находится внутри треугольника KLM,  соединены прямолиней­
ными дорогами KL, LM, М К, S M  и NL.  Их длины соответ­
ственно равны 130, 140, 110, Ь0 и 80 км. Из одного из пунктов 
одновременно выехали три автомобиля, едущие без остановок с по­
стоянными скоростями. Маршруты всех автомобилей различны, 
причем каждый из них состоит из трех дорог и проходит через все 
пункты. Первый автомобиль начал движение по одной дороге 
со вторым и, проехав не более четверти второй дороги своего 
маршрута, встретился с третьим автомобилем, ехавшим также 
по второй дороге своего маршрута. Второй автомобиль закон­
чил свой маршрут на три часа раньше автомобиля, закончившего 
маршрут последним. Найти скорости автомобилей, если ско­
рость первого в полтора раза меньше скорости третьего и на 
10 км/ч меньше скорости второго, причем скорости всех автомо­
билей заключены в интервале от 35 км/ч до 65 км/ч.

5.Н. Найти все значения параметра а, удовлетворяющего 
неравенствам — л /4 < [ а ^ 0, при каждом из которых минимум 
функции

/(* ) =  — у * 4-}- jc*c0s* a -f  (1 —sinrx)3

на отрезке — (1 — s i n a ) ^ x ^  1 — s in a  принимает наибольшее 
значение.

5.С. В пирамиде SABC  грани .4SC и BSC равновелики, а 
сумма площадей граней A SB  и ABC в три раза больше пло­
щади грани 4SC. Радиус шара, вписанного в пирамиду, 
в восемь раз меньше суммы расстояний от центра шара до 
вершин А и В. Найти двухгранный угол, образованный гра­
нями /4SZJ и ABC.

1978

Вариант 1.
1. Решить неравенство

( x - \ ) V x * - x - 2 ^ z 0 .
2.Н. Найти точки минимума функции

лГп х , . X X — 3 у  3 COS +  sin у ----- 2 ~  .
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3.Н. Найти уравнение прямой, проходящей через точку 
с координатами ( 1/2 , 2), касающейся графика функции у(х)
=  — х*/2 +  2 и пересекающей в двух различных точках график 
функции у(х)  =  \ 4 — X1.

4. Совокупность А состоит из различных натуральных 
чисел. Количество чисел в А больше семи. Наименьшее общее 
кратное всех чисел из А равно 210. Для любых двух чисе i 
из А их наибольший общий делитель больше единицы. Про 
изведение всех чисел из А делится на 1920 и не является 
квадратом никакого целого числа. Найти числа, из которых 
состоит А.

5. Основанием пирамиды АВСЕН  служит выпуклый четырех­
угольник АВСЕ,  который диагональю BE  делится на двп 
равновеликих треугольника. Длина ребра АВ  равна единице, 
длины ребер ВС и СЕ равны. Сумма длин ребер АН  и ЕН  
равна \  2. Объем пирамиды равен 1/6. Найти радиус шара, 
имеющего наибольший объем среди всех шароз, помещающихся 
в пирамиде АВСЕН.

2.С. Решить уравнение

(1 -f  tg s 2х) ^ s in ^ x c o s - j jc - f  s in - l-x c o s -^  =
r e t  t  ■ X 5 . 7  21 N =  secs 2jc I s i n c o s  j *  — s in - |- jtc o s-^ -* j.

3.С. В равнобедренном треугольнике ABC  с основанием АВ
g

угол В  равен a r c t g ^ .  Окружность радиуса 1, вписанная
в угол С, касается стороны СВ в точке М  и отсекает от осно­
вания отрезок КЕ.  Найти площадь треугольника КМ В, если 
известно, что MB =  15/8 и что точки А, К,  Е,  В следуют на 
основании АВ  в указанном порядке.

Вариант 2.
1. Решить неравенство

{ х - 3 ) ] ' х *  +  х - 2 ^ 0 .

2.Н. Найти точки максимума функции

- ^ ^ - s in 2x-(--^-cos2x +  5 ^ f .

3.Н. Найти уравнение прямой, проходящей через точку 
с координатами (1 ,3 ), касающейся графика функции у(х)  =  
— b V x  — 7 и пересекающей в двух различных точках график 
функции у(х)  =  хг - f 4дг— 1.

4. Совокупность А  состоит из различных натуральных чи­
сел. Количество чисел в Л не меньше восьми. Наименьшее 
общее кратное всех чисел из А равно 462. Для любых двух 
чисел из А их наименьшее общее кратное меньше 250. Произ­
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ведение всех чисел из А,  умноженное на 9, является кубом 
целого числа. Найти числа, из которых состоит А.

5. Основанием пирамиды М В К Н Е  служит выпуклый четы­
рехугольник МВКН,  в котором угол при вершине М  равен л/2, 
угол, образованный диагональю ВН  и ребром ВК,  равен л/4, 
длина ребра M B  равна единице. Площадь треугольника ВКН  
в два раза больше площади треугольника МВН.  Сумма длин 
рсбер BE  и НЕ  равна У~3. Объем пирамиды равен 1/4. Найти 
радиус шара, имеющего наибольший объем среди всех шаров, 
помещающихся в пирамиде МВКНЕ.

2.С. Решить уравнение

 ̂1 tg 2 у )  (s in 4 x co s5 x — sin у  cos J -дг) =

=  sec* у  ^ s in y x c o s y  —sin5xcos4x^ .

3.С. В равнобедренном треугольнике М Р К  с основанием М Р
угол Р  равен arctg ^ . Окружность, вписанная в угол К,
касается стороны К Р  в точке А и отсекает от основания от­
резок НЕ.  Найти площадь треугольника НАЕ,  если известно, 
что центр окружности удален от вершины К  на расстояние 13/24 
и АР  =  6/5.

Вариант 3.
1. Решить неравенство

(х +  2) V * x * - 2 x - 3  >  0.

2.Н. Найти точки максимума функции

• х  х  . V  Здг—73 sin у — COS у  +  - —2-----•

3.Н. Найти уравнение прямой, которая проходит через 
точку с координатами (5, 10), касается графика функции
У(*) =  — Х  +  2х +  6 и пересекает в двух различных точках
график функции i/(x) =  6 +  / 8x — х*.

4. Совокупность А состоит из различных натуральных чисел. 
Количество чисел в А больше семи. Наименьшее общее кратное 
всех чисел из А равно 390. Наибольший общий делитель лю­
бых двух чисел из А больше единицы. Произведение всех 
чисел из А не делится на 160 и не является четвертой сте­
пенью никакого целого числа. Найти числа, из которых со­
стоит А.

5. Основанием пирамиды ТН РСК  служит выпуклый четы- 
! Г ^ ЬННК ТНРС.  который диагональю НС делится на два

.—. Иких треугольника. Длина ребра ТН  равна 4,
ctg НСР =  Y 2 .  Сумка длин ребер Т К  и СК  равна 4. Объем
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пирамиды равен 5 - j . Найти радиус шара, имеющего наиболь­
ший объем среди всех шаров, помещающихся в пира­
миде ТНРСК.

2.С. Решить уравнение
/  3 х 9 \( 1-|-ctg*x) ^ s in -j x c o s2x — sin-^-cos j x J  =

=  cosec1 x  ̂sin x cos +  sin 2x cos x^ .

3.С. Около треугольника AM B  описана окружность, центр 
которой удален от стороны AM  на расстояние 10. Продолже­
ние стороны AM  за вершину М  отсекает от касательной к ок­
ружности, проведенной через вершину В, отрезок СВ, рав­
ный 29. Найти площадь треугольника С MB,  если известно, что

9 ||
угол АС В равен arctg .

Вариант 4.
1. Решить неравенство

( x - l ) V  — х* +  х +  6 ^ 0 .

2.Н. Найти точки минимума функции

i ^ C0S2x - ^ - !.- f > ..

3.Н. Найти уравнение прямой, которая проходит через 
точку с координатами (1/4, 0), касается графика функции 
y(x) =  $ V x  — 5/2 и пересекает в двух различных точках гра­
фик функции у(х)  =  хг -f  6х.

4. Совокупность А состоит из различных натуральных 
чисел. Количество чисел в Л не меньше восьми. Наименьшее 
общее кратное всех чисел из А равно 330. Никакие два числа 
из А не являются взаимно простыми. Сумма всех чисел из А 
равна 755. Произведение всех чисел из А не является четвер­
той степенью никакого целого числа. Найти числа, из которых 
состоит А.

5. Основанием пирамиды АВМ СР  служит выпуклый четы­
рехугольник АВМС,  в котором угол при вершине А равен л/2, 
угол, образованный диагональю СВ и ребром ВМ,  равен л /6 , 
длина ребра АВ  равна единице. Площадь треугольника ВМС  
в два раза больше площади треугольника ABC.  Сумма длин 
ребер ВР  и СР равна \ г 7. Объем пирамиды равен 3/4. Найти 
радиус шара, имеющего наибольший объем среди всех шаров, 
помещающихся в пирамиде АВМСР.

2.С. Решить уравнение
3 * -  _

. х з  . Sin у *  COS у  +  Sin X cos 7х
sin* 5х ( sin 7х cos х -  s in у  cos т  х J = ---------- 1 +  ct8, 5jt---------- .
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З.с. Около треугольника АРК  описана окружность ра­
диуса 1. Продолжение стороны АР  за вершину Р отсекает от 
касательной к окружности, проведенной через вершину К, 
отрезок ВК,  равный 7. Найти плошадь треугольника АРК,
если известно, что угол АВК  равен a r c t g y .

1 9 7  9

Вариант 1.
1.Н. Найти точки экстремума функции

/(х) =  х3 +  6xJ - 3 x  +  3

на интервале (—5, 1/5).
2. Решить уравнение

51 «*-»1 =  255* -4.

3. В окружность вписан четырехугольник ABCD,  диагонали 
которого взаимно перпендикулярны и пересекаются в точке £. 
Прямая, проходящая через точку Е  и перпендикулярная к АВ, 
пересекает сторону CD в точке М.  Доказать, что ЕМ  — медиана 
треугольника CED,  и найти ее длину, если | /Ш | =  8 см,
|.4В | =  4 см и CD В — а.

4. Найти все целые корни уравнения

cos ( З х -  V 9*’ + 1 6 0 * +  800)) =  1.

5. Найти все действительные значения параметра а, при 
каждом из которых уравнение

(а  — ** — cos 1 ) У  8 — ах  =  0

имеет на отрезке [—2, 3] нечетное число различных корней.
I.C. Даны арифметическая и геометрическая прогрессии. 

В арифметической прогрессии первый член равен 3, разность 
равна 6. В геометрической прогрессии первый член равен 3, 
знаменатель равен ^ 2 . Выяснить, что больше: сумма первых 
шести членов арифметической прогрессии или сумма первых 
восьми членов геометрической прогрессии.

Вариант 2.
1.Н. Найти точки экстремума функции

/(*) =  — Xs — Зх*+18х — 2

на интервале (—4, 8/5).
2. Решить уравнение

31 зx - t  | =  92х-»_
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3. В окружность вписан четырехугольник MNPQ,  диагоиалг 
которого взаимно перпендикулярны и пересскгются в точке F. 
Прямая, проходпцая через точку F и середину стороны NP,  
пересекает сторону MQ в точке Н.  Доказать, что FH — высот 
треугольника MFQ, и найти ее длину, если | P Q | == 6 см,
|Л Т | =  5 см и MQN =  а.

4. Найти все целые корни уравнения

c o s ( ^ ( 3 x - K 9 x *  +  8 0 x - 4 0 ) )  =  1.

5. Найти все действительные значения параметра a, npi: 
каждом из которых уравнение

^а —Зх*4- c o s -^ - )  У  3 — ах = 0

имеет нз отрезке [— 1, 5] нечетное число различных корней.
1.С. Даны арифметическая и геометрическая прогрессии. 

В арифметической прогрессии первый член равен 6, разность 
равна 2. В геометрической прогрессии первый член равен 3, 
знаменатель равен V 3. Выяснить, что больше: сумма первых 
восьми членов арифметической прогрессии или сумма первых 
шести членов геометрической прогрессии.

Вариант 3.
1.Н. Найти точки экстремума функции

f  (х) =  х* — Зх* — 12х — 4
на интервале (—6/5, 4).

2. Решить уравнение
25' 1 =

3. В окружность вписан четырехугольник ABCD,  диаго­
нали которого взаимно перпендикулярны и пересекаются в точ­
ке Е. Прямая, проходящая через точку Е  и перпендикуляр­
ная к ВС, пересекает сторону AD  в точке М .  Доказать, что 
ЕМ — медиана треугольника AED,  и найти ее длину, если
\ А В \  =  7 см, |СЕ | =  3 см и Л о В  =  а.

4. Найти все целые корни уравнения

cos ( у  (Зх +  V Эх1 +  224х +  141 б )) =  1.

5. Найти все действительные значения параметра а, пг,! 
каждом нз которых уравнение

^а —xf + co s-!^^ -)  V 8 +  ах =  0

имеет на отрезке [—5, 2] нечетное число различных корней.
1.С. Даны арифметическая и геометрическая прогрессш: 

В арифметической прогрессии первый член равен 3, разноси»
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равна 3. В геометрической прогрессии первый член равен 5, 
знаменатель равен УТ.  Выяснить, что больше: сумма первых 
семи членов арифметической прогрессии или сумма первых 
шести членов геометрической прогрессии.

Вариант 4.
1.Н. Найти точки экстремума функции

f (x )  =  — x 3 +  6x2 +  9 x + l

на интервале (—3/5, 5).
2. Решить уравнение

91 t x - i  I =  3 « -? _

3. В окружность вписан четырехугольник MNPQ,  диаго­
нали которого взаимно перпендикулярны и пересекаются в точ­
ке F. Прямая, проходящая через точку F и середину стороны 
M N ,  пересекает сторону PQ в точке Н. Доказать, что FH  — 
высота треугольника PFQ, и найти ее длину, если |Л1Л/| =  4 см,
|Af(?| =  7 см и MPQ = a.

4. Найти все целые корни уравнения

cos ^ ( З ж — \ г9хг— 16* —8 0 ) ) =  1.

5. Найти все действительные значения параметра а, при 
каждом из которых уравнение

^а — 5*’ — cos — ■ J К 5  +  ах =  0

имеет на отрезке [—3, 1] нечетное число различных корней.
1.С. Даны арифметическая и геометрическая прогрессии. 

В арифметической прогрессии первый член равен 8, разность 
равна 7. В геометрической прогрессии первый член равен 1, 
знаменатель равен / 3 .  Выяснить, что больше: сумма первых 
пяти членов арифметической прогрессии или сумма первых 
восьми членов геометрической прогрессии.

§ 3. ФИЗИЧЕСКИЙ ФА КУЛЬТЕТ

1977

Вариант 1.
1. Решить уравнение

sin*x=  3/4.

НИЯМ1Г* ^ а11ТН ПЛ0ЩаДь замкнутой фигуры, ограниченной лн- 

у =  0, у  =  20 — 2х* — 6х.
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3.Н. Найти отрицательные члены последовательности

( л - 1 , 2 , 3 ,  . . . ) .
г п + 2  п

где /1̂ ,  —число размещении, a />„ + , и Р„ — числа перестановок.
4. Дана равнобедренная трапеция, в которую вписана ок­

ружность и около которой описана окружность. Отношение 
высоты трапеции к радиусу описанной окружности равно V 2/3. 
Найти углы трапеции.

5. Длина ребра куба ABCDAlBlClDl ( A A t f f i f l ,  | CC, \\DDt) 
равна 1. На ребре А А Х взята точка £  так, что длина отрез­
ка АЕ  равна 1/3. На ребре ВС взята точка F так, что длина 
отрезка BF равна 1/4. Через центр куба и точки Е и F про­
ведена плоскость а. Найти расстояние от вершины в , до плос­
кости а.

2.С. Найти все значения о, для каждого из которых числа 
х и у, удовлетворяющие системе уравнений

J х +  у  — а,
\ 2х — 1/ =  3,

удовлетворяют также неравенству х >  у.
3.С. Решить неравенство

log, х - log, ( у )  > 2.
Вариант 2.
1. Решить уравнение

tg* х =  1/3.
2.Н. Найти площадь замкнутой фигуры, ограниченной ли­

ниями:
j/ =  5 x - x l -f 14, у = 0.

3.Н. Сколько отрицательных членов в последовательности
____ 1^5 Сп, з  I __________ I п  о v

~ ^п+» |g д I [ V* l t ‘ t o,

где CJfS, CItl — числа сочетаний?
4. Длина окружности, описанной около равнобедренного 

треугольника, в 3 раза больше длины окружности, вписанной 
в угот треугольник. Найти углы треугольника.

5. Длина ребра куба K L M N K xL lM lN , (/С/С, \\LLt \М М ,  flAW,) 
равна I. На ребре Л Ш , взята точка А так, что длина отрез­
ка AM  равна 3/5. На ребре /CjAf, взята точка В так, что 
длина отрезка К ХВ равна 1/3. Через центр куба и точки А и 
В проведена плоскость а. Точка Я — проекция вершины N  на 
плоскость а. Найти длину отрезка ВР.
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2.С. Найти все значения Ь, для каждого из которых числа 
х и у,  удовлетворяющие системе уравнений

| 2 х + у = Ь  +  2,
\  х - у  =  Ь,

удовлетворяют также неравенству х — у <  0 .
3.С. Решить неравенство

2 logs ] rx  — 2 ^  log* ( j ) .

Вариант 3.
1. Решить уравнение

cos* х  =  1/2.

2.Н. Найти площадь замкнутой фигуры, ограниченной ли­
ниями:

у =  0, у =  24 —2дг —2дг*.

3.Н. Сколько положительных членов в последовательности
195 A*„ti
4 Р„

( я = 1 ,  2 , 3 , . . . ) ,

где — число размещений, а Рп и Рп+1—числа перестановок?
4. Дана равнобедренная трапеция, в которую вписана ок­

ружность и около которой описана окружность. Площадь опи­
санного круга в 12 раз больше площади вписанного круга. 
Найти углы трапеции.

5. Дтнна ребра куба ABCDAiBlCxDl (А А , ВВ, |:ССДОО,) 
равна I. На ребре ВС взята точка Е так, что длина отрезка BE  
равна 1/4. На ребре C,D, взята точка F так, что длина от­
резка FDt равна 2/5. Через центр куба и точки Е и F про­
ведена плоскость а. Найти расстояние от вершины А, до плос­
кости а.

2.С. Найти все значения с, для каждого нз которых числа
* н у, удовлетворяющие системе уравнений

| х  +  7у =  с,
\ 2 х — у =  5,

удовлетворяют также неравенству х > у  — 2.
3.С. Решить неравенство

,0в*(т) + 10в*(т)<-2-
Вариант 4.
• • Решить уравнение

ctg1 х =  3.
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2.Н. Найти площадь замкнутой фигуры, ограниченной ли­
ниями:

у  =  Здс+ 18 — хг, у  =0.

3.Н. Сколько отрицательных членов в последовательности

(n =  1, 2 , з , . . . ) ,

где — число сочетаний, а Рп+1 и Яп+1 —числа перестановок?
4. Радиус окружности, вписанной в равнобедренный тре­

угольник, в 4 раза меньше радиуса окружности, описанной 
около этого треугольника. Найти углы треугольника.

5. Длина ребра куба K L M N K lLlM iN l ( K K i \ LLX||М М,  | N N X) 
равна 1. На ребре KL  взята точка А так, что длина отрезка 
AL  равна 3/4. На ребре Л Ш , взята точка В так, что длина 
отрезка M B  равна 3/5. Через центр куба и точки А и В про­
ведена плоскость а. Найти длину отрезка ВР,  где точка Р — 
проекция вершины N  на плоскость а.

2.С. Найти все значения а, для каждого из которых числа 
х  и у,  удовлетворяющие системе уравнений

| х — 2у =  2а,
\  Здс +  5у =  4,

удовлетворяют также неравенству jc +  i/ > 0 .
3.С. Решить неравенство

log* 3 — 4 4 log ,/злг.
Вариант 5.
1. Решить уравнение

sin* ж =  1/2.

2.Н. Найти площадь замкнутой фигуры, ограниченной ли­
ниями:

у =  0, у =  14 — 2хг— 12*.

3.Н. Найти положительные члены последовательности

хп =  § — ( п +  1) - ^ -  (п =  1 ,2 ,3 ,  . . . ) ,
п Г П+1

где А *п + 1  — число размещений, а Рп и Яя+, —числа перестановок.
4. Дана равнобедренная трапеция, в которую вписана ок­

ружность и около которой описана окружность. О тн о ш ен н е  
длины опн£анной окружности к длине вписанной окружности 
равно 2 / 5 .  Найти углы трапеции.

5. Длина ребра куба ABCDAiB lClDl (A A X\ B B X\CCX\D D X) 
равна 1. На ребре АВ  взята точка Е  так, что длина отрезка BE 
равна 2/5. На ребре ССХ взята точка F так, что длина отрез­
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ка FC равна 2/3. Через центр к}ба и точки Е и F проведена 
плоскость а . Найти расстояние от вершины А до плоскости а.

2.С. Найти все значения Ь, для каждого из которых числа 
х н у ,  удовлетворяющие системе уравнений

J Здг+ у =  Ь,
\  х  +  2у =  2Ь +  1,

удовлетворяют также неравенству х > 3 у.
3.С. Решить неравенство

log 1/з ( у )  +  log* 3 ^ 2 .
Вариант 6.
1. Решить уравнение

tg*x =  1.
2.Н. Найти площадь замкнутой фигуры, ограниченной ли­

ниями:
у  —X — Jt* -f- 20, у  =  0 .

3.Н. Сколько положительных членов в последовательности

x „ = C * „ — ̂ } C Z +t (л =  1 , 2 , 3 , . . . ) ,

где и СЯц — числа сочетаний?
4. Площадь круга, описанного около равнобедренного тре­

угольника, в 36 раз больше площади круга, вписанного в этот 
треугольник. Найти углы треугольника.

5. Длина ребра куба K L M N K XLXM XN , (/(/С, \L L X ЦЛШ, JAW,) 
равна 1. На ребре K.L взята точка А так, что длина отрезка 
КА  равна 1/4. На ребре Л Ш , взята точка В  так, что длина 
отрезка М ХВ равна 2/5. Через центр куба и точки А и В  про­
ведена плоскость а. Точка Р — проекция вершины /( , на плос­
кость а. Найти длину отрезка АР.

2.С. Найти все значения с, для каждого из которых числа 
х н У, удовлетворяющие системе уравнений

| З х - 2 у = \ ,
\  х  +  5у =  2с,

удовлетворяют также неравенству у > х -f  1.
3.С. Решить неравенство

1°ба У х  +  2 ^  log*  ̂у )  •

1 978
Вариант 1.
1. Решить уравнение

2sin jc-f-3sin2x  =  0 .



2 Н. И с с л е д о в а т ь  на экстремум функцию 
у  (х) =  y r2xt — x  +  2.

3.Н. Прямая / проходит через точки А (1, 2, 3) и В (4, 6, 9). 
Составить уравнение плоскости, проходящей через точку А 
перпендикулярно прямой /.

4. Решить уравнение
lo g . (3х -  8 ) =  2 — х.

5 .Н. Дана правильная треугольная пирамида D A ВС (D — вер­
шина, ABC — основание). Известно, что |Л В | =  о, \A D \  =  b. 
Пирамиду пересекает плоскость а , параллельная ребрам AD  и 
ВС. На каком расстоянии от ребра AD должна быть прове­
дена плоскость а , чтобы площадь сечения пирамиды этой плос­
костью была наибольшей?

6. Дана окружность с диаметром АВ.  Вторая окружность 
с центром в точке А пересекает первую окружность в точках 
С и D, а диаметр АВ  в точке Е. На дуге СЕ, не содержащей 
точки D, взята точка М,  отличная от точек С и Е. Луч ВМ 
пересекает первую окружность в точке N.  Известно, что | CN \ — а, 
|D/V| =  b. Найти | Af jV |.

2.С. Руда содержит 40% примесей, а выплавленный из нее 
металл содержит 4% примесей. Сколько получится металла из 
24 тонн руды?

3.С. Решить неравенство

х + 2 ^ * - 3 ’

5.С. Дана правильная треугольная пирамида DABC  (D — 
вершина, ЛВС —основание). Известно, что АВ = а, A D = a y r2. 
Пирамиду пересекает плоскость, параллельная ребрам AD  и 
ВС и отстоящая на расстоянии d от ребра AD.  Найти площадь 
сечения пирамиды этой плоскостью.

Вариант 2.
1. Решить уравнение

2 cos 2дг — 3 cos х  +  2 =  0.
2.Н. Исследовать на экстремум функцию

у (х) =  (2дг — 1) е3*.

3.Н. Найти величину острого двугранного угла, образован­
ного плоскостями

х  +  2у — г = \ ,  2х +  у  — г =  2.
4. Решить уравнение

log, (6 +  7-*) =  1 + х .
5.Н. В основании треугольной пирамиды NK LM  лежит пра­

вильный треугольник KLM.  Высота пирамиды, опущенная из
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вершины N,  проходит через середину ребра L M . Известно, что 
\KL\  — а, |/СЛ/! Ь. Пирамиду пересекает плоскость р, парал­
лельная ребрам KN  и LM.  На каком расстоянии от вершины N 
должна находиться плоскость р, чтобы площадь сечения пи­
рамиды этой плоскостью была наибольшей?

6 . Дана окружность с диаметром PQ. Вторая окружность 
с центром в точке Q пересекает первую окружность в точках 
5  и Г, а диаметр PQ в точке А, АВ  — диаметр второй окруж­
ности. На дуге SB,  не содержащей точки Т,  взята точка С, 
отличная от точек S и В. Отрезок PC пересекает первую ок­
ружность в точке D. Известно, что \ SD\  =  n, \ DC\ =  m. Найти
I DT  |.

2 .С. Из 38 тонн сырья второго сорта, содержащего 25% 
примесей, после переработки получается 30 тонн сырья пер­
вою сорта. Каков процент примесей в сырье первого сорта?

3.С. Решить неравенство

5.С. В основании треугольной пирамиды NKLM  лежит пра­
вильный треугольник К1-М- Высота пирамиды, опущенная из 
вершины N , проходит через середину ребра LM.  Известно, что 
KL — a, K N  = а  |/  3. Пирамиду пересекает плоскость, парал­
лельная ребрам KN  и LM и отстоящая от вершины Лг на рас­
стоянии d. Найти площадь сечения пирамиды этой плоскостью.

Вариант 3.
1. Решить уравнение

3 cosx  +  2sin2x  =  0.
2.Н. Исследовать на экстремум функцию

y ( x ) = V  1 - 2х +  3х*.

3.Н. Прямая / проходит через точки С (3, —2, I) и D (—1,2 ,3). 
Составить уравнение плоскости, проходящей через точку D 
перпендикулярно прямой /.

4. Решить уравнение
log, (2* - 7 )  =  3 - х .

5.Н. Дана правильная треугольная пирамида BCDE  (В — 
вершина, CDE — основание). Известно, что |C D | =  a, \ВС\ = Ь. 
Пирамиду пересекает плоскость у. параллельная ребрам ВС и 
DL. На каком расстоянии от ребра DE должна быть прове­
дена плоскость у, чтобы площадь сечения пирамиды этой плос­
костью была наибольшей?

6. Дана окружность с диаметром KL.  Вторая окружность 
 ̂ Центром в точке К пересекает первую окружность в точках

и Л, а диаметр KL  в точке А. На дуге А \ ,  не содержа- 
leu точки М,  взята точка В, отличная от точек А н N.
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Луч LB  пересекает первую окружность в точке С. Известно, 
что |CN  | =  а, |С М | =  Ь. Найти |В С |.

2.С. Свежие фрукты содержат 72% воды, а сухие —20% 
воды. Сколько сухих фруктов получится из 20 кг свежих 
фруктов?

3.С. Решить неравенство

—  >  —2 - х  ^  х + 3 ‘

5.С. Дана правильная пирамида BCDE (В —вершина, 
CDE — основание). Известно, что CD =  а, ВС — а \  3. Пирамиду 
пересекает плоскость, параллельная ребрам ВС и DE  и отстоя­
щая от ребра DE  на расстоянии d. Найти площадь сечения 
пирамиды этой плоскостью.

Вариант 4.
1. Решить уравнение

2 sin х  - f  3 cos 2х — 3 =  0.

2.Н. Исследовать на экстремум функцию

у(х)  =  \ +  2хе~1*.

3.Н. Найти величину острого двугранного угла, образован­
ного плоскостями

Зх — у  — 2г =  \ ,  2 х + 3 у  — г =  3.

4. Решить уравнение
log, (5 +  6-*) =  х  - f l .

5.Н. В основании треугольной пирамиды PQRS  лежит пра­
вильный треугольник QRS.  Высота пирамиды, опущенная из 
вершины Р,  проходит через середину ребра RS.  Известно, что 
| PQ | =  m, |Q /? | =  n. Пирамиду пересекает плоскость а , парал­
лельная ребрам PQ и RS.  На каком расстоянии от вершины Q 
должна находиться плоскость а, чтобы площадь сечения пи­
рамиды этой плоскостью была наибольшей?

6. Дана окружность с диаметром ВС. Вторая окружность 
с центром в точке С пересекает первую окружность в точках 
D и Е,  а диаметр ВС в точке F, FK  — диаметр второй окруж­
ности. На дуге ЕК,  не содержащей точки D, взята точка L, 
отличная от точек £  и К.  Отрезок BL пересекает первую ок­
ружность в точке М .  Известно, что \M L\  =  m,  |£ A f | =  /i. 
Найти | DM |.

2.С. Из 40 тонн руды выплавляют 20 тонн металла, содер­
жащего 6 % примесей. Каков процент примесей в руде?

3.С. Решить неравенство

2 <  '
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5.С. В основании треугольной пирамиды PQRS  лежит пра­
в и л ьн ы й  треугольник QRS.  Высота пирамиды, опущенная из 
в ер ш и н ы  Р, проходит через середину ребра RS.  Известно, что 
pQ = m V 2, Q R = m .  Пирамиду пересекает плоскость, парал- 
-тельная ребрам PQ и R S  и отстоящая от вершины Q на рас­
сто ян и и  d. Найти площадь сечения пирамиды этой плоскостью.

Вариант 5.
1. Решить уравнение

5 sin 2jc — 2 sin х =  0.

2.Н. Исследовать на экстремум функцию

у  (х ) =  \ г2 хг — Зх +  3,

3.Н. Прямая I проходит через точки 3 (1 ,0 ,  —3) и С (2, — 1, 1). 
Составить уравнение плоскости, проходящей через точку В 
перпендикулярно прямой I.

4. Решить уравнение
log, (5* — 4 )=  1— х.

5.Н. Дана правильная треугольная пирамида CDEF  (С —вер­
шина, DEF — основание). Известно, что \ C D \ ~ m ,  \DE\  =  n. 
Пирамиду пересекает плоскость р, параллельная ребрам CD 
и EF. На каком расстоянии от ребра CD должна быть прове­
дена плоскость р, чтобы площадь сечения пирамиды этой плоско­
стью была наибольшей?

6. Дана окружность с диаметром QR. Вторая окружность 
с центром в точке Q пересекает первую окружность в точках 
Р и 5 , а диаметр QR — в точке В. На дуге BS,  не содержащей 
точки Р, взята точка С, отличная от точек В и S. /!уч RC 
пересекает первую окружность в точке D. Известно, что | DS  |= о , 
\ D P \ = b .  Найти |D C |.

2.С. В результате очистки сырья количество примесей в нем 
уменьшается от 20% в исходном сырье до 5% в очищенном. 
Сколько надо взять исходного сырья для получения 160 кг 
очищенного сырья?

3.С. Решить неравенство

5.С. Дана правильная треугольная пирамида CDEF  (С —вер­
шина, PEF — основание). Известно, что CD =  2m, DE — т. 
ПирамиДУ пересекает плоскость, параллельная ребрам CD и EF 
и отстоящая на расстоянии d от ребра CD. Найти площадь 
сечения пирамиды этой плоскостью.

В ар и ан т  6 .
1. решить уравнение

3 +  2 sin х  — 3 cos 2х =  0 .
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2.Н. Исследовать на экстремум функцию
*/ (лг) =  (1 — Зх)е~*я.

3.Н. Найти величину острого двугранного угла, образован­
ного плоскостями

х — у +  3г =  2, — х  — 3у +  г =  2.

4. Решить уравнение
lo g ,(7 -f  2_*) =  дс+3.

5.Н. В основании треугольной пирамиды QRST  лежит пра­
вильный треугольник RST.  Высота пирамиды, опущенная из 
вершины Q, проходит через середину ребра ST.  Известно, что 
|Q fl | =  m, \ S T \  =  n. Пирамиду пересекает плоскость у, парал­
лельная ребрам QR и ST.  На каком расстоянии от вершины Q 
должна находиться плоскость у, чтобы площадь сечения пира­
миды этой плоскостью была наибольшей?

6. Дана окружность с диаметром LM.  Вторая окружность 
с центром в точке М  пересекает первую окружность в точках 
N и Q, а диаметр LM — в точке В, ВС — диаметр второй ок­
ружности. На дуге NC,  не содержащей точки Q, взята точка D, 
отличная от точек JV и С. Отрезок LD пересекает первую ок­
ружность в точке Е. Известно, что |£ W | =  n, \ED\ =  m. 
Найти | QE |.

2.С. Из 22 кг свежих грибов получается 2,5 кг сухих гри­
бов, содержащих 12% воды. Каков процент воды в свежих 
грибах?

3.С. Решить неравенство

5.С. В основании треугольной пирамиды QRST  лежит пра­
вильный треугольник RST.  Высота пирамиды, опущенная из 
вершины Q, проходит через середину ребра ST.  Известно, что 
QR — 3т, S T  =  т. Пирамиду пересекает плоскость, параллель­
ная ребрам QR и S T  и отстоящая от вершины Q на расстоя­
нии d. Найти площадь сечения пирамиды этой плоскостью.

1 9 7 9

Вариант I.
1. Решить уравнение

cos у  =  1 +  cos х.

2.Н. Найти угол между векторами

а =  (6 , —2, —3) и Ь =  (5, 0, 0).
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3. Решить систему уравнений
|3*-2* '=  1/9,
\У~ Х  = 2.

4.Н. Найти координаты точек пересечения с осью Ох тех
X ~ { 1

касательных к графику функции */(*) =  7 ^ 3 * которые обра­
зуют угол Зя/4 с осью Ох.

5. В ромб ABCD,  у которого \ A B \ - l  и BAD =  а , вписана 
окружность. Касательная к этой окружности пересекает сторо­
ну А В в точке М,  а сторону AD — в точке N.  Известно, что 
|МЛЧ =  2а. Найти длины отрезков M B  и ND.

6. В плоскости Р дан равнобедренный треугольник ABC 
такой, что | АВ  | =  | ВС\ =  I, \АС\  =  2а. Шар радиуса г касается 
плоскости Р  в точке В. Две скрещивающиеся прямые проходят 
через точки Л и С и касаются шара. Угол между каждой нз 
этих прямых и плоскостью Р равен а . Найти расстояние между 
этими прямыми.

2.С. Седьмой член арифметической прогрессии равен 21, 
а сумма первых семи членов этой прогрессии равна 105. Найти 
первый член и разность этой прогрессии.

4.С. Решить неравенство

V x *  +  x  — 2 > * .
Вариант 2.
1. Решить уравнение

sin +  cos - j  =  1.

2.Н. Найти угол между векторами

Ь =  {2, —4, 5) и с =  (0, 2, 0).
3. Решить систему уравнений

-£- =  200,

. х +  У =  1.
4.Н. Определить координаты точек пересечения с осями

2х_3координат тех касательных к графику функции у (х) =  — —5- ,
Х -\ -  О

У которых угловой коэффициент равен 9.
5. Дан равнобедренный треугольник KLM,  в котором | KL | =

= | LM | =  /, K L M = $ .  Окружность с центром на стороне КМ  
касается сторон KL и LM.  Касательная к этой окружности 
пересекает сторону KL  в точке Р, а сторону LM — в точке Q. 
Известно, что площадь треугольника PLQ равна S. Найти 
Длину отрезка PQ. . . ..
2 Ю. в. Нестеренко к др. И В А Н  > П ; !<3&|
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6. Центр О шара радиуса г находится в плоскости Р. В пло 
скости Р взяты точки М  и N (| ОМ | =  | ON | =  m >  г, | M N  | =  2Ь 
Ь ф т ) .  Через точки М h N  проведены две прямые, касающиес; 
шара и не лежащие в одной плоскости. Точки касания расгю 
ложены по одну сторону от плоскости Р. Угол между каждо; 
из этих прямых и плоскостью Р  равен р. Найти расстояни. 
между этими прямыми.

2.С. Первый член геометрической прогрессии равен 3, а пя 
тый член равен 12288. Найти знаменатель этой прогрессии | 
сумму первых пяти ее членов.

4.С. Решить неравенство

V V  +  5jc +  4 > *  +  2.

Вариант 3.
1. Решить уравнение

cos j  =  2 cos — I .

2.Н. Найти угол между векторами

с =  (—2, 6, —3) и d =  (0 , 0 , —3).

3. Решить систему уравнений

( 7*+1-2*' =  4,
\  у - х  =  3.

4.Н. Вычислить координаты точек пересечения с осью Oi
3*__|

тех касательных к графику функции у(х)  =  х . g , которые об­
разуют угол я/4  с осью Ох.

5. В ромб CDEF,  у которого DCF — у, вписана окружность 
радиуса г. Касательная к этой окружности пересекает сторо­
ну CD в точке А,  а сторону CF — в точке В. Известно, что 
|Л О | =  т .  Найти площадь треугольника ABC.

6. Плоскость Р  касается шара радиуса г в точке D. Точки 
D, Е  и F плоскости Р  не лежат на одной прямой и | DE  | = 
=  \DF\  =  n, | EF\ =  2d. Две скрещивающиеся прямые пере­
секают плоскость Р в точках Е  и F и касаются шара. Угол 
между каждой из этих прямых и плоскостью Р  равен у. HaiiTii 
расстояние между этими прямыми.

2.С. Разность арифметической прогрессии равна 6 , а сумм? 
первых десяти ее членов равна 340. Найти первый и десятый 
член прогрессии.

4.С. Решить неравенство

Ух* — х  — 2 >  х — 1 .
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Вариант 4.
1. Решить уравнение

2 sin -^  =  1 — cos*.

2.Н. Найти угол между векторами

Ь =  (—4, —6, 2) и / = ( 4 ,0 ,0 ) .

3. Решить систему уравнений

(  ( т ) '- 5 "  =  75.
*  +  «/ =  !•

4.Н. Найти координаты точек пересечения с осями коорди-
2Х— 2

нат тех касательных к графику функции (дг) =  » У кото'
рых у г л о в о й  коэффициент равен 4.

5. Дан равнобедренный треугольник PQR,  в котором |P Q | =
=  |Q /?|, PQR = q>. Окружность радиуса г с центром на сторо­
не PR  касается сторон PQ и QR. Касательная к этой окруж­
ности пересекает сторону PQ в точке S,  а сторону QR — в точ­
ке Т. Известно, что \ S T  | =  2/. Найти длины отрезков PS  и R Т.

6. Точки К, L  и М лежат в плоскости P ( \K L \  =  \ K M \ = l ,  
\LM\ =  2b, Ьф1).  Точка К — центр шара радиуса г, г < 1 .  
Через точки L  и М  проведены две прямые, касающиеся шара 
и не лежащие в одной плоскости. Точки касания находятся 
по одну сторону от плоскости Р.  Угол между каждой из этих 
прямых и плоскостью Р  равен р. Найти расстояние между 
этими прямыми.

2.С. Сумма первых шести членов геометрической прогрессии 
со знаменателем 1/3 равна 364/9. Найти первый и шестой 
члены прогрессии.

4.С. Решить неравенство
V x t +  2x — 3 > х .

Вариант 5.
1. Решить уравнение

а  X X .2 cos — — cos у =  1.

2.Н. Найти угол между векторами

а =  (3, —2, 6) и с =  (0 , —5, 0).

3. Решить систему уравнений
| ЪХ~1-1У =  1/7,
\  х - у  =  2 .



4.Н. Определить координаты точек пересечения с осью о 
тех касательных к графику функции </(*) =  » которые об|^ 
зуют угол Зя/4 с осью Ох.

5. В ромб EFGH, у которого FEH =  a,  вписана окру* 
ность радиуса г. Касательная к этой окружности пересекав 
сторону FG в точке А,  а сторону GH — в точке D. Известно 
что площадь треугольника AGD равна S.  Найти длину от 
резка AD.

6. Шар радиуса г касается плоскости Р  в точке В. Точк 
В, С и D плоскости Р не лежат на одной прямой и | ВС | = 
=  | BD | =  т, \C D \= 2a .  Две скрещивающиеся прямые прохо 
дят через точки С и D и касаются шара. Угол между каждо! 
из этих прямых и плоскостью Р  равен а. Найти расстояни 
между этими прямыми.

2.С. Первый член арифметической прогрессии равен 10, 
а сумма первых четырнадцати членов этой прогрессии рав­
на 1050. Найти четырнадцатый член и разность прогрессии.

4.С. Решить неравенство
V х 1~ х  — 6 >  х  — 2.

Вариант 6.
1. Решить уравнение

1 — 2sin-j?- =  cos^- .

2 .Н. Найти угол между векторами

d =  (4, —5, —2) и Ь =  (0, 0, 2).

3. Решить систему уравнений

' 3». ( у ) * =  63, 
у + х = 1 .

4.Н. Вычислить координаты точек пересечения с осями коор-
Зж— 4динат тех касательных к графику функции i/(х) = ,  у ко­

торых угловой коэффициент равен 25.
5. Дан равнобедренный треугольник M N P ,  в котором

| M N  | =  | W P| =  /, M N P  =  $. Окружность с центром на сторо­
не М Р  касается сторон M N  и N Р.  Касательная к этой окруж­
ности пересекает сторону M N  в точке Q, а сторону N P  — 
в точке R. Известно, что |ЛК?| =  л. Найти площадь треуголь­
ника QN R.

6. Вне шара радиуса г с центром в точке О взяты точки К 
и L( \OK\  =  \OL\ =  n, \KL \  =  2d, с1фп).  Через точки К  и {- 
проведены две прямые, касающиеся шара и не лежащие в одной
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ости Точки касания находятся по одну сторону от пло­
скости Р, проходящей через точки О, К, L. Угол между каж- 

ой из этих прямых и плоскостью Р  равен у. Найти расстоя­
ние между этими прямыми.

2 С. Знаменатель геометрической прогрессии равен 2, а сумма 
первых семи членов этой прогрессии равна 635. Найти первый 
и седьмой члены прогрессии.

4.С. Решить неравенство
Vx*  +  2х — 8 > х  — 1.

§ 4 .  ХИМИЧЕСКИЙ Ф А КУЛЬТЕТ

1 977 .

Вариант I.
1. Из пункта А в пункт В доставлена почта. Сначала ее 

вез мотоциклист; проехав 2/3 расстояния от пункта А до пунк­
та В, он передал почту ожидавшему его велосипедисту, кото­
рый и доставил ее в пункт В (время, потребовавшееся на 
передачу почты, считается равным нулю). При этом почта была 
доставлена из пункта А в пункт В за промежуток времени, 
необходимый, чтобы проехать от пункта А до пункта В со 
скоростью 40 км/ч.

Известно, что если бы мотоциклист и велосипедист выехали 
из пунктов А и В одновременно навстречу друг другу, то 
они встретились бы через промежуток времени, необходимый 
для проезда от пункта А до пункта В со скоростью 100 км/ч.

Найти скорость мотоциклиста, считая, что она больше ско­
рости велосипедиста.

2.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями

у  =  х*— 2х +  2, «/ =  ** +  4x4- 5, у =  1.

3. Решить неравенство
l o g l / K i ( 6 Jf+1- 3 6 * ) > - 2 .

4. В выпуклом четырехугольнике длины диагоналей равны 
одному и двум метрам. Найти площадь четырехугольника, зная, 
что длины отрезков, соединяющих середины его противополож­
ных сторон, равны.

5. Найти все решения уравнения

2 — K 3 co s 2х +  sin 2х =  4 cos* Здг,

Удовлетворяющие неравенству
cos (2х — п/4) >  0.
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4. В выпуклом четырехугольнике ABCD  длина отрезка, со. 
единяющего середины диагоналей, равна длине отрезка, соедн- 
някицего середины сторон AD  и ВС. Найти величину одного 
из углов, образованных прямыми А В  и CD.

5. Найти все решения уравнения

» m (2 — j ) + s i n ( i  +  4 * ) - 2K 2 c o S ( i - i ) c o s ( 4  +  i ) ,  

удовлетворяющие условию

с о з ( т + т ) < 0 -

2.С. Решить систему уравнений 

| V y - x + l  =  1 ,
\  V x - 2 y  +  3 =  3 y - 2 x - l .

1978

Вариант 1.
1. Решить уравнение

sin 2х +  sin 6х =  3 cos* 2х.

2. Из пункта А в пункт В  выехал грузовой автомобиль. 
Через 1 час из пункта А в пункт В  выехал легковой автомо­
биль, который прибыл в пункт В  одновременно с грузовым 
автомобилем. Если бы грузовой и легковой автомобили одно­
временно выехали из пунктов А и В навстречу друг другу, 
то они бы встретились через 1 час 12 минут после выезда.

Сколько времени провел в пути от А до В  грузовой авто­
мобиль?

3.Н. Рассматриваются всевозможные прямоугольные парал­
лелепипеды, основания которых являются квадратами, а каждая 
из боковых граней имеет периметр 6 см. Найти среди них 
параллелепипед с наибольшим объемом и вычислить величин) 
этого объема.

4. В трапеции ABCD с основаниями AD  и ВС длина боко­
вой стороны АВ  равна 2 см. Биссектриса угла BAD  пересекает 
прямую ВС в точке Е. В треугольник АВЕ  вписана окруж­
ность, касающаяся стороны А В в точке М  и стороны В1. 
в точке Я . Длина отрезка М Н  равна 1 см. Найти величин) 
угла BAD.

5. Найти все решения системы уравнений
f y  +  2 = ( 3 - * ) * ,

( 2 г - у ) ( у  +  2) =  9 +  4у, 
х* 4- г* =  4х,'  #

удовлетворяющие условию г ^ О .
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З.С. Решить неравенство

Y 2  (5х +  24) -  ^ 5 ^ 7  >  V I * +  7 .
Вариант 2.
1. Решить уравнение

9 cos* х — sin* х  =  2 sin12х.

2. Из пункта А в пункт В вышел пешеход. Одновременно 
с ним из пункта В в пункт А выехал велосипедист, кото­
рый встретил пешехода через 50 минут после своего выезда 
из В. Сколько времени потребовалось бы пешеходу для того, 
чтобы пройти весь путь из А в В, если известно, что велоси­
педист проделал бы тот же путь на 4 часа быстрее пешехода?

3.Н. Рассматриваются всевозможные прямоугольные парал­
лелепипеды, объем каждого из которых равен 4 см*, а осно­
вания являются квадратами. Найти среди них параллелепипед 
с наименьшим периметром боковой грани и вычислить вели­
чину этого периметра.

4. Из вершины В равнобедренного треугольника ABC  на 
его основание АС опущена высота BD. Длина каждой из боко­
вых сторон АВ  и ВС треугольника ABC  равна 8 см. В тре­
угольнике BCD проведена медиана DE.  В треугольник BDE  
вписана окружность, касающаяся стороны BE  в точке К  и 
стороны DE  в точке М.  Длина отрезка К М  равна 2 см. Найти 
величину угла ВАС.

5. Найти все решения системы уравнений

удовлетворяющие условию z ^ 3 .
З.С. Решить неравенство

V  13х —5 <  V  2 (13х + 1 2 ) -  V  13х +  5.
Вариант 3.
• • Решить уравнение

2. Из пункта А в пункт В выехал мотоциклист. Через два 
часа из пункта А в пункт В  выехал автомобиль, который 
прибыл в пункт В одновременно с мотоциклистом. Если бы авто­
мобиль и мотоциклист одновременно выехали из пунктов 
у  и В навстречу друг другу, то они бы встретились через

час 20 минут после выезда. Сколько времени провел в пути 
о*- А до В мотоциклист?

3.Н. Рассматриваются всевозможные прямоугольные парал­
лелепипеды, у которых одна из боковых граней является квад-

I(2 — х) (Зх — 2г) =  3 —г, 
У* +  Зу* =  х* — Зх +  2, 
г* +  У* =  6г,

X ЛХ о . , X
COS у  —  COS - J  =  3  Sin1 у .
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2.С. Решить систему уравнении
( У х +  у — 1 =  1,
I У  х  — у  + 2  =  2у — 2.

Вариант 2.
1. Две бригады землекопов, работая совместно, вырыли пер. 

вую траншею за два дня. После этого они начали рыть вторую 
траншею (той же глубины и ширины), в пять раз длиннее пер­
вой, в следующем порядке: сначала работала только первая 
бригада, а затем ее сменила и докопала траншею вторая бри- 
гада, выполнив при этом в полтора раза меньший объем работы, 
чем первая бригада. Полностью вторая траншея была вырыта 
за 21 день.

За сколько дней вторая бригада смогла бы вырыть первую 
траншею, если известно, что объем работы, выполняемый пер­
вой бригадой за один день, больше объема работы, выполняе­
мого за один день второй бригадой?

2.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями
У =  — х* +  2 х + 2 ,  у  =  — х г — 4 х — 1, у  =  3.

3. Решить неравенство

lo6i/K-«(5*+ ,- 2 5 * ) > - 2 .

4. В выпуклом четырехугольнике ABCD  диагонали перпен­
дикулярны, а длина отрезка, соединяющего середины сторон 
А В и CD,  равна одному метру. Найти длину отрезка, соеди­
няющего середины сторон ВС и AD.

5. Найти все решения уравнения

cos ( 4  дг +  J )  + соз ( 4  x +  £ )  = 2 s in  ( * -  £ )  sin ( |  л -  § x )  , 

удовлетворяющие условию
. 3 . л  sin - g x <  0 .

2.C. Решить систему уравнений

1 У х + 5 у Т Т = 2 ,
\ У 2 х - у  +  2 = 7 у - 6 .

Вариант 3.
1. Из пункта А в пункт В  доставлен груз. От пункта А 

его везли в автофургоне, а потом переложили на ожидавший 
грузовик, причем грузовик проехал до пункта В  расстояние 
в три раза меньшее, чем автофургон от пункта А до места 
перегрузки (время, потребовавшееся на перегрузку, считается 
равным нулю). При этом для доставки груза из пункта А 
в пункт В  потребовалось время, равное времени проезда из
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нкта А в пункт В  со скоростью 64 км/ч. Если бы автофур- 
п* и грузовик выехали из пунктов А  и В  одновременно на- 
гстРечу Друг ДРУГУ, то они встретились бы через промежуток 
времени, необходимый для проезда из пункта А в пункт В 
го скоростью 120 км/ч.

С какой скоростью ехал грузовик, если известно, что ско­
рость автофургона не превосходит 75 км/ч?

2.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями
у =  х* — 4дс +  5, у =  д£* +  8 х +  17, у =  1.

3. Решить неравенство
l o g . /T i t  3*+ ,- 9 * ) > - 6 .

4. В выпуклом четырехугольнике ABCD  длина отрезка, 
соединяющего середины сторон АВ  и CD, равна одному метру. 
Прямые ВС и AD  перпендикулярны. Найти длину отрезка, 
соединяющего середины диагоналей АС и BD.

5. Найти все решения уравнения

2 -f  c o s - | дс Ч - 3 sin J- x =  4sin*-^ ,

удовлетворяющие условию

s i n ( i  +  i ) > 0 .

2.С, Решить систему уравнений

f 1Л: —г/ +  5 =  3,
I  V x  +  y - 5 =  - 2 * + 1 1 .

Вариант 4.
1. Две бригады штукатуров, работая совместно, оштукату­

рили жилой дом за шесть дней. В другой раз они штукату­
рили клуб и выполнили втрое больший объем работы, чем на 
штукатурке жилого дома. В клубе они работали по очереди: 
сначала работала первая бригада, а затем ее сменила и довела 
До конца штукатурку клуба вторая бригада, причем первая 
бригада выполнила вдвое больший объем работы, чем вторая. 
Клуб они оштукатурили за 35 дней.

За сколько дней первая бригада смогла бы оштукатурить 
жилой дом, если известно, что вторая бригада потратила бы 
на это более четырнадцати дней?

2.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями

у = — х* — 2х +  4, у =  — дс’ +  4дс +  1, у =  5.
3. Решить неравенство

1оЙ 1 /К т (2 < + , - 4 х) > - 2 .

39



ратом, а периметр нижнего основания равен 12 см. Haim 
среди них параллелепипед с наибольшим объемом и вычислит, 
величину этого объема.

4. В параллелограмме ABCD сторона AD  имеет длину 6 см 
Биссектриса угла ADC пересекает прямую АВ  в точке L 
В треугольник ADE  вписана окружность, касающаяся сторон* 
АЕ  в точке К и стороны AD  в точке Т.  Длина отрезка К'1 
равна 3 см. Найти величину угла BAD.

5. Найти все решения системы уравнений
( (х +  3)* =  3 — 2у,
|  г* +  4уг =  8«/,
( (2г — х)(* +  3) =  5л +  16,

удовлетворяющие условию г ^ О .
З.С. Решить неравенство

Y  у(17* — 8 ) < / 1 7 ‘ + 1 5 -  У  - j  (17*+ 8).

Вариант 4.
1. Решить уравнение

5 sin4 х  — cos* х  =  sin2 2х.

2. Из пункта А в пункт В  выехал велосипедист. Одновре­
менно с ним из пункта В в пункт А  выехал мотороллер, кото­
рый встретил велосипедиста через 45 минут после выезда из В. 
Сколько времени потребовалось бы велосипедисту для того, 
чтобы проделать весь путь из А в В, если известно, что мото­
роллер проделал бы тот же путь на 2 часа быстрее велосипе­
диста?

3.Н. Рассматриваются всевозможные прямоугольные парал­
лелепипеды, объем каждого нз которых равен у  см3, а одна
из боковых граней является квадратом. Найти среди них 
параллелепипед с наименьшим периметром основания и вычис­
лить величину этого периметра.

4. На окружности радиуса 12 см с центром в точке О  лежат 
точки А и В. Прямые АС и ВС касаются этой окружности. 
Другая окружность с центром в точке М  вписана в треуголь­
ник ABC  и касается стороны АС  в точке К,  а стороны ВС 
в точке Я . Расстояние от точки М  до прямой КН  равно 3 см. 
Найти величину угла АОВ.

5. Найти все решения системы уравнений
( 2 ( у — 2)(у — г) =  г — 2,
/  4*1 +  г, =  4г,
{ 8х3 +  г =  Зху,

удовлетворяющие условию г ^ 2.
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З.С. Решить н ер авен ство

У  1 ( 1 5 * - +  9 ) < К 1 5 7 + Т 2 -  / 1 ( 1 5 * - 9 ) .

1 9 7 9

Вариант I.
1. Решить урав пение

s i tn 2x =  1 - f  l ^ 2 cosx +  cos2x.

2.Н . Вычислить» площ адь фигуры, ограниченной линиями
У ~ —  2х* +  3х +  6 и у =  х  +  2.

3. От пристани А вниз по течению реки одновременно от­
плыли пароход и плот. Пароход, доплыв до пристани В,  рас­
положенной в 324: км о т  пристани А,  простоял там 18 часов 
и отправился н азад  в Л . В тот момент, когда он находился 
в 180 км от А, второй пароход, отплывший из А  на 40 часов 
позднее первого, нагнал плот, успевший к этому времени про­
плыть 144 км. С читая, что скорость течения реки постоянная, 
скорость плота равна скорости течения реки, а скорости паро­
ходов в стоячей воде постоянны и равны между собой, опре­
делить скорости пароходов и течения реки.

4. Из точки М , расположенной внутри остроугольного тре­
угольника ABC, опущ ены  перпендикуляры на стороны. Длины 
сторон и опущенных на них перпендикуляров соответственно 
равны а и k, b и т, с  и п. Вычислить отношение площади 
треугольника AB C  к площади треугольника, вершинами кото­
рого служат основания перпендикуляров.

5. Найти все решения системы уравнений

{ (6<г +- 2у) (4 »•«■ ■* +  4С0** *) =  25//* +  6// +  1,

для которых | { / | ^  1.
2.С. Решить неравенство

V 7 + 3 > x + l .
Вариант 2.
1. Решить уравнение

s in 2x-}-cos2x =  1 -f К б  sinx.

2.Н. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями
у  =  Зх2 — Ах +  2 и у  =  20 — дг.

3. Пункта* А, В, С удалены от пункта М  соответственно 
на 60, 55 и 56 км. Одновременно из этих пунктов в пункт М
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вышли три пешехода: первый—из А, второй —из В,  третий — 
из С. Первый прошел весь путь с постоянной скоростью и 
прибыл в М  на 2 часа раньше второго и третьего, прибывших 
одновременно. Второй пешеход, пройдя 40 км с той же ско­
ростью, что и первый, сделал остановку на 1 час. Остаток пути 
он прошел со скоростью, которая меньше скорости третьего 
пешехода на столько же, на сколько скорость третьего меньше 
скорости первого. Третий пешеход весь путь прошел с посто­
янной скоростью. Определить скорости первого и третьего 
пешеходов.

4. Из точки М,  расположенной внутри остроугольного тре­
угольника ABC, опущены перпендикуляры на стороны АВ,  
ВС  и СА.  Длины перпендикуляров соответственно равны I, т 
и п. Вычислить площадь треугольника ABC,  если величины 
углов ВАС, ABC  и АСВ соответственно равны а , р и у.

5. Найти все решения системы уравнений

' (3 - |^ )c o s * x  =  lo g , |n i 4 ± L | ,

(У1 +  8у) (3,+ * *'п‘ * +  3* С0‘4 *+*,п* **- *) =  2у* +  16// +  64,
для которых 1 < 1/ < 10.

2.С. Решить неравенство
х  +  2 <  У  х +  14.

Вариант 3.
1. Решить уравнение

cos 2х — sin 2х =  1 —cos дг — sin х.
2.Н. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями

у —Ъ — х* и у  — 3 —х.
3. Пешеход, двигаясь с постоянной скоростью, в первый 

день прошел 35 км. Во второй день, двигаясь также с постоян­
ной, но меньшей скоростью, он прошел 45 км, причем нахо­
дился в пути на 3 часа больше, чем в первый день. В третий 
день он прошел 25 км со скоростью первого дня и еще 12 км 
со скоростью, которая меньше его скорости во второй день 
на столько же, на сколько его скорость во второй день меньше 
скорости в первый день. В третий день пешеход провел в пути 
на 2 часа меньше, чем во второй. Определить скорости пеше­
хода в первый и во второй дни.

4. Площадь треугольника ABC  равна S. Величины углов 
CAB, ABC  и АСВ  соответственно равны а, р и у. Определить 
длины высот треугольника.

5. Найти все решения системы уравнений
|  4 — j/ +  sin*jc= logt |£ ± ^ c o s x |,

I  (У* +  7У) (2*+со*,Jt - f  2 -1 С05’ *) =  Зу* +  14у +  49, 
для которых 0 ^ 1/ ^  1.
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2.С. Решить неравенство

* +  4 <У * +  46.
Вариант 4.
1. Решить уравнение

cos2jc=  1 —2 sin*  +  К З  s in 2*.
2.Н. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями

у  — —З*1 — 4 * + 1 3  и у=* 2дс +  7.

3. В резервуар поступает вода из труб двух диаметров. 
В первый день, работая одновременно, большая и малая трубы 
подали 14 м* воды. Во второй день была включена одна малая 
труба. Она проработала на 5 часов больше, чем в первый день, 
и подала также 14 м* воды. В третий день вода подавалась 
столько же времени, сколько и во второй, причем сначала работали 
обе трубы и подали 21 м* воды, а затем работала лишь большая 
труба, которая подала еще 20 м*. Считая производительность 
труб постоянной, определить сколько воды в час подает каж­
дая труба.

4. Длины сторон остроугольного треугольника ABC  соот­
ветственно равны а, Ь и с. Точка М  находится внутри тре­
угольника. Величины углов АМВ, ВМС  и СМА  равны между 
собой. Найти сумму длин отрезков AM, ВМ  и СМ.

5. Найти все решения системы уравнений
' I fj -1 - |

2«cosjc =  log, — —  ,
9 bs I у  COS X ’

, (у* +  у) ( 3 * »  +  3 - * ')  =  4у* +  2«, +  1,

для которых \ у |<10,5.
2.С. Решить неравенство

* - 3 < К *  +  27.

§ 5. БИОЛОГИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

1977

Вариант 1.
1. Решить уравнение

/ б - 4 х - * , =  х +  4.
2. В выпуклом четырехугольнике MNLQ  углы при верши­

нах N и L — прямые, а величина угла при вершине М  равна
a r c tg - j . Найти длину диагонали NQ,  если известно, что длина
стороны LQ вдвое меньше длины стороны M N  и на 2 м боль­
ше длины стороны LN.

45



3.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линией у =  
=  дс2 — 4х +  5 и касательными к ней: в точке (1,2) у — —2х +  4 
н в точке (4 ,5 ) у — \ х — 11.

4. Решить уравнение

/ 2 c o s  ( т - g )  -  V b s m  ( у - § )  =

= 2 з*п ( т + т ) - 25 *п ( т + ^ ) '

5. Найти все те значения параметра s, при каждом из кото­
рых корни уравнений j^ +  y  +  2s =  0 и +  —s =  0 не пере­
межаются, т. е. оба уравнений имеют по два корня и между 
двумя корнями одного из уравнений нет ни одного корня дру­
гого уравнения.

З.С. Две бригады рабочих начали работу в 8 часов. Сделав 
вместе 72 детали, они стали работать раздельно. В 15 часов 
выяснилось, что за время раздельной работы первая бригада 
сделала на 8 деталей больше, чем вторая. На другой день 
первая бригада делала в 1 час на одну деталь больше, а вто­
рая бригада в 1 час на одну деталь меньше. Работу бригады 
начали вместе в 8 часов и, сделав 72 детали, снова стали рабо­
тать раздельно. Теперь за время раздельной работы первая 
бригада сделала на 8 деталей больше, чем вторая, уже к 13 ча­
сам. Сколько деталей в 1 час делала каждая бригада?

Вариант 2.
1. Решить уравнение

V l + 4 x - x *  =  x - l .

2. В выпуклом четырехугольнике MNLQ  углы при верши­
нах N  и L — прямые, а величина угла при вершине М  равна 
arctg3. Найти площадь четырехугольника, если известно, что 
длина стороны NL  вдвое больше длины стороны LQ и на 5 м 
больше длины стороны NM .

3.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линией у =  
=  х* — 2х +  2 и касательными к ней: в точке (0,2) у = 2 — 2х 
и в точке (3,5) у = 4х — 7.

4. Решить уравнение

-**(т-т)-*“ (т+т)-
5. Найти все те значения параметра s, при каждом из кото­

рых корни уравнений хг +  4х - f  4s =  0 и хг +  Зле -f  6s =  0 не пере­
межаются, т. е. оба уравнения имеют по два корня и между 
двумя корнями одного из уравнений нет ни одного корня дру­
гого уравнения.
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З.С. Объем грунта, который вынимает в 1 час первый экска­
ватор, меньше, чем вынимает в 1 час второй экскаватор. Оба 
экскаватора начали работать вместе и вырыли котлован объемом 
240 м \ Потом первый экскаватор стал рыть второй котлован, 
а второй экскаватор продолжал рыть первый котлован. Через
7 часов после начала их работы объем первого котлована ока­
зался на 480 м3 больше объема второго котлована. На другой 
день второй экскаватор вынимал в 1 час на 10 м3 больше, 
а первый в 1 час выкчмал на 10 м3 меньше. Вырыв вместе 
котлован в 240 м3, первый экскаватор стал рыть другой кот­
лован, а второй продолжал рыть первый. Теперь объем пер­
вого котлована стал на 480 м* больше объема второго котло­
вана уже через 5 часов после начала работы экскаваторов. 
Сколько м* грунта в 1 час вынимает каждый экскаватор?

Вариант 3.
1. Решить уравнение

] 4 — 6х — х* =  х  +  4.
2. В выпуклом четырехугольнике PQRS  углы при верши­

нах Q и R — прямые, а величина угла при вершине Р  равна 
л/3. Найти длину диагонали PR,  если известно, что длина 
диагонали QS равна 2]  13 м, а длина стороны PQ равна 6 м.

3.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линией у  «
=  ух*  — 2х +  2 и касательными к ней: в точке ^ 1, j - j  у =
=  —х + 1 ,5  и в точке (4,2) у  =  2 х — 6.

4. Решить уравнение
2co4 T  +  T ) - 2cos( i - f 2 ) = ^ c o s ( f 2- i ) + 3 s i n ( ^ - i L ) .

5. Найти все те значения параметра s, при каждом из кото-
&Х  6рых все корни уравнений х*-]------- 2s =  0 и x*-f — х — s =  0
s s

различны и перемежаются, т. е. оба уравнения имеют по два 
корня и между двумя корнями одного уравнения находится 
ровно один корень другого уравнения.

З.С. Объем воды, который перекачивает первый насос в 1 час, 
меньше, чем объем воды, перекачиваемой в 1 час вторым насо­
сом. Оба насоса включили одновременно, и они начали напол­
нять бассейн. После того, как в нем стало воды 400 м3, первый 
насос переключили на наполнение второго бассейна, а второй 
насос продолжал наполнять первый бассейн. Через 58 часов 
после включения насосов объем воды в первом бассейне стал 
больше объема воды во втором бассейне на 700 м3. На другой 
день первый насос стал перекачивать в 1 час на 3 м3 воды 
меньше, а второй насос в 1 час на 3 м3 воды больше, и они 
перекачали вместе в первый бассейн 400 м \  После этого пер­
вый насос переключили на наполнение второго бассейна, а вто­
рой насос продолжат наполнять первый бассейн. Через 33 часа
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после включения обоих насосов в первом бассейне оказало 
на 700 м3 воды больше, чем во втором. Сколько м3 воды в 1 час 
перекачивал каждый из насосов?

Вариант 4.
1. Решить уравнение

V 4 +  2* —* » = *  —2.
2. В выпуклом четырехугольнике ABCD  углы при верши* 

нах А и В —прямые, величина угла при вершине D равна п/4, 
длина стороны ВС равна 1 м, длина диагонали BD равна 5 м. 
Найти площадь этого четырехугольника.

3.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линией у  =
=  -!** —3* +  4,5 и касательными к ней: в точке (1,2) у  — 4 — 2*

и в точке у =  * - 3 ,5 .
4. Решить уравнение

2 sin (*  +  -^) + 2  cos ( у + ^ - )  = 3 s i n ( - £ + y ) + K 3 c o s ( j + - j j - )  .

5. Найти все те значения параметра s, при каждом из ко­
торых все корни уравнений ** +  3* +  2s =  0 и ** +  6* +  5s =  0 
различны и перемежаются, т. е. оба уравнения имеют по два 
корня и между двумя корнями одного уравнения находится 
ровно один корень другого уравнения.

З.С. По круговой ледяной дорожке стадиона длиной в 400 м 
стартовали одновременно из одной точки, но в противополож­
ных направлениях, два конькобежца (разрядник и начинаю­
щий). Когда они встретились, начинающий мгновенно повер­
нул и побежал вслед за разрядником. Разрядник догнал на­
чинающего (обогнав его на круг) через 2 мин 5 с после старта. 
Если бы скорость разрядника была на 2 м/с больше, а ско­
рость начинающего была на 2 м/с меньше, то эта вторая встреча 
произошла бы через 1 мин 15 с после старта. Найти скорости 
конькобежцев.

1 9 7 8

Вариант 1.
1. Решить уравнение

cos 2 ( * + - j )  +  4 sin

2.H. Найти числа А и В  такие, чтобы функция вида
/(* ) =  A sin я* -f в  

удовлетворяла условиям
2

/  ( 0  =  2 и $ /(* )d *  =  4. 
о
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3. Дана окружность с центром в точке О и радиусом 2. 
Из конца отрезка О А,  пересекающегося с окружностью в точ­
ке М,  проведена касательная А К  к окружности. Величина 
угла ОАК  равна я/3. Найти радиус окружности, касающейся 
отрезков А К, AM  и дуги МК.

4. Решить неравенство

91 **-» +  3 <  Зггг- * - 1 • 28.

5. Найти все значения а, при каждом из которых уравнение
х |х  +  2 а | +  1 — а =  0

имеет единственное решение.
2.С. В реку впадает пригок. Пароход отходит от пристани 

А на притоке, идет вниз по течению 80 км до реки, далее но 
реке вверх против течения до пристани В,  затратив 18 часов 
на весь путь от А до В. Затем пароход возвращается обратно. 
Время обратного движения от В  до А по тому же пути равно 
15 часам. Собственная скорость парохода, т. е. скорость паро­
хода в стоячей воде, равна 18 км/ч. Скорость течения реки 
равна 3 км/ч. Каково расстояние от пристани А до пристани В 
и какова скорость притока?

Вариант 2.
1. Решить уравнение

sin* 2лс — cos* х  - f  ■— =  0.

2.Н. Найти числа А и В  такие, чтобы функция вида
/(х ) =  Д-3* +  Я 

удовлетворяла условиям
2

f  (0) =  2 и $ /(x )d x  =  12.
1

3. Радиус ОМ окружности с центром в точке О и хорда КР  
пересекаются в точке А. Длины отрезков ОМ и О А равны соот­
ветственно г и а. Величина угла К  AM  равна а  (а меньше я/2). 
Найти радиус окружности, касающейся отрезков АК, AM  и 
дуги МК-

4. Решить неравенство
l°f>l {х  — х* -Ь 2) -f- 3 logi/j (х — х* -(- 2) -}- 2 ̂  0.

5. Найти все значения а, при каждом из которых уравнение
х* +  4х— 2 1 х — а | +  2 — а =  0

имеет ровно два различных решения.
2.С. В озеро впадают две реки. Лодка отплывает от при­

стани А  на первой реке, плывет 36 км вниз по течению до
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озера, далее 19 км по озеру (в озере нет течения) и 24 км по 
второй реке вверх против течения до пристани В, затратив
8 часов на весь путь от А до В. Из этих 8 часов 2 часа лодка 
плывет по озеру. Скорость течения первой реки на 1 км ч 
больше, чем скорость течения второй реки. Найти скорости те­
чения каждой реки. (Собственная скорость лодки, т. е. скорость 
лодки в стоячей воде, постоянна.)

Вариант 3 .
1. Решить уравнение

2 cos* ^2х +  у ) — 3 s i n * = 2 .

2.Н. Найти числа А и В такие, чтобы функция вида

/  (л:) =  A  sin 2х +  В 

удовлетворяла условиям
гл

/ ' ( 0) =  4 и $ f (x )dx  =  3. 
о

3. Дана окружность с центром в точке О и радиусом г. 
Из точки А отрезка О А, пересекающегося с окружностью 
в точке М,  проведена секущая к окружности, пересекающая 
окружность в точках К  и Р, при этом точка К  лежит между 
точками А и Р. Величина угла М А К  равна л /3 .  Длина отрезка
0.4 равна а. Найти радиус окружности, касающейся отрезков 
AM, АК  и дуги М/С.

4. Решить неравенство
417371+1 _|_2 <  2 * - 9 .

5. Найти все значения а, при каждом из которых уравнение

х \ х  — 2а\— 1— а =  0

имеет единственное решение.
2.С. В реку впадает приток. Пароход отходит от пристани 

А на притоке, идет вниз по течению 60 км до реки, далее 
по реке вниз по течению 65 км до пристани В. Затем по 
тому же пути пароход возвращается обратно, затратив 10 часов 
на весь обратный путь от В до Л. На путь от пристани А до 
реки пароход тратит 3 часа 45 минут. Скорость течения реки 
ниже впадения в нее притока на 1 км/ч меньше скорости тече­
ния притока. Собственная скорость парохода, т. е. скорость 
парохода в стоячей воде, постоянна. Найти собственную ско­
рость парохода.

Вариант 4.
1. Решить уравнение

sin4* +  5 cos 2x - f 4 =  0.
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2.Н . Найти числа А  и В такие, чтобы функция вида
f (x)  =  A 2 *  +  B  

удовлетворяла условиям
з

Г  ( 0  =  2 и U ( x ) d x  =  7. 
о

3. Из точки М  на окружности радиуса г проведены диа­
метр М К  и хорда МР.  Величина угла Р М К  равна а. Найти 
радиус окружности, касающейся отрезков М К, М Р  и дуги РК.

4. Решить неравенство

log’j f * — j-jc * )+ lo g ,/ , [ х — |д с5)  < 2 .

5. Найти все значения а, при каждом нз которых уравнение

х* — 4 х  — 2 1 х — а | +  2 +  а =  0

имеет ровно два различных решения.
2.С. В озеро впадают две реки. Лодка отплывает от при­

стани А на первой реке, плывет 24 км вниз до озера, далее
2 часа плывет по озеру (в озере нет течения) и затем 32 км по 
второй реке против течения до пристани В, затратив 8 часов 
на весь путь от А до В. Если бы лодка проплыла по озеру 
еще дополнительно 18 км, то на весь путь от А до В  она за­
тратила бы 10 часов. Скорость течения первой реки на 2 км/ч 
больше, чем скорость течения второй реки. Найти скорость 
течения каждой реки. (Собственная скорость лодки, т. е. ско­
рость лодки в стоячей воде, постоянна.)

1 9 7 9

Вариант 1.
1.Н. Найти все значения х, при каждом из которых каса­

тельные к графикам функций

у  (х) =  3 cos 5х и у (х) =  5 cos Зх +  2

в точках с абсциссой х  параллельны.
2. Из двух пунктов, расстояние между которыми равно 

2400 км, навстречу друг другу выезжают одновременно пасса­
жирский и скорый поезда. Каждый из них идет с постоянной 
скоростью, и в некоторый момент времени они встречаются. 
Если бы оба поезда шли со скоростью скорого поезда, то их 
встреча произошла бы на три часа раньше фактического мо­
мента встречи. Если бы оба поезда шли со скоростью пасса­
жирского поезда, то их встреча произошла бы на пять часов 
позже фактического момента встречи. Найти скорости поездов.
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3. Около окружности радиуса R  описана трапеция. Хорда, 
соединяющая точки касания окружности с боковыми сторонами 
трапеции, параллельна основаниям трапеции. Длина этой хорды 
равна Ь. Найти площадь трапеции.

4. Решить неравенство
logx+1(** +  * - 6 ) , > 4 .

5. Найти все пары чисел х  и у, удовлетворяющие условиям 

' ( V H +  1) (1 +  cos(xy)sin(xi/)) =  (К З  +  1) sin* (*«/) +  cos (2ху),

, x Y — y*+  i = o .

+  6-*

1.С. Решить уравнение

cos Здс =  1 — sin 3jc.

Вариант 2.
1.Н. Найти все значения х, при каждом из которых каса­

тельная к графику функции
у (х) =  cos 7х 4- 7 cos х

в точке с абсциссой х  параллельна касательной к этому же 
графику в точке с абсциссой п/6.

2. Два насоса различной мощности, работая вместе, напол­
няют бассейн за четыре часа. Для наполнения бассейна наполо­
вину первому насосу требуется времени на четыре часа больше, 
чем второму насосу для наполнения бассейна на три четверти. 
За какое время может наполнить бассейн каждый из насосов 
в отдельности?

3. Около окружности радиуса R  описан параллелограмм. 
Площадь четырехугольника с вершинами в точках касания 
окружности и параллелограмма равна S. Найти длины сторон 
параллелограмма.

4. Решить неравенство

log,,» (6 +  2х— **) <  1 /2.

5. Найти все пары чисел х  и у, удовлетворяющие условиям

' cos (ху)—3sin (ху) cos (ху) =  2 (cosy)cos(2xy— y) — 2cosl (j<у— у),
- х*— х у + \  = 0,
, х* +  2 ху <  5.

I.C. Решить уравнение

K 3 s i n 2 * = K 2 —cos 2jc.
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Вариант 3.
1.Н. Найти все значения х, при каждом из которых каса­

тельные к графикам функций
у(х) = 2 — 14sin3x и I/ (дс) =  6  sin 7де

в точках с абсциссой х параллельны.
2. Двое рабочих работали одно и то же время и изготовили 

вместе (работая с постоянной производительностью и независимо 
один от другого) 150 деталей. Если бы оба рабочих работали 
с производительностью первого рабочего, то для изготовления 
150 деталей им потребовалось бы времени на 1/2 часа меньше. 
Если бы оба рабочих работали с производительностью второго 
рабочего, то для изготовления 150 деталей им потребовалось 
бы времени на 3/4 часа больше. Сколько деталей изготовит 
второй рабочий за восьмичасовой рабочий день?

3. Около окружности радиуса R описана трапеция ABCD, 
длина меньшего основания ВС которой равна а. Пусть Е —точка 
касания окружности со стороной АВ и длина отрезка BE 
равна Ь. Найти площадь трапеции.

4. Решить неравенство
lo g ,- , ( * * -4 * ) ’ < 4 .

5. Найти все пары чисел х н у ,  удовлетворяющие условиям

( 2  +  sin (2ху) =  2 cos* (дсу) — ()/ 3 — 1) cos (2ху), 
* У - х » + 1 = 0 ,

2** +  5дс1/<0.

1.С. Решить уравнение

У  2 sin 5дс =  2 — V 2  cos 5*.
Вариант 4.
1.Н. Найти все значения х, при каждом из которых каса­

тельная к графику функции
«/(*) =  sin 8 x-f-4 sin 2 *

в точке с абсциссой х параллельна касательной к этому же 
графику в точке с абсциссой л/1 0 .

2 . Два велосипедиста выезжают одновременно из пунктов А 
и В навстречу друг другу и, двигаясь каждый с постоянной

2
скоростью, встречаются через 2-̂ - часа. Если бы первый вело­
сипедист увеличил свою скорость на 50%, а второй велосипедист 
увеличил свою скорость на 2 0 %, то на преодоление расстояния 
между пунктами А н В первому велосипедисту понадобилось 
бы времени на 2/3 часа больше, чем второму велосипедисту. 
За какое время преодолевает расстояние между пунктами А и 
В каждый велосипедист, двигаясь с первоначальной скоростью?53



3. В треугольник ABC вписана окружность радиуса R, ка­
сающаяся стороны АС в точке D, стороны А В в точке Е и 
стороны ВС в точке F. Длина отрезка AD равна R, а длина 
отрезка DC равна а. Найти площадь треугольника BEF.

А. Решить неравенство
logu _ „ .( x * - 5 * + 9 )> l/ 2 .

5. Найти все пары чисел х н у ,  удовлетворяющие условиям 
г (3 cos (xt/) — sin (ху)) s i n (xy) = 2  cos (2xy +  x) • cos x -f 2  s i nl {xy + x), 

xy+  1 = 0,
Ay*—Зху+  2 < 0 .

l.C . Решить уравнение

2 sin 3x =  1^6 - f  2 cos 3x.

§ 6. ФАКУЛЬТЕТ ПОЧВОВЕДЕНИЯ

1 9 7 7

Вариант I.
1. Решить уравнение

2|/х +  5 = х 4 -2 .

2.Н. Указать промежутки возрастания и убывания, а также 
точки максимума и минимума функции

f(x) =  xe~ix.
3. Решить уравнение

|sinx| =  sinx  +  2 cosx.

4. Основание АВ трапеции ABCD вдвое длиннее основания 
CD и вдвое длиннее боковой стороны AD. Длина диагонали АС 
равна а, а длина боковой стороны ВС равна Ь. Найти площадь 
трапеции.

5. Рота солдат прибыла на парад в полном составе прямо­
угольным строем по 24 человека в ряд. По прибытии оказалось, 
что не все солдаты могут участвовать в параде. Оставшийся 
для парада состав роты перестроили так, что число рядов стало 
на 2  меньше прежнего, а число солдат в каждом ряду стало 
на 26 больше числа новых рядов. Известно, что если бы все 
солдаты участвовали в параде, то роту можно было бы вы­
строить так, чтобы число солдат в каждом ряду равнялось 
числу рядов. Сколько солдат было в роте?

2 .С. Решить уравнение

2 1 g ( x  +  4) — Îg (х— l ) = l g ( x  +  - | ) + 1g 2 -
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Вариант 2.
1. Решить уравнение

У 1 ё + 8  =  2*-Ы.
2.Н . Указать промежутки возрастания и убывания, а также 

точки максимума и минимума функции
/(*) = ( * + 1) * * .

3. Решить уравнение

1* * * 1= ‘ к х - з Ь -

4. Длины основания CD, диагонали BD и боковой стороны 
AD трапеции ABCD равны р. Длина боковой стороны ВС 
равна q. Найти длину диагонали АС.

5. Бригады, состоящие из одинакового числа рабочих, полу­
чили на складе спецодежду. Каждый рабочий получил по два 
комплекта спецодежды, а каждой бригаде выдали на 2 0  ком­
плектов больше, чем было бригад. Если бы бригад было на 4 
больше и каждой бригаде выдавали бы по 12  комплектов, то 
спецодежды на складе не хватило бы. Сколько комплектов 
спецодежды было на складе?

2.С. Решить уравнение

ig ( • « + 4 ) — ]g (■*— т ) = Т  + 6)—Т ,g

Вариант 3.
1. Решить уравнение

4 V х  +  Ь = х +  1.
2.Н. Указать промежутки возрастания и убывания, а также 

точки максимума и минимума функции
f(x) =  xe~l*.

3. Решить уравнение *
| cos jc | =  cos лг — 2  sin дг.

4. Длины боковой стороны AD и основания CD трапеции 
ABCD равны k, а длина основания АВ равна 2к. Длина диа­
гонали АС равна /. Найти длину боковой стороны ВС.

5. Для перевозки животных по железной дороге было выде­
лено несколько вагонов. В пункте А в каждый вагон поместили 
по 12 животных. В пункте В часть животных была сдана. 
Оставшиеся животные были размещены поровну по вагонам, 
которых стало на 2 меньше. При этом оказалось, что число 
животных в каждом вагоне стало простым и число вагонов 
стало на 14 меньше числа животных в каждом из них. Сколько 
животных было отправлено из пункта А?
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2.С. Решить уравнение

2  lg (  у +  * )  = lg ( I — x) - f  lg ( | — x )  +  lg 2 .

Вариант 4.
1. Решить уравнение

/ 5 ^ х » * х - 1 .
2.Н. Указать промежутки возрастания и убывания, а также 

точки максимума и минимума функции
/(х) =  ( х -  1) Л

3. Решить уравнение

|ctgx|=ctgx +  “ j .

4. Длина диагонали BD трапеции ABCD равна т ,  а длина 
боковой стороны AD равна п. Найти длину основания CD, 
если известно, что длины основания, диагонали и боковой сто­
роны трапеции, выходящих из вершины С, равны между собой.

5. На празднике каждому ребенку было подарено по одина­
ковому количеству игрушек. Число игрушек, подаренных каж ­
дому ребенку, было на 9 меньше общего числа детей, присут­
ствовавших на празднике. Если бы на празднике было 9 детей 
и каждому ребенку дарили бы на одну игрушку больше, чем 
раньше, то прежнего количества игрушек не хватило бы. Сколько 
игрушек было подарено, если известно, что число детей, при­
сутствовавших на празднике, было нечетным?

2.С. Решить уравнение

i g x - y i g ( x - 4 ) = i g ( x + y ) - y i g ( * + y ) .

1 9 7 8

Вариант 1.
1. Решить уравнение

cos х =  cos Зх +  2 sin 2х.
2. Решить неравенство

log* х — 3 log, х - f  2  ^  0.
3.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у = х* +  

+  х и прямой у =  х -f-1 .
4. Плоскость прямоугольного треугольника, длины катетов 

которого равны 3 см и 4 см, образует с плоскостью Р угол, 
величина которого равна а. Гипотенуза этого треугольника 
лежит в плоскости Р. Найти величину угла, который образует 
меньший катет с плоскостью Р.
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5. Решить уравнение
У х (9v'*r r * — 3Г1ГГГ) =  3* v^r r '̂+ * — 3V **"® + 1 - f  6 У х — 18.
З.С. Имеется два слитка золота с серебром. Процентное со­

держание золота в первом слитке в два с половиной раза 
больше, чем процентное содержание золота во втором слитке. 
Если сплавить оба слитка вместе, то получится слиток, в кото­
ром будет 40% золота. Найти, во сколько раз первый слиток 
тяжелее второго, если известно, что при сплавке равных 
по весу частей первого и второго слитков получается слиток, 
в котором содержится 35% золота.

Вариант 2.
1. Решить уравнение

2 sin* 2х +  sin* \х =  5/4.

2. Решить неравенство
9* - 2 - 3 *  <  3.

3.Н . Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у = У'х 
и прямой х - З у  +  2 = 0.

4. Дан прямоугольник, длины сторон которого равны 1 см 
и 2 см. Меньшая сторона прямоугольника лежит на плоскости 
Р, а диагональ прямоугольника образует с плоскостью Р угол, 
величина которого равна а. Найти величину угла между плоско­
стью прямоугольника и плоскостью Р.

5. Решить уравнение

xMog, У  5хг — 2х — 3 — х logj/, (5xJ — 2х — 3) =  х* +  2х.

З.С. 40 кг раствора соли разлили в два сосуда так, что 
во втором сосуде чистой соли оказалось на 2  кг больше, чем 
в первом сосуде. Если. во второй сосуд добавить 1 кг соли, 
то количество соли в нем будет в два раза больше, чем в пер­
вом сосуде. Найти вес раствора, находящегося в первом сосуде.

Вариант 3.
1. Решить уравнение

sin* 6 * +  5 sin* Зх = 2.
2 . Решить неравенство

4* — 3 -2 * < 4 .
3.Н . Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у =  

*=1Л* + 1  и прямой y =  1 .
4. Основание равностороннего треугольника лежит в плоско­

сти Р, а боковая сторона этого треугольника образует с плос­
костью Р угол, величина которого равна а . Найти величину 
угла, который образует плоскость треугольника с плоскостью Р.
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5. Решить уравнение

х* l o g , *  log,/, (2 + З х )= л * -4  +  21 ogyj ^ 1+1'01̂ 6 .

З.С. Имеется три слитка. Первый слиток весит 5 кг, вто­
рой—3 кг и каждый из этих двух слитков содержит 30% меди. 
Если первый слиток сплавить с третьим, то получится слиток, 
содержащий 56% меди, а если второй слиток сплавить с третьим, 
то получится слиток, содержащий 60% меди. Найти вес третьего 
слитка и процент содержания меди в нем.

Вариант 4.
1 . Решить уравнение

sin Ъх =  sin х -J- sin 2х.
2. Решить неравенство

logfx +  logs x > 2 .

3.Н . Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у = хг — х 
и прямой у = 3х.

4. Плоскость равнобедреннего треугольника образует с плос­
костью Р угол, величина которого равна р. Основание треуголь­
ника лежит в плоскости Р. Величина угла при вершине тре­
угольника равна а . Найти величину угла, который образует 
боковая сторона треугольника с плоскостью Р.

5. Решить уравнение

2 / x -4 * + 5 -2 * +i +  2 K *  = 2J*+? +  5 V T -2 * -f  4.
З.С. Имеется два сосуда, содержащие 4 кг и 6  кг раствора 

кислоты разных концентраций. Если их слить вместе, то полу­
чится раствор, содержащий 35% кислоты. Если же слить рав­
ные веса этих растворов, то получится раствор, содержащий 
36% кислоты. Сколько килограмм кислоты содержится в каж ­
дом сосуде?

19 7 9

Вариант 1.
1. Решить уравнение

2У* — 2'~ У7 =  \.
2 .Н . Найти наименьшее значение функции

на отрезке [0,5].
3. Решить уравнение

— ^ ^ s in 2 x = (К З  — l)c o s*x -f  1 .
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4  В трапеции A BCD отрезки АВ и DC являются основа­
ми Диагонали трапеции пересекаются в точке Е. Найти 
Г а д ь  треугольника ВСЕ. если |ЛВ| =  30см , | DC | -  24 сы,
г>| = 3 см и DAB =  п/3.
5. Решить систему уравнений

( 1 0 х* + 5i/‘ —2 ху —38х —6 г/ +  41 = 0 ,
\ Зх* — 2у* +  5ху— \7х — 6у +  20 = 0.

2 .С. Решить неравенство

2.Н. Найти промежутки возрастания и убывания функции

4. Окружность касается сторон АВ и AD прямоугольника 
ABCD и проходит через вершину С. Сторону DC она пересекает 
в точке N. Найти площадь трапеции ABND, если |/4В| =  9 см 
и |/Ш| = 8  см.

5. Найти все решения системы уравнений

logs (*5- 7 x + 1 2 )  <  log, 20*

Вариант 2.
1. Решить уравнение

У(х) =  х +  — т .

3. Решить уравнение
tg  2х — 4 s in x c o sx -f  1 = 4  sinl x.

| уг — Аху +  Ay— 1 = 0 , 
\ 3x*— 2xy— 1 = 0 ,

удовлетворяющие условию ху >  0 .
2.С. Решить неравенство

Вариант 3.
1. Решить уравнение

2 .Н. Найти наибольшее значение функции

у М — (X*— 1)*
на отрезке [— 1/2 , 3 ].
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3. Решить уравнение
4 +  2  sin1 х = (3 +  V 3) sin 2х +  2  ( 2  — V 3) cos* х.

4. В трапеции ABCD отрезки АВ и CD являются основа­
ниями. Диагонали трапеции пересекаются в точке К. Найти 
площадь треугольника AKD, если | АВ\ = 27 см, |£)С|=18см, 
| /Ш | = 3 см, | ВС | = 6  У 2 см.

5. Решить систему уравнений
| х * -2 х у  +  2у* +  2 х - 8 у  +  1 0 = 0 ,
\ 2х* — 7ху +  3у*+  13* — 4у — 7 =  0.

2.С. Решить неравенство
log»., ( * * + * + 3 1 )  <  log0., (Ю *+  10-

Вариант 4.
I. Решить уравнение

2.Н. Найти промежутки возрастания и убывания функции

4. Окружность касается сторон АВ и AD прямоугольника 
A BCD и пересекает сторону DC в единственной точке F и 
сторону ВС в единственной точке Е. Найти площадь трапеции 
AFCB, если |ЛВ| = 32см , |/Ш| = 40см и |В£|= 1см .

5. Найти все решения системы уравнений

6 log*» х —  II logsl х —2 
log» * * — 2

2  +  log,, *.

3, Решить уравнение

4 sin* х +  2 ]/~3 sin 2х +  = 5.

( х* — Зху +  6х— \= 0, 
{ у*—ху — 2  =  0 ,

удовлетворяющие условию ху >  0 .
2.С. Решить неравенство

§ 7. ГЕОГРАФИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

1 9 7 7

Вариант 1.
1. Решить неравенство

2 1 *  + 1 1 >  дс +  4.



2. В треугольнике ABC сторона АВ имеет длину 3 м, вы­
сота CD, опущенная на сторону АВ, имчеет длину V  3 м. Ос­
нование D высоты CD лежит на стороне ЛИ В, длина отрезка AD 
равна длине стороны ВС. Найти длину астороны АС.

3.Н. Найти промежутки возрастания и убывания, а также
точки максимума и минимума функции у у =

4. Грузовик и гоночный автомобиль шыехали одновременно 
из пункта А и должны прибыть в пункт С?. Грузовик, двигаясь 
с постоянной скоростью, доехал до пунк:та С, проделав путь, 
равный 360 км. Гоночный автомобиль поуехал по окружной до­
роге и сначала доехал до пункта В, расположенного в 120 км 
от пункта А, двигаясь со скоростью, вдвое большей скорости 
грузовика. После пункта В он увеличжл свою скорость на 
40 км/ч и проехал путь от пункта В допунк-та С, равный 1000 км. 
Он прибыл в пункт С на 1 час 15 минугг позднее грузовика. 
Если бы гоночный автомобиль весь свой путь от пункта А до 
пункта С ехал с той же скоростью, ч то и от пункта В до 
пункта С, то в пункт С он прибыл бы ша 1 час позднее гру­
зовика. Найти скорость грузовика.

5. Решить уравнение
2  sin (Зх +  я/4) =  V  1 +  8  sin 2 !*  cos* 2 х.

З.С. Решить уравнение
4*_2*+* =  3.

Вариант 2.
1. Решить неравенство

3 | х — 1 1 < *  +  3.

2 . В трапеции ABCD длина основашия AD равна 2 м, а 
длина основания ВС равна 1 м. Длины блоковых сторон АВ и 
CD равны по 1 м. Найти длину диагонал и трапеции.

3.Н. Найти промежутки возрастания и  убывания, а также 
точки максимума и минимума функции

4. Парусник и пароход одновременно вышли из порта А и 
должны прибыть в порт D. Парусник, двигаясь с постоянной 
скоростью, прибыл в порт D, пройдя путгь, равный 1200 км. 
Пароход заходил в порты В и С, причем до порта В, распо­
ложенного от порта А на расстоянии 480 км, он плыл со ско­
ростью, вдвое большей скорости парусника. Затем он увеличил 
свою скорость на 4 км/ч и прошел путь между портами В и С, 
равный 1420 км, и далее путь между пор»тами С и D, равный 
1460 км. На стоянки в портах С и В он затратил 1 сутки. 
В порт D пароход прибыл на двое суток позднее парусника.
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Если бы пароход плыл из порта А до порта В с той же ско­
ростью, что и из порта В до порта D, то он прибыл бы в порт D 
на 1 сутки 20 часов позднее парусника. Найти скорость па­
русника.

5. Решить уравнение

2. В треугольнике ABC сторона АВ имеет длину 6  м. Осно­
вание D высоты CD лежит на стороне АВ. Длина отрезка AD 
равна 4 м, длина стороны ВС равна 4 м. Найти длину высоты 
АЕ, которая опущена из вершины А на сторону ВС.

3.Н. Найти промежутки возрастания и убывания, а также 
точки максимума и минимума функции

4. Токарь и его ученик получили наряд на изготовление 
деталей. По нему ученик должен был изготовить 35 деталей, 
а токарь 90 деталей. Токарь и ученик начали работу одно­
временно. Сначала токарь сделал 30 деталей, обрабатывая 
в час вдвое больше деталей, чем ученик. Затем он стал обра­
батывать в час на 2  детали больше и закончил свою работу 
на один час позже ученика. Если бы токарь и первые 30 де­
талей делал, обрабатывая в час столько же деталей, сколько 
при работе над оставшимися 60 деталями, он закончил бы ра­
боту на 30 минут позже ученика. Найти, сколько деталей в час 
обрабатывал ученик.

5. Решить уравнение

К З со э  j x =  У 6 sin1- j  sin +

З.С. Решить уравнение

Вариант 3.
1. Решить неравенство

4 | х 4 -2 | < 2 * + 1 0 .

З.С. Решить уравнение
9* —3* +1 = 4.

Вариант 4.
1. Решить неравенство
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2. В трапеции ABCD длина меньшего основания ВС равна
3 м, длины боковых сторон АВ и CD равны по 3 м. Диаго­
нали трапеции образуют между собой угол в л/3. Найти длину 
основания AD.

3.К . Найти промежутки возрастания и убывания, а также 
точки максимума и минимума функции

УМ =  7 Т!Гх-
4. Имеется три насоса. Второй насос перекачивает за один 

час вдвое больше воды, чем первый, а третий насос перека­
чивает за 1 час на 8  куб. м больше, чем второй насос. Два 
бассейна вместимостью 600 куб. м и 1680 куб. м начали за­
полнять одновременно. Бассейн вместимостью 600 куб. м запол­
нил первый насос. В другой бассейн сначала одним вторым 
насосом накачали 240 куб. м, затем его без потери времени 
заменили третьим насосом, который и заполнил полностью 
этот бассейн. Второй бассейн был заполнен на 6  часов позднее, 
чем первый бассейн. Если бы второй бассейн с самого начала 
заполнял только третий насос, то он был бы заполнен на
5 часов позднее, чем первый бассейн. Сколько куб. м воды 
перекачивает за один час первый насос?

5. Решить уравнение

З.С. Решить уравнение

log, ( * + 4 ) -f-log, (* - !)= =  l + j J - .

1 9 7 8

Вариант 1.
1. Пароход, отчалив от пристани А, спустился вниз по те­

чению реки на 60 км до устья впадающего в реку притока и 
поднялся вверх по притоку (против течения) на 2 0  км до при­
стани В. Весь путь от Л до В пароход прошел за 7 часов. 
Скорость течения реки и скорость течения притока равны 1 км/ч. 
Найти собственную скорость парохода. (Собственная скорость— 
скорость в неподвижной воде.)

2 .Н. Найти все значения х, при каждом из которых про­
изводная функции

2 1у (х) =  sin х — у  sin Здс sin 5х

равна нулю.
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3. В прямоугольном треугольнике ABC расположен прямо­
угольник ЕКМР так, что сторона ЕК лежит на гипотенузе ВС, 
а вершины М и Р — на катетах АС и АВ соответственно. 
Длина катета АС равна 3 см, а длина катета АВ — 4 см. Найти 
длины сторон прямоугольника ЕКМР, если его площадь равна 
5/3 см, а периметр меньше 9 см.

4. Решить неравенство
Y log, (Зх* — 4х -f 2) + 1 >  log, (За:* -  4* +  2).

5. Найти все значения параметра а, для каждого из кото­
рых существует только одно значение х, удовлетворяющее си­
стеме уравнений

\ |х* — 5х +  4 | — 9х* — 5 *+  4 +  10*|х| = О,
\ х* — 2  (а — 1) х -f  а (а — 2 ) =  0 .

2.С. Решить уравнение
cos х — 2 cos Зх +  cos 5х = 0.

Вариант 2.
1 . От пристани А к пристани В, расположенной ниже по 

течению реки, отправился катер. Одновременно с ним из В 
в А (против течения) вышла моторная лодка. Дойдя до В, 
катер (не задерживаясь в В) повернул обратно и прибыл в А 
одновременно с моторной лодкой. Скорость течения реки равна
3 км/ч. Найти собственные скорости (скорости в неподвижной 
воде) катера и моторной лодки, если известно, что у катера 
она была на 2  км/ч больше, чем у моторной лодки.

2 Н. Найти все значения х, при каждом из которых про­
изводная функции

j/(x) = - js in 3 x  — -^cos 2 х —sinx
равна нулю.

3. В круговом секторе ОАВ, величина центрального угла 
которого равна л/4, расположен прямоугольник КМРТ. Сто­
рона КМ прямоугольника лежит на радиусе О А, вершина Р — 
на дуге АВ, вершина Т — на радиусе ОВ. Длина стороны КТ 
на Зсм больше длины стороны ЛГЛГ Площадь прямоугольника 
КМРТ равна 18 см1. Найти длину радиуса.

4. Решить неравенство

У 8  +  2К5Г7+|— 4* з^_|_2гТГ' +‘ > 5 .

5. Найти все значения параметра а, для каждого из кото­
рых существует ровно два значения х, удовлетворяющих си­
стеме уравнений

| |х* —7х +  6| +  х* +  5х +  6 — 12|х| =  0,
i х* — 2(а — 2)х +  а(а  — 4) = 0.
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2.С. Решить уравнение
cos Зх -f  sin 2х — cos х = 0.

Вариант 3.
! Расстояние между пристанями А и В равно 48 км. От­

чалив от пристани А в 9 часов, пароход проплыл вниз по те­
чению реки до пристани В. Простояв у пристани В один час, 
пароход отправился в обратный рейс и прибыл в Л в 17 ча­
сов того же дня. Скорость течения реки равна 2 км/ч. Найти 
собственную скорость (скорость в неподвижной воде) парохода, 
если известно, что на пути из А в В и  из В в А  она была 
одной и той же.

2 .Н. Найти все значения х, при каждом из которых произ­
водная функции

1 V~~3у (х) = cos х — у  cos Зх — sin 2х

равна нулю.
3. В прямоугольном треугольнике ABC расположен прямо­

угольник ADKM так, что его сторона AD лежит на катете АВ, 
сторона AM — на катете АС, а вершина К — на гипотенузе ВС. 
Длина катета АВ равна 5 см, а длина катета АС— 12 см. Найти 
длины сторон прямоугольника ADKM, если его площадь равна
40  ,  оу  см% а длина диагонали меньше 8  см.

4. Решить неравенство

/ l o g .  ( 2-£ = f!± -3)  +  I >  log, ( 5 t £ + ! ) .

5. Найти все значения параметра а, для каждого из кото­
рых существует только одйо значение х, удовлетворяющее си­
стеме уравнений

| |х? +  5х +  4 | — 9 x * -f5 x -f  4 — 10х|х| = 0,
\ х * - 2 ( а + 1)х  +  а ( а  +  2 ) =  0 .

2,С. Решить уравнение

sin Зх — У з  cos 2х — sinx  =  0.

Вариант 4.
1. От пристани А к пристани В вниз по течению реки от­

правились одновременно моторная лодка и байдарка. Скорость 
течения реки равна 2 км ч. Последнюю 1/10 часть пути от А 
до В моторная лодка плыла с выключенным мотором, и ее 
скорость относительно берега была равна скорости течения. 
На той части пути, где моторная лодка шла с работающим 
мотором, ее скорость была на 8  км/ч больше скорости байдарки.
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К пристани В моторная лодка и байдарка прибыли одновре­
менно. Найти собственную скорость (скорость в неподвижной 
воде) байдарки.

2 .Н. Найти все значения х, при каждом из которых произ­
водная функции

, . 2 V 2 8дс „  х 2 5х 
у { х )  =  - ^ ~  COS у — 2 cos у —т  COS у

равна нулю.
3. В полукруге расположен прямоугольник ABCD так, что 

его сторона АВ лежит на диаметре, ограничивающем полукруг, 
а вершины С и D — на ограничивающей полукруг дуге. Длина 
радиуса полукруга равна 5 см. Найти длины сторон прямо­
угольника ABCD, если его площадь равна 24 см1, а длина 
диагонали больше 8  см.

4. Решить неравенство

У 3 - Ъ '  ~ х +  2 Ъ' ~ Х +  2 ЪУ~ Х >  А.
5. Найти все значения параметра а , для -каждого из кото­

рых существует ровно два значения х, удовлетворяющих си­
стеме уравнений

| \& +  1х + 6 | + * * - 5 х 4 - 6 — 1 2 М = 0 ,
\ х1 — 2 (а +  2 ) х +  а (а  +  4) = 0.

2.С. Решить уравнение
*  1 /"л . Зх . . 5х Л s m y — у  2 s m y - f - s m y  =  0.

1 9 7 9

Вариант 1<
1.Н. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

y(x) = ic* +  3x1- 7 2 x  +  90

на отрезке [ — 5,5].
2. Решить уравнение

s i n ( x — s i n( x  +  - ^ )  = c o s (x  +  - j ) .

3. В треугольнике ABC известно, что |/lBj =  6 , \АВ\ — 
=  | ВС\. На стороне АВ как на диаметре построена окружность, 
пересекающая сторону ВС в точке D так, что \ BD\'.\DC\ — 2:\. 
Найти длину основания треугольника АС.

4. В школьной газете сообщается, что процент учеников 
некоторого класса, повысивших во втором полугодии успева-
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емость, заключен в пределах от 2,9% до 3,1% . Определить 
минимально возможное число учеников в таком классе.

5. Найти все решения неравенства

cos-^—4х — х* > 0 ,

21 . ^ „лежащие в интервале — <  х <  0 .
1 .С. Решить уравнение

4loe,*_6 .2 loв .*-f-2 ,oв•^, = 0 .
Вариант 2.
1.Н. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

у  (х) =  х* — 3xs — 105х -f  25

на етрезке [— 6 ,6 ].
2. Решить уравнение

sin ( х +  т  ) +  sin ( х +  1Г ) =  sin ( х +  т ) •
3. На катете ВС прямоугольного треугольника ABC как на 

диаметре построена окружность, пересекающая гипотенузу 
в точке D так, что | AD\:\DB\ =  1:3 . Длина высоты, опущен­
ной из вершины С прямого угла на гипотенузу, равна 3. Найти 
длину катета ВС.

4. При подведении итогов соревнования вычислено, что 
процент числа членов бригады, перевыполнивших план, заклю­
чен в пределах от 92,5% до 93,5%. Определить минимально 
возможное число членов такой бригады.

5. Найти все решения неравенства

x’ -p 2 x - f  co s5< 0 ,

лежащие в промежутке — 2 ^ х < !  — 4 - .
1.С. Решить уравнение

410*»-* — 5 • 2'°«* * - f  21о*« * = 0.
Вариант 3.
1.Н. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

у (х) =  2 х* +  Зх* — 120х +  100
на отрезке [— 4,5].

2 . Решить уравнение
cos (х —я/3)—cos (х — я/6 ) =  sin (х—я/4).

3. Длина стороны АВ треугольника ABC равна 1. На сто­
роне АВ как на диаметре построена окружность, которая делит 
Сторону АС точкой D пополам, а сторону ВС точкой £  в от­
ношении |££|:|£С| = 7 :2 . Найти длину стороны АС.
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4. В сообщении о лыжном кроссе сказано, что процент числа 
членов группы, принявших участие в кроссе, заключен в пре­
делах от 96,8% до 97,2%. Определить минимально возможное 
число членов такой группы.

5. Найти все решения неравенства

tg  у  +  6 х — х* >  О,

лежащие в промежутке ^  х  ̂  6 .
1.С. Решить уравнение

3 . 9 iog,*_ 10.3|о**х +  log, 8  =  0 .

Вариант 4.
1.Н. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

у (х) = 2 х* — Зхг — 36х +  6

на отрезке [— 3, 2 ].
2. Решить уравнение

COS ^Х— Д ^  +  COS ( x - f  =3COŜ X— -2-) .

3. На катете ВС прямоугольного треугольника ABC как 
на диаметре построена окружность, пересекающая гипотенузу 
в точке D так, что | AD\:\DB\ = 1:4. Найти длину высоты, 
опущенной из вершины С прямого угла на гипотенузу, если 
известно, что длина катета ВС равна 10.

4. В сообщении о реконструкции цеха указано, что в ре­
зультате реконструкции процент высвободившихся рабочих за­
ключен в пределах от 1,7%до 2,3% . Определить минимально воз­
можное число рабочих, первоначально занятых в таком цехе.

5. Найтн все решения неравенства

х* —2 x -fs in  у  < 0 ,

лежащие в интервале — 1/3 <  х <  2 .
1.С. Решить уравнение

251°в«* — 6-5'°** х +  5 1/2 ,0 * * 4 = 0 .

§ 8. ГЕОЛОГИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 
(отделение геофизики)

1 977
Вариант 1.
I. В бак может поступать вода через одну из двух труб. 

Через первую трубу бак можно наполнить на час быстрее, 
чем через вторую трубу. Если бы емкость бака была больше
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на 2  м5, а пропускная способность второй трубы была бы больше 
на 4 /Зм*/ч, то для наполнения бака через вторую трубу по­
надобилось бы столько же времени, сколько требуется для 
пропуска 2м* воды через первую трубу. Какова емкость бака, 
если известно, что за время его наполнения через вторую трубу 
через первую трубу могло бы поступить 3 м* воды?

2. Решить неравенство
хг — |5х — 3| — х < 2 ,

3.Н. Найти все значения параметра а ( а > 0 ) ,  при каждом 
из которых площадь фигуры, ограниченной параболой у{х) =  
= (х* +  2ол:-{-За*)/(1 +  а4) и прямой у —(а* — шг)/(1 +  а 4), будет 
наибольшей.

4 . В окружность с центром О вписан треугольник ABC 
(А > я/2). Продолжение биссектрисы AF угла А этого тре­
угольника пересекает окружность в точке L, а радиус АО 
пересекает сторону ВС в точке Е. Пусть АН — высота тре­
угольника ABC. Найти отношение площади треугольника 
OAL к площади четырехугольника OEFL, если известно, что
\AL 1 = 4 / 2 ,  | АН\ = у / 2|/1 и АЕН = п/3.

5. Найти все значения к, при каждом из которых сущест­
вует хотя бы одно общее решение у неравенств

*» + 4Ах +  ЗЛ*> 1 +2Л и х* +  2 Л х < 3 # -8 / г  +  4.
З.С. Решить уравнение

sin* (2 +  Зх) - f  cos* (д  -+- 2х j  =  cos* (2 — 5дс) +  sin* ( — 6 x j  .
»

Вариант 2.
1. Велосипедист проезжает половину расстояния от пунк­

та А до пункта В на два часа быстрее, чем пешеход проходит 
треть расстояния от А до В. За время, требуемое велосипе­
дисту на весь путь от А до В, пешеход проходит 24 км. Если 
бы скорость велосипедиста увеличилась на 7 км/ч, то за время, 
затрачиваемое пешеходом на прохождение 18 км, он смог бы 
покрыть путь от А до В и проехать еще 3 км. Найти скорость 
пешехода.

2. Решить неравенство

Зле* — | х — 3 1 >  9дг — 2.

3.Н . Найти все значения параметра а ( а >  0), при каж­
дом из которых площадь фигуры, ограниченной параболами 
у(х) =  (4аг — 2ах — х*)/(1+а*) и у (х) = *»/( 1 +  а4), будет наи­
большей.

4. В окружность с центром О вписан треугольник ВАС 
с тупым углом при вершине А. Точка Р является серединой
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большей из дуг, стягиваемых хордой ВС. Радиус ОА пересе­
кает сторону ВС в точке L, а хорда АР пересекает сторону ВС 
в точке Q. Пусть AF — высота треугольника ВАС. Найти от­
ношение площади треугольника АОР к площади треугольника 
AQF, если известно, что длина биссектрисы угла А треугольника
ALF равна \lVb, \ АР \ = У Ъ  и 6рА  =  я /6.

5. Найти все значения к, при каждом из которых каждое 
решение неравенства ** 4 -ЗА2— 1 ~^2к(2х — 1) является реше­
нием неравенства хг +  (2 * — 1) k 4 - k* >  0 .

З.С. Решить уравнение

2 sin* (5х +  я/4) =  1 +  sin (3 -f  2х) -f  2 sin* (4* — 3/2) cos (6 * 4 - 3/2).

Вариант 3.
1. Первая бригада разгрузила баржу. Вторая бригада, ра­

ботая на 5 часов меньше первой, .выгрузила бы треть всего 
груза. При повышении производительности труда каждой из 
бригад в три разЪ первой бригаде для разгрузки баржи по­
требовалось бы на один час больше времени, чем второй бри­
гаде—на выгрузку половины всего груза. Если бы первая 
бригада свою почасовую выработку сократила на одну тонну, 
а вторая —увеличила на две тонны, то за время, затрачивае­
мое первой бригадой иа разгрузку баржи с весом груза, умень­
шенным на 2 т, вторая бригада могла бы разгрузить бар­
ж у с весом груза, увеличенным на 8  т. Найти вес груза на 
барже.

2. Решить неравенство
** +  4 > | 3 *  +  2 | -7 * .

3.Н. Найти все значения параметра а ( а > 0 ) ,  при каждом 
из которых площадь фигуры, ограниченной параболами у(х) = 
= ( 2  l/ а х —**)/( 1 4 -о*) и у (х) =  х*/( 1 4 -а3), будет наибольшей.

4. Около треугольника ABC (А >  я/2) описана окружность 
с центром О. Продолжение биссектрисы AL этого треуголь­
ника пересекает окружность в точке F. Обозначим через Е 
точку пересечения радиуса АО со стороной ВС. Пусть АН — 
высота треугольника ABC. Найти отношение площади четы­
рехугольника FOEL к площади треугольника AEL, если из­
вестно, что \AH\ =  V 2/2, \AF\=>2V3, AEH =  nf6.

5. Найти все значения к, при каждом нз которых любое 
число является решением хотя бы одного из неравенств:

х* 4-56*+  8 * > 2  (3**4-2) и х '4 -4 ^  >  А (4 * + 1).

З.С. Решить уравнение

cos(3 4 - 2 * ) -J-sin9* = 2  sin* ( - j - f  у ) — 2  cos* ^ у —5*^ .
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Вариант 4.
1. Первый токарь выполнил заказ на выточку деталей. За 

это время второй токарь выточил бы 18 деталей, а работая 
на один час меньше, он выполнил бы половину того же за­
каза. Если бы часовая производительность первого токаря 
увеличилась на две детали, то за время, которое необходимо 
второму токарю на выточку 16 деталей, первый токарь мог 
бы выполнить заказ и сделать дополнительно 5 деталей. Найти 
число деталей в заказе.

2. Решить неравенство

| jc — 2 | < 2 x ? - 9 i  +  9.

3.Н . Найти все значения параметра а ( а > 0 ) ,  при каждом 
нз которых площадь фигуры, ограниченной параболами у(х) =  
=  2 х*/(1 + а 3) и t/(x) =  (x?-f 9у/аг)/(\ + а*), будет наибольшей.

4. Около треугольника ABC (А >  я/2) описана окружность 
с центром О. Точка F является серединой большей из дуг, 
стягиваемых хордой ВС. Обозначим точку пересечения сторо­
ны ВС с радиусом АО через Е, а с  хордой AF — через Р. 
Пусть ЛЯ —высота треугольника ABC. Найти отношение пло­
щади четырехугольника OEPF к площади треугольника АРН, 
если известно, что радиус описанной окружности R — 2У  3,
| АЕ | =  У З  и | ЕН\ =  3/2.

5. Найти все значения k, при каждом из которых нера­
венство * (£.кх) ^  * выполняется для всех х, удовлетворяющих
условию — 1 < х  <  1 .

З.С. Решить уравнение

sin* (л/4 - f  7х) = sin* (12х +  3) cos (2х — 3) -f  cos* (я/4 +  3 5х).

19 7 8

Вариант 1 .
•1. Решить уравнение

I
— 5 cos 4х = 2 cos* х -f  1.

2.Н. Группу из 7 мальчиков и 8  девочек надо разбить на 
две команды так, чтобы в первой команде было 4  мальчика 
и 3 девочки. Сколькими способами это можно сделать?

3. Решить неравенство

log, log,/,, (х* — 4х -f  3 )<  0.

4. В треугольнике ABC на стороне АВ взята точка К так, 
что 1АЛСI: | ВК | =  1:2 , а на стороне ВС взята точка L так, 
что |C£|:|fiL | = 2 : 1 . Пусть Q —точка пересечения прямых
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AL и CK . Найти площадь треугольника ABC, если дано, что 
площадь треугольника BQC равна 1.

5 . Пункт А стоит в поле на расстоянии 8  км от дороги. 
На дороге, которая является прямой линией, стоит пункт В. 
Скорость движения автомобиля по дороге в два раза больше, 
чем по полю. Известно, что если ехать нз А по прямой до 
некоторой находящейся на дороге точки С, отличной от В, 
а затем по дороге до В, то при любом выборе точки С на это 
уйдет не меньше времени, чем потребуется, если ехать нз А 
в В напрямик по полю. Чему равно расстояние от А до fl?

2.С. Решить уравнение

|5* — 13| —16 —5х| = 7.

Вариант 2.
1. Решить уравнение

О

tg  2 * +  sin 2 *  =  у  ctg *.

2.Н . В распоряжении тренера хоккейной команды имеются 
два вратаря, шесть защитников и двенадцать нападающих. 
Сколькими способами он может скомплектовать команду, со­
стоящую из вратаря, двух защитников и трех нападающих?

3. Решить неравенство

log./, log,/,(x* — х — 6 ) > 0 .
4. В треугольнике ABC, площадь которого равна 6 , на 

стороне АВ взята точка К, делящая эту сторону в отношении 
| у4АГ |: | ВК\ =  2 :3 , а на стороне АС — точка L, делящая АС 
в отношении | AL |:| LC | = 5 :3 . Точка Q пересечения прямых 
СК и BL отстоит от прямой АВ на расстоянии 1,5. Найти 
длину стороны АВ.

5. Пункт А стоит в поле на некотором расстоянии от до­
роги. На дороге, которая является прямой линией, стоит 
пункт В так, что расстояние от Л до В равно 10 км. Скорость 
движения автомобиля по дороге в три раза больше, чем по 
полю. Известно, что если ехать из А по прямой до некоторой 
находящейся на дороге точки С, отличной от В, а затем по 
дороге до В, то при любом выборе точки С на это уйдет не 
меньше времени, чем потребуется, если ехать из А в В на­
прямик по полю. Найти расстояние от пункта А до дороги.

2 .С. Решить уравнение

13* — 8 1 — 13* — 2 1 = 6 .
Вариант 3.
1. Решить уравнение

cos 4* =  sin* *  — 3/4.
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2.Н . Сколькими способами можно разместить 6  детей и 
8  взрослых в автомобилях «Волга» и «Москвич», если в каж­
дый автомобиль можно посадить 3 детей и 4 взрослых?

3. Решить неравенство

log„/4 i log, (д  ̂— 2 х -  3 )> 0 .

4. В треугольнике ABC на стороне АС взята точка К  так, 
что АК 1 =  1. | КС | = 3, а на стороне АВ взята точка L так, 
что AL\:\LB\=2:3. Пусть Q —точка пересечения прямых ВК 
и CL. Площадь треугольника AQC равна 1. Найти длину вы­
соты треугольника ABC, опущенной из вершины В.

5. Пункт А стоит в поле на расстоянии 7,5 км от дороги. 
На дороге, которая является прямой линией, стоит лункт В. 
Скорость движения велосипедиста по дороге в четыре раза 
больше, чем по полю. Известно, что если ехать из А по пря­
мой до некоторой находящейся на дороге точки С, отличной 
от В, а затем по дороге до В, то при любом выборе точки С 
на это уйдет не меньше времени, чем потребуется, если ехать 
из А в В напрямик по полю. Найти расстояние от А 
до В.

2.С. Решить уравнение

116 — 9лс | — 19х — 5 1 =  11.

Вариант 4.
1. Решить уравнение

cos 2х =  2  tg* х —cos* х.
2.Н . На студенческую группу в 18 человек имеются 4 би­

лета в цирк и 3 билета в кино. Сколькими способами можно 
распределить эти билеты?

3. Решить неравенство

log !/t (дс* +  3* — 4) < 0 .

4. В треугольнике ABC на стороне АВ взята точка L так, 
что | AL\ = \, |fiL| = 3, а на стороне ВС взята точка К . де­
лящая эту сторону в отношении | SAT |: | АТС / = 3 :2 . Точка Q 
пересечения прямых АК и CL отстоит от прямой ВС на рас­
стоянии 1,5. Вычислить синус угла ABC.

5. Пункт А стоит в поле на некотором расстоянии от до­
роги. На дороге, которая является прямой линией, стоит 
пункт В так, что расстояние от А до В равно 20 км. Скорость 
движения автомобиля по дороге в четыре раза больше, чем по 
полю. Известно, что если ехать из А по прямой до некоторой 
находящейся на дороге точки С, отличной от В, а затем по 
Дороге до В, то при любом выборе точки С на это уй- 
Дет не меньше времени, чем потребуется, если ехать из А в В
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напрямик по полю. Найти расстояние от пункта А до 
дороги.

2.С. Решить уравнение

|7х — 12| —|7jc — 111 = 1 .

19 79

Вариант 1.
1. Найти все х, удовлетворяющие условию

2. Решить уравнение
1 + 1 g ( 1 +  дс1 -  2  *) — 1 g ( 1 +  дс*) = 2 1 g ( 1 — Д£).

3. Найти все А, при каждом из которых уравнение
5 s in x - f  2 cosjc=  А

имеет решение.
4. Расстояние между двумя городами скорый поезд прохо­

дит на 4 часа быстрее товарного и на 1 час быстрее пасса­
жирского. Известно, что скорость товарного поезда составляет 
5/8 скорости пассажирского и на 50 км/ч меньше скорости 
скорого. Найти скорости товарного и скорого поездов.

5. В выпуклом четырехугольнике A BCD длина стороны А В
равна длина стороны ВС равна 1 2 ^ ,  длина стороны CD 

равна 6 -^-. Известно, что угол DAB острый, угол ADC
з

тупой, причем синус угла DAB равен у ,  косинус углa ABC
63равен —g j.  Окружность с центром в точке О касается сто­

рон ВС, CD и AD. Найти длину отрезка ОС.
6 . Найти все неотрицательные дг, при каждом из которых 

из неравенств
a b x ^ 4 a  +  7b +  x, в^ О , Ъ~^0

следует неравенство аЬ^Ь.
Вариант 2.
1. Найти все дг, удовлетворяющие условию

2. Решить уравнение
2 +  l g ( l - M * 2 — 4л) — l g ( 1 9 - M J) =  2 1 g ( £ - 2 x ) .
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3 . Найти все А, при каждом из которых уравнение
7 s in x - f  3cosx  = А

имеет решение.
4. Сплавляя два одинаковых по весу куска чугуна с разным 

содержанием хрома, получили сплав, в котором содержалось 
12 кг хрома. Если бы первый кусо к ,был в два раза тяжелее, 
то в сплаве содержалось бы 16 кг хрома. Известно, что 
содержание хрома в первом куске на 5% меньше, чем во 
втором. Найти процентное содержание хрома в каждом 
куске чугуна.

5. В выпуклом четырехугольнике ABCD длина стороны АВС ^
равна -g , длина стороны ВС равна 1 9 ^ , длина стороны AD

равна 1 2 Известно, что угол DAB острый, синус угла DAB

равен , косинус угла ABC равен — ^ . Окружность с цент­
ром в точке О касается сторон ВС, CD и AD. Найти длину 
отрезка OD.

6 . Найти все неотрицательные х, при каждом из которых 
из неравенств

a b x ^ 2 a  +  9b +  x, а ^ О , Ь^О

следует неравенство a b ^  4.
Вариант 3.
1. Найти все х, удовлетворяющие условию

2. Решить уравнение

2 +1 g (4 +  ** +  4*) - 1 g (36 +  ж1) =  2 1 g (2 +  х).
3. Найти все А, при каждом из которых уравнение

4 s in x  +  9cosjc=  А
имеет решение.

4. Бассейн заполняется водой через первую трубу на 5 ча­
сов быстрее, чем через вторую трубу, и на 30 часов быстрее, 
чем через третью трубу. Известно, что пропускная способность 
третьей трубы в 2,5 раза меньше пропускной способности 
первой трубы и на 40м3/ч меньше пропускной способности 
- Р ° й трубы. Найти пропускные способности первой и третьей

5. В выпуклом четырехугольнике ABCD длина стороны AD 
Равна^7, длина стороны DC равна 5, длина стороны ВС рав-
На ^ 20 • Известно, что угол BAD острый, угол ABC тупой,
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причем синус угла BAD равен , косинус угла ADC равен
О

— - .  Найти радиус окружности, касающейся сторон АВ, ВС 
и AD.

6 . Найти все неотрицательные х, при каждом из которых 
кз неравенств

abx ^  5а +  АЬ +  х, а ^ О , Ь^О  

следует неравенство
ab ^  3.

Вариант 4.
1. Найти все дг, удовлетворяющие условию

3

2. Решить уравнение

1 +  lg ( l  + ** +  2 дс) — l g ( 6  +  x‘ ) = 2 1 g ( l+ x ) .

3. Найти все 'А, при каждом из которых уравнение

2 s in *  +  3cosx  = А
имеет решение.

4. Из пункта А в пункт В едет трактор. Радиус переднего 
колеса трактора меньше радиуса заднего колеса. На пути из 
А в В переднее колесо сделало на 200 оборотов больше, чем 
заднее. Если бы длина окружности переднего колеса была5
в - j  раз больше, то на пути из А в В оно сделало бы на 80 * • 
оборотов больше, чем заднее колесо. Найти длины окружностей 
переднего и заднего колес трактора, если длина окружности 
заднего колеса на 1 м больше длины окружности переднего 
колеса.

5. В выпуклом четырехугольнике A BCD длина стороны АВз
равна 10 , длина стороны AD равна 14, длина стороны CD
равна 10. Известно, что угол DAB острый, причем синус

3 3угла DAB равен , косинус угла ADC равен — г . Окруж-
О О

ность с центром в точке О касается, сторон AD, АВ, ВС. 
Найти длину отрезка ВО.

в. Найти все неотрицательные х, при каждом из которых 
из неравенств

abx ^  За -f 4fc -j- х, а ^  0, Ь >  0 

следует неравенство ab ^  2 .
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§ 9. ГЕОЛОГИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 
(отделение общей геологии)

1 9 7 7

Вариант 1.
1. Решить неравенство

— 31
4 .9*  — I Ь З * -1 —5

2. Два бегуна стартовали один за другим с интервалом в 
две минуты. Второй бегун догнал первого на расстоянии 1 км 
от точки старта, а пробежав от точки старта 5 км, он повер­
нул обратно и встретился с первым бегуном. Эта встреча про­
изошла через 20 минут после старта первого бегуна. Найти ско­
рость второго бегуна.

3. Решить уравнение
sin* 1,5дс +  sin* (я/4 — 2,5дс) =  sin* 5,5* +  sin* (я/4 — 6,5дс).

4. В прямоугольном треугольнике ABC биссектриса BE 
прямого угла В делится центром О вписанной окружности в 
отношении \BO\:\OE\ =  V 3\У~2. Найти острые углы тре­
угольника.

5.Н. Найти все значения параметра а ( а > 0 ) ,  при каждом 
из которых площадь фигуры, ограниченной параболой у(х) =
=  хг — 2х\/Гy-jfL i+ З  и прямой «/ = — 3 * +  3, будет 
наибольшей.

5.С. Найти радиус шара, описанного около правильной 
треугольной пирамиды, у которой сторона основания равна я, 
а угол между боковыми ребрами равен а .

Вариант 2.
1. Решить неравенство

4 - 7 - 5 *  _  2
5** + i — 1 2 .5 *  +  4 ^  з  •

2. Два лыжника стартовали на дистанции 10 км друг за 
Другом с интервалом в 6  минут. Второй лыжник догнал пер­
вого в двух километрах от точки старта. Дойдя до поворота 
на отметке 5 км, второй лыжник повернул обратно и встретил 
первого на расстоянии 1 км от точки поворота. Найти ско­
рость первого лыжника.

3. Решить уравнение

co s3x -f sin7x = 2 sin* (-^ - +  у ) ~ 2 cos* у .

4. В прямоугольном треугольнике ABC биссектриса АР 
острого угла А делится центром О описанной окружности в
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отношении | АО\:\ОР | — (К 3 4 - l ) : ( / 3  — l) . .  Найти острые углы 
треугольника.

5.Н. Найти все значения параметра а ( а > 0), при каждом 
из которых площадь фигуры, ограниченной параболой у{х)=  
= ( 1 -Ь а а)2 • дс* и прямой у —а, будет наибольшей.

5.С. В шар радиуса R вписана правильная четырехуголь­
ная пирамида. Угол между боковым ребром пирамиды и сто­
роной основания равен а . Найти площадь боковой поверх­
ности пирамиды.

Вариант 3.
1. Решить неравенство

2*+*+ И .
2а*+1 +  2 *— 15 * *

2. Два пловца стартовали один за другим в пятндесятн- 
метровом бассейне на дистанции 100 метров. Второй пловец 
плыл со скоростью 1,5 м/с и догнал первого на отметке 21 метр, 
а затем, доплыв до противоположной стенки бассейна, повернул 
обратно и встретил первого пловца через 2/3 с после момента 
поворота. Найти интервал времени между моментами старта 
пловцов.

3. Решить уравнение

2 cos’ (я/4 4- Зх) =  1 sin Ах +  2 sin 5* • сое* х.
4

4. В треугольнике ABC биссектриса АР угла А делится 
центром О вписанной окружности в отношении \АО\:\ОР\=
= V ^ ^ s in - ^ . Найти углы В и С, если известно, что угол .4

5л .равен -д-.
5.Н. Найти все значения параметра р (р >  0), при каждом 

из которых площадь фигуры, ограниченной параболой у(х) =
= х* +  х у / Г 4 - 1 и прямой y =  2x j/ r 4 - 1 , будет наи­
большей. •

5.С. Угол между основанием и боковой гранью правильной 
треугольной пирамиды равен а . Радиус шара, описанного окаю 
пирамиды, равен R. Найти площадь полной поверхности пи­
рамиды.

Вариант 4.
1. Решить неравенство

15—2-13*+1 ^  „
6-13**—13*+»4-6 ^  *

2. Из пункта А в пункт В, расстояние между которыми 
равно 70 км, выехал велосипедист, а через некоторое время —



мотоциклист, двигавшийся со скоростью 50 км/ч. Мотоциклист 
догнал велосипедиста на расстоянии 20 км от пункта А. При­
быв в пункт В, мотоциклист через 48 минут выехал обратно 
в пункт А и встретился с велосипедистом спустя 2 часа 40 ми­
нут после выезда велосипедиста из пункта А. Найти скорость 
велосипедиста.

3. Решить уравнение

cos1 (я/4 +  5х) =  sin* х cos 9х +  cos* (я/4 +  4лг).

4 . В треугольнике ABC биссектриса АЕ относится к радиусу 
вписанной окружности как V^2:(V^2— l) .  Найти углы В и С, 
если известно, что угол А равен я/3.

5.Н. Найти все значения параметра р (р >  0), при каждом 
нз которых площадь фигуры, ограниченной параболой у(х) =  
_  _ (1  -f- рг)гXх- +  р и прямой р = 0 , будет наибольшей.

5.С. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды 
равно Ь. Радиус шара, описанного около пирамиды, равен R. 
Найти объем пирамиды.

Вариант 1.
1. Решить уравнение

Y 2 s in х -f-ctg я  =  9.

2. Из пункта А в пунрт В выехал велосипедист, а через 
четверть часа вслед за  ним выехал автомобиль. На половине 
пути от А до В автомобиль догнал велосипедиста. Когда ав­
томобиль прибыл в пункт В, велосипедисту оставалось про­
ехать еще треть пути. За какое время велосипедист проехал 
путь от А до В, если известно, что скорости велосипедиста и 
автомобиля постоянны на всем пути от пункта А до 
пункта В?

3.Н. Найти наименьшее значение функции

на отрезке [1,5].
4. В треугольнике ABC длина стороны АС равна 3, ВАС—я/б 

и радиус описанной окружности равен 2. Доказать, что пло­
щадь треугольника ABC меньше 3.

5. Найти все значения параметра а, при каждом из кото­
рых существует хотя бы одно х, удовлетворяющее условиям

1 9 7 8

у (x) =  x ln x  —x ln 5

{
х * 4 -(5 а -ь 2 )х  +  4а! +  2а <  0, 
* «+ а*  = 4.
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З.С. Найти все х, удовлетворяющие неравенству

Вариант 2.
I. Решить уравнение

cos х -----Д=- tg д: = 0 .у  2 Б

2. Пешеход вышел из пункта А в пункт В. Через 3/4 часа 
из А в В выехал велосипедист. Когда велосипедист прибыл 
в пункт В, пешеходу оставалось пройти 3/8 всего пути. Сколько 
времени потратил пешеход на весь путь, если известно, что 
вглосипедист догнал пешехода на половине пути из пункта 
А в пункт В и что скорости велосипедиста и пешехода по­
стоянны?

3.Н. Найти наименьшее значение функции

на отрезке [1,4].
4. В треугольнике ABC длина стороны АВ равна 4, САВ 

равен л/3, а радиус описанной окружности равен 2,2. Дока­
зать, что длина высоты, опущенной из вершины С на АВ,
меньше 11 V 3/5.

5. Найти все значения параметра а, при каждом из которых 
существует хотя бы одно х, удовлетворяющее условиям

Вариант 3.
1. Решить уравнение

cos, x +  s in x — 1/4 = 0.

2. Пассажирский поезд вышел из пункта А в пункт В. 
Через три часа вслед за ним из А вышел скорый поезд. Ско­
рый поезд догнал пассажирский на половине пути между 
пунктами А и В. В момент прибытия скорого поезда в пункт В 
пассажирский поезд прошел 13/16 расстояния от А до В. 
Сколько времени потратил пассажирский поезд на весь путь 
от А до В, если скорости движения пассажирского и скорого 
поездов постоянны?

y(x) =  Y  — х 1п 2

| *l +  ( 2 - 3 a ) x  +  2al - 2 a < 0 ,
\ ах=  1 .

З.С. Найти все х, удовлетворяющие неравенству
{
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З.Н. Найти наименьшее значение функции 
у (дс) =  -у х In х — х In 9

на отрезке [1,3].
4 . В треугольнияе ABC длина стороны АВ равна 5, САВ 

равен л/6 , радиус описанной окружности равен 2 ]^ 2 . Дока­
зать, что площадь треугольника ABC строго меньше 5 У 2.

5. Найти все значения параметра а, при каждом из кото­
рых существует хотя бы одно х, удовлетворяющее условиям

( jc* — (З а+  1)х  +  2 а* +  2 а  <  О,
\ х +  а‘ = 0 .

З.С. Найти все х, удовлетворяющие неравенству

Вариант 4.
1. Решить уравнение

4 sin* х — 4 cos х — 1 = 0.

2. Пароход отплыл из порта А в порт В, через 7-̂ - часов
вслед за ним из порта А вышел катер. На половине пути от 
А до В катер догнал пароход. Когда катер прибыл в В, паро­
ходу осталось плыть 3/10 всего пути. Сколько времени потре­
бовалось пароходу на весь путь от А до В, если скорости 
катера и парохода постоянны на протяжении всего плавания?

3.Н. Найти наименьшее значение функции
у(х) =  2 x ln x  —x ln 4 9

на отрезке [1,7].
4. В треугольнике ABC длина стороны АВ равна 4, САВ 

равен л/6 , а радиус описанной "окружности равен 3. Доказать, 
что длина высоты, опущенной из вершины С на сторону АВ, 
меньше 3.

5. Найти все значения параметра а, при каждом из кото­
рых существует хотя бы одно х, удовлетворяющее условиям

1 I х =  а1— у .

З.С. Найти все х, удовлетворяющие неравенству
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Вариант 1.
1. Решить уравнение

\2х—31 =  3 — 2*.

2. Решить уравнение

log, (лг— l) - f  lo g ,х = 1 .

3. Найти все решения системы уравнений

V t y  +  V  T2 c tg x  = 4, 
2 V 2 y - V f T  c t g x =  1 .{

4. Экскаваторщик получил задание выкопать две траншеи 
одинаковой глубины на различных участках строительной 
площадки. Экскаватор сначала вырыл первую траншею длиной
5 метров, потом доехал до второго участка и вырыл вторую 
траншею длиной 3 метра. Время, затраченное на прокладку 
первой траншеи, на 1 час 12 минут меньше, чем время, затра­
ченное на переезд экскаватора и рытье второй траншеи. Если 
бы производительность экскаватора была в 4 раза меньше, то 
время, затраченное на прокладку первой траншеи, равнялось 
бы времени переезда экскаватора с одного места работы на 
другое. Определить длину траншеи, выкапываемой экскавато­
ром за один час.

5. Основанием пирамиды SABC является правильный тре­
угольник, длина стороны которогЪ равна / 3 .  Основанием вы­
соты, опущенной из вершины S , является точка О, лежащая 
внутри треугольника ABC. Расстояние от точки О до стороны 
АС равно 1. Синус угла ОВА относится к синусу угла ОВС 
как 2 :1 . Площадь грани равна /5/6. Найти объем пи­
рамиды.

6 . Найти все значения а , при каждом из которых уравнение 

А  ' 6х +  = 0
1 ЛАС П  1

имеет единственное решение.
Вариант 2.
1. Решить уравнение

4 —5jc = |5лг —4 1.
2. Решить уравнение

log, х -f lo g , (х +  2 )=  I.
от



3, Найти все решения системы уравнений

| j/ +  s inx  =  5,
\ 4y +  2 s in x =  19.

4. Буровой установкой пробурили скважину в точке А 
глубиной 1800 метров, затем установку перевезли в точку В, 
где пробурили вторую скважину глубиной 750 метров. На бу­
рение первой скважины было затрачено времени на один месяц 
больше, чем на перевозку установки и бурение второй сква­
жины. Если бы скважину в точке А бурили с удвоенной ско­
ростью, то время, затраченное на ее бурение, совпало бы со 
временем, необходимым на перевозку установки из А в В. 
Определить скорость бурения в метрах за месяц.

5. Основанием пирамиды SABC является правильный тре­
угольник, длина стороны которого равна 2 К З . Основанием 
высоты, опущенной из вершины 5 , является точка О, лежащая 
внутри треугольника ABC. Расстояния от точки О до сторон 
АВ, ВС и С А находятся в отношении 2 :1 :3  соответственно. 
Площадь грани SBC равна V i 5/2- Найти длину высоты пи­
рамиды.

6 . Найти все значения а, при каждом из которых уравнение

* ' + т 1 к + ™ + 2 У '2 ‘ 0
имеет единственное решение.

Вариант 3.
1. Решить уравнение

|3дс —5| =  5 —Здг.
2 . Решить уравнение

log, (ДС-h l) +  log ,x=  1.
3. Найти все решения системы уравнений

| 3t/ +  2 t g x  =  4,
\ 2j/ +  3 t g x = l .

4. Ученик выходит из трамвая на остановке А и идет до 
школы Пешком, затратив на это на 1 минуту больше, чем если 
бы он проехал дальше до остановки В и прошел пешком от 
В до школы. Если бы ученик шел от А до школы с удвоен­
ной скоростью, то он пришел бы в школу за время, необходи­
мое трамваю на путь от А до В. Определить скорость уче­
ника, идущего пешком, если расстояние от А до школы 300 
Метров, от В до школы — 100 метров.

5. Основанием пирамиды SABC является правильный трет 
Угольник, длина стороны которого равна 1 . Основанием вы­
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соты, опущенной из вершины S, является точка О, лежащая 
внутри треугольника ABC. Расстояние от точки О до стороны С А 
равно 3/4, а расстояние от О до АВ относится к расстоянию 
от G до ВС как 3 :4 . Площадь грани SBC равна /61/28. 
Определить объем пирамиды.

6 . Найти все значения а ,  при каждом из которых урав­
нение

* + 7 l k + w + ' 2 ^ = e
имеет единственное решение.

Вариант 4.
1. Решить уравнение

7 —4х = |4дг —7 1.
2. Решить уравнение

lg *  +  lg (*  — 3 )=  1.
3. Найти все решения системы уравнений

I 4y +  / 3 c o s x  = — 1/2,
I 28i/+  4 / 3  cos * =  1.

4. Самолет находился в испытательном полете по марш­
руту «замкнутый треугольник»

А —* В.
\ с /

На отрезке АВ он летел со скоростью v км/ч, а на отрезках 
ВС и С А со скоростью w км/ч. На полет от С до А было за­
трачено на два часа меньше, чем на полет от А до С по марш­
руту. Если бы на отрезке С А скорость самолета была в три 
раза меньше, то время на полет от С до А равнялось бы 
времени, затраченному на полет от А до В со скоростью v км/ч. 
Определить скорость w км/ч, если расстояние от б  до С равно 
800 км, а расстояние от С до А равно 500 км.

5. Основанием пирамиды SABC является правильный тре­
угольник, длина стороны которого равна 2. Основанием высоты, 
опущенной из вершины S , является точка О, лежащая внутри 
треугольника ABC. Известно, что синус угла ОАВ о т н о с и т с я  
к синусу угла О АС как 2 :3 , а синус угла ОС В относится к 
синусу угла ОСА как 4 :3 . Площадь грани S /К? равна /"ПГз. 
Найти длину высоты пирамиды.

6 . Найти все значения а , при каждом из которых урав­
нение

x i - - 7t = --------!------ 2 / 2  =  0
V sin а  cos а

имеет единственное решение.
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§ 10. ЭКОНОМИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 
(отделение политической экономии)

1 9 7 7

Вариант I. ,
1. Для разгрузки парохода выделено две бригады грузчи­

ков. Если ко времени, за которое может самостоятельно раз­
грузить пароход первая бригада, прибавить время, за которое 
может самостоятельно разгрузить пароход вторая бригада, то 
получится 12 часов. Определить эти времена, если их разность 
составляет 45% времени, за которое обе бригады могут раз­
грузить пароход совместно?

2. Решить уравнение

8  sin4* 4-13 cos 2* = 7.

3.Н. Найти наименьшее из расстояний от точки М с коор-
16динатами (0 , —2 ) до точек (дс, у) таких, что у =  -^=------- 2 ,

х > 0 .
4. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки Е, F, Н, G 

являются соответственно серединами отрезков АВ, ВС, CD, AD\
О —точка пересечения отрезков ЕН и FG. Известно, что | ЕН\=а,
|FG| =  b, FOH = n/3. Найти длины диагоналей четырехуголь­
ника ABCD.

5.Н. Определить все а, для каждого из которых неравенство

25у' +  щ ^ х - аху +  у - 2 5 х '

выполняется для любых пар чисел (х, у) таких, что |*| =  |у|.
З.С. Найти все положительные числа х, у, удовлетворяю­

щие системе уравнений
| хУ+*я = у 1 <*-*/*>,
\ х* =  у~К

5.С. Найти все а, при каждом из которых неравенство

3 — |лг — а \>  х'
имеет хотя бы одно отрицательное решение.

Вариант 2 .
I. Из двух пунктов А и В навстречу друг другу одновре­

менно выезжают велосипедист и автобус. Время, затрачиваемое 
велосипедистом на проезд из А в В на 2 часа 40 минут больше 
ЕРемени, которое тратит автобус на проезд из В в А, а сумма
эТИх времен в 5 у  раза больше времени, прошедшего от начала
движения велосипедиста и автобуса до момента их встречи.
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Определить, какое время велосипедист затрачивает на проезд 
из Л в В, а автобус на проезд из В в А.

2. Решить уравнение
2  cos4 х -f- 1 =  3 cos 1х.

3.Н. Найти наименьшее из расстояний от точки М с коор-
|/~2

динатами (2 , 0 ) до точек графика функции у (х) —
4. В выпуклом четырехугольнике ABCD длины диагоналей 

АС и BD равны соответственно а и Ь. Точки Е, F, G и Н 
являются соответственно серединами сторон АВ, ВС, CD и DЛ. 
Площадь четырехугольника EFGH равна S. Найти длины 
диагоналей EG и HF четырехугольника EFGH.

5.Н . Определить все а, для каждого из которых неравенству

16** +  < ш / - у > д с - 16у * - р

выполняется для любых пар чисел (х. у) таких, что |х| = |*/|.
З.С. Найти все положительные числа х, у, удовлетворяю­

щие системе уравнений ,
УЧ • = * - » ,

идг-ту
(ху)* х~г =  у  * .

5.С. Найти все а, при каждом из которых неравенство
2  > jjc-f-e|  4 -jc* 

имеет хотя бы одно положительное решение.
Вариант 3.
1. Д ля прокладки траншеи выделены два экскаватора раз­

ных типов. Время, необходимое первому экскаватору дл .1 
самостоятельной прокладки траншеи, на 3 часа меньше вре­
мени, необходимого второму экскаватору для самостоятельном
прокладки траншеи. Сумма этих времен в 4 ^  раза больше
времени, необходимого для прокладки траншеи при совместном 
работе двух экскаваторов. Определить, сколько времени необ­
ходимо каждому экскаватору для самостоятельной прокладки
траншеи.

2. Решить уравнение%
4  51п4 х +  7 cos 2х = 1.

3.Н. Найти наименьшее из расстояний от точки М с коор­
динатами (0 , 1) до точек графика функции у{х)— Н -----4 у  Зх

4. Пусть EFGH — выпуклый четырехугольник, а К , L, М. 
N—точки, являющиеся соответственно серединами отрезков 
EF, FG, GH, НЕ; О —точка пересечения отрезков КМ и LN-
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Известно, что LOM=n/2, \КМ | = 3(1Л/|, а площадь четырех­
угольника KLMN равна S . Найти длины диагоналей четырех­
угольника EFGH.

5.Н. Определить все а, для каждого из которых неравенство 

9х* — х +  - ^ ^ у —9у* — аху

выполняется для любых пар чисел (дг, у) таких, что |дг| = |(/|.
З.С. Найти все положительные числа х, у, удовлетворяю­

щие системе уравнений

*+»у

У* =  7" . "a х у

5.С. Найти все а, при каждом из которых неравенство 
дс* +

имеет хотя бы одно отрицательное решение.
Вариант 4.
1 . Из пункта А в пункт В выезжает автобус. Достигнув 

пункта В, он продолжает движение в том же направлении.
В тот момент, когда автобус достиг пункта В, из пункта А 
выезжает автомобиль и движется в том же направлении, что 
и автобус. Время, необходимое автомобилю на путь из А в В, 
на 3 часа 2 0  минут меньше времени, необходимого автобусу 
на тот же путь. Найти эти времена, если сумма их в 1 ,5  раза 
больше времени, за которое автомобиль догонит автобус.

2 . Решить уравнение

8 cos4* =  11 cos2 %— 1 .

3.Н. Найти ваименьшее из расстояний от точки М с ко­
ординатами (— 1 , 0 ) до точек (х, у) таких, что

27
X >  — 1 .

4. В выпуклом четырехугольнике KLMN точки Е, F, G, Н 
являются соответственно серединами сторон KL, LM, MN, NK.
Площадь четырехугольника EFGH равна Q, HEF =  я/6 ,
EFH =  л/2 . Найти длины диагоналей четырехугольника KLMN.

5.Н. Определить все а, для каждого из которых неравенство

4xs +  4уг +  аху >  х +  у  -  ^  

выполняется для любых пар чисел (дс, у) таких, что |дс| =  |«/|.
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З.С. Найти все положительные числа х, у, удовлетворяю­
щие системе уравнений

j (хуУ-х*х = ух, 
\ х 'у =  1.

5 .С. Найти все а, при каждом из которых неравенство 

х* +  \ х - а| < 1 
имеет хотя бы одно положительное решение.

1 9 7 8

Вариант 1.
1 . Решить уравнение

* 3
4 logj (1 —2х*)4 '

2. В плоскости дан квадрат с последовательно расположен­
ными вершинами А, В, С, D и точка О. Известно, что |05| = 
=| 0 0 1=13, | ОС 1 =  5 / 2  и что площадь квадрата больше 225. 
Найти длину стороны квадрата и выяснить, где расположена 
точка О —вне или внутри квадрата.

3. Найти все значения параметра Ь, при каждом из которых 
система уравнений

I Ьх +  2у = Ь +  2,
\ 2Ьх +  (Ь + 1 )у  =  2Ь +  4

имеет хотя бы одно решение.
4. Груз вначале погрузили в вагоны вместимостью по 80 тонн, 

но один вагон оказался загружен не полностью. Тогда весь 
груз переложили в вагоны вместимостью по 60 тонн, однако 
понадобилось на восемь вагонов больше и при этом все равно 
один вагон остался не полностью загруженным. Наконец, груз 
переложили в вагоны вместимостью по 50 тонн, однако пона­
добилось еще на 5 вагонов больше, при этом все такие вагоны 
были загружены полностью. Сколько тонн груза было?

5.Н. Найти все значения параметра а, при каждом из ко­
торых функция

у (х) = 8ах — a sin 6х—7х —sin 5*

возрастает и не имеет критических точек на всей прямой.
5 .С. Найти все значения параметра а, при каждом из ко­

торых неравенство
а (4 — s in x )4 — 3 +  cos’ jc +  a > 0  

выполняется для всех х.
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Вариант 2.
1. Решить уравнение

log,*» - 1  (* * — з )  =  2 log, (2дг* — 1) *

2 . В плоскости дан квадрат с последовательно расположен­
ными вершинами А, В, С, D и точка О, лежащая вне квад­
рата. Известно, что | ОЛ | = | ОВ | = 5 и | DO \ = УТз. Найти 
площадь квадрата.

3 . Найти все значения параметра а, при каждом из кото­
рых система уравнений

I 2x-f(9a* — 2)у =  6а — 2,
I *  +  </ = 1

не имеет ни одного решения.
4. Жидкость налита в бутыли вместимостью по 40 литров, 

при этом одна из бутылей оказалась не совсем полной. Если 
эту же жидкость перелить в бутыли вместимостью по 50 ли­
тров, то такие бутыли буЗГУт заполнены полностью, но при 
этом понадобится на 5 бутылей меньше. Если эту же жид­
кость разлить по бутылям вместимостью по 70 литров, то по­
надобится еще меньше на 4 бутыли, но опять одна бутыль 
будет не совсем полпбй. Сколько литров жидкости было?

5.Н. Найти все значения параметра а, при каждом из 
которых функция

у(х) =  а sin 7х +  Sax +  sin 4jc — 5jc

убывает и не имеет критических точек на всей прямой.
5.С. Найти все значения параметра а, при каждом из ко­

торых неравенство
2а — 4 + a (3  — s itf  x)*-f cos*jc < 0

выполняется для всех х.
Вариант 3.
1 . Решить уравнение

2. В плоскости дан квадрат с последовательно расположен­
ными вершинами А, В, С, D и точка О. Известно, что |СМ|= 
=  | ОС | =  Ю, \OD\ =  &\r2 и ч т о  длина стороны квадрата не 
превосходит 3. Найти площадь квадрата. Где расположена 
точка О —вне или внутри квадрата?

3. Найти все значения параметра с, при каждом из кото­
рых система уравнений

| —4* +  с у = 1 + с ,
\ {Ь +  с)х +  2у = 3 + с

не имеет ни одного решения.
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4. Имеется некоторое количество проволоки. Если ее намо­
тать на катушки, на которые умещается по 800 метров прово­
локи, то одна катушка будет намотана не полностью. То ж< 
самое произойдет, если пользоваться только катушками, на 
которые умещается по 900 метров проволоки, причем таких 
катушек понадобится на 3 меньше. Если же проволоку нама­
тывать только на катушки, на которые умещается по 1100 Mt- 
тров, то таких катушек понадобится еще на 6  меньше, но 
при этом все такие катушки будут намотаны полностью, 
Сколько метров проволоки было?

5.Н. Найти все значения а, при каждом из которых функция
у (х)*= 5ох — sin 8 х —a sin Зх—Зх

возрастает и не имеет критических точек на всей прямой.
5.С. Найти все значения параметра а, при каждом из ко­

торых неравенство ,
—54 -5e  +  sin*x +  e ( 3 —cosx)* >  0 

выполняется для всех х.
Вариант 4.
1. Решить уравнение

log3 - 4** (9— 16х4) = 2  + lofa(3_ 4j[1).

2 . Пусть А, В , С, D — последовательные вершины квадрата, 
а точка О расположена внутри квадрата. Известно, что | ОС |= 
=  \OD\ =  V Ю и \OB\ = V2b. Найти площадь квадрата.

3. Найти все значения параметра d, при каждом из кото­
рых система уравнений

I (2—d)x +  (Py = 3iP-\-2,
\ (2d— \)x-\-dy — d — \

имеет хотя бы одно решение.
4. Группу людей попытались построить в колонну по 8  че­

ловек в ряд, но один ряд оказался не полным. Когда ту же 
группу людей перестроили по 7 человек в ряд, то все ряды 
оказались полными, а число рядов оказалось на 2 больше. Если 
бы тех же людей построить по 5 человек в ряд, то рядов было 
бы еще на 7 больше, причем один ряд был бы не полным. 
Сколько людей было в группе?

5.Н . Найти все значения параметра а, при каждом из ко­
торых функция

i/(x) = a s in 4 x — I0x +  s in 7 x -f  4ax
убывает и не имеет критических точек на всей прямой.

5.С. Найти все значения параметра а, при каждом из ко­
торых неравенство

s it fx  — 6 -f 4 a -f  a (5 — cos*x)s < 0  
выполняется для всех х.
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Вариант I .
1 . Решить уравнение

J^37 — 4 8 c tg *  = 8 c tg *  —5.

2 .Н. В равнобедренном треугольнике А ВС(\ ЛВ| =  |ВС|=8 ) 
точка Е делит боковую сторону АВ в отношении 3:1 (считан
от вершины В). Найти угол между векторами СЕ и С А, если 
\СА\ =  12.

3 . И.» сосуда, до краев наполненного чистым глицерином, 
отлили 2  литра чглицернна, а к оставшемуся глицерину долили
2 литра воды. После перемешивания снова отлили 2 литра 
смеси и долили 2  литра воды. Наконец, опять перемешали, 
отлили 2 литра смеси и долили 2 литра воды. В результате 
этих операций объем воды в сосуде стал на 3 литра больше 
объема оставшегося в нем глицерина. Сколько литров глице­
рина и воды оказалось в сосуде в результате проделанных 
операций?

4.Н. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

‘ у(х) =  \ х * + 2х -3 \ + ± \ п х

на отрезке | д , 4 j .
5. Решить уравнение

logs<+, (9 +  12* +  4*1) +  logu+, (6 *« +  23* +  21) =  4.

2.С. В треугольнике ABC высота BD равна 11,2, а высота 
АЕ равна 12. Точка Е лежит на стороне ВС и ВЕ:ЕС — 5 :9 . 
Найти длину стороны АС.

4.С. Решить систему уравнений

1 3**4- 2 с/*—3* +  5у = 3,
\ 4,5**-f Зу* — 3*4 -8у  = 7.

Вариант 2.
1. Решить уравнение

V l O -  18 cos* =  6 cos* — 2 .
2.Н. В прямоугольном треугольнике с катетами АВ и BQ 

(|/Ш| = 8 , | ВС| = 6 ) проведена прямая AD, делящая ВС в от­
ношении | BD\:\ DC\ =  4 :5 . Найти угол между векторами 
АВ и AD.

3. Имеется два бака: первый бак наполнен чистым глице­
рином, второй — водой. Взяли два трехлитровых ковша, за-
ерпнули первым полным ковшом глицерин из первого бака,

91



а вторым полным ковшом —воду из второго бака, после чего 
первый ковш влили во второй бак, а второй ковш влили в пер­
вый бак. Затем после перемешивания снова зачерпнули первым 
полным ковшом смесь из первого бака, вторым полным ков­
шом—смесь из второго бака, и влили первый ковш во второй 
бак, а второй ковш в первый бак. В результате половину 
объема первого бака занял чистый глицерин. Найти объемы 
баков, если известно, что их суммарный объем в 1 0  раз больше 
объема первого бака.

4.Н. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

0 (*) =  l* * + * —2 |—In -j

на отрезке , 2 j  .
5. Решить уравнение

log ,-u (6xl — 5 х +  1) — log,_>x. (4дг* — 4л:+  1) =  2.
2.С. Найти площадь равнобедренного треугольника, если 

высота, опущенная на основание, равна 1 0 , а высота, опущен­
ная на боковую сторону, равна 1 2 .

4.С. Решить систему уравнений

( 2х* +  у* +  х - 2 у = \ ,
\ 5дс* +  2,5у* +  Зх — 4у =  4.

Вариант 3.
1. Решить уравнение

V 13— 18tgjc =  6 tgjc —3.
2.Н. В равнобедренном треугольнике ЛВС (|/4В |=| ВС |= 15) 

точка Е делит сторону ВС в отношении 1:4 (считая от вер­
шины В). Найти угол между векторами АЕ и АС, если 
\АС |=20.

3. Из сосуда, до краев наполненного чистым глицерином, 
отлили литр глицерина, а взамен долили литр воды. После 
перемешивания снова отлили литр смеси и долили литр воды. 
Наконец, перемешали, отлили литр смеси и долили литр воды. 
В результате этих операций количество воды в сосуде о каза­
лось в семь раз больше по объему оставшегося в нем глице­
рина. Сколько литров глицерина и воды оказалось в сосуде 
в результате проделанных операций?

4.Н. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

У = — J - ln x —|х* +  2л — 3| 

на отрезке [ 4 - . 41 .
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5. Решить уравнение

log2x+, (5 4  8 * — 4*1) +  log5_tx (1 4  4* 4  4**) = 4.

2 .С. В треугольнике ABC высота CD —7, а высота АЕ =  6 . 
Точка Е делит сторону ВС так, что ВЕ:ЕС = 3:4. Найти длину 
стороны АВ.

4 .С. Решить систему уравнений

2 .Н. В прямоугольном треугольнике с катетами ВС и ВА 
(\ВС\ = 4, \ ВА | = 3) проведена прямая ОЛ, делящая сторону ВС 
в отношении 15D|:|DC| = 3 :5 . Найти угол между векторами
AD и ВС.

3. Имеется два бака: первый бак наполнен чистым глице­
рином, второй бак —водой. Взяли два двухлитровых ковша, 
зачерпнули полным первым ковшом глицерин из первого бака, 
полным вторым ковшом—воду из второго бака, после чего первый 
ковш влили во второй бак, а второй ковш —в первый бак. 
Затем перемешали, снова зачерпнули полным первым ковшом 
смесь из первого бака, пол'ным вторым ковшом смесь из вто­
рого бака и влили первый ковш во второй бак, а второй 
ковш —в первый бак. В результате 40% объема первого бака 
занял чистый глицерин. Определить суммарный объем баков, 
если известно, что второй бак в четыре раза больше по объему 
первого бака.

4.Н. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

{
2х! — 4уш — l ,5 * 4 j/  = 0, 
3** — Ьуг — 2х 4  2у = 0,5.

Вариант 4.
1 . Решить уравнение

V 5 — 2  sin *  =  6  sin * — 1 .

У (х) — In ——1 * * 4 *  —2 1

5. Решить уравнение

logJx_,(10** —7 * 4  I) 4 —loglx_, (25* '— 1 0 * 4  I) = 2.

==12, а основание AC = 15. Найти площадь треугольника. 
4 .С. Решить гиг'трму vnamipuuii•С. Решить систему уравнений

{
( 5* 1 4  у1 4  4* — 8 «/ = —7,
\ 2х* 4  0 ,41/* 4  2* — 3«/ = — 1,6 .
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$ II .  ЭКОНОМИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 
(отделение планирования и экономической кибернетики)

1 9 7 7

Вариант 1.
1. Решить уравнение

2. Из пункта А в пункт В выехал велосипедист. В тот 
момент, когда он проехал 1/4 пути между А и В, из В в А 
выехал мотоциклист, который, прибыв в А, не задерживаясь, 
повернул обратно и одновременно с велосипедистом прибыл в В. 
Время движения мотоциклиста до первой встречи с велоси­
педистом равно времени движения мотоциклиста из А в В. 
Считая скорости мотоциклиста при движении из Л в В и из 
В в Л различными, найти, во сколько раз скорость мотоцик­
листа при движении из Л в В больше скорости велосипедиста.

3.Н. Определить, при каких а система уравнений

имеет в точности два решения.
4.Н. Рассматриваются всевозможные трапеции, вписанные 

в окружность радиуса R, такие, что центр окружности лежи г 
внутри трапеции, а одно из оснований равно R К З . Найти 
боковую сторону той из этих трапеций, которая имеет наи­
большую площадь.

5. В треугольной пирамиде 5Л ,Л аЛ3 на сторонах основа­
ния Л ,Л ,, Л4Ла, Л ,Л ! выбраны соответственно Точки /С,, А'2, 
/С, так, что

Через середину ребра 5Л , параллельно основанию пирамиды 
проведена плоскость л , которая пересекает отрезки 5/С,, SA'., 
SKt в точках Lit L„ L3 соответственно. Треугольник LXL J , 
принят за верхнее основание прямой призмы, нижнее основа­
ние которой лежит в плоскости основания пирамиды. Найти 
объем призмы, егли объем пирамиды З Л ^ Л ,  равен У.

З.С. Решить систему уравнений

{
Х2 +  Уг =  2 (1  + с ) ,  

( * + « / )* =  14

\AlK 1 \:)K1At \ =  \AtKt \:\KtAt \ =  \A9Kt \:\K,Al \=2.
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4.С. Определить, при каких а уравнение

log, (9* +  Эе’ ) =  дг

имеет ровно два решения. 
Вариант 2.
1. Решить уравнение

(х — 2)* I COS А-1 =  COS X.

2 . Из пункта А в пункт В по течению отплывает лодка. 
Одновременно с ней из В против течения отправляется катер, 
который, прибыв в А, не останавливаясь, следует обратно в
В, а из В так же без остановки отправляется в А. На этом 
последнем участке маршрута катер опять встречает лодку, 
которая прошла к этому моменту 3/4 пути от А до •В. Ско­
рость лодки при движении по течению в 9 раз больше ее 
скорости при движении против течения. Во сколько раз ско­
рость катера, движущегося по течению, больше скорости лод­
ки, движущейся по течению? .

3.Н. Определить, при каких а система уравнений

имеет ровно два решения.
4.Н. Рассматриваются всевозможные трапеции, обе боковые 

стороны и меньшее основание которых равны а. Найти боль­
шее основание той из этих трапеций, которая имеет наиболь­
шую площадь.

5. SABC—треугольная пирамида, в основании которой 
лежит треугольник ABC. Точки Lj М н N расположены со­
ответственно на ребрах АВ, ВС и АС так, что

| AL\:\LB\ =  \BM\i\MC\ =  \CN\:\NA\ = 2.

На отрезках SL, SM и SN помещены соответственно точки £ , 
' F и G так, что

| SE |: | ЕЦ =  | SF |: | FM | =  | SG | :| GN | = 2.
Точка К  лежит на основании ABC пирамиды. Объем пирамиды 
SABC равен V. Найти объем пирамиды KEFG.

З.С. Решить систему уравнений
I ух'<*>* =  х»/*,
I l ° g 4y  logv (# — Зд;) =  1.

4.С. Определить, при каких а уравнение 
log, (4* — а) = х 

имеет ровно два решения.

{
х*-\-у* = 2а, 

ху = а — 1/2
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Вариант 3.
I. Решить уравнение

sin  х , | л
(Т—4)* S I==

2 . Одну и ту же работу могут выполнить три бригады. 
Первая бригада выполняет 2/3 всей работы за некоторое время. 
Такое же время потребуется, если сначала третья бригада вы­
полнит 1/3 часть всей работы, а затем вторая бригада выпол­
нит 9/10 частей работы, оставшейся после третьей бригады. 
Производительность третьей бригады равна полусумме произ­
водительностей первой и второй бригад. Во сколько pat 
производительность второй бригады больше производитель­
ности третьей бригады?

3.Н. Определить, при каких а система уравнений

Г (х — у)1 =  2/3,
\ ху =  5а— 1/3

имеет ровно два решения.
4.Н. Рассматриваются всевозможные трапеции, вписанные 

в окружность радиуса R, такие, что одно из оснований яв­
ляется диаметром этой окружности. Найти углы той из этих 
трапеций, которая имеет наибольшую площадь.

5. SABCD — четырехугольная пирамида, в основании кото­
рой лежит параллелограмм ABCD. Точки К, L, М и N рас­
положены соответственно на ребрах АВ, ВС, CD и DA так, 
что

\AK\:\KB\ =  \BL\:\LC\ =  \CM\i \MD\~\DN |:|ЛМ |= 1/3.
Через середину ребра S/1 проведена плоскость л , параллель­
ная основанию пирамиды. Плоскость л пересекает отрезки SK. 
SL, SM и SN соответственно в точках Е, F, G и Н. Объем 
пирамиды SABCD равен V. Точка Р лежит на основании ABCD 
пирамиды. Найти объем пирамиды PEFGH.

3.С. Решить систему уравнений
| 2 (2 !og„. х  -+- log,/jr у) — 3,
\ ху =  27.

4.С. Определить, при каких а уравнение

* +  log,/, (4х +  о3) = 0
имеет ровно два решения.

Вариант 4.
I. Решить уравнение

(дс - f 1 /2)* |sinx| +  sinx = 0.
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2 . Три экскаватора копают котлован. Разность произво­
дительностей первого и третьего экскаваторов в 3 раза больше 
разности производительностей третьего и второго экскаваторов. 
Время,  за которое первый экскаватор выполняет 4/5 всей ра­
боты, равно сумме времен, за которые второй экскаватор вы­
полняет 1/15 всей работы, а третий экскаватор 9/28 работы, 
оставшейся после второго экскаватора. Во сколько раз про­
изводительность первого экскаватора больше производитель­
ности второго?

3.Н. Определить, при каких а система уравнений

имеет ровно два решения.
4.Н. Хорда АВ равна радиусу окружности. Хорда CD, 

параллельная АВ, проведена так, что площадь четырехуголь­
ника ABCD максимальна. Найти угловую величину меньшей 
из дуг, стягиваемых хордой CD.

5. В основании пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD. 
Точки К, L, М и N лежат соответственно на сторонах АВ, 
ВС, CD и DA квадрата, причем точки К и М делят стороны 
квадрата, на которых они лежат, пополам. Точка Л, лежит 
на ребре S/4 и |5Л, |:|-4,/l | =  9. Через точку At проведена 
плоскость я  параллельно основанию пирамиды, она пересе­
кается с отрезками SK, SL, SM и SN соответственно в точ­
ках К„ Lt, Мх и Nt. Точка S , лежит на основании пирами­
ды SABCD. Объем пирамиды SABCD равен V. Найти объем 
пирамиды -

З.С. Решить систему уравнений

( (х — у У = 6 а — 14, 
\ х» +  </« =  3<2 +  а)

| 2  log*t у +  3 log,/,, х = 2 , 
\ х*/ = 81.{

4 .С. Определить, при каких а уравнение 

лг-4-log*/, (9* — 2л) = О

имеет ровно два решения.

1 9 7 8

Вариант 1 .
1. Найти все корни уравнения

|х* +  х - 1 | = 2 х - 1 ,
ж/* ^

Удовлетворяющие неравенству * <  V *

^ Ю- В. Н ест ер ен ко и д р .к о  н д р . 97



2.Н. В выпуклом четырехугольнике ABCD диагонали АС 
и BD пересекаются в точке F. Известно, что | AF\ =  |С7Г|=2,
|ЯР|=1, | O F| = 4. BFC = n/3. Найти косинус угла между
векторами А В и DC.

3. Решить уравнение

leg* j  t

4. Имеется три сплава. Первый сплав содержит 30% никеля 
н 70% меди, второй— 10% меди и 90% марганца, третий — 
15% никеля, 25% меди и 60% марганца. Из них необходимо 
приготовить новый сплав, содержащий 40% марганца. Какое 
наименьшее и какое наибольшее процентное содержание меди 
может быть в этом новом сплаве?

5.Н. Найти множество всех чисел а, при каждом из кото­
рых функция

f (л) = sin 2х — 8  (a -f-1) sin х +  (4а* +  8 а — 14) х
является возрастающей на всей числовой прямой и при этом 
не имеет критических точек.

2.С. В прямоугольнике ABCD сторона АВ втрое длиннее 
стороны ВС. Внутри прямоугольника лежит точка N, причем 
AN = У 2, BN =  \ V  2, DN = 2. Найти косинус угла BAN и 
площадь прямоугольника A BCD.

5.С. Найти множество всех действительных чисел а, при 
каждом из которых неравенство

а! +  2а — sin’ х — 2 а cos х >  2

выполняется для любого числа х.
Вариант 2.
1. Найти все корни уравнения

1 + х  +  |х* — Хт-3| = 0,

Уыудовлетворяющие неравенству х +  -̂ -д—> 0 .
2.Н. В четырехугольнике ABCD угол при вершине А имеет 

величину 1203, а диагональ АС является биссектрисой этого
угла. Известно, что | АС\ =  • Найти коси нус угла

между векторами В А и CD. х
3. Решить уравнение

1 6 х )
I

logs, (2х)~
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4. Имеется три сплава. Первый сплав содержит 70% олова 
и 30% свинца, второй —80% олова и 20% цинка, третий — 
50% олова, 10% свинца и 40% цинка. Из них необходимо 
приготовить новый сплав, содержащий 15% свинца. Какое 
наибольшее и какое наименьшее процентное содержание олова 
может быть в этом новом сплаве?

5.Н. Найти множество всех чисел Ь, при каждом из кото­
рых функция

/ (дс) = sin 2дс — 8  (Ь +  2) cos дс — (46* +  166 +  6 ) дс

является убывающей на всей числовой прямой и при этом не 
имеет критических точек.

2 .С. В прямоугольнике ABCD сторона AD вдвое длиннее 
стороны АВ. Внутри прямоугольника расположена точка М, 
причем AM — Y  2 , ВМ = 2, СМ —6. Определить косинус угла 
АВМ и площадь прямоугольника A BCD. •

5.С. Найти множество всех действительных чисел Ь, при 
каждом из которых неравенство

cos*x-|-26 sin дс— 2Ь <  Ь2 — 4

выполняется для любого числа дс.
Вариант 3. *
1 . Найти все корни уравнения

2 |дс*4 -2 дс —5| = дс — 1 ,

удовлетворяющие неравенству дс <  V~2.
2.Н. В выпуклом четырехугольнике ABCD диагонали АС 

и BD взаимно перпендикулярны и пересекаются в точке 0 . 
Известно, что |ОВ| = |ОС|=1 , |ОЛ| = 8 , |0D| =  7. Найти ко­
синус угла между векторами АВ и DC.

3. Решить уравнение
I

logi,

4. Имеется три сплава. Первый сплав содержит 60% алю­
миния, 15% меди и 25% магния, второй — 30% меди и 70% 
магния, третий —45% алюминия и 55% магния. Из них необ­
ходимо приготовить новый сплав, содержащий 20% меди. Какое 
наименьшее и какое наибольшее процентное содержание алю­
миния может быть в этом новом сплаве?

5.Н. Найти множество всех чисел а, при каждом из кото­
рых функция

f (х) =  8 (2а +  1) cos дс — s in 2 jc +  (16a2 +  16a— 18) дс
является возрастающей на всей числовой прямой и при этом 
не имеет критических точек.
4» лл
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2.С. В прямоугольнике ABCD сторона АВ втрое короче 
стороны ВС. Внутри прямоугольника находится точка F, при­
чем BF — V\T, CF = У~2, DF =  1. Найти косинус угла DCF и 
площадь прямоугольника ABCD.

5.С. Найти множество всех действительных чисел а, при 
каждом из которых неравенство

— sin*х — 2 acos.it >  1

выполняется для любого числа х.
Вариант 4.
1. Найти все корни уравнения

|х* +  2 лг —4| +  2 х +  6  = 0 ,

удовлетворяющие неравенству x +  V  18 <  1 .
^ 2.Н. В четырехугольнике ABCD угол при вершине В имеет 
величину я/2, а диагональ BD является биссектрисой этого
угла. Известно, что j_d*U. _  I I. =  J -^ -L . Найти косинус углаI о 4 у 2
между векторами ВС и AD.

3. Решить уравнение

log,, (31 х — - ) -  log4/1 (3х) +  3.

4. Имеется три сплава. Первый содержит 45% олова и 
55% свинца, второй— 10% висмута, 40% олова и 50% свин­
ца, третий —30% висмута и 70% свинца. Из них необходимо 
составить новый сплав, содержащий 15% висмута. Какое наи­
большее и какое наименьшее процентное содержание свинца 
может быть в этом новом сплаве?

5.Н. Найти множество всех чисел Ь, при каждом из кото­
рых функция

/ (х) = 8  (26 +  2) s in x - s in  2х -  (\6Ь* +  32Ь -  10) х

является убывающей на всей числовой прямой и при этом не 
имеет критических точек.

2.С. В прямоугольнике ABCD сторона ВС вдвое короче 
стороны CD. Вн>три прямоугольника расположена точка Е, 
причем АЕ = У 2, СЕ = 3, DE =  1. Вычислить косинус угла CDE 
и площадь прямоугольника ABCD.

5.С. Найти множество всех действительных чисел Ь, при 
каждом из которых неравенство

cos* jc +  26sinx  — Ьг < 6  — 2  

выполняется для любого числа х.
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Вариант 1.
1. Решить систему уравнений

|~4siny —б К  2cosx  = 5 + 4cos1(/,
\ c o s2jc =  0 .

2 .Н. Площадь прямоугольника ABCD равна 48, а длина 
диагонали равна 10. На плоскости, в которой расположен 
прямоугольник, выбрана точка О так , что \ОВ | = |OD|= 13. 
Найти расстояние от точки О до наиболее удаленной от нее 
вершины прямоугольника.

3 . Известно, что вклад, находящийся в банке с начала 
года, возрастает к концу года на определенный процент (свой 
для каждого банка). В начале года 5/6 некоторого количества 
денег положили в первый банк, а оставшуюся часть во вто­
рой банк. К концу года сумма этих вкладов стала равной 670 
денежным единицам, к концу следукищгго года 749 денежным 
единицам. Было подсчитано, что если бы первоначально 5/6 
исходного количества денег положили во второй банк, а ос­
тавшуюся часть в первый банк, то по истечении одного года 
сумма вкладов в эти банки стала бы равной 710 денежным 
единицам. В предположении, что исходное количество денег 
первоначально целиком положено в первый банк, определить 
величину вклада по истечении двух лет.

4.Н. Найти все значения параметра а ( а >  1), при каждом 
из которых площадь фигуры, лежащей в полуплоскости x^tO  
и ограниченной прямыми у =  1 , у = 2 и кривыми у = ах*,
у = ̂ ах *, будет наибольшей. Найти эту площадь S.

5. Решить неравенство

log» (**—* х  —  11)» — logu (**— А х—  11)» ^  л 
2—5 х —Зх* ***

2.С. В трапеции ABCD даны основания /Ш = 8  и ВС — 4. 
На продолжении стороны ВС выбрана такая точка М, что 
прямая AM отсекает от трапеции треугольник, площадь кото­
рого в 4 раза меньше площади трапеции.Найти длину отрезка СМ.

4.С. Решить систему уравнений

\ 2х*- +  У* — 4х +  2 у =  1 ,
\ Здс* — 2у* — бдс — 4«/ = 5.

Вариант 2 .
• . Решить систему уравнений 

j  1 - f 2 cos2 x = 0 ,
\ V” 6  cos у — 4 sin х =  2V"~3 (1 -f- sin* y).
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2.Н. Дан квадрат ABCD, длина стороны которого равна 4 )Л2. 
Точка О выбрана в плоскости квадрата так, что |0£| = 10,
10 0 1 = 6 . Найти угол между вектором ОВ и вектором, направ­
ленным из точки О в наиболее удаленную от нее вершину 
квадрата.

3. Известно, что вклад, находящийся" в банке с начала 
года, возрастает к концу года на определенный процент (своп 
для каждого банка). В начале года 3/5 некоторого количества 
денег положили в первый банк, а оставшуюся часть во второй 
банк. К концу года сумма этих вкладов стала равна 590 де­
нежным единицам, к концу следующего года 701 денежной 
единице. Было подсчитано, что если бы первоначально 3/5 
исходного количества денег положили во второй банк, а ос­
тавшуюся часть в первый банк, то по истечении одного года 
сумма вкладов в эти банки стала бы равной 610 денежным 
единицам. Какова в этом случае была бы сумма вкладов в эти 
банки к концу второго года?

4.Н. Найти все значения параметра а (а > 2 ) ,  при каждом 
из которых площадь фигуры, лежащей в полуплоскости х ^ О  
н ограниченной прямыми у =  1 , у = 2 и кривыми у = \/Гах, 
у =  ^ \ гах, будет наибольшей. Найти эту площадь 5 .

5. Решить неравенство
log» (**— — 7)* — loga (у*— 2х— 7)8 ^  Л 

Зх*— 13х+4  ^  ■

2.С. В трапеции ABCD даны основания A D ^\2  и ВС =  8 . 
На продолжении стороны ВС выбрана такая точка М, что 
СМ = 2,4. В каком отношении прямая AM делит площадь тра­
пеции A BCD?

4.С. Решить систему уравнений
. I Зх*+2у*+12х-4«/ = — 8,

\ 2хг — у' +  8х +  2у =  — 9.

Вариант 3.
1. Решить систему уравнений

J 2V/̂ 3 c o s x - f 6 sin«/ = 3 +  1 2 sin*x,
\ 41r 3 c o s* +  2 sin у  = 7.

2.H. Площадь прямоугольника ABCD равна 48, а длина 
диагонали равна 10. В плоскости прямоугольника ABCD вы­
брана точка О так, что |0fi| = |OD\ =  \/ 61. Найти рас­
стояние от точки О до ближайшей к ней вершины прямоуголь­
ника.

3. Известно, что вклад, находящийся в банке с начала 
года, возрастает к концу года на определенный процент (свой
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для каждого банка). В начале года треть некоторого количе­
ства денег положили в первый банк, а оставшуюся часть во 
второй банк. К концу года сумма этих вкладов стала равной 
380 денежным единицам, к концу следующего года 482 де­
нежным единицам. .Было подсчитано, что если бы первона­
чально треть исходного количества денег положили во 
второй бан^, а оставшуюся часть в первый банк, то по исте­
чении одного года сумма вкладов в эти банки стала бы рав* 
ной '370 денежным единицам. В предположении, что исход­
ное количество денег первоначально целиком положено во 
второй банк, определить величину вклада по истечении двух 
лет.

4.Н. Найти все значения параметра а  ( 1 < а < 4 ) ,  при каж­
дом из которых площадь фигуры, лежащей в полуплоскости 
х ^ О  и ограниченной прямыми у = 2, у  =  3 и кривыми у = ахг,о
у =  — ахг, будет наименьшей. Найти эту площадь S .

5. Решить неравенство
l°Ks (** — 2* — 14)*— logj ( * » -1 2дс -  14)*___

2 х 2— 9je— 5

2 .С. В трапеции ABCD даны основания AD =  12 и ВС = 3. 
На продолжении стороны ВС выбрана такая точка М, 
что прямая AM отсекает от трапеции треугольник, площадь 
которого составляет три четверти площади трапеции. Найти 
длину отрезка СМ.

4.С. Решить систему уравнений

| 5дс? —Зу*+ 1 Оде — 12//= 17,
[ 2лс?+^ +  4дс +  4у =  — 2.

Вариант 4
1. Решить систему уравнений

12(5 +  2 V  b)s\nx +  2cosy =  2 V 2 c o s 2 x — bV% — 3 V 3 ,
\ 2  (3 +  V  6 ) sin jc +  2cos у +  3 J/~2 +У~3 =  0.

2Н. Дан квадрат ABCL/, длина стороны которого равна 8 . 
Точка О выбрана в плоскости квадрата так, что | О В | =  1 0 ^ 2  ,
| OD | = 6  V  2. Найти угол между вектором ОВ и вектором, 
направленным из точки О в ближайшую к ней вершину квад­
рата.

3. Известно, что вклад, находящийся в банке с начала 
года, возрастает к концу года на определенный процент (свой 
Для каждого банка). В начале года четверть некоторого коли­
чества денег положили в первый банк, а оставшуюся часть 
во второй банк. К концу года сумма этих вкладов стала рав­
ной 470 денежным единицам, к концу следующего года 553
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денежным единицам. Было подсчитано, что если бы первона­
чально четверть исходного количества денег положили во вто­
рой банк, а оставшуюся часть в первый банк, то по истече­
нии одного года сумма вкладов в эти банки стала бы равной 
450 денежным единицам. Какова в этом случае была бы сумма 
вкладов в эти банки к концу второго года?

4.Н. Найти все значения параметра а ( 2 ^ а ^ 5 ) ,  при каж ­
дом из которых площадь фигуры, лежащей в полуплоскости 
х ^ О  и ограниченной прямыми у =  2 , у — 3 и кривыми у =
=  Vах, y = ~ V ax , будет наименьшей. Найти эту площадь S .

5. Решить. неравенство
log? (**— 4 х — 4 )»— log, (<«— 4 х — ф  ^  Л 

3 + х — 2х*

2.С. В трапеции ABCD даны основания /ID = 16 и ВС = 9. 
На продолжении ВС выбрана такая точка М , что СМ = 3,2. 
В каком отношении прямая AM делит площадь трапеции 
A BCD?

4.С. Решить систему уравнений
) З х ' - у 1 - \ 2 х  +  4у = — II,
\ 4х* +  2уг — 16х —8 у = — 18.

§ 12. ФАКУЛЬТЕТ ПСИХОЛОГИИ

1 9 7 7

Вариант 1.
I. Решить уравнение

3 tg l x — 8 cos*x-|- 1 = 0 .

2Н. На графике функции у (х) = х* — Зх* — 7х 4- б найти все 
точки, касательная в каждой из которых к этому графику 
отсекает от положительной полуоси Ох вдвое меньший отре­
зок, чем от отрицательной полуоси Оу. Определить длины 
отсекаемых отрезков.

3. Производительность первого автомобильного завода 
не превышает 950 машин в сутки. Производительность второго 
автомобильного завода первоначально составляла 95% от про­
изводительности первого завода. После ввода дополнительной 
линии второй завод увеличил производство машин в сутки 
на 23% от числа машин, выпускаемых в сутки на первом 
заводе, и стал их выпускать более 1000 штук в сутки. Сколько 
автомобилей за сутки выпускал каждый завод до реконструк­
ции второго завода? Предполагается, что каждый завод в сутки 
выпускает целое количество машин.
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4. В окружность радиуса 17 см вписан четырехугольник, диа­
гонали которого взаимно перпендикулярны н находятся на 
расстоянии 8  см и 9 см от центра окружности. Найти длины 
сторон четырехугольника.

5 .Н. Найти все а, при каждом из которых имеется хотя 
бы одна пара чисел (дг, у), удовлетворяющая условиям:

| х* +  (у + 3)*<4,
\ у = 2ах\

2.С. Решить систему уравнений
t

I (1 + 2  log| xy\2)-\ogx + y \ x y \  =  1,
\ х - у  =  2 / 3 .

5 .С. При каждом а указать, для каких х выполняется 
неравенство

а * - 9 х+х — 8 -3 * -а >  0.

Вариант 2.
1. Решить уравнение

2 tg J jc4-4cos*x =  7.
I •

2 .Н. На графике функции «/(*) = у  х3—2**—22х—28 найти
все точки, касательная в каждой из которых к этому графику 
пересекает положительные полуоси, отсекая от них равные 
отрезки.

3. Число деталей, изготовленных за смену первой брига­
дой, составляет 115% от числа деталей, изготовленных за 
смену второй бригадой. Продукцию двух бригад упаковали 
в 2 ящика. В первом ящике оказалось 2/3 деталей, изготов­
ленных 1-й бригадой, и 1/7 часть деталей, изготовленных 2-й 
бригадой (следовательно, во втором ящике оказалось 1/3 дета­
лей, изготовленных 1-й бригадой, и 6/7 частей деталей, изго­
товленных 2-й бригадой). Сколько в первом ящике деталей, 
изготовленных первой бригадой, и сколько деталей, изготов­
ленных второй, если в первом ящике оказалось менее 1 0 0 0  
деталей, а во втором — более 1 0 0 0  деталей?

4. В окружность радиуса 10 см вписан четырехугольник, 
диагонали которого взаимно перпендикулярны. Длины диаго­
налей равны соответственно 12 см и 1 0 / 3  см. Найти длины 
сторон четырехугольника.

5.Н. Найти все а, при каждом из которых имеется хотя бы 
одна пара чисел (дг, у), удовлетворяющая условиям:

( х *  +  (у  - 2 ) *  <  1,
\ У =  ах1.
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2.С, Решить систему уравнений

I log|„ | (* - '»/ )=  1 .
\ 2  log, |*//|-logu „| (* +  //)= 1 .

5.С. При каждом а указать, для каких х выполняется 
неравенство

ai — 2-4x*l — a-2*+1 >  0 .

Вариант 3.
1. Решить уравнение

ctg2* — 8 sinl x = 1 .

2.Н. Точки Af, и М а лежат на графике функции у(х) =
е= 2х* +  3х2 — -^ х— 1 и имеют абсциссы, соответственно равные
— 3/2 и 3/2. Найти все точки этого графика, в каждой из 
которых касательная к этому графику параллельна отрезку 
М,Мг.

3. Число научно-технических книг в библиотеке равно 11/13 
от числа художественных книг. При переезде библиотеки в 
другой город книги погрузили в два вагона. В первый вагон 
погрузили 1/15 часть научно-технических книг и 18/19 частей 
художественных книг. Во второй вагон погрузили 1/19 часть 
художественных книг и 14/15 частей научно-технических книг. 
Сколько книг каждого вида было в библиотеке, если в пер­
вом вагоне оказалось более 1 0 0 0 0  книг, а во втором —менее 
1 0 0 0 0  книг?

4. В окружность радиуса 13 см вписан четырехугольник, 
диагонали которого взаимно перпендикулярны. Одна из диа­
гоналей равна 18 см, расстояние от центра окружности до 
точки пересечения диагоналей равно 4 К б 'см . Найти 1ишшадь 
четырехугольника.

5.Н. Найти все а, при каждом из которых имеется хотя бы 
одна пара чисел (дг, у), удовлетворяющая условиям:

( х * -у * >  1 ,
\ у = ах* +  1 .

2.С, Решить систему уравнений

I log, x+ t , [4xi/+(1 +  К"2)*] = 2 ,
\ х — у = 2ху.

5.С. При каждом а указать, для каких х выполняется 
неравенство

4**+,а* — 65 • 4*~* • о +  1 >  а  
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Вариант 4.
1. Решить уравнение

9 c tg ‘ x +  4sin*x = 6 .

2.Н. На графике функции I/ (дг) = у х *  — х* — удг +  у  найти
все точки, касательная в каждой из которых к этому графику 
перпендикулярна прямой 5дг — 3 «/ +  2  =  0 .

3. В первой коробке находилось некоторое количество 
красных шаров, а во второй— синих, причем число красных 
шаров составляло 15/19 от числа синих шаров. Когда из коро­
бок удалили 3/7 красных шаров и 2/5 синих, то в первой 
коробке осталось менее 1 0 0 0  шаров, а во второй—более 1 0 0 0  
шаров. Сколько шаров было первоначально в каждой коробке?

4. В окружность радиуса G см с центром в точке О вписан 
четырехугольник ABCD. Его диагонали АС и BD взаимно 
перпендикулярны и пересекаются в точке К. Точки Е и F 
являются соответственно серединами АС и BD. Длина отрезка ОК 
равна 5 см, а площадь четырехугольника OEKF равна 12 см*. 
Найти площадь четырехугольника ABCD.

5.Н. Найти все а, при каждом из которых имеется хотя бы 
одна пара чисел (дг, у), удовлетворяющая условиям:

( 1 ,
\ у = * +  1 .

2.С. Решить систему уравнений

I 1°8| х - у  | у  = 2 ,

\ х + у = х д + \ .
5.С. При каждом а указать, для каких х выполняется 

неравенство
4*+1 -аг —33-2*-а +  8 >  0.

1 9 7 8

Вариант 1 .
1. Решить уравнение

( log, 7  )• (log, дт) - l o g ,  у =  =  j  +  log, V~x.

2. Диагональ BD четырехугольника ABCD является диа­
метром окружности, описанной около этого четырехугольника. 
Вычислить длину диагонали АС, если

|BD| = 2, |ЛЯ| = 1, ABD:DBC =  4 :3 .
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3. Пешеход, велосипедист и мотоциклист движутся по шоссе 
в одну сторону с постоянными скоростями. В тот момент, 
когда пешеход и велосипедист находились в одной точке, 
мотоциклист был на расстоянии 6 км позади них. В тот момент, 
когда мотоциклист догнал велосипедиста, пешеход отставал 
от них на 3 км. На сколько километров велосипедист обогнал 
пешехода в тот момент, когда пешехода настиг мотоциклист?

4.Н. Найти множество всех таких пар чисел (а, Ь), для 
каждой из которых при всех х справедливо равенство

a(cosx— l) + b* = cos (ax + b*)— 1.
5. Известно, что для некоторой квадратичной функции

/ (дс) = оде* +Ьх + с 
выполнены неравенства

/ (— 1) < 1, / ( ! )> - ! ,  /(3) < — 4.
Определить знак коэффициента а.

4.С. Найти наименьшее значение функции

/(•*) = 4х +  +  sin х,

если 0 < х < -f оо.
Вариант 2.
1. Решить уравнение

log **____ '- I |о& *g‘ V  5 2 . l *
v 085 Тл=V x

2. Сторона AD четырехугольника ABCD является диамет­
ром окружности, описанной около этого четырехугольника. 
Вычислить длину стороны ВС, если

|Л 0 | = 6, |BD | = 3 / 3 , BAC:CAD = 1:3.
3. По шоссе с постоянными скоростями движутся пешеход, 

а навстречу ему — велосипедист и мотоциклист. В тот момент, 
когда велосипедист и мотоциклист находились в одной точке, 
пешеход был на расстоянии 8 км от них. В тот момент, когда 
мотоциклист встретил пешехода, велосипедист отставал от 
мотоциклиста на 4 км. На сколько километров мотоциклист 
будет обгонять велосипедиста в тот момент, когда пешеход 
встретится с велосипедистом?

4.Н. Найти множество всех таких пар чисел (а, Ь), для 
каждой из которых при всех х справедливо равенство

аех + Ь = еах+ь.
5. Известно, что для некоторой квадратичной функции 

f(x) = ax* + bx + c
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выполнены неравенства
/( — 3) < — 5, / ( - 1 ) > 0 ,  / ( I) < 4.

Определить знак коэффициенте а.
4.С. Найти наибольшее значение функции

+ 4лх + 41+ а05*-
Вариант 3.
1. Решить уравнение

log, V~x—2 = (log,x)-(logtj ) 4-log,^.
2. Диагональ АС четырехугольника ABCD является диа­

метром окружности, описанной около этого четырехугольника. 
Вычислить длину диагонали BD, если

| АС\ — 4, | CD | = 2 У 2, ВАС: CAD = 2:3.
3. Пешеход, велосипедист и мотоциклист движутся по 

шоссе в одну сторону с постоянными скоростями. В тот момент, 
когда велосипедист и мотоциклист находились в одной точке, 
пешеход был на расстоянии 10 км впереди них. В тот момент, 
когда мотоциклист догнал пешехода, велосипедист отставал 
от них на 5 км. На сколько километров мотоциклист будет 
обгонять пешехода в тот момент, когда пешехода настигнет 
велосипедист?

4.Н. Найти множество всех таких пар чисел (а, Ь), для 
каждой из которых при всех х справедливо равенство

a sin х+ b = sin (ах + Ь).
5. Известно, что для некоторой квадратичной функции

/ (х)=ах* + Ьх+с
выполнены неравенства

/ (— 1) > — 4, /(1) < 0. f (3) > 5.
Определить знак коэффициента а.

4.С. Найти наименьшее значение функции

/ (x )= 2 x + - ^  + cos*,
если 0 < х <  + оо.

Вариант 4.
1. Решить уравнение
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2. Сторона ВС четырехугольника A BCD является диамет­
ром окружности, описанной около этого четырехугольника. 
Вычислить длину стороны АВ, если |ВС | = 8, |fiD | = 4 ]/2 ,
DCAiACB=2:l.

3. Пешеход и велосипедист одновременно отправляются из 
одной точки по шоссе навстречу мотоциклисту; все трое дви­
жутся с постоянными скоростями. В тот момент, когда вело­
сипедист встретил мотоциклиста, пешеход отставал от велоси­
педиста на 3 км. В тот момент, когда пешеход встретил мото­
циклиста, велосипедист обогнал пешехода на 6 км. Какое 
расстояние было между пешеходом и мотоциклистом в момент 
отправления пешехода?

4.Н. Найти множество всех таких пар чисел (а, Ь), для 
каждой из которых при всех дс>0 справедливо равенство

a In х -f b = In (ox + b).
5. Известно, что для некоторой квадратичной функции

f(x) = ax2-\-bx-\-c 
выполнены неравенства

/ ( - 3 )> 3 , / (- 1 )< 1 , /(1 )> о .
Определить знак коэффициента а.

4.С. Найти наибольшее значение функции

f М  = х2+3лх+23 + Sin Х‘

1979

Вариант 1<
1. Решить уравнение

У  3 +  4 / 6 - ( 1 6 K 3 - 8 K 2 ) c o s x  = 4cosjc-V~3.

2.Н. Найти все значения параметра b (Ь > 0), при каждом 
из которых площадь фигуры, ограниченной кривыми у = 1 —х* 
и у=Ьх*, будет равна числу с. При каких с задача имеет 
решение?

3. Решить неравенство

| ,+ 3|_ 1 > 1 * + 2 1-

4.Н. В  треугольной пирамиде ABCD длины всех ребер 
равны. Точка Р  равноудалена от вершин А и D, а от вершин 
В и С находится на расстоянии У  3/2. Известно, что прямая PC
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перпенднкулярна высоте треугольника ACD, опущенной из 
вершины D. Вычислить объем пирамиды ABCD.

5. Найти все тройки цельцс чисел («, v, w), для каждой 
из которых выполняется соотношение

3 (и -  3)г +  6w! + 2 Ю* + 3v'-w- = 33.
2.С. Решить систему‘уравнении

I 21og1_x( — ху — 2x-f-t/ + 2) + log,+ „(*' — 2дг+ 1) = 6,
\ log1_JC0/ + 5 )- log J+y(x+ 4)=  1.

4.C. В треугольной пирамиде ABCD длины всех ребер 
равны. Точка М лежит вне пирамиды, причем

MD | / | ,  МА = МВ = МС=  т / Ц ,

Вычислить объем пирамиды ABCD.
Вариант 2.
1. Решить уравнение

2 + / б  — (6 ] г2 — 2 V^) sin лс = 2 sin jc — У~2.
2.Н. Найти все значения параметра b (Ь > 0), при каждом 

из которых площадь фигуры, ограниченной кривыми у = Ь}/Гх 
и у = 2 — ]/Гх и осью Оу, будет равна числу с. При каких с 
задача имеет решение?

3. Решить неравенство

| х+ 11—2 ^  Iх 11*
4.Н. В  треугольной пирамиде ABCD длины всех ребер 

равны. Точка М равноудалена от вершин А, В, С, причем
\МА | = |М Я| = |Л1С| = 2 Известно, что отрезок МА
перпендикулярен высоте треугольника BCD, опущенной из 
вершины В. Вычислить объем пирамиды ABCD.

5. Найти все тройки целых чисел (х, у, г), для каждой из 
которых выполняется соотношение

5jc* + «/* + Зг* — 2 у г = 30.
2.С. Решить систему уравнений
, ( l°g,+*(y* — 2у+ l) + log1_y (x, +  2*+  1) = 4, 

\ log1+x(2«/+l) +  logl . v (2 x + l) = 2.
4.С. В треугольной пирамиде ABCD длины всех ребер рав­

ны. Точка Р  лежит внутри пирамиды и равноудалена от
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вершин А и D, а от вершин В  и С находится на расстоянии 
Известно, что расстояние от точки Р  до прямой AD

9
равно 7 7 7 ?  • Вычислить объем пирамиды ABCD.5 у 2

Вариант 3.
1. Решить уравнение

У  9 — 6 V 2 — (12— 8 V 2 )  cos х + 2 V T  = 2 V T c o s x + l.

2.Н. Найти все значения параметра р(р<  0), при каж­
дом из которых площади фигуры, ограниченной кривыми 
у = х1 и у = 2-\-рх*, будет равна числу q. При каких q задача 
имеет решение?

3. Решить неравенство

4.Н. В треугольной пирамиде ABCD длины всех ребер 
равны. Точка Р  равноудалена от вершин А и D, а от вершин
В и С находится на расстоянии | / И з в е с т н о , что прямая
РВ  перпендикулярна высоте треугольника ABC, опущенной 
из вершины С. Вычислить объем пирамиды ABCD.

5. Найти все тройки целых чисел (р, q, s), для каждой 
из которых выполняется соотношение

4р* + 3q* + 5s* —24q — 1=0.

2.С. Решить систему уравнений

f logj+x^y-b^ +  Si/ +  3) + 0,5 logl+I/ (х*-f- 6jc-(-9) = 3, 
\ log,+x(0,5— y) + log,+B(3x + 8)= 1.

4.C. В треугольной пирамиде ABCD длины всех ребер 
равны. Точка Р  лежит внутри пирамиды, причем

РА = РВ = PC = 3/5 и PD = \  Y j .

Вычислить объем пирамиды ABCD.
Вариант 4.
1. Решить уравнение

У 9— 4К З -— (16— 8]^3 ) sinдс = 4 sinx— 3.

2.Н. Найти все значения параметра а (а>  0), при каждом 
из которых площадь фигуры, ограниченной осью Оу и кри-
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выми y = Vx, у — 1 —а Vх, будет равна числу Ь. При каких 
Ь задача имеет решение?

3. Решить неравенство

| * - 1 1-3  ^  1х' +  2| .

4.Н. В треугольной пирамиде ABCD длины всех ребер 
равны. Точка М равноудалена от вершин А, В, С пирамиды. 
Расстояние от точки М до плоскости ABC равно К5/3. 
Известно, что синус угла между прямой МС и высотой тре­
угольника ABC, опущенной из вершины А, равен 2]/2/3. 
Вычислить объем пирамиды ABCD.

5. Найти все тройки целых чисел (х, у, г), для каждой из 
которых выполняется соотношение

2хг + у* + 7 г* + 2х'у* — 42г 4- 33 = 0.
2.С. Решить систему уравнений

| logl+Jt(i/* — 6«/ + 9)4-log,:„(**  +4*4-4) = 4,
I 21ogJ+Jt(4— у) — log,_„(2— 2*)=  1.

4.С. В треугольной пирамиде ABCD длины всех ребер 
равны. Точка Р  лежит вне пирамиды, причем

РВ= РС =  У  fljg, PA = PD.

Известно, что расстояние от точки Р  до прямой AD равно
• ■ - . Вычислить объем пирамиды ABCD.

§ 13. ФИЛОЛОГИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 
(отделение структурной и прикладной лингвистики)

1977

Вариант 1.
1. В двух ящиках находится более 29 одинаковых деталей. 

Число деталей в первом ящике, уменьшенное на 2, более чем 
в 3 раза превышает число деталей во втором ящике. Утроен­
ное число деталей в первом ящике превышает удвоенное число 
деталей во втором ящике, но менее, чем на 60. Сколько дета­
лей в каждом ящике?

2.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями

* = 0, y = sinx, у = cos х, х = п/2.
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3. Найти наименьший положительный корень уравнения
cos лх* = cos л (х* + 2х -f- 1).

4.Н. Для каждого а определить число решений уравнения

V  2 1 х | —х* = а.
5. Дана пирамида SABC. Точки D и Е  лежат соответственно 

на ребрах Si4 и SB, причем |SD  |:| DA | = 1:2и | SE  | :]£ В |= 1  :2. 
Через точки D и Е  проведена плоскость а, параллельная реб­
ру SC. В каком отношении делит плоскость а объем пира­
миды?
'  2.С. Решить систему уравнений

I tgx-tg у = 5 - 2 К б ,
\ х + у = л/4.

4.С. Решить систему уравнений
| x + log, y = (/log, З -f-log, х,
\ х log, 72 -flog, х = 2у 4- log, у.

Вариант 2.
1. В двух бригадах вместе более 27 человек. Число чле­

нов- первой бригады более чем в 2 раза превышает число 
членов второй бригады, уменьшенное на 12. Число членов 
второй бригады более чем в 9 раз превышает число членов 
первой бригады, уменьшенное на 10. Сколько человек в каж­
дой бригаде?

2.Н. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями
я  1 _  1 я

* —Т *  У~  sia^T' У~ !о?гх * Х~  3 •
3. Найти наименьший положительный корень уравнения

sin ях* = sin я (х* 4  2х).
4.Н. Для каждого а определить число решений уравнения

| х*— 2х— 31 = а ."

5. В основании пирамиды SABCD лежит параллелограмм 
ABCD. Через середину ребра S.4 проведена плоскость а, па­
раллельная грани SBC. В каком отношении плоскость а делит 
объем пирамиды?

2.С. Решить систему уравнений



4.С. Решить систему уравнений
( xlog, 3-f-log,t/ = y + log, х,
\ х log, 12 +  log, х ='у + log, у.

1978

Вариант 1.
1. Двум бригадам, общей численностью 18 человек, было 

поручено организовать в течение трех суток непрерыв­
ное круглосуточное дежурство по одному человеку. Первые 
двое суток дежурили члены первой бригады, распределив между 
собой это время поровну. Известно, что во второй бригаде 
три девушки, а остальные юноши, причем девушки дежурили 
по одному часу, а все юноши распределили между собой оста­
ток дежурства поровну. При подсчете оказалось, что сумма 
продолжительностей дежурств каждого юноши второй бригады 
и любого члена первой бригады меньше девяти часов. Сколько 
человек в каждой бригаде?

2.Н. В Изумрудном городе автобусные билеты имеют шести­
значные номера от 000001 до 999999. Школьники считают билет 
счастливым, если первые три его цифры нечетны и различны, 
вторые три цифры четны, причем цифры 7 и 8 ие стоят рядом. 
Сколько всего существует различных номеров счастливых 
билетов?

3. Решить уравнение

5 sin'* -f 6 sin 2х -f 5 sin Зх + sin \x = 0.
4.H. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

/(x) = sin2 jc + cosjc— 1/2.
5. Пятиугольник ABCDE вписан в окружность единичного

радиуса. Известно, что \АВ\ = У~й, АВЕ — л/4, £ вЪ  = л/6 и 
|BC| = |CD|. Чему равна площадь пятиугольника?

2.С. Число а подобрано так, что уравнение

У х — У 1 + а гх* + 2ах(Уб— V I )  = 6 / 2 — 9

имеет решение. Найти это решение.
4.С. Решить уравнение

logi (*,-5 jc +  6)* = 2-*logK r ^  + log, |дс— 3|.
1979

Вариант 1.
Даны две непересекающиеся окружности. К  ним проведены 

две общие касательные, которые пересекаются в точке А отрез-
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ка, соединяющего центры окружностей. Радиус меньшей окруж­
ности равен R. Расстояние от точки А до центра окружнвстн 
большего радиуса равно 6R. Точка А делит длину отрезка 
касательной, заключенного между точками касания, в отноше- 
тш  1:3. Найти площадь фигуры, ограниченной отрезками 
касательных и большими дугами окружностей, соединяющими 
точки касания.

2. Решить уравнение

sin(2* +  у  л) — 3 cos(jc— у  я )=  1 + 2sinx.

3. Решить неравенство
log,/, (4— х) >  log,/, 2-log,/, (* — 1).

4. Три автоматические линии выпускают одинаковую про­
дукцию, но имеют разную производительность. Производитель­
ность всех трех одновременно действующих линий в 1,5 раза 
выше производительности первой и второй линий, работаю­
щих одновременно. Сменное задание для первой линии вторая 
и третья линии, работая одновременно, могут выполнить на
4 ч 48 мин быстрее, чем его выполняет первая линия; это 
же задание вторая линия выполняет на 2 ч быстрее по срав­
нению с первой линией. Найти время выполнения первой ли­
нией своего сменного задания.

5. Пусть т  и п — натуральные числа, причем — правиль­
ная несократимая дробь. На какие натуральные числа мож- 
но сократить дробь 5п 2т » если известно, что она сокра­
тима?

Вариант 2.
1. Даны две непересекающиеся окружности радиусов R и 

2R . К  ним проведены общие касательные, которые пересе­
каются в точке А отрезка, соединяющего центры окружнос­
тей. Расстояние между центрами окружностей равно 2/?V 3. 
Найти площадь фигуры, ограниченной отрезками касательных, 
заключенными между точками касания и большими дугами 
окружностей, соединяющими точки касания.

2. Решить уравнение

sin х -f sin Зле + 4 cos’ х = 0.

3. Решить неравенство
2— log, (** + Зх)> 0.

4. Двум токарям и ученику поручили выполнение срочной 
работы. Первый токарь может один выполнить всю работу 
за время на 3 часа большее, чем время, за которое второй
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токарь и ученцк, работая одновременно, выполняют ту же 
работу. Второй токарь, работая один, может выполнить всю 
работу за то ж% время, за которое ее выполняют трвый то­
карь и ученик, работая одновременно. Время, затрачиваемое 
вторым токарем на самостоятельное выполнение всей работы, 
на восемь часоь меньше удвоенного времени, затрачиваемого 
первым токарем на самостоятельное выполнение всей работы. 
За какое время будет выполнена вся работа двумя токарями 
и учеником, работающими одновременно?

5. Пусть т  и « — натуральные числа, причем ^ — правиль­
ная несократимая дробь. На какие натуральные числа мож­
но сократить дробь , если известно, что она сокра­
тима?



t

Часть I I

ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ

ВВЕДЕНИЕ

В дальнейшем при решении задач будут часто использоваться приво­
димые ниже определения и утверждения.

1. Уравнения с одним неизвестным. Пусть даны две функции y = f(x) 
и y=g (х) и область М есть пересечение областей существования эти* 
функций.

Если нужно найти все числа а из области М, для каждого из кото­
рых справедливо числовое равенство /(a )= g (a), то говорят, что нужно 
решить уравнение / (*) =g (х) или что дано уравнение / (x)=g (х). Областью 
допустимых значении (ОДЗ) уравнения !(x)=g(x) называется общая часть 
(пересечение) областей определения функций y — f(x) и y=g(x), т. е. 
ОДЗ — множество всех числовых значений неизвестного х, при каждом из 
которых имеет смысл (определены) и левая и правая части уравнения. 
Число а, принадлежащее ОДЗ уравнения, называется корнем или реше­
нием уравнения f (х) =g (г), если при подстановке его вместо неизвестного 
х уравнение превращается в верное числовое равенство. Решить уравне­
ние— это значит найти множество всех его корней. Отметим, что это мно­
жество может оказаться и пустым, в таких случаях обычно говорят, что 
уравнение не имеет корней.

Два уравнения называются равносильными, если совпадают множества 
их корней.

Два уравнения называются равносильными на некоторой области А 
значений неизвестного х (в частности на ОДЗ), если совпадают множества 
их корней, принадлежащих этой области.

Пусть даны два уравнения fi(x)=gi(x) и /, (х) =g2 (*)• Если любой 
корень первого уравнения является корнем второго уравнения, то второе 
уравнение называется следствием первого уравнения. Из определения 
равносильности уравнений следует, что вместо того, чтобы решать данное 
уравнение, можно решать уравнение, ему равносильное. Если же заменить 
уравнение его следствием, то множество всех решений нового уравнения 
будет содержать все корни исходного уравнения и помимо них может 
содержать еще некоторые числа, называемые посторонними корнями ис­
ходного уравнения. Поэтому, если в процессе решения от уравнения 

. перешли к его следствию, то в конце решения необходима проверка, т. е. 
необходимо каждый из найденных корней подставить в исходное уравнение 
и отобрать те из них, которые обращают исходное уравнение в верное 
числовое равенство; те из них, при которых исходное уравнение превра­
щается в неверное числовое равенство, нужно отбросить. Разумеется,
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переходить от данного уравнения к уравнению, множество корней которого 
содержит не все корни данного уравнения, не желательно, ибо при таком 
переходе возможна потеря корней данного уравнения, что недопустимо.

Приведем теперь некоторые утверждения о равносильности уравнений, 
а тАже утверждения о том, когда одно уравнение будет следствием другого.

У т в е р ж д е н и я  о р а в н о с и л ь н о с т и  уравнений.
1. Уравнения f(x)=g(x) и /(х)—g(x) = 0 равносильны.
2. Уравнения / (дг) = g (дг) и / (x) + a = g (x)-f«  равносильны для лю­

бого числа о.
3. Уравнения /(*) = £ (х) и af (дг) = ag (х) равносильны для любого 

числа а Ф 0.
4. Уравнения <»/<•*> = аИ<х) и /(x)=g(x) равносильны для любого 

фиксированного положительного и не равного единице числа а.
5. Пусть п — натуральное число и на некотором множестве М функ­

ции y= i(x ) и y=g(x) неотрицательны. Тогда на этом множестве урав­
нения f(x)=g(x) и /*(*)= £"(*) равносильны.

6. Пусть фиксированное число а таково, что а > 0 и а Ф 1, и на 
некотором множестве М функции y= f(x ) и y= g (х) положительны; 
тогда на этом множестве М уравнения f (x) = g (дг) и loge / (дг) = |og„ g (х) 
равносильны. В частности, если Ь > 0, то уравнения аЛ <■*>=* и h(x) =
— loga b равносильны. 9

7. Пусть на множестве М, содержащемся в ОДЗ уравнения / (дг) = g (х), 
функция y = <f (x) определена и не обращается в нуль чнн в одной точке

/множества М."Тогда на множестве М уравнения / (•») =g (х) а / (х) <f (х) = 
= g (х) (р (х) равносильны. Заметим, что множество М может совладать 
с ОДЗ уравнения /(x) = g(x).

У т в е р ж д е н и я  о том, когда одно ур а вне ни е  яв­
л я е т с я  следствием  другого.

1. Пусть п — натуральное число, тогда уравнение /я (х) = g’> (х) есть 
следствие уравнения f(x) = g(x).

2. Если а > 0 и а Ф 1, то уравнение f(x) = g(x) есть следствие урав­
нения loge / (х) = loge g (дг).

3. Урарнение / (х) = g (х) ф (х) есть следствие уравнения
/М /*М - *(* ).

Эти утверждения часто формулируют иначе.
1. При возведении в натуральную степень обеих частей уравнения 

можно приобрести посторонние корни (при этом не происходит потери кор­
ней).

2. При потенцировании обеих частей уравнения можно приобрести 
посторонние корни (потери корней не происходит).

3. При освобождении уравнения от знаменателя можно приобрести 
.посторонние корни (потери корней не происходит).
Следовательно, в случае применения этих преобразований необходима про­
верка.

Пусть даны уравнения
/i(x )= «i(x ), /,(х) = £,(х), . . . ,  fm(x) = g„(x), ..., 

притом уравнений или конечное число, или их бесконечно много.
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Обозначим через Q область, являющуюся пересечением областей допу­
стимых значений всех этих уравнений. Если нужно найти все числа 
а из области Q, каждое из которых является корнем хотя бы одного 
из этих уравнений, то говорят, что дана совокупность уравнений

и область Q называют областью допустимых значений (ОДЗ) этой совокуп­
ности уравнений. При этом, если уравнений бесконечно много, то говорят, что 
дана бесконечная совокупность уравнений. Число а из ОДЗ этой совокуп­
ности называется корнем (или решением) этой совокупности, если оно является 
корнем хотя бы одного уравнения совокупности. Решить совокупность 
уравнений — это значит найти множество ее корней. Если это множе­
ство окажется пустым, то говорят, что совокупность уравнений не имеет 
корней. Говорят, что уравнение F(x) = G(x) равносильно на области М 
(в частности, на ОДЗ) совокупности уравнений

если множество корней уравнения, принадлежащих области М, совпадает 
с множеством корней совокупности уравнений, принадлежащих множе­
ству М.

Довольно часто встречаются уравнения / (ж) = 0, где f(x) = p (g (х)) — 
сложная функция, являющаяся суперпозицией двух функций g(x) и p(g). 
где р (£) — квадратный трехчлен: р (g) = agt-\- bg+c. В таких случаях 
уравнение f(x) = 0 записывают в виде а (£(*))*+& (g(х ))+ с=0 и назы­
вают квадратным уравнением относительно g(x). Для решения такого 
уравнения решают сначала квадратное уравнение

В случае, если дискриминант D = — 4ас этого уравнения положителен, 
то уравнение ( 1) имеет два корня и /, и в этом случае уравнение 
/(*) = 0 равносильно совокупности уравнений

g  ( * )  =  <i и g  (х) =

Если D = 0, то уравнение (I) имеет единственный корень — ^  и в этом 
случае уравнение /(*) = 0 равносильно уравнению

Если же D < 0, то уравнение (I), а значит и уравнение f (х) = 0, не имеет 
решений.

Пусть дано уравнение, некоторые члены которого находятся под зна­
ком абсолютной величины. Для решения таких уравнений обычно необхо­
димо избавиться от знаков модуля. Так как по определению

fi(x )~g i(x ), ft (*) = gt (х).......fn(x) =  gm(*). •••

f  l  (* ) =  g i ( * ) .  ft  ( * )  =  S i  W ...........fn (* )= g n  (* ) .  • • •.

at*+bt+c= 0. ( 1)

F (x) на множестве, где f (x )5 *0,
— F (*) на множестве, где F (х) < О,

то для освобождения от знаков абсолютных величин надо найти все точки 
числовой оси, в каждой из которых меняет знак хотя бы одна из функ­
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ций, находящихся под знаком абсолютной величины. Затем на числовой 
прямой отмечаются все эти точки. Таким образом, числовая прямая раз­
бивается на некоторое число промежутков. На каждом таком проме­
жутке уравнение заменяется на другое уравнение, не содержащее знаков 
абсолютной величины и равносильное исходному уравнению на этом про­
межутке.

Каждое из полученных уравнений решается и из полученного множе­
ства решений отбираются числа, лежащие на промежутке, соответствую­
щем этому уравнению. Они и будут корнями исходного уравнения на 
рассматриваемом промежутке. Наконец, для того чтобы выписать все 
корни исходного уравнения, собирают вместе (объединяют) все его корни, 
найденные на всех промежутках.

2. Неравенства с одним неизвестным. Пусть даны две функции y=f(x) 
и У — g (х) и пусть область М  есть пересечение областей существования 
этих функций. Если требуется найти все числа а из области М, для 
каждого из которого справедливо числовое неравенство /(а) > g (а), то 
в таких случаях говорят, что нужно решить неравенство f (х) > g(x) или 
что дано неравенство f (х) > g(x). Областью допустимых значений (ОДЗ) 
неравенства f (х) > g (х) называется общая часть (пересечение) областей 
существования функций y = f(x) и y — g (х). Число а, принадлежащее ОДЗ 
неравенства, называется решением неравенства f (х) > g(x), если при под­
становке его вместо неизвестного х неравенство превращается в верное 
числовое неравенство / (а) > g (а). Решить неравенство— значит найти 
множество его решений. Отметим, что это множество может оказаться 
и пустым, в таких случаях обычно гогорят, что неравенство не имеет 
решение. Два неравенства называются равносильными, если совпадают 
множества их решений. Два неравенства называются равносильными на 
некоторой области А, если множество всех решений (принадлежащих 
этой области) первого неравенства совпадает с множеством всех решений 
(также принадлежащих этой области) второго неравенства.

У т в е р ж д е н и я  о р а в н о с и л ь н о с т и  неравенств.
1. Неравенства \ (х) > g(x) и / (х) — g(x) > 0 равносильны.
2. Неравенства f(x )> g (x ) и / (x)-f-a > g(x)-f-a равносильны для 

любого числа а.
3. Неравенства / (х) > g (х) и а/ (х) > ag (х) равносильны для любого 

положительного числа а.
4. Неравенства f (х) > g (х) и а/ (х) < ag (х) равносильны для любого 

отрицательного числа а.
5. Неравенства a/(*> > ag{x) и /(x)>g(x) равносильны для любого 

фиксированного числа а из промежутка (I, оо).
6. Неравенства а^(*> > а* •*> и /(х) <g(x) равносильны для любого 

фиксированного числа а нз промежутка (0, 1).
7. Пусть п — натуральное число и на некотором множестве А функции 

y = f(jc) и у=&(х) неотрицательны. Тогда на этом множестве неравенства 
f(x) > g(x) и (/(х))" > (g(x))« равносильны.

8. Пусть а—фиксированное число из промежутка (1, -f ас) и на неко­
тором множестве А функции y — f(x) и y = g(x) положительны. Тогда на 
»том множестве равносильны неравенства / (х) > g (х) и loge/(x) > logag(x)-
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9. Пусть а—фиксированное число из промежутка (0, 1) и на некото­
ром множестве А функции y= f(x ) и y=g(x) положительны. Тогда на 
этом множестве равносильны неравенства / (х) > g (дс) и loge / (дг) < loge g(x).

10. Пусть на множестве Л1, содержащемся в ОДЗ неравенства /(х) >
> g(x), функция y = <f (х) положительна. Тогда на этом множестве равно­
сильны неравенства f (х) > g (х) и / (дг) <р (х) > g(x) <р (х).

Пусть дано т  неравенств: /i (дг) > gi (х), (дг) > gm (х). Обозна­
чим через Q область, являющуюся пересечением областей допустимых 
значений всех этих неравенств. Если нужно найти все числа а из 
области Q, каждое из которых является решением каждого из этих нера­
венств, то говорят, что дана система т  неравенств

f  Л (*) > Ei М.

\ 1т (■*) > Вт (X)
и область Q называют областью допустимых значений (ОДЗ) этой системы. 
Число а из ОДЗ системы неравенств называется решением этой системы, 
если оно является решением каждого из неравенств системы. Решить 
систему неравенств— это значит найти множество всех ее решений. Если 
это множество окажется пустым, то говорят, что система неравенств не 
имеет решений.

Пусть дано к систем неравенств

/ i  W  >  «1 ( * ) .  (  fk (х) > 8к (х),
.......................  ] .......................  (2) 

Обозначим через Q область, являющуюся пересечением областей допусти­
мых значений всех этих систем. Если нужно найти все числа а из об­
ласти 0 , каждое из которых является решением хотя бы одной из этих 
систем, то говорят, что дана совокупность к систем неравенств и область 
Q называют областью допустимых значений (ОДЗ) этой совокупности. 
Число а из ОДЗ совокупности систем неравенств (2) называется решением 
этой совокупности, если оно является решением хотя бы одной системы 
неравенств из совокупности (2). Решить совокупность систем нера­
венств (2) — это значит найти множество ее решений. Заметим, что 
если каждая из k систем совокупности (2) состоит только из одного нера­
венства, то говорят, что дана совокупность к неравенств. Говорят, что 
неравенство / (х) > g (х) равносильно на области А совокупности систем 
неравенств (2), если множество решений (принадлежащих этой области) 
неравенства / (х) > g (х) совпадает с множеством решений (принадлежащих 
этой области) совокупности систем неравенств (2).

Пусть требуется решить неравенство

(х — о,)(х—в,) ... (х—o j > 0, (3)
где аи о2, ...» ап—фиксированные числа, среди которых нет равных̂  
причем

а% < flj < . . .  < o „_ i < ап•
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Для решения таких перавенств применяется так называемый метод ин­
тервалов. Суть этого метода состоит в следующем. На числовую прямую 
наносят числа at, аг, . . . ,  а„ в порядке возрастания; в промежутке справа 
от наибольшего из них ставят знак плюс, в следующем за ним справа 
налево промежутке ставят знак минус, затем знак плюс, затем знак минус 
и т. д. (рис. 1). Тогда решением неравенства (3) будет объединение всех 
тех промежутков, в которых поставлен знак плюс.

Для того чтобы с помощью метода интервалов решить неравенство
(* — *,) ••• (*—®п) _ п
(,- р 1) . . . ( х - М >0, (4)

где все числа <*/, Р/ различны, нужно нанести на числовую прямую все 
точки а, и Ру и расставить в получившихся промежутках знаки так, как 
указано вы̂ ие. Множество решений неравенства (4) будет объединением 
тех интервалов, где стоят знаки плюс. Довольно часто встречаются нера­
венства /(*) > 0, где I (х) = р (g (дс))—сложная функция, составленная нз 
двух функций g(x) и p(g), где р (g) — квадратный трехчлен: p(g) = ag, + 
+ ftg+c. В таких случаях неравенство /(*) > 0 записывают в виде

а (* (* ))*+ М г(* )) +  с> 0  (5)
и называют квадратным неравенством относительно g (х). Неравенство (5) 
решают следующим образом: сначала находят дискриминант D = —4ас 
квадратного трехчлена а/*+ bt<̂ -c.
Возможны следующие четыре случая.

1. Если в < 0 и D < 0 , то неравенство (5) не имеет решений.
2. Если а < 0, D > 0. a t, и —корни квадратного трехчлена 

a/*-f bt + c, причем t i  < tt, то неравенство (5) равносильно двойному не­
равенству

<i <£(*)< <*•
3. Если а > 0, D^sO, a ti и tt — корни квадратного трехчлена 

a/*-f W-f с, причем l t < /, (если 0= 0, то tж = /,), то неравенство (5) 
равносильно совокупности неравенств

?(*)<<!. g(*)>*»•
4. Если a > О и О < 0, то множество решеннй неравенства (5) совпа­

дает с областью определения функции y = g(x).
Пусть дано неравенство, некоторые члены которого находятся под 

знаком абсолютной величины. Для решения таких неравенств освобожда­
ются от знаков абсолютных величин. Это делается так же, как и для 
уравнений. Отметим, что поскольку множество решений неравенства 
f (*)Ssg (*) есть объединение множеств решений неравенства f(x )> g(x) 
и уравнения f(x)=g(x), то решение нестрогих неравенств сводится к 
решению строгих неравенств и уравнений.
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3. Алгебраические уравнения н системы алгебраических уравнений.
Пусть даны два многочлена R (х, у) и Q (х, у) относительно х н у .  Гово­
рят, что дано алгебраическое уравнение

R (дг. y) = Q (ж, у) (6)
с двумя неизвестными х и у, если требуется найти все пары чисел (х», у0). 
для каждой из которых справедливо числовое равенство R (дг0, у о) = 
= Q (ха. у,). Каждая такая пара чисел (х0, ув) называется решением урав­
нения (6). Решить уравнение (6) —это значит найти множество его ре* 
шений.

Пусть даны два алгебраических уравнения с двумя неизвестными
R (х, y) = Q(x, у) и Т(х, у) = S  (х, у).

Эти уравнения называются равносильными, если совпадают множества 
их решений.

Справедливы следующие утверждения.
1. Уравнения R (х, y) = Q (х, у) и R (х, y) — Q (х, у) = 0 равносильны.
2. Уравнения R (х, y) = Q(x, у) и R (х, у )+ Р  (х, y) = Q (х, у) +  Р  (х, у), 

где Р (х ,у ) — любой многочлен относительно х и у, равносильны.
3. Уравнения R (х, y )= Q (x ,y ) и aR (х, у) =aQ (х, у) равносильны 

для любого отличного от нуля числа а. Из этих утверждений, в част­
ности, вытекает, что каждое алгебраическое уравнение с двумя неизвест­
ными х и у можно заменить равносильным ему уравнением

Р (х, у) =П, (7)
где Р{х, у) — многочлен относительно х и у (иногда говорят «привести 
к виду (7)>). Говорят, что дана совокупность т  алгебраических уравнений 
с двумя неизвестными х и у

P i(x ,y )= 0 , Р,(х , у) = 0........Р т (х,У) = 0. (8)
где P j (х, у)....... Р т (х, у) — многочлены относительно х и у, если тре­
буется найти все пары чисел (х», у0), каждая из которых является реше­
нием хотя бы одного из уравнений (8). Каждая такая пара чисел (х», у о) 
называется решением совокупности (8). Решить совокупность уравне­
ний (8) —это значит найти множество ее решений. Говорят, что уравне­
ние (7) равносильно совокупности уравнений (8), если совпадают множе­
ства всех решений уравнения (7) и совокупности уравнений (8).

Пусть даны многочлены Р (х, у) и Q (х, у) относительно х и у. Гово­
рят, что дана система двух алгебраических уравнений с двумя неизвест­
ными х и у

I Нм)=о,
I Q(x.y)=0,

если требуется найти все пары чисел (х0, у„), каждая из которых является 
решением каждого из уравнений (9). Пара чисел (х0, у„) называется реше­
нием системы уравнений (9), если одновременно справедливы два число­
вых равенства: Р (х#, у,) = 0 и Q(x„ у0) = 0. Решить систему уравне­
ний (9) —это значит найти множество ее решений.
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■Пусть дана еще одна система двух алгебраических уравнений с двумя 
неизвестными

i  *(*.*> “ О- (Ю)
\ S (x .y )= 0 ,

где R(xг. У) и S{x, у )—многочлены относительно х н у .
Две системы алгебраических уравнений (9) и (10) называются равно­

сильными, если совпадают множества их решений. Говорят, что дана 
совокупность к систем двух алгебраических уравнений с двумя неизвестными

( Р\(*.У) = 0. f Рк(*.У ) = 0,
\ <?1 (*.У) = 0........\ Qk(x.y) = 0, U '

где P i (х, у) и Q i(x,y) (i = 1, . . . .  к)—многочлены относительно * и у, 
если требуется найти все пары чисел (ха, у0), каждая из которых является 
решением хотя бы одной из систем уравнений (II). Каждая такая пара 
чисел (х0, у0) называется решением совокупности систем уравнений (II). 
Решить совокупность систем уравнений ( I I )—это значит найти множество 
ее решений. Система уравнений (9) равносильна совокупности систем 
уравнений (II) , если совпадают множества их решений.

У т в е р ж д е н и я  о р а в н о с и л ь н о с т и с и с те м у р а в н е н и й.
1. Если изменить* порядок уравнений системы (9), то полученная си­

стема равносильна системе (9).
2. Если одно из уравнений системы (9) заменить на равносильное урав­

нение, то полученная система равносильна системе (9).
3. Если первое уравнение системы (9) заменить уравнением, равным 

сумме первого уравнения, умноженного на некоторое отличное от нуля 
число а, и второго уравнения, умноженного на некоторое число fi, ю 
полученная система уравнений равносильна системе (9); другими с.-.озами, 
для любых {$ и а (а Ф 0) две следующие системы уравнений равносильны:

( Р (х ,у ) = 0, I (х, у)-ЬpQ (х. у) =0.
\ Q(x,y)=0 и )  Q (ж, у) = 0.

4. Пусть в системе уравнений (9) одно из уравнений записано в виде, 
где в левой части стоит одно из неизвестных, например, х в первой сте­
пени, а в правой части—многочлен относительно у. Тогда говорят, что 
неизвестное х выражено через неизвестное у. Если неизвестное х выра­
жено нз первого уравнения системы (9), то подставив во второе уравнение 
системы (9) вместо х этот многочлен от у, получим систему, равносильную 
системе (9); другими словами, равносильны следующие системы:

I  x= R (у), ( х— R (у),
\ Q (x ,y)=  0 и \ Q (R (y), у) = 0.

5. Если первое уравнение системы (9) равносильно совокупности к 
алгебраических уравнений:

Р |(*. У) = 0........Рл (х, у)=  0,
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то система (9) равносильна следующей совокупности k систем уравнений:

I Р у (х, у) = 0, ( Р к (х,у) = 0,
\ Q (* .y ) = 0.........\ Q(x,y) = 0.

Отметим, что аналогичные определения и утверждения можно привести и 
для алгебраических уравнений с п неизвестными.

§ 1. МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

1 977

Ре ш е ни е  ва р и а н т а  1.
1.Н. Преобразуем левую часть данное® неравенства. По формуле 

Ньютона—Лейбница

J  (2—4*+ Зх»)<& = (2х—2**+дг») = 2 а—2а* + и3.

Таким образом, исходное неравенство можно переписать так: 2а—2а2 + 
+ а3 < я , или а (а— I)2 <  0. Учитывая условие а > 0, получаем, что а = 1. 

Ответ: а— 1. ,
2. Пусть ABCD—данная трапеция (рис. 2), |i4fl| = 5, |С£)| = 3, KL — 

средняя линия. Обозначим величины отрезков ВС и AD через х и у соот­
ветственно. Так как в четырехугольник 
ABCD можно вписать окружность, то 
•*+У=| ВС \-\-\ AD \ = \ АВ Ц-| CD | = 8.
Поскольку KL — средняя линия трапе-

. .  \BC\+\AD\ . * ции, то \KL\ = ±--- Ш --- - = 4.
Если А — высота трапеции, то из теоре- 

Ряс- 2. Мы о пропорциональных отрезках, отсе­
каемых параллельными прямыми, следу­

ет, что высоты трапеций KBCL и AK.LD равны Л/2. Для площадей этил 
трапеций теперь имеем:

!BC| +  |/ a i | А | х+4 | h |
^KBCL —-----2---- ’ —2~ — 9 ' ~2~’

S a k l d =
|ЛР| + 1>а| | h I У+4 \h\

2 ' 2  2 ' 2
По условию А  — nS k  > т. е> . После упрощений получаем урав-
нение 1U—5у = — 24. Система уравнений

( *+У = 8.
\ Их—5у = —24

имеет единственное решение х— I, у = 7. 
Ответ: | ВС | = 1, | AD \ — 7.
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З.Н. Найдем наименьшее значение функции f (х) на отрезке (—л, nj. 
Для этого сначала преобразуем функцию к более удобному виду:

/ (x )= 2»sin x-cos* дг = 2 sin х (1—sin* дс) = 2 sin х—2 sin* х.

Найдем теперь критические точки /(х). Поскольку / (х) дифференцируема 
в любой точке числовой прямой, то критические точки f (х) есть решения 
уравнения /' (х) = 0. Найдем /' (х):

/' (х) = 2 cos х—б sin* x*cos x= 2cos х-(1—3 sin* х).
Решая на отрезке (—л, я] уравнения cosx=0 и 1—3sin*x = 0, получаем 
критические точки

я , я  . 1*i = у . ** = - у ,  х, = агсмп-р|,

Xi = — arcsin —zrr ,
Уз

Ix6 = л —arcsin — .УЗ л + arcsin —r—У з '
принадлежащие этому отрезку. Вычислим значения f (х) в критических 
точках и на концах промежутка [—л, я]:

/<*.)-/(*«) = 0,

'м-'м-ЧтИтг)'Ьтг
/(■*•) = /(■*«) = 2  ̂• 

f (—л) = / (л) = 0.
Уз \Уз з Уз

Наименьшим значением функции /(х) па отрезке [—я, я] будет наимень-
4

шее из этих чисел. Таким образом, min f (x )= f(x j = ---- тг̂ -.Оста-
X € [ — Я, П) 3 У  3

• лось проверить справедливость неравенства
4 7 _---- —  > — — . Ясно, что это неравенство бу-

3 У З  9
дет выполнено, если будет выполнено неравенство 
У З  < 7/4. Справедливость последнего неравенства 
вытекает из справедливости очевидного неравен­
ства 3 < 49/16. Значит, действительно справедли­
во неравенство

min / (х) > — 7/9.
*€[-я. я]

4. Если ввести обозначение /(/) = /*—3/ + 3, • 
то систему можно переписать в виде

у* = 9f(x), г* = 9/(у), х*^9/(г).
П е р во е  решение. Функция у = /(<) принимает наименьшее зна­

чение (рис. 3), равное 3/4, в точке < = 3/2. Поэтому если (х0, у0, г») — 
решение данной системы, то

У

\ 1

3/t
1 III ^  -

О 3/2 t

Рис. 3.
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откуда следует, что дс» > 3/2, у0 > 3/2, z0 > 3/2. В области t > 3/2 функция 
/(/) монотонно возрастает. Таким образом, если (дс„ у0, 70) — решение 
данной- системы, то все три числа х0, у,, гв лежат в области монотонного 
возрастания функции /(/). Рассмотрим два случая.

1) Пусть дс«2гу (. Так как х, > 3/2 и у, > 3/2, то / (дс*)5а / (у#). Из 
первых двух уравнений системы получаем, что уо^го, т- е• Так 
как у0 > 3/2 и г0 > 3/2, то отсюда следует, что / (у#)5* / (гв), или *2 ^ 4 , 
т. е. Итак, получили цепочку неравенств д с * У » г в^дс0, кото­
рая означает, что *о = Уо = г0.

2) Пусть дс» С  i/o . Так как дг» > 3/2 и у» > 3/2, то f (дс„) <  / (уо). По­
добно первому случаю, находим, что y l<  2о, или Уо< 20. Отсюда следует, 
что I  (y< ,Xf (г0), или г»<дс*. г0<*«  Опять получаем, что дс0 = у«=г*.

Итак, показано, что любое решение системы (дс0, у0, г») таково, что 
хв=у0 = го. Поскольку любое решение системы (дс0, у0, г0) должно превра­
щать все уравнения системы в верные числовые равенства, то, полагая 
хв = ув = г„ = /в, получаем, что все уравнения системы превратились в одно 
и то же равенство (<»—3)®=0, которое справедливо только при одном 
значении I„, а именно, при /» = 3. Значит, система имеет единственное ре­
шение (3, 3, 3).

В т о р о е  решение. Так как квадратный трехчлен/*—3/ + 3 поло­
жителен при всех I, то для любого решения (дг0, у о- *о) данной системы 
получаем, что yj >0, г? > 0, xj > 0, или дт0 >0, у» > 0, г0 > 0. Склады­
вая все три уравнения, находим, что

(■*•—3)* + (уо— З)3 -(- (г*— З)3 = 0. (I)
Возможны два случая: 3 и 0 < дс„ < 3.

1) Если х0^ 3 , т°  из последнего уравнения системы находим, что 
9г*—27га Эг 0. Так как г„ > 0, то отсюда получаем, что 20Эг 3. Из второго 
уравнения получаем теперь, что 9у*—27ув^ 0 , откуда у«^ 3 . Из (1) теперь * 
следует, то  дс0= у0= г0 = 3. Итак, если (дс0, у0, г0) решение системы, то 
хв = у0=г„ = 3. Проверкой убеждаемся, что действительно (3, 3, 3) есть 
решение системы.

2) Если < 3, то, подобно первому случаю, находим, что г0 < 3. 
Затем из второго уравнения получаем, что у0 <3. Итак, в этом случае 
одновременно дс0 < 3, у0 < 3, г„ < 3, что противоречит равенству (1). Зна­
чит доказано, что данная система имеет единственное решение дсс= у( =*
= г0 = 3.

Ответ: (3, 3, 3).
5. П ер вое  решение. Обозначим через D середину ребра АВ и 

через Е —середину ребра ВС. Проведем через Чочку С в плоскости ABC 
прямую I параллельно АВ и через £ также в плоскости ABC прямую т  
параллельно CD. Точку пересечения / и т  обозначим через F (рис. 4). 
Так как CD\\FE, то величина утла между прямыми CD и SE  равна 
величине угла между прямыми SE  и EF. Так как ребро CS перпендику­
лярно плоскости ABC, то CS _[_ FE. В тоже время FE  J_C F  (CD—высота 
треугольника ABC, FE\\CD, CF || АВ), следовательно, прямая FE  перпен­
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дикулярна плоскости SCF, а значит, FE  J_F5 . Итак, доказано, что тре­
угольник SEF  прямоугольный. Поэтому tg 1>eF= « Так как | СЕ | =

=| ЕВ  | и CF || АВ, то | FE  |»-J- | CD | = -^- \ АВ |= К б  , | CF |=-i-1 BD | = 

^JL\ АВ\= УН. Из прямоугольного треугольника SCF (SC—перпенди­

куляр к плоскости А ВС) находим: | FS  | = \  |.CF |* + 1CS |* = \  2+4 = У~&.
Таким образом, 1 g^EF = У б 7 / б =  1 и величина искомого угла равна я/4.

Поскольку CD\\FE, то прямая CD параллельна плоскости SEF, зна­
чит, расстояние между прямыми CD и S E  равно расстоянию от CD до

плоскости SEF. Отсюда также следует, что искомое расстояние равно рас­
стоянию от точки С до плоскости SEF. Обозначим его через А. Тогда для 
объема пирамиды SCFE получаем равенства

Vsc fb= j-Scnr-l C SI = j  I CF |.| FE  |.| CS | =

VscFe= y  hSEFS = j  A 4  I F E  I • | FS | = 1 A ( ̂ 6  )* = A.

2Отсюда следует, что A = - p j.

Можно вычислить А и другим способом. Проведем в плоскости SCP 
через точку С прямую СН перпендикулярно SF  (Н лежит на SF, см. 
рис. 5). Так как прямая F E  перпенцикулярна плоскости SCF, то CH± FE. 
Следовательно, прямая СН перпендикулярна плоскости SEF, Н — проек­
ция точки С на плоскость S EF  и |СЯ|= А. Из подобных треугольников
CFH и CFS находим 1 ^ 1  =  или 1 ^ 1 = 0  и А = |С Я | = _2_

В т о р о е  решение. '  Введем прямоугольную систему координат, 
приняв за начало координат точку С, за ось абсцисс прямую CF, за ось 
ординат—прямую CD, за ось аппликат— прямую CS, за единицу масш-
® 10 В. Нестеренко ■ др. 129



таба—отрезок, длина которого равна 1. В этой системе координат векторы 
CD и SE  имеют следующие координаты:

CD = (o ,- ^ |C B | ,  о ) = (0, 2 К б , 0),

S£ = ( i ^ i ,  -I— !-, - |C S | )= (K 2 , у Г ь ,- 2 ).

Поэтому

—t. (СП SF\ 12 К 2cos (CD, 5£) = J ^ ^ = — —  =  -^-.
| CD 11 5£ | J  * 0 '  u

Значат, искомый угол равен я/4. Пусть PQ (рис. 4)— общий перпендику­
ляр к пря%^м SE  и CD (P£SE, Q£CD). Тогда существуют числа а и ft
такие, что SP  = a-S£, CQ = pCD. Ясно, что PQ = PS-{-SC-{-C(} =
= — aS£—CS+PCD, или в координатном виде PQ = (— а К 2 , —а К б  +
+  Р-2^6,  2а—2). Так как PQ ±CD  и PQ ± S E ,  то (PQ, CD) = 0,
(PQ, S£) = 0. Эти два условия, записанные в координатах, дают следую­
щую'систему уравнений:

f (-<* / б + р -2 К б )  2 К б  = 0,
I - а  К г - К г + С - а  К б + Р -2 К б )  К б  + ( 2а - 2)- (-2)= 0,

или
a =  2ft,{ — Зое — Зр -{-1= 0 * 

откуда ос = 2/3,  ̂= 1/3. Таким образом,

'З - Н г 2 ' о. -4) .
Ответ: величина угла равна я/4, искомое расстояние равно 2/КЗ*
1.С. Перенесем все члены из правой части неравенства влево и приве­

дем к общему знаменателю. Получим неравенство

Этому неравенству удовлетворяет х = 2, а в области х ф 2 оно эквивалентно 

неравенству <  0, или х— 1 <0. Последнему неравенству удовлетво­

ряют все х из области х < 1. Значит, исходное неравенство имеет реше­
ния: х < I и х = 2.

Ответ: х < I, х=2.
З.С. Область допустимых значений данного уравнения состоит из все* 

чисел х, одновременно удовлетворяющих неравенствам sin х > 0 и cos х > & 
В этой области данное уравнение равносильно такому:

К 3 cos х+ К б  = 3 sin х.
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Получившееся уравнение можно переписать так:

У 1  . I / 2—у- sin х — 2" cos * = •

или, воспользовавшись формулой для синуса разности двух углов* в виде 
sin(x —л/6)=  V~2<2- Последнее уравнение имеет две серии решений: 

х= л/6+л/4+2лл, n£Z, лг = л/6+Зл/4+2лт, m£Z.

Из этих решений решениями исходного уравнения будут те, которые вхо­
дят в ОДЗ исходного уравнения, т. е. те, которые удовлетворяют нера­
венствам cos х > 0 и sin дс > 0. Легко видеть, что это будут только все 
числа из первой серии. Значит, исходное уравнение имеет одну серию 

5я
решений: -pj-+2ля, n£Z.

Ответ: х = -у+ 2ля, n£Z.
Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. 1.Н. а=3. 2. Л = 4. 4. (-1, —1, —1). 5. л/3; 2 / /3 .

1.С. х < —2, —2 < х <  — 1. З.С. л/6+2л*, k£Z.
Вариант 3. 1.Ц. Ь = 2. 2. 2; 14. 4. (2, 2,2). 5. л/4; 1/^3. l.C .x < — 1, 

х=3. З.С. л/12+2лА, k£Z.
Вариант 4. 1.Н. <7 = 4. 2. А = 8. 4. (-2, — 2, — 2). 5. л/3; 1 /У~3.

I.C. х < — 3, —3 < х < 1. З.С. л/12+2лЛ, k£Z.

1978
Решение  в а р и а н т а  1.
1. Обозначим искомое число через х. Так как (40 У~2)* = 3200 и 

57* = 3249, то 57 > 40]/~2 и, следовательно,

x = V 57 -  40 /  2 - У  57+40 j/~2.
Возводя в квадрат обе части этого равенства, находим

-** = 57—40 уНг—2 /3249 — 3200+ 57+ 40уг 2 = 100.
Это, означает, что х есть одно из чисел: 10 или —10. Так как, очевидно,
что 1//57+40]/~2 > У  57—4 0 2 ,  то искомое число х меньше нуля. Следо­
вательно, х = —Ю.

Ответ: х = —Ю.
2.Н. Вычислим интеграл, стоящий в левой части уравнения:

а
J  cos (jc+ аг) ix = sin (дс+аг) |? = sin (а+ аг) — sin а*,
о

одвое уравнение можно переписать теперь в виде 
sin (o+ a!) — sin a* = sin a.
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Применяя известные формулы, перепишем это уравнение в виде

2 sin cos а*^= 2s in y  cos-j ,

или в виде

sin j  (cos (- f+ e * )— co s- |)= 0,

или в виде
„ . о . о *  . о*+а Л— 2 sin у  sin-^-'Sin— g— =0.

Значит, исходное уравнение равносильно совокупности уравнений 

s in y  = 0, sin-^-=»0, sina + * = 0.

Уравнение s in y  = 0 имеет решения: a = 2kn, k£Z. Уравнение sin-̂ - = 0
ct® I ОСимеет решений: a=  ± \  2ял, n= 0, 1, 2, . ..  Уравнение sin— ^—  = 0

равносильно бесконечной совокупности уравнений a*+<х = 2/я, l£Z. Дискри­
минанты этих уравнений равны 1-f 8/л, и значит, при отрицательных це­
лых / соответствующие уравнения решений не имеют. Если же I есть одно 
из чисел О, 1, 2, . . . ,  то уравнение а*+ а= 2/л имеет два корня

«i, t = ~*  ̂ . Итак, уравнение sin °  = 0 имеет решения

- -- 1 ± УПя +  1 , А , Оос-------- 2------ * *— *• •••

Выберем теперь в найденных множествах решений совокупности числа, 
принадлежащие отрезку [2, 3). Легко видеть, что ни одно из решений 
первого уравнения не принадлежит отрезку [2, 3], а из решений второго 
уравнения только одно лежит на этом отрезке: о=  У 2л. Все числа вида

а ~  отрицательны и потому лежат вне отрезка [2,3]. Из решений

а — — 1 г ~  * отрезку [2, 3J принадлежат те и только те числа, 
которые удовлетворяют неравенствам

или неравенствам 

шли неравенствам
5<  У 8 / Д + К 7 ,

д л

Ясно, что имеется только одно целое число, /= 1, удовлетворяющее этим
132



неравенствам. Соответствующее ему решение данного уравнения имеет вид
-1+ 

«= -----2
Ответ: У Ы  , Z ± U ^ U .
3. Из прямоугольных треугольников АВР, BCQ находим (рис. 6):

т \ Л
|1flT= cosB* T 5 c |=cosS-

Из этих равенств следует, что треугольники BPQ и ABC подобны (по двум
сторонам и углу между ними), причем коэффициент подобия равен cos S'. 
(Заметим, что подобие треугольников BPQ и _
ABC можно доказать иначе. Из того, что тре­
угольники АРС и AQC прямоугольные, следу­
ет, что точки Р, Q лежат на окружности,- 
построенной на отрезке АС как на диаметре.
Значит, вокруг четырехугольника AQPC можно

описать окружность. Поэтому AQP + АСР=л.
Кроме того, очевилноь AQP + BQP = я- Из этих 
равенств следует, что ACP = BQP. Значит,
треугольники BPQ и ABC подобны по двум углам.) Так как отношение 
площадей подобных многоугольников равно квадрату коэффициента подо­
бия, то

По условию треугольник ABC остроугольный, значит, cos В > 0 и, следо-
_  л

вательно, cos в  =1/3. Из подобия этих же треугольников вытекает равен-
IPO I 74 ___

ство J lC |  coss =l/3, откуда |/4С | = 3 | PQ | = 6К  2. По теореме си­
нусов

2 Я - - М $ 1  =  - У 2 = - 9 .
si» в у г = т

откуда R = 9/2.
Ответ: Я = 9/2.
4. Пусть at есть то значение параметра а, при котором система имеет 

решение, и пусть (х„, у„) — ее решение. Тогда справедливы неравенства

— ■**—2дгву0-(-7у1 <1 — j ,

3.x#+ IO-KqI/o — 5j/i ^~-2.

Умножим первое неравенство на 2 и прибавим ко второму. Получим, что
справедливо неравенство xj-j- 6хоу0-}-9у\<  , или («о+Зув)*<  —~ 4,- .вот 1 0®‘г 1
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Отсюда вытекает, что---- r-jг^ О , т. е. что а« < — 1. Итак, все искомыеао*г1
значения параметра лежат в области а < — 1.

Докажем теперь, что для каждого а, удовлетворяющего неравенст- • 
ву а<  — 1, система имеет решение. Так как при а < — 1 выполнено
неравенство — 1 > j-7-j-, то достаточно доказать, что система урав­
нений

( х*+ 2 ху-7у^-1 ,
\ Зх*+10ху-5у* = — 2 U

имеет решение. Каждое решение системы (I) будет также и решением дан­
ной системы неравенств. Решим теперь систему (1). Умножив первое урав­
нение на —2 и прибавив ко второму, получим уравнение (дс+3у)*=0, 
откуда х = —3у. Подставляя —3у вместо х в любое из уравнений систе­
мы (1), получаем одно и тоже уравнение 4у*=1, которое имеет решения 
yi = 1 /2, уг = —1 /2. Но тогда Xi = —3/2, xt = 3/2. Проверкой убеждаемся, что 
обе пары чисел (—3/2, 1/2), (3/2, —1/2) будут решениями системы (1), 
а значит, и данной системы неравенств (при а < — I).

Ответ: а < — I.
5. Пусть К — середина ребра AD, точка N—середина ребра ВС (рис. 7). 

Прямые КМ, АС лежат в плоскости ADC и не параллельны. Обозначим 
их точку пересечения через О. Так как точки О, N лежат в плоскости 
сечения и в плоскости ABC, то плоскость KMN пересечет плоскость ABC

* по прямой ON. Обозначим через L точку пересечения прямых ON и АВ. 
Сечение пирамиды, заданной в условии плоскостью, есть четырехугольник 
KMNL. Требуется найти его площадь. Приведем два различных решения 
этой задачи.

Первое  решение. Докажем сначала, что площади треугольников 
KMN и KLN равны, а затем вычислим площадь треугольника KMN. Про­

ведем через точку К  плоскость я 
параллельно двум скрещивающим­
ся прямым АВ и CD (для этого 
нужно провести прямые /СС, \\DC 
и KBi || АВ, плоскость СхКВх бу­
дет искомой). Так как CD || л, то 
все точки прямой CD равноудале­
ны от я. Аналогично все точки 
прямой АВ удалены на равные 
расстояния от я. Из равенства 
| АК | = I KD | следует, что точки 
A, D равноудалены от плоскости л. 

Таким образом, иакие бы две точки на прямых АВ и CD мы ни взяли, 
они будут находиться на равных расстояниях от плоскости л.

Докажем теперь, что если две точки R и S лежат по разные стороны 
от плоскости л на равных расстояниях от нее, то точка Т пересечения RS 
с плоскостью л делит отрезок RS на равновеликие части (рис. 8). Денстви-
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тельпо, так как треугольники R T R i  в S T S i  прямоугольные, то | R T  ]
=» I —  = | s r  I, н требуемое утверждение доказано,

sin RTRf sin STS i

M

Из доказанных утверждений следует, что точки К, N и Q (точка Q — 
середина отрезка ML), лежащие в плоскости KMN, лежат также в плоско­
сти я . Это означает, что середина Q отрезка ML лежит на прямой KN 
(рис. 9).

Из равенства ]Af̂ >| = |QL| вытекает, что точки М, L равноудалены от 
прямой KN и, следовательно, SKu /= SKMx , т. е. SKMNL = 2Sk-MN. Для 
того чтобы вычислить SkmN' сосчитаем двумя способами объем пирами­
ды AKMN. По условию точка А удалена от плоскости KMN на расстоя­
ние 1, так что

Va k m n = у  • 1 -s k m x-

С другой стороны, где А дг—расстояние от точки N

до плоскости ADC. Поскольку | АК | =  у  | AD |, то S^ A 'A ^ y  SADM .
2 2 Далее, | DM | = — | DC |, а значит, SADM = у  SADC. Таким образом, =

= -g-S/JDC- Ввиду того что |СЛГ| = у  |С В|, имеем Ллг=уЛв (здесь Ад- 
расстояние от точки В до плоскости ADC). Поэтому

У AKM N=  У  • у  АВ ' у  S ADC =^Q V a BCD =  Y  ‘

Наконец, получаем: SkMy= 3V Лкмлг=3/2 и SA-MAri =3.
В т о р о е  решение. Рассматривая четырехугольную пирамиду 

AK.MNL и пользуясь тем, что точка А удалена от плоскости KMNL на 
расстояние 1, находим

V AKMNL — у *  1 •SKUNL•

с другой стороны, Vakm n l*=VOMNA— VoKLA' Объемы пирамид OMNA
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и OKLA можно вычислить по следующим формулам:

v  OMNA — ̂ hM 'S OAN’ VoKLA = ̂ hKS OAl>

где Луи, Л а;— расстояния от точек М, К  соответственно до плоскости А ВС.
3 1 3Ввиду того, что I CM I = -g-1 CD |. | АК\ = у  | AD |, находим, что ЛЛ = у  hD ,

Л/г=*уЛд, где hp—расстояние от точки D до плоскости ABC.
Для того, чтобы вычислить площади треугольников OAN и OAL, нужно 

сосчитать отношения j ^  j- и | (рис. 7). Воспользуемся для этой цели

векторами. Обозначим через х, у такие числа, что АО=Х’СА и AL=y-AB. 
Раскладывая в плоскости ADC векторы МК и КО по неколлинеарным век­
торам CD, DA, получим: МК = у  СО + у О Л ,  KO=-^DA +Х'СА =

= X-C D + (y- f Di4. Если в —вектор в плоскости ADC, перпендику­

лярный прямой КМ , то (о, МК) = 0, (а, КО) = 0. Из первого равенства 
-¥■ —► 4 —*" 

находим: (а, £М) = — у  (а, CD), а тогда второе означает, что

0 = *.(а, C D )+ (i+x ) . ( - y ) ( 7 ,  CO) = ( l x - i )  • £ , CD).

Поскольку (a, CD) Ф 0, то х = 2 или АО = 2СА. Аналогично, расклады­
вая в плоскости ABC по неколлинеарным векторам СА и АВ векторы OL 
и LN, получим

OL=~AL —~АО = у-АВ —2СА,
LN = LB + BN = (1 - у )  Л В - у  (СА + АВ) = (у - < / ) А В - у СА.

Если"*—вектор в плоскости ABC, перпендикулярный прямой LN, то 
(Ь, OL) = 0, (&, LN) = 0. Из первого равенства находим (Ь,СА)=^-(Ь, АВ), 
и затем из второго

°  = (у - у )- £ . Д В )- 1 .|.(Л . ^ )* = (у - т у )- (^  *«>•

*♦ —► 1 5  2 — » о —►
Так как (Ь, АВ) фй, Т о у  —— у =  0, или У = у , AL = у  АВ. Посколь­

ку | Д/. | = у  |ЛВ | и | CiV | = 1/21 СВ |, то hL = ̂ h B, Ллг=у Лв (здесь 
Л/., Лд, Л/у — расстояния соответственно от точек L, В, N до прямой АС).
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Имеем
SoAL = у  10,4 | ЛХ.='§"’2*1 AC\--ghB = -g SM C t 

$ОЛЛГ =  у  I 0 А  1ЛЛг =  у  ’2 ’ 1 1,Я= ^АВС-

Таким образом, .

trOJ»JVA*,j  • -|--Ло ,5дяс = -|-^/4всо = 3#

VoKLA =  - J • ^ '^ D '^ S A B C ~ ^ V ABCD=^t 

V a k m n l = 3—2 = 1 И Sk m n l =3-

Ответ: площадь сечепия равна 3.
2.С. Перепишем исходное уравнение в виде

4* C0,,jr- l -f-4C0, , *= 3 .
Обозначив 4С0‘* * через t, будем Лиеть уравнение

1<*+<=з.
Корни этого квадратного уравнения: /1 = —6, /, = 2. Значит, данное урав­
нение равносильно совокупности двух уравнений

4С0,’ Х= _6 , 4е0* 'х =2.

Первое уравнение решений не имеет, так как число —6 не входит в об­
ласть значений показательной функции. Второе уравнение равносильно 
уравнению cos* х = 1/2, которое в свою очередь равносильно совокупности 
двух уравнений

У 2 V 2cos х = , cos х = --- •

Решения первого из этих уравнений есть х=±я/4-(-2лk, k£Z, решения
второго х= ± -^l-j-2nn, n£Z.

Среди найденных чисел имеется только одно, лежащее на отрезке 
(3/4. 1], а именно: дс = л/4.

Ответ: х — пЦ.
Ответы к вариантам 2—4.

Вариант 2. I. - 6. 2.Н. -  , ' ~  V £  4 2л . 3. у .  4. Ь <-■

5. 1® 2С3 ' х  •

Вариант 3. 1. -10. 2.Н. | / - | л .  3. 8. 4. а > —2. 5. . 2.С. - у .

137



Решение  в а р и ан та  1.
1. Данное уравнение равносильно такому: ! —5sihx-f-2(l— sin*ж) = О, 

или 2sin2JC+5sinx—3 = 0. Квадратное уравнение 2/2+(5<—3 = 0 имеет 
корни /| = —3, /2= 1/2. Значит, исходное уравнение равносильно совокуп­
ности двух уравнений

sinx = — 3 и sin х = 1/2.
»

Первое уравнение не имеет решений, так как при любом х справедливо 
неравенство sinx>  — 1. Второе уравнение имеет две серии решений

2ля, n£Z ,  xt=^~\-2ят, т  £ Z.

Теперь отберем из этих решений те, которые удовлетворяют неравенству
. _ . л V3  „ пcosx^O. Для любого корня из первой серии: cosxj = cos-g-=—^— >0»

для любого корня из второй серии: cos хг = cos = — Y~~ < Значит,
для любого корня из второй серии неравенство cos xSs О не выполнено, 
а для любого корня из первой серии— выполнено. Итак, условию задачи 
удовлетворяют только корни первой серии.

Ответ: х = я/6+2лл, л £ Z.
2. Из условия задачи следует, что точка S, в которой пересекаются 

прямые К Р  и LQ, отлична от точек Р и Q. Значит, и точки Р и Q раз­
личны. Рассмотрим два случая расположения точек Р и Q на окружности 
(рис. 10 и II).

Докажем, что случай, изображенный на рис. 10, невозможен. Действи­
тельно, в этом случае углы PQL и PKL опираются на одну дугу. Значит,
PQL = PKL=nl3. По условию треугольник PSQ равнобедренный, следо­
вательно, SQP = PQL = л/3 и K S l = QS> = .i —2-л/3=л/3. Но угол KSL 
является внешним углом прямоугольного треугольника PSL (угол KPL
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опирается на диаметр). Получаем противоречие: n/3=KSL > SPL = n/2. 
Рассмотрим теперь случай, изображенный на рис. П. Так как четырех­
угольник KPQL вписан в окружность, то PQ L= n—PKL. Значит PQL=2л/3. 
Но тогда PQ S= n —PQL = n/3. Треугольник PQS по условию равнобед­
ренный. Следовательно, QPS = PQS = n/3 и PSQ=.n—2‘Д/3=л/3. ’Тре­
угольники PSL и PKL прямоугольные, поскольку угол KPL опирается 
на диаметр. Таким образом, имеем:

|PL| = |PS | tgPSQ  = tg.i/3= У~3,

I KL |= - L ^ L =  У З  : - ^ - = 2, 
sin PKL г

и, значит, радиус окружности равен у |/ (Х |= 1 .
Ответ: радиус окружности равен 1.
З.Н. Рассмотрим функцию у(х) отдельно на множествах 0 < х < 2  и

2 < х< 3.
а) Пусть х принадлежит множеству 0 < х < 2 ,  тогда |х—2|= — х+2 

и наша функция может быть записана в виде
у (х) = х3—2х (—х+2) = х*+2х* — 4 х.

Отсюда следует, что она дифференцируема в каждой точке интервала
О < х < 2 и у' (х) = 3х*+4х—4. •

Квадратное уравнение Зх*-}-4х — 4 = 0 имеет корни хх = —2, х ,=2/3, 
первый из которых не содержится в интервале 0 < х < 2, а второй содер­
жится. Легко видеть, что производная у' (х) в точке х=273 равна нулю, 
на интервале 0 < х < 2/3 отрицательна, на интервале 2/3 < х < 2 поло­
жительна. Отсюда следует, что на множестве 0 < х < 2 имеется единствен­
ная точка минимума х=2/3.

б) Пусть х принадлежит множеству 2 < х < 3 ,  тогда |х—2 |= х—2 
и наша функция может быть записана в виде

у  (х) =  х3— 2х(х— 2) =  Xs— 2x*-f 4х.
Отсюда следует, что она дифференцируема в каждой точке интервала 
2 < х < 3  и у'(х)=3х*—4х+4. Дискриминант квадратного трехчлена 
Зхг—4х-[-4 равен —32, значит, уравнение Зх2—4х+4 = 0 не имеет корней
и, следовательно, на всем интервале 2 < х < 3 производная tj (х) поло­
жительна, т. е. функция у (х) не имеет точек минимума на этом 
интервале.

Осталась неисследованной только одна внутренняя точка промежутка 
°< х < 3 , а именно: х = 2. На отрезке 2/3<х«с2, как уже указывалось, 
функция у(х) может быть представлена в виде многочлена у(х)=х3-̂ 2х*—4х. 
Производная этого многочлена положительна на множестве х > 2/3. Зна­
чит, многочлен возрастает на множестве х > 2/3 и, в частности, на мно­
жестве 2/3 < х < 2. Следовательно, данная функция у (х) возрастает на 
множестве 2/3<х<2. Поэтому в любой окрестности точки х=2 есть 
точки, где у{х) принимает значения меньшие, чем у (2), и точка х = 2 не 
есть точка минимума.
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Функция у(х) задается на отрезке |0, 2] многочленом + 2jcj —Ах, 
поэтому она непрерывна на отрезке [О, 2J и дифференцируема на интер­
вале (0, 2), причем у' (2/3) = 0. Значит, ее наибольшее значение на отрезке 
|0, 2] равно большему из чисел у (0), у (2/3), у (2). Аналогично наиболь­
шее значение у (х) на отрезке [2, 3] равно большему из чисел у (2) и у (3). 
Поэтому наибольшее значение у (ж) на всем отрезке [0, 3] равно большему 
из чисел у(0), у (2/3), у (2) и у (3). Таким оказывается у (3) ==21.

Ответ: на данном отрезке функция имеет единственную точку мини­
мума х = 2/3, а наибольшее значение этой функции на этом отрезке 
равно 21.

4. Область допустимых значений данного неравенства состоит из всехх, 
удовлетворяющих условиям: х > —2, х ф —1/2, хф 0. Таким образом, эта 
область состоит из трех промежутков: —2 < х < —1/2, —1/2 < х < 0,
0 < х < -J- оо. Рассмотрим данное неравенство на каждом из этих проме­
жутков отдельно.

а) Пусть —2 < х < —1/2. Тогда, учитывая, что х отрицательно на 
этом интервале, получаем, что исходное неравенство равносильно нера­
венству

|ов* (2+д:)>ё т 1 -  (,)

Легко видеть, что на этом интервале справедливы неравенства 
1°&(2+х) < logi 3/2 < 1,
*х * — 2 3 v  2 
2х+1 2x-J-1

Значит, неравенство (1), а вместе с ним и исходное неравенство, не имеет 
решений на интервале —2 < х < —1/2.

б) Пусть —1/2 < х < 0. Очевидно, что на этом интервале l-flog,(2+x)>
> 1 + log* 3/2 > 0 и, следовательно, правая часть исходного неравенства 
отрицательна. В то же время для любой точки х из рассматриваемого 
интервала 6/(2х+1) > 0. Значит, для всех х из интервала —1/2 < х < 0 
данное неравенство справедливо.

в) Пусть х > 0. На этом множестве исходное неравенство равносильно 
неравенству

log,(2+jt) < ё п -  (2)
Очевидно, что на этом множестве справедливы неравенства:

*х * — о ** <• 2 
2x-fl 2x-f 1

l< lo fo (2+x).
Отсюда следует: 1) неравенство (2) не имеет решений на том множестве, 
где loga (х+ 2)S s 2, т. е. неравенство (2) не имеет решений на множестве 
х > 2; 2) неравенство (2) не имеет решений на том множестве, где
о*.~ [ <  1. Учитывая, что в рассматриваемом случае х > 0, получаем, что
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неравенство (2) не имеет решений на множестве 0 < х< 1. Остается найти 
решения неравенства (2), принадлежащие интервалу I < х < 2. Но на этом 
интервале

log, (2+х) > log* 3,
4 * - 1 ____ 3 3 7
2х+1 2х+ 1 5 5 ‘

Покажем теперь, что справедливо числовое неравенство
log* 3 > 7/5. (3)

Действительно, поскольку 3* > 27, то 3 > 2Т/*, откуда и очевидна спра­
ведливость неравенства (3). Итак, на интервале 1 < х < 2

log, (2+х) > log, 3 > 7 / 5 > ^ = |.

Значит, неравенство (2) не имеет решений на интервале I < х < 2. Подводя 
итог, получаем, что множество решений исходного неравенства есть интер­
вал —1/2 < х < 0.

Ответ: —1/2 < х < 0.
6. Пусть М —точка касания сферы с плоскостью ABC. Поскольку 

отрезки всех касательных, проведенных *Ъз точки А к сфере, равновелики, 
то для решения задачи достаточно найти | AM |. Обозначим через Н основа­
ние высоты пирамиды, проведенной из *ершины О. Поскольку | AD | =| BD |= 
=| CD | и равные наклонные имеют равные проекции, то | АН | = | ВН \ = | СН\. 
Это означает, что точка Н является центром окружности, описанной вокруг 
прямоугольного треугольника ABC, т. е. Я —середина отрезка ВС (рис. 12).

Обозначим через Alt В |, С* точки касания сферы с прямыми 
AD, BD, CD соответственно. Из условия следует, что

I Л Л | |  =  | A D \— | D A i\ ,  
| 86,1 =  1501- 106! |, 
| CC! I- I  CO |+| ОС, |.

(4)

Так как отрезки касательных, проведенных из одной точки к сфере, 
равновелики, то |0 ^ 1| = |O Sl | = |OC,|. | АМ\ = \ ААХ\, |BAf| = |B fi,|. 
Из последних равенств и равенств (4) находим, что | AM | = | ААХ | =
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= |B B x| = |BAf|. Это означает, что точка М лежит в плоскости ABC на 
серединном перпендикуляре к отрезку АВ.

Далее, из равенств (4) следует, что

IСЛ11 = I СС, I > \CD\ = \B D \> |В В 1| = |ВЛ11.

Значит, точка М лежит на луче Я/С, где /(—середина отрезка АВ. Обозначим 
через О центр сферы н через Ох—ортогональную проекцию точки О на плос­
кость BCD (рис. 13). Из равенства |OBj | = | ОС, | следует, что | 0\СХ | = | OjBj 
и по теореме о трех перпендикулярах 0tC| _[_ОСь OjBj _[_ BD. Значит, 
точка Oj равноудалена от сторон угла BDC\, т. е. DOj —биссектриса 
угла C\DB\. Треугольник BCD равнобедренный, следовательно, DH—
биссектриса угла CDB. Таким образом, получаем: //DOj = -j б й В -j-

-f fiD£i =  Y  1ю£1) =  ̂ - или WDJ_DOi. Так как прямая OOj

перпендикулярна плоскости BCD, то DH 00,. Этим доказано, что пря­
мая DH перпендикулярна плоскости 00\D. Но плоскость ABC также 
перпендикулярна прямой DH. Значит, плоскости ABC и 00\D парал­
лельны.

Прямые DH и ОМ параллельны как два перпендикуляра к одной 
плоскости .4ВС. Значит, точки D, Н, О, М лежат в одной плоскости. 
Эта плоскость пересекает параллельные плоскости ABC и 00,D по двум 
прямым НМ и DO. Значит, НМ || DO. Отсюда следует, что четырехуголь­
ник HMOD параллелограмм и, в частности, | £>//1 = 10Л1 J, | /Ml | = | DO |. 
Поскольку ОМ — радиус сферы, то \DH | = | ОМ |= 1. Это дает воз-

можность вычислить боковые ребра пира­
миды:

\AD |=| BD|=|CD|= у \CH\*-T\DH\i= ]f$ .

Из прямоугольного треугольника ODCi
находим: |0£>| = —L2 £ lL_- Так как 

sin ODCi
DO || НМ и НМ || АС, то DO\\ АС и 

ODCi=ACD. Из прямоугольного треугольника ABC находим: | АС | = 

=| ВС | cos ВСА = 2^2  ̂ ~ =  Огсюи следует, что равнобедренный тре­

угольник ADC является прямоугольным (так как | ЛС|* = [С1>|а-НЛ£>|*) и, 

в частности, АсЪ=пЦ. Но тогда |ОВ| =  д'̂  =  /  2. Этим доказано,
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что I ЯЛ! 1 = ̂ *2. Из в треугольника ИВМ (рис. 14) по теореме косинусов 
находим
| ВМ Is = | ВН |*+1 H tfM  |2—2 1 В Н 11 НМ |-cos BHAi =

= 2+ 2—4 cos я /6 = 4—2 У~з = (\ Г з — 1)*.

Так как | AVI | = | ВЛ М |, то | А М \ = У И - \ .
Ответ: У~3— 1.. •

З.С. Обозначим % 2x— ij через “  и 1— 'у через v" В новы* °б°значе-
ннях данная система а имеет вид

j  2« + 3» = 1 /2,
\ 2u— v=l/l8.

Решая эту систем линейных относительно и и о уравнений, находим 
ы = 1 /12, р= 1/9. Этггим доказано, что все решения данной системы удов­
летворяют равенствами

( 2х—у=  12,
\ х—2у = 9.

Этим равенствам удо овлетворяет единственная пара чисел: * i = 5 и yt = —2. 
Подставляя найденн!ные числа в исходную систему, убеждаемся, что они 
составляют ее решен Л'ие. в 

Ответ: х = 5, у= = —2.
Ответы к вариа&нтам 2—4.
Вариант 2. I. : 2л/3+2лл, п £ Z. 2. |ЛВ| = | ВС| = | АС\ = У~3.

З.Н. 1/5; Но*аименьшее значение равно —38. 4. О < х < 1/2.

5. | AD | = | BD | = yi/~2; | С В | , 0 + Л  . з.С. х=1, у=2.
Вариант 3. 1. п.*/3+2лп, п £ Z. 2. R = l.  З.Н. xmin=l/3; наибольшее

l/~64- i/~2
значение равно 105. • 1/2 < х < 1. 5 .----^ *=4,  у = 2.

Вариант 4. 1. —̂ -я/6+ 2лп, п £ Z. 2. | АС \ = 1; | АВ | = | ВС | = У  3/3.
З.Н. хтах=1; нанименьшее значение равно —52. 4. 1 < х < 3/2.
5. | PS  | = |QS |= У ^ “3+1; | RS  | *= У~2. З.С. * = -3, у = 2.

§ 2. ФАКУХ Л Ы ЕТ  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ 
И КИБЕРНЕТИКИ

1977
Решение ва| рианта  1.
1. Умножая обеS части неравенства на 2**+* и, учитывая, что функция 

у = 2**+s положитепльна для всех х, получаем неравенство
4(2»*+»)* +  8-2**+i—21э*0, ( 1)

равносильное исходному неравенству. Обозначим 2,JC+i через у. Тогда 
неравенство (1) переепишется в виде

4у*+8у-21^0. (2)
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Поскольку квадратный трехчлен 4у*-\-8у—2! имеет корни у1 = —712 и 
у%= 3/2, то множество решений неравенства (2) состоит из двух проме­
жутков: у < —7/2 и у ^  3/2. Значит, множество решений неравенства (1) 
будет объединением множества решений неравенства 2**+,< —7/2 и мно­
жества решений неравенства 2JJC+l ̂  3/2. Первое из этих неравенств 
не имеет решений, а множество решений второго есть промежуток

l°g»3— 1. Поэтому множество решений неравенства (1), а значит,
и исходного неравенства, есть тот же самый промежуток.

Ответ: х^-~  logj3— I .
2. Обозначим через а наименьший угол в треугольнике и через Р — 

наибольший угол (рис. 15). Тогда третий угол равен л —а —р. По услонию
задачи Р = а+ (д —о— Р). Отсюда следует, что 
2р=л или р=л/2. Значит, треугольник прямо­
угольный. Катет, лежащий против угла а, равен 
по условию I, значит второй катет равен ctg a, a 
гипотенуза—1/sin а. Поэтому сумма площадей квад­
ратов, построенных на гипотенузе и большем ка­
тете, равна ctg»a-(- sinV ~ . Центр окружности,

описанной около прямоугольного треугольника, лежит в середине гипо-
1 л „  тенузы, и ее радиус равен ---, а площадь равна . г . Поль-

«  S ill ОБ i|S in  OL

зуясь условием задачи, имеем уравнение

. 1 I • яctg* а 4--. -я-= о — — . ь 1 sin*a 2 sin2 a

откуда cos*o=-5-— 1. Длина большей стороны треугольника равна

1 1 1 
sina у  1 — cos* а У  2—л/2 ’

Ответ: —, 1 - .У 2—л/2

3. Введем обозначения sin (— 2дс) = и, tg 5y = v. Тогда систему можно 
переписать в виде

ц » - ( 3 - К 2 ) о =  3 ^ 22~ *  ,

' , +(3- v D u . u q ^ i .  (3)

Вычитая из первого уравнения второе, получаем систему

> - ( з _ к -2 ) . - u q b i L ,

. «‘ - » » - (3 - Г 2 )(» + « )= 0 ,
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равносильную системе (3). Перепишем эту систему в виде

i i « - ( 3 - K 2 ) t , =  3 ,

(u + v ) {u - v - 3 + y H )  = 0.
Последняя система равносильна совокупности двух систем

и»-(3 - К  2) P=al O ~ , , „» _ (3_  1^2) „ = 1 1 ^ 1 ,

р= — “ • ( t> = u-3+ /I.
Решим первую систему? Подставляя (— и) вместо о в первое уравнение, 
получаем уравнение

«* + (3 -  У 2) u- 1 - 0 — 1=0,

V 2которое имеет корни — , ut -
вая система имеет решения

У~2 
«1---j - ’

К 2
°» =--- о” .

— 6+ У~2 . Таким образом, пер-

«* =

i ’*  =

- 6 + / 2
2

6- У  2

Решим вторую систему. Подставляя и-3-\-У 2 вместо v в первое уравне­
ние, получаем уравнение

„» - (3 -  У 2) (ц -3 +  К  2) -  3 ' = °»
или . ___ 23_15 У~2

и * - (3 - У  2) и + -1? У =0.
Последнее уравнение не имеет корней, так как его дискриминант D отри­
цателен:

D = (3 -  |/"2)а—2 (23— 15 К 2 ) = 24 / 2 —35 < 0.
Значит, все решения системы (3) исчерпываются решениями первой систе­
мы. Поэтому система, данная в условии, равносильна совокупности двух 
систем:

sin (— 2дг) = У~2

tg5y = - У 2

sin (—2х) =  — 6~д

tg5y = 6— У 2

g I |/"л
Вторая система решений не имеет, так как ---- -̂--- < — 1. Решая пер­
вую систему, получаем

— 2х = (— I)" -2-+ЯЯ, ngZ, или * = (— l)n+1 j ~ y  .
ч, 4 /  2 . . . 1 . У  2 , nk 5у=— arclg — j -я*, *£Z, или у=  — -̂  arctg -- b-g-,

Ответ: * = (—l)n+I-S- — , «£2; у = — 4-arctg ,*€Z.
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4. Обозначим скорости туристов через р* км/ч, с, км/ч и км/ч 
соответственно их номерам. Тогда с* > г2, 14—;'3 = 1/2,5 < Р / < 8, ] — 1,2, 3.

1) Заметим сначала, что если у каких-либо туристов совпадают пер­
вые два отрезка пути, то должны полностью совпадать и их маршруты. 
Ведь по условию каждый маршрут состоит из трех отрезков и проходит

через все четыре города (рис. 16). По условию 
все маршруты различны. Значит, можно сде­
лать вывод, что у любых двух туристов пути 
отличаются уже после прохождения первых 
двух дорог.

2) Если туристы вышли из города А, то 
(см. пункт 1)) кто-нибудь из них должен идти 
по диагонали АС, но тогда он не сможет пройти 

через все четыре города (его маршрут состоит только из трех отрезков). 
Следовательно, туристы не могли выйти из города А. По аналогичным-при­
чинам не могли они выйти и из города С. Итак, туристы вышли из города 
В или из города D.

3) По условию первый и второй туристы встретились перед прохож­
дением трегьих дорог, поэтому (см. пункт 1)) первый и второй туристы 
вышли по разным дорогам и встретились в противоположной вершине че­
тырехугольника. Так как > у,, то длина пути первого туриста до встречи 
со вторым равна | АВ |+| AD\ = 2\, а длина пути второго до той же

21 19встречи равна | ВС | +  | CD | = 19. Получаем уравнение ——
4) Второй отрезок пути третьего туриста совпадает с АС (см. пункт 1)), 

а длина всего пути равна или

| ВС 1-НСЛ |+ |/1D|=44 
или —

|ЛВ| +  | ЛС| + |СО|=26.

В первом случае путь третьего туриста самый длинный. Поскольку
>  V», то первый туриЛ пришел раньше третьего. Длина пути второго

туриста не превосходит 34 км, значит, время его пути не больше — , а
44время третьего туриста равно — . Имеем

44 44 _4£_ 44-19 _ 34
v3 vi— 1/2 Vi 21 -vt vt

Итак, в первом случае третий турист должен придти в конечный пункт 
последним, но это противоречит условию задачи. Следовательно, длина 
пути третьего туриста равна не 44 км, а 26 км.

5) Предположим, что туристы вышли из города В. Тогда путь перво­
го— BADC, путь второго — BCDA, путь третьего— BACD. Длины путей 
равны соответственно 26 км, 34 км, 26 км, а времена, затраченные на всю

26 34 26 .. дорогу—— ч, —  ч, —  ч. Из пункта 3) следует, что первый турист
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/ 26  ̂ 34 \ _закончил маршрут раньше второго I —  < —  J .  Пользуясь jc.ioeнем, на­

ходим— = 1+-^-; так как i>3< 8, то — ^ 8+ 26vt ■ , ИЛИ Vз <  V t, что
I ’* • l's 

противоречит условию.
Итак, туристы вышли из города D, путь первого — DABC, второго — 

DCBA, третьего — DC А В. Длины путей равны соответственно 35 км, 25 км,
35 25 2626 км, а времена на всю дорогу----ч, —  ч, —  ч. Из пункта 3) еле-fj t’j 1'3

дует, что последним пришел первый турист > “ j* Получаем систему 
уравнений

i'i
t/j — и,= 1/2,

26 * 1 9  . 35 Л „---- p-s, или i>x— s- »i+-s-=0. Корни этого уравненияl ' l- 1/4 ~ 4
равны 7 и 5/2. По условию скорости расположены в промежутке от 5 до 
8 километров, значит второй корень не подходит. Следовательно, Vi = 7,

1 « 1 * 19 19 ттi’s = ri —у = 6—« *Ч= 21 1= Т *  гко пР0всРить, что найденные зна­
чения скоростей удовлетворяют всем условиям задачи.

Ответ: г, = 7 км/ч, t»,=6у  км/ч, t>s = 6y  км/ч.
5.Н. Обозначим через <р(а) наименьшее значение функции / (дг) на от- 

резке [— 6ina, cos о] при фиксированном а. Найдем <р(а). Имеем:
/' (дс> = 12*®+ 12х* (cos a — sin а )—6х sin 2а.

Решая уравнение / '(дс) = 0, находим корни производной:

*i = 0, *a = sina, Xt = — cos a.
Рассмотрим два случая.
1) Если 0 <  a <  , то Sin a <  cos a и корни Xj, xt, xt расположатся 

так, как на рис. 17. Имеем следующее распределение знаков производной:

интервал (— sin a, 0) (0, хг) (xt, cos a)

знак /' (дс) + — +

Отсюда следует, что <р (a) = mm (/ (— 'sin a), / (дг2)). Но

/ (**)—/ (— sin а) = / (sin a)—f (— sin а) = 8 sin3 a (cos a —sin a) 5s 0,
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значит, ,
<р (я )=/ (— sin а )=3 sin4 о—4 sin3 а (cos я — sin о) —6 sin3 а cos я=

= 7 sin4 а — 10 sin* а  cos а.

сс3 -sin* О ос2 со set -sina X j О сова хг 

Рис. 17. Рис. 18.

2) Если то sin а Зг cos а и расположение корней произ­
водной будет таким, как на рис. 18. Для знаков производной имеем таблицу

интервал (— sin а, дг3) <*». 0) (0, cos а)

знак — + —

Следовательно, <p(a) = min (/(xs), /(cosя)). Ho
f (x3) —I  (cos a) = f (— cos a )—/ (cos a) = — 8 cos3 a (cos a —sina) ̂ 0, 

значит,
<p (a) = / (cos a) = 3 cos4 я +4 cos3 a (cos a —si n a)—6 sin a cos3 я =

Итак,
. . f  7 sin4 a — 10 sin3 a  cos a, 

™ \ 7 cos4 a — 10 sin a cos3 a,

= 7 cos4 a — 10 sin a  cos3 a.

если a£[0, я/4), 
если я£[я/4, я/2].

Отсюда следует, что ф(я) = ф(я/2—а) для а£|0, я/4] и достаточно най­
ти минимум функции ф (а) = 7 sin4 о — 10 sin3 acos я  на отрезке {0, я/4]. 
Имеем
ф' (я) = 28 sin* я  cos а —30 sin* я  cos* я+  10 sin4 я =

= 2 sin* я cos* а(5 tg* я+  14 tg а — 15).

Все нули производной ф' (а), лежащие на промежутке 0 < о < я/4, явля­
ются корнями уравнения 5 tg*я  + 14 tg «— 15 = 0. Решая его, находим

•7—2 у т- 7 + 2  /31 -. Так как для я из проме-5 1 5 4  5
жутка 0 < я  < я /4 значения функции tg а положительны и не превосхо­
дят I, то находим единственный нуль ф' (я), удовлетворяющий неравенствам

2 /зТ-7О < a < я/4, а именно: <Xi = arctg- . На интервале 0 < а < а.
производная ф' (<*) отрицательна, на интервале Oi < а  < я/4— положи­
тельна. Значит я  = я ,—точка минимума. Из непрерывности ф(<х) на про­
межутке 0 < я< я/4  и монотонности на интервалах (0, cti), (я,, я/4) сле­
дует, что наименьшее значение ф(я) на промежутке 0 < я< я/4  равно
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<p(ai). Такое же значение принимается в точке я/2—оц принадлежащей 
промежутку я/4< а< я/2 .

2 / З Т —7 я , 2 V 'lT —7 
Ответ: arctg g----» -g"-arc  & ---- 5----'
5.C. Пусть £ — середина ребра BS (рис. 19). По условию задачи на 

прямой АС существует точка F  такая, что FE  _[_АС и FE  J_  BS. Обо­
значим через я плоскость, проходящую через прямую EF  и перпендику­
лярную BS. Такая плоскость существует. Для доказательства доста­
точно через точку £ провести любую прямую EG, перпендикулярную к BS 
и отличную от EF. Тогда плоскость EFG будет 
перпендикулярна BS по признаку перпендикуляр- £
ности прямой и плоскости. *•

Обозначим через А' и С' соответственно орто- У ' / \  £•
тональные проекции точек Л и С на плоскость 
я (рис. 20). Заметим, что точки А' и С' различ- —
ны. Иначе АС л и, значит, АС || ВС, т. е. точ- \  
ки А, В, С, S лежат в одной плоскости. Это не- 
возможно. По теореме о трех перпендикулярах 
А'С' J_  EF , т. е. треугольники A 'FE и C 'FE  пря- С
моугольные. Далее, величина отрезка А 'Е  рав- Рис. 19.
на длине высоты треугольника ASB, проведенной
из вершины А (рис. 21). Аналогично, величина отрезка С 'Е равна 
длине высоты треугольника BSC, проведенной из вершины С. Но тре­
угольники ASB и BSC имеют общее основание BS и равные площади.

Рис. 21. '

Значит, равны их высоты, проведенные из вершин А и С соответственно, 
а потому и отрезки А 'Е и С 'Е равны. Прямоугольные треугольники A 'FE 
и C 'FE имеют общий катет F E  и равные гипотенузы. Следовательно, они 
равны и A 'F  = C'F. Прямоугольные треугольники AA'F и CC'F равны по 
катету и острому углу (A 'F = C 'F по доказанному и £  AFA' = £C FC ‘ 
как вертикальные углы). Это означает, что AF=CF, т. е. точка F есть 
середина отрезка АС.

Докажем, что ВС = -4S и AB = CS. Из прямоугольных треугольников 
CFE и AFE по теореме Пифагора находим

СЕ = ТЁ*, А Е=  V A F * ^ F E * i
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откуда, учитывая, что AF = CF, получаем, что СЕ = АЕ. Таким образом, 
у треугольников ASB и BSC, имеющих общее основание BS, равны пло­
щади и проведенные из вершин А и С медианы. Обозначим через L и N 
соответственно основания высот, проведенных из точек А и С в треуголь- 
никах ASB и BSC (рис. 22). Так как площади этих треугольников равны, 
то AL=CN (этим фактом ранее уже пользовались). Прямоугольные тре­
угольники ALE и CNE равны по катету и гипотенузе, значит, LE  = EN. 
Так как точки А и С лежат по разные стороны от плоскости л, то точки

L а N лежат по разные сторо- 
А С  ны от точки Е. Отсюда следует,

что BL = SN- и SL = BN. Этим 
доказано, что прямоугольные 
треугольники ABL и Ch’S, ALS 
и CNB равны (по двум кате­
там), откуда AB — CS, BC=AS. 
Доказанное означает, что тре­
угольники ASC и ABC равны 
(по трем сторонам). Обозначим 

объем пирамиды через V и площадь треугольника BSC через а. Тог­
да площади треугольников ASB, ASC, ABC равны соответственно
а, 2а, 2а.

Обозначим через A,, B t, Clf ортогональные проекции точки М на 
грани, противоположные вершинам А, В, С, S соответственно. Тогда из 
доказанного выше вытекает равенство

K = - j MAv a + j  M C ^ a + j MSy^a,

или
41/

M/l1+ 2A 18 j+A lC l +2A IS1= j .

Воспользовавшись данным в условии равенством Л1В + Л15 = Л1Л1;+Л1В1-}- 
+  M Ci+AfSi, отсюда получим:

MB + Л1ВХ+ MS + MSX = ̂  .

Обозначим через hB и высоты пирамиды, проведенные из вершин
1 1 ’ ЗУВ и S. Тогда У = у Л й-2а и V = -^hs-2a, откуда hB =hs= — иАв +

-f hs = — • Итак-
Af В + AIS + M Si = hB + hs. 

Но в то же время, очевидно, выполнены неравенства 

M B - \ -M B i^ h g ,  M S - \ -M S i^h $ .  
Из (4) и (5) теперь вытекает, что

(4)

(5)

M B + M B x=ha, AfS-f M Si=hs,
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т. е. точка М явлйется пересечением высот пирамиды, проведенных из 
точек В и S.

Из доказанного следует, что ВМ _]_АС и SM J_  АС. Отсюда на осно­
вании признака перпендикулярности прямой и плоскости вытекает, что 
прямая АС перпендикулярна плоскости BSM и, в частности, прямой BS. 
Кроме того, по условию АС FE. С ломощью признака перпендикуляр­
ности прямой и плоскости заключаем, что прямая АС перпендикулярна 
плоскости BSF. Таким образом, AC J_  FS. Прямоугольные треугольники 
ASF и CSF равны по двум катетам. Следовательно, AS=CS. Ввиду дока­
занного ранее это означает, что BC = AS= CS = AB. Кроме этого доказано, 
что точка М лежит в плоскости BSF. Действительно, плоскости BSM и 
BSF по доказанному перпендикулярны прямой АС. Значит, они парал­
лельны. Поскольку эти плоскости имеют общую прямую BS, то отсюда 
следует, что они совпадают.

Обозначим FE  через х. Тогда из прямоугольного треугольника FES  
по теореме Пифагора находим

F S =  у Г F£ *- fi- B S*=  V :  а+ т

я

S ,is c = y  »C-FS = i^ -  У  х‘ + 1 .

Применяя теорему Пифагора к прямоугольному треугольнику FEC% по­
лучаем

С£=  £ £ *+ l/ lC s=  | / х *  + -|

И

Здесь использовано то, что в равнобедренном треугольнике BSC медиана 
СЕ является высотой. По условию площадь грани ASC вдвое больше пло­
щади грани BSC. Получаем уравнение

Решая его, находим х = 3/2. Прямоугольные тре­
угольники BSSi и SBB i равны (рис. 23) по гипо­
тенузе и катету (SS1 = fts=Aa = BB1). Следова­
тельно, ^ B ifiS  = ̂ S jSS , а это означает, что тре­
угольник BMS равнобедренный. По тогда

n .f BE  1
cos BE  2sirt^B5F*
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Из прямоугольного треугольника FES  находим, что tg £  B S F = ^ = 3, 
откуда

tg L  BSF 3 I УТо
sin£ B S F — у  , + tgi^ B S F  У~10 " 2 3 6

УТо
Ответ: УТЫб.
Ответы к вариантам 2—4.

Варианта 1. ж <  loga ( “p g - ) * 2~ уГЩ = & ' 3‘ Х= ± *

b£Z\ у= — y a r c t g y + y ,  n £ Z .  4. 1ц=110км/ч, с,=  120км/ч, 

V , = 100 км/ч. 5.Н. а=л/3. S.C. 2 У З .

Вариант 3. I. хЗ* log4 )  • 2- 2 К 5—л. 3. х= (—l)* y - f^ y - ,

k £ 2; у = — у  arctg-^^-f-^ , n £ Z. 4. vi = 16 км/ч, = 17,5 км/ч,

.ос . 7 + 2/ з Г  , 7+ 2/зТк,=  18,5 км/ч. 5.Н. а, = — arctg [5— , a* = arcctg tg— .
5.С. V Т5.

Вариант 4. 1. х <  log*-Д=- • 2. — ^= -. 3. х= ± , ft £ Z;
J/  2 л К  5 * ° “

у=  — у  arcctg y- fy" • п € 2- 4. Ci = 40 км/ч, г, = 50 км/ч, vt = 60 км/ч.

5.Н. <х= — у . 5.С. 2arcsin ^ у   ̂1 — j/ ^ y  ^  •

1978
Решение  варианта  1.
1. Область допустимых значений данного неравенства состоит из всех х, 

удовлетворяющих условию х2—х— 25г 0, и значит, состоит из двух про­
межутков: х < —1 и x is  2. Точки х = —1, х=2 удовлетворяют 
неравенству, так как в них левая часть обращается в нуль. На мно­
жестве А, состоящем из двух промежутков х < —1 и х > 2, функция 
у (х)= У  х*—х—2 положительна, значит, на этом множестве исходное 
неравенство равносильно неравенству х— lSsO. Множество решений послед­
него неравенства, содержащихся в А, состоит только из одного промежутка 
х > 2. Значит, множество всех решений исходного неравенства состоит 
из точки х= —1 и промежутка х ^ 2.

Ответ: х = — 1, Х5г2.
2.Н. По теореме Ферма все точки минимума функции

/ (х) = У  3cos y- fs in  у - ^ р  

должны удовлетворять уравнению f  (х)= 0 (так как / (дс) имеет произ-
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водную в каждой точке числовой прямой). Найдем /' (х):

f ' ( x ) = V 3 • ( - s in  - J )  • 1 + co s  i - . 1 - 1 =

У~3 . дс , 1 х 1 / л . х \ 1
— 2 2 +  2 C0S 2 2 ~ C0S (, 3 2 J 2 ‘

Решая уравнение /' (ж) =0, т. е. решая уравнение cos (■ y + y j  = ~  у  t

находим, что y+ 3 - = - J+ 2 ^ n . п€ г . у + у = — у + 2л*. Ь £ Z, или
х = 4ля, п £ Z, х — —4л/3+4лА, k £ Z.

Точки минимума содержатся в найденных совокупностях. Для их 
нахождения воспользуемся достаточными условиями существования экстре*
мума. Множество решений неравенства [' (х) > 0 или cos  ̂ > у
состоит из бесконечной совокупности промежутков

-  £ + 2 лk < 2л*. к € Z.

Отсюда следует, что неравенство /' (х) > 0 выполняется во всех точ­
ках интервалов

- ^ Ц - 4 л * < х < 4 л А ,  k £ Z ,

И только в них. Это означает, что во всех точках интервалов

4 я(А -1 ) < х < ~ ^ Ц - 4 * * .  k £ Z ,

и только в них выполнено неравенство /' (х) < 0.
Таким образом, при переход® через точки вида х = — Д2--(-4лА про-«5

изводная f' (дс) меняет знак с «минуса» на «плюс», а через точки вида
4лх=4л* с «плюса» на «минус». Следовательно, точки х = -- g—J-4nA,

к £ Z, есть точки минимума, а точки х = 4лк, к € Z,— точки максимума. 
Ответ: — у —\-Алк, к £ Z.
З.Н. Обозначим через (а, Р) точку, в которой прямая касается графика 

функции /(*) = — х*/2+2. Тогда угловой коэффициент прямой равен 
/'(<*) = — а, а ее уравнение можно записать в виде

у = Р — а (х — а).

Прямая по условию проходит через точку (1/2, 2), значит, должно выпол­
няться равенство 2 = р — at-(l/2— о), или Р + а *— а/2=2. Воспользуемся 
■•«Mt что точка (о, Р) лежит на графике функции f (х) и найдем еще одно
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условие: р = — а*/2+2. Решая систему уравнений

Р + а 2 — 1 = 2 ,

,  Р— 7 + 2*
находим две точки касания: (0, 2), (1, 3/2). Касательные к графику / (дг) 
в этих точках имеют уравнения у = 2 и y=3j2— 1 •(*— 1), или у=—х-\-Ы2. 
Найдем количество точек, в которых каждая из найденных прямых пере­
секает график функции у(дг)— У 4—*2. Система

{  У= У"Т—7*,
I У = 2

имеет единственное решение (0, 2). Значит, первая прямая имеет только 
одну общую точку с графиком функции у(х) = У  4— х2. Решаем вторую 
систему

|  у=  У  4—х2, ^
_  ) у = -*+5/2. 11

Подставляя — х+ 5/2 вместо у в первое уравнение, получаем систему

( -*+ 5/2=  / 4 = Л  
\ у= -х+ 5/2, 1 '

равносильную предшествующей системе (1). Множество решений первого 
уравнения системы содержится в промежутке — оо < х <  5/2. На этом 
промежутке обе части уравнения неотрицательны, и поэтому оно равно­
сильно на этом промежутке уравнению (— х+5/2)2 = 4—*2. Полученное 
уравнение имеет два корня

_5— У~1
*  — 4---

» - 5+>С1,
4

содержащиеся в множестве х<5/2. Значит, первое уравнение системы 
(2) имеет два корня xj и хг, и потому система (2), а значит и система 
(1), имеют два решения:

5— V~7 - .. 5+ V I .  г _ 5  + } П  
xi=-- 2-- 1 У1—--- 2 * — 2 1 — 2

Следовательно, вторая прямая пересекает график функции у(х) = У  4—а1 
в двух различных точках.

Ответ: у = — х+5/2.
4. Так как каждое из чисел, принадлежащих А, должно делить 

210 = 2-3-5-7, то все числа из А состоят только из простых сомножите­
лей 2, 3, 5, 7, входящих'в эти числа, в степени не выше первой. По ус­
ловию произведение всех чисел делится на 1920 = 27-3>5. Ввиду сказанного, 
это означает, что среди чисел, составляющих А, должно быть по крайни* 
мере семь четных чисел.. Но существует только восемь четных чисел, 
удовлетиоряющих указанным выше условиям на простые делители,
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® 4ме*,н0‘ 2, 2-3 = 6, 2-5=10, 2-7=14, 2-3-5 = 30,
2-3-7 = 42, 2-5-7 = 70, 2-3-5-7=210.

Если число 2 входит в Л, то любой другой элемент А обязан делиться 
на 2 мдь п0 Условию любые два числа из А имеют общий делитель, 
о^ичный от 1. Значит в этом случае Л = {2, 6, 10, 14, 30, 42, 70, 210} 
(чцс-цэ элементов в Л не меньше 8). Но легко видеть, что произведение 
вс<;х циписанных чисел есть полный квадрат 28-3*-54*74, а это запрещено 
ус,10Вием. Следовательно, число 2 не принадлежит Л, и тогда числа
6, ю , 14 , 30, 42, 70, 210 содержатся в Л. По условию множество Л не 
может исчерпываться только этими числами. Пусть N —одно из нечетных 
ч»сел. принадлежащих Л. Так как наибольший общий делитель чисел
6 к S  отличен от 1, то N должно делиться на 3 (оно ведь нечетно и не 
может поэтому делиться на 2). Аналогично N должно делиться и на 5, 
и на 7. .Значит, N делится на 3-5-7. Так как простые числа 3, 5, 7 вхо­
дят в N а степени не выше первой, то N = 3-5-7 и других нечетных чисел 
в А быть не может.

Ответ: Л = {6, 10, 14 , 30, 42, 70, 105, 210}.
9. Поскольку (рис. 24) треугольники АВЕ и ВСЕ равн9велики, то 

объем пирамиды АВЕН вдвое меньше 
объема пирамиды АВСЕН, т. е.
VABEH=l/l2. С другой стороны, если 
Ла— расстояние от точки В до плос­

кости АЕН, то V’авен  — у  ^B 'SАЕН-

Значит, . Пользуясь тем, А

что Ля < |  Л В| = 1 и S AEh = ][\ A H \ *

•| ЕН  | ыпАНЁ С у  | АН |.|£ Я |, атак- Рис. 24.
же неравенством между средним геометрическим и средним арифметическим

V I АН [-| ЕН  | <  ' Af* ' П0ЛуЧаем, что

I ЛВ |-у.| АН |.| ЕН  | sin Л я £ <

Отсюда следует, что все выписанные неравенства в действительности яв­
ляются равенствами, т. е.:

I )  Ля =| ЛВ |=1. Это означает, что ребро ЛВ перпендикулярно плос- 
кост*« АЕН;

5) 5тЛ//£=1, или ЛЯ£=л/2;
S) V I АН |-| ЕН | = 1 , или (| АН |-| £Я|)*= 0, откуда

• |4//Ы £ / / |= - 0 ..
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Из прямоугольного треугольника АНЕ находим
| А Е  |=  У[АН\*+\ЕН\* = У  1/2+1/2=1.

Получилось, что треугольник АВЕ равнобедренный: | АВ | = 1 =| АЕ |# 
Пусть D—середина отрезка B E  (рис. 25). Так как треугольники ВАЕ

и ВСЕ равнобедренные, то AD и CD— высоты в соответствующих тре­
угольниках. Значит, 5Я/1Я= Т М С |.|В Е |, <Sec£=-y | CD |>| B E  |. По ус­
ловию треугольники ВАЕ и ВСЕ равновелики, следовательно, |AD|=|CD|. 
В прямоугольных треугольниках ADE и EDC катет ED общий и 
!AD| = |CD |, поэтому |Л£| = |£С|. Таким образом, четырехуголь­
ник АВСЕ— ромб. Ранее доказано, что ребро АВ перпендикулярно 
плоскости АНЕ, в частности, АВ J_ A E . Значит, АВСЕ—квадрат, причем 
величины его сторон равны 1. Так хак АВ \\ ЕС и АВ перпендикулярна 
плоскости АНЕ, то треугольники АВН и ЕСН прямоугольные. В них 
| АВ | = |£С| и \АН\ = \ЕН\, следовательно, |fltff= |C//|.

Пусть шар радиуса г с центром в некоторой точке О расположен 
в пирамиде АВСЕН. Проведем через точку О плоскость я перпендику­
лярно ребру АЕ (рис. 26). Выясним, какой многоугольник получается 
в сечении пирамиды АВСЕН плоскостью я. Обозначим через F  середину 
отрезка АЕ. Так как прямая АВ перпендикулярна плоскости АНЕ, то 
плоскости АНЕ и АВСЕ перпендикулярны. Треугольник АНЕ, как дока­
зано ранее, равнобедренный, поэтому H F—высота в треугольнике АНЕ. 
Из перпендикулярности прямых HF, АЕ вытекает, что H F— перпендикуляр 
к плоскости АВСЕ, т. е. F есть проекция точки Н на плоскость АВСЕ. 
Это означает, что проекции всех точек боковых граней пирамиды АВСЕН 
на плоскость основания принадлежат четырехугольнику АВСЕ. Перпенди­
куляр к плоскости АВСЕ. проведенный через точку О, пересечет какую- 
либо из боковых граней (О лежит внутри пирамиды АВСЕН). Поскольку 
эта точка пересечения и точка О имеют одинаковую проекцию на плос­
кость основания, то Oj — проекция О на плоскость основания — принадле­
жит квадрату АВСЕ. По построению прямая АЕ перпендикулярна плос­
кости я. Значит, плоскость я перпендикулярна плоскости АВСЕ. А так 
как OOt перпендикулярна плоскости АВСЕ, то вся прямая 001 лежит 
в плоскости я. Итак, плоскость я  пересекает плоскость основания пира­

и

в

с

в
Рис. 25. Рис. 26.
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миды по прямой, проходящей через точку Of. Кроме того, эта прямая 
должна быть перпендикулярна ребру АЕ (ведь ребро АЕ перпендикулярно 
плоскости я). Обозначим точки, в которых она пересекает ребра АЕ и ВС, 
через F i и Gi соответственно. Пусть 
С—середина отрезка ВС. Треугольник В НС Н/ 
равнобедренный, поэтому BC\HG. Так как 
АЕ II ВС, то AE±_HG. Ранее доказано, что АЕ _L ы 
J _HF. Отсюда следует, что плоскость HFG 
перпендикулярна прямой АЕ и потому плос­
кости HFG и я параллельны. Отсюда следует, ^  
что прямые, по которым плоскость л пересекает ' 
плоскости ВНС и АНЕ, параллельны соот- рис 27,
ветственно прямым HG и HF. Если М,
N—точки, в которых плоскость л пересекает боковые ребра пирамиды, 
принадлежащие граням ВНС и АНЕ соответственно, то сечение пирамиды 
плоскостью я  есть четырехугольник FiGxMN (рис. 26 и рис. 27), в кото­
ром |/ iG i| =  l,  NFiGi = HFG = n/2, MGxF i = HGF. Особо отметим, что 
точки М и N совпадут, если точка О лежит в плоскости HFG. Продолжим 
отрезки FXN и GiM до пересечения их в точке Hi (рис. 27). В прямоуголь­
ных треугольниках Л/1/г1С1 и HFG имеем | FiG i | = | FG | и MGXFX = HGF. 
Поэтому | HXF X | = | HF | = | EF | tg я/4 = 1 /2

и 1 HXGX |=  V~\ HXFX |»+1 FXGX |*= УГТ4+Т .  V~ll2.
Плоскость я пересечет шар по кругу радиуса г, и этот круг будет 

лежать в треугольнике HXFXGi. Если Aj, As, Л8— расстояния от точки О 
до прямых FiGi, FXHX, HXGX соответственно, то г <  hj (/' = 1, 2,3) и поэтому 
Sfitt.Gi = $ O F ,O i+SOtt«i+ ̂ OrtiOi =

= у  Лх I FiGx |+ y  А, | FXHX |+ 1  A, | HXGX | 3*

S*-j<l f ‘G* l + lFlH' l + l Я»°‘

Ho SriHl0l= y  | FiGi |-| FXHX | = 1 • у  • - j= T  • Следовательно,

3 + Г 5  _  1 _  I 3— У~5 ----  r  <  -j-, или r <  ---4 ^  4 ’ .... .... 3+ V 5 4
3 ____

Докажем теперь, что шар радиуса т= ---у—  можно поместить

в пирамиду АВСЕН. Пусть К —центр окружности, вписанной в Д  HFG, 
и г»—радиус этой окружности. Тогда, как и ранее,

i = S f//fl= l  г, <\ FG |+1FH  |+1 HG D . г#,

.3_
т. е. г„ = -- ----. Проверим, что шар с центром в точке К  и радиусом
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3_лГ 5
rt = ---—  помещается в пирамиде АВСЕН. Для этого достаточно до-

4 ¥

казать, что расстояния от точки К  до граней пирамиды не меньше г0.
Так как плоскость HFK перпендикулярна плос­
костям АВСЕ, ВНС, АЕН, то расстояния от К 
до этих плоскостей соответственно равны расстоя­
ниям от К  до прямых FG, HG, HF, т. е. г„. Про­
ведем через точку К  плоскость перпендикулярно 
ребру АВ. Она пересечет плоскости АВСЕ и А В II 

“  по прямым /j, /2. Угол между ними будет равно­
велик углу НАЕ (плоскость АНЕ также перпен- 

Рнс. 28. /ч
дикулярна ребру АВ), и потому/г/2 = я/4. Если/Си

Kt — проекции точки К  на /j и /2 соответственно (рис. 28), то | JC/ft |<вг, =,
3_l/"5= ---j-— , а | К К г | — расстояние от точки К  до плоскости АВН. Пусть4

р —точка пересечения прямых /j и 1г. Ясно, что

ig K P R ^ | /САГ, I 3 - / 1  . I 3 - / 5
\PKi\ 4 *2  2 

Далее из прямоугольных треугольников K PK i и КРК» находим

IХУ»!
sin К РК , sin KPKt '

или

| ККг I == sin К Р К , __sin (я/4 — КРК ,) д  
Т К Щ  Sin КРК^ sin KPK i

^  ^  V j_
sin я/4 cos KP/(i—cos n/4sinKP/C, 2 V~2 VTO-t-VT .

-- --- О л > ■ •
sin KPK i tgKPKt г 4

Аналогично доказывается, что расстояние от точки К  до плосквсти НЕС
3_У"5

больше, чем --- -̂--.

3 - / 5Ответ: ---■:---.4

2.С. Область допустимых значений данного уравнения состоит из точек,
удовлетворяющих неравенству cos2x Ф 0, или неравенствам х ф ^  (2т +1).
т  £ Z. В этой области 1 tg2 2х = sec2 2х, причем функция у — l+1g! 2х, 
очевидно, нигде не обращается в нуль. Отсюда следует, что данное урав­
нение равносильно на своей ОДЗ уравнению



или уравнению
21 7 21 7 х 5 х 5sin-T-Jrcos -т-x+cos -т-xsin — x = sin ~r cos — x—cos -r-sin-т-x.4 4 4 4 4 4  4 4

Пользуясь формулами для синуса суммы и разности двух углов, последнее 
уравнение можно переписать в виде

sin 7л: = sin (— х) . (3)
Перенесем правую часть уравнения (3) налево, воспользуемся тем, что 
sin (— х) = — sinx, а также формулой для суммы синусов двух углов. Тогда 
уравнение (3) преобразуется к виду

2 sin 4х cos 3х = 0.
Последнее уравнение равносильно совокупности двух уравнений 

sin4x = 0, cos3x = 0
и потому имеет следующие серии решений: х=лл/4, n£Z, х=л/6+л£/3, 
k£Z. Итак, множество решений уравнения (3) имеет вид 

х=ял/4, n£Z; х=л/6+лЛ/3, k£Z.
Отберем Теперь из найденных чисел те, которые содержатся в ОДЗ исход­
ного уравнения, т. е. удовлетворяют неравенств®! х ?£ я/4+лт/2, m£Z. 
Из первой серии решеннй уравнения (3) в ОДЗ исходного уравнения лежат 
только точки х = ля/4 с четными значениями я (« = 20, т. е. точки х=л//2, 
/£Z. Все точки второй серии решений содержатся в ОДЗ данного уравнения. 

Ответ: х = л//2, /£Z; х = я/6+я£/3, k£Z.
З.С. Обозначим через О центр окружности. Тогда радиус ОМ, прове­

денный в точку М касания окружности и стороны СВ, будет перпендику­
лярен СВ. Из прямоугольного треугольника ОМВ (рис. 29) находим:

* ОМ 1 82 Z овм— мв — 15,8 _  15.

Отсюда следует, что tg /  ОВМ = tg ̂  АВМ. Поскольку точки О и Л лежат

С

по одну сторону относительно прямой ВС, то из последнего равенства еле* 
*Ует, что £О ВМ  = £  АВМ и, значит, точка О лежит на отрезке АВ. Пра- 
“ильный чертеж изображен на рис. 30. Имеем 5лгл[В = *5оЛ1в + 5аглю- Так
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как ОМ J_  MB, то
1 1 , 15 15

So m b = ~ 2  ОМ M B  — ~2 • 1 • - g — }5  •

В треугольнике КМО стороны ОК и ОМ равны радиусу окружности, 
т. е. 1. Следовательно,

Skmo—у  ок ом sin ^ К0М =Т  sin ^ К0Мш
Ясно, что

sin I  КОМ = sin L  BOM = cos ^ 0 5 ^ = - ^ = = = -

1 15

/ 64“ 17'
*+225

В формуле cosa=— 1 —  перед квадратным корнем взяли знак -f, 
У  l + tg*a

g
поскольку величина угла ОВМ, равная arotg — , лежит в промежутке

„  „  „  1 15 15 с 15 . 15 375между 0 и л/2. Итак, 3КЛ10=-^ • [7=34 и •

375Ответ: Skmo=272 *
Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. 1. дс = —2, х=1, х^З .  2.Н. л/12+лл, n£Z. З.Н. у=* 

= 2х+1. 4. >4 = {1, 2, 3, 7, 11, 14,22,77}. 5 .- Щ — . 2.С. (2* + 1),

k£Z; х=-^~ , п Ф 3 (2т + 1), n£Z, m£Z. З.С. 1 .
Вариант 3. I. — 2 < х < — 1, *3s3. 2.Н. л(4/»+2), n£Z. З.Н. у = 

= — х+ 15. 4. А = {15, 30, 39, 65, 78, 130, 195, 390}. 5.2— УТ. 2.С. х =
= ̂ + л * . k£Z\ *=Др(1 + Зп), n£Z; х=-у-(2+3т), m£Z. З.С. 210.

Вариант 4. I. х = —2, 1< х< 3 . 2.Н. л/4+лЛ, k£Z. З.Н. у= х— 1/4.
4. А = {6, 15, 30, 33, 66, 110, 165, 330}. 5. — . 2.С. *= — -f —  ̂ mfZ,

2 У З  8 4
x= M 2M J )  A€2 3 C . | .

1979
Решение  ва р и ан та  1.
1.Н. Поскольку функция f(x) дифференцируема на всем интервале 

(—5, 1/5), то искомые точки экстремума содержатся среди корней уравне­
ния (х) = 0, лежащих в этом интервале. Вычислив производную /'(*) = 
= Здс*+12* —3, находим корни уравнения /' (х) = 0: *1 = — 2— / 5”, ха =* 
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-=г— 2-f УТ. Легко проверить, что ** >1/5, a *t принадлежит интервалу 
(—5,1/5). Итак, единственная точка, которая может быть точкой экстремума, 
есть *1= —2— У 5. Так как на интервале (—5, *t) выполнено неравенство 
f  (х) >0, а на интервале (*j, 1/5) неравенство /' (дг) < 0, то точка *i = 
s= —2 — ]̂ 5"действительно является точкой экстремума (точкой максимума).

Ответ: —2 — /5 .
2. Данное уравнение равносильно такому: 51 ix~* ' =5,Jt-e, или

| 4* —6 | = 6х—8. (1)
Для решения уравнения (1) разобьем числовую прямую на два множе­

ства: *>3/2 и х < 3/2. На множестве х < 3/2 имеем: | 4*—6|*=6—4х, 
поэтому уравнение (I) можно переписать в виде 6—4* = 6* —8. Последнее 
уравнение имеет единственный корень *1 = 7/5, принадлежащий множеству 
х < 3/2. Значит, на множестве х < 3/2 уравнение (1) имеет единственный 
корень *1 = 7/5. На множестве *>3/2 имеем: | 4*—61 = 4*—6, поэтому 
уравнение (1) можно переписать в виде 4*—6 = 6* —8. Последнее уравнение 
имеет едннс?венный корень *t = 1, который не принадлежит множеству 
*>3/2. Значит, на множестве *>3/2 уравнение (I) не имеет решений.

Объединяя решения, найденные на множествах *>3/2 и * < 3/2, полу­
чаем, что уравнение (1), а значит и равносильное ему исходное уравнение, 
имеет единственный корень * = 7/5.

Ответ: * = 7/5.
3. Обозначим через К  точку пересечения прямых АВ и ЕМ  (рис. 31).

Поскольку углы CDB и САВ опираются на одну дугу, то CAB = CDB — a.
Из равенств DCE+CDB =я/2, КЕА-\-САВ =д/2 следует, что DCE —
= КЕА = СЕМ. Но это означает, что треугольник СЕМ равнобедренный,
т.е. | СМ | = | £Л11. Далее, MED = n/2-CEM=n/2—(n/2—a)==a=CDB. 
Итак, треугольник EM D — равнобедренный, или | DM | = | ЕМ  |. Этим доказа­
но, что |CAf|=|DM |, или что ЕМ  — медиана 
треугольника CED.

Из прямоугольного треугольника АВЕ на­
ходим |Л£| = |,4В| cos CAB = 4 cos а. Далее 
из прямоугольного треугольника AED по теоре­
ме Пифагора получаем \ED\ = V |/1D|J — |/4£|2 =
= V 64— 16cos*,a = 4 У 4—cos2 а и, наконец,

I ЕМ  | = 1 1 CD - L ^ - =2 1 1 2 cos a

Ответ: | £A11=2 / 4  tg2a  + 3 cm.
4. Пусть * — целый корень данного уравнения. Тогда существует неко­

торое целое число я такое, что справедливо равенство
у  (3*— У  9*2 -|- 160* -f- 800) = 2л л |

 ̂ *0. в. Нестеренко а др. 161



или
У~9х*+ 160* +  800 =  Зх— 16/1.

Возведя это равенство в квадрат, приходим к равенству

х(3л +  5) =  8л* — 25.

Преобразуем правую часть этого равенства следующим образом:

(2)

8 л * -2 5  =  8 ( л « - ^ ) - ^ = | - ( З л  +  5 ) ( З л - 5 ) - | .

Из равенства (2) можно получить теперь следующее:

ч 8 (Зл +  5) (Зл — 5) — 9дс (Зл +  5) =  25.

Поскольку х и л  есть целые числа, то последнее равенство означает, что 
З л + 5  является делителем числа 25, т. е. З л + 5  есть одно из чисел ± 1 , 
± 5 , ±25. Непосредственной проверкой убеждаемся, что это возможно 
только если я  равняется одному из чисел лх = — 10, п± =  —2, л *= 0 . Соот­
ветствующие значения х  находятся из равенства (2): X i =  — 31, х , =  —7, 
х* =  —5. Итак, все целые корни исходного уравнения содержатся среди 
чисел x i =  —31, х , =  —7 и х , =  —5. Подставляя эти числа в исходное урав­
нение, убеждаемся, что ему удовлетворяют только Xi и х,. Значит исходное 
уравнение имеет два целых корня: x j  =  —31 и х* =  —7.

Omsem: x t =  —31, x t =  — 7.
б. Точка х =  0 будет в приводимом ниже решении играть особую роль. 

Поэтому отдельно исследуем те значения параметра а, при каждом из кото­
рых уравнение будет иметь корень х = 0 .  Подставляя х =  0 в уравнение, 
видим, что имеется только одно такое значение параметра, именно я  =  1 . 
Уравнение при а = 1  имеет вид

Поскольку множитель ^ 8— х не обращается в нуль на отрезке [—2, 3J, то 
уравнение (3) на этом отрезке равносильно такому:

Функция, стоящая в левой части этого уравнения, четная. Значит, уравне­
ние (4) на отрезке [—2, 2J будет иметь нечетное число корней (если х 0 Ф 0 — 
корень уравнения (4), то— х„ также его корень; кроме того, имеется корень 
х = 0 ) . На множестве [2, 3] уравнение (4) корней не имеет, так как на этом 
множестве

Итак, при а = 1  исходное уравнение имеет нечетное число корней па отрезка 
(—2, 3]. Значит, а = 1  удовлетворяет условию задачи.

Отметим теперь еще раз, что при а Ф 1 все корни исходного уравнени* 
отличны от нуля.

(3)

(4)
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Исследуем еще значение параметра а =  0. При а =  0 исходное уравне­
ние имеет вид

> I И я х  „  /с,* * -fc o s— -— = 0 .  (5)
^ 4

Уравнение (5) на отрезке [—2, 2] имеет четное число корней. Это следует 
из четности функции, стоящей в левой части уравнения (5), поскольку 
вместе с корнем х„ уравнение будет иметь и корень — дг0. На множестве 
[2, 3] уравнение (5) корней не имеет, так как начэтом множестве х* +

1 \лх
-t-cos— —̂ 5а 4— 1 =  3 >  0. Итак, при а = 0  исходное уравнение имеет чет­

ное число корней на отрезке [—2, 3J. Значит, а =  0 не удовлетворяет усло­
вию задачи.

Теперь исследуем значения параметра а такие, что аф 0 и аф\. При 

любом таком а исходное уравнение имеет корень * 1 = — . Выясним, при 
• а 

каких значениях а этот корень попадает на отрезок [—2, 3]. Очевидно, что 
это будет при тех а, которые удовлетворяют двойному неравенству — 2 <  

g
< — < 3 .  Ясно, что среди положительных а это будут те, которые удов- 

_  8
летворяют условию а ^  — , а среди отрицательных а те, которые удовлет­

воряют условию а <  —4. Теперь очевидно, что надо рассмотреть три области
8 8 

изменения параметра: 1) а < —4, 2) ~ 4 <  а <  , а Ф 1, а Ф 0, 3) а~^—  .О О
1) Пусть а< —4. Тогда исходное уравнение имеет на отрезке [—2, 3J 

корень x i= -^ - . Рассмотрим теперь уравнение

,  . И я х  
x*+cos ——  =  «• (6)

г. ___  . ... .  ,  Мпл И яхПри 4 уравнение (6) корней не имеет, так как xs - f  cos—- — ascos —- — ^

^  — 1. Итак, исходное уравнение при любом а < —4 имеет только один

корень . Значит, все а < —4 удовлетворяют условию задачи.

2) Пусть —4 <  а <  8/3, а Ф I , а Ф 0. В этом случае множитель У 8 — ах 
не обращается в нуль на отрезке [—2Г 3]. Значит, на [—2, 3| исходное 
уравнение равносильно уравнению (6).

Уравнение (6) на отрезке [—2,' 2 ] имеет четное число корней (или не 
имеет их вовсе). Это следует из четности функции, стоящей в левой части 
уравнения (6), так как вместе с корнем х0 уравнение будет иметь корень 

На множестве (2, 31 уравнение (6) корней не имеет, поскольку на

этом множестве x*-j-cos **Л* '5г х >— 1 ^ 4 — 1 = 3 > -| - .  Итак, при указан-

иы* значениях параметра а исходное уравнение либо не имеет корней на 
отрезке [—2 , 3 |, либо имеет их четное число. Следовательно, все эти гна- 
Ч€ННЯ а не Удовлетворяют условию задачи.
6*
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g
3) Пусть a > — . Тогда исходное уравнение имеет на отрезке [—2, 3J

О
g

корень X j= — . Отметим, что из корней уравнения (6) корнями исходного 

уравнения будут только те, которые удовлетворяют условию 8— О, 

т. е. те, которые удовлетворяют условию: х <  -Ц-. Теперь задача может быть
g

переформулирована так: в области а найти все значения а, при каж-О
дом из которых уравнение (6) имеет на промежутке —2 , j  четное

число различных корней.
Рассмотрим несколько случаев.
а) Пусть а = 4, тогда уравнение (6) имеет вид

.  , П лх .x* +  cos—— = 4 .  (7)

В этом случае множество, на котором исследуется уравнение (7), таково: 
[—2, 2). На множестве (—2, 2) уравнение (7) имеет четное число корней. 
Но точка х = —2 также удовлетворяет уравнению (7). Это легко установить

подстановкой. Следовательно, при о =  4 на промежутке —2, -2-^ уравне­

ние (6) имеет нечетное число корней. Значит, а =  4 не удовлетворяет усло­
вию задачи.

g
б) Пусть а > 4. В этом случае — <  2 и, так как на [—2, 2] уравнение

(6) имеет четное число корней, условию задачи будут удовлетворять те а, 
при каждом из которых уравнение (6) имеет четное число корней (или не

имеет их вовсе) на множестве ^  . Докажем, что на множестве ^  , 2 j

уравнение (6) не имеет корней. Отсюда будет следовать, что все а >  4
удовлетворяют условию задачи. Поскольку х =  2 не является корнем урав-

... . , .. ,  1 1лх _  8 ,  1 1лхнения (6) (а ф 4) и а— х1— cos — —̂ з*  — — х* — cos — —̂ , то достаточно до-

,л m 8 , М ях _казать, что на множестве (0 , 2) справедливо неравенство —— х*— cos — —̂ >

. _  18  ̂ „ 9л И ях Ч1л П л х  л _> 0. Если j j  <  х < 2, то ~y  <  — —  < — и cos — —̂ <  0. Значит на

8 ,  П л х  8 » п этом множестве —— х1 — cos— —̂ > — — х* > 0. (Последнее неравенство
18

выполнено, поскольку х  <  2.) Если 0 < • 10» пользуясь монотонным
8 8 

убыванием функции У= —— ** на множестве х > 0 , находим, что — — х * >

П лх__8-11 /18\* 44 ,  . 8 ,  11ях , 11лЗ г-jg--- 1 ту 1 > д-—3 > 1 и, значит,—— х*— cos— —̂ > 1 —cos—^

> 0 .  Итак, все а >  4 удовлетворяют условию задачи.
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8 8
в) Пусть - j < e  < 4. В этом случае — > 2 и подобно пункту б) доста-

имеетточно найти все а, при которых уравнение (6) на множестве ^ 2 , 1  j  

четное число различных корней (или не имеет их вовсе). Как и в пункте
g

б), докажем, что при всех а, удовлетворяющих неравенствам — < а  <  4,

уравнение (6) на множестве f  2, — 'j не имеет корней. Поскольку на множе-

/„ 8\ ° 8 
стве 1 2 , — j  выполнено неравенство а < —  и, следовательно, а— х2 —

I Injc 8 ,  11л*
— cos — —  < ------ i — cos — —  , то достаточно доказать, что на множестве

4 ДС 4
8 11 их 26

(2, 3) выполнено неравенство —— х*— cos  ̂ ■ < 0. Если 2 < х  <  уу , то

11л ,  Плд: 13л 11лх л _ 8 .
— - —  < — ;—  <  — и cos — ;—  >  0. Значит, на этом множестве------ х* —2 4 2 4 х

П Л  8 . п— cos— —̂ <  —— хя <  0. (Последнее неравенство выполнено, поскольку

26
х  >  2.) Если у у < х < 3 ,  то, пользуясь монотонным убыванием функции

8 ,  -  8 ___ 8-11 ( 26\* 44
У——— х  « а множестве х > 0 ,  находим, что ^  ”26-----( " л )  <  Т з  —

е  • 8 ,  И я х  , 11лх л . .— 5 < — 1 и, значит, —— ж1 — cos—ц— < — 1— cos—- — < 0 .  Итак, все
g

а из области — < а  <  4 удовлетворяют условию задачи.

Собирая вместе все о, удовлетворяющие условию задачи, получаем ответ. 
О твет: а < — 4, e =  1, 8/3< а  < 4, а > 4.
1.С. Общий член а„ данной арифметической прогрессии по известной 

формуле может быть записан так: а„ =  3 + 6  (п — 1). Поэтому a» =  3 - f  6-5 =  33. 
Сумма первых шести членов арифметической прогрессии равна

£ !+ £ • . .  6= Л ± ^ . 6 =  108.

По известной формуле сумма первых восьми членов данной геометрической 
прогрессии равна

з _ - з ( > У —  + |).

1— У Т

Сравним числа 108 и 4 5 ( ^ 2 - f l) .  Так как Y 2 > 7/5, то 4 5 ( У Т + 1 ) >
>  45 (7 ,5 + 1 )=  108.

О твет: Сумма первых восьми членов геометрической прогрессии больше 
суммы первых шести членов арифметической прогрессии.

Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. 1.Н. — 1 — У~Т. 2. 8/7. 3. Кб1 sin ! a —25 см. 4. — 13; —59. 

5. я < —3, а =  — 1, 3 / 5 < а <  3, а >  3. 1.С. Сумма первых восьми членов 
арифметической прогрессии меньше суммы первых шести членов геометри­
ческой прогрессии.



Вариант 3. 1.Н. 1 +  У Т .  2 . 3. У  ^  см. 4. - 7 ;  -1 3 .

5 .а ^ —4, а =  — 1, 8 / 5 < в  <  4, а >  4. 1.С. Сумма первых семи членов ариф­
метической прогрессии меньше суммы первых шести членов геометрической
прогрессии. _____________

Вариант 4. 1.Н. 2 + У "7 .  2. 2/7. 3. У 49— 16sin2a-cosa см. 4. —3; 
—21. б. а < — 5, а =  1, 5/13<а  <  5, а >  5. 1.С. Сумма первых пяти членов 
арифметической прогрессии больше суммы первых восьми членов геометри­
ческой прогрессии.

§ 3 . ФИЗИЧЕСКИЙ Ф А К У Л Ь ТЕ Т

1 9 7 7

решение варианта 1.
1 . Данное уравнение можно переписать в виде 1 — cos 2х или

2л
cos2* =  —1/2. Решая последнее уравнение, находим 2 х = ± - = —|-2ля,

*  О

п g Z ,  или х =  ±  - j + я л ,  n £ Z .

Возможно и другое решение. Исходное уравнение равносильно сово­
купности двух уравнений sin х =  У~3/2 и s in x  =  — V 3/2. Решая каждое 
из них и объединяя множества их решений, получим ответ задачи.

О твет: х — ±  у + л л ,  п £  Z.

2 .И. Решая квадратное уравнение 2 х *+ 6 х — 2 0 = 0 , находим точки 
x je=—5, jc2 =  2, в которых парабола у =  —2хг — 6 х+ 2 0  пересекает ось ОХ.

Ветви параболы направлены вниз (рис. 32). 
Необходимо найти площадь заштрихованной 
фигуры. Имеем

X
S =  j  (—2**— 6*+ 2 0 )  dxxs

- ( - ¥ - з' , + 2о' ) Г - .

250
—16/3— 1 2 + 4 0 - ^ + 7 5 + 1 0 0  =  343/3.

О твет: S  =  343/3.
З.Н. Воспользуемся следующими формулами для числа размещений

- ,Р п = п \ .и числа перестановок: А% =

Тогда

х.

(л—т)\

(л+  4)1 143 _ (п +  4) (я +  3) 143 4п*+28п— 95 
л! (л+2)1 4-л! л! 4 •л!=  4-л1



Отсюда следует, что для искомых значений я  должно выполняться нера­
венство 4я* +  28л— 95 < 0 .  Квадратное уравнение 4 х*+  28дг— 95 =  0 имеет 
корни * i* = — 19/2, *2 =  5/2. Так как множество решений неравенства 
4Лз_|_28дс— 95 <  0 есть интервал — 19/2 <  х  <  5/2, то нужно найти все 
натуральные числа, лежащие в этом интервале. Таких чисел только два:
1 и 2. Значит, последовательность хп имеет только два отрицательных 
члена и **, причем

4-1*4-28-1— 95__ 63 _ _ 4 - 2 * +  28-2— 95 23
Х1== 4-11 “  4 * 4-21 — 8 *

О твет: —63/4, —23/8.
4. Обозначим вершины данной трапеции последовательно буквами А, 

В , С, D  так, чтобы отрезки AD и ВС были ее основаниями, причем 
| AD | >  | ВС | (рис. 33). Обозначим через а ве­
личину у*ла BAD. Тогда 0 <  а <  л/2. Так как

трапеция по условию равнобедренная, то CDA =

=  BAD =  a, BCD =  ABC =  я — а.
Выразим двумя способами через а и радиусы 

R  (описанной) и г (вписанной) окружностей ве- А 
личину отрезка BD. Это даст уравнение от­
носительно а и тогда будут найдены все углы 
трапеции.

Так как угол BAD  вписан в большую ок­

ружность и опирается на дугу BD , то | BD  | =  2R sin BAD =  2R  sin  а.
Соединим центр О вписанной окружности с точками касания этой 

окружности со сторонами ВС, CD и AD. На рисунке эти точки обозна­
чены буквами £ , G и F  соответственно. Так как радиус, проведенный 
в точку касания, перпендикулярен касательной, то 0 £ _ L B C  и OF_\_AD. 
Прямые ВС и AD параллельны, значит, OF _]_ВС. Поскольку через 
точку О можно провести единственный перпендикуляр к прямой ВС, ю  
это означает, что прямые ОЕ и OF совпадают, или, что точки £ , О, F  
лежат на одной прямой. Кроме того, отсюда следует, что длина высоты E F

2 г  f~2~трапеции равна 2г. Из условия задачи — =  у  у , или R  =  У~Ьг. Тогда

| £D | = 2  У Н  г sin о.
Так как окружность с центром О касается сторон ВС, CD, AD, то 

прямые ВО, СО, DO являются биссектрисами соответственно углов ABC, 
BCD, CDA. Поэтому

| ВС I - 1 B E  |+1 EC I =  r  ctg - 4 f £ - + r  ctg = 2 r  ctg ^ = 2 r  tg J  ,

I CD | =  | CG |+1 GD| =  r  c t g г ctg

. я  — ос . . a f . a . . a \  2r  
ctg— + r  ctg T  =  r  (^tgT +ctg T J = —
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Применяя к треугольнику BCD теорему косинусов, получаем 

| BD  |* =  | ВС |*+1 CD I*— 2 1 ВС |-1 CD |cos SCO —

=  4г* tg*-?- • —^ ---- 8г* —■ 2- со» (я — а) —
Б 2 sin* а sin а

. .  Г I — cos а , 1 | 2 cos а 1 , , 1 \
'  [  1 4 - cos а sin* а 1 + cos а J \ s in * o / '

Приравнивая выражения для |В£)|*, приходим к уравнению

l 4 ~ J L _ = 6 sin*a , или 6 sin 4a— sin *a — 1 = 0. Последнее уравнение рав- 
' sm-a

носильно совокупности двух уравнений sin*a  =  —1/3, * in *a «= l/2 .

Рис. 34.

Рис. 36. Рис. 37.

4 f —

Первое из них корней не имеет. Второе уравнение равносильно уряв-
I —cos 2a 1 о n nнению------ -̂-----= у  , или cos2a =  0. Последнее уравнение на промежутке

0 <  a <  я/2 имеет единственное решение а = я/4 .

Ответ: BAD =  CDA = л /4 , BCD =  ABC =  Зл/4.
5. П е р во е  реш ение. Обозначим через К  центр куба и через 

L , М, N точки пересечения плоскости а с прямыми В|С,, В ,В , В ХАХ соот­
ветственно (рис. 34). Найдем величины отрезков | B ,L  |, | В,Л( |, | В,А  ̂|. 
Точка К  есть середина отрезка АСХ и потому принадлежит плоскости 
ААХСХС. Прямые Е К  и ССХ лежат в этой плоскости. Обозначим их точку
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пересечения через Я  (рис. 35). Плоскость а пересечет ребро куба СС* 
в точке Я .  В  треугольниках А К Е  н СХК Н  имеем | А К  | “  | КСХ |.

£ ^ 4 = 6VC//, E A K  =  HC iK. Следовательно. | С ,Я | =  | А Е  | =  1/3. Плоскости 
а и ВВуС^С пересекаются по прямой FH  и, значит, точки L, М есть точки 
пересечения FH  с прямыми BxCi и ВХВ соответственно (рис. 36). Прямо­

угольные треугольники CXHL, HFC  и MBF подобны =■ CHF  и

CFH =  BFM), значит,

Отсюда

|C,L|
|CFl '

./< f ■ _  I C iЯ  И  CF | 1/3-3/4 3
1 1 1  |СЯ| 2/3 8 *
I д м . _ l f l f  M c t f l _  1 /4 • 2/3 2
1 l _  IC f l  3,4 9 *

Таким образом, | BtL | =  l  +  3/8 =  11/8, | B,Af | =  1 + 2 / 9 =  11/9. Поскольку 
плоскости а и BBXAXA пересекаются по прямой ME, то N есть точка 
пересечения прямых ME и В ,^ .  Обозначим | BXN | через дс, тогда

— 1 (рис. 37). -Из подобия треугольников MBXN и EA XN полу­

чаем, что Так как | АХЕ \ — 1— | Л£| =  2/3, то х— 1
\BXN\

2/3
; -| Щ . откуда х =  11/5. Следовательно, | В,Л/ | =  11/5. Искомое расстоя­

ние будет равняться высоте пирамиды MNLBU опущенной из вершины Вх. 
Проведем из точки В х перпендикуляр В,/? на прямую NL (рис. 38). Так 
как прямая Л1В, перпендикулярна прямым NBX и LBlt то МВУ перпенди­
кулярна плоскости LBXN. Это означает, что прямые Л1В, и LN перпенди­
кулярны. Из перпендикулярности прямых LN и M B,, LN и BtR следует, 
что прямая LN перпендикулярна плоскости MRBt. Поэтому плоскости 
MRBf и MNL перпендикулярны. Это же означает, что высота пирамиды 
MNLBi, проведенная из вершины Вх, будет лежать в плоскости MRBX и 
будет являться высотой Л треугольника MRBl (рис. 39).

Из прямоугольного треугольника BXNL находим:

|WL|=K|fl1/v|*+jB1L|«= У  у” + ”“ =!• у ъ .
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Дал€е W T = s in ^ = W T откуда
и и

, I B ,L  |»| B tN | 8 ' 5 11 
' a' R l---------ГЖ| U . / j g " ) ^ -

40 V
I

Из прямоугольного треугольника M B ,R  находим:

| M R  |= V  I M B, |i+| B ,R  |*= У

Так как

[ Щ ]  s 'n B iM R  | m r  | '
TO

M 11
l  9 ‘ УШ _  И

I Л* /? I 11 , / 1 7 0  / 1 7 0 *
9 Г  89

В то р о е  реш ение. Обозначим через Q ортогональную проекцию 
точки В i  на плоскость о. Введем в пространстве систему координат, по­
местив начало координат в точку В  и направив ось х  по лучу ВА , ось у 
по лучу ВС, ось г  по лучу В В Х н взяв за единицу масштаба отре­
зок, длина которого равна 1. Тогда точки Е , F ,  /(, В ,  будут иметь 
следующие

координаты: £ (1 , 0, 1/3), £ (0 , 1/4, 0), /((1/2, 1/2, 1/2), В , (0, 0, 1). 

Поскольку векторы /(£ и K F  не коллинеарны и точка Q лежит в плоско­

сти а (рис. 40), то существуют числа а и ^ а кие , что K Q ^ a K E + b K F  

и QB1 =  K B i — K Q = K B l — e K E — bKF. Поскольку /(£ =  (1 /2 ,-1 /2 ,-1 /6 ) , 

/(> =  (-1 /2 , — 1/4, -1 /2 ) , /Cst =  (— 1/2, -1 / 2 , 172), то

( 1 1 . 1 t 1 . 1  . 1 t 1 . 1  . 1 Л  QBi~ [ ~  J - J  a+ j b ,  - - 2 + T a+ T  ’ 2 +  6 a+ T )  *
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Вектор QB i ортогонален векторам К Е  и K F ,  поэтому

о = ( К В .  ( ~ Т + Т а + Т 6 ) “

1 ( 1 I I I I Л  1 19 I 1 I. 
6 v 2 ^ *6  в + 2  J — 12 36 а 24

о=(KF. ( - у - Т а+ Т &) ~
1 / 1 . 1  . 1 Л  1 / 1 , 1  , 1 Л  1 . 1  9 ь

- т ( “ т + т а+ т 6] т ( т + т а+ т * ] — 8 + й а _ Гб&;

Решая эту систему относительно а, Ь, находим а =  —12/85, 6=18/85. 

Тогда QBl  =  (—55/170, —88/170, 99/170) и искомое расстояние равно

1«1- ✓©■+(*)•+№« •
•

11
Ответ-.

У 170 '
2.С. Решая данную систему уравнении, находим

а -|- 3
ж— з  .

2а —3 
у = - з ~ .

Следовательно, искомые значения параметра а являются решениями нера« 
венства

а + 3  2а—3 
3 > 3 '

Этому неравенству удовлетворяют все а из области а <  6.
Ответ: а <  6.
З.С. Область допустимых значений данного неравенства состоит из 

всех х, удовлетворяющих условиям х  > 0, х  Ф 1. В  этой области неравен­
ство равносильно такому:

,eg»x+ T 5 ^ > 2 - W
Обозначив log, ж через t ,  неравенство (1) можно переписать в виде

< + 7 - 3 * 2 ,

или
( < - 02, 5*0. (2)

Решения неравенства (2) имеют вид / >  0. Следовательно, данное в усло­
вии задачи неравенство равносильно на своей ОДЗ такому: Iog7 х >  0. 
Последнему неравенству удовлетворяют все х  из области х >  1 . Все они 
Лежат в ОДЗ исходного неравенства.

Ответ: х  >  1 .



Ответы к вариантам 2—6.

Вариант 2. 1. х  =  i  п £  Z . 2.Н. - j -  . З .Н . 2в

4. arccos ( 1  ±  ^ - 1 = - )  . л - 2  arccos ( 1  ±  . 5. 1 1 / ^  .

2.С. Ь <  0. З.С. х >  1.

Вариант 3. 1. х =  ±  -5 -+ л я , n £ Z .  2.Н. ^ . З.Н . 4. 4. arosin -р кг-, 

6
я —arcsin —= - .  5.' г__ - .  2.С. с <  70. З.С. х  >  1.

\ Гз  V 170
я  24

Вариант 4. I .  х = ± - £ - + я л ,  п £  Z . 2.Н. . З.Н. 3.

4. arccos я - 2  arccos 5. .

2.С. а >  —3. З.С. х  >  1.

Вариант 5. 1. х =  ±  j + я л ,  п £  Z. 2.Н. ^ . З.Н. ^  , j .  4. j  ,

4 r -  5. -3_  -. 2.С. Ь < - £ .  З.С. х >  1.
6 / 1 7 0  3

Вариант 6. 1. х =  ±  лп, п £  Z . 2 .Н . . З.Н. 4.

4. arccos ( I  ±  - ± = . )  , * я  2arccos ( 1  ±  . 5. I  .

2.С. с >  j  . З.С. х  >  I .

1 9 7 8

Ре ш е ние  в а р и а н та  1.
1. Преобразуем левую часть уравнения:

2 sinx-| -3sin2x =  2 s in x -}-6  sin х cos х =  2 sin х (1 + 3  cos х).

Отсюда следует, что данное уравнение равносильно совокупности двух 
уравнений

s in x  =  0, cosx = — 1/3.

Первое уравнение имеет решения: х с я п ,  л £  Z . Второе уравнение имел 
решения: х =  ±  arccos (—1/3)+2лА , k £  Z. Все найденные числа образуют 
множество решений данного уравнения.

Ответ: х =  ял , п £  Z ; х =  ±  arocos (—1/3)+2лА, k £  Z.
2 .Н. Поскольку дискриминант квадратного трехчлена 2х *— х + 2  отри­

цателен (D =  —15), то при любом х справедливо неравенство 2х*—х + 2  > 0 
и, значит, область определения функции у (х )=  Y 2х*— х -(-2 совпадает 
с множеством всех действительных чисел. Вычислим производную (х), 
пользуясь известными правилами:

1 1 .  _____. 4х— 1



Так как функция дифференцируема в каждой точке числовой прямой, то 
по теореме Ферма ее точки экстремума должны содержаться среди реше­
ний уравнения у '(х ) =  0, или

4 х —  1

2 К  2х*—х + 2
= 0 .

V

Эго уравнение имеет единственный корень ж =  1 /4. Докажем, что точка 
х= 1 /4  действительно является точкой экстремума. На множестве х  <  1/4

4х—1
справедливо неравенство ----- .. <  0, или /  (х) <  0, а на мно-

2 у  2х *— x - f  2
4х— 1

жестве х  >  1/4 выполнено неравенство -----.  _.......... —  >  0, или J  (х )> 0 .
2 у  2х *—x - f  2

Пользуясь теоремой о достаточном условии экстремума, заключаем, что 

х = 1 /4  является точкой минимума. Значение в этой точке равно у -

^ . Вычисления можно было бы упростить, если заметить, что из
О

монотонности функции следует, что точки экстремума функции у(х) 
совпадают с соответствующими точками функции 2х*— x - f  2 , т . е. все ис­
следование достаточно провести для функции f(x ) =  2x*— x -f-2 .

О твет: имеется единственная точка экстремума (минимума) х= 1/4 ; 

Vm I n -  K I378.
3 .Н .  Из условия задачи следует, что вектор АВ имеет координаты 

(3; 4; 6). Так как искомая плоскость перпендикулярна этому вектору, то 
ее уравнение можно записать в виде

З х - Н у + 6 г - М = 0 ,  (1)
где d— некоторое число. Плоскость проходит через точку А, значит, коор­
динаты точки А после подстановки в уравнение (1) должны обратить его 
вверное числовое равенство. Имеем 3-1 +  4 -2 -f 6*3 -fd  =  0, откуда d — — 29. 
Итак, уравнение искомой плоскости имеет вид

Зх 4 у - f  Gz— 29 — 0.

О твет: Зх- f  4 y -f 6z— 29 =  0.
4. Потенцируя данное уравнение, получаем уравнение

3х—8 =  3*~*. (2)

Умножая это уравнение на 3*, получим уравнение

3 * * _ 8 .3 *  =  3*,

равносильное уравнению (2). Обозначив 3* через /, это уравнение можно 
переписать в виде /*— 8< — 9 =  0. Корнями полученного квадратного урав­
нения являются числа l t =a—I,  fg =  9. Значит, уравнение (2) равносильно 
совокупности уравнений

3х =  — 1, 3х =  9.

Первое уравнение этой совокупности корней не имеет, так к*к —I не при­
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надлежит множеству значений показательной функции. Второе уравнение 
имеет единственный корень дсх =  2. Итак, уравнение (2) имеет единственный 
корень xt =  2. Все корни исходного уравнения содержатся среди корней 
уравнения (2), ибо при потенцировании уравнения нельзя было потерять 
корни, но можно приобрести посторонние. Поэтому ни одно чис.*>, отличное 
от 2, не является корнем исходного уравнения. Подставляя ж =  2 в ис­

ходное уравнение, находим, что левая и правая 
его части обращаются в нуль, т . е. х  =  2 является 
его корнем.

Ответ: х =  2.
5.Н. Обозначим через Р , Q, R , S  точки 

пересечения плоскости а с прямыми АВ, BD, 
CD и АС соответственно (рис. 41). Так, как а Ц /ID  
и о U ВС, то

PQ || AD Ц R S , QR ]\ ВС \\PS. (3)

Эго значит, что четырехугольник PQRS—парал­
лелограмм. Поскольку пирамида правильная, то 
проекция AD на плоскость ABC проходит через 
вершину А и центр правильного треугольника 
ABC, т. е. перпендикулярна ВС. По теореме о 
трех перпендикулярах это означает, что ребра 

AD и ВС перпендикулярны. Из (3) теперь следует, что PQRS—прямо­
угольник. Обозначим | АР | через х и выразим через х площадь S  (дг) пря­
моугольного сечения PQRS. Из подобия треугольников PBQ и ABD вы-

ft

Рис. 41.

текает, что \PQ\ _ ВР  | „ли ^ ' а— х
\AD\~ АВ ь а , Поэтому | PQ |=— (о— л).

По условию треугольник ABC— правильный. Из параллельности прямых 
P S  и ВС следует, что треугольник APS  также правильный, т . е. | P S  | *  
гг | АР\ =  х. Таким образом,

S  (х) =  | PQ 1*1 P S  | =—v(a— *)•*= •— (ах—**)• (4)

Для того чтобы найти сечение максимальной площади, нужно найти точку 
на отрезке [0, а], в которой функция S  (х) принимает наибольшее значение.

Производная S ' (*)=-^- ( «— 2х) обращается в нуль

в единственной точке а/2. Значит, S  (х) прини­
мает наибольшее значение в точке а/2 или на 
концах отрезка [0 , а]. Поскольку S(0) =  S(e) =  0

„ / а \ Ь аг ab 
и S  I 1 =  — - =  -4- • то площадь сечения бу­

дет наибольшей, если х  =  о/2 , т . е. плоскость ос 
проходит через середину отрезка АВ. Вычислим 
теперь расстояние от ребра AD до плоскости а 
в предположении, что | АР | =  х — некоторое чис­
ло из промежутка 0 < х < а .  Обозначим через К  середину отрезка АС, 
через L , М — точки пересечения отрезков KD  и QR, КА  и P S  ссответст-
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венко (ряс. 42). Так как прямая LM  есть пересечение плоскостей а и AKD  
и a||/4D, то прямые LM  и АП параллельны. Прямые KD  и КА  перпенди­
кулярны ВС (медианы в равнобедренных треугольниках, проведенные 
к основаниям, являются высотами). По приз­
наку перпендикулярности прямой и плоскости 
заключаем, что прямая ВС перпендикулярна 
плоскости AKD. Но PS\\BC, следовательно, 
прямая P S ,  а потому и плоскость а, перпенди­
кулярны плоскости AKD. Это означает, что 
проекция AD на плоскость а совпадает с пря­
мой LM  и расстояние от AD до плоскости а 
(обозначим его через d) равно расстоянию меж­
ду параллельными прямыми AD н LM . Выразим 
это расстояние через х. Для удобства вынесем сечение A KD  пирамиды на 
рис. 43. Пусть /CiV— высота в треугольнике AKD, Е — точка пересечения 
KN  и LM . Тогда |Л'£| =  <*. Из подобия треугольников АРМ  и А ВК  
(рис. 42) следует, что

|ЛЛ1| \АР | х  _ |ЛГЕ| \АМ\ х 
|М'| | АВ | а | ЛАГ | -  М К  | — Ц  '

откуда rf =  -i-|W/C|. Вычислим | N K  |. Из равнобедренного треугольника

BDC находим: | О/С | =  У\ BD  |2— \ВК\г = У ь * — а*/4. Так как треуголь-
|Гз !/■ з

ник Л ВС — правильный, то \ АК\ =  \ А В \ . Применяя к тре­

угольнику A D K  теорему косинусов, получаем Ь* — i l l  =  f t * Л. в * __

- 2Ь - у -- cos Л, откуда cos Л , sin Л =  1 - - ^ -  и | ЛГ/С|=

=  | А К  |-sin А = а  • • у /  1 — — J L y s t , *  —а*. Таким образом,

d = . T ' T b  Y3b1 -  a' = i b  (5)

Подставляя сюда , находим dmax= ~  У З Ь г — а*.

О твет: У ЗЬ -  — а*.

6 . На рис. 44 изображена конфигурация, описанная в условии задачи. 
Докажем, чт°  треугольники CNM и DNM  подобны. Для этого достаточно

доказать, что CNM — DNAI „ СлГлг =  Л?Ш 1. Так как А В —диаметр, то 
треугольники АСВ к ADB прямоугольные. Они имеют общую гипотенузу 
АВ к равновеликие катеты (АС и AD— радиусы окружности с центром 
в точке А )• Поэтому |BC| =  |BD|. Углы СЛ'В и D N B  вписаны в первую 
окружность и опираются на дуги этой окружности, стягиваемые равнове­

ликими хордами ВС и BD. Значит, CNB =  D \ B , или CXl\i =  D\'M. Так
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как угол CMN— внешний в треугольнике СМВ, то CMN =  BCM-\- МВС- 
Углы NBC и CDN— вписанные, опирающиеся на одну и ту же дугу.

Значит, M BC = N BC  — CDN. Пусть К — точка пересечения прямой QA со 
второй окружностью. Тогда КС _]_ ВС и КМ  J_CM  (С К— диаметр второй

окружности). Отсюда следует, что BCM =  C KM =C D M  (последние два
угла вписаны во вторую окружность и

опираются на дугу СЖ). Итак, CMN =

=ВС М  +  МВС =  CDM +  CDN =  NDM . 
Этим доказано, что треугольники CNM 
и DNM  подобны. Из подобия следует 

|МЛГ| |СЛ/|равенство Отсюда 

ММ I =
|SD | |MN|

=  уив.
О твет: | МЛ/1 =  V"ab-

2.С. Обозначим через х количество тонн металла, выплавленного из 
24 тонн руды. В нем содержится 4% примесей и 96% чистого металла. 
Поэтому чистого металла будет выплавлено 0,96* тонн. Эго количество 
по условию должно составлять 60% от 24 тонн руды. Так что получаем 
уравнение 0,96х=0,6-24, откуда х  =  15.

О твет: 15 тонн.
3.С. Перенося правую часть неравенства налево и приводя слагаемые 

к общему знаменателю, после тождественных преобразований получим не­
равенство

х —8 <0, (6)( х + 2) (х— 3)

равносильное исходному. С помощью метода интервалов (рис. 45) находим 
множество всех решений неравенства (6): х  < — 2 , 3 <  х <  8.

О твет: х  <  — 2, 3 <  х <  8.

5.С. Будем пользоваться формулами (5), (4), выведенными в решении 
задачи 5 .Н . Из условия задачи следует, что в (5) нужно взять Ь равным 
а ]/~2. Тогда из (5)

/ 5
d =  / 3

2/Т0

2 У  2 а
Убаг — аг =

2 У  2

2 К 10
или х = — —̂ d. Значит, плоскость пересечет ребро АВ вточке Р  такой,

что АР
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_ 4 . 8 ]/~2 м
О твет: S  = ——  ad-------- =—  <Р.

У  5 5
Ответы к вариантам 2—6.

Вариант 2. I .  х = у -| -л л , n £ Z ; дг= ±  arccos-| -+2л*, k £ 2 .

2.Н . ymin =  У (-g -j =  — у  V~e. З.Н. a rocosy. 4. х  =  0.

5 . Н . О - 2  У 4 Ь * -З а г. в. — . 2.С. 5% . З.С. »> 1 , - 3 < х < 0 .  5.С.о0 П
* У 3 d(Зд— 4d).

9

Вариант 3. I .  х = у + л л ,  n £ Z ; х = ( — 1)* arcsin ^ ft£ Z .

2.Н. =  =  Y \  • З.Н. 2 х - 2 у - * + 9  =  0. 4. *==3.

5.Н. ^  К З * 1 — а‘. в. 2.С. 7 кг. З.С .х<  — 3, — у  <  х <  2. 5.С.

!< * (в г г - ^ ^ з ) .

Вариант 4. 1. х = п п ,  n £ Z ;  х  =  (— 1)* arcsin у  +  л*, * £ Z .  

2- Н. У т . х  =  У ( у )  =  1 +  . З.Н. arccos . 4. х = 0 . 5.Н.

0 2  V 4 т * —Зл*.в. £  . 2.С. 53%. З.С. х < - 3 ,  у  < х  <  J -  . 5.С. 

• ^ 4 (т  V l5 — d 4 V l) .

Вариант 5. I .  х = л п ,  n £ Z ; х =  ±  arccosу-| -2д*, k £ Z .  2.Н.

Vmln =  У (I) - V I З.Н. X— y + 4 z + U = 0 .  4. х =  1. б.Н. 

~  У 3 т * - п * .  0. УаВ. 2.С. 190. З.С. х < - 2 ,  - у  <  х < 2. 5.С. 

~ ( т  V\\ — 4d).

Вариант 6. I .  х = л л ,  n £ Z ; х  =  (— !)* arcsin  ̂— у ) + я * ' 

k £ Z .  2.Н. Ут\п =  У ( т ) - ' - ё -  ■rccos-^. 4. х = 0 . 5.Н.

-— 2. V 4m »-3n*. в . - у .  2.С. 90%. З.С. - 5 < х < - у , х > у .  5.С. 

~ ^ ( V T im -4 d ) .

По формуле (4) теперь находим:
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или

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. Воспользовавшись формулой для косинуса половинного угла, данное 

уравнение можно преобразовать к виду

cos у  = 2  cos* у  ,

cos у  ^2 cos у  — | ) = 0.

Отсюда следует, что исходное уравнение равносильно совокупности двух 
уравнений

cos у = 0, cos у = у  •
*

Решая их, находим следующие серии решений: х = я (2 л -{ -1 ) , n £ Z ,  * *■  

=  -у -+ 4 л * ,  k £ Z ,  * = » — ~ + 4 л т ,  m £ Z .

О твет: дс =  я ( 2 л +  I), n £ Z ; x = ^ -\ -4 n k , k £ Z ;  [-4я т ,  m £Z.

2.Н. Воспользуемся координатным представлением скалярного произ-
-+ -4 ^  —► —► |

ведения векторов а, Ь, а также формулой (а, й) =  | а 11 6 1 cos (р. Имеем

<И,&) =  6 .5 + ( — 2 ) - 0 + ( - 3 ) .0  =  3 0 . М =  / б *  +  (— 2*)+(— 3)* =  7, | &|=б.
0

Таким образом, 30 =  7 -5-c o sf, откуда cosф =  у  . Поскольку величина

угла между двумя векторами принадлежит отрезку [0 , л], то находим,
6что ф =  агосо« у .

О твет: arccos у .

3. Прологарифмируем первое уравнение системы по основанию 3. То* 
гда исходная система равносильна системе

\ х + У  log,2 =  — 2, ,
\ у - х  =  2. w

Заменив первое уравнение суммой первого и второго уравнений, получим 
систему

i  у ( I +  log, 2) =  0,
\ у — х = 2 ,  04

равносильную системе (1). Поскольку I +  log, 2 =  1ос, 6 Ф 0, то очевидно, 
что система (2) имеет единственное решение: * i  =  — 2, y i =  0. Так как си- 
ст?мз (2) равносильна исходной системе, то исходная система также имеет 
единственное решение: x j =  — 2 , y i =  0.

О твет: х = —2, у = 0.
4.Н. Найдем точки, в которых касательные к графику функции

х +  1
У (х) ~ х _.3 образуют угол Зл/4 с осью Ох. Их абсциссы являются кор-



Зд
нями уравнения у' (х) =  tg - j - . По формуле для производной отношения

4 Зл
двух функций у*(*) =  — (д— З)»- Так как •• то получаем

4
уравнение — <х_ з р = — которое имеет два корня: * i  =  5 и х , =  1. 

Ординаты точек касания находим из условия, что они принадлежат гра­

фику функции у W  =  т. е. y1 =  y ( x , ) = | ^ i= 3 ,  yt =  y (х2) =

, +  1 _ . I .  Теперь можно написать уравнения касательных: у — 3 =
~  1—3
=  _1 .(дс _5) и у + 1  =  — Ь (х — 1), или у =  — х + 8  и у =  — х. Поскольку 
ось Ох имеет уравнение у = 0, то координаты точек пересечения ее с первой 
и второй прямыми удовлетворяют соответственно системам уравнений

( У — — * + 8i j  у =  
\ У =  0, \ у =

=  —х,
0.

Значит, первая прямая пересекает ось Ох в точке с координатами (8, 0), 
вторая— в точке с координатами (0, 0).

О твет: (8, 0), (0, 0).
5. Обозначим \АМ\ через х  и |ЛЛ̂ | через у. Применим к треуголь­

нику AMN  (рис. 46) теорему косинусов. Тогда 4а* =  х * + у 2— 2xycosa. 
Обозначим через О центр окружности 
н через £ , F ,  G— точки касания окруж­
ности со сторонами ВС, А В, AD  соот­
ветственно. Так как радиус, проведен­
ный в точку касания, перпендикулярен 
касательной, то OEJ_BC, OG\_AD. Но 
AD"BC, следовательно, OG^BC. Из точ­
ки О можно провести только один пер­
пендикуляр к прямой ВС. Значит, пря­
мые ОЕ и OG совпадают, т. е. точки Е ,
О, G лежат на одной прямой. Прямые 
EG и AD перпендикулярны, поэтому

|£G| =  | АВ | s in a = / s in a  и |ОЕ | =  |OF | =  \OG 1="^г * M in a . Точка О

лежит на биссектрисе угла BAD, поэтому
, . a a a . _ r . /ЯП -гг cos cos -=■ t .

\AG |=| A F  |— J L2 £ L  = ------ -------------- —  =  /cos‘ - | - = i. l ± coscc.
1 . a a 2 2

814 J
Отрезки касательных, проведенных к окружности из одной точки, равно­
велики, следовательно,
2а =  | ММ | =  | M F  |-f | Л'С | =  | A F  | — х-|-| AG |— у =  I  (I+ c o s а) — х— у. 

Итак, получаем, что х  и у удовлетворяют системе уравнений 
f  х г -\-у*— 2ху cos a =  4а*,
\ Jt-J-y=/(l-f-cosa)— 2а.
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Перепишем первое уравнение этой системы в виде 

(x - f  у)*— 2xy(l - f  cos а) =  4а*.

Подставляя в него /(1-fcosa) — 2а вместо х + у ,  получим уравнение

— 2ху (l-|-cos а) =  — /* (I -(-cos а)* +  4а/ (1 -(-cos а).

Поскольку а / я ,  то правую и левую части этого уравнения можно еще 
разделить на 1-fcosa. Получим, что х н у  удовлетворяют системе урав­
нений

( x -\ -y = l (1 -fcosa) —2а,

I х 0  +cos a)— 2al.

Эго означает, что они являются корнями квадратного уравнения 

f* - f  (2а— I  (1 -fcos a)) < +  1* (• -fcos a)— 2 a l= 0 .

Решая его, находим:

/ ( l - f  cos о)—2а ±  У  4a*-f4a/(l — cosa)— /*sin*a 
*i, »=----------------- ;-----2---------------------- -

Поскольку длины искомых отрезков ВМ  и ND  равны /— х и 1— у, то
получаем ответ задачи.

Заметим, что приведенное решение задачи годится для любых зна­
чений а из промежутка 0 < a <  я . Кроме того, условия задачи не позво­
ляют, вообще говоря, однозначно определить величину отрезка M B. Можно 
только утверждать, что один из искомых отрезков равен найденному выра­
жению со знаком (плюс» перед корнем, а второй— выражению со знаком 
«минус» перед корнем.

О твет: \MB\ =  dx, |JVD| =  d,; \MB\ =  dt , \ND\ =  dlt  где

. /(1—cosa)-f 2a-f V 4 a *-f 4a/ (1 — cosa) — I х sin*a 
“i —---------------------- 2---------------------- *
. / (1 — cosa )-f2a— V 4 a *-f 4а/ (1 — cos a)— /* sin* a 

d , = ---------------------- 2---------------------- •

6 . Обозначим через >4], Ct точки касания шара с прямыми, проведен­
ными через А и С соответственно. Пусть Аг и С ,— ортогональные проекции 
точек i41 HC, на плоскость Р  (рис. 47). Поскольку отрезки касательных к 
шару, проведенных из одной точки, равновелики, то | ААХ | =  | АВ  | =  /, 
|СС, | =  | СВ | =  I. Из прямоугольных треугольников CC\Ct и AAtAt нахо­
дим: | AxAt | =  I  sin а, | C,C* | =  / sin a. Отсюда следует, что | AxAt | =  | СхСг |. 
Поскольку AxAt ^ P ,  CiCt J _ P , то AxAt || CxCt и, значит, АХА̂ С̂ СХ— па­
раллелограмм и, более того,— прямоугольник, так как CxCt _J_ AjCt . Из тех 
же прямоугольных треугольников | AAt | =  I  cos a, | CCt | =  / cos а. Обозна­
чим через О центр шара. Так как прямые AxAt и ОВ перпендикулярны 
плоскости Я  (ОВ — радиус, проведенный в точку касания), то AxAt \\OB 
н, значит, точки Ах, At , 0 , B  лежат в одной плоскости. Вынесем на чертеж 
отдельно сечение этой плоскостью шара и плоскости Р  (рис. 48). Если О —
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основание перпендикуляра, опущенного из точки А, на прямую ОВ, то 
| AtB  | =  \АХР  | =  У  | A f i  |»~ 1 OD |* =  У  г* -(|  ОВ | -|  Л ,/1,1)*=

=  У  г*— (г — I sin а)* =  Y 2г I  sin а — /* sin* а .

Совершенно аналогично доказывается, что | CtB  | =  У  2/7 sin a— /* sin* а. 
Значит, точки At и С, лежат на окружности радиуса / 2 r l  sin a— /* sin* о 
С центром в точке В.

Как доказано выше, точка At кроме того лежит на окружности радиу­
са / cos а с центром в точке А, и точка Ct лежит на окружности радиуса 
/ cos а с центром в точке С. Эти три окружности будем в дальнейшем обо­
значать: окружность В, окружность А и окружность С в соответствии 
С названиями их центров.

Поскольку треугольник ABC равнобедренный, то его высота B E ,  про­
веденная из вершины В, будет перпендикуляром к отрезку АС, проведен­
ным через его середину. Окружность В  симметрична относительно прямой B E , 
окружности А и С при этой же симметрии переходят друг в друга. Отсюда 
следует, что точки пересечения окружностей В и А симметричны точкам 
пересечения окружностей В и С относительно прямой B E .

I

Предположим, чю  точки At и Ct симметричны относительно прямой B E . 
Тогда АгСг J_ B E  и, значит, А2Сг || АС. Поскольку А1А2С2С1— прямоуголь­
ник, то AiCt || AfPt . Отсюда следует, что A f i i  || АС. Но тогда прямые ААХ 
и СС| лежат в одной плоскости, что противоречит условию задачи.

Итак, точки At и С* не симметричны относительно прямой B E . На 
рис. 49 и 50 изображены возможные два случая расположения точек А», Са. 
При этом положения точек At и С* обозначены соответственно А%, А\
и с;, а.
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Докажем, что расстояния между прямыми ААХ и CCf в этих двух слу­
чаях одинаковы. Плоскость ОВЕ перпендикулярна плоскости Р. Из дока­
занного выше следует, что точки А и С, At и С», А~г и Ct симметричны 
относительно плоскости ОВЕ. Обозначим через А[, A l, С[, &  точки, соот­
ветствующие А\, Ct в случаях, изображенных на рис. 49 и 50. Поскольку 
A\At\\OBE, CjCj 1М 1Л1 , | i4i<4i| =  |C»Ci | и точки A't , &  симметричны от­
носительно плоскости ОВЕ, то точки А[ и CJ также симметричны относи­
тельно плоскости ОВЕ. Аналогично точки А\ и С[ симметричны относи­
тельно этой же плоскости. Этим доказано, что прямые АА[ и СС[, АА\ 
и СС\ симметричны относительно плоскости ОВЕ. Но тогда расстояние 
между АА[ и СС[ равно расстоянию между прямыми СС1 и АА\. В даль­
нейшем для определенности будем считать, что точки At , С, расположены 
так же, как точки At, С* (рис. 49).

Проведем через точку А прямую, параллельную прямой СС(. Обложим 
на ней точку F  так, чтобы отрезки A F  и СС, были сонаправлены и равно­

велики (рис.51). Плоскость AAXF  
параллельна прямой СС, (по при­
знаку параллельности прямой и 
плоскости, так как СС, || AF). 
Поэтому расстояние между пря­
мыми AAf и СС, будет раино 
расстоянию между прямой СС, и 
плоскостью AAXF  или расстоя­
нию между точкой С, и плоско- 

Рис. 51. стью AAXF . Обозначим это рас­
стояние через Ас,. Если Ид— 

расстояние от точки А до плоскости FA ХСХ, то для V AAiC,p— объема пира* 
миды A A f i iF — имеем два выражения:

Vaa,c,p=  з-Лс,-5лл,р с*

где SAAtF> SpA,ct— площади соответствующих треугольников. Из послед­
него равенства получаем

. . S f a ,c,
(О

Остается найти На , S pa ,c, и S aAiF’ Четырехугольник ACCXF — парал­
лелограмм (| AF  | =  | СС, |, и AF  || ССХ). Следовательно, С А || CXF. Ранее было 
доказано, что A £ t II Л А .  По признаку параллельности двух плоскостей 
(ранее было доказано, что прямые i4C и AtCt не параллельны) заключаем, 
что плоскости ABC и FA XCX параллельны. Но тогда

(2)

Теперь найдем площадь треугольника F АА .̂ Поскольку треугольник FAAt 
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равнобедренный, то

S paa , =  ̂ \ F A t \. V [A A i  | > -1/4 1 ^ , 1» .
J

Обозначим через G проекцию точки F  на плоскость ABC. Так как FG Ц AfA9 
и | FG | =  | AtAt |, т. е. так как FGAtA i— параллелограмм, то | F A i | =  | GAt  |. 
Плоскости AFG и СС,С,— парал­
лельны (AF || СС\, FG II C,Cj). Плос­
кость ABC пересекает их по пря­
мым АО и ССг . Значит, AG || CCt 
(рис. 52). В  треугольниках ААгВ  
и ССгВ соответствующие стороны 
равновелики. Значит,

. А^АВ =  С £ В , А^ВА=СфС. (3)

Обозначим через К  точку пересечения прямых CCt и АВ. Тогда

G A 4 ,+  А^АВ =  GAB =  АКС.

Последнее равенство следует из того, что AG || СС*. Далее, так как угол АКС 
есть внешний угол треугольника КВС , то

АКС =  А В С + С £ В .

И з равенств (4) и (5) следует, что GAAt =  ABC. Но тогда

| GAt | =  2 | ЛА, | sin ( 1  = 2  \AAt =>

i „  2a „=  I cos a • — =  2a cos a,
It '

S aa,f = ocos a Y  l* — al  cos2 a. (6)

Для того, чтобы найти S/r д,су, заметим, что в треугольниках F A lCl  и GAtCt 
соответствующие стороны равновелики. Значит, S f a iC, =  SomAtCt- Пользуясь 
вторым из равенств (3), имеем

А^ВС%=  АфА +  ЛВС» =  С^ВС+ АВСг =  ABC. (7)

Поскольку треугольники A2BCt и ABC равнобедренные, то из равенства (7) 
следует, что они подобны. Поэтому

(4)

©

А»Сг I А ,В  |
\АС| \АВ\

Таким образом,
, . *  Л  I АС 11 А2В I 2о ./-у  ■,— '".д . ■MsC,|=k-l— 1 =  jK 2 i - / s in a —/2 sin2 ос.

Обозначим через Л высоту треугольника GAtCt ,[опущенную из вершины At. 
Тогда

/ ,  0 Аг |2- Л 2 +  /|  A jP t |2- Л 2 =| GC, |,
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или

У  4а* cos* a — A*-f- Y W  sin а— 4л* sin* о — А* — 2а.

Перепишем полученное уравнение так:

- j — s *n <x— 4а* sin* а—Л *=2а — V  4a* cos* а—А*. (8) 

Возведя обе части уравнения (8) в квадрат, после преобразований получим 

А =  у  У 2/-/sina— (r* -f/ * )s in *a .

Эго дает:

W . =  j  I ОС, | Н = ? £ У 2 г1 sin a—</•»+/*) sin* a." (9)

Из равенств (1), (2), (6) и (9) находим:

, . 2а* У2г1  sin a — (г*+ /*) sin* а
Ас, =  I  sm а ------^ .  = -------*■

la cos а К  /*— a* cos* а *
_  2а tg а У  2/7sin а — (л*-(- /*) sin* а 

У /*— a* cos* a
Л 2e tga У  2r l  sin a— ( r* +  /*) sin* a (Jmeetni r x ■• •

У  P — a* cos* a

2.C. Обозначим первый член данной прогрессии через щ и разность 
ее через d. Тогда седьмой член а, прогрессии равен at -|-6rf, так что

в ,+ М  =  21. (10)

Сумма первых семи членов арифметической прогрессии равна 0,--7, 

позтому

£>±21.7=105. (И)

Из равенства (И) ai =  9, затем из равенства (10) находим, что 2. 
Ответ: первый член прогрессии равен 9, разность равна 2.
4.С. Корни квадратного трехчлена х * + х — 2 равны хг =  — 2, * ,  =  1. 

Поэтому область допустимых значений данного неравенства является объе­
динением двух множеств: х < —2 и * 3 * 1 .

Для х из множества х < —2 левая часть неравенства неотрицательна, 
а правая отрицательна. Значит, все х из множества х < — 2 являются ре­
шениями данного неравенства.

Обе части данного неравенства определены и неотрицательны на мно­
жестве ж > 1 . Значит, на множестве I это неравенство равносильно
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х* +  х —2 >  х*.

Решения последнего неравенства есть х  >  2. Все они принадлежат множе­
ству х ^  1 и, значит, являются решениями данного неравенства.

Следовательно, искомое множество решений является объединением 
множеств х  ̂ “ 2 и х >  2.

Ответ: х < — 2, х  >  2.
Ответы к вариантам 2 —6.

Вариант 2. I .  х  =  4лл, n £ Z ;  х  =  (—1 ) "Д р + 4 л / п , m £ Z.

2 .Н. arccos 5. ж------2. » « 3 .  4 .Н . (0.47); (0. 11); ( — ^ > ° )  '■

г - н . o V  ■ i - i  j g .  -V 9 )  1 4 1  2 /s in ?  K m *— 6* cos* Р
2 .C. <7 =  8; S b=  14043. 4.C. ж< — 4, x  >  0.

3
Вариант 3. 1. х = 1 2 я т ,  m £ Z ; х  =  Зл-|-6ял , n £ Z .  2.Н. arccos у .

3. 2. 4 .H . (0. 21); (0. I). S. ( - ^ f — )  ( ' ~ y  < « £ )  ■

«. M I « v ^ « J n T - ( r > + » - ) . t e - T  . j . c. „И _ и . 4.c.
К n*— d*cos* у

x >  3.

Вариант 4. I .  х  =  2лл, n £ Z ; х =  я + 4 л m, m £Z. 2.H . arccos •

3.  ------ 1, у =  2. 4.H. ( 0 -2 ) ;  (0, 14); (  y . o ) ;  ( - y  , o )  . 5. | PS\ =  dl ,

lR T \  =  dt-,\PS\ =  dt ,\ R T \  =  dit  гдеdx =  6+ tg -| +  j / V f  2br t g r * .

<*»=&+ t g l -  l / * * + 2 f t r t g - i— r* . 6 . 2Ь . 2 .C. fli= 2 7 ;
2 V ъ 2 у  p - ь *  cos* P

a, =  1/9. 4.C. x < — 3, x >  3/2.
2

Вариант 5. 1. х  =  2 я + 4 л n, n £ Z ; x =  2nm, m £ Z . 2.H. arccos у .

3. Х- l ,  y = - l .  4 .H . (0. 0); (0, 12). 5. |-4D| =  rctg

«. glig«^ m s i n a - (r*4-m»)sin*a 2Q ^  =  ш  d = w  4jC> x < _ 2> 

K m *— a* cos* a
x  >  10/3.

Вариантб. 1 . х  =  6лл, i t £ Z ;  х  =  3я4-12л/п, m £ Z. 2 .H . arccos (—2/1^45).

3. x = — l ,  y =  2. 4.H. (0,128); (0,288); (-128/25,0). 5. S  =  j l  ( l— n) sin p X

• г с -4 "  z  / У  n1— d*cos*Y
4.C. x < —4, x  > 9/4.

такому:
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§ 4. ХИМ ИЧЕСКИЙ Ф А К У Л Ь ТЕ Т

1 9 7 7

Р е ш е н и е 'в а р и а н та  1.
1. Обозначим через S  км расстояние между пунктами А и В; пусть 

х  км/ч— скорость мотоциклиста, а у км/ч— скорость велосипедиста.
2 2 S  1

Путь мотоциклист проехал за • —  часов, а путь -%■ S  кмо о х  3
1 S

велосипедист проехал за • —  часов. Почта из А в В  была доставлена0 у

(2 5  j 5  \
■у • • —  J часов, и это время по условию задачи должно рав­

няться S/40 часов. Поэтому имеем первое уравнение

1  _S_ l  ±  s  _  s
3 * х  + 3 '  у ~  40 * •

Если бы мотоциклист и велосипедист выехали навстречу друг другу, то они 
Sвстретились бы через ——  часов, и это время по условию задачи должноX 7* У

равняться 5/100 часам. Поэтому имеем второе уравнение

100 х + д '

Для нахождения *  и у получили после деления правой и левой частей каж­
дого из уравнений на S  (S Ф 0) систему

2 1 . 1  I  I
Т ‘ 7 + 1
1 1

100 х + у ’

Из второго уравнения у = 1 0 0 — *. Подставляя 100— *  вместо у в первое 
уравнение системы, получим уравнение

2 , 1 1
Зх 3(100— х) “ 40*

которое имеет корни
*1 =  80, * , =  100/3.

Значит, система имеет два решения:

*1= 80 , jf i =  20; **=100/3, §*=200/3.

Так как по условию задачи скорость мотоциклиста больше скорости велоси­
педиста, то условию задачи удовлетворяет только одно решение системы, 
а именно: *1 =  80, у1 =  20. Следовательно, скорость мотоциклиста равна 
80 км/ч.

Ответ: 80 км/ч.
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2.Н. Поскольку * * — 2 х + 2  =  (х— !) * +  I и ж * - Н * + 5 =  (*+ 2 )*  +  1, то 
графики функций у = х г — 2 х + 2  и y =  x * - f  4х-|-5 являются параболами, 
ветви которых направлены вверх, а вершины 
находятся соответственно в точках Л ( I , I) и 
В ( —2, 1) (Рис- 53)• И з системы уравнений 

J у =  х * — 2Х-+-2,
\ у =  х 2+ 4 * + 5

»
находим координаты точки С— точки пересече­
ния этих парабол:

1 л 1*с =  — -2»  Ус =  4 — .

Искомая фигура ВС А состоит из двух частей:
а) из фигуры, лежащей под кривой y =  x ! -{-4x-|-5 и над прямой у =  1 

на промежутке от —2 до —1/2;
б) из фигуры, лежащей под кривой у =  х2 — 2x-f-2 и над прямой у =  1 

на промежутке от —1/2 до 1.
Площадь первой фигуры вычисляется так:

— 1/2 -1/2 
S j=  J  ‘ (x« +  4 x + 5 - l ) d x =  J  (x+ 2 )*d x  =

-2 - i '
Площадь второй фигуры вычисляется так:

I  I
S j =  j  (х*— 2х +  2 — 1)<1дг= j  (х — 1 y d x  =

( x + 2 ) 3 | - l/ 2 _  9̂
! “ 8 •

- 1/2 - 1/2

I -Ч Ч К -
- 1/2

9 9 1
Так как искомая площадь S  =  S 1-f-S „  то S  = -£ —f-g -=  2 .

Ответ: 2 1 .

3. Исходное неравенство равносильно двойному неравенству 0 < G*+ l — 

, или, что одно и то же, системе неравенств

( 6*+1 — зс* > О, 

6 *+ »— 3 6 * <
ш г -

.  (1)

Обозначив 6 *  через у, эту систему можно переписать так:

{ бу— у* > О,
6 у - у * < 5 .  W

Множество решений первого неравенства есть промежуток 0 <  у <  6. Мно­
жество решений второго неравенства состоит из двух промежутков: у <  1 
и у S t 5. Таким образом, решениями системы (2) являются все у из об-
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ластсй 0 < у < \  и 5 < у  < 6 .  Значит, система (1) равносильна совокуп­
ности двух двойных неравенств

О <  6 * <  1, 5 <  6х  < 6 ,

или, что одно и то же, совокупности двух систем неравенств

I 6* > О, j  6*> 5 , 
I  6 *< 1 , \ 6* < 6.

Множество решений первой системы есть промежуток — о» < х < 0 ,  мно­
жество решений второй— промежуток log( 5 < j r < l .  Значит, множество

решений исходной системы состоит из двух 
промежутков: — ое < д г< 0 , log, 5 <  х <  1. 

Ответ: х < 0 ,  log* 5 < х  <  1.
4. Пусть ABCD— данный в условии зада­

чи четырехугольник (рис. 54). Обозначим через 
Е , К , F ,  N  середины сторон АВ, ВС, CD и 

AD соответственно. Тогда E N — средняя ли­
ния треугольника ABD  и, значит, E N jB D .  
Аналогично доказывается, что K F^ B D , Е К иАС 
н N F h АС. Это означает, что E N ^ K F  и 

' E K l  N F , т . е. четырехугольник N EK .F— па­
раллелограмм. По свойству параллелограмма 

| Е/(| =  | WF |, |£W| =  |/(F |, и по условию | E F  | =  | NK\. Отсюда следу­

ет, что значит, четырехугольник N E K F — прямоугольник. 
Ранее доказано, что E\'\\BD и Е К  || АС, поэтому BD  _|_ АС.

Если О— точка пересечения диагоналей четырехугольника ABCD, то

площади треугольников ABC и ADC равны соответственно у \AC\-\BO\

и ^  \ AC\-\OD\. Площадь S  четырехугольника ABCD равна сумме пло­

щадей треугольников ABC и ADC, т . е.

1 . . 1

Д
Рис. 54.

S = j  \АС |-1 ВО | + у  \АС |-1 OD | = - i - 1 AC |.1 BD  | =  ± . 

Ответ: 1 м*.

5. Воспользовавшись тем, что 2 cos* З х =  1 +  со* 6* и

1-2= 1,

1
-  у  sin 2х cos (2х+л/6), перепишем данное уравнение в виде 

2—2cos (2 * +  л/6) =  2 + 2  cos 6х.

Уравнение (3) равносильно такому:

cos 6jc+ cos (2дс+ я/6) =  0,

или уравнению

cos 2х —

(3)

2c°s (< *+ £)• «> , ( 2 * - ^ ) = а
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Следовательно, исходное уравнение равносильно совокупности двух урав­
нений

cos ( « « + £ ) = »  .  i ) _ 0 .

5л , nk . -  -^ги уравнения имеют решения соответственно Jс = — , k £ Z ,  и
4о 4

x = Z i - f - ^ p ,  n £ Z . Найденные серии решений составляют множество ре­

шений исходного уравнения.
Теперь выберем из них те, которые удовлетворяют условию

COS ^2х — j  > 0. Пусть Х==1 5 " + 'Т ‘ * тогда 005 [ 2х~ т )  =

=  cos — 7 " ) =<со* ( — ЛеГК0 виясть’ 470 У0-1081*10
задачи удовлетворяют следующие подмножества первой серии решений

5л
исходного уравнения, получающиеся при k =  4т  и ft =  4 m + l:  x=-^g--f-

, 4л/п 5 л __ ____________ 5л , л (4m-f-1 )__  17л , __ „ ____________
Н---- —̂= "48“ г  ’ т -̂ < “4 8 " -------- 4------- *48—' m £Z. Пусть

7л . лп я . /  7л . я  \ / л . \
тогда c o s(2 x - — ) =  cos л п - j  j= c o s^ - j- f -n n  J =

:= cos-jcos лп — s i i j - j  s ir in n  =  (— l) n y  . Условию задачи удовлетворяют

решения, соответствующие четным значениям п, т . е., полагая п =  2/, по­
лучим, что условию задачи удовлетворяет следующее подмножество второй

серии решений исходного уравнения: х = -^ .- ) - я / ,  / £ Z . Значит, ответ

5л
к задаче дают следующие три серии решений: х = -^ ~ | -л т , m £ Z; 

х = - ^ - —|-лп, n £ Z ; х = - ^ - Ь л / ,  / £ Z .

Ответ: х = - ^ - + я т ,  m £Z; n £ Z ;  х = - ^ - + л / ,  l£ Z .

2.С. Возведя обе части каждого из уравнений данной системы в квад­
рат, получим систему

J *+*-!-«. (4)
\ х — у + 2  =  4у*— 8 у + 4 . к ’

Все решения исходной системы являются решениями системы (4), но не 
обязательно все решения системы (4) будут решениями исходной системы, 
поэтому после нахождения решений системы (4) из них надо отобрать те, 
которые будут решениями исходной системы.

Из первого уравнения системы (4) х = 2 — у. Подставим 2 —у вместо х 
во второе уравнение. Получим квадратное уравнение

2у*— Зу= 0 ,

Корни которого y i= 0 ,  у* =  3/2. Значит, система (4) имеет два решения: 
*1 =  2, y t =  0; х*=1/2 , у, =3/2.
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Непосредственная проверка показывает, что единственным решением исход­
ной системы является пара чисел дг2 =  1 /2, у2 =  3/2.

О твет: х = 1 /2 , у =  3/2.
Ответы к вариантам 2— 4.
Вариант 2. 1. 6 дней. 2 .Н . 9/4. 3. x < lo g s 2, log53 < x <  I .  4. I м,

s. i €z' Л л+ 4 л'п’ mez; “ т ? + 4 л*: *€Z- 2С•Х=0'
У = Ь

Вариант 3. 1. 48 км/ч. 2 .Н . 18. 3. лс<0, log3 8 < * < 2 .  4. 1 м.

5. -| я + 4 л * .  k£Z-, - у -+ 4 л т ,  m£Z\ у л  +  4л/, l£ Z .  2.С. *  =  5, у = 1 .

Вариант 4. 1. 10 дней. 2 .Н . 9/4. 3. х < 0 ,  logt 3 < x < 2 .  4. л ,'2.

5. л (4/+  1), - j + 4п т > m€ z '< -| я + 4 л * ,  k £ Z .  2.С. х = 2 ,  у =  2.

1 9 7 8

Р е ш е н ие  в а р и а н т а  1.
1. Применив формулу сложения синусов, исходное уравнение запишем

так:
2 sin 4х cos 2х =  3 cos2 2х,

или
cos2 2х (3— 4 sin 2дс) =  0,

откуда получаем, что исходное уравнение равносильно совокупности двух 
уравнений

sin 2ле =  3/4 и to s*2 x = 0 .
(— I)”  . 3  л т  ~

Решения первого уравнения: x = - i— —̂ arcsin -5— • т к.*-\ решения

второго уравнения: + " т г » Их овьединение и дает множество

решений исходного уравнения.
я  , лк  , _ ,  (— •)'* . 3 , л т  

Ответ: * = - 4 + — » k € z > * = - j§ arcsin~ jH — ’ m -̂Z ’
2. Обозначим через х км/ч скорость грузового автомобиля, а через 

S  км— расстояние между пунктами А и В. Расстояние от Л до В  грузо-
5

вой автомобиль проехал за —  часов, а легковой автомобиль— за 

1  ̂ часов. Следовательно, скорость легкового автомобиля равна
5

—ж-------  км/ч. Если бы автомобили одновременно выехали из пунктов
— - 1  х
А и В  навстречу друг другу, то из условия, что они встретятся через 
. 11 -jr- часа, получаем уравнение
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Поскольку к >  О, то, поделив это уравнение на х, получим равносильное 
ему уравнение

Обозначая —  через t,  приходим к уравнению

5/*— 17/ +  6 =  0,

которое имеет корни / * = 3  и =2/5 . Из условия задачи следует, что гру- 
'  зови к провел в пути от А до В  больше одного часа, следовательно, усло­

вию задачи удовлетворяет только /| =  3.
Ответ: 3 часа.
3.Н. Обозначим через х  см длину стороны основания параллелепи­

педа. Так как периметр боковой грани равен 6 см, то высота параллеле-
6 __2х

пнпеда равна — —̂ = 3 — х  см, а его объем равен ха (3— х) см3. Задача

свелась к тому, чтобы найти точки, в которых функция V (х) = х *  (3— дг) 
принимает наибольшее значение на множестве 0 <  х  <  3. Производная 
функции V (х) равна

V' (ж) =  (Зх* — х»)' =  6х— 3х* =  3* ( 2 - * ) .

На интервале 0 <  ж <  2 производная V '(х)  положительна, значит, У(дг) 
на этом интервале возрастает. На интервале 2 <  х <  3 производная V' (х) 
отрицательна, следовательно, на этом множестве V (дг) убывает. Так как 
функция V (дг) непрерывна в точке дс =  2, то из сказанного выше следует, 
что она в точке х =  2 принимает наибольшее значение на множестве
О < х <  3.

Итак, наибольший объем имеет параллелепипед, в основании которого 
лежит квадрат с длиной стороны, равной 2 см. Его объем равен 4 см3.

Ответ: параллелепипед, сторона основания которого имеет длину 2 см, 
а боковое ребро имеет длину 1 см; искомый объем равен 4 см*.

4. Пусть ABCD— трапеция, удов­
летворяющая условию задачи (рис. 55).
Обозначим через а угол ВА Е. По

условию f iA E = E A D .  Так как ВС\\ AD,

то £ е & =  l?AD =  б А Е , т. е. треуголь­
ник А ВЕ  равнобедренный. Это значит, 
что биссектриса В К  угла А В Е , на 
которой лежит центр О вписанной ок-' 
ружности, является также высотой 
треугольника А ВЕ. Пусть М и И — Рис. 55.
точки касания окружности со сто­
ронами АВ  и ВС соответственно. Из прямоугольного треугольника А ВК  
находим, что [Л/С| =  |j4B|cos о =  2 cos а. Центр'окружности О лежит на бис­

сектрисе угла ВА К, значит, | МО | =  | НО \ =  | КО \ =| АК\ tg =
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«= 2  cos a  t g - у .  Та к  как ОМ ± А В , О Н ± В Е ,  В К  ± А Е , П  Й О Л )«  6 a R  =  

*= а , бОН =  ^ Е К  =  а. Следовательно, Д  МНО  равнобедренный в поэтому 

( М Н  | = 2  | ОМ | s in a  =  4 s in a jc o s a t g y . Та к  как |Л1//| =  1, то получим

OL Ct
уравнение 1 =  4 s in  a-cos о - lg  у .  Обозначим tg  у  через ж, тогда sin  а »

2Х j __ jji 
=  ■ , cos ос *  , в уравнение перепишется в виде 1 =»

“  * или 9ж«— 6ж* +  1 = й  Отсюда х* = у , или ж— ±  .

Т а к  как а — угол в треугольнике, тоО <  а  <  л  и x  =  tg  у  >  0 ; значит,

а У~3 . а У 3lg  у  s s  —  . Решая уравнение t g y * = -  ^ > о учетом неравен*

ства 0 < а < я  находим: а/2 =  я/6 , откуда а = я / 3 ;  следовательно,

/ Ш ) =  2л/3.

Ответ: /5аЬ =  2я/3.
5. Пусть (ж#, Уо. г*)— решение системы, удовлетворяющее условию 

г^ О . Тогда справедливы числовые равенства

( Уо+ 2  =  (3 — * „ ) * .

2*000—У?+4*о—2у.=9+ 4у„ (|)

ж?— 4ж0 =  — г*.

Выделив во втором равенстве полный квадрат относительно у0, а в третьем 
относительно ж0, перепишем эти равенства в виде

I  < 3 - ж ,) ’  =  у , + 2 .  

j  (у »+  3 — г#)* =  z j— 2 г*
I  (ж,—  2)* =  4— г?*

Отсюда ясно, что должны быть справедливы неравенства г?— 2 г„ ^ 0  в 
4— ZoSsO. Кроме того, г0ё=0. Итак, если (жв, У в, г0)— решение исходной 
системы, удовлетворяющее условию ZS*  0, то должны выполняться нера­
венства

(Го(*о— 2)3*0 ,
- 2 < z e< 2 ,

*0SsO.

Этим неравенствам удовлетворяют только два числа: » ,= 0  и * , =  2; но 
тогда из равенств (1) получаем, что либо ж0 =  4, ув =  — 3, г в= 0 ,  либо 
ж «=2, Уо =— 1 ,г , =  2. Легко видеть, что как тройка чисел ж0=  4, у$= — 3, 
г 0= 0 ,  так и тройка чисел ж» =  2, </0 =  — I .  г 0= 2  удовлетворяет исходной 
системе уравнений и условию г ^ 0 .  Значит, исходная система имеет дна 
решения, удовлетворяющие условию г ^ 0 ,  а именно: (4, —3, 0) в 
( 2 , - 1 ,  2).

Ответ: (4, —3, 0); (2, — 1, 2).
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З.С. Область допустимых значений неравенства определяется из усло- 
я 5х — 7 > 0 ,  т. е. состоит из промежутка log57 <  х  <  +  оо. Исходное 

неравенство равносильно неравенству

У  2 (5 *+ 2 4 )г *  У'&*-\-7+ У Ь * — 7.

Так как обе части этого неравенства неотрицательны, то после возведения 
в квадрат получим неравенство

2(5* +  2 4 ) 3 * 5 * + 7 + 5 * — 7 + 2  У  5»*— 49,

равносильное на ОДЗ исходному неравенству. Последнее неравенство можно 
переписать так:

24 >  У 5 1х — 49.

Так как обе части этого неравенства неотрицательны на ОДЗ, то после 
возведения в квадрат получим неравенство

576 > 5 * * - 4 9 ,

равносильное исходному на ОДЗ.
Решение последнего неравенства есть промежуток — оо <  х < 2 .  Из этих 

чисел решениями исходного неравенства будут лишь те, которые попадают 
в ОДЗ исходного неравенства, т. е. в промежуток logs 7 < х  <  +оо. Значит, 
множество всех решений исходного неравенства есть отрезок log57 < x < 2 .  

Ответ: logs 7 < x < 2 .
Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. 1. х = ± я / 4 + л л ,  n £ Z .  2. 5 час. З.Н. Параллелепипед, 

сторона основания которого равна 2 см, боковое ребро— 1 см; искомый 
периметр равен 6 см. 4. л/6. 5. (2, —3, 3); (1, 0, 0). З.С. logtj 5 < x < l .

Вариант 3. 1. х =  2ял, n £ Z .  2. 4 часа. З.Н. Параллелепипед, стороны 
основания которого равны 4 см и 2 см, объем— 32 см3. 4. я/3. 5. (—2, 1, 2); 
( - 4 ,  2, 0). З.С. 1 о ? „ 8 < х < 1 .

Вариант 4, 1. х = ± л / 4 + я л ,  л £ 2 . 2. 3 часа. З.Н. Параллелепипед, 
стороны основания которого равны 1 см и 0,5 см, боковое ребро— 1 см;

2
искомый периметр равен 3 см. 4. — л. 5. (— 1, 2, 2); (0, 1, 0). З.С. logi59 <  

< х < | .

1 9 7 9

Решение в а р и а н т а  1 .
1. Воспользовавшись формулами sin 2х =  2 sin х cosx и l+ c o s2 x  =  

=  2cos1x, преобразуем данное уравнение к виду

2 sin х cos х =  y^c o s х + 2  cos*x,
или

2 )/2cos s i nx— 009 * —
или

2 V Tc o sx^ sin  — y ) — 4 ‘) ==0*

^ В . Нестеренко н др. 103



Таким образом, исходное уравнение равносильно совокупности двух уран- 
нений

cosx =  0, sin (х— я/4) =  1/2.

Множество решений первого уравнения есть х=у-{-лЛ>, k £ Z .  Решая вто­

рое уравнение, находим, что х — я/4 =  (—1 )"я / 6 + я п , n £ Z , откуда х = -^ -- f  

- f  (— 1)» £ + я л ,  n £ Z .

О твет: х = - 2 - + я *. * = "р - М — •)" n £ Z .

2.Н. Графики функций у =  — 2 х * + 3 х + 6  и у =  х-\-2 изображены на 
рис. 56. Заштрихованная фигура на этом рисунке ограничивается этими 

линиями. Площадь ее необходимо найти. Коорди­
наты точек пересечения А и В  можно найти, ре­
шив систему уравнений

f у =  - 2 х * + 3 х + 6 ,
\ у = х +  2.

Подставляя х + 2  вместо у в первое уравнение, 
получаем систему

Г х1— х — 2 =  0,
I х + 2  =  у,

равносильную предыдущей.
Поскольку корни квадратного уравнения 

последней системы равны хх =  — 1 и x j =  2, то решения системы 

*1 = — 1. У1=1; х , =  2, уг =  4.

Итак, точка А имеет координаты (—1, 1), точка В  — координаты (2, 4). 
Вычисляем искомую площадь:

2 2 

S =  J  ((—2х* +  Зх-f-6)— (х+ 2 )) ^ ( - 2 x * + 2 x + 4 ) r f x =

- 2 ( - х + - г + 2' ) Г - , = 2( - т + 2+ 4- т - у + 2) = 9-
О твет: 9.
3. Обозначим скорости пароходов через х км/ч, а скорость реки — через 

у км/ч. Время, прошедшее от момента отплытия плота от пристани А до

того момента, когда его нагнал второй пароход, равно —  ч. Второй паро-

144
ход до момента встречи с плотом находился в пути ——— ч (он плыл по

х I У
течению и, значит, его скорость относительно берегов равна (х + у ) км/ч). 
Из условия задачи следует, что справедливо равенство

144 144 
У х + у

=40. (О
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За время ч первый пароход успел проплыть 324 км по течению со ско­

ростью (х- fy )  км/ч относительно берегов, простоять у пристани В  18 ч и 
проплыть 324 км— 180 км=144 км против течения реки, двигаясь относи­
тельно берегов со скоростью рс— у) км/ч. Следовательно, имеет место равенство

— = -^ -+ 1 8 Н — —  . (2)у х-\-у 1 г х — у '  '

144

Итак, для нахождения х н у  имеем систему уравнений (1) и (2). Из первого
5у* _  5у*

уравнения находим: х = -^— — . Подставляя j g _ 5~ вместо х  во второе

уравнение, разделив предварительно обе части его на 18, получим урав­
нение

8 18— 5у ■ . ■ 4 (18 — 5у)
У У 5у*—9у *

Освобождаясь в этом уравнении от знаменателя, получаем уравнение: 
10у*— 33y-f-9 =  0. Это квадратное уравнение имеет два корня: y i =  3/10 и 
у* =  3. Соответствующие значения х равны: x i  =  3/l 10, х2=  15. Следовательно, 
система имеет два решения: x i =3/110, y i =  3/10; х2=  15, у »= 3 . Из условия 
задачи следуем что х  >  у. Этому неравенству удовлетворяет только второе 
решение системы.

О твет: скорости пароходов 15 км/ч, скорость реки 3 км/ч.

С

4. Обозначим основания перпендикуляров буквами D, Е , F  (рис. 57). 
Тогда

S D E F=  S DEM -f- SgFfiI +  S fM D ~

=  y  | DM  | | EM  | sin D'm £-\--j£- | EM  11 FM  | sin f M E +

+ y  \F M \\ DM | sin F M D = ^  | DM  11 E M  | sin C +

- f  у  | EM  11 FM  I « in  £ +  -J-1 FM  11 DM  | sin A.



Далее:

5 ^ вс *= у  I ЛС |1 <461 sin A =  у  | <4fl 115C | sin i? =  у  | -4C11 AC | sin C.

Из этих соотношений находим

« i n i '  2 S a hc  ; f r  ^Sa b c  2s a rc
t ia A  T T c T M f l T ’ \АВ\\ВС\* \rAC 11 SC Г *

Подставляя эти выражения в формулу для S d e f > получаем

{  | DM  11 £М  | | ЕМ  11 FM  | | FM  11 DM | \
S d b t  =   ̂ |ЛС1| вС| +  I вс  11 ЛВ I +  | АВ  11 АС | / лнс

(mk , nk , т п \  „ mkc+nkb+mna с
- r i - + l F + - b F ) ‘ SABC= ----------Wc------------S ^ Cl

S arc abc
SDt'F m kc+nkb+ тп а *

О твет: —  — lb~ -------- .mkc-\-nkb-\- тпа

5. Из второго уравнения системы выразим у через х. Для краткости 
обозначим 4*in, * +  4С0’* х через а. Тогда второе уравнение системы можно 
переписать в виде

(25— 6а)у* +  (6— 2 а )у + 1 = 0 . (I)

Докажем, что для любого решения системы не может выполняться равен­
ство 25— 6а =  0.

Если это равенство имеет место, т. е. если а =  25/6, то из уравнения (1) 
находим, что у*= 3/7. Но тогда, используя первое уравнение системы, полу­
чаем, что

3 _  , I у sin  х I . I 3 sin х I __ 3 _  „
- т < у  s,n * =  log, | | =  log. | |<  log, ^ < - 2 .

Очевидно, что получилось противоречие, которое и означает, что для люб"го 
решения системы равенство 25— 6а =  0 выполняться не может.

Решая теперь (1) как квадратное уравнение относительно у, находим 
его корпи:

— (3—а) ± У а* —16 
Уи *  2 5 = fo  ’

1 — 16 =  (4,," , х +  4е0** *)* — 16 =  4* *,п’ * +  4* со,‘ *—8= (4 ,|п* * — 4С0‘* *)*'

Поскольку 

а1 

то

2 .4’,n,Jt— 3 2-4С0** * — 3
У1 ~  25— 6 (4**"* х) ’ У* “  2 5 - 6  (4*1" '  * + 4С0$* х) '
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Приведенные рассуждения показывают, что исходная система равносильна 
сово купно сти  двух систем, которые назовем соответственно I  и I I :

у sin х =  log, У Sin X 
1 + 3у

2-4s,n* 3 
 ̂ 25—6 (4 ,to* Jr +  4C0** ' ) ’

, I и s in *  I 

2.4C0*' * - 3

'2 5 - 6 ( 4 * to* J[+ 4 co,,0 '

Решим сначала первую систему. Пользуясь вторым уравнением, на­
ходим

! + 3у 1 ,  , 2 5 - 6 О »-1 * + 4 “ - * )  
—  •>+ у 2.4“" ’ * - 3

16— 6.4C0,t * 2.4С0,> х (2.4,1п* х — 3) „ 11оИ ,  
2 .4 ,|п* х — 3 2-4*** х— 3

Здесь использован тот факт, что для решений системы выполнено условие 

уфО, ибо иначе в первом уравнении не будет иметь смысла log, | р~ ^  | *

Подставляя теперь 2.4е0*1 * вместо - в правую часть первого уравне­

ния системы, находим, что

tog* I fS  l=log*1 sin х |_|ое* | h
«= log,| sin *  I — log, (2•4е0** х) =  log, I sin *  I —  1 —  2 cos* x.

Пользуясь условием задачи | у | < 1 , первым уравнением системы, а также 
очевидными неравенствами

log, | sin х | <  0 и cos1 х О, (2)

получаем, что

— I < i/ s in x = lo g j| s in * | — 1— 2 c o s * * < — I. (3)

Теперь ясно, что все неравенства (2) и (3) в действительности являются 
равенствами, и должны выполняться следующие условия:

(у sin х =  — 1, 
log, | sin * | =  0( 
cos * = 0

“ли, что все равно, условия:

{ у sin *  =  — 1,
| sinx | =  I.

Если sin х = — 1, т. е. если * = — ^ -+ 2 я я ,  n £ Z ,  то у = 1 . Подставляя 

"••денные значения л и у во второе уравнение системы I ,  получаем невер-
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ное равенство I = — !. Если s in x = I ,  т . е. если х = -^ -+ 2 я л , я £ 2 ,  ^

у = —I.  Подставляя найденные значения х  и у в оба уравнения системы | 
убеждаемся, что они им удовлетворяют. Итак, система (1) имеет бесконеч. 
ное множество решений:

| х = у + 2 л я ,  n £ Z ,U = — I.

Решим теперь систему I I .  Пользуясь вторым уравнением системы, 
подобно предыдущему находим, что

1 ± 3^ = 2 .4 5'п* * .
У

Подставляя теперь х вместо ■ в правую часть первого уравне-

ния, так же как и ранее, находим, что

у sin х  =  log* | sin х | — 1 — 2 sin* x.

Воспользуемся теперь условием | у | <  I , а также неравенствами

log, | s in x| < 0 , sin1 х S*0 . (4)

Как и ранее, получим, что

— К  у sin х =  log, | sin х  | — 1— 2 sin* х <  — 1,

откуда следует, что для решений системы I I  должны выполняться следую­
щие условия:

(у sin х = — 1, 
log, | sin х | =  0, 
sin х =  0.

Но последние два из этих равенства не могут выполняться одновременно. 
Таким образом, система I I  решений не имеет.

О твет: система имеет бесконечно много решений (х, у), где х = у  +

+  2лл, у =  1, n £ Z .
2.С. Область допустимых значений этого неравенства есть промежуток 

—3 < х  <  +оо. Разобьем этот промежуток на два множества: —3 < х <  —1 
и — 1 < х  <  +  оо и будем решать исходное неравенство отдельно на каждом 
из этих множеств.

а) Пусть —3 < х < — 1. На всем этом промежутке левая часть исход­
ного неравенства неотрицательна, а правая отрицательна. Значит, весь этот 
промежуток входит в множество решений исходного неравенства.

б) Пусть — 1 < х  < +  оо, тогда обе части исходного неравенства неотри­
цательны на этом множестве и исходное неравенство равносильно на этом 
множестве неравенству х + 3  >  (х+ 1)*, или х * + х — 2 <  0. Множество реше-



й последнего неравенства есть интервал — 2 <  х <  1. В  множестве — 1С  
\ х  < 4-00 содержится только промежуток — 1 < х  < I ,  который и является 
„рожеством решений исходного неравенства в области — 1 < Х  <  +  «». 
Объединяя решения, найденные на множествах — 3 < х  < — I и — 1< х  <+оо, 
получаем, что множество решений исходного неравенства есть промежуток 

_ 3 < £ х  < *■
Ответ: —3 < х  <  1.
Ответы к вариантам 2—4.

Вариант 2. 1. х =  я * .  k £ Z ;  x = - 5 - f ( — 1)»+* - j + я л ,  n £ Z .  2.Н. 62,5.

, . . .  . . (/sin Y + m s in a + n s in B ) *
3. V l= 5  км/ч. V ,=  4 км/ч. 4. ------- 2 sin g sin p- sin y------- • 5. (x, у), где

x = n n , y =  1. n £ Z .  2.C. —14 < x  <  2.

Вариант 3. 1. x =  (— 1 )"-2 -+ л л , n £ Z ; x  = — ■5 -+ Л *, k £ Z .  2.H. 4,5.

. . .  , ,  . c , . . У 2S  sina sin В sin v
3. K i =  5 км/ч, V j =  4,5 км/ч. 4. ha= ------------ — a ------ L  . hb =

где x  =
V 2 S s in a s in  B s i n v  . У  2S  sin a sin p sin у ,

------------ iHTp-----------1 h ‘  = ----------- SiiTy------------- 5- (x* У)'
■. яп, у — 1, л £ Z .  2.С. —46 <  x <  3.

Вариант 4. I .  х = я * .  k£Z\  x =  — y + ( — •)" ^ r-\ -nn ,n £Z. 2.32. 3 .Ско­

рость подачи воды большой трубой равна 5 м3/ч, а скорость подачи 

воды малой трубой равна 2 м*/ч. 4. _|_2 у  3S ,  где

5 =  У  р (р— а) (р— Ь) (р— с), 2р =  а-\-Ь-\-с. 5. (х, у), где х = 2 л л , 

у , n £ Z .  2.С. — 27 < х  <  9.

§ 5. БИОЛОГИЧЕСКИЙ Ф А К У Л Ь ТЕ Т  

1 9 7 7

Реше ние  в а р и а н т а  1.
1. Возведя обе части данного уравнения в квадрат, получим уравне­

ние 6— 4х— х* =  (х+ 4)*, или

х * + 6 х + 5  =  0. (!)

Корни исходного уравнения содержатся среди корней уравнения (I). Но 
не обязательно все корни уравнения (1) будут корнями исходного урав­
нения. Поэтому после нахождения корней уравнения (I) надо отобрать те 
из них, которые будут корнями данного уравнения.

Уравнение (1) имеет корни x j =  — 1 и ха =  — 5. Проверка показывает, 
что только Xj =  — 1 будет корнем исходного уравнения.

Ответ: х = — 1.
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2. Из условия задачи следует, что угол NMQ острый. Пусть Q K ^  
высота треугольника M\Q  (рис. 58). По условию LN  и LN  J_f-Q
следовательно, MN  || LQ и LN\\QK, т. е. четырехугольник K N L Q ~ n i[ 
раллелограмм. Тогда |Q/C|=^|LW| и | Л//С| =  | LQ |. Имеем, пользуЯСь 
условием задачи:

\QK\ =  \LN\ =  \LQ | -2 , 1ЛГА11 =  | WAf | — | NK\-2\LQ\-\LQ\ =  \LQ\. 

В прямоугольном треугольнике QKM  отрезки QK и КМ  являются 

катетами, следовательно, ( arc,g т ) ==3 ' Ил*

I LQ I — 2 2 „' I > —  =  -~- . Из последнего равенства находим,
| L(J | о

что |LQ| =  6. Из прямоугольного треугольника 
NLQ, наконец, находим | NQ |:

I NQ |= У  I L N r - i - I L Q  |‘ =  У  41 +  6* =  2 У Т З .
О твет: | NQ | =  2 |/" 13 м.

З.Н. Графиком функции у =  хг — 4х +  5 является парабола, ветви кото 
рой направлены вверх. П ус тьв  и С— точки, в которых прямые у =  — 2х +  4 
и у=жАх— 11 касаются параболы (рис. 59). Из системы уравнений

= -2 д г+ 4 , 
-Ах— I I

находим координаты точки Р — точки пересечения касательных к па­
раболе: х  =  5/2, у =  — 1. Фигура ВРСА, площадь которой необходимо най­
ти, состоит из двух частей:

а) из фигуры ВРА , лежащей под кривой у = х %— 4 х + 5  и над пря­
мой у — —2х -f- 4 на промежутке от 1 до 5/2 и

б) из фигуры АРС, лежащей под кривой у = х * — А х+Ь  и над прямой 
у =  Ах— I I  на промежутке от 5/2 до 4.

Площадь первой фигуры вычисляется так:

5/2

J ((**—4х -f 5)—(—2* -f 4)) dx
1

5/2 5/2

=» j  (х*— 2х +  1) dx=~ | (*— !)» dx-- (х— I)» | •/*
‘ 3 к  '

. 1 _ 0==1 . '8  8
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Площадь второй фигуры вычисляется так:
4 4

S , =  J ( ( * * - 4 x + 5 ) —(4 * -1 1 ))  dx=  J (**-8 *+ 16)< < х  =
6/2 S/2

4

5/2
9 1Так как искомая площадь S  =  S l  +  S j ,  то S  = — = 2  — .

О твет: 2

4. Умножив обе части уравнения на  ̂ , перепишем его в виде

1 (  х  я  \ У~3 . (  х я  \
7  I  5"“ Т2 ]----- 2 S \ ”5 12

= Т Ч  [ H i + - x ) - sin ( 1 + 3 - ) )  -(2)
Применим к левой части уравнения формулу для косинуса суммы двух 
углов, а к правой части формулу для разности синусов двух углов. 
Тогда уравнение (2) перепишется в виде

( я  . х  я  \ 2 . / я  х  \ / 2 х . 5 я \
С0&[т + т - - 2 Г у ъ * 'п[ т - т ) С0*[-5+12 )•

или, поскольку sin ( -5— 4- )= c o s ( 4 — 1, в виде

» » ( т + т ) - г ? “ * ( т + т ) ™ ( т + ^ ) -

Последнее уравнение можно преобразовать так:

^ ( t + t X ' - F T 08 ( т + т т ) ) - *
отсюда следует, что оно равносильно совокупности двух уравнений

» > ( т + т ) = » .  “ ( * + £ ) - * ? •

Первое уравнение имеет серию решений 5пк, к g Z . Решая вто­

рое уравнение, находим, что ^ + - ^ -  =  ±  -^--|-2лл, п £  Z . Отсюда еле-
5д

Дует, что второе уравнение имеет две серии решений: х ------- — -|-5лл,

n €  Z\ х — — ^ - + 5 я т ,  т  £  Z . Значит, исходное уравнение имеет три

серии решений: *  =  -^ -+ 5лА , к £  Z ; х =  - ^ - + 5 я л ,  я  £  Z ; *  =  
5л



О твет: х = -^ ~ )-5 л * , k £ Z \  х  =  — ^--|"5лп, п £  Z ; *  --------^—Ь 5 л т,

m g Z. 3
5. Обозначим через x j,  х2 корни уравнения * * + у  x + 2 s  =  0 и через 

12
х „  х , корни уравнения * * + у  х — s = 0 . При этом будем считать, что х\ <  xt

9— 8s»
и х* <  х4. Дискриминант первого уравнения равен —^ —  , дискриминант

144 +  45» _  ,  ,  
второго равен — ^----- .Отсюда .следует, что для того, чтобы оба уравне­

ния имели по два корня, параметр s должен удовлетворять нераьгнствам

Г 9— 8s» я

144+451 > о <3)
ч — ? -------> 0 ‘

т. е. лежать в промежутках — J/36 < s <  0, 0 <  s <  ~ 2 ~ -

з
Обозначим/(jr) =  jr*-l— jc+ 2 s. Условие задачи не будет выполнено,s 0

если между точками х*, х4 лежит ровно один корень уравнения f(x ) =  О, 
а второй корень лежит вне множества х , < х < х 4. В этом случае числа 
I  (* а), / (* 4) отличны от нуля н имеют разные знаки, т. е. / (xs) / (х4) <  0. 
Поэтому условие задачи будет выполнено в том и только в том случае,

12
когда выполнено неравенство / (xs) / (х4) 0. Так как х] =  s— — х3 и 

*« =  * —Т х « , то / (x3) =  s—-̂ x ,+ - | x ,  +  2s=3s —| - х ,  h / (x 4)=3s— -̂х4.
5 5 4 5 5

Тогда / (x ,) / (x 4) = ̂ 3s— у х,^ (з* — j  x ^ = 9 s * — 27 (*s + x 4) + - ^ ] - х»х4.

12По формулам Виета xs + x 4 = ------ , x sx4 =  — s, так что

/ ( * . ) / ( x 4) =  9 s * + 2 7 .^ - ^ . 5  =  9 s » + ? ^ .

Решая неравенство
243

0,

получаем, что множество его решений есть два промежутка: з < —3 и 
$ > 0. Учитывая, что s должны удовлетворять системе (3), получаем, что 
условию задачи удовлетворяют значения s, лежащие в промежутках

- 1 / 3 6  < s < —3, 0<j<±£E.

О твет: — £/36 <  5 <  —3, 0 < s <  ИС—.
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З.С. Пусть первая бригада делала в час х деталей, а вторая бригада — 
у деталей, тогда за один час они вместе делали х + у  деталей и 72 детали

сделали за часов. Следовательно, раздельно в первый день они ра-

72 (  72 \
ботали 7— х _|_у часов. За это время первая бригада сделала ( 7 — J*

деталей, а вторая бригада сделала ^7— У деталей, и из условия

задачи вытекает, что

Во второй день первая бригада делала в час х-|-1 деталь, а вторая бри­
гада делала в час у — 1 деталь. Так как обе бригады в час делали опять

* 72
х + у  деталей, то 72 детали они сделали за ——  часов и раздельно рабо-

х "1 У
72 г  72 \

тали 5— ^ ^  часов. За это время первая бригада сделала ( 5 — ) ( * +  •)

деталей, а вторая бригада сделала ^5— ^ ^  (у— 1) деталей, и из условия 

задачи вытекает, что

Отметим еще, что условию задачи будут удовлетворять те х и у, для ко­
торых будет выполнено неравенство х >  у. Итак, для нахождения х и у 
получили смешанную систему 

х >  у,

72Обозначим — - = г ,  х — у = и 9 тогда система (4) запишется в виде
* I у

( И > о,
•! (7— г) н =  8, (5)
I  (5— г) (и+  2) = 8 .

Перепишем эту систему так:
/ 7и=8-\-иг,
< 5 « + 10— 2г =  8 +  иг,
I  и >  0.

Отсюда ясно, что эта система равносильна системе
I 7и =  8 + и г ,
< 5 и + 10—2г =  7и,
I  и >  0.

Из второго уравнения г = 5 — и. Подставляя 5— и вместо г  в первое урав­
нение, получаем уравнение 7и =  8-\-и(5— и), которое имеет два корня:
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I

ut =  2 и t i , a - 4 .  Условию и >  0 удовлетворяет лишь один корень щ*= 2. 
Поэтому система (5) имеет одно решение: Uj =  2, »i«= 3. Значит, для на­
хождения х н у  получаем систему уравнений

х — у = 2 ,I х — у =  х,

{ - 2 . - 3 .
'  X +  VХ+У

Решение этой системы: х , =  13, у, =  11. Легко видеть, что э ти х  и у 
удовлетворяют условию задачи. Следовательно, первая бригада делала 
в один час 13 деталей, а вторая— I I  деталей.

О твет: первая бригада делала в один час 13 деталей, а вторая —
I I  деталей.

Ответы к вариантам 2— 4.

Вариант 2. 1. * =  3. 2. 600 м*. З.Н. 9/4. 4. n + ^ , n £ Z ;  ( -1 ) * + * Х  

Х % + | л * .  k £ Z .  5. 0 < 5 < ; - | ,  s < - 3 .  З.С. 100 м3; 140 м*.

Вариант 3. 1. х =  — 1. 2. 2 У Т\  м. З.Н. 9/8. 4. — - ^ + ( - I ) " * 1. 

^--|-4яЛ * £  Z ; -  ^ - +  12л л, л £  Z . 5. - 2  <  s <  0. З.С. 28 м»/ч; 22 м»/ч.

Вариант 4. I .  х = 3 .  2. у  м*. З.Н. 9/8. 4. — ^--}-4лл, л £  Z ;

-  - ^ - + J - л/, / €  2; • £ + !  л/п. /л €  Z . 5. 0 <  s <  1. З.С. 10 м/с; 6 м/с.

I 9 78

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.

1. Используя формулу для косинуса двойного угла cos2^ x-j—̂  « - 

=  1— 2sin* ^х-|--5-^ , исходное уравнение перепишем в виде

2 s in * ( x + - £ ) - 4 s in ( ; r + i ) + 3 / 2  =  0. (I)

Так как квадратное уравнение 2уг — 4у+3/2 =  0 имеет корни ух — 3/2 и 
уг =  1/2, то уравнение (1) равносильно совокупности уравнений 

sin (х+ л/3 ) =  3/2, sin <x-f л/3)=  1/2.

Первое уравнение решений не имеет, так как | s in a | < l для любого 

действительного а. Решения второго уравнения есть х =  (— 1 ) " - j  +  лл,

п £  Z. Значит, эти и только эти х  являются решениями исходного 
уравнения.

О твет: (— 1)" у + я л ,  я £  Z .

2.Н. Найдем производную функции /(х):

/' ( * )=  (И sin л х - f  В)' =  An cos лх.
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Из условия f  ( I)  =  2 получаем соотношение Ал cos я  =  2, откуда А — — 2/я. 
Применяя формулу Ньютона—Лейбница, имеем:

2 2 2 2 

Г [(х) dx =  С (Л s in H x + f l) (< x =  А  ̂ sin n x d x + B  J dx =  
g o  o o

=  Л  ̂— -^-созях ) ! > « ' ( »  - 2e-

Значит, 2B =  4, откуда f l =  2.
О твет: A =  — 2/л, В  =  2.
3. Назовем фигуру, ограниченную отрезками ЛЛ1, Л/С и дугой М/С, 

криволинейным треугольником (рис. 60). Обозначим через Р  точку каса­
ния отрезка ОА с окружностью, вписан­
ной в этот криволинейный треугольник, 
через L — точку касания дуги М К  с этой 
окружностью, а через O'— ее центр. По ус­
ловию эта окружность касается прямых ОА 
и А К , следовательно, ее центр— точка О' — 
лежит на биссектрисе утла 0/1/С. Значит,

ОАО" =  я/6. Центры двух рассматриваемых 
окружностей— точки О и О' — и точка L 
лежат на одной прямой, поэтому |00'| =
=  2 + / ’, где через г  обозначен радиус ок- д 
ружности. вписанной в криволинейный тре­
угольник АКМ . Треугольники АРО' и О/С А 
прямоугольные, поэтому

м , , _  |М|— »
Ч Р А < Г  хг ^  „  „OAK  s in i .  ^  14

Из прямоугольного треугольника ОРО' находим, что

|ОР |= V 100* |*— | РО" |*= (2 +  /•)*— г* = 2  У\+7. (3)

Из равенства | О А | =| ОР | +  | АР |, используя равенства (2) и (3), получаем 
уравнение относительно г :

2 V T + 7 + r У~3,

или

4 - З г  =  2 У~3 V T+ 7 . (4)

Возведя последнее уравнение в квадрат, получим уравнение

9 г*— 36г + 4 = 0 ,

которое имеет два корня

г  5  и г  о | 4 У~2 r i  — * ------ j —  и ' *  =  Z-I------ ----

Так как при возведении в квадрат могли появиться посторонние решения,
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то необходимо сделать проверку. Проверка показывает, что Г| =  2 ------- —

является единственным корнем уравнения (4). Следовательно, искомый ра-
4 У~2

диус г  =  2 ------- —  •

„ 4 У  2 
Ответ: 2 --------д— •

4. Обозначим 3Vj!,_3 через г, тогда получим квадратное неравенство

4 V~2

OQ
2 * - y Z  +  3 < 0 , I

множество решений которого есть интервал 1/3 <  г  <  9. Поэтому исходное 
неравенство равносильно двойному неравенству

которое равносильно двойному неравенству

- 1  < V l*= 3  <2, 
или, что одно и то же, системе неравенств

)  - 1  <  У 7 * = з ,

\ У1*=з < 2.

Область допустимых значений этой системы состоит из двух промежутков:
— о о < х < — У~3 и У _3 < * <  +  » .  Очевидно, что первое неравенство 
системы выполняется для любого х  из этой ОДЗ. Так как обе части вто. 
рого неравенства системы на ОДЗ неотрицательны, то это неравенство на 
ОДЗ равносильно неравенству хг — 3 < 4, решения которого есть интервал
— У~7 <  х <  У~7. Следовательно, решениями системы неравенств (5), а 
значит и решениями исхоЖюго неравенства, являются два промежутка:

— У ~ 7 < х < — У~3 и У ~ 3 < х <  V I.

О твет: — ] П  < х < - У ~ 3 ,  У ~ 3 < х < У ~ 7.
5. Найдем сначала при каждом значении а все решения, а затем от­

берем из них те, которые дают ответ этой задачи. Для каждого фиксиро­
ванного а будем искать решения данного уравнения сначала в области 
х  < — 2а, а потом в области х ^ — 2а.

1) Пусть дг < — 2а. На этом множестве | x - f  2а | =  — (ле- f  2а) и поэтому 
данное уравнение можно переписать в виде

х*+ 2о х +  а - 1 = 0 .  (6)

Найдем дискриминант D i получившегося квадратного уравнения (6):

D1 =  4a »-4a  +  4 =  4 ^ - 1 ^ + 3  >  0.
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Следовательно, квадратное уравнение (6) при каждой фиксированном зна­
чении а имеет два корня:

jr*= — а+ V а*—в+1 и хг~  — а — У о*—а+1.
Выясним, лежат ли они в области х  <  — 2а. Корень Х{ лежит в этой об­
ласти тогда и только тогда, когда выполнено неравенство

— о+ У  а1—а +1 < —2а, 
или равносильное ему неравенство

У  а*— а +1 < — а. (7)

Неравенство (7) равносильно системе неравенств
f — а >  О,
\ а*—а+1 < а1,

или
f а <  0, '
1 а >  1.

Последняя система неравенств решений не имеет; значит, ни при каком 
значении параметра а число xt не лежит в области х <  — 2а. Корень хг 
лежит в рассматриваемой области тогда и только тогда, когда выполнено 
неравенство

— a— а*— о +  1 <  — 2а, 

или равносильное ему неравенство

а <  У  а1— а + 1 . (8)

Найдем теперь все значения параметра а, при которых выполнено нера­
венство (8). Ясно, что неравенству (8) удовлетворяют все а из области 
а <  0. В  области же а ^ О  неравенство (8) равносильно неравенству а2 <
<  а*— а + 1  и, значит, имеет решения 0 < о  <  1. Итак, множество реше­
ний неравенства (8) есть промежуток а <  1. Таким образом, в области 
х < — 2а исходное уравнение при а ^  1 не имеет решений, при а <  1 имеет 
единственное решение х , — — а— Y аг — о + 1.

2) Пусть х ^ — 2а. На этом множестве |дс+2а| =  х + 2 а  и поэтому 
исходное уравнение можно переписать в виде

х* +  2 а х + 1— а =  0. (9)
Найдем дискриминант Dt получившегося квадратного уравнения:

D* =  4a*+4a— 4 =  4 (a *+a — 1).

Ясно, что уравнение (9) не имеет решений, если Dt <  0, т . е. если а* +  
+  в — 1 < 0 .  Значит, уравнение (9) не имеет решений для а из промежутка
-  1 -  У 5 „ - 1 + ^ 5  „
------- -̂-------<  а < --------- - ------ . Если а не принадлежит этому интервалу,

то квадратное уравнение (9) имеет корни

х , =  — а +  У  e *+ a — 1, х« =  — а — Vo* +  a— 1,
| I |/”5 _ J _ |/*“5

Ричем х$ =  при а --------- -̂-----и а --- ------- -̂-----. Выясним теперь, при



каких значениях параметра а найденные корни лежат в области * 3 * — 2а. 
Для этого нужно решить неравенства хг ^ — 2а и х4^ — 2а. Нера­
венство

— a + /u *+ a — i s s —2а (10)

равносильно неравенству

У  о’ + а  — 1 3* — а,

или совокупности двух систем неравенств

( a » + e - l S s O ,  I 

\ — а <  0, \
— а 3 *0 , 

а2+ а — 1 3* а*.

У~5 — 1
Множество решений первой системы имеет вид а З *----- —̂  » вторая система

решений не имеет. Значит, множество решений неравенства (10) есть про-
У~5— 1

межуток а —̂ • итолько ПРИ этих значениях параметра а корень дгэ

лежит в области * 3 * — 2а.
Неравенство

— а— У  а *+ а — 1 5 :— 2а

равносильно неравенству

У  аг +  а — 1 < а ,

или системе неравенств

/ а,  +  а —  I З гО , 
j  а^О,
(  а’ + в — 1 < а 2.

V  5— 1
Множество решений полученной системы неравенств есть отрезом —— —̂ <  

< а < 1 .  Только при этих значениях параметра а корень х4 принадлежит
у "5_|

области х ^ — 2а. Таким образом, при а < —— —̂  данное уравнение в об-

у ~5 _|
ласти — 2а решений не имеет. Если а =  —— —̂ • то уравнение в рас­

сматриваемой области имеет единственное решение Xj =  х4 =  — — - .  При

1^5_]
значениях а, лежащих в области —— —̂ < а < 1 ,  исходное уравнение

в рассматриваемой области имеет два различных корня х3 и х4. Если же 
а > 1, то исходное уравнение имеет единственный корень ха.
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Полученные результаты удобно собрать в следующей таблице:

Значения а Решения данного уравнения

/ 5 — 1 
° <  2 *1

* 1. =  ( * * < * а )

хг, xa, xt {х3 ф * 4)

дс* =  0 , хА =  — 2
*3

2

У  5 — 1
2 < « < 1

а — 1 
а > 1

У~Ъ— 1
Таким образом, искомые значения о образуют два промежутка: а <  -----^—

я а >  1.
Дадим еще одно («геометрическое») решение задачи. Перепишем данное 

уравнение в виде
х-\х-\-2а\=а— 1 (11)

и при фиксированном значении параметра о нарисуем на плоскости с коор­
динатами (х, у) график функции у — х\х-\-2а\.

Рассмотрим несколько случаев.

аг

1

-а -2а so

Рис. 63.

1) а >  0. В  этом случае — 2а <  0 и график функции у —х  | х +  2а | изо­
бражен на рис. 61. Вершина параболы— точка А — имеет координаты (— а, 
"•о2). Отсюда видно, что прямая у = а — 1 пересекает график в одной точке, 
если а— 1 >  0 или о — 1 <  — а2 и, значит, уравнение (11) имеет единственное 
решение, если а— 1 > 0  и а— 1 < — а*. Первое неравенство имеет решения
• _г/~5__ j V "5_I

“ > 11 второе ------- -̂------<  а <  — т------ . Из решений второго неравенства
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в область а >  0 попадают только значения из промежутка 0 <  а <

« * 3 = ! .
2) а =  0. В  этом случае у =  х |х|. График этой функции изображение 

рис. 62. Прямая у —— 1 пересекает этот график в единственной точке и, 
значит, уравнение имеет единственное решение х =  — 1.

3) а <  0. В этом случае — 2а > 0 и график функции у = х  | х+ 2 а  | изо­
бражен на рис. 63. В рассматриваемом случае число а — 1 отрицательной, 
значит, прямая у —а— 1 пересекает график функции у =  х|х-+- 2а | в одной 
точке, т . е. уравнение (11) имеет единственное решение при всех а из рас­
сматриваемой области.

l/ ’g |
Итак, искомое множество значений параметра а имеет вид а <  —— —̂  , 

а >  1.
|Л5_]

О твет: а < ----- —̂  , а >  I .

2.С. Обозначим через v км/ч скорость притока, а через у км/ч — рас­
стояние по реке от места впадения притока в реку до пункта В . На дви-

80
жение вниз по притоку пароход затратил ^  ч, а на движение по реке

П
до пристани В  затратил — ч. Так как на этот путь пароход всего затра­

тил 18 ч, то

о+"ПГНЗ=  |8, (12)
П

На обратное движение пароход затратил: по реке —  ч, а по притоку

80 ч, что составляет 15 ч, следовательно,
18— о

JL • 80
21_г 18— у" = 15. (13)

( 80 \ 9 1̂ 122
18— т. е. у =  30—— . Подставляя

--9t>+122 , , 0.30 — р тз - вместо у в равенство (13), получаем уравнение для нахождения v:
V -f- Jo

10 Эу+ 1 2 2 ,  80
T • - й Г i Г + = 'Й Г 8̂= ,5 • (,4)

Так как по условию задачи 0 <  р <  18, то это уравнение равносильна 
уравнению y*-f-64o — 132 =  0, которое имеет два корня: t»t = 2  ич* =  — 66. 
В промежуток 0 <  v <  18 попадает лишь один из них, а именно: и1 =  2. 
Значит, скорость притока 2 км/ч. Поскольку расстояние между пристанями

А л В  равно S  =  8 0 + y , т. е. S  =  80 +  30 , то, подставляя в это1о
равенство о =  2, получаем, что S = 2 9 0  км.

О твет: расстояние от пристани А до пристани В равно 290 км; ско­
рость притока 2 км/ч.
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Ответы к вариантам 2 — 4.

/ 3-|- 1̂ 21 2 
----- ^— * n € z - 2.Н. Л =  у ^ - ;  В  =

12 .  . , а /  V г*- fo r sin а . а  „\ . л _
в  ]п» з • 3‘ 8 2 Г ’  а a ctg 2 V 0 < * < 1 .

5, а < — 7/3, a > — 2. 2.С. 2,5 км/ч; 1,5 км/ч.

Вариант 3. I .  - £ - М л .  k £ Z .  2.Н. А = 2 ; Я  =

5. i > Q ± L = } ^ i ! ± 2 £ L i 2 1 .  4. - 3 < х < - 2 / 2 ,  2 | Г 2  <  *  <  3.

6. — I <  а <  —— ^ . 2.С. 14 км/ч.

Вариант 4. 1. £  +  *л , * £ Z .  2.Н. / 4 = - ^ :  f i ^ I ^ l - j - L ) .

3. 2r  t g y  • ^1 — t g y  j  . 4. 1/2 < х <  I .  5. а < 2, а >  7/3. 2.С. 2,5 км/ч; 

1,5 км/ч.

1 9 7 0

Ре ш ен ие  в а р и а н т а  1.
1.Н. Как известно, тангенс угла наклона касательной к графикуфунк- 

ции у (х) в точке с абсциссой х 0 равен у' (дг0). Поэтому все искомые значе­
ния х  будут корнями уравнения

(3 cos 5дг)' =  (5 cos З х + 2 ) ', (1)
или

— 15sin5x =  — 15sin3x.

Последнее уравнение можно переписать в равносильном виде:
s in5x — sin3x =  0.

Пользуясь формулой для разности синусов углов, находим:
2s inxcos  4 х = 0 .

Таким образом, уравнение (I) равносильно совокупности двух уравнений 
sinx=--0 и cos 4 х = 0 .

Решая их, ваходим две серии решений: x = n n ,n £ Z ; х=-^ — b £ Z.

Tih
Ответ: х = л п , n £ Z ; х =  л/8Н— , k £ Z .

2. Обозначим скорости пассажирского и скорого поездов соответствен­
но через г„ км/ч и рс км/ч. Тогда время, прошедшее от момента выхода

поездов из начальных пунктов до их встречи, равно  ̂ часов. Если

^  оба поезда ехали со скоростью рс, то время в пути составило бы



часов. Таким образом, получаем уравнение
2400 2400 

С'п+»с 2 »с =

Аналогично составляется второе уравнение
2400 2400

3.

2l'n t-'a +  Vc
=  5.

(2)

(3)

Приводя дроби к общему знаменателю, после упрощений получаем систему

_JV—
+  400’

Vc — l'n I
‘’n^n +  fc) 240'

Почленно разделив второе уравнение системы на первое, находим, что
vc 5 5 _  5

—-= - * • ,  или сс =  -5-р„. Подставив — ип вместо t»c во второе уравнение
Vn о о о

В  N

А L  > к системы, получаем, что vn =  60. Но тог­
да кс= !0 0 .

Ответ: скорость пассажирского по­
езда равна 60 км/ч, скорость скорого 
100 км/ч.

3. Обозначим вершины трапеции бук­
вами А, В , С, D так, чтобы отрезок АО 
был большим основанием, а отрезки 

J ) АВ и CD были боковыми сторонами. 
Точки касания окружности со сторона­
ми трапеции обозначим соответственно 
через К ,  L , М и N. По условию LN  || AD

(рис. 64). Найдем S  — площадь трапеции ABCD: 5 =  ̂^  где

Л —высота трапеции. Поскольку четырехугольник ABCD описан вокруг 
окружности, то | AD |+| ВС | =  | АВ | +  | CD\ и поэтому

£  И 
Рис. 64.

(4)

Если О— центр окружности, то ОМ J_ ВС и ОК _[_ AD (радиус, проведенный 
в точку касания, перпендикулярен касательной). Поскольку AD\\BC, то 
OK 1  ВС. Но через точку О можно провести только один перпендикуляр 
к ВС. Значит, точки О, М , К  лежат на одной прямой и | М К  | =  2/?. Кроме 
того, М К — высота трапеции. Таким образом, h =  2R. Опустим из точки в  
перпендикуляр B E  на AD, а через точку L  проведем диаметр L F . Т огда 
L F  \_А В  и LN  B E  (так как AD и AD\\LN). Отсюда следует, что

A B E = F L N  (как углы с взаимно перпендикулярными сторонами) и, значит, 
прямоугольные треугольники А В Е  и F LN  подобны. Из подобия следует,

I А В I I L F  I I A B I  2R  ^ 4R*
|В£| |Ш|* или ‘Я Г - Т *  Таким oбpазoм• М ® ! — Г *  Совер'ЧТО
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шенио аналогично доказывается, что | CD | =  — . Подставляя найденные
J D )  C D S

значения | АВ  |, | CD |f Л а равенство (4), находим, что S = —̂ -> 2 R = -^ -.

с 8R3 Ответ: 5  =  — .

4. Данное неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств
( х + 1  >  1, / 0 <  х + 1 <  1,
\ ( х * + х — 6 ) * S s ( x + l) «  "  \ 0 <  ( х * + х - 6 ) '< ( х + 1 ) « .

Решим сначала первую систему. Второе неравенство этой системы равно­
сильно каждому из следующих неравенств:

(x» +  x - 6 ) * - ( x + l) « S s O ,
(,a +  , _ 6 _ ( x + l ) * ) ( x J+ x - 6 + ( x + l ) * ) ^ 0 <

( - х - 7 ) ( 2 х »  +  3 х -5 )3 з*0 ,

(х + 7 ) (х— I) < ° -

Решая последнее неравенство методом интервалов (рис. 65), получаем, что 
его решениями являются два промежу­
тка: — оо <  х < ,— 7 и — 5 / 2 < х « £  1.
Решения первого неравенства системы 
есть промежуток 0 <  х <  - f  оо. Зна- Рис. 65.
чит, решения первой системы есть
промежуток 0 < х < 1 .  Теперь решим вторую систему. Неравенство 
( x * + x - 6 ) s < ( x + l ) ‘ равносильно неравенству

( х + 7 ) ( х - 1 ) ( х + - | ) ^ 0 .

Множество решений этого неравенства есть два промежутка: —7 < х <  
< —5/2, 1 < х  < - f  оо. Множество решений неравенства 0 < x - f  1 <  1 есть 
промежуток — 1 <  х <  0. Неравенство (дс® +  дс— 6)2 >  0 справедливо для 
»сех х, кроме тех, для которых х*- } -х—6 = 0 ,  т . е. кроме х = 2  и х  =  —3. 
Теперь очевидно, что вторая система неравенств решений не имеет. Мно­
жеством решений исходного неравенства является объединение множеств 
решений первой и второй системы, т. е. промежуток 0 <  х < 1 .

Ответ: 0 <  х «£ I .
5. Обозначим произведение ху через /. Тогда первое уравнение си­

стемы можно переписать в виде

( K 3  +  « ) ( l + c o s / s i n < ) =  ( К З + 1 )  sin* Z +  cos 2/, (5)

■ли, что равносильно, в виде 

( К З  +  1) (sin* / +  cos* / +cos /sin /) =  ( У~3 - f  J) sin* /-fcos* /— sin* /.

Поскольку, очевидно, решения уравнения удовлетворяют условию 
t0 s< Ф 0, то, разделив обе части последнего уравнения на cos*/, получим 
Уравнение

( / 3 + l ) . ( l  +  t g / ) = l - t g * / ,  (6)

4R*
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также равносильное уравнению (5). Обозначив tg< через г, уравнение (б) 
можно переписать в виде

«Ч-(УЗ +  0 * + У З = 0 .
Поскольку это квадратное уравнение имеет корни ц  =  — 1. г , =  — У  3 , ^  
уравнение (5) равносильно совокупности двух уравнений

-----1, ig t^ - V 3 ,
откуда

I  =  — ^--f-п я , n £ Z ;  t =  — k £ Z .  (7)

Пусть теперь <«— одно из найденных чисел. Рассмотрим систему урав­
нений

J xy =  t„
\ x ' f - y ' + l - 0.

Подставляя t ,  вместо ху во второе уравнение, находим, что у =  ± У Т + Т 5 ;  
далее из первого уравнения находим, что

х = ± — ------
V T+ ? ,'

Итак, все числа х, у, удовлетворяющие двум уравнениям данной 
в условии задачи системы, имеют вид

х = ± — *-*----
К П Й Г  (в)

у = ± У  1+/S.
где ( t— одно из чисел (7), причем в этих формулах нужно одновременно 
брать знаки +  или знаки —. Непосредственной подстановкой легко про­
веряется, что все числа, найденные по формулам (8), где tQ— любое из 
чисел (7), удовлетворяют первым двум уравнениям системы.

Следовательно, осталось выбрать из чисел (7) те числа (в, для кото­
рых х  и у, найденные по формулам (8), удовлетворяют неравенству данной 
системы, или, что то же самое, найти в множестве чисел (7) числа, являю­
щиеся решениями неравенства

1 ± ^ + 1 -| - / * < 6 .  (9)

Эго неравенство равносильно неравенству
/*—4<»+1

<0.

Поскольку корни квадратного трехчлена г* — 4 * + 1  равны 2 + У З  и
2— У~3, то последнее неравенство равносильно двойному неравенству

2—УЗ < / * < 2 + У З ,
ИЛИ

У 2- Уз <|<|<У2+У3. (10)

214



Легко проверить, что числа /, =  — л/4 и /* =  — л/3 (см. (7)) удовлетворяют 
^равенству <10). Если же я  Ф 0. или Л Ф 0, то справедливы неравенства:

j _ J I + лл| ;> я  |n I— > 2  >Vr 2 + y J ,

> 2 > ^ 2 + / 3  .— |« = » i - i  3 3 3

Итак, из всех чисел (7) только два числа /, =  —л/4 и /, =  — л/3 удовлет­
воряют неравенству (10), а значит, и неравенству (9). Соответствующие 
з н а ч е н и я  х, у легко находятся теперь по формулам (8); они и дают ответ
задачи. ______

я м * т  16 я
Ответ: дг, =  ~ ^ = = = ,  у, = ------ -̂----- ; x , - - p F= = = = = , у , =

^л»+<). _  л
/ я * + 9 ’ 3 ‘ *4 ^ * * + 9 ’

3
1.С. Данное уравнение можно переписать в следующем равносильном

виде
1 ,  , ! / 3  . ,  1 

- j C O s 3 x + _ -  s i n 3 x = y ,

или, пользуясь формулой для синуса суммы двух углов, в виде

sin ( а * + £ ) - у .

Отсюда З х+ л /6  =  л /6+ 2лл , 'n £ Z ,  или Зх-|-л/6 =  5 я/6 + 2 л * , k £ Z .  Сле- 

довате 

k £ Z .

довательно, получаем две серии решений: х — Щ^-, n £ Z ;  =о у о

л- 2лл 2л , 2лЛ
Ответ: х =  — | л £ Z; * = "g""b- 3— » b £ Z.

Ответы к вариантам 2—4.

Вариант 2. l .H . x = - J  я , n ^ Z ; х = £ + ^ , * € * -  2 . 16 ч; ^

3. Длина каждой стороны параллелограмма равна . 4. 0 <  х  <  1/3,

2 < х < 1 + / 7 - , — 1/3 <  х  < 0, 1— У~7 <  х < — 1. 5. x| g - J ^ ~ - *
/ 4

Vi =  ~ r i 7 7  ’ з 7 = = : * i =  ~  j/ ^  1 — arc lg-i, у, =  — — ■—
2 / 2  J/4-л '  2 J / , _ arctĵ

, х - * = й + ( _ , ) л Т + Т '
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Вариант 3. I .Н. x = -£j-f-^p , *£Z ; *  =  у  • *• *®® Деталей.

>■ «<‘+мёт,) •4'3 < ' 4 < т -'•‘--15?3  •
—я  — >/" я Ч Г36 я  V я * +  10

y,==F ^ n : х ,= — *----------Л " 7 г т я ’ х,== * * у ,=
_  ~ п  ■ -  -  ^ « * + 1 6  .. _  я  , г

4 4 ’ ‘' ‘ “ / н ч Л б '  20 5 '
* € * •

Вариант 4. l.H . * = J 5 + T f  • * € *  * = £  +  у >  * € z - 2. 6 ч; 4 ч.

3. Д = 1 ( а * Л( . t * ) _ .  4. х < 1 ,  3 < х < 5 ,  х > 7. 5. xi =

я  ^  4— я  arc tg2
= — —<i~>~-'a~>' — ■■ • l/ i-------— з ^  — Т / =  -  ■=» V* —

2 у / 2  ]/ 4  —я  у /  4 у / a rc tg 2 — 1

= ̂ / a r c t g 2 - l .  I.C. x = ̂ + ( - l ) " ^ + ^ .  n£Z.

s  6. ФАКУЛЬТЕТ ПОЧВОВЕДЕНИЯ 

1 9 7 7

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  I.
1. Возведя обе части уравнения в квадрат, получки уравнение

4 (х + 5 ) =  х *+ 4 х + 4 . (1)

Все корни исходного уравнения являются корнями уравнения (1), но не 
обязательно все корни уравнения (1) будут корнями исходного уравнения. 
Поэтому после нахождения корней уравнения (1) из них надо отобрать те. 
которые будут корнями исходного уравнения. Квадратное уравнение (I) 
имеет два корня х* =  4 и х , =  —4. Проверка показывает, что x i =  4 явля­
ется корнем исходного уравнения, a xt =  —4 не является корнем исход­
ного уравнения.

Ответ: х = 4 .
2. Поскольку функции у =  х и y  = e~ix имеют производную в любой 

точке х из промежутка (—оо, -f-co), то данная функция дифференцируема 
в каждой точке и по правилу нахождения производной произведения 
р  (x) =  (x e - * * ) '« x ,« - * * - f  х («-** )' =  « - * * —Зх*-»* =  е - » * (1 — Зх). Так как 
в~*х > 0 для любого действительного числа х, то /' (х) положительна при 
х <  1/3, отрицательна при х >  1/3 и равна нулю при х =  1/3. Следова­
тельно, на интервале (—оо, 1/3) функция / (х) возрастает, на интервале 
(1/3, +  оо) убывает, и так как она непрерывна в точке х= 1/3, то точка 
х=1/3 является точкой максимума.

Ответ: точка х=*1/3—точка максимума; на промежутке (— оо, 1/3) 
функция возрастает, на промежутке (1/3, + оо) убывает.

3. П е р в о е  р е ш е н и е .  Для освобождения от знака абсолютной ве- 
личины разобьем числовую ось на две области: первую, в которой sinxS»0i
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и вторую» в которой sin дг < 0. В первой области | sin х f =  sin х и исходное 
уравнение переписывается так: sin x =  sin x - f  2 cos x, или c o sx = 0 . Реше­
ния последнего уравнения есть х = я/2-|-ят, m£Z. Из этих значений х 
надо выбрать те, которые лежат в рассматриваемой области, т. е. там, где 
sin x S sO . Легко видеть, что такими значениями х будут лишь х =  я/2+ 2лл, 
n£Z. Во второй области | sin х | =  — sin х и исходное уравнение перепи­
шется так: —sin x  =  s in x + 2 c o s x , или s in x + c o sx  =  0. Переписав это 
уравнение в виде V T sin  (x -f  я/4) =  0, находим его решение х =  — я/4 +  я I, 
l£Z. Из этих значений в рассматриваемой области лежат лишь х =  
= —я/4- f  2я£, k£Z. Следовательно, решениями исходного уравнения будут

х =  — ^■-\-2лк, /t£Z; х =  "2- + 2л я , n£Z.

В т о р о е  р е ш е н и е .  Возведя в квадрат обе части уравнения, по­
лучим уравнение

sin* х =  sin* x - f  4 sin x cos x - f  4 cos* x,
или cos x (sin x-f- cos x) =  0. Это уравнение равносильно совокупности двух 
уравнений c o sx = 0  и s in x + c o sx  =  0. Пер­
вое уравнение имеет решения х = п/2 -\-як, 
k£Z, второе уравнение имеет решения х =
=  — я/4+я/, l£Z. Поскольку при возведении 
в квадрат могли появиться лишние корни, не­
обходимо сделать проверку. Непосредственная 
подстановка показывает, что решениями исход­

ного уравнения будут лишь х = -^ +  2 я л ,я £ г ,

н х = — ^--f2лт,  m£Z.
„ я  я  Рис. 6 6 .
Ответ: х =  у -} -2 л л ,n£Z ; х =  —— - f  2 л т ,

m£Z.
4 . Продолжим боковые стороны ВС и AD (рис. 66) до пересечения их 

в точке Е. Получим треугольник ВАЕ. Так как |CD| =  y  | АВ\, то из

подобия треугольников CED и ВЕА получаем, что \СЕ\ — ̂  \ ВЕ\ =

= \ВС\=Ь к \DE\ = ~\A E\^\A D \=^\A B\,  откуда \ЛВ\=\АЕ\.

Следовательно, треугольник ВАЕ равнобедренный и АС его медиана. Но 
в равнобедренном треугольнике медиана, проведенная к основанию, явля­
ется высотой, поэтому площадь треугольника ВАЕ можно вычислить так:

s b *£ = y  I АС\ \ BE | =  ~ о -2 *  =  а*.

Так как CD является медианой в треугольнике АСЕ и так как высоты 
треугольников ECD и DCA равновелики, то и их площади равны. Далее, 
так как площадь треугольника ЕСА равна половине площади треугольника
АВЕ, то площадь треугольника CDE равна ab. Площадь трапеции
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ABCD равна разности площадей треугольников АВЕ и DCE, т. е. пло­

щадь трапеции равна ab — ^-ab  =  ̂ - ab.

З а м е ч а н и е .  Площадь треугольника CDE можно было бы вычис­
лить с помощью теоремы об отношении площадей подобных многоугольни­
ков: так как коэффициент подобия треугольников CDE я ВАЕ равен

у ,  то SCde =  -j  $ вЛе = -£ и SjBCD=at> — - j -ab  =  -j-ab.
3

Ответ: ab.

5. Обозначим через х число рядов в роте при прибытии роты на парад. 
Численность роты равна 24х солдат. После перестройки роты рядов стало 
х—2, а число солдат в новом ряду стало 2 6 + (х—2). Для парада осталось 
(х—2) (24+ *) солдат. Число солдат, не участвовавших' в параде:

2 4 х - ( х - 2 )  (24+ *) =  - * * + 2 * + 4 8 .  (2)

Корни квадратного трехчлена — х*+ 2х+ 48  есть х, =  —6 и дг* =  8. Значит, 
выражение (2) положительно при —6 < х < 8. Так как х—число рядов, 
то х—число натуральное и потому 1 < х < 7 .  Нам надо из промежутка 
1 < х < 7  выбрать такие натуральные х, чтобы выражение А = 24х явля­
лось бы полным квадратом. Имеем соответственно: -4=24 при х = 1 , А = 48 
при х =  2 , Л = 72 при х =  3, /1=96 при х =  4, А =  120 при х = 5 , Л =  144 
при х =  6, Л =  168 при х = 7 . Среди этих чисел Л только число 144 явля­
ется полным квадратом: 144= 12*. Следовательно, х = 6  и численность роты 
равна 24*6 =  144 человека.

Ответ: 144 человека.
2.С. Область допустцмых значений уравнения состоит из всех х , удов­

летворяющих условиям х +  1/2 > 0, х — 1 > 0, х+5/2 > 0, т. е. ОДЗ есть 
промежуток 1 < х < +  оо. На этой области исходное уравнение равносильно 
уравнению

lg ((*+  1/2)*)- lg (2 (х+5/2) ( х -  1)).

Потенцируя его, получаем уравнение (х+ 1/2)*= 2 (х+5/2) (х—1), равно­
сильное исходному на области 1 < х <  +  оо. Последнее уравнение имеет 
два корня x i =  3/2 и х , =  — 7/2. Из них в область 1 < х <  +  оо входит 
только *1 =  3/2. Значит, исходное уравнение имеет единственный корень 
XI =  3/2.

Ответ: х , =  3/2.
Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. 1. х =  1. 2.Н. х =  — 3/2—точка минимума; на промежутке 

(— о с , — 3/2) функция убывает, на промежутке (— 3 / 2 ,+ вс) функция 
возрастает. 3. х = 5л/6+2л£, k £ 1. 4 . У 4р*—q*. 5. 44. 2.С. х = 2 .

Вариант 3. 1. х = 19 . 2.Н. х= 1/5—точка максимума; на промежутке 
(— ос, 1/5) функция возрастает, на промежутке (1/5, +  оо) функция убы­
вает. 3. х =  л/4+ л (2*+  1), k €  Z; х =  2л/я, т £ Z. 4. У 4R*—l*. 5. 60.

2.С. * = - j  .
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Вариант 4. 1. ж =  2. 2.Н. *  =  2/3—точка минимума; на промежутке 
(— во, 2/3) функция убывает, на промежутке (2/3, +  оо) функция возра­
стает. 3. х =  2л/3+2л*, k £ Z. 4. У т*-\-п*/2. б. 22. 2.С. * = 1 .

1 9 7 8

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. Перенесем члены уравнения из правой части в левую и преобразуем 

разность косинусов в произведение. Тогда исходное уравнение примет вид
2 s in 2 x s in x —2sin 2x  =  0,

откуда следует, что исходное уравнение равносильно совокупности урав­
нений

sin 2jc = 0 и sin х =  I.

Решения первого уравнения х =  лл/2, л £ Z. Решения второго уравнения 
х = я/ 2 + 2 л т, т £ Z. Так как все решения второго уравнения содержатся 
в множестве решений первого уравнения, то все решения исходного урав­
нения можно записать в виде х =  лл/2, я  £ Z.

Ответ: х =  лл/2, п £ Z.
2. Обозначив log, х через у ,  перепишем данное неравенство в виде 

у *—З у + 2 ^ 0 .  Множество решений этого неравенства состоит из двух 
промежутков: — оо < у < \  и 2 < у <  +  оо. Следовательно, исходное не­
равенство равносильно совокупности двух неравенств

log, х <  1 и log, х Ss 2.

Множество решений первого неравенства есть промежуток 0 < х < 2 ,  мно­
жество решений второго—промежуток 4 < х <  +  оо. Объединение этих 
множеств и дает множество всех решений исходного неравенства. Значит, 
множество всех решений исходного неравенства состоит из двух промежут­
ков: 0 < х < 2 ,  4 < х  <-f-oo.

Ответ: 0 < х < 2 ,  4 < х  < +  оо.
3.Н. Решая уравнение х! + х  =  х + 1 , находим абсциссы (xi =  —1 ,х ,=  1) 

точек пересечения графиков параболы у =  х* +  х и прямой у = х + 1  
(рис. 67).

Фигура, площадь S  которой необходимо найти, лежит под прямой 
jr= x-f* l и над параболой у  =  х *+ х  на промежутке от —1 до 1, поэтому 

1 1 
S  =  J  ((х+  I)—(х* +  х)) dx= J  (1 - х * )  dx«= ( х — |'_( = - 1 .

Ответ: 4/3.
4 . Обозначим вершины треугольника буквами А, В, С так, что С — 

вершина прямого угла и СВ—меньший катет (рис. 68). Проведем через 
точку С плоскость, перпендикулярную прямей АВ. Обозначим через D 
точку пересечения этой плоскости с прямой АВ, а через К —основание 
перпендикуляра, опущенного из точки С на плоскость Р. Треугольник 
CKD — прямоугольный, так как отрезок С/С перпендикулярен плоскости Р, 
a DK лежит в плоскости Р. Поскольку CD и DK перпендикулярны пря­
мой АВ, то угол CDK является углом между плоскостью Р  и плоскостью
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треугольника ABC и, следовательно, CDK =  о. Необходимо найти СВК. 
Так как CD перпендикулярен АВ, то из подобия прямоугольных тре

ICD I I ВС I
угольников CDA и ABC имеем отношение j ( А j =  | • откуда \ CD | =

|С/1|-|ВС| 4-3 12 . .=  -!— - ' ' — . Из прямоугольного треугольника CDK нахо- 
|А В I 5 5

12дим: |С/С | =  |CD | sin a  =  -g s in a , а из прямоугольного треугольника СВК

Рис. 67. Рис. 68.

им<ем -L ^ - !-= s in  откуда sin бв% =  ̂ г sin а  и потому бвК-

i n ( ± s i n a ) .arcsin

Ответ: arcsinin ( - 1  sin а )

5. Область допустимых значений уравнения состоит из всех х, удов­
летворяющих условиям хг —3 & 0 , xS iO , т. е. ОДЗ есть промежуток 
/ 3 < *  < +  » .  Запишем исходное уравнение в виде

} П ( 9 У~ * - 3 У~ 3)  =  3 ( Э ^ ^ - З 1"77^ )  +  6 ( V * - 3 ) ,

ИЛИ

(У~Х—3) (9 У ;1 Г » - З к *п г ; —б) =  0.

Это уравнение равносильно на ОДЗ исходного уравнения совокупности 
уравнений

/ * - 3  =  0 и 9Ух,~ *—3Ух' - ’ - 6  =  0. (I)

Решение первого уравнения есть х =  9. Это число входит в ОДЗ ис­
ходного уравнения и, значит, является единственным решением первого 
уравнения совокупности (1) на множестве / 3  <  х <-}-«о. Для решения

второго уравнения обозначим 3 х'~ * через у ,  тогда второе уравнение 
совокупности (1) запишется в виде

у*—у —6 =  0.

Последнее уравнение имеет два решения: y i  =  — 2 и уг =  3. Это означает, 
что второе уравнение совокупности (I) равносильно на ОДЗ исходного



у р а в н е н и я  совокупности уравнений

3Vд , - »  =  —2 и 3Г * ~ = 3 .

уравнение 3V**~ * =  — 2 решений не имеет. Уравнение 3^*, - * =  3 равно­
сильно на ОДЗ исходного уравнения уравнению У ** — 3 = 1 , или уравне- 
яиЮ ж*—3 =  1- Последнее уравнение имеет два корня: дг» =  2 и дг* =  — 2. 
Из этих чисел только дг, =  2 входит в ОДЗ исходного уравнения и потому 
является единственным решением второго уравнения совокупности (I) на 
множестве 3< дг < +  оо. Объединяя решения на множестве У~3 < х  < +  оо 
первого и второго уравнений совокупности (I), получаем, что множество 
решений исходного уравнения состоит из двух чисел: * t = 9  и дг, = 2. 

Ответ: дгж = 9 , ж, =  2.
З.С. Пусть в одном грамме второго слитка х грамм золота, тогда 

в одном грамме первого слитка— 2,5* грамм золота. Если сплавить по од­
ному грамму из каждого слитка, то получим слиток весом в 2 грамма, 
в котором золота будет 3,5* грамм. По условию 3,5х грамм составляет 35%

35от 2 грамм, поэтому 3,5дг=—  • 2, откуда дг =  0,2. Итак, в одном грамме

второго слитка 0,2 грамм золота, а в одном грамме первого слитка 0,5 грамм 
золота.

Пусть вес первого слитка у  грамм, а вес второго слитка г  грамм, тогда 
в первом слитке будет 0,5у  грамм золота, а во втором—0,2г грамм золота. 
Если сплавить оба слитка вместе, то получим слиток весом у - |-г грамм, 
в котором золота будет 0 ,5у+ 0 ,2 г грамм. По условию 0 ,5y+ 0,2z грамм 
составляет 40% от у-\-г  грамм, поэтому

40
0,5y+ 0,2z  =  —  (y+ z).

Из этого уравнения находим, что у = 2 г . Это означает, что первый слиток 
в два раза тяжелее второго.

Ответ: первый слиток в 2 раза тяжелее второго.
Ответы к вариантам 2 —4.

Вариант 2. 1. дг =  ^  (6* ± 1), k £ Z. 2. — оо < х < I. З.Н. -1  .

4. arcsin )  • 5. xt =  — ~ ,  дг, =  —2, дг, =3. З.С. 15 кг.

Вариант 3. 1. лг =  ^ ( 6 * ± 1 ) ,  k £ Z. 2. — ао < х < 2. З.Н. .

4. arosin • 5‘ *1 = 1 , **= 2 - ЗС’ 10 кг: 69%'

Вариант 4. I. *  = ( 6 *  ± 1), k g  Z; x =  y , n g Z . 2 . 0 < * < i
.  oo
”< * <  +  00. 3.H. y .  4. arcsin

•.64 кг; 1,86 кг.

22!

^ c o s y s i n p j .  5. *1 =  1, x , =  4. З.С.



1 9 7 9

так :

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
у —

1. Обозначим 2 х через /. Тогда данное уравнение можно переписать

t —2./-» = !.

Это уравнение равносильно уравнению

t *— t —2 = 0,
которое имеет два корня: /* = 2, <* =  — 1. Таким образом, исходное урав­
нение равносильно совокупности двух уравнений

2V '  =  2 и 2У~* = —1.

Первое уравнение равносильно уравнению у х = 1  и имеет единственный 
корень X i = l .  Второе уравнение решений не имеет, так как —1 не входит 
в область изменения показательной функции. Значит, исходное уравнение 
имеет единственный корень x j= l .

Ответ: х — 1.
2.Н. Данная функция является дробно-рациональной, поэтому она диф­

ференцируема в каждой точке прямой за исключением точки х =  2. Для 
производной получаем выражение

I
Из этого выражения следует, что при х < 2 выполнено неравенство у* (х) > 0. 
Таким образом, данная функция монотонно возрастает на множестве х < 2.

Следовательно, наименьшее значение на мно­
жестве [0, 2) равно у(0)= »1.

g
Уравнение у '(х )  =  0, или 1 —

имеет единственный корень х = 4 . В области 
2 < х < 4 справедливо неравенство у ’ (х) < 0, 
в области х > 4 — неравенство у '  (х) > 0. Так 
как функция у  (x) непрерывна в точке х =  4,
то отсюда следует, что:

1) в области 2 < х < 4  функция у(х)  мо­
нотонно убывает;

2) в области 4 < х  функция у  (х) монотон­
но возрастает;

3) точка х =  4 является точкой минимума. 
Доказанные факты означают, что наименьшее значение у(х )  в области

х > 2 равно у  (4) =  5. Поскольку точка х =  4 содержится в множестве (2, 5], 
то у  (4) будет также и наименьшим значением у  (х) в области (2, 5].

Таким образом, наименьшее значение у (х ) на отрезке [0, 5] равняется 
меньшему из чисел у  (0), у ( 4), т. е. равно у (0) =  1.

Приведем график функции у (х), хотя это и не требуется (рис. 69). 
Ответ: Уппп =  У (0)=  1.

\2

Рис. 69.
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3. Данное уравнение заменим равносильным ему уравнением

(1 + / з )  s in x c o s x  =  ( / 3 — l)c o s* x + s in * x + c o s* x .

Очевидно, что решения этого уравнения удовлетворяют условию co sx ^ O ; 
поэтому, разделив обе части его на cos* х , получим уравнение

( l + K 3 ) t g x - / l + t g * x ,
или

t e * * - ( / 3 + O t g x + / 3 = 0 ,  

равносильное исходному.
Квадратное уравнение г*—( / 3 + 1 )  г +  / 3 = 0  имеет корни *1= 1, 

гг =  / 3 .  Поэтому данное уравнение равносильно совокупности двух урав­
нен ий

t g x = l  и t g x =  /"З .

Решая эти простейшие уравнения, получаем ответ задачи.
Ответ: х = я / 4 + я л , л £  Z; х= л/3+ л*, k £  Z.
4 . Легко найти высоту трапеции (рис. 70): Л =  | AD |ifiin DAB =

У з  3 / " з
=  3— ^— • Обозначим искомую площадь треугольника ВСЕ 

( S b c e )  через х и площадь треугольника ABE (SABB) через у .  Тогда

х + у = 5 л я с = у | л а | . А = 1 . 1 ^ 1 . з о = ^ - р . .

Углы ЕАВ и ECD равновелики как накрест лежащие при параллельных 
прямых АВ и DC и секущей АС. По той же причине равновелики уг­
лы ЕВА и EDC. Таким образом, треугольники
АВЕ и CDE подобны (по двум углам). Коэф- --------- " ^ Р
X. X | СО I 24 4 .фициент подобия равен = у . Сле­

довательно,

S £ O C = (y )  Рис. 70.

Легко видеть, что

*+2§У=5все+-5£0с = 5в0С = -̂ -Л-| ̂   ̂= Т  * 3 2̂  ̂ " 24 = *8 ^  3’
Таким образом, получили систему двух линейных уравнений с двумя 
неизвестными:

, 4 5 / 3  
Х+ У = — 2-----'

* + й ^ 18
Выражая д  через х  из первого уравнения и подставляя найденное выра­
жение во второе уравнение, после простых вычислений находим, что 
*=>10 /  3.

Ответ: 10 / 3  см*.

223



5. П е р в о е  р е ш е н и е .  Перепишем первое уравнение системы тан: 
Юл*—(2у+ 38) * -f5 y * —6 y-f 41 = 0 .

Если (*в, у  а)— решение данной системы уравнений, то квадратное уравнение 

Юдс*— 38) x-f- —6y»“f" 41 — 0
имеет корень * =  *«. Значит, дискриминант D этого уравнения неотрица­
телен. Так как

D =  <2у,+3 8 ) » -  40 • (5у? - 6 у , +  41) =  - 4  • 49 (у , - 1  )*,

то из неравенства —4-49-(у0— 1)*3*0 находим, что у*= 1 . Эго значит, что 
х0 является корнем уравнения

10**—40*+ 40 = 0,

т. е. х0=2.  Итак, если система уравнений имеет решение (*„, у„), то 
*0= 2 , Уо=1- Подставляя найденные числа в уравнения системы, убеж­
даемся, что действительно система уравнений имеет решение (2, 1).

В т о р о е  р е ш е н и е .  Преобразуем многочлен, стоящий в левой части 
первого уравнения данной системы, следующим образом:
10**+5у*—2 ху—38*—6у+ 41 =

- 1Ч ' ' - 2 - Т ' + ( Ч г ) ^ ^ ’ _ 6 "+ 4 1 _ 1 Ч !Т !г ) ’ -  

- го ( ' - Ч 1 г ) ’ + и (4^ - ^ + , ч - ,Ч ‘ - !!т ! г ) ’ + т а < '- |>‘
Отсюда следует, что каждое решение данной системы уравнений яв­

ляется решением системы

!
^ - 0 ,10

у — 1= 0 .

Последняя система уравнений имеет единственное решение х#=2, у «= 1 . 
Подстановкой в уравнения исходной системы убеждаемся, что пара чисел 
**= 2 , Уо= I действительно является ее решением.

Т р е т ь е  р е ш е н и е .  Преобразуем многочлен, стоящий в левой части 
второго уравнения данной системы:
3**—2y*-f 5*у—17*—6y-f20  =

=  3 (< ’ +  2 - ^  * +  p L l ± 7 ) * ) - 2 y » - 6 y  +  2 0 - 3  ( ^ )  =

а 3  ( , + 5yZLlZ)a_ 1L (4 V _ 98y +  4 9 )= - l ( ( 6* +  5y - 1 7 )* - (7 у -7 )* )  =

= ^ < 6 * + 1 2 у -2 4 )  ( 6 * - 2 у - 1 0 )  =  ( * + 2 у - 4 )  (3*—у —5).

Теперь понятно, что данная система уравнений равносильна следующей 
совокупности систем уравнений

I 10**+5у*—2*у—38*—6 у+ 4 1 = 0 ,
\ * - f  2у—4 =  0,
1 10** +  5у* — 2*у—38*—6 у+ 4 1 = 0 ,
I 3*—у —5 =  0.
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Ка*Дая из этих систем имеет единственное решение дг* =  2, у*= 1 . Значит, 
исходная система имеет единственное решение х„= 2, у0= 1.

Заметим, что эту задачу можно решить н другими способами.
Ответ: х =  2, у =  I.
2.С. Перенесем члены неравенства из левой части в правую, затем 

приведем к  общему знаменателю и преобразуем числитель с помощью фор­
мулы для логарифма частного. В результате получим неравенство

х2—7х +  12
l°gs -------2(Г

logs (х2—7х+  12)-logs20 > О,

равносильное исходному. Так как log320 > 0 , то это неравенство равно­
сильно совокупности двух систем неравенств

/ х*—7х -Ы 2 _ Л ( ,  х*—7х+ 12 Л
j  l0g3------ 20------ > ° -  и { l0g3--------20------ < 0 *

! ) > 0  {V logs (х3—7х+  12) > О I, logs (*s—7х+  12) < 0.

Первая система неравенств равносильна системе
I ха _ 7 х + |2 > 20 ,
\ х*—7 х + 1 2 > 1 .

Очевидно, что множество решений первого неравенства этой системы содер­
жится в множестве решений второго неравенства. Поэтому система равно­
сильна неравенству хг—7х+  12 > 20. Квадратный трехчлен х2—7х— 8 имеет 
корни Х\ =  — I, *2 =  8; поэтому множество решений первой системы состоит 
из двух промежутков: — со < ж < — 1 и 8 < x < -f-c o . Вторая система 
неравенств равносильна системе

( п **— 12 ,
° < --------20-------- <  '

0 < х * —7х+ 12 < 1, 
ила системе »

]  х*—7 х + 12 > 0, -  
\ х2—7х+12 < 1.

Решая эти квадратные неравенства, получаем, что множество решений пер­
вого неравенства состоит из двух промежутков —ос<х<3 и 4< х<  +оо,

7_7 I ^5"
а множество решений второго—интервал -----^ —  < х < - г—  . Значит,

множество решении второй системы неравенств состоит из двух промежут-

« |  ! = £ £ < «  О .

Ответ: х < — 1, < х < 3, 4 < х < 7- , *  > 8.

Ответы к вариантам 2 —4.

Вариант 2 . I . x — 2 Н- Функция возрастает на промежутках

* - в е < х < 2  и 2 < х <  +  ос, функция убывает на промежутках 0 < х < 1  
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и 1 < X < 2. 3. x =  - ^ + y / i ,  п £ Z; х =  i-^ + n fc ; k £ Z. 4 . 4 0  см2.

5. x =  1, y =  1. 2.C. 0 < x  < 1, ж > 3.

Вариант 3. 1. x = l .  2.H. y m„  =  y (3 ) =  — p .  3. х = -^ -+ л л , n £  Z;

Х = 4+ Л Л 1, m e  г .  4. 54 ^  cm*. 5. x= 2, y = 3 .  2.C. - 1 ,1  < * < 4,
О о

x > 5.
Вариант 4. 1. x =  2. 2.H. Функция возрастает на промежутках

—  оо <  х <  — 1 и — 1 <  х <  0, функция убывает на промежутках 0 <  х <  I и

1 < х <  +  оо. 3. x = ( - l ) " - i + y n ,  п €  Z; * = T 2 + Y m' т €  z -

4. 1180 см*. б. х = 1 , у  =  2. 2.С. - 4 < х < —2, х > 0.

§ 7. ГЕОГРАФИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

1 9 7 7

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. П е р в о е  р е ш е н и е .  Для освобождения от знака абсолютной ве­

личины разделим числовую ось на две области х + 1 ^ 0  и х + 1 < 0 , т .е . 
х ^ — 1 и х < — 1, и будем решать данное неравенство отдельно в каждой 
из этих областей. В области х ^ — 1 имеем | х +  1 | =  х + 1, поэтому исход­
ное неравенство переписывается так: 2 ( х + 1) > х-(-4, или х > 2. Любое 
число х  из промежутка 2 < х < -f оо лежит в области х ^ — 1, следова­
тельно, все х из промежутка 2 < х < +  оо являются решениями исходного 
неравенства.

В области х < — 1 имеем |х+1| =  — (х +  1), поэтому исходное нера­
венство перепишется так: —2 (х-|- 1) > х + 4 , или х < —2. Любой х из про­
межутка — оо < х < —2 лежит в области х < — 1, следовательно, все эти х 
являются решениями исходного неравенства. Объединяя найденные множе­
ства, получаем, что исходному неравенству удовлетворяют все х из двух 
областей —оо < х <  —2 и 2 < х < о о  и только они.

В т о р о е  р е ш е н и е .  Все х из области х < —4, очевидно, удовлет­
воряют данному неравенству. На множестве х ̂ —4 обе части неравенства

неотрицательны, значит, оно равносильно 
на этом множестве неравенству 4 (х  +  1)!  >
> (х+ 4)*, или неравенству х* > 4. Послед­
нему неравенству на множестве х ̂ —4 удов­
летворяют все х из двух промежутков 
—4 < х < —2, 2 < х <  +  оо. Объединяя 
найденные решения, получаем, что множест­
во решений исходного неравенства состоит 
из двух промежутков: — » < х < —2, 
2 < х < +  оо.

Ответ: — оо < х < — 2, 2 < х < +  оо.
2. Обозначим длину отрезка AD через х (рис. 71), тогда длина отрезка 

DB равна 3 —х. Из прямоугольного треугольника В DC имеем |BC|S =
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-=| BD |* +  | DC |a, или, так как | ВС | =  | AD | =  ж, то ж* =  (3—ж)*+3, от­
куда ж = 2, т.е. \AD\=*2. Из прямоугольного треугольника ADC имеем 
|ЛС|* =  |/Ш|* +  |£>С|*, откуда | И С |= уТ .

Ответ: У 7.
х

З.Н. Областью определения функции у (JC)= i7Tx является множество

всех положительных, отличных от 1, чисел. Другими словами, область 
определения состоит из двух промежутков 0 < дс < 1 и 1 < ж < +  оо. В лю­
бой точке области определения эта функция имеет производную. Исследуем 
сначала поведение функции на промежутке 0 < дс < 1. Найдем производную 
функции у  (ж):

/ / ч f  х У  М ' In ж—ж (In дс)' In ж — I
•  т ~ \ \ п х )  I ii*x  In* х •

Легко видеть, что в любой точке промежутка 0 < ж < 1 производная функ­
ции у  (ж) отрицательна, и потому функция на этом промежутке убывает. 
Так как производная не обращается в нуль на этом промежутке, то на нем 
нет точек максимума и минимума.

Теперь исследуем поведение функции на промежутке 1 < ж <  +  со. 
Легко видеть, что производная

1пж— 1
У' (*) = In2 ж

обращается в нуль в точке х = е ,  отрицательна на промежутке 1 < х < е  
я положительна на промежутке е  < ж < +  оо. Значит, функция у  (к) убывает 
и? промежутке 1 < х<е, возрастает на промежутке е  < ж < -|-оо и, так как 
она непрерывна в точке х = е ,  то имеет в точке х — е  минимум.

Ответ: функция убывает на промежутках 0 < ж < 1  и I < ж < f , воз­
растает на промежутке е  < ж < +  оо, имеет точку минимума х — е.

4. Обозначим скорость грузовика через ж км/ч, тогда скорость гоноч­
ного автомобиля на участке' АВ равна 2ж км/ч, а на участке ВС равна 
(2ж+40) км/ч. Гоночный автомобиль на путь между пунктами А и С затра-

/120 . 1000 \ 360 _тил J часов, а грузовик проехал свои путь за ч. Так

*как время движения грузовика на 5/4 ч меньше времени движения гоноч­
ного автомобиля, то

/ 120 1000 360 5 
2ж+ 2ж+40 ж — 4 *

Если бы гоночный автомобиль весь свой путь от пункта А до пункта С 
Мал с о  скоростью (2ж+40) км/ч, то ему для этого понадобилось бы 

1120
2j 7p 4(j часов, что по условию на один час больше времени движения гру- 

^внка. Поэтому
1120 3 6 0 ,

2ж+40 ж
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Итак, для нахождения х получили систему двух уравнений с один,, 
неизвестным:

/ 120 1000 3G0 5 
2х 2х +  40 * — 4 '

1120 360 
,2х  +  40 х

Для ее решения достаточно решить, например, первое уравнение, и ото 
брать из найденных решений числа, удовлетворяющие второму уравнению. 
Переписав первое уравнение в виде

Xs — 140х+4800 =  0,

находим его корни X j= 80 и х , =  60. Подставляя;*! и х , во второе ураи 
нение, получаем,; что ему удовлетворяет лишь х ,. Следовательно, скоросч. 
грузовика равна 60 км/ч.

Ответ: 60 км/ч.
5. Возведя обе части уравнения в квадрат, получим уравнение

4 sin* (Зх+л/4) = 1 +  8 sin 2xcos*2x. (1)

Все корни исходного уравнения являются корнями уравнения (1), но по
обязательно все корни уравнения (I) будут корнями исходного уравнении.
Поэтому после нахождения корней уравнения (I) из них надо отобрать те,
которые будут корнями исходного уравнения. Применяя известные формулы
имеем 1 »

• « /о I «ч I — cos (6х+ я/2) 1 ,, , . _ . 
sin (Зх+л/4) = --------- 1—  ~2 <1 +  sm 6jt>*

8 sin 2xcos* 2x =  4 cos 2x (2 sin 2x cos 2x) =  4cos 2xsin 4x =  2 (sin6x +  sin 2x). 
Поэтому уравнение (1) можно переписать так:

2 +  2 sin 6х=  1+  2 sin 6 х+ 2  sin 2х, или sin 2дс = 1/2. (-’)

Последнее уравнение имеет две серии решений:

х = ^ + я п ,  n £ Z ;  х = - ^ + л * ,  k £ Z.

Так как уравнение (2)‘ равносильно уравнению (I), то надо проверить, во­
ли его решения будут решениями исходного уравнения.

Подставляя найденные значения х в правую часть исходного уравне­
ния, получаем число 2. Для х = ^ + л п ,  п £ Z, левая часть нсюдног > 
уравнения равиа

2 sin (Зх+я/4) =  2 sin (я /2+ Злл) =  2 cos ял .

Если л —четное число, то 2 cos ял  =  2, если п —нечетное число, т<> 
2co sлл =  — 2. Значит, из первой серии решениями исходного уравнении 
являются лишь числа

х =  л/12+ 2лт, m£Z.

Для х = - ^ + л Л , к £ Z, левая часть исходного уравнения равна

2 sin (Зх+ л/4) =  2 sin (Зя/2+Зл/Ь) =  — 2 cos л*.
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Если к —четное число, то —2cosjtft =  — 2, если к — нечетное число, то
о cos пк  = 2. Следовательно, из второй серии решениями исходного урав­

нения являются лишь числа x =  - ^ i+ (2 / + 1) л , / £ Z.

Ответ: x =  -j^-f-2n/n, т  £ Z; x =  -j^--|-(2/ +  l) л , / £ Z.

З.С. Обозначив 2х через у,  получаем квадратное уравнение у г — 2у — 
_ 3 - 0 .  Оно имеет два корня у , =  3 и у2 =  — 1. Это означает, что исходное 
уравнение равносильно совокупности двух уравнений

2* =  3 и 2х = — 1.

Уравнение 2х =  3 имеет единственное решение х =  log2 3. Уравнение 2* =  — 1 
решений не имеет, так как 2х положительно для любого действительного 
числа х. Следовательно, исходное уравнение имеет единственный ко­
рень x  =  log2 3 .

Ответ: x =  log23.
Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. I. 0 < х < 3 .  2. У 3*м. З.Н. Функция возрастает на про­

межутках « * < * <  +  »  и —оо < х < 1, убывает на промежутке 1 < х < е г,

имеет точку минимума *  =  «*. 4. 10 км/ч. 5. ± Д р + 8лА + 4л , k £ Z.

З.С. * =  2.
Вариант 3. 1. —3 < х < 1. 2. 3 У~3 м. З.Н. Функция возрастает на 

промежутке У~ё < х < +  оо, убывает на промежутках 0 < х < 1  и 1 < х <
< УТ, имеет точку минимума х =  УТ. 4. 5 деталей. 5. х = лк, k £ Z.
З.С. x =  log34.

Вариант 4. 1. x S s l ,  х < —2. 2. 6 м. З.Н. Функция возрастает на 

промежутке 0 < ж < , убывает на промежутках ~  < х < 1 и I <х<оо, 

имеет точку максимума х=\/е. 4. 20 м3. 5. х =  л+ 4лЛ , k£Z. З.С. я  =  2.

1 9 7 8

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. Обозначим через х км/ч собственную скорость парохода. Тогда по 

реке пароход шел со скоростью (х + 1 ) км/ч, а по притоку со скоростью

(л— I) км/ч. На путь по реке пароход затратил -^-г*часов, а на путь поХ-|- I
20притоку часов. Весь путь он прошел за 7 часов, значит,

60 , 20 
х + 1 + х — 1

Освобождаясь в этом уравнении от знаменателей, получаем уравнение 
7д2—8 0 х+ 3 3= 0 , корни которого х*=  11 и х2 —3/7. Скорость парохода 
«е может быть меньше 1 км/ч, так как пароход двигался по притоку про­
тив течения, скорость которого равняется 1 км/ч. Следовательно, собствен­
н а  скорость парохода 11 км/ч.

Ответ: собственная скорость парохода 11 км/час.
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2.Н. Найдем производную данной функции:
/ 2  I \*/ ( x ) = ( s i n x — j  s in 3 x + y s in 5 x j  =

2 1
= (s in x )' — - j  (sin 3x)'-(--g (sin5x)' =  cos x —2 cos 3x+ cos5x.

Для решения задачи надо найти все х, удовлетворяющие уравнению
co sx —2 co s3 x + co s5 x = 0 . (1)

Применив формулу сложения косинусов, уравнение (I) запишем так:
2 cos Зх cos 2х—2 cos Зх= 0 .

Отсюда подучаем, что уравнение (1) равносильно совокупности двух урав­
нений

cos Зх =  0 и cos2x =  l .

Решения первого уравнения х =  * п €  Решения второго урав­

нения х = як ,  к £ Z. Их объединение и дает множество решений урав­
нения (1), т. е. искомое множество чисел.

Ответ: х =  -5- , я £ Z; x — nk, к £ Z.

3. Обозначим длину отрезка КЕ через х (рис. 72). Та^как S e k m p  =  

=\КЕ 11 МК | =  5/3, то | Л1ЛС | =  ̂ . Из подобия прямоугольных тре-
I КС I I AC I

угольников МКС и ВАС вытекает, что | | =  | АВ | * откУда I КС | =

| АС 11 МК I 3 5 5 . .=  J—  ̂ I— Из  подобия прямоугольных треугольников

ВЕР и ВАС следует, что у ^ у  — | . откуда, так как |Р£| =  |Л1/С|,

\АВ\\РЕ\ 4 5 20 _  iD/^i с . „ л ,имеем |fl£| =  -!—^ -L L y - L = _  . . Так как |ВС|=5 и |ВС| =

=  |B£|^J-|£/(J +  |/CC|f то для нахождения х получаем уравнение 
д  20 . . 5А — =  5, которое имеет два корня

х,=25/6 и х , =  5/6. Значит, либо | КЕ | =25/0, 
либо | КЕ |=5/6. Если | КЕ |=5/6, то | Л1/С | =  2 
н периметр прямоугольника ЕКМР равен

5 -1 *  Если |/С£| = 25/6, то | Af/C| = 2/5 и
и

периметр прямоугольника равен 137/15. Пос­
кольку условию задачи удовлетворяет лишь 

прямоугольник, периметр которого меньше 9 , то стороны прямоугольника 
равны 2 и 5/6.

Ответ: стороны прямоугольника равны 2 см и см.

4. Поскольку log, (Зх*—4х+ 2 ) =  2 log, (Зх*—4х+ 2 ) , то, обозначив 
log, (Зх* — 4х+ 2) через у ,  перепишем исходное неравенство в виде
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y f + 1 > 2y ,  или в виде
V y > 2y —\. <2)

Отрицательные значения у,  очевидно, не удовлетворяют этому неравенству, 
для у  из промежутка (Х у <  1/2 правая часть неравенства (2) отрицательна, 
а левая неотрицательна: значит, все эти у  будут решениями неравен­
ства (2). Для 1/2 обе части неравенства (2) неотрицательны, поэтому 
после возведения в квадрат получим неравенство

* > ( 2 у - 1 ) 2, (3)

равносильное неравенству (2) на множестве у ^  1/2. Решениями квадратного 
неравенства (3) будут все у  из промежутка 1/4 < у  < 1. Из них условию 
У 1/2 удовлетворяют только у  из промежутка \/2< у < 1. Все эти у 
будут решениями неравенства (2) на множестве у  ̂ 1 / 2 . Объединяя найден­
ные решения, получаем, что решениями неравенства (2) будут все у  из 
промежутка 0 < у < 1 . Поэтому исходное неравенство равносильно двойному 
неравенству

О <  log, (Зх2—4х+ 2) < 1.

Потенцируя его, приходим к двойному неравенству
1 < 3 х 2—4 х + 2  < 9, (4)

или к системе неравенств
J  Зх*—4 x - f 2 s * l f 
\ Зх*—4х+ 2 < 9 ,

равносильной исходному неравенству. Множество решений первого неравен­
ства этой системы состоит из двух промежутков К х < -( -о о  и —ос<ж<1/3. 
Множество решений второго неравенства системы состоит из промежутка 
—1 < х < 7/3. Следовательно, множество решений системы, а значит, и 
множество решений исходного неравенства состоит из двух промежутков 
—1 < х <  1/3 и 1 < х  < 7/3.

Ответ: — 1 < х <  1 /3, 1 <  х < 7/3.
б. Решим первое уравнение системы. Для этого освободимся сначала 

от знака абсолютной величины. Поскольку х2—5х+ 4 =  0 при х =  1 и х=4,  
то разобьем числовую ось на промежутки х < 0 ,  0 < х < 1 ,  1 < х < 4 ,  
х > 4 и найдем решения первого уравнения системы в каждом из этих 
промежутков.

1) Пусть х < 0 ,  тогда | х2—5х-}-4 | =  х2—5x-f-4, |х | — — х* и первое 
Уравнение системы запишется в виде

* —18х2— 10х+ 8 = 0 .

уравнение имеет корни х*=  — 1 и х , =  4/9. В рассматриваемый проме­
жуток входит только Xi =  — 1. Значит, на промежутке х < 0  первое урав­
нение системы имеет один корень Xj =  — 1.

2) Пусть 0 < х <  1, тогда |х*—5х+ 4 | =  х2—5 х + 4 , |х| =  х , и первое 
Уравнение системы запишется в виде

2х2— 10х+8 =  0. }
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Это уравнение имеет корни х3=  1 и х« =  4, из которых в рассматриваемы,-, 
промежуток входит только х , =  1. Значит, на промежутке 0 < х <  1 первое 
уравнение системы имеет один корень х ,=  1.

3) Пусть 1 < х < 4 ,  тогда | х*—5 х + 4 | =  — (х*—5х+ 4), |х| = *, „ 
первое уравнение системы равносильно тождеству 0 =  0, т. е. удовлетв,. 
ряется при любом значеьии х из промежутка 1 < х < 4 .  Значит, люб ч 
значение х из промежутка 1 < х < 4  является решением первого уравнения 
системы.

4) Пусть 4 < х < + о в , тогда | х*—5х+ 4  | = х*—5 х + 4 , |х| =  х, и 
первое уравнение системы запишется в виде

2x1— 10х+8 =  0.

Это уравнение имеет корни х5= 1 и х, =  4, ни один из которых не входит 
в рассматриваемый промежуток. Значит, на промежутке 4 < x < - f o o  пер­

вое уравнение системы не имеет решений. 
t Собирая вместе все найденные выше реше- 

^ ^ ния, получаем, что решениями первого урав­
нения являются х = —1 и все х из проме- 

Рис. 73. жутка I <  х <  4. Второе уравнение системы
имеет два корня х7 = а и х , =  а —2.

На числовой оси (рис. 73) отметим решения первого уравнения. Оче­
видно, что для любого а решения второго уравнения связаны соотношением 
х , =  х7—2. Рассмотрим теперь, при каких значениях а система будет сов­
местна; для этого будем рассматривать различные значения а , двигаясь по 
оси слева направо.

Для любого а  < — 1 оба корня второго уравнения лежат левее любого 
корня первого уравнения, и потому система несовместна. Если а =  — 1, то, 
поскольку х« будет левее точки х = — 1, система имеет единственное 
решение х7 =  — ! .  Для любого а из промежутка — I < а < 1 число х7 ле­
жит между корнями первого уравнения, а х , лежит левее корня первого 
уравнения, равного —1. Значит, система не будет совместна. Если а =  1, 
то, очевидно, система имеет два решения х7= 1 и х* =  — 1. Для любого а 
из промежутка 1 < а < 3 система будет совместна. Ее решение есть только 
хт = а , так как х , будет лежать между числами —1 и 1. Если а из про­
межутка 3 < а < 4 ,  то система имеет два решения х7 =  а и х, = а —2, так 
как оба эти числа лежат на промежутке [1 , 4). Если а из промежутка
4 < х < 6 ,  то система совместна, ее решение есть только х* =  а —2, так как 
х7 будет находиться правее отрезка [1, 4). Если а > 6, то система несов­
местна, так как х7 > 6 и х , > 4. Поскольку нас интересуют лишь те а, 
для каждого из которых система имеет единственное решение, то из пре­
дыдущего вытекает, что условию задачи удовлетворяют а  = — 1, а так-ке 
любые а из двух промежутков 1 < а < 3 и 4 < а < 6 .

З а м е ч а н и е .  Последние рассуждения можно провести иначе. Найдем 
сначала все а , при которых хотя бы одна из точек Xi, х , принадлежит мно­
жеству М = { — 1}U [ 1 • 4J. Ясно, что это будет# если: или а  = — I, или
1 < а < 4, или а —2 — — 1, или 1 < и - 2 < 4 ,  т. е. при а  — — 1 и 1 ' 
Из найденного множества нужно исключить все значения а , при который 
обе точки Xi, х* принадлежат М. Это будет, если выполняется одно из
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условий:
< a - 2 = — 1, I
{ 1 < а < 4  ИЛИ \

1 < а < 4 ,
1 < а —2 <  4,

т. е. при а = 1  и З < а < 4 .
Ответ: а  =  — 1, 1 < а < 3 , 4 < а < 6 .
2.С. Это уравнение решено в задаче 2.Н настоящего варианта.

Ответ: *  =  | -- j-  . n£Z\ x = nk, k £ Z.

Ответы к вариантам 2 — 4.

Вариант 2. 1. 9 км/ч; 7 км/ч. 2.Н. х =  4£ -, k £ Z; х =  (—1)"-£-| ял ,I  О
п £ Z. 3. 3 У~13 см. 4. —1 < х  < 3. 5. а =  I , а = 2, 5 < а < 6 .  

2-С. * = - y - i  * = ( — 1)"-^-+пл, я €  Z.

Вариант 3. 1. 14 км/ч. 2.Н. x =  j - j - ~ ,  ft£Z; *  =  (— 1)" j - f  tin,

n £ Z .  3. 4 см; у  см. 4. —1< х< 1/2 , I < x< 5/2. 5. a  =  I, — 3< a< — I,

- 6 < a < - 4 .  2.C. * = k € Z; * = ( - • ) "  y + « € * •
2 h jt

Вариант 4. I. 8 км/ч. 2 . Н . х  =  у Я ,  k£Z; x = ± —-f-2j i n , n £ Z .

3 . 3  cm; 8 cm. 4. 1 < x  < 2. 5. a =  — I, a  = — 2, —6 < a < —5.
2k я

2.C. х =  ̂ л ,  k £ Z; х = ± - ^ + 2 л n , n £ Z .

19 7 9
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1.H. Для того чтобы найти наибольшее или наименьшее значения 

функции на отрезке [—5, 5 ], достаточно вычислить значения функции в 
KOHU.-IX отрезка, а также в критических точках, принадлежащих интервалу 
(—5. 5). Среди полученных чисел нужно выбрать наибольшее или наимень­
шее. Критические точки найдем, решая уравнение у' (х) =  0 , или Зх*+ 6х — 
—72 =  0. Корни полученного квадратного уравнения xj =  4, х* =  — 6 . Из 
них только первый принадлежит интервалу (—5, 5). Имеем у ( —5) = 400, 
у  (5) =  — 70, у  (4) =  — 86. Следовательно, наибольшее значение равно 400, 
а наименьшее —86.

Ответ: наибольшее значение равно 400, наименьшее равно —86.
2. Применяя к левой части уравнения формулу для разности синусов, 

получим уравнение

: . 2 s i n ( ~ ^ - ) c o s  ( x + - J - )= c o s  ( * + 7 ) .

( , + 2sin i t )  cos ( * + t ) = 0-

или
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Так как s in - jy  > 0, то l + 2 i i n ^ - ^ 0 ,  и значит, исходное уравнеине 

равносильно такому:

cos

Отсюда находим, что x - f  л/4 = я/ 2+ ял , л g  Z, т. е. х =  л/4+ лл, п £ Z. 
Ответ: х =  л/4-}-ял, я  £Z.
3. Из условия задачи следуя-, что | ВС |=6 и | CD |=6—| BD | (рис. 74).

Поэтому f = 2 ‘ О100® I | = 4 и |CD| = 2. Так как угол ADB

опирается на диаметр окружности, то AD J_ ВС. 
Применяя теперь к прямоугольным треугольни­
кам Л BD и A DC теорему Пифагора, имеем 
| Ив|'-| BD |» =  | AD I*. | AC Is—| CD |* =  | AD |\

откуда

или

| АВ |*—| BD |*= М С I*—| CD |»,

Рис. 74.
36— 16 =  | AC I*—4.

Отсюда находим, что | АС | = 2  У  6.
Ответ: 2 У  6.

4. Пусть я —число учениюв в том классе, о котором сообщается в га­
зете, т — число учеников этого класса, повысивших успеваемость. Тогда

процент учеников, повысивши успеваемость, равен • 100. По условию

задачи

2 ,9 с  —  • 10 0С 3 .1 . п (1)
1000Из неравенства (1) следует, что т ф О  (т .е . т ^ 1 )  и что т. По-

1000 _ 1000 . .  _  . .  
скольку очевидно, что "з7~я ^ ~ з ]_  ^  321 то я ^ 3 3 .  Итак, в классе, о

котором сообщается в газете, учеников не меньше, чем 33. Теперь надо 
выяснить, какое минимальнее число учеников все-таки может быть в 
классе. Легко видеть, что если в классе будет 33 ученика и один из них 
повысит успеваемость, т. е. если л = 33 и /я =  1, то такая пара чисел удов­
летворяет неравенству (1). Змчит, в классе, о котором сообщается в га­
зете, минимально возможное число учеников—33.

Ответ: 33.
3

5. Корни квадратного трехчлена xs-j-4x—cos у  есть Xj =  —- 2 +

- f  У 4 +  cos-| и х , =  - 2 -  У  4 - f  cos у . Поэтому множество решений

данного неравенства имеет вщ х2< х  <  xi. В этом множестве нужно выб-
21 л „ 3 лрать точки, принадлежащие 1нтервалу — у  < х < 0. Так как 0 < у  <"2  *

234



з
TO cosу  > 0  и, значит, Х( > 0 . Покажем, что точка хг принадлежит ин- 

21
тервалу —у  < х < 0 . Неравенство xt < 0 очевидно. Для доказательства

21 я  3 янеравенства — у  < хг воспользуемся тем, что у  < у  < — и, следова­

тельно, c o s y < c o s y = y .  Тогда дг, =  — 2— J/ ^ 4 -} -co sy  > —2 —

— У 4 + у  =  —2 — У 2. ОсталЪсь проверить справедливость неравенства
3   21 22

—2 — g- У 2 > —у , или, что равносильно, неравенства У 2  < . Послед-

< xt < 0 и искомое множество имеет вид xt < x  < 0.

Ответ: —2 — У  4 + c o s y  < х  < 0.

1.С. Обозначив 2]og,x через у , данное уравнение можно переписать 
в виде

у 1—6y-f-8 =  0.

Полученное уравнение .имеет корни у\ =  2 , у ,=  4. Значит, исходное урав­
нение равносильно совокупности двух уравнений:

2>°е» * =  2 и 2,ов* х =  4.

Первое уравнение равносильно уравнению log, х = 1 , которое имеет корень 
х( =  9. Второе уравнение равносильно уравнению log, х = 2, которое имеет 
корень дс, =  81. Значит, исходное уравнение имеет два корня xt =9  и 
х , = 81.

Ответ: xt =  9 , х* =  81. ,
Ответы к вариантам 2— 4.
Вариант 2. I.H. ут ** =  350, ymin =  — 497. 2. —я/4+яЛ, k£Z.

3.|ВС| =  6. 4 . 14 .  5. 1 — / l - c o s 5  < * «£ -1 / 3 . 1.С. х, =  1, xt  =  9. 
Вариант 3. 1.Н. у т , х =  500, У т т  =  — 204. 2. я/4 +  ял , n£Z.

3. IЛС 1 = 2/3. 4 . 3 2 .  5. - i < x < 3 +  ] / ^ 9 + lg - | .  1.С. х1 =  4, х ,=  1/4.

Вариант 4. l.H . ym,x= 50, y min= — 62. 2. Зя/4+л*, k£Z. 3. Л= 2 УЪ.

4. 44. 6. 1— У 1 —sin у  < 2 . 1.С. *1 =  2, х , =  I.

§ 8. ГЕОЛОГИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 
(отделение геофизики)

1 9 7 7
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
I . Обозначим через хм 3 емкость бака. Пусть за 1 час через первую 

тРУбу поступает у м * воды, а через вторую—гм 3. Из условия, что через
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первую трубу бак можно наполнить на час быстрее, чем через вторую 
трубу, получаем уравнение

- - - = ! .  (1)г  у  ' •

Если бы пропускная способность второй трубы была м*/Ч1 то Для

х-}- 2
наполнения бака емкостью (х + 2 )м 3 понадобилось бы ■ что по

условию равно 2/у ч; следовательно, имеем уравнение

— — — • (2)* +  4/3 у

х
Вторая труба наполняет бак за — ч. За это время через первую трубу 

могло бы поступить — у м 3 воды; по условию получаем уравнение

. 2 f = 3 .  (3)

Из уравнения (I) ^ = x - f y ,  откуда, с учетом уравнения (3), у = 3 —х. Из

уравнения (3) * = у  . откуда, воспользовавшись равенством у  — 3—х, по-

х(3—х) п  ,  х <3—х)лучаем; г = ——х— - .  Подставляя 3—х вместо у  н —Цг— - вместо г  ео«3 w
второе уравнение, получаем уравнение для нахождения х :

х +  2 2
х (3 —х) , 4 3 —х*

3 +  3

Эго уравнение равносильно уравнению х*-}-Зх— 10 =  0, которое имеет де;. 
корня: х, =  2 и х% =  —5. Так как объем бака положителен, то условию 
задачи отвечает лишь X j= 2. Значит, емкость бака равна 2м 3.

Ответ: 2 м3.
2. Для освобождения от знака абсолютной величины разобьем число­

вую ось на две области: первую, в которой 5х—3 ^ 0 ,  и вторую, в кото­
рой 5х—3 < 0, и будем искать решения исходного неравенства в каждой 
из этих областей отдельно.

В первой области |5х—3| =  5х—3 и исходное неравенство перепишется 
так: х*—5х +  3—х < 2. Решения этого неравенства образуют интервал
3— 8 < х < 3 +  У Т . Из найденного множества в рассматриваемую об­

ласть попадает промежуток <  х < 3 + у г 8. Все эти х и Суду i

решениями исходного неравенства в первой области.
Во второй области |5х—3| =  — (5х—3) и исходное неравенство пере­

пишется так: x * -f4 x —5 < 0. Множество решений этого неравенства есть 
интервал —5 < х < 1. Из этого множества в рассматриваемую область 
(х < 3/5) попадает интервал —5 < х < 3/5. Все эти х и будут решеним^: 
исходного неравенства во второй области. Поскольку множество решеш й
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сходного неравенства является объединением множеств решений в первой 
и во второй областях, т. е. объединением двух промежутков —5 < х < 3/5 
„ 3/5 < 3 +  V  8, то это множество есть интервал —5 < х < 3 +  V  8.

Ответ: —5 < х < 3 +  )/" 8.
З.Н. Пусть а —фиксированное положительное 

число. Координаты точек пересечения данных пара­
болы и прямой удовлетворяют системе уравнений 

x* -f  2ох+За*

1 4 -е* *
Приравнивая правые части уравнений, приходим к
равенству х* + Задс- f  2а* =  0 , откуда х* =  — а,

о х  2а* За* . .
х, = - 2 а. Тогда У1= у х ^ -  и У*=ТГЪГ - Ита« .

пересекает параболу в двух точках:

У,

1 1
- 2а  - а

Рис. 75.

прямая
_  ( -  "/ За* \С ( —2а, j - -  ) (рис. 75). Вычислим площадь S (a ) фигуры СтВп. Имеем 

_  У  f a * —ах х* +  2ах +  3а*\,_
5 (« )=  j  V T P a*"---------Т Т * — Г  =

- 2 a

j  ( , .+ 3  „ + » . . ) Л - T ^ L ,  ( 4 + 2 2 l + 2 . . , ) | ; ; j _ g^ .
-2a

- I
I +a*

Надо найти значение a , при котором функция S  (а) принимает наибольшее 
значение на множестве а  > 0. Функция S (а) дифференцируема в каждой 
точке.и

1 3 a * .( l- f a 4) — 4а3-а* _ а* (3—а4)
(а' 6 *  (1+а«)* (1 + а* )* ‘

Уравнение S' (а) =  0 имеет в области а > 0 единственный корень а^=  J/ 3 . 

На интервале 0 < а < у/  3 производная S ' (а) положительна, в проме­
жутке у/  3 < a < +  оо производная S ' (а) отрицательная. Следовательно, 

Функция S  (а) возрастает на промежутке 0 < а < ^/  3 и убывает на про­
межутке £ / 3 < а <  +  оо. Так как функция S  (а) непрерывна в точке 
°=  у/~3, то она в этой точке принимает наибольшее значение. Это значит, 
что при а — у /  3 данная фигура имеет наибольшую площадь.

Ответ: а  =  f/H.
4. Пусть ЛВС—данный треугольник (рис. 76). Для определенности 

бУДем считать, что \АС | > | АВ |. Тогда АОВ < СОА и СЛО=аЯ~ ^ ° 4- <

^ ----- ж—— =ОАВ . Так как созСЛ//= \АН | 
|СЛ|

АН |
I /4В | scos НАВ, то 
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САН > НАВ. Из доказанного следует, что

б л в  > у  6 а Ь  > Д а в .

Так как f A B = ^  б л в , то неравенство (4) означает, что точка F  лежит

между точками £ и Я . Обозначим через К  точку, отличную от А, в ко­
торой прямая АО пересекает окружность. Угли 
АКС н ABC опираются на одну и ту же дугу , слс -

д  довательно, АКС =  ABC. Угол АС К  прямой, так 
как опирается на диаметр. Поэтому

СА К =  я/2 — АКС = л 2 — ЛВС =  ВАН.

По условию прямая A F —  биссектриса угла САН, 
значит,

£ а ? = ? м 1= ± £ а 1) = ± ^ - а е н ' ) = ± .

Так как треугольник OAL равнобедренный, то высота его, опущенная из 

вершины О на сторону AL, по величине равна у  | i4Z-t*tg‘i , и поэтому

S 0i4 i = * y M L | . l | ^ l * ‘ S § - = 8 t g i .

Из прямоугольных треугольников ЕАН и FAH находим, что
\АН I \АН| 2 1 АН |

I ЕА | = 

\AF\--

sin АЕН 

\АН | М » |  1ЛНI
sin AFH cos FAH я

C0ST2
так что

Далее,

SoEFL =  SoAL — S eAP =  6  Jg*

Находим искомое отношение:

S OEFL

4
1 3 *

Ответ: 4/3.
5. Условие задачи можно переформулировать следующим образом: 

найти все значения к, при каждом из которых система неравенств 
j  * *+ 4 *x + 3 * J —2к— 1 > О,
\ дс*+ 2*л-З Л » +  8*—4 < 0
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„меет хотя бы одно решение. При фиксированном значении к корни квад­
ратного трехчлена х* +  2*х—ЗЛ* +  8А —4 есть * i = — *+ 2|А  — 1 1 и 
Ж1=  — к —2 | к — 1 |, поэтому множество решений второго неравенства си­
стемы (5) есть отрезок

— к - 2 \ к -  1 | < х < — к + 2 \ к - 1 1. (6)

Найдем все значения к, при которых система (5) не имеет решений. 
Обозначим квадратный трехчлен х* +  4£х+ЗЛ2—2£—1 через f  (х). Если 
система (5) не имеет решений, то выполнены неравенства

/ (х ,)< 0 . / (х ,)<  0; (7)

в противном случае хотя бы одно из чисел х , или xt было бы решением 
системы (5). С другой стороны, если выполнены неравенства (7), то числа
Xl, хг , а значит, и все множество (6) лежат между корнями (включая корни) 
квадратного трехчлена f  (х). Эго значит, что для каждого решения х , вто­
рого неравенства системы (5) выполнено, неравенство f  (х0) <  0, т. е. си­
стема (5) не имеет решений.

Итак, система (5) не имеет решений тогда и только тогда, когда одно­
временно выполнены неравенства (7). Легко видеть, что 

/ (xi) =  4A* —4А | к —1 I— Ю *+3,
/(х,) =  4** +  4*| к — 1 I— lOk+3.

Поскольку в этих выражениях перед Ак\к—1| стоят знаки +  и —, то 
система неравенств (7) равносильна системе

< 4**— 4к (к— 1)— 1 0 А + З С 0 ,
\ 4*« +  4£(*—1)—1 0 * + 3 < 0 ,

или
Г - 6 * + 3 < 0 ,
\ 8к*— 14*4-3 <  0. w

Множество решений первого неравенства системы (8) есть промежуток 
1/2 < / [<  +  оо, множество решений второго неравенства системы (8) есть 
отрезок 1 / 4 < *< 3 / 2 ; поэтому множество всех решений системы (8) есть 
промежуток 1 /2 <  к <  3/2.

Таким образом, система (5) не имеет решений тогда и только тогда, 
когда к принадлежит промежутку 1/2< А < 3/2. Значит, если к  < 1/2 или 
к > 3/2 и только в этом случае, система (5) имеет хотя бы одно решение. 

Ответ: к < 1/2, к > 3/2.
З.С. Воспользовавшись формулами для синуса и косинуса половинного 

v r . .  ,  1—cos2a ,  l+ c o s 2 a>гла s m - o = ----- ^------• c o s * a = ------^------, перепишем данное уравнение
в виде

l- c o s (4 + 6 x )  H c o s ( - 2 + 4 x )  1 + C0S (4— ! 0 х )  , 1 _ С 0 8 ( , 2 х )

2 "1 2 ----------------------------- 2 1 2------------------------ *

Ил**| после простых преобразований, в виде

sin 12х—sin 4x =  cos (4—10x)+cos (4+ 6х). (9)
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Применим к обеим частям [получившегося уравнения формулы суммы и 
разности одноименных тригонометрических функций. Тогда уравнение (9; 
перепишется в виде

2 sin 4ж cos 8ж = 2 cos (4—2х) cos 8ж, 

откуда видно, что оно равносильно совокупности двух уравнений
cos8jc =  0 и sin 4* =  cos (4—2х). (10)

Первое уравнение имеет решения JC== * k£Z. Второе уравнение

можно переписать в виде cos ^4ж — cos( 4—2дг) =  0, или 

—2 sin ^ж+ 2 — ̂  j  sin ^Зж — - j  — 2 ^ = 0 .

Отсюда следует, что оно равносильно совокупности двух уравнений 

sin ^ж + 2 — - j  j  =  0 и sin ^Зж—i  — 2^ =  0.

Решения первого из них есть ж = -^ — 2 - f  л я , n£Z, решения второго —

А==У5+3" +  "^~ , m£Z. Множество решений исходного уравнения является 

объединением множеств решений уравнений совокупности (10), т. е. исход­

ное уравнение имеет решения: ж=-^— 2 + л л , n£Z,

л  . 2 . лт 
12~  ̂ 3 +  3 ’

Ответ: ж = - ^ - 2  +  лл, n£Z\ .
m£Z.

Ответы к вариантам 2—4.

Вариант 2. I. 6 км/ч. 2. ж < - — — ■—, ж > . З.Н. а =  4.

9— У П  „ _ л I . *л 3 . /л
4 . 10. 5. к < -----^2-----• •*=  12— 4 Н—jj" » * € *

л . 3 . /пл _
Т + Т + " 2 " ’ е
Вариант 3. 1 .7 2 т . 2. ж < —5— / Г з , ж ^ —2-\-У~2. З.Н. а = - j j = r  ■

V  2
. _ _ .  t | л — jx | л/? , ^ — 3 л . 2л/ * »7 
4 . 5 .  6. A < 0 , ft= 1. 3.C. * = j2 “i x~~7—  H—7“ *

x =  3 — -у --4 -2лт , m£Z.
5 [ i /^з 4_i /~2

Вариант 4. 1. 30 деталей. 2. ж ^ ------^ -----. ж < -------^----- . З.Н. a —

~ - A j -  <• И. «. , а 1 ± |0 .. з.с. „ * + 4 + * * ,  »€г.

* — ■т + н -  — я - т + . т г -  ” « г -
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Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1 .

1. Используя формулы cos1 * =  1 +  Ĉ S и cos 4* = 2 cos1 2*—1j пере­

пишем данное уравнение в виде

10 cos1 2* 4 -cos 2* —3 = 0 .

Квадратное уравнение lO ^ -f-y—3 =  0 имеет корни y j= l/ 2  и у г =  — 3/5. 
Поэтому исходное уравнение равносильно совокупности уравнений 

cos2х =1/2 и cos 2* = —3/5.

Первое уравнение имеет две серии решений: *= л/64-л£ , k£Z, х =  — л/б+лл, 

n£Z\ второе—также д^е серии: * = - j  arccos + л т ,  m£Z;

х =  — arccos ^ j 4 - л/,  l£Z. Объединение найденных серий и соста­

вит множество решений данного уравнения.

Ответ: ж = ± ^ г+ л Л , k£Z\ *  =  ± у  arccos  ̂+ л я , n£Z.

2.Н. Четыре мальчика из семи можно выбрать С* способами; три де­
вочки из восьми можно выбрать C j способами. Отсюда следует, что требуе­
мое разбиение на две команды можно осуществить С$-С2 способами. Имеем

г *  г * — _Z!_ 81 _5 -6-7  6 -7 -8__„  - е _ 1адп
7 41 31 " 3! 5! 1 -2-3 " 1 . 2 . 3 —35' 56 - 1960-

Ответ: 1960 способами.
3. Данное неравенство равносильно двойному неравенству

°  < log ,/ ,,(-*2—4 * + 3 )< 1 ,
или

1 > х1—4*4-33*9/16.

Последнее неравенство можно переписать в виде следующей системы не­
равенств:

' »—4*4-3  < Ь 
-4*+ 33s9/16 .

Множество решений первого неравенства этой системы есть промежуток -
2 -  У ~2 < * < 2 4 - V  2 ; множество решений второго неравенства состоит 
из двух промежутков: *< 3 / 4  и 13/4< *. Так как 2— 2 < 3/4 и 
13/4 < 2 4 - V  2, то множество решений системы неравенств, а значит и 
исходного неравенства, состоит из двух промежутков: 2— У  2 < *< 3 / 4  и 
13/4<* < 2 + У  2.

Ответ: 2— V 2 < х <  3/4, 13/4 <  *  < 2 +  У  2.
4 . Проведем через точку L прямую LM параллельно прямой СК (рис. 77).

Из подобия треугольников MBL и КВС следует, что ~ ^ \ - =  ! !- = -5- ■
I D t \  I I I о

откуда |ДЛ1|=у|Д/(|— 1 .у М Я | = - | | Л Д |  и \АМ\=^\АВ\. Из

1 9 7 8
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I AQ | _  I АК | _  Т МД| _ 3  н l 0 L \=*-\AL\
т ?Г |  т ш  7 “ IQL,- 7 ML1-

Кроме того, имеем следующие равенства:

S bqc — Sbql+ S qlc —
=  j - 1 BL11 QL | sin й й )  +  у  | LC11 QL | sin

= 1  (l|£L||/tL|sin^+l|LC|ML|sintfZ&) =

подобия треугольников AK.Q и AML находим:

7 7
Значит, S^bo  =  Shqc =-|- •

Ответ: 7/4.

4 4
= у  (5 ЛЯ£ + S <4i c ) =  y  S д в с .

Рис. 77. Рис. 78.

5. Обозначим через а км расстояние между пунктами А и В  (ясно, 
что a S s  8), через у км/ч—скорость движения автомобиля по полю и 
через D—точку на дороге, наименее удаленную от пункта А (рис. 78). 
Тогда AD _j_ BD и | AD | = 8  км. Очевидно, что. если точки В  и D совпа­
дают, т .е .  если |Л#| =  8км,  то условия задачи выполнены. Значит, 
| АВ | =  8 км являегся одним из ответов к задаче. В дальнейшем будем 
считать, что точки В и D различны, т. е. а  > 8, и пункт В  лежит по левую 
сторону от прямой AD, если смотреть из точки D в поле по направлению 
к пункту А (рис. 78). Ясно, что последнее предположение не умаляет общ­
ности рассуждения, так как любые два расположения пункта В на дороге, 
симметричные относительно прямой AD, одновременно или удовлетворяют 
условию задачи или не удовлетворяют. Пусть точка С лежит на отрезке BD 
и отлична от точки В. Обозначим через х км расстояние между точками 
А и С. Тогда 8 < х  < а  и время, за которое автомобиль проедет путь АСВ, 
равно

У  а*—64— У х 1— 64\АС\ \ВС\
2v • = Д +rt 1 2v

По условию для всех х из промежутка 8
X
V

х < а  справедливо неравенство

О)
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или! что равносильно, неравенство

2 (х—в )+  У а2—64 ^  У х 1— 64. (2)

Докажем, что если при некотором а (а > 8) множество решений неравен­
ства (2) содержит промежуток 8< дг < в , то находящийся на дороге пункт В, 
удаленный от пункта А на расстояние а км, удовлетворяет условию задачи. 
Пусть \АВ\ =  а  удовлетворяет, сформулированному выше условию. Если 
точка С лежит на прямой BD левее 
точки В (точка Cj на рис. 79), то 
| АС | > | АВ | и, значит, поездка по 
пути АС В займет больше времени, 
чем по пути АВ. Если точка С ле­
жит на отрезке BD и отлична от В 
(рис. 78), то для х = \АС\ будет вы- р  
полнено неравенство 8<де < а и, по / 
предположению, справедливо неравен- Р ,1С- 79.
ство (2). Тогда справедливо и нера­
венство (1). Но это означает, что поездка по пути АСВ займет не меньше

> времени, чем по пути АВ. Если точка С лежит на прямой BD правее 
точки D (точка С* на рис. 79), то | АС | > | AD \ и | ВС \ > \ BD |. Следова­
тельно, поездка по пути АСВ в этом случае займет времени больше, чем 
поездка по пути ADB и, значит, по доказанному ранее, больше, чем поездка 
по пути АВ. Значит, сформулированное выше утверждение доказано.

Итак, условию задачи удовлетворяют те и только те из точек В, от­
личных от D, для которых при а =  | АВ | множество решений неравенства (2) 
содержит промежуток 8 < х  < а. Пусть а—любое фиксированное число 
такое, что а > 8. Найдем решения неравенства (2), содержащиеся в области
8 < х < а .  В этой области неравенство (2) равносильно системе неравенств

( 2 (х—о) +  У а*— 6 4 3 г0 ,

\ (2 (дс—а) +  У а*  — 64)? Ss **—64.

Полученную систему неравенств можно после тождественных преобразова­
ний заменить равносильной ей системой, которая имеет вид

x S s a — j  У  а2— 64,

, (дг— а)(Зх—5а + 4 / о 2 —6 4 ) ^ 0 .

Последняя система неравенств на множестве 8< дс < а  равносильна системе 

x ^ sa  — у  У а1— 64,

З д с -5 а+ 4 *га г - 6 4 < 0 ,

Которую можно переписать в виде двойного неравенства

а - ^ У ^ б 4 < х < ^ ~ ^ У а 2- Ь 4 .  (3)

Для искомых значений а весь промежуток 8<дс < а должен содержаться
* множестве (3). Следовательно, искомые значения параметра а являются
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решениями системы неравенств

а —у К а * - М < 8 ,

4 . < ? - 4 к * = и .

, a  > 8.
Эта система после преобразований может бить переписана так:

(  2а—16 < V  а - - 6 4 ,j 2 У а * - 6 4 < а ,  (<)
[ а > 8.

На множестве а > 8 левые и правые части первого и второго неравенств (4) 
неотрицательны, поэтому система (4) равносильна системе

( (2а —16)* <  а*—64,
| 4 (а*—64) <  а*,
U  > 8.

или
(З а * —64а-1-320 < 0 ,
| За*—256 < 0 ,  (5)
( а  > 8.

Множество решений первого неравенства системы (5) есть промежуток 
8 < я < 4 0 , '3 ,  а множество решений второго—промежуток — 16/]/~3<. 
< а< 1 6 / К ^ З . Поэтому множество решений системы (5), а значит, и мно­
жество решений задачи, есть промежуток 8 < а <  16/1^3. Добавляя сюд.г

•- U . , , - • <
найденное ранее значение а —8, получаем ответ задачи.

Ответ: 8 км <  \ АВ I <  ——  км. .
V  3

2.С. Для освобождения от знака абсолютной величины разобьем число­
вую ось на три области: первую, в которой дг^13/5, вторую, в котором 
6/5 < х < 13/5. и третью, в которой дг <  6/5.

В первой области |5дс— 13| =  5*— 13, |6—5х| = — (6—5*), и поэтому 
исходное уравнение перепишется так:

5х—13 + (6 —5х) =  7.

Эго уравнение решений не имеет, значит, и исходное уравнение не имеет 
решений на множестве х ^  13/5.

Во второй области |5х— 13 | = — (5дс—13) и |6—5х | =  — (6—5дс). 
поэтому исходное уравнение перепишется так:

—5х + 13+ 6—5jc = 7.

Полученное уравнение имеет решение * = 6/5. Это значение х не попадав, 
в рассматриваемую область и, значит, не является решением исходного 
уравнения.

В третьей области | 5х—131 =  — (5*—13) и 16 —5х | =  6 —5*, поэтом , 
исходное уравнение запишется так:

—5 * +  13—6 + 5 *  =  7.
Этому уравнению удовлетворяют все х из промежутка (—оо, + » ) .  Следо­
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вательно, решением исходного уравнения являются все я  и з  третьей об­
ласти, т. е. все х <  6/5.

Ответ: х < 6 / 5 .
Ответы к вариантам  2—4.

Вариант 2. 1. у + я л ,  я  £  Z; ±  — a r o e o s - j+ л/л, m£Z.

2.Н. 2С ;С*,=6600. * 3. 3 < * < 1 ± | 0 .  4 . 6,4.

6. Н 1 - О < в < 1 0 .  2.С. * < 2 / 3 .

Вариант 3 . 1 . ±  J- я я ,  n£ Z ; ± у  arccos ^ — -|-^+ лА , *£ Z .

2.Н. C jC j. 3. - 2 < х  < 1 - ^ 5 ,  1 + К 5 < *  <4 .  4. 3/2. 5. 1 5 / 2 < в <  
< 2  У 15. 2.С. х < 5/ 9 .

I ] 0 у 12Q
Вариант 4. 1 . ± у  arccos у +  л я , n£Z.  2.Н . C j,C f«. 3 . -------^------ <

- 3 —3 / 3  - 3 + 3  } Г з  . . - 3 +  УТЭ ............................  _
< х < ------- g------- I ------- ^------- < х < --------2------ • П/1®. 5. 5 у  1 5 <
С е < 2 0 . 2.С. *< 11 / 7 .

19 7 9
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  I.
1. Если в =  0 , то уравнение, очевидно, решений не имеет. Пусть а  — 

фиксированное число, отличное от нуля. Тогда данное уравнение равно­
сильно уравнению

__!____ 2
2а —х а  '

_ а  5 лили 2a - x  =  - j  , откуда х=  — .

Ответ: если а =  0, то нет х, удовлетворяющих условию задачи; если 
5аО # О, то * =  - j  .

2 . Область допустимых значений данного уравнения есть промежуток
— оо < х < 1. В этой области уравнение равносильно уравнению

1 + 2  lg ( l - x ) - l g  (1 + **) =  2 lg (1 - х ) ,
или уравнению 1+ х* =  10. Последнее уравнение имеет два корня x j = —3, 
•*1=3, из которых в ОДЗ данного уравнения входит только х* = —3. 

Ответ: х =  —3.

3. Так как У  5*+ 2*= ^ 2 9 , то найдется угол <р, для которого
5 2 5

8 in f = * y = -  Например, ф =  a rc c o s -p = . Тогда

5 sin х + 2  cos х =  Уй(со8 ф sin x +  sin фсоэ х) =  V^2§sin (х+ф),
* данное уравнение можно переписать так:

А



Уравнение (1) имеет решения тогда и только тогда, когда < 1 ,

т. е. когда — |/"29 С  А <  V^29.
Ответ: — / 2 9  <  А <  ^ 2 9 .
4. Обозначим скорость товарного поезда через х км/ч. Тогда из 

условия задачи следует, что скорости пассажирского и скорого поездов 
g

равны соответственно -=- х км/ч и (х+ 50) км/ч. Если расстояние между 

городами равно S  км, то время, за которое товарный, пассажирский и 

скорый поезда пройдут это расстояние, равно соответственно ч,
с  ^

——  ч ,-----— ч. Из условия задачи вытекает теперь справедливость
Л  ,  *+ »>
5

равенств:
г с  я

;= 4 ,

I A I

* х+ 50
5 S  S 
8х * + 5 0  =

Полученную систему уравнений можно переписать таи:
50S

х (*+ 5 0 ) ' =4,

S (2 50 — Зх)
8* (*+ 50)

Разделив почленно первое уравнение системы на второе, получим уравнение
400 

250—3* ’

откуда * =  50.
Ответ: скорости товарного и скорого поездов равны соответственно 

50 км/ч и 100 км/ч.
5. Из условия задачи вытекает, что

sin £ в£ =  |/ 1 _ (  —

COS

Тогда
« а -  У Ч Т У - ! -

•in (Х в & ч -й л в )— § )  • I — ^

Это означает, в частности, что ABC-\-DAB > л и прямые AD и ВС пере­

секаются в некоторой точке К  (рис. 80). Далее, АКВ = я —КАВ—КВА— 
=  л —(л — DAB) — (л — ABC) =  ABC -f- 6 аЪ — я  и sin АКВ = 

=*—sin (/tflC+£M S)=5/13. Из треугольника АКВ по теореме синусов 

246



|/(Я| I Ив I sin KAB 25 3/5 39

39 25
ЧИТ, |KC| =  |/CB|+|fiC|=g^+12g^ =  13. Применяя теорему синусов 

к  треугольнику K.CD, получаем равенство

_ | C D J_ = J K C j _  f 
sin AKB sin KDC

откуда

8in^ = 7 r § } sin/^ ==2 5 7 r 'A = 4 -

Так как no условию KDC > я/2, то c o s  KDC =  — У  1— (4/5)* =  — 3/5. 
Применяя теорему синусов к треугольнику OCD, получим равенство

’ ° S l  - |С̂ .
sin ODC sin DOC

откуда

|О С |Н С Р | .— ^  . • (2)
* ' sin DOC

Так как центр окружности О лежит на пересечении биссектрис углов 
К DC и BCD, то

sin
W

sin tfo £ = s in (n —65 C —6 c b )= s in

_ s . n  f 2* - D A B - A B C j = sM

Г „cosi^/Щ М .
Поскольку cos/?/C^ =  l^  1—sin* AKB =  У 1 —(5/13)* =  12/13, то sinZJo£=

ц  У - ~*~д2/13= 5/)/26. Из (2) теперь находим, что jO C | =  ̂  X

W 2/У~5 - . / 6 5  
5/ ^ 26  ~ У  2 -

Ответ: | ОС | =  | / ^ у  .

6. П усть .*  удовлетворяет условию задачи. Если ж = 0 , то имеется 
единственная пара чисел (а, Ь), удовлетворяющая неравенствам

аЬх^а4а+7Ь+х,  (3)
в S* 0, fcSsO, (4)
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а именно: а = 0 , ft =  0. Но для этой пары не выполнено неравенство a b ^  5. 
Следовательно, * > 0. Неравенство (3) можно переписать в виде

a  (ft*—4 ) ^ 7  ft+ *. (5)

Пусть ft—любое число, удовлетворяющее неравенству ft > 4/дс. Условие 
задачи означает, что для каждого числа в, удовлетворяющего условиям

7^ -4— х
и (5), т. е. для каждого а  такого, что а ^  . должно быть вы­

полнено неравенство а  ̂  5/ft. Эго возможно только в том случае, когда
7ft+ * 5 
ьх—i  r  ft

или, поскольку ft > у  > 0, когда

ft(7 f t+ * )s* 5 (f t* -4 ) .

Последнее неравенство можно переписать в виде
7ft*—4ft*+ 2 0 :^ 0 . (6)

4
Итак, для каждого ft из области ft > — должно быть выполнено неравен­

ство (6).
Дискриминант D квадратного трехчлена 7/* — 4/*+20 равен 16**—560

Поэтому, если D = 16**— 560 < 0 ,  т. е. если 0 < * < | / * 3 5  (здесь уже
учтено условие х > 0), то неравенство (6) выполнено при всех ft. Абсцисса
вершины параболы, соответствующей трехчлену 7/*—4<*-f 20, лежит

г — 2х 4в точке 2х/7. Так как при * > у  35 справедливы неравенства у  > — и

D > 0, то не при всех ft из области ft > у  выполнено (6) ^например, при

Итак, все искомые значения х лежат в области

0 < * < / 3 5 .  (7)

Пусть дс—любое число из области (7). Докажем, что оно удовлетво 
ряет условию задачи. Пусть пара чисел (a, ft) удовлетворяет неравенствам

4
(3), (4). Тогда а > 0  и ft > 0. Если ft лежит в области 0 < f t < y ,  то 

Ьх—4 < 0  и, ввиду того, что а > 0 и 7Ь-\-х^0, не выполняется неравен
4

ство (5), т. е. неравенство (3). Значит, ft > — . Если 0 < а < 5/ft, то ввид\ 

(5) получаем, что
7Ь+х _5 
ft*—4 ^  f t ’

или 7ft*—4f t *+20<0 .  Но это невозможно, так как при * из области (7) 
дискриминант квадратного трехчлена 7<*—4<*+20 неположителен. Следо 
вательно, а ^  5/ft, или aft ̂ 5 .

Ответ: 0 < * <  / 3 5 .
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Отлеты к вариантам 2—4.
Вариант 2. 1. Если а =О, то нет х, удовлетворяющих условию задачи; 

если а ;* 0 , то х = а/3. 2. х =  - 9 .  3. — <  Л <  / 3 8 . 4. 5%; 10%.
5. 6 / / 5 . 6. 0 < х <  / 3 2 .

Вариант 3. 1. Если а =  0, то нет х, удовлетворяющих условию задачи; 
: если а * 0 ,  то х =  3а,2. 2. х =  8. 3. — У § 7 <  А <  / § 7 . 4 .6 0 м 3/ч; 24 м*/ч.

6. 103/65. 0 . 0 < х < / 6 0 .
Вариант 4. 1. Если а = 0 , то нет х, удовлетворяющих условию задачи; 

если а  /  0, то х =  а/4. 2. х = 2. 3. — / 1 3  <, А <  / 1 з . 4. 2 м; 3 и.
5. 103 /17/130. в. 0 < х <  / 9 6 .

§ 9. ГЕОЛОГИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 
В  (отделение общей геологии)

1 9 7 7

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  I
1. Перенесем правую часть данного неравенства влево и приведем все 

члены неравенства к общему знаменателю. В результате получим нера­
венство

П -З * -1—31 — 20 -9 *+ 5 5 .3 * -»  +  25^ „
4>9*— 1ЬЗ*_ *—5 *  ’

равносильное исходному. Обозначив 3* через у, неравенство (1) можно 
переписать в виде

6 0 y f -6 6 y -H 8  
12у*— \\у— 15

■ли

(у+З/4) ( у —5/3) К )

Пользуясь методом интервалов (рис. 81), находим множество решений не­
равенства (2): —3 / 4 < у< 1 / 2 , 3 / 5 < у < 5/3. Таким образом, исходное 
неравенство равносильно совокупности 
двух двойных неравенств: + +

- T < 3 JC< T " T < 3 J f < f
Рис. 81.

Множество решений первого неравенства есть промежуток —x < x < lo g , — ,

3 5множество решений второго—промежуток log,-=- < х  < log, . Значит,о  ' 3
множество решений исходного неравенства есть два промежутка: — оо <

1 3 5< X < l o g , y ,  l o g , y < X  < l o g , j .

1 3 5Ответ: х <  log, - j  > log, -g- <  x < log, —.
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2. Обозначим через * км/ч скорость первого бегуна, а через у  км/ч 

скорость второго бегуна. Первый бегун пробежал 1 км за — ч, а второй—

за — ч. По условию задачи второй бегун затратил на 1 км на 2 мин 

меньше времени, чем первый, следовательно,

1 - 1 - 1  12) х у  “ 30 ‘ ( )

К моменту второй встречи первый бегун, находясь в пути 20 мин, пробежал 

1 *  км. Значит, второй бегун к этому моменту пробежал ^10 —1 * J  км. 

Так как он бежал 18 мин, то справедливо равенство

10- Т ' = И ' -  (<)

ЗОи зди
Из уравнения (3) находим, что х — Подставляя вместо*

в уравнение (4), получаем после преобразований уравнение

у*+ 30у— 1000 =  0.

Последнее уравнение имеет два корня i/! =  20, у г =  —50. Так как скорость 
бегуна положительна, то у  =  20.

Ответ: скорость второго бегуна равна 20 км/ч.
.  _  „ . ,  1—cos 2а3. Применяя формулу для косинуса двойного угла smzo = ------^----- ,

данное уравнение можно переписать в виде

—cos 3*—cos — 5 * j = — cos И *—cos 13*^»

или
cos 11*—cos3* =  sin5* — sin 13*.

Применяя формулы для разности синусов и косинусов, приводим уравне­
ние к виду

—2 sin 7*>sin 4* =  —2 sin 4*-cos9*.

Полученное уравнение равносильно совокупности двух уравнений 
sin 4 * = 0  и sin 7* =  cos 9*.

Первое уравнение имеет серию решений *  =  лА/4, k£Z. Второе уравнение 
можно преобразовать так:

sin 7*—sin (л/2—9*) =  0, 2 sin (8*—л/4)-cos (л/4—*) =  0.

Следовательно, второе уравнение равносильно совокупности двух уравнений 
sin (8*—я/4) = 0 и cos (л/4—*) =  0,

первое из которых имеет серию решений п €  Z, а второе —
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серию решений •* =  - ^—Ьл т > m £Z. Таким образом, исходное уравнение

лА , _ я  ■ я я  ^  _ Зл , 
имеет три серии решений: х = — t k£Z; х =  з 2 г -g- * n£Z; х = —[-лт ,

in£Z. Легко видеть, что третья серия решений р  
содержится в первой.

Ответ: * =  ̂ - .  k£Z\ х =  ̂  +  • п€ г -

4. Данный треугольник и вписанная в него 
окружность изображены на рис. 82. Обозначим 
через D и F точки касания окружности со

3jx

BE —биссектриса угла В, то (5вЬ =  л/4 и

б Я ? = л —С—б в £ = ^ - —С. Из прямоугольных треугольников OBD и 

OEF находим

)OD | =  | ВО | s in - J , |0F| =  | 0 £ | s i n ^ - C ^ .  

Следовательно,

| ВО | s in - J  =  |0£| sin С ) ,

V 'T . я  . /Зл—  s in T = s .n  ( — - С ] ,

откуда

или

А Зл А тг ?jr А О»
Так как 0 < С < я/2, то или -т —  С =-=-, или —-----С = - х - . Отсюда4 d 4 3

л  л
либо С =  5л/12, либо С =  я/12. Значит, возможны два случая: либо 
л  а  л  /ч
С =  5я/12, и тогда А =  я/12, либо С =  я/12, и тогда Л =  5л/12. В обоих
случаях острые углы треугольника равны я/12 и 5л/12.

Ответ: я/12, 5л/12.
5.Н. Пусть а —некоторое фиксированное положительное число. Вы-

- 2х У 1 + 31 +  а

-3 . Координаты точек, в которых пересе-

числнм площадь S (e ) , ограниченную параболой у  = х1

и прямой у = —3х У  

каются эти парабола и прямая, являются решениями системы уравнений

y = x ' - 2x V ~ i ^ -з.

у  =  —3х У 1+ в '7 + 3 .

Приравнивая правые части уравнений этой системы, получаем квадратное
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уравнение

Отсюда вытекает, что парабола и прямая пересекаются в точках с абсцис- 

x j=  — У  и х , =  0. При этом XI < х». Легко видеть (рис. 83),

фигура, площадь S  (а) которой надо найти, лежит под прямой 
* / п  5 /  йнад паоаболой у = х * —2х у  на

сами

что
- i - , + 3  и 

Ц -а*- з -Ki
:жутке от * i -»■ -  _____

_  j  ( ( - з ,

Уф  ■ т)
котором площадь фигуры

— ----- «5 тлчк*1

г  .  ,
промежутке от дг* до **, поэтому

5 (e )

- \ f Z E LУ 1 + а*

(5)

Для того чтобы иайтн положительное а , при —  
принимает наибольшее значение, исследуем функцию S  (о). В каждой 
области 0  < а  < 4* «о функция 5  (а) имеет производную

l - ( l+ a » ) - a .2 a  1 —а*
°  W ------- б (1 +  а*)* " ‘ бО Н -а»)* '

Из (5) следует, что на ип11г----- 0 < а  < 1 производная S' (а) положитель­
на, а на интервале 1 < а <  +  оо производная S' (а) отрицательна. Значит, 
функция 5 ( a )  монотонно возрастает на интервале 0  < а  < 1, монотонно 

------„„an,, j  < а <-j-oo: так как, кроме того, S (a )  непрерывнаI '
убывает на интервале 1 < a  ■— -
» точке а = 1 , то ее наибольшее значение достигается при

1-1.*

в ючке а
Ответ: о=1*

Рис. 83.
Рис. 84.

5.С. Обозначим через А, В, С вершины треугольника, лежаинго в 
чеоез D—вершину пирамиды и через О—центр шара, опис*511 

. Тогда АВ =  ВС =  АС=Ь, £ADC = a .  ССо-осиовании, через
ного
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вокруг пирамиды (рис. 84)

'значим через Е ортогональную проекцию центра шара на плоскость ABC. 
Так как наклонные АО, ВО, СО равны по величине и равны радиусу шарл, 
то равны их проекции на плоскость ABC. Следовательно, АЕ =  BE = СЕ. 
Это означает, что точка Е является центром окружности, описанной во­
круг треугольника ABC. По. условию треугольник ABC правильный, по­
этому точка Е является его центром. Из условия, что пирамида правиль­
ная, следует, что точка D также проектируется в центр треугольника 
ABC, т. е. в точку Е. Значит точки О, Е, D лежат на одной прямой.

Из равностороннего треугольника ABC и равнобедренного треуголь­
ника ADC находим соответственно

СЕ = 2 ь у  3 ьУ1 CD = осsin — 2 s i n |

Треугольник DEC прямоугольный, поэтому

СЕsin £CDE- 2sinf
CD у  J  •

В равнобедренном треугольнике DOC стороны DO и ОС равны радиусу 
сферы. Значит, искомая величина DO равна

CD ЬDO = 2 cos £CDE~
4 sin* j

На рис. 84 центр сферы изображен внутри пирамиды. При некото­
рых значениях а  точка О может находиться и вне пирамиды. Приведен­
ное решение не использует тот факт, что точка О лежит на отрезке DE.

Отост: г  =  —

4 sin

Ответы к вариантам 2—4.

Вариант 2. 1. х > logs 2, log» у  < x < l o g , y  . 2. 10 км/ч.

4. я/6, я/3. 5.Н. а

Вариант 3. 1 5 , 7
*  < l o g * » x S s lo g ,-g - .

у  3. 5.С. S  =  —4/?* sin 4а. 

2 . 1 с . 3.%, k£Z,
/•— ,  COS ОС (1  Ц - COSGt)

■ j-f лл, ,i£Z . 4. я/18, 7я/18. 5 .Н .р =  1. 5 .С .5 =  12 \  3 R i_f-3cos* а  

Вариант 4. 1. x < l o g „ - j ,  lo g „ -|  < * < 2- 25 км/ч- 3- **•

n£Z. 4 . я/12, 7я/12. 5.Н. р =  V~3. 5.С. К =  ^  X
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корнями. Объединяя множества решений, содержащихся в областях х ^  
^ 3 / 2  и х < 3/2, получаем, что множество всех решений исходного урав­
нения есть промежуток — оо < х <  3/2.

В т о р о е  р е ш е н и е .  Ясно, что корни уравнения должны удовлет­
ворять неравенству 3—2 x ^ 0 ,  или х <  3/2. В области х <  3/2 обе части 
данного уравнения неотрицательны, поэтому оно равносильно уравнению 
(2х—3)* =  (3—2х)*, которое справедливо для любого действительного х. 
Значит, все числа х из области — оо < *< 3 / 2  будут корнями исходного 
уравнения.

Ответ: — оо < х <  3/2.
2. Область допустимых значений данного уравнения состоит из всех х, 

одновременно удовлетворяющих условиям х— 1 > 0  и х > 0, т. е. ОДЗ 
есть промежуток 1 < х <  +  оо. На ОДЗ исходное уравнение равносильно 
уравнению logf (х—1) х =  1, или уравнению х*—х =  2. Последнее уравне­
ние имеет два корня xt =  2 и х , =  — I. Из них в ОДЗ входит только Xi, 
значит, *1 =  2 является единственным корнем исходного уравнения.

Ответ: х =  2.
3. Обозначая ctgx  через г ,  получаем систему линейных уравнений

( \~2 Н  Я 2 г = 4 ,
\ 2 V I y — V 27z= l.

Система (1) имеет единственное решение у =  У~2, г=1/У~3. Корни урав­
нения ctg х =  \ iy~ i  таковы: х=я/3-)-пЛ, k£Z. Следовательно, исходная 
система уравнений имеет бесконечное множество решений (х, у), где 
х=*я/3+яА, y= V r T ,k £ Z .

Ответ: (х, у) ,  где х = л / 3 + л к, у=У~2, k£Z.
4. Обозначим через х м длину траншеи, выкапываемой экскаватором 

за один час. Тогда на рытье первой траншеи экскаватор затратил 5/х часов, 
а на рытье второй траншеи—3/х часов. По условию время, затраченное 
экскаватором на переезд с одного места работы на другое, в четыре раза 
больше времени, затраченного экскаватором на рытье первой траншеи, т. е. 
равно 20/х часам. Так как время, в течение которого экскаватор прокла­
дывал первую траншею, на 6/5 часа меньше времени, затраченного на 
переезд и рытье второй траншеи, то имеем уравнение

_5 _ 2 0  , 6̂
х х х 5 ’

Последнее уравнение имеет единственный корень х= 15 . Значит, экскава­
тор выкапывает за один час траншею длиной в 15 м.

Ответ: 15 м.
5. Обозначим через а  величину угла АВО (рис. 86). Так как треу­

гольник ABC правильный, то ОВС=я/3—а  и, ввиду условия, справед­
ливо равенство

___ iiH ?___ — 2
sin (л/3—о)
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Последнее уравнение равносильно уравнению sinot=  У З с о в а —sin а , или 
уравнению t g a =  Уз/2. Угол а  лежит в интервале 0 < о  < п/3, значит, 

ъ/*"3a = a r c t g - ^ —. Обозначим через К  основание перпендикуляра, опущен­

ного в плоскости ABS из точки S  на прямую 
АВ. Тогда площадь треугольника ABS равна

■у| K S 11 АВ | и равна по условию У  5/6. Сле­

довательно,

2 / 5 / 6  УЙ>
\SK | 1 АВ I

Так как

5/ЮЯ =  у 1  ЛВ\\ОВ\ sin a  = -i|  АВ\\ОВ\ sin (  arctg  =  ОВ|, 

SoBC = - j l e C HOB|sin — = 1 1 ВС 11ОВ 11  sin

У з  “ l

з У з

У 7  

- r f j I O B b

Заос = -гГ‘ 1-1АС1 = ~2~‘

S A O B + S O B C - b S A O C  =  S ABC ’

У з  з У з , откуда \OB\ ■■то имеем равенство у р = |  О В | +  j y =  I О В | +  -L-

УгТ
= —д—• По теореме о трех перпендикулярах ОК\_АВ. Значит, |0/Q=]0B|sina=- 

у~2\ / ‘з’ |
=  —д— • у  у  =  J .  Из прямоугольного треугольника SO/f находим:

|SO| =» У | SK |* — | О/С |* =* / ^ - 4 - к

Теперь получаем, что У = у 5 ^ д с .| SO |=-i- • 3 ^ 3 - 1 = ^ Д  

Ответ: У 3/4.
6. Прежде всего отметим, что коэффициенты данного уравнения опре­

делены лишь для тех значений параметра а , которые удовлетворяют усло­
виям cos а  Ф 0 и sin а  > 0. Для любого а , удовлетворяющего этим условиям, 
данное квадратное уравнение имеет единственное решение только в том 
случае, когда его дискриминант

36 36 У з
sin a cos a -4-36

равен нулю.
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1 9 7 8

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. Область допустимых значений исходного’ уравнения есть множество 

всех х, кроме х =  лк, где k£Z. На этой области функция у  = sin х отлична 
от нуля. Поэтому, умножив данное уравнение на sin х, получим новое 
уравнение

V ^ s in 2 x + c o sx  =  0,

равносильное исходному на его ОДЗ. Последнее уравнение можно переписать 
в виде

У ~2 cos2 х—cos х — У~2 = 0 . (I)

Квадратное уравнение Y~2t2— t — У  2 = 0  имеет корни /4 =  У  2 и 
t t  =  — У~2/2. Поэтому исходное уравнение равносильно ца своей ОДЗ 
совокупности двух уравнений

cos х =  V 2 и cos х = — У~2/2.

Первое уравнение этой совокупности решений не имеет, так как У~2 не 
входит в область значений функции у  =  cosx. Второе уравнение имеет 
решения х =  ±Зл/4-)-2лл, л £ 2 . Все они входят в ОДЗ исходного уравнения. 
Значит, все эти решения являются решениями исходного уравнения. 

Ответ: х =  ±Зя/4-}-2лл, n£Z.
2. Обозначим через х и у время в минутах, которое понадобилось 

соответственно велосипедисту и автомобилю для того, чтобы проехать 
путь от пункта А до пункта В. На половину пути от Л до В велосипедист 
затратил х/2 минут, а автомобиль—у/2 минут. По условию на полпути 
от Л до В они находились одновременно, хотя автомобиль выехал на
15 минут позже. Значит, справедливо равенство

| +  1 5 = f  (2)

К моменту прибытия автомобиля в пункт В велосипедист находился 
в пути уже (у+ 15) минут и проехал за это время 2/3 расстояния от А

2
до В, т. е. затратил на этот путь - j  х минут. Следовательно,

у + 1 5 = | х .  (3)

Получили систему двух уравнений (2) и (3) с двумя неизвестными х и у. 
Умножая уравнение (2) на 2 и вычитая из него уравнение (3), получаем

2
уравнение 1 5 = х — j x ,  откуда х = 45 .

Ответ: 45 минут.
3.Н. П е р в о е  р е ш е н и е .  Функция у(х ) =  х Inх—х In 5 определена 

в области х > 0 и всюду в этой области имеет производную. По правилам 
нахождения производной

У' (х) =  (х In х —х In 5)' = ln  х + 1 — In 5 =  In ) •
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Производная обращается в нуль в единственной точке * • = — • Так как

1 <<е < 5, то эта точка лежит внутри отрезка [1, 5). Для нахождения 
наименьшего значения достаточно вычислить значения у (1 ), у  (5), у  (Ь/е) и 
выбрать из них наименьшее. Имеем

У (»>=— In 5, у  (5) = 0, у ^ -1 )= -5 .  in A | n 5 = — j .  

Докажем, что
5/е > In 5. (4)

Поскольку е  < 3, то 5/е > 5/3, значит, для доказательства неравенства (4) 
достаточно доказать неравенство In 5 < 5/3, которое можно переписать в виде 
In 5s < In А  Отсюда вытекает, что для доказательства неравенства (4) 
достаточно доказать неравенство 53 < А  Поскольку е  > 2,7, то очевидна 
справедливость цепочки неравенств

е» > 2,7*.2,7*.2,7 =  7,29 .7,29-2,7 > 50 .2 ,7= 135 > 5»,

5
и неравенство (4) тем самым доказано. Значит, — — < —1 п 5 < 0 ,  т. е.

наименьшее значение функции на отрезке [ 1 , 5 ]  равно —5/е.
В т о р о е  р е ш е н и е .  Функция у (х )  =  х\пх—x l n 5  определена в 

области 0 < х < +  »  и всюду в этой области имеет производную. По пра­
вилам нахождения производной

у '  (*) =  (* In х—х In 5)' =  In х-\-1—In 5 =  In о

Производная обращается в нуль в единственной точке хв=5/е. При
0 < х < 5/е производная у '  отрицательна, а при х > 5/е положительна. 
Следовательно, функция у (x )= jt In х —х In 5 убывает на интервале (0, 5/е) 
и возрастает на промежутке 5/е < х < +  оо. Так как данная функция не­
прерывна в точке х=5/е, то из доказанного следует, что во всех точках 
облааи 0 < х < 4 - о о ,  отличных от 5/е, функция принимает значения 
большие, чем у  (5/е).

Так как 1 < е  < 5, то точка х = 5/е лежит внутри отрезка [1, 5]. 
Следовательно, наименьшее значение данной функции на отрезке [1, 5J 
равно наименьшему значению этой функции на всей области определения, 
т. е. равно

Ответ: у т\а =  —5/е.

4 . По теореме синусов | ВС | =  2Я sin &АС = 2-2 • у = 2 ,  где R — радиус

описанной окружности (рис. 85). Так как АВ—хорда, то ее длина не 
больше диаметра, т. е. || АВ |<2/? =  4. Покажем, что | АВ | < 4. Если

1-431 =  4, то АСВ =  п/2 и должно выполняться равенство |ЛВ|* =  
=  | AC f*-f- 1 ВС |*. Но оно не выполняется, так как 42 ф. 32- f  22. Значит,
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S ahc= j  \AB\\AC |-sin ^ < 1 . 4 - 3 . 1 = 3 .

Требуемое утверждение доказано.
5. Среди | а \ > 2 нет ни одного значения а , удовлетворяющего усло­

вию гадачи, ибо при любом таком а уравнение х*+ а* = 4 не имеет реше­
ний. При а  =  2, а также при а  = —2 уравнение х*Ц-а* =  4 имеет 
единственное решение х = 0, которое не удовлетворяет неравенству. Зна­

чит, а  =  2 и а  =  —2 также не удовлетворяют усло­
вию задачи. Итак, если есть а , удовлетворяющие 
условию задачи, то они таковы, что |а| < 2 и длн 
любого такого а уравнение х*4-а* =  4 имеет два 
корня

* ! =  — У 4—а* и х, = У 4—а1. 
Рассмотрим теперь квадратный трехчлен 

Q <х) =  х»+ (5а+ 2 ) х + 4а* +  2а;

г>н имеет дискриминант D = (3a4-2)*. Если а  =  —2/3, то 0  =  0 и квадрат­
ный трехчлен Q (х) ни для одного х не может быть отрицательным. Значит, 
а =—2/3 не удовлетворяет условию задачи. Если а ф —2/3, то О > О и 
квадратный трехчлен Q (х) имеет два различных корня. Значит, при 
и ф —2/3 квадратный трехчлен принимает отрицательные значения дли 
любых х, расположенных между корнями трехчлена Q (х).

Итак, если есть число а , удовлетворяющее условию задачи, то он<> 
таково, что | а  | < 2 , а Ф —2/3 и хотя бы одно из чисел xt и хг лежи: 
между корнями трехчлена Q (дг). Отметим, что корни квадратного трех­
члена Q (х) удобно записать в виде

- ( 5 а + 2 ) - | З а + 2 |  _ - ( 5 а  +  2 ) + 1 Зв+21 .
*>=---------------2-------------- * Х* ~ ---------------- 2---------------*

тогда очевидно, что ха < xt .
Теперь вопрос задачи можно переформулировать тан: прн каких зна­

чениях параметра а , удовлетворяющих условиям | а | < 2  и а  Ф — 2/3. 
хотя бы одно из чисел xt и х» лежит между числами xs и х4. Ясно, что 
искомое множество значений является объединением множеств решений и i 
области |а| < 2 и а ф — 2/3 двух систем неравенств:

| АВ | < 4. Тогда

- |5а+г>-|3«-ьг| < _ к т —

_  у 4_ai  < ~ (5о~Ь2)+ )З а + 2

- (5 а  +  2) +  | З а+ 2| < / ? - ^ -

(5)

((

Решим на области |а| < 2 и а Ф —2/3 отдельно систему (5) и систему (6).

/ _ < _ ( 5 а ± 2 Н 1 З а± 2 | 1
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На множестве —2 < а < —2/3 система (5) может быть переписана 
в виде

j  —а < — У 4— а*,1 - У Г ^ < - 4 а - 2 ,
или

I У~СГ& < е.
1 4 а + 2  < У Г ^ .

Очевидно, что эта система неравенств на множестве —2 < а  < —2/3 ре­
шений не имеет, так как на этом множестве левая часть первого неравен­
ства неотрицательна, в то время как правая часть отрицательна.

На множестве —2/3 < а < 2 система (5) может быть переписана 
в виде

I — 4а—2 < — У 4— а*,
\ - У ~ Г ^ < - а ,

■ля
J  V~4—a* < 4a-f-2,
i  а < У Т^Т*. ^

На рассматриваемом множестве обе части первого неравенства положи­
тельны, и поэтому оно равносильно неравенству 4 —а* < 16as- j - 16а+4, 
или 17а*+  16а > 0. Последнее неравенство имеет решения а  > 0 и а < — 16/17,
и, значит, множество решений первого неравенства системы (7), содержа­
щихся в промежутке —2/3 < а  < 2, имеет вид

—  - j  < а  < — Л  и 0 < а  < 2. (8)
|

Второму неравенству системы (7) удовлетворяют все а  из области
— 2/3 < а  < 0, так как в этой области левая часть неравенства отрица­
тельна, правая же положительна. В области 0 < а  < 2 обе части второго 
неравенства системы (7) неотрицательны, и значит, оно равносильно нера­
венству а* < 4 —а*, или аг < 2. Множество решений последнего неравен­
ства, содержащихся в области 0 < а  < 2, имеет вид 0 < а  < У~2. Итак, 
множество всех решений второго неравенства системы (7 ) , содержащихся

2
в области — j  < а  < 2, есть промежуток

• I  I 2 г—— ±  < а < у  2. (9)

Из (8) и (9) следует, что множество решений системы (5) из области | а | < 2  
и а ? Ь—2/3 является объединением двух промежутков

— | < а < _ 1 5  и 0 < а < У~2. (10)

Решим теперь систему (6). На множестве —2 < а < —2/3 ее можно 
переписать в виде

( —а < У 4 —а*,
\ У 4 —а* < —4а—2.
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корнями. Объединяя множества решений, содержащихся в областях * ^  
> 3/2  и х <  3/2, получаем, что множество всех решений исходного урав­
нения есть промежуток — оо < х <  3/2.

В т о р о е  р е ш е н и е .  Ясно, что корни уравнения должны удовлет­
ворять неравенству 3—2 * > 0 , или *< 3 / 2 . В области *< 3 / 2  обе части 
данного уравнения неотрицательны, поэтому оно равносильно уравнению 
(2х—3)* =  (3—2*)*, которое справедливо для любого действительного х. 
Значит, все числа х из области — оо < *< 3 / 2  будут корнями исходного 
уравнения.

Ответ: — оо < х <  3/2.
2. Область допустимых значений данного уравнения состоит из всех х, 

одновременно удовлетворяющих условиям х — 1 > 0  и х > 0, т. е. ОДЗ 
есть промежуток 1 < х < + о о .  На ОДЗ исходное уравнение равносильно 
уравнению log, (х — 1) х =  1, или уравнению хг — х = 2. Последнее уравне­
ние имеет два корня x j =  2 и х , =  — 1. Из них в ОДЗ входит только Хи 
значит, xt =  2 является единственным корнем исходного уравнения.

Ответ-. х =  2.
3. Обозначая c tg*  через г , получаем систему линейных уравнений

\ KTy-f- У Т 2г-А ,
\2V~2 у — У 2 7 г= 1 .

Система (1) имеет единственное решение у= У ~ 2, г=*\/У~Ъ. Корни урав­
нения ctg*= l/|/~3 таковы: *  =  л/3-{-яЛ, k£Z. Следовательно, исходная 
система уравнений имеет бесконечное множество решений (х, у) ,  где
* =  л/3+ л*, у =  V~2, k£Z.

Ответ: (х, у) ,  где * =  л/3+ лк, y= V ~ 2, k£Z.
4. Обозначим через х м длину траншеи, выкапываемой экскаватором 

за один час. Тогда на рытье первой траншеи экскаватор затратил 5/х часов, 
а на рытье второй траншеи—3/х часов. По условию время, затраченное 
экскаватором на переезд с одного места работы на другое, в четыре раза 
больше времени, затраченного экскаватором на рытье первой траншеи, т. е. 
равно 20/х часам. Так как время, в течение которого экскаватор прокла­
дывал первую траншею, на 6/5 часа меньше времени, затраченного на 
переезд и рытье второй траншеи, то имеем уравнение

£  20 , £  
х — х г  х 5 ■

Последнее уравнение имеет единственный корень *= 15 . Значит, экскава­
тор выкапывает за один час траншею длиной в 15 м.

Ответ: 15 м.
5. Обозначим через а  величину угла АВО (рис. 86). Так как треу­

гольник ABC правильный, то ОВС =  л/3—а  и, ввиду условия, справед­
ливо равенство

sj n «  о 
sin (л/3—а)
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Последнее уравнение равносильно уравнению sin а =  У 3 cos а —sin а , или 
уравнению t g a =  У з/2. Угол а  лежит в интервале 0 < о  < я/3, значит,

o = a rc tg -^ 2—. Обозначим через К  основание перпендикуляра, опущен-

иого в плоскости ABS из точки S  на прямую 
АВ. Тогда площадь треугольника ABS равна

■у | KS  11 АВ | и равна по условию У 5/6. Сле­

довательно,

2 / 5/ 6  VlOSK  | АВ |

Так как

Saob = у  I ЛВ 11 ОВ I sin а  = ^ |  АВ 11 ОВ \ sin (  a rc lg  = _ L -| O B | , 

$ о вс  =  у  I ВС 11 ОВ | sin ( i - а )  = 1 1 ВС | |ОВ | 1  sin а  = i - l= | O B | ,

У~з
S AOC =  у  • *МС| =  - у - ,

5 ^ од+ 5 овс+ 5 ,4 ос= 5 л в с !
3 У~3

У 3 _ 3  Узто имеем равенство у р = |  О В | +  | ОВ 1 +  - у  — 4

УТ\
, откуда jOB| =

— . По теореме о трех перпендикулярах ОК±_АВ. Значит, |0/C|=10B|sina=

VY\ / У  i- у — • у  у  =  - j  . Из прямоугольного треугольника SOK находим: 

|50| =  У \ SK  |*—\ОК |* ** =

- 1  з  / з  t У зТеперь получаем, что V =  -у  S^bc'I SO |

Ответ : У 3/4.
6. Прежде всего отметим, что коэффициенты данного уравнения опре­

делены лишь для тех значений параметра о, которые удовлетворяют усло­
виям cos а  Ф 0 и sin a  > 0. Для любого а , удовлетворяющего этим условиям, 
данное квадратное уравнение имеет единственное решение только в том 
случае, когда его дискриминант

36 36 У~з
sin a cos a -4-36

равен нулю.
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На рассматриваемом множестве левые и правые части обоих неравенств 
полученной системы положительны. Поэтому она равносильна системе 

| а* < 4—в*,
\ 4 —в* < 16а*+ 16а+ 4,

илв
j  а* < 2,
)  17e'-f- 16а > 0.

Множество решений последней системы неравенств имеет вид — У  2 < 
|б

< a < ~ j f  и 0 < а < У~2. Часть этого множества, содержащаяся в обла­

сти —2 < а  < —2/3, имеет вид
— У ~ 2< а  < — 16/17.

На множестве —2/3 < а < 2 система (6) может быть переписана в виде

\ у  4— а1 < —а.

На множестве 0 < а < 2 второе неравенство полученной системы, а значит, 
и система (6), решений не имеет. Действительно, правая часть этого нера­
венства на рассматриваемом множестве отрицательна, а левая неотрица­
тельна.

На множестве —2/3 < а < 0 обе части второго неравенства системы (11) 
неотрицательны, и значит, оно равносильно неравенству 4—а2 < а2, или 
а* > 2. Это неравенство не имеет решений в области —2/3 < а < 0.

Итак, на множестве —2/3 < а < 2 система (6) решений не имеет и 
множество ссех решений системы (6) из области | а | < 2 н а  Ф —2/3 имегт 
вид

— У  2 < а < -1 6/ 17 . (12)

Объединяя (10) и (12), находим требуемое множество значений пара­
метра а: — У  2 < а < — 16/17 и 0 < а < У~2.

Ответ: — У 2 < а < — 16/17, 0 < а < У  2.
З.С. Поскольку свойства логарифмов зависят от основания, то рас­

смотрим два случая: а ) х > 1  и б) 0 < х  < 1.
а) Пусть х > 1, тогда для этих х исходное неравенство равносильно 

неравенству
2*+2/5
5 (! —х) > I. (13)

Неравенство (13) равносильно неравенству
2*+  2/5
5 ( 1 - х )

которое можно переписать так:

7х—23/5

1 > 0,

5(1 — х) > 0 *
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Решая это неравенство методом интервалов, получаем, что его решения 
есть промежуток 23/35 < х < 1. Этот промежуток не имеет общих точек 
с областью х > 1. Значит, в случае а> исходное неравенство не имеет 
решений.

б) Пусть 0 < дс < 1, тогда для этих х исходное неравенство равно­
сильно двойному неравенству

Это двойное неравенство равносильно системе неравенств

Решая каждое из этих неравенств методом интервалов, получаем, что мно* 
жество решений первого неравенства есть промежуток — 1/5 < х < I, а 
множество решений второго — два промежутка: х >  1 и х < 23/35. Значит, 
множество решений системы есть промежуток — 1/5 < х < 23/35. Из этого 
промежутка в область 0 < х < 1 попадает лишь промежуток 0 < х < 23/35. 
Это и есть множество решений исходного неравенства.

Ответ: 0 < х < 23/35.
Ответы к вариантам 2 —4.

Вариант 2. 1. ( — т, m£Z. 2. 2 часа. З.Н. — — . 5. — 1 <

< а < ■1~ ^ ^  , 1 < а < * — ̂  ■. З.С. у  < х < +  оо.

Вариант 3. 1. (— I)n+* яп , n£Z. 2. 16 часов. З .Н .— ^ - .5 . —2 <
2

< а < 0. З.С. О < х < у .

Вариант 4. 1. ± ^ -4 -2л л , n£Z. 2. 25 часов. З.Н. — — . 5 . -----<о 6 2.
< а < 1. З.С. х > 4,5.

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. П е р в о е  р е ш е н и е .  Для освобождения от знака абсолютней 

величины разобьем числовую ось на две области: первую, в которой 
2х—3 ^ 0 ,  т. е. хё*3/2, и вторую, в которой 2х—3 < 0 , т. е. х < 3/2. 
В области jcS= 3/2 имеем \2х—3| =  2дг—3, и исходное уравнение можно 
переписать так: 2х—3 =  3—2х. Последнее уравнение имеет корень =  3/2» 
лежащий в области х ^ З / 2 , и поэтому =  3/2 является корнем исход­
ного уравнения. В области х < 3/2 имеем |2х—3| =  — (2х—3), и исход­
ное уравнение можно записать так: — (2х—3) =  3—2х. Последнее урав­
нение справедливо для любого действительного х. Значит, все числа х из 
области х  < 3/2 удовлетворяют исходному уравнению, т. е. являются его

1 9 7 9
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Значит, искомые значения параметра « —это те и только те значения а , 
которые удовлетворяют условиям:

( -J--- J3_4,o.sin а  cos а  
sin а  > О,

. cos а  Ф 0.

Полученное уравнение в области, определяемой неравенствами sin а  > О, 
cos а  Ф 0, равносильно уравнению

cos а — V  3 sin а —4 sin а  cos а  =  0,
или уравнению

sin (л/6—а ) —sin 2а =  0.

Последнее уравнение можно переписать так:

2 sin (л/12—За/2) cos (я/12-{-а/2) = 0 .

Отсюда следует, что оно имеет две серии решений: а  =  я/18+2я*/3, k£Z\ 
а  = 5л/6-)-2лл, n g Z .  Теперь из этих чисел надо отобрать те, которые 
удовлетворяют условиям cos а  Ф 0 и sin а  > 0. Легко видеть, что все най­
денные числа удовлетворяют условию cos а  Ф 0. Далее, так как для любого 
n£Z

sin (5л/б+ 2лп) =  sin 5л/6 > 0,

то все числа a  =  5n/6-f 2лл, n£Z, удовлетворяют условиям (2). Теперь 
разобьем первую серию решений на три серии, полагая Л = 3 т , Л =  Зт-(-1 , 
к= З т + 2 .  Получим: а  =  л/18+ 2лт, а =  13л/18+2лт, а  =  25л/18+2лт, 
т £ 2- Поскольку для любого m£Z

sin (л/18+ 2лт) =  sin л/18 > 0, 
sin (13л/18Ц- 2л/п) =  sin Зя/18 > О, 
sin (25n/18+2.tm) =  sin (я+7л/18) < 0,

то все числа а= я/18-| -2лт и а =  13л/18+2лт, m gZ , удовлетворяют 
условиям (2), а никакое из чисел a  =  25n/18-f 2 л т , m£Z,  не удовлетво­
ряет условиям (2). Подводя итог, получаем, что условию задачи удовлет­
воряют только числа а  =  5л/6+2лл, n£Z; а  =  л/18-(-2лт, m£Z;  а  =  
=  13л/18+2л*, k£Z.

Ответ: а  = 5л/6+2лп, n£Z ; а  =  я/18+ 2лт, m£Z; а =  13л/18+2лЛ, 
k£Z.

Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. I. х < 4 / 5 . 2. jc= 1. 3. (х, у ), где * = ( — 1)"л/б+ ля, 

у =  9/2, n£Z. 4. 150 м. 5. 3/2. в. Зл/4+2ля, n£Z; л/12+2л*, k£Z. 
Вариант 3. 1. х < 5/3. 2. х = 1 . 3. (х, у) ,  где х =  —л/4+ лл,

у = 2, n£Z . 4 . 3 км/ч. 5. УТ/24. в. л/9+ 2лк, k£Z\ - ^ - + 2 л т , m^Z; 

— +  2л/, l£Z.

Вариант 4. I. * < 7 / 4 . 2. * = 5 . 3. (х, у), где х=  ± 5л/6+2ля, 
у  =  1/4, n£Z. 4. 900 км/ч. б. 2. в. а  = 7л/12 +  2лА, k£Z.
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s 10. ЭКОНОМИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 
(отделение политической экономии)

1 9  7 7

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. Пусть первая бригада может самостоятельно разгрузить пароход 

за х часов ,  а вторая — за у  часов. Тогда
х + у =  12. (1)

Первая бригада делает за один час -1  часть всей работы, а вторая —

— часть всей работы. Поэтому, работая вместе, они за один час делают 
У
—-|—  часть всей работы. Значит, работая вместе, они затратят на всю 
х У

работу —:------ т- часов. Пусть для определенности первая бригада работает
J - + J L
X ‘ у

медленнее, т. е. пусть х > у.  Тогда х—у  часов есть 45% от - j — — ча-

X 1 у
сов, или

45 ху
х- у = Ш ' Т н '  (2)

Из уравиения (1) находим, что у =  12—х. Подставляя 12—х вместо g 
в  уравнение (2), получаем уравнение относительно х:

• о , 9 х(12—х) х— 12+ x =  -sjr -20 12 '  

которое можно переписать так:
Зх*+ 124х—960 =  0.

Это уравнение имеет два корня * i =  — 48 и jc, =  20/3. По условию задачи 
х > 0. Значит, х =  20/3, а тогда у  =16/3. Значит, первая бригада может

с 2 с 1разгрузить пароход за 6 - у  часа, а вторая—за 5 - у  часа.

* 2 _ 1 Ответ: 6 -у  часа, 5 у  часа.

2. Применив формулу cos 2х =  1—2sinJ х, перепишем исходное урав­
нение в виде

8sin4 х + 13—26sin* х —7.
Обозначим sin4*  через у ,  тогда для у  получим квадратное уравнение 
4у*— 13у+ 3 =  0, корни которого ух =  З у , =  1/4. Значит, исходное урав­
нение равносильно совокупности уравнений

sin*х =  3 и s in *x= l/ 4 .

Уравнение s in * x = 3  решений не имеет, так как числа ± У Т  не входят 
■ область значений функции у  =  s in x . Уравнение s in *x=  1/4 в свою оче­
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редь равносильно совокупности уравнений sin дс= 1 /2 и sin дс=— 1/2. Зна­
чит, множество решений исходного уравнения есть объединение множеств 
решений уравнений sin х =  1 /2 и sin дс= — 1 /2. Решения первого уравне­
ния есть х =  (— 1)" л/6+ лл, n£Z. Решения второго: *  =  (— 1)*+1л/6 +
4 - л т, m£Z. Эти решения можно объединить, записав их так: ж=±я/6-+- 
+  лЛ, k£Z. Итак, решения исходного уравнения: х =  ± л/6+л/г, к £Z.

Ответ: х= ± я/6+лЛ. k£Z.
З.Н. Квадрат расстояния от точки М с координатами (0, —2) до 

точки А с координатами (лс, у) вычисляется так: | AM |* =  (ж—0)*+(у-(-2)*. 
Так как по условию координаты точки А (х, у) связаны равенством у  =

16 -2, то

256
Зх*

Теперь ясно, что квадрат искомой величины равен наименьшему значению 
функции

/<*) =  ** +  - § .

на множестве 0 < х < +  оо. Функция f  (х) в каждой точке этой области
256имеет производную. Найдем ее: / '(х )=  ( * * -f-  

_  2 (л*—256)

• у  =  2х— 512*-* .

О < х < 2 и

2 (х*_2е)
,  ------р ------ . Отсюда следует, что на промежутке 0 < х < 2

производная f  (х) отрицательна, а на промежутке 2 < х < +  оо производ­
ная f  (х) положительна. Значит, функция f  (х) убывает на промежутке 

возрастает на промежутке 2 < * <  +  » ;  кроме того, функ­
ция f  (дг) непрерывна в точке х = 2. Следова­
тельно, наименьшее значение / (дг) на множест­

ве 0 < х < + ов равно /(2), т. е. равно 5-^- .
О

Значит, искомое расстояние есть •

Ответ:

FH\BD и | FH | =-^- BD

ABD и потому EG || BD.

4

V* '
4. Так как точки F и Н являются сере­

динами сторон ВС и CD (рис. 87), то FH есть 
средняя линия треугольника BCD и потому 

Аналогично ЕС—средняя линия треугольника

Из этих условий получаем, что £G|| FH. Ана­

логично получаем, что EF ЦGH и | £5|=-^-| АС |. Значит, четырехугольник

EFHG—параллелограмм, у которого угол между диагоналями равен я/3 
и длины диагоналей равны а и Ь.

Рассмотрим треугольник OFH (рис. 87). По теореме косинусов

| FH |* =  |0£ |*+| ОН I*—2 1 OF |\ОН |cos бОЙ.
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Так как | FH\ = ̂ \  BD |, то 1 1  BD |« =  ( +  ( - ! ) * - 2 ~ £  cos ^  , 

откуда | BD |= У a%+ b 2—ab . Теперь рассмотрим треугольник EOF. Учи­

тывая, что £ 0 > = Д р , |£F| =  - j|  АС\, и применяя теорему косинусов, по­

лучим, что | АС| =  У a * -f  aft .
Ответ: длины диагоналей четырехугольника равны У a*4-fc*—ab н 

У аг -\-Ь* -\-аЬ .
5.Н. Пусть в —некоторое число, удовлетворяющее условию задачи. 

Это значит, что если в данном неравенстве заменить всюду у  на х или 
всюду у  на —х, то получившиеся относительно х неравенства будут вы­
полняться при любом х. Итак, при любом х справедливы неравенства

(a -f  50) ж* —2* +  — >  0, (3)

(50— e)x* +  - j^ - s » 0 .  (4)

Очевидно, что при а = — 50 множество решений неравенства (3) не совпа­
дает со всей числовой прямой. Значит, а ф —50. Поскольку множество ре­
шений неравенства (3) совпадает со всей числовой прямой, то дискри­
минант трехчлена, стоящего в его левой части, не может быть положи­

тельным. Следовательно, 4— (50 +  fl) < 0 .  откуда a > 5 0 . Так как

множество решений неравенства (4) также совпадает со всей числовой 
прямой, то а < 5 0 . Итак, если а —число, удовлетворяющее условию за­
дачи, то а= 5 0 . При а  —50 исходное неравенство имеет вид

25у* +  З а х —50*у + у  — 25х*.

Его можно переписать так:

(5х + 5у)* -2  (5x+ 5 j, ) - 1 - + 7 L . ^ 0 ,

или
(5*+ 5у— j ^ ’ ssO. (5)

Неравенство (5) выполняется при любых значениях х и у .  Следовательно, 
а —50 является единственным решением задачи.

Ответ: а =  50.
З.С. Из второго уравнения находим, что у  = х~г . Подставляя х—* 

вместо у  в первое уравнение, получаем уравнение
* « * + * -  =  * -1 »  <*--*/»>. (6)

Очевидно, что *1 =  1 есть решение этого уравнения. На множестве х > 0 
и i?S |  уравнение (6) равносильно уравнению 4х-\-х~* = — 15(х_>—лс/3), 
или уравнению дг* =  16, имеющему корни *а =  2 и х* =  — 2. На множестве 
х > 0 и х Ф 1 содержится только один из них, а именно: х , =  2. Поэтому 
на множестве х > 0 уравнение (3) имеет только два корня: =  1 и * , =  2.
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Значит, исходная система имеет на множестве х > 0 и у  > 0 два реше­
ния: ж, =  1, | к= 1 ; ** =  2, y t —U8.

Ответ: (1, 1); (2, 1/8).
5.С. Пусть а —некоторое фиксированное число. Данное неравенство 

можно переписать в виде | х —в | < 3 —ж®. Отсюда следует, что оно равно­
сильно двойному неравенству —(3—х!) < х—а < 3 —л2, или равносильно 
системе неравенств

( х—а < 3—х*.
\ —(3—х*) < х - а /

Следовательно, задача может быть переформулирована так: определить 
те а, при каждом из которых множество решений системы неравенств

( х * + х —З т-а  < О,
X*— X— 3 - f - a  < 0 ,  (7)

х < 0

содержит хотя бы одно число. Дискриминанты квадратных трехчленов 
х * + х —3—а и х*—х—3 + а  равны соответственно 13-}-4а и 13—4а. 
Поэтому для того, чтобы первое и второе неравенства системы (7) имели 
решения, надо, чтобы были выполнены неравенства 1 3 + 4 а> 0  и 13—4а>0, 

13 13т. е. — j -  < а  < . В дальнейшем будем считать, что а  удовлетворяет

этим неравенствам.
Обозначим через x j, дг, и х3, х, корни квадратных трехчленов x * -f х —

— 3 —а и х*—х—3 + а  соответственно. При этом будем считать, что хг < хг , 
х3 < х4. Так как множества решений первого и второго неравенств си­
стемы (7) имеют вид х\ < х < х2 и xs < х < х4, то система (7) будет иметь 
решение тогда и только тогда, когда хх < 0 и х3 < 0, или когда

- l - / T 3  +  to и 1 У 13 4а
2 2

13 ^  13Первое неравенство выполнено для всех а  из множества — < а < — .

Второе неравенство равносильно на этом множестве неравенству 1 <
< У 13—4 а , или неравенству 1 < 13—4а. Множество решений последнего 
неравенства есть промежуток а  < 3.

Итак, система (7) имеет хотя бы одно решение, если параметр а при- 
13надлежит множеству---- — < а  < 3 и только в этом случае.

13О т в ет : -----— < а < 3.

Ответы к вариантам 2—4.

Вариант 2. 1. 4 ч; - i  ч. 2. х =  лЛ, k£Z. З.Н. I .  4. - I *
о 3 2

XV a»+  61—2 V а.*Ь*— ItiS*; ± У ' аг + Ь*+ 2  5.Н. 32.

з.с. (j  • т ) : (1, 1}- бС* “ Т < а < 2- 
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Вариант 3. 1. 7 у  ч; Ю у  ч. 2. * = ± -^ -+ л л , n£Z. З.Н.

4. | £G| =  | FH | =  2 ] / 5. Н.  18. З.С. (1. 1). 5.С. — 4 < а < ~  .

Вариант 4. I. ч; ■—  ч. 2. *=■ ± ■2.+2л*1 k£Z, х =  + 2 л т ,

m£Z. З.Н. 13 у .  4. 2 У з  , 4QI У з  .5.Н. 8. З.С. (1, 1); (1/2,4). 5.С.

— 1 < а < 5/4.

1 9  7 8

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. Область допустимых значений данного уравнения состоит из всех *, 

удовлетворяющих одновременно условиям 1 —2хг > 0, 1—2**?£1,  * > 0 ,  
т. е. ОДЗ имеет вид 0 < х < ViT/2. Так как на ОДЗ

Т  =  Т  (1 —2**>' jog, (1 — = 7  Iogi - * * * 2,

то данное уравнение равносильно на ОДЗ такому:
1 *" 3

Х = ~4 2**) f

Умножая обе части последнего уравнения на 4 и потенцируя, получагм 
уравнение

8*4 =  1—2**, (I)

равносильное исходному уравнению на его ОДЗ. Уравнение 8 -г*+ 2г— 1= 0 
имеет корни zf =  — 1/2, г8=1/4. Значит, уравнение (1) равносильно сово­
купности двух уравнений

** =  — 1/2 и ** =  1/4.

Первое уравнение не имеет корней, а второе имеет корни *(= 1/2 и *г =  
= — 1/2. Таким образом, множество решений уравнения (1) состоит из 
этих двух чисел. Из них только * j входит в ОДЗ 
исходного уравнения. Следовательно, исходное 
уравнение имеет единственный корень *4=  1/2.

Ответ: *=1/2.
2. Так как |OB| =  |OD|, то точка О лежит 

на перпендикуляре к середине отрезка BD, т. е. 
на прямой АС (рис. 8$). Обозначим через К  точку 
пересечения диагоналей квадрата. Из условия сле­
дует, что | ОВ | > | ОС |; значит, точка О лежит по ^ 
одну сторону с точкой С относительно перпенди- Р ис- 88. 
куляра к середине отрезка ВС. Отсюда следует,
что точка О лежит на луче К С. Обозначим | КО | через * и | АВ | через 

У■ Так как |/(С| =  у „ |ОС| =  5 /  2 ,  то

* - У - ^ - |  = 5 У Т .  (2)
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Применяя к прямоугольному треугольнику KOD теорему Пифагора, полу, 
чаем 10D |*= | КО |*+ | KD |*, или

169 =  * » + !  у*. (3)

V I  1Предположим, что * > у  2 ; тогда x '^ s  — y* (заметим, что числа х, у

неотрицательны) и 169 = * * + - !  у* 3* у  у ’  +  у У *  =  У*. т. е. площадь квад- 

рата не превосходит 169. Эго противоречит условию. Следовательно, х <

< У ^ ~ <  т. е. |ЛСО! 

и (3) теперь получаем

V I< у -^2— . т. е. |АСО| < |АСС| и точка О лежит внутри квадрата. Из (2)

у Х ± -----* =  5 / 2  ,

* * + i.y *= 1 6 9 .

Выражая * из первого уравнения и подставляя во второе, после упроще­
ний получаем:

у*— 10у— 119 =  0.

Это квадратное уравнение имеет корни у , =  — 7, у*= 17 . Так как у есть 
длина отрезка, то у > 0 и, значит, у =  17.

Ответ: длина стороны квадрата равна 17; точка О лежит внутри квад­
рата.

3. Из первого уравнения находим У—~~~2—~  • Подставляя это вы­

ражение во второе уравнение, находим, что исходная система равносильна 
системе

6 + 2 — 6*
У 2 * (4)

U ( * - 3 ) * = ( 6 + 2 ) ( 6 - 3 ) .

Если 6 =  0, то система (4) несовместна. Если 6 =  3, то система (4) имеет
5—Забесконечно много решений вида х = а ,  у  = —^— , где а —любое число.

6 + 2
Если 6 / 0  и 6 / 3 ,  то система (4) имеет единственное решение *=■ —.

у = 0. Следовательно, данная система имеет хотя бы одно решение при лю­
бом 6, кроме 6 =  0.

Ответ: —а о < 6 < 0 ,  0 < 6 <  + » .
4.  Обозначим через л количество вагонов вместимостью 50 тонн, в ко­

торые был загружен весь груз. Тогда вес груза равен 50л тонн.
Вагонов вместимостью 60 тонн было использовано л—5. Так как в них 

был помещен весь груз и один вагон оказался не полностью загружен­
ным, то

60 (я—5) > 50л и 60 (л—6) < 50л.
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Из этих неравенств следует, что 300 < Юл < 360, или 30 < л < 36. По­
скольку я —целое число, то

3 1 < л < 3 5 . (5)

Вагонов вместимостью 80 тонн при погрузке было использовано л — 13.
Подобно предыдущему, получаем, что 80 (я — 13) > 50л и 80 (л— 14) < 50л

104 112 _ 104 . . 2  112 „ 1или -g - < п < —  • Так как -^ -= 3 4  у ,  -д -= 3 7  -у  , а л —целое число, то

3 5 < л < 3 7 .  (6)

Из (5) и (6) теперь следует, что л =  35. Значит, вес груза равен 50-35 =  
=  1750 тонн.

Ответ: 1750 тонн.
З.Н. При любом фиксированном а данная функция дифференцируема в 

каждой точке прямой. Если функция у  (дг) возрастает, то в каждой точке х 
выполнено неравенство у'  ( jc )^ 0 . Если, кроме того, у  (дг) не имеет крити­
ческих точек, то при любом х должно быть выполнено соотношение у'  (х) Ф 0. 
Таким образом, если функция у (х ) удовлетворяет условию задачи, то при 
всех х должно быть выполнено неравенство у'  (дг) > 0. С другой стороны, 
если при всех *  выполнено неравенство у" (х) > 0 , то функция, очевидно, 
не имеет критических точек и возрастает.

Так как у" (х) =  8а—6а cos 6х—7—5 cos 5х, то задачу теперь можно 
переформулировать: найти все значения параметра а , при каждом из кото­
рых для любого х выполнено неравенство

6а cos 6 х+ 5  cos 5х < 8а—7. (7)

Подставляя в (7) х =  0,'получим, что 6а-{-5 < 8а—7, или а  > 6. Таким 
образом, искомые значения параметра а  лежат в области а > 6. Если 
а > 6, то 6 а + 5  < 8а—7 и при любом х имеем

6а cos 6 х + 5 cos 5х <  6 1 a| -f 5 =  6 a -f  5 < 8а—7,

т. е. неравенство (7) выполнено при всех х.
Ответ: а > 6.
5.С. Пусть а удовлетворяет условию задачи. Так как данное неравен­

ство должно выполняться при всех х, то оно должно выполняться и при 
х=л/2, т. е. должно быть выполнено неравенство

^4 — sin • а —3 + cos* у + «  > 0,

или 82а—3 > 0. Таким образом, все значения а, удовлетворяющие условию 
задачи, лежат в области a  > 3/82.

Пусть теперь a > 3/82. При каждом значении х выполнены неравенства 
c o s * x ^ 0 , 4 —s i n x ^ 3  и (4—sin x)4S> 81. Так как а > 0, то из этих 
неравенств вытекает, что

a (4 —sinx)4—3 +  c o s* x - ) -a ^ 8 1 a —3 + а  = 82а—3 > 0.
Значит, все а  из области а > 3/82 удовлетворяют условию задачи.

Ответ: а > 3/82.
Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. 1. х = ±  УТ/2. 2. 2. 3. а  = - 2/3. 4 . 850 литров. 5.Н. 

°<1/15 б.С. а  < 3/11.
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Вариант 3. 1. * =  ± 1/2. 2. 4; точка О—ане квадрата. 3. с=  — 4.
4 . 25300 м. 5.Н. а > 11/2. 5.С. а > 5/13.

Вариант 4. 1. *=±1/2. 2.32. 3. — oo<d< — 1, — 1 < d < 1,
1 < d <4-оо. 4. 119 человек. 5.Н. а < 3/8. 5.С. а < 5/29.

1 979
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. Обозначим ctg* через г, тогда данное уравнение можно переписать

так:
У37— 48г = 8г— 5. (1)

Возводя обе части уравнения (1) в квадрат, получим уравнение
16г*— 8г— 3 = 0,

которое имеет два корня ?j = 3/4 и гг =  — 1/4. Поскольку при возведении 
в квадрат могли появиться лишние корни, то необходимо проверить, будут 

ли корни гх и гг корнями уравнения (1). Провер­
ка показывает, что уравнение (1) имеет единствен­
ный корень zt = 3/4. Отсюда следует, что исход­
ное уравнение равносильно уравнению ctg *  = 3/4,

3
а потому имеет решения: *  = arcctg — +лл, п £ Z.

3
Ответ: *  = arcctg— + л л , п £ Z.
2.Н. Поскольку 

cos = (СЕ, СА) 
\С Е\\С А |

то для получения ответа надо найти | СЕ | и скалярное произведение (СЕ, 
СА). Легко видеть (рис. 89), что СЕ=СА-\-АЕ и что AE = -ĵ  АВ. По­

этому, пользуясь свойствами скалярного произведения, имеем: (СЕ, СА) = 

_  ( Z a  +  ~ J b , СИ^= (СЛ, c 7 )+ i- |H fl| |C A |c o s (A e ,c 7 ). Опуская 
высоту BD  в треугольнике ABC, получаем прямоугольный треугольник

ABD, в котором cos &AD=  ̂^   ̂ . Поскольку величина угла
\АВ\ 8 4 ^

между векторами АВ  и СА равна я — 2мЪ, то cos (ИВ, СИ) =  — 3/4. Зна­
чит, (СЕ, СА)=  144+-— • 12-8 • ^ ^  j  =  126. Далее по теореме косинусов

имеем: | £С|* = | АС |* +  | А£ |*—2 | АС 11 АЕ | cos СЛ£=  144 +  4—2-12-2 X
3

X  ~г= 112. Теперь получаем, что



__3 гГГ
Значит, (С/4, СЕ) = arocos — ^—  .

з у ТОтвет: arccos—^— .

3. Обозначим через У л овьем сосуда. После отливания 2 л глице.
у _2

рина и доливания 2 л воды глицерин занимает — р— часть сосуда. После
у __2

того как отлили 2 л смеси, глицерина стало (V—2) — р— литров, и после
(У — 2)*доливания воды глицерин занимает 1 часть сосуда. После третьей

/ у —2\»
операции глицерин займет I — р— J часть сосуда. Таким образом, коли-

(у __2\» / V __2\*—р— 1 , а воды— W —р— J  +3.

Поэтому

| л  - ) 4 v ( V ) ,+*-i'-
Получившееся уравнение относительно И можно переписать так: Р — 9V*-f- 
-4-24V — 16 = 0. или (У — 1)(К— 4)*=0, откуда ясно, что либо V = 1, либо
V = 4. Так как по условию V > 2, то К = 4. Следовательно, в результате

2\* Iпроделанных операций глицерина оказалось в сосуде V 1 у J — — л,

а воды 3,5 л.
Ответ: глицерина 0,5 л, воды 3,5 л.
4.Н. Квадратный трехчлен х*+2х— 3 имеет корни Xj = — 3, х,=  1. 

Из них только xt =1 лежит на отрезке [1/2, 4]. Найдем наибольшие и 
наименьшие значения у(х) на отрезках [1/2, 1| и [1, 4]. На множестве 
0 < х < 1  справедливо неравенство х*+2х— 3 < 0 . Значит |х*-|-2х— 3| =

3
= — х*—2х+3 и у(х) = — х*—2x+ 3 + -jln x . Функция / (х)=— х*-2х-{-

3
+  3-)-у 1пх определена на множестве х > 0 и имеет производную в каж­
дой точке этого множества, причем

,, ____о. о , 3 4х« + 4 *-3  _ (2х— l)(2x-f 3)
I W  "  ' 2х 2х 2х

Отсюда следует, что справедливо неравенство f  (дс) <0. Так как f (х) не­
прерывна при х = 1/2 и х=1, то она убывает на отрезке [1/2, 1). Посколь­
ку на этом отрезке функции у(х) и f (х) совпадают, то данная функция 
У(х) монотонно убывает на отрезке [1/2, 1]. Поэтому

min у(*) = у(1) =  0, шах у (*) = у ( -1) 1п 2-
*€[1/2. 1] хе [1/2, 1] \ 2 )  4 2

На множестве xrssl справедливо неравенство x*-f2x— 3 ^ 0 . Значит, 
|х*4-2х— 3|=x*-f-2x— 3 и у (х) = х*+2х— 3 + у  In х. Функция g(x)=

271



з
— x*-\-2x—3-\~2 In * определена на множестве х > 0 и имеет производную 
в каждой точке этого множества, причем

Отсюда следует, что на множестве х > 0 справедливо неравенство g“ (х)>0. 
Следовательно, функция g(х) возрастает на множестве х>0 и, в частности, 
на отрезке [1, 4]. Так как на этом отрезке функции у (х) и g(x) совпадают, 
■го данная функция у(х) монотонно возрастает на отрезке |1, 4). Поэтому 

min у(х) = р(1) = 0, max у (х) = у (4) = 21 +3 In 2.
Х€ (1, 4) ХС [1. 4)

Итак, наибольшее значение функции у(х) на отрезке [1/2, 4] равно боль­
шему из чисел у (1/2) и у (4), т. е. у (4) = 21 -f-3 In 2. Наименьшее значение 
функции у(х) на отрезке [1/2, 4J равно у(1) = 0.

Ответ: max у (х) = 21 +3 In 2, min y(x) =  0.
Jre (l/2 . 4J *€[1/2, 4)

5. Поскольку 9+12х +  4х* = (2х+3)*, а 6х*+23х+21 = (Зх+7) (2х+3), 
то область допустимых значений исходного уравнения состоит из всех х( 
одновременно удовлетворяющих условиям 2x-f 3 > 0, 2х+3 ф 1, Зх+7>0, 
Зх+7 Ф 1, т. е. ОДЗ состоит из двух промежутков: —3/2 < х < 1 и I <
< х < +  со. На ОДЗ исходное уравнение равносильно уравнению

2 logSx+7 (2х+3)+ log1JC+, (Зх+7) + 1 = 4. (2)

Обозначим lo g !**,(2х+3) через г. Тогда уравнение (2) можно переписать 
в виде

2 г + |= 3 .  (3)

Уравнение (3) равносильно уравнению 2гг—Зг+1 = 0, и потому имеет 
корни *!=  1/2 и za= l. Следовательно, исходное уравнение на своей ОДЗ 
равносильно совокупности двух уравнений

1 ° 8 *х+ 7  (2 х + 3 ) = ~2 ’ и l ° 6 s* + 7  (2 х + 3 ) =  1.

Первое уравнение равносильно на ОДЗ такому: 2х+3= \  Зх+7. Обе части 
последнего уравнения определены и положительны на ОДЗ, поэтому оно 
равносильно на этой области уравнению (2x+3)* = 3x+7. Последнее урав­
нение имеет два корня: хх= — 1/4 и х,=— 2, из которых только xt= —1/4 
лежит в ОДЗ исходного уравнения. Второе уравнение равносильно на ОДЗ 
такому: 2x+3 = 3x+7. Последнее уравнение имеет корень х3 = — 4, не 
лежащий в ОДЗ исходного уравнения. Следовательно, исходное уравнение 
имеет единственный корень Xj = — 1/4.

Ответ: х = — 1/4.
2.С. Обозначим длину отрезка АС через х (рис. 90). Из прямоуголь­

ного треугольника ЛЕС по теореме Пифагора находим
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По условию B E  : ЕС =5:9, значит,

ВС = B E  +  ЕС = ^ E C  = j  К  **-144,

Площадь треугольника ABC равна -i- BD-АС и одновременно4 угАЕ ВС,
* i 2

так что

BD-AC = АЕ- ВС,
или

Ух*—144.

Последнее уравнение можно переписать в виде

3* = 5 У * *  — 144. (4) Рис. 90.

Возведя уравнение (4) в квадрат, получим, что ** = 225, откуда либо 
*=15, либо *  =  — 15. Подстановкой в уравнение (4) убеждаемся, что ему 
удовлетворяет только х=15. Итак, длина стороны АС равна 15.

Ответ: 15.
4.С. Заменяя второе уравнение системы суммой первого уравнения, 

умноженного на 3, и второго, умноженного на —2, получим, что исходная 
система равносильна системе

( 3** + 2у*-3*+ 5у = 3, 
у у = 5— 3*,

или системе
(3 **+ 2 (5 - 3 * )*- 3 *  +  5 (5-3*) =  3,\ у =5— 3*.

Первое уравнение системы (5) имеет два корня: *( =  2 и *, =  12/7. Поэтому 
система (5) имеет два решения: ** =  2, у, =  — 1 и * ,=  12/7, у, = —1/7.

Ответ: (2, —1), ^ у  , — у ) .

Ответы к вариантам 2—4.
я  3Вариант 2. I.  ж=±-=—}-2яА, k £ Z .  2.Н. arccos—==-. 3. 10 л.
о К  Ю

4.Н. mln/=0; шах/=4+1п2. 5. *=1/4. 2.С. 75. 4.С. (—1, 2); (7/9, 10/9).
2 3 1Вариант 3. I .  *= a rc tg -j-f-яА, k £ Z. 2.H. arocos-p==-. 3. гли­

церина, воды. 4.H. m in/= — 3 In 2—21; max / = 0. 5. * i= l ;  * ,=  1/2.

2.C. 6 УТ. 4.C. (1, 1/2); (-3 , 5/2).

Вариант 4. I .  *  = (— 1)" ■?—f-яя, n £ Z. 2.H, arccos —̂ =r. 3. 25 л.
V 5

4.H. min/ =  — In2— 4; max/ = 0. 5. *4 = 2; *, =  7/10. 2.C. 75. 4.C. (1, 4); 
(-5/9, 64/9).
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§ И. ЭКОНОМИЧЕСКИЙ Ф А КУ Л ЬТ ЕТ  
(отделение планирования и экономической кибернетики)

19 7 7
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  I.
I. Правая часть уравнения и знаменатель левой части неотрицательны. 

Поэтому решение данного уравнения должно удовлетворять неравенству 
cos * S* 0. Но | cos х | =cos * для таких *, и поэтому задача может быть 
переформулирована так: найти решения уравнения

удовлетворяющие условию cos * ^ 0 .  Облгсть допустимых значений урав­
нения (I) состоит из всех х, кроме * =  — 3/2. Уравнение (1) равносильно 
на своей ОДЗ совокупности уравнений

Первое уравнение этой совокупности имеет серию решений *=л/2-|-лт , 
m£Z, второе уравнение имеет два корня * t = — 1/2 и *, = — 5/2. Выяс­
ним теперь, какие из найденных решений удовлетворяют условиям cos*S*0 
и х ф — 3/2 (они и будут решениями исходного уравнения). Ясно, что лю­
бое из решений * = л/2+я/п, m£Z, удовлетворяет этим условиям, так как 
л/2-f л т  не равно 3/2 ни для одного целого т .  Так как 0 < 1/2 < л/2, то 
cos(— 1 /2) = cos 1 /2 > 0. Значит, ж = — 1/2 удовлетворяет условиям cosxSsO 
и х ф — 3/2, т. е. является корнем исходного уравнения. Так как — л < 
< — 5/2 < — л/2, то cos (— 5/2) <0 и х = — 5/2 не является корнем ис­
ходного уравнения. Итак, исходное уравнение имеет решения: *  = — 1/2 
и *=л/2-|-лл, ” 6 z -

Ответ: *  =  — 1/2; х = я/2+лп, n£Z.
2. Обозначим через S  км расстояние между пунктами А и В. через 

и км/ч— скорость мотоциклиста на пути из б  в Л, через а км/ч— ско­
рость велосипедиста, через х— искомое отношение скорости мотоциклиста 
на пути из А в В к скорости велосипедиста. Тогда скорость мотоциклиста 
на пути из А в В равна x-v км/ч.

На движение из пункта А в пункт В  мотоциклист потратил — — ча­

сов. По условию задачи ровно такое же время прошло между моментом 
выезда мотоциклиста из пункта В  и моментом первой встречи с велоси-

Sпедистом. За это время велосипедист проехал — — о км, а мотоциклист 
S

км- Поскольку в момент выезда мотоциклиста из пункта В  рзсстоя-
3

ние между ним и велосипедистом равнялось S км, то справедливо равен-
5 5 3

ство — - f - S ,  или, поскольку к > 0, S  > 0, равенство

cos* = 0 и (*4-3/2)* '*

(2)
274



Мотоциклист находился в пути  ̂ j  часов. За это время всло-

или 9хг— 40дг-{-16 = 0. Это квадратное уравнение имеет корни х<=4 и 
= 4/9. Из условия задачи ясно, что скорость мотоциклиста на пути 

из А в В  больше скорости велосипедиста, т. е. х > I. Значит, х=4.
Ответ: скорость мотоциклиста при движении из Л в В  в 4 раза 

больше скорости велосипедиста.
З.Н. Пусть в — искомое значение параметра и (лг0. Уо) — решение си­

стемы. Легко видеть, что пары чисел (— х0, —у,), (у0, х0), (— у0, — *0) 
также будут решениями системы. Решения (х„, у0) и (— х0, —уо) раз­
личны, так как в противном случае х0=0 и ув= 0, и тогда пара чисел 
(*о> Уо) не удовлетворяет второму уравнению системы. Решения (xt, у„) 
и (— Уо, — *о) также различны. В противном случае *в+Уо=0 и опять 
не удовлетворяется второе уравнение системы. По условию система имеет 
в точности два решения, значит, решения (— xt, — у0) и (— у0, — *о) 
должны совпадать, т. е. должно выполняться равенство у*=х«. Подстав­
ляя х0 вместо уо во второе уравнение системы, получаем уравнение 4дг*= 14, 
которое имеет два корня х'о= /7/2 и *о = — У  7/2 . Значит, если при 
данном а (лсв, у#) — решение исходной системы, то либо х0 = у0= /7/2 , 
либо хв= у 0= — /7/2 . В  обоих случаях, подставляя (лг„, у0) в первое 
уравнение системы, получим, что 2 (1-f о) =  7/2+7/2, т. е. получим, что
о = 5/2. Значит, если а— искомое значение параметра, то оно может при­
нимать только значение 5/2. При а = 5/2 исходная система уравнений при­
нимает вид

Умножим первое уравнение системы (4) на 2 и вычтем результат из вто­
рого уравнения системы (4). Получим систему

3 f  S  S \ 3сипедист проехал S  км. Поэтому ( ) f  = -̂ - S, или

о , 1 _ 3  
и +  х 4 • (3)

Из уравнения (3)
и Ах 
v ~  Зх— 4 '

Подставляя вместо — в уравнение (2), имеем уравнениеv

(4)

(5)

равносильную системе (4).
Система (5) равносильна системе
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которая имеет в точности два решения ( Y T jT , V 7/2 ), (— V 7/2 ,
— YTjT ). Значит, действительно, а = 5/2 и только оно удовлетворяет 
условию задачи.

Ответ: а =  5/2.
4.Н. Пусть ABCD— данная трапеция (рис. 91), |Л£>| = /? У з  , О — 

центр круга. Из равнобедренного треугольника AOD находим, что у 1  AD | =

= « s i n ^ y X o i » j .  откуда sin  ̂у  Х о Ь ^ = - Ц ^ 1 — ^

2л

Следовательно,

Л о Ь = 4 ^  . Так как четырехугольник ABCD впи­

сан в окружность, то 8 + 6 = л. Но по условию 
flC||<4D, значит, fl- fA = n . Таким образом, 
A = D и

6а о = Л —6а Ь = 6 —6оЛ = 6оЬ.
Треугольники АВО и DCO равнобедренные, сле­
довательно, Л о З= л — 2&лд, 60D = л -  2бВд. 
Учитывая доказанное выше, получаем, что

А0В = б0Ъ. Обозначим АОВ через ф. Тогда боЪ = {р и бо£= 2л— 2ф —
2л 4л „---у = ~ 3— 2ф. Имеем

S ABC O — &ЛО В +  $ В О С +  S c O D +  $ A O D =

= у  Я*8тф + у  « ‘ s i n ^ —2 ф )+ у  Я*81Пф + у  /?*sin-^ =

=  у  R* ^2einf+sin (-у- — 2ф )  ч-sin .

Из условия задачи вытекает, что 0 < б5& < я, но тогда угол ф удов­

летворяет неравенству у  < ф < -у-. Найдем точки, в которых функция

5(ф) = у  R * ^2 sin ф+sin (- у —  2ф^ +  sin -у-^

я  2япринимает наибольшее значение на множестве -̂ - < ф < -5- ,о «3
S  (ф) дифференцируема в каждой точке, причем 

5'(ф) =  у  R 1 (^cosy—2 cos ( - у ~ 2ф ) )  =

Функция

я  2лЕсли ф лежит на промежутке -«- < ф < . тоО о



т. е. sin — > Для этих же значений Ф справедливо неравенство
я  2л 3<р 5л _  . . .  , я

— у  < -3----Y  < ~12 ' 0тсюда слеДУет> что S' (ф) на промежутке — <

< Ф < — ■ обращается в нуль в единственной точке, удовлетворяющей ра-
2я Зф 4лвенству ----^- = 0, т. е. в точке Ф = -д- • Кроме того, на множестве

4я 4л•g < Ф < -д- справедливо неравенство S' (ф) > 0, а на множестве < 
2Я

< Ф < неравенство S' (ф) < 0. Так как S  (ф) непрерывна в точке ф =

4я я  _  4я=  -g-, то она монотонно возрастает на множестве -^-<ф<—  и моно­

тонно убывает на множестве — ■ < ф  < Д р . Итак, 5(ф) принимает наиболь-

4лшее значение в точке ф = -^- .

Из равнобедренного треугольника АОВ теперь находим:

\АВ | =2/? sin ( д  = 2R  sin .

2яОтвет: 2R sin -g- .

5. Обозначим через F, R к N точки пересечения плоскости я  с реб­
рами S/lj, 5Л, и S/4, соответственно (рис. 92). Плоскость SKiKt пере­
секает параллельные плоскости FNR  и 
АхА3Аг по прямым LiLt и KiKt соответст­
венно. Значит, LiLt\\KiKt- Аналогично дока­
зывается, что LtLt\\KtK» и LtLiWKiKi- От­
сюда следует, что треугольники LiLtL3 и 
KiKtKt подобны, причем коэффициент подо- 

И.1,1бия равен Треугольники SLxLt

• . Плоскость S.4H , пере-

|/С,К,
и SKiKt подобны (/.j/., iK iKt), значит,
I | _1 SLi |

I s k i  i
секаст параллельные плоскости FNR  и 
AtAtA, по прямым FR  и AiAt, значит,

|| По теореме об отрезках, отсекае­
мых на сторонах угла параллельными прямы- 

1 ^ 1  \SF\ 1 
|S/C,| \SAX\ 2 

Итак, коэффициент подобия треугольников LiL.L3 и KiKtK3 равен
I | ^ к к к. Поэтому Найдем теперь отношение —ч.-' * -- .

Рис. 92.
ми, заключаем, что



Легко видеть, что

®к,л ,к• ~  "2 I 1*1 I s‘n =

■=-§■ I ^Ii4,|-| A jA jl-s in/C jA j/fj^-g-S^^ ,.

2
Аналогично Поэтому SKiK>Ki= _

2 1 1 
— 3> 9 'S ^ 1̂ , ^ , =='3 5Д ,Л,Л, и’ значит- SL,L,L,T=-i2SAlA,A,-

Если Н — высота пирамиды AjAtAjS, то высота призмы равна -1 Н

^плоскость FRN  параллельна плоскости AjA,A, и | S F |=-11 SA t | j  . Сле- 

довательно, объем призмы равен

v = J H ’SL,L,L,=  24 H SAlA,A,=-if ’ 3- H ‘S AtA,A,=*-Ji V‘

Ответ: -1 V.
З.С. Пусть (х0, Уо) — решение данной системы уравнений. Тогда спра­

ведливы равенства

у0 • 10вх*‘'* = *,», 1 +  log*, ( 1  — ^  )  -  logXi 4.

Из справедливости этих равенств вытекает, что xt >0, * * / 1 ,  Уо > 0* 
х» > 3yt. Прологарифмировав первое равенство по основанию х* и пропо­
тенцировав второе, получим, что справедливы равенства

( l — I'ogx.S 'o ) 1(«х,У,=-3-’ * « - 3У»=4* (6>
Обозначив log^ у0 через г, из первого равенства (6) получаем уравнение

2 , , 2 п _ г._г + _ =0.
Последнее квадратное уравнение имеет корни г, =2 и га=1/2. Таким 
образом, каждое решение исходной системы уравнений является решением 
одной из систем

( х—Зу=А, ( х— Зу = 4.
\ log* У = 2, \ log* у =1/2.

Из второго уравнения первой системы (7) находим, что у = хг. Подстав­
ляя х* вместо у в первое уравнение, получаем уравнение

х—Зх* = 4.
Но это квадратное уравнение корней не имеет. Значит, первая из си­
стем (7) не имеет решений. Решим вторую систему (7). Из второго урав­
нения находим, что х — у2. Подставляя уг вместо х в первое уравнение, 
получаем уравнение

у~—Зу—4 = 0,
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Это уравнение имеет два корня: yt = 4 н yt = — 1. Тогда x* = 3yj-f 4= 16 
и дс, = Зу,+  4=1. Числа х» = 16, yj = 4 удовлетворяют второму уравнению 
системы. Числа дг*=1, Уа =  — 1 не удовлетворяют второму уравнению. 
Значит, вторая система (7) имеет единственное решение x j=  16, y t =  4.

Следовательно, если исходная система уравнений имеет решение, то 
этим решением может быть только пара чисел * j= I6 ,  yt=4. Подставляя 
этн числа в уравнения системы, видим, что они действительно образуют 
ее решение.

Ответ: х=  16, у =4.
4.С. Пусть в — некоторое фиксированное число. Область допустимых 

значения данного уравнения состоит из всех чисел х, удовлетворяющих 
неравенству

9*+9а* > 0.
Значит, если 0, то ОДЗ совпадает с множеством всех действительных 
чисел, если а < 0, то ОДЗ есть множество х > log» (— 9а3).

На ОДЗ данное уравнение равносильно уравнению
9*+9о*=3*.

Обозначив 3х через t, получим квадратное уравнение
<*— <+9о» = 0. (8)

Дискриминант полученного уравнения равен 1— 36а3. Поэтому если 1 —

— 36а3 < 0, т. е. если а > 1__■, то квадратное уравнение (8) не имеет
у  Зо

жорней. Не имеет их тогда и исходное уравнение. Если а = — то

уравнение (8) имеет единственный корень ^=1/2. Это значит, что исход- 
вое уравнение равносильно на своей ОДЗ уравнению

3 * 4 .
которое имеет единственный корень X ' ^ l o g j y .  Не проверяя, входит или 
вет этот хорень в ОДЗ исходного уравнения, приходим к выводу, что

при а =  -3 *_=■ исходное уравнение имеет не более одного корня. Если
ь/ 36

1 |__л/ I __ збс*
а < — , то уравнение (8) имеет два корня /*=---- ---------  и /,=

у /  Зо *

1 + V  1— З6а3 „*■------ j ------ ■ Значит, в этом случае исходное уравнение равносильно
Совокупности двух уравнений

3,_ ■ -  я - = з 5 Т  ,  У д Ц 1т а < г - ,  т

1__у \ __ збдз
При а < 0  выполнено неравенство------ ^------ < 0  и первое уравне­
ние (9) решений не имеет. Тогда исходное уравнение равносильно иа своей
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ОДЗ второму уравнению (9), которое имеет единственное решение х =>
I 4- Л/ 1 — ЗЬа*= log, '2------ • Следовательно, при а <  0 исходное уравнение

имеет не более одного решения. Рели а удовлетворяет неравенствам

О < а < ■, L =r , то совокупность уравнений (9) имеет корни 
£/36

I — У I — ЗСа» , 14 - У 1— 36а»*i = log,----—~2------  и x,=  log,------ -̂----- .

В этом случае ОДЗ исходного уравнения совпадает с множеством всех 
действительных чисел и, значит, уравнение имеет в точности два корня 

и X,.

Ответ: 0 < а < ?  •
£/36

Ответы к вариантам 2—4.

Вариант 2. 1. х=  I; х=-2-4'я*> k£Z. 2. . З.Н. a » j .  4.Н. 2a. 

5. 4 r v - з с - х==4- У = 16- 4 С‘ — 1/4 < a < 0.О 1
Вариант 3. I. * = 5; х = яА, k£Z. 2.6/5. З.Н. a=  1/30. 4.Н. я/3, 

2л/3. 5. V. З.С. (9, 3); (1/27, 729). 4.С. 0 < а <у/Т/А .
Вариант 4. 1. х= — 3/2; x = nk, k£Z. 2. 3. З.Н. а = 7/3. 4.Н. 5я/9. 

S. 2S 0 З С- * = 3' » = 27- 4 С' — 1/8 < a < 0.

19 7 8
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.

____I _____ у  5 "

1. Квадратный трехчлен х*4-х— 1 имеет корни хх = ---- ^ —  и х,=

—  14-  У 5 ^  УЗ _* ---------, причем, как легко видеть, хг > ——  . Будем решать дан-

 ̂ — 1— V *  — 1— У Тное уравнение отдельно в областях — оо < х < ----^----  и ---- — ---<

i/~3~ _j __1^5*< х < —-— . В области — оо < х < ---- -̂---  квадратный трехчлен х*4-

4-*— 1 неотрицателен, так что |х24-*— 1 | = х*4-х— 1 и данное уравне­
ние можно переписать в виде x*-f*— 1 = 2х— 1, или х*— х = 0. Получен­
ное уравнение имеет два корня х, =  0, х4=1, ни один из которых не ле-

I __У К
жит в области — оо < х < ----— . Значит, исходное уравнение не

__1__ъЛГ
■меет корней в области — о о < х < ---- ^ —  .

_I __Уъ Уз
В области ----^---- < х < — —̂  квадратный трехчлен x*-f-x— I

отрицателен, так что |х*4-*— 11 = — (ж*-̂ -дс— I) и данное уравнение
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можно переписать в виде — х*— х-\-1=2х— 1, или x*-f3jt— 2 = 0. Это 

квадратное уравнение имеет два корня хь- —З— У П  — 3+ У 17
2 '*• 2 1

из которых, как легко проверить, только корень xt принадлежит множеству
— I — y~F У~3 и------- —  < х < — — . Итак, исходное уравнение имеет в множестве

Уз —з+ утг  ■ 1 Вк < 3 ■ только один корень---------- .

_з+ /77Ответ: ---- у --- .

2.Н. Пусть ф— искомый угол между векто­
рами АВ и DC (рис. 93), тогда

cos ф = (АВ, DC)
| АВ |-| DC\ Рис. 93.

Пользуясь свойствами скалярного произведения векторов и условиями 
аадачи, вычислим |ЛВ| ,  |DC| и (АВ, DC). Таи как АВ=  AF-\-FB и 
DC = DF+FC, то 

(АВ, DC) = (A F+ FB , DF+ FC ) =

<=(AF, DF)+ (AF, FC )+ (FB, DF) + (FB, FC)=- 
-= \AF 11 D F | cos i4jT| | /c jco s  0 °+

+  \FB\\D?\cos(r +  \FB\\FC\ cos 5«?= 13, 
|Д в '|*= (й в ; AB) = (AF+ Fir, A F+ 7 B ) = \HF |*+| FB  |*+2 (Л ?. FB) =.

=  | AF  |*-f| FB  \*+21 ~AF 1.1 ~BF | cos BFC = 7, 
| DC I’ = (DC, DC) = (DF+FC, D ?+F<5 = ! DF |* +  |FC |*+2 (DF, FC)=-

= | DF |»+| FC |*+2 | DF 11 FC | cos BFC = 28.

Теперь получаем, что cos ф = 13 13 
' У Т  /28 14 *

Ответ: 13/14.
3. Область допустимых значений данного уравнения состоит из всех х,

75хУдовлетворяющих одновременно следующим условиям: х > 0, х Ф 2, —---

•— у  > 0, т. е. ОДЗ состоит из двух промежутков < х < 2 и 2 <
< х < +  оо. Так как нэ ОДЗ 

1
3+

log* у
= 3+log х 32 = log, (4xs),
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то исходное уравнение равносильно на своей ОДЗ уравнению 

ioi±  (4дсз) = 1 о е _ ^ ( х _ т ) 1

или уравнению
4х*— 75х*+11=0, (1)

Квадратное уравнение 4z*— 75z+11=0 имеет корни zj =  4 и г,=  11/16. 
Значит, уравнение (I) равносильно совокупности двух уравнений

* л 1 и
* = 4 и * =16-

Это означает, что уравнение (1) имеет четыре корня:

г _ о _ _  2 _ _ V T \  У Т \
X f — ^ I  *4 ^ •

Только один из них, а именно, xs= J/TT/4, содержится в ОДЗ исходного 
уравнения. Таким образом, исходное уравнение имеет единственный корень
х = VTMi.

Ответ: УТТ/4.
4. Пусть для приготовления сплава, содержащего 40% марганца, взяли 

х кг первого сплава, у кг второго сплава и г кг третьего сплавэ. При 
этом получится (дс-j-у+z) кг нового сплава, в котором будет (0,9i/+0,6z) кг 
марганца, поэтому

0,9у+0,6г=0,4 (x+ »+ z),
или

4* = 5у + 2г. (2)

В новом сплаве будет (0,7x+0,ly+0,25z) кг меди, а в одном килограмме
.. 0,7x+0,lu+0,25z .я.нового сплава меди будет М = ---- j- , J  ----- кг. Из (2) следует, что

5y+2z 13y+8z „X =  -Z-±--, И поэтому Л * ~ 30у  202' Поскольку для приготовления но­
вого сплава можно брать различное число кинограмм первого, второго и 
третьего сплавов, п  у и г могут принимать любые неотрицательные зна­
чения, причем у и г одновременно не могут равняться нулю. Если у=  0, 
z Ф 0, то М = 8/20=2/5; если уф  Он z = 0, то М =  13/30. Если уф  0, 
г ф 0, то

м _ 13+87  2 ,______1 _
30 + 20— 5 30 +  20-i-

Поскольку -j- > 0, то легко видеть, что в этом случае будут справедливы 

неравенства
1  2 , 1 . 2 1 _1 3  
5 5 30+ 20-L < 5 +30-30-
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Значит, наименьшее процентное содержание меди может быть равно

1 . 100% = 40%, а наибольшее процентное содержание кеди может быть равно 
5

Ответ: 40%; 43-1%.

5.Н. При любом фиксированном а данная функция дифференцируема 
в каждой точке прямой. Если функция f (дг) возрастает, то в каждой точке х 
выполнено неравенство f  (х) ^ 0. Если, кроме того, / (дс) не имеет крити­
ческих точек, то при любом х должно быть выполнено соотношение f  (х) Ф 0. 
Таким образом, если функция /(*) удовлетворяет условию задачи, то при 
всех * должно быть выполнено неравенства f  (дг) > 0. С другой стороны, 
если при всех х выполнено неравенство f  (х) > 0, то функция, очевидно, 
не имеет критических точек и возрастает.

Ввиду того, что
/' (x) = 2cos 2дс— 8(а+  l)cos дс-f- (4a*-f-8a— 14),

задачу теперь можно* переформулировать так: найти все значения пара­
метра а, при каждом из которых для любого х выполнено неравенство 

cos2*— 4 (а+  1) cos jc+(2a*-j-4a— 7) > 0.
Так как cos 2дг = 2 cos* х— 1, то задача может быть переформулирована так: 
найти все значения а, при каждом из которых наименьшее значение функ­
ции 2fJ — 1— 4 (а+  1)< +  (2а*+4а— 7) или функции £(/) = /*— 2 (а+1)<+  
+  а*-|-2а— 4 на отрезке [—1, I] положительно. Производная g' (i) = 2t —
— 2(а+1) обращается в нуль в точке <в= в +1- Поэтому т — наименьшее 
значение g (/) на отрезке [—1, 1]— будет равно:

( g (— I) = a*-f4u— 1, если a + l < — I,
2 ( a+ l )  = —5, если — 1 < а + 1 < 1 ,

g ( l )  = a*— 5, если а+ 1^_1.

Так как наименьшее значение функции g(t) на отрезке [—1, 1] должно 
быть положительно, то значения параметра а, удовлетворяющие условию 
задачи, лежат в двух промежутках: a < —2 и о ^ 0 .  Если a < —2, то 
наименьшее значение g(l) на отрезке (— 1, 1] равно а*+4а— 1 и искомые 
Значения параметра а удовлетворяют неравенству a* +  4a— 1]> 0. Если 
а^=0, то наименьшее значение g(t) на отрезке [— 1, 1] равно а*—5 и 
искомые значения параметра а удовлетворяют неравенству а*—5 > 0. Таким 
образом, множество искомых значений а есть объединение решений двух 
систем неравенств

j  а < — 2, I aSsO,
\ a* +  4a— 1> 0, \ а * - 5 > 0 .

Множество решений первой системы есть промежуток — оо < * < — 2— V s . 
множество решений второй — промежуток а>  У 5. Значит, искомое множе­
ство значений а состоит из двух промежутков: а < —2— У~5, а > У~5. 

Ответ: а < —2— У 5, а > J/TT. 283



2.С. Обозначим /  BAN  через ф, а длину AD через * (рис. 94). Тогда 
^  NAD=n/'2—<p и АВ — 3*. Применяя теорему косинусов к треугольни­

кам BAN  и DAN, получаем:
BN* = АВ*+ AN*— 2AB-AN cos ф,
ND* = AD1 + AN*-2AD-AN  sin ф,

или
32 = 9**+2—6 /2* cos ф,

4 = ** +  2—2 /2*зтф .

Из первого уравнения cos ф 3**-10---- 7=— , ИЗ второго —
2 / 2* ^

81Пф= **- 2
2 / 2 *  

тождество, имеем

—  . Используя основное тригонометрическое

/ 3*»— 10\* / **— 2 у  
\ 2 У ~ 2 х )  \  2 У 2 х )  '

После упрощений получаем уравнение
5**— 36**+52 == 0. (3)

Квадратный трехчлен 5<*— 36< +  52 имеет корни fj =  2 и /*=26/5. Значит, 
полученное уравнение равносильно совокупности двух уравнений

** = 2 и ** = 26/5.

Таким образом, уравнение (3) имеет четыре корня

*\= У2, *, = —/'2, *, = /f, х4=- —
Величина отрезка AD положительна. Поэтому хф х% и * Ф  *4. Если 
х = У  2, то 51пф=0, т. е. ф = 0 и точка N лежит на стороне АВ. Но по 
условию задачи точка N лежит внутри прямоугольника. Равенство ф = 0 
противоречит этому условию. Значит, *= /26/5  и

cos ф

263 .f- 1 0

2 / 2 .  / Щ  У * '

= 78/5.Поскольку S — площадь прямоугольника ABCD— равна 3**, то S-
Omeem: cos ^  BAN  = 7/ /65, S  = 78/5.
5.С. Ввиду того что sin2х = 1—cos** и множество значений функции 

I =cos * есть промежуток — 1 < / < 1 ,  задачу можно переформулировать 
следующим образом: найти все действительные значения параметра а, при 
каждом из которых наименьшее значение квадратного трехчлена

** — 2af+a* +  2a— 3

in отрезке — 1 < / < 1  положительно. Абсцисса вершины параболы у = 
=  1г—2а/+а*+2а—3 равна а. Поэтому т — наименьшее значение функции у
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на отрезке — 1 < < <  1 — равно:

( у (—1) = а*4-4а — 2, если а < — 1,
у (а) —2а— 3, если — I < а < 1,

у (1) = а*— 2, если а^> 1.
Так как наименьшее значение функции у на отрезке [— 1, 1] должно быть 
положительно, то искомые значения параметра а из области а <  — 1 удов­
летворяют неравенству а1-{-4а—2 > 0. Искомые значения параметра а из 
области —1 < а < 1 удовлетворяют неравенству 2а—3 > 0.

в Искомые значения параметра а из области а > 1  удовлетворяют нера­
венству а*— 2 > 0. Таким образом, множество искомых значений а есть 
объединение решений трех систем неравенств:

I а <  — 1, I — 1 < а < 1, J  a Sa l ,
\ a*-J-4a— 2 > 0, \ 2а— 3 > 0, \ а *-2  > 0.

Множество решений первой системы есть промежуток — оо < а < —2— Уб, 
вторая система не имеет решений, множество решений третьей системы — 
промежуток )/~2 < a <-f-oo. Значит, искомое множество значений а со­
стоит из двух промежутков: — оо < а < — 2— У  6, У  2 < а <4*оо. 

Ответ: а <— 2— У  6, а > У  2.
Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. I. 1 — У 1 . 2.Н. 2 /У  7. 3. У 7/2. 4. 75%; 55%. 

5.Н. Ь < —3— У З ,  Ь > — 2.С. З/УТО; 20. 5.С. Ь < - 2 -  УТ,
Ь> 2.

Вариант 3. 1. (*П13-5)/4. 2.Н. 3/V 130. 3. У 33/3. 4. 15%; 40%.
5.Н. а <  — 1 ~ У Ъ /2 , а > У~3/2. 2.С. 9 / У Ш ; 39/5. 5.С. а <
< _  (3+ УТЗ)!2, а > ( I УЪ)!2 .

Вариант 4. 1. - 2 — У  2. 2.Н. 2/ У  5. 3. У з/2 . 4. 62,5%; 55%.
5.Н. Ь < (— 3— У~7)/2, Ь > (-14- У 1 )!2 . 2.С. 7/^85; 34/5.
6.С. Ь < -(34- У\Т)!2 , Ь>  2.

1 979
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. Обозначим cos х через и и sin у через v. Тогда cos 2х = 2 cos* х— 1 = 

= 2u* — 1, cos2 у = 1 — sin* у = 1 — ?* и данную систему можно переписать 
в виде

( 4v* +  4v— 6 У  2и—9 = 0, ,п
\ 2«*— 1=0.

Из второго уравнения системы (1) находим «1=1/У~2, «* = — 1/^2. Под­
ставляя « 1 = 1/ У~2 в первое уравнение системы (1), получаем

4v*4-4v— 15 = 0. (2)
Уравнение (2) имеет корни = 3/2, о* = —5/2. Это значит, что пары чисел 
(\1У~2, 3/2), (1I V  2, — 5/2) будут решениями системы (1). Подставляя 
«* = — 1 lV ~ i в первое уравнение системы (1), получаем

4и*4-4и— 3 = 0,
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откуда t'3= 1/2, t’4 =  — 3/2. Значит, система (1) имеет еще два решения 
(—1/|/"2, 1/2), (— 1 /У~2, — 3/2). Итак, множество решений исходной си­
стемы уравнений является объединением множеств решений следующих 
четырех систем уравнений:

( cosх — 1/У~2, 1 с08* = 1/ Г 2, |со*х = - 1 / Г 2 ,  f cos х = — 1/2,
( sin у = 3/2, l s ; n y = — 5/2, \siny= l/2, \ sin у = —3/2.

Так как числа 3/2, — 5/2, — 3/2 не принадлежат области значений функ» 
ции г = sin у, то первая, вторая и четвертая системы из (3) не иуеют 
решений. Следовательно, множество решений исходной системы уравнений 
совпадает с множеством решений системы

J  cos х = — 1/У~2,
\ sin у=  1/2,

откуда следует, что исходная система имеет решения х= ± 

у = (- \ )” -1+ пт, m£Z.

Ответ: х=±-^-4-2лл, n£Z; у = (— 1)я ~-{-я/п, m£Z.
2.Н. Для определенности будем считать, что | АВ | < \AD \ (рис. 95). 

Так как | АВ |.| AD | = 48 и \ AD |* +  | АВ |* = | BD |*= 100, то \AD\=S, 
|ЛВ|  = 6. Поскольку |ОВ | =  10£> | =  13 > | BD  |, то 

£  точка О лежит вне круга с диаметром BD и потому 
вне прямоугольника. Пусть она находится по ту же 
сторону от диагонали BD, что и точка А. Тогда тре­
буется найти | ОС |. Обозначим OBD через р и DBC 
через о. Имеем

| ДС | 4 
COSa=W i = 5 '

I CD | 3 sin« = =-g-.
Рис. 95. \B D \ 5

Из равнобедренного треугольника OBD находим, что

тогда sin р = -|^1 -  - Далее,

4 5 3 12 16 cos6fl£ = cos (a-}-Р) =  cos acos р—sin a sin p =-g- • —-jr • — =  — ^  .

Применяя к треугольнику ОВС теорему косинусов, получаем
|ОС |* = | ОВ |*+| ВС I*—2 1 ОВ 11 ВС | cos ОВС =

=  169+ 64 -2-13-8-( ^ )  =

откуда | ОС | =  7

/

29" 
g- •
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3. Обозначим через * денежных единиц первоначальную сумму денег, 
через <*(%)— процент, на который возрастет сумма за год в первом банке, 
а через 0 (% )— процент, на который возрастет сумма за год во втором 
банке. К  концу первого года сумма вклада в первом банке стала равный

+  . во втором банке 'g 'x +  • а к К0НЧУ второго года

соответственно и "g"х ( *^"1 оо) * условня’ чт0
вкладов к концу первого года составляет 670 денежных единиц, а к концу 
второго года— 749 денежных единиц, имеем:

6"х( 1̂ 'Тоо)"^‘б 'О+Тоб)31670, W

6" х ( , "̂1оо) +1Г * ( 1-̂ 1об) =749' ®

Если во второй банк положить х денежных единиц, а в первый банк
I— х денежных< единиц, то сумма вкладов к концу первого года составила

бы дс (  1 +  loo)  +  3 - *  чт0 Равнялось бы 710 денежным еди­
ницам. Поэтому

б '* (1+ ш )  +  б’* ( 1+1об]=710- (6)
Уравнения (4) и (6) перепишем так:

/■(■-НЬМ'+А)-6?.
Ы М ' + т ) - ^ -

Решая получившуюся систему уравнений, найдем, что
14—— —Ё 2  , , _Р__

‘ 100 х • + 100 X ’

660 , . о 720 . . ВПодставляя —  вместо 1+ J qq и —  вместо 1 + щ  в уравнение (5), при­
ходим к уравнению

ОС 660имеющему единственный корень дс = 600; но тогда • +  7755= ^ = 1 ,1 . Если
IUU ООО

исходное количество денег х положить на два года в первый банк, то 
к концу второго года величина вклада составит

= (■ + * )- 600-1,1* = 726

денежных единиц.
Ответ: 726 денежных единиц.



4.Н. На рис. 96 изображены данные кривые при фиксированном зна­
чении а и прямые у=  1, у=2. Нужно определить значения параметра а 
( u ^ l ) ,  при каждом из которых площадь заштрихованной фигуры ABCD

будет наибольшей. Координаты точек А и 
D являются решениями систем уравнений

I  У=ох*. \ y = i- a t \
t f - i  " \ v = i

соответственно. Координаты точек В  н С бу­
дут решениями систем уравнений

Рис. 96. {  И Г  * И \
у = 2

соответственно. С учетом того, что абсциссы всех точек А, В, С, D по 
условию должны быть неотрицательными, находим:

Л ( 1 / У а ,  1), D (V 2 73,1), B (V 2 iZ ,  2), С (2 / У ? , 2).
Точки D и В  имеют одинаковые абсциссы, поэтому заштрихованная фи­
гура состоит из двух частей:

а) фигуры, лежащей под кривой у=ахг и над прямой у=  1 на проме-
, / Т  , / Тжутке от у  — до у  — ,

б) фигуры, лежащей над кривой у=-|-ах* и под прямой у = 2 на про-

/ ~2~ 2
— до -р=- .

Для площади S  заштрихованной фигуры имеем выражение:
у  Vа 2 /У а

5 =  J  ( « 2- 1 )Л с +  J  ( 2 - y « * j d x  =
1/КТ VTlа

Функция 1  2 V2  j  в области а ^  1 монотонно убывает. Поэтому ее 
наибольшее значение в этой области достигается при а= 1 и равно оно 

£ - 2 / 2 .
10 .__Ответ: а=  1, S = — —2 V 2.

5. Область допустимых значений данного неравенства состоит из всех х, 
удовлетворяющих условиям х2— Ах— 11 > 0 н 2— 5*— Зл2 ф 0, т. е. является 
объединением трех промежутков: — »  < х < —2, — 2 < х<  2— уП5# 
2+ V 15 < х <-f со. Поскольку в этой области

lofc! (х2— 4дс— 1 !>»«= I ! ? .8» I ')logs 11
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logs (*’ - 4 * -  I l) J -  2 log* < **-4*- II). 
то исходное неравенство равносильно на своей ОДЗ такому:

( 2___l _ ^ . |og*<*,-4*-»)< 0  (7)
V  l o g s  1 1 У  - 2 ^ 5 *  +  З ж «  ^ U -  ( )

Из справедливости неравенства 121 < 125 следует, что 11* < 53. или
3 311 < 5,/*. Отсюда log» I I  < у  и 2 — 1(  ̂ 1 < 0. Поэтому неравенство (7) 

равносильно такому:
logs (ДГ* —  4.Г— 11)

Зх* + 5* —2 > 0.

Последнее неравенство равносильно на ОДЗ исходного неравенства сово­
купности двух систем неравенств:

1 Зх» +  5х— 2> 0 ,  ( Зл*+5*—2< 0 ,
\ х1— Ах— 11 Зг I "  \ Ах— 11<1.

Множество решений первой системы состоит из двух промежутков:
— оо < х < — 2. 6 < х <  +  х. (8)

Все эти числа лежат в ОДЗ исходного неравенства. Множество решений 
второй системы есть интервал — 2 < х < 1/3. Из этих чисел в ОДЗ исход­
ного неравенства попадают только числа из
промежутка а  С  М

-  2 < х < 2 -  /15. (9)
Объединяя множества (8) и (9), получаем, 
что множество всех решений исходного не-

— 00<лг<— 2, — 2 < х < 2 — /15,
6 С  .1 < -+- оо.

Ответ: — оо < х < —2, — 2 < х < 2— / Гб , 6«£х < +  оо.
2.С. Обозначим точку пересечения прямой АМ со стороной CD через N 

(рис. 97). Пусть Л — высота треугольника AND, а Н — высота трапеции
8-1-4ABCD. Площадь трапеции равна - у — • Н =6//, площадь треугольника A XD

равна у  •8Н=АН. Так как по условию площадь треугольника AND в 4 раза
Н 8меньше площади трапеции, то 6//=16Л, откуда т - т - Треугольники
Л о

AND и CNM подобны по трем углам A N D = £ CNM как вертикаль­
ные; ^  M CN = £ ADN и ^  C M N = £ NAD как накрестлежащие при 
параллельных прямых). Из подобия этих треугольников получаем, что

AD СМ н —h { н \
h • °™УДа СМ = AD . " _ l e 8.(-J- -  1 ) = у .

Ответ: СЛ1 = 40/3.
10 Ю. в. Нестеренко и др. ?89



4.С. Умножим первое уравнение на 2 и сложим со вторым, тогда по­
лучим систему уравнений, равносильную исходной:

J  7х*— 14х=7,
\ З*1 — 2у* — 6х-4у = 5,

или
J  **—2х— 1=0, ,,0.
)  Зх*—2у*— 6х— 4у = 5. '  '

Умножим первое уравнение системы (10) на 3 и вычтем из второго. Полу­
чим в результате систему уравнений

I х* 2х 1 =0, {1|
\ - 2 у ‘ - 4 у+ 3 = 5 ,

равносильную исходной. Первое уравнение системы (11) имеет корни Xi = 
=  1 + / 2 ,  х ,= 1 — / 2 .  Второе уравнение имеет единственный корень 
у=  — I. Следовательно, исходная система уравнений имеет два решения: 
xt = 1+ У~2, у» =  — 1; х ,=  1— / 2 ,  у, = — I.

Ответ: х, = 1 +  / 2 ,  у, = —I; х, = 1 — / 5 ,  у, = — 1.
Ответы к вариантам 2—4.

Вариант 2. 1. х = (— I)" у + я л ,  n£Z; у = ± -^-+2лж, m£Z.

2.Н. arcsin—-t= . 3. 749 денежных единиц. 4.Н. а=  2, 5=7/2. 5. х <  
5 /2 4

< - 2 ,  1 + / 8 < х < 4 ,  х> 4 .  2.С. 1/2. 4.С. х1 = - 2  + / 2 Я ,  yt =  l + 
+  3 /277; х, = —2 — /2/7, у, =  1-3/2/7 .

Вариант 3. 1. х=±-^-+2лп, n£Z; У = (— •)*-jr+ л*. k£Z.

-./17 .  1 3 / 2 - 1 0 / 3  2.Н. J/  -g-. 3. 507 денежных единиц. 4.Н. а = 4; 5 = ------ ------- .

5. х < - 3 ,  1 + / Т 5 < х < 5 ,  х> 5 .  2.С. у .  4.С. *, =  —1 + / 2 ,  у, =

=  -2 ; х, = — 1 — /  2, у2 = —2.
Вариант 4. I. х = (—1)"+1 -2.+ЯЛ, n£Z; у = ± -^+2лт, m£Z.

2 19
2 н arcsin— /=■• 3- денежных единиц. 4.Н. а=5; 5 = — .

5 К  5 12
5. х < -1. — I < х  < 2 — / 8 ,  хэ»5. 2.С. 8/15. 4.С. х,=2, у ,= 2 +  / 3 .
х, = 2. у, = 2— / 3 .

§ 12. ФАКУЛЬТЕТ  ПСИХОЛОГИИ 

1977
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  1.
1. Область допустимых значений данного уравнения состоит из всех х, 

удовлетворяющих неравенствам: х Ф я/2+яЛ, k£Z. Функция y(x)=cos*x 
отлична 01 нуля на этом множестве. Умножая данное уравнение на cos2 х
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и используя формулу s.n®* = 1 — cos**, получим уравнение
8cos‘ *-t-2cos*<—3 = 0, (I)

равносильное исходному на его ОДЗ. Биквадратное уравнение 8f4-f 2/*— 3 = 0 
имеет два корня /1 = /2/2  н /, =  — /  2/2. Поэтому уравнение (I) равно­
сильно совокупности двух уравнений

cos х = /  2/2 и cos * =  — /2/2.
Первое уравнение этой совокупности имеет две серии решений: 

дс = я/4 + 2ля, n£Z; — я/4+2л*, k£Z.
Второе уравнение также имеет две серии решений:

* = Зл/4+2лр, p£Z; де = — Зя/4 + 2л<?, q£Z.
Все найденные корни принадлежат ОДЗ исходного уравнения. Поэтому все 
они образуют искомое множество решений исходного уравнения. Очевидно, 
что это множество можно записать в виде одной серии решений: х =

Л  , Л/Л -  - 
= j + ~ 2~ • m€ Z-

.  л . пт  _ _Отсет: Jt= —j— ^

2.Н. Уравнение касательной к графику функции у{х) в точке с коор­
динатами (.го, у(хц)) имеет, как известно, вид

У=У (*«) +  /  (ДГо) (*— *о)- 
Это же уравнение можно записать в виде у^кх + b, где к=>/ (х0), Ь = у(х0) —
— у" (xe) xt. Касательная пересекает ссь ОХ в точке с координатами

и ось Оу в точке с координатами (0, Ь). Таким образом, по­

лучаем систему условий, которым должны удовлетворять абсциссы иско­
мых точек:

- 4 > о .  к о .  *.

Учитывая, что Ь < 0. последнее уравнение можно переписать в виде к=2, 
а всю систему условий в эквивалентном виде Л = 2, Ь < 0, или, что то же 
самое, в виде

I / Ы  = 2.
\ У (**>—>/ (**)*, < о.

Так как у" (дс) = 3х*— 6х— 7, то абсциссы искомых точек удовлетворяют 
уравнению Зж*— бл—9 = 0. Его корни Xj = 3 н дг, =  — I. Проверим для 
найденных значений х выполнение условия Ь < 0. Имеем у (3)— у' (3)-3 = 

—2*3 = —21 < 0, у (— 1)— у' (— !).(—1) = 9 > 0. Таким образом, есть 
только одна точка, удовлетворяющая условию задачи. Ее координаты л»=3, 
У*~У  (3) = —15. Длины отрезков, отсекаемые касательной в точке (3, — 15)
ьа осях ОХ и OY, равны соответственно значениям выражений-- =•
= V <*о)



Omiem: единственная точка касания — точка с координатами (3, —15); 
длины отрезков 21/2 и 21. ,

3. Обозначим через * количество машин, производимых в сутки пер­
чим заводом. Тогда второй завод до реконструкции производил в сутки
f  к . 95* , 23 г—  машин, а после ввода дополнительной линии стал выпускать Щ Т Щ }
машин. Из условий задачи следует система неравенств

С *<950,
< 95* . 23* 1ЛЛП
I  100+ 100 >

82Множество решеннй этой системы есть промежуток 854j-jy < *<950. Так как

23* 95* ,числа щ  и должны быть целыми, то * должно делиться на 100 и быть

из указанного промежутка, поэтому * = 900. Следовательно, первый завод
выпускает в сутки 900 автомобилей, а вто­
рой завод до реконструкции выпускал
95—  . 900 = 855 автомобилей.

Ответ: 900 и 855.
4. Пусть ABCD— данный в условии задачи 

четырехугольник (рис. 98). Проведем диагона­
ли АС и BD. Пусть для определенности диа­
гональ АС находится от центра окружности О 
на расстоянии 9 см. Треугольник ABD вписан 
в окружность, поэтому центр этой окружности 
лежит на перпендикуляре, восстановленном 
из середины К  отрезка BD. Треугольник ACD 

вписан в окружность, поэтому центр этой окружности лежит на перпенди­
куляре, восстановленным из середины L отрезка АС. Из прямоугольного

треугольника ОКО получаем, что | KD | — ~  \ BD\ =  / | OD |*— | ОК |*, а из

прямоугольного треугольника OCL имеем | LC | =  у  | у4С | = / |  ОС |а — | OL |*.
Гак как jOD 1 = |ОС\ = R — 17 см, а расстояния от центра до диагоналей 
есть | OL | и | О/С | и по условию эти расстояния равны 9 см и 8 см, то

| /СО j = /Т7*^8*=15 см, \LC |= У 17*— 9*= У Ш  см.

Значит, длины диагоналей таковы: | BD | --30 см, | АС | = 2 /208 см. Пусть 
Г — точка пересечения диагоналей. Так как диагонали, по условию, взаимно 
перпендикулярны, то четырехугольник OKFL— прямоугольник. Значит, 
|/./-| = |(Ж |. I /7С j = | OL |. Но тогда \CF\ = \CL |— | О/С |. M F |  = M*-I +  

I OK |. I DF | ! DK | + 1 OL |, | BF \ = | ВК  | —| OL |. Отсюда следует, что 
точка F  разбивает одну из диагоналей BD на отрезки, длины которых 
равны 24 см и 6 см, а другую диагональ АС на отрезки, длины которых 
оавнм (/ 2 0 8 —8) см и (/208-f 8) см. Так как треугольники AFB, BFC,
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C F D  и A F D  прямоугольные, то длины сторон четырехугольников равны:

| DC | = У 24* + ( /208 — 8)* = V  848— 16 /208 см,
|ИО| = /24* + ( /208 + 8)* = /  848+16 /208 см,
| ВС  | = К б 1 + (  /208 — 8)* = У 308- 16 /208 см.
\АВ\ = У  6 »+ (/208  + в ^ У з О в +16 /208 см.

Ответ: длины сторон равны Ув48+16 /208 см,/8 4 8 — 16 \  20.4 см,
/308 4- 16 /208 см, У 308— 16 /208 см.

5.Н. Очевидно, что система имеет хотя бы одно решение тогда и только 
тогда, когда имеет хотя бы одно решение неравенство

х*+(2ах*+3)* < 4, (2)

полученное подстановкой в данное неравенство 2ах* вместо у.
Обозначим через /(/) функцию < +  (2о/ +  3)*. Неравенство (2) будет 

иметь решение только в том случае, когда наименьшее значение функции / (/) 
на множестве <5*0 будет меньше четырех. Вычислим это значение 1(1).

При а = 0 имеем /(/) = /+9 и наименьшее значение / (I) на множестве
О  0 равно 9, что больше 4. Следовательно, а = 0 не отвечает условию 
задачи.

Если а Ф 0, то график функции f (/) = /+(2a/+3)*=4aJf*+ (l2 a+ l)/+9 
представляет собой параболу, ветви которой направлены вверх, и абсцисса

вершины равна /# = — • ^сли *«<0. т- е* если >2a +  1 0, а *  0,
то на множестве / ^ 0  функция f (/) монотонно возрастает и, значит, ее 
наименьшее значение на этом множестве равно / (0) = 9 > 4. Таким обра­
зом, все искомые значения параметра а лежат в области 12а+ 1 < 0. В  этом 
случае точка /« лежит в области 1 ^ 0  и наименьшее значение /(/) равно

24a+1 
IGa*

Итак, все искомые значения параметра а являются решениями системы 
неравенств

(  I2a+ 1 < 0,
| 24а+1 < 4 (3)
V 16а* 

Система (3) равносильна системе

{ 12a + 1 < 0, 
64а*+24а+ 1 > 0.

Квадратный трехчлен 64a*+24a +  l имеет корни ai,* = —  ̂ ~ ., причем

~ 3~  / 5  1 - 3 +  / 5  1 .
lb 12’ а ---- Го----> — 12 ‘ Следовательно, множество
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решений системы (3), а значит, и множество значений параметра а, удов-
__3__л/~5

летворяющих условию задачи, есть промежуток а <
— 3— У  5Ответ: а <

16

16
2.С. Пусть (х«, у0) — решение данной системы уравнений. Тогда спра­

ведливы равенства:

(I +  2 log, х,у, , 2)• logx, + | дг„уо I = 1. (4)
*«—У» = 2 У  3.

Откуда вытекает, что х» и у* удовлетворяют условиям 0 < Хо+у» Ф 1, 

| хоу» | ф 1, но тогда logx#+I„tx 0y ,|= j^ —— | ^  + уо) • и потому равенство (4)

можно переписать так:
I + 2 log! xtg, 12 = log, xw, , (*#+ уо);

отсюда
4 |*о У в|= Х о + У о -

Значит, каждое решение исходной системы уравнении является решением 
системы уравнений

I = * + У.
= 2 У З .\ х - у = ?  ^ *  (5)

Подставляя х— 2 V  3 вместо у в первое уравнение системы (5), полу­
чим уравнение

4 | х(х—2 / 3 )  | = 2х—2 У  3. (6)

Так как левая часть уравнения (G) неотрицательна при любом х, то все 
решения уравнения (6) удовлетворяют условию 2х—2 У  3SsO, или 
х ^ У  3. Для освобождения от знака абсолютной величины в уравнении (6) 
разобьем область х >  У~3 на два промежутка <  х < 2
и 2 ^ 3 < *  <-(-оо и будем решать уравнение отдельно в каждом из этих 
промежутков.

В области У  3 < х  < 2 У  3 справедливо неравенство х(х—2 У~3) < 0. 
На этом множестве уравнение (6) можно переписать в виде

— 2х(х—2 У 1 ) = х — У Х
ИЛИ

2х*—(4 / з - 1 ) х - | Г з = 0 .

Получившееся квадратное уравнение имеет корни xi = — —̂  ■

и х ,- У "3 - 2 .  из которых в область )/""з<х < 2 У  3 попадает только
3 + 2  У 3 „  _  ,—

xj = ----g----• Значит, в области К З  <  х < 2 К З  уравнение (6) имеет
единственный корень xj.
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В области 2 / 1  справедливо неравенство х (дс—2 / з ) < 0 ; н л  этом 
множестве уравнение (6) можно переписать в виде 

2х (х—2 / 1 )  = х— / 1 ,

или —
2ха— (4 / 3 + 1 ) * +  / 1  = 0.

— 34-2 —Это квадратное уравнение имеет корни х ,= ---- -—  и х4 = 2 +  / 3 .

Из них в область х ^ 2  / 1  попадает только х4 = 2+  / 1 .  Значит, в об­
ласти jcS *2 / 1  уравнение (6) имеет единственный корень х4 = 2+ /"3.

2 1^3 I 3Итак, уравнение (6) имеет два корня: хх = --- -̂--  и х4 = 2+  / 1 .  Из

3__2 У"3
второго уравнения системы (5) теперь находим ух = ----^-- - и У* —

= 2— /  3. Значит, система уравнений (5) имеет два решения (xj, ух) 
и (х4, у4), и потому все решения исходной системы уравнений содержатся

3-1-2 Z  3 3— 2среди пар чисел (хь  ух) и (х4, y j ,  где х ,= ----^ — , у ,= ----^

х4= 2+  /  3, у4 = 2 — /3 . Так как х4<у4=1, то пара чисел (х4, у<) не 
удовлетворяет первому уравнению системы (1). Подставляя числа xt и ух в 
оба уравнения исходной системы, убеждаемся, что пара чисел (xj, ух) яв­
ляется ее решением.

/ 3 + 2 / 1  3— 2 / з \
Ответ: ^ ^ ^ ---- )  *
5.С. Если а = 0, то данное неравенство имеет вид — 9*+l > 0 и не 

выполняется ни для одного х.
Пусть а— некоторое число, отличное от нуля. Обозначив 3* через у, 

исходное неравенство можно переписать так:
9<2+8а/— а* < 0. (!)

Квадратный трехчлен 9/2+8а/—а2 имеет корни 1х = — а, /а = 1 а .  Если 
а— положительное число, то tx < tt и множество решений неравенства (7)

I |
имеет вид — а < I < а. Это значит, что при каждом положительном а

исходное неравенство равносильно двойному неравенству — а < 3* < -̂ -а 

а, следовательно, множество его решений есть промежуток — со < х <

< >og3 a j  • Если а — отрицательное число, то it < t\ и множество ре­

шений неравенства (7) имеет вид 1 а < / < — а. Это значит, что при 

каждом отрицательном а исходное неравенство равносильно двойному нера­

венству 1  а < 3х < —а и, следовательно, множество его решений есть 
промежуток — со < х < 1о£а (— а).
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Ответ: при а= 0 неравенство не выполняется ни для одного х; при 
а > 0 неравенство выполняется для х < — 2 + log, а; ПРИ о < 0 неравенство 
выполняется для х < log, (— о).

Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. I.  ± n/3+nk, k £ I .  2.Н. (— 3, I I).  3. В первом ящике 

644 детали, сделанных 1-й бригадой и 120 деталей, сделанных 2-й бригадой,
4. (^240 + ^20) см, ( У Ш — У Щ  см, (/ « > + ^ 6 0 ) CMi (/ 8 0  —

- К е б )  « .  5.Н. <■ > 2± Р  .  2.С. , . S ± f L .  , _ « = £ ! .

5.С. При о > 0 неравенство справедливо при всех х < log, a— 2; при а < 0 
неравенство справедливо при всех х < log, (— в) — I; при а = 0 неравенство 
невозможно ни при каких х.

Вариант 3. I .  ± л/6+л*, Ь £ Z. 2.Н. (— 3/4. — 1/4); (1/2, — 1/4).

3 . 9405, I I  115. 4. 18 см*. 5.Н. ^  < а < ~  ' +  ^  .

2.С. *, =  y ( l + K 2 + l / 5+4 V I). yt = l { - l - V 2  + Vb+4П ) ;

*« - у  (l+ V I- V  5+4FD . Уг = у (- 1 - )Z 2 -КГнТ 1 ).
5.С. При а <  0 неравенство справедливо прн всех х; при а>  0 нера-

Iвенство справедливо при всех х > logt — , а также при всех

Вариант 4. 1. ± л/3 + л*. k £  Z. 2.Н. (-1 , 76/15); (3, -8). 3. 1575, 
10 5 4. 12 У 15. 5.Н. а > 7/4. 2.С. (I. 1/2); (1/2. I). 5.С. При о < 0  не- 
ршенотво справедливо при всех х; при а > 0 неравенство справедливо при 
всех х > 3— log, а, а также при х < —2— log, а.

I 97 8
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  I.
I.  Областью допустимых значений данного уравнения является мно­

жество 0 < х < + » .  На ОДЗ исходное уравнение равносильно урввиению

(I — log, х) log, х—3 log, * + у  =  у + у  log, х.

Перейдем в этом уравнении к логарифмам по основанию 3. Получим урав­
нение

. . log, X о . _ I log, X 
lo8**) |ngi2 3|°й » * -  2 • ,ogj2 .

равносильное исходному на его ОДЗ. Последнее уравнение можно пере­
писать так:

log* х —  |о8» * —3 log, 2 j  = 0.

Теперь очевидно, что на множестве 0 < х < +  во исходное уравнение рав-
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| • 
lotfs* = 0 и 1о«,дг— у  + 3 logs 2 = 0.

Первое уравнение имеет единственный корень jrt = l, второе уравнение
-i- - з lo * .  1 у з

также имеет единственный корень дг, = З г = —^— . Оба эти числа
лежат в ОДЗ исходного уравнения и, следовательно, являются его реше­
ниями.

У зО тп е т : jrt = I , дг, = —g— .
2. Так как BD диаметр окружности, то

в л Ь ^ в с Ъ = Л/2.

Обо лньчим ABD (рис. 99) через х. тогда из прямоугольного треугольника
ABD получаем, что cosх— j . По условию |В£)| = 2, | ЛВ| = 1, знл-

I а и \
чит. cos х= 1/2, и так как х— внутренний угол 

прямоугольного треугольника ABD, тодг=-^-.

3 ^  _ Вписанные углы

ACD и ABD опираются на одну и ту же дугу
AED, значит, /4С0 =/4 BD = л Я. Из треуголь­
ника ADC по теореме синусов получаем, что 

! ЛС\ | AD\

посильно совокупности уравнений

Тогда бвС  = ХвЪ

откуда | АС\

sin ADC sin ACD 

I AD | sin ADC
sin ACD

Так как

Рис. 99,

| AD | = | AB | tg дг = У З

и £о£--п — £ в Ъ — t)BC = л — -2-— -2-, то
о 4

У55 Кп-т~т)
. я

5,0 з

Отпет: |/4С| = у ( / 2 + У б ) .

3. П е р в о е  реш ение .  Обозначим через км/ч скорость мото- 
цик аиста, через Vs км/ч—скорость велосипедиста, через км/ч—ско­
рость пешехода. Пусть с момента встречи пешехода и велосипедиста до 
встречи мотоциклиста и пешехода прошло i t ч. а с момента встречи пе­
шехода и велосипедиста до встречи мотоциклиста и велосипедиста прошло 
<1 ч. За время /, мотоциклист проехал Vutx км, а пешеход прошел V„ км.

■■ 2 sin ( т + т ) -

2 ( s‘nT  cosJ + cosT sinT )  = y ^ ^ + У®)*



Из условия задачи имеем уравнение

V M/ i- V n * i  =  6.

С момента встречи мотоциклиста и пешехода до встречи мотоциклиста 
и велосипедиста прошло (/2— *i) ч. За это время мотоциклист проехал 
Км (/,— tt) км, а пешеход прошел V„ (<а—/1) км, и так как пешеход отстал 
ма 3 км, то имеем еще одно уравнение

Vы (‘i - t J - V n  (/ ,-/i) = 3.

Из условия, что велосипедист обогнал пешехода на 3 км, получаем урав­
нение

V'u/j— Vn/| = 3.

Итак, получили систему уравнений
(  ^ „/ ,- ^ „/ , = 6.
\ V,. </,— /,)— (/,— /»)—3,
I  V ,f ,- V V ,= 3 .

Надо найти, на сколько километров велосипедист обогнал пешехода в тот
момент, когда пешехода настиг мотоциклист. Так как это произошло через
/, ч, то еа это время велосипедист проехал У„/| км, а пешеход прошел

км. Следовательно, искомое расстояние х равно (VB/i —Vn*i) км. Из
первого уравнения системы (У„ — У„) <i = 6, а из второго уравнения си-

t 3стемы (Vu—Vn){t t—t 1) = 3, откуда -— л—  —2. т. е. ft s>—-fa. Из лослед-
<s— «1

него уравнения системы Vb—Vn = —  , поэтому *=V0tx—Vntx=(Vъ—Vnl*а
= 4- *<i=2 (км).• а

В т о р о е  р еш ение .  Обозначим через V* км/ч— скорость мото­
циклиста, через V , км/ч— скорость велосипедиста, через Vn км/ч— ско­
рость пешехода. Время-, за которое велосипедист обогнал пешехода на 3 кк. 

3 1.равно тт— rj-. Из условия задачи следует, что это же время равно 
“ м—’ л

9 3 9 V I7 1
у - — у- , откуда -у  _v =  v -—у- . ИЛИ рЛ— J  . Мотоциклист

6догнал пешехода за время ^--- гг- . Следовательно, за это время велосипе-
' и — "  п

G 1диет обогнал пешехода на -г;--- it- (У ,—V„) = 6 •-~- = 2 (км).г и— г п о
Ответ: 2 км.
4.Н. Пусть (о, Ь) — пара чисел, удовлетворяющих условию задачи. Та* 

как данное равенство справедливо при любом х, то, в частности, оно верно 
при ж = л и при х = 2л. Это значит, что числа а, Ь удовлетворяют равен­
ствам

— ?a-f i l  = cos (ла+6*) — 1, (1)
6* = cos (2ла + 6*) — 1. (2)
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Из равенства (2), так как cos (2na-}-6*) «s£ I , следует, что 6S< 0. Этому 
условию удовлетворяет только 6 = 0, но тогда cos2jta=l, т. е. а— целое 
число.

Равенство (I) теперь имеет вид 1 —2а = cos л а. Так как — I <  cos гиг <  1, 
то — 1 < 1 —2а < 1 ,  или 0 < а < 1 .  В промежутке 0 < о < 1  имеется 
только два целых числа: а = 0 и а =  1.

Итак, условию задачи могут удовлетворять только следующие пяры 
чисел: о = 0, 6 = 0 и e=  1, 6 = 0. Если а = 0, 6 = 0, то данное в условии 
равенство, очевидно, будет выполняться при всех х. При в= 1, 6 = 0 дан­
ное в условии равенство также выполняется при всех х.

Следовательно, обе пары чисел а = 0, 6 —0 и а=  I, 6 = 0 удовлетво­
ряют условию задачи.

Ответ: (0, 0); (1, 0).
5. Так как / (—1) = а —6+с, ^(1)=а+6 + с, /(3) = 9a-f36+с и так 

как по условию / (— I) < 1, /(1) > — I и /(3) < — 4, то справедливы нера­
венства

/' а — 6 + с < I ,
| а4-6 +  с > — I,
I, 9а +  36 +  с < — 4.

Перепишем эта неравенства, умножив второе из них нэ (—2):
( а—Ь + с < I,
» -2а—26—2с < 2, (3)
I 9а-+-36 + с < — 4.

Поскольку все эти неравенства справедливы, то складывая почленно пра­
вые и левые части всех неравенств, получим, что справедливо неравенство 
вс < — 1. Отсюда вытекает, что коэффициент а имеет отрицательный знак. 

Ответ: а < С.
4.С. Запишем данную функцию в виде

/ ( * > = ~ ЗЛ— +12л-fsin х.

Очевидно, при всех х > 0 справедливо неравенство 

/ (дг) ^ 0 +  12л — 1 = 12л — 1.

В то же время /(Зл/2) = 0-|-12л— I = 12л— I. Значит, наименьшее значе­
ние данной функции при рассматриваемых значениях х равно 12л— I. 

Ответ: 12л — 1.
Ответы к вариантам 2—4.
Вариант 2. 1. х= Уъ/9 . 2. у ( / б - ^ 2 ) .  3. 8 км. 4.Н. (1, 0).

*• “ <»• г г ^ 1 + , ‘

Вариант 3. 1. * ,=  !. 2. У  2-f- У "6. 3. 10 км. 4.Н. (0. 0);

(I.  0); (—1. 0). 5. а > 0. 4.С. 12л— 1.
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Вариант 4. I .  * = - ^ = . 2 .  2 ( / б — / 2 ) .  3. 6 км. 4.H. (1,0).
У 5

5. а > 0. 4.С. э д ^ - , +  1-

1979
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  I.
I. Обозначим cos ж через I. Тогда данное уравнение можно перепи­

сать тгк:
/ з + 4  У  6— (16 / 3 —8 У  2) 1 = 41— V I .  П)

Очевидно, все решения уравненич (!) должны удовлетворять неравенству 
41 — /  3 Э: 0. т.е. лежать в области / ̂  /  3/4.

Каждый корень уравнения (I) будет также корнем уравнения

3+4 / б —(16 / 1 - 8  / 1 ) / = 16/*— ё /3 / + 3, (2)

полученного возведением в квадрат обеих частей уравнения (I). Уравне­
ние (2) можно переписать так:

4/2+2 ( / 1 — / 1 ) t — /*6 = 0. (3)

Уравнение (3) имеет два корня: /,= /  2/2 и 12 — — /  3/2. Корень /г не 
лежит в области /  3,4 и, значит, не удовле1воряет уравнению (1). 

Подставим <!= / 1 ,2  в уравнение (1). Левая часть уравнения равна

К з + 4  / 6 —8 / б + 8  = / (2  / 2 - / 3 ) *  = 2 / 2 -  /  3,

правая часть также равна 2 /  2— /  3. Значит, число /»= /  2/2 явля­
ется единственным корнем уравнения (I), и потому исходное уравнение 

равносильно уравнению
cos х= /  2/2.

Последнее уравнение, а значит, и исходное урав- 
ненне имеет решения х= ±л/4 + 2лп, и£2. 

Ответ: х=  ± л / 4 2 л я ,  n£Z.
2.Н. Пусть b — некоторое фиксированное по­

ложительное значение параметра. Для этого Ь 
найдем абсциссы точек пересечения графиков 
функций у(х) = Ьх'1 и «/(jr) = 1—х2 (рис. 100). Они 
будут корнями уравнения Ьх2= 1— дг2. Решая его, 

I 1находим *i=
/ м Л ’

Плоихадь/ 6 + 1
S, ограниченная кривыми у = 1 — х2 и у = Ьхг, вычисляется следующим 
об разом:

i/ k 'f t i  i / v m
ь + 1

j __ ( " _ “ 4 т г л -
-I/V6+ 1 — I/»> + 1
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Так как это выражение по условию должно быть равно числу с, то из
4 1 16соотношения -г— ■ - — = с  находим, что 6=я-т— •• Задача имеет решение3 Vb+ \  9с*

тогда м только тогда, когда число с удовлетворяет системе неравенств
г !6 . п
|  9с* °*  (4)
У с> О,

ибо первое неравенство должно выполняться, так как по условию Ь > О, 
а второе неравенство есть следствие того, что площадь фигуры должна 
быть положительна. Решения системы (4) есть интервал 0 < с < 4/3. 
Итак, задача имеет решение только для с из интервала 0 < с < 4/3; тогда

16 ,искомое значение Ь есть — I.9с*
'  Ответ: 0 < с < , 6 =  ̂ -  — 1.

3. Для освобождения от знаков абсолютных величин разобьем число* 
вую ось на промежутки

— 00 < X < —3, — 3 < х < — 2, — 2 < х <  +  »

и будем решать исходное неравенство на каждом из этих промежутков 
отдельно.

Если — о о < х < — 3, то х+3 < О и х + 2 < 0. Значит, |х+3| = 
= — (х+3), |х + 2| = — (х-|-2) и исходное неравенство имеет вид

3
— х— 3— 1Ss—х—2.

Последнее неравенство равносильно неравенству
(х+5) (х+1)

х + 4 S.O. (5)

Решая неравенство (5) с помощью метода интервалов, находим, что мно­
жество всех его решений состоит из двух промежутков: —5 < х < —4 и
— 1 < х  < +  оо. Из этих чисел в области — оо < х < — 3 лежат числа из 
промежутка —5 < х < — 4. Значит, в области — оо < х < —3 множество 
всех решений исходного неравенства есть промежуток —5 < х  < — 4.

Если —3 < х  < —2, то x + 3SsO и х+2 < 0. Значит, | х+3 | = x-f-3, 
|х+2| =  — (х+2) и исходное неравенство имеет вид

i + f c i  = * - < ' + » > •  <6 >

Неравенство (6) может быть записано в виде
3 + (х + 2)*.

х + 2 S*0,

откуда, очевидно, что оно не имеет решений в области —3 <  х < — 2. Значит, 
Исходное неравенство не имеет решений в области —3 < х < — 2.
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Если — 2 < *  < +  оо, то * +  3 > 0 и х + 2 ^ 0 .  Значит, | jc+3J=x+3.  
| * + 2 | = * + 2  и исходное неравенство имеет вид

* +  3— 1 SsJt+ 2'
Это неравенство равносильно неравенству

** + 4*+1 0. (7)* +  2
Квадратный трехчлен * ’ +4*+ 1 имеет корни *, =  — 2— У  3, дг, = 
= — 2+ У 3. С помощью метода интервалов находим, что множество всех 
решений неравенства (7) состоит из двух промежутков: — со < * < — 2— У  3, 
_ 2 < * < — 2 + / 1 .  Из этого множества в область — 2 < * <  +  оо по­
падает лишь промежуток —2 < * < —2 + |Г з .  Значит, в области 
—2 <Д(<'+оо множество всех решений исходного неравенства есть про­
межуток —2 < * < — 2+  У 3. Объединяя решения, найденные на областях
— оо < х < — 3, —3 < * <  — 2, — 2 < * <  + ос, находим, 41 о множество 
всех решений исходного неравенства состоит из двух промежутков: 
—5 < *  < — 4 и - 2  < * < —2+  У Т

Ответ: — 5 < * < — 4, —2 < * < — 2+ У~3.
4.Н. Опустим из точки В  высоту пирамиды и обозначим через Е  осно­

вание этой высоты (рис. 101). Обозначим через К, L, М середины ребер 
АС, ВС, AD соответственно. Треугольники BDC и ABC равносторонние,

значит, DL\_BC и AL^_BC. По признаку пер­
пендикулярности прямой и плоскости заключаем, 
что прямая ВС перпендикулярна плоскости ALD. 
По условию точка Р  равноудалена от вершин 
пирамиды А и С. Значит, точка Р  лежит в плос­
кости ALD. Аналогично доказывается, что 
плоскость ВМС перпендикулярна ребру AD и 
точка Я лежит в плоскости ВМС. Итак, точка 
Р  лежит на пересечении плоскостей ALD и 
ВМС. Точки L и М принадлежат двум плос­
костям ALD и ВМС. Значит, эти плоскости 
пересекаются по прямой LM  и точка Р  лежит 
на этой прямой.

Отрезок DK есть высота треугольника ACD, опущенная из вершины D. 
Так как треугольник ACD правильный, то его центр— точка Е  — лежит на 
медиане СМ. Плоскость МВС содержит перпендикуляр B E  к плоско­
сти ACD. Поэтому плоскость МВС перпендикулярна плоскости ACD. 
Отсюда следует, что перпендикуляр, восстановленный из точки С к пло­
скости ACD, лежит в плоскости МВС. Обозначим точку пересечения 
этого перпендикуляра и прямой ML через N.

Докажем, что точка Р  совпадает с точкой N. По построению прямая 
CN перпендикулярна плоскости K.DC. В частности, она перпендикулярна 
прямой KD. По условию прямые PC и KD также перпендикулярны. Если 
точки N и Р  различны, то по признаку перпендикулярности прямой и

Рис. 101.
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в

плоскости заключаем, что прямая КО перпендикулярна плоскости CPN, 
т. е. плоскости CLM. Но тогда прямая KD должна быть перпендику­
лярна прямой СМ, что неверно (угол между этими прямыми равен 2л/3). 
Итак, точки Р ч N совпадают. В дальнейшем 
вместо .V будем писать Р.

Обозначим величину ребра пирамиды че­

рез а. Тогда | ВС| = о, \СМ\ = \ВМ\ =  ̂ ~ .
Для удобства рассуждений вынесем сечение пи­
рамиды плоскостью СЛ1В на отдельный рнсу- 
нок (рис. Ю2)- Из прямоугольного треугольника 
CLM по теореме Пифагора находим, что | LA11 =

У I CM |s— | CL\*= у Г±  а * - 1 а* = О а . Рис. 102.

У  3 I У 6
У 2"

По условию | РС | / ? ■ значит, а = 2.

I 1 а У~3 У  3Так как | А\Е 1 =  у  | СЛ11 = — • — ^— = —j -  , то из прямоугольного тре­

угольника ВА\Е получаем: | BE  | =  У  | ВМ  |5 — | Л1£ |*= 1 / ^ 3 ___L —
г 3

2 / с  ГЧГ— —̂ . Объем пирамиды равени

I С I >В1 . I ° *  У~?> 2 У~6 2 У~2 
Т /4со’1ВЕ |= Т  • 4------ з = —з •

Заметим, что эту задачу можно также решить и с помощью векторов. 
Ответ: 2 У  2/3.
5. Пусть (и0, vt, юь) — тройка чисел, удовлетворяющая условию за­

дачи; тогда
3 (« ,-  3)* +  6о;+ 2и’*+ Зо*»» = 33, (8)

откуда следует, в частности, что 3(и„— 3)! <33, т. е. (и0— 3)*<11. 
Поскольку (ио— 3)! является квадратом целого числа и0—3, то («0—3)* 
разно либо 0, либо I, либо 4, либо 9. Перепишем равенство (8) в виде

3(и,-3)*+ (ш * + 2) (3с* + 2)=37.

Если (ив—3)* = 0, то (ю*+2) (3f*+2) = 37. Так как к*+2 и 3;* + 2 
Целые числа, большие I, а 37— простое число, то последнее равенство 
выполняться не может. Значит, (и,—З)2 Ф 0.

Если (н0— 3)! =1, то (»J-f-2)(3y* + 2) = 34. Поскольку и*-|-2г*2, 
&'*4-2 ^ 2  и 01*4-2, Зо® + 2  — целые числа, то либо

( и'* 4-2 = 2,
\ Зс*4-2= 17, Р )
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| it*+ 2= 17,I 0 (10)
\ 3o»+2 = 2.

Из второго равенства (9) находим, что с* = 5, что невозможно, поскольку 
— целое числс. Из первого равенства (1(4 находим, что к*=15, что 

также невозможно, поскольку wt— целое число. Значит, (и,—3)2Ф 1.
Если (и,—3)* = 4, то (t^ + 2) (3t* + 2) = 25, откуда следует, что

| if*+ 2 = 5,

Из первого равенства (11) находим, что t̂ J =  3, что невозможно. Зна­
чит, (и ,—3)* Ф 4.

Если (</,— 3)* = 9, т. е. если ив = 6 или и, = 0, то (tî -f 2) (3i*-f2)= 10. 
Так как а>* + 23»2 и 3i'* +  2Ss2, то отсюда следует, что либо

( к»+2 = 5,
ч * (12)\ 3** +  2 = 2,

либо
( * !+ 2  = 2,

\ Зг* + 2 = 5. (13)

Из первого равенства (12) следует, что к'* = 3, что невозможно. Из ра­
венств (13) получаем, что либо и>» = 0, 1>0=1, либо и’о=0, v0= — 1. Сле- 
довттелыю, исходному соотношению удовлетворяют четыре тройки чисел 
(fi, I, 0); (6, -1 , 0); (0, I, 0); (0, -1 , 0).

Ответ: (6, 1. 0); (6, — 1, 0); (0, 1, 0); (0, — I, 0).
2.С. Данная система уравнений может быть переписана так:

либо

2log,_x ( ( l —х) (у+2))+1ое, + „ (х— 1)* = 6, 
log, _ х (у+  5)— log, + „ (х+ 4) = 1. <Н)

Если (дг*, ув)— решение системы (14), то справедливы неравенства: 
1 —х, > 0, 1 — х, Ф  I, уо+2 > 0, 2 + у , Ф  1, ув + 5 > 0, х, + 4 > 0, т. е. 
если (х», у„)— решение системы (14), то число у0 удовлетворяет условиям 
i/»>— 2, у , Ф — I, а число х„— условиям — 4< х„<  1, х0 ф 0. Поэтому 
будем искать решения системы (14) среди пар чисел (х, у), удовлетворяю­
щих соотношениям — 4 < х < I, х ф 0, у > — 2, у Ф  — 1.

Первое уравнение системы равносильно на сгоей ОДЗ уравнению
l°C i-x(y+ 2) +  loc1/ + , ( l — х) = 2.

Обозначив logi_x (у+2) через г, последнее уравнение можно перепи­
сать так:

> + 4 - » .

Эю  уравнение имеет единственный корень г=1. Значит, первое уравнение
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системы равносильно в рассматриваемой области уравнению
l"gl - * (y  + 2)= l ,

(15)

или уравнению у = — х— 1. Следовательно, система (14) равносильна на 
рассматриваемой области системе

I у = — X— I,
1 l °g i-* (y  + 5) — log, + w(x+4)= I.

Подставляя (—х— 1) вместо у во второе уравнение системы (15), получим 
уравнение:

logi-*(4 — х) — log,_ х (х + 4) = I.

Последнее уравнение равносильно на рассматриваемой области уравнению 
(4— x) = log,_x ( l — х)(х + 4). или урав­

нению
4—* = (1 — х) (х+4).

Это уравнение имеет два корня: Х| = — 2 и х, = 0.
Из первого уравнения системы (15) находим 
i/i= l и у, =  — 1. Из найденных пар чисел в рас­
сматриваемую область входит только пара х1 = — 2, 
i/i= l. Она и является единственным решением 
исходной системы.

Ответ: х=  — 2, у=  I.
4.С. Обозначим через Е  центр грани ABC 

(рис. 103). Так как наклонные МА, MB, МС рав­
ны, то проекция точки М на плоскость ABC
р?вноудалена от вершин А, В, С. Это значит, что проекция течки М совпа­
дает с точкой £ или точка М лежит на прямой DE. Вообще говоря, 
возможны два случая: точки М и D лежат по разные стороны от плос­
кости ABC (на чертеже М авМ ') и точки М и D лежат по одну сторону 
от плоскости А ВС.

В первом случае
AM' < А Е+ ЕМ ' < ED + ЕМ ' = DM',

что неверно, так как > | > -L | /  А .

Рассмотрим второй случай. Тогда
M E = MD-\- ED.

Обозначим величину ребра пирамиды A BCD через а .  Имеем

Л Е  2 а } Г з  а У ~ 3

(16)

ED

ME

Подставляя эти выражения в равенство (16), получаем уравнение для
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определения а:

/ я 1 г - т / т + * / т -  <171
Возведя обе части этого ) равнения в квадрат и преобразовав, получим 
уравнение ■НЙ-Ц-о.

19которое имеет два корня: ai = l и а2 = — yg. Подстановкой убеждаемся,

чго уравнению (17) удовлетворяет только корень et = l .  Значит, ребро 
пирамиды равно 1, но тогда его объем равен

V 1 с гп 1 У 5 л / Т -  У 5 

/ 2Omaem: —j y  .

Отлеты к вариантам 2—4. *

Вариант 2. 1. * = (— 1)" ял, л 2 . Н .  6= ^  — 1; 0 < е < 

< з. - 1 - / 1 < х < - 3 ,  1 < х < 3 . 4.Н. j  У~2. 5. (1, 5, 0); 

( I,  - 5 ;  0); ( - 1 . 5 ;  0); ( - I , -5 ,0 ) .  2 . С . х = , y = j .  4.С. .

_ IOQ ft |/~0
Вариант 3. I .  x= ± ^+ 2як. k£Z. 2.H. P= g ^ ,- 1 ; 0 < q < .

3. 8 < x < 5 + / T 8 .  — 1 < x  < 2. 4.H. -6-̂ = - • 5- («. «. 3); ( I,  4, -  3);

(-1, 4, 3); (- 1 ,  4, - 3 ).  2.C. * = - - | ,  y = - i .  4.C
2 2 ----  6 У~2 '

Вариант 4. 1. x = (— l)*y-)-toi, k£Z. 2.H. a=  L . — I; 0 < b < -j-.

3. - 2 - У ~ 7 < х < -2, 4 < x< 5 . 4.H. — 1=.. 5. (1.0, 1); (- 1 ,  0, I);
Лу 2

( I,  0. 5); ( - 1 .  0. 5) 2.C. j r = - - | ,  y =  -l 4.C. '3 , y _ 3  . 6> Л _ .

§ 13. ФИЛОЛОГИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 
(отделение структурной и прикладной лингвистики)

1977
Р е ш е н и е  в а р и а н т а  I.
1. Обозначим через х число деталей в первом ящике, а через у число 

деталей во втором ящике. Тогда согласно условию имеет место система 
неравенств

х+  у > 29, 
х—2 > 3 у,

Зх—2у < G0.
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Перепишем эту систему в виде
* > 2Э — у, 
х > Зу + 2,
2 0 + y j,  > *.

Отсюда следует, что справедливы неравенства

2 0 >  29- у .

20+-J у > Зу+2.

(2)

(3)

(1)

27Неравенство (2) можно переписать в виде у > -g-, а неравенство (3) в виде
54 54 5 27 2

у < -у . Так как у  =  7 у , -^-=5 — и у — натуральное число, то у равен

либо 6, либо 7. Если у равен 6, то система неравенств (1) перепишется 
в виде

(  х >23,
{ х > 20,
{  х <24.

Ясно, что нет натуральных чисел х, удовлетворяющих ей. Значит, у=7. 
Тогда система (1) перепишется в виде

*>  22,
*>23.

X < 2 4 у ,

откуда вытекает, что существует единственное натуральное число * = 24, 
ей удовлетворяющее. Следовательно, в первом ящике 24 детали, а во вто­
ром ящике 7 деталей.

Ответ: в первом ящике 24 детали, а во втором ящике 7 деталей.
2.Н. Графики функций y (*)  = s;n* и у (дг) —cos* пересекаются вточ- 

ках, абсциссы которых удовлетворяют 
уравнению sin* = cos*. Эти точки имеют 
вид л/4 +  яЛ, k£Z, и промежутку 0 <
< * <  л/2 принадлежит только одна из них:
* = л/4. Фигура, площадь которой нам не­
обходимо найти, состоит из двух частей 
(рис. 104):

а) фигуры, лежащей под кривой 
y(*) =  cos* инадкрнвой у (л) = sin * на про­
межутке от 0 до л/4; площадь ее обозначим 
через S t;

б) фигуры, лежащей под кривой y (*)  = sin* и над кривой у (л) = cos л 
на промежутке от л/4 до л/2; площадь ее обозначим через S j.

Итак,
я/4 |Л /4

S* = J  (cos*— sin х) dx= (sin х-j-cos *) I =-V  2 — 1,

307



Л/£ я/2
St = V (sin х—cos x) dx = (— cos t —sin x) = — 1+ У  2.

я ;  4 я /  4

Поскольку искомая площадь S  = S ,- f S j, то 5 = 2 /  2 — 2.
Ответ: 2 / "2 —2.
3. Исходное уравнение равносильно уравнению

2 sin ( j ( 2 x + l ) )  sin ( £ ( 2 x » + 2 * + l ) ) = 0 ,  

которое равносильно совокупности уравнений

sin ^ у  <2х+ =0 и sin ^ у  (2x*+2x+l)j =0. (4)

» 2k__IРешения первого уравнения есть х=гС__— , k£Z. Наименьшее по­

ложительное из них получается при Л=1: xj =  y .

Решая второе уравнение, получаем, что

у  (2x*-f2x-f 1) = я т ,  m£Z,

или
2x*+2x + l— 2т  = 0, m^Z. (5)

Значит, корни второго из уравнений (4) есть корни бесконечной совокуп­
ности уравнений (5). Найдем дискриминант каждого уравнения совокуп­
ности (5): D=lf>m — 4. Так как D < 0 при каждом 0, то при любом 
т< ,  0 соответствующее уравнение из совокупности (5) не имеет решений. 
При любом т  1 соответствующее уравнение из совокупности (5) имеет

. — I — У 4 т— I - — 1-(- У 4т — I _ два корня: хт = -------------  и хт  = ------------- . Ясно, что

хт  <0, х"т > 0. Наименьший среди корней хт будет тот, который полу-
— |-( -У~з „чается при т = 1 ;  он равен х *= ---- у 1-- . Меньшее из двух чисел Xj

I _  1 4 .у~з
и х., т. е. из чисел у  и ---- -----, и будет наименьшим положитель-

3_1 2 — 1 Iным корнем исходного уравнения. Поскольку —— ^ то

— I + У зискомый корень есть х *= ---- -----.

л  V  3 — 1 Ответ: 2
4.Н. При а < 0  уравнение, очевидно, решений не имеет. Пусть а — 

фиксированное неотрицательное число. Тогда данное уравнение равносильно 
уравнению 2 |х |— х* = аг, или уравнению

| х |* — 2 | х | + а* = 0. (6)

Дискриминант квадратного трехчлена г*— 2г+а* равен 4— 4а*. Поэтому 
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при а > 1 квадратное уравнение
2%—2г + а* = 0 (7)

не имеет решений, а значит, не имеет решений и уравнение (6).
Если а — I, то уравнение (7) имеет единственный корень *=1, и 

тогда уравнение (6) равносильно уравнению | дс | = 1 и имеет два корня: 
* i  =  —  I.

Если 0 < а <  1, то уравнение (4) имеет корни г, = I
= 1— K l — аг. Следовательно, в этом случае уравнение (6) равносильно 
совокупности двух уравнений

| * | = 1 + и | * | =  (8)

Так как числа гь гг неотрицательны, то первое уравнение совокупности 
уравнений (8) имеет два решения *i, * = ± (I + У I —а2), а второе урав­
нение— два решения *,, 4 = ± (1 — У 1 — вг). При этом, если а Ф О, т. е. 
если 0 < а < I. то все эти числа различны. Если жея = 0, то*,= *4=0.

Ответ: если а<0, то нет решений; если в = 0, то 3 решения: если
О < а < 1, то 4 решения; если а=1, то 2 решения; если а > 1, то нет 
решений.

5. Пусть/1BCS—данная в условии задачи пирамида (рис. 105). Обо­
значим через К и F  точки, в которых плоскость а пересекает прямые 
СА и СВ соответственно. Прямые DK и CS лежат в плоскости /1CS. 
Если они пересекаются, то их точка пересечения принадлежит одновременно 
прямой CS и плоскости о, а это противоречит условию задачи; плоскость* 
параллельна ребру SC. Значит, КЩCS и точка 
К  лежит на ребре СА. Аналогично доказывается, 
что FEfCS и точка F лежит на ребре ВС.

Из доказанного выше следует, что треуголь­
ники BFE  и AKD подобны соответственно тре­
угольникам CBS и /4CS. Поэтому

| B F | | F E | j B E | 2
I в с  | I CS I \ B S I ~ 3 '

| Л/C | I AD I I AD | 2 '  J
\AC\ ~  I CS | M S  I 3 ■

Так как FEiCS и KD'CS, то FE'IKD. А из (9), в 
частности, следует, что | F£ |  = |AD|. Значит, рИС- 105.
Четырехугольник EDKF — параллелограмм.

.Многогранник ABFKDE составлен из трех пирамид: EKFB, EKDB, 
AKBD. Поэтому его объем Ki равен

V i =  V e k FH + V P.KDB +  V А К ВО-

Пирамиды EKFB  и EKDB  имеют общую вершину В. Площади их основа­
ний EKF  и EKD  равны ( £ А — диагональ параллелограмма EDKF ). По­
этому VEKtH = VEKDH и

V 1 = 2К + V a k h d -

В
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Обозначим через V объем пирамиды ABCS, через h$ и Л/>— расстоя­
ния от точек S и D до плоскости ABC соответственно. Так как | AD |:| -4S |=

2 2 = у ,  то hD=-^hs. Имеем

/̂4К’«о='5-5Д А 'яЛ о= у • у |  ЛВ | • | АК |-sin BAC-hD =

= у- уМв|.4МС|8!иЙЯ&.-|*5-
- ± - j - sA B c h s= ± V .

Обо?начим через Ад и Ад- расстояния от точек А и К  до плоскости 

BCS соответственно. Так как | С/С |:| СА |= - j . то АЛ =  у  Ад. Поэтому

Vbkfr =  j SFBE-hK= j  • j  | BF |.| B E \sin . 1  Ад =

= T , T , 4 |SC | ' l |SS|'sinCSS* T ^ =

= 27 - J S cfl5-,IX=27 V'

Итак. Vt = 2 • +  4 И = 5^И. Тогда VEFKDSC=^jV и искомое отно-27’27
7шение равно .

Отлет: 7/20.
2.С. Данная система уравнений, очевидно, равносильна системе

tg x-tg  ̂J  — xj =5—2/15,
I n* + y= - j ■

( 10)

Так как

tgx-tg ( т _ г ) :
in x-s:n — x  ̂ cos ^2x — — cos y  

•cos^-i — xj cos ^2x — -̂ -j -(-cos ~

sin 

cos x

то система (10) равносильна системе
/

i

q.
'  * — = 5— 2 / 6 ,

COS
M ) - ( I I )

I лх+У=-£ •

2 ^  2 /2 —
Уравнение ----—5—2 У 6 имеет единственный корень z= V~3/2;

z + К  2/2
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значит, система (11) равносильна системе
/ 3cos

I я* +  У = т .
(12)

Первое уравнение системы (12) имеет две серии решений: Х1 =  я/8 4-я/12+
+  ял, n£Z; х, =  я/8— я/12+я/л, m£Z. Тогда из второго уравнения yt=
= я/8— я/12— ял, n£Z; у, = я/8 + я/12 + ял», m£Z.

„  5я я  _ ,  я  . 5яОтвет: х ^ - ^ + л л ,  У1= ^ ~  ял, n£Z; х ^ ^ + л / л ,  у , = —ят ,
m£Z.

4.С. Пусть (х0, у0)— решение данной системы. Тогда справедливы ра­
венства

■*o + log, Ув = Уо log» 3 + log, х0, (13)
Xt log, 72 +  log, X, =2yt +  log, y0.

Складывая почленно эти равенства, получаем после приведения подобных 
членов, что справедливо равенство

*о (4 + 2 log, 3) = у0 (2 + log, 3), 
или равенство ув=2хв. Подставляя 2х0 вместо у0 в равенство (13), полу­
чаем, что справедливо равенство

Х#+  log, (2х„) = 2х0 log, 3 + log, * „

1 2 • • откуда находим, что х0=  2 |og2 3_  j : но тогда y«= 2 log,3— I ' Итак'
если данная система имеет решение, то это решение есть пара чисел

I 2(*о> Уо), где х0=  г , 3 _ 1  . У0= 21ой о3_ )  ■ Подставляя найденную пару
чисел в оба уравнения данной системы уравнений, убеждаемся, что сна 
действительно составляет ее решение.

Ответ : х=д-т— — г , у2 log, 3— 1’ * 2 log, 3— 1*
Ответы к варианту 2. 1. В первой бригаде 11 человек; во второй —

17 человек. 2.Н. -у У~3— 4. 3. у  ( У  3— 1)> 4.Н. При а < 0 нет ре­

шений; при о = 0 два решения; при 0 < а < 4 четыре решения; при а = 4
__ 11 7я .три решения; при а> 4  два решения. 5. . 2.С. х,=-^;—(-ял,О
У» = - ^ + я л ,  п С Z; х ,= ^ + я * .  у, =  - - ^ + я * ,  k £ Z .

' 2 
* —2— log,3’ y _ 2 - lo g ,3 ‘

1978

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  I.
I .  Обозначим через х число членов в первой бригаде, тогда во второй 

бригаде было 18— х человек, причем из них (15—х)— юношей. Продолжи-



и-льность дежурства любого члена первой бригады равна — часов, а про­
должительность дежурства каждого юноши второй бригады равна
24__з
—-з---  часам. По условию задачи15—*

т ? - + -  < 9-15—* *
Проделав очевидные преобразования, перепишем это неравенство так:

(<-* ») (*-Ю) ^
*(15— *)

Решая последнее неравенство методом интервалов, получим, что оно 
удовлетворяется для *  из промежутков — оо < * < 0 ,  8 < * < 1 0 и  
15 < * <  +  *>. Так как * (число членов бригады)— целое положительное 
число и так как из условия следует, что * < 15, то условию задачи 
удовлетворяет только одно число * = 9.

Ответ: в бригадах было по 9 человек.
2.Н. Прежде всего отметим, что четных цифр пять: это 0, 2, 4, 6, 8; 

нечетных цифр также пять: это 1, 3, 5, 7, 9. Пусть номер счастливого 
билета имеет вид abide), где а, Ь, с, d, е и / одна из цифр 0, I, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9; при этом на месте цифры а может стоять любая из пяти 
нечетных цифр I, 3, 5, 7, 9, на месте цифры Ь может стоять любая из 
оставшихся четырех нечетных цифр, а на месте цифры с—любая из трех 
оставшихся цифр.

Таких комбинаций будет 5-4-3. Так как на месте любой цифры d, е, / 
может быть любая из пяти четных цифр 0, 2. 4, 6, 8, то число всевоз­
можных таких комбинаций будес 5-5-5. Следовательно, всего чисел, у ко­
торых первые три цифры нечетные и отличные друг сгт друга, а последние 
три четные, есть 5-4-3*5-5-5 = 7500.

Но среди этих чисел есть такие, у которых на третьем месте стоит 
цифра 7, а на четвертом месте цифра 8. Подобно предыдущему, можно 
подсчитать, что таких чисел будет 4-3-5-5 = 300. Значит, счастливых биле­
тов будет 7500—300 — 7200.

Ответ: 7200.
3. Перепишем уравнение в виде

5 (s'n *+s.n 3*)-|-6 sin 2*-f sin 4* = 0.
Применив формулу суммы синусов к первому слагаемому и формулу синуса 
двойного угла к третьему слагаемому, перепишем исходное уравнение так:

10 sin 2 * cos * + 6 s;n 2*+ 2 sin 2* cos 2* = 0.

Это уравнение равносильно совокупности уравнений
sin2* = 0 и 5cos *+ 3  + cos2* = 0.

Первое уравнение имеет серию решений *=лл/2, п £ Z. Применив фор­
мулу косинуса двойного утла, второе уравнение перепишем так:

48

5cos x-f 3 + 2 cos**— I =0.
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Эго квадратное относительно cos * уравнение. Оно равносильно совокуп­
ное ги уравнений:

cos х = —1/2 и cos х = —2.

Уравнение cosx = — 1/2 имеет решения х = ± —— -̂2д£, k£ Z . Уравнение
О

cos *  =  —2 решений не имеет. Следовательно, все решения исходного урав­
нения есть х =  ̂ -, к £ Z; х = ± ^--|-2лп, п £Z.

Ответ: х = ~ - , к £ Z; х=±Д^4"2лл ,  л £ Z.

4.Н. П е р в о е  реш ение .  Данная функция имеет период 2л, поэтому 
ее наибольшее и наименьшее значения совпадают соответственно с наиболь­
шим и наименьшим значениями /(х) на отрезке |— л, л].

Найдем критические точки f (х). Так как f (х) дифференцируема в каж­
дой точке, то критические точки будут корнями уравнения /' (х)=0. 
Поскольку /' (дг) =(sin* x-f cos х— 1/2)' =2 sin х cos х — sin х, то для нахож­
дения критических точек имеем уравнение

Первое уравнение на интервале (— л, л) имеет единственный корень 
X) =0. Второе уравнение на этом же интервале имеет два корня: 
* ,= — л/3 и ха = л/3. Вычислим значения f (х) в критических точках:

В т о р о е  р е ш е н и е .  Пользуясь основным тригонометрическим 
тождеством sin2x-t-cos*x = l, можно написать, что

Теперь очевидно, что при всех х функция [ (х) не превосходит и при-

2 sin х cos х— sin х =0.

Это уравнение равносильно совокупности двух уравнений 

sinx = 0 и cos х = I /2.

Вычислим еще значения / (х) в концах отрезка [ —л, я|:
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нимает значение 1 ,  например, при * = у  ^cos у = у )  • Следовательно, 

наибольшее значение / (*) равно у .  Функция ^cosx — у у  принимает

наибольшее значение ^ у ^  • например, в точке дс = л (созл = —1), и по-
3 / 3 \* 3 этому наименьшее значение / (дс) равно —— I у  1 = — у  •

3 3 Ответ: шах / (jcJ=— , min /(*) = — тг •4 J  «

Б. Так как | ЛВ |=2 Я  sin ЛЕВ, где Л — радиус окружности (рис. 106), 

то sin ”  “ у " " * Поэтому либо ^£fl =  y  , либо ХеЪ =:-^-.

Случай, когда Хе Ь =  , невозможен, так как

тогда Х е в + Х в Е  = я, что противоречит теореме о 
сумме углов треугольника.

Следовательно, ЛЕВ = л/4, но тогда ВАЕ =

= я — (А В Е + А Е В )= п /2 \  значит, B E — диаметр ок­
ружности и |В£ | =  2. Кроме того, треугольник 
АВЕ равнобедренный, в нем | АЕ | = | АВ |=  /~2.

Поскольку треугольник BDE вписан в окружность и одна из его 
сторон есть диаметр этей окружности, то он прямоугольный. Поэтому
BED = n/2 — EBD=n/3, но тогда | ED | =  | BE  | sin 30°= 1, | BD | =  
= / | £ £ | 2— |££>|2= / 3 .  По условию | ВС | = | CD |. Это означает, что 
дуги ВС и CD, стягиваемые хордами ВС и CD, равновелики. По­

скольку угол BED  опирается на дугу BCD, то B D & = - y # £ Z )= y  и,
значит, |CZ)| =  | ВС | = | ED  | =  1. Искомая площадь пятиугольника ABCDE 
равна

$AHCDE =  $ А В Е  +  $ Е ЯО +  $ОЛС ="

= 1  \АВ \.\AE I +  1 1 BD И  ED  | + 1 1 BD |.| CD| sin 6d £ -

= 1  У Ъ  / 2 + 1  / 3 . 1 + 1  / 3 .1 .  sin- ^ = 1 + 1 ^ 1 .

Ответ : 1+ 3 ^  .

2.С. Пусть лс„— действительное число, являющееся решением данного 
уравнения. Тогда справедливо равенство

^ „ _ / 3  +в»х* + 2 а х , ( / б - / 1 ) - 6  / 1 + 9  = 0. (1)

Ясно, что дг» Ф 0, так как из условия задачи следует, что дс#  ̂ / Т .
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Равенство (1) можно переписать в виде

«на.( ^.9-6 y j

или, выделив полный квадрат относительно о, так:

/ 6 - / 3  У  V х л-У~3  _0 
*• / xj

Отсюда ясно, что справедливы одновременно два равенства:

,  V ^ = V % = o .
Х 9

Из второго равенства получаем, что х0= / 3 ,  но тогда из первого равен­
ства а= 1 — V~2. Легко видеть, что при найденном значении а = 1 — У  2 
число Jt„= / з  действительно есть корень исходного уравнения.

Ответ: У~3.
4.С. Область допустимых значений исходного уравнения состоит из 

всех х, удовлетворяющих условиям хг—5дг+6 Ф 0, х—3 Ф 0 и х— I > О, 
т. е. ОДЗ исходного уравнения состоит из трех промежутков: I < х < 2, 
2 < * < 3  н 3 < i .  Перейдем в логарифмах к основанию 3, тогда исходное 
уравнение на своей ОДЗ равносильно уравнению

logs | х— 2 1 logs | х— 3| = logs^ !- + lo g ,|x —3|, 
вли уравнению

logs I * — 2 1 = log,

На ОДЗ исходного уравнения последнее уравнение равносильно уравнению

I х— 2 I= ^ = i.  * (2)

Найдем решения уравнения (2), содержащиеся в промежутках а) х<2,
б) 2 < х.

а) Пусть х < 2 , тогда |дг— 2 1 = — (дг— 2) и уравнение (2) запишется
х__I 5 5

так: — jc+ 2 = —g— . Его корень x ,= - j.  Поскольку принадлежит
5

промежутку х< 2  и содержится в ОДЗ исходного уравнения, то *1 = у
является решением исходного уравнения.

б) Пусть 2 < х, тогда |х—2| = х—2 и уравнение (2) запишется
X — 1так: х—2=  . Его корень х, =  3 не принадлежит ОДЗ исходного урав­

нения. Следовательно, на этом промежутке исходное уравнение решений 
не имеет. Значит, исходное уравнение имеет единственный корень
Ч  =5/3.

Ответ: х=5/3.
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1 97 9

Р е ш е н и е  в а р и а н т а  I.
I. Пусть О] — центр меньшей окружности, Ог — центр большей окруж­

ности. Обозначим через В, D, £, С точки, в которых данные прямые
касаются окружностей (рис. 107)- 
Так как радиус, проведенный в 
точку касания, перпендикулярен 
касательной, то 0 ,B J_  ВС, ОгС\_ВС
и, значит, треугольники ОхВА и 
ОгСА прямоугольные. Они подобны 
(вертикальные углы ОхАВ и ОгАС 
равновелики), причем из условия 
следует, что коэффициент подобия

равен у .  Поэтому | О.С | = ЗЯ-Но

тогда sintf^C= j j =  у- т- е. б^АСяя—. Кроме того, |ЛС|=|/40,| cos ^  ,

| АВ |= | ОхА |cos - i , | ОхА\ = — . Легко видеть, что
sin-г-О

« о ,д с = у  I I М С  | *in < J^ =  у  6Я-6* cos-J-sin£  =  у  V I  Я*.

Рис. 107.

5 0 1 л д = 4 | 0 , / , | М в | * ' п ^  = 2 л л 
s n 6 , g 6

Я . лSlll-5- V  i

Аналогично доказывается, что треугольники ОгЕА и OxDA прямо­

угольные, причем б^А'Е = б^АЪ =  -2- и, значит. So,ас — So,ac— ^  V  3 Я*,

>0,/Ю = *0 1ЯЛS n,H A^^~-  Я*.

Искомая площадь является суммой площадей четырех треугольников 
OxBA, OxDA , 0,СИ, О,£.4 и двух секторов, опирающихся на дуги ENC
и BMD. Так как = Е ^ Х  + £о?А = 2 \ =Ц-  и бд^О =

= +  £f?V4 = 2 ; у  — j  = ~̂ ~ • то центральные углы, опирающиеся
4л

на дуги £Л^С и BMD, равны и, значит, площади большего и мень­

шего секторов равны соответственно 4 ‘"^5~(ЗЯ)г и Я *. Таким об-Z о Z о
разом, искомая площадь равна

S = 2-y /з/?*+ 2 - ^ Я * + ^ 9 Я * + ^ - Я * = 1 0 Я * (  / з  + - |л ) .  

Ответ: S - 10Я*  ̂ /  З + у  л ) .
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2. Используя формулы приведения, перепишем уравнение в виде
cos 2x-j-3 s.n х = I 4-2 sin х.

Используя формулу для косинуса двойного угла cos2х = 1—2sin*x, по­
лучим, что исходное уравнение равносильно уравнению

2 s . n x ^ s i n x - y )  =0

и, значит, равносильно совокупности двух уравнений 

smx = 0 и sm х = — .

Решения этих уравнений есть соответственно х = лЛ, k£Z, и х = (—I)"  -р—f-

4-лд, n£Z. Следовательно, множество всех решений исходного уравнения 

есть х = л£, х = (—1)',-^-4"лл' n£Z.

Ответ: х = лк, h£Z\ х = (— I)" +-ял, rt£Z.
3. Область допустимых значений неравенства состоит из всех х, удов­

летворяющих условиям: 4—х > 0 и х— I > 0, т. е. ОДЗ является интервалом
I < х < 4. На этом интервале исходное неравенство равносильно нера­
венству (4— х) (х— 1)<2. Решения последнего неравенства есть два про­
межутка: — а о < х < 2  и 3 < х < 4 - » -  Из этих решений в интервале
1 < х < 4 содержатся лишь х из двух промежутков: I <х<2 и 3<х<4.  
Значит, множество всех решений исходного неравенства состоит из двух 
промежутков: I < х < 2  и З < х < 4 .

Ответ: I < х < 2 ,  3 < х  < 4.
4. Обозначим через х ч, у ч, г ч время, за которое соответственно 

первая, вторая и третья линии могут выполнить сменное задание первой
т 1 1 1линии. Тогда за 1 ч они могут выполнить соответственно — , — , —х у г

часть сменного задания для первой линии. Производительность всех трех 
одновременно действующих линий в 1,5 раза больше производительности 
первой и второй линий, работающих одновременно, поэтому

— 4-— 4-— =  1,5 (  — 4 - ± V  х у г \ X у 1 (I)

За один час вторая и третья линии, работая одновременно, выполнят
— 4-— часть сменного задания для первой линии. Значит, для того чтобы 
У *
выполнить все сменное задание для первой линии им потребуется —— !—т- ч,

— 4-—* У
причем по условию задачи

I т7г=х_т- <2>
х 1 у

Из условия задачи также следует, что
у = х -  2. (3)
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I l l  5Из уравнения (2) находим:-- 1—  = --- — . Подставляя =---^  вместоУ Z ^4 OX “ J4т
—— 1 в левую часть уравнения (1), а также х—2 вместо у в правую 
часть уравнения (1), получаем уравнение

Т+ бл-2 4  = Т ' ( т + 1 ^ т ) ‘ (4)

После преобразований уравнение (4) можно переписать в виде
5дса— 43jt-f24 

х(дс— 2)(5.г— 24) * 
откуда получаем, что уравнение (4) име?т два корня: дг, = 8 и лг, =  3/5. Из 
условия задачи следует, что х > 2. Значит, условию задачи удовлетворяет 
лишь jc1 = 8.

Ответ: первая линия выполнит свое сменное задание за 8 ч.

5. Так как — — правильная дробь, то т  < п и потому (Зл— т ) — на- п
туральное число. Пусть р (р > I )— натуральное число, на которое можно
сократить дробь ■—0'^ . Это значит, что натуральные числа 3п—т  и

5 л -f 2т делятся на р, т. е. существуют натуральные числа N и М такие, 
что

Зл— т  = pN и 5л 2т =  рМ.
Отсюда следует, что

\ln=p(2N+M ), \lm = р (ЗМ—5/V),

т. е. числа 11л и 11/л делятся на р. Так как дробь —— несократимая,п
т. е. числа я и m не имеют общих деталей, то 11 делится на р. Поскольку 
р > 1 и 11— простое число, то отсюда следует, что р = 11.

Ответ: 11.
Ответы к варианту 2. I .  -|-/?*(2 /~3+5л). 2. k£Z;
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