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С У З  Б О Ш И

Бизнинг китобимиз педагогика инсти- 
тутларй студентлари учун э^тимоллар на- 
зарияси буйича укув кулланма сифатида 
мулжалланган. Унга авторларнинг техника 
олий укув юрглари студентларига, шунинг- 
дек, Москва Давлат сиртци педагогика 
институтининг студентларига у^иган лек- 
циялари асос килиб олинди.

Китобнинг мазмуни педагогика инпи- 
тутларининг э^тимоллар назариясидап ту- 
зилган программасининг мажбурий кисми- 
га туЛа мувофик келади Материалларнинг 
жойланиш тартибига келсак, программа ав- 
торлари томонидан т^кдим килинган схема- 
дан бирозчекиниш мумкин деб топдик. Биз 
китобимизга фойдали томонлари у к и т и ш  

тажрибамизда тасди^ланган ва илгариги ки- 
тобимизнинг тегишли бобида фойдаланилган 
лекцияларимизни асос килиб олдик (карянг: 
Р. С. Г у т е р  и Б. В. О в ч и п с к и й, Эле
менты численного анализа и математичес
кой обработки результатов опыта, Физмат- 
гиз, 1962). Шу китобдан бир катор мисол- 
лар ^ам олинди.

Китоб биринчи навбатда сиртдан уций- 
диган студентларга мулжалланган. Биз сту- 
дентларнинг китоб устида мустакил иш- 
лашларини осонлаштириш максадида унга 
батафсил та^лил килинган купгина мисол- 
лар киритишни лозим топдик. Яна шу мац- 
садни кузда тутиб, *ар бир бобнинг охи- 
рида уз-узини текшириш учун саволлар 
^ам берилган. Бу саволларнинг берилиши-



дан асосий мацсад уцувчи узи урганган 
материалининг асосий гоявий мазмунини 
цанчалик тугри тушунганлигини аниклаш- 
дир. Биз „ . . . теоремани исботланг“ ёки 
„ . .  . формулани келтириб чицаринг“ типи- 
даги саволларни иложиборича бермасликка 
Заракат цилдик.

Биз бу китобнинг ёзилишида Н. Я. Ви- 
л е н к и н н и н г  мудим ролини таъкидлай- 
миз ва унга миннатдорчилик билдирамиз, 
шунингдек, китобнинг кулёзмасини эъти- 
бор билан у^иган А. С. С о л о д о в н и к о в  
ва И.  М.  Я г л о м г а  ва китоб редактори 
Ю. А. Г а с т е в  га цатор фойдали масла- 
затлари учун миннатдорчилик билдирамиз.

Авторлар



х о д и с л  ва эх;тим ол

1-§ . АСОСИЙ ТУШ УНЧАЛАР. Э^ТИМ ОЛНИНГ КЛАССИК ТАЪ РИФ И

Ходиса дейилганда юз бериши ёки юз бермаслиги мумкин 
булган дар цандай вокеани тушунамиз. Бу жумла биз  ̂ тушу- 
надиган математик таъриф маъносида аник таъриф була ол- 
маслигини англаш цийин эмас, бирок биз шу билан чекланиш- 
га мажбурмиз

Бу тушунчани ойдинлаштириш мацсадида баъзи-бир мисол- 
лар к е л т и р а м и з .  Масалан, танга ташлашда гербли томон тушиши, 
уйин соккасини ташлашда у ёки бу очко (масалан, олти очко i 
тушиши, ук узилганда уцнинг нишонга тегиши, олдиндан бел- 
гиланган дажмда газ молекулаларининг булиши ва бошцалар 
^одисадир.

Турли додисаларни А, В, С , . . .  дарфлари билан белгилаи- 
миз.

Албатта юз берадиган ^одиса м уцаррар х;ооиса деиилади. 
Жумладан, одатдаги уйин соккасини ташлаганда олти очко
дан куп очко тушмаслиги, фацат ок шарлар солинган яшик- 
дан олинган шарнинг ок булиши ва ^оказо муцаррар додиса- 
лардир.

Аксинча, мутлацо юз бермайдиган додиса м ум кин оулм а-  
ган ^одиса дейилади. Карталар дастасидан турттадан ортик 
туз олиниши, фацат ок ва кора шарлар солинган яшикдан 
кизил шар олиниши ва ^оказо мумкин булмаган ^одисаларга 
мисол булади.

д  — бирор ^одиса булсин. А  ^одисага ц&р&мй-ц&рши 
диса деб, А  додисанинг юз бермаслигидан иборат.булган *оди- 
сани тушунамиз. Бу додисани А оркали белгилаймиз. Масалан, 
карталар дастасидан олинган картанинг кизил холли ¿булиши 
А  додиса булса, А  додиса олинган картанинг кора холли
булишини билдиради.

А ва В  додисалардан бирининг юз бериши иккинчисининг 
юз беришини йук^а чикарса, у долда А ва В биргаликдо. б у л - 
маган $ одисалар  дейилади. Масалан, уйин соккасини таш-



лашда мумкин бÿлгaн исталган очконинг тушиши (А зодиса) 
бошца сондаги очконинг тушиши ( £ ‘зодиса) билан биргалик- 
да эмас. Ж уф т сондаги очко тушиши ток сондаги очко туши
ши билан биргаликда эмас. Аксинча, жуфт сондаги очко ту
шиши (А зодиса) уч сонига каррали очко тушиши (ß зодиса) 
билан биргаликда булат , чунки олти очко тушиши дам А 
Зодиса, зам В зодиса юз беришини англатади, демак, бу 30- 
дисалардан бирининг юз бериши иккинчисининг юз беришини t 
flÿKKa чикармайди. А ва А зодисалар доимо биргаликда Ьмас- 
лигини тушуниш кийин эмас.

А, В , . . . ,  L зодисалар TÿiwaMHHH карайлик. Агар зар бир 
синов натижасида бу зодисалардан зеч булмаганда биттаси 
юз берса, у золда бу зодисаларни ягона мумкин булган 30- 
дисалар  деб аташ кабул килинган. Шунингдек, бу зодисалар, 
Зодисаларнинг т ула  группасини ташкил килади дейилади. 
Масалан, ÿftHH соккасини ташлашда бир, икки, уч, турт, беш 
ва олти очколарнинг тушишидан. иборат булган зодисалар 
тÿлa группа ташкил килади.

Энди жуда музим тушунча — зодисанинг эзт им оли  ту- 
шунчасини урганишга киришишимиз мумкин.

Чекли сондаги А и Л2, . . . ,  Ап зодисалар системасини ка- 
раймиз ва унга куйидаги шартларни куямиз:

1. Б у 3 одисаларж уф т и-ж уф т и билан биргаликда эмас, 
бошкача килиб айтганда, исталган иккита А, ва Ak й =  1,
2, . . . ,  ti, i=J=k) зодиса учун улардан бирининг юз бериши

’ иккинчисининг юз беришини flÿKKa чикаради.
2. А и  Аа, . . . ,  А п зодисалар ягона м ум кин булган jçodu- 

салар, яъни уларнинг кайсидир бири албатта юз бериши ло- 
зим.

3. Ль  Л 2, . . .  А п зодисалар тенг имконият ли. Бу шарт 
А и А2, . ■ А„ зодисалардан бироргасининг бошкаларидан куп- 
рок юз беришига ёрдам берадиган зеч кандай объектив са- 
баблар йуклигини англатади.

Айтайлик, А  зодиса берилган булиб, у A¡ „элементар“ зо 
дисалардан баъзилари юз берганда юз берсин, бошкалари юз 
берганда эса юз бермасин. Бундай золда биз А, „элементар“ 
Зодисалардан юз бериши А зодисанинг юз беришига зам олиб 
келадиганларини А  зодисага цулайлик  тугдираои деб айтамиз.

Айтайлик, каралаётган ti та А и . . . ,  А п зодисадан т 
таси А зодисанинг юз беришига кулайлик тугдирсин. У зол
да А зодисанинг эзт им оли  с/еб, А зодисанинг юз беришига 
ц ула й ли к  турдирувчи зодисалар сонининг тенг имкониятли  
барча зодисаларнинг жами сонига нисбатини айтилади.
Агар одатда кабул килинганидек, А зодисанинг ¿»зтимолини 
Р(А) оркали белгиласак, у золда таъриф буйича куйидагини 
Зосил киламиз:

Р ( А ) - — .
п

б



Келтирилган таърифни мисолда тушунтирамиз. Уйин сокка- 
сини ташлашни царайлик ва бир, икки, уч, турт, беш ва олти 
очко тушишидан иборат з^одисаларни мос равишда Л ь  А 3, . . .  
А в орцали белгилайлик. Бу зрдисалар юкорида куйилган шарт- 
ларнинг з^аммасини каноатлантиРишини осонгина текшириб 
куриш мумкин. Бундам

Я(Л,) =  Р(А2) =  . . . =  Р (А в) =  Y

булиши келиб чицади, чунки А и Л2, . . . ,  Л 6 зфдисаларнинг 
з̂ ар бирига фаь;ат унинг узи кулайлик тугдиради, яъни бу ерда 
т =  1, п — 6 .

Агар А *одиса жуфт сондаги очко тушишидан иборат бул- 
са, у з^олда унга мос равишда икки, турт ва олти очколар 
тушишидан иборат булган А 2, А4 ва Л6- з^одисалар кулайлик 
тугдиради. Шу-сабабли Л з^одиса учун т  =  3 булиб,

/ И ) - Т ~ Г
Айтайлик, В з^одиса уч сонига каррали очколар-тушиши

дан иборат булсин. У з^олда В з^одисага Л 3 ва Лв „элементар“ 
з^одисалар кулайлик тугдиради, демак, В  з^одиса учун т  =  2 
булади. Шу сабабли

Юкорида келтирилган таъриф э^т им олнин? классик таъ- 
рифи деб юритилади. Бу таъриф жуда тушунарли ва содда 
булса-да, камчиликлардан холи эмас. Бу камчиликларга кейин- 
рок батафсил тухталамиз (8-§ га ^аранг). Хозир эса юкори- 
да келтирилган таърифга асосланган з^олда эз^тимолнинг айрим 
содда хоссаларини келтирамиз.

Энг аввало, исталган- Л з^одисага кулайлик тугдирувчи *о- 
дисалар сони т  ушбу 0 < / и < й  тенгсизликларни цаноаТлан- 
тиришини пайкэш кийин эмас. Шунинг учун исталган А  
ходисанинг эх,тимоли -и»

0 < Р ( Л ) < 1
шартларни цаноатлантиради.

Сунгра Е  оркали муцаррар зрдисани белгилаймиз. Равшан- 
ки, унга *амма Аг „элементар“ з^одисалар кулайлик тугдиради, 
яъни Е  з^одиса учун т =  п  булиши лозим. Ш у сабабли м уцар- 
рар %одисаникг э^т им оли  бирга т енг:

/>(£) =  1.
Аксинча, агар U — мумкин б^лмаган з^одиса булса, бу з^ол- 

да т =  0 булиши бевосита таърифдан келиб чицади, демак, 
мумкин булмаган ходисанинг э^т им оли  н о лга  тенг;

P{U) =  0.



Эдтимол тушунчасини ойдинлаштириш мацсадида бир неча 
мисоллзр царайлик.

1 - мис о л .  Яшикда улчамлари ва огирлиги бир хил бул- 
ган учта кук, саккизта цизил ватуццизта оц шар булиб, шар- 
лар яхшилаб аралаштирилган. Яшикдэн бир марта шар олинган- 
да, кук, цизил ва ок шар чициш эдтимоли цанча?

Исталган шарнинг чицишини тенг имкониятли деб дисоб- 
лаш мумкин булганлигидан, жами « =  3 +  8 +  9 =  20 та эле- 
ментар додисага эгамиз. Агар А, В, С орцали мос равишда 
кук, цизил ва оц шар чицишидан иборат додисаларни, т и 
т2, т3 оркали эса бу додисаларга кулайлик тугдирувчи эле- 
ментар додисалар сонини белгиласак, у долда т1— 3, т 2 =  8, 

,  т3 =  9 булиши тушунарли. Шунинг учун

Р(Л) =  |  =  ° ,15; ПВ)  -  £  =  0,4; Р(С) =  |  -  0,45.

2-м и с о  л. Иккита танга бир вацтдаташланган. т(т  =  0,1,2) 
марта гербли томон тушиш эдтимоли цанча?

Иккита тангани ташлаганда мумкин булган натижаларни 
текширайлик. Равшанки, уларни

Г Г, Г Р, Р Г, Р Р

схема буйича тавсифлаш мумкин, бунда Г — гербли томон, 
Р —рацамли томон тушишини билдиради. Шундай цилиб, туртта 
элементар додиса булиши мумкин. Тангалар тугри гео
метрик формата эга ва бир жинсли деб фараз цилиниши са- 
бабли улардан бирортасининг бир томони иккинчи томонига 
нисбатан купрок тушади деб тахмин цилишга асос йуц. Шу
нинг учун бу туртала долни тенг имкониятли деб дисоблаш 
лозим. У долда т. марта гербли томон тушиш эдтимолини 
Рт оркали белгилаб, цуйидагиларни осонгина досил циламиз:

3-м и с э л . . Ёцларига 1, 2, 3, 4, 5, 6 очколар ёзилган ик
кита уйин сокцаси бир вацтда ташланади. Иккала соццада туш- 
ган очколар йигиидисининг саккизга тенг булиш эдтимоли 
цанча?

Мумкин булган жами доллар сони « =  6 - 6  =  36 та, чумки 
бир соццадаги исталган очко иккинчи соццадаги исталган оч
ко. билан бирга ту шиши мумкин. Бу барча доллар жуфти-жуф- 
ти билан биргаликда эмаслигига, тенг имкониятлигига ва тула 
группа ташкил цилишига осонгина ишонч досил цилиш мум
кин. Масалада цуйилгян саволга жавоб бериш учун очколар 
йигиндиси саккизга тенг буладиган доллар сонини дисоблаш 
лозим. Бу ташланган сокцаларда тушган очколар

2 + -6 ,  3 +  5, 4 +  4, 5 +  3 ёки 6 +  2



га тенг булганда руй беради, бунда биринчи кушилувчи би- 
ринчи содада, иккинчи кушилувчи эса иккинчи соккада туш-, 
ган очколар сонини билдиради. Бундан куринадики, иккала 
соккада тушган очколар йириндиси  саккизга тенг булишидан 
иборат булган А додисага т—5 та дол кулайлик турдиради. 
Шунинг учун

Р М ) - | .

2 - § .  МУРАККАБ Э ^ТИ М О Л Л А Р. КУШИШ ВА КУП АЙ ТИРИ Ш  
ТЕО РЕМ АЛАРИ . Ш АРТЛИ Э ^ Т И М О Л Л А Р

Берилган додисага кулайлик турдирувчи долларни бевоси- 
та дисоблаш анча цийин булиши мумкин. Шунинг учун доди- 
санинг эдтимолини аниклашда уни бошка соддарок додисалар 
комбинацияси куринишида ифодалаш кулайрокдир. Бирок бун
да додисани бошка додисаларнинг комбинацияси куринишида 
ифодалашда додисанинг эдтимоли буйсунадиган коидаларни 
билиш керак булади. Параграфда номи тилга олинган теоре- 
малар айни шу коидалар туркумига киради.

Бу теоремаларнинг биринчиси бир неча додисалардан ка- 
мидабирининг юзбериш эдтимолини дисоблашга имкон беради.

1{у ш иш т е о р е м а с и .  А ва В ÓUPZCLAUKÓCL óр amqz&h 
дисалар бргсин. Б  у %одисалардан камида бирининг юз бе- 
риш эдтимоли уларнинг э^ш имоллари йигиндисига тенг,

Р(А  ёки В) =  Р(А) +  Р(В). (1)

И с б о т  и. А и Л2, . . . ,  А„ додисалар п та тенг имкониятли 
жуфти-жуфти билан биргаликда булмаган додисаларнинг тула
группаси булсин. Агар P ( A ) = p t =  — , Р{В)  =  р^ — —
булса, у долда бу п  та элементар додиса орасида А додисага 
кулайлик турдирувчи роса т , та, В додисага кулайлик турди
рувчи poca tn2 та додиса булади. А ва В  додисалар бирга
ликда булмагани учун A¡ додисалардан деч бири А  ва В нинг 
иккаласига дам кулайлик тугдириши мумкин эмас. А  ва В  
додисалардан камида бирининг юз беришидан иборат булган 
(А ёки В)  додисага А додисага кулайлик турдирувчи Лг до
дисаларнинг дар бири, шунингдек, В додисага кулайлик тур
дирувчи Ai додисаларнинг дар бири кулайлик турдиради. Шу
нинг учун (Л ёки В)  додисага кулайлик турдирувчи элементар 
додисаларнинг жами сони т 1 -\-т 2 га тенг, бундан

Р(А  ёки В) =  ^ ± ^ -  =  ^  +  ^ = р 1+ Р2= Р ( А )  +  Р(В)
'  п п п

келиб чикади. Ана шуни исбот килиш талаб кйлинган эди*.

*т1 +  /иа <  л б^лгани сабабли Р ( А ) +  Р(В)  <  1 булиш ини кзйд циламиэ.



Юкорида иккита зодиса учун таърифланган цушиш теоре- 
маси ихтиёрий ч е к л и  с о н д а г и  зодисалар учун зам тугри* 
лигини куриш кийин эмас. Чунончи А, В,  С , . . , ,  L биргалик- 
да б улм аган  зодисалар булса, у зо лд а

Р (А  ёки В  ёки С ёки . . .  ёки ¿ ) = Я ( А )  +
+  />(£)+  P(C) +  . . .  +  P (¿ ) .  (2)

Масалан, зодисалар учта булган золда Р(А  ёки В ёки С) 
=  Р[(А ёки В) ёки С ] = Р ( А  ёки В) +  Р(С ) тенгликни ёза 
оламиз, бундан эса килинган даъвонинг тугрилиги келиб чи- 
кади. Кушилувчилар сони куп булган золда математик индук
ция методидан фойдаланиш керак булади.

Куйидаги даъво кушиш теоремасидан келиб чикадиган му- 
Зим н а т и ж а д и р :  агар А А п зодисалар ягона мум- 
кин б улга н  ва оиргаликда булмаган 3 одисалар булса, у  
Золда

Р ( А Х) +  Р(А2) +  . . . + Р ( А п) =  1. (3)

Дакикатан зам, (АХ ёки Л2 ёки . . . ёки А„) зодиса мукар- 
рар булиб, 1-§  да курсатилганидек, унинг эзтимоли бирга 
тенг. Хусусий золда, агар А ва Л зодисалар узаро карама- 
Карши зодисаларни ифодаласа, у золда

Р ( А ) + Р ( А ) =  1,

яъни и к ки т а  узаро царама-царши 3 одисанинг эзт им оллари  
йигиндиси бирга тенг.

Кушиш теоремасини мисолларда курамиз.
1 - м и с о л .  Нишонга „аъло“ базода ук узиш эзтимоли 

0,3 га, „ я хши“ базода ук узиш эзтимоли эса 0,4 га тенг. 
Отилган ук учун „яхши“ базодан кам базо олмаслик эзтимоли 
Канча?

Агар Л зодиса „аъло“ базо олишни, В  зодиса эса „яхши“ 
базо олишни билдирса, у золда

Р (А  ёки Ь) =  Р( А) + Р(В) =  0,3 +  0,4 =  0,7.

2 - м и с о л .  Ичида п та ок, кизил ва кора шар булган 
яшикда к та ок ва / та кизил шар бор. Яшикдан ранги кора 
булмаган шар олиш эзтимоли канча?

А  зодиса олинган шарнинг ок булишини, В  *зодиса эса 
унинг кизил булишини ифода килсин. Олинган шарнинг кора 
рангли булмаслиги унинг ок ёки кизил рангли булишини биЛ- 
диради. Эзтимолнинг таърифига кура

Р(А)  =  —, Р(В)  =  —
п п



булганлиги учун кора рангли булмаган шар чикиш э^тимоли 
Кушиш теоремасига кура

Р(А  ёки В)  =  Р(А)  +  Р(В)  =  -  +  -- =
' ' п п п

Бу масалани куйицагича )^ам ечиш мумкин. С  — кора ранг
ли шар чикишидан иборат ^одиса булсин. Кора рангли шарлар 
сони п — (£ +  /) га тенг булгани учун

р(С)  =  п — (к+1)  _  п — к - 1 ' 
п п

Кора рангли булмаган шарнинг чикиши С ^одисага карама- 
Карши С ^одиса булади, шунинг учун кушиш теоремасинпнг 
юкорида курсатилган натижасига кура уша

Р(С) =  1 —Р(С) =  1 -  п ~ к — =  - ^ 1
п п

натижага эга буламиз.
3 - м и с о л .  Пул-буюм лотереясида 1000 та билетли ^ар бир 

серияга 120 та пул ютук ва 80 та буюм ютук тутри келади. 
Битта лотерея билетига бирор ютук чикиш э^тимоли канча?

Агар А оркали пул ютук чикишини, В  оркали эса буюм 
ютук чикишини белгиласак, у ^олда э^тимолнинг таърифига 
кура

Р(А) =  -120- =  0,12; Р (В )— $%- =  0,08.' ’ юои ' 1000
1

Бизни кизиктираётган ){одиса (А ёки В) дан иборат, шунинг 
учун кушиш теоремасидан

Р(А ёки В) =  Р(А)  +  Р(В)  =  012  +  0,08 =  0,20

келиб чикади. Шундай килиб, бирор ютук чикиш э^тимоли 
0,2 га тенг.

Навбатдаги теоремага утишдан аввал му^им янги тушун- 
ча—шартди э*;тимол тушунчаси билан танишиш лозим. Шу 
максадда куйидаги мисолни курамиз.

Складда иккита заводда тайёрланган 400 та электр лампоч- 
каси бор булиб, шу билан бирга *амма лампочкаларнинг 75 % и 
биринчи заводда, 25 % и эса иккинчи заводда тайёрланган 
булсин. Айтайлик, биринчи заводда тайёрланган лампочкалар
нинг 83 % и стандарт талабига жавоб берсин, иккинчи завод 
учун эса бу процент 63 % га тенг булсин. Складдан тасоди- 
фан олинган лампочканинг стандарт талабларига жавоб бе- 
риш э^тимолини аниклайлик.

Стандарт лампочкаларнинг умумий сони биринчи заводда 
тайёрланган 400-0,75-0,83 =  249 та ва иккинчи заводда тайёр
ланган 400-0,25-0,63 =  63 та лампочкадан ибоват. яъни 312 та



экйнини кайд циламиз. Агар танланган лампочканинг стандарт 
булишини В  додиса десак, унинг юз беришига 400 та долдан 
312 таси кулайлик тугдиради, чунки дар бир лампочканинг 
чщиши тенг имкониятли; у долда

Р(В)  =  —  =  0,78.
400

Бу эдтимолни дисоблашда танланган лампочканинг цайси 
завод мадсулоти эканлиги дакида деч кандай тахмин килгани- 
миз йук. Агар шунга ÿxiuani бирорта талаб кУйилса, бизни 
кизиктираётган эдтимолнинг у^згариши равшдн. Масалан, агар 
танланган лампочканинг биринчи заводда тайёрланганлиги 
(А  додиса) маълум булса, у долда унинг стандарт булнш эд- 
тимоли 0,78 га эмас, балки 0,83 га тенг булади.

Бу турдаги эдтимол, яъни В  jçодисанинг Л jçoduca юз бе
риш ш арт и остидаги э^т им оли  унинг шартли э^т им оли  
дейилади ва Р А(В) куфинишда белгиланади

Агар юкорида келтирилган мисолда А оркали танланган 
лампочканинг биринчи заводда тайёрланган булишини белги- 
ласак, у долда Р А(В) = 0,83 тенгликни ёзишимиз мумкин.

Энди додисаларнинг биргаликда юз бериш эдтимолини 
дисоблашга дойр мудим теоремани таърифлашимиз мумкин.

К у п а й т и р и ш  т е о р е м а с и .  А ва В jçодисаларнинг 
биргаликда юз бериш э^т им оли  бу цодисалардан бирининг 
эдт им олини иккинчи jçодисанинг биринчи jçoduca юз берган- 
даги ш арт ли  э^т им олига купайтмасига тенг:

Р (А  ва В) =  Р ( А ) -  Р А(В). (4)

Бу ерда А ва В  додисаларнинг биргаликда юз бериши 
дейилганда уларнинг иккаласи дам, яъни дам А додиса, дам В 
додисанинг юз бериши тушунилади.

И с б о т  и. ХаР бири А додисанинг, шунингдек, В  додиса
нинг юз беришига кулайлик тугдирадиган ёки кулайлик TyF- 
дирмайдиган я  та А , , . . . , А п тенг имкониятли жуфти-жуфти 
билан биргаликда булмаган додисаларнинг тула группасини 
карайлик.

Бу додисаларнинг даммасини цуйидагича Tÿprra группага 
ажратамиз. Биринчи группага А и . . . .  А п додисалар ичида 
дам А додисага, дам В додисага кулайлик тугдирувчи доди- 
саларни киритамиз; иккинчи ва учинчи группаларга А, додиса
лар ичида бизни кизиктираётган додисалардан бирига кулай
лик тугдирадиган ва иккинчисига кулайлик тугдирмайдиганла- 
рини киритамиз; масалан, иккинчи группага А додисага 
кулайлик тугдирадиган, лекин В додисага кулайлик тугдирмай- 
дйган додисалар, учинчи группага эса В  додисага кулайлик 
тугдирадиган лекин А додисага кулайлик тугдирмайдиган 
д0дисалар киритилади; нидоят, туртинчи группага A¡ додиса-



лар ичида А з^одисага з^ам. шунингдек, В  з^одисага з$ам цу- 
лайлик тугдирмайдиганларини киритамиз.

А А з^одисаларнинг номерланиши аз^амиятга эга бул-
маганлиги сабабли ажратилган группалар цуйидагича булади:

I группа: А и А 2, . . .  ,А к', 1
II группа: A k+V А к+2, . . . .  Ацц]
III группа: ЛА+Н1 , Ай+/+2, , Ац+i+m’,
IV группа: A h , l+m+i, . . . .  А„.
Шундай «илиб, тенг имкоииятли ° ^ и ^ Г о р а с и “ а

Т Г л 7 ~ " ш  ™
та з^одиса, А *одисага нулаилик ТУ ™ ^ И в ^ 0дисага кулай- 
сага цулайлик тугдирмаидиган I ™ 'йлик туРДирмайди-
лик тугдирадиган, лекин А  ^одисага ну Q * 0дисага *ам
ган т та додиса, ва низрят, А  ^  са gop
цулайлик тугдирмаидиган л — (ft +  * +   ̂ я f хатто бир

Биз куриб утган группаларнинг 'биР°рта Д (* ли.
нечтасида *ам) битта *ам *одиса бУлм^ ялкя°гЛиИ“ одисалар со- 
гини кайд циламиз. Бу з^олда шу гру :ляпи 
нини курсатувчи тегишли сон нолга тенг оу •_ ажпати- 

Ходисаларни юцорида курсатилгандек гру 
шим^з дарз^ол ушбу

Р ( Л в а В ) = А ,  Р (А )  =  - ^ .  ^ В> =
к  4 -  т  

п

тенгликларни 5зишга имкои беради, чунки,Л 1 ва В 
нинг биргаликда юз беришига факат I гру и ХОДиса-
цулайлик тугдиради. А  з?одисага кулаилик J  ^ даги х0ДИ. 
ларнинг жами сони биринчи ва икк^  РУ йлик ХуРДИрувчи 
саларнинг умумий сонига, В  з^одисага <у ог.ттягм у ти с а -  
Годисалар сони эса биринчи ва учинчи группалардаги д а и с а
ларнинг жами сонига тенг. „..„„„„„г А холиса юз

Энди РА(М) эз{тимолни, яъни В з^одисанинг
берганлиги шартида эз^тимолини з?исоблаимиз. ^рЛД̂ Исобга 
чи ва туртинчи группаларга киритилган з$ д хРПлисанинг 
олинмайди, чунки бу *одисаларнинг РУ« ^ “ ^ . ^ ^ а л а р  
юз беришига зиддир. Демак, мумкин бу Rv„PnnaH в  чоди- 
сони энди п та эмас, балки к+1  та булади. Булардаih Я *оди 
с а г а  б и р й н ч и  г р у п п а  *  о д и са л а р и г и и а к у л а и л и к  
т у г д и р а д и .  Шунинг учун

тенгликни ёза оламиз.



Теоремани исбот к’илиш учун энди ушбу

— =  Ь 1 к
п п ' Т + 7

^ Н" 1 ТеНГЛИКНИ ёзиб’ Ундаги Учала касрни *ам юкорида хи- 
собланган э^тимоллар билан алмаштириш кифоя Биз исбот 
килиниши талаб кйлинган ф т

Р ( А  ва В)  =  Р ( А )  ■РА(В)

тенгликни ^осил киламиз.

э г а ^ э к а н л и г и ^ ч  айният к  +  Ч  0 булгандагина маънога эга эканлиги уз-узидан равшан. Бу эса А холигя
булмаган додиса булмаган барча лолларда уринли У 

А  ва В  додисалар тенг зукукли булгани учун улапнинг
^ « а с ^ Л о Г ^  

Р( А  ва В) =  Р{В)Ра (А 1 (5) 

Бу тенгликни, шунингдек, Р „ ( А ) =  эканини , исо6га

П7тиб ия —___к + т к .. т
-----------• айниятдан фойдаланиб, юкоридагип п

йул билан *осил килиш зам мумкин эди.
</нг Э*ТИМ°л УЧУН *осил кйлинган иккита ифоданинг
унг томонларини таккослаб, куп лолларда фойдали булган

Р ( А ) Р а (В) =  Р ( В ) Р в( А ) (6)
тенгликни зосил киламиз. ^

Энди купайтириш теоремасини мисоллар оркали тушунти-
раМИЗ. ■' *

4 - м и с о л .  Корхона ма^сулотининг 96 % и ярокли (А хо- 
диса) деб тан олинади. }^ар 100 та ярокли ма^сулотдан 75 та 
ен биринчи сортли (В додиса) булар экан. Тасодифан олинган 
ма^сулотнинг биринчи сортли булиш эдтимолини аникланг.

Изланаетган э^тимол А  ва В  зодисаларни биргаликда' юз 
беришидан иборат булган (А ва В) додисанинг э^тимолидир 
Шартга кура Р(А) = 0,96 ва Р А(В) -  0,75. Шунинг учун 
иаитириш теоремаси куйидаги натижани беради:

Р(А ва Я) =  0 96 • 0,75 =  0 72.

5 - м и с о л .  Айрим ук узишда ук-нинг нишонга тегиш [А хо- 
диса) эдтимоли 0,2 га тенг. Агар портлатгичларнинг 2 % и 
портламаи колса (яъни 2 % золда ук узилмай колади), укнинг 
нишонга тегиш эдтимоли канча? укнинг

В додиса укнинг отилишидан иборат додиса Ъ эса унга 
карама-карши додиса булсин. У *олда масала шартига кура



Р( В) =  0,02 булиб, кушиш теоремасининг натижасига мувофик,
=  ! _  р ф )  -  1 — 0,02 =  0,98. Сунгра шартга кура 

ЯВМ ) =  °-2-
Укнинг нишонгатегиши А  ва В ^одисаларнинг биргаликда юз 

беришидан иборат булган ^одисадир (ук отилади ва нишонга 
тегади). Шунинг учун купайтириш теоремасига асосан

Р(А  ва В) =  Р ( В )  РВ{А) = 0 ,196 .
Агар ^одисаларнинг эр клилиги  тушунчасидан  ̂фойдалан- 

сак, купайтириш теоремасининг му^им х у с у с и й  р о л и к и
хосил киламиз-

Агар иккита %одисадан бирининг э^т им оли  иккит иси-
нинг юз бериши ёки юз бермаслига натиж асида узгармлса,
у х<олда бу ^одисалар эр кли  %одасалар дейилади.

Уйин соццасининг такрор ташлашда у ёки бу очконинг ,
тушиши, шунингдек, тангани такрор ташлашда унинг у еки бу
томонининг тушиши эркли з;одисаларга мисол була олади,
чунки тангани иккинчи марта ташлашда г е р б л и  томон тушиш
э^тимоли тангани биринчи ташлашда гербли томон тушган
ёки тушмаганлигидан ^атъи назар — га тенг.

Шунга ухшаш> 01̂  ва ^°Ра шаРлаР солинган яшикдан 
олинган биринчи шар унга кайта солинса, иккинчи марта 
олинган шарнинг ок булиш э^тимоли биринчи олинган шар- 
нинг ок ёки кора булишига боглик эмас. Шунинг учун би
ринчи ва иккинчи марта шар олиш натижалари узаро эркли
булади. „ „„„„„

Аксинча, агар биринчи олинган шар яшикка каита солин- 
маса, у *олда иккинчи марта шар олинишидаги натижа бирин
чи марта шар олиш натижасига боглик равишда узгаРади» 
чунки биринчи марта шар олиниш натижасига караб яшикда 
шарларнинг состави узгаради.- Бу ерда биз б о г л щ  %одисалар
мисолига эгамиз.

Шартли э^тимоллар учун кабул килинган белгилашлардан 
фойдаланиб, А ва В  ^одисаларнинг эрклилик шартини 

Ра{В) =  Р ^ 8 ) =  Р(В)

ёКИ Р В(А) =  Р^ (А)  =  Р(А)

куринишда ёзиш мумкин.
Бу тенгликлардан фойдаланиб, эркли ^одисалар учун ку

пайтириш теоремасини куйидаги формада келтиришимиз мум-

Агар А ва В %одисалар эр к ли  булса, у %олда уларнинг  
биргаликда юз бериш э^т им оли  бу %одисалар э^т им оллари -  
нинг к$пайтмасига тенг:

Р(А  ва В) =  Р(А) ■ Р(В) (7)



Хакицатан зам, купайтириш теоремасининг дастлабкя ифо- 
дасида А ва В зодисаларнинг эрклилигидан келиб чикадиган 
Р А{В) =  Р{В)  тенгликни эътиборга олсак, исбот килиниши 
талаб килинган тенгликни зосил киламиз.

Энди бир нечта А,  В, . . . , L зодисаларни караймиз. Агар 
А, В, . . . , L зодисалардан исталган бирининг юз бериш 
эзтимоли^ боищаларининг юз бериш ёки юз бермаслигига 
боглик булмаса, у золда бу зодисалар биргаликда эркли  
дейилади*.

Зодисалар биргаликда эркли булган золда купайтириш 
теоремасини уларнинг ихтиёрий чекли сондагиси учун куйида- 
гича таърифлаш мумкин.

Б иргаликда  эркли  булган  А, В, . . .  , L зодисаларнинг 
биргаликда юз бериш эзт им оли  шу зодисалар э^т им олла- 
р инчнг купайтмасига тенг:

* Р( А  ва В  ва . .  . ва L) = Р(А)  • Р(В) . . . P(L). (8)
Бу даъво зам индукция буйича исбот цилинади.
6 - м и с о л .4 Ишчи учта автомат-станокка хизмат курсатади. 

У тухтаб цолган станокнинг олдига келиб, уни тузатиши ло- 
зим. Бир соат давомида биринчи станокнинг тухтамаслик эз- 
тимо.ии 0,9 га тенг. Иккинчи ва учинчи станоклар учун бу" 
эзтимол мос равишда 0,8 ва 0,7 га тенг. Бир соат давомида 
ишчининг станокларнинг зеч бирини олдига келмаслик эзти- 
молини аникланг.

Агар станоклар бир-бирига богликсиз ишлайди деб зисоб- 
ласак, у золда учала зодисанинг биргаликда юз бериш эзти- 
моли купайтириш теоремасига асосан ушбу купайтмага тенг* 
0,9 • 0,8 • 0,7 =  0,504.

7 - м и с о л .  Самолётни винтовкадан узилган ук билан уриб 
тушириш эзтимоли /?=0,004. 250 та винтовкадан бир йула ук 
узилганда душман самолётини уриб тушириш эзтимоли 
канча?

Битта ук узилганда с а м о л ё т н и н г  у р и б  т у ш и р и л -  
м а с л и к  эзтимоли кушиш теоремасига асосан Г—/?=0,996 га 
тенг. У золда 250 та ук узилганда самолётнинг у р и б  ту-  
ш и р и л м а с л и к  эзтимолини зодисаларнинг биргаликда юз 
бериш эзтимоли сифатида купайтириш теоремасига асосан 
зисоблаш мумкин. Бу эзтимол 0,996250 га тенг. Сунгра яна 
Кушиш теоремасидан фойдаланиб, самолётни уриб тушириш 
эзтимолини карама-карши зодисанинг эзтимоли сифатида топа 
оламиз:

1 - ( 0 ,9 9 6 ) 250̂ 0 ,6 2 .
Бундан куринадики, айрим ук билан самолётни уриб туши

риш эзтимоли жуда кичик булса-да, 250 та винтовкадан бир

* А, В,  . . . , L зодисаларнинг биргаликда зркли булиши учун улар
нинг ж уф т-ж уф т эркли булиши кифоя цилмаслигини эслатиб утамиз.



йула ÿK у з и л г а н д а ,  самолётни уриб тушириш э^тимоли сезиларли 
даражада катта булади. Бу э^тимол милти^лар сонини орттир- 
сак янада ортади. Масалан, самолётни уриб тушириш э^тимо- 
ли ’500 та винтовкадан уц  узилганда 1 - 0 , 9 9 6 50 » 0 , 8 7  га, 
1000 та винтовкадан ÿrç узилганда эса *атто 1 — и,УУЬ ~  
^ 0 ,9 8  га тенг бÿлaди.

8 - м и с о л .  Энди юкоридаги мисолни энг умумии )?олда 
та^лил килишимиз мумкин. Бирор ^одисанинг айрим синовда 
юз бериш э^тимоли р  га тенг булсин. Куйидаги иккита ма-
салани ^ал этайлик:

а) бу ^одисанинг N та эркли синовда ^еч булмаганда бир
марта юз бериш э^тимоли Р  цанча?

б) бу ){одисанинг ^еч булмаганда бир марта юз бериш 
э^тимоли Р  ушбу 1 — £ дан кичик булмаслиги учун нечта си-
нов утказиш талаб цилинади?

Юкоридаги мисолда цилинган муло)?азаларни такрорлао:
а) масаланинг ечими

Р = 1

формула билан берилишини топамиз.
б) масалани >̂ ал цилиш учун Р >  1 — s тенгсизликни ечиш 

талаб цилинади. Бу тенгсизликни ечиб,

ни ^осил циламиз.
Юкорида исбот килинган кУпайтириш теоремаси цушиш 

теоремасини бирмунча кенгайтириш, чунончи уни биргаликда 
булган ^одисалар учун *ам таркатиш имконини беради. Агар 
А  ва В ^одисалар биргаликда булса, у ^олда бу ^одисалар- 
дан ^еч булмаганда бирининг юз бериш э^тимоли бу ^одиса- 
лар э^тимолларининг йигиндисига тенг эмас. Масалан, уйин 
соц^асици ташлаганда жуфт сондаги очко тушиши А  ^одиса, 
учга каррали сондаги очко тушиши В ^одиса булса, у *олда 
(А ёки В) ^одисага 2, 3, 4 ва 6 очколарнинг тушиши нулай- 
лик тугдиради, яъни

Р ( А  ёки В) =  \ .О

Иккинчи томондан, Р ( А ) = ±  ва P ( B )  =  j ,  яъни 

р ( Д )  - j-P (ß )  =  Шундай цилиб, бу ^олда

Р( А  ёки В)  =£ Р{А)  +  Р (В).
Бу ердан куринадики, ^одисалар биргаликда булган ^олда 

rçÿiumu теоремаси узгартирилиши лозим. Бу теоремани у бир
галикда булган ^одисалар учун ^ам, биргаликда булмагал



^одисалар учун ^ам $финли бÿлaдигaн килиб таърифлаш мум- 
кинлигини куйида к$фамиз, демак, юкорида курилган кушиш 
теоремаси энди янги теореманинг хусусий ^оли булади.

К е н г а й т и р и л г а н  ц у ш и ш  т е о р е м а с и .  А ва В - и х -  
тиёрий ^одисалар булсин. Б у  jçодисалардан %ея булмаганда  
бирннанг юз бериш эх;тимоли шу %одисалар э^т им оллари-  
нинг йигандисидан уларнинг биргаликда юз бериш э^т имо- 
лининг айрилганига тенг, яъни

Р (А  ёки В) =  Р ( А )  Р{В)  — Р ( А  ва В). (9)

И с б о т и .  Л„ Л2, . . . , А п лар п та жуфти-жуфти билан 
биргаликда булмаган ^одисаларнинг тула группаси булсин.
Агар Р (А) == булса, у з(олда А  ^одисага п та элементар

^одисанинг m i таси кулайлик турдиради. Айтайлик, шу т х 
та Модиса ичида k таси В ^одисага кулайлик турдирсин, тх—ь 
таси эса унга кулайлкк турдирмасин. У *олда п та элементар 
^одисадан роса к таси ){ам А  ^одисага, з{ам В  ^одисага ку-
лайлик турдиради. Шунинг учун, агар Р(В)  =  ^  булса, В хо-

п
дисага кулайлик турдирувчи т 2 та ^одиса орасида А  *одиса 
Кулайлик турдирувчи k та ^одиса ва А ^одисага кулайлик 
турдирмайдиган т 2 — k та *одиса бор.

(А ёки В)  ^одисага кулайлик турдирувчи замма элементар 
^одисалар ё А  га, ёки В  га, ёки *ам А, цам В  га кулайлик 
турдириши лозим. Шундай килиб, бундай ^одисаларнинг жами 
сонн

(tti1 — k) -J- (т2 — к) -}- k =  тх +  т2 — k 

булиб, уларнинг э^тимоли

Р (А  ёки В) =  ™i + m2- k  =
П

=  ^ + ^ ~ ^ * =:Р(А ) + р (в ) — р (А ы В )  ]

булади. Шуни исботлаш талаб килинган эди*
(9) формулани юкорида царалган, уйин соккасини ташлашда 

тушган очколар сонига дойр мисолга татбик килиб,

Р ( А  ёки В) =  -L 4- i  _  I  . 1  =  1  
2 * 3  2  3  3

натижани >{осил киламиз. Бу эса бевосига ^исобланган натижа 
билан бир хилдир.

(1) формула (9) формуланинг хусусий ^оли эканлиги равг 
шан. Дакикатан ^ам, агар А  ва В  ^одисалар биргаликда булма* 
са, у ^олда k  =  0 булиб, бу зрдисаларнинг биргаликда юз бериш 
э^тимоли Р  (Л ва В) =  0 булади.



• 9 - ми с о  л. Электр занжирига иккита саклагич кетма-кет 
уланган. Биринчи саклагичнинг ишдан чициш э^тимоли 0,6 га, 
иккинчи саклагичнинг ишдан чикиш э^ тимоли 0,2 га тенг. Бу 
саклагичлардан )$еч булмаганда бирининг ишдан чикиши нати* 
жасида занжирда ток булмаслик э>;тимолини топинг.

Биринчи ва иккинчи саклагичларнинг ишдан чицишидан 
иборат булган А ва В ^одисалар биргаликда булгани учун 
изланаётган э^тимол (9) формула ёрдамида аницланади.

Р (А  ёки В) = 0,6 +  0,2 -  0,6 • 0,2 — 0,68.

3 -§ .  ТУЛА ЭХ.ТИМОЛ. БЕЙЕС ФОРМ УЛАСИ

Мураккаб ^одисаларнинг э^тимолларини ^исоблашда ку* 
пинча кушиш ва купайтириш теоремаларини бирга татбик 
Килишга тугри келади. Дастлаб куйидаги мисолни караймиз.

1 - м и с о л .  Ташки к$финиши бир хил, ичидаги ок ва кора 
шарлар состави ^ар хил булган учта яшик бор. Биринчи 
яшикда /и, та ок ва я, та кора шарлар, иккинчи яшикда т 2 
та ок, п2 та к°Ра шарлар, учинчи яшикда эса т 3 та ок^ва п3 
та к°Ра шарлар булсин. Яшиклардан бири таваккалига тан* 
ланиб, ундан битта шар олинади. Олинган шарнинг ок булиш 
э^тимолини топиш талаб килинади.

Дасглаб шар биринчи яшикдан олинган деб тахмин килаи- 
лик. Бундай тахмин /У, ^одисанинг юз беришини ёки г и- 
п о т е з з н и н г  з м з л г а  огш и ш и н и англатзди дсо яйтиш 
мумкин. Исталган яшикнинг танланиши тенг э.угимолли бул-
ганлигидан бу гипотезанинг э^тимоли Pff(.A) =  — оулади.

Шарларнинг состави ^акида килинган тахминга кура биринчи 
яшикдан ок шар олиш (Д ^одиса) э^тимоли

Рн  (А)  =  —«i +  «i
булади

’олринчи яшикнинг танланишидан ва ундан олинган шар
нинг ок булишидан иборат булган мураккаб *одисани карай- 
лик. Бундай ^одисанинг э^тимоли купайтириш теоремасига 
асосан

булади (олдинги параграфнинг (4) формуласига каранг).
Худди шунга ухшаш, иккинчи яшикдан ок шар олиш э*- 

тимоли ходиса (иккинчи яшикни танлаш)ва А  *одиса (ун
дан ок шар олиш) нинг биргаликда юз беришидан иборат

* Яьни *ар бир яшикнинг танланиши тенг имкониягли.



мураккаб ^одисанинг э^тимолидир, натижада бу э^тимол ку- 
йидагига тенг:

Р ( Н ,  ва Л) =  Я ( Я 2) - Я Я1( Л ) = - 1
3 т2 + п3

Учинчи яшик учун эса

Р ( Н 3 ва Л) =  Р ( Я 3) . Р я ( Л ) =  I  . _ 5 * _
* 3  /Пз+Из

булади.
А ^одиса шарни айнан кайси яшикдан олинишидан цатъи 

назар ок шар олишдан иборат ){одисани билдиради. У ^ол- 
да И и Н 2, Н 3 ^одисаларнинг биргаликда эмаслигидан (Чунки 
факат битта яшик танланади) фойдаланиб, А  зодисанинг э*ти- 
молини ^исоблаш учун кушиш теоремасини татбик кила ола- 
миз. Бу теорема куйидаги натижани беради:

Р ( А )  =  Р [ Н 1 ва А)  ёки ва А)  ёки (Н3 ва А)] =
=  Р ( Н Х)РН1{А) +  Р( Нл)РИш{А) +  Р ( И 3) РНз(А) =

= 4 (  - ~ — + - !!г - +  )•3 ' т, +  я, т-2 +  п, т3 + п3 )

Энди масалани умумий ^олда таърифлаймиз. Н и Н ъ . . . ,Нп 
биргаликда булмаган ^одисаларнинг тула группасини ташкил 
килиб, Л уларнинг *ар бири, масалан, И 1 юз берганда ЯЛ;(Л)
шартли э^тимэл билан юз берсин. Бу ^олда Л ^одисанинг юз 
бериш э^тимоли канчага тенг?

Юкорида каралган мисолдаги каби купайтириш теоремаси* 
дан фойдаланиб, Л ^одисанинг *одиса билан биргаликда 
юз бериш э^тимолини топамиз:

Р( Н,  ва А ) = * Р ( Н 1)Р„1(А).  ( 1)
Шунга ухшаш,

Р ( Н 2 ва А) =  Р ( Н 2)Р н^А ),

• '................................................. ...... (2 )
Р ( Н п ва Л) =  Р ( Н  ) Ри  (Л).П

Энди Н и И 2, . . . ,  Н„ ^одисаларнинг биргаликда булмаганли- 
гидан фойдаланиб, кушиш теоремасига асосан А ^одисанинг 
э^тимолини топиш мумкйн. (1) ва (2) тенгликларни кушиб,

Р ( А ) = Р ( И 1)Рн ( А ) + Р ( Н 2)РИй(А) +  . . . + Р(Нп)РНп{А) 

формулани ёки кискача ёзсак,
П

Р  (Л) =  2  Р ( Н 1)РИ /А) (3)
¡=1 ‘

ня ^осил киламиз.
(3) формула т ула  э^т им ол формуласи дейилади.



^ и и я в л * ;  ,;й ж = .
узаро тенг э^тимолли гипотеза бор эди.

Р ( Н Х) = Р ( Н 2) =  Р ( Н ») = \ '

у м н г о л  Снаряд портлаганда катта, уртача ва кичик 

„ а р ^ а р  Г р " а Г р Р , |сааР»о” ра

текканда унинг ЗИР*™ 111 ’ 0 3\ а о 1 эхтимоллар билан теша-
; " Л Г  зТ р ^ а  ? Г Г п а % 3а ,™ ? 'Ц * » «  - н " . « ™ » .  

^ Г з “= л _ ф о  ̂ ^ ^ ^ Т ШГтИП'
па“т?»я эхтимо. формуласидан фовдаланиб, Бейес ф орм цлат  
бЕШ С > 7 еТ ла р э% т 1м о л л а р и % р м ? л а с и  деб аталувчи м у

фориулани г р у ш а .  бернлган 
««лив та жри'б а н и ^ т к а з и ш г а  к а д а р  улардан *ар би-
рининг Р(«,> щгнмоллари 1 а'1" 1 К " " “сГ'  кг/ 'б ер ли '' 0 фараз 

Тажриба натижасида бирор А ^ 3̂ ебРеД"и1?„
5^ ; “ 3н Л а Яс ; ^ бК1 Т 1 о - р Г Г ; Г р Г„ : и Га оРлиб келиши 

МУМАйтилган фикрни мисолда тушунтирамиз.

Килиш мумкин:
1) 3 та ок ва 0 та кора ш аР 'V. \
2) 2 та ок ва 1 та кора шар ( п г),
3) 1 та ок ва 2 та кора шар (Щ),

*олда '
Р(Н, )  =  Р ( Н 2) =  Р ( Н 3) =  Р ( Я 4) =  - .

Айтайлик, тажриба натижасида ок шар О;™” 1™  ^  б^ла^

Х% Со г а к У4 Г г » ПНо ^ Г „ Г г а, Т и « Г . Г ^ ш »
б и  ла^ бирга энди ул арни тенг эчтииолли гшштезалар, деб 
х и с о б л а б  б|лма1̂ди. Масалан, Я, гичотезанинг э ,ти м м и  Я .
гипотезанинг э^тимолидан катта булади.



А  х о л и с Т ш  Т Л Т  куринишда Куяйлик: тажриба натижасида 
СпИпа Р5 Д6Ган тахминДа Н1 гипотезаларнинг эхти-
моллари т а ж р и б а д а н с у н г Кандай булади? Р *

1ажриба утказилишига кадар Н {, Н 3, . . . , Н  гипотезяляп- 
? Г аГймиТз!М°ЛЛаРИНИ М0° равишда <С оркали бе£-

/><//,)— , ( / -  1,2..........я), 2 « , - , .
г=1

Шу гипотезаларнинг А  .^одиса юз берган тажриба утказилгян 
дан кейинги э*тимолларини эса В 8 я Утказилган-лаймиз: «^л ар и н и  эса рь р2, . . . ,  р„ орцали белги-

=  Р/ (I =  1,2, , . . , п),
П

бунда 2  & =  1. чунки Н и Н 2, . . . , Н п гипотезалар аввалги- 

дек биргаликда булмаган ва ягона мумкин булган *одисалар-

Р „ ,(А )  шартли эхтимолни ш оркали , Л *одисанинг т^ла 
э^тимолинн эса Р  оркали белгилаймиз.

т е н ? ™ Гасоса"„аЙТ"Р111и те°Ре ‘и с"*'» ч в д г а н  (6)
/ 3( ^ Л , М )  =  'и(Л)Рл ( я г), 

тенгликни ёки кабул килинган белгилашларга мувофик, - ~
а1Р1 =  Р&  

тенгликни ёза оламиз. Бу.ндан

р , - “ .

синиУк| й б , УЛаГа Р  т5?ла э,'™иол““»'- (31 формуладаги „фода- 

Р4 =  — — _________ ?г£г._______
2 «*, “‘Л +  в»А +  . . .  +  «„/»„ (4)

)-1

г Г = И̂ ° СИЛ *иламиз- ^ амма Ргэ*тимолларнинг йигинди- си бирга тенглигинн осонгина текшириш мумкин.

син^берувчи3 К6ЙИНГИ э™ о л и н и н г  ифода-
лисидир { Ф0РмУла бизга керак булган Бейес форму-

мувЯофаи ^  МИС0ЛГЭ кайтамиз- *<абУл кнлинган белгилашларга

®1 =-«2 =  о3 =  а, =  — .
4



Сунгра ,
р 1 =  р Я1(Л) =  1, Р2 = — , Р г= ~ £ ’ * * - и*

Узил-кесил натижани эса (4) формулага асосан топамиз:

1
Ра {Н)  =

Т ‘ 1 +  4 '

■1-1
4

2 1 
3 +  4 ‘ 3 ' +  4 0 1+ Т  +  Т + 0

Шунга ухшаш,

Яд(Я,) =  у Ра { И ^  =  0 .

4- §. СИНОВЛАРНИ Т А К Р О Р Л А Ш . БЕРНУЛЛИ СХЕМ АСИ

Эхтимолларни цушиш ва купайтириш цоидалари ^°ДИ̂ -  
ларнинг анча мураккаб комбинациялари э^тимолларини то- 
пишга им кон беради. Биз *озир танишадиган энг °ДД™- “ У 
билан бирга анча кенг таркалган схемалардан бири э̂  си- 
новларнинг такрорланиш схемаси, шунингдек, Б ернулли

«  бери“ » Ю30 би6нРимаслиги мумкин булсин. А *одисанинг юз бериш э*тимолини 
Р ( А ) — Р оркали, унинг юз бермаслик э^тимолини эса И И )  -  
__ 1 _п =  а оокали белгилаймиз.

Кетма-кет |гказиладиган иккита эркли синовнинг мумкин
булган натижаларини карайлик. Улар бу натижаларнинг 
моллари хам келтирилган схема билан тавсифланади (1 ж д 
вал) Энди'А ^одисанинг икки марта юз бериш э^тимоли р 
га" у н т  бир марта к>з бериш э„ти«оЛи (Чайси_ сииоеда ив 
беришининг фарци йук, яъни иккита синовда бир марта Л 
ходиса ва бир марта А *одиса юз беради) 2рд га, А нинг бир 
марта *ам юз бермаслик э*тимоли д га тент булишини *и- 
соблаш цийин эмас. Бу натижалар ягона мумкин булган *о 
дисалар эканлиги равшан, шу билан бирга

рг +  2рд  +  д1 =  1.
1-ж  а д  в а л

Сичовнинг
натижалари АА АА АА А А

Э^тимоллар Р* РЧ ЧР <3*

Юкорида юритилган муло*азани синовлар сони купрок 
булган *олда *ам кийинчиликсиз амалга ошириш мумки .
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Масалан, учта синовда А  ^одисанилг кетма-кет уч марта юз 
бериш э^тимоли (бир хил ^одисаларнинг биргаликда юз бе- 
риш э^тимоли сифатида) р 3 га тенг. А ^одисанинг кайси тар- 
тибда булса *ам икки марта юз бериш э^тимолини топиш 
учун унинг икки марта юз бериши А А А, А А А, А АА  нати- 
жалардагина мумкин эканини цайд киламиз. Бу ^одисаларнинг 
^ар бирини э^тимоли р %д га тенг, демак, А ^одисанинг учта 
синовда икки марта юз бериш э^тимоли Зр*д га тенг. А ^о- 
дисанинг учта синовда бир марта юз бериш э^тимоли ва 
унинг учта синовда бир марта )$ам юз бермаслик эдтимоли 
юцоридагидек ^исобланади. Бу э){тимоллар мос равишда Зрд2 
га ва д3 га тенг булади. Юцоридагидек, бу ^олда ^ам

р 3 +  3р2д +  Зрд2 +  д3 =  (р +  д)* =  1.

Энди умумий масалани таърифлашимиз мумкин. Х ар. би- 
рида А ходисанинг юз бериш эк;тимола узгармас булган п 
та э р к ли  синов ут казилади. Б у  узгармас э^т им ол р  булсин. 
А ^одисанинг п та синовда роса т марта юз бериш э%ти- 
м оли Р т,п ни топиш т алаб  цилш ади .

Бундай масала, масалан, я  та ук узилганда улардан т та* 
сининг нишонга тегиш э^тимолини зисоблашда, шунингдек, 
Куйида цараладиган бошка купгина лолларда учрайли.

Аввало, и к кита четки хусусий ^ол, яъни Рп,п ва Р0,„ э^ти- 
молларни купайтириш теоремасига кура (^одисаларнинг бир
галикда юз бериш э^тимоли сифатида) осонгина ^исоблай ола- 
миз:

Рп,п — р п ва Ро,п ~  дп.

Энди п та синовда А ^одисанинг бирор тайин тартибда 
масалан,

А А ...А  А ...А
т  та п —т  та

^олдагидек роса т та марта юз бериш э^тимолини ^исоблай- 
миз. Бу э^тимолнинг р т д п ~ т  га тенг эканлиги равшан. Шу
нингдек, А  ^одисанинг боища бирор тартибда роса т  марта 
юз бериш э^тимоли.:?$ам р т д п ~ т  га тенг булади. п  та элемент- 
дан А  ^одиса ^ар хил тартибда т марта учрайдиган килиб ту- 
зиш мумкин булган барча схемалар сони п та элементдан т 
тадан группалашлар сони С™ га тенг булади.

Шунинг учун э^тимолларни кушиш теоремасидан фойда* 
ланиб, ушбу формулани *осил циламиз:

Рщ.п — С™ртдп ~ т= ------ - ----- р ^д п -т  (1)
э т\(п —  т)\ г  ч • \ Ч



Бу форму ладан куринадики, Рт.п эз^тимоллар

(,Р +  q)n =  Рп +  npn~'q  +  и(” . 2]) Р " - V  +  ••• +  

+  C%pmqn~m +  ... +  Яп =  1

бином ёйилмасидаги айрим к у ш и л у в ч и л а ] ^ л а Т *  ШУ
гябябли (1) формула биномиал формула деиилади.

Ш уимй ®илРиб! юкорида таърифланган м а с л а т у д а ^ а л  
килинди. Энди *осил чилинган формулани куйидаги

“ Т Г и ? о РГ Т“ нг3а 6 марта ташл.иади. Гербли томоининг
0 1, . . .  ,6 марта тушиш эз^тимоли канча?

’ Бу ’з^олда р =  д =  ~ -  Юкорида *осил килинган формула-

лан фойдаланиб, куйидаги натижаларга келамиз:
/ 1  \б 1 

р 0,б =  ■Рб.б — ("2 ) — 64 ’

15  

6 4  ’

Абшиссалар укига т нинг кийматларини, ординаталар уци- 
ra Р  нинг кийматларини жойлаштириб, юкорида олинган 
Гатижаларни график оркали тасвирлаш мумкин (1-расм) Герб- 
л и  т о м Г н ^ушишининг энг катта эр тм о л л и  сони т - З э к а н и  
ли томон.ту ЭХТИМ0Л уз-узича унча катта эмас.
РаТ ам и соРл Ёнилги билан тулдирилган резервуарга карата 

o«  VU узилади Резервуарга биринчи ук текканда теши- 
лади иккинчи ук текканда эса ёнилги ёна бошлаиди. Агар 
узилган укнинг резервуарга 
тегиш э^тимоли 0,2 га тенг 
булса, резервуарни ёндириб р  i 
юбориш э^тимоли канчаР g g '
Аввало,карама-карши з^оди
санинг эз^тимолини, яъни ре- 
зервуарнинг ёнмаслик эз т̂и* 
молини топамиз. Бу з^одиса 
резервуарга теккан уклар 
сони б и р д а н  катта булмаган- 
да юз беради ва унингэ*-
I имоли

Я0.8 +  Рх* =  я8 +  W
га тенг.

/ г з * 5 6' т



Бу ерда р  — 0,2 ва <7 =  0,8 булганлиги сабабли 
Рол +  Л , s =  (0,8)8 +  8 • 0,2 • (0,8)7 %  0,503.

Бундан резервуарни ёндириб юбориш э^тимоли 
Р  =  1 — 0,503 =  0,497 

га тенг булиши келиб чицади.
т  нинг усиши билан Р т,„ э^тимолнинг аввал усиши, ке- 

йин эса- т. нинг бирор кийматидан бошлаб камайиши 1 - миеол- 
да куриниб турибди. Бу умумий ^олда ^ам Уринли экан- 
лигини курсатамиз ва т  нинг шундай кийматини аниклаймизки, 
унинг бу ^ийматида берилган п. ва р  учун Рт п эхтнмол энг 
катта булади.

Ёнма-ён турган иккита Р П1П ва Рт+ э^тимолларни так- 
Кослаймиз:

Р т,п = ------ 5!______ ртдп -  т =  я (Д - 1 ) ( и - 2 ) . . . ( Д - 1 Я  +  1)

т\(п  -  /я)! 4 т !  Х

X p mqn ~ m,

Р т  + „п = = ------------------ -- ------------------Dm + 1а п ~  т ~  1 ==
( т + \ ) \ ( п - т - \ ) \  Р  Я

„ « ( я - 1) ( » - 2) . . .  ( , - «  + !) ( „ - „ )  я _ 1
( « +  1)! И 4 .  ' 

Кейинги ^аднинг олдинги ^адга нисбати
р т + un .. п — т р 

Р т . п  т  +  1 q  ( '

булади. Бу нисбатдаги иккинчи ^  купайтувчи т га боглиц 

булмаган узгармас катталик. Биринчи —  т купайтувчи эса
т + 1  J

tn усиши билан камаяди, чунки т усганда унинг сурати ка- 
майиб, махражи усади. Бундан фойдаланиб, ушбу катор тенг- 
сизликларни ёза оламиз:

^  =  Р'"> •> Ùhl v. Рп,п _  £
Ч  Р о , п  Р и п ^ " ' ^  Р п - и п  ~ Щ

1ажрибалар сони п ни np~>q ва nq~>p  тенгсизликлар 
уринли буладиган даражада етарлича катта деб фараз килсак 
у *олда е ’

P i n  Р
^ > 1  ва - ^ < 1

. 0,л Ип-1, п
тенгсизликлар уринли булади.

Р
Шундай килиб, ■ -™+1,д нисбат т  нинг кичик киймат-

т, п

ларида бирдан катта булиб, кейин эса бирдан кичик булади.



р
Шундай (i бутун сонни танлаймизки, у учун J~ L-  >  1, аммо

р
т нинг барча ш >  ¡j. кийматларида -  +- ’— <  1 тенгсизлик

т , п

уринли булсин. Бошцача цилиб айтганда,
/ и < (х бУлганда Ртп < Р т+1,„, 
от—I«, булганда < ^ » + 1.«, 
от>ц булганда Рт п >  Р т+и„т

Р  эз^тимол от =  (А да (берилган я  учун) энг катта кий- 
матга эга булиши равшан. Агар Р^+Ьч = jP11,n булса, бу эз^ти- 
мол /и нинг иккита т = (*  ва m =  ¡j. +  l кийматларида энг кат
та кийматга эришади. Аввало (*■ ни бу охирги ^олда анн^лай- 
миз. Бу ерда

Р М-1 ,п ’ п ~ *  Р  _ 1

бундан эса
пр — рр =  м  +  q

ни з{0сил циламиз, демак, p =  np-?-q.
Бинобарин, агар np — q бутун сон булса, з^одиса юз бери- 

шининг энг катта эз^тимолли сонлари p — tip — q ва |̂  +  1 
=-пр — q +  1 =  (п +  \)р  булади.

Агар tip — q бутун сон булмаса, у зрлда нисбат
*т,п

дар^ол бирдан катта цийматидан бирдан к и ч и к  кийматпга ута- 
ди. Фараз килайлик, [* шундай бутун сон булсинки, унинг 
учун

_ 5 i i _  >  1 ва <  1р Р* V-.П

тенгсизликлар уринли булсин. (2) формулага мувофиц,

Ра,п Л - 11+1 р
------ = --------- • —  >  1.

* я
Демак,

пр — цр -+ р >  (i<7, яъни ¡J. <  пр  +  р.

Иккинчи томондан,



еки

пр -  v-p <  № + q,
демак, (х >  пр — q.

Шундай килиб, n p — q бутун сон булмаганда ¡а учун ушбу

n p - q < ] j . < n p - \ - p  (3)

тенгсизликлар э^осил булиб, улар п та тажрибада А >?одиса- 
нинг энг катта э^тимолли юз бериш сони ётадиган чегаралар- 
ни* курсатади.

Хосил килинган формулалар татбиц килинадиган яна бир 
мисолни куриб чицамиз.

3 -м  и с о  л. Уйин соккаси кетма-кет туккиз марта ташла- 
нади. Учга булинадиган очколар тушишининг-энг катта э^ти- 
молли сони цанча?

Бу э^тимолни, учга булинадиган очколар купи билан 
икки марта тушиш э^тимолини, шунингдек, учга булинади
ган очколар аник уч марта тушиш э^тимолини ^ам ^исоб- 
лаймиз.

Учга булинадиган очколар тушиш э^тимоли р =  — га тенг.
3

(3) тенгсизликка асосан ^одисанинг энг катта э^тимолли сони 
учун

о  1 2 .  1 . 29 • --------I1 <С 9 • — I—
3 З 1 3  3

ни топамиз, бундан ц =  3. ( 1) формулага асосан, ^одисанинг 
роса уч марта юз бериш э^тимоли:

P3 9 == C 3 ( 1 W 1 Y  =  Í376% 0,278.
3'9 Ч  3 )  \  3 )  19683

Учга булинадиган очколарнинг купи билан икки марта ту
шиш эз{тимоли эса йигинди сифатида ^осил килиниши мум- 
кин:

Р =  V +?,*■+ Р * ~  ( ! ) ’+  Cí }  ( |  )*+ С5 ( |  )* ( | ) ’~  0,378.

4 - м и с о л .  Корхонада ишлаб чикарилган деталнинг брак 
булиш э^тимоли 0,005 га тенг. 10000 та деталдан иборат пар- 
тиядаги брак деталлар сони: а) роса 40 та, б).купи билан 70 
та булиш э^тимоли канча?

* п р  +  р  —  { п р  —  q ) = p  +  q =  1 булганлигидан (пр —q, n p + q )  интер- 
валникг узунлиги бирга тенг ва унда албатта роса битта бутун сон мав- 
жуд.



Бу ерда р  =  0,005, ^ =  0,995, « = 1 0 0 0 0 ,  «г =  40 булгани 
учун биринчи саволга бевосита Рт п =  С™ р т д п~т формула 
воситасида жавоб бера оламиз:

Р (т  =  40) =  РП110000 -  С«000 (0,005)40 • (0,995>9960=

=  10000! - (0,005)40 (0,995)9960.
40! 99601

Иккинчи саволга жавоб бериш учун э^гимолларни кушиш 
теоремасидан фойдаланамиз. У з^одда изланаётган эз^тимол 
Куйидаги йигинди оркали ифодаланади:

70 70

Р ( 0 < « г  <  70) =  2  Рт. юооо =  2 С "оооо(0,005)т  • (О,995)1000°-т .
т =0 /л—0

Хакикатан з?ам, агар брак деталлар купи билан 70 та бул- 
са, у з$олда улар ё 0 та, ёки 1 та, ёки 2 та, ёки . . .  , ёки 
70 та. Бу з^одисаларнинг з^аммаси биргаликда эмас.

Шундай цилиб, куйилган иккала саволга жавоб бера ол- 
дик. Бирок бу ерда талаб килинадиган з^исоблаш ларни бажа- 
риш амалда жуда огир. Бу нарса бизни шуларга ухшаш ма- 
салаларни такрибий булса-да, лекин осонрок з{ал килишга 
имкон берадиган бошкача формулаларни излашга мажбур ки- 
лади. Бундай формулаларни кейинрок (И бобга царанг) кура- 
миз.

5- §. Э^ТИ М О ЛЛАРН И  ^И СО БЛ АШ Л АРГА Д О И Р  МИСОЛЛАР

Бу параграфда биз олдинги параграфларда куриб чицилган 
теоремалар асосида з^исобланадиган э^тимолларга дойр бир 
нечта мисоллар караб чицамиз. Купчилик. лолларда мумкин 
булган турли имкониятларни комбинаторика формулаларига 
асосланиб тугридан-тугри з^исоблаш керак булади.

1 - м и с о л .  Лотереяда жами « та билет бор булиб,улардан 
т  таси ютукли. & та билети бор кишига з^еч булмаганда битта 
ютук чикиш эз^тимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Аввал карама-царши з^одисанинг, яъни битта 
з а̂м билетга ютук чицмаслик эз^тимолини з^исоблаймиз. Хар 
бир билетга ютук чициши ёки чицмаслиги олдиндан ёзиб ку- 
йилган деб тасаввур цилайлик (1965 йилги ва кейинги йиллар- 
даги китоб лотереясида шундай килинган эди). «  та билетдан 
/г тасини танлашнинг жами сони 6 " га тенг булиб, улар тенг 
имкониятлидир. Ютук чицмайдиган билетлар с они«  — «г та 
булгани учун бизни ц и з и к т и р а ё т г а н  ^арама-карши зрдиса— 
битта з а̂м билетга ютук чицмаслигига кулайлик тугдирувчи 
элементар з$одисалар сони п —т та элементдан £ тадан тузиш 
мумкин булган группалашлар сони Скп_т га тенг.



Шундай цилиб, битта ^ам билетга ютук чикмаслик эхтимо- 
ли эхтимолнинг таърифига кура Скп_т : с* нисбатга тенг. Та- 
лаб килинаётган ^одиса —?̂ еч булмаганда битта билетга ютук 
чикиш эхтимоли ^озиргина куриб чикилган ^одисага карама- 
карши булгани учун кушиш теоремасининг натижасига кура

C Í тР  — 1_ "
ск

булади. Бу эса изланаётган э^тимолдир.
2 - м и с о л .  Бир партия товар 100 та буюмдан иборат бу- 

либ, улар орасида бешта брак буюм бор. Агар ма^сулотни 
кабул килиш шартларига кура текшириладиган ^ар 50 та 
буюм орасида купи билан битта брак буюм булишига йул 
куйиладиган булса, бу партиянинг таваккалига танланган ярми 
текширилганда партиянинг кабул килиниш э^тимолини толинг.

Е ч и л и ш и .  А ходиса таваккалига олинган 50 та буюм 
орасида битта хам брак буюм булмаслигини билдирсин. 100 та 
буюмли партиядан .50 тасини С^  та )$ар хил усул билан олиш 
мумкин. Бу сонни барча мумкин булган тенг имкониятли дол- 
ларнинг жами сони деб караш мумкин. Ярокли булган жами 
95 та буюмдан 50 тасини СЦ та турли усул билан танлаш 
мумкин. Бу сон А  ^одисага кулайлик тугдирувчи элементар 
^одисалар сонй эканлши равшан, чунки бундай группалар- 
нинг хар бирида брак буюмлар йук. У золда А ходисанинг 
эхтимоли

/50 

^  100

булади.
Сунгра, В  ^одиса орасида роса битта брак буюм булган 

50 та буюмли партияни танлашни билдирсин. Агар ^амма брак 
буюмлар номерланган деб ^исобласак, >;ар бирида битта тайин 
номерли брак буюм булган группаларнинг жами Сони га 
тенг. Кайси номерли брак буюмнинг группага кирганлиги 
а^амиятга эга булмаганлиги учун В додисага кулайлик туг
дирувчи ^олларнинг жами сони C¡ ■ га, В  нинг эхтимоли 
эса

С\ . СЦ
Р ( В)  =  - ± щ *

°100

га тенг.
А ва В ^одисалар биргаликда булмаганлиги учун изланаёт

ган э^тимол КУШИШ теоремасига асосан ^исобланади:

р  — И ( А  ёки В)  =  85 а, 5 0,181.
Ч<)0



3 - м  м со л. Юзта деталдан иборат партияда óO та брак 
деталь бор. Таваккалига учта деталь олинади. Олинган детал- 
лар орасида роса битта брак деталь булиш э^тимоли канча?

Е ч и л и ш и .  Аввалги мисолдагидек муло^аза юритиб, мум- 
кин булган тенг имкониятли золларнинг жами сони га, 
э^тнмоли изланаётган ^одисага кулайлик турдирувчи доллар 
сони эса С • С 0̂ га тенглигини топамиз. У ^олда изланаётган 
э^тимол:

Л о о .з А  0,448.
°100

Курнб чикилган 2- ва 3-мисоллар бирор умумий схеманинг 
хусусий зуоллари булиб, бу схемани турли терминларда баён 
Килнш мумкин. Бу схемани шарли яшиклар терминларида 
таърифлаш айникса кулайдир. Кейинги мисолда ана шундай 
йул тутилган.

4 - м и с о л .  Яшикда N  та шар булиб, улардан М  таси ок, 
N — М  = L таси кора. Таваккалига я  та шар олинади. Олин
ган п та шар орасида роса т та ок шар булиш эзп’имоли 
Pn. m Ik , т\  ни топиш талаб килинади.

Е ч и л и ш и .  Ок шарлар 1, 2,..., М  номерларга, кора шар- 
лар эса М +  1, М +  2, . . . ,  N  номерларга эга буладиган ки- 
либ, барча шарларни тасаввуримизда номерлайлик. Исталган 
п та шарнинг чикиши тенг имкониятли булиб, барча мумкин 
булган элементар зрдисалар сони С£  га тенг.

Бизни кизиктираётган ^одисага олинган я  та шар орасида 
роса т. та ок шар булган доллар кулайлик тугдиради. Бундай 
з^олларнинг жами сони С"}, чунки жами М  та ок шардан ис
талган tn таси чикиши мумкин. Энди кора шарларга келсак, 
улар I =  я — т та булиши керак, бундай группаларни танлаш 
усуллари сони эса га тенг. Ок шарларнинг *ар
бир группаси кора шарларнинг з^ар бир группаси билан ком- 
бинацияланиши мумкинлигидан, э^тимоли изланаётган ходиса- 
га кулайлик тугдирувчи золларнинг жами сони С™ • С\ ку- 
пайтмага тенг булади.

Демак, изланаётган эз^тимол
г*т W /'■я — m

=  (1)
^

3- ва 4- мисолларда *осил килинган формулалар з?аки- 
катан з а̂м (1) формуланинг хусусий зуоллари эканини осонгина 
куриш мумкин. Группалашлар сони учун маълум ифодалардан 
фойдаланиб, ( 1) формулани куйидаги куринишда ёза оламиз:

Р„ м(п, пг) = ----- - M\L\(N— n)\n\---------  -2 .



Барча N — п, М  — т, 1~ — 1 айирмаларнинг мусбатлиги ма- 
сала мазмунидан равшан.

Энди м(п, 0) э^тимолни, яъни олинган п та шарнинг
х;аммаси кора булиш э^тимолини топамиз. ( 1) формулага кура

С°М С % _ М  _  П ( М - п )  1

Бу натижани (2) формуладан дар^ол *осил килиш мумкин, 
чунки бу ерда т — О, 1 — п.

5 - м и с о л .  Пачкадаги 12 та умумий дафтарнинг еттитаси • 
катак дафтар, бештаси чизикли дафтар. Таваккалига 6 та даф- 
гар олинган. Олинган дафтарлар орасида к а т а к  дафтарлар сони
ва ч и зи к л и  д а ф т а р л а р  сони бир  хил б у л и ш  э^тим оли  к ан ч а?

Е ч и л и ш и .  Бу мисолда юкорида та^лил килинган схемани 
пайкаш кийин эмас, шу сабабли тайёр натижадан фойдалапи- 
шимиз мумкин. Бу ерда N — 12, М =  7, ¿ =  5, п  =  6, 
т — 1 =  3. (2) формулага кура

71 5! 6! 6! 2 5  л  0 0

<6 ' 3 > —  ' 31 4! 31 21 121 ^ а ^ 0 ’3 8 -

6 - м и с о л .  Зачёт олиш учун укитувчи 50 та масала тайёр- 
лади, улардан 10 таси э^тимоллар назариясига дойр, 20 таси 
дифференциал тенгламалар назариясига дойр ва 20 таси ин
теграл ^исоб назариясига дойр. Студент зачёт топшириши 
учун у таваккалига олган биринчи масалани ечиши кифоя. 
Агар студент э^тимоллар назариясидан олинган масалаларнинг
5 тасини, дифференциал тенгламалардан олинган масалалар
нинг 15 тасини ва интеграл дисобдан олинган масалаларнинг 
18 тасини еча олса, студентнинг зачёт топшира олиш э^тимо- 
ли канча?

Е ч и л и ш и .  50 та масаладан исталган бирининг олинишини 
тенг имкониятли деб ^исоблаш лозимлиги равшан. У з^олда 
масалани интеграл ^исобдан олиш (//,  гипотеза) ёки диффе
ренциал тенгламалардан олиш (Я 2 гипотеза) э^тимоллари 
бир-бирига тенг:

Р{Н\)  — Р(Н3) — 0,4.

Масалани э^тимоллар назариясидан олиш (Н3 гипотеза) э)?ти- 
моли эса

Р { Н3) = 0,2

булади.
Агар олинган масаланинг ечилганлигини А  ^одиса десак, 

у ?{Олда бу ^одисанинг турли гипотезалардаги э^тимоли ку* 
йидагича булади:

Р„ДА) =  0,9, РНДА) = 0,75, Я„.(Л)=0,5.



Тула э^тимол'формуласига асосан эса А  ^одисанинг э^тимоли:

Р ( А ) ^ = ^ Р ( Н 1)РН1(А)=:0,А -0,9 + 0 ,4 -0 ,75  +  0,2- 0,5 =  0,76. 
.=1 ^

7 - ми со  л. Юкоридаги масала шартларида, студентнинг 
зачёт топширгани маълум булса, у э^тимоллар назариясига 
дойр масала ечган булиш э^тимолини топинг.

Е ч и л и ш и. Гипотезалар э^тимолларининг Бейес форму- 
ласидан фойдаланамиз. Биздан А ^одиса юз берган деб тахмин 
килинганда И ъ гипотезанинг э^тимолини топиш талаб цилина- 
ди. 3-§ даги (4) формуладан фойдаланиб, куйидагини ^осил. 
Киламиз:

„  , „  V Р ( Н 3) Р н  ( А )  0 , 2  • 0 ,5Р.  (п , )  =  . ' ^  ’ — 1___ L —о 1Я2
Р ( А )  0 ,7 6

8 - м и с о л .  52 карталитулик дастадан таваккалига битта 
Карта олинади. Ихтиёрий холли расмли („Корол“, „Дама“, 
ёки „Валет“) ёки .карга“ карта олиш э^тимоли канча?

Еч.и лиш.и. Карталар дастасида ^аммаси булиб 12 та расм
ли карта (^ар бир холли карталардан 3 тадан) булганлигидан

12 3расмли карта олиш э^тимоли —  =  —  га тенгбулади. „Карга“
. 5 2  13

карта олиш э^тимоли эса — га тенг. Энди кушиш теорема-

сидан фойдалансак кифоя. Бирок каралаётган ^одисалар бир- 
галикда эканлигини дисобга олиш лозим булгани учун кенгай- 
тирилган кушиш теоремасидан в а 2 - §  даги (9) формуладан 
фойдаланиш зарур. Бунинг учун ^одисаларнинг биргаликда 
юз бериш э^тимоли, яъни расмли „карга“ карта олиш э^ти- 
молини топишимиз керак. Бундай карталар эса учта, демак, 
тегишли э)?тимол 3/52 га тенг. Бинобарин, 2-§ даги (9) фор- 
мулага асосан изланаётган э^тимол учун

3  1 3  2 2

13 +  4 ~  5 2  =  5 2  =  0 , 4 2 3

кийматни з^осил киламиз.
9 - м и с о л .  Баскетболчининг тупни турга тушириш э^тимо- 

ли 0,6 га тенг. У тупни 8 марта ташлаган. Тупнингтурга роса
2 марта тушиш э^тимолини топинг. Тупнинг турга тушиши- 
нинг энг катта э^тимолли сонини ва унга мос э^тимолни 
топинг.

Е ч и л и ш и .  Тупнинг турга роса икки марта тушиш э^ти- 
моли 4-§ даги (1) формулага асосан топилади. Бу ерда «-=8 ; 
р  — 0,6; д =  0,4; т — 2. У ^олда

$

р м  -  с; (0,6)’ • (0,4)* -  У  • 0,36 • 0,0041 Яг 0,041.

Т П Т и  азок;у 
л а м  (ютизхоыеч)



Тупнинг турга тушишининг энг катта э^тимолли сони [а учун 4-§ 
даги (3) тенгсизликка эга эдик, ундан

8 . 0,6 -  0,4 <  р < 8  • 0,6 +  0,6
ёки

4,4 <  [а <  5,4
келиб чицади, бундан эса ^ = 5 .  Бу сонга мос э^тимол:

Рь,в =  q • (0 ,6)" • (0,4)* =  0,078 • 0,064 ^  0,28.

Олдинги мисол бундан илгариги параграфда каралган эрк- 
ли ^синовларни такрорлашнинг Бернулли схемасига асосан 
ечилди. Бундан кейинги мисолларда нисбатан умумийрок, чу- 
нончи синовларнинг мумкин булган натижалари иккитадан 
ортик булган зол царалади.

1 0 - м и с о л .  Уйин пилдироги 6 та секторга ажратилган 
булиб, уларнинг *ар бирига 1, 2, 3 рацамлардан бири ёзил- 
ган; бунда зар бир ракам икки мартадан такрорланади. Пил- 
дирок уч марта айлантириб куйиб юборилади. Бунда тушган 
ракамлар йигиндиси 6 га тенг булиш э^тимоли канча?

Е ч и л и ш и .  Бу ерда Бернулли схемасига нисбатан уму
мийрок схемага эгамиз, чунки *ар бир  ̂ синов натижасида учта 
зодисадан бири юз бериши мумкин. Бирок ^аР бир синовда 
барча натижалар тенг имкониятли булганлиги учун масалани 
ечишни бизга яхши маълум булган усуллардан фойдаланишга 
келтира оламиз.

)^ар бир синовда учта натижа олиш мумкин булиб ( 1, 2 
ёки 3 тушиши мумкин), учала синов натижалари узаро эркли 
(ва демак, улар бир-бири' билан исталганча комбинациялаша 
олади) булганлигидан мумкин булган барча элементар зодиса- 
лар жами сони З3 =  27 га тенг. Энди бизни кизиктираётган 
^одисага кулайлик тугдирувчи элементар зрдисалар сонини 
аниклаш колади. Бунинг учун 6 сонини учта кушилувчи йи
гиндиси куринишида нечта усул билан ифодалаш мумкинли- 
гини аниклаш керак.

Барча кУшилувчилар натурал сонлардир. Кушилувчилар- 
нинг тартибини ^исобга олмасак, 6 сонини учта кушилувчи- 
нинг йигиндиси шаклида факат икки хил ифодалаш мумкин:

6 =  1 + 2  +  3, 6 =  2 +  2 +  2.
Булардан иккинчиси факат битта золда—пилдирокни уч 

марта куйилганда, уларнинг заммасида 2 тушган золдагина 
мумкин. Биринчи золга келсак, ундаги кушилувчиларнинг 
Уринлари ихтиёрий равишда алмашиши мумкин. Демак, пил
дирокни уч марта куйилганда тушган очколар йигиндиси 6 га 
тенг булиш зодисасига кулайлик тугдирувчи яна Ря =  6 та 
элементар зодиса мавжуд. Шундай килиб, бизни кизиктираёт
ган зодисага кулайлик тугдирувчи имкониятлар сони 7 та 
булиб, изланаётган э^тимол эса 7/27 га тенг.



)^ар бир' синовдаги барча натижалар тенг э^тимолли бул- 
гани учун масалани ечиш осон булди ва у асосан изланаёт- 
ган ^одисага кулайлик тугдирувчи имкониятлар сонини з?и- 
соблашга келтирилди. Кейинги мисолда бирор конкрег сонда- 
ги имкониятлар ва .бирор конкрет сондаги синовлар учун 
умумий схема царалади.

11 - м и со  л. Айтайлик, *ар бир синов натижасида учта 
А и А 3, А 3 ^одисалардан бири мос равишда/7,, р 2, р ъ э^тимол- 
лар билан юз берсин. Учта синов угказилади. Мумкин булган 
^одисаларнинг ^ар бирини &(& =  0, 1, 2, 3) марта юз бериш 
э^тимолини аницланг.

Е ч и л и ш и. Аницлик учун А, ^одисанинг ^ар хил сон 
марта юз бериш э^тимолини кузатамиз. Шу нуцтаи назардан 
Л2 ёки А3 ^одисаларнинг юз беришн биз учун а^амиятга эта 
эмас ва синовнинг фа^ат иккита натижасини—А 1 ^одиса юз 
беришини ёки юз бермаслигини каРашимиз мумкин. Бу нати- 
жаларнинг юз бериш э^тимоллари мос равишда р х ва </, =  1 —
— =  /72 4- Ря га тенг булади, чунки А и Л2, А 3 зодисалар *ар 
бир синовда тула группа ^осил килади.

Бу ^олда учта синовнинг мумкин булган натижаларини 
уларга мос э^тимоллар билан биргаликда цуйидаги жадвал 
ёрдамида ёза оламиг:

2- ж а д  в а л

Мумкин
булган

натижалар
Л ^Л , А 1А1А 1 л, л и , А ХАХАХ А1А ХА1 А ХА ХА Х А ХА ХА1

Э.угимоллар Р\ Р\Ч 1 р \ я  1 Р\Яг Р\Я\ РхЯ\ Р\Я\ Я\

А 1Л 1А 1 комбинация, масалан, А х ^одиса биринчи ва учинчи 
синовларда юз бериб, иккинчи синовда юз бермаганини кур- 
сатади, демак, иккинчи^ синовда ё Л2, ёки Л3 ^одиса юз бера- 
ди. Шундай цилиб, АХА ХАХ комбинация ё АХА 2А Х, ёки А ХА3А Х 
комбинациянинг юз беришига тенг кучли. Шунга ухшаш, 
Л,Л,Л, комбинация куйидаги туртта комбинациялардан бири- 
нинг юз беришига тенг кучли:

Л2Л1Л21 А2Л1Л3, Л3Л1Л2, А 3АхА 3.
Учта синовда А х ^одисанинг исталган сон марта юз бериш 

э^тимолн келтирилган жадвалдан осонгина топилади:
Я 3( 0 ) = р ( а , а Г а , )  =  =  (Р 2 +  Р ^ >

Р * 0 )=  Р ( А ХАХА Х) +  Р ( А 1А хА х) +  Р( АхАхА х) =
_  =  З а <71 =  З/МРа +  Р з) \_  ' (3)

/>,( 2) =  Р( АХА 1А Х) +  ^ ( А , А ХА Х) +  Р( А , А 1А1) =  '¿р\чх =
=  3р \(р 2 +  р г),

^з(З) —Р  ( А ХА ХА Х) = / ^ ,



Юкоридаги мулозазаларни долган зодисалар учун зам так- 
рорлаш мумкинлиги равшан, демак, (3) формулага ухшаш 
формулалар Л2 ва -^з ^одисаларнинг ихтиёрий сон марта юз 
бериш эзтимоллари учун зам  уринли. Масалан, учта синовда 
Л 2 зодисанинг икки марта юз бериш эзтимоли

Р а( 2) =  3/7’ q2 =  Зр]{рх + р 3)
га, учта синовда Л3 зодисанинг бир марта юз бериш эзтимоли 
эса

Я3(1) =  3p3q¡ =  3/>3(/7, + р 2у
га тенг.

Синовлар сони ва зар  бир синовдаги натижалар сони их
тиёрий булган умумийрок масала кейинги параграфда цара- 
лади.

1 У-м и с о л. t0 моментда ишлаб турган станокнинг t 0 +  t  моментгача тух- 
тамаслик эдтимолини куйидаги кушимча маълумотларга асосан топинг:

1) изланаётган P ( t )  эдтимол $ак ат  t вакт оралигининг катталигига 
борлик булиб, t0 бошлангич моментга борлик эмас;

¿) станокнинг чексиз кичик Дt  вакт оралирида тухтаб колиш э^тимо- 
ли At  га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик мивдор аницлигида At 
га пропорционал, яъни бу э^тимолни

aA t  +  a М

куриниш да ифодалаш мумкин, бу ерда a— пропорционаллик коэффициен- 
ти, я эса Д t  билан бирга чексиз кичик микдор (бошкача айтганда, P( t )  
эз^тимол t  нанг ди^фференциалланувчи функцияси деб фараз килннади);

3 ) вактнинг кесишмайдиган ораликларида станокнинг тухташи эркли 
^одисалардир.

Е ч и л и ш и. Айтайлик, t 0 моментда ишлаётган станокнинг t  +  t 0 мо
ментгача тухтамасдик эзтимоли P ( t )  булсин t  +  t0 момеитдан бошлаб да- 
вомийлиги At булган вакт оралигини карайлик. Бу вакт оралирида станок
нинг тухтамаслик эзтимоли I )  шартга Kÿpa P(At)  га тенг, бу  з^одисага ка- 
рама-карши додисанинг эзтим оли эса 1— P(At )  га тенг. Иккинчи томондан, 

,2) шартга кура, бу эх,тимол aAt  +  î A t  га тенг, яъни

1 —  Р  (At)  =  aAt  +  aAt.

Энди P ( t  +  At) э^тимолни аниклаймиз. Бунинг учун бошлангич t  вакт ора
лирида ва кейинги At вакт оралирида станокнинг тухтамаслигидан иборат 
булган иккита х,одиса бйргаликда юз бериши керак. Бу вакт ораликлари 
кесиш магани учун 3) шартга кура станокнинг айтилган вакт ораликларида 
тухтамаслигидан иборат зоди салар  эрклидир, ва демак, э^тимолларни 
купайтириш  теоремасига асосан:

P ( t  +  At)  =  P ( t ) P  (At).

Бу тенгликни ундан олдинги тенгликка асосан куйидагича ёза оламиз:

Р  ( t  -т At)  -  Р  ( t )  ( I — a \ t  — a tit).
Б у тенгликдан

P ( t  +  k t ) - P ( t )  _  _
-------------— --------------”  —aP(t )  — aP(t)

тенглик келиб чикади. Бу ерда At -+ О да лимитга утиб ва а нинг At билан 
бирга чексиз кичик микдорлигини, яъни lim а =  0 эканини эътиборга олиб,

P ’( t ) -------aP( t )
тенгликни ^осил киламиз.



Биз номаълум P( t )  функция учуй биринчи тартибли узгарувчилари а ж -  
раладиган дифференциал тенглама *осил килдик. Бу тенгламани одатда ги 
усул билаи ечиб, унинг умумий ечимини

Р  ( 0 =  С е ~ а ‘
курипишда топамиз. Бошланрич шарт Р (0) =* I дан фойдаланиб, ихтиёрий  
узгармас С  ни топсак, у  С  =  I булади. Масаланинг узил-кесил ечимини

P ( t )  =  e ~ at

функция куринишда ёзиш мумкин.
Курилган масала э.\тимоллар назариясининг цар хил со^аларида кенг  

татбик килинади.

6 - § .  БЕРНУЛЛИ СХЕМ АСИНИ УМ УМ ЛАШ ТИРИШ .
КАЙТАРИЛМАЙДИГАН ТАНЛАНМ А ХАКИДАГИ МАСАЛА

Олдинги параграфда синовларнинг иккитадан ортик натижала- 
ри дакида суз юрнтганимизда Бернулли схемасини умумлаш- 
тирадиган мисол курганэдик (11-мисолга каранг). Бирок У ерда 
биз мумкин булган додисалардан бирининг маълум бир сон 
марта юз бериш эдтимоллари билан кизиккан эдик. Хозир 
бундай масалани энг умумий долда караймиз.

Айтайлик, дар бир синов натижасида s та Л,, Л2, ... , А 3 
додисалардан бири мос равишда р и р 2, . . .  , ps, эдтимоллар

S

билан юз бериб, шу билан бирга 2 /?2 =  1 булсин. Шароитни
i=i

узгартирмаган долда тажрибани п марта такрорлаймиз. Бунда 
Л, додиса роса /га, марта, Л2 додиса роса т 2 марта,..., Л^ по
лиса роса ms марта (/га,-j-m2-j- . . .  +• ms= n)  юз бериш эдти- 
молини тоииш талаб килинади. Бу эдтимолни Р„(ти т.г, 
оркали белгилаймиз.

Юкорида килганимиздек, п та синовнинг мумкин булган би- 
рор натижасини биринчи, иккинчи, . . . синовларда кайси доди- 
са юз берганини курсатувчи дарфлар комбинацияси куриниши- 
да ёзамиз. Масалан, A t A3A2At комбинация биринчи синовда 
Л, додиса, иккинчи синовда Л3 додиса, учинчи синовда Л 2 
додиса ва туртинчи синовда яна Л, додисанинг юз берганини 
билдиради ва д. к.

Бизни кизиктираётган додисага, масалан, „бош“ комбина
ция деб аталувчи ушбу

Л,Л,. . .Л, Л2Л2. . ,А2 ___ A s. . .Л?,
mi  марта т л марта m s  марта

комбинация кулайлик тугдиради. Бу комбинациянинг эдтимо- 
ли эдтимолларни купайтириш теоремасига кура ... р™*
га тенг. Курсатилган „бош“ комбинациядан ташкари, керакли 
.цодисага кулайлик тугдирувчи „кушимча“ комбинациялар дам 
мавжуд. Булар шундай комбинацияларки, уларда Л1 додиса 
албагта биринчи галда булмаса дам, лекин роса тх марта, Л 2



*одиса албатта Л, ходисадан кейин булмаса >{ам, лекин роса 
т 2 марта юз беради ва к. Бунда Ль  . . . ,Л^ ^одисалар- 
нинг ^ар бири канча лозим булса, шунча марта юз бериши- 
гина му}?имдир. Бундай „цушимча“ комбинацияларнинг ^ар 
бирини э^тимоли „бош “ комбинациянинг э^тимоли каби 
р™1Р™г ...р™* га тенглиги равшан. п та синов натижасида Л, 
^одиса роса т 1 марта, Л 2 ^одиса роса марта, ..., Лí Мо
диса роса т3 марта юз беришидан иборат булган зрдиса 
юкорида тавсифланган „бош“ комбинациянинг ёки „кушимча“ 
комбинациялардан баъзиларининг юз беришидан иборат ху- 
сусий ^олларга ажралади. Бу барча хусусий доллар жуфти- 
жуфтибилан биргаликда булмаганлиги учун изланаётган э>{ти- 
молни топишда кушиш теоремасини кулланиш мумкин. 
Юкорида курсатилганидек, ^ар бир хусусий з?олнингэ>;тимоли 
р ^ Р 2г---Р™* га тенг. Энди бу хусусий ^олларнингсонини аник- 
лаймиз.

Ьизни кизиктираётган ^одиса ажраладиган барча мумкин 
булган хусусий доллар сони п та ^арфдан тузиш мумкин 
булган барча („бош“ ва „кушимча“) комбинациялардан ибо
рат булиб, уларнинг ^ар бирида Л, роса те, марта, Л2 роса 
т 2 марта, ... , Л4 роса т$ марта такрорланади, яъни у так- 
рорланувчи урин алмаш'тиришлар сонидир. Элементар алгебра* 
курсидан маълумки, бундай урин алмаштиришлар сони

п\

/тг,!/и3! . . .  т5\
га тенг.

Шундай цилиб, изланаётган э^тимол:

Р .(щ . т „ . . .  , (1)

Бернулли схемаси учун 4-§ да ^осил килинган (1) формула 
юкоридаги формуланинг хусусий *оли эканлигини осонгина 
куриш мумкин. ^акикатан ^ам, х= 2  булсин, яъни синовнинг 
мумкин булган натижалари Л, ва Л2, уларнинг 'эз{тимоллари 
эса /7, ва р 2 булсин де5 кабул киламиз, у ^олда юкорида ис- 
бот килинган (1) формула п та синовда Л, додиса роса /и, 
марта, Л2 ^одиса роса т 2 марта юзбариш эз?тимолини беради:

Р п(т и щ )  =  р ’̂ р ^ к

Бирок мумкин булган натижалар иккита булган ^олда р х +  
+  р 2 = 1, яъни агар р х = р  булса у ^олда /?2 =  1 — р — ц. 
Сунгра те, =  те булганда т 2 =  п  — те, =  п — те ни ^осил кила
миз. Охирги формулада те,, т2, р и р 2 ни уларнинг курсатил- 
ган кийматлари билан алмаштириб,

Я л ( / и ) =  — !5! _  р " Я * - «  ( 2 )
т!(п—т)\

* Масалан, каранг: С. Т. З а в а л о .  .Элементарная алгебра", 87-бет.



формулани досил киламиз. Бу эса Бернулли схемасидаги эд- 
тимол формуласи билан бир хилдир.

4 - параграфда курсатилган эдики, Р п(т)  эдтимолларни (р-\- 
бином ёйилмасидаги айрим кушилувчилар сифатида 

хосил цилиш мумкин эди. Шунга ухшаш, Рп(т и . . m s) 
эдтимолларни дам (P j- f  ... + ps )n полиномнинг полиномиал . 
теорема буйича йигиндига ёйилмасидаги кушилувчилар сифа- 
тида досил килиш мумкин. ^ацикатан дам, полиномиал тео 
рема* бундай даъво килади:

(А +  Рч +  ... +  РЛЛ — У. — -------Г Р™'Р*' ••• Р?а •т{\т2\ . . .  ms\ 1 s
mi +  ma +  ... +  ms >= n

(1) формула шу сабабли полином иал формула  дейилади.
( 1) ва (2) эдтимолларни бошцачарок йул билан дам досил 

цнлиш мумкин. п та бином купайтмасини тузайлик:

?„(&) =  ( / *  +  ? ) ( / *  +  ? )  ••• №  +  q ) - №  +  q ) n. ( 3 )

У долда (2) эдтимоллар (3) функцияни S параметрнинг дара- 
жалари буйича ёйилмасидаги коэффициентлар сифатида досил 
цилинади. S параметрнинг даражалари буйича ёйилмасидаги 
коэффициентлари Рп(т) эдтимолларни берувчи <ря($) функция 
Рп(т) эдтимолларни %осил цилувчи ф ункция  дейилади Р.[т. ,, 
тъ ... , ms) полиномиал эдтимоллар учун досил цилувчи 
функцияни ушбу

¥ „ ( ^ 2, ------ у  =  ( р &  +  р £ г +  ... + p s\sy  (4)

куринишда ёзиши мумкинлиги ю^орида айтилганлардан рав- 
шандир.

Хосил цилувчи функцидлардан фойдаланиш Бернулли схемасинипг бош - 
ца баъзи умумлаштиришларини !̂ ам караб чикишга имкон берадЬ. М аса- 
лан, .\ар бир синовда А ^одиса юз бериши ёки юз бермаслиги мумкин 
булсин, шу билан бирга унинг/-синовда юз бериш  эдтимоли P i ~ ( l =  1, я ) 
га тенг булсин. Бу схема Бернулли схемасинипг умумлаштирилиши булиб, 
у  ерда барча I лар учун р%= р  эди. Бу схема учун *осил килувчи ф ункция  
куйидаги биномлар купайтмаси булишини паГщаш цинии эмас:

п
4>л(«) =  ( р £  +  Ч\)(р£  +  Ян) +  Ч п ) =  П ( р £  +  qi).  ( 5 )

i= i

бу  ерда qi =  1 — pi.  Бу схемани муфассалрок текширмаймиз.

(1) формуланинг татбик килинишига дойр бир нечта ми- 
соллар курайлик.

1 - м и с о л .  Нишон I дойра, П^ва  III далцалардан ибораг 
учта зонадан тузилган (2 -раем). Уцнинг I, И ва III зоналарга 
тегиш эдтимоллари мос равищда р ,=0 .15 , />¡,=0,22 ва />3 =  0,13

* Уша китобнинг ЮО— lOi-бетларига царанг.



га тенг. Унта ук узилганда I зонага
6 та, II зонага 3 та, III зонага 1 та уК 
тегиш эзтимоли канча?

Е ч и л и ш и .  Бу золда мумкин бул- 
ган натижалар сони s = 4 ,  чунки узилган 
п  нишоннинг зоналаридан бирига те- 
гишидан ташцари у нишонга тегмаслиги 
зам мумкин. Уцнинг Турли зоналарга 
тегиш эзтимоллари кщорида курсатил- 
ган. Уцнинг нишонга тегмаслик э>{тимо-

2- раем. ли эса р А = \ — ( P í + P i +  р 3) = 0,5 бу-
лади. Масала шартига мувофиц, п =  10, 

от, = 6, т 2 — 3, т 3 — l-, //í4 — 0 деб олишимиз лозим. Энди (1) 
формулага асосан цуйидагини зосил киламиз:

Р 10(6 , 3, 1, 0) =  (0,15)6 • (0,22)3 -(ОДЗ)1 • (0,5)0=

=  840 • (0,15)й • (0,22)3-(0,13)^» 0,000013.

2 - ми с о л .  Корхонада ишлаб чи^ариш процессида диаметри 
йул куйиладиган чегарадан кичик, катта ёки йул куйиладиган 
чегаралар ичида булган деталь зосил булиш эзтимоли мос 
равишда 0,05; 0,10 ва 0,85 га тенг. Умумий гуруздан тавакка- 
лига 100 та деталь ажратилган. Бу деталлар орасида диамегр- 
лари й^л куйиладиган чегарадан кичик булган 5 та деталь.ва 
днаметрлари йул куйиладигаи чегарадан катта булган 10 та 
деталь булиш эзтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Бу золда /?1=0,05, /?2 =  0,10,/?3=  0,85, тх =  5, 
от2 — Ю, т 3 =  85. Шун-инг учун (1) формулага асосан куйида- 
гйни зосил киламиз:

р т {5, Ю, 85) =  (0,05)5 • (ОДО)10 • (0,85)8\

Бу ердаги зисоблашларни бажаришда логарифмлар жадвал- 
ларидан ва факториаллар логариф1/лари жадвалларидан фой- 
даланиш кулайрокдир. Сунгги ифодани логарифмлаймиз:

lg P lr,0(5, 10, 85) =  lg 100! — lg 5! — lg 10! — lg 85! +
+  5 Ig 0 ,05+10 lg 0,10 +  85 lg 0,5.

Факториаллар логарифмлари жадвалидан* куйидагиларни то- 
памиз:

lg 1001 =  157,9700, lg 85! =  128,4498, 
lg 10! =  6,5598, lg5! =  2,0792.

* Каранг: Л. М. M и л н-Т о м с о н и  Л. Д  ж. К о м р и. .Четырехзначные 
математические таблицы*, Физматгиз, 1961, 36—37-бетлар.



Бундан ташкари, 5 1К 0 , 0 5 + 1 0 1В 0,10 =  5 ^ 5 - 2 0 .  Жадваллар- 
дан топилган барча кийматларни урнига куииО,

1й/>„.о(5, Ю, 85) =  2,3752 
ни хосил киламиз. Бундан эса

Лоо(5, Ю, 85) =  0,0237.
Шундай цилиб. юкоридаги айтилган сондаги деталларнинг 

булишини энг э*тимолли деб ^ и с о б л а ш  табиий булса-да, лекин 
бу эхтимолнинг узи жуда кичикдир.

Бу параграфнинг сунггида Бернулли схемасининг умум- 
лаштирилиши деб цараш мумкин булган яна битта масалани

КУРБиГюкорида яшикдан у ёки бу рангли шарни олиш, кар- 
талар дастасидан карта олиш ва шуларга ухшаш масалаларни, 
яъни умуман маълум бир белгига эга булган еки эга булмаган 
б у ю м л а р ' 1 поедметлар) тупламидан битта буюмни ажратиш даки- 
даги масалани цараб чиккан эдик. Бу *олда уша белгига эга 
булган буюмни олиш э^тимоли шу белгига эга булган *амма 
буюмларнинг жами буюмлар сонига нисбатига теиг булади.

Агар бир нечта буюм олинаётган, масалан, яшикдан бир 
нечта шар, карталар дастасидан бир нечта карта олинаетган 
булса у холда икки хил масала куйиш мумкин. Улардан би- 
ри шундан иборатки, бунда буюмлар битталаб олинади ва ^ар 
сафар олинган буюм жойига кайтиб куйилгач, кейингиси оли
нади (найт ариладиган  ёки т акрорланадиган  ;ганланма). Ьу 
холда )$ар бир олишда белгига эга булган ёки эга булмаган 
буюм чикиш э^тимоли узгармайди, чунки бу масалани Бер
нулли схемаси билан бир хил булган эркли синовларни так- 
рорлаш ^акидаги умумий масала деб караш мумкин.

Агар буюмлар бир вактда олинса ёки битталаб олинса-ю, 
лекин кейинги буюмни олишда олдинги олинган буюм каита 
жойига куйилмаса (цайтаралмайдиган. танланма), у холда иш 
бошкача булади. Бундай схема Бернулли схемаси билан бир 
хил булмайди, чунки белгига эга булган буюмни олиш э^ти- 
моли .^ар бир синовда олдинги синовларнинг натижаларига 
боглик булади.

Кайтарилмайдиган танланмгГ *акидаги умумии масалани 
К уйидагича  таърифлаш мумкин: N  та буюмлар дуплами мав- 
жуд булиб, улардан М. таси А хоссага эга. Тупламдан п та 
буюм олинади, бунда олинган *ар бир буюм жойига кайта- 
рилмайди. Олинган буюмларнинг роса т  таси А  хоссага эга 
булиш э^тимолини топиш талаб килинади.

Бундай куйилган масалани олдинги параграфдаги 4-мисол* 
да караб чиккан эдик. Унда яшикдан шарлар ажратиш ^аки* 
да суз юритилган булиб, изланаётган э^тимол ушбу

т г п  — т
г-ч / V ЬM ^ N—M
Р л , л К т ) = — - —  (6 )

О хN .

[



й ® п ёКИ гРУппалашлаРни уларнинг факториаллар орцали 
ифодаларига алмаштирилгандан сунг,

Р к п (п, щ ) ~ ---------- М\(Ы М)\п](Ы п)\ ■
тЦМ— п)\(п— т)\{Ы — М — п+т)\Ы1 '

формула билан ифодаланиши курсатилган эди
3 - м и с о л .  36 картали дастадан бирин-кетин 4 та карта 

олинадн. Олинган карталар орасида купи билан битта туз бу- 
лиш э^тимоли цанча? ^

ц Е ч и л и ш и .  Юцорида айтилганларга кура масяля яник- 
м Г о а Мваи,нН,ЛяИГИ В3 УНИНГ етаРлича аниклик киритилишига бог-
Шу сабГбли м*ягпяд3 0ЧИМИ б°Рлигини тушуниш цш ин  эмас. 
тяпнй ! " •  масала шартида олинган картанинг дастага кай- 
тариб куиилиши еки куйилмаслиги айтилган булиши лозим 
Ана шу иккала *олни цараб чицамиз.

аитайЛик’ Карталар биггалаб олиниб, олинган хар биэ 
ляли £®иинги тартан и олишдан олдин дастага цайтариб цуйи- 
лади. Бу ^олда биномиал формуладан фойдаланишимиз мум-
кин. Битта синовда туз олиш э^гимоли р  =  ~  булади. Туртта

™ ° 4  ? ™ яаё„Т„Г̂ ' Щ’ Ч?' б"3""  Г 3"1™ “" ™  полиса олин- лнп Ио. - орасида 0 та еки 1 та туз булишидан ибораг-
памиз: а11аетган э^тимолни биномиал формула ёрдамида то- 

Р, =  П  84 +  4 • 8з 2048 ____
Ч э Д э М  П Э / Ы  9Г ~  _  2Т87 ~  ’ 6-

к а ч а ^ а й т г а н л я " ™ ™ * ? Р г ал аР д а с т а г а  к ай та р и л м а й д и ,  ё к и  б о ш -  
Б у  х о л я а  б ^ ' к Рг Р б и Рд а н и г а  о л и н а Ди д е б  ф а р а з  к ил а или  к. 
й ^ ? а ^  г я р п л р .  ‘ ” УЛЛИ с х е м а с идан  ф о й д а л а н а  о л м а й м и з .  Ку- 
ган  Гб) Аппмлг н а и т а Р” л м а й д и г а н  т а н л а н м а у ч у н  * ос ил  к и ли н -  

Г г а к е ? м к  »  *па з ° б Б у  ерДа М = 2 ’ «  =  4 -
л о з и м .  ( б Г ф о р м Т л а г ? ^ :  1 УЧУ”  э ™ о л л а Р ™  К у ш и ш и м и з

С12+4С1р  ___ 4 32  . ' Ч - з г  с 32
Т. I------— =  — 32

С86 3̂6 С36

Бу ерга гРУппалашларнинг чийматларнни чуимо, цуиидагини *осил циламиз:

| 4 ~32 | 32 ■ 3 I • 30 . 29 4 - 3 2 . 3 1 . 3 0



Каоаб чикилган бу мисолдан кУринадики, цайтариладиган в а ^ и т а р и л -  

ф ,р 5. У и . г , Г  „ п д . »  , Г »ига

ГиГ%с^1- ; т Т * ^ г / ^  ИШо.,ч ,ос,.л ки.

р Ы. л ( " >  т ) “  т\ (п— т)\  х  

УМГМ-Л ... Ш - т + 1) ( К - И ) ( М - М  -  Р  ... (А> - М - п  +  т + \ )
X щ н  _  I) ... (Л/ — и +  1)

сонга . булиб ва нисбатни р  орцали белгилаб, куиидаги муаосабат.ш  

хосил киламиз:

Р*. д.(«. Х

, (>- ̂  - (*- ̂ < - 4  ~ т) ■- (12 ! ! ^ = ) .  (8)

Энди, агар тупламнинг хажми N  шундай ортиб борсакк, бунда Л 

хоссага эга б?лган элементлар улуши, яъни р  -  -  нисбат узгармаса, у  

холда (8) формуладан куринадики, л  (л, я») 1,инг лимити

Р(я, т) =■ С™Рт { \ - р ) п- т

б^лади-цдай килиб> чекснз катта туплам учу„ кайтариладиган ёки капта- 
рилмайдиган танланма ажратишнинг фарци булмас экан.

7 . «  МАРКОВ ЗА Н Ж И Р И  БЕРНУЛЛИ СХЕМ АСИНИНГ  
УМУМЛАШ МАСИ СИ Ф АТИ ДА

Мчоков з а н ж и р и  о л д и н г и  п а р а г р а ф д а  к у р и л г а н  Б е р н у л л и  
г , е™ сиГнг »мумлашгирилган далии  нисбатан умумиирсж 
« л г а н  б о г я к  синовлар схемасини аис згтиради Аитаилик, 
х а р  б и р  синов н а т и ж а с и д а  б и р г а л и к д а  б у л маган .
а  у л п и с я л а о д а н  б и р и  ю з  б е р и ш и  м у м к и н  б у л с и н .  Юкорид
гидан фаркли уларо«, бу ^ ^ “ ^ гРида“с ^ / 0 ^ лРаИ“ Ш„Га?„Р^ 7 -
с" " Т б о ^ ? Г б У л Г к„ / г а; ^ Г с Г 0° г %  « „ * . ■
дУ сант г юз бери1 т ш г  ш арт ли э ^ т и м о лла р н  унЭая ол-  
дингТсиновнит  натиж аси билан бир ци й м а т ли  анщ ланса .



Уд е Т и л а д Р Ндай синовлар кет ма-кет лиги М арков занж ири

Энди шартли э*тимолларни куш индекс билан ифодалаш 
лозим булади. Масалан, р и  белги Л4 ^одисанинг ундан ол
динги синовда Л, *одиса юз берганда юз беришининг шартли 
э^тимолини билдиради.

Марков занжирини бошкача терминологияда тавсифлаш 
Кулаировдир. /г та *олатнинг бирида булиши мумкин булган 
оирор физикавий системани куз олдимизга келтирайлик: бу 
системанинг А г х;олатдан А} х;олатга утиш э^тимоли берилган 
шу билан бирга бундай утишлар вактнинг тайин бир момент- 
ларида руй бериши мумкин булсин. Бундай ^олда система
нинг у еки бу ^олатда булиши вактнинг олдинги моментида 
у бу ^олатларнинг кайси бирида булишига боглик, демак, биз 
Марков занжири билан иш кураётирмиз.

*" ? 0латд^н )- ^олатга утиш э^тимолини утиш  
э ^ п и м о л и  деб атаимиз. Олдинги терминлардан фойдаланиб 
Рц ни олдинги синовда А1 ^одиса юз берган х;олда кейинги
синовда А] ^одиса юз беришининг шартли э^тимоли деб айта 
оламиз. ,

Марков занжири барча мумкин булган утиш э^тимоллари- 
нинг берилиши билан т^ла тавсифланади. Бу э*тимолларни
—  -Р т и б л и  квадрат матрица куринишида ёзиш та-

Ри Р\ 2 • • • р1к
*1 = Р2> Рг 2 • • • Р1к

Рк\ Ри 2 • • • Ркк

Бу магрица ут иш  матрицаси дейилади. Шунингдек, занжип- 
ни тула тавсифлаш учун яна биринчи синовдаги турли нати- 
жаларнинг шаргсиз э^тимоллари *ам берилиши лозим Бирок 
кетма-кет синовлар процессидаги э*тимолларга бу шартсиз 
э^тимоллар эмас, балки факат утиш матрицаси билан берила- 
диган шартли э^тимоллар таъсир цилади.

Утиш матрицасининг элементлари каноатлантириши зарур 
булган шартларни осонгина аниклаш мумкин. Аввало, бу эле- 
ментларнинг ^аммаси

0 < Л / < 1  ( 1)

тенгсизликларни каноатлантириши зарурлиги равшан. Сунгра 
2» • • • | А к ^одисалар э^ар бир синовда тула группа таш-

айтганДа> бу ерда Марков бир жинсли занжири *ацида суз  
боради, биз факат ана шу долни текширамиз. Умумийро* *олда эса эхти- 
мол яна синов номерига *ам боглик булиши мумкин.



■  \
к и л . \ и л г а н и  с а б а б л и  м а т р и ц а н и н г  и с т а л г а н  с а т р и д а г и  э л е м е н т -  
л а р  йи ри нди си  б и р г а  т е н г  б у л и ш и  л о з и м :

\ ^  и*-1-2» •••* *>• (2>
 ̂ Н 1

Аксинча, элементлари (1) ва (2) шартларни каноатланти- 
рувчи ^ар кандай матрица бирор Марков занжирининг утиш
матрицаси була олади. „„„„я

Марков занжирларига дойр баъзи-бир масалаларни кар

^Бундай м а с а л а л а р н и н г  биринчиси сифатида ¿-синовнинг 
натижаси маълум булган холда t  + 2- синовнинг турли наги- 
жалари эх;тимолларини ^исоблаймиз. Бунинг учун тула 
тимол формуласидан фойдаланиш етарлидир.

Хакицатан' *ам, айтайлик, ¿-синовда Лг ^одиса юз берган 
булсин А, *>дисанинг t +  2- синовдаги э*тимолини х;исоблаи- 
миз. Бу *одиса t +  1 - синовнинг натижаларига боглик равиш- 
да хусусий х,олларга ажратади. Айтайлик, t +1-  синовда А, но
тиса юз берган булсин. Бу х,одисанинг э^тимоли р п га, у 
натижадан кейин А, *одисанинг t +  2- синовда юз бериш э*ти- 
моли р и  га тенг булади. Шундай килиб ¿-синовда Л* ходиса 
г 1- синовда эса Л, *одиса юз берганлиги шартида г + 2- си
новда А ,,  ^одисанинг юз бериш эхтимоли р пр ч  купаитмага 
тенг. Шунга ухшаш купайтмалар бошца оралик натижалар 
учун ^ам *осил цилинади. Натижада цуйидагини х,осил цила-
миз: k

Рц( 2) =  PuPu + P i2Pi j Jr  ■ • • -\-PlkPk)~ Pis РSi•
• S =  l

Бу ерда Р„(2) ёзув At х;одиса юз бергандан икки кадам ке
йин А , ^одисанинг юз бериш э^тимолини билдиради. Умуман 
айтганда, (3) тула э^тимол формуласидир. (3) нинг унг томо- 
ни т, матрица i- каторини унинг / - устунига купаитмасидан 
иборат экани куриниб турибди. Бундан келиб ч и к а д и к и , г 
„икки цадамли утиш“ матрицаси % утиш матрицасининг квад-
ратига тенг экан: 2

1С2 — 1Г, • ^ 1=^1 • '
1- м и с о л .  Марков занжирининг утиш матрицаси цуйидаги 

куринишга эга:  ̂ ^

7  "з 6

1 1 1
3  2  6

1 1  I 
6 b 2



Икки кадам утишнинг э^тимоллари матрицасини анщлай* 
миз. (4) формулага асосан, цуйидагини топамиз:

1Г2 =  к* =

3

1

2

3

I

т
I

~2

3

7 7 2

18 18 9

13 _5 Ь
3 6 12 9

5 7 1

18 18 3

Шунга ухшаш масалани умумийрок^олда ^ам ^араш мумкин.
синовда А 1 ^одиса юз берганлиги шартида £ + я-синовда А, 

^одисанинг юз бериш э>{тимолини аниклаймиз. Бирор / +  /га 
(1 ** т  <  п) оралик синовии киритиб, тула э^тимол формула- 
сига кура, (3) га ухшаш

*

р н («) =  2  р ь  (т ) (я — /я) (5)
¿■=1

формулани хосил циламиз. Агар оркали п та синовдан ке- 
йинги утиш матрицасини белгиласак, у *олда (5) формуладан

=  к т  • тсл - т  ( 0  <  т <  Л )  ( 6 )

муносабат келиб читали. Бундан эса унинг хусусий ^оли си- 
фатида т — 1, /га =  2 булганда (4) тенглик ^осил булади.Бун
дан ташцари, (6) дан, умуман,

(7)
келиб читали.

Хозир биз куриб чи^адиган яна бир масала лимит э^ти- 
моллар ^акидаги масаладир. Синовлар сони чексиз ортганда 

25 • • • * ^одисаларнинг шартли э^тимоллари цандай 
узгаради? Бу саволга цуйидаги теорема оркали жавоб бери- 
лади. *

Л и м и т  э ^ т и м о л л а р  ' * а к и д а  А. А. М а р к о в  т е о 
р е м  а си.  Агар бирор синовда ти утиш матрицасининг бар- 
ча элементлари мусбат булса, у  %олда %ар бир А , %одиса 
уяун  унинг юз беришининг лимит, э^т им оли мавж уд б ула 
ди, яъни шундай р] сон мавж удки , i  га боглик булмаган  
%олда уш бу *

"™РИ (n ) s•Pj  (8)
т ен гли к  Уринли булади.

Бу^теореманинг исботи мураккаб булгани учун уни кел- 
тирмаймиз*. Бу ерда унинг фа^ат э^тимолий маъносини ту- 
шунтирамиз. Буэса физикавий системанинг бир ^олатдан бош-

^олатга утиш терминологиясида кулайро^дир.

* Б у теореманинг исботини, масалан, Б. В. Г н е д е н к о н и н г  Курс
теории вероятностей“ дарслигидан топиш мумкин.



Марков теоремаси бундай терминологияда утишлар сони 
етарлича катта булганда системанинг ^ар бир А] ^олатда у- 
лиш эхтимоли амалда система процесснинг бошида цандаи 
холатда\булишига боглиц булмаслиги ва р , лимит цииматдан 
жуда кау фарц цилишини курсатади. Ана шу сабабли бу Р) 
микдорнй кадамлар сони етарлича катта булганда системанинг 
А, холатда булишининг шартсиз эхтимоли деб караш мумкин. 

Агар Д  лимит э^тимолларнинг мавжудлиги исбот килин-

ган булса, \у *олда 2  Р, =  1 , т енгликнинг тугрилигини осон- 
/=1

гина курсатиш мумкин. )^акщатан ^ам, 
к к
2  Р)=~ П т  2  А / ( л )- 

л— )=\
к

Хар кандай « д а 2 ^ ( « )  =  1 тенглик уринли булгани учун
/=1

юцоридаги тенгликдан

/=>1
19)

келиб чицади. Бу эса Р/ лимит э^тимолларга синовлар сони 
етарлича катта булганда А ) ^одисалар юз беришининг шарт
сиз э^тимоллари сифатида юцоридаги царашнинг тутрилигини
яна бир марта тасдицлайди.

2 - м и с о л  Марков занжири цуйидаги утиш матрицаси ои-
лан берилган; ^

те =

°  2 

-о

— О

Бу занжир учун л и м и т э^тимоллар ^ацидаги теореманинг туг- 
рилигини текширамиз. тс матрицанинг узи теорема шартлари- 
ни цаноатлантирмайди, чунки унда ноль элементлар мавжуд. 
Бирок икки цадамли утиш матрицасида барча утиш э^тимолла-

те» =  =

0
1_
2

•1
2

0
1
2

1 |
2

1
2

1
4

1
4

1
2

0 _1_
2

•
1
2

0 1 — 
2

1
% 2

1
4

1
2

1
2

0
1
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_1_
2 0

1
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1
4
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Шундай ^илиб, бу Марков занжири учун лимит э^тимоллар 
^а^идаги теорема шартлари бажарилади, ва демак! лимит 
э^тимоллар мавжуд. Энди бу лимит э^тимолларнинг Лкиймат- 
ларини аницлаш цийин эмас. /

Ишни бошлангич утиш матрицасининг бйр нечта/даража- 
лариии ^исоблашдан бошлаймиз. I

1 1 1 1 J 1 3 5 / 5
2 4 4 2 1 4 8 1б/ 16
1 1 1 1 _1_ 5 з/ 5
4 2 4 4 2 4 16 1? 16
1 1 _1_ 1 1 1 5_ !Ь_ 3
4 4 2 4 4 2 16 16 8

3 5 5 2 43 85 _85
8 16 16 128 256 256

К )2 =
5 3 5 _ 85 43 85
16 8 16 256 128 256
5 5 3 Й5 85 43
16 16 8 256 256 128

Хосил ^илинган бу натижалар лимит э^тимолларни топиш учун 
етарлидир. Хацицатан ^ам, ^осил килинган барча утиш маг- 
рицаларининг бош диагоналларида, дастлабки утиш матрица- 
сидек, бир хил .элементлар турганлигини цайд киламиз. Агар 
бу фактни аницланган деб *исобласак, у *олда барча мумкин 
оулган натижаларнинг лимит э^тимоллари узаро тенг булиши 
керак. Бундай э^тимоллар фацат учта булганлигидан лимит
э^тимоллар — га тенг булиши лозим. Бу нарса тс4 ва тг8 мат-

рицаларнинг элементларини унли касрлар куринишида ёзил- 
ганда янада тушунарли булади. Дацикатан,

0,375 0,3125 0,3125 0,336 0,332 0,332
0,3125 0,375 0,3115 » ^8 — 0,332 0,336 0,332
0,3125 0,3125 0,375 0,332 0,332 0,336

1Е16 =  *2 матрица

0,33334
"̂ 16 — 0,33332

0,33332

0,33332
0,33332
0,33334

0,33332 
0,33334 
0,33332

куринишда булади, бу эса лимит э^тимолларнинг киймати ха- 
^андай шуб^ага урин ^олдирмайди. Бирок биз олиб 

оорган бу ^исоблашлар исбот цилиниши лозим -булган фик- 
римизнинг исботи була олмайди.



Э нр. аввало я" утиш матрицаси у ш б у  куринишда булиш и-  
ни исбот циламиз:

(Ю)

Бинобарин, бу ерда Ьп =  — чунки матрицадаги сатр эле-

ментлари йигиндиси доимо бирга тенг булиши лозим. Биз ^и- 
соблаган ъ2, те4, и8 матрицаларнинг куриниши бу даъвонинг 
п =  1, п =  2 , п = 3 булган лолларда туррилигини тасди^- 
лайди.

Айтайлик, бирор п учун к2п утиш матрицаси (1 0) куриниш
да булсин. Бу формуланинг / г + 1  учун туррилигини исботлаш 
учун ( 10) матрицани квадратга оширамиз:

ап Ьп ьп
ьп ап Ъп
Ьп Ьп ап 1
1 -

‘)
ап» чунки

1С2л+1 = ■2п • к 2п ■

ап Ьп Ьп а п Ьп Ьп
Ьп ап Ьп • ьп Ьп
Ьп ь„ ап Ьп ап

Ёзилган матрицаларни купайтириб чициб, купайтма матрица- 
нинг диагоналидаги элеменГлар доимо а \ - \ - 2 Ь\ га, диагонал- 
дан ташцаридаги элементлари эса 2а пЬп +  Ь\ га тенглигини 
топамиз. Шундай цилиб, тс2„+1 матрица

а - п+ 1 Ь п  +  1 Ь п  +  1

+  * *■“ Ь п п а п + \ Ь п +1

Ь п  +  \ Ь п  +  \

куринишда булиб, бунда а„+\ =  а2п-\-2Ь2п ва Лп+1 _  2я„Лл4 Л*. 
Демак, (10) формула исталган п  учун уринли

Биз Ьп =  1 ~ эканини айтган эдик. Бундан фойдаланиб,

ап+1 ни ап орцали ифодалаш мумкин:

ап+1 =  а* +  2 —
2 Зап—2д„ +  1

2
1 1 * IЭнди И т а „  =  — эканини исбот килиш цолади =  —+  еп

П-+ао 3 “

деб, г/ц.1 =  а л+ 1 — -  айирмани цараб ч и ц а м и з :
3

1 З а \ -2 а п +\
®л+1 — й я+1 — — 2

9 (~5~+  • " ) * - 6 ( ?  +  •") +  '

6

■г п



Хосил цилинган тенгликни п =  1, 2, 3, . . .  ларда татб ци- 
либ,

/
/

Бундан эс-а Ншеи ==0 ва Игл а„ =  — экани келиб чицади.

Умуман, диагонал элементларнинг тенглигиданок, синов- 
нинг барча натижалари учун лимит э^тимолларнинг тенглиги, 
яъни

экаилиги келиб чи^ади. Шу сабабли охирги исботни цилмас- 
лик }{ам мумкин эди.

8- §. Э ^Т И М О Л Н И Н Г Б 0 1 Щ А  ТАЪ РИ Ф Л АРИ . Э^ТИМ ОЛЛАР  
НАЗАРИЯСИНИНГ АКСИОМАЛАРИ

Э^тимолнинг юцорида цараб чицилган классик таърифини 
татби^лар учун му^им булган купчилик лолларда цулланиб 
булмас зкан.

Аввало, э^тимолнинг классик таърифи у ч у н ' ч е к  л и сон-  
д а г и  ягона мумкин булган тенг имкониятли ва биргаликда 
булмаган ^одисаларни цараш талаб цилинади; лекин мум
кин булган >;олларнинг ч е к л и  с о н д а  булишига ^ар доим 
*ам эришиб булавермайди. Куп ^оллардд эса царалаётган ^о- 
дисанинг тенг и м к он  и я т л  и ) ? о л л а р г а  ёйилишининг узи 
мумкин булмай колади.

Курсатилган цийинчиликларнинг биринчисини баъзан э%- 
тимолнинг геомет рик таърифи деб аталувчи таъриф ёрда- 
мида бартараф килиш мумкин булади. Бу таърифнинг мо^ия-

Р\ = P t =  Рг =  ~О

ти куйидаги мисолда яккол ку- 
ринади.

1-м и с о  л. Нефть базасининг 
майдони томонлари а = 50 м ва 
Ь =  30 м булган тугри туртбур- 
чак шаклида. Майдонда ^ар би- 
рининг диаметри 10 м булган 
цилиндрик нефть баклари бор (3- 
расм). Агар бомбанинг база май- 
доиининг исталган нуктасига 
ту шиши бир хил э^тимолли бул-



са, у долда база майдонига тушган бо.мбанинг бакларни порт-
латиш эдтимоли канча?

Аввало, „бирор colara  нуктанинг тушиш эдтимоли“ даки- 
да кайси маънода аник гапириш мумкинлигини тушуниб олиш-
га даракат килайлик.

Дастлаб энг оддийрок долларни цараб чицамиз. Аитаилик, 
туFpH туртбурчак узининг симметрия уклари ёрдамида туртта 
тенг булакка булинган булсин. У долда нуктанинг булаклар- 
нинг дар бирига тушишини тенг имкониятли деб дисоблай 
оламиз. Бу ерда ^улаклар сони чекли булгани учун эдтимол- 
нинг классик таърифини кулланиш мумкин ва нуктанинг бу 
булакларнинг дар бирига тушиш эдтимоли 1/4 га тенг. Шунга 
ухшаш. агар тугри туртбурчак п. та тенг булакка булинган 
булса, у долда нуктанинг дар бир булакка тушиш эдтимоли 
шу булак юзининг бутун тугри туртбурчак юзига нисбагига 
тенг. Агар айтилган булаклар тенг булмасдан, балки т е н г -  
д о ш,  яъни улар бир хил юзларга эга булса, у долда нукта
нинг бу булакларнинг дар бирига тушишини тенг эдтимолли 
деб дисоблайверамиз. Шундай килиб, агар тугри туртбурчак 
п та тенгдош булакка булинган булса, у долда нуктанинг
бу булакларнинг дар бирига тушиш эдтимоли — га тенг.

Энди, тугри туртбурчак билан у л ч о в д о ш  сода олинса, 
яъни тугри туртбурчакни чекли сондаги шундай тенгдош бу- 
лакларга булиш мумкин булсаки, айтилган содада бу булак- 
лардан чекли сондагиси ётса, у долда нуктанинг шу co la ra  
тушиш эдтимоли сода юзининг тугри туртбурчак юзига нис- 
батига тенг булиши тушунарлидир.

Агар сода ва тугри туртбурчак у л ч о в д о ш  булмаса (яъни 
сода юзининг тугри туртбурчак юзига нисбати иррационал сон 
булса), у долда тугри туртбурчакни юкоридагидек булаклар- 
га ажратиш мумкин эмас. Бу шундан далолат берадики, нук* - 
танинг бундай содага тушиш эдтимолини аниклзгшда эдпшол- 
нинг классик таърифини татбик кила олмаймиз, чунки тула 
группа ташкил килувчи ч е к л и  с о н д а г и  тенг имкониятли 
додисаларни досил кила олмаймиз. Шу сабабли э^т им олнинг  
геометрик таърифи деб р.талувчи я н г и  т у ш у н ч а  кирита- 
миз.

Айтайлик, D  — бирор чекли сода булсин. Бу colara нукта 
ташланади, бунда унинг соданинг тенг юзларга эга булган 
б у л а к л а р и г а  тушиши тенг имкониятли деб дисобланади. У дол
да нуктанинг U содада ётувчи исталган содага тушиш эд- 
тимолидеб Д  сода юзининг D  сода юзига нисбатига айтилади.

Бу эдтимолни P( Dti о'ркали белгилаймиз. Таърифга ьура

Д А )  =

бу ерда, S  D  соданинг, 5, эса Dt соданинг юзи.



Бу янги таъриф э^тимолнинг классик таърифига з и д  эмас- 
лигига осонгина ишонч ^осил килиш мумкин: иккала таъриф- 
дан ^ам фойдаланиш мумкин булган лолларда улар э ^ т и М о л -  
нинг бир хил кийматини беради. Э^тимолларни кушиш ва 
купайтириш теоремаларини геометрик э^тимол учун *ам осон
гина таърифлаш мумкин.

1) агар Д  ва D 2 со^алар D  colara тегишли булиб, улар 
кесишмаса, у ^олда нуктанинг Dx ё к и  D 2 со^аларга тушиш 
э^тимоли унинг D , colara ёки D2 co la ra  тушиш э^тимоллари 
йигиндисига тенг:

P( D¡  ё к и  D 2) =  P ( D X) -1 l ?{D2).

Dt ва D 2 со^аларнинг кесишмаслик шарти ^одисаларнинг 
биргаликда булмаслик шартига мувофик келади.

2) агар D x ва D 2 сосалар умумии кисмга эга булса, у ^ол- 
да нуктанинг уларнинг умумий кисми га тушиш э^тимоли 
унинг D x c o la ra  тушиш э^тимолини у D x co lara  тушганлиги 
шартида D 2 c o la ra  тушишининг шартли э^тимолига купайтмаси- 
га тенг булади. Буни бундай ёзамиз:

P ( D t ва D2) = P(DX) ■ P d¡(D 2).

Укувчи бу иккала теоремани осонгина мустакил исботлаши 
мумкин.

Келтирилган теоремаларнинг биринчисидан фойдаланиб, 1- 
мисолдаги саволни осонлик билан *ал кила оламиз. Бу ерда 
_  F FpH тУРтбУРчак^ан иборат булиб, унинг юзи 5  =  
~  |  Р 1’ в„а ^4 сод’алар эса ?{ар бирининг юзи 25
тс.« í^7o,5м  га тенг булган доиралардан иборат. Бу со^алар 
кесишмаганлиги учун изланаётган Р  э^тимол куйидагига 
тенг:

Геометрик э^тимолни караётганимизда биз баъзи бир янги 
фактларга дуч келамиз. Жумладан, классик таърифда мукар- 
рар ^одисанинг э^тимоли бирга тенг деган даъво тугри булиб- 
гина колмасдан, балки ушбу тескари даъво ^ам тугри: агар 
^одисанинг э^тимоли бирга тенг булса, у ^олда бу ^одиса 
мукаррардир. ^акикатан ^ам, Р( А)  =  1 тенглик т. — п. эканли- 
гини билдиради, яъни берилган А ^одисага тула группанинг 
барча A¡ элементар ^одисалари кулайлик тугдиради, демак, 
А  ^одиса албатта юз беради.

Геометрик э^тимоллар учун эса бу тескари даъво уринли 
булмас экан. Хакикатан ^а-м, каралаётган D со^ада чекли сон- 
даги нукталарни, ёки *атто, бутун чизикни ажратайлик. Кол- 
ган кисмнинг юзи бутун со>{а юзига тенг, шунинг учун нукта- 
нинг бу кием c o la r a  тушиш э^тимоли б и р г а  тен г . .  Шунга 
Карамасдан, бу ^одиса м у к а р р а р  э м а с ,  чунки нукта ажра-



4- раем. 5- раем,-

тилган нуцталарга ёки чизицца тушиши мумкин. Айнан шунга 
ÿxuiarn, нуктанинг ажратилган нуцталарга тушиш э^тимоли 
^ам н о л г а  т е н г ,  бирок бу ^одиса ю з  б е р и ш и  м у м к и н .  
Бундай з$олларга биз кейинчалик ^ам (узлуксиз тасодифий мик- 
дорларни урганишда) дуч келамиз.

2 - ми с о л  ( Б ю ф ф о н  м а с а л а с и ) .  Текисликда бир-бири- 
дан 2 а масофада параллел тугри чизицлар утказилган. Текис- 
ликка узунлиги 2 1(1 <  а) булган игна таваккалига ташланади. 
Игнанинг ÿткaзилгaн Tÿrpn чизиклардан бирортасини кесиб 
ÿ T n iu  э^тимоли канча?

Е ч и л и ш и .  Игнанинг утказилган Tÿrpn чизщ ларга” нисба- 
тан вазияти унинг Уртасидан унга энг якин Tÿrpn чизищача 
булган X  масофа з^амда игна ва шу T ÿrpH  чизицлар ^осил 
Килган ср бурчак билан аникланади. Бу катгаликлар ушбу 
< а ,  0 < с р < я  тенгсизликларни каноатлантириши у3.уЗИдан 
равшан. Шунинг учун игнанинг вазиятини срОх  текисликдаг'и 
ОАВС  тугри туртбурчакнинг (ср, х)  нуцтаси билан аницлаш 
мумкин (4 -раем). Бу TÿrpH туртбурчакнинг улчамлари юцори- 
да курсатилган. Игнанинг таваккалига ташланиши ^аь;идаги 
фикрни бу Tÿrpn туртбурчакнинг ихтиёрий нуктасини танлаш 
тенг э^тимолли эканлиги сифатида цараш мумкин.

Агар ташланган игна тугри чизикни кесиб ÿTca, у 5-расм- 
да курсатилгандек, томонлари LM  =  MN  sin® муносабат билан 
богланган LMN  Tÿfpn бурчакли учбурчакни .^ссил килади. 
M N < 1  булгани учун JC-</sin(p тенгсизликни ^осил циламиз.

Шундай цилиб, игнанинг Tÿrpn чизицлардан бирортасини 
кесиб утгандаги вазияти ОАВС  TÿFpH туртбурчакнинг шундай 
нукталари билан характерланадики, у нукталарнинг координа- 
талари

х <  / sinep
тенгсизликни цаноатлантиради.

Бундай нукталар _>c=/sincp синусоидадан пастда ётиши, 
лъни ОАВС тугри туртбурчакда штрихланган со^ани ^оплааш 
равшан (4- раем).



Демак, гап нуктанинг штрихланган со^ага тушиш э^тимо- 
лшш топиш хасида бормокда. Бу э^тимол шу со^а юзи

тс

5 , =  | / з 1п срй?ср нинг бутун тугри туртбурчак юзи 5  =  па га нис- 

батига тенг.
Шундай килиб, изланаётган Р  э^тимол куйидагига тенг:

Р — — =  —  [ /БШср̂ ср =  —
■'>' пах па — I СОЭ < _2/_

о яа

Э^тимоллар назариясининг табиий-илмий ва техникавий ма- 
салалардаги турли татбнкларида э^т имолнингст ат ист ик таъ- 
рифи деб номланувчи таърифдан фойдаланилади.

Фараз килайлик, ^ар бирида бирор ^одисанинг юз бериши 
ёки юз бермаслиги кайд килинадиган синовларни шароитни уз- 
гартирмаган ^олда чексиз куп марта такрорлаш мумкин бул- 
син (мисоллар: уйин сокка'сини ёки тангани ташлаш, яшикдан 
шарлар (олинган шарларни кайта жойига куйиш билан) олиш, 
нишопга ук узиш ва шунга ухшашлар).

Айтайлик, синовлар соли п  етарлича катта булганда бизни
кизиктираётган ^одиса т марта юз берган булсин. р. =  — нис-

п
батни ^одисанинг частотаси (баъзан нисбий част отам) деб 
аташ кабул килинган.

Баъзи бир ^одисаларнинг юз беришини кузатишлар шуни 
курсатадики, бир катор лолларда синовлар сони етарлича кат
та булганда ^одиса частотасининг киймати д е я р л и  у з г а р м а с  
б у л а д и ,  бунда унинг тебраниши синовлар сони канча катта 
булса, шунча кам булади.

Масалан, бир нечта оилада, ёки ^атто кичикрок ша^арда 
нисбатан киска вакт оралигида янги тугилган чакалокларнинг 
жинси буйича таксимоти ^ар канча булиши мумкин. Агар а^о- 
лиси куп булган катта территорияни текширадиган булсак, 
бу ^олда угил болалар ва киз болалар тугилиш частоталари- 
нинг тургунлиги тулик сезилэди, шу билан бирга бу тургун- 
лик турли территориялар учун тахминан бир хил булади.

Швед статистикаси маълумотларига кура 1935 йилда киз 
болалар тугилиш частотаси ойлар буйича куйидагича узгарган 
( 3-жадвал):

3-ж  а д в а л



Частотанинг бунга ухшаш тургунлиги каралаётган ^одиса 
(^озирги ^олда киз боланинг тугилиши) тайин э^тимолга эга, 
частота эса шу э^тимол атрофида тебранади деб тахмин ки* 
лишга асос б^ла олади. Бундай тахмин цилиш яна шунинг 
учун ^ам уринлики, э^тимолнинг классик таърифини куллаш 
мумкин булган лолларда частоталарнинг узгариши тахминан 
шундай булади*. .

Танганинг гербли томонининг тушиш** частотасини урга- 
ниш максадида экспериментлар утказилган булиб, уларнинг 
натижалари куйидаги жадвалда (4-жадвал) келтирилган:

4- ж а д  в а л

Экспериментатор Ташлашлар
сони

Гервли томон 
тушиш сопи

Частота

Пирсон К .......................

4 040 
12 000 
24 000

2 0 4 8  
6 019 

12012

0,5080
0,5016
0,5005

Частотанинг курсатилган хоссаларидан фойдаланиб, таж- 
риба ут казилаёт ган ш ароит ларни узгарт ирм аганда атро
фида ¿¡одисанинг юз берши частотаси тебранадиган, ва час- 
тотани характ ерлайдиган сонни шу %одисанинг эх^тимоли 
деб аталади.

Келтирилган бу таъриф э^тимолнинг ст ат ист ик таърифи 
дейилади.

Бу таъриф нам э^тимол тушунчаги татбик килиниши мум
кин булган барча ?{олларни камраб ола олмайди, Бундан таш- 
кари э^тимолнинг сон ^нйматини бир кийматли аникламайди, 
чунки частоталарнинг тебраниши айтилган бу сон учун анча 
катта чегаралар колдиради.

Хозирги вактда, э^тимоллар назариясини катъий цуришда 
аксиоматик таърифдан фойдаланиш кабул цилинган. Бу таъ- 
рифга мувофик, тайин бир тупламдан олинган *ар бир ^одисага 
бирор сон мос келтирилади, бунда бу мослик олдиндан курса- 
тилгаи тайин хоссаларга эга булиши, яъни берилган аксиома- 
ларни каноатлантириши лозим.

'Гаърифда келтириладиган аксиомалэр хаёлан уйлаб топил- 
ган эмас. Улар практикадан олинган булиб, э^тимолнинг тат- 
биклар учун керак буладиган ва классик таъриф учун юкорнда 
аникланган барча хоссаларини узида акс эттиради

Баён килишни кулайлаштириш максадида *одисалар йаган- 
диси ва купайтмаси  таърифларини киритамиз.

* Бу >5,аи;да кейинрок. П - §  Да батафсил фикр юритилади.
** Ьу лолга э^тимолнинг классик таърифиии кулланиш мумкин.



А  ва В %одисаларнинг йит н- 
диси деб ё  А ходисанинг, ёки В  
¿¡одисанинг юз беришиёан иборат  
булган янги  С %одисага айт ила- 
ди*.

Шундай цилиб, С = А +  В ёзув
2 -§  да кулланилган (А ёки В) 
белгилашни алмаштиради.

Шунга ухшаш, А  ва В %одиса- 
ларнинг купайтмаси деб А ва В  
Xодисаларнинг биргаликда юз бе- 
риш идан иборат булган С %оди- 
сага айт илади, демак, С = Д Ь  ёзув  
(А ва В) белгилаш ни алмаштиради.

Киритилган терминларни ойдинлаштириш максадида куйи- 
даги мисолни караб чикамиз.

Газли идишда а ва р со^алар ажратилган булсин (6- раем). 
Агар бирор молекуланинг а со^ага тушиши А ^одиса, унинг 
Р со^ага тушиши В  ^одиса булса, у ^олда А В йигинди шу 
молекуланинг бу со^алардан бирортасига, яъни * +  р йигинди- 
га тушишини, А В  купайтма эса молекуланинг а ва р со^алар- 
нинг умумий кисмига, яъни ар кесишмага тушишини билди- 
ради.

Энди ^одисаларнинг бирор тупламини карайлик. Бу туплам 
Куйидаги хоссаларга эга' булсин: бу тупламга тегишли х;арбир 
^одисага карама-карши ^одиса *ам шу тупламга тегишли; туп
ламга тегишли чекли ёки чексиз сондаги *одисалар йигиндиси, 
купайтмаси яна шу тупламга тегишли**. Шунингдек, бу туплам 
мукаррар ^одисани ^ам уз ичига олиши шарт. Каралаётган 
тупламга тегишли ^одисаларни м ум кин булган %одисалар  деб 
атаймиз. Мумкин булган ^одисаларнинг бу гупламида *ар бир 
А  ^одисага Р(А'> сонни мос куювчи ва куйидаги хоссаларга 
эга булган сонли функция аникланган булсин:

1°. М ум ки н  булган х,ар цандай А %одиса уяун

0 < Я ( Л ) <  1.

2°. А гар Е  %одиса муцаррар булса, у %олда

Р(Е) =  1.

3°. А гар А  %одиса В %одисани эргаштирса, яъни А %оди- 
санинг юз беришидан В $ одисанинг %ам юз бериши к ели б  
чщ еа , у %олда

Р(А)  <  Р(В).

* Иккала ^одисанинг хам юз бериши мумкинлиги истисно килинмайди.
** Ь ундай туплам Б у л ь  алгебраси  дейилади.

6- раем.



4°. Агар А, В,... Jfодисалар жуфти-жуфти билан бирга - 
ликда булмаса, у %олда

‘ Р(А + В + . . . )  =  Р(А)  +  Р(В) +  ...

5°. Агар А, В , ... одисалар биргаликда эркли булса , у  
%олда

Р( АВ. . . )^Р( А) Р( В) . . .  .

1° _ 5° хоссалар э^тимолнинг аксиомалари дейилади.
Эх,тимолнинг аксиомаларини цаноатлантирути Р (А \ 

фунщиянинг сонли циймата л.умкин булган А л одисанинг
э^тимоли дейилади.

Бу таърифни амалда татбик цилишда одатда куйидагича иш 
тутилади. Аи Л 2, ... асосий „элементар ^одисалар“ туплами 
ажратилади ва уларнинг *ар бирига масаланинг м азм унигам у- 
вофик, тайин £ ( Л )  =  Pi э^тимол мос келтирилади. М умкин 
булган ^одисалар туплами элементар ^одисаларнинг йигинди- 
лари ва купайтмалари комбинациялари куринишида тузиш  м ум 
кин булган барча х;одисалардан. тузилади. Бу мумкин булган 
^одисаларнинг *ар бирини э^тимоли энди Io — 5° аксиомалар 
ёрдамида элементар х;одисаларнинг э^тимолларидан топилади.

Элементар ^одисанинг э^тимолларига келадиган булсак, 
улар бирор математик муло^азалардан 3Mác, балки масаланинг 
мазмунига- асосая олиниши лозим. Классик таъриф кулланили- 
ши мумкин булган лолларда элементар ^одисалар сони п чек-
ли ва уларнинг ^ар бирининг э^тимоли — га тенг булади , чун-

ки бу ^одисалар тенг имкониятли, уларнинг йигиндиси эса
мукаррар *одиса.

Э*тимолни аксиоматик таъриф лаш  усули туплам лар  наза- 
рияси ва ^акикий узгарувчининг функциялари^назарияси билан 
узвий боглик. Хакикатан х;ам, агар мумкин булган ^одисалар 
тупламини карасак, ^одисаларни юкорида аникланган к у шиш 
ва купайтириш амалларига тупламларни одатдаги куш иш  Ва 
кесишиш операииялари мос келади. Бу з^олда ^одисанинг э^- 
тимолига тупламнинг улчови мос келади. Хар бир улчовли  туп- 
ламга ноль ва бир (бир учун  бутун со*анинг улчови кабул 
килинади) орасидаги *акикий сонни мос келтирувчи сонли 
функция сифатида аникланган улчов эса эх;тимолнинг юкорида 
санаб утилган барча аксиомаларини каноатлантиради.

Э*тимол тушунчасига бундай ёндошиш ва туплам лар  наза- 
рияси асосида э^тимоллар назариясини катъий аксиоматик 
куришни биринчи марта А. Н. Колмогоров „Основные понятия 
т.еории вероятностей“ китобида берган эди.



1. Э^тимоллар пазариясида „полиса“ дейилгапда нимами тушуии- 
лади? 3 3

2. Кандай *одисалар узар о карама-карши *одисалар дейилади? Бирга- 
ликда булмаган яодисалар деб  кандай додисаларга айтилади. Карама-каршн 
^одисалар биргаликда булмаган ^одисалар булади.ми?

3. Биргаликда булмаган х,одисалар карама-каршн *одисалар булади дейиш 
мумкинми? Бундай даъво *еч булмаганда бирор *олда уринлими? Агар 
урипли булса, айнан кайси лолларда?

4. Ходчсалариннг тула группаси деб нимага айтилади? 1\анда¡1 лолларда 
»элемемтар ^однсалар“ термини ишлатилади?

5. Э,%тимолнинг классик таърифини айтиб берипг?
6 . Э.угимолларни кушиш теоремасидаги *одисаларнинг биргаликда бул- 

маслик шарти теореманинг туррилиги учун зарурий шарт буладими?

7. Бирор А ходнсанинг маълум э^тимоли буйича А  карама-карши хо- 
дисанинг э^ти.чоли кандай топилади?

8 . Шартли эу,тимол нима?
9'. Качои >;однсалар эркли дейилади? Эркли ва эрксиз додисаларга ми- 

соллар келтиринг.
10. Эркли ва эрксиз ^одисалар учун купайтириш теоремалари орасида- 

ги фарк нимада? ^
11. Р(Л)РА(В) =  Р (В )Р в (А)  тенгликни асосланг. Бу тенгликнинг э*ти- 

тишшг МаЪН0СК нима'Т'Л|1 |1б о Ра т ‘> БУ ерда ишлатилган белгилашларни тушун-

12. Э^тимолларни кУшиш ва купайтириш теоремаларнни бир нечта хо- 
дисалар учун утказн'н мумкинми? Улар кандай таъри'фланади?

I X Э^тимолларнч кУшиш теоремаси биргаликда булган лодисалар учун 
уринлими? У кандай таърифланади? Биргаликда булмаган ,\одисалар учун 
КД'шиш теоремзси бу теореманинг хусусий холи деб *исоблаш мумкинми?
У пи кандай исбот цклиш мумкин?

14. „Тула элтимол- пима? Тула э^тимол формуласи кайси холларда тат- 
бик килинади? 1

1о. Бейес формуласи нимага хнзмат килади? У кайси холларда татбик 
килиниши мумкин?

де') а т а м т 1!И?М0ЛЛа^МИ!1Г ®н,!ОМ|,ал Ф°РмУласи нима ва у нима учуй шундай

17. Бернулли схемасида .\однса юз бериши энг катта э^тимолий сони ц 
кандай оралнкда жоилашган? ^

18. Кайтарнладигон ва камтарплмайдиган танланмалар орасидагн фарк нима- 
дан иборат? Туплашшнг *а;кмшш чексиз орттирилганда кайтарилмамднган 
тапланманинг эдтимоли кандай узгаради? Эцтимолнииг бундам хслатпнн хи- 
соолащ сиз^ва лимитга утиак туриб *ам кутиш мумкинми?

19. Кайтарилмамднган танламма ^акидаги масаланн пима учун Бернулли 
схемаснш ш г умумлащтнрилпаш д еб  карат мумкин? Бундай млсалаларпннг 
фарки ва уигунлиги ннмала?

20. Кайси формула э.упшоллагнинг полиномиал формуласи дейилади? 
л а д И? ° МИаЛ (*)0рмула "има11'1 иф ода ь;илади ва нега шундай деб ата-

21 . Биномиал формула полиномиал формулаиимг х у с у о ф  з^оли экапшш 
И СООТЛ3 н г .

22. Э^тимолларнинг биномиал формуласи учун *осил кнлувчи функция- 
нинг ифодасини йзииг, ч ^ '‘«ини

2-3. Марков занжири нима? .Марков запжиринн нима учун Бернулли схе- 
масипинг умумий холи деб караш мумкин?

24. Утиш э^тимоли ва утиш  матрицаси деб нимага айтилади’ р п  утиш 
в^тимоллари кандай шартларки каноатлантириши керак?



25. Лимит э х т а м о л л а р  ^ацидаги М арков теоремаси^ нимадан иборат? р-, 
лимит эцтимолларни физикавий нуктаи назардан кандай талкин килиш мум

26. Нима учуй эхтимолнинг классик таърифи етарли эмас? Ходисалар- 
нинг тула группаси чексиз булган долга мисоллар келтиринг.

27. Эцтимолнинг геометрик таърифи нима? Унинг цулланилишига дойр
мисоллар келтиринг.

28 Эхтимолнинг статистик таърифи нима? Физикадан ва таоиатш у- 
носликнинг бошка содаларидан статистик конуниятларга мисоллар келти-

РИНГ29. ^одисаларнинг йигиндиси ва купайтмаси деб нимага айти-

ЛаДИ30. Эдтимоллар назариясини аксиоматик куришнинг мазмуни нимадан 
иборат?



9- § . М У А В Р -Л А П Л А С Н И Н Г  ЛОКАЛ ТЕОРЕМ АСИ

Биз яна синовларни такрорлаш ^акидаги масалани цараИ- 
миз (4 -§  га царанг). п та узаро эркли синовлар серияси ут- 
казилаётган булиб, уларнинг *ар бирида А ^одисанинг юз бериш 
э^тимоли р  га тенг. А ^одисанинг п та синовда роса т 1марта 
юз бериш э^тимоли учун асимптотик формулани, яъни си
новлар сони етарлича катта булганда исталганча кичик нис -  
б и й  хато берувчи (амалий ^исоблашларда цулай булган) тац- 
рибий формулани топамиз. Куйилган бу масала М уавр—Лап- 
ласнинг локал лимит теоремаси деб аталувчи теорема 
ёрдамида >{ал цилинади.

Л о к а л . л и м и т  т е о р е м а .  Агар х,ар бир синовда А х,о- 
дисанинг юз бериш э^тимоли узгармас ва р  га тенг булса, 
у  ¿;олда п та синов сериясида А %одисанинг роса т марта 
юз бериш э^тимоли

крринишда ифодаланиши мумкин, бу ерда д —\ —р% х = ~  пр-

муносабатни ^осил киламиз. Бу такрибий формуланинг нисбий 
хатоси п чексиз ортганда нолга интилади. Рт<п э^тимолни ){и- 
соблаш учун (2) формулани татбиц цилиш

(1)

%амда п, т ва п — т чексиз усганда е„-*0. 
Етарлича катта п лар  учун (1) формуладан

лс»

Упрд

(2)



функциянинг кийматларини билишни талаб килади. Бу ф у н к 
ция* жуда му^им булгани сабабли унинг учун махсус ж ад- 
валлар тузилган булиб, улар иловада берилган. <р(х) ж у ф т  
функция эканлиги равшан.

Т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  Катта сонларнинг факториаллари учун  
асимптотик ифода берувчи С тарлинг ф орм уласидан  фойдаланамиз**. У ку- 
йидаги куринишга эга:

л! =  ппе ~ п / 2мг(1 +  о„), (3)

бу ерда п  чексиз ортганда ял катталик нолга интилади. Рт,п эх;тимол учун  
4 -§  да *осил килинган (1) ифодани караймиз:

Р  = ----- - -----р тап~ т.
т,п т\(п— т)\ (

Бу ерда факториалларни Стирлинг формуласи асосида алмаштирамиз. У 
*олда

_________* __________ пае - пУ ъГп(\ +  а„)ртдп~ т___________________

т'п ’ т те - тУ 2 ^ ( 1  +  «т)(п  -  т)п~ те - п+ т уг2п (п -  /*)(! +  ап_ т)

ёки
I  . а<_____________'  Н~ ап_________

Л (1 +  ® т)(1  +  “ л—т )

деб белгиласак,

Р т<п
ппр тдп т /  п  ,

т(п — т)п- т у  2пт (п— т) +  (4)

п  ва п — т  сонлар и билан бирга чексиз усади***. У *олда аг , ат, ап_ т 
лар нолга интилади, демак, 1 +  ап -*• 1 ва ап - » 0 . \

(4) тенгликнинг унг томондаги биринчи купайтувчини — оркали белги-Н
лаймиз, яъни

_п„тпп—т1 п пр тдп~ т ¡ п р \ т[ гщ п~ 
Н  т т(п — т)п~ гп \ т )  \ п — т )

- х

деб фараз киламиз.
Энди уш бу

т  — пр

У п р я

белгилашни киритамиз. У у л д а

т — пр +  х  У  прд, 
п  — т  ~  п — пр — х У  пря =  щ  — х У  прд.

* Бу функция кейинги параграфда туларок царалади.
** Стирлинг формуласининг исботини математик анализнинг туликрок  

курсларндан топиш мумкин. Масалан, Г. М. Фихтенг-ольц. Дифференциал ва 
интеграл *исоб курси“ 2-том.

*** Агар т  сон п  билан бирга усм аса .у  *олда /?чекли булганда Р т,п э*-х 
тимолнинг нолга интилишини тушупиш осон.



п  ва п — т лар учун х  оркали юкорида досил килинган ифодалардан 
фойдалансак, И мицдор уч ун  уш бу ифодани досил киламиз:

|Д Г -
Н  учун досил килинган ифодани логарифмлаб, куйидагипи досил ци- 

ламиз:

In/У =  т  In ^1 +  X j / " -2 -j  +  (п — тл)1п^1 —  лг j /  A l ,

ёки яна т ва п  —  т  ларнинг юкоридаги ифодасидан фойдалансак,
т

InН =  ( пр  Н\-x-yTñpq)\n  ^1 +  X  “j / " J t ' j+ (n q — x y " ñ p q ) ln 1̂ — x j / ~ j L | .  (5)

X нинг тайин кийматини танлаймиз (бу т. ва п орасидаги бирор тайин 
богланишнинг танланишини англатади) ва п  ни шундай катта деб фараз 
киламизки, натижада „

H / é H " I ' / ¿ h i
булсин. Ьундай цилиш мумкин, чунки п махражда катнащмо;<да. (5) фор- 
мулада цатнашаётган логарифмлар учун мос равишда

У  ±  ва t - x l / ' A
V пр г папр г nq

деб фараз килиб, 11 1 <  1 булганда якинлашувчи булган ушбу

i n ( i + o = í - ! * 4 - ! ¿ 3- . . .

цатордан фойдаланиш мумкин. У *олда кунидагиларни досил киламиз:

(6)

(6) каторларнипг р, ва р2 колдик *адларини ба^олаймиз. Уларнинг бирин- 
чиси учу»

ифодани топамиз. Демак,

1Ы < Ц х ] / Т \ + Ц ху Щ + . . . .3 I г пр  I 4 I г пр  I

Бу тенгсизликнинг унг томонидаги бирдан кичик булган сонли купайтувчи- 
ларни ташлаб юбориш  билан биз тенгсизликни кучайтирамиз, холос. У ^ол- 
да тенгсизликнинг унг томонида махражн



булган геометрик прогрессия носил булади. Ш унинг учун
_з

1
1Р11 <  I . у —пр\ 1 - 9

< 2
р  I п"'1 ’

>(?)т£

Шунга ухшаш, иккинчи цаторнинг колдик *ади р2 учун куйидаги банони 
Носил циламиз: з

2
< 2 "

> Я
2  1

Агар Д^рркали 2 ^ — |  ва 2 |  сонларнинг энг каттасини белгиласак 

у  нолда иккала колдиц учун уш бу умумий банони ёза  оламиз:

| Р1 I <  А > I Ра I <  А ~Ц%'

1п Н  учун носил килинган (5) ифодага (6) каторларни кУйсак,

1п
д

пр  2  п р -г Р1 +}
+ {щ - , х г п р Ч) [ -  ,  / I  _  |  ^  +  Ра)

ни носил киламиз. Бу ерда содда алгебраик алмаштиришлар бажариб, ку- 
йидагини топамиз:

1  + 1  ( - » У %  +  +  р . ( ^ +
—— —

- р3( и 7 - 4 : / / 1 ^ ) =  —  +  Ьп.

Бу ерда

Ьп -  ^ ( — +  рДпр +  Дг}/«/><?)— ъ(пя—лУпря)

деб белгиладик.
Йигиндининг абсолют мивдорининг маълум хоссасидан ва Р1, р3 мик- 

дорлар учун носил килинган (7) тенгсизликлардан фойдалйниб 5„ микдорни 
банолаймиз:

1 1< ¥  I- » У ь + р У п ,  I + л ^ 1 п р + ■'v'"т , l +
I *3 I __

+  А у \  Щ - * У п р ч \ .  п1 а

I дг31I X
Хамма *адлардан - 7=  купайтувчини наведай ташкарига чикарамиз ва ю ко- 

у  п
ридаги тенгсизликни

I *31 
|5л |< 7 7 ^1 п

куринишда ёзамиз.

' У $ \ +л р  +
х У р д +  Л хУрд



Бу тенгсизликда куринишдаги барча х;адлар исталган тайин сон-
л

дан кичик цилиниши мумкин, чунки л чексиз ортади. Шунинг учун катта 
к;авс ичидаги иф ода х  ва л га ботпиц булмасдан, балки факат р  ва ^ га 
боглик булган тайин В  сондан катта була олмайди. Демак, биз

I * 31
\ьп \ < в у ^  (8)

муносабатни ёза  оламиз. Ш ундай килиб,

•п + К

булиб, бу ерда 8„ миадор (8) тенгсизлик билан ба^оланади. Бундаи"

келиб чицади, бу  ерда -¡п — еъ» — 1. п  -* оо да (8) тенгсизликка асосан  
Ьп -► 0 экаии равшан, у  долда п -*• оо да у« -*■ 0.

Биз Р т п э^тимол учун х,осил килинган (4) ифодадаги биринчи купай
тувчини ургандик. Энди иккинчи купайтувчини текшириш лозим. Унда ил- 
диз остидаги ифоданинг бир кисмини ало^ида ёзиб оламиз:

т (п  — т)

Бу ердаги т. ва п  —  от ни уларнинг х  оркали ифодаси билан алмаштириб, 

л л 1

т(п — т) ( п р А г х У п р д ) { щ — хУпр<1 ) п ^р + х у гМ

муносабатни ^осил циламиз. Кавсларни очиб, бу  касрнинг махражини куни- 
даги куринишда ёзамиз:

РЧ +  «Ч -  Р) 7  ] =  прЧ (1 +  X -  прд(1 + Р„),

,  ,, <7--р  *2
оу ерда р =  х —— =  —  булиб, тайин к учун я - »  оо да ¡3„ -*■ 0 булади. 

Шундай килиб,

л 1
т{п —  т) лр?(1+ Р л) '  (1°^

Хосил килинган (9 ) ва (10) тенгликларни (4) тенгликка куйиб, Р т э^тимол 
учун

£
' 2 1 +  <*;

1+Тя / 2 ^ - ? ( Н Р „ )
ёки

1 4- 1 +Ял
( (I + 7„)К1 +  Рл



1 -
р * » = 7 г =  е 2(1 +8л  ̂т,п у 2 шпрд

муносабатни ^осил циламиз.
Тапии чекли иптервалдан олинган *а[) кандай тайин к  учуй п  оо да

барча бутун т =  пр  +  х V  пря  лар учун а'п, ря ва нинг хоссасидан е„ - 0  
экани келиб чикади.

1- м и с о л. 4- параграфда келтирилган 4- мисолни охиригача 
ечиш учун (2) формуладан фойдаланишимиз мумкин. Бу ми- 
солда, агар >;ар бир деталнинг брак булиш э^тимоли 0,005 га 
тенг булса, 10000 деталли партияда роса 40 та брак деталь 
булиш э^тимолини топиш талаб килинган эди.

Бу ерда ¿> =  0,005, <7 =  0,995, д =  10000, ш =  40. Шунинг
учун У  пр^ — У  10000 •. 0,005■ 0,995 ~  7,05.

т. — пр _40 — 10 ООО ■ 0,005 _____  ̂ ^

У  прд 7,05

_£!
у(х) —-1 - е 2 функция жуфт эканлигидан фойдаланиб,

2я
унинг « =  1,42 даги цийматини топамиз. Ж адвалдан  <р(1,42) =  
=  0,1456 ни топамиз. Шундай килиб,

— ОД456 ~  о 0206
“ 4 0 .Ю 000  ~  7  0 5  и д л л / и .

Аник формула буйича ^исобласак, /^^.юооо =  0,0197 нати- 
жани оламиз. Бу ^олда такрибий ф ормуламиз 0,0009 хатони, 
яъни тахминан 4,5 процент хатони беради. Бирок, бундай ха- 
то дисоблашни анча осонлаштиради.

2- м и с о л .  Хар бирида А ^одисанинг юз бериш э^тимоли 
р  — 0,5 га тенг булган 10000 та синов утказилади. А ^одиса 
юз беришининг энг катта э^тимолли сонининг э^тимолини т о 
пиш талаб килинади.

4- § да килинган муло^азалардан куринадики, ^одиса юз 
беришининг энг катта э^тимолли сони от =  ^«= *50Э 0 булади. 
Шундай килиб,

р =  0,5, ч =  0,5, п =  10 000, т =  5000, У п щ  =
=  У \ 0 ООО-0,5-0,5 =  50. ’

х  _  т-п£ _  0) <р (0) =  г т = =  0,3989.
Упрд У ¿к

Хостил килинган сон маълумотлар

Рьооолот =  ^  =  0,007978оО
э^тимолни беради.

5— ЮО



Юцорида курсатилганидек, А ^одиса юз беришининг энг 
катта э^тимолли сони т — 5000 эди, бирок унинг аник шу сон 
марта юз бериш э^тимоли жуда кичик. Таккослащ максадида 
т нинг бош ка кийматлари учун олдинги шартлар асосида 
куйидаги Рт,„ э.^тимолларни келтирамиз:

Р  495олоооо =  Р 6010,10 ооо =  0 ,004894 (л : =  1),

£ * 4 9 0 0 ,1 0 0 0 0  =  ^ 5 1 0 0 ,1 0  0 00  =  0,001108 (х =  2).
3 - м и  с о л .  Уйин соккаси 1200 марта ташланади. Олти очко 

тушишининг энг катта э^тимолли сонининг э^тимолини аннк- 
ланг.

Бизни кизиктираётган ^одиса—олти очконинг тушиш э^ти-
моли ^ар бир синовда р =  — га тенг. 4 - §  даги (9) тенгсиз-

* 6
ликдан куринадики, ^одиса юз беришининг энг катта э^ти- 
молли сони т  == пр =  200 булади. Олдинги мисолдагидек ёза 
оламиз:

Р =  -¡г, ?  =  4  « =  1200, т. — 200.6 6
У ^олда

У п рц  =  V  1200- 28
6 6 3

*  =  =  о  ? ( 0 )  =  '  =  о  3 9 8 9

Vпря у  2к
Бу ердан изланаётган э^тимолни топамиз: .

р  0,3989 л  (л п г '?Р200,1200 =  — —  =  0,0757.
5,28

Таккослаш максадида т =  210 да, яъни х  =  —  ~ 200 =  1 Э бул-
5,¿8 у

ганда ср (лг) =  0,0655 булишини айтиб угамиз, бундан олти 
очконинг 210 марта тушиш э^тимоли

р  0,0656 ___
* 210,1200 =  — ^  0,0124.6,28 ♦

10-§ . НОРМАЛ ТАЦСИМОТ ФУНКЦИЯСИ

— —
9- параграфдаги мисолларни текширишда <р(х)==>—\= е  2

функциядан фойдаланишга тугри келди. Бу функция нормал 
тацсимот э^тимолининг зт лиги  дейилади. Бундай номнинг 
сабаби кейинрок тушунтирилади (16-§  га каранг).

у =  9 (дг) функциянинг графигини чизамаз. <р (л:) функция 
жуфт булгани учун унинг графиги Оу у кка нисбатан симмет- 
рик. х  -> ±  оо да бу эгри чизик Ох укдан иборат горизонтал 
асимптотага эга . .Бу функция х  =  0 да максимумга эришиб, бу



7-расм .

максимум ср (0) =  —= « 0 , 3 9 8 9  дан иборат. ср (х)  функциянинг
V

графиги 7- расмда келтирилган булиб, уклардаги  масштаблар 
Кулайлик максадида ^ар хил килиб олинган.

Бу эгри чизик ва О* УК билан чегараланган юз бирга тенг:

| ср <х) йх =  1.
»00

Буига ишонч досил ^илиш учун уш бу интегрални дисоблаймиз:
+ «о ^2 Н"00 х"1
|  е~ йх — 2 |  е 2 йх.

Бу ерда

деб олайлик.

0°

/ =  2йГ* 
О

олаилик. к
О интеграллаш со^аси хО у  текисликнинг биринчи чорагидан иоорат 

булган

о
йкки каррали хосмас интегрални дисоблаб,

А ■= 11 в (¿х ¿у -= [ ¿к ^  е 2 ¿.У ) =*
о о о

оо _£! “  _  у1
=  Г е 2  ̂ С е 2 йу  ̂йх  =  / 3. 

о 0
ни досил киламиз, чунки ички иитеграл к га безлик эмас ва унинг цийма- 
си интеграллаш узгарувчисининг белгиланишини алмаштириш билан узгар- 
майди.



Иккинчи томондан, уша икки каррали интегрални кутб коордипагалар 
системасига утиш  ёрдамида дисобласак:

X  =  Р С08 <р,
У -= р 3)П 9

дан маълум
л 4 +  у 2 =  р3, 

с1х(1у =  р ¿ р ^9 
ыупосабатларни досил киламиз. Демак,

1 / „ а  . 2  °о  1

е 2 й хйу  =  j  ¿ср J <? 2 рс?р =  — —
я

о “ 7 *с —' — — е 2
О О б  ^

Хосил килинган натижаларни таодослаб

/* =  —
2

ни *осил киламиз, бундан эса 

Шунинг учун

■+» + ~  ^
(* 9  (л:) й х  =  _ ! = _  Г ё ~ Ъ с 1 х =  —р =  2/  =  1.

-5» /  а* К 2*

9 (я) функциядан 0  дан х  гача олинган интеграл, яъни

ф ^ - у т 4 е^ м
функция <р(л:) дан ^ам каттарок роль уйнайди. Бу функция 
нормал тацсимот функцияси дейилади. Баъзан уни Лаплас  
функцияси ёки э^тимол интеграла номи билан ^ам юри- 
тилади.

Ф(х) ф ункция ток функциядир. ^акикатан зам, ¿ =  — х  
алмаштириш бажариб,

Ф (*> =  г Т , У Т л  —  7 Ш  / * " -  -  ф м

ни ^осил киламаз. Шунинг учун у  — Ф(х) эгри чизик коорди» 
наталар бош ига нисбатан симметрикдир.

И т Ф ( * )  =  — -5-,
Х-+—оо ¿,

11т ф (х) =  -̂
4 Х'+ | оо 2,

булганлигидан бу эгри чизиц иккита горизонгал асимптотага



/  
г

8- раем.

л;=гО булганда Ф(0)=0. Координаталар боши эгри чизик- 
нинг букилиш нуктаси булиб хизмат килади, бу нуцтага ут-
казилган уринманинг бурчак коэффициента к =  ~  0,3989.

у =  Ф (х) функциянинг графиги 8 - раемда тасвирланган. 
Баъзи лолларда Ф(я) ф ункция урнига

х Р

тенглик билан аницл'анадиган Р( х )  функция царалади. Б у  
функциялар орасида

муносабатнинг мавжудлиги уз-узидан равшан.
ср Iх)  ва Ф (я) функциялар катта а^амиятга эга булиб.улар 

учун тулик жадваллар тузилгандир. Бу ж адваллар иловада 
келтирилган. <р(х) функция жуфт, Ф(х) функция эса ток бул- 
ганлиги сабабли жадвалларда аргументнинг мусбат киймат- 
ларигина берилган.

п та синовда ^одисанинг т марта юз бериш э^тимоли Р т,п 
учун 9 - §  да асимптотик формула *осил килдик. Б у  формула 
бир хил п лар учун р  сон (^одисанинг айрим синовда юз бе
риш э^тимоли) яримга канча якин булса, шунча яхш и  нати- 
жа беради. Бирок анча кичик р  ларда (яъни кам юз берувчи 
^одисалар каралаётганда) бу формула берадиган хато сези- 
ларли даражада булади. ■

Дар бирида ^одисанинг юз бериш эз^тимоли — га тенг

булган п та синов сериясидан иборат з?олни текширамиз. Б у

а д -  Ф (х) +  ±

11- § . ПУАССОН ТЕОРЕМАСИ



ерда  X—бирор узгармас катталик*. Анаш у ^олда Рт,п э^тимол 
учун  янги такрибий ф ормула келтириб чицарамиз. Куйидаги 
теорем а уринлидир.

П у а с с о н  т е о р е м а с и .  п та синовли. серияш нг %ар
бирида А ^одисанинг юз бериш э^тииоли 1  га тенг булсин.

У хол да  б у серияда А ходисанинг т марта юз бериш э^тимоли 
п е т а р л т а  катта булганда ушбу

* т,п  -— ' “ £
ТП\

тацрибий формула билан ифодаланади.
И с б о т и ,  4 - §  да курганимиздек (1) формула

Рт.п —  „ п! „ р т ЧП- т = ----- --------/»“ (1 — /»)"“ *т\(п—т)! т\(п — т) I

экани бизга маълум. Бу ерда р  =  — деймиз, у  з^олда

Р „  ( ± ) Ъ - ± У -
т\(п — т)\ \ п) \ п)

ёки алгебраик алмаштиришлардан сунг,
Р п (п — 1)...  (п — т +  1 ){п — т) .. 1 • Хт ¡л \\n-m  
Г  т,п  —  — ------------------------------------- ---------------------;--------------- [ 1 ------------

т\ (п — т )(п  — т  — 1) . . .  1 . пт  \  п /

Энди т  узгармас булиб, п ->  со да Ртп нинг лимитини топа-

- “ • О - 7 ) ..............
купайтувчиларнинг лимитлари бирга тенг булиб,

Н т  (1 — — ̂  =  е~х
П-+ оо \

булганлиги сабабли
\т

П т  Р п,т =  — е
п-*~оо т\

келиб чи^ади. Бундан эса (1)такрибий тенглик келиб чицади.
1 -м  и с о л .  Ишчи аёл 300 та урчукца хизмат курсатади. т 

вацт оралигида *ар бир урчукда  йигирилаётган ипнинг узилиш 
э^тимоли 0,005 га тенг. Узилишларнинг энг катта э^тимолли 
сони ли ва бу соннинг э^тимолини топинг.

Узилишларнинг энг катта э^тимолли сони \ъ=.пр =  4 була- 
ди. 4  та узилиш э^тимолининг аниц циймати:

Р 4.8оо =  СВш(0)005)4 (0,995).796

* X коэффициентнинг аник э^тимолий маънога эга эканлигини кейипги 
бобда курамиз (16- § га каранг).



X =  пр =  4 булганда Пуассон формуласидан фойдаланиб, 
Куйидагини ^осил киламиз:

Аник формула буйича ^исоблаш эса 0,1945 натижани бера- 
ди, демак, Пуассон формуласидан фойдаланилганда килина- 
диган хато 0,009 га тенг. Бу ^ол  учун Муавр — Лапласнинг 
локал лимит теоремаси

натижани беради, чунки бу холда х — 0 , яъни цилинган хато
0,055 га тенг. Куриниб турибдики, бу хато Пуассон ф орм у
ласидан фойдаланилгандаги хатодан олти марта каттадир.

2 - ми  с о  л Бир соат давомида ихтиёрий абонентнинг ком- 
мутаторга телефон цилиш э^тимоли 0,01 га тенг. Т елеф он  
станцияси 300 абонентга хизмаг цилади. Бир соаг давом ида 
роса 4 та абонентнинг телефон килиш э^тимоли канча?

Бу ерда яна Пуассон формуласидан фойдаланамиз.

12- § . М УАВР—ЛАПЛАСНИНГ И НТЕГРАЛ ТЕОРЕМ АС И.
БЕРНУЛЛИ ТЕОРЕМ АСИ

9 -§  да караб чикилганмисоллар шуми курсатадики, п етар-  
лича катта булганда А ^одисанинг тайин сон марта юз бериш 
э>{тимоли жуда ^ам кичик булади. Амалий татбикларда бизни 
одатда ^одисанинг бирор тайин сон марта юз бериши эмас, 
балки у н и н г  юз  б е р и ш  с о н и  б и р о р  ч е г а р а л а р д а  
б у л и ш  э и и м о л и  кизицтиради. 4 - §  нинг 4 - мисолида кур- 
сатилганидек, бу э^тимолни куш иш  йули билан ^осил килиш 
мумкин, бирок, бу усул жуда катта ^исоблаш ишлари б аж а- 
ришни талаб килади.

Биз ^озир караб чикадиган интеграл лимит т еорем а , 
бу э^тимолни ^исоблашни 9- § да Р т,п э^тимолни з^исоблашда 
курсатилган локал теоремага у хш аш  анча осонлаштиради.

М у  а в р —Л а п л а с  н ин г и н т е г р  а л т е о р е м а с и .  А гар  
А %одисанинг х,ар бир айрим синовда юз бериш э^тимоли  
р га тенг булса , у %олда синовлар сони >г чексиз орт ган - 
да, А %одисанинг юз бериш сони т нинг ушбу-

—  0,0183 =  0,1954.

п =  300, т — 4, X =  пр =  3. 
У ^олда изланаётган э^тимол куйидагига тенг:

(1)



(бу  ерда <7 =  1 — рУ тенгсизликна цаноатлантириш э%ти- 
молининг лимита

2йх  ( 2 )
¿о

интегралдан иборат булади.
И с б о т и. Ю корида ку рсатилганидек, изланаётган эдтимолни 

т н и н г ( 1 ) тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматлари 
учун  барча э^тимолларни кушиш йулибилан досил цилиш мум- 
кин: «

р ( / , < 1 = £ < ( , ) = 2 р . ,  (3)V V пря 1 т  ' 
т нинг ( 1 ) тенгсизликларни каноатлантирувчи ^ийматларини

т =  п р х  прд - (4)
куринишда ёзиш мумкин, бу ерда л: ифода t0 ва орасида 
ётувчи кийматларни кабул килади. (4) тенгликдан куринади- 
ки, п чексиз ортганда т ^ам чексиз ортади.

(4) формула т ни х  оркали ифодалайди, демак, (3) йигин- 
дини х нинг {t0, t l ) ораликдаги баъзи кийматлари учун дам 
таркатиш мумкин. Синовлар сони п бир хил булиб, т ций- 
матдан т - 1 -1 кийматга утилганда л: нинг орттирмасини ди- 
соблаймиз Айтайлик,

т +  1 =  пр +  (х +  Ьх)-Упрц (5)
б у л с и н , (5) тенгликдан (4) тенгликни айириб

1 =  Ля Vпрц
ёки

К х= *А = .
У  пря

ни зосил циламиз. Б у  ифодадан фойдаланиб, Р т ,„ э)$тимолнинг 
ифодасини (9- § даги (2) формулага царанг)

^ 1 -

е 2 Их (6 )
У  '¿к

куринишда ёза оламиз.
Рт.п эдтимол учун (6 ) куринишдаги ифода оддий геомет

рик маънога эга. Хакикатан ^ам, 

у =  <р(*) =  1V 2л

(нормал таксимот э^тимолининг зичлиги) эгри чизикни чиза- 
миз.

(4), формуладан фойдаланиб, берилган п, т, р  ва </ учун 
х  ни дисоблаб, у = ‘ ^{ х)  эгри чизиада х  абсциссали М  нук-



тани ясаймиз (9- раем). Кейин эса \ х  — НИ та^ла^ ’ тУрРи 
туртбурчак ясаймиз (у 9-расмда щгрихланган). Б у  тугри турт- 

бурчакнинг юзи у ( х ) & х  =  е 2 Алггатенг булади.Ш ундай

килиб, (6) формулага кура Рт,п э^тимол 9- раемда штрихлан- 
ган тугри туртбурчак юзи билан такрибан ифодаланади.

(6) ифодани (31 йигиндига куямиз. У * о л д а  (1) тенгсиз-  
ликнинг э^тимоли такрибан ^уйидаги йиринди билан  и ф ода
ланади:

(7) тенгликнинг унг  томонидаги  йиринди (¿о» ¿ \ )  ораликни 
узу нликлари Дх =  ^ Д =  га тенг булган о р а л и к ч а л а р г а  булиб,

<р(л) функция учун тузилган интеграл йигиндидан иборат. Бу 
йигиндининг п чексизликка интилгандаги лимита (2) интеграл-
га тенг, чунки бу ^олда &х =  нолга интилади.

Бу ^олда (7) тацрибий тенгликнинг хатоси нолга интилй-
шини курсатиш мумкин*.

Шундай килиб, п чексиз ортганда (1) тенгсизликнинг э)?- 
тимоли (2) интегралга интилади. Шунинг учун п нинг кагта 
Кийматларида

Р ( г й < Г̂=Л£= <  ^ « 77== ( й х  (8 ’
\  V  прд )  V  ¿ъ }«о .

* (7) тенгликнинг унг томонидаги йигиндининг интегралга якинлашиши- 
нинг аник исботи эх,тимоллар назариясининг туларок курслари^а берилади. 
Масалан каранг: Б. В. Гнеденко, .К у р с  теории вероятностей".



муносабатни ёза оламиз. Энди

1 ‘г — — 1 % — — 1 <0
т т А е 2“ к = у г А е i d x ~ r f A e ~ Tc , x -*о U О

=  ф ( ^ )  — ®( / 0)
эканини кайд  киламиз.

Хусусий * олда ,-агар  t0 =  -  t x булса, у *олда
I X1

- 1 = ] ‘ е- 7 й?х =  Ф ( ^ ) - Ф ( - А )  =  2Ф(^1). (9)
-Л

Ф(х)  функциянинг кийматларини жадвалдан топиш мумкин." 
Ьу эса бизни кизицтираётган тенгсизликнинг изланаётган эх- 
тимолининг такрибий цийматларини осонгина топиш имконини 
беради.

1-м и с о  л. 4 - §  даги 4 - мисолнинг иккинчи кисмини караб 
чицишга кайтамиз. Унда агар ^ар бир деталнинг брак булиш 
э^тимоли 0  005 га тенг булса, 10000 та деталли партияда ку 
пи билан 70 та брак деталь булиш э^тимолини топиш талаб 
цилинган эди.

Буслер,?? р  =  ° ' 005’ q =  ° ’995- п “ =10 00°- У~пря ~  7,05, пр — öO. Ш унинг учун э^тимоли бизни цизиктираётган 0 < / и < 7 0  
тенгсизлик ^

— 50 <  m — пр <  2 0 ,ёки

— 7,09 < ^ - ^ < 2 , 8 4
У npq

тенгсизликка тенг кучли.
Исбот килинган теоремага асосан:

(8) тенгликдан фойдаланиб, куйидагини ^осил циламиз:

Р  =  Ф (2,74) -  Ф (— 7,09) — Ф(2,74) +  Ф (7,09) =

=  0,4977 +  1  =  0,9977.

Ш ундай килиб, брак деталлар сонининг 70 тадан ор'тик 
оулмаслик э^тимоли 1 дан жуда кам фарц килади.

м и  с о  л. Уйин соцкасини 8000 марта ташлаганда б очко 
тушиш частотасининг /> =  -I  э*тимолидан фарци - д а н  кичик
булиш э^тимоли Р  ни топамиз.

Бизни

1  < 1  
8U0U 6 8J



тенгсизликнинг э^тимоли кизиктиради, бу ерда т —олти очко 
1 % 5тушиш сони, р — —, д =  —, « = 8  000.
6 6

Келтирилган тенгсизликни куйидаги куринишда ёзиш мум- 
кин:

-  100 <  т -  8000 . - <  100.
6

Бу тенгсизлик ушбу тенгсизликка тенг кучли:

т — 8000 • —
100 ^ ___________ 6_ 100

Т/ 8000 • — • -  У П М  I /  8000 ■ — . — * 
' 6 6  ' 6 6

Бундан /0 =  — 3 ва ^  =  3 келиб читали. Шу сабабли (9) ф ор- 
мулага кура изланаётган э^тимол

р  =  2Ф(3) =  2 • 0,49865 =  0,9973

булади (иловадаги, Ф(*) н и н г  кийматлари жадвалига царанг).
3 -м  и с о  л. Айрим ук узишда укнинг нишонга тегиш э^ти- 

моли 0,63 га тенг. Нишонга камида 10 та укни 0,9 га тенг 
э^тимол билан теккизиш учун нечта ук узиш керак?

Нишонга камида 10 та уК теккизиш  талаби
10 <  т <  +  00

тенгсизликка тенг кучли булиб, бу тенгсизликнинг кщори че- 
гараси аникланмаган. Бу тенгсизликни бизга керакли ш аклда 
ёзиб оламиз у ^олда

ю  — 0,63 п * ш —  0,63 п ,  .< ^ = = = = = = = - < 4 - 0 0 .у п • 0,63 • 0,37 Vп • 0,63 • 0,37
Бундан

ю  -  0,63 п 

V  0,23 п

келиб чи^ади. Хозирги з^олда э^тимол 0,9

га тенг. Иккинчи томондан, (8) формулага кура

Р ( / 0 < * < М  =  Ф ( О - Ф ( / 0)

ни досил киламиз. £, =  +  оо ва Ф (оо) =  0,5 булганлиги сабаб
ли Ф|^0) =  0,4000 булади. Бундан Ф(д:) функция цийматлари 
жадвалидан фойдаланиб, / 0 =  — 1,28 ни топамиз ва унинг ёр- 
дамида п ни топиш учун ушбу

Ю — 0,63 п _ __|

V  0,23 п ~  ’

тенгламани ^осил киламиз.



/

Б у  тенгламани ечиб ва камида 10 та. уцни нишонга тек- 
кизиш э^тимоли п нинг ортиши билан ортиши мумкинлигини 

«эътиборга олиб, узил-кесил
‘ л > 2 0

натижани носил киламиз.
8- § да курсатилган эдики, бирор ^одисалар юз беришла- 

рининг кузатилаётган частоталари уларнинг энтимолидан си- 
новлар сони амалда канча катта булса, шунча кам фарц ци- 
лиши курсатилган эди. Энди бу масалани назарий жи^атдан 
тушунтира оламиз.

Айтайлик, нар бирида бирор А нодисанинг юз бериш энти- 
моли р  га тенг булган п та узаро эркли синов утказилаётган 
булсин. Агар биз А ^одиса юз берган синовлар сонини т де-
сак, у н о л д а— нисбат А зрдисанинг ч а с т о т а с и н и  англа- 

п
тади. Куйидаги теорема уринлидир.

Б е р н у л л и  т е о р е м а с и .  Х,ар цандай г >  0 сон учун

^ - Рп <  е

тенгсизликнинг эцт имоли п чексиз ортганда бирга инти- 
лада.

Бошцача килиб айтганда, синовлар сони етарлича катта 
булганда, нодисанинг юз бериш частотаси унинг энгимолидан 
ж уда кам фарк цилиш энтимоли бирга исталганча яциндир. 

И с б о т и .  Бизни цизицтираётган тенгсизлик ушбу
. т — пр .— е < -------< е

п

тенгсизликка тенг кучлидир. Бу тенгсизликнинг иккала томо- 
нини —  га купайтириб, уни бизга зарур булган

У РЧ У  прд V РЯ 

куринишга келтирамиз. Шундай цилиб,

Бу э^тимол интеграл лимит теоремага асосан

1 } - х-  
\ Г т А е  йх—а

интегралга якин, бу ерда а =  е 

76



п чексизликка интилганда а - > о о  га эга буламиз. Ш у с а -  
бабли бизни ц и з и к т и р а ё т г а н  тенгсизликнинг э^тимоли

ОО

5 е 2 а х—со
интегралга интилади. Бу интегралнинг бирга тенглигини 1 0 -§  
да курсатган эдик. Теорема исботланди.

Бернулли теоремаси катта сонлар цонуни деб аталадиган 
^онуннинг хусусий ^олларидан биридир. Бу ^онуннинг б а ъ з и  
бир бошца формалари IV бобда царалади (23-§ га каранг).

II БО БГА  Д О И Р  У З- У ЗИ Н И  Т Е К Ш И Р И Ш  УЧУН С А В О Л Л А Р

1. Э^тимоллар назариясининг асимптотик формулалари кандай м аксад-
ларга хизмат килади?

2. Асимптотик формуланинг ^айси хатоси синовлар сони чексиз ортган-
да нолга интилади—нисбий хатоми ёки абсолют хатоми?

3. Муавр—Лапласнинг локал теоремаси татбицига мисол келтиринг.
4. Муавр—Лаплас теоремасининг шартлари Пуассон теоремасининг 

шартларидан нима билан фарк килади? Ходисанинг тайин сон марта ю з  
бериш эхтимоли Пуассон формуласи ёрдамида дисобланиши мумкии булган
мнсоллар келтиринг. к

5. Нима учун Пуассон конуни кам юз берувчи додисалар конуни д е о

ЗТаЛ6. ИМуавр— Лапласнинг интеграл лимит теоремаси канаай а.цамиятга 
эга? У кандай масалаларда татбик килинади? Локал ва интеграл теор ем а-  
лар татбиц килинадиган масалалар орасидаги фарк нималардан иоорат.

7. Бернулли теоремаси ннмадан иборат?
8. Бернулли теоремасига асосланиб, синовлар сони чексиз ортганда ^ о- 

дисанинг ю з’бериш частотаси унинг эх,тимолига интилади деб аитиш м ум -

К1Ч%. Бернулли теоремасининг татбик цилинишига дойр мисоллар келти-

РИ1,Г,0  Олдинги бобнинг 4-§ ида додиса юз беришининг энг катта э*тим ол- 
1И сони учун олинган бадо Бернулли теоремасига мувофик келадими .1



I I I  Б О Б  

ТАСОДИФИЙ МИЦДОРЛАР

13-§. ТАСОДИФИЙ М И ВДО Р ВА УНИНГ ТАКСИМ ОТ ЦОНУНИ

Тасодифий мицдор тушунчаси э^тимоллар назариясининг 
марказий тушунчаларидан биридир. Тасодифий мицдор дейил- 
ганда, тасодифга борлиц х,олда у ёки бу цийматларни ца~ 
бул цилувяи м щ дорлар тушунилади. Унинг аницрок таъри- 
фи бироз кейинроц берилади.

Тасодифий мицдорларга баъзи-бир мисоллар келгирамиз.
1. Уйин соццаси ташланганда тушадиган ояколар сони. 

Бу тасодифий мицдор 1, 2, 6 цийматлардан бирини кабул 
цилиши мумкин.

2. п та эркли синовда А %одисанинг юз бериш сони. Бу 
тасодифий микдор п та синов натижасида 0, 1,2, . . . циймат- 
лардан бирини цабул цилиши мумкин.

3. Бириняиси нишонга теккунга цадар отиладиган уцлар  
сони. Бу тасодифий мицдор исталган бутун мусбат цийматлар 
цабул кила олади.

4. Нишон марказидан унга ошилган уц теккан жойгача 
булган масофа. Умуман айтганда, бу тасодифий мицдор истал
ган мусбат цийматларни ёки нолни кабул цила олади.

Чекли сон ёки т ур ли цийматларнингяексиз кетма-кет- 
лигини цабул цилувяи тасодифий мицдор дискрет тасоди
фий мицдорлардир.

Юкоридаги тасодифий мицдорлар ичида 1, 2, 3-мисоллар- 
даги мицдорлар дискрет тасодифий мицдорлардир.

Бирор интервалдаги (оралщ даги) баряа цийматларни 
цабул цилувяи тасодифий мщ дорлар узлуксиз тасодифий 
мицдор дейилади*. Бундай тасодифий мицдорларга 4-мисол- 
даги тасодифий мицдор мансубдир (уз-узидан равшанки, дис
крет ^ам булмаган, узлуксиз зам булмаган тасодифий миц
дорлар ^ам мавжуд, бироц ундай тасодифий мицдорларни 
урганиш бизнинг вазифамизга кирмайди).

* Бу таъриф тулик эмас. Узлуксиз тасодифий микдоршшг янадэ тулик 
таърифи 15-§ да келтирилади.



Дозирча биз дискрет тасодифий микдорларни караб чикиш 
билан чегараланамиз. Тасодифий микдорни характерлаш учун, 

\аввало унинг мумкин булган кийматларини курсатиш керак . 
Бирок бу Л9яи етарли эмас: яна бу тасодифий микдорнинг 
Кийматлари к а  н д а й  ч а с т о т а  билан кабул килиниши хам 
маълум булиши керак. Бу частота уницг дар бир кинмати- 
пннг э.угимоли билан характерланади. Бош кача килиб айтган- 
да, X  тасодифий микдор учун факат унинг х и х 2, ... ,х„, ... 
кийматларини эмас, балки X  тасодифий микдорнИнг х1 кий- 
матни кабул килишидан иборат булган додиса э^тимоллари

Р1 =  Р(Х = Х1) (1 =  1 , 2 , 3 , . . . )
ни дам курсатиш керак.

Агар X  нинг мумкин булган барч'а кийматлари кур- 
сатилган булса, у долда Х  =  х 1 лар биргаликда булмаган 
ходисаларгина булиб колмай, балки ягона мумкин булган 
ходисалар хамдир, демак, берилган р 1 эхтимоллар й и тн д и си  
бирга тенг булиши шарт.

Тасодифий микдорнинг кийматлари билан шу кийматларга 
мос эхтимоллар орасидаги богланишни аниклайдиган муноса- 
бат тасодифий микдорнинг тацсимот цонуни  деб аталади. 
Дискрет тасодифий микдорнинг таксимот к°иунини жадвал 
куринишда ёзиш кулайрокдир (1-жадвал),

1 - ж а д в а л

»1 *2 . . . х а . . .

-

Р\ Рч . . . Рп

Бу ерда ^  Кийматларсони чекли хам .чексиз  дам були-
1

ши мумкин. Иккинчи долда эхтимоллар катори ^  />г якинла-

шувчи булиб унинг йигиндиси бирга тенг булиши шартдир.
Баъзи холларда таксимот конунни график холда тасвирлаш 

Кулайдир. Шу максадда абсциссалар уки буйлаб X тасодифий 
микдорнинг мумкин булган кийматлари, ординаталар у^и б у й 
лаб эса бу кийматларга мос эхтимоллар жойлаштирилади. Х°* 
'сил кнлинган нукталарни туташтирувчи синик чизик так,си~ 
мот к^пбурчаги дейилади.

Тасодифий микдорларнинг таксимот конунларига мисоллар 
келтирамнз.

1-м и с о  л. X — уйин соккаси ташланганда тушадиган очко- 
лар сони булсин. Унинг мумкин булган 1, 2, ... 6 кийматлари 
тенг эхтимоллидир. Шунинг учун таксимот к.онун 2-жадвйл 
куринишига эга булади.



Бу тасодифий микдорнинг тацсимот купбурчаги 10-расмда тас- 
вирланган.

2- ж а д в а л

XI \ 2 3 4 5 6

Р1
1 1 1 1 1 I

6 6 6 6 6 6

1

1
6

О / г д 6 т

Ю- раем.

2 - ми с о  л. Фараз килайлик, X  ^ар бир отишнинг нишонга 
тегиш э^тимоли р  га тенг булганда, биринчиси нишонга тек- 
кунга кадар отиш лар сони булсин.

Бу ^олда X  тасодифий миадорнинг мумкин булган киймат- 
лари барча 1, 2, 3, ... натурал сонлардир.

Х - \  булиш э^тимол'и р  га тенглиги равшан. Агар Х  =  2 
булса, бу биринчи ук нишонга тегмасдан иккинчи ук унга 
текканини билдиради ва Х —2 нинг э^тимоли 5{0дисаларнинг 
биргаликда юз бериш э^тимоли сифатида pq  га тенг булади 
(<7 =  1 — р). Ш унга ухшаш, Х  =  п нинг э^тимоли <7п~'р га 
тенглигини топамиз. Демак, бу ??олда та^симот конун куйи- 
даги жадвал куринишида берилади (3-жадвал).

3- ж а д в а л .

ч 1 2 3 4 ••• п М1

Р1 р РЧ РЧ* РФ о. -„и—1 РЧ

во

2  Л  ка торни нг  йирийдисиии топамиз.  3-жаяваяга кура:

ОО по

2 / 7л = 2 ^ ' " ' 1==/ ,( 1 + ^ + 9 2 +  ••• + ? л~ , +в=1 п=1



I I - раем.

Каве ичидаги цатор^О <  q <  1 махражли геометрик прог рес-
сия булиб, унинг йигиндиси дан иборат, демак,

9 Р
оо

^ р п=  1.
П— I

Бу тасодифий мицдорнинг тацеимот купбурчаги p =  q — -^  

булган зол учун 11-расмда тасвирланган.

14-§. ТАКСИМОТ ФУНКЦИЯ ВА Э ^Т И М О Л Л А Р ЗИЧЛИГИ

Тасодифий мицдорларнинг тацеимот цонунини лар доим 
зам жадвал ёрдамида бериш мумкин булавермайди. Масалан, 
агар биз узлуксиз тасодифий микдор (утган параграфда гаъ- 
рифланган маънода) зацида фикр юритаёгган булсак, у золда 
унинг барча цийматларини санаб чициш мумкин эмас. Шунинг 
учун уни дискрет тасодифий мицдорни характерлаганимиздек, 
айрим цийматларнинг эзтимоллари билан эмге, балки тасоди
фий микдор маълум бир интервалдаги кийматларни цабул ки- 
лиши, яъни а  <  X  <  р куринишдаги тепгсизликларнинг 3 v, t h -  
моллари билан характерланади. Шуни айтиш керакки, бундай  ̂
х'арактеристикалар фацат тасодифий мицдорлар учунгина эмас, 

'балки боища объектлар учун зам фойдалидир.
Бундан кейин биз тасодифий микдорнинг х  дан кичик 

Кийматларни кабул килиш эзтимоли тугрисида, яъни — ° ° <
<  X  <  х  тенгсизликнинг эзтимоли закида су з  юритамиз. Бу 
Р (Х  <  х) э^тимол х  нинг функциясиэканлиги равш ан; у функ- 
цияни F(x)  билан белгилаймиз:

F(x)  =  Р{Х  <  л). . •
F{x)  функция тещшмотнинг интеграл ц он уш  ёки maco- 

дифий микдорнинг тацеимот функцияси деб  аталади.



Агар тасодифий микдорнинг кийматларини сон у к и н м г  
нукталари билан тасвирласак ва х  абсциссали нуктани N хвр- 
фи билан белгиласак, у долда F(x)  функция тасодифий ц\щ- 
дорнинг киймати булган /И нуктанинг N  нуктадан чапрбкда 
булиши эдтимолидан йборат булади.

Гаксимот функциянинг баъзи хоссаларини ани^лаймиз.
Фараз килайлик, X  тасодифий микдор булиб, х, ва х 2 

•лар х , <  х 2 шартни каноатлантирувчи иккита ихтиёрий нукта 
булсин. Г(л)  таксимот функциянинг бу нукталардаги киймат
ларини такк°слаймиз. Х < х ,  додисанинг юз беришндан Х < х 2 
^одисанинг юз бериши келиб чикканлиги учун

P ( X < x i) < P ( X < x i)
муносабатнинг уринли булиши равшан. Таксимог функциянинг 
таърифига кура эса

П х х ) < Р ( х , )
тенгсизлик келиб чикади.

Ш ундай килиб, таксимот функция дар кандай тасодифий 
микдор учун  монотон камаймас функциядир,

Сунгра F(— со) =  0 в а  , F ( - f - o o ) = l  булиши равшан. Бу 
ердан

/ • ( 4 -  о о ) — F ( —  00) =  1

тенгликнинг уринли эканлиги келиб чикади.
Р{х)  функция монотон ва О ва I орасида чегараланган 

булганлиги учун y=F( x i  функция иккита горизонтал асимпто- 
тага эга л: — оо да у =  0 ва к +  оо да у  =  | .

Таксимот функциянинг санаб угилган хоссалари унинг бу- 
тун дакиций укдаги долатини етарлича ойдинлаштиради.* Бу 
аитилганларга яна, агар тасодифий микдорнинг барча киймат
лари (a, h) интервалга тегишли булса, а нуктанинг чагт томо- 
нида / - (л ) ;= и ,  t) нуктанинг унг томонида эса F( x) =\  булиши- 
ии айтиш колади.

Гаксимот функцияни исталгаи типдаги—узлуксиз, шунинг- 
дек, дискрет типдаги тасодифий микдорлар учун дам ёзйш 
мумкин эканини кайд килиб утамиз.

 ̂ Д искрет  тасодифий микдор учун таксимот функция ушбу 
куринишда булади: '

/ ( * )  =  Р( Х <  х) =  Р { - с о  < Х < х )  =  У Р
X ;< К

бу ерда' куш иш  х, нинг x t < x  шартни каноатлантирувчи бар
ча кийматлари учун бажарилади. Л нинг иккита кетма-кет 
Кийматлари орасида F(x)  узгармасдир. х  аргумент тасодифий 
микдорнинг мумкин булган х 1 кййматидан утганда t l x )  функ
ция сакраб, p i =  Р ( Х  =~ * г) кийматга усади, демак, x t нукта 
г ( х )  функциянинг биринчи тур узилиш нуктаси булади. Шун-



дай килиб, дискрет тасодифий микдор учун тацсимот функция 
погонавий функциядир. Унинг куриниши 12-расмда келтирил-
ган. л

Та^симот функция тузишга дойр баъзи мисолларни карао
чикамиз.

1 - м и с о л .  X тасодифий миц'дор битта ук у зи ш д а  нишоига 
тегиш сони булиб, бунда укнинг нишонга тегиш  э^тимоли
0,3 га тенг.

X  нинг мумкин булган кийматлари иккита: 0 ва 1 экани 
равшан. Унинг таксимот конуни 1-жадвал куриниш даги жад- 
вал ёрдамида ёзилиши мумкин. Бундан унинг тацсимот функ- 
цияси ушбу тенгсизликлар билан берилиши келиб чицади:

Та^сш.'от функциянинг графиги 13-расмда курсатилпан.
2-м и с о  л. Нуцта [0; 1[ кесмага таваккалига (мулжалга 

олинмасдан) ташланяпти. Кесмага тушган нуктанингабсцисса- 
си X тасодифий мицдор булсин (нукта [0, 1] кесмага албатта
тушади деб каралади).

Бу *олда биз барча цийматлари [0, 1] кесмага тегишли оул- 
ган узлуксиз тасодифий микдорга эга буламиз. Ш унинг учун 
х  <  0 да /г( л ) = 0  булади, чункм А: <  х тенгсизлик бу \олда 
булиши мумкин эмас. Аксинча, х 1 да эса X  <  х  тенгсиз
лик мукаррардир, демак, бу *олда /•(■*) =  1.

Энди х сон 0 <  л: <  1 тенгсизликни каноатлантирсин. Нук- 
та кесмага таваккалига ташланаётганлиги сабабли абсцисса- 
нинг барча цийматлари тенг э^гимоллидир. Э^тимолнинг 8-§ 
да берилган геометрик таърифига кура нуктанинг бирор ин- 
тервалга тушиш э^тимоли шу интервалнинг узунлигига про- 
порционалдир. Хозирги *олда эса бу э^тимол шу оралицнинг 
узунЛигига тенг, чунки [0, 1] кесманинг узунлиги бирга тенг.



Ш ундай цилиб, Р{ Х  <  х)  э^тимол (0, х)  оралицнинг узун/ 
гига тенг, яъни ]

Е ( х ) = Р ( Х < х )  =  х.  (

Ш ундай цилиб, царалаётган X  тасодифий мицдорнинг тац- 
симот функциясини узил-кесил

|  — оо <  х  <  0 булса, 0;
•*) = |  0 <  х  <  1 булса, л:;

1 <  х  <  +  оо булса, 1
куринишда ёза оламиз. Унинг 
графиги 14-расмда тасвирланган.

Энди куйидаги масалани ку- 
риб чицамиз.

1 - м а с а л а .  X  тасодифий 
мицдорнинг тацсимот функция- 
сини билган ^олда унинг а < X  < р  
тенгсизликларни цаноатлантириш 
э^тимблини топамиз.

Э^тимолларни цушиш теоре- 
масига кура

Р(Х < Р )  =  Р ( Х  <  а) +  / > ( « < *  <  р; 

ыуносабатни ёзамиз. Бу ердан

Р(Л <  Х < $ )  =  Р( Х  <  р ) ' -  Р( Х  <  «).

Тацсимот функциянинг таърифидан фойдаланиб,

Р ( * < Х < $ )  =  Г( $ ) - Л( а )  (1)

тенгликни ёза оламиз.
(1) тенгликдан Р( Х =  а) э^тимолни топишда фойдаланиш 

мумкин. Бунинг учун р -> а даги лимитни цараб чициш кифоя, 
чунки р — а да [а, р] кесма а нуцтага интилади ва X  миадор 
а билан устма-уст тушади.

Д ем ак ,

Р ( Х  =  а) =  ПшЯ(а <  X  <Р) =  Н т [ / :'(Р) -  /=■(«)].
¡3-+а р->а

Агар Е(х)  функция узлуксиз булса, охирги лимит нолга тенг. 
Д ем ак ,  ■

Р ( Х  =  а) =  О

булади , яъни тасодифий мщдорнинг тацсимот функцияси 
узлук си з булса , у %олда тасодифий мщдорнинг олдиндан 
берилган цийматни цабул цилиш э^тимоли нолга тенг.

Р{г <  X  <  р) =  Р (Х  - а )  +  />(а <  А <  Р).



булганлигидЗн, (1) тенглик урнига ушбу
Р(а <  X  <  р ) =  Д Р )  — Г(а)

тенгликни *ам ёзиш мумкин.
Укувчининг дикк?тини куйидаги фактга ало^ида карата- 

миз. Маълумки, мумкин булмаган зодисанинг э^тимоли н олга  
тенг. ^одисаларнинг тула группаси ч е к л и  с о н д а г и  зо д и -  
салардан тузилган *олда э^тимолнинг классик таъ р и ф и д а  цу- 
йидаги тескари даъво ^ам уринли: э^тимоли ноль булган 
диса мумкин булмаган зодисадир. Б у т е с к а р и  д а ъ в о  у з -  
луксиз тасодифий мивдор учун  тугри эмас. Дозиргина биз 
олдиндан танланган а сон учун X  =  а булишининг э^тим оли  
ноль булишини курган булсак-да , бу зодиса мумкин б у л м а 
ган зодиса була олмайди. Бунга ухшаш ^олга биз 8-§ д а  
геометрик э^тимолни караётганимизда дуч келган эдик.

Та^симот функцияси у з л у к с и з в а  д и ф ф е р е н ц и а л -
л а н у в ч и  булган X  узлуксиз тасодифий микдорни текш и ра- 
миз. Таксимот функциянинг зосиласи

<р(х) =  Р'{к)
зам му*им роль уйнайди. Б у  <р(лг) функцияни X  тасодифий 
мщ дор тацсимотиншг дифференциал цонуни ёки э^т им ол-
лар зичлиги дейилада.

Бу функциянинг эзтимолий маъносини осонгина курсатиШ ' 
мумкин. Хосиланинг таърифидан

ч(х) =  Р( х)  - Пт  Р{х + Дл)~ (3)
Д а  *

экани. келиб чицади. (3) ифоданинг сурати X  тасодифий м и к-  
дорнинг х  ва х + Д х  лар орасидаги кийматларни кабул  цилиш  
э^тимоли эканини юцорида курган эдик:

Е(Х +  И х ) -  /Ч х )  =  Р( х  <  X  <  х  +  Дх).

Шундай килиб, (3) тенглик урнига ушбу

-  <4 >ТЧ дл--0 Л*
тенгликни ёза оламиз, яъни X  тасодифий мицдорнинг х  н уц -  
тадаги э^тимоллар зичлиги х  нинг (х, х  +  Дх) оралицца  
тушиш эхстимолининг А х га нисбатининг Ах нолга инт ил-
гандаги лииитига тенг.

Э^тимоллар зичлигининг ролини янзда чукурроц ан гл ати ш  
мацсадида юцориллги масалага ухшаш булган яна битта м а -
салани караб чицамиз.

2 -м  а с а л а .  X  тасодифий мивдорнинг э^тимоллар зи ч л и -  
гини билган золда X  нинг а <  X  <  р тенгсизликларни к ан о ат -  
лантириш э^тимолини топамиз.



(2) тенгликдан ва интеграл *исобдан маъ'лум"булгаи Нью
тон —Лейбниц формуласидан фойдаланиб, ушбу тенгликни ёза

(5) формулага осонгина геометрик маъно бериш мумкин. 
Тацсимот зичлиги у =  <?(х) нинг графигини чизамиз (15-расм). 
<4> дан куринадики, &х га нисбатан юцори тартибли чексиз 
м и цдор  аниклигида

чизикли траиециянинг юзи орцали тасвирланади. (5) форму- 
лан и нг  геометрик маъноси ана шундан иборатдир. у ~  <?(х) 
эгри  чизиц доимо Ох у ц н и н г  ю ц о р и с и д а  ётишини цайд 
циламиз. Хакикатан ^ам, юцорида курсатганимиздек, Ь\х)  
тацсимот функция монотон камаймас функция, "у ^олда 
бундай функция ^осиласининг манфий була олмаслиги диф
ференциал  ^исобдан маълум, яъни <р(л")>0.

(5) тенгликдан ва тацсимот функциянииг хоссаларидан

экани ^ам келиб чицади.
Тацсимотнинг интеграл цонуни ифодасини унинг диффе

ренциал цонуни орцали осонгина ифодалаш мумкин. Тацси- 
мотнинг интеграл цонуни унинг дифференциал цонунининг 
бошлангич функцияси булиб, у х -*■ — оо да нолга айланади. 
Ш унипг учун

оламиз:

Р(х  <  X  <  х  &х) %  у(х)Ь.х

т п

О X Х+й% ос уЗ X цисмнинг устида жойлаш-

такрибий тенглик.уринли. 
}(осил цилинган купайтма 
орма чизицлар билан 
штрихланган т'урри турт- 
бурчакнинг юзи оркали 
геометрик тасвирланади 
( 15-расм).Тасодифий миц- 
дориинг (я, ¡В) ораликнинг 
ичидаги циймагларни ца- 

’ бул цилиш э.угимоли шу

15- раем.
ган ва юкоридан у - ?( <) 
функциянинг графиги би
лан чегаралаиган эгри

(6)

X

(7)



3 -м  и с о л .  2-мисолда ^араб чицилган X  тасодифий микдор 
э^тимолининг тацсимот зичлигини топамиз.

Тацсимот зичлигининг таърифига кура осонгина гопамиз:

— c o< j c< 0 булса, О,
?(■*) =  0 <  л  <  1 булса, 1,

1 <  х <  +  оо булса, 0.

jr =  0 ва х = 1  нуцталарда <р(х) функция м авж уд эмас. 
Бу нуцталарда таксимотнинг -интеграл конуни булган  F(x)  
функциянинг графиги синишга эга (14-расмга каранг>.

4-м и с о  л .  Тацсимотнинг курсаткичли дифференциал цо- 
нуни ушбу куринишда берилган:

|  х  <  0 булса, О,
? Х \ х > 0  булса, Ае ~Хх,

бу ерда А ва X—-узгармас катталиклар. X ни берилган  деб 
^исоблаб, А ни топамиз ва таксимот функцияни аниклаймиз. 
(6) формулага кура

-{-оо со
А -  хх

|  ср {x)dx =  [ Ае Xr dx  =  — у  е
—оо О

яъни А =  х.Энди (7) формулага асосан х > 0  булганда

=  Т - ' 'О л

х  х

/ г (х> =  J ср( t ) d t ^ \  ] e ~ u d t  =  - e ~ M

ни ^осил киламиз.
<•<() булганда F(x) — 0 булиши равшан. Уцувчига д и ф ф е

ренциал ва интеграл цонунларнинг графикларини муста^ил 
чизишни тавсия циламиз. 3-мисолдагига ухшаш, бу ерда >;ам 
F(x)  функциянинг графиги коордийата бошида бурчак нукта- 
га эга.

5 - м и с о л .  Электрон лампанинг ишлаш вацта X  т ас о д и 
фий микдор булсин. Ишлаётган лампанинг унча катта булм а- 
ган вацт ичида ишдан чикиш э^ти'моли унинг кейинги ишлаш 
вацгига тацрибан пропорционал эканлиги ва лампанинг аввал 
канча ишлаганлигига боглиц булмаслиги тажриба ёрдам ида 
аницланган. X  тасодифий мицдорнинг тацсимот функциясини  
топамиз.

Лампанинг камида л  кун ишлаши А *одиса, унинг л ва 
Х +  &Х кунлар орасида ишдан чикиши эса В *одиса булсин. 
Биз куйидагига эгамиз:

Р(А)  =  Р ( Х ^ х )  =  1 - Р ( Х  < x) =  \ - F ( x ) ,
F(B) =  P{x < Х  < х  +  Ax) =  F{x +  Дx) — F(x) .



Б и з  ишлаётган л а м п а н и  кузата бошлаганимиз учун тажриба 
натижасида Ц В ) э^тимол эмас, балки РД(В)  шартли э^ти-
мол аникланади. У *олда купайтириш теоремаси натижасидан 
фойдаланамиз:

Р{А ) Р а(В) =  Р( В) Р ь (А)

ва агар В Модиса -юз берган булса, А ^одиса ^ам албагта юз 
беришини, яъни Р в{А) — \ эканини кайд киламиз. Шунинг 
учун

р (¿f) — _  f (X +  Д*) ~  F{x) '
А Р (А )  1 - F ( x )

А гар Д* етарлича кичик булса, ушбу тенгликни ёза оламиз:

P - ( S > =  f ^ '  <8 >

Б у  ерда у(х)  =  F'(x) — таксимот зичлиги. Иккинчи томондан, 
шартга кура Р А(В)  э^тимол учун ушбу

р А(В)  «  kAx (9)

(k — пропорционаллик коэффициента) такрибий тенглик урин- 
ли. (8) ва (9) такрибий тенгликларни таккослаб ва уларнинг 
хатоликлари Av-*0 да нолга интилишини эътиборга олиб,

=  k ёки у(х) =  k — kF(x)
1 - F U )

тенгламани ^осил киламиз. Охирги тенгликни /шфференциал- 
лаб, изланаётган э^тимоллар зичлиги учун ушбу

<р'(х) =  -  k'f(x)

дифференциал тенгламани ^осил киламиз. Бу тенгламани 
интеграллаш эса <р( а ) =  Се~ кх (С — ихтиёрий узгармас) ечим- 
ни беради. Узгармас катталик С ни гопиш учун бизнинг маса- 
ламизда ^ > 0  булганлигидан д < 0  да <р(дг) =  0 эканини кайд

?(* )  =

F(x) =

k коэффициент гажриба ёрдамида гопилиши керак. Уни
0,01 га тенг деб оламиз (вактни кунлар билан улчаганда) ва 1) 
электрон лампа камида 30 кун ишлаш э?{тимолини; 2) унинг 
30- ва 40-кунлар орасида бузилиш э^тимолини ^исоблаймиз.

аа

ечимига кура С =  k эканини аниклай-
оламиз:

л; < 0 булса, 0;
х > 0 булса, ke~kx\
х < 0 булса, 0;
х > 0 булса. 1 — e~kx.



Биринчи савол куйидагича з$ал килинади:
рI =  1 — ^(30) =  1 — (1 — е ~ 0'3) =  е~°-3ж 0,74.

Иккинчи э^тимол учун эса уш б у  натижани зосил киламиз:

р 2 =  |<р(*)</* =  /^(40) -  Л(30) =  е ~ 0’3— е~°-4 «  0,74 -  0,67 =  0,07.

30

1 5 -§ . ДИ СК РЕТ ВА У ЗЛ У К С И З ТАЦСИМ ОТЛАРНИНГ  
АСОСИЙ МИСОЛЛАРИ

Та^симот- функция ва э^тимоллар зичлигининг олдинги па-  
раграфда берилган тушунчаларидан фойдаланиб, узлуксиз та -  
содифий микдорга энди аник таъриф  бериш мумкин.

Агар тасодифий мицдорнинг ^  (х ) тацсимот функцця- 
си бутун сон уцида узлуксиз булиб, та.цсимот зиялиги  
<?(х) =  Р'(х) мавжуд ва деярли хамма ерда узлуксиз (нуцт а- 
ларнинг дискрет тупламидагина узилишга эга булиши м ум 
кин) булса, у х,олда бундай тасодифий мицдор узлуксиз бе- 
йилади. Шу билан бирга <?(х) зичлик функция биринчи т у р  
узилиш нукталарига зам, чексиз узилиш нукталарига зам  эга
булиши мумкин.

М азкур параграфда узлуксиз ва дискрет тасодифий мик- 
дорларнинг купрок учрайдиган типлари келтирилади ва у л а р -  
нинг татбик килинишига дойр мисоллар курсатилади.

1. Э з т и м о л н и н г  т е к и с  т а к с и м о т и .  Эзтимоллар зич- 
лиги (а, Ь) ораликда узгармас булиб, унинг ташкарисида эса 
нолга тенг булсин. Агар бу узгармасни А  десак, 14- параграф - 
даги (6) формулага асосан:

ь
| Ас1х  =  1,

* а
бу ердан Л =  •
Шунинг учун текис таксимотнинг зичлик функцияси у ш б у  
формула билан берилади (16-расм):

- со <  х  <  а  булса, 0,

«

?(Х) =
1 О)а < х < Ь  булса, — а ,

р < х <  +  оо булса, 0.
х  =  а в а  х =  Ь нукталарда <?(х) функция узилиш га эга. О л 
динги параграфнинг (7) формуласидан фойдаланиб такси м от
нинг интеграл конунини топамиз. Агар х а булса, у з ^ л д а

X
р( х)  =  |< р ( 0 ^  =  0.

— ОО



Барча а < л < 6  ла'р учун:

F ( x ) =  j < f ( t ) d t =  |  ?( t ) d t  +  b ( t ) d t  =  0 +  \ b ~ d t  =  Xj^ a ,
- о о  -  00 a a

чунки a < t < b  учун <?(t) =  . Ни^оят, агар булса,
х а Ь х

F(x)  =  j  Ф( t ) d t  =  j  ?(t) dt  +  j  <?(t) d t + \  ?(t) dt  =
— oo — 00 a b

С 1
= ° + j s— л + ° = 1 -a

Шундай килиб, текис таксимотнинг интеграл ^онуни ушбу 
формула билан анщ ланади  (17-расм):

— оо <  х  <  а булса, О,
х  — аF(x) = a < x < b  булса,
Ъ — а

b -sg х  <  +  оо булса, 1.

Бу функция замма жойда узлуксиз. 14-§ да текис таксимот- 
нинг хусусий долини курган эдик (2-мисолга царанг).

II. К о ш и  к о  н у  ни. X  тасодифий миедорнинг таксимот зичлиги

А
<р(х)  =  -------------------
г '  1 +  х*

формула билан берилган б^лсин. Юцоридагига ухшаш, А  катталик уш бу 
+ “ ■+«> +
1 ^ ( x ) d x ‘= \  ----------d x  -= 4̂ arctgдг

J  J  1 + j 1“ 00 “ CO
муносабатдан аникланади. Бу ердан А  — — . Ш ундай цилиО, Коши цонуни- 

уш бу куринишни олади (18-расм);

?(*) -  1 (2)

> яА  ■

"(1 +  х*)



1 4 -§ д а г и  (7) формулага асосланиб, таксимот функцияни топамиз (19-расм):

ал \_

(1 +  V) я
— оо

1 1
— агс 12*  +  -К'ТЕ ^

=  -

Мисол сифатида Коши конуни буйича таксимланган тасодифий микдор- 
нинг ( — I, 1) оралицка тегишли цийматларни кабул килиш эцтимолини то
памиз. Утган параграфнинг (2) формуласига кура:

1 Г то / то
Я( -  ! < * < . )  =  ^(1)- Г (  -  1) =

III. А р к с и н у с  к о  п у н и .  Таксимэт зичлиги куйидагича берилган 
булсин:

Ф )  =

—  оо <  х  <  -  1 б^лса, О,

— 1 < * < 1 булса,
К 1 -  х* '

1 <  х  <  4- оо булса, 0.

Аввал А  катталикни топамиз:

1 . 1 

1 'А  / Г
; йх — А агс 51п* =  пА  =  1,

яъни А  =  — . Энди таксимот функциянинг ифодасини топамиз:

— оо .< х  <  —  1 булса, О,

1 < X < 1 1 Гбулса, — \71 Л
ЛЬ I . 1

=  — агс Ып* +  — 
и 2

1 <  х  <  +  оо булса, 1.



<р(*) ва Р(х) функциялдрнинг графиклари 20- раемда тасвирланган. у(х)  функ
ция х  =  — I ва х  =  1 нукталарда чексиз узилишга зга.

IV. Б и н о м и а л  т а ц е и м о т .  Хар бирида А ^одисанинг юз 
бериш э^тимоли р  га тенг булган п та эркли синов серияси- 
ни карайлик. X  тасодифий мивдор ^одисаларнинг юз бериш 
сони булсин. X  дискрет булиб, унинг мумкин булган циймат- 
лари 0, 1, 2, . . .  манфий булмаган бутун сонлардан ибораг.

X  тасодифий мицдорнинг тацеимот цонуни бизга маълум 
булган (4-параграфга каранг) ва X  — т тенгликнинг э^тимо- 
лини аницловчи

Я п т „т ~п~т I '\\т ,п  =  Сп р  у
формула билан берилади. 4-параграфда курсатилганидек, бу 
ифода (р +  д)п бином ёйилмасининг ^адидан иборат. Шунинг 
учун X  тасодифий мщдор биномиал тацеимот цонунига 
буйсунади дейилади.

Биномиал тацеимотнинг татби^ ^илинишига дойр мисол- 
ларни олдинги иараграфларда курган эдик.

V. Н о р м а л  т а ^ с и м о т  ц о н у н  (Гаусс цонуни). Практи- 
када учрайдиган тасодифий мивдорлар буйсунадиган тацеи- 
мот цонунлар орасида купрок нормал таксимот конун билан 
иш куришга тугри  келади. Бу цонун учун ср(х) э^тимоллар 
зичлиги уш бу

1 _  (£=£1а 
?(■*.) =  ~у г ~е 2а’ (4)а у  2п

формула билан берилади. Бу функция учун 14-параграфдаги (6) 
формула билан ифода цилинган шартнинг бажарилишини

4- со _—д)а

текширамиз, чунки у мусбатдир. Бунинг учун ду ^ ш |  е 2°



интегралда х  — а — 1, йх =  осИ деб, узгарувчиларни  ал-

маштирамиз у золда: 
+*>

оУ2ж - с о

(х  — а)*
2аа с1х  ■ у  2пН

+00 <» 
е сИ.

10-параграфда курсатилганидек, бу интеграл бирга тенг.
9-параграфдаги синовларни такрорлаш ^аь;идаги масалада 

асимптотик формулани цараётганимизда нормал та^симот ь;о- 
нуннинг хусусий золи (а — 0, о = 1 )  билан таниш ган эдик.

10-параграфда <?(х) =  ■ еу 2 функция тула урганилиб,

унинг уша ерда графиги дам чизилган эди ( 7 - раем).
(4) функциянинг графигини чизиш учун аввало  а  ва о 

параметрларнинг г е о м е т р и к  м а ъ н о с и н и  аниклаймиз. Бу 
параметрларнинг э.^тимолий маъносини аницлашни эса кейин- 
рокка ь;олдирамиз.

(4) формуладан куринадики, х  =  а  булганда у=<р (х ) ф унк
ция максимумга эришади ва уиинг максимал киймати

Утах ■

дан иборат. а мивдорнинг ортиши билан ф ункциянинг макси
мал киймати камаяди. Абсциссалар уци ва бу эгри чизик би
лан чегараланган бутун юз бирга тенг булганлиги учун о нинг 
ортиши билан эгри чизик Ох  ук буйлаб гуёки чузилади . Ак- 
синча, о камайиши билан у горизонтал йуналиш да кисилиб, 
максимум циймати атрофида юкорига караб чузилади .

21- раемда у = < р ( х )  нормал цонунларкинг о узгармаган- 
да а  нинг дар хил кийматлари учун графиклари берилган. 
Аксинча, 22- раемда а  =  0 булганда а нинг дар хил  киймат
лари учун у =  <?{л) функцияларнинг графиклари берилган.

'

I,
V



22- раем.

Н ормал таксимот конуннинг бундай тез-тез учратилиш 
сабаби куйидагича изо^ланади. Агар тасодифий микдорнинг 
кабул циладиган кийматлари ^ар бирини ало^нда олганда бу 
тасодифий микдорга нисбатан кам таъсир киладиган жуда кат- 
та сондаги факторларга боглик булса, у ^олда каралаётган 
тасодифий микдор нормал таксимот конунга буйсунади деб 
такрнбан ^исоблаш мумкин. Бу фикрнинг ^акикатан ^ам туг- 
рилигини ^тасдицлайдиган барча шартларнинг аник баёни 23- 
параграф да царалади.

М исол сифатида снарядларнинг сочилиши ^акидаги масалани 
курсатиш мумкин. Тупдан нишонни узгартирмасдан ва бош- 
Ка ^ам м а шароитларни саклаган ^олда снаряд отиляпти. Сна
рядларнинг ^аммаси бир тутри чизикка тушади ва уларнинг 
сочилиши симметрик, яъни нишонга олиш нуктасидан нарига 
ва берига тушиши тенг э^тимолли деб фараз цилинади. Сна
ряд туш ган нуктанинг координатаси X тасодифий мик
дор део- олинади. Снаряд тушган нуктанинг нишонга олинган 
нуктадан четланиши жуда куп факторларга боглик булиши 
раишан: бундай факгорлар атмосфера шароитларннинг узга- 
ришидан, снаряд формасининг узгаришидан, заряднинг <по- 
рохнинг) ^ар хил огирликда булишидан ва ^оказолардан » 
иборатдир. Демак, юкорида айтилганга кура, X  тасодифий 
микдорнинг нормал таксимот конунга такрибан буйсуниши 
шарт деб айта оламиз. ^акикатан ^ам, таксимот конуннинг 
нормал конУнга мос келишини тажрибалар натижаси тасдик* 

.лайди. Энди нормал таксимот конунга биномиал конуннинг 
яг^ 'нлашицш ^акидаги фактни (9- § ва 12- § га каранг) *ам 
туш унтира оламиз. Гап шундаки, синовлардаги ижобий нати- 
ж аларни н г  жами сони куп сондаги айрим ижобий натижалар



йигиндиси булиб, уларнинг ^ар  бири бу жами сонга уз-узича 
жуда кам таъсир килади.

14-параграфда царалган 1- ва 2- мисолларга у х ш а ш  бул- 
ган куйидаги масалани куриб чикиш билан нормал тацсимот 
^онунни текширишга якун ясаймиз.

3 - м  а с а л а .  Х г тасодифий м щ д о р

{х~аЪ
? (*) =  - ¡ т =  е ^а у ¿к

э^тимоллар зичлигига эга булган нормал цонун буйича та^- 
симланган. X  тасодифий микдорнинг а < Л ^ < р  тен гси зли клар- 
ни н;аноатлантириш э^тимоли топилсин.

14- § даги (5) формуладан фойдаланиб,

I I Ц _  <*~а>
Р  ( а <  X  <  р) =  | ' <р (х) й х — ——=г |  е 2°! ё  с

а  а

натижани оламиз. Охирги интеграл Лаплас интегралига осон- 
гина келтирилади. ^ацицатан >{ам,

х- ^ ^ — Ь, йх =  чйЬ
а

деб олайлик. У ^олда

р  <“  < х  < р ) = ' к  ^ ° ш - ф  С - т 5) -  (5 )
о—а 

о

|  ва кийматлар иловадакелтирилган  жад-

валдан топилади. а  =  0 ва з =  1 булганда биз ушбу содда на- 
тижага эга буламиз: Р(<х <  X  <  р) =  Ф ((3) — Ф(а). 
а нуктага нисбатан симметрии: булган интервал учун (5) ф о р 
мула соддалашади. р =  а  +  7 ва а = а —у булсин; у ^ о л д а

Р ( а  — Т < * < а  +  Т) =  Ф ^ _  Ф^ — (6)

Баъзи-бир сонли ^исоблашларни бажарайлик. Д астл аб ,  а = а  
т ва р = а  +  а деб оламиз. У з?олда (5) формула

Р  (а <  X  <  а  +  з) =  Ф (1) -  Ф (0) =  0,3413

натижани беради.



Х удди  шунга ухшаш цуйидагиларни топамиз:
Я (а  +  а <  X  <  а  +  2а) =  Ф (2) — Ф( 1) =  0,4772— 

- 0 ,3 4 1 3  =  0,1359;
Р( а +  2а <  X  <  а  +  За) =  Ф (3) -  Ф (2) =  0,49865—

-  0,4772 =  0,02145.
А гар а =  а — За ва р =  а  +  За десак, у ?;олда

Р ( а  -  За <  X <  а  +  За) =  2Ф (3) =  0,9973.
О хирги  натижа нормал тацсимот цонунга буйсунувчи та
содифий мицдорнинг (а — За; а +  Зз) интервалдан таищари- 
га чщ малш гини бирга яцин (^ 0 ,9 9 7 3 ) эцтимол билан 
айтиш мут инлигини курсатади. Бу даъво уч сигма цоида- 
си д еб  юритилади.

VI. П у а с с о н  т а ц с и м о т  к о н  у ни,  Пуассон конуни ^ам 
нормал тацсимот конуни каби э^тимоллар назариясининг тур- 
ли татбикларида жуда куп учрайди. 1 1 - § д а  курганимиздек, 
кичик р э^тимолларда Пуассон конуни тацсимотнинг биномиал

• цонуни учун асимптотик конун сифатида ^осил цилиниши 
мумкин. Шу сабабга кура Пуассон конунини куп лолларда 
кам юз берувчи (сийрак) ^ о д и с а л а р  к о н у н и  деб аталади.

X  — манфий булмаган бутун цийматлар кабул цилувчи дис
крет  тасодифий микдор булсин. Агар Х = т  тенгликнинг э^ти- 
моли уш бу

ф о р м у л а  билан аникланса, у ^олда биз X  мщ дор Пуассон 
к;онуни буйича тацсимланган  деймиз.

У ш бу

V  Р у  l- = e - \ e x=  1
А  ”  ^

муносабагнинг тугрилигини осонгина текшириш мумкин. 
О м м а в и й  х и з м а т  к у р с а т и ш  масалаларига оид куплаб 
мисоллар  Пуассон конунига буйсунувчи тасодифий мицдор- 
ларга  олиб келади.

Мисол сифатида телефон станциясининг ишлашини курса- 
тамиз. Баъзи-бир шартлар бажарилганда t  вакт оралигида 
станцияга т та чакирик келиш ^ти м о л и

<8>

ф орм ула  билан ^исобланишини исботлаш мумкин.
Агар at — К деб олсак, у ^олда (8) формула X тасодифий 

мицдорнинг Пуассон цонуни буйича тлцсимланганлигини 
курсагади.



1 6 -§ . ТАСОДИФИЙ М ИКДОРЛАРНИНГ СОНЛИ Х А РА К Т Е РИ С Т И К А - 
ЛАРИ. МАТЕМАТИК КУТИЛИШ  ВА ДИСПЕРСИЯ

Юкорида, агар тасодифий мщ дорнинг тацсимот цонуни 
маълум булса, уни кандай урганиш мумкинлиги билан таниш- 
дик. Бир цатор золларда практикада куйилган масалаларни 
зал цилиш учун тасодифий микдорларнинг баъзи-бир сонли 
характеристикаларини цараб чициш билан чегараланиш мум- 
кин. Бундай характеристикаларнинг таърифлари тасодифий 
микдорларнинг тацсимот цонунлари ёрдамида берилади. Хатто 
тасодифий миадорнинг тацсимот конуни баъзан номаълум бу- 
либ, шу сабабли уни тулик урганиш мумкин булмай цолади, 
лекин тасодифий мивдорнинг бу сонли характеристикаларини 
билиш унга дойр баъзи масалаларни зал килишга имкон . бе- 
ради.

Тасодифий микдорларнинг зо зи р  биз танишадиган асосии 
сонли характеристикалари унинг математик кутилиши  (ёки 
уртаяа циймати) ва дисперсиясидир.

Айтайлик, А”-ц аб у л  килиши мумкин булган кийматлари 
х х . . . , х п дан иборат д и с к р е т  тасодифий мицдор булиб, 
уларнинг зар бирини мос равишда р и р 2, . .  • , р „ э зтим ол- 
лар билан цабул цИЛСин, демак,

2 а =  ь
¿=1

X  тасодифий микдорнинг математик кутилиши деб  ушбу
П

М( Х)  =  ХхРх +  Х2Рг +  . . • Л-Хпрп =  2 Х1Р1 М

генглик билан аникланувчи М  (X ) (баъзан Е  (X) куриниш да 
зам белгиланади) сонга айтилади.

Дискрет тасодифий мивдорнинг мумкин булган цийматлари 
сони чексиз булиши зам мумкин. Бу золда эзтим оллар  йи- 
гиндиси катордан (бирга яцинлашувчи) иборат булади ва ма
тематик кутилишни таърифлаш учун

оо

М (X) — х хР\ +  х 2р 2 + . .  . +  х пр п +  . . .  =  2  Х1Р1 ^
¿«=1

кагордан фойдаланилади. Математик кутилиш мавж уд  булиши 
учун (2) каторни абсолют якинлашувчи деб фараз килинади.

* Агар (2) катор абсолют якинлашувчи булмагаида эди,тасодиф ий миц- 
дорнинг математик кутилиши унинг кийматларинннг жойланиш тартибига  
боглик булар эди. Ьу боглнкликни эса биз истисно килмокчимиз! чунки 
математик кутилиш тула аницланган сон булиши керак. *



Шундай цилиб, дискрет тасодифий мицдорнанг матема
т ик кутилиши (ёки урт аяа циймати) деб, унинг мумкин 
булган  цийматларини шу цийлатларга мос э^тимолларга 
купайтиаларининг йигиндисцга айтилади.

Математик кутилишнинг ифодаси цуйидаги механикавий 
маънога эга. 2 л = 1  эканини эътиборга олиб, (1) ни цуйида- 
ги ча  ёзамиз:

УМ ( Х ) = ф а й .  (8)
2 dPi

(&■) дай тасодифий микдорнинг математик кутилиши М(Х):  
абсциссалари X нинг мумкин булган кийматларидан иборат 
нуцталар системаси огирлик марказининг абсциссаси, бу нуц- 
таларга  ^уйил.ган массалар эса шу цийматларга мос э^тимол- 
л ар га  тенг эканлиги келиб чицади.

Б аъ зи  мисолларни цараб чицамиз.
1 - м и с о л .  Уйин соадасщш ташлаганда тушадиган очко- 

л ар  сонидан иборат булган X  тасодифий мицдорнинг матема
тик кутилишини топамиз (13- § даги 1- мисолга царанг).

Б у  ерда X  тасодифий мивдор 1 дан 6 гача цийматларнинг 
}{ар бирини 1/6 э^тимол билан р б у л  цилади. Демак,

М ( Х ) =  I  =  7  • Ц 5-  6 =  3.6.6 6 2

Ш ундай цилиб, математик кутилиш 3,5 га тенг б^либ, бу сон
X  нинг цабул килинадиган кийматларидан бирортасига }{ам тенг 
эмас.

2 - м и  с о  л. Биринчи нишонга теккунга кадар узилган ук- 
л ар  сони X  тасодифий мицдор булсин, бунда з^ар бир уц узиш- 
д а  уцнинг нишонга тегиш э^тимоли р  га тенг (13-§ , 2-мисол- 
га царанг). М( Х)  ни топамиз.

1 3 -§  даги 2 - мисолни. ечганда X  тасодифий мицдорнинг 1,
2, . . .  , п, . . .  цийматларни мос равишда р, pq, . . .  , pqn~l, ... 
( q =  1 р)  э^тимоллар билан кабул цилиши мумкинлигини кур- 
сатган эдик. У золда цуйидагига эга буламиз:

оо

п — Х Л—1

О хирги йигиндини ^исоблаш учун

1 +  Я +  Q2 тЬ • •• +  <?" +  • . .  =  ( |< 7 |< 1 )
1 —  9



геометрик прогрессия ^адларининг йигиндиси формуласидан 
фойдаланамиз ва бу тенгликнинг иккала цисмини <7 буйича 
дифференциаллаймиз:

00

2  я<?Я 1 =  1 +  2<7 +  3<?а +  . . .  +  пдп~1-\- , ,  , =  ^  _  ^4*
л-1

Натижада
М( Х ) =  — Р-----=  1

О - ? ) 3 Р

ни }$осил циламиз. Шундай цилиб, нишонни мулжалга олиш 
учун талаб цилинадиган уцларнинг уртача сони— га тенг. Б у

р
сон отищлар серияси сони катта булганда, уртача нечта уц 
узиш талаб цилинишини курсатади. У шунингдек, зарур  сна- 
рядлар сонини аниклаш учун бошлангич маълумот булиш и 
^ам мумкин.

3 -м  и с о  л. Хаммасига ютук чицадигай ТУ та лотерея  б^- 
либ, улардан ту тасига хх сумдан, т2 тасига х 2 сумдан, . . . , 
тп тасига х„ сумдан ютуц чицади. Барча билетларни сотиш- 
дан йигилган пул }$амма ютуцларнинг йигиндисига тенг б у л и 
ши учун билетнинг нархи а цанча булиши- керак?

Бу шарт

Ага =  тхх х •+- т2х 2 +  . . .  +  тпх п

. булишини курсатади, бу ерда ./V =  т 1 тг + . .  • +  тл>
Демак,

/ 7  =  ПХ V  _ 1 _  ^  V  _ 1 _  I т П у.а = — * , +  - х 2 +

Битта билетга чициши мумкин булган ютуцни англатувчи X  
тасодифий мщ дорни  цараймиз. Б у  тасодифий микдорнинг 
мумкин булган цийматлари х и х 2, . . . , х п булади. Бундай *ар
бир цийматнинг э^тимоли р 1 =  ^  булишини ^исоблаш кийин

эмас. Билетнинг нархи а учун ){0 сил цилинган ифодани тасо
дифий мицдорнинг

М ( Х ) ^ р 1х 1 = ^ % х 1
¿-1 г-1

математик кутилиши ифодаси билан сйдиштириб, билетнинг 
изланаётган нархи а  ю т у о ар  йигиндисийинг математик кути- 
пишига тенг е.канлигини кураМйз:

а ш М  {X) .



Узлуксиз тасодифий микдорнинг зар бир алозида кийма- 
тининг эзтимоли нолга тенг булганлиги учун, математик ку- 
тилишнинг (1) ёки (2) таърифлари узлуксиз тасодифий мик- 
дор  учун яроксиздир.

Э^тимоллар зичлиги  ср(дс) булган узлуксиз X  тасодифий 
мщ дорнинг матёматик кутилиши деб,

+оО
0 “  \ х у ( х ) ( 1х  (4)

—  00

4 интегралга айтилади.
(4) формула (1) формуланинг интеграл куринишндир. Ха- 

кикатан зам, тасодифий микдорнинг (л; х- \ -с1х)  ораликдаги 
барча кийматларини такрибан х  га тенг деб зисоблаш мумкин. 
Бундай цийматларнинг эзтимоллари эса 14- § да курсатилга* 
нидек, ч>\х)йх га 'т ен г .  Ш унинг-учун х 1 кийматлар х билан, 
р { эзтимоллар ср(х)йх  билан, йигинди эса интеграл билан ал- 
маштирилади.

Дискрет тасодифий микдор учун килинганидек, узлуксиз 
тасодифий миадорнинг математик кутилишига зам  механика- 
вий маъно бериш мумкин. Бунинг учун 14- параграфдаги

V\ <р (х)с1х  =  1
->оо

тенгликдан фойдаланиб, (4) формулани

у
1 х ^ { х ) й х

ЩХ) =  ^
<?{х)<1х

—оо

куриниш да ёзиш кифоя. (5) формуладан куринадики, матема 
тик кутилиш у — Ч((х) функциянинг (эзтимоллар зичлиги) гра- 
фиги ва абсциссалар уки билан чегараланган бир жинсли те 
кис фигура огирлик марказининг абсциссасига тенгдир.

Энди таксимот цонуилари 15- § да урганилган дискрет ва 
узлуксиз тасодифий микдорларнинг математик кутилишлари- 
ни аниклаймиз.

1, Б и н о м и а  л т а к с и м о т .  Агар зар бир алозида синов- 
да А зодисанииг юз бериш эзтимоли р  га тенг булса, п та 
сицрвли сёрияда А  зодиса  юз бериш сонининг математик ку- 
тилишини зисоблаймиз.

4- ва 15- § лардан маълумки, А зодисанинг юз бериш со- 
нини англатувчи X  тасодифий мивдор биномиал таксимот ко
нунга б р су н ад и :  у т ~  О, 1, 2 , . . . ,  кийматларни Рт,п =
— Ся"/-?’"<?"_'"эзтимоллар билан кабул килади. Бошкача килиб



айтганда, тасодифий ми^дорнинг тацсимот цонуни куйидаги 
жадЕал билан берилади (4- жадвал):

4- ж а д в а л

XI 0 1 2 т • • • п

Р1 прдя- 1 П ( П - ] )Р * Я“ - 2 1 — 2 Р  4
• • С™рт дп~т • • • р п

Математик кутилишнинг таърифига асосан:

М{Х)  =  О • }'- +  I • прц'-' +  2 "(" ~ 1)

+ ”* р ' ч - я + -.+*«••
пр ни ^авсдан ташцарига чи^ариб в а 'т е г и ш л и  кискартириш 
ларни бажариб топамиз:

М{ Х ) = п р [ д п~х+ ( п  — \)рдп~2 +  . . .  +  - — -  (П— —+ ---I . 2 •(/га — 1), X

Х р я- 1дп~т+  . . .  + ( и - 1 ) ^ - 1)].

У рта кавс ичида турган ифода (р +  ц) биномнинг ёйил- 
маси булиб, у бирга тенг, чунки р +  <7 =  1. Ш унинг учун

М{ Х)  =  пр (6)
булади.

Маълумки, А  ^одиса руй беришининг энг катта э^тимолли 
сони учун 4 -§  да

п р - д < р < п р + р  (7)
ба>;они олган эдик. (6) ва (7) ни таккослаб, р. А ^одисанинг 
юз бериш сонининг математик кутилишидан бирдан кичик 
сонга фарк килувчи бутун сон эканини курамиз.

II. П у а с с о н  к он у ни.  Пуассон цонуни буйича тацсим- 
ланган, яъни 0, 1, . . . , т, . . .  кийматларни

хт
т\

э^тимоллар билан цабул цилувчи X  дискрет тасодифий мик- 
дорни царайлик. Унинг тацсимот цонунини уш бу жадвал ку- 
ринишда ёзамиз (5-жадвал):

5-ж а д в а л



Математик кутилиш учун цуйидагига эга буламиз:

М( Х)  =  0 • е~х -+• 1 • — е~Х +  2 • -  е~ х +  . . .  +  т — е~х+  ... -
1 2! /п!

=  х * - * ( 1 + х + * г +  . . .  +  1 — +  . . .  ).

Бирок кавс ичидагицатор ех функциянинг Маклорен цаторига 
ёйилмасидан иборатлиги маълум. Шунинг учун математик ку- 
гилиш к е ~ х • е' га ёки

л е д — *. (8)
га тенг.

Шундай килиб, биз Пуассон тацсимот цонунига кирган X 
параметрнинг э>{тимолий маъносини топдик: X параметр та
содифий мицдорнинг математик кутилишига тенг.

III. Т е к и с  т а ц р и м о т .  Айтайлик, X  узлуксиз тасодифий 
мицдор э^тимолларнинг текис тацсимот цонунига буйсунсин.
15- § да курсатйлганидек, бу ^олда тацсимот зичлиги ушбу 
куринишда булади:

<р(х) =

■ оо <  х  <  а  булса, О, 

а < х  < Ь  булса, 1
Ь — а

Ъ <  х < +  оо булса, 0.

(4) формуладан фойдаланиб математик кутилиш учун уш- 
буни ^осил циламиз:

Щ Ь Ч ь Ь “* - " - ? -  (9)а

Бу ердан куринадики, (а, Ь) оралицда текис тацсимланган 
тасодифий мицдорнинг математик кутилиши шу оралщ -  
нинг марказида булади.

IV. Н о р м а л т а ц с и м о т .  X  узлуксиз тасодифий мицдор 
Гаусс тацсимот цонунига буйсунади, яъни унинг тацсимот 
зичлиги

— != -  е '  *■
ст |/  2 л

куринишга эга. Математик кутилиш учун (4) формула ушбу 
натижани беради:



х  •“  аИнтегрални дисоблаш учун  ¿ = — а лма шт ириш бажа- 

рамиз. У золда

М ( Х )  =  - ^ = -  Г  ( с *  +  а ) в " 0Л -С | / Д  »), Г —00
4 -  00 * 3 + 0 0

= т И '* 'т ‘"+7гЛ с' т‘"- <10> 
Г - -  00 — 00

Хосил цилинган интеграллардан биринчиси интеграл ости- 
даги функция тещ булганлиги сабабли нолга тенг. Иккинчи 
цушилувчи 10-параграфда курсатилганидек, а га тенг:

+ 00 №
С е 1  сН =  а.

у  '¿к о
—  00

Демак,
М ( Х ) - о  (11)

Шундай килиб, нормал таксимог цонундаги а ш параметр- 
нинг э^тимолий маъносини аникладик: а параметр тасоди- 
фий мицдорнинг математик кутилишига тенг.

Энди м а т е  м а т и к к у т и л и ш н и н г  б а ъ з и  х о с с а л а -  
р и н и  цараб чицамиз.

1 - т е о р е м а .  Узгармас мицдорнинг математик кут или- 
ши игу мицдорнинг р и га  тенг:

М( С\  =  С.
И с б о т и .  С узгармас ми^аорни факат битта кийматни бир- 

га тенг эдтимол билан кабул цилувчи дискрет тасодифий миц- 
дор деб караш мумкин. Ш унинг учун

М(С) =  С ■ 1 =  С.

2 - т е о р е м а .  Узгармас к$пайтувчини математик кути- 
лиш белгисидан ташцарига чицариш мумкин.

Исботни дискрет ва узлуксиз тасодифий мицдорлар учун 
алозида-ало^ида келтирамиз, (1) таърифдан фойдаланиб, дис
крет тасодифий мицдор учун уш бу

П П

А Ц С Х ) ^ С х 1р 1 - С ' ^ 1 х 1р1~ С М ( Х )
-=1 <=1

натижани зосил киламиз.
(4) формулага асосан узлуксиз тасодифий мицдорлар учун 

ушбу
+  00 •+ оо

М ( С Х )  =  $Сх <р (х)йх = С  [ х  <р(х)Лс -  С М ( Х )
— 00 — оо

¡итижани оламиз.



Ш ундай цилиб, тагодифий микдорнинг уртача цийматини 
характерловчи сонли характеристикалардан бири—математик 
кутйлиш  билан танишдик.

Бирок тасодифий микдорнинг уртача киймагинигина билиш 
билан унинг кийматларининг кандай жойлашганлигини куз 
олди м и зга  келтира олмаймиз. Масалан, + 1  ва — 1 кийматлар- 
нинг *ар  бирини 0,5 га тенг э?{тимол билан кабул килувчи 
тасодифий микдор учун *ам, + 100 ва —100 кийматларнинг *ар 
бйрини худди шундай э^тимоллар билан кабул килувчи тасо
дифий микдор учун ^ам математик кутилиш бир хил ва нолга 
тенг, шунга карамасдан бу микдорларнинг умумий математик 
кутилиш ига нисбатан сочилиши тамомила ^ао хил. ,

■ Тасодифий микдорни унинг уртача кийматидан четланиши- 
ни характерлаш  учун, яъни  бу микдор кийматларининг сочи- 
лишини характерлаш учун унинг боища сонли характеристи-' 
кася—дисперсияси ёки сочилиши киритилади.

Биринчи карашда сочилишни характерлаш учун тасодифий 
микдор билан унинг уртача киймати орасидаги айирмани олиш 
табиийдек туюлса *ам ундан фойдаланиш мумкин булмайди, 
чунки бу айирманинг узи *ам тасодифий микдордир. Агар бу 
тасодифий микдорнинг математик кутилишини олсак, у ^олда 
математик кутилишнинг хоссаларига кура ^ар кандай X  тасо
дифий микдор учун:

М \ Х - М ( Х ) ] =  М ( Х ) - М \ М ( Х ) ] = 0 ,
демак, бундай характеристика ^ам бефойдадир.

У ртача кийматдан у томонга ^амда бу томонга четланиш- 
лар, яъни манфий ва мусбат четланишлар узаро мувозанатда 
булганлигидан юкоридаги уртача киймат нолга тенг булади. 
Бундай ^олдан сакланиш учун  бу четланишларнинг узларини 
эмас, балки уларнинг квадратлари (бу квадратларнинг барчаси 
манфий эмас) каралади ва сочилишнинг характеристикаси учун 
шу четланишлар квадратларининг уртача киймати олинади.

X  тасодифий мщ дорнинг дисперсияси ёки сочилиши деб, 
шу тасодифий мщ дор ва унинг математик кутилиши ора
сидаги айирма квадратининг математик кутилишига ай- 
пгилади:

0 { Х )  =  М \ Х - М ( Х ) \ \  (12)

Кискалик учун М( Х)  =  х  белгилашни киритиб, (12) урнига

П ( Х ) = М ( Х - х У

генгликни ёзишимиз мумкин, яъни X тасодифий микдорнинг 
дисперсияси (X — хУ тасодифий микдорнинг математик кути
лиш ига  тенг.

Айтайлик, X микдор х 1г л 2, . . .  , х„ кийматларни /?,, р2,
. . , р„ э^тимоллар билан кабул_ килувчи дискрет тасодифий 

мицдор булсин. X =  х 1 ва X  — х  — хь — х ^одисалар тенг куч-



ли булганлиги учун уларнинг э^тимоллари тенгдир. Ш унинг 
учун (X — х )2 тасодифий миадор (л, — л:)2 ^ийматни р 1 (1 = \ ,
2, п) эх;тимол билан цабул цилади*. Ш у сабабли дискрет 
тасодифий мицдорнинг дисаерсиясини ^исоблаш  формуласи 
ушбу куринишда булади:

ЩХ)  =  Е ( ^ г - ^ ) аЛ .  (13)

Айнан шунга ухшаш, узлуксиз тасодифий миедор учун
4-00

Б( Х)  =  |  (х — х) 2<?(х)с1х. (14)
—со

формулани ёза оламиз.
Купинча Р ( Х)  белгилаш урнига о2 ( X)  белгилаш ^абул  

цилинади. а — У О ( Х )  катталик уртача квадрат ик яетланиш 
ёки стандарт дейилади.

3 - м и с о л .  Икки мерганнинг ^ар бири бир мартадан ук 
узганда оладиган очколари сони 6- ва 7 -ж адвалларда берилган 
тацсимот цонунларига буйсунадш

6 - ж а д в а л  7 - ж а д в а л

XI

Р1

1 2 3

0,1 °,6 0,3

XI

Р1

1 2 3

0,3 0,2 0,5

1
Хар бир мерган оладиган очколар сонининг математик ку* 

тилишини топамиз. Биринчи мерган учун:

М( Х, )  =  1 • 0,3 +  2 • 0,2 +  3 • 0 ,5  =  2,2.
Иккинчи мерган учун:

М( Х 2) =  1 • 0,1 +  2 • 0,6 +  3 • 0,3 =  2,2.
Шундай килиб, иккала мерган биттадан у к  узганда олин- 

ган очколар сонининг математик кутйлиши бир хил. Энди Х х 
ва Х % тасодифий мивдорларнинг дисперсияларини топамиз. 
Биринчи мерган учун:

£>(*,) =  (1 -  2,2)2 • 0,3 +  (2 -  2,2)2 • 0,2 +  (3 -  2 ,2)2 • 0,5 =  0,76.

Иккинчи мерган учун:

0 ( Х 2) -  (1 -  2,2)2 . 0,1 +  (2 -  2,2)2 • 0,6 +  (3 — 2,2)2 • 0,3 =  0,36.

* _Бу (хI — х )* цийматлар ^ар хил булганда т^рри. Агар ( —  л )а ва 
( * /  — *)5 кинматлар тенг б^лса, у  з^олда бу киймат Р1 +  р> э^тимол билан 
кабул цилиниб, (13) формула Уз кучини саклайди.



Демак, и ккала  мерганнинг зам оладцган очколари сони 
учун уртача киймат бир хил булса-да, биринчи натижанинг 
сочилиши иккинчи натижа сочилишидан катта экан. Шундай 
цилиб, иккинчи мерганнинг узган уклари бир-бирига яцин ту- 
шади, яъни у н и н г  отиш натижалари тургунровдир.

Умуман шуни цайд цилиш мумкинки, дисперсия цанча ки- 
чик булса, тасодифий мивдорнинг цийматлари унинг математик 
кутилиши орцали шунча яхши характерлан-ади. .

Тасодифий ми^дорлар йигиндисининг математик кутилиши 
цушилувчилар математик кутилишларининг йигиндисига тенг- 
лигидан* фойдаланиб, дисперсияни ^исоблаш учун (12) фор- 
мулага нисбатан цулайроц булган формулани э^осил килиш 
мумкин. Бунинг учун (12) формулани куйидагича узгартириб 
ёзамиз:

D( X)  =  М [ X - М ( Х )]1 =  М[Х* -  2ХМ( Х)  +  М(Х)  )2].

Курсатилган хоссага кура охирги ифодани математик кути- 
лишларнинг йигиндиси куринишида ёзиш мумкин. М(Х)  нинг 
узгармас сон эканлигини ва 1-теоремага кура унинг математик 
кутилиши узига тенглигини ^ам кайд цилиб утамиз. Шунинг 
учун

D( X)  =  М ( Х 2) — 2М(Х)  ■ М( Х)  +  (М(Х)  )2 
ёки узил-кесил

D(X)  =  M(X>) -  ( М( Х ) У  (15)

Шундай цилиб, X тасодифий жицдорнинг дисперсияси бу 
тасодифий мицдор квадратининг математик кутилиши 
билан узининг математик кутилишининг квадрати ораси- 
даги айирмага тенг экан.

(15) формулага татбицининг мисоли сифатида 3-мисолдаги 
биринчи мерганнинг отишлари натижасининг дисперсиясини
^исоблаймиз. M ( X t ) =  2,2 эди. X 2t нинг математик кутилиши 
эса

М( Х\ )  =  I 2 • 0,3 +  22 • 0,2 +  З2 • 0,5 =  5,6

булади. Бу ердан  олдинги натижа билан бир хил булган на- 
тижага келамиз:

D ( X  i) =  5 , 6 - ( 2 , 2 ) 2 =  0,76.

Энди дисперсиянинг баъзи бир хоссаларини цараб чицамиз.
3 - т е о р е м а .  Узгармас мщдорнинг дисперсияси нолга 

тенг:
0(C)- 0 .

Хакицатан ^ам ,

D( C)  =  М(С  — М (С ))2 =  М ( С - С ) 2 =  0.

* М атематик кутилишнинг бу хоссасинвдг аниц формулировкасини ва 
исботини цуйида, 21- §  дан каранг.



Бундай булиши табиий, чунки узгармас микдорнинг матема
тик кутилиши узига тенг ва бу ^олда *еч цандай сочилишнинг 
булиши мумкин эмас.

4-т е о р е м а. Узгармас к^пайтутини уни квадрат гл оши- 
риб дисперсия белгисидан ташцарига ящариш мумкин-.

О ( С Х )  =  С Щ Х ) .  (16)

И с б о т и .  (15) формуладан 
й ( С Х ) = М ( С 2Х 2) - ( М { С Х )  )2= С 2[ М ( ^ 2) - ( М ( А ' ) 2)] = С Щ Х ) .

Шундай килиб,
Б ( С Х )  =  С Ю ( Х ) .

Шуни исбот килиш талаб килинган эди.
Энди аввал курилган таксимот конунлар буйнча таксим- 

ланган тасодифий микдорларнинг дисперсияларини ^исоблай- 
миз.

I. Б и н о м и а л т а к с и м о т. Биномиал конун буйича так- 
симланган тасодифий микдорнинг дисперсиясини ^исоблаш 
учун тасодифий микдорлар йигиндисининг дисперсияси ^аци- 
даги теоремадан* фойдаланамиз. п  та синовли серияда А  ^о- 
дисанинг юз бериш сони X  тасодифий микдор булиб, А  доди- 
санинг ^ар бир синовда юз бериш э^тимоли р  га тенг булсин. 
Агар /-синовда А  ^одисанинг юз бериш сонини Х 1 десак, у 
){Олда

Х = Х 1 + Х 2-{- • • •

Х 1 микдор г-синовда А  ^одиса юз берганда 1 к ийматни1 У 
юз бермаганда эса 0 кийматни кабул килувчи тасодифий мик* 
дордир. ХаР бир X,  тасодифий микдор учун таксимот конун 
ушбу жадвал оркали берилади:

X1 0 1

р ? =  1 —р р

Х 1 нинг математик кутилиши:
7И(Хг) =  0  • <? +  1 • р  = р .

Бундан математик кутилишнинг юкорида курсатилган хоссаси- 
дан фойдаланиб, М(Х)  =  пр натижани осонгина оламиз (бу 
натижа юкорида мураккаброк усулда ^осил килинган эди).

*. Бу теорема цуйидагича: Узаро эркли тасодифий мицдорлар й и р и н - 
дисининг дисперсияси кУшилувчилар дисперсияларининг йигиндисига 
тенг. Бу теореманинг аник ф орм улировкам  ва исботи 2 1 -§  да келтири- 
лади.



X t нинг дисперсияси:
D(X¡)  =  (О -  pYq  +  (1 — р ) гр  =  pq(p  +  o¡) =  pq

га тен г  ((13) формулага царанг). Бу ердан йигиндининг дис
персияси ^ацидаги теоремага кура

D( X)  — npq. (17)

II. П у а с с о н  к о н  у ни.  Пуассон цонуни буйича таксим- 
ланган  дискрет тасодифий микдор 0, 1, 2, . . . ,  т , . . .  киймат-

ларни Р т =  — е э^тимоллар билан кабул кила олади. Юко-

рида ^исоблаганимиздек, М( Х )  =  \  эди. Энди М ( Х 2) ни аник- 
лаймиз. (2) формулага асосан

т П т „ 1 («—OIт~0 т= 1  т—1

О хирги каторнинг йигиндисини топиш учун

и '  =  У
/72 =  1

ёйилмадан фойдаланамиз. Б у  тенгликни X буйича дифферен- 
циаллаб,

X X 'V' *m_1l e 1 + е х =  У. т- ----- -
m=i

ни, уни \  га купайтириб эса

2  т —------ =  l ex (X - f  1) ■(от — 1)1 V Т  /m=1 '

ни ^осил киламиз, демак, X 2 нинг математик кутилиши 
М ( Х 2) =  ^2 +  булади.

Ш ундай килиб, Пуассон конуни буйича таксимланган X  
тасодифий мивдорнинг дисперсияси (15) формулага асосан:

D( X)  =  / И ( ^ - ( / И ( А ’))2 =  К2 +  Х - Х 2 =  Х, (18)

яъни бу ^олда дисперсия математик кутилишга тенг.
III. Т е к и с  т а ^ с и м о т .  (а ,  Ь) оралиада текис таксимлан* 

"ган X  тасодифий микдор

1 — оо <  х  <  а булса, О,
1а <  х  < Ь  булса,

Ь — а

6 < л < + о о  булса, О



Э){тимоллар зичлигига ва М( Х)  =  а Ь математик кутилиш га

эга/ Дисперсияни ^исоблаш учун М ( Х 2) ни топамиз. (4) фор- 
мулага асосан

М(Х>)  -  Г
4 '  I  ь ~ а 3(6 — а ) 6

Демак, текис таксимланган тасодифий мщдорнинг дисперсияси 

Р( Х)  =  а- - +  аз6-+± 2 =  ( ± Г.£>?, . ( 19)

Бу *олда урта квадратик четланиш (стандарт)

°  =  - ^ 7 Г  <2 0 >
булишини айтиб утамиз.

Шундай цилиб, (а, Ь) оралщ да текис тацсимланган т а
содифий мицдор учун урта квадратик четланиш оралик
узунлигининг —̂ = =  0,288675 ига тенг.

V ^
IV. Н о р м а л  т а ^ с и м о т .  Гаусс конуни буйича та ^с и м -  

ланган узлуксиз X  тасодифий миадорнинг э^тимоллар зичлиги

1 _ {х ~ а)‘
. т ( * ) ------- =-е **

а у 2к

булиб, М( Х)  =  а  эди. Узлуксиз тасодифий микдорнинг д и с
персияси учун ^осил цилинган (14) формуладан фойдаланиб 
топамиз:

, +оо (х — а)*

=  $ I* ~  “У*
—  00

Интегрални з^исоблаш учун - — -  =  г деб оламиз. У з^олда

= 1 7 5 Г ?  А ,‘  Т— 00 — 00

Охирги интегрални булаклаб интеграллаш усули билан осон- 
гина ^исоблаш мумкин. Бунинг учун

_£!
г  =  и, ге 2 й г  =  (IV

—
деб оламиз. Бу ердан йи =  с1г, v  =  — e  2. Демак,

+ 00 +оо "1
+  |  е 2 йг ■0 {Х) =  - ^

4 УХх
— ге

— оо —оо J



Интегралланган ^аднинг нолга айланишини, иккинчи КУ* 
шилувчи эса

■+- 00 _
|  е 2 йг = ] / 2 в  

*“  00

булишини осонгина куриш мумкин. Шунинг учун

£ ) ( * ) -  с2. (21)

Биз Гаусс цонунидаги иккинчи параметрнинг з?ам э^тимо- 
лий маъносини аникладик: о* мщдор X  тасодифий мщдор- 
нинг дисперсиясига т енг.

1 7-§ . ДИСКРЕТ ТАКСИМОТНИНГ АНИЦМАСЛИК ДА РАЖ АСИ .
ЭНТРОПИЯ ХАЦИДА ТУШ УНЧА

Дискрет тасодифий мивдорни ^араймиз ва унинг навбатда- 
ги цийматни кабул килишини „синов“ деб туц^унамиз. Синов 
натижасини олдиндан айтишга, яъни тасодифий микдор кабул 
Киладиган кийматни олдиндан айтишга уриниб курамиз. Кара- 
лаётган микдор тасодифий булганлигидан синовнинг натижаси 
баъзи-бир аникмасликларга эга булади, албатта, бирок такси- 
мот конунни билганимиз ^олда олдиндан айтишнинг (прогноз- 
нинг) ишончлилигини (туррунлигини) бирор даражада ба*о- 
лашимиз мумкин.

Бу мацсад учун бизга маълум булган сонли харакгеристика- 
л а р —математик кутилиш ва дисперсиядан фойдаланишга ури- 
ннш табиийдир. Бирок маълум булишича тасодифий микдорнинг 
Кийматини олдиндан айтиш учун бу характеристикалар бефой- 
да экан. Бунга куйидаги мисол оркали ишонч ^осил килиш 
мумкин.

Куйидаги таксимот конунларга эга булган иккита тасодифий 
микдор берилган булсин:

X 0 1

р 0,5 0,5

У
1
3

2

Р 0,9 0,1

Б у  тасодифий микдорларнинг математик кутилишлари ва дис- 
персияларини ^исоблаймиз Утган параграфдаги формулаларга 
кура:

М ( А )  =  0 - 0 , 5 +  1 -0 ,5  =  0,5; /И( П  =  |  • 0,9 +  2 . 0,1 =  0,5. 

НО



\

Шундай цилиб, уларнинг математик кутилишлари бир хил- 
дир. Шунга ухшаш, уларнинг дисперсиялари зам тенг, зак и -  
Катан ^ам,

D(X)  =  М ( Х 2) -  \ М(Х)  ]2 == 0s • 0,5 +  1*. 0,5 -  0,5 =  0,25,

D( Y) =  М( Y*) -  \М ( Y) ]* =  ( i - ) 2 • 0,9 +  22 • 0,1 -  0,5* =  0,25.

Бирок, интуитив золда тушунарлики, У таксимот конунида 
а н и к м а с л и к  ж у д а  к и ч и к  ва етарлича катта ишонч би-

лан синов натижаси киймат булишини олдиндан айтиш
мумкин. Демак, математик кутилишни зам , дисперсияни зам  
таксимот аникмаслигининг улчови сифатида ишлатиш мумкин 
эмас.

Дискрет таксимотнинг аникмаслик улчови була оладиган 
сонли характеристика тацсимот цонуннинг энтропиясидир. 
Энтропия тушунчаси 1948—1950 йилларда К. Шеннон томони- 
дан кирнтилган булиб, унинг номи эса бу характеристика би- 
лан илгари статистик физикада система золатининг функцияси 
сифатида ишлатиладиган энтропия тушунчаси орасида чукур 
ухшашлик мавжудлиги иатижасида келиб чиккан.

Г.

Дискрет тацсимотнинг энтропияси 2 ^  =  1 деб фараз
г=1

килинганда ушбу

Н(Ри Pit • • • > Рп) ~  (Pi log p t -f- p 2 log Pi -J- . . .  -f-
ft

+  Pn log Pn) =  — 2  Pt log Pi (1)

формула билан. ашщ'ланади.
(1) формуладан куриниб турибдики, энтропия тасодифий 

микдор кабул киладиган к и й м а т л а р г а  боглик булмай, бал
ки бу кийматларнинг э з т и м о л л а р и г а г и н а  богливдир. 
Дискрет тасодифий микдорнинг факатгина закикатан зам мум
кин булган кийматларини караш билан барча р, эзтимоллар 
Pi=t= 0 деб зисоблай оламиз, яъни Н ф ункция доимо аниклан- 
гандир. У ёки бу махсус сабабларга кура  pt =  0 б^ладиган 
Кийматларни зам царашга тугри келган золларда эса уларга 
мос купайтмани нолга тенг деб кабул килинади:

Л log Л =  0.
(1) формуладаги логарифмларнинг асослари ихтиёрий тан- 

лаб олиниши мумкин; факат зар хил таксимотларнинг энтро- 
пияларини таккослаганда улар бир хил асосда зисобланишига 
эришишга заракат килиш зарур. Энтропия тушунчаси марка- 
зий булган ахборотлар назариясида эса логарифмларнинг асоси 
учун 2 сонни олиш кабул килинган.



(1) формуланинг структураси айнан шундай танланиш са- 
бабини тушунтириш га ^аракат килишдан аввал юкорида кел- 
тирилган таксимотларнинг энтропиясини ^исоблаймиз. Дисоб- 
лаш цулайрок булиши учун логарифмларни натурал логарифм- 
лар деб ^исоблаймиз.

X  тасодифий микдор энтропияси учун:

/ /(0 ,5 ;  0,5) =  -  2 • 0,5 • In 0,5 =  0,6931.

У тасодифий микдор таксимотининг энтропияси учун:

Щ  0,9; 0,1) =  — 0 , 9 -In 0 , 9 - 0 , 1  • in 0,1 =  0,1054 • 0,9 +
+  2,3026-0,1 =0 ,3251 ,

яъни X тасодифий микдор таксимотининг энтропияси Y тасо- 
дифЪй микдор таксимоти энтропиясидан икки мартадан KÿnpoK 

• ортикдир. Бундай муносабат берилган таксимотларнинг аник- 
маслиги ^акидаги  интуитив тасаввур билан тÿлa мос келади.
* Келгусида керак  бÿлaдигaн ушбу мисолни караб чикамиз.

1 - м и с о л .  Битта синовда ^одисанинг юз бериш э^тимоли 
р  га тенг. р  нинг кандай кийматида синовнинг натижаси энг 
катта аникмасликка эга булади?

Агар тасодифий микдор ^одисанинг берилган синовда юз 
бериш сони булса, бу тасодифий микдор ушбу

Xi 0 1

Pi 1 - Р Р

схема билан тасвирланади. (1) формулага Kÿpa бу схеманинг 
энтропияси куйидагича бÿлaди:

Я  =  — (1 — р) l o g (1 - р )  — р  • \ogp.
^исоблашни енгиллатиш учун логарифмларни натурал деб 
оламиз, яъни

Н = - ( \ - р ) Ы ( \ —р) —р \ п р

деб кабул киламиз ва бу функциянинг максимумини топамиз. 
Бу функциянинг ^осиласи:

=  1п(1 — р) +  1 -  lnp  -  1 =  In ( 1 - р )  — In р.
dp

—  ни нолга тенглаб, 1п(1 - р )  =  \пр ни топамиз, бундан 
ар

1 d?H 1 1р  =  1 — р =  — ни топамиз. — -  = ------------------<  и
2 d p 2 \ — р р

бÿлгaнлигидaII, Р — ~  А& Н микдор максимумга эга булади.
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\  Энди таксимот аникмаслигининг улчови сифатида (1) функ- 
цйянинг танланишини тушунтиришга з^аракат киламиз.

\Аникмаслик даражаси энг аввало синовларнинг мумкин 
булган натижалари сонига, яъни тасодифий микдорнинг мум
кин булган ^ийматлари сони п га боглик. Тайин килинган п  
да энг катта аницмаслик даражаси синовларнинг барча нати
жалари тенг э^тимолли булган та^симотга, яъни тасодифий 
мивдорнинг мумкин булган барча кийматларининг э^тимоллари 
узаро тенг булган з^олга мос келади деб з^исоблаш табиий

р = 1  (¿ = 1,2, п) (1-мисолга каранг).
п

9

Шундай таксимотнинг аникмаслигини L(n) оркали белги- 
лаймиз. Фараз килайлик, биз биринчиси k та, иккинчиси т та 
тенг э^тимолли кийматларга эга булган иккита ^ар хил тасо
дифий мивдорларга эга булайлик. Бу бьринчи >̂ олда /г та дар хил 
тенг э^тимолли натижалар, иккинчи х,олда эса т  та тенг эз{- 
.тимолли натижалар мавжудлигини билдиради. Агар тасодифий 
"микдорлар эркли булса, у з^олда барча мумкин булган киймат- 
лар жуфтликларини караб, улар учун биз кт  та тенг эхтимол- 
ли натижалар мавжудлигини топамиз.

Мумкин булган барча жуфтларни карашдан ^осил килинган 
янги схеманинг аникмаслиги алоз^ида схемалар аникмасликла- 
рининг йигиндисига тенг деб з^исоблаш табиийдир.

L—функция терминологиясида бу дарз<;ол L(n) функция 
сифатида логарифмик функциядан фойдаланиш тушунчасига 
олиб келувчи ушбу

L(km) =  L(k) +  L(m) (2)
i

шартни билдиради. Шунинг учун L(ti) =  log ti =  — log -  ни
Кабул килиш мумкин. Охирги алмаштириш натижалар сони 
урнига з̂ ар хил натижаларнинг эз^тимолларига утиш УЧУН ^а ' 
бул килинган.

Шундай килиб, п  та тенг эз^тимолли н а т и ж ал а р га  эга оул- 
ган тажрибанинг умумий аникмаслиги lo g «  га тенг деб фараз 
Килдик. Аммо бизнинг з{0лда з а̂р бир алоз<;ида натижанинг
эхтимоли р  =  — булганлиги учун *ар бир натижа 

п
Я я — М 2  = _  -i-log -  =  - ^ p ' l o g p  

п п It
га тенг булган аникмаслик олиб ким,ди деб з^исоблаш табиий
дир. Энди кийматлари тенг э^ийолли булмаган тасодифий 
микдорлар учун р  эз^тимол билан кабул килинадиган хар бир

• алоз^ида киймат сон киймати- р  log р  га т е н г  булган аникмас
лик олиб кирадидеб кабул килиш колди, холос (p<?l ,p i o g p <0



булганлиги учун мусбат мщдор олиш максадида минус ишора 
Куйилган). Тасодифий мивдорнинг барча мумкин булган кйй- 
матлари буйича *осил килинган ифодаларни цушиб, (1) фор- 
мулага келамиз. /

I
Ю корида келтирилган  муло^азалар *  е ч н а р с а и и и с б о т  к и л о л- 

м а и д и , балки та^симот ани^маслигининг улчови учун ( 1) формуланннг 
танланишини т у ш у н т и р и ш и  м у м к и н .  Аслида эса баъзи-бир табиий 
фаразларда (1 ) ф ункция ягонадир. Бу куйидаги теоремадан келиб чи^ади. 

Я г о н а л и к  т е о р е м а с и .  Фараз цилайлик, Н[ри .............рп) ,

функция ръ > 0 ва. ^  (рк =  1 шартларни цаноатлантируачи \рк) сис- 
«=1

тем  ала р т^пло мида ихтиёрий п учун ани .у л  анё&н ва бирки аргументлйри 
буйича узлуксиз булиб, цуйидаги шартларни цаноатлантирсин:

1. Берилган п учунрк = = - ( * -  1, 2..........п) да Н{рх, р2, . .  . ,  рп)
функция энг к а т т а  цийматга эришади;

2. Агар А ва В лар |р \̂ ва \рк} э^тимоллар билан характерланув- 
чи узаро эркли * ¡ш кита дискрет тасодифий мщдор булса, у \олда

ЩАВ) =  И(А) + Н(В)\ (3)

3. Тасодифий мицдорнинг цийматларага б и т т а  ёки иктиёрий чекли 
сондяги мумкин булмаган цийматларни цушзанда Н функциянинг кий- 
м а т а  узгармайди, яьни

н (Ри  Р ъ  • • • »  Р„. ° )  *= Н (Р и  Рг ..............р п). (4)
У %олда

п
я (л>  Л ........... Рп)  •= * 2  Р ь [о%Рь, (5)

А=1
бу ерда X — м у сб а т  ргармас сон. X нинг цийматларини логарифмлар асо- 
си *исоеига и стал гап ч а  узгартириш , ёки  аксинча X ни узгартириб, ихтиё
рий асосли логариф млар системасини танлаш мумкинлиги равшандйр

Исботи. А . Я.̂  Хинчинга мансуб булган б у  теореманинг нсботинй кел- 
тирмаимнз

Дискрет таксимотнинг энтропиясини ^исоблашга яна битта 
мисол келтирамиз.

2 - ми со л. Иккита нишонга ук отилмовда. Биринчи ни- 
шонга х,ар бирининг тегиши ~ э>{тимолга эга булган иккита

УК узилДи. Иккинчи нишонга тегиш э^тимоли -  гатенгуч -
з ■’

та ук узилди. Дар бир нишон учун отишнинг кайси нати- 
жаси аникрок булишини топамиз:

Рт „ = ---- 5?------р^пп~т
т,п п\ (п — т )I 4

* Тасодифий микдорларнинг эрклилиги *аки да IV бобнинг 18- 5 ида ба- 
тафсил сузланади  (122 га  125- бетларга каранг).



бйномиал тацсимот конунида« фойдаланиб, биринчи ва иккин- 
чи\нишонларга теккан уклар сонининг таксимот конунларини 
ёзамиз.

Р\=Ч=~2 булганда биринчи нишон учун куйидагиларни

топамиз:. 1̂

Иккинчи нишон учун эса Ч'

0 ) 3 '

2.3=

Э1 
01 3!

8

27д а -
Л _ / '1 У ( - У =
21 1 \з/ V а) 9

Р\, 3—

£*3,3 =

31 ' Ш Г -

( Ш Н
II 21 

3!
3! 0 ! V 3  I \ 3  I 27 

Шундай килиб.таксимот конунлар цуйидагича булади:

X 0 1 2

1 1 1
р 4 2 4

X 0 1 2 3

. 8 4 2 1
Р 27 9 9 /7

ларни олдик):

( ^ 4 + т 4 + т О = ! 1 п 2 * ,>04-
Бу мивдор иккинчи таксимот учун куйидагича булади:

« . = - ( 5 1п й + ! |п 1 + ^ 1п Ы |п 1 ) “

=  — 1 п З  —  2  1п 2  «  1 ,1 8 .
з

Биринчи нишонга отиш натижаси иккинчи нишонга отиш 
натижасига нисбатан каттарок аницликка эга деб *исоблаш 
лозим, чунки Н{р>Их.

дйпим холлаода дискрет таксимотнинг энтропияси билан бир каторда 
учтуксиз тасодифий мивдорнииг энтропияси *ам кар ал ади . х  у зл укси з 
содифий микдорнинг энтропияси деб, (1) формулага ухш аш  уш бу

+ 00
ЩХ) —  | <р (^) 1ой <р (х) йх (6)

—<*>
Лппмуля билан аникланувчи каттали кка  айтилади, б у  ер да  ?  ( * ) .  ^ „ МИК*°Р" 
н и н г  э^тимоллар зичлиги булиб , логарифм авв ал ги д ек , ихтиерии асосда 
олинади. И ккита мисол караймиз.



З - м и с о л ,  У злукси з тасодифий микдор (а, Ь) ораливда текис таксим
ланган. Ш у тасодиф ии микдорнинг энтропиясини топамиз. /  

Текис таксим ланган  тасодифий микдорнинг эдтимоллар зичлиги у/дбу

1— оо с  х  < а булса, О,

а <  х  < Ь булса, 1 . I

Ь < х  < +  оо булса, 0 /

куриниш да экан ли ги  15 -§  дан маълум . Ш унинг учун (6) формулага^ асосан 
б^лади 'а ^СИМЛаНГаН тасодиФи** мивдорнинг энтропияси куйидагига тенг

" Я  -  -  5 ¿ т Ь * - Ч г ? *  | ! - ' « < » - *а  I и

^,йт'?'ИСКреТ тач си “ от *°лдаги  сингари, (а , Ь) и тер валдаги  кийматларни 
каб ул  ки л увч и  у зл укси з  тасодифии мивдорлар ичида текис таксимланган 
тасодифии м и кдо р  максимал энтропияга эга булишини исботлаш мумкин. 
Ю цорида кур ган и м и здек , бу максимал энтропия

н тах ”  1 п ( 6  —  а )  ( 7 )
булади.

Барча м ум ки н  булган ад и ц и й  кийматларни кабул килиши мумкин бул
ган тасодиф ии миадорлар учун  ю коридаги хулосани айтиш мумкин эмас.

Лк М атем атик кутилиш и х  =  0 ва дисперсияси а2 булган 
нормгш конун  буйича таксимланган X  тасодифий микдор берилган. Бу та
содифии микдорнинг энтропиясини ^исоблаймиз ва уни шу дисперсияга эга 
булган тек и с  таксимотнинг лнтроп ияси  билан таккослаймиз.

з и ч ^ г и еМаТИК к ^ тилиши •* =  0 булган нормал таксимотнинг э^гимоллар

X8
* ( * ) ---------~ е ~ ~о у  2л

булади. Б у ердан  нормал таксимотнинг энтропиясини топамиз:+°° 1 X1 г
Н \ к г ' "  “  'норм “ “ Л  ‘  ̂  е I"1 ~ 7 у ъ Г  - . и

V  интегрални и ккн та  куш илувчига аж ратамиз:

^норм -  5  й х [ х?е~ ^  ах.

¿г.

Г 1 г- ^ г -  е  2о» ах  Л---------т =  Г2т.аг * 2а2 Y2па2 J—СО
М аъ л ум ки  ( 1 5 - ва 16 -параграфларга каранг),

. +°°__+оо ха

—ев ~-оо
Ш унинг уч ун

Янорн = 1п + ~
ёки  бош качарок ёзсвк ,

■̂норм = 1п(а|/ 2пе). (8)



Энди (7) Da (8) энтропияларни таккослаймиз, бунинг у ч у н  (7 ) энтропи- 
исперсия оркали ифодалаймиз. Текис таксимотнинг дисперсияси

Ь — а
°текис у

булишини 1 6 -параграфда х,исоблаган эдик, бу ердан b — а  =  < 12.  By 
кийматни (7) формулага куйиб, а дисперсияли текис такси м отн ин г энтро-
пиясини топамиз: _

^текис =  (а|/ 12).

2 Tie «  17 > 12 булганлиги учун

^норм ^  ^текис
тенгсизликнинг т^грилигн келиб чикади, яъни нор мал т а ц с и м о т  цонун 
шундай дисперсияли текис тацси нот цонунга нисбатан купрои; аницмас* 
ликка эга

III БОБГА ДО ИР У З-У З ИНИ ТЕКШИРИШ УЧУН  
САВОЛЛАР

1. Д искрет тасодифий микдор нима? -
2. Дискрет тасодифий микдор таксимот к°нуиининг таъриф ини беринг. 

Мисоллар келтиринг.
3. Куйидаги тасодифий микдорлар дискрет тасодиф ий-микдорлар б ула- 

дими:
а) нишонга ук  узишда урилган очколар сони;
б) нишоннинг марказидан укиинг нишонга теккан  н уктаси гач а  булган 

масофа;
в) бирор асбобдаги маълум электрон лампанинг ишлаш вактининг да- 

вомийлиги;
г) берилган вакт оралигида м аъ лум  асбобда ишламай ко л ган  лампалар 

сони;
д) маълум  асбобдаги маълум  электрон лампанинг иш ламаи ц олти  мо

мента?
4. Тасодифий микдорнинг такси м от функцияси. деб нимага аитилади?
5. Таксимот функциями *ам  ди скрет , хам узлуксиз тасодифий микдор- 

лар учун  таърифлаш мумкинми ёки  факат дискрет ёки  ф акат узлукси з 
тасодифий микдорлар учун таъриф лаш  мумкинми?

6. Узлуксиз тасодифий микдорнинг аник таърифини келтиринг.^
7. Тасодифий микдорнинг э^тимоллар зичлиги деб нимага аитилади? 

Б у  функциянинг вх,тимолий маъноси кандай?
8 Д искрет тасодифий микдор учун  э^тимоллар зичлигини таърифлаш 

мумкинми?
9. Узлуксиз тасодифий микдорнинг эдтимоллар зичлиги билан таксимот 

функцияси узаро кандай богланган?
10. X  тасодифий микдорнинг чекли (я, р) ораликка туш иш  э^тимоли 

унинг F(x) таксимот функцияси оркали кандай иф одаланади?
11. У злуксиз тасодифий микдорнинг чекли (я, р) ораликка туш иш  э^ти- 

моли унинг.<р (л:) э.^тимоллар зичлиги оркали кандай иф одаланади?
12. (а, Ь) ораликда текис таксимланган тасодифий микдорнинг эз^тимол- 

лар зичлиги ва таксимот функцияси кандай куринишга э г а ?
13. Пуассон конуни буйича таксимланган  тасодифий микдор узл укси з  

ёки дискрет була оладими?
14. Тасодифий микдор нормал таксимот конунининг зичлигини график 

тасвирланг. Нормал конуи иараметрларининг геометрик маъносини аник* 
ланг.

15. Тасодифий микдор нормал конун буиича таксимланган . к =  1, \ i 
булганда а — ka  < X  < д +  ка тенгсизликларнинг эз^тимолларини топинг.



16. Д и скр ет  тасодифий миадорнинг математик кутилиши деб нимага 
ай тилади ? М атем атик кутилиш нимани характерлайди? Т

17. У зл укси з  тасодифий миадорнинг математик кутилиши дёб н ш ага  
ай ти лади ? /

18. Тасодиф ий мивдорларнинг матем атик кутилишларини топишга ми- 
соллар келтирин г. Келтирилган ^ар  бир мисолингизда матем атик ку?илиш-

• нинг ф изикавий маъносиии туш унтиринг.
19. Тасодифий миадор дисперсиясининг таърифини беринг. Дисперсия 

тасодифий мивдорнинг кандай хоссаларини характерлайди?
20. Биномиал конун буйича таксимланган тасодифий мивдорнинг мате-

• матик кутилиш и ва дисперсияси нимага тенг?
21. П уассон  конуни буйича таксимланган тасодифий миадорнинг мате

м атик кутилиш и ва дисиерсиясини ^исобланг.
'¿‘2. Н ормал тацсимот цонуннинг а  ва а параметрларининг э^ 1имолий 

маъносини аникланг.
23. Д и скр ет  тацсимотнинг энтропияси цандай аницланади?



КУП УЛЧОВЛИ ТАСОДИФИЙ МИКДОРЛАР ВА 
ТАСОДИФИЙ МИЦДОРЛАР СИСТЕМАЛАРИ

18- §. ИККИ УЛЧОВЛИ ТАСОДИФИЙ МИВДОР.
ТАКСИМОТ ФУНКЦИЯ ВА ЭХ.ТИМОЛЛАР зи чл и ги

Олдинги бобда куриб утилган тасодифий мицдорлар турли 
сон кийматлар кабул цилган ва т у г р и ч и з и к  н у к т а л а р и  
билан геометрик тасвирланган эди. Куп лолларда мураккаброк 
табиатли, т е к и с л и к н и н г  н у к т а л а р и  оркали геометрик 
тасвирланувчи тасодифий микдорларга дуч келамиз. Улар ик 
ки улчовли тасодифий мицдорлар  деб аталади.

Агар у^^а тутилаётган жойни т е к и с  с о ^ а  деб^ каралса, 
снаряднинг ту шиш нуктаси икки улчовли тасодифий микдор- 
га мисол була олади. Шунга ухшаш, микроскоп остада куза- 
тилаётган текис броун ^аракатида заррачанинг ва^тнинг бел- 
гиланган моментидаги полати икки улчовли тасодифий мик- 
дордир.

Каралаётган текисликда координаталар системасини кири- 
тиб, икки улчовли тасодифий микдорнинг киймати булган <чар 
бир нуктани иккита сон—унинг координаталари билан харак- 
терлай оламиз. Уз навбатида 5?ар бир координата одатдаги 
(бир улчовли) тасодифий микдор булади. Шунинг учун икки 
улчовли тасодифий микдорни и к к и т а  б и р  у л ч о в л и  т а 
с о д и ф и й  м и к д о р  с и с т е м а с и  деб караш мумкин.

Икки улчовли тасодифий микдорларни бундан буён ургани- 
шимизда юкоридаги иккала имкониятдан кайси бири кулайрок 
булса, шунисидан фойдаланамиз. Баъзи лолларда текислик
нинг М нуктасини, бошка долларда эса унинг иккита ( л ,  /) 
координаталарини караймиз.

Чекли сондаги ёки чексиз кетма-кетлик ^осил килувчи ЛДР 
хил кийматлар кабул килувчи икки улчовли тасодифий мик
дор ди скрет  тасодифий м щ д о р  дейилади. Икки улчовли дис
крет тасодифий микдорни тула характерлаш учун мумкин 
булган кийматлар тупламини (текислик нукталарини) ва ^ар 
бир кийматнинг эцтитлини—тансимот. цонунини  курсатищ 
кифоя.

Таксимот конун икки йулли жадвал ёрдамида тасвирлани- 
ши мумкин (1- жадвалга каранг). Бу ерда горизонтал буйлаб



икки улчовли тасодифий ми^дорнинг абсциссалари ^абул жи 
лиши мумкин булган кийматлар, вертикал буйлаб эса у/инг 
ординаталаринйнг ^ийматлари ёзилган. Жадвалнинг катйкла- 
рига икки улчовли тасодифий мщдорнинг текисликнинг бе- 
рилган нуктасига тушишига мос тегишли эз^тимоли ёзилган.

Масалан^ Р (х^ у ;-) эз^тимол икки улчовли тасодифий мик-. 
дорнинг киймати (* г, Уу) координатали нуцта булишини анг- 
латади. Агар икки улчовли тасодифий микдорни юцорида 
курсатилганидек, иккита бир улчовли ( X,  У)  тасодифий мик- 
дорлар туплами деб царасак, у *олда Р (хь уу) э^тимол 
Кл  — ва (/  = _у; ) ^одисаларнинг биргаликда юз беоиш
ЭЗ{ТИМОЛИДИр. • г

1- ж  а д  в а л

\  X

у ■х1 дг3 • • • *1 • • • х п
я

У1 р (*1, Уд Р(х2, У1) • • • Р(Ч,У1) • а • ь (хп, у{) Р(У О

Уя Р{х1, У2) Р(хъ у2) • • • Р(Х1, у2) Р (ХП, У2>

• • • • • • • • • . . .

У/ Р{хъ Уу) Р(*2> У]) • • • Р(Ч< У}) • • • Р(х п> }’; ) Р(У})

• • • • • • • • • • • • •" • • • • • • • •

Ут Р(х 1. Ут) Р{х2, Ут) • « • Ут) • • • Р(хп, ут ) Р(Ут)

Е Р(Х 0 Р(*  2> • • • Р(*1) • • • Р(*п) 1

Жадвалда келтирилган барча X = х1, V =  комбинация- 
ларни ягона мумкин булган комбинациялар деб караб,

п  т

2  2  р (*/. У)) = 1 ( о<-1 у=1

тенгликни з?осил циламиз.
Р ( х 1, у у) э^тимоллар жадвалига эга. булган з^олда X тасо

дифий мивдорнинг V тасодифий мивдйр к'андай циймат кабул 
Килишидан катъи назар лг/ цийматни цабуЛ цилищ эз{Тимолини ■ 
топиш мумкин. ■ — ■"■ ■ • • '



Кушиш теоремасига асосан 
Р (х 1) = Р (Х  = х1) = Р ( * 1, Ух)Л-р {хь  Уч) +  +  Ут) =

т
= 2 Р ( ^  у,)- (2 )

Придай килиб, Р(Х =  х,) э^тимолларни топиш учун

л а р в д а П а Й Г н а з а р  К = ^ ^ и й м ^ н ^ н а б у л . килиш э^тимоли 
/- с а т д а г и  э^тимолларни % ш и ш  б„ла„ хосил килинади:

п

р (У/) = р ( у = л )  = 2  р <*< • (3)

Бу эцтимоллар

о^и ш ^сатрдаги  э^гимоллар ' йириндиси бирга тенг булиши

ЛТ а  ' Г ™  1 Н/ л би ш ашаара“ ; а У Й с о Т и ф ^ '  микдорнииг 
У =  У) киймат кабул килишининг ш а р т « ™ к Т Чи а д а
памиз. Бу шартли э^тимолни Рх=ху  -  У/>- еки ^   ̂ * * 
либ Р(у ]1х1) куринишда белгилаймиз. Купайтириш теорема- 
сига мувофик, »

Р(Х1, У;) = Р(Х 1) Р (Уу/^))
бундан изланаётган шартли э^тимолнинг Кийматини *осил ци-

лаМИЗ: р ,„ ,*>>__%*Ш11 ' <4)Р(У ]1Х1) Р(Х/)
Агар Хг=Х1 кийматни у. з г а рт и Р м а е  д а н  у// = '  >2, •"*) 

Кийматларни узгартирсак.у *олда Ы  ¿1’ и н * ' х ^ х ,  киймат-

^ Т л Т -  . у Т « “?матл"рнИ кабул килиш м т и м м л д ш у .
• билдиради, {У;| К и И м а г л а р м у л  а рг а мо с *^ лувч буЛга;нда‘ги

э^тимоллар тУ“ а“ "н“ я ! " " " " Ге б Л аташ табиийдир. * , ( ¡ - = 1 ,2 ,  
“ “Г 5 Ч ' з г а р “а " а  УнТа мое шартли таксимот «онуни хам  

узгаради. Т|1И эхтимоллар йигиндиси бир-
га тенг^ит^ни^сонгина к^рсатиш мумкин. Хакикатаи
формуладан фойдаланиб,

¿ ¡ Ж * .  У])



а ^ 0<кИЛ киламиз> чунки касрнинг махражи / индексга боглик 
эмас. Бирок *осил килинган касрнинг сурати (2) фоомулага 
кура унинг махражига тенг. Шундай килиб, ’ ф0рмУлага

т

2 р ( У / / * / )  =  1 .  ( 5 )

^  нинг берилган кийматлари учун У нинг шартли такси- 
мот конунига нисбатан айтилган барча фикрларни берилган У
тяЧгпН 1  тасодиФий мивдорга ^ам тулик кучириш мумкин X  
тасодифий микдорнинг Г = у  б у л и ш  ш а р т и д а  Х=х  кий- 
матни кабул килишининг Р{х1,/у]) шартли э^тимоли

= ^  (6) 

бия0я!,УЛ̂ ,пбИяЛаИ то™лад'и- Ш  кийматлар \Р(х,/у)) э^тимоллар 
" биргаликда х  нинг У=у] узгармас булгандаги шарт-  

* 0ЯУ*в*и ташкил килади. Шартли э^тимоллар 
игиндиси (6) ва (3) формулаларга мувофик бирга тенг:

П
2 Р (*</Уу) =  1. (7)¿=1 '

ж уф ти^уч^ бир мумкин бУлган Х  =  х  ва Г =  у кийматлар 

Р(х,у) = Р ( х ) Р ( у )  (8)

|Р11НЛИ бУлса> X ва У тасодифий мицдорлар эркли  - 
(ооглиц булмаган.)  деб аталишини кайд килиб утамиз.

екисликнинг бирор О адасидаги барча кийматларни ка- 
^ ‘ тлу в ч н  И3ККН Улчовли тасодифий микдор у зл ук си з  икки  
улчовли тасодифий мицдор  деРилади. Аммо бу таъриф 15- па- 
раграфда килинганидек, аниклаштиришни талаб этади. Икки 
улчовли тасодифий микдор узлуксиз булиши учун кушимча 
равишда унинг узлуксиз э^тимоллар зичлигига эга булиши 
талаб килинади. у

14-§ да бир улчовли X тасодифий микдорнинг х нуктадаги 
э^тимоллар зичлигини

Р(Х < X < X +  йх)  яа ер(х) йх  (9 )

шартии каноатлантирувчи <р(*) функция сифатида аниклаган 
эдик. Шунга ухшаш, икки улчовли (X, У) тасодифий ми/<- 
оорнинг зичлик функциясини и стал гая  (лг, у)  нуцтада

Р ( х < Х  < х  +  с1х, у <  У <  у +й у )  (х, у) ах с1у (Ю1
шартни каноатлантирувчи  <р(*. у ) функция сифатида аник- 
ланади,  бунда (10) тенглик йхйу  га нисбатан юкори тартиб- 
ли чексиз кичик микдор аниклигида бажарилади.



Геометрик жих;атдан <р(х, 
y ) d x d у купайтма тасодифий мик- 
дорнинг dxdy  га нисбатан юцори  ̂
тартибли чексиз кичик микдор 
аницлигида тугри тургбурчакка 
(23- раем) тушиш э^тимолини 
ифода килади.

Икки улчовлитасодифий мик- 
дорнинг бирор G co lara  тушиш 
э^тимоли э^тимоллар зичлиги 
таърифидан

И
Р( М  € О) = 

ср(х, у) d x d y ( П) 23- раем.

VJ
га тенг булиши келибчицади. Хаки^атан з^ам, G соз^ани турт- 
бурчакларга ажратиб ва уларнинг з̂ ар бирига (10) формулани 
татбик килиб, изланаётган эх;тимолни кушиш теоремасига aco
can такрибан икки каррали интеграл йигинди куринишида еза 
оламиз Тугри туртбурчакларнинг юзини нолга интилтириО, 
лимитга утиш (И ) формулани беради. Агар тасодифии мик- 
дорнинг б а р ч а  мумкин.булган кийматлари G co la ra  тегиш- 
ли булса, у з^олда

(12)j j  <Р (х ,у )  dxdy  — 1

булиши равшан. -
Агар G со^а бутун текислик билан устма-уст тушеа, оу 

тенглик уринлидир, демак, исталган икки улчовли тасодифий 
миадор учун

оо -foo

j  J ф(*. у) d x d y  =■ 1 (13)
^оо —оо

тенгликни ёзиш мумкин.
Икки улчовли тасодифий микдорнинг э^тимоллар зичлигини 

тщеимотнинг  дифференциал цонуни  деб *ам аталади. Икки 
улчовти тасодифий мицдор учун тацеимотнинг  интеграл  
конунини  ёки икки улчовли тацеимот ф ун кция сини  олдин- 
ги бобда бир улчовли тасодифий мицдор учун  килинганидек
аниклаш мумкин. .

Икки улчовли тасодифий м щ дор  тацеимот^ ф ун щ и я с и -  
нинг (х, у) нуцтадаги циймати деб, та с о дифий  м щ до рни н г  
шу нуктадан чата  ва ундан  пастга т уш иш ,  яъни  б у ну  к-  
танинг к оординаталари  Х<х, У <у  т ен г си зликларни  ца-  
ноатлантириш э^тимолига  айтилади:

Р(х,  у)  = Р ( Х < х ,  У< у)



Бу эса 24- расмда курсатилган. 
, Таърифдан ва (11) формула- 
(*,У) дан

Р{х, у) =
X у

= ' I  I  ср (и, V)  йи йъ  (15)

булиши келиб чицади.
Ю^орида айтганимиздек, 

икки улчовли тасодифий мик- 
дорни ифодалайдиган нукта- 
нинг X ва У координаталарини 

2\- раем. иккита тасодифий миадор деб
„  караш мумкин. Умуман айт-

ганда, л  ва У тасодифий миадорлар эркли булмайди. '
Агар ас ва у  цийматлар цандай булмасин Х<х ва У С у  

тен г си зликларнин г  уринли б улишидан иборат %одисалар  
у з а р о  э р к л и  булса ,  л  ва У тасодифий мщдорлар  у заро  э р к 
ли д е й и л а д и *.

Агар X ва У тасодифий миадорларни эркли деб фараз ци- 
линса, у  >?олда (X, У) тасодифий мивдорни урганиш анча 
осонлашади. Хакикатан ^ам, X  тасодифий мицдор уАх) эхти- 
моллар зичлигига ва

X

(•*) =  | ?1 (и) (Iи
— со

тацеимот функциясига, У тасодифий миадор эса ю. (у) эхти- 
моллар зичлигига ва

у
^2 (У) =  | ?2 (®) йV

— о© >
таксимот функциясига эга булиб, У мивдор X га боглик бул
масин. У э^олда

х <  Х < х  +  йх,  у < Г < у  +  ^у

^одисанинг э^тимолини купайтириш теоремасига асосан э^ти- 
моллар купайтмаси сифатида ^осил ^илиш мумкин:

Р(х <  X < х  +  йх, у  < У < у  +  йу)  = Р(х<Х< х +  йх)  X 
Х Р ( у  < У < у + й у ) .

Хосил цилинган ифодани (10) билан так^ослаб,
<р (л:, у) =  ср, (х) ср2 (у) (16)

Д и скрет тасодифий миедорлар уч ун  бу таъриф 122-бетда берилгани- 
ни эслатиб у там и з .



ни *осил циламиз. Шунга ухшаш, таксимот функция учун 
х у х у

/7(Х ) У ) = |  j  ^ ( u )^ { v ) d u d v  =  j  <fi (u)du j  <f t ( v ) dv

еКИ F ( x , y )  = F1( x ) . F 2{ y)  (17)
ни з^осил киламиз. _

(16) ва (17) формулалар икки улчовли тасодифии микдор- 
нинг координаталари э р к л и  б у л г а н д а г и н а  уринли були- 
шини яна бир марта таъкидлаб утамиз. Агар икки улчовли 
тасодифий микдорнинг э^тимоллар зичлиги ва тацсимотининг 
интеграл конунини мос равишда (16) ва (17) куринишдаги 
купайтма шаклида ифодалаш мумкин булса, у  ^олда бундан 
унинг координаталари эркли булишини тушуниш цийин эмас.

1 - м и с о л .  Икки улчовли тасодифий микдор юзи Q га тенг 
булган G . « д а д а  текис тацсимланган. Унинг э^тимоллар зич-
лигини аниклаймиз.

Бу *олда э^тимоллар зичлигини узгармас Деб ^исоолаш
мумкинлиги таърифдан куриниб турибди. ® (х, у)  = А булсин.
У *олда (12) формулага кура

[ j A dx  d y = 1.
*Q

Икки каррали интегралларнинг маълум хоссасига асосан

Я dxdy  — Q,
“а

2- м и с о л. Икки улчовли тасоди- У 
фий мицдор бутун  текисликда

А
<Р (■*. у) =

у  ^олда А =

(1 + Л*) (1 + у2)
(18)

Ь

п

R
а х

(Коши цонунининг аналоги) зичлик би- 
лан таксимланган. Икки улчовли f(x ,y)  
таксимот функцияни ва М нуктанинг 
25- расмда курсатилган R т>три тур т- 
бур чакка тушиш э^тимолини топа*

МИЗ’Аввало А миадорни аниклаймиз. 2 5 -раем .
(13) формулага асосан

+ ,? +,“  + "  + "  A dxdy
j  j T( x , y ) ^ y -  ) j  d + ^ J d + y * ) "

e—00 — 00 —00 —00
1+00 j +00 - 

*= Л arc t g  *  arc  tg  у « 1 ,° — £50 I —00

яъни Ал? =  1, бундан A = —J— . Ш ундай килиб, (18) э^тимоллар зичлиги 
л2

1
9 (X,  У)

кури ш ш да булиши лозим.
'««(I+ aVO+j»1)



Fix, у ) - -  Í  Ь ------- ^ _____ . 1  Г—
_ »  Jo . (1 +  + .ü*) "3 J J  +  И2 J j  + I/*

-  «  • + f ) h  * ~ i )  -  + ¡ ) ( ^ + ! ) •

/И нуктанинг А1 т ^ р и  тур тб ур ч акка  тушиш эл;тимоли (11) формула ёр- 
дам и да топилади:

I a 0  а о
Р ( М  £ R)=  — f (* du 4 y  ^  J_ í* dy  С -dv arc t g a  arc tg b .

= rt2oo (1 + “í)(1 + 71 i  1+ “aJ 1 +^аЖ= *a

лБ у мисолда М нуктанинг координаталари булган X  ва  Y тасодифий 
микдорларнинг эрклилигини пайкаш  кийин эмас. Х акикатан ^ам, эдтимол- 
лар  зичлиги купайтма к^риниш ида ифодаланади:

3 - м  и со  л. Икки улчовли тасодифий микдор координата- 
лар текислигининг биринчи чорагида ( 0 < л г < + га, 0 <у<-|-
4- оо) <р (х, у)  = Ае х у э^тимоллар зичлиги билан таксимлан- 
ган. Икки улчовли таксимот функцияни ва М нуктанинг 25- 
расмда тасвирланган уша тугри туртбурчакка тушиш эхти- 
молини топамиз.

л :< 0 ё к и  у < 0  булганда <р (лг, у) таърифга кура айнан 
нолга тенг булганлиги учун (13) формула

+  оо -j-oo

J J Ае ydxdy =  1
о о

куринишни олади. Бу ердан куйидагини топамиз:
ОО со

й Г —х С — V 100 ■ оо
A j e  dx\ е  d y  =  Ае~х е~Л = А — 1.

о о lo 1о

Энди (15) формула ушбу натижани беради:

F (x* y ) = \ \ e - a- v dudv =  [ - e - a\ . ¡ - e ~ v]y= ( i - e-* ( l -e~ y).ПП u ' n 1 J ' •

M  нуктанинг R тугри туртбурчакка тушиш э^тимоли куйи- 
дагича булади:

Р(М  6 Н) =  J J e~a~v d u d v =  \- е~а}а . \ - e ~ v i  =
0 0 . Jo L Jo

= ( 1 - О ( 1 - 0 .



19-§. ИККИ УЛЧОВЛИ ТАСОДИФИЙ МИВДОРНИНГ НОРМАЛ 
ТАКСИМОТИ

Нормал тацсимот цонуни юцорида бир улчовли ^олда кур- 
ганимиздек, икки улчовли тасодифий мицдорлар учун ^ам 
катта а^амиятга эга. Шу сабабли нормал цонунни цараб чи- 
кпш учун махсус параграф ажратдик.

Ишни икки улчовли тасодифий микдорнинг X ва У коор- 
динаталари эркли, нормал таксимланган ва ^ар бири мос ра- 
вишда а. ва Ь уртача цийматларга ^амда мос равишда ах ва 
оу дисперсияларга эга булган з^олдан бошлаймиз. X ва У нинг 
эрклилигига асосан (X, У) нуцтанинг та^симот зичлигини 
купайтма куринишида ифодалаш мумкин:

<? (•*. У) = ?1 (•*) Ь  (У)

ёки

(х-д)‘
2 о 1

( У - Ь У
2о?,

V 2к

(£-а)3_
2о1

(У—¿ ) 3 
2о?, (1)

(1) формула икки улчовли 
нормал таксимот конунни энг 
содда формада ифодалайди.
Текисликнинг (а, Ь) коорди- 
натали нуцтаси одатда нормал 
тацсимотнинг маркази  ёки 
сочилиш. маркази  деб ата- 
лади.

1-м и со  л. Икки улчовли 
тасодифий ми^дор а = Ь —() 
булган (1) нормал конун буйича' 
тацсимланган. Унинг 26-расм- 
да тасвирланган /? (а<д :< [3 ,
7 < У  <°> тугри туртбурчакка 2 6 -раем,
тушиш э^тимолини анщланг.

Олдинги параграфнинг (11) формуласига кура



^осил цилинган интегралларнинг %ар бирини Лаплас функ-

ни з?осил киламиз. Иккинчи интегрални ^ам шунга ухшаш 
алмаштириб, куйидагини ^осил циламиз:

(2) тенгликни бевосита 14-§ даги формулалардан ва купай- 
тириш теоремасидан фойдаланиб ){ам '^осил килиш мумкин 
эди.

Куп лолларда икки улчовли тасодифий мицдорлар учун 
нормал тацсимотнинг (1) зичлигини ундаги дисперсиянинг ур- 
нига бопща сонли характеристиками киритиб, бошкачарок 
формада ёзилади.

-  Бир улчовли X тасодифий микдор математик кутилиши а 
ва дисперсияси <з'х булган нормал конун буйича таксимланган 
булсин! Шундай Ех катталикни топайликки, X тасодифий миц- 
дорнинг а  дан четланишининг Ех дан ортиц булмаслик э>{ти- 
моли, яъни X  нинг (а  — Ех, а-\-Ех) интервалга тушиш эхти- 
моли яримга тенг булсин (27-расмга царанг). Бонщача айгган- 
да, тасодифий микдор тенг э^тимол билан (а — Е,, а-\-Ех) 
интервалда ёки ундан ташцарида булади. Бу Ех катталик  
э^ т им ол ш  ёки у рт ача  четланиш  деб аталади.

Ех катталик X нинг сочилишини характерлаши равшан, 
шунинг учун у  а2 дисперсия билан богланган булиши лозим. 
Ана шу богланишни топамиз. Ех нинг таърифидан келиб чи- 
цадики,

а а

Р ( - Е х < Х - а < Е х) = ±-

а-Е# а а+ЕхО



еки ^

Р ( а - Е х< Х < Е х + а ) = ± - .

Лаплас функциясидан фойдаланиб, куйидагини ^осил киламиз:

Р(а -  Ех < X < а +  Ех) = 2Ф =  ±-.

Бун дан =0,25. Лаплас функциясининг кийматлари жад-

валидан
Ех =  0,6745 о, (3)

ни топамиз. (3) нинг урнига купинча

Ех =  РУ 2 о х (4)

килиб ёзилади. Бу ерда р =  0,4969.
(1) ифодада дисперсиялар урнига Ех ва Еу уртача четла- 

нишларни киритиб, нормал таксимот э^гимоллар зичлигининг 
ушбу ифодасини ^осил киламиз:

? (* , у)  =  е  I £у I  (5)
ъЕхЕу

(5) ифода купинча Гаусс гаксимот конунининг кан они к  фор 
мат  деб аталади.

Кискалик учун =  А деб белгилаб ва а  = Ь — 0 деб

кабул килиб,
%ЕхЕу

— р
г  = Ае

4  + £2Г] (6)

сиртнинг формасини урганамиз.
Исталган л: ва у учун г  >  0, демак, сирт доимо хОу  те- 

кислик устида жойлашган, лг = у = 0 ’ нуктада г  = у(х,  у) 
функция А га тенг булган максимумга эга. Сиртни кейинги 
текширишлар учун унинг у 0 г (х = 0) ва хОг(у = 0) текислик- 
лар билан кесимларини цараймиз. У ^олда мос равишда ку* 
йидагиларни ^осил киламиз:

-р' у*

х = 0 булганда г=Ае
Е

Р Еху — 0 булганда г —Ае



Бу кесиМлар таксимот- 
нинг нормал эгри чизщ- 
ларини ифода цилади (28- 
расм). г  — Н деб олиб, 
кОу текисликкапараллел 
кесимларни ^осил цила- 
миз, у ^олда

-Р'
Н = Ае Е1

Бу тенгликни логарифм- 
лаб ва

Р21п —  =  Д2* 
г Н

деб белгилаб,
у 2 «|2

4  +  Л -  = а 2Е\ т  £ у

еки

№ ) *
+ 1 (7)

ни ){осил циламиз.
(7) тенглама Н камайганда ярим уклари Ех ва Еу э^тимо- 

лий четланишларга пропорционал усувчи ухшаш эллипслар 
оиласини аниклайди. Бу эллипслар сочилиш эллип сларч  де- 
йилади. К —0, яъни Н = А булганда эллипс ну^тага айланади. 
/( = | булганда ^осил буладиган эллипс сочалшининг бирлик  
э лли п са ;  — 4 булганда *осил буладиган эллипс эса сочи-  
лишнинг  т у л щ  эллипси  дейилади. Уларнинг тенгламалари 
цуйидагича:

»2 уЗ
^ 1  - l . i l  
Ё1 Е2 1, 16£2 + 16£у

= 1.

Хусусий ,%олда, уртача хатоликлар бир хил (Ех —Еу) булса, 
сочилиш эллипслари айланага айланади. Бу ^олда сочилиш 
доиравий  сочилиш  деб аталади.

Сочилиш эллипсларининг  бош у  к; лари, (/) тенгламадан  
к уриниб  турганидек,  координата уцларига параллеллигини  
цайд ц ил и б  уташ му^имдир.

2- м и с о л. Икки ^лчовли тасодифий микдор текисликда (5) каноник 
ф ормадаги Г аусс  цонунига мувофик нормал таксимланган. Унинг (7) тенг
лама билап берилган ак сочилиш эллипсига тушиш эдтимолини аниклайлик.

* Л >  И, яънн — >  I ва 1п — >  0 эканини кайд циламиз.



-  р1

= Х У dxdy. (8)

(8) интегрални дисоблаш учун янги

рдг ру
и =  — , V •=» -LL-

Ех ' Еу
Узгарувчиларни киритамиз. Бу теп гликларга мос равиш да

иЕх vEy

Р У Р
ни досил циламиз.

х ва у нинг топилган цийматларини (7 ) тенгламага кУйиб,

цЗ + v ‘ = к г?г
ни топамиз, бу тенглик а„ сочилиш эллипси /Ср радиусли Ск до и рага Jrr-

EXEV
ганини билдиради. Сунгра dxdy =  -------—; демак, (8) интеграл

Р2

Р(М 6 а^ ) == — f í  е~ и̂' + dudv 
я с к

курииишни олади. Хосил килинган интегрални кутб координаталарга ал- 
маштирамиз. и =  rcosft, v =  г  sin  О деб  и3 +  i»3 =  г 2, darfv =» rdrdv  ни то 
памиз. Ш у сабабли

/Гр /Гр
P(AÍ £<**)= J e~T'rd r=  —2 j  e - r> j  ¿ ( —/-a).

0 0 o

Бу интегрални ^исоблаб, сочилиш эллипсига тушиш учун ф ормулани ^осил 
киламиз:

(9)

Ж умладан, (9) формуладан б и р л и к  сочилиш эллипсига ва  т  у  л и к со 
чилиш эллипсига тушиш эдтимолларини топиш учун дам фойдаланиш мум- 
кин. Юцорида айтилганидек, улар  мос равиш да К =  1 ва К — 4 »¡ийматлар 
билан характерланади. Демак, (9 ) ф ормулага асосан куйидагиларни  топа
миз:

Р(М (; a¡) =  1 — *-(>’ =  0,2034.

Р(М f  в8) =  1 — é?-16P3 =  0,9737,
чунки р =  0,4769.

3- м и с о л. Доиравий сочилишга эга  булган (Ех — Еу — Е) нормал ко- 
нун буйича таксимланган икки улчовли тасодифий микдорни текш ирамиз. 
Текисликнинг тасодифий нуцтасидан координаталар бошида ётнш и мумкин 
деб каралувчи сочилиш марказигача булган масофа бир улчовли тасоди 
фий мивдордир:

R = V X* +  У'2 > 0.

R тасодифий мивдориинг такси м от функциясини ва эдтимоллар зичли- 
гини, шунингдек, унинг математик кутилишини аниклаймиз.

R тасодифий мивдорнинг таксим от функциясини
F( г )  -  P(R  < г)



Р(% <  Г) =  1 - е ~ кУ

ни топам и з. (7) тенгламадан ЕК =  г, яъни К  =  ~~ экани келиб читали.
Е

Ш упдай  килиб, - ,

/ ?(г) = 1 — е~ ( Р %) . (10)

Гдтимоллар  зичлигини топиш учун  (10) формулани г буйича диффе- 
ренциаллаш  кифоя, у  долда

<р(г ) =  2г е £ (11)С.*
ни ^оси л  киламиз.

Энди Я  тасодифий миадорнииг математик кутилишини топиш мумкин:
+ 00

М(И) =  |  гу(г)йг
— 00

б^лади . Б унга <р(л) учун ,\осил килинган (11) ифодани куйиб ва г < 0 да 
9 ( 0  =  ^ эканини эътиборга олиб,

2гаоЗ* Г* Ра — р —

5 Е
ни ^осил киламиз. Бу интегрални булаклаб  иитеграллаймиз:

0а Р3 ^„а
г =  а, 2г —— е <1г — (IV. У *олда йи=йг, V—— е Е2

ва
% _г>£

М(И) =  — ге £21 +  \е
1л V (1г.

р *Биринчи цушилувчи нолга тенг. К олган интегралда г —  =  -р = д е б  олсак,
Е у  2

Е -  '

ни ^осил киламиз. Лекин б у  интегрални 10-§ да дисоблаган эдик. У ерда 
олинган натижадан ва (4) ф ормуладан фойдаланиб, узи л-кеси л  куйидаги
ни досил киламиз:

М(Я) =  а | / я  1,253 а.

Т аксимот функциянинг граф игини ясаш учун г нинг э^тимоллар зич- 
Дигининг максимал кийматига мос келувчи кийматини топамиз*;

* Тасодифий мивдорнинг эдтимоллар зичлигининг максимал кийматига 
м ос келувчи  киймати мода деб  аталади.



у'{г) =  О тенглама г =£
=  — -р=. =  о илдизга эга ((4) рУ 2
формулага каранг). Етарли 
шартларни урганиш курсатади- 
ки, г = а булганда эдтимоллар 
зичлиги максимумга эга була- 
ди. <р(г) функциянинг графиги 
29-расмда курсатилган.

Хозирга кадар  икки Улчов- 
ли тасодифий мицдорнинг со- 
чмлиш эллипсининг уклари 
коордипаталар укларига парал- 
лел булган хусусий х;олини 
урганиш билан чегараландик.

Умуман, эх,тимоллар так- 
симотининг зичлиги

9(х, у) =  у) (12)
формула билан берилгап икки улчовли тасодифий мивдор нормал конун 
буйича таксимланган дейилади, бу ерда С?(<, у ) иф ода и — х а, у ~ У   ̂
узгарувчиларга нисбатан мусбат анщланган квадратик форм?, а, о со- 
чилиш марказининг коордипаталари.

Квадратик форма деб, алгебрада иккинчи дар аж ал и  бир жинсли куп - 
^ад аталишини эслатиб утамиз. Аргумептиинг барча кийматларида факат 
мусбат кийматлар кабул килувчи квадратик форма мусбат анщланган 
квадратик форма дейилади. Олий алгебра кур си д а  мусбат аникланган 
квадратик формани

(х — аУ (х—а)(у—Ь) (у — Ь)*
<Э(*. У)~ 2Л2 г А в  +  2Ва

кУринишда тасвирлаш  мумкинлиги исбот килинади, б у  ерда А, В—бирор 
мусбат сонлар, г  сон эса— 1 <  г  < + 1 шартни каноатлан ти ради .

(12) формуладаги /? коэффициент эх,тимоллар зичлигидан олинган ин- 
тегралнинг бирга тенглиги шартидан топилади \г\Ф\  деб фараз килиб 
^амда А ва В сонлар урнига янги а, ва о2 катталикларн и

А =  а ,/ 1  — г\ 5 =  о2У  1 — гз
формулалар ёрдамида киритиб, сунгра нормалловчи Я  коэффициентни *и- 
соблаб, икки улчовли нормал таксимотнинг э^тимоллар зичлигини

1 Ги  —
2(1— г)а1 о?

■2 г (х- -а)(у  — Ь) (у  — Ьу 

°1яа о:

1

(13)

У 1 — Гг
куринишда ёзамиз. зь  а3 в а  г  параметрларнинг э^тимолий маъноси ^ацида 
кейинги параграфда суз боради.

М усбат узгарм ас мивдорнинг дараж а кур сатки ч и даги  уртача кавсни 
нолга тенглаб, аввалгидек, маркази (а, Ь) н уктада б ул ган  сочилиш эллип- 
(ининг тенгламасини х;осил киламиз:

■Ь)*(х — а)* ,ч ( х —а ) ( у —Ь) , (у-  
- ¿ Г ------------------ 1-------2~ =  К»

бирок бу ерда унинг Уклари г +  0 булгандагина к о о р д л и а т а л а р  у к 
л а р и г а  п а р а л л е л  б у л м а й д и ,



20- §. ИККИТА ТАСОДИФИЙ МИЦДОР СИСТЕМАСИНИНГ 
СОНЛИ ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИ

Икки улчовли тасодифий мицдорнинг сонли характеристи- 
каларини уни иккита бир улчовли тасодифий мивдорлар сис- 
темаси сифатида караб киритиш кулайроадир.

Аввало <?(х, у )  икки улчовли тацсимот зичлигини билган 
^олда X тасодифий мицдорнинг таксимот зичлигинй цандай 
топиш мумкинлигини курсатамиз. Шунга ухшаш масала, X 
тасодифий миедорнинг та^симот кону'нини икки улчовли ма.ъ- 
лум тацсимот цонун буйича топиш 18-§да (X, Y) дискрет 
тасодифий 'мицдорга нисбатан куриб чицилган эди.

Агар ср(х, у )  зичликни У мивдорнинг мумкин булган бар- 
ча кийматлари буйича (яъни, умуман айтганда — оо дан + оо 
гача) интегралласак, у  ^олда кушиш теоремасига acocan X 
тасодифий \>:щдорнинг (х, x-\-dx ) интервалдаги-цийматларни 
Кабул килиш э^тимоллари зичлигини ^осил киламиз. Бу зич
ликни ? i ( * )  оркали белгилаб, цуйидагини ёза оламиз:

+ 00

<Pi(*)= J  y)dy- (1)
— со

Айнан шунга ухшаш, У тасодифий микдорнинг э^тимоллар 
зичлиги + 00

<Ра(У) = Í  *(*• y)dx (2)

б^лади.
(1) ва (2) формулалар 18-§ да икки улчовли дискрет тасо

дифий мивдорлар учун чикарилган (1) ва (2) формулаларга 
мос келиб, бу  формулалар у ердаги йигиндиларни интеграл- 
ларга алмаигтирилганлиги фман фарк цил’ади.

X ва У тасодифий мивдорларнинг э^тимоллари зичликла- 
рини билган 2{0 лда тегишли та^симотларнинг интеграл цонун- 
ларини ёзиш кийин эмас. Уларни цуйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

X  X  + 00

^(*) = í Ti (и)***“  í du J Ф, v ) d v ,  (3)
m 00 —* ОО — ОО

У У + »

Л (У )  =  J 4Áv )d v  =  J  dv J  ? ( « .  v)du .  (4)
— ОО —00 —»00

Шунингдек, шартли та^симот цонунларини 18-§ да дискрет 
тасодифий мивдорлар учун килинганига ухшаш киритиш мум
кин. X нинг (х, x-\-dx)  интервалда б у л и шша р т и д а  У нинг 
(У. y -\ -d y )  интервалда булишининг э^тимоллар зичлигини 
ЧЧУIх) оркали белгидаймиз. Айнан шундай маънога <f[xjy) бел-



гилаш зам эга 6ÿлади. У ^олда купайтириш теоремасига Kÿpa 
куйидагини топамиз:

<р(х, y ) dxdy  =<fi ( x) dxf ( y l x) dy  = <fi (y)dy<f(x/y)dx.
Э^тимоллар зичлиги учун *осил килинган (1) ва (2) фор- 

мулалардан фойдаланиб, куйидагиларни ){осил киламиз:

(5)
J  ?(*- у¥у 

Ъ У J  Ф , У)dx
— 30

(5) ва (6) формулалар билан ифодаланган <р(y jx) ,  <р(*/у) 
микдорлар шартли э^тимоллар  зичлиги деган номга эга.

1 - м и с о л .  М(Х, У) тасодифий нуцта ярим $^лари коор
дината Уклари билан устма-уст тушувчи ва а, b га тенг бул~ 
ган эллипснинг исталган нуктасига бир хил э^тимол билан 
тушади. X ъг. У тасодифий мивдорларнинг э^тимоллар зичли- 
гини, шунингдек, ç(y/jr) ва у(х/у)  шартли э^тимоллар зичли- 
гани топиш талаб килинади.

18-§ даги 2-мисолда келгириб чицарганимиздек, G со^ада 
текис таксимланган узлуксиз тасодифий мицдорнинг э^тимол-
лар зичлиги узгармас булиб, М £ О б$глганда <р(х, у)  =
эди, бунда ф б ад ан и н г  юзини билдиради. Интеграл ^исобдан 
маълумки, ярим Уклари а в аЬ  булган эллипснинг юзи Q = m b  
эди. Шунинг учун бу мисолда икки улчовли э^тимоллар зич
лиги куйидагича булади:

?(■*, У) =

je» . уа |—  -f“ —  I ДЗ —
a 3 b% nab

g -  +  £ > l  да 0.

Агар бунда х Узгарувчи — a  <  х <  a кесмада узгарса, у  ^ол- 
да ^ар бир х да у  нинг мос узгариш со^аси

- > V  i-â<v<*/1- S
кесма булади.

Л" тасодифий микдорнинг э^тимоллар зичлигини \х\<а  
кУшимча шартда (1) формулага асосан ^осил ^илиш мумкин:

? i ( * ) -  S ? ( x , y ) d y -  J
а _____

~7Г Ya'-x*ь
\х\> а  булганда <pt(.x) =  0 булади.



Шунга ухшаш, | у | ^ ^  б^лганда У тасодифий миадорнинг 
э^тимоллар зичлиги топилади:

-2-/*•->« + оо О

„  ___ па*
- у  /¡>а-  у3

IУI >  ^ учуй юкоридагидек, <р2(у) =  0 булади.
Энди <р(у/*) шартли э^тимоллар зичлигини топамиз. (5)

формулани татбик киламиз: агар \х\ < а  ва | у | < —К а 2 —л2 

булса,

=  --------- “ * ‘  'А , /£31^2 26 / аз—*2
| ?(*. л д а  V

—СО

агар | ж | >  а  ёки | у | >  у  V  а 2 -  л 2" б^лса, у^олда <р(у/*)^0
булади. Шунга ухшаш ^исоблашларни бажариб, |у|<& ва
|ж |< —  К 62 — у 2 булганда ь

?(•*/ У) 2аУ № _  уз

натижани, бу иккита шартдан *еч булмаганда бири бажарил- 
маганда эса <р(л:/у) =  0 натижани топамиз.

Энди М( Х , К) мицдор ср(х, у) э^тимоллар зичлигига эга 
булган икки улчовли тасодифий мивдор б^лсин. А ва г  та
содифий мивдорларнинг *ар бирининг математик кутилишла- 
ри ва дисперсияларини караб чицамиз.

X ва У тасодифий мивдорларнинг математик кутилишлари 
16-§ даги таърифларга мувофик>

+? -  +с
М(Х)  = * =  )х ^ { х )йх ,  М{У) =  у  = ]  УЪШУ

— оо

формулалар буйича топилади. (1) ва (2) формулалардан фой- 
даланиб, бу математик кутилишларни <?(х, у) икки улчовли 
э^тимоллар зичлиги орцали ифодалаш мумкин:

+» +*=
М(Х)  =  л: =  | | х<р(х, у ) йхйу ,

«воо —Л
+ »  -|-оо

М(У) = У=  | $ у?(х, у)с1хс1у.



(7) формулалар билан аникланувчи (х, у )  координатали М  
нуцта икки улчовли тасодифий мивдорнинг сочилиш. марка -  
зини. х^рактерлайди, бу нуцтанинг атрофида М(Х, V) тасоди
фий нуцталар сочилгандир. Уклар буйича сочилиш улчовлари 
эса бир улчовли тасодифий микдорларнинг дисперсиялари 
билан берилади:

+ 00 +оо +С0

D(X)= J  (х — x ) \ i{x)dx= J  §.(х — х)*<((х, y ) dxdy ,
—СО М00 —-00
+ 00 +00 +00

D( y )=  J  (У — y)3?2(y)dy= j  | ( у  — y ) M jr ,  y ) dxdy .
(8)

Бир улчовли ^олдагига ухшаш, интеграл остидаги функция- 
ларни кушилувчиларга ажратиб, дисперсиялар учун [^исоб- 
лашларни осонлаштирадиган бироз боищачароц ифодалар эр -  
сил килиш мумкин:

+ о о  4>оо

j  J  х*<?(х, у ) d x  d y  — x s,
—со -—oo 

+ 0 0  + o o

ЩХ)= j  J  y 2(p(x, y ) dx  d y  —y\
(9)

Математик кутилишлар ва дисперсияларни ^исоблашни (8) 
ва (9) формулаларга ыувофик битта _ схемага бирлаштириш 
мумкин. Шу мацсадда тасодифий микдорлар системасининг 
м а р к а з и й  м о м е н т и  тушунчасини киригамиз.

(X, Y) тасодифий. мицдорлар си ст емасинин г  k, s  т ар -  
тибли нарка зий  моменти деб ,  XkYs купайтманинг  мате 
матик к утилишига  айтилади.  Узлуксиз тасодифий ми^дор- 
ларнинг k, s тартибли, марказий моменти

+0О +0О
i  $ (* — х)Чу — У) '9(х, y ) d x d y  (10)

—00 —СО

формула буйича  %исобланади , б у  е р д а  к, s —манфий булма -  
ган б утун  сонлар.

k +  s  йигинди марказий моментнинг тартиби  деб атала- 
ди. Масалан, & +  s = l  булган барча k, s  тартибли моментлар 
биринчи тартибли, k +  5 = 2 булган барча k, s  тартибли мо
ментлар эса иккинчи тартибли моментлар дейилади. Биз ана 
шундай моментларни караб чициш билан чекланамиз.

(7) формуладан куринадики, бириняи  тартибли  марказий  
монентлар нол га  тенгдир.  ^акикатан *ам, k, s  лар манфий 
булмаган бутун сонлар булганлигидан фа^ат турли иккита



биринчи тартибли: 1,0 тартибли ва 0,1 тартибли марказий мо- 
ментлар йавжуд:

+ о о  + о о

И,о= I  у )йхй у
— оо —оо

ва
+? 7  _

(*0.1=  3 3 (у  -  УМХ, у )йхйу .  -
—00 —30 „ |

+ 00 + 00 ^
| ]* ?(х,  У)йх(1у (18-§ даги (4) формулага ца-ранг) б^лган-

— 00 — 00
лиги сабабли

+ с о  + о о

1Ч,о= | | х<?(х, у ) й х й у —х,
—  о о . — СО

бу эса х нинг таърифига кура нолга тенг ((7) формулага г а 
рант). Айни шу сабабга кура ¡х,,0 =  0.

Дисперсияларнинг (8) таърифи курсатадики, ЩХ) ва 0(У)  
дисперсиялар мос равишда 2,0 ва 0,2 тартибли марказий мо- 
ментлардан иборатдир. И к к и н ч и  т а р т и б л и  а р а л а ш  
м а р к а з и й  м о м е н т ,  яъни 1,1 тартибли момент ало^ида 
а>;амият касб этади. У ни X ва У тасодифий мицдорларнинг 
к ор р ел яци ей  моменти  ёки богланиш. моменти  дейилади ва 
Кху билан белгиланади. (10) таърифга мувофиц,

+  оо + 0 0

^ у= ^ 1,1=  | | (*  — л'){у-  у ) ? (* ,  у )йх4у  (11)
—  0 0  — ОО

га эга буламиз.
(11) интегрални кушилувчиларга ёйиб ва биринчи тартиб

ли марказий моментларнинг нолга тенглигини зътиборга олиб, 
корреляцион момент учун бошцача ифода зосил цилиш мум- 
кин Чунончи:

+  оо + С О  +  ОО + 0 0

I  I  *(У — УЫх>У)с1х(1у-х\ | (у-у)<?(х,у№хс1у =
~ 0 0  — М — 0 0  — о »

+ 00 + 00 + 00 + 00
=  | | ху<?(х, у ) йх  йу  — у | | Х<?(х, у)с1хс1у—Х]Хо,и 

— 00 —  0 0  — 00 “ “ 00

Хундаи узил-кесил
+ о о  +оо  *

К * у -  5 1 хуч ( х , у ) с 1хс1у - х у  (12
— оо — эо

ифодани зрсил циламиз.



2 - м и с о л .  М(Х, У) нуцта 0 <  л <  ̂ > 0 < у < - ^  квадрат-
нинг ичида «p(jc, у) = 0,5 s in (*  +  y), унинг таищарисида эса 
<в(х, у )  =  0 э^тимоллар зичлиги билан тацсимланган.

а) Fix , у) икки улчовли таксимот функцияни;
б) X ва У тасодифий микдорларнинг М( Х) , М( У)  матема

тик кутилишларини, яъни сочилиш марказининг координата- 
ларини;

в) D(X)  ва D(Y) дисперсияларни;
г) К  V корреляцион моментни топамиз. %
Е ч и л и ш и .  а) 18-§ даги (5) формулага асосан

F(x,  у) =  Р(Х <х,  sln(“  +  v d̂ u d v  ""

х i х
=  1 1 [ _  cos(íí +  ® )d > d e  -  -  j  [cos и -  cos (и  +  у )  I du, —

=  1  [sin и -  sin(íí +  у)] “I *  =  \  í sln ■* -  sln(*  +  y) +  sin y|;
2 ¿

б) M(X)  математик кутилиш куйидаги формулага асоСак 
топилади:

%1Í 1C ___ ___

*2 ~2 « 2  2
щ Х )  =  у  1 j  х sin(x +  у) d x d y  =  — J  Jtdx j  s ln(x +  y ) d y  =

ic

= -i- j  x  jcos x —eos - f  y j j  dx.

eos [ jc +  ^ =  — sinx  тенгликдан фойдаланиб ва б^лаклаб

интеграллаб, УИ(А) — ни топамиз. Шунга ухшаш, М (К ) 

учун куйидагини ^осил циламиз:

К  X
2  2

М( У) = -  f J  У Sin (л: +  у) dxd y  = .
о о

Демак, хозирги *олда сочилиш маркази ^ , j j  нучта, яъни 

квадратнинг маркази булади.



в) дисперсияларни з?исоблашда (9) формулалардан фойда- 
ланамиз:

■к %

— + i ) ] ¿jE- г ! -

б) пунктдагидек, cos (х  +  y j  =  — sin х тенгликни эътибор- 
га олиб ва икки марта булаклаб интеграллаб,

D{X) =  -  +  - - 2^ 0, m  
J 2  16

ни топамиз, Y тасодифий микдорнинг дисперсияси хам шун- 
дай кийматга эга булади;

г) энди Кху корреляцион мом.ентни ^исоблаймиз. (12) фор- 
мулага асосан:

те 'п 
~2 ~2

( /{x y  = j ¡  j  ^ y s i n ( x - j - y ) d x d y - ^ .
0 0

Ю^орида татбик цилинган усуллар ёрдамидй

Кху^ ~  0,045

натижани ^осил циламиз.
Энди тасодифий мивдорлар орасидаги богланишни харак- 

терлашда корреляцион моментнинг а^амиятини тулароц цараб 
чицамиз. Унинг роли аввало куйидаги теорема билан аниц- 
ланади.

1 - т е о р е м а .  Агар X ва Y тасодифий мицдорлар эркли  
б у л с а , у  %олда уларнин г  корр еляцион  моменти нол га  тенг :

Кху =  0.
И с б о т  и. Теорема умумий ^олда зам тугри булса-да, 

унинг исботини узлуксиз тасодифий мивдорлар булган зол 
учун келтирамиз. 18-§ да курсатилган эдики, агар X ва У 
тасодифий мивдорлар эркли булса, у  золда (X, Y) икки 
улчовли тасодифий мивдорнинг э^тимоллар зичлиги купайтма 
куринишида тасвирланиши мумкин:

<р(х, у )  — <¥&) *2(у ) ,

sin (x +  y ) dxd y  — —



Бу тенгликдан фойдаланиб, корреляцион моментнинг ифода- 
сини куйидаги куринишда ёзамиз:

+ со +оо

Кху -  I  | у) йхйу  ==
—со —со

4-со +20

=  | (л: — х ) у 1(х)с1х •
—00

Бирок бу тенгликнинг унг томонидаги интегралларнинг з а̂р 
бири мос равишда X ва У тасодифий микдорларнинг биринчи 
тартибли марказий 'моментларидир, шу сабабли улар нолга 
тенг. Дакикатан хам,
+» _ 7 “ _ +?  -  -
(“ (д: — ср¿ х ) й х =  1 х у М й х  — х  ]  у х{х)с1х = х — х = О,

- »  - *  
чункй биринчи интеграл X тасодифий микдорнинг математик 
кутидиши, э^тимоллар зичлигидан олинган интеграл эса бир- 
га тенг.

Шундай килиб, тасодифий микдорларнинг эркли булиши 
учун уларнинг корреляцион моментлари нолга тенг булиши 
зарур эка^. Бирок тескари теорема тугри эмас ва корреляци
он моментнинг нолга тенг булиши тасодифий микдорнинг 
эркли булиши учун е т а р л и  б у л м а й д и .  Бунга айрим ми- 
солларда ишонч ^осил килиш мумкин.

Куп лолларда X ва У тасодифий микдорлар орасидаги 
богланишни характерлаш учун корреляцион момент урнига 
корреляцион моментнинг дисперсиялар купайтмасидан олин
ган квадрат илдизга нисбатига тенг булган ушбу

Г — Кх» —  ( 13)
ху V и х и у ау°х

улчамсиз микдордан фойдаланилади.
Бу нисбат корреляция  коэффациенти  дейилади. Корреля

ция коэффициенти абсолют катталиги буйича бирдан катта 
була олмаслиги, яъни доимо

- 1 < г ху<  +  1 (14)
тенгсизликларни каноатлантириши кейинги параграфда курса- 
тилади.

Корреляция коэффициентининг (13) таърифи ва 1 -теорема- 
дан куйидаги теорема дар^ол келиб чикади.

2 - т е о р е м  а. Агар X ва У тасо дифий  м щ до рл а р  эркли.  
булса,  у %олда уларнинг к о р р ел я ц и я  коэффициенти н о л г а  
тенг булади.

Бундан ташкари, корреляция коэффициентининг тасодифий 
микдорлар орасидаги богланишни характерлашдаги а^амияти* 
ни туларок очиб берадиган яна бир теорема уринлидир.

|  ( у  _  у)ср2(у)й?у.
—со



3 - те  о р е м а .  Агар X ва У тасодифий мицдорлар чизик- 
ли борлиц. я ъни  ул ар  ора сида  У = аХ -} Ь муио сабат Мае- 
ж у д  булса,  у  х,олда к орр ел яция  коэффициентининг абсолют  
циймати бирга  тенг .  Янада батафсилрок, айтадиган бул-  
сак, а > 0 да  г ху ■= -\-1 були б , а  < 0 да  г Ху = — 1 булади.

И с б о т и .  Математик кутилишнинг кейинги параграфда ис- 
ботланадиган куйидаги хоссасидан яна бнр марта фойдалана- 
миз: тасодифий микдорлар йигиндисининг математик кутнли- 
ши кушплувчиларнинг математик кутилишлари йигиндисига 
тенг. •

Корреляция моментининр куйидагига тенглигини цайд ки- 
ламиз:

y  = M(Y)  = M(aX + b) = aM[X\ +  b = ax + b]
шу сабабли корреляцион момент учун куйидагини *осил ки- 
ламиз:

к лу = М [ { Х - х ) { а Х + Ь - а х - Ь ) ]  = М [(X -  х) а (X -  л)] = 
=  аМ(Х  — х )2 — aD(X) = a a j .

У нинг дисперсиясини топамиз:

D(Y) = о2у = М{У-~у)* = М(аХ + Ь -  ах -  Ь)* =
=  а гМ ( Х — х)2 =  а 2£) (Л') =  a 2o j,  

бундан ау =  \а\ах. Шундай килиб,

Бу билан теорема исботланди.
Тасодифий микдорлар орасидаги богланишлар х;акида бир 

канча умумий фикрларни айтиб утамиз. Тасодифий мивдор- • 
ларнинг тулик эрклилиги, ёки аксинча, улар орасидаги функ
ционал борланиш богликликнинг „энг четки кутблари“ булй- 
ши рлвшан. Агар тасодифий микдорлар эркли булса, у ^олда 
улардан бнрининг кийматларини билиш иккинчи тасодифий 
микдор. ^акидаги маълумотларга х;еч кандай таъсир килмайди. 
Аксинча, агар тасодифий микдорлар орасида функционал бог
ланиш мавжуд булса, у  *олда улардан бирининг кабул кил- 
ган киймати иккинчисининг кабул киладиган кийматини бир 
Кийматли аниклайди.

Тасодифий микдорлар орасидаги богланишларнинг боища- 
ча куриниши *ам мавжудки, бунда улардан бирининг киймат-



(ларини билиш иккинчисининг кийматларини бир кийматли, 
яъни бирга тенг э^тимол билан) аникламайди, балки унинг 
т а к с  и м о т  к о н у н и г и н а  аниклайди. Бундай богланишни 
к орр еляцион  ёки стохастик богланиш.  деб аташ кабул ки- 
линган. Уни икки улчовли дискрет тасодифий микдор мисог 
лида осонгина курсатиш мумкин. Чунончи 18-§ да биз икки 
улчовли дискрет тасодифий микдорнинг таксимот цонунини 
икки йулли жадвал куринишида берган эдик ва ёки
мос равишда Р(х,1 у,) шартли э^тимоллар^ билан анщланувчи 
ш а р т л и  т а к с и м о т  к о  и У н л а р и и ^суриб утган эдик. X 
тасодифий микдорнинг тайин бир кийматини танлаш У тасоди
фий микдор учун тайин бир таксимот конунини беради.

Корреляция коэффициента тасодифий микдорлар орасидаги 
корреляцион богланишни сонли характерлайди. Агар улар 
эркли булса, корреляция коэффициента нолга тенг. г  нинг
О <  | г ( <  1 ораликлардаги к ийматларида эса тасодифий мик
дорлар орасида корреляцион богланиш бор булиб, бу  богла- 
ниш |г| микдор бирга канча якин булса, шунча „маркам 
булади. И  =  1 киймат эса тасодифий микдорлар орасида 
у  = аХ-{-Ь куринишдаги функционал богланишга мос келади.

Шуни назарда тутиш керакки, г  нинг киймати тасодифий 
м и к д о р л а р  орасидаги богланишнинг ч и з и ц л и  б о г л а н и ш -  
д а н  четланишини курсатади. X ва К тасодифий микдорлар 
орасидаги функционал богланишнинг бошка куринишларида 
корреляция коэффициенти ж уд а  кичик ёки затто нолга тенг 
булиб колиши мумкин.

Энди утган  параграфнинг охирида кУриб чикилган икки Улчовли нор- 
мал таксимотнинг умумий *олига кайтам и з. Э*тимоллар зичлиги 1 9 -§  д а- 
гн (12) формула ёрдамида берилган тасодифий микдорнинг иккинчи тар - 
тиблн моментларини цнсоблаб куйидагиларни топамиз:

В(Х) = <ф В{ У) = 4; Кху = г о,о2.

Бу Оилан нормал таксимот э*тимоллар зичлигининг умумий иф одасига кир- 
ган коэффициентларнинг эх,тимолнй маънолари ойдинлашади: о, ва^  лар
X ва У тасодифий мнкдорларнинг дисперсиялари. г  эса у л а р  орасидаги

КОр,5Д«л-йУлакайКТ Ф1мрреляцияЭКкоэффициентининг а .амиятини айтиб
«тамнз- агао X  ва У эркли булса, у  *олда г - О  б?либ сочилиш эллипси- 
нинг уклари координаталар укларига  параллел бУлади. Текширишда^ У мик
дор X нинг чизикли функцияси булган  х;олни караб Утмаслик | г  | ки 
матни караб утмасликка мос келади.

2 1 -8 . ТАСОДИФИЙ М Н КДОРЛАРНИНГ МАТЕМАТИК КУТИ ЛИ Ш И  
ВА ДИСПЕРСИЯЛАРИ Х А К И Д М 'И  ТЕО РЕМ АЛАР

Олдинги параграфларда бизга математик кутилиш ва дис- 
певсиянинг хали исбот цилинмаган баъзи хоссаларидан фой- 
даланишга тугри келди. Энди ана шу теоремаларни исбот- 
лашга кириша оламиз.



1 - т е о р е м а .  Иккита тасодифий мицдор йипшди сининг  
матем атик  кутилиши математик кутилишлар йигиндиси-  
г а  т ен г :

М(Х +  У=) М( Х)  + М(У).  (1)
И с б о т и .  X  ва У тасодифий микдорлар дискрет ёки  уз -  

луксиз булган ^олларни ало^ида-ало^ида цараб ут а м и з .
Ишни д и с к р е т  тасодифий микдорлар булган ^олдан 

бошлаймиз. У ^олда математик кутилиш таърифига кура 
бундай ёза оламиз: „  «

т п

М ( Х + Г )  = '£'2 , (х,  + у )) р ф
¿=1 /=1

бу ерда р 1} Х = х{ ва У = у 1 булиш э^тимолларини билдира- 
ди. Иириндини ало^ида кушилувчиларга ажратиб ё з с а к :

т п т п

М( Х+ У) = 22 2 2 а д  =
¿ - = 1  ) —1 1= 1  у — 1

¡Л у )*/  +  2 ^ 2 л , ) у л  (2)

П
18-§  да курсатилганидек, ^ / ? гу= йигинди К тасодифий

!—1
микдор кандай киймат кабул килишидан катъи назар X тасо
дифий микдор х1 киймат кабул килиш э^тимолини ифодалай-т
ди. Худди шунингдек, 2 ^ /  = ^>/ йигинди X нинг кийматла»

¿—1
•ридан катъи назар У = У] тенгликнинг э^тимолидир.

Шундай килиб, (2) нинг унг томонидаги биринчи куши* 
лувчи

т / п \ т

2  2  А/ Ц= 2  р 1х1/=1 \у=1 / 1= 1
иккинчи кушилувчи эса

п / т

2 2 т)-1 \г=1 X
б^лали. Яна (2) формулага мурожаат килиб топамиз:

М ( Х +  У) =  М(Х) + М(У).
Шуни исоог килиш талаб килинган эди.

Ь  =  2  Р М = Щ У )

=  2 1;=1 \;=



Энди X ва У — у з л у к с и з  тасодифий миадорлар булсин. 
Таърифга биноан:

+оо +оо

М ( Х + У ) =  § $ ( *  +  у ) ? ( * .  у ) * х а у * -
ц.00 +00 +с° +°°

=  ( л ¿л: [  ф ,  у)й)1+ | у й у  | <р(д' , у ) й к .  (3.
_со _оо —оо —<*>

Аммо олдинги параграфда курсатганимиздек (20-§  даги (1) 
ва (2) формулаларга царанг),

+? +р>
[ *(х , у ) й у  =  <р4(л) ва 3 * (* , у М л  =  ср2(у)

_У®
интеграллар мос равишда X ва У тасодифий микдорларнинг 
эхтимоллари зичликларини ифода килади. Шунга кура (3) 
тенгликнииг у нг томонидаги цушилувчилар цуйидагиларга
тенг:

+00 +0О + °°Ь0О +СО
(" х$х ) <?(х, у)<1у =  ]  х<р)(х)с1х =  М(Х) ,  
Г» ‘ - »  - »

+? +с
|  у(1у  ]  <р(я, у)^л: =  ] у<р2(у)^у =  Л4(К).

Бу ердан узлуксиз тасодифий мицдорлар учун (1) тенглик
келиб чикади. _ „ ____

2- т е о р е м а. Иккшпа тасодифии м иц дор  купаитмаси,-
нинг математик кутилиши бу  м щ до рл а р  математик к у 
т и  лишлари купаитмаси билан уларнинг к о р р ел яци он  мо -
менти йигиндисига тенг.

Ис б о т и .  Корреляцион моментнинг таърифига оиноан:

Кху* - М\ ( Х- х ) [ У  —у) ] ,

бу ерда х =  М{Х), у  =  М(У) .  Кавсларни ^Очиб ва исбот ци- 
линган 1*теоремадан фойдаланиб, топамиз . ^

Нху =  М{ХУ) -  хЩУ)  -  уМ(Х)  + х у  =  М{ХУ) — ху,  
бу ердан

М(ХУ)=М{Х)М{У)  + К ху - (4)

экани келиб чикади. л„ оц-,
Эркли тасодифий мицдорлар учун корреляцион момент

нинг нолга тенглиги сабабли (4) тенгликдан цуйидаги теоре- 
манинг тугрилиги бевосита келиб чикади.

* Узгармас купайтувчини математик кутилиш белгиси олдига чикариш 
мумкинлиги 16-§ да исботланган эди.



3- т е о р е м а. Иккита эркли  тасодифий мицдор купайт-  
масининг математик кутилиши уларнинг математик ку-  
тилишлари купайтмасига  тенг :

М(ХУ)  =  ЩХ)  М(У).  (5)
Энди исбот цилинган теоремалар ёрдамида корреляция 

коэффициенти учун олдинги параграфда к^рсатилган тенгсиз- 
ликларни исботлай оламиз.

4- т е о р е м а. Иккита тасодифий мицдорнинг к орр еляция  
коэффициенти  аб солют циймат буйича  бирдан катта бу -  
ла олмайди :

1 ^  ГХу ^  4 *  1-  ( 6 )

И с б о т и .  Математик кутилишлари мос равашда х ва У, 
дисперсиялари эсй ва Оу булган иккита X va Y тасодифий 
мицдорлар берилган булсин. X  ва У тасодифий миадорлар 
оркали

Z =  OyX — cx Y (7)

тенглик билан аникланувчи янги Z  тасодифий мщдор тузамиз. 
Z тасодифий мицдорнинг математик кутилишини ва диспер* 
сиясини топамиз. Математик кутилишнинг хоссаларига бнноан:

Z =  М (Z) =  М (руХ — ах У) =  ау х — сху,
Сунгра,

D(Z) =  M ( Z - F ) 3 =  МК*уХ -  СХУ) -  (сух -  o j ) ] * .

Математик кутилиш белгиси остидаги ифодани квадратга 
ошириб ва математик кутилишнинг хоссаларидан яна фойда- 
ланиб, топамиз:

D(Z) =  4  =  ° ¡M (X  -  l y - 2 a t aLM[ ( X - x ) ( Y - y ) \  +

+  o l M ( Y - ¿ ) \
Дисперсия нинг ва корреляцион моментнинг таърифларидан 

фойдаланиб, ^осил цилинган тенгликни

аг =  Оу ох 2ахау КХу -{- ах
ёки узил-кесил

a* =  2a*a3y - 2 a xay/fxy
куринишда ёза оламиз. Х[ар цандай тасодифий миадорнинг 
дисперсияси манфий эмасли1и сабабли охирги ифодадан куйи- 
лагини топамиз:

й ® х°у ^  О»бу ердан
К Ху  ^  аха у '  ¿ 8 )



(7) тасодифий мицдор урнига янги 
2  — ОуХ 4  ахУ

тасодифий микдорни киритиб ва у  билан *ам юкоридагидек 
амалларни бажариб, (8) тенгсизликнинг урнига

К ху> - а хз у 9)

тенгсизликни *осил киламиз. (8) ва (9) тенгсизликлардан эса
— о,о„ < Кху < ахау

тенгсизлик ёки айнан шунинг узи булган

1Л* » 1 < 0х3у П°)
тенгсизлик келиб чикади.

Энди (10) тенгсизликнинг *ам иккала кисмини охау мусбат 
сонга булиш ва корреляция коэффициентининг таърифидан 
фойдаланишгина колди:

к х у Н  —  < 1.ахау
ана шуни исбоглаш талаб килинган эди.

Энди тасодифий микдорлар йигиндисининг дисперсияси х;а- 
Кидаги теоремани караб чикамиз.

5- т е о р е м а. Эрк!ли тасодифий мицдорлар йиринди сининг  
ди сп ер си я си  ц уш ил увш л ар  ди сп ер сиялари  йи гин ди с и га  т ен г :

: о ( х  +  У) =  ц х )  + щ  У). (П )
Ис б о т и .  16-§ даги (15) формуладан фойдаланамиз:

0(Х + У) =  М(Х + У)г - [ М { Х  + У)]\
Бу тенгликнинг унг томонидаги кавсларни очиб, топамиз: 

О'Х +  У) =  ЛИ X2 +  2ХУ +  У2) -  [ ЩХ) +  М( У) ] ‘.
Энди йигиндининг математик кутилиши з^акидаги 1 - теорема- 
дан ва эркли тасодифий микдорлар купайтмасининг матема
тик кутилиши ^акидаги 3 - теоремадан фойдаланишимиз лозим. 
Ана шу теоремаларга биноан топамиз:

У) =  М(Х*) 4  2М (X) М( У) 4- М(У2) -  (М(Х) ) г -
-  2М(Х) М( У) — (М(  У))2 =  АГ(*» )  -  ( М( Х))2 4  

4  М( У2) -  {М(У))\
Шундай килиб,

0 ( Х+ У) =  й{Х)-\-0(У).
1-ва 5-теоремаларнинг ифодаланишидаги м авж уд  фарада 

^Кувчининг диккатини жалб киламиз. 1-теоремада и х т и ё -  
рий тасодифий микдорларнинг йигиндиси э^акида с^з борга- 
ни *олда, 5 - теорема э р к л и  тасодифий кушилувчилар учун- 
гина уринли булади. Исбот давомида бу з^олнинг кайси жой- 
да ишлатилганлиги курсатиб утилди.



22- §. КУП УЛЧОВЛИ ТАСОДИФИИ МИВДОР ВА ТАСОДИФИЙ 
МИЦДОРЛАР СИСТЕМАСИ. ТАСОДИФИЙ МИВДОРЛАРНИ ЙИРИШ.

ТАЦСИМОТ ЦОНУНЛАРНИНГ КОМПОЗИЦИЯСИ

Икки улчовли тасодифий мицдорлар х;ацида 18 — 20-§ да 
урганганимиз куп улчовли тасодифий мицдорлар *ацида анча 
етарли тасаввур бера олади. Шунинг учун баъзи бир умумий 
таърифларни ва мисолларни келтириш билан чегараланишимиз 
мумкин.

Куп  улчовли  тасодифий мицдор дейилганда цийматлари 
п ^ляо вли  фазонинг н уцталарини  ифодаловчи, ёки  айнан 
шунинг узи, п- улчовли в екторни  ифодаловчи тасодифий  
мицдорни  тушунамиз .  Куп улчовли тасодифий мицдор баъ- 
зан тасо дифий  вектор  деб аталади. п  та узгарувчининг

/'(л'1, . . .  , Хп ) =  Р ( Х ^  Х-1, Х 3 ^  -̂ 2» ••• * ^  Хп ) О )

ф ун к ци я с и  тасодифий в екторнинг п-улчовли тацсимот 
ф ун к ци я с и  д е б  аталади.  18-§ да икки улчовли э^тимоллар 
зичлиги тушунчаси киритилганига ухшаш п-улчовли т а с о ди 
фий в ект ор  тацсимотининг э^тимоллар зичлиги  тушунча- 
сини *ам киритиш мумкин.

я-улчовли тасодифий мицдорнинг циймати булган (Xи Х2, 
. . . ,  Хп) нуцта координаталарининг узлари х;ам тасодифий миц- 
дорлардир. Шунинг учун «-улчовли тасодифий мицдорни ик
ки улчовли тасодифий мицдор каби п та тасодифий мицдор 
системаси деб цараш мумкин. .

Жумладан, бу тасодифий мицдорлар эркли ва уларнинг 
*ар бири математик кутилиши а к, дисперсияси о| булган нор- 
мал тацсимот цонун буйича тацсимланган булса, у  х;олда 
нормал тацсимот цонуннинг я-улчовли эхтимоллар зичлиги

(2л) 2 _ 1
<р(Х15 .  • м  Х п )  =  б  2 £=.Д " к  / ( 2 )

° 1 а 2  —  ° Я

формула билаН*аницланади. Координаталари (аи аъ  а п) 
булган нуцта куп улчовли тасодифий мицдорнинг сочилиш  
марна зи  дейилади.

. 20- § да  царалган математик кутилиш, дисперсия ва мар- 
казий момент тушунчалари куп улчовли тасодифий мицдор- 
ларга ^ам осонгина кучирилади.

Бундан кейин бизни тасодифий мицдорлар йигиндиси, ай- 
ницса эркли тасодифий мицдорлар йигиндиси цизицтиради. 
2 1 - § д а г и  1 - ва 5-теоремалар тасодифий мицдорлар йигин- 
дисининг математик кутилишини ва дисперсиясини *ар бир 
цушилувчининг тегишли сонли характеристикалари буйича то- 
пиш имконини беради.

Бироц цатор лолларда купроц нарса талаб цилинади: тасо
дифий мицдорлар йигиндисининг тацсимот цонунини цуши-



^Тасодиф ий микдорлар дискретна узлуксиз булган Доллар 

^ “с

Г..ИШ М  (-.1 »  Ш  б? л; Г г - Т 4 - Г КГ „ г и Т д Х У ИГ«°аДт л !р Ии 
ми,дор булсин; Уларнинг | - * + Г ии™ асодИфий миц-

й Г р и $  д а , 7 ы  4 « -  & ™ * »
л и к н и н г  эх;тимолини аниклаймиз. X =  х, кийматни

¿ ¿ . ¿ я

биргаликда
юз бериш э^тимоли сифатида топилади.

Р ( Х = Х , ) - Р ( У - Ч - Х1)> (3)

А тасодифии мп^«, г __ т-рнгликнинг э^тимоли (о) кури- 
булмаганлиги сабабли Z * теоремасига асосан йигиш 
нишдаги купайтмаларни цушиш теоРем? ^ ‘ а 
й}ли билав о.пинишн иумкин. Шундай «илиб,

'  я г  -  г„) -  2  П Х --  * , ) П У  ■- ■’ * ■- ■*■>• (4 )

р ( г  =  2к) =  ^ р ( У = У/) = 2к~ У))
I

тенгликнинг уринли бУл нг  ( тацсимот 
формулалар тасодифии миКД. Р' Р КОНу Нлари орцали ифо-

цТ г и © . в  з ^ н е й
|тамиз.Э г ~ Х  йигиндининг „ (тш о л л ар  эичлигини топа-

миз\  ч IX П  иккита тасодифий мицдор система-

а я г г , м : « й -  * * ~ з - у
149



яолда Z <  z =  X +  у тенгсизликнинг 
э^тимолини икки улчовли таксимот 
функцияси ёрдамида

P{Z<x +  y ) ~ F ( z ) -
“  l l ^ x t y ) d x d y

о
кÿpинишдa ёза оламиз Бу ерда О 
соза (л:,у) текисликнинг г  =  х + у  
чизиц билан чегараланган ссдаси (30- 
расмга царанг). Бу икки каррали 
интегрални зисоблаб, топамиз:

+“  z- х
F(z) =  J  dx  j  <р(х, y ) dy .

—оо —.со

* ,* ■  ^  тасодифий микдорлар эркли деб фараз килинган 
эди. Шунинг учун ср(лг, у) икки улчовли э^тимоллар зичлиги 
куйидаги купайтмага тенг:

Т(ЛУ) — ?i(Jc) <р,(у).
Бу кийматни /?(г ) нинг ифодасига куямиз. у  ^олда

~*~F z~cx г~хF( z )— J dx  J <Pi(x) <p¡(y)dy =  j  4t (x)dK f tp 2( y ) d y .
— —«  —»  — 00

Ички интегралда y  = u —x деб, интеграллаш узгарувчи- 
сини алмаштирамиз. У *олда d y  = ctu булиб, у  = г  — х бул- 
ганда и = z булади, яъни

Z-~X z

J <р2( y ) d y =  j «Рз( u - x ) d u .
Демак, ■ —

+f°' С г +F ( z ) =  J <pt(x)dx  j <р3(и — x)du =  f du  f <?i(x) <p2(u — x)dx.
- ° 0 - 0 0  _ o o

Охирги ифода интеграллашнинг Уринларини алмаштириш би
лан зосил килинди.

Шундай килиб, таксимот функцияси учун узил-кесил

г / +°° \
F ( z ) =  j  I J  <pi (x)<?2(u — x ) d x ) d u

—ооГ у —00 J (6)

ифодани зосил килдик. Агар Z тасодифий микдорнинг даст- 
лабки э^тимоллар зичлигини <p(z) оркали белгиласак, у ^олда 
таксимот функциянинг ифодаси, маълумки,

n z )  =  F'(z)



куринишда булиши лозим. (6) фор* 
мулани г буйича дифференциаллаб 
топамиз:

<р(г) =  | <Р1(-аг) <р2(г — х)йх. (7)

Э^тимоллар зичлигининг (7) 
формуласи дискрет тасодифий мик- 
дорлар учун *осил цилинган ( 4 )  
формулани эслатади. Худди ана 
шундай йул билан (5) формулага 
ухшаш формулани ^осил цилиш 
мумкин. Бу формула

+00

г. х

31- раем.

<р(г) =  $ ?1( г - у ) ^ ( у ) ^ у (8)

куринишда б^лади. „ Ю  ■» ? ■ < £ ' шу ФУ» ^  
м о Г р а Г ш ^ Г ё ^  у узгарувчига

П ^ о Г Г в а  Г тасодифий мивдорл ар „  <0, »  -
тервалда текис тацсимланган. г  =  г  . иигиндини 

МОТИ ш 2 Г НЦ °и Т и ™  яхширок зтУ ^ НТ̂ ШтасУ0ЧдУиНфийемиГ-
Тр„к «улоназаларда^  Ф » « » — ^ 2( „ '„ д ’ратда Та«с«м лан -
дорлар системаси 0 «  * <  А ^  У ^  ^ та с̂одифий мицдор-

Г н г ^ м Г н ^ ™ »
а Г ^ и Л а 1 г а „ Т " Х у ^ а к к а  , у ШИШ з ,ти м ол „ . 

П „ г .  Бу учбурчакнинг Юзк |  га, б утун  к.адратнинг Юз„

эса 4 га тенг булганлиги сабабли бу э^тимол ^  га тенг.
й“ 7  г. тенгсизликнинг эз^тимоли

буту^ш трихланмн^ фигурага тушиш э .тим олига  « г .  Бу „ -

тимол
1 -

(4 — *)а

гз Тб н г*
¿< * 0  ва г  > 4  кийматларнинг мумкин эмаслигини эъти- 

борга олиб, г  =  Х + У  йигиндининг таксимот функдиясини 
цуйидагича ёза оламиз:



F(z)  =

— «з <  z  <  0 да  О, 

0 < z < 2 га
Да т ,

2 < z < 4  да 1 —

, 4 < 2 <  +  со да 1. 
лига™  toÏ Z ™ "  *  б^йича дифференциаллаб, эз(тимолл^р зич*

I — оо < г  <  0 да О,

ср(г) ==  J
О < г  <  2 да •£, 

4 ’

2 < г  <  4 да
( 10)

4 <г*< - f  оо да 0.

, v ^ r CHM0V 0HyH С“МПС0Н таКсимот ц он униш н г  ху- 
Ж  * ИР‘ ИНГ иФодасини Формал равишда, ураманинг 

ínu  y  Ф°рмулалари ердамида ^ам ^осил цилиш мумкин 
^акикатан *ам , X ва Y тасодифий'микдорлар учун

~ 00 < X, у < 0  да О,

,Р1(-Д‘ )= ? 2 (У )  = О <  л, у  <  2 да I ,
2 '

2<х, у  <  +  оо да 0. 
в^тимоллар зичлигига эгамиз. (7) формулага биноан*

+» 2
<p(z) =  J  ? 4(л )?1(г  -  *)rf* =  Г ь (х)Ъ (г ~ x ) d x  =

1 2
=  7  j W *  — л) ¿л;.

О
Агар * < 0  булса, 2 - д г < 0  булади, ва демак v J z - x ) = Q  

яъни <p(z)= 0. _ Сунгра, 0 < г  < 2 булса, т (* -  * )  функция
О < г  — X < 2, еки шунинг узи г  — 2 < je <  2 тенгсизликлапни 
Каноатлантирувчи барча дг лар учун нолдан фарцли булади 
Бундан эса агар 0 <  г  < 2 булса, у *олда Р У Д

бÿлиши келиб чицади. 2 <  г  <  4 булганда эса
2

i * * - { ( 2 - < 2 - 2  ) ) - 4 - 2  
4 *



Н и ^ о я т , z > 4 булганда z — х > 2  булиб, бундан <р2( г  х )= 0  
ва tp (z )= 0  булиши келиб ч щ а д и .  Шундай цилиб, биз яна 
(10) формулаларни *осил цилдик.

Э^тимоллар назариясининг турли татбицлари учун  цуйида- 
ги теорема билан ифодаланувчи факт му*имдир. _

Т е о р е м а .  Агар иккита X ва Y т'асодифии мицдорлар  
нор мал цонун буйича тацсимланган  булса ,  у  %олда улар -  
нинг Z =  X +  Y ü u f u h ö u c u  %ам нормал тацсимланганоир .

Бу теоремани йигиндининг т а ц с и м о т  цонунини ураманинг 
(7) ёки (8) формулалари ёрдамида ^исоблаш билан исбот- 
лаш мумкин. Бунга биз тухталиб утирмаймиз.

4

123- 8 . КАТТА СОНЛАР ЦОНУНИ ВА УНИНГ УМ УМ ЛАШ М АЛА РИ  
А . М. ЛЯПУНОВНИНГ М АРКАЗИЙ ЛИМИТ ТЕ О РЕ М А С И

Катта сонлар цонуни  термини билан биз 12-§ даёц 
Бернулли теоремасини таърифлаганда дуч келган эдик.^Бу 
теоремада суз с и н о в л а р  с о н и  е т а р л и ч а  к а т т а  б у л* 
г а н д а  бирор ^одисанинг руй бериш частотаси унинг э^ти- 
молидан исталганча кам фарк цилиши закида борган эди. 
Умуман, катта сонлар конуни дейилганда унга анча кенг маъ- 
но бериб, *ар бирининг ало*ида-ало*ида таъсири ж уда  кам 
булган ва сони чексиз ортадиган зодисаларга боглик булган 
зодисанинг юз беришини бирга яцин э^тимол билан тасдик- 
лайяиган теоремаларни аташ табиийдир.

Бундай теоремаларнинг исботлари асосида 184о— 1ö4ö иил- 
ларда П. Л. Чебишев исботлаган муз?им тенгсизлик етади.

Ч е б и ш е в  т е н г с и з л и г и .  X тасодафий мицдор  чекли 
математик кутилиш ва я екли  ди сп е р си я г а  э г а  б ул син .  У 
холда  исталган  е > 0 у я у н  X нинг узининг математик  ку- 
тилишидан яетланиши  е дан  кичик б у лиш э^т им оли  1 оан
Р^х\ дан  катта булмаган м щ д о р г а  фарц цилади\

*3
Р{\Х — М(Х)\ < е) >  1 —

И с б о т и .  (1) тенгсизлик Чебишевнинг боища тенгсизлиги- 
нинг натижасидир: агар  X тасодифий м щ д о р  ф ацат  манфий 
булмаган цийматларнигина цабул цилиши. мумкин  б$либ, 
чекли математик кутилишга  э г а  булса,  у  х ол да  унинг  
бирдан кичик булмаган цийматларни ц а б ул  цилиш  э*ти-  
моли шу тасодифий мицдорнинг  математик кутилишидан  
катта эмас :

Я (Х > 1 )< Л 1 (Л ') .  (2)

Хацицатан ^ам, X — д и с к р е т  тасодифий мицдор булсин. 
У золда Р(Х >  1) э^тимол X нинг бирдан катта булган ай-



рим кийматларни кабул килиш э^гимоллари йигиндисига тенг, 
яъни

Р ( Х>  1 ) - 2  Р (Х = Х1).
дгг> 1

Агар ун г  томокдаги ^ар бир цушилувчини уларга мос х{ ций- 
матларга купайтирсак, у  ^олда тенгликнинг унг томони орта- 
ди, чунки х1 >  1. Биз

2 / > ( * = * , ) <  2  х1р ( х = х 1)
*1> 1 л-г>1

тенгсизликни ^осил киламиз. Бу тенгсизликнинг унг томони- 
даги йигиндин-и кийматлари манфий эмас деб цараётган X та- 
содифий мивдорнинг барча мумкин булган цийматлари буйи- 
ча тар^атсак, бунда тенгсизлик фа^ат кучаяди. Демак,

1X  2  х1Р(Х= х,) = М(Х),
I

чунки охирГи йигинди таърифга кура X нинг математик ку« 
тилиши билан бир хилдир.

Шундай цилиб; биз куйидаги тенгликлар ва тенгсизликлар 
кетма-кетлигини *осил цилдик:

•ч
Р(Х > 1) = 2  Р(Х=Х1) <  2  х1Р(Х=х1)<

¡̂>1 ^>1

< 2 * л * = - * < ) = л а д -  (3)I
Бу эса (2) тенгсизликни дискрет тасодифий мицдор булган 
*ол учун исботлайди.

Энди X  э^тимоллар зичлиги ср(х) булган у з л у к с и з  та
содифий микдор булсин. X нинг кийматлари манфий эмас деб 
цилган ^фаразимизга асосан — оо < л < 0 булганда <р(лг) = 0  
айният уринлидир. Дискрет тасодифий мицдор учун ёзилган
(3) тенгликлар ва тенгсизликлар кетма.-л<етлигнга ухшаш тенг
сизликлар кетма-кетлигини ундаги йигиндйларни интеграллар 
билан алмаштириб, бу >{ол учун ^ам ёза оламиз:

+90 +€0 -|_00
Р (Х >  1 )=  | <?(х)с(х <  | л<р(д;)йдг< $ л<р(х)4х =

1 1 «
+»

“  | Х(р(х)ах = М(Х).  (4)
—ее

(4) формула (2) тенгсизликни узлуксиз тасодифий микдор учун 
*ам исботлайди.



Чнтш биз Ш тенгсизликни текширишга цайта оламиз. У 
рппя ёчилган \Х — М (Х )|<е тенгсизлик урнига унга  тескари 
б|лган | X — М.(Х) | >  в тенгсизликни оламиз. Бу тенгсизлик

\х—М(Х)У >  г 
®2

тенгсизликка тенг кучли эканлигини куриш цийин эмас. 
\ Х - М ( Х ) ?  тасодифий микдор манфий булмаган кийматларни-

ги н Д а б у л  килади, шунинг учун унга (2) тенгсизликни кул- 
лаш мумкин. У *олда п х - М Щ ] ^  ^  

Р{\Х- М{Х) \>* ) =Р{ ------

Охирги тенглик - у  узгармас купайтувчини математик кути-

лиш белгисидан т^шкарига чикариш ва дисперсиянинг таъри- 
фидан фойдаланиш натижасида *осил цилинди.

Шундай к илиб» п(Х\
Р { | Х - Ж ( Х ) | < в ) < ^

тенгсизликни косил килдик. Б у н и н  эса а»валги тенгсизликка  
кайтиб, исбот килиниши лозим булган

0 (Х)
Р { | Х - М (Х )| < е } < 1 ------—

тенгсизликни -  [и -б и р о р  кодисанингята  снноваа юз бериш 

соии) тасодифий

курсатган эдик. Аммо бу з^олда

м / « \  « п ( т \ - пМ  =Л,Ы=Л °иг »■ »
Шунинг учун /да\

■Р1\-п - г
Т:__ тенгсизликнинг э^тимо-
пБу ердан эса п -*■ 00 да

ли бирга интилиши келиб чицади.



Бернулли теоремаси бошка умумий теоремаларнинг хусу- 
сий золи эканини курсатиб утган эдик. Катта сонлар конуни- 
нинг асосий формаси сифатида одатда катта сонлар конуни 
сузининг тор маъносида катта сонлар конуни деб аталадиган 
Чебишев теоремасини зисоблаш кабул килинган.

Ч е б и ш е в  т е о р е м а с и  ( Чебишев формасидаги натта  
с о н л а р  ц он уни ) .Х и Х2, ... , Хп, ... жу фт- жу фт эркли , бир 
х ил  а  математик к ут ил иш га  ва битта у згармас С сон  
б и л ан  ч е гараланган  ди сп ер си ялар га  э г а  б ул ган  тасодифий  
м ицдорлар  кетма-кетлиги.  б ул син :

м ун о с а б а т  уринли булади .
Бошкача килиб айтганда, агар чегараланган дисперсиялар

га эга булган тасодифий микдорларнинг заммаси бир хил ма
тематик кутилишга эга булса, у  золда п етарлича катта бул- 
ганда бу тасодифий микдорларнинг урта арифметиги уларнинг 
математик кутилишидан бирга жуда якин э^тимол билан ис- 
талганча кам фарк килади.

Чебишев теоремасининг маъносини куйидаги мисол билан 
ойдинлаштириш мумкин. Бирор а  узгармас физикавий катта- 
ликни улчаш талаб килинсин. Дар бир ало^ида улчашнинг 
натижаси Х1 тасодифий микдордир. М(Х1) = а  деб фараз ки- 
лиш улчаш натижасининг математик кутилиши улчанаётган 
катталикка тенглигини, яъни улчашлар с и с т е м а т и к  х а т о -  
л а р д а н  х о л и  эканини англатади. 0 (Х1)<^С шарт эса ба- 
жарилаётган улчаш бирор гарантияли аникликка эга булиши- 
ни билдириб, унинг натижасида улчаш натижаларининг тасо
дифий таркоклиги чексиз орта олмайди.

Ана шу шартларда Чебишев теоремаси улчашлар сони 
етарлича катга булганда олинган натижаларнинг урта арифме
тиги улчанаётган микдордан исталганча кам фарк килишини 
бирга ж уда  якин э^тимол билан тасдиклайди. Бу билан ул- 
чашларнинг натижаларини аникрок олиш учун физикада одат
да тавсия килинадиган усулнинг тугрилиги маъкуллалади: 
битта физикавий катталикни куп марталаб улчанади ва унинг 
Киймати учун улчаш натижаларининг урта арифметиги олинади.

тасодифий микдорни караймиз. Математик кутилишнинг хос- 
сасига асосан

М(Хх) =  . . .  =  М(Хп) = ... = а, 
О Д )  <  С, О Д )  <  С, ..., 0 (Хп) < С,

у  ¿ ¡олда  и сталган мусбат,  е уя\н

( 5 )

Ч е б и ш е в  т е о р е м а с и н и н г  и с б о т и. ■Л'1+А'2 + + хп
п

■̂ 1+ -)- ... + Х п\ _М(Хх) + М(Х2) + ... + М(Хп)
п ■) п

=а.



Бу’ тасодифий ми^дорга ( ! )  теигсизликни «улланиб, « у » « . -  
гини *осил киламиз:

I ï „  ПХ,+ ^1+ -  + *5__
р ( | ^ b i i i - - a  < £Г Р 11---------~п

И  " ^  / Х, -\ - Хч  +  ...

----------------- ?

. D(X,) + Д(Х,) + -  + Д(*д>. >  1 —
" 1 n2s3 ^

Хосил цилинган бу тенгСиз^ К бТ8° ^  •
ундан «  чексиз ортганда талаб ^ « » ^ Т^ риниб турибди.
э^тимоли бирга ”^ алганЧебишев теоремасининг хусусий *оли 

Бернулли теоремаси Че°иш RvHL r учун кузатилаетган 
эканлигини куриш цииин э м а . У бермаслигига цараб
.одисанинг i -синовда ^ yB4PH пц тасодифий
» " » “ S  к|риб ™5”ш кифоя. У *ОЛДЭ »  ™ синовда 
мицдорлсф бериш сонидисанинг т  марта юл иеупш

т = тл +  т 2 +  . . .  +  т п 

булади, 16-S да курсаталганидек, М ( щ )  = Р^(Щ) =  РЯ ва
I т, + пъ+ ». + wn ^  ^ 1 = 1 — — Р

I л ГС 1 1
л- Демак Чебишев теоремасида караладиган тенгсизлик
Бернулли теорема^даги тенгсиз^иьп^утади^^^^^^^^^^ бир

s s p s s s s ?  j ï ï s v » .  ™  чу"»ло 1 :
у л а р н и н г  че]

л и  Л а 
м а р к о в  т е о р е м а с и .  л и  л 2, • • • ’ "’ n i X , )  =  d { d u c -

* « «
тасодифий мицдорлар булиб,

d, + ¿2 + ••• + *У =  0

/улсин. У холда исталган мусбат в сон у«уя
f

îlm Р
Л -^ с О

t - l / U -  » К ' » ” ' ---------  <

Л , + Х , + ~ + ^ » _ 2 i ± £ l ± - = i ± £ s - | < « ) = 1  ( 7 )  

Т  “ 1 j
f
Ilymcaôam уринли булади.
)
/
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М . р к о ,  т . о р , , с5о1и Ч !в и м  _
ремасннинг исботига ухш аш , ( I )  тенгсизликни £ + * »  +  -  +  X .
фий мивдорга татби к килиб с Ь г т  н „ п тасоди-

'¡’ ойлаланиш га келтириладн / к т а ч и г Т ^  каноатлантирадиган 
диган  барча дисоблаш ларни мустакил б а ж а п ™  7  6рДа талаб Чнлина-

о у  нарса с„„ о вл ар я„ „ г  ж у да катта  сериясида ^  частота э.тимолда'н ж уда

гини 11ст\с1ю°Лкиб1Им й д н / ЛСа"Да’ сезилаРли дар аж ада четлашиши мумкинли- 

Бошкача ,и л „б  айтганда. масалан, Бер„уЛЛ„ теоремасидан »  чексиз 
ортганда , однса Ю3 беришн„ инг £  частотаси „  ^

^ ? г и саву:УЛ т а1нир 5  даъво «°-
ааъвони курсатиш  мумкин экан : теоРемасига Караганда *ам кучлироц 

Бернулли теоремасини, ш унингдек кяття 
фо^эмалари Чебишев ва М арков тео ю ^ ал ам н и  «  Р л Ч° ну? инннг боШ[<а

7 » с: г г  =  “ »■

т в ю  бумин. У холда ^ частоташ нг р ц щ и и и г а  интилаш  
ли бирга тенг, яъни

Нш — =/>) = 1
п Р\ (8)

аек, Ж « ^ н № ™ и ™ Ге" ^ Нв д ^ н“ " Х ш Г в  Б í "c í" " ,,
« Т ч Й Г Ж ^

тсодифш мапдормр т л и  дмтрстларЧ ш  <>)м*у д ад У '’"
I н

Х 1 — М(Х{\ < е (4=1,2........ я)
I ■ • - (9)

тенгсизлинларнинг виргаликда Гринли б Ниш э^тимоли

с о н д а н  к и ч  а к э м а с .  ‘ ~1

сонли характеристакмриС° Д | д а  бордТш Тн Й|" ’|"*ДИС|1™  

лар ^ам маълум Бундай т^оп^яляп °Н беРа“ ган теорема 
л и г  теор емалари  деб аталада наш ’п ш т



К р е и а л а р  «кснмотнинг лимит «онунлари , а Чидаги теорема-

Ла^ М а«л ан ^ р кл и Исиновлар^акро^аИнишининг

^пгятилган эди п  та синовда А зодисанинг т  марта юз 
¡ 5 “  “  ¿ л и  тасодифий мичдорлар йигвндиси буладн.

т =  т 1 +  т ,  +  ... + т п-

Ана шу шартлар бажарилганда М у а в р — Лапласнинг 12-§ да

с ^ з^ о  р т г  е^н/и /¡Гт Т с о д^и(^иПСИм а |*„

латади* ^ Ш у^'а" ухшаш3 аД °и я?га  Пуассон конуни зам эга 
Лб™ б У б Г ш Т а ш а р т л а р  б а ж а Р и л г а н. да . Лпи , т щ ;  
с и м о т  р н у н  П у а с с о н  к о н у н и  б у л и ш и н и  к>рса

ТаДКл/п холлапда биз куриб утган ва яхши урганилган кам 
сондаги конунРлар л ш и т т а ,с и » о т  « о н у н л а р с и ф а т и д ^ и №  

Тасодифий мичдорлар й ириндисиниигтаксимот4 Д  
тиладиган буидай лимит цомун купинча н о р ш л  т щ с н м о т

* ° “э х т и ! . 2 а р Камзариясинииг лимит теоремалари орасида 
А М Ляпуновнинг .марказий лимит т еор ем а си  музим р 
^й н ай д и Б у  теорема тасодифий микдорлар йириндиси тацси- 
мот конунининг кушилувчилар сони чексиз ортганда норма* 
таксимоЛонунга интилишининг етарли шартларини ифодалай-

ДИ в / и н ™ ^ ^  а з и й л и м и т  т е о р е м а -
пи  У Х Л„ лар чекли М( Х1) = а, математик-
™ т » л и ш т т ' ш  ^ ЛгШ ^ли тасодифий мицдорлар б ул син .  Агар чекли

М\Х1- а 1? = к 1

* М у а в р -Л а п л а с  теоремасида аслида н о р м а л л а н г а н ч е т -

о »  ы т  и и и г таксимот конуни каралган  эди . Бирок бу микдорлардан

лангаилиги келиб чикишини исбоглаш кциин эм ас.
[ 1£9‘



орт Т ан дааРтибЛи моментлаР м а вж уд  б ул са  ва п чексиз
П

2 ‘ <
Пт — —------ - =  О

2 *
\ /= 1

шарт баж арил са ,  у  %олда
П

2 ^ —

\ 3/2 (П)

И т
П-*-оо

/=1
< X * 1* 

в “  2 Л (12)

" ¡ “ “¿ аб ап  № «**> *?■  (П )  шарт Л ю , « , »  ш в/ми деб ата.

£ г г г лла™
•  й К * Д З »  м г  з м ~ 5

л а р  билангина чекланамизДИ" Шу “ в абл" Д о р и д а  ав™ ,™ *.

/И /50АЛ4 ДО ИР У з -У з  И НИ ТЕКШИРИШ УЧУН С А ВОЛЛ АР

9 и ^ <И -!лчовли т а содифии миадбр нима? 
тавсифланг. уЛЧОВЛИ д и с к Рет тасодифий микдорнйнг таксимот конуним  

3. Э^тимолларнинг шарт ли таксимоти нима? 

моллар зичл/гГчандай3 а™ клан ади ?4° РНИНГ таксимот Функцияси ва э*ти- 

тацсимланган^дейилади?С° ДИ(̂ ИЙ МИ1<дор ^анДай *олда нормал конун буйича 

га  айтилади?^ Ч0ВЛИ тасо ди Фий микдорларнииг сочилиш маркази деб ннма- 

Д исперсиясГкаТндТ^Иа1|икланади?Р системасининг математик кутилиши ва

и к к и н ч и  т а р -мани характерлайди? Ш^Д°Р системасининг корреляцией моменти ни- 

б уЛади ? К° РРеЛЯЦИЯ К0ЭФФиЦие»ти нима? Унинг узгариш  чегаралари кандай

тор «ЛЯПУН° В ШаРТИ™ биР «
енгиллаштирилган эди. С унгра Феллео бт « в ™ " *  томониданч янада 
колмасдан , балки зарурий ш арт ^ам эканини ™сботладиУ еТарЛИГИна б^ 1иб 
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11. Иккита эркли тасодифий микдорнинг корреляция коэф ф ициент ни- 
мага тенг? Тасодифий микдорлар чизикли богланган булган  з^олда корре
ляция коэффициенти нимага тенг? о

12. Корреляция коэффициентининг нолга тенглигидан  тасодифии мик
дорлар эркли деб хулоса чикариш мумкинми?

13. Тасодифий микдорлар йигиндисининг м атем ати к кутилиш и ва дис-
* персияси цакидаги теоремаларнинг шартлари бир хилми? ,

14. Куп улчовли тасодифий микдорлар нима? и
15. Иккита дискрет тасодифий мивдорнинг тац си м от конунлари буиича 

улар йигиндисининг таксимот конунини кандай топиш  мумкин?
16. Иккита узлукси з  тасодифий микдор булган *о л  уч ун  таксимот конун- 

ларнинг композиниясига мисол келтиринг.
17. К атта сонлар конуни деб нимага айтилади?

Бу ном кандай маънога эга ?
18. Чебишев формасидаги катта сонлар конуни нимадан ибсрат?
19. У^тимоллар назариясининг лимит теоремалари  кандай а^ам и ятга

ЭГЭ?20. Таксимот конунларидан кайси бири куп р ок лимит копун сифатида 
учраб туради?

21. М уавр—Л аплас теоремасини эх,тимоллар назариясининг лимит тео - 
ремаси сифатида кандай талкин килиш мумкин?

22. Ляпуновнинг марказий лимит теоремаси нимадан  иоорат?



Н орм ал тац си м отн и н г э^тим оллар зичлиги ва Лаплас 
ф ункциясининг ж адв ал л ари

1 -  V *' 1 Г - 4  <’
? (-*) =  “7 = «  ва ф(*) -  гр^= е dt- 

V  2к  V 2п  J

X ? ( * ) ® w X V (* ) Ф(дг) X ? ( * ) Ф (* )

о,с о 0,3989 1 0,0000 0,40 0,3683 0,1554 0,80 0,2897 0,2881
01 3989 0040 41 3668 1591 81 2874 2910
02 3989 0080 42 3653 1628 82 2850 2939
03 3988 0120 43 3637 1664 83 2827 2967
04 3968 0160 44 3621 1700 84 2803 2995
05 3984 0199 45 3605 1736 85 2780 3023
06 3982 0239 46 3589 1772 86 2756 3051
<7 3980 0279 47 3572 1808 87 2732 3078
08 3977 0319 49 ЗЬ55 1844 88 2709 3106
<9 3J73 0359 48 3538 . 1879 89 2685 3133

0,01 0,3970 0,0393 0,50 0,0521 0,1915 0,90 0,2661 0,3159
11 3965 0433 51 3503 1950 91 2637 3186
12 3"Ы 0478 52 3485 1985 92 2613 3212
13 395(5 0517 53 3467 2019 93 2589 323S
14 3951 (55/ 54 3448 2054 94 2565 3264
15 3915 0596 t5 3429 2088 95 2541 3289
16 3939 0636 56 3410 2123 98 2516 3315
17 39 <2 06/5 57 3391 2157 97 2492 3340
18 Зу25 0 7Н  • Ъь 3 572 2190 • 98 2468 3365
19 3918 0753 59 3352 2224 99 2444 3389

0,20 0,3910 0,0793 0,60 0,33.42 0,2257 1,00 0,2420 0,3413
21 3902 0*32 61 3312 2291 01 2396 3438
22 3994 0871 6 3292 2324 02 2371 3461
23 3885 0910 63 3271 2357 03 2347 3485
24 3876 0948 64 3251 2389 04 2323 3508
25 3867 О 87 6а 3230 2422 05 2299 3531
26 3857 1026 66 3209 2454 06 2275 3554
27 3847 - 1064 67 3187 2486 07 2251 3577
28 ЗаЗб 1103 68 3166 2517 08 2227 3599
29 3825 I 141 69 3144 2549 09 2203 3621

0,30 0,3814 0,1179 0,70 (,,3123 0 ,254) 1,10 0,2179 0,3643
31 3S02 1217 71 3101 2611 11 2155 3665
32 3790 1255 72 ЗЭ79 2642 12 2131 3686
33 3778 1293 73 3056 2Ь73 13 2107 3708
34 3765 1331 74 3034 2703 14 2083 , 3729
35 3752 1368 75 ЗОН 2/34 15 2059 3749
36 3739 1406 76 2989 2764 16 2036 3770
37 3725 1443 77 2966 2794 17 2012 3790
38 3712 1480 78 2943 2823 18 1989 3810
39 3697 1517 79 2920 2852 19 1965 3830



X <р(*) Ф (* ) X ?(■*) Ф(х)

1,20 0,1942 0,3849 1,70 0,0940 0,4554
21 1919 3869 71 0925 4564
22 1895 3888 72 0909 4573
23 1872 3907 73 0898 4582
24 1849 3925 74 0878 4591
25 1826 3944 75 0863 4599
26 1804 3962 76 0848 4608
27 1781 3980 77 0833 4616
28 1758 3997 78 0818 4625
•29 1736 4015 79 0804 4633

1,30 0,1714 0,4032 1,80 0,0790 0,4641
31 1691 4049 81 0775 4649
32 1669 4066 82 0761 4656
33 1647 4082 83 0748 4664
34 1626 4099 84 0734 4671
35 1604 4115 85 0721 4678
36 1582 4131 86 0707 4686
37 1561 4147 87 0694 4693
38 1539 4162 88 0681 4699
39 1518 4177 89 0669 4703

1,40 0,1497 0,4192 1,90 0,0656 0,4713
41 1476 4207 91 0644 4719
42 -1456 4222 92 0632 4726
43 1435 4236 93 0620 4732
44 1415 4251- 94 0608 4738
45 1394 4265 95 0596 4744
46 1374 4279 96 0584 4750
47 1354 4292 97 0573 4756
48 1334 4306 98 0562 ■ 4761
49 1315 4319 99 0551 4767

1,50 0,1205 0,43(2 2,00 0,0540 0,4772
51 1276 4345 02 0519 4783
52 1257 4357 04 0498 4793
53 1238 4370 06 0478 4803
54 1219 4382 08 0459 4812
55 1200 4394 10 0440 4821
56 1182 4406 12 0422 4830
57 ■11-63 4418 14 0404 4838
58 1145 4429 16 0387 4846
59 1127 4441 18 0,0371 4854

1,60 0,1109 0,4452 2,20 0355 0,4861
61 1092 4463 22 0339 4868
62 1074 4474 24 0325 4875
63 1057 4484 26 0310 4881
64 1040 4495 28 0297 4887
65 1023 4505 30 0288 4893
66 1006 4515 32 0270 4898
67 0989 4525 34 0258 4904
68 0973 4535 36 0246 4909
69 0957 4545 38 0235 4913

X 9  (■*) Ф(лг)

2,40 0,0224 0,4918
42 0213 ' 4922
44 0203 4927
46 0194 4931
48 0184 4934
50 0175 4938
52 0167 4941
54 0158 4945
56 0151 4948
58 0143 4951

2,60 0,0136 0,4953
62 0129 4956
64 0122 4959
66 0116 4961
68 ОНО 4963
70 0104 4965
72 0099 4967
74 0093 4969
76 0088 4971
78 0084 4973

0,80 0,0079 0,4974
82 0075 4976
84 0071 4977
86 0067 ’ 4979
88 0063 4980
90 0,0060 0,4981
92 0056 4982
94 0053 4984
96 0050 4985
98 0047 4986

3,00 0,00443 0,49865

3,10 00327 49903

3,20 00238 49931

3,30 00172 49952

3,40 00123 49966

3,50 00087 49977

3,60 00061 49984
3,70 00042 49989
3,80 00029 49993
3 ,90 00020 49995
4,00 0,0001338 0,499968
4,50 0000160 499997
5,00 0000015 49999997
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„Укитувчи“ нашриёти 1978 йилда олий ук ув  юртлари учун 
физика ва математикага дойр цуйидаги уцув нулланмаларни 
нашр этади.

Б а к а н и н а  А. П. —Физикадан масалалар т^плами. 25,0 
нашр. л. Тиражи 10000. Ба^оси 85 т.

К и к о и н  И. К. ,  К и к о и н  А. К..— Молекуляр физика. 
3 3 ,0 ‘нашр. л. Тиражи 10000. Ба^оси 1 с. 20 т.

К о р о л е в  Ф. А . — Физика курси. 40,0 нашр. л. Тиражи 
15000. Ба^оси 1 с. 40 т.

М а л л и н  Р. X. — Классик электродинамика, II к. 12,0 
нашр. л. Тиражи 10 000. Ба.хоси 50 т.

О т а ж о н о в  Р. К . — Геометрик ясаш методлари, 4-нашри. 
28,0 нашр. л. Тиражи 10000. Ба^оси 1 с. 10 т.

Б а к е л ь м а н  И. Я. — Аналитик геометрия ва чизицли 
алгебра. 17,0 нашр. л. Тиражи 15000. Ба^оси 60 т.

Я г у д а е в  Б. Я. — Сонли функциялар. 5,0 нашр. л. Тиражи 
10 000. Ба^оси 10 т.

Г у  т е р  Р. С .,  Я н п о л ь с к и й  А. Р. — Дифференциал 
тенгламалар. 17,0 нашр. л. Тиражи 10000. Ба^оси 60 т.

ХУРМАТЛИ КИТОБХОНЛАР!

„Уцитувчи“ нашриёти Сизлар учун республикамизнинг етук 
олимлари, илгор у^итувчилари томонидан яратилган, шунииг- 
дек, рус тилидан таржима цилинган дарсликлар, у к ув  ва ме
тодик цулланмалар нашр этади.

Бизнинг уцув адабиётимиз билан туларок танишишда Сиз* 
га нашриётнинг 1978 йил учун аннотацияли плани ёрдам бе» 
ради. Уни китоб магазинларидан топишингиз' мумкин.



На узбекском языке

Р А Ф А И Л  С А М О Й Л О В И Ч  Г У Т Е Р  
Б О Р И С  В Л А Д И М И Р О В И Ч  о в ч и н с к и й

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Учебное п особи е для студентов 
педагогических институтов

П еревод с русского издания изд-ва „Просвещение', М ., 1967

Издательство . Уцитувчи“ 
Ташкент — ¡978

Таржимон X . Б от иров  
Редактор Х уеа н о в  
Бадиий редактор Е. Соин 
Техредактор Т. Г реш никова  
Корректор М . А бдун абиева

Теришга берилди 8/УШ-1977 й.Босишга рухсат этилди 15/1П- 
1978 й. Формат 60Х901/1«* М 3 т и п . к о ро зи . Кегель 10 шпон- 
сиз. Юкори босма усулида босилди. Шартли б. л. 10,5. Нашр. 

л. 9,46. Тиражи 21)000. З а к . М 100. Баздси 35 т.

Укитувчи* нашрибти. Тошкент, Навоий к^часн, 30. Шарт* 
нома 137-77.

Нашрибтлар, полиграфия ва китоб савдоси ишлари область 
бош^армасининг Морозов номли босмахонаси, Самарканд» 
У. Турсунов к^часи, 82. 1978 й.

Типография имени Морозова областного управления по де
лам издательств полиграфии и книжной торговли. Самарканд, 
ул . У. Турсунова, 82. ,ч *


