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СУЗ БОШИ

П едагогика институтлари ва университетларнинг ма­
тем атика, математика — физика, математика — инфор­
матика мутахассислиги булимларида уцув реж асига 
элементар математика курсининг киритилиши, узбек 
тилида бу мавзу буйича дарсликнинг йу^лиги бу »$ллан- 
манинг яратилиш ига сабаб булди. Бу курснинг мазмуни 
арифметиканинг асосий туш унчаларини цараш дан бош- 
ланади. Энг олдин натурал сонлар ва улар устида ариф ­
метик ам алларнинг баж арилиш и к^рилиб, сонларнинг 
булиниши, ЭКУБ ва Э К У Клар з ^ и д а  маълумотлар 
берилади. Сунгра каср сонлар тушунчаси киритилади, 
шу сонлар устнда баж арилади ган  ам аллар , муносабат-' 
лар з^ацида м аълумотлар берилади. Бу туш унчалар пухта 
^рганилганидан с^нг бирлаш м алар (комбинаторика) з$а- 
^ида маълумот берилиб, такрорланадиган  ва такрор- 
ланмайдиган бирлаш м алар ^аралади . Сунгра шунга 
тааллуцли  тенглама ва тенгсизликларнинг ечилишиннг 
курсатилиш и талабаларнинг олдинги боблардан олган 
билимларининг яна з^ам бойитилишига имкон беради. 
Бу курсга так;рибий з^исоб, з^ациций сон, комплекс сон 
туш унчалари ва улар устида ам алларнинг баж арилиш  
тартиби, айнан алмаш тириш лар з^ам киритилган.

Тенглама ва тенгсизликларни иложи борича кенгроц 
урганиш га х ар акат  ^илиниши талабаларнинг шу со^ага 
тааллукли  м асалаларни  тугри з^ал кила олиш ларига 
ш ароит яратади. Сонли кетм а-кетликлар з^ацида ^исцача 
маълумот берилиши математик анализ (тах;лил) курси- 
ни урганиш да тал абалар га  анча ёрдам беради ва мактаб 
математикасидаги м аълумотлар умумлаш тирилади. Бу 
курени баён к;илишда шу соз^анинг говори м алакали  му- 
тахассисларининг фикрлари ва илгор таж рибалари  ино- 
батга олинди. Бундан цуйилган асосий ма^сад:
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1) иложи борича м актаб математика курси маълу- 
мотларини илмий нуцтаи назардан  тулдириб, баён ци- 
лиш;

2) олий математиканинг айрим м асалларини ^ал 
килиш га пропедевтика яратиш ;

3) м актаб  учун зарур, лекин олий матсматикада ало- 
хида атрофлича царалмайдиган м асалаларни  муфассал 
ёритишдан иборат булди.

К улланмани тайёрлаш да шу со^ада маълум булган 
адабиётлардан  атрофлича фойдаланилди. Бунда цуйида- 
ги белгилаш лар иш латилади:

1. iV — иатурал сонлар туплами;
2. Z  — бутун сонлар туплами;
3 . Q — рационал сонлар туплами;
4. R  — ха^и^ий сонлар туплами;
5. С — комплекс сонлар туплами;
6. { х | - - } — хосса билан берилган х  сонлар туплами;
7. df, Т , Н  (д/- 8, Т4, Н3 мос равишда 8- таърифга, 4- 

теоремага, 3- хосса га кура);
8. Д — коньюнкция белгиси (ва);
9. V — дизьюнкция белгиси (ёки);
10. у  — умумийлик квантори («ихтиёрий»);
1 1 . 3  — мавжудлик квантори («мавжуд»);
12. g  (х) | ф (х) — ф (х) купхад g(x)  купхадга ^олди^сиз 

булинади;
13. а ; Ь — а сон b сонга цолди^сиз булинади.

М уаллиф



I б о б .  НАТУРАЛ СОНЛАР

1-§. а р и ф м е т и к а н и н г  ФАН СИФАТИДА КАРАЛИШИ

Арифметикани урганиш  математика фанини урганиш- 
нинг асосий босцичларидан биридир. Арифметикани ат- 
рофлича ва чу^ур урганиш математиками урганишнинг 
мух им калитидир. Арифметика дсган ном грекча сон 
маъносини билдирадиган «аритмос» сузидан олинган 
булиб, у сонлар хащидаги фандир. А рифметикада сон- 
ларнинг энг содда хоссалари ва хисоблаш ^оидалари 
урганилади. С онларнинг мураккаброц хоссалари билан 
математиканинг «Сонлар назарияси» булими ш угулла- 
нади.

Шунга кура, арифметикада на ту рал (N), бутун (Z), ра- 
ционал (Q), хакиций (В), комплекс (С) сонлар устида бажа- 
риладиган арифметик амал ва муносабатларни караш билан 
бирга прогрессия ва бирлашмаларнинг киритилиши арифме­
тика фани урганадиган объектнинг кенгайишига, чукурла- 
шишига катга ёрдам беради. Маълумки, у рта мактаб мате­
матика курсида сонлар тушунчэсини урганиш билан бирга 
сонли тупламни хам урганамиз. Масалан, натурал сонлар 
тупламини N  =  { \ ,  2, . . . } куринишда тасвирлай-
миз, бу ерда п  сони N  туплам элементи ёки п  сони N  
тупламга тегишли (п £ А )  экани бизга маълум. Агар бизга 
А =  {ах, а2 . . . , а4}, В =  {£>,, bv . . . .  bn} сонли туплам- 
лар берилган булса, у х,олда А билан В нинг бирлашмаси 
(Л (J В) шу А ёки В туплам элементларидан, А  билан В 
нинг кесиишаси (А П В) А  ва 5  туплам элементларидан 
иборат туплам булади. Масалан, Л — {1, 2, 3, 4}, В —
— {3, 4. 5} берилган булса, Л U В =  {1, 2, 3, 4, 5} ёки 
Л П В =  {3, 4} булади. Агар тупламнинг элементлари бул- 
маса, уни буш туплам  ( 0 )  деб ь^аралади. Арифметикада 
асосан сонли тупламлар устида кушиш, айириш, булиш, 
даражага кутариш, илдиз чи^ариш, логарифмлаш амаллари- 
нинг бажарилиши сабабли бу амалларнинг хоссаларини ур-
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ганиш, у л а р н и н г  бажарилиш техникаси билан танишищ 
ар и ф м ети к ан и  урганишнинг асосий цисмини гашкил ^илади. 
Биз урганадиган арифметика узининг тузилиши, ундаги ма­
тематик маълумотларнинг мазмуни ва вазифаси жи^атидан 
Урта мактаб математикасининг куйи синфларда урганилган 
арифметика маълумотларидан кескин фари; цилиши билан 
бирга шу синфларда олинган математик маълумотларга хам 
таянади. У рта мактаб матемагикасида, умуман математика- 
д а  урганиладиган математик цонун ва цоидалар тил нуцтаи 
назаридан дарак гаплар булиб, уларни мазмуни жихатидан 
шартли равишда — мулохазалар, мулохазавий формалар ва 
таърифлар тупламларига ажрагиш мумкин. Масалан, 30 со­
ни 5 га ^олдицсиз булинади — бу рост муло^аза, Самар­
канд Россиянинг пойтахти —бу ёлгон муло^аза. Агар х  £ R  
булса, х2— 5 х + 6  =  0 булади — бу мулохазавий форма, чунки 
х- — 5* +  6 =  0 тенгламада 3 £ R  ёки 2 £ R  сонларини х  
нинг урнига цуйиб, тегишли амалларни бажарсак, у тугри 
тенгликка айланади ва х.. к.

1- т а ъ  р и ф. Рост ёки ёлго н ли ги  бир цийматли аниц- 
ланадиган дарак гап м у ло \а за  дейилади.

М улохазалар узининг тузилиш ига кура содда ва 
мураккаб булади. М асалан, 25 сони 5 нинг квадрати  — 
бу содда мулохаза, агар берилган натурал сон 3 га ва
2 га цолди^сиз булинса, у холда у 6 га хам цолдицсиз 
булинади — бу мураккаб мулохазадир.

Одатда, мураккаб мулохаза еки мулохазавий формалар 
Куйидаги борловчилар ёрдамида хосил Килиниши мумкин:
. . . эмас, . . . ёки . . . . . . .  ва . . . . . . .  булса, . . .  у
холда . . . , . . .  фа^ат ва фа^ат шунда . . . . Бу богловчи- 
лар мулохаза ёки мулохазавий фэрмаларни соддалаштириш- 
да мухим ахамиятга эга. Агар олиб борилаётган бу фикр- 
лашнинг мазмунига ахамият берилса, барча мулохазаларни 
рост ёки ёлгонлиги жихатидан ушбу икки элементли туп- 
ламга аксланишини куриш мумкин: {ёлрон, рост} =  {0,1},

М атем атикада м улохазалардан таш ^ари  мулохазавий 
ф ормалар хам царалади. М улохазавий формаларнинг 
таркибига номаълум лар ёки предмет узгарувчилар ки- 
ради.

2- т а ъ  р и ф. М улохазавий  форма деб таркибига би- 
рор тупламнинг предмет узгарувчилари  кирган ва бу  
узгарувчиларни  ш у тупламнинг аниц элемент лари  би­
лан  алмаш тирилганда м улоцазага  айланувчи  дарак гап~ 
га айтилади.
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М а с э л а н ,  Р —  «х т у б  сон»  —  д е г а н  ш а р т  N  да царалаёт- 
г а н  буж а, у  х с л д а  Р ( х )  д а р а к  r a n  муло^аэавий шакл бу- 
л а д и .  Ч у н к и  х  — 2 б у л с а ,  Р (2 ) = 1  ро ст ,  х = 4  булса, 
Р  (4 )  =  0  —  ё л г о н  б у л а д и .

Туплам узининг тузилии'ига е э  элементларининг сонига 
Kvpa’xap хил булиши мумкин. А {аи аг. а3} е э  В  — {Ь,, 
fcj т у п л а м л а р  берилг?н булсин. Бу тупламларнинг тугри 
купайтмаси ёки Декарт кдпайтмаси

А  X  В — {(fl], fri); (0 |. Ь-г)’ (̂ г» î)> (а 2’ ^г)’ (аз- î)>

(а3, Ь2)} =  {(аг, ^ l a ,  € -4 А 6/ € В, * «  Т д  /  =  1.2}

куркнкшида булади. Бу срда, агар . 4 - 5  булса, у холда 
Л X /4 -  Л2 булади. Л X Л X . . .  х  А =  .4” ни, одатда А

П

тупламнинг п-досажали тугри кугайт ласи  дейилади еэ

А п =  {{ах, а,, ап)1 dj £ A , i =■ 1, п}

к у ри ниш да ёзила ди.
3 - т а ъ р и ф .  Ап т упламнинг исталган Р  кием туплами 

А тупламда аникланган п- ар муносабат дейилади ва 
куйидагича ёзилади: (а,, а,, . . . , an) £ Р.

А тупламдан олинган о,, а2, а3, . . . ап элементлар Р 
мунссабатда жойлашган деб каралади.

4- т а ъ р и ф. А тупламда аникланган п- ар амал деб 
А п тупламни А туплгмга Сир кий мат ли акслантирувчи 
а акслантиришга айтилади ва куйидагича ифедаланади:

a  \А п- * А ,  а  (а,, ау  . . .  , ап) =  a, a,. £ A, i =

=  1 ,п , а £ А.

Таърифдан келиб чикиб, п — 1, 2, 3 . . . булган хол- 
ларда тегишли амаллар у  нар, бикар, тернар, . . . дейила- 
ди.  ̂ Демак, берилган бир неча (хусусий ^олда иккита) сон 
буйича маълум коидага асосян янги бир сонни топиш амал 
леб _аталади. Масалан, / (5,3) = = 5 4 -3  — 8; <г(81,4) =
=  у /  81 =  3, if (3 ,2 )=  З2 =  9 ва хоказо. Ленин бажарилаёт-



ган амалнинг характери у кайси сонли тупламда бажари- 
лишига 6of.ihk дир Агар амалнинг бажарилиши натижасида 
биргина сон келиб чикса, амал бир кийматли, агар бир 
неча сон келиб чикса, амал куп кийматли  дейилади. Маъ- 
л у м к и , арифметика ва содда алгебрада куйидаги тугри ва 
тёскари амаллар каралиб, уларни бажарилиш кетма-кетли- 
гига караб шартлк равишда ушбу боскичларга ажратиш 
мумкин:

Е>ОС|\ИЧ Tffрн ам аллаг Тескари ам аллар

1- боскич

2- боскич

3- боскич

куш иш  

купайтириш  

дар аж ага  к утар и ш

айириш

булиш

илдиздан  чицариш

Бундан куриниб турибдики, тугри амалларни сонларнинг 
исталган со^асида бажариш мумкин, лекин тескари амаллар 
учун шундай сонлар со^аси мавжудки, улар бу сохада би- 
рор шартлар асосида бажарилади. Лекин амаллар узининг 
тузилишига мос .^олда айрим хоссаларнинг бажарилишини 
гаъминлайди. Масалан, кушиш ва купайтириш амаллари 
учун комму га гивлик, ассоциативлик хоссалари уринли бул­
са, даражага кутариш ва логарифмлаш амаллари учун бу 
хоссалар уринли эмас, масалан, I (2,8) =  log2 8 = 3  ва
I (8,2) =  log, 2 =  j ,  бундан I (2,8) Ф I  (8,2) ёки ф (3,2) =

=  З2 -  9; ф (2,3) -  23 =  8, демак, ф (3,2) ф  ф (2,3).
Сон тушунчасини кенгайтириш да шу сонли тупламда 

баж ариладиган  ам аллар  таъриф ланади  ва уларнинг 
хоссалари курсатилади. Бу уринда сонларнинг тор соха- 
лари учун аникланган хоссалар уларнинг кенг сохалари 
учун тугри булмаслиги мумкин. М асалан, натурал сон­
лар со^асида купайтириш амалини олайлик, яъни купай- 
тувчида неча бирлик булса, купаювчи шунча марта 
кушилувчи килиб олинади, лекин буни иррационал 
сонлар учун куллаб булмайди. Н атурал  сонлар купайт- 
маси исталган купайтувчидан кичик эмас, деган хоссани 
каср сонлар учун ^ар доим ^ам куллаш  мумкин эмас. 
Ш унинг учун ^ам  кайси сонли тупламда кайси амал 
караладиган  булса, уни шу сонли тупламдаги хоссаси



чvh изохловчк фикрнинг берилиши максадга мувофик-
дир

М атематиканинг арифметика, алгебра, тригономет­
рия геометрия каби булимларининг хар бирида асосий 
математик туш унчалар мавж уд булиб. улар бош лангич  
тишунчалар деб аталади. Арифметика булими учун бош 
л'акгич туш унчалар ж ум ласига «катталик» (м икдор),
< ;он». «сано!\», «дар^ол кейин келади» каби тушунча- 
ларни мисол килиб келтириш мумкин.

М атематиканинг долган булимларида караладиган  
математик назария ва цонуниятлар ариф метикада 5'Рга ‘ 

илган, асосланган цонуниятларга таянади ва улардан 
хюйдаланади. А рифметикада урганиладиган айрим ко- 
н -ииятлар ва муносабатлар кишилик ж амиятининг бутун 
ривожланиш  ж араёнида синовдан утган ва урганилган- 
лиги сабабли уларни шундайлигича цабул килинади. 
ИЬ'нинг учун хам ростлиги шубха турдирмайдиган бун- 
дай математик фикр аксиома  деб кабул цилинади Агар 
б \н д ай  мулохазаларни исботлаш талаб  килинса. улар 
теооема сифатида кабул килинади

2- §. НАТУРАЛ СОН Х А К И Д А  ТУШУНЧА

Н атурал сон тушунчаси ж уда кадимий тушунча бу­
либ. узининг 2000 йилликдан ортиц тарихига эга. О датда 
натурал сонлар деганда санокда иш латиладиган сонлар 
тушунилади. Н атурал  сон тушунчасини киритиш учун 
асосий бошланрич туш унчалар сифатида «туплам», «■на­
турал сон», «гбир—натурал сон» туш унчаларини карай- 
миз. Н атурал сонлар орасида урнатиладиган асосий 
муносабат сифатида «бевосита кейин кела ди > деган 
тушунчани киритамиз. Н атурал сонларни кичик лотин
харф лари а, Ь, с, d, . . .  ёки а \ аг.........а г. билан, бир со-
ннни эса 1 ор^али белгилаймиз.

а — Ъ битта ва факат битта натурал соннинг хар хил 
харфлар билан белгиланганлигини. а ф Ь  эса а ва b нагу- 
рал сонларнинг >;ар хил эканлигини билдиради. а натурал 
сон дан бевосита кейин келувчи натурал сонни а' =  t  (а) =  
=  а т  1 куринишда бглгилаймиз.

5 - т а ъ р и ф .  Н атурал сонлар деб, ихтиёрий а ва b 
?лементлари орасида «Ь сон а дан бевосита кейин келади» 
муносабати урнатилган в a yutoy аксиомаларга буйсуна- 
диган бухи булмаган  Л' сонли тупламга айтилади:
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1.1 сони хеч цандай сондан. кейин келмайди.
2. Х ар цандай а сон учун ундан бевосита кейин кела- 

диган биргина а ' сон мавжуд, яъни а - -  Ь дан а ’ =  Ь‘ бу­
лади.

3. Х,ар цандай а Ф  1 сон фанат биттагина сондан 
бевосита кейин келади, яъни а ~  Ь’ дан а — b булади.

4. Агар А натурал сонлар туплами учун  1 £ А бу- 
либ, а £ А учун а' £ А булса, у  цолда А =  N  булади  (и н- 
д у к ц и я  а к с и о м  а с  и).

Натурал сонлар туплами бундай белгиланади:

N  — {1, 2, . . . .  п, . . . , со, . . . , О)05, . . .

Таърифга кура 1 натурал сони хеч кандай натурал сон­
дан кейин келмайди, яъни Г Ф  1, у холда 1 ' =  1 +  1 = 2
ва ^оказо 2 ' =  2 т  1 =  3............ п' =  п +  . Шундай
к,илиб, натурал сонлар катори

1, 2, 3. . . .  п, . . .  (1)

ни хосил килдик. Бу уринда натурал сонларга нисбатан 
тенглик тушунчаси учун куйгдаги муносабатларни келти- 
риш мумкин:

1. Р е ф л е к с и в л и к  (^айтиш). )^ар кандай натурал 
сон уз-узига тенгдир, яъни а =  а.

2. С и м  м е т р и к  л и к  (тескариланувчанлик). Агар а на­
турал сон Ь натурал сонга тенг булса, у холда Ь— а була­
ди, яъни

Y  a, b £ N : a  — b * » b  =  а.

3. Т р а н з и т и в л и к .  Агар а натурал сон b натурал 
сонга, b эса с натурал сонга тенг булса, у холда а — с бу­
лади, яъни

у -  а, Ь, с £ N  :а =  b л. Ь =  с => а — с.

Маълумки, таърифдаги биринчи ва тургинчи аксиомалар- 
даги 1 сонини 0 (ноль) сони билан алмаштирилса, кенгай- 
тирилган натурал сонлар туплами

Д’ =  {0, 1, 2 , ____ п , _____ ш , _____ ш01...............0)"'“ , . . .}

хосил булади. Энди хар кандай натурал сонни 0, 1 . 2 ,  3,
4, 5, 6, 7, 8. 9 ракамлари ёрдамида ёзиш мумкин, масалан,
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■nx ™  йигиома беш сонини 4. 2, 5 рацамлари ёрдамида 
7 Д  Л < »  +  20 +  5 =  4 10* -  2 10 +  5 к5ри„„ш№  
ё з и ш  мумкин. У мумий холда хар кандаи натурал сонни

а -  Ьп Ьп_ х . . . b j ,  «  Ьп ■ 1С"-« +  Ьп_, • 1 0 -2  +

+  . . .  +  V104-&1
куринишда тасвирлаш мумкин, бунда bn_ v . . . , Ь{ лар О 
дан 9 гача бу-лган рацамлар ва 0 <  Ъп <  9. Бу ерда 
f b  Ь, Ь, натурал сонда Ь, бирликлар, Ь2 унликлар,
^"юзликлар, Ьх мингликлар ва хоказо хона ракамлари деб 
каралади. Сунгра хар уч хона бир синфни ташкил этади. 
Бунда 1 - синф—бирлар, 2-синф—минглар, 3-синф—миллион- 
лар, 4- синф — биллионлар, 5 -синф — триллионлар, 6 -синф— 
"квадриллионлар, 7- синф — квинтиллионлар, 8- синф — секс- 
тиллионлар синфлари деб аталади, ва хоказо. Масалан, 
365 445 653 783 634 сонида 5 та синф ракамлари мавжуд 
булиб, у 365 триллион 445 биллион 653 миллион 783 минг 
олги юз у’ттиз турт деб уцилади. Шунинг учун ^ам нату­
рал сонларни укиш ва ёзишда синф хоналарига ахамият 
берилса, келиб чикадиган хар кандай хатоликнинг олдини 
олиш имкони турилади. Сон ракамларининг ёзилиши ^ар 
бир жойнинг узига караб хар хил булган ва хозирги кун- 
да хам узгариш жуда камдир.

Натурал сонни ю^орида келтирганимиздек, «дар.\ол 
кейин келиш» муносабати асосида эмас, балки «дар^ол ол- 
дин келади» муносабати асосида .\ам ^осил килиш мумкин.

3 §. НАТУРАЛ СОНЛАРНИ ЦУШИШ ВА К^ПАЙТИРИШ.
БУ АМАЛЛАРНИНГ АСОСИЙ Х О С С А Л А Р ^

Натурал сонларнинг киритилиши муносабати билан бу 
сонлар тупламида энди бевосита цайси амалларни бажариш 
мумкинлиги хакидаги масала юзага келади.

6 - т а ъ р и ф .  Натурал сонлар тупламида алгебраик 
амал ашщланган булиб, у  а +  1 =  а', а +  Ь' — (а +  Ь')’ 
хоссаларга эга булса , бу амал натурал сонларни цС/шихи 
а мали дейилади.

Масалан, 1 +  1 =  Г  =  2, 2 +  3 =  2 +  2 ' -  (2 +  2)' =  
~  4' =  5, 3 +  1 =  3 ' =  4. Демак, таърифга асосан 2 +  3 =
— 5 ёки а ва Ь натурал сонлар учун шундай с натурал 
сон мавжудки, a +  b — с булади.
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1-т е  о рема. Н ат у рал сонлар тупламида цугииги ама- 
ли мавжуд ва ягонадир.

1 - н а т н ж а .  Ихтиёрий а ва b нашу рал сонлар учун

а +  1 =  1 +  а ва а +  b' — (а +  £>)' =  а' +  b
уринлидир.

2-т е о р е м  а.
Y  a, b £ N  :а +  b — Ь +  а.

И с б о т и .  Исбот килиш учун математик индукция усу- 
лидан фойдаланамиз.

1) а =  1 булсин, у .уэлда а 4- b =  1 +  b ===■ b +  1 =*- а +  
+  b — Ь +  а;

2) b — 1 булса, 1 +  b — 1 +  1 =  1 +  1 булиб, b =  п
н

булганда 1 +  п —  п +  1 булади, агар b =  п +  1 булса,

1 +  Ь =  1 +  (п  +  1) =  1 +  п '  =  п '  +  I =  Ь +  1

булади, демак, 1 +  b — b +  1 булиши келиб чи^ади.
3) Энди теорема а =  к учун уринли булсин, яъни

а +  Ь =  1г +  Ь ~ Ь  +  к — Ь + а ;
4) Теореманинг а =  к' — k  +  1 учун туррилигини курса- 

тамиз, яъни
k '  +  b =  (k  +  Ь)' =  (Ь +  к ) ’ =  Ь +  к '  =>

+ Ь =  Ь-т к '.
Демак, натурал сонларни кушиш амали урин алмаштириш 
хоссасига эга экан.

3- т е о  ре м а.
У  а, Ь, с £ .V : (а +  Ь) - f  с =  о +  (Ь +  с).

И с б о т и .  Ихтиёрий а ва b натурал сонлар учун с га 
нисбатан индукция аксиомасини татбиц киламиз. Агар с =  1 
булса, у .^олда (а +  b) -г  с =  (a -f b) +  1 =  (а +  Ь)' =  а +  
+  b' ~  а +  (b — 1), демак, теорема с — 1 да уринли.
Энди с Ф  1 учун теорема шартини уринли деб, с +  1 учун 
уринли эканини курсатамиз. Яъни: {а 4- Ь) +  с' =  [(а +  Ь) -т 
+  £■]' =  [а — (Ь +  с) ] ' =  а +  (Ь +  с)' --  а — (Ь +  с'), демак, 
теорема с' =  с +  1 учун хам уринли экан. Бундан унинг 
ихтиёрий с учун уринли эканлиги келиб чицади.

а,, а2, . . . , ап натурал сонлар берилган булсин.
7 - т а ъ р и ф .  а,, а„ . . . , ап натурал сонларнинг Hu­
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,  ,  с — п л . а 4- - . +  о п =  V  а, га айтила- гиндиси деб, 5 п -  а, -г  ° 2 ^  ^  ‘
П

Ои S n =  щ +  а2 +  • • • +  =; 2 а ‘ йигиндидан S,*=a, =
п л -И

=  V  а{ хамда S n+1= S n +  ап+, =  V  а. +  ап+1 =  а< лаР‘

ни ёзиш мумкин.
д - т р о о е м а .  £ыр н ечта нат урал сонларнинг u u f u h -
^ г л т  л4-т

дыси ассоциативдир, яъни  V  а . - f  V  a„+i =  а..
i=i /=1 i=i 

И с б о т и .  Бу тгоргманинг исботини индукция аксиома- 
сига суянган ^олда олиб борамиз. т =  1 булсин, у х,олда 
п я* " ^
V  а. +  2  а„+, =  2  а' +  ап+1 -  2  ° ‘" 
м  £ ?  <-1 . <■=!
Энди теорема т — k  учун уринли, яъни

п к п+к

2  <•,+ ! “, « =  2  “ <
£=1 «=1 /=1

деб, унинг т  =  /г +  1 учун уринли эканини курслтамиз,
яъни:

п  А+1 п  /  к N

2  ai + 2  a n+ i = 2  +  2 а»+■'+
1=1 i=i i=i \  1—1 /

/ п * \  п+*

=  2  ai +  2  а«+<) +  а "+*+* =  2  а<+
. 1=1 i=i /  ‘=i 

П+* П+*+1

+  а„+*+| = 2  а‘ +  а ',+*+‘ =  2  й‘'
Я  <=1

Демак, теорема m = k +  1 да ^ам уринли- ^ У  билан тео­
рема исбот булди.

5- т е о р е м а .  Бир нечта натурал сонларнинг u u f u h - 

диси ррин алмаштириш хоссасига эга.
П

И с б о т и .  S n =  2  ai =  а \ +  а2 +  • • • +  ап ЙИ™НДИ бе'
(=1

рилган. Энди шу йириндида цатнашаётган ^ушилувчилар- 
нинг^урнини мумкин булган цадар алмаштирамиз ва бирин- 
чи цушилувчи урнидагисини а /(. иккинчисини а /2 ва ^оказо,
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п- сини а. орцали белгилаймиз, яъни V  а. =  а{ +  а2 -f-
"  / =  I

я

+• • • + ап =  ап +  а/2+  • • • +ai„^  2  ан бУлади- Демак,
1=1П Л

2  а(- =  2  a ii тенгликнинг уринли эканини курсатишимиз
1=1 i= i ‘
лозим. Бунинг учун индукция аксиомасини з^ар хил холлар 

учун цулласак, яъни /, =  1 булганда 2  а /, =  а, =  V

уринлилигини эътиборга олиб ва барча п дан кичик кий- 
матлар учун теорема уринли деб, уни /т + , =  п, m < k ,  k ~
=  т +  q, п =  k +  1 =  m +  q +  1 х,оли учун з^ам худди 4- 
теоремадагидек текшириш ва исботлаш мумкин. /  =  п бул- 
ган >;олда бундай ёза оламиз:

2  % =  2  ai, +  an =  2  a< +  a*+i =
/=1 i= i i= i

*+1 л

- 2 е * - 2 *  
i= i 1=I

Демак, шу билан теорема исбот ^илинди.
Юцоридаги муло^чзалардан цуйидаги натижаларни кел- 

тириб чи^ариш мумкин.
2 - н а т и ж а .  Агар цушилувчилардан бирини бирор сон 

цадар ортгтрилса, йигинди хам шу сон цадар ортади.
И с б о т  и. S = a  +  b й и р и н д и  берилган булсин. Иккин- 

чи ^ушилувчини k  сон кадар орттирамиз; 5 , =  а +  (Ь +  к) 
булиб, й и р и н д и н и  гуруз^лаш хоссасига кура =  (а +  Ь) +  
+  k = S  +  k  булади. Демак, S 1=  S  +  k, шуни исботлаш 
керак эди.

3 - н а т и ж а .  Агар бир цуш илу вчини бирор сон кадар 
орттириб, иккинчи цушилувчини шу сон цадар камай- 
тирсак, йиш нди узгармайди.

Натурал сонлар тупламида бир цийматли бажарилади- 
ган амаллардан бири бу купайтириш амалидир. Маълумки, 
урта мактаб математикасида сонларни купайтириш амали 
^ушиш амали орк,али киритилади. Чунончи 5-4  амали 5 Х  
X  4 =  5 +  5 Ч- 5 +  5 =  20 ор^али амалга оширилади. Бун-

4  та
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« л и б чи киб , а натурал сонни Ъ натурал сонга купаи- 
дан _ - f  а тарзида амалга ошири-

Ь та
„ „ н и  к ч Ф г а н и м и з д а н  с у н г ,  к у п а й т и р и ш н и н г  к у ш и ш  о р ^ а л и  

у м у м л а ш г а н  к о и д а с и :  а -b ни т о п и ш  у ч у н  а  у з г а р м а с  б у л -  
У!1пя и х т и ё р и й  Ъ у ч у н  к у л л а ш н и  ц а р а б  ч и к а м и з .  1) а Л  =  
- я  2) а - 2  =  а - 1' = а  +  а =  а -l + а ;  3) а - 3 =  а - 2 '  =  а +  
"  д У а  =  ( а - г а )  +  а = а ' 2 + а = > а - 2 '  =  а - 2  +  а  в а  х о к а -

зо а-п ' — а-п  — a. * . а д
8 - т а ъ р и ф .  о ва Ь натурал сонларни купаитириш деб, 

ши сонли тупламда аникланган ва 1) а  1 = а , ва 2) а л '  =  
—“а п — а хоссалар билан берилган алгебраик ам ал­
га айтилади ва а -b ёки а х Ь  кдринишларда ёзилади.

6-т е о р е м  а. Натурал сонлар тупламида купайтирит  
амали мавжуд ва ягонадир.

Бу теореманинг исботини укувчиларнинг узларига во­
ла кйламиз Бу теоремадан куйидаги натижани келтириб
чикариш мумкин.

4 - н а т  и ж а  Ихтиерий а ва b натурал сонлар учун
1 Ь — b - 1 ва a'b = ab +  b муносабатлар уринлидир

Натурал сонларни купайтириш амали куйидаги хоссалар- 
га эга

7 - т е о р е м а  т. п £ X  :т п =  п т.
И с б о т и .  Бу теоремами исботлаш учун индукция ак- 

сиомасидан фойдаланамиз.
п =  1 булсин. у холда т -п — т I .= ■  1 т —п т. яъни 

теорема п — 1 учун уринли.
Энди теорема n — k учун уринли, яъни m k  — k  m  деб, 

унинг п =  k' =  k — 1 учун уринли эканини курсатамиз:
т k' UJL m k  — m - k - m  +  m k'm  => mk' — k 'm , бу h -  
дан Y  n 6 X , m £ X  :m n =  п т. Шу билан теорема ис- 
бот килинди. Демак, натурал сонларни купайтириш амали 
урчн алмаштириш хоссасига эга экан.

8- т е о р е м  a. V  т . п■ k £ X  :k(m + п) — k m + k n  А 
A mk  +  nk

И с б о т и .  Бу теоремани исботлаш учун п  га нисбатан 
индукция аксиомасини татбик киламиз:

df 8
п ~  1 булсин, у холда k(m  +  п) =  k(m  +  1) =  km ' —

=  km  - f  k ^=L km  4- k ■ 1 =  km  4- kn, бундан n — 1 булганда 
теореманинг уринли эканлиги келиб чикади. Энди теорема 
п — I учун уринли яъни k (т +  I) -  km  +  kl деб, унинг

+  l ~  1Г учун уринли эканини курсатамиз: k (m  +  V)
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= =  k(m  — /)' = =  k (m  — I) — k — {km — k l)~ k  -Д2- km-*-(ki-~
+  k) — = km  - f  kc '. Демак, натурал сонларни купайтирищ 
амали таркатиш (дистрибутивлик) хоссасига эга экан.

9 - т е о р е м  а. у  т, п, k £ N : (т -п) к =  т- (п-к). 
И с б о т и .  Индукция аксиомасини k  га нисбатан куллай-

миз.
k =  1 булса, (т ■ ri) k — (т ■ п) • 1 т  • п =  т  • (п • 1) =  

=  т (п -к ) ,  демак, теорема k  =  1 учун уринли. Энди теорема 
ихтнёрий k учун уринли, яьни (m r i) -k  — т ( п к )  деб, унинг
А'= £ 4 -1  учун уринли эканини курсатамиз: (т-п) к' ~ z ( m x
X л) • к +  тп — т {п ■ к) +  тп d i r  т (nk +  п ) M L  т  (п ■ k');
Оm n )k '—m (n -k '), бундан теореманинг k ' ~ k + l  учун уринли 
экани келиб чикади. Демак, натурал сонларни купайтириш 
амали гуру^лаш хоссасига эга экан. Шу билан теорема 
исбот булди.

9 - т а ъ р и ф .  Берилган  а,, а2, . . . , ап натурал сонлар•
П

нинг кдпайтмаси деб Рп =  а 1 а2 . . .  ап =  П  ai га айтила-
1=1

ди.
Таърифдан бевосига Р {= а {\ Р2= а г а2\ . . ; Рп , =  РпХ

п fl + l
X  ап+[ =  П  а. ■ ап , , =  П  ai ларни ^осил ^илиш мумкин. 

<=| .=1
1 0 - т е о р е м а .  а и а2, . . . .  ап натурал сонларни купай­

тириш амали гурухлаш, урин алмаштириш ва таркатиш 
хоссаларига эга.

Бу теореманинг исботи бевосита 4- ва 5- теоремаларнинг 
исботига ухшаш булгани учун уни у^увчиларнинг узларига 
муста^ил бажаришни ха вол а киламиз.

Юкорида келтирилган теоремалардан цуйидаги натижа* 
лар келиб чикади.

5 - н а т и ж а .  Бир неча купайтувчининг купайтмасини 
бирор сонга купайтириш учун уша сонни купайтувчилар- 
нинг бирортасига купайтириш кифоядир:

У~а, Ь, с, d £ N :  (abc) d =  {a-d)(b-c).
6 - н а т и ж а .  Берилган сонни бир неча соннинг к$пайт- 

масига купайтириш учун берилган сонни биринчи купай- 
тувчига, %осил булган купайтмани иккинчи купайтувчига 
ва %оказо купайтириш кифоядир.

7 - н а т и ж а .  Бир неча купайтувчининг купайтмасини  
бошца купайтмага купайтириш учун  иккала кУпайтма-
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нинг
кцп айт увчиларини кетма- кет купайтириш кифоя-

диРя н а т и ж а  Икки йигиндини бир-бирига купайтириш  
и биринчи йигиндининг \а р  бир рутилувчасини иккин- 

учу , . . Г.,иг-),1нинг хар бир ^ ш и л у в ч и с и г а  щ д м а-цад  ку-

1 0 - н а т и ж а .  Агар икки сон кдпайтмаси ноль булса, 
холда купайт увчилардан  камида бири ноль сонидир.
Шундай к,или6, натурал сонларни цушиш ва купайти- 

риш амаллари киритилди. Бу амаллар натурал сонлар туп- 
ламидч бир кийматли бажариладиган амал булиши билан 
бирга улар учун урин алмаштириш, гурухлаш ва таркатиш 
цонуниятлари уринлидир.

4- §. СОНЛИ ТЕНГСИЗЛИКЛАР ВА УЛАРНИНГ

Натурал сонларнинг тенглиги рефлексивлик, симметрик- 
лик, транзнтивлик шартларига буйсунади. Тенгсизлик ту- 
шунчаси эса тенглик тушунчасига ^арама- карши тушунча 
булиб, а ф Ь  муносабатни белгили ифодалаш орцали инсон 
онгига етказилади, яъни а ф Ь  ифоца ё а >  Ь, ё а <  Ь, ё 
а > Ь ёки а ^ Ь  куринишлар оркали белгиланади. Шунинг 
учун ^ам тенгсизлик узининг тузилиш ига кура цатъий 
ёки но^атъий булиши мумкин.

1 0 - т а ъ р и ф .  Агар берилган а, Ь, с натурал сонлар 
учун а — b +  с тенглик уринли булса, у  холда а натурал  
сон Ь натурал сондан катта (Ь сон а сондан кичик) дейи- 
лади ва куйидагича белгиланади: а >  Ь(Ь <  а).

Математикада «тенг», «катта» ва «кичик» тушунчалари 
бир-бирини хар доим тулдириб, узвий богланишда булади.

1 1 - т е о р е м а ,  у  т, п £ N  :т +  п ф  п.
И с б о т  и. Бу теореманинг исботини индукция аксиома- 

сига таяниб исботлаймиз.
п ~  1 булсин, у эуэлда т п =  т +  \ = т 'ф \ = > т - \ -  

Г~  ̂ 1 =► т  +  п ф  п, демак, теорема л =  1 учун уринли. 
^нди теорема ихтпёрий п учун уринли, яъни т  +  п ф  п 
Деб, унинг п +  1 учун уринли эканини курсатамиз: т  + л +

+  1 =  т  +  п' =  (т п)' Ф ^  ' п '.  Бундан теореманинг

нолдир:
b 0 =  0 +  0 -г  • ■. +  0 =  0=Y-fc-0= 0 6  =  0.

Ь та

ХОССАЛАРИ
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п ' — п -f  1 учун ? а̂м уринли экани келиб чикади. Щу gu 
лан теорема исбот булди.

12- т е о р е м а ,  у  а, Ь, с £ N : а > Ь , \ Ь > с = > а >  
(транзитивлик).

И с б о т и .  Бу теоремани 10-таърифга асосланиб исбот 
циламиз, яъни а >  Ь учун шундай биргина к £ N  мавжуд- 
ки, а =  b +  k  ва b >  с учун 3  I £ N  булиб, Ь — с +  / ^

лади. Бундан а =  b - f  к =  с 4- / +  к ^ а  =  с 4- (/ +  k) 
= > а > с .  Шу билан теорема исбот килинди.

1 3 - т е о р е м а ,  у  а, Ь, с £ N : 1) а — Ь=> а 4- с ~  Ь +  
+  с Д ас — Ьс\ 2) а >  а - г  с >  b +  с Д ас >  Ьс; 3) о <  
< Ь = > а  +  с < Ь  +  с А а с < Ь с .

И с б о т и .  Теореманинг шартига кура а, Ь. с натурал 
сонлар булгани учун хамда 10-таърифга асосан: а >~Ь=>

ТЗ
=>а — b - ^ k ^ - a  +  c — Ь +  к — с — >  а 4- с =  ib 4- с) 4 - ь- 
<*/ ‘О. . Т8 Д
------>  а +  с >  b — с; a ~ b  — k=>ac =  ( b - r k )  с = >  ас =

<5/ ю
=  b e4- kc =  >  ас >  be.

1) ва 3) хоссалар ^ам шунга ухшаш исбот килинади. 
Тенгсизликнинг монотонлиги натурал сонлар тупламида 
уринли экан. Теорема исботланди.

1 4 - т е о р е м а ,  у  а, Ь, с £ .V: 1) а — с =  b — с А ас = 
=  Ьс =ф- а =  Ь\ 2) а 4- с >  b +  с Д ас >  Ьс =>■ а >  Ь; 3) о 
+  с < b  +  c A a c < b c = > a < b .
Бу теорема 13-теоремага тескари теорема булгани учун 
унинг исботи 13-теорема исботига ухшашдир.

15- т е о  р е  ма. у  о, b п. k £ .X: 1) а — Ь А к =  й 
=ф-а +  к =  Ь 4- п A ak =  Ьп\ 2) а >  6 A к — п=> а +  к > Ь+
4- п А ак >  Ьп\ 3) a > b A k > n = > a ~ r k > b - r n \ a k >  
>  Ь л .

И с б о т и .  Теоремани исботлашда 3) хоссани исбот ки 
лиш билан чегараланамиз, чунки колганларининг исботи шу
3) нинг исботидан келиб читали. Ш\ сабабли шартга асо­
сан а >  b ва к >  п  булгани учун:

<Э/ ю
h i 10 _

а +  к =  b +  п +  (с +  I) = ■ >
а >  b —■ -> а =  b 4- с

а/ ю
к >  п

+  к >  b 4- п
булади ёки
ak =  (Ь +  с)(п +  [) =  b (n  +  t) +  с(п  +  I) =  Ьп + Ы + с ( п  +
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df 10
+  /) =  bn +  Ibl +  C(n +  0) — > ak >  bn.

UJv билан теорема исбот цилинди. . . . . . .
16- т е о р е м  а. (Архимед аксиомаси). Ихтиерии а ва b 

натирал сонлар учун шундай п натурал сон мавжудки,
ап > Ь  булади.

17- т е  о р ем  а. а ва а нат урал сонлар цугини нат у­
рал сонлардир.

Бу теоремаларнинг исботи унча мураккаб булмагани 
учун уни укувчиларнинг узларига з^авола циламиз.

11-н а т и ж а .  Барча натурал сонлар ичида 1 сони энг 
кичик натурал сондир.

5 - §. НАТУРАЛ СОНЛАРНИ АЙИРИШ ВА БУЛИШ

Юкорида куриб утилган кушиш амалида а  ва b натурал 
сонларнинг йириндисини топиш масаласинн ^ал ^илган бул- 
сак, энди бевосита бунга ь^арама- карши масалани, яъни йи- 
ринди ва бир цушилувчи маълум булганда иккинчи цуши- 
лувчини топиш масаласини х,ал циламиз, яъни а  =« b +  х  
дан х  кушилувчини топиш масаласи ^уйилади.

1 1 - т а ъ р и ф.  Берилган а сондан берилган b сонни айи- 
риш деб, берилган Ь сон билан цушилганда йигиндиси а  
га тенг булган с сонни топишга айтилади ва цуйидаги- 
ча ёзилади:

а — b — c<t>a =  b +  c.
Бу айириш амали «—» ишора билан белгиланиб, а  ва b 

сонларнинг айирмаси а — b куринишида ёзилади. Агар бу 
амал натурал сонлар тупламида ^араладиган булса, у хрл- 
да а — 6 =  с да а £ N , b £ N  ва с £ N  шартларга кура 
a >  b булиши талаб ^илинади. Лекин, с =  0 булиши бево­
сита а ~ Ь  булишини таъминлайди. Демак, юцоридаги му- 
ло^азадан келиб чикадики, а камаювчи, b айирилувчи ва с 
аиирма булиб, у^ кенгайтирилган натурал сонлар туплами- 
нинг элемента булиши учун камаювчи айнрилувчидан ки- 
чикмас булищи лозим экан.

18-т е о р е м а .  Натурал сонлар тупламида а — Ь мае- 
ус оулиши учун а :> Ь булиши зарур ва етарлидир. 
а^, а ~  Ь мавжуд б^лса, у %олда у  ягонадир.

6vпга° ') 0ТН- Теореманинг шартига кура а — b — n, n £ N ,  
ntVrhrJ1” ^4-'H' бундан а =  6 +  п ни ёза оламиз ва 10-таъ- 
к^прятоаС0СаНи а ^  ^ булади. Энди а — b нинг ягоналигини 

миз. Шартга кура а —  b мавжуд, бундан а  —  b =  п
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булади. Энди а — Ь айирманинг сон кийматини ифодаловзд 
п дан фаркли т сон хам мазжуд булсин дейлик, у  з^олда т 
n £ N  булгани учун з^ар доим п =  т +  с куринишида ёзиш 
мумкин. 10- таърифга асосан п > т  булиб, a — b +  n  ад 
п — т  +  с га хамда а =  b — т  эканлигига асосан а ~  b -Ь

<¥ю
+  я  =  Ь t m  +  c =  a - f c ^ f l > a  булади. Бу хрлнинг эса] 
булиши мумкин эмас. Шу билан теорема исбот килинди.

12- н а т и ж а .  Агар натурал тенгликнинг иккала то- 
монидан бир хил ифодани айирсак, тенглик узгармайди, 
яъни

a — b<?> а — п =  b — п.
Энди айириш амалининг баъзи хоссаларини келтирамиз.
1. Агар икки соннинг айирмасига айирилувчи цушилса, 

камаювчи хосил бйлади.
У п

Шартга асосан а — b мавжуд, а — b =  с=> а =  b -Ь с
Т2

з^амда a —  b =  c=>(a —  b) +  b = c  +  b ^ b  +  c =  a. ДемакЛ 
(a —  b) +  b — a.

2. Берилган сонга икки сон айирмасини цушиш учун  
камаювчини кушиб, айирилувчини айириш керак:

а +  (Ь — с) =  (а +  Ь) — с.
И с б о т  и.  а +  (Ь— с) =  х  булсин дейлик, тенгликнинг 

иккала томонига с ни кушсак, а +  (Ь — с)-\- с ~  х  +  с ва
д \  11

(Ь — с) 4 - с  =  Ь эканлигидан а +  Ь =  х  +  с => х ~  (а 4- й) —
— с булади. Демак, а + { Ь —  с) — (а +  Ь) —  с.

3. Б ерилган сондан йигиндини айириш  учун  бу сон-1 
■дан ц уш илувчиларни  кетма-кет айириш  лозим.

4. Б ерилган сондан айирмани айириш  учун  б у  сондан  
камаю вчини айириб, айирилувчини  цуш иш  лозим.

5. А гар кам аю вчини бирор k сон цадар камайтирилса 
(орттирилса), айирма ш у сон цадар камаяди (ортади). >

6. А гар камаю вчи ва айирилувчини  бир хи л  сон ка ­
д а р  орттирилса ( камайтирилса) ,  айирма узгармайди.

Бу ю ^орида келтирилган хоссаларни текшириб к^- ; 
ришни ^ у в ч и л ар н и н г  узларига ^авола циламиз.

Ю ^орида айтиб утганимиздек, купайтириш ам алига 
тескари амал бу булиш амалидир. Булиш ам али узи ­
нинг баж арилиш  техник структурасига кура бошца 
арифметик ам аллардан  ф арц цилади ва бирмунча мурак- 
каброц баж арилади .
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12- т а ъ р и ф . Икки кС/пайтувчининг купайтмаси ва 
к у п а й ту в ч и л а р д а н  бири берилган булиб, иккинчи купайтув- 
чини топиш амали сонларни булиш дейилади ва цуйида-
гича ёзилади:

а : b ёки — .
О

Демак, таърифга асосан а ^ Ь  булганда а : b =  с булса, 
v холда а =  Ь с булади. Шунинг учун ^ам, а > Ь  булганда 
а :Ь  =  с мавжуд бу-лса, у холда у ягона булади.

Юкоридаги таърифдан цуйидаги натижаларни э^осил ки- 
лиш мумкин.

13- н а т и ж а .  1) А гар берилган натурал сонни ол- 
дин бирор нолдан ф ар^ли  сонга булиб, кейин шу сонга  
купайтирсак, соннинг узи  цосил булади;

2) Б ерилган натурал тенгликнинг иккала  томонини 
берилган натурал сонга булинса, тенглик узгармайди.

Бу натиж аларнинг исботи бевосита 12-таърифдан 
келиб чи^ади.

Энди булиш амалининг хоссаларини куриб чицамиз.
19- т е о р е м а. Купайтмани нолдан ф ар^ли  бирор  

сонга булиш  учун  купайт увчилардан бирини шу сонга 
булиш  кифоядир:

Y  a, b, c £ N :  (ab) : с = ( а : с )  Ь.
И с б о т и .  Теореманинг шартида берилгани буйича (ab): 

:c — t деб оламиз, у холда 12-таърифга асосан ab == ct бу­
лади. (а :с )с  =  а га асссан (a: c) cb — c t ^ ( a :  c)-b =  t =
— (ab) : с => (ab): с — (a: c 'ib . Шу билан теорема исботланди.

20- т е о р е м а. Бирор сонни икки сон булинм асига  
купайтириш учун ш у сонни б улинувчига  купайтириб, 
булувчига булиш  лозим:

Y  a, b, c £ N  : a ( b : c ) ~  (ab) :с.
И с б о т и .  Теореманинг шартида берилгани буйича а(Ь:с)

— t деб оламиз, cvnrpa унинг иккала томонини с га ку-
пайтирамиз:

a (b : c)-c =  ct с^ с ~  ^ (ab): с =  t « -а  (Ь :с) =  t — 
{ab =  ct

— (ab):c. Демак, a(b: с) — (ab):c. UJv билан теорема исбот*
ланди.

21 - т е о р е м а ,  у  а - b. c £ N  : 1) а : (Ьс) =  ( а : Ь):с =  ( а :
• с): Ь\

2) а : (Ь : с) — (ас) : Ь.
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И с б о т и .  Теореманинг шартида берилган ифодани а>
df 12

: (be) =  t деб белгилаймиз, у холда а : (be) =  t о  а =  bet о  
..Г  a : b — ct,

a : c  — bt
<=> (а :‘с ) : Ь =  t ’ °  (a : b̂c) ==(a : c ) : ь =  (а:  ь) : с.

Ш у билан теореманинг биринчи кисми исботланди.
Энди теореманинг иккинчи кис мини иеботлаймиз, шартга

■с =  Ъ 
Ы

„  v 12 ((b-c \кура a \(b :c ) — t  =► а =  (b \c) t <* ас — (b :c) ct о J

» ( a c ) : b  =  f= a :(ft:c ). Демак, а : ( Ь : с )  =  (ac):ft. Шу билан 
теореманинг иккинчи кисми хам исбот килинди.

2 2 - т е о р е м а ,  у т, п, k £ N :

1) (т - f  п ) : к =  т : к  -f- п : к\

2) (т  — п): к =  т : к — п : к.

И с б о т и .  Теоргманинг шартига кура ( m - \ - n ) - . k = t  деб 
белгилаймиз:

Im — ( m : k ) k ,  
n — (n :k )k ,  о

(m :k )k  +  (n:k)-k =  tk
т8
°  [(tfi:A) +  (n:k) ] k —  kt о  /  =  m :  k  4-  n :  к  о  (m  +  n ):k  =  

= m  :k  +  n :  k.

Теореманинг иккинчи ^исми ^ам худди шунга Ухшаш 
исбот килинади.

23- т е о р е м а .  1) А гар  булинувчини  k марта ортти- 
рилса  ( камайтирилса) ,  булинм а k марта ортади (камая-\ 
д и );

2) А гар булувчи ни  k марта орттирилса, брлинма  б! 
марта камаяди;

3) А гар б улинувчини  ва б улувчини  п марта ортти-i 
рилса (камайт ирилса) , булинм а узгармайди.

Бу теореманинг исботи ю ^орида келтирилган теоре-' 
ма исботларидан бевосита келиб чи^адиган булгани 
учун унинг исботига тухталмаймиз.

Умуман, берилган сонлар узаро кетма- кет булиш амали 
билан (a:b:c:d каби) богланган булса, у холда бу амал чап- 
дан унгга ^араб кетма- кет бажарилади, яъни 60:4:3:5=- (60: 
:4 ) : 3 :  5 =  [(60: 4 ): 3 ]: 5 =  (15:3):5 =  5:5 =  1.

Шунинг учун ^ам булиш амалини бажариш бошца амал- 
ларни бажаришдан маълум томонлари буйича мураккаброк.
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Агар берилган ифодада биринчи, иккинчи ва учинчи бос^ич 
-м аллари ь^атнашеа, аввал учинчи, сунгра иккинчи, кейин 

биринчи боскич амаллари бажарилади. Агар ^авс ишлатил- 
ган булса, аввал к,авс ичидаги амаллар бажарилиб, сунгра 
ю кори даги  тартиб коидага асосан бажарилади.

Мисол ва масалалар ечиш

1. Ра^амларининг йигиндиси ракамлар чала квадратига 
тенг булган икки хонали сон топинг.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура 10 * -г  у  =  *а 4- ху  +  
-j- у- ни ёза оламиз. Бундан \0х  +  у  +  ху  =  (х +  у)2, бу 
ерда х < 9  ва у  <  9 эканини эътиборга олсак, 1 0 * 4 - у  4- 
-и ху <  180; (х +  у)г <  180; * 4- У <  13 булади. Агар * +
— у =  13 булса, 10*4- у Л-ху  йигинди * =  9, у  =  4 бул- 
ганда энг катта ^ийматга эга булади, бундан 1 0 х - г у т
-  ху <  130; (х -г  y f  <  130; * 4- у  <  11.

Агар х -  у  =  11 булса, 10* 4- у  +  ху <  110 булиб, бун­
дан х  +  у — Ю ёки * = 9 ,  у =  1 — масала шартини каноат- 
лантиради.

Худди шунга ухшаш, х  — у  =  9 ва *  4- у  — 4 булган 
холлардан 6, 3 хамда 1, 3 кийматларни топиб, изланаётган 
икки хонали 91, 63, 13 сонларни ^осил ^иламиз.

2. Агар берилган 42x4у  беш хонали сон 72 га цолди^- 
сиз булиниши маълум булса, * ва у  ракамларни топинг.

Е ч и ш .  .Масаланинг шартига кура 42x4у  сони 72 сони-
га колдицсиз булинади, яъни: 42х4г/ =  72 -58 -+- (* +  2) 8у  
булинмада биринчи рацам 5 булади, чунки 72-6 =  432 >
42 *. Иккинчи ракам 8 ёки 9 булиши мумкин. Агар 8 бул­
са, булинмада (х 4- 2) 8у  уч хонали сон 72 га булиниши 
лозим. Бундай сонлардан факат унлар хонасида 8 разами 
цатнашадигани 288 булиб, * 4 - 2  =  2 ва у  =  8 булади. Агар
иккинчи раками 9 булса, у холда (* — 5) 6у  уч хонали сон
72 га каррали булишини, яъни 42x4i/ — 72-59 -г  (*—5)6г/ ни 
эътиборга олсак, унлар хонасида 6 сони катнашгани эса 360 
булади. Бундан * — 5 — 3, у — 0, яъни х = 8 ,  у — 0 була­
ди. Демак, изланаётган сон 42048 экан.

3. Ракамлари купайтмасининг иккиланганига тенг бул­
ган икки хонали сонни топинг. _____

Е ч и ш .  Берилган икки хонали сонни ai ao ~  10*4- У 
куринишида излаймиз. Масаланинг шартига кура 10x4- */  =
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— 2ху  булиб, б\ ерда 0 <  л ^  9 ва 0 <  ^  9 булиши мум| 

кии. 1 0 .V - у  — 2ху, у  =  2ху  — 10*; д- -  - у . .  буладч
2 у — ю

ОД. эканини эътиборга олсак, у холда 2у —  10 дан 5
<  у  s? 9 экани келиб чикади. Д ем ак.' i/ =  6 ва х  =  3 со 
лари масала шартини каноатлантиради. Изланаётган сон 3 
экан.

4. (360 — х) 1002 =  731460 тенгликдан х  ни топинг
Е ч и ш .  1) 7 3 1 4 6 0 :1 0 0 2 =  730.
360 +  х  =  730; * =  730 — 360 =  370 Демак, * =  370

Мустацил ечиш учун мисол ва масалалар

Дисобланг:
1. {657720 

X 863)]| X 37.
2. 202400:

— 14 X 20000) .
3. (28348 — 23115) 1134 — 3718008 : 34426 — [471006 

-(264-309 — 17856)] : 99.
4. * узгарувчини топинг:
а) 501 (* — 6 9 4 )=  164829;
б) [(* +  2) 81 — 3530] 21 =  714;
в) [(5 * +  178)-15 +  90 ]: 4 5 - 6 3 ;
г) ([(8* — 98):  2 +  56]-36 — 268, : 5 0 0 =  4;

36 -  ‘-1-5 29 .3 +  15

105 — [942690 : 201 - ( 1 6 8  X 28 — 4 

1010100 — 41 х  [(45360 — 37260) <37 —

д) 315:

е) 400:

=  21,
5дг — 198

2000: [10002 — (* +  2926) — 966] ( =  8.
5. Бирор соннинг квадрати булган шундай турт хона­

ли сон топингки, унинг биринчи раз а ми иккинчи разам и 
билан, учинчи разам и  эса туртинчи раками билан бир 
хил булсин.

6. Ш ундай икки хонали сон топингки, унинг рацам- 
лари  йигиндисининг куби уша соннинг квадратига тенг 
булсин.

7. Ракамлари *  +  у  +  г  =  ху, х  4 -  г =  у  муносабатларни 
каноатлантирадиган ва аник квадрат булган барча турт хо­
нали сонларни топинг.

8 .  4 - 4  . . .  4 — 8 - 8  . . . 8  айирма тула квадрат экани*
2п та п та

ни исботланг.
9. Ралла тозалайдиган иккита машина реж ага кура

24



24 KVHfla 7680 ц галла тозалаш и керак эди, лекин улар 
еж адан таищ ари 1680 ц ортик галла тозалади. Биринчи 

машина иккинчи маш инадан 480 и ортик галла тозалади
5  маш иналарнинг хар бири урта хисобда бир кунда 
:анча галла тозалаган?

10. Автомобиль уч катнаш да 22 кг 750 г бензин сарф 
килди. Учинчи катнаш да иккинчи катнаш дагидан 1 кг 
625 г ортик бензин сарф  цилди, иккинчи катнаш да эса 
биринчи кагнаш дагидан 2 кг 875 г ортик бензин сарф 
килди. Агар автомобиль учинчи катнаш да биринчи кат- 
нашидан 36 км ортик йул юрган булса, у иккинчи кат ­
нашда неча километр йул юрган?

11. П ойаф зал дукони бир кунда 88000 сумлик аёллар 
ва болалар оёк кийими сотди, бунда аёллар оёк кийимк 
болалар оёк кийимидан 5200 сумлик ортик сотилди. Бир 
жуфт болалар оёк кийими 400 сум, 7 ж уф т болалар оёк 
кийими канча турса, икки жуфт аёллар  оёк кийими шун- 
ч£ туради. Х,ар кайси оёк кийимидан канчадан сотилган?

12. Икки киши 500 туп карам кучати сотиб олишиб, 
баравардан пул тулаш ди. Бир кишининг полизига иккин- 
чиникидан 40 туп ортик кучат кетди ва у иккинчи киши- 
гг 50 тийин пул берди. Хар кайси киши канчадан кучат 
эккан ва 10 дона кучат канча турар экан? (Текшириб 
куринг.)

13. Ер юзида хам сувда, хам  кУРУКДа яш овчилар, 
урмаловчилар ва бали^ларнинг 17000 тури ^исобланган. 
Агар урмаловчилар тури хам сувда, хам куру^да яшов- 
чилардан уч марта куп, бали^лар  тури эса 7000 та куп 
булса, буларнинг хар кайси туридан айрим-айрим цанча?

14. Учта ер майдонидан 1396 т 5 ц бугдой йигиб 
олинди. Биринчи майдондан иккинчига Караганда 35 т 
7 и ортик, учинчи майдондан эса иккинчидан 113 т 4 ц 
ортик; хосил олинди. Агар хар бир майдоннинг бир гек- 
таридан бир х и л —21 ц дан хосил олинган булса, хар 
бнр майдондан канчадан хосил олинган ва хар бир май­
доннинг юзи канча?

15. Кутубхонада 65000 дона узбек, чет эл ва рус тил- 
лардаги китоблар бор. Чет эл тилидаги китоблар узбекча 
китоблардан 25600 дона кам, рус тилидаги китоблар эса 
чет эл тилидаги китоблардан 2200 дона ортик;. К у т у б х о ­
нада нечта узбекча, чет эл тилида ва русча китоб бор?

16. Бог тугри туртбурчак ш аклида булиб, буйи 280 м. 
|н и  204 м. Бог энига параллел килиб, 3 булакка б^линди.

>нда богнинг буйи бири иккиичисидан 31 м кам ва
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учинчисидан 33 м ортик ^илиб 3 булакка булинади. 
Катта майдондан кичик майдонга Караганда 195 ц 84 кг 
орти^ мева йигиб олинади. Богдан йигиб олинган хамма 
мева хосилини ани^ланг.

17. 4 та аудиторияда утказилган дарсда 870 нафар 
талаба катнаш ди, бунда биринчи аудиторияда иккинчи- 
дагидан 60 та орти^ талаба цатнашди, иккинчи аудито­
рияда учинчидагидан 20 та кам, учинчи аудиторияда 
туртинчидагидан 50 та кам талаба ^атнаш ди. Хар цайси 
аудиторияда нечтадан талаба булган?

18. П ассаж ир поезди икки ш а^ар орасидаги масофа- 
ни 15 соатда босиб утади. Тезлиги ундан соатига 35 км 
ортиц булган «стрела» поезди шу масофани 8 соатда 
босиб утади. Ш а^арлар  орасидаги масофани топинг.

19. Тошкентдан Бухорогача темир й^л б\'йлаб 596 км. 
Э рталаб соат 10 да Тошкентдан Бухорога ь^араб поезд 
йулга чикди, эрталаб  соат 11- у 9 минутда Бухородан 
унга ^араб  соатига биринчи поезддан 2 км 500 м эрти^ 
йул ю радиган бош^а поезд йулга чи^ди. И ккала п о е з д 1 
кеч соат 5 - у 49 минутда учрашишди. Хар кайси поезд- 
нинг тезлигини х.исобланг.

20. Соат 14- у 45 минутда Тошкентдан паррандачилик 
хужалигига цараб автобус йулга чикди. Соат 15 да пар­
рандачилик хуж алигидан бошка автомобиль унга к.арши 
йулга чикди. Автобуснинг тезлиги соатига 40 км. авто- 
мобилнинг тезлиги эса соатига 44 км. Х ?ж алик Тош кент­
дан 45 км масофада жойлаш ган. Автобус билан автомо- 
билнинг учрашиш вацтини топинг.

21. у4 пристандан тезлиги соатига 10 км булган паро­
ход йулга чицди. 9 соатдан кейин у В  пристанга келди, у 
ерда 3 соат 40 минут туриб оркага ^айтди. П ароход В 
пристандан ч и ^ а н и д а н  канча ва^т кейин у билан бир 
ва^тда А пристандан чикиб, сув о^ими билан келаётган 
сол билан учраш ади? Сувнинг окими тезлиги соатига 
3 км.

22. Икки пароход пристандан бир томонга ^араб  йул­
га чицди. Биринчи пароходнинг тезлиги соатига 25 км, 
иккинчисининг тезлиги соатига 20 км. Биринчи пароход 
тайинланган пристанга иккинчисидан 4 соат олдин етиб 
келди. Шу пристанлар орасидаги масофани топинг.

23. Соат 9 да Тошкентдан Д уш анбага ^араб  соатига 
40 км тезлик билан пассаж ир поезди йулга чицди, соат
11 да эса унинг кетидан соатига 58 км тезлик билан 
тезю рар поезд йулга чи^ди. Агар харакатнинг хавфсиз-
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и учун п оездлар  орасидаги  масоф а 8 км дан кам б^л- 
ЛИг 1ИГИ керак б ^ л с а , тезю рар поездни утказиб юбориш 
М3 н п а с с а ж и р  поезди  соат нечада тухташ и керак?
' Ч' 24 Тош кентдан С ам арцандга бир вацтда икки маши-

йх'лга чи^ди: б и р и  юк маш инаси булиб, соатига 48 км 
н и -цккинчиси ен ги л  маш ина б^либ, соатига 82 км дан 
й< п юради. Енгил м аш ина С ам арканддан  60 км масофа- 
да 'булганида юк м аш инаси С ам арканддан  232 км масо- 
фада эди. С ам ар кан д д ан  Тош кентгача булган масофани
аникланг.

25. А станц и ядан  соатига 40 км тезлик билан бир 
поезд й>'лга чи^ди. 2 соат 15 минутдан кейин А станция­
дан иккинчи п оезд  соатига 65 км тезлик билан йулга чи­
киб, биринчи п оезддан  4 соат олдин В  станцияга етиб 
келди. С тан ци ялар  масофасини топинг.

26. А пристандан  кундуз соат 12 да сувнинг оцими 
билан сол окизилди . Сувнинг тезлиги соатига 3 км. 10 
соатдан кейин ш у томонга цараб  соатига 8 км тезлик 
билан ю радиган буксир пароходи йулга чи^ди. Буксир 
пароходи солга етиб олган пайтда уларга етиб олиши 
учун соатига 16 км  ю радиган моторли катерни шу прис­
танга качон ж ун ати ш  керак?

II б о б  С О Н Л А Р Н И Н Г БУЛИНИШИ ВА БУЛИНИШ  
БЕЛГИЛАРИ

1 -§ .  Т У Б  ВА М У Р А К К А Б  С О Н Л А Р

Бирдан катта  j^ap цандай натурал соннинг булувчи- 
лари ё иккита, ёки иккитадан ортиц булиши мумкин. 
М асалан, 3 сонининг булувчилари бир ва узи, 6 сони- 
пинг булувчилари эса 1, 2, 3, 6 сонларидан иборат.

13- т а ъ  р и ф. Фсщат иккита бдлувчига  (1  га ва узи- 
га) эга булга н  в а  бирдан катта булган  сон туб сон дейи­
лади. 2) Иккитадан ортиц б улувчи ла р га  эга бС/лган сон 
мураккаб сон дейилади.

М и с о л: 1) 2, 3, 5, 7, 11, 17, 19, 2 3 , . . . — туб сонлар- 
Днр, чунки бу сонлар ф ацат бирга ва узига булинади;

2) 4, 8, 9, 10, 12, . . . — сонларининг булувчилари ик­
китадан ортик; ва  юкоридаги таъриф га асосан мураккаб 
сонлардир.

М аълумки, бир сони 13-таъриф га кирмайди, шунинг 
учун у на туб ва на мураккаб сон дейилади.

Биз келгусида туб сонларни р  \арфи ёрдамида ёки ло-
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зим булганда индекс билан р и р2, , рп куринишлардг 
ёзамиз.

24- т е о р е м а .  Бирдан ф ар^ли  %ар цандай натурал 
сон камида битта туб булувчи га  эга.

И с б о т и .  Бирор m  натурал сон берилган булсин. Агар 
т ~ р  булса, у холда теорема исбот булган булади. Энди 
т ф  р  булсин дейлик, у холда 1 <  q <; т  сон мавжуд бу. 
либ, гп —■ qn, п <  т булади. Бу ерда q — р  булса, у х;олда 
теорема исботланади, ц ф  р булса, q — lk булиб, бу ,\олда 
т  =  Ikn булади. Агар I =  р булса, у холда теорема исбот- 
ланади, агар 1ф  р булса, шу жараён давом этиб, чекли ка- 
дамда тухгайди. Бундай сонлар катори албатта туб сон би­
лан тугалланади ва. демак, т сон албатта хеч булмаганда 
битта туб булувчига эга булади. Шу билан теорема исбот- 
ланди.

2 5 - т е о р е м а .  .\а р  цандай м ураккаб  сон бир ва  
факат биргина усул  билан туб сонлар купайтмаси шак- 
лида тасвирланиши мумкин.

И с б о т и  . m  берилган мураккаб сон булсин ва р л, р2, . А  
Р п УЧУН Pi <  Р г <  • • • <  Рп шарти уринли булсин дей­
лик. 23- теоремага асосан тп нинг .%еч булмаганда битта туб 
булувчиси бор, яъни m — p xm x булиб, бунда р1 — туб сон, 
агар гп1 хам туб сон булса, у холда теорема исбот була­
ди. Агар гщ Ф  р  булса, юкоридаги усулии цуллаб, 
t n ~ p x-p2m 2 ни хосил килам )з, агар от2 туб сон булса, 
у холда теорема исбот булади. Аксинча булса, у холда 
гп =  р у -рг -р3 т3 ва хоказо, маълум п ^адамдан сунг т —
— Р\ Рг Рз ■ ■ ■ Рп ^ки P i A i =  I , п лар такрорланса,

а. осп ____
у ,\олда т — р 1 р 2 . . . рп, a i £ N , i — 1, п  куринишда ёзиш ] 
мумкин булади. Энди, т сон бир вяктда икки хил туб ку- i 
пайтувчиларга ажралсин дейлик, яъни

т*=Р\ Р-2 • • • Рп (И
ва

т — qi-q -2 . . .  , qt , (2)
бу ерда

т  =  Ш  • • • Qn Qn + 1 ■ • ■ Qi

булишини назарда тутамиз. Хрсил килннган (1) ва (2) дан I 
бевосита

P i'P t ■ ■ ■ Pn =QiQi ■ ■ ■ Qn ■ ■ ■ Qi О)
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1Иб бу (3) нинг иккала томонида ^еч булмаганда камида 
йиттадан туб сонлар топиладики, улар устма- уст тушади,
0 и  pl — ql булсин дейлик, у холда жараённи давом эпир- 
сак, п —  1-кадамдан сунг рп =  qn булиб, (3) дан 1= q n+l q, 
Х0СИЛ б у л а д и ,  бундан qn+i =  1, . . . , qt =  1 экани келиб 
ч и к ад и .  Ш у н д а й  ^илиб, ^ар бир мураккаб сонни биргина 
у с у ' л  билан туб сонлар купантмаси куринишида ёзиш мум­
кин экан.

26- т е о р е м а . т мураккаб соннинг энг кичик туб бу-
ливчиси V т  дан кат т а эмас.

И с б о т и .  Берилган т  мураккаб соннинг энг кичик туб 
булувчиси р булсин, у хрлда т — рт х бу’либ, т х >  р бу­
лади. Бундан mm, >  p2m, га эга буламиз ва натижада тенг- 
сизликни т ,  га булиб, m >  р2 ёки р <  \ ''т  ни з^осил ки- 
ламиз. Шу билан теорема исботланди.

М и с о л .  919 сонининг энг кичик туб булувчисини то­
пинг. ____

Е ч и ш .  Бунинг учун 919 дан кичик булган туб 
сонлар 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 эканини аницлаб, 
919 ни шу сонларнинг з^ар бирига булиб чикамиз, натижа­
да 919 уларнинг з̂ еч бирига булинмайди, бундан 919 нинг 
узи туб сон эканлиги келиб чикади.

2 7 - т е о р е м а .  Т уб  сонлар сони чексиздир.
Бу теореманинг исботини уцувчиларнинг узларига >;аво­

ла циламиз.
*

2-§ . СОНЛАРНИНГ БУЛИНИШИ

Юкррида ва 12- таърифда сонлар a — bq муносабатда 
булса, у зфлда а  сон b сонга ^олдиксиз булинади деган 
тушунча келтирилган эди. Шунинг учун а нинг b га цол- 
диксиз булиниши одатда а\Ь  куринишда ёзилади. Лекин 
амалиётда з^ар доим хам а сон b сонга колдиксиз булина-

/ N

вермайди, у цолди^ли, яъни a — b q - \- r ,  0 <  г <  £> були- 
ши мумкин, бу ерда г цолдиц дейилади.

28- т е о р е м а. А гар  берилган  duF unduda %ар бир 
>\ушилувчи берилган сонга б^линса, у  %олда HuFundu 
%ам ш у сонга булинади; булинм алар  HufuhOucu HuFundu- 
нинг булинм асига тенгдир.

И с б о т и .  Теорема шартига кура берилган а и а2, ,
о п сонлар бирор берилган q сонга булинади, яъни а (=  qbt Д



Л i =  1, п берилган булиб, S n — V  a i \q эканини курс
г = 1 ____

тишимиз талаб килинади. Демак, а £=  qb i A i =  1, п
П  П

асосан S n — ' у  а{ =  q- V  bt ни ёза оламиз, бундан 5 П 
1=1 /=1

=  Я (^i +  • +  Ь„) булади ва 12- таърифдаги а =*
га асосан S n :q  булади. Бундан S n =  q c  булиб, q c
— Q (bi +  b2 +  . . .  +  bn) булади. Сунгра тенгликни
нккала томонини q ^  0 га булса к, у з^олда с =  Ьг +  Ьг 
+  . . .  +  Ьп булади. Шу билан теорема исбот цилинди.

2 9 - т е о р е м а .  Агар берилган а ва b сонлар учун a'-d 
ва b '-q булса, у  холда (а — b) -q булади.

И с б о т и .  Теореманинг шартига кура ва 12-таърифга 
асосан а =  qax ва b =  qbx ни ёза оламиз. Бундан а — b =  

Т»
=  qaj — qbx =  q (ах — й,). Демак, a —  b = q { a l — bl) r a  а 
сан (а — b)-q  булади. Шу билан теорема исбот ^илинди.

14- н а т и ж  а. А гар  икки соннинг йигиндиси ва  би 
Hi]ш илувчи  берилган сонга брлинса, у  холда  иккинчи  
цуш илувчи  %ам ш у сонга булинади.

И с б о т и .  Шартга к;ура т  =  п +  k  булиб, q берилга 
булувчи булсин. Теореманинг шартига кура m \q  ва n\q , яъ 
m ~ q tn 1 ва n = q n 1 булади. k :q эканини курсатамиз. Ша 
дан m =  n +  k  дан 11-таърифга асосан т  — п — k  ни ё: 
оламиз, энди ^ийматларни урнига ^уйсак qm1 — qnx —

=  k <a>q (т1 — n l) =  k булади. Шунга кура, 12- таърифда
— п i) булиб, k: q экани келиб чи^ади. Шу билан на 

тижа исботланди.
Бу натиж ага индукция аксиомасини татби^ цилиб, у 

исталган чекли йигинди учун Уринли эканини курсатиш  
мумкин.

3 0 - т е о р е м а .  Y a -  b, c £ N : а\Ь  А Ь :-с=>а)с,
И с б о т и .  Шартга кура a = b  al ва Ь — сЪг булгани

учун а =  b-a! =  cb1-a1 =  c -fa -b t);  а =  с-{а1Ь1) булади. 
Бундан а ■ с экани келиб чик;ади. Шу билан теорема исбот­
ланди.

3 1 - т е о р е м а .  А гар  икки соннинг х аР бирини учинчи  
сонга булиш дан долган цолдицлар  узаро тенг булса, у  
Холда бу сонларнинг айирмаси ш у сонга цолдицсиз б у ­
линади.
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И с б о т и .  Теорема шартига кура a =  qat +  r ва b =  
=  qbi +  г, у з^олда а — b — qax +  г —  (qbx +  г) =  qat —
— qbi =  Я(°i — Ь\) булади. Бундай холда 28-таърифга асо­
сан а — b =  q ( a , — bx) булиб, (a —  b)'-q булади. Шу билан 
т е о р е м а  исбот килинди.

Юкорида куриб утилган 13- таъриф ва бошка муло^аза- 
ларга асосан хар кандай мураккаб а сонни а =  . . .
р*пп =  оп ая_, . . .  а2аг =  ап - 10'1-1 +  . . . +  аг- 10 +  ^  кури- 
нишда ёзиш мумкин эканлигини биламиз. а =  p f ‘ . . . 
р*п эса а соннинг каноник ёйилмаси ^ам деб айтилади. 
Ш\ нинг учун хам а сон булинадиган сонларни р?1 . .  . 
р'+п ларнинг ичидан излаш лозим булади. Агар сон a=f f* ' -p f ,  
куринишда берилган булса ва унинг ихтиёрий булувчисини
& десак, у холда бу k булувчи P;£ i0 ,  1, 2, . . .  , а .) Д г =
=  1, п  (А.) шарти билан аникланган k =  р Ь -р &:‘ ■ ■ ■ РпП(&) 
дан иборат булиши амалдан бизга маълумдир. Масалан, 
180 сонининг булувчиларини 180 =  22 - З2 - 5 дан изласак, 
улар 1, 2, 3, 4. 5 /  6, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 30, 36, 45, 
60, 90, 180 дан иборат эканлигини куриш мумкин, яъни 
k ~  36 булиши учун рх =  2, р г — 3, р3 =  5 лар учун =  
=  2; р2 =  2; р., =  0 булиши ёки k =  45 булиши учун р, =  
=  0. р2 =  2; рз =  1 булиши лозимлиги талаб килинади. 
Шунинг учун хам берилган соннинг булувчиларини топиш- 
ни юкорида келтирилган шарт асосида танлаш ёрдамида 
хал килиш мумкин.

3 2 - т е о р е м а .  Агар берилган икки соннинг купайт- 
маси р туб сонга булинса, у холда купайтувчилардлн %еч 
булмаганда бири шу р га булинади

И с б о т и .  Теорема шартига кура а ва b сонларнинг ab 
купайтмаси р  га булинади. а сон р га булинмасин дейлик, 
У холда а ва р сонларни аи -г  p v ~  1 шарт буйича боглов- 
чи шундай и ва v сонларни топиш мумкинки, бундан abu +
— pbv =  Ь булиб, ab-p ва р - Ь :р эканидан b -р булиши ке­
либ чикади. Шу билан теорема исбот килинди.

3 3 - т е о р е м а .  Агар бир нечта av  а2, а3, . . . .  ап 
сонларнинг купайтмаси берилган р туб сонга б улинса ' 
у  холда улар ичидан р сонга б^ш надиган камида битт  
купайтувчи топилади.

Бу теореманинг исботи бевосита 32- теоремадан келиб 
чикади.

Виз юкррида сонларнинг булинишига оид айрим фикр ва 
мулохазаларни куриб чикдик. Бу куриб чикилган муло^аза-
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лар бевосита, берилган сонлар мураккаб сон булса, 
нинг булувчилари нсчта булиши мумкин ёки уларнинг гг' 
лувчилари йигиндисини топиш мумкинми каби са в о л л а т Я  
олиб келиши табиийдир. Шунинг учун хам сон узининг к 
ноник ёйилмаси а =  р ^ - р ^  . . . р <  билан берилган булсД 
у холда юкоридаги каби саволларга жавоб беришга харакат! 
киламиэ. ! л'

3 4 - т е о р е м а ,  а =  />“*• /?“« . . . р°п натурал соннинг 
барча натурал бС/лувчилар сони

т (а )  =  (a i  +  1) . . .  (а п +  1) =  П ( а .  +  1)

булади.
И с б о т и .  К ГЦорида келтирилган муло^азага асосан ^ар 

к;андай а натурал соннинг натурал булувчиларини (Я) шарт- 
га асосан [6] ёрдамида топиш мумкин. Шу сабабли а сон­
нинг барча натурал булувчиларини топиш учун мумкиа- 
булган барча < р , ,  р2, . . . , Рл>  тупламларни карашлозим 
булади. Шунга асосан [X] даги хар бир Р( мустацил равиш- 
да а .  +  1 кийматни кабул килиши мумкин, бундан рь  p J
Рз............. Рп ларни инобатга олсак, у холда а соннинг бар*

п
ча натурал булувчилари сони т (а) — П ( а . +  1) дан ибо-" 

рат булади.
М и с о л .  а  =  60 булсин, у ^олда а — 22• 3• 5 булади. 

т(а) =  (2 +  1)(1 +  1)(1 +  1) =  3- 2- 2  =  12 та. ^акикатан .^ам . 
60  сонининг булувчилари 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20*1
30, 60 дан иборат. Шундай цилиб, берилган а натурал сон-1 
нинг натурал булувчилари сонини курсатувчи формула юза- j 
га келди. Агар а сон бутун сон булса, у холда унинг бу­
лувчилари сони натурал булувчилар сонидан икки марта 
куп булади.

35- т е о р е м а . Агар а =  p f ‘ - р?* . . . берилган на- 
турал соннинг каноник ёйилмаси булса, у %олда унинг на­
т урал булувчилари йигиндиси

„«. +  1 - 1  #  +  ‘ - 1 р“" + 1 - 1
6(a) =

Pi — 1 Pi —  1 ■ ■ ■ Рп — 1

булади.
И с б о т и .  Теореманинг шартига кура а =  р ^ ' . . . р ^ п
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пган юкоридаги (X) шартга асосан (б) ни *ар доим 
^ к 'а ш 'м у м к и н  эканлигини эътиборга олсак, у холда

б(Л) =  2 ^ 2 *  • • • Рпп (!)

булади. Хосил [цилинган (1) дан бевосита (1 + р 1 +  р 21 +

+  . . . +  О  ■ ■ ■ О + Р п + Р " +  • • • +  Р"П) ^ И Л  бУ- 
лади Сунгра хосил булган хар бир к,авс ичидаги йиринди 
гео м етр и к  прогрессия ташкил цилгани учун бундан прог­
рессия ^адлари йириндиси формуласига асосан

(1 +  Pi +  ■ • • +  />“*) • • • О +  Ря +  Pi +  • • • +  Рпп) =  

=  п  р‘ '+ 1 - 1
<•=! Pi -  1

ни хосил ^иламиз. Натижада (1) нинг С1андарт куринишда-
ги йигиидиси

Л р ? ‘ +  1—  1
о (а) =  П

i - i  Pi -  1

дан иборат булади. Шу билан теорема исбот к,илинди,

3 -§ .  С О Н Л А Р Н И Н Г  Б У Л И Н И Ш  Б Е Л Г И Л А Р И

М атем атикада  сонларнинг булиниш белгилари ту- 
шунчаси ж у д а  му>;им ахамиятга эга булиб, бу тушунча 
асосида сонларнинг булувчиларини, булинувчиларини 
топиш, уларнин г хоссаларини урганиш  мумкин булади. 
Мактаб математикасида сонларни булиниш белгилари- 

нинг содда ^оллари билан чекланилганлиги сабабли биз 
бУ тушунчани атрофлича \ а л  ^илиш га ^ар акат  циламиз.

а =  ая 10" +  оп_, 10я- 1 +  . . . в110 +  во (1)

натурал сон берилган булиб, шу а соннинг берилган b сон­
га ~‘™Ниш ^ки булинмаслигини аницлаш талаб цилииаёт- 
таянибЛСИН ^  ^0ЛДа 28- теоремада берилган маълумотларга

10= ^ 1 +  г1 : 10* =  t y2 +  r a; . . .  ; 10п =  bqn + гп 
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"арни косил киламиз, сунгра топилган бу натижаларни (1) 
га куйиб,

М Ч . +  О  +  ° п - !  (4 i _ l  + rn - l )  +  • • •

+  f  1 ) +  а 0 (2)J
нинг кавсларини очиб ихчамлингандан кейин эса

а  *  b K < 7  „  +  а „ _ !  9  я - 1  +  • • • +  a , < 7 i )  +  К  +  e / i  +  • • • ]

+  О  (3)
ни косил киламиз. Агар (3) да мос равишда

( °п  Qn +  • • • +  a iQ i) Ь =  Q

ва
( а 0 +  а , г j  +  . . .  +  ап rn) - =  I

деб белгиласак, у холда а — Q +  I хосил булади. Х,осид] 
килинган натижадан куриниб турибдики, Q-'b, лекин I^ -b \  
булгани учун а-—Ь булади. Борди-ю, агар а -b ва Q'-b бул-j 
са, у колда 1\Ь булади.

Шунинг учун кам косил килинган a ^ Q - \ - l  формула ни I 
а  сон булинишининг умумий холи деб каряш мумкин

1) 2 г а  б У л  и н и щ б е л г и л а р и .  Бу кол учун 10j 
ва унинг дараж аларини  2 га булсак, к°лдик хар доим , 
нолга тенг булади ва (1) хам да (3) га асосан /  =  Оо бу­
либ, агар берилган а соннинг охирги рак.ами 2 га колдик I 
сиз булинса. у холда бу сон 2 га колдиксиз булинади де- 
ган хулосага келамиз.

2) 3 г а  в а  9 г а  б у л и н и ш б е л г и с и .  Бунинг учун
(1) даги 10 нинг даражаларини 10" — ( 9 +  1) п — 9.4^ +  1 
куринишда ифодаласак. у колда

а =  ап (9Ап +  1 ) +  . . . -Ь a t (9 -h 1) +  a„ =  9{апАп +
+  <3j > - f  (a0 т  fl] +  • - • - f  an)

Косил булади. Бунда биринчи кУшилувчи 3 га ва 9 га
колдиксиз булинади, энди иккинчи йигиндининг 9 га ва
3 га булиниши зарурлиги келиб чикади, яъни ушбу коида 
Уринли: агар берилган а  соннинг ракам лари  йигиндиси
9 га ва 3 га колдиксиз булинса, у холда бу сон 9 га ва
3 га колдиксиз булинади.

3) 5 г а  б у л и н и ш  б е л г и с и .  Бу колда а сонда 
катнашаётган 10 нинг даражадари 5 га колдиксиз булинади.
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Ш у н и н г  учун гх =  т2 =  . . .  г „ =  О булиб, /  =  а , булади. 
Б у н д а н  бундай коида келиб чикади: охирги разами 5 га 
к о л д и к ,си з  булинадиган сонлар ва фацат шундай сонлар 5 га 
к о л д щ с и з  булинади.

4) 4 в а  2 5  г а  б у л и н и ш  б е л г и л а р и .  Бу ^ a i- 
да 10 нинг даражаларини 4 га булишдан ^осил булган цол. 
ди^лар г1 =  2 , гг =  г3 =  . . .  =  гп =  0 булиб, I =  а0 +  2ах 
булади, яъни соннинг 4 га булиниши учун, унинг бирлик 
разами билан унлик разами иккиланганининг йигиндиси 4 га 
булиниши зарур ва етарлидир. 1 — а0 + 2а1 ни / х =  а0 +  
+  2ах +  8ах =  /  +  8aj =  а х а0 хосил булади. Бундан, охир­
ги икки ра^амидан тузилган сон 4 га булинадиган сонлар 
ва фаь^ат шундай сон 4 га булиниши келиб чицади.

М асалан, 364 сонида 64 сони 4 га булинади, демак, 
364 сони ^ам  4 га булинади.

Худди шунга ухшаш, охирги икки ра^ам идан  тузилган 
сон 25 га булинадиган сонлар ва ф ацат шундай сонлар 
25 га 1\олдицсиз булинади.

М асалан, 1275 сонида охирги икки ра^ам идан  иборат 
сон 75, бу 25 га цолдицсиз булинади. Д ем ак, 1275 ^ам
25 га цолдицсиз булинади.

Шундай цилиб, 2* ва 5* га булинадиган сонлар учун: 
агар берилган соннинг охирги k  та рацамидан тузилган сон­
лар 2* ва 5* га кслди^сиз булинса, у холда фацат шундай 
сонлар 2* ва 5* га булинади.

5) 7 г а  б у л и н и ш  б е л г и с и .  Берилишига кура Ь =  
=  7 булгани учун

1 0 =  7 +  3,
Ю2=  7-14 +  2,
103 =  7-142 +  6,
104 =  7-1428 +  4,
105 =  7-14285 +  5,
10е =  7 -1 4 2 8 5 7 +  1

ларни хосил ^иламиз, 107 да эса яна г — 3 цолдиц такрор- 
лангани учун уни давом эттирмаймиз. Топилган натижалар- 
ни (1) га куйсак, у ^олда a  =  Q +  /  да /= --a0 +  33i +  
+  2аг +  6а3 +  4а4 +  5а5 +  а в +  За7 +  2а8 +  . . .  хосил бу­
лади. Энди бу кушилувчилар коэффициентларини 7 га мос- 
лаштириб бир цисмини ажратиб оламиз, яъни /  =  а0 +  3аг +  
+  2а 2 +  (7a 3 — а,) +  (7а 4 —  За4) +  (7а5 — 2аъ) +  . . . =
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== 7 (fl3 +  at  +  ай +  (ц +  a 10 +  an  +  . . . )  +
+  (ao +  $ai +  2a2 +  ae +  3a: +  2ag +  . . . ) —

/ 2
— (a3 +  3a 4 +  2as +  a<, +  3a10 +  2an  +  . . .) ни х;осил ^И-

~  T  ”
ламиз. Натижада, охирги / 2 — / ,  айирма 7 га колди^сиз бу. 
линса, у ^олда берилган а сон х,ам 7 га крлдиксиз булиня 
ши келиб чикади.

М и с о л . 586067542 сонининг 7 га булинишини анга̂ -: 
ланг.

5 4 2  0 6 7  5 8 6
2 3 1 2 3 1 2 3 1

10 +  12 +  2 =  24 0 +  1 8 +  7 =  25 10 +  24 +  6 =  40 
40 +  24 — 25 =  39, 39 сони 7 га булинмайди.
Д ем ак, берилган сон 7 га булинмайди.

6) 1 1 г а  б у л и н и ш  б е л г и с и .  Берилган а сонда 
цатнаш аётган  10 нинг дараж алари ни  11 га булишдаги 
цолди^ ^ар доим 10 ёки 1 булади. Д ем ак, берилган сон­
нинг ж уфт уринда турган ра^ам лари  йигиндисидан то^ 
Уринда турган ракам лари  йигиндисини айирилганда 
^осил булган айирма 11 га булинса, у холда шундай 
сонлар ва ф акат шундай сонлар 11 га ^олдиксиз були- 
нади.

М и с о л. 1) 5679 сонининг 11 га булинишини аник* 
ланг.

— (5 + 7 )  +  (6 +  9) =  — 12+ 1 5=  -1-3. Д ем ак, 3 сони 11 га 1 
булинмайди. Сон 11 га булинмайди. 1

2) 2079 нинг 11 га булинишини текширинг.
(0 +  9) — (2 +  7) = 0 . Д ем ак, сон 11 га булинади. 2079: « 

:1 1 =  189 з^осил булади.

4- §. И К К И  ВА У И Д А Н  О Р Т И К  С О Н Л А Р Н И Н Г  УМУМИЯ 
Б У Л У В Ч И С И  ВА Б У Л И Н У В Ч И С И

а натурал сон берилган булиб, а м ураккаб сон бул- 
син дейлик, у ^олда унинг 1 ва а дан бошк,а б у л у в ч и л а р и  

бир билан а соннинг орасидаги сонлар булиши к е р а к .  
Бундан, берилган а соннинг булувчилари сони ч е к л й  j 
эканлиги келиб чик;ади. М асалан, a =  30 сонининг булув- |  
чилари 1, 2, 3, 5, 6, 15, 30 сонлари. a =  75 сонининг булуВ' 
чилари эса 1, 3, 5, 15, 25, 75 сонлари булади. Агар бир
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n 7 5 с0иларининг булувчилари булган сон- 
ваКтДа 3 в т ал аб Килинса, бу сонлар 1, 3, 5, 15 булади. 
ларни топи 'б ~л увчи ла р  деб аталади. Лекин бу уму- 
Булар У' >  ^чида 30 ва 75 сонларини буладиган
МИЙ К а  умумий б^лувчи» (ЭКУ Б) 15 сонидан иборат 
<эНг ка > т„ ш  мумкиндир.
э к а н л и г ^  , ^ ва ь сонларнинг энг катта ум ум ий  
А - .Х ш с и  деб шу сонлар умумий бдлувчиларининг энг 
каттасчга айтила ди ва цуйидагича белгиланади:

°  Б у ’ т а ъ р и ф н и н г  мазмунига кура D ( a , b ) = D { b ,  а) =  d
ни ёзиш мумкин.

14- т а ъ р и ф д а н  бевосита куиидаги масалани цуииш мум­
кин: d =  1 булса- чи?

15- т а  ъ  р'и ф  . А гар  а ва Ь сонлар учун D (a, b) — d =  1 
бдлса, у холда а ва Ь сонлар узаро шуб сонлар дейила- 
ди ва цуйидагича белгиланади: (a, b) =  1 .

36- т е о р е м а ,  а ва b сонлар учун а'-b булса, у  .\олда 
а ва b сонларнинг умумий булувчилари b соннинг булувчи­
лари билан бир х и л  булади ва D (a, b) -  b булади.

И с б о т и .  Теореманинг шартига асосан, шундай <7 сон 
мавжудки, а =  bq булади. b \ t  булсин, у холда bq'-t булиб, 
бундан a 't  булади. Демак, а ва b сонларнинг умумий бу­
лувчилари b соннинг булувчиларидан иборат булади.

14-таърифга асосан D( a ,  b) =  b булади. Шу билан тео­
рема исбот килинди.

3 7 - т е о р е м а .  Агар а  ва b ( а >  Ь) сонлар учун а =
— bq -f  г булса, у холда D(a,  b ) ~  D (Ь, г) булади.

И с б о т и .  Шартга кура а =  bq-\- г, бунда 0 <  г <  6. 
Агар a-t ва b :t булса, у хрлда 2 8 -теорема ва 14- хоссага 
асосан г : /  булади. Бундан а ва b сонларнинг булувчилари 
г цолдикнинг хам булувчилари булади. Шу билан бирга,
28- таърифга асосан Ь ва г нинг булувчилари а нинг ^ам 
булувчилари булади.

Энди D(a,  Ъ) =  D(b,  г) эканини курсатамиз. Бунинг учун 
и  (a, b) =  d ва D (b, r) =  dt булиб, d i > d >  0 булсин, у х;ол- 
да юцоридаги г =  а — bq га ва 29- теоремага асосан а ва b 
нинг барча мусбат булувчилари г нинг х,ам булувчилари 
улади, бундан dx >> d >  0 ёки d >  d x >  0 булиши мумкин 
мае. Демак, D(a,  b ) = D ( b ,  г) булади. Шу билан теорема 

ис°от килинди.

38- т е о р е м а .  Агар а ва b сонлар учун а /.b бС/либ, 
шунааи Я1. qz, . . . , qn + { ва rlt r2, . . . , г п сонлар мае-



жудки, a= bq1+ r l ; b =  r xqt + r^ ,  г, =  r.2q3+ r 3\ . . . ;  r n _ t =
— rnQ n + i булса, у ^олда D (а, Ь) =  гпФ О  булади (Эвклид 
алгоритми).

И с б о т и .  Бу тгоргмани исботлаш учун гп _ 2~
+  гп ва rn _  t — rn qn ^  t муносабатларидан гя _ 1-.гя ва гп_ 2 :
■ гп булиб, бу жараённи бошлангич цадамга ка раб юритсак, 

а :гп ва b'-rп эканига ишонч з^осил ^иламиз, у ^олда 14- 
таъриф ва 37- теоремага асосан D (а, Ь) — тп экани келиб 
чикади. Шу билан теорема исбот цилинди.

Юкорида келтирилган 14-таърифни ах, а2, . . .  , а л сон­
лар учун татби^ цилсак, у \олда бевосита D (at , а2, . . . , 
а„) - d m  ^осил ^иламиз, яъни берилган ах, а2, . . . , ап 
сонларининг булувчилари ичида энг каттасини d  орцалн 
белгилаган буламиз.

39- т е о р е м а ,  лгар  а, ,  а2, . . .  , ап сонларнинг их- 
тигрий жуфти учун D (ar а ;.) =  1 Д i Ф  j A t, / ==1,  п 
булса, у  х°лда D (а1( а2, . . . , ап) =  1 булади.

40- т е о р е м а  . а х. а2, . . .  , ап сонлар учун  D ( a t , а г 
°з> ■■■> an - \ )  — dn _ { , D (dn _ ,, an) =  dn булса, у  холда 
D ( a x, а.г, , an) =  dn булади.

Бу теоремаларнинг исботини уцувчиларнинг узларига 
з^авола киламиз.

М и со  л. 30, 45, 75 сонларининг энг катта умумий 
булувчисини топинг.

Е ч и ш .  0 (3 0 , 45, 75) =  D [D (30, 45), 75] =  £>(15, 75) =  
=  15.

Демак, £>(30, 46, 7 5 )=  15.
4 1 - т е о р е м а .  Агар а ва b сонлар учун  D(a,  b) =  d 

(а  ь \
бдлса, у  х°лда D  ( ' J j — 1 булади.

И с б о т и .  Теореманинг шартига кура D (a, b) =  d, у ,\ол- 
да шундай х, у  сонлар мавжудки, a =  dx, b — dy булади. 
Энди D(x,  у) =  1 эканини курсатамиз. Бунинг учун теска- 
рисини фараз циламиз, яъни D(x,  y) =  d1 >  1 булсин дей- 
лик, у ^олда шундай л-! ва у, сонлар мавжудки, х  =  d xx x 
ва у =  d xy x булади. Бундан а — d d tx x ва Ь =  ddxy x ни ^о- 
сил ^иламиз: D(a,  b) =  d i x булиб, ddx > d  булади. Бундан 
эса D (х, у) — d, >  1 деган фаразимиз нот>три булиб, d, =  1 
булади. Шу билан теорема исботланди.
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42- т е о р е м а. а ва b сонларнинг хар цандай у  мумий  
булувчиси уларнинг энг катта ум умий бЦлувчисининг 
х а м  булувчисидир.

М ’и с о л .  30 ва 45 сонларининг умумий булувчилари 
у л а р н и н г  энг катта умумий булувчисининг булувчиси 
э к а н и н и  курсатинг.

Е  ч и ш. 30 нинг булувчилари 1, 2, 3, 5, б, 10, 16. 30 
б у л и б ,  45 ники эса 1 .3 .5 .9 .1 5 ,4 5 . Лекин 30 ва 45 нинг 
у м у м и й  булувчилари 1, 3, 5, 15. Д ем ак, D (30, 45) =  15 
б у л г а н и  учун 15 сони 1, 3, 5 га хам колдиксиз були- 
иади.

4 3 - т е о р е м а .  Агар а ва b сонлар учун D(a,  b) = а 
булса, у  Jfолда D ( a k . bk) =  dk булади.

Бу юцорида келтирилган теоремаларнинг исботи ис- 
ботланган теорем алар исботидан бевосита келиб чика- 
диган булгани учун уларни келтирмадик.

Берилган а ва b сонларнинг умумий булувчиси ту- 
шунчаси билан биргаликда умумий булинувчиси ёки 
карралиси тушунчаси ^ам мавж уд булиб. бу тушунча 
математикада му^им а^ам иятга эгадир.

15 ва 21 сонлари берилган булсин. 15 сонига булинади- 
ган сонларнинг умумий куриниши 15 k ва 21 сонига булн- 
надиган сонларнинг умумий куриниши 21 п ( k , n £ l V) булиб, 
лекин бир ва^тда 15 га ва 21 га колдиксиз булинадиган 
сонларнинг умумий куринишини 105 m, m ^ N  куринишда
ёзиш мумкин, яъни: 105, 210, 315, 420 ............  Лекин бу
топилган умумий булинувчи сонларнинг ичида 15 ва 21 
сонига энг кичик карралиси 105 сонидир. Бу 105 сонини 
топиш учун берилган сонларни юк,орида куриб утилган ту­
шу нчаларга бевосита суяниб, 15 =  3 -5  ва 21 =  3 -7  курини- 
шидаги туб купайтувчиларга ажратамиз, сунгра 15 ва 21 
сонларининг туб купайтувчиларида 3 ^атнашаётгани учун
3 ни бир марта, 5 ва 7 бир мартадан цатнашаётгани учун 
Уларнинг узларини олиб, 3 - 5 - 7  купайтмани тузамиз ва 105 
сонини )фсил циламиз.

1 6 - т а ъ р и ф .  Берилган сонларнинг энг кичик умумий  
булинувчиси деб, бу сонларнинг %ар бирига булинадиган
энг кичик сонга айтилади ва К  (ах, аг............ ап) куриниш и-
да белгиланади.

Агар п =  2 булса, К  а г) ни. п =  3 булса, К  (a lt аг, 
аз) =  К  [К  (а и а 2), а31 ни ёзиш мумкин.

44-т е о р е м  а. а ва b сонларнинг ум ум ий булинувчиси 
ШУ сонларнинг энг кичик карралисига булинади.
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И с б о т и .  п  сон берилган а ва Ь сонларнинг умумий 
булинувчиси булсин. К (а, b) — t булсин дейлик ва п сон 
га булинмайди деб фараз цилайлик. Теорема шартига я<% 
сан п \а  ва п\Ь  ^амда t'-a ва t \b  экани маълум. 16-таъри(ЬЗ 
^амда ^илинган фаразга асосан п =  tg +  г, г <  t булапЗГ  
Бундан г =  п  — tq булиб, 29-теоремага асосан бир ва^тда 
г \а  ва г -.Ь булади ва г  <  t булгани учун К (a, b) =  r< :t  
булади, бу ^олнинг булиши эса мумкин эмас. Демак, 
булади. Шу билан теорема исбог булди.

4 5 - т е о р е м а ,  а ва Ь сонларнинг умумий булинувчиси
а Ь—  га бйлинади.

D  (а, Ь)

И с б о т и .  14- таърифга асосан D (а, b) =  d булиб 
а  =  dx\ b =  dy  булади. п  сон а ва b нинг умумий булинув’
чиси булсин, яъни п  =  at, бундан п — d x t  булиб, — =

ь

=  =  —  =  — • t. Бу ерда — • t £ N  ва D (х, у) — 1 
Ь d y  у у

булгани учун t'-y булиб, t =  y  k  булади. Натижада п =
=  dxt =  dx yk  га асосан ва b =  dy эканини эътиборга олиб,
х  =  — = -----------  ни \осил циламиз х,амда у  =  — булади.

d  D  (a, b) d

Демак, n — d -  — - —  ■ — • k  =  а Ь—  • к\ k ( - N  ни $о*
D (a , Ь) d D  (а, Ь) Я

сил циламиз. Шу билан теорема исбот цилинди.
Бу келтирилган исботдан берилган а ва b сонларнинг 

энг кичик карралиси -Ь б>'лади дегач хулосага келиш 

мумкин.

М и с о л .  К  (108, 45) ни топинг.

Е ч и ш .  Бунинг учун /((108 , 45) ни топамнз:



108•45 __ io 8 .5 =
д емак, £>(108,45) = 9  булиб, /С(Ю8, 4 5 )=  —

^  4б ° т е о р е м а .  а ва Ь сонларни бирор 0 сонга бу-

1ин с а . У ^ а

И с б о т и .  К (а, 6) берилган булсип, у цолда К ( у .  

а Ъ

ь \  { J .—  булади. 42-теоремага асосан D ( ,
7  '  / “ М  v /

° ( г ' т )  • . * .

± \ == . ° ( а' -ftL  булади. Демак, К  (-7 , ^ - ) =  ,‘а =
, )  / • w  ' •

а Ь_

_  < * — — -а—— =  ^  ■■- . Шу билан теорема ис-
D  (а, 6) D (a, b) t t

t
бот цилинди.

4 7- т е о р е м а ,  а  ва Ь сонлар учун шундай п сон мав­
жудки, К  {ап, Ьп) — К{а,  Ь) п булади.

4 8 - т е о р е м а .  av  а2, , ап сонлар учун К{ ау, а 2,
. . . .  ап_,) =  S  ва К (S, an) =  Н бдлса, у  хрлда К  (alt а.2,
. . . , а,,) =  Н  булади. Агар аи аг, . . . ап сонлар учун 
D (а, а2, , ап) =  1 бдлса, у  холда К  (ах а.2, . . .  , ап) =

П
=  П  ai булади.

;=i
Бу теоремаларнинг исботи анча осон булганлиги учун 

уларни уцувчиларнинг узларига ^авола ^иламиз.

М и с о л  ва  м а с а л а л а р  е ч и ш

1 - ми с о л .  48 сонининг барча булувчиларини, булувчи- 
лари сонини ва уларнинг йигиндисини топинг.

Е ч и щ.  48 =  24-3 куринишида тасвирлаш мумкин. 48 
нинг булувчиларини топишда эса 48 =  21 • 3 нинг узидан 
^идаланилади, яъни 2°-3°, 2Х Ъ°\ 2х-З1; 2° З1; 23 -3°; 22 • 3;

■ , 24-30; 24-3, бундан эса 1, 2, 3, 4, 6 , 8 , 12, 16, 24, 
^осил булади.
Агар т(а) орцали а натурал соннинг барча турли нату-



рал булувчилари сонини, о(я) орцали эса шу булувчил 
йигиндисини белгиласак. у холда т (4 8 )— 10, о (48) 
булади.

2 - м и с о л .  21 ва 56 сонлари орасидаги туб сонлар 
валини тузинг.

Е ч и ш .  Бунинг учун 21 дан 56 гача булган сонлап 
жадвалини тузиб оламиз. Сунгра 2 га, 3 га. 5 га, 7 г а
11 га. 13 га. 17 га, 19 га, 23 туб сонларга каррали бй> 
ган сонларнинг тагига чизамиз, яъни

21, 22, 23. 24. 25, 26. 27, 28. 29. 30 31, 32
33, 34, 35. 36, 37. 38. 39, 40. 41. 42. 43. 44

_45, 46, 47, _48. ji9. _50, J51, ^ 2 ,  53. _54, _55. ^ 6
Натижада 23, 29, 31, 37, 41, 43. 47, 53 губ сонлар к;олди.

3-м и сол .  2346 ва 646 сонларининг ЭКУБ ва ЭКУК пни 
топинг.

Е ч и ш .  Бунинг учун Эвклид алгоритмини татбик цила-
миз, яъни: 2346(646 

1938 П Г
646.408—  u  j 
408 1

_  408; 238
238 T “

238
170

170 68
136 2
34
0

170

__68
68
" 0 "

Демак. охирги нолдан фаркли к,олдиц 34 булиб, у берил­
ган сонларнинг ЭКУБидир, яъни:

D(2346, 6 4 6 )=  34,

Энди, К  (2346, 646) 2 3 4 6 - 6 4 6

34
44574 булади.

Бу мисолни туб купайтирувчиларга ажратиш усули би* 
лан ^ам ечиш мумкин, яъни

2346 =  2 3 -17 - 23 
646 =  2 17 19 

D  (2346. 646) =  2-17  =  34 (ЭКУБ)
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к  (2346. 646) =  2 - 3 17 -19 23 =  44574 (ЭКУК) *о-

сИЛ булаДИол Барца натурал п лар учун «( л2 + 5 )  ифода
й га* каррали эканини исбогланг.

, ,Г / л т и  Индукция аксиомасидан фоидаланамиз:
5) я °  1 ва п (я* +  5) =  1 • (1 +  5) =  6 булиб, у 6 га

карралидир^ ^  ^  +  +  5) ни 6 га каррали деб,
_  ь_- I учун уринли эканини курсатамиз, яъни л(л2+ 5 ) =  

=  (k -1- 1)1(6 +  I)2 +  5] — *( +  5) +  3 к (к -г 1) +  6 ^осил 
бутади. Бунда к (к2 ~  5) +  6 ифода 6 га каррали, 3 к(к +
— 1) ифода 3 га ва к ( к +  1) ифода 2 га каррали, демак,

5) +  3(fe 4- l)ft +  6 ифода 6 га каррали эканидан 
п (П2 о- 5) ифода ихтиёрий натурал п да 6 га каррали эка­
ни келиб чицади.

5- м и со  л, Ихтиёрий натурал п да п* +  6 п3 4- 11 п- +
4 -6  п ифода 24 га колдицсиз булинишини исботланг.

И с б о т и .  п =  1 да л 4 +  6 я 3 +  11 л2 +  6 n =  1 ч- 6 +  
+  11 4- 6 — 24 булиб, 2 4 :24 булади . п  =  к да к* 4- б k3 +  
+  11 й2 +  б/г =  (к —  3)(* — 2) (Л— 1)/г:24 деб, п  =  к +
4  1 да ( k +  l)4 +  6(fe +  1)3 +  11 (Л 4- 1)2 +  6 (*  +  1) =
=  (к — 2) ( к — 1) к ( к  4  1) булиб, кетма-кет келган туртта 
соннинг купайтмчси 24 га ^олдицсиз булинади. Демак, их­
тиёрий натурал п да п * +  б п3 4 - 11 п1 +  6 п ифода 24 га 
к;олди^сиз булинади,

6 - ми с о л .  Берилган З 'п~' +  4 0 л — 67 ифода 64 га 
^олди^сиз булинишини исботланг.

И с б о т и .  п =  1 да 32,,н +  40 л  — 67 =  33 +  40 1 —
— 67 =  0:64 булади.

п — к да (З '" " 1 4- 40 к — 67)=64 деб п — к 4 -1  да урин­
ли эканини курсатамиз. яъни: З2̂ 3 -*- 40 (к +  1) — 67 =  

=  9 • З2* - ' +  40 к — 67 4- 40 =  9 (32*+1 +  40£ — 67) +
+  64(9 5*) булиб, натижа 64 га карралидир. Демак, 
у „ €ЛГ :( з ^ , ^ 4о п _ б7).:б4
ланг МИС0Л' V  п € ^ : (З3'и_2 +  21п+1) : 11 эканини исбот-

1 о Сбот  и п ~  1 да 33"+2 +  2' п+| =  З5 +  З8 =  275 =  
-а5 -.П бУлади. п =  к да (З3*+2 +  24*^') = 11 уринли десак,

~ * + 1 , ^  З3*г5 4- 24*+5 =  27 • З,3*+2 +  16 • 24*+1 =
— 16(3 _  21п г1\ 11 q^+2па. * > — 11*3 булади.4емак, у  П£ у  . (3зп+2 +  . j j



М у с т а ^ и л  е ч и ш  у ч у н  м и с о л  ва  м а с а л а л а р -

1. 2320 ва 2350 сонлари орасида туб сон бор ёки 
лигини аншушнг.

2. К,уйидаги сонларни туб купайтувчилар купайтма<Д 
куринишида тасвирланг: 420, 126, 525, 529, 1514 i s / ? !  
67283, 1224433, 221703, 28303937, 3082607, 1383б4Я^' 
16304642, 121844682. ^

3. 218 +  З 18 ни туб купайтувчиларга ажратинг, уНинрЯ  
каноник ёйилмасини тузинг.

4. п нинг барча натурал цийматларида п2 +  4 м у р а к к а б *  
сон эканини исботланг.

5. Агар 4 р 2 +  1 ва 6 р 2 +  1 туб сонлар булса, у ход- 
да р туб сонни топинг.

6. р  >  5 туб соннинг квадратини 30 га булганда к,ол- 
дикда 1 ёки 19 хосил булишини курсатинг.

7. Агар р  ва q туб сонлар булиб, улар 3 дан катта |  
булса, у ^олда рг — q2 сон 24 га каррали эканини курса-1  
тинг.

8. Агар берилган А  сонни А — а2 - f  Ь2 — с2 +  d2 кури- 
нишда тасвирлаш мумкин булса, у .^олда А мураккаб сон 
эканини исботланг (а, Ь, с, d — бутун сонлар).

9 . 2352 +  9722 ни купайтувчиларга ажратинг.
10. З10 +  З5 +  1 сонни купайтувчиларга ажратинг.
11. л натурал соннинг шундай кийматини топингки, 

п +  10, п +  14 ва п  +  20 туб сонлар булсин.
12. К,уйидаги сонлар бир вацтда туб сонлар 

маслигини исботланг: 1) р +  5 ва р +  10; 2) р, 
р +  5; 3) 2Л — 1 ва 2" - f  1 (бунда п >  2).

14. Агар р  ва 8 р2 +  1 туб сонлар булса, у холда 8 /?2+  
+  2 р -\-  1 хам туб сон эканини исботланг.

К,уйидаги сонларнинг ЭКУБ ва ЭК У К  ини топинг:

була ол- 
р +  2 ва

1) 1403 ва 1053,
2) 36372 ва 147220,
3) 10140 ва 92274;
4) 35574 ва 192423;
5) 56595 ва 82467;

7) 24700, 33250.
8) 3640, 14300.
9) 41382, 103818.
10) 3327449 ва 6314153;
11) 179370199 ва 4345121.

15. 48 ва 129 сонларининг умумий булувчилари сони ва 
умумий булувчилари йигиндисини топинг.

16. 54, 88, 144 ва 162 сонларининг умумий булувчила­
рини ва уларнинг йигиндисини топинг,

17. 720 ва 1200 сонларининг булувчилари сонини то­
пинг.
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18 Берилган m £ N  сон учун т п ~' ва (т +  1)т сонлар-

нй Ь ап+2=  сонлаР УПУИ 2fln+i <
п ' /п А- а )2 +  а„ уринли эканини исботланг.

. ‘ . - ‘L * *  • . « "  « * > •  " ’ +
+  2 я  'с  вл +  «п+J +  2)2 эканини исботланг-

21 Т2347к£/ сони 8 ва 9 га цолди^сиз булинса, у хол- 
Да х ва у  ра^амларни топинг *амда 1234 ху  ва у  1234 *
ни таедосланг. -----------

22. Агар берилган хур  138 сонни 7 га булганда, 
~138~хур сонни 13 га булганда цолдицда 6 сони зрсил бул­
са ва x l y p S  сонни 11 га булганда крлдивда 5 сони ^о- 
сил булса, х, у  ва р рацамларини топинг ва эрсил булган 
сонларнинг энг каттасини ажратинг.

23. Берилган сонларнинг энг катта умумий булувчиси 
(ЭКУБ) D (a, b) =  d ни топннг.
а) 1232, 1672; б) 135, 8211; в) 549, 387;
г) 12606, 6494; д) 29719, 76501; е) 459459, 519203; 
ж) 738089; 3082607.

24. К,уйидагиларни топинг:

D(n; 2 п +  1); D (10rt +  9; п +  1); D ( 3 n +  1; 10 л +  3).

25. D  ( — ; - j  j =  1 фа^ат ва фа^ат х =  К (а, Ь) булган 

холдагина булишини исботланг.
26. а, b ва с тоц сонлар учун D (а, Ь, с) — D  | а~  Ь- ,

°———, Ь- ' булишини исботланг.
2 2 /

27. К,уйидаги системаларни натурал цийматларда ечинг:
(х  +  у =  150, (D (х, у) =  45, (ху =  8400,
ID (*, у) =  30; ( х : у =  11 :7; \D  (*. у) =  20;
х- .у— 5 :9 , (ху =  20,
D(x, у) =  28; [К(х,  у) =  10.

28. а, Ь, с мусбат бутун сонлар учун ^уйидаги муноса- 
батларни исботланг:

i s ,  , , abc D  (а, Ь, с)К  (а, Ь, с) - --------------—------ -------  ва
7 D (a ,  b )D  (а, с) D  (Ь, с)

D (a, Ь) D (a, c)D(b, с) К  (а, Ь) К  {а, с) К  (Ь, с) — агЬгсг ,
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29. а ва Ь натурал сонлар учун D(a,  Ь) =  D (5 a -f
3 a -f- 8 b) муносабат уринли эканини исботланг.

30. Агар D(a,  b ) =  1 булса, у холда, — +  —L_
a а 6

^исцармас эканини исботланг.
31. К,уйидаги талабнинг уринли эканини исботланг.

а) (62п — 1):35; б) (4Л +  15 п — 1) = 9; в) (25л+3 +  5л.Зп+г\ :
= 17; г) (62л +  Зл+2 -г  Зл) ; 11; д) (32л+2 -  8п  -  9)=64; ’ 

е) (33я+2+  5 • 23""1’'): 19; ж) (2л+5-34л +  53п+1):37; 3) (7л+г’л  
+  82п+|):57; и )  (11л+2 +  122л+|):133; к) 2л+г • Зл+  5 п -  4) ■■ 
!25; л) 52л+| +  2Л* 4 +  2л+1) ;23; м) (32л+2-52л — 33п+222̂  
= 1053; н) (4л + 1 5 «  — 1) = 9; о) 1919 +  6969 й и р и н д и  44 га 
булинади; п) 26л+178 +  2л+|78 -  26л -  2Л ифода п =  2 k  бул­
ганда ва 3 f +l78 — 3"+ ,п  — Зб" +  3" ифода п =  2 к булганда 
1969 га колдиксиз булинади.

I l l  б о б .  КАСР СО Н Л АР

1-§ . КАСР С О Н Л А Р  * А К И Д А  ТУШ УНЧА

Н атурал  сонлар устида баж ариладиган  амаллардан 
цушиш ва купайтириш ам аллари  шу сонли туплам эле- 
ментлари орасида бир цийматли баж арилиш и, айириш 
ва булиш ам аллари  эса ш артли равиш да бажарилиши 
з^а^ида маълум отларга эга булдик. Лекин натурал сон­
лар  гупламида а + х = Ь  куринишдаги тенглама Ь<аб)гл- 
ган з^олда ечимга эга эмас, шунинг учун натурал сонлар 
т^пламидан кенгроц мазмунга эга булган туплам бутун 
сонлар туплами эканлиги мактаб математикасидан маъ- 
лумдир. М аълумки, мицдорларни, кесм алар узунликла- 
ри, ю злар, хаж м лар, жисм огирликлари ва з^оказоларни 
з^амма ва^т з^ам бутун сонлар ёрдам ида ^лчашнинг 
имконияти булавермайди. Ха1\иКатан З ам - бирор мик* 
дорни маълум улчов бирлиги ёрдам ида улчаш  нати- 
ж аси бутун сон булиши учун у улчов бирлиги улчана- 
ётган мицдорда бутун сон марта булиши талаб  кили- 
нади, бу хол эса хар доим з$ам мумкин булавермайди.

А В  кесмани улчаш талаб килинаётган булсин дейлик- 
Бу кесманинг узунлигини / (АВ) орк,али белгилаймиз. Бу; 
кесмани улчаш учун узунлиги l (CD)— 1 булган CD бирлик 
кесмани танлаб оламиз.

Маълумки, кесма узунлиги куйидаги шартларга буйсу* 
нади:
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.4 I t  Л В) у з у н л и к  манфиймас: 1 ( А В ) > 0 ,  агар В
”  у \ L b  i m  ~ o ,

*2? '  l(AB)  =  I (ВА) булади;
ПАВ) =  1(АС) +  1{СВ), яъни кесма булаклари узун- 

арининг йигиндиси шу кесманинг узунлигига тенгдир. 
ЛИК4S кесма узунлигини улчаш  учун шу ю ^орида келти- 

iraH ш артларга таянган холда куйидаги холларни к^- 
р и б  чикамиз.

1-х  о л. Агар .4В кесманинг устига С£> бирлик кесма- 
ни 4 учдан бошлаб кетма-кет куйиб чикданимизда CD 
к е с м а  АВ  кесма устига бутун сон марта ж ойлаш са, у 
х о л д а  натурал сон хосил булади.

2-.хол. Агар АВ  кесмага CD кесмани кетма-кет жой- 
лаштириш натижасида А В кесмадан бирор ЕВ  кесма ортиб 
ёки етмай колса, у холда маълум буладики, CD кесма АВ  
га тулик бутун сон марта жойлашмайди. Бундай холда CD
кесмани п та тенг булакка буламиз; сунгра —  l(CD)  узун-

П
л ик даги  кесмани А В кесмага учидан бошлаб куйганимизда
— I (CD) улчов бирлиги m марта тулик жойлашса, у холда
П

l { A B ) ~ - -  l(CD) булади ва l ( CD) =  1 эканини эътиборга
П

олсак. у холда / [АВ) =  —  булади
П

Одатда бундай улчашлар каср (.рационал) сонларни кел- 
тириб чикаради, бундай сонлар туплами эса рационал сон­
лар туплами деб царалади

Шундай ^илиб. —  куринишдаги каср сонни хосил цил-
П

дик. бу ерда т касрнинг с у  рат и, п мах ражи дейилади.
1 7 - т а ъ р и ф.  Агар — ва — касрлар учун рп =  mq

я *
шарти бажарилса, у  холда б у  касрлар тенг дейилади ва
Р ___  т
ч ~~ ~  кУРи ниш да ёзилади.

Из о х .  «Тенг» дегани «худди шунинг узи» деган маъно-
ни ®илДирмайди. Масалан, —  = — , чунки 3 - 8 =  4-6.  Бу

3  4 8
ерда ва касрлар микдор жихатидан тенг, лекин уз- 
лари турличадир.

касрлар учун цуйидаги хоссалар уринлидир:



1. Х,ар цандай каср дзи-узига тенг: ~ =  ~  (рефд ] 

сивлик Х0СС'1Си), чунки ab =  Ьа.

2. Агар ~  =  - i  бдлса, у  ф лд а  ~  =  j  булади (СИм.
метриклик хоссаси).

Ха^и^атан ^ам, ad =  be дан cb — da ни ёза оламиз.
3. Агар ~  =  4  булиб, 4  -  —  булса, у холда -1 -
1 ь d d п Ь ~~

— — бдлади (транзитивлик хоссаси).

Ха^ицатан ^ам:

— =  ad = Ь с  
Ь d

с / , ,
— ——  = > п с  — Id
d п

>adnc= bc!d => ап — Ы-

b n

4. Агар  — каернинг cypam ва махражини нолдан
q

фарцли т ф 0 сонга кдпайтирсак ёки бдлсак, унинг цийма-
ти дзгармайди, яъни-. р q m  — qpm ёки — =

q q ■ т  q

— — — бдлади, q : т
Энди бир нечта каерларни умумий м ахраж га келти- 

риш масаласи билан ш угулланамиз.
1 8 - т а ъ р и ф .  Бир неча каерни ум ум ий махраж га 

келтириш деб, бу каерларнинг цийматларини дзгартир- 
масдан ула р ни  бир хи л  махраж га олиб  келувчи  алмаш- 
тиришга айтилади.

М и с о л .  —  ва —  каерларни умумий махражга келти-
q п

ринг.
Е ч и ш .  — каерни — -  ва — =  2-L3- куринишда ал* 

q q • п  п  п  • q

маштирамиз, натижада бир хил махражли —  ва —  каср-
nq nq

лар ^осил булади.
К аерларни умумий м ахраж га келтириш учун м а х р а ж -  

ларнинг ^ам масига булинадиган нхтиёрий сонни тан л аШ  
ёки шу м ахраж да цатнаш аётган сонларнинг энг к и ч и к  
умумий булинувчисини топиш лозим. К аерларни у м у м и й  
м ахраж га келтириш дан олдин уни ^исцартириш га а^а-



л иш керак. К асрларни умумий м ахраж га келти- 
мИят оер' й и Д а г и  хусусий ^олларни цараш  мумкин: 
РиШДаБироРта ^ ам м ах р аж л ар ж у ф ти  умумий купайтув- 

га эмас. Бундай ^олда м ахраж лар узаро  туб сон- 
чИгаЛ либ умумий м ахраж  уларнинг купайтмаси булади. 
лаР9 К и с к а р м а й д и г а н  касрларнинг энг катта махраж и 

пган махражларнинг *ар бирига булинади. У *олда 
а махраж цолган барча махраж ларнинг энг кичик 

vmvmhS булинувчисидан иборат булади.
И з о * .  ХаР КанДай бутун соннинг махраж и бирга 

т ен г  деб келишиб олинган.
49- т е о р е м а .  А гар иккита цисцармайдиган каср  

йзаро тенг б у м а , у  холда  уларнинг сурати суратига ва  
махражи махражига тенг булади.

Ис б о т и .  Шартга к\ра - -  касрда D{p,  q) =  1 ва — да
Я п

D(m, п) — 1 хамда — =  — берилган. 18-таърифга асосан

JL — £ 1  ва — =  —  булиб, —  =  — дан рп  =  mq ни ё за 
q qn п nq nq nq

оламиз. Бу тенгликнинг чап томони р  га булинади, демак, 
унг томони хам р га булинади, m q\p . Лекин D(p,  q ) =  1 
булгани учун m'-р булиб, m — p k  булади. Иккинчи томон- 
дан, чап томон .^ам т га булинади. Лекин D (т, q) — 1 
булганидан р \т  булиб, р =  m k1 булади. Бундан тр =  m pkxk 
булиб ва k, эканини эътиборга олсак, kxk  =  1 дан
ki~- 1 ва k =  1 булади. Демак, p =  m kt ва m — pk  лардан 
р — т ва pn — mq дан q — n  экани келиб чикади. Шу би­
лан теорема исботланди.

2- §. КАСР СОНЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

1 9 - т а ъ р и ф.  — ва — касрларнинг йит ндиси деб
ad-\- Ьс  ̂ ^

~  касрга айтилади ва цуйидагича белгиланади:

ad  +  be

b d bd 

М и с о л л а р .  1) 2 + ± = - E ± I l  =  J 2  ; 2 ) 1  +  1  =
, , 0 '  3 5 15 15 5 5•= -1 +  2 з

5 5 *
1 ^ " а т и ж а .  Агар берилган йигиндида цатнашаётган 
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цушилувчилардан бири ни еки иккаласини унга тенкL. 
ган каср билан алмаштирилса, хосил булган йитиди- 
киймати узгармайди, яъни:

I. а __ a j 

* '  67 
с __ с

7 ~  7

0  й — Jh 
b fcj

1_ _ ci
d d,

^  b d bI d,
Натижани исботлашда биринчи .yvi билан чекланамиз:
а  __ a t

b bi
с __ с

d ~  d

ab i =  a f i^ a b id d  =  ajbdd 
cd =  cd => cdbb1 =  cdbb} abtdd -f  cbbxd ~

=  a ^ a d  — cbbtd => (ad +  cb) b^d =  (o ,d  - f  cbj) bd =
ad  -j- <>( 

bd

_  Uyatd -j- сйх

b .d

Н атиж анинг иккинчи ^оли хам шунга ухшаш исбот- 
ланади.

5 0 - т е о р е м а .  К аерларни куш иш  ам али урин ал- 
маштириш в а г урухлаш хоссаларига эга

,  j  . .  а с  m _  -  „И с б о т и .  — , — ва — каерлар берилган булсин.
Ь d п

1 о  a. о , с a d -т- Ьс12- таърифга а с о с а н -----------= ------------
b d bd

Т, be -  ad
bd

bc_
bd

, ad с . a~i------=  — ------ булади.
bd d b
Теоремадаги иккинчи хоссани исботлаш да к а е р л а р н и  

умумий м ахраж га келтириб, сунгра гурухлаш  хоссаси- 
нинг уринли эканига ишонч хосил килиш мумкин.

2 0 - т а ъ р и ф .  — ва —
i  d

каерларнинг купайтмаси деб,

—  каерга айтилади ва — • — =  —  кйринишда ёзилади- 
bd ь d bd

М и с о л л а p. I) — - — =  —  ; 2) 
4 7  2 8

—  L  =  Л
II  ' 7 77  '

16- н а т и ж  а. А гар  берилган купайтмада цатнашаеТ'
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ган купайтувчиларнинг бирини ёки иккаласини ии 
Ш г  каср билан алмаштирилса, купайтма узгарм айди
тенг

I ) -  =  а-г 
ь

Сс
d d

а с  __ ас __  ̂ ___ Q\C

Ь d bd bi d bid

2) £. =  —1 ва -  =  - г  булса,

£L =  £i£i булади. 
bd b^di
Касрларни купайтириш  ам али  урин ал м аш ти р и ш  ва

rvDY%naiu хоссаларига эга.
. о с  „ ,  ,  а

21- т а ъ р и ф .  — еа — касрларнинг аиирмаси деб, — — 
Ь d Ь

-  — тенгликни ва б улинмаси деб, — — — • —
d y Ь d У

тенгликни каноатлантирадиган —  т орга  айтилади.
у

Айирма — — ------- - , булинма — =  — : — куринишлар-
у  b d у  b d

да ёзилади.
Шундай цилиб, айириш амали цушиш амалига, булиш 

амали купайтириш ам алига тескари амал сифатида таъ- 
рифланади.

Агар 4  ва — касрлар берилиб, ad >  be шарти бажа-
b d

рилса, у х,олда — >  — деб ^аралади.
b d

Каср сонлар устида амал бажариш асосан шу амалнинг 
берилишига караб бажарилади. Касрлар узининг тузилиши 
жи^атидан икки ту р га— оддий ва унли каерларга булинади. 

ДДий касрлар хам икки турга, яъни тутри ва нотугри
каерларга ажралади. Агар берилган - j  каср учун а <  b

ш арт уринли булса, у ^олда бу каср m yrpu , а >  b булса, 
КасР де^ аталаДи- Тутри ва нотугри касрлар учун 

>рт асосий арифметик амал ю^орида келтирилган ^оидалар
2оДа б а ж аРилаДи.

8Q v т а ъ Р и Ф- Агар б ер и л га н  ка ер н и н г  м ахраж и у н  
да кНН1\Нг̂ араЖ алаРи °Р ^али  иф о д а ла н га н  б$лса , у  цол- 

Ундай каср ун ли  каср  д ей и ла д и .



Масалан, >1 1251
10 10 100 1000 ва

касрлардир. by касрларни махражсиз 
яъни 0,1; 0,2; 0,11; 0,125 ва ^оказо.

хоказо касрлар 
ёзиш Мум

Касрни махражсиз унли каср шаклида ёзиш учу»;1Я  
ратини ёзиб, махражда цанча ноль булса, шунча ракам ч 
унгдан чапга саналади, шундан кейин саналган ракам* 
ларни вергул билан ажратилади; агар суратдаги ракам* 
лар санаш учун етмаса, бу холда чап томонга цУшимч» 
ноллар ёзилади. Натижада у бундай Уцилади: аввал 
вергулгача ра^амлар билан ифодаланган сон айтилади 
сунгра «бутун» сузи айтилади ва ундан кейин каср мах­
ражи кайд этилиб, сунгра вергулдан кейинги ра^амлар 
билан ифодаланган сон айтилади.

М и со л . 0.021 = — , 3,255= 3 - ^  = — ,
1000 1000 1000

2 — 2 ,000 , 0 = 0,000 . . . ва хоказо.
23- т а ъ р и ф. Унли ка срда  в ер гул дан  олдин ёзилган 

рацамлардан иборат сонни унли касрнинг характеристи- 
каси, в ер гул дан  кейин ёзилган ра^амлардан иборат сон­
ни унинг мантиссаси дейилади.

М и с о л . 34, 671 касрнинг характеристикам  34, ман­
тиссаси эса 671.

Унли касрни умумии ^олда апап 1Л Л—1 ЬуЬ.2 . . .  ьк 
унинг ха- 

Берилган 
вергулини 
орттириш

куринишда ифодаланади, бу ерда апап_] . . . а г 
рактеристикаси, blb2 . . . bk эса мантиссасидир. 
унли касрни 10* кадар камайтириш учун унинг 
унгдан чапга ь а̂раб k хона суриш, 10* кадар 
учун вергулни чапдан унгга ^араб k хона суриш кифоя- 
дир. - ж И

Унли касрлар устида к,ушиш ва айириш амалларини ба- 
жариш худди натурал сонлар устидаги амаллар каби бажч- 
рилиб, вергулни у  цушилувчиларнинг ва а й и р и л у вчи л а р н и н г  
цаерида булса, йиринди ва айирмада шу жойига куйиш ке* 
рак.

Мисоллар. 1) 0,6273 +  3,004 +  12,17=  15,8013
0,6273 
3,004 

12,17
+

15,8013
2) 1,204 — 0,6308 =  0,5732
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_  1204 
0,6308
0,5732

Унли касрларни купайтириш худди натупял ™ 
к у п а й т и р и ш  каби бажарилиб, бунда к?паювчи в а к Ж “ 
тувчида нечта унли хона рацамлар булса » «„  * У

& * х ? , , л г * w a 6  ш-™ а

X 3,25 + 2 та 
1 та
3 та

Унли к а с р л а р  и и б у л и ш . Бизга А =
ап ■ ■ ■ а 1*1 • • • bk

10*

ва В =
ш  '° ткасрларнинг булинмасини

унли касрлар берилган булсин. Бу

А:В = ап ■ ■ ■ а А  • • • bk сп ■ ■ ■ c i rfi  • ' ' d n
10* 10"

ап . . . а,*, . . . bk 
. . . c ldl . . . dm ' Ш

куринишида ифодаланади. Бу ерда шуни цайд килиш 
керакки, ;унли касрни унли касрга булишда ^ар доим 
>̂ ам чекли унли каср чицавермайди, балки чексиз унли
каср ^осил булиши хам мумкин.

3- § .  ОДДИЙ КАСРНИ УНЛИ КАСРГА ВА УНЛИ КАСРНИ 
ОДДИЙ КАСРГА АЙЛАНТИРИШ

Арифметикада берилган оддий касрни унли касрга ай- 
лантирищ масаласи узига хос а^амиятга эга. Берилган
— оддий каср учун (a, b)=  1 шарти бажарилган булсин 

дейлик, у ^олда Ь соннинг каноник ёйилмасига а^амият
берамиз. Бунда — касрнинг махражи b учун ушбу доллар-

ь
Д?н бири булиши мумкин:

1) Ь — 2а ; 5В ; 2а • 5Р булади;
2) Ь= 2е • р‘;  • £  . . . р ' п  ёки Ь = 5“ р\ ' . .  . р\  ;
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b = 2“ • 5P • p\'. . . p nn булади; 'j
3) b =  p'1 • p '  ■ ■ ■ P nn \ РкФ  2; 5 Л t =  TTTi булади.
5 1 - т е о р е м а .  К^ис^армайдиган оддий каср  й д  

унли касрга айланиши учун махражининг каноник  
масида 2 ва 5 дан боич^а туб купайтувчилар булмас 
з а р ур  ва етарлидир.

И сб о ти . Кис^армайдиган -  каср берилган булиб Сд,д  

да b — 2а, 5е; 2а 5Р булсин.
JL  -

5Р 10е '

г- а а 0 . 5*  _ а
Ьу холда — = —  = ------ еки —

Ь 2“  10а ь

еки — -ь
а  • 2 Р ■ 5а  а  • 2е-01

2а • 5е

а  > р учун — 

булади.

Ю' 
. 5а~р
10“

,а-Р 10р Р > а  учун ёки

булган чекли унли каср хосил

— учун а < Ь булиб, — = 0 ,  с хс 2
о  ’ Ь

с ,с ,  . . .  С.

10л
булсин дейлик. Агар — учун (а, b) = 1 булиб, — =

__ ь ь
булса, /? = 10а -  2П • 5" булади. Бу хол

с. с, ■ с„

1°" —  учун теорема исбот булди.

С1С2 . . . с„ - Я
------—-----  каср ^ис^арадиган каср булсин деилик, у Х0-1'

да с,с2 . . . с п = dk ва 10л =  dl булиб, — =  у  эканлигидан

ft = / булади. Энди I нинг каноник ёйилмасида 2 ва 5 дан 
таш^ари бирорта р туб сон булсин дейлик, у х,олда / = Р 
булиб. Id — p ld — 10” булади. Бундан 10” эса р га булина­
ди, бунинг эса булиниши мумкин эмас, чунки 10” фа^ат 2 
ва 5 га ёки 2П ва 5” га булинади. Шу билан теорема бу 
холда хам исбот цилинди.

— ^исцармас оддий тугри касрнинг махражи Ь нинг ка­

ноник ёйилмасида 2 ва  5 туб сонлари к а т н а ш м а с и н ,  яъНИ

b — р ‘' рпп, р(Ф  2; 5 АI = 1, п. (О
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асосан а  ни Ь га булганда .хосил буладиган ^олдик- 
Ш гф О ,  *' = !■ п бУлади- Бунинг учун а  ни 10 га ку-
пайтирч6' b га буламнз: 10 а =  &/, -  г„ бунда 0 <  /-, <  Ь 
бГлади. бундан ~ --- ^  +  j Q булиб. г, =  О булса, у  *ол-

ла Si. унли каср булади, шартга асосан бунинг бУлнши 
10мумкин эмас. Юкоридаги усулда булишни давом эттирамиз. 

яъни
10 a = bqx — г„
Юг, =  bq2- r  г,,
\0r2 = bq3 - r r 3

ларни топамиз Сунгра 10 a  = bqt +  r l га 10 г, = bq, — г ,
дан г ,  ни топиб kv h c p k .  у  хрлда — 10 ~ ?2

Y 6 Ю* 10г* Л
сил булади. Худди шунга ухшаш. маълум k- кадамдан
кейин 10 <?i -  Ю* ~У. . . . -f- 10 —, — Qb К

* *  i ?  " +  ,V 7  ни
хосил ^иламиз. Бундан — — 0. qyq2 • ••<?* +  цУ^Т НИ ^зиш

мумкин. „ ,
Энди булинма ва к р л  д и к  нинг баъзи хоссаларини курио 

чи а̂миз:
Г. г i сонлар 0 < г : <Ь  булиб. нолга тенг була олмаи- 

ди. чунки акс >рлд? берилган каср чекли унли касрга айла- 
нади. бу эса шартга зиддир.

2°. Барча qi булиималар 10 дан кичик сонлар булиб,
уларнинг бутун сон эканлиги крлдикли булиш хоссасндан 
келиб чик,ади.

3". Барча ^олдик,лар ^ар хил була олмайди, чунки г ( < Ь
83 Ь чекли сон эканлиглдан, турлича цолдицляр Ь — 1 та 
Дан куп була олмайди.

4 г, ларнинг бирортаси ^ам ноль бума олмаслигига 
асосан цолдик,лар ва булинмалар даврий равишда такрорлана- 
ДИ- r i— г2 =  гт+2; . ва <7i —<7t+p Яг~Ях+г' • ’ • 

Юцорида келтирилган маълумотга асосан барча цолди^- 
лаР ^ар хил була олмасликлари маълум ва гк — г, булсин 
Деб фараз этамиз У ^олда 10 rk = bqk+] +  г*+1 ва 10rz = 

i + r/+i булади. Бундан 10 (гк — г() =  0 дан (<7*+i —



— ?i+,) 6 = '* + 1 — ri-t-i булади. Бу тенгликнинг. чап ~, Д  
ft га булинади, демак, унг киеми хам булиниши кег-^Я 
кин rk+l < b ва г/+1 < Ь булгани учун rt+| — #• ^  0' *■
лиши зарурдир. Бундан (<7*+, — ?/+1) Ь = 0 булиб, 
эканидан <7А+1 =  ql+] экани келиб чицади. Бу ^осил 
ган натижаларга суянган ^олда г к+] = л/+1; гк+2 = г/+ •
ва 9*4-1 = Яi+i' 9*+2 ~  9/4-2; • • ■ 9*4-/ = 9/4-/> • • • ларни ёзн- 
шимиз мумкин. Худди шунга ухшаш, rk_x ~ r t_{ ва q
=  9/_i ва хоказодан охирида гх =  л;_А+! ва (?1 =  ^  
га эга буламиз, бу ерда / — /с = т десак, г, = гт+[1 9l =_  ̂
ларни ^осил ^иламиз.

5°. Энди а = гх ва <7, =  ^т+, булишини курсатамиз. 
Х^ицатан ^зм, I0a = bql + r 1, 10 rx =  bqx+l + гт 

эканлигидаи ва г 1 — гт+1 га асосан 10 а — qyb = 10 г _
— 9т-иь ёки 10 (а — rT)~  (9i — 9T4_i) Ь булади. Шартга кура 
( 10, b)=  1 эканини эътиборга олсак, а — гх ва 9i = 9r+( 
экани келиб чикади.

6Э. qv  92 . . . ва г ,, г2, . . .  царалаётган жараёнда яго- 
надир ва шу билан бирга r (— гх+[ ва ?(. =  qx+[ булиб, 
а ------------------- гх
— = 0 , qxq„ . . .  q А---------дан ва а = г .  га асосан
* 10г Ь т

~  — 0, qtfi . . . qx Н— ^— экани келиб чикади. Бу ерда о 10 b
т — давр узунлиги  дейилиб, ~  = 0 . (9i92 • • • 9Т) курини-
шидат^соф_даврий унли каср ^осил булади, яъни: Д
± _  ЯхЯг ■■■ Ях а __ Я1Я2 ■ • • Ях , 1 I QiQt • • • ях i
b 10* >0T b ю т +  10T \ Ют

a
+  *-----

10т 6

Агар уни оддий касрга айлантирсак, у ^олда:

о. ( а д , . . .  ? , )  = ? *  . . .  , t ( ^  +  - ^ Г  +  - s r r  +■■•) ”
1 ____________________________ й

---------  Ют Я1Я1 •••<7Т ЯгЯг • ■ • х̂_
=  9 i9-2 • • • 9 t  1 =  |0t - i  “  99 . . .  9

10т * Я
куринишидаги оддий каср ^осил булади.

Я1Я2 ■ ■ ■ чх ■ Ях
10* 102х +  . . . =  О, (9х9з• • 'УМ



М и с о л .  u оддий каерни унли касрга айлантиринг.

Ечиш: 1 0 - 2 = 1 Ы + 9 ;  10-9 = 11-8 +  2; 10-2 = 
= 0 , (18) булиб, т = 2 , г г= 9 ;демак.

11

Рп ёки 5р- Pi1' . . . phn 

а-5“~*

__ 2; г3 = 9 ; г4 = 2 эканидан г1 =  г2+1; % = ?2+| булади. 
Бу мисолдан куриниб турибдики, 5=11 туб сон булганлиги 
саб&бли — каср соф 0 , (18) даврий унли касрга айланади.

Мисол. 0, (36) ни оддий касрга айлантиринг.
36 4 а

Ечиш . 0, (36) = — = — *осил булади. Энди бизга —

каернинг махражи Ь = 2а р1' 
каби булсин дейлик, яъни; 
а _  a-5g ~ p =  J _  0 -5“ - ^
Т _  ю“ -р ю“
=Л, (qfa , . . <?t) булиб, Л даврий каернинг характеристика- 
сидир (Л нолга тенг булиши хам мумкин).
Демак, т^гг-Л, О м Г Г Г Г ^ ) =  —  И +  0, (<7,<7,  . . .

.T~ ^jT=  - 4  +  =  А - +  о ,о о , . .
, na  I na  10“  ------ -'

—— -----  булсин, у ^олда

. qx) = 5, c 1c i
10

~ a  +  0,00
a  та

. 0  (q iq2 . . .  <7t) = B,
a  та

C iC t • • • Ca  ((?!<72 . . .  <?T).

БУ 5 , c,c2 . . . ca (qyq2 . . . qx) чексиз унли каердир, бун­
да маълум гурух рацамлар даврий равишда такрорланади, 
шу билан бирга давр дархол вергулдан кейин эмас, балки 
бирор жойдан бошланади. Бундай каерларни аралаш дав­
рий унли каерлар деб аталади.

М и со л . 1  каерни унли касрга айлантиринг.

Ечиш. — — 15 — 1 15— 1
- 3 0  |22

0,136

140
[32

80

^ 8 0

22 110 10 11 10
1,(36)= 0,1(36)
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О, с,с2 . . .  c r(q,q, . . . qT) касрни оддий касрга айланТи 
талаб цилинган булсин. Бунинг учун о 77—

П ’ 1 * • , .
■ • • с„(<м2 q j  деб белгилайлик. 0 . с , с г . . ,

ттх 110п га купайтириб буламиз, иатижада — — *---- гТУ яИ
п ю" 1 12 • с, 'T-

f  0 . (qiq.2 . qx =
10" (10* —H10n

c ,t .  < n (10х — 1) +  <?i<73 .

<10T -  1)10"
f j f j  10 f j f 2 ( n — q t f ;

(10* -  1) 10n

c i ct  • 9= Q i — CiCt cn

99 . - 9 00 0
x n

ХОСИЛ булади. Демак. ноль характеристикали аралаш даврий 
унли касрга тенг булган оддий касрнинг сурати иккинчи 
давргача булган мантисса рангам лари билан ифодаланган 
сондан биринчи давргача булган мантисса рацамлари билан 
ифодаланган соннинг айирмасига тенг булиб, махражи эса 
биринчи даврдаги рацамларни 9 разами "билан ва биринчи 
давргача мантисса ра^амлари к,анча булса, шунча ноллар 
билан алмаштиришдан ^осил булади.

М и с о л . 0.6 (41) касрни оддий касрга айлантиринг.

ЕЧИШ 0.6 (41)  =  — =  S3S д  ^27 
990 ЭЭО 198

Барча куринишдаги чексиз даврий унли к а с р  сонлар 
рационал сонлар, бундай сонлар туплами эса рационал 
сонлар туплами дейилади.

4- §. ТАКРИБИИ ^ИСО БЛАШ ЛАР

А. С о н л а р н и н г  т а ^ р и б и й  ц и й м а т л а р и .  
Маълумки, кундалик ^аётимизда айрим .^оллардан таш- 
цари ^амма ва^т ани^ сонлар билан эмас, балки такРи‘ 
бий аникланган сонлар билан иш куришга tj?fph келади- 
Та^рибий сонларнинг ^осил булиш манбалари хилма-хил 
булиб, бу сонлар асосан:
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0в асбобларининг аникмаслиги,
|лчаш жараёнининг хар хиллиги ёки шароитнинг

ва  сезиш органларимизнинг маълум дара-
oiia аниксизлиги'

айрим холларда сонларни яхлитлашнинг зарурли-
шароитлар натижасида юзага келишини хисоб-

[аол'йшимиз зарурдир.
Шунинг учун  кам аирим колларда улчанадиган мик* 

пнинг аниц цийматини топишдан воз кечиб, бири бе- 
Д'и1ган микдорнинг какикий цийматидан кичик, иккинчи- 
Р 'с а  катта  б у л г а н  икки сонни топишга т^ р и  келади. 
сундай холда  микдорнинг кийматини такрибий сонлар 
ё р д а м и д а  иф одалаш  имкониятига эга б^ламиз. Масалан, 
бирор моддани у л ч а г а н д а  у 8,864 г дан ортик, 9,128 г 
дан кам келди дейлик. Бундай колда бу модданинг ofhp- 
лигини тахм и н ан  9 г  деб оламиз. Келтирилган мисолдан 
кур и ни б  турибдики , такрибий сонларни хосил цилишнинг 
яна бир усули  б у  сонларни яхлитлашдир.

Шу билан бирга яхлитлашни к^п сонли нарсаларни 
хисоблаш натижасида аник натижа косил килиш амалий 
жихатдан мумкин булмаганда хам цулланади. Масалан, 
шахар ёки кишлок аз^олисини кисобга олиш жараёнида 
яхлитлаб айтиш бунга мисол була олади.

Бундан тчшкари, айрим сонларни, масалан ]/"3, sin37J, 
lgl7, я  кабиларни ^исоблаш натижасида такрибий сон ,\о- 
сил булади, чункн бу сонларни аник кисоблаб, натижасини 
айтиш мумкин эмас.

Такрибий сонлар билан ишлаш жараёнида, айрим 
кисобчилар такрибий сонлар устида тегишли амалларни 
бажариш коидасини етарлича билмасликлари натижаси­
да нотутри натижага эришадилар.

^Мисол.  Тугри туртбурчак шаклидаги ер майдонининг 
буйи 446,5 м < х <447,5 м ва энн 210,5 м <  у  <211 , 5  м 
булса, унинг юзини топинг.

Ечиш.  Агар тугри туртбурчак улчамларининг урта ариф­
метик киймати билан чегараланиб. у =  211 м ва х — 447 м 
Деб олсак, у колда S = xy — 94317 кв. м булади. Агар бе­
рилган улчамларни у  =  211 ± 0,5 ва х=  247 ± 0,5 кури- 
н ищи д а  ифодалаб, унинг юзини сунгра куш тенгсизлик асо- 
сида ифодаласак, у колда 93988,25 кв.м <  5  <94946,25 кв.м 
>Ринищдаги натижа косил булади. Х,осил килинган нати- 
ада х.атто юзлик хона ракамига кам ишониш мумкин эмас- 
!ги 0ЧИК куриниб турибди.
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Худди шу каби, 1 р а д »  —  да да 57° 19' 29" aeg
Л 0 ,1 4

куп ^олларда ишлатамиз. Лекин я  да 3,14 >;ам купол та^- 
рибий киймат булганлиги сабабли 1 рад да 57° деб ишлат;:ш 
м а ^ с а д г а  мувофи^лигини кайд килиш мумкин.

Б. А б с о л ю т  в а н и с б и й  х а т о л и к л а р  ^ а ^ и д а  
т у ш у н ч а .  С о н н и н г  а н и к  в а  шу б х . а л и  р а ц а м л а ­
ри.  А = 32,855 сони берилган булсин. Бу сонни 0,01 гача 
ани^ликда яхлитлаш натижасида а — 32,86 косил булади. 
Одатда а = 32,86 сони А — 32,855 сонннинг 0,01 аниклик- 
даги такрибий киймати булганлиги учун хатолик 
а — А = 32,86 — 32,855 = 0,005 ёки А — а =  — 0,005 дан 
иборат булиб, |А— а ] — 0,005 булади. Шунинг учун аник 
А соннинг такрибий киймати булган а сон учун а с  А ёки 
а > А экани маълум булса, у ^олда а мос равишда ками 
билан ёки opmuFu билан олинган такрибий циймат деб 
Каралади.

24-т а ъ р и ф .  Агар А соннинг такрибий циймати а 
сон булса, у  х{слда. А —а айирманинг абсолют киймати 
такрибий кийматнинг хак.икий абсолют хатолиги дейи- 
лади ва 'Л — а\ =  а  куринишда белгиланади.

24- таърифдан келиб чикадики, агар а < А булса, у  хол­
да Л = а +  а  ва а >  А булса, у колда А — а =  — (а —
— Л ) = — а=> А = а — а  булади.

А сон номаълум булганда а такрибий соннинг абсолют 
хатолиги хам номаълум булиши аёндир.

25- т а ъ р и ф . Агар а такрибий соннинг хающий аб­
солют хатолиги учун а  <  А а муносабат уринли бдлса, 
у  х;олда А а сон а нинг абсолют хатолиги чегараси дейи- 
лади.

Бу таърифдан бевосита |А — а| = а  <  Д а о  \А — а| <
<  Д а о  — Д а < А — а < Д а о  а — Д а < А <  а +  Да =>

=ф- А = а ± ЙДЛ 
булади, бу ерда О < 0 < 1. Агар 0=  1 булса, у ^олда 
А = а ± Да деб цараш |А— а| = Да деб тушуниш билан 
умуман бир хилдир.

Ми со л  . А =  17,7 ± 0,1 булса, у колда 17,6 <17,8 
булиб, да •— 0,1 булади.

26- т а ъ р и ф. а такрибий соннинг нисбий хатолиги
деб, —  =  б сонга айтилади.

а
а такрибий соннинг нисбий хатолиги сузи урнига келгу- 

сида ба ёки б (а) куринишидаги белгилашларнинг бирнни 
ишлатамиз.
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1 - м и с о л
топинг.

Е ч и ш .

а =  2,8 ± 0,007 сонининг нисбий хатолигини

0,007
2,8

2 - ми со л .  Агар а = 21 0  сони б (а) = 0,3% нисбий ха- 
толик билан улчанган булса, унинг абсолют хатолигини
топинг.

Е ч и ш .  д я  = 210 0,003 = 0,63.
Юцорида келтирилган фикрлардан куриниб турибди- 

ки, та^рибий сонларнинг абсолют хатолиги охирги са^- 
ланган хона бирлигидан ошмаслиги, агар чексиз туедиз- 
лар ^атори ташланса, камайиши худди шу хонанинг бир- 
лигига тенглиги равшандир.

Бирор А соннинг тацрибий циймати а мавжуд булсин 
дейлик ва а сонда п та белги бор деб фараз этайлик. 
Агар а соннинг максимал абсолют хатолиги чапдан охир­
ги п- хонанинг бирлигидан ошмаса, а сон п та ишончли 
бел ги  билан олинган тацрибий циймат ^амда абсолют 
хатолик п- хона бирлигининг ярмидан ошмаса, у ^олда 
мактаб математикасидаги цоидага асосан яхлитлашга 
(тулдириш цоидаси) кура п та ишончли белги бор тацри- 
бий киймат деймиз. М асалан, Л =42,399812 сонидабта 
ишончли ракамни ^осил ^илиш учун тулдириш цоидаси 
буйича 8 , 1, 2 ни ташлаб юборсак, цолдириладиган 9 
ра^ам бир бирликка ортиб, 42,400 сони ^осил булади. 
Бунда абсолют хатолик 0,0005 дан кичик булади ва 
42,400 сонининг учта охирги разами А соннинг учта мос 
ра^амларига тугри келмаса ^ам бу сон бешта ишончли 
рацамга эга. Бу тушунчани умумлаштириш мацсадида 
куйидаги жадвални келтирамиз:

Биринчи
цийматли

раками

Нисбий хатолик

Ю % 
гача

5 % 
гача

1 % 
гача

0.5%
гача

0.01%
гача

0,05%
гача

0.001%
гача

0,005%
гача

1 1 2 2 3 3 4 4 5
2 1 2 2 3 3 4 4 5
3 1 1 2 2 3 3 4 4
4 1 1 2 2 3 3 4 4
5 1 1 2 2 3 3 4 4

1 6 1 1 2 2 3 3 4 4
7 1 1 2 2 3 3 4 4
8 1 1 2 2 3 3 4 4

1 9 1 1 2 2 3 3 4 4
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М и с о л .  84,42 сонининг нисбий хатолиги 1 % га тенг 
булса, унда нечта ишончли ра^ам бор?

Е ч и ш .  Бунинг учун 8 - сатр ва 1 % ли устуннинг 
кесишган жойидаги сон 2 ни топамиз. Демак, 84,42 сони- 
да 2 та ишончли рацам бор.

В. Т а ц р и б и й  с о н л а р  у с т и д а  б а ж а р и л а д и г а н  
а м а л л а р  н а т и ж а л а р и н и н г  х а т о л и к л а р и н и  то­
пиш.  х  ж  а  ±  Д а  ва у  ж  b ± sb  сонлар берилган булсин, 
у з^олда ю^орида куриб утилган шартларга асосан а—д а < 

< а  - f  д а  ва b — A b ^ y < b  + Ab эканини эътиборга 
олиб, х +  у  ж  (а +  Ь) ± (Д а +  Д Ь) ни ёзиш мумкин. Бундан 
д ( а  +  Ь) = д а  +  д Ь  булади. Демак, йигиндининг абсолют 
хатолиги цушилувчилар абсолют хатоликларининг u u f u h - 
дисига тенг.

М и со л  . х ж  5,732 ± 0,001, у х  7,111 ± 0,002 булса, у 
зфлда * 4 -  у  ж  12,843 ± 0,003 булади.

Йигиндининг нисбий хатолиги ю^оридаги мулоз^азага

асосан б (а 4- Ь) — А =  -  ■- бдлади. Бундан 6 (а+
a  -f- b a 4- Ь

, , ч Д а Ч- Д 6 Д а  . Д Ь а Д а ,  Ь ЛЬ4- Ь)~ ----------- ------------- 1--------- = -----------------1--------------- .
а +  Ь а +  Ь a-\-b a -\ -b  а a +  b Ь

Энди, масалан —  — б (а) ва — = 6 (b) лар учун 6(а)<д(Ь) 
а Ь

булса, у з^олда б (a -f  6) < —-— 6(b)-]----- -— 6(b) =
а +  Ь о +  6

= £± * 6 (Ъ) о  6 (а +  Ь) <  6(b)
а -f- Ь

экани келиб чии,ади. Демак, йигиндининг нисбий хатолиги 
цушилувчилар нисбий хатоликларининг энг каттасидан 
ортмайди,

М и с о л .  х ж  5,732 ± 0,001, у  яг 7,111 ± 0,002 булса, 
у з^олда б (а + Ь) < 6 (Ь), чунки б (а) =  0,00018, 6 (6) =

= 0,00029 ва б (а+  Ь)= * =  0,00023.
a  -f- b

Агар х= а ± Аа=> а — Д а < х < а  +  Да,  у  =  b ± АЬ =► 
=>b — д Ь < х < 6 4 - Д Ь  га асосан куш тенгсизликларни 
з^адлаб айирсак,

_  а — Д о < д : < а + Д а
b +  & b > y > b  — Д Ь___________________
о — Ь — (Д а + Д 6) «£дг —У^ а  — 6-)- (Да +  Д6)
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хосил булиб, бундан х — у  *  а — Ь ± (д а +  д Ь) ни ёза
оламиз.

Демак, айирманинг а б сот т  хатолиги камаювчи ва 
аиирилувчи абсолют хатоликларининг йигиндисига тенг,
унинг нисбий хатолиги эса 6 ( а — Ь) — —— —  булади.

Агар берилган х ~ а ± \ а  ва y ? z b  — \ Ь ларни a — д а ^
< а а  4- Д а ва Ь — л Ь ^ « / < Ь  +  ДЬ куринншда олиб, 
(а — Д а) (Ь — Д b) ху <  (а -г Д а)(Ь 4- Д Ь) эканини ино- 
батга олсак. ху си ab ± (Ь д а  -г а д Ь) ни ёза оламиз. Демак,
л (ab) — Ь Да 4- а дЬ ва б (ab) =  = — +  —  булади.

ab а Ь
Берилган х ^ а ±  До ва у  cz b  ± Д b сонлар булинмаси- 

нинг хатолигини топишда а ± д а > 0  ва b ± дЬ > 0 шартлар-
га асосан 0 ~ Д ^  ^  —— —— куш тенгсизликнинг чап 

ft-гДо у  Ь — Да 
ва унг томонларидаги касрларнинг суратини махражига бу-

а ЬАа  +  а & Ь ^ х ^ а .либ, ихчамлангандан с у н г -----------------------^  < ------ h
Ь Ь2 у  Ь

Ь А а + а А Ь  ,  х а  Ь А а + а А Ь  4  --------------  б\либ б\-ндан — л г— ± --------------- бу-
ft* у  Ь Ьг

лади. Бундан нисбий хатолик =  6 (а) 4 - б (Ь) булиши
келиб чи^ади. Бу хулосаларни мисолларда синаб куришни 
укувчиларнинг узларига хавала киламиз

а такрибий соннинг а11 даражасини караилик. Д ап —
— Д ( а а  . . . а)(г)=а а . а  Д о х о а  д а  +  . . .

п п — 1 п — 1
. . . +  а а . . .  а д а =  па а . . .а д а = п а ^ Д а .

п — 1 п — 1
Демак, даражанинг абсолют хатолиги да" — пап~\ а ва
нисбий хатолиги б (аг') = ^4 -  ~ п ~ )=лб(а)'  ап а
булади.

Агар, бу ерда п ни — билан алмаштирсак, у ^олдап
П .--- Л CL

п■ даражали илдизнинг абсолют хатолиги \ у а — п — -т
п У  ап~1

ва нисбий хатолиги 6 ( ^ 0)= -^  6 (а) булади.
Мисол ва масалаларни хатоликларни хисобга олиб 

ечишда куйидаги тартибга амал килиш лозим:
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— даставвал ^арфий формула — моделни тузиш;
— ечилиш алгоритмини аницлаш ва амалларни ба- 

жариш;
— топилган натижани яхлитлаш йули билан та^ри- 

бий жавобни аницлаш;
— ишончли рацамларни ани^лаб, натижанинг аб­

солют ва нисбий хатоликларини юкорида келтирилган 
^оида ва формулалар асосида топиш зарур.

Ми с о л  в а  м а с а л а л а р  ечиш

1-м и с о л .  Касрларнинг йириндиснни топинг:---- I------- b
4 5 9 9

+  4 + 4 -9 9
Е ч и ш .  Берилган касрларнинг махражлари бир хил 

булгани учун уларнинг суратларини цушиб, махражнинг 
узини цолдирамиз:
J __ . _2 , _4 _5 _  14-2 +  4 +  5 _  12 _  4 _  _ _  \_

9 9 6 9 9 ~  9 3 _  " з ’
3 7 5

2- м и с о л .  — + 77, +  — йигиндини ^исобланг.
о 10 12

^ и с о б л а ш .  Дар хил махражли касрларни цушиш- 
да уларни энг кичик умумий махражга келтириб, сунгра 
суратларини ^ушиб, йиринди остига умумий махражни 
ёзамиз:

- 45 +  84 +  50 _  ]79 _  . 59
8 ^  10 12 120 120 ~~ 120'

3 - мис ол .  )^исобланг: 10 — — 7 —; 32 — 6 —;
4 13 24

9 - — 4 - ,  7 3 - .
5 10 2 3

Ечиш: 10 — — 7 i  =  3 ^ ^  =  3 - ;  32 — 6 -  =
4 4 12 13 24

=  3 1 - — 6 - = 2 5 - ;
24 24 24

9 — — 4 — = 9  — — 4 Z- =  8 —4 — 4 — =  4 —;
5 10 10 10 10 10 10

7 —*3 — — — = — 15 — 3 _3 = _9 _  г, j_
2 ‘ з ’ г ' з  2 ' 10 2 2 4 7 '
4- ми со л .  ^исобланг:
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а) i l
(45,5

1 \ 4
+  0,75) • — 1 / 1  \ / 2

- h w m j ; б) 2 ?  -  (7  +  0,5 +  0 ,25): ( -  ?- +

+  £)■+ 125:[ ( 7 ,5 - 6 ,2 ) .  А  +  8 1 : 1 ] .

( 2 - i  +  0,75). i  3 -
^ и с о б л а ш .  а ) —г?-------------------  — 4 11
Л '  ( 4 5 , 5 - 4 4 , 3 ) : 0 ,2

5 ' 5
_  13-4-5-I 13.

4 11-6-5 ~~ 66’ 
б) ни ^исмларга ажратиб ечамиз:

*> *  т - ( т + - г  +  г - ) = ( т + й ) - * т - , “ , т ;
2) (7,5 -  6,2) • £  +  31 : 1  =  +  62 =  62,5;

3) 125:62,5+ 1 1 =  2 +  1 1  = 3
4 4 4

5- м и с о л . Айниятни исботланг:--------- 1-----------1- . . .  +
1-2 2-3

+  - — ------- =  — —  .
п (/1+ 1) /1-)-1
И с б о т и .  Индукция аксиомасидан фойдаланамиз п — 1 да

—  = — — айният тугри. п = k да — +  . . .  Ч------------- =
1-2 2 у  1-2 к (* + 1)

£
=  айният уринли деб, унинг п — k +  1 учун тугри-К -f- 1
лигини курсатамиз:
J ___ |_ _ !_____j__________________ ' ____________]________ __ к  ,
1-2 2-3 ' * ( * + ! ) '  (А + 1)(Л  +  2) * + 1
I________ I _  ‘ k (к +  2) +  1 =  k (k+  1 + 1 ) 4 -  1 =

(k + 1 )  (k +  2) (к + 1 )  (к +  2) (+  1) (+2)
_ к {k -j~ П +  к +  1 __ (k 4- I)2 _ k +  1

( * + l ) ( * + 2 )  ( * +  l) (k +  2) “  k +  2 '
Демак, айният V n£N да тугри.

6- ми со л .  Айниятни исботланг:

’ 1
1-2-3-4 2-3-4-5 ' ■ "  п (л +  1) (л +  2) (я +  3)

- 1 ------------------- I_________ I6 (П+1) (л+ 2) (л + 3) J



И с б о т и .  n =■= 1 да айният Уринли. n = k да уринли 
деб, унинг п =  k +  1 учун уринли эканини курсатамиз:

■S,+, = S.+ '(Л + 1 ) (Л +  2) ( f t+ 3 )  .(А +  4) 3 i +
1

(Л+ 1) (Л+ 2) (*4 3 ) +
1

— L [ ± -------------
3 L 6 (А +  2

1
(ft 4  1) (А+  2) (* -г- 3) (Л+ 4 )  

]•-2) (ft +  3) {k -f- 4)
Демак, берилган ифода y-n£N да уринли экан.

7 - м и с о л .
о   х 4  1 _ц '^ 4  3 I х 4  7

п _  2 4 ' 8
(х— 1) (2" - 1) +  „

~ 2

х 4  — 1 
2*

тенгликнинг тчтрилигини курсатинг.
х 4 1  (,У- 1) (2' — 1)И с б о т и :  п — 1 да 1 тенглик

2 2
уринли. Тенглик учун уринли деб, унинг п =  k+ \
учун тугрилигини курсатамиз:
.<? д .  х +  2к + х- \  _  ( х - 1 )  (2я — 1) ± ь л -  
° *  + t ---------- §----------  ---------- 2----------- г « - Г

д_ л; +  2* 4 1 _ 1 = (х - 1) (2* + 1- 1) д . ^  +  11
2 2

Демак, тенглик учун ту яри экан.
8- м а с а л а . Агар з̂ ар бир ишчи соатига тахминан

3 — кв.м деворни суваса, 6 ишчи кунига 7 соатдан иш- 
3

лаб, узунлиги 128 м ва баландлиги 3,5 м булган деворни 
неча кунда суваб чикади?

Еч и ш.  1) 128-3,5 =  448(кв. м); 2). 3 - ^ - 7 -6 =

=  140(кв,м);
3) 448:140 да 3 кунда суваб булар экан.

М уста^ил  ечиш учун мисол ва  масалалар

0 ,4  +  8 ( 5 - 0 . в | ) - Ь 2 ^

7 / 2 \ 2
1 т - 8 - ( 8 ’9 - 2 ’6 : т ) 34 т
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2. 3:0,001 2_
70 +  7 '

f5 ± - 4 i ) . :i
V 45 -о] "15 2 0 . 3 : 0 ,
/ 2 р Ъ “  • 3 4 -  J - ---------h +4 3r3
( т * "Ь 0,425 — 1,005^:0,1 6 — +  5 —

’■ "j j (- 5 — 0 ,0 5 .
3 0 ,5  +  Г з 1  26 :3  7

3 7 ' , .9  +  1»1&.4 -  3 ,5  +  4 | - + 2  2 
J  2 3 15

5.

62 " : / j  \ ■

75 ~  0,16 ° ‘5 ( 1 20 +  4 , 1 )

[ ’ ^ ( “ Го4 0 ’6 -  0*005) ! " 17 4 ,75+7  i5 ;----------------------- - + 5 ;0 >
1 -  1 23
С 1 — — 1 —
6 3 30

6 .
( 4 -5 ■ 1 —6,75^-0,66 . . .  1 — 0,22:0,3 — 0,96

3,(3) 0 ,3 -г- 0,(2) +

( l ,8 8  +  2 i \ l  ( 
 ̂ 25 /16 \

Н  ( — Го)-1-6 

о . и  +  0 4 ° ’ 5

о д в в - Ч *  ■ + (
18'9

7,7:24 j  +  | ) ' 4 . 516 у \ 4 10/

8' ( 16 i ~ 13 f )  И + 2 *2 • [° ’ (24) ~ 0 •(09) ] + " п '

9.
0,128:3,2^0 ^  

{ • 1.2 + 0,8

Л 3 2 _  134 6
V 63 2 1 I

0 , 5 0 5 - г  — 0 ,002
5

10.
3 :Ю + 0 ,17 5 :0 ,35

Т -И П Г »
17 56

. ( i z i h
("•5 - ? ) ' г

0 ,125:0 ,25 4. \ -  -2 ,5
И . ----------------___________  ,

(10 — 2 2 :2 ,3 )0 ,4 6  + 1 ,6 !
•0,5.
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[(7 — 6 ,35 ):6 ,5  + 9,8999 . . .  ]■
12,8 : 0.125.

13.

14

15

16

21
147

[(1 ,2 : 36) +  1 4  : 0 , 25  — 1 , 8(3)  ] 1  —
5 4

/ 38 1 4  8 3 

(  45 15/ ' 13 э" 3 65  ° ’ 2̂6^
/ 1  \ 1 ' 0■5•
( 18  - -  1 3 .777

3 , 75 : 1  - l  +  ( l , 5:3 — ]-2 — + ( l  — — — ):2 \ 4 / 2 V 7 49/
1 / 1 \ 2 / 5 17\ 18 

2:3 — +  3 -  :13 — 2 -  — -  —
5 V 4 j 3  V 18 36/ 65К 13 9\  9 1 53

4 -625- Г 8^ ) : 1 + 2 -5:1>25:6 -75|: 1б1

( у -  0 , 37б)  : 0 , 1 25  +  ^ _ I J :( 0 . 358—  1, 4796:13,7)

, 1
13

84 \ 42 28 24/ 27 3 9

(3,2 — 1 ,7):0,003 (* 20 1 -°) ' 1 ’5 
17. Гею------гг------------- — --- -------------- rj— j— : 6 2 + 1,364:0,124.

18,

19.

20.

Ц 1 - Т ) - О -  " ( « ■ « + .
(2,3 +  5:6,25)-7 1

0125 +  6 , 9  J
•20,384:1, з|.

/ 1 1 м

1--
--

--
--

--
--

-
4*

. 1 СО сл 2  — -  1 - :  0 , 16
7 5/.

1  3. 1
7 1 4 6
23 49 ' 

41 - — 40 — 
84 60

1 , 2 : 0 , 375  — 0 , 2  

6 Г 5 : 1 5 ! + М

0 , 0 1 6 : 0 , 1 2 + 0 . 7

21.
0 , 125х

Л  28 17\

/1? 8 1  ~°-  
1,24 40/ 16

675-2,4 — 0 ,02 '



22.

23.

1 ,05 :0 ,2 4 — 15,15:7,5

1 5 ,2 -0 ,2 5  — 4 8 ,5 1 :1 4 ,7

( l  йо 0 . 9 4 5 : 0 , fl) ■

, i - 4 ± ; 7  '
40 8

\44 11 66 2 / 5  

3 , 2 +  0 ,8 -  ^5 1  — 3 ,2 5 J

Индукция аксиомасидан фойдаланиб, куйидагиларни исбот­
ланг: .

2п + 1 , 1
24- 1 + S +  "  ■ +  »*(»+!>■
25 1

= 1

1
(/»+!)«

12 6 . ------1--------Ь . . . ' —
1-3 3-5 (2 л -  1)(2л +  1)

(я + 1)а
п - f -  2  

2 п +  2* 
п

27. - L  +  +  
1-3 3-5

+
(2л -

28. 1
1-3-5

+
3-5-7

+ +

2л +  1
Т?________  =  л (л  +  1) ,

1 )(2л +  1) 2 (2л +  1 ) ' 
л

(2л— 1) (2л +  1) (2л +  3) 
п(п + 1)

29. 1
а (а +  1)

+

2 (2л +  1) (2л +  3)

1 +  . . .(.а + 1 ) (а +  2) 
л

(а +  л — 1) (а+ л)

а (а +  я)

К,уйидаги масалаларни арифметик усуллар билан ечинг.
30. 1) Такрибий сонда охирги рацам нимани к^рса- 

тади?
2) К,айси ^олларда такрибий сонларнинг ани^лиги 

каср хонасининг рацамлари сони билан аницланади? 
1̂ айси лолларда цийматли ра^амлар сони билан ани^- 
ланади?

О
31. 2 — сонининг цийматини 0,05 гача аникликда та^-

рибий ^исобланг. Хосил булган сон берилган сондан 
катта ёки кичик була оладими?

32. 9752 с^м 52 тийин 9800 сумгача яхлитланди. 
Абсолют ва нисбий хатоликларни топинг.

33. 100 кг гача аникликда олинган 567800 кг такри­
бий соннинг нисбий хатолигини топинг.
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34. 4 ,6 66 ... сонини тулдириш ^оидасига асосан учта 
ишончли рацам билан ёзинг. Абсолют ва нисбий хатолик- 
ларни топинг.

35. Бир буюмнинг узунлигини улчаганда ками билан 
5,82 мм, ортиги билан 5,83 мм чикди. Улчаш ани^лиги 
цанча?

36. Кучанинг узунлиги ва Москвадан Санкт-Петер- 
бурггача булган масофа улчаб чицилди. Биринчи холда
1 м гача аницликда 1 км чи^ди; иккинчи ^олда 1 км гача 
ани^ликда 651 км чи^ди. К,айси улчаш аницрок чиккан?

37. Нима учун берилган ^ндан бирлар ани^лигидаги 
тацрибий соннинг ёнига ноль ёзиб ёки бор нолни таш- 
лаб булмайди?

38. Буйи 1,42 м ва эни 71 см булган тунука 4,5 кг 
келади. Шу тунуканинг 1 кв. дм булагининг огирлиги 
цанча (1 г гача ани^ликда)?

39. Алюминийнинг солиштирма огирлиги 2,7 г/см3. 
У^увчи бу огирликни тажрибада топиб, 2,5 г/см3 ни ^о- 
сил цилди. Улчашнинг нисбий хатолигини топинг.

40. Масштаб чизгичи билан ^аламнинг узунлигини, 
дафтар ёки китобнинг улчамларини ^лчанг, хосил булган 
ми^дорларни ва уларнинг хатоликларини ёзинг.

7 5 94 1 . —, —, — касрларни вергулдан кейин туртта каср хо-
9 7 13

наси билан ёзиладиган унли каср шаклида ёзинг ва хосил 
булган сонларнинг хатоликларини топинг.

42. Икки ишчи бирга ишлаб, бир ишни 6 кунда бажа- 
ради. Биринчи ишчи бу ишни ёлгиз узи 10 кунда бажара- 
ди. Биринчи ишчи бир неча кун ишлади, иккинчи ишчи ун- 
дан кейин ишлаб, долган ишни тамомлади. Уларнинг икка-
ласи 12 — иш] куни] сарф цилишди. Х,ар бир ишчи неча
кун ишлаган?!

43. Электр билан ишлайдиган иккита шамол машина би- 
рин-кетин 7 соат ишлаб, биргаликда 3 киловатт-соат энер-з
гия сарф килади. Иккинчиси — киловатт-соат энергия сарф

8
^илади. Х,ар бир шамол машинаси неча соат ишлаган?

44. Ернинг уртача ярим диаметри 6,37128-10е см,
и 3Ойнинг диаметри Ер диаметрининг — ^исмини ташкил ки­

лади. Ой диаметрини километрлар билан ифодаланг.
45. Бир стаканга тулдириб чой цуйилди, с)?нгра чой- 

нинг 0 , (3) ^исмини т^киб, унинг урнига сут ^уйилди,
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сунгра яна 0,6 цисмини т^киб, яна стаканнинг 0,75 ^ис- 
мигача сут цуйилди. Стаканнинг цанча ^исмига сут цу- 
йилган? Кандай цисмига чой цуйилган?

346. Хужалик >̂ амма ерининг — кисми га галла экилган,
5

13долган ернинг — кисми полиз ва утлоц килинган.
36

Хужаликнинг долган ери урмондан иборат. Х^жалик- 
нинг экин майдони урмондан 217 га ортиц; галла экил-' 
ган ернинг 0 , (3) цисмига ж авдар, цолганига бугдой 
экилган. Неча гектар ерга жавдар ва неча гектар ерга 
бугдой экилган?

47 . Цехда огирлиги 3,2 кг дан булган 120 та самовар 
тайёрланган ва унга 20 та патнис ясалган. Сарф ^илин- 
ган ^амма материалнинг 0,96 цисми самоварГа кетган. 
Х|ар бир патниснинг огирлигини топинг.

48. Бир харидорга бир туп газламанинг 0,2 цисми, ик-3
кинчисига колган газламанинг — кисми сотилди, шундан

4
кейин тупда 14,2 м газлама ^олди. Тупда неча метр газ- 
лама булган?

49. Хужалик уз аъзоларига биринчи куни 9,36 т жавдар, 
иккинчи куни бирннчи кундагидан 1 — марта кам, учинчи

2куни дастлабки икки кундагининг — кисмича жавдар 

таркатган. Берилган хамма жавдар олинган ^амма ^о-
силнинг — кисмини ташкил килади. Хужаликда канча

25
жавдар йигилган?

50. 480 га ер майдони ̂ уч булакка булинди. Иккинчи
2

булакнинг юзи биринчи булак юзининг — кисмини ташкил
3

килади, учинчи булак юзи иккинчи булакнинг ярмини таш­
кил килади. Хар кайси булакнинг юзи цанча?

IV б о б .  КОМБИНАТОРИКА (Б И РЛ А Ш М А Л А Р )

Комбинаторика — дискрет математиканинг бир булими 
булиб, асосан чекли тупламлар билан иш куради. Комби­
наторика берилишига кура такрорланадиган ва такрорлан- 
майдиган: уринлаштнриш, урин алмаштириш, гуру^лашлар- 
га булинади.
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Чекли тупламлар табиати жи^атидан узига хос хусусн- 
ятга эга булиб, математиканинг купгина масалаларини хал 
Килишда ^атнашади. А ва В сонли гупламларнинг Л и в  
бирлашмаси А ва В тупламлар элементларидан (бир хил 
элементлар бир марта цатнашади) иборат туплам, уларнинг 
А Г) В кесишмаси эса бу тупламлар учун умумий булган 
элементлардан ибораг туплам булади.

М и с о л .  Л =  (1, 2, 3, 4) ва В = !3, 4, 5} тупламлар- 
нинг бирлашмаси ва кесишмасини топинг.

Е ч и ш .  A U В =  {1, 2, 3, 4, 5|.
Шу Л ва В сонли тупламларнинг кесишмаси Л ва В 

тупламлар учун умумий булган элементлардан ташкил топ­
тан Л П В =  (3, 4) тупламдир.

Математикада берилган туплам элементлари саногини 
аницлаш учун махсус белги ишлатилиши мумкин. Масалан, 
Л туплам элементлари саноги М(Л) = 4, В ники эса N(B) =
— 3 булади.

М а с а л а  . Барча турт хонали сонлар саногини аницланг.
Е ч и ш.  Маълумки, барча турт хонали сонларнинг уму­

мий куриниши ахага ^  булади. Бунда х,ар бир хона бир- 
лигида турган рацамнинг циймат цабул цилиш имконияти
О < < 9, О а2 <  9, 0 < (Ц <  9, 0 <  а4 <  9 булганлиги 
сабабли, барча турт хонали сонларнинг саноги 9000 та экан.

Агар бу масалани туплам тушунчаси ёрдамида х,ал ^и- 
ладиган булсак, Ах =  11, 2, . . .  , 9), Л2 =  Л3 =  Л4 =  {0, 1, 
2, , 9) булгани учун N (А1) =  9, JV (AS)— N(А3) = 
= N (Л )̂ =  10 булиб, N (Лх X Л2 X А3 X Л4) = 9000 келиб 
чицади. Бу масаланинг ечимидан бевосита N (Л) = 4 булган­
да ва

АХ А х  АХ  . . .  х Л  = Л * д а н Л ^ ( Л х  . . .  Х Л)  =
к

— N (A)-N (Л) . . . N (Л) •■= (N (Л) )* =  4 к экани келиб чи- 

цишини куриш мумкин. Демак,
N{A U В) = N(A) + N{B) — N(A П В)

булади.
Бу тушунчани п та туплам бирлашмаси учун татбиц 

{^илсак, у х,олда
п а

=  2  W e ) ~  2 ^ (А , ' п л у ) +  N ( Л * П
а = 1 «'./=* 1i /
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Л , М , ) +  . . .  + ( - 1) * - , ЛГ(П А ^ +  . . . +

+  ( - 1 ) " - Ч ( а П 1 Аа).

Бу формулада Аи Аг.............Ап тупламларнинг узларидан
таш^ари улгрнинг мумкин булган барча кесишмалари з̂ ам 
^ а т н а ш а д и .  Агар узаро кесишувчи тупламларнинг сони ток;
булса, у *олда (— 1)*  = 1 булиб, жуфт булса, (— 1)* =  
_  — 1 булади. Бу юцорида келтирилган фикрлар ^уйида 
куриладиган мавзуларни >̂ ал цилишда фойдалидир.

1- § .  У р и н л а ш т и р и ш

27- т а ъ р и ф . Берилган п та элементли туплам эле- 
ментларидан k тадан олиб тузилган ва элементлари ёки 
элементларининг тартиби билан фарк, цилувчи турли хил 
гуру^лар уринлаштириш дейилади.

Уринлаштиришлар берилишига кура такрорланувчи ва 
такрорланмайдиган булади.

Т а к р о р л а н у в ч и  у р и н л а ш т и р и ш .  А= \2 , 3 )  
туплам берилган булсин. Бу туплам элементларидан аввал 
иккитадан, сунгра учтадан такрорланувчи уринлаштириш ту- 
замиз, яъни: (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3), бундай такрорла­
нувчи уринлаштиришлар сони В* = 22 =  4 та; (2, 2, 2), (2,
2, 3), (2, 3, 2), (2, 3, 3), (3, 3, 3), (3, 3, 2), (3, 2, 3), (3, 2, 
2), бу ^олда Щ = 23 =  8 та ёки В\ — N (Л3) =  (N (А) )3 =  8 .

28- т а ъ р и ф .  Берилган п та элементдан k тадан олиб 
тузилган уринлаштиришларда камида бир элемент бир 
ва ундан ортиц, лекин k тадан ортиц булмаган марта 
цатнашса, у  \олда бундай уринлаштириш такрорланувчи 
уринлаштириш дейилади ва В„ (бунда n~j~k булиши мум­
кин) орцали белгиланади.

Ми с о л .  Берилган В*= {av  а2, а3, а4} туплам элемент­
ларидан учтадан олиб тузилган такрорланувчи уринлашти­
ришлар сонини аншуганг.

Е ч и ш . Б3 =  43 = 64 та.
52- т е о р е м а . п та элементдан k тадан олиб тузил-k

ган барча такрорланувчи уринлаштиришлар сони п га 
тенг.

И с б о т и .  k га нисбатан математик индукция усулини
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цуллаймиз. k =  1 булганда В п =  В „ =  п булади, чунки ^ар 
бир гуру.\да биттадан элемент булиб, туплам п та элементли 
булгани учун уринлаштиришлар сони п та булади. Теорема 
k =  р  учун уринли булсин, яъни Врп = пр булиб, бунда х,ар 
бир гурух; (ад, а . . . , at) да р  тадан элемент булиб, бар-

р та
ча уринлаштиришлар сони пр та булади. Энди х;ар бир гу- 
ру^даги элементлар сонини биттага (alt а, . . . а,, а, + ,)  орт- 
тирсак, у холда бундай уринлаштиришлар сони п марта ор- 
тади. Бундан Вр ^ 1 =  п ■ Врп =  п - п р — пр+1 булади. Де-
мак, k — р -f  1 булганда, уринлаштиришлар сони пр+' та бу- 
лар экан. Шу билан теорема исбот килинди.

М и с о л  . А =  (xs, х2, х3, хА] тупламни В = \уи у 2, у 3j 
тупламга неча хил усул билан акслантириш мумкин?

Е ч и ш.  Бунинг учун аввал N(A)= 4 ва N(B) = 3 эка­
нини топамиз. Сунгра В\= 81 эканига ишонч >;осил 'кила- 
миз.

Математикада такрорланадиган уринлаштиришлар билан 
бирга такрорланмайдиган уринлаштиришлар ^ам каралади. 
Масалан, А ={а, Ь, с, d\ туплам элементларидан иккитадан 
цилиб такрорланмайдиган уринлаштиришлар тузампз:

(а, Ь), (а, с), (a, d), (b, а), {Ь, с), (b, d),
(с, а), (с, Ь), (с, d), (d, a), (d, b), (d, с).

^осил булган натижадан куриниб турибдики, 4 та эле- 
ментдан 2 тадан олиб тузилган такрорланмайдиган уринлаш­
тиришлар сони 12 та булар экан.

29- т а ъ р и ф . Берилган п та элементдан k тадан 
олиб тузилган уринлаштиришларда \ар бир элемент бир 
мартадан цатнашиб, гурухлар бир-биридан элементлари 
ёки элементларининг тартиби билан фарц цилса, у  хол­
да бундай уринлаштиришлар такрорланмайдиган урин­
лаштиришлар дейилади ва (Arangiment — уринлаштириш) 
Л* орцали белгиланади.

М и с о л .  А — [alt а 2, . . .  , ап) туплам элементларидан 
иккитадан цилиб такрорланмайдиган уринлаштиришлар 
тузинг.

Еч и ш.  А — {а  ̂ а2, . . . , ап) туплам элементларидан 
А% ни тузамиз, яъни:

(ах, а2), (alt а ,), (alt а4)............. (а^ a j  ( п ~  1) та
(а2, а^, (а2, а3), (а2. а4), . . . , (аг, ап) (/г — 1) та
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(ап, ах), (ап, а2), (ап а3)..............(ап, ап_, ) ( п -  1) та
Демак, бир ^аторда (л — 1) та гуру^ булиб, л та ь;а- 
торда л (л — 1) та гуру^ булишини эътиборга олсак, у ^ол- 
да‘ ^ 2= „ (п — 1) булар экан.

Бу мисолдан куриниб турибдики, л та элементдан 3 та- 
дан олиб тузил ган барча такрорланмайдиган уринлаштириш- 
лар сони А3п =  п (л — 1) (л — 2) та булар экан.

f  53- т е о р е м а . л та элементдан к тадан олиб ту- 
з и л г а н  барча такрорланмайдиган дринлаштиришлар сони

| Акп = п (п  -  1 )(л — 2) . . . [ л - ( * -  1)]
бдлади.

И с б о т и .  А= [av  а2, . . .  , ап\ тупламнинг элемен- 
тини биринчи элемент сифатида танлашда л та имконият 
мавжуд булганлиги учун уни N(Xj) — n ор^али белгилай- 
лик, энди аг элемент учун п — 1 та имконият цолади, уни 
N(Х2)~  п — 1 орцали белгилаймиз, а.л учун N(Xl{) = n — 2 
та ва х,оказо ак учун N (Хк) — п — к +  1 та имконият ко­
ла ди. Натижада юк;орида куриб утилган муносабатга асо­
сан
Âri = N(X1)N(X2)N(X3) . . .  N(Xk) = n ( n - \ ) ( n - 2 )  . . .

. • . [ « — ( * — I)]
булади. Демак,

Акп =  п (л — 1) (л — 2) . . • (л — {k — 1) ) .

Шу билан теорема исбот цилинди.
М и с о л .  30 кишилик мажлис учун раис ва котибни не­

ча хил усул билан сайлаш мумкин?
Е ч и ш .  Мажлисда 30 киши булса, ундан икки кишини 

сайлаш керак. Улардан бири раис, иккинчиси котиб булади. 
Демак, уларни Л|0 —- 30-29 = 870 хил усул билан сайлаш 
мумкин экан.

Хосил килинган Л* = л ( л — 1) ( л — 2) . . .  (п — к +  1) 
формуладан куйидаги хусусий натижаларни олиш мумкин:

1) А„ =  л(л — 1) (л — 2) . . . (л — к +  1) =

п (п — 1) . . .  (п — к +  1) (п — к) . . .  2-1 _  п\
~  1-2-3 . . . ( п  — к) . . . .  (n — k) Г



2) А ,,  =  пА, -̂ \ 3) =  п ( п - I) А

5>А>- ~ ~^г г а *+| • щ

2- § .  Ур и н  а л м а ш т и р и ш

Математикада Уринлаштириш тушунчаси бевосита урин 
алмаштириш тушунчаси билан боглицдир.

30- т а ъ р и ф .  Берилган п та элементли туплам эле- 
ментларидан п тадан олиб тузилган ва фацат элемент­
ларининг тартиби билан фарц циладиган уринлаштириш­
лар урин алмаштиришлар дейилади ва (Permutatsia — 
урин алмаштириш) Рп оркали белгиланади.

М и с о л . А =  {а, Ь, с } туплам элементларидан такрор- 
ланмайдиган урин алмаштиришлар тузинг.

Е ч и ш .  А туплам элементлар сони N(A)~3  булгани 
учун барча урин алмаштиришлар {а, Ь, с), (а, с, Ь), (Ь, а, с), 
{с, Ь, а), (Ь, с, а), (с, а, Ь) булиб, Р3 — 1 -2-3 = 6 та.

54- т е о р  е м а .  п та элементдан п тадан олиб т у­
зилган барча гпакрорланмайдиган урин алмаштиришлар 
сони Рп =п\ булади.

И с б о т и .  Бунинг учун 5 3 -теоремани хулосасидан фой-
даланамиз, яъни Л* даги k ни п билан алмаштирамиз, 
у  х,олда

А пп = п ( п ~ 1 ) ( п - 2 )  . . . 3-2- Г= п\, Рп~ Апп - я ! .

Шу билан теорема исбот булди.
Бу теоремадан куйидаги хулосаларни келтириб чикарнш 

мумкин:
1) Рп = п\= пРп _ { = п (п  — \)Рп_ 2 =  п ( п — 1) (я —

“ 2 )P n - v
2) А * = — ■ дан Рп = А * Pn_k ни ^осил циламиз;

\П  Я) I

3) А п =  -  ( n ^ k)] =  ~ р П k '  • araP к = 0  бУЛСа'
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л!
б ул ади .

Ми с о л .  А3Х + ЪА2Х= —  тенглама ни ечинг.

Е ч и ш . х — 3
+ 3

х — 2

х + \
РХ (Рх- 2  + ЗЯх_ 3)

(Х+1)Рх
< * - 2 ) Я , _ 3 +  ЗЯ, _ 3

(X +  1) Рх ■ Рх _  з'Рх — 2

X —  2 +  3 

(х +  1) Р х—2

(* +  1) Р  х—3 ' Р х - 2

1___ _  _1_
~ 2 'х—2

Бундан Рх2  =  2; х — 2 = 2; д: =  4.
Демак, тенгламанинг ечими х =  4 экан.

М и с о л .

Ечиш.

^„+2 ("2~ 9) 
°Л+4

ифодани соддалаштиринг.

Р  п + 2  (п* — 9) _  Р  п + 2  (п +  3) (я  — 3) _  п —  3
л +  4' л +4 (п +  4) ( я  +  3) Рп+2

3 - § .  ГУРУ^ЛАШ

Гуру^лашлар такрорлаиувчи ва такрорланмайдиган тур- 
ларга ажратилади. Такрорланмайдиган гуруэугашлар узининг 
табиати жи^атидан урганишга анча цулайдир.

31- т а ъ р и ф .  Берилган п та элементдан k тадан олиб 
тузилган %амда узининг тартиби ва элементлари билан 
бир- биридан фарц киладиган такрорланмайдиган урин­
лаштиришлар гуру.\лаш дейилади ва (французча Combinai- 
sion — гурухлаш) С* орцали белгиланади ( б у  ерда п > k).

Ми с о л .  А —[а, Ь, с) дан иккитадан гуру^лашларни 
тузинг.

Е ч и ш.  А =  \а, Ь, с| туплам элементларидан иккитадан 
уринлаштиришлар 6 та булади: (а, Ь), (а, с), (Ь, а), {Ь, с), 
(с, а), (с, Ь). Энди бундан 31-таърифдаги шарт буйича (а, Ь), 
(а, с), (b, с) жуфтликларни ажратамиз. Демак,

А 2
q = 3  =  —  =  

3 р ,
3-2
1-2

булади.
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55- т е о р е м а . т та элементдан п  тадан олиб п 
зилган барча такрорланмайдиган гуру.\лашлар сони о»

Л|
=  А п :Р„ га тенг.т пт п

И с б о т и .  Математик индукция усулидан фойдаланамиз 
п= \  булсин. С'т = А'т:Р1 = т булиб, п  =  1 да тенглик 
уринлидир. n = k булганда Скт = Ака :Р„ уринли деб, у
= k +  1 учун ^ам уринли эканини курсатамиз. Бунинг \-чун 
т та элементдан k тадан олиб тузилган гуру.ушрга k+  i 
элементни ^ушсак,‘ натижа да (fe+ 1) та элементли rypyjyiap 
хосил булади. Натижада (k +  1) элементли rypyjyiap сони k

т — к
та элементли rypyjyiap сонидан марта ошади, яъни

С* + 1 =  т к+\
булади.

Демак,
Г Ч - ,  ^ А кт ( т - ~ к ) _

L «п к + 1 «  рк (к + 1)
А к+1

экани келиб чикади. Шу билан теорема исбот килинди.
1. Гуру^лашлар

хоссага эга.
И с б о т и .  Спт = Апт:Рп —

г m m

, т - п  
л  т =  с ' . Шу билан исбот килинди.
• т —л

2 . с™ +  Сп+' = С^1+1, булишини исботланг.
Р„

И с б о т и .  Маълумки, С" = Р  РГп г m—п 
Р т

л+1 т —л—1
~ эканидан

с ;  +  с«+ '.=
^л ^т—п

■ +
^л+1 ^ т—л—1
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1 И + П Р т
( п + 1 ) Я т _ п _ ,  J (п+\)РпРт _

_ лП+1
— -  D р ^ U m+1fn+l ' fm+U-fn + U

л булади. Демак, берилган тенглик Гринли экан.
* **  у шбу айниятни исботланг:

С* +  СД| +  • • • +  С* = е д .  п >  h  п. k£N. (1)
Ис бот и .  Бунинг учун математик индукция усулидан 

фойдаланамиз. п =  1 булсин, у  *олда С} = С\ булиб, ( 1) 
тенглик уринлидир. п = т  учун С* +  С Д ,  +  . . .  +  С£,= 
_  ^ринли деб, ( 1) нинг п =  т +  1 учун з̂ ам тутрили
гини курсатамиз:

<5+с»‘ + . +  • ■ • + ^  +  а +1= с *и+1 + е д  =  е д
Шу билан (1) исбот цилинди.

4 - § .  ТАКРОРЛАНУВЧИ УРИН АЛМАШТИРИШ

п та элементли А туплам элементлари т та гуру^га
т

ажратилган булсин, яъни: A— U Ва ва В. {] В. = 0

i, /= 1, т шарти бажарилсин. )\ар бир гуру^га кирган- 
элементлар сони мос равишда kx, k.2, . . . , km бул­
син. А тупламнинг элементлари сони N(A) = n та, унинг 
^исм тупламлари элементлари сони мос равишдЪ A/(5j) = 
= К  N(B2) ^ k 2, N(B3)= k , ,  . . .  , N {BJ = km булганли- 
ги учун, бундан £, + k2 +  . . .  + km = п эканлиги келиб 
чи^ади. Натижада куриниб турибдики, В, тупламни А туп- 
ламдан С*« та усул билан ажратиш мумкин, у долда дол­
ган п — kx элементдан В.2 тупламни Ск*_кх та усул 
билан ажратиш мумкин ва зфказо. Демак, Вг, В2, , 

я тупламларни ажратиш ва купайтириш цоидасига асосан

N№v k,, . . . , ь )= С *-С *- * С*> „ ш-1 =т> л n ~ k x n —k i—ft, n — IT,n 2kj 
m—1 /—1

« - У  V
= ■ я ! ___________ /2 ?___________ =

V ( « - * x ) !  ' ' ' k m\ (n — ki — k2— . . .

79



ftj! ftj! . . .  km\

Х.ОСИЛ булади. Шундай ^илиб, n та элементдан ТУяи
такрорланувчи урин алмаштиришлар сони ^уйидагига ЭВ

тенг;
* .............. * „ )= «i! «а! . . .  A/n!

Бу юкорида келтирилган маълумотлардан куриниб тут.* 
дики, агар k — п булса, такрорланмайдиган урин алмалт*] 
ришлар, агар k e n  булса, такрорланадиган урин алмящ^ Г  
ришлар х,осил булади.

1- м и с о л .  Шахмат тахтасининг биринчи чизигига 2 та 
от, 2 та фил, 2 та рух, фарзин ва шо^ни неча хил усул 
билан жойлаштириш мумкин.

Ечиш.  Масаланинг шартига кура = 2, fc2= 2, = 2
** = 1, 1, =  8 - 

Демак,

2' 2' 1)=  2. 2| 82» 11 1Г  5040 ™ ^

2- м и с о л .  Л =  [Oj, a2, a 3, b1( b2, c lt c2| туплам эле­
ментларидан тузилган такрорланувчи урин алмаштиришлар 
сонини топинг.

Еч и ш.  А туплам элементларини узаро кесишмайдиган 
Bi== \аи а,, а3|, В2 =  |ЬЪ Ь2|; В3 = {сх, с2| к;исм туплам- 
ларга ажратамиз. Натижада N(13^—3, N(B.^= 2, N(B3) =
— 2 хреил булиб, i = 7 бУлаДи- ХаР бир гурузда™
х;ар хил урин алмаштиришлар сони мос равишда 3! 2! 2! 
булади. N (Л) = 7 булганлиги сабабли А туплам элементла­
ридан тузилган урин алмаштиришлар сони 71 булади. Бун­
дан мумкин булган барча такрорланувчи урин алмаштириш­
лар сони шу 7 та элементдан тузилган урин алмаштириш­
лар сонидан 3! 2 ! 21 марта кам бултци, яъни

N(3, 2, 2) = ------ ---------=  210 та.
'  3! 21 2!

Мустацил ечиш учун мисол ва масалалар:
1. Х,исобланг: Л̂ 5; Л|; В̂ \ Р-\ С|; Cf, Cfs .
2. Тенгсизликларни текширинг: | 
а) CR < С "«+2; б) C V  > С -  в) 5С3т  < С„+32 , т ,  я

во • •
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2 С
l i c 3m_2; д) е д - е д  < 10; е) >

о Куйидагиларни
3- = с*

>  14Р3-
исботланг:

. Гк + С — п̂+1 >
а) п \ т  — Г'п+1_Сп+ 1 •ГП + С " , +  • • • +  т—10 т +1 т —10’
б) Ст т - ‘ пп-1

в)
Сп + 2С1+ • • • + n C " = f l-2 " "  ; 

j ; C « + C '  +  • • •  + С " = 2  л;

д) С0 +  2CJ, +  • • • +  (« +  1) С" =  (л +  2) 2" , 

+  ( -  \)пС пп = 0;е) С°„ С1п -г
, , 1 о , (-- ») /-•_____п

>---- - С „ + - С п + . . - +  2»+ 1  (2л + 1)1! ’* > «

бу ерда 
з)

а 1-3-5 . ( 2 « + 1 )  = (2л +1)Н;
c* +  q +  • • • + Q = Cn+i-

4 . К,уййдаги тенгламаларни счинг:
a ) c i + 1: c ^  =  2 :3 ;  б )А 2х̂ - С ' х = 79;

в) 3^ , - 2А* = г . г) С^+1 : С 3х - 4 : 5 ;
■ /■ л-f** л

д) 12С\ +  C j 4 =162; е) А х+1 4- С хх+\ =  И U +  0 ’.

ж) А3Х + СХ~2 = 14г> 3) С*+\ =  Т5^+ >  ’

й) ^ +3 = Сх+2 +  20; к) С* +  С* = 11' С2-+> •
5. Тенгсизликни ечинг:

»  C U ,- Ч - ,  -  Т л  < 0 ; 61 с ; +‘ >

в) С < 21; г) ЗС’ +, +  Р, х >  4/1 ;

е. Уму»ий в д и  c*„+s -  « “ W кет'
_ ^ п+3

ма- кетликда нечта манфнй з̂ ад бор (л £ Л7)?
7. Умумий з̂ ади

у — 195 _А п+3 J п Р N
" Я „+.

6—2823 а я я ш - w '
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булган (л'п) кетма- кетликда нечта мусбат ^ад бор
аншуганг.

8 . Умумий з̂ ади
143

булган (хп) кетма- кетликда манфий хадни топинг.

V Б О Б .  ^ А ^ И К И Й  С О Н Л А Р

I- §. ^АКИКИЙ СОНЛАР ВА УЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

Мактаб математика курси э^амда юкорида куриб утилга 
мавзулардан маълумки, N=  {0 , 1, 2, . . . , п, . . .  , © .
со , . . . , 
- 4 ,  - 3 ,  

Р

, . . .(^натурал сонлар туплами, Z = I . . ш-
— 2 , — 1, О, 1, 2 , . . .} бутун сонлар туплами,

lq£N A p£ Z  рационал сонлар туплами ус­

тида бажариладиган амаллар ва муносабатларни мушовда
^илиш натижасида айрим хулосаларни келтириб чи а̂рдик.

= A ,tu t2 .
я

Шунингдек, ихтиёрий рационал
_

ёки —  — A,btb2 . . .  bt (tt -У  ёки =  A&  . . .  Q  
я я

сонларнинг чексиз даврий унли каср шаклида тасвирланишн 
хакидаги маълумотлар билан танишдик. Лекин математика- 
да х- — 2, 2х2 — 3 =  0, хг — Ъх +  1 =  0 каби тенгламалар 
х;ам мавжудки, бу тенгламалар рационал сонлар тупламида 
ечимга эга эмас. Шунинг учун бу тенгламаларни ечиш за- 
рурати бевосита сон тушунчасини кенгайтириш лозим экав- 
лигини тацозо цилади.

56- т е о р е м а . Квадрата иккига тенг булган раци о- 
нал сон мавжуд эмас.

И с б о т и .  Фараз цилайлик, квадрати 2 га тенг булган
рационал сон мавжуд булсин, яъни | — ) —2, (р, q) =
Бундан р- — 2q~ булади, бу тенгликнинг унг томони 2 га 
булинади, демак, рг — жуфт сон, у з̂ олда р сони 2 га бу* 
линади. р = 2k булса, 4/г2 = q- • 2, бундан q2 =  2k2 булиб,Я
q= 2 m  экани келиб чикади. Демак, — касрнинг сурат в3

Я
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2 Га кискаради, бу эса кил инган фаразга зиддир. 
мзхр3* 11 теорёма' исбот булди. Демак, квадрати 2 га тенг 
ШУ б1‘Л,  сон мавжуд эмас экан, чунки

I/O — 1 ЛУЛ

24 100
4 96

281 400
1 281

282 4 11900
4 11296

царалаётган бу ^олда квадрат _илдиз чицариш жараёни хрц 
бир тугамайди. Акс урлда V 2 бирор чекли унли касрга тенг 
булар" эдн ва шунинг учун у рационал сон булар эди. Бу 
эса юкорида исботланган жумлага зиддир. Шундай цилиб, 2 
дан квадрат илдиз чикарганда чексиз унли каср хрсил бу­
лади. Бу каср даврий була олмайди, у чексиз даврий бул­
маган унли каср булади.

Даврий булмаган чексиз унли каерларга олиб келадиган 
яна бир масалани карайлик. Маълумки, рационал сонлар 
узлуксиз микдорларии улчаш учун етарли эмас. Бу масала 
кесмаларни улчаш, улчовдош ва улчовдош булмаган кесма- 
лар ,\акида му^окама юритишга олиб келади.

Берилган А В кесманинг узунлигини 1(А В) орцали ифо- 
далайлик, у ,\олда куйидаги фикрлар уринли булади:

1) АВ кесма учун I (АВ) >  0 булиб, А — В булса, у ^ол- 
да / (АВ) = 0 булади;

2) АВ кесма учун хар доим I (АВ) — I (ВА) уринлидир;
3) Агар С ну^та Л ва В ну^тэлар орасида жойлашган 

булса, у холда / (АВ) =  / (АС) + 1 (СВ) булади;
4) Агар ED кесма учун l(ED)= 1 булса, у хрлда ED 

кесма бирлик кесма булади.
ED бирлик кесма ва АВ кесма берилган булсин (1-

чизма).
32- т а ъ р и ф . Агар ED кесмани шундай п та тенг

улакка булиш мумкин булсаки, натижада ED нинг
7  ^Улаги берилган АВ кесманинг ичида бирор т бут ун
с°н марта жойлашса, у  холда АВ кесма CD кесма билан 
умумий улчовдош дейилади.

83



1- раем.

БУ ю«,орИдаги ■
.•Дан келиб 4ifKti(? 

^ р  ^андай икки S  
ма улчовдош б;лал 
ми? деган Э Н ?  
караб чик,айлик 

57' т е о р е м а .  Ис
талган квадратна,t  
диагонали унинг m t  
монлари билан йТ 
човдош эмас.

Ис б о т и .  Теска- 
рисинн фараз цилиб 
исботлаймиз. Фараз 
килайлик, A BCD ква- 
дратнинг АС диагона­
ли унинг АВ томони 
билан улчовдош бул­
син. У ^олда бу кес- 
маларнинг умумий ул- 
чови булади, яъни 

шундай кесма мавжудки, у АВ кесмага роса п марта, АС 
кесмага роса т марта жойлашади, яънн I (АВ) =nl (NK),
I (АС) =  ml (NK), I (NK) = 1. Бундан ACEF квадратнинг 
юзи ABCD квадратнинг юзи дан роса 2 марта катта эканини 
билган хрлда SACEP =  2SABCD ёза оламиз. Энди цийматлар-

ни уз урнига куйсак, т2=2п2 булиб, J  =  2 ^осил була­

ди. Лекин олдинги теоремага асосан — рационал сон була
П

олмайди, демак, килинган фараз нотурри. Х,ар кандай квад­
ратнинг диагонали унинг томони билан улчовдош эмас экан.

Бу юкорида келтирилган мулох,азаларга таянган холда 
куйидаги хулосаларни келтириш мумкин:

1. Агар АВ кесма ED узунлик бир лиги билан улчовдош 
булса, у  цолда унинг узунлиги рационал сон билан ифо-ш 
даланади.

2. Агар АВ кесма ED узунлик бирлиги билан ул чов ­
дош булмаса, унинг узунлиги %еч цандай рационал сон ои 
лан ифодаланмайди. „

Ха^ик,атан хам, АВ кесмага ED ни икки марта 
дан кейин ED дан кичик СВ кесма цолди дейлик. Бу -Ча  
да АВ нинг узунлиги так,рибан 2 сони билан иф одаланиШ
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I L  УчУНЛИК бирлиги ED нинг — булагини С нуцтадан
Ф » »■ * 3 с,  г  В гя куйиб ч;щамиз, млсалан, 5 марта ^уйгандан 

60?  с 'В  цолдик кесма >,оеил булди дейлик. Сунгра ED
КбЙИН 1 б ул аги н и  С В  га к,уямиз, саккиз марта цуйилган-
НИНГ JQQ

С’нг С "В кесма цолдии, колди деилик. А В нинг узун- 
ДЗН Стакрибан 2,58 . . .  га тенг булади. Бу жараённи кет- 
Л1,Г1‘ даво м  эттирилса, АВ кесманинг узунлиги даврий 
/Рлмаган чексиз унли каср билан ифодаланади. Шундай ци- 
иб кесм аларни  улчаш масаласи бизни рационал сонлар туп- 

ламини бу тупламга мусбат чексиз давриймас унли каср- 
ларни к,ушиш билан кенгайтириш зарурлигига олиб келди. 
Маълумки, алгебранинг э\тиёжлари мусбат чексиз даврий­
мас "унли касрлар билан бир цаторда манфий чексиз даврнй- 
мзс унли каерларни х,ам бир ва^тда цараш зарурлигини тч- 
о̂зо цилади

Чексиз давриймас унли касрлар билан тасвирланадиган 
сонлар иррационал сонлар деб аталади.

Мис ол .  V2, V3, У 5 ва 3,1415926536 . . . каби сон­
лар иррационал сонлардир.

33 - т а ъ риф.  Рационал ва иррационал сонлар бирга- 
ликда ,\акщий сонлар деб  аталади ва у  R куринишда 
белгиланади.

Ми сол.  5,634729 15,25: 3 —; 3(231); 181,
4

23372 кабилар ^ак,и^ий сонлардир.
Хациций сонларни а  — А, ри р г . . . р п . . .  ;

Я\ Яъ у = С ,  l t, 1г . . .  1п . . .  каби
куринишлефда ёзамиз.

Агар берилган а  ва р х,ацикий сонларнинг бутун кисм- 
лари ва мос унли хона рацамлари бир хил булса, у холда
® — Р булади.

а  ва р узаро тенг булмаган мусбат х,ации,ий сонлар бул- 
син: агар бу сонларнинг бутун цисмлари ^ар хил булса. у 
лолда бутун киеми катта булгани катта ^исобланади. Агар 

83 Р сонларнинг бутун цисмлари узаро тенг булиб, вер- 
тйжДаН ке®инги мос Унли хона рацамларйни таедослаш на- 

асида бир хил унли рак,амларндан каттаси аницланса, 
^Чикий сон катта х,исобланади. Масалан, 5,6348 . . . >

0*1 So901 ' ' - ’’ 37' 1269 • • • >  37,0394 . . .  / 3 < ^  
^  • • • >  — 8,41321 . . . ва з^оказо.
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Берилтан икки манфий хакикий сондан ^айси 
абсолют киймати кичик булса, ушаниси катта' б\/гтап ИНИНг 
лан, -  37,1269 . . .  < -3 7 ,0 3 9 4  . . . ,  ЧуНКи 37 1%  Маса'
>  37,0394 . . . ; -  0,3333 . . .  < -  0,3332 ‘ >
0,3333 . . . >  0,3332 ___  чУнки

Хакикий сонлар учун ушбу хоссалар уриилидир:
1) а  = р буяса, у  %олда р = а булади-,
2) Агар а  > р ва р > у  булса, у  холда а >  у бйлап,
3) Агар а  > р булса, ихтиёрий у  сон учун

>  Р ± Y булади; 1 "
4) Агар а  > р булиб, у  > 0 булса, у  ^олда я  у  > в «

ва —  > — булади ;
V Y

5) Агар а  > 0, р > 0 б  Олиб, а  > р бдлса, у  %олда —>
Р j

> — булади.
Булардан намуна сифатида 2° нинг исботини келтьрамиз. 

Берилган сс, р ва у  сонларни юкорида келтир^лган фикрлар- 
га суянган хрлда таккослаймиз. а  > р ва р > у  булгани учун 
А >  В ва В >  С булади. Бундан А >  С булиб, хоссанинг 
уринли экани келиб чикади. Агар А — В =  С булса, у  щт- 
да р у >  qx ва qx >  /, булиб, бундан pL >  /, экани келиб чи­
кади. Агар Pi — (j[ —1\ булса, у х,олда кейинги мос ракам- 
ларни караймиз ва, нихоят, маълум мос унли ра^амдан бош­
лаб а  ва р, у  сонлари орасида а  >  р ва Р > Y булса, у хол­
да а  >  у  булишини таъминлайди. Шу билан 2° хоссанинг 
уринли экани исботланди.

Крлган хоссаларни исботлашни укувчиларнинг узларига 
^авола этамиз.

« = Ро’ Р\Рг ■ • ■ Рп • ■ ■ берилган ^аци^ий мусбат сон 
булсин. Агар вергулдан сунг турган з^амма каср хоналари 
нолдан фаркли булса, у  холда р0 < а  ва а  < р0 +  1 булиб, 
р , < а  < р0 +  1 муносабат а  ха^иций соннинг р0 ва р0 + 1 
рационал сонлар оркали бахоланиши деб ^аралади. Бунда 
р0 сон а  соннинг 1 гача аникликда коми билан олинган 
гтщрибий циймати, р0 +  1 эса 1 гача аницликда opmuFU 
билан олинган тацрибий киймати дейилади.

Шунингдек, агар

Ро +  < ос < р0 -i-----Pl ~ —го ю 0 ю
б^лса, Р о + ~ -> Ро +  Pl ~ * лар а  соннинг 0,1 гача аник
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жараённи давом эттирсак, у хрлда
„ , P i 1 Р» _1 I Рп
Ро  10 ' Ю> ‘ ‘ ю "

83 „ +  Ь. 4- I I .  +  . . .  +  fn±L
р0 ю ioJ ю"

оекта касрлар а  соннинг 10“ " гача аницликда ками ва ор ­
тиги билан олинган такрибий щйматлари д еб  царалади.

Демак, а  .\акиций соннинг \0~" гача аницликдаги ко­
ми билан олинган такрибий цийматини топиш учун б у  
соннинг унли каср билан тасвиридаги олдинги п та унли 
х она сини  саклаб, кейинги хамма ра>щмларини ташлаб 
юбориш керак. Ками билан олинган такрибий циймат- 
нинг охирги унли хонасига 1 ни цушсак, 10~" гача ани%- 
ликдаги ортит билан олинган такрибий кий мат %осил 
булади.

58- т е о р е м а .  Ихтиёрий е >  0 сон берилган булсин, 
ихтиёрий а  иррационал сон учун шундай г^ва г рационал 
сонларни топиш мумкинки, г —г  <  е бдлиб, г < а < г  
булади.

Ис б о т и .  а  > 0 иррационал сон берилган булсин: 

а  ~ Ро> Р\РгРз • • • Рп • • ■ .
■ Pi I 1 Рп .

г  =  Р о + ~ 7 Т +  • • • +  “ Г ;— 10 10п

— I I Iг = Ро +  ю +  ■ V +  “црГ

булсин дейлик, у вацтда г < а  < 7  булади. Етарлича кат-
та п учун

булишини .̂ ар доим таъмиплаш мумкин эканини эътиборга 
инса, у ^олда теорема а  > 0 учун исбот булади .̂ _  

‘̂ Удди шунга .ухшаш, а < 0  учун г' — — т еэ т' =  
элмаштиришиии бажариб, юкоридаги шартларни уринлн 

®канини таъмиплаш мумкин. Демак, теорема исбот булди.

, ва ортиги билан олинган такрибий циймат-
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Масалан, V 2 сонини рационал сонлар оркали т а л а л  Я 
линган аникликда куйидагича ба^олаш мумкин: 1 <
< 2 ; I ,4 < V r2 < 1 .5 ;  1,41 < / 2  < 1,42; 1,414 < V o
< 1,415; 1,4142 < / 2  < 1,4143; 1,41421 < V i  < 1 
ва х;оказо я^инлашишларни хрсил циламиз. Бундан кйг, 
турибдики, 1; 1,4; 1,41; 1,414; . . . сонлар кетма- кетл^"6 
У Т  сонининг ками билан, 2; 1,5; 1,415; 1,4143; 1,41400 
Г. . сонлар кетма-кетлиги ортиги билан олинган такрилЗ 
^ийматларидир.

Бу сонлардан мос равишда

сонли кетма-кетликни хосил килиш мумкин.
34- т а ъ р и ф. Агар берилган е > 0 учун шундай N 

мавжуд б$лсаки, N.i < п булган барча ип .\адлар ва А уз- 
гармас сон учун  | и„ — А | < е булса, у  %олда А сон и 
кетма- кетликнинг лимити дейилади ва lim и — А орт-

л-*®
ли белгиланади.

59- т е о р е м а ,  а  ва fi, а < р  хающий сонлар учун 
шундай чексиз куп 5 хакикий сонлар мавжудки, а< \ <
< р булади.

Ис б о т и .  а = р 0, р 1р2 . . . рп ------р=<70, ql q2 . . . qa= О
булсин (даври 9 дан иборат булган касрлар булмасин). 
Энди чекли унли касрларни солиштириб курамиз:

Ро> Ро• Pi’ Ро> PiPi• • ■ • >
Яо< Яо- <7i! Яо> Я\Я%' • • • •

Шартга кура а  <  р булгани учун ю^оридаги кетма- кетлик- 
да тартиб билан борганда, пастдаги к е т м а - кетликка к3!®' 
ганда кичик булган р0, р, р2 . . . рк сон топилиб, р0, р{ Рг--

■ ■ Pk-\ ~ Яо' Я\ Я-2 • • ■ Як-\> лекин Рк<Як  (бувд3 Ро<<̂° 
булиши х;ам мумкин) булади. Энди бу уринда а  нинг k та 
разами ни сацлаган з^олда | нинг ^иймати учун 1=рв, PiPr- 
• • • Рк *к+\ *̂+2 • ■ • Унли касрни тузамиз. Кейинги /*+1 tk+t 
хона ракамлари цандай булса х;ам £ < Р  булади. рк+ 
з^олда fA+1 сифатида' рк+1 дан катта булган сонни олам н з, 

у  з^олда а  | булади. Бундан бевосита а  <  £ < р эканли- 
гига ишонч з с̂сил к;иламиз. Энди ^ +| tk+2 . . . р ац ам лчрини  

биронта хонадан бошлаб ихтиёрий равишда танлаб олиШ
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\ б̂ .лганидан а  ва р орасида чексиз куп I сонлар 
>(уМ*йН эКанлиги келиб чицади. а  ва р сонлар манфий бул- 
>(авЯ<Уд хаМ исбот шу услубда олиб борилади. Шу б(.лан

ГЗН, £  «сбот КИЛИНДИ- * * л теоР6-1 .03цргача рационал сонларнигина бир-бири билан
1 ^ » и  биламиз. яъю.

m _ц — тр  -t- kn
n p  np

икки сондан бири ёки иккаласи иррационал булганда
•З'НД _«— „пли айипмаги vVnaM'riLiarM па fwntmviaruуларни!
а̂ндай

пнинг йигиндиси, айирмаси, купайтмаси ва булинмаси 
кандай аницланишини куриб чицамиз. а  =  1,41421 . . .  * а -  
^ ий сон берилган булсин, а  нинг 1 гача, 0,1 гача, 0,01
гача - Ю- " гача 33 ^оказ° ани^ликдаги ками билан 
олинган тацрибий цийматларини мос равишда а0, а ,, а . . 

а оркали ва ортиги билан олинган такрибий кий-
матларини мос равишда а0, а ,, а2, . . . .  ап, . .  . оркали бел- 
гиласак, у ^олда

а0 — 1; flj = 1,4; аг = 1,41; а3 =  1,414; а4 =  1,4142; 

а ъ = 1,41421; . . . ва а0 = 2; а х = 1,5; а 2=  1,42;

а3 = 1,415; а4 = 1,4143; . . .

ларни ёза оламиз.
К, у ш и щ. а в а р  мусбат ^а^икий сонлар берилган булсин. 

Бу сонларнинг ками билан олинган мос такрибий цийматла- 
рини кушиб, t0 = а0 + Ь0\ t{ =  а , +_Ь,; . . . ; tn= ап +  Ь„;
•. . усувчи кетма- кетликни, ортиги билан олинган мос так­
рибий кийматларини цушиб, 7'0= а 0 +  Ь0; T1= a x +  bx\ Та= 
~ а2 + Ь- . . . , Т =  а  +  b ; . . .  камаювчи кетма - кетлик-л * п п 1 п
ни зфсил циламиз. Натижада бевосита 3-теоремага асосан 
е > 0 учун шундай мавжудки, N{< n  булганда ап — 

6 , —
< — ва шундай N2 мавжудкк, N2< п булганда Ьп —

~~кп < ~ булиб, энди Ыг >  max {Nv N2) деб олсак, Тп —

~~tn- К  + Ьп) — (ап + Ьп) =  ( ап — а„) +  ( Ъп—Ьп) < е бу- 
ади. Бундан шундай ^а^икий у  сон мавжуд буладики, 
п <  V *5 Т п муносабат уринли булади.
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35 - т аъриф.  а ва р ^ациций сонларнинг йщ> f,J|  
а  + р деб, барча а +  b сонлар билан, барча а 4- ь * Ш'и
орасида жойлашган у  %ациций [сонга айтилади:

а +  b <  v < а +Ъ.
Юкорида келтирилган фикрлар, 3 -теорема ва (1) Mv 

сабатдан о  +  р =  у  шартини цаноатлантирувчи у  соннн°' 
мавжудлиги ва ягоналиги келиб чикади.

Хаки^ий сонларни цушиш: 1) а  +  Р = Р +  а ; 2) (а  J- 
+  Р) +  У — а  +  (Р +  Y); 3) а  -г 0 = а  хоссаларга эга экан­
лигини исботлаш ни укувчиларнинг узларига .хавола кила- 
миз.

Юкорида келтирилган а < а  < а муносабатдан —а <
< — а  <  — а булишини инобатга олсак, а — а < 0 < а — а 
дан а  +  (— а) = 0 муносабаг уринли булиши келиб чи̂ адиТ 

К у п а й т и р и ш .  а  ва р мусбат ^а^икий сонлар хамда 
а < а  < а ва b < ft <Ь муносабатлар берилган булсин.

36 - т аъриф.  Икки мусбат а  ва р хщин.ий соннинг 
купайтмаси деб, барча a b  ва аЪ куринишдаги купайтма- 
лар орасидаги у хакикий сонга айтилади:

a b  < у  <  ab.
60-т е о р е м а .  R сонли. трпламда купайтириш амали 

мавжуд ва ягонадир.
Ис бот и .  Берилган а  ва р ^ < а < а  ва Ь < р <  Ь) 

мусбат ^акиций сонлар учун мумкин булган барча ab  ку-
пайтмалар ab  куринишидаги купайтмаларнинг исталгани би­
лан юкоридан чегаралангандир, яъни a b < y ,  лекин шу
вактнинг узида у  <  а Ь булади, а b сонларни орттирнш ва
а, b сонларни камайтириш мумкинлиги бу ерда тен гл и к  
белгисини ташлаб юборишга имкон беради, демак, у  сон ку* 
пайтиришнинг таърифини каноатлантиради.

Энди купайтма a-p  = Y нинг ягона эканини курсатамиз. 
е > 0  сон учун шундай JV, номер топиладики, Nl < n Дан
бошлаб | ап — а  | < ва шундай N2 номер топиладики ,

-  2Ьп
Ni  < п дан бошлаб \Ьп — Ьп | <  -Д=- булади, у ^олдз шун 

дай Nt > max (iV,, N2} мавжудки, Ne < n  дан бошлаб
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a n b n | =  \ a n  b n -  a n b n  +  a n b n —  a n b n | <

^ \ a n \\b n - b n \ +  \bn \\a n - a n \ < E

булади, бундан
\ап Ьп - а п Ьп \ < г  ва ап Ьп > а пЬп > О

чканлигига асосан ап Ьп - а пЬп <  е булиб, 3-теоремага асо-
......... Г\ТГГ»Т1 TTtJT'tJ тго nufc ftl.flsnn i ia .fi == y  с о н н и н г  ягона эканлиги келиб чи^ади.

СЗН Берилган R сонли туплам узининг таркибига Q с= R ра­
йона! сонлар тупламини олганлигини эътиборга олсак, у 

“оЛда’ Q  да бажариладиган амаллар ва муносабатлар R да
^ам б аж ар и л ади ,  чунончи ушбу хоссалар уринлидир:

1°. а -0 = 0 - а = 0 .  2°. а  р = р а .  3°. (ocp)Y =  a ( PY) -  
4°. а - 1 = а . 5°. (а  +  Р) Y — a Y +  PY A Ya  +  YP-

6°. V  «  £ Я» а  0 учун а -  — = 1.у а
Бу хоссаларни исботлашда ^уйидагини эътиборга олиш ло- 
зим: агар иккала купайтувчи нолдан фар^ли булса, у *ол- 
да

а  ва р бир хил ишорали булганда a  • р = | а  \ ■ \ р
а  ва р хар хил ишорали булганда а -р  = — |а| • |р|.

37-таъриф.  1) а  ва р %а/\иций сонларнинг айирмаси 
а  —р деб, а  — р +  х шартини цаноатлантирувчи х \а^и-
ций сонга айтилади.

Таърифга кура х = а  — р булади.
2) Агар р=й=0 брлиб, а  ихтиёрий булса, а  ва р сон ­

ларнинг ~ булинмаси деб, рдс — а. тенгламани каноат- 
лантирувчи х сонга айтилади.

Таърифга кура х = — — а :р  булади.
Р

•Хакикий сонлар тупламида А р х и м е д  а к с и о м а с и  
бажарилади: %ар цандай мусбат а  ва р цациций сонлар 
учун шундай п натурал сон мавжудки, па  >  р булади.

Исботи.  Л<сс  ва р < В шартларини каноатлантиради- 
ган иккита мусбат Л ва В рационал сонларни оламиз. Ра- 
Ционал сонлар тупламида шундай п натурал сон мавжудки, 
^ ^  В  бхмтятш Т а и п а и ш т ш м  i/ v n s  п . А 7ТЯН ТТЛ t l  А



> пА > В > р булиб, па  > р экани келиб чикади. Щ 
^илиб, бу аксиоманииг уринли эканлигн исботланди ' Нда̂

2- §. Х.АКИКИЙ СОННИНГ БУТУН ВА КАСР ЦИСМИ 
Х.АКИКИЙ СОННИНГ МОДУЛИ

«  = Ро> Р1Р2Р3 • • • р„ ■ ■ ■ *ВДИЙ сон ‘ берилган бул­
син. Бу а  ^а^икий соннинг бутун цнсми вергулдан чап "то- 
монда жойлашган сонлар, каср ^исми вергулдан унг томон- 
да жойлашган сонлар, яъни

“  =  Ро> Р1Р 2Р3 • • • Рп • • • =  Ро +

+  о, p i p2p3 . . .  р п . . . .  Н

38- т а ъ р и ф. а  %ацщий соннинг бутун цисми деб, а  
сондан катта булмаган энг катта бут ун  сонга айтила­
ди ва [а] куринишида белгиланади.

Мис ол .  3,7; 5,128; 8 ; — 5,8 сонларининг бутун к;исми- 
ни топинг.

Ечиш.  Таърнфга кура [ а ] < а  эканидан [3,7]  == 3,
[5.128] =  5, [8] =  8 , [— 5,8] = — 6 ни .%осил к,иламиз. 

Ха^и^ий соннинг бутун к;исми уз навбатида [а] < а  <
< [а] + 1 муносабатга буйсунади. Чунки таърифга кура
[5.128] < 5,128 булиб, бундан 5 < 5 ,128  < 6  муносабат 
уринли, у з^олда [5,128] <  5,128 < [5,128] +  1 ни ёза ола- 
миз.

Юкорида келтирилган маълумотлардан куйидаги хосса- 
лар келиб чицади:

1) Агар a, b £ Z булса, у  %олда [а +  Ь] = [а] +  [6] 
бдлади-, у У з 1

2) Агар a, £ R булса, у  холда [а  +  р] > [а] + №1 
булади.

Мис ол .  а  = 3,789 ва р = 4,842 сонлари йигиндисининг 
бутун цисмини уларнинг з̂ ар бирининг бутун ц исм лари  ии- 
гиндиси оркали ифодаланг. -i

Ечиш.  а  +  р = 3,789+ 4,842=  8,631, бундан [8,631] —
= 8;

[а] =  [3,789] = 3; [р] =  [4,842] = 4;

Демак, [а] +  [р] = 3 +  4 = 7  ва [а  +  р] = [8,631] = 8 
булиб, бундан [а  +  р] > [а] +  [р] булади. деб

39- т а ъ р и ф. а  \ак,иций соннинг {а} каср цисми . 
бирдан кичик ва манфий булмаган 0 <  {а} < 1 сонга 
тилади. . __



Глннинг бутун кисмида курилган [а] < а < [а] +  1 цуш 
изликдан 0 < а  — [ а ] < 1  муносабатни ёза оламиз. 

теНГ° ва 0 < {«} <  1 ra асосан { а } = а  — [а] булишига 
бУпнч хосил килиш мумкин, яъни а =  [а] +  {а } булади. 

Мисол. 3,7; 5; — 1,7 сонларининг каср цисминиМ
пинг

то-

а  =

Ечиш.  {«} = «  — [“ ] га асосан:
{3 7} = 3,7 -  [3,7] =  3,7 -  3 =  0,7; {5} = 5 -  [5] =
= 5 — 5 = 0 ;  {— 1,7} = — 1,7 — [— 1,7] = - 1 , 7  — 

_ ( _ 2) =  — 1 , 7+ 2 = 0 ,3 .
Математикада хающий соннинг бутун ва каср кисмлари 

билан бир каторда унинг абсолют к;иймати (модули) гушун- 
часи *ам му^им урин тутади.

40- т аъриф.  а  ва — а  хациций сонларнинг манфий 
булмаган циймати а  соннинг абсолют циймати (модули) 
дейилади ва |а| каби белгиланади. Бу таърифга кура

а, агар а  >  0 булса,
— а , агар а  < 0 булса.

Мисол.  3,125; — 6,45 сонларининг модулини топинг. 
Ечиш.  Таърифга кура 13 ,1251 =  3,125; | — 6,45[ = 

= - ( - 6 , 4 5 ) =  6,45.
Соннинг модули тушунчаси цуйидаги муносабатларни

каноатлантиради:
| а | = 1  — а 1, |а| > 0 , \а\>а.
=  Ъ А Ь > 0 о х = ± Ь .
= \b\ о  х — ±Ь.
< b f \ b > 0 o  — b < x < b t \ b > 0 .
> 6 A f c > 0 o ( x > b A f t > 0 ) V

V (х <  — b A b >  0).
V a, b £ R:  \ a\ - \b \  ^ \ а  + Ь

V  л, b £ R : \ a b \ - \ а
| а |2 = а2.
Y a ,  Ь € Я : | а  +  Ь| =  |а| + Ш » а 6 > 0 .

Масалан, * нинг \2х +  1 1 | = |х +  6 | +  |* +  5| тенгла- 
, ^ио-тглантирпднган кийматлари тупламнни излаш (л: +  

Д* +  5) >  0 тенгсизлпкнинг ечимлари тупламини излаш 
ан тенг кучли эканлиги бевосита 8° дан келиб чицади.
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3- §. СОНЛИ ОРАЛИЦЛАР ВА T?FPH ЧИЗИКДА К О О Р ди н дтд »
СИСТЕМ АСИ

Мактаб матемзтикасидан маълумки, Ох сон

а
3- раем.

а.

4- раем.

Ь-

a j ,44\N4VregwX
О ь

'jTSSSSS

Л

л ан  «  СОНЛИ‘ tW

узаро бир кийматли 
мослик урнатйщ 
мумкин Бун д а  хар 
биР х £ R га о? 
УКВДД ЛЦ-) „укта 
мос цуйилган бу­
лади. Ж  

41- таъриф.
1) Хахрций сонлар 
тупламида [а; Ь] 
сегмент деб, а ва 
b сонлар орасидаги 
а <  х <  b тенгсиз- 
ликни цаноатлан- 
тирувчи барча х 
хакикий сонлар 
тупламига айти­
лади.

Бу тушунчашшг 
геометрик тасвири 
3- чизмада келтирил- 

6- раем. ган.
2) Агар х сонлар туплами а < х < b тенгсизлик билан 

(4-чизма) берилган булса, у ^олда бундай сонлн туплам 
интервал деб аталади ва (а; Ь) оркали белгиланади.

3) Агар х сонлар туплами х > а ёки х < b тенгсизлик- 
лар, .V > а ёки х <  Ь тенгсизликлар оркали берилган булса, 
у ^олда улар мос равишда (а; +  °°) ёки (— «>; Ь) интер- 
валлар, [а\ +  °°) ёки (— оо; Ь\ ярим ё п щ  ва ярим очик 
интерваллар оркали белгиланади (5- а, б  чизма).

4) Барча адтр тй  сонлар туплами /? = (— «>; +  00) °Р‘ 
кали белгиланади.

Ха^иций сонлар туплами узлуксизлик хоссасига эга: агар 
^аци^ий сонларнинг куйидаги иккита

а 1» а 2. • • • , сс„ . . • ва Р|, Р2, . . . , Рв, . . .

5- раем.

A T i f J
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кетма- кетлиги
Я  A ( t f )  S d i l  i

7- раем.
--

гншли биргина ^а^икии а„ <  К  р„ сон мавжуд булади.
О/ сон уки узининг санок боши, улчов бирлиги ва йу- 

налиши билан берилган булсин (6- чизма). Сон укида tt >  О 
координатали A (tx) ва t t >  О координатали В (t2) нукталар­
ни олайлик. Бунда А ( f j  нукта О нуктадан tx масофа унг- 
да, В нукта эса t2 масофа чапда жойлашган булади. Энди 
Л ва В ну кта л ар орасидаги d  масофани \исоблзймиз:

d = p(A, В) — АВ = AO + OB = \tl — 0| +  Ю — 12\ =

61 - теорема .  Коо^инаталар щидаги ихтиёрий А (^) 
ва В (t2) нукталар орасидаги масофа ш у нукталар коор- 
данаталари айирмасининг модулига тенг, яъни

Исботи.  1. Агар берилган Л ва В нукталар устма-уст 
тушеа, у  колда Л (/ ,)= £ & ) => h = t2 булиб, d  =  р (Л, В) =
== 0 булади.

Берилган Л ва В нукталар устма-уст тушмасин ва В 
нукта Л нуктадан унгда жойлашган булсин:

а) Л ва В нукталар О нуктадан унг томонда жойлашган 
булсин (7- чизма), у х,олда tx > 0 . 4  > 0, U> ^ ^у-

яъни
d = p(A,  В) = U2 — |.

d = AB=;\t1- t 2l = \t2~ t 1\.

либ, АВ ^=ОВ — О А =  
~-d — t„ — t. =  11__ 1.1

JL 1
А(?г)  О B ( t 2 l  t

8- раем.



б) Л ва В нУКталар о

I-
t,

A (t,l

9- раем.

к
I

4- - ь
L

A f t , )
X
e t t l

10; раем.

- r —W|
нуктадан турли томонларда 

• жойлашган булсин, яъни Д 
нукта О нуктадан чапда, в  
нук;та унгда булсин дей- 
лик (8- чизма). Бунда d = 
= АВ = ЛО +  ОВ, яъни

d  =  +  ( —  U) — tt —  a s

=  Us — <il;

в) Л нукта координата 
бошидан чапда жойлашган 
булиб, В нукта О нукта 
билан устма- уст тушеин 
дейлик (9-чизма), у  колда

d =  —  — \t2 <i I-

г) Л ва В нукталар бир вактда координаталар бошидан 
чап томонда жойлашган булса ( 10- чизма), у колда

d =  АВ =  ( /х) ( /2) =  t2 ti =  1t2 ti [.
Демак, координаталар укнда ихтиёрий Л ва В нукталар 

орасидлги массфа d — р (А; В) =  АВ =  \tt — | га '1енг бу­
лар экан.

Мисол ва масалалар ечиш

1-мис ол .  Л (3) ва В ( — 2) нукталар орасидаги масо- 
фани топинг.

Ечиш.
d = 13 — (— 2) | =  13 +  2 1 =  15 1 =  5; 

ёки d =  I — 2 — 3 1 = | — 5 1 =  5.
2-мисол .  Л ( — 4) ва В ( — 15) нукталар орасидаги ма- 

софани топинг.
Ечиш.

d — АВ =  | — 15 — (— 4) | =  | — 15 +  41 =  
=  1 - 1 1 1  = 11.

3 - мисол .  |дг| < 3  тенгсизликни каноатлантирувчи сон­
лар тупламини топинг.

Ечиш.
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I x j <  3 < = =  > — 3 <  x <  3 =► x 6 (— 3; 3).
4. Mисол.  |л- — 21 = 5 тенгламани ^аноатлантирадиган

«н парни топинг.
Ечиш.  9- таърифга асосан: х <  2 булса, —(х — 2) = 

=  =  агар х >  2 булса, у ^олда *  — 
^ 2  = 5 e . t  =  7. Демак, бу сонлар {— 3; 7} булар экан. 
Агар геометрик нуктаи назардан карасак, координаталар 
Скида жойлашган Л (2) нуктадан 5 бирлик масофа нарида 
жойлашган нукталарнинг координаталари мос равишда — 3 
ва 7 булар экан.

5- м и с о л. | х +  2 1 < 5 тенгсизликни каноатлантирадиган 
сонлар тупламини топинг.

, а/ 9
Ечиш.  Iх +  2 1 <  5 <■---- > — 5 < х +  2 <  5 о  — 2 —

— 5 < х < 5  — 2 о  — 7 < х < 3 = > х £ [ — 7; 3].
6-мисол.  |* — 3 | >  2 тенгсизликни цаноатлантиради- 

ган сонлар тупламини топинг.
д/ 9

Ечиш.  | лг — 3 | >  2 < = >  (д: — 3 > 2  V ^ — 3 < —2) о
о  (х > 5 V х <  1) =► х £ (— оо; 1] (J [5; +  °°).

VI боб.  КОМПЛЕКС СОНЛАР

1-§. КОМПЛЕКС СОН. ТУШУНЧАСИ ВА УЛАР УСТИДА 
АМАЛЛАР

Математикада сонларни урганиш уз навбатида N cz 
Z c Q  cz R кетма-кетликда (урта мактаб математикаси- 
да укувчиларнинг билиш имкониятларини ^исобга олган 
холда) амалга оширилиши сир эмас. Шунинг учун ^ам R 
хацикий сонлар майдонида кушиш, айириш, купайтириш, бу­
лиш, даражага кутариш, илдиз чикариш ва логарифмлаш 
амалларининг уринли булиши билан математиканинг ^амма 
муаммолари ^ал булади деган фикрга келмаслик керак. Ма­
тематикада х2 +  1 о, х2 + Ь2 = 0, (х —а)2 +  Ь2 =  0 каби 
шундай тенгламалар мавжудки, бу тенгламалар R сонли 
^упламда ечимга эга эмас. Математиканинг бу ички талаби 
Эга3% ИЧИЙ С0НлаР тупламини шундай тенгламалар ечимга 
лади •ладигап с°нли тупламгача кенгайтиришни та^озо ци-

сонли тупламни иккинчи сонли тупламгача кенгай- 
кили^ мас?ласи узига хос ^атъийликка эга булиши талаб
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Бирор В сонли туплам А тупламнинг энг кичик (ми 
мпл) кенгайтмаси булиши учун куйидаги шартларнинг 
жарилиши талаб килинади.

1. Кенгаяётган туплам кенгайган тупламнинг кием t v  
лами булиши лозим.

2. Кенгаяётган тупламда бажариладиган амал ва муноса - 
батлар кенгайган тупламда бир кийматли бажарилиши лозим

3. Кенгайган тупламдаги амал ва муносабатлар кенгаяёт­
ган тупламда чекланмаган тартибда бажарилиши шарт эмас

4. Кенгаяётган ва кенгайган тупламлар орасида оралик 
туплам булмаслиги лозим

Ана шу юн,орида келтирилган туртга шарт юзасидан R 
нинг С комплекс сонлар тупламигача кенгайишини уринли 
деб караш мумкин. Математикада V — 1 =  / => t* 5= . 1 
белгилаш киритилади ва мавхум бирлик деб аталади. Агар 
барча ха^икий сонлар билан i ни биргаликда карасак, у 
холда янги сонли тупламнинг юзага келишини куриш мум- 
кин.

42- таъриф.  г — a -+- bi =  (a, b)-, a, b £ R куринишида- 
ги сонлар туплами комплекс сонлар шкалами дейилади, 
б у  ерда i2 = — 1.

z == а +  bi — {а, Ь) комплекс сонда а комплекс соннинг 
у,акикий цисми, bi унинг мавхум цисми, b эса. мавхум 
кисмининг коэффициенти дейилади.

43-т а ъ риф. Агар берилган г х={а, b), г., = (с, d) 
комплекс сонлар учун а = с  Д 6 =  d булса, у  холда z, — zs 
дейилади.

44- т а ъ р и ф. Берилган г х = {а, Ь) ва z2 = (с, d) комп­
лекс сонларнинг йигиндиси деб г = (а +  с, b +  d) комп­
лекс сонга айтилади.

Мис ол .  Zj =  (2, 7) ва z2 -  (3, — 4) нинг йдаяндисиНи 
топинг _ ..

Ечиш.  z = z 1+ z, = (2, 7) +  (3,  —4) — (2 +  3, 7 4)— 
=  (5, 3).

z — (0 , 0) ноль комплекс сон дейилади.
45- т а ъ р и ф. z — (а, Ь) комплекс сонга царама- карт 

комплекс сон д еб  —г —(—а, — Ь) сонга айтилади.
62-те  о ре мз. у  z,, z2 £ С : z, +  z2 = z2 +  z,.
Ис бот и .  Берилган zx — (a, b) ва z2 =  (с, d) учун 

zx + z, = (a, b) 4- (c, d) = (a +  c, b + d) =
= (c + a, d + b) =  (c, d) +  {a, b) = z2 +  Zj =>

=> Zj +  z2 =  z2+  zv.
Шу билан теорема исботланди.



6 3 '  т е о р е м а .  V  zlt z2, z3 £ С . (Zi -f- z 2) *4* Z\ ~b

+  с+б о т  И. Zi =  a +  by, z2 -  с +  d i ;  z3 == m +  m  берил
ган, те
+  dt')l

тео р ем а  шартига кура  (zx — z2) +  z5 =  [(а +  bi) +  (с +  
+  ni — [(а -j- с) +  (ft +  d) /] +  т  +  ni = [(а +  с ) +

z, = ( 2, 5); г 2 =  (3, 1) берилган. z =  zv z2 

‘ 1 Z2 — (2. 5) • (3, 1) =  ( 2 - 3 - 5 - 1 ,  2 1  +

т , .. , . . . . . .  . , .  .
, т 1 [(ft +  d) +  « ]  i' = [ а +  (с +  т )] +  I b +  (d +  л )] i =

t  (а +  Ы) +  1(с +  /л) +  (d +  л) t] =  zt +  (z2 +  z3).
Пемак кушиш амали учун гурухлаш хоссаси уринли экан.

Ушбу z +  0 = z; z -+- (— г) — 0 хоссалар хам юцоридаги 
хоссаларга \-хшаш исбот «.илинади.

Бу хосил килинган натижалардан zv — z2 =  (а +  bi) — 
__ /с di) = (а — с) +  (ft — d) экани хам келиб чикади.

46- т а ъ р и ф. г/ = (а, Ь) ва z2 = (с, d) комплекс сонлар­
нинг купаитмаси г ^ г ,  деб (ac — bd, ad + bc) комплекс 
сонга айтилади ва z = zl -z2 = (a, b) ■ (с, d) = (ас — bd, 
ad -J- be) кГ/ринишда ёзилади.

Мисол.  7- = (У ?- — f.3 П беоилган. z =  z ,-z , ни
топинг.

Ечиш.  z = г,
+ 5-3) = (1, 17).

Алгебраик шаклда берилган гх=а+&» ва z2=c~-di комп­
лекс сонларнинг купайтмасини z =  zL- z2 =  (а +  6/) (с +  di) =  
= (ас — bd) +  (ad +  be) i куринишда ёзиш мумкин. Худди 
шунга ухшаш, уларнинг алгебраик йигиндисини бундай ёзиш 
мумкин:

Zj ± г 2 (а +  bi) ± (с +  di) = (а ± с) +  (b +  d) i.
64- теоре  ма.  V  zi> z2 £ С : z, z2 —■ г2-гг.
Исботи.  г х- - ( а ,  b) ва z2 — (c, d) комплекс сонлар­

нинг купайтмаси: z =  z1-z2 =  (a, b) (c, d) = (ac — bd, ad +  
+ be) — (c a —db, da +  cb) = (с , d) ■ (a, b) = z2 z,.

Демак, купайтириш амали учун урин алмаштириш хос­
саси уринли.

65 - теорема .  у  zlt z2, z3 £ С : (z j■ z2) • z3 = zt ■ (z2 z„). 
Исботи.  Бу теоремани исбот к,илишда 63-теоремани

^амда i3 /2 •; = — i =  — j эканлигини эътиборга ола-
Миз. у холда

(Zi-z2)-z3= [(a, b)■ (с, d)](m, п) — (ac — bd, ad+bc)(m, л)=
— l(ac ~b d ) m  — (ad +  be) n, (ac — bd)n  +  (ad +  be) m] =
"= [fl (cm — d/f) — b (cn +  dm), b (cm — dn) +  a (cn +  dm)] =  

~ (a, ft) (cm — dn, cn +  dm) = (a, ft) [(c, d) (m, л)] =  
==z,- (z2-za).
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ли.
Купайтириш амали учун 2 - 1 = 2 ,  г -0 =  0 хоссалар хаи 

уринли.
46-т а ъриф.  а) г =  (a, — b) = a — bi комплекс сон б- 

рилган z = (a, b) = а  + bi комплекс сонга цушма комплекс 
сон дейилади;

Демак, купайтириш амали учун гурухлаш  хоссаси vnH

б) У  а2+Ь2 хщи^ий сон г  =  а  +  bi комплекс соннинг 
модули дейилади ва |г| =  У"а2+ Ь 2 оркали белгиланади.

46-таърифга асосан 2 - г — (а , Ь) ■ (а , — b)—(a- +  b", ab —
— ab) — (а2 +  Ь2, 0), демак, z г =  а2 +Ь'\
Бундан | г |2 = а2 +  Ь2 булиб, бундан г -Т  = | г |2 экани кг- 
либ чикади.

Бу косил килинган натижага таяиган х;олда | zxz212 =
=  (ZiZ2) (z , z2) =  (2Х 2t) (2222) =  I 2Х !2 I 22 |2; I Z,Z2 l2 =  | 2X |2 • | Z2 |s 
ни з̂ осил киламиз, бундан

\Zl Zt \ =  \Zl \ ■ |22 |.

Демак, комплекс сонлар купайтмасининг модули уларнинг 
модуллари купайтмасига тенг.

Б у косил дилинган натижадан z{ =  а ,  +  b,i ва 22 — а , +  
+  b2i сонлар учун

(а\ +  Щ) (а\ +  Щ) =  (а, а,2 -  6, b j-  +  (а, 62J +  а 2 b ,f

айниятни келтириб чикариш мумкин.
4 7 - т а ъ р и ф .  2 комплекс соннинг z, комплекс сонга йу- 

линмаси деб (с, d) (х, у) =  (а, 6), (с, d) Ф  0 тенгламаии 
каноатлантирадиган z2 =  (х, у) ;  х у  £ R комплекс сонга 
айтилади ва бундай белгиланади:

г 2 =  2 : 2j  =  (a,  ft): (с, d).
Демак, 2 =  (a,  b) =  zl -z2 ~  (с, d) ■ (х, у) га асосан (а, Ь) =  
=  (сл: — dy, су +  dx) булади, бундан

сх — dy  — а, булиб, х =
с у  +  dx — b 

Косил булади. Бундан эса

■bd
с2 + d' у

be  — ad
с’- + d?

г2 = (х, у) = а с  -h bd
+ d*

be —ad
C2 +  t f

келиб чнкади.
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Мисол.  (2 +  3i)(x + yi) =  5 — 2t тенгламани каноат* 
лантирадиган z = x + y i  комплекс сонни топинг.

F ч и ш.
(2+ 30 (х+ yi)  =  5 — 2i о  (2х — Зу) + (Зх+ 2у) I =  5 — 2i 

( 2х — Зу = 5, t 0  |6х — 9г/ =  15, =̂ 13у= —20; у = ~ -
( зх+2г/ = - 2  1бд: +  4у = - 4  13

$
4л 6(/ =  Ю, ^ 13д. = 4; х =
9* +  6</ - - 6  20 13

Демак, х +  yt — — — — i-
z, z„ . . . , zn комплекс сонларнинг купайтмасини топиш 

учун аввал zx-z2 ни, сунгра ( z , z 2) z 3 ни ва ^оказо 
(z, z2 . . . 2п_,) 'Zn купайтмани топамиз.

Агар z, = z2 = . . .  =^zn булса, у хрлда z, tZ2 . . . zn =  
= z" = z£ булади. Бундан z" =  (a +  Ьг)п косил булади. Бу- 
ни хисоблашда асосан кисКа купайтириш формулаларига 
суянган холда аввал (a +  b i f  ни, сунгра (a +  b i f  =  (а +  
+  b i f  (а +  bi) ни ва х,оказо услуб билан хисоблашни

1, агар п = 4k булса,
i, агар п — 4k +  1 булса,

— 1, агар п — 4k + 2 булса,
— I, агар п = 4ft +  3 булса,

муносабатга таянган .\олда амалга оширилади.
1-мисол .  z ~ (2 +  3i f  ни хисобланг.
Ечиш.  г -  ( 2 +  3i У2 = 4 +' 12/ +  9i2 =  4 — 9 +  12* = 

= — 5 +  12/.
2- м и с о л. z = (3 +  2г)3 ни кисобланг.
Ечиш.  z = (3 +  2i )3 = 27 +  54i — 36 — 8t = (5 +

+ 12/)(3+ 20 = — 9 +  46/.
3- мисол .  z2 = — 5 +  12t тенгламани каноатлантирувчи 

z комплекс сонни топинг.
Ечиш.  z комплекс сонни х +  y i  куринишда излаймиз:
(х +  у  i f  = — 5 — 12i o x 2 — у 2 +  2 xyi =  — 5 +  12/, 

бундан | 2х̂ £ \ 2  ~  5' s булиб, (х, у) -  (2, 3); (х, у) =
ечим~^ — ^  ечимларни косил киламиз- Демак, изланган 

2 -f  22 ~  — 2 — 3i.
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2- §. КОМПЛЕКС сонн инг  
ТРИГОНОМЕТРИК ШАКЛИ

г = a + bi комплекс сон 
берилган булсин. Уни хОу те- 
кисликда геометрик талкин 
этамиз (11- чилма). Бу ерда а 
ва b параметрларга боглик 
равишда А иукта I, II, щ  
I V  чоракларда булишлиги 0 s ' 
Ф < 2л ни таъминлайди. Х,о- 
сил булган АОВ тугри бур- 
чакли учбурчакдан:

р = АО — У  а2 +  Ь2, АВ = р sin ф, OB =  р cos ф,

АВ.ОВ—tgф, ф = arctg —
а

ёки arg г  =  ф, у холда г  — a + bi комплекс сонни 
г  = а +  bi =  р cos ф +  i р sin Ф =-- р (cos <р +  i sin ф) 

куринишида ёзиш мумкин.
Хосил булган г = р (cos ф +  i sin ф) куринишидаги ком­

плекс сон комплекс соннинг тригонометрик гиакли дейн- 
лади.

Ми со л. куйидаги сонларни тригонометрик шаклда ифо- 
даланг:

1) 2 = УЗ  +  I; 2)_ г =  — 8; 3) 2 =  3/; 4) 2 = 2 — 2t. 
Ечиш.  \ ) а ~УЗ , Ь =\  булганлиги учун р = У а г—b2 =

=  2, ф = arctg ~  — —. Демак, г  — У з  + i — 2 (cos ^  + уз  6 \ 6
+ 1 sin |  ).

2) а = — 8, b =  0. Демак, р = 8, ф = arctg 0 = л, 
яъни г  = — 8 = 8  (cos я  -j- i sin л).

3) а — 0; 6 = 3, у ^олда р = 3 булиб, ф =  arctg — дан
а

<р =  булади. Бундан г  = 3i = 3 (cos ~  +  i s in - j- j .

4) a = 2; b~  —2 булиб, p = 2У2 ;  ф=arctg (— 1) =  — ~

эканидан 2 = 2  — 2/= 2 K 2  |cos ( — + i sin ( — f ' j  =

=  2 K 2  (cos sin ?-).
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а + bi ва z2 = с +  di  комплекс сонлар берилган
f[6 "уларнинг тригонометрии шакли мос равишда

2Х = рг (cos фг +  i sin ф,) ва z2 = р2 (cos ф2 +  i sin ф2)
лс-пса У -чолда г, г , - p ! p 2 (cos фх +  i sin ф О ^ ф ^  

j in - фг)  = Pj p., [(cos фл cos ф 2 — sin ф х sin ф2) +
+ i (sin (f, cos ф2 +  cos ф, sin ф2)] = рдр2 [cos (фх +  ф2) +
4 - i sin (Ф1 -г ф2)1 - п

4rap zv  z2, . . . .  zn комплекс сонлар учун г  =  П zt ни

топиш талаб килинса. у хрлда юцоридаги муло.\азадан бево­
сита ^уйидаги натижани ёза оламиз:

п п п п
г  — П 2 - — П р (cos S  Ф( +  *sin 2  Ф,)-

,= 1 i=i /= 1 i=i
Бу ерда катнашаётган комплекс сонлар учун zx =  z2 =  

= . . . . = zn муносабат уринли булса, у ^олда z = z™ —
— р” (cos «Фх + i sin n cpj) булиб, бундан (cos ф +  i sin ф)я — 
= cos nф + i sin n ф натижани ёза оламиз. Х,осил булган

(cos ф + i sin ф)л = cos яф +  i sin n ф 
формула Mуавр формуласи дейнладн. Агар бу ерда п ни
— билан алмэштирсак х,амда
П

cos пц> = cos а, дан Лф==а+-2 йя , k£Z
вшлф = sin а

булишини эътиборга олсак, у х,олда
• j  i _  
г п= рп п a-r2kn , . a + 2kncos +  i sin

)■
k£Z

ни хосил киламиз.
66- т е о р е м  a. VZj, z.^C:

а) l2i г 2\ l*il |z2|; б) =  ! 4 ; г« # 0 ;  
\ч

в) +  z,| < \гх\ +  |z2|; г) \zi — г2| \zx\ 4- |Z21;
д) I Ы  — |г211 < \zx\ +  iz2|; e) 1 \zx\ — )z2l | <  \zx — z2|,
Исботи.  Ю^оридаги 4 6 -таърифга асосан а) ва б) 

шартлар уринли экани хакида бевосита ижобий хулоса к,и- 
•лиш мумкин.

Энди в) шартнинг уринли эканини курсатамиз:
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Zi +  z2 = (P i cos фх +  p2 cos ф2) +  I (P l Sin фг -f p2 Sin и,) блп„ ,
46- таърифга асосан |гх+  z2| = (p^cos'^ +2plP2cosc^cos92+

+  p|cos2 ф2 +  p f s in ^  +  2p,p2 sin фх sin ф2 +  p2 sin2 ф2)2

= / p F T p l + ^ p I c o s t ^ ^ )  булади. со5(ф1_ ф 2) ^ 1 
булгани учун:

(Zj +  z21 < V Pi +  Pj +  2 Pl p2 =  Pl -f- p2 = ;2J  _j_ |2j| 
Демак,

lzl +  Z2| <  !z,| -f  \z2\ (1)
уринли булади. Агар (1) даги z2 ни — z2 билан алмашти- 
рилса, |z, — г,| <  |zj +  |— z2| =  Izj +  |z2| булиб, lzt — z2| ^
< |2i| +  |z2| булади. Энди 1 zx i =  !(z, +  z2) — z2| ^  2," + 
+  z2| +  |z2| булади, бундан |гг| — |z2| < |гх +  z2| экани келиб 
чикади. Бу хрсил ^илинган натижалардан д) ва е) хоссалар 
бевосита келиб чикади.

67- т е о р е м а ,  z — а +  bi Ф  0 комплекс сон ва ■'tn̂  N 
учун шундай .\ар хил а, ,  а 2.............ап комплекс сонлар
мавжудки, a.i = zj\i— 1, п булади.

Ис бот и .  п — 1 булганда теореманинг исботи разшан. 
Энди теоремани п > 2  учун исботлаймиз. Шартга асосан г=  
= р (cos ф i sin ф); гф  0. а л = г шартни к;аноатлантирадиган а 
комплекс сонни а  = pt (cos ф +  i sin т|>) куринишида излаймиз. 
Умуман а п = z шартини цаноатлантирувчи сонлар жуда куп, 
лекин уларнинг фацат п таси х,ар хил булиб, цолганлари 
такрорланиши мумкин. z—a" =р" (cos лф-Н sin /и|>) формула- 
дан фойдаланамиз. 46-таърифга асосан jz| = p", яъни р=р", бу

ердан рх — у  р, P i>0, р> 0. Сунгра иккита комплекс соннинг 
тенглигидан cos m|> = cos ф Д sin п ф = sin ф булиб, бундан 
т|> = ф +  2£л;■ k£Z,  ф = Ф + 21 " , k£Z> n ^ Ni ak==

— v p  (cos • ф ~r—k?. - f  i sin ~k л j з̂ осил булади. Бу

ерда k — 0,1, . . . .  п — 1 ^ийматларни бериш н ати ж аси -
да п та ^ар хил илдизни топамиз, лекин а п+, =  ®i:
а п = а 0 . . . , а.2п = а 0, . . .  устма-уст тушишини куриш

п ,—[  ф -f- 2лп . . . ф - f -  2лп \ 
мумкин, яъни а .  =  v р cos 1------  +  1 м п ------- I

=  V p  (cos — 4- t sin —  W
r  \ n n I

« n
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ц]у билан теорема исботланди.
1-мисол. z= ]/ r 3 + i  соннинг учинчи даражали ил- 

дизини топинг. _______
Ечиш. P = V  & + Ь2 = 2; ф = булгани учун

a,= V 2 ( cos
-jr +  2л k

- f i sin
)■

бу ерда & = 0,1, 2 . . . кийматларни бериб, а0, а,, а2 ил- 
дизларни топамиз: а0 = у '2  (cos +  i sin -jjj; а, =

\ з-тг/ 25 л . . 25 я  \
)■ 2 (cos— + , 5 Ш ~ /

Ч .тг/ 13я . . . 13 я = у 2(cos —  + tsin 18 у  г 18 • 18
2-мисол. Бирнинг п- даражали илдизини топинг, яъни

шундай ak сонларни топингки, а" = 1 булсин.
— ■ „  2яй , Ечиш. Бу ерда р= 1 ва ф = 0, у з̂ олда ak = cos---f-

+  i sin 2 nk , k 0,1, . . .  , n— 1.
Агар n = 2m булса, бу илдизларнинг ичида фацат ик- 

китаси .̂ а̂ иций илдиз булади: au = 1; ат = — 1.
п = 2т + 1 булса, у ^олда фа^ат битта а0 = 1 хаци^ий 

илдиз булади.
Шу билан бирга цуйидаги хоссаларнинг уринли булиши- 

ни а̂м курсатиш мумкин:
= а ,т , m £Z.|а*1 = <*т = а*-т= „

гх-г2 нинг юцорида келтирилган тригонометрик шак- 
лига асосан

П Г. I  2л* 2дт \ I • • / 2 л к  2 п т \( _  +  _ ) + ,  s ,„ ( _  +  _ ) _  а ,+т.

a *=cos (m- + I sin [m - = akm.
ТГ \  ̂ / \  ̂ /
Лолган хоссаларни хам шу каби исботлаш мумкин. Демак,
илдизлар a = cos---- f- i sin-- , k — 0, 1,2, . . . .  n — 1
К- n nсУлади.

3- §. z =  a +  bi КОМПЛЕКС СОН УСТИДА БОШ КА
а р и ф м е т и к а л а р

ай 2 = a + bi куринишидаги сонлар устида к,ушиш,
ириш, купайтириш, булиш ва даражага кутариш амалла- 
ни 83 Уларнинг хоссаларини ургандик. Х,ар бир сонли туп-
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ламда айириш ва булиш амалларини цай даражада бажари 
лишини урганиш хар доим ^ам шу фан вакилларини кизик- 
тириб келганлиги маълум. Шунинг учун г ~  а + bi купи- 
нишидаги комплекс сонларга ухшаш комплекс сонлар мав- 
жудлиги ва улар устида булиш амали хар доим а̂м бажа- 
рилиши мумкинлигини урганиш узига хос а^амиятга эгадип 
Биз г — а 4- bi куринишидаги- сонлар устида кушиш ва ку- 
пайтириш амалларининг бажарилишини курдик:
(а + bi) + (с 4- di) = (а + с) + (b +  d)i\ (jj
(а 4  bi) (с + di) = (ас — bd) + (ad 4- bc)i. (2)

Энди шундай масалани уртага цуяйлик: (1) шартни саь;- 
лаб цолиб, (2) купайтириш ^оидасини янги цоида билан ал- 
маштириш натнжасида янги сонли система га утиш мумкин- 
ми? Бунинг учун i'2 — — 1 десак, яна z==a+t»i куринишидаги 
сонли системага тушиб ^оламиз. Шунинг учун бу янги из- 
ланаётган сонли системада i2 — i i. Энди i2 = р 4- qi кури- 
нишида булсин дейлик, у холда ,|ВН
(а + bi)(c + di) = а(с 4- di) + bi (с + di) — ас + adi + bci+
+ bdi- = (ac 4  bdp) — (ad 4■ be + bqd)i (3)
хосил булади. Бу янги системада куйидаги талабларнинг 
бажарилишини таъминлайлик:

1. а (а = а 4- Ог) ха^икий сонни г — b 4- ci комплекс сон­
га купайтирилганда натижа комплекс системадаги каби бул­
син, яъни
(а 4- Oi)(b 4- ci) — ab 4  aci,
(b 4- ci) (a 4- 0i') = ab + aci.

Агар с — 0 булса, у холда (Ь 4- 0/)(а +  Ot) = ab — 0 i хам да 
(а 4- О/) 4  (b+ 0i) = (а 4- Ь) 4  01.

2. Zj ва г2 а̂мд.г a,b£R  учун (azl) (bzi) = (ab̂ ZyẐ j шарт 
бажарилсин.

3. гъ z2, г3 комплекс сонлар учун: (zx + z2) z 3 = ztz, 4  
-f г2г3 ёки' z, (z2 +  zs) = zxz2 -f Z;Z3 шартлар бажарилсин.

Юцоридаги (3) шартдан бевосита z:z2 = z2zj ва (zt z2)z3-- 
= zi (z.2-z3) муносабатларнинг уринли экани куриниб турио- 
ди. Келишилган i2 = р qi шартга асосан

ни ёза оламиз. Бунда асосан ушбу учта з̂ олни цараб чикай- 
лик.
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. 0 _|_ Л1— = — к2 — манфий сон булсин, дейлик, у!• и 4
( JL  4- —  I Y = — 1 булиб,---— -J— — i — I  деб^олда 2к •+- k ) • 2k k

б е л г и л а с а к , i = - j  ■+ k 1 ва Г г = -  1 экани келиб чицади.

Бундан а 4  bi = ( а 4- -у q j-r bkl куринишидаги комплекс
сон *осил булиб, бу z = a + bi куринишдаги сонли система 
билан устма-уст тушади. ]

II. р 4  = *2 (кф  0) булса, у колда +  —  /) =

= 1 хосил булади.. (— -^- + y-f )  = Е  деб белгиласак, £2 =

= 1 булиб, бундан z = а' + Ь 'Е  куринишидаги сонлар косил 
булгди. Бу сонлар устида купайтириш амали

(а' 4  Ь'Е) (с’ 4- d 'E) = (а'с' + b'd’) + (a'd' 4  b'c')E
куринишда бажарилади.

Одатда бундай сонларни иккилама (икки юзламачи) сонлар 
деб аталади.

III. р 4- q—  = 0 булса, у хрлда [t— j- ) = 0; i-- q-  =

= L десак, i = —  + L, I 2 — 0 булиб, z — a + bL курини-
2

шидаги дуал сонлар хосил булади. Агар улар устида к\’- 
пайтириш амалини бажарсак, у о̂лда

(o f  bL)(c + dL) = ас + (ad  4- be) L
куринишидаги сон хосил булади.

Масалан, (1 +  Е )х  = 1 4* 0 £ тенгламани ечишни талаб 
Килинган булсин. Бунда I 4- Е  соннинг цушмаси 1 — £ сон 
эканини эътиборга олсак, у ^олда (1— Е 2) х=  1— Е  бу­
либ, 0 л: = 1 — Е  )\осил булади.

^удди шунга ухшаш, х — а 4" bL булса, бундан x - L~  
~  aLф  1 эканини куриш мумкин. Шунинг учун ^осил ки' 
лннган иккилама ва дуал сонлар устида булиш амалини х,ам- 
ма вакт а̂м бажариш мумкин булавермас экан. Демак, биз 
Учун энг кулай турт арифметик амал билан бирга даражага 
к-тариш, илдиз чикариш ва логарифмлаш амалларини ба- 
Жариш мумкин булган сонли система г = а 4- bi\ i2 = 1 
к>ринишидаги ернлар системаси экан.
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Мустацил ечиш учун мисол ва масалалар

1. Хисобланг: а) г'100; б) /30; в) — /* — 2/4 + / + 2-
г) (3 _  2О2 -  (1 + 20s + (1 + 0(2 + 30;
д) (1 +  о5; е) Ц Д ,  ж ) (I ± 2J> (1 ~ t' ) ,

2t —З + i
2. х нинг цандай цийматларида: а) 2х — 5ix — 3 — x*i 

ифода хацикий ёки соф мав^ум булади; б) zx = г* — б 
+3xt7 ва г2= x j— lOi—x сонлар учун zL=z2 булади; в)
= — 4xi + 3 — 11л: ва г2 = хЧ — 21/ + Ах1 сонлар узаро 
кушма сонлар булади; г) хг +  i6 — ie— x-i11 ~  0 буладн.

3. Берилган сонларни кушма комплекс сонлар купайтмаси 
(гг) шаклида тасвирланг: а) 7 + 3/; б) 12 — 7/; в) 9а + 7bi.

4. Берилган х, ва х2 илдизларига кура х^иций коэффи- 
циентли квадрат тенгламани тузинг:

а) хг = 1 +  2/; х2= 1 — 2/; б) хх — -■~ 2<; х2 = - ~ 21 •1— 1 1+ i
5. г комплекс сонни топинг:

а) У  z =- 2 — 3/; б) у г = 5 +  /; в) г2 = 3 + 4/; г) гг+г = 
= — 9 + 3/.

6. ^уйидаги тенгламаларни комплекс сонлар со̂ асида 
ечинг:

а) хг — х + 1 = 0 ;  б) х2 -  8х +  25 = 0; в) 27л3 = 8; 
г) 8х3+1 = 0; д) 16л4 = 625; е) л4 +  81 = 0;
ж) л4 +  4л2 + 3 = 0.
7. Комплекс текислнкда куйидаги тенглик ва тенгсиз- 

ликларни ^аноатлантирадиган г нукталар тупламнни топинг:

а) |г| = 1; б) [г| «S 2; в) |г| > 3; г) 1 <\г\ < 2;
д) \г — 1| — 2; е) |г + /| = 3; ж) |г — 2| > 2; з) 1 <1 г—2/1<2.

8. Муавр формуласидан фойдаланиб, cos За = 4 cos3a
— 3 cos я, sin3 а = 3 sin а — 4 sin3 а формулаларнн исбот- 
ланг.

9. Куйидаги комплекс сонларнинг тригонометрик шак- 
лини топинг:

а) 3 + 3/; б) — 2 + 2^3"/; в) 5 / 1 —5/; г) 4/; д) 6.
10. Комплекс соннинг алгебраик шаклини топинг:
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• a) |Z| = 1, argz -  f ; 6) \z\ =2. argz= -  f ; 

B) | z I ~  3, argz = -f-; r) \zl = l, argг = - - j- .

VII БОБ. Ф У Н К Ц И Я%
1- §. ФУНКЦИЯ *АКИДА ТУШ УНЧА

ЭДатематикада функция тушунчаси му^им тушунчалардан 
биридир. У  рта мактаб математикасидан маълумки, матема- 
тикада. геометрик фигураларнинг тенглиги, ухшашлиги, t v f- 
рй чизиц ва текисликларнинг параллеллиги, перпендикуляр- 
лиги ва хоказо кабн тушунчаларнинг хар бирини мушо^ада 
килсак, улар бир нарса объектининг иккинчи нарса объекти 
билан бирор муносабатини ифодаловчи конуният ёки коида- 
нинг берилиши асосида юзага келаётганини куриш мумкин. 
Лекин каралаётган муносабат ёки цоидаларнинг >̂ар бири узи- 
нинг ани^ланаётган со^асига цараб бажарадиган вазифаси тур- 
личадир. Масалан, текисликда учбурчаклзр ва айланалар бе­
рилган булсин. Мавжуд барча учбурчакларни X  тупламга, 
айланаларни Y тупламга киритайлик ва бу тупламлар эле­
ментлари орасидаги богланнш конуниятини >̂ар бир учбур- 
чак учун унга ташки чизилган айлана мавжуд деб ани^лай- 
лик. У >рлда .̂ ар бир учбурчакка битта ташки чизилган 
айлана мос келади. Агар бу ерда эркин олинаётган учбур­
чакларни х, унга мос равишда топилаётган айланаларни у 
оркали белгиласак хамда улар орасидаги богланиш кону­
ниятини f оркали ифодаласак, у ^олда бу жараённи у —f(x) 
ифода ёки формула оркали бэглаш мумкин. Математикада
бундай богланишни у = f{x), ёки xfy, ёки х £ X  у £Y , ёки 
(x,f(x)) куринишларда ифода килинади.

48-таъриф. Берилган X  тупламдан олинган %ар бир 
х элементга Y тупламнинг анщ бир элемента мос щйил- 
ган булса, у хрлда бундай мослик функция дейилади ва 
Чуйидагша белгиланади: у — f {х), бу ерда х — эркли уз- 
гарувчи—аргумент, у эса мажбурий узгарувчи — функция 
деб аталади.

Мисоллар. 1. у — 3* да ĵ ap бир ^аци^ий х кий мат 
УчУи аник бир мусбат у киймат мос ^уйилган.

2- /: а'£ X  -+х2£ Y мослаштириш цонуниятини га^лил 
к.илсак, хар бир хакикий х киймат учун аник бир манфий- 
мас а̂цикий у киймат мсм ^уйилгап.
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49-таъриф. а) Берилган /(х) функцияда х аргум 
нинг олиши мумкин булган циймаггитри туплами f( 
функциянинг аникланиш соцаси дейилади ва Dom / —D(J)
— {х/ЗУ- (У ~  f (*))} куринишида белгиланади.

б) Берилган f(x) функциянинг барча кийматлари тйг^
лами унинг узгариш сохаси дейилади ва Imf = £ (Д) ^
— {У \3х (У = / W )} куринишида белгиланади.

Мисоллар. 1. у ~  х2 функциянинг аникланиш сохаси
D (y) = R, узгариш сохаси Е(у) = [0; + °°).

2. f(x) = lgx функциянинг аницланиш сохаси D(/) = 
= (0;+ оо), узгариш сохаси £(/) = (— ос; -f оо) = R.

3. f(x) = s\nx функциянинг аникланиш сохаси D (f)~ M  
ва узгариш сохаси £(/) — [— 1; 1 ].

4. f(x) = У  х—2 + У 1—х функциянинг аницланиш со- 
х,аси D(f) = 0  буш туплам, узгариш сохаси £(/) = 0 дир.-

5. у = 5 функциянинг аникланиш сохаси D(y) = R ва 
узгариш сохаси Е(у) = {5}.

/(.г) ва g(x) функциялар берилган булсин. Агар fix) функ­
циянинг аникланиш еохасидан олинган барча х лар учун 
fix) = g(x) муносабат уринли булса, у холда f — g дейила­
ди, яъни: V  *€£>(/): D(f) = D(g)'j\f(x) = g(x)«/(*) = g(x).

Маълумки, агар f : X  —>~Y булса, у ^олда / к;онуният 
X  туплам элементларини Y тупламга акслантирувчи о̂ну- 
ният булиб, у уз навбатида сюръектив, инъектио ва биек- 
тив булиши мумкин.

Агар X  = D от f — D(f) ва I  mf — E(f) c:Y  ёки /c X  X Y 
булса, у холда / акслантириш X  туплам элементларини 
Y тупламга акслантиради, агар X — D(f) ва £(/) = Y бул­
са, у холда / акслантириш X  туплам элементларини Y mijn- 
лам устига акслантирилади дейилади. Математикада /сгЛ X В 
акслантиришни В А куринишида ,̂ ам белгиланади.

■ Берилган f цоида асосида акслантиришдаги А туплгм- 
нинг сбрази деб f(A)={f(x) / х £ А) га, прообрази деб /_1(Л)= 
={.v£D (/) I f (x) £ A } га айтилади.

50- т а ъ p и ф. / : X  -*■ Y акслантиришда:
а) Y тупламнинг хар бир элементи цеч булмаганда Д? 

тупламнинг бир элементининг образи булса, у холда бун­
дай акслантириш сюръектив ёки X  ни Y нинг устига 
акслантириш дейилади, яъни

f : ( V y t Y ) ( 3x Z X )(y= f(x )y ,
б) Y тупламнинг yap бир элементи X  т у п л а м н и н г  

биттадан ортщ булмаган элементининг образи булса.,



дай акслантириш X  ни Y га инъектив акслантирши 
%илади, яъни

f : (■v y  € У) (Vxt, х2 е X ) (у /(jfi) а  у = /(*г) = *2);
\ у тупламнинг %ар бир элементи X  тупламнинг 

ик бир элементининг об рази булса. у дшда бундай акс- 
^нгпирши узаро бир кийматли ёки биектив акслантириш

^ М и с о л л а р :  f : л:6R -+ х2 € R-, бундан куриниб туриб- 
т,ики сюръекция бажарилаётибди.
д 2' f = { (х. y )d R ‘-\y = *} акслантириш инъективдир.

3'  ̂ = {(х(/)£/?х/?4-|</ = 2*} куринишидаги акслантириш
биеюнвдир. „

Юкорида келгирилган мулохазалардан куриниб турибди- 
ки / функция купчилик ^олларда хациций сонлар туплами- 
аа’аникланган булиб, узининг геометрик мазмунига кура 

{(x ,y )£ R 2\x£R\y£R  A x fy ) = Vf 
ну̂ талар тупламини текшириш ёки аник,лашга мос келади. 
Юкорида R ^а^икий сонлар туплами билан Ох сон укидагн 
ну̂ талар туплами орасида узаро бир к,ийматли мослик ур- 
натиш мумкин эканлиги з^ида айтилган эди. Бундан келиб 
чи̂ иб, хОу тугри бурчакли координаталар текислигидаги 
нуцталар туплами билан R x R  туплам элементлари орасида 
узаро бир к;ийматли мослик мавжуд эканига ишонч х,осил 
цилиш мумкин, хОу тугри бурчакли Декарт координаталар 
текислигини шартли тарзда(12-а раем) туртта чоракка (квад- 
рантга) ажратилади. Декарг координаталар текислигида олин­
ган ихтиёрий ,4 нуцтани аввал Ох у^ига, сунгра Оу укига 
нроекциялаб хам да х0 ва у0 нуцталарни топиб, А нуцтанинг 
хОу текисликдаги координаталарини мос равишда {х0, у0) ор- 
цали ифодаланади ва уни А (х0 у0) куринишида ёзилади. Шу- 
нинг учун: I чоракдаги А (,г0, (/„) нуцтанинг х0 ва у0 ксюр- 
динаталари хар доим мусбат булади: х0 > О, у0>  0. Шу ка- 
би II чорак учун А (—хп, у0), I I I  чорак учун Л (—х0, — у0),
IV чорак учун А (х0, —у0) булади.

Маълумки, Ох сон у^ида .олинган .4(/j) ва B {t2) ну^та- 
лар орасидаги АВ — d масофани AB — \t2— tx| формула 
°ркали ифодалаган эдик. Энди куйида хОу Декарт коорди­
наталар системасида берилган икки нуцта орасидаги ма:офа- 
ни аницлаш формуласини ,\осил циламиз.

68-теорема. хОу тскисликда берилган А (хи y j  ва 
В(хг, у2) ну^талар орасидаги масофа
d ~  АВ у  (х2 — х,)2 + (у2 — t/i)2 булади.
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Исботи.  Берилган АВ 
кесмани Ох ва Оу у^ларига 
проекциялаймиз: унинг Ох 
уцидаги проекцияси Л1В 1= 
= 1ха—дгх|, Оу уцидаги про- 

й (х- v  ) екцияси АгВ 2 = \у2 — ух\
1 °  °  булиб (12-6 раем), ADB
I учбурчакдан Пифагор тео-

ремасига асосан d = АВ = 
= У AD2 + BD'1 булади. Бу

Q)

Хо
/ у ердан_/Ш = А ХВ Х ва BD -  

га асосан— А2В 2

d = A B = V  АЛВ\ +  АгВ1= 

= V (x 2— Xl)2 + (y2—yi)2.
М и с о л л а р. 1. Л (2, 

—5) ва В  (—3, 7) нукталар 
орасидаги масофани топинг.

Ечиш .  d =
= V {—3 - 2 ) 2 + (7 + 5)2 =
= У  25+1 44 -  /163 = 13 
узун. бирл.

2. №  = ! +  4
х3 — 4х +  3

функциянинг аницланиш со^асиии топинг.
Ечиш. Бу функциянинг антумниш со.\аси х2 — 4х+ЗФ 

ф  0 булган барча х лардан иборат булгани учун, бундан 
х ф  3 ва х Ф  1 ни топамиз, Бундан D (f) = (— оо; 1) U
U (1; 3) U (3; + оо).

3. f(x) —V 9 — х +  V х  — 4 + ~ функциянинг аник-
ланиш сохасини топинг.

Ечиш. Берилган функциядаги иррационалликнинг ариф- 
метиклик шарти ва каср махражинннг нолдан фл рулили к 
шартига асосан:

9 — х > О,
J — 4 + 0 о  

х — 6 О

-V <9, 
х > 4, 
хф 6

ни з̂ осил циллмиз, бундан £>(/) = (4; 6) U (6; 9]. 
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4. fix) = Icg2 U  — 3) + sin V x  + 4 + V--J—  функция-
г аникланиш сох,асини топинг.
Ечиш. Бу функциянинг аникланиш сохаси

\ X —  3 >  0, х >  3,
х — 4 > 0, °  х > 4,
10—х > 0  [ х < 0

га кура £>(/) = И; Ю) булади.
5 f (х) = 2х —  функциянинг ушбу кийматларини то­

пинг: а) /(2)/б) /(2а), в) ((а  +  3) г) Д -х ), д) /(|х|).
. 2 * 2 . ] ft j\ р / гч 1  ̂ -ьО i~ 1Ечиш. а) /(2) = 22_ ] = у ;  б) /(2а) = (2a;2_ ,  =

4 a + 1 - ffa I 31- 2f° + 3> ± i_____ 20 + 7 .= l ^ T T ’ B) /(a + 3) (о + З)*— 1 -  a2 + 6a + 8 ’
. .  , 2 • (— x) +  1 l — 2x , r ,, 14 2 /xi + 1

r) «-*> =  - + n r r  = ; Й  « w >"  И Т Г  -
= 2 И + 1

JC2 — 1
Муста^ил ечиш учун мисол ва масалалар

1. хОу текисликда цуйндаги ну^таларни ясанг:
А (2, 7); В (3,0); С(1, — 4); D (0, 5); £ (— 1, 2); £ (— 4;-3)

С (-2,0 ); Я  (О ,- 3 ); К  ( - 3 - f ,  2 -у ); 1 (]/ У ,- К З ).

2. Координаталари куйидаги тенгламалар системасини а̂- 
ноатлантирувчи нуцталарни ясанг:

| 5х+ 2у — — 1, (х2 + у2 = 25, | у2 - 4 х  = О,
12х — (/=14; [х +  «/ = 7; °М х 2 — 4г/= 0.
3. Абсциссалари — 4, —3, — 2, — 1, 0, 1,2, 3 ва 4 га 

тенг. ординатчлари эса а) у = Зх — 5; б) у = ха тенглама 
билан аницланувчи нуь̂ таларни ясанг

4̂  (3, 2) ну^та берилган: унга абсциссалар ва ордината- 
лаР у^ларига нисбатан, ксюрдинаталар бошига нисбатан сим- 
метРик булган нукталарни ясанг ва улар орасидаги масофа- 
Ни яникланг.

5. Мунтазам олтибурчакнинг томони а га тенг. Коор- 
аталар боши олтибурчакнинг марказида, абсциссалар уци
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унинг икки царама-карши учларидан утган деб, олтибувЯ 
учларининг координаталарини топинг.

6. Учбурчакнинг учлари: Л (—2,1); В  (4, 8); С (10,6) к 
учбурчакнинг ички бурчаклари орасида утмас бурчак борМ1р

7. Ох укда координаталар бошидан ва А (9, —3) 
дан бир хил узокликда турган нуцтани топинг.

8 Мунтазам олтибурчакнинг иккита ^ушни учи Л (2 0)
В  (5, 3 / 3  ) ни билган о̂лда унинг марказн О {х, у) ни то- 
пинг.

9. Л (1,3) В  (4,7); С (2, 8); D (-  1,4) га кура ABCD 
параллелограмм эканлигини текширинг ва АВ томонини асос 
деб, унинг баландлигини ^исобланг.

10. Агар {(л-, у)\х£ Х \у£  Y\xfy} = Г/ булса, у *олда
= = {(*, y )£ N 2\y = х + 1} ни топинг.
11. К,уйидаги функциялар кайси ораливда айнан тенг 

булади:

а) У —
X1 — 1
х— 1— 3 ва у — х — 2; б) у — 2 ва у

х + 1; в) у — У х 2 — 4*4-4 ва у — х — 2;
г) У= У х  — 1 У  2х+ 1 ва у = У (х  — 1)(2*+1).

12. {\уйидаги функцияларнинг аникланиш сохасини то­
пинг:

б) У = log2а) у = * * +5 •
lg (9 — х)

в) У = У  х* +  4х — 51g(x +  1);
Ух*  - 5  х +  Ь 

lg (№ * +  5)а
Ух* — 5х+ 6  . , »/—  2 ) х+  1.г> У = : я)у = \оё< {2 - У х - у = Щ

е) У = У  \  |о&  16 -  l°g8(.v2- 4 *  +3;

ж) » “  V К*,., г^ т -
13. Функциянинг ^ийматлар сохасини топинг:

а) у = У 2  + х — х2; б) У = ;ГГ7*
в) У — log., (1 — 2 cos лг); г) у — sin дс + sin |*|;

л) У — г ~ т -  е) у = 2е03 х|;1 +х-
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ж) у 

и) У

3 — sin х 
= 2 sin 5х + 3 cos 5 х.

з) У =
V  J* |—* ’

2- «. ФУНКЦИЯНИНГ БЕРИЛИШ УСУЛЛАРИ

Математика да функциянинг берилиш усулларидан жуда 
к\"п учрайдиганлари аналитик, график ва жадвал ёрдамида 
берилиш усулларидир.

I. Аналитик  (формула) у сул д а  берилиш и.
5 1-таъриф. Агар функциянинг цийматини топиш 

учун аргументнинг устида бажарилиши лозим булган 
амалларни бог ловчи ифода кдрсатилган булса, у холда 
функция аналитик усул билан берилган дейилади. 

Мнсоллар: 1) у — х2 — 5л + 1, D (х) = R, Е(у) —

2) у = хг— 5х + 1, * £ [ 1; 3];
3) у ~  х2 — Зх + 4, х £ (1; 5);
4) У — У 1 —х функция аналитик усулда 

берилган, Р (у) = (— оо; 1]; Е (у ) = [0; +  оо);
5) У -  У  sin х— 3 функция аналитик усулда берилган,

D(y) = 0 ; Е  (у) = 0 ;
6) а) У = У х — 1 + У 1—х функция аналитик усулда бе­
рилган, О (у) — {1} ва £ (у) = {0);
б) У ~  У  log2 sin х функция хам аналитик усулда берил­

ган, D ( y ) ^ ^  + 2 kn \k£ z ] ва Е  (у) — {0};

~) У V  1 —х2 функция аналитик усулда берилган булиб, 
D{y) =.- [— 1; j] ва Е(у) = [0; 1] ва бу ерда / ^онуният 
Рзсмда келтирилгандек мосликни ифодалайди;

8) у ~Т г — « Функ~’ 1 —х —J  X) / X
^ил зналитик куринишда

£ & Л <9)Г (- ' ; '>■[1, -  оо).
(Окорцда• • келтирилган 

ла^И™к ФУнкциялар би- 
ИР а̂торда шундай

О

13- раем.
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функциялар хам борки, улар кисман аналитик функциял 
деб аталади. чунончи

9) f(x) =
1, агар |xl > 1 булса,
О, агар 1x1 = 1 булса,
— 1, агар |х| < 1 булса.

Ю) f (А-) — | агар * — рационал сон булса;
(0, агар х — иррационал булса. 

Бу функция Дирихле функцияси дейилади.
— 1, агар х < 0 булса,
0, агар х = 0 булса,
1, агар д: > 0 булса,

11) /(x)=signx =

бунда D (f) = R, E (J) — { — 1; 0; 1);
12) f (х) = [х] — «антье икс» — х нинг бутун и̂сми.
13) f (x) = {x} — x — [х], х нинг каср ^исми.
Аналитик усулда берилган функцияларнинг шундайлари

хам учрайдики, унда катнашаётган узгарувчилар бири ик- 
кинчисига нисбатан ошкора ифодаланмаган булади. Бундай 
функцияларни математикада ошкормас функциялар деб ата­
лади.

14) ху — х +  1 =0; \хг у- = 1; х3у+ П  = 0; ху +
+  ху2 = 1, sin х +  cos у = 1;’ log2 х + у tg х = sin х функция­
лар ошкормас функциялардир.

I I .  Ф у н к ц и я н и н г  график у с у л д а  бери лиши. 
хОу тугри бурчакли Декарт координаталар текислигида 
у = fix) функцияни царайлик. Эркли узгарувчи х га хи 
х2, . . . .  хп, . . .  ^ийматларни бериб, мос равишда ух, у2, • ■ •
. . . уп, . . .  кийматларни ^осил циламиз. Сунгра координа­
талар текислигида (х,, у,), (х2, у2), . . . , (хп, уп), . . ■ коор- 
динаталарга мос келувчи нукталарни топамиз.

52-таъриф. Берилган у — fix) функция у ч у н  коор­
динаталар текислигида шундай нукталар туп л а м и  мав- 
жуд булсаки, бу тупламдан олинган ихтиёрий (х0, У о) НУ£‘ 
т а  учун у0 — f(xn) муносабат уринли булса, у холда оу 
нукталар туплами у = /(х) нинг графиги дейилади. . I

Берилган у — fix) функциянинг графиги — бу текислик*. 
нинг шундай нукталар тупламики, ундаги н уц та л а р н и н г^ Ч  
ординаталари факат ва факат у = fix) ни каноатлантираД»и 
ва узида бош^а нукталарни сакламайди.
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14- раем.

t0u текисликда бе- 
пгяН / НУКталаР Т>'П'С н и н г  'координата­

м и  аниклпш учун 
» укига параллел 
%рн чизиклар утка- 
Злса, хар бир тугри 
адзик бу тупламни 
бйггадан ортик. бул- 
„агаи нуктада кесиб 
утади (14-раем) Ох 
лКИда олинган [а; Щ 
кесмадан ихтиёрий х0 
нукта олиниб, у орка-
л"и Оу укига параллел килиб утказилган турри чизик I нукта- 
лар тупламини А нуцтада кесиб утади. Бу нуктани Оу укига 
проекцияласак, у хрлда кийматга мос булган у0 =/(х0) 
цдймат аникланади. Бундан А (х0, у0) £ I нуктанинг коорди- 
наталари (*„, (/о) экани аникланади.

Функция график усулда берилса, унинг хар доим^хам 
аналитик ифодасини топиш мумкин булавермайди. Айрим 
>;олларда олий математиканинг махсус услубларини татбид 
цилиш натижасида унинг аналитик ифодасини та^рибан то­
пиш мумкин.

I I I .  Ф у н к ц и я н и н г  ж а д вал  у с у л и  билан бе- 
рнлиши. Амалиётда жуда куп доллар да бир узгарувчига 
турли кийматлар бериш асосида иккинчи узгарувчининг кий- 
матлар жадвали тузилади. Урганилаётган ^одисанинг 
текис содир булиши, сакраб содир булиши, узилиб-узилиб 
содир булиши каби масалаларни )̂ ал килишда х,амда айрим 
тиббий масалаларни ечишда, ер усти ва ички (геологик) уз- 
гаришларни, казилма бойликларнинг хажмини топишда ав- 
вал жадвал усулига суянган х.олда унинг аналитик усулига 
такрибан ёки аник утшлар ^осил килинади. Амалиётда бу 
Усул узининг тузилишига кура чнча кулайдир.

Мисол лар. 1.
—5 — 3 0 3 8 5 15 40 1

— 10 - 6 0 6 16 10 30 80 2

Бу жадвалда устунларда жойлашган катаклардаги сонлар 
ннсбати J L  _  J i L  _  _L  _  Ни ^арасак, улар-

— 10 30 80



нинг бир-бирига тенглиги у = 2х муносабат мавжуд эка 
гини курсатиб турибди. канли-

2.
9 1 15 90 1 1  ~

3 4
1
3

3
1
5

i
30

9 12

Бу жадвалга синчиклаб карасак, з̂ ар б:.р вертикал катак- 
лардаги сонлар купайтмаси узгармас сон 3 эканлиги кури-
нади. Шу сабабли бундан ху = 3 ёки у = ~  куринишдаги
аналитик ифода хосил булади.

Мустакил ечиш учун мисол ва масалалар

Функциянинг аницланиш сохаси D (/) ни топинг:

2. fix) =1. f(x) = V \ - x  + 
1

+

1

У  2+х-

з. / М =  •
Тхг — Зх+2

х +  1

5. f(x) = V lg(3x—T lx1). 

7. /W  = lg x2- 9x1 — 1

*3 +  3*»_  2х

4. f(x) = У Зх  — х2.

6. f{x) = log2 log2 (x — 3).
о t/ \ 1 *3— 4*a + 3x8. f(x) *= In 

10. f(x) = -

1
l9. /(*) =

r *  +  4
Функциянинг узгариш сохаси E  (f) ни топинг:

5 *+  6

11. /(*) =

13. / (*) = 

15. Д*) =

x —3 '
X

Г + 7 '
*J -5

12-
14. /(х) = ( - ! ) * .

2л

17. /(*) = ]/■

16. / (х) = lg 

18. / (x) = In

19. f{x )= y  Ig(x + l)'2

X —  1

x+1
Х - Г

20. f(x) = lg(sinx — 2).
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з- §. ФУНКЦИЯНИНГ ЭНГ МУ*ИМ Х0ССЛЛ/4РИ

Мактаб математикасида урганилган функциялар узининг
'лиши жи^атндан содда куринишдаги функциялзр булиб, 

т; бир тур функциянинг характерини урганишнинг узига 
Х'3~ хусусияти мавжуддир. Шунинг учун \ам мактаб мате- 
х икасидами, олий математикадами, цайси бос^ичда ургани- 
лишидан к,атъи назар, функциянинг умумий характерини 
лрганишда куйидаги тушунчалар муэрш а^амиятга эга: аннк;- 
паниш ва узгариш со^алари; чегараланганлиги, жуфт ва 
токлиги; даврийлиги; усиш ва камайиши; энг катта ва энг 
кичик кийматлари; узлуксизлиги; графиги. Ю^оридаги мав- 
зуларда функциянинг аникланиш ва узгариш со^аларини ку­
риб утдик, энди долган хоссаларни хам куриб чи^айлик.

1. ф ун кц и ян и н г  чегараланганлиги .  К,аралаёт- 
ган функциянинг олиши мумкин булган цийматлари тупла­
ми узининг тузилиши жих^тидан х,ар хил булиши— куйи- 
дан,' юцоридан, цуйи ва юцоридан чегараланган булиши ёки 
чегараланган булмаслиги мумкин.

53-таъриф. f(x) функция аницланган X  сонли туп­
ламдан олинган ихтиёрий х учун шундай А сон мавжуд 
булсаки, Л < / (х) муносабат Гринли булса, у холда / (х) 
функция цуиидан чегарсишнган дейилади.

К,уйи чегараларнинг энг каттаси аниц цуйи чегара 
дейилади. •

Мисол л а р. \. у = 2* функциянинг куйи чегарасини 
топинг.

Ечиш. D (у) — R, Е  (у) = (0; +  оо) эканини эътиборга 
олсак, у о̂лда исталган манфий хакиций сон цуйи чегара 
булиши ва улар орасида энг каттаси ноль эканлиги равшан. 
Демак, берилган функция цуйидан чегараланган ва А = 0 
ани?; куйи чегарадир.

2. 1(х)==хг + 2 функциянинг ани  ̂ ь̂ уйи чегарасини то­
пинг.

Ечиш. D (f) — R  ва Е  (/) = [2; + оо) эканидан f (х) > 2. 
Демак, А = 2 булади.

3. f(x) = sinx — 3 функциянинг куйи чегарасини топинг.
Ечиш. D (/) = /? ва jsinx|< 1 эканини эътиборга ол-

а̂к. У .\олда £(/) = [— 2; — 4] эканлиги равшан. Бундан 
 ̂ —- 4; А = — 10; А — — 7 сонлари ь̂ уйи чегара булиши 
илан бирга аник цуйи чегара А = — 4 булади.

54- т а ъ р и ф. Берилган / (х) функция аницланган X  сон- 
и тупламдан олинган ихтиёрий х учун шундай В  сон мав-
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жуд булсаки, /(x)s£ В булса, у %олда f(x) функция юкп 
дан чегараланган дейилади. Фри.

Юцори чегараларнинг энг кичиги аник юкоои 
дейилади. _ _ _  И Негара

М и с о л л а р. 1. f (х) = У  \ — функциянинг аник 
ри чегарасини топинг. ■ °̂*

Ечиш.  /(х) функциянинг аницланиш со^аси D(f)
= [— 1; Ц, ^ийматлар со^аси E (f) == [0; 1]. Демак, В > . 
шартни к,аноатлантирувчи барча В  лар унинг юцори чегаоа- 
си, В  — 1 эса аниь; юцори чегарасидир.

2. f(x) = — х2 — 4х + 1 функциянинг аник, ю^ори чега­
расини топинг.

Ечиш. /(х) функциянинг аникланиш со.̂ аси D (/)=й 
булиб, / (х) — — л:2 — 4 х + 1 = — (х + 2)2 + 5 га асосан 
£(/) = (— 00; 5] булади. Бундан В  > 5 булиб, 5 = 5 анш, 
ю^ори чегара булади.

55-таъриф. /(х) функциянинг аникланиш. со̂ асидан 
олинган ихтиёрий х учун шундай А > 0 мавжуд булсаки, 
I/WI <  А булса, у холда f(x) функция чегараланган дейи­
лади.

Бу таърифдан келиб чикадики, f (х) функциянинг аниц- 
ланиш сохасидан олинган ихтиёрий х учун шундай — Л ва 
А сонлар мавжудки, — А < / (х) < А булади.

Мисол. f (х) = sinх функциянинг чегараланганлигини 
курсатинг.

Ечиш.  /(x) = sinx функциянинг аникланиш со̂ аси 
D (f)~  И, узгариш сох,аси £(/) = [— 1; 1], яъни, |sinx| < 1 
эканлигидан ихтиёрий А > 1 сон / (х) — sin х функциянинг 
чегараси булади.

Математикада шундай функциялар мавжудки, улар на 
ю^оридан ва на цуйидан чегараланган; чунончи +
+ х2; f (х) = tg х; f (х) = ----  ва хоказо. Бундай функция-х2 + 1
ларни хам урганишнинг узига хос хусусиятлари мавжуддир.

II. Ф у н к ц и я н и н г  ж у ф т  ва то^лиги.  Берилган 
функцияни урганишнинг му.\им хусусиятларидан бири, бу 
унинг графигини хОу текисликда ординаталар уцига ёки 
координаталар бошига нисбатан симметрии ж о й л а ш и ш и н и  
урганишдан иборатдир. Бу эса бевосита функциянинг жуфт 
ва то^лиги тушунчасига олиб келади.

56-тяъриф. 1 Лгар берилган X  сонли туплам учун 
—х £ Х  ва х£ X  булса, у %олда X  туплам координаталар 
бошига нисбатан симметрик жойлашган дейилади.

2. Агар / (х) функциянинг аникланиш со.^аси X  коор-



maiap бошига нисбатан симметрии булиб, ихтиёрий
gX УчуН f (x) = f (— x) буЛса- у *олда ж УФт  ФУ»*

' Е ч и ш . Маълумки, берилган функциялар учун А(х, fix))
ft/__х f (— а')) ну^таларнинг координаталари уларни к,а-

ноатлантиради. Шу билан бирга

/ (_ х )  =  (—  x f =  х2 =  /(х); / (— х) = V 1 —  2 (— х)2=  / (x); 

/ (- * )=  Hx)! + T = f(x); f(-*>= 2 ™ ' =/(*)■
Бундан бу функцияларнинг жуфт эканлиги равшандир.

57- т а ъ р и ф. / (х) функциянинг аникланиш сохаси коор- 
динаталар бошига нисбатан симметрик булиб, ихтиёрий 
х£Х учун /(— х) = — /(х) булса, у холда f(x) ток функ­
ция дейилади.

Мисол. /(х) = х; f(x) = x3+x; /(x) = sinx; f(x) = 
= arctgx то  ̂ функциялар эканлигини курсатинг.

Ечиш. Берилган функцияларнинг аникланиш сохаси 
координаталар бошига нисбатан симмегрик булиб, ихтиёрий 
X учун А (х, /Ос)) ва В (— х, — /(х)) нукталар координаталар 
бошига нисбатан симметрик жойлашиши а̂мда /(—х)= —х= 
- —fix): /(—х) = (—х)3+ (—х)= —f{x); /(—х) = sin(—х) = 
= --sin (х) = — f{x), f i—x) = arctg(—х) = —arctgx= — f(x) 
эканлигидан бу функцияларнинг тоц эканлигига ишонч хр- 
сил циламиз.

Математикада / (х) = ах2 + Ьх + с, / (х) = х3 + х2; / (х) =

лар на жуфт ва на тоцдир. Бундай функцияларнинг ало.\ида 
олинган хусусиятлари х,а̂ идз фикр юритишнинг узига хос 
а а̂мияти бор.

69-те о рем а. Аникланиш сохаси X  координаталар бо- 
ишга нисбатан симметрик булган хар- кандай функцияни 
\ар бири шу сохада аницланган ва бири жуф т, иккинчи- 
си эса тоц функциялар йигиндиси билан ифодалаш мум-

Исботи. Теореманинг шартига кура у = / (х) функция- 
никг аникланиш сохаси X  координаталар бошига нисбатан 
симметрик. Шу X  сохада аник,ланган шундай уу = ф(х) ва 
'•'2 = г|; (х) функциялар мавжудки, / (х) = ф (х) + г|з (х) экани-

——у каби жуда куп функциялар мавжудки, бу функция­

ми.
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<р(— х)

куринишда танлаймиз. Бу функция учун
= / (- * Н  / (- (- * »  = П -  *) + /(.X) =

-  1 £ Ш != Л  = Я

яъни ф (х) — жуфт функция. Энди ij:(x) ни "ф(х) = -{х> ~~f tz*!
2

куринишда танласак, у холда
ф ( _  д.) — / (— •*) — / (— (— *)) =  f  (— *) — / (* ) =

=  - (/ (х )- / (- х )) =  _ ф (х) Я

булиб, бундан ф(л) нинг toi\ функция эканлиги келиб чика- 
ди. У  *олда ф (х) — i f (х) =  — — =

— fix) булиб, шу билан теорема исбот булди.
М и со л . у = 2* функцияни жуфт Ва тоц функцияля'р 

йигиндиси куринишида ифодаланг.
Ечиш. у — 2х функциянинг аншушниш со^аси D(y) = 

= R координаталар бошига нисбатан симметрии. ф(а:) =
2* I. 2—х 2х_2—х

=  •— g---  ш  tJ-'Cv) = --- g--- ^ам ШУ R  да аникланган
булиб, у — 2х = ф (х) + “ф (л) булади.

Бу ю^орида келтирилган тушунчани яна ,\ам умумлаш- 
тириш мумкин, яъни: агар берилган f(x) функциянинг аник,- 
ланиш сохаси (х0, 0) нуцтага нисбатан симметрик булиб, 
шу со.\адан олинган хар бир х учун / (2 х0 — х) = / (х) бул­
са, у хрлда f(x) т у  (х0, 0) нуцтадан Оу га параллел бу­
либ утувчи myFpu чизища нисбатан симметрик булади.

Мисол. г/ = sinjc функция , oj нуцтадан утувчи 

ва Оу укига параллел тугри чизиэда симметрик:

нн курсатамиз. Бунинг учун <р (,г) ни ср (л:) =
2

sin [ 2 ( f ) - . — Sin X.

III. Ф у н к ц и я н и н г  у с и ш ва камайиши. Матема- 
тикада функциялар узининг чникланиш со а̂сида ёки у н и н г  
булагида усиши, камайиши ёки бир хил цийматга эришиШ  ̂
мумкин. Шунинг учун функциянинг узининг ании;ланиш с0"
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-а усиши ва камайишини ани^лаш унинг табиатини ур- 
^ишнинг мух,пм томонларидан бири ^исобланади.

5 7- таъриф.  Агар / (дг) аницланган X  соцадан олинган 
,тиёрий х „ v2 ^ийматлар учун хх < х 2 булганда /(х,) < 
* f U )  булса, у -\олда f{x) шу со.̂ ада усувчи дейилади.

Мисоллар .  1. у = х функциянинг аникланиш со^аси
н булиб, усувчи булади.

2 У — х2 функция п  да аникланган, лекин х£[0; -foe)
да монетой усувчи булади ^

3 , у — sin* функция — -̂ +  2 ft л; у  +  2 ft л да — 1

дан 1 гача усади.
5 8 - т а ъ р и ф . Агар f{x) аникланган X  сохадан олинган 

и х тиёр ий  xv х2 цийматлар учун х,<х2 булганда / (лгх)>/ (л:2) 
булса, у холда f (х) шу со хода камаювчи дейилади.

М исоллар .  1 У =  ( ~  J *  Функция ( —  oo; f  о о ) да ка­

маювчи.
2. у - log0 5 х Функция х £ (0; +  ос) да монотон камая-

ди. п
3.г/ = sin х функция х £ у  -f 2 ft л; +  2 ft л да

1 дан — 1 гача монотон камаяди.
59-таъриф. Агар f(x) аникланган X  создан олинган 

ихтиёрий xlt х2 цийматлар учун х,< х2 булганда /(xj) < 
< /(х2) булса, у холда функция шу со^ада камаймайдиган 
функция, Xj < х2 булганда /(х,) > /(х 2) булса, / (х) шу со- 
хада усмайдиган функция дейилади,

Мисоллар. 1. y = Vx-\-\x\ функция х £(— 00; + ° ° )  
да камаймайдиган функциядир.

2. „  __ |х2 агар х< 0 булса,
\0, агар х 5* 0 булса, 

функция R  да усмайдиган функциядир.
Умуман, математикада усувчи, камаювчи, усмайдиган, 

камаймайдиган функциялар бир суз билан монотон функ- 
Циялар дейилади.

IV. Да ври й фу н к ци я л а р. Табиатда ва техникада 
шундай вокеа ва ^одисалар учрайдики, улар узининг табиа- 
ти жи.̂ ачидан такрорланиб ту ради. Масалан, Ернинг К,уёш 
атрофида ёки Ернинг уз у^и атрофида доимо айланиб тури- 
Ши хам да айрим технологик жараёнларнинг циклик такрор­
ланиб туриши математикада даврий функцияларни урганиш 
3аРУР эканлигини курсатади.
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60-таъриф. Агар /(х) функциянинг аницланищ. сох 
си X  дан олинЪан ихтиёрий х учун шундай Т >о 1 
мавжуд ва х ± Г  £ X булиб, [ (х) = / (х +  Т) ёки /Ы  
= f(x  — T) булса, у хрлда f(x) функция Т даврли daepZ 
функция дейилади.

Мисоллар. 1. /(x) = sinx учун Т =--2л сон мавжуд 
ва sin х = sin (х + 2 л) ёки sin х = sin (х — 2 л) булади. Де. 
мак, функция даврий.

2. f (х) == х — [х] функция учун Т = 1 сон мавжуд ва 
ихтиёрий x£D (f) = R  да х+  1 — [х +  1) = х — [*] бу. 
лади, бундан /(х) = /(х+1). Демак, берилган функция 
даврийдир.

3. f П, агар x£Q булса,
[О, агар х£ I булса,

функция учун ихтиёрий рационал сон давр булади.
4. /(х)= - — *—  функцияда /(х +  2л) =

1 +  sin х
cos (.r -)- 2 л) cos -г с /  \  <•= ----- 5---------=--------- = / (х) булгани учун хам,

1 +  sin (х f- 2л) 1 +  sin * }  }  J  л
бу функция даврий ва даври 2 л дир.

Агар /(х) даврий функция б ужа, у холда даврларнинг 
ичида энг кичиги /(х) нинг энг кичик даври дейилади.

70-теорема. Агар /(х) функция ани^ланиш сохасида 
Т (Т > 0) даврга эга булса, у %олда Т га каррали kT, 
k £ Z  сон хам унинг даври булади.

Исботи.  Аввал /(х) нинг аник.ланиш сохасидан олин­
ган ихтиёрий х ва k £ N  учун х + kT ва х — kT лар унинг 
аникланиш со.\асига тегишли эканини курсатамиз. Бу­
нинг учун k = п да бу шарт уринли, яъни (х + пТ) ва 
(х — пТ) нуцталар Т даврли /(х)- функциянинг аникланиш 
со^асига тегишли булсин, дейлик. У о̂лда /(х) функция 
Т даврли булгани учун 60-таърифга асосан / (х +  пТ) = /(*) 
булиб, [(х + пТ) -f Т] ва [(х — nl) — Т] лар ёки [х + (п + 
-f- 1) 7*] ва [х — (л + 1)Т] лар /(х) нинг аницланиш сохаси- 
га тегишли булади. Энди / (х) = / (х + kT) ёки / (х) = / (х
— kT), k£Z  эканини курсатамиз.

Бунинг учун k буйича индукцияни куллаймиз. Агар 
k = 1 булса, /(х) = /(х + Т) ва /(х) = /(х — Т) булиб/
60-таърифга асосан /(х) даврий экани маълумдир. Теорема 
k = п учун уринли деб, k = п '+ 1 учун уринли эканини 
курсатамиз. / (х +  пТ) + Т) = / (х +  пТ) = f (х) ёки / (х —
-  (п +  1) Т) = / ((х -  nt) -  Т) = / (х -  пТ) -  / (х) булади. 
Бундан k — п +  1 учун ^ам уринли эканн келиб чи-
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адй Демак> /(*) = /(* +  kT), k£Z  булиб, шу билан тео­
рема' исбот булди.
^  Ми.сол. f(x) — tgx функциянинг энг кичик даври л 
бСлса, пп ^ам унинг даври эканини курсатинг,

Ечиш. Шартга асосан Т = я  булиб, / (х + Т) = tg (х +
4- n) = tg* = /(*)• Бундан 60-таърифга асосан /(х) = f ix -f 
+ Т) = f ((х +  Т) +  Т) <= / (((х +  Г ) +  7 ) +  Т) = . . .. =
= / ( ( . . .  (х+ Г) + Л  +  - • • + T )= f(x + n T )= f(x + n n ).

V. Ф у н к ц и я н и н г  у зл у к си зл и г и .  Берилган f(x) 
функциянинг аникланиш сохаси X  дан олинган кийматлар 
кетма- кетлиги х0, хи . . . .  хя, . .  . ни ва бирор а ну^тани 
царайлик.

Маркази а нуктада булган ихтиёрий (а — б, а + 6) очиц 
оралик, а нинг б- атрофи дейилади. Агар а нуктанинг 
б-атрофида X  нинг а дан фар^ли х нукталари мавжуд бул­
са, а нукта X  нинг цущлик нуктаси дейилади.

/(х) функция X  со.\ада берилган ва а куюклик ну^таси 
булсин.

61-т а ъ риф. Агар е > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон 
топилсат, \х — а| < 6 булганда 1/ (х) — А\ < е булса, у хол­
да х аргумент а га интилганда функция А сонга тенг 
лимитга эга дейилади ва 1 i m / (х) --= А билан белгиланади.

х-*а
■ Маълумки, а нукта X  нинг чап (а — 0) ёки унг (а +  0) 

куюклик нуктаси булиши мумкин, у )\олда 61-таърнфни 
Птп /(х) = А ёки lim f (х) = А ор^али ифодалаб, мос равнш-

0 лг-̂a-f-O
да А сон f (х) нинг чап ёки унг лимити деб айтилади.

Функциянинг х аргумэнт х0 га интилгандаги lim f(x) ли-
*-♦*0

мити хасида суз борганда х аргумент х0 цийматни кабул 
килмаслигини, ёки бу ^иймат \атто функциянинг аникланиш 
сох,асига тегишли булмаслигини ёки тегишли булса хам, 

/ (х) ни \осил килишда /(х0) ни ,\исобга олмзелик мум-
кин эканлигини кайд ^илиш жоиздир. Бу ерда айни шу 
lim /(.v) = /(х0) булган х,ол а^амиятга эгадир.
Х~*Х0

Бирор Хп куюклик нуктаси га эга булган X  со^адаги / (х) 
Функцияни царайлик. Бу х0 нуктада функция тайин /(х0) 
Ци и мат га эга булсин.

62-таъриф. 1. Агар f(x) функция х0 цуюкслик нуц- 
тасига эга булган X  со%ада аникланган булиб, lim /(х) =
. . .  " х-*х0—0
— п т f(x) = lim f(x) ~  f (x0) булса, у \олда f(x) функция

х~*хв



15- раем.

16- раем:

а д а т *  " ч * —
2. Лгар /(*)

, Ция [а. Ь] н и н Г Н£ р 
оир нуктасида и
луксиз булса, у ¥>лда 
у шу кесмада узл к. 
сиз дейилади.

— Мисол.  /(*)=**.
*  / (*) = sm х функция- 

лар узларининг аник­
ланиш сохасида уэлук> 
сиздир.

V I. Ф у н к ц и я ­
нинг графиги. 

Математикада куп о̂лларда 
функцияни график холатда 
берилмаса- да, лекин уни гра­
фик тасвирлашга .̂ ар вацт ин- 
тилинади. График жуда аён ва 
кургазмали булгани учун 
функциянинг хоссаларини тек- 
ширишда бе&чхо ёрдамчи цу- 
рол хизматини утайди. Бирор 
у = f(x) функциянинг аникла­
ниш со.̂ аси X  сонли туплам­
да и иборат булсин хамда хОу 
координата текислиги (15-

расм) берилган булсин; х ва у нинг бир- бирига мос бир 
жуфт кийматини олайлик, бундай жуфтликнинг х Оу текис- 
ликдаги образи D (х, у) нуцтадир, .v узгарувчи узининг ора- 
лигида узгарганда бу D нукта бирор АВ чизикни чизади. 
Бу чизи!̂  f(x) функциянинг геометрик образи булиб, функ­
циянинг графиги дейилади ва у — f(x) ёки F  (х, у) = О 
тенглама АВ чизицнинг тенгламаси дейилади. Масалан, 
16- ва 17-расмларда

ва

У = ± V  х2 — 1 \х\ > 1 

функцияларнинг графиклари тасвирланган.
126



функциянинг графигини тацрибан ясаш уяун х га турли 
^ийматлар бериб, у = f(x) формула ёрдамидч унинг мос 
цийматларини топамиз яъни

X  |Хо A'i X* . ■ , X п . , ■

~У\Уо Уу Уг ■■■ Уп ■
ва чизмада (х0, у0), (*,, ух), . ■ • нукталарни ясаймиз. Нати- 
жада бу нукталарни силлик, чизик билан туташтирсак, из- 
ланган чизи^нинг тацрибий графигнни хосил циламиз. Гра­
фик на̂ адар о.̂ исталик, эътибор билан чизилса ва ундаги 
нуцталар на^адар зичроц олинган булса, чизилган чизи^ 
}(х ) функция графигининг шу цадар аник; нусхасини 
беради. Маълумки, функциянинг геометрик образини 
з̂ ар вацт тасаввур этишимиз мумкин булса-да, лекин бу 
образ з̂ ар ва^т з̂ ам бевосита билиш маъносида тушунил- 
ган чизикдан иборат булавермайди.

Бу юцоридаги келтирилган тушунчаларга суянган 
з̂ олда y= f(х) функцияни содда текшириш мацсадида 
куйидаги саволларга жавоб топиш унинг графигини 
чизишда мухимдир:

а) аницланиш сохасини топиш;
б) узгариш сохасини топиш;
в) чегараланганлигини аницлаш;
г) даврий — давриймаслигини аницлаш;
д) жуфт ва тоцлигини аницлаш;
el усиш ва камайиш оралицларини ани^лаш;
ж) координата уцлари билан кесишиш ну^таларини 

аницлаш;
з) графигини ясаш.



Функцияни содда текширишда шу саволларга жавоб 
топилса, у ^олда унинг графигини хОу текисликдаги хо 
латини аник; ва к^рсатмалик асосида геометрик тасвири- 
ни ясаш имкониятига эга буламиз.

Муста^ил ечиш учун мисол ва масалалар

1. у = х3+1 функция учун /(0), /(0,2), /(0,5), /( — — j  ,

^ ( т г т ) '  * ф 1 ; f [ ^ r }  Х ф ° '  2 / W ~ / (2 x )  +
+ ни топинг. , , 'Я

2. fix) — 2x2—3x+\ функциядан фойдаланиб, / (1 _ а)__
— f(a — 1) = 0 тенгламани ечинг.

3. / (х) = хг — 3 х функциядан фойдаланиб, fit — 2) + 
+ /(3 — 1 )>  0 тенгсизликни ечинг.

4. Берилган:
__ I*7 х , агар х > 1 булса,

11. агар х<  1 булса,
/(— 8), /(1), /(4) ни топинг.

-5 К,уйидаги функцияларнинг усувчи ва камаювчи экани­
ни аницланг: fix) = х + 1, fix) = 4 — х, fix) = Зх,
fix) = -  .X

6. Куйидаги функцияларнинг жуфт ва тоцлиги з̂ амда 
усиш ва камайиш оралицларини аникланг: f(x) = 3 х2— 1,
f(x) = х2 — Зх +  1, /(x) = iх', ‘fix) = \x— 1|, У = 2х',
У — 2х — 1,

7. / (v) = х2 функциянинг давриймас эканини исботланг.
8. / (* )= а ’ь*—  функция даврий булса, унинг махра-

1 —  COS X
жини нолга айлантирувчи нукталар чексиз куп эканлигини 
исботланг.

9. Агар функция х2 +  у2 — 25 ошкормас о̂лда берилган 
булса, у ^олда уни параллел кучирнш натижасида (х— 1)2+ 
Hr iy + 3) = 25 функция хосил булиши мумкин эканлигини 
исботланг,

10. х2 + у2 — Бх + 3 у + 7,5 = 0 тенглама айлана тенг- 
ламаси эканини исботланг ва унинг геометрик тасвирини 
ясанг. 11

11- У — fix) функция графиги — 1 < х < 1 да берилган 
булса, у ^олда Т — 2 давр буйича уни давом эттиринг.
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19. Агар 2/(*) — / ( ~ ) ^  7 3 7  '• хфО. хф 1  берилган 
булса, fix) ни топиш мумкинми (асосланг)?

4- §. ТЕСКАРИ ФУНКЦИЯ ХАЛИДА ТУШ УНЧА

Математикада берилган функцияга тескари функциянинг 
мавжудлнк масаласи унинг бошца масалалари цатори му^им 
ахамиятга эгадир. у = f(x) функция бирор X  соз̂ ада берил­
ган булсин ва х аргумент X  со а̂да узгарганда бу функция 
кабул кил га н барча кийматлар тупламини У билан ифода- 
ласак, у холда Y со^адаги у = у0 учун X  сохада х = х0 
циймат топиладики, бу цийматда у — fix) функция учун 
/(х 0) ~  У о булади. Шундай ^илиб, у нинг У со^адан олин­
ган х,ар бир к,ийматига х нинг битта ёки бир нечта киймат- 
лари мос келади, шу билан У сохада бир цийматли ёки куп 
и̂йматли х = Ф (у) функция аникланиб, у г/ = / (х) функцияга 

тескари деб каралади.
М и с о л л а р. 1. у = ах, а > 1 функция X  = R да узга- 

ради, унинг кийматлари сох,аси У = (0; +<») оральц була­
ди, шу бил пн бирга бу ораликдаги х,ар бир у га X  дан 
биргина х = loga у мос келади. Бу з̂ олда тескари функция 
бир кийматлидир.

2. у = х3 функция учун х аргумент X = R да узгарса, 
«/6У = [0; + 00) да узгаради. Бунда У создан олинган 
з̂ ар бир у_ учун х нинг иккита циймати мос куйилади: 
х = ± V y . Бунда тескари функция икки ^ийматлидир. Шу- 
нинг учун у = х- функцияга тескари функция изланаёт- 
ганда аргументнинг шундай ^ийматлар соз̂ аси топилгани 
мацбулки, бунда х нинг з̂ ар бир ^ийматига у нинг ани  ̂
биттадан ортик булмаган киймати мос келсин, яъни: у  хг, 
х2 6 X  : хх Ф  ха =>■ fx (хх) Ф  / (х2) булсин, ана шу соз̂ ага мос 
тескари функцияни излаш ма с̂адга мувофшууф.

fix)~x* функцияга х£(— оо; 0] ораликда тескари функция 
х ~  ~~V У . х£(0; +  оо) оралнада эса гескари функция 
Х ~ \ /Гу булади.

63-таъриф. Агар берилган у — fix) функция аник- 
^ Нган со%адан ихтиёрий иккита х1ар хил цийматга функ- 
циянинг хар хил циймати мос келса, у \олда / (х) функ- 

тескариланувчи функция дейилади ва уни x = g(y) — 
' (у) оркали белгиланади. :
У ~  / (х) о  х — /-■ (у) ёки, жуфтлик тарзида ифодаласак, 

*• У) £} о  (yt х) g j— i булади.
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X 1— 1; I]|y = sinjc) функ.
-I = \(y, je )g [- l ;  1] X

b i ?

Мисоллар.  1_ / = i (x, y) £ R  x R+ \ у = 2* ) функция^ 
тескари функция / ' = ;(//, х) 6 Я  х й! х = log2y) бдлади

2. f= \(x , у )£ [ п пП

цияга тескари функция f 

\х = arc sin у} булади
71-теорема. Агар y = f(x) функция [о; Ь) кесмада 

монотон усувчи ёки камаювчи булса, у uiy со а̂да теска- 
риланувчидир.

Исботи. y = f(x) функция [а, Ь) да усувчи булсин, 
у *олда ихтиёрий х1( х2£ [а, Ь) учун Xj < х, => /(х,) < f(xj  
булади. Демак, 63-таърифга асосан / (х) тескариланувчидир

Теореманинг иккинчи кисми ?̂ ам худди шундай исбот 
килинади.

Мисол. /(х) = 10х функциянинг [ — 3, 4) оралиада тес- 
кариланувчи эканини курсатинг.

Ечиш.  f{x) функция аргументнинг [— 3, 4] сохасида 
10~3 дан 104 гача усади, яъни ихтиёрий хи Л‘3 £ Г— 3. 4] 
кийматлар учун х2 <х2 булганда I0il < 10*’ =» f(<i)<f(x.,) 
булади. Демак, 63-таърифга асосан f(x) = 10 функцияга 
тескари функция /(x)=igx булиб \ 110— \ Ю4) да ани̂ - 
лангандир

72-теорем а Агар и ~  f (х) функция узининг аник,ла- 
ниш сохасида факат усувчи (камаювчи > булса. и холда 
унга тескари функция хам усувчи (камаювчи) булади.

Исботи.  71-теоремага асосан y — f(x) аникланган А 
сохада f (х) нинг у, < у2 булган ихтиёрий икки киймати 
булса, f(x1)< f(x 2) б\либ. х] < хг булади у = / (х) функция

-  Г 1 ( " )

(х/l) < Г 1 Ы  булади.
усувчи

инъектив эканлигидан ва 63- таърифга асосан 
мавжуд булиб, i/i < у2 => хг < х.2 »  [
Демзк, у — f (х) функцияга тескари функция V м 
(камаювчи) булади

Амалиётда у = f(x) функциянинг графиги буйича унга 
тескари х = f~ ‘ (у) функциянинг бир кийматлими ёки йуН* 
лигини тушуниш осондир. Чунончк Ох уцца параллел бул* 
ган тугри чизик графикни факат битта нуктада кесса, у ^°л* 
да тескари функция бир кийматли. акс .̂ олда куп цийматли 
бдлади.

Мисоллар.  1. у = 3 а — 2 функцияга тескари фу®5' 
ция мавжудлигини ва уни аналитик ифодасини курсатинг.

:зс



Е ч и ш .  У = зА- — 2 чизикли функция ва D {y) = R  ва 
f (,a ==R булиб, V*i< x2d R :x  х < x2=s* Зх! < Зх2=>-3 x j —

2 < Зх2 — 2 => y i<  Уг эканидан функция R  да усувчи. 
Энди бунга тескари функцияни излаш учун у = 3 х — 2
т е н г л а м а н и  х га нисбатан ечамиз, яъни х = — (у + 2) *осил

Маълумки, у = 3х — 2 ва х -  - j {у + 2) функ-булади.
циялар хОу координаталар текислигида биргина нукталар 
тупламини ташкил цилади. Шунинг учун *ам y = f(x), 
х£Х функциядан унга тескари х = / (у), y£ Y  функцияга 
утишда X  ва Y тупламларнинг ролларини узгартирамиз.
Одатда х = Г '  (у) нинг УРнига У — Г '  (х) = g\x) куриниш- 
да ёзилади. Натижада y = f(x) тенгликни (х0, у0) нуцта 
каноатлантирса, у хрлда у = (х) тенгликни (х„, у'0) жуфт- 
лик к,аноатлантиради. Демак, (х0, у0) ва (х", у^ нукталар 
х Оу координаталар те- 
кислигида у — х туг- 
ри чизиода нисба­
тан симметрик жой­
лашган нукталардир.
Бундан у ~  f (х) ва
У = /_1 (х) функция­
ларнинг графиклари 
Наралаётган ораликда 
У —х функция графи- 
гига нисбатан симмет­
рик жойлашган булар 
экан (18-чизма). Бу 
юкоридаги мулохаза- 
лардан куриниб туриб- 
А»ки,и масала Ох ва 
Оу Уцларпинг рол- 
ларнни алмаштириш- 
Дан иборат булгани 
сабабли, буни бажа- 
Риш учун хОу текис- 
икни биринчи коор- 

^нат бурчаги биссек- 
трисасн атрофида 180°
^аилантириш кифоя-

18- раем.
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2. г/ = *2 функцияга *g[0; + 00) да тескари ф ун кц ияЬ  
топинг ва графигини ясанг.

Ечиш. у — х2 функция х£[0; +оо) да монотон усуВчи 
яъни хг < х2 =►(/,< у2 булади. Бу ораликда мос равйщда 
t/£[0; + 00) да узгаради. Демак, у = У х  функция у =- 
функцияга х£[0; + °о) да тескари функция булади. Бун­
дан y = V x  деб ёзиб, унинг графигини (19-чизма) у = „з 
нинг л:€ fO; - f o o )  даги шохчасини у = х  туяри чизиэда нис­
батан симметрик кучирищ натижасида хосил киламиз.

Муста^ил ечиш учун ми с )л ва мгсыалар
1. К^йидаги функцияларнинг ани^ланиш сох;асини топинг: 

х3— хг\ б)у = У х  — 3; в) у = У х 2'а) У = 
г) У = Д) У — log2(х3 — 2*2 + 1); е) у = 2

5 л- -j- 6 ;

2. К,уйидаги функцияларнинг узгариш сохасини топинг: 
а) у — х2 — 1; б) у = У  \ — х\ в) у — У  хг — х ;
г) У = lg(x — 3; д) у = У" 1 — *4- У х  — 2; е)г/ = 2,ог,д;.

3. К,уйидаги функцияларнинг графикларини ясанг: 
а) у = х 2+ 1; б) у — У х 2 — 1 ; в) у = ||х| — 1|;
г) у = 2х д) у = log2(x2 — 4л- + 3); е) \у\ =1*1 — 1.

4. К,уйидаги функцияларга каралаётган орали̂ да тескари 
функция мавжудми? Бир кийматлими? Графигини ясанг:
а) у = 2х2- 1 ; [0; + °о); б) у = 3 -  2 _к £ [- 3 ; 3];
в) У = У х 2— 1 , X £ ( оо; —  1]; г) У  = У  \ — X2 ,

*€ [— 1; 0); д) y = log,(x— 1), х£(1; + оо); 
е) у = 2*+', деб(-10; 3).

5- §. ФУНКЦИЯЛАРНИНГ композицияси
Математикада функция тушунчасини урганиш бевосита 

функциялар композицияси тушунчасини урганишга олиб ке- 
ладн.

64-тлъриф. Агар f:X-*-Y ва ф:Y~*~Z булиб, ip:X-* 
Z б^лса, у \олда ф функция ф ва f ф у н к ц и я л а р н и н г  

композицияси дейилади ва ф = <р о f ор^али белгиланади.
Мисоллар. 1. х-+(х+ 1) + l)2=>(g°/ )M =

=  г =  (л: +  I ) 2.
2. д: д.'2 -^*2+ l => (f о g)(x) = t = x*+ l.
73-те о рем a. f ва ф функцияларнинг ко м п о зи ц и яси
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• v D (f : (f) = {х,ф (x)£D (/)};
’ w  x £ D ( f *  Ф) учун (/ c Ф )(x) = f  (Ф (x));

L  = {(-v, / (ф w ) i ф w  e о  (/)>
тяопарни каноатлантирувчи функция булади.

Исботи. Фуикциялар композицияси муносабатлар 
к о м п о з и ц и я с и  сифатида тушунилади. Шунинг учун /-<ф 
к о м п о з и ц и я  бундай {х, у) жуфтликларнмнг шундай г учун 
бир вактда (х, г)€ф ва (z, у) 6/ ларда бажарилишинн таъ- 
минтайди. яъни

/ о ф = {(х, у)1зг((*. г)€фД(г, £/)€/)}.
Теореманинг шартига кура ф функция (х, г)£Ф га асосан 
x£D(ф) ва z = Ф (х) хамда / функция (z, у) £ / эканлиги 
дан г ££>(/) оф(х)е£>(/) ва у = f(z) = /(ф(х)) булади. 
Бундан D (/ с Ф ) = {х | ф (х) € /5 (/)} экани келиб чицади. 
Шу билан бирга (х, у) £ / ~ ф »  у — /(ф) А Ф (х) ££> (/) экан- 
лигидан бевосита / - ф = {(х, / (ф(х))) ф (х) £ D (/) j булиши ке­
либ чицади. Демак, / с ф композиция шу учта шартни 
каноатлантнрувчи у = f (ф (х)) функция булар экан.

Натижа. Берилган f ва ф функциялар композицияси 
урин алмаштириш хоссасига эга эмас, яъни у  /, ф £ Ф :
: / о ф Ф  ф ° /.

Бу натижа нинг исботи бевосита юкррида келтирилган 
мисолда г Ф  t о  (х 4- 1 )2 Ф  х2 + 1 эканлигидан келиб чита­
ли.

74-теорема. Агар /, булиб, f ‘.X -+ Y , <р:У-*
-► I  ва g:Z-+T булса, у %олда [(g о ф) с /] (*) —-[go (ф о 
°/)](х) булади.

Исботи. Юкорида куриб утилган (х, у) £ / - ф о  з  г ((х,
г) € ф А (г, у) g /) <» з  г (х ф г A z f у) хоссаларга асосан х [(g о 
“ Ф)с f\t<*^y(xf у \y {go  Ф )0 » З У З г (х / у А у ф 2 А г я О <»  
° 3 *  ЗУ ((х/уДУФг) а zg/)o;g г(х(ф-/)z A z g / )°*  lg 0 (ф с /Ж- 

Демак, функциялар композицияси [g о (ф с А] М  = [(о о 
°  Ф )с Л (х) гурухлаш хоссасигй эга экан.

Мне о л. х-^х2-3-х2+1 -$-1п(х2 + 1) =► [g °  ф °  /](х) = 
7 U булиб, х х1 1л (х2 + 1) ёки х ^  х2 +  1
~  in К  t  ! ) эканидан Кг 0 ф) 0 /] (х) =  [g ° (ф ° /)] (х) =  ш(х ~  j) келиб чицади.

^ лдинги мавзуда берилган / функция инъектив булса. 
'га~ ^  х ~  Г '' (у) булиши х.ацида маълумотга эга бул-

'о теорема. Лгор f ва g ингектив функциялар
~Лса' У холда (g f)~ l = f~l с g~1 булади.
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Исботи.  Теореманинг шартига кура f ва g инъектвй 
функциялардир. Олдинги теоремада келтирилган маълу»,™8 
ларга асосан

x(gof)~' у <*y{go f)x< *^z(y fz\  zgx)<*
«  3 * (г Г1 У A xg~'z) 0 3 2  (xg~l г/КгГ'у) о

о х (/-1 og~')y
булади. Демак, (g о /)-1 = о g~' булар экан.

х £Х  да аницланган y = f(x) инъектив функция берил*’ 
ган булсин дейлик. У хрлда y = f{x) учун х £ Х  ва у су  
шартлар уринли эканлигидан y=f(x) ох=  /-1 (у) муносабат- 
ларини ёза оламиз. Бундан Y x £ X  учун /-| (/(*)) ==* бу­
либ, /_ | (/):Х-*-Х ни бериши ёки х = /~! (у) дан /(*) =
= У = /(/“ ' (У)), У£У булиб, f (f~l) \Y У эканини куриш 
мумкин. Бу мулохазалардан келиб чикнб, y = f{x) инъек­
тив функция учун y = f~' (х) функция тескари функция 
булса, у х,олда (/ о /_|) (х) =  х =  (/“ ' о f) (х) эканини куриш 
мумкин. Масалан, у ~  х -\- 1 ва у = х — 1 функциялар R 
да узаро тескари, у — 2х, x£R  ва у = log2x функциялар 
х G (0; + о о ) да узаро тескари функциялардир.

Мисол ва масалалар ечиш

1. Агар/(0 = 2/а ва /=g(x)  = sinx булса, у о̂лдз 
£>(/) ни топинг.

Е ч и ш .  f ( t )~ f ( g  (х)) — 2sin2x эканини эътиборга олсак, 
у х,олда D (/) = R булади. Юцорида келтирилган мисолдан 
куриниб турибдики, функцияларнинг композицияси уз нав- 
батида мураккаб функцияни >;осил к;илар экан.

2. Агар f (х+  1)=  х2 + 2х + 2 ва /|x + -^j = x3 +

+ у ,  х Ф  0 булса, у ^олда /(х) ни топинг.
Е ч и ш .  1 /(х + 1) = х2 +  2х 4- 2 = х2 + 2х + 1 + 1 = 

= (х -f- 1)2+ 1, бундан х + 1 ни х билан алмаштирамиз, У 
о̂лда / (х) = х2 + 1. ( I

2. f(x  + l )  = x2 + - i+ 2 - 2  = x2 + 2x . 7  + 7 "

— 2 = (х + — J  — 2, демак, бундан бгвосита / (х) = х2 — 2 
экани келиб чикади.



пх -Г у) = r (x) f iy) шартни каноатлантирувчи содда
' (яларни юпинг.

Е Ч Я Ш Изланаётган функцияни / (лг) = ах, а > 0, а ~  1 
1ИШд:> излаймиэ, у холда / (х +  у) = ах + у = а*, о* бу- 

к- . .-(Х) = ах; Цу) = а!> эканини эътиборга олсак, у о̂л- 
ЛаА/*(\- -  у) = а ~ у = а ау = f (х)-f (у) булиб, берилган генг- 
аикни каноатлантиради. Демак, берилган тенгликни каноат- 
пантирувчи энг содда функция f {x )= ax, а > 0. а 1 бу-

ЛаР / КАгар /(.v) функция [0; 1] да берилган булиб, /(0) = 
= / (1)=0 ва Y A'i- *«€ [0: И учун / < / (* ) +  /(**)
булса, у -\олда /(*) функция [0; 1] да чексиз куп ноль
кийматларга эришишини исботланг.

Исботи [0; 1 ] дан олинган хх ва хг учун хг = х2 бул­
син. у *олда /(*,) «S 2/(.г,) булиб, /(д:х) > 0 булади. Агар 
х, = 0 ва л-2 — 1 булса, у .\олда берилган шартга асосан
0 </ ( у )  </(0) +  /(1) = 0 булиб, / = 0 булади.
Х,осил килинган натижага индукция усулини татбиь; килиб.
п = k да f j = 0 булсин десак, у х,олда у п = k + 1 да
а̂м бажарилишини курсатамиз, яъни:

» < Г (^ )= / (;& )« / < 0 > + / (£ )= 0 . демак, / (- р т т )-

=0 булади. Демак, / ( ^ Г | = 0 эканини ёза оламиз. Шу би­
лан айтилган фикр исбот цилинди.

5. Агар /: R-+ R ва х, y £ R  учун /(х) х ва /(х + у) < 
^ /М  + /(</) булса, у о̂лда /(*) =  .* булишини исботланг.

Исботи.  Шартга кура f :R-+R эканидан х = у — 0 
Н(\\т ’ У *олда  ̂(0) ^  V  (0) булиб, бундан / (0) > 0 ва 
/(0)^0 эканидан /(0) =  0 булади. учун г/ = — х
_улсин дейлик, у холда f (x )> f (x  + ( — *)) — / ( — х) =  
^~~1\~х)>х булиб, f(x)^tx ва f {x )^ x  эканидан /(*) =
— * экани келиб чицади. Шу билан фикр исботланади.

Мусталил ечиш учун мисол ва масалалар
iiuo1, ^Уйидаги шартларни каноатлантирувчи содда функ-
^яларни топинг:
’ Пх + У)= fU ) + f(y): б) f(xy) = f(x )f (у)',

в) f (-“ /) = f(x) + f(y).



2. Берилган функциялардан f(x) ни топинг:
a) f(x + 1) + f(x +  2) = 2х + 3; б) /(siru) + /(cos*) = 3.У
в) Агар /(*) = cosx, -5-j булса,

1) f(2x) = 2/2 (х) -  1; 2) / (- I) = y i ± Щ  ни исботла„Г;

г) f(x) + 2f ( 7 )=®*. * € Я \ | 0 );

Д) ^ ~ 1) / W  + / ( ^ ) = 7^ 7 , л-6(0; 1);

е) 2f{x) + 3 / (1 ) = *2, а<ЕЯ\{0};

ж) / ( +  )+ 2 /  ( + ) „ , ,  , е ( _ 1; Щ
3. Агар f(x) = x3 +  ax2 +  bx+ 1 функцияда а ф Ь ф  О 

булиб, у а, Р, у а̂ци^ий цийматларда нолга айланса, у хол­
да f (2) > 27 булишини исботланг.

4. f :R-+ R  булиб, у * , г/€Яучун (f(x) — f(y)y
— у, бажарилса, у о̂лда f (х) =  С эканини исботланг.

5. Агар f (х) ва g (х узлуксиз функциялар булиб, f{g(x)) =з 
=  g (/ М ) булса, у х;олда f (х) Ф  g (х) «>/(/ (х)) Ф g {g  (х)) 
эканини исботланг.

6. Берилган f : R ^ R , x , y £ R  учун xf (у) +  yf (х) =  (х 4- 
+ у) / (x) / (у) шартини к,аноатлантирувчи барча f (х) ни то­
пинг.

7 Берилган f-.Z+^-R ва т ,  n^Z*, п ^ т  учун / (я-f 
+  т )  +  / (я — т )  =  / (3/г) шартнн цаноатлантирувчи / (х) 
ни топинг.

8. Берилган f :Q->-Q\ x,y£Q учун /(1) — 2 ва f (ху) = 
=  / (* )/  (у) — / С* +  У) + 1 шартларни ^аноатлантирувчи 
/ (х) ни топинг.

6- §. АСОСИЙ СОДДА ФУНКЦИЯЛАР ХДКИДА ТУШ УНЧА

I. Чизи^ли  функция  ва унинг  хоссалари.
65- т а ъ р и ф. у = kx+b куринишдаги функция чи- 

зщли функция дейилади. Агар k = 0 булса у цояда у = °  
функция узгармас функция дейилади.

Мисол л а р. у = 2х + 3 функция чизшуш булиб,
Ь— 3\ у = — 0,5л- + 4 чнзи^ли функцияда k = — 0,5; b — 4 
ва ,\оказо.

Агар у — kx + b функцияда Ь — 0 булса, у .̂ олда буй" 
дай функция тугри пропорционал богланиш деб аталади в» 
у у — kx куринишда ифодаланади.



Чизик ти функциянинг айрим хоссалари билан танишамиз. 
Аникпанпш сохаси R сонли тупламдан иборат.
76-теорема. Агар f (х) = kx + b чизикли функция

УчуНя) h .=0 бдлса, f{x) функция жуфт\ б) 6=0 булса, f (л) 
Ьинкция № \, в) к ф Ъ .Ъ ф Ъ  булса, / (л:) функция на жуф т

на ток булади.
Исботи'. a) k = 0 булса, f (x )=kx  + b = b, бундан 

f(x)=b булиб, / (— х) = 6 ва f (х)=- b булади. Бу тенглик- 
додан f (х) = f ( — *) ни ёза оламиз. Демак, k = 0 булганда 

жуфт функция экан.
б) Ь =■■ о булсин, у холда / (х) = fcx -f 6 = £х булади. 

Бундан f (  — x) = k (— х) = — kx = — f (х) булиб, демак, 
Ь = 0 булганда / (х) ток; функция экан.

в) k ф о ва & ^ 0 булса, У /(—*) = £(— х) +
4. = _  б* + b булиб, kx+ Ь ф — кх + Ь ф — кх — Ь экан- 
лигидан f (х) Ф [ { — х ) Ф — [(х) булади. Бундан k ф  0; b ф 
Ф  0 да / (х) функция на жуфт ва на ток экани келиб чикади.

Агар бир вактда k = 0, 6 = 0 булса, f (х) = 0 булади 
ва бу функцияни жуфт ёки тоц деб ^укм цилиш мумкин.

77- т е о р е м а . Агар берилган f (х) = kx -f 6 чизикли 
функция учун:
a) k > 0 булса, /(х) усувчи; б) k < 0  булса, f (х) камаювчи
в) k = 0 булса, /(х) узгармас булади.

Исботи: / (х) = А:х +  6, k ф 0, 6 =?*= 0 берилган булсин
Vxxx2 £ Я учун xt < х2 булсин, у \олда /(х,) = /ех, + 6. 

/(х2) = fcx2 + 6 учун / (х2) — f (х,) = k (х2 — *!) булиб, /г (хг —
— х,) нинг ишораси k нинг ишорасига боглик, булиб колади

а) Агар k > 0 булса, х, < х2 учун k (х2 — хх) > 0 була 
ди, бундан f (х2) — f (xj) > 0 о  / (*,) < f (х2) булади. Демак 
f (*) чизикли функция учун k > 0 булса, у #  да усувчи бу 
лади (20- а чизма);

б) Агар k < 0 булса, xt < х2 учун £ (х2 — х,) < 0 экани 
ДДн f( х9) — / (xj) < о «• f (х2) < / (Xi) булади (20- б чизма).

у
6, к-с

S )

20- раем.
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Демак,
функция
ЮЕЧИ б\',

f (*) 
k < о

лади;

чизик 
Да ка

в) Агар k = О бул­са, f(x) = kx + ь ==
булиб f (д) = 6 — Узгар­
мас булади (20- в чизма) 

78- т е о р е м а . у J, 
= Лл- Функциянинг гра­
фиги координаталар бо- 
шидан утувчи mijFPu 
чизиц булади.

Исботи .  дгОу те­
кисликда координаталар 
бошидан ва Л (1; k) ну̂ - 
т дан / туррн чизмени 
утказамиз. Бу / турри 
чизикда ётув' и х̂ р бир 
нуцтанинг координатала- 
ри у — kx тенгламани 
цаноатлантиришини кур­
сатамиз. Бунинг учун 
k > 0 булган холни тек- 
шириш билан чегарала- 
намиз. L тугри чизикда 
В  {х, у) нуктани олиб, 

унинг Ох укдаги В, проекциясини хосил киламиз. Энди 
дОЛЛ, ва а ОВВх учбурчакларнинг ухшашлигидан ВВХ:
:ААХ = ОВх:ОАх => у :k — х: \ => y = kx булади. Энди Q (х', 
у ') нуцта L да ётманди ва унинг координаталзри у = kx 
тенгламани ^аноатлантирмайди. Лекин Р  нуцта L да ёт- 
гани учун уиннг координаталари у — kx ни каноатлантира- 
ди (21-а чизма). Агар берилган L тугри чизик билан Ох 
уки орасидаги бурчакни ср оркали белгиля.сак, ф = L А Ох, У 
^олда ЛЛ!: OAt = tgcf =>k: 1 = tgcp => k = tgф булиб, одатда, 
L нинг Ox у^и билан ташкил этган бурчакни шу тугри чи- 
31щнинг тангенси деган ном билан ^ам юритилади. Шунинг
учун *ам ф бурчак /г > 0 булганда 0 < ф орали̂ Д3»

k < 0 булганда ~  < ф < я орал и ц да узгариши тушунарлй
булса керак. Демак, у = kx функциянинг графиги коордИ" 
наталар бошидан утувчи турри чизиц булади. Бу юкориД 
келтирилган фикрларга суянган ^олда у х — kxx +bi 03
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i_lj. функцияларнинг графиклари х.ак.ида куйидаги
2-__чгикин:

4 Агар б>лса' у х-олда булади.

II Д а р а ж а л и  функциялар  ва уларнинг  
хоссалари

Rv бандда куриладиган даражали функцияларнинг кур- 
саткичи ихтиёрий бутун сон эканлигини олдиндан келишиб

0J,ag 6- т а ъ р и ф . Ушбу у = ха куринишдаги функция да­
ражали функция дейилади.

Мисоллар.  </=*, у = х \ у  = х™, у = х ва*жазо.
l)y=--x2m, m£N булсин, у хрлда:
а) Аникланиш сохаси D (у) = R,
б) Узгариш сох,аси Е  (у) = [0; + °°);
в) / (х) = х2т учун / ( — х) — (— х) т = х т = f (х), де­

мак, / (— х) = f (х) жуфт функция;
г) Аргументипнг

(—оо; 0] ораликдгн олин- у
ган ихтиёрий — х,, —х2 *  ‘
цийма!лари учун — Xi<
< — ха =► хfm > xfm бу­
либ, — Xi < — х2 =► 
=>/( —Xi)>/(—х2) була­
ди. Бунда функция -(-оо
дчн 0 гача камаяди. Ар- 
гументнинг [0; + оо] да 
олинган ихтиёрий хх <х, 
Кии.матлари учун / (xj)<
5 / (xi) булиб, функция 
Усади;

олинган ихтиёрий ху <х.

Д) f (х + Т) = (х+Г)2т Ф__/ 2т - 1  О 1 X

22- раем.



фигини ясаш: юкорида келтирилган фактларга таяниб 
= х2 (парабола), у — .v4 ва \окаэо функциялар 5=8
ясаймиз (22- чизма). ' Н фИГИа*

79- т е о р е м а . Жуфт функциянинг графиги ординат 
лар укига нисбатан симметрии булади.

И с б о т и .  Берилган у / (а) функция теорема шартигя 
кура жуфт, яъни / (— *)==/(*); (дг0, Уо) ну^та у ~  
нинг графигида ётадиган ихтиёрий нукта булсин, у холда 
Уо — / (*о) = / (— Д'о) булиб, (— ,v0; у0) нуцта хам / (*) фу-нк. 
ция графигида ётади. Лекин х0 ва — х0 кийматлар Ох 'укИ. 
да координаталар бошига нисбатан симметрик булганлиги ва 
бу кийматларга у0 кийматнинг мос куйилишидан (*0, у0) ва 
(— *о. Уо) нук,таларнинг ординаталар у^ига нисбатан симмет- 
риклиги келиб чикади. Шу билан теорема исбот булди2m + 1 _ ,, " J -2) у ~  х , m£N булса, у холда:

а) Аникланиш сохаси D (у) — R:
б) Узгариш сохаси Е  (у) = R;
в) Берилган / (х) = х2т + 1 учун f (— л:) = (— х)2т +1 = 

= — / (х) булади. Демгк, функция ток;
г) / (х) = х 2т" '  учун f(x 4- Г ) = (* +  Т)2т + 1 *  х2т+' = 

= / (а-), демак, / (х -  Г ) *  / (а) функш!я даврий эмас;
д) Функция узининг бутун аникляннш сохасида усади:
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V*i*2 ZR--Xi<*2^f (*i) < f (**);
Dида келтирилган маълумотларга таяниб, у = х; у =

е) ^  ^  о̂казо функциялар учун ^ийматлар жадва-
т у з и б .  сунгра уларнинг графмгини ясаймиз (23-чизма). 

ЛИ5И I  нинг графиги кубик парабола дейилади.
У " Л  те0рема. Го/* функциянинг графиги координата- 

бошига нисбатан симметрик булади.
Исботи. Теорема шартига кура у = f (х) функция то ,̂ 

яъни /(х) = — /(*) булади. (х0, г/0) ну^та у = / (х) нинг 
гсафигида ётадиган • ихтиёрий нукта булсин, у холда г/0 = 
L f ( x )  булади. Бунда х0 ни — х0 билан алмаштирамиз. 
Натижада / (—х0) = —/ (*о) = ~Уо булиб, (—х0; —у0) нук­
та хам у — f (х) функция графигида ётиши маълум булди. 
(х, Уо) 83 (~  х0’ — У о) нукталар координаталар бошига нис­
батан0 симметрик эканлигидан ток функциянинг графиги 
координаталар бошига нисбатан симметрик эканлиги келиб 
чикади. Шу билан теорема исботланди.

3 f (х) = х~п, п £ N булса, у ^олда иккита хат юз беради.
I. f (х) = х~2т, m£N булсин, у ^олда:
а) Аникланиш сохаси D{f) — R \ {0} ёки

D (/) = ( -  оо; 0) U (0; -гоо);
б) Узгариш сохаси Е  (/) = (0; +  оо) булади;
в) / (х) = х~2т, m£N учун: / (— х) = (— х)"

= f (х), яъни функция жуфтдир;
г) Аргументнинг (— оо; 0) дан олинган ихтиёрий — х1(

— х2, — х, < — х2 кийматлари учун / (— х,) < / ( — х2) бу-

ч —2т —2 т — X

24- раем
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либ, функция усади, аргументнинг (0; +  оо) оралицдан от. 
ган ихтиёрий хъ хг, хл < х2 кийматлари учун х '
=► х-' > V  => X f2m > хг2т =► / (*,)> f (х.2) 65-лишини 
борга олсак, у *олда шу ораликда функция камаювчщ»

д) / (х) = *- 2т учун f { x + T) = (x + Т)~2тФ 
демак функция даврий эмас;

е) Бу ю о̂рида келтирилган асосий маълумотларни эъти 
борга олиб, у = х~2, у ~  х~4 ва х;оказо функциялар Учув 
цийматлар жадвалини тузиб, графиги чизилади (24-чизма)

II. / (х) = х~(2т+и булсин, у х,олда
а) Аник,ланиш со^аси D (/) = (— оо; 0) U (0; + <*>) _  

= R\{0}\
б) Узгариш со^аси Е  (/) = (— оо; 0) U (0; +  оо);
в) Функция куйидан з̂ ам, юцоридан х,ам чегараланмаган
г) f(x) = x-2m~l учун f(x  + T) = (x + T)-«m+ '^

Ф  х 2т 1 = / (х), яъни даврий эмас;
д) / (х) = Х~(2т+Х) учун / (— *) = — / (*), яъни f (ас) -  т0* 

функция; -Д
е) Юкорида келтирилган асосий м а ъ л у м о т л а р н и  э̂ътисюг

га олиб, у -  х~\ у = дТ3, у = х~ъ; . . .  ; у = 
ринишидаги функциялар учун к,ийматлар жадвалини тузи«| 
графиги (25- чизма) ясалади.



М устакил ечиш учун мисол ва масалалар

у = лг 4- хI. у *  "  1:7 Х - 1 ' * X*’ "  (лг—1)2'
*  тякпияларни текширинг.

2 Куйидаги ошкормас берилган функцияларнинг график­
ларини ясанг:

\х\ + 1 У/ — 1; W + *2 + 1/ = 0; \х — 1| + |у| = 1.
3 Куйидаги тенгсизликни цаноатлантирадиган жуфтлик- 

лар ташкил кил ган нукталар тупламини топинг:
>0 (х + У>  — 1; \х>2, \у + 7>0, 

и > 0, \у — 2х<1; \у< 2. х — у + 1 = 0 ,
у + х <  1; \у =  х -  А\ (2х — х/ + 4 < 0.

4. Куйидаги функцияларнинг графикларини ясанг:
у = х2 — х3; у = 2х* + х — 1; у = х |xi;

_ (х2 + х, агар х 1 булса,
У ~  |— х2, агар х>  1 булса,

7. § ФУ НКЦИЯ ГРАФИКЛАРИНИ АЛМАШТИРИШ

Математикада ф\ нкцияларнинг графикларини чизиш учун 
.̂ ар доим а̂м жадвал гузиб утирмасдан, куп холларда бе­
рилган функциянинг графигини унинг содда куринишига 
таянган (масалан, у = (х -г Ь)г нинг графигини у — х2 нинг 
графигига таяниб чизиш) холда яеашга ,%аракат кклинади.
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30- Daev
ни ь бирликвдГ; ; 
раллел кучирилищи
курсатилган.

3 и =  f  i dlVHVTIUQHUUr г п с Ж и п .  (.м е ..

динаталари у = /ч— х) функция»! каноатлантиради: у ,* 
=  / (~  -vo)) = Уо — /(*<>)• Демак. y ~ f ( — x) функциянинг 
графигини хосил кйлиш учун у —- f (х) нинг графигнни 
укига нисбатан симметрии кучнриш е̂ арлидир

Мисол у = 2' га гаяниб (33- чизма). у — 2~' функ- 
циянинг графигини. у = io§2 х нинг графигига таяниб’(34- 
чизма), у = log, ( — х) нинг графигини яеаш Оу укига ни»'* 
батан симметрии кучириш ёрдамида бажарилади.

Энди и= f (.v) функцнягг таяниб и = / (л -+- а) функциянинг 
графигини ясаш учун бевосита и — ? (х) функциянинг гра-



0) нуктадан
фигини.^ апга, а<0
£ • £ £  СУР» К»'

♦“Т и с о л  У нинг
« ■  * " »

/ _Л-V нинг гра-
У = \ х 2 1
Аигини (35- чизма) ясаш 
f f ?  нинг графигини
1. бнрликка унгга су-
р2иш билан амалга оши-

рИЛБерилган функция- 
нинг графигини бундай 
кучириш одатда Ux уци 
буйича параллел кучи­
риш деб юритилади.

Шундай функциялар 
а̂м учрайдики, уларнинг 

графикларини ясашда 
з̂ ам ординаталар, х,ам 
абсциссалар уцлари буйи­
ча параллел кучириш га 
тугри келади.

4. у = f (х + а) + b 
Функциянинг гра­
фигини ясаш. у — 
= ах2 + Ьх + с квадрат 
УЧ¥Д берилган булсин. 
Бу функциянинг графи­
гини ясаш учун аввал 
Ундан т\

■ I"*

33- раем.

34- раем.

учун аввал
Ундан тулик квадрат ажратамиз, яъни у=а х̂2+ ~  j =

V 2 а а 4 а2 4 о2 / \ 2а )  4 а 
Ьг — 4 ас

> “ • / 4а
) Аникланиш со^аси D (у) — R,
) «згариш со^аси:

а) агар а > 0 булса, £ (у) = [ —  6 —
4 а

+ оо);
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ах2 4- Ьх -f-c

ция — б2 — 4 ас 
4а

б) агар а < о 
£  (у )~ (—-оо; -  ! **■

3) у 
Ция на ток ва 
функциядир;

4> а> Агар Об}*
СВ, Х Й  -- о о ;--- *

)  2а
да функция J- о- 

__ Ьг — 4ас ДЯ»
4а гача ка маяди,

Л'€[ ~ 27 ; +эо) да эса функ-

Функ.
а *Уфт

; )  °рал^.

дан 4- оо гача усади;

б) Агар „< 0  булса, _ ±  оралида
Р  ..а - чяа

—  оо дан 

функция -

4 ас . ■ . jh
. —  гача усади vf I____  j ___\4а - д"• ‘ ~  оо) да эса

б2 — 4ас ,
— дан — оо гача кямаяди;

_  ,5)/ ,  +  6jCoT f  ФУНК«ИЯ учу» а (*-4- Л 2 + 
даврий ^мас; ^ с -\-bx-\- с булгани сабабли функция 

6) Функциянинг графигини а > 0 учун чизиш билан че- 
гараланамм. Бунинг учун аввал j, = i*  ф у „ к ц ™  (36

чизма) графигини ясаймиз,
сунгра г/ = а ~  j 2 нинг
графигини чизиб олиб, уни 
ординаталар уки йуналиши
буйича — 4ас >0 ыа- 

4а
софага параллел кучирамиз. 
Натижада з̂ осил булган 
график у = дх2 + bx + f 
функциянинг графиги бу­
лади. Шундай ^илиб, у =* 
~  f (х ~r a) ~r b функция­
нинг графигини ясянтда 
У ~  f (х) нинг графигини36- раем.
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авва-1 
бирлик 
.чел 
#«Да
одннад11

( . 1/ки буйича а 
, масофа га парал- 
кучнриляди. Нати- 
изланган график

У>
Ч

\А
у /\ <к"У\ Jf

- / \ 0 Л  X
ч

37- раем.

агар х < 0 булса, у = f (Ы ) = 
!х| эканидан у = f (|х!) функция 

симметрик жой-

у — I/ (•*)!> У 
Л у ) функциялар- 

П.НГ графикларини
С ш. а) у = ! т

лункииянииг графигини 
ясаш учун шуми эъти­
борга олиш керакки, х>0 
булса, UI — а' булиб, у —
=/(|Ж|) функция у= t W  
билан устма-уст 1\шади,
= / (— х) булиб. I— х\ - . . 
жуфт ва унинг графип: Оу укига нисбатан 
лашади.

Мисол . у = Ы  — 1 функция графигини ясанг.
Ясаш. л- > О булганда у = |xi — 1 функция у = * — 1 

билан алмашинади, х < 0 да у = |х| — 1 функция у = 
= — (х+11 билан алмашинади. Демак, у=х— 1 функциянинг 
графигини х 3* О учун Оу укига нисбатан симметрии кучи­
риш натижасида (37- чизма) хосил булган график у = \х\ — 1 
функциянинг графиги булади.

б) у — |/ (л)! нинг графигини ясашда f(x )>  0 булса, 
I/ (*)| = / (а ) ва / (а-) < 0 булса, |/ ( х ) | — f{x) эканидан 
фойдаланиб к а раса к, у ,\олда f (х) > 0 булганда y = \f(x)\ 
нинг графиги у — f (а )  нинг графиги билан устма-уст туша- 
Ди. f (х) < 0 булган ораликда у = f (х) функциянинг графиги­
ни Ох укига нисбатан

Усимметрик акслангирсак,
У ^олда у  ~  \f ф у Н К .

чиянинг графигини хосил 
и̂ л а миз. 38-чизмада у — 

Г A'i~~ 1] функция гра- 
фиги келтирилган:

+
ЭНИ1/П х Функциянинг 
Э » " *  « Ч * ™  го-

1“ ВДова'1® , ? У"КЦ"”  ,<р'булганлиги учун 38- раем.
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(х < 2, 
' {х >  —

о  —  1 О (/) = [- ,1;
2]

ишо- 
оса 
(ft:

; функциянинг

Г2 — х>0,
1.1 + х  > О °  
булади.

2. f (х) = log* (х2 — 4х + 3) функциянинг аникланит 
хасинн топинг : Сг-

Е ч и ш .  Берилган функциядаги узгарувчи логарифм 
раси остида булганлиги ва мусбат булиши шартига я ^ 0" 
х2 — 4х + 3 > 0 «■ (л: — 3) (х — 1) > 0 булиб, бундан й м Ш  
= (— с»; 1) f| (3; 4- оо) келиб чи^ади.

3. t нинг кандай ^ийматида у = 2х2 + 7х 
графиги А (— 10; 150) ну^тадан утади _____

Е ч и ш .  А нукта берилган функциянинг графи гида ёти- 
ши учун унинг координаталари шу функцияни тугри тенг- 
ликка айлантириши лозим, яъни 150 = 2( — 10)* 4 
+ 7 (— 10)4-/ о  150= 200 — 704-/ 150 = 130-/о/=20 
Бундан t = 20 булганда у = 2х2 4- 7х 4- 20 функциянинг 
графиги А нуктадан утади.

4. f (х) 4- 2/ j = х, х Ф  0 тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  Тенгламадан куриниб турибдики, у f (х) функ­

цияни суперпозициялаш натижасида ^осил цилинган. Буни
ечиш учун х ни — билан алмаштирамнз, / (— ) 4- 2/ (л) =X \ X 1
= — хрснл булади. Энди j2/(х) 4- f\ ) = -j,

(ж +2/(7 )-* щ

из-
системани тузиб, сунгра биринчи тенгламадан иккинчисини

2 2 — ж-3
хадлаб айирсак, у холда 3/ (*)=  — — х; f (х) =
ланган функция з̂ осил бу'лади.

2_
Т е кш и р и ш .  /(х) =

+ 2 2х2 — 1
Здг

булади.
Демак, топилган f (х) =

экан.
150

—  ̂ функцияда х ни — билан

2х' ~  1 хосил булади, сунгра
2Г-^ + 

Зх
2 _  ** -  4х« -  2 = = д ;0 3х2 ==^ « х  = ^

Зг Зх

ечим тенгламанинг илдизв

алмаштирамиз, яъни . 3jc 
топилган натижаларнн берилган тенгламага к^йсак

2 — хг
Зх



1 системани каноат-
5 </ (2л — !) — 2g (2л- + 1) =, 2х,

Щ , у ( 7 р т ) - * < 7 Г т ) х * - *  
даитярувчи / (л) ва g i.yi функцияларни топинг 

Е ч и ш  Аввал системада катнашаётган > (Jf, Пя „ ,  . 
функш1ялар аргументларкнинг бир хил булишига эришами? 
Бунинг учуй биринчи тенгламада 2х ^Р^шамиз.
алмаштиришни. иккинчи тенгламала эса *х _  I ~  г алмаш-

тнришни бажарсак,
; /  (/) - r '2 g ( t )= t— 1,

/ <?) +  £ (г) - , г ^  j

тенгламалар .хосил булиб, бунда берилган система
К  If (л) -+ 2g (х) ~ х —  1, 

I/ (х) +  g (x )= 1
система га тенг кучли булишини куриш мумкин. Бундан
а  \ х- — 4х +  \ . , . дг2 — 3 +  1 , , fix) = — -- , л ф 1 ва g (.?) = --------- , хф 1 ечим-

I — х
ларни хосил киламиз.

Мустакнл ечиш учун мисол ва масалалар

1. Куйидаги функцияларнинг хусусий кийматларини то­
пинг:

а) /(.V)

б) 1(х)

X —
х2 +  Зх 4- /(0)' /(1)’ / (_3 );
У х * -  4л; / (-1),  /(2), /(3);

в) /(л) -  / (0 ) /(1)< / ( _ 2 )-
ЛГ -j- 1

r) fix)
cos ял: /(0), / (-1 ) ;  /(ЮО).

2. Куйидаги функцияларнинг графикларини ясанг:
а) У — 2х — 1; у = л2 + 2 л-  1; у = — ~ У  =

(* T iF  ~~4-

*  -г 3 

х +  2

+ 5; У =
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б) у
- {
1*1.

1, агар х < 0 булса,
X* — I)2, агар х > О бу 

1
лса;

и = 1*1. агаР — 1 С  х ^  1 оулса, 
[2 — х2, агар |х[ > 1 булса;

У =

1, агар — 2 <  а  <  — 1 булса,
— х, агар — 1 ^  х < О булса ;
У = \х+  1| —  \х— 1|;
1, агар 0 < х < 1 булса,

У =  II —  |*| | —  |х| +  1.
в) Агар /,(а), /а(х) ва f3(x) функциялар [а; Ь] да аник 

ланган .\амда / ,(a), /2(.v) функциялар чегарпланган булмаса 
у *олда куйидаги функцияларнинг чегараланганлиги \акипа 
ннма дейиш мумкин: /, (а) + /2 (*), h (*) + /3(*Х ft (x) L(x\
Ш - Ш ,  !-4т- Г Г 7 ?f i W  /з ДО

3. К,уйидаги функцияларнинг монотонлик оралицларини 
топинг:

у =  1 —  2а, у =  х3, у —  3 —  2х —  х2, у =
х + 1

У = 7~~г' У =1 + дгг
4. у = (а  — 2) (а  + 4) функциянинг графигидан фойдала- 

ниб, (а  — 2) (а  + 4) > 0, (а  — 2) (а  + 4) < О тенгсизликларии 
ечинг.

5. у = а 2 — 7а  — 31 функциянинг графиги:
а) А (3; — 43), б) В (— 8; 89), в) С (— 5; — 22) нукта- 

лардан утадими?
6. Ь нинг к,зндай ^ийматида у = а 2 + Ьх— 19 функция­

нинг графиги (— 11, — 30) ну^тадан утади?
7. Агар у = ах2 + Ьх— 48 функциянинг графиги (1; 2) 
(2; 10) нукталардан утиши маълум булса, а ва Ь ни то-ва (2; 10) нукталардан утиши маълум бу 

пинг.
V * ~  ,л 2<*-и+1ва Ф (0 = и _1)Г8. а) Агар f(x) =

/(ф (t)) ни топинг
б) Агар Д а ) = К а 8— 1 булса, f ( V х2 + 1

в) Агар / ^

ни

булса,

топинг-
З.у- 1 
х +  2

ни топинг.
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г) Агар /  |1 +  t ) = J c 2 _ 1 ' Х ф 0  б?лса' П х ) НИ [0’

пинг- ах2 +  Ьх ч- С б^лса, f (х +  3) — 3 / (х + 2) + 
" , '  V  !)_-/(*) = 0  эканини исботланг.

+ 9 Куйидаги функционал тенгламаларни ечинг:

а) (* - 1 > / М  +  / ( т К - Г ?  б) Пх) +  х1[ ^ “ 2'
13л: — 4 

2х — 3ta

Ю К,уйидаги системаларни ечинг:

а) if (2х + 1) + Ф(х— 1)
\/ (2х + 1) — 2ф (х — 1) = 2х2;

б) ( / ( *+  1) + х-ф(х+ 1) = 2х,

'' /е-^)+*е4т)-*-'=
в) // (2х + 2) + 2ф (4х + 7) = X -  1,

\}{х — 1) + ф (2х + 1) = 2х;
г) //(4х + 3) + хф (6х + 4) = 2;

\/(2х+ 1) + ф (Зх + 1) = х +  1;
д) [/(Зх — 1) -г ф(6х — 1) = Зх,

\f(x + 1)+ х2ф (2 х  + 3) = 2х2 + х;

е) |/(2х — 1) + ф(1 — х) = X + 1,.] |'Ш+2*ЫЬ-Н-
11. хОу текисликда нукталар тупламини топинг:
1) у = |3х — 21 + 2 — Зх; 2) у = |х — 3| + |2х — Ц;
з) У = | х + 2| — |х — 2.J; 4) min (х, у) = 1;
й) max(x|, iyj) = 1; 6) max(x, у) = min (1x1, |г/|);
7) \А +  \у\ = 1; 8) \Х +  У\ =  \У\ +  У,

9) У = |х+ 11 — 2 |х — 2| + 10) х |х| +у\у\ =х — у\ 
+ |х+2| — х;

и ) ^ ~ л~ 6 ; 12) у =х'- — ?>х+2 ’ У х2
Щ  У  =  x s in x ;  14) у  =  у з  — хг —  2х.



V I I I  боб. ИФОДАЛАРКИ АЙНАН АЛМ АШ ТИ Рищ !
I- §. К ?П \А Д  ТУШУНЧАСИ

Алгебра фаннда бирхад ва купхад тушунчалари, шу » VJ  
ладан, бутун раиионал ифода тушунчаси мухим "—милД  
эгаднр. Бу тушунчаларнинг асосий хоссалари билан таниииЭ 
чицайлик,

67- таъриф. Берилган номаълум узгарувчилар, сонлап 
ва уларнинг даражаларини купайтириш. амали ёрдамида 
бoFлaйдuгaн ифода бирхад дейилади.

Мисол.  5а2х. 2Ь3(— 3)Ьс-, ху3 ва бошцалар бирхадга 
мисол була олади !

Агар берилган бир а̂дш. 2Ь3(— 3) Ьс2 = 2(— 3)Ь*сг = 
= —6Ь*с2 куринишида ёзилса, у .\олда ,\осил килинган ифода 
бир.\аднинг каноник шакли деб аталади. Бир^аднинг кано­
ник шаклининг сон купайтувчиси бир.\аднинг коэффициен­
ты дейилади. Агар берилган бирхад х, у .......... г узгарув­
чилар ва А .\акил,ий сон ёрдамида

Ахк' у *■ . . . zkn 
куринишида берилган булса, у х,олда ft, + ft2 + . . + ft„ =
= rn сон шу бир а̂днинг даражаси деб аталади.

68- таъриф Агар берилган нолдан фарцли бирхад.юр 
бир хил аргументларнинг бир хил даражаларидан иборат 
булса, у ,\олда бундай бирхад ларни ухшаш бирхад лар дейи­
лади.

М и с о л . 2х~у3г\ 3xry3z — ухшаш бир.\адлардир.
69- таъриф. Бир неча бир\аднинг алгебраик йигин- 

диси к()п,\ад дейилади.
М исол .  (х — у)2, х3 — 2x2Jr  5* + 3; —  + —  + -7 ИФ°'2 3

далар купхад булиб, —  ~ 1 -|- х2 + у2\ —  + *3 каби ифо-
X У

далар эса купхад эмас.
Куп^адлар узининг берилишиг?. ,\амда э̂дларининг коэф- 

фициетларига кг раб кайси сонли майдонга мансуб эканли- 
гини аншугаш мумкин. Р  сонли майдон берилган булсин. 
Агар а0, аи . . . , ап£Р  булиб,

f(x) = а0хп + Ojx"-1 + . . .  + ап, а0ф  0 ^
купхад берилган булса (n£JV), у ^олда у Р  сонли майд°н 
да берилган п- даражали (deg / = п) купхад дейилади.
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1 ч а p. a) f (х) =3х® — 2х* +  6 купхад Q сонлар май- 
М иСберилган учинчи даражали куп^аддир;

W ^ ^ f(x ) --= \Г Ъ х7 —  0,8л'4 +  ях3 +  х хакикий сонлар май-
япнида берилган кул^аддир;
Д ^  д к) = х10 — (1 —  3 0 x5+tx3-f-(l + 0 х2 +  —  комплекс

^ У ,ар майдонпда берилган купхаддир;
у ^  — 2х + 2 ~х + log,* ва Т2(х)= sin х + 3 cosх +

, Л  ‘ каби ифодалар х узгарувчип! нисбатан трансцен- 
+ амалларни уз ичига олгани учун купхад эмас.

Маълумки, купхадлар берилишига кура бир узгарувчили 
«я куп узгарувчили купхадларга ажралади.

70- т а ъ риф. 1) Агар (2) нинг барча коэффициентла- 
ри да а„ = 0 булса, у холда / (х) ноль купхад дейилади ва
/(*) =  0 куринишида ёзилади. Агар f (х) купхад х нинг 
барча цийматларида а га генг булса, у холда f (х) =  а
дейилади-,

2) Агар /(х) = а0хп +<г,хл Ч  ва ф (х) =  
= box" + М  п~‘ + . . .  + Ьп • купхадлар учун а0 = Ь0, 
a = bj..........ап = ЬП булса, у \олда f (х) ва ф (х ) айнан
тенг купхадлар дейилади.

3) Агар (2) да апФ  0, л = 0 булиб, f {x ) = a0x° = a0 
булса, у о̂лда f (х) ни нолинчи даражали (deg/ — 0) деб 
аталади.

3') Р сонли майдонда f (х)=а0хп-\-а1хп '+  . . .
+ ап (2) ва ф (х) =  60 х п +  . . .  + Ьп (3) купхадлар бе­

рилган ва f(x) ва ф (х) бу куп^адларнннг функционал 
аницламаси булсин дейлик.

81-теорема. Берилган Р  да аникланган / (х) ва ф(х) 
купхадлар учун

Д х) =  ф (х ) о 7 ( х) =  ф (х )
бУлади.

И с б о т и .  Теорема шартига кура / (х) ва ф(х) лар Р  да 
аникланган купхадлар булиб, / (х) ва ф (х) лар эса уларни 
^иЦловчи функциялардир. Агар /(х) = ф(х) булсин десак, 

л°лда (3 ') га асосан ва /(х) ва ф(х) купхад булганлиги
/ (х )  = ф булади. f{x) вл ф(х) лар ноль булмаган
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(deg f = n) даражалари куп.̂ адлар булсин дейлик, / (х) =
= а0хп + аххп' { +  . . .  +  ап\ ц> (х) = Ь0 хп+Ь1хп~' + . . ■ +Ьп 
булсин, у хрлда /(х) = ф (х) эканидан а{= b{ A i = 1, п

(4) булиб, Y  х0£Р учун f (х0) = а0х0п +
+ ап, Ф (*о) = b0 хо + h  х по' + . . .  +  Ьп булиб, (4) га 
асосан f(x) = ф(х) булади. Бундан / = ф=>/ =  ф экани 
келиб чикади. / = ф булсин дейлик, у холда ихтиёрий х0 £ 
£ Р  учун f (х0) а0хо + ал x V  + . . .  + ап ва ф(х0) = 
= buxn0 -тЪххп~о +  . . .  + Ьп, у холда, (4) га асосан /Сх„) — 
= Ф(х0) ва h(x3) = / (х0) — ф(х0) = 0 булиб, Р  да /i(x) куп- 
х,ад ноль купхадга айланади. Бундан f = ф =>■ / = Ф экани 
келиб чикади, Демак, / = ф о  / = ф

М исол .  /(х)=х3—4х+2х2+1 ва ф (х )= — 4х+2х24--11'3+1 
куп.хддлар узаро тенг купхадлардир. /(а,Ь)=(а2+ЗаЬ)(2а3— 
—2а) купхздли ифода берилган булсин дейлик ва / (а, Ь) да 
тегишли амалларни кетма-кет бажариш катижасида /(а,
Ь) = 2а5 + ба’Ь — 2а3Ь — 6а2Ь2 купхадни хосил кила миз.

Агар берилган ифодада кагнашаётган амалларни бажа­
риш натижасида яна .\ам содда ифодага эга булинса, у хол- 
да хосил булган натижа берилган ифоданинг айнан алмаш- 
тирилган натижаси дейилади.

71- таъриф. Агар купхад узаро yxuiaui булмаган бир- 
хадлар йигиндиси ёрдамида берилган булса, у %олда у ка­
ноник куринишда берилган купхад дейилади.

Куп хадлар берилиши жихатидан турли хил булиши мум­
кин. Агар куп^адда катнашаётган узгарувчилар сони икки 
ва ундан орти  ̂ булса, у хрлда бундай куп^адларнинг ичида 
симметрик купхадларни урганишнинг узига хос му.\им то- 
монлари мавжуд,

72- таъриф.  Агар Т (х, у. . .  . , г) куп^адда ц,ат- 
нашаётган х, у, . . .  г узгарувчиларнинг уринларини их­
тиёрий тарзда алмаштирсак хам узгармаса, у %олда бун­
дай купхад симметрик купхад дейилади.

Мисол.  / (х, у) = 2х4 + 7х3у -г 9х2у2 + 7ху3 + 2у* сим­
метрик куп^аддир,

Ушбу
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п

Р{х. у.......... z) = V  а ,- х 1 Уи ■ • ■ гЧ‘ (3)
i =1

купхадда ft(. + L + . . .  q. — п. д i = 1, п ларнинг ичида
энг каттаси Р(х, у, . . .  , г) нинг даражаси дейилади, агар
k i +  lt +  . . .  +qt = nt Д t = 1, n булса, у холда P (x , y , . . . ,
z) n- даражали бир жинсли купхад дейилади.

Мисол.  Р{х, у) = Ьха у2 +  4л'г/4 — 6х2у3 + 3х*у купхад
5-даражали бир жинсли куп^аддир.

82- теорема. Агар даражаси ft га тенг булган бир 
жинсли / (х, у, . . . .  г) куп^аднинг х, у, . . .  z узгарувчи-
ларини tx, ty, . . . .  tz га алмаштирилса, бу купхад tk ку­
пайтувчиларга эга бдлади: f {tx, ty..........  tz) = tkf (x,
У____   *)• П

И с б о т и .  Берилган f ( x , y , . . . z ) = ^  Atxk‘ y l i ... z4i
i = l

кугдад бир жинсли булганлиги учун ft; -f /,. + . . .  -г
— qt — ft A i = I, п ,

Энди куп^аднинг ушбу Alx k' у 1' . . .  zc" айрим а̂ди- 
ни олиб, ундаги х, у, . . .  , z ни tx, ty, . .  . , tz га алмаш- 
тирсак, у колда

A, (xt) (ty)ll . . .  (itzЛ  = ** y1' . . .  z4' 
келиб чик,ади, чунки kx + /i — . . .  +  = ft. Бундан куп- 
хаддаги x;ap бир *ад tk купайтувчига эга булади, демак, 
f (х, у, . . .  , г) бир жинсли булгани учун t k ^амма а̂д- 
ларнинг умумий купайтувчиси булиб колади. Шу билан тео­
рема исбот килинди,

Мисол.  / (х. у, z) = аху +  byz + схг булсин, у холда 
f [tx, ty, tz) = t2 (axy + byz +  cxz) булади.

Куп^адларнинг берилиши узига хос ахамиятга эга:
1. / (х)= а0хп + аух П_1 +  . . .  +  an_i х + ап купхад

л- узгарувчи даражасининг пасайиб бориш тартибида берил­
ган;

2 ф (х) = а0 +  ахх +  а.гх2 + . . .  +  апхп купхад * нинг 
Даражаси ошиб бориш тартибида берилган;
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3. / (Xj у , г) — ах3 + dx2y + jx + by3 + суг2 -f- ku i _
+ l лексикографии холатида берилган купхад; ^  Сг +

4. Р[х, у, . . г) = Рп(у......... (у>

L i  'L,:..-.,;, дара.жаси пасайиб бориши тартибида ёзилган;
„ 5- Р  (х> У) = (au*2 + al2xy + а22у*) + (alX + а,и) , 

куп^адда аргументлар бир жинсли гартибда жойлашган

2- §. КУПХАДЛАР УСТИДА АМАЛЛАР

Р  сонли майдонда аникланган
П

f(x, у, . . . ,  г) = ^  Aixkiy l
i =  О

ва
о

ф(х, у, . . . , z)=  2  B i x k‘у11

,<ч

У<1
1 = 0

купхадлар берилган булсин.
73- таъриф.  Р  сонли майдонда аникланган f(x, у, 

. . . , г) ва ф (х, у, . . .  , г) купхадлар нинг йитндиси ва 
купайтлшси деб f(x, у, . . . , г) + «р(*. у, . . .  , г) ва 
f(x, . . . ,  г)-у(х, у, . . .  г) купхадларга айтилади, бунда

П
f(x, у, . . .  , г) + ф(х, у, . . . ,  2) — '£ а [ х1'1 у 1‘ . . .  г"+

м
п

+ 2  B ix *У‘ ■ • • Z4 1(= о
булиб, мос хадлар коэффициентларининг йитндиси оли- 
ниб, сунгра уни каноник кдринишга келтирилади, к$пайт- 
масида [ Ф  0, ф ф  0 булса,
/■Ф= Л1В 1х*,+*'1 y '' + h' . .  . гчЛч1’+ AtB 1xk,+k’1 y t , W |  
булади.

Бу юкоридаги маълумотлардан куриниб турибдики, агар 
deg/>degф булса, у ^олда deg^+ /)<deg/ ва deg(/-f'—
< deg / + deg ф булади.

74- та ъ риф. Агар Р  сонли майдонда берилган



к?п.\ад

Р(х, у,

V4VH

г) - V
i =0

Р(х, у, . . .  2) = 2 ( — А-- Л;Х zqi)
1 = 0

к(/п$ад

нолдан

кйпхад мавжуд булса, у х;олда — Р(х, у.......... г)
Р(х У> ■ ■ ■ ' 2) Га к.аРама' Карши куп^ад дейилади.

83- т е о р е м а .  Каноник куринишдаги иккита 
фарцли купхаднинг.

1) купайтмаси хам нолдан фарцли оулади;
2) купайтувчилардан бири бирхад булмаса, у 

кйпайтма купхадда ,\еч булмаганда иккита $ад булади:
3) купайтма купхаднинг даражаси купайтувчи кугцад- 

лар даражаларининг йигиндисига тенг булади.
Исботи.  Теореманинг шартига кура

уолда

/ (х) — а0хп + аххп + . . .  + а

ва
ср(дг) = Ь0хт + > ,* т 1 + + Ь,

куп а̂длар берилган а̂мда Ь0ФО, а0Ф  0 булсин, у х,олда 
f-уфО булади. Бундан 1) нинг исботи келиб чикали.

Купайтувчи куп^адлардан >̂еч бирининг бирхад була ол- 
маслиги купайтмада х,еч булмаганда камида иккита хад бу­
лишини гаъминлайди.

Шартга кура а0Ф  0, Ьф 0 эканлигидан / (х) • ф (дс) =
= аф0х п ■ - + . . .  + (ап ьт _ } + Ьт ал_, )х  + ап Ьт булиб.
воФО, Ь0Ф  0 эканидан аоЬоФ 0  булади, бундан deg (/ф) = 
— т  -}- п = deg / + deg ф булади Шу билан теорема исбот- 
ланади,

Купхадни цушиш ва купайтириш амаллари цуйидаги хос- 
саларга эга:

1°
2°
3°
4’
5J
6;

V  R(x), Т(х), Q(x), ~ R (x )£ P : 
R  +  Т ~ Т  +  R .
( R  + T) + Q S S R  + (T + Q).

(R -T ).Q ^ R .{T .q^
№ + T ) - Q ^ R . Q  +  TQ  a  q r  +  q t .

m



Бу хсссаларни бевосита юкорида куриб утилган 
мотларга таяниб исботлаш мумкин. ' Маълу-

Купз̂ адларни купайтирншнинг узига хос томонлапи J  
жуд булиб, уни соддалаштириш максадида куйидаги сх^* 
тик куринишни келтирамиз: f (х) ~  а0хп — ахх п~1
-г а„ ни ф(х) = Ь„х - Ь хх т 1 -г . . .  + Ь т га купайтирищни ф (х) = Ьих‘ 
схемаси:

/ (х) — йдХ ахх ...........4- ап_! х + 1

ЬоХт 
т —1Ьхх

aobox г +ахЬихп т + . . . +  Qn_ | +апЬ0х”:п-fm—I

а п- 1 ЬтХ + а п Ьп

\aJvc п~т + [ахЪо + (ахЬх)хп+т~' +  . . . + 
I + K V ,  -г bm)*  +  a„frm

/•Ф

.Мисол лар . г  1. f{x, а) = 4х3 — 4ах2 — Ьа2х — 8а3 ва 
Ф (я, а) —  —  х3 +  2х~ +  2а?х +  4а3, ф (х, а) —  эх3 —  5ах2 +  
+  9а3 куп^адлар берилган. Т (х, а) = / (х, а) +  ф(х, а) —
— ф(х, а) купхадни топинг.

Е ч и ш .  Куйидаги схематик кушишга асосан:

/ С*. а) 4х3 — 4ах2 — 5 а2х — 8 а3
Ф (х, а) — X3 +  2х2 +  2а2х + 4а3

1"Г — ф (х, а) — 5х® ,+ 5ах2 — 9а3

Т (х, а) = — 2х3 + (а +  2) х2 — За2х — 13а3

2. / (х, а) = х4 — За2х3 + 2ха3 — а4 ва ф (х, а) =
+ х2а — За3 купхадлариинг купайтмасини топинг. ..

Е ч и ш .  / (х, а) ■ ф (х, а) ни топиш учун юкорида кел j. 
рилган купайтириш услубидан фойдаланамиз:



ф (х, a) f (*. а) = Л'4 — Зх3а2 + 2ха3 — а4

2х3
хга

— За3

2х7 — 6х6а2 + 4х4а3 — 2х3а4 
х*а — Зх5а3 2х3а4 — х2а6

— Зх4 а3 + 9х3а5 — 6ха6 + За7

2jc7 — (6а2 — а) хв — 3 х5а3 + х*а3 +  Эх3 а5 —
— х2аь — 6 ха6 + За7

. 3. §. КИСКА КУПАЙТИРИШ ФОРМУЛАЛАРИ ВА НЬЮТОН

Купхадларни купайтириш ёки тенглама ва тенгсизлик- 
ларни" ечиш жараёнида тайёр формулалардан унумли фойда- 
ланиш математикани урганишда алс^ида а^амиятга эгадир. 
Бу формулалар математикада и̂ск,а купайтириш формулала- 
ри номи билан маидурдир:

1. (х + у) (х + у) =; (х +  у)2 = х2 + 2ху + у2.
2. (х — у) (х ~ у )  = (х ~  у)2 = х2 — 2ху + у2.
3. (х — у) (х + у) = х2 — у2.
4. (х + у)3 = х3 + 3х2у + 3ху2 + у3.
5. (х — у)3 -  х3 — 3х2у + Зху2 — у3.
6. (х — у) (х2 — ху + у2) = х3 — у3.
7. (х + у) (х2 — ху +  у2) = х3 + у3.
8. (х + а) (х + Ь) = х2 + (а +  b) х + ab.
9. (х + й) (х 4-Ь) (х +  с) = х3 + (а + Ъ +  с) х2 + (ab +

+ ас +  Ьс) х + abc.
10- (*1 +  * 2 +  . . .  + х п)2 =  х2 +  *2 +  . . . +  х* +

+ 2 ( х 1х 2 + х 1х 5 +  . . .  + хп_ 1хп).
f  (х . У )  х п -2  у +  х п - з  +  _  + х у  П -2  +  у п - 1 н и

~ Х — ̂  Г3 кУпайтиРиш тала® ^илинаётган булсин.

БИНОМИ
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яъни (X — у)(х " 1 + хп 2 у + хп 3 у* + . . .  + х уп 2 +
, П—1\ п п+ У ) = х — у 

Буни кисцача

(х - у ) 2 хп- ‘у ‘ - 1= х п- у п 
(=\

куринишда ёзиш мумкин.
Юкорида хосил килинган натижаларга таянган о̂лда 

куйидаги тайёр натижаларни ёзиш мумкин:
А-2" -  У П = (х + у ) (х2П-[ -  Х2П~2 у + Х2п-3 У"-- . . .  -

~ у ^ Л
X е  —  у* =  (х +  у) (Xs — х*у + д:V  — * У  + ху* — уь), 

х2п+' +  (Л+1 = (х + у) (х2п - х 2п- 1у + X2"-2 У * -  . . .  +
+ у2п),

X* +  у6 = (х +  у) {х* — Xsу +  Х-у2 — ху3 + у1).
Ньютон биноми номи билан машхур булган ушбу фор~ 

мула уринлидир:
(а +  Ь )п — ап +  С'п a n~l b +  С2па п~2Ьп- +  Съпа п~ъЬ3 +  . . .

+ о п.
И сбо ти . Бу ёйилма эщ икатан ^ам И1Ш1 йирннди- 

сининг п- даражаси (а +  Ь)п ни беришини курсатамиз. Бунинг 
учун математик индукция усулидан фойдаланамиз. 

п = 1 булганда (а +  Ь)п = {а + Ь)1 = а + b уринли. 
п =  k булганда (а +  Ь)к =С * а * +  С* а к~{ Ь +  . . .  +

-г d  Ьк уринли деб, у п = k +  1 учун уринли эканини кур' 
сатамиз.
Бунда

к

(а +  Ь)п = (а +  Ь) * (а +  Ь) = (а+ Ь) 2 с * а * - V
<= о

булиб,

C£a* +  C ia * -1 Ь+  . . .  + С кГ '  аЪк~1+ С \ Ь к

а

Ъ
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С°к а к+' +  С1к а кЬ+  . . .  + С кк-'<*Ьк- '+ С кка Ь к 

+ С 1акЬ+  . . . +  C V  ab * +  CS Ь *+1



с £ а * + ,  +  ( С 2 + с 1 ) а ‘ Ь +  . . .  + (c kr l +  ct)abl‘ +  
+  c tb k+l

Хосил булади а̂мда C£_1 + Ckk =Cl+1; Cl = C*+1; c£ = C*$ 
эканини эътиборга олсак, у ^олда

(а + b)k+l = Ск+ I a t+1 + C i+, акЬ+  . . .  +  С # ! Ь к~1
о̂сил булиб, формула п = к + 1 учун ^ам уринли экани 

келиб чикади.
Демак,

(а + Ь )п = С >  + d a *- ' Ь +  C lan~7 Ь2 + . . . +  С "b" =

= 2 c w - 'b 1 
1=0

куринишидаги бином ёйилмаси тугри экан.
Агар а — b -- 1 булса, у ^олда

2П= 2 Сп,
/ = о

яъни бином ёйилмаси коэффициентларининг йигиндиси 2" га 
тенг. Агар n — i — a\ i — р деб ва а + р = п ни ,%исобга 
олиб, юкорида келтирилган формулага ^улласак, у ^олда

(а + Ь)" = Спап~‘ b‘= V  —  aVлшА otips
i — 0 /а, 3=0 чU+P=nj

куринишидаги формула хосил булиб, бу формула биномиал 
коэффициентларнинг такрорланувчи урин алмашгириш билан 
ифодаланган куриниши булади.

Бу о̂идани т  та кушилувчининг п- даражаси учун хам 
ёзиш мумкин:

(*_+ Ь +  . . + с ) " =
т  та а. р.а+ Р

a V  . . .  С\
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Энди бином формуласининг айрим хоссаларини куриб 
кайлик.

1) (а + Ь)п нинг ёйилмасида (п + 1) та з̂ ад булади-
2) Ейилмада биринчи ^аднинг даражалари ю̂ оридан паст 

га камайиб борса, иккинчи х;аднинг даражалари ортиб бсь 
ради;

3) Бином ёйилмасидаги э̂ адлар коэффидиентларининг 
йириндиси 2" га тенг;

4) Бином ёйилмасининг бошидан ва охиридан баробап 
узокликда турган х,адларининг коэффициентлари узаро тенг 
булади;

5) Агар бином даражаси тоц булса, бином ёйилмасида 
иккита, агар жуфт булса, битта энг катта коэффициентли 
з̂ ад булади.

Бином ёйилмасида исталган х^днинг ишораси, коэффи­
циента ёки даражасини аниклаш учун умумий з̂ ад формула- 
си деб аталадиган

Tk + x= d k a n-kb k 
формуладан фойдаланилади,

М исол  ва м асалалар  ечиш
Мисоллар. 1. (х+2)5 ёйилманинг учинчи а̂дини топинг. 
Ечиш. Т2+ , = q a j 22 = 10-2lvs = 40**.
Энди айнан алмаштиришларни куриб утамиз.
2. (л, +  xi + • • • + х п) (я? +  а •> 4* . . .  4" а п) (ах v'i 4" 

+  а2х2 + . . . + а п x f
ни айнан алмаштиринг.

Е ч и ш .  Бунда
(х\ +  х 2 + . . .  +  х л) (а I + а.2 + . . .  + а я) 

купайтмада биринчи кавс ичидаги хар бир кушилувчини 
иккинчи к,авс ичидаги кушилувчиларга бирма- бир купай

риб, натижаларни кушсак, у о̂лда а\ A i — 1. п > I
1, п куринишидаги хадлар йигиндиси .\осил булади,
+  а2х2 + . . .  +  ап хп)2 ни очиб чиксак, а* X] + а 2*2 + * '' 
+  а\ х2п билан 2 +  . . . +  axajCiX3 + 4 "
+ апа п_, хп_, хп) куринишидаги ифода йигиндиси *осил 0  ̂
лади. Топилган натижаларни узининг урнига куйиб, Teltl 
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алларни бажаргандан сунг, натижани куйидаги кури-
нишда ёза оламиз:
(Л + *2 + • • ’ + *"На ̂  +  . . .  + al) — (а ^  +  . .. 

+ ап x f  = (а2хi — fli.v2)2 + (а3Х! — аЛ )2 +

■ • • + ( a„* „- i - ° n - i  ^ )2-
Бу натижа Лагранж айнияти деб аталади.
3.' (а + Ь + с) (а + Ь — с) (а +  с — Ь) (Ь 4- с — а) ни сод-

лалаштиринг.
Ечиш . (а + b -+- с) (а + Ь — с) (а + с — Ь) (Ь +  с — а) = 

= Ua+b) +с] [(а+Ь) -<] [с+(а — Ъ) ] [с — (а—6)] = [ (а+Ь)2— 
_  ̂ 2] [С2 _  (а -  Ь)2] = 2а2Ь2 + 2а2с2 + 2Ь2с2 — а* — Ь* — с*.

4. (ах +  by -г cz +  dt)2 +  (bx —  ay+  dz —  ct)2 +  (сх —
— dy — az + btf + (dx 4- су — bz — at)2 ни соддалаштиринг. 

Е ч и ш . (а2х2 + Ь2у2 + с2г2 dlt2 4* 2abxy +  2acxz +
+ 2adtx+2bcyz 4- 2bdyt + 2cdzt) + (b2x2+ а2у2-\-(Рг2 4- c2t2—
— 2abxy 4- 2bdxz — 2bcxt — 2adyz + 2acyt — 2cdzt) 4- (c2*24- 
+d2y'2+a2z2 + b2t2 — 2cdxy — 2acxz+2bcxt+2adyz —2bdyt—
— 2abzi) 4- (d2x2+c2y2+b2z2+a2t2 4- 2cdxy— 2bdxz — 2adxt—
— 2bcyz — 2acyt + 2abzt).
Энди ухшаш х,адларни ихчамлаб, долган ифодани гуру.угаш 
усулидан фойдаланиб купайтувчиларга ажратсак, натижада 
берилган йиринди (а2 4- Ь2 4- с2+ d2) (х2+у2 4“ z2 4-12) купайт- 
мага тенг эканини куриш мумкин. Бу тенглик Эйлер ай­
нияти номи билан мацщурдир.

5. Р  (х) = (х 4- 1) (х 4- 2) (* 4- 3) (х 4- 4) 4- 1 ни тула квад­
рат шаклида тлсвирланг.

^ 4 и„ш • берилган купайтмани иккитадан к,илиб шундай 
Нфухлаймизки, натижада х,осил буладиган квадрат уч^адлар 
^паитмасининг иккинчи х,ади 5л; булсин, яъни:
£(*) = [ (х+ 1) U4-4) ] [(х4*2) (*4-3) ] +1 = (x24~5jc+4) (х2 +  
+5*+6) + 1 =(д.2+ 5xyz+ 10 (je> +  5jc) +  25 = (х2 + 5х +  5)2.

куп^адни купайтувчиларга
£

ycyiH4- :/ W  ни купайтувчиларга ажратишда гурухлаш

Т (х) = (л-з Зх2) 4- (5.v — 15) = jc2 (лг —- 3) 4~ 5 (л: — 3) =
7 аз j_ з = (х—3) U24-5).
£ ч 1 Ь3 + с*-ЪаЬс ни купайтувчиларга ажратинг.

Н?шиб 5 ^ ' Унинг учун берилган ифодага ЪаЬ (а 4- Ь) ни
аиирамиз:



а3 + b3+c3 — 3abc = a3+b3+3ab (a+b) +c3—3abc~~ 3ab,Q J  
-f b) = (a + b)3 + c3 — 3ab (a + b 4- c) = (a + b + c) r(Q 

+ b)2- c (a  +  b)2 + c2\~3ab.
(fl 4~ b 4- c) = (a 4- b -j- с) (я2 4- b2 4- c2 — ab — ac —-be)
8. f (x, y, z) = xy2 4- *г2 4- yx2 4- yz2 + zx2 4- zy2 симмет 

рик купхадни симметрик функции куринишида тасвирланг
Е ч и ш .  / (х, у, г) — ху2 + хг2 4- ух2 + yz2 +гхг + г,/ ни 

(х 4- У 4- г) (хг/ 4- xz 4- г/г) = х2у 4- х2г 4- хуг 4- ху2 4- Хуг + 
4- у2г 4- хуг 4- хг2 4- г/г2
ифода билан таедосласак, 3 хуг ортицча экани куриниб ту- 
рибди. Агар /, = X 4  У + г; U = ху + хг + yz; t3 == хуг ал­
маштиришлар бажарсак, у хрлда f (х, у, г) — txt2 — 3/, ку­
ринишида ги ифода хосил булади.

9. f (х) = х* — х3 — х2 4- 2х — 2 кугцадни R да купай- 
тувчиларга ажратинг.

Е ч и ш .  Бунинг учун номаълум коэффициентлярни ки- 
ритиш усулидан фойдаланамиз, яъни
f (х) = х4 — х3 — х2 4- 2х — 2 = (х2 4- ах 4- Ь) (х2 + сх 4- d)

ни ёзиб икки куп^аднинг тенглик шартидан фойдаланамиз. 
Бунда цавсларни очиб, сунгра коэффициентларни тенглашти- 
рамиз: <1

а 4-е = — 1, 
b + ас + d = — 1, 
ad 4- be = 2, 
p d = — 2

система *осил булиб, бундан а — 0; b — — 2; с — 1̂ “  = 
= ] вя a = — 1; с =  0; d = — 2 цийматларни аник;лаимиз.
Демак, f (х) = х4 — х3 — х2 + 2х — 2 == (*2 — 2) (хг — х 4- D-

Мусталил ечиш учун масала ва мисоллар
Куйидаги куп^адларни купайтувчиларга ажратинг.
1. f (х) — х4 — 1.
2. / (х) = х3 4- а — 2.
3. / (х )-х 3 — 9х24-23х4- 15.
4. / (х) = (х — I )3 +  (2х + З)3 — 27х3 + 8.
5. f (х) = х4 + 5х3 + 4х2 — 24х — 24. .
6. / (х) = х5 4- 4х4 — 6х3 — 24х2 — 27х — 108.
7. /(х) = х(х — 1) (х — 2)(х — 3) — 15.
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я f (x) = (x+  l)(x  +  2)(x +  3)(x +  4) — 3.

% % l ( x  +  i ) ‘  +  (x  +  S Y ~ i e .

4 .  § .  К^П^АДЛАРНИНГ БУЛИНИШИ

7 5 -  т а ъ риф . Р  сонли майдонда берилган F  (х, у, . . . г) 
ю Q(i, у..........г) купхадлар учун
F(x, у, ■■■ ' z)=Q(x. У.......... z) Т (х, у, . . .  , г) (1)

тенгликни каноатлантирувчи Т (х, у, . . . , г) мавжуд
бйлса, у \олда Т (х, у, . . .  , z) ва Q(x, у .......... г) куп-
а̂длар F{x, у, . . .  г) купхад нинг булувчилари дейилади.

Агар берилган Р  майдондан олинган F  (*, у, . . . , г) куп- 
*ад учун а£Р, а ф  0 мавжуд булиб, F  (х, у, . . .  , z) =
= а
нинг

-!-f (x, у, . . .
булувчисидир.

булса, у ^олда а сон кугцад-

Коэффициентлари берилган купхад
коэффициентларидан нолга тенг булмаган купайтувчи билан 
фарк; ^иладигян хар кандай купхад берилган купхаднинг 
тривиал булувчилари, бошца хил булувчилари тривиал бул­
маган булувчилар дейилади.

Мисол . / (х, у) = хх — у* купхаднинг тривиал булмаган 
булувчилари: х — у, х2 — у2, х2 + у2, х3 +  х2у +  ху2 -}- у3, 
** - / 'У  + ху2 — у\

Хаки катай *ам, х* — у4 = (х — у) (х +  у) (х2 +  у2) = (х2— 
У ) (х + У~) = (X + у) (х3 — хгу +  ху2 — у3) = {х ~  у) (х3 +  

+ хгу + ху2 + у31
z^ 8n Т-6 °  P-f м а ' Лгар F i'x’ у ' ■ • • ’ z) крщад Т(х, у . . . ,  J  купхадга булинса, у холда битта ва факат битта 
^инма купхад мавжуд.

Исботи Теорема шартига кура F  — T Q мавжуд,
• ■ г) НШ,Г ягона эканлигини курсатамиз. Фараз

К ! “ ,'а„61 Г Да % * !■  -••••.« “  '«.<*• У.......... г>матш!аЛар мавжУД булиб, Q, Ф  Q2 булсин, у х,олда теоре- 
TQ -  т^артига кУРа F  — Q jf ; F  — Q2T (1) булиб, бундан 
pa q , Q  эканидлн Т (Q — Q2) = 0 (2) булади. Фаразга ку- 
Бу v’qV булгани учун (2) дан Т — 0 экани келиб чи^адн. 
дй 1 ЛН1Шг булиши мумкин эмас, демак, теорема исбот бул-

гакт " уу°Нал К0эффициентли куп^адларда булиш амали а̂р 
I '■ м бажарилавермайди. Масалан, F  нинг даражаси
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degF  < degQ булса, у вацтдз Тф О  нинг ад> цандай Я  
матида хам (1) аиният уринли булмайди, чунки dea (т Л  й'
> deg Q, лекин deg ( Г - degF. ' v )^

Маълумки, P  да берилган бир купхад иккинчи купхя 
хар доим х;ам цолди^сиз булинавермайди. Амалиётда жДГЗ 
куп ^олларда цолдик купхад х;осил булади.

85-теорема. Р  майдонда берилган f(x) ва 
кущадлар учун

fix ) = ф (х) g (х) +  г (х) 0 .
ни ^аноатлантирувчи битта ва фацат битта g (A  *,! 
г (х) куп^адлар мавжуд булиб, deg г < deg ф ёки г(х» = п 
б$лади.

И сбо ти . f(x) = anx n +  an_ l xn~l + . . .  + a tx+ а0 ва 
Ф (х) = Ьтхт +  Ьт _ { х т  1 +  . . . + 6хх + Ь0 куп̂ адлар 
берилган булсин: агар т > п  булса, у холда g (x) =  0 ва 
г (х) =з / (х) булгандагина (3) айният уринли булади. Агар 
п > т  булса, у х,олда / (х) ни ф (х) га булиш натижасида

/ (х)----а-г~ х п~т ф (х) =  а'_, х"- 1 +  а '_ 2 х"-2 +
От

+  ап
хосил булади, бунда

“» и L' $ап-1 ~  ап-1 . ГП—1 •ит
Бундан / (х) = ап х п~п Ф М  +  R М  булиб, бу ерда 
R (*) = хп- Ч  a ;_2jс" " 2 +  . . .  +а'0 булади. Бу ер­
да deg R = nlt пх — п — 1 ва а'п фО булиб, пх> т  булса, 
у ^олда /(х) билан цандай иш курган булсак, R(x) билан,  ̂ ffl , _-I 1 ^
^ам шундай иш куриб, f (х) = [a„ b~l х п~ + bm х
Хф (х)+/?'(х) натижага эришамиз. К,олдицда т  дан паст #  
ража л и купхад ^осил булгунча булиш ишини давом эг jp  
миз. Бу жараён бевосита / (х) = ф (х) g (х) + г (х) га к
ради • фараз

Энди g(x) ва г(х) нинг ягоналигини курсатамиз. . , 
цилайлик, g(x) ва г(х) дан бошца g (х) =£gi(x) 8П
Ф  г± (х) ^ам (3) ни ^аноатлантирсин: J  .Я

f(x) = ф (х) g(x) + Г (х) ва / (х) = ф (X) gi (*) + г* {х)’
У з̂ олда
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ф (х) [g (х) — g1W  ] = г (х) — Г  j  (х) (6)
А-пб deg (Г — Гг) <degф булгани учун g{x) =  gl {x) були- 

ва ч>{х)Ф° булганидан г {х )ф г ^ ) булиши керак, лекин 
if-1 ИНГ булиши мумкин эмас, демак, килинган фараз нотур- 

Бундан (3) ни каноатлантирувчи g(x) ва г (х) нинг яго-
Р1  эканлиги келиб чикади.

М и с о л . / (х) = 8хв +  8х» — 20х4 + 40х3 — 50х2 + ЗОх — 
__ 10 куп^адни ф (х) = 2х* +  Зх3 — 4х2 +  6х — 8 куп^адга 
булгандаги булинма ва колдикни топинг.

Е ч и ш .
—20х4+40х3—50х2-г30х—10 

" “8х‘+ 12х5— 16х4+24х3—32л:2
_  4х*—4л:4 +16х3— 18л:2+30х
— 4л-5—6х4 + 8х3— 12x2-f 16х

2х4 + 8л'3 — 6х2+ 14х — 10 
“  2х4 + 3х3 — 4х2 + 6х — 8

2л:4+ Зх3—4л:2+ 6л:—8
4л:2—2л; +  1

5л3 — 2х2 +  8х — 2.
Демак, g(x) = 4х2 — 2х +  1 ва г (л:) = 5х* — 2х2 + 8х — 2.

Агар fix) куп>;ад ф(х) куп^адга колДиКсиз булинса, у 
зрмда бу ф (х) | f(x) куринишда белгиланади.

Энди куп^адларнинг булиниши ^акида куйидаги хосса-
ларнн келтирамиз.
_  . У  fix), <р(х), t(x )£P:y(x ) I fix ) A t(x) | q>(x) => 

Цх) [ f{x), яъни f{x) куп^ад ф (x) га, ф(х) эса t (х) га 
б^тси)13 ^Улинса' У ^олда f(x) купуад t (х) га цолдицсиз

Исботи . Шартга кура ф| f=>f — (pg ва t \ ф = tg, =► 
V 4* * -  I /.

• • V  fi(x), f2ix), . . . .  fn(x), ф(x)6 P : ф(x) I / (x) A t=

*■J' n =► ф (x) i 2  ^ w ,
»= i

и fi(x) A t = 1, n ларнинг \ap бири. ф(х) га булин- 
’ ^ *0лда уларнинг йигиндиси %ам ф(х) га булинади. 

Сботи • Шартга кура Ф | Д. A i  = 1, п =>fl = Фgt А

А 1/п =*л ft =ф 2  g, * ф I 2  fi
'=1 r=i ;= 1

3°
' V fl (*)’ f* (*).........fn(x), i (х) 6 />: н /, Of) [/ (х) I fjW h-

са
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п  - - - - - - - - - j

=►/(х) I П /t(x), яъни /iU ), ft (x).......... fn(x) ларнинг

камида бири t (x) га цолдицсиз булинса, у холда уларнинг 
купайтмаси хам t (х) га колдьщсиз булинади.

Бунинг исботи бевосита 2Э дан келиб чикади. iK -

4° V  /1 (*), /,(*). . . . .  /„to , /(*)€Я  ва Y  Ф1 (х),

. . . , ф„ (х) £ Р: t(x) | fi (х) Л / = 1, n=>t (х) | У  {f { (x)
i= i

яъни /х (х), /2 (х)........../„(х) лар /(х) га ffолдщсиз буш-
ниб, ф! (х), ф , (х), . . . , Ф„ (х) ихтиёрий кугцадлар булса,

1
г/ .уолда ^  /. (лт) ф(. (х) йигинди t (х) га цолдицсиз були-

1= I
пади.

И сботи . Шартга кура /(. =  /gt- А I =  1, п булгани

учун ф, = tg. ф. Л i = l, n=>t У f. ф; булади.

5°. Исталган / (дг) купхад нолинчи даражали кугцадга 
булинади.

6°. V  / (х), t (х) €P:t(x) I / (jc) => at (x) | / (x) Л а ф  0.
7°.̂  Агар f (x) ea t (x) купхадлар бир- бирига цолди̂ - 

сиз булинса, у холда улар бир- биридан аф 0 узгармас 
купайтувчи билан фарц цилади.

76-та ъ риф. 1) Агар / (х) ва ф (х) купцад ларнинг 
умумий брлувчиси d (х) бу икки купхаднинг \ар бир уму 
май булувчисига булинса, у ,\олда d (х) купхад f(x) ва 
<Р(х) купхад ларнинг энг катта  умумий булувчиси дейила­
ди ва D (/, ф) = d (х) куриниишда белгиланади;

2) Агар deg d = 0 булса, / (х) ва ф (х) узаро туб деии- 
лади;

3) Берилган / (х) ва ф (х) куп%адларнинг энг кичик уму 
мий карралиси деб К  i / (х), ф(х) 1 = ,{х) 'ф — га а й ти л а д и .

d(x)
икки-f{x )£ P  ва а £ Р  берилган булсин.

86-теорема. Берилган Дх) к$п.\адни х ~~а̂ -1ади- 
хадга булишдан хосил булган цолдик, /(а) га тенг OJ ,
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I бот и. Теорема шартидаги булувчи х—а биринчи да­
ли булгани уч\'Н хосил буладиган г(х) колдик; ё нолинчи 

Р3 «я1И купхат, ёки ноль булади, f (х) (х — a) g (х) +  г (х) 
’а булса, / (а) = (а -  a) g (а) + г (а) дан f (а) (а) 

6УЛ” ' ш у билан теорема исбот булди.
* 7 7-та ъриф- Берилган Р  майдонда аникланган F  (х) 
■пхадни шу майдонда аникланган f (х) ва Ф (х) кущад- 
0'купайтмаси шаклида ифодалаш мумкин булса, у хол­

да F (*) ни ^ кУпа“ т УвчилаРга ажралувчи купхад де-

* Ч Й с о л  ■ / W  = х6 + 2х3 + X2 + X +  I ни R да купай-
п'вчилзрга ажратинг.
' Ечиш. / (х) — х5 + 2л-3 + х2 + а +  1 = а5 + х3 +  х2 +
, *3 +  *  _|_ 1 =  X2 (X3 +  Х +  1) + (х3 + X + 1) = (Х 3 +  Х  +
+ 1) (х* 4* 1).

87-теорема .  Берилган Р  майдонда аникланган f (х), 
deg/ > 1 купхадни, шу майдонда тартиби, сон купайтув- 
чиларгача булган аникликда биргина усул билан аницлан- 
ган, келтирилмайдиган купхадлар

f(x) = t, (х), /2(х) . . .  t k (х) (7) купайтмаси [шаклида 
ифодалаш мумкин.

Исботи. tx (х), t2{x), . . .  , tk{x) лар 'Р  да келтирил-
майдиган купхадлар. Агар / (х) =  tx (х) булса, теорема исбот 
булади. Энди / (х) ф  tx (х) булсин дейлик, у о̂лда f (х) нинг 
даражасига нисбатан индукцияни татбик этамиз. Агар п = 1 
булса, у о̂лда ах -f- b купхад Р  да келтирилмайдиган бул­
гани учун (7) тугри булади. Фараз цилайлик, даражалари п 
Дан кичик булган купхадлар учун теорема уринли булсин. 
иди «-даражали купхадлар учун а̂м теореманинг тугрили- 

гини курсатамиз. Хаки катан хам, f (х) келтириладиган бул- 
маси ^°ЛДа -ни иккита тривиал булмаган булувчилар купайт-

f (х) = /, (х)• /2(х) (degfx< п ва deg/2< п) 
шаклида ёзиш мумкин. 

фаразга асосан
fi М  = ti (х) /2(х) . . . t, (х)

ва

/г (а) = tl+l (х) . . .  th (х) 
уклада ёзищ мумкин. Бундан

/ U )  =  / ! (х) /2 (х) =  t x (х) . . .  t „  (х)



ёки
f (х) = U (х) t2 (х) . . . tk (х) (8)

^осил булади. Энди (8) нинг ягона эканини курсатамиз. фа 
раз цилайлик, f (х) икки усул билан келтирилмайдиган kv- 
пайтувчилар купайтмасига ажралган булсин:

f (*) = ti М . U (*)••• К М  = Qi (X) . .  .<?! (х), (9) 
бундан куриниб турибдики, qx (х) . . . gt (х) купайтма 
га булинади. Шунинг учун купайтувчилардан камида бири 

(х) га булинади. Умумийлик учун qx (х) ни tx (х) га бу­
линади десак, у холда tx (х) = cxqx (х) булиб, сунгра (9) 
t, (х) . . . tk (х) =  Ctf2 (х) . . . q, (х) булади. Шу 'жараённи 
маълум q2 (х) . . . qt (х) купайтувчиларга татбиц этиш орка 
ли шулариинг .\ар бирига чап томонда айнан тенг булган 
купхад т^ри келишини аниклаш мумкин. Шу билан теоре­
ма исбот булди.

Бу теоремадан келиб чикиб, умумий >;олда
/ (х) =  rfie* 1х)ф (х) (х) . . .  с  (X) 

куринишида ёзиш имкониятига эга буламиз.
78- т а ъ р и ф . Агар f (х) купхад Т “ (х) га булиниб,

лекин Ta+l (х) га булинмаса, Т (х) купхад f (х) нинг а 
каррали купайтувчиси дейилади.

М исол . /(х) = хь + х4 + х3 — х2 — х — 1 купхад учун 
Т (х) = х2 +  х -f- 1 купхад икки каррали купайтувчидир, 
чунки / (х) = (х- + х +  I)2 (х — 1). ,

79- 1 а ъ р и ф . Агар х нинг а сон кийматиоа r  W  
купхад нолга айланса, у х1олда а сон F  (х) нинг илдизи 
дейилади. ,

М исол. /(х) = х2 — 5х-+6 купхад х = 2 ва х 
ларда /(2) = 0 ва /(3) = 0 булади. Демак, / (х) нинг илдиз 
лари {2; 3) дан иборат экан,

88- теорема х — а сон F (х) кдп^аднинг илдизи у 
лиши учун F (х) нинг х — а га булиниши зарур № 
лидир. - Jd l

И сбо ти .  З а р у р л и ги .  х = а сон F  (х) нинг• w 
булсин, у 3(адда 79- таърифга асосан F  (а) — О У̂ли ' с0сац 
ни х — а га булишдан чивдан к,олднц, 86- теоремага 
г = О булади. Демак, F  (х) купхад х — а га колдиКс
линади. „«яяиксйЗ

Е т а р л и л и г и .  Энди F (х) купхад х — а га ь,олд*
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булинсин, яъни F  (х) (х a) q (x), у о̂лда г = 0 булгани 
учгн F (а) =  г (а) =  °  булиб, F  (х) купхдд х — а га булина- 
пи Шу билан теорема исботланди.

' 89- теорема. Лга/? /(х), (deg/ = л ) кугцод Р  da ft т а  
мурли ct.[, а2, ■ • • > а* илдизларга эга булса, у  хрлда у

(х— ®i) (х — а*) ' ' • кУпа-йтмага булинади,
Исбот. 88- теоремага асосан / (х) = (х — а,) /д (х) га эга 

бу'ламиз. Шартга кура / (х) нинг илдизи а г булгани учун 
/(os,) =  0 эканидан / (а2) = (а2 — осг) Д (а2) =  0 булиши ке­
л и б  чикади. Бунда эканидан Д (аг) =  0 булади. 
Бундан f i(x) — (x аг) /г (*) булади. Демак, булардан 
f(x) — (x a j) С* аг) /2 W  О̂СИЛ булади. Бу жараённи 
давом эттириб, маълум ft г̂здямдан / (х) куп^адни ку- 
йилагича ёзиш мумкин:йидагича ёзиш мумкин:

f{x) = (х — ах) (х 
бунда /* (х) — даражаси п 
теорема исбот килинди.

-а2) . . .  (х — ак) fk (х),
-k булган купхаддир. Шу билан

Мисол ва масалалар ечиш

1. f{x) — х2 -г 6х + 8 ни купайтувчиларга ажратинг. 
Ечиш . / (х) = х2 4- 6х 8 = хг +  2х +  4х +  8 = (X2 +

+ 2х) + (4х + 8) -  х (х +  2) + 4 (х +  2) = (х +  2) (х +  4).
2. Р  (х, у) = 2х5 — 128х2у3 ни купайтувчиларга ажратинг. 
Ечиш . Р  (х, у) = 2х* — 128х2у3 = 2х2 (х3 — 64у3) =

= 2х2 (х — 4у) (х2 + 4ху +  16у2).
- х5 — уъ ни купайтувчиларга аж-

с , V- I
3. Р  (х, у) = (х + у)6 

ратин г.
Ечиш . Р  (х, у) = (х +  у)5 — х6 — у5 = х5 + 5х*у +

+ 10 х у  +  Ю  х2у3 +  5 ху* +  уь —  х6—у& = 5ху (х3+ 2  хгу+  
+ 2хуг +  у3) = эху [(х3 -  у3) +  2 ху (х +  у) 1 =

+ + ХУ + „4. fia, Ь) = а9 +  а4 + а2Ь2 + Ь* — Ь* ни купаитувчиларга зжратинг.
Ечиш. f {a, Ь) = а °+ а ' +  а2Ь2 +  Ь* — Ь* = (а* — Ьв) +

+(“ + а2Ь2 + Ь4) = (а2 — Ь-) (а4 + а2Ь2 + Ь4) = (а4 + + + Ь4)(а4 ~  а®ь2 j_ м\/_!> ..»■*' • 4
" а2Л ( а + ft4) (о2 — &2 + 1)

тинг
• Ч И щ .

(а4 +  2а2Ь2 + Ь4 —
. . ______ — aft+b2) (а2 — Ь2+1).

+ 9а2 +  27а +  9 ни купайтувчиларга ажра-

/ (а) = а3 + 9а2 +  27а + 19 = а3 + 9а2 +  27а +
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+ 2 7 - 8  = (а +  3)3- 2 3 = (а + 1) [(а+3)2 +  (а + 3) + 4,
= (а + 1)(а2 + За +  19). f

6. / (а) = а2 (а2 +  14) + 49 купх;адда а — ток сон булса 
/(а) : 64 эканлигини исботланг.

Ечиш . f (а) = а2 (а2 +  14) +  49 = а4 +  14а2 + 49 =(Ga , 
+  7)2 булади. Шартга кура а = 2/г — 1, я f  Л7- ток сон 
булгани учун / (а) = / (2л — 1) = [(2л — I )2 + 7]2 = (4̂
— 4л + Ь)2 = 16 (л2 — л + 2)2.

Энди (л2 — л + 2 )2  эканини курсатамиз:
1). Агар п жуфт сон булса, л2 х,ам жуфт булади. Бун­

дан л2 — л + 2 .\ам жуфт булиб, (л2 — я +  2) : 2 булади;
2) Агар л то^ сон булса, у х,олда л2 ^ам тоц булиб, 

л2 — л жуфт сон булишидан (л2 — л + 2) ! 2 экани келиб 
чикадл. Демак, /(а) 64 эканлиги равшандир.

Муста^ил ечиш учун мисол ва масалалар

1. Р  (х) = х2 — 5-хг + 2; Q (х) — х2 + Зх +  6 купхадлар 
берилган. К,уйидагиларни топинг:

a) P(x) + Q(x); б) 2Р (х) -  4 Q (х); в) P(x)[3Q(x)l; 
г) [P(x)+Q(x)\2.

2- f(x, у) = х2 — Зх2у + 4ху2 + Ъу3 ни х = 1 

у = — ^ кийматларда хисобланг.

3. /(а) = а(2а +  1) — а2(а + 2) + (а3 — а+3) ифоданинг 
киймати а га борлик эмаслигини исботланг.

4. Куп^адларни купайтувчиларга ажратинг:
a) f(x) = х4 + х* + 1; б) fix) = х1в-  1;
в) Дх)=2х4+х3+4х2+х+2; д) fix) = Зх8 — х16 + Ч 
с) / (*) = х8 + х4 +  1; н) /(jc) = х4 -  12х3 +
п) f (x) = хв + х4 +  1. + 47х2 -  60*;
5. Симметрик куп^адларни купайтувчиларга ажратинг,
а) 6х4 — II  х3 у -г- 18х2у2 — 1 lxi/3 + 6
б) 2х4 — х3у + 3х2у2 — ху3 + 2у4; 
с) 2л-4 + 7х3у + 9х2у2 + 7ху3 + 2у4;
д) 2Х4 — х3г/ +  х2у2 — ху3 + 2у\
е) 18а4 — 21 а3Ь — 94 агЬ2 — 21 ah2 + 18Ь4; 
н) Зх4 -  8х3у + 14х2у2 — 8ху3 + 3у\
п) (х +  у +  г)3 — х3 — у3 — г3;
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О) (х+ У + z)6- x 5- y 6- z 5; 
р) (х+ У)(х  + г)(У + г) +  хУ2-
6 Антисимметрик купхадларни купайтувчиларга ажра­

тинг'-
а) у-r {У' ~  22) + **** (** ~  *2) + * V  ̂  “  У2У>
б) х (у* — z2) + У (г2 — а2) +  г (а2 — г/2);
с) (& — с) (Ь + СУ + (с — а) (с +  а)г + {a — b)(a + ft)2;
Д) a(ft — c)3 + d^ — а)3 + с(а  — ft)3; 
е) jc((/ +  2 ) ( r  —  z2) +  j/(z-a-)(z2— x2)24-z(y -f х)(х2 —  

-</2);
н) (г/ -  2)8 +  (г — *)5 +  (а —  У)6-
7. Агар а + Ь +  с = 0 булса, куйидаги айниятларнинг 

уринли эканини исботланг:
а) fl2 (ft + с)2 + Ь- (с +  а)2 + с2 (а 4-ft)2 + (a2+ft2 + с2) (aft+ 

4- ас + ftc) = 0;
б) а3 4- ft3 + с3 + 3 (а 4- Ь) (й 4- с) (а 4- с) = 0;
c) а4 4- ft4 4- с4 = 2 (a2ft2 -f ft2c2 4* а2с2);
d) 2 (а4 4- ft4 + с4) = (а2 4- ft2 4- с2)2;
e) (х — а)3 4- (а — ft)3 4- (а — с)3 4- 3aftc = a3; х = (а 4- 

4- ft 4" с) : 2;
п) а (х — ft) (х — с) 4- ft (а — а) (а — с) 4- с (а — а) (а — ft)4-

4- 2 (а — а) (а — ft) (а — с) = aftc; а = (а 4- Ь 4- с): 2.
14. Агар /(а) бутун коэффициентли купхад булса, у-а,

b £ Z учун f (а + У b) + f (а — У  Ь) бутун сон эканини ис­
ботланг.

" 15. (1 4- 2а — 4х2)248 X  (1 — 7x4*5а2)346 купхаднинг коэф­
фициента ри йнгиндисини топинг.
га  ̂̂  = л'1°° — За 4- 2 купхадни <р (а) = а2 — 1 га бул- 
гандаги ^олдшуш топинг.

Н -  Ка с р-р а ц и о н а л  и ф о д а л а р н н  а й н а н  а л м а ш т и р и ш

^ематикада бутун рационал ифодалар билан бир î a- 
дИр КасР‘ рационал ифодалар э̂ ам му.̂ им а^амиятга эга-

80деб а ъ Ри Ф- Каср- рационал ифода (алгебраик каср) 
г, й ^ ионал сонлар майдонида аникланган f  (x, у, . . .  .
■ пгнин- (\ • ’ с) ва Ф (а, у, . . . .  z, a, ft, . . . .  с) кфцад- 

унолга булишдан таищари) булинмасига айтила-
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ди ва F  {х, у, . . .  , г, а, с) —
/ (х, у, . . . .  г . а......... с) .=  , ------------------. * Ф (х, у, . . . .  г, а, . . гч . п(р(х, У, . . . .  г, а........... с) '  4=9^0

куринишида белгиланади.
Берилган каср-рационал ифодадаги узгарувчиларнинг «1 

бул ^илиши мумкин булган кийматлар туплами шу к^ '  
рационал ифоданинг аницланиш сох оси дейилади.

Каср-рационал, умуман, рационал ифодалар купинча О 
ёки R  сонли майдонларда каралади. Умуман, рационал и<Ьо- 
даларни айнан алмаштириш ифоданинг аникланиш сохасини 
аницлаб олингандйн кейин амалга оширилади. '

81-таъриф. Берилган F(x, у, . . . , г, а, . . .  ( с) (И
рационал ифода царалаётган Р  соуада -(,r~ у........*’ ■■■«

п  ч Ь * ....... о
j D (/,<?) = 1, яфО, F  = i-j (2) цищармас рационал каср-
га айнан тенг булса, (2) ифода (/) нинг айнан шакл ал- 
маштирилган натижаси дейилади.

М И С О Л. х -г У *2 — 1 х1 4- У- -j- г2 а2+Ьг 
х — у’ х2 +  1 ’ 1 —  х — у—z’ а3—i 3 ’

ах* -(- Ьх +  с----------- ва хоказо алгебраик касрлардир.
(а+Ь) (Ьх2 +  с*) н ид к

82-.та ъ риф. Агар - (г' ' г‘ а........ ва
Т (х, у .......... г, а .............с)

Р  ( X  У  2 cl с)1  ̂ — - алгебриик касрларда цатнашаёт-
Тх (х, у, . . . ,  г, а, . . . ,  с)
ган узгарувчиларнинг олиши мумкин булган цийматлар 
сохасидан олинган хар бир кий мат учун

Р (х , у ...........г. а, . . . .  с) __ Р х (х, у, . . . .  г, а. ■■■ , с)
Т (х, у, . . . .  г, а ........... с) Т х (х, у, . . . . .  г, а, с)

тенглик бажарилса, у о̂лда бу касрлар айнан тенг дейи­
лади. ;л |^ Н

Ми сол л ар. 1) -— — ва —— айнан тенг касрлардир-
х1—у1 х +  у

2) — »>(* + У) = Х + У - айнан тенг
х3— уз (х—у) (дг2 +  ху -р У1) X1 +  ху + У1

касрлардир.
90- т е о р е м а.

Р  (х, и. . . . .  г, а, . . . .  с) Р . (х, у, . . .  j г. а. ■ ■ ■ • Q . Д—— ----------------  ва — — 1---- ----------
Т (х , у ......... г, а, . . .  , с) Т х (х, у ........... г, а, • -• .
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т ф О, Т Ф  0 касрлар айнан тенг булиши учун
Р(х, |Л • • • • г' а ’ ‘ ' • ’ ° ^ 1 У' • • • » г, а, . . . ,  с) «=
= Pi (х> У- с) У' (х< У> > с) (2)

бйлигии зарур ва етарлидир.
И с б о т и .  Е тар л и л и ги . Теореманинг шартига кура 

узгарувчил.ярнинг олиши мумкин булган ^ийматлар тупла- 
мида (2) шарт уринли ва шу билан бирга Т ва Ту куп.хад- 
ларни иол га лйлантирадиган илдизларнинг чекли туплами 
уларнинг а̂никланиш сохасидан чикарилганлиги маълум ки- 
линган булганлигини эътиборга олсак, у ^олда Р  • 7, =
= P J= > -  = келиб чикади.

Р  РЗарурийлиги. Шартга кура — ва—
Т  Т х

касрлар учун
Т ф О ,  Т х Ф  0, булиб, улар бу касрларнинг олиши мумкин 
булган кийматлар сохасида аникланган, 77-таърифга асосан
— == — булсин дейлик, у з̂ олда РТу — Р {Г  ни ёза оламиз. Т Ту
Агар о̂сил килинган натижани k = ТуР — Р гТ деб кара- 
сак, у х°лда k =  0 булиб, РТу — Р {Г  =  0, бундан Р {Г  = 
= РТ1 экани о̂сил булади. Шу билан теорема исбот ки­
линди.

с)T (r z а  ̂ цисцармас каернинг су-
рати ва махражини К(х, у, , г, а......... с )Ф  О купхад -
га купаитирсак, каернинг щймати узгармайди.

**(*) _ Я, (х)
Т{х) y  (v) Рационал касрлар берилган булсин. Бу 

касрлар учун ушбу хоссалар уринли:
,о Р(х ) __  Р  (х)

•  рефлексивлик,
23 f W  P i (х)

Т(х) Тх(х)
Ру(х) _ Р ( х )  
Т у  ( .V )  Т  (х)

-симметриклик;

З0. Агяп _  P i (X) Р у  (х) Р 2 (х)
р булса' у w

c a  _  р. м7 (д.) ^  — транзитивлик.

т \ ,  ХОссаларнинг ^акицатан х̂ ам уринли эканини текши- 
Уришни укувчиларнинг узларига з̂ авола к,иламиз.

Т а ъ Риф. ~  ва — алгебраик касрларнинг алгебра- 
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UK йитндиси деб ~ ^ lT  касрни, купайтмаси aJ  
Р Р•— - касрни айтилади.TTi

91-теорема. Агар j  ™ алгебраик касрларнингйц.
гиндиси ва купайтмасида цатнашаётган. компоненщла г 
нинг бирини ёки иккаласини унга айнан тенг булган алгеб 
раик каср билан алмаштирилса, хосил булган йигинди tin 
купайтма аввалгисига айнан тенг булади.

Исботи. 90-теорема шартига кура — ва — алгебраик

Р __Р '  P i  Щ  р \касрлар учун — =  — ва -i- =  —  берилган.1 I 1 I 1 |
Бу тенгликларни мос равишда ^адлаб цушсак ва купайтир

сяк, ^ ’Tl + rp ',
Т т, ТТ, Г Г , ГГ, Т’Т\

^осил булади. Шу билан теорема исбот цилинди.
Алгебраик касрларни кушиш ва купайтириш амаллари 

куйидаги хоссаларга эга:
1, Р  , Pi Pi , Р  Р  Pi Pi Р  ,1 )---h — =: — Н-- ; — • — = — ■----урин алмаш-/ т Ti тг Т Т Тг Tt Т

щириш.

■ 2) ( ?  + л ) + Й " ? '  + ( л + ^ ) : ( f ^ )  n  =

т  \Ti
$ ) ( L  +  = -  . £± _  купайтиришнинг

’  \ Т  T j T 2 Т  Т 2 Pt т 2 *

йи?и ндига нисбатан таркатиш хоссаси.
Р  Р  Р  1Агар — ва — алгебраик касрлар берилган булиб, — • ^
т т 1 ^

ни топиш талаб цилинса, у ^олда — : = — • -г- буладиТ Т j Т Гх
бундан -  : — = — экани келиб чю^Я

Т Ti Т TPt Ту
ДИ> n n J~  алгебраик каср берилган булсин дейлик. Бу каср
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IP  \n P p p 
„.дфажага оширсак, ( - )  -  ?  ■ -  ■ . .  -  -

п марта

*осил булади.
/2х3у \Б _  32xlsys 

Мисол. 3z J -  243г5

Мисол ва масалалар ечиш
х- — 5 ху +  6 у11 i---—2-— -̂2- касрни кис^артиринг.

Ечиш. Бу касрни цисцэртириш учун аввал сурат ва 
махражидан умумий купайтувчини ажратиб оламиз. Бунинг 
учун касрнинг сурат ва махражини купайтувчиларга ажра- 
тамиз:

а2 — 5ху + 6у1 = (х — 2у) (х — 3i/); 9у2 — х2 =
= (Зу — х) (Зу + х),

натижада
дг: — 5.Гу -г- бу- _  (х - 2у) ( j : — Зу) _  дг — 2у 

9i/* — лс* -  (х -  Зу) (jc +  Зу) ' х +  Зу

ни хрсил киламиз. Демак, натижа — булади.
х +  3 у

о а-; 3 От  1 о
бы— .За-' ВЯ 4 3 '~j6a3 касРлаРни умумии махражга келти-

ринг.
Ечиш. Берилган касрларнинг махражларини аввал ку­

пайтувчиларга ажратамиз:
я т  3 й -(- 1ва

За (2 — а) 4а3 (а— 2) (а-)-2)
Энди_касрларнинг махражларини та^кослаймиз ва унда а̂т- 
топамТГаН иФ°далаРнинг энг кичик умумий булинувчисини

ва ‘ ^  4(д + 3)Д«(а + 2)
-За  (а _  2) 4а3 (а — 2) (а+2) — 12а3 (а — 2) (а +  2)

З (а - Ц )
12а3 (а — 2) (а +  2)

^иламиз- Демак- умумий махраж: 12а3 (а —
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, х* +  2х 4- 1 9х43. Касрларнинг купайтмасини топинг: — ---- — ----.
18дг3 х7— 1

Ечиш . Касрларнинг купайтмаси цоидасига асосан 
л? +  2х +  1 9х* =  (х +  1)» _ 9х _

18*з хг _  j -  18л.з (*+1) (*— 1) _  2 (* — 1)'
дз_о?________ 44. Касрларнинг булинмасини топинг: ------: -------.

За +  З 3а3+6а+3 
Ечиш. Кпсрларни булиш коидасига асосан:
а3 — 2а- _ а2 — 4 __ а2 (а — 2) 3 (а2 +  2а +  1)
За +  3 ' 3а2 +  6а +  3 ~  3 (а +  1) (а—2) (а+2) ~

а2 (а +  I)2 _  а2 (а +  1)
“  ( а + 1 ) (а + 2 )  “  а +  2

булади.
с 46 . 26+ 1 1 — 26 „5 .  ------------- иириндинм хисобланг.

461— 1 3 — 66 46 +  2
Ечиш .

46_______  26+ 1 . 26— 1|
(26+ 1) (26— 1) 3 (26—1) 2 (26+ 1)

= 246 — 2(26 +  I)3 + 3 (26 — 1)» _  463 + 46 + П =  
6(26— 1)(26+11) _  6(26-1) (26+1)
_  (26+ 1)» =  26+'1 

6 (26— 1) (26+ 1) ~  6 (26—1) '
I 9jc |— 26.  1---—----- каерни содда касрлар йириндиси( х _ 1) ( * + 1) ( * + 1) F н v

ор^али ифодаланг.
с  х2 +  9 х + 2 А . В  . С л Ечи ш . -----—---------  = -----К —— • Н-----деб,

(*— 1) (х +  2) (.v +  2) лг— 1 х +  1 х +  2 
тенгликнинг чап томонини соддалаштирамиз:

А | в | с
х— 1 х +  1 х +  2 

_  Ах2 +  3Ах +  2А +  Вх2 +  Вх — 2В + Сх2 — С 
(дг-1) (х +  1) (ж +  2)

_  (А +  В  +  С) х2 +  (ЗЛ +  В) х +  2А — 25 — С 
(х — 1) (ДГ+ 1) (д + 2 )

Энди икки купхаднинг тенглик шартидан фойдаланиб, 
А +  В  + С =  1,
ЗА +  В  = 9,
2 А — 2В — С = 2
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система ни л;осил циламиз. Бу системанв алгебраик кушиш 
усулидан фойдаланиб ечиб, А = 2, В  =3, С = — 4 кий- 
матларни ^осил циламиз, яъни берилган вер содда касрлар 
оркали бундай ифодаланади:

х1 +  9х +  2 2 3 4
(х— 1) (х+1) (х+2) х — I х +  1 х +  2

7. Ифодани соддалаштиринг: f(x)=fl — — j !----

- Ч + 0 -X —2 Jх
Ечиш .

( х — 2 х - 2 -  (х — 1) +  (х -  х - 2 )
о  * (х — 1)(х— 2)

[х(д; — 1)(д; — 2)^= О
I ха — Зх 4- 1

х (х — 1) '

— 1)(х — 2)=  ̂О
Демак,

/(*) =  ** ■ 3* + .1 д х (х ~  1)(х-2)Ф0.X (х — 1)
8. Ифодани соддалаштиринг: 

f(a, b, с) — - Ь~-с- + c“ fl
(a— i)  (а — с) (6 — с) (Ь—а) (с—а) (с—Ь ) ’ 

Ечиш.
/(а, Ь, с) = — » - * - .+  с- °  —  *

(а — 6) (а—с) (ft— с) (6—а) >:*— а) (с—*) 

1 1 ■+ 1 1 . 1 1
а — ь а — с Ь — с Ь — а с — j с — b' о

Ь — с 1 1
,a _ i)(a+w- —

- 4  + ^ - +  +  + ^ - + — f  —а—Ь а—Ь Ь— с Ь— с c—i с — а 0  

афЬ\ аф  с, Ьф с
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+ +
а — b b +  с с — а 
а ф Ь ; Ьфс\ а ф с .

Демак,

+
f ( a ,b ,c )  =  \а ~ ь ь ~ °  с~ а 

a=£b\ а ф  с, Ь=/=с
Умуман каср-рационал ифодаларни айнан алмаштириш 

жараёни шу ифодада берилган арифметик ёки алгебраик 
амалларни энг цисца ва н,улай усуллардан фондаланиб ба- 
жариш натижасида янги ифодани ^осил килишдир. Бу жа- 
раёнда энг му^ими берилган ифоданинг аникланиш сохаси 
торэймаслиги ёки кенгаймаслигидир. Агар бунинг иложи 
булмаса, у ^олда унинг аникланиш со^асини кенгайган со 
>̂ ага нисбатан текшириб куриш ма^садга мувофикдир.

Муста^ил ечиш учун мисот ва масалалар

1. Каернинг аникланиш сохасинн топинг:

а)

Д)

£±_1_. 
х— 1 ’

Xs —  4

х +  3 . х2 4- 5 , б) -р-т-; в) — — ; г)х2— 4 х -f- о
х4 +  х2 ч- з 

х* — 8х

х2 — 7х 4- Ю 
2. Касрларнинг сон кийматини топинг: 

2х— 3 у
а) 1 — ху

х = 0,5, у = 0,2; б) /(*) = х3 — Зх2 +  5

х — 0,5;

в) х — У 
ХЗ4-ЗУ2 

1

х = 1 у = 2; г) f(x) =

х* — Зх

Х +  1

х 3'
3. Каерларни кискартиринг:
. 63х2у2 ,, 2х* — 8х5 а) — —; б) ------ ;
' 7 7  у* 12х4

а2 +  5а+  25 . х2

в)
4х

х3 — 6х 4- 5 
уг 4- хг — у-

7х ■

5a2fe7 — 4а65 
10а4й“—8 a*b1'

^  2а4 — 250а ' хг 
4. Ифодаларни соддалаштиринг:

уг — хг — у-



а) (—  +  l W l  — — ); б) (?2±L — * ± Y  _  . 
U + l J [  l—eflj J \2m~l й-1 / ’ Ют— 5 ’

■>(7 + i H 7 - 7  + 7>

дч / _ J _________3____ , 3 \/ 2a — 1
\a 4- I a3+ 1 a2 — a+ 1 / \ a +  1J

e) ( * * ± 1 ---- £ ± J _ \  ( l  +  * ± i  _
1 * 3 - 1  * * + * + ] / \ д:

\ * + ? / U + y  x*-*;’
Л) f - i--- + ---- ----- ) : » ± * S L z *!;

\ a 2 — P  a* + 2ab + b2) a2 — i2

M) \ a3 — аЬг a -j- b)  \ a2 +  ab Ьг ~-аЬ
H) ( 2x’- +  3x 3x -j- 2 . 4лг — I \ 2x +  ri 

\4*2+  12дг+9 2.r +  3 2 x + 3 )  2x — i
О) /За+  2 18а» — а — 9 , З а— 2 \ _ а2 +  lfc-̂  25 ,

1за2+1 9а4— 1 ‘ За2— 1 ) "  9зМ
n) . Г *2____________ 2ху- i _ f ___

■r +  У l_(*2—у*)(х+ у) x*— 2*V+ «/4 (Jt-it* (*+!/). 
n) +  &  /6a+  b . баз 4- 6» +  +  6afr2 . j  \ 

ab \ a2 — b1 ' 2ab1 — 2a2b b1)'

C) ( ______ * * ?  +  * * __________
7*s +  x2y -)- 7A'I/- +  у3 хг—у2 Хг-Т у- )

T) 2 — *  ■ / J ____\ I . / х + 2  2 - х  4л2+2х+1 \
5 ' \ 1  —  2х )  ' [ 4х З  —  4х 2 + Х  1—  8 .г  2*2 +  * J ’

X) --------!----------1---------- !----- _ +
х (* — У).(•< — г )(х  — 0  у (у — х) (у — г) (у 

1 • 1+ ------ —----------1- ---------------
г (г — х) (г — у) (г — 0 t (t — л) (/ — у) (t — г)
6-§. ИРРАЦИОНАЛ ИФОДАЛАРНИ АЙНАН АЛ^ШТИРИШ

84- т а ъ р и ф. Лгар берилган алгебраик ифодаларда 
Щ рт арифметик амал ва даражага оишр& амалидан 
Паш цари илдиз чищриш амали хам ратина, бундай 
фодалар иррационал ифодалар деб аталадь
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X =

Мисоллар. 1. V За  ■ b2 + \г2а3Ь ■ х3 + ~[У4а2ь и<Ьб 
иррационал ифодадир.

О  V2y~3 + V2 ,2. , _ .==. ифода хам иррационал ифодадио 
V 2 К з — Y 2

85- т а ъ р и ф. Манфиймас а соннинг п-даражали ариЛ. 
метик илдизи деб, п-даражаси а га тенг булган ман­
фиймас х сонга айтилади ва хп = а ёки х = у/~а курини- 
ишда белгиланади.

М и с о л л ар. 1. V 4 =2, бу ерда арифметик илдиз 2
2. f ' — 8 = — 2, бу ерда — 2 арифметик илдиз була 

олмайди, чунки а > 0 шарт бузилади.
3. V ic2 — | х J, бу ерда арифметик илдиз: 

х, агар х > 0 булса:
— х, агар х < 0  булса.

92- т е о р е м а. Х,ар кандай манфиймас щ^щий а сон 
учун шундай биргина манфиймас .\акш$ий х сон мавжуд­
ки, унинг п-даражаси а га тенг булади.

Исботи. Теореманинг исботини икки цисмга ажрата- 
миз ва аввал шундай манфиймас х сон биттагина эканини 
курсатамиз. Фараз килайлик, хп — а шартини а̂ноатланти- 
рувчи манфиймас сонлар х1 ва х2 булиб, xf = а ва х£ = а 
бажарилсин, у ^олда — а = х?2 => rf = => х, = х2 экани 
келиб чикади, чунки турли мусбат ^акиций сонларнинг да­
ражалари турлидир.

Энди хп = а  тенглик уринли эканини курсатамиз. Маъ- 
лумки, унли яцинлашиш шартига асосан \ар доим 0 < Xj <
< х < х[ шартини каноатлантирувчи хх ва х[ хакикий сон­
ларни шундай танлаш мумкинки (V боб), xf < хп < х,п бу- 
лади. Бу ерда х? ва х[п лар учун е > 0 сонни шундай ган* 
лаш мумкинки, Мр < п дан бошлаб, х[п — xf = (xj *,)Х 
x(x'1n- 1+xl -x'n-2+ . . . +x1n- |)<ertxJ-‘ бажарилади, яъни 
x,n x'l булиши билан бирга х? < а < xj" ва х1} < хп <■ xi 
лардан хп — а экани келиб чикади. Шу билан теорема исбота 
ланди. _

Н ати ж а . Агар а >  0 булса, у \олда ( \/~а )п = а ^ \  
б улади.

_  ,п  —  п /—  п /  п г  я  ёзаДемак. (|/ а ) = а о  у  а • у  а . . .  у а = а ни

оламиз.
п та



93-теорема. Берилган х 5*0 ва г/>0 сонлар учун х>у, 
ёки х = у булса, у цолда мос равишда у  х > у/~у,

п,'х<  У  у, П £ N  ёки у ' х = У  у булади.
Исботи. 92-теореманинг шартига курах>0 ва у > 0 

булгани учун х ва у орасида а̂р доим х > у ёки х < у, 
ёки х = у муносабатлардан бири содир булиши >;ацикий 
сонларни таккослашдан маълум.

Н л/— п /— п/— п/—
х >  у < = >  у  х . . .  у  х > у  у . . .  у  у<*

) п та п та

*  [ У Х у  >(}/'■,у Г

булиб, х, у £ R + эканлигидан (у  х )^>  {у  у ) п =>У~х >
> У у~  экани келиб чикади, ёки у 'х  > V 7  ва х, у £ R+
эканини эътиборга олиб а̂мда У х  > ни узини- узига
п марта купайтирсак, У х  > У  у => (У  х )п > (У  у )" =* 
=>■ х > у булади.

Крлган ^олларни >̂ам худди шу усул билан исботлаш 
мумкин. Шу билан теорема исбот цилинди,

Берилган манфиймас а̂ци^ий сондан илдиз чикариш ама­
ли куйидаги хоссаларга эга:

Г . Купайтманинг п-даражали илдизи щр бир купай- 
Щвчидан олинган уша даражали илдизлар купайтмасига 
тенг булади:

У  а,а2 . . .  а, = у Г  а, У  а2 . . . У  ак.
Исботи. Юцорида келтирилган 79 — 80- таърифлар, 
— 92- теоремалар ва натижага чсосан

а, а2 ' • • ak =
«1  ̂

1

У  а X • . .  " А

V  ak ■V ak . . у  а

=  ( У  а , • у ^ 7 2 . . - У  ак)п

таърифга асосан У  а{ - а2 . . .  ак = У  а{ •У а 2 
У ак булади. Шу билан теорема исбот килинди.



2°. Булинманинг п-даражали илдизи булинивч 
уша даражали илдизини булуочининг шу даражали и UJfUHa 
га булинганига тенг:

П —
У а
п гг-\  * Уь 

Исботи . 1-хоссага асосан
п.—  п,-- (П г—\П__ у а . . .  у  а _  , а )
П/к~ " 'ГУ  О . . .  у  О

V а
" Г у  Ъ

п /—
—  = > а
6 ? г

3°. п-даражали илдизни k-даражага огиириш учун ил­
диз остидаги ифодани k-даражага ошириш кифоядир:

( У ° ) ‘ = У * .  . Ш

Исботи. Г  да at — a2 = . . .  ак десак, 3° хосса исбог 
булади.

4°. Илдиз курсаткичи билан даража курсаткичини 
цищартириш коидаси у  ak = "у а.

Исботи, Тенгликнинг иккала томонини nk- да ража га
„ , nk /— Г nk к

кутарамиз: у у  ак ) = а , тенгликнинг унг томонини шун­
дай алмаштирсак

Г / Г Г - [ ( * / *  Г Г -«■
nk

натижага эга буламиз. Демак, ak— ak =>а — а=> у' я*—
П / ■ 

= }  а- 6 г—  б /— 6 /—  6 /—* г в г . Мисол. у  2а3 —у  2 • у  а3 = у  2 • у  а; у  а4 = у а’
а~ ~  Iа !•
5°. Илдиздан илдиз чикаригида илдиз кррсаткичлари 

узаро кцпайтирилиб, илдиз остидаги ифода узгар м ай д и .

П r-jT— nk /--
У > а = У  а.

6. Даражадан п-даражали илдиз чщаришда асосдан 
шу даражали илдиз чщариб, уни уша даражага ошир 
лади:

у  а* =-- ( V  а )*
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7° Купа11тУвчини илдиз иигораси остидан чщариш. ва 
, ' остига киритши мумкин: а > О, b > О учун

п Г"--- * п Г Т '  п Г Т  п /-----у  апЬ = а у  Ь\ а у  b — у  апЬ.
8° Илдиз курсаткичларини умумий курсаткичга кел-

тириш. У Ч  У  а2' ■ ■ ■ V~ ak ифодалар берилган бул-
си„ ва пу п2..........лар учун К  (л,, л2................. nk) = п
булсин, у холда n = n[dl; n = n2d2..........п = nkdk булиб,

У  а{ = У <*?•; у ' а -2 = У  (ф , . , Vх" я* =
" / ^

ни э̂ осил киламиз, бундан
У  а, • ' У  а2. . .  Y  ak; i= y  а?--а*« . . . ар .

9°. Агар илдиз курсаткичи ток, сон булиб, илдиз 
сстида манфий сон булса, у холда

2л-и /----  2/1+1 Гу  —а = — у  а.
_ т  ,—  п /—10 . у  Ь ва у  а илдизларни таккослаил учун аввал 

илдиз курсаткичларини умумий илдиз курсаткичига кел- 
тирилиб, илдиз остидаги сонлар ёки ифодалар узаро 
тщкосланади:

т г 7 п /—  тп/-- тп/---
у  Ъ V у  а о  у  bn V у  ат «• ат V Ьп.

<V — белги бир йула >, <, = ларни англатади.)
Мактаб математикасидан маълумки, рационал ва ирра­

ционал ифодаларни айнан алмаштириш жараёнида даража 
тушунчаси мухим а\чмиятга эгадир, яъни ап — а-а . . .  а.

П
ва р ,\акикий сонлар берилган булсин. Агар а® 

83 № ифодалар берилган булса, аа — даража, 
а — даража асоси, а — даража курсаткичи дейи-
ЛяДИ- Агар а — ~  куринишидаги рационал сон булса, 

р_
 ̂ флда аа ~  а а = У  ар, а > 0 куринишида, а = — — 

Щ *
Л̂са, аа ~  а ч 1 .. а > о куринишларда ифодалана-

___I  V ар
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4) (аа)Р = a*P; 5) (a ■ b)a = cP ■ ba \

Мисол ва масалалар ечиш

1. f  375 ■= У 3 l2 5  = У з И 3 = У ^ -  1̂ 3 = 5Т̂ зГ

2. ]/2 а6 — у/~64ae = а \/ 2а — 2а | / 2а = — а V  2а, 
а > 0.

3 . ] / з  У з 3 ® Т  =  | / j /  з4 ■ 33v"3 =  j / " 5/  3 2 0 . 3 1 5 . 3  =
60 /-------5 / -------------

= у  Ззв -  / 2 7 .
4. Касрларнинг махражларини иррационалликдан чи̂ а- 

ринг:
2х 3 3 1

а) б) у ь - у г  в) - г г = т ; г)
Ечиш . Бу ерда а — b — (У a + Y b ) (У а  — Уь)', а ±

±  Ъ =  ( t a ) 3 ±  (  У Ъ ) 3 =  [ У а  ±  У ь ) { У a ?  =f У а Ь  +  У $ )

каби формулалардан а̂мда юкоридаги 1° — 10°- хоссалардан 
фойдаланамиз:

^  2* =  2ху~&у* _  2х У х  =  2 / r f f .  ^
I'xh j* у гх*уг  ХУ У

х, У >  0;
б) 3 __ 3 (У5 + У2) _  3 (Т/5 + = 

/5 —У  2 (УЪ~У2){Уь+ У2) 3
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Ух* + У  2
г) + У  4 (Ух* + T O  ( t * 1 ~У2х*+ 1>'4 )~

- , т[Ухз + V^.
2 _L. 2

5. *Arap A > 0, 5 > 0, Л? > fi б?лса.
,-,---„  -i Г  A At VA* — S ' , л [ а - У А * - Ву  a  ± в  — У  ---- ------- ± \  ---- i ----

эканини исботланг.___  _______
Исботи. У A + B + У  A— У  В  = х  деб олсак,

хг = 2А 4- 2 У  А2—В булиб, х — У  2 А — 2 V А 2—В 
булади, бундан

(1)

У А  + У В  + У A - V B  = 2 У —  в
2

у А+ у  В - 1/ А - у  В  = 2  У л >? 3-

(2)

(3)42 —В
2~

зрсил булади. (2) ва (3) ни ^адлаб кушиб айирсак, (1) ни 
з\Осил циламиз. Шу билан (1) исбот цилинди.

ифодани соддалаштиринг.
Ечиш. Ифода ани^ланиш со^аси билан берилган, деб

Уни соддалашгирамиз:

\ у х ~ У у  у  )  \ У 7 + У у  )

-  ( J  У х  -  у  Г )  ( 4/ ^ +  у *  у  у  +  у ? )  _

V V t  -  У  у_ j_

3 V^JC y j  | . (  ( У *  +  У  У )  Су * 2 —  У  -V У  У +  У у 2)  _

V x + У у

189



— у  х, агар у  х < V y  булса.

]ЛЗ'83'84 = 372

7. У  138384 ни ^исобланг.
^исоблаш . Илдиз остидаги 138384 сонини устунлап.

Я ?  у5тунда «ккитадан ракам булади) ажратачи? 
13 83 84 . Сунгра чапдан бирннчи турган устундаги 13 
сонига а.\амият бериб, квадрат и 13 дан катта булмаган сон 
ни топамьз. У 3(32 = 9 < 13; 42 = 16 > 13), сунгра 13 —
— З2 = 4 булиб, шу 3 ни 2 га купайтириб, 4 нинг чап то- 
моннда турган чизикнкнг чап то- 
монига ёзамиз, кейин 4 нинг унг 
томонига иккинчи устундаги сон 
83 ни ёзамиз, натижада 483 булади.
Энди 6 нинг унг томонига 6а X  
X  а = у < 483 шартини каноат­
лантирувчи ра̂ ам а = 7 ни то- 
пиб, сунгра 483 — 469 айирмани 
топамиз. Шу уринда 67 +  7=74 
ни уларнинг тагига ёзамиз, яна 
юкоридаги жараённи бир карра такрорласак, 3, 7, 2 сонла- 
рини хосил киламиз, Демак, 3722 = 138384 экани келиб чи- 
Кади.

8. I 5 сонидан 0,01 аникликда илдиз чикаринг.
Ечиш . V 5, 00 00 00 . . . = 2,236 . . .

4

67 
Х 7

9
483
469

742 
Х 2

1484
1484

0

V  4 2 100
>ч 2 84
443 1600

3 1329
4466 27100

6 26796



п мак, V 5 С0НИШ1НГ ° '01 аницликдаги илдизи 2,24, яъни
2,24 булади.

Муста^ил ечиш учун мисол ва масалалар

1. I (1 — У З2 — i’ 27 ни соддалаштиринг.
2. Агар л' < 5 булса, х + 5 — ]/ (х — 5)2 = 2х эканини

к̂ рсатинг. __ __ __ _
3. (4xf х2 — 5у +  ху г/2) ■ 2хуУху ни соддалаш­

тиринг.
4. Амалларни бажаринг: а) ( ^ У м  — 6а3Ь2У а2Ь +

+ У  а*Ь*): ~  1 ab2 I

в  ( т
Ифодалзрни соддалаштиринг:

5 шa У  а +  Ь\  b ---
—  —  У а Ь

Va + У ь Х2
а — Ь\ Va -Ы^Ь

6' ( т П ^  +  >А Т^ М у Т ^ 5 + 1  ) ’
7. X i ± i _ ; ---i—_

1 + У  х +  *  '  **  —  У х  ’

8. ' V  а __ 1 \
2 У  а )

V  а -  1 У  а + 1
-г

/ а  +  1 1 — У  а

9. [(У а _  у Ъ )-2+ ( у а +  у  b )-2 . | l Z ± p _ j 2.

,л У а ^ У ь 3
: (а ~ Ь) +  *ГГЛ .л ГТ ‘

П . а ( У *  + Уь
2 ЬУ а 
1

—1

12.

и .з

+ь

а2+  4

2 у ft 
Ка -+• У  Ь 

Уа + УЬ

а — У  2 а»—У  8

2аУЬ
а

(----7 = -  + _____L = - VV гп— у  т п  m_j. у  т п  J

- н  + — )V2 ■ “ Г
т 3 — п3 .

тг т п-1- п3
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.4. (
/

15.

16.

l _______Ш Л Л  , I \
2 +  2 У < Г  ^  2 - 2 / a '  1 - W \  ^  a  j-

a +- 2 a , 2 \ У  a — / ?
^  +

^У" 2a У  2a + 2  a — V i a )  a +  2

/ J ^ + 6 ---- 4V / £ 2 ± ^ _ 6 / -  у
' Y i  + 2 / Д у « _ »  ’ J

17. ( jg = i-  + y i j 2 I j g +  1
I |/'a

19.

/л</ + У V'x
-  + /{Г

V _ * + V y  / V У *  + Уу ‘ y .t ~у^~ +
+ 2 Г *у  )

х — и Г
V а Ч  +  У_£ _!_«/■-
3/— , ЗА“у  а: 4- у а +  (4а-+ 1) +  (fx V Jc  + 1)г-

20.
Зх

—1
2

2 __!
з — 2х з 43 3х — х

-1

-Г—  г\3х — 2/

21. ( / а» Ч-а^а2—fc2 — / a2 —а У  а2 -  &2 ) •

22 .
( f T - ~ lM 3 + 2x + a
( У х  -  У а ) 3 - . г - 2 а

+

+ Г ( я 3 +  3 a3jc +3ajt2+  х3) 3 : a.

23 (Уа + V b ?  - (2 Гб  )2

+ Ь 2 )-']:

а — &

(4&) 2

а 2 +  6 2

J  I  I 
(а 2 —Ь 2) (а 2 +

24 / о — 46 
\а + /  ab — (

0 — 96 \
\-\~Y ab — 6b а б^аЬ УЬ ) J_

а 2 -362
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- I



( У 7 Т 7
25. -------------------------+ -----За2 +  3 ЬУаЬ аУа —bV а

( У  а - 1Т ) 3 +  2а2 : V a +Ь У Ь  3 У  ab — 36 

2б- аУа + ь У Г  а — Ь

27.

28.

1 I _о
L( а 2 +  Ь 2)

' У Г - У Т \ -

а 2 — Ь 2

— а

П
(ab) 2

■ +

29.

+ 7 а

<7 |Уа+ у; «! _ _V —
а-b У Н  

+ 3(» а +  у х УЧ.

К) а — V х  f  +

7- §. ТЕНГСИЗЛИКЛАРНИ ИСБОТЛАШ

Математика да тенгсизлик тушунчаси куп учрайдиган ту- 
шунчалардаи биридир. Тенгсизлик R  сонли тупламда ь;ара- 
либ, шу тупламдан олинган сонлар ёки алгебраик ифода 
•чарни катта, кичик ва тенг тушунчалари ёрдамида 6of- 
■таиди.

86- т а ъ р и ф. Агар берилган ифода R  сонли майдонда 
ыицланиб, шу майдонда катта  ва кичик шиоралари би- 
дейи1ад ЮНгаН ^ Ma' У с̂Л̂ а бундай ифода тенгсизлик

Мисол. а) 5>3; б) 2лг — 6 > 7; в) а2+3ай >
о̂казо.

С°нли тенгсизликлар куйидаги хоссаларга эга:
V а, Ь, с, £ R :a > b j\ kb>c=>a>c.

^ ^ а ,Ь ,т  g R : а > а + т >  b + mV а — т> Ь  — т . 
' ^  а,Ь, с, d £ R : a~>b\c > d <z> а +  с > b +  d.
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4. Ya , ft, с, d € R  : a > b\c < d o  а — с > Ь— d.
5. Y a ,b ,c£ R ~ :a > b \c> 0 < *a c > b c .
6. Y a ,b ,c £ R  a> b\c < 0 о  ac < be,
7. Y  a, ft, c, d e R +:{a >  ft д с>  d) о  ac > bd.

8. Y a , ft, c, d £R~ : (a > & д с < d)=*—  > —  •c d
Юкоридаги параграфларда бу хоссалар куриб утилгани 

учун уларнинг исботига тухтаб утирмаймиз.
94-теорема. ab а2, . . . , ап манфиймас сонларнинг 

у рта арифметик циймати уларнинг у рта гео метрик кий- 
матидан кичик эмас:

а1 +  а 2 ~Ь ■ • ■ ~  ап

бунда тенглик a1= a 2= • • • = булганда содир булади. 
Исботи. Математик индукцияни татбик киламиз: п —

= 2 булсин, у ^олда V  ахаг < 01 “  булади. Бу ерда
__ *2 + Х2

Va'i = дс», Г  я2 = **  *iX2 < 2 2- булади. Шартга кура 
* !> ( ) ,  х, > 0 эканини эътиборга олиб, jef — +

fo  — *2)г > 0 га буламиз. Демак, хг ва х2 лар учуй—— > 

>ХхХ2 уринли ва бундан а, + а.7 > 2] лдг а2 уринли экани
* * /  *

келиб чии,ади. Энди п ■-= k учун V  а.>й1/ f] а, уринли
fc=l Г i= l

деб, у я = 2k учун уринли эканини курсатамиз, яъни
а1 ~Та2 , а3 I 1 ° 2fe_____  I rg _l_ . -______

Qi -f Чг + • • • + a2k 2 ' 2 2
~2n

* Г Oj a2*—1+ u2fe

24' 02»> / '/ a 1a2 V"a1a4 • . • 2̂*—i «2* = V ai° 2 • • 
Демак,
Ol + Д2 + ■ ■ ■ g2* ^ г*/ ".

2 ^  > у  • a2 .  .  .  a2*
Бу исботимизда теореманинг n — k учун урии
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„г п = 2А учун уринли эканини келтириб чи^рдик. Ле- 
УЦЦ берилган сонларнинг сони * га каррали булмаган х,ол- 
Kon V4VH хозирча тенгсизлик исботлангани йук. Бунинг учун

* —j— —f— . . .  —„  = k да Уринли з̂ амда а*+|- — ---^ деб
куйидзгини лосил киламиз:
*+1/~Т ~  <r + - + .У Огаг ■ ■ ■ fl*+i "  ft+T-------  =

■■■ + £* , fe +  fl
__ *_________*______ it* to*+i+ fl*+i =

4̂-1 *+1
Г'

= ak+1 =*■ V « ifl2 ■ • • a*a*+i < aA+1 =>
■*вг в* . • • ak-ak+, <a*+j ^ flla2 . . . a* < аЭД =► аха2.. .afc<

< 4 h ^ fV < z2 . . . a,< a*+1-

Демак, ax-\- a2 + . . . -f uk > ky^ax a, . . .  a* ёки

n / n
Z a‘ >n V П булади. Шу билан теорема исбот
Я  r '-1
цилинди.

95-теорем а. аи а2, . . .  ап мусбат сонларнинг урта
гармоник киймати шу сонларнинг урта геометрик ций- 
матидан катта эмас:

v V a 2 . . .  п
'в Г 1+ а2-1 + . . . + а-'

Исботи бевосита 93- теоремадан келиб чикади. Чунончи

V —  " ~ — Г ~  - 1■m4at > n | П a ? ‘ дан ва — > —  =>В > Л  муносабат- 

ЛаРдаи 94- теорема ^осил кил и на ди.
Pam тео  Р е м а- °i.  az> ■ ■ • . а„ сонларнинг урта квад-
модТ», $иймшпи ШУ сонмрнинг урта арифметик цийматиулиоан кичик эмас:

/ т 2 < > т 1 1 Н  г '=1 1=1
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Исботи. Бунинг учун (ах + аг)г = а] + 2ауаг + а2 
да 2а1а, < а\ + а\ ни эътиборга олсак, у о̂лда ' 2
(fli +  = а\ + 2aia2 +  (% <  2а\ + 2а\ = 2(а2 + а2) <-. ц

/ 2 • 2 \  ̂
4-а2)2< 2(а^+ а|)о(а1+а2)2 = 4 I a' ~ "

1^
булади. Энди 2 < л < я + 1 учун {ах -+- а2 +

ГУ1
<  л (а2 +  а2 +  . . .  +  а£) о  — I <  | /  J-

г=1 * л
эканини эътиборга олган з̂ олда у л+1 учун уринли эканин 
курсатамиз, яъни

(fli + а, +  . . .  +  ап+1)2 < («  + 1)(а2 + а\ + . . .  + '
+  а2+1) о  (ах + а2 + . . .  + ал+,)2

‘=i
«аяини

а1+ а2 + + ап+1 О
Я+ 1

Я+ 1

п + 1 а.
/=1

С

булади.
Шу билан теорема исбот цилинди.

97-теорема (Коши — Буияковский тенгсизлиги). Бе­
рилган а. ва br i = 1, п учун (а ^  4* а2Ь2 + . • • + ап ̂ п)2 ̂  
< (а2 + а| + . . .  + а1)(Щ + . . .  +  % ) бдлади.

Тенглик эса факрт а. = kb(\ i = 1, п булгандагина
рилади. .Ы -  +

И с бот и. Бу тенгсизликни исботлаш учун (ai* ̂  Jm  
+  (а2х + Ь 2у-+ . . .  +  (апх ± Ь п)*=ах°- + 2Ьх + г, 
муносабатдан фойдаланамиз. Маълумки, ах2 + 2Ьх + с 
Y x E R  да манфиймас булиши учун b2— ас ^  0 булиш ^

п а^ ̂  Ж ч 2 /. —; Т  ̂■■
рур ва етарлидир. Бундан Ь = >  a(b{, а — Jd  '' /Stjl

•=1 i=i
эканини эътиборга олсак, теорема исбот ^илинди.



%ацщий сонлар учун 

бдлади. Тенглик
.1 1=1 

{ = 1,л булганда содир булади. 
фа*Нс б о т и. (о, -  6,)г = а? — 2а, ft, + ft® нинг унг томони- 
ян бироз кучайтирсак, у *олда 

(а. — ft,.)2 < а] + 2 |а,Ц b£| +  ftj= ( /  а\ ) +2 Y  а] У  bf +

В  + ( / ^  = ( / ^ 1 )1  ____
*осил булади. Бундан бсвосита \/ ^ (а , — Ь )2 < V 'S i а] +
_1_ у  1)2 ёза оламиз. Шу билан теорема исбот цилинди.

99-т е о р е м а (Бернулли тенгсизлиги). Берилган h > О, 
ва ихтиёрий k>  1, k£Q учун (1 +  h)k > 1 + kh бдлади.

100-теорем а (Гёльдер тенгсизлиги). А гар р>  1, q> 1,

Л- ——г = 1, х > 0, у > 0 бдлса, у %олда ху < +  J?L 
Р Я ' Р я

бдлади.
Теоремаларни исботлашни укувчиларнинг узларига заво­

да и̂ламиз.

Мисол ва масалалар ечиш

1. Агар f(x) функциянинг графиги каралаётган ораликда 
кавариклиги билан юкррига ^араган ва а ,д  »=. аг +  
+ “ г + • • • + oin = 1, 6 R  булса, у здада шу оралик,-
Дан олинган хъ х2, . . . , хп учун 
f(a i^ i+ a 2x2+ . . .  —ппхп)>
> a i / ( * i ) W ( * * ) +  . . .+
+ (1)
°улишинн исботланг.
ни ти- Математик 
НДУкция усулидан фойда- 

"анамиз. п =2 булсин. Ма-
а̂ётгаиИрТИГа Кура к'ара' a >- °Ралик (39- чизма)

АА Ь булсин, бунда
Миз- 1 тРапеЦняни царай-

</1
Вт1

4 к L

О fi(Q,0) Ш.О) В(Ъ,0) X

39- раем.
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f(a) = AAu f(b) = B B lt 

NNt = NK + KN t = f(a) + M - B lL = f  (a)
Л|1«

+  b f  [/№)-/(<•>] =  r f f / w +
- a

бундан fx) >-— - f(a) +

b — a ' b — a

x — a

f(b).

b — a f(b), бу ерда -— Я 
b~ a b ~ a Г~7-

=a. ^ = аг десак, ax >0, a2> 0, at -f a., = ib — a

булади; бундан агхх + a2x2 =

— x булиб,

JC2
xt — xx ■ *1 +

-  V.

f(x) = f (a,a'i + a 2x2) (лгх) + a2f (д-2)

^осил булади, Демак, п = 2 да (1) тенгсизлик уринли бу­
лади. Энди тенгсизлик п — k учун уринли деб, унинг 
п = k + 1 учун уринли эканини курсатамиз, яъни: хи х2,
■ • • > хк, хк̂ \ at- ;> Од i = i ,  {п -f- 1) ва + a2 + . . . -Ь

+ + &к+] = 1 булсин, у ^олда x'k

+

ak + ak+i
**+i муносабати аникланган булсин дейлик, у

аА + аА+1 /ЯШ
*олДя ак хк +  аА+1 х*+1 = (ак + аА+1) хк = ак хк (бу ерда а’= 
= a4 +  at+] деб олинди). Энди /(я 1х1 + а2х2 + . • • + 
+  «*+| х*+|) = / (a i* i +  • • • +  хА_, + “ i/W  + 
+ а2/Чл:2) +  . . . + аА' f(xk) = a t f (x j + a2f (x2) +  . . . +

+ K + v , ) /  - *a- - **+  a **+■\ “ * + a*+l a* т  a4+l
+  a2f(x2) +  . . .  +  akf(xk) + ak+J ( x k+l) 

булади. Демак, ихтиёрий n учун 

/ (« !* ! + а2хг+ . . . + апхп) > a 1f(x1) +  a2f(x2) + ■

+ aJ ( Xr)
уринлидир.
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Мисол ва масалалар ечиш

Е  У (п х, х > 0 функция усувчи за каварик;лиги би-
аН юкррига чараган. ах = а2 = —  десак, у

*оЛДЯ In [ - '  +  х 2 . . . +  x„)j >  (In X! +  In х2 +

+ • • • +  In хп), 

бундан Х\ +  *2 +  • • • +  х п > п ¥ . х, . . .  хп экани келиб

+ 4у2 + Зг2 +  14 > 2х +  \2у + 6г ни исботланг 
И с б о т и .  Айирмани ба^олэш усулидан фойдяланамиз:

(х“ + 4 г/2 + Зг2 +  14) — (2х + \2у + 6z) = (х2 — 2х + 1) +
+ (4г/2 -  12«/ + 9)+ (Зг2— 62 + 3) +  1 -  (х -  1)а +

+ {2у — З)2 +  3 (2 — I )2 + 1.
Хоснл килинган охирги йигинди узгарувчиларнинг хар 

кандай и̂йматида мусбат, демак, берилган тенгсизлик урин- 
лидир.

3. Агар а > О, b > 0, с > 0, d > 0 булса, а + b + с+ 
+ d> А\ abed ни исботланг.

Исботи (Дедуктив усул). 93-теоремага асосан
a +  b +  c + d ____ 1_/ а +  Ь _ с d \

4 2 \ 2 • 1 Г

>  У  - “ ■»-* .. L t J l  >  у  V a b - V c d  =  V ab ed

4. Y  п £ N : ]g (n -f 1) > —----H g «  булишини исбот-
10 nланг.

Исботи (Аналитик усул). Тенгсизликнннг иккала томо* 
иини Ю п га купайтирамиз: ]g (п + 1) > ~ — +  lg« «•

^ 1]°« lg (n +  1) > 3 +  10 я Igrco Jg (/г-f- l) I0n> 3+ lgn10n о  
^  S ('I + l)10n > lg 1000 л10" о  lg(n + l)10n > lg 210n,0n O 

(n -f ])n > 2nn (98-теоремага асосан уринли). Демак, 
п € N : |g (л +  >  _3_ +  ,g п уринлвдир.
С Д 'On __________

^ а> о, ь^ О , с>  0, d > 0 булса, V (a+c)(b+d)>
* а + V cd булишини исботланг.
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Исботи. Фараз килайлик, У (а+с) (b -f d) < у" м , 
булсин, у холда унинг иккала томонини квадратга 
ab -f- ad + be + cd < ab-\-2 У  а b с d -f- cd о  пи \ аР*т1
< 2  У Ш й . а ~ Ь с ^

93- теоремага асосан бу холнинг булиши мумкин 
Демак, килинган фараз потери, шу билан тенгопдишИ 
тугрилиги исбот килинди.

6. Агар п 6 N, п > 1 булганда ~ ~  +  —^— Ь ...З2 * г*
4----< 1 булишини исботланг.гР

Исботи. Таккослаш усул и дан фойдаланамиз-
l l i i  1 I

. о» .................. - Г  <2* 1 • 2 За 2-3 ^  („_ !) .  „
Энди бу тенгсизликларни хадлаб кушсак. у холда

1 1 .  , 1  I 1
•7Г+-77 +  + “ 7 < Т - о + ^ Г Т  + . . .2s З'2 ' я *  1 • 2 ' 2-3 ‘ ’ 1 (П_ | ) П 

булади ва ---—  = —Ц- — —  эканини эътиборга олсак.
(п — 1) п п — 1 п

бундан — [- . . .  — - < 1 ---— < 1 экани келиб
23 З3 п% п

чикади. Шу билан тенгсизлик исбот килинди.

Мустацил ечиш учун мисол ва масалалар
1. Тенгсизликларни исботланг:
а) Агар /15* 3 булса, 2" >2п + 1 булади;
б) Агар п > 5 булса, 2" > п2 булади;
в) Агар п 5* 10 булса, 2П > п3 булади.

1 1 , , 1  1 Г ]\ТО ----  -I— *---- j . . , —р ——— \  - Л с •
я+1 ^  п + 2 ' 2* 2

гг—1
3. 1 + п • 2 п < 2Л , п > 1, « 6 -<V.

4. n £ N :  —  < 1  +  —  +  . . . +  ■ * Т2 2 2« — 1
п

5. n £ N : а) /г! > б) п\ > п 2, п > 2;

в) «! < г) я! >  2п- ‘ . и > 3; д) (2я -  D 1 *

< п2л 1; п > 1.
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6 2аг + ь* + сг >2а(& + с).
7 (а + Ь)(Ь + с) (а + с)>  8abc; а >  О, Ь > 0, с > 0. 
g д + ft + с> Vab + V ac +  V  be, а > 0, b > 0, 
с7>0.
9 ab + ас + bc > + K c ). а > О,
Ь > 0, с>  0.
10. o(l+ft) + 6(1+с) +  с(\+ а)>  b Vabc, а > О, Ь>О,
с ^0.

п . ( | + 7 + т Г ' > ( 1 +  v f '  n i N '

12. 2 V n + l- 2 y m < lp L . + v s U r

-f- 2V  ̂л — 2 У m— 1 т <  п, т ,п  £N .
у п

99 1И. J L . J L . J .
2 4 6 100 12

Х114. Агар хи х2 . . .  х„€Я+ булса, у холда 4- —4-
X- х3

_ _  j
+ . . . -г ---- + —— > л булишини исботланг.хп xt

15. Агар X > — 1; 0< а <  1 булса, (1 + х )а < 1 + ах 
булишини, агар х > 1 ва а<  0 ёки а > 1 булса, Д1 + х)а >
> 1 4- ах булишини исботланг.

16. Агар a, b £ R+, m£Z (бутун сон) булса,

■  ( 1+ т Г + ( ‘ + т Г  > 2" +‘
эканини исботланг.

17. Томонлари мос равишда а, Ь. с, d булгян ихтиёрий 
^Ртбурчакнинг юзи 5 < —а ~ с— • Ь~‘ -- булишини исбот­
ланг. 2 2

^ ^8. a, b, c£R  ва — 1 < х < 1 да |ах2 +  Ьх +  с\ < 1 бул-
- У о̂лда |х|< 1 да \сх2 + Ьх + а| < 2 тенгсизликнинг урин- 

Канини исботланг.
19. Агар а,>0, i = 1,л, а^а, . . .  ап = 1 б^лса, (1 +  

QiKl -f а2) , . f (j + а я) >2" булади.
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20. Агар ai > 0, at > 0 булса, _g j± fL  > р  + й*_ j"

булади. ___
21. Агар а,. >0, i = 1,л булса, (аг +  а2+  . . . + ап)х I

x ( f  +  +  7^ )>п2 бУладн'

IX боб ТЕНГЛАМА ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАР

1-§. ТЕНГЛАМА ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАРНИНГ ТЕНГ КУЧЛИЛИГИ

Тенглама ва тенгсизлик тушунчаси укувчига урта мак- j 
таб математикасидан маълум. f(x, у, . . . .  г, а, b, . . . , с) J
ва ф (х, у, . . . , z, а, b........  с) функциялар берилган ва
уларнинг аникланиш со^алари мос равишда А ва В  туплам-' 
лар булиб, А П В = С булсин.

87-таъриф  Агар f(x, у. . . . .  г. а, Ь, с) ва 
Ф (х ,у .......... z, а, b . . . .  с) функция учун
f(x, у, . . . .  z, а, Ь..........с) = ф(х, у.............г, а, с)

Ф) (!)
тенглик (тенгсизлик) бажарилса, у %олда |(1) тенглама | 
(тенгсизлик) дейилади.

(1) ни а̂р доим
F  (х, у, . . . , г, а, Ь, . . . ,  с) = 0 (F  > 0, F  > 0) (2)

куринишга келтириш мумкин.
Мисоллар. 1. ах2+Ьх -f: с + 0, а Ф  0 (ахг+Ьх + 1 

< 0 )  бир номаълумли квадрат тенглама (тенгсизлик) дир.
2. ах + by — с [[ах + by с) икки номаълум чизшуш >| 

тенглама (тенгсизлик) дир.
3. ах" + byn +czn = d (ахп -f byn + czn =̂~d) уч номаъ- .j 

лумли п- даражали тенглама (тенгсизлик) дир.
88-.т а ъ р и ф. Агар х = а, у = 0........ г *= у цийматлар-

да F  (х, . . . .  z, а, Ь, . . . , с) = 0 (F 0 O ) тенглама (тенг­
сизлик) mpFpu тенгликка (тенгсизликка) айланса, у ,\олда , 
(а, Р, . . . , V) сонлар системаси (2) нинг ечими дейилади.

Агар (2) ни каралаётган сонли тупламда х, у, . . . , 1 
узгарувчиларнинг (2) ни mijFpu тенгликка (тенгсизликка).Щ 
айлантирувчи сон цийматлари мавжуд булмаса, у ,\олда
(2) шу сонли тупламда ечимга эга эмас дейилади.

М исоллар. 1) х2 + 1 = 0 тенглама Яда ечимга эга 
эмас, С да ечимга эга: х = ± i.
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2) 2х2 + 3х — 5 = 0 тенглама Q да j — у ;  1 j ечимга
эга.

3) 2x2 + Зх — 3 = 0 тенглама Q да ечимга эга эмас, R  
да ечимга эга.

Шунинг учун ^ам берилган тенгламани кайси сонли туп­
ламда ечиш талаб килинса, ечими шу сонли тупламда из-
ланади.

Тенгламани ечиш деб, бу тенгламада кат[,ашаётган уз- 
гарувчиларнинг тенгламани тугри тенгликка айлантирувчи 
кийматларини топишга айтилади. Тенгламаларни ечишда 
унинг аникланиш со^асини топиш кар доим кам муким тад- 
бир хисобланавермайди. Шундай тенгламалар учраши мум- 
кинки, уларнинг аникланиш сокасини топиш тенгламани 
ечишдан кам мураккаб булиши мумкин, бундай колда то- 
пилган ечимларни текшириб куриш максадга мувофикдир. 
Тенгламани ечишда аникланиш сокасига эътибор берилса, у 
холда тенгламада тегишли алмаштиришлар бажаришда аник­
ланиш еокасининг торайиши ёки кенгайншига алокида ака- 
мият берилиши, сунгра топилган ечимларни алокида шарт- 
лар билан олиниши лозимдир.

М и с о л. V х й — х — 2 = х — 3 тенгламани ечинг.
Ечиш .'Кх2 — х — 2 — х — 3 тенгламанинг чап томони 

(— оо; — 1] ва [2; +  оо) сокаларда аникланган ва х2 — х—
— 2 > 0 манфий эмас, лекин унг томони х > 3 да манфий 
эмас. Бундан куриниб турибдики, тенгламани [3; Ц- оо) да 
жуфт даражага ошириш мумкин, натижада х = 2,2 ни косил 
Киламиз. Топилган ечим 2< 2,2 < 3 булгани учун тенглик- 
ни тугри тенгликка айлантира олмайди. Демак, у ечим эмас. 
Тенглама ечимга эга эмас.

Соддалик учун
F  (х, у, . . .  , г, а, b..........с) = 0 (F 0 ; 0) (3)

ва
f{x , у, . . . .  z, а, b.......... с) = 0 (/~£0) (4)

тенглама (тенгсизлик) лар берилган булсин.
89-таъриф. Агар (3) тенгламанинг (тенгсизликнинг) 

-\'ар кандай ечими тенгламанинг (тенгсизликнинг) ечими 
б$лса, у %олда (4) тенглама (тенгсизлик) (3) нинг нати- 
°каси дейилади.

Мисоллар. 1. 2х — 6=х тенгламанинг натижаси (2х— 
- 6 )* =  *2.

2. х —'2 > 1 тенгсизликнинг натижаси (х — 2)(х2 +  3) >
> х2 + 3.
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(3) ва (4) тенглама (тенгсизлик) лар бирор В  сохаля J  
ланган булсин. '' аш,к-

90- т а ъ р и ф. Агар В сохада (3) тенглама (тенгси-ч 
нинг ечимлар туплами (4) тенглама (тенгсизлик) ни  ̂
лар туплами ва аксинча, (4) тенглама (тенгсизлик) g4UM' 
ечимлар туплами (3) тенглама (тенгсизлик) HUHe 
ечимлар туплами булса, у %олда (3) ва (4) тенгТ** 
(тенгсизлик) лар В  сохада тенг кучли (эквивалент) 
лама (тенгсизлик) лар дейилади.

М и с о л. я-2 + 6 = 5х ва х2 -f- 6 4 , — ~х̂х' - !>+1xJ + I  x ^ Z . j
(Л-2 + 6 >5х ва .v2 +  6+ ]/ V + l >5x + V х 2+\) тенглама- 
лар (тенгсизликлар) R  да тенг кучлидир, чунки 90-таъриф. 
ни каноатлантиради.

Берилган / (х, а ,Ь ..........с) ва ф (х, а, b........... с) ва
t(x ,a,b , . . . , с) ларнинг аникланиш со^алари мос равишла 
D (f), D(<p) ва D(t) булсин.

101-теорема. Агар D(t)zD D (f) f) D(q>) булса, у холда 
/=Ф (5) о  / +  t = ф + t (6) (/ > ф о f + / > ф + 1) бдлади.

Исботи. Теореманинг шартига кура (5) нинг ихтиёрий 
бир ечимини х0 десак, у холда f(x0, а, Ь, . . ., с) = ф(д0, а, 
b , , с) (5') тугри тенгликка айланади. D (t)nD(f) () D (ц) 
га асосан x0£D(t) булганлиги учун f(x0,a , . . с)+
-г t (л'0, а с) =ср (л'0> а, . . . ,  с )+ t(x 0, а...........с)
(6') тенглик тугри тенгликдир. Агар (6') нинг з̂ ар икка­
ла томонига— t(x0, а, . . . ,  с) ни кушсак, у ,\олда (5') 
ни .̂ осил киламиз, натижада 90- таърифга асосан (5) ва 
(6) тенглама (тенгсизлик) лар тенг кучли булади,

1-натижа. D (/)ПДф) да / = ф 0 /— ф = 0  булади.
102-теорема. Агар D(t)zz>D(f) П D( ф) ва 0 бул­

са, у >;олда
/=ф(5)о/ / = ф./(7)
(t > Од / > ф о  // > ф t)

булади.
Исботи. 101-теоремага асосан / = Ф (5) ечимлар туП- 

ламида D (t)z j D (f) f| /?(ф) га асосан t(x, а, Ь, . . .  . с) ма̂ * 
нога эга ва t(x, а, . . . , с )Ф  0 эканига асосан (7) нинг w j 
ечимлари булади ва аксинча ^ам юз беради. Бундан 8У
90- таърифларга асосан (5) ва (7) лар узаро тенг кучлидир- 
Шу билан 102-теорема исбот булди. 0

103-теорема. Агар В  сохада f(x ,a ,b , . . .  1 .Isa 
ва ф (д:, а, . . . , с) > 0 булса, у %олда

/ = Ф (5 )« / П =фл, n£N  (8)
бдлади.
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Ы г  б о т  И . 103- теореманинг шартига кура В  = D(f) ГЩф)
5 *у  f > 0 ва Ф > 0 маълумдир. Шундай х0£ В  мавжуд-

" а, b.......... с) = ф(аг0, а,Ь, . . .  ,с) булиб, д-0(5)
НИ- ' , “д Изи  булади. Энди В да (5) нинг иккала томонини 
и*1 даражага ош и рам из, натижада

^  а,Ь____- с)]" =1<Р (*о. а ---- c))n »  I/ (*о. «...........с)]"—

_|ф(Хв, а............. с )Г  =  1/(*о. а.................. с )— ф (^0, а................с ) ]х

х [/(*„, а, Ъ____ _ c)]n~' + lf(xо, а----- с]п~'ф(*о. а.........с)+

+  . . . +  [ф (*0. а ,  . .  . с )]"-1 =  О

хосил булади. Бундан 89- таърифга асосан (5) нинг ечнми 
(8) нинг ечими булади. 102- теоремага асосан (8) нинг ечи- 
ми (5) нинг ечими эканини куриш мумкин. Бундан 90- таъ­
рифга асосан (5) ва (8) тенг кучлидир. Шу билан теорема
исбот цилинди

104-т|еорема. Агар берилган а >0, аф\ сонлар учун 
В со.\ада‘ f{x) ва ф (х) мусбат бдлса, у %олда f(x) = ф(х)о
о  loga f (х) = loge Ф (х) булади.

Бу теореманинг исботи бевосита 102} ва 103-теоремалар- 
дан келиб чикади.

105-теорема. Агар f(x) функция D (f) да монотон 
усувчи бдлса, у %олда f{x) — х (9) ва / [Да:)] = х (10) тенг-. 
ламалар узаро тенг кучли бдлади.

Исботи. Теореманинг шартига кура f (х) функция D(f) 
Да моногон усувчи ва шу билан бирга (10) тенглама (9) нинг 
натьжасидир, чунки (9) нинг хар бир ечими (10) ни кано- 
атлантиради. Чунки х0 (9) нинг ечими булса, у холда f{x0)= 
= эканидан f [/ (х0)] = f (х0) = х0 булади.
__ энди (Ю) нинг а̂р бир ечими (9) ни каноатлантиришини 

курсатамиз, яъни / [/ (х0)] = ха булсин. Фараз цилайлик. 
^ . f 0 булсин, у холда /(,y0) > Х0 ёки f(x0)<  булади. 

J ”Aa.Ht /(-vo) >А'о булсин, у холда /[/(*<,)] >/(■*о)>*о бУ" 
’ /и(х0) ]~ х 0 га зчддир. Демак, (9) ва (10) тенг куч- 

ДнР- Шу билан теорема исботланди.

Мисоллар. 1. V 1+У~х = х — 1 тенглама

п,7'  ̂ 1+V х = х  тенгламага, бу эса 1 +  У х  = х  тенг- 
Га тенг кучлидир.
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2. л3 + 1 — 21У 2х — 1 тенгламанинг шаклини!Х 3 + 1 у  УЗГаРТИр.
V 2 )  х *+ \

, 2 v°  2 ~~ Х эканнни Куриш Мумкин '

Мустацил ечиш учун мисол ва масалалар
К,уйидаги тенгламалар Н да тенг кучлими?

Х“ — 41. ---- = — 4 ва х — 2— — 4.
х — 2

0 х(х — 2) , 2 5л:2 __ 0/ ,
2' ~ 5 Т Г  + Т  = ю 3(^ - 2ч  +

+ 2(л:2+ 1) = 5х2.
3. х — 2 = 7 — 2х ва (х]— 2)2 = (7 — 2х)2.
4. 3xj— 1 =■ 4х — 2 ва (Зх — I)4 = (4х—2)4.
5. / (х) = ф (х) ва [/ (л)]2 = [ф.(х)]2.
6. ЛМ  = ф М  ва {[{х)]к = [ф (л)]* ; k£N.

7. V  fix) = Ф(х) ва f{x) = [ф W ]2*+1; k£N.
8. х2 — 1 = 0 ва V  х2 — 1 = 0.
9. У  f (х) V ф(х) = 0 ва V  / (х) ■ ф (х) = 0.

Ю fl ^  ~  Ъ ^  ва W _  /а (*).
<Pl W  ф1 (*) +  ф:(х)  ̂ «Pi (*) Ф4 (х)

К,уйидаги тенгсизликла р Л да тенг кучлими?

11. х > 1 ва х + —!—  > 1 -)----— .
4 — *  4 — х

12. Зх + 1 > 1 ва (Зх +  1) 4- х — 4 > х — 3.
13. х — 3 >2 ва (х — 3)(х + 1)* > 2(х + 1).
1 4. х — 3 >2 ва (х — 3)(х— 1) >2(х— 1).
15. —х2 — 5х + 6 > 0 ва х2 +  5х — 6 > 0.
16. х — 1 > 0 ва (6х2 + Зх 4- 5)(1 — х) < 0.
17. 2 (х — х2 — 3) (1 — 4х) > 0 ва 4х — 1 > 0.
18. - Я -  >2 ва -~ 2(х~ 3) >0. 19. — Ц- >2 ва

х —  3 х —  з  Х  —  З

1 > 2(х — 3). 20. >0 ва (х — 2)(5 — х)> °-
;5 — х



21
— х) > 0.

92 ---- ; > ГТТ^ ва (х + 5)2 < (* + 1)2-2/- (х+5)2 (* + 0 2

х3 + Злг + 2 Ба х2 — Зх +  2 > хъ—23. -j- 1
— Зх + 1 •

5 “ • х 4
24 5 — * > 4 ва — —- > — .X + 1 X + I

2- §. БИРИНЧИ ВА ИККИНЧИ ДАРАЖАЛИ ТЕНГЛАМА 
ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАР

91-таъриф. Ушбу
ах + Ъу + • • • +  cz^  d(ax + by + . . .  +  cz§d) (1)
куринишдаги тенглама (тенгсизлик) биринчи даражали 
тенгшма (тенгсизлик) дейилади

Мисоллар. 1. ах = b — бир номаълумли чизи^ли тенг­
лама.

2. ах + by = с — икки номаълумли чизикли тенглама.
3. ах 4- by + сг > d — уч номаълумли чизикли тенгсиз­

лик.
1. Бир номаълумли ах = b чизицли тенгламада:
а) Агар аф  0 ва Ь Ф  0 булса, у зрлда х = Ь :а  булади;
б) агар аф 0 ва b = 0 булса, у зрлда х = 0 булади;
в) агар а = 0 ва ЬФ  0 булса, тенглама ечимга эга эмас.
г) агар а = 0 ва 6 = 0 булса, тенглама чексиз куп ечим­

га эга булади.
Мисоллар. 1. 2х 4- 3 = х 4- 5 тенгламани ечинг. 
Ечиш. 2х4-3 = х4-5о2х — х = 5 — З о х  = 2.
2. 2х 4- 3 = Зх — 3 тенгламани ечинг.
Н ч и щ, 2х 4- 3 = 2х — 3 =*- 3=̂  — 3 тенглама ечимга эга 

эмас.
П. Бир номаълумли ах>Ь чизшуш тенгсизликнинг ечими:
а) агар а > 0 булса, х > —  булади;

а
б) агар а = 0 булиб, b < 0 булса, ихтиёрий ^акикип сон 
гсизликни каноатлантиради;
в) агар а<  0 булса, х < ---— булади.

Биринчи даражали икки номаълумли
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40- раем.
са, у >;олда тенгсиз- 

ликни каноатлантирувчи ечимлар 40- чизмадаги штрихлан- 
ган со а̂дан иборат булади.

Q9- тя т.пигЬ Wtufiii

тенгламанинг ечиМи
(2) ни каноатлантирув-
чи (х,у) жуфтлиКлао 
тупламидан иборат б ? 
лади.

X Агар ах + Ьи 
(еки х +  Ьу< с) тенг­
сизлик берилган бул- 
са, у о̂лда тенгсиз-

1 ииираг иулг
92- таъриф. У шбу

ах2 + Ьх -+- с = 0, а ф  0 (3)

куринишдаги тенглама квадрат тенглама дейилади. Бу 
ерда а, Ь, с лар параметрлар булиб, уларнинг турли киймат- 
ларида турли квадрат тенгламалар хосил булади.

Квадрат тенгламалар ах2 + с = 0, ах2 = 0, ах2 -f Ьх = О 
чала квадрат тенгламалар ва ах2 + Ьх + с = 0, афО ту- 
лиц квадрат тенглама а̂мда х2 + рх + q — 0 келтирил­
ган квадрат тенгламаларга ажралади.

Бу тенгламаларнинг ечилиши мактаб математикасидан 
маълумдир. Мактаб математикасидан маълумки, ах2 -j- bx-f- 
-j- с = 0, а Ф  0 тенгламани ечиш учун аввал ундан тулик 
квадрат ажратилади, сунгра радикал ёрдамчда унинг ечим- 
лари топилади:

ах2 + Ьх + с = а х2 + —  х + — ) = а (х + | —
a a )  \ 2а I

Р  — 4ас _ (  , Ь \ 2 Ьг — \ас= 0о  1х +4 а 2 а 4а2
• — 4ас .

4а'г

r  _  — b ± V  Ь'- — 4ас' 
1,2 ~  -----

(А)

Агар бу 
— b±  V~D 

2а

ерда D = Ь2 
булади.

2а
4 ас деб белгиласак, а]2

106-теорема: (3) квадрат тенглама R  да:_ 
хил илдизга эга булиши учун D >0, уациций бир-
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’ мРга зга булиши учун D = 0; илдизга эга бдлмас-
* учун D<  0 булиши зарур ва етарлидир.

М с  боги. х,ак,икатан *ам,
/ , Ь \* D
( *  +  Я  *  w  <4>

п -> 0 булса, тенглик аник,ланган булиб, бундаи х, =
ДЗ ^  ^Тл* __ Л___  т / ” Г)+i_i— ва х ,= ___ г а̂циции ^ар хил илдизлар-
=--- 2а 2а
ни *осил киламиз.

Агар D = 0 булса, у *олда /* + —  J = —  =0 булиб,

= х2 — — бир хил илдизларга эга буламиз. Агар
D< 0 булса, (4) тенглик мавжуд булмайди, тенглама ил­
дизга эга булмайди. Шу билан теорема исбот булди.

Агар (3) тенгламада b — 2k булса, у х,олда ах2 + 2kx+
_"i/*

-j-c = О, аф  0 тенгламанинг ечимини х — ----- — ------
формула орцали топилади.

Ь с(3) тенгламани х2 --- .vH----= 0 куринишга келтириб
а а

ва р = — ; q — —  оркали белгилаб,
а а

х2 -+ рх +  q -  0 (5)
га келамиз. (5) келтирилган квадрат тенглама булади.

107-теорема (Виет теоремаси). Агар хх ва х2 
сонлар (5) нинг илдизлари булса, и холда х, +  х, = — р 
ва ду хг — q булади.

Исботи. Теореманинг шартига кура Xi ва х2 тенглама­
нинг илдизлари. Сунгра (А) га асосан х± = ---Т —'4

“  *г = ---2---V  ’f  ~ q буЛИб’ *1+Х2=2( — "̂2~) = _ Р
булиши хам да

v "  ( -  i + V J ^ )  (-• f - -  V
= J i  p2

4 ~~~r + q = q4

ш  чикади.
°илан теорема исбот ^илинди.

' теоремадан бевосита х2 + рх + q = хг — (хх + *2)*+

ЭКа»и келиб 
К 

Бу
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+  X, • Х2 = X2 — ХгХ — X2X +  X,X2 = (X — XX)(X —  Хг) ёки Qv2 I 
-f Ьх + с = a (x — -V!) (x — x2) хосил булади.

Квадрат тенгламаларни ечишда купайтувчиларга ажратцт 
усули хам узига хос мухимдир. Агар b коэффициентни Ь - 
= Ьл + Ь2 куринишида а :Ь 1 = Ьг:с шарти бажариладигЛ  
килиб ифодалаш мумкин булса, у холда

ах2 + Ьх + с = а (х — а) (х — (5)
га эга буламиз.

М и с о л. х2 — 5 х + 6 = 0 о х 2 — Зх — 2х + 6 =
= (х—3) (х—2)=0 булиб, бундэн{ 2; 3} ечимларни хосил i®. 
ламиз.

93- таъриф. Ушбу
ах2 -f- Ьх + с S  0, а Ф  О (g)

куринишдаги тенгсизлик квадрат тенгсизлик дейилади. 
Мисол. 2х2 + Зх— 1 >0, х2 — Зх + 2>0,

х2 — х — 5 < 0, х2 — Зх + 6 < 0 квадрат тенгсизликлардир.
I. ах2 + Ьх + с>  0 тенгсизлик берилган булсин, у хол­

да, агар:

42- раем.

1) а > 0 ва D > 0 булса, xv х2 £ Я  булиб, хх < х2 У У8 
ечим (— оо; x j U [х2; + ° °)  булади (41-чизма);

2) а > 0 ва D — 0 булса, хх = х2€ Я  булиб, ечим  ̂
булади (42-чизма); ' с R

3) а > 0 ва D < 0 булса, хи х2 i  R  булиб, ечим 
булади (43- чизма); ,4УН

4) а < 0; D > О булса, xt, х, £ Я  булиб, хх< я- -
ечим [хх; х2] булади (44-чизма);



44- раем.

5) а < 0 в а 0  = 0 булса, xl = x i £R  булиб, х'= хг ечим 
булади (45-чизма);

6) а < О ва D < О булса, xlf x2i  R  булиб, ечим буш 
туплам булади (46- чизма).

Мисол. хг — 5х + 6 > 0  тенгсизликни ечинг.
Ечиш. а= 1; 0  = 1 > 0. х1—2\ х2— 3; ечим (— оо; 2)U 

U(3; + °°)  булади.
II. ах~ + Ьх -4- с < 0 тенгсизлик учун:
1) а>  О ва D >  0 булганда (41-чизма) xL, x2£ R  булиб, 

*i < х2 учун ечим [х,; х2] булади;
2 ) а > 0 в а 0  = 0 булганда (42- чизма) хх — х2 £ R  ] бу­

либ. ечим х = хх = х2 булади;
3 ) а > 0 в а Ь < 0  булганда (43- чизма) xlt х2 $R булиб, 

тенгсизлик ечимга эга эмас;

46- раск\
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бУлиб4) а < 0 ва D > 0 булганда (44- чизма)̂  хи х2 ( 
хх<х2 учун ечим (— xj  U U 2; + ° ° )  булади;

5) а<  0 ва D = О булганда (45-чизма) Д бу. 
лнб, ечим х£Я  булади (̂ атъий тенгсизлик учун ечим х£Ях  
^ { * 1} булади);

6) а < 0  ва £> < О булганда (46-чизма) xv хг gR  булиб, 
ечим * 6 R  булади.

Мисол. х2 — 6x4-8 О тенгсизликни ечинг.
Ечиш . а = 1 > О ва D = 4; xt = 4; х2 = 2 булиб, ечим 

(2; 4) оралиц булади ;Я Н
М од уль  к а тн а ш га н  бир у з г а р у в ч и л и  тенг ­

лама в а  те н гси зл и к  ларни ечиш.
94-таъриф. Агар Я
f(x> У......... г, а, Ь, с) = 0;

I/ (х, у, . . . , г, а......... с) 0] (1)
тенгламада (тенгсизликда) узгарувчилар модул белгиси ос» 
тида цатнашса, у %олда бундай тенгламалар {тенгсиз- 
ликлар) модулли тенгламалар (тенгсизликлар) дейилади.

М исоллар. |jc — 21 — 3; |х2 + 2х 4- 4| = 5;
|2х +  3| + |4 * - 1 !> 4 .

Модулли тенгламаларнинг куйидаги турларнни куриб чи- 
цайлик:

. , г. а, Ь......... с)| = k, оI- i\f{x, У, 
\k> 0

o f f(x, у, . 
[k > 0

и if (х, У, . 
v > 0.

z, а, Ь, , с) — k, V 

, г, а, Ь, . . . , с) = — k,

ГТенглама бир узгарувчили булган о̂лда;

k > 0= k' °  [/ W  = kKk > °)V  (/ (х) ft ~  * А* > 0)Ь
Мисол. \х — 2\ = 1 тенгламани ечинг.
Ечиш . (лс — 2| = 1 <=> [(х — 2 = | Ах — 2 > 0) V (* — 2— 

= — ( А х - 2 < 0)] o [ (x  = 3 A *>  2) V ( a = | A a < 2) ] ~ A -  
= \х\х =1; х — 3}.

II f(\x, а, Ь, .... , с\) = k. ,
Хусусий холда куйидаги куринишдаги тенгламани кара или 
/ (|ах + b\) — k о  [/ (— (ах + b)) — k Л ах 4- b < 0 V
V /(ах4- Ь) = kf\ax+ Ь > 0]. '

Маълумки, функциянинг жуфтлик хоссасига асосан а 
/(|х, а, Ь, . . .  , С|) = k тенгламанинг илдизи булса, У л s



а хам шу тенгламанинг илдизи булади. Шунинг учун

V /(х, а......... с)<  О,
1ф (х, а, с) > О.

Мисоллар. 1. ,9 — Зх| = |4 — 5х| + |2х + 5| тенгла- 
мани ечинг.

Ечиш. \а -j- b\ = |al + |Ь| о  ab 3* 0 га асосан

|9-3xi = |4 — 5х| +  |2х + 5| о  (4 - 5  х)(2х + 5) > 0 о  
о  — 2,5 < х ^  0,8.

Демак, ечимлар туплами: А = {х|— 2,5 < х < 0,8}.
2. 19 — 3 xj < 14 — 5 х| + |2 х +  5J тенгсизликни ечинг. 
Ечиш. 9 — Зх = 4 — 5х + 2х + 5 булиб, [а +  Ь\ < 

^ ,о\ + |£>| о  ab с  0 га асосан
(4 -  5 х) (2 х + 5) < 0 о  (х < — 2,5 V * > 0,8).

Жавоби. х£ ( — оо; —  2,5) U (0,8; +оо).
1-̂ + 2 а\ + |х — а\ с  3 х тенгсизликни ечинг. 

ага ЧИш- Агар а > 0  булса, у холда — 2 а с  а булади; 
|х4{)оа < 0 булса, у холда а с  — 2а булади:
. Q|+ |х — а\ с  Зх о  ((х+2а> О Ах — а> ОДх + 2а + 

а <3х) V (х +  2а < 0 /\х —  а >  ОД —  х —  2 а + х  — 
^ Ч , '?-)c)V U  + 2a>0AJC — а < 0 Д х + 2 а  — х + а<  
^ r / v,v + 2a < 0Ax — а < 0 Д х  + 2а + х  — а > Зх)] о  

Ц* 3* —-2аДх>аДх>а )\ / ( х< — 2 а Д х > а Д х >

Д3 системадан бирини ечиш етарлидир. 
икКЯМмсол. х2 — \х\ = 6 тенгламани ечинг.

' У 1 И  1 т. „ 2  ____  Ы  * _  С  ^  Г / „ 2



> — а) V {х > — 2 а Д х < а Л х > а) V (х < — 2 а Л х <

< а Л х > — f - ) ] .  j

Ж аво би . Агар а < 0 булса, у о̂лда х£[2а\ + °°); 
агар а = 0 булса, у холда х£(0; + оо); агар а > 0  булса, 
у эфлда х£(а\ + <»).

Мустакил ечиш учун мисол ва масалалар

Куйидаги тенгламаларни ечинг:
1. а) х (х — 15) = 3(108 — 5х);

б) (х - 7 )(х  +  3) + (х — 1) (х + 5) = 102
в) (3 х — 8)2 — (4 х — 6)2 + (5 х — 2) (5 х -г 2) = 96;
г ) +  7 4 ~ _ 2 -  =  10;

Д)

8 12 
5 х + 7  2х+ 21  
х — 2

2. а) х2 + 12 х = — 35; б) х2 — 7х + 12 = 0;
в) Зх2— 5х — 2 - 0 ; г) 5х2 — 8х + 3 = 0;
д) 4х2 — 17 х — 15 = 0.

3. а) 

б)

в)

г)

4. а) 

б)

в)

г)

30 13 7 +  18х .
х2— 1 х1 +  х +  1 хз — 1 ’

2 1 _L 2 х — 1
х* —  х +  1 х +  1 ‘ х=>+ 1 ’

13 17 х +  10 5
хЗ+ 1 5 х2 — 5 х +  5 х + 1  ’
х +  36 х +  6 х’ -- х +  16
х3— 1 X — 1 X1+  Х+1

1 20 х +  1 7 — 5х
4 х +  8 4 х2 — 16 х1 — 4 х +  4

2 1 - 4 - О -
х2 — 4 х3 — 2 х х1 +  2 х 
________ 1 4 х* +  10 х
Xs —  Х!  +  X —  1

5 8

4х> +  21
х + 1 х* — 1 Xs + х» + х + 1 

2 20

х2 — 4 xs— I х2 — Зх  +  2 ха +  3 х +  2
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5. а) 

б)

в)

г)

х +  2 +
х +  20 х +  4 +

х +  8
1 1 1 1

+
1

х — 6 1 х — 4 х +  2 х — 7
1 1 1 1

X — 8 х — 2 х — 11 х — 10
1

+
1 1

+
1

X — 9 Ж — 7 *4-18
Куйидаги тенгсизликларни ечинг:

6. а) а 2 — х — 90 < 0;
в) — х2 — 2 х + 48 < 0;
д) 25 л:2— 10x4- 1 >0;
ж) — х2— 12х— 100 < 0;

х — 10

б) 6 а2 — 7х + 2 > 0 ;
г) 8х2 4- Ю х — 3 > 0;
е) 49 а2 — 28 х 4- 4 < 0;
з) 4 л-2 — 4а +  15 < 0 .

7. а) 

б)

в)

г)’ да-Зх-Ю
8. Тенгламани ечинг:

2 х’ + 5 х — 12 
13

2 у" + у — 21
х + 9

х + 2  
3 х+ 1 

2 х — 3

+

1
2у+7 
*4-15 
г2-25

З х — 1 
х — 2 
х 4- 4 
2 х — 3 
6

>о-

уг — 9 
,  1 
'  х +  2

ах

(а2 +  х  +  1) +  (х2 +  2х +  3) +  (а2 +  З а +  5) +  . . . +  
+  (а2 + 20 а +  39) = 4500. j

9. а нинг кандай цийматида 9 а 2 — 2 а  + а = 6 
тенгламанинг илдизлари тенг булади?

10. т  нинг ^андай цийматларида а 2 —  х  +  т 2 = 0 тенг­
лама ^ацикий х,ар хил, ^ацик,ий бир хил илдизларга эга 
булади?

11. k нинг цандай цийматида (k — \2)х2 +  2 (k — 12)х +  
+  2 = 0 тенглама ^аци^ий илдизга эга булмайди?

12. Берилган ах = 1
7=к ва *2

1
10 +  6 V  2

■= илдиз-
10 — ^72

ларига кура квадрат тенглама тузинг.
13. а нинг цандай ^ийматида а 2 +  а х + а + 2 = 0  тенглама 

илдизларининг нисбати 2 га тенг булади?
14. а нинг цандай кийматларида а 2 ---— а  +  Q — 0
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муносабатни к;аноатлантира-тенгламанинг илдизлари xt — х\ 
ди?

15. о нинг и,андай цийматида х2 + ах + 1= 0  ва х2 + 
+ x4-fl = 0 тенгламалар умумий ечимга эга булади?

16. 2х2 — 3 ах — 2 = 0 тенгламанинг илдизлари хх ва х2 
булса, х|~3 + х~3 ни ^исобланг.

17. т  нинг цандай цийматларида (т  + 4) х2 + 2 тх  + 
+  2 т  — 6 < 0 тенгсизликнинг ечими R  булади?

18. k га нисбатан куйидаги тенгсизликларнинг ечими 
буладиган ва булмайдиган орали^ларни урганинг.
a) (k — l)x 2- (k +  1)х + * +  1 >0; б) (А- 2)х2 + 8х +

+ k + 4 < 0;
в) х2 + kx + k > 0; г) kx2 — 4 х + 3 k + 1 < 0;
д) х2 — 6 fcx+2 — 2 ft+9 fe2<0; е) [k — 3)х2—Зх—Л+1 > 0.

19. К,уйидаги тенгламаларни ечинг:
а) 1х — 2| +  |х — 3| +  12х — 8| = 9;
б) |4х — 1| — \2х — 3| + \х — 2| = 0;
в) \х — II +  \х + 2| — \х — 3| =4;
г) \х — 11 — |дс + 21 — 12 х — 5| +  |3 — х\ = — 3;
д) ||||х |-2 |-1 |-2 | = 2.

20. Куйидаги параметрли тенгламаларни ечинг:
а) 21х + а|-1х — 2а| = 3а; б) х = 2|х — а| — 2|х — 2а';,
в) а --- —— =0; г) |х + 3 а| — |х — а| = 2 а;

I* + °|
д) [х2 — в2| = (х + 3 а)2; е) х +  .2.|x± -fl|. = j- .

Модулли тенгламаларни ечинг:
21. |2 х — х2 — 11 = 2 х — х2 — 1.
22. |5х — х2 — 6 = х2 — 5х + 6.

Куйидаги тенгсизликларни аналитик усулда ечинг:
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

2х + 7| — |3х+ 5| > 0.
2 х + 5| — |3х — 7| < 0.
х — 1
х — 1 
х — 1 
х + 2

+ |2х — 6| <3.
+ |х — 31 > 2.
+ |х + 2| — !х — 3| >4. 
+  |х+ 1| + ]х — 4j >9.

— 11 — Jx — 2j + |x — 3i — |х — 4| + 1х — 5) <3. 
х +  2, — |х+ 1| +1х, — |х— 1| + |х — 21 > 2.5. 
х2 — х — 6| > 3 + х. 
х2 — 6 х + 8| < 5 х — х2.
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33. 15х — хг — 6! > х2— 5 л:+  6.
34. |х2 — З х -f 2|> 3х — х2 — 2.
35. 'л:2 + 6 х 4- 5| > х2 — 8x4* 16. 

Xs — 5 х + 436.

37.

х3 —  4
х3 — 3 х  + 2

< 1. 38. - — ^ - > 2 х .
х  — 2

*1. 39. - ± ^ ~  > \х+ Ц ./х— Чх* +  З х  +  2

3- §. ЮКОРИ ДАРАЖАЛИ ТЕНГЛАМА. ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАР

95-таъриф. Ушбу
а„хп +  flix"-1 +  • • . + а„_,х + ап = 0 0), а0Ф  0 (1)

тенглама (тенгсизлик) юцори даражали тенглама (тенг­
сизлик) дейилади.

М исол. 2х? + 6х* — Зх* +  2х2 4- 7х 4- 6 = 0 бешин- 
чи даражали тенгламадир.

Агар (1) да а0, av . . . . .  an£Z  булса, у хрлда (1) ни 
бутун коэффициентли юцори даражали тенглама дейи­
лади. Агар а0 = 1 булса, у ^олда (1) ни келтирилган тенг­
лама дейилади.

108-те о рем а. Агар
хп 4- а\Хп ап-\х +  ап ~  ® (2)

бутун коэффициентли тенглама бутун ечимга эга б$лса, 
у холда бу ечим озод хаднинг булувчиси булади.

И сботи. Теореманинг шартига кура (2) бутун коэффи­
циентли булиб, бутун x = k ечимга эга, яъни kn 4- а1/гп-14- 
4 - ... 4- а„_,6 4- ап = 0 булиб, бундан an = k (— kn~1 —
— — . . . — а„_,) булади. ^осил ^илинган натижа-
иинг унг томони иккита бутун соннинг купайтмаси булган­
лиги учун an-k булади. Теорема исбот булди.

Купинча / (х) = апхп 4- л„_|*п 1 4- . . . 4- агх 4- я<> КУП' 
хадни х — а икки эадга булишда булинма ва цолдикнинг 
коэффициентларини цуйидагича топилади: изланаётган булин- 
манинг булувчига купайтмаси билан f (а) нинг йигиндиси 
f(x) га тенг булиши керак, яъни f(x) = (х — a)g(x) 4- К,; 
К, = / (а). Бундан Ьп_ { = ап; ал_, = Ь„_2 — а Ьп_ ........ ёки

1 =  а п' —2 =  а п-1 а  fyj—I’ Ьп—3 ~  а п- 2 а  ^л—2* • • ■ ’
К, = а0 4- а Ь0 булади. Бу натижани куйидаги жадвал кури­
нишида ёзамиз.
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ап ап- 1 ап—2 ао

а Ьп-\ = ап Ьп -  2 —
^л-3 =

=  ап- 2 + К  = ао +
= ап-\ +
+  а

+  а Ь п-2

Бу схема Горнер схемаси дейилади.
109-теорем  а. Агар бутун коэффициентли (1) тенг­

лама — , (р, q) — 1, рационал илдизга эга булса, у хрлда 
Я

р озод уаднинг булувчиси, q бош хад коэффициенти аа 
нинг булувчиси булади.

И сбо ти . Теореманинг шаргига кура— , (р, q) = 1,
<7

(1) нинг илдизи булгани учун

a° [ 'v ) n + a i { Pi )  1 + --' + a "-' ‘ 7  + Оп = 0 (3)
булиб, бундан

а0рп + a ^ q  + . . . + ап_ х pqn~l +  anqn = 0 (3') 
^осил булади. Бу (3') дан

а„Яп = Р {— а0рп~1 — a y ~ 2q — агрп~^г —
- . . . - а п_ хГ ' )  <4>

лосил булиб, бундан ап нинг р га булиниши куриниб ту* 
рибди. Худди шунга ухшаш, (3') дан а0 нинг q га булини- 
шини курсатиш мумкин. Шу билан теорема исбот килинди.

96-таъриф . Ушбу
aoX2n+l + alX2n + . . . + алхл+| + Х а /  + xn_l + | 

+ . . . + а 0Х2л+1 = 0. (5)

а0хп + alXn~l + агхп~2 + . . . + ajX +  а0 = 0 (6)

куринишидаги тенгламалар цайтма тенгламалар дейи­
лади .

М исол. 2 х5 +  3 х4 — 2х3 — 6 хг + 81 х + 486 = 0 
(Х = 3); 4 хв + 5 — 3 х4 -f 11 г» + 6хг + 20 х — 32 = 0 
(^ = — 2) га л4 -f- 5 х3 + 2 х2 + 5 х +  1 = 0 (А. = 1) ^айтма 
тенгламалардир.



110-те о рем а. Тщ  даражали кайгпма тенглама 
х = — А, илдизга эга булади.

И сботи . Теореманинг шартига кура (5) ни оламиз ва 
уни куйидагича алмаштирамиз:

ао (х2п+1 +  Я2п+') +  аух(х2п~[ +  Я2" " 1) +  . .  . +
+ апхп (х +  Я) = 0. (7)

Натижада х = — Я ни алмаштирсак, у холда (7) нинг чап 
томони нолга тенг булади. Шу билан теорема исбот ки­
линди.

111-теорема. Даражаси 2п булган кайтма тенглама 
С сонлар майдонида у — х +  — алмаштириш оркали п-
даражали тенгламага келтирилиб, п та квадрат тенгла­
ма хосил булади.

И сботи . Теореманинг шартига кура
аох + aix п ' + . . . +  й^с1 + X йп_ ххп 1 + Х2ап_2хп~2 +  

+ . . . +  Япа0 = 0 (8)
тенгламани хпф0 га буламиз, натижада а0хп-\гаххп~1 . ..+

■ + а„_[Х +  ап + !l  + . . . +  Ql + а0 —  = 0 хосил
х ХП ХП

булади. Сунгра, гурухлашдаы сунг

а° К + Ь ) + fli ( * n_1+ V *  ) +  ‘ ' ‘ +  = °
тенгламада у = х Н— 1 белгилашни киритамиз. Бу ерда
т Хтх + т  £ N  йигинди у г а нисбатан fm{y) ни хосил ки-

дищи маълумдир. Энди т  га нисбатан математик индукция
А,усулини татбик киламиз: т  — 1 булсин, у холда у = х Л---

Я2булиб, талаб бажарилади. т  — 2 булганда х2 4— - =
. . .

= У2 — 2/. булади. т  = k + 1 булганда х -j— :—  =>xk+\
= fk+l (у) булсин деб, т  = k +  2 учун ‘курсатамиз. 

жанидан
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+ = y lw W - b f> (y )  = lw W  I
з̂ осил булиб, у у га нисбатан п- даражали тенглама 
булади. Бу тенглама С да л та ечимга эга эканлиги-
дан уни уи у2> . . . уп орцали ифодаласак, у̂  = * +  — ; j

X X yn — x-i---; . . .  ; у = х ~\—  квадрат тенгламаларни хо­де X
сил ^иламиз. Бу тенгламаларнинг ечимлари (8) нинг ечим- 
ларидан иборат булади. Шу билан теорема исботланди.

М исол. х7 — 2хв+3х5—х4—xs+3x2— 2 х + 1 = 0  (9) 
тенгламани ечинг.

Ечи ш . 110- теоремага асосан (9) о  (х -f 1)(хв — Зх5 + ( 
+ бх4 — 7 л3 +  6 х2 — 3 х+ 1) = 0 булиб, бундан х + 2
+ 1= 0  ёки (х3 + - у )-  3 (х2 -+— j + б(х  -f — j — 7 = 0 

ларни з̂ осил ^иламнз. у - х-\---белгиланишига кураX
х2 + -̂~ = у2 — 2, х3 + “ V  = у3 — 3 У эканлиги у3 — 3 у2 +X2 X3
+ 3 у — 1 = 0 ёки (у — 1 )3 = 0 тенгламани беради. Бун-

1
дан х +  — = 1 га кура хх = — 1, хг — х3 = х4 =

1 , .V T  1 .у Т— — -j- i ~2~ , х5 = хв = х7 = ~2 — 1 ~2~ натижаларни ола-

миз. Демак, С да ечим j — 1; -у ± i булади.
Энди

хп = Ь (10)
куринишидаги икки з̂ адли тенгламани ечишни куриб чикай- 
лик. Бунда ушбу доллар булиши мумкин:

l )n  = 2m— 1 булсин, у х,олда у = х2пг~1 функция!) 
х £ ( — оо ; оо ) да монотон усувчи булганлиги учун] 
х~т~\ — Ь тенгламанинг ечими: а) агар Ь >  0 булса,

2т—1 г —
X = у  b ;

б) агар Ь — 0 булса, х = 0;
в) агар b < 0 булса, х = — 2п~У  b булади.
г) п = 2 т  булсин, у о̂лда у = х т функция Л= (0; +оо) 

да цатъий} монотон усади, В  = (— оо; 0] да катъий! 
монотон камаяди. Шунинг учун x2m = b тенгламани А да
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ва В да алокида ечамиз. А орал и еда: агар & > О булса,
V b i Ь = 0 булса, х — 0; Ь< 0 булса, ечимга эга 

эмас. В  ораликда эса: b > 0 булса, х2 = —2уАгГ; 6 < 0 бул­
са, ечим йук. Демак, х" ~  b тенглама учун:

ъ> 0 6=0 Ь<0

х-т ~ { =  Ь
2т —\г— 

хх =  у  Ь

оинX 2т_1/Т Г  х, =  -  i / б

*3° II O'

г — 2т /Г "%  — у  Ь ,
х — —  2т ГГ  у  о

я =  0 ечим

хп = 1 куринишдаги тенгламани С да ечиш учун соннинг 
тригонометрик шаклидан фойдаланамиз, яъни 1 = cos 2 £ л +
+ i sin 2 k л дан xk = 1/ cos 2 /г л + i sin 2 /г л = cos +Л

. • 2£я „  2я , -f I s in---  топилади. Бундан е0 = 1; е, = c o s --- h

. . . k — 0, (п — 1) ; ел_, = cos2-(-~ 1).я ++ i sin

-h i sin

n 
2 л

»n
2 (n — 1) л; JCj = e0; x2 = 8̂  . . .  xn *n-1- 

nБу маълумотларга таянган з̂ олда ах2п + ьха +  с = 0; 
аф  0, тенгламани ечиш мумкин.

Ха^икий сонли майдонда берилган Р(х) купхад учун 
Р (х) >0; Р  (х) > 0 куринишдаги з̂ амда Р  (х) ва Q (х) лар
учун Р(*) 

Q М
> 0 о  Р(х) Q(x) >0 куринишдаги тенгсизликлар

берилган булсин. Бундай куринишдаги тенгсизликларни ечиш 
учун Р(х) ёки Q (х) ни купайтувчиларга ажратамиз, яъни 
Р (х) учун

Р(х) = а {х — x^®1 (х — х2)а' . . . (х — хк)ак (х2 + рхх +
+ ?i)P‘ • • • (х2 +  Pmx + qm)pm

Уринли булсин. Бу ерда х2 + р.х +  q., i = 1, т ;
V  х £ R : х" +  р,.х + <7(. > 0, i = 1, т  булса, у зрлда,
Р (х) > 0 о  а (х — х,)а‘ (х — х2)“ * . . . (х — х*)а* > 0 (1)
булади.
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Фараз килайлик, Р  (х) купхаднинг хакикий илдизлапи 
Xj<  х2< . <хк тартибда жойлашган булсин. У 
Р(х ) нинг ишораси (— » ; х,); (Х{, х2); . . . ; (хк, -f <») Лар_
нннг хар бирида купайтувчиларнинг ва а нинг ишораснга 
караб аник,ланади. Хусусий холда = a 2 = . . . = j
булганда (1) ни ^аноатлантирадиган оралиции куйидаги жад- 
валда куриш мумкин:

(- « ;  *,) (-*i: ■*.) <*«: *.)

X — Хх — + +

X —  х2 — — +

1 . . .  | . . .
х - х к — — —

а >  0, 
k = 2 п + — -i-

а > 0 , 
k = 2 п +  1 — + —

а. а с  0 
к = 2п — + — . . .

а с  0 
А =  2 л --1 + — +

Юкори даражали тенгсизликларни бу ечиш усули интервал- 
лар усули деб аталиб, натижани тез ани^лаш учун хулай- 
дир.

Мисол ва масалалар ечиш

1-ми]с о л. 1. х3 — 2х2 — х +  2 > 0  тенгсизликни ечинг.
Ечи ш . Р  (х) = х3 — 2 х2 — х + 2 > 0 о  (х + 1 (* "

— !)(■* — 2)> 0. Р  (х) = 0 буладиган кийматлар туплам# 
{— 1; 1; 2}. Энди Р(х) нинг ишорасини мос орали^ларД3 
аник,лаймиз:



( _ « ;  —1) (-1: 1) (1: 2) (2; Ч-®)

* + » — + + +

j r - i — — + +

х — 2 — — — +

Р(х) — + — +

Прмак берилган тенгсизликни ^аноатлантирадиган циймат- 
лар туплами: А = (— 1;̂  1) U (2; °°).

х __4 х -__2
2-мисол. 1 Н------> ---- - тенгсизликни ечинг.

х — 3 х — 1 
, . х — 4 х — 2 . Ечиш . 1 Н-----г > --- - » 1 х — 4 х — 2 > О О

х — 3 х — 1 х — 3 х — 1
О >0 » (х  — 1)(JC — 3)(х2 — 4х + 1) >0;

(х —  1) (х 3)
(х — 1) (х — 3) (х2 — 4 х + 1) =• 0 буладиган кийматлар:

х, = 2 — V 3; х2 = 1; х3 — 3; х4 = 2 +  /  3".
Р  (г)Энди —— нинг ишорасини аниклаймиз:
Q(*)

( оо • (A-,: Xt ) (*«: х ,) (х,: х ,) (X,: )

X  — J f j — + + + +

X —  Х г — — +. + +

-< — *3 — — — .+ +

х х\ — — — — +

Р(х)
Q W

+ — + — +

Де«ак, —---1Д т ! _ >0 ни каноатлантирадиган кийматлар
тУплами: ^

А ~  (— =о; 2 — /3)11(1; 3)U (2 + 1 3; +  «»).
3-мисол. Ушбу тенгламани ечинг:

х* + 2х2 + 5х2+ 4х,— 12 = 0.
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Ечиш . Би р и н чи  усул . Бу тенгламада ол= 1 Ва Q
— — 12 булганн учун а0 нинг ± 1, ±2, ±3, - Г* 
±6, ±12 булувчиларини ёзиб оламиз, сунгра Горнер  ̂
маси буйича тенгламанинг илдизлари тупламини аник г ”'
миз:

1 1 2 5 4 — 12
1 1 3 8 12 0

—2 1 1 6 0

Демак, тенгламанинг илдизлар туплами В  да {1; 
Сунгра •2 ;.

х4 +  2х3 + 5х2 + 4х— 12 = (а: — 1) (х+2) (х2 + х + 6) = 0. 

Бундан
х2 + х + 6 = О 
х — 1 = 0 

Lx + 2 = 0 X = 1 
х = — 2.

Демак, тенгламанинг илдизлар туплами С да
1 ± i  V 23(l ;  - 2 ; )•

И кки н чи  у су л  (купайтувчиларга ажратиш усули):
х1 4- 2 х3 +  5 х2 + 4 х — 12 = (г* +  2 х3) +

+ (5*2+ 10х) — (6x4- 12) = (х 4- 2) (х3 4- 5 х — 6) =
= (х — 1) (х + 2 (х2 + х 4- 6) = 0.

Бундан, тенгламанинг илдизлар туплами 2; 1;
У чи н чи  у сул  (номаълум коэффициентларни кирнтиш 

усули): берилган тенгламани х4 4-2х3 4 -5 х24-4х  — 12 = 
= (х2 — ах 4- Ь) (х2 4- сх 4- d) куринишида ёзиб олиб, кавс- 
ларни очиб чи^амиз, сунгра купхаднинг куп.̂ адга тенглик 
шартини .̂ исобга олган о̂лда а = 1, Ь = 2, с = 1, d = 6 ни 
аниклаймиз.

4-мисол. (х2 4- х 4- I)2— Зх2 — З х — 1= 0 тенглама­
ни янги узгарувчи киритиш усули билан ечинг.

Ечи ш . (х2 4- х 4- I)2 — 3 х2 — 3 х — 1 = 0 •» (х2 + х +
4- I)2 — 3 (х2 4- х 4- 1) + 2 = 0 о  } f  +°1 °

fx2 4- х 4-1 -  i[t=\, 
tf = х2 х 4- 1 V t = 2,

/ = х2 4- xAr 1 «■
x2 - fx —  1 = 2
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l; 1 ± У' 5

19 — х /  19 — х\
5- м и с о л. х ■ — —  х ---- -1 = 84 тенгламани систе-х "Г 1 \ X -f I /

Тенгламанинг илдизлар туплами: |о; ----j-

мага
х +  1 ,

келтириш усули билан ечинг.

Е ч и ш .  х • -—j- y 'i = 84 о
х +  1

ХУ (х + у) = 84, 
19 — х 

У — х + 1

х + 1ф 0  
uv = 84, и = ху, 
и + v = 19, v = х+ у,

19 — х

ХУ (х + у) = 84, 
ху 4- (х -}- у) = 19, 

19 — *У = х + 1 ф  О

У = ■, х -j- 1Ф  О

х+1
и = 7Л у = 12, 
и = ху, V = X + у, 

19 —  X
Х + 1  

U= 12 Л ч = 7,
U=JCt/, о = дс +  t/,

У=  * + 1 ф  Ох + 1

У = ; х + 1фО

х + у 12, 
ху = 7,

19^х V 
У х+ 1 J 
х + 1 Ф  О

х + У = 7,
ХУ = 12,

_  19 — х ои ' ;—г- >X + 1
* -Ь 1 Ф  О

х = 6 — /2 9  
L * - 6  + /2 9 .

Демак, берилган тенгламанинг ечимлари туплами:
{3; 4; 6 - / 2 9 ; 6 + /29}.о

■мисол. К,уйидаги параметрли тенгламани ечинг:
у +  а . х +  Ь

Ечиш
х — Ь

х — Ь
х + b 
х — а

х — Ь 

= 2 »

=  2.
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(х2 — а2 + л2 — Ь2 = 2{х — а) (х — Ь), 
[х ф а , хф Ь

о  [2 (а+Ь) х = (а+Ь)2, 0  
\х Ф  а, х Ф  Ь

а + Ъф О,
а +  Ь

х  ~  2 ’ V

а +  Ь = О, 
О • х = О, 
х ф а , 
х ф Ь

х ф а , 
хф Ь 

а 4- Ьф  О, 
х = (а + Ь):2, у  
(а +  Ь ): 2 Ф  а 
(а +  Ь ):2 ф Ь

а = —Ь, 
О ■ х = О, 
хф  а, 
хф  b

IЬф  ± а, (Ь = — а,
о _  а+ Ь V !х ф  ± а,

2 0-л =  0.

Ж аво б . 1) Агар Ьф  — а ва Ь ф а  булса.
2) агар Ь Ф — а ва Ь = а булса, 0 ;
3) агар Ь = — а булса, R  — а; а}.

Мустакил ечиш учун мисол ва масалалар
Тенгламаларни ечинг,

1. Xs— Зх — 2= 0.
2. х3— 19л — 30 = 0.
3. 2л-3 — х2 — 1 =0.
4. л3 + л — 2 = 0.
5. л3 + 4л2 +  6л+ 4 = 0.
6. 6л:4 — 13л:3 — 27л2 +  40л — 12 = 0.
7. 9л2 + 4л3 = 1 + 12л4.
8. л4 +  л3+ л2+ л  + 1 =0.
9. л5 + л3 + л = 0.
10. л5 — 6л4 + 9л3 — 6л2 + 8л = 0.
11. 2л4 +  Зл3 — 4л2 + Зл + .2 = 0.
12. л4 + 5 г3 + 2л2 + 5х + 1 =0.
13. л8 + 4л6 — Юл4 4- 4л* + 1 = 0 .
14. л6 + Зл5 + 6л4 + 7х3 + 6л2 +  Зл + 1 -  0.
15. (л3 + л2 + I)2 + (л3- л 2 + I)2 = 2л4.
Тенгсизликларни ечинг.
16. 2л2 — л + 3> 0.
17. 4л2 + 2л + 5 < 0.
18. (т  — 1) л2 — 2 (т  + 1) х +  т  — 3 > 0.

г п
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19. — — 2х — - + т +  1 > 0.т т

22. л:2 + 2х +  1 > ------.
а а2

Параметрларнинг кандай кийматларида куйидаги тенгсиз- 
ликларнинг ечими R  туплам булади?

23. ах2 + (а — 1) х — 2 < 0.
24. (Ь2- 1 ) х- + 2 {Ь— 1)х.+ 1 <0.
25. (т  — 2) хг — rtix — 1 < 0.
26. т  нинг кандай кий мат лари тупламида — 2 <х <1 

тенгсизлик тх 2— 2 (т  +  3) х + m < 0 нинг ечими булади?

27. (х + 2) (х — 1) (х — 3) > 0.
28. (х +  3)(x + 2)(x — 1)(х — 3)> 0.
29. 5 (х +  3) (х — 2)(х — 3)<  0.
30. (х + 3) (х + 2) (х + I)2 (х— 2) (х2 +  Зх +  5) > 0.
31. (х — 7)(х + 3)8(* — 2) х6 (х +  5)3 > 0.
32. (х -  2)3 (х +  I)2 (х + З)4 (х -  4)5 (х -  8) > 0.
33. (х -  1) (х2 — 1) (х3 — 1) (х4 — 1) < 0.
34. (х + 2) (х -  I)2 (х — 2) (х2 + Зх + 5) < 0.
35. (х3 — 2х2 — 5х + 6) (х2 — х+  1) > 0.
36. х3 + 5х2 + Зх — 9 > 0.
37. х4 — 6х3+ 10х2 — 6х<0.
38. х4 — 3х2 + 3х2 — Зх + 2< 0.
39.

40.

(х-  1) (дг_2 ) j
( х - З )  (х— 4) 

х* — 3  ̂ „ *3+ 1
45 ( г  -  1) <  0

41.
.г2 — 7х+  10

42.

43.
*2 — 2х + 3

4 g (* + ! ) ( *  +  2) (х +  3) ^  q 
’ (2дс-1) (* +  4 ) (3 - J t )
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97-таъриф . Агар f(x, у, . , . , г, а, Ь.......... с) ва
ср (х, у, . . . , г, а, Ь.......... с) иррационал функциялар
булса, у холда
f (х, у, . . . , г, а, Ь.......... с) =
= ф (х, у, . . . ,  z, а, Ь.......... с) (fm  ф)
тенглама (тенгсизлик) иррационал тенглама (тенгсизлик) 
дейилади.

М исол .  У2х — 3 = л: — V, V х + 1 + У х  = f/'jc2 — f  
лар иррационал тенгламалар, У х  — 1 > х — 3;
~\Ух2 — 2х—5 < х+ 6 иррационал тенгсизликлардир.

112-теорема .  Комплекс сонлар майдонида иррацио­
нал тенгламалар нинг ечими рационал тенгламалар сис- 
темасининг ечимига тенг кучлидир.

И сботи .  Ха^ц^атан хам, агар

4-§. ИРРАЦИОНАЛ ТЕНГЛАМА ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАР

/ (х, У .......... 2, //? (х, У ........... 2) = О

тенглама С да ^аралаётган булса, у ^олда

(2)

f i x ,  У .......... 2, y 'R  (х, у, . . .  , 2) = О о

(/ [х,у, . . .  , 2, и) = О, 
°  ыл — ft (х, у, . . . .  г) (3)

булади. Бундан куриниб турибдики, (2) нинг .\ар кандай 
ечими С да (3) нинг ^ам ечими булади ва, аксинча, (3) нинг 
ечими (2) нинг >̂ам ечими булади.

Иррационал тенгламаларни ечишни куп ^олларда сонли 
майдонда амалга оширишга ^аракат цилинали. Шу боисдан, 
аввал уни цайси турга мансуб ва кандай услуб билан ечиш 
мумкин эканлигини ании,лаш мухимдир. Масалани бир но 
маълумга нисбатан э̂ ал ^илинса, уни п та номаълумли 
ламалар учун ^чм цуллаш мумкин. JH

I. Д а р а ж а г а  к у т а р и ш  у с у л и  билан ечилад 
ган те н глам ал ар .

2 *y f  (х, а Ь, . . . , с) = ф (х,а, Ь,
(/ (х, а, Ь, . . .  
ф (х, а, Ь, . . , 
if (х, а, Ь, . . .

с) = [ф (х, а, Ь, 
, с )>  О,
, с) > 0.

с) <» 
c)f ,
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р ииш ■ У % х + 3 + У^х + 1  =  у \ 2 Х +  13 о  
/о V2х + 3 {Ьх + 1) = Ьх +  9 А  2х +3 >  О А 5* +1 > 0 л 

д 12* + 13 > 0) о  (4 (2х + 3) (5 jj +  1) „  25хг + 90* + 81 А
— f  Л * > - Т Л ж > ~ 5 | ) o ( l 5 ^ - 2 2 x - 6 9  = 

~ол*  > °  ^  23) —- о л * > -- -- .

Демак, ечим А = {*1* = 3} булади.
Иррационал тенгламаларни ечишда хар доим хам аник- 

ланиш со а̂сини олдиндан топиб олиш шарт эмас, аввал 
тенгламани ечиб, сунгра топилган ечимларни текшириш ва 
хакикий ечимларни ажратиш мацс^дга мувофиадир.

Мисол.  у 2х + 1 +  V  6* + I  =  ~^2х — 1 тенгламани 
ечинг.

Ечиш . Тенгламанинг иккала Томонини кубга кутарамиз:
2х + 1 +  ЗУ(2х+ I ) 2 (6 х  +  1 ) +  3  У(2х- 1 ) ( 6 *  +  1)2 -4- 

+  6х + 1 =  2.v —  1
Энди ухшаш а̂дларни ихчамлаб, соддалаштирсак,

3 Щ х  -г 1) (6x~+~i) ( t 2 x  +  1 +  1 ^ 6 7 + 1 ) =  -  е>х -  3 ёки 
~ty(2x + 1) (6х +  1) (2л- — 1) = — 2 * —  j ) бундан {2х -f 1) х 
Х(6х+1) (2лг 1)= (2х+1) булиб, хх = —0,5; х93 = 0 ни 
топамиз. Бу топилган натижаларни тенгламадаги лГ нинг ур- 
нига куйсак, фа^ат * = — 0,5 ечим уни туррн тенгликка 
айлантиради. Демак, ечим А = {х [х = — 0,5} булади.

II. Янги 5 'згарувчи к и р и т и ш  у с у л и  билан 
ечиладиган тен глам алар .  Масалан. / (х, у~  <р (дг)) = 0
тенгламани унга эквивалент булган ушбу системага куйи­
даги ча келтириш мумкин:
f (*. У Ф (х) ) = 0 о  [/ [х, и) = 0 Л ып = ф (х)] о
» {[/ Ц  и) = 0Аи-к+] = Ф (*) Л л =  2£ + 1) Л (/ (х, и) —
- о Л и2к=  ф (х) Л ф (х) > 0 Л П =  2k)]\k g дг}.

!• мисол. У  Зх — 2 +  V ^ x + 2 ^ q  тенгламани ечинг. 
Ечиш .  УЗх — 2 + У х  +  2 = а ^ ( У З у ^ 8  = а—уА

М и с « л .  V2xT3+V$x+ 1 e  V\2x +  13 тенгламани



о
О < у < а, а > 0, | 2

2 0 10 < у < а, а> О,

[2уг +  2ау — 8 — а2 = О, j 1 (— а —  / З а 2 4- 16),

у = J  (~ а  +  УЗа>+16),
О < у < а, а > О,
* > у»  У= У х  +  2,
За2 +  16 > О

х=-у1 — 2, у > О,

|х> —. За2 + 16 > 0,3
у  = У х  + 2
у = 1  (— а + У  За2 4-16),

IX > j ,  У
|за2 +  16 > 0

: х  4~ 2,

°  |а > 2* Т ,  х >  — -»3 3

х = 1 (2а2 + 4 — а У  За2 +  16),

2/6

Жавоб. 1) а <  0 булганда х£ 0 ;

2) 0 < а < _ 2  булгандт х 6 0 ;3
3) а  > 2^ 6 булганда Л = {х|х = — (2а2 + 4 —3 ___ ^

—  а У  За2 +  16)}.
2- м и с о л . х2 4- 3 — У"2х2 — Зх 4- 2 = 1,5 (х 4- 4) тенг­

ламани ечинг. ____________  ]'
Е ч и ш .  х2 4- 3 — У2х2 — Зх 4- 2 = 1,5 (х 4- 4) о  2х2 4~

+ в -  2 У  *  -  Зх + 2 = 3 , +  . 2 •

— Зх 4- 2 “
2х2 — Зх 4- 2 > О

Л = {- 2 ; 3,5}

УГу 1. Т  ~ ЪХ+ 0  |/2 х 2 -  Зх 4- 2 = 4, 
У - - 2

( Гх = 3,5
U  — — 2,
2х2 — Зх 4- 2 > О

булади.
Бу усулни бир оз кучайтириб, иррационал тенгламаларни 

рационал тенгламалар системасига келтириб ечиш мумкин.
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М исол .  1^9 — x-f-T^7 4-x=4 тенгламани ечинг.
|>9 — л: = и.

Е ч и ш . 1^9 — * + 1^7 4- х = 4 о  j -^7 4- х = и, о
и 4- v = 4

и3 4- о3 = 16,
«’+  о = 4,

(и -fo = 4, 
ио = 4,

и = / 9 — х, 
о = ^ 7  + х

и = -у 9 — х, 
У = 1^7 4-х,

и ~  о=-2 = 
= f 9 ^ “ t o

о  X = 1.

Демак, ечим х = 1 булади.
I I I .  М о д у л ь  р т н а ш г а н  те н гл а м а га  келти- 

риб ечиладиган  тен гла м а л а р .
М и*с о л . К,уйидаги тенгламани ечинг:

1 5 4-х — 4]/х 4- 1 + V 104-х — б / х  + 1=1.

Е ч и ш .  \ 5 4-х — 4 /х  4-1 + V  104- х—6|/x-fl =

. \V (.y-  2 )* 4 - K (F r 3j5:= 1, .. (lj/-2]+ lj/-3|= lt 0  
“  1 <*\y = V x +  1, х +  1>0 l y = V * 4 - I , x + l> 0

[О < 2 ,  
о  !у — 2 4- у — 3 = — 1, V

у  = V х 4- 1 > О 
У >  3,
у—24-У—3=1, о
у'-

2 < у < 3,
у — 2 - у 4 - 3 =  1, F 
у2 = х 4- 1 > О

(2<у <3,1<х<3, , ...
- А т » — *,«1,/— m _ o
=х 4- 1 >0 [з<х<8 (у2=х+1>0.

(У > 3, х>8, 
V г/ = 3,

Ж а в о б .  — К  х < 3 оралик;да Л = (х!х = 3}; 3 < х ̂  8 
оралицда х£Я; х > 8  ораликда х£0 .

IV. Иррационал тенгламаларни ечишда куйидаги JI.Эй­
лер алмаштиришлари: ____________

1. Агар а > 0 булса, V ах г + Ьх + с — | г 4- х /а );
2. Агар с > 0 булса, Vах* 4- Ьх + с = \хг 4- Y c I " 

билан бирга х = sin/, х= tg/ тригонометрии алмаштириш- 
ларни ^ам цуллаш мак,садга мувофиедир.

М исол .  / 1  — х2 4- х — а тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  Y \ — x24-x = a « ( ] / l  — х2=а—хА|х|<1)о
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|x = sifrft — f- x = sinf,—
о  j 1 г <=> 2

(sin* 4-cos* = a |sinf/ +  - ^ « i “
\ 4 / j r y

1. Агар [a| > / 2  булса, тенглама ечимга эга эмас.
2. Агар — У  2 < а < / 2  булса, у х,олда: а) — Л ^

С t < — булгани учун — — ^  t + — < — булиб, — К ?2 3 4 4 4 ~2~ ^
< sin (* + < 1 булади. Бундан — ^  1 бу­
либ, — 1 < а ^ / 2  булади. Демак, — ]/2 < a<  — 1 да
тенглама ечимга эга эмас. Агар — — <* + — < — ёки

4 4 4
---Л= < sin (t +  - )̂ < булса, — 1 ^  а < 1 булиб,

тенглама t 4- — = arc sin —7-=, t — arc sin — =■ — — ёки
4 V 2  V 2 4

, , 1 /  . C L  Jt \  f l 1 1  / "  ч (Ax = sin t = sin I arc sin —-=--- = —rn • — 1/ 1—1\ у 2 a ) V 2 f 2 V 2
К

_  a — К  2 — a2 ечимга эга булади;
л . л Зл ..б) агар — < * -I—  < — еки 
4 4 4

ёки 1 < а < / 2  булса, у ^олда тенглама:
1) / +  — = arc sin — ёки а = а.— — — ечимга;

4 У  2 2 ________
2) 14 -- = л — arcsin ёки х = п ' ] '2 ечимга

4 / 2  2
эга булади.

Демак, берилган тенгламанинг ечими jа — * 2 ~~ — 3
Иррационал тенгламаларни ечишда айрим с у н ъ и и а  

м а ш т и р и ш л а р хам кулланилади.
М и с о л . \г2хг 4- За- 4- 5 +  V2х- -  За 4- 5 = Зх тенг­

ламани ечинг. , 1П;: 
Е ч и ш .  Тенгламанинг хар иккала 

] 2х2 -4- За 4- 5 — У  2х2 — За 4- 5 га купайтирамиз, 
жада тенгликнинг чап томони 6а ни, унг 
За ( V 2а2 +  За 4- 5 — У  2а2 — За + 5) ни беради. Д еМЗ '
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прилган тенглама х (У 2х* + Зх +  5 —У2хг — Зх+ 5-2=0 
ру'ринишни олади. Бундан хг = 0 ва У2хг + 3,v -- 5 — 
__ У 2 ? — Зх + 5 = 2 ни >;осил циламиз. Сунгра 
)/2хг + Зх + 5 + У  2х2 — Зх + 5 = Зх ва У  2х2+ Зх+5— 
__ \/2х2 — Зх + 5 = 2 ни хадлаб цушсак, у холда 
2У 2Р  -j- Зх + 5 = Зх + 2 ёки 8х2 + 12х + 20 = 9х2-f 
.ir l2x + 4, ёки х2 -  16 хосил булиб, бундан х2 = 4, х3 = 
^ 4 булади. Топилган ечимларни тенгламадаги х нинг 
урнига куйилса, текшириш натижасида ечим {4} экаии ке­
либ чикади.

Иррационал тенгсизликларни ечиш иррационал тенглама­
ларни ечишдан кисман фарц цилади:

I. Д араж ага  кутариб  еч и лади ган тенгсиз ­
лик л а р :________________

а) у / (х, а, Ь, . . .  , с) < ф (х, а, Ь, с) тенгсизлик
f (х, а, Ь..........с) < [ф (х, а, Ь............c)]2ft, k£N.t
f (х, а, Ъ..........с) > 0, ф (х, а, Ь, . . . , с) > 0

рационал тенгсизликлар системзсига эквивалентдир;
б) ф (х, а, Ь, . . .  , с) < f (х, а, Ь, . . . , с) ёки

—у  ф (х, а, . . . , с) / (х, а, . . .  , с) куринпшдаги тенг­
сизликлар мос равишда ф (х , а, Ь, . . . , с) < [f (х, а, b,
• - . , с)]' ' 1 ёки ф (х, а, . . .  , с) > [/ (х, а, . 
тенгсизликларга эквивалент булади.

1 - м и с о л . У х  + 3 < х — 3 тенгсизликни ечинг.

.. c ) f +l,k£N

Ечиш .  У х  + 3< х'—  3 о |
\х> — 3, <х >3,
*>3, «- Гх< Ю
х~ ~  7х -f 6 > 0 Ux >6

х + 3 > 0, х — 3 >0, 
х + 3 < х2 — 6х + 9 о

х > 3, 
л: >6 А — {х|х >6}.

Демак, ечим (6; + оо) булади.
2- м и с о л . У х  — 5 +  У  2х + 1 > У  Зх — 4 те н геи зли к-

ни ечинг.
Ечиш.

+ У2х + 1 > V Зх  —4 °  (2 У (а  — 5) (2х + 1)>0д 
л А "  5 > 0д2х+ 1 > 0 д За: — 4> 0) о  [(х — 5) (2х+1)>0 А 
Л * is 5 а  х >  — 0,5 а  а: > —| о [ (х  — 5) (2х + 1) > 0 А

5 ]о х >  5.
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Демак, берилган тенгсизликни цаноатлантирадиган кий.Я 
матлар туплами: Д = {х \х > 5}.

3-мисол. V  х + а — у  _£ !_  < У  х+2а тенгсизлик.
ни ечинг. _____

Е ч и ш .  У  х + а — | /  < V  х+  2а » ( а  + а >  Од

д  х 4- 2а > 0 д л- 4- а — |а| < У  U  +  2а) (л: 4- а) 0  Ка < 0 д 
А х > — а д  Jf > — 2а_д .г 4- 2а < V (х  +  2а) (х + a)V
V  (а = Ода > О А х < V x2) V (а >  О А — а < а д а > — 2а д 

Д а < У  (а + 2а) (а4-а ) ) ] ° [ (а  < 0 д а  > — 2а д а  (А4-2а)<
<О)У (а  = О Д А > О Л А < А ) У ( а > 0 Л А > — а д А < 0 )У
У ( а > 0 Д А > — а Д А > 0  да2 < хг 4- ЗаА+ 2а2)] <=> (а < о д
д а > — 2а) V (а > О д а > — — а).3
Демак, берилган тенгсизликни цаноатлантирадиган к̂ иймат- 
лар туплами:

а) агар а < 0 булса, у холда А = (— 2а; 4- оо);
б) агар а =-- 0 булса, у х,олда А = 0 ; 2
в) агар а > 0 булса, у з;олда А = (— — а; + оо).•j I
II. Рационал  си с те мала р дизюнъкциясига  

к е лтириб е чи л а д иган иррационал тенгсизлик  . 
у , f (а, а, Ь, . . .  , с) > ф (а, а, . . .  , с) тенгсизлик

(/ (а, а,Ь, . . . .  с) > О,
|ф (а, а, Ь, . . .  , с) < О 

|ф (а, а, Ь, . . . , с) > О,
I f (а, а, Ь, . . с) > [ф (а, а, . . .  , с)]2*, k £ N 

рационал тенгсизликлар системаларининг дизюнъкциясига
эквивалентдир. ____________

М исол .  У х 2 — За 4- 2 — а — 3>0 тенгсизликни ечинг-
Е ч и ш .  У х г — З а + 2 — а — 3 > 0 » / а 2 — Зх + 2>

> а + 3 »  (а2 — За 4- 2 > 0 Д а 4- 3 < 0) V (а2 — Зх + 2 >
> (а 4- З)2 д а 4- 3 > 0 ) «  ((а — 1) (а — 2) > О Д а < 3) • ■ |
V  (9а "4- 7 < 0 Д а > — 3) <=> [(а < — 3) V  (а >  — 3 Л *

7 7

т )
(А < •ЗУ — 3 < а < —

9 Л 9 *
Демак, берилган тенгсизликни каноатлантирадиган
лар туплами: Л = {а |х < — -̂|.
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jU , Р ац ионал  аралаш системага  келтири 
ч и т ад и г а н иррационал т е н г с и з л и к .

____ \f (х, У) > О,
f(x , у ' Ф ( х ) ) > 0 » ; У = Ф ( а ) ,  о  

n£N
If {х у )>  О,
[у2 = ф (х), Ф (* )> 0 ,  k£N V

[f(x , у) > О,
1^*+!=ф(л:),

аралаш системага эквивалентдир.
Мисол. а  — / 2  — а > 0  тенгсизликни ечинг.

Е ч и ш .  а - К 2 ^ > 0 о { £ 2- ^ '  2 - о 0 °

,2 — у2 — У > 0, [— 2 < у < 1 ,  , , _____
о  L  = У ~ Х , О  = /2— , о  ~  2 < 1/2 ^  

[а  <2 U < 2
2 — * < ! о 1 < а <2.[а < 2

Демак, тенгсизликни'каноатлантирадиган кийматлар туплами: 
Л = {х|1 < а <2}.

IV. М уло^ аза  юритиш ёрдамида еч]иладиган 
иррационал т е н г си зл и к л а р .

Мисол.  У х - 2  +  У Ъ - х > У ~ \ - У ь — а  тенг­сизликни ечинг.

’ ° 2  <  а  <3.

Аргументнинг 2 < х < 3 оралигида У х  — 2 4 - / 3  — а  > О 
булиб, 2 < а < 3 = ^ 1 < а  — 1 < 2; 3 <6 — х < 4 эканини 
кУриш мумкин. Бундан У*а — 1 — / 6  — а < 0  булиб, а  уз- 
ГаРУвчининг 2 < а  < 3 оралирида тенгсизлик уринли ̂ экани- 
"и курищ мумкин. Демак, тенгсизликнинг ечимлар туплами 

~ |2 < а < 3} булади.
Маълумки, иррационал тенглама ва тенгсизликларни 

^ишиинг геомгтрик усули х;ам кенг тарцалган булиб, у 
иларга мактаб математикасидан маълумдир.
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х —  2 s* 0, X >  2,
3 —  А >  0, а  3,
А —  1 >  0, ° А >  I,
6 —  А >  0 х < 6



Муставил ечиш учун мисол ва масалалар
Тенгламаларни ечинг:

4- V
5 . ]/

1. x — V x — \ = 7.
2. х2 + / х 2 + 20 = 22.
3 _ Д _  +  /*7+з = 2 

6- ( / ^ + ) / ^ ” 2'5'

ЛГ+ 3

АГ+ 1 + 2 у.- ± iX =3.

16*

7' у ъ У ^ - У ' ,
8. / х  — а = х2 + а.

= 0.

Куйидаги тенгламаларни даражага кутариш усули билан 
ечинг:

9. / х + 1 — / 9  — х = / 2 х — 12.
10. У х 2 + 9 — У х 2 — 7 = 2.
11. /1 0  — х2 + / т + Г = 5 .

+ у  2± р  = у  6.12 V 20-

13. / З х 2- 2 х  + 15 + / Зх- -  2х +  8 = 7.
14. У  Ах — 3 + / 5 7 + 1  = /  15х + 4.
15. / 7 Т 9  + / х 2 — 9 = / Г  + 5.
16. / 2х2 +  Зх +  5 + /2л-2 — Зх + 5 = х.
17. / ( х -  1)(х—Т) + / (х  — 3̂  (х — 4) = / 2 .
18. / х +  5 + / х + 3 = / 2х +  7.
19. / х  + а = а — / х  (а — параметр).
20. / а  — * + / &  — * = / а  +  &- 2х (а, Ь— параметр- 

лар)-

21. У  х — У  х — а = а (а

22. /  а ~

параметр).

/ х  +  а +  х (а — параметр).
23. У Зх + 5 — У х  — 2 = а (а — параметр)., , 
К,уйидаги тенгламаларни рационал системага ёки модуль- 

цагнашган тенгламага келтириш усули билан ечинг:
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24. У(х - 2 ) 2 +  У(х +  I)2 =  / ( х  +  2)2.
25. Ух* — 4х + 4 — / х 2 — 6х + 9 = / х 2 — 2х + 1.

26. У х  + 5 — 4 / X + 1 +  ]/х  +  2 — 2 /х  + 1 = 1

27. |/Л5 + х + 4 / х + 1 = 2 + |/х + 1.

28. / х  + 2 + 2 / 7 + 1  + / х  + 2 — 2 / 7 + 1 " = 2
29. / х 2 + 9 + / х 2 -  7 = 8.
30. /  1 0 - х 2 + / 7 + 3  = 5.
31. / 4 7 + 2  + / 4 7 ^ 2  = 4.
32. / 2  — Х + / 9  — х = 5.
33. у'х  + 8 — / х  — 8 = 2.
34. у А9 — / х  + 1 + |/"7 + / х + 1  = 4. 

Тенгсизликларни ечинг.
35. / (х  — 3) (2 — х) < 3 + 2х.
36. 3/6 + х — х2 + 2> 4х.
37. У2х2 + 5х — 6 > 2 — х.
38. (1 + х) / 7 Т Т > х 2 — 1.
39. (х — 2) / Т Т Т > х 2 + 2.
40. / 2 Т Г Т  + / 7 П  < 1.
41. / 2 7 П - / Г + " 8 > 3 .
42. / < Г 7 7 + / б х  — х2 >3.
43. / х 2 + Зх + 2 — / х 2 — х + Г<  1.
44. / 7 7 б  > / 7 П  + / 2 x ^ 5 .
45. / х +  2 -  у — 5 < / J7 7 x .
46. / 7 ^ 2  — / 7 ^ 3  > — / 7 ^ 5 .
47. / 7 х — 13 — / З х  — 19 > / 5 х -  27.

• У х  +  У х - У х - У х > \  У тф у-р48

49 (8 — дс) V 8  —  х +  (5 +  х) V 5 + х 7_  

(8 — х) YbT~x — (5 +  х) У0Г^~х 6 ’

1 V — 9х2 + 6х < Зх.



51. у /х2— х >  — х у
Куйидаги тенгсизликларни график усулда ечинг:

52. V x — \ > 2.
5 3. V x  + 2 > х 2.
54. V х  + 1 > У х  — 1.
55. — > V x .X

Куйидаги параметрли тенгсизликларни ечинг:
56. ]/2ТНгТ— < а.
57. У  а + х + Vo. — х > а.
58. V%x + т  > х.

5- §. КУРСАТКИЧЛИ ВА ЛОГАРИФМИК ТЕНГЛАМА 
ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАР

К у р с а т к и ч л и  ва логарифмик  ифода л ар. Кур­
саткичли ва логарифмик ифодалар х;амда улар устида бажа- 
риладиган амалларни урганиш математикада алохида ax,;i- 
миятга эгадир.

98- таъриф. у — а , а > О функция курсаткичли функ­
ция дейилади.

Маълумки, курсаткичли функциялар тупламига у=х\  
у ^ (х — \)2х куринишидаги функцияларни а̂м киритиш мум­
кин, лекин бу функциялар элементар функциялар эмас. Ьиз 
куйида фа^ат элементар функциялар хасида фикр юритамиз.

М исол .  / (х) = 2*; / (х) = 10*; / (х) = 3 
/ (х) = ^ у J  элементар курсаткичли функциялардир.

/ (х) — ах, а > 1 функция куйидаги хоссаларга эга.
1°. Узгариш. ссцаси Е  (/) = (0; + оо). .
2°. Аницланиш coqacu D (/) = R  ^акиций сонлар 

лами. „  х ^
3°. Функция рсувчидир: зоди^атан ^ам, ** *’ 'Лл.

< х2 => aXl < ах‘ => f (Xj) < / (х2) булади. Агар а ' = * ’ Щ  
са, у %олда хг = х2 булади.

Демак, aXl < ах'д а  > 1 => хх < х2 келиб чик,ади.
4 °. Агар х-+ +  оо булса, у %олда ах +  00 Ух ^  до
,\ацицатан х,ам, v  М £ Я  учун з  р £ Я  : X > Р ^  0 ||



булади. Фараз цилайлик, а = 1 + h, h > 0 булсин, у холда 
Бернулли тенгсизлигига асосан (1 +  h)n > I + nh булади.

п — р ни шундай танлаш мумкинки, ph> М бажарила- 
ди. Бундан х нинг шундай катта ^иймати х > р мавжудки, 
ах> М булади. Бундан х -*■ — оо булса, у .̂ олда а1-»-0 бу­
лади.

5°. f (.v) = а , а > 1 функция R  да узлуксиздир.
6е. Функциянинг графиги 47- чизмада келтирилган.
М и сол . / (х) = 2х ва f (х) = ( у ) функцияларнинг гра­

фикларини ясанг.
Е ч и ш . Бу функцияларнинг графикларини ясаш учун 

кнйматлар жадвалинч тузамиз ва графиклар чизамиз (48- 
чизма).

X —2 — 1 0 I 2

Г 1 1 1 2 4

___ _ 4 2

1 1 У* J 1
U  у 4 2 1

4 4

1 1мУсб ° Р е м а - а>0 ва а Ф  1 булган %ар цандай а ва 
Щд*т  В сон учун биргина шундай уациций а сон мав- 

и 1' а нинг а,- даражаси В  га тенг булади.
^  С б о т и . Аниклик учун а> 1  булсин. + оо =>

'>т0°  вэ х-*-— оо =*- ах-*- О ни эътиборга олиб, а нинг



бутун даражаларини куриб чиь;айлик . . .  а 2, а~\ <& вх 
а2, . . . Бу сонлар орасида шундай ар, ар~' сонлар мавжуд 
ки, cf < £ < a p+1 булади. Энди [р. р -j- 1] ни тенг Ю ^

1о г> р +^^-булакка булиб, а < В< а 10 шарт билан qx С0ННи 
танлаб оламиз. Сегментни тенг 10 булакка бу лишни чек 
сиз давом эттирсак, а п< a < a „  шартига буйсунувчи а~п̂  
< £ <  а“п тенгсизликни цаноатлантирувчи ками билан а-п 
вч ортири билан Qa« аникланган сонлар кетма-кетлиги хо­
сил булади. Агар lim a„ = lim an=a эканини эътибоогаП—>оо Л-*- да
олинса, у холда aa< В < а“ булиб, а“  = В, а= р, qtq2q 
Хосил булади. Шу билан теорема исботланди.

Курсаткичли ифодалар куйидаги хоссаларга эга:
1. Агарах,а у, x ,y£R, а >0 булса, а * а у=а?+« бдлади.
2. Агар ах, ау, x ,y£R, а >О булса, ах\ау=ах~у булади.
3. Агар ах, а > 0, x£R булса, 3y £ R  учун (ах)у — аху 

булади.
4. Y x£R, ах, Ьх, а >0, b >0 учун (ab)x=axbx бдлади.
99- т а ъ р и ф. Ь соннинг а асосга кдра логарифма деб,

b сонни >;осил цилиш. учун а сонни кдтариш керак бул­
ган даража кдрсаткичига айтилади ва цуйидагича бел­
гиланади-. х = \ogab, бунда a > 0, b > 0, а ф  1. 

Логарифмик ифодалар куйидаги хоссаларга эга:
1. 99- таърифга кдра al0Sa ь — b\ а > 0, b > 0, а, ЬФ 1.
2. Агар \ogaN = \ogak, a, N, k >0 бдлса, у о̂лда N=k 

бдлади
3. Агар х>0,  г/>0; a >0, а ф  1 бдлса, у холда 

logа {ху) = logajc + logay бдлади.
Исботи. Айтайлик, л: >0, у >0 булсин, у х0ЛДа х ~ 

~  а 1ог° * , у = alogfl у булади, бундан ху = а°*а * ~ bga У У̂" 
лади. Логарифмнинг таърифига кура х-у = alo?a ху булгани 
учун х ■ у = aloga (ху> = aIoga *+log<3 у дан log0 (х у) = log/+ 
+ l°ga У булади. Агар х < 0 ва у < 0 булса, loga(*< У) "  
= loga |х| + loga \у\ булади. ,

4. Агар х >0, у >0, а > 0, а ф  1 бдлса, у %°л
fog0 —  = logaX — logау бдлади.

5. Агар х>0,  у > 0, уф  1, k ,n£R бдлса, У <
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8. Агар a, b > 0, а, Ьф  1 бдлса, у цолда alo<!ab=b'°Sab. 
5у хоссалар ёрдамида курсаткичли ва логарифмик ифо- 

мларни айнан алмаштиришларга дойр мисоллар келтирамиз. 
logaKo2— 1 ■ lo g f- i/a3 — 1

1 - м и с о л. г ------------------- - - ифодани сод-
loga: {а2 —  I) • log -j3/- у  а3 — I

далаштиринг.
Ечнш. Берилган ифоданинг аникланиш сохаси:

с  log а )''а4 — 1 • log^-1  К а 2 -  11}. F  -  ------------- ----- ■ -■ =logfl. (а- — I) • log^, - у аг _  1
logo I _  1 l0g У * — I 1 

----- - —---- - = loga у а — 1 —— Ioga(a2— 1).
logo) а" — 1 ' 1о8а У а*— 1 2
Демак, F  = у  loga (а2 — 1).

2- мисол. Агар М г = ак' -Ьп', — сР'-Ь4' ва logjViAf =
= а берилган булса, М г — ак'Ь п\ \r2 = aPl ■ bq‘ сонларга 
кура logVi М 2 ни ^исобланг.

тг , logaM i b+ni-\og abЕчиш. log„ M i = —  -------------- - = a бу
N' logoA'i Pi+4i ■ Iogflb

учун Iog„ b = X десак, -1— lX- =- a булади, бундан:
Pi ~  4i x

x ~ —l—— =.-1. Бундан loga b — l булгани учун«1 — 'Zfh
logv M2=—2 a~"— = p >̂ осил булади.

P2 “4“ 2̂̂
3-мисол. log9856 = a булса, logT 14 ни ^исобланг.

Е " " ш- Ъ Ы » = T ^  = K
log. 1 4 I — log; 7 _ 1 ~b X _  _ я + 2

logs7 _  х a  — 3"
100- таъриф. Ушбу

f{x) = \ogax, а> 0 ,  а ф \
Функция логарифмик функция дейилади.

f(x )~ l0gax, а >0, аф \ функция цуйидаги хоссаларга эга:
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1°. Аникланиш

D % :

i % %
30 •  ̂= log « x - ^  

тон функция, агар a ^  
булса, усувчи\ 0 < a< 
булса, камаювчидир.

4°. Аргументнинг 
(0; + оо) оралигида у - 
= !ogax, a>0, аф\ функ- 
ция узлуксиздир.

5°. Графиги 49-чизмада 
келтирилган.

Курсаткичли ва лога- 
рифмик тенгламаларнинг 

бир неча хусусий холларини ва уларни ечиш усулларини 
келтирамиз.

I- = 1, а >0, аф  1 куринишдаги  тенглама­
лар. Бу тенгламани ечишда (а'(х) = 1, а >0, а ф  1 )<»/(*) = 
= 0 муносабагнинг уринлилигидан фойдаланилади

Мисол. 2*'~5х+б = 1 тенГламани ечинг.
Е ч и ш .  2*'~Sx + 6 = 1 о х 2 — 5л:+ 6 = 0 »

о  (л: — 2)(х — 3) = 0 о х = 2,
х = 3.

Га: —  2 =  0
" [х — 3 = 0 .

Демак, ечимлар туплами: А = [х/х = 2, х — 3}.
II. а  <х)= аЩх) кур и н и ш д аги  тенгламалар. Бу 

тенгламаларни ечишда (a!ix)— ap(Jr), а >  0, аф  1) о  (/(*) —
— ср (х) = 0) муносабатнинг уринлилигидан фойдаланилади.

7 Г  —“= у 9 тенгламани ечинг.
5

* 2 ----- х
М исол . 3 7

хг-- — х - --
Е ч и ш .  3 7 — У 9 о х *— 2- = 0«7х>-

7

7х + 2 — 0, 
0— 5 х - 2  = 0 o p _ + 2J  

= { х I х =  х = 1 j.

х = — 

х =  1.
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Ill a f̂X) = *̂ а > b > 0, а=?=1{куринишдаги 
яГ л амал ар. Бу тенглама берилган шартга кура Дх) = 
jcg*fr тенгламага эквивалент булади. •

’ ^ IV° Авапх+к°+  Л 1апх+к' +  . . .  + Ат -(Г+кт = N к у ри-
1)Шдаги тенгламалар .  k0< k2< . . . с  km булган-

( а берилган тенглама М  • an*"r*e = N куринишидаги тенглэ-
#зга эквивалент булади, бу ерда М = А0 а -f Л t

[ + . . .  + А т - а ^ '  ■
Мисол. 53а— 2-53л_‘—3-5J't_2=300 тенгламани ечинг.
Е ч и ш. 53дс — 2 ■ 53*-1— 3 ■ 53*-2 = 300 о 5 3х~2 (52—2 • 5 —

_3 ) = 300 О 12 • 53*-2 = 300 О  53ж~2 = 52 о  Зх — 2 =

V. А0-ап1{х,+ Л1-а,л“ ,)/(л) +  , . . + Л„ = 0 курини ­
шидаги тенгламалар .  Бу тенгламани ечишда куйидаги 
муносабатдан фойдаланилади:

+  + . . .  + 4  = 0 о
^  \А0УП + А луп + . . .  -f An_j у + Ап — 0,

1 у — а/(х)], а >0, а Ф  1.
Логарифмик тенгламалар хам берилишига караб бир не-

ча турга булинади:
I. Л о гари фм ни н г log / (x)=fco [f W =a > a >0. о ф Ь

0 \f (x) > 0
таърифи ва хоссаларидан фойдаланиб ечила- 
Диган тенгламалар.

Мисол. log^-g (х2 — 5х) = 2 тенгламани ечинг.

Ечиш. log (х2 -  5х) = 2о | ~  = (^ 2' о  
>/б \ х2 — 5х > О

^ [ х 2 5х—  6 = 0, .. Гх2 — 5х — 6 = 0,
U > 5  |х< 0 °

V fx==6'К U'< 0 V |x > 5
4 =  {JC|X =  —  1; x  =  6 ) .

+ ̂ Лп1ор(х) +  Ап_ № - Ч (х )  +  . . .  + Al logJ(x) + 
ft o=0 куриниш ид аги  тенгламалар .  Бу тенглама
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(An yn +  An-1 yn 1 + • . . +  Aiy +  Л0 = o,
| У = log0 f(x)\ a>  0, а ф 1,
I/ M  > 0 ■

аралаш системага эквивалент булади.
3. П отенц ирлаш  у с у л и  билан ечилади 

тенгламалар.
Мисол. log* (х — 2) + log2 (х — 3) = 1 тенгламани ечи.,,- 
Ечиш. log2(x — 2) Ч- log.3(л: — 3) = 1о мРШ

о ]°§2 И* 2)(х 3)] = 1, ^  — 2Цх — 3) 2

1 = 0 ' у  Iх 4 — 0,
о

х > 3
х1 — 5л: + 4 = 0, 
х >3 Ijc >3

А = {xlx = 4}.
Логарифмик тенгламаларни ечишнинг бош^а усуллари 

.%ам мавжуд булиб, улар айнан алмаштиришлар бажарил- 
гандан кейин куриб утилган усулларнинг бирортасига кел- 
тирилади.

Курсаткичли тенгламаларнинг турларидан яна бири 
[/ (x)]'pix) = f(x).[f(x )fw = [f(x)]*x)

куринишидаги тенгламалардир. Бу куринишдаги тенглама­
лар элементар курсаткичли тенгламалар эмас. Бу тенглама­
лар курсаткичли тенгламалар, курсаткичли функция ва ло- 
гарифмларнинг хоссаларидан фойдаланиб ечилади. Дар

Масалан, [/М1Ф(Х) = / (л:) тенгламани ечишда унга экви­
валент булган аралаш системалар тузилиб ечилади, яъни

|Ф W I 
( k£R (ф (лг) = 1

V [/(дс) = — 1 Л Ф М  купхад f(x) = — 1
нинг илдизлари ток сондан иборат. «йЙЙ

Бу тенгламаларни логарифмлаш усули билан хам е 
мумкин, яъни

и М1ФМ = f{x) о  lg I/ МГ(Ж) = lg I/ Ml О (фМ - D Ш (х)| ** 
= 0 о ( ф(х) = 1Ugl/WI = 0.
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Мисол. Xх = х тенгламани ечинг.

g ч Л LU. Хх= X=>x\g\x\ *= Jg IJC 1 <=> j ^ l f j  == ° ’< 

X = ± 1, A — {x\x = 1; JC = — 1}.

11 (x) f {s) = If (x)]gix) куринишдаги тенглама х,ам худди 
нга‘ ухшаш ечилади.
Курсаткичли ва логарифмик тенгсизликларни (ёки сис- 

,€мани) ечишда тенгсизликларни ечишнинг умумий коида- 
рита ам ал килиш билан биргаликда курсаткичли ва ло­

гарифмик функцияларнинг монотонлик хоссаларига хам аз̂ а-
уият берилади.

К у р с а т к и ч л и  ва логарифмик тенгсизликлар асосан куйи­
даги куринишларда булиши мумкин:

/(х) > ф (лг), „  | f (x)< ф (Д
а > 1

V 0 < а < 1;

2) а/<*> ^ , I f W  > 1о& А  tegab,
1 а > 1; b >0 10<а< 1. ь>0;

3) Ak a f(x) -f A fe_ j + Л0 > 0 о

J  Ак у +  ЛА_! ук 1 + . . . +  Ли > 0, 
U  = cJ{x), а >0, а ф  1;
4) Л, апх + К ~Ь А}й

,ru+fe„ > jV<=>

о p ■ a'w+*i >N;
5) [/(*)]* (t,> l  ёки [f(x )fM < 1; 

f(x) > a*
6) bga / (x) > k « a > 1,

, f (x )>  0
7) !° g a / l W  +  l0ga /2W  +  •

f (x) < a*,
0 < a< 1, 
fix) >0;

+ l°ga fn {x)> k <&

]°ga П ft (X) > k,
*~1 

ft W  > 0,
Q >0, а Ф  1.
1-мисол.. 2*,"i~6 > 2Sx тенгсизликни ечинг.
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Ечиш . 2х'+6 > 25jW x2,-f б >J5xо х 2 — 5x1+ 6>о
о  (х ~  2) (х — 3) > 0 о  [(х — 2) > О д (х — J3) > 0)VI(jt]-Jt 
<[0дх —.3 < 0)] о  (х >'3 V х < 2);

А = {х|х< 2Vx >3}.
2-мисол. (х— 2)х “ 6л̂ >  1 тенгсизликни ечинг." 
Ечиш.

(х - 2 Г ‘-6ж+а> 1 О [ (х - 2  > 1 дх2 - бх + 8 >0) V (0<^
— 2 < 1 дх2 —;бх> 8 < 0)] <=> [(х j > Здх I > 4) V (х > Зд* <
< 2) V(2 < х’< Зд2 < х<  4)] о  (х > 4 V 2 < х < 3),

А = {х/2 < х < 3]Vjx > 4}.
S- МИС0;Л. Iogt_, (х2 — 1) >0 т̂енгсизликни ечинг. 
Ечиш.

log*_| {хг— 1) > 0 о[(х — 1) > 1 дх2 — 11> 1) V(0< х —1<
< 1д0!< хг — \ < 1]«[(х > 2дх2 j> 2) V(1 < {х< 2д1 <
< х2< 2)]о(1<л:< У  ~2 V 2< х);

А = {х/1 < х< У  2 V 2 < x <  -f оо}.
4-мисол. loga/(x2 -f |2х) < 1 тенгсизликни ечинг. 

' Е ч и ш .
(хг + 2х) < 1 о  loga, (х2 + 2х) < logflt а2 о

о  {[(0 < a2 < 1 дх2 -f 2х > 0 дх2 -f 2х > а2) =>
=> (0 < а2 < 1 дх > Одх2 +'2х — а2] > 0) V(0< а2< 1 дх <

<  —2дх2 + 2х — а2 >0)] V [(а2 > 1 дх2 -f 2х > 0 д х2 + 2х<
< а2) =► (а2 > 1 А х > 0 A х2 -f 2х — а2 < 0) V

V (а2 > 1 А х < — 2 А х2 -f 2х — а2 < 0)]} »  {[(0 < а2 < 1 Л 
Л х > У  \ -fa2— 1) v  (0 < а2 < 1 Л х < — (У  1+Д1+ 

+ 1)1 V [(я2 > 1 А — 1 — У  \ -fa2 < х < — 2) V (а2 > 1 А 0 <
< х<  У  1-fa2— 1)]}.

Демак, 0 < |aj < 1 булганда тенгсизликнинг ечими

А — {х\ — оо < х < — (1 + У  1-fa2)} v  {х \У I + аг-~ <̂х
<  +  оо}



]й|>1 булганда тенгсизликнинг ечими
г х, __ (1 + V  1+а2) < дс < — 2> U {*№< х< 

i  < П + ^ - 1 }
. _  о а — 1 булганда тенгсизлик маъносини йуко- 

$лаД1,; а ' 
тади •

М уста ^ и л  ечиш  у чу н  мисол ва  м асалалар

Ифодалар ни соддалаштиринг:
_ j__ j_

j F  = (251оеа5+ 45'“я*7) 2.
loĝ a — 1о8вь̂ — 4-1оса Ь/7*

2. F  = у  а2 — 2 / а */& + К Ь-
3 т 2 = а* _ ь *  деб, log0 + bm + log0_ fcm -

— 2 loga+b m logfl_ b т .
Ифодаларни соддалаштиринг:
4. (logab + logfcfl + 1) (logab — logafcb) log„a — 1.

5. ( У 3 * =  2log..,, «. +  «•
I

6 KlogJ a +  logj b +  2)] ! -  log, a -  logA

7 . lo g ,2 * >  +  I o g , * V * * , w ‘ + l ’ +

3 log 1 log,I
+ ~  log24 x * + 2 2

8. 1°g°b ~  l0g »~3 V * ^ b ■ 1na_ b~18.
•og _f_ b — log b

bx b* ±

9. [6 (logft a-loga,b + 1) + logab“ e+ log^bl ‘ -
— logab, a > 1. _____



12. ’У » ' -14.5* _L 
у 8 '

13. 12X1+4 1

Куйидаги тенгламаларни ечинг:

1424х  1728 -

j.i_|6jc-|5 —

14. 3 16 = 48 + 24 + 12 +  . . . .

1S- [v/ (5+st + * t +  )**р* >tm-
16.

17. у 322а—60 — ? /  43л—40 = 0.

18. 5- +у/ 3125д;+ ' = Х+р ' 15625*+2.

19. 0-(г,г ^ ^ = ° ' (2,Т ^ ^ ° ' (2,‘Т <
20. 2 2 , 6~ =4 /7ТГ-

21. ]/231+Г — 3х~ У  8*-3= 0.
22. 27̂  — 8 [0, (3)J3jr — 6 - 3̂ 4- 12 3~х= 343

27
23. 22х ■ 9х — 2 • 63*-1 + 42*-1 • 34*_2= 0.
24. 4х+Ух‘~2—5-2х~1+УхГ̂  =6.
ок ох~ ’ 1 оде—2 23 ■ „25. 3 --- - гг  + 3 ---— j  =0.

26. J y + J g r  = 5.
10*— 10-*

27. log0  ̂+ loga,* + loga,x =11.

28. 6 — log7Jc [ 1 + 4 • 9*~2 l0V r 3] = log* 7.
29. logu (43jc 3jc — 9) = 3* — x log12 27.
30. x2 logx 27 ■ log9;t = x +  4.

31. /log^+ log25+2=2,5.
32. log, m log — !•



33. loga3 + 2 tog** = l0g” у  x Jog9 16.

34. V  3 log*x 1 — 9 log2 2 = 5.
35. log/J" x + ,0g</— x + togio^-*U 26.
К,уйндаги тенгсизликларни ечинг:

39. 3* + 3 х >84.
40. З2*-1 + З2*-2— 32х“ 4 < 315.
41. 3x+l + 18-З-* >29.
42. Ig2jc — 21gx — 8 < 0.

43- l i ,°gf0A :> ^ - - ^ lo g I0x.

44. logx_, {x+  1) >2.

45. log2 (9х" 1 + 7) -  1 < log2(3x- '+  1).

46. log 2 • log 2 > ----— -•
—  logj X —  6

16

47- log3xy- +  iog|x< i.

48. log2.log3 i <  log log i
X  ~ r  1 *T x —  1

2

49. l0g | log5 (V  *2+ 1 + x) < log3 log _ (V x 2+ i  — x).
T  T

50 . A.2- 210^ -  logl x <  _L.
X

51- *og, • log8Xj ~ -< 0.
T
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6- §. ТЕНГЛАМА ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАР СИСТЕМАЛДРИ

101-таъ  риф. Тенгламалар системаси деб 
/,(*, у, г, а, b . . .  с) = 0, 
fz(x, у, . . .  z, а, Ь, . . .  ,с) ~ 0,

о

J k (x,y, . . .  ,z, а, Ь, . .  . ,с)= 0
\f, (x ,y , . . . , г, а,Ь, . . . , с) = 0,о  < --
\i = I, к

куринишдаги системага айтилади, 6у ерда х, у, 
лар узгарувчилар ёки номаълум микдорлар, а, Ь, с 
лар параметр лар деб аталади.

Системаии ечиш. деб номаълум микдорларнинг шу сис- 
темани каноатлантирадиган кийматлар тупламини топишга 
айтилади.

Берилган система узининг аникланиш сохасида ечимга 
эга булса, бу система биргаликда булган, ечимга эга бул- 
маса, биргаликда булмаган система дейилади.

Агар система чекли сондаги ечимга эга булса, аник, сис­
тема, чексиз куп ечимга эга булса, аницмас система де­
йилади.

102- та ъ ри ф. Агар
ft(x, у, . . , г, а, Ь, . . . , с) = 0 А » 1 ,  k 

системанинг хар бир ечими
Ф; (х, у, . ,  . , г, а, Ь, . . . , с) = 0 A t = 1, k 

системанинг ечими, ва аксинча, булса, у щгда
{ft (х,У, • . . , г, а, Ь, . . . , с) =0, ;
I » = 1, /г

I Фi(x, у, . . . z, а, b......... с) = 0
°  I i = Г Г

дейилади.
Тенгламалар системасининг эквивалентлигини аницловчи 

куйидаги теоремаларни келтирамиз.
114- теорема. Агар f i ( x , y , . . . , z , a , b , - . - > <̂~~

= 0 А / ,= 1, k системанинг ихтиёрий тен глам аси д а  бир 
(/згарувчини бошка узгарувчилар оркали иф одалаб, 
тенгламаларга цуйилса, %осил булган с и с т е м а  авва 
системага эквивалент булади, яъни
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С) -  О,

ft (х, у......... г, а, Ь, . . , с) = О,
i = П Т  °

/Дф (у......... г, а, Ь, с), у, . . .  г, а,
х = ср̂ /..........г, а, . . . .  с),
i = 1, k

булади.
115-теорема. Агар { f t (x,y..........г, а, Ь, , с) =

= 0 дан ft(x,y. . . . .  г, а, Ь, . . . .  с) ~  О Л i ==J, k Л k <
< п ф, (х, у, . . .  , г. а, 6......... с) = О Л/ = 1, k
булса. у холда

fi(x, у, . . . , г, а, Ь. с) = О Л / = 1,по
0  I ф,- (х, у......... г . а . Ь , с) = О Л / = ПТ,

1Ы*% 0........ г, а. Ь............с) = О Л г = (fe-f 1),п
булади.

116-теорем.a. Агар f.(x, у, . . . , г . а , Ь ..........с) =
= О Л i = 1, k системанинг ихтиёрий тенгламасига унинг 
аникланиш сохасида анщланган (f (х, у. . , г, а, Ь, . .  . с) 
функцияни цушсак ёки айирсак, хосил булган система 
/,(х, у, . .  . , г, а, Ь, . . .  , с) = О Л i — 1 ,k 
системага эквивалент булади.

Алгебра курсида тенгламалар системаси куйидаги тур- 
ларга булинади: 1) чизикли тенгламалар системаси; 2) раци­
онал тенгламалар системаси; 3) иррационал тенгламалар сис­
темаси; 4) курсаткичли тенгламалар системаси; 5) логариф­
мик тенгламалар системаси.

Биз куйида хар бир тур тенгламалар системасини ечиш- 
ни мисоллар оркали тушунтирамиз.

1. У рн и га  ^уйиш  усули .
1- мисол. Системани ечинг:

• ху -f уг +  2.v — 2у — 3 = 0,
х + у = 4. ( 1)

Ечиш . (1) о х*—х( 4—х)+(4—х)2 -t- 2х—2( 4 —х)—3=0,

о | Зх2 
t У = 4-

у = 4 — х 
8х + 5 = 0, х = х = 1, 

у  =  4— X

М ( т ; т ) : < '- 4
251



Е ч и ш .  Бунинг учун х + у = В нинг иккала томонийЯ 
кубга оширамиз. натижада (х +  у)3 — х3 + у3 -f 3Ху ̂

з̂ осил булади. Бундан В3 = Л + ЗВху ёки ху ~  __ _
за ~~с

ни ёза оламиз. Демак. (6) о  * булади.ху — с
х - у = В  А ху -■ С «• t2 — В; + С = 0 ва D — В 2_4С >0
га асосан (tlt t2); (t2, M  ечимларни топа оламиз.

2- мисол.  Тенгламалар системасини ечинг:
У а  — х — У у  — х = У у ,
V b  — x + V  у — х = У у .

Е ч и ш .  Тенгламалар сисгемасининг аникланиш со̂ асини 
топамиз:

(а — х > О А  Ь — i  >  О А  1/ —  х>0Ау^0)=> 
е > ( а > Ь > х Л а ~ ^ у > 0 / \ у ^ х ) .

(7) ни з̂ адлаб цушсак ва зцадлаб айирсак, (7) га тенг кучли 
куйидаги система хосил булади:

У  а — х + У  b —■ х = 2 У у , (8)W  а — х — V b — х = 2V у — х
(8) нинг иккала юмонини квадратга оширсак,

\а + Ь — 2х +  ‘2 У  [а — х) (Ь — *) = 4 у, ^
\а + b — 2х — 2 У  (а — х) (Ь — лг) = 4 у — 4х

система ^осил булади. Сунгра (9) ни зддлаб цушиб ва 
з̂ адлаб айирсак, куйидаги тенг кучли

|8У =Т/~ ~  Т Гй--- Г  П0) ёки ! У —  (11)\х = У  (а -  х) (Ь -  х) ^  = у (а _  х) (Ь_ х)

система х,осил булади. ,1
(11) сиаеманинг иккинчи тенгламасидан х 5» 0 булиб, 

(а + Ь) х = ab экани келиб чикади. Маълумки, х > 0 ва  
a 3* b > х, a > О, Ь > 0 ва а > Ь булишидан куйидаги икки 
х,ол юз беради:

1) a = Ь — О булса, а > у > 0 дан х = у = 0 булади̂
ob 4  ̂ ~2) a > О, Ь > 0 булса, у холда х — --- У = 4а ~т о

илдизлар хосил булади. а<  О, Ь< 0 булса, система W  
к,ий ечимга эга булмайди.
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3- мисол. Системани ечинг:

(2 '-3* =24 ' (12) [ 2 и-Зх = 54. (12)
Ечи ш .  Биринчи  у с у л .

( 2*-3* =  2»-3,
1 2У • 3х = 2 ■ 3®

тенгламалар системасини а̂длаб купайтирсак ва а̂д,лаб
б̂ лсак,

(х + у = 4,
[х — у = 2

система хосил булади. Бундан х — 3, г/ = 1 булади.
Иккинчи  у с у л .  Агар системадаги хар бир тенглама­

ни логарифмласак, у холда
lg 2 I lg 3 

-  lg 3 I -  lg 2
x lg 2 + у lg 3 = 3 lg 2 + lg 3 
x lg 3 +  i/ lg 2 = lg 2 + 3 lg 3

а) -v (lg22 -  lg23) = 3 (lg*2 -  lg23) =► x -  3;
б) у (lg23 -  lg22) = lg23 -  lg22 ~ y =  I.

Демак, x = 3, у = 1.
Маълумки, тенгсизликлар системаси дейилганда бир неча 

узгарувчили тенгсизликлардан бир нечтасининг биргаликда 
царалиши тушунилади. Масалан,

fix , у..........г, a, b............ с ) ^ 0  (13)
курин 'шдаги тенгсизлик бир неча узгарувчили тенгсизлик
деб каралади.

103-таъриф. Бир неча узгарувчили тенгсизликлар 
системаси деб

'ft (*. у. • г, а. Ь, . . . , с) ^  0,

f k (*. у, ■■ ■ , г, а, Ъ, . . . , с) 5= 0
(U)

системага айтилади.
Хусусий холда

(А1х + В 1у  + С1>0, ( 15)
\Агх + В гу + С1 >0 1 ;

системани куриб чик;айлик. Геометриядан маълумки, систе- 
Мада к;атнашаётган хар бир тенгсизлик А{х + В.у + С,- = 0,
‘ = 1 , 2  турри чизиц билан чегараланган текисликни аниц- 
Лайди. Энди (15) тенгсизликлар системасининг ечимларитуп* 
дамини топайлик.



50- раем.

зицлар паралле/ бул^асин,' ^ о л д ^ ^ Г ! °  Т>ТРИ чи-
5 А.А 9 =* **+*■л *■ **> v s

^ > ^ ь ,  : |

*i~—б2

А, >А3 
булиб, умумий ечим,

U <
кг — kt 

[k2 > kx

X > -. > k2,
!■x< ~ i--£ ->£

A *-A , ' 2 11
V + .» ,< »  < ^  + 4. _ ! v  +  i , < » <  V + 6 ,

булади (50-а, б чизма).
Агар (15) у Чу Н > о ,
> 0 шарт бажарилса, у

о̂лда (15) система 
/У > klX + Ь,
(у > ^  + 6, системага тенг
кучли булишини куриш мум­
кин, бундан умумий ечим (51- 
чизма)

\кгх — fej, агар х >-~— т~ «1 — *1
у и , ,«г* + b2, агар x < ----г '«1 — «1

51- раем.
1̂ =̂= Й2 

булса.
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2. A'iX 4- B xy  -f C x =  0 
ва А̂ х 4- B 2y 4- C2 = 0, 

T‘.Fpn чизиклар параллел ва 
устма-уст тушганда (15) 
сИСтемадаги хар иккала 
тенгсизликни бир вактда 
каноатлантирадиган ечим- 
я’инг умумий кисми мавжуд 
булса, у холда уша соха 
сйстеманинг ечимлар тупла- 
мини аниклайди, акс о̂лда 
(15) системанинг ечимлар 
туплами буш булади.

1-мисол. Ушбу сис- 
темани ечинг ва графигини 
чизинг:

(у — х 4- 1 >0,
12* — у — 3 >0.

(у — х 4- 1 > 0,
U

Ечиш У > х — 1,

(х — 1 < у < 2х — 3,
[х > 2

12х у — 3 > О w  {у< 2 х  — 3 

(52- чизма).

2- мисол. Ушбу системани ечинг вз графигини чизинг:

{У 
U
Iу >хг — х — 6, 
[у< Зх — 1.

Ечиш .
jy > .v2 — х — 6,
[У< Зх— 1

у > X2 — X — 6,
У < 3 х — 1, о
х2 — х — 6 < Зх — 1 
У >х2 — х — 6,
У < Зх — I, о
— 1 < х< 5
У >(х—0,5)2—6,25,
У < Зх — 1, (53- чизма).
— 1 < х<  5

17~-2823
53- раем.
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Муста^ил ечиш учун мнсол ва масалалар
Тенгламалар системасини ечинг:

1 {Уг~  ху = ~  12, о (* V + * y  =
Ь  1^-дсу = 28. 3- U V - 4 J =

, ‘ +  ^  = 82, 
W  = 3.

2.
* + </+—  = 9, 4. К

У I  ху
(JL± y)JL== 20. 5 f*» +  i/8 = 35,

I*  +  у = 5.
/ы2 + UV = 15, 

' (у2 + uw = 10.

7.

8.

* + i/ +  z = 0, 
ex + ay + bz = 0,
(x + Ь)г +| (у + с)2 + (г +|a)2 = a2 + b2 + с*.

+  -2S--1.** +  Уг — 1 *

х2 + У2 + —  = 22.
У

О f{x  — y) (х2 — у2) = За3,
I  (* +  У) (х2 + У*) ~  15a2; R  да ечинг.

10 (** + У3:=19.
' [хгу + ху2 — — 6; R  да ечинг.

(х2 +  ху +  i f  =91, . \ \ и  +  V —  У “  —  у  

|х + V x y+  у = 13. ”о

13- jV x  + у + f 'x  — у = 6, _____
[у'Ч* +  У ) 3 (х — У ) 2 = .8 ; Vx +  У  = и>
1̂  х — у = v деб белгиланг.

1А Ц/2х — у + П  — К З х  + г/ — 9 = 3,
' Г/2х — у +  11 + 4/Зх  + у -  9 = 3.

| / X _ 2 ] / Z  = l,
15. j '  *  ̂ 0

1|/5х + у + 1/5х — у = 4.



16. |^ t£ ± l^ l= 3' 17 |Ц2 + ь,а = ыи+ 13.
W (x  — y ) * = l .  [u +  v — Yu v +  3.

f—rz .+  —гг =  —
18. { У  *  \ У  3 '

[ху -  9.

19 (3 (2 -f. 10 (2 + ]/ J T y )  -* = 5,
\ 4 ( 2 - V x - y ) - i - 5 ( 2 +  V x  + y) _1 = 3.

20 12(1/7+ = ЗУц/, 21. jx — У = 8в*.
ix + У — 5. 1/x +  }Л/ = 4а.

/ Ш + у Е Е Г - н ,

t/ E + jl  _  i / E E l  = 3. 
r  8 '  12

24 f " P £ _ + T ^ = 3 ' 25 (V~x —  1Л7 — l/ ^ L
lTfx2- r x * / +  w = 3 .  ' У V  « '

( x + y  = 5.

Куйидаги тенгламалар системасини ечинг:

o,by- \
+ log3 (Зх+ 

+ 2 у) = 3-

28 . J 2  2 +  2  2 =  2 ,5 ,

I lg (2x — y) + 1 = lg (z/+2x) — lg6.

|* + У  x + y

2 3 + 2 6 = 6, 
x2 +  5i/2 = 6x«/.
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26. x 2̂ - ‘ =5, 
x y' + 2 = 125.

27 \8(]/r2)x
(log3 (x — 2 y)

— у _

22. f ± = 10, 23.



Системаларни аналитик ва график усулларда ечинг:

X боб. СОНЛИ КЕТМА-КЕТЛИКЛАР
1- §. СОНЛИ КЕТМА- КЕТЛИКЛАР Х М И Д А  ТУШУНЧА

а, Ь, с, . . .  элементлардан ташкил топган А (чекли ёки 
•чексиз) туплам ва 1, 2, 3, . . .  п, . . .  натурал сонлар бе­
рилган булсин. Агар натурал сонлар каторининг х,ар бир со- 
нига А тупламнинг бирор элементи мос цуйилган булса, 
у 5\олда шу туплам элеменгларидан тузилган кетма- кет- 
лик берилган дейилади.

Бу мослик уз навбатида функция булиб, унинг ани̂ ла- 
ниш сохаси натурал сонлар, узгариш сохаси А туплам эле- 
ментларидан иборат булади.

104-таъриф. Анщланиш сохаси натурал сонлар 
тупламидан ёки биринчи п т а  натурал сонлар тупла- 
мидан иборат бС/лган функция кетма-кетшк дейилади. 
Агар кетма-кетлик хадлари сонлардан иборат булса, 
сонли кетма- кетлик дейилади.

Одатда, кетма- кетлик — бу натурал аргумент.™ функ­
циялардир деб каралади. Бу функциянинг киймати кетма- 
кетликнинг %ади дейилади, яъни: f(\) = uu f(2) = u2, . 
f (п) = ип, . . .  , бу ерда иi — кетма- кетликнинг биринчи
а̂ди, «2 — иккинчи хяди, и3 — учинчи хади, ип эса п >;ади

дейилади ва хоказо.
Шундай килиб, и,, и2, ы3, . . . , ип........... яъни А

кетма- кетлик хосил булади.

32. (2х — у < 1,
Ах + у > 1, 
Ах — у > 1, 
У «S 3.

33. ix 4- у > 0, 
х — у > 0, 
х — у > х  + у.

35. (0<  х2 + у2< 1, 
х +  у >0, 
х 4- У > а-2 4- уг.

М исол .  /(1) = у ;  f (2) = у ; /(3) “  “ -

101 п 1
. . куринишда тасвирлаш цулайдир-
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Сонли кетма- кетликлар усувчи, усмайдиган, камаювчи, 
кямаймайдиган турларга ажралади. Агар берилган кетма- 
кетликнинг х,адлари иккинчи ёки бирор хаддаи бошлаб ортиб 
борса. у холда бундай кетма- кетлик усувчи, агар иккинчи 
ёки бирор хаддан бошлаб камайса, камаювчи деб аталади.

Агар берилган |ил| кетма-кетликда элементлар сони 
чекли булса, чекли кетма- кетлик, элементлар сони чексиз 
булса, чексиз кетма- кетлик дейилади.

М исоллар .  1) 15, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95 — 
пекли кетма- кетлик.

„ 1 1 12) — ; — ; . . . — чексиз кетма- кетликдир.2 3 п
Сонли кетма- кетликлар куп ^олларда формула ёрдамида бе­
рилиши мумкин, чунончи:

Р
1) и = я2; 2) и„ — -2- cos пг\

А 5

о\ ., (— 1)" Sin X . 1
“  (п+ в с ;- 1’ 4)

Сонли кетма- кетликларни формула ёрдамида берилиши 
ичида рекуррент формула асосида берилиши му^им урин ту-
тади.

105- таъриф. Агар берилган формула кетма-кет­
ликнинг бирор хадидан бошлаб, олдинги хадлари орцали 
кейинги хадларини келтириб чикарса, и холда и рекурргнт 
формула дейилади.

Мисоллар.  1) во = а, = 1; а„ + 2 = а„ + 1 + ап рекур­
рент формула Фибоначчи сонли кетма-кет лиги 1; 1; 2; 3; 
5‘> 8; . . .  ни ^осил килади.

2) ах — 1; ап , , = (n -Ь 1> ап рекуррент формула 1; 2;
** сонли кетма- кетликни хосил килади.

3) аг = 0; а.г = 1; {п + 2) (п +  1) ап + 2 — пг ап — 0 ре. 
кУррент формуладир.

Демак, рекуррент формулани умумий куринишда ип =
ь и2..........ип-1 ) ка и̂ ифодалаш х,гм мумкин.

Умуман, математикада сонли кетма- кетликларни форму- 
ат ^ дамида берилиши бу кетма- кетликларнинг характерини 

Р°флича урганиш учун шароит яратади.



Куйидаги сонли кетма-кетликлар берилган булсин:
1) 1; 2; 15; 25; 35; 18; 47; 84; 95; 108; . . .
2) 1; 2; 3; 4 ;----я; . .
3) 2; 5; 3,4; 8,5; 8,54; 15,6; . . .
4) 2; 7; 12; 17; 22; . . .
Бу сонли кетма- кетликларни тамил килсак, у х,олда 2) 

ва 4) кетма- кетликларнинг я- хадини мос равишда биринчи 
з̂ ади ва бирор узгармас сон оркали ифодалаш мумкинлиги- 
ни курамиз, чунончи: ап = 1 4- (л — 1) d ёки ап = 2 4  (л — 
- 1  )d.

Бу богланишлардан бевосита ап+| = an + d муносабатни 
ёзиш мумкин.

106-таъриф. un+l—un+d рекуррент формула билан 
берилган (ип) кетма- кетлик арифметик прогрессия дейи­
лади, бу ерда d — прогрессия айирмаси дейилади.

Мисол. 4-3; 5; 7; 9; . . . (1)(-г— арифметик прогрессия 
белгиси) кетма- кетликда ы, — 3; «: = 5 — 3 -f 2 — и, + 
+  2; и2 = и, 4- 2; и3 = 7 = и2 4- 2; . . . ; и„ = ип_, 4  2 ; . . .  
Демак, ипМ = ыа_ 2=и„ + d: иПт1=--ип 4 d [d - 2) куринишнда 
ёзиш мумкин, бундан (1) нинг арифметик прогрессия экан- 
лиги куриниб турибди.

117- т е о р е м а. Арифметик прогрессиянинг умумий 
хади ип — ы, 4- (я — 1) d булади.

Исботи.  Индукция аксиомасига кура: п=  1 да ип = 
= «1 = u1-f( l — 1)d = и, жумла уринли, энди п учун 
уринли деб л -f 1 учун уринли эканини курсатамиз, яъни 
un+1 = un-t d = и, + (я — \ ) d -t- d = и{ (я — 1 4- hd = 
= u{ +nd\ ип+1 = ы, 4- nd булиб, формула (л + 1) УЧУН
х,ам уринли экани келиб чикади.

Демак, ип =и, 4- (л — l)d формула арифметик прогрес­
сиянинг исталган х,адини топишга имкон берадиган умумии 
х;ади формуласи экан. .

118-теорема. Арифметик прогрессияда V  р, Я (Я
4- k), (q -  k) € N: up+ u q = up+k + Uj_k. Д

Исботи.  117-теоремага асосан up+k — u0 4  (P 
=uo + W — ̂  d лаРни ёза оламиз бундан 

= ы0 4- (р 4- k) d 4- и0 4  (q — k)d=u0 + pd + и0 + qd-up
4- uq булади.

2- §. АРИФМЕТИК ПРОГРЕССИЯ
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Демак, Up -f и„ — ир+ь + uq-k уринли экан.
119-теорема. Берилган

и0, и,, и2, . . .1 ип, . . .  (1)
арифметик прогрессия учун 2ип — un_, + «л+, уринлидир.

Исботи. 106-таърифга асосан ип+] = ип + d булгани 
учун ип+1- и П = d эканидан un — un_, = d; ип_, - и „_ 2 = 
=r d, . . .  “ г — иг — d ларни ёзиш мумкин. Бундан d = d 
эканидан ил+| — un = d = ип — ип_, булиб, ыл+1 — ип = 
= и„ — un-i булади. Бундан 2ыл = ип+| + ып_, экани ке­
либ чикади. Демак, арифметик прогрессиянинг иккинчи 
цадидан бошлаб \ар бир \ади цушни \адлар йигиндиси- 
нинг у рта арифметик цийматига тенг экан.

ч- иг и2. . . .  , ип, . . .  (1) арифметик прогрессия берил­
ган булсин. Бу арифметик прогрессиянинг дастлабки п та

Л

а̂дининг йигиндиси sn — u, -j- и2 +  . . . -f un — V  иа ни
а =  1

цараймиз.
120-те о рем а. (1) арифметик прогрессиянинг даст­

лабки п та  \адининг йигиндиси

га тенг.
Исботи.  Теореманинг шяртига кура

$П — и1 + w2 + • • • + ип # (2)
берилган, бу йириндини цушилувчиларнинг урнини мос ра­
вишда алмаштириб,

Sn = Ы„ + Ы„-1 + 2 + • • ■ + “ 2+ « !  (3) 
куринишда ёза оламиз. Сунгра (2) ва (3) ни ^адлаб кушсак, 

л ~  («1 + «„) + («2 + i) + . . . + ( « „  + «]) *осил була- 
ди> бУ ерда и, -+ ип = и2 -f ип_ j = . . .  = ип -+ и, эканини 
эътиборга олсак, у ^олда 2sn = (ип + и}) ■ п = (ы, + ип) ■ п
У̂лади. Бу ердан sn =  ̂ц"- • л экани келиб чицади, 

•яъни s„ = .U, ^ Hl + (n- l )d  . я = 2иг+ (я-  l)d , п )̂ осил

б$Лали. Шу билан теорема исбот булди.
Мисол. -г 1; 3,5; 6; 8,5; . . . арифметик прогрессия- 

Нг дастлабки 20 та а̂дининг йигиндисини топинг.
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Ечиш. Берилишига кура u1 = 1, d ■- и.2 — и. = л е 
Бундан и20 = их 4- (20 — i jd  = 1 4- 19 2,5 = 48,5 га тенг(1 ji_: 4g 5) *̂ пг
экани келиб чикади. Бунда^ s20 = -- -20 = 49,5-10 =
= 495 булади. Демак, s20 = 495 экан.

3- §. ГЕОМЕТРИК ПРОГРЕССИЯ 

Ушбу сонли кетма-кетликлар берилган булсин:

1) 1; 2; 5; 7; 16; 84; 145; . . .
2) 3; 5; 7; 9; 11; 13; . . .
3) 2; 4; 8; 16; 32; 64; . . .
4) 3; 4; 7; 11; 18; 29; 47;.. . .

Бу кетма- кетликларнинг биринчисининг тузилишида хеч 
кандай цонуният пайкалмайди, иккинчиси арифметик прог­
рессия ташкил ^илади, учинчисида эса иккинчи хаддан бош­
лаб каР бир а̂д 2 узгармас сонига купайтириш натижасида 
кейинги х,адни х,осил к,илмокда, туртинчисида эса учинчи 
х,аддан бошлаб а̂р бир кейинги .̂ ад олдинги икки >;аднинг 
йигиндисидан иборатлигини куриш мумкин.

107-таъриф. Ушбу

Un = Un-‘l'Q' уф ® '
рекуррент формула билан берилган (ип) кетма-кетлик 
геометрик прогрессия дейилади, бу ерда q — прогрессия 
махражи дейилади.

Мисол.  44- 1; 2; 4; 8; 16; 32; . . (4-г- геометрик 
прогрессия белгиси) прогрессияда ип = 2n~I, q — 2.

121-теорема. Геометрик прогрессиянинг умумий ха-
ди

un = ui- Яп~х
булади. '. . 'д

Исботи.  Индукция усулига кура, гг = 1 да иi = U\ 
либ, теорема уринли, энди теорема п учун уринли де_  
унинг п 4- 1 учун уринли эканини курсатамиз, яъни ип+, ^ 
■= ип ■ q га асосан ип+1 =- ип ■ q = и, ■ q"~l ■ q = ur  qn бУ’ * 
либ, бундан теореманинг п 4- 1 учун хам уринлилиги келй 
чицади. Демак, (5) формула исталган п £ N  учуй уринлидир- 
Шу билан теорема исбот булди.



Мисол.  —  (ип) да ы, = 0,25; q = ~  булса, ип ни то­
пинг.

Ечиш. a , a B l Y - > s  0,25- ( ± ) "  1 = 1  . Ц ) - 1,
/ 1 V»+l / 1 у»-н

- ( ? )  : Ыл= ' Ы  булади-
122- т е о р е м а. Геометрик прогрессияда ихтиерий бу­

тун сон k учун ир ■ uq = up+k • uq_ k бдлади.
Исботи.  107-таърифга асосан ип = и0 ■ qn эканидан 

up+k = «о • <f+k Ba ия-к = и0 - qo-k булиб, бундан ыр+*Х 
X = ы0 • qp+k ■ = uQ ■ qp ■ и0 ■ cf< экани келиб
чикади. Демак, ихтиёрий бутун k учун ир - uq= p+k-up_ k 
Гринли экан.

123-теорем а. \ ар щндай мусбат хадли гео метрик 
прогрессияда ип = У и п_ 1 ■ ип+1 уринлидир.

Исботи. Теореманинг шартига кура (ип) учун и. > 0;
i=  1, оо булгани сабабли У и п_ {-un+1= У и 0-cf1- '■ и0-qni-1 =
= У (и0 ■ cf1)2 = и0сГ = ип эканини куриш мумкин. Демак,

и„ , 1
геометрик прогрессияда ип: ып_, = ■ - = q => и2п

ип
х ип+1 булар экан.

124-теорема. (ип) геометрик прогрессиянинг даст­
лабки п т а  цадининг йигиндиси

, _  Я -  "1 
«-1

булади.
Исботи. 124-теореманинг шартига кура (ип) нинг даст­

лабки п та хадининг йигиндиси
П

Sп = U i + U2 + U3 + . . .  +  Ы„ = 2  и, (6)
<•=1

Дан иборат. Энди (6) нинг з̂ ар иккала томонини q га ку- 
пайти рамиз:

Ч ' sn = uiQ + u2q +  u3q + • ■ • + u nq = u} +  и3 +
+ ы4 + • • • + ип + un q. (7)

Сунгра (7) дан (6) hi хадлаб айирсак, qs'n — sn = unq— и ,
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булади. Бундан sn = nJ _  -1--- \  — i о̂сил булади.
Шу билан теорема исбот цилинди. д

Маълумки, агар | q | > 1 булсй, sn = Ul Д  [ и> форму-

ладан; агар | q| < 1 булса, sn = ^ формуладан фонда* 
ланилади.

Мисол ва масалалар ечиш.

1 - м и с о л. -н- (и„):1; 2; 4; 8; . . . геометрик прогрес- 
сиянннг дастлабкн 10 та х,адининг йигиндисини топинг. 

Ечиш. и, = 1; u2 = u}q = 2; <7 = 2 эканидан ы10 =
_  j .210—1 = 2е булиб, s10 = 2 - 2 —— = 210 — 1 = 1024 1 =
= 1023 булади.

2-мисол. Учта х,ар хил сон бир вактда х,ам арифме­
тик, х,ам геометрик прогрессия ташкил кила олмаслигини
курсатинг. J j j

Ечиш. Фараз цилайлик, берилган ил, и 2, и3 сонлар бир 
вацтда Ui, u2; ва —!— и м2; и-, булсин. Маълумки,
122-теоремага асосан 2u2 — ui + из 83 123- теоремага асо-
сан и\ = и, • и3 булиши лозим. яъни — (и, -+- и̂ ) = у и, • и3
булади. Бундан (их— и.)2 = 0 булиб, иг — и2 = и3 шартига 
олиб келади. Бу карама-каршилик мисолдаги фикрнинг 
уринли эканини курсатади.

3-мисол. Берилган 1; 5; 13; 25; . . . кетма-кетликнинг 
ёнма-ён турган х,адларининг айирмаси арифметик прогрессия 
ташкил цилса, у з̂ олда унинг биринчи п та х.адининг йинш- 
дисини топинг.

Ечиш. Шартга кура а2, а3, . . . ; ап кетма-кетлик
цуйидаги

а2 — aj = d; а3 — а2 = 2d; . . . ; ап — on_, = (п — 1) d 
хоссаси билан берилган. бу натижаларни хадлаб кушсак, у 
^олда ап = + " (n —  ■ d *осил булади. sn -  а, + ai +

-f а3 + . . . + ал га асосан ва а, = а,; й2= а 1 + d\ а3 =
, 2 - 3  , . 4 3 ,  л п , n J^ z Jldах + —  • d\ а4 = ах +  —  • d; . . . ; а„ = а, + j

эканини эътиборга олсак, у холда



s„ - ™ l+ [ + 2 + JT i + . . . + “ ]•<*-

=ла1 + -|[1-2 + 2-3 + . . .  +  (л — 1)л]

бйлади. Сунгра 1-2 + 2- 3 + 3- 4 + ••• + ( '1— 1) -л = 
= (22 — 2) + (З2 — 3) + . . . + (л2- л

= 22 + З2 + 42 — . . . п2 — (2 + 3 +  4 + . . .  + л) =
_  п (л-- 1) (2/1 - 1) _  _  in — 1) (я — 2) _  П (п2— 1)

б 2 3

эканини ^исобга олсак, бундан sn = ла, + —1Я‘ ~  11 бу-
6

либ, а, = 1: d = 4 га асооан s„ = — • л (2лг + 1) х;осил бу-3
лади.

4-мисол. Агар ч- (ап) булса, у холда 
1 Is =

о, - аг . . . ак Uj ■ а» • . . . а + . . .  +

+
ап ап+1 • • • an-j-*_1

ни хисобланг.
X и с о б л а ш. Бунинг учун / (л) =

белгилаб оламиз, у холда

/ (л) —  / (Л +  1) =

ап ап+1 ■ • ■ ап+к—2
деб

1

ап ап+1 ■ ■ • ап+к+ 2 

ап±к- 1 — ап
а/1-)-1 ап+2 • • • ап+к— 1 ал ап'4-1 • • ■ ап+к— \ 

(k-\)d

булади. Бундан
а* ап+\ ■ ■ ■ а п+ к— 1

1
(k- 1) d{(/ (1) — / (2)1 + [/ (2) — / (3)] + . . .  +

[ / ( „ ) _  f{n + \)]} = LW— 1£± 1L.
(/г — I) а

Фсил булади. Демак,
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s  = — !—  ( ----- ----------------- !------- )(k — 1) d \ aj • a2 . . . ak_ , an+l an+2 . . . an+4_ ! /
йиринди Х.ОСИЛ булади. Агар a =  1; d =  1; k =  3 булса,

l l . 1
! • 3

булади.

2-3-4
= i f l -

2 \ 2

• . +
1

h (rt + 1) (n + 2)

(n + 1) (л + 2)

Муста1\ил ечиш учун мисол ва масалалар

1. 7 билан 35 орасига шу сонлар билан бирга ариф­
метик прогрессия хосил ^иладиган 6 та сон жойлашти- 
ринг.

2. 1 билан 25 орасига жойлаштирилганда арифметик 
прогрессия х.осил буладиган 5 та сон топинг.

3. 2, 14, 26 цаторнинг кетма-кет келган хар икки ^ади 
орасига 5 тадан урта арифметик сон жойлаштиринг. Бу 
каторни тузинг.

4. а ва b сонларнинг орасига шулар билан арифме­
тик прогрессия хосил ^иладиган т  та сон жойлаштиринг. 
Ш у прогрессиянинг дастлабки учта х.адини топинг.

5. Арифметик прогрессиянинг айирмасини ва хадлари 
йигиндисини топинг:

а = 105, t1) a, = 5,
2) a, = — 10,

3) flx = f ,4
4) a, = a.

a n ~  20, 
ч 7

a„ = 9a + 8 b,

n = 26;
n = 6;

n = 26; 

n = 9.
6. Геометрик прогрессиянинг биринчи ва охирги уе­

дини топинг:
S8 = 765;1) п = 8,

2) п = 5,

.3) п = 4,

4) п = 12,

q = 2,
1

2
q = 7 '
<7 = 2,

5s = 3 i ; 
S 4 = 65; 

S 12 = 4095.
7. Арифметик прогрессиянинг биринчи з̂ адини ва 

айирмасини топинг:
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1) а2 + аъ — а^~ 10,
fli + ae = 17;

2) S 2 — S4 -f- а2 = 14, 
S 3 +  аз — 17;

3) Ъах + 10а5 = 0,
S 4 = 14.

8. Арифметик прогрессиянинг биринчи ^адини ва 
айирмасини топинг:

9. Геометрик прогрессиянинг биринчи ^адини, мах- 
ражини ва ^адлари сонини топинг'-

10. Велосипедли киши А кишлоцдан ж^наб, биринчи 
соатда 10 км, ундан кейинги х;ар бир соатда шундан 
олдинги соатдагига Караганда 1 км ортиц юрди. У билан 
бир ва^тда А дан 7,5 км узо^лик-да булган В цишло^дан 
унинг кетидан иккинчи велосипедли киши жунади. Ик­
кинчи киши биринчи соатда 12 км, ундан кейинги хар 
соатда шундан олдинги соатдагидан 1,5 км орти^ юрди. 
Иккинчи велосипедли киши биринчи кишига неча со- 
атдан кейин етиб олади?

11. Бир-биридан 153 м масофада булган икки жисм 
бир-бирига караб харакат цила бошлади. Биринчи жисм 
секундига 10 м юради, иккинчи жисм биринчи секунд- 
да 3 м, ундан кейинги хар бир секундда шундан олдинги 
секунддагига Караганда 5 м ортик юради. Бу жисмлар 
неча секунддан кейин учрашади?

12. К^пбурчакнинг периметри 158 см, томонларининг 
узунликлари эса айирмаси 3 см булган арифметик прог­
рессия хосил килади. К^пбурчакнинг энг катта томони 
44 см. К^пбурчакнинг неча томони бор?

13. Тугри бурчакли учбурчакнинг томонлари арифме­
тик прогрессия ^осил ^илиши мумкинми?

14. Учбурчакнинг томонлари билан периметри ариф­
метик прогрессия ^осил ^ила оладими?

15. Туртта соннинг олдинги учтаси арифметик прог­
рессия, кейинги учтаси геометрик прогрессия ^осил к;и- 
лади. Иккита четки соннинг йигиндиси 37, иккита ^рта- 
Даги сонларнинг йигиндиси 36. Шу сонларни топинг.

1) а, — а5 = 48; 2) а6 — а4 = 216;
ав + а 5 = 48; ая — а1= 8;

S n = 1023. Sn = 40.п п
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16. Туртта сон арифметик прогрессия ^осил циладн 
Агар уларнинг биринчисидан 2 ни, иккинчисидан 6 ни" 
учинчисидан 7 ни, туртинчисидан 2 ни айирилса, зфсил 
булган сонлар геометрик прогрессия ^осил ^илади. Щу 
сонларни топинг.

17. Туртта сон геометрик прогрессия ^осил ^илади 
Агар уларнинг биринчисидан 2 ни, иккинчисидан 1 ни 
учинчисидан 7 ни, туртинчисидан 27 ни олинса, ^осил 
булган сонлар арифметик прогрессия ^осил килади. Шу 
сонларни топинг.

18. Арифметик прогрессия билан геометрик прогрес­
сиянинг биринчи ^адлари тенг булиб, 5 га баравар; ариф­
метик прогрессиянинг иккинчи ^ади геометрик прогрес­
сиянинг иккинчи хадидан 10 та ортиц. Шу прогрессия- 
ларни топинг.

19. Бир киши янги бир хабарни икки танишига айт- 
ди, уларнинг з̂ ар бири х;ам бу хабарни икки танишига 
айтди ва з$. к. Хабарни бировга етказиш учун ярим соат 
вацт кетади ва ^ар гал шу хабарни эшитмаган одамлар- 
га айтилади деб ^исоблаб, 2 миллион аз̂ олиси булган ша- 
^арда бу хабарни хамма эшитиши учун канча вацт ке- 
тишини топинг.

(Жавобни 1 соатгача ани^лик билан беринг.)
20. Х,аво тортувчи насос поршенининг з̂ ар бир з̂ ара-

катида идишдаги ^авонинг -— - б^лаги чирб кетади.
8

Агар дастлабки босим 760 мм сим. уст. булса, поршень 
йигцрма марта харакат килгандан кейин идишдаги з̂ аво- 
нинг босими канча булади?

(Жавобни 1 мм сим. уст. гача аниклик билан беринг.)
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