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ПРЕДИСЛОВИЕ

Первые задачи геометрического содержания, связанные с оты
сканием наименьших и наибольших величин, появились еще в 
древние-времена. Развитие промышленности в XVII—XVIII веках 
привело к необходимости исследования более сложных задач на 
экстремум и к появлению вариационного исчисления. Однако 
лишь в XX веке при огромном размахе производства и осозна
нии ограниченности ресурсов Земли во весь рост встала задача 
оптимального использования энергии, материалов, рабочего вре
мени, большую актуальность приобрели вопросы наилучшего, 
в том или ином смысле управления различными процессами 
физики, техники, экономики и др. Сюда относятся, например,, 
задача организации производства с целью получения макси
мальной прибыли при заданных затратах ресурсов, задача уп
равления системой гидростанций и водохранилищ с целью по
лучения максимального количества электроэнергии, задача
о космическом перелете из одной точки пространства в другую 
наибыстрейшим образом или с наименьшей затратой энергии,, 
задача о быстрейшем нагреве или остывании металла до задан
ного температурного режима, задача о наилучшем гашении ви
браций и многие другие задачи.

Потребности развития самой вычислительной математики 
такж е привели к необходимости исследования таких задач на 
максимум и минимум, как например, задачи наилучшего при
ближения функций, оптимального выбора параметров итераци
онного процесса или узлов интерполирования, минимизации не
вязки уравнений и т. д.

Н а математическом языке такие задачи могут быть сформу
лированы как задачи отыскания экстремума (максимума или 
минимума) некоторой функции или функционала / (и ) ,  выра
жающего собой качество (цену) управления и из заданного мно
жества U некоторого пространства. Требование принадлежности 
управления и некоторому множеству U выражает собой ограни
чения, обычно вытекающие из законов сохранения, ограничен
ности наличных ресурсов, возможностей технической реализации 
управления, нежелательности каких-либо запрещенных (аварий
ных) состояний и т. п. Задачи отыскания экстремума функции
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J  (и) на множество U принято называть экстремальными зада
чами. Заметим, что задача максимизации функционала J (и) на 
множестве U эквивалентна задаче минимизации функционала 
— J (и) на том же множестве U, поэтому можно ограничиться 
рассмотрением задач минимизации.

В настоящее время теория экстремальных задач обогатилась 
фундаментальными результатами, появились ее новые разделы 
такие, как линейное, выпуклое, стохастическое программирова
ние, оптимальное управление и др. Потребности практики спо
собствовали бурному развитию методов приближенного решения 
экстремальных задач. Появление быстродействующих электрон
ных вычислительных машин (ЭВМ) сделало возможным эффек
тивное решение многих важных прикладных экстремальных за 
дач, которые ранее из-за своей сложности представлялись недо
ступными.

В настоящей книге излагаются элементы теории экстремаль
ных задач, а также основы наиболее часто используемых на 
практике методов приближенного решения экстремальных задач, 
теоретическое обоснование и краткая характеристика этих ме
тодов. Книга написана как учебное пособие для студентов фа
культетов и отделений прикладной математики университетов, 
технических вузов. В основу книги положен курс лекций по 
численным методам решения экстремальных задач, который 
автор в течение ряда лет читает на факультете вычислительной 
математики и кибернетики Московского университета.

В главе 1 излагаются методы минимизации функций одной 
переменной, в главах 2—5 рассматриваются задачи минимиза
ции функций конечного числа переменных, в главах 6, 7 — за 
дачи оптимального управления процессами, описываемыми си
стемами обыкновенных дифференциальных уравнений. Часть 
текста, которая содержит материал, дополняющий и расширяю
щий основное содержание книги, напечатана петитом и при 
первом чтении может быть опущена.

Заманчиво было бы изложить теорию и методы минимизации 
сразу в общем виде на языке функционального анализа, охва
тив при этом, как частный случай многие методы минимизации 
функций конечного числа переменных. Однако такой способ из
ложения, несмотря на свою привлекательность и удобства для 
читателя — математика, видимо, все же труден для первого зна
комства с предметом, не говоря уже о том, что он не может 
отразить всю специфику конечномерных задач. Поэтому автор, 
стремясь сделать книгу доступной читателям, владеющим мате
матикой в объеме программ технических вузов и впервые знако
мящихся с теорией и методами решения экстремальных .задач, 
в настоящей книге отобрал материал, не требующий для своего 
понимания знаний функционального анализа.
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За пределами книги остались такие важные разделы теории 
и методов экстремальных задач, как задачи оптимального уп
равления процессами, описываемыми уравнениями с частными 
производными, некорректные экстремальных задачи, аппрокси
мация и устойчивость экстремальных задач, методы минимиза
ции в функциональных пространствах. Этим разделам теории и 
методов экстремальных задач, требующим для математически 
строгого изложения использования аппарата функционального 
анализа, автор предполагает посвятить отдельную книгу.

По рассматриваемым в книге проблемам имеется обширная 
библиография, насчитывающая много тысяч названий. Список 
литературы, который приведен в конце книги, содержит лишь 
некоторые работы, которые были непосредственно использованы 
в книге или близко примыкают к ней, дополняя её содержание.

Нумерация формул, теорем, лемм, определений, упражнений 
в каждом параграфе самостоятельная; ссылки на материалы, 
расположенные в пределах данного параграфа, нумеруются 
одним числом, вне данного параграфа, но в пределах данной 
главы — двумя числами, вне данной главы — тремя числами. 
Так, например, теорема 3 из § 2 главы 4 в пределах этого пара
графа именуется просто теоремой 3, в других параграфах 4-й 
главы — теоремой 2.3, в других главах — теоремой 4.2.3. Анало
гично параграфы при ссылках на них в пределах данной главы 
нумеруются одним числом, а вне этой главы — двумя числами: 
первое число означает номер главы, второе — номер параграфа.

Автор выражает глубокую благодарность академикам
A. Н. Тихонову и А. А. Самарскому за внимание и поддержку 
при написании книги, С. М. Цидилину и Ю. Н. Черемных, про
читавшим книгу в рукописи и сделавшим ряд ценных замеча
ний, Н. Л. Григоренко, взявшему на себя труд по научному 
редактированию книги и устранившему многочисленные погреш
ности изложения, а также Н. С. Бахвалову, И. С. Березину,
B. И. Благодатских, В. Г. Карманову, М. Ковач, В. Л. Кула
гину, М. С. Никольскому, М. М. Потапову,' Н. А. Прохорову, 
В. Г. Сушко, В. В. Федорову, Б. М. Щедрину, М. Ячимовичу за 
многочисленные полезные дискуссии и советы, способствовав
шие улучшению содержания книги.

В столь бурно развивающейся области, как теория и методы 
решения экстремальных задач, очень трудно создать учебное 
пособие, которое обладало бы определенной завершенностью и 
было бы свободным от недостатков, и поэтому автор будет при
знателен читателям за критические замечания по содержанию 
книги.

Ф. П. Васильев



Г Л А В А  I

МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИЙ 
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

И зложение методов решения экстремальных задач начнем с задач ми
нимизации функций одной переменной. Такие задачи возникают при изуче
нии объектов, зависящих от одной скалярной переменной, когда требуется  
выбрать эту переменную наилучшим в том или ином смысле образом. Кроме 
того, как увидим в последующих главах, эти задачи входят как составная  
часть во многие итерационные методы решения задач минимизации функций 
многих переменных и других более сложных экстремальных задач.

С задачами минимизации функций одной переменной мы впервые стал
киваемся при изучении начальных глав математического анализа уж е в сред
ней школе и решаем их методами дифференциального исчисления. М ожет  
показаться, что задачи минимизации функций одной переменной относятся 
к достаточно простым и методы их решения хорош о разработаны и изучены. 
Однако это не совсем так. Оказалось, что методы дифференциального ис
числения находят ограниченное применение и далеко не всегда удобны для 
реализации на современных ЭВМ. Хотя в последние десятилетия появились 
другие методы, более удобные для использования на ЭВМ, требующие мень
шего объема вычислительного труда, но тем не менее эту область экстре
мальных задач никак нельзя считать завершенной. Работы, посвященные 
разработке новых методов минимизации функций одной переменной, про
долж аю т появляться на страницах математических книг и журналов (см., 
например, [9, 26, 58, 61, 67, 76—78, 95, 104, 111, 145, 187, 215, 216, 219, 
222, 236, 247]. Мы здесь остановимся на некоторых наиболее известных ме
тодах, достаточно хорошо проявивших себя на практике.

§ 1. Постановка задачи

Пусть R1 =  {и: —оо <  « <  +Ьо} — числовая ось, U — неко
торое множество из R1, / ( « ) — функция, определенная на мно
жестве U и принимающая во всех точках м е  U конечные зна
чения. Будем рассматривать задачу минимизации функции J (и) 
на множестве U. Начнем с того, что уточним постановку этой 
задачи. Для этого сначала напомним некоторые определения из 
классического математического анализа.

О п р е д е л е н и е  1. Точку называют точкой мини
мума  функции /  (и) на множестве U, если I  (и) для всех
« е  U; величину /(и*) называют наименьшим или минимальным  
значением J (и) на U и обозначают min J (и) — J{uJ.  Множество

u е  U
всех точек минимума J (и) на U будем обозначать через t/„.

I
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В зависимости от свойств множества U и функции J (и) мно
жество U* может содержать одну, несколько или даж е беско
нечно много точек, а также возможны случаи, когда U 
пусто.

П р и м е р  1. Пусть / (« )  =  <йп2(л/ы) при и ф О  и / (0 )  =  0> 
Ма множестве U =  {и: 1 ^  и ^  2} минимальное значение J (и) 
равно нулю, множество U* состоит из единственной точки м * = 1. 
Если U =  {и: 1/3 ^  и ^  1}, то [/* содержит три точки: 1/3, 1/2,. 
1; если U = {и :  0 <  и 1}, то {7, — {и: и =  \ / п , п =  1, 2, . . .}  — 
счетное множество. В случае U — {и: 2 ^ и < + о о }  функция 
J {и) не имеет наименьшего значения на U. В самом деле, какую 
бы точку « е  (/ ни взять, найдется точка v ^ U  (например, v —  
=  k при достаточно большом k) такая, что / ( « ) >  J(v) .  Это зна
чит, что £/* пусто.

П р и м е р  2. Функция / (и )  =  |и |  +  | ы — 1| — 1 на U =  
=  {м: | « | <  1} принимает свое наименьшее значение, равное 
нулю, во всех точках отрезка и * — {и: O ^ u ^ l } .  Если U —  
=  {и: 1 ^  и ^  2}, то £/* содержит одну точку u*— 1; если U —  
=  {«: 1 С  и ^  2}, то и« — 0 .

П р и м е р  3. Пусть J(u)  =  u при и ф  0 и /  (0) =  1. На мно
жествах U =  {и: 0 и йС 1} или U =  {и: 0 <  и ^  1} эта функ
ция не имеет наименьшего значения, т. е. <7, ==0 .

П р и м е р  4. Пусть / ( « ) = l n « ,  U =  {u: 0 < ы ^ 1 } .  Здесь. 
U* =  0 ,  так как во всех точках из U функция принимает конеч
ные значения, а для последовательности uk =  \ /k ,  k = \ ,  2, 
имеем lim J(uk) —  — оо.

k->oo
В примерах 1—3 функции ограничены снизу на рассматри

ваемых множествах, а в примере 4 функция не ограничена. Н а
помним

О п р е д е л е н и е  2. Функция J {и) называется ограниченной 
снизу на множестве U, если существует число М  такое, что- 
J ( u ) ^ M  для всех u ^ U .  Функция / (и )  не ограничена снизу 
на U, если существует последовательность {«*}е U, для которой, 
lim /(«*) =  — оо.
k->oo

В тех случаях, когда £/* =  0 ,  естественным обобщением по
нятия наименьшего значения функции является понятие нижней 
грани функции.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть функция J (и) ограничена снизу 
на множестве U. Тогда число /* называют нижней гранью J (и) 
на U, если 1) / * ^ / ( « )  при всех u ^ U ;  2) для любого сколь 
угодно малого числа е >  0 найдется точка ие е  U, для которой 
/ ( и е) < / *  +  е. Если функция J (и) неограничена снизу на U,  то̂  
в качестве нижней грани J (и) на U принимается / * = — оо. Ниж
нюю грань /  («) на U обозначают через inf /(«) =  / , .
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В примерах 1—3 нижняя грань /* =  0, а в примере 4 /« =
- =  — оо.

Если и * ф 0 ,  то, очевидно, нижняя грань J (и) на U совпа
дает  с наименьшим значением этой функции на U, т. е. inf J (и) =

=  min J (и). В этом случае говорят, что функция J(u)  на U до
нес/

•стигает своей нижней грани. Подчеркнем, что inf /  (и) =  /„
и  е  U

всегда существует, a min J(u), как мы видели из примеров
и<=и

1—4, не всегда имеет смысл.
Введем еще два определения.
О п р е д е л е н и е  4. Последовательность {«*}е U называется 

минимизирующей  для функции J (и) на множестве U, если 
lim / ( « * ) =  inf /(« )  =  /,.k->oo U<=U

Из определения и существования нижней грани следует, что 
минимизирующая последовательность всегда существует.

О п р е д е л е н и е  5. Скажем, что последовательность {и*} 
сходится к непустому множеству U, если lim р (uk, U) —  0, где

k~>oo
р (uk, U) =  inf \ u k — u\ — расстояние от точки ы* до множе-

« е ( /
ства U.

Заметим, что если U1t¥ z 0 ,  то всегда существует минимизи
рующая последовательность, сходящаяся к U*; например, можно 
взять стационарную последовательность и* =  и*, k —  l, 2, . . . ,  
где ы«— какая-либо точка из U*. Однако не следует думать, что 
при U „ ^ 0  любая минимизирующая последовательность будет 
сходиться к £/#.

П р и м е р  5. Пусть ^(«) =  y q r ^ *  ^  — R1- Очевидно, здесь
J* =  О и множество С/, состоит из единственной точки и* =  0. 
Последовательность Uk — k, k = \ ,  2, . . . ,  является минимизи
рующей, так как l i m/ ( £ )  =  0, но р(и*, £/,) =  & не стремится

k->oo
к  нулю.

Теперь можем перейти к формулировке постановки задачи 
минимизации функции J (и) на множестве U. Здесь будем раз 
личать задачи двух типов. К первому типу отнесем задачи, в ко
торых требуется определить величину / * =  inf J(u). Сразу же

подчеркнем, что в задачах первого типа неважно, будет ли мно
жество U* точек минимума J(u)  на U непустым, или оно пусто. 
Ко второму типу задач отнесем те задачи, у которых множество 
U* непусто и требуется наряду с /» найти какую-либо точку 
и* е  У,.

Заметим, что получить точное решение задачи первого или 
второго типа удается лишь в редких случаях. Поэтому на прак
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тике при решении задач первого типа обычно строят какую-либо 
минимизирующую последовательность {ик} для функции J (и) 
на U и затем в качестве приближения для берут величину 
J (ик) при достаточно большом k. Аналогично для приближен
ного решения задач второго типа достаточно построить миними
зирующую последовательность {ик}, которая сходится ко мно
жеству U* в смысле определения 5, и в качестве приближения 
для /* и точки u . e t / ,  взять соответственно величину J (ик) и 
точку Uk при достаточно большом k. Как показывает пример 5, 
в отличие от задач первого типа не всякая минимизирующая 
последовательность может быть использована для получения 
приближенного решения задач второго типа. Построение мини
мизирующих последовательностей, сходящихся ко множеству 
U*, в общем случае требует привлечения специальных методов 
[16]. В настоящей главе будем рассматривать лишь такие за 

дачи второго типа, у которых любая минимизирующая последо
вательность сходится к U*. Один такой класс задач дается сле
дующей теоремой, называемой теоремой Вейерштрасса.

Т е о р е м а  1. Пусть U — замкнутое ограниченное множество 
из R1, функция J (и) непрерывна на U. Тогда J (и) ограничена 
снизу на U, множество 1)„ точек минимума J (и) на U непусто, 
замкнуто и любая минимизирующая последовательность {иь} 
сходится к U*.

Доказательство этой теоремы можно найти, например, в [7, 
8, 179]. Несколько более общий факт будет установлен в § 2.1, 
из которого также будет следовать теорема 1. Предлагаем чи
тателю вернуться к примерам 1—5 и выяснить, в каких случаях 
и какое из условий теоремы 1 нарушено и к чему это приводит.

Возможна и более широкая постановка задач минимизации 
второго типа, когда ищутся не только точки минимума в смысле 
определения 1, но и точки так называемого локального миниму
ма. Напомним

О п р е д е л е н и е  6. Точка называется точкой ло 
кального минимума  функции / (« )  на множество U со значе
нием с =  /(и*), если существует число а  >  0 такое, что 7(y*)=sS 
^  ] (и) для всех « е С / П { и :  |и — а*| <  а } —  Оа (у*). Если при 
некотором а  >  0 равенство 7(и*) =  / (и )  для u e 0 o ( t , )  воз
можно только при и —  у*, то и, называют точкой строгого ло
кального минимума.

Д ля функции, график которой изображен на рис. 1.1, точки 
и0, и2, «4 являются точками строгого локального минимума, а в 
точках, удовлетворяющих неравенствам щ  <  и ^  и6 и 
^  щ,  реализуется нестрогий локальный минимум. Функция из 
примера 1 в точках Uk — \ /k,  k — ± \ , ± 2, имеет строгий ло
кальный минимум на II =  R1, а в точке и* = 0  — нестрогий ло
кальный минимум.
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Точки локального минимума, в которых минимум достигается 
в смысле определения 1, часто называют точками глобального 
или абсолютного минимума функции J(u)  на множестве U.

Выделим класс функций, у которых все точки локального 
минимума являются точками глобального минимума.

О п р е д е л е н и е  7. Функцию J (и) назовем унимодальной  на 
отрезке U =  {и: а ^  и ^  Ь} —  [а, Ь], если она непрерывна на 
[а, Ь], и существуют числа а , р, а ^  а  ^  (3 ^  Ь, такие, что
1) J (и) строго монотонно убывает при а ^  и ^  а  (если а <  а ) ;
2) J (и) строго монотонно возрастает при р ^  и ^  b (если р <  
<-&); 3) / (« )  =  /„ =  inf /(и )  при а  ^  и ^  Р, так что U„ =

и ^  U

=  [а, р ] . Случаи, когда один или два из отрезков [а, а ] , [а, р ] ,

[Р, Ь\ вырождаются в точку, здесь не исключаются. В частности, 
если а  =  р, то / (« )  назовем строго унимодальной  на отрезке 
[а, Ь].

Функция из примера 2 унимодальна на любом отрезке [а, Ь\\ 
функция из примера 1 строго унимодальна на [2/3, 2], но не 
будет унимодальной на [1/ 2, 2].

Нетрудно видеть, что если функция J(u)  унимодальна на 
[а, Ь], то она остается унимодальной и на любом отрезке 
[с, d] =  [а, Ь].

В заключение кратко остановимся на задаче максимизации 
функции.

О п р е д е л е н и е  8. Функция J (и) называется ограниченной  
сверху на множестве U, если существует число В  такое, что 
J ( u ) ^ B  при всех u ^ U .  Функция J (и) не ограничена сверху  
на U, если существует последовательность {u*} е  U, для кото
рой lim J (uk) —  +  оо. Функцию J (и) называют ограниченной

Й-*оо
на U, если она ограничена на U сверху и снизу.
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О п р е д е л е н и е  9. Если функция J (и) ограничена сверху 
на U, то число /* называется верхней гранью J (и) на U в том 
случае, когда 1) J ( u ) ^ J *  для всех w e t / ;  2) для любого числа 
е >  0 найдется точка u e ^ U  такая, что J ( u e) > J *  — е. Если 
J (и)  не ограничена сверху на U, то по определению принимается 
/* =  + о о .  Последовательность { u k } ^ U  называется максимизи
рующей  для J (и) на U, если lim J(uk) =  J*. Если существует

k->oo
точка и* е  U такая, что /(«*) — J*, то и* называется точкой 
максимума J (и) на U, а величина J (и*) — наибольшим или мак
симальным значением J (и) на U. Множество точек максимума 
/ ( и )  на U будем обозначать через U*, верхнюю грань — через 
/ * =  sup /(«).

« s i ;
Заметим, что верхняя грань и максимизирующая последова

тельность всегда существуют, а максимальное значение может 
не существовать. Если выполнены условия теоремы 1, то J* <  
< + о о ,  и * ф 0 ,  и любая максимизирующая последователь
ность {«*} сходится к U*.

В задачах максимизации также можно различать задачи 
двух типов: в задачах первого типа ищется величина J*, а в за 
дачах второго типа J* и какая-либо точка и* е  U*. Нетрудно 
видеть, что

sup /  (и) — — inf (— J (и)),
u е  U и ^ и

причем любая точка максимума и любая максимизирующая по
следовательность для / (и )  на U являются точкой минимума и 
соответственно минимизирующей последовательностью для 
функции — J (и) на U. Это значит, что любая задача максими
зации функции /  (и) на U равносильна задаче минимизации 
функции —J (и) на том же множестве U. Поэтому мы можем 
ограничиться изучением лишь задач минимизации.

Наконец, немного о точках локального максимума.
О п р е д е л е н и е  10. Точка называется точкой ло

кального максимума функции J {и) на множестве U, если суще* 
ствует число а  >  0 такое, что J ( v * ) ^ J ( u )  для всех w e t / f )  
П{ы: | и — у*| <  a } — Oa (v*). Если при некотором а  >  0 равен
ство J(v*)  —  J(u)  для u ^ O a {v*) возможно только при u — v *, 
то v* называют точкой строгого локального максимума.

Д л я  функции, график которой изображен на рис. 1.1, точки 
«ь ыз, «7, «ю являются точками строгого локального максимума, 
а в точках, удовлетворяющих неравенствам и$ ^  и <  ив и из <
<  и <  «э, реализуется нестрогий локальный максимум; щ  — 
точка глобального максимума.

Множество всех точек локального минимума и максимума 
функции на множестве U принято называть точками локального
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экстремума функции на этом множестве или, проще, точками 
экстремума.

У п р а ж н е н и я .  1. Построить минимизирующую и максимизирующую  
последовательности для функции / ( « ) = a r c t g u  на U =  R'. Д остигает ли 
эта функция своих нижних и верхних граней на R1?

2. Пусть J ( u ) =  |и 2 — 1 1 при и ф \  и / ( 1 ) =  1. Найти множество U .  
точек минимума J (и) на U =  R1. М ожно ли утверждать, что любая мини
мизирующая последовательность для этой функции будет сходиться к £/.?

3. Найти все точки локального экстремума функции J( u)  =  
=  11 \и2 — 1 1 — 1 1 — 1 1 на отрезке [а, Ь] при различных а , Ь. При каких а, Ь 
эта функция будет унимодальной на [а,Ь]7

4. Выяснить, на каких отрезках будут унимодальными функции J(u)  =  
=  е“, J (и) — и2, J (и) =  — и2, J (и) =  -\/| ы |, I  (и) =  cos и.

5. Если функция G ( v ) унимодальна на отрезке [с, d ] ,  то функция 
J( u)  =  0 ( ( d  — с) (и — а) / (Ь  — а) +  с)  унимодальна на отрезке [а, Ь]. Доказать.

6. Доказать, что линейная функция / (и) =  Аи  +  В,  где А, В — постоян
ные, А ф  0, достигает своего минимума и максимума на отрезке [а, Ь] толь
ко при и =  а  или и =  Ь.

7. Найти минимум функции I  (и)  =  ш ах 112 — ut\  на множествах
о<* < I

U =  R'  и U — {и: 1 sg: и <  + ° ° } .

§ 2. Классический метод

Под классическим методом будем подразумевать тот подход 
к поиску точек экстремума функции, который основан на диффе
ренциальном исчислении и подробно описан в учебниках по ма
тематическому анализу. Мы здесь лишь вкратце остановимся на 
этом методе.

Пусть функция ] (и) кусочно-непрерывна и кусочно-гладка 
на отрезке [а,Ь\.  Это значит, что на [а, Ь] может существовать 
лишь конечное число точек, в которых J (и) либо терпит разрыв 
первого рода, либо непрерывна, но не имеет производную. Тогда, 
как известно, точками экстремума функции /  (и) на [а, Ь] могут 
быть лишь те точки, в которых выполняется одно из следующих 
условий: 1) либо J (и) терпит разрыв; 2) либо J (и) непрерывна, 
но производная / ' (« )  не существует; 3) либо производная J' (u)  
существует, и равна нулю; 4) либо и =  а или и — Ь. Такие точки 
принято называть точками, подозрительными на экстремум.

Поиск точек экстремума функции начинают с нахождения 
всех точек, подозрительных на экстремум. После того как 
такие точки найдены, проводят дополнительное исследование 
и отбирают среди них те, которые являются точками локаль
ного минимума или максимума. Для этого обычно исследуют 
знак первой производной / '  (и) в окрестности (или соответст
вующей полуокрестности граничных точек и =  а или и =  Ь) по
дозрительной точки. Д ля  того чтобы подозрительная точка 
v е  [а, b] была точкой локального минимума, достаточно, чтобы
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iim J ( u ) ^ J { v ) ,  lim J ( u ) ^ J ( v ) ,  и при некотором а  >  0 на
tt'+v+Q

множествах [a, b\ f| { у < н < у + а } = 0 «  (о), [а, Ь] Л {о—1а<ы<х>} =  
=  0 й (v) существовала производная J'(u), причем / ' ( « ) >  О 
при и е  Оа (v) и Г  (и) <  0 при м е  O j (d). Если ж е lim J (и

u- * v - О
lim J { u ) ^ . J ( v )  и J ' (и) <  0 при н е  О* (у), J ' ( v ) >  О

U-+V+Q
при и е  Оц (у), то у — точка локального максимума.

В тех случаях, когда удается вычислить в подозрительной 
точке производные второго и более высокого порядков, то их 
также можно использовать для исследования поведения функ
ции в окрестности этой точки. А именно, пусть известны произ
водные J"(v) ,  . . . ,  Jw (v),  причем =  0 при г =
=  1 ,2 .........п — 1, a /<"> { ь ) ф § ,  п ^  1. Если п — четное число, то
в случае / (,г)( и ) >  0 в точке v реализуется локальный минимум, 
а в случае / (п)( и ) < 0  — локальный максимум. Если п нечетно, 
то при а С  v <  Ъ в точке v не может быть локального минимума 
или максимума, при v =  a (или v =  b) в случае / (">(о) >  О 
в точке v имеем локальный минимум (максимум), а в случае 
/<п>(у) <  0 — локальный максимум (минимум).

Чтобы найти глобальный минимум (максимум) функции J {и) 
на [а, Ь), нужно перебрать все точки локального минимума (мак
симума) на [а, Ь] и среди них выбрать точку с наименьшим 
(наибольшим) значением функции, если таковое существует. 
Если вместо отрезка [а, Ь] имеем дело со множеством U =
— {и: а ^  ы < +оо}, или U =  {и: — оо <  и ^  Ь}, или U =  R1, 
то наряду с вышеописанными исследованиями нужно также изу
чить поведение функции при ы -> + о о  или и -*  — оо.

Классический метод исследования функции на экстремум 
следует использовать во всех тех случаях, когда достаточно про
сто удается выявить все подозрительные на экстремум точки и 
реализовать описанную выше схему отбора экстремальных то
чек. К великому сожалению, классический метод имеет весьма 
ограниченное применение. Дело в том, что вычисление производ
ной J ' (и) в практических задачах зачастую является непро
стым делом. Например, может оказаться, что значения функции 
J (и) определяются из наблюдений или каких-либо физических 
экспериментов, и получить информацию о ее производной край
не затруднительно. Но даже в тех случаях, когда производную 
все же удается вычислить, решение уравнения / '  (и) =  0 и выяв
ление других точек, подозрительных на экстремум, может быть 
связано с серьезными трудностями. Поэтому важно иметь так
же и другие методы поиска экстремума, не требующие вычисле
ния производных, более удобные для реализации на современ* 
ных ЭВМ.
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У п р а ж н е н и я .  1. Найти точки экстремума функции /  (и) —  s in 3 и +  
+  co s3 u на отрезках [0, З я /4 ], [0, 2 л ].

2. Пусть J (и) =  (1 +  е1/“) -1 при и Ф  0 и / ( 0 ) = 0 .  Найти точки экстре
мума этой функции на отрезках [0, 1], [— 1, 0 ] , [— 1, 1], [1, 2] и на R1.

3. Пусть непрерывная на отрезке [а, 6] функция / ( и )  в точке v, а <
<  v <  Ь, имеет строгий локальный минимум. М ож но ли утверждать, что 
существует число а  >  0 такое, что / ( и )  монотонно убывает при v  — а <
<  и <  v и монотонно возрастает при v  <  и <  v  +  а?  Рассмотреть функцию  
J (и) =  2и? +  и2 sin (1 /ы ), и ф  0, / ( 0 ) = 0  на отрезке [— 1 ,1 ]. Исследовать  
случай, когда /  (и) на [а,Ь]  имеет конечное число точек локального экстре
мума.

4. Пусть функция J (и) определена на отрезке [а,Ь]  и дваж ды  диф ф е
ренцируема в точке v е  [а, 6 ]. Доказать, что если а <  v < .  b и в точке v 
реализуется локальный минимум / ( « ) ,  то необходимо 0. Б удет ли 
верным это утверждение, если v =  а  или v —  6? Будет ли оно верным, если 
v  =  a или о =  6 и, кроме того, / ' ( у ) = 0 ?  Рассмотреть функции J( u)  =  
=  — и2, / ( ы ) =  cos и на [—я, я ] .

5. Пусть функция J (и) определена на отрезке [а, Ь] и в точке а е  
е  [а, Ъ] имеет п производных (п  ^  2 ), причем известно, что J w ( v ) =  0 при
t = l .......... п — 1 и / (л)(у )т ^ 0 . Доказать, что если v — точка локального
минимума и о <  v  <  b, то п — четное число и /<п> (и) >  0. Что изменится, 
если v — а или v =  6?

6. Пусть функция / (и )  аналитична на отрезке [а, Ь],  т. е. ряд Тейлора 
этой функции сходится к J(u)  во всех точках [а, Ь].  М ожет ли эта функция 
иметь на [а, b ] бесконечное число точек локального экстремума?

7. Пусть функция J(u)  определена на отрезке [а, Ь] и в точке о имеет 
производные всех порядков. М ожно ли утверждать, что если о — точка л о
кального минимума, то / (п>( и ) Ф 0  при каком-либо п ^  1? Рассмотреть  
функцию /  (и) =  и Ф  0, / ( 0 ) =  0 в точке v =  0. Что изменится, если  
функция J(u)  аналитична на [о, 6]?

8. Пусть функция J (и) дифференцируема на отрезке [а, Ь] и в точке 
v е  [а, Ь] достигает своей нижней грани на [а, Ь] . Доказать, что тогда не
обходимо, чтобы J' (v)  (и — v ) ^  0 при всех и е  [а, Ь].  Будет ли выполнения 
этого условия достаточно для того, чтобы в точке v  достигалась нижняя  
грань J (и) на [а, 6]?

§ 3. Метод деления отрезка пополам

Простейшим методом минимизации функции одной перемен
ной, не требующим вычисления производной, является метод 
деления отрезка пополам. Опишем его, предполагая, что мини
мизируемая функция J {и) унимодальна на отрезке [а, Ь]. Поиск 
минимума J (и) на [а, Ь] начинается с выбора двух точек и\ —  
=  (а +  6 — б) /2  и и2 = { а  +  b +  б )/ 2, где б — постоянная, яв
ляющаяся параметром метода, 0 <  б <  Ь — а. Величина б вы
бирается вычислителем и может определяться целесообразным 
количеством верных десятичных знаков при задании аргумен
та и. В частности, ясно, что б не может быть меньше машинного 
нуля ЭВМ, используемой при решении рассматриваемой задачи. 
Точки «1, «2 расположены симметрично на отрезке [а, Ь] отно
сительно его середины и при малых б делят его почти попо
л а м — этим и объясняется название метода. После выбора то
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чек щ, и2 вычисляются значения J(u\ ) ,  J (и2) и сравниваются 
между собой. Если / (и\) / (и2) , то полагают а\ — а, bi =  u2; 
если же J (uj) >  / (и2), то а\ — щ,  Ь\ =  Ь. Так как / ( « )  унимо
дальна на [а, Ь], то ясно, что отрезок [аь Ь\\ имеет общую точ
ку со множеством U* точек минимума J (и) на [а, Ь] и его длина 
Ь\ — а х = ( Ь  — а — б) /2  +  б.

Пусть отрезок [a*-i, bk~i], имеющий непустое пересечение с 
U„, уже известен, и пусть bk- \  — ak- \ — (b — a —  б) /2 k~l +  б >  б, 
k ^  2. Тогда берем точки u2k- \  = ( а * _ i +  bk — б)/2 , u2k =  
.=  (ak- \  +  bk- i  +  б ) / 2, расположенные на отрезке [ak-\,  bk-\]\ 
симметрично относительно его середины, и вычисляем значения 
J (u 2k-\), J{u2k). Если J (u 2k-\) ^  J(u2k), то полагаем ak =  
bk — u2k; если же J (и2к- i) >  J{u2k), то а* =  u2k~i, bk =  bk-\.  Д ли
на получившегося отрезка [aft, bk] равна bk — a k =  
=  (6 — a — 6) / 2* +  б >  б, и [a*, ft*] П U* Ф  0 .

Если количество вычислений значений минимизируемой 
функции ничем не ограничено, то описанный процесс деления 
отрезка пополам можно продолжать до тех пор, пока не полу
чится отрезок [ctk,bk] длины bk — ak <  е; где е — заданная точ
ность, е >  б. Отсюда имеем, что k >  log2 ( (b — а — б) /  (е — б ) ). 
Так как каждое деление пополам требует двух вычислений зна
чений функции, то для достижения точности bk — a е 
требуется всего п =  2k >  2 log2((b — а — б ) / (е  — б)) таких вы
числений.

После определения отрезка [a*, bk] в качестве приближения 
ко множеству £/* можно взять точку й„ =  и2к~i при J(u2k-1) ^
<  J( u2k), и йп —  u2k при J (и2к-\) > J ( u 2k), а значение J (йп) 
может служить приближением для / * =  inf 1{и). При та-

' u E [a , b]

ком выборе приближения для /7* будет допущена погрешность 
р (йп, £/*) ^  ш ах {6* — йп\ йп — ak} — {b — а — б)/2*. Если не тре
бовать того, чтобы значение функции, принимаемое за прибли
жение к /*, было вычислено непременно в той же точке, которая 
служит приближением к U*, то вместо йп можно взять точку 
v n =  {ctk-\-bk) / 2 с меньшей погрешностью p( vn, U*) 
sg: (bk — ак) / 2 — ( Ь— а — 6) / 2*+I -f- 6/2 (здесь k =  n/2  и б до
статочно м ало) . Конечно, и в этом случае можно бы провести 
еще одно дополнительное вычисление значения функции в точке 
v n и принять J ( v n) ~  J*. Однако, заметим, на практике нередко 
встречаются функции, нахождение значения которых в каждой 
точке связано с большим объемом вычислений или дорогостоя
щими экспериментами, наблюдениями, — понятно, что здесь 
приходится дорожить каждым вычислением значения миними
зируемой функции. В таких ситуациях возможно даже, что чис
ло п, определяющее количество вычислений значений функции, 
заранее жестко задано и превышение его недопустимо. Из пре-
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дыдущего следует, что методом деления отрезка пополам с по
мощью n =  2k вычислений значений функции можно определить 
точку минимума унимодальной функции на отрезке [а, Ь] в луч
шем случае с точностью « ( 6  — а)2~1~п/2. Возникает вопрос, не 
существует ли методов, позволяющих с помощью того же числа 
вычислений значений функции решить задачу минимизации уни
модальной функции поточнее? Оказывается, такие методы есть. 
Один из них будет описан в следующем параграфе.

В заключение отметим, что метод деления отрезка пополам 
без изменений можно применять для минимизации функций, не 
являющихся унимодальными. Однако в этом случае нельзя бу
дет гарантировать, что найденное решение явится достаточно 
хорошим приближением к глобальному минимуму.

§ 4. Метод золотого сечения. Симметричные методы

Перейдем к описанию метода минимизации унимодальной 
функции на отрезке, столь же простого, как метод деления от
резка пополам, но позволяющего решить задачу с требуемой 
точностью при меньшем количестве вычислений значений функ
ции. Речь пойдет о методе золотого сечения.

1. Как известно, золотым сечением отрезка называется деле
ние отрезка на две неравные части так, чтобы отношение длины 
всего отрезка к длине большей части равнялось отношению 
длины большей части к длине меньшей части отрезка. Нетрудно 
проверить, что золотое сечение отрезка [а, Ь] производится 
двумя точками u t =  а -f- (3 — л / 5 ) (b — а)/2 — а +  0,381966011 . . .  
. . . { Ь - а )  и и2 =  а +  ( л / 5 -  1)(& — а)/2 =  а +  0,618033989 . . .  
. , . {Ь — а), расположенными симметрично относительно сере
дины отрезка, причем а <  и\ <  и2 <С Ь, (Ь — а)/(Ь — щ) —  
=  {b — u{)/(ui — а) =  (Ь — а)/(и2 — а) =  (и2 — a)/{b — и2) =  (V 5 +  
+  1 ) /2 =  1,618033989 . . .

Замечательно здесь то, что точка и\ в свою очередь произво
дит золотое сечение отрезка [а,и.2\,  так как и2 — U\ <  и\ — а =  
=  b — и2 и (и2 — o ) /(« i  — а) =  («1 — а ) / ( и 2 — г/i). Аналогично 
точка и2 производит золотое сечение отрезка Опираясь
на это свойство золотого сечения, можно предложить следую
щий метод минимизации унимодальной функции J (и) на отрезке 
[а,Ь].

Положим а \ — а, Ь\ =  Ь. На отрезке [ai.&i] возьмем точки 
щ, и2, производящие золотое сечение, и вычислим значения 
J(ui ) ,  J (u2). Далее, если /  (и{) ^  /  (и2) , то примем а2 — а и Ь2 —  
=  и2, H2 =  Ui; если же J (и\) >» J ( u2),  то а2 =  и\, b2 =  b\, й2 —  
=  и2. Так как функция J{u)  унимодальна на [а,Ь],  то отрезок 
I[а2, Ь2] имеет хотя бы одну общую точку со множеством С/*
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точек минимума J (и) на [а, Ь]. Кроме того, Ь2 — а2 =  (л/5 — 1 )Х  
Х ( £  — а) /2, и весьма важно то, что внутри [а2, Ь2) содержится 
точка «2 с вычисленным значением / ( й 2) =  min {/(«!); / ( u 2)}, 
которая производит золотое сечение отрезка [а 2, Ь2].

Пусть уже определены точки щ, и2, . .. , ип- \ ,  вычислены зна
чения 7(«i), J(u2), . . . ,  J(un-i ) ,  найден отрезок [an- \ , b n- \ ] такой,
что [an- i , b n-i](] и * ф 0 ,  Ьп_\ — ап_х =  ((л /5  — 0 /2 ) "  2(6 — а),
и известна точка ип~ь производящая золотое сечение отрезка
[ап- и  Ьп-\\  и такая, что Z(«n- i ) =  min /  (щ), п ^  2. Тогда

1 < г <«-1
в качестве следующей точки возьмем точку ип =  a n-i +  Ьп-\  —
— йп-\, также производящую золотое сечение отрезка [ап- \ , b„-i], 
вычислим значение J ( un). Пусть для определенности ап-\ <С
<  ип С  йл-1 <  (случай «л-i <  «л рассматривается анало
гично). Если / ( « „ ) <  /  («л- i ) ,  то полагаем ап =  ап~\, Ьп =  йп-\,  
йп ==ип; если же /(««) > / ( « л - i ) ,  то ап =  ип, Ьп — Ьп-и  йп —  
=  «л_1. Новый отрезок [a«, М  таков, что [a«, й„] П Ф  0 ,
Ьп — оп =  ((д/5 — 0 /2 )  (b — а), точка «„ производит золотое
сечение \ап,Ь п] и /(«„) =  m in {/(«„),/(«„_!)} =  min /(«,•).

i <  г <  л
Если число вычислений значений / (и )  заранее не ограни

чено, то описанный процесс можно продолжать, например, до 
тех пор, пока не выполнится неравенство b„ — а„ <  е, где е — 
заданная точность. Если же число вычислений значений функ
ции J (и) заранее жестко задано и равно п, то процесс на этом 
заканчивается и в качестве решения задачи второго типа (см. 
§ 1) можно принять пару /(««) , «л, где J (йп) является прибли
жением для / * =  inf У (и), а точка «„ служит приближением

и  е  [а, Ъ]
для множества £/* с погрешностью р(«„, t /„ )^m ax{& „ — йп,

йп — ап} = \ { ^ Ь — 0 (Ьп — ап) =  (  ^ ~  1 )  (Ъ — а) =  Ап. Вспом
ним, что с помощью метода деления отрезка пополам за п =  2k 
вычислений значений функции /(и )  в аналогичном случае мы 
получили точку й„ с погрешностью р (й„, Ut) ^  2~п12(Ь — а — 6) <
< 2 ~п,2(Ь — а) — Вп. Отсюда имеем Ап/Вп =  (2 V 2 / ( V 5  +  0 )"  &  
« ( 0 ,8 7  . . . ) "  — видно, что уже при небольших гс преимущество 
метода золотого сечения перед методом деления отрезка попо
лам становится ощутимым.

2. Обсудим возможности численной реализации метода золо
того сечения на ЭВМ. Заметим, что число л /5  на ЭВМ неизбеж
но будет задаваться приближенно, поэтому первая точка 
« 1= а  +  (3 — л /5 ) (Ь — а)/2 будет найдена с некоторой погреш
ностью. Посмотрим, как повлияет эта погрешность на резуль
таты последующих шагов метода золотого сечения. Обозначим
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Ап =  Ьп — а„ =  ((д/5 — 0 / 2)" * (b — а), п =  1, 2 , . . .  Нетрудно 
проверить, что Ап является решением конечно-разностного урав
нения Дя—2 == Дп-1 +  Ал или

А п =  Art_2 Ап__ i , /2 =  3 , 4 , . . .  (1)

с начальными условиями Ai =  b — а, Д2 =  Ь — и\.
Как известно [2], [40], линейно независимые частные реше

ния этого уравнения имеют вид xj* и т", п =  1, 2, . . . ,  где т,==
=  ( д / 5 — l)/2, т2 =  — (д/5 +  0 / 2  — корни характеристического 
уравнения х2 +  х — 1 = 0 ,  а любое решение (1) представимо 
в виде

Дл =  Лх" +  Вх", п = 1 , 2 ,  . . . ,  (2)

где постоянные А и В однозначно определяются начальными 
условиями из линейной системы

Г ЛТ1 +  ВТ2 =  Дь . .
1 Л т 2 +  В т 2 =  А 2 .

При Ai— b — а, Д2= 6 — «1 из (3) имеем Л =  2(6 — а)/(д / 5 — О» 
В =  0, и понятно, что формула (2) в этом случае дает уже из
вестное нам решение А„ =  т?-1 (Ь — «). Однако точка задана 
с погрешностью, поэтому в системе (3) вместо точного значения 
А2 придется взять приближенное Д2 =  Д2 +  6. Тогда постоянные 
Л, В  из (3) определятся с соответствующими погрешностями: 
Я =  Л +  6ь В — В +  б2, и- вместо (2) с точными Л, В будем 
иметь Ап =  A t f  +  Вх£, /г =  1, 2, . . .  Так как 0 <  xi =  0,6 . . .  
. . .  <  1, | х21 =  1,6 . . .  >  1, то погрешность | Ап — Ап | =  | б,х^ +  
+  б2х"| с возрастанием п будет расти очень быстро. Это зна
чит, что уже при не очень больших п отрезок [а п, Ьп\ и точки йп, 
ип+1 =  ап +  Ьп — Пп будут сильно отличаться от тех, которые по
лучились бы при работе с точными данными. Численные экспе
рименты на ЭВМ также подтверждают, что метод золотого сече
ния в описанном выше виде практически неприменим уже при 
небольших п._

Как же быть? К счастью, имеется достаточно простая моди
фикация метода золотого сечения, позволяющая избежать слиш
ком быстрого возрастания погрешностей при определении точек 
ип, п ^ 2 .  А  именно, на каждом отрезке [ап, Ьп\ , содержащем 
точку йп с предыдущего шага, при выборе следующей точки 
««+1 нужно остерегаться пользоваться формулой ип+ \= а п +  Ьп —
— йп, и вместо этого лучше непосредственно произвести золотое 
сечение отрезка \а„, Ьп\ и в качестве ип+i взять ту из точек
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+  (3 — V ^ )  (bn — ап)/2, ап +  ( д/5 — l)  (Ьп — ап)/2, которая наи
более удалена от й„ (здесь под •у/5' подразумевается какое-либо 
подходящее приближение этого числа). Конечно, после такой 
модификации метод золотого сечения, вообще говоря, теряет 
свойство симметричности и, быть может, уже не так красив, но 
зато вполне годится для приложений.

В § 8 будет показано, что метод золотого сечения и приве
денная его модификация являются почти наилучшими на классе 
унимодальных функций. Разумеется, этот метод допускает при
менение и без априорного знания о том, что минимизируемая 
функция унимодальна, но в этом случае полученное решение 
может оказаться далеким от глобального минимума.

3. М етод золотого сечения относится к классу так называемых симмет
ричных методов. Дадим  краткое описание произвольного симметричного ме
тода минимизации функции / ( и )  на отрезке [а,Ь] .  Первый шаг: на [а, 6] 
задается точка и и а <  и\ <  6, полагается a t =  a, b i =  6, й, =  щ  и вычис
ляется ] ( и х). Пусть уж е сделано « — 1 шагов (п 2) и найдены отрезок 
[ал- i ,  b „ - 1] ,  точка Un- i , ап- , <  йп- \  <  Ьп- \ ,  с вычисленным значением 
J (йп- 1) ,  причем й„_1 ф  (а„_! +  bn- i ) j 2 .  Тогда на следующем п-и  шаге бе
рется точка ип — ап- \  +  6w-i — йя- ь  расположенная внутри [an- i ,  Ьп- \ ]  
симметрично точке йл-1  относительно середины этого отрезка — отсюда про
исходит название симметричных методов. Затем вычисляется значение J (ип) 
и сравнивается с ] ( й п - \ ) .  Пусть для определенности йп- \  <  ип (случай и„ <
<  йл-1  рассматривается аналогично). Тогда при ] (йп- \ )  J (ип) полагается 
а„ =  ап- и Ьп — ил, йп =  йп- й  если ж е J (йп- \ )  >  Ц и„) ,  то а„ =  йп- и 
Ьп =  Ьп- !, йп =  и, Е с л и  йп Ф  (а п +  Ьп)12, то процесс может быть продолжен 
дальше. М ож ет оказаться, что йя =  ( ап +  Ьп)/2  — в этом случае процесс за 
канчивается; при необходимости на [ап, Ь„\ можно продолжать поиск мини
мума аналогичным методом, начиная с выбора новой начальной точки й„ Ф  
Ф ( а „  +  Ьп)/2.

Симметричный метод описан. И з этого описания видно, что всякий сим
метричный метод полностью определяется заданием отрезка [а, 6] и первой 
точки «ь а <  и1 <  Ь. Отсюда следует, что в качестве другой характеристики 
симметричного метода можно взять длины Д„ отрезков [а„, &„], n =  1, 2, 
где Д 1 =  6 — а, Д2 =  ш ах{6 — щ ш, и i — а).  Очевидно, Дл+1 Дл/2  при всех 
п  ^  1. Как видим, симметричные методы весьма просты и, пожалуй, даж е  
изящны. Однако все эти методы страдаю т тем ж е недостатком, что и метод 
золотого сечения: погрешность, допущ енная в задании первой точки и и при
водит к быстрому накапливанию погрешностей на дальнейших шагах и уж е  
при не очень больших п результаты будут сильно отличаться от тех, которые 
могли бы получиться при точной реализации симметричного метода с точными 
исходными данными. Если симметричный метод таков, что для Д„ =  Ьп — ап 
выполнено условие

Д „/2 <  Д „ + , <  2Д „/3, « = 1 , 2 .......... N,  (4)

при некотором N  >  1, то Дя б удут  удовлетворять конечно-разностному урав
нению (1) при п =  2, 3, . . . ,  N,  и исследование поведения погрешностей в 
этом случае м ож ет быть проведено так ж е, как это было сделано выше для 
метода золотого сечения. Чтобы избеж ать слишком быстрого роста погреш
ностей в симметричных методах со свойством (4), на каж дом отрезке [ап, Ьп] ,  
2 ^  n sg; ЛГ, содерж ащ ем точку й„ с предыдущего шага, следующую точку 
ыл4.| нуж но определять не по формуле un+i — ап -\- bn — йп, а лучше принять
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з а  ип+ 1 ту из точек а„ +  х(Ьп — ап), а„ + ( 1  — т) (&„ — ап),  т =  (Д2 +  6 )/A i,  
которая наиболее удалена от йп-

Если условие (4) на некоторых шагах нарушается, то закон изменения Дл 
описывается чуть более сложными конечно-разностными уравнениями, чем 
(1) .  Например, если (4) не выполнено при некотором п  =  k\ ^  1, т. е. вме
сто (4) имеет место 2Д ^ /3  <  Aftl +  1 <  ДЙ1, то из описания симметричного ме
тода  следует, что Ап удовлетворяет уравнениям

^ki+n ~  ^k,  ~  п ^ \ ’ п = \ ,  2, k 2] b kl+kl+x  =  A lt (5)

где 4̂j =  Д&1 — Afel+1, a k 2 — тот номер, для которого /4[ <  <  2/)j
Если же при п =  k[ условие (4) выполнено, то приняв в (5) k2 =  1, придем  
к уравнению (1) для п =  k\ +  2. Аналогично выписываются уравнения для  
Ап при п >  k\ +  k2 +  1. Пользуясь этими уравнениями, можно проследить за  
поведением погрешностей от шага к шагу и с помощью индукции показать, 
что погрешности будут расти не медленнее, чем в случае симметричных ме
тодов с условием (4) (см. упражнение 8 .9). Доказательство этого факта, 
которое не очень сложно, но довольно громоздко для изложения, а такж е  
описание модификации симметричного метода в общем случае мы здесь не 
приводим, так как ниже будем иметь дело только с такими симметричными 
методами, которые удовлетворяют условию (4) и чаще встречаются на 
практике.

§ 5. Постановка задачи об оптимальных методах

В тех случаях, когда вычисление значений функции связано 
со значительными затратами, большую ценность приобретают 
экономичные или, как их еще называют, оптимальные методы, 
позволяющие решить задачу минимизации с требуемой точ
ностью на основе вычислений значений минимизируемой функ
ции как можно в меньшем числе точек, а также тесно связанные 
с ними методы, гарантирующие наилучшую точность при жестко 
заданном количестве вычислений значений минимизируемой 
функции. В связи с этим возникают вопросы, что такое опти
мальный метод, существуют ли такие методы, как их строить? 
Абсолютно наилучший метод, пригодный для минимизации всех 
функций, вряд ли существует, и на поставленные вопросы мож
но попытаться ответить лишь при определенных ограничениях 
на рассматриваемые методы, функции и постановки задач ми
нимизации.

Предположим, что нам задано некоторое множество методов 
Р, класс функций Q и зафиксирована какая-либо постановка за 
дачи минимизации (например, задача первого или второго типа 
из § 1). Пусть А(/, р) — погрешность решения рассматриваемой 
задачи минимизации для функции /  =  /(ы ) e Q  с помощью ме
тода р е Р .  Ясно, что минимизируя одним и тем же методом р 
различные функции из Q, мы будем получать, вообще говоря, 
различные погрешности: для некоторых «хороших» функций из Q 
эта погрешность может оказаться равной нулю, а для других 
«плохих» функций из Q погрешность может быть значительной.
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Имеет смысл считать метод р Р  лучше метода р2 е  Р, если 
погрешность метода р i даже для самых «плохих» (для р ;) функ
ций из Q будет меньше погрешности метода р2 для «плохих» 
(для р2) функций из Q. В связи с этим представляется разум
ным ввести величину б (р) =  sup Д (J, р), выражающую co

z e  Q
бой погрешность метода р при минимизации самой «плохой» для 
р функции из Q.

О п р е д е л е н и е  1. Величину 6(р) =  sup Л (J, р) назовем

гарантированной точностью метода р е  Р на классе функ
ций Q. Скажем, что метод р \ ^  Р лучше метода р2^  Р на клас
се Q, если 6(pi) < б ( р 2). Метод р* s  Р назовем оптимальным 
методом на классе Q, если б (р„) =  inf 6 (р) =  у, а величи-

р е Р
ну у  — наилучшей гарантированной точностью методов Р на 
классе Q. Если для некоторого метода ре е Р  выполняется нера
венство б( ре) ^ 7  +  £, то метод ре назовем е-оптимальным на 
классе Q.

Вопросы существования оптимальных и е-оптимальных ме
тодов, возможности их построения для различных множеств ме
тодов Р, классов функций Q и постановок задач минимизации, 
а также другие возможные подходы к проблеме выбора опти
мальных методов изучались, например, в [5, 9, 56, 67, 78, 118, 
123, 145, 216, 219, 222, 247].

Здесь мы ограничимся рассмотрением оптимальных методов решения за 
дач минимизации второго типа на классе функций Q,  состоящем из всех 
унимодальных функций на отрезке [а, Ь]. Кроме того, будем пользоваться 
методами минимизации, использующими лишь значения функции, считая так
ж е, что число п вычислений значений минимизируемой функции заранее за 
дано. При выборе точек и и и2, . . . ,  и„, в которых будут вычисляться значе
ния функции, будем  выделять два принципиально различных способа: 1) в 
первом способе точки и и. . . ,  и„ выбираются последовательно, отдельными 
порциями, причем при выборе каждой очередной порции учитываются ре
зультаты предыдущих вычислений; 2) в другом, так называемом пассивном 
способе, все точки и.\, . . . ,  ип выбираются сразу, до начала вычислений, и 
в дальнейшем уж е не меняются. Перейдем к более точным формулировкам.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть J (и) — унимодальная функция на отрезке  
[а , Р], и пусть вычислены значения J (и)  в точках и и и2, . . . ,  ы,„ е  [а , Р]. 
Скажем, что тройка точек ат , Ьт, йт локализует минимум функции J (и) на 
отрезке  [а , Р] по точкам и и . . . ,  ит, если 1) точка йп совпадает с одной из 
точек и и . . . , и т; 2) J ( й т) =  m in /  (« .);  3) ат < и т < Ь т, причем

v т  ■ 1 < ( < m  v ‘
а т, Ьт — ближайшие к йт точки среди точек и и . . . ,  ит, се, р.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть / ( и ) е ( ?  — класс унимодальных функций на 
отрезке [а ,Ь] .  Скаж ем, что на \а,Ь]  задан последовательный метод рп, 
если 1) задано правило выбора первой порции точек щ,  . . . ,  us е  [а, Ь],  
1 ^  s ^  п, по которым определяется тройка точек a s, bs, us, локализующая  
минимум /  (и) на [а, £>]; 2) при s <  п на отрезке [as, 6S] по заданному пра
вилу выбирается вторая порция точек us+\ .......... s  <  k ^  п, и по точкам
Ms, ................... ик определяется тройка а*, Ь*, ы*, локализующая минимум I (и )



ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ МЕТОДАХ 2 5

на [as, 6S] ; 3) при k <  п на отрезке [ак, Ьк] по известному правилу выби
рается следующая порция точек u*+i, , . ^ , и т, k <  т п, и по точк а» ы*, 
н*+1, ит находится тройка ат, Ьт, ит, локализующая м и н и м у м ^ * ^  на 
[а*, Ьь] и т. д. Этот процесс выбора точек отдельными порциями П родол
жается до тех пор, пока не будет выбрана последняя п -я точка и определена  
соответствующая локализующая тройка ап, Ьп, й„.

Примерами последовательного метода служ ат методы деления отрезка  
пополам, золотого сечения. В результате применения последовательного ме
тода рп для минимизации функции / ( u ) e ( j  получим вложенные отрезки  
[a, b ] гэ [as, bs] => [а*, Ьк] =>. .  ,_гз [а„, Ь„] такие, что [ап, Ь„] П U .  ф  0 ,  
j ( i i  ) =  m in J (и. ) ,  ап <  и„ <  Ьп, причем ап, Ь„ — ближайшие к йп точки 

' К К »
среди и |, . . . ,  ип, а, Ь. Это значит, что полученная методом рп тройка а„, Ьп, й„ 
локализует минимум J (и) на [а, Ь].

О п р е д е л е н и е  4. Пусть ) ( u ) e Q .  Скажем, что на отрезке [а, 6] з адан
пассивный метод рп, если задано правило выбора сразу всех п  точек и ..........
. . . ,  и„ е  [а, Ь],  по которым определяется тройка точек а„, Ьп, йп, локали
зующая минимум функции J'{u) на [а, Ь].

Примером пассивного метода является метод равномерного перебора. 
В этом методе точки ии . . . ,  ип выбираются по правилу щ — а! +  ih, 
i — 1, . . . ,  п, где ft =  const >  О— шаг метода, a i — заданная точка такая, 
что |« i — a | ^ f t  (например, a, =  а или ai =  a -)-f t /2 ) , и , кроме того, 
nh ^  b — а ; <  (п  +  1)Л.

Из определений 3, 4 видно, что пассивный метод является частным слу
чаем последовательного метода, когда все п точек выбираются сразу в пер
вой ж е порции. П оэтому нетрудно понять, что последовательные методы об 
ладают большей гибкостью и гораздо точнее пассивных методов — это о б 
стоятельство будет строго установлено ниже. Однако это не значит, что 
пассивные методы вовсе не находят применения. Они незаменимы во всех 
тех случаях, когда можно одновременно провести п вычислений значений  
минимизируемой функции, но нет возможностей (например, не хватает вре
мени) для того, чтобы проводить вычисления последовательно, отдельными  
порциями с учетом результатов предыдущих вычислений.

Предположим, что в результате применения какого-либо последователь
ного или пассивного метода р п для минимизации функции / ( u ) e Q  найдена  
тройка а„, Ьп, йп, локализующая точку минимума J (и) на fa, Ь].  Что теперь 
считать приближенным решением задачи минимизации второго типа? Так как 
J (й ) =  m in J ( и , ), то естественно принять величину J (й„) за  прибли- 

' . к  Г < п
женное зн а ч е н и е /, =  inf J (и).  Что касается выбора точки, являющейся 

и е  [а, Ь]
приближением ко множеству £/» =  {и: и е  [а, b] ,  J (и) =  / . } ,  то здесь на
прашиваются, по крайней мере, две интересные возможности: йп или v„ =  
=  (ап +  Ьп)/2.  Что лучше? Для ответа на этот вопрос нам придется уточ
нить постановку задачи минимизации второго типа. А именно, мы будем  раз
личать два варианта этой задачи и для краткости назовем их задачами  
А и Б.

З а д а ч а  А.  С помощью п вычислений значений функции J (и) найти 
такую точку w n, которая удалена от U ,  на возможно меньшее расстояние,  
и соблюсти условие,  чтобы приближением к J ,  служило как р аз  значе
ние J(w„).

З а д а ч а  Б. С помощью п вычислений значений функции J (и) найти 
такую точку w n, которая удалена от U,  на возможно меньшее расстояние,  
но, в отличие от задачи  А, не требуя того, чтобы значение функции,  прини
маемое за приближение к обязательно б ыло вычислено в точке w„.

Поскольку количество вычислений значений функции ограничено сверху  
числом п, то в задаче А точку w n придется выбирать среди точек и\, . . . ,  и„, 
в которых значение функции уж е вычислено, а в задаче Б эта точка м ож ет
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быть отличной от и |, . . . ,  ип. Это небольшое, казалось бы, различие в поста
новках задач , А и Б приводит к тому, что в задаче А лучше всего принять 
w n —  йп с погрешностью

Р (йп, U J  <  ш ах {Ьп — йп, йп — а п}, (1)

а в задаче Б w n =  v n =  (ап +  bn) l 2 с погрешностью

Р (Vn, U t ) ^ . ( b n — а п)/2; (2)

здесь  йп, Ьп, йп — локализующая тройка метода р п-
П окажем, что оценки (1 ), (2) точны на классе Q. Начнем с оценки (1 ). 

И з определения последовательного и пассивного методов видно, что лока
лизующ ая тройка ап, Ь„, йп, полученная методом р п при минимизации функ
ции / ( « ) s Q ,  останется без изменений, если тот ж е  метод рп применить к 
лю бой другой функции g ( u ) e Q ,  которая совпадает с J (и) вне [ап,Ь„],  
а на отрезке [а„,Ь„] удовлетворяет условию g ( u n) <  m in {g (a„); g( b„ ) } .  П о
этом у без умаления общ ности можем считать, что 1 ( й п) <  min { /(a „ ); /(& „)}. 
Д алее, в зависимости от того, будет ли т а х[ Ь„ —  йп, йп —,а„} =  Ьп — «„ или 
йп — ап, определим соответственно функции

[ J (и) вне [йп, ь п],

г /  \  —  “ л )  V  “  1  ~  с ) К ь п  —  « п  —  е )  +  /  ( йп )
II (“) =  { - _ _,j при «„ ^  и ^  о„ — е

[ (и — Ьп) С /е  +  J (Ьп) при bn — е <  u ^ L b n ,

J (и) вне [ а п, йп], 
j  ( ~ и  +  а п) С /е  +  J (ап) при а„ <  и <  а„  +  е,

U (« — йп) ( /  (йп) — I  (ап) +  С)/(ы„ — а п — е) +  /  (йп)
при а п +  е <  и <  йп,

где 0 <  е <  min [bn — йп\ йп — ап}, m a x { /(a „ ) , J(b„)}  —  J (йп) <  С.. Очевид
но, функции J\ (u) ,  / 2(и) строго унимодальны на отрезке [а, Ь] и принимают 
свое наименьшее значение в точках Ьп — е и ап +  е соответственно. Отсюда 
ясно, что выбирая в достаточно малым, погрешность р (й я, t / ,)  решения за 
дачи А для функций h ( u ) ,  («) методом рп можно сделать как угодно близ
кой к m ax {Ьп — й„, йп — а„}.  Это значит, что оценка (1) точна на классе Q.  
Конечно, в задаче А  вместо w„ =  й„ можно было бы еще попробовать 
взять w n =  а или w„ =  6, полагая, что значение J(w„)  вычислено, но те ж е  
функции Ji (u) ,  /г(ы) показывают, что погрешность p(w„,  U„) в этом случае 
стала бы неоправданно большой по сравнению с (1) .  И з сказанного следует, 
что в задаче А выбор w n =  йп является наилучшим, а величину 
т а х  {&„ — йп, йп — а л} =  ДА ( / ,  р п) можно принять за  погрешность после
довательного или пассивного метода р п при решении задачи А для функции 
J =  / ( « ) s Q „

Аналогично можно убедиться, что в задаче Б выбор точки w n =  v n =
—  (ап +  Ь„)12 является наилучшим на классе Q.  В самом деле, если ап ^  
^  w n <  v n или v n <  w„  ^  bn, то для функций J \ (и)  и соответственно / 2(« ), 
введенных выше при обсуж дении задачи А, погрешность р ( w n, { / .)  будет  
заведом о больше (Ьп — а„)12. Те ж е функции показывают, что р (« я, £/„) мо
ж ет  быть сколь угодно близкой к (Ь„ — а„)12, так что оценка (2) точна на 
классе Q. П оэтому естественно принять величину ( Ьп — а „ )/2 =  ДБ (J , р п) 
за  погрешность последовательного или пассивного метода р п при решении 
задачи Б для функции /  =  / ( u ) e Q .  Заметим, что всегда Д б(/, ря) г£  
^  Д а ( ] , р п),  причем равенство возмож но только при м„ =  (ап +  6„)/2.
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Таким образом , n -точечные (т. е. использующие вычисление значений 
функции в п точках) последовательные и пассивные методы решения задач А  
и Б полностью описаны. Если теперь в определении 1 принять, что Q —  
класс унимодальных функций на отрезке [а, 6 ], Р  =  Р„ — множество всех 
п-точечных последовательных (или пассивных) методов, А ( / ,  р п) =  Да (Л Рп), 
то получим определения гарантированной точности, оптимального и е-опти- 
мального последовательного (или пассивного) метода для задачи А, а при

р п) =  ДБ( / ,  рп) — определения тех ж е понятий для задачи Б. В после
дующих параграфах будет выяснено существование оптимальных последо
вательных или пассивных методов для задач А и Б и изучены возможности  
их построения.

Заметим, что все рассмотрения выше проводились для фиксированного 
отрезка [а, £>]. Возникает вопрос: если оптимальный или е-оптимальный (по
следовательный или пассивный) метод поиска минимума унимодальных 
функций на отрезке [а, Ь] уж е построен, то нельзя ли указать какой-либо 
простой рецепт получения оптимального или е-оптимального метода поиска 
минимума унимодальных функций на отрезке [ c ;d] ,  отличном от [а, 6]? Д ля  
ответа на этот вопрос возьмем преобразование отрезка [а, Ь] в [c , d ] ,  за д а 
ваемое линейной функцией v — (u — a) ( d — c ) / ( b  — а) +  с, и каж дой уни
модальной функции g ( v )  на [с, d]  поставим в соответствие унимодальную  
функцию J{u)  =  g ( ( u  — a) (d — c ) /(b  —  а ) + с )  на [а, £>1. Очевидно, тем самым 
меж ду классами унимодальных функций на отрезках [а, 6] и [с, d]  установ
лено взаимно однозначное соответствие. Теперь естественно принять сле
дующее

О п р е д е л е н и е  5. Пусть на отрезке [а, Ь] задан какой-либо последо
вательный или пассивный метод р п. Применением метода р п к отрезку [с, d] 
для поиска минимума унимодальной функции g ( v )  на [с, d \  будем  называть 
выбор точек vt  =  (u( —  a) ( d — c ) / ( b  —  e ) + c e [ c ,  d ] ,  i =  1, . . . ,  n, по тем 
ж е правилам и в той ж е последовательности, по которым выбираются точки 
Ui s  [a, b] ,  i —  1, . . . ,  п, с соответствующими номерами при применении ме
тода рп для минимизации функции J ( u ) = g ( ( u — а ) ( а  —  с ) / ( Ь — а)  +  с) 
на [а, Ь].

После принятия такого определения имеет смысл говорить о последова
тельных и пассивных методах р„ безотносительно к какому-либо отрезку.
В тех случаях, когда желательно подчеркнуть, что поиск минимума прово
дится именно на отрезке [а ,Ь] ,  вместо Д ( J , p n),  б (рп),  у  — уп (см. опреде
ление 1) будем писать Д ( / ,  рп, Ь — а) ,  б (рп, Ь — а) ,  у п(Ь — а)  соответственно, 
снабжая эти величины индексами А или Б в зависимости от того, рассматри
вается задача А или Б. Из определений 1— 5 следует, что

А ( / ,  Рп,  а  (Ь — а))  =  аД (J, р п, Ь — а), 

б ( р п, а  {Ь — а)) =  аб (р„,  Ь — а),  у п (а  (Ь — а)) =  а у п (Ь — а)  

при любых а  >  0.
В заключение заметим, что задача Б равносильна следующ ей задаче Б'.
З а д а ч а  Б'. С помощью п-точечного последовательного (или пассивно

го) метода получить отрезок [ап, Ьп] , имеющий возможно мен ьшу ю гаран
тированную на классе Q длину и содержащий хотя бы о д н у  точку мини
мума.

Равносильность задач Б и Б' следует из того, что Ьп —  ап =
=  2Дв (J,Pn).

У п р а ж н е н и я .  1. Найти оптимальные и е-оптимальные последователь
ные и пассивные методы для задач А и Б при п =  1 и п =  2.

2. Найти гарантированную на классе Q  точность последовательного (или 
пассивного) метода р п, если в качестве погрешности метода р Л при миними
зации функции /  =  / ( « ) e Q  принята величина Д ( / , р п) =  \Jn — / (« л )  |.
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§ 6. Оптимальные пассивные методы
П усть Q — класс унимодальных функций на отрезке [а, Ь], Р„ —  множе

ство n -точечных пассивных методов на [а, 6 ], п ^  1. Пусть р п =  {ии . . .
ип} —  какой-либо пассивный метод, и0 =  а  < « , < . . . <  ип ^  Ь =  и„+и 

a U k- j, и*+ь Uk — локализующая тройка этого метода для функции /  =  
=  / ( u ) e Q .  Тогда погрешность метода р„ при решении задачи А, согласно 
§ 5, равна ДА ( / ,  р п, Ь - а )  =  m ax -  ик, uk -  и к _ х).

Н айдем 6А (р п, b — а ) =  sup ДА ( / ,  р п, b — а)  — гарантированную точ-/ €2 Q
ность м етода р„ для задачи А на классе Q,  рассчитанную на самые «плохие» 
для р„ функции / ( u ) e Q .  П реж де всего ясно, что ДА ( / ,  р п, Ь — а ) <

^  m ax (и^+ [ — « /)  для любой функции /  =  / ( i < ) e Q .  Пусть
О ^  I ^  п

m ax («^+ 1 — « j) =  uk + \  ~  uk• Возьмем функцию
0 ^  i ^  tl

r - r  , R( - “ + uk + i - e) nP“
* e — ' e \U) — i ,

I  (« -  uk+i -(“ -  uk+\ +  e)/e np« “ > uf t + i - e- 0 < e <  “a+i -  «*•
Очевидно, J e (u) строго унимодальна, свое наименьшее значение на [а, 6] 
принимает в точке и,  =  и*-и — е, и кроме того, ДА (Je, р п, Ь — а) =  «*+, — й*. 
О тсюда следует, что

*А (Р«. 6 “ а ) =  п (“ | + ! - “ |)-U ^  л

О п р е д е л е н и е  1. Величина (b — а) =* inf 6А (р„, Ь — а)  называет
ся s  Рп

ся наилучшей гарантированной точностью «-точечных пассивных методов для  
задачи А на классе Q.  Пассивный метод р% называется оптимальным для 

задачи А , если 6А (р ^ , b — а )  =  (Ь — а).  Пассивный метод р%’ 8 назы

вается е-оптимальным  для задачи А, если бА (Р'п ь — а )  (ь -  «) +  е - 
Как видим, определение 1 является переформулировкой определения 5.1 

на случай задачи А пассивных методов и класса унимодальных функций.
Т е о р е м а  1. Д л я  задачи  А  при всех п ^  1 существует и притом един

ственный оптимальный пассивный метод р% на классе  Q; он имеет вид

=  {о г =  I (Ь — а)/(/г +  1), I =  1, 2 ...........гг}. Наилучшая гарантированная

точность пассивных методов Р п на классе Q равна (b — а) / (п  +  1) =  у^(Ь — а).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П реж де всего, очевидно, бА b — а )  =  
=  ( Ь —  а ) / ( л +  1).  Для любого другого пассивного метода р п =  
=  {ui, ы2, . . . ,  «„}, и0 =  а  <  Ui <  . . .  <  и„ <  Ъ =  и„+ь всегда найдется 
отрезок [и», u*+i] длины h*+i — и* ^  (6 — а ) / ( п  +  1), ибо в противном слу
чае сумма длин всех отрезков [щ,  Ui+ l ] ,  i  —  О, 1, . . . ,  п, будет меньше b —  а. 
Следовательно, а д ( р п, b — a ) =  m ax ( и , , ,  — и 1) ' ^ { Ь  — а ) / ( п + \ )  для 

'  ’ о <  i < п '  т ’
лю бого пассивного метода р п, причем равенство здесь возмож но только при

Рп =  Рп-
П ерейдем к рассмотрению задачи Б. Погрешность пассивного метода 

рп - {«1, . . . .  ип], и0 =  а  ^  U| <  . . .  < и „  b — и„+и при решении за д а 
ли Б, согласно § 5, равна

ДБ (J > Рп< Ь -  а)  =  (йА+1 -  в * _ ,) /2 .
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Как и в случае задачи А, нетрудно убедиться, что гарантированная точность 
метода р„ на классе Q  тогда равна

ДБ (Рп> * - “ ) =  (, ” >ах («1+1 “  “ i - 1))/2 -I ^  t  ^  ft *
Заменив в определении 1 букву А на Б получим определения наилучшей га
рантированной точности пассивных методов, оптимального и е-оптимального 
пассивного методов для задачи Б на классе Q.

При исследовании пассивных методов для задачи Б, оказывается, нужно  
различать случаи четного и нечетного п.

Т е о р е м а  2. Д л я  задачи  Б при всех нечетных п — 2m  - f  1, m  ^  О, с у 
ществует бесконечно много оптимальных пассивных методов на классе Q 
наилучшая гарантированная точность пассивных методов P 2m+i на этом клас  
се равна (Ь — а ) / 2 ( т  +  1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем пассивный метод =  {»(, . . . ,  vn}, где  
Vil  =  а +  i (Ь — а ) / (т  +  1), г '= 1 ,  2, . . . ,  т,  а точки «2г+1, г =  0, 1, . . . ,  т,  
расположены на отрезке [а, Ь] произвольно, лишь бы а2г -1  <̂ v2 i ^  ° 2 i + i ’ 

v 2 t + 1 — v2 i - \  ^  — а )/(т  +  *)• Очевидно, 6Б (р®, Ь — а )  —  (Ь — а) / 2(т  +  1).
С другой стороны, для любого пассивного метода р п —  { и ............ип}, и0 =
=  и , <  . . .  < « „ < 6  =  un+1, n =  2 / n + l ,  имеем 6 Б (p n, Ь — а ) =

=  U2 m - U2 m - b " - '  «4 ~  «2 ■

ы2 — а }  ^  g (m + ° i ) * Следовательно, методы р® оптимальны и (Ь — а) =

=  ( & - a ) / 2 ( m +  1).
Т е о р е м а  3. Д ля задачи  Б при всех четных п =  2m,  т  ^  1, опти

мального пассивного метода на классе Q не существует-, наилучшая гаран
тированная точность пассивных методов Р2т на этом классе равна  
(Ь — а ) / 2 ( т  +  1). В качестве е-оптимального метода можно взять 
Рп’ е =  {° i- vn}> где  v2, - i  =  a +  i (b — a ) / ( m + l ) — e, v 2t =
=  а +  i (b — a ) l ( m  +  1 ) +  е, i —  1...........m, 0 <  e <  (6 — a ) / 2 ( m  +  1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П окажем, что 6Б (р„, Ъ — а ) >  (6 — а )/2  (m  +  1)
д л я  лю бого пассивного метода р п — \М........... “ я}> u0 —  a ^ U i <  . . .  < и п ^
^  b =  un+ i , rt =  2m. Обозначим й =  а +  (& — а ) / ( о т + 1 ) .  Имеются две воз
можности: либо и2 >  й,  либо и2 < ы .  Если н2 >  й, то 6 Б (р„, Ь — а ) =  
=  ( m ax (и ;+1 — “ {_ ])) /2  >  (ы2 — а )/2  >  (й — а )/2  =  (6 — а )/2  (/и +  1).

Если ж е ' и ^ й ,  то m ax (« /+1 — “ ; _ i )  >  "2 — а ' В самом деле, если бы 1 ^  2 ^  ft
m ax (и .+1 — и1_ { )  «2 — а > то “гг+ i  — u2i - i  ^  и2 — а> г = = 1 > • •••  т > и

кроме того, Ui — а < и 2 — а.  Сложив последние неравенства, придем к про
тиворечивому неравенству Ь — а <  (m +  1) (иг — “ X  ("* +  1) (“ — а) =  Ь — а. 
Таким образом, при м2 <  й имеем 6Б (р п, 6 — а) =  (^ ( “ г+1 — u i - 1))/2 "

=  бБ ( р ^ _ 1, 6 — « ( ) ,  где р^_! — пассивный метод на отрезке [ « (, 6], соста
вленный из точек « 2, «з..........“ л метода р п. Но п  — 1 =  2т  — 1 — нечетное
число, поэтому в силу теоремы 2 6Б 6 — « i ) s > ( 6 — Uj)/2m . Т огда

6 Б (РВ. » ~  =  V ?m ~+ T ) ‘ Тем саМЬШ « оказано- что
6 — а ) > ( Ь  — а ) / 2 ( т +  1) для любого р „ е Р 2 т . С другой стороны,
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б Б (р®' е, Ь — а )  —  (Ь — а)!2 (т +  1) +  е/2 для всех е ,0  <  е <  (6 — а ) /2  ( т + 1). 

Следовательно, у}? {Ь — а) =  {Ь — а ) /2 (т  +  1).
И з теорем 2, 3 непосредственно вытекает
С л е д с т в и е  1. Дл я любого пассивного метода р„ =  [щ,  . . . ,  ип] на 

отрезке [а, &] существует функция J ( u ) ^ Q  такая, что для  тройки точек ап, 
Ьп, йп, локализ ующей минимум J (и) на [а,Ь]  по точкам щ, справед
ливо неравенство bn — ап ^  (Ь — а)/(пг +  1) =  2у% (Ь — а), где  m  =  п/2 для  
четных п, m  — (п — 1) /2  для нечетных п. С другой стороны, д ля  любого  
е >  0 найдется пассивный метод р гп такой, что для него Ъп — а* <
<  (6 — а) / (т.  +  1 ) +  8 для всех J ( u ) е  Q.

Иначе говоря, в следствии 1 утверждается, что

inf sup (bn — а п) =  (b — a) l (m  +  1 ) =  2y^ (b — a) 
P n ^ p n } ^ Q

— это и есть решение задачи Б' из § 5 пассивными методами.
И з теорем 2, 3 также следует, что при решении задачи Б с помощью  

пассивных методов предпочтительнее брать четное число п =  2т  точек, по
скольку в случае п — 2т  +  1 наилучшая гарантированная точность остается 
такой ж е, как при п =  2т.

У п р а ж н е н и е .  Сравните оптимальные и е-оптимальные пассивные ме
тоды на классе Q с  методом деления отрезка пополам.

§ 7. Оптимальный последовательный метод для задачи А

Пусть по-прежнему Q —  класс функций,- унимодальных на отрезке [а, Ь], 
Через Р п в настоящем параграфе будем  обозначать множество всех «-точеч
ных последовательных методов рп, п ^  1, через бд(р„, Ь — а) — гарантирован
ную точность метода рп для задачи А на классе Q, через у п (b — а) =» 

= -  inf бА (р п, Ь — а) — наилучшую гарантированную точность методов Рп 
р п е  р п

на классе Q (определения всех этих понятий, а также оптимального и в-опти- 
мального методов см. в § 5).

Построим оптимальный на классе Q последовательный метод для зада
чи А.  Оказывается, этот метод связан со знаменитыми числами Фибоначчи, 
и поэтому мы его будем называть методом Фибоначчи и обозначать через Ф„. 
Как известно [6 7 ], числа Фибоначчи определяются соотношениями

F n + i  =  ^ n + i +  Fn, « = 1 , 2 , 3 , . . . ;  F 1 =  F 2 =  1.

С помощью индукции легко показать, что ге-е число Фибоначчи представимо 
в виде

F n =  [((1 +  V Ю /З )"  -  ((1 -  л /5  ) /2 )га]/л /5  , « = 1 , 2 , . . .  (1)

В от несколько чисел Фибоначчи: f a =  2, =  3, F5 =  5, Fs =  8, Fr —  13, 
F 10 =  55, =  610, F20 =  6765, F25 =f_75 025. Из формулы (1) следует, что 
прц больших «  F n я* ((1 +  У 5  ) /2)п/ - \ /5 , так что числа Фибоначчи с увеличе
нием п  растут очень быстро.

М етод Фибоначчи Фл относится к классу симметричных методов, описан
ных в § 4, и определяется заданием на отрезке [а, 6] точки и\ =  а +  
+  (Ь — a)F„IF„^2 или симметричной ей точки и2 — а +  Ь — ui =  a - ^  
+  (& — a ) i?n+i/F n+2. Пользуясь описанием симметричных методов, нетрудно 
показать с помощью индукции, что метод Ф„ обладает свойством (4.4) и 
на k -м ш аге м етода Ф„ будет получена тройка ak, bk, й*, локализующая
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минимум функции /  =  / ( « )  е  Q и такая, что

bk =  bk - ak =  (b - a)Fn-k+3/Fn+2’ «I =*«. *1 =  6. (2)
а точка йд, с вычисленным значением /  =  m in  /

совпадает с одной из точек

“ * =  ак +  ( ък -  ч )  P n - k + i / Fn - k + 3  =  a k +  ( b - a )  Fn_ k + l / F n+2,
(u)

ик =  ак +  {Ьк ~  a k) F n - k + 2/ F n - k + 3 =  +  (6 — a) Fn _ k+2/ F n+2,

расположенных на отрезке [а*, 6*] симметрично относительно его середины. 
П р и  k — n процесс заканчивается — в этом случае согласно формулам (2 ), 
(3) длина отрезка [а„, Ьп] равна Ь„ — ап =  2{b  — a) jF„+2, а точки 
и'п —  ап +  Ф — a) F x!FnJrb U/ l= a n +  ( b -  a) F2/ F n+2  совпадают и делят от

резок \ ап, Ьп] пополам. Принимая точку й п =  ип = и п за приближение ко 
множеству U .  точек минимума функции J (и) на [а, Ь], допустим погреш 
ность р (й„, 11,) ^  (6 — a ) / F n+2 для всех J ( u ) e Q .  Н етрудно видеть, что для 
функции 1 ( и ) = и  метод Ф„ дает погрешность, в точности равную (b — a ) / F n+2 
Это значит, что гарантированная точность метода Фл на классе Q равна 
6 а ( Ф л, b — а) =  (b — a) /F„+2, п ^  1. М етод Фибоначчи Ф„ полностью описан.

Имея в виду прикладные аспекты метода Ф„, заметим, что число FnIFnA.2 
вообщ е говоря, является бесконечной периодической десятичной дробью, п о 
этому первая точка и\ будет задаваться на ЭВМ  приближенно. Как о т м е 
чалось в § 4, погрешность в задании первой точки метода Ф„ приводит 
,к быстрому росту погрешностей на последующих шагах, и при уж е не очень 
больших п результаты будут сильно искажены. П оэтому на практике нуж но  
пользоваться лишь модифицированным методом Ф„. А именно, на каж дом  
отрезке [а*, 6*], содержащ ем точку йк с предыдущ его шага, при выборе сле
дующей точки ик+ 1 нужно остерегаться пользоваться формулой «*+1 =  
=  а* +  Ьк — йк и за точку и*+1 принимать ту из точек (3 ), которая наиболее 
удалена от йк (здесь в (3) под F„-.k±i/Fn- k + 3, Fn- k + 2IFn- k +з подразумеваются  
какие-либо подходящ ие приближения этих чисел).

Отметим одно замечательное свойство метода Ф п, присущее, впрочем, 
всем симметричным методам: применение метода Ф л-* .и  на отрезке [ак, Ьк],  
полученном в результате первых k шагов метода Ф„, равносильно дальнейш е
му продолжению метода Ф„ на этом отрезке [а*, Ьк] . Этот факт вытекает из 
того, что первые две точки метода Фл-*+1 на [ак, Ьк] совпадают с точками 
(3) или, что то ж е самое, с точками Uk, ы*+1 =  а п Ь„ — йк метода Фл.

Т е о р е м а  1. Д л я  задачи  А метод Ф„ является единственным оптималь
ным последовательным методом на классе Q. Наилучшая гарантированная точ 
ность множества последовательных методов Р„ на классе Q равна
Yп {Ь — а) =  (Ь — a)IFn + ,.

Доказательство будем проводить индукцией по п. При п =  1 метод Ф 1 
прост: берется точка u t =  (а +  6 )/2 , вычисляется / ( u i ) ,  и за решение за 
дачи А принимается пара I ( и  1), и\ с гарантированной на классе Q точ
ностью бд(Ф ь b — a) =  (b — а ) /2 =  (b — a)IF3. Очевидно, в этом случае все 
утверждения теоремы верны.

Пусть оптимальность метода Ф* и единственность оптимального м етода  
из Рк на классе Q доказаны при всех k =  1, . . . ,  п — 1, п 2. П окажем, что 
тогда Фл является единственным в Р п оптимальным методом на классе Q. 
Возьмем произвольный метод рп е  Р„. Согласно' определению 5.3 последова
тельного метода рп сначала выбирается первая порция точек и\, . .  
. . . ,  « j e  [ a , i ] ,  1 ^  s ^  п, и сравнением величин / ( « О ,  . . . ,  J (us) н ахо
дится тройка точек as, bs, us, локализующая минимум / ( u ) e Q ,  Не умаляя
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общности, можем считать, что 2 =£: s  ^  п. В самом деле, задание одной 
точки U\ и вычисление значения J (щ)  ничего не добавляет к известной 
информации о том, что множество U,  е  [а, Ь],  и поэтому остается перехо
дить к выбору второй порции точек и2, . . . ,  us, s  ^  2, метода р п, что, ко
нечно, равносильно заданию точек щ,  . . . ,  us с самого начала, в первой ж е  
порции. Итак, пусть 2 s sg: п.

Отдельно рассмотрим случай s =  2 п, когда метод рп начинается с 
выбора двух точек и\, и2, а ^  Ui <  и2 ^  Ь. Начальные точки метода Ф„ 
переобозначим через и, =  а +  (& — a ) Fn/F„+2, v 2 — a + ( b  — a)F„ +l/FnA.2. 
Пусть сначала u t <  v,.  Если J ( u t) > J ( u 2),  то U .  принадлежит отрезку  
[ui, 6] длины b — U] >  6 — 0 ], причем для поиска минимума на этом отрезке 
мы можем вычислить значение функции ]  (и) еще в п — 1 точках, включая 
точку й2 =  и2. Е с л и  даж е точка й2 на [иь b] расположена так удачно и 
допускает применения оптимального (в силу индукции) метода Ф „-1  на 
[ « 1, 6] с участием точки й2, то и в этом случае гарантированная точность ре
шения задачи А методом р п будет больше, чем при применении метода Ф„ 
на [а, 6]: бд (рп, Ь —  а ) >  6а(Ф п- , ,  Ь — и,) =  (6 — « ,)/F „ + , >  (b — v^/ Fn+t  =
— ( b — a)/F „+2 =  бд(Фл, Ь — а) .  Таким образом, последовательный метод р„, 
начинающийся с выбора двух точек иь и2, а ^  щ <  и2 ^  Ъ, где щ <  vi,  
заведом о неоптимален. Аналогично показывается, что в случае и2 >  v 2 метод 
р п также неоптимален.

Пусть теперь щ >  v t. В худшем случае множество U .  может находиться 
на отрезке [а, и{\  длиной и х — а >  v,  — а =  (b — a )F „ //r„+2, и на поиск ми
нимума на этом отрезке в нашем распоряжении остается еще п — 2 вычис
ления значений функции. Но если даж е метод рп таков, что дальнейший по
иск на [a, ui] совпадает с оптимальным методом Фп- 2, то и в этом слу
чае гарантированная точность будет больше, чем при применении метода Ф„ 
на [a ,b ]:  б д (р„, Ь — а) >  бд(Ф л_ 2, Щ — а) =  (и, — a ) j F „ >  (и, — a) /F„  =  
=  (b — a ) /Fn+2 =  бд(Ф„, Ь — а).  Таким образом, метод рп, начинающийся с 
выбора двух точек и и и2, а ^  щ <  и2 ^  Ь, где u t >  и,, заведомо неоптима
лен. Аналогично доказывается неоптимальность метода рп в случае ы2 <  v 2.

Остается рассмотреть случай U\ — o it u2 =  v 2, когда первые две точки 
методов р„ и Ф„ совпадают, и сравнение величин / (c>i), J ( v 2) приведет к од
ной и той ж е тройке а2, Ь2, й2, локализующей минимум J (и) на fa, 6 ]. Для  
поиска минимума на отрезке [а2, 62] мы можем произвести вычисление зна
чений функции еще в п — 1 точках, включая точку й2. Продолжением ме
тода Фп на отрезке [а2, Ьг] является метод Фл- i  на этом отрезке, являющийся 
единственным оптимальным методом из Р „- \  по предположению индукции. 
Поэтому любое отклонение метода р п на [а2, 62] от Ф„ приведет лишь к уве
личению гарантированной точности: б А (р„, b — а ) > б А ( Ф„_ , ,  Ь2 — а 2) =  
=  бА(Ф „, Ь — а)  при р п ф  Ф „. Таким образом, случай s — 2 полностью  
рассмотрен. Вывод такой: среди методов рп е  Р п, начинающихся с выбора 
двух точек, наилучшим является план Фибоначчи Ф„. В частности, при п —  2 
наилучшим в Р 2 будет  метод Ф2.

Наконец, перейдем к рассмотрению методов рп е  Рл, начинающихся с 
выбора первой порции из s точек и и . . . ,  us е  [a, b] ,  2 <  s n, по которым 
затем находится тройка as, bs, us, локализующая минимум J (и) на [a, 6]. 
Согласно следствию 6.1 при любых, даж е самых наилучших действиях на 
классе Q мы будем  иметь bs — as ^  (6 — а ) / ( т  +  1), где т =  s/2  при чет
ном s, т  =  ( s — 1 )/2  при нечетном s, т ^  1. В то ж е самое время, оказывает
ся, первые s шагов метода Ф„ согласно формуле (2) приводят к отрезку

длины A s (4>n) =  (Ь — a ) F n - s + z lF n+2, меньшей, чем т  ^  b s — a s . Это

вытекает из следую щ их неравенств:
2Fn+2  >  (s +  \)'*Fn- s+3  при s =  2 m + l ,  3 < s < « ,  (4)
2Fn+2  >  (s  +  2) Fn- S + з при s =  2m,  4 <  s <  n  (5)
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Справедливость неравенств (4) при s =  3 и (5) при s =  4 легко установить 
с помощью индукции по п. При всех s ^  4, оказывается, верно более сильно£ 
неравенство (5 ), вытекающее из монотонного убывания (s  +  2 )F „ - s +3 при 
возрастании s от s =  4 до s =  п: (s  +  2) Fn- s+3 =  (s +  2 ) F „ - s-n +  
- f  (s +  2 ) Fn- s i \  >  (s  +  2)Fn- ,+2  +  F „- j +2 =  (s  +  3 ) F n-s+2.  Д ля продолжения 
поиска минимума на отрезке [as, bs] в нашем распоряжении имеется возмож' 
ность вычислить значения функции еще в п — s  +  1 точках этого отрезка 
включая точку us. Если даж е точка Hs на [as, bs] расположена очень удачно 
и допускает применение оптимального (в силу индукции метода Фл- s + i  на 
отрезке [as, bs] с участием точки Us, мы сможем получить лишь 
бд (Рп,  Ь а)  ^  6 а  (Ф л — s + I, bg й$) =  (bs й$) IFn—s4-s ^  As (Ф п) IFя_5+з =  
== (b — a) /Fn+2 =  6 а  (Фп, Ь — а).  Случай 2 <  s  sg  п также рассмотрен. Тео
рема 1 доказана.

С л е д с т в и е  1. Количество необходимых при решении задачи  А вычис
лений значений функции J (и) е  Q, гарантирующих на Q получение точки, 
которая удалена от множества U .  па расстояние  ^  е, равно числу п, у д о в 
летворяющему неравенствам (b — a ) / F n+2 ^  е <  (b — a)IFn+l.

Доказательство непосредственно следует из того, что 6А (Ф „, Ь — а) =

=  Y n ( b  — a) =  (b — a) /Fn+2.
У п р а ж н е н и я .  1. Доказать, что число Фибоначчи Fn является бли

жайшим целым числам к ((1 +  V5 ) / 2 ) 7 У 5  .
2. Найти такое наименьшее число N,  чтобы | F n — ( ( l  +  ) /2 )”/ V 5 ” l< e  

при всех n ^ N .  Рассмотреть случаи е =  10 —3, е =  10-4 .
3. Указать все точки метода Фп на отрезке [0, 1] при п —  2 , 3, 4.
4. Применить метод Ф5 для реш ени* задачи А для функций J ( u ) = u ,  

] ( и ) — | и | на отрезке [—6 ,7 ].

§ 8. Оптимальный последовательный метод для задачи Б
Пусть, как и в § 7, Q — класс функций, унимодальных на отрезке [а, 6 ], 

Р п — множество всех n-точечиых последовательных методов р„, п  ^  1 . О бо
значим Ьь (рп, Ь — а ) — гарантированную точность метода рп для задачи Б на

классе Q, у~ (b — а) =  inf 6 Б (р„,  b — а ) — наилучшую гарантированную  
Рц е  Рп

точность методов Р п на классе Q ; определение этих понятий, а такж е опти
мального и е-оптимального методов см. в § 5.

Т е о р е м а  1. Д л я  задачи  Б наилучшая гарантированная на классе Q 
точность равна у„(Ь  — a) =  (b — a) /2Fn + l , однако оптимального метода в Рп 
при п >  1 не существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При п =  1 независимо от выбора точки и | Е  
е  [а,Ь],  в которой вычисляется значение функции / ( u ) e ( J ,  в качестве при
ближения ко множеству U .  можем взять точку t>i =  (а +  <>)/2. При этом  
будет допущена погрешность p(t>i, U. )  (Ь — а ) / 2  =  (b — a ) / 2 F 2. Очевидно, 
любой другой выбор точки у| может привести лишь к увеличению погрешно
сти, так что Y? (b — а) =  (b — a) /2F2.

Пусть теперь п ^  2. Покажем, что для лю бого е, 0 <  е <  (b — a)IFn+1, 
можно построить последовательный метод Ф®’ е, для которого

(b -  a) /2 Fn+l  <  6 Б (Ф®- 8, Ь -  а )  <  (Ь -  a) /2Fn+l  +  е. (1)

Строится этот метод так. На отрезке [а, 6] сначала реализуется описанный 
в § 7 метод Фибоначчи Ф „ _ 1 = Ф £ _ 1 , и  находится отрезок [ап- ь Ьл- 1] 
длиной Ьп^1  — an- i  =  2 (6  — a )/F n+i, содерж ащ ий точку из С/, и точку

2 Ф. П. Васильев
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ип- 1  =  (a„- i  +  b „ -i) /2  с вычисленным значением /  ( “„ _ [ )  =  m in У (ыгJ;
1 ^  i ^  rt— 1

здесь а\ — a, b x — b, 2. Затем полагается ип — йп- \  +  г,  вычисляется 
значение ] (и„) и определяется точка

Г (an- i  +  « » )/2 , если / ( « „ _ ! ) < / ( « „ ) ,
[)я =  <

I (« я - 1  +  б я - 0 / 2 ,  если / ( « „ _ , ) > / («я)-

М етод Ф ® '8 описан Принимая точку в качестве приближения к U,,  д о 
пустим погрешность p ( v „ , U . )  sg  (u„ — а „_ ,)/2  =  — a ) l 2Fn+t -(- e/2 для лю
бых функций / ( u ) e Q .  Н етрудно видеть, что для функции 1 ( и ) = и  метод 
Ф ^’ 8 дает погрешность, в точности равную (Ь — a ) /2 F n+l - f  е/2. Это значит, 
что 6 Б (Ф ® '8, & — а )  =  (b — a) l 2Fn+l  +  е /2 . Следовательно, метол Ф®’ 8 
удовлетворяет условию (1) при всех п ^  2.

Д алее, покажем, что

6 б (Ря- & — а ) >  (& ~  а ) /2 /='я + 1 при всех р п « = Р а, га > 2  (2)

Н етрудно видеть, что при п =  2 неравенство (2) справедливо. Отсюта и из 
(1) при п — 2 следует, что y f  (b — a) =  {b — a) /2F3 <  6 Б (р2, Ь — а) рз е  Р 3. 

Сделаем индуктивное предположение: пусть Yfe (b — а.) —  (b — a) /2Fk+[  <

<  6 Б (рд,, Ь — а)  при всех р* е  / \ ,  ft =  2, . . . ,  га — 1, и докажем, что тогда

(Ь — а) =  (b — a) l2Fn + l  <  6 Б (р„, Ь — а)  для любого метода р , е  Я,; 
п ^  3. Возьмем произвольный метод р„ е  Р п. Согласно определению 5.3 по
следовательного метода р п сначала выбирается первая порция точек и\, . . .
. . . ,  Us е  [a, b],  1 ^  s ^  п, и по ним находится тройка as, b,, й,, локали
зующ ая минимум функции / ( o j E l J .  Как и в задаче А, не умаляя общности, 
можем считать, что 2 s ^  п (см. доказательство теоремы 7.1).

Отдельно рассмотрим случай s =  2 ^  га, когда метол р„ начинается с 
выбора двух точек U\, и2, a  Ui <  и2 ^  6. Начальные точки метода Ф „_[ на 
[а, Ь] переобозначим через t>i =  а +  (b — а ) /7„ _ |/ / \1+ь =  a -f- (b— a)F„/Fn+u 
В озм ож но, что « i ^ O i .  Тогда в худшем случае U.  с [ ц | , 6 ] ,  причем для 
поиска минимума на [«ь 6] мы можем вычислить значение функции еще в 
га — 1 точках этого отрезка, включая точку й2 — и2. В силу предположения 
индукции при любом выборе точек .......... ип и 'лю бом  местоположении точ
ки «2 на [иь Ь] приближение к U .  можно получить с гарантированной точ
ностью, заведомо большей величины Y n - i — а) =  {Ь — и ^ / 2 Р п^ ( Ь  — v \) /2Fn =  

=  (b — a ) / 2 F n + [ . Это значит, что неравенство (2) верно для любого 
метода р„, начинающегося с выбора двух точек и и и2, а ^  Ы| <  и2 ^  Ь, где 
«I ^  v t. Аналогичные рассуждения показывают справедливость (2) и при 
и2 v 2.

Пусть теперь и i >  v t. В худшем случае множество U ,  может нахо
диться на отрезке [ а ,« ]] ,  и для установления этого факта мы должны сде
лать по крайней мере три вычисления значений функции, причем хотя бы 
одно из них во внутренней точке отрезка [а, и{].  Следовательно, для поиска 
минимума на [а, и{\ мы мож ем использовать значения функции самое боль
шее в га — 2 точках этого отрезка. Однако по предположению индукции 

Y ^ - 2 ( u i а)  —  («1 — a ) / 2Fn _ i  >  (tit — a) /2Fn_ l —  (b — a) /2Fn + l , так что (2) 
справедливо и при u t >  V\. Аналогично доказывается неравенство (2 ), если 
и2 <  v 2. Случай s =  2 рассмотрен.

П ерейдем к рассмотрению методов рп е  Р„, начинающихся с выбора пер
вой порции из s точек и и . ,  us е  [а, Ь], 2 <  s га, по которым затем
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находится тройка as, bs, us, локализующая минимум J (и)  на [а, Ь].  Согласно 
следствию 6.1 при любых даж е самых наилучших действиях на классе Q 
будем иметь bs — as (6 — а ) / ( т  +  1), где т  =  s /2  ^  2 при четном s, 
т  =  (s — 1)/2  1 при нечетном s.

Д алее нам понадобятся неравенства

2Fn+i  >  (s  +  1) Fn- s+2  при s =  2т +  1, 3 <  s  <  и,

2Fn+l  >  (s +  2) F « - s + 2 при s  — 2m,  4 <  s  <  и,

справедливость которых при — 1 вытекает из неравенств (7 .4 ), (7 .5 ), а
при s =  п они легко доказываются с помощью индукции по п.

Если в методе р п оказалось s — п,  то б Б(рп, Ь — а) ^  (Ь„ — а„)/2  
^  (6 —  a ) / 2 ( / n +  1) >  (6 — a) j2Fn+i в силу неравенства (3) при s — п. П о
этому пусть 3 ^ s ^ n — 1. Однако в этом случае первые s шагов метода 
Ф£_1 приводят к отрезку длины As ( ® £ _ i )  =  (b — a) Fn_ s+ 2/ F n+l  <  

< ( b  — a ) / ( m  +  1) ^  bs — as , что вытекает из неравенств (3 ). Д ля  получения 
отрезка [as, fcs] нам понадобилось s вычислений значений функции, поэтому для 
поиска минимума на [as, fcs] мы можем вычислить значение функции еще 
в п — s  +  1 точках этого отрезка, включая точку й3 с известным J ( u s).  О д
нако по предположению индукции Y n -s + i (bs — as ) =  (bs — as ) /2Fn_ s +2 ,

.  , t bs - a s  ̂ A , К -i) b - a
поэтому 6 Б (p  , b — a) >  ---------- >  — ------------- =  — ------- . Неравенство (2)

V ’  & Г  n  — s + 2  •‘ ^ f l - S  +  2 2 . r n + 1
доказано полностью. Из (1),  (2) следую т все утверждения теоремы 1.

Неравенство (I) означает, что для задачи Б метод Ф®’ е является 

е-оптимальным на классе Q. М етод Ф®’ 8 будем называть методом Ф ибо
наччи для задачи Б. При практическом применении этого метода следует  
иметь в виду, что первая точка метода Ф ^ _ 1> являющегося составной 

частью метода Ф ^’ Е, может быть задана неточно, и тогда реализация ме

тода Ф®’ 6 будет сопровождаться быстрым ростом погрешности. П оэтому 

на практике вместо здесь надо пользоваться указанной в § 7 модифи
кацией этого метода.

Сформулируем два следствия из теоремы 1.
С л е д с т в и е  1. Количество необходимых при решении з адачи  Б в ы - 

числений значений функции J ( u ) ^ Q ,  гарантирующее на Q получение точки, 
которая у далена от множества U ,  на расстояние, меньшее  е, равно  числу п, 
удовлетворяющему неравенствам (b — а ) /2 Fn+i <  е < ( ( )  — а ) /2Fn.

С л е д с т в и е  2. Д л я  любого последовательного метода р п на отрезке 
[а, 6] существует функция ] ( u ) e . Q  такая, что для  тройки а„, Ьп, й„, получен
ной методом р п и локализующей минимум 1 (и) на  [а, Ь], спр аве дливо  не ра
венство bn — ап >  (b — a) /Fn+l  =  2 у ^  (b — а). С др у го й  стороны, существует 

метод Фибоначчи  Ф®’ е, для которого bn — ап =  (b — a )/F „ +1 +  е при всех  
/ (u )e = Q , 0 <  в < ( 6  — a)/F„+I.

Иначе говоря,

„ ,supn (bn -  ап) =  2Y« (6 -  a) =  (6 -  a ) / F H+l
Рп п

— это и есть решение задачи Б ' из § 5 последовательными методами.
П одведем некоторые итоги. В §§ 6— 8 проведено исследование пассивных 

и последовательных методов решения з’адач А и Б на классе Q  функций, 
унимодальных на отрезке [а, 6], построены оптимальные и е-оптимальные ме
тоды. Выяснилось, что в зависимости от рассматриваемых постановок задач,

2*
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используемых методов вопрос существования оптимального м етода решается 
по-разному: в одних случаях оптимальный метод существует и единственный, 
в других —  оптимального метода нет, встретился также случай, когда опти
мальных методов много. Из доказанных в §§ 6— 8 теорем следует, что пас
сивные методы на классе Q значительно уступают по точности последователь
ным методам. Кроме того, у% ( Ь — а) ^  у£ (Ь — а ) , т. е. в задаче Б удается, 
вообщ е говоря, лучше приблизиться ко множеству точек минимума, чем в 
задаче А, как яри использовании пассивных, так и последовательных методов.

Во избеж ание быстрого роста погрешности из-за неточности в задании 
первой точки на практике вместо методов Ф ^, Ф^ ' 8 нужно использовать 
указанные выше их модификации. Следует также заметить, что методы 

, Ф^' 8 для своей реализации требуют, чтобы число п вычислений значений 
минимизируемой функции было задано заранее — выбор первой точки в этих 
методах невозмож ен без знания п. В тех случаях, когда число п  по каким- 
либо причинам не может быть задано заранее, можно применять метод зо 
лотого сечения, не требующий для своей реализации априорного знания п. 
Для сравнения вспомним, что методом золотого сечения за  п вычислений 
значений функции мы получали отрезок [а„, Ь„] длиной Ьп — ап =  

=  ( ( V 5 — l ) / 2)rt-1  (6 — а) = ( 2 / ( v 5  +  О)™-1  (b — а),  а метод Ф®’ 8 согласно 
следствию  2 дает  отрезок, длина которого близка к (b — a) / Fn+i  я* 
«« (2 /(У 5  +  l ))re+1 (6 — а ) /У б  для достаточно больших п. Отсюда следует, 
что м етод золотого сечения хуж е метода Ф ^’ 8 при больших п всего

в ((л /б  +  l ) /2 ) 7 V 5  =  1,1708 . . .  раз, т. е. на классе унимодальных функций 
метод золотого сечения близок к оптимальным методам. На практике воз
можно сочетание метода золотого сечения с методами Фибоначчи: на первом 
этапе поиска минимума можно применять метод золотого сечения, а затем, 
задавш ись целы м числом п ^  1, можно перейти к методам Фибоначчи Ф^ 

или Ф®’ 8 и через п шагов закончить поиск. Здесь полезно также заметить, что

„т  А ± ! _ ___ *----------^ - . 1 ,
П-¥ оо F fi-\- 2 *у5 ”|~ 1 2 n->oo 2

т. е. при достаточно больших п начальные точки щ,  «2 методов Фибоначчи 
и золотого сечения практически совпадают.

У п р а ж н е н и я .  1. Указать все точки метода Ф ®’ 8 при п =  2, 3, 4.

2. Применить метод Ф5 ’ 8 для решения задачи Б для функций J ( u ) =  «,
J( u)  =  \u\  на отрезке [—6 ,5 ] .

3. Найти наименьшее п, начиная с которого точность метода золотого 
•сечения больш е точности методов Фибоначчи в 2 раза; 1,5 раза.

4. Д оказать, что решение уравнения (4.1) представимо в виде Д„ =  
=  (— \ ) nFn- i &2 + ( — 1 )"_ 1̂ п -2Дь п =  3, 4, . . .  Отсюда вывести закон измене
ния погрешности величины Д„, если Д 1, Д2 заданы неточно.

5. Д оказать, что последовательность {FzmlFzm+1} сходится к Ti =  
=  ( У 5  — l ) / 2 , монотонно возрастая, a {F2m- i l F 2m} сходится к Ть монотонно 
убывая.

6 . И спользуя утверждения упражнений 4 и 5, доказать, что метод золо* 
того сечения является единственным симметричным методом, удовлетворяю
щим условию (4.4) при всех п —  1, 2, . . .

7. П усть дан симметричный метод с начальными отрезками Аь Дг, пусть 
N  ^  2 — задан ное натуральное число. Используя утверждения упражнений 4,
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5, указать промежуток изменения отношения Д2/Д 1, чтобы метод удовлетво
рял условию (4.4) при всех ti =  1, 2 , ----- , N.

8. Пусть дан некоторый симметричный метод, удовлетворяющий условию  
(4 .4) при п = 1 .  Используя утверждения упражнений 4, 5, указать макси
мальное число N,  при котором условие (4.4) выполняется для всех п =  
=  2, 3 .......... N.

9. Пусть на отрезке [а, 6] задан симметричный метод, начинающийся с 
точки Mi (см. § 4 ), пусть Дл =  Ьп — ап — длины получаемых этим методом от
резков [ал, Ьп],  п =  1. 2, ; Д1 =  6 — а; Д2 =  m ax {6 — щ\ а — и х}. Пусть 
Д„ =  Дл +  6л, где Дл —  приближение для Ап, б„ — погрешность, возникающая 
из-за неточного задания Д2: Дг =  Да +  6; Д| известно точно. Доказать, что 
тогда | 6 Ai +- - -+fem+i  | > i F ma, i =  1, 2, . . . .  kmU; т. =  1, 2.......... где k t =  1,

a k2, кз, . . . ,  fem, £m+i. . . .  — последовательные номера, для которых выпол
няется условие (4.4).

§ 9. Метод ломаных

Описанные выше методы часто приходится применять без 
априорного знания о том, что минимизируемая функция являет
ся унимодальной. Однако в этом случае погрешности в опреде
лении минимального значения и точек минимума функции мо
гут быть значительными. Например, применение этих методов 
к минимизации непрерывных на отрезке функций приведет, во
обще говоря, лишь в окрестность точки локального минимума, 
в которой значение функции может сильно отличаться от иско
мого минимального значения на отрезке. Поэтому представля
ется важным разработка методов поиска глобального минимума, 
позволяющих строить минимизирующие последовательности и 
получить приближенное решение задач минимизации первого и 
второго типов (см. § 1) для функций, не обязательно являющих
ся унимодальными.

Здесь мы рассмотрим один из таких методов для класса 
функций, удовлетворяющих условию Липшица на отрезке. Н а
помним
• О п р е д е л е н и е  1. Говорят, что функция J (и) удовлетво

ряет условию Липшица на отрезке [а,Ь\ ,  если существует по
стоянная L >  О такая, что

| / (« )  — J (v) | ^ L |  и — V  I, 6]. ( 1 )

Постоянную L называют константой Липшица  функции J (и) на 
[а, Ь].

Условие (1) имеет простой геометрический смысл: оно озна
чает, что угловой коэффициент (тангенс угла наклона) | J (и) —
— J(v)  | • \и — и | - ’ хорды, соединяющей , две точки (ы, / (ы) ) ,  
(v, J ( v ) )  графика функции, не превышает константы L для всех 
точек и, t i e [ a ,  6]. Из (1) следует, что функция J (и) непрерыв
на на отрезке [а, Ь], так что по теореме .1.1 множество U* точек 
минимума J (и) на [а , Ь] непусто.
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Т е о р е м а  1. Пусть функция J (и) непрерывна на отрезке 
[а, Ь] и на каждом отрезке [а,-, а*+1] , i —  1, 2, . . . ,  m, где а\ — а, 
am+i =  b, удовлетворяет условию  (1) с константой Li. Тогда 
J (и) удовлетворяет условию  (1) на всем отрезке с константой 
L =  max L t.

1 <  t <  m
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем две произвольные точки и, 

v е  [а, Ь]. Пусть flp-i ^  и ^  ар, a s ^  v ^  a s+i при некоторых 
р, s. Тогда

J (и) — J(v)  | =

^  L p- 11 и — ар | -+-

J ( u ) - J  {ар) +  S  (J (а,) -  J (at+1)) +  J (as) -  J (v) 
i - p

s —1
T j L i { a i + \ —  a t ) + L s | a s — y | < L | «  —

Т е о р е м а  2. Пусть функция J(u)  дифференцируема на от
резке  [а , Ь] и ее производная J' (u)  ограничена на этом отрезке. 
Тогда J (и) удовлетворяет условию  (1) с константой 
L =  sup | У  (и) |.

и е  [а, 6]

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По формуле конечных приращений 
для любых и, v е  [а, b] имеем J (и) — J ( v ) =  J' (v  +  0(и — t>))X 
Х ( «  — v),  0 <  0 <  1. Отсюда и из ограниченности J' (u)  сле
дует утверждение теоремы.

Пусть функция / (« )  удовлетворяет условию (1) на отрезке 
\а ,Ь \.  Зафиксируем какую-либо точку а е [ а , 6 ]  и определим 
функцию g ( u , v )  =  J(v)  — L\ u  — v\  переменной и, n ^ . u ^ b .  
Очевидно, функция g{u , v )  кусочно-линейна на [а, Ь] и график 
ее представляет собой ломаную линию, составленную из отрез
ков двух прямых, имеющих угловые коэффициенты -\-L и — L и 
пересекающихся в точке (v, J ( v) ) .  Кроме того, в силу усло
вия (1)

П и )  —  g  { и ,  v ) ^  ( L  —  I J  ( и )  —  J  ( v )  II и  —  V  Г 1)  I и  —  V  1^5: 0 ,  и ф у ,  

т. е.
g( u, v) ==J{v)  — L \ u  — v \ ^ J ( u )  (2)

при всех и е [ а ,  Ь], причем g ( v , v )  =  J(v) .  Это значит, что гра
фик функции J (и) лежит выше ломаной g( u , v )  при всех и е  
е  [а, Ь] и имеет с ней общую точку ( v , J ( v ) ) .

Свойство (2) ломаной g(u,  v) можно использовать для по
строения следующего метода [187], который назовем методом 
ломаных. Этот метод начинается с выбора произвольной точки 
ы0е [ а ,  Ъ]п составления функции g(u,  и0) =  J ( u q )  — L\ и — щ \ — 
=  Ро(ц)- Следующая точка и\ определяется из условий p0(ui) =
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=  min р0(и), «1 е [ а ,  Ь]\ очевидно, и \ — а или щ =  Ь. Далее
и е  [а, Ь) .... '  . |

берется новая функция^ p x\u) =  max{g{u,  щ) , ра{и) }  и очеред
ная точка «2 находится из условий p i(u2) —  min piTbp), и2 е

с  и т [ а . Ь \
е  [а, Ь] и т. д. (рис. 1.2). Пусть точки и0, «ь . . . ,  ип {п ^  1) уже 
известны. Тогда состав
ляется функция
рп (и) =  max {g {и, ип),
Рп- i (w )}=  max g { u , u t),

0.<  i <  п
и следующая точка ип+\ 
определяется условиями

ДЛ««+1) =  min рп (и),
и &  \h, b\ 

ип+1 е  [°> ^]- (3)
Если минимум рп(м) на 
[а, Ь\ достигается в не
скольких точках, то в ка
честве ип+1 можно взять 
любую из них.

Метод ломаных описан.
Очевидно, рп(и) является 
кусочно-линейной функ
цией и график ее представляет собой непрерывную ломаную 
лин+но, состоящую из отрезов прямых с угловыми наклонами 
+ L  или —L. Из теоремы 1 следует, что рп(и) удовлетворяет 
условию (1) с той же константой L, что и функция J(u) .  Ясно 
также, что

Рп- 1 («) — max g(u,  ы , )<  max g{u,  ut) — рп ( и ) , и ^ [ а ,  Ь]. (4)

Кроме того, согласно (2) g (и, ш)  ^  /  ( и) , и <= [а, Ь] для всех i—  
=  0, 1, . . . ,  п, поэтому

р „ (ы )< /(н ) ,  ие=[а, Ь], п =  0 , 1 , . . .  (5)

Таким образом, на каждом шаге метода ломаных задача мини
мизации функции J (и) заменяется более простой,задачей мини
мизации кусочно-линейной функции рп(и),  которая приближает 
J (и) снизу, причем согласно (4) {рп(и)} монотонно возрастают. 
Докажем, что при неограниченном увеличении п метод ломаных 
сходится.

Т е о р е м а  3. Пусть J (и) — произвольная функция, удовлет
воряющая на отрезке [а , Ь] условию  (1). Тогда последователь

Рис. 1.2. A B C  — график р 0 (и) =  g  (и, м0), 
Л1 ZSi — график g ( u ,  и i), A B C \ B i  — график 
Pi (и), А 2В 2С2 — график g  (и, U2), 

A B D 2B 2E 2B 1 — график р 2 (и).
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ность {ип}, полученная с помощью описанного метода ломаных, 
такова, что

1) lim J(un) =  И т  рп {ип+\) — К —  inf П и)> причем спра-
п->оо п ->оо и  е  [а, Ь]

ведлива оценка »

0 ^ / ( ы Пфх) Pn(Un +1)> /1 =  0, 1, (6)

2) ш  сходится ко множеству U* точек минимума J (и) на 
[а, Ь], т. е. П т  р (ип, UJ —  0.

П-> ОО
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольную точку и* е  U*. 

С учетом условий -(3) и неравенств (4), (5) имеем рп- \ ( и п) =  
=  min pn- i ( u ) ^ P n - i ( U n + i X P n ( “n+i)=  min р„ ( « X  Рл («,) <

и  е= [а, 6] « <= [а, Ь\
=  т. е. последовательность {рп (ип+1)} монотонно воз

растает и ограничена сверху. Отсюда сразу следует оценка (6) 
и существование предела lim pn (un+i) =  Р* Покажем, что

r t - > o o

р» =  / |||. Пусть и» — какая-либо предельная точка последова
тельности {«п}- Тогда по теореме Больцано — Вейерштрасса су
ществует подпоследовательность сходящаяся к и*, причем
можем считать, что п\ <  л2 <  . <  «а- i  <  пь< .  . . .  Заметим, 
что У(ui )=g(ui ,  щ) ^  Pn(Ui) ^  J{ui),  т. е. J(Ui) =  pn(ui) при 
всех 1 =  0, 1, . . . ,  п. Тогда 0 ^ р „ ( ы г) — min pn (u) =  J(ui) —

и  е  [а, Ъ)

— Pn(Un+i)= Рп(щ) — Pn( Un+\ XL\ Ui  — un+i | при любом П И 
i =  0, 1, . . . ,  /г. Принимая здесь n =  n* — 1, i =  /z*_i ^  /г* — 1, 
получим “ % | .  Отсюда
при k-+ oo  имеем / ,< / ( « » )  =  lim ](и ) = l im  р / и  ) = р , < / „

- > оо V « “ ■ ! /  f t - > o o  в  '

т. е. l i m/ f u  ) =  lim р _!(«„ ) =  Р* — К- Пользуясь тем, что&̂ 00 N ft -> ОО 6 \ ft/
рассуждения проведены для произвольной предельной точки и* 
последовательности {ип}, убеждаемся в справедливости первого 
утверждения теоремы. Второе утверждение следует из тео
ремы 1.1.

Таким образом, с помощью метода ломаных можно получить 
решение задач минимизации первого и второго типов для функ
ций, удовлетворяющих условию (1). Проста и удобна для прак
тического использования формула (6), дающая оценку неизвест
ной погрешности J (ип+О — /« через известные величины, вычис
ляемые в процессе реализации метода ломаных. Этот метод не 
требует унимодальности минимизируемой функции, и более того, 
функция может иметь сколько угодно точек локального экстре
мума на рассматриваемом отрезке. На каждом шаге метода ло
маных нужно минимизировать кусочно-линейную функциюрп(и),  
что может быть сделано простым перебором известных вершин
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ломаной рп(и),  причем здесь перебор существенно упрощается 
благодаря тому, что ломаная рп(и) отличается от ломаной 
рп—1 (и) не более, чем двумя новыми вершинами. К достоинству 
метода относится и то, что он сходится при любом выборе на
чальной точки и0. В работе [95] показывается, что метод лома
ных близок к оптимальным методам на классе функций, удов
летворяющих условию (1). Оптимальные методы поиска мини
мума строго унимодальных функций, удовлетворяющих условию 
(1), рассмотрены в [247].

К недостаткам метода ломаных следует отнести то, что 
с увеличением числа шагов п растет требуемый объем памяти 
ЭВМ для хранения координат вершин ломаной р п(и).  В следую
щем параграфе будет рассмотрен другой метод, по своей идее 
близкий к методу ломаных, но предъявляющий менее жесткие 
требования к объему памяти и более удобный для реализации 
на ЭВМ.

Следует также отметить, что метод ломаных невозможно 
реализовать без знания константы L из условия (1). На прак
тике оценку для L получают, вычисляя угловые коэффициенты 
некоторого числа хорд, соединяющих точки графика миними
зируемой функции. Здесь полезно иметь в виду, что если и <
<  v <. w,  то

\ J(w)  — J (и) |f(w — н) ^
^  шах {| J(w) — J (у) |/(w — v); | /  (о) — /  (и) \I(v — и)}, (7)

т. е. при добавлении новой точки на отрезке [и, w ] появляется 
новая хорда с неменьшим угловым коэффициентом. Д ля дока
зательства (7) нужно рассмотреть два случая, когда неравен
ство

/  (о) >  (/ (w) -  ]  0и)) (и -  ы)/(ш -  и) +  /  (и) (8)

выполняется и когда оно не выполняется. Если J(w  
^ / ( «)  и (8) выполняется, то ( / ( и ) — J ( u ) ) / ( v  — и) ^  

J ( w) — J ( u ) ) / ( w  — м ) ^ 0 ;  если J ( w ) ^ J ( u )  и (8) не вы
полняется, то ( / ( w ) — J ( v ) ) / ( w  — v) ^  (J(w)  — J ( u ) ) / ( w  — и) ^

0. Аналогично доказывается (7) в случае J (w) < . J ( u ) .
Пусть а =  vo <  Vi С  . . .  <Lvm =  b\ обозначим L m =* 

=  max | J (vt) — J(v t_i) | • \ v t — I-1. Ясно, что L m ^  L.

Пусть при каждом m  ^  1 величина L m+\ вычисляется по точ
кам а =  Wo <  w\ <  . . .  <  w m+1 =  b, полученным добавлением
к точкам Vo.......... vm одной новой точки. Тогда согласно (7)'
имеем L m ^  L m+\ ^  L, т ^  1. Это значит, что с возрастанием 
т  величины L m все лучше и лучше приближают L  снизу. Если 

шах | vt — vt_i | —> 0 при m -*• оо, то lim L m =  L. Приведен-
0 <  1 < m  т ->  оо
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ные соображения могут помочь в получении оценки для L. При 
определении L могут быть полезны теоремы 1 и 2.

Следует заметить, что использование завышенной оценки 
для L ухудшает скорость сходимости метода ломаных, приво
дит к излишне большому количеству вычислений значений ми
нимизируемой функции. Если же пользоваться заниженной 
оценкой для L, то метод может привести к неправильному опре
делению приближения минимального значения.

У п р а ж н е н и я  1. Привести пример функции, удовлетворяющей усло
вию (1 ), но не являющейся унимодальной.

2. М ож но ли утверждать, что всякая унимодальная на отрезке [а, Ь] 
функция удовлетворяет условию (1) на [а, &]? Рассмотреть пример функции 
J (и) =  л /и  на [0> !]•

3. Рассмотреть первые шесть шагов метода ломаных для функции 
J(u)  —  | |и 2 — 1 1 — 1 1 на отрезке [—2 ,2 ]  при различном выборе начальной 
точки «о-

4. Выяснить, как ведет себя метод ломаных при минимизации функции 
Ц и ) =  1 на отрезке [0 ,1 ] .

5. П усть J (и) — а„и" +  а„-^ил- '  +  . . .  -)- a tu +  а0 — многочлен п-й степе
ни на отрезке [а, Ь],  где 0 <  а <  Ь. Обозначим

А + =  {г: 0 ^  1 ^  п, щ >  0}, А ~  =  {/: 0 ^  i ^  п, ai <  0},

J +  м =  2  а »“ г> J -  =  Z  I a i I u ‘ -
< е  Л +  i е  А ~

Доказать, что тогда ] ( и )  — J±(u ) — а в качестве константы L из усло
вия (1) для функции J (и) н а [а,Ь]  мож но взять величину m ax | / +  (Ь) — / _  ( а) ‘>

К  ( а ) - /  (&) | >.

§ 10. Методы пассивного и последовательного перебора

1. Обозначим через Q(L)  класс функций, удовлетворяющих 
условию Липшица (9.1) на отрезке [а, Ь], с одной и той же 
для всех функций этого класса константой L >  0. Для функций 
/  =  / ( « ) g Q ( L )  будем рассматривать задачу минимизации 
первого типа, когда ищется величина Jt =  inf J (и). Для ре-

и €  \а, Ь)
шения этой задачи будем пользоваться методами рп, которые
заключаются в выборе точек щ, . . . ,  ип, а ^  и{ <  и% <
. . .  < i u n ^ b ,  вычислении значений функции Z(«i), . . . ,  J (ип)
и определении величины J(uk) =  min / ( ц Д  принимаемой за

1
приближение к /*. Введем величину

A ( J , P n ) =  min J(Ui) — Jt ,
1<г<л

которую будем называть погрешностью метода рп при миними
зации функции J —  J (и) е  Q(L) .  Очевидно, всегда A ( J , p „ ) ^ 0 .  
Д л я  отдельных функций возможно, что A( J , pn) =  0, но для не
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которых «плохих» для метода рп функций из Q(L)  по
грешность А (/, рп) может оказаться значительной. Величину 

sup Л (/, рп) —  6 (рп), выражающую погрешность метода рп 
JezQ( L)
для самой «плохой» для рп функции из Q( L) ,  назовем гаранти
рованной точностью метода рп на классе Q(L)  (см. определе
ние 5.1).

Возникает вопрос: как выбрать число п и метод рп =  {«ь . . .
. . .  , ип}, чтобы

sup (  min /  («,) — /Л  =  6 ( р „ ) <  е, (1)
I  е  Q (Z.) VI <  i <  п  )

где е >  0 — заданная точность?
2. Простейшим методом р„ для решения задачи (1) может 

служить следующий метод равномерного перебора, когда точки 
щ, .. . ,  ип выбираются по правилу
щ =  а -f- /г/2, u.2 — u.\-\-h, ui+\ =  ul +  h==Ui.-\- ih .........  -

ы„_i =  «! +  (« — 2) h, un =  min {u\ +  (n — 1 )h; b},
где /z =  2e/L— шаг метода, а число n определяется условием 
ы„_i <  b —■ A/2 ^  «1 - f  (n — 1 )h,

Т е о р е м а  1. Метод равномерного перебора (2) решает за
дачу (1) на классе Q(L) .  Если  /г >  2e/L, то существует функ
ция J ( u ) ^ . Q( L ) ,  для которой метод (2) не решает задачу  (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /  =  / (« )  — произвольная' функ
ция из Q(L) .  С учетом неравенства (9.2) для любого 
и е  [ui — Л/2; щ -f- /г/2] имеем /  (и) ^  /  (ut) — L \ и — и{ \ ^
~^]{ui) — Lhl2 ^  min / (« ,)  — е при всех г =  1.......... п. Так как-

1 <г<п
система отрезков [щ — /г/2, ы,- +  Л/2], i = l ,  2, . . . ,  п, покрьь 
вает весь отрезок [а, Ь], т. е. всякая точка и из [а, Ь] принадле
жит одному из отрезков этой системы, то из предыдущего не
равенства следует, что /  (и) ^  min J (и,) — е для всех и е  [а, Ь \ .

1 < ( < п
Поэтому min J (и{)—в для любой функции J — J ( u ) ^ Q ( L ) ,

1 < г<«
что равносильно неравенству (1). Если /г >  2e/L, то, например,
для функции J ( u ) — Lu  метод (2) дает min (Lut) — La =

i <г <я
=  Lhl2 >  е.

3. Метод равномерного перебора (2) относится к пассивным
методам (см. определение 5.4), когда точки и\ ......... ип задаются
все одновременно до начала вычислений значений функции. На 
классе Q(L)  можно предложить такой же простой, но более 
эффективный последовательный метод перебора (см. определе
ние 5.3), когда выбор точки м,- при каждом i >  2 производится 
с учетом вычислений значения функции в предыдущих точках 
и \ ,  U i—i и задачу (1) удается решить, вообще говоря, за
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меньшее количество вычислений значений функции, чем мето
дом (2). А именно, следуя работе [104], положим

«1 =  я +  Л/2, u l+1 =  иг +  h +  ( /  («*) — F{)/L, — 2,
ы„ =  m i n +  h +  (/(«„_]) — Fn-\)IL\ b}, 

где к =  2г/Ь, F t =   ̂ min  ̂/(% ), а число и определяется усло

вием Ыл—i <  Ь —  h/2  ^  «л- i  +  Л +  ( / (м„_0 — F„_i)/L.
Т е о р е м а  2. Метод последовательного перебора (3) ре

шает задачу  (1) на классе Q  ( L ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть J =  J (u ) — произвольная функ

ция из Q(L) .  С учетом неравенства (9.2) для всех « е  «,• +  
+  h / 2 - \ - { ] { u i ) — Fi) /L]  имеем J (и) ^ /(«,-) — L(/i/2 +  ( /(« ,)  —
— Л)//-) =  — /г/2 ^  /■„ — е. Аналогично для всех и е  [а, —
— ft/2, н,] получим j ( u ) ^ j ( u i ) — L h / 2 ^ F n — е. Так как си
стема отрезков [m — А/2, ыг +  Л/2 +  (/(ы,-)— F«)/L ], i = l ........ п,
покрывает весь отрезок [а, 6], то из предыдущих неравенств 
следует, что J ( u ) ^ F n — е при всех м е [ а ,  ft]. Тогда /»
^  F n — е при всех J  =  / ( « ) g Q ( L ) ,  что равносильно неравен
ству (1).

В худшем случае, когда, например, J (и) постоянна или мо
нотонно убывает на [а, 61 и, следовательно, F t =  min J (ui) =

1 < / < i
=  /(«,-), метод (3) превращается в метод (2), и для решения 
задачи (1) тогда потребуется /Vi да (b — a ) L / ( 2е) вычислений 
значений функции. В самом лучшем случае, когда / (и )  =  Л +  
+  L(m — В) ,  А,  В —  const и, следовательно, F i  =  J(u\ ) ,  щ =  
=  «1 +  (2г-1 — 1 )h,  i =  1, 2, . . . ,  п — 2, для решения задачи (1) 
понадобится всего N 2 ~  1 +  log2( (b — a ) L / { 2е)) вычислений 
значений функции. И вообще, если /  («»•) >  Fi при каком-либо i, 
то Ui+i — Ui >  h, и поэтому число /г вычислений значений функ
ции, необходимое для решения задачи (1), будет, вообще го
воря, меньше N\ и больше N 2 .

Заметим также, что метод (3) идейно примыкает к методу 
ломаных из § 9, но метод (3) выгодно отличается простотой 
реализации и не требует большой машинной памяти. Недостат
ком метода (3), как и метода ломаных, является необходимость 
априорного знания константы L из условия (9.1).

4. М етод последовательного перебора, аналогичный методу (3 ), можно 
предложить и для некоторых других классов функций. Остановимся на клас
се функций, дваж ды  дифференцируемых на отрезке [а, £>], у которых 

sup J" («) М,  где М  — некоторая фиксированная константа. Обозна- 
и  е  [а, Ь]
чим этот класс функций через R ( M ) .  Заметим, что если М  ^  0, то J " ( u ) ^  О
и, следовательно, J ' (u)  монотонно убывает на [а, Ь]. Это значит, что тогда 
функция J (и) достигает своей нижней грани при и =  а или и — Ь. Таким 
образом , задача минимизации функций из класса R ( M )  в случае М  ^  0 ре
ш ается просто. П оэтом у имеет смысл рассматривать класс R ( M )  при М  >  0.
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Тогда для решения задачи минимизации первого типа на классе функций 
R ( M )  можно предложить следующий метод последовательного перебора [77] \

«! =  а; ыг+1 =  иг +  У 2е/М  +  h (, i = \ , . . . , n  — 2; un =  b,  (4)

Где h t =  (e  +  /  ( u t ) — F ^ / M  , F ( =   ̂ ( J ( “ /)> a число /г определяется

условием ип_ j <  b ия -1  +  V 2е/М  +  An _ j.
Т е о р е м а  3. Применяя метод (4 ), з ад ач у  минимизации первого  типа 

д ля  любой функции J ( u ) & R ( M )  можно решить с заданной точностью е >  О, 
т. е.

0 <  m in J ( u . \  — (5)
K i < n  ' "

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть и .  — какая-либо точка минимума / ( « )  на 
[а, Ь]. Если и,  — а или и , =  6, то / .  =  min { / ( « i ) ;  J(u„)} ,  и неравенство
(5 ), очевидно, справедливо. П оэтому пусть а <  и . <  6. Тогда J ' ( u , ) —  0 и, 
используя разложение по Тейлору в точке и . для J ( u ) e R ( M ) ,  получим

J (и)  =  /»  +  1" (I) (и -  « , ) 2/2  <  / ,  +  м  (« -  и ,)2/ 2, (6)

где g =  и . +  0 (ы — и ,) ,  0 <  0 <  1. Система отрезков[«^ — V 2e/Af , и г +
i =  1, 2 покрывает отрезок [а, 6 ], поэтому ц . попадет в один из 
отрезков этой системы при некотором Если — л / 2 г / М  то из
(6) при и =  ui имеем J(ut) — J,  sg  Af/2-2e/Af =  е. Если ^  ы, ^  ut +  hi, то 
аналогично / ( « * )  — /  <  M h 2t/ 2 — е +  / ( « ( )  — F it или F; — <  е. Объединяя  
оба случая, получаем требуемое неравенство (5 ).

В худшем случае (например, если J (и) — М ( и  — Ь)2/2) мож ет оказаться, 
что Ft =  /(U i). 1 £2® 1. и тогда метод (4) превратится в метод равномерного 
перебора с шагом к =  л / 2 е / М .  Если ж е F i < c J ( u i )  при некоторых t (на
пример, для J ( u ) =  М ( и - а ) * / 2 ) ,  то методом (4) удается получить неравен
ство (5), вообще говоря, при моныием п, чем методом равномерного пере
бора. Недостатком метода (4) является требование знания константы  
М ^  sup J" (и).

и  е  [а, 6]

У п р а ж н е н и я .  1. Пусть одним из методов (2 ), (3) или (4) найден 
m in /  (н () =  1 ( uk). М ожно ли принять и* за  приближение ко множеству

^  I ^  ТЬ
U .?  Оценить погрешность p (Uk, U. )  для метода (2) на классе Q ( L ) \  рассм от
реть функцию J (и) =  L(u  — а ) — е/2  при a  sg  и а +  e/L,  J( u)  =  
=  e(b  — u ) /(2 (6  — a — e /L )) при a -f- z j L  ^  u ^  b, где e >  0 — малое число. 
Оценить p (« 4, U, )  для методов (3 ), (4) на классах Q( L)  и R ( M )  соответ
ственно.

2. Найти оптимальный пассивный и оптимальный последовательный ме
тоды на классе функций Q(L) .  [5 ], [216].

§ 11. Выпуклые функции одной переменной

Рассмотрим класс функций, для которых существует более 
эффективный вариант метода ломаных, когда ломаные состав
ляются из отрезков касательных и лучше аппроксимируют ми
нимизируемую функцию. Речь идет о выпуклых функциях, 
играющих важную роль в теории экстремальных задач.
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О п р е д е л е н и е  1. Функция J(u) ,  определенная на отрезке 
а ^  и ^  Ь, называется выпуклой  на этом отрезке, если

/(аы +  (1 — а) о ) ^ а / ( и ) +  ( 1 — а ) / (у )  (1)

при всех и, v е  [а, b] и всех а, 0 ^  а  ^  1.
Когда а  пробегает отрезок [0,1], точки ( а и + ( 1 — а)  а, 

а / (ы )  +  (1 — & ) П и))  на плоскости переменных (и , /)  пробегают 
хорду АВ,  соединяющую точки А =  ( « , / ( « ) )  и B = ( v , J { v ) )  
на графике функции J =  J{u) .  Поэтому неравенство (1) имеет 
простой геометг!'.!веский смысл: график выпуклой функции на

л!обом отрезке [и, и] Е  
Е  [а, b] находится не вы
ше хорды, соединяющей 
точки графика (и, J{u))  
и (v , / ( f ) )  (рис. 1.3). При
мерами функций, выпук
лых на любом отрезке, 
могут служить функции 
J (и) =  и2, J (и) —  \ и\ ,  
J(u)  =  и.

Наряду с выпуклыми 
функциями в литературе 
иногда рассматривают 
вогнутые функции. 

О п р е д е л е н и е  2. Функция / (и )  называется вогнутой на 
отрезке [а, Ь], если

J (аи +  (1 — a) v)~^aJ (и) +  (1 — a)J(v)

при всех и , с е [ а , | | ] , а е [ 0 , 1 ] .
Между выпуклыми и вогнутыми функциями существует тес

ная связь: если J {и) вогнута на [а, Ь], то (—J (и))  выпукла на 
этом же отрезке. Учитывая эту связь, достаточно ограничиться 
изучением свойств выпуклых функций.

Т е о р е м а  1. Д л я  выпуклости функции J (и) на отрезке 
[а , Ь] необходимо и достаточно, чтобы

(J (и) — /  (v))/{u — v) ^  ( /  (w) — J (v))/(w — v) ^  ( /  (w) — J (u))/(w — и)
(2)

при всех и, v, w, а ^  v С  и <  w ^  Ь.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть функ

ция J (и) выпукла на [а, Ь]. Нетрудно проверить, что и — av  +  
+  (1 — a) w,  где a  =  (w — и) /  (w — и), 0 <  а  <  1. Отсюда с уче
том выпуклости / (и )  имеем J ( u ) ^ ( w  — u ) J ( v ) / ( w  — у) +  
+  (1 — (w — и) (w — v) ) J {w)  или

(w — v) J (и) ^  (w — u)J  (u) +  (u — v) J (w).
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Последнее неравенство можно переписать в двоякой форме: 
(до — v) (J (и) — /  (у)) ^  (и — у) (/ (до) — J (у))

или
у) (J (ДО) — J (и)),(до — и) (J (до) — J (у)) ^  (до

откуда будет следовать (2).
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть J (и) удовлетворяет одному из 

неравенств (2). Отправляясь от этого неравенства и проделав 
предыдущие преобразования в обратном порядке, убеждаемся 
в том, что / (и)  выпукла на [а, Ь].

Нетрудно понять геометрический смысл неравенств (2) (см. 
рис. 1.3), если вспомнить, что ( / (и) — J ( у ) ) / (и — v ) представ
ляет собой угловой коэффициент хорды Л Б, соединяющей точки 
А =  (и, J (и))  и В =  (и, / ( у ) ) на графике функции J =  J(u) .

Т е о р е м а  2. Выпуклая на отрезке [а,Ь] функция J (и) в 
каждой внутренней точке и отрезка [а, b} непрерывна и имеет
конечную правую производную  lim {J (и +  /г) — /  (u))/h —

h —> +0
= J'(u  +  0), конечную левую производную  lim (J (и) — J (и — т)) /т=

т —̂ +0
= ] '  (и — 0), причем / ' ( и  — 0) ^ J' (u  +  0) при всех u e i n t  [а, Ь\ =  
=  {и: а <. и <  Ь}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 1 следует, что
(/ (и) — J (и — т))/т (J (и) — J (и — h))/h ^

< (У (« И) — / (u))/h ^ . { J (и +  х) — J (и))/т (3)
при всех т, ft, лишь бы 0 <  ft <Г т и точки и, и ±  ft, и ±  т е  
е  int [а,Ь\  (рис. 1.4). Неравенства (3) означают, что величина 
( J(и 4- f t ) — J ( u ) ) / h  мо
нотонно убывает при 
убывании ft и ограничена 
снизу, например, величи
ной (J ( и ) — J (и — т ) ) /т, 
не зависящей от ft. Отсю
да следует существование 
правой производной
J ' (и +  0). Аналогично до
казывается существова
ние левой производной 
/ ' ( и  — 0).  Из (3) при ft-*- 
->-+0 получаем неравен
ство / ' ( и  — о х ; / '(« + ( ) ) .
Из существования левой и правой производных 
рывность/(и) при всех и е  int [а, Ь ] .

Заметим, что на концах отрезка \а,Ь] выпуклая функция 
может не иметь соответствующей односторонней производной и, 
более того, здесь она' может терпеть разрыв.

Рис. 1.4.

следует непре-



48 МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ [ГЛ. Г

П р и м е р  1. Пусть /  (и) =  и при 0 <  и <С 1, / (0 )  =  7(1) =  2. 
Очевидно, эта функция выпукла на [0,1], но на концах отрез
ка терпит разрывы. ______

П р и м е р  2. Функция / (« )  =  — У 1 — “2 выпукла и непре
рывна на отрезке [—1,1], но на концах отрезка не имеет ко
нечных производных / ' ( 1 — 0), / ' ( — 1 +  0).

Т е о р е м а  3. Пусть функция J {и) выпукла на отрезке [а,Ь] 
и имеет конечные производные / ' ( а  +  0), J' (b — 0). Тогда

/ ' (а +  0)(ы -  а ) < / ( ы ) - / ( & ) < / ' ( & - 0 ) ( ы -  v) (4)

при всех и, v, а ^  v ^  и Ь, так что J (и) на [а,Ь]
удовлетворяет условию Липшица  (9.1) с константой L =
—  m a x { | / ' ( a  +  0) | \J' (b — 0) |}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 1 имеем

(/ (а +  h) — J (a))/h <  ( /  (v) -  J (a))/(v -  a ) <  (/ («) -  J (v))/(u -  y ) <
<  (J (b) -  J (u))l(b - « ) < ( /  (b) - J ( b -  h))/h

для всех ft >  0, a - \ - h < . v < i u < . b  — ft. Отсюда при ft -> + 0  
получаем

/ '  (a +  0) <  (/  (u) -  J (v))/(u -  v) <  / '  (b -  0),

что равносильно (4) при любых и, v, а <. v <  и <  b. Неравен
ства (4) остаются верными также и при v =  a или и — Ь, так 
как при выполнении условий теоремы функция J (и) непрерывна 
во всех точках отрезка [а, Ь] и в  (4) можно совершить предель
ный переход при v -*■ а +  0 или и -*• Ь — 0.

Пример 2 показывает, что конечность / ' ( a  +  O), J' (b — 0) 
существенна для выполнения условия Липшица (9.1).

Т е о р е м а  4. Пусть функция J (и) выпукла на отрезке [а, Ь\, 
a l (v)  — любая функция, удовлетворяющая неравенствам 
J ' ( v  — 0) ^ l ( v )  ^ J ' ( v  +  0) при a < v < . b .  Тогда l(v) не убы
вает при v <= int [а, Ь], и справедливо неравенство

J ( u ) ^ J  (v) +  I (v) (и — v), и е  [а, b]. (5)

Если, кроме того, J (и) дифференцируема во всех точках отрез
ка [а, Ь] , то

J (и) ^  /  (у) +  / '  (у) (и — v), н е  [а, Ь], (6)

при любом v е  [а,Ь].  Если неравенство (5) (или  (6)) обра
щаются в равенство при некотором « =  с Е [ а ,  Ь], с ф ь ,  то 
J (и) нз /  (у) +  / (и) (и — v) при всех и из отрезка [с, v ].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перепишем неравенство (1) в виде 
J (v  +  a ( u  — у ) ) — J { v ) ^ a ( J ( u ) — J(v) ) ,  0 < а < 1 .  Разделив 
обе части этого неравенства на а  и переходя к пределу при 
a  + 0 ,  получим J (и) — J{v)  ^  J'{v  +  0) (и — v) ^  !(v)  (и — v )
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при u > v  и / ( и ) — /  (v) ^  J' (v  — 0) ( и — v ) ^ l ( v ) ( u  — v) при 
и <С. V .  Неравенство (5) доказано. Заметим, что при а <  и <  b 
переменные и, v в (5) входят равноправно, поэтому, меняя их 
ролями, получим J(v)  ^  J (и) +  l(u)  (v — и) при всех v е  [а, Ь\ . 
Сложим последнее неравенство с (5) почленно. Будем иметь 
( / ( u) — l ( v ) ) ( u  — v) ^  0 при всех и, o e i n t [ a ,  6], что равно
сильно монотонному возрастанию l (v) .

Пусть теперь /(и )  дифференцируема во всех точках и е  
е [ а , 6 ] .  Тогда / / ( и + 0 )  =  / ' ( «  — 0) =  J' (u)  при всех м е [ й , 6 ] .  
Полагая в (5) l(v) =  J' (v) ,  убеждаемся в справедливости не
равенства (6) при всех w e i n t [ a , 6 ] .  Из существования конеч
ных / ' ( a  +  0), J' (b — 0) и из (4) следует, что (6) верно и при 
v =  a, v =  Ь.

Наконец, пусть J (с) =  J (v) +  !(v) (с — v) при некотором с<= 
е  [а, Ь], с Ф  и. Возьмем произвольную точку ы =  ас  +  ( 1 — a) v  
из отрезка [с, о]. Из выпуклости J (и) тогда следует, что J (и 
s=:a/(c) +  (1 — a) J( v)  — a ( J  (v) - f  l (v) (с — v ) ) +  (1 — a) J( v)  —  
=  J (v) - \ - l (v)  ( u — u), « e  [c, v].  Сравнивая это неравенство 
с (5), заключаем, что J (и) —  J (v) -j- l (v) (и — v) при всех н е  
<=[с, и].

График линейной функции J(v)  +  J' (v)  (и — о) переменной 
и ^ [ а , Ь ]  представляет собой касательную к графику J — I (и)  
в точке V.  Поэтому неравенство (6) означает, что график лю
бой выпуклой дифференцируемой функции лежит не ниже лю
бой касательной к нему. Обобщая понятие касательной на слу
чай выпуклых недифференцируемых функций, прямую g ( u , v )  —  
=  J (и) +  l ( v ) (и — v),  где J' (v  — 0) l (v)  ^  J' (v  +  0), также 
будем называть касательной к графику /  =  / ( « )  в точке v.

С л е д с т в и е  1. Пусть функция J (и) выпукла на [а,Ь].  
Тогда производные / ' ( «  +  0), J' (u — 0) монотонно возрастают 
при n e i n t [ a ,  b] (если существуют конечные / ' ( a  +  0), J' (b — 0), 
то утверждение справедливо на всем отрезке [а, Ь]).

Доказательство этого утверждения непосредственно следует 
из теоремы 4, если в ней принять l ( v )' =  J' (v  +  0) или l{v)  =  
=  J' (v  — 0).

Т е о р е м а  5. Пусть функция J (и) выпукла на отрезке [а, Ь] 
и lim /(« )  =  / (a), lim J(u) —  J(b). Тогда множество U* то-к-»а+0 и->6—0
чек ее глобального минимума на [а, Ь\ непусто и все точки ло 
кального минимума J (и) принадлежат U*. Д л я  того чтобы н * е  
е  £/*, необходимо и достаточно, чтобы

/ > ,  +  0 ) > 0 ,  / ' ( и . - 0 ) <  0 (7)

(если и* =  а или  и* =  Ь, то (7) заменяется одним неравенством 
J ' ( a +  0) > 0  или } ' (Ь — 0) 0 соответственно),
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условий на функцию У (и) и тео
ремы 2 следует непрерывность У (и) на [а, Ь]. Согласно теоре
ме 1.1 тогда множество t/* непусто. Пусть и*— какая-либо точ
ка локального минимума У (и). Тогда У( и»+ h ) — У ( и * ) ^ 0  при 
всех достаточно малых |А| ,  для которых и* +  А е  [а, Ь) . Раз
делив это неравенство н а А > О и А < О и  устремляя А к нулю, 
получим условие (7). Заметим, что существование и конечность 
У'(и* ±  0) при а <  <  b следует из теоремы 2. Если м* == а, 
то существование и конечность У'(а +  0) следует из того, что 
(У(a - f  A )— J ( a ) ) / h  монотонно убывает при А ->- + 0  и ограни
чена снизу нулем. Аналогично доказывается существование и 
конечность У (Ь — 0) при «* =  6. Таким образом, показано, что 
всякая точка локального минимума необходимо удовлетворяет 
условиям (7).

Пусть теперь некоторая точка « » e i n t [ a ,  b] удовлетворяет 
условию (7). Положим в неравенстве (5) v =  ы*, l (v)  —  0, и по
лучим, что У ( м ) ^ У ( и #) при всех и ^ [ а , Ь ] .  Это значит, что 
u* е  L'». Аналогично с использованием неравенств (4) рассмат
риваются случаи «* =  а или и* — Ь и показывается, что и* е  
е  £/*. Отсюда следует, что всякая точка локального минимума 
выпуклой и непрерывной на \а,Ь]  функции является точкой ее 
глобального минимума на [а,Ъ].

Т е о р е м а  6. Пусть функция У (и) выпукла на отрезке [а,Ь] 
и lim У (и) —  У (a), lim J(u) =  J(b)-, пусть U«— множество

и - * а + 0 и - * Ь —0

точек минимума  У (и) на [а,Ь],  и v — некоторая точка, а <С v <
<  Ь. Тогда для того чтобы U* П [«, v\ — 0  (или U» П [v , 6] =
—  0 ) ,  необходимо и достаточно выполнения неравенства 
J' (v  +  0) <  0 (или J' (v  — 0) > 0  соответственно). Д л я  того 
чтобы U* П [a, а ] ф  0  (или U* П [v, b] Ф  0 ) ,  необходимо и до
статочно, чтобы J' (v  +  0) ^  0 (или J' (v — 0) ^ 0  соответст
венно) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть J' (v -f- 
+  0) <! 0. Тогда согласно следствию 1 J' (u +  0) < 0  при всех 
и г  [а, и]. Из теоремы 5 тогда имеем (У* П [о, у] == 0 .  Нели 
J ' (v  — 0) >  0, то аналогично получаем J' (u — 0) >  0 при всех 
и е  [v , Ь], так что U* Г) [v, Ь\ — 0 .

Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть LJ^{\\a ,v \ =  0 .  Допустим, что 
J ' ( v  +  0) 5=0. Тогда возможно, что J' (v — 0) =^0 или J ' (v  — 0) >  
>  0. Если J' (v  — 0) <; 0, то из (7) следует, что v е  (У*. Если' 
же J' (u — 0 ) > 0 ,  то по вышедоказанному U*(][v, Ь] —  0 ,  и сле
довательно, £/* П [а . v] Ф 0 -  В обоих случаях приходим к про
тиворечию с тем, что U i,{\[a,v\ —  0 .  Это значит, что при £У»Г) 
Г| [а, v] =  0  необходимо J' (v  +  0) <  0. Аналогично доказывает
ся, что если £/*П [у, Ь\ —  0 ,  то необходимо J’(v — 0) >  0.
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В справедливости последнего утверждения теоремы 6 легко 
убедиться рассуждением от противного со ссылкой на уже до
казанное первое утверждение.

Т е о р е м а  7. Если функция J (и) выпукла на отрезке [а , Ь ] 
и lim /(« )  =  / (a), lim J(u) =  J(b),  то она унимодальна на

н-> а + 0  « - > 6 -0
[ а , Ь ] .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим «* =  inf £/*, у* =  sup U*. 
Из непрерывности / (и )  на [а, Ь] и определения верхней и ниж
ней грани множества U* следует, что и*, у» е  t/*. Если м * =  у*, 
то £7* состоит из одной точки Если н* <  у*, то с учетом вы
пуклости /(ы) имеем / „ =  inf /(ы) <1 /(аи„ +  ( 1 — а)у*)г%С

и е  [а, 6]
/(и,) +  (1 — а) J(vt) = J t. Это значит, что /  (aw, -f  (1 — а)  у*) =

— при всех a e [ 0 ,  1], т. е. U* =  [«*, и*].
Далее, так как £/* П [a, v] =  0  для любого у, а ^  у <  и*, то 

по теореме 6 / ' ( у  +  0) <  0 при а ^  у <  А тогда / ' ( о  +  0) ^  
^ ( / ( и  +  /г)— J ( v ) ) / h  <  0 при всех достаточно малых /г, т. е. 
/ (ы)  строго монотонно убывает при а ^  ы м». Аналогично 
показывается, что при v ^ ^ u ^ Z b  функция / (и )  строго моно
тонно возрастает. Теорема 7 доказана.

Как показывает пример 1, при нарушении условий теоремы 7 
множество U„ может быть пустым. Приведем еще несколько 
примеров.

П р и м е р  3. Функция J {и) — и2 выпукла на отрезке [— 1,1] 
и множество Ut состоит из единственной точки ы, =  0.

П р и м е р  4. Функция J (и) =  \ и \ - \ - \ и — 1| выпукла на от
резке [— 1,2] и множество £/* представляет собой отрезок t/* =  
=  [0,1].

П р и м е р  5. Пусть J (и) =  0 при 0 <  и ^  1, / (0 )  =  1. Функ
ция J (и) выпукла на [0, 1], но множество U » =  {и\ 0 <  и ^  1} 
не является отрезком. Здесь lim /  {и)ф 1  (0) — нарушено одно

и - > +  0
из условий теоремы 7.

Критерий выпуклости функций, приведенный в теореме 1, 
не очень удобен для практической проверки. Приведем другие, 
часто более удобные критерии выпуклости функций.

Т е о р е м а  8. Д л я  того чтобы дифференцируемая функция  
J (и) на отрезке [а, Ь] была выпуклой, необходимо и достаточно, 
чтобы ее производная J' (u) не убывала на [а, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость доказана в теореме 4, 
так как в рассматриваемом случае l (v) = J ' ( v ) ,  y e  \а,Ь].

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть ]' {и)  не убывает на [а, Ь]. Пусть 
Применяя формулу Лагранжа, имеем

(/ (и) - J ( v ) ) l ( u -  у) =  / '( ! , ) ,
( /  (w) — J (u))/(w — u) =  J '  (У ,
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где v <  | i  <  и <  | 2 <  w. По условию / ' ( Ы  ^  J ' i h ) ,  поэтому 
из предыдущих равенств следует одно из неравенств (2), что 
согласно теореме 1 равносильно выпуклости / (и) на [а, Ь].

Т е о р е м а  9. Д л я  того чтобы дважды дифференцируемая  
функция J (и) на отрезке [а , Ь ] была выпуклой, необходимо и 
достаточно, чтобы J " (и) ^  0 на [а, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условие J" (и) ^  0 является необхо
димым и достаточным для неубывания J ' (и) на [а, Ь]. Отсюда 
и из теоремы 8 следует требуемое.

Используя теоремы 8, 9, легко проверить, что функции 
J (и) — аи, ] (и)  =  —In и, J ( u ) = u \ n u  выпуклы на любом от
резке из области своего определения; функции J ( u ) — ur при 
г ^  1 и г ^  О и J ( и ) =  —иг при 0 <  г <  1 выпуклы на любых 
отрезках [а, Ь], 0 <  а <  Ь <  + ° ° -  Функция / ( « ) =  sin и вы
пукла на отрезке [—л, 0], но невыпукла на [—я, л].

У п р а ж н е н и я .  1. Доказать, что если функция I( и)  выпукла на отре
зке [а, 6], то / '  (и +  0) =  inf ( /  (и +  hi) — J (u) ) / h , J'  (и — 0) =  sup ( /  (и) —

h >  0 h >  0
— J (и — h)) /h  при всех и е  [а, Ь].

2. Пусть функция J(u)  выпукла на отрезке [а,Ь] .  Доказать, что тогда 
/ ' ( и  +  0) непрерывна слева, a J' (u  — 0) непрерывна справа при всех и, 
а <  и < .  Ь. У к а з а н и е :  воспользоваться непрерывностью J (и),  следствием 1 
и упражнением 1.

3. Пусть J (и)  выпукла на [а, Ь].  Доказать, что J' (v  — 0) ^  J' (v  +  0) ^  
1' (и — 0) / ' ( «  +  0) при всех и , v, а <  v  <  и <  Ъ. Пользуясь этими не

равенствами, показать, что 1 (и) дифференцируема в точке v, а  <  v  <  6, то
гда и только тогда, когда одна из функций / ' ( «  +  0) или J'(u — 0) непре
рывна в точке и.

4. Пусть J (и) выпукла на [а, 6 ]. Пользуясь упражнениями 2, 3, дока
зать, что множества точек непрерывности У'(и +  0) и J' (u — 0) совпадают. 
Вывести отсюда, что множество точек, в которых J (и) недифференцируема, 
не более чем счетно.

5. Пусть функция I ( и )  непрерывна на отрезке [а , Ь ] ,  дифференцируема 
на отрезках [а, а ,] ,  [а ь а2] , . . . ,  [а„_ь а„], [a„,b] ,  а  <  ct\ <  . . .  <  ал <  Ъ, 
причем на каж дом  таком отрезке производная J'(u)  суммируема, не убывает  
и l ' ( a i  — 0 ) ^ / ' ( a i  +  0 ), i =  1, . . . ,  п. Доказать, что тогда / ( « )  выпукла 
на [а, Ь].

6. Для выпуклости функции /  (и) на интервале int fa, Ъ] необходимо и 
достаточно, чтобы сущ ествовала функция l ( v ) ,  v  е  int [a, b],  такая, что 
J ( u ) ^  J ( v ) - { - l ( v )  (и ■— v)  при всех « e  int [a, b\ .  Необходимость доказана в 
теореме 4, докаж ите достаточность. Покажите, что l ( v ) = f ' ( v )  почти всюду  
на int [a, Ь].

7. Пользуясь теоремой 3, доказать, что выпуклая на отрезке [а, 6] функ
ция J (и) абсолютно непрерывна на любом отрезке [a , Р] cr int [а, Ь].

8. Если функция f ( t )  возрастает на отрезке [а, 6] и суммируема на этоми
отрезке, то функция f ( u ) = ^ f ( t ) d t  выпукла на [а,Ь].  Доказать. Верно

а
ли обратное утверждение?

9. Пусть J (и)  выпукла на [а, 6] и имеет обратную функцию. М ожно ли 
утверждать, что обратная функция также будет выпуклой? Рассмотреть 
функции / ( « )  =  е“, ]  (и) — е ~ и.
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10. Пусть J (и)  выпукла на [а, Ь] и lim J ( u )  =  J ( a ) ,  lim =
u - * a + 0 u - * b ~ 0

= /  (b),  a U .  — множество точек минимума J (и) на [ а,Ь] .  Д оказать, что 
(У,П[а, PJ #  0  (или £/, с: int [а , Р ]) тогда и только тогда,когда J ' ( a  — 0) ^  
-g; 0, У (Р +  0) ^  0) (соответственно, У'(ос— 0) <  0, У'(Р +  0 ) > 0 ) ;  здесь  
а <  а  <  Р <  Ь.

11. Доказать, что выпуклая на отрезке [а, Ь] функция У (и ), отличная от 
константы, не мож ет достигать своей верхней грани внутри отрезка [а, Ь] .

12. Пусть функция У(и) выпукла и монотонно возрастает на отрезке 
[ а,Ь] ,  а функция z ( x )  выпукла на [c ,d ] ,  причем z ( j c ) e [ a , 6 ]  при всех 
* е  [с, d] .  Доказать, что тогда сложная функция g ( x ) — J ( z ( x ) )  выпукла на
[с. «С.

13. Назовем функцию J (и) выпуклой на отрезке [а, 6 ], если 
J ( ( u  +  v) j2 )  ==: (У(ы) +  I ( v ) ) / 2  при всех и, v ^ [ a , b ] .  Доказать, что для не
прерывных функций это определение выпуклой функции равносильно опреде
лению 1. Если не требовать непрерывности J(u) ,  то новое определение выде
ляет более широкий класс функций — см. пример из [235], стр. 119.

14. Пусть У (и )— выпуклая функция при и ^  0, / ( 0 ) ^ 0 .  Д оказать, что 
тогда функция q>(u) =  / (и ) /и  монотонно возрастает при и >  0. На примере 
У(и) =  1 +  и2 убедиться, что при У ( 0 ) > 0  это утверждение неверно. У каза

ние: воспользоваться равенством У (и) =  У (  ц ^  ^ (и +  h)  +  ^  ^ - o j  ,

А >  0.
15. Пусть функция У(«) выпукла и дваж ды  дифференцируема при и >  0, 

причем lim ( « / ' ( и ) — / ( « ) )  ^ 0. Д оказать, что тогда <p( u ) = J ( u ) / u  мо-
и-> +оо

нотонно убывает при и >  0. Указание: вычислить производные функций 
ср(и) и и ] ' ( и ) — J (и).

16. Доказать, что (а +  Ь)п ^  2п~ Ч а п +  Ьп) при всех n ^  1, а 5* 0, 
b ^  0. У к а з а н и е :  воспользоваться выпуклостью функции J (и) =  ип при 
и Ss 0, n ^  1.

§ 12. Метод касательных

1. Пусть функция J (и) выпукла и дифференцируема на от
резке [а, Ь\. Согласно теоремам 11.3 и 11.7 такая функция удов
летворяет условию Липшица и унимодальна на [а,Ь].  Поэтому 
для минимизации J (и) на [а, Ь) применимы почти все описан
ные выше методы, в частности, метод ломаных из § 9. Однако 
если значения функции / (и) и ее производной J ' (и) вычисляют
ся достаточно просто, то здесь можно предложить другой, во
обще говоря, более эффективный вариант метода ломаных, 
когда в качестве звеньев ломаных берутся отрезки касательных 
к графику J (и) в соответствующих точках.

Зафиксируем какую-либо точку v е [a, b ] и определим 
функцию

g(u,  v) =  /(v) +  J' (v)  (и — v), a ^ u ^ b .

Согласно теореме 11.4
? (к ,  » ) < / ( « )  при всех и е  [а, Ь]. (1)

В качестве начального приближения возьмем любую точку « о е
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е  [а, Ь] (например, ы0 =  а ) ,  составим функцию Po(u)— g ( u , u 0y 
и определим точку Ui ^ . [ a ,  Ь] из условия Ро{и\) =  min ра(и)

и  <= [а, Ь\
(ясно, что при J '(u0)¥= 0 будет щ — а или щ —  b). Далее, бе
рем новую функцию pi (и) =  max {ро(и) ; g(u,  Ui)},  и следующую 
точку и2 е  [а, Ь] найдем из условия pi (и2) == min p t (и) и т. д.

и е  [a, ft]
Если Т О Ч К И  Mo, Ui, . . . , Un, 
п ^  1, уже известны, то 
составляем функцию 
рп(и) =  max {pn-i ( и) , 
g(u,  ип)} =  т а x g ( u ,  и{),

о
и следующую точку ип+\ 
определим из условий

Рп(ип+i) =  min рп{и),
и  е  [а, Ь )

ип+1 е  [а> Ь\.

Если при каком-либо п ^  
^ 0  окажется J '(un- \ - 0 ) ^  
^  0, /'(ып — 0 ) ^ 0  (если 
а <  <  Ь, то это равно
сильно У СЛ О В ИЮ  J'(Un) —  
-■= 0), то согласно теоре
ме 11.5 ип е  U* — в этом 
случае задача минимиза
ции уже решена и итера
ции на этом заканчива
ются.

Нетрудно видеть, что 
рп( и ) — непрерывная ку

сочно-линейная функция, и ее график представляет собой лома
ную, состоящую из отрезков касательных к графику функции 
J (и) в точках «о, •••,  ип (рис. 1.5). Поэтому описанный метод 
естественно назвать методом касательных.

Т е о р е м а  1. Пусть функция J (и) на отрезке [а,Ь] вы
пукла  и дифференцируема, а последовательность {ип} получена 
описанным выше методом касательных, причем ип ф. U*, п —  
=  0, 1, . . .  . Тогда

1) lim / ( « „ ) =  lim рп (ип+i) =  Jt и справедлива оценка
П->°О П-> °°

0 ^ 7 {ип+х) Jt ^ . J ( u n+i) рп (и,j_|_i), n =  1, 2, . . . ,

2) lim р (ы„, {/„) =  0, или точнее, {«„} имеет не более двух
П->оо

предельны х точек, совпадающих с ы* =  inf t/* или  у* =  sup 1)*.

Рис. 1.5. А В  — график g  (и, и0), C D — гра
фик g  (« , щ) ,  A ED  — график p i ( u ) ,  P Q  — 
график g  (и, u2), A M N D  — график p 2 («), 
F L  — график g  (и, и^), A M R S D  — график 

Рз (и).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как J' (a +  0), J' (b  — 0) конечны 
по условию, то в силу теоремы 11.3 / (и) удовлетворяет условию 
Липшица с константой L —  шах { | J'{a)  | ; | / 7(6) | }. Кроме того, 
согласно (1) и определению функции рп(и) имеем

Наконец, угловые коэффициенты касательных g{u, ui )  рав
ны J' (ui ) ,  причем | / ' ( « i ) l  ^  L.. Из теоремы 9.1 тогда следует, 
что рп(и) удовлетворяет условию Липшица с константой L. От
сюда с учетом (2), (3) с помощью тех же рассуждений, которые 
применялись при доказательстве теоремы 9.3, нетрудно убе
диться в справедливости всех утверждений доказываемой тео
ремы. Остается лишь заметить, что из того, что J (и) унимо
дальна и и п ф и * —  [и*, у*], п ^  0, равенство lim р(м„, U J  —  Q

возможно только в том случае, если предельными для {ип} мо
гут быть лишь точки и„ или у,.

2. Метод касательных обладает всеми достоинствами метода 
ломаных из § 9. Недостаток этого метода — он применим лишь 
в случае, когда минимизируемая функция выпукла и значения 
функции и ее производных вычисляются достаточно просто.

Можно предложить более удобную для использования на 
ЭВМ вычислительную схему метода касательных, которая не 
требует хранения в машинной памяти информации обо всей ло
маной рп(и)  при « E [ a , i ] ,  А именно, возьмем а \ = а ,  Ь\ — Ь, 
вычислим J' (ai )  =  J' (a +  0), J' (bi) =  J' (b — 0). Если J' (ai  
^  0 или J ' (b i) ^  0, то по теореме 11.5 a e  t / ,  или b <= U* — за 
дача решена. Поэтому пусть J ' ( a i) < 0 ,  J' (b\ )  >  0, то соглас
но теореме 11.6 означает £/» с :  int [а, Ь) . Пусть отрезок [ап- ь  
bn- 1 ], п ^  2, уже построен, причем J '(a n- 1) < 0 ,  J '(bn- 1) >  0, 
£/* cr int [an-\, 6n- i ] . Обозначим через un точку пересечения ка
сательных g{u,  ап- \) ,  g(u,  bn- \ ) . Ясно, что ап-\  <  ип <  Ьп-\.  
Вычислим J' (un).  Если J'(u„) = 0 ,  то £/*, — задача решена, 
итерации на этом заканчиваются. Если ] '{ип) Ф 0, то положим

По построению J ' (an) < 0 ,  J ' (bn) >  0, и согласно теореме 11.6 
U„ cr i n t [а, Ь] . Индуктивное описание метода закончено. Из гео
метрических построений нетрудно усмотреть (рис. 1.5), что этот 
метод совпадает с описанным выше методом касательных, в ко-

P n - i ( « ) < P n ( “X - f  (и). ие=[а,Ь],  п —  1 , 2 , . . .  

Тогда ]{ui) =  g ( u i, u l) < . p n {uiX . J ( u i), т. е.

J (и,-) =  р„ (Щ), г — 0, 1, . . . ,  п. (3)

(2)
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тором за начальную точку берется «о =  а; строгое доказа
тельство этого факта приводится ниже в п. 5. В то же время 
приведенная схема метода более проста и удобна для реализа
ции на ЭВМ; на каждом шаге метода здесь достаточно хранить 
в памяти ЭВМ величины ап, bn, J(a„),  J(bn), J ' ( an), J ' ( bn). Не
трудно выписать явное выражение для точки ип+\, определяе
мой условием g(u,  ап) =  g(u,  Ьп) пересечения касательных в 
точках ап, Ьп при /  (а„) <  0, J ' (bn) >  0:

У (а п) — J (Ьп) 4 - Ьяг  (Ьп) — а пУ  {ап) , /гч
и „ + 1 = -------------------У  ( а п)----------------------------------’ п > 1 - (5 )

3. Поскольку ломаная из отрезков касательных аппроксими
рует функцию / (и) ,  вообще говоря, лучше, чем ломаные из 
§ 9, то следует ожидать, что метод касательных для выпуклых 
функций сходится быстрее метода ломаных из § 9. Исследуем 
скорость сходимости метода касательных, считая минимизируе
мую функцию дважды дифференцируемой.

Т е о р е м а  2. Пусть функция J (и) дважды непрерывно диф
ференцируема на [a, b], inf J" (и) > 0 ,  и* — точка минимума

U €= ffl, Ь]
J (и) на [а , Ь ]. Пусть последовательность {ип} получена мето
дом касательных при Uo —  a по схеме (4), (5), а\ — a, b\ =  b, 
причем ип ф и * ,  п =  0, 1, . . .  Тогда для любого числа е >  0 су
ществует номер N  — N  (е) такой, что

\ип - u t \ ^ { ( l + B ) l 2 ) n~N (bN - a N), n > N .  I  (6)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з теоремы 11.9 следует выпу

клость J (и) на [а, Ь]. Кроме того, так как J' (u)  строго воз
растает, то множество Ut состоит из единственной точки и„. 
Тогда из теоремы 1 имеем lim Поскольку [ап+ь bn+1] с:

П-УОО
^ [ ambn\ ,  п —  1, 2, . . . ,  то последовательность {ап} монотонно 
возрастает, а {&„} — монотонно убывает, причем ап <  и* <  Ьп, 
п =  1, 2, . . .  Покажем, что lim ап =  lim bn — ut . В силу (4)

П-> ОО п->0о
либо {ап}> либо {Ьп} является подпоследовательностью после
довательности {«„} и сх0дится к и Пусть для определенности 
lim an =  ut . Допустим, „то {&„} не сходится к Тогда согла-

П-* оо 4
сно (4) {&„} не может быть подпоследовательностью для {«„}, 
т. е. найдется номер п0^  1 такой, что bn =  bna при всех п ^  п 0. 
При п->  оо из (5) получим /(«») =  /  (ЬПо) +  У  (&„0) (и, — Ьп) .  
В силу теоремы 11.4 это возможно только тогда, когда J(u) =  
s  1 (bn.) +  У  (ЬПо) (и -  b j ,  и, <  и <  Ьп . Отсюда У ( b j  =  / '  (и.) =  
=  0, что противоречит условию / '  (6По) >  0. Тем самым дока
зано, что обе последовательности {ап}, {Ьп} сходятся к м*. Из 
представления (5) для точки un+i с помощью формулы Тейлора
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имеем
J ( a n ) - J ( b n) - J ' ( b n ) ( a n - b n )  1 _  v

Un +\  —  a n —  Г  ( bn ) - } ' {ап ) 2 Г ( ц „ )  “ »>’

, __  /  (& n ) ' I  ( o « )  /  (a n) (&rt ~  a n )  __ J _  J "  (Ц п)  / 1 _ _  \
0„  —  Un + i —  J ' ( b n ) - 1 ' ( a n ) 2 /" ( ц „ )  a n ) ’

где l n, ti„, М'п — некоторые точки из отрезка [ап, bn]. Отсюда полу
чаем, что Ьп + 1  — a„+i< m a x { « „ + i — ап, bn — un+i } ^ q n (bn — an)/2, 
где qn =  max {J" (£„)//" (цп); У  (*]*)//" (цл)}- Так как последова
тельности {£„}, {т1„}, {ц„} вместе с {ап}, {Ь„} стремятся к н„ то 
в силу непрерывности J" (и) и условия inf / " ( « ) >  0 имеем

и  е  [а, 6]
lim qn —  !• Следовательно, для любого е > 0  найдется номер

Л - *  оо

N  =  N (г) такой, что ^ „ ^ 1 + е  при всех n ^ N .  Тогда bn+i —
— ап+1 <  q[bn — ап), n >  где q =  (1 +  е)/2. Отсюда Ьп — пп 
.̂ q n~N (bN — aN), n ^ N .  Следовательно,

I ып — ыJ  <  (6n — а„) <  qn~N (bN — aN), n >  N.

Теорема доказана. ,
4. Оценка (6) означает, что метод касательных сходится со 

скоростью, не меньшей скорости сходимости геометрической 
прогрессии со знаменателем q =  (1 +  е ) / 2 «  1/2. Конечно, су
ществуют выпуклые функции, для которых этот метод будет 
сходиться гораздо быстрее (возможно, например, что точка ми
нимума найдется за конечное число шагов). Однако нетрудно 
привести пример, показывающий, что на классе дважды непре
рывно дифференцируемых функций оценка (6) по порядку не 
может быть улучшена.

П р и м е р  1. Пусть J ( u ) = u 2, — 1 ^  и ^  2. С помощью 
формулы (5) легко проверить, что касательные к параболе в 
точках ап, Ьп пересекаются в точке ип+\ =  (an -\-bn )i2. Возьмем 
и0 =  a i = — 1, Ui — b i — 2. Тогда «2 =  1/2. С пбмощью индук
ции нетрудно показать, что ап =  — l / 2 n~ \  bn =  \ / 2 п~2, ип+1 =  
=  1/2" при нечетных п и ап= — 1/2"-2, bn—  l / 2 n~l, un+i— — 1/2" 
при четных п. Отсюда точная оценка \ип— u*| =  | un | =  \ / 2 п~1> 
в то время как используя методику вывода оценки (5), имеем
I ип — и«| ^  Ьп — ап =  3 /2п~ \  п ^  1.

Таким образом, из 1 следует, что метод касательных на 
классе гладких выпуклых функций не лучше метода деления 
отрезка пополам. Более того, для этого класса функций нетруд
но предложить вариант метода деления отрезка пополам, тре
бующий лишь вычисления значений производных минимизируе
мой функции.

А именно, положим «о =  а\ — а, и\ —  Ь\ =  Ь, вычислим 
значения J'(ai)' =  J' (a  +  0), J ' ( b i) — J' (b — 0). Если J ' ( a i ) ^  0 
или J ' (b i ) ^  0, то по теореме 11.5 a e ( ) ,  или b e  U* — задача
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решена. Поэтому пусть J' (a\ )  <С О, /'(&i) > 0 .  Тогда U,  cz 
cz int [а\, Ь\]. Пусть отрезок [ап-\ ,Ь п - \ \ ,  п ^  2, уже построен, 
причем J ' ( an- i )  < 0 ,  J '(bn- 1) > 0 ,  так что £/» с= int [ап~и Ьп- \ \ . 
Положим ип — (ап- 1 +  Ьп- \ ) / 2  и вычислим J' (uJ).  Если J ' (un) =
— 0, то ыпе  £/*— задача решена. Если J'{un)¥=0, то определим 
точки ап, Ьп по формулам (4), приняв в них u„— (an- i  - \-bn- 1)/2.

По построению J' (a„)  < 0 ,  J' (bn) >  0, и согласно теореме 11.6 
U ,  cr int [ап, Ьп\ . Кроме того, ясно, что

bn — an =  (bn-i — an_ 1)/2 =  (bi — ai)l2n- 1, п =  1, 2, . . .

Описанный метод деления отрезка пополам выгоднее приме
нять для минимизации тех гладких выпуклых функций, у кото
рых значения производных вычисляются проще, чем значения 
функции. Если же значения и функции, и ее производных вы
числяются достаточно просто, то метод касательных может ока
заться предпочтительнее — хотя, как выше мы убедились, 
метод касательных на классе гладких выпуклых функций в це
лом не лучше метода деления отрезка пополам, но в то же 
время нетрудно привести примеры таких выпуклых функций, 
для которых метод касательных сходится гораздо быстрее опи
санного метода деления отрезка пополам.

5. М етод касательных можно описать и без требования дифференцируе
мое™  выпуклой функции, используя лишь односторонние производные во 
внутренних точках отрезка [а, Ь] — существование таких производных дока
зано в теореме 11.2. Чтобы гарантировать непустоту множества U, ,  потре
буем еще, чтобы lim J (и) =  J (a), lim J (и) =  J (b ).

ь->а+0 и->Ь—0
Положим ы0 =  ai  =  а +  6, «! =  &, =  & — у , где б, у  — достаточно м а

лые положительные числа; если / ' ( а  +  0) или J' (b — 0) конечны, то здесь  
мож но взять 6 =  0 или у  =  0 соответственно. Вычислим / ' ( a i  +  0), /'(& i — 0). 
М ожем считать, что / ' ( a i  +  0) < 0, / '(Ь , — 0 ) > 0 ,  ибо в противном случае 
согласно теореме 11.6 либо U,  Л [a, a j  Ф  0 ,  либо U.  П [Ьи Ь] Ф  0  — в 
обоих случаях точка из £У* находится с требуемой точностью 6 или у> и задача
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решена. Абсциссу точки пересечения касательных g(u,  a i) =  J(cti) +  
+  У '(а,-{-0) ( u — a ,) ,  g(u ,  b,) = )  (ft,) +  J ' ( b t — 0) (и—b ,) обозначим через u2. 
Нетрудно видеть, что точка u t =  bt доставляет минимум функции р0(и) =
— g ( u , u 0),  а в точке и2 достигается минимум Р\(м) =  max (ро(и);  g (u ,u i)}  
на [ai,bi], причем <  и2 <  biy

так что на [a i ,u 2] функция P t ( u )  строго убывает, а на [u2,bi]  — строго воз
растает (рис. 1.6).

Сделаем индуктивное предположение: пусть определены точки и0, и и . . .  
. . . ,  и„- 1, я  2, найден отрезок [а„-ь Ьп- 1] такой, что J ' ( an- i  +  0) <  0, 
J'(b„-i  — 0) >  0, причем а„_ь Ьп- \  совпадает с одной из точек и 0, ип- , \  
пусть ип — точка пересечения касательных g (u ,  an- i ) =  /(a ,,- !) -!-  / ' ( a „_1  +  0) X  
X (u  — a„_ 1), g(u,  bn- i ) =  /(/>„_,) +  /'(b „ _ r  — 0) (u — 6„_i), а функция 
Pn-t(u)  =  max {p„_2(u), g ( u , u n- \ ) }  такова, что

p„_j(u) на [Я|, u„] строго убывает, на [и„, b t] — строго возрастает — это зн а
чит, что ип — точка минимума рп- \ ( и )  на [ai, 6 |] . Вычислим /'(Н п +  0), 
J ' (un — 0). Если 0 ) ^ 0 ,  / ' ( « „ - 0 ) <  0, то по теореме 11.5 u« s  ( / ,,
и задача решена — итерации на этом заканчиваются. Поэтому пусть

Положим ап =  в„_ |, Ьп =  ип, g(u,  ип) =  J ( un) +  J ' ( u„ — 0) (и — и.п) при 
J'(u„ — 0 ) > 0  (рис. 1.7, а) и с,- =  ип, bn =  bn- lt g (u ,  ип) =  J(Un) +  
+J'(u„■{■ 0) (и — и„) при J'(u„ +  0) < 0  (рис. 1 .7 ,6). Полученный отрезок 
[а„, Ь„] таков, что [а„, bn] cz [an- i ,  Ь„ - ,], ] ’ (ап +  0) <  0, J ' ( bn — 0) >  0, и со
гласно теореме 11.6 тогда U.  сг int [а„, Ьп]. Выясним, в какой точке функция 
Рп ( и )  =  max {рп- \ (u ); g ( u , u „)} достигает своего минимума на [а ь 6 ,]. Из 
рис., 1.7 видно, что

g ( u , b n~\), g(u,u„)  соответственно. Дадим строгое доказательство формулы 
(9). Из теоремы 11.4 следует, что g (и, щ)  sg / (и) при всех и е  [Я|, Ai] и 
t =  0, 1, . . . ,  поэтому р п - \ ( и ) ^  J (u) .  В частности, pn- t ( u n) ^ .  J(u„).  Д оп у
стим, что Pn-i (и„) =  /(« „ ). В силу (7) это значит, что точка (un, J ( u n))  ле
жит на касательных g ( u ,a „ - 1), g ( u , b n- 1). Согласно теореме 11.4 тогда 
У( ы) =  рп- \ (и )  при ы е  [a„-i ,bn- i ] .  Отсюда имеем

что противоречит (8). Таким образом, при выполнении (8) возмож ен лишь 
случай pn-i (un)  <  /(« „ ) .

Далее, в силу теоремы 11.4 g ( a n - u  ип) ] ( ап- \ ) .  Если g ( a n- \ , u n) =  
=  /(<*„_i) ,to  из той же теоремы следует, что J ( u ) = g ( u , u n) при u s  
е [ а „ _ ь и„], и поэтому g ' (an- h ип) =  / '( a „ _ i  +  0) и J ( u ) = g ( u , a „ - 0 ,  u s  
e [ a „ _ , , u n]. Тогда /(u „ ) =  g(u„, а„) =  g ( u n, a„-i)  =  p„_ ,(u„). О днако выше 
было показано, что при выполнении (8) это невозможно. Следовательно, 
g ( a n~ i , un) <  J (an- i ) =  g (a n- i , a n- i ) .  Аналогично доказы вается, что

g ( u , a i) при u e [ a h и2], 
g ( u , b i) при u е  [u2, 6 i],

P n - i
g ( u , a n - 1), u e= [an - \ ,  u„], 
g ( u , b n - i ) ,  « e= [u„, bn - A ,

либо J '  (un +  0) <  0, либо J '  (un — 0) >  0. (8)

O)

где un, и "  — абсциссы точек пересечения касательных g ( u , a n- 1), g (u ,u„ )  и

/'■(«„ — 0) =  g '  (un, an - i )  =  J '  (an - 1 +  0) <  0, 
J '  (un +  0) =  g '  (u„, bn -x )  =  J ’ (bn - 1 -  0) >  0,
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и п) < / ( b a - i )  =  g ( b n- i ,  bn- i ) .  Таким образом, при выполнении (8) 
имеем: g ( u n, и п) =  J  {ип) ^  Pn—i ( u n) f g(ctn—\, и п) <С. g ( Q n—u &п—1)> g ( b n —1, и я)
<  g ( b n - u  bn- i ) .  Это значит, что касательные g (u ,a „ - i ) ,  g ( u , u n) пересекают

ся  в некоторой точке с абсциссой ип, an -1  < и п <  ип, а касательные

Рис. 1.7. а ) / '  («п — 0) >  0, б) J ' ( u n -1 -0 ) < 0 ;  А В  — график g ( u , a n - i ) ,  
CD — график g ( u ,  bn - 1), EF  — график g  (и, un).

g ( u , u n),  g ( u , b „ - 1) — в точке с абсциссой u " , u n < u " < b n_  i, причем 
g (u ,  un) >  pn- \ (u)  при u'n < u < u " ,  g ( u , a „ - i ) >  g(u ,u„)  при ay < « < « ' ,  
g ( u , b „ - i ) > g ( u , u n) при Отсюда следует, что pn_ l (u) =

=  m ax  « ( « ,  « 4) > в ( « ,  e rt- i ) >  « (« . «„) при ^  <  и <  « ' ,  P n - i(“ ) >

^ g ( u > bn - i )  >  g ( u ,  и п) при u " < u ^ b {. Таким образом, формула (9) до
казан а.

И з предположения индукции следует, что р п- \ ( и )  строго возрастает на 
[ « "  f t ,]  и строго убы вает на [ а , ,  и ^ ],так  что минимум р„(.и) на [аь ftt] до
стигается в одной из точек ип или и'п. Нетрудно видеть, что при
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] ' {ип — 0) >  0 минимум рп(и) достигается в точке и'п, а при / '  (ип +  0) <  0 — 
в точке и "  (см. рис. 1.7). Вспоминая определение точек ип , и"п , ап, Ьп, 
можем сделать следующие выводы: минимум р„(и) достигается в точке и„.м , 
являющейся абсциссой точки пересечения касательных g ( u , a n), g ( u , b n), 
ап <  и„.ц <  bn, причем

. . =  fg (« ,  a„), u e = [ a n, u n+1],
Pn U X 8 («. bn), и 6= [tt„+i, bn],

функция pn(u) на [au un4.i] строго убывает, а на [ил+ь b(] — строго возра
стает. Индуктивное описание метода касательных для выпуклых функций 
закончено. При его реализации будем иметь систему вложенных друг в друга 
отрезков [ал, &„] с  [ап_ь fcn-i] с : . . .  с :  [а ь 6 |] , причем согласно теоре
мам 11.5, 11.6 процесс либо завершится при каком-либо п  определением 
точки и„ е  £/., либо U. cz int [а„, Ьп] при всех п =  1, 2, . . .  Теорема 1 
остается верной и для этого метода. Так как минимум рп{и) на [аь  6 |] до
стигается на [а„,Ьп] в точке ип+ь то информацию о ломаной рп{и) вне 
[ал, Ь„] хранить в памяти ЭВМ нет необходимости. Это значит, что на п -м 
шаге в памяти ЭВМ достаточно хранить величины ап, b„, J (an), J (bn), 
J'(an +  0), У (bn- 0).

Нетрудно видеть, что для гладкой выпуклой функции описанный вариа-нт 
метода касательных совпадает с методами пп. 1, 2, примененными к отрезку 
[а +  б, b — v] с выбором начальной точки «о =  а +  б; попутно получено 
строгое доказательство равносильности методов из пп. 1 и 2.

У п р а ж н е н и е .  1. Применить метод касательных для минимизации

Функций / (ы) =  | ы| , ] ( и ) — и2, J(u)  =  |u | - H «  — I ) 2 на отрезках [—1,1 ], 
-1,2], [0,1], [1.2].

§ 13. Метод поиска г^бального минимума
В §§ 9, 10 были рассмотрены методы, пригодные для поиска глобального 

минимума функций, удовлетворяющих условию Липшица. Эти методы тре
бовали для своей реализации знания константы Липшица минимизируемой 
функции. Опишем другой метод поиска глобального минимума [215], не 
требующий априорного знания константы Липшица и вместо этого исполь
зующий угловые коэффициенты хорд минимизируемой функции меж ду опре
деленными точками, получающимися при поиске минимума.

Итак, пусть функция / ( и )  определена на отрезке [а, 6]. Поиск минимума 
J(u)  на этом отрезке начинается с выбора двух точек и0 =  v0 =  a, u t = ;  
=  i»i =  6 и вычисления величины L, =  \ J ( u i ) — J(u0) \ l ( u i  — u0).  После этого 
полагаем d\ =  ц-i -̂i при L\ >  0 и d\ =  v при Z.i =  0; здесь v >  0, |Xi >  1 — 
параметры метода. Затем определяем следующую точку v2 — (u t +  «о)/2 —
— ( / ( u t) — / ( u 0) ) l 2 d 1. Нетрудно показать (см. ниже общий случай), что 
u0 < v 2 <  Мь Перенумеруем точки и0, и ь v2 в порядке их возрастания, при
няв «о — а, «1 =  “г =  Ь. Предположим, что уже сделано k  шагов и най
дены точки «о, щ,  . . . ,  u.k(k ^  2), причем и0 =  а <  и t <  . . .  <  t ik-i  <  u* =  
.=  b. Опишем ( й + 1 ) - й  шаг метода. Определим величины

/  11 (u i) ~  1 I , п— ш ах — -------------, (I)
ui ui~ 1

"РИ Lk > 0’ (2)
I  v при Lk =  0,
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где v >  0, ц* >  1 — параметры метода, выбираемые вычислителем. Д ля ка
ж дого отрезка [и /-ь  и<] введем следующую числовую характеристику:

( 1 ( и Л - / ( и ,  ,))2
<г'> =  dk («I- « / _ . )  +  4 r ; ( u ; - u i ~ ' )  ■ ~ 2 (1 (“.) + 1 (“<->))■ <3>

i —  1, 2, . . . ,  k. После этого перебором значений Rk(i) ,  ( = 1 ,  2..........k,
определим минимальный номер s, на котором достигается ш ах Rk  (г), т. е*

Rk (s) =  m ax Rk t t ) ,  R k V ) < R k ( s )  при i =  1, 2, . . s  — 1. (4) 
l <  i <  ft

Затем  полагаем

aft+i =  К  +  l)/2 -  (7 (“.) ~ J(us-i))l(2dk) IS)
и перенумеруем точки u0, Щ, . . . ,  и*, d*+i в порядке их возрастания, чтобы 
и0 =  а < « ! < . . . <  ик <  u*+i =  б. Метод описан. Будем предполагать, что 
параметры из (2) таковы, что

v  >  0;  \xk (х >  1, k  =  1, 2, . . s u p  <  +  оо.  (6)

Точки Vk или щ, получаемые методом (1) — (6), будем кратко называть по
исковыми точками. Из описания метода видно, что каж дая поисковая точка 
имеет двойную нумерацию и двойное обозначение: если точка появилась 
впервые и это случилось на s-u  шаге, то она получает номер s и обозна
чается через на каждом последующем шаге с номером k ^  s та же 
точка v s в зависимости от своего местоположения на [а, Ь] получает один из 
номеров 1, 0 ^  i k,  и обозначается через щ — здесь номер i =  i(k)  зави
сит от номера шага. В зависимости от обстоятельств мы будем пользоваться 
обоими обозначениями поисковых точек.

П окаж ем, что точка Vk+\, определяемая формулой (5), удовлетворяет 
неравенствам us- i  <  u*+i <  us (здесь s =  s ( k ) ) .  В самом деле, из (5) 
имеем

_ u s — u s - 1 ( t , J { u s ) — J ( u s - l) \
S k+l 2 l 1 +  d* J*5

U s - 1 Л  _  /  (Us) — J (us - 1) \  

4  dk ( us ~ us - 1) У

(7)

ft+l s - l  2

Так как в силу (1), (2), (6)
I ] ( u . ) - J ( u ,  .) I L .  1

—  <  1, i =  1 ,2 .........k, (8)
dk ( u i ~ u t~  i) d k t*

то из (7) следует: us- 1  <  w*+i <  us. Таким образом, вслед за новой поиско
вой точкой на (k +  1)-м шаге появляются два новых отрезка [hs-i.Wa+i] 
и [Ук+i, us], длина которых с помощью (7), (8) оценивается так:

К  ~  u s - i )  -  > /^ ) /2 <  m in  { “ * “  v k + v  v k+i  ~  us - 1} <

< т а х { « в - о Л+,, оЛ+ , - и в_, ) ( 1 +  1/|1)/2, (9)

где 0 <  q —  (1 +  1/ц)/2  <  1, s =  s ( k ) ,  k = \ ,  2, . . .  Кроме того, из нера
венства (9 .7 ) имеем

/ ( < g - / ( u s_i)| j- | / ( « e) - / ( o fc+I) | K (o fc+i ) - ^ K - i ) l
—--------------------—-— ^  m ax < ------------------------------ , ---------- ----------------------

1 }•
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Это значит, что L*+i ^  Lk, к  =  1, 2, . . .  Поэтому если L* =  0, k  =  1, 2 ...........
то согласно (2), (6) dk —  v >  0, к =  1, 2, . . .  ; если ж е Lk —  0 при к —  
[=  1, 2, . . . ,  йо— 1, Lkt >  0, то d k ^  m in {v; ц£.йо} > 0 ,  Ar =  1, 2, . . .  Иначе 
говоря, существует постоянная d  такая, что

dk^ d  >  0, к =  1, 2, . . .  (10)
С другой стороны, если функция J (и) на [а, 6] удовлетворяет условию Л ип
шица, т. е.

| /  (и) — J (и) К  L | и — v |, в , о е | а ,  S), L =  const >  0, (11)

то Lk L, и следовательно,
. d.  ^  m ax fv; L sup u . )  <  oo, ft =  1, 2, . . .  (12)

* 1 k > \

Т е о р е м а  1. Пусть функция J (и) на отрезке [а,  Ь] удовлетворяет усло
вию  ( И) .  Пусть последовательность {at} построена методом (1) — (6) и v . — 
какая-либо предельная точка {и*}. Тогда lim  /  ( v . )  =  J ( u j  и, кроме того,ft-к» v

/ ( о . )  < / ( » , ) .  / =  0 , 1 , . . .  (13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как vt ф  г* при i ф  k  и t>, — предельная точ
ка {t»s}, то существует последовательность отрезков um W], k —  
=  1, 2, . . .  , каждый из которых содержит точку v .  и бесконечно много по
исковых точек, ОТЛИЧНЫХ ОТ D., И кроме ТОГО, <  Um(* + 1)
<  ft =  1, 2, . . .  Введем множество N (v . ) ,  состоящее из всех тех и
ТОЛЬКО тех номеров k ^  1, ДЛЯ которых либо Um(ft) - 1 <  1) - 1, либо 
«т(*+п <  Это значит, что при k e N ( v . )  поисковая точка попадает
внутрь отрезка [um<*)-,, ««<*>], образуя один из концов следующего отрезка 
[ыт <4+и—1, ит(*+о]- Отсюда в силу условия (4) имеем

R k ( m ( k ) ) > R k ( i l  / = 1 , 2 .........к: к ez N  ( v j .  (14)

Так как каждый из отрезков содержит бесконечно много по
исковых точек, то множество N ( v . )  такж е содержит бесконечно много номе
ров. Согласно оценке (9)

® <̂ - u m ( k  + 1) и т  ( f t + l ) - l  ^  Ч ( и т (ft> и т ( k ) - l ) ’ к  е  N  ( o t ),

*ае 0 <  q <  1. Отсюда и из счетности множества N(v*)  следует, что

bl i m  ( u m < * > - “ m ( f t ) - l )  =  °- *im  “ m (fe ) - l  =  >i m  Mm (ft) =  ^ -  <15>k->oo k->oo k~+oo
Перепишем формулу (3) в виде

/  J (и.)  — J (и,  ,) \ 2

к - v > ( l +  )  - 4/ (и<}' (16)
1 = 1 ,  2 ............ к. Взяв здесь i =  m (ft), с учетом соотношений (8), (11),
(12), (15) получим

lim  Rk (т (к)) =  — 4 /  (о.). (17)
k->oo

Д алее, из (16) и (14) следует —4 / (т) <  R k (i) ^  R k (m (k ) )  для каж дого 
k ^ N { у .) и всех (' =  1..........k. Кроме того, если (3) запишем в виде

J 1иЛ — J (и
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/ = 1 ,  2........., k, и примем здесь i =  1, то с учетом (14) будем иметь
— 4J(u0) <  R k ( m (k ) ) ,  k  e  N  (и ,). Таким образом, 41 (ut) >  — R k(m(k) )  
при всех £ =  0 , 1 ..........k , k ^ N ( v t ), т. е. 4 m in  /  (u ; ) >  — R.  (т (k)),

0 ̂  I k
k  е  N  (vt ). Так как  m in J ( и . ) =  m in  J l v m in / ( o ’) при любом

°  0 < s < f t  V s> 0 < 5<p K s>
p sg: k, то из предыдущего неравенства имеем 4 m in J (vs ) > — R k ( m ( k ))о <s<p
для всех p sg k, k  e  N ( v t ). Перейдем здесь к пределу при k оо, й е  N(v , ) .  
С учетом (17) получим m in J ( v s ) ^ J ( v t ) при каждом фиксированном

0 ^  ^  р 
р ^  1. Оценка (13) доказана.

Д окаж ем , что lim  /  ( v . )  =  /  (и*). Пусть с — какая-либо предельная точка

последовательности {/(»*)}. и пусть с =  lim  /  ( v k у  Выбирая при необ

ходимости подпоследовательность, можем считать, что {vkn} сходится к не
которой точке w ♦. Тогда из (13) следует, что J(v . )  ^  J (w, )  — с. С другой 
стороны, так как оценка (13) доказана для произвольной предельной точки 
{и*}, то I ( W i ) ^ J ( v t ) ,  i =  0, 1, . . .  , и следовательно, J (w. )  ^  J ( v , ) .  Таким 
образом, J (w , )  =  с =  J ( v , ) ,  т. е. {/(а*)} имеет единственную предельную 
точку с = / ( и, ) .  Это означает, что Jim /  ( о . ) =  /  (vt ). Теорема 1 доказана.

А-*°о '
Т е о р е м а  2. Пусть выполнены все условия теоремы 1, и, кроме того, 

пусть функция 1(и) на [а, 6] имеет конечное число локальных экстремумов. 
Тогда любая предельная точка последовательности {и*} является точкой ло
кального минимума П и )  со значением с =  lim  J (v.).

k->°° 4
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала покажем, что если предельная точка о* 

последовательности {и*} такова, что а <  v ,  <  b, то из {у*} можно выбрать 
две подпоследовательности, одна из которых стремится к v ,  слева, другая — 
справа. Возьмем отрезки [um W -\ ,  «т<*)], k —  1, 2, . . . .  и множество N (v , ) ,  
введенные при доказательстве теоремы 1. Если оказалось, что um(k)-\ <  v,  <
<  um(t), k =  1, 2......... то с учетом (15) в качестве искомых подпоследова
тельностей можно взять {um(ft)_i} и {um(s)}. Остается рассмотреть случаи, ко
гда, начиная с какого-либо -s-ro шага v„ будет совпадать с одним из концов 
отрезка [um(*)_b ыт <*)]. Пусть сначала v,  =  um{k)-\, k ^  s. Тогда подпосле
довательность {um(*)} в силу (15) сходится к V* справа. Рассмотрим прдпосле- 
довательност ь {umW_ 2} при k ^ N ( v , ) .  С помощью формулы (16) при 
i =  m (k )  — 1 и соотношений (14), (17) имеем

(  J («*) — 1 (um(k)-2) V  
, , - 2) (i +  - * * < « < * ) - » + 4'  <

^  Rk (m (k)) +  4 / (vt ) -> 0 при k -> оо, i s , У (и*).

Отсюда с учетом (8), (10) получим, что подпоследовательность {um(»)_2} 
сходится к v .  слева.

П усть теперь и, k ^ s .  Тогда {um{k)-\} сходится к v , слева.
С другой стороны, из (18) при i =  ffJ(A) +  1 и из (14), (17) следует, что

« . ( W - ' . ) ( >  -  (” (Ч +  '> +  47<'•><
Rk (m (k)) +  4 / (о,) -> 0  при k -> o o ,  k e N ( v t ).

Отсюда, учитывая (8), (10), имеем {«m<*)+i} -► v ,  при ft-> oo , t s i t f ( » , j .  
Искомые подпоследовательности для предельных точек v t , а <  у . <  Ь, по
строены. Заметим, что если v,  =  а, то в силу (15) подпоследовательность 
{ик*)} сходится к v ,  справа, а если v » =  b, то {«*<*>— i} сходится к v ,  слева.
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Перенумеруем точки 0,-, i =  О, 1......... г, локального экстремума I  (и) на
[а, b] в порядке возрастания: 0О =  а  <  01 <  . . .  <  0г =  6. Тогда на каждом 
отрезке [0/, 0;-н] функция J(u)  строго монотонна, причем при переходе через 
внутреннюю точку 0; направление монотонности меняется. Пусть v , — произ
вольная предельная точка {у*}. По доказанному существуют подпоследова
тельности, сходящиеся к v .  слева и справа (при v .  =  а и v ,  =  Ь достаточно 
односторонней сходимости). Отсюда и из (13) следует, что при переходе через 
точку v . функция / (и) меняет направление монотонности, причем вблизи 
от v ,  слева 1 (и) строго убывает, справа — строго возрастает. Следовательно, 
v t  совпадает с одной из точек 0,- и представляет собой точку локального 
минимума / ( и)  со значением /.(t> *)=  lim  /  (о.).k->oo 4 л

Из теорем 1, 2 и 1.1 непосредственно вытекает
С л е д с т в и е  1. Пусть функция J (и) на отрезке [а, Ь] удовлетворяет 

условию  (11), множество U* =  [и: u s  [а, 6], J (и) =  / .  =  inf / ( u) }  ca
rs е  |а ,  ft]

стоит из конечного числа точек и вне U, других локальных минимумов / ( и )  
на [а, 6] не имеет. Тогда последовательность {и*}, полученная методом 
(1) — (6), будет минимизирующей для / ( и )  на [а, 6] и lim  UA  =  0.

fc->0O
Сходимость метода (1) — (6) можно доказать и без требования конечно

сти множества точек локального минимума функции.
Т е о р е м а  3. Пусть функция J (и) на отрезке [а, Ь] удовлетворяет усл о 

вию  (11); кроме того, пусть в методе (1)— (6), начиная с некоторой итера
ции, dk ^  2L. Тогда последовательность {и*}, полученная этим методом, та
кова. что

1) lim  / ( о  ) =  /„, lim  р(и. ,  (7„) =  0;
fc->oo '  о '  *

2) при  inf d.  >  2L для некоторого k0 ^  1 все точки из U, будут пре-
k>ko *

дельными точками {у*}.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что случай dk ^  2L со

гласно (2) соответствует параметрам v ^  2L  при L* —  0 и ц* ^  2L /Lk при 
Lk >  0. Так как если L ky >  0, то из Lko ^  Lk ^  I. следует 1 L /L k^ L / L k  ̂<
<  +  с» при всех k ^  k0, и поэтому ясно, что имеются возможности удов
летворить всем условиям (6), сохраняя неравенства rf* ^  2L.

Возьмем произвольную точку и, е  U.. Пусть « ,( * > - 1 <  и.  ^  Ur<*>. k  =  
=  1, 2, . . .  Так как J (u,w ) + J  (u,W - \ )  < / .(« ,.(» )  — ur W - \ ) +  2J(u , ) ,  то из 
(3) с учетом условия d* ^  2L имеем

Rk (г (*)) >  ( d k -  2L) (ur {k) -  ur (W_, )  -  4 /  (и .) >  -  4/  (« ,), (19)

k =  1, 2, . . .  Далее, пусть и. — какая-либо предельная точка последователь
ности {о*}. Возьмем отрезки k —  1, 2, . . . ,  и множество 
N (v , ) ,  введенные при доказательстве теоремы 1 для точки у,. Так как 
/ ( ы . ) ^ / ( и , ) ,  то из (14) при i =  r(k)  и из (19) имеем R k ( m ( k ) ) ^  
^  R k(r(k))  ^ —4-/(и.) ^ —4/(и») ,  k e N ( v „ ) .  Отсюда с учетом равенства 
(17) имеем

lim Rk (m (k )) =  lim Rk (r (k )) =  — 4/  (и ,) =  — 4 /  (o„), (20)
k->oo k->oo *
k e  AT (u*) k ^ N (o*)

т. e. J (u+) =  J (и*). В силу теоремы 1 тогда lim J ( v ^  =  J (t>*) =  J (м*), а изfe->oo
теоремы 1.1 получим lim p (и ,, Наконец, при inf d k > 2 L  из (19),

k —̂ oo k ^  ko
(20) следует lim (иг ^  — ur =* 0, и поэтому в качестве подпоследо- 

k е  N (о,)
вательности, сходящейся к можно взять [иг или

3 Фл П. Васильев
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Сравним метод (1) — (6) с методом равномерного перебора (10.2) на 
классе функций Q (L),  состоящем из функций, удовлетворяющих на [а, Ь] 
условию (11) с одной и той ж е константой L. Согласно теореме 10.1 для 
обеспечения точности

m in /  (да(.) — е (21)

на классе Q(L)  перебор на [а, Ь] нужно осуществить по точкам wi =  а +  
+  (/ — 1/2)Л. * =  1, 2, . . .  , с шагом 2e/L.

Т е о р е м а  4. Пусть J ( u ) e > Q (L ) ,  а отрезок [ a , f } ] s { u :  u e [ a , b ] ,
I  (и.) J .  - f  у}, где v > 0  — фиксированное число. Тогда на [а, [5] число по
исковых точек метода (1) — (6), реализованного при dk — 2L, k ^  1, по край
ней мере в у /  (5е) раз меньше числа поисковых точек метода равномерного 
перебора (10.2); здесь число е >  0 взято из (21), 5е <С у.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть и .  е  U иг(*)_ i ^  и,  sg «,(*>, k —  1, 2, 
Тогда из (19) следует, что /?А(л(6)) —4 /(ы .) =  —4/„. Далее, для любого 
отрезка [u<-i, щ] Е  [a, р], t =  i(k)  справедливо неравенство 1 (щ) +  /(« (_ ,)  ^  
^  2 / .  +  2у. Поэтому из (3) при dk =  2L получим R k ( i ) <  —4 / ,  — 4у +  

'  +  5L(ui  — ui- i) /2.  Отсюда ясно, что если щ — ui-i  <  8y/ (5L) ,  то 
R k ( r ( k ) ) — R t ( i { k ) )  ^  4у — 5L(ui  — u ;- i) /2  >  0, и на k -м шаге внутри 
[ut- и  щ] новая поисковая точка не появится. Следовательно, для появления 
новой точки в [ui—], Ui] на k -ж шаге необходимо, чтобы щ — щ - 1 ^  8y/(5L) .  
Однако тогда появление новой поисковой точки vk в [и;_|,ы ,] приведет к 
двум новым отрезкам v k] и [и*, и<], длина которых согласно (9) при
dk =  2L, |х* =  2L jL k ^  2 =  (х оценивается снизу величиной (ui — ы г-0 /4 ^  
^  2yl(5L).  Это значит, что независимо от номера шага расстояние между 
точками щ - 1, ut е  [а , р] удовлетворяет условию щ  — ut-i  ^  2y/(5L),  и сле
довательно, число поисковых точек, попавших на [a , р] при применении ме
тода (1) — (6), не может превышать числа 5L(P — a ) /(2 y ) .

Остается заметить, что число точек метода равномерного перебора на 
fa , р], необходимое для обеспечения точности в смысле неравенства (21), 
оценивается числом (Р — a ) / h  ^  (Р — a )L /(2 e ) . Сравнивая полученные числа, 
убеждаемся в справедливости теоремы 4.

Из теоремы 4 следует, что на отрезках, на которых значения функции 
J (и) значительно превышают число поисковых точек метода (1) — (6), во
обще говоря, намного меньше числа точек равномерного перебора.

На практике в методе (1) — (6) часто берут v =  1, (х* =  2 и итерации 
продолжают до тех пор, пока величина us — us- \  не станет меньше заданного 
числа (здесь s определяется условиями (4 )). Численные эксперименты по
казывают [215], что метод (1) — (6) позволяет определить глобальный ми
нимум с достаточно высокой надежностью. Замечено, что при увеличении 
значений параметров v, ц* надежность поиска возрастает, но при этом одно
временно может увеличиться и количество вычислений значений минимизи
руемой функции.

У п р а ж н е н и я .  1. Выяснить поведение поисковых точек метода (1) — 
(6) для функций ] ( и ) =  1, J(u)  =  и на отрезке [0, 1].

2. Исследовать сходимость метода (1) — (6) для функции /( « )  =  |и | +  
+  \ и — 1| ца отрезках [— 1,1 ], [— 1,2], [ 1,2].

§ 14. Метод парабол

В рассмотренных выше методах ломаных и касательных 
минимизируемая функция аппроксимировалась кусочно-линей- 
ными функциями, и исходная задача заменялась последова
тельностью задач минимизации кусочно-линейных функций.
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Однако существуют и другие достаточно простые классы функ
ций, которыми можно аппроксимировать минимизируемую 
функцию и для которых задача минимизации легко реЩается. 
Выбирая, например, в качестве такого аппроксимирующего 
класса квадратичные функции, график которых представляет 
собой параболу, мы придем к методу минимизации, который 
естественно назвать методом парабол.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть функция J (и) определена на 
отрезке [а, Ь], а т, h — положительные постоянные. Тройку то
чек v — т, v, v +  /г, принадлежащих [а, Ь], назовем выпуклой  
тройкой для J(u) ,  если A~ ( v ) = J ' { v  — г) — J ( v ) ^  0, А+(о) — 
=  J(v  +  h ) — J ( v ) ^ z  О, A+ +  A - > 0 .

Если тройка точек v — т, v , v - ' - h  выпукла для / ( « ) ,  то че
рез точки (v — т, J(v  — т)). ( и , / ( и ) ) ,  (v -f- h, J (v +  h ) ) на пло
скости (и, J) можно провести параболу L2(u) =  ри2 +  qu +  г 
со старшим коэффициентом р >  CL Эта парабола является гра
фиком обычного интерполяционного многочлена второй степени 
и имеет вид [2], [39]:

L, («) =  ( 4  +  ^ г )  ■“ ~  ° - "1 + Т  (“ ■ - °>+ 7 (” )■ С > :

Так как р =  A+/h  +  Д~/т >  0, то L2(u) выпукла на R1 и дости
гает своей нижней грани на R1 в точке

I . h2A~  — т 2А+ .. /0 чw ± = v - \ -----— —-------тт-. (2)
2 (ЛА +  тА )

Пользуясь условиями А+ ^  О, А-  ^  0, из (2) нетрудно полу
чить, что

— т/2 ^  w — v ^  h/2. (3)
г— '
Перейдем к описанию одного из вариантов метода парабол 

для минимизации функции J(u) ,  унимодальной на отрезке 
[а, Ь]. Пусть h >  0 — некоторый начальный шаг, 2/i=sC6 — а, 
а «о е  [а, Ь\ — начальная точка. Поиск минимума начинаем с 
вычисления значений J(u0), J (u o - \ -h ) .  Если окажется, что 
/(ыо +  А Х  /(«о), то продолжаем вычислять значения /(ио +  
+  Л ■ 2‘—г) , г =  2, 3, . . . (рис. 1.8); если .же J (и0 +  h ) >  J (и0) , то 
меняем направление поиска: переобозначаем « о +  h через «о и 
далее вычисляем значения /(но — Л-2‘-1), i =  2, 3, . . .  (рис. 1.9). 
Перед вычислением значения функции в очередной новой точке 
ui — и0 +  /г• 2 1 (или, соответственно, Ui =  Uo — h -2‘-1) прежде 
всего выясняем, будет ли м ' , е [ а , 6 ] .  Если «, е [ а ,  Ь], то вы
числяем значени^ '/(и ,)  и гфове£>я^м, образуют ли последние 
три точки Ui-2, KUi-i, и! выпуклую тройку для J (и) или нет. В том 
случае, когда тройка 2, ш~i, и; невыпукла, переходим к сле-

3*
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дующей точке ut+1 и т. д. Этот процесс закончится отысканием 
такого номера п ^  1, что

1) либо три точки ип- 2, un- u  ип образуют выпуклую тройку 
для J (и) — тогда через три точки (u i , j ( u i ) ) ,  i =  n — 2, п — 1, п, 
проводим параболу и находим точку w ее минимума на R1; со
гласно (3) ® е [ и л- 2, м«] (рис. 1.8, п =  4);

2) либо ни одна тройка И;_2, щ-и  «<• при i =  2, 3, . . . ,  п не 
будет выпуклой, а ип+ \ ф [ а ,  Ь], — тогда полагаем w =  a или 
w — Ь в зависимости от того, какой из концов отрезка [а, Ь] 
ближе всего к точке ип+1 (рис. 1.9, п =  4). Определив указан
ным образом точку w,  вычисляем значение J(w)  (если оно 
еще не было вычислено на предыдущих шагах). Наконец, среди 
точек w, ио, и\ .........ип находим точку йп такую, что

/ ( ы „ )  =  ш 1 п { / ( ш ) ,  / ( « о ) ,  / ( « „ ) } ,  

и за приближение к / ,  == inf /.(«) берем значение J(un),
и €  [а, Ь\

а за приближение ко множеству £/» точек минимума — точку йп.



ДРУГОЙ МЕТОД ПОИСКА ГЛОБАЛЬНОГО МИНИМУМА 69

При необходимости для уточнения точки минимума можно взять 
найденную точку й п за начальную и повторить описанную про
цедуру поиска с начальным шагом Л/2 и т. д. Последовательно 
повторяя этот процесс, можно найти точку, удаленную от мно
жества U* точек минимума унимодальной функции J (и) на рас
стояние, не превышающее заданного числа.

Метод парабол описан. Если унимодальная функция хорошо 
аппроксимируется параболой в некоторой окрестности £/*, то 
этот метод может оказаться гораздо более эффективным, чем 
другие методы минимизации. Если функция непрерывна на от
резке [а, Ь], но не является унимодальной, то применение ме
тода парабол приведет, вообще говоря, лишь к точке локаль
ного минимума этой функции.

Существуют различные модификации метода парабол. Ино
гда после нахождения выпуклой тройки м„_2, ип-\ ,  ип вычис
ляют значение функции еще в одной точке v n — {ип- \  +  «л)/ 2 — 
середине отрезка [м„_ь ил], затем из получившихся равноотстоя
щих точек ип- 2, Ил-i, vn, и„ исключают либо «л-2, либо «я, в з а 
висимости от того, какая из них более удалена от точки, соот
ветствующей минимальному значению среди вычисленных, и по 
оставшейся тройке проводят параболу.

Возможно использование описанного метода парабол и при 
другом, более общем определении выпуклой тройки. А именно, 
тройку точек v — т, v, v - \ - h ^ [ a ,  b] можно назвать выпуклой, 
если старший коэффициент р — Д+/А +  А~/т параболы (1) по
ложителен, хотя в отличие от определения 1 одно из условий 
А+ ^  О или А- ^  О может быть и нарушено. В этом случае 
парабола (1) также выпукла на R1 и достигает своей нижней 
грани в точке ш, выражаемой той же формулой (2). Однако 
здесь надо иметь в виду, что w  не обязана удовлетворять нера
венствам (3), и более того, может оказаться, что w ф [ а ,  Ь].

§ 15. Другой метод поиска глобального минимума

1. Описанные выше методы деления отрезка пополам, золотого сечения, 
парабол и некоторые другие методы приспособлены для поиска глобального 
минимума унимодальных функций. Если эти методы применить к непрерыв
ным функциям, не являющимся унимодальными на рассматриваемом отрезке, 
то мы получим, вообще говоря, лишь точку локального минимума. Поэтому 
такие методы часто называют локальными методами минимизации.

М ожно предложить следующую схему поиска глобального минимума не
прерывной функции J (и) на отрезке [а, Ь] с помощью локальных методов. 
А именно, пусть каким-либо локальным методом минимизации найдена точ
ка и0 локального минимума J (и) на [а, Ь]. Если точка «0 не является точкой 
глобального минимума, то найдется точка v0 е  [а, 6] такая, что / (v0) <  1(иа). 
Допустим, что нам как-то удалось найти хотя бы одну такую  точку va. То
гда в некоторой окрестности о0 существует новая точка и i более глубокого 
локального минимума со значением J (ui) ^  /  (v0) <  J (и0). Д ля поиска U\ 
можно использовать один из локальных методов минимизации, например, мс-
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тод парабол, беря в качестве начальной точку и0. Если здесь будет исполь
зован метод золотого сечения, то чтобы гарантировать получение точки щ 
локального минимума со значением f ( u i ) ^ J ( v 0), на каждом шаге этого 
метода следует учитывать такж е и имеющееся вычисленное значение J ( v0); 
кроме того, сам метод золотого сечения может применяться как на исходном 
отрезке [а, Ь] , так и на каком-либо другом подходящем отрезке [а, Р] с  
с : [а, 6], содержащем точку va. Если найденная точка и i не реализует гло
бального минимума J (и) на [а,Ь],  то можно попытаться найти точку t»i со 
значением < / ( ui )  и затем, пользуясь одним из локальных методов,
перейти к точке и2 более глубокого локального минимума со значением 
J (u2) J ( v , )  <  J (u\) <  J(u0) и т. д. В том случае, когда J (и) на [a ,b ] 
имеет конечное число локальных минимумов, осуществляя переход от одного 
локального минимума к другому более глубокому локальному минимуму, за 
конечное число таких переходов можно отыскать глобальный минимум I (и)  
на [а, Ь].

Намеченная здесь схема поиска глобального минимума показывает, как 
в принципе можно использовать локальные методы минимизации для отыска
ния глобального минимума. О днако эта схема имеет существенный недоста
ток: в ней отсутствует сколь-нибудь конструктивный способ отыскания точек 
г 0, v u . . . ,  т. е. точек, в которых функция принимает меньшее значение, чем 
в найденной точке локального минимума.

2. Опишем один такой способ, следуя работе [61]. Будем предполагать, 
что функция J (и) непрерывно дифференцируема на отрезке [а, Ь] и имеет 
на [а, 6] конечное число точек локального минимума. Тогда, очевидно, все 
локальные минимумы будут строгими. Кроме того, предположим, что в 
окрестности каждой точки щ локального минимума имеет место представление

/  (и) — J (u t ) =  (« — a ,) " ' g l (и), (1)

где g { (u ; ) >  0 при a < u £ < 6  и (— l) n< g (. (6) >  0 при щ — Ъ\ gi(u)  непре
рывно дифференцируема на fa, Ь], а п/ — натуральное число. Заметим, что 
для достаточно гладких функций J (и) представление (1) легко получается 
из разлож ения по формуле Тейлора в точке щ, причем число га, здесь равно по
рядку самой младшей производной функции J (и) в точке ui, которая отлична от
нуля, а условие j ( ni) (н 4) =  n! g { (u ; ) >  0 при а ^ и { <  b и (—1)Л/ / ( ”*) (и.)  > 0  
при щ =  b тогда является необходимым для того, чтобы в точке ui дости
гался локальный минимум (см. упражнения 2.5—2.7). Заметим также, что 
при а <  ui <  Ь число rii обязательно будет четным.

Возьмем одну из точек и0 локального минимума J(u) .  Тогда / ( и ) >  /  (и0) 
для всех и е  Оа (и 0) =  {и: и е  [а, Ь], 0 <  | и — ив I <  а}, если число а  >  О 
достаточно мало. Введем функцию

фт (и, и0) =  ( /  (и) — J (и 0)) /(и  — и0)2т, (2)

определенную при всех и е  [а, Ь], и Ф  и0, т =  1, 2,  . . .  .
Напомним, что нам требуется найти хотя бы одну точку г 0 s  fa, Ь], для 

которой J ( v 0) <  J (u 0), что равносильно неравенству фт (Уо, ио) <  0. Такую 
точку v 0 можно попытаться искать, решая в свою очередь задачу миними
зации функции <рт(и ,и 0) на [а,Ь] с помощью тех же локальных методов, 
которые упоминались выше. Однако здесь сразу возникает вопрос: чем эта 
задача минимизации лучше исходной задачи? Ответить на него можно так: 
во-первых, задача'м иним изации фm(u, ц0) играет вспомогательную роль при 
поиске точки v0, для которой <рт  (^о, и0) <  0, и сразу ж е после нахождения 
такой точки v„ процесс минимизации <pm(u, и0) прекращается, во-вторых, 
функция <рт  (и, и0) обладает рядом интересных свойств, существенно облег
чающих поиск точки v0. Рассмотрим эти свойства функции (2).
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1) Перепишем (2) в виде

/  (и) — /  (и0) =  (и — и0)2т фт  (и, иа), и Ф  ы0, и s  [а, Ь].

Отсюда ясно, что функции J ( u ) — J(u0) и фт(и ,и 0) при всех т —  1, 2, . . .  
имеют одинаковые знаки при каждом и <= [а, Ь], и Ф  и0, и обращ аются в 
нуль в одних и тех ж е точках, не считая и =  и0. Поэтому нетрудно видеть, 
что точка и0 будет точкой глобального минимума J (и) на [а, Ь] тогда и 
только тогда, когда фт (и, и0) ^  0 при всех н е  [а, 6], и Ф  н0, от =  1, 2, . . . ,  
и следовательно, в точке «0 не будет достигаться глобальный минимум тогда 
и только тогда, когда существует точка v0 е  [а, Ь], в которой фт (Уо. «о) <  О, 
от 5= 1. Очевидно также, что при любом m =  1, 2, . . .  функция ф т(и , «о) 
может иметь локальный минимум в точке ш0 ф  иа со значением фт (ку0. «о) =  
=  0 тогда и только тогда, если w0 является точкой локального минимума 
/ ( и )  со значением /(tw0) =  /(«о)-

2) Существуют такие о т >  1 и а  >  0, что функция фт (и, и0) не будет 
иметь локальных минимумов на множестве Оа (и0) = { и :  и е [ а , Ь ] ,  0 <  
< |  и — И о |< « } .  В самом деле, эта функция дифференцируема при всех 
и Ф  ио, и ее производная равна

Ф т  ( “ > “ о) =  [ J '  ( “ ) ( «  —  “ о) —  2 т  ( 7 ( « )  —  Л « о ) ) ] / ( «  —  но)2 т + ‘- (3 ) . 

Отсюда с учетом представления (1) имеем

Фт  («• “ о) ( «  -  « 0) 2 т - " ,+  1 =  (и  -  «о ) ( “ ) -  ( 2 «  -  «о ) («)• (4 )

Если а ^  ы0 <  6 и а  достаточно мало, то g 0(“ ) const >  0 при всех 
« е О ц  («о), а тогда, взяв от достаточно большим, можно сделать фт  (и,  и0) X  
X  (и — ы0)2 т ~ ге“+1 <  0 при всех « <= Оа(« 0). Учитывая, что при а <  и0 <  6 
число fto четно, отсюда имеем, что фт(и ,и 0) в Оа (“о) строго возрастает 
слева от и0 и строго убывает справа от «0. Случай а ^  ы0 <  b рассмотрен. 
Если ж е «о =  Ь, то из непрерывности go(u) и условия (— l)re) g 0 (Ь) >  0 
следует существование такого а  >  0, что (— l)n° go (и) const >  0 для всех 
и е  Оа («о)- Тогда из (4) при достаточно больших от получим неравенство 
Фm (“ • Ч  >  М  е  0 о (*), означающее, что на Оа (Ь) функция фт(и, Ь) строго 
возрастает и не может иметь локальных минимумов.

3) Пусть в некоторой точке и е  int [а,Ь] оказалось, что фт (у, « о ) > 0 ,  
т. е. J ( v ) > J ( u o ) .  Тогда найдется столь большой номер tn0 =  m 0(v),  что 
функция фт («, и0) не будет достигать локального минимума в точке v при 
всех от ^  то. В самом деле, возьмем

то >  [ Г  (v ) | (Ь -  а)1(2 ( /  (у) -  1 (ио))).

Тогда из формулы (3) при u — v для всех от ^  т а имеем Ф'm (v,  «о) X

X ( v ~  “ o)2m+1 <  °> т- е- Фт (v> ио) <  0 ПР'И “о <  v <  Ь и <р'т (а, и0) >  0 
при а <  v <  ы0. Это значит, что при от ^  т 0 функция фт  (и, и0) не может 
иметь локального минимума в точке и =  о.

Опираясь на изложенные свойства функции фт(и ,и0), можно предложить 
следующий способ определения точки v0, для которой фт (ио, ыо) <  0. С на
чала будем рассматривать задачу минимизации фт(и ,и 0) на отрезке [«о,
(при и0 < Ь ) ,  затем — на [о, и0] (при а <  иа). Поиск минимума на [и0, 6] 
начнем с некоторой начальной точки и0 +  а  <  Ь. С учетом свойства 2) вы
берем а  >  0 столь малым, а ш столь большим, чтобы фт  (м0 +  а , и0) <  0. 
Тогда непрерывная функция фт(и, и0) на отрезке [и0 +  сс, 6] имеет хотя 
бы один локальный минимум со значением, меньшим фт («о +  «, и0). Поиск
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минимума на этом отрезке будем вести с помощью какого-либо локального 
метода минимизации. Если в процессе поиска будет найдена точка Vo, для 
которой фт (^о, и0) <  0, то сразу возвращаемся к задаче минимизации ис
ходной функции / ( и )  в соответствии со схемой, описанной в начале пара
графа. Допустим, что при поиске минимума фт (и, и0) на [и0 +  а ,  6] такая 
точка v0 не нашлась, и мы пришли к некоторой точке локального минимума 
w0, и0 +  а  <  w0 <  ft, со значением <pm(w0, «о) ^  0, причем фш(и, «о) ^  0 при 
всех u s  [u0 +  а ,  ш0].

Здесь имеются две возможности: либо q>m(w0, u 0) >  0, либо tp {w0, u 0) =  
=  0. Если фm (Wo, u0) >  0, то пользуясь свойством 3), увеличиваем т так, 
чтобы соответствующая функция фт(и ,и 0) в точке а»0 не достигала локального 
минимума, и продолжаем поиск минимума на отрезке [о>0, 6]. Заметим, что 
при минимизации функции фт (и, и0), соответствующей новому значению т, 
нет необходимости возвращаться к отрезку [u0 +  a ,  а>о], так как неравен
ство фт (и, и0) 0, и е  [и0 +  а , а»], установленное для какого-то значения т ,  
останется верным при всех т —  1, 2, . . . ,  и свидетельствует об отсутствии 
на [uo +  a , w 0] искомой точки Уо-

Рассмотрим случай фт (ш0, и0) = 0 .  Согласно свойству 1) тогда функция 
J (и) такж е будет достигать локального минимума в точке wо со значением 
J ( w 0) =  /(ио). Так как локальные минимумы J (и) строгие, то можем выбрать 
< х > 0  столь малым, чтобы J ( u ) > J ( w a) и, следовательно, фт (и, и0) >  0 при 
w 0 <  и =g; w 0 +  а . Увеличивая при необходимости т, согласно свойству 3) 
можно сделать фот(гг)0 +  а ,  «0) <  0 и затем перейти к минимизации соот
ветствующей функции фт(и ,и 0) на отрезке [w0 +  a,  ft].

Можно ожидать, что продолжая этот процесс дальше, либо мы найдем 
искомую точку ио. Для которой фт (Уо, и0) <  0, либо конечное число раз уве
личивая т и выбирая а  >  0, доберемся до точки ft и выясним, что 
фт (и, и0) ^  0 при всех и, и0 <  и 6. В последнем случае переходим к от
резку [а, и0] и на нем аналогичным образом ищем точку v0 со свойством 
Фт(ио, и0) <  0. Если и на отрезке [а, и0] такая точка v0 не найдется, то это 
будет означать, что фт (и, ц0) ^  0 при и е  [а, 6], и ф  и0, т. е. согласно свой
ству 1) точка «о есть точка глобального минимума J (и) на [я, ft]. С другой 
стороны, если Uo не является точкой глобального минимума, то в силу того 
же свойства 1) существует точка v0, для которой фт (у0, Но) <  0, и можно 
надеяться, что описанным выше способом удастся найти такую точку и реали
зовать изложенную в начале параграфа схему поиска глобального минимума 
/ ( и )  на [a, ft].

Следует заметить, что для более строгого обоснования предложенного 
способа поиска точки ио надо бы еще доказать, что поиск минимума 
фт (и, и0) на [u0, ft] и [a, Uo] всегда удастся закончить за конечное число 
изменений величин т, а.  Интересно такж е исследовать, как влияют погреш
ности, неизбежные при определении точек локального минимума рассматри
ваемых функций, на весь процесс поиска глобального минимума. Эти вопросы, 
по-видимому, пока еще должным образом не изучены.

При практическом использовании описанного метода обычно задаю т не
которое достаточно большое натуральное число М и ограничиваются .рас
смотрением функций фт (и, и0) лишь при т —  1, 2......... М. Численные экспе
рименты показывают, что удачный выбор М  и точности определения точек 
локального минимума рассматриваемых функций обеспечивают достаточно 
высокую эффективность этого метода [61].

8. Применим описанный метод поиска глобального минимума к задаче

*=о
эффициенты щ — действительные числа, старший коэффициент а2п >  0. Так 
как lim р т  (и) =  +  то и р2п{и) — непрерывная функция, то множество 

I и |->+°о

минимизации многочленов степени 2п, где все ко̂
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M(v )  — {и: и е  R1, Р2п(и) ^  P2n(v)} непусто, ограничено и замкнуто при лю
бом фиксированном v. Кроме того, очевидно inf p 2ft (u) =  inf Ргп(и) =

и е  R' и <= М (о)
=  /*. Поэтому применяя теорему 1.1 к функции р2п(и) на множестве M( v) ,  
получаем, что / .  > —оо и множество U .  точек минимума р 2п( и ) на R1 не
пусто. Более того, так как производная р2п (и) ,  являющаяся многочленом 
степени 2 л — 1, может иметь не более 2п — 1 действительных корней, то 
р2„(м) на R1 может иметь не более п — 1 точек локального максимума и не 
более п точек локального минимума.

Поиск глобального минимума функции р2п(и) на R1 можно осуществить 
следующим образом. Отправляясь от произвольной начальной точки, с по
мощью какого-либо локального метода минимизации, например, метода па
рабол, находим точку и0 локального минимума р2п(и).  В этой точке 
Pin ( “о) =  О и справедливо представление

Pin («) =  Р-т (“о) +  p'L Ы  (“ -  “о)72! +  • • •
• • • • + pfn~l) (“о) (« -  «о)2п-1Л2« ~ 1)! + а2п (и -  и0)2п 

По аналогии с (2) введем функцию

ф2 (М. «о) =  (Р2 П (и) — Р2 П («*))/(« — «о)2 =  Р2П- 2  (и, и0).

Из предыдущего представления следует, что Р2п -2(и, и0) — многочлен сте
пени 2п — 2 со старшим коэффициентом а2п >  0. Так как р2л(м) — р2п(«о) =  
=  (и — ий) 2р2п - 2 (и, к0) при всех и е  R1, то ясно, что точка иа будет точкой 
глобального минимума p2*(u) на R1 тогда и только тогда, когда 

inf ргп - 2  (и, «о) ^  0. Это - означает, что исходная задача минимизации
•  е й 1

многочлена степени 2п свелась к задаче минимизации многочлена р2„ - 2(и, и0) 
меньшей степени 2п — 2, которую в свою очередь можно аналогично решать 
последовательным сведением к задаче минимизации на R1 многочленов мень- 
шнх степеней 2га — 4, 2п — 6, . . . ,  2 с одним и тем же старшим коэффициен
том а2„ >  0. Остается заметить, что для многочлена 2-й степени р2(и) =  
=  Ь2и2 +  +  b0, b2 =  а2„ >  0, точка минимума на R1 находится по из
вестной формуле ы. =  — Ь[/(2Ь2).

Если при поиске минимума Ргп-г (“ . “ о) на R1 будет найдена точка v0, 
для которой P2n - 2 (vo, «о) <  0, то сразу ж е возвращаемся к исходной задаче 
минимизации р2п(и): отправляясь от начальной точки t>0, каким-либо ло
кальным методом находим следующую точку U| локального минимума р2л(и) 
со значением p2n(«i) ^  p2n(Vo) <  Pin(uo) и затем с новой точкой и { поступаем 
так же, как с предыдущей точкой «0, и т. д. Этот процесс перехода от одной 
точки щ -1  локального минимума к следующей точке с более глубоким ло
кальным минимумом закончится не более чем через п шагов обнаружением 
того, что inf (и, и. )  ^  0.

и <= n и

§ 16. О методе стохастической аппроксимации Л

Выше предполагалось, что значение минимизируемой функ* 
ции или ее производной в каждой точке вычисляется точно. 
Между тем из-за погрешностей применяемого здесь метода, 
ошибок округления значения даже простейших элементарных 
функций могут быть вычислены, вообще говоря, лишь прибли
женно. Поэтому при поиске минимума вместо точных значений
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функции / (ы) ' мы будем иметь дело с приближенными значе
ниями г(и )  с некоторой погрешностью | / ( ы) — z(u)  | ^  е. В этом 
случае уверенно можно различать значения функции в двух 
точках и выяснить, какое из них меньше, только тогда, когда 
разность этих значений больше 2е. Понятно, что это обстоятель
ство должно быть учтено при использовании описанных выше 
методов минимизации.

Весьма усложняется решение задачи минимизации в тех слу
чаях, когда на значения функции в каждой точке наклады
ваются случайные ошибки или, как говорят, помехи. Такая си
туация, например, имеет место, если значения функции полу
чаются в результате измерений какой-либо физической вели
чины. В том случае, когда помехи являются случайной величи
ной и обладают определенными вероятностными характеристи
ками, для поиска минимума целесообразно использовать метод 
стохастической аппроксимации.

Опишем один из вариантов этого метода. Будем предпола
гать, что значения функции J (и) могут быть измерены в любой 
фиксированной точке u g  R1, причем результаты измеренийz {и) 
не содержат систематических ошибок. Тогда для поиска мини
мума функции J (и) на R1 может быть использован следующий 
итерационный метод:

un+i =  un — an (z(un +  cn) — z {u n — cn))/ca, п =  1, 2 .........  (1)

где последовательности { а п},  {с„} заданы и удовлетворяют 
условиям:

ап >  0, сп >  0, п =  1 , 2 , . . . ,  lim ап =  lim сп =  О,
П->оо Л->00

оо оо (2 )

Z  й« =  +  ° ° .  Z  { a j c n f  <  оо .л«*1 /г=I

Например, здесь можно взять ап = \ / п ,  сп — 1/п'и, п =  1, 2, . . .
Следует заметить, что в тех случаях, когда слева от точки 

минимума график функции имеет крутой спуск, справа — кру
той подъем, а на остальных участках функция J (и) изменяется 
медленно, сходимость метода (1) может ухудшаться. В самом 
деле, на пологих участках разность z ( u n +  сп) — z (u n — сп) мо
жет стать очень малой, и тогда шаги поиска \ип+\ — ип\ будут 
малыми, а на крутых участках, наоборот, шаги поиска могут 
стать очень большими. В результате значительная часть вре
мени на поиск может быть затрачена на чрезмерно медленные 
спуски на пологих участках и последующие большие скачки 
через точку минимума с попаданием на другой пологий уча
сток. В таких ситуациях может оказаться полезным следующий
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вариант метода стохастической аппроксимации: 
un+i =  un — ап sign {z(un +  cn) — z  {ип — сп)), п =  1 , 2 , . . . ,  (3)

где последовательности { а п}, {сп} по-прежнему удовлетворяют 
условиям (2), sign а — знак числа а, т. е. s i g n a = l  при а >  О, 
sign а = — 1 при а <  0, sign 0 =  0. Сходимость метода (3) 
можно ускорить, если длину шага ап менять лишь при изменении 
знака z { u „ \ c n ) — z (u n — с„), сохраняя ап постоянным в осталь
ных случаях.

При некоторых предположениях относительно функции J (и) 
и вероятностных характеристик случайной величины z (u )  мож
но доказать сходимость по вероятности последовательности 
{«„}, определяемой формулами (I) или (3), к точке глобаль
ного минимума J (и) на R1. Различные варианты метода стоха
стической аппроксимации, строгое обоснование этого метода, 
различные приложения можно найти в [53, 174, 222],



Г Л А В А  2

П РЕД В А РИ Т Е Л Ь Н Ы Е  СВЕДЕНИЯ
О К О Н ЕЧН О М ЕРН Ы Х  ЗАДАЧАХ НА ЭКСТРЕМУМ

В этой главе собраны основные факты о задачах на экстремум функций 
конечного числа переменных, обычно излагаемые в учебниках по математи
ческому анализу [7, 8, 179], а такж е некоторые другие вспомогательные 
формулы и оценки, необходимые для дальнейшего изложения.

§ 1. Постановка задачи минимизации. Теорема Вейерштрасса

1. Сначала введем обозначения, напомним некоторые опре
деления из линейной алгебры и математического анализа. Че
рез R" будем обозначать и-мерное вещественное линейное про* 
странство, состоящее из векторов-столбцов

с действительными координатами и‘, v l, w ‘, /==1,  п; сумма 
и +  v двух векторов-столбцов и произведение а  и вектора-столб
ца и на действительное число а  в R" определяется так:

называется нулевым. Вектор-строку, полученную транспониро
ванием вектора-столбца и, обозначим через иг =  ( и \  . . . ,  ип). 
Там, где не могут возникнуть недоразумения, вектор-столбец 
или вектор-строку из Rn для краткости мы часто будем назы
вать просто вектором или точкой, а знак транспонирования 
«Г» будем опускать.

Если в R" ввести скалярное произведение двух векторов:

и +  v =

вектор-столбец

ti
(и, « ) = Х ы<1,г. и> w е  R".

то Rn превращается в и-мерное евклидово пространство, кото
рое будем обозначать через Еп. Длина вектора или норма
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вектора в Еп определяется так:

O n \  1/2

С I и1 Р J •
Величину

/  п \ 1/2 
р (и, и) =  | и — v | =  £  I и1 — v l PJ

назовем евклидовым расстоянием между точками u,v е  Е п. Д ля 
любых точек и, v, w е  Еп справедливо неравенство

\и — о | ^ |  « — ш| + 1 ш — о |,

называемое неравенством треугольника. Когда важно подчерк
нуть, что скалярное произведение, норма, расстояние взяты 
именно в Еп, мы будем писать (и, v) „, \и \ п, | и — v |

Е Е  Е
2. Перейдем к формулировке постановки задачи минимиза

ции. Пусть U — некоторое множество из Еп, a J (и) — функция, 
определенная на этом множестве. Всюду ниже, если не огово
рено противное, мы будем рассматривать лишь функции, при
нимающие во всех точках к ё  U конечные вещественные значе
ния. Определения таких понятий, как точка минимума и мак
симума, наименьшее и наибольшее значение, ограниченность 
снизу и сверху, нижняя и верхняя грань функции J (и) на мно
жестве U, минимизирующая и максимизирующая последова
тельность, точка локального и строгого локального минимума 
и максимума функции, сходимость последовательности к задан
ному множеству в пространстве Еп получаются из определений 
1.1.1 — 1.1.6, 1.1.8— 1.1.10, нужно лишь под и понимать точку 
и — ( и \  и2, . . . ,  ип) из Еп, под | и | — норму и в Еп. Поэтому 
здесь мы не будем воспроизводить определения перечисленных 
понятий. Примеры 1.1.1— 1.1.5 могут служить иллюстрацией к 
этим понятиям и в Еп, так как функция одной переменной яв
ляется частным случаем функции п переменных.

Нижнюю грань функции J (и) на множестве U по-прежнему 
будем обозначать через

inf J(u) =  Jt , 
и

а множество точек минимума / (и) на U — через 
Um =  {u: u ^ U ,  J(u) =  Jt }.

Д ля обозначения задачи минимизации функции J (и) на мно
жестве U часто будем пользоваться следующей краткой стан
дартной записью:

/ (« ) ->  inf; ы е  £/.

Как и в § 1.1, будем различать задачи минимизации двух ти
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пов. В задачах первого типа ищется точное или приближенное 
значение величины /*, и здесь неважно, будет ли множество £/* 
пустым или непустым. В задачах второго типа наряду с вели
чиной ищется точка u ^ U ,  которая достаточно близка ко 
множеству U* или даже принадлежит i/*, — здесь естественно 
требовать, чтобы >  —оо, £/* ф  0 .

Для приближенного решения задач обоих типов на практике 
обычно строят какую-либо минимизирующую последователь
ность {ик}:

uk е  U, 6 = 1 , 2 , . . . ,  lim J(uk) =  J, v
fe->00

(при и * ф 0  возможно, например, И{ =  и , е ( / „  6 =  1, 2, 
Тогда, как нетрудно видеть, в качестве приближения для 
можно взять величину J (ик) при достаточно большом 6. В том 
случае, если {ик} сходится ко множеству U», т. е. р (ик, £/,) =  
=  inf J — и | —> 0 при 6-»-оо, точку Uk и соответствующее зна-

чение функции J (ик) при достаточно большом 6 можно принять 
за приближенное решение задачи второго типа. Однако, как 
мы видели в примере 1.1.5, условие l i m p (uk, Ut) =  0 имеет

k->oo
место не всегда. Поэтому в задачах второго типа построение 
минимизирующих последовательностей, сходящихся к £/*, в об
щем случае требует привлечения специальных методов [16].

В то же время имеются классы задач второго типа, у кото
рых любая минимизирующая последовательность {«*} сходится 
к U*. Эти классы задач хороши тем, что для их приближенного 
решения достаточно построить произвольную минимизирующую 
последовательность {и*} и затем пару («*,/(«*)) при доста
точно большом 6 принять за приближенное решение. Один та
кой класс задач будет описан ниже в теореме 1. Эту теорему 
будем называть теоремой Вейерштрасса, поскольку она явля
ется некоторым обобщением хорошо известной из учебников 
ио математическому анализу теоремы Вейерштрасса о достиже
нии нижней грани непрерывной функции на замкнутом ограни
ченном множестве из Еп.

3. Для формулировки теоремы Вейерштрасса нам понадо
бятся понятия компактного множества, полунепрерывное™ 
снизу функции и некоторые другие понятия из математического 
анализа. Кратко напомним их определения.

Пусть { и ^  —  («1, «2, • • •) — некоторая последовательность, 
{ик} ^ Е п, т. е. ик ^ Е п, 6 = 1 ,  2 , ' . . .  Точка v называется пре
дельной  точкой последовательности {«*}, если существует под
последовательность сходящаяся к v. Последовательность 
{Uk} называется ограниченной,  если существует постоянная 
М ^  0 такая, что | uk | ^  М  для всех 6 =  1 , 2 , . . .
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Множество U из Еп называется ограниченным,  если суще
ствует постоянная R ^  О такая, что | и | ^ 7 ?  для всех u e f A  
Множество 0 ( v ,  е) =  {«: и ^ Е п, \ и — у| <Се},  представляющее 
собой открытый шар с центром в точке v и радиусом е >  О, на
зывается е-окрестностью точки и. Точка v е  Еп называется пре
дельной точкой множества U s  Е п, если любая ее е-окрестность 
содержит точки из U, отличные от v. Нетрудно видеть, что для 
любой предельной точки v множества U существует последова
тельность {uk} е  U, uk ¥=v,  сходящаяся к v, — для построения 
такой последовательности достаточно при каждом & =  1, 2, . . .  
взять точку Uk ^  О (v, \ / k ) ,  ик Ф  v. Верно и обратное: если в U 
существует последовательность {«*}, ик Ф  v, сходящаяся к точ
ке и, то у — предельная точка множества U. Множество U из Еп 
называется замкнутым, если оно содержит все свои предельные 
точки.

О п р е д е л е н и е  1. Множество U «з Еп называется ком
пактным, если любая последовательность {ик} е  U имеет хотя 
бы одну предельную точку v, причем

Согласно теореме Больцано — Вейерштрасса всякая ограни
ченная последовательность имеет хотя бы одну предельную 
точку. Пользуясь этой теоремой, нетрудно доказать, чтц в Еп 
компактными являются все замкнутые ограниченные множества 
и только они.

Числовая последовательность {хк} — (хи х2, . . . )  называет
ся ограниченной снизу [сверху], если существует число А такое, 
что Xk ^  А [ я * ^ Л ]  при всех k = \ ,  2, . . .  Если {xk} неограни- 
чена снизу [сверху], то существует подпоследовательность{хкт} 
такая, что lim xk — — оо Г lim xk =  +  оо].

m -*  оо m  m -*  со m
О п р е д е л е н и е  2. Число а называется нижним [верхним] 

пределом ограниченной снизу [сверху] числовой последователь
ности {Xk} и обозначается через lim x k =  a [ l im xk =  a\, если

fctToo A-*°°
1) существует хотя бы одна подпоследовательность {**„,}. схо
дящаяся к а; 2) все предельные точки {хк} не меньше [не боль
ше] числа а, т. е. число а является наименьшей [наибольшей] 
предельной точкой последовательности { х ^ .  Иначе говоря, а — 
нижний [верхний] предел {хк},  если для любого е >  0 1) су
ществует номер N  такой, что х к ^  а — е [xk ^  а +  е] для всех 
k ^  N; 2) для любого номера m найдется номер km >  m такой, 
что хкт^ а  +  е [хкт^ а  — е]. В том случае, когда {хк} неог-
раничена снизу__ [сверху], то по определению принимают
lim xk =  — оо [ lim xk =  +  оо]; если lim хк =  — оо, то полагают

fc->oo fe ->  ОО k->oo

lim хк — — оо; если lim хк =  +  о о , то lim хк =  +  °°-
Л -»  оо * -> о о  f e T S ?
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Например, если хк =  (— 1)к, k — l, 2 .........  то |im  хк =  — 1,
____  k->oo
lim xk =  +  1; если x k =  (— \)k k, k =  1, 2......... to  lim xk =  — oo,

fe -> oo
lim д:* =  +  оо; если лг* =  [ 1 +  (—1)k]k ,  k =  \, 2.......... to
k-> __
l imjcfe =  0, l im ;t ft =  +  oo; если xk =  k~ , k =  \, 2 , . . . ,  to  

lim xk — lim xk =  0.

Для того чтобы числовая последовательность {хк} имела 
предел, необходимо и достаточно, чтобы lim хк — lim хк — а;

h-> оо к-*°о
тогда lim хк =  а.

&->00 \
О п р е д е л е н и е  3. Пусть функция J (и) определена на 

множестве U Е  Еп. Говорят, что функция J (и) полунепрерывна 
снизу [сверху] в точке w e t / ,  если для любой последовательно
сти {«*} е  U, сходящейся к точке и, имеет место соотношение
Iim /  («4) ^  /  (н) [ lim /  (ик) <1 /  (и)]. Функцию J {и) называют

к -> оо /г оо

полунепрерывной снизу [сверху] на множестве U, если она по
лунепрерывна снизу [сверху] в каждой точке этого множества.

Предлагаем читателю доказать, что функция J (и) полуне
прерывна снизу [сверху] в точке и е  U тогда и только тогда, 
если для любого е >  0 существует б >  0 такое, что для всех 
w e  {и: и е { / ,  |и — у| <Сб} справедливо неравенство J (и) ^  
^  J ( и ) — е [/(«) ^  J (v) +  е ] . Нетрудно убедиться, что функ
ция непрерывна в точке v тогда и только тогда, когда она в этой 
точке полунепрерывна и снизу, и сверху.

П р и м е р  1. Пусть U =  {и: и ^ Е п, | « | ^ 1 } — /г-мерный 
единичный шар; пусть J (и) =  \ и\ при 0 <  |ы| ^ 1  и / (0 )  = а .  
Тогда при а ^ О  функция / (« )  будет полунепрерывна снизу на 
U\ при а ^  0 — полунепрерывна сверху на U\ при а =  0 — не
прерывна на U.

П р и м е р  2. Пусть U =  {и: н е  Е 1, — l ^ u ^ l } ;  J ( u ) =  и 
при 0 < м ^ 1 ;  / ( « ) =  1 — и, — 1 ^  и <  0; / (0 )  =  а. Нетрудно 
видеть, что при а ^  0 эта функция полунепрерывна снизу на 11\ 
при а ^  1 — полунепрерывна сверху на U, а при 0 <  а <  1 
в точке и — 0 она не будет полунепрерывной ни снизу, ни 
сверху.

П р и м е р  3. Пусть и =  {х, у)  е  Е2\ J (и) =  х2 +  у 2 при х >  0, 
у ^ 0 ;  / (« )  =  0 при х  ^  0, у  0; ] ( и ) —  1 при х ^  0, у  <  0; 
/ ( « )  =  — 1 при х <  0, г/ С  0. Нетрудно показать, что эта функ
ция на множестве U \ = { { x , y )  : х >  0, у  ^  0} непрерывна; на 
Ui  =  {(*, у): у  ^  0} полунепрерывна снизу; на 0 з = { ( х , у ) :
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0} полунепрерывна сверху; на U\  =  {(*, у ) : х  ^  0} в неко
торых точках полунепрерывна снизу, в некоторых — сверху.

Установим связь между свойством полунепрерывное™ снизу 
функции и замкнутостью множеств

М{с) =  {и: « е [ / ,  с — const,

называемых множествами Лебега функции J (и) на множест
ве U.

Л е м м а  1. Пусть U — замкнутое множество из Еп. Тогда 
для того, чтобы функция J (и) была полунепрерывна снизу на 
U, необходимо и достаточно, чтобы множество Ле бе га  М (с) 
было замкнутым при всех с (пустое множество считается замк
нутым по определению). В частности, если J (и) полунепрерыв
на снизу на U, то множество U„ точек минимума J (и) на U 
замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть J (и) 
полунепрерывна снизу на U. Возьмем произвольное число с. 
Пусть М { с ) Ф 0 .  Возьмем какую-либо предельную точку w 
множества М (с ) .  Тогда существует последовательность {иь} <= 
е М ( с ) ,  сходящаяся к w. В силу замкнутости U  точка w ^ U .  
Из того, что / ( « * ) <  с, k — 1, 2, . . . ,  с учетом полунепрерывно- 
сти снизу J (и) в точке w имеем J (w) ^  lim /(«*) ^  с, т. е. да е  
^ М ( с ) .  Замкнутость М{с)  доказана. В частности, множество 
£/* =  {и: и е  £/, / (« )< !  У, =  inf /  («)} замкнуто.

и
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть для некоторой функции J (и) 

множество М(с)  замкнуто при любом с. Возьмем произвольные 
е >  0 , и ^  U и последовательность {и*}е U, сходящуюся к точ
ке и. Пусть Ит J(uk) =  a — lim /  («*„,)• Тогда J ( u k ) < а  +  е,

& ОО Ш-̂ Оо
т. е. ukm е  М (а +  е), для всех достаточно больших номеров km. 
Но М { а - \ - г )  замкнуто по условию, а точка и является преде
лом для {ukm}. Следовательно, и е М ( а + е ) ,  т. е. / ( м ) ^ а  +  е. 
В силу произвола е > 0  отсюда имеем J ( u ) ^ a =  lim J(uk).
TTЛемма 1 доказана.

Установим одно интересное свойство расстояния от точки до 
множества.

Л е м м а  2. Пусть U — произвольное непустое множество из 
Еп. Тогда расстояние р (и, U ) =  inf р (ы, w) от точки и до мно-

w е  [}
жества U как функция переменной и непрерывна на Е п и, более  
того, удовлетворяет условию
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего, из р(и, w) — \ u — w | ^  
^  О и р (и, U) < | и  — до|, w ^  U, следует, что функция р(и, £/) 
неотрицательна и конечна во всех точках u e  U. Возьмем про
извольное число е >  0. По определению нижней грани (см. 
определение 1.1.3) для любых и, v е  Еп найдутся точки ие, уее  
е  U такие, что _

р (и, t / )< p (M , «£) < р ( « ,  U) +  e, p(v ,  t / ) <  р(у, t»e) < p ( y ,  £/) +  е.

Поскольку р(и, U) ^  р(и, v e) , то с помощью неравенства тре
угольника р (и, 1>е) ^ р (ы ,  и) +  р(и, ие) имеем р (и, U) — р(и, U) ^  
^  р ( и , ие) — p(v ,  уе) +  е ^  р (и, и) +  е. Аналогично получается 
неравенство р (и, U) — р(и, U) ^  р(и, це) — е — р(и, ие) ^  
^ —р(ы, v ) — е. Объединяя два последних неравенства, имеем 
|р(и, U)-— р(и,  U) j ^  р(и, у ) +  е. Отсюда при е -*■ + 0  получим 
требуемое неравенство. Лемма 2 доказана. _

4. Перейдем к формулировке теоремы Вейерштрасса. 
Т е о р е м а  1. Пусть U — компактное множество, а функция

* J (и) определена, конечна и полунепрерывна снизу на U. Тогда
У =  inf / (ы) >  — оо, множество U* =  {и: ы е  U, J (и) =  /*} не-

и
пусто, компактно и любая минимизирующая последовательность 
сходится к U*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольную минимизирую
щую последовательность {«*}: U, k = \ ,  2, . . . ,  l im /(«*,) =k->oo
=  /*. Существование хотя бы одной такой последовательности 
следует из определения 1.1.3 нижней грани функции. Так как 
U — компактное множество, то {и*} имеет хотя бы одну пре
дельную точку и все ее предельные точки принадлежат U. Возь
мем любую предельную точку и» этой последовательности. Тог
да существует подпоследовательность {ы*т }, сходящаяся к точ
ке «*. Пользуясь свойством нижней грани /* и полунепрерыв- 
ностью функции J (и) в точке и*, имеем

(и,)<  И т / (ы* ) =  lim / (и*) =
m ->  оо k->oo

т. е. /(ц») =  /*. Отсюда следует, что /* > —оо, и * ф 0 .  Более 
того, показано, что любая предельная точка любой минимизи
рующей последовательности принадлежит £/».

Покажем, что £/* компактно. Возьмем произвольную после
довательность {vk)<^U*.  Так как { o i} e  — компактное мно
жество, то существует подпоследовательность {Vkm}, сходящая
ся к некоторой точке и* е  U. Но {Vk} — минимизирующая по
следовательность, так как J ( v k ) = J * ,  k =  l,  2, . . .  По вышедо- 
казанному тогда v % е  £/*. Компактность £/» установлена.
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Покажем, что любая минимизирующая последовательность 
{«*} сходится к £/*. Так как р(ик, £/*)= inf р(ик, ы ) ^ 0 ,  k =  \ ,

и ^ и ,  __
2 , . . . ,  то ясно, что lim p(uk, £ /» )^ 0 .  Пусть I i mp( «b  UJ  =

fe -> oo fc-»°o

=  lim p (ukfn, t/„) =  a ^  +  оо. В силу компактности U из {икт}
m  ->  оо ^

можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся к некоторой 
точке м*.Не умаляя общности, можем считать, что сама после
довательность {ukm} сходится к м*. Согласно лемме 2 функция 
р (и, U ,)  непрерывна по переменной «.поэтому lim р (и кт, i /Л —

т-> оо
= р (и„, (JJ=a.  Однакопо доказанному u ^ U Тогда a = p ( « !t!,t/„) =  
= 0 .  Это значит, что lim р(«А, £/„)== lim р (ик, UJ =  0. Следова-

k->0O ft->00
тельно, предел lim р (uk, U„) существует и равен нулю. Теорема 1

&->оо

доказана.
Предлагаем читателю рассмотреть функции и множества из 

примеров 1—3 (см. также примеры 1.1.1 — 1.1.5) и проверить, 
в каких случаях условия теоремы 1 выполнены и, следователь
но, нижняя грань достигается, в каких случаях она не дости
гается и в каких случаях нижняя грань достигается несмотря 
на то, что условия теоремы 1 нарушены.

5. Заметим, что в теореме 1 условие компактности множества 
U является довольно жестким. Например, такие часто встре
чающиеся на практике множества, как U =  Еп — все простран
ство или U =  {и: и1 >  0, . . . ,  ип ^  0} — положительный октант, 
не являются компактными. Приведем две теоремы, в которых 
компактность множества U не предполагается, но зато функ
ция, кроме полунепрерывности снизу, удовлетворяет некоторым 
дополнительным требованиям.

Т е о р е м а  2. Пусть 11 — непустое замкнутое множество из 
Еп, функция J (и) конечна, полунепрерывна снизу на V и для  
некоторой фиксированной точки v е  U множество Лебега

M{v)  =  {u: u ^ U ,  J { u ) ^ J ( v ) }

ограничено. Тогда /* >  —оо, множество V .  непусто, компактно 
и любая минимизирующая последовательность {ик}, принадле
жащая M ( v ) ,  сходится к U*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению множества Л1(и) 
имеем: / (и) >  / (v) при всех u ^ U \ M ( v )  и J (и) ^  J (v )  при 
всех и е  M (v ) .  Это значит, что на U \ M ( v )  функция J (и) не мо
жет достигать своей нижней грани на U, и для доказательства 
теоремы достаточно рассмотреть J (и) на множестве M ( v ) .

Замкнутость множества M ( v ) вытекает из леммы 1. Из 
ограниченности и замкнутости М(у) следует его компактность.
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Применяя теорему 1 к функции J (и) на M ( v ) ,  получим все 
утверждения теоремы 2. Попутно установили, что U* ^  M ( v ) .

Заметим, что в теореме 2 утверждается сходимость к £/» 
только тех минимизирующих последовательностей ик, которые 
принадлежат M ( v ) .  Если / ( и ) > / * ,  то условие {uk} ^ . M { v )  
можно не оговаривать, так как в этом случае для любой мини
мизирующей последовательности {ик} найдется номер k0 такой, 
что J (ии) <  J (у) для всех k 33s ko, т. е. uk е  M(v)  при k ^  ко. 
Если же 7 ( и ) = / * ,  то U* =  M (v )  и, как видно из примера 1.1.5, 
в этом случае могут существовать минимизирующие последова
тельности, которые не принадлежат M {v)  и не сходятся к Ut.

Т е о р е м а  3. Пусть U — непустое замкнутое множество из 
Е п, функция J (и) конечна, полунепрерывна снизу на V и для 
любой последовательности {uk} е  U, lim | uk I =  +  °° (если такие

fc ->  оо

Uk существуют) имеет место соотношение

lim /(«*,) =  +  оо-
fc->oo

Тогда  /* >  — оо, множество U* непусто, компактно и любая ми
нимизирующая последовательность {«*} сходится к £/*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если множество U ограничено, то все 
утверждения теоремы следуют из теоремы 1. Поэтому пусть U 
неограничено, т. е. существует хотя бы одна последовательность 
{и*} ^  U такая, что lim | v k \ — +  00• Тогда согласно уело-

fe-> оо

вию теоремы lim J ( v k) =  +  оо. Возьмем какую-либо точку 
fe-»00

v е  U такую, что J(v)  >  /* (например, можно припять v =  v k 
при достаточно большом k),  и рассмотрим множество Лебега 
M (v )  =  {u: u ^ U ,  J ( u ) ^ J ( v ) } .  Покажем, что M ( v )  ограни
чено. Допустим противное: пусть существует последователь
ность { w k} ^ M { v )  и такая, что lim |® А.| =  + ° ° -  Тогда

&->оо

lim /(t£)fe)= +  oo, что противоречит неравенству / {w k) (у) <  
k~>00
С  + оо , вытекающему из включения w k ^ m ( v ) ,  k — l, 2, . . .  
Таким образом, множество M (v )  ограничено. Отсюда и из тео
ремы 2 следуют все утверждения теоремы 3.

С л е д с т в и е  1. Пусть U — непустое замкнутое множество 
из Еп. Тогда для любой точки и е  Еп найдется точка v =  
=  у ^  такая, что р(и, U ) — inf | и —■ w  | =  | и — v {и) |, т.е.

w e  U
v(u)  — ближайшая к и точка из U.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть « — произвольная точка из Еп. 
Рассмотрим функцию g ( w )  — \u — w | переменной ш е  Еп. Ясно, 
что £(да) непрерывна на Еп. Кроме того, g ( w ) ~ ^ \ w  \ — 1«| ,  так 
что lim g ( a ’) =  +  oo. Таким образом, g { w )  удовлетворяет

I UI I ->  + оо
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условиям теоремы 3 на любом непустом замкнутом множестве 
U s  Еп. Существование искомой точки v =  v(u)  теперь следует 
непосредственно из теоремы 3. Заметим, что такая точка v ( u ) ,  
вообще говоря, неединственна.

6. В заключение кратко остановимся на задаче максимиза
ции функции J (и) на множестве U. Так как

sup /(«) =  — inf (— J (и)), 
и и

то ясно, что любая точка максимума или любая максимизирую
щая последовательность для J (и) на U будет соответственно 
точкой минимума или минимизирующей последовательностью 
для функции (—/ ( и) )  на U. Это значит, что любая задача мак
симизации функции J (и) на U равносильна задаче минимиза
ции функции ( - J (и))  на том же множестве U. Поэтому можно 
ограничиться изучением лишь задач минимизации.

Предлагаем читателю, пользуясь указанной связью между 
задачами минимизации и максимизации, по аналогии с п. 2 
сформулировать задачи максимизации первого и второго ти
пов. Далее, учитывая, что полунепрерывность сверху функции 
J (и) равносильна полунепрерывное™ снизу функции (—/ ( « ) ) ,  
нетрудно сформулировать и доказать аналоги теорем 1—3 для 
задач максимизации.

У п р а ж н е н и я .  1. Выяснить, будет ли произвольная минимизирующая 
последовательность сходиться ко множеству точек минимума функции / ( и)  
на множестве U, если:

а) U =  {и =  (х, у)  е  Е2, х  ^  0, у  ^  0, х  +  2у  <  1}; J (и) =  х  +  у,
б) и =  /(u) =  |uj(i + М 2) - 1;
в) U — Еп\ / (и )  =  |ы |г.
2. Пусть множество U.  точек минимума функции / ( и )  на U непусто и 

ограничено. Доказать, что для сходимости любой минимизирующей последо
вательности {«*} к U,  необходимо и достаточно, чтобы существовало число 
а  >  0 такое, что множество Ма — {и: и s  U, J (и) <  / ,  +  а} ограничено.

3. Доказать следующие свойства верхнего и нижнего пределов числовых 
последовательностей:

а) lim сап =  с lim ап, lim сап =  с lim ап, lim (— сап) =  — с lim ап,
____ оо п~П О п -> ° °  п ~>0°
lim (— сап) =  — с lim ап для любых с =  const >  0;

б) если п =  1, 2.........то lim ап ^  lim bn, lim ап ^  lim Ьп;
/ГГоо п~«о п-*°°

в) lim ап +  lim bn ^  lim (а„ +  bn) ^  lim ап +  lim bn. Рассмотреть 
П-+0о П->- ОО п-> ОО n->oo П-» 0 0

пример: ап =  {— 1)п, £>„ =  (— 1)ге или bn =  (— 1)"+1 и убедиться, что здесь 
возможны строгие неравенства;

г) liin ап -\- П т bn Hrn (ап +  bn) lim ап +  lim bn. Привести при-
П -> 00 П-> 00 п-> оо tl~> оо П->оо

меры последовательностей, когда здесь возмож ны строгие неравенства;



86 ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ [ГЛ. 2

д) если существует lim а п, то lim (ап +  bn) =  lim ап +  lim Ьп,
оо n->oo ГС ->  оо ГС -> оо

lim (ап +  bn) =  lim ап +  lim bn;
й - >  оо « > ° °  я -> о о

е) если а „ >  0, b n ^ O ,  п =  1, 2 , . . . ,  то lim а „  • lim lim а„6„ ^
____ ____ ___  ГС-> оо П->оо П-> оо

< ; lim а „ -  П т 6П; И т ап ■ lim <  lim anbn <^ П т а„  • lim 6„. При- 
П ->оо ге-»оо п -> о о  П -> °°  П->оо « -> < »  п ->  оо

вести примеры последовательностей, когда здесь возможны строгие неравен
ства ;

ж ) если ап ~^ О, Ьп ^ 0 ,  п = 1 ,  2......... и существует П т ап, то
____ ____ П ->  оо
lim anbn =  lim a n • lim 6га> П т (апЬп) =  П т ап • lim Ьп.

П -*  оо п -> о о  п ->  оо п -> о о  га->оо п '^ о о

4. Найти верхний и нижний пределы последовательности ап =  sin па,, 
где a  •— фиксированное число.

5. Пусть J(u)  =  (1 — е~!а! ) - 1, и ф  0. Как надо доопределить эту функ
цию при и =  0, чтобы она стала полунепрерывной снизу или сверху на 
Е'  =  R?

6. Пусть J t (u),  / 2( и ) — две функции, полунепрерывные снизу на множе
стве U. Будут ли полунепрерывными снизу на U следующие функции:

а) J (и) =  a i / i ( u ) +  a iJ i (u)  (рассмотреть случаи положительных и отри
цательных « |, аг);

б) J (и) =  m in {/1 (и); /г  (и)};
в) I  (и) =  m ax {/1 (и); / 2 (и)};
г) /  (и)  =  | Ji («) |?
7. Пусть функция Ц и )  определена на множестве U. Говорят, что число А 

является нижним [верхним] пределом этой функции в точке v по множе
ству U, и обозначают lim /  (и) =  А  [ lim J (и) =  А], если

й+Ъ '
1) для любой последовательности {«*} е  U, сходящейся к V, имеет место 

неравенство Hm J (u ft) ^  А  [ lim J (ик) <  Л];
f t-»  оо ft-> oo

2) существует последовательность {u*} s  U, сходящаяся к v и такая, 
что lim I  (и А  =  А.

k->oo
Доказать, что функция J (и) полунепрерывна снизу [сверху] в точке v, 

если lim /  (и) /  (о) [ lim /  (и) ^  J (о)].
«Ти “->0

8. Пусть U =  Е п, J (и) =  sin (тг | ы | —*) при и ф  0 и J(0) — а. При каких а 
эта функция будет полунепрерывна снизу или сверху на £/? Найти 
lim /  («), lim /  («). Что изменится, если U =  {и: | u | =  n~ l, п =  1, 2, . . .} ?  

ы->о
9. П оказать, что понятия верхнего и нижнего предела функции в точке 

обладаю т свойствами, аналогичными свойствам верхнего и нижнего предела 
числовых последовательностей, приведенных в упражнении 3.

§ 2. Классический метод

Как и в гл. 1, под классическим методом будем подразуме
вать тот подход к поиску точек экстремума функции многих пе
ременных (т. е. точек локального минимума и максимума — см. 
определения 1.1.6, 1.1.10), который основан на дифференциаль
ном исчислении и обычно излагается в учебниках по математи



ческому анализу. Мы здесь лишь вкратце остановимся на этом 
методе.

1. Сначала напомним некоторые понятия и факты из диффе
ренциального исчисления функций многих переменных.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть функция J (и) определена в не
которой е-окрестности 0 6(u) — {v: v е  Еп, \ v — и\ С  е} точки и. 
Говорят, что функция J (и) дифференцируема в точке и, если су
ществует вектор J'(u) е  Еп такой, что приращение функции 
ДJ (и) =  J ( и h ) — J(u),  | А| <Се,  можно представить в виде

Д/(и) =?</'(«), А) +  о (A, u), (1)
где о (А, и ) — величина, бесконечно малая более высокого по

рядка, чем |А| ,  т. е. lim о (А, и)\ А | - I  =  0. Величина dJ (и) —
а->0

=  < / '(« ) ,  А) представляет главную линейную относительно А 
часть приращения (1) и называется дифференциалом функции 
] (и) в точке и, а вектор / ' ( « ) — градиентом этой функции в 
точке и.

Условие (1) однозначно определяет градиент / ' ( и ) ,  причем 

(ы) =  ( / ' .  (и)......... (и)), (2)
где

„  , . dJ (и) J (u +  ae{) — J {и)
•О («) =  - Г Г "  =  lim —-------- 11----------ди а->о а

— частная производная функции J (и) в точке и по переменной 
и‘\ е , = ( 0, . . . ,  0, 1, 0, . . . ,  0 ) — единичный вектор, у которого 
t-я координата равна 1, остальные координаты равны нулю. 
Всякая функция, дифференцируемая в точке, непрерывна в этой 
точке.

Для определения дважды дифференцируемости функции нам 
понадобится понятие квадратичной формы. Напоминаем, что

П

квадратичной формой называют функцию Л  а^иЫ1 пере-
I ,  / - 1

менных м =  (и1, .. . ,  ип) е Е п, которая однозначно определяется 
заданием симметричной числовой матрицы

ац а\2 . . .  а\г

§ 2] '  КЛАССИЧЕСКИЙ МЕТОД 87

/  « 1 1  « 1 2  . . . d ir t  \

л  =  ( .........................) =  {<*,/}
\  й п 1 (Xt\2 • • • Clfin '

порядка называемой матрицей квадратичной формы.
Обозначая через Аи вектор-столбец с координатами {Аи)1 ==

П
=  2  аци!, i =  l, 2, . . . ,  п, квадратичную форму можно кратко 

/-1
записать в виде (.Аи, ы),



88 ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫ Е СВЕДЕНИЯ 1ГЛ. 2

О п р е д е л е н и е  2. Пусть функция J (и) определена в не
которой е-окрестности точки и. Говорят, что эта функция дваж
ды дифференцируема в точке и, если наряду с градиентом J'(u)  
существует симметричная матрица J"{u)  порядка пУ^п  такая, 
что приращение функции в точке и можно представить в виде

J {и +  h) — /  (и) =  ( / '  (и), h) +  (1/2) (/"  (и) h, h) +  а  (h, и), (3)

где а  (h, и) / 1 h | 2 -> 0 при | h | -> 0 .
Квадратичную форму d2J (и) =  < /" {u)h,  ft> переменной h =  

=  (/г1, . .  . ,  hn) ^ E n называют вторым дифференциалом функции 
J (и) в точке и, а матрицу / " ( « ) — второй производной этой 
функции в точке и.

Условием (3) матрица J"(и) определяется однозначно, при
чем

=  { O u i  ( « )} .  ( 4 )

. д г] (и) д С д !  ( и ) \  д ( д]  (и) \

Где ( в ) (гг-)=т Л - ^ - )  ~вторые част‘
ные производные функции / ( « )  по переменным и1, и>.

2. Пусть функция J (и) дифференцируема во всех точках 
пространства Еп. Тогда точками локального минимума или мак
симума функции J (и) на Еп могут быть лишь те точки и, .в ко
торых J"{v) — 0, что в силу (2) можно записать в виде системы 
уравнений

=  1 - Т п .  (5)
д и 1

Все точки v, удовлетворяющие системе (5), называются стацио
нарными точками функции J(u) .

Таким образом, поиск точек экстремума можно начинать 
с решения системы (5) и определения стационарных точек. Од
нако, к сожалению, не всякая стационарная точка представляет 
собой точку локального минимума или максимума. Поэтому 
после нахождения стационарных точек проводят дополнитель
ное исследование, и из них отбирают те точки, которые в самом 
деле являются точками экстремума. Если функция J (и) дваж
ды дифференцируема в окрестности стационарной точки и все 
вторые частные производные этой функции непрерывны в этой 
точке, то для такого исследования можно использовать второй 
дифференциал функции. А именно, если в стационарной точке и

д Ч  (и) д 2J (и) д Ч  (и)
(ди1)2 д и 1 ди2 • ди‘ дип

д2J (и) d2J (и) д Ч  (и)
ди2 д и 1 (ди2)2 - ‘ ди2 дип

а 2/  (и) д2/  (и) дЧ  (и)
дип д и 1 дип ди2 (дип)2
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квадратичная форма d2J ( v ) = ( J " ( v ) h , h }  положительно опре
делена, т. е. (J"{v)h,  h y > О для всех к ф  0, то v — точка ло
кального минимума функции / (и) ;  если <J " ( v )h , h> отрицатель
но определена, т. е. <J"(v)h , /г> <  0 при всех h ф  0, то v — точка 
локального максимума; если же квадратичная форма (J" (и) h, h}  
знакопеременна, т. е. может принимать как положительные, так 
и отрицательные значения, то в точке v функция J (и) не имеет 
локального минимума или максимума.

П
Напомним, что квадратичная форма (Аи, и) =  2]

I, i —1
будет положительно определенной тогда и только тогда, когда 
все угловые миноры матрицы А, т. е. определители

/  яп вц . . .  а i/ч ___
=  det I . . . . . . .  J , i =  1, n,

\  а ц  a tl  . . .  a i{ )

положительны; форма <Аи, u> отрицательно определена тогда и 
только тогда, когда (— 1)‘Д( > 0 ,  t =  1, п, т. е. знаки угловых 
миноров А], Д2, .. . , Д„ чередуются, причем Д) •< 0. Таким обра
зом, для проверки знакоопределенности квадратичной формы 
(_J''(v)h, h)  достаточно вычислить угловые миноры матрицы 
J"(v)  и исследовать их знаки.

В том случае, когда в стационарной точке квадратичная 
форма ( ] " ( v ) h ,h y  не меняет знака при всех h ^ E n, но может 
равняться нулю при некоторых h Ф  0, то для выяснения пове
дения функции в окрестности точки v можно бы привлечь стар
шие производные и связанные с ними формы более высокого 
порядка:

d mJ ( v )  =  Y J --------f 1(V) г ( h ' ) r> • • •  (hn )rn>
^  (д и ' ) 1 . . .  (дип) п 

где суммирование проводится по всем целым г\, г2, . . . ,  гп, та 
ким, что 0 ^  г/ ^  т, i — 1, п, г\ +  г2 +  . . .  +  гп =  т ^  3. Од
нако на практике исследование характера стационарных точек 
с помощью форм dm] ( v ) ,  т ^  3, почти не применяется из-за 
его громоздкости.

В тех случаях, когда указанным выше путем удается вы
явить все точки локального минимума [максимума] функции 
/ ( « ) ,  то для определения глобального минимума [максимума] 
этой функции на всем пространстве Еп нужно перебрать все 
точки локального минимума [максимума] и из них выбрать 
точку с наименьшим [наибольшим] значением функции, если 
такая точка существует.

П р и м е р  1. Пусть в пространстве Еп даны т точек и( =
uf),  / = 1 ,  т,  и требуется найти точку и & Е п, сум
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ма-квадратов расстояний от которой до этих данных точек бы
ла минимальной. Иначе говоря, требуется минимизировать

tn

функцию /  (и) — 2  I и — ui I2 на Еп. 
г=1

т
Так как градиент / ' (« )  =  2 £  (и ~  ui)> то система (5) здесь

t*»l
tn

выглядит так: mu — X  ut — 0. Отсюда получаем стационарную
т

точку и* — ~  ^ и г = ы 0, подозрительную на экстремум. Мат- 
(  =  1

рица вторых производных /" (« )  =  2тЕ  при всех и е  где 
Е  — единичная матрица порядка п X  п, т. е. матрица, у которой 
элементы ац — 1, ац =  0 при i ф  i, j =  1, п. Отсюда ясно, что 
< /"(«) h, h> =  2т  | h \2 >  0 при всех h Ф  0. Это значит, что в точ
ке ы, =  и0 достигается локальный минимум. Однако здесь мож
но сказать больше: в точке м* =  и0 функция J (и) достигает 
своего глобального минимума на Еп. В самом деле, рассматри
ваемая функция такова, что lim /(« )  =  +  оо. Тогда по тео-

I И | - » ° о

реме 1.3 множество U* точек минимума J (и) на Е п непусто. 
Кроме того, во всех точках {/* должно соблюдаться равен
ство / '(«*) = 0 .  Как выяснилось, последнее равенство выпол
няется только в точке и* =  м0- Следовательно, £/*={мо}, /*==

т

=  /  («*) =  Z  I Но — щ р.
i =  I

3. Задачу поиска экстремума функции на всем пространстве 
Е п, которую мы только что рассмотрели, принято называть за 
дачей на безусловный экстремум. В этом названии отражен тот 
факт, что на переменные и =  (и1, . . . ,  ип) никакие дополнитель
ные условия и ограничения не накладываются. Наряду с зада
чами на безусловный экстремум имеется немало задач, в ко
торых переменные не могут быть совершенно произвольными и 
должны удовлетворять некоторым дополнительным условиям, 
выражающим, например, условие неотрицательности тех или 
иных переменных, условия ограниченности используемых ресур
сов, условия нормировки, ограничение на параметры конструк
ции системы и т. п. Иначе говоря, переменные и — (их, . . . ,  ип) 
должны принадлежать некоторому заданному множеству U из 
Е п, причем U ф  Еп. Тогда, чтобы подчеркнуть, что экстремум 
функции ищется при условии и е  U ф  Еп, часто говорят о за 
даче на условный экстремум.

В классическом математическом анализе традиционно рас
сматривается следующая задача на условный экстремум: найти 
экстремумы функции / (« )  при условии, что переменные и =
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=  (и1, .. . ,  ип) удовлетворяют ограничениям 
gi(u) =  0 , . . . ,  g s (u) =  0 ; (6)

при этом предполагается, что функции J(u) ,  gi (u)  определены 
и имеют непрерывные частные производные первого порядка 
на всем пространстве Еп. Ограничения (6) принято называть 
ограничениями типа равенств. Таким образом, здесь мы имеем 
дело с задачей поиска экстремума функции J(u)  на множестве

В тех случаях, когда систему (6) удается преобразовать к 
эквивалентному виду

выразив из (6) первые р переменных через остальные, то рас
сматриваемую задачу на условный экстремум можно свести к 
задаче на безусловный экстремум функции ф(мр+1, . . . ,  ип) =  
=  / (f l i (up+1..........ип), . ар (ир+ \  . . . ,  ип), иР+х, ип) пере
менных (ир+\  . . . ,  ип) ^ Е п~Р, которую можно исследовать, на
пример, по описанной в п. 2 схеме. Однако этот подход имеет 
ограниченное применение из-за того, что явное выражение вида 
(7) одной группы переменных через остальные переменные уда
ется получить лишь в редких случаях.

Более общий подход к исследованию задачи поиска экстре
мума дифференцируемой функции J (и) при ограничениях (6) 
дает метод множителей Лагранжа. Этот метод заключается в

переменных (и1, . . . ,  ип, А0, Яь . . . ,  Я5) =  (м, Я ) е  En+s+]. Оказы
вается, если и* — точка локального минимума или максимума 
функции J{u) на множестве U (см. определения 1.1.6, 1.1.10), 
то необходимо существуют переменные (Яо, А*, . . . ,  -\*S) =  X* Ф  0, 
называемые множителями Лагранжа, такие, что

т. е. векторы У  (и), . . . ,  g'(u)  в точке м, линейно зави
симы. Докажем это. В самом деле, если бы эти векторы были 
линейно независимы, то якобиан системы функций / ( и )  —
— J (и*) — t, g i ( u ) ,  , gs(u) по переменным и1, в точке
ы =  и*, / =  0 был бы отличен от нуля ([7 ] ,  стр. 537). Тогда по

U =  {и: и е  Еп, g[ (и) =  0, i — 1, s}.

ui =  a l (up+l, . . . ,  и”), . . . ,  ир =  ар (up+l, . . . ,  ип), (7)

, следующем. Вводится функция Лагранжа

S ’ (и, к) — Я0/  (и) -)- 2^ Яjgj  (и) (8)

S

(9)



3 2 ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫ Е СВЕДЕНИЯ [ГЛ 2

теореме о неявных функциях ([7], стр. 538) система
J(u) — J (и*) — t =  0, g\ (и) =  0, . . . ,  g s (u) =  О

имеет решение при всех t, | / |  sg:/0, где t0 — достаточно малое 
число; точнее, существует вектор-функция u — u(t )  =  (ul ( t ), . . .  
. .  . ,  «" ( /)) ,  которая определена и дифференцируема при всех t, 
J t\ < / 0 и такая, что

и (0) =  и„ J(u(t)) =  J(ut) +  t, g i {u(t)) =  0, i = T T s .

Это значит, что u(t )  е  U, | / |  sg: t0. Отсюда же имеем
/ (и (()) =  /(«») + 1 >  J («») >  J (и.) — t =  J ( u ( — t))

при всех t, 0 < i t ^ t o ,  что противоречит тому, что м» — точка ло
кального минимума или максимума. Следовательно, условия (9) 
необходимы для того, чтобы ы* была точкой экстремума J (и) 
на U. Иначе говоря, подозрительными на экстремум могут быть 
лишь те точки и, для которых существуют множители Я =  
=  (Яо, Я,ь . . . ,  Xs) ^ 0 ,  такие, что точка (м, Я ) е  £ п+*+1 удовлет
воряет системе п +  s уравнений

и, кроме того, известно, что Я =  (Я0, • • • ,  к * ) ф  0. Нетрудно ви
деть, что если (v , Я) — решение системы (10), то (у, аЯ) при 

любом а  ф  0 также является решением этой системы, т. е. мно
жители (Ко, . .. , Яs) из (10) определяются с точностью постоян
ного множителя. Поэтому множители Я можно подчинить ка
кому-либо дополнительному условию нормировки, например,

Если система (10) имеет решения ( у ,  Я) такие, что Я0 ф  0, 
то задачу минимизации J (и) при условиях (6) называют 
невырожденной в точке у. В невырожденной задаче условие 
нормировки (11) можно заменить более простым условием 
Я о = 1 .  Нетрудно видеть, .что для невырожденности задачи 
в точке v достаточно, чтобы векторы g[(a ) ......... S's (v) были ли
нейно независимы, т. е. чтобы равенство a ^ f a )  +  . . .
• • • +  а^ ( и )  =  0 было возможно только при «1 =  а 2 =  . . .  
. . .  =  а ,  =  0.

Условия (10) с условием нормировки (11) (или Яо=1) пред
ставляют собой систему п +  s +  1 уравнений с п +  s +  1 не
известными (и, Я ) =  (и 1, Я о.........Я5). Решив ее, мы найдем

g t (u) =  0, i = l , n ,  (10)

S

Я о > 0 ,  |Я|2= £ я ? = 1 . (11)
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точки v е  U, подозрительные на экстремум, и соответствующие 
им множители Лагранжа K =  KV— (^0, . . .  , hs) ф  0. Для выяс
нения того, будет ли в этих точках в действительности реализо
вываться локальный минимум или максимум, нужно провести 
дополнительные исследования с привлечением вторых произ
водных функции Лагранжа по переменной и. А именно, если
1) функция S { u , % )  в окрестности точки v дважды дифферен
цируема по и и непрерывны все частные производные второго 
порядка в самой точке v; 2) (иД„) удовлетворяют системе (10), 
(11); 3) в точке v задача невырождена, т. е. Ко >  0; 4) квадра
тичная форма

(S?uu( v , K ) h ,  h ) >  0 [ <  0] (12)

для всех h Ф  0, для которых

(g ' t (v) ,h)  =  0, / = Г Л ,  (13)

то в этой точке v достигается локальный минимум [максимум] 
функции / (и)  при ограничениях (6).

П р и м е р  2. Пусть требуется на я-мерной единичной сфере 
U = { и :  и . ^ Е п, | « | 2= < « , и } —  1} найти точку, сумма квадратов 
расстояний от которой до т данных точек и\, . . .  , ыт  е  Е п была 
бы минимальной, т. е. нужно минимизировать функцию /  (и) =

т

=  Л  I и — «i I2 при условии (и, и) =  1.(-1
Для решения этой задачи составим функцию Л агранжа 

S ’ (и, А.) =  XoJ (и) -f- А,(<ы, и ) — 1). Система (10) примет вид

3?и{и, Х) =  Х0 • 2пг(и — и0) +  2Хи =  0, (и, и ) =  1, (14)
т

где ио — —  (см. пример 1). Очевидно, при Я о = 0  система
(=>i

(14) не имеет решения с (Ко, к ) Ф 0 ,  поэтому можем принять 
Я.о == 1. Тогда из (14) при и0 ф  0 получим две точки V\ =  «о/|«о| 
и V2 =  —«о/|«о |, подозрительные на минимум, и соответствую
щие им множители Лагранжа X1 =  m ( | u 0| — 1) и Х2 —
— т ( — 1«0| — 1). Матрицы вторых производных функции Л а 
гранжа в найденных точках (ui ,M) и (о2Д г)  равны соответст
венно 2\ио\тЕ  и —2\ио\тЕ,  где Е — единичная матрица. Отсю
да ясно, что в точке vi достигается локальный минимум, а в 
точке V2 — локальный максимум J (и) при условии | м | =  1. Так 
как U — компактное множество, J (и) непрерывна на U, то со
гласно теореме 1.1 на U функция J (и) достигает своего гло
бального минимума и максимума. Но точки глобального экстре
мума, конечно же, удовлетворяют системе (14). Как выяснилось,
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при и0 ф О  система (14) имеет всего два решения t»i и и2. Сле
довательно, V\ =  щ /1 Uo| — точка глобального минимума, v2 — 
=  — U q / \ u 0 \ — глобального максимума при и0 ф О .  Таким обра
зом, искомая точка и* =  «о/|«о| ПРИ Чо¥=0.

Рассмотрим случай и0 =  0. Тогда решением системы (14) яв
ляется точка (v, Яо, Я), где Яо =  1, Я — —т, a v — произвольная 
точка, для которой | у | =  1. Это значит, что из необходимых ус
ловий экстремума (14) при ы0 =  0 не удалось извлечь никакой 
полезной информации — все точки единичной сферы как были, 
так и остались подозрительными на экстремум. Тем не менее, 
здесь нетрудно разобраться в происходящем. А именно, при

т
«о =  0 для всех и ^  U имеем /  {и) =  £  ( | и |2 — 2 («, ut) +  | и( |2) =

г = 1
/ т у т  т

— т — 2 (и ,  X  и{) +  И  I «г 12 =  т ~  2  I «г I2 — const. Таким об- \  1=1 / £=1 j=l
разом, при щ  =  0 рассматриваемая задача становится
тривиальной: J ( u ) =  const на U, т. е. можно сказать, что во
всех точках и е ( /  функция достигает глобального минимума
(или максимума).

П р  и м е р 3. Пусть требуется найти точки экстремума функ
ции J (и) =  х на множестве U — {и =  (х, у ) ^ Е 2, х3 — у2 =  0}. 
Применим метод множителей Лагранжа. Здесь функция Л а 
гранжа такая: S  (и, Я) =  Я0х +  Я(х3— у2). Система (10), (11) 
имеет вид

Яо +  ЗЯх =  0, 2Ху — 0, х3 — у 2 — 0, Яо +  Я2= 1 ,  Я0> 0 .

Нетрудно видеть, что она совместна лишь при Яо =  0 и выде
ляет единственную точку v =  (0, 0) == 0, подозрительную на экс
тремум. Таким образом, рассматриваемая задача вырождена 
в точке о =  0. Она просто решается, если из равенства х3—
•— у 2 =  0 выразить х =  г/!/з и заметить, что тогда J (и) =  у 2/з,
— оо <  у  с  оо. Ясно, что v =  (0, 0) — точка глобального мини
мума J (и)‘ на U.

4. Метод множителей Лагранжа может быть применен для 
поиска экстремумов функции и в тех случаях, когда на пере
менные ы =  (и1, . . . ,  ип) наряду с ограничениями (6) типа ра
венств накладываются еще ограничения

М « ) < 0 .........  /1Я ( « ) < 0 ,  (15)

называемые ограничениями типа неравенств. Будем предпола- 
гать, что функции / ( « ) ,  gi (u ) ,  hj(u),  i =  1, s; j =  1, m,  опреде
лены и дифференцируемы во всех точках и е  Еп. Оказывается, 
если ввести новые вспомогательные переменные w — (до1, . . .  
. . . ,  w m),  связанные с исходными переменными ы =  (м1, . . . ,  ип)
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соотношениям^

(до1)2 +  hi{u) — 0, . . . ,  (wm)2 +  hm(u) =  0, (16)

то задача поиска экстремумов функции J (и) при ограничениях 
(6), (15) сводится к равносильной задаче поиска экстремумов 
той же функции в пространстве переменных « = ( « ' ,  ип, 
до1, . . . ,  w m) =  (u ,w )  при ограничениях типа равенств (6), (16). 
Равносильность этих двух задач понимается в следующем смы
сле: если и* — точка локального минимума [максимума] функ
ции J (и) при ограничениях (6), (15), _то_ н* — (м*, до*), где 
wt =  (wl,  . . . ,  доf) ,  до', =  (— /?./ Ю ) 1/2, j  =  1, m, будет точкой ло
кального минимума [максимума] J (и) при ограничениях (6),
(16), и наоборот, если й» =  («*, до»)— точка локального мини
мума [максимума] / (« )  при ограничениях (6), (16), то и* — 
точка локального минимума [максимума] J (и) при ограниче
ниях (6), (15). Таким образом, для поиска экстремумов функ
ции / (« )  при ограничениях (6), (16) можно ввести функцию 
Лагранжа

s т
&  (и, до, X, ц) =  V  (и) +  X  Xigi (и) +  £  Ц/ ((до7)2 +  hj (и))

i - i  i - i

и в соответствии с изложенным в п. 3 написать необходимые 
условия экстремума в виде системы (10), найти точки, подозри
тельные на экстремум, выявить среди них точки локального 
минимума или максимума, а затем, исключив переменные 
до1, .. . , w m, получить точки экстремума функции J (и) при огра
ничениях (6), (15).

П р и м е р  4. Пусть требуется в /г-мерном единичном шаре 
U = { и :  и ^ Е п, | и | 2= < « , 1} найти точку, сумма квадратов 
расстояний от которой до т  данных точек U\, . . .  , ит е  Е п была 
бы минимальной, т. е. требуется минимизировать функцию

т

3 (и) ~  2  I и — 12 при ограничениях <и, и > ^  1.
Из примера 1 следует, что глобальный минимум J (и) на

т

всем пространстве Еп достигается в точке » » =  «о =  —  ’
<-1

Поэтому если |ы0| ^ 1 ,  то эта точка и0 будет решением рас
сматриваемой задачи. Остается рассмотреть случай | и0| > 1 -  
Введем новую переменную до соотношением

до2 +  (м, и ) — 1 = 0  (17)

и рассмотрим задачу минимизации / (и)  в пространстве пере
менных й =  (и, до) =  (и1..........ип, д о ) е £ п+1 при ограничениях
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'  т
(17). Составим функцию Лагранжа 3£(й, Я) =  Я0 Х | « — «,12 +

t«= 1
+  Я(до3 + | и | 2— 1). Система (10) будет иметь вид

3!а =  2к0т (и — м0) +  2Яы =  О,
=  2Ядо =  0, w2 + 1 и I2 — 1 =  О,

где Я =  (Я0, Я) =т̂  0. Напоминаем, что | ы о | > 1 .  Очевидно, при 
Яо =  0 эта система не имеет решения. Поэтому можем принять 
Яо =  1 и переписать систему в виде

( т  +  Я)ы =  ты 0, Яш =  0, ш2 +  | м| 2= 1 ,  |ы0 | > 1 .  (18

Заметим, что здесь случай Я =  0 невозможен, так как тогда 
ы =  «о и | ы | 2 — | Ыо | 2 — 1 — ш2 ^ 1 ,  что противоречит условию 
| « о | >  1. Если же Я ф  0, то из (18) получаем два решения i>i= 
=  (« о / |« о |, 0), Я! =  т ( | и 0 | —  1) >  о и у2 =  (—и0/  ы0| ,0 ) ,  Я2 =  
=  —т (  | ыо| +  1) <  0. Это значит, что экстремум функции /(и )  
при ограничениях (17) может достигаться лишь в точках ий2. 
Матрица вторых производных функции Лагранжа в найденных 
точках (£>1, Я1) и (€72, Я2) соответственно имеет вид

/  т \ и 0 \ Е  0 \  /  — т \ и0 \ Е  0 \

V 0 m ( | и01 — 1)/ И \  0 — т ( | « о | + 1 ) / ‘
Отсюда ясно, что при | « о | > 1  в точке v\ =  (ы0/ |  «о |, 0) дости
гается локальный минимум, а в точке У г = ( —ыо/1ыо | . 0 ) — ло
кальный максимум при ограничениях (17). Исключив перемен
ную w, отсюда получаем, что u\ — uo/\u0\ — точка локального 
минимума / (и)  на единичном шаре, а ы2 = —мо/ | «о | — точка 
локального максимума. Используя теорему 1.1, как и в приме
ре 2, нетрудно убедиться, что в действительности в этих точках 
достигается глобальный минимум и соответственно глобальный 
максимум J (и) на единичном шаре. Таким образом, искомой 
точкой будет ы» =  ыо при l u o l ^ l  и м* =  ыо/|«о| при |ы0| > 1 .

Мы еще не раз будем возвращаться к задаче поиска экстре
мума функций при ограничениях типа (6), (15); в частности, 
в §§ 4.8, 4.9 с других позиций будут получены необходимые и 
достаточные условия минимума, также использующие множи
тели Лагранжа.

В заключение заметим, что изложенный выше классический 
метод исследования задач на условный и безусловный экстре
мум может быть широко использован во всех тех случаях, когда 
достаточно просто удается выявить все подозрительные на экс
тремум точки и отобрать из них точки локального минимума и 
максимума. Однако, как и в случае функции одной переменной, 
классический метод, к сожалению, имеет весьма ограниченное 
применение. В общем случае отыскание точек, подозрительные
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н а  э к с т р е м у м ,  и з  у с л о в и й  (5 )  и л и  (1 0 )  с а м о  п о  с е б е  п р е д с т а в 
л я е т  в е с ь м а  с е р ь е з н у ю  з а д а ч у ,  с р а в н и м у ю  п о  т р у д н о с т и ,  б ы т ь  
м о ж е т ,  с и с х о д н о й  з а д а ч е й  н а  э к с т р е м у м .  Д е л о  о с л о ж н я е т с я  
т а к ж е  и т е м , ч то  в  п р а к т и ч е с к и х  з а д а ч а х  и н о г д а  б ы в а е т  н е п р о 
с т о  в ы п и с а т ь  д а ж е  с а м и  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  (5 )  и л и  ( 1 0 ) ,  т а к  
к а к  н е  в с е г д а  я с н о ,  с у щ е с т в у ю т  л и  т р е б у е м ы е  д л я  э т о г о  п р о и з 
в о д н ы е  и к а к  и х  в ы ч и с л и т ь . И з  с к а з а н н о г о  я с н о , ч т о  к р о м е  к л а с 
с и ч е с к о г о  м е т о д а  н е о б х о д и м ы  т а к ж е  и д р у г и е  ч и с л е н н ы е  м е т о 
д ы  п о и с к а  э к с т р е м у м о в  ф у н к ц и й  м н о г и х  п е р е м е н н ы х .

У п р а ж н е н и я .  1. Найти экстремумы функций:
а) /  («) =  (х  - f  У — 1) е ~ {-х!~ху+у1\  где u .— ( x , y ) i = E 2;
б) J (и) =  x y 2z3( 1 — х  — 2у  — Зг), где и =  (х, у, г) е  Е 3.
2. Найти точки экстремума функции J (и) =  sin (х  + ( / ) — sin х  — sin у  на 

множестве U, если a) U =  Е2-, б) U —  {и =  (*, у):  х  ^  0, у  ^  0, х  +  у  ^  2я}.
3. Найти точки экстремума функций J ( u ) — x  +  y,  J (и) =  |* |  +  \ у  — 1 1, 

У ( и ) =  х2 +  2у2 на множествах V,  если
а) U —  {и =  (х, у):  0 х  ^  1, 0 <  у  sg 1);
б) U — {и — (х, у ) : х  ^  0, у  ^  0, ах +  Ь у = 1 } ,  где а, b — неотрица

тельные числа;
в) U =  {и =  (х, у ) : х  — у2 >  0, х 2 +  у2 <  1);
г) U =  {и =  (х, у):  х* — 4х3 +  4х2 +  1 sg  у  sg 1}.
Указание; на плоскости нарисовать графики функций J { u ) = c  для раз

личных значений постоянной с (линий уровня).
4. Среди всех вписанных в данный круг радиуса R  треугольников найти 

тот, площадь которого наибольшая.
5. Из всех параллелепипедов, имеющих ребра данной длины, найти па

раллелепипед наибольшего объема.
6. Среди треугольных пирамид с данным основанием и высотой найти ту, 

которая имеет наименьшую боковую поверхность.
7. Пусть Д =  Д («ь . . . ,  и„ ) — определитель матрицы ( ии . . . ,  «„), 

столбцами которой являются векторы-столбцы щ с координатами («J, . . . ,  и™)
i —  1 ,п.  Найти нибольшее и наименьшеее значение величины определителя А 
при условии, что |иг| — at, где а< — заданные числа, i =  1 ,п.  Д оказать не
равенство Адамара |Д | ^  | ui |  ■ \и2\ ■ . . .  • \ип \. Д ать геометрическую интерпре
тацию задачи при п =  2 и п =  3 (ср. с упражнением 5) ([7 ], стр. 554—557).

8. Найти наименьшее и наибольшее значение квадратичной формы
П

J { u ) = ( A u ,  и ) —  ^  а ц ^ и 1 при условии и е  U =  {и: и е  Еп, ( и , и ) =  1},
i, /=1

где А  — симметрическая матрица. Показать, что =  m in  /  (и) и /*  =  m ax  J  (и )
и и

представляют собой наименьшее и соответственно наибольшее собственное 
число матрицы А ([1281, стр. 209).

9. В множестве и  =  {и: и е Е п, (с, и) = 1 }  или U =  [и: и е . Е п, 
(с, и) ^  1), где с — заданный вектор из Еп, найти точку, сумма квадратов 

расстояний от которой до т  данных точек и\, . . . ,  ит е  Е п была бы мини
мальной (ср. с задачами из примеров 1, 2, 4).

10. М ожет ли функция двух переменных на плоскости иметь бесконечно 
много точек локального минимума и ни одной точки локального максимума? 
Рассмотреть функцию 1(и) =  хех — (1 +  ех) cos у.

11. Пусть в некоторой точке и0 =  (х0, у  о) е  Е2 функция I  (и) переменных 
и — (х, у)  имеет локальный минимум вдоль каждой прямой, проходящей через 
точку «о- Можно ли утверждать, что в точке и0 реализуется локальный ми-

4  Ф. П. Васильев
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нимум функции / ( « ) ?  Рассмотреть функцию / (и) =  (х  — у2) (2х — у2) в точке
Uo = ( 0 ,0 ) .

12. Доказать, что если функция J(u)  имеет первые частные производные, 
непрерывные в окрестности точки V, то / ( и )  дифференцируема в точке v. На 
примере функции / (и) =  |jci/| 1/2, и = ( х , у ) ,  v —  (0 ,0 ) показать, что одно 
лишь существование частных производных в точке v еще не гарантирует ее 
дифференцируемость в этой точке.

13. Доказать, что если v — точка локального минимума [максимума] 
дваж ды  дифференцируемой функции J (и) на всем пространстве Е п, то необ
ходимо ( J" ( v)h ,h )  ^ 0  [ < 0 ]  при всех I i e £ ‘.

14. Доказать, что если и,  — точка локального минимума [максимума] 
дваж ды  дифференцируемой функции J (и) при ограничениях (6), а 
Я* =  ( Яц, . . . ,  As) — соответствующие множители Л агранж а, определенные из 
системы (10), причем Я д = 1 ,  то {9?Uu(u, ,%*)h,h)  ^ 0  [ ^ 0 ]  для всех А, 
удовлетворяющих условиям (13) (ср. с условиями (12)).

15. Применить метод множителей Л агранж а для поиска экстремума функ
ции J(u)  =  x  на множестве U —  {и =  (х, < /)е  Е2, хр +  y i  =  0 ), где р, q — 
натуральные числа. Выяснить, при каких р, q задача является вырожденной 
в точках экстремума.

16. Применить метод множителей Л агранж а для поиска экстремума 
J ( u ) =  х  на множествах U =  {и =  (х, у)  е  Е2: у  — *3/2=  0} и U =  (и: х  ^  0, 
у  -  *3/2 =  о}.

17. Пусть J ( u ) = x ,  U =  {и = ( х , у ) < = Е 2, g t (и) =  х2 — у  =  0, Ы « )  =  
=  х2 +  у  =  0, gs(u)  —  x  =  0). П оказать, что для точки минимума и , —
—  (0, 0) множителями Л агран ж а X —  (Я0, Яь Я2, Aj) могут быть точки Ai =  
=  (0 ,1 , — 1, 0), А» =  (1 ,0 ,0 , — 1), а такж е точки aA,i +  pXi, где a , р — любые 
действительные числа.

§ 3. Вспомогательные предложения

Ниже приводятся некоторые формулы и различные другие 
сведения, которые будут использованы в дальнейшем при опи
сании и исследовании методов минимизации.

1. Начнем с того, что введем классы функций С1 ( ?У), C2(U).
О п р е д е л е н и е  1. Функцию J (и) называют непрерывно  

дифференцируемой или гладкой  на множестве U =  Еп, если 
J (и) дифференцируема во всех точках u e t /  и, кроме того, 
\ J ' ( u - { - h ) — / ' ( « ) | - > 0  при | Л | - > 0  для всех и, u - \ - h ^ . U .  
Множество таких функций принято обозначать через C l (U) .

О п р е д е л е н и е  2. Функцию J (и) называют дважды не
прерывно дифференцируемой или дважды гладкой  на множе
стве U ^ E n, если J (и) дважды дифференцируема во всех точ- 
как 11 и ||7 " (ы +  К) — J' (и) || -»-0 при \h\ -*■ 0 для всех и, 
и h <= U. Множество дважды гладких на U функций обозна
чают через C2(U).

В определении 2 \ \А\ \— sup | Л е | — норма матрицы А.
1>1<1

Заметим, что в определениях 2.1, 2.2 требуется, чтобы диффе
ренцируемая в точке функция была определена в некоторой 
окрестности этой точки, причем радиус е >  0 этой окрестности



может зависеть от рассматриваемой точки, самой функции и 
может быть очень малым. Это значит, что если J ( u ) ^ C l (U)  
или С2(U),  то либо множество U открыто, либо функция /(ы )  
определена на открытом множестве, содержащем U. Это об
стоятельство мы всегда будем подразумевать, говоря о классах 
функций C l (U) ,  C2(U).

Возьмем какую-либо функцию J(u ) ,  определенную на мно
жестве U Е  Еп. Пусть точки и, и +  A е  U таковы, что А ф  О, 
u - \ - t h ^ U  при всех t, O ^ t ^ l .  Тогда можно рассматривать 
функцию одной переменной f (t) =  J (и +  tH) при f e  [0 ,1 ].  О ка
зывается, если J ( u ) ^ C p(U)  при р — 1 или р —  2, то f ( t ) е  
е  Ср [0, 1], причем

/ ' ( 0  — (У(и  +  tti), A), f"(t) =  (J"(u +  th)h,  A), 0 < / < 1 .  (1)

В самом деле, если, например, / ( u ) e  C2(U),  то заменив в фор
муле (2.3) и на и +  th, h на Дth, получим

f ( t  +  A t ) - f ( t )  =

=  At </' (и +  th), h) +  1  (At)2 (J" (и +  /А) A, A) +  o ( |  At P).

Такое разложение означает, что / ( 0 е С 2[0,*1], и указывает на 
справедливость формул (1).

Для функций одной переменной имеют место формулы
t

/ ( / ) _ /  (0 ) =  /'  (0,/) t =  \ r  (Т) dx =  / '  (0 ) / + 1 Г  (02о  t2. .
о

/ '  (о -  г  (о)= г  т  и  о <  о,, 0а, е3 <  1 .

Полагая в этих формулах  ̂=  1 и пользуясь равенствами (1), 
получим различные формулы для конечных приращений функ
ции многих переменных:

1
/  (« +  А) — /  (и) =  </' (и +  0,А), А> =  J </' (и +  th), h) dt, (2)

О

/  (и +  Л) -  /  (и) =  (Г (и), А) +  У  V" (и +  02Л) h, h), (3)

</' (и +  Л) -  Г  (и), А) =  (J" (и +  03Л) Л, Л), (4)

где 0 ^  0], 02, 03 ^  1. Далее, так как

- | - ( / ' ( «  +  /Л)) =  / " ( «  +  *Л)Л, 0 < / < 1 ,
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то интегрируя это равенство по t  на отрезке [0,1], получим

J"(u +  th)dt^h .  (5)

Подчеркнем еще раз, что в формулах (1) — (5) подразуме
вается, что точки и, и +  h принадлежат множеству U вместе 
с отрезком u-\ - th ,  В частности, эти формулы верны
на любых выпуклых множествах — множествах, которые содер
ж ат вместе с любыми двумя своими точками и и v и отрезок 
[и, и] =  {иа =  «и +  ( 1 — a )v ,  0 <  а  <  1}, соединяющий эти 
точки (подробнее о выпуклых множествах см. § 4.1).

2. При описании и исследовании методов минимизации нам 
часто придется иметь дело с функциями, градиент которых удов
летворяет условию Липшица.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть функция J ( u ) e . O ( U ) .  Скажем, 
что градиент J'(u) этой функции удовлетворяет условию Л ип
шица  на множестве U с константой L ^  0, если

| / ' (и) — / ' (к) К L | и — v |, и, о е С / ,  (6)

Класс таких функций будем обозначать через С1- ' (U) .
Л е м м а  1. Пубть U — выпуклое множество, J ( u ) ^  С1- l (U) .  

Тогда
| J (и) -  J {o) -  (J'(v),  и - о > | < Ц и - о р / 2  (7)

при всех и, v е  U.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  С помощью формулы (2) имеем

1
J (и) — J (v) — (У (и), и — v) =   ̂ ( / '  (о + 1 (и — v)) — V  (w), u — v) dt.

о

Воспользуемся известным неравенством Коши — Буняковского 

\(а,  & > | < 1 « Н Н  а , Ъ < = Е \  ‘

G учетом условия (6) получим

| / ( и ) - / ( » ) - < / ' (о), и - о ) | <
1
\ J' (v + 1 (и — v)) — J' (v) \ \ и — v \ dt

о
1

— v \ 2t d t  — L \ u  — v P/2.
о
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х

J'(u + h ) - J ' ( u ) =  5 J"(и +  th )hdt
- 0



3. Приведем несколько лемм о числовых последовательно
стях, которые нам пригодятся при доказательстве сходимости 
методов минимизации, при оценке скорости их сходимости. 

Л е м м а  2. Пусть числовая последовательность { а к} такова,
что

оо

а*+1 < а й +  6ъ  6 * > 0 ,  * =  0 , 1 , . . . ,  £  Ьк <  оо. (8)
&=0

Тогда существует lim ak <  +  <х>. Если {ak} ограничена еще и
k->oo

сн изу , то lim ак конечен.
О

Заметим, что если 6* =  0, k =  0, 1, . . . ,  то последователь
ность { а к} не возрастает, и лемма 1 превращается в хорошо 
известное утверждение о пределе монотонной последователь
ности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Суммируя первое неравенство (8), 
имеем

Т П —  I  ОО

a m а к +  Y j ^  0,k +  2  &l (9)t -k  1-k

при всех m >  0. Пусть lim ak =  lim ak , kn < k n+l,
z r z  n

n =  0, 1 , . . . ;  limfe„ =  oo. Положим в (9) k =  kn. Получим
n-> co

oo oo

Z  rn >  kn. Следовательно, Н ш а га< й й +  £
i —k n  m ->  oo

для всех n — 1, 2, . . .  Отсюда при oo имеем lim am^
___  m-> oo

<  lim a* =  И т am. Однако всегда lim lim a m. Поэтому
я-*00 _m->oo m->°» «

lim am — lim am. Отсюда следует существование предела {ak}. 
т ->~ ">-*■<»
Далее, при k =  0 из (9) следует ограниченность {а*} сверху. 
Поэтому, если {ак} ограничена еще и снизу, то lim ak конечен.

* k->oo
Л е м м а  3. Пусть числовая последовательность {Ьк} такова,

что
ОО

bk+ i > b k — 6k, 6 * > 0 ,  k =  0, 1 , . . . ,  2  6 * < о о .
fe-0

Тогда существует lim bk >  — оо. Если {bk} ограничена
k-Уоо

еще и сверху,  то lim bk конечен.
k->oo

Эта лемма сводится к лемме 2, если принять Ьк =  —а к, k =» 
=  0, 1, . . .
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Л е м м а  4. Пусть числовая последовательность {а*} такова,
что

ак ^  0, k — 0, 1, ak aft+1 ^  Л а|, k ^ k Q̂ 0 ,

А — const >  0.

Тогда  а* =  О (A-1) , k =  1, 2 т. е. найдется постоянная В >
>  0 такая, что

0 < а * < В Л “ ‘, k = \ ,  2, . . .  (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если ат =  0 при некотором т ^  ko, 
то из (10) следует, что а* =  0 при всех k ^  т, и оценка (11) 
становится тривиальной — в (11) достаточно взять В — 
=  т  • ш ах а {. Поэтому пусть ап >  0 при всех n ^ k о. Тогда

1 <  i <  т
из (10) имеем

— --------- -- =  flg ~ £ a ± L - g « -  а  >  Л >  0, п > 6 0.
O n + i  а „  anan+i **n+i 

Суммируя эти неравенства по п от k0 до некоторого А: — 1 >  &0> 
получим a k 1 — а*0' sS* A (k  — ko) или a k ^ A ~ l (k — kо)-1 , k > k o .  
Но (k — Ло)_1^ ( ^ о +  1 )£ -1 при k > k 0, поэтому 0 <  ак <
<  (ko +  1) Л-1 k~l. Если то 0 ^ . а к =  kakk~l ^

(max ak) k ~ \  Остается в (11) принять В =  шах {(ko +  1) Л-1;
1 <  * <  к,  

ko max ак).
1 <  к <  *о }

Л е м м а  5. Пусть числовая последовательность {а*} удов
летворяет условиям

ak >  0, k e = N  =  { l ,  2, . . . } ;  (12)
_ a l

4

ak ^ . B k  2р, k е  Ii ’, (14)

ak + i ^ ak~i~Ck 2p, k ^ . I \ ,  k +  1 e  /о, (15)

еде А, В, С, p — положительные постоянные, р ^  1, а множе
ства индексов  /о, 1\ таковы, что Io\)I\ — N,  / 0 П h  =  0  (случаи 
/ о =  0  или 1\ =  0  не исключаются). Тогда существует кон
станта D  >  0 такая, что

0 < а * < Д £ " р, * = 1 , 2 , . . .  (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Можем считать, что А ^  В -f- С, так 
как если неравенство (13) верно для некоторого Л = Л 0 > 0 ,  
то оно верно для всех А >  Ло. Выберем натуральное число ko
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так, чтобы
4 < / г 8 < ( 6 о + 1 ) р < 6 .  (17)

Убедимся в том, что такое число существует. Д ля этого перепи
шем (17) в равносильном виде: 4е ^  ko ^  6е — 1, где е =  р-1 ^  
^  1. Существование такого числа ko будет доказано, если по
кажем, что длина отрезка [4е, 6е — 1] при любом е ^  1 не мень
ше 1, т. е. 6е — 4е — 1 ^ 1  или g(e )  =  6e — 4е ^  2 при всех 
^  1. Но g '(e )  =  68 l n 6 — 4е In 4 ^  In 6 (68 — 4е)  > 0 ,  е ^ 1 ,  так 
что g ( e )  строго монотонно возрастает при 1. Следователь
но, g ( s ) ^ g (  1) =  2 для всех е ^ 1 .  Таким образом, при каж
дом р, 0 С  р ^  1 число k0, удовлетворяющее условиям (17),  
существует.

Покажем, что
а*1+1< 2 Л ( £ о +  1 Г Р- (18)

М ожет случиться, что ko е  / 0. Тогда воспользуемся неравенст
вом (13).  Заметим, что функция fk(a) =  а — a2A~l - f  A k - 2f> д о 
стигает своего максимума на числовой оси при а — А / 2, и 
поэтому ft  (а) ^  /* (Л /2) =  А/4  +  Ak^-P для всех а  ^  0, k — \,
2, . . .  Тогда из (13) с учетом неравенств (17) имеем

Д*,+1 <  fk (flfa) <  т  +  Akо"2р <  Л/4 +  Л/16 <

< (5 Л /1 6 )6 (6 0 +  1)_ Р < 2 Л ( 6 0 +  1)"Р-
Если же k o ^ I  1, то возможно и 60 + l e / i .  Тогда из (14) 

и (17) следует, что

aA.+i <  В (ко +  1)_2р <  В (k0 +  1)_р/ 4 <  2Л (k0 +  1)_р.

Если k o ^ h ,  но k0 +  1 е  / 0, то из (14),  (15) ,  (17) получим

аы+1 <  B ko2p +  Ckо 20 <  A k o 2Q <  2 А (ko +  1)~р.

Оценка (18) доказана. Д алее сделаем индуктивное предпо
ложение: пусть при некотором k ^  ko +  1 верна оценка

ак <  2 Ak~p.

Возможно, что k е  / 0. Тогда с учетом (17) имеем a k ^ . 2 A k ~ p ^  
^  2A kop ^  А/2. Поскольку f k (а) монотонно возрастает на от
резке [0, Л/2], то из (13) следует ak+t <  f k (aft) <  fk (2Л 6~Р) =  
=  2Ak  p— ЗЛ6-2р <  2Л {k~p — 6 -2p). Но п р и 0 < р ^ 1  справед
ливы соотношения

k~p — k ~ 2p <  {kp +  l )" 1 <  (kp +  kp~l)~ l =  k~p+l (k +  l)" 1 <

< ( 6  +  1)ZP. (19)



поэтому а к+1 <  2А (к +  1)_р. Если же к е  1\ и k -f- 1 е  1\, то из 
(14) и (17) получим

аш  < В ( к  +  1 Г 2р <  В (к +  1 Г Р (ko  +  1 Г р <  2А (к +  1 Г Р.

Если k е  /], но k +  1 е  / 0) то из (14),  (15),  (17),  (19) имеем

ак+, <  (В +  С) &-2р <  Ak~2p <  A (ftg -  1) k~2p <

<  А 0 Р -  1) к~2р =  А ( k~p -  k~2p) < 2 А ( к  +  1)~р.

Тем самым показано, что а ь ^ 2 Л & -р при всех k ^ k 0 -{- l .
Если 1 <  £ <  &0, то ак =  k°akk~p ^  max ак • k0k~p. Остается

1 <  ft <  fto
в (16) принять D =  m ax{24; k0 • max aft}. Лемма 5 доказана.

1 <  fto
Л е м м а  6. Пусть числовая последовательность {со*} та

кова, что
0 < ( o ft+1< ( l  — sk)(ak +  d k, k = l ,  2, . . . ;  (D i>0 , (20)

где
oo

0 < 5 * < 1 ,  0, / г = 1 ,  2, Z s *  =  + o o ,
(21)

lim d k/sk =  0.
f t - »  CO

Тогда l imcoft =  0.
f t - »  OO

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку 1 — при 0^1 л:<11,
то 1 — sk ^ e ~ Sk. И з неравенства (20) тогда имеем 0 ^ c o * + i^  
5^cofte~s* +  * =  1, 2, . . . .  Отсюда с помощью индукции не
трудно получить, что

/  fe j, s \
0 < а > * + 1 < ( ® 1  +  * =  1 , 2 , . . .  (22)

Д алее воспользуемся известной теоремой Штольца ([7] ,  
стр. 88), представляющей собой разностный аналог правила 
Лопиталя и гласящей, что если последовательность { у к} моно
тонно возрастает, предел lim (хк — хк-.\)Кук — Ук-\) существует,

k-+°o
lim y k =  +  оо, то существует и предел lim хк1ук, причем

k - ^ O O  k - >  ОО

lim x,Jyk =  lim (хк — xk_ x)Kyk — у к-\).
k->oo k->bo

к i
2  s,  * 2  s.

Положим г/4= е , “ 1 , **=Ю |+  2j die1’' 1 » к — I, 2, . . .  И зус-
г = 1

ловий (21) следует, что { у к} монотонно возрастает, и стремится
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Хи
k /  к f t  — 1 \

2  s ,  ( Е  s ,  21 s ,
/-» f / \ e l - 1 1 - e l - 1 ' )  =lim к _  k~l’ =  lim dke<

k -* < X >  V k  У  k - \  k - * C O  I

=  lim — dk =  lim f — ' j — =  0,
1 — e ^ k->& \  s k /  1 — e ^

так  как функция x /  (1 — e~x) ограничена на множестве 0 <  х  ^  
^  1. По теореме Штольца с учетом неравенства (22) получим

lim coft =  lim x,Jyk =  lim (xk — x k_ x)!{yk — y k_ x) =  0.
ft 00 &->oo fe">00

Лемма 6 доказана.
Заметим, что неравенство (22) по существу представляет 

собой оценку скорости сходимости последовательности {со*}. 
Однако правая часть оценки (22) трудно обозрима. Поэтому 
полезно иметь другие, быть может, более грубые, но более обо
зримые оценки. Здесь может быть полезна следующая простая 

Л е м м а  7. Пусть числовая последовательность {со*} та
кова , что

0 < o ft+1< ( l  — sk)a>k +  dk, 6 =  1, 2 , . . . ;  g>i>0 , (23)
где

0 <Sf t<l ,  0, 6 = 1, 2, . . . ;  supd,Jsk — c <  оо. (24)
k>\

Тогда
0 ^  CD* (D[ +  e, 6 = 1 ,  2, . . .  (25)

Доказательство легко проводится по индукции. При 6 =  1 
оценка (25) очевидна. Если (25) верно для некоторого 6 ^ 1 ,  
то из (23), (24) следует 0 ^  to*+i ^  (1 — s*) (&>i +  с) +  dk ^  
< : ( 1 — sft) c o i + ( l — Sk) с -f- csk ^  со j -)- с, что и требовалось.

Покажем, как может быть применена лемма 7 для оценки 
конкретных последовательностей.

Л е м м а  8. Пусть числовая последовательность {а*} та
кова, что

0 < а * +1< ( 1 - 1 / 6 ) а *  +  С1/62, 6 = 1 , 2 , . . . ;
С\ =  const >  0, a i ^ O .

Тогда справедлива оценка

0 < а * ^ с 21п(6 +  1)/6, 6 = 1 ,  2 , . . . ;  c2 =  c o n s t > 0 .  (27)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сделаем замену ю *=а*6(1п(6 +  1) ) - '
и, пользуясь леммой 7, докажем ограниченность {w/t}. Из (26)
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имеем
1 \  / г+1 In (fe +  1) , k +  1
k )  k In (ft +  2) * ft2 In (k +  2) ’

л == 1, 2 , __

Таким образом, {to*} удовлетворяет условиям (23) при

k2 In (ft +  2) •

Нетрудно видеть, что 0 <  s k <  1 и lim d k!sk — с и так что

sup d J s k =  cz <  оо. Из леммы 7 тогда имеем 0 ^  <в* ^  wi +  с3, 
к >  1
k —  1, 2, . . . ,  что равносильно оценке (27) с с2 =  с3 +  a i / ln 2 .

Л е м м а  9. Пусть числовая последовательность { а к} та
кова, что

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сделаем замену (йк — № а к- Тогда из 
(28) имеем

Это значит, что {со*} удовлетворяет условиям (23) при sk =  1 —

отсюда же следует, что d k/ s k ^ C \ / ( \ — р),  / г = 1 ,  2, . . .  По 
лемме 7 тогда 0 ^  to* ^  o>i Ci/(1 — р), что равносильно оцен
ке (29).

0 < а * +1< ( 1  — l M ' V - f c , / / ^ ,  * = 1 , 2 .........
Ci =  const > 0 ,  0 <  р <  1, а ^ О .

(28)

Тогда

(29)

- ( '  - ? ) ( ■  + т ) ' <  '■ d‘ =  c>( '  + т / ^ '  ‘ - > . 2 .  -  Так
как (1 +  1 / * Г Р>  1 — р/Jfe, * = 1 ,  2, . . . ,  то



Л е м м а  10. Пусть {г*}, { ш Л — некоторые последователь
ности из евклидова пространства Еп, z* — точка из Еп, такие, что

а | wk+i — z k I2 + 1 wk+i — z. |2< |  z k — z, I2, (30)
oo

|Zft+i — 6ft> 0 ,  * =  0 , 1 , . . . ;  £ б * < с х > ,  (31)
k-Q

где a, 6 — положительные постоянные. Тогда существует конеч
ный предел

lim | z k — z. | =  lim | wk — z j  (32)k->oo k->00

и справедливо равенство

lim | wk+i — z k | = 0 .  (33)k->oo

Если, кроме того, точка z ,  из (30) является предельной для  {г*}, 
то обе последовательности {г*.}, {до*} сходятся к г*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (30) следует, что | o>*+i — z*| ^  
^ | z * — z » |. Тогда с помощью (31) имеем

Ua+I — 2j < | Z fc+| — Wft+ll +  l wk+l — z j  <  66ft + 1 zft — z, | (34)
или

I Zft+i I I I +  66ft, h 0, 1, 2, . . .

Отсюда и из леммы 2 при а* =  |г*.— z, | вытекает существо
вание конечного предела lim [ z k — z. |. Из (34) тогда следует

k->oo
(32), что в свою очередь гарантирует выполнение равенства
(33). Наконец, пусть в (30) z .  — предельная точка z k, пусть 
{2*т} Тогда lim I z k ~  z *\ =  lim I z km — г . |  =  0, T. e. {Zft}
1  m >  f t - » o o  r n - *  O O 1 m  1

!-> z*. Отсюда и из (32) получим, что {со*} z*.
Л е м м а  11. Пусть неотрицательное число z  таково, что

0 < z p < 6 z  +  d, (35)

где  6, d — неотрицательные числа, р >  \. Тогда

0 < z < ( 6 ? +  ^ ) l/f, (36)

где  q определяется равенством p~l +  q~l —  1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если d —  0, то из (35) имеем 0 

sC zp—1 6 или 0 ^  z =  bt’/p, что совпадает с оценкой
(36) при d  =  0. Поэтому можем считать, что d  >  0, Рассмот
рим функцию

<f(x) =  x p — bx — d,  х  ̂  0.
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Нетрудно проверить, что эта функция имеет единственную точку 
минимума л;* =  (b/ р )  1АрН> ^  0, ф(х*) ^  ф (0) = — d  <  0, 

lim ф(л:) =  +  0° , строго монотонно убывает при 0 ^  х ^  х»
Х ->+ оо
(если х» >  0), строго монотонно возрастает при х ^ х * .  Отсюда 
следует, что уравнение ф(л:) =  0 имеет единственное решение 
х — у,  так что ф ( я ) < 0  при 0 sg: л: <  v и ф  (лг) >  0 при х  >  у.  
Согласно (35) ф ( г ) ^ 0 ,  поэтому справедлива оценка 0 ==С г  ^  Y- 
Однако получить явное выражение для у  в общем случае не 
удается, поэтому в приложениях удобнее оценка (36). Д ля  до
казательства оценки (36) достаточно установить, что у  ^  а =  
=  (bq +  q d ) l/p. Пользуясь известным неравенством [10]

справедливым для всех действительных чисел a, b, р >  1, q >
>  1, p~l - \ -q ~x =  \,  имеем ф ( а ) — ар — ab — d  ^  а» — а рр~1 — 
—bqq~' — d — а рч~х — (bq +  qd) q~l =  0. Следовательно, a ^  у  
и 0 ^ г < й  = ’ (b4 +  qd ) I/p, что и требовалось.
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Изучение методов минимизации функций многих переменных начнем с 
методов решения сравнительно простых и достаточно хорошо изученных за 
дач линейного программирования. Под линейным программированием пони
мается раздел теории экстремальных задач, в котором изучаются задачи ми
нимизации (или максимизации) линейных функций на множествах, зад авае
мых системами линейных равенств и неравенств. Различные аспекты теории 
и методов линейного программирования, его приложения к технико-экономи
ческим задачам изложены, например, в [4, 9, 11, 13, 16, 24, 29, 50, 72, 107, 
131, 172, 208, 243, 255].

§ 1. Постановка задачи

1. Общая задача линейного программирования  может быть 
сформулирована следующим образом: минимизировать функ« 
цию

/  (ы) =  Ciu1 +  с2и2 +  ••• +  спип (1)
при условиях

0, * € = / ,  (2) 
апы1 +  . . .  +  а 1пип Ь1,

ат\их +  . . .  + a mnun ^ b m 

й/п+1. i«* +  ••• +  am+i, nUn =  bm+l

aslul +  . . .  +  asnun =  bs,

(3)

где с/, ац, b‘, i =  1, s, j  — 1, п — заданные числа, причем не все 
из чисел с/ и не все из ац равны нулю; I — заданное подмноже
ство индексов из множества {1, 2, . . . ,  п) (в частности, здесь 
возможно, что 1 =  0  или / = { 1 ,  2, п}\  в (3) не исклю
чаются случаи, когда отсутствуют ограничения типа равенств 
(т =  s) или типа неравенств ( т  =  0) ) .  Если ввести векторы 
с =  (ci, . . . ,  Сп), a t =  (а п, . . . ,  a in) , и =  (и1, . . . ,  ип) , то задачу 
(1) — (3) можно кратко записать так:
/(и )  =  {с, «>-> inf; и<= U =  {и ^  Еп: ик ^  0, k е  /;  (аг, и) ^  Ь1,

< =  1, m; (at , u) =  bl, i =  m-\ -  1, s}. (4)
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Если для каких-либо двух векторов * =  (*', . ,  хр), у  =  ( у \  . . .  
. . . ,  у р) справедливы неравенства х1 ^  у ‘ при всех i =  1, р, то 
будем кратко писать: х  ^  у. Тогда, например, неравенство х ^  
^  0 означает, что х 1 ^  0 для всех t =  1, р. Используя принятые 
обозначения, задачу (1) — (3) или (4) можно записать и в та 
ком виде:

J (и) =  (с, «>-*inf;
ь -  -  (5)

u ^ U  =  {и<= Еп: и ^ 0, / г е / ,  А и ^ Ь ,  Аи =  Ь),

где
/  ап . . .  а\п ч 

\  ат 1 . . .  ат п J
А — (  ат+х’1 а т + 1, п ^

aSn ) '

ь 1 bm+ 1
. _ •

ь  = • , ь  = •

у п bs

Точку £/ назовем точкой минимума функции <с, м> на мно
жестве U или, короче, решением задачи (4) или (5), если
(с, ы,) =  inf (с, и), 

и
2. Приведем примеры прикладных задач, приводящих к за 

дачам линейного программирования.
Задача оптимального планирования производства. Пусть на 

некотором предприятии изготовляются п видов продукции из s 
видов сырья. Известно, что на изготовление одной единицы про
дукции /-го вида нужно ац единиц сырья t'-ro вида. В распоря
жении предприятия имеется 6,- единиц сырья t'-ro вида. Изве
стно также, что на каждой единице продукции /-го вида пред
приятие получает С/ единиц прибыли. Требуется определить, 
сколько единиц и \  и2, . . . ,  ип каждого вида продукции должно 
изготовить предприятие, чтобы обеспечить себе максимальную 
прибыль.

Если предприятие наметит себе план производства и —  
=  (и1, . . . ,  ип), то оно израсходует аци1 +  . . .  а шип единиц 
сырья t-го вида и получит С\и1 +  . .  ,_-\-_спип единиц прибыли. 
Ясно также, что все величины и1, i =  1, п, неотрицательны. По
этому мы приходим к следующей задаче линейного программи
рования: максимизировать функцию J ( u ) — C\Ul -\- . . .  +  спип 
при ограничениях и 1 ^  0, . . . ,  ип >  0, аци1 +  . . .  +  аыип ^  Ь‘,
i — 1, s. Поскольку задача максимизации J (и) равносильна за 
даче минимизации (—/ ( « ) ) ,  то с учетом введенных выше обо
значений сформулированную задачу линейного программиро-
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ваиия можно кратко записать в виде

(— с, u)-> inf; и е ( /  =  { и б £ " i и ^ О ,  А и ^ .Ь } .  (6)

Ясно, что задача (6) является частным случаем задачи (5).
Задача  об оптимальном использовании посевной площади.  

Пусть под посев р культур отведено г земельных участков пло
щадью соответственно в Ьь . .  . ,  Ьг гектаров. Известно, что сред
няя урожайность i-й культуры на /-м участке составляет ац 
центнеров с гектара, а прибыль за один центнер i-й культуры 
составляет с,- рублей. Требуется определить, какую площадь на 
каждом участке следует отвести под каждую из культур, что
бы получить максимальную прибыль, если по плану должно 
быть собрано не менее ск центнеров i-й культуры.

Обозначим через и,-/ площадь, которую планируется отвести 
под i-ю культуру на /-м участке. Тогда

Wl/ +  « 2 /+  ••• +  Upj =  bj, / — 1, г. (7)

Ожидаемый средний урожай i-й культуры со всех участков ра
вен ациц +  Д«2ы«2 +  . . .  +  ainUin центнеров. Поскольку согласно 
плану должно быть произведено не менее di центнеров i-й куль
туры, то

ациц +  ai2Ui2 +  . . .  +  a lnutn^  d it i = l , p .  (8)

Ожидаемая прибыль за урожай i-й культуры равна 
стации  +  . . .  +  ciinUin) » а за урожаи всех культур — 

р
£  ci (at\Ua +  а 12и12 +  . . .  +  а-ыЩп) =  J(u).  (9)
i- 1

Таким образом, приходим к задаче максимизации функции (9) 
(или минимизации функции (—/ ( « ) ) )  при условиях (7), (8) И 
естественных ограничениях

« , / > 0 ,  i = l , p ,  /  — 1, г.

Если умножить соотношения (8) на (— 1) и переменные {и,-/} 
переобозначить через и \  и2, . .  . ,  ип, то придем к задаче вида 
< 1 )-< 3 ) .

Транспортная задача.  Пусть имеется г карьеров, где добы
вается песок, и р потребителей песка (например, кирпичные за- 

. воды). В i-м карьере ежесуточно добывается а,- тонн песка, а 
/-му потребителю ежесуточно требуется b/ тонн песка. Пусть 
Сц — стоимость перевозки одной тонны песка с i-ro карьера 
/-му потребителю. Требуется составить план перевозок песка 
так, чтобы общая стоимость перевозок была минимальной.

Обозначим через иц планируемое количество тонн песка из 
i-ro карьера /-му потребителю. Тогда с i-ro карьера будет
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вывезено ___
U /1 +  W i 2 +  •  •  •  +  u i p —  а 1, i = \ , r  

тонн песка, j -му потребителю доставлено

Wl/ +  « 2 /+  ••• ~\~иг1 — Ь/, / = 1 , р  

тонн песка, а стоимость перевозок будет равна

(10)

( П )

Р Г

(12)

Естественно требовать, чтобы

« * / > 0 ,  / = 1, г ,  j  =  I ,  р. (13)
В результате получили задачу минимизации функции (12) при 
условиях (10), (11), (13), которая, очевидно, является частным 
случаем общей задачи линейного программирования (1) — (3).

К задачам типа (1) — (3) сводятся также и многие другие 
прикладные задачи технико-экономического содержания.

Следует заметить, что приведенные выше примеры задач ли
нейного программирования, вообще говоря, представляют лишь 
приближенную, упрощенную математическую модель реальных 
задач, и некритическое использование получаемых на основе 
анализа этих моделей результатов может привести иногда к па
радоксам. К чему может привести пренебрежение существен
ными факторами реальных задач при составлении математиче
ских моделей, хорошо иллюстрируют следующие строки из бро
шюры Б. В. Гнеденко [83] (стр. 4): «В пятидесятых годах, 
когда методы линейного программирования только начали вхо
дить в широкий обиход, наши центральные газеты обошла 
статья, в которой сообщалось, что перераспределение снабже
ния строек Москвы песком путем прикрепления их к пристаням 
и карьерам позволило снизить каждодневные транспортные рас
ходы на 20 000 рублей. Действительно, этим приемом удалось 
добиться минимального суммарного пути и, значит, минималь
ного расхода топлива. Однако уже через несколько лет мне на 
глаза попалась небольшая статья из газеты «Труд», в которой 
сообщалось, что недоучет пропускной способности карьеров, от
сутствие подъездных путей и погрузочных устройств приводят 
к огромным простоям грузовых машин на местах погрузки пе- . 
ска. Таким образом, мы видим, что недостаточно только опти
мизировать расход бензина. Минимизации требует вся операция 
в целом». “

Эти критические замечания можно, конечно, отнести не толь
ко к задачам линейного программирования, но и к другим ма
тематическим моделям. Вполне может оказаться, что принятая
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математическая модель, обычно составляемая на основе при
ближенных данных о реальном моделируемом явлении (объек
те, процессе), не охватывает какие-либо важные существенные 
стороны исследуемого явления и приводит к результатам, суще
ственно расходящимся с реальностью. В этом случае математи
ческая модель должна быть изменена, доработана с учетом 
вновь поступившей информации, а получаемые при анализе со
вершенствованной модели данные должны снова и снова крити
чески сопоставляться с реальными данными и использоваться 
для выяснения границ применимости модели. Математическая 
модель лишь при высокой степени адекватности моделируемому 
явлению может быть использована для более глубокого анали
за явления и проникновения в его сущность, для выработки це
ленаправленного управления.

Было бы ошибочным, основываясь на приведенных выше 
критических строках, делать вывод о том, что линейные модели, 
приводящие к задачам вида (1) — (3), слишком просты и вовсе 
непригодны для исследования реальных задач. Наоборот, прак
тика показала, что линейное программирование может быть 
успешно применено для исследования и.анализа широкого клас
са реальных технико-экономических задач. Линейное програм
мирование является одним из наиболее изученных разделов 
теории экстремальных задач с достаточно богатым арсеналом 
методов. Ниже мы увидим, что задачи линейного программиро
вания используются также и в качестве вспомогательных во 
многих методах решения более сложных нелинейных задач ми
нимизации.

3. Из общей задачи линейного программирования обычно 
выделяют и исследуют два ее подкласса:

каноническую задачу

(с, и ) -*  inf: и е ( /  =  { и е £ л: 0, Аи =  Ь}, (14) 

и основную задачу

(с, a)->-inf; и <= U =  {н ^  Еп: 0, Л м < 6 } ,  (15)

где с, b — заданные векторы, с е  Еп, с ф  0, i e  Е т, А — матрица 
порядка т X  п, А Ф  0. Несмотря на внешнее различие задач
(14) и (15) (в одной из них ограничения Аи =  Ь, в другой — 

Аи  ^  Ь), эти задачи, оказывается, в определенном смысле экви
валентны. В самом деле, если ограничения типа равенств А и — Ь 
заменить на равносильную систему двух неравенств: Аи  ^  Ь, 
А и ^ Ь ,  то каноническую задачу (14) можно записать в виде 
основной задачи

{с, u ) -» in f ;  u ^ U  =  { u ^ E n: ы> 0 ,  A u ^ i b ,  — Л и <  — Ь). (16)



114 ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ [ГЛ. 3

Ясно, что задачи (14) и (16) эквивалентны, т. е. всякое решение 
задачи (14) является решением задачи (16) и наоборот (или, 
возможно, обе задачи не имеют решения).

Основную задачу линейного программирования (15) также 
можно записать в виде канонической задачи. А именно, введем 
дополнительные переменные у = ( о ‘, . . . ,  vm) посредством со
отношений v =  b — Аи, v ^  0, и в пространстве Еп+т перемен
ных z  — {u ,v )  =  (u l, . . . ,  ип, у1, . . . ,  v m) рассмотрим канониче
скую задачу

{d,  2) -> in f ;  z  е  Z =  {z  =  (и, v): z ^ E n+m, z^O , C z = A u - \ - v  =  b},
(17)

где d = ( c ,  0 ) e  En+m, C =  ( A, E) ,  E  — единичная матрица по
рядка m X  tn. Нетрудно видеть, что если и, — решение задачи
(15), т. е. и , е ( / ,  (с, ы„> — inf (с, и), то г * = ( и „ о » ) ,  у* =»

=  6'— Лы» — решение задачи (17), т. е. z , e Z ,  (d , z „) =
=  inf (d,  г), и обратно, если г* =  (ы», у * )— решение задачи 

z
(17), то и* — решение задачи (15). Таким образом, путем вве
дения новых переменных или увеличением числа ограничений 
всякую задачу вида (15) можно привести к виду (14), а задачу
(14) — к задаче вида (15).

Оказывается, общая задача линейного программирования 
(5) также может быть записана в виде канонической (или 
основной) задачи линейного программирования. В самом деле, 
положим

v — b — Au, w l =  max{0; и1}, w l =  max {0; — и1}, 1ф1,  (18}

и в пространстве переменных z = ( v ,  и‘ (i е  / ) ,  ш‘, w ‘ Цф1 ))  рас
смотрим задачу

J ( z ) ~  Z  с{и* +  Z  ct {wl — ffii')-Mnf;
i s /  i ф I

z  e  Z  =  {z: v ^ O ,  ul ^  0 (i e  I), до* ^  0, w l ^  0 (i ф  I),

Z  Л (и1+  Z  Лг(дог — дог) +  Р =  &> Z  Л « г+  Z  Л ( ш г — ш‘’) =  б \ ,
i s /  i e /  J

(19)
где Ai  — i-й столбец матрицы A, At — i-й столбец Л. Как видим, 
в задаче (19) функция J (z)  линейна, все переменные неотрица
тельны, остальные ограничения имеют только вид равенств, т. е. 
(19) является канонической задачей линейного программиро
вания. Учитывая обозначения (18) и равенство ы‘ =  до'— до' 
(i Ф  I) > остается лишь заметить, что точка z t =  (о,, (t е  /), 
wl> (/ ф  /)) будет решением задачи (19) тогда и только тог
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да, когда точка «* с координатами ui  (I е  /), u[ =  wi  — w[ (i ф  I) 
будет решением задачи (5).

Заметим, что изложенные приемы сведения задач (5), (14),
(15) к канонической или основной задаче линейного програм
мирования на практике без особой необходимости не приме
няют, так как это может привести к чрезмерному увеличению 
размерности переменных или числа ограничений. Поэтому ме
тоды решения задач линейного программирования обычно раз
рабатывают для задачи (14) или (15), а затем, учитывая ука
занную выше связь между задачами (5), (14), (15), модифици
руют полученные методы применительно к другим классам за 
дач линейного программирования.

§ 2. Геометрическая интерпретация. Угловые точки

1. Кратко остановимся на геометрическом смысле задачи ли
нейного программирования. Рассмотрим задачу (1.15) при п = 2. 
Д ля краткости обозначим и1— х, и2 — у, и = ( х , у )  и перепи- 
шем задачу (1.15) в виде:

С\х +  с2у ~ *  inf;

и <= U — {и — (х, у): у ^  0, а 1Хх +  a i2y  bl, i — \ , m ) .  (1)

Введем множества: Uo =  {и =  (х, у) :  х ^  0, у  ^  0} — положи
тельный квадрант плоскости ( х , у ) ,  U i — { u = ( x , y ) :  ацх- \-  
+  а<2У ^  Ь1} — полуплоскость, образуемая прямой ацх  +  ai2y =  
=  bl, 1 =  1, т. Ясно, что множество U является пересечением 
множеств Uo, Ui, , Um. Может случиться, что это пересечение 
пусто (рис. 3.1) — тогда задача (1) теряет смысл. Если множе
ство U непусто, то оно, образованное пересечением конечного 
числа полуплоскостей, представляет собой выпуклое много
угольное множество, границей которого является ломаная, со
ставленная из отрезков каких-либо координатных осей и пря
мых ацх -f- ai2y  — bl, i — 1, m. Это многоугольное множество 
может быть как ограниченным (рис. 3.2) — тогда U представ
ляет собой выпуклый многоугольник, так и неограниченным 
(рис. 3.3).

Пусть а  — какое-либо значение функции / (w )= < c ,  и ) — с i * +  
+  с2у. Тогда уравнение

С\Х +  с2у  =  а  (2)

задает линию уровня функции / ( « ) ,  соответствующую ее зна
чению ос, и на плоскости определяет прямую, перпендикулярную 
вектору с — (ci, с2) ф  0. При изменении а  от —оо до -j-оо пря
мая (2), смещаясь параллельно самой себе, «зачертит» («заме
тет») всю плоскость. При этом вектор с указывает направле-
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ние, в котором следует смещать прямую (2 ) ,  чтобы увеличивать 
значение функции / (ы )= < с, и).  Если U — многоугольник 
(рис. 3 .2 ) ,  то при изменении а  от —оо до + ° °  п рям ая  (2 ) при 
некотором значении а  =  /« впервые коснется U и будет иметь 
с U общую точку ы* (на рис. 3.2—3.5 прям ая (2) представлена 
при а  — а-х <  /* <  а 2 <  а 3). Ясно, что ( с ,  ut) — /„ =  inf (с ,  и),
го есть «* — решение задачи (1 ) .  Возможен случай, когда пря
мая (2 ) при первом касании с многоугольником U будет иметь

не одну общую точку с U, а целую сторону (рис. 3.4) — это мо
ж ет случиться, если U имеет сторону, перпендикулярную век 
тору с.

Если многоугольное множество U неограничено, то наряду  
со случаями, когда при первом касании п рям ая  (2 ) будет иметь 
с U одну общую точку м# (рис. 3.3) или сторону (рис. 3 .5 ) ,  воз
можна ситуация, когда прямая (2 ) при всех а ,  — оо <  а  ^  
^ « о ^ + о о ,  имеет общую точку с U (рис. 3 . 6 ) — тогда 
inf (с, и) =  — оо (первого касания прямой (2) с U нет) ,  т. е.

задача  ( 1 ) не имеет решения.
Из рассмотренных случаев задачи (1) видно, что задача  

линейного программирования может не иметь ни одного реше
ния (рис. 3.1, 3.6), может иметь лишь одно решение (рис. 3.2,
3.3), может иметь бесконечно много решений (рис. 3.4, 3 .5) .

Аналогично можно показать, что множество U в задаче 
(1.15) при п — 3 является многогранным множеством, и дать  
геометрическую интерпретацию этой задачи. П редл агаем  чита
телю самостоятельно рассмотреть этот случай, а  т а к ж е  иссле
довать задач у  (1.14) при п =  2 и п — 3.

Рис. 3.5. Рис. 3.6.
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2. На примере рассмотренной выше задачи (1) нетрудно 
усмотреть, что если зад ач а  ( 1 ) имеет решение, то среди реше
ний найдется хотя бы одна угловая точка (вершина) много
угольного множества U. Ниже мы увидим, что это неслучайно: 
и в более общей задаче линейного программирования, оказы 
вается , нижняя грань функции <с, ы) на U достигается в угло
вой точке множества.

О п р е д е л е н и е  1. Точка v множества U называется у гл о 
вой точкой (вершиной, крайней точкой, экстремальной точкой) 
множества U, если представление v =  av i  +  ( 1 — а ) у 2 при v\, 

и 0 < а < 1  возможно лишь при vi =  i>2. Иначе говоря, 
v  — у гл о в а я  точка множества U, если она не является  внутрен
ней точкой никакого отрезка, принадлежащего множеству U.

Например, угловыми точками многоугольника на плоскости 
или параллелепипеда в пространстве являются их вершины; все 
граничные точки ш ара будут  его угловыми точками; замкнутое 
полупространство или пересечение двух замкнутых полупрост
ранств не имеют ни одной угловой точки.

В зад ач ах  линейного программирования понятие угловой 
точки играет фундаментальную роль и лежит в основе многих 
методов решения таких задач . В дальнейшем мы будем под
робно исследовать каноническую задачу (1.14). Поэтому на
чнем с изучения свойств угловых точек множества

U =  {и £= Еп: ы > 0 ,  Аи =  Ь}, (3)

где А — матрица порядка m  X  п, А Ф  О, b — вектор из Ет. Ниже 
будет показано, что множество (3 ) ,  если оно непусто, имеет хо
тя  бы одну угловую точку (см. теорему 5.1). Возникает вопрос, 
к а к  узнать , будет ли та или иная точка множества (3) угловой 
точкой? Приведем один достаточно простой алгебраический 
критерий угловой точки множества (3). Д л я  этого вначале обо
значим /-й столбец матрицы А через Л/ и запишем систему 
уравнений Аи =  Ь в следующей эквивалентной форме:

AiUx А2и2 +  . . .  -\-Апип — Ь. (4)

Т е о р е м а  1. Пусть множество U опр е д ел ен о  условиями  
(3 ) ,  Л ф  0, г — r a n g  Л — ранг  матрицы А. Для того чтобы точ
ка v — (и 1, и2, . . . ,  у " ) е  U была у гловой  точкой множества U, 
н е о бх одимо  и д остаточно, чтобы существовали номера. j\, . . . ,  /V,
1 ^  jt =£= п, I =  1 . г, такие, что
Л/,»*1 - f  Л/2с/ 2 +  . . .  +  A/rv tr =  b) v ! =  0 при 1 Ф 1 1 , / = 1 ,  г, (5)

причем столбцы Л/,, Л/8, . . . ,  Л/г линейно независимы.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть v  — у г 

л о в а я  точка множества U. Если v — О, то из условия О е ( /
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следует b — 0. Т ак  к ак  АфО,  то г — rang/4 ^  1 и существую т 
линейно независимые столбцы Л/,, . . . ,  Ajr. Отсюда имеем 
Л/, • 0 +  А/2 • 0 +  • • • +  Л/г • 0 =  0. Д л я  случая v =  0 соотноше
ния (5) доказаны.

Пусть теперь i/ ^ O  и пусть г/1, v lk — все положитель
ные координаты точки v. Отсюда и из условия Av =  6 с учетом 
представления (4) имеем

А/У1-h Af2v/2 +  . . .  +A ,kv ,k =  b\ v1 =  0 при l = \ , k .  (6>

П окаж ем , что столбцы Л/,, Л/2, . . . ,  Ajk линейно независимы. 
Пусть при некоторых ось • ■ •, имеет место равенство

а , Л/, + о 2Л/2+  . . .  + a kAjk =  0. (7>

Возьмем точку г>+ =  . . . ,  о " ) с координатами v ^  =  v ' p +  г а р, 

о^ =  0 при j¥=jp, р =  1 , k и точку =  (i>|_...........v l )  с координа
тами v fp =  v lp — еар, v !_ =  0 при /V=/p, р =  1, k. Так к а к  v lp >  О,
p — l ,k ,  то при достаточно малых е > 0  будем иметь v+ ^  О,. 
V— ^  0. Кроме того, умножая (7) на - f e  или —е и ск л ад ы в ая  
с (6) ,  придем к равенствам Av+==b, Av- =  b. Таким образом, 
и + е [ / ,  v -  е  U. Очевидно, v  =(t>+ - f  v J ) /2, т. e. v =  av+-}~ 
+  ( 1 — a ) v -  при, a  — 1/2. По определению угловой точки э т а  
возможно лишь при v+ =  V- == v, что в свою очередь означает, 
что a i  =  ос2 =  . . .  =  a*  =  0. Таким образом, равенство (7) воз
можно только при oci =  . . .  =  ос* =  0. Линейная независимость
столбцов Л/............  Ajk доказана. Отсюда следует, что k ^  г.

Если k — r, то соотношения (6) равносильны (5 ) .  Если k <  
С  г, то добавим к столбцам Л/,, . . . ,  A/k новые столбцы 
Ajk+l, . . . ,  A/s матрицы Л так , чтобы система Л/ , , . . . ,  А/к , 
^/*+1> •••> была линейно независимой, а при добавлении 
любого другого столбда Л/ эта система становилась линейно 
зависимой. Тогда система А ,̂ . . . ,  А/$ образует некоторый б а 
зис линейной оболочки векторов Л ь . . . ,  Л„. Размерность л и 
нейной оболочки векторов Л ь . . . ,  Л„ равна рангу матрицы Л, 
так  что s =  /• =  r а n g Л .  Добавив к первому равенству (6 ) 
столбцы A/k+l, . . . ,  Ajr, умноженные соответственно на v 'k+[ —
=  0 ........... iA  =  0, из (6) получим соотношения (5 ) .  Необходи
мость доказана.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть некоторая точка v =  ( v l, . . . ,  v n) 
удовлетворяет условиям (5 ) ,  г д е Л / (, . . . ,  Л/г — линейно н еза 
висимы, г — rang  А. Пусть v =  av\-\-(\— a ) v 2 при некоторых
01, » ! e t / ,  0 <  а  <  1. Покажем, что такое представление воз
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можно только при Ui =  v% — v. Сразу ж е  заметим, что если 
v 1 — 0, то из этого представления с учетом неравенств 0 *< а  <  
<  1 , v ( ^ 0 ,  v !2^ 0  получим 0 ^ a v {  +  (1 — а) v l2 =  v 1 =  0, что 

возможно лишь при v ll =  v l2 =  v l =  0. Таким образом, для 
получения равенства v  =  v\ — v2 остается еще доказать , 
что v{ =  v f2 =  v ’ и при тех /, для которых v> >  0. По условию
(5) у  точки v положительными могут быть лишь координаты 
v ’1, . . . ,  v ’r. Произведя при необходимости перенумерацию пе
ременных, можем считать, что v 1' >  0, . . . ,  v !k >  0, tA+' =  0, . . .

v tr =  0 (случаи k =  Q или k =  r здесь не исключаются). 
Тогда (4) можно переписать в виде Л/ ^ i  +  . . .  +  Ajkv !k =  ь. 
Кроме того, учитывая, что по доказанному v[ =  v !2 =  0 при 
всех j  ф  jP, p =  l ,k,  равенства Avi==b т ак ж е  можно записать 
в виде 4- ••• -b Aikv lik =  b, i =  1 , 2 .  Вспомним, что век 
торы Л / j ,  . . . , A j k линейно независимы. Поэтому вектор Ь может 
линейно вы р аж аться  через Л/х, . . . ,  Л/й единственным спосо
бом. Это значит, что v ip  =  v [ p  =  v ’2p  для  p =  \,k. Тем самым 
установлено, что v =  v\ — v2. Следовательно, v — угловая  точка 
множества U. Теорема 1 доказана.

О п р е д е л е н и е  2. Систему векторов Л/1 ( . . . ,  А/г, входя
щих в первое из равенств (5 ),  называют бази сом у гл о в ой  точки 
v,  а соответствующие им переменные v !\ . . . ,  v >r— ба зи сны
ми координатами угловой точки v. Если все базисные координаты 
угловой точки положительны, то такую угловую точку назы
вают невырожденной .  Если ж е среди базисных координат
v 1', . . . ,  е/г хотя бы одна равна нулю, то так ая  угловая  точка 
называется вырожденной.  При фиксированном базисе Л^, . . .
. . .  , Л/ переменные мЛ...........и*г называются базисными п е р е *
менньши  угловой точки, а остальные переменные и* — н е б а 
зисными  (свободными) переменными.

Из теоремы 1 следует, что невырожденная угловая точка об
л ад ает  единственным базисом — ее базис составляют столбцы 
с теми номерами, которым соответствуют положительные коор
динаты угловой точки. Если угловая точка вырожденная, то 
она может обладать несколькими базисами. В самом деле, если 
г»*1 >  0, . .  . ,  v >k > 0, /г <  г =  r an g  Л, а остальные координаты 
V1 угловой точки v равны нулю, то, к ак  видно из доказатель
ства теоремы 1 , в  базис такой точки обязательно войдут столбцы 
Л/j, . . . ,  Ajk, а остальные базисные столбцы Л/А+1, . . . ,  Л/г, 
входящие в представление (5), могут быть выбраны, вообще 
говоря, различными способами.
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П р и м е р  1. Пусть U = { u = ( u 1, и2, и3, и4) ^ Е 4\ W ^  0; 
/ = 1 , 4 ;  и1 +  и2 +  3«3 +  и4 =  3, и 1 — и2 +  и3 +  2ы4 =  1}. Обо-

Нетрудно видеть, что точки щ  = ( 2 ,  1, 0, 0) и и2 = (  0, 5/3, 0, 
4/3) являются невырожденными угловыми точками множества 
U, причем точке щ  соответствует базис А ь Л2, а точке ы2 — ба
зис Л2, Л4; у гловая  точка и3 =  (0, 0, 1 , 0) вырожденная и ей со
ответствуют базисы Аи А3 или Л2, Л3 или Л3, Л4; точка и4 =  
=  (5, 0, 0, —2) не является угловой для  множества U, т а к  к ак  
ы4 ^  {У.

Так как  из п столбцов матрицы А можно выбрать г  линейно 
независимых столбцов не более чем С гп способами (С гп  — число 
сочетаний из п  элементов по г ) ,  то из теоремы 1 следует, что 
число угловых точек множества (3) конечно. Кроме того, к ак  
увидим ниже (см. теоремы 6. 1 , 6.2 ) если U ф  0  и inf (с ,  и) >

>  —оо, то эта нижняя грань достигается хотя бы в одной угло 
вой точке множества (3). Это значит, что каноническую задач у
(1.14) можно попытаться решить следующим образом: 1) найти 
все угловые точки множества (3) — для  этого можно бы, на
пример, рассмотреть С'п  систем вида (5) и проверить, будут  
ли выбранные столбцы Л/,, Л/г линейно независимы и бу
дут ли соответствующие решения системы (5) неотрицательны
ми; 2 ) вычислить значение функции У (« )= < с , и} в каж дой  из 
угловых точек, число которых, к а к  мы знаем, конечно, и опре
делить наименьшее из них. Однако такой подход к решению 
задачи (1.14) практически не применяется, т ак  как  д а ж е  в з а 
дачах  не очень большой размерности число угловых точек мо
ж ет  быть столь большим, что простой перебор всех угловых 
точек множества (3) может оказаться  невозможным за  р азум 
ное время д а ж е  при использовании самых быстродействующих

Тем не менее идея перебора угловых точек множества о к а 
залась  весьма плодотворной и послужила основой ряда  мето
дов решения канонической и других задач  линейного програм
мирования. Одним из таких методов является  так  называемый 
симплекс  — метод. Название этого метода связано с тем, что он 
впервые разрабаты вался применительно к задачам  линейного 
программирования, в которых множество U представлял собой

симплекс в Еп: U =  | и =  {и1, . . ип): и ^  0, и1 =  1 | ; затем

метод был обобщен на случай более общих множеств U, но пер
воначальное название за ним т ак  и сохранилось; в литературе

значим

ЭВМ.
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этот метод часто называю т еще методом последовательного 
улучшения плана.

О казывается, с помощью симплекс-метода можно осущест
вить упорядоченный (направленный) перебор угловых точек 
множества (3 ),  при котором значение функции <с, « )  убы вает 
при переходе от одной угловой точки к другой, и при этом, р ас 
смотрев лишь относительно небольшое число угловых точек, 
уд ается  выяснить, имеет ли задача  (1.14) решение и, если имеет, 
то найти его. Кроме того, к ак  увидим ниже, симплекс-метод 
может быть использован т ак ж е  и для определения угловой точ
ки множества (3).

§ 3. Симплекс-метод

1 / Перейдем к описанию симплекс-метода для решения к а 
нонической задачи (1 .14) :

(с,  и ) - » - inf; и <=U — {и ^  Еп\ u ^ O ,  Au =  b). (1)
В (1.14) предполагалось, что матрица А имеет порядок m X n .  
Тогда г  — r an g  Л ^  min {т; «}. Предполагая, что из системы 
(Аи)1 — b1, i — 1 , т, исключены линейно зависимые уравнения, 
можем считать, что матрица Л имеет порядок r'X.rt, г — r an g  Л. 
Тогда г ^ п .  Если г =  п, то система Аи — b будет иметь един
ственное решение и и множество U будет либо пустым (если не 
соблюдается ограничение ы ^ О ) ,  либо будет состоять из одной 
точки (если ы ЗэО) — в этом случае задача  минимизации J  (и) 
на U становится малосодержательной. Поэтому будем считать 
г  <  п. Тогда система Аи — Ь запишется в виде 

(  ОцН1 +  ••• +  Я|пиП — Ь1,
] ................................  (2)
I ап их +  . . .  +  arnun =  Ьг, 

где г  — ran g  Л <  п.
Пусть известна некоторая угловая точка v =  ( у 1, v2, . . . ,  v n) 

множества U. Перенумеровав при необходимости переменные, 
без умаления общности дальнейших рассмотрений можем счи
тать, что столбцы Л 1( Л 2, . . . ,  А, матрицы Л являются базисом 
точки v, а переменные и 1, и2, . . . ,  иг — базисными переменны
ми. Обозначим

и1 п1 ' с ‘ аи
м2 V2 сг а21 

ап

и —

У

V —

V

с —

СГ

А,—

(ац ... Щг \
..................) =  (Л, Л* . . .  Лг).
а г  | . . .  а „  /
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Тогда систему (2) можно переписать кратко так :

А\их +  . . .  +  Arur +  v4r+iMr+1 +  . . .  + Л „ ы л =
=  Вй -f- Ar+\Ur+x -f- . . .  -f- Antin =  b. (3)

Так к а к  столбцы Аь А, линейно независимы, то d e t B = ^ 0
и, следовательно, существует обратная матрица В -1. Кроме то
го, согласно теореме 2.1 небазисные координаты v r+1, vn
угловой точки у равны нулю, т а к  что и==( о ) >  гДе ^ ^  О-
Тогда из (3) следует, что базисные координаты v  удовлетво
ряют системе Bv =  b, откуда имеем v =  B~lb ^ 0 .  Учитывая 
последнее равенство, умножим систему (3) на В - 1  слева и по
лучим- следующее соотношение м еж д у  базисными переменными 
й и небазисными переменными ur+l, ип:

й +  Ё  В _ 1Лйы* =  В _16 =  у >  0.
k - r+ l

(4)

Обозначим: (B _M * )S =  — s -я координата вектора-столбца 
B~xAk, s  =  1, г, k — г  +  1, п. Тогда уравнение (4) можно запи
сать в покоординатной форме

+  Y i . r + iu ' +1 +  • • •  + Y ! n « n =  w1.

+  Y2. r + l « /'+1 +  • • •  + V 2 n Un = V 2,

+ Yi,r+iMr+1+ ••• +Y inUn =  vl,

Ur  +  Yr. r+iMr+l +  • . .  +  y r n u n  =  0*.

(5)

Перенося в (4) и (5) слагаемые с небазисными переменными 
вправо, получим выражение базисных переменных через неба
зисные в векторной форме

- 0 -  Zfc—r+1
В~хАкик (6)

и соответственно в покоординатной форме
/ч- i __

'ч- i __

— Y\kUk —

— YifcM* ~

Yr, r + l « r + I - —  Y rkU —

—  Y\n11 .

— VmUn,

—  Y rkUn .

(7)

Подчеркнем, что системы (3) — (7) являю тся эквивалентными 
переформулировками исходной системы (2 ) .  Заметим т а к ж е ,  что 
если заранее знать номера базисных переменных, то д л я  полу-



чения из (2) соотношений (7) можно воспользоваться извест
ными методами [2, 39, 64] (например, схемой Ж ордана). О том, 
к а к  определить угловую точку и номера ее базисных перемен
ных и к а к  привести систему (2) к виду (7 ) ,  будет рассказано 
ниже в § 5.

П ользуясь соотношениями (6) или (7 ) ,  функцию J{u) =П
— {с, и) =  X  c tui можно выразить через небазисные переменные: 

Ци) — ( с , € — Y  В - 1Л2ыг\ +  Yj CiU1 —
\  i - r + l  / i - r + l

=  (с, у)— Y  «с , в ~1 а ) - а ) и 1.1-Г+ 1
П оскольку <с, v ) = ( c ,  v ) =  J ( v ) ,  то

- J(u )  =  J ( v ) ~  t  (8)
i - r + l

где
г

Д, =  ( с ,  B ~ lA t)  — C1= ' Z  Csy sl — с i. (9)
S — 1

Кстати, заметим, что величины Д,- имеют смысл и при i — 1 , г; 
тогда Д/ =  <С/, 6i> — с,- =  0, т ак  как  по определению обратной 
матрицы B ~ xAi  — е,-, i =  1, г, где е,-— i-й столбец единичной 
матрицы порядка г УС г.

Входящ ие в (5 ) ,  (8) величны y Sk, v l, Д,- удобно записать 
в виде табл. 1 , которую принято называть симплекс-таблицей, 
соответствующей угловой точке v. Д ля  дальнейшего полезно 
заметить , что величины y Sk = ( В - М*)®, Д* =<с, — Ci пол-
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Т а б л и ц а  1

Базисные
перемен

ные
1/1 и1 us иг иг + 1 u k ui „я Свобод

ные члены

и 1 1 0 0 0 Yt. г+1 У\к . . . Yi/ Yin О1

и ‘ 0 1 0 0 Yi> r+i У Ik УН У1п V1

и 3 0 0 1 0 Ys. г +1 Y sk У s i У sn Vs

и г 0 0 0 1 У г, т* 1 У rk У r l У г п v r

Ф ункция 0 .... 0 0 0 Аг+1 . . . Д к А/ Ап m
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ностью определяются заданием А, с  и базиса угловой точки и 
не зависят  от Ь.

Таким образом, каноническая задача  (1) может быть т е 
перь сформулирована в равносильной форме через небазисные 
переменные: минимизировать функцию (8) при условиях (6) 
(или ( 7) )  и, кроме того, и ^  0. Конечно, от такой переформули
ровки задача ( 1 ) проще не стала, но в новой ее формулировке, 
оказы вается , легче проследить за тем, к ак  изменяется функция 
J (и) при изменении небазисных переменных, и можно попы
таться  выбрать эти переменные так , чтобы в новой точке w  е  
е  U было J (w )  <  J ( v ) .  Однако если мы начнем изменять все 
небазисные переменные сразу, то вряд ли сможем проследить 
и за  изменением функции / ( « )  и за соблюдением ограничений 
и ^  0. Поэтому мы попробуем изменить лишь одну из небазис
ных переменных, скаж ем , переменную uk, г  +  1 ^  k ^  п, а 
остальные небазисные переменные положим равными нулю. 
Тогда из соотношений (7) получим

и1 =  V1 — y ikuk, . . . ,  и{ =  v l — у 1кик, u * = v s —y skuk, . . .
. . . ,  иг =  v r — у гкик, иг+1=  . . .  = M ft-1 =  « fe+1=  . . .  = и п — О,

( 10)
или короче

й =  д — (В~'Ак)и.к, и1 =  0, j  =  r + l , n ,  j¥=k, (И )

а функция (8) запишется в виде
/ (« )  =  / (v) - А кик. ( 12)

Наша ближайшая задача : выбрать номер k, г  +  1 ^  k ^  п, 
и величину ик ^  0 так , чтобы новая точка w,  у  которой k-я 
координата равна «*, а остальные координаты определяются 
равенствами (10), удовлетворяла требованиям Aw =  b, w  ^  
^  0, J ( w ) ^ J ( v )  (будет еще лучше, если удастся  получить 
/ ( ш ) <  J{v) ) .  Что касается  первого требования Aw — b, то к а к  
видно из соотношений (7 ) ,  равносильных (2) ,  оно будет выпол
няться при любом выборе ик. Анализируя знаки величин А*, 
y Sk, нетрудно выяснить, можно ли удовлетворить оставшимся 
двум  требованиям: w  ^  0, J ( w ) ^ . J ( v ) ,  и у к а з а т ь  правило вы 
бора нужного номера k и нужной величины ик ^  0. А именйо, 
рассмотрим следующие три взаимоисключающих случая I— III.

С л у ч а й  I. Справедливы неравенства

Аг =  (с , В~1А{)  — с { ^  0 при всех i — r -\ -\ ,n ,  (13)

т. е. в нижней строке симплекс-таблицы 1 все А/ неположитель
ны. К ак  видно из (12), тогда невозможно добиться неравенства 
/ (и) <  / (v)  при взятом выше специальном способе изменения 
переменных ( 10) ни при каких k, и ик >  0.



Однако это обстоятельство не должно огорчать нас, т ак  к ак ,  
о казы вается , при выполнении условий (13) рассм атриваемая  
точка является  решением задачи (1). В самом деле, д л я  любой 
точки u ^ U — {«: и ^ О ,  Аи =  Ь} с учетом представления (4)Г П
и неравенств (13) имеем / (и) — {с, и)  =  £  с , и 1 ^

г=1 <=г+1
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п / п у
( с , й ) +  £  ( с ,  В~хА/)и1 =  ( с ,  й +  £  В~хАки1)  =  (с,  о) =

i —г+1 V \ l = r + 1 /
=  /(&). Таким образом.. / (« )> -  /(и) при всех и е £ / ,  т. е. у —■ 
решение задачи ( 1 ).

С л у ч а й  II. Существует номер k, г +  1 ^  k ^  п, такой, что

ДА >  0 и при всех г ' = 1 , г ,  т. е. В _1Лй ^ 0. (14)

Это значит, что в симплекс-таблице 1 в k-м столбце, где нахо
дится Л* >  0, нет ни одного положительного числа у,*. В этом 
случае при всех ик ^  0 точка и, определяемая формулой ( 10) 
(или ( 1 1 ) ) ,  будет иметь неотрицательные координаты и, следо
вательно, будет принадлежать множеству U. Тогда, к ак  видно 
из (12) , J  (и) — J ( v )  — Акик -> —оо при uft-> + oo . Это значит, 
что i nf ( с ,  и) — — оо, т. е. з адача  ( 1 ) не имеет решения.

С л у ч а й  III. Существуют номера k, i, г  +  1 ^  k ^  п, 1 ^  
^  i ^  г, такие, что

Ak>0,  y ik>0 .  (15)

Это значит, что в k-ы столбце симплекс-таблицы 1, где находит
ся  Д* >  0, имеется хотя бы одно положительное число 
В этом случае множество индексов

/* =  {*': Yift >  0}

непусто. Тогда для точки и, координаты которой определяются 
формулами ( 10) ,  согласно ( 12) при любом ик >  0 будем иметь 
J ( u )  =  J{ v )— ДkUk < . J ( v ) .  Остается лишь позаботиться о вы
полнении условия и ^  0. К ак  видно из формул (10) при ^  
^  0, т. е. 1 ф 1 к> будем иметь ul =  v l — yikUk - ^  v ‘ ^  0 при лю
бом выборе ик ^  0. Если ж е  y ik >  0, т. е. i е  1к, то при слиш
ком больших значениях ик, а именно, при ик >  min v ll y ik ве-

личина и1 — v l — y ikuk станет отрицательной хотя бы для  одно
го номера i е  1к- Таким образом, для обеспечения условия 
и ^ 0  для  точек, определяемых формулами ( 10) ,  нужно ик 
в зять  так ,  чтобы 0 ^  uk ^  min v 4 y ik. Пусть

imIk
m i n — , s e / t . (16)
i ^ l k Vik Ък
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Т ак  к а к  множество /* непусто и конечно, то хотя бы один такой 
номер s существует. Величину у,к, где номера k, s  определяют
ся из (15), (16 ) ,  называют ра зр ешающим элементом симплекс- 
таблицы 1 .

Зафиксируем один из разрешающих элементов y s* и в фор
м улах  (10), (12) положим ик =  Vs/ysk. Получим точку до =  
=  (до1, . . . ,  до") с координатами

В силу формул (7 ) ,  (10) и условия (16) ясно, что w  е  U. П ока
жем , что w  — угловая  точка множества U с базисом

получающимся из базиса точки v  заменой столбца А, на Л*. 
Учитывая, что до* =  w r+i =  . . .  =  до* - 1 =  доА+> =  . . .  == w n =  0, 
условие Aw =  Ь можно записать в виде Axw x - f  . . .  -f- 
+  Л5+1ДО5+1 -f- . . .  +  Arw r -f- Akw k — b. Согласно теореме 2.1 
остается показать, что система векторов (19) линейно незави
сима. Пусть для некоторых чисел a j , __ _ a,~i, a s+\, . . . ,  a r, a*
оказалось, что

° i ^ i  +  • • •  +  a s _ i ^ s_ i  +  a i + (/4J + i - f-  . . .  - f-  a r ^ r  a h^ k  ~  0* ( 2 0 )

Но система A\, . . . ,  As, Ar является  базисом точки v  и, сле
довательно, линейно независима. Тогда последнее равенство 
возможно лишь при а { +  a kyik =  0, i — 1 ~  i Ф  s; a ky sk =  0. Но

и с соответствующим значением функции

/ (до) =  (с , w) =  J  (0) — Aau7y ,к <  J  (v ). (18)

(19)

Г Г

Поскольку Ак =  ВВ~1Ак =  £  Л, ( £ " 1Л*)' =  £  y ikAh то из (20)

следует

г г г
i~\
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7 s* >' 0, как  разрешающий элемент, поэтому а* =  0. А тогда 
все остальные а,- =  0 ,4  =  1, г, i=£s. Таким образом, равенство
(20) возможно лишь при а х =  . . .  — a s-\ =  a s+i — . . .  =  a r =  
=  а* =  0, т. е. система (19) линейно независима. Тем самым 
показано, что w  — угловая  точка множества U, причем система
(19) является ее базисом, а и1, . . . ,  us~\ us+1...........ur, ик — ее
базисными переменными.

Пользуясь соотношениями (7 ),  нетрудно выразить новые ба
зисные переменные и\ . . . ,  us_1, us+1, . . . ,  ur, uh через осталь
ные, небазисные переменные. Д ля  этого из s-ro уравнения си
стемы (7) нужно выразить переменную ик:

Г  (21)У sk У sk Z-I y sh '
/=/•+1

(здесь и ниже £ '  означает, что суммирование ведется по 
всем / =  г +  1 , п, исключая / =  k) и затем подставить ее 
во все остальные уравнения этой системы. С учетом равенств 
(17) получим

П
u‘ =  v l — X  Уци’ =1-Г+ 1

/=г +1 \  ! =Г + 1 /

= * < у  <2 2 »
i = r + 1

для  всех i =  1, . . .  , s — 1, s +  1, . . . ,  г. Аналогично, подставляя 
выражение (2 1 ) для  ик в (8) ,  функцию J (и) т акж е  можно вы 
разить через новые небазисные переменные:

т - т -  £ % * ) -
/ = Г+1 \ / = /*+1 '

- '  (“ ) -  ( -  t r )  ■ ■ -  Г ’ ( Д' - Д* ^ г )  (23)
/ - Г + 1

здесь мы учли равенство (18). Таким образом, базисные пере
менные угловой точки w  и значение функции J (и) выражаю тся
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через небазисные переменные этой точки по следующим фор
м улам :

и1 =  w l — y'lsus — y [ r+lur+i — . . .  — Yl —

-y ' i ,k+ iuk+l-  ••• - Y > n.

u l =  w l y'isus y'{ r+1Mr+1 . . .  - Y —

У i, k+iuk+l •••

US-1  == l y S - 1 Y j _ l , s« S — Ys_l ,  г+1иГ+1 • • •  Ys_l ,  k - l U>t~l

. . .  У$-\,пиП> 
» S+' =  ^ +' - V ' S+l , s u S - y ' s + U r + l u r + i -  • • •  “  Ys+1, k - l u k ~l ~

'  k+i f  nYs+U fe+i и . . .  >

= is? — Y; sus — Y',,+ittr+i — . . .  — y;, *_!«*"* —

- y ; . * +1«*+ i - . . .  - y ' rnun, 
uk — wk y'ksus — y'k r+1«r+1 . . .  - Y f t , * - ^ - 1 —

. . .  - y

/ (« )  =  / (до) — A '« s — A'+1« r+I — . . .  — A '_ jU^-i —

—  Д '  —  —- A /u fl

где до1, . . . ,  ю*-1, до*+1, . . . ,  w r, w k и /(до) определяются форму
лами (17), (18),  a y'iJt Ay получаются из (21) — (23) приравни
ванием коэффициентов при соответствующих неизвестных:

=  ' “ 1 . - .  * - 1 . S + 1 ...........*  y ; . - — : <24>

Yi/~ Yi/ — ysr i =  1» • • •» s — 1, s +  1, . . . ,  r; y

(25)
j  — r +  1, . . . ,  k — l, k +  \..........n\

=  A'j =  A j - A k^ ,  j  =  r + l ,  . . . ,  k - \ ,  k+\,  . . . ,  n.
(26)

Табл. 2 представляет собой симплекс-таблицу новой угловой 
точки w.  Таким образом, один ш аг симплекс-метода, заклю чаю 
щийся в переходе от одной угловой точки v  м нож ества U.

5  Ф5 П, Васильев
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к другой угловой точке w,  описан. Этот шаг формально можно 
истолковать к ак  нереход от одной симплекс-таблицы 1 к  следую 
щей симплекс-таблице 2 по формулам (17 ) ,  (18), (24) — (2 6 ) ,  
в которых разрешающий элемент ysk определяется условиями 
(15) — (16).

Эти формулы перехода были получены в предположении, что 
базисные переменные угловой точки v имеют номера 1 , 2 г. 
Нетрудно видеть, что если базисные переменные точки v  имеют, 
ск аж ем , номера /ь /г, . . . ,  /V, 1 ^  /i <  /2 <  . . .  <  jk то
можно выписать формулы

и1* =  v !i — X  у ikU, i = \ , r ,  / (« )  =  /(£>)— £  AftM*.
kf£‘v k^ Jv

выражающие базисные переменные и функцию J (и) через не
базисные переменные и аналогичные формулам (5) — (9 ) ;  здесь

Iv == {/l» /*2> • • • I /г}» Vik === ^к) > I :==z 1 » Г, k- ^  /0,
B =  (AtlAi2 . . . A /r), v >l =  (B~lb )1, i =  Ц 7 ;

Г
А* =  Z  С / — съ k<£Iv; Ak =  0, ie= / 0; 

i - 1 ‘

табл. 3 представляет собой симплекс-таблицу точки v. К ак  и 
выше, здесь нужно рассмотреть три случая.

С л у ч а й  I.
А * ^ 0  при всех к ^  /„; (13 ')

С л у ч а й  II. Существует номер k<fclv такой, что

Д * > 0 ,  В " Ч <  0; (140

С л у ч а й  III. Существуют номера k ^ I v, j t ^ h  такие, что

Д * > 0 ,  {В~хАк)1 =  у 1к>  0. (150

К ак  и выше, нетрудно убедиться, что в случае I точка v  я в 
ляется  решением задачи ( 1 ) ,  в случае I I — inf (с ,  и) — — оо и

и
зад ач а  (1) не имеет решения, а в случае III можно выбрать 
разрешающий элемент ysk из условий

ДА> 0 , min v l ‘/yik =  v^/ysk, Ivk =  {г: j ,  <== Iv , у 1к > 0}, (160

аналогичных условиям (15), (16), и затем осуществить переход 
к следующей угловой точке w  по формулам, аналогичным фор
м улам  (17), (18), (24) — (26).

2. Итак, описаны правила перехода от одной угловой точки 
v  множества V к другой угловой точке хю, в которой значение

б*
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функции J ( w ) ^ J ( v ) .  Возникает вопрос, когда возможно 
J ( w )  =  J ( v )  и когда J (w)  С / ( у ) ?  Учитывая, что поскольку по 
определению номеров s  и k согласно (15), (16) А* >  0, y Sk >  О, 
а  » ! ^ 0  из-за v е  U, то из соотношений (18) нетрудно усмот
реть, что J ( w ) = J ( v )  тогда и только тогда, когда V s =  О, т. е. 
у гл о вая  точка v вырожденная. Таким образом, среди канониче
ских задач  имеет смысл выделять задачи вырожденные и не
вырожденные.

О п р е д е л е н и е  1. З адача  (1) называется н евырож д ен 
ной, если все угловые точки множества U невырожденные. Если 
хотя бы одна угл овая  точка множества U вырожденная, то з а 
дач у  ( 1 ) называю т вырожденной.

В том случае, когда задача  ( 1 ) невырожденная, все базис
ные координаты угловой точки v  будут положительны. В част
ности, тогда V s >  0  и согласно (18) 7 ( ш ) < / ( у ) .  Д алее , из 
формул (17) видно, что следующая угловая точка w  у ж е  имеет 
п — г  нулевых координат: w s - w r+1 =  . . .  =  w h~l =  w k+l =  . . .  
. . .  — w n =  0. Поэтому в невырожденной задаче все остальные 
г  координат точки w,  являющиеся базисными, должны быть по
ложительными. А тогда для всех г е / * ,  i¥=s, из формул (17) 
будем иметь: w l =  yik{vlh ik  — v s/ySk) >  0 или v i/yik >  v s/ySk> 
т ак  что минимум в левой части (16) достигается на единствен
ном номере S 6  /*. Это значит, что если номер k из условий (15) 
зафиксирован, то номер переменной us, которая выводится из 
числа базисных переменных, и разрешающий элемент y Sk симп
лекс-таблицы в невырожденных задачах  определяются одно
значно.

Итак, мы выяснили, что в невырожденной задаче с помощью 
симплекс-метода можно осуществить переход от угловой точки, 
не являющейся решением задачи ( 1 ) ,  к  другой угловой точке 
со строгим уменьшением значения функции / (« )= < с ,  и>. Учи
ты вая ,  что число угловых точек множества (2.3) конечно, з а 
ключаем, что случай III (условие (1 5 ') )  бесконечно повторять
ся не может и процесс закончится тем, что на каком-то шаге 
симплекс-метода либо 'реализуется случай II (условие (1 4 ') )  и
выяснится, что inf (с , и> =  — оо, — задача  ( 1 ) не имеет реше- 

и
ния, либо реализуется случай I (условие (1 3 ') ) ,  означающий, 
что рассм атри ваем ая  угловая  точка является решением з а 
дачи ( 1 ) .

Таким образом, показано, что если в невырожденной кано
нической задач е  известна какая-либо угловая точка множества, 
то отправляясь от нее, с помощью симплекс-метода за  конечное 
число шагов можно выяснить, разрешима ли эта задача , и если 
разрешима, то найти ее решение.
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3. Перейдем к рассмотрению вырожденных задач  (1 ) .  По
смотрим внимательнее, к чему может привести применение 
симплекс-метода, если v — вырожденная угловая точка. Если 
в этой точке реализуется случай I или II, то выводы останутся 
прежними: в случае I v  — точка минимума функции <с, ы> на 
U, а в случае II — inf {с, и) =  — °° — в обоих случаях процесс

лрекращается. Остается рассмотреть случай III. Конечно, и в 
случае III может оказаться, что базисные координаты точки v  
с номерами i е  /* будут положительными, и тогда, к а к  видно 
из формулы (18), симплекс-метод приведет к новой угловой 
точке w  со значением функции / ( в у ) <  / (и ).  Однако здесь воз
можна и худш ая ситуация, когда y sk >  0, y s =  0. Ясно, что 
гогда s g / j  и минимум в (16) или (16 ') будет достигаться 
именно на этом номере s. Из формул (17 ) ,  (18) в этом случае 
получим w — v, J ( w ) = J ( v ) .  Это значит, что в результате при
менения симплекс-метода мы оказались в прежней ж е  угловой 
гочке и лишь заменили один ее базис Аи . . . ,  Аг другим бази
сом (19).

Возникает вопрос: не приведет ли дальнейшее применение 
:имплекс-метода к бесконечному перебору базисов угловой точ
ки и? Поскольку угловая точка имеет конечное число базисов, 
го при фиксированном правиле выбора разрешающего элемента 
(например, часто выбирают разрешающим элементом т у  вели
чину y Sk, у  которой номера k, s являю тся наименьшими среди 
всех номеров, удовлетворяющих условиям (15), (16) или (1 6 ') )  
это привело бы к т а к  называемому зацикливанию,  т. е. беско
нечному циклическому перебору базисов точки v. О казывается , 
действительно существуют примеры задач  ( 1 ) ,  в которых воз
можно зацикливание (см. ниже упражнение 6.7).

Можно ли избежать зацикливания? Каким для этого должно 
быть правило выбора разрешающего элемента?

Любое правило выбора разрешающего элемента, с помощью 
которого можно избежать зацикливания в задаче ( 1 ) ,  назовем 
антициклином. К счастью, имеются достаточно простые анти- 
циклйны. Остановимся на одном из них. Пусть Vo — некоторая 
угловая  точка множества (2.3) с базисом * А^, А/2...........Л/г
К симплекс-таблице точки Vo добавим еще г  столбцов е\, е 2, . . .
. . .  , е ,  единичной матрицы'порядка г Х  г  и в результате придем 
к табл. 4. На каж дом  шаге симплекс-метода вновь добавленные 
столбцы будем преобразовывать по тем ж е  правилам, по кото
рым преобразовываются столбцы небазисных переменных, 
остающихся небазисными и на очередном шаге симплекс-метода 
(см. формулы (25), а такж е  (4 .11 ) ) .  Пусть уж е  сделано не
сколько шагов симплекс:метода с расширенной симплекс-таб
лицей и найдена очередная угловая  точка vt, пусть в результате

/
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преобразований в дополнительных столбцах вместо первона
чальных в[, . .  . ,  е, появились столбцы d\, d2, . .  . ,  d r> где d,- 
имеет координаты du, d2/, dn-, j  — l , r .  Пусть табл. 5 пред
ставляет  собой расширенную симплекс-таблицу точки vi — в ней 
для простоты изложения предполагается, что базисом vi я в л я 
ются столбцы А\, . . . ,  Аг ( к а к  уж е  отмечалось, этого всегда 
можно добиться перенумерацией переменных). Пусть А* >  О,
/* = { t :  К  i <  г, y ik >  0}=^ 0 .

Образуем множество Ikl =  f s: s e  Ik, min v /yik =  vs/ysk

В невырожденной задаче, к ак  было выше замечено, множество 
/*i всегда состоит из единственного номера s. В вырожденных 
задачах  это не всегда так , и множество h i  может состоять из 
двух и более номеров. В последнем случае образуем множество

множество h m ,  m ^  2 , и оно содержит не менее д вух  номеров, 
то образуем следующее множество:

Ниже будет показано, что в конце концов мы получим множе
ство /*<, состоящее из единственного номера s, 
причем все предыдущие множества /**, i — 1 , I— 1 , будут со
держ ать  не менее двух номеров. Выведем переменную с полу
ченным таким образом номером s из базисных и вместо нее в 
базисные введем переменную ик. О казывается , применение на 
каждом шаге симплекс-метода описанного правила выбора но
мера S позволяет избежать зацикливания, и в результате через 
конечное число шагов симплекс-метода с расширенной симплекс- 
таблицей процесс закончится реализацией случая  I или II. 
Антициклин для  задачи ( 1 ) описан. Строгое обоснование этого 
антициклина дается в следующем параграфе.

Следует заметить, что хотя среди прикладных задач  линей
ного программирования вырожденные задачи встречаются до
вольно часто, но зацикливание бы вает крайне редко. Кроме то
го, использование антициклина на каж дом  ш аге симплекс-ме
тода приводит к заметному увеличению машинного времени 
ЭВМ, потребного для решения задачи. Поэтому на практике 
чаще всего пользуются упрощенным правилом выбора номеров 
k и s из условий (15), (16) или (1 6 ') ,  причем если выбор здесь 
неоднозначный, то берут наименьшие номера, удовлетворяющие 
указанным условиям. И лишь в том случае, когда обнаруж и
вается зацикливание, принимают описанный выше или какой- 
нибудь другой антициклин, а после того, к а к  зацикливание бу
дет преодолено, снова возвращаются к упрощенному правилу

4,m+i =  /s: s<=Ikm, min d ^ y ^  =  dsJ y sk\ .
X km J

min
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выбора разрешающего элемента. Любопытно отметить, что дли
на циклов в задачах  линейного программирования меньше ше
сти не бывает.

§ 4. Антициклин

1. Как было выше замечено, с практической точки зрения проблема за 
цикливания, по-видимому, не представляет особой важности. Но с теорети
ческой точки зрения указание хотя бы одного правила выбора разрешающего 
элемента, позволяющего избежать зацикливание, принципиально важно для 
полного обоснования симплекс-метода для канонической задачи

/ (и) =  (с, и)->  inf; и е  U =  {« е  Еп: и ^ 0 ,  Au =  b). (1)

Покажем, что описанное в конце § 3 правило выбора разрешающего эле
мента в самом деле является антициклином. С этой целью рассмотрим так 
называемую возмущенную каноническую задачу

]  (и) — (с, и) -> inf; а е ( / , =  | а е  Еп: и ^  0, Аи =  b (е) =  Ь +  £

(2)
получаемую из задачи (1) возмущением правой части уравнения Аи =  Ь; 
здесь е‘ — i-я степень числа в >  0, Rt — »-й столбец какой-либо невырожден
ной матрицы R порядка г X  ''I как  и в предыдущем параграфе, предполагаем, 
что А — матрица порядка г X  и. т =  rang А <  п. Ниже мы покажем, что 
при малых е >  0 и удачном выборе матрицы R множество £/е будет непу
стым, а задача (2) — невырожденной. Затем исследуем задачу (2) при ма
лых е >  0 с помощью симплекс-метода и на основе этих исследований вы
работаем антициклин для задачи (1 ).

Л е м м а  1. Пусть матрица R невырожденная и выбрана так , что множе
ство Ue непусто при всех е, 0 ^  е ^  ео, во >  0. Тогда найдется число 
ei, 0 <  ei <  е0, такое, что 1) при всех е, 0 <  е <  вь задача (2) невыро
жденная; 2) если v (у) =  (y*(Y)> • ■ • • 0 ,l(Y ))— какая-либо угловая точка 
множества Uy, 0 <  у  <  с базисом А^ .......... Aj , то условия

A ,  v l +  A , v 2 +  . . .  +  A ,  v r =  b (е), v = 0 ,  i¥=j{, l = \ , r ,  (3) м >2 >r

при всех с, 0 ^  е <  еь однозначно определяют угловую точку v (е) = : 
=  (и1 (е ) , . . . .  ч "(е )) множества Ue с тем же базисом-, в частности, при 
е =  0 из (3) получим угловую точку а =  ч(0) множества (2.3) с базисом

Ah .........А>г
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольную линейно независимую си

стему столбцов Л ^ , A j2, . . . ,  A j  > где г — rang А. Обозначим B =  Âj /̂
A jg  . . . ,  A j   ̂— это квадратная невырожденная матрица. Тогда си
стема Аи =  6 (e ) определяет единственную точку и =  и(е) =  (и‘ (е), . . .  
. . . ,  иП(е))  с координатами « '( е )  = 0  при 1 ф й ,  I =  1, г, а остальные ко
ординаты ы (,е) =  (г/‘ (е)...........и г (е ) )  определяются равенствами и 1 (е) =»Г

и представляют собой многочлены пе-
i - i

ременной е степени не выше г, последние равенства можно записать в
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Г

й (е) =  B ~ lb (е) =  B ~ lb +  Y ,  8 lB~'Ri.
г = 1

Так к ак  det/?=£ 0, d e tB  ф  0, то det (B~'R) =  d e t S _1-det/? ф  0. Это значит, 
что все строки матрицы B - {R ненулевые. Поскольку именно элементы /-й 
строки (B~lRi)‘, (B - 'R t) 1, . . . ,  (B -'R ,) ‘ этой матрицы служ ат коэффициен
тами многочлена и 1 (е), то ясно, что ни один из многочленов и 1 (в),
/ =  1, г, не является тождественным нулю. Тогда каждый многочлен и 1 (г) 
имеет не более г положительных корней или ж е таковых вовсе не имеет. 
Пусть г) — наименьший из всех положительных корней всевозможных много
членов и 1 (е), построенных по всевозможным линейно независимым набо
рам А^, A j ,  . . . ,  A j  столбцов матрицы А. Так как таких многочленов
конечное число, то величина г) имеет смысл и г) >  0, если хотя бы один из 
этих многочленов имеет хотя бы один положительный корень; если ж е ни 
один из этих многочленов не имеет ни одного положительного корня, то 
положим Г] =  +оо.

Возьмем произвольное е, 0 <  е <  ei =  min (е0; г)}, и произвольную 
угловую точку а(е)  множества Ue с базисом А ^ ...........A j  _ Тогда базисные

координаты v (е) =  ( t/ 1 (е).......... v r (е ))  точки ^ (е ) , определяемые усло
виями A j  с/1 (е) +  . . .  +  A j v r (е) =  Bv(e) — 6 (e ) , представимы в виде

г
v (г) =  В ~ ХЬ (е) =  В ~ ХЬ +  £  в 1 ( B ~ lR t)

г- i
и, следовательно, принадлежат рассмотренному выше множеству многочленов, 
а небазисные координаты, как им и полагается, равны нулю. Из того, что 
с (е )  €= UE, следует, что у ( е ) ^  0. Но тогда в силу выбора е из 0 <  е <  et 
имеем v(e)  >  0, т. е. f ( e ) — невырожденная угловая точка множества Ug. 
Отсюда следует невырожденность задачи (2) при всех е, 0 <  е <  в). Утвер
ждение 1) леммы доказано.

Пусть tf(v) — какая-либо угловая точка множества 0 <  v <  с б а
зисом А , , . . . ,  А , , т. е. м ‘Г

A j V il (у) +  . . .  +  А} ъ1г (у) =  Bv (у) =  b (y), v (y) =  0, 1Ф\г, l = \ , r ,

где В =  ^А1 А1  ̂ . . .  A f J ,  0 (Y)= ( i/ '( y ) ..........v, r (y))- По доказанному выше v(y)  >
>  0. Покажем, что точка v(e),  определяемая условиями (3 ), является угло
вой точкой множества UB при каждом е, 0 ^  е <  ei. Д ля этого прежде 
всего заметим, что условия (3) означают, что Л у ( е ) = 6 ( е )  при 0 ^  е <  е[. 
Перепишем условия (3) в виде

» ( е )  =  В - |н Е е ' ( г 1« Д  b '( e )  =  0, 1ФП,  / = 1 ~  (4)
г= 1

Отсюда и из определения е1 видно, что ни одна из координат вектора й (е) 
не может обратиться в нуль ни при каком е, 0 <  е <  еь  Но нам уж е  из
вестно, что u(y) > 0. С учетом непрерывности й (е) тогда заключаем, что 
й ( е ) > 0  при всех е, 0 <  е <  ei. Отсюда и из (4) при е-> -+ 0  имеем

lim v (е) =  В~ 'б =  о (0) =  v 0. Таким образом, показано, что точка 
в -}-0
с ( е ) , определяемая условиями (3 ), при всех е, 0 ^  е <  8i, имеет неотрица

торной форме



138 ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕИНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ [ГЛ. 3

тельные координаты. Следовательно, v (г) е  £/е, 0 ^  е <  ei. Из (3) с по
мощью теоремы 2.1 заключаем, что t f ( e ) — угловая точка множества 
Ue с базисом A j  , . . . ,  A j  при каждом е, 0 ^  е <  ei. Лемма 1 доказана.

2. Предполагая, что условия леммы 1 выполнены, рассмотрим подробнее 
один шаг симплекс-метода для задачи (2) при фиксированном е, 0 <  е <  в].
Пусть и(е) =  (и1( е ) ...........— какая-либо угловая точка множества £/е.
Без умаления общности можем считать, что столбцы А и А 2...........А ,  яв 
ляются базисом, а координаты (^ '(е ) ,  . . . ,  иг (е))  =  £/(е)— базисными коор
динатами этой точки. Согласно лемме 1 задача (2) невырожденная при
О <  8 <  8i, поэтому

б (е) >  0, ог+ 1 ( е ) =  . . .  = и п (е) =  0.
Обозначим В =  (A iA2 . . .  А г). Поскольку A v (e )  — B v(e )  =  & ( е ) , то 

v  (е) —  В~’6 (е )  >  0. Умножая уравнение Ли =  Вй  +  A r + lu r + 1 +  . . .  +  А пип—Г
«= Ъ (е) =  6 +  Z  в^/?/ на В -1 слева, получим следующее соотношение между 

/= 1
базисными переменными й =  (и1, . . . ,  иг) и небазисными переменными 
и,+ \ . . . ,  ип точки а ( е ) :

й +  £  В - % « *  =  В - 16 (е )  =  й(е)  =  В - 16 + £  е Ч б - 1 /?/). (5)
k ~ r+1 /=1

Обозначим

Yift ' d 4  ' ' o '  ' Cl

B ~ ' A k = Y2 ft , d j  —  =
d 2j , o =  B - > 6  = V2

,  c  = c 2

Y rk d r I
Тогда соотношение (5) можно переписать в следующей покоординатной 
форме:

м1 + Y i r + i « r+ 1+  ••• +  Yift«* +  ••• + Y i  =
==о' +  d u e  +  rfi2e2 +  . . .  + d  ire r,

« *  +  Y s/ -+ i«/’+1 +  . . .  + Y  +  . . .  +  Ysra«n «=

■ Vs +  ds ie +  ds 2e2 +  . . .  +  ds r er ,
(6)

u r +  Y / T + i« r + l  +  • • •  + Y r A «  +  • • •  + Y r n “ n =
: on +  dr ie  +  dr 2z 2 +  . . .  +  dr r er ,

Г
а для  базисных координат г ( е )  =  В *6 +  £  е7 (В получим

/=1

о* (е ) =  v* + £  d i l e l , i =  177. (7)
/ = 1

Далее, по аналогии с (3.8), с помощью равенств (6) или (7) нетрудно вы
разить функцию / ( « ) =  (с, и) через базисные переменные:

1 ( и ) - / ( о  ( в ) ) -  £  Д / ,  д ; =  (с, (8)
i=r+ 1 \

Учитывая, что Д( == (с, В - 'Л ;)  — Cj =  0 при i =  1, г, на основе представле
ний (6), (8) выпишем симплекс-таблицу для угловой точки и (е ) ,  выделив в
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ней для векторов d b d2.......... d, дополнительные столбцы. В результате по
лучим табл. 6.

Заметим, что точка v = ( v l.......... urt)= t> (0 )  согласно лемме 1 является
угловой для множества U с тем ж е базисом Ль . . . ,  А г, что и у  точки v(e>. 
Ясно также, что выражения (3.5), (3.8) базисных переменных й == 
=  ( « ',  . . . ,  иг) угловой точки v и функции J (и) через небазисные переменные.
ur+I...........и" получаются соответственно из (6 ), (8) при е =  0. Это значит
что выписанная ранее табл. 5 является симплекс-таблицей точки v, расши
ренной дополнительными столбцами d ............ dr\ кстати, теперь выясняется,
что элементы dtu dt2, . . . ,  dt, i-й строки табл. 5 представляют собой коэф
фициенты многочленов (7).

Опираясь на симплекс-таблицу 6, сделаем один шаг симплекс-метода из 
угловой точки v(e) для задачи (2) и посмотрим, чему это будет соответ
ствовать в задаче (1 ). Как и в § 3, рассмотрим три случая.

С л у ч а й  I. В нижней строчке симплекс-таблицы 6 величины Д / ^  0 
при всех i — г +  1, п. Тогда, как и в § 3, нетрудно показать, что t»(e) — ре
шение задачи (2 ), т. е. (с, v (е)) =  inf (с, и) >  — оо. Теперь заметим, что в

нижней строке симплекс-таблицы 5 угловой точки v =  v(0)  находятся те же 
величины Д( ^  0, i =  r +  1, п. Следовательно, v =  и (0 ) — решение задачи
(1), т. е. (с, о) =  inf (с, и) >  — оо.

С л у ч а й  II. Существует номер к, г +  1 ^  к ^  п, такой, что А* >  0 и 
Y(* ^  О ПРИ всех 1 =  1> г• Тогда, как и в § 3, нетрудно показать, что 
inf (с, и ) = — оо. Поскольку в симплекс-таблице 5 угловой точки v  =  и(0)
и« __
в столбце переменной ик находятся те ж е величины А* >  0, ^  О, i — 1, г, 
то и в задаче (1) будем иметь inf (с, и) =  — оо. Таким образом, в случае II

обе задачи (1) и (2) не имеют решения.
С л у ч а й  III. Существуют номера к, i, г +  1 ^  к п, 1 sg: I ^  г, такие, 

что А* >  0, ytk >  0. Тогда множество /* =  {«: 1 ^  i sg г, >  0} непусто 
и из условия , vl (е) и* (е) ,

m in --------  =  —-— s e / j ,  (9)
t ® ‘ к y ik Vsk

где о1 (в) задано выражением (7), определяем номер s. Так как  задача (2) 
невырожденная, то номер s и, следовательно, разрешающий элемент у®* из (9) 
определяются однозначно. Тогда, р ассуж дая так же, как в § 3, выведем 
из числа базисных переменную и3, а переменную и* введем в число базисных 
и придем к следующей угловой точке a i(e )  =  (а )* (е ), . . . ,  wn(e))  с коорди
натами

*< (е) =  с ' (е) -  о* (е) =  o' +  £  d ^  +  £  <*,/«') =
/ - 1  V  / = 1  /

=  v l - ^ * - v s + Y  ( d . ,  ds \ t > 0 ,  Z = 1 .......... s - 1 ,  s + 1 ..............r;
Ysk t—i \ ‘ I Yife s,y 

1- 1
(10)

Vs  (e )  , V  d s l  Iw R (e )  = ---------- = ----------\- > -------e ' ;
Ysk Ysk Yife

w l (e) =  0, i =  s, r +  1, . . k — 1, k +  1, . . n.
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Таким образом, в симплекс-таблице угловой точки w(e)  в столбце свободных 
членов будут находиться числа

Это значит, что дополнительные столбцы d/ симплекс-таблицы в задаче (2) 
преобразовываются по тем же правилам, по которым преобразовываются 
столбцы, соответствующие небазисным переменным, остающимися небазисны 
ми и на следующем шаге симплекс-метода (ср. с формулами (3 .25 )). Далее, 
из (8 ), (10) следует, что

Наконец, исходя из равенств (6) и пользуясь формулами, аналогичными фор
мулам (3.21) — (3.23), нетрудно показать, что остальные элементы у</. Д/ сим
плекс-таблицы 6 при переходе к следующей угловой точке ад(е) преобразо
вываются по прежним же формулам (3.24) — (3.26). Описание одного шага 
симплекс-метода в задаче (2) закончено.

Теперь вернемся к задаче (1 ). В угловой точке v =  а (0 )  в качестве 
разрешающего элемента выберем тот же элемент y Sk, который обеспечил 
выше переход от точки у (е )  к точке w(e).  Такой выбор разрешающего эле
мента в задаче (1) вполне возможен, так как в симплекс-таблице 5 угловой 
точки t> =  v (0) в столбце переменной и* находятся те ж е величины Д* >  0, 
Y(* >  0 при i s / * ,  yik ^  0 при i ^ f k ,  что и в симплекс-таблице 6, и кроме 
того, ниже в лемме 2 будет показано, что для того ж е номера s, который 
был однозначно определен из условия (9 ), справедливо равенство (3.16). Ко
нечно, в отличие от условия (9) в условии (3.16) минимум может достигаться 
и на некоторых других, не совпадающих с s номерах из /*, поскольку не
вырожденность задачи (1) мы здесь не предполагаем. С выбранным разре
шающим элементом ySk сделаем один шаг симплекс-метода по формулам 
(3 .17), (3.18), (3.24) — (3.26) и из точки v =  u (0 ) придем к следующей угло
вой точке w. Сравнение формул (3.17) и (10) показывает, что te> =  (0 ); 
ясно такж е, что расширенная симплекс-таблица угловой точки ш =  ш (0) мо
ж ет быть получена из симплекс-таблицы точки ш (е) при е =  0. Отсюда сле
дует весьма важный для дальнейшего вывод: если в возмущенной задаче (2) 
с помощью симплекс-метода совершается переход от угловой точки и(е) к 
другой угловой точке ш(е) с помощью разрешающего элемента у,к из (9 ), 
то в задаче (1) при выборе того ж е разрешающего элемента у sk произойдет 
переход от угловой точки v =  w(0) к угловой точке w =  о>(0). Рассмотре
ние случая III закончено.

3. Теперь уж е нетрудно дать обоснование антициклина, изложенного выше 
в конце § 3. Пусть о1 =  (о{, . . о™) — некоторая угловая точка множе
ства U с базисом А , .......... ..  А, . Обозначим В =  А /г ) ,  t>i =  . . .

J  (w (в)) =  / (v (в)) — Д* < I ( v  (е)).
Y S k
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так  что vi =  В~1Ь ^  0. Рассмотрим следующую возмущенную задачу :

(с, u )-> in f ; u e i / ,  =  | « :  а > 0 ,  Аи =  b (е) =  b +  ^  е ‘Л/г (12)

получающуюся из задачи (2) при R =  (A jA j^  . . .  A j   ̂=  В. Возьмем точку

и, (е) =  (ti[ (е ) .......... и" (е ) )  с координатами

t/i (е) =  vh  +  е 1; v[ (е) =  0, / ф  /,; i — ТГ7.

Напоминаем, что здесь и в (12) е' — i-я степень числа е >  0. Так как Ч| ^  0,
то ясно, что i»i (е) ^  0, причем Oi (в) =  (v*i (в)..........v! r  (е)) >  0 при всех е >  0.
Кроме того,

г г  г
Avi ( е ) =  X  A i Lv[l (8) =  Z  A it { v>i +  е ' )  =  & +  X  A h Ri =  b (®)-

Следовательно, v t (е) е  £/е при всех е >  0, причем согласно теореме 2.1 
г»1 (е) — угловая точка множества UE с тем же базисом Л у ...........Лу t что и
у точки и,. Полезно такж е заметить, что v, =  i>i(0).

Таким образом, множество Ое, образованное из множества U с по
мощью невырожденной матрицы R =  В, непусто при всех е >  0. Согласно 
лемме 1 тогда задача (12) невырожденная при каждом е, 0 <  е <  8[. При
меним к задаче (12) симплекс-метод, беря в качестве начальной угловой 
точки множества UE введенную выше точку Wi(e) и считая, что 0 С  е <  8|. 
В силу невырожденности этой задачи мы получим конечную последователь
ность угловых точек t>i(е ) , ^ ( е ) ,  . . . ,  vm(e) множество UE со значениями 
функции J (v , (e ) )  >  J ( v2(b))  >  . . .  >  J ( v m(8)), причем в последней точке 
реализуется либо случай I, либо случай II. Из проведенного выше исследова
ния следует, что если применить симплекс-метод к задаче (1) ,  беря в каче
стве начальной точки t>i и выбирая на каждом шаге те же разрешающие 
элементы, которые в задаче (12) привели к последовательности v,(e),  . . .  
. . . , v m(e), то получим последовательность угловых точек i<i =  c<i(0), v2 — 
=  иг(0), . . . ,  vm — Dm(0), причем в последней точке vm будет реализовы
ваться соответственно либо случай I, либо случай II. Выше было выяснено, 
что в случае I vm(e) — решение задачи (12), a vm =  vm(0) — решение зада
чи (1),  а в случае II обе задачи (12) и (1) не имеют решения.

Тем самым показано, что если задачу (1) решать симплекс-методом, вы
бирая на каждом шаге разрешающий элемент с помощью возмущенной за
дачи (12) указанным выше способом, то зацикливания не будет и за ко
нечное число шагов этого метода выяснится, имеет ли задача (1) решение, 
и если имеет, то оно будет найдено.

4. Однако изложенный способ, позволяющий избежать зацикливания и 
имеющий принципиальное значение для обоснования симплекс-метода, пока 
что не слишком удобен для практического использования, поскольку требует 
рассмотрения возмущенной задачи (12) при достаточно малых и заранее не
известных е >  0. Нельзя ли все-таки определить разрешающий элемент на 
каждом шаге симплекс-метода, явно не прибегая к возмущенной задаче (12)? 
О казывается, можно. Чтобы понять, как это делается, вспомним, как выби
рается разрешающий элемент y Sk в задаче (2) (или (12) ) :  сначала фикси
руется номер k небазисной переменной с величиной Д* >  0 (если таких k 
несколько, то можно из них выбрать наименьший), а затем из условия (9) 
однозначно определяется номер s и тем самым находится разрешающий эле
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мент у sk. Важно заметить, что коэффициенты многочленов v‘ {&), определяе
мые формулами (7 ), можно узнать, явно не привлекая возмущенную за д а 
чу (2), — эти коэффициенты расположены в столбце свободных членов и до
полнительных столбцах расширенной симплекс-таблицы — см. таблицы 4, 5. 
В частности, для начальной точки р, с базисом А/ A j  в силу выбора
матрицы =  . . .  Aj  )  =  В имеем rf/=  В -М / =  е/, что и отражено в
табл. 4, а в дальнейшем при переходе от одной угловой точки к следующей 
величины /'-го дополнительного столбца преобразовываются по формулам
(11), аналогичным формулам (3.25).

Таким образом, коэффициенты многочленов

—1  ̂  ̂ — fi (е) =  ci0 +  СЛ6 +  Cl2&2 +  . . .  +  С(ГЕГ
У ik

на каждом шаге симплекс-метода могут быть определены без явного привле
чения возмущенной задачи по формулам: Сщ — v'ly lt, Сц — dt/lytk, /’ ==1. г. 
Заметим, что все эти многочлены различны. В самом деле, если бы /( (е)=^ 
sc  fm(e.) при 1 ф  т ,  то коэффициенты {с</} и {ст /} были бы равны: с,-,- =  с,„/ 
или diI =  dmftiklymk, j — 1, г. Это означало бы, что пропорциона льны 1-Я 11 
т -я строки в матрице D — (d̂  . . .  dr) из дополнительных столбцов расширен
ной симплекс-таблицы. Однако это невозможно, так как на каждом шаге м ат
рица D невырожденная — она является произведением невырожденных матриц 
вида (Л ^ . . .  Aj  ■)-' на R.

Таким образом, приходим к следующей задаче: задано конечное число 
различных многочленов fi(e) =  vi (z)jyik, и требуется найти min f i ( e )

ic/fe
при достаточно малом, но заранее неизвестном е >  0. Здесь нам будет по
лезна

Л е м м а  2. Пусть дано множество многочленов ■

fi (е) =  с ,0 +  е д е  +  с ц г 2 +  . . .  +  с !гг г, 0 <  е <  В|, / e S 0,

степени не выше г, среди которых нет совпадающих-, S 0 — конечное множество 
номеров. Тогда существует число е?, 0 <  е2 е, такое, что (е) будет

l€=So
достигаться на единственном многочлене, номер которого не зависит от е, 
0 <  в <  е2. Для определения номера этого многочлена нужно рекуррентным 
образом строить множества So, S i =  fs: s e  S 0, с 0 == min С(Л , . . . ,  S m+ t =

I i s  S’j )
=  (s: s s  S m, csm =  mi n C{m\, . . .  до тех пор, пока не будет обнаружена  

I J
множество Si, 0 ^  ^  r +  1, состоящее из единственного номера s, который, 
и будет искомым номером.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если множество S 0 состоит из единственного но
мера s, то утверждение леммы тривиально. Если же S 0 состоит более чем 
из одного номера, то перейдем к рассмотрению множества S|. Из определе
ния множества S i следует, что все многочлены fs (e) с номерами s e S i  имеют 
один и тот же младший коэффициент с . = m in c ;0. Возможно, что S i — S 0.

’ i s s ,
Тогда положим e0i =  81 и заметим, что min fi (е) =  min fi (е) при всех е,

isSo ie S i
0 <  е <  бо1- Если S i ф  S 0, т. е. So \  S i Ф  0 ,  то положим

e0i =  min ( l ;  e i; (  m in cl0 — cs0 Y  s  e  S i  1 >  0,
i  V ie S ,\ S , J  )
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г
где с =  m ax V  | с ц  |. Тогда для всех s s 5 , ,  p e S 0 \ S i ,  0 <  е <  е0ь i£=S* j = j
имеем fs (& )^  Cso +  се, <  ср0 — сг ^  fP(e), т. е. fs (e) <  fP(e). Это значит, что 
m in fi (е) при всех е, 0 ■< е <  e0i, может достигаться лишь на многочленах
t'&Si
с номерами s е  S u т. е. m in ft (е) =  min fi  (е) <  fp (е) при всех е, 0 <  е <  

i s  So isS  i
<  e0i, и всех р ф. S b В частности, если S i состоит из единственного s, то 
этот номер будет искомым для всех е, 0 <  е <  е<н =  82, и лемма будет до
казана. Если же Si  состоит более чем из одного номера, то перейдем к рас
смотрению множества S 2 и т. д.

Пусть уж е рассмотрены множества S 0 3  S i Э  . . .  =  S m, 1 sg т  ^  г, най
дено число Вот >  0 и показано, что 1 ) m in fi (е) =  m in ft (е) <  fp (е) для

всех е, 0 <  е <  e0m, и всех p & S m; 2 ) все многочлены fs (e) с номерами
s e 5 m имеют одинаковые коэффициенты при степенях е°, е 1...........е"1-1;
3) S m состоит более чем из одного номера. Рассмотрим множество S m+i =  
=  f s :  s е  S m, cSm=  m in cimi  Отсюда с учетом индуктивного предполо- 

I j
жения 2 ) заключаем, что все многочлены fs (e) с номерами s e S m+i имеют
одинаковые коэффициенты при степенях 8°, е 1...........ет . Возможно, что
Sm+i =  S m. Тогда положим во. m+i =  вот >  0 и с учетом индуктивного 
предположения 1 ) заметим, что m in ft (е) =  min fi  (е) <  f p (е) при всех 0 <

< е < е0, т+и Р Ф S m+ i. Если ж е S m+i ф  S m, то положим

8о, m+i =  m *n -f еот> "7ГГ Г т *п СШ — csm \ s  е  >  0.( Ve Sm\Sm+I / J
Тогда для всех s s  S m+1, p ^ S m \ S m+ь 0 <  8 <  8o, m+i. имеем /«(e) ^
^  CsO 4" ^s]8 -|“ . . . -j-Се, m—i8m—I -j- Em (Csm-\~&C) Csq “I" CslS -f" • • • ~{-Cs,m — i8m —*-f-
+  8m(cpm — ec) — Cp0 +  cPie +  . . .  +  Cp, m_ 1em- 1 +  remem — 8m+,c sC /P(e ), t . e. 
f s (e )< .  fp(e). Это значит, что m in /,• (e) при всех e, 0 <  e <  eom+i, может

достигаться лишь на многочленах с номерами s e S m+i> т. е. m in f,-(e ) =i e s 0
=  min // (е) <  fp (е) при всех е, 0 <  е <  е0, m+i, и всех p 9= Sm+i- Если 

1
S m+1 состоит из единственного номера s, то он и будет искомым номером для 
всех е, 0 <  е <  е0, m+i =  82, и лемма будет доказана. Если же S mi 1 состоит 
более чем из одного номера и т  <  г, то переходим к рассмотрению множе
ства S m+2 и т. д. В самом худшем случае мы доберемся до последнего множе
ства S r +i =  (s: s е  S r , csr =  m in с(-Д , зная, что mmf ; ( e )  =  min fi ( e ) < fp (e),

J

p ^ S r + i ,  0 <  e <  8or+i, и что все многочлены f s ( e )  при s e S , t | имеют оди
наковые коэффициенты при степенях е°, е1............ег. Однако по условию лем
мы среди многочленов {fi(e), i s S 0} нет двух одинаковых. Следовательно, 
множество S r+i будет состоять из одного номера s. Остается принять е2 =  
=  8о, г+ь Лемма 2 доказана.

Если в лемме 2  взять fi(e) =  г>'(е)/у;*, £ е /* =  S 0, и применить изло
женное в ней правило определения номера s, на котором достигается 
m in  v 1 (e)/Yife, то мы получим именно тот самый антициклин, который был

описан в конце § 3. Этот антициклин в литературе часто называют лексикогра
фическим правилом выбора разрешающего элемента. Поясним это название.

О п р е д е л е н и е  1 . Вектор а = ( а 1, . . . ,  ат ) называют лексикографиче
ски положительным и пишут а  )> 0 , если а ф  0 и первая из отличных от



ВЫБОР НАЧАЛЬНОЙ УГЛОВОЙ ТОЧКИ 145

нуля координат вектора а положительна. Вектор а е £ *  называют лексико
графически большим вектора 6 е £ я  и обозначают а >  6, если а — Ь >- 0.

Другими словами, а >  6 означает, что а 1 >  Ь1 или же а 1 =  Ь1, но а2 >  &2, 
или же а' =  Ь', а2 =  Ь2, но а3 >  Ь3 и т. д. Д ля любых а, i e £ "  выполнено 
одно и только одно из соотношений: а 6, 6 )> а  или а =  Ь. Ясно, что если
о b, ЬУ~ с, то а У- с. Упорядочение множества векторов в их лексикографи
ческом убывании вполне аналогично упорядочению слов в словарях, что и 
объясняет присутствие слова «лексикографический» в приведенном опреде
лении.

Нетрудно видеть, что в лемме 2 с помощью цепочки множеств S 0 =  S i а  
г  . . .  э  S m Э . . .  э  S j проводится лексикографическое упорядочивание векто
ров {с; =  (си, CiI, . . . ,  Си), i e S o } :  ср >  ct для всех i s S m, p g k S m, а век
тор cs с номером s из одноэлементного множества 5 ; представляет собой 
лексикографический минимум на множестве {cj, i e S o } ,  т. е. ср cs для всех 
р е  So, р Ф  s. Таким образом, согласно лемме 2 минимум конечного числа 
различных многочленов при всех достаточно малых положительных значениях 
аргумента достигается на том многочлене, вектор из коэффициентов которого 
является лексикографически наименьшим среди всех векторов из коэффициен
тов рассматриваемых многочленов.

§ 5. Выбор начальной угловой точки

Выше при описании симплекс-метода для  канонической з а 
дачи

J (и) — (с,  «)-► inf, и е  U — {и е  Еп: ы ^ О ,  Аи — Ъ} (1)
мы предполагали, что нам у ж е  известна некоторая угловая  
точка множества U и что система Аи =  Ь уж е  записана в виде 
(3.5), где г  =  r a n g  А. Возникают вопросы: к ак  узнать, не пусто 
ли множество

U =  {u(=En- . u >  0, Аи =  Ь}, (2)
где А — матрица порядка т X  п, Ъ — вектор из Ет ? Если это 
множество непусто, то имеет ли оно хотя бы одну угловую 
точку и к ак  найти ее? Как исключить из системы Аи =  b ли
нейно зависимые уравнения и привести ее к виду (3 .5 )?  Ниже 
будут даны ответы на все эти вопросы. Замечательно то, что 
для ответа на них может быть использован симплекс-метод.

1. М ожем считать, что 6 ^ 0 ,  т а к  к ак  если Ь‘ •< 0 при неко
тором t, 1 ^  i ^  т, то соответствующее г-е уравнение ( Л « ) '=
— Ь1 из (2) можно умножить на (— 1). Н аряду с основными 
переменными « = ( « ' , . . . ,  ип) введем вспомогательные (искусст- 
зенные) переменные w =  (ип+х, ип+2, . . . ,  ип+т) и в простран
стве Еп+т переменных z = ( u \  . . . ,  ип, . . . ,  ип+т) =  (и, w )  р ас 
смотрим следующую каноническую зад ач у  линейного програм
мирования:

J l (z) =  un+l +  un+2+  . . .  +  inf,

г е 7  =  | г : г = ( “ ) е £ " * в , z > 0 ,  C z ^  A u + w  =  b}.
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'  аии1 +  • . +  a lntin +  un+l =  b\
а2\и> +  • . + a 2nun + un+2

(4)

+  • . +  amnun +  un+m =  bm. '
При ип+1 = . . . = =  ип+т =  0 система (4), очевидно, равносильна 
системе Аи =  Ь. Множество Z непусто: оно содержит, напри
мер, точку zo =  (0, ft) ^  0. Более того, нетрудно видеть, что 
точка zq является угловой точкой множества Z с базисом из по
следних т  столбцов е и е 2, . . . ,  е т матрицы С — (А, Е), где Е — 
единичная матрица порядка ш >(ш , т =  r an g  С ^  rang Л =  г. 
Важ но так ж е  заметить, что из системы (4) легко выразить ба
зисные переменные w  =  (un+l, . . . ,  ип+т) угловой точки г 0 че
рез небазисные:

w =  b — Au — b — А\их— . . .  — Апип.
Таким образом, задача  (3) уж е  записана в форме, удобной для 
применения симплекс-метода с начальной угловой точкой zo. 

Т ак  к а к  / i ( z ) ^ 0  при всех z g Z ,  т о  случай in f/ i (z )  = — оо

здесь невозможен. Поэтому, взяв в качестве начальной точку 
Zo, с помощью симплекс-метода, описанного выше в § 3, за ко
нечное число шагов найдем угловую точку z* =  (ui, w\) множе
ства  Z, являющуюся решением задачи (3): у 1 =  (и}...........uf),
w i =  ( v i +l> ■••> v T+m)> in f J l (z) — J l (zt) =  v*+l +  . . .  + O ?+ » > 0.
Имеются две возможности: или 7 i ( z * ) > 0  или 7i(z*) =  0.

Если /i ( z * ) > 0 ,  то W\ ф  0 и, оказывается , множество U, 
определяемое условиями (2 ) ,  будет пустым. В самом деле, если 
бы существовала хотя бы одна точка и е  У, то точка z = (и ,  0) 
принадлеж ала бы множеству Z, и, кроме того, имели бы 7(z ) =  
=  0, что противоречит тому, что J (z) ^  7 (z *) > 0  при всех 
2 e Z .  Таким образом, при 7 i ( z * ) >  0 множество U пусто и з а 
дача  ( 1 ) не имеет смысла.

П усть  теперь 7( (z„) =  v^+[ +  . . .  +t»',t+m =  0. Тогда w x =  
=  ( y 'I+1, . . . ,  i>"+m) =  0, z„ =  (wp 0). Кроме того, по построению 
2* = ( у ь 0) — угловая  точка множества Z. П окажем , что тогда 
t » i— угловая  точка множества (2). П режде всего ясно, что из 
z* ^  0 следует v\ ^  0, а из Cz* =  b имеем Av\ =  b. Это значит, 
что v\ s  U. Рассмотрим представление

1>1 =  сш1 +  ( 1 — а ) и 2, 0 < а < 1 ,  u\ ^ U ,  u2^ U ,  (5)

и покаж ем , что оно возможно лишь при v\ =  и\ =  и2. Точки 
Z i = ( « i , 0 ) ,  Z 2 = ( m 2>0 ) ,  очевидно, принадлежат Z. Тогда (5)
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можно переписать в виде 2* =  a 2i + ( l  — a ) z2, 0 < а < 1 .  Но 
z.„ — угловая  точка множества Z. Поэтому последнее равенство 
для  2* возможно лишь при 2* =  Z\ =  z2. Отсюда следует, что

— Ui =  и2. Таким образом, Vi — угловая точка множества U. 
Тем самы м доказана важ н ая

Т е о р е м а  1. Если множество  (2) непусто, то оно имеет 
хотя бы  одн у  у гл о в ую  точку.

2. Итак, исходная угловая точка v\ множества U найдена. 
Д ля того чтобы, отправляясь от этой точки, можно было решать 
задачу ( 1 ) с помощью симплекс-метода, остается еще найти 
r a n g  Л, указать  базис точки v\ и записать систему Аи =  b 
в виде, аналогичном (3.5), т. е. выразить базисные переменные 
через небазисные. Как это сделать? Обратимся к симплекс-таб
лице 7 точки z„  которая получена при решении задачи (3) 
симплекс-методом. Так как  m =  rang  С ^  ran g  Л, то в базис 
точки г* могут входить не только столбцы матрицы А, но и 
столбцы матрицы Е (кстати, при /п >  ran g  Л в базис обяза
тельно войдут столбцы Е). Не ум ал яя  общности, можем счи
тать, что базисом точки 2* являются столбцы Л ь . .  . ,  Лг, е и . .  .
, . . ,  e m- r  матрицы С = ( Л ,  Е), соответствующие основным пере
менным и\ . . . ,  иг и вспомогательным переменным ип+х, . . .  
. .  . ,  un+m~r — именно эта ситуация отражена в симплекс-таб- 
лице 7. Подчеркнем еще раз, что из г ,  =(г>ь 0) следует, что 
i>"+1=  . . .  = о " + т  =  0 — эти равенства т а к ж е  нашли отраж е
ние в столбце свободных членов табл. 7. Н ижняя строка симп
лекс-таблицы 7, содержащ ая величины А , - ^  0, /1 (2*) =  0, х а 
рактеризующие решение г ,  задачи (3 ),  опущена — это обстоя
тельство не повлияет на дальнейшие преобразования табл. 7. 
Рассмотрим возможные здесь случаи.

С л у ч а й  I. В табл. 7 отсутствуют строки, соответствую
щие вспомогательным переменным ип+1, . . .  , ип+т, т. е. г  =  т  ^  
^  п и столбцы Л ь . . .  , Аг составляют базис точки 2* =  ( u i , 0) .  
Согласно правилу составления симплекс-таблиц тогда /-й стро
ке табл. 7 будет соответствовать уравнение

« ' +  Y/.r+1«r+1 +  • • • + Y /X  +  Y/.„+1« n+1+  ••• + Y /,n+mM"+m =  <
(6)

j  =  1 , г  =  т.

Пользуясь этими уравнениями, исключим вспомогательные 
переменные ип+\ . . . ,  ип+т из дальнейших рассмотрений. Д л я  
этого заметим, что система (6) является другой равносильной 
формой записи системы (4) — система (6) может быть получена 
из Аи -j- w =  b умножением слева на матрицу В~\ обратную 
матрице В =  (Л 1 . . .  Лг) .  Поэтому, положив в уравнении (6)



un+l =  . . .  — ип+т =  0, придем к системе

« / +  Y/>r+iи г + 1 +  . . .  + y j nu n =  v {, / =  1, г  =  т ,  ( 7)

которая т а к ж е  может быть получена из Аи =  b умножением 
слева на В~1 и потому равносильна системе Аи =  Ь. Это зна- 
чит, что угловая  точка Vi имеет своим базисом столбцы Аь 
. . . ,  Аг, г  =  r a n g  Л =  т, а система Аи =  Ь уж е  записана в виде 
(7 ),  удобном для применения симплекс-метода. Резюмируя, 
можно сказать , что если в табл. 7 отсутствуют строки, соответ
ствующие вспомогательным переменным, то для  получения 
симплекс-таблицы угловой точки Vi нужно вычеркнуть из табл. 7 
все столбцы для ип+\ . . . ,  ип+п и добавить нижнюю строку из

Г ______________

Ai =  . . .  =  Аг =  О, Аг =  £  c sy si — с {, i =  г +  1, я ;  / («„)■
I

С л у ч а й  II. В табл. 7 имеются строки, соответствующие 
вспомогательным переменным, т. е. г <  т, и среди коэффициен
тов уп+р, и Р =  1> т  — r> j  — г  +  1> п> имеются положительные. 
Пусть, например, y„+it k >  О, 1 ^  i ^  т — г, г  +  1 ^  п. 
Тогда " ^

h  — i h  1 ИЛИ п +  1 +  m — г, у tk >  0} Ф  0 .

П оскольку Для всех j  е  Ik, a V[+i/yn+l k =  0, то

min v{/yik =  v t +i/yn+l' =  0. 
t ^ ik
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Базисные
перемен

ные
u i J u r u r + 1 ... u k ... a "

« • 1 0 0 Y i . r + i Yift . . . Y m

u i 0 . .. 1 ... 0 Y/. r*  l ... Y/ft . .. У In

u r 0 ... 0 ... 1 Yr ,  r+1 Yrft . . . У rn

u n +l 0 . . . 0 0 Уп+и r+i . . . Y nH i ft Ynti> n

u n+i 0 ... 0 ... 0 Yn+h  r+l ... Y/i+Ь ft . . . Yn+i> n

u n + m - r 0 . . . 0 ... 0 Yn+m — r> r+i . . . Yn + m - r i  ft ... Yn + m - r -  i
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Это значит, что любой коэффициент y n+t, к >  О, 1 ^  i ^  т  — г, 
г  +  1 ^  k sgC п, можно взять за разрешающий элемент симплекс- 
таблицы 7 и с его помощью вывести вспомогательную перемен
ную un+i из базисных и вместо нее ввести в базисные основную 
переменную ик. Из формул преобразования, аналогичных фор
мулам  (3 .17), (3.24) — (3.25), нетрудно увидеть, что из-за 
v n\-i — о в результате такого преобразования симплекс-табли- 
цы мы останемся в той ж е угловой точке г*, но ее базис Л ь . . .  
. . . ,  Аг, е  1, . . . ,  е т-г  заменится новым базисом Л ь . . . ,  Аг, е\,
. . . ,  ег-_ I, е,+1, . . . ,  e m- r, Ak. Если и в новой симплекс-таблице, 
соответствующей новому базису точки z*, на пересечении столб
цов ur+l...........uk~{, ик+\ со строками, отвечающими вспо
могательным переменным, еще останутся положительные коэф
фициенты, то взяв  любой из них за разрешающий элемент, м ож 
но вывести из базиса еще один из вспомогательных столбцов 
еь  . . . ,  е,_ь ei+i, . . . ,  ет-г  и заменить его столбцом исходной 
матрицы Л и т. д.

М ожет оказаться , что за конечное число таких операций 
нам удастся вывести из базиса точки г* все вспомогательные 
столбцы ей  ■■■, е т- г — это будет означать, что после упомяну
тых операций мы пришли к симплекс-таблице, соответствующей 
рассмотренному выше первому случаю при т  =  г а г ^ Л .  Мо
жет, однако, получиться и так  (при r a n g  Л C m  так  это и бу
д ет ) ,  что в очередной симплекс-таблице на пересечении столб
цов основных переменных, не являющихся базисными д л я  точ
ки г . ,  со строками, соответствующими вспомогательным базис
ным переменным, не найдется ни одного положительного коэф-

Т а б л и ц а  7

ип+1 ... un+i ... ип + т - г ип + т - г +1 ... ип+т Свободные
члены

0

0

0

...

0

0

0

. .. 0

0

0

Yi> n+m—г+1 

Y/i n+m—г+1 

Yr> n+m-r+i

Yl> я +m 

Y/> n+m 

Yr> n+m

v\> 0

v { > 0

v ri > 0

1

0

0

...

0

1

0

0

0

1

Yn+im+m—r+i 

Yn+i>n+m—r+i 

Yn+m-r.n+m—г+1

...

Y/t+l> n+m 

Уп+{> n+m 

Vn+m-r> n+m

u "+1 =  0 

=  0 

a " +m =  0



фициента, и тогда описанный процесс вывода столбцов {е,} из 
базиса оборвется. Это будет означать, что реализовался третий 
случай, к рассмотрению которого мы сейчас переходим.

С л у ч а й  III. В табл. 7 имеются строки, соответствующие 
вспомогательным переменным, т. е. г  <  т, но у п+р, 0 при всех 
р — I, т — г, / =  г  +  1, п. Согласно правилу составления симп
лекс-таблиц строке переменной и1, j  =  1, г, в табл. 7 соответ
ствует уравнение

и> +  Y/,r+ iw +1 +  • • •  +  Y j nu  +  • • •  +  Y/,„+m_ r+ i «  + +1 + - - .

• • • + Y Ln+m“n+m =  <  i= l7 F ,  (8)

а  строке переменной un+i — уравнение

+  “ ”+‘ +  V ,+ i, «+ ш -г+ .“ “+" ' ' +1 +

+  + V „ + , „ +m<*“ t "  =  » ; t i  =  0 .  l = \ , m - r .  (9 )

Заметим, что система (8) ,  (9) может быть получена из Аи +  
+  w — b умножением слева на матрицу, обратную матрице
(Аи Аг, ей  , е т- Т), где Ах...........Аг, е и . . . ,  e m- r — базис
точки 2„  поэтому системы (4) и (8) ,  (9) равносильны. С дру
гой стороны, напоминаем, что при ип+[ =  . . .  =  ип+т =  0 систе
ма (4) превращ ается в систему, равносильную Аи =  Ь. Поэто
му, полагая в (8) ,  (9) un+l =  . . .  =  ип+т = 0 ,  получим систему

и! -\-yj r+lur+x . . .  +Y/fc«ft+  ••• + Y  inun~ v {> /= 1>г >

___ ( 10)

Vn + i, r+l«r+l +  ••• + Y  n+t,kuk~\~ ••• + Y  п + 1.пиП =  ®> i = l , t n  r,
( 1 1 )

которая т а к ж е  равносильна системе Аи =  b.
Заметим, что в р ассматриваемом случае в (11) все коэффи

циенты у п+1 , 1  ^  0, / =  г +  1, п, i =  1, т  — г. Возможно, что в не
котором из уравнений ( 1 1 ) ,  например, в п +  t-м уравнении ко
эффициенты у п+1, i =  0 при всех j  =  r-\-\,n .  Ясно, что такие 
уравнения будут  тривиально удовлетворяться при всех и ^ Е п 
и их можно без ущ ерба вычеркнуть из системы (10), (11). По
этому можем считать, что в каждом из уравнений ( 1 1 ) имеется 
хотя бы один отрицательный коэффициент.

Пусть в п +  г-м уравнении (11) коэффициенты у п+ г S[ <  0 , . . .

- ••> Y„+i,s <  0, а остальные коэффициенты равны нулю. Тогда
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это уравнение запишется в виде

Vn+t.s +  Уп+1.,и* +  . . .  + Y „ +/, S(?« S? =  0.

Поскольку usi ^ 0  для всех u ^ U ,  a y n+i,sf <  0, / =  1, q, то 
последнее уравнение будет удовлетворяться только при us1 =  
=  0, . . . ,  Us q —  0.

Координату uk, г +  1 ^  k ^  п, назовем отмеченной,  если 
Yn+t, k <  0 хотя бы для одного номера i, 1 i ^  m — г. Таким 
образом, показано, что у системы ( 10) ,  ( 1 1 ) и, следовательно, 
у  равносильной ей исходной системы Аи =  b возможны лишь 
такие неотрицательные решения, у  которых отмеченные коор
динаты равны нулю. Поскольку отмеченные координаты уж е  
однозначно определены (они равны нулю), то их можно исклю
чить из дальнейшего рассмотрения. Д ля  этого в (10),  (11) ,  
а т а к ж е  в ( 1 ) нужно вычеркнуть все коэффициенты с\, ац, уц, 
которые умножаются на отмеченные координаты. Кстати, после 
исключения отмеченных координат все уравнения ( 1 1 ) в рас
сматриваемом случае превратятся в тривиальные тождества, и 
их т ак ж е  следует вычеркнуть.

В результате, вместо исходной задачи (1) получим новую 
каноническую задачу линейного программирования: минимизи
ровать функцию

£ с гыг + £ е У  ( 12)
i=I г<=/

при ограничениях
« ‘ > 0 ,  « г > 0 ;  « ' > 0 ,  /е=У,  (13)

и> +  £  VjkUk =  v[, / =  1, Г, (14)
*<=/

где I — множество номеров тех из ксординат « г+1, . . . ,  ип, ко
торые не являются отмеченными. З адача  (12) — (14)  у ж е  приве
дена к виду, удобному для использования симплекс-метода: ис
ходная угловая  точка (t>[...........v\, af =  0, i e / )  известна, г —
ранг матрицы ограничений (14), базисные переменны'е и\ . . . ,  иг 
легко выражаю тся из (14) через небазисные.

Реш ая задачу  (12) — (14) симплекс-методом, можно найти 
ее решение и\, . . . , u r„u t ,  i ^ l .  Добавив сюда нулевые зна
чения отмеченных координат, получим решение исходной з а 
дачи ( 1 ) .

Рассмотрение всех трех возможных случаев закончено. З а 
метим лишь, что хотя каждый из этих случаев формально охва
тывает возможность г =  п ^  т, пожалуй, следует ее выделить 
особо. Из симплекс-таблицы 7 при г  =  п, полагая ип+х — . . .  
. . .  =  ип+т =  0, получим и1 =  v\, =  и". Это значит, что
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при г =  п  множество U состоит из одной точки и =  v  1 и з а 
дача ( 1 ) становится малосодержательной.

Из проведенного анализа вытекает следующее полезное 
правило заполнения симплекс-таблиц задачи (3 ) :  если в про
цессе применения симплекс-метода к этой задаче какая-либо 
вспомогательная переменная un+i перешла в небазисные, то в 
дальнейшем из столбца un+i разрешающий элемент брать не сле
дует; более того, поскольку в дальнейшем все равно будет при
нято un+l =  0, то ясно, что столбец для un+i не окаж ет  никакого 
влияния на окончательную таблицу с основными переменными 
и поэтому его можно сразу ж е  вычеркнуть из симплекс-табли
цы. Кстати, в таблице 7 столбцы для вспомогательных перемен
ных ип+т~г+х, . . . ,  ип+т приведены лишь для пояснения д ал ь 
нейших преобразований — их нужно было вычеркивать по мере 
того, к а к  соответствующая вспомогательная переменная пере
ходила из базисной в небазисную. Заметим, что в симплекс- 
таблицах столбцы, соответствующие базисным переменным, т а к 
ж е  часто вычеркивают, так  к а к  в каждом таком столбце всегда 
находится одна и та ж е  заранее известная информация: в стро
ке, номер которой равен номеру базисной переменной, находит
ся  единица, а все остальные элементы такого столбца равны 
нулю.

Таким образом, метод построения начальной угловой точки 
и ее симплекс-таблицы для канонической задачи описан. Симп
лекс-метод для  решения таких задач полностью обоснован. С у
ществуют и другие методы поиска начальной угловой точки.

3. Д л я  иллюстрации вышеизложенного приведем один при
мер.

П р и м е р  1. Минимизировать функцию

]{и) =  их +  Зм2 +  2и3 +  ы4 — Зи5 (15)

на множестве U, определяемом условиями

и‘ >  0, ы2>  0............м5>  0; (16)

(  их +  и2 — 4и3 т  и4 — 3«5 =  3, 
i  и1 — 4«3 +  2и4 — 5«5 =  6, (17)
1 — 2м' — 5м2 +  8 и3 +  «4 = 3 .

Д л я  определения начальной угловой точки множества U вве
дем вспомогательные переменные и6, и7, и8 и в  пространстве Е8 
переменных z —(u l, и2, и8) рассмотрим задачу : минимизи
ровать функцию

(г) =  и6 -{- ы7 +  и8 (18)
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на множестве Z, определяемом условиями
и‘ > 0; м2> 0 ,  ы8> 0 ;  (19)

г  и1 +  и2 — Аи3 +  м4 — Зм5 +  и6 =  3, 
i  и1 — 4ы3 +  2м4 — 5м5 +  и7 =  6, (20)
I - 2 ы * - 5 м 2 +  8м3 +  «4 +  ы8 =  3.

Заполним симплекс-таблицу 8 для  угловой точки z o = ( 0 ,  0,
0, 0, 0, 3, 6, 3) множества Z; в этой таблице столбцы, соответст
вующие базисным переменным и6, и7, и8, опущены; в нижней

Т а б л и ц а  8

Базисные
перемен-

ные
и> В2 «3 ц4 Ф Свободные

члены

Ц» 1 1 —4 1 —3 3
и 7 1 0 - 4 2 - 5 6
и 8 - 2 - 5 8 1 0 3

Функция 0 - 4 0 4 - 8 12

строке выписаны коэффициенты функции (18) после замены 
базисных переменных и6, и7, и8 через небазисные согласно р а 
венствам (20) — эти коэффициенты, очевидно, получаются сум 
мированием величин в соответствующих столбцах небазисных 
переменных и\ и2, и5 точки zo. В табл. 8 в качестве разре
шающего элемента возьмем величину 2 из столбца и4 и совер
шим симплекс-преобразование (см. формулы (3 .17), (3 .18), 
(3.24) — (3 .26)) .  После такого преобразования переменная и4 пе
рейдет в базисные, а переменная и7 станет небазисной, и к ак  
было замечено выше, в следующей симплекс-таблице столбец 
для  и7 можно вычеркнуть. В результате получим табл. 9. Из

Т а б л и ц а  9

Базисные
переменные и 1 Ы2 «з и5 Свободные

члены

и* 1/2 1 —2 - 1/2 0
и* 1/2 0 —2 -5 / 2 3
Й**’ -5 / 2 - 5 10 5/2 0

Функция - 2 - 4 8 2 0
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этой таблицы видно, что в полученной угловой точке z\ — (О, О,
О, 3, 0, 0, 0, 0) множества Z значение функции /1 (21) = 0 .  Так 
к ак  (z ) ^  0 при всех г  eZ ,  а /1 (21) = 0 ,  то ясно, что inf Ji (2) =

г
=  *Mzi) =  0, т. е. вспомогательная задача  (18) — (20) решена.

Тогда точка v\ = ( 0 , 0 , 0 , 3 , 0 )  является угловой д л я  множе
ства И. Д л я  получения базиса точки v\ вспомогательные пере
менные и6, и8 в табл. 9 нужно вывести из числа базисных. 
В строках переменных и6, и8 на пересечении со столбцами не
базисных переменных имеются положительные величины, лю
бую из которых можно взять в качестве разрешающего элемен
та для вывода одной из вспомогательных переменных из числа 
базисных. Возьмем, например, величину 1/2 из столбца и 1 и 
строки и6 разрешающим элементом и осуществим симплекс-пре
образование табл. 9. Получим табл. 10. В этой таблице в строке

Т а б л и ц а  10

Базисные
переменные «2 иЗ Ц5 Свободные

члены

и 1 2 — 4 - 1 0
и* — 1 0 — 2 3
и 8 0 0 0 0

д ля  и8 все величины равны нулю. Как было замечено выше, т а 
кую строку без ущерба можно вычеркнуть из симплекс-табли
цы. В результате получим табл. 11. В ней строки переменных и1,

Т а б л и ц а  11

Базисные
переменные «2 м3 к5 Свободные

члены

и 1 2 — 4 — 1 0
и “ - 1 0 - 2 3

Функция - 2 —G 0 3

и4 соответствуют системе уравнений
и1 =  — 2и +  4«3 +  и5, и4 =  ы2 +  2и5 +  3, (21)

которая эквивалентна системе (17). В нижней строке табл. 11 
представлены коэффициенты, полученные подстановкой выра
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жений (21) для  базисных переменных и\ ы4 в (15):

J (и) — 2и2 +  бы3 +  3 =  — (—2) и2 — (—6) и3 +  3.

Таким образом, табл. 11 является  симплекс-таблицей угло
вой точки (0, 0, 0, 3, 0) для задачи минимизации функции (15) 
при ограничениях (16), (21) (ср. с задачей (12) — ( 14) ) .  Оста
ется решить эту задачу симплекс-методом. Впрочем, в данном 
случае из табл. 11 сразу видно, что в нижней строке нет поло
жительных величин — реализовался случай I (см. условие 
(3 .1 3 ') ) .  Это значит, что ut — (0, 0, 0, 3, 0) — решение задачи 
(15) — (17).

§ Р. Об условии разрешимости канонической задачи

Как показывает теорема 5.1, с помощью описанного выше 
симплекс-метода можно не только численно решать задачи ли
нейного программирования, но и можно доказы вать  основные 
факты теории линейного программирования. Приведем еще две 
такие теоремы.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы каноническая  з а да ча  (1.14)
была разрешима, т. е. существовала точка м* е  U такая, что
(с, « 3  =  inf (с, и) >  — оо, необходимо и достаточно, чтобы и
1) множество U было непустым; 2) функция J (ы )= < с, ы> была 
ограничена сн и з у  на U.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость очевидна. Д о каж ем  
достаточность. Из того что U Ф  0 ,  по теореме 5.1 следует с у 
ществование угловой точки множества U. Принимая эту  точку 
за  начальную, будем решать задачу  (1.14) с помощью симп
лекс-метода. Так как  по условию in i / ( « ) >  — оо, то случай IIи
(условие (3 .14)) здесь невозможен, и за  конечное число шагов 
симплекс-метода процесс завершится отысканием точки и*, я в 
ляющейся решением задачи (1.14). Теорема доказана .

Т е о р е м а  2. Если задача  (1.14) разрешима, то с р е д и  е е  
решений найдется хотя бы одна  у гл о в а я  точка множества U.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию теоремы U ф  0  и сущ е
ствует точка у» е  U такая , что (с, и.) =  inf (с, и) >  — оо. По

и
теореме 5.1 тогда множество U имеет хотя бы одну угловую  
точку. Отправляясь от одной из этих угловых точек, с помощью 
симплекс-метода за  конечное число шагов придем к угловой 
точке «*, являющейся решением задачи (1.14). Теорема 2 д о 
казана.

На этом заканчиваем изложение симплекс-метода для  реше
ния и исследования канонической задачи (1 .14). Учитывая связь
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м еж д у  общей задачей линейного программирования (1.5) и з а 
дачами  (1.14) и (1 .15), установленную выше в § 1, можно ск а 
зать , что симплекс-метод является универсальным методом ре
шения задач  линейного программирования. Однако это не зна
чит, что симплекс-метод выгодно применять во всех случаях. 
Существуют и другие общие методы, а т а к ж е  ряд  частных ме
тодов, приспособленных для  решения специальных классов з а 
дач линейного программирования, лучше учитывающих кон
кретные особенности задачи. Например, для  транспортных з а 
дач, у  которых матрица А в ограничении Аи =  Ь имеет ряд 
особенностей, разработаны специальные методы.

Подчеркнем, что всюду выше предполагалось, что исходные 
данные задачи линейного программирования: матрица А, век 
торы Ь, с  — известны точно и, кроме того, все промежуточные 
вычисления в симплекс-методе проводятся без погрешностей. Т а 
к а я  идеализация позволила нам дать строгое обоснование симп
лекс-метода , доказать  ряд  важных теорем линейного програм
мирования. Однако на практике исходные данные задаются, 
к а к  правило, неточно, промежуточные вычисления проводятся 
с округлениями, и применение симплекс-метода или других ме
тодов в конкретных задач ах  линейного программирования мо
ж ет  привести к большим погрешностям, неверным выводам. 
В частности, наличие погрешностей может сделать задачу ли
нейного программирования некорректной, и для  ее решения 
могут понадобиться специальные методы регуляризации [16]. 
К з ад ач ам  линейного программирования мы будем возвращать
ся еще в § 4.8.

У п р а ж н е н и я .  1. М инимизировать функцию и1 — и2 — и3 — и* +  2 и5 
при условиях и1 g s  0, £ =  1, 5; и1 +  3 «2 +  и3 +  и4 — 2и5 =  10; 2и’ +  6и2 +  
+  ы» +  3и* — 4 «5 =  20; Зи1 +  10ы2 + и3 +  6и4 — 7 и5 =  30.

2. М аксимизировать функцию и1 — 4ы2 + Зи3 +  10и4 при условиях и‘ ^  0, 
£ =  1, 4; и1 +  и2 — и3 +  и* =  0, и1 +  14и2 +  Юы3 — Юм4 = 1 1 .

3. Минимизировать функцию и1 +  2н2 — 2и3 +  5и* при условиях и1 ^  0, 
/ = 1 , 4 ;  и1 +  2и2 — и3 — и* =  1, —и1 +  2и2 +  Зи3 +  и4 =  2, и1 +  5и2 +  и3 —
— и4 =  5.

4. Минимизировать функцию и1 +  и2 +  и3 при условиях и1 ^ 0 ,  и2 >  0, 
и3 ^  0; ы1 +  и2 =  1, и1 — и2 =  1, Зи1 — и2 =  3.

5. М инимизировать функцию и1 +  2«2 +  Зы3 +  4и4 при условиях и‘ ^  0,
i =  1, 4; и1 +  и2 +  и3 +  и* 1.

6. М инимизировать функцию и1 +  и2 +  и3 +  “4 при условиях и1 ^ 0 ,  £ =  
=  1, 5; м1— и2 ^  0, и1 +  и2 — и3 +  ы4 — u5 ^  1. Рассмотреть эту же задачу 
при дополнительном ограничении 1 к 1 ^  2.

7. Минимизировать функцию и3 — и* +  и5 — ив при условиях ы1 +  и3 — 
—2и4 — Зм5 +  4ы6 =  0, и2 +  4 «3 — 3 «4 — 2 и6 +  и6 =  0, и3 +  ы4 +  и5 +  « 6 +
+  м7 =  1, и1 ^  0, £ = 1 ,  7 [255]. Показать, что в этой задаче можно полу
чить зацикливание, если с помощью симплекс-метода организовать перебор 
базисов в следующем порядке: (Л3, А2, А7)-*-(Аъ, At, Л7)-^-(Л3, Л4, А7)->
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-*-(/45, Л6, Л7)->-(Л1, Лб, Л2, А 7) - у (А3, Л2, А т). Применить для решения
этой задачи симплекс-метод с антициклином, изложенный в конце § 3.

8 . Обобщить симплекс-метод на случай задачи:

{с, «)->■ inf; й ё [ /  =  {«: и е  Еп, Аи =  Ь, а* <  и1 ^  р,-( г =  1, /г},

где а,-, р/— заданные величины, ш =£: Р/, ( = 1 , га (возможно, некоторые из
а,- =  — оо и некоторые из Р/ =  + о о ) .  ____

9. Пусть U =  {и: и ^ Е п, (щ,и) sg  bl, i - 1 , m}, т  ^  п. Показать, что 
точка v ^  U является угловой для U тогда и только тогда, если в точке v 
обращаются в точные равенства не менее чем п из неравенств (а/, у) ^  Ь‘, 
среди которых есть га линейно независимых.

10. Исследовать возможность обобщения теорем 5.1 и 6.1, 6.2 на случай 
задач (1.5), (1.15).

11. Требуется составить наиболее дешевую смесь, содержащую ие менее Ь‘ 
единиц i-го вещества ((' =  1 , т )  при условии, что для изготовления смеси 
имеется п видов продуктов, причем в одной единице /-го продукта содер
жится а ,7 единиц г-го вещества, а цена одной единицы /-го продукта равна с/ 
рублей (задача о смесях). Сформулировать эту задачу в виде задачи (1.15).



Г Л А В А  4

ЭЛЕМЕНТЫ ВЫПУКЛОГО АНАЛИЗА

Прежде чем переходить к рассмотрению задач, более сложных, чем за 
дачи линейного программирования, остановимся на элементах выпуклого ана
л и за— области математики, в которой изучаются свойства выпуклых мно
жеств и выпуклых функций, и которая играет фундаментальную роль в тео
рии и методах решения экстремальных задач [1, 4, 9, 11, 13, 38, 47, 48, 56, 62, 
102, 107, 113, 114, 160, 175, 197, 207, 220, 256].

§ 1. Выпуклые множества

1. Начнем с рассмотрения конкретных примеров выпуклых 
множеств.

О п р е д е л е н и е  1. Множество U называется выпуклым, 
если для  любых и, точка иа =  v а ( и — v) =  аи  +
+  ( 1 — a ) v  принадлежит U при всех а ,  0 ^ а  ^  1. Иначе гово
ря, множество U выпукло, если отрезок [v ,u\—{ua : иа — v +  
+  а ( и  — v ) ,  O ^ a ^ l } ,  соединяющий любые две точки и, v 
из U, целиком лежит в U (рис. 4 .1).

Все пространство Еп, очевидно, образует выпуклое множе
ство. Пустое множество и множество, состоящее из одной точки, 
удобно считать выпуклыми. Тогда из определения 1 непосред
ственно следует, что пересечение любого числа выпуклых мно
ж еств  является  выпуклым множеством. Приведем другие при
меры выпуклых множеств.

П р и м е р  1. Шар
S  (ы0. R) — { u \ u ^ E n, | и — «о К  R}

радиуса R >  0 с центром в точке и0 является выпуклым множе
ство м . 'В  самом деле, если и, v ^ S ( u o , R ) ,  то, пользуясь нера
венством треугольника, имеем | с ш + ( 1 — a )  v — и01 =  
=  | а (и — и0) +  (1 — а ) (v  — «о) | — ы0| +  (1 — а )  \ v  — м0| ^
^  aR  +  (1 — a )R  =  R, т. е. иа =  аи  - f  (1 — a ) v  е  5 ( и 0, R) для 
всех а е [ 0, 1 ] .

П р  и м е р 2. Гиперплоскостью  в Еп называется множество 
Г =  Г (с, y ) =  {«: и е= Е", (с, и) =  y},

где с  — (С\, •••, с п) ф 0 — вектор из Еп, у — действительное чис
ло. Это множество всегда непусто: если, например, с,- ф  0, то 
точка и0 с координатами u l =  y/ci, и1 — 0, / =  1 , п , j  ф  i, удов
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летворяет равенству <с, «о>= у, т. е. и0 <= Г. Если иь — какая-  
либо точка из Г, т. е. <с, « 0> =  V. то гиперплоскость Г можно 
представить в виде

Г =  Г (с, и0) =  {и: и<= Еп, {с, и — и0) — 0}.

Напоминаем, что д ва  вектора а, Ь е  Еп, называются ортого
нальными, если < а ,6> — 0. Предыдущее представление для  Г 
означает, что гиперплоскость состоит из тех и только тех точек
и, для  которых вектор и — uq ортогонален вектору с. Вектор с  
называют нормальным вектором гиперплоскости Г.

Возьмем произвольные точки и, v е  Г, т. е. ( с ,  и}—(с ,  о>= 
=  у.  Тогда ( с ,  аи  +  (1 — a )  v ) =  а ( с ,  и)  +  (1 — а )  <с, о>= v при 
всех а е  [ 0, 1] .  Следовательно, Г — выпуклое множество.

П р и м е р  3. Пусть Г = { « :  <с, и}— у } — некоторая гипер
плоскость. Тогда множества

Г+ =  {и: (с, и) >  y}. Г "  =  {и: (с, и) < у}

называются открытыми полупространствами, а множества

Г + =  {и: (с,  и ) > у}, Г~ =  {и: (с,  ы ) < у}

— замкнутыми полупространствами. Нетрудно видеть, что Г+, 
Г- , Г+, Г~ — выпуклые множества. Например, если и, н е  
е Г + ,  то <с, аи  +  (1 — a) v ) —a (с , и> +
+  (1 — а)<с, v )  ^  а у +  (1 — a ) v  =  Y 
для  всех а  е  [0, 1 ] .

П р и м е р  4. Множество
М =  {и: и е  Еп, Аи =  Ь} =

=  {«: и ^ Е п,(а[г и) =  Ь1, г =  1, т),
где А — заданная матрица порядка 
т  X  п, at — i-я строка матрицы А;
Ъ =  (Ь\ . . . ,  Ьт) — заданный вектор 
из Ет, называется аффинным мно
жеством (или линейным многообра зием).  Если и, v  е  М, то 
Л ( а и + ( 1 — a)v)=^* аАи + ( 1 — a  )Av — b при всех а е  [0, 1 ] .  
Это значит, что всякое аффинное множество выпукло.

Согласно теореме Кронекера — Капелли аффинное множе
ство непусто тогда и только тогда, когда матрица А и расши
ренная матрица В =  (А,Ь) имеют один и тот ж е  ранг. Пустое 
множество 0  (случай ran g  Л <  r a n g  В, например, А — 0, Ь ф  0) 
и все пространство Еп (случай А =  0, b — 0) представляют со
бой крайние и тривиальные примеры аффинных множеств. 
Рассмотрим случай А ф  0, r an g  Л — r a n g  В =  г. Тогда аффин
ное множество AI состоит из тех и только тех точек, которые
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представимы в виде п-г
U =  Uо +  £  /гНг, 

i -1

где Uo — какое-либо частное решение неоднородной системы ли
нейных алгебраических уравнений Аи =  Ь, ии и2, ип- г  — 
линейно независимые (фундаментальные) решения однородной 
системы Аи =  0, t\, t n- r  — действительные числа. Если обо
значить

п - r  -J
, и — X  tiUi, 1............tn_r — действительные числа}’

i-i J
— подпространство, образуемое всеми решениями однородной 
системы Аи — 0, то аффинное множество представимо в виде

М =  Uq “Ь L0 == {ц"' и == Щ Ч- ЬА}.
Это означает, что всякое нетривиальное аффинное множество 
получается из некоторого линейного подпространства L a п арал
лельным сдвигом на некоторый вектор и0. Размерность аффин
ного множества М по определению принимается равной раз
мерности подпространства L a , параллельного М. Аффинное 
множество размерности п — г  часто обозначают через Гп-г и 
называют гиперплоскостью размерности п — г. В частности, 
если г =  п — 1 =  r a n g  А =  r an g  В и, следовательно, система 
Аи — 0 имеет одно линейно независимое решение u\ =  d, то 
аффинное множество М =  {и: Аи — Ь} — {и: и — «о +  td, —оо <
<  t <С +  °°}> имеющее размерность 1 , называют прямой линией 
в Еп с направляющим вектором d ф  0. Множество Г,+ =  {«: и =
— и0 +  td, 0} называют лучом, выходящим из точки ы0 в на
правлении вектора d ф  0. Очевидно, прямая и луч в Еп я в л я 
ются выпуклыми множествами. Предлагаем читателю убедить
ся в том, что аффинное множество размерности п — 1 представ
ляет  собой гиперплоскость.

О п р е д е л е н и е  2. Пересечение всех аффинных множеств, 
содержащих множество U из Еп, называется аффинной об олоч 
кой  множества U и обозначается через aff U.

Так к ак  пересечение любого числа аффинных множеств, оче
видно, само является  аффинным множеством, то aff U представ
л яет  собой минимальное аффинное множество, содержащее U.

О п р е д е л е н и е  3. Размерностью произвольного множества 
U из Еп н азы вается  размерность его аффинной оболочки; раз
мерность множества U обозначают dim U.

Согласно этому определению, отрезок [и, v\ =  {иа =  v +  
+  а  (и — v ) ,  0 ^  а  ^  1}, соединяющий две точки и , к е  Еп, и ф  
ф  v, имеет размерность 1 , т а к  к ак  его аффинной оболочкой яв 
ляется  прямая Г — {w : w  =  v +  t (u  — v ) ,  —oo <  t <  +oo}.

=  u< \Ea
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П р и м е р  5. Множество 
U — {и: m :Еп, Л и < 6},

где Л — задан ная  матрица порядка т У ,п ,  Ь — заданный вектор 
из Ет, выпукло. Напоминаем, что неравенство Аи ^  b означает, 
что <а<, и > = (Л и ) ‘^  Ь‘ при всех i = l , m ,  ai — i-я строка м ат 
рицы Л. Тогда для  любых и, v  е  U имеем Л (а м  +  (1 — a ) v )  — 
=  а  Аи +  (1 — a  )Av ^  Ъ при всех а  е  [0, 11- 

П р и м  е р 6. Множество
U — {и — (и1, . . . ,  ип)\ a t и1 ^  рг, i — 1 , п },

где а,-, р,-— заданные величины, а,- <  р,- (возможно, что некото
рые из at =  — оо и некоторые из р/ =  + ° ° ) ,  выпукло и имеет 
размерность п. В частности, неотрицательный ортант простран
ства Еп — это множество £" =  {и: и е  Еп, 0} — выпукло, при
чем dim Е^ — п . Если в определении множества U величины
а ,,  р,- конечны при всех i =  l , n ,  то это множество называю т 
л-мерным параллелепипедом.

П р и м е р  7. Множество

U — [и =  (и1, . . ип): и1 ^  0, t е /; Аи ^  Ъ, Аи =  Ь},
взятое из общей задачи линейного программирования (3 .1 .5), в ы 
п у к л о . Это нетрудно проверить, исходя из определения 1. Впро
чем, выпуклость U следует .такж е  из того, что U является  пере
сечением _множеств U0 =  {и; и‘ ^  0, i e  /}, U\ =  {и: Аи ^  Ь}, 
U2 ={и: Аи =  5}, каждое из которых выпукло. Аналогично про
веряется выпуклость множеств из основной и канонической з а 
дач линейного программирования
(3.1.14), (3.1.15). Кстати, в § 3 .2  при 
геометрической интерпретации ос
новной задачи в двумерном случае 
мы по существу уж е  пользовались 
выпуклостью многоугольного мно
жества (3.2.1).

2. Выше было отмечено, что пе
ресечение любого числа выпуклых 
множеств выпукло. Нетрудно ви
деть, что объединение двух вы п ук
лых множеств, вообще говоря, невыпукло (рис. 4 .2 ) .  Посмот
рим, к а к  влияют на выпуклость другие операции над множест
вами: сложение, вычитание, умножение множества на число, 
замыкание и т. п. Наполним

О п р е д е л е н и е  4. Суммой множеств А\, Л2, . . . ,  Л т  на-
m

зывается множество Л =  А\ +  А% +  . . .  +  Am — £  At, состоя-

6  Ф' П. Васильев
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щее из тех и только тех точек а, которые представимы в виде
т  ____

а =  X  а*, а* е  At, i — 1, т. Разностью двух множеств А и В 
(=1

называется множество С —А — В, состоящее из тех и только 
тех точек с, которые представимы в виде с  =  а — Ь, а е Д  b e  
е  В. Произведением множества А на действительное число X 
называется множество В =  ХА, состоящее из всех точек вида 
6 =  Ал, а  е  Л.

Т е о р е м а  1. Если Л ь Л2, . . . ,  Ат, А, В — выпуклые мно
жества, то множества С =  Ai А2 +  . . .  +  Л ш, С =  А — В, С — 
=  %А выпуклы.

Доказательство проведем, например, для множества С —
— А — В. Пусть ci, с 2 — произвольные точки из С =  А — В. 
Это значит, что существуют а,- е  Д, 6, е  В такие, что с,-=  а,- —
— bi, i =  l,  2. Из выпуклости Л и В следует, что a a =  ccai +  
- f - ( l — а  ) й 2 е Л ,  ba — ocbi + ( 1  — а)Ь2 е  В при всех а е [ 0 , 1 ] .  
Тогда с а =  ac j  -f- (1 — а ) с 2 =  a ( a i  — b i) +  (1 — a )  («2 — b2) =  
=  a a — 6a, так  что ca e  С при всех а е [ 0 , 1 ] .  Выпуклость С =  
=  А — В доказана. Аналогично доказывается выпуклость мно
ж еств  С =  Ai -f- А2 +  • • • +  Лт  и С =  АЛ.

О п р е д е л е н и е  5. Замыканием множества U называется 
множество, являющееся объединением множества U и всех его 
предельных точек. Замыкание множества U будем обозначать 
через U.

Д л я  любой точки v  и любого множества U из Еп имеет ме
сто одна и только одна из следующих трех возможностей.

1) Найдется е-окрестность точки v, которая целиком при
надлеж ит множеству U — тогда точка v  называется внутрен
ней точкой множества U. Совокупность всех внутренних точек 
множества U будем обозначать через int U. Множество U, все 
точки которого являю тся внутренними, называют открытым 
множеством. Примером открытого множества является откры
тое полупространство из примера 3.

2) Найдется е-окрестность точки и, которая не содержит ни 
одной точки множества U — такая  точка называется внешней 
по отношению ко множеству U.

3) Лю бая е-окрестность точки v содержит к ак  точки из U, 
т а к  и точки из En\U  — тогда точка v называется граничной 
точкой множества U. Совокупность всех граничных точек мно
ж ества  U будем обозначать через Гр U.

В ся к а я  внутренняя точка множества, очевидно, является его 
предельной точкой. Однако не всякая граничная точка множе
ств а  будет его предельной точкой — исключение здесь состав- 
ляю т изолированные точки множества. ’Точку v е  U называют 
изолированной точкой этого множества, если существует е-окре-
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стность этой точки, не содержащ ая ни одной точки множества 
U, отличной от V.

Таким образом, замыкание О множества U состоит, вообще 
говоря, из точек четырех типов: 1 ) внутренние точки множест
ва U\ 2 ) изолированные точки множества U; 3)' предельные 
граничные точки множества U, принадлежащие U; 4) предель
ные граничные точки множества U, не принадлежащие U. От
сюда ясно, что замыкание любого множества является зам кн у
тым множеством.

Очевидно, выпуклое множество не может иметь изолирован
ные точки.

Шар из примера 1 замкнут и его замыкание состоит из внут
ренних точек int S ( uq, R) =  {и: \ и — u0\-<R} и граничных точек 

| Гр S ( uq, R) =  {и: \и — uo| =  ./?}. Множество U — {u— ( x , y ) ^  
е £ 2: 0 ^ х ^ 1 , 0 ^ г / ^ 1 , х  +  г / < ; 1} выпукло, но не замкну- 

I то — точки прямой х -f- у  =  1 при 0 ^  х; у  ^  1 являются пре
дельными граничными для U, но не принадлежат U; замыкание 
U — {и =  (х, у ) :  О х; у  ^  1, х -f- у  1}. Множество U =  
=  {и =  (х, у )  е  Е2: —1 <  х <  1, у  =  0} выпукло и не имеет 
внутренних точек; его замыкание U— { u = ( x , y ) :  —
У =  0}.

Т е о р е м а  2. Если А — выпуклое множество, то е г о  замы
кание А тоже выпукло.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и b — произвольные точки 
множества А. Так как выпуклое множество не имеет изолиро- 

■ ванных точек, то точки а и b будут предельными для А. Тогда 
[ существуют последовательности {а*} и {&*} е  А, сходящиеся 
, к а и Ь соответственно. Возьмем произвольное а е [ 0 , 1 ] .  В силу 

выпуклости А тогда с* =  а а * + ( 1 — а ) ^ е / 1 .  Отсюда при 
/£-уоо получим l im  c k =  са =  а.а +  ( 1 — а)Ь.  Таким образом,

ft->oo

точка Са является предельной для А и, следовательно, принад
лежит А при любом а  е  [0, 1 ] . Теорема доказана.

Т е о р е м а  3. Пусть U — выпуклое множество и int U ф  0 .  
Пусть и0 е  int U, и е Р .  Тогда v a =  v  +  а ( и 0 — v)  е  int U при  
всех а,  0 <  а  ^  1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так к ак  точка и0 е  int U, то найдется 
ее 6-окрестность О(и0, б) =  {ы: | и — ы0| <  б}, целиком принадле
ж ащ ая  U. Сначала рассмотрим случай, когда v е  U. Возьмем 
произвольное а, 0 < а < 1 .  П окажем, что окрестность 
0 ( v a, аб )  =  {ы: | и — оа | < а б }  точки уа принадлежит U. С этой 
целью возьмем произвольную точку ы е О ( и а , а 6) и положим 
а — «о +  (м — v a) /а (рис. 4 .3). Поскольку |а — «о I =  
=  | и — v a | /а  <  ба/а  =  б, то а е  О (и0, б) с= U. Из определения 
точки а имеем представление u =  va +  a (a — Uo)— v-\- 
+  а (ы 0— v)  - f  а  (а  — н0) =  а а  +  ( 1 — а )  и, где a, v ^ U  и 0 <.

6 *



<  а  С  1. Тогда u<=U в силу выпуклости U. Тем самым пока
зано, что произвольная точка и из 0 ( v a, a б) принадлежит U. 
Следовательно, О ( уа , аб) с :  U, т. е. va — внутренняя точка U.
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Рис. 4.3

Пусть теперь u e  0\U.  Так как v  — предельная точка V, то 
найдется точка w ^ U  т акая ,  что |и — иу | <; ос. ( 1 — а ) -|б. Возь
мем точку w a =  w -\ - a ( u 0 — w)  (рис. 4.4). В силу только что 
доказанного точка w a принадлежит множеству U вместе со 
своей окрестностью О (wa, аб ) .  Но |с/а — wa \ =  |i> -f- а ( и о — v)  —
— w  — а(ыо — ш) | =  (1 — a )  |y — w\ <  (1 — a ) a ( l  — a ) - 1 6 == 
=  аб. Следовательно, va e  0 ( w a, a 6)c r  U. Нетрудно видеть, что 
окрестность 0 ( y a , Р), Р =  6a — |ua — wa \, точки va т акж е  при-
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надлежит U. В самом деле, если и е О ( » а , (3), то |и — ша | ^  
^  | и — Уа| +1 Va — аУа| <  Р + 1 va — w a \ — 6а ,  т. е. 0 ( v a, $ )^ U .  
Теорема 3 доказана .

Т е о р е м а  4. Если U — выпуклое множество, то int U тоже 
выпукло.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть и, v — произвольные точки из 
in t i/ .  В теореме 3 было показано, что ы0 =  а и + ( 1 — а ) у е  
е  int U при всех а ,  0 <  а  С  1 . Это и означает выпуклость 
int U.

3. Выпуклое множество U =  {и — (х, у, z ) e  Е3: х2 +  у 2 ^  1, 
z =  0}, представляющее собой единичный круг в плоскости Г== 
=  { « =  (х, y , z )  €=Е3: 2 =  0}, не имеет внутренних точек. Кстати, 
здесь плоскость Г представляет собой аффинную оболочку мно
ж ества U. В то ж е  время, если это множество U рассматривать 
лишь относительно плоскости Г (то есть не «признавать» точки 
Е3, лежащие вне Г), то U — единичный круг — конечно же, 
имеет внутренние точки. Приводимая ниже теорема 5 показы
вает, что это не случайно. Д ля  формулировки теоремы 5 нам 
понадобится

О п р е д е л е н и е  6. Точка s e ( /  называется относительно 
внутренней точкой множества U, если существует е-окрестность 
О (у, е) =  {«: и ^ Е п, \ и — у | < е }  точки v, т акая ,  что пересече
ние 0 ( v ,  e) f ] af f t/ целиком принадлежит U. Множество всех 
относительно внутренних точек множества U обозначается че
рез ri U (иногда обозначают relint U).

Например, если U — {и =(х , у, 2) е  Е3: jc2 +</2 <M , z =  0}, 
то ri U =  {и =  (x, у, 2) <= Е3: х2 +  У2 <  1, 2 =  0}.

Если множество U^En имеет размерность п , т. с. dim aff V=
— п, то понятия внутренней и относительно внутренней точки 
для  множества U совпадают и ri U =  int U. Нетрудно указать  
множества U (например, множество, состоящее из двух различ
ных точек Еп), у которых ri U — 0 .  Однако для выпуклых мно
жеств  верна

Т е о р е м а  5. Если U — непустое выпуклое множество из  Еп, 
то ri U Ф  0 .

Доказательство этой теоремы будет приведено в § 4.5.
Заметим, что теоремы 3, 4 допускают обобщение на случай 

относительно внутренних точек. Л именно, верна
Т е о р е м а  6. Если U— выпуклое множество , точка «о ^  

е  ri U, v е  О, то v a — v -f- а ( и 0 — к) е  ri U при всех а,  0 <
<  а  ^  1 , и множество  ri U выпукло.

Д ля  доказательства этой теоремы достаточно повторить до
казательства теорем 3, 4, проводя все построения в aff U.

4. В тех случаях, когда рассматриваемое множество U невыпукло, часто 
бывает полезно расширить его до выпуклого множества. Посмотрим, как это 
делается.
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О п р е д е л е н и е  7. Точка и называется выпуклой комбинацией точек
иь и2.......... « т , если существуют числа он ^  0, а 2 ^  0, . . . ,  а т  ^  0, a i  +
+  а 2 +  . . .  +  а т =  1, такие, что и =  a tUi +  a 2u2 +  . . .  +  а т ит .

Т е о р е м а  7. Множество выпукло тогда и только тогда, когда оно со
держит все' выпуклые комбинации любого конечного числа своих точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть U — выпуклое мно
жество. Тогда по определению 1 U содержит выпуклые комбинации любых 
двух своих точек. Сделаем индуктивное предположение: пусть множество U 
содержит выпуклые комбинации любых m — 1 своих точек. Рассмотрим вы
пуклую комбинацию ociUi +  • • ■ +  a mum произвольных m точек из U. Можем 
считать, что а< > 0 ,  » =  1, m. Так как a i  +  a 2 +  . . .  +  a m =  1, то 0 <  a i  <

_____ m - 1
<  1, i =  1, m. Следовательно, точка t>= £  а г (1 — a m) -1 и( является вы-

i = 1
пуклой комбинацией точек U\, . . . ,  um- 1  и, по предположению индукции,

m -  1
принадлежит U. Однако тогда «  =  (1 — a m) £  a t (1 — а т ) -1 « г +  a mum =

г =1
=  ( 1 - а ш) и +  а ш» т б ( /  в силу выпуклости U.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Если множество U содержит все выпуклые комби
нации любого конечного числа своих точек, то оно содержит, в частности, 
выпуклые комбинации любых двух своих точек и, следовательно, выпукло. 
Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  8. Пересечение всех выпуклых множеств, содержащих 
множество U, называется выпуклой оболочкой множества U и обозначается 
через со U.

Ясно, что со U, как пересечение выпуклых множеств, является выпуклым 
множеством. Кроме того, со U содержится в любом выпуклом множестве, 
содержащем U. Так что со U — это минимальное выпуклое множество, со
держащее U.

Т е о р е м а  8. Выпуклая оболочка множества U состоит из тех и только 
тех точек, которые являются выпуклой комбинацией конечного числа точек 
из U.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть W — множество всех точек, являющихся 
выпуклыми комбинациями любого конечного числа точек из U. Нам надо 
показать, что со U =  W. Так как U Е  со U и со U — выпуклое множество, 
то по теореме 7 со U содержит все выпуклые комбинации точек из со U и, 
в частности, точек из U. Следовательно, W =  со U.

Покажем, что № — выпуклое множество. В самом деле, пусть и, p e f ,  
т. е. и =  aiUi +  . . .  +  a mum, u i ^ U ,  a ;  ^  1, m> « i  +  • •• +  ®m =  1,
v =  Pi^t +  • • • +  $pVP, v t ^ U ,  Р/ 0, t =  1, p, Pi +  . . .  +  PP =  1. Тогда

m p
ua =  au  +  (1 — a) v =  £  a a iu l +  £  (1 — a )  pyOy, где a a { > 0 ,  (1 — a) Py ^  

f - i  / -1
m p

^ 0 ,  £  a a i +  £  (1 — ct) p. =  1 для каждого a  e  [0 ,1 ] . Следовательно, 
i - l  / - i

ua  является выпуклой комбинацией точек щ, . . . ,  um, »i ,  . . . ,  v„ e  U и 
принадлежит W при всех a e [ 0 , ! ] .  Таким образом, № — выпуклое множе
ство. содержащее U. Но со U по своему определению принадлежит всем 
выпуклым множествам, содержащим U, и поэтому со U =  W. Сравнивая с ра
нее доказанным включением W а  со W, заключаем, что со U =  W, что и тре- 
б овал ось.

Заметим, что выпуклая оболочка двух точек на плоскости представляет 
собой отрезок, вы пуклая оболочка трех точек, не лежащих на одной аря-
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мой, — треугольник. В общем случае выпуклая оболочка конечного числа то
чек на плоскости образует выпуклый многоугольник, а в пространстве — 
выпуклый многогранник.

О п р е д е л е н и е  9. Выпуклая оболочка множества точек и0, Ui.......... ит
из Еп, таких, что система векторов {щ — и0, f =  1, т ]  линейно независима, 
называется т-мерным симплексом, натянутым на эти точки, и обозначается 
через S /п — Sm (ы0, и|, . . . ,  ит )- Точки «о. и\, . . . ,  ит  называются вершинами 
симплекса.

В случае т  =  0, 1, 2, 3 симплекс представляет собой соответственно 
точку, отрезок, треугольник, тетраэдр.

Согласно теореме 8 симплекс S m представим в виде
Г ™ ___  т \

s m = < и :  U =  X а 1и1' a i>°> 1 =  0, т ,  2] аг = 1 >.
I. i =*0 i - 0  )

Предлагаем читателю самостоятельно убедиться в том, что размерность 
симплекса S m равна т  и в  смысле определения 3.

Согласно теореме 8 любая точка выпуклой оболочки множества U яв 
ляется выпуклой комбинацией конечного, но, быть может, довольно большого 
числа точек из U. Замечательно, однако, то, что в Еп для получения мно
жества со U, оказывается, достаточно ограничиться рассмотрением выпуклых 
комбинаций не более чем п •+- 1 точек из U. Точнее, верна

Т е о р е м а  9. Пусть U — произвольное непустое множество из Еп. То
гда любая точка и е  соU представима в виде выпуклой комбинации не бо
лее чем п +  1 точек из U.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 8 любая точка и e c o U пред
ставима в виде и — aiUi +  . . .  +  a mum, где d i e ! / ,  at ^ 0 ,  ( = 1 ,  m, a i +  
+  . . .  +  a m =  1. Пусть m >  n +  1 и все a ;  >  0 «(если a t =  0, то ч и с л о  m 
может быть уменьшено). В n +  1-мерном пространстве рассмотрим векторы
и, =  (щ, 1), i =  1, m. Так как m >  п +  1, то эти векторы линейно зависи
мы, т. е. существуют числа y i. . . . . ,  ym, не все равные нулю и такие, что 
Yi“ i +  Y2“ 2 +  • • • +  Утйт  =  0. Это равенство эквивалентно следующим двум 
равенствам:

Y i“ i +  Y2K2 +  . . .  "4" Ути т —  0 .  Yi +  Y2 +  • • •  +  Ym =  0.

Тогда точка и представима другими выпуклыми комбинациями тех же точек
т т т

« 1, ы2, . . . ,  um: J ]  ( a l — t y t) «( =  J ]  a l u l — t J ]  у iul =  u. В самом деле,
i - i  i - i  i.- j ___

здесь a ; >  0 и, следовательно, a< — tyi ^  0, ( = 1 ,  т ,  при всех достаточно
m т  т

малых t, и кроме того, ( а г — t y t ) =  а г — t J ]  Y* =  !• Поскольку не 
i - i  i -1  i-1  

все y< равны нулю, но Yi +  • ■ • +Yт  =  0, то среди {Yi} найдутся положитель
ные. Пусть a^Yj"* =  m ' n “ iY f 1- Положим t =  a sy ~ l. При таком выборе I 

у i > 0
все а,- — tyi останутся неотрицательными, причем cu — tys =  0. Это значит, что 
точку и удалось представить в виде выпуклой комбинации меньшего числа 
точек щ ...........Us-1, us+i.............ит . Ясно, что последовательно применяя опи
санный прием далее, число точек, участвующих в выпуклой комбинации, 
можно уменьшить до «  +  1. Теорема доказана.

Т е о р е м а  10. Если U — замкнутое ограниченное множество из Еп, то 
со U замкнуто и ограничено.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию сущ ествует число R >  0 такое, что 
M « S  Я для всех к е ( / ,  т. е. U s S ( Q , R ) — шар радиуса R с центром в 
точке 0. Но шар — выпуклое множество. Согласно определению 8 тогда
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c o U ^ S ( 0 , R ) ,  так что для всех u e c o U .  Ограниченность со U 
доказана.

Д окаж ем  замкнутость со U. Пусть и — предельная точка со U, пусть
{«4} е с о 1 /  и lim и. =  «  Согласно теореме 9 существуют точки uw е  У,

fe -»o o

числа a ki ^  0, i = l ,  п +  1, a* i +  . . .  +  a*. „+, =  1, такие, что u* =  а  «и * , +  
+  . . .  +  «it, я+|Ц»,я+1. Заметим, что О ^  a ki ^  1 при всех / =
=  1, /г +  1 и всех k =  1, 2, . . .  Пользуясь теоремой Больцано — Вейерштрас- 
са, сначала из {u*i}, {ot*i} выберем подпоследовательности {“i j i} ,

сходящиеся к некоторым ии cti соответственно; затем из {“ kfi}' {a fti2}

подпоследовательности {“ ft22} U2’ {a *22} ° 2 И Т Д'’ накопец>
п + 1

{и. , . ,, /а. . Д -> а . Тогда из и. =  V  а .  .и .  ,
\ кП +1^"*"*/ I кп+1п ^1)  ^rt+1 + H ^Я + 1 '̂

_________ n+ l
иь .• s  £/, а ь ; ^ 0 ,  г =  1, я  +  1, У  си ,• =  1 предельным переходом

к п + 1‘ " n + i*  Sr t+ l ‘
п + 1 л + 1

при fe„+1->-oo получим u = Y j  a iui> a i > ° >  Л  a i == >̂ Где u i ^ U ,  i —
>=1 i - 1

=  1, n +  1, в силу замкнутости U. Следовательно, по теореме 8 и е  со U, 
что и требовалось.

Заметим, что требование ограниченности множества U в теореме 10 су
щественно. Например, множество U =  {и =  (х, у) е  Е2: х ^ О ,  у  = -\fx}
замкнуто, но со U =  {u — ( x ,y ) :  х ^ О ,  0 <  (/<  V * }  незамкнуто.

Некоторые другие свойства выпуклых множеств будут рассмотрены в 
§§ 4.4, 4.5.

У п р а ж н е н и я .  1. Д оказать, что множество U будет аффинным тогда 
и только тогда, если из u, v e U  следует, что иа =  аи  + (1  — a )v  е  U для 
всех действительных чисел а.

2. Д оказать, что аффинная оболочка множества U состоит из точек вида 
a,ui  +  . . .  +  а т ит  при всевозможных и,, и2, . . . ,  ит е  U, a i  -+- . . .  +  а т  =  1, 
а,- — действительные числа, i =  1, т ,  и только из них.

3. Д оказать, что если U — выпуклое множество, то int U =  int О, т. е. 
выпуклое множество и его замыкание обладают одним и тем же запасом 
внутренних точек. Показать, что для невыпуклых множеств это утверждение, 
вообще говоря, неверно (рассмотреть круг с выколотым центром).

4. Д оказать, что если Л е й ,  то А Е  В, int А =  int В , но, вообще говоря, 
не будет включения ri A s  ri В даж е для выпуклых А и В (рассмотреть при
мер: В — куб в £3, А — одна из его граней).

5. Если U — выпуклое множество из Е1", то aff А — aff А =  aff (ri /4). 
Д оказать.

6. Д оказать, что размерность любого множества U совпадает с макси
мальной размерностью симплексов, содержащихся л U.

7. Если А — выпуклое множество из Еп, то ri А — Л, ri А =  ri А. Д оказать.
8. Если .4, В — выпуклые множества из Еп, то Л +  Б а  А +  В, ri А +  

+  ri В =  г\(А +  В), п (Х А )— %.пА для любых действительных чисел X. Д о
казать.

9. Если U — открытое множество, то со U открыто. Доказать.
10. Д оказать, что со (Л +  В) =  со А +  со В.
11. Д оказать, что со U =  со U, гдь со U — пересечение всех выпуклых 

замкнутых множеств, содержащих U.
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12. Доказать, что вершины и0, ии . . . .  ит  m-мерного симплекса S m —
— S m(u о.......... ит ) являются его угловыми точками (см. определения 9
и 3.2.1).

§ 2. Выпуклые функции

1. В первой главе были рассмотрены некоторые свойства вы 
пуклых функций одной переменной. Здесь мы продолжим изу
чение свойств выпуклых функций многих переменных.

О п р е д е л е н и е  1. Функция J (u ) ,  определенная на выпук
лом множестве U, называется выпуклой  на этом множестве, 
если

J {z:u -f (1 — а) ч)<  а! (и) +  (1 — a)J(v) (1)

при всех и, всех а ,  0 ^ а ^ 1 .  Если в (1) равенство
возможно только при a  =  0 и a  =  1 , то функция J (и) н азы вает
ся строго выпуклой  на U. Функцию J (и) называют вогнутой 
[строго вогнутой) на выпуклом множестве V, если (—/ ( « ) )  вы
пукла [строго выпукла] на V.

Если множество U пусто или состоит из одной точки, то 
функцию на таком множестве нам будет удобно считать выпук
лой (или вогнутой) по определению. Подчеркнем так ж е ,  что 
всюду, если не оговорено противное, будем рассматривать лишь 
функции, принимающие конечные значения во всех точках об
ласти определения.

Примерами выпуклой функции на всем пространстве Еп сл у 
жат линейная функция J (и) —(с,  и} и норма /(ы)  =  |ы|. Кстати, 
линейная функция /(ы )= <с, и) одновременно является и вог
нутой на Еп.

В теореме 1.7 было показано, что выпуклое множество U
m  ____

содержит выпуклые комбинации Z  a iut> ai ^  0. г = 1 , /и;
<-1m

£ c t ; — 1 , любых своих точек щ, и2, . . . ,  ит при любых т — 2, i - i
3, . . .  Пользуясь индукцией по той ж е схеме, к ак ая  была исполь
зована при доказательстве теоремы 1.7, нетрудно показать, что 
для  любой выпуклой функции /(и) на выпуклом множестве 
имеет место неравенство

Cm \  т
£ £  а,/(ыг) (2)

для любых т =  1 , 2 ........... любых и< е  £/, а,- ^  0, i =  l ,m ,
т

£<*<== 1 .
< -1
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2. Как и в случае выпуклых функций одной переменной, вы 
пуклые функции многих переменных на выпуклом множестве не 
могут иметь локальных минимумов. Точнее, верна

Т е о р е м а  1. Пусть 11 — выпуклое множество, а функция  
J (и) опред ел ена  и выпукла на 11. Тогда в сякая  точка локаль
но го  минимума J (и) одновременно является точкой е е  гл обаль 
но го  минимума на LJ, причем множество

U, =  {u: u ^ U ,  / (« )  =  /, =  inf / (и)}и
выпукло. Если J (и) строго выпукла на U, то U» содержит не  
б ол е е  одной точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть м* — точка локального мини
мума функции J (и) на множестве U. Это значит, что существует 
окрестность 0 ( « * ,е )  =  {ы: |и — м »| < е}  точки и» т а к а я ,  что 
J ( u * ) ^ J ( v )  для всех ! ) e O ( u „ E ) n t / .  Возьмем произвольную 
точку u ^ U  и число а  >  0, столь малое, что а |и — и*| С  е. 
Тогда и , +  а ( и - и , ) Е О ( к „ е ) П ( / ,  и с учетом выпуклости 
функции J (и) имеем J (и*) /(ы* +  а  (и — «*).) ^ / (м # )  +  
+  a ( J ( u )  — /( «* ) )  или 0 ^  а  (/(и) — /(и*)) .  Сокращая на а > 0 ,  
отсюда получим У ( и ) ^ / ( н , )  при любом u ^ U .  Следовательно, 
и„ е  U,.

Пусть теперь и, v е  [/*, т. е. J (и) =  J ( v )  =  J«, и, v  е  U. 
Тогда

+  (1 — а) и) ^  а/ (« )  +  (1 — а) / (у) =  (3)

т. е. / (ан  +  ( 1 — а ) и) = / *  при всех a ,  O ^ a ^ l .  Следователь
но, аи  +  (1 — a ) v  е  U*, 0 ^  a  ^  1. Выпуклость L/* доказана.

Если и ф ю ,  то для строго выпуклых функций неравенства
(3) не могут обратиться в равенства при 0 <  a  <  1. Следова
тельно, строго выпуклая функция может достигать своей ниж
ней грани на выпуклом множестве не более чем в одной точке. 
Теорема 1 доказана.

3. Примеры 1.11.1, 1.11.3—1.11.5 показывают, что у выпук
лых функций множество U* может быть пустым, может содер
ж ать  одну или бесконечно много точек.

Прежде чем переходить к формулировке критерия оптималь
ности для выпуклых функций, остановимся на одном характе
ристическом свойстве гладких выпуклых функций.

Т е о р е м а  2. Пусть U — выпуклое множество, функция  
J ( u ) ^ C l (U). Тогда для того чтобы J (и) была выпукла на U, 
необходимо и достаточно выполнения неравенства

J ( u ) ^ z J (у) +  (.Г (v ), u — v) (4)

при всех и, v  g  U.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть / (« ) '  
выпукла на U. Перепишем неравенство (1) в виде

/(и +  а (м  — у ) ) — J {v)^ .a[J  (и) — J (v)], O ^ a ^ l ,  и, y e t / .

Применяя к левой части формулу конечных приращений (2.3.2), 
имеем

a  {]' (v +  0 a (и — у)), и — v ) ^ . a [ J  (и) — J  (у)], 0 ^  0 ^  1.

Д еля обе части этого неравенства на а > 0  и устремляя а - > + 0 .  
с учетом гладкости функции получим требуемое неравенство (4).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть для  некоторой гладкой функции 
на выпуклом множестве выполняется неравенство (4) при всех
и, v е  U. П окажем , что тогда J  (и) выпукла на U. Возьмем про
извольные точки ы, у е  £/ и число а,  0 ^  a  1. Положим иа=  
=  а и + ( 1 — a ) v .  Из (4) получим

/  ( t l )  /  ( l l y )  ( w a ) ,  U

J  (у) J (и )̂ (ua), У Wa).

Умножим первое из этих неравенств на а, второе — на 1 — а  и 
сложим. Получим aJ  (и) +  ( 1 — a ) J ( v ) — J (иа) 15= </'(“« ) ,  
«а  — « а ) — 0, что равносильно неравенству (1). Теорема 2 до
казана.

Неравенство (4) имеет простой геометрический смысл. Как 
известно (7, 8, 179], гиперплоскость Г =  { ( « , 7 ) е  Еп+1\ и е  Еп, 
у  =  / (у ) +  ( J ' ( v ) , и — и>} является касательной плоскостью к 
графику функции у  — J (и) в точке у. Поэтому неравенство (4) 
означает, что график выпуклой функции лежит не ниже к а с а 
тельной плоскости к этому графику в любой точке о ё [ /  (ср. 
с теоремой 1.11.4).

4. Следующая теорема, н азы ваем ая  критерием оптимально
сти для выпуклых функций, дает  необходимые и достаточные 
условия минимума гладких выпуклых функций на выпуклом 
множестве.

Т е о р е м а  3. Пусть U — выпуклое множество, функция  
J ( и ) ^ С 1 (U), пусть U* — множество точек минимума J (и) naU.  
Тогда в любой  точке и* е  U* необходимо выполняется н ерав ен 
ство

</'(и.), и — и , ) >  0 (5)

при всех  и е  U, а в случае  u* е  int U неравенство  (5) пр евра 
щается в равенство  /'(и*) =  0. Если, кроме того, J (и) выпукла  
на U, то у сл о ви е  (5) является достаточным для того, чтобы 
и% U

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть t/*. 
Тогда при любых и е ( / и а е [ 0 , 1 ]  с помощью формулы (2 .2 .1), 
определяющей градиент функции, имеем 0^ / ( « *  +  а ( и  — ы*)) —
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—/(и*) =  a  ( J ' (u* ) , и — и , )  +  о (а )  или

О ^  {]' (и*), и — ы„) +  о  (а)/а, 0 <  а  <  1 .

Отсюда при а - > + 0  получим условие (5 ).  Если н* е  int U, то 
для любого е  е  Еп найдется ео >  0, такое, что и =  и* +  ее е  
при всех б , |е| ^  е0. Полагая в (5) и — и* +  ее,  получим 
е<У'(«*), e>^s 0 при всех е, | е | ^ е 0, что возможно только при 
</'(«*), е )  — 0. В силу произвола е отсюда имеем /'(и*) =  0.

Заметим, что если и , — граничная точка множества U, то 
равенство У'(и*) =  0 может выполняться, может и не выпол
няться. Например, если J (и) =  и2, U =  {и е  Е1: 1 и ^  2}, то 
ы * =  1, / ' ( “*) =  2 и условие (5) в точке и*, конечно, выполня
ется. Если ту же функцию У ( и ) = м 2 рассматривать на отрезке 
U =  {и е  Е 1: 0 ^  и ^  2}, то «* =  0, У'(и*) — 0, хотя и* =  0 — 
граничная точка t7. Таким образом, условие (&) является есте
ственным обобщением условия стационарности (2.2.5) на з а д а 
чи минимизации гладких функций на выпуклых множествах 
U Ф  Еп.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть функция J ( u ) ^ C l (U) является 
выпуклой на U, пусть для  некоторой точки « ,  е  U выполнено 
условие (5). Тогда из неравенства (4) при v  =  ы* получим 
J ( и )— /(и*)  ^  </' (и»), и — и*> 5 г 0  или У ( и ) ^ / ( и » )  при всех 
и е  U, т. е. ы, е  £/». Теорема 3 доказана.

5. Сформулируем и докаж ем  два критерия выпуклости для 
гладких функций.

Т е о р е м а  4. Пусть U — выпуклое множество,  У( и ) ^ С 1 (U). 
Тогда для выпуклости функции J (и) на U необходимо и доста
точно, чтобы

( J ' ( u ) - J ' ( v ) , u - v ) >  0 (6)

при всех и, v е  U.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть У (и) 

выпукла на U. Тогда для любых и, v е  U имеет место неравен
ство (4) .  Поменяв в (4) переменные и и v ролями, получим

У (у) >У( и )  +  </'(и), о — и).

Сложив это неравенство с (4 ) ,  придем к условию (6).
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть для некоторой функции У ( и ) е  

е  Cl (U) выполнено условие (6). Тогда с помощью формулы ко
нечных приращений (2.3.2) для любых и , v ^ U  и о с е  [0, 1]  
имеем

аУ (и) -f. (1 — a) J ( v )  — У (аи +  (1 — а) v) =
— а  [У (и) — У (аи +  (1 — а) и)] -+■

+  (1 — а) [У (и) — У (аи +  (1 — а) у)] =
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— а  ̂(/' (аи +  ( 1 — а) v +  t (и — аи — ( 1 — а) v)), и — аи —
о

1
— (1 — а) v) dt  +  (1 — а)  ̂(■!' (аи +  (1 — а) о +  / (о — аи —

о
— (1 — a)v)), v — аи — (1 — а) v )d t  —

1
=  а  ( 1 — а)  ̂(/' (аи +  ( 1 — а) v +  t ( 1 — а) (и — о)) —

о
— У (аи +  ( 1 — а) v +  (a (v — и)), и — v)dt ,

или

а/ (и) +  (1 — а) J (v) — J (аи -f- (1 — а) а) —
1

=  а (1 — а) Л </' (zi) — ] '  (z2), z, — г  I> dt, (7)
о

где Zi =  a u + ( 1 — a ) v -\-t(\ — а) (и — и), Z2= a u + ( 1 — а ) и  +  
-j- t a ( v  — и).  Из условия (6) имеем </' (zi) — /' (z2) , Z\ — z2) ^ 0  
при всех t, 0 <С t ^  1. Это значит, что правая часть (7) и, сле
довательно, левая часть (7) неотрицательна при любом выборе
и, v  е  U, а  е  [О, 1], т. p. J (и) выпукла на U. Теорема доказана.

Заметим, что для функций одной переменной неравенство
(6) равносильно неубыванию производной J ' (u ) .  Это значит, 
что доказанная теорема 4 является  естественным обобщением 
теоремы 1 . 11.8 на случай гладких функций многих переменных. 

Следующий критерий выпуклости обобщает теорему 1.11.9. 
Т е о р е м а  5. Пусть U — выпуклое множество из  Еп, int 1]ф 

Ф 0 ,  пусть функция J ( u ) ^ C 2(U). Тогда для  выпуклости J (и) 
на U необходимо и достаточно, чтобы

( J " ( u ) l , l ) > 0  (8)

при в сех  | =  ( I 1, . . . ,  |я) е  Еп и всех  и е  U.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть J  (и) 

выпукла на U. Пусть сначала а е  int U. Тогда для  любого 
е  Еп найдется число е0 >  0 такое, что и +  е£ е  U при всех е, 
| е | ^  е0. Поскольку для выпуклой гладкой функции выполняет
ся неравенство (6) ,  то из него с учетом формулы (2.3.4) имеем

</' (и +  е|) _  J'  (и), g) Е =  </" (и +  0е|) g, 1) 82 >  О,

0 < 6 <  1, или <J"(u  +  0eg)g, ^  0 для всех е, |е| ^  ео. От
сюда при е->-0 получим условие (8) для  всех u ^ i n t U .  Если
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и — граничная точка U, то существует последовательность внут
ренних точек {ит} множества U, сходящаяся к и. По доказан
ному, </"( « т )£, ^  О для всех g е  Еп, т =  1 , 2, . .  . Пользуясь 
непрерывностью J" (u ) ,  отсюда при оо получим неравен
ство (8) и для  граничных точек U.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть J ( u ) ^ C 2(U) и удовлетворяет 
условию (8) .  Тогда, пользуясь формулой (2.3.4), из (8) имеем

{]' (и) — У  (а), и — v) — {]" (v +  0 (и — и )) (и — и), и — v) ^  О

при всех u / v ^ U .  Таким образом, для функции J (и) выпол
няется условие (6) .  Из теоремы 4 следует выпуклость J (и) 
на U. Теорема 5 доказана.

З а м е ч а н и е  1. При доказательстве достаточности усло
вие int U ф  0  не использовалось. И наоборот, к ак  показывает 
следующий пример, условие int U ф  0  при доказательстве не
обходимости было существенным.

П р и м е р  1. Пусть / ( « )  =  х2 — у 2, U =  {и =  (х , у ) е  Е2: 
у  =  0}. Ясно, что J (и) выпукла на U. Но условие </"(«)£ , | ) =  
=  2 ( | ’)2 — 2(£2)2 ^  0 не выполняется, например, для g =  (0, 1 ). 
Здесь int U =  0 .

Однако, если требовать, чтобы условие (8) выполнялось 
лишь для тех |, которые принадлежат подпространству, парал
лельному aff U (а  не для всех g e P 1), то теорема 5 остается 
справедливой для любых выпуклых множеств U ^  Еп. В этом 
случае доказательство необходимости проводится по той же 
схеме, что и выше, нужно лишь сначала рассмотреть точки 
и ri U, а для точек u ^ U \ r \ U  воспользоваться последова
тельностью {ит} е  ri U, сходящейся к и. Доказательство доста
точности остается без изменений, так как вектор % =  и — и при 
любых и, v  е  U принадлежит подпространству, параллельному 
aff U.

З а м е ч а н и е  2. Условие (8) представляет собой условие 
неотрицательности квадратичной формы

г и б . © »

на Е . Имеется следующий простой алгебраический критерий 
неотрицательности квадратичной формы [75]:  для  того, чтобы

П

квадратичная форма (Л|, g) =  Y, при всех | =
г, / -  1

=  (|\ . .., £л), необходимо и достаточно, чтобы все главные 
миноры матрицы А =  {я,/} были неотрицательны. Напоминаем, 
что главными минорами матрицы А =  {ац} называются всевоз



ВЫПУКЛЫЕ Ф УНКЦИИ 17S

можные определители
/  а .  , а .  , . . .  а ,  ,

A;,i2 . . .  i k  —  det I ahh a ‘2 ‘2 ' ' '  a ‘2 ‘k

\ a,  . a,  . . . .  a ,  . lkh ‘k>2 iklk

где 1 ^  t'i <  i2 <  . . .  <  ik ^  n, k =  I,n. Симметричную м ат 
рицу А называют неотрицательно определенной, если она я в 
ляется матрицей неотрицательно определенной квадратичной 
формы, и обозначают А ^  0.

Учитывая замечание 2, можно сказать , что условие (8 ) я в 
ляется достаточно удобным средством проверки выпуклости 
дваж ды  гладких функций небольшого числа переменных. 

П р и м е р  2. Определим, при каких а, Ь, с функция

J  (и) =  х2 +  2аху  +  by2 +  Cz2

будет выпуклой на Е3. Здесь

(2 2а  0 \
2а 2Ь 0  \

0 0 2с '

Условие неотрицательности всех главных миноров этой матри
цы дает искомые условия на а, Ь, с:

b - а 2^  0, 0 .

П р и м е р  3. Пусть

J  (u) =  - j(A u , u) — {b, и), и<Е$Еп, (9)

где А — симметричная неотрицательно определенная матрица 
порядка « Х ^ ,  i s £ " .  В частности, если А =  Е — единичная 
матрица, 6 =  0, то J  ( и ) =  (и, и> =  | и \2.

Приращение функции (9) нетрудно записать в виде

/ {и +  h) — / (и) =  (Аи — b, h) +  ^{Ah, h) (ГО)

при любых и, h е  Еп. Из (10) имеем
J'(u) =  Au — b, J"(u) =  A.

По условию А ^  0. Отсюда и из теоремы 13 следует выпуклость 
J (и) на Еп. Согласно теореме 3 для того, чтобы функция (9) 
достигала своей нижней грани на Еп в точке и, необходимо и 
достаточно, чтобы и* являлась решением линейной алгебраиче
ской системы Аи =  Ь. Указанная связь м еж ду  задачей миними
зации функции (9) на Еп и системой Аи =  b с матрицей А ^  0
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леж ит в основе ряда  численных методов линейной алгебры [2, 
3 9 ,6 4 ,1 2 9 ] .

П р и м е р  4. Пусть

J  (и) — \ Аи — b |2, и<=Еп, (11)

где А — матрица порядка т  X  п, 6 е  Ет . Покажем, что так ая  
функция выпукла на Еп. Д л я  этого вычислим ее производные. 

Пользуясь следующей просто проверяемой формулой

(Ах, у) =  (х, А Ту), х <= £", у<= Ет ,

где А Т — матрица, полученная транспонированием матрицы А , 
нетрудно представить приращение функции ( 11) в виде

J (и +  h) -  / (и) =  2 (Аг (Аи -  Ь), h) +  Y  (2ATAh, h)

при всех и, h е  Еп. Отсюда имеем

/' (и) =  2 А Т (Аи — Ь), ]"(и) =  2А тА.

Но </"(u)£, g> =  2<ЛГЛ|, |> =  2<Л|, Л£> =  2|Л| | 2 ^  О при всех 
| е  Еп. В силу теоремы 5 функция (11) выпукла.

Согласно теореме 3 для  того, чтобы функция (11) достигала 
своей нижней грани на Еп в точке и, необходимо и достаточно, 
чтобы и удовлетворяла системе линейных алгебраических ур ав 
нений

ЛгЛи =  АТЬ.

6. Посмотрим, к а к  влияют на выпуклость сложение, умноже
ние на число и некоторые другие операции над выпуклыми
функциями. Легко доказы вается  ___

Т е о р е м а  6 . Если функции J i (u ) , i =  1, m, выпуклы на вы
пуклом множестве, то функция

J (и) =  ctj/j (и) +  a2J2(u) +  +  «„,/„,(«)

выпукла на этом множестве при любых a i ^  0, г =  1, m.
Т е о р е м а  7. Пусть Ji(u),  i е  /, — произвольное семейство 

функций, выпуклых-на выпуклом множестве U, пусть

J  (и) =  sup J t (и), u ^ U .
ieil

Тогда функция J  (и) выпукла на U.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольные точки и, v е  

и числа а е [ 0 , 1 ] ,  е >  0. Положим иа =  аи-\-( 1 — а ) у .  
По определению верхней грани найдется индекс t =  i(e ,  а ) е / ,  
такой, что / (« « ) ,— е ^ / , ( м а ) .  С учетом выпуклости J , (u ) тогда
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имеем
J  («а) <  h  («а) +  е <  a J t (и) +  (1 — ct) J, (v) +  е <

^  а/ (и) +  (1 — а) J (о) +  8
или /(ыа ) ^  “ / ( « )  +  ( ! — а ) / ( у ) + е  при любом в >  0. Отсюда 
при е -* - + 0  следует выпуклость /(и), что и требовалось.

С л е д с т в и е  1. Пусть функция g (и) выпукла на выпуклом 
множестве U. Тогда функция

§ + (и) — ша х  {g (и); 0}
выпукла на U.

Т е о р е м а  8. Пусть функция <p(t) одной переменной выпук
ла и не убывает на промежутке а ^  t ^  Ь (возможность а =■ 
= —оо или Ь =  + °о  здесь не исключается), пусть функция 
g(u) выпукла на выпуклом множестве U £  Еп, причем g ( u ) &  
е  [а, b] при всех « е  U. Тогда функция

Ц и) =  Ф (g  (и))
выпукла на U.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольные и, v е  U и 
а е [ 0 ,  1]. Тогда
J  (аи +  (1 — а) и) =

=  ф (g (аи +  (1 — а) »)) <  ф (а g (u) +  ( l — a )g  (v)) <
<a<f>(g(u)) +  (l — a)<p(g(v)) =  aJ(u)-\r( l — a ) J  (v),

что и требовалось.
Иногда удобнее пользоваться другим вариантом этой тео

ремы: если функция ф(^) выпукла и не возрастает на промежут
ке а ^  t ^  Ь, a g(u)  вогнута на выпуклом множестве U ^ E n, 
g(u) е  [а, Ь] при u e t / ,  то функция J (и) =  ц>(g(u))  выпукла 
на U.

С л е д с т в и е  1. Если функция g(u) выпукла и неотрица
тельна на выпуклом множестве U, то функция

1  (u) =  (g  (и))р 
выпукла на U при всех р ^  1 и р <  0.

С л е д с т в и е  2. Ес.ли g(u) выпукла на выпуклом множе
стве U, то функция

J (и) =  (шах {0 ; g (и)})р =  (g+ (и))р

выпукла на U при всех р ^  1.
С л е д с т в и е  3. Если g(u) выпукла на выпуклом множест

ве U, причем g(u)  sg: 0 при всех и<= U, то функции
/(«) =  — Ug(u), J (и) =  (ш а х {— In (— g (и))] 0})р, р > 1 ,

выпуклы на U,
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К ак увидим ниже, функции, указанные в следствиях к тео
ремам 7, 8, будут использованы при описании различных мето
дов минимизации (например, в методах штрафных и барьерных 
функций и др.).

7. Выпуклые функции являются удобным средством задания 
выпуклых множеств. Это связано с тем, что надграфик всякой

выпуклой функции является выпуклым 
множеством.

О п р е д е л е н и е  2. Надграфиком 
(или эпиграфом) всякой функции 
J (u ) ,  определенной на множестве t / s  
Е  Еп, называется множество (рис. 4.5)

epi J  =  {(и, у) е  En+l: и е= <У, Y >  / («)}.

Рис. 4.5. (Н адграф ик.)
Т е о р е м а  9. Д л я  того чтобы 

функция J (и), определенная на выпук
лом мноокестве U, была выпуклой на 

U, необходимо и достаточно, чтобы ее надграфик был выпуклым 
множеством. .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть функ
ция J  (и) выпукла на выпуклом множестве U. Возьмем две про
извольные точки Z i = ( u i , y i ) , . z 2 = ( u 2, y 2) ^ e p \ J ,  и составим их 
выпуклую комбинацию 2a =  oc2i + ( l — a ) z 2 =  (аи\-\-(\— a )и2, 
«Yi + ( 1  — а ) 7 г), 0 a  <  1. Из выпуклости U следует, что иа=  
=  с ш ! + ( 1 — a ) u 2 ^ U .  Из выпуклости функции / ( « ) ,  учиты
вая , что z\, z2 е  epi J, имеем J (иа) ^ a / ( « i )  +  ( l — a ) J ( u 2) ^  
^  a y i  +  (1 — a ) y 2. Следовательно, za e  epi / при всех н е  [0 ,1 ] .  
Выпуклость epi J  доказана.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть epi / — выпуклое множество. 
Возьмем произвольные ии и2 е  U и а е [ 0 ,  1]. Тогда Z\ — 
=  ( « 1, J ( u i ) ) ,  z2 =  (и2, J ( u 2) ) ^  epi /. В силу выпуклости epi / 
точка 2a =  cc2i + ( l — a ) 22 e e p i / .  Это значит, что aJ(u i)  +  
+  ( 1 — a ) J ( u 2) sg  J(au\  + ( 1 — a) u2). Выпуклость J  (и) дока
зана.

Т е о р е м а  10. Пусть U — выпуклое множество, а функция 
J (и) ■выпукла на U. Тогда множество М { с ) =  {и: u ^ U ,  J(u)?£Z 
tgZ с} выпукло при любом с.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольные и, и е М ( с ) ,  
а е  [0, 1]. Используя выпуклость множества V  и функции J{u) ,  
имеем J (аи  +  (1 — ol) v )  ^  а](и )  +  (1 — a ) J ( v )  с, т. е. аи  4 - 
+  (1 — a )  v е  М ( с ) , что и требовалось.

Заметим, что обратное утверждение здесь неверно: из вы
пуклости множества М(с)  при любом с, вообще говоря, не сле
дует  выпуклость функции J (u ) .  Например, множество М(с) —
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=  {«: « е С 1, и3 ^  с} выпукло при любом с, а функция 7(ы) =  
=  и3 невыпукла на Ех (см. ниже упражнение 10).

Т е о р е м а  11. Пусть Uо — выпуклое множество, функции 
g i ( u ), i = \ ,m , выпуклы на U0, а функции g i ( u ) = ( a i ,  и} — bi, 
i == m +  1, s, где a i — заданные векторы из Еп, bi — заданные 
числа, i — m +  1, s. Тогда выпукло множество

U — {и: и е  U о, gt {и) ^ 0 ,  i =  1, m; gi(u)  =  0, i =  m +  1, s}. (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 10 множество Ui =  
=  {и: и е  Uо, gi(u)  ^  0} выпукло при всех i — 1, m. Выпукло 
т ак ж е  множество М =  {и^. Еп: <аг, и> — bi =  0, г =  m +  1, s} — 
см. пример 1.4. Тогда множество (12), являющееся пересече
нием выпуклых множеств Uь . . . ,  Um, М, само будет выпуклым.

8 . Рассмотренное в теореме 3 условие оптимальности сформулировано 
для непрерывно-дифференцируемых функций. О днако аналогичное условие 
м ож ет быть получено при гораздо меньших ограничениях на функцию, ис
пользуя лишь сущ ествование производных по направлениям. Напоминаем, что 
производной функции 1 (и) в точке и по направлению е, |е|=  1, назы вается 
число

dJ  (и) J ( u + t e )  — J ( u )
— т -— =  и т  ------------- --------------- . (13)

de f - >  4- о t
Заметим , что для определения производной по направлению в точке и нужно, 
чтобы и +  t e  принадлежало области определения J (u )  при 0  ^  t ^  to хотя бы 
при малом to >  0 .

О п р е д е л е н и е  3. Пусть U — некоторое множество из Еп, пусть и е  U. 
Направление е  Ф  0 называется возможным в точке и, если сущ ествует число 

>  0 такое, что и te s  U при всех t, 0 ^  t ^  t0. Иначе говоря, доста
точно малое перемещение из точки и по возможному направлению не вы водит 
за  пределы множества U.

Очевидно, если и е  int U, то любое направление е  ф  0 явл яется  возм ож 
ным в этой точке. В граничных точках множества возможное направление 
мож ет и не сущ ествовать.

П р и м е р  5 Пусть U — {и =  (х, г/ )е  Е2: х ^  0, х2 ^  у  sg  2х2}. Не
т р у д н о  виаеть, что в граничной точке (0 , 0 ) нет ни одного возможного н а
п р авл ен и я .

Д л я  вы пуклых множеств U, содержащ их не менее д вух  точек, приведен
н ая в примере 5 ситуация невозмож на- в любой точке и такого  выпуклого 
множ ества U имеется хотя бы одно возможное направление, причем нап рав
ление е  Ф  0 будет возможным в точке и тогда и только то гда , если сущ е
ствую т точка o e U ,  v Ф  и, и число у  >  0 такие, что е  =  y ( v  — и).

Таким образом, если функция Ци)  определена на множестве U, а н а
правление е, |е|=  1, является возможным в точке в е ( / ,  то функция f ( t )  =

/'(и +  te)  определена на отрезке 0  sg  / sg  /0, fo >  0 , и =  Г  (+  0 ) —

п р авая производная f ( t )  в точке t — 0 .
Заметим , что если функция !  (и) определена в некоторой е-окрестности 

точки и и дифференцируема в этой точк^, то 1 (и) имеет производные по всем 
направлениям , причем

= ( Г ( и ) ,  е). 4 * 1  =  1 (14)
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(ср. с формулой (2.3 .1) при f - c +О). Однако обратное неверно: из того, что 
функция в некоторой точке имеет производные по всем направлениям , во
обще говоря, не следует ее дифференцируемость в этой точке, и более того, 
нельзя гарантировать д а ж е  ее непрерывность.

П р и м е р  6 . П усть
f  х2у

! =  /(*, i r t - i  Х* + У2 '
I о.

/ ( ц ) . , ,  . ,  V, если и =  (х, у )ФО,

0 , если и =  (0 , 0 ) =  0 . 

Возьмем произвольное направление е  — (cos a ,  sin а ) .  Тогда
/ (0  +  te)  — / (0 ) _ 1 r/ (____  __ cos2 a  sin а

t
Отсюда имеем

/ II . • ч l-WO VA O l l l  , _(t cos a, t stn a ) =  ----- ------ -— ^ — , t >  0 .i t2 cos4 a  +  sin 2 a

при sin a  =И=0 , 

при s in a  =  0 .

О днако эта  функция разрывна в точке и =  0. В самом деле, устремим точку 

и =  (х, у)  к нулю по параболе у  =  х2. Тогда I (х, х2) =  -/* J (0, 0) =  0.

Таким образом, требование сущ ествования производных по направлению 
существенно менее ж есткое, чем требование дифференцируемое™. В связи 
с этим п р едставляет интерес получить условия оптимальности в терминах 
производных по направлению.

Т е о р е м а  12. Пусть J  — выпуклое множество, U,  — множество точек 
минимума функции J (и) на U, пусть в точке « .  е  U функция J (и) имеет 
производные по  всем возможным направлениям. Тогда не обходимо выпол
няется у словие

- £ •*- > 0  (15)

для  всех возможных направлений е, |е|=  1, в точке и ,. Если, кроме того, 
функция J (и) выпукла на U, то у слови е  (15) достаточно для  того, чтобы 
и ,  е  U*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть а , е ( / ,  и е, \е\ =  
=  1 — возможное направление в точке Тогда /(и* +  te)  ^ / («* )  или 
(J ( и , t e ) — J ( u * ) ) / t ^ 0  при всех достаточно малых t >  0. Отсюда при 
< -^ + 0  получим условие (15 ).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П усть J (и ) — вы п уклая функция на U, пусть в 
некоторой точке « , е ( /  выполняется условие (15 ). Возьмем любую точку 
u ^ U ,  и ф  и*, и положим е  =  (и — и ,)/|« — ц„|. Направление е  — возмож 
ное в точке «* , т ак  как  и . +  te  е  U при всех t, 0 ^  t sg  f0 =  — « . I, >  0. 
Из условия (15) то гда имеем Г ( + 0 ) ^ 0 ,  где f ( t )  = / ( u .  +  t e ) . Н иже в тео
реме 13 будет показано, ч т о '# (0  вы п укла на [0, /0]- Из неравенства (1.11.5) 
тогда следует , что f ( t ) — f ( 0 ) >  Г ( + 0 )< или f ( 0 > f ( 0 ) при всех f e [ 0 , f0l- 
В частности, при t — t0 =  \u — и,\ отсюда имеем / (ы )^ = / ( « » ) ,  что и тре
бовалось.

В частности, если в точке и , сущ ествует градиент / '( “ *)> то для е  — 
=  (и — и„)1\и — и .| , ц е  £/, и Ф  ы„, согласно формуле (14) имеем

— д е  * =  ( ! '  (»„ ), и — а *)/1 и — и* |, и в этом случае условие (15) превра

щ ается в условие (5 ) . Таким образом, теорема 12 является обобщением тео
ремы 3 на сущ ественно более широкий класс функций. Более того, условие 
(15) явл яется  наиболее естественным для класса вы пуклых функций. Дело
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в том, что, о казы вается , всякая  вы пуклая функция в любой внутренней точке 
множества имеет производные по всем направлениям. Это вы текает  из сле
дующих двух теорем.

Т е о р е м а  13. Пусть U — выпуклое множество, функция J (и) оп р е д е 
лена на U- Для того чтобы 1(и) была выпуклой на U, необходимо и д о 
статочно., чтобы для любой точки и е  U и любог о  во зможного направления е  
в точке и функция f ( 0 — J(u  +  te) о дной переменной t была выпукла на 
отрезке а ^  ^  Ь, г д е  а — inf {t: и +  te  s  U],  b =  sup {t : и +  t e  e  U)  
(ясно,  что a  sg 0 <  b; если и +  ae ф  U или и +  be ф  U, то функцию g ( t )  не  
следует рассматривать при t =  а или t — b соответственно).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  П усть 1 (и) вы п укла на U. 
Возьмем произвольную точку и s  U, какое-либо возможное направление е  
в этой точке и составим функцию f  (t) =  ] (и +  t e ) , а t ^  Ь. П усть t2 — 
произвольные точки из [а,Ь] и a  s  ГО, I ] . Тогда f ( a t ,  + ( 1  — a ) t 2) — 
=  J ( a ( u  +  /,е) +  (1 — а )  (и + t2e ) )  <  aJ  (и +  t^e) +  (1 — a ) J ( u  +  t2e)  =  
=  af ( t i )  +  (1 — a ) f ( t 2), что и требовалось.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть для всех u s  t/ и всех возможных нап рав
лений е  в точке и функция }(t) — J (и +  te)  вы п укла на соответствую щ ем 
отрезке \а,Ь]. Возьмем любые и, v s  U и положим е  =  v — и — это во зм о ж 
ное направление в точке и, так  как u - \ - t ( v — u ) e . U  при 0 ^  1. Тогда 
из выпуклости f  (t) — J ( и te) получим / ( а У + ( 1 — а)и)  =  /(а)  =  f  ( а - 1 +  
+  (1 — а ) -0) ^  а/ (1 ) +  (1 — а )/ (0 )  =  а / (о )  +  (1 — a ) J ( u )  при всех a s  
е  [0 .1 ] .  Теорема доказан а.

Т е о р е м а  14. Пусть U—выпуклое множество, функция J (и) выпукла 
на U. Тогда в любой точке и s  ri U функция J (и) имеет производные по в с ем 
направлениям е, параллельным aff U. В частности, если  int U ф  0 ,  то в точ
ке и s  int U существуют производные J (и) по вс ем направлениям ( ё £ " ,
М = 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть aff U — {и s  Еп\ Аи — Ь}, где А — неко
торая матрица порядка m X  ", a b s  Em (см. пример 1.4 и определение 1 .2). 
По определению, направление е  параллельно aff U, если е  принадлежит под
пространству L a — (е  s  £": Ле =  0}. Отсюда ясно, что ссли е  s  L a , то 
—е  s  L a. Зафиксируем какое-либо направление е е  L A, | е | = 1 , и точку 
и s  ri U. Согласно определению 1.6 сущ ествует е-окрестность 0 ( u , e )  — {v е  
s  Еп: |о — н | < е )  точки и такая , что пересечение 0(и,  е )Л  aff U целиком 
принадлежит U. Учитывая, что — е  т акж е  принадлежит L a , можем ска з а ть , 
что и +  te е  U для всех t, |/|^/о, 0 <  t0 <  е. Это значит, что функция 
/ (/) =  / (и +  te) определена на отрезке [ —/0, М  и, согласно теореме 13, она 
вы пукла на этом отрезке. Поскольку t =  0 — внутренняя точка отрезка 
Г—А), £о], то по теореме 1 . 11.2 сущ ествует

« //■/»  ( M O - f ( 0 )) (J (и + te)  -  (и)) d J ( u )I ( - r U ) =  lim --------------------- =  lim ---------------------------------=>—-г------- .
/->+0 ‘ ;-► + <) t de

Теорема 14 доказана.
Если и s  U \  ri U, то в такой точке у  выпуклой функции производные 

по возможным направлениям могут и не сущ ествовать — об этом сви детель
ствует пример 1. 1 1 .2 .

9. Приведенный выше пример 6 п оказы вает, что сущ ествование произ
водных по всем направлениям не гарантирует непрерывности функции. Но 
для выпуклых функций т ак а я  ситуация, о казы вается , невозмож на.

Т е о р е м а  15. Пусть множество U выпукло и int U Ф  0 .  Тогда выпук 
лая функция J (и) во  всех внутренних точках множества U непрерывна.  
В частности, функция, выпуклая на всем пространстве Е", непрерывна во  вс ех  
точках.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Возьмем произвольные и s  int U и е >  0. По 
определению внутренней точки сущ ествует число б >  0  тако е, что к  +  Л е У ,
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u  +  nh‘e t s U  дл я  всех__ h =  (ft1, . . . , h n), |/г|>б/га; здесь ei =  ( 0 , . . .
. . . ,  0, 1, 0, . . . ,  0 ) , i =  1, п, — базис в £". Т ак к а к  по теореме 14 функция 
]  (и) в точке и имеет производные по направлениям  ег, то она непрерывна 
в этой точке по направлениям е;, i — 1, п. П оэтому можно взять число д 
столь малым, чтобы \J(u +  nh‘ei) — J (и)]<.  е при всех h, |ft|< 6 /я, i =  1 , п. 
Т огда пользуясь неравенством (2 ), будем иметь

J  (и +  h) — J  (и) =

=  / ( т Е  ( B +  nA‘ei)
'  г=1

д л я  всех h, |/i|< 6/п. В частности, для ( —/г), удовлетворяю щ их неравенству 
| —Л | <  6jn, из (16) следует J ( и — Л )— J  (и) <  е. Но в силу выпуклости 
J (u )  имеем / ( « ) = / ( ( «  +  Н)/2 +  (и — Л) /2) С  (/ («  +  й) +  J (и — й ) )/ 2 , поэто
м у  J ( и ) — J (u -\-h)  ^  / ( и — /г) —} (и) <  е. Отсюда и из (16) следует 
\J (и +  Л) — J (u)  | <  е при всех Л, | f t| < 6//i. Теорема, доказана.

Заметим, что если in t U =  0 ,  то рассматривая лишь точки из aff t/, 
аналогично можно до казать  непрерывность выпуклой на U функции во всех 
то ч ках  и е  ri U. В качестве базиса {е,}, участвую щ его в доказательстве , в 
этом  случае нужно взять  базис подпространства, параллельного aff U. В точ
к а х  u s U \ n U  вы п уклая функция может терпеть разрыв — об этом гово
рит пример 1 .1 1 .1.

10. Рассмотрим вы пуклы е функции на выпуклом множестве 11, принад
леж ащ ие классу  С 1' ‘ ((У) (см. определение 2 3 .3 ), т. е. гладкие вы пуклы е 
функции, градиент которых удовлетворяет условию

\У ( и ) - J '  ( o ) | < L | a - » | ,  и, v s  U, Z. =  const > 0  (17)

Д л я  таки х функций имеют место неравенства

0 < < Г  ( и ) - Г  (о), u - v ) ^ L \ u - v \ 2 (18)

при всех и, v е  U. В самом деле, левое неравенство следует из теоремы 4, 
а правое — из условия (1 7 ). О казы вается, эти д ва  неравенства можно запи
с ать  в виде одного равносильного неравенства [8 5 ] , полностью хар актери 
зую щ его класс вы пуклы х функций из С 1 1(U) с данной константой L ^  0.

Т е о р е м а  16. Пусть U — выпуклое множество из Еп. Для того чтобы 
функция J ( i )  из  клас са 0(11) была выпуклой и удовлетворяла условию  (17) 
с  константой L, не обходимо и достаточно, чтобы

| У (и) -  Г  (v) |2 <  L (] ’ (и) -  У (v), u - v )  (19)

при вс ех и. о е ( / .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  . Д о с т а т о ч н о с т ь  доказы вается просто. 

А именно ёСли вы полн яется неравенство (1 9 ), то из него, во-первых, следует, 
что (/' (h)—У (v),  и — ь) ^ 0 , и, и е  (/, и вы пуклость J (и) гарантируется 
теоремой f  и, во-вторых, применяя к правой части (19) неравенство К ош и— 
Б уняковского  и д ел я  на \У(и) — У (v) |, получим условие (17 ). Из вы пукло
сти  J (и) и условия (17) имеем неравенства (18 ). Таким образом, из (19) 
следует  (18)

Н е о б х о д и м о с т ь .  П усть функция / (и) вы пукла и удовлетворяет 
условию  (1 7 ). Т огда, к а к  оыло показано выше справедливы неравенства (18 ). 
О стается из (18) получить (1 9 ). Сначала рассмотрим случай, когда int С/ 
# 0 и  J (u )e=C2(U).  Тогда

(16)
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при всех 5 е  Е". В самом деле, из неравенств (18) с помощью формулы 
(2.3.4) в случае и е  int U имеем .

О <  </' (и +  eg ) -  ] ’ (и), е|) =  е 2 </" (и +  0е£) |, |> <  L | 112 е 2

или 0 <  (J"(u  +  0 е£)|, I)  <  i - l l l 2, 0  sg; 0 sg  1, для всех e, |e| <  e0, e0 >  0 . 
Отсюда при e-> -+ .0 получим (20) для точек и е  int U. Если ц е  Гр I/, то 
оценка (2 0 ) до казы вается  с помощью предельного перехода от внутренних 
точек т ак  ж е, к а к  это делалось при доказательстве теоремы 5.

Д алее, пользуясь формулой (2 .3 .5 ), имеем

1
У (и +  h) -  ] '  (и) =  Ah, А =  \ ! "  (и +  th) dt, h =  v — u. (21>

0
Разум еется, матрица А зависит от и, v, но эту  зависимость мы для кратко 
сти не будем  явно указы вать. Согласно (20) 0 <  ( / " ( « +  \) sg; Z,|g|2, 
0  t 1 , о ткуда , интегрируя по t, получим

0< < Л |, I X  Z. I l l 2, !€ = £ " .  (22)

Таким образом, симметричная матрица А неотрицательно определена. Тогда
I сущ ествует симметричная неотрицательно определенная матрица А1*2 т ак ая , 

что (А1/2) 2 — А [63, 128]. Пользуясь оценкой (22) при | =  Д |/2Л, с помощью 
формул ( 2 1 ) имеем

I | / '( « )  -  ] '  (о) I2 =  {Ah, Ah) =  <ЛЛ1/2й, АЩ )  <  L | Л 1/2/г I2 =
! =  L (Ah, h ) =  L (] '  (и) -  J '  ( v ), и -  v).

! Неравенство (19) доказано при дополнительных предположениях int U ф  0  
и / ( в ) е С ! ((/).

Наметим схем у доказательства для случ ая , когда \ п Ш Ф 0 ,  но ] ( и ) е  
е С ‘ (£/). Построим последовательность функций {/*(м )}, и е .  U и последо
вательность {[/*} строго внутренних и вы пуклы х подмножеств множ ества U, 
такие, что U =  ( J  Uk, Uk с :  Uk+u k =  1, 2 , . . . ,  и для всех k ^  1 и всех 

k>\
т 5 s k функция Jm(и) выпукла на Uk, J m( u ) e .  C2(Uk), | J'm (и)  — J'm (v)  | ^
<  L | и — v  | дл я  любых и, v e  U. , lim / (« )  =  J (u\, lim ]'m (u) =

m-> oo m-> oo
=  J'  (и) при всех и e  Uk. В силу доказанного  тогда | J'm (и) — J'm (v) |2 ^

<  L (J'm (и) — ]'т (о), и — и), при всех и , и всех т ^  k. Отсюда при 
т-> - оо получим неравенство (19) на множестве Uk. Д алее , при k->-oo 
убеж даем ся в справедливости (1,9) дл я  всех и, v  е  int U. Н аконец, для 
граничных точек множества U неравенство (19) до казы вается  с помощью 
предельного перехода от внутренних точек.

Как построить упомянутые последовательности {У*} и {У*(и)}? В к а 
честве {t/*} может быть взята последовательность подмножеств всех внут- 
ренних точек множества U, удаленных от границы U на расстояние не менее 
чем 36*, где lim  б* =  0, б* >  6*+i >  0, .ft =  1, 2, . . .  В качестве /*(ы) м огут  
быть взяты  средние функции Стеклова — Соболева [179 ], например,

J k =  J  ®k (w ~ u)dw ,  <£>k (и) =  6^  " и -1 со (  | и | б ^ 1) ,

En
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где со (г) =  е х р (— 1 / ( 1  — л2))  при |г| <  1, со (г) =  0 при |г| ^  1, х—  ̂ со (г) dr
-I

и функция J (и) вне U доопределена тождественным нулем. Если int U — 0 ,  
то аналогичные построения надо провести в ri U.

1 1 . Наконец, остановимся на одном замечательном свойстве выпуклых 
множеств, задаваем ы х  ограничениями g ( u ) ^ c ,  где g ( u ) — вы пуклая 
функция.

Т е о р е м а  17. Пусть U0— непустое выпуклое замкнутое множество из Еп, 
функция g ( u )  выпукла и полунепрерывна снизу  на U0, пусть

М (с) =  {и: и s= U0, g  (и) <  с}

Тогда для  ограниченности множества М(с) при каждом с  необходимо и д о 
статочно, чтобы при некотором а множество М(а) было непустым и ограни
ченным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  очевидна. Д окаж ем  доста
точность. П усть множество М(а) Ф 0  и ограничено. Так к а к  М(с) czM(a)  
при всех с  а, то М(с)  ограничено при всех с  ^  а (пустое множество огра
ничено по определению). О стается рассмотреть случай с  >  а. Предположим, 
что при некотором с > а  множество М(с)  не ограничено. Заметим, что 
М(с)  — вы пукло и замкнуто , что следует из леммы 2.1.1 и теоремы 10.

П окаж ем , что сущ ествует вектор е  Ф  0 такой, что ы +  /ееУ И (с) при 
всех t 0 и всех и е М ( с )  (такое направление, зад аваем о е  вектором е, 
принято н азы вать рецессивным направлением неограниченного выпуклого мно
ж е с т в а ) . Т ак  как  множество М(с)  неограничено по предположению, то су 
щ ествует последовательность { и ь )^ М ( с )  такая , что |«*|->-оо при й -»-оо . 
Возьмем какую -либо точку й е М ( с )  и составим вектор е* =  
=  (иь — й) | Uk — й|-1 , k =  1, 2, . . .  По теореме Больцано—Вейерштрасса из 
последовательности {е*} можно выбрать подпоследовательность сх0'
дящ ую ся к некоторому вектору е , |е|=  1. Возьмем произвольное / >  0. Так 
к ак  0 <  tl\u/t — й\<  1 при всех k ^  ka, то в силу выпуклости М(с ) имеем

й +  t e .  =  -------1 _ , и. +  (\  — -------1 .. . ^  й е= М (с), k >  kQ.
k I —« I k V \uk ~ “ \ J  °

Отсюда при k ->■ oo получим й -\- te e .  M(c),  поскольку M(c)  замкнуто. В силу 
произвольности / >  0 заклю чаем, что й +  t e c M ( c )  при всех t >  0 .

Теперь возьмем любую точку u s A J ( c )  и покажем , что ы +  / е е М (с )  
при каж до м  i ^  0. По доказанному й +  ц е е Л 1 (с ) ,  ц ^  0. В силу выпук
лости М(с)  тогда

—  (й +  ц е ) +  (  1 ----- —'j  и — и + te + t (й — и)/ц е  М  (с)М* \ Ц /
при всех ц >  £. Отсюда при ц->-оо с учетом замкнутости М(с)  получим 
и +  t e  е  М (с)- -яри каж дом  t ^  0.

Заф иксируем какую -либо точку v е  M(a)cz М(с) .  В силу построения 
вектора е  то гда v - j - t e ^ M ( c ) ,  t ^  0. По условию М(а)  ограничено, поэтому 
луч ( v  +  te, t ^  0} пересекает границу выпуклого множ ества М(а)  в неко
торой точке или, точнее говоря, найдется число to — sup {/: u +  < e e M (a )}  
тако е , что v-\- t eqkM{a)  при всех t >  to- Это значит, что v  +  te е  Ua, но 
с  S* g ( v  +  Щ >  а >  g i v ) Для всех t >  t0. Зафиксируем какое-либо t >  t0. 
Т о гда , п ользуясь представлением

v  +  t e  =  X ^  t> Н— j -  +  (1 — X) v, 0  <  Я <  I
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и выпуклостью  функции g ( u ) ,  имеем g{v  +  t e)  ^  Xg(v +  (t/X)e) +
+  (1 — или g [ v  +  Y e>) > ( g ( v +  f e)  — g  (о))/Х +  g  (v), 0 < Я < 1 .

Т ак к а к  g ( v  +  te) >  g ( v ) ,  то при А,->-+0 отсюда получим g ( v +  (t lk)e)
-► + °° - Тогда найдется число Аю >  0 такое, что g ( v  +  ( t/X)e) >  с  при всех К, 
О <  X <  Я,0. С другой стороны, по построению вектора е  имеем » + ( / Д ) с е  
е М ( с )  или g ( v  -\-(t/X)e) с при всех к, 0 <  X <  1. Полученное противоре
чие до казы вает  теорему.

Н екоторые другие свойства вы пуклых функций и множеств б удут  рас
см атри ваться ниже.

У п р а ж н е н и я .  1. При каких а, Ь, с  функция J (и) =  ах2 +  2Ьху +  с у 2 
переменных и =  (.*, i / ) e £ 2 будет выпуклой на £ 2? Вогнутой на £ 2?

2. Найти области выпуклости и вогнутости функций / (« )  =  sin (*  +  г/+  г ) ,  
/ (и) =  s in ( *2 +  y 2 +  z2).

3. Если функция J (и) вы пукла, то будет ли выпуклой функция |/ («)| ?
4. Если Л (и ), J2(u) выпуклы , то будет ли их произведение выпуклой 

функцией? Рассмотреть пример J t ( u ) = u ,  J2( u ) — u2. Что изменится, если 
от У|(ы), J2(u) потребовать неотрицательность? Или монотонность?

5. П усть функции h ( u )  выпуклы  на выпуклом множестве U при всех 
k =  1, 2, . . . ,  и пусть сущ ествует предел lim J k (u) =  J (и) или сходится р.яд

k~>oo
ОО

£  J k (u) =  J ( u )  при всех и е ( У .  Д оказать , что тогда J (и) вы пукла на U.

6 . Пусть U — выпуклое множество, функция / (и ) вы пукла на U, J ( u ) s  
е С ' ( 1 7 )  и inf / (и) = / ,  >  — оо. Д оказать , нто для того, чтобы некоторая

последовательность (м») е  У была минимизирующей, т. е. lim J ( u . ) = J t ,k->oo
необходимо и достаточно выполнения условия lim (}' (иь), и ~ и ^ ~ ^  0 при

к-* оо
всех и е  U (ср. с теоремой 3).

7. Вы пуклая функция, отличная от постоянном, может достигать своей 
верхней грани на выпуклом множестве лишь в его граничных точках. Д о 
казать .

8 . Д л я  того чтобы функция р (и, U) =  inf \и — и | была выпуклой на
v  a  U

Еп, необходимо и достаточно, чтобы замы кание множ ества U было вы пуклы м . 
Д оказать . ____

9. М ножество =  {u е  £ п: g t ( u ) ^ . c ,  i =  1, m}, где g i ( u ) — вы пуклы е 
функции на £ л, / =  1 , т,  будет ограничено при любых с тогда и только 
то гда , когда Uc ограничено хотя бы при одном значении с  =  с0. Д оказать .

10. Функция / (и ), определенная на вы пуклом множестве U, н азы вается  
квазивы пуклой на U, если / ( а и + ( 1  — a ) v )  <  ш ах { / (« ) ; J(v)}  при всех 
и, v е  U и а  е  [0, 1]. Д оказать , что J (и) квази вы п укла на U то гда  и только 
то гда , когда множество M(v) =  (и: u s U ,  J ( u ) ^ . J ( v ) }  выпукло при всех 
и е  U (ср. с теоремой 10).

§ 3. Сильно выпуклые функции

1. Непрерывная выпуклая функция на выпуклом замкнутом 
множестве может не достигать своей нижней грани на этом 
множестве. Например, если У (и) =  1/м, U — {и е  Е 1: и ^  1}, 
то У„ =  inf У (и) =  0, но У (м )>  0 при всех u ^ U .  Однако
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можно выделить подкласс выпуклых функций, для которых по
добная ситуация невозможна.

О п р е д е л е н и е  1. Функция / ( « ) ,  определенная на выпук
лом множестве U, называется сильно выпуклой на U, если су
ществует постоянная х >  0 такая ,  что

J  (аи +  (1 — a) v) ^  а/(и) +  (1 — a )J (v )  — а (1 — а)х| и — v |2 (1)

при всех и, v е  И и всех а ,  0 ^  а  ^  1. Постоянную х называют 
константой сильной выпуклости функции J  (и) на множестве U.

Очевидно, сильно выпуклая на U функция будет выпуклой 
и д аж е  строго выпуклой на U. Примером сильно выпуклой функ
ции на всем пространстве Еп может служить функция

]  (и) =  (и, и) =  | и |2, и е  Еп.

Д л я  этой функции неравенство (1) превращается в тождествен
ное равенство с константой х =  1:

| аи +  ( 1 — а) v |2 =  а  | и |2 +  (1 — а) | v |2 — а  ( 1 — а) | и — v |2

при всех и, v е  Еп, а  е  [0, 1]. Линейная функция J (и) =  <с, «> 
выпукла на Еп, но не сильно выпукла. Упомянутая выше функ
ция / (и) — \/и при и ^  1 выпукла, но не будет сильно выпуклой 
при и ^  1.

Нетрудно видеть, что сумма сильно выпуклой и выпуклой 
функций на выпуклом множестве U будет сильно выпукла на U 
с той ж е константой х. Если J (и) сильно выпукла на U с кон
стантой х, то g ( u ) — c l  (и) при любом с =  const >  0 будет силь
но выпуклой на U с константой сх.

Т е о р е м а  1. Пусть множество U выпукло и замкнуто , 
а  функция J (и) сильно выпукла и полунепрерывна снизу на U. 
Тогда

1) множество Лебега
М (v) =  {и: u <= U, J ( u ) ^ . J  (&)}

выпукло замкнуто и ограничено при всех v е  U;
2) / = i n f / ( M ) >  — оо, множество U * =  {и: u ^ U , -  J(u)=*

и
*= /»} непусто и, более того, состоит из единственной точки и»!

3) имеет место неравенство
% | и — и „|2 / («) — / (и„), и е  U\ (2)

4) любая минимизирующая последовательность {«*}: uk^ U ,  
k  =  1, 2, . . . ,  lim J  {uk) =  h> сходится к точкеk->oo

Сформулированная теорема является обобщением теоремы 
Вейерштрасса •— теоремы 2.1.1. В отличие от теоремы 2.1.1 здесь 
на функцию н аклады вается  более жесткое ограничение, но зато



от множества U не требуется ограниченности. В частности, 
в теореме 1 возможно U =  Еп.

Д о к а з а т е л  ь с т в о .  Если U ограничено, замкнуто, т. е. U 
компактно, то все утверждения теоремы 1, кроме неравенства
(2 ) ,  следуют из теорем 2.1.1 и 2.10. Поэтому пусть U — неогра
ниченное множество. Возьмем произвольную точку и 
рассмотрим шар

S  =  S (v ,  1) =  {и: u ^ U ,  \и — о | ^ 1 } .

Из теоремы 2 .1.1 следует, что inf J(u) — J*s >  — т ак  что
s

J ( u ) ^ J* s  =  J ( v ) - v ,  v =  J ( v ) - J s >  о (3)

при всех u e S .  Возьмем произвольную точку u ^ U \ S ,  т. е. 
| и — и| >  1. Тогда

0 <  а0=  1/| и — v | <  1. (4)

При а  =  ао из ( 1) получаем

Оо/ (и) >  / (и +  а 0 (и — v)) — (1 — а0) / (у) +  а 0 (1 — а 0) % \ и — v |2. (5)

В силу (4) а 0|и — v | =  1, поэтому v +  а 0(и — у )  е  5 .  Со
гласно (3) тогда 7(и +  ао(м — v ) ) ^ J ( v )  — v. Учитывая эту  
оценку, из (5) имеем

а0/ (и) ^  а0/ (и) — v +  а 0(1 — а 0)х| и — v |2.

Отсюда, сокращ ая на о0 >  0 и вспоминая определение (4) ве
личины ао, получим

J  (и) ^  У (и) +  (1 — а 0) к | и — v |2 — v/a0 =

=  /(t>) - f  х | « — l>|2 —  ( I И —  l> I л/%) • (д /Й  +  v/ д / х ) .

Применяя к последнему слагаем ому неравенство ab ^  
^ ( а 2 +  Ь2)/2, будем иметь

/(и) ^  J(v )  -j- и| и — v |2/2 — (д/х +  v / V « )2/2 (6)

для всех н е  U \ S .  Нетрудно видеть, что неравенство ( 6) спра
ведливо и при u e S .  В самом деле, если и е 5 , т , е .  |и — v | ^  1,
то v <  ( У х  +  v / V >«)2/2  - -  х| и — v |2/2 . Отсюда и из (3) сле
дует справедливость (6) и для всех m g S .

Таким образом, неравенство (6) имеет место для  всех u ^ U .  
Д ля  любых из (6) следует

к| u — v |2/2 — ( У х  +  v / V x ) 2/2 <; / (u) — J  ( t> )^ О
или

| и — v К  1 +  v/x, (у).

$ 3] СИЛЬНО ВЫПУКЛЫЕ ФУНКЦИИ 1 87
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Ограниченность M (v)  доказана. Выпуклость M (v ) следует из 
теоремы 2.10, а замкнутость М ( у ) — из леммы 2.1.1. Из теоре
мы 2.1.2 имеем У* > —сю, (У*=й=0. Так к ак  сильно выпуклая 
функция строго выпукла, то в силу теоремы 2.1 множество 
состоит из единственной точки м*.

Д о каж ем  неравенство (2). Учитывая, что 7 ( « , ) ^ / ( ы )  при 
всех и е  £/, из ( 1) имеем 0 ^ / ( а ы + ( 1 — а ) н * ) — / ( « * ) < :  

( J (и )—/ (и * ) )—а (1 — а ) х | ы — м*|2 или а (1 — а)к\и—м*|2^  
a ( J ( u ) — J  {и*)) при всех a e [ 0 , 1] и Д еля  на а  >  0

и устрем ляя а - ^ + 0, отсюда получим неравенство (2 ).
Нгкэнец, пусть {«4} е ( / ,  \\т ] {uk) — J Полагая в (2)

fe-»oo

и =  Uk,  получим х|Uk  — и, | 2 /(и*) — /*, k —  1, 2, . . .  Отсюда 
при k -+ o o  следует, что |ы*— ы*| ->-0. Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е  1. При выполнении условий теоремы 1 утверж 
дение о /* >  — о о ,  {У* ф  0  остается верным для любого з ам к 
нутого (необязательно выпуклого) подмножества W ^ U  — это 
следует  из замкнутости и ограниченности M (v) =  {ы: н е  W, 
J (и) ^  / (у)} и теоремы 2. 1.2 .

2. У каж ем  критерии сильной выпуклости для гладких функ
ций, аналогичные теоремам 2.2, 2.4, 2.5.

Т е о р е м а  2. Пусть U — выпуклое множество, функция 
J (и) е  C l (U). Тогда для  того чтобы J (и) была сильно выпуклой 
на U, необходимо и достаточно существования постоянной х >
>  0 такой, что

J  (и) — J (у) ^  (/' (у), и — у) - f  х | и — v I2, и, v е  U. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть J  (и) 
сильно выпукла на U. Перепишем неравенство (1) в виде

У (у +  а  (и — у)) — / (у) ^  а  |7 (и) — J (и)] — а  (1 — а) х| и — у |2<

С  помощью формулы (2.3.2) конечных приращений отсюда 
имеем a ( J ' ( v Оа ( и — у ) ) ,  и — у> ^  а [ J ( и ) — J ( v ) ]  —
— а ( 1  — а)х\и  — у|2, 0 а=С 0 ^  1. Деля это неравенство на а  >
>  0 м устремляя а - > - + 0 , получим (7).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть при некотором х >  0 неравенство
(7) выполнено при всех и, у е  V. В частности, для точки иа —
—  аи  +  ( 1 — а )  у, 0 ^  а  ^  1, тогда имеем

J (и) — J (иа) >  (]' (иа), и — иа) +  X | и — иа |2,
/ (у) — / (ыа) >  </' («а), V —  Ua )  +  X I У —  Ua  I2.

Умножим первое из этих неравенств на а, второе — на 1 — а  
и сложим. Получим неравенство (1),  что и требовалось.

Т е о р е м а  3. Пусть U — выпуклое множество, функция 
J (и ) е  C l (U). Тогда дл я  сильной выпуклости J (и) на U необхо-



димо и достаточно существования постоянной ц >  0 такой, что 

(У (и) — У  (v), и — ц| и — v |2, и, и е ( / .  (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть J  (и) 
сильно выпукла на U. Тогда для любых и, v е  U имеет место 
неравенство (7 ).  Поменяв в (7) переменные и и у ролями, по
лучим

J (v) — / (и) ^  (J' (и), v — и) +  х | и — у |2.

Сложив это неравенство с (7 ) ,  придем к условию (8 ) с ц =  2х.
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть при некотором ц >  0 выполня

ется неравенство (8) при всех и, v е  U. Тогда, пользуясь фор
мулой (2.7) и обозначениями к ней, получим

а/ (и) +  (1 — а) J (и) — J (аи +  (1 — а) о) =
1

=  а(1 — а) jj (/' (zi) — У  (z2), Z\ — z2)dtlt ^
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^  а  ( 1 -  a) J ц | zi — Zo |2 dt/t =  а  ( 1 — а) ц. | и — и 12 y d l  =
о о

=  а (1 — а)(ц./2)| и — v |2, и, v ^ U ,  а ё [ 0 , 1].

Доказано неравенство (1) с константой х =  ц/2 >  0, что и тре
бовалось.

Т е о р е м а  4. Пусть U — выпуклое множество, 1 (и) е С 2([/). 
Тогда для  сильной выпуклости J (и) на U необходимо и доста
точно существования константы ц >  0 такой, что

{ У ' Ш ,  £ > > ц Ш 2 (9)

при всех ы е  U и всех £ = ( £ ' ,  g2, . .  . ,  gn),  принадлежащих под
пространству, параллельному аффинной оболочке множества U 
(если int U Ф 0 ,  то (9) выполняется при всех £ е  Еп).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть J  (и) 
сильно выпукла на U. Пусть aff U — {и <= Еп: Аи =  Ь}, где А — 
некоторая матрица порядка ш Х « ,  a b е  Ет  (см. пример 1.4 и 
определение 1.2). Тогда подпространство L a , параллельное 
aff U ,  имеет вид L a —  {£ /1g =  0}. Возьмем произвольные
I ^ L a, u e r i  U. По определению относительно внутренней точ
ки множества (см. определение 1.6) найдется число е0 >  О т а 
кое, что и +  eg е  U при всех е, |е| г£[ е0. Поскольку для  гладкой 
сильно выпуклой функции справедливо неравенство (8 ) ,  то из 
него с учетом формулы (2.3.4) имеем

(У' (и +  eg) -  У (и), |) е =  ( J" (и +  0е£) £, g> е2 ̂  це2| £ f,
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О < 0 <  1, или <J"(u  -f- 0е£)£, I )  ^  ц|£|2 для всех е, |е| ^  е0. 
Отсюда при е->-0 получим условие (9) для всех u ^ r i U .  Если 
u ^ U \ t\U, то существует последовательность {um} е  ri U, 
сходящ аяся к точке и. По доказанному </"(«m)g, £*) ^ ц | | | 2 при 
всех % ^ L a. Пользуясь непрерывностью J ” (u), отсюда при 
т - + о о  получим неравенство (9) и для точек и е  t/\ r i  U.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть J ( u ) ^ C 2(U) и удовлетворяет 
условию (9).  Возьмем произвольные точки и, v ^ U .  Тогда £ =  
== и — v е  L a . Пользуясь формулой (2.3.4), из (9) при | =  
=  и — v получим

(]' (и) — J'  (у), и — v) =  (]" (и +  0 (и — v)) (и — у), и — v) ̂  ц | и — v |2

при всех и, v ^ U .  Таким образом, функция J (и) на V удовлет
воряет условию (8). Из теоремы 3 следует сильная выпуклость 
J (и) на U. Теорема 4 доказана (см. замечание 1 к теореме 2.5 
и пример 2.1).

Заметим, что для функций одной переменной неравенство 
(9) имеет вид: / " ( « ) ^  ц >  0 при всех u ^ U .  Поэтому нетруд
но понять, что функция J (и) =  ир при любом р >  1 будет силь
но выпукла на множестве Ue =  {и е  Е 1: и ^  е} при всех е >  0; 
если здесь е ^  0, то так ая  функция сильно выпукла л и ш ь  
при р — 2. Функция / ( « ) = <ч п «  сильно выпукла на Ue =  
=  {—я  -f- е и ^  —е} при всех е, 0 <  е <  я/2, но не будет 
сильно выпуклой на [—я, 0].

В случае функций многих переменных при int U Ф  0  из 
условия (9) следует положительная определенность квадратич
ной формы </"(«)£ , |> на Еп при всех u ^ U .  Как у ж е  упомина
лось в § 2.2, для положительной определенности квадратичной

формы Y j 0//£‘i  — C^g, |) необходимо и достаточно, чтобы 
г, /= 1

все угловые миноры

были положительны. Пользуясь этим условием, для  функции 
J (и) — х2 +  2аху  +  by2 +  cz2 из примера 2.2 находим, что J (и) 
будет сильно выпукла на Е3 тогда и только тогда, когда b — а 2>
>  0, с >  0.

Д ал ее ,  для  функции

П

J (и) =  (Аи, и)/2 — (b, и), и е  Еп,

из примера 2.3 сильная выпуклость на Еп будет тогда и толь
ко тогда, когда А — положительно определенная матрица.
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Аналогично, для функции
/ {и) =  | Аи — b I2

из примера 2.4 сильная выпуклость на Еп будет тогда и только 
тогда, когда матрица А ТА — невырожденная.

3. Рассмотрим сильно выпуклые функции /(и) из класса 
С 1' '(£/), т. е. гладкие сильно выпуклые функции, градиент ко
торых удовлетворяет условию

11 ' (и) — У  (о) | ^  L\и — v |, u , v ^ U .  (10)

Полезно установить связь м еж ду константами к, ц, L из (1) ,  
(7) — (10). Из условия (8) с помощью неравенства Коши — Бу- 
няковского и условия (10) имеем |х ^  L. При доказательстве 
теорем 3, 4 было показано, что fi =  2х. Поэтому 2х ^  L.

Из определения 1 видно, что если неравенство (1) имеет ме
сто при некотором х, то оно будет иметь место и для всех мень
ших положительных значений х. Можно поставить вопрос об 
определении самой большой, точной константы к в (1) .  Оче
видно, такой константой в (1) будет

. .  _  :„ {  ;„ f  а/ (и) +  (1 — о) / (о) — / (аи  +  (1 — а )  у)
Xn —  int  int  у * v т in •

0< а < 1  м е ( /  а  (1 а )  | н о р

Аналогично, самые большие константы в (8) и (9) соответст
венно имеют вид

и . =  м  in f
u, <= U I м u s l /  | g  £ д ,  1Ф 0  1 5  1

Из доказательства теорем 3, 4 следует, что (д,0 =  |ii — 2х0, при
чем для функций из С 1' ‘ ((У) все эти константы ^  L. Заметим, 
что для функции J  (и) =  \и |.2 на Еп имеем ц0 =  Ш =  2х0 =  L =  2.

4. Продолжим рассмотрение сильно вы пуклы х функций / ( « ) е  С'л (и ) .  
Д л я таких функций из (8 ) и (10) имеем неравенства

ц | и — v |2 ^  (/ ' (и) — ] '  (v ), и — о) ^  L | и — и|2, и, s e t / .  (11)

О казы вается, как  в теореме 2.16, д ва  неравенства ( I I )  можно записать и 
виде одного равносильного ( 1 1 ) неравенства [ 2 1 1 , полностью характери зую 
щего класс сильно выпуклых функций и з -С 1’ •(<!/) с данными константами 
L, |Х, L ^  ц >  0.

Т е о р е м а  5. Пусть U — выпуклое множество из Еп и I ( u ) e  C'(U). То
гда для  того чтобы 1 (и) была сильно выпуклой с  константой х  =  ц / 2  > 0  и 
удовлетворяла у словию  (10) с  константой L >  0, необходимо и достаточно, 
чтобы

\Г ( u ) - J '  (w) |2 +  Z ,^ | u - t >|2 < (/ .  +  ц ) < Г ( « ) - / ' ( и ) ,  и - v )  ( 12) 

при вс ех и, v е  U.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  П усть / ( и ) е  С 1' '( [/ )  и 

сильно вы пукла на U. Тогда справедливы неравенства (1 1 ). Введем функцию
8 (и) =* / (и) — ц | и |а/2, u s :  U.
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Имеем g ' ( u )  =  J ' ( u )—yu.  Тогда из левого неравенства (11) следует

(.8' ( « )  — g '  (v), u — v) =  (J ' (и) — J '  (v), и — v) — ц | «  — o|2 > 0

при всех и, v <= U, а из правого неравенства ( 1 1 ) получим

<g' (и) — в '  (v), и — v) <  (L — ц) | и — v  |2, и, о  с= U.
О бъединяя оба полученных неравенства, имеем

О <; ( g '  (и) — g '  (v ), и — i> X  (L — ц) | и — v  |2, и, v е У .

Таким образом, функция g ( u )  удовлетворяет неравенствам  вида (2 .18 ). Со
гласно теореме 2.16 эти д ва  неравенства равносильны одному неравенству

| g '  (и) — g '  (v)  |2 <  (L — ц) {g' (и) — g '  ( v ), и — о), и, v  <= U.
П одставляя сюда g ' ( u ) —' J ' ( u ) — \iu, после несложных тож дественны х пре
образований получим неравенство ( 1 2 ) .

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П усть некоторая функция / ( и ) е С ’ (У ) и удовл е
творяет неравенству (1 2 ). П окаж ем , что тогда J (и) сильно вы п укла с кон
стантой и =  ц / 2  и удовлетворяет условию ( 1 0 ) с константой L, где ц, L 
взяты  из (12 ). С помощью неравенства Коши — Б уняковского из (12) имеем

| ] '  (и) — 1' (v) |2 +  1 ц  | и — v |2 <  (L +  ц) | Г  (и) — J '  (v) | • | и — v |.

Приняв х — |/ ' ( “ ) — последнее неравенство можно переписать в виде 
х2 — (L +  ц) |u — v \ x L \ i \ u — u|2 sg ;0 . К вадратный трехчлен в левой части 
этого неравенства имеет корни xt =  ц|и — в|, х2 — L\u — v\. П оэтому sg  
^  х ^  х2, т. е.

ц | и — и | | / ' (и) — J '  (и) | <  L | и — v  |, и, v  е  U. (13)

Тогда ( J ' ( и )— ( v ) , u — v) s^:L\u — i»|2 — правое неравенство (11) получе
но. Используя левое неравенство (13 ), из (12) имеем |х2|и — а | 2 +  
-)- — и | 2 (L +  ц) (J'(u) — J ' ( v ) ,  u — v ) .  Поделив обе части этого не
равенства на L +  ц >  0, придем к левому неравенству (11 ). Таким образом, 
из (12) получили неравенства (13) и (11 ). Л евое неравенство (11) согласно 
теореме 3 означает сильную выпуклость J (и) с константой к =  ц/2 , а правое 
неравенство (11) (или (1 3 ))  д ает  условие (10 ). Теорема 5 доказана.

У п р а ж н е н и я .  1. При каких а, 6 , с  функция J (и) =  ах2 +  2Ьху +  с у 2 
переменных и =  (х, y ) s  Е2 б удет  сильно вы пукла на £2?

2. Найти области сильной выпуклости функций J (и) — s in (x  +  у  +  г ) ,  
J (и) =  sin {х2 +  у 2 -{- г 2).

3. М ожно ли утвер ж д ать , что сильно вы п уклая функция обладает  более 
лучшими дифференциальными свойствами по сравнению с вы пуклы ми функ
циями? Рассмотреть функцию / ( « ) =  {и, и) +  g ( u ) ,  где g ( u ) — вы п уклая 
функция.

4. Д оказать , что функция /(и) сильно вы п укла на выпуклом множестве U 
то гда  и только то гда , ко гда функция g ( t )  — J ( v  -f- t (u — v) )  переменной f,
0  s£ / <  1, я вл яется  сильно выпуклой на [ 0 , 1] с одной и той ж е  для всех 
й, v  е  U константой сильной выпуклости.

5. Д л я  того чтобы симметричная матрица А порядка n X  п была поло
жительно определенной, необходимо и достаточно сущ ествования постоянных 
L, ц, 0 <  ц L, таки х , что

| Ае |2 +  £ц  | е\2 <  (L +  ц) (Ае, е>, е е £ » .

Д оказать . У бедиться, что в приведенном неравенстве в качестве ц можно 
взять  минимальное собственное число матрицы А, в качестве L — м акси м аль
ное собственное число.
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6 . П усть U — выпуклое множество, / ( ы ) е С 1(1/). П о казать , что для того, 
чтобы функция Пи)  была сильно выпуклой и удовлетворяла условию  (1 0 ), 
необходимо и достаточно выполнения неравенств (13) при каких-нибудь по
стоянных L, ц, 0 <  ц L.

§ 4. Проекция точки на множество

1. При описании и исследовании некоторых методов мини
мизации ниже нам понадобится понятие проекции точки на 
множество.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть U — некоторое множество из Еп. 
Проекцией точки и из Еп называется ближайшая к и точка m 
множества U, т. е. точка до е  U, удовлетворяющая условию

| и — w | =  inf | и — v |.
HElf

Проекцию точки и на множество U будем обозначать через 
Р и(и)— до.

Так к ак  р (и, U )— inf | и — у | — расстояние от точки и до
г  еС/

множества U, то из определения 1 следует, что
р (и, U) =  | и — Ри (и) К  | и — v |, v ^ U ,  и ^ Е п.

Если u ^ U ,  то, очевидно, всегда Ри(и) =  и. Однако проек
ция на множество существует не всегда. Наприм'ер, если U =  
=  { и ^ Е п: М <  1}— открытый единичный шар в Еп, то ни 
одна точка и ф 1>  не будет иметь проекции на это множество. 
Однако если множество U замкнуто, то. любая точка н е Еп 
имеет проекцию на U — это было доказано в следствии 1 к тео
реме 2.1.3. Проекция точки на множество может определяться 
неоднозначно (рис. 4.6). Однако, к ак  показывает следую щ ая

Рис. 4.6. Рис. 4 .7 .

теорема, для выпуклых множеств т а к а я  ситуация невозможна 
(рис. 4 .7).

Т е о р е м а  1. Пусть U — выпуклое замкнутое множество из 
Еп. Тогда

1) всякая точка и ^ Е п имеет, и притом единственную, про
екцию на это множество-,

7  Ф. П . Васильев
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2) д л я  того чтобы точка до е  U  была проекцией точки и на 
множество U, необходимо и достаточно выполнения неравенства 
(рис. 4.7)

(w — u, v — w ) ^ 0  при всех (1)

При этом если U — аффинное множество (см. пример 1.4), то 
вместо (1) можно писать

(w — u, v — до) =  0 при всех и е У .  (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим функцию g (v )  — \u— v\2 
переменной v е  Еп при произвольном фиксированном « е £ Л  
Т ак  к а к  g (v)  сильно выпукла на Еп, то по теореме 3.1 эта 
функция достигает своей нижней грани на U в единственной 
точке д о е  £/. Это означает, что \v — u\2^ \ w  — и |2 или | v — и | ^  
^ [ д о — и | при всех v е  U, причем равенство здесь возможно 
только при v =  до. Остается принять Р и{ и ) =  до.

Д о каж ем  второе утверждение теоремы. Согласно теоре
ме 2.3 для  того, чтобы функция g{v)  достигала минимума на 
U в точке до, необходимо и достаточно, чтобы <g '( w ), v — до>= 
=  2<до— и, v — до) ^  0 при всех и е  f/, что равносильно не
равенству (1) .

Наконец, пусть [ / = { к е  Еп: Аи — Ь) — аффинное множест
во. Т ак  к ак  это множество выпукло и замкнуто, то неравенство
(1) сохраняет силу и здесь. Аффинное множество обладает сле
дующим замечательным свойством: если две точки v, V o ^ U ,  
v Ф  uo, то 2vo — v т ак ж е  принадлежит U, что проверяется не
посредственно. Поэтому если здесь взять у0 =  Р и { и ) =  w е  U, 
то 2до — при любом выборе v <= U. Подставим в (1)
вместо v точку 2до — v. Получим <до — и, 2до — v — до) —
— <до — и, до — v}  ^  О при всех v е  U. Сравнивая полученное 
неравенство с (1) ,  приходим к равенству (2 ) .  Теорема 1 дока
зана.

П окаж ем , что оператор проектирования на выпуклое мно
ж ество  обладает сжимающим свойством.

Т е о р е м а  2. Если U — выпуклое замкнутое множество из 
Е п, то

| Р и (и) — Рц (и) | ^  | и — v | при всех и, v Еп. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из неравенства (1) имеем 
( Р и ( и ) - и ,  P u ( v ) - P u ( u ) ) >  0.

Поменяв ролями точки и и v в последнем неравенстве, получим 
(P u ( v ) — V, P[/(U) — Р и ( у ) ) > 0 .

Сложим эти два  неравенства. Будем иметь
(Ри ( и ) - и -  Р и (V) +  у, Р и (v) -  Р и (и)) >  0.



Отсюда следует

I Рц (и) -  Ри ( V)  I2 <  (Рц (и) -  Р и (о), и -  V)  <
<| Р и (и) — P u { v ) II и — V I

при всех и, v е  U. Разделив на |Рц(и) — ^ у ( у ) |  Ф  О, получим 
требуемое неравенство (3 ) .  Если \Ри(и)— Pu(v)\  = 0 ,  то (3) 
очевидно.

2. Приведем примеры множеств, проекция на которые мо
ж ет  быть выписана явно.

П р и м е р  1. Пусть U =  S ( u 0, R) =  {и е  Еп\ \ и — u0\ ^ R } — 
шар радиуса R >  0 с центром в точке Ыо. Из геометрических 
соображений (рис. 4.8) ясно, что проекцией точки и ф 1 1  я в л я 
ется точка

w — и0 +  R (и — и0)/1 и — и0 \.

Д л я  строгого доказательства этого факта достаточно проверить 
выполнение неравенства (1). Имеем

(w — u ,v  — w) =  (R/\ и — «о I— l)((u — u0, v  — и0) — R\ и — щ |)>0,

так  к ак  |и — м0| >  R, а <м — и0, v — ы о )^|м  — «o|* lw — wo| ^  
^  | и — «о|Л в силу неравенства Коши — Буняковского для  
всех y e t / .
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Рис. 4.8. Рис. 4.9.

П р и м е р  2. Пусть U =  Г =  {и <= Еп: <с, и ) =  7 } — гипер
плоскость; здесь с е  Еп, с ф  0, у =  const. Пользуясь геометри
ческими соображениями (рис. 4 .9) , проекцию точки и ф и  на U 
будем искать в виде до =  и +  ас. Определяя число а  из усло
вия w е  U, имеем

ДО =  и +  (у — {с, и)) с/1 с |2.

Так  к а к  <до — и, v — до) =  (у — <с, м>)/|с|2-<с, v — до) =  0 при 
всех v е  U, то согласно теореме 1 найденная точка до представ
ляет  собой проекцию точки и на U.

7*
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П р и м е р  3. Пусть U == {и <= Еп: <о,-( ц> =  bl, i —  1, т )  — 
аффинное множество; здесь а,- е  f " ,  bl — const, i =  \,m. Мо
жем считать, что векторы см, . . . ,  а т  линейно независимы и 
т  <С п (если т  =  п, то U будет состоять из одной точки). Про
екцию точки и на множество U будем искать в виде

tn
w =  u +  X  a f i j .  (4)

Из требования w <= U имеем систему линейных алгебраических 
уравнений

т
£ а ,{а{, a,) =  bl — (ah и), i = l , m ,  (5)
I- 1

для определения коэффициентов ом, . . . ,  а ш. Определителем этой 
системы является определитель Грама [39, 63, 128], который 
для линейно независимых см, . . . ,  а т  будет отличным от нуля. 
Поэтому искомые ом, . . .  , а т  существуют и однозначно опреде
ляются из системы (5). Д ля  точки w из (4) будем иметь

для всех v ^ . U .  Следовательно, по теореме 1 найденная из (4), 
(5) точка w будет проекцией точки и на множество U. Если 
ввести матрицу А, строками которой являются векторы a,-, i =  
=  1, т ,  то точку (4) можно записать в виде

w =  u — A T(A A T)~l (Au — b).
П редлагаем  читателю провести проверку того, что т ак а я  точка 
w е  U, т. е. Aw  =  b, и выполняется условие (1).

П р и м е р  4. Пусть U =  {и <= Еп: (с, м> у} — замкнутое 
полупространство, определяемое гиперплоскостью <с, н> =  у. 
Пусть и ф  U, т. е. (с, и> >  у. Как и в примере 2, попробуем 
представить проекцию точки и на U в виде

w — и +  (Y — (с, и»  с/1 с |2. .
Имеем <ш — и, v — w } = ( y  — <с, u>) | с|-2(<с, о> — Y) ^  0 при 
всех v е  U. Следовательно, точка w — искомая проекция.

П р и м е р  5. Пусть ( / = = { « = ( « ' , . . . ,  ип) ^ Е п: о м ^ и '^ Р г ,  
i = l , n } — n-мерный параллелепипед, где ом, р,-, ом <СР<— з а 
данные числа, t = l ,  п. Пусть и ф и .  Положим ш=(и/\ . . . ,  wn), 
где

(  a h если и1 <  а {,

w‘ ~ \  Р/> если и* >  Pf»
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Тогда (до* — и1) (v ‘ — w‘) ^  0 для всех у ‘, а ,• ^  у ' ^  |3(, i =  1, п. 
Отсюда, суммируя по i от 1 до п, получим <да — и, у — ш) ^  О 
для всех у е  £Л Следовательно, построенная точка да является 
проекцией точки и на множество U.

П р и м е р  6. Пусть U =  Е+ =  {и =  (и1, . . . ,  ип): и ^  О,

i —  1, п} — неотрицательный октант пространства Еп. Легко про
верить, что проекцией точки и на U является  точка м+ =  ( (м 1)"1", 
(и2)+‘ . . . ,  (ип)+), где (и‘) + =  шах {0; и‘}, i =  1, п.

3. Критерий оптимальности, сформулированный в теореме 2.3, 
с помощью оператора проектирования может быть переформу
лирован следующим образом.

Т е о р е м а  3. Пусть U — выпуклое множество, J ( u ) ^ C l (U), 
U* — множество точек минимума J (и) на U. Если и * ^ и * ,  то 
необходимо выполняется равенство

ы» =  Р и (и„ — а/ ' (и»)) при всех а  >  0. (6)

Если, кроме того, J  (и) выпукла на U, то всякая точка м., удов
летворяющая уравнению (6 ) ,  принадлежит (У*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 1 равенство (6) 
эквивалентно неравенству <ы*— («* — а / ' ( и , ) ) ,  у — ы*> ^  0, 
v е  U, откуда имеем а  </'(м«), v — м*> ^  0, y e t / .  Так как  
а  >  0, то отсюда получим неравенство </'(«*), у  — «*> ^  0 при 
всех y e t / .  Таким образом, условия (6) и (2.5) эквивалентны. 
Отсюда и из теоремы 2.3 следует утверждение теоремы 3.

Таким образом, если ввести отображение А из Еп в Еп по 
формуле

Аи =  Р и (и — а/' (и)), а  =  const >  0,

то условие (6) перепишется в виде ы* =  /4ы*, т. е. и, — непод
вижная точка отображения А. Ниже мы увидим, что при неко
торых условиях на функцию J (и) отображение будет сж имаю 
щим i для определения точки «„ могут быть использованы свой
ства сжимающих отображений [8, 10].

У п р а ж н е н и я .  1. Найти проекцию точки и е  Е" на множество 
U =  {и е  Еп: (ai, и ) ^ Ь \  (аг, и ) ^ .Ь 2}

2. Найти проекцию точки а е Р  на множество
U — =  ( « ' ,  . . ип)\ а { ^  и 1 pf) i =  1, п }

(здесь m  s j  Р(, причем возможно, что at — |3г, или а/ =  — оо, или |3* =  + оо  
при некоторых i, /, k).

3. Выяснить геометрический смысл равенства (2 ).
4. Б удут  ли верными неравенство (1 ) или равенство  (2 ) , если U — 

невыпуклое множество?
5. О характеризовать все множества U из Еп, для которых сущ ествует  

точка иф.И,  т а к а я , что Ри(и) — v для всех s e U .
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6. Доказать, что для любого замкнутого множества U имеет место не
равенство ||» — Ри(и)  | — |t> — Я и (и )1К  1“ — Dl Для всех и, v е  U (ср. с 
леммой 2.1.2).

7. Пусть U — выпуклое замкнутое множество из Еп. Доказать, что тогда

I 0 ~  р и М  I2 ̂  (v ~  v ~  Ри (“)>*
| о -  Р ц  (и) р +  | и -  Р и (и) |2 <  | у -  в|*

при всех v е  U.

8. Пусть J (и) — \ А и— 6|2, где А — матрица порядка т X  п, Ь е  Еп> (см. 
пример 2.4). Д оказать, что _

Р Р ' t / „ = iu e = £ n: / (и) =  in f / ( « )  =  /„}Ф 0 .
Еп

У к а з а н и е :  взять проекцию точки b на множество U — {v е  Ет : 
v  — Аи,  и е  £л} и показать, что J (и) =  \Аи — Ри(Ь)  |2 +  \Ь — Ри(Ь) |2, /, =  
=  |Ь — Ри(Ь) |2; замкнутость U см. в лемме 8.2.

§ 5. Отделимость выпуклых множеств

1. В теории экстремальных задач важную  роль играют тео
ремы, называемые теоремами отделимости. Основное содерж а
ние этих теорем сводится к тому, что для  некоторых двух  мно
жеств  А и В утверж дается  существование гиперплоскости, такой, 
что множество А находится в одном из открытых или замкнутых 
полупространств, определяемых этой гиперплоскостью, а мно
жество В — в другом открытом или замкнутом полупростран
стве (см. пример 1.3), т. е. гиперплоскости, которая отделяет 
эти д ва  множества.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть А и В — два  множества из Еп. 
Говорят, что гиперплоскость (с, и) — v с нормальным вектором 
с ф  0 отделяет  (разделяет ) множества А к В, если <с, а )  ^  у 
при всех й е Л  и <с, ЬУ ^  у при всех f i e B ,  или, иначе говоря, 
выполняются неравенства

sup {с, Ь) ^  у <  inf (с, а).
Ь е  В а & А

Если sup (с, b) <  inf (с, а), то говорят, что множества А  и В
Ъе  В неЛ

сильно отделены. Если <с, by <  (с, а> при всех а е Л ,  b e  В, 
то говорят о строгом отделении этих множеств.

Заметим, что в определение 1 множества А и В входят не
сколько несимметрично. Однако симметрию здесь нетрудно вос
становить: нужно лишь взять вектор (—с) вместо с, константу 
(—7 ) вместо у и записать уравнение отделяющей гиперплоско
сти в виде <— с, иУ =  —у. Очевидно, если гиперплоскость 
<с, иУ — у  отделяет множества А и В, то гиперплоскость 
<цс, ы> =  |гу при |л ф  0 т ак ж е  отделяет эти множества. Поэтому 
при необходимости можно считать, что |с| — 1.
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На рис. 4.10—4.14 изображены случаи, когда два множе
ства отделимы, на рис. 4.13 — сильно отделимы, на рис. 4.14 — 
строго отделимы. Однако ясно, что не всякие два множества 
можно отделить гиперплоскостью, — см. рис. 4.15. Ниже приво
д ятся  несколько теорем об отделимости выпуклых множеств.

Т е о р е м а  1. Пусть X — выпуклое множество из Еп. Тогда 
для  любой точки у ф  int X существует гиперплоскость <с, и)  =  
=  у, отделяющая множество X и точку у. Если точка у не при
надлежит X — замыканию X, то множество X сильно отделимо 
от точки у.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним, что если X — выпуклое 
множество, то выпуклы так ж е  X, int-Y (см. теоремы 1.2 и 1.4). 
Пусть сначала у ф Х .  Согласно теореме 4.1 тогда существует 
проекция г =  Р (у)  точки у  на множество Я, причем <z— у, 
х — z> ^  0 для всех i e l .  Положим c =  z — у. С учетом пре
дыдущего неравенства будем иметь <с, х — y> = < z— у, х — у ) =  
=  (z  — y, x — z) +  (z — y, z — y ) ^ \ c \ 2 > 0  или <с, х> ^

<с, у}  +  |с| 2 >  <с, у ) ,  Это значит, что гиперплоскость
<с, «> =  <с, у}  =  у сильно отделяет точку у  от множества X и, 
тем более, множества X.

Теперь пусть у е  ГрХ  — граница X. По определению гранич
ной точки найдется йоследовательность {у *} ф  X, сходящаяся 
к у. По доказанному для каждой точки у к ф  X существует ги
перплоскость <с*, ы> =  <с*, yk}, |с*| =  1, разделяющ ая множе
ство X и точку у к, т. е. <с*, хУ >  <с*, у кУ для всех х е  X. По 
теореме Больцано— Вейерштрасса из последовательности {с*}, 
|с*| =  1, можно выбрать подпоследовательность ckfn, сходящую
ся к некоторому с, | с| = 1 . Так как (c*m, >  (c fcjn, ykm) при

всех то при m -*■ оо отсюда по
лучим { с , х У ^ { с ,у У  для всех j t e l  
Искомая гиперплоскость, отделяющая 
X и у, построена.

О п р е д е л е н и е  2. Г иперплос- 
кость <с, м> =  у  называют опорной ко 
множеству X, если <с, х> ^  у при всех 
х ^ Х  и <с, уУ =  у для некоторой точ
ки у е  X. Вектор с, являющийся нор- 

р ис 4 16 мальным вектором опорной к X гипер
плоскости, проходящей через точку 

у  ge X, называют опорным вектором множества X в точке у 
(рис. 4 .16).

В теореме 1 доказано, что через каж дую  граничную точку 
выпуклого множества из Еп можно провести хотя бы одну опор
ную гиперплоскость.
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Т е о р е м а  2. Пусть А и В — два выпуклых множества из 
Еп, пусть А и В не имеют общих точек. Тогда существует гипер
плоскость <с, и> == V, отделяющая множества А и В, а также их 
замыкания А и В. При этом если А и В имеют общую гранич
ную точку у, то у =  </>.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем множество Х = А  — В —
— {х е  Еп: х =  а — Ь, а е Л ,  6 ё В } .  Согласно теореме 1.1 
множество X выпукло. Так как  А и В не имеют общих точек, то
0 ф  X. В силу теоремы 1 тогда существует гиперплоскость 
<с, ы> == <с, 0> =  0, отделяющая множество X и точку у =  0, т. е. 
<с, х)  ^  0 при всех X. Это значит, что <с, а — 6 ) ^ 0  или 
<с, а> ^  <с, Ь} при всех а е  Л и Ь е  В. Отсюда inf (с, а ) ^

а е  Л
^  sup (с, 6), и гиперплоскость <с, ы> =  у, где у — произволь-

b е  В
ное число, удовлетворяющее неравенству inf (с, а) ^  у  ^

^  sup (с, 6), отделяет множества Л и В.
ь <=в
Нетрудно показать, что та же гиперплоскость <с, и) =  у  от

деляет и замыкания Л и В этих множеств. В самом деле, пусть 
a e l ,  b e .  В. Тогда существуют последовательности { а ^ е Л ,  
{bk} е й ,  ak -*■ a, bk -*- b при k -*■ оо. По доказанному <с, а*> ^  
^  у ^  <с, 6fc>, А =  1, 2, . .  . Отсюда при k-*-oo  получим <с, а > ^  
^  V <с> Для всех «  е  Л, b е  В. Если г/ е А П В, то из по
следнего неравенства имеем у =  (с, уУ. Теорема доказана.

Приведем одну теорему о сильной отделимости двух выпук
лых множеств.

Т е о р е м а  3. Пусть А и В — два выпуклых замкнутых мно
жества, не имеющие общих точек, причем хотя бы одно из этих 
множеств ограничено. Тогда множества А и В сильно отделимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К ак  и в предыдущей теореме, введем 
множество Х =  А — В. Покажем, что оно замкнуто. Пусть х — 
некоторая предельная точка множества X, пусть последователь
ность {х к} е ! и  сходится к х. Так как  х к е  X, то найдутся a * e  
е Л ,  bk е  В такие, что х к — a k — bk, k =  1, 2, . . .  По условию 
одн© из множеств А или В ограничено. Пусть для  определенно
сти ограничено множество А. Тогда последовательность { а к} е  
е Л  ограничена. По теореме Больцано — Вейерштрасса найдет
ся подпоследовательность { ^ га}, сходящ аяся к некоторой точ
ке а. В силу замкнутости Л точка а е !  Тогда Ькп= а кп — x kn~* 
- *  b =  а — х при kn -*■ оо, причем f t e B  в силу замкнутости В. 
Таким образом, для точки х получили представление х =  а — Ь, 
где а е Л ,  b е  В. Это значит, что i e l  Замкнутость X д о к а 
зана.

Д алее , по условию множества Л и В не имеют общих точек. 
Поэтому 0 ф  X =  X. По теореме 1 тогда сущ ествует гиперплос-
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кость <с,н> =  0 т ак ая ,  что <с,*> ^  |с|2 > 0  для всех 
Отсюда имеем {с, а — Ь} ^  | с |2 или <с, а )  ^  <с,6> +  |с2| для 
всех a s  Л, е й .  Следовательно, inf (с, a ) ^  sup {с, b )-\ -]c f .

a s  A J e f l
Лю бая гиперплоскость <с, и}— у, где sup (с, b ) < y <  inf {с, а),

Ь е  В а  е  Л
будет сильно отделять множества Л и В, что и требовалось. 

Заметим, что требование ограниченности хотя бы одного из 
множеств в теореме 3 не может быть ослаблено — см. рис. 4.14.

2. Теоремы отделимости являю тся одним из важ ны х и нструм ентов 'иссле
дования свойств вы п уклы х функций и множеств. Многие приложения этих 
теорем б удут  даны  в последующих параграф ах. Здесь ж е мы воспользуемся 
ими для до казател ьства  теоремы о непустоте относительной внутренности вы 
пуклого м нож ества, сформулированной ранее в § 1.

Т е о р е м а  1.5. Если U — непустое выпуклое множество из  ЕП, то ri U #  
Ф  0-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  М ожем считать, что точка О е  (/, т а к  к а к  в про
тивном случае вместо множества U мы рассмотрели бы множество U —
— {v} =  {w е .  En\ w  =  u — v, u ^ U ) ,  где v  — какая-либо точка из V. То
гд а  0 е  aff U, т ак  что aff U явл яется  подпространством в Еп. П усть множе
ство U имеет размерность dim U =  m,  1 ^  m ^  п (в случае m — 0, когда U 
состоит из единственной точки, утверж дение теоремы принимается по опре
делению ). Тогда aff U — Em. Дальнейш ие рассуждения можем проводить
в Ет. П оскольку dim U =  т, то н айдутся точки и0, щ ...........ит е  V такие, что
U] — и0, uz — uo, . . . ,  ит — «о линейно независимы и, следовательно, образую т 
базис в Ет. Н атянем на эти точки симплекс

(  т  ___  т
S m — < и е  En: и =  У  а £и(, а ; ^  0, i — 0, от; У  а ,  — 1 >.

I ;=о г=1 )

Согласно теореме 1 .7 'S m Е  V, а по теореме 1.8 Sm выпукло.
т  ___  т

П окаж ем , что лю бая точка w — ^  а £« г при а г >  0, г =  0, т,  У  а ,  — 1.
i=o i= о

явл яется  внутренней точкой Sm относительно пространства Ет. Отсюда и из 
включения Sm s  U б удет  следовать, что w  е  ri U, т. е. Г; U Ф  0 .  Допустим

т т
противное: пусть при некоторых а ; >  0 , ^  а,- =  1, точка w  =  ^  а ; и2

i = 0  i = 0 
о казалась  граничной для Sm. По теореме 1 тогда сущ ествует вектор с е  Ет, 
с  Ф  0, такой, что (с, и) ^  (с, w ) при всех и е  Sm. В частности, (с, щ) ^
^  (с, w ) , i — 0, т.  Кроме того, в силу теоремы 1.7 ш( =  ( а 0« 0 +  . . .  +

+  a « - i “ i - i  +  a i+\u i+i +  + « m “ m )(«o  +  ••• +  а £- 1  +  а г + 1  +  . . .  +  
+  а т )  1 65 s m- П оэтому (с, W) <  (с , да(.) =  ({с, w)  — а ,  (с,  « ,.) )  ( а 0 +  . . .  +  
+  а г_ ,  +  а {+1 +  . . .  +  а т ) - 1  или а { (с ; , « () < а г (с, да), или ( с г, а ; ) <
^  (с, w ) , i =  0, т .  С равнивая с неравенствами (с, да) ^  (с, щ)  , / = 0 , т ,  з а 

клю чаем , что (с , и0) =  (с, Ui) =  . . .  =  (е, ит) — (с, да) . Отсюда (с, — и0> =  
=  0, i =  1, т. О днако {и, — и0, / =  1, от} — базис в Р " , поэтому последние 
р авен ства  возможны  только при с =  0. В то ж е  время по построению 
с  ф  0. Полученное противоречие до казы вает  теорему.

3. Теорему 2 можно истолковать как  необходимое условие пустоты пе
ресечения д в у х  вы пуклы х множеств Л и В ; если А П В =  0 ,  А и В выпуклы,
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то необходимо сущ ествую т вектор с  s  Еп, с  ф  0, и число у  такие, что 
(с, а ) 5 = Y ПРИ всех и (с, b) ^  у  при всех 6 е  В. Положим Ci =  с,

с2 =  — с, Vi == Y. Y2 =  —Y- Тогда приведенное необходимое условие пустоты 
пересечения д вух  вы пуклых множеств А и В мож ет быть записано в сле
дующей симметричной форме:

где  хотя бы один из векторов с i или с2 не равен нулю.
Следую щ ая теорема обобщает это утверж ден ие и дает  необходимое 

условие пустоты пересечения любого конечного числа вы пуклы х множеств [3 8 ].
Т е о р е м а  4. Пусть непустые множества А0, А.............Ат из Еп выпуклы

и А0 П At П . . .  П Ат =  0 .  Тогда не обходимо существуют векторы са, с  и . . .  
, . . ,  сш е  £" ,  не в с е  равные нулю, и числа Yo. Y i. • • • .  Ym такие, что

Д ля доказательства  этой теоремы нам понадобится прямое (декартово ) 
произведение конечного числа множеств, а т а к ж е  прямое произведение е в 
клидовых пространств. Напомним соответствую щ ие определения.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть Л 0, А.................  — какие-либо множ ества.
М ножество А, состоящ ее из всевозм ож ных упорядоченных наборов (точек) 
а =  (а0, . . . ,  ат), где a t^At ,  i — 0 , т, н азы вается  прямым произв едением  
множеств Ао, At, . . . ,  Ат и обозначается через А0 X  Ai X  • • • X  Ат =  А.

П усть Rn°, r ” " 1 — вещ ественные линейные пространства. П оложим

R =  Rn° X  Rn ‘ X  . . .  X  R n,n. Д ля элементов (точек) а — (ао , . . ,  ат), Ь =  
=  (Ьо, ■■■, Ьт) е  R определим сум м у а +  b — ( а 0 +  Ь0, . . . ,  а,„ +  Ьт ) и произ
ведение на вещественное число аа  =  ( аа0...........а а т), где под at +  bi и a  at
понимаются соответствующ ие операции в R 1, 1 =  0, т. В результате полу
чим вещественное линейное пространство R, назы ваем ое прямым произведе
нием линейных пространств R °, . . . ,  R т. Если R 1= Е  1 — евклидовы  
пространства размерности т, i =  0 , т, то в прямом произведении
Е =  Е 0 X  X  Е т т акж е  можно ввести скалярное произведение (а, Ь) =  
=  (оо. bo) +  (fli, bi) +  . . .  +  {От, bm) и норму |а| =  (а, а) 1/2 =  ( |а012 +  . . .  +  
+  |ат |2) 1/2, где (a: ,bi) и | а ; | — скалярное произведение и соответственно
норма в Е Полученное евклидово йространство Е называю т прямым про
изведением евклидовы х пространств Е . . . ,  Е т\ размерность Е равна 
«о +  «I +  •. • +  Пт- Например, само евклидово пространство Еп явл яется  
прямым произведением одномерных евклидовы х пространств: Еп — Е ‘ X  • • • X  
X  Е1. Параллелепипед {и =  (и 1...........ип): оа s g  и1 sg; fi;, t =  1, п)  п р едстав
л яет  собой прямое произведение отрезков [a,i, р<], i — 1 , п.

Прямое произведение выпуклых множеств, очевидно, само вы пукло . 
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  4. П усть Е =  Е" X  Еп X  ■ • • X  Еп — 

прямое произведение т +  1 экземпляров n -мерных евклидовы х пространств. 
Тогда А =  Л0 X  At X  • . • X  Ат е  Е. Введем  в Е «ди аго н альное» множество 
В =  [Ь =  (Ьо, *1........... Ьт ) : Ьа =  bi =  . . .  = 6 m, 6 , е г  Еп, i =  0, m).  Н етрудно

( c i ,  u ) ^ y > ПРИ в се х  м s  

(c2, u) Ya при всех и e  В, 
Ci +  c 2 — 0, y i +  Y2 — 0,

(1) 

(2) 

(3)



204 Э Л Е М Е НТЫ  ВЫ П УКЛОГО  А Н АЛИ ЗА [Г Л  4

т
видеть, что пересечение П  А{ пусто тогда и только тогда, ко гда А Г) В 

г-о
пусто. Д алее, А и В — вы пуклы е множества. По теореме 2 множества А и В 
отделимы, т. е. сущ ествует с  =  (с0, c !f с т) е  Е, не все сг равны нулю и 
(с, а) ^  (с, Ь) при всех a s  А и Ь е  В, или

т т / т  \

Y , ( c i ' a i ) >  Z  <с г- b i) =  \ Z  c i> ь ) '  Ь е Е * .  (4)
j - o  i - о  \ i - o  /

Отсюда следует ограниченность линейной функции на всем про

странстве Еп, что возможно только при 

т

£  С1 =  с0 +  • • • +  с т =  °-(-0

Тогда неравенство (4) принимает вид

т  ____
Y  ( с г> 0 при всех а г е  I =  0, m (5)
i-o

Если в этом неравенстве зафиксируем какие-либо at — а ; е  при всех но
мерах i =  0 , т ,  кроме номера i — k, то получим ( c ft, a k) ^ ~  (c i> =

i Ф k
— const для всех Следовательно,

(c ft, и) ^  ( с*> а )  >  — оо для всех и е  k =  1, т. (6 )

Положим
Y0 = - ( Y i +  Y2 +  +  Ym) (7)

Т огда, переходя в (5) к нижней грани по всем a t е  At, i = l ,  т, получим
т

(с 0. а 0)  +  X  Yi =  ( с0’ а о) Yo =3* 0 для каж дого  а0 е  Аа или 
* —1

( с о , и ) ^ у о при всех и s  А0.

Все соотношения (1 ) — (3) получены. Теорема 4 до казан а.
4. Переформулируем теорему 4 для случая, ко гда Л0, Аи . . . .  Ат я в 

ляю тся выпуклыми конусами в Е".
О п р е д е л е н и е  4. Конусом  (с вершиной в нуле) назы вается множе

ство  К, содержащ ее вместе с любой своей точкой и и точки Хи при всех 
X >  0. Если К — выпуклое множество, то К называю т выпуклым конусом,  
если К зам кн уто  — замкнутым конусом,  если К открыто — открытым конусом.  

Рассмотрим множество

К* =  {с е  Еп: (с, и) ^  0 для всех и е  /С). (8 )

Это множество всегда  непусто, так  как  0 s  К’ . Д ал ее , если с  s  К',  то для Хс 
при любом X >  0 имеем (Хс, и) =  X (с, и) ^  0 для всех и е  К, т. е. Хс е  К*. 
С ледовательно, /С* — конус.
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О п р е д е л е н и е  5. Конус К*, определенный посредством (8 ) , назы вается 
двойственным (сопряженным) конусом  к конусу К (рис. 4 .17 ).

Например, если К =  {и е  Еп: (а, и) = 0 }  — гиперплоскость, то К* =  
=  { с е  Еп: с  =  Ха, X =  const}; если К =  {и е  Еп: (а, и) ^  0} — замкнутое 
полупространство или К =  {и е  
(а, и) <  0} — открытое полупростран
ство, то К* =  [с е  Еп: с  =  —Ха,
X — const 0}; если К — Еп, то 
К* =  {0 }; если К =  {0}, то К* =  £ я, 
если К =  {и е  £ п: ы 0}, то /С* =
— {с е .  Еп: с  0}.

С помощью двойственных кону
сов удобно переформулировать тео
рему 4 для случ ая , когда множества 
Ао, . . . ,  Ат являю тся конусами.

Т е о р е м а  5. Пусть Ко, К\, . . .
. . . ,  Km — непустые выпуклые кону 
сы из Е" (с вершиной в нуле), пусть
Ко П Л) П • • ■ Г) Km — 0 .  Тогда н е о бходимо существуют векторы с0> Сь 
не в с е  равные нулю,  е  К (, i =  0 , m, и такие, что

Со +  Ci -|- . . .  +  с,п =  0. (9)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 4 сущ ествую т векторы  с  о, с  t, . . .  

. . . ,  Cm, не все равные нулю, и числа у 0, Yi. • • • . Ym, удовлетворяю щ ие усло
виям ( 1) — (3 ) . Воспользуемся тем, что рассматриваем ы е м н ож ества Ко, ■ ■■ 
. . . ,  Кт являю тся именно конусами, и покаж ем , что то гда Yo =  Yi =  • • • == 
=  \т =  0. В самом деле, если (с,-, и) ^  у ( ПРИ всех и е  Ki, то (ci,Xu) ^  yi 
или (с;, и) ^  у i/X для любых X >  0 и и е  Ki. Отсюда при X-*- + оо получим 
(ci, и) 0 при всех и е  Ki, т. е. c t е  К {, i =  0 , т

Кроме того, если и е  Ki, то, взяв  в неравенстве (ct, и) ^  0 вместо и точ
ку Хи при малых X >  0, получим сколь угодно малы е значения функции 
(ci, и) на Ki и придем к равенству inf (с ;> и} =  0  Согласно (6 ) это озна-

>Ctn>

чает, что все величины yt, £ =  1, т, участвую щ ие в неравенствах  ( 1) , равны 
нулю. Из (7) то гда имеем уо =  0. Таким образом, если в теореме 4 множ е
ства А о, .. ■, Ат являю тся выпуклыми конусами, то условие (3 ) выполняется 
тривиально, т ак  к ак  все уг =  0 , ( =  0 , т, условия ( 1) означают, что 
сг е ^ ( , ,  1 =  0, т,  а из (2) следует (9 ). Теорема 5 до казан а.

При некоторых дополнительных ограничениях на конусы Ко, К ь . . . ,  Кт 
теорема 5 обратима. А именно, верна

Т е о р е м а  6 . Пусть Ко, К\, . . . .  К,п — непустые выпуклые конусы из Еп 
(с вершиной в нуле) ,  пусть в с е  эти конусы, кроме, быть может, одно го ,  от
крыты. Тогда для того чтобы Ко П Ki  Г) •.  • П Кт =  0 ,  не обходимо  и доста
точно, чтобы существовали векторы с0, с и . . . ,  с т, не  в с е  равные нулю, с 1 е  
е= К\, i =  0 , т, и такие, что

с о +  ci +  . . .  +  с т =  0 . (9)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость до казан а в теореме 5. Д остаточ

ность д о каж ем , р ассуж дая  от противного. П усть д л я  некоторых 
сг е / С (, i =  0 , m ,  справедливо равенство  (9 ) , не все ы равн ы  нулю, но 
пусть тем не менее конусы Ко, К и -----Кт пересекаю тся, т. е. сущ ествует  точка

Г) К ?  Из (9) и условия 
|=» о

i =  0 , т, имеем JfiQ +  С\ + . . . + с т, w ) =
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=  (Со, ш) +  . . .  +  (с т, w) =  0, (с0, w)  5= 0, . . . .  (Cm, w ) ^  0. Отсюда следует 
(с;, ш) =  0, I — 0, т .  П оскольку не все ы, i — 0, т ,  равны нулю , то из (9) 

вы текает  сущ ествование по крайней мере двух  векторов ct, с/, i Ф  j, отличных 
от нуля. По условию все конусы Ко, • ■ ., Кт, кроме, быть м ож ет, одного, от
крыты. П оэтому можем считать, что с { ф  0, сг е  K it K t — открытый конус. 
Тогда точка w  принадлежит Ki  вм есте с некоторой окрестностью 0(w ,  2е) =  
=  { u e t n: | и — w  | <  2е}. В частности, u =  w  — ecj/|c(|e 0 ( w ,  2 e )s/ C (. Но
c t е  К i, поэтому должно быть (с/, и) =  (с;, ш) — е|с;| =  —e|cd ^  0 , что, од
нако, невозможно, так  к а к  ct ф  0, е >  0. Полученное противоречие показы-

т
вает , что |~| К г =  0 -  Теорема 6  до казан а. 

i= о
Т еорему 6  называю т теоремой Дубовицкого — Милютина [1 0 2 ]. Теоре

мы 5, 6  играю т важ н ую  роль в теории экстремальных задач  — об этом см. 
ниже, §  9. Более тон кая теорема, обобщающая теорему 6 , доказан а в [48 ].

У п р а ж н е н и я .  1. П усть А и В — выпуклые множ ества, не имеющие
общих внутренних точек. М ожно ли утверж дать , что А и В  отделимы? 
Р ассм отреть пример:

Л =  {« =  ( * , у) :  у  =  0, | * | < 1 } , В =  {« =  (* , у) :  х  =  0, \у | <  1} в Ег.

2. П усть X— выпуклое множество, int X Ф  0 ,  г/ е  Гр X. П оказать, что 
в с я к а я  опорная гиперплоскость (с, и)  =  (с, у)  ко м н ож еству X строго отде
л яет  in t X от и.

3. П усть X — непустое выпуклое множество, Л =  п Л ; пусть М — непу
стое аффинное множество в Е", не пересекающееся с А. Д о казать  что тогда 
сущ ествует  гиперплоскость Г, содерж ащ ая М и строго отделяю щ ая М от Л.

4. П усть А и В — д ва  вы п уклы х множества из Еп. Д оказать , что для 
сущ ествования гиперплоскости Г, разделяющей Л и В , и такой, что хотя бы 
одно из множеств не содерж ится целиком в Г, необходимо и достаточно, 
чтобы r i Л П ri В =  0 .

5 . П усть  р (Л, В ) =  in f in f | а  — 6 |— расстояние м еж д у  д вум я  множе-
а  €  А b е  В

ствам и  Л и В. Д о казать , что д в а  непустых вы пуклы х множ ества Л, В s  Ея 
сильно отделимы тогда и только то гда , когда р(Л , В ) >  0.

6 . Д о к азать , что всякое вы пуклое замкнутое ограниченное множество Л 
из Еп имеет хотя бы одну угловую  точку (см. определение 3.2.1) и является 
выпуклой оболочкой своих угловы х точек.

7. Д о к азат ь , что всякое непустое выпуклое зам кн утое множество из Еп, 
ртличное от Е", представимо в виде пересечения открытых (или замкнуты х) 
полупространств.

т
8 . Если Л ,........... Ат — вы пуклы е множества из Еп, причем Г) т1А( Ф 0 ,  то

i - l

т  m _  / ' т \ т  / т  \ т
П A i = f] Л,; ri П А‘ )=  П aff П А‘ ) “  П (aff^-

i - l  i - I  V i  —I /  i - l  \ i - l  /  i - l

Д о к азат ь .
9. П усть К — произвольный конус из Еп. Д о казать , что конус К* зам 

кн ут  и вы пуклы й.
10. Д о к азать , что если К — замкнуты й  и выпуклый конус, то (К*)* =  К.
11. Д о к а за т ь , что +  . . .  +  Кт)'  =  К \ Л Я г Л  . . .  Л^С,» где ••• 

. . . ,  К т  — конусы  из Еп.
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12. П усть Кп • ••> Кт — вы пуклы е конусы, 

внутреннюю точку. Д оказать , что тогда

конусы , II]

О Н '
пусть их пересечение имеет 

К] +  К'2 +  .. .  +К'т . 

А) назы вается по-13. М ножество А' — { с е Р :  (с, и) ^  1 для всех и 
лярой  множ ества А. Найти поляры множеств А, если А а  Я1; А . . . .  . . . . .
А — ш ар; А — конус с вершиной в нуле. Выяснить связь  м еж д у  полярой ко 
н уса и двойственным конусом.

{0}; А — Га, 6 ]
{и е  Еп: и =  te, 0 <  t <  оо, е  ф  0}; А =  {и е  Е": (с, и) ^  Y );

§ 6. Субградиент. Субдифференциал

1. Д л я  вы пуклых дифференцируемых функций на вы пуклом множ естве 
выш е было доказано неравенство (см. теорему 2 .2 )

/ (и) >  / (v) +  (J'  (о), u — v), u s s U .  ( 1)
К сожалению , вы п уклая функция мож ет не быть дифференцируемой д а ж е  во 
внутренних точках множества, и в этом случае полезное во многих случ аях  
неравенство (1) не будет иметь смы сла. Тем не менее, о казы вается , для вы 
пуклы х функций это неравенство можно сохранить, если надлеж ащ им обра
зом обобщить понятие градиента.

О п р е д е л е н и е  1. П усть функция J (и) определена на множестве U 
из Еп. Вектор c  — c ( v ) s E n н азы вается субградиентом функции J (и) в точ
ке v  е  U, если

/ (и) ^  1 (v) +  (с (v), u — v) при всех и е  U. (2)

М ножество всех субградиентов функции /(и) в точке v  называю т с у б д и ф 
ференциалом этой функции в точке v  и обозначают через dJ ( v ) .

Н еравенство (2) имеет простой геометрический смысл и означает, что 
график функции у  — J(u) ,  u s U ,  в пространстве переменных (и, у )  леж и т не 
ниже графика линейной функции 
у  ■= J ( v )  -)- ( с ( у ) ,  и — v ) , u s U ,  при
чем в точке и =  v оба графика пере
секаю тся (рис. 4 .18).

Д л я  гладких вы пуклых функций, 
к а к  п оказы вает неравенство ( 1 ) , с уб 
дифференциал непуст и градиенты 
этих функций являю тся их суб гр а 
диентами. Во внутренних точках мно
ж ества  гл ад кая  функция, оказы вается , 
други х субградиентов, кроме гр а 
диента, иметь не может. В самом 
деле, пусть u e i n t  U, c ( v ) e d j ( v ) .
Т ак к а к  ) (и )  е Р ( 1 / ) ,  то J (и) =
=  4 V) +  и — v) + o (| u  — и|),

и е  и.  Отсюда и из (2) следует, что 
(/' (к )  — с ( v ) , и — v) ^  о  ( | и — ч |) , и s  U. П оскольку v  е ,  int U, то u — v  —

— e ( J ' ( v )  — c ( v ) )  е  U при всех е, 0 <  е <  ео. П одставив эту  точку в преды 
дущ ее неравенство, получим —е | / '(и )— с(и )| 2 ^ о ( е ) ,  0 <  е <  во- Д ел я  на 
е > 0  и устрем ляя е-> --|-0 , отсю да будем  иметь — \J'(v)— c ( v ) \2 ^ 0 ,  
т. е. c(t>) =  ] ' (и ).

Тем самым показано, что для гладкой  выпуклой функции d J ( y ) — U'( v)}  
при всех v е  int U. Сущ ествую т функции, которые недифференцируемы в точ
ке, но тем  не менее субдифференциал в этой точке непуст.

П р и м е р  1. Ф ункция / (u ) =  |g (u )| , u s ( / ,  в точке v, гд е  g ( t » ) = 0 ,
всегда имеет субградиент c ( t > )= 0 , т а к  к а к  \g(u)  | — |g (u ) | =  \g(u) \ 0
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=  (0, и — с) дл я  всех u е  t/. В то ж е  время в точках v, где  g(v)=£ 0, 
э та  функция м ож ет быть недифференцируемой и не имеющей субградиента.

П р и м е р  2. П усть / (u ) =  |u|, и е Е п. В точке г) =  0 э та  функция не* 
дифференцируема, но для нее верно неравенство

I  (и) — / (0) =  | и | {с, и — 0) =  (е, и), и е  Еп,
д л я  всех с, |с| 1. Это значит, что d (|u|) U=o =  d j  (0) =  {с е  Еп: |с|г^1} — 
единичный шар с центром в нуле. Если v ф  0, то dJ (v) =  {v/\v\ = / '(у )} .

Заметим, что в примере 2 функция / (« )  =  |и| выпукла на Еп. О казы 
вается , если совсем о тказаться  от выпуклости функции, то д а ж е  гл адкая  
функция мож ет не иметь субградиента ни в одной точке. Н апример, для- 
функции /(ц ) =  и3 на Е1 субдифференциал пуст во всех точках . В то ж е 
время эта функция J (и)  =  и3 на множестве U =  { и е Я 1: и ^  0} вы пукла и 
во всех точках s e t /  имеет на U непустой субдифференциал. Н иже увидим, 
что это не случайно.

2. С ледую щ ая теорема показы вает, что понятия субградиента и субдиф
ференциала являю тся естественными для вы пуклых функций.

Т е о р е м а  1. Пусть U — открытое выпуклое множество из  Еп (напри
мер, возможно,  U =  Е"). Тогда для того чтобы функция 1(и),  определенная  
на U, имела непустой субдифференциал во всех точках U, не обходимо и д о 
статочно, Чтобы J (и) была выпукла на U.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть дл я  некоторой 
функции J (и) субдифференциал д Ц и ) ф 0  при всех к е ( / .  П окаж ем , что 
J (и) вы пукла на U. Возьмем произвольные и, о е ( / ,  о с е  [0 ,1 ]  и положим 
иа =  аи  + (1  — a ) v .  П усть с  — с ( « а ) е  dJ (ua ). Тогда

/ (и) — / ( « „ )  > ( с ,  и — иа), J  (о) — / (и„) > ( с ,  V — иа).
Умножим первое из этих неравенств на а ,  второе — на 1 — а  и сложим. По
лучим а/ (и )  +  ( 1 — a ) I ( v ) — J ( u a )Sz (с, иа — ыа) - = 0  при всех и, y e t / ,  
а е  [0, 1]. Вы пуклость I (и)  на V доказан а.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П усть J (и) вы пукла на открытом вы пуклом мно
ж естве. П усть v — произвольная точка из U. П окаж ем , что д / ( и ) Ф  0 .  Возь
мем некоторый единичный вектор е. Так к а :; U — открытое множество, то 
v  +  te е  U при всех t, 0 ^  <  <0, h  >  0. По теореме 2.14 сущ ествует  про- 

d J ( v )
изводная —^ — по направлению е.

В пространстве En+l переменных (и, у )  введем  два  множества 

Л =  {(ц, у ) е £ п+ ‘ : н е  U, у > 1 ( и ) } ,

В — | (« , у )  s  Еп+[: и — v  +  te, у  — J {v) +  t - J p - . 0 < < < < 0|-

Н етрудно п оказать , что множество А выпукло — это делается т а к  ж е , как 
до казы вал ась  вы пуклость надграф ика выпуклой функции в теореме 2.9 (кста
ти, в данном случае А =  int (epi / ) ) .  М ножество В является  отрезком прямой 
в En+l и тож е вы пукло . П окаж ем , что множества А и В не имеют общих 
точек. В самом деле, пусть (и, у ) е Л .  Имеются две  возможности: 1) и ф  
Ф  v  +  t e  при всех t, 0 ^  t <  t0, — тогда  заведомо ( и , у ) ф В ;  2 ) при неко
тором t, 0 ^  t <  t0, оказалось, что ц и =  v  +  te. Тогда с учетом нера
венства (1 .11 .5) и у  >  Ци)  =  J ( v  +  te)  имеем у  — I{у)  >  I{у  +  t e )—■ J ( v )  ^

’ Т' е ' Y >  У (°) +  * ' и снова (“ ■ Y) ^  В.
И так , А и В вы пуклы , А П В =  0 .  По теореме 5.2 тогда сущ ествует  ги

перплоскость с нормальным вектором (d, v  ) ф  0, отделяю щ ая Л и В , т. е.

(d , и) +  w  >  <d , v  +  t e)  +  v ( /  (о) +  t ( 3 )
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при всех у  >  Ии), u s  U, 0 ^  / <  t0. В частности, при и =  v, t =  0  из (3) 
имеем v ( y  — Ц у ) ) ^  0 для всех y > I ( v ) .  Отсюда следует, что v ^  0.

Допустим, что v «= 0. Тогда из (3) имеем (d , и) ^  (d, v +  te)  д л я  всех 
и s  U, 0 ^  t <  t0. Положим здесь и =  v  -t*ed , t =  0 — так  можно делать , 
ибо v +  e d s U  при всех е, 0 < | е | < е о, в силу открытости U. Получим 
(d, v +  ed) (d, v)  или e| d js ^ 0  при всех е, 0 < | е | ^ е о ,  что возможно 

только при d =  0. О днако (d, v ) Ф  0 по построению. Полученное противоре
чие показывает, что v  =  0  не может быть.

И так, v >  0. Поделим (3) на v  >  0. О бозначая с =  —rf/v и устрем ляя
Y -»-/ (и ) +  0, из (3) тогда получим

J ( u ) - J ( v )  + t{c, е ) > ( с ,  u - v ) + t ^ p -  (4)

при всех u s  U и всех t, 0 ^ t  < t a. П олагая здесь / =  0, будем иметь

/ (и) — J  (о) ^ ( с ,  и — v), u s  U.
Это означает, что c s d / ( v ) ,  т. е. <?/(с>)Ф 0 .  Теорема 1 доказана.

В следующей теореме изучаются некоторые свойства субдифференциала 
выпуклой функции.

Т е о р е м а  2. Пусть U — открытое выпуклое множество из Еп (напри
мер, U — Еп), J ( и ) —выпуклая функция на U. Тогда субдифференциал  
д ]  (v) при всех v  е  U является непустым выпуклым замкнутым и ограничен
ным множеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Непустота субдифференциала доказан а в теоре
ме 1. П окажем вы пуклость d/(v).  П усть С\, c2 s d J  ( у ) ,  т. е.

/ ( « )  — / (v) ><С|, и — v), J  (и) — J  (о) :>  (сг, u — v), u s  U.
Возьмем а е  [0 , П. У множ ая первое неравенство на ос, второе — на 1 — а  и 
склады вая , получим 1(и) — J ( v )  ^  ( а с х + (1  — а ) с 2, u — v) при всех и s  U. 
Это значит, что a c i + ( l — a ) c 2 s d J ( v )  для  любых я е [ 0 ,  1]. Вы пуклость 
д/(и)  доказана.

Пусть с  — предельная точка множ ества д/(и) ,  пусть (c * } e d / (t> )  и 
C k с  при й->-оо. Из C k s d f ( v )  следует, что / (и )— I ( v ) ^  (с*, и — v ) , u s U .  
При k->-oo отсюда получим c s d J ( v ) .  З ам кн утость д ! (v)  доказан а.

П окажем ограниченность dJ ( v ) .  Возьмем любой вектор c s d J i y ) .  Т ак к а к  
U — открытое множество, то шар S(v ,  г) =  (и s  Е": \и — v\ ^  е} c r  U при 
достаточно малом е >  0. Д алее, в силу теоремы 2.15 J  (и) непрерывна на U, 
поэтому sup / (и) — J* (S) <  оо. П оложим в неравенстве (2 ) ы =  

S (о, е)
=  v +  ес/1с| s  S( v ,  е ) . Получим |с| ^  (/ (у  +  ес/|с|)— / (у ))/ е  <  (7 * (S ) —
— /(и ))/е  <  оо при всех с е  d l ( v ) .  Теорема 2 до казан а .

3. Установим связь  м еж ду  производными по направлению и субдиффе
ренциалом выпуклой функции.

Т е о р е м а  3. Пусть U — открытое выпукло е множество из Еп, J (и) — 
выпуклая функция на U. Тогда во всех точках v  s  U производная  функции  
J (и) по любому направлению е, |е|=  1, существует, причем

dJ  _  щ ах (с , е). 
d e  c<=dj (о) (5)

тт „  d J  (v)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сущ ествование производной — ^ — установлено

в теореме 2.14. Д о каж ем  формулу (5 ) . Из (2 ) имеем (J  ( v -\-t e ) —
— J (v) )/t  ^  ( с ,е)  при всех c s d J ( v )  и всех достаточно малы х < > 0 .  От

сю да при / - > - + 0  получим ^ ( с ,  е)  дл я  любого с е д / ( » ) ,  т а к  что
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^  SUp (с, е). С другой стороны, при доказательстве  теоремы 1 
c^dJ(v)

был построен специальный субградиент с, для которого выполняется неравен

ство  (4 ). П олагая в (4 ) и — v, будем иметь ^  (с, е), с  е  dJ  (v). С рав

нивая это неравенство с предыдущ им, приходим к формуле (5 ). Попутно 
показали , что м аксим ум  в правой части (5) достигается, именно, на том 
субградиенте, который был построен в теореме (1 ) . Теорема 3 доказана.

Ф ормула (5) обобщ ает известную формулу ~  V  (и)> е) для гл ад 

ких функций.
4. С помощью субдифференциала можно сформулировать следующий 

простой (и не очень-то содерж ательный) критерий оптимальности, не требуя 
д а ж е  выпуклости рассм атри ваем ы х множеств и функций.

Т е о р е м а  4. Для того чтобы функция 1 (и) достигала с в о ей  нижней 
грани на множестве U в точке и.  е  U, не обходимо и достаточно, чтобы
0  е  d J ( u „).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Если « ,  — точка минимума 
Ци)  на U, то J ( u ) ^  J ( u , ) =  J ( u , ) +  (0, и — и,)  при всех u ^ U .  Это значит, 
что 0  е  dJ (u t ).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Если 0 е д / ( и . )  в некоторой точке ы, s  U, то 
У (к )  ^  ^ ( и . )+  (0, и — «„ ) =  У (и ,) при всех и <= U, т. е. и , — точка миниму
м а J (и) на U. Теорема 4 до казан а .

5. Субдифференциал для вы пуклы х функций играет роль, аналогичную 
той, какую  играет градиент для дифференцируемых функций. К ак для работы 
с градиентами полезно иметь некоторый набор правил дифференцирования, т ак  
и для работы с субдифференциалами нужно иметь некоторые правила суб 
дифференцирования. П редлагаем  читателю самостоятельно до казать  следую 
щие правила субдифференцирования.

1) Если g  (и) =  } (и +  и0), то d g  (и) =  д/ (u +  «о)
2) Если g  (и) =  XJ (и), X >  0, то d g  (и) =  X dJ  (и).
3) Если g  (и) =  J  (X и), X >  0 , то d g  (и) =  X dJ  (Хи).
4) Если У; (и) — вы п уклы е функции на Еп, i =  1, m, то

Cm \  m
=  £  dh(u), (6)

Зам етим , что если вы п укл ая  функция Ji(u)  определена на выпуклом множе-
пг

стве Ui, необязательно совпадаю щ ем с Еп, то J  (и)  =  Л  (и) определена на
( - 1

m
U =  П  Ui,  и здесь вм есто  (6 ) в общем случае можно гарантировать лишь 

i - l
m / m  \

включение J ]  dJ i  (и) а :  д  ( / ; (и) ) ,  и s  U, а для получения равенства
i - l  \i=>l J

достаточно потребовать, например, чтобы функции Ji(u)  были непрерывны
m  _____

хотя бы в одной точке v  е  |"| Ui. Если Cj е  <3Ji (u) ,  i =  1, m, то в качестве
i - l

представителя из dJ  (и) всегда  можно брать с =  Ci +  • • • +  Cm-
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5) Если / ,( 1 0 , / т ( « ) — вы пуклы е функции на Еп, то функция

J  (и)  =  ш ах J i  (и ), и е  Еп,
1

т а к ж е  вы пукла на Еп (см . теорему 2 .7 ), причем

dJ  (и) — со  (  И  d J t (и)\ =
V i e /(и) /

=  f с : с =  £  а ; с г, c t <=dJt (и), а ,  > 0 , ( е / ( к ) ,  £  а <==11 *
I  l s / ( u )  i e=/( « )  )

где  / ( и )=  {<: 1 <  < ^  т . /<(“ ) = / ( “ )}• В частности, в качестве п редстави 
тел я из д1{и) можно взять  c  =  c t & d l t ( u )  при некотором t e  / ( « ) .

6 ) Если С — выпуклое замкнутое ограниченное множество из Еп, то 
функция

J  (и) =  m ax (с, и), и е  £ п, 
с е  С

вы п укла на Еп (см. теорему 2 .7 ), причем

dJ  (и) =  {с: с е  С, (с, и) =  / («)} .

7) Если функция /(и ) вы пукла на Ет, а /4 — матрица порядка т Х « ,  то 
функция

g  (и) =  1(Аи), и <= £ " ,
вы п укла на £л, причем

dg  (и) =  Дг  5/  (и) |0_ Ли.

Более подробно о перечисленных и других п равилах субдифференцирова
ния, о различных свойствах субдифференциала, о различных обобщениях по
нятий субградиента и субдифференциала, о применении этих понятий дл я  
исследования и приближенного решения экстремальны х задач  см., например, 
[1 , 89, 99, 109, 113, 114, 197, 207 ].

В заключение приведем еще один пример:
П р и м е р  3. П усть функция g ( u )  вы п укла на £ п, пусть

/ (и) =  m ax {0; g  (и)}, и е  Еп. (8 )

Если g ( u ) >  0, то ясно, что dJ (и) =  d g ( u ) ;  если g ( u ) <  0, то d J ( u ) =  {0}. 
Рассмотрим случай g ( u ) =  0. Тогда J ( u ) =  0. Согласно (7) тогда

д  } (и) =  {с: ас  +  (1 — а )  • 0 , c e d g ( t t ) ,  0  е  д  (0 ), 0 ^  а  ^  1} =  а  d g  (и),
0 а  ^  1. В качестве представителя из д ! ( и )  при g { u ) =  0 можно, напри
мер, взять  с =  0  или некоторый вектор с  е  d g ( u ) .

Кстати, заметим, что если д аж е  о тказаться  от выпуклости функции g ( u ) ,  
то в точке V, где g ( t / ) = 0 , субдифференциал функции (8 ) всегда  б удет  не
пустым, так  как  O e i Э/(ы). Sm> и неудивительно, если вспомнить тео р ем у 4 
и заметить, что in f I  (и) =  J  (ч) =  0.

Еп

У п р а ж н е н и я .  1. Найти субдифференциалы функций: а ) / (u ) =  I и — I I , 
« е Р ;  б) / (и) =  \и — 1 1 +  |« +  1 1, u e £ l ; в )/ (и )  =  \х +  у\ +  \х — у\, 
и = ( х , у ) ^ Е 2\ г) / ( и ) = т а х { « 2; и +  2}, и е  £ ';  д )  / (и ) =  m ax  {|« |; 
\и — 1 1}, # е  £ ';  е ) / (и ) =  | (а, и) — Ь\, и е  Еп.

2. П усть функции J i ( u ) ./m (u). и е  £", непрерывно дифференцируе
мы в некоторой окрестности точки V. Д о к азать , что то гда  ф ункция
1 (и) =  m ax J i  (и ) в точке v  имеет производные по любому направлению

1 < { < т
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е, \е\ =  1, причем

=  m ax (v), e), I ( v) =  {i: 1 <  i <  m,  У, (v ) =  У (oH.

Установить связь  м е ж д у 'э т о й  формулой и формулой (5 ) для случ ая , когда 
функции 1\(и), . . . ,  J m(u) вы пуклы  на Е".

3. Пусть А — зам кн утое ограниченное множество из Ет , а функция 
g ( u , a )  определена на Еп X  Л, полунепрерывна сверху по а при каж д о м  и ^ Е п, 
вы пукла и непрерывна по и при каж дом  а е  А. Тогда функция

У (и) =  sup g  {и, а), и е  Еп,
1 Е  А

вы п укла на Е" и ее субдифференциал имеет вид

дУ (и ) =  со (  |J d g ( u ,  a ) V  Л0 (и) =  {а: а  <= A, g  (и, а) =  У (н )!
Ч а е  А (и) )

(здесь со В — зам ы кан и е выпуклой оболочки В).  Д о казать  (ср. с ( 7 ) ) .
4. Найти субдифференциалы функций У (и) =  m ax | t2 +  xt  +  у  |,

У (и) =  m ax  I xt2 +  y t  |, У (« )  =  m ax | х +  t y  |,
1 < | < 1  о < г < 1

и =  (* , у )  <= Е2.
5. П усть А— зам кн утое ограниченное множество из Ет, функция g ( u , a ) 

непрерывна по совокупности переменных (и, а) на Е" X  А вместе с производ

ной -  ^ °  ̂ . Д о казать , что тогда функция У (и) =  m ax g  (и, а )  во всех
OU j s  а

точках и е Р  имеет производную по любому направлению е, |е|=  1 , причем

dI} V̂" =  m ax е \  (о) =  а е= A, g  (о, а) =  У (ч)}.ае оеДо(о) \ аи /
Установить связь  м еж д у  этой формулой и формулой (5) для случ ая , ко гда 
g ( u , a )  вы п укла по и при каж дом  а <= А, с учетом результата из уп раж н е
ния 3.

§ 7. Равномерно выпуклые функции

1. Рассмотренный в § 3 класс сильно выпуклых функцнй об
лад ает  замечательным свойством — для функций этого класса 
имеет место теорема 3.1. Однако этот подкласс выпуклых функ
ций недостаточно широк и не содержит, например, такую  вы
пуклую функцию, к ак  У ( и ) = и 4, ы е  £ ',  которая, м еж ду про
чим, достигает своей нижней грани на любом выпуклом з ам к 
нутом множестве из Е1, причем в единственной точке. Нельзя 
ли выделить такой подкласс выпуклых функций, для которого 
была бы верна теорема типа теоремы 3.1 и который был бы 
шире класса сильно выпуклых функций? Оказывается, таким 
классом является  класс равномерно выпуклых функций.

О п р е д е л е н и е  1. Функцию / (и) , определенную на вы
пуклом множестве U, называют равномерно выпуклой на U, если



РАВН О М ЕРН О  В Ы П УКЛЫ Е Ф У Н К Ц И И 213

сущ ествует неотрицательная функция б (t), определенная при 
всех /, 0 <1/ ^  diam U =  sup | и — v |, б (0) =  0, 6(/0) >  0 при

и, v е  U
некотором t0, 0 <  to <  diam U и такая ,  что
У (аи +  (1 — a) v) ^ .a J  (и) +  (1 — а) У (и) — а (1 — а) б ( | и — v \) (1)
при всех и, v е  U, а  е  [0, 1]. Функцию 6 ( 0  называю т модулем  
выпуклости функции У (и) на U, а функцию

М 0 =  inf inf +
0 < а < 1  |u-ul=»<,  и, v е  U а ' *

— точным модулем выпуклости У (и) на U. Если равномерно 
выпуклая  функция имеет модуль выпуклости 6 ( / ) > 0  при всех 
t, 0 <  t <  diam V, то такую функцию называют строго равно
мерно выпуклой на U [62].

Очевидно, всякая сильно выпуклая функция является  строго 
I равномерно выпуклой с модулем б (t) =  xt2. Сум м а равномерно 

выпуклой функции с модулем б(/) и выпуклой функции будет 
равномерно выпуклой с модулем б (t). Если У (и) равномерно 
выпукла с модулем б (t), то функция g(u) =  с !(и )  при любом 
с =  const >  0 такж е  будет равномерно выпуклой с модулем 
c6(t). Если ц (/ )— точный модуль выпуклости равномерно вы 
пуклой функции У (и) на U, то любая функция б (t) ^  0 ^  
^  t diam U, неотрицательная, нетождественно равная  нулю, 
6 (0) = 0 ,  будет модулем выпуклости функции У (и) на U. 

Следующая теорема является обобщением теоремы 3.1. 
Т е о р е м а  1. Пусть U — выпуклое замкнутое множество из 

Еп (например, возможно, U — En), а функция У (и) равномерно 
! выпукла и полунепрерывна снизу на U. Тогда 
j 1) множество Лебега M ( v ) =  {и: « ё  U, У (и) ^  У (у )}  выпук- 
[ ло, замкнуто и ограничено при всех v е  U; 
j 2) У, =  inf У (и) >  — оо, U, =  {u: u e U ,  У(ы) =  У,}=ть 0 ;

I „ 3) имеет место неравенство
6(1 ы — ы ,| )<  У («) — / (« , )  (2)

при всех и е  U, u* е  U»;
4) если, кроме того, У (и) строго равномерно выпукла на U, 

то U* состоит из единственной точки ы* и всякая минимизирую
щая последовательность {uk}: {U k }^ U ,  lim У(и&) =  У, сходится

оо
к точке ut.

Д ля до казательства  этой теоремы нам понадобятся следую щ ие две  леммы
о свойствах точного модуля выпуклости.

Л е м м а  1. Пусть ц (/)— точный модуль выпуклости равномерно выпук
лой функции ] (и) на выпуклом множестве U. Тогда

ц (ct) >  с2ц (0  (3>
для всех с  1, / ^  0, 0 ^  c t  ^  d iam  U.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  С начала рассмотрим случай 1 ^  с <  2. По опре
делению ц(с<) дл я  любого е > 0  сущ ествую т точки ии  «2 s  U и число а ,
О <  а  <  1 , такие, что |ui —■ м2| =  c t  и

. а !  (их) +  (1 — а ) /  (и2) — I  (иа ) , .
И ( с * ) < -----------------^ ( Т - а ) --------------------< | 1 (с< )+  в.

где иа =  а «1 + (1  — а ) и 2. Отсюда имеем

а/ ( « , )  +  (1 — а ) / (u2) — J  (иа) <  а  (1 — а )  ц (с/) +  а  (1 — а )  е. (4)

М ож ем считать, что 0 <  а  ^  1/2, т ак  как  в противном случае в (4) точки щ 
и и2 можно поменять ролями. Тогда с учетом 1 ^  с <  2 можем сказать , что
0 <  а  ^  а с  <  1. Кроме того, 1/2 <  1/с ^  1, поэтому u3 = ( l/ c ) « i  +  
+  (1 — 1/с) « 2  s  U, причем |«з — и2\ =  \ui — и2\/с =  t. Заметим такж е, что 
иа — а с и 3 + (1  — а с ) и 2. Тогда

I  (Из) <  (1/с) / ( к ,)  +  (1 -  1/с) 1 (и2) -  (1/с) (1 -  1/с) ц (Ct),

J  ( « а )  ^  a c J  (Из) +  (1 — ас ) / (и2) — ас  (1 — а с ) ц (О-

Умножим первое из этих неравенств на а  с  и сложим со вторым. Учитывая 
неравенство (4 ) , получим
а с  ( 1/с) (1 — 1/с) ц (c t)  +  а с  ( 1 — а с )  ц (t ) <

< ; aJ (ui) +  (а с  — а )  / (и2) +  (1 — ас ) I  (и2) — 1 (иа) =
=  а/  («О  +  (1 — а )  / (и2) — / (иа) <  а  (1 — а )  ц (c t )  +  а  (1 — а )  в

или
а  (1 — 1/с) ц (ct)  +  а с  (1 — ас )  ц (t) ^  а  (1 — а )  ц (c t)  +  а  (1 — а ) е.

П оскольку здесь е >  0 — произвольное число, то можем е устремить к + 0 . 
Б удем  иметь

а с  (1 — а с )  [i (t) ^  (а/с) (1 — ас ) ц (ct) или с 2ц ( 0 ^ ц (с < ) .  

Н еравенство (3) для случая 1 ^  с <  2 доказано. П усть теперь с ^  1 — 

произвольное число, 0 ^  c t  ^  d iam  U. Так как lim V ^ =  1. то найдется Ь,П->оа
1 ^  Ь <  2, такое, что с =  Ьп при некотором натуральном п ^  1. Учитывая, 
что по доказанном у |х(М) 5 = 62ц ( 0 . получим ц (ct)  =  ц ( bnt ) =  ц (b • Ьп ~Ч) ^  
^  62ц {bn~lt) ^  &4ц (bn~2t)  ^  . . .  ^ b2n\i(t) =  c2(i (0 -  Л ем м а 1 доказана.

Л е м м а  2. Пусть ц ( / ) — точный модуль выпуклости равномерно выпук
лой функции I  (и) на выпуклом множестве U. Тогда

1) n ( t )  =  0 ( t 2) при  < -> + 0 ;
2 ) ц (*) =  0  при 0 sg  / <  т  =  inf {t\ ц(<) >  0}, ц ( 0  строго монотонна 

при  т  <  t sg; d iam  U;
3) е сли  d iam t/  =  + оо, то lim  ц ( < ) = + о о .t-+oo
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения 1 следует, что ц(^о) > 0  при не

котором to, 0 <  t0 <  diam  U. П оэтому 0 ^  т  <  d iam  U. Если т >  0, то 
ц(£) =  0 при 0 ^  t  <  т по определению т. Пусть т  <  t  <  а <  diam  U. Тогда 
с помощью неравенства (3) имеем ц (а )  =  n((a/t)t)  ^  (a/t)2n( t )  >  jx(<) >  0 , 
т . е. ц(/) строго монотонна при т С  t sg  diam  U.

Д ал ее , если т >  0, то условие ц(/) =  0 ( t 2) при < -> + 0  выполняется три
виально. П оэтому пусть т  =  0. Тогда, фиксируя какое-либо t0, 0 <  t0 ^  
^  d iam  U, для всех 0 <  t  < to, имеем ц(/о) =  ц((< о/00 ^  (to/t)2n ( t )  или
<  ц ( 0  <  И (<0)  *2/*о =  const • t 2.  Это и означает, что n ( t ) = 0 ( t 2) при 

t +0.
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Н аконец, пусть d iam  U — + 00 . Тогда ц ( 0  определена при всех t ^  0. 
Пусть t ^  tо >  т. Тогда ц(/) =  ц((///о)<о) ^  (tl to)2\i(to) =  const-/2. Это зн а 
чит, что ц (/ )-> °°  при /->оо со скоростью не медленнее, чем t2. Л ем м а 2 
до казан а.

Заметим, что из неравенства 0 ^ б ( / ) ^ ц ( / ) ,  справедливого для любого 
модуля выпуклости равномерно выпуклой функции, и из лем мы  2 следует, 
что условие б (/ )=  0 (/2) при / - > + 0  явл яется  необходимым для того, чтобы 
некоторая функция б (/) могла служ и ть модулем выпуклости дл я  какой-либо 
равномерно выпуклой функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Если U ограничено, зам кн уто , т. е. 
U компактно, то утверж дения 1) , 2 ) теоремы следую т из теорем 2 . 1.1 и 2. 1 0 
О стается рассмотреть случай, когда U — неограниченное множество. Тогда 
diam  U =  + 0 0  и точный модуль выпуклости ц(/) функции J (и) б удет опре
делен при всех t ^  0. Пусть t0 >  0 и ц(/0) > 0 .  Возьмем произвольную 
точку » е ( /  и рассмотрим шар

S  =  S  (у, /0) =  {и- и е  U, | и — о К  /0Ь

Из теоремы 2.1.1 следует, что i n f / ( u )  =  / J >  — 00 , т а к  что

/ (и) >  / j  =  / (у) -  V, \  — J  ( v ) - J ' s >  0 (5)

при всех u e S .  Возьмем произвольную точку и е  U \ S, т. е. |ы — у | > / 0. 
Тогда, учиты вая доказанную  в лемме 2 строгую  монотонность |х(/) при 
t >  т, имеем

О < а0 = (ц (/о)/ц ( I и — v  | ))|/2 < 1. (6)
При а  =  а 0 из (1) получаем

а 0/ (и) (и +  а 0 (и — у )) — (1 — а0) J (v) +  а 0 (1 — а0) ц ( | и — у |). (7) 
Из (6 ) и леммы 1 следует ц (/0) =  ( | к  — у |) =  а 2ц ((1/во) ' а о \и ~ °| ) 

> ц ( а 0 |м — у | )  или ц(1о) ^  ( t ( a 0|« ~■ с| ). В силу монотонности ц ( 0  это 
означает, что а 0|и — у | ^ / 0. Тогда у +  а 0(ы — y ) e S  и согласно (5) 
/ (у  -f- а 0(и — у ) ) ^  J ( v ) — V. Учитывая эту  оценку, из (7) имеем

а 0/ (и) >  а 0/ ( v) — v +  а 0 (1 — а 0) ц ( | и — у |).

Отсюда, сокращ ая на ао >  0 и вспоминая определение 6 ) величины ао, по
лучим

1 (и) >  J  (v) +  (1 — а 0) ц ( | и — у |) — v/a0 =

= /(о) + ц(1« — ol) — Vn( |«  — »1) (Ун (*о) + v/Уц (/*)).
Применяя к поеледнему слагаем ом у неравенство ab ^  ( a 2 - f b s)/2, будем 
иметь

/ ( и) > / (у) + ц ( I и — v  I )/2 — (Vn (to) + v/Vn ( t o ) )212 (8)
для всех и е  U \ S. На самом деле неравенство (8 ) имеет место для всех 
и s  U. Д ей ствительно, если u e S ,  то ц (|и  — у|)г£ : ц (/0) ,  а  то гда 
v <  (V ia  ( <о )  +  v/ У ц  ( t 0))2h  — |i ( |м — v | )/2. Отсюда и из (5 ) следует  спра
ведливость (8 ) и для и е  S . _____  _____

Д л я всех  и е  М (у ) из (8 ) имеем ц ( | и — у | ) / 2  — ( У н  (/р) +  v/ У ц  ( t0))2/2 ^
<  / (и) — J  ( у ) <  0, т. е. ц ( | и — v |) < ( У ц  (t0) +  v/ У ц  ( / 0) ) 2 при любом и е  
e M ( v ) .  П оскольку |х(/)->+оо при / -> + о о  и только в этом  случае, то из 
последнего неравенства следует ограниченность мн ож ества M(v) .  В ы п ук
лость M(v)  следует  из теоремы 2.10, а зам кн утость M ( v ) — из лем мы  2.1.1. 
Из теоремы 2.1.2 имеем, что / , >  — 00 , U* ф  0 .
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Д о каж ем  неравенство (2 ). Т ак  как  любой модуль выпуклости б ( t ) ^  ц (/), 
то неравенство (2) достаточно до казать  для ц (0 -  Возьмем любую точку
u . s u , .  Тогда 0 У ( a u  +  ( 1 — а ) ы . ) — /(м .) ^  а ( / ( и ) — / ( и , ) ) — а ( 1  — 
—  а)|х(|и —  и .  |)  и л и  а ( 1 — а )ц ,(| и —  и , | )  ^  а ( / ( и ) — / ( « . ) ) ,  О <  а  <  1 , 
u s U .  Д ел я  на а  >  0 н устрем ляя а -*■+0, отсюда получим неравенство (2 ).

Н аконец, пусть функция J (и) строго равномерно вы пукла на U. Тогда 
она строго вы п укла на U, и согласно теореме 2.1 множество U. будет со
стоять из единственной точки и,. Возьмем произвольную минимизирующую 
последовательность {и*}. П олагая в (2) и =  ик и устремляя &-*-оо, получим 
6 (|и* — м,|)->-0. Это возможно только при |Uk — u .| -* 0 ,  т а к  как  I(и)  
строго равномерно вы пукла. Теорема 1 доказана.

2. О становимся на некоторых необходимых, а такж е  достаточных усло
виях равномерной выпуклости функции.

Т е о р е м а  2. Пусть U — открытое выпуклое множество из Еп, пусть 
функция I (и)  равномерно выпукла на U с  модулем выпуклости d(t) .  Тогда 
необходимо выполняются неравенства

J (и) >  / (о) +  ( с  (и), и — v) 4- б ( | и — v  |). (9)
(с  (и) — с  (v), и — о ) ^ 2б ( | и — о | ) ( 10)

при всех c ( v ) s  d j ( v ) ,  с ( и ) е  д/(и) и всех и, v е  U.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П оскольку равномерно вы п уклая функция явл яет

с я  и просто выпуклой, то из теоремы 6.1 следует, что субдифференциалы 
д 1 ( и ) Ф 0  при всех u<=U. Возьмем произвольные и, v s U ,  c ( v ) s d l (у).  Из 
определения субградиента и из ( 1) при всех а ,  0 <  а  <  1, имеем
а (с (х>), и — v) +  J  (v) ^ . J  (аи +  (1 — а) v) ^

а/ (и) +  (1 — а) / (о) — а (1 — а) 6 ( | а — » | )

или ( 1 — а ) 6 (|ы — с|) -f-»<с(с>), и — v ) ^  J (и)— J ( v ) .  Отсюда при а-> —(-0  
получим неравенство (9 ). П оменяем в (9) переменные и п v ролями; будем 
иметь

/ (о) ^  / (и) +  (с (и), а — и) +  б ( | и — а |), с  (и) <=д! (и).
С кл ад ы вая  это неравенство с (9 ) , придем к (10 ). Теорема доказан а.

П риведем одно достаточное условие равномерной выпуклости функции. 
Т е о р е м а  3. Пусть U — выпуклое множество, J ( u ) s C l (U), и пусть для  

некоторой непрерывной неотрицательной функции | (I), 0 ^  t ^  diam  U, 
%(t )= 0 ( t 2) при t - * -+  0 , 0 , выполняется неравенство

{]' (и) — / ' (v), и — I  ( | и — v  |) (И )

при  вс ех и, v s  U. Тогда функция J (и) равномерно выпукла на U с  модулем 
1

выпуклости б (/) =   ̂ (S- ( т t)/r) dr .  
о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы (2.7) и условия (11) имеем 
■а] (и) +  (1 — а )  / (v ) — J  ( а и + ' (1 — а )  о) =

1 1 
=  а (1 — а )   ̂(/ ' (2 1) — J '  ( г 2), z i — гг )  < /т/т> а (1 — а )   ̂| ( | z\ — г г  \) dr/r  =

0 о
1

=  а (1  — а ) ^ £ ( т | и  — » | )  d r /т =  а  (1 — а )  б ( | и — v |), и, v е  U, а е ( 0 ,  1],
о

что и требовалось.
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Д оказан н ая теорема 3 может быть использована для установления р ав 
номерной выпуклости конкретных функций.

Т е о р е м а  4. Функция J(u) =  \u\p строго равномерно выпукла на Е" 
при всех р~$£ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П окажем , что

{]' ( и ) - Г  (v), u - o ) > ^ - m i n { l ; 2 3 - P } | « - t » | p> u , v< = E n . (12) 

Здесь J '  {и) =  р  | и \р~2 и. Тогда

(/ ' (и) — J '  (v), u — v) — {p\u \р~2 и — p \ v  \р~2 v, и — v) =
= р [ \ и \ Р +  \ v f  - ( и ,  v ) ( \ u  |р - 2  +  I v  |р -2 ) ]  =

=  - у  К I« \Р~ 2 — I 0 \р~ 2) ( I « I2 — I о I2) + I « — » I2( I и 1р-2 +  I о 1р_2)] >

— 1)|2 ( | и |р - 2  + | 0 |р - 2 ) ,  и, i i e f 11,  (13).

П окаж ем , что

I и \р~2 +  | о |р “ 2 >  | и -  о |р " 2 m in  { l 23 -р }, и, «  е= Еп. (14),

Рассмотрим функцию <р (х) =  (ха +  1)/(jc +  1)“ при х~^\, а  >  0. И меем 
<р' (дс) =  a  (jca _ 1  — l )  (х +  l ) - a _ 1 . Если а ^ 1 ,  то ф '( д с ) ^ 0 ,  и <р(х)^ 
!> ф (1 ) =  2 1_а для всех х~^\. Если 0 <  а  <  1, то ф' (х) <  0, и q>(x)^  
^  ф (+  оо) =  1 при B c e x j c ^ l .  С ледовательн о, ф (х) 5̂» Аа =  m in  { l ;  2 l ~a }> 
* >  1, или

Ла (*  +  l ) a < * “ +  1, * > 1 ,  a > 0 .  (15)

Д алее имеем |u — t> | ®- 2 ^ (| u |  +  M ) p_2. Без ограничения общности мо
жем считать |ы|^ |у|. Тогда с помощью неравенства (15) получим

| и - о  |р~2 < | о |р“ 2 ( | и |/| v | + 1)р-2 < A~i t  ( ( | и |/| у | )р" 2 + 1) | у |р-2,
что равносильно (14 ). Из (13) и (14) сл едует  неравенство (1 2 ). С помощью 
теоремы 3 отсюда заклю чаем, что функция J (и) =  \и\р при р  ^  2 равномерно 
выпукла на Еп с модулем 6(t) =  p̂ m in { l; 2 3-р }/2. Теорема до казан а . Более 
тонкие оценки показываю т, что функция J (u )  — \u\p при р ^  2  имеет точный 
модуль выпуклости ц ( 0  =  *р/2Р~2, t ^  0 .

Будет ли функция 1(и) — \и\р равномерно выпуклой на Еп при
1 <  р <С 2? О казы вается, не будет. Чтобы убедиться в этом, достаточно по
казать, что функция q>(x)= хр одной переменной при 1 <  р  <  2 не будет  
равномерно выпуклой на полуоси х ^  0 , поскольку функция ]{и) =  \и\<‘ 
вдоль лучей и =  te, \е\ — 1, ведет себя к ак  функция tp одной переменной.

Если бы функция ф(лс)= хр, 1 ■< р <  2, была равномерно выпуклой при 
* > 1  с некоторым модулем выпуклости 6 ( 0 , то согласно теорем е 2 "Необ
ходимо выполнялось бы неравенство (1 0 ). В данном случае н еравенство  (10 ). 
имеет вид

26 ( t ) < t p  [{* +  0 Р~1 — хр ~[], х ^ 0 ,  0 .
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С помощью формулы конечных приращений отсюда имеем

2 6 ( / ) < г 2р ( р -  l ) ( x  +  Qt)P~2^ t 2p ( p -  1)хр ~2, х ^ О ,  0.

Заф иксируем здесь произвольное t >  0, а х устремим к + оо. Получим б(/) =  
0 при всех t >  0.
Т аким  образом, функция J (u )  =  \u\p при 1 <  р  <с 2 не является  равно

мерно выпуклой на Еп. М ож но, однако, показать, что эта функция строго 
равномерно вы пукла на любом выпуклом ограниченном множестве из Еп [62 ].

§ 8. Теорема Куна — Таккера. Двойственная задача

1. Перейдем к рассмотрению условий оптимальности для 
з ад ач  выпуклого программирования. Под выпуклым програм
мированием понимается раздел теории экстремальных задач, в 
котором изучаются задачи минимизации (или максимизации) вы
пуклы х функций на выпуклых множествах. Точнее, под задачей 
выпуклого программирования понимается следующая задача:

/ ( « ) —>• inf; u e U ,  (1)

U — {и е  Еп: и е  U0, gi (и) 0, i — 1, m; g t (и) =  0, i — m +  1, s},

(2)
где Uo — заданное выпуклое множество из Еп, функции J (u ) ,  
g i( u ) ,  . . . ,  gm(u) определены и выпуклы на Uо, a gi(u) =  
=  <а; , и) — Ь‘ при =  — линейные функции, Ь‘ — з а 
данные числа, а» — заданны е векторы из Еп. Здесь не исклю
чаются возможности, когда отсутствуют либо ограничения 
gi(u)  < 0  типа неравенств ( т  — 0 ) , либо ограничения gt(u) =  
=  0 типа равенств (s =  m ) ,  либо оба этих вида ограничений 
( т  =  s =  0, U = U 0). Разумеется , и множество Uо может з а 
д а в а ть с я  ограничениями типа неравенств или равенств. При 
выделении множества Uo в (2) руководствуются обычно тем, 
чтобы Uо имело простую структуру, чтобы легко (без трудоем
кой вычислительной работы) можно было проверить включение 
и е  U0, чтобы легко было проектировать точку на U0 и т. п. 
Обычно множество Uo представляет собой параллелепипед

U0 =  {u =  (и1, . . . ,  ип): а,- <:  и1 i =  1, «},

где  а , ,  р а , -  <  рг- — заданны е числа, или, к ак  мы видели в з а 
д ач ах  линейного программирования, положительный октант

Uq — {u  — (u 1, . . . ,  ип): и '> 0 , / =  1, п)
или

U0 — {u — (и1...........ип): иг > 0, t e / } ,
где / — заданное множество номеров из {1, 2, . . . ,  ri). Конечно, 
не исключается возможность, когда в (2) Uo — Еп. При сделан
ных предположениях по теореме 2.11 множество (2) выпукло..



Важ ное место в теории выпуклого программирования зани
мает теорема Куна — Танкера, названная так  в честь открыв
ших ее американских математиков Куна и Т аккера . Эта тео
рема дает  необходимое и достаточное условие оптимальности 
в задаче (1) ,  (2 ) ,  т. е. условие принадлежности той или иной 
точки множеству

Ut =  {u: u ^ U ,  / ( « ) =  inf J (v )  =  J J ,
»е !/

и представляет собой обобщение правила множителей Л а гр ан ж а  
(см. § 2.2) на случай задачи (1) ,  (2 ) .  Д л я  формулировки тео
ремы Куна — Таккера введем функцию Л а гр ан ж а

L (и, Я) =  / (и) +  £  Ktg t (и) (3>
(-1

задачи (1) ,  (2 ) ,  где и <= U0, а переменные Я =  (Яь . . . ,  Я5) , на
зываемые множителями Л агр ан ж а ,  принадлежат множеству

Ао =  {Я =  (Я,...........Я,) <= Es: Я! >  0 .............. Яш>  0}. (4>

О п р е д е л е н и е  1. Точку (и„  Я*) е  U0 X  А 0 называю т сед- 
ловой точкой функции Л агр ан ж а  (3 ),  если

L (и* Я) ^  L (и„, Я*) <  L (и, Я*) при всех ы е  t/0, Я е  А 0. (5)

Прежде чем переходить к выяснению связи м еж д у  седловой точ
кой функции Л агран ж а и решением задачи (1) ,  (2 ) ,  дадим  д р у 
гую равносильную (5) формулировку для седловой точки.

Л е м м а  1. Д ля того чтобы точка (ы«, Я * ) е  U0 X  Ао была  
седловой точкой функции Л агранж а , необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись следующие условия :

L(ut , X*)^.L(u, Я*) при всех и б [ / 0, (6)

*•& («.) =  о, / = 1 ~ ;  И. e l / .  (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  П усть («* , Я*) е  
е  Uo X  А 0 — седловая точка. Тогда условие (6) представляет 
собой правое неравенство (5 ).  Остается получить условия (7 ) .  
Д ля  этого перепишем левое неравенство (5) с учетом конкрет
ного вида (3) функции Л агран ж а :

1 Ю  +  Z  K gi  («*) <  1 (« .)  +  Z  K 8 t  к 65 А 0. (8)

Отсюда имеем

Я е А ,  (9)
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П окаж ем , что м* е  U. Возьмем точку X =  (A-i, . . . ,  Xs), где X/ =  
=Я,/+1 при некотором /, 1 ^ / ^ т ,  и Xi=X\ при всех остальных 
( == 1, s, i ф  /. Из определения (4) множества Ао и из того, что 
Я* е  А 0, следует, что выбранная точка К е  А0. Из (9) при т аком 
X получим (— l ) g / ( w * ) ^ 0 ,  т. е. g '/ ( « * ) ^ 0  при всех / =  1, т .  
Д алее , пусть X =  (A,b . . . ,  Я5) с координатами Xj =  X* +  (ит)
при некотором /, т  +  1 ^  ^  s, и Xi =  X] при всех i =  1, s, i ф  
ф  j. Ясно, что 1 g A 0. Поэтому из (9) имеем — |g/(«») |2 ^  0, 
т. е. g j(u *) =  0 при всех / =  m +  1, s. Таким образом, доказано,
что ы, е  f/. _______

Из того, что £ ; ( « * ) =  0 при t' =  m- +- l , s ,  следует, что 
h ,ig t ( u j  =  0, t =  m + l , s .  Остается получить равенства (7)
при i = l ,  т .  Возьмем точку X =  (Яь . . . ,  Xs) с координатами 
X/ = 0  при некотором /, 1 ^  ^  т ,  и Xi =  X\ при всех осталь
ных i =  l , s ,  i =т*=/. Т акая  точка принадлежит Ао, поэтому из 
(9) получим 0 ^  X*}gt (u„). Но X'f ^ 0 ,  g / ( u j^ .  0 при / = 1 , т ,  
поэтому последнее неравенство возможно лишь при X"jg /(u,) =  0,
/ =  1, т .  Все соотношения (6 ) ,  (7) получены.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть для некоторой точки (и*Д*) е  
G  У о X  А 0 выполнены соотношения (6 ),  (7) .Покажем, что тогда 
(ы„ Я,*) — седловая точка. Из (6) следует правое неравенство 
(5 ) .  Остается доказать  левое неравенство (5 ).  По условию (7) 
и* е  U, т. е. gi{u*) ^  0, i =  1, т ,  gi(u«) = 0 ,  i — т  +  1, s. Тогда

=  о (Ю)

при всех i =  т  -}- 1, s и всех тех i, 1 ^  t ^  т ,  для которых 
<?;(«*) =  0. Если gi(u*) <  0 при некотором t, 1 ^  t ^  m, то из 
равенства (7) следует, что X* =  0. Поэтому (А,) — Яг) (и,) =  
= — Яг§ г (ы„)!>0 для всех Я , 0,  1 ^  г ^  т ,  для которых 
g<(«*) < 0 .  С клады вая  полученные неравенства с (10), будем

иметь Z  ( ^  — Яг) £ ,(«* ) > 0  для  всех 1 g A 0. Отсюда
S  S

£ ^ £ / ( * 0 ^ 2  t i  gi(u*) при всех ^ g A o .  Д обавляя  к обеим 
i - l  i - l
частям  этого неравенства / (и*), придем к неравенству (8 ),  пред
ставляю щ ему собой левое неравенство (5). Л емм а 1 доказана.

Теперь выясним, к а к  связаны между собой седловая точка 
функции Л а гр ан ж а  и решение задачи (1) ,  (2 ).

• Т е о р е м а  1. Пусть («*, Я*) е  U0 X  А0 — седловая топка 
функции Лагранжа. Тогда и * е  (/*, /* =  £ («* ,  X*) = J { u , ) ,  т. е. 
и* является решением задачи  (1 ) ,  (2 ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (7) леммы 1 имеем и* е  
е .  U и L(u*,k*) =  / («* ) .  Тогда неравенство (6) перепишется 
в виде

1 (и,) <  L (и, Г )  =  / (и) +  Z  k]gt («К «^ Ц > -  (И )
«=*1

S

В частности, (11) верно и для  всех u e U .  Но Z K g t  ( « ) ^ 0
i=1 ____

при u e U ,  т ак  к ак  тогда g t ( u ) ^ 0  и к\~^0 при / =  1, т ,
т а к  что Я ^ ( м ) ^ 0 ,  1= 1, т ,  и £г (ы) =  0 при i =  m + l ,  s.
т а к  что Я/̂ (ы )  =  0, г =  т +  1, s. Поэтому из (11) следует, что 
/ ( u j  L (и, А,*) ^  / (и) при всех u e U ,  т. е. м, е  t/„. Теорема 

1 доказан а .
Заметим, что теорема 1, как и лемма 1, доказан ы без каких- 

1 либо ограничений на функции / (и ),  gi(u), i = \ , s ,  и на множе- 
I  ство Uo', в частности, никакие предположения о выпуклости, 

сделанные выше при формулировке задачи (1) ,  (2 ) ,  мы пока не 
I использовали.
] 2. Возникает вопрос: во всякой ли задаче вида (1) ,  (2) 

функция Л агран ж а имеет седловую точку? Ответ здесь, конечно, 
отрицательный: если в задаче (1 ),  (2) U* =  0 ,  то, как  следует 
из теоремы 1, функция Л агран ж а такой задачи не может иметь 
седловую точку. Более того, д аж е  в задачах  выпуклого програм
мирования (1) ,  (2) с и * ф 0  в общем случае нельзя ожидать, 

i что функция Л агран ж а будет иметь седловую точку.
[ П р и м е р  1. Пусть J  (и) =  —и, U0 = { u e E l: « 5 *  0}, 

g(u)  =  и2, U =  {и: u e U o ,  ^ ( « ) ^ 0 } .  Здесь множество Uо вы 
пукло, функции / ( « ) ,  g(u)  выпуклы на Uo. Множество U со
стоит из одной точки и =  0, так  что /* =  /(0) =  0, U* — {0}. 
Функция Л агран ж а

L {и, к) — — и +  ки2, и > 0 ,  к ^  0,

рассматриваемой задачи не имеет седловой точки.
| Таким образом, для существования седловой точки на за- 
| дачу (1) ,  (2 ) ,  кроме условий выпуклости, должны быть нало- 
I жены какие-то дополнительные ограничения. Теоремы, в кото

рых устанавливается существование седловой точки функции 
Л а гр ан ж а  задачи (1) ,  (2 ) ,  в литературе обычно называют 
теоремой К у н а — Таккера. Ниже будут приведены несколько 
вариантов теоремы Куна — Таккера. Начнем с рассмотрения 
случая , когда в (2) ограничения типа равенств отсутствуют 
( т  =  s ) ,  т. е. множество U имеет вид

U =  {u: u e U 0, g i(u )^ .  0, i —  1, /и}. (12)
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О п р е д е л е н и е  2. Ограничение gi(u) ^  0 из (12) назы
вают регулярным  на множестве Uо, если существует точка 
Ui е  Uo т акая ,  что

g i(U i)<  0. (13)

Множество (12.) называют регулярным, если в (12) все огра
ничения gi(u) ^  0, i =  1, т ,  регулярны на U0.

Если Up — выпуклое множество, функции gi(u) выпуклы на 
Uо, i — \,m, а множество (12) регулярно, то существует точка 
й е  Uо, для которой

g t ( u ) <  0 при всех / = 1 ,  т .  (14)
т т

В самом деле, положим U— Yua iui> г д е а г ^ 0 ,  2  а , == 1,
____ <-i (-1

точки ut взяты  из (13), i =  1, т .  Тогда в силу неравенства (2.2)
имеем

т  ______

Ы « Х  Е  Vigiiui) <  0, г =  1, т ,
i —1

т. е. условие (14) выполнено. Условие (14) часто называют усло
вием Слейтера.

Т е о р е м а 2. Пусть множество U0 выпукло, функции J (u ) ,  
gi(u), i =  1, m, выпуклы на Uо, а множество (12) регулярно. 
Пусть множество U* точек минимума функции J(u) на множе
стве (12) непусто. Тогда для  каждой точки и* е  U„ необходимо 
существуют множители Лагранжа  А* =  (Я*, . . . ,  %*т ) е Л о  =  
=  { l e £ m: A ij^O , . . . ,  Ат ^ 0 ) ,  такие, что пара (ы ,Д * )  об
разует седловую точку функции Лагранжа на множестве Uo X  
X  Ло.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В пространстве Em+1 переменных 
а —  ( ао, a i ,  . . . ,  а т ) введем два  множества

А — {а =  {а0, а и . . . ,  a m) ^ E m+l: а 0>
> / ( « ) ,  a i ^ g i ( u ) ...........am^ g m(и), и €=[/,,},

В =  {Ь =  (Ъ0, Ъи . . . .  Ьт ) ^ Е т +х-. Ьо <  /», & ! < 0 ,  . . . ,  Ът <  0}.

Покажем , что А  и В не имеют общих точек. В самом деле, пусть 
о е !  Тогда найдется точка u^U o  т акая ,  что a0 ^ J ( u ) ,  а\ ^  
^  g i(u), ат  >  gm(u). Возможно, что u ^  U. Тогда а0 ^  
^  J(u)  ^  и заведомо а ф В .  Если ж е и е  U0\U, то найдет
ся номер t, 1 ^  i ^  т ,  такой, что gt(u) >  0. Тогда а< ^  gt(ti) >
>  0 и снова а ф  В. Итак, A f] В =  0 .

Д алее, нетрудно видеть, что А и В — выпуклые множества. 
П окажем , например, что А выпукло. Пусть а, с — две произ
вольные точки из А. Тогда существуют точки и, v е  Uo такие,
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что а 0 ^  / (и ) ,  Со ^  J ( v ) ,  at ^  g i(u ), Ci ^  gi{v), i — 1, т .  Возь
мем произвольное а е [ 0 ,  1] и положим аа =  а а + (  1 — °0 о, 
иа — olu +  (1 — а )  и- Из выпуклости Uo следует иа е  i/o- Д алее , 
из выпуклости функций J (u ) ,  gi(u) имеем:
/(ыа)< а / (ы ) +  (1 — а )/ (1> )< аа0 +  (1 — а) с0, g ; (« a )<

<  <*£<(“) + О — а)&/(а)<аа,  +  (1 — а)с{, г =  1, т .
Это означает, что аа е  Л. Выпуклость Л доказан а . Аналогично 
доказы вается  выйуклость В.

В силу теоремы 5.2 тогда сущ ествует гиперплоскость (с, а ) = у  
с нормальным вектором с =  (Яо, Я*, . . . ,  Х'т )Ф 0 ,  отделяю щ ая Л
и В, а т ак ж е  Л и В =  {b — (b0.......... bm) е  Em+l: b0 ^  /„ &i ^  О,
• ••» 6т ^ 0 } .  Это-значит, что

т т
(с> ь) =  £  Я ^  <  Y <  (с, а) =  2  ЯгДг (15)

г-0 (-0

при всех й е Л ,  b e  В. Заметим, что точка */ =  (/*, 0, 0 ) э  
е Л П В .  В самом деле, возьмем к акую-либо точку и» е  £/«. 
Тогда / ( « , ) = / * ,  £*(«#)=£: 0, t =  1, m, что означает у е А .  Вклю
чение у е  Б очевидно. Тогда по теореме 5.2 величина у  из (15) 
равна у — (с, у) — Кд/,, и (15) можно переписать в виде

т щ
Яо̂ о £  hibi ^  Яо/, ^  Яойо +  £  Я(а*, а е  Л, b е  В. (16) 

г- i  г- i
Возьмем точку b =  (Jt — 1, 0, 0 ) е В .  Из левого неравен
ства (16) получим V0(Jt — 1 ) откуда  Я^^О . Д ал ее ,  беря
b =  ( J ;  0 ...........0, —1, 0, . . . ,  0), из левого неравенства (16)
имеем Яо/. — Я1^Яо/„ т. е. Я / ^ 0 ,  Таким образом,
показано, что Я* =  (Я*, . . . ,  Vm) ^ 0 ,  Я 3 > 0 .

Далее, возьмем произвольную точку ut e U t . Тогда а —
=  (Ни*) — К' 0 ........... 0, gi(ut), 0, . . . ,  0) е  Л (1 В. П одставляя
эту точку в левое и правое неравенства (16), имеем Я^/,+  
+  K gt (“ .) <  К J * <  K J* +  K gi  (“ .)• о ткуда  Vtg Д « , ) < 0 <  Vtg t (и,)
или Я*§(и„) =  0, г == 1, т .  Равенства (7) доказаны .

П окажем, что Я||| >  0. В самом деле, в (16) подставим а =
— (Цй)> gi(u), g m(U ))e A ,  где  й взято из (14). Получим

т
К К  ^  К* №) +  2 ]  Я)^г (й). Допустим, что AJ =  0. Поскольку не

все Я}, i =  0, т ,  равны нулю, то К*Ф0. Тогда из предыдущего 
неравенства при Яо =  0 с учетом условия (14) имеем 0 ^

т
^  2^ К  Si (w) <  0. Полученное противоречие п оказы вает ,  что
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Яц >  0. Неравенство (16) и все последующие рассуждения со
храняют силу, если (16) поделить на Хд >  0. Это значит, что 
в (16) можно принять Я ^ = 1 .

Наконец, возьмем произвольную точку и <= U0. Тогда а — 
=  (Ц и), (и), . . . ,  gm{u)) е А  Подставим эту точку в правое 
неравенство (16). С учетом того, чтоЯ^=  1, получим ^ * ^ / ( и )  +

т

+  X  K s { (“ ) =  L (“ > л*)> и *= ^0- Но в СИЛУ (7) /* =  1 ( ы „ Я * )
1 =  1

при любом выборе м» е  U♦. Отсюда и из предыдущего нера- - 
венства следует условие (6 ) .  Согласно лемме 1 тогда (и,, к*) — 
седловая точка. Теорема 2 доказана.

3. Приведенный выше пример 1 показывает, что без допол
нительного требования регулярности множества теорема 2, во
обще говоря, неверна. Однако если все функции gi(u), задаю 
щие множество (2 ) ,  линейны, то, оказывается , теорема о суще
ствовании седловой точки будет верна без каких-либо дополни
тельных условий типа условий регулярности. Важную роль при 
установлении этого факта, а такж е во многих других вопросах 
выпуклого анализа играет следующая теорема, известная в ли
тературе под названием теоремы Фаркаша.

Т е о р е м а  3. Пусть дано множество

К  =  { е е  Еп: (clt е )^ .  0,  i = l ,  m; (ch е) <  0,

i =  m + \ , p \  (cit е) =  0, i =  p + l , s } ,  (17)

где  ci, . . . ,  cs — некоторые векторы из Еп. Тогда для  того, что
бы некоторый вектор с е  Еп удовлетворял неравенству

(с, е ) ^ 0  при всех е е  К, (18)

необходимо и достаточно, чтобы существовали числа Яь . . . ,  Я5, 
причем Я1 ^  0, . .  . ,  Яр ^  0, такие, что

с — Я]С 1 Я2С2  ̂ • • • — Х3с̂ . (19)

Нетрудно видеть, что К — конус с вершиной в нуле, а вся 
кий вектор с, удовлетворяющий условию (18), принадлежит 
двойственному конусу К* (см. определения 5.4, 5.5). Поэтому 
теорему Фаркаш а можно переформулировать на языке конусов 
следующим образом.

Т е о р е м а  3. Пусть К — конус, определенный условиями 
(17 ) .  Тогда двойственный ему конус имеет вид

К* =  { с с =  — X l ^ c , ,  .........Ч > 0 } -  О 9)

Заметим, что в (17) не исключаются случаи, когда какие- 
либо виды ограничений (ограничения типа нестрогого или стро-



того неравенства, или типа равенства)отсутствую т, т. е. возмож 
но т  =  0, при т  — р, или р •= s, или /и =  р =  О, или т  — О, 
р — s, или т  =  р =  s.

Д л я  доказательства теоремы 3 нам понадобится следующая 
Л е м м а  2. Пусть а ь . . . ,  ар— некоторое конечное число 

векторов из Еп. Тогда множество

Q =  | а  е Еп\ а =  2  « г ^ .  «г ^ 0. i — \ , p

является выпуклым замкнутым конусом.
р

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если a e Q ,  то Ха =  Y. Xatai, Xat ^  0,  
___  i - l

1 = 1 ,  р, при любом К >  0. Это значит, что Q — конус. Д алее , 

пусть а, Ь — две произвольные точки из Q, т. е. а  =  ^  aia it
р  _____

£> =  £  щ а ; , c i/ ^ 0 ,  г =  1, р. Д л я  всех а е [ 0 ,  1] то гд а '
Iе» 1

Р ___
а  а  +  (1—а) 6 =  £  [аа, +  (1 — а ) ц , ] а ; , аа{ +  (1 — а) ^  0, / =  1, р,

i=i
так  что Q — выпуклый конус. Кстати, тогда из a, b ^ Q  сле
дует, что a  +  f t e Q .  В самом деле, в силу выпуклости конуса Q 
имеем а +  b — а (а/а) +  (1 — a) (b/( 1 —а ) ) g Q  при всех а, 0 <  а  <  1, 
поскольку а/а, b/( 1 — а ) g Q ,

Замкнутость Q докажем  индукцией по числу образующих 
векторов а ь а 2) . . . ,  ар. При р — 1 Q =  { а е  Еп: а =  аа\, а  ^  
^  0 } — полупрямая ( л у ч ) — замкнутое множество. Пусть изве
стно, что конус с любыми р — 1 образующими замкнут . П ока
ж ем , что тогда конус Q с р образующими а\, а 2, . . . ,  ар т а к ж е  
замкнут. Рассмотрим два случая.

1) Конус Q наряду с векторами а и а 2, . . . ,  а р содержит т а к 
ж е  и векторы —fli, —а 2, . . . .  —ар. Тогда н аряду  с точками

р _____
а =  2  а<аг, а г ^ 0 ,  i — 1, р, выпуклый конус Q содержит все

р _____
точки 6 =  2Р / (~ я* )>  P i^ O ,  / = 1 ,  р, а т а к ж е  точки а-\-Ь. 

i - l
П окаж ем , что в рассматриваемом случае Q является  подпрост
ранством (линейной оболочкой), натянутым на векторы а\, . . .

р  - _____
. . . ,  ар. В самом деле, пусть d = Y , y ia l , где  y t, г =  1, р ,—

i - i
произвольные числа. Положим а ,= = тах  {0; v J ,  р , = т а х  {0; —V/}.

_____ р р

Тогда V,- =  a t — 6/, i — 1, р. Поэтому d  =  £  у {а { =  £  +
i - i  <-i

& Ф. П. Васильев
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Р ___
+  £  М — a ; ) e Q при всех действительных -у,, i =  1, р. Таким 

t-> 1
образом, Q — подпространство, натянутое на векторы а\, а 2, . . .
. . . ,  ар, размерность которого не превышает числа min {р\ п). Но 
в конечномерном пространстве Еп любое подпространство зам к
нуто [63]. Следовательно, Q замкнут.

2) Хотя бы один из векторов (—а{), . . . ,  (—ар) не принадле
жит Q. Пусть для  определенности (—ар)ф  Q. Обозначим QP- i =

=  | b е  Еп: b =  Z  0 ,0/, а г ^  0, i — 1, р — l|  — это конус, по

рожденный векторами а ь . . . ,  а р-\. По предположению индук-
р - 1

ции конус Qp- 1 замкнут. Д алее , из представления а =  £  +  
_________ i = l

+  аар, а , ^ 0 ,  г =  1, р — 1, а ^ О ,  следует, что

Q  =  Q p - i +  « « p > а > 0 .  ( 2 0 )

Пусть d — какая-либо предельная точка множества Q. Тогда 
существует последовательность {dm} е  Q, сходящаяся к d. Из
(20) следует существование bm е  QP- i  и чисел цт  ^  0 таких, 
что dm =  bm [х.т а р, т  =  1, 2, . . .  Покажем, что {цт } ограни
чена сверху. Допустим, что {цт } неограничена сверху. Тогда су
ществует подпоследовательность +  °°- Поскольку {dm}, 
как  сходящ аяся последовательность, ограничена, то dmJ\ imk-*- О 
при 6 - * о о .  А тогда {bmkl\Lmk =  {dmkl\imk) — ap} имеет предел 
при 6 -> оо , равный — ар. Но так  как  {bmJVm^ е  QP- u  а 
конус Qp- 1 замкнут, то предел (—ар) будет принадлежать QP-\. 
Из (20) при а  =  О следует Qp_i s  Q, так  что —ар е  Q. Полу
чили противоречие с рассматриваемым случаем.

Это означает, что 0 ^  цт  ^  const, т  =  1 , 2 , . . .  Тогда суще
ствует подпоследовательность {Итл}> сходящаяся к некоторому 
числу |я ^  0. Из равенств bmk — dmk — цт/ар, k = \ ,  2, при 
k-+ oo  следует, что предел b — lim Ьт . существует, причем

-̂►оо
b =  d — \iap е  Qp_i в силу замкнутости QP- i .  Таким образом, 
показано, что d =  b +  №р> где b е  QP-u  |л 0. Из (20) тогда 
следует, что d e Q .  Замкнутость Q доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Введем множество

Q =  | c s £ n: с =  - Z V i .  Я,> 0 ...........Хр > о | .  (21)

Заметим, что Q — конус, порожденный векторами —с .......... ~ СР,
—  ..... ..........  — c s, с р+1, c s. В самом деле, с одной стороны,
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р s  s
все точки с =  £  Яг (— с,) +  £  a t (— с{) +  £  ргс*, Яг >  О, 

___  i=1 t-p+i г-p+i
/ = 1 ,  р; а г ^ 0 ,  P i^ O ,  г ===== р +  1, s , принадлежат Q. С другой 
стороны, любая точка с — —Я1С1 — . . .  —Xscs представима в ви
де предыдущего равенства при а,==шах {0; Я,}, р ,= ш ах  {0; —Я,,-},
i — т  +  l , s ,  т а к  к ак  Я; == а ;  — р,-. В силу леммы 2 тогда мно
жество (21) является  выпуклым зам кнуты м  множеством.

Д ля  доказательства теоремы 3 достаточно установить, что

K* =  Q. Возьмем произвольный вектор c e Q ,  т. е. с =  —
г = 1

X i ^ O ,  Яр ^ 0 .  Тогда для любого е е  К  имеем (с, е) =
S

==— ^ Я , ( с г, е ) ^ 0 .  Это значит, что с е  К*. Тем самы м пока

зано, что Q £= К*.
Покажем обратное включение К* s  Q. Предположим против

ное: пусть существует у е  К*, но у  & Q .  Поскольку Q — зам к н у 
тое выпуклое множество, то по теореме 5.1 это множество силь
но отделимо от точки с. Это означает, что существует гипер
плоскость <d ,u  — у}  == 0 с нормальным вектором d Ф  0 т а к а я ,  
что <d , с — у}  >  0 или <d, с> >  (с, у}  для  всех c e Q .  Согласно
(21) это значит, что

(d ,  — Z  K jc}j =  — £  Я/ (Cj, d) >  (d, у) (22)

при всех Яь . . . ,  Я*, лишь бы Я1 ^  0 ...........Яр ^  0. П окаж ем , что
тогда d e K — замыкание К. Зафиксируем некоторый номер 
примем Я,- =  0 при всех / ф  i, Я,- =  t <с,-, d), t >  0. Получим 
—Я,<Ci, d> >  <d, у > для любого Яi ^  0. Отсюда, деля на Я,- >  0 
и устремляя Я, -> +  °°, имеем —<с,-, d> ^  0 или <с,-, d> ^ 0 ,  i =  
=  1 ,р. Далее, зафиксируем номер г, р +  1 ^  i ^  s, и в (22) 
примем Я/ =  0 при всех j  ф  i, Яг =  t(ci, d), t <  0. Получим 
—t\(Ci, d}\2> ( d ,  у). Отсюда, деля на t >  0 и устремляя t к +оо , 
будем иметь — | <Сг, d} |2 ^  0 или <с,-, с?) ===== 0, t == р +  1, s. Таким 
образом, показано, что d e K .

Теперь вспомним, что у е  К*. Это значит, что <у , е )  ^  0 для 
всех е е  К. Отсюда с помощью предельного перехода нетрудно 
получить, что (у, е) ^  0 для всех е е  К. В частности, для  d е  
е К  имеем <у , d> ^  0. Но, с другой стороны, если в (22) принять 
Я,- == 0, г =  1, s, то получим (у, d )  <  0. Пришли к противоречию. 
Следовательно, К* £  Q. Сравнивая с ранее доказанным вклю 
чением Q ^  К*, заключаем, что К* =  Q. Равенство (19) и тем 
самым теорема 3 доказаны.
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4. Рассмотрим задачу  минимизации функции / (« )  на мно
жестве

U — {u =  (ul, и2, ип) ^ Е п: 0, j  е  /; g t (u) =

=  (а , ,и )  — Ь1 < 0 ,  г =  1, m; g t {u) =  {ah и) — Ь1 =  0,

t =  аТ Г+ 171}, (23)

где / — заданное множество индексов из {1, 2, /г} (возмоЖ’ 
но, что 1 =  0  или / =  {1, 2, . . . ,  /г}); а,- е  £ п — заданные век
торы, — заданные числа.

Т е о р е м а  4. Пусть функция J  (и) выпукла на Uo =
— {и =  (и1, . . . ,  ип): и> ^  0, j  е  /} и / (ы) е  С 1 ( Л/0) . Пусть мно
жество U* гочек минимума J  {и) на множестве (23) непусто. 
Тогда для  каждой точки и* е  £/* необходимо существуют мно
жители Лагранжа  Я* =  (А,*, . . . ,  As) е  Ао =  {Я =  (Я1..........Я«) е
Я,1^ 0 , . . . ,  Ят ^ 0 }  такие, что пара (м*, Я*) образует седловую  
точку функции Лагранж а на множестве U0 X  А 0.

Из этой теоремы следует, что в любой задаче линейного про
граммирования, имеющей решение, функция Л агран ж а всегда 
имеет седловую точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что согласно теореме 2.11 
множество (23) выпукло. Возьмем любую точку t/*. Р ас 
смотрим возможные направления из точки и*. Согласно опре
делению 2.3 направление е = ( е 1, . . . ,  еп) Ф 0  называется воз
можным в точке и*, если существует число /о >  0 такое, что и =  
=  и% +  te — (и\ te1, . . . ,  ы" +  ten) е  U или

ui +  te1 ^  0, / е /; +  i = l , m ;  (24)

<аг, ы„ +  te) — bl, i =  m + \ ,  s,

при всех t, 0 ^  t ^  t0. Введем множества индексов

/;=={/: /'<=/, и[ =  0}, /г =  {г: 1 <  г <  т ,  (аг, и.) — й'}.
Пусть е — произвольное возможное направление в точке ы*. 

Тогда из (24) с учетом м, е  £/» s  имеем

^ > 0 ,  / е Л ;  (а/( е ) < 0 ,  /' е  (аг, е} =  0, i =  m + l , s .

Это значит, что всякое возможное направление в точке н* при
надлежит конусу

/( =  {<? =  (е>..........ел) г  е> =  <в/, е> >  0, / г  Л,

(а/, е ) ^ 0 ,  г е  Л; (аг, е) =  0, г =  т + 1 ,  s}, (25)

где  в/ — (0, 0, 1, 0, . . . .  0) — /'-я строка единичной м а 
трицы.
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Верно и обратное: если е е  К, то е — возможное направле
ние в  точке м*. В самом деле, если / е  /I, то и{ =  О и и[ +  
+  te! ^  0 при всех е & К  и / ^ 0 ,  а если / е  / \ /*, т. е. >  0, 
то uf-^-te1 ^  0 при Для достаточно малого tQ >  0.
Д алее , если i е  Ц, то {at, û  +  te) — bi -\-l{al , e ) ^ . b l для  всех 
е е  К  и 0, а если » е { 1 ,  2,  . . . ,  w} \ / г ,  то (at, ut) < b l и 
можно добиться выполнения (at, и, -\ -1е )^ Ь 1, при
достаточно малом /0 >  0. Наконец, если е е / С  и т + K i ^ s ,  
то (аг, ut -\-ie)==bl при всех t.

Таким образом, показано, что в точке ы» е  t/» множество 
возможных направлений представляет собой конус К, опреде
ляемый условиями (25).

Согласно теореме 2.3 для  того, чтобы н , е  t/*, необходимо 
и достаточно выполнения неравенства

(/ '(« , ) ,  ы — м.) ^  0 при всех и е  <7. (26)

Возьмем любое е е / ( .  Тогда и =  ы, +  <= I/, 0 ^  ^  f<>, >  0. 
Подставим такую  точку и в (26 ) .  Получим </'(«*), e ) t ^  0 или 
</'(«*), е> ^  0 при всех е е  /С. Это значит, что / '( « * )  е  /С*. По 
теореме 3 тогда найдутся числа ц / ^ 0 ,  / е /I; А / ^ 0 ,  г е  /2, 
Я т+i........... такие, что

/ '( « . )  =  -  £  ! * ? ( - * / ) -  I  А ? а , -  £  Ala,. (27)
/ е /f г«=/5 i - m  + l

Если доопределим AJ =  0 при i e { l ,  2, . . . ,  m} \  /2, то получим 
точку А* =  (А’ , A i ) e A o .  Отсюда, учиты вая определение 
множества /2 и условие и , е ( / , £  6/, имеем

К  « а <> “. )  “  Ь1) =  ^  ( “0  ==: °> » =  1. s . (28)

а равенство (27) можем переписать в виде

* ' ( и , ) + Е К а 1 =  £  V-'fo (29)
/ е /J

Функция Л агр ан ж а  в рассматриваемой задаче т а к а я :
S

L (и, А) =  У (ы) +  £  А, «а* , ы) — bl), u<^U0, А е Л о ,  
i - 1

Тогда, используя неравенство У(и) — У(и„)^(У '(ы„), и — г*„)> и 
(см. теорему 2.2), определение множества /j, условие ц ' ^ 0 ,
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j (= /I и равенство (29), д л я  каж дого  u ^ U 0 получим
5

L (и, А*) -  L (и., А*) =  / (и) -  J  (и.) +  £  AJ <аг,

>  V '  (« .)  +  £  и — u j  =  £  и — ил) =
'  ' j s i  j

=  £  М7 («* —  и,) =  £  n V  >  о
/е/, * /e/J

ИЛИ
L (« , .  ^*) ^  L (и, А*) при всех и е  С/0-

Отсюда и из (28) с помощью леммы 1 заключаем, что («», А*)— 
седловая точка функции Л агр ан ж а .  Теорема 4 доказана.

5. Наконец, приведем следующий более общий вариант тео
ремы Куна — Таккера.

Т е о р е м а  5. Пусть Uо — выпуклое множество из Еп, функ
ции J ( u ) ,  g i (u),  i =  1, m, выпуклы на Uo, gi(u)  =  <a,-, u> — 6',
i =  m - { -\ , s  — линейные функции. Пусть множество U„ точек 
минимума функции J  (и) на множестве

U =  {и е  Еп: и е  U0, g t (и) ^  0, i =  1, m;

gi(u) =  (ait и) — b‘ ^ 0 ,  i =  m + l , p ;

g i (u) =  (ai, и) — bl =  0,  »==/>+l , s }

непусто. Кроме того, пусть существует точка й е  ri  Uo П U такая, 
что gi( u)  < 0 ,  i — 1, m. Тогда для  каждой точки и» f= U„ необ
ходимо существуют множители Лагранжа  А* =  ( А * , . . . ,  AJ) е  
е А о  =  { А е  Es: Ai ^  0, . . . ,  Кр ^  0} такие, что пара (м*, А*) обра
зует седловую точку функции Лагранжа на множестве Uo X  А0.

В этой теореме не исключаются возможности, когда отсутст
вуют какие-либо из ограничений gi(u)  0 или gi(u)  = 0 ,  т. е. 
р — 0, или m =  0, или s =  0, или т  — р, или т  =  s, или р =  
=  т  =  s. Д оказательство теоремы 5 опирается на более тонкие 
теоремы отделимости, чем теоремы 5.1—5.3, и здесь не приво
дится (см., например, [207], § 28).

Пример 1 показывает, что нарушение условия r i  U0 П U Ф  0  
может привести к отсутствию седловой точки. С другой сторо
ны, к а к  показывает следующий пример, это условие не является 
необходимым для существования седловой точки в задачах  вы
пуклого программирования.

П р и м е р  2. Пусть U0 =  {« е  Е1: и ^  0}, J  (и) — и, g(u) =  
=  и2, U — {и\ u ^ U 0, g ( u ) ^  0}. Здесь U0 выпукло, функции 
/ (и ) ,  'g(u) выпуклы на Uq. Множество U состоит из единствен



ТЕОРЕМА КУНА — ТАККЕРА. Д В О Й С Т В Е Н Н А Я  ЗАДАЧА 231

ной точки и =  0, так  что У. =  0, £/* =  {0}. Функция Л а гр ан ж а  
L(u, X) — и +  Яи2, и ^5 0, X ^  0, имеет седловую точку (м* =  0, 
А* =  0 ) ,  хотя r i t / o f l ^  =  0 .  Этот ж е  пример показывает, что 
множители Л агр ан ж а ,  вообще говоря, определяются неодно
значно — здесь точки (ы* =  0, X*) при любом X* ^  0 являются 
седловыми точками.

Теоремы 2, 4, 5 дают достаточные условия существования 
седловой точки в задачах  выпуклого программирования. Одна
ко существуют и невыпуклые задачи, в которых функция Л а 
гран ж а имеет седловую точку.

П р и м е р  3. Пусть U0 =  {и е  Е 1: и ^  1}, J (u)  =  и3, g(u)  =  
=  —и3 — 1, U =  {и: м е  t/0, g ( u ) ^  0}. Здесь U0 выпукло, но 
функции /(и), g (u ) не являются выпуклыми на Uо. Множество 
U представляет собой отрезок — l ^ u ^ l ,  т ак  что У* = — 1, 
и* =  — 1. Функция Л агран ж а L(u,X) =  и3 +  А(—и3 — 1) имеет 
единственную седловую точку (ы» =  — 1, А , * =1 )  на множестве 
Uo X  Ло, Л 0 =  {J, G  X 2s 0}.

6. С помощью функции Л агр ан ж а  L (u ,X ), u ^ U 0, l e A o ,  
задачу  (1) ,  (2) можно переформулировать следующим образом. 
Введем функцию

% (и)=  sup L(u, X), и е ( / 0. (30)
Яр €= Ао

5
Заметим, что если и е  U, то £  Xigt (и) 0 при всех X е  А0,

i - i
причем равенство получается при X =  0 е  А0. Если же « e f / 0\ 
\ U, то найдется номер i такой, что либо К  i  <  m и £<(«) >  0,

S

либо т  -(- 1 ^  t ^  s и g i ( u ) ^  0, т ак  что сумм у X  X[gt(u) вы-
• i - i

бором X е  А0 можно сделать сколь угодно большой. Поэтому 
функция х ( м).  определяемая условием (30 ) ,  имеет вид

(  У (и) при всех u ^ U ,
1 + ° °  при всех u ^ U 0 \ U .

Отсюда ясно, что inf %{и) =  inf У(м) =  /„ и з ад ач у  (1), (2) можно
U о U

переписать в равносильном виде
/ (« ) ->  inf; u<=UQ. (31)

К ак  и выше, в задаче (1) ,  (2) будем предполагать, что У* ;>
>  —оо, и , Ф 0 .  Тогда задача  (31) будет иметь то ж е множе- 
ство решений U* с тем ж е  минимальным значением У„ т. е.

i n f X(«) =  y., U, =  {u: u<=U0, * ( « )  =  •U -  (32)



Н аряду  с функцией (30) введем функцию

■ф (Я) =  inf L (и, Я), к е  Л0, (33)
usl/l

и рассмотрим задач у

■ф (Я) -> sup; Я е  Л0. (34)

З адачу  (34) принято называть двойственной задачей  к  з а 
даче (31) (или к исходной, основной задаче (1) ,  ( 2 ) ) ,  а множи
тели Л а гр ан ж а  — переменные Я =  (Яь . . . ,  Я5) — называют 
двойственными переменными в отличие от исходных, основных 
переменных и = ( и ]...........ип). Обозначим

sup г|э (Я) =  -ф*, Л* =  { Я е Л 0: •ф(Я) =  ,ф*}. (35)
л.

О казывается , задачи ( 3 1 ) 'и (34) тесно связаны м еж д у  собой. 
П режде всего, всегда выполняются неравенства

ч|з (Я) ^  о|з* ^  ^  х  (ы), n e t / o ,  Я е Л о .  (36)

В самом деле, г)) (Я) =  inf L (и, Я) ^  L (и, к) при всех Я е
umUn

е Л 0 и U 6 ( i 0. Поэтому ф* =  s u p ф ( Я ) ^  sup L(u,k)=%(u) для
Ло X €5 Ло

любого и е  Uo. Переходя к нижней грани по и е  U0 в этом не
равенстве, получим а|з* ^  /*, откуда следуют неравенства (36).

Интересно выяснить, когда ф* =  /*, и обе задачи (31) и (34) 
имеют решение, т. е.

и . Ф 0 ,  Л * Ф 0 ,  /. =  * ' .  (37)
О казывается, соотношения (37) тесно связаны с седловой точ
кой функции Л а гр ан ж а .

Т е о р е м а  6. Д л я  того чтобы имели место соотношения (37), 
необходимо и достаточно, чтобы функция L (u ,k ) ,  и е  U0, Я е  
е  Л 0, имела седловую точку на £/0 X  Л о в смысле определения  1. 
Множество седловых точек функции L (u ,k )  на Uо X  А0 совпа
дает с множеством  £/* X  А*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть выпол
нены соотношения (37). Возьмем произвольные н , е  t/, и X* е  
е  Л* и покажем, что (и», Я*) — седловая точка. Имеем

■ф* =  -ф (Я*) =  inf L (и, Я*) <  L (и„ Я*) =  sup L (ы„ Я) =  х («.)= /»•
и е  Uo s Ло

По условию 1|)* =  /*. Поэтому предыдущие неравенства превра
щаются в равенства:

•Ми»> Л *)=  inf L(u, Я*)=  sup L(ut, k) =  J m.
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Отсюда имеем неравенства (5), т. е. (и*, А,*) — седловая точка. 
Тем самым показано, что t/* X  А* принадлежит множеству сед- 
ловых точек функции L(u, к) на U0 X  А0.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть (и » ,Г )  е  ( /# Х  А0— седловая 
точка функции L ( u , k )  на Uo X  А0. Согласно (5) это значит, что 
L (и*, к) ^  L («*, Х * ) Д е  А0. Отсюда имеем

sup L (и„, к) =  % (м.) =  L (и„ к").
A. s5 Лр

Кроме того, L(u«, X*) ^  L(u, к*), и е  £/о, так что 

L(a„  Л*)= inf L(u,  Г )  =  ф(Г),
« е ! / ,

откуда и из неравенств (36) следует

L («., Г )  =  ip (Г) <  ^  <  х («.) =  L («„ V) ,

т. е. ф(^*) =  =  /* =  х(«»)• Это значит, что =  /*, к* е  
е  А*, и* е  £/*. Тем самым установлено, что множество седловых 
точек функции L(u,  к) на U0 X  А0 принадлежит множеству £7*Х 
X  А*. Теорема 6 доказана.

С л е д с т в и е  1. Следующие четыре утверждения равно
сильны:

1) (ы.Д*) е  t/o X  Ао — седловая точка функции L ( u , k )  на 
Uo X  Ао;

2) выполняются соотношения (37);
3) существуют точки «* е  Uo, к* е  А0, такие, что

% («.) =  Ф (*-*);
4) справедливо равенство

max inf L(u, k ) =  min sup L(u,  A)
l ^ A i  i i s ( / ,  i i e I ; ,

(напоминаем, что когда пишут max или min, то достижение со
ответствующей верхней или нижней грани предполагается).

С л е д с т в и е  2. Если (и*,к*) и (а„  b*) е  Uo X  А0 — dee 
седловые точки функции L ( u , k )  на U0 X  А0, го («», 6*), (а*Д*) 
также являются седловыми точками этой функции на Uo X  Ао, 
причем

L (ы„ Ь*) =  Ц а „  k*) =  L(u„  А,*) — L (а„ ft*)-=/. =  4>\
Полезно заметить, что в доказательстве теоремы 6 нигде не 

использовано то, что L(u ,k )  является функцией Л агран ж а  ка
кой-либо задачи вида (1), (2), а множества Uo, Ао выпуклы — 
там были важны лишь функции (30), (33), задачи (31), (34) и 
множества (32), (35), которые могут быть введены для любой 
функции L ( u , k )  на любых множествах Uo, А0. Это значит, что
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теорема б и следствия 1, 2 к ней верны для произвольных функ
ций L(u,  Я) и множеств Uо, Л 0.

Заметим, что равенство ф* =  У* может выполняться и в том 
случае, когда одно из множеств £/* или Л* пусто.

П р и м е р  4. Рассмотрим задачу из примера 1. Было пока
зано, что У* =  0, i/* =  {0}. Поскольку L ( u , X) =  — и +  Хи2, и ^  
^  0, X ^  0, то ф (Я) =  inf L (и, X) =  — 1/(4Я) при X >  0 и гр (0) =

=  — оо. Следовательно, sup ф(Я) =  -ф* =  0 =  У*, но Л* =  0 .

Однако при отсутствии седловой точки возможно строгое не
равенство а|з* <  У* даже в том случае, когда t/* ф  0 ,  А* Ф  0 .

П р и м е р  5. Пусть J (и) =  е~и, Uo =  Е 1, g(u)  =  ие~и, U =  
=  {и: и е  Uо, g(u)  =  0}. Здесь множество U состоит из единст
венной точки и =  0, так что У* =  / ( 0 ) =  1, U* =  {0}. Поскольку 
L (и, X) =  е~и - f  Хие~и =  е~и (1 +  Хи) , и X е  А0 =  Е \  то

Отсюда -ф* =  sup -ф (А,) =  0 =  -ф (0), Л* =  {0}; У, =  inf % (и) =  1 =
Е 1 Е х

=  х(0). ^ ,  =  {0}. Имеем г|)* <  У4.
Не следует думать, что если ( и , Д * ) е  У о Х Л 0 — седловая

точка функции L(u, X), то и точки (а, 6 ) е  Uо X  Ло, для которых
L(a ,  b) =  L(u*, Я*), также будут седловыми точками. Далее, 
если ввести множества

где («*, Я*)— седловая точка функции L(u ,X)  на У0X  Л 0, то 
для множеств <7, и Л* из (32), (35) в общем случае можно 
утверждать, что

П р и м е р  6. Функция Ь ( и , Х ) = Х и  при u ^ U o  — E l, Я <= 
е  Л 0 =  £ '  имеет единственную седловую точку (м* =  0, X* =  0), 
L(u*,X*)  = 0 .  Но U(X*) = Е 1, Л(и«) = Е 1, так что в рассмат
риваемом случае включения (38) являются строгими.

7. Заметим, что двойственная задача (34) равносильна зада
че выпуклого программирования независимо от того, была ли 
основная задача (1), (2) выпуклой или нет. В самом деле,функ

■ф (Я) =  inf L (и, X) -

0 при Я =  0,
— оо при X >  0, 
^е-1 + 1А ПрИ я <  0,

1 при и =  0, 
+  оо при и ф О .

U (Я*) =  {и: и е= U0, L (и, Я*) =  L (и„ Я*)}, 
Л (w#) =  {Я: Я е  Ло, L. (w*, Я) =  L (w*, Я )},

£/,с=£/(Г), Л * с Л ( н , ) . (38)
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ция L ( u , k )  линейна по А, поэтому согласно теореме 2.7 функ
ция — i|)(A)= sup (— L(u,  Я)) выпукла на выпуклом множестве

и е  £/„

Ло. Тогда задача (34), записанная в виде
— г|; (А,) —► inf; к е  Л0,

представляет собой задачу выпуклого программирования (здесь 
мы допускаем и значения г|>(Я) = —оо). Благодаря этому об
стоятельству в задаче вида (1), (2), имеющей седловую точку, 
бывает удобнее сначала исследовать двойственную к ней зада
чу, а затем, пользуясь теоремой 6, возвращаться к исходной з а 
даче. Особенно плодотворным оказывается этот подход в зада
чах линейного программирования, поскольку в этом случае 
двойственную задачу удается выписать в явном виде.

Рассмотрим каноническую задачу линейного программирова
ния (см. задачу (3.1.14)):

(с, и)-»-inf; и ^  U =  {и ^  Еп: ц ^ О ,  А и — 6 =  0}, (39)

где А — матрица порядка s X n ,  Ь е  Е $, с е  Еп. Здесь Uо —  
=  {и е  Еп: и ^  0}, Ло =  E s\ функция Лагранжа имеет вид

L (и, к) — (с, и) +  (Я, Аи — Ь) =  (с +  Атк, и) — (b , Я).

Функция ^(Я), определяемая согласно (33), сразу выписывает
ся в явном виде

(  — (b , Я) при с +  Атк ^  0,
■ф (Я) =  inf L (и, к) =  \ , , , . „s

iieUi t  — оо при (с +  А Я) <  0; Яе=Ло — Е .

Отсюда ясно, что точку Я* е  Ло, в которой может достигаться 
верхняя грань г|з(Я) на Л0, достаточно искать среди тех 1 е Л 0, 
для которых с +  А тк ^  0. Поэтому двойственную задачу (34) 
для задачи (39) можно сформулировать так: —<6, Я> sup, или

(Ь, Я) —► inf; 1 е Л  =  { Я е £ * :  с +  Атк  >  0}. (40)

Как видим, двойственная к (39) задача также представляет со
бой задачу линейного программирования.

Любопытно заметить, что если для з'адачи (40), в свою оче
редь, написать двойственную к ней задачу, то мы вернемся к 
исходной задаче (39). Чтобы показать это, составим функцию 
Лагранжа для задачи (40), взяв в качестве множителя Л агран
жа переменные и =  (и1, . . . ,  ип) и переписав ограничения с -J- 
~Ь А тк 0 в стандартном виде: — с — А тк ^  0. Получим
Li (Я, и) — (b, Я) +  (и, — с — ЛГЯ) =  (Ь — Аи, к) — ( с , и ) =  — L (и, Я);
здесь к ^  А 0 =  Es; u e f / 0 =  ( « e  Еп: и ^  0). Тогда

г|>1 (и) =  inf Li (Я, и) =  {
— (с, и) при Ь — Аи =  0,

Ь е Л ,  ’ J —  ОО при Ь — Л и ф  0, U GE Uq



Ясно, что sup имеет смысл искать на множестве лишь
и е  U„

тех и е  Uo, для которых b — Аи —  0. В результате придем к 
задаче: —<с, ы> ->• sup, или

(с, и) —*- inf; и е  U =  {и е  Еп: и е  U0, Ь — Лы =  0},

совпадающей с исходной канонической задачей (39).
Перейдем к рассмотрению основной задачи линейного про

граммирования (см. задачу (3.1.15)):
(с, «>->■ inf; u<=U — {u(= Еп: ы ^ О ,  Аи — 6 ^ 0 } ,  (41)

где А  — матрица порядка т  X  п, Е т, с е  Е п. Здесь U0 =
— {и: и ^>0}, Ао =  { ^ б £ т : Я ^ О } ;  функция Л агранжа имеет 
вид

L (и, Я) =  (с, и) +  (Я, Аи — Ь) — (с +  АТК, и) — (Ь, Я). 

Отсюда
( — (Ь, Я) при c - f  ЛгЯ ^ 0 ,

“ф (Я) =  inf L ( u ,X )  =  \  , . , r , , i  л _ *«<=£/„ (  —  ОО при (с +  АТХ) <  0, Я е А о

Двойственная к (41) задача запишется в виде:

(Ь, Я ) - > М ,  / 1 е Л  =  { Я е £ п : Я > 0 ,  с +  ЛгЯ > 0}. (42)

Это тоже задача линейного программирования. Нетрудно прове
рить, что двойственная к (42) задача совпадает с исходной зада
чей (41).

Наконец, рассмотрим общую задачу линейного программиро
вания (см. задачу (3.1.5)):

(с, ы)-> inf;

и &  U =  {и —  (и1, «"): и1 ^  0, } <= /; Аи — b <  0, Аи — Ь —  0},
(43)

где I  — заданное множество номеров из {1; 2, . . . ,  ri), А  — мат
рица порядка m X  п, А — матрица порядка s X  п, b е  Е т, Б е  
е  E s, с е  Е п.

Здесь Uo —  {и =  (и1, . . . ,  ип): и> ^  0, j е  /}. Множители 
Л агранж а удобно представить в виде X —  (ц, р,), |л е  Е т, р, е  
е  E s. Поскольку множители, отвечающие ограничениям типа 
неравенств, неотрицательны, то

Я е  Л 0 =  {Я =  (ц, &<=Ет ХЕ*:  0}.

Функция Л агранж а имеет вид

L(u,  Х) =  (с, «) +  (ц, А и - Ь ) - \ - ( Д, Аи — Ъ) =

«= (с +  Лгц +  Лгй, и) — (Ь, ц> — (В, ji), и е { / 0, Я s  Ло.

2 3 6  ЭЛЕМЕНТЫ ВЫПУКЛОГО АНАЛИЗА [ГЛ. 4



§ 8] ТЕОРЕМА КУНА -  ТАККЕРА. ДВОЙСТВЕННАЯ ЗАДАЧА 237

Отсюда т|)(А)= inf L (и, К) — — (b, \i) — (b, ц) при (с +  А т\ь +
aeP i

-4- Л̂ р.)  ̂^  0, / s  7, и (с -)- Л^Д), =  0, i ф  I, и 1|) (Я) — оо
при остальных А =  (ц, р ) е А 0. Тогда двойственная к (43) за 
дача запишется в виде

(Ь, ц) +  (Ь. Д)-> inf; А =  (ц, р , ) е Л  =  {Яц,, fr)<=EmX E s:

(с +  Атц +  ЛгД )* > 0 ,  1' е / ;  (с +  A T\i +  Л"ГД)< =  0, i ф  /}. (44)

В результате снова получили задачу линейного программирова
ния. Предлагаем читателю проверить, что двойственная к (44) 
задача будет совпадать с исходной задачей (43).

Если задача линейного программирования имеет решение, 
т. е. 7* >  — оо, (/» ф  0 ,  то согласно теореме 4 функция Л агран
жа этой задачи всегда имеет седловую точку. Отсюда и из уста
новленной в теореме 6 связи между основной и двойственной 
задачами вытекают следующие теоремы, занимающие одно из 
центральных мест в теории линейного программирования.

Т е о р е м а  7. Д л я  того чтобы точка и* е  U была решением 
задачи (43), необходимо и достаточно существование такой точ- 
ки Г  =  (ц*, ji*) Е  А (здесь А определяется условиями  (44)), 
для которой

(с, ut) =  - ( b ,  IX*)-(Ь,  Д*>- (45)

Т е о р е м а  8. Д л я  того чтобы точка и » ^ Е п была решением  
задачи (43), необходимо и достаточно существование точки %*—  
«=(|1*,Д*)е £ т  Х £ *  такой, что

и1, > 0 ,  /  е  7; Лм„ b, Аи„ =  В,

0, (с +  ATii* +  ЛгД*)г >  0,
(с +  Лгц* +  ЛгД*), =  0, 1 ф 1 \  

ц* (Aum — b)t —  0, и' (с +  А т\х* +  ЛгД*)г =  0, / = l , s .

Т е о р е м а  9. Задачи (43) и (44) либо обе не имеют реше
ния, либо обе имеют решение, причем в последнем случае вы
полняется равенство (45), где м* — решение задачи (43), К* =» 
=  (м-*> Д*) — решение задачи (44).

Теоремы 7, 8 являются переформулировкой теорем 1, 4, 6 
применительно к задаче (43) и в отдельном доказательстве не 
нуждаются. Теорема 9 специфична для задач линейного про
граммирования — об этом говорит пример 4, в котором основ
ная задача имеет решение, а двойственная задача — не имеет. 
Поэтому теорема 9 требует отдельного доказательства.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  9. Составим функцию 
Л агранж а для двойственной задачи (44), взяв в качестве мно
жителей Лагранжа и ==■ (и1, . . . ,  и"):

L\ (Я, и) =  {Ь, ц) +  (6, р.) +

+  Z  и1 (— с — A T\i — At\k)i +  £  и1 (— с — Лгц — Лгр)i =
( е /  1ф1

=  {ь , м) +  Ф ,  р.) —  (и, с +  А г ц  +  Л г й,), 

J , 6 A 0 =  {A =  ( |i ,  i x ) ^ E m X E s: v - > 0},

! i e [ / 0 =  { « e  En: u ' ^ O ,  / g / } ,

Как видим, функции Лагранжа задач (43) и (44) отличаются 
лишь знаком. Согласно теореме 4 задача (44) имеет решение 
Я* =  (ц*,Д*) тогда и только тогда, когда функция Ь\ (к ,и )  на 
Ло X  Uo имеет седловую точку (Я*, « * ) е  Л 0 X  Uо, т. е.

Li (Я*, u )^ .L i (k * ,  н„) ^  L[ (Я, и,), u s f / o i  X е  Ло.

Но L\(k,  и) = —L(u, Я), поэтому из последних неравенств сле
дует, что если (к*, и») — седловая точка функции L \ (k ,u )  на 
Ло X  Uо, то (ы„ к*) — седловая точка функции L(u ,k )  на Uo X  
Х Л 0. Таким образом, функции Li(k ,u )  и L ( u , k )  одновременно 
либо имеют седловую точку, либо ее не имеют.

Согласно теореме 4 это означает, что задачи (43) и (44) ли
бо обе не имеют решения, либо обе имеют решение. В том слу
чае, когда обе эти задачи имеют решение, то равенство (45) 
вытекает из теоремы 6 и следствия 1 из нее. Теорема 9 дока
зана.

Выше было замечено, что в любой задаче линейного про
граммирования двойственная задача, написанная для двойст
венной задачи, совпадает с исходной. В общем случае это не 
так. В самом деле, двойственная задача всегда равносильна за 
даче выпуклого программирования. Поэтому в невыпуклых за 
дачах (1), (2) задача, двойственная к двойственной задаче, за 
ведомо не может совпадать с исходной. Любопытно заметить, 
что такое явление возможно и в задачах выпуклого программи
рования.

П р и м е р  7. Пусть / (и )  =  |м |2->- inf; u ^ U = { u ^ E n: 
g{u)  =  \ u \2 — 1 =£: 0}. Здесь Uо =  Еп\ /* =  0, «* =  0; Л0 =  {1 е  
^ Е ' - . к ^ 0}. Функция Лагранжа L(«, Я) =  | ы | 2 +  Я( | ы| 2— 1) =  
=  ( 1 + Я ) | и | 2 — к. Отсюда 1|)(Я) =  inf L ( u , k )  =  — к при

и е £ Л
Я +  1 > 0  и ор(Я) = —оо при Я +  1 <  0. Следовательно, двойст
венная задача имеет вид: ф (Я) = —Я ->■ sup; Я е  Л =  {Я: Я е  Ло, 
Я +  1 ^  0}. Эта задача линейного программирования, поэтому 
двойственная к ней задача не может совпасть с исходной зада
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чей. Заметим, что в этой задаче (и* =  О, X* =  0 )— седловая 
точка.

Читателей, желающих подробнее ознакомиться с красивой и 
богатой результатами теорией двойственности, с различными ее 
приложениями, отсылаем к [1, 107, 197, 207, 220]. Здесь мы 
лишь отметим, что параллельное рассмотрение задачи миними
зации и двойственной к ней задачи, с одной стороны, приводит 
к важным теоретическим результатам, с другой стороны, служит 
источником различных методов минимизации. Отсюда, в частно
сти, происходят известные в линейном программировании двой
ственный симплекс-метод, метод одновременного решения пря
мой и двойственной задач и т. д. [9, 11, 24, 50, 72, 172, 208, 255]. 
В выпуклом программировании методы, основанные на идеях 
двойственности, в последние годы также получили значитель
ное развитие [21, 85, 249]. На некоторых из этих методов мы 
остановимся ниже.

§ 9. Правило множителей Лагранжа

1. Продолжим рассмотрение задачи
/  (ы) —► inf; u ^ U ,  (1)

U =  {и е  Еп: и U0, ' gi (и) ^  0, i =  1, tn;

gt  (и) =  0, i =  m +  1, s}, (2)
предполагая, что

/ ,  =  in f / (« )  >  — оо, Ut — { u : u ^ U ,  J (и) — }t) Ф  <Z>. 
и

В предыдущем параграфе для исследования этой задачи была 
введена функция Лагранжа

L (и, X) =  /  (и) +  £  Xtg t (и)
»-1

переменных и е  Uo,X е  А0 =  {X =  (Я1, . . . ,  Xs) е  E s: Х\ ^  0, . . .  
. . . ,  Хт ^  0}. Для выпуклых задач при дополнительном требо
вании регулярности множества U (или считая все gi (u ) ,  t = l , s ,  
линейными функциями) было показано, что для того, чтобы 
и* е  t/*, необходимо и достаточно существования множителей 
Лагранжа А* =  (А*, . . . ,  Xms) таких, что

X i > 0 ,  Я 2 > 0 ..........  Х'т> 0 ,  (3)
L(u„ X*)^.L(u,  А*) при всех ы е  f/0, (4)

K S i ( u*)^= i = l ,  s; и , е [ /  (б)

(см. теоремы 8.1, 8.2, 8.4, 8.5).



Если функции У (u), gi(u)<= С1 (t/о), то согласно теореме 2.3 
из условия (4) следует неравенство

(Ьи (и*, Я*), и — «„) ^  0 при всех и е  U0, (6)

которое в случае Uо =  Е п превращается в равенство
S

Lu («., Я*) =  =  У' (и.) +  2  ( u j  =  0. (7)
г = 1

Отсюда видно, что условия (3) — (5) являются обобщением пра
вила множителей Лагранжа в невырожденной задаче (см. §2.2). 
А если в (2) т  =  s — 0, т. е. ограничения g i ( u )  ^  0 и gi (u)  =  0 
отсутствуют и U =  U о, то Ь{и ,к )  =  У (а) и условие (6) превра
тится в условие оптимальности из теоремы 2.3, а в случае U =  
=  11щ —  Е п из (7) имеем хорошо знакомое нам равенство 
/ '(«*)  =  0.

Таким образом, условия (3) — (5) содержат в себе и обоб
щают известные нам из § 2.2 и теоремы 2.3 условия оптималь* 
ности и являются не только необходимыми, но и достаточными 
для оптимальности во всех задачах выпуклого программирова
ния с регулярным множеством (2) (или для линейных функций 
gi (u) ,  i —  1, s).

Однако, к сожалению условия (3) — (5) получены лишь для 
сравнительно узкого класса задач. Как было показано в приме
ре 8.1, этот класс содержит не все гладкие задачи выпуклого 
программирования. Кроме того, вытекающее из теорем 8.4, 8.5 
правило множителей Л агранжа (7) для задачи

/(« )  —>inf; и е  U — {и е  Еп: gi (и) =  0, . . . ,  £5(ы) =  0}

охватывает лишь случай линейных функций gi(u) ,  в то время 
как для такой задачи правило множителей Лагранжа в § 2.2 
было установлено для любых гладких функций gi(u) ,  t = l , s ,  
без требования их линейности и даже выпуклости. Правда, вот- 
Лйчие от теорем 8.4, 8.5, в § 2.2 мы работали с более общей 
функцией Лагранжа

S

3 ?  (и, к)  =  Я0У (и) -(- Z  ^ i g i  (и), к  —  (ко, Я)......... Я5), (8)
<=1

и полученное там правило множителей Лагранжа выражало со
бой лишь необходимое условие оптимальности и, вообще говоря, 
не являлось достаточным.

2. Возникает вопрос: нельзя ли с помощью обобщенной функ
ции Л агранж а (8) сформулировать условия оптимальности пусть 
в более слабой форме, чем это сделано в теоремах 8.2 и 8.4, 8.5,
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но зато для более широкого класса задач (1), (2), не требуя, 
например, выпуклости задачи? Следующая теорема показывает, 
что это возможно. ___

Т е о р е м а  1. Пусть.функции J{u),  gt(u) ,  i = \ , s ,  опреде
лены на Еп и принадлежат классу С1(Еп), пусть Uo— выпуклое  
множество из Е п, причем int Uo ф  0 .  Пусть множество U» точек 
минимума функции J (и) иа множестве (2) непусто. Тогда для  
каждой точки и* е  U9 необходимо существуют множители Л а 
гранжа Я* =  (Яо, Я*, . . . ,  К) такие, что

Ъ*Ф0,  Я о > 0 ,  Я * > 0 ,  . . . ,  Л « > 0 ,  (9)

( & и (“*» и ~  “*> ^  { K J'  (“*) +  ^  Ks'i (w*)> и — >  о ( 1 °)
при всех и е  U», и

К ё Л и*) =  0’ i = T T s .  (1 1 )

Если « „ s in f f /o .  то из (10) следует

2 и (и., Я*) =  V0J' (и.) +  t  К\ё \ (ц.) = О. (12)

В теореме 1 не исключаются случаи, когда Uо =  Е п, или 
отсутствуют ограничения типа неравенств gi(u)  О (m =  0) или 
типа равенств gi(u) =  0 (m =  s) или ограничения обоих указан
ных типов (т =  s =  0).

Заметим, что если какие-либо Я* =  (Яо, . . . ,  К)  удовлетво
ряют условиям (9) — (11), то величины |лЯ* =  (м.Яо, . . . ,  (хЯ«) 
при любом |i >  0 также удовлетворяют условиям (9) — (11). Это 
значит, что множители Лагранжа в теореме 1 определяются с 
точностью до постоянного положительного множителя. Поэтому 
при необходимости множители Лагранжа Я* можно подчинить 
какому-либо дополнительному условию нормировки; например, 
условия (9) можно заменить на условия

|Я*|2 =  (Я5)2+  . . .  +(Я^)2 =  а, Я 3 > 0 ,  . . . ,  Я ^ > 0 ,  (13)

где а  — некоторое положительное число (в частности, можно 
взять а  =  1).

Если множители Я*, удовлетворяющие условиям (9) — ( И) ,  
таковы, что Яц >  0, то задачу (1), (2) называют невырожден
ной в точке ы,. В невырожденной задаче (1), (2) условия (9) 
или (13) можно заменить более простым условием

А о= 1, Я 1 > 0 ,  . . . .  Vm > 0 ,  (13')

§ 9) ПРАВИЛО МНОЖИТЕЛЕЙ ЛАГРАНЖА 241



242 ЭЛЕМЕНТЫ ВЫПУКЛОГО АНАЛИЗА [ГЛ. 4

и тогда условия (9)— (11) превратятся в условия (3), (6), (5) 
соответственно, а равенство (12) перейдет в (7). В частности, 
если т =  s =  О, U =  U0, что в задаче (1), (2) во введении 
множителей Аь . . . ,  As нет необходимости, и условие (9) или 
условие (13) можно записать в виде A* =  AJ =  1, условия (11) 
исчезают, а неравенство (10) превратится в условие </'(и*), 
и — ы») ^  0, и е  U, известное нам из теоремы 2.3. Другие при
меры невырожденных задач дают теоремы 8.2 и 8.4, 8.5.

Если функция переменной и выпукла на Uо (напри
мер, так будет, если J ( u), g i ( u ), . . . ,  g m{u) выпуклы на Uo, а 
gi{u)=(ct i,  и> — b‘, i =  т -+- 1, s, — линейные функции), то в си
лу теоремы 2.3 условие (10) можно переписать в эквивалентном 
виде

3! (ы„ Х*)^.3?{и,  Я*) при всех а е У 0. (14)

В невырожденной задаче из (14) -при A j = l  получим условие 
(4). Это значит, что в невырожденных выпуклых задачах тео
рема 1 обобщает теорему 8.2, и в этом случае условия (9) — (11) 
становятся не только необходимыми, но и достаточными для 
оптимальности (см. теорему 8.1 и лемму 8.1).

Невырожденность задачи (1), (2) в точке и» гарантируется 
и в том случае, когда U0 =  Е п и градиенты (и,), i е  /}, где 
I =  {i: 1 ^  i ^  s, g i (uJt) = 0 } ,  линейно независимы. В самом 
деле, из (11) следует А1 =  0 при g ,(u»)< ; 0, и условие (12) 
перепишется в виде

2  Л & (и .)  =  0.
i s /

Если бы здесь AJ =  0, то в силу линейной независимости
(м*)> 1 е  получили бы к* =  0, i e / ,  а тогда А} =  0 при

всех I =  0, s, что противоречит условию А* ф  0.
Задача из примера 8.1, оказывается, является вырожденной. 

В самом деле, пусть J ( u ) =  —и-*- inf; и е  U =  {и е  Е и. ц е ( / 0, 
g(u)  sc; 0}, где и 0 —  {и е  Е 1: и ^  0}, g(u)  =  и2. Здесь U =  {0}, 
поэтому 7(0) =  /* =  0, и* =  0. Так как g(u») =  g ( 0 ) = 0 ,  то 
условие (11) выполняется при любом выборе множителя Л а 
гранжа. Из (10) имеем (AIJ' (ы„) +  A*g' (ы„)) (и — н„) =  (— AJ) и ^  0 
при всех и 0. Это возможно только при Ац ^  0. С другой сто
роны, в (9) требуется Ац^О. Следовательно, Ао =  0, т. е. рас
сматриваемая задача вырожденная. В качестве множителей Л а 
гранжа здесь можно взять А* =  (0, А*) при любом А* >  0.

Для иллюстрации теоремы 1 приведем еще несколько при
меров.

П р и м е р  1. Пусть J (и) =  J(x, у) =  х  +  cosy  inf; и е
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S  (и, Я) =  Яд (х -f- cos у) -(- Я (—х ) , 3?и. — (3?х, 3 >у) =  (Яо — Я,
—Ae sin у ) . Д ля определения подозрительных на минимум точек 
и = ( х , у )  и соответствующих им множителей Я = ( Я 0, А) из 
(9) — (11) и условия и е  U имеем систему

ГЯ0> 0 ,  Я > 0 ,  Я =  (Я0, Я) ф  О, Я (— х) =  0, — х < 0 ,
t  SSX =  Я0 — Я =  0, 9?у =  — Я0 sin у  =  0.

Отсюда следует, что А0 =  Я >  0. Учитывая условия норми
ровки вида (13), можем считать Яо =  Я =  1. Тогда из предыду
щей системы получаем точки и =  (0, nk) ,  k =  0, ± 1 ,  ± 2 ..........
подозрительные на оптимальность. Поскольку теорема 1 дает 
только необходимые условия оптимальности, то без дополни
тельного исследования нельзя сказать, будут ли отобранные 

I точки (0, nk) точками минимума J (и) на U или нет. В данном 
j случае такое исследование проводится легко. Точки (0, я ( 2 т + 1 ) ) ,  

т = 0, ±  1, . . . ,  будут точками минимума, так как У (0, я  (2m + 1)) =  
[ = — 1 х  -(-cos у  при любых х  ^  0 и любых у. В точках 
[ (0 ,2пт),  т =  0, ± 1 ,  . . . ,  функция J (x , y )  не может достигать 

ни глобального, ни локального минимума на U, так как 
/ (0 ,  2пт) =  1 >  / (0 ,  у) =  cos у  для всех у, 0 < | г /  — 2 я т | <  
■< 2я.

П р и м е р  2. Пусть J (и) =  х-*- inf; и <= U =  {и —  (х, у ) т  
6Е Е2: gi(u) =  — х  <  0, g2( u ) = x 2 —  y <  0, g 3(u) =  y  — 2 0}. 
Здесь U0= E 2, 3?(и,к)  =  к0х - { - к 1(— х ) - \ - к 2(х2 — у)-{ -к3(у — 2х2), 
2?и =  (3?х, 3?у) =  (к0 — Я, +  2к2х  — 4Я3дс; —Я2 +  Я3). Для опре
деления подозрительных на оптимальность точек и = ( х , у ) и 

I соответствующих им множителей Я =  (А0, Аь Я2, Я3) из (9) — (11) 
j и условия u е  U  имеем систему

| Я0> 0 ,  А , > 0 ,  Я2>  0, А3>  0, Я^=0, — * < 0 ,
I х2 — у ^  0 , г/ -  2 х 2 <  0 ,

* Ях (— лт) =  0, к2(х2 — у) =  0, к3(у — 2х2) =  0,
•• ко — Я] -)- 2х (к2 — 2Я3) =  0, — к2 -f- Я3 =  0.

Отсюда ясно, что если х  >  0, то Яо =  Я[ =  Я2 — Я3 =  0, что про
тиворечит условию Я ф  0. Следовательно, х  =  0. А тогда у  =  0, 
так что на минимум претендует всего одна точка ы* =  (0 ,0). Не
трудно видеть, что в ней и достигается минимум J (и) на U. 
В рассматриваемой задаче множителями Лагранжа будут лю
бые Я =  (Яо, Яь Я2, Я3) Ф  0, лишь бы Яо =  Ai ^  0, Я2 =  Я3 ^  0. 
Можно, например, взять Я =  (1, 1, 0, 0) или Я = ( 0 ,  0, 1, 1) — это 
линейно независимые наборы, их нельзя получить друг из друга 
никакой нормировкой вида (13).
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Предлагаем читателям рассмотреть примеры 2.2.2—2.2.4 и 
упражнения 2.2.15—2.2.17, пользуясь теоремой 1.

3. После проведенного обсуждения теоремы 1 приступим к ее д оказа
тельству. Доказательство этой теоремы, как и аналогичных теорем из преды
дущего параграфа, опирается на теоремы отделимости выпуклых множеств. 
В данном случае будет использована теорема 5.6 — теорема Дубовицкого — 
Милютина об условиях пустоты пересечения выпуклых конусов.

Сначала введем понятия направления убывания функции в точке, внут
реннего и касательного направления множества в точке и покажем, что 
множества упомянутых направлений являются конусами.

О п р е д е л е н и е  1. Вектор е е  Е п, е Ф § ,  называется направлением  
убы вания  функции J (и) в точке если существуют числа е0 >  О, 6 >  О 
такие, что при всех ё е  О (е, 6 ) =  {ё е  Е п: | ё — е | <  6 } и всех е, 0 <  е <  е0, 
имеет место неравенство

J (и„ +  её) <  J («„).

М ножество всех направлений убывания функции /  («) в точке и» будем 
обозначать через К у («») == Ку.

Если и ,  — точка глобального минимума функции I  (и) на Е п, то множе
ство К у  пусто. Однако К у  может быть пустым и в других случаях. Н апри
мер, если и =  (*, у)  е  Е 2, J (и) =  0 при всех и =  (х, у), у  ф  х 2 и /  (и) —  — х 2 
при у  =  х 2, то в точке ut  —  (О, 0 ) множество К у  =  0 , хотя “ * =  (0 , 0) не 
является точкой минимума 1 (и) на Е 2.

Л е м м а  1. Если К у  Ф  0 ,  то К у  является открытым конусом.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если е е  К  у, т. е. J (и„ +  её) <  /  (и4) при всех 

ё, г: \ ё  — е \ <  6 , 0 <  е <  е 0, то для Ае, Я >  0, можем указать числа ЬХ >  0 
и ео/А >  0 такие, что из | h — Ае | <  6А, 0 <  t <  ео/А, будет следовать

]  («» +  th)  <  /  («»). Это значит, что если е е  Ку,  
то Ае €= К у  при всех А >  0, т. е. К у  — конус. Д а 
лее, если е е  Ку,  то векторы ё из определения 1 
такж е яв шются направлениями убывания в точ
ке и». В самом деле, положим 6 i =  б — I ё — е\ >  0, 
ei =  е0. Тогда для всех h, е: | h — ё \ <  6i,
0 <  8 <  ei, имеем \ h —  e | ^ | f t  — ё | +  | ё — е | < 6  
и, стало быть, /  (к , +  e/i) <  J (и„). Это значит, 
что любое направление убывания е принадле
жит К у вместе со своей окрестностью О (е, 6 ^ 
т. е. К у  — открытое множество. Лемма 1 дока
зана

О п р е д е л е н и е  2. Вектор е е  Еп, еф О ,  на
зывается внутренним направлением  множества U 
в точке «» е  U, если существуют числа е0 >  0 , б > 0  
такие, что при всех ё е О  (е, 6 )= { ё  е  Е п: \ ё — е \ < 6} 
и всех е, 0 <  8 <  во, имеет место включение

Рис. 4.19. м. +  её е  U.

М ножество всех внутренних направлений множества U в точке и , будем 
обозначать через Кь  (“ *) =  Кь-

М ож ет случиться, что Кь  =  0 -  Об этом говорит следующий 
П р и м е р з .  П усть U =  {u =  (x, у) «= Е 2: * > 0 ,  0 <  # <  х2} (рис. 4.19). 

В точке и , =  (0, 0) это множество не имеет внутренних направлений.
Л е м м а  2 . Е сли  Кь ^  0> то необходимо  in t U ф  0  и К ъ ~  открытый 

конус. Если  и , е  in t U, то Кь  (« .) =
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е е  Кь, пусть числа во, 6 взяты из опре
деления 2. Возьмем произвольное число Я >  0. Тогда для любых А, | h — Ае | <
<  бА, и любых t, 0 <  t <  8о/А, имеем и* +  th  =  и„ 4- tX (Л/Л) е  U. Это 
значит, что Хе s  Кь, т. е. К ь — конус. Далее, если е е  Кь, то вектор ё из 
определения 2 такж е принадлежит Кь  В самом деле, чтобы гарантировать 
условие ё ф  0 , число б из определения 2 можем считать столь малым, что
0 <  б <  | е |. Далее, для любых А, | Л — ё | <  б — \ ё —  е |, имеем | h — е К  
^ | / г  — ё | +  | ё — е | < б ,  поэтому и , +  е/г е  U при всех е, 0 <  е <  е0. Это 
означает, что ё s  Кь, т. е. О (е, 6) s  Кь  — открытый конус.

П окаж ем, что если Кь Ф  0 .  то in t U Ф  0 .  П усть е е  Кь,  а числа е0) б 
взяты из определения 2. Убедимся в том, что точка v —  и* +  ее е  in t U при 
всех е, 0 <  8 <  е0 Рассмотрим окрестность этой точки О (о, еб) =  {и е  
е  | н — v | <  еб}. Возьмем произвольную точку и е  О (v, еб) и положим 
ё =  е +  (и — v)/e.  Имеем \ё  — е | =  | и — и |/е  <  еб/е =  б. И з того, что е е  /<"&, 
следует и == а +  (и — о) =  и , +  ее +  (и — о) =  и* +  её е  £/. Это значит, что
0  (о, еб) cr U, т. е. о =  и , +  ее е  in t U.

Теперь пусть е  in t U. Возьмем произвольный вектор е е  Я", е Ф  0. 
Из того, что ut  е  in t U, следует, что О (и*, б) =  ( к е  £ п: | и — и , | <  6 } cz U 
при достаточном малом б >  0. Пусть | ё — е | <  6 и е0 =  б (6 +  I е | ) - 1 . Тогда
1 и* -j- её — и„| =  е | ё | ^ е ( | ё  — е |  +  1е | ) < е (6 +  | е | ) < 6  для всех е,
0 <  е <  е0, т. е. и , +  ее е  О (« „  б) cz и ,  0 <  е <  е0. Это значит, что е s  Кь- 
В силу произвольности e s P  отсюда заключаем, что Кь  =  Е п Лемма 2 
показана.

Попутно мы показали, что если e s .  Кь  (и»), то м, +  ее е  in t U при все* е,
0 <  е <  во, где е0 — достаточно малое положительное число. Это обстоятель
ство нашло отражение во введенном в определении 2 термине «внутреннее 
направление». Заметим, что из того, что in t О ф 0 ,  не следует, что К ь ( и * ) Ф 0  
при всех и , е  U. В примере 3 множество U имеет непустую внутренность, 
но в точке и , =  (0, 0) конус Кь  пуст.

Всякое внутреннее направление в точке ы„ очевидно, является возмож 
ным направлением в этой точке (см. определение 2.3). Отличие внутреннего 
направления от возможного в том, что всякое внутреннее направление имеет 
окрестность, такж е состоящую из внутренних направлений, а возможное на
правление такой окрестности может не иметь. В примере 3 e i = ( l , 0 )  — 
возможное направление в точке и ,  = ( 0 , 0 ), но оно не является внутренним 
(рис. 4.19).

Обращаем внимание читателя на то, что в литературе вместо введенного 
в определении 2 термина «внутреннее направление» как синоним часто упо
требляется термин «возможное направление». Однако такое употребление 
термина «возможное направление» может привести к путанице, так как в 
литературе не менее широко используется определение 2.3 понятия возмож 
ного направления. Кроме того, мне кажется, принятая в определениях 2 
и 2.3 терминология лучше отраж ает суть вводимых в них понятий.

О п р е д е л е н и е  3. Вектор е s  Е п называется касательным н а п р а в 
лением  к множеству U в точке и , s  U, если существуют число ео >  0 и 
функция г (е )  =  (г 1 (е), . . . ,  гп (г)), 0 <  е <  е0, такие, что г (0 ) =  0 , 

lim г  (е )/е  =  0 и «* +  ее +  г (е) е  U  при всех е, 0 ^  е <  ео М ножество 
е -» +  0
всех касательных направлений множества U в точке и , будем обозначать 
через K k(u„) =  Kk-

Заметим, что всегда Кк Ф  0 .  так как при е =  0, г ( е )  =  0, е ^  0, имеем 
и . +  в 'О  +  О е  U при всех е ^ 0, т. е. е =  0 е  Kk-

Л е м м а  3. Множество K k  — замкнутый конус.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е е  Kk, т. е. и* +  ее +  г (е) е  U при всех

0 <  е <  е0, где lim г (е)/е =  0. Тогда для Ае при любом X >  0 можем ука- 
е -» + 0

зать число 8 i =  ео/А и функцию г i (е) г (Ае) такие, что и* +  / (Ае) +  ri ( / ) =
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О при т -> оо , 
ет . гт (0) =  0, 

при всех е,

=  н* +  (М ) e- f -r  ( t l )  е  U для всех t, 0 <  t <  ei —  е0/Х, причем lim r i ( e ) / e  =  0
fi 4-0

Таким образом, K k — конус.
Д окаж ем замкнутость Kk- П усть {ет\ е  Kk, I ет — е | - 

Тогда найдутся числа >  0, функции гт (е), 0 ^  е <  
lim rm (e)/e  =  0 такие, что «т  (е) =  гг* +  eem +  гт (е) е  U 

'8-^+0
О ^  е <  ет . М ожем считать, что все функции гт (е) определены при всех 
е ^ О ,  так как всегда можно положить rm (е) =  — t e m при е ^  гт >  О, 
т и = 1 ,  2, . . .  Д ля любого натурального числа i можно указать номер т 1 
«  число t i  >  О такие, что

| е щ  — е | +  | rmi ( t) /t  | <  1/t

для всех i, 0 <  ^ < < г ,  причем можем считать, что <г >  U+i,  t =  1, 2..........
l i mf t  =  0. Положим r ( t )  =  t (em< — е) +  (t), t ( + l < t ^ . t { ,  г =  1 . 2 , . . . ,  
г (0) =  0. Тогда

« (О =  и» +  +  г (О =  гг, +  te  +  t (em i~ e )  +  rmi (t ) =  « , +  temi +  гщ  (t)e=U

при t, t i+ i  <  t ^ t i ,  для каж дого t =  1, 2 , . . .  Это значит, что гг (О =  м„+  
+  te +  r ( t ) ^ U  при всех t, 0 ^ t < t i .  Кроме того, | г (0 /М  ет( — е | +
■4 - 1 rm, ( t ) / t  \ <  1/г при <г+1 <  U, i =  1. 2, . . . . т а к  что lim r ( t ) / t  =  0.

г->+о
Тем самым показано, что вектор е, являющийся предельной точкой конуса Kk,

принадлежит этому конусу, т. е. конус Kk  зам
кнут. Лемма 3 доказана.

Заметим, что всякое внутреннее направление 
(см. определение 2 ) и возможное направление 
(см. определение 2.3) в точке являются каса
тельными направлениями в этой точке с функцией 
г (г) =  0, е ^  0. Следующий пример показы
вает, что обратное неверно.

П р и м е р  4. Пусть U —  {и =  (х, у)  е  Е 2: х  ̂  0, 
х 2 <  у  <  2 х2} (рис. 4.20). В точке гг* =  (0, 0) это 
множество имеет касательное направление, не 
являю щ ееся ни внутренним, ни возможным.

4. Используя введенные выше понятия ко
нусов направления убывания, внутреннего и ка
сательного направлений, докажем одно вспомога
тельное необходимое условие оптимальности для 
задачи (1), (2). С этой целью переформулируем 
задачу (1), (2) в несколько ином виде. Введем 
множества

U( =  {гг е= Е п: g { ( г г ) < 0}, г =  1, т ;  (15) 

£/т + , =  {« е= Е п: gm+\ (и) =  0, . . . , g s (и )= 0 } .  (16) 

т+1
Т о гд а  множество (2) представится в виде U =  [~j U{, а задачу  (1), (2)

мож но будет кратко записать так: 

/  (гг) inf;
т+1

t /=  П и,..
»-о

(17)

Л е м м а  4. Пусть гг* е  £ / —  точка м иним ум а  функции J  (и) на множе
стве U, пусть К  у —  конус  направлений убывания ф ункции J  (и) в точке и ,%
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K i  —  конус внутренних направлений множества Ui в точке и», i =  0 , т\ 
К т + \ — конус касательных направлений множества Um+\ в точке ы„. Тогда  
необходимо

^ П /С о Г Ш Л  . . .  Л К т +\ =  0 . (18)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что равенство (18) не имеет места. 
Тогда существует вектор е, принадлежащий каж дому из конусов К у ,  Ко, • ■ ■
■ • •, Km+i,  причем е Ф  0. Так как е е  К у , то найдутся числа еу >  0, 6^ >  0 
такие, что /  (и , +  её) <  /  («*) для всех ё, е при | ё —  е | <  5У, 0 <  е <  еу . 
Далее, из того, что е е  K t, i =  0, т., следует существование чисел >  0, 
t» i>0  таких, что для всех ё, в при | ё —  е \ < 6 ; , 0 < е < е (., справедливо включение
«„ +  е ё е  t/ /, i =  0, m. Положим б =  m in {6^, б0........6m}, у  =  m in {е^, е0........ ет).
Тогда т

и ,  +  её е= (~| U{, J (и ,  +  её) <  J (и.) 
i - o

для всех ё, е таких, что \ё  —  е | < 6 , 0 <  е <  Y- Наконец, вспомним, что 
е е  К т+ 1- Это значит, что существуют число 8nj+i >  0 и функция г (е),
0 <  е <  em+i, такие, что г (0 ) =  0, lim г (е)/е  =  0 и и (е) =  и ,  +  ее +  г (е) е

8 +0
е  Um+\ при всех е, 0 <  е <  ет+\. Положим ё =  е +  г (е ) /е . М ож ем счи
тать em+i столь малым, что ет + 1< |у  и I * —  е| =  | г ( е ) / е |  < 6 . Тогда точка 
и , +  её =  и ,  +  ее +  г (е) принадлежит U при всех е, 0 <  е <  em+i, и, кроме 
того, /  (и , +  её) <  /  ( и,). Получили противоречие с тем, что и„ —  решение 
задачи (17). Лемма 4 доказана.

Заметим, что лемма 4 справедлива при самых общих предположениях 
относительно функции J (и) и множеств Ui, i =  0, о т + 1 .  В частности, при 
доказательстве этой леммы мы нигде даж е не воспользовались тем, что мно
жества Ui, i =  1, т  +  1, заданы именно в виде (15), (16). Понятно, что 
при таких широких предположениях относительно исходных данных за д а 
чи (17) условие (18) малоинформативно, неконструктивно и особой ценности 
не имеет. Однако, если задача (17) такова, что конусы Ку, Ко, ■■■, К т-и 
непусты и выпуклы, то пользуясь теоремой 5.6 об отделимости, условие (18) 
может быть записано в достаточно конструктивной форме. Именно на этом 
пути ниже будет получено доказательство теоремы 1.

5. Изучим структуру конусов К у, Ко, ••• ,  К т + 1 и двойственных к ним 
конусов К у, К  0, . . . ,  К т+ ! в предположении, что выполнены условия тео
ремы 1. Заметим, что теорема 1 требует отдельного доказательства лиш ь 
для случая, когда 3 ' (и„) Ф 0 ,  g \  (к .) Ф  0 при всех i —  1, т, и векторы {g t (и,),
1 =  m +  1, s j  линейно независимы. В самом деле, если I '  («„) =  (), то в каче
стве множителей Л агранж а, удовлетворяющих условию теоремы 1, можно 
взять Яд — 1> Я>| =  . . .  =  Я5 =  0. Если же g t (u„) =  0 ■ при некотором i, 1 ^  
^  /' ^  т, то можно принять =  1, Я  ̂=  0 при всех /  =  0, s, / ф  i. Наконец,
если g m + l(u t )..........g's (u*) линейно зависимы, То существуют числа а т + ь . . .
. . . ,  as , не все равные нулю и такие, что

a m +i«m +i (“ ») +  . . .  +  a sg's (и,)  =  0,

и в теореме 1 остается принять Яд =  Я* =  . . .  =  %’т =  0, Я) =  а (, i =  т  +  1, s.
Таким образом, нам предстоит изучить структуру следующих конусов: 

конуса направлений убывания К у  функции J  (и) в точке и , при условии
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/ '  ( « J  ф  0, конуса внутренних направлений Ко выпуклого множества Ua 
в точке и ,  при условии in t U0 Ф  0 ,  конуса внутренних направлений К{ 
множества (15) в точке и ,  при условии g t (u„) Ф  0, / =  1, т, конуса каса
тельных направлений К т+\ множества (16) в точке ut  в предположении, 
что (u„), / =  т +  1, s} линейно независимы, а такж е выяснить структуру
конусов, двойственных к перечисленным конусам Ку,  Ко.......K m +i.

Начнем с изучения конуса направлений убывания К и и двойственного 
к нему конуса л у.

Л е м м а  5. Пусть J (и) е  С 1 (£ "), / '  (и,) Ф  0. Тогда конус направлений  
убы вания функции 1 (и ) в точке ut  является открытым вы пуклы м конусом  
и имеет вид

K y  =  \ e s  Е п: < /' (и,), е) <  0}, (19)

а двойственным к нем у  является конус

K j =  { c e £ " :  с = - * / ' ( « „ ) ,  Я > 0}. (20)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим
Q =  {е е= Е п: < /' (и,), е) <  0}.

Д ля  получения равенства (19) достаточно установить, что K y  =  Q. Возьмем 
произвольную точку е е  К у ■ Согласно определению 1 тогда существуют 
числа 6 >  0, е0 >  0 такие, что /  (и , +  её) <  J (и ,) для всех ё, е, | ё —  е | <  6,
О <  е <  Во- В частности, для ё =  е с помощью формулы конечных прираще
ний (2.3.2) имеем /  (и , +  ее) —  У (и,) =  ( / '  (и* +  0ее), е ) е < 0  для всех е,
0 <  е <  е0. Отсюда, деля на е >  0 и устремляя е к +  0, получим ( / '  (и,), е) <! 0 
для всех e s K y .  Покажем, что здесь в действительности будет строгое 
неравенство (J ' (и„), е) <  0. В лемме 1 было установлено, что направления ё, 
|ё  —  е | <  б, такж е принадлежат К у  и, следовательно, для них тоже 
{ ! '  (и ,), ё) ^  0. Возьмем число у  >  0 столь малым, чтобы ё =  е +  у  (е +  / '  (и,)) 
удовлетворяло неравенству |ё  —  е |  <  б. Отсюда

е =  -т-г— ё — т -j-— /'(«*). Y>°-
I +  У 1 +  Y

Учитывая, что ( / ' ( « * ) ,  ё) ^  0, получим ( / '(« * )>  е) —  ( ( / '  (и ,) ,  ё) —
— Y | / '  («») |2)/(1 +  Y) —  Y (1 +  Y) -1  I J '  (и*) I2 <  0. Таким образом, показано, 
что ( / '  (ut ), е) <  0 для всех е е  К  у. Это значит, что К  у S  Q.

Теперь установим, что Q s  Ку.  Возьмем произвольную точку е е  Q,  
т. е. ( J ' (и,), е) =  — а  <  0. Заметим, что

J  (и* +  её) — /  (и*) =  ( ] '  (и ,  +  0её), ё) е =
=  е [ ( / '  (и») е) +  < /' (и , +  Эеё) — J '  (и,), е) +
+  < /' (и ,  +  0её), ё -  е)], 0 <  0 <  1. ё е= Е п, е >  0. (21)

Зафиксируем некоторое число г >  0. В силу непрерывности / '  (и) найдутся 
числа Л >  0, 0  <  ц. г такие, что

sup | / '( « ! .  + Л ) | < Д  I / ' ( « .  + А) - / ' ( « . )  I < « / ( 3 | е | )  (22) I ft К г
при всех Л, | h | <  ц. Положим б =  а/(3/1), ео =  ц ( I е | +  б )-1 . Тогда для 
всех ё, е, | ё — е \ <  б, 0 <  е <  ео, имеем

| е ё К е ( | е |  +  | ё  — e | ) < e ( | e |  +  6 ) < ( i < r .
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Поэтому согласно (22) | {]' (и* +  0её), ё — е) | ^  /4 | ё — е \  <  Лб =  а/3 ,
I О '  (« . +  0вё) — / '  («,), е) | <  а/(3  | е \ ) • | е | =  а /3  при любых ё, е, | ё — е | <  б,
О <  е <  е0. Отсюда и из (21) получаем

/  (и, +  её) — /  (и,) <  е (— а  +  а/3 +  а/3) =  — еа/3 <  О

для всех ё, | ё — е | <  б и всех е, 0 <  е <  ео. Это значит, что е е  Тем 
самым включение Q S  Ку  установлено. Сравнивая его с ранее доказанным 
включением K y s Q ,  приходим к равенству (19). Выпуклость конуса (19) оче
видна (см. пример 1.3); его открытость доказана в лемме 1.

Представление (20) для двойственного конуса следует из теоремы 8.3 — 
теоремы Ф аркаша.

Перейдем к рассмотрению конусов 'внутренних направлений.
Л е м м а  6. Пусть g (и) е  С1 (E n), g  (и.) <  0, g '  (и.) Ф  0. Тогда  конус Кь  

внутренних направлений множества

t / = { u e £ ' ' , : g ( u ) < 0} (23)

в точке и .  является открытым вы пуклы м  конусом, причем конус  Кь и двой
ственный ем у  конус  К ь описываются следующим образом:

а) если g  (и,) <  0 , то

К ь =  Е п, К*ь =  {0}; (24)

б) если g  (и.) =  0, то

Кь =  {е е  Е п: (g '  (и ,). е) <  0}, *  (25)

^  =  { с е £ » :  c ^ - X g ' ( u t ), Х > 0 ) .  (26)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сначала g  (и,) <  0. В силу непрерывности 
g  (и) найдется окрестность О («„, 6 ) =  {и е  Е п\ \ и — и„ \ <  6 }, 6 >  0, такая, 
что g (и) <  0 при всех « е О  («„ б). Это значит, что и , е  in t U. Тогда, как 
было показано в лемме 2, =  Е п. Поэтому K j =  {0}. Равенства (24) полу
чены.

Пусть теперь g  (и,) =  0. По условию g '  (и,) ф  0. Обозначим Q =  { e e  Е п: 
(“ .). е) <  0}. Возьмем е е  Кь- Тогда существуют числа ео >  0, б >  О 

такие, что и ,  +  её е  U или g  («„ +  её) ^  0 при всех ё, | ё — е | <  б, и всех е,
0 <  е <  е0. Отсюда, учитывая, что g  (и,) —  0, имеем g  (и,  +  её) — g  (и ,) =
— (ё '  (**« +  беё), ё) е 0. Деля на е >  0 и устремляя е к +  0, получим 
(в ’ (“ .)■ е) < 0  для всех е е  Кь- В действительности здесь (g '  (и,) ,  е) <  0 для 
любых е е  Кь  — это доказывается так  же, как аналогичное утверждение 
в лемме 5. Таким образом, K b ^ Q -  Обратное включение Q s  Кь, из кото
рого будет следовать равенство (25), доказы вается с помощью соотношений 
вида (21), (22), написанных для функции g  (и) с учетом равенства g (и») =  0 , — 
это делается так  же, как при доказательстве леммы 5. Интересно заметить, 
что при этом попутно устанавливается регулярность множества (23) (см. оп
ределение 8.2). Выпуклость конуса (25) очевидна; его открытость доказана 
в лемме 2. Из (25) и теоремы 8.3 следует равенство (26).

Л е м м а  7. Пусть U — выпуклое множество из Е п, in t U Ф  0 ,  и ,  е  U.  
Тогда конус Кь внутренних направлений множества U в точке и ,  является 
открытым вы пуклы м  конусом, причем конус Кь и двойственный ем у  
конус К ь описываются следующим о бр азо м :

а) если  н„ е  in t U, то Кь  =  *= {0}!
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б) если  и , — граничная точка U, то

Кь  =  {е е  Е п: е =  Я (« — и*), и е  in t С/, Я >  0}, (27)

/ (5  =  {с е  (с, и) ^  (с, «*> гари всех и е  £/}. (28)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Случай и,  е  int U рассмотрен в лемме 2. Поэтому 
пусть н , е  Г р£ /. Обозначим

Q =  {е е =  Я (и — и*), и е  in t i/, Я >  0}.

Равенство (27) будет доказано, если покажем, что Kb =  Q■ Пусть е е К ь .  
В лемме 2 было установлено, что м =  н , +  ее е  in t U при всех е, 0 <  е <  e j, 
где во взято из определения 2. Отсюда получаем представление е =  (и — « ,) /е  =  
=  Я (и — и,), ы е  in t С/, Я =  1/е >  0. Итак, если е е  /(&, то e s Q ,  т. е. 
K b <=Q.

П окаж ем справедливость обратного включения Q s  Кь- Пусть e e Q ,  
т. е. е =  Я (к — и,), и е  in t £/, Я >  0. Из того, что и е  in t U, следует су
ществование числа б >  0 такого, что О (и, 6 ) =  ( n s  f " :  \ v  — и | <  6 } с : U. 
Возьмем произвольный вектор ё, [ё — е | <  6 Я. Тогда | и,  +  ё / Х — н | =  
=  | ё — е |/Я <  б, т е. и , +  ё/Х е  О («, б) cr U. В силу выпуклости U отрезок

и,  +  ё/Х] такж е будет принадлеж ать U. Это значит, что а  (и, +  ё/Х) +  
+  (1 — а) и,  =  и,  +  (а/Я) ё е  U, 0 ^ а ^ 1 ,  или и, +  её е  U при всех ё, 
\ё  — е | <  6 Я, и всех е, 0 <  е <  1/Я =  е0. Иначе говоря, е е  Кь- Тем самым 
показано, что Q S  Кь- Равенство (27) установлено. Открытость конуса Кь 
доказана в лемме 2. П окажем выпуклость Кь- Пусть в[, е2 е  Кь, т- е. 
е, =  Я| (и 1 — и,),  е2 =  Я2 («2 — «»), где «ь и 2 е  in t £/, Я[ > 0 ,  Яг >  0. Пусть 
0 < [ а < ^ 1 .  Тогда Яа =  аЯ | +  (1 — а) Яг >  0. Положим Р =  аЯ 1/Яа; тогда
1 — Р =  (1 — а) Я2/Яа. Ясно, что 0 ^  Р ^  1. Поскольку in t U — выпуклое мно
жество (см. теорему 1.4), то «р =  p«i +  (1 — Р) и 2 s  in t U. Для вектора 
«a — « e i +  U — а) е2 имеем представление. ea =  a X \ ( u i — н*) +  ( 1 — а) Яг X  
X  («г — и») =  Ха [р (и, — н„) +  (1 — Р) (и2 — и,)] =  Ха («р — u t ), е= in t U, 
Xa >  0. Следовательно, ea e  Кь  при всех a, 0 ^ a ^  1. Выпуклость конуса Кь  
установлена.

Д окаж ем  равенство (28). Обозначим М =  { с е  Еп: (с, и — «») >  0 при 
всех и е  U}. Возьмем любой вектор с е  М. Пусть е е  Кь- Согласно ра
венству (27) тогда найдутся « е  in t £/ и Я > 0  такие, что е =  Я (и — и,). 
Тогда, учитывая с е  М, получаем (с, е) =  (с, Я (и — и»)) =  Х{с, и — и.) ^  0, 
т. е. (с, е) ^  0 для всех е е  Кь- Это значит, что с е  К/,, следовательно, М  s  К ь.

П окаж ем, что К'ь s  М. Возьмем любой вектор с е  /С^. Тогда (с, е ) ^ 0  
для всех е е  АГь. Но согласно формуле (27) любой вектор е ^  Кь предста
вим в виде е =  Х (и —  «„), и е  in t U, X >  0. Следовательно, (с, е) =  
=  (с, Я (« —  ы„)> ̂  0 или (с, и —  ы „> > 0  для всех и е  in t U. Если и  е  U \  in t U, 
то найдутся um е  in t <7, m = l ,  2.........  lim ит =  и (согласно теореме 1.3

т-*оо
можно, например, взять ит =  и +  (й —  и)/т, где й —  какая-либо точка из
in t С/). По доказанному (с, и т —  0, m =  1, 2.........  Отсюда при т - >  оо
получаем (с, н —  « » ) ^ 0  и для  u е  U \  in t t/. Таким образом, {с, и —  и , ) ^ 0  
■при всех и е  U. Это значит, что с е  М. Тем самым показано, что Кь  s  Af. 
Т огда K*b —  М,  т. е. равенство (28) установлено. Л емма 7 доказана.

Формула (28) показывает, что двойственный конус к конусу (27) при 
й , е Г р  U  состоит из всех опорных векторов ко множеству U в точке и , 
(см. определение 5.2) и нулевого вектора.

Наконец, выясним структуру конуса касательных направлений для мно
ж еств  вида (16).
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Л е м м а  8. Пусть

£/ =  {« е  Е п\ g t (и) =  0, / =  1. s}, (29)

где g { (и) е  С1 (Еп). Пусть в точке ut s U  векторы. g[ (м.), g'&(ut ) л и 
нейно независимы (и, следовательно, s ^ n ) .  Тогда  конус  Kk касательных  
направлений  множества (29) в точке «„ является замкнутым вы п уклы м  ко
нусом , причем конус K k и двойственный ем у  конус  К& описываются сле
д ую щ им  образом:

K k = * { e e  £П'- ( St  («.)> е)  =  0, i = 1 7 1 } ,  (30).

=  |  с s  Е п: с =  -  £  (и,), А *= (Л ,......... Xs) <= E s j .  (31),

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала рассмотрим случай s —  n. Тогда,
I и*—  изолированная точка множества U [182, стр. 125], и касательным на

правлением в этой точке может быть лишь е =  0 , т. е. K k  =  (0 }, что вполне 
согласуется с формулой (30). В этом случае K k =  Е п. Поскольку g j {и,), . . .

g'n («О — базис в Е п, то для любого с е  К \  =  Е п имеет место пред- 
s

ставление с =  — £  Х ^ '{ («»). Таким образом, при s =  n  формулы (30), (31), 
i-l

получены.
П усть теперь s  <  п. Обозначим

Q =  {е «= Е п: (g't (и»), е )  =  0, i  = X ~ s } .

Д ля получения равенства (30) достаточно установить, что K k  =  Q■ Возьмем: 
произвольный вектор е е  Kk- По определению касательного направления су
ществуют число е0 >  0 и функция г (е), г (0) =  0 , lim л(е)/е  =  0 , такие, что

е-> +0
и ,  +  ее +  г (е) е  U или g t (и* +  ее +  г (е)) =  0, i =  1, s, при всех е, 0 е <  е0.. 
Отсюда с учетом того, что g { (u„) =  0, i =  1, s, получим g t (u* +  ее +  г (e)) —

— (“ J  =  (g'i («*), ее + /■ (e )) +  о (e, u j  =  0, i = l ,  s  ,0 <  e <  e0. Д еля 
эти равенства на е >  0 и устремляя е к +  0 , будем иметь (g 't (и*), е^ =  0, 
/ =  1, 6'. т. е. е е  Q. Это значит, что Kk  S  Q.

I П окажем, что Q s /C fe. Пусть е =  (в1, . . еп) е  Q, е ^ 0 ,  т. е. ( g t (u„), е)  =  0,
i =  1, s. По условию система (и,), ; =  1, s j  линейно независима. Тогда 

ранг матрицы g '  (»„) =  j  - -J i =  1, s, / =  1, я  j , где s <  п, равен s

и существует минор порядка s, отличный от нуля. Без умаления общности- 
можем считать, что этот минор составлен из первых s столбцов матрицы  
g '  (н*). По теореме о неявных функциях [7, 8 , 179] тогда в некоторой до 
статочно малой окрестности О («*, v) =  {и <= Е п : | и —  ы* I <  v} точки и„ су
ществуют дифференцируемые функции

и р —  фр («s+1.........ип), р —  1, s,

удовлетворяющ ие условиям и? =  Ф( («,). р =  1, s, где a^ =  (u s+1 ..........
и системе уравнений g i (и 1, . . . ,  ц п) —  g t (и) —  0 , t = l ,  s, причем производи
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Зфп (й.) -----  ----------
ные — — j— , р  =  1, s, /  =  « + 1, п, однозначно определяются из линейной 

ди'
системы уравнений

V» dSi (“*) д(Рр (“») . dSi (“»)
дирр-1

= 0, / = l , s ;  /  =  s  +  1, п.

Умножим /-е уравнение на е1 и просуммируем получающиеся равенства по /  
от s  +  1 до п. Будем  иметь

E dgt (и ,) f  y i  дфр (и ,) Л  _  y i  dg ,

дир \  “  ди! )  dtр- l  4/ - s + l  '  / - s + i

(и») , ___
е?, < =  1, s, (32)

ди1

С другой стороны, покоординатно расписывая условия ( д ,  («„), е )  =  О, 

/  =  1, s, получим

у  £ £ < « = / .  (зз)
дир , Зи 'р — 1 ‘ f —5+1

Сравнивая (32) и (33), заключаем, что система линейных уравнений

d g ,  (и*) E dgt (“*) I —
т * -дыр , ди'р-» 1 i *«s+l

л
__  v n  (Эфр (й #) . ----

имеет два решения: г р  =  ер, р  =  1, s и z p —  /  -------- ;—  е1, р  =  1, s. Но
' 3«'

I - S + 1
определителем этой системы является минор, составленный из первых s 
столбцов матрицы g '  (и*) и отличный от нуля, так что система имеет един
ственное решение. Это значит, что

р  V *  д Ур  /  т-----
e = = L - j j ~ e ’ p==l’ s- (34)

I  - S + 1

П оложим и (е) => (и1 (е), . . . ,  нп (е)), где

Фр (ы*+1 +  ees+1 .........  « "  +  een), р =  1, s,

"р +  еер, р =  s +  1, п\ 0 <  е <  е0 ■= V/1 е\.

И з определения функций « р =  фр (u s+1 ......... ига), р  =  1, s, следует, что
g t ( u ( 8)) =  0, / =  1, s, т. е. и ( е ) е У ,  0 < е < е 0. Далее, с учетом равенств
(34) и а р >= фр («»), р — 1, s, имеем

Едфр (м»)
~ - j —  е‘ +  гр (е) =  

l - s + 1 “

=  ир +  еер +  г .  (е), р  =  1, s; lim r„  (е ) /е  =  0. (35)
•  "  е + о  И
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Следовательно, и (в) =  и , +  ее +  г (е) е  U, 0 ^  в <  ев) где г (е) =  (п  (е). . . .
• • •, гп (в)), гр (е) при р  =  1, s определяется из (35), а гр (е) =  0, р  =  s +  1, «,
так что r (0 )  =  0 , lim г (е ) !е  =  0 . Это означает, что е —  касательное напра-

8 + 0

вление. Таким образом, если е е  Q, то е е  Kk, т. е. Q =  /Cfe. Равенство (30) 
установлено. Выпуклость и замкнутость конуса (30) очевидны.

Представление (31) для двойственного конуса следует из теоремы 8.3. 
Лемма 8 доказана.

Д о  к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Выше было замечено, что теорема 1 
требует отдельного доказательства лишь в случае, когда J '  (и„) Ф  0, 
gi  (“ .) Ф  0 при всех i ' = l ,  т  и векторы (и ,), i =  т  +  1, s j  линейно неза
висимы. Тогда согласно лемме 5 конус направлений убывания функции /  (и) 
в точке и , имеет вид

Ку  =» {е <= Е":  < /' («,), е) <  0}, 

а двойственный ему конус —

К'у =  {с е  Еп: с =*= — А0/  ( « J ,  Х0 >  О}.

И з леммы 6 следует, что для множества t / ( =  { u e  Е п: g { (и) ^ 0} конус 
внутренних направлений К { в точке ы» и двойственный ему конус к \  опи
сываются следующим образом:

К i =  E n, /Cl =  {0} при g t ( u , ) <  0, 

а если g { (и .) =  0 , то

K t =  {e< = E n: (g^ (и,), е )  <  0},

К \  =  {с е  Е п: с =  — (и,) ,  X ^ O j ,  1 = 1 ,  т.

Согласно лемме 7 для выпуклого множества (Ja, in t U0 ф  0 ,  конус внут
ренних направлений Ко в точке и, и двойственный ему конус K q имеют вид

К 0 —  Е п, /C j= { 0{  при и,  in t U0, (36)

а если н , — граничная точка Uо, то

Ка =  {е е  Е п: е =  Х(и  — и,), и е  in t £/0. Я >  0}, (37)

=  {с <= (с, « — й.) ^  0 при всех м е  £7и}. (38)

Наконец, "согласно лемме 8 для множества ' f/ m+1 =  {« е  (и) =  0,
< =  m +  1, s} конус касательных направлений К т + 1 в точке и двойствен
ный ему конус К т+1 представляются в виде

Кт+ 1 =  {е е  (g'i е)  =  0- ‘ +  >- s}>

* m + l  =  {  с  е  ^  с =  -  Е
I. l - m + 1 )

В ажно заметить, что конусы Ку, Ко......... Кт  выпуклы и открыты, а конус
К т +1 —  выпуклый и замкнутый, причем все эти конусы непустые.



т + I
Поскольку и„ —  точка минимума функции /  (и) на множестве U  =  П  Ui,

1 -0
то по лемме 4 конусы Ку, Ко ......... Km+i необходимо имеют пустое пересе
чение. А тогда по теореме 5.6 найдутся векторы су , св, с ........... Cm+i. не все
равны е нулю  и такие, что

су ( = К 'у, С[<=к], i =  0 , т +  1; су +  с0 +  с, +  . . .  +  ст+{ =  0. (39)

Учитывая приведенное выше описание двойственных конусов, можем сказать, 
что s

су  =  -  X * /  (н„), c i =  — x]g'i (ut,), cm + i =  — Y j t i s ' i
i-m + l

где  X l > 0 y Я ^ > 0 ,  так что равенство из (39) запишется в виде

s
С0 =  -  с  — с, -  . . .  -  ст+1  =  X У  (и.) +  Y  X W l  (“*)' (4°)

г-1

Но с0 е  К*0, поэтому (с0, и —  u„) 0 для всех и е  UQ. Отсюда и из (40) по
лучим условие ( 10), которое в случае и , е  in t Uo превращается 
в равенство (12). Условие, что не все су, с0, . . . ,  ст + 1 равны нулю, и равен
ство (39) гарантируют, что не все A,Q, Х\, . . . ,  Xs равны нулю. Таким образом, 
соотношения (9) такж е получ ены.

Далэе, если для некоторого «, 1 ^  г <  т, оказалось, что g l (u„) <  0, то
К \  =  {0}, так что с{ —  — (и») =  0. Отсюда с учетом g t (« ,) =5̂  0 имеем 
X*i =  0, поэтому X*g{ (м.) =  0. Если же g t («„) =  0 при некотором i, 1 ^  i ^  т,  
то тем более (и ,) =  0. Наконец, условие к* е  U предполагает, что 
£ * (“ *) = 0> t =  m +  1, s, поэтому Xjgj («») =  0 и для i =  m +  1, s. Равен
ства (11) получены. Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е  1. В теореме 1 по существу получены необходимые усло
вия локальноро минимума функции J (и) на множестве U. В самом деле, 
пусть и* — точка локального минимума, т. е. / ( м „ ) ^ / ( ы )  при всех и е  
е  U П О («„  а) =  N, где О (м„ а) =  {и е  Е п : | « — и*| <  а}, а  >  0 — окр '  т- 
ность точки и,. Это значит, что ц„ — точка глобального минимума У (и) на

m+I ______
множестве N =  Р | N{, где N 1 =  U1 Г| 0  («*, а). / =  0 , т + \ ,  множества Ut, 

_________ г-о
i =  1, т  +  1, определены посредством (15), (16), a. No —  Uo. Поэтому лемма 4 , 
в которой вместо t / j  будут использоваться множества N 1, i =  0, m +  1, со
хранит силу. Далее, в Леммах 5, 6, 8 при построении конусов Ку,  Kt,
i —  1, о т + 1, по сущ еству использовались свойства функций J (и), g i (и), 
i =  1, s, лишь в некоторой сколь угодно малой окрестности точки и:1, поэтому 
вид конусов К  у, К у ,  K i  и K t для множества 1Vf, г =  1, т + \ ,  сохранит
свой прежний вид. Поэтому, проводя прежние рассуждения на множестве 

т+1
N  =  П  N{, мы получим в качестве необходимых условий локального мини- 

г-о
мум а те же условия (9)—(11). Отсюда же, .кстати, следует, что теорема 1 
остается справедливой, если непрерывную дифференцируемость функций I  (о), 
8 i (u), i =  TTs,  потребовать не на всем пространстве Е п, а лишь в некоторой
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окрестности О (и*, а) точки и,. Наконец, если вместо выпуклости множества Ua 
и условия in t UоФ 0  потребовать выпуклость множества N0 =  U0[)O («„, а) 
и условие in t Ы оФ  0 .  то такж е получим условия (9)—( 11), но неравенство ( 10) 
будет выполняться лишь при всех и е  N 0, но, вообще говоря, не для всех 
и s  Uo.

6 . Отдельно остановимся на следующей задаче выпуклого программи
рования:

/ ( « ) - >  inf:__u s  U, (41)
!/ =  { а е  Е п: u s  UQ, g, (и) <  0, / =  1, m; g ( (и) =  (а{, и) — b ‘ =  0,

i =  т. 4- 1, s}.
Т е о р е м а  2. Пусть U0 - вы п уклое множество и з  Е п, in t U0 Ф  0 ,  

пусть ф ункции  I  (и), g t (и), 1 =  1, пг, определены и вы п ук лы  на открытом 
вы пуклом  множестве W, содержащем U0 (нап ри м ер , W  =  Е п), Пусть мно
жество Ur точек м иним ум а ф ункции I  (и) на множестве (41) непусто. 
Тогда для  каждой точки ut s  U„ необходимо найдутся множители Лагранж а  
А* =  (Aq, . . . ,  А*) такие, что

А* ф  0 , А^ > 0 ____(42)

2? (и„ А*) ^  S ’ (и. А*) при всех и s  Ua, (43)

b\gl (“ ») =  0, i =  (44)

где ф ункция  Лагранж а 9? (и, А) определяется посредством ф ормулы  (8 ).
В теореме 2 не исключаются случаи, когда Ua — Е п, или в (41) отсут

ствуют ограничения типа неравенства или равенств ( т  =  0 , или т  =  s, или 
m =  s =  0). В отличие от теоремы 1, гладкости функций I  (и), g t (u), i' =
=  1, m,  здесь мы не требуем и вместо градиента этих функций будем поль
зоваться их субдифференциалом. Поскольку указанные функции выпуклы на 
открытом выпуклом множестве, содерж ащ ем Ua, то в силу теоремы 6.1 суб
дифференциалы dJ (и), d g t (u), 1 =  1, m,  непусты при всех u s U 0, в част
ности, в точке ut  s  £/,.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Достаточно установить сущ ество
вание таких А =  (Ад, . . . .  А*), удовлетворяющих условиям (42), (44), и таких 
а0 s  dJ  (н^), a t s  d g { (иJ ,  i —  1, m, для  которых

(Ao<i0 +  A’fl! +  . . .  +  A 'sas , и — и ^  >  0 при всех u s  U 0 (45)

(здесь am+\, . . . ,  a s взяты из определения множества (41)). Дело в том, 
что неравенство (43), оказывается, является следствием неравенства (45). 
В самом деле, при таких А* из выпуклости I  (и), g ; (и), i =  1, т,  линейности
g i (и), /' =  m +  1, s, следует выпуклость функции 9! (и, А*) переменной и на

s
множестве W. Кроме того, нетрудно проверить, что вектор а =  A\a t ,

1 - 0

взятый из (45), является субградиентом функции 9? (и. А*) в точке м.. Это 
значит, что 3? (и, А*) — 9? (и ,, А*) ^  {а, и — и„) при всех и s W .  Отсюда и 
из (45) тогда будем иметь неравенство (43), и теорема 2 будет доказана.

Если 0 s  д ]  («„), то для удовлетворения условий (42), (44), (45) доста
точно взять A j = l ,  A ,J=  . . .  = A j  =  0 , а 0 =  0  е  (Э/(иJ ,  любые а { s  d g ( ( и Д
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j =  1, т.  Если 0 е  d g { ( u j  при некотором i, 1 ^  i ^  т, то условия (42), (44), 

(45) будут  выполнены при А ) = 1 ,  Ау =  О, /= =  0, s, j  ф  i, a i = 0  е  d g ^ u j ,  
любых a0 e d / ( u j ,  aj  е  dgj  ( u j ,  j = \ , m ,  j  Ф  i. Д алее, если векторы

Я т + 1. as  линейно зависимы, т. е. ат+\а т+\  +  . . .  +  o.sa s =  0, гДе не 
все числа a m+ i,  . . . ,  a s равны нулю, то в (42), (44), (45) мож но взять 
Ад =  . . .  =  Х*т =  О, А; =  а г, i =  т +  1, s , и любые aQ е  5 /  (h J , а { <= (« J ,  

i  =  1, m .

Остается рассмотреть случай, когда 0 ф д 1 ( и , ) ,  0 & d g i ( u , )  при всех
i =  1, т, а векторы am+i, . . . ,  as линейно независимы. При этих условиях 
изучим структуру конусов направлений убывания функции J (и) в точке и», 
внутренних направлений множеств (15) и касательных направлений множе
ства (16), а такж е двойственных к ним конусов.

Л е м м а  9. Пусть W — открытое выпуклое множество из Еп, функ
ция J (и) выпукла на W , пусть точка и , е  Q ф  dJ (ut ). Тогда конус Ку  
направлений убывания функции J (и) в точке «„ и двойственный ему ко
нус Ку будут иметь вид

К у = { е < = Е п: е =  ц (и — и,),  ц >  0, и е  W, J (и) <  /  (и*)}, (46) 

К*у =  {с  е  Еп: с — — Ха, X >  0, а  е  д ]  (и ,)}. (47)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку 0 ф  J (и„), то из теоремы 6.4 следует  
сущ ествование точек и е  W,  для которых J (и) <  J (и ,). Это значит, что мно
жество

Q = { e e  Еп: е =  ц (и — и„), ц >  0, и e W ,  J (и) <  I  (и ,)}

непусто. Равенство (46) будет установлено, если покажем Ky  — Q■
Возьмем любой вектор е е  Ку.  Тогда сущ ествуют числа е 0 >  0, б >  0 

такие, что и* +  её  е  W и /  (и* +  её) <  /  (и ,) для всех ё, е, | ё  —  е \ <  б,
0  <  е <  е 0 (обращ аем внимание читателя на то, что мы здесь уточнили опре
деление направления убывания — определение 1 было дано для случая W =  Еп). 
В частности, при ё =  е отсю да имеем и — «„ +  ее  е  W, J (и* +  ее) <  /  (и ,) 
при всех е, 0 <  е <  во, т. е. е =  (и — и*)/е =  Ц (и —  ы»), ц =  1/е >  0, и е У ,  
J (и) <  J (и*). Это значит, что e e Q .  Показано, что Ку  £  Q-

П усть теперь e e Q ,  т. е. е =  ц (« —  ы„) при некоторых р. >  0, и е  W? 
J (и) <  J (ut ). В силу непрерывности функции 1 (и) (см. теорем у 2.15) и 
открытости множества W найдется число б >  0 такое, что J (v) <  J (и*) для 
всех и е О ( и ,  6 ) =  (о е  Е п: | о — и | <  6} с :  W.  Возьмем произвольный век
тор ё, | ё  — е | <  бц. Тогда | и* +  ё /ц  — и | =  | ё — е |/ц  <  б, т. е. и* +  ё /ц  е  
е  О (и, б), и следовательно, J (и , +  ё /ц ) <  /  («»). С учетом выпуклости J (и) 
и множества IF отсюда имеем

1 (и,  +  (a/ц) ё) =  /  (а (и* +  ё/ц) +  (1 — а) и*) <
<  а /  (и.  +  ё/ц) +  (1 — а) /  (ut ) <  J (и„), и* +  (а/и) ё е  W

при всех а , 0 <  а  <  1. Это значит, что н* +  её е  W, 1 («„ +  её) <  J («*) для  
всех е, 0  <  е <  1/ц =  е 0, и всех ё, | ё — е | <  бц, т. е. е е  Тем самым 
показано, что Q Е  /Су. Отсюда и из ранее установленного включения Ку  S .Q  
сл едует  равенство (46).

О стается доказать равенство (47). Обозначим

М  =  {с е  с =  — Аа, А >  0, а е  д / (и,)).



Требуется показать, что К*у =  М.  Возьмем произвольный вектор с е  М,  т. е. 
с =  — Ха, X >  0, а  е  ЗУ (и*), Это значит, что J (и) — J (и,) > ( а ,  и —  «,} при 
всех и s W .  Отсюда для  всех ц >  0 и всех a e l f ,  для которых /  (ы) <  У (« ,), 
имеем 0 >  (а, и — «*) или (— Ха, ц (« — и,)) 0. Это значит, что (с, е)^2*0 
при каж дом е е  К и, т . е. е е  Я'ц. Таким образом, показано, что М  =  /С** ® 

Пусть теперь с е  Покажем, что с е М .  Если с =  0, то это ясно. 
П оэтому пусть с ф  0. Н а плоскости Е 2 построим два множества

А =  {а =  (а1, а2): а 1 >< с, и — и*), а 2> / ( « )  — / ( « , ) ,  и е  117},
В — {Ь =  (ft1, 62): Ь1 < 0 , 62 <  0}.

Эти множества не пересекаются. В самом деле, пусть а  =  ( а |, а 2) е  А. Эт> 
значит, что существует точка и е  W  такая, что а ' ^ ( с ,  и — и,), а 2 ^ У ( « ) —
— / ( и , ) .  Возможно, что /  (и) ^  /(« „ ) . Тогда а г ^ О  и заведомо а ф  В. 
Если же J (и) <  J (ut ), то согласно равенству (46) вектор е =  « —  ы„ принад
лежит К у  Учитывая, что c e / ( j ,  имеем а 1 ^ ( с ,  и — u t) —  (c, е ) ^  0, т. е. 
снова а ф  В.

Итак, А (] В  —  0 .  Кроме того, множества А  и В  выпуклы. По теореме 5.2 
существует вектор v =  (vi, v2) 0 такой, что

Vi6 ‘ +  v2&2 < v i a ‘ +  v a2 для всех а е Д  ft е  В.

В частности, при а \ = { с ,  и — u„), а 2 =  / ( « )  — /  (н„) отсюда имеем
v,ft' +  v2ft2 <  Vi (с, « — ы„) +  v2 (У (и) — У («,))

для всех и е  U7, 6 ‘ г^О, ft2 ^  0. Это возможно только при
vi > 0 ,  v2 > 0 ,  0 <  vi (с, и — и ,) +  v2 (У (и) — У (и,)), и е  №.

П оскольку с 0, «„ <= in t U7 =  Ц7, то v2 >  0. Поэтому, деля это неравенство 
на v2 >  0, получим J (и) — J («,) (а, и — ut ) при всех и е  W,  где а =  
=  (— v i/v 2) с. Следовательно, а е  ЗУ (н„). Но 0 3 /  (и ,), поэтому а Ф  0. 
Тогда vi >  0 и с —  (— v2/v j) а —  — Ха, X >  0, а  е  ЗУ (к ,), т. е. с е  Af. У ста
новлено, что К у ^ М .  Это значит, что равенство (47) —  верное. Л емма 9 
доказана.

Л е м м а  10. Пусть W —  открытое вы пук лое  множество из  Е п, ф у н к 
ция  g t (и) вы пукла  на W\ пусть ut s W ,  £ г ( и , ) < 0 ,  0 <£dgt (ut ). Тогда к о 
н ус  K t внутренних направлений множества

t / ,  =  {и е  Е п: u<=W, g t (и) <  0}

в  точке и ,  и двойственный ем у  конус К \  имеют вид:

а) если g t (и,)  <  0, то К { =  Е а, К.\ =  {0}; ^
б) если g t (и») =  0, то

К[ =  { е ( = Е п: е =  ц (и -  и.), ц >  0, и е  W, g { (и) <  0},

К ,  —  {с е  Е п: с — — Ха, X ^  0, а е  (и .)}.

Д оказательство полностью аналогично доказательству леммы 9.
Л е м м а  11. Пусть векторы ат + ь a m+ 2, . . . ' ,  a s линейно н е за ви си м ы  

Я (a j. “») =  **> '  =  от +  1, s. ГогЗа конус  К т+1 касательных на пр авлений  
множества

Um+ 1 =  {“  е  £ ": (а ,. и) — Ь1 =  0, t =  /и +  1, s}
V

9  Ф. П., Васильев
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в  точке и , и двойственный е м у  конус К*т+\ имеют вид

K m+ 1 =  i e е  £ " : (a i< е)  =  °- ‘ =  т +  !- *}-

*m+1 =  ( c e £ n: c  =  -  J )  Я ,а Д .
I  i - m + l  J

Эта лемма является частным случаем леммы 8 .
Завершим доказательство теоремы 2. По условию точка и„ является

т+ 1
точкой минимума функции I  (и) на множестве С/ =  Ut. Согласно лемме 4

i —О
тогда конусы Ко, K i, К т+\, где Ко описывается формулой (37), 
а К  у, K i ......... Km+i взяты из лемм 9—11, имеют пустое пересечение. П о
скольку конусы К у ,  Ко ......... К щ  выпуклы и открыты, a Km+i выпуклый
замкнутый конус, то по теореме 5.6 найдутся векторы су е  К у , с( е  K it
i =  0 , т  +  1, не все равные нулю и такие, что

Су +  Со +  Ci +  . . .  ст + 1 =  0. (48)

Учитывая приведенное в леммах 9—11 описание конусов К*у , ..........К *т + 1
можем сказать, что

су =  — Яо00, а 0 е= dJ  (и,); с{ =  — a t е= dg t (и,), i =  1, ml
S

Я; ^5 0 .........A,m ^ 0 ; cm + i =  Л  ^ i a i-
i —m+l

Отсюда и из (48) следует
.  *  .  *  .  *

Cq =  Лдйд AjOj . . .

Ho c0 e / ( J  и согласно формуле (38) (cQ, u  — u ^ ^ 0  при всех а е ( / 0, что
равносильно неравенству (45). И з того, что не все с0> c i......... ст+\ равны
нулю, и из (48) следует, что X —  (Яд, Я*.........Я ^т^О . Наконец, если g { (и„) =  0,
то равенство (44) выполняется. Если же g .  (и*) <  0 при некотором г, l ^ i ^ m ,  
то К]  =  {0} и сг =  — Я*аг =  0. Поскольку 0 ф. d g t (н*), то a i Ф  0, Яг =  0, 
так  что (44) имеет место и в этом случае. Соотношения (42), (44), (45) и, 
следовательно, теорема 2 доказаны.

Теоремы 8.2, 8.4, 8.5 даю т условия, при которых задача минимизации 
функции / ( « )  на множестве (4 1 )— невырожденная. Для невырожденных з а 
дач в (42) — (44) можно взять Я0 = 1 ,  и тогда условия (42) — (44) стано
вятся не только необходимыми, но и достаточными для оптимальности (см. 
лемму 8.1 и теорему 8.1). Кстати, анализируя доказательства теорем 8.4 и 
только что полученной теоремы 2, нетрудно понять, что в теореме 8.4 вместо 
гладкости и выпуклости функции J (и) на множестве Ua достаточно было 
потребовать выпуклости функции J (и) на каком-либо открытом выпуклом 
множестве W, содерж ащ ем Ua.

Различные варианты теорем 1, 2, их далеко идущие обобщения, прило
жения см. в [47, 48, 102, 107, 113, 160, 197, 220, 256].
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МЕТОДЫ МИН И М И ЗАЦ И И  ФУНКЦИЙ  
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Выше в гл. 3 был рассмотрен симплекс-метод для решения задач линей
ного программирования. Перейдем к изложению других методов минимизации 
функций конечного числа переменных, не предполагая линейности рассмат
риваемых задач.

К настоящему времени разработано и исследовано большое число мето
дов минимизации функций многих переменных, им посвящена обширная ли
тература, из которой мы здесь можем упомянуть лишь весьма незначительную 
ее часть [2, 5, 9, 11, 13, 15, 16, 18, 20, 21, 23, 29, 30, 33, 35, 38, 41, 44, 45, 
51—53, 55—57, 59, 65, 76, 81, 82, 84—86, 89, 90, 93, 94, 96— 101, 104— 110, 
112— 119, 121— 125, 127, 129— 135, 137, 138, 140—142, 144, 154, 155, 157, 
161, 164— 166, 169, 172, 174, 17П, 180, 182, 187— 189, 191, 192, 196, 199—202, 
208, 213—218, 222—224, 228, 229, 236, 238, 240, 242, 249—251, 253, 254]. Эта 
область экстремальных задач продолжает бурно развиваться, число работ, по
священных задачам минимизации функций конечного числа переменных и 
опубликованных в научной печати, быстро растет.

Мы ниже остановимся лишь на некоторых наиболее известных и часто 
используемых на практике методах минимизации. Будет дано краткое опи
сание каждого из рассматриваемых методов, исследованы вопросы сходимо
сти, обсуждены некоторые вычислительные аспекты этих методов. При этом 
мы ограничимся рассмотрением лишь одного-двух основных вариантов из
лагаемых методов, чтобы ознакомить читателя с основами этих методов, по
лагая, что знание основ методов облегчит читателю изучение литературы, 
позволит ему без особого труда понять суть того или иного метода и вы
брать подходящий вариант метода или самому разработать боле£ удобные 
'1го модификации, лучше приспособленные для решения интересующего чи
тателя класса задач. В конце главы будут высказаны некоторые общие за 
мечания по методам минимизации.

§ 1. Градиентный метод

1. Будем рассматривать задачу 
/(«)->• inf; u ^ U  ^ Е п, (1) 

предполагая, что функция J (и) непрерывно дифференцируема 
на Е п, т. е. / (и)  е С 1 (Еп). Согласно определению 2.2.1 дифферен
цируемой функции 

/  (и +  h) — J (и) =  (]'  (и), h) +  o (/г; и), (2)

9*
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где lim o(h; и) [Л|-1 ф  0. Если J'(u) =ф 0, то при достаточно 
| h f ->0

малых \h\  главная часть приращения (2) будет определяться 
дифференциалом функции d j  (и) — (J' (u) ,  /г>. Справедливо не
равенство Коши — Буняковского

— | / ' ( и ) 1 - | Л | ^ < / ' ( и ) .  А><1 / '  (и) I - 1 h I,
причем если / ' ( и )  Ф  0, то правое неравенство превращается в 
равенство только при h =  aJ ' (u) ,  а левое неравенство — только 
при h =  —a j ' ( u ) ,  где а  —  const ^  0. Отсюда ясно, что при 
1 ' ( и ) ф  0 направление наибыстре*ишего возрастания функции 
/ ( и)  в точке и совпадает с направлением градиента / ' ( и ) ,  а на
правление наибыстрейшего убывания — с направлением анти
градиента (— Г  {и)).

Это замечательное свойство градиента лежит в основе ряда 
итерационных методов минимизации функций. Одним из таких 
методов является градиентный метод, к описанию которого мы 
переходим. Этот метод, как и все итерационные методы, пред
полагает выбор начального приближения — некоторой точки ио. 
Общих правил выбора точки ио в градиентном методе, как, впро
чем, и в других методах, к сожалению, нет. В тех случаях, когда 
из геометрических, физических или каких-либо других сообра
жений может быть получена априорная информация об области 
расположения точки (или точек) минимума, то начальное при
ближение ио стараются выбрать поближе к этой области.

Будем считать, что некоторая начальная точка «о уже вы
брана. Тогда градиентный метод заключается в построении по
следовательности {Uk} по правилу

=  — ak >  k =  0, 1, 2, . . .  (3)
Число а к из (3) часто называют длиной шага или просто шагом 
градиентного метода. Если / '  (ик) Ф  0, то шаг а к >  0 можно вы
брать так, чтобы / (Uk+i) С  / (Uk) . В самом деле, из равенства
(2) имеем

1 (“*+0 - 1 К ) = %  [ - 1г  К )  Г + 0 Ы  ч ‘]  < 0
при всех достаточно малых а к >  0. Если J ' ( u k) =  0, то Uk — 
стационарная точка. В этом случае процесс (3) прекращается, и 
при необходимости проводится дополнительное исследование по
ведения функции в окрестности точки для выяснения того, 
достигается ли в точке ик минимум'функции / (« )  или не дости
гается. В частности, если J (и) — выпуклая функция, то соглас
но теореме 4.2.3 в стационарной точке всегда достигается ми
нимум.

Существуют различные способы выбора величины а к в ме
тоде ( 3 ) . ‘В зависимости от способа выбора а к можно получить
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различные варианты градиентного метода. Укажем несколько 
наиболее употребительных на практике способов выбора <хк.

1) На луче {и <= Еп: и =  ик — aJ'(u.k), а  ^  0}, направлен
ном по антиградиенту, введем функцию одной переменной

Метод (3), (4) принято называть методом скорейшего спуска. 
При / '(« * )  =7̂=0 согласно формуле (2.3.1) g'k (0) =  — | / '  (м&) j2 <  0, 
поэтому нижняя грань в (4) может достигаться лишь при ос* >
>  0. Приведем пример, когда величина а*, определяемая усло
вием (4), существует и может быть выписана в явном виде. 

П р и м е р  1. Пусть дана квадратичная функция .

где А — симметричная положительно определенная матрица по
рядка п, Ь — вектор из Еп. Выше было показано, что эта функ
ция сильно выпукла и ее производные вычисляются по форму
лам

Поэтому метод (3) в данном случае будет выглядеть так:

Таким образом, градиентный метод для функции (5) пред
ставляет собой хорошо известный итерационный метод решения 
системы линейных алгебраических уравнений Аи  =  Ь. Опреде
лим а к из условий (4). Пользуясь формулой (4.2.10), имеем

h  (а) =  /  (ик) - а ]  Г  (и*) Р +  (а2/2) (АГ  (и*), Г  («*)>, а >  0.

При / '  (ик) Ф 0 условие / '  (а) =  — | V  (ик) |2 +  а  ( Л / '  (ик), J'  («fe) ) = 0

Поскольку функция fk(а) выпукла, то в найденной точке а к эта 
функция достигает своей нижней грани при а  ^  0. Метод ско
рейшего спуска для функции (5) описан.

Однако точное определение величины а* из условий (4) не 
всегда возможно. Кроме того, нижняя грань в (4) при некоторых 
k может и не достигаться. Поэтому на практике ограничивают
ся нахождением величины ос*, приближенно удовлетворяющей

fk (“) =  /(«*  — a /' (uk)), a >  0, 
и определим а к из условий

fk (<**) =  inf f k (a) =  f k;  a* >  0. (4)
a > 0

(5)

J'(u) =  A u - b ;  J" (u) =  A.

Uk+i =  Uk — ak (Auk — b), k =  0, 1, . . .

дает
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условиям (4). Здесь возможен, например, выбор а* из условий 
~ 00

/ * . < / * ( < * * ) < / * .  + О*. * * > 0 ,  £ б *  =  б < о о ,  (6)Л-*0
или из условий [9]

f k , < f k M < d - K ) f k ( 0 )  +  h f kt, 0 < Л < А * < 1 .  (7)
Величины б*, Xk из (6), (7) характеризуют погрешность выпол
нения условия (4): чем ближе 6* к нулю или Xk к единице, тем 
точнее выполняется условие (4). При поиске а* из условий (6), 
(7) можно пользоваться различными методами минимизации 
функций одной переменной (например, методами гл. 1).

Следует также заметить, что антиградиент (—J ' (uk))  ука
зывает направление быстрейшего спуска лишь в достаточно ма
лой окрестности точки и*. Это означает, что если функция J (и) 
меняется -быстро, то в следующей точке ы*+1 направление анти
градиента (—]'(uk+1)) может сильно отличаться от направле
ния (—J ' (uk ) ) .  Поэтому слишком точное определение величины 
а* из условий (4) не всегда целесообразно.

2) На практике нередко довольствуются нахождением како
го-либо a k > 0 ,  обеспечивающего условие монотонности: J (uk+i) <.
<  J(uk).  С этой целью задаются какой-либо постоянной а  >  О 
и в методе (3) на каждой итерации берут а* =  а. При этом 
для каждого k ^  0 проверяют условие монотонности, и в случае 
его нарушения а* =  а  дробят до тех пор, пока не восстановится 
монотонность метода. Время от времени полезно пробовать уве
личить а  с сохранением условия монотонности.

3) Если функция J (и) е  С1- 1 (Еп), т. е. 7 ( « ) е С 1(£ л) и гра
диент / '  (и) удовлетворяет условию

\ У  { и ) - Г  ( o ) | < I | u - v  |, и, г е £ " ,

причем константа L известна, то в (3) в качестве а* может 
быть взято любое число, удовлетворяющее условиям

0 < e 0< a ft< 2 / ( L  +  2e), (8)
где ео, е — положительные числа, являющиеся параметрами ме
тода. В частности, при е == L/2,  е0 =  1/L получим метод (3) с 
постоянным шагом а к =  1 /L .  Отсюда ясно, что если константа 
L большая или получена с помощью слишком грубых оценок, то 
шаг ak в (3) будет маленьким. Метод (3), (8) подробнее рас
смотрим в следующем параграфе.

4) Возможен выбор а к из условия [15]
]  (uk) — I ( u k — akJ'  («*)) >  еа* | Г  (uk) |2, е >  0. (9)

Д ля  удовлетворения условия (9) сначала обычно берут некото
рое число а ь == а  >  0 (одно и то же на всех итерациях; напри*
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мер, a,k =  1), а затем при необходимости дробят его, т. е. изме
няют по закону сс* =  Kla, i —  О, 1, . . . ,  0 <  А, <  1, до тех пор, 
пока впервые не выполнится условие (9).

5) Возможно априорное задание величин а* из условий »
оо оо

а. >  0, 6 =  0 , 1 , . . . ;  Z afc =  °°» Z  <4 <  °о. (Ю)
fc-0 k-0

Например, в качестве се* можно взять a* =  c(k  +  1)_“, где с =  
=  const >  0, а число а  таково, что 1/2 <С a  ^  1. В частности, 
если a  =  1, с =  1, то получим a* =  (k -j- 1)-1, k  =  0, 1, Т а
кой выбор {а*} в (3) очень прост для реализации, но не гаран- 

I тирует выполнения условия монотонности /(«*+0 < J (ии) и, 
вообще говоря, сходится медленно. Более подробно о методе
(3), (10) см. ниже в § 3.

6) В тех случаях, когда заранее известна величина /* =  
=  i n f / ( M) >  — оо, то в (3) можно принять

ЕП

а* =  ( / ( « * ) - / » ) | / ' Ы Г 2
— это абсцисса точки пересечения прямой /  =  /* с касательной 

j к кривой /  =  /*(а) =  J (ик — aJ '(uk ) )  в точке (0, /*(0)).
Допустим, что какой-либо способ выбора а к в (3) (напри

мер, один из перечисленных выше способов) уже выбран. Тогда 
на практике итерации (3) продолжают до тех пор, пока не вы
полнится некоторый критерий окончания света. Здесь часто ис
пользуются следующие критерии:

| \ Ч ~  « * + i l< e ,  или \ J (uk) — / ( « ft+i ) | < 6 ,  или | J\(uk) l <Y>

где е, б, у — заданные числа. Иногда заранее задают число ите
раций; возможны различные сочетания этих и других критериев. 
Разумеется, к этим критериям окончания счета надо относить
ся критически, поскольку они могут выполняться и вдали от ис
комой точки минимума. К сожалению, надежных критериев 

' окончания счета, которые гарантировали бы получение решения 
задачи (1) с требуемой точностью, и применимых к широкому 
классу задач, пока нет. Сделанное замечание о критериях окон- 

I чания счета относится и к другим излагаемым ниже методам.
В теоретических вопросах, когда исследуется сходимость ме

тода, предполагается, что процесс (3) продолжается неограни
ченно и приводит к последовательности {«*}. Здесь возникают 
вопросы, будет ли полученная последовательность {«*} мини
мизирующей для задачи (1), будет ли она сходиться ко множе
ству точек минимума

£/„ =  {«<= Еп, J (и) =  У, =  inf /  (и)},
Б п
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или иначе говоря, выполняются ли соотношения

lim /  («*) =  / , ,  lim р (uk, U J  —  0? (11)fc->oo k->oo
Д ля положительного ответа на эти вопросы на функцию J (u ) ,  
кроме условия / ( « )  е  С1(Еп), приходится накладывать дополни
тельные более жесткие ограничения.

2. Подробнее рассмотрим эти вопросы для метода скорейше
го спуска, когда в (3) величина а* выбирается из условия (6), 

Т е о р е м а  1. Пусть / ,  =  i n f / ( « ) >  — оо, J (и) е  С1- 1 (Еп).
Е П

Тогда последовательность {«*}, полученная методом (3), (6) 
при произвольном начальном приближении «0, такова, что 
lim J ' (uk) =  0. Если при этом множество М 6(и0) =  {и е  Е п:
fc ->оо

J (и) <1 J (ио) + 6 } ,  где б взято из (6), ограничено, то lim р (ukr
/г->оо

S J  =  0, где 5 ,  =  { а е  М6 (и0): / '  (и) =  0} — множество стацио
нарных точек функции J (и) на М ь(и0).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если при некотором k ^  0 окажется, 
что / '(«*)  =  0, то из (3), (6) формально получаем uk=uk+1=̂= . . .  
и утверждения теоремы становятся тривиальными. Поэтому бу
дем считать, что / ' ( ы * ) ^  0 при всех k =  О, 1, . . .  Так как 
Ц и к+1) =  fk Ю  <  inf f k (a) +  bk < J («ft — aJ'(uk) ) +  bk при всех

а  >  О
а  ^  0, то из неравенства (2.3.7) при v =  «*, u =  uk — aJ'(uk)  
имеем
j  («ft) — J (Uk+i) >  J («ft) — J( uk — a j '  (uk)) — bk >

>  a | / '  (uk) P -  La2 | J ' (uk) P/2 -  bk >  a (1 -  aL/2)| / '  (uk) P -  6* 

при всех a  ^  0 и i  =  0, 1 , . . .  Следовательно,

J («ft) — J («ft+i) >  max a  (1 — aL/2) | / '  (uk) P — bk =
a  >  0

=  (1/2L) | / '  (uk) P — 6ft, £ =  0 , 1 , . . .  (12)
Отсюда получаем

/  (Uk+i) ^  /  («*) -b k =  0, 1, . . .  (13)

Так как J (u k) ^  /* >  — °°, k =  0, 1, . . . ,  то из леммы 2.3.2 и
(13) следует существование предела lim /(« * )^ /» *  Тогдаft-»°o
lim ( / ( « J  — /  («ft+i)) =  0 и из (12) будем иметь lim J ' (uk) —  0.

fc->oo &->oo

Наконец, пусть множество М Л(и0) ограничено. Суммируя не
равенства (13) по k  от 0 до m  — 1, получим

т - 1

J ( « т ) ^ ^ ( « о ) (uq) -j- б ,  т =  1, 2,



т. е. {uk} е  М 6(и0). П о теореме Больцано — Вейерштрасса огра
ниченная последовательность {«*} имеет хотя бы одну предель
ную точку. Пусть и* — произвольная предельная точка {ы*} и 

Пользуясь непрерывностью J ' (u ) ,  отсюда имеем 
lim / ' = / ' (ы,) — 0, т. е. м, е  S,. Так как расстояние

7П-»00
p(«,S*) непрерывно (см. лемму 2.1.2), то lim р(и*_, S„) =

m -* o o

=  р (u„ S„) =  0. Отсюда следует, что числовая последователь
ность {р(«*, 5*)} имеет единственную предельную точку, рав
ную нулю, т. е. lim р (uk, S„) =  0. Теорема 1 доказана.

fe-»oo

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и, 
кроме того, функция 3 (и) выпукла на Е п. Тогда для  последова
тельности {и*}, определяемой условиями  (3), (6), имеют место 
соотношения (11). Если, кроме того, в (6) {б*}— 0 ( k ~ 2), то 
справедлива оценка

0 ^ J ( u k) — Jt ^ c 0k ~ l, Со — const > 0 .  (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из ограниченности М й(и0), непре
рывности J (и) согласно теореме 2.1.2 имеем /* >  — оо, и ^ ф 0 ,  
U t cz  М й(ио) . Тогда для любой точки с помощью нера
венства (4.2.4) получаем

О <  J («*) — K  =  J (uk) — J («,) <  (J' (uk), uk — и,) <
< | / / ( и а ) 1 ' | и * - и . |< « / | / ' ( и * ) | ,  6 =  0, 1.........  (15)

где d  diam Мй (u0) =  sup | и — v | — диаметр множества
и, a e  Me (u0)

M 6(u0). В теореме 1 было доказано, что limJ ' ( u k )  =  0. Отсюда
v k ->°о

и из (15) следует, что l i m /(«*) =  / , .  Учитывая включение
& ->  оо

{и*} е М 4(м0), тогда с помощью теоремы 2.1.2 получаем второе 
из равенств (11).

Докажем оценку (14). Обозначим a k - J ( U k )  — /*. Из нера
венств (12), (15) имеем ак — ак+1 =  J (ик) — 
> ( l / 2 L ) | / ' ( w fe) | 2- 6 ft> a2 /(2L d2) - 6 ft. По условию бk =  0 ( k ~ 2), 
т. е. 0 <  б* ^  Cik~2, 6 = 1 ,  2, ct =  const > 0 .  Полагая
A  =  max {сь 2Ld2}, получим

ак+\*^.ак — ак1 A - \ - A k ~ 2, 6 =  1 , 2 , . . .

Отсюда и из леммы 2.3.5 при /о =» {1, 2, . . .} ,  1\ — 0  следует
оценка (14). Если б* =  0, 6 =* 0, 1......... то оценка (14) вытекает
из неравенств (12), (15) и леммы 2.3.4. Теорема 2 доказана.

Т е о р е м а  3. Пусть J (и) е  С1- l (En), J(u)  сильно выпукла  
на Е п. Тогда для  последовательности {и*}, получаемой из  (3),

§ 1] ГРАДИЕНТНЫЙ МЕТОД 265



266 МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ [ГЛ. t

(6) при любом начальном приблиоюении и0, справедливы соот
ношения  (11). Если при этом 8k =  0 (k~2), то имеет место оцен
ка (14). Если  6* =  0, ^ =  0,1......... то верна более сильная, чем
(14), оценка

0 <  У ( « * ) - / , < ( / ( « „ ) - / , ) < 7 fe, (16) 
\Щ — и. Р <  (2/ц) ( / (ы0) — J,)qk, k = - 0 ,  1.........  (17)

где и* — точка минимума 1 (и )  на Еп, q =  1 — ц/L , 0 q <  1, 
ц — постоянная из теоремы 4.3.3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 4.3.1 множество 
M t (uo) ограничено, /* >  — оо, {У* состоит из единственной точ
ки и,. Поэтому равенства (11) и оценка (14) следуют из тео
рем 1, 2. Докажем оценки (15), (16). Из (4.3.7) при v — uk> 
и =  «* имеем
а* =  J («*) — I (ы.) <  Q ' («*), uk — u,) — %\uk — и, Р <

<  I 1’ («*) I • IЩ — М» I — ИI Uk — К  Р <  sup ( I ] ' (u k) | z  — HZ2) =

=  |/ '(«* )P /4 k,

Oft =  /  (uk) — J (ы ,)<  I / '  (uk) P/4X, fc =  0, 1, . . .  (18)

Подставив неравенство (18) в правую часть (12) при =  0, 
получим

ak — ak+l^ ( 4 x / 2 L ) a k =  (2K/L)ak, k =  Q, 1, . . .

В § 4.3 было установлено, что 2х =  ц ^  L. Поэтому 0 ^  
^ < 7  =  1 — (ц/ L ) <  1, и предыдущее неравенство можно пере
писать в виде 0 ^  aft+i ^  а*(1 — \ i / L ) = q a k .  Отсюда имеем 
o-k ^  qak-i  ^  q2a k- 2  ^  . . .  ^  qkcio, что равносильно оценке (16). 
Наконец, из неравенства (4.3.2) следует

и I «а — Р <  ^ (и*) — («*) =  k =  0, 1, . . .
Отсюда и из (16) получаем оценку (17). Теорема 3 доказана.

Метод скорейшего спуска имеет простой геометрический 
смысл: оказывается, точка ы*+ь определяемая условиями (3),
(4), лежит на луче Lk = { « : «  =  «* — aJ'(Uk),  а  ^  0} в точке 
его касания линии уровня (при п ^  3 — поверхности уровня) 
Tfe+i =  {и <= Е п: J (и) =  / (uk+i)}, а сам луч L k перпендикулярен 
линии уровня r t  =  { u e P :  j ( u ) = j ( u k ) } — см. рис. 5.1 и 5.2. 
В самом деле, пусть и =  u( t) \  а ^  t ^  Ь, — некоторое парамет
рическое уравнение линии уровня Г*, т. е. J{u ( t ) )  =  J (ик) —
=  const, a sg: t ^  b, причем u(to) =  Uk■ Т о г д а / (и(t)) =  (J'{u(t))f
“ ( 0 )  =  0, а ^  t ^  Ь. В частности, при t =  to имеем (J'(Uk), 
« ( М > = 0 .  Это означает, что градиент (или антиградиент) J'(uk) 
перпендикулярен к касательному направлению поверхности
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уровня Г* в точке «*., или, иначе говоря, луч Lk перпендикуля
рен к Г*. Далее, из условия (4) при а* >  0 получаем f'k (ak) =
=  -  ( г  К  -  а*у'  (“*))• г  («*)> =  -  (r  г  (“а)>= ° - Но век-
тор J'(uk+1) перпендикулярен к IVh в точке ик+ь поэтому 
последнее равенство означает, что направление J'(uk)  и, сле
довательно, луч Lk являются касательными к линии уровня Г*+1 
в точке tik+ь

3. Из рис. 5.1 и 5.2 можно понять, что чем ближе линии уров
ня ] (и) —  const к окружности, тем лучше сходится метод ско
рейшего спуска. Это же явление можно усмотреть и из оценок

(16), (17) — чем ближе ц/L  к единице (для функции J(u) =  \ u \ 2, 
у которой линиями уровня являются окружности (сферы) как 
раз имеем \ x /L —  1), тем ближе q к нулю и тем лучше сходи
мость.

Те же рис. 5.1 и 5.2 показывают, а теоретические исследова
ния и численные эксперименты подтверждают, что метод ско
рейшего спуска и другие варианты градиентного метода медлен
но сходятся в тех случаях, когда поверхности уровня функции 
J (и) сильно вытянуты и функция имеет так называемый «овраж
ный» характер. Это означает, что небольшое изменение некото
рых переменных приводит к резкому изменению значений функ
ции — эта группа переменных характеризует «склон оврага», а по 
остальным переменным, задающим направление «дна оврага», 
функция меняется незначительно (на рис. 5.2 и 5.3 изображены 
линии уровня «овражной» функции двух переменных). Если 
точка лежит на «склоне оврага», то направление спуска из этой 
точки будет почти перпендикулярным к направлению «дна 
оврага», и в результате приближения {«<-}, получаемые гради
ентным методом, будут поочередно находиться то на одном, то 
на другом «склоне оврага». Если «склоны оврага» достаточно 
круты, то такие скачки «со склона на склон» точек м* могут 
сильно замедлить сходимость градиентного метода.
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Для ускорения сходимости этого метода при поиске миниму
ма «овражной» функции можно предложить следующий эври
стический прием, называемый овражным методом. Сначала опи
шем простейший вариант этого метода. В начале поиска зада
ются две точки «о, Hi, из которых производят спуск с помощью 
какого-либо варианта градиентного метода и получают две точ
ки «о, Mi на «дне оврага». Затем полагают

й2 =  щ — (щ — ы0) IЩ — «о Г 1 h sign (J («О — J («<,)),
где h — положительная постоянная, называемая овражным ша
гом. Из точки й2, которая, вообще говоря, находится на «склоне

оврага», производят спуск с помощью градиентного метода и 
определяют следующую точку и2 на «дне оврага».

Если уже известны точки ы0, «ь • • •. ик ( k ^ 2 ) ,  то из точки 
йк + 1 =  ик — (ик — m*_i) | ик — ик_ 1 Г 1 h sign [/ (uk) — J (m*_i)] со
вершают спуск с помощью градиентного метода и находят сле
дующую точку ик+1 на «дне оврага» (см. рис. 5.3; спуск из точ
ки йк в точку ик, состоящий, быть может, из нескольких итера
ционных шагов градиентного метода, на рис. 5.3 условно изо
бражен отрезком прямой, соединяющей точки йк, ик, k — 0, 1, . . . ) .

Величина овражного шага h подбирается эмпирически с уче
том информации о минимизируемой функции, получаемой в хо
де поиска минимума. От правильного выбора h существенно за
висит скорость сходимости метода. Если шаг h велик, то на 
крутых поворотах «оврага» точки йк могут слишком удаляться 
от «дна оврага» и спуск из точки йк в точку ик может потребо
вать большого объема вычислений. Кроме того, при больших ft 
на крутых поворотах может произойти выброс точки й к из «овра
га», и правильное направление поиска точки минимума будет 
потеряно. Если шаг h слишком мал, то поиск может очень за
медлиться и эффект от применения овражного метода может 
стать незначительным.

Эффективность овражного метода может существенно воз
расти, если величину овражного шага выбирать переменной, реа
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гирующей на повороты «оврага» с тем, чтобы: 1) по возможности 
быстрее проходить прямолинейные участки на «дне оврага» за 
счет увеличения овражного шага; 2) на крутых поворотах «овра
га» избежать выброса из «оврага» за счет уменьшения овраж 
ного шага;- 3) добиться по возможности меньшего отклонения 
точек йк от «дна оврага» и тем самым сократить объем вычис
лений, требуемый на градиентный спуск из точки йк в точку ик, 
6 =  0, 1, 2, . . .  Интуитивно ясно, что для правильной реакции 
на поворот «оврага» надо учитывать «кривизну дна оврага», 
причем информацию о «кривизне» желательно получить, опи
раясь на результаты предыдущих итераций овражного метода.

В работе [214] предлагается следующий способ выбора 
овражного шага:

где а к — угол между векторами ик — ик~\, ик — uk-i,  определяе
мый условием

а постоянная с >  1 является параметром алгоритма. Точка iik+i 
тогда определяется так:

cos а к — cos a*_i <  0 (см.
рис. 5.4). Тогда в силу (19) hk+i <  hk, т. е. овражный шаг умень
шается, приспосабливаясь к повороту «дна оврага», что 
в свою очередь приводит к уменьшению выбросов точки йк+\ на 
«склоны оврага». При переходе с участков «дна оврага» с боль
шой «кривизной» на участки с меньшей «кривизной», наоборот, 
cos а к — cos a*_i >  0, поэтому овражный шаг увеличится и по
явится возможность сравнительно быстро пройти участки с ма
лой «кривизной», в частности, прямолинейные участки на «дне

hk+i =  hk • cC0S “ft-cos “ft-1, 6 =  2, 3; (19)

COS <!* =  <«* —  UA_1, Uk Uk_\ )  | Hk |_ 1 1 Uk Hfc_l | \

X  hk+1 sign [/ (и*) — J (%_,)].
Разность cos a k — cos cc*_i в 
равенстве (19) связана с 
«кривизной дна оврага» и, 
кроме того, обладает важ
ным свойством указывать 
направление изменения 
«кривизны». А именно, при 
переходе с участков «дна 
оврага» с малой «кривиз
ной» на участки с большей 
«кривизной» будем иметь Рис. 5.4.
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оврага». Если «кривизна дна оврага» на некоторых участках 
остается постоянной, то разность cos а* — cos a*-i будет близка 
к нулю, и поиск минимума на таких участках будет проводиться 
с почти постоянным шагом, сформированным с учетом величины 
«кривизны» при выходе на рассматриваемый участок.

Параметр с в равенстве (19) регулирует «чувствительность» 
метода к изменению «кривизны дна оврага», и правильный вы
бор этого параметра во многом определяет скорость движения 
по «оврагу». Некоторые эвристические соображения по поводу 
выбора с и другие аспекты применения овражного метода об
суждены в [214]. Выражение (19) для овражного шага удобнее 
преобразовать так:
/г&+1 =  /гАс С03 “fe-cos “ f t - i  =  /г&_ ,с С03 “* - cos =  . . .  =  h2cC0sa^ C0sa^ 

откуда имеем
hk+, =  ЛсС03 А  =  h2c~C0s =  const > 0 ,  £ =  2 , 3 , . . .
Другой способ ускорения сходимости градиентного метода за 

ключается в выборе подходящей замены переменных u = g ( ^ )  =
—  (g i ( l ) ,  •••> gn(£)) с тем, чтобы поверхности уровня функции. 
J (ё  (I) ) — G(l )  в пространстве переменных £ =  ( | \  . . . ,  | п) были 
близки к сферам. Заметим, что G'(£) — (g'(%))FJ ' ( g ( | ) ) ,  где 
£•'(£) =  {£,•£/(£)} — матрица, i-я строка которой представляет со
бой g'l (l) =  ( g iЪА1)> •••> а (g '(£ ) ) r — матрица, получен
ная из g'(%) транспонированием. В пространстве переменных £ 
градиентный метод выглядит так:

£*+i =  h - h  (g'  (U))T У  (g (W), h  >  0, £ =  o , l , . . .
В пространстве исходных переменных и =  (и1, . . . ,  и") этот 

подход можно трактовать как итерационный процесс вида
Uk сifcAfcJ (iik)t ctft ^  0, £ 0, 1, • • ■,

где A k — некоторая невырожденная матрица порядка п Х « ,  
представляющая собой параметр метода. То, что на этом пути 
можно добиться существенного ускорения скорости сходимости 
итераций, подтверждается, например, излагаемым ниже мето
дом Ньютона, в котором полагается A k = ( J "  ( U k ) ) ~ \  £ =  0, 1, . . .
О методах минимизации овражных функций, о различных прие
мах ускорения сходимости итерационных методов см. [2, 15, 39, 
182, .201, 236, 253].

4. Кратко остановимся на непрерывном аналоге градиентного 
метода. Д ля этого перепишем формулу (3) в безындексной фор
ме, приняв uk —  u( t) ,  Uk+i =  u ( t A t ) ,  <Xk =  &t$(t), At >  0, 
P (I) >  0. Получим

(и (t +  At) — и (t))/At =  — p (/) J' (u (t)), t ^ 0 ;  и (0) =  uQ.
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Отсюда, формально переходя к пределу при At + 0 ,  придем 
к следующей задаче Коши:

й (0  =  - р ( / ) / ' ( и ( / ) ) ,  t >  0; и(0) =  11о. (20)

Задача (20) представляет собой непрерывный аналог градиент
ного метода, а исходный процесс (3) является методом лома
ных Эйлера для решения задачи (20). Понятно, что задачу Ко
ши (20) можно решать и другими численными методами, кото
рые, возможно, будут сходиться быстрее метода Эйлера и лучше 
приспособлены для минимизации овражных функций [2,40,201].

О п р е д е л е н и е  1. Траекторию (решение) u(t)  задачи 
(20) будем называть минимизирующей,  если u(t)  определена 
при всех t ^  0 и lim / (и  (/)) =  /„.

+оо
Ограничимся следующей теоремой о сходимости метода (20).
Т е о р е м а  4. Пусть функция J (и) сильно выпукла на Е п и 

J (и) <= С1’ 1 (Еп), функция Р (0  определена, непрерывна и Р ( 0 ^  
^  Ро >  0 при всех t ^  0. Тогда траектория задачи  (20) при 
любом выборе начальной точки и0 является минимизирующей и 
сходится к точке минимума и* с оценкой

| « (/) — «„ К | ы 0 — г /,|е _м-р0<, / > 0 ,  (21)

где постоянная ц взята из теоремы 4.3.3.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что по тео

реме 4.3.1 точка минимума ы* функции J (и) на Е п существует и 
единственна, а по теореме 4.2.3 / '(«*) =  0. Далее, из доказывае
мой ниже теоремы 6.1.1 следует, что траектория задачи (20) 
определена при всех t ^  0 для любой начальной точки и0. По
ложим

V ( t ) - \ u { t ) - u J / 2 ,  / >  0.. (22)

Тогда с учетом условий (20) и теоремы 4.3.3 имеем 

V(t) =  (u(t) — м„ й (0) =
=  — р (t) (У (и {()) — У  («„), и (/) — « , ) <  — иРо I и (/) — и, |2 =

=  - 2 ц Р  t)V(i),  / > 0 ;  V(0) =  \u 0 - u t № .

Отсюда следует (V (t) е+2̂ 1) ^  0, / ^ 0 .  Интегрируя это нера
венство, получим,

0 <  V (t) <  V (0) е-ад»* =  | и0 -  и, р e-^W /2 ,

что равносильно оценке (21). В силу непрерывности функции 
/ ( и )  тогда lim J(u(t)) =  J„, что и требовалось.

Пользуясь терминологией, принятой в теории устойчивости 
обыкновенных дифференциальных уравнений [6, 137, 193], мож
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но сказать, что в теореме 4 доказана асимптотическая устойчи
вость системы (20) относительно точки равновесия ы* этой си
стемы. Д ля  доказательства этого факта был использован второй 
метод Ляпунова, в качестве функции Ляпунова была взята функ
ция (22). В связи с этим полезно заметить, что при исследова
нии многих методов минимизации явно или неявно используется 
второй метод Ляпунова или его дискретный аналог; в качестве 
функции Ляпунова наряду с (22) часто используются также 
функции V(t)  =  J{u{t))  —  /*, V{t) =  \J '{u( t) )  | 2 и др. Система
тическое исследование сходимости методов минимизации с по
мощью метода Ляпунова проведено в [35].

Существуют и другие дифференциальные уравнения, траек
тории которых являются минимизирующими. Например, так на
зываемый метод тяжелого шарика [2] заключается в рассмот
рении системы дифференциальных уравнений

й (t) +  уй (t) +  / '(« ( /) )  =  0, t ^ O ,  у =  const >  0.

Оказывается, траектории этой системы при довольно широких 
предположениях сходятся к точке минимума функции / (и)  на 
Е п, причем скорость сходимости, вообще говоря, выше, чем у 
траекторий системы (20).

5. В заключение отметим, что градиентный метод, вообще 
говоря, хорошо работает лишь на первых этапах поиска мини
мума, когда точки ы* из (3) не слишком близки к точке мини
мума ы*, а вблизи точки и* расстояние | и* — «*| часто перестает 
уменьшаться, сходимость метода ухудшается. Это связано с тем, 
что в окрестности точки минимума градиент J'(Uk) близок к ну
лю, главная линейная часть приращения / (« * ) — /(«* ) ,  на базе 
которой выбирается направление спуска в методе (3), становит
ся малой, усиливается влияние квадратичной части прираще
ния, метод (3) становится слишком чувствительным к неизбеж
ным погрешностям вычислений. Поэтому вблизи точки миниму
ма при необходимости пользуются более точными и, вообще го
воря, более трудоемкими методами, лучше учитывающими не 
только линейные, но и квадратичное части приращения.

У п р а ж н е н и я .  1. Описать различные варианты градиентного метода 
для задачи из примера 2 .2 .1.

2. Установить сходимость метода скорейшего спуска для функции (5); 
описать другие варианты градиентного метода для этой функции.

3. Рассмотреть метод скорейшего спуска и другие варианты градиентного 
метода для задачи минимизации функции /( « )  =  \Аи  — 6 | г, и е  Е п, где А — 
матрица порядка т  X  п., b е  Е т\ исследовать их сходимость.

4. Рассмотреть метод скорейшего спуска для минимизации функций 
] (и )  =  х 2 +  ау2, и =  (х, i / ) e  Е 2, и J (и) =  х 2 +  у2 +  агг, и =  (х , у, г)<=Е3, при 
различном начальном приближении «о, считая коэффициент а намного больше 
единицы.

5. Д оказать  теоремы 1, 2 для метода (3), (7).
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§ 2. Метод проекции градиента

1. Будем рассматривать задачу
J(u)-> inf; u<=U<=En, (1)

где множество U необязательно совпадает со всем простран
ством Еп, а функция 7 ( ы ) е С 1({У). Непосредственное примене
ние описанного выше градиентного метода в случае U ф  Е п мо
жет привести к затруднениям, так как точка ик+\ из (1.3) при 
каком-то k может не принадлежать U. Однако эту трудность 
можно преодолеть, если полученную с помощью формулы (1.3) 
точку Uk — akJ'(uk)  при каждом k проектировать на множество 
U (см. определение 4.4.1). В результате мы придем к так назы
ваемому методу проекции градиента.

А именно, пусть U — некоторое начальное приближение. 
Д алее будем строить последовательность {«*} по правилу

1 == P jj(uk (Wfc)), k ==0, 1, . . . ,  (2)

где а* — положительная величина. Если U — выпуклое замкну
тое множество и способ выбора {а*} в (2) задан, то в силу тео
ремы 4.4.1 последовательность {«*} будет однозначно опреде
ляться условием (2). В частности, при U * = E n метод (2) пре
вратится в градиентный метод.

Если в (2) на некоторой итерации оказалось Uk+\ =  и* (на
пример, это случится при J'(Uk) =  0), то процесс (2) прекра
щают. В этом случае точка и* удовлетворяет необходимому 
условию оптимальности uk =  Pu(Uk— «*/ '(«* ))  (см. теоре
му 4.4.3), и для выяснения того, является ли в действительности 
ик решением задачи (1) или нет, при необходимости нужно про
вести дополнительное исследование поведения функции J (и) в 
окрестности точки «*. В частности, если J (и) — выпуклая функ
ция, то такая точка ик является решением задачи (1).

В зависимости от способа выбора а* в (2) можно получить 
различные варианты метода проекции градиента. Укажем не
сколько наиболее употребительных на практике способов выбо
ра а*.

1) Введем функцию одной переменной /*(а) ==« 
=  /  (Рц (Uk — aJ'(Uk) ) ) ,  а  ^  0, и определим а* из условий

fk (а*) =  inf f k (а) =  f kt, ctk >  0. (3)
а  ^  0

Очевидно, при U — Е п метод (2), (3) превратится в метод ско
рейшего спуска. Поскольку величину a k из условий (3) удается 
найти точно лишь в редких случаях (возможно также, ч^о ниж
няя грань в (3) не всегда достигается),'то а* на практике опре
деляют приближенно из условий типа (1.6) или (1.7),
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2) Иногда приходится довольствоваться нахождением како
го-либо a k >  О, обеспечивающего условие монотонности: 
J ( u k+{) <  J{uk) . Д ля  этого обычно выбирают какую-либо по
стоянную а  >  0 и в методе (2) на каждой итерации берут ос*= 
=  а, а затем проверяют условие монотонности и при необходи
мости дробят величину а* =  а, добиваясь выполнения условия 
монотонности.

3) Если функция J(u)  принадлежит CX’ X(U) и константа Лип
шица L для градиента J'(u)  известна, то в (2) в качестве а* 
можно взять любое число, удовлетворяющее условиям

0 < e 0< a ft< 2 / ( L + 2 e ) ,  (4)

где ео, е — положительные числа, являющиеся параметрами ме
тода.

4) Возможен выбор а* из условия
j  («*) — J (Ри («* — akJ'  («*))) >  8 1 uk — Рц  (и* — акУ (икУ) |2, (5)

где е >  0 — параметр метода. Для определения такого а* мож
но взять какое-либо число а* =  а  (например, а = 1 )  и затем 
дробить его до тех пор, пока не выполнится условие (5). Если 
J {и) е  С1*1 (£/), то можно показать, что выполнения условия (5) 
можно добиться за конечное число дроблений.

5) Возможно априорное задание величин а* из условий
оо оо

а* >  0 ,  £  =  0 ,  1 , . . £  <х* =  оо , £  а |  <  +  оо , (6 )
к=0 ft-0

например, a* = ( k  -f- I ) -1, k =  0, 1, . . .  Сходимость метода (2), 
(6) будет исследована в § 3.

Заметим, что описанные здесь варианты метода (2) при U—  
=  Е п переходят в соответствующие варианты градиентного ме
тода.

На практике для ускорения сходимости вместо (2) часто 
пользуются более общим вариантом метода проекции градиента

ик + 1  =  uk +  h  {Рц (uk — a kJ' (uk)) — uk) =
— ?>kPu(uk — akJ' (uk)) ak >  0 , (2 ')

где параметры a*, p* могут выбираться различными способами.
Заметим, что в методах (2) или (2') на каждой итерации, 

кроме выбора параметров а*, р*, нужно еще проектировать точ
ку на множество U. Однако задача отыскания проекции некото
рой точки и на множество U сама, в свою очередь, является за 
дачей минимизации функции gr(y) =  |& — и\ или g(o) =  |u  — и | 2 
на этом множестве и далеко не всегда просто решается. Поэто
му методом проекции градиента обычно пользуются лишь в тех 
случаях, когда проекция точки на множество легко определяет-
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ся. Например, когда множество U представляет собой шар в Е п, 
параллелепипед, гиперплоскость, полупространство или положи
тельный октант (см. примеры 4.4.1—4.4.6), задача проектирова
ния точки решается просто и в явном виде, и реализация каж 
дой итерации метода проекции градиента в этом случае не вы
зывает особых затруднений. Если же задача проектирования для 
своего решения в свою очередь требует применения тех или 
иных итерационных методов, то эффективность метода проекции 
градиента, вообще говоря, значительно снижается.

Полезно заметить, что задача определения проекции (2) точ
ки Uk — a kJ'(uk)  на выпуклое замкнутое множество U равно
сильна следующей задаче минимизации квадратичной функции:

Фк (и) =  | и ик Р/2- f  ak (J' (uk), и — -> inf; и <= U. (7)

В самом деле, функция Ф<.(и) сильно выпукла и по теореме4.3.1 
достигает своей нижней грани на U в единственной точке Uk+iG 
е  U. В силу теоремы 4.2.3 для этого необходимо и достаточно, 
чтобы (Ф* (мй+i). и — при всех и^ .11 .  Отсюда, учи
тывая, что

Ф; (и) =  и — ик +  akJ' (ик),
имеем

\.Чк Uft+i) ^  0 (8)
для любого и е  U. Согласно теореме 4.4.1 неравенство (8) озна
чает, что точка Uk+i является проекцией точки uk — akJ '(uk) на 
множество U. Равносильность задачи (7) и равенства (2) уста
новлена.

2. Остановимся на вопросах сходимости метода (2), (4).
I Т е о р е м а  1. Пусть U — выпуклое замкнутое множество из 

Еп, функция J (и) е  С1- 1 (С/), inf /  (и) = / „  >  — оо. Тогда для по

следовательности {«*}, полученной методом (2), (4) при любом  
начальном приближении и0, имеет место соотношение 
lim | uk+i — и* | =  0. Если при этом множество М(ы0) =

& оо

' — {и: и е  U, J ( u ) ^ J { u o ) }  ограничено, то lim р(ы*, S„) =  0,

I где 5* =  {и: и е  М (ы0) , < / '(« ) ,  v — и> ^  0 при всех  o e U }  —
| множество стационарных точек функции 1 (и) на М ( и 0).
i  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из неравенства (2.3.7) при v —  и к, 

и =  ик + 1 имеем
H u k) — j ( u k+l) ^ { j ' ( u k ) ,  uk — uk+1) — (L/2) \uk — uk+l \2, (9) 

6 =  0, 1, . . .
Перепишем неравенство (8) в виде
(J (.Uk)t и «ft_f_i^^^^«ft «ft_i_i, и и s  U\ k  0, 1, . . .

(10)



Отсюда при и =  Uk с учетом условия (4) получим

Uk —  U k + \ ) > \  Uk —  uk+1 f/a ft> ( L /2  +  e ) | « i - u H i P.

Подставим эту оценку в (9):

H u k ) ~  H “ k + i ) > e \ u k — uk+xf, k  =  0,  1, . . .  (11)

Так как J (Uk) ^  /* >  — oo и последовательность {/(и*)} — убы
вающая, то существует конечный предел lim J ( u k ) ^  J, и, еле-

k ->оо
довательно, lim (/(«*) — 7(«ft+i)) =  0. Отсюда и из (11) сразу

k->0O
получим lim | и* — */ft+il =  0. •

k - >  ОО

Пусть теперь множество М(ио) ограничено. Так как соглас
но (11) J (Uk+i) ^  J ( u k) < ;  . . .  J(u0), то {uk} е  М (и 0). По тео
реме Больцано — Вейерштрасса ограниченная последователь
ность {ик} имеет хотя бы одну предельную точку. Пусть и„ — 
произвольная предельная точка {и*} и {ukm} ~ По доказан
ному lim | «ft+i — ик | =  0, поэтому {uk + Л -> и,. Переходя

Л оо

в (10) к пределу при k  =  k m-+- оо, с учетом условий (4) и не
прерывности Г  (и) получим </'(«*), и — ^  0 при любом 
u ^ U ,  т. е. D , e S , .  По лемме 2.1.2 расстояние р(«,5») непре
рывно по и, поэтому lim р (uk , S t ) =  р (ы., S J  =  0. Отсюда

т -¥  оо
следует, что {р(ы*, 5*)} имеет единственную предельную точку, 
равную нулю, т. е. lim p(uk, S t) — 0. Теорема 1 доказана.

k-*°o
Т е о р е м а  2. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и, 

кроме того, функция J (и) выпукла на U. Тогда для последова
тельности (uk) из (2), (4) имеем

l i m /(«*) =  / „  lim p{uk, U,) =  0, (12)
f t-*  oo &->oo

причем справедлива оценка

0 ^ 7  (uk) — ^  CQk ~ \  C0 =  c o n s t> 0 ,  6 =  1 , 2 , . . .  (13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из ограниченности M(«o), непрерыв
ности J (и) согласно теореме 2.1.2 следует /* >  — оо, Ut =
—  {ы: и е  U, J (и) —  / ,}  Ф  0 ,  U* с= М (и 0). Возьмем произволь
ную точку u* е  U*. Из неравенства (4.2.4) тогда имеем

о <  ак =  J (ик) — J (*0 <  {У (ик), ик — «,) =  
iMk)I & 0, 1, • • •
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Пользуясь неравенством (10) при « =  «* и условием (4) выбо
ра а*, отсюда получим

0 (1к (J {ilk), Uk llk+\) (Цк У-к+Ь Wft_|_i}/(X£
— «ft+1| ( s u p | / / («)|  +  D/e0) =  C1|u A — ыА+1|, k — 0, 1, . . .

М (и,)
(14)

Здесь мы учли ограниченность множества М ( и 0), поэтому
I D —  sup \и  — D | <  оо, и кроме того, | / ' (ы )  | ^  | / ' ( н )  —

и. v ев М (Ыо)
— J'(uo) | +  | J'(uo) | ^  L | и — Uo| + 1 J'(uo) | ==== LD  +  | У {uo) | при 
любом u ^ M ( u o ) ,  так что s u p | / ' ( « ) |  <  оо. Из (11), (14)

М  (ц„)

следует a* — a f t + i ^ e Cf  ак — Айк, k — 0, 1, . . .  Отсюда с по
мощью леммы 2.3.4 придем к оценке (13), из которой также 
следует первое из равенств (12). Второе равенство (12) явля
ется следствием теоремы 2.1.2.

Рассмотрим случай сильно выпуклой функции, предполагая, 
что в методе (2) величина а* выбирается постоянной.

Т е о р е м а  3. Пусть U — выпуклое замкнутое множество, 
функция J (и) е  С1" ] (i/) и сильно выпукла на U. Пусть 0 <  a  <С
<  2цЬ~2, где постоянные ц, L, ц ^  L, взяты из (2.3.6), (4.3.8). 
Тогда последовательность {«*}, получаемая из (2) при а* =  а, 
k =  0, 1, . . . ,  сходится к точке минимума  ы*, причем справед
лива оценка

\ “к ~  и, К 1 « о  — ы*1(<7 (<*))*. k =  0, 1.........  (15)
где q (а )  =  (1 — 2ца +  a 2L2) 1/j, 0 <  q (а) <  1.

! Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем отображение

Аи =  Ри (и — а]' (и)),

действующее из U в U. Покажем его сжимаемость при 0 <  a  <
<  2цЬ~2. С помощью теоремы 4.4.2 имеем

| Аи — Av  р =  | Рц (и — а / '  (и)) — Рц (v — aJ'  (v)) Р ^
^  | и — aJ' (и) — v +  aJ' (v) Р =  | и — v Р +  a21 У  («) — У  (w) Р —

— 2а (/'(ы) — У (v), и — « ) ^ | ы  — ур(1 +  a 2L2 — 2ца) =
=  <72(а)| и — v Р,.

' т. е.
| Аи — Av  | < ^ ( а ) |  и — v |, и, и е  С/. (16)'

Так как 0 <  a  <  2\iL~2, то 0 <  q ( a )< .  1. Это значит, что ото
бражение А — сжимающее. Заметим также, что замкнутое мно
жество U s  представляет собой полное метрическое прост
ранство с метрикой р(и, и) =  |м — i>|. Следовательно, можно, 
пользоваться принципом сжимающих отображений ((10], стр. 74)..
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Метод (2) при а*. =  а , записанный в виде uk+i =  А и к, представ* 
ляет собой известный процесс поиска неподвижной точки « .с ж и 
мающего отображения А, т. е. точки «*, для которой ы* =  Лн*. 
Известно [10], что такая точка и* существует, единственна и 
lim | Uk — «*| =  0. Из (16) следует, что&->оо

I «А — Мщ К  (?(“) ) ' I «0— «m-А I при всех Г П ^  k.
Отсюда при m -v o o  получим оценку (15). Так как «# =  
=  Ри(и* — aJ '  («*)), то из теоремы 4.4.3 следует, что м* — точка 
минимума функции / (« )  на множестве U. Теорема 3 доказана. 

Заметим, что наименьшее значение q(a)  из (15) при 0 <  
<  а  <  2|xL~2 достигается при а ,  =  \iL~2 и равно q (а*) =  
« = ( 1 -  (ц/L )  *)'/,.

3. Следуя [21], рассмотрим сходимость метода (2), (4), не требуя, в 
отличие от теорем 1, 2, ограниченности множества М(«о)- Кроме того, будем 
считать, что вычисление градиента функции и проектирование на множество 
на каждой итерации проводятся с погрешностями.

Т е о р е м а  4. Пусть U —  вы пуклое  замкнутое множество из  Е п, функ
ци я  1 (и) вы п у к л а  на U, J (и) е  С 1,1 (!/)> У* >  ~  °°> ф  0 .  Пусть вместо 
точного значения  градиента У  (и) и проекции Р ц  (и) =  Р  (и) известны их  
приближ ения Ук (и) и соответственно P k (и) с погрешностью

| / ( « ) - 4 ( « ) | < 6 ft, « е ! / ;  | Р ( и ) - Р к ( и ) \ ^ С 06к,

“  (17)
и ^ Е п, С0 =  const > 0 ,  6ft^ 0 ,  k =  0, 1, . . . ;  =  6 <  оо.

fc-0
Наконец, пусть последовательность { и к} определяется условиями

u k+i =  P k ( uk - a kJU uk ) ) ’ “o ^ U ,  * — 0 , 1, . . . ,  (18)

гд е  a k выбирается так:

0 <  е0 < а А< 2 ( 1  — e)/L , * = = 0 , 1 .........0 <  е <  1. (19)

Тогда {uk } сходится к некоторой точке и* е  £/„.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н аряду с {«*} введем вспомогательную последо

вательность {у*}, определяемую следующим образом:

vk+ 1 =  Р («* ~  %Г  (“*))• * -  0, 1 .. . ;  о0 =  и& (20)
Отсюда и из (18) с помощью теоремы 4.4.2 и условий (17) получаем

| «А+1 -  vk+l | <  | P k ( u k -  a kJk (в * )) -  Р  («*  -  a / k (uk)) \ +

+  | P ( u k -  a k Jk («* )) - P ( u k -  a /  (uk))  | <

<  C06k +  a k \ l 'k (uk) -  ] '  (i4 ]) | <  C06k +  (2 (1 -  e)/L) bk =  Cxbk, (21)

k =  0, 1, . . .

Возьмем произвольную точку ы, е  U,. Согласно теореме 4.2.3 тогда
(У  («,), и  -  и J  >  0, н е  U. (22)
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Т ак же, как неравенство (8 ), из (20) получаем

<°ft+l “  “ft +  % Г  (“ft)' “ “  °ft+i> >  °- “ е  U - <23>
Положим в (23) и =  а (22) умножим на а* >  0 и примем и =  c*+i. 

Сложим получившиеся неравенства

<yft+l -  “ ft- “ * ~  vk+l> +  “ ft (Г  (“ ft) “  7 '  (“ *>• “  ®*+1> >  °> <24> 
6 =  0, 1, . . .

Преобразуем каж дое слагаемое в правой части (24). Прежде всего имеем

2 ("ft+l -  “ ft- “ * “  °ft+l> =  I “ ft “  “ * I2 ~  I “ ft “  vk + l  I2 “  I °ft+i “  “ • I2 <25>
Далее, воспользуемся неравенством (4.2.19):

I *' (“ft) -  J' W  F <  L (J' (“ft) “  J' (“.)• “ft ~  “*>■
из которого следует 

(J'(uk) -  r  («•)• “» - ° f t+ i ) =
= (r  (“&) - 7'  («.>• “& -  ^+1> -  (r  (“*) - 7'  («.)■ “* -  “*> <

<  <r  ( ^ )  -  ' '  (“*)> ^  -  »*+.> - 1r  K )  -  ' '  («*) i2i_1 ■=
=  (^/4) | «ft -  "a-m |2 ~  {L~m V' («ft) ~  /' («.)] ~  (iI/2/2) («ft -  vk+1 )}2 <

< № / 4 ) | « * - о * + 1 р. f t - 0 , 1 . . . .  (26) 

Подставив (25), (26) в (24), получим

I “ft “  “. I2 ~ I vk+l ~ “. I2 -  0 -  ак Щ  I “ft -  vk+i I2 >  °-
Отсюда, учитывая условие (19), имеем

l “ f t - " . | 2 > l ° f t + l - “ . | 2 + e l uf t - t,f t +l l 2- * =  0 . 1 , . . .  (27)

Далее, воспользуемся леммой 2.3.10 при z* =  «*, г .  =  и», =  и*. Тогда 
из (21), (27) получим

lim | « - « „ (  =  lim | — «* | О » ,  J i m | f f t +1- « * |  =  0. (28)
ft-»oo  ft-> oo  ft-» o o

Отсюда следует, что последовательность {«fe} ограничена. Тогда сущ ествует 
хотя бы одна предельная точка этой последовательности и подпоследова
тельность (и .  \ , сходящ аяся к и,. Из (21) и (28) имеем lim v.  , , =

I Rm) m->oо Km~r l
=  lim u. , ,  — и*. Согласно (23)

m ->  oo Bm + ‘

< /' (иЛ), и -  оЛ+1)  >  -  (vk ^  - U k, U -  Vk+{)  Ofe 1 >

> - | f f t +i - “f t | - | “ - t’ft+i l eo_I-
Отсюда при k =  km -*-oo будем иметь (/'(t>„), и — у.) ^  0 при всех и е  С/. 
По теореме 4.2.3 тогда v„ е  С/., Вспомним, что неравенство (27) было по
лучено для любой точк-и и„ е  [/., В частности, (27) верно и для и . =  и». Н о  ̂
к ,  — предельная точка последовательности {«*}• И з леммы 2.3.10 тогда сле
дует, что {uk} сходится к v .. Теорема 4 доказана.

4. Опираясь на неравенства, полученные при доказательстве теоремы 4, 
можно оценить скорость сходимости метода (2), (4) для сильно выпуклых 
функций, причем, в отличие от теоремы 3, новая оценка оказывается неулуч- 
шаемой на классе сильно выпуклых функций, принадлежащих
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Т е о р е м а  5. Пусть U — выпуклое замкнутое множество из  Е п, 
а функция I  (и) сильно вы пукла  на U и принадлежит  С 1,1 (U). Пусть п о 
следовательность {«й} построена методом (2 ) п р и  а А =  a, fe =  0 , 1, . . .  
. . 0  <  а  <  2/L. Тогда

I “а — “* (а» 6 | “о -  “* I- * =  0 ,1 ........ (29)
где

(  1 — ца при 0 <  а  <  2 (L +  ц )- 1 ,
?(«) =  •{

С L a — 1 при 2 (L +  ц) ^  а  <  2L ,

0 <  q (а) <  1, постоянные ц, L взяты из  (2.3.6), (4.3.8), a и„—  точка м и н и 
м у м а  I  (и) на U. Наименьшее значение q (а) п р и  0 <  а  <  2L - 1  достигается 
п р и  а  =  а ,  =  2 (L +  ц )~ ' “  равна q (а*) =  (L — ц) (L +  ц )-1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 4.3.1 следует, что / .  > —оо, U .  со
стоит из единственной точки Тогда из теоремы 4 имеем lim I а . — и ,  1 =  0.

ft-» o o ' й  '
Здесь мы предполагаем, что в (17) б* =  0, k =  0, 1, поэтому из 
(18), (20), (21) следует Vm-i =  «*-и, k  =  0, 1, . . .  Учитывая последнее ра
венство и условие a*. =  а ,  подставим (25) в (24). Получим

1 uk+l ~  “* I2 <  I “ft “  “• I2 ~  I “ft+l ~  “ft i2 +  2a <7' (“ft) “  J' (“*)• “• “  “ft+l> =
=  I “ft ~  “• I2 “  I “ft ~  “ft+1 “  a (Г  (“ft) “  Г  («•)) I2 +

+  a* | Г  (uk) -  I '  (и ,) p  -  2a ( ! '  (uk) -  J '  (я .). k =  0, 1, . . .  (30)

Вспомним неравенства (4.3.12), (4.3.13), из которых имеем 

J J ' ( u k) - J '  (и .) р +  L |i | -  и , р <

< ( L  +  |i) ( / ' ( и * ) - / ' ( и , ) ,  и * - в , ) ,  * — 0, 1. (31)

Iх I I <  I У'  (“ ft) _  Г  (“*) I <  L I “ ft -  I’ * =  0, 1, . . .  (32)

И з (30), (31) следует

;| я*+1 ~  «. |2 <  I «ft ~  «. I2 +  «а I J' (“ft) “  (“.) I2 ~
— 2 a (L  +  ц )- 1 1 / '  ( a ft) — J '  (и„) р — 2aL(x (L +  ц )- 1 1 uk — и ,  р  =

=  a  [а — 2 (L +  (г)-1] 1/ '  (uk) — / '  (а,) р +

+  [1 — 2 а £ ц  (L +  Ц)_1] | uk — к , р, 6 =  0 , 1 , . . .  (33)

Рассмотрим два случая: 1) если 0 <  a  <  2 (L +  |х) - 1  ^  Ц \  то из (33) и 
.левого неравенства (32) имеем | uk + l— |2^ |  и£— |2[ a ( a —2 ( L +  ц )_ 1) ц 2 +  
4- 1 — 2aL[i (L +  ц )_ | ] =  (1 — ац )2 | л й — f ;

2) если L -1  ^  2 (L +  ц ) - 1  ^  a  <  2L- 1 , то из (33) и правого неравен
ства (32) получим | « А+1 — и^ р <  | uk — и^ f  [a  ( a  — 2 (L +  ц )- 1 ) L2 +  1 —
— 2 aL [i (L +  p .)" 1] =  (L a — 1)2 | ufe —  и |2. О бъединяя оба случая, имеем
j u k+i ~  “ * I ^  4 â ) I “ ft — “ * l> * “ 0, 1.......... откуда следует оценка (29)-
И з графика функции q (а) (рис. 5.5) видно, что функция q (а) достигает ми
нимума при 0 <  a  <  2L 1 в точке а* =  2 (L +  ц )-1 , причем q (а ,)  =  
=  (L — ц) (L +  ц ) ~ 1. Теорема б доказана.
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Приведем пример, показывающий, что оценка (29) неулучшаема на классе
сильно выпуклых функций из С 1,1 (U).

П р и м е р  1. П усть и =  (х, у)  е= U =  Е \  J (и) =  ( L x 2 +  \ iy2)/2, 0 <  ц <  L. 
Ясно, что эта функция сильно выпукла с константой х =  ц/2, принадлеж ит 
С " ( Е 2) с константой L  и достигает минимума на Е 2 в точке и , =  (0, 0). 
Процесс (2) при а к =  а, 0 < < I < 2 L - 1 , имеет вид

х к +1 =  х к ~  a L x k =  (* “  aL) x k' Ук+l  —  У k ~  а »Ук  =  О “  Ч*) У к'
* =  0, 1 ,.. .

П оложим здесь a  =  2 (L +  ц) *, q =  (L — ц) (L +  ц) *. Тогда =  q x k> 

у к + \ —  ЧУ к" Следовательно, | uft+, —  иJ  =  <7 | uft | =  qh + 11 « 0 |. т - е. оценка (29> 
неулучшаема. Заметим, что если в теоре
мах 1—5 U =  Е п, то мы получим сходи
мость соответствующих вариантов гра
диентного метода (1.3).

У п р а ж н е н и я .  1. Вычислить не
сколько итераций метода проекции гра
диента при различных способах выбора 
а* в (2 ) для функции

/ ( U) =  ( * - l ) 2+ (« /+ l )2, - 
» е ( /  =  Е2+ =

=  {и  =  (х, y ) e z E 2 : * >  0, у  >  0 }.

Рассмотреть начальные приближения и0 =  (0, 0), и0 =  (0 ,1 ) , и0 =  (1 ,0 ) , ип —
=  (1.П- __

2. Описать одну итерацию метода проекции градиента для функции (1.5), 
считая, что множество U представляет собой шар, гиперплоскость, параллеле
пипед, полупространство или положительный октант (см. примеры 4.4.1 — 
—4.4.6). Исследовать сходимость метода.

3. Рассмотреть метод проекции градиента для функции J (и) =  \Аи  — 6 | s, 
где А — матрица порядка m X n ,  Ь е  Е т, считая, что множество U имеет 
вид, описанный в примерах 4.4.1—4.4.6. Исследовать сходимость.

§ 3. Метод проекции субградиента

1. В рассмотренных выше градиентном методе и методе проекции гра
диента требовалась дифференцируемость минимизируемой функции. Однако 
для выпуклых функций указанные методы более естественно описать на языке 
субградиентов (см. § 4.6). А именно, пусть U — выпуклое замкнутое множе
ство из Е п, функция J (и) выпукла на U и ее субдифференциал a j  (и) непуст 
при всех и е  U. Тогда для приближенного решения задачи

/ ( « ) - >  inf; u e l / ,  (1)

можно предложить следующий итерационный метод:

и * +1 “  Р и  ( “ к  ~  а к с к ) ' а к >  ° . Ск  е  6 1  ( “ *)• * =  °- Ь (2)
где «о— некоторая точка из U, а субградиент ck выбирается из д! (и^) про
извольным образом. Если при некотором k  окажется, что u k+i =  u k , то про
цесс (2) прекращ ается, так как в этом случае uft —  решение задачи  ( 1).
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В самом деле, при ик =  Р ц  (ик — aAcft) согласно теореме 4.4.1 (ик — (uh ~ akck)' 
и — и ^  =  (рк, и — uky а к ^  0 или (ск, и — >  0 при всех а е ( / .  А тогда 
по определению субградиента

/ ( « )  — /  (и к) >  (ск, и — uk)  >  0, u s U ,

т. е. I  (uk) =  inf J (и) =  /*.

В том случае, когда функция /(и )  дифференцируема во всех точках 
u s  U, то метод (2) превращ ается в метод проекции градиента, а при U =  
=  Е п — в градиентный метод. При выборе длины ш ага а* в (2) можно ру
ководствоваться теми ж е соображениями, которые были описаны выше в 
§§ 1, 2. Мы здесь ограничимся рассмотрением случая, когда а к в (2) вы
бирается из условий

ОО ОО
«ft >  0 , k =  0, I, . . . ;  «4=°о, £  4 < ° ° -  (3) 

*-о ft-о

К ак уж е отмечалось в § 1, в качестве сс* можно взять а к =  С ( £ +  1 )- а , где 
C .=  c o n s t > 0 , 1/2 <  а  1; например, a * = ( f e + l ) -1, k =  0 , 1, . . .

М етод (2), (3) не гарантирует выполнения условия монотонности
1 (Ц к )>  J (u.k±i) на каждой итерации и сходится, вообще говоря, медленно, 
но если проекция точки на множество U и субградиент ск s  d J (ик) находятся 
несложно, то этот метод очень прост для 'реализации на ЭВМ. Д окажем его 
сходимость.

Т е о р е м а  1. Пусть И — выпуклое замкнутое множество из Е п, функ
ция J (и) определена и выпукла на некотором открытом выпуклом множе
стве W, содержащем U (например , W  =  Е П). Пусть / ,  >  — оо, множество U.  
точек минимума J (и) на U непусто и ограничено, и пусть, кроме того,

sup sup | с |  =  Л <  +  оо. (4 ) 
» e l / c e a / ( i i )

Тогда последовательность {и*}, определяемая условиями  (2), (3), такова, что

lim J  (uk ) =  J„  lim p (uk, U„) =  0. (5)
k-̂ OO fe->oo

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При сделанных предположениях функция J (и) 
непрерывна на U, субдифференциалы д !  (и) непусты, выпуклы, замкнуты и 
ограничены при всех u s U  (см. теоремы 4.2.15, 4.6.1, 4.6.2). И з ограничен
ности множества I / ,  и теоремы 4.2.17 следует, что множество М (С) =  
=  { u s U :  J ( u ) ^ C )  ограничено при любом С ^  Множество U, вы
пукло и замкнуто в силу теоремы 4.2.1 и леммы 2.1.1.

Согласно определению 4.4.1 проекции точки на множество и теореме 4.4.2 
имеем

Р2 (« * + ,, U,)  =  | u k+1 -  Р и% (в Л+1) р <  | uk+l -  PUt (ик) р =

с= I P U (“ ft — a ftcft) — P U (P U. (“ ft)) Р ^  I “ ft — a ftCfc — P U. (“ ft) I2 =
=  Р2 («*, и , )  +  а \  | ск |2 -  2 a ft (ск, и к -  P Uf (и*))

ИЛИ

2Oft <с*. «ft -  Ри, («*)> <  Oft I Ск |2 +  р2 (ик, и . )  -  р2 (ик+1, С/,), (6 )
k =  0, 1, . . .
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Суммируя неравенства (6 ) по k  от 0 до некоторого т  ^  1, с учетом усло
вий (3), (4) получим

X  2ak {ck< «ft PU, (“ft)) ^  k s=2 0
m

< A* Z  al  + P2(“0> U* ) - P 2(um+1’ U*)< k=0
oo ,

<  A 2 Z  “ ft +  P2 («o> u *) ~  B <  °°> m =  1 . 2 , . . .  (7)

Далее, по определению субградиента имеем

0 ^  1 (“ft) =  J («ft) — J (Рц, («ft)) <  (ck< “ft — PU, (“ft))' 
k —  0, 1, . . .

Из (7), (8) следует, что ряд

Z  aft(cft> «ft PU,(uk))ft-o
OO

сходится. Но согласно (3) J ]  ak —  +  oo. Поэтому сходимость предыдущего
ft-0

ряда возможна лишь при lim (ск, u k — Р у  (мА)) =  0. Это значит, что сущ е-
ft-» оо

ствуют номера ki <  k 2 <  . . .  <  km <  . . .  такие, что
lim / ck , u k — P U t (u k ) \  =  0. (9)j->oo\ m u , \ Rm)/m-

Тогда из (8) при k =  k m -+ oo получим lim J (и .  Кроме того, из (8 )r
m -> o o  V

(9) следует, что /  ( “ * J  <  / .  +  ŝ up ( e ^  “ ftm ~  P £/, ( “ ftm)> =  C <  °°> T- e - 

j  e  M  (С). Но M  (С) ограничено, a J  — минимизирующая последо
вательность, поэтому из теоремы 2 .1.2 имеем lim р (и. , UA=°= 0.

т-+ оо V Я т  '
Тем самым показано, что для подпоследовательности {«ftm}> удовлетво

ряющей условию (9), справедливы равенства (5). Опираясь на это, покажем, 
что равенства (5) имеют место для всей последовательности {«А}- С этой 
целью введем множества номеров IQ =  {k: k ^ l ,  p ( u k _ l , £А») <  Р (“ ft, ^»)} 
и /)  =  {0, 1, 2, . . . } \ / 0. Сначала рассмотрим случай, когда /е содержит
бесконечно много номеров. Пусть /о =  {*1, *2........... k m, . . .} ,  k m < k m+i,
т =  1, 2, . . .  Тогда из (6) имеем 2a k (ck, u k — Р ц^  (« * ) )^  а 1 ^ 2> илн 
0 < : ( c k, uk — Р ц  ( « f t ) ) < a fe (А2/2) -> 0  при k  ->  оо, fe е  / 0. Это значит, что 
подпоследовательность |и ^  , е  / 0J удовлетворяет условию (9). По до 
казанному тогда J (u k ) - > /» ,  р ( u k , £/„) ->  0 при т  ->  оо. Поэтому для 
любого е >  0 найдется номер N такой, что р ( u k , <  е для всех т  ^  iV. 
Если t e / j  при всех fe >  то равенства (5) уж е доказаны . П усть среди 
k >  k N существует номер /г е  / , .  Возьмем произвольный номер f e e / , ,  
k >  kN. Тогда найдутся k m, k m+l  <= I Q такие, что k N <  k m <  k  <  *от+г По
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-определению h  будем иметь

р (ak. - ^ Р ( ийт > и * ) < е ’

или р (tik , U ,)  <  е для  всех t e / | ,  k  >
Тем самым установлено, что р (u fe, t / ,)  <  е для всех k >  k N независимо 

ют того, будет ли k е  /0 или 1. Это значит, что lim p(«fe, t/*) =  0.

П окаж ем, что тогда lim I  (и.) =  /». По условию множество Ut  ограничено.
f t  - >  ОО

Т огда последовательность {«^}, сходящаяся^к t / „  такж е ограничена. Возьмем 
любую предельную точку и ,  этой последовательности. П усть J -> 
Т ак как Ut  —  замкнутое множество и lim р ( и .  , U A  =  р (и „  t / , )  =  0, то

Г ->  оо V Г /

я ,  е  {У,. А тогда lim / ( и , ,  ') =  / ( « » ) = / * •  Это означает, что числовая по-
г - * о о  V RrJ

следовательность { /  (« А)} имеет единственную предельную точку, равную Jt, 
т. е. fe'im , / ( « , ) = / . .

Случай, когда множество /о бесконечно, полностью рассмотрен. Теперь 
пусть / о конечно, пусть йдг =  т а х й  (если / о =  0 ,  то £ ^  =  0). Тогда А е / ,

/о
при всех k  >  П о определению / j  имеем

Р (“*■ у ») >  Р (“*+!> ^ 0  Для всех * ^  *jv- 

С ледовательно, сущ ествует И т р (и ь, UA. Выше было показано существо-fc->оо 4 *
вание подпоследовательности удовлетворяющей условию (9), и было
установлено, что тогда lim р (и .  , l / Л  =  0. Отсюда следует, чтот-»°О \ *т )

И т р («4, =  0. Тогда, как и в предыдущем случае, получаем lim 1 ( « ь ) = / . .
£  -> оо А; -> оо
Теорема 1 доказана,

З а м е ч а н и е  1. В условии теоремы 1 предполагается выполнение усло
вия (4). В том случае, когда U  ограничено, то, оказывается, условие (4) 
всегда выполняется. П окаж ем это. Сначала установим, что inf р (о, Г р Ц ^ ) > 0 ,

net/
где Гр It7 —  граница множества W. От противного: пусть сущ ествуют е  U, 
k = \ ,  2, такие, что р (oft, Гр W)  -> 0  при k -*■ оо. Так как U  —  компактное 
множество, то можем считать, что - > 5 е У .  Из непрерывности р (t>, Гр W)  
(см. лемму 2.1.2) тогда lim р (v., Гр W) =  р (v, Гр W) =  0, т.* е. v е  Гр W.

k-xx v й ’
С другой стороны, поскольку v ^ U c ^ W  и W  —  открытое множество, то 
сущ ествует число 6 >  0 такое, что О (v , 6 ) =  |а  е  Е п: \ и —  о | <  6 } с ;  W, 
т . е. р ( о ,  Гр IF ) ^ 6 . Полученное противоречие показывает, .что 

in f р (о, Гр W ) =  2е >  0. Это значит, что замкнутое ограниченное множе- 
t s [ /
ство t / f  =  { u e  Е п: \ и —  и | ^ е .  v е  U], представляющее собой е-раздутие 
множества U, принадлеж ит W. В силу непрерывности J (и) на Ue тогда 
s u p / (и) = / *  <  оо. Возьмем произвольные s e ( /  и с е  3 /  (о). В неравен

стве / ( u ) —  / ( и ) ^ ( с ,  м —  и), и s  W, определяющем субграднент с е  д /  (о) 
(см . такж е теорему 4.6.1), положим и =  v +  е с /| с | е  U&. Получим 
с I ^  (о +  ес/1 с | ) — /  (о)) е -1  ^  2 /g 6 -1  =  А <  оо для всех с е д /  (v) и всех 

(о е  U, что равносильно условию (4).
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2 . Описанный выш е метод проекции субградиента после некоторой моди
фикации можно использовать для решения следующей задачи выпуклого 
программирования:

/(« )-> •  inf; и е  U =  {« е  Е п: и е  £/„, g{ (и) < 0 ,  / =  1, от}. (10)

Заметим, что система неравенств g t (и) ^ 0 ,  / =  1, т, равносильна одному 
неравенству g  (и ) ^  0, где g  (и) =  m ax g ,  (и), u s  U. Кроме того, из вы«

~  ___ 1 <  i <  т
пуклости функций g t (и), / = 1 ,  т, на U0 следует выпуклость g  (а )  на i / 0 
{см. теорему 4.2.7). Поэтому задачу (10) можно переформулировать в виде 
эквивалентной задачи

/(«)->■  inf; и е  t /  =  {и е  С/0, g  ( « X  0}, ( 11)

так ж е являющейся задачей выпуклого программирования.
Предположим, что субдифференциалы dJ (и), d g  (и) не пусты при всех 

u s U 0- Следуя [251], рассмотрим метод

“ *+1 =  Р и Л ик ~  akck)’ * =  0. 1, u0 <=UQ, ( 12)

где выбирается из условий

ОО ОО

ак >0,  * =  0, 1........ £  a*+v =  оо, Y j «1 <  °°> 0 < Y < 1 ,  (13)
f t - о f t - о

а субградиенты {с таковы, что

cf te 5 / (“ ft) ПРИ S ( uk ) < a l  и cf ts 5 £ ( “ ft) ПРИ £ ( “ f t ) > a ft- ( 14)

Таким образом, метод (12) — (14) работает так: если ограничение g  (и) ^  0 
при и =  ик не «нарушено или нарушено ненамного, то минимизируем функ
цию 1 (и), а если нарушение этого ограничения велико, то минимизируем 
функцию g (u) .  Если функции /  (и), g  (и) дифференцируемы на С/о» то в ( 12), 
(14) вместо ск нужно брать соответствующие градиенты f ' ( u k) или g ' ( u k) .  
В качестве последовательности {аА}, удовлетворяющ ей условиям (13), можно 
взять, например, a k =  C ( k +  l )~ a, где С =  const >  0, а число а  таково, что 
1/2 <  a  <  (1 +  у)"*- В частности, при a  =  3/5, у — \/2, С = 1  получим 
«* =  ( * +  1 Г 3/5, ft =  0 , 1, . . .

Т е о р е м а  2. Пусть U0 —  в.ыпуклое замкнутое множество из  Е п, 
функции J (и), g  (и) определены и вы пук лы  на некотором открытом в ы п у 
клом множестве W, содержащем U0 (например, W  =  Е п). Пусть  / „  =  
=  i n f / ( « ) >  — оо, множество U,  точек м и н и м ум а  задачи  ( 11) непусто,

ограничено и, кром е  того, -

sup sup | с |  =  Л < о о .
и s  Уо с ш д!  (и) U dg  (и)

Тогда для  последовательности {«*}, определяемой условиями  ( 12) — (14), 
справедливы равенства (5).

• Д о к а з а т е л ь с т в о .  При выполнении условий теоремы функции 1(и) ,  
g (u )  непрерывны на U0, субдифференциалы dJ(u ) ,  dg  [и) непусты, выпуклы, 
замкнуты и ограничены при всех « е  £/0 (см. теоремы 4.2.15, 4.6.1, 4.6.2), 
а множество и ,  выпукло и замкнуто (см. теорему 4.2.1 и лемму 2.1.1)»
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П окаж ем, что множество
Af (Ci, C,) =  ! « g  Uo'. 7 ( « ) < C i ,  g ( « ) < C 2}

ограничено при всех С i >  in f J  (а), Сг >  inf g  (и). В самом деле, М  ( / „  0) =  U*
и а и

ограничено по условию. Тогда по теореме 4.2.17 множество М  (Си 0) =  
=  {«: u s  U о, g  (и) ^  0, /  (а) ^  Ci} ограничено при всех С\ >  inf J (а). Теперь,

U а
фиксируя любое С\, по той же теореме 4.2.17 получаем ограниченность 
М  (Сь Сг) при каждом Сг >  inf g  (и).

и  о
Нетрудно видеть, что неравенства (6), (7) сохраняю т силу и для метода 

(12) —  (14). И з (7) имеем

Z  а к+ У а к V ( c k> и к  ~  P U .  ( “ а ) )  < В < оо, г =  1 , 2 , . . .  ( 1 5 )

Отсю да следует существование номеров fti < k % <  . . .  <  k m <  . . .  таких, что 

~  (“*„)> <  m =  !■ 2- • • ■ (16)
В самом деле, допустим, что (16) не имеет места. Тогда (ck, uk — (иа)) >  
при всех k =  0, 1, . . .  Отсюда и из (15) имеем

Z  4 + V <  Е  а к ( ск> ик ~ Р и Л ик ) ) < В <  °°- ' ■ = 1 . 2 .........
оо

что противоречит расходимости ряда
ft-=o

Тем самым показано существование подпоследовательности удов»
летворяющей условию (16). Докажем, что

lim / ( и .  )  =  lim р ( а .  , =  0. (17)
т-+  оо V т - » о о  \  в т  /

Сначала убедимся в том, что
с. s d J  ( и ь V т — 1, 2 , . . .  (18)

\  Кт)

Д ля этого достаточно показать, что в  (и .  \  <1 a t  , т  =  1, 2, . . . ,  и вспомнить\ /п
условия (14). Допустим, что g ( u b \ >  a t  при некотором т ~ ^ \ .  Учитывая,

\  я т /  я т
что тогда ck е  d g  ( u k )  и, кроме того, ^aft  ̂ е  £/„ с :  t/, т. е. 

=SjO, из (16) имеем

“L  < * (“О  < g (“О  “   ̂( р и, (я* J )  <  <с^> “** "  V  (“*»)> <  Ч »  •
Получили противоречивое неравенство. Включения (18) доказаны, и попутно 
установлено, что „

g ( u .  ) ^ a l  , т =  1 , 2 , . . .  (19>
V Rm )  кт

Множество номеров {йт}, удовлетворяющих условиям (16), представим 
в виде объединения непересекающихся множеств / 2 =  J ( a ftm) ^  7*} и

73 =  {*т: 7 (“*„) <  J*}'



МЕТОД ПРОЕКЦИИ СУБГРАДИЕНТА 287

Сначала рассмотрим случай, когда множество / j  бесконечно. Из (16), 
(18) имеем

0 <  7 ( и кт ) “  7* =  7 ( “ f t j  “  1 { Р и ,  { и кт ) )  <

Отсюда следует, что /  ( и£т )  “*■ К  ПРИ т ^ - о о ,  k m s  It .  Тогда I  ^  <  оо,

и кроме того, согласно (13), (19) g  *?= а* т  ^  sup^ а£  =  С2 <  оо, т. е.

{»km} s  М  (с 1- Сг)- е  ; 2. Так как М (С1- С2) ограничено, то { и ^ ,  е= / 2}
имеет хотя бы одну предельную точку. Не умаляя общности, можем считать, 
что “*■“ »> 2- Из замкнутости £/„, неравенства (19) и непрерыв
ности g  (и) следует, что и , е  У. Но /  ( и к )  -> /  (и ,) =  /„  при -> оо,

s  / 2, так что и* е  J7*. Отсюда и из непрерывности р (и, £/„) имеем 
Р ( u fejn. -*  Р («.. ^ . )  =  0 при ->  оо, s  / 2.

Теперь рассмотрим случай, когда множество /з  бесконечно. Если k m s l 3, 
110 7 ( “ ft )  <  *̂> а £  ( “ ftm) ^  “ ft SUP a ft =  *̂ 2 в СИЛУ (19). Это значит, что

} е  Л1 ( / , ,  С2), k m е  / 3. Поскольку множество Af ( / „  С2) ограничено, то 

{“ ft ’ е  7з} имеет предельную точку. Не умаляя общности, можем считать, 
что } ->  и», е / 3. Из (19) и замкнутости С/ 0 следует, что u , s i l ,  
П оэтому I  («*) ^  /». С другой стороны, J ( u k ) <  I„  k m е  / 3, так что 

lim /  ( u k \  =  J {ut ) J ,. Следовательно, /(« * )  =  /*, т. е.е  /,, т->оо \ tnJ т  з
Отсюда и из непрерывности р (и, t/„) получаем р [uk , -> р (и*, U J  =  0 
при *m -> oo , *т е / 3.

Объединяя оба рассмотренных случая, заключаем, что для подпоследова
тельности {u k j ,  удовлетворяющей условию (16), справедливы равенства
(17). Д алее остается ввести множества / 0, Л, как это было сделано при 
доказательстве теоремы 1, и провести прежние рассуждения, используя вме
сто (9) неравенство (16).

Н а этом закончим рассмотрение методов минимизации негладких вы
пуклых функций. Отметим, что негладкие и невыпуклые задачи в последние 
годы интенсивно исследуются, продолжается разработка различных методов 
их решения [65, 89, 97—99, 112, 180, 228, 250, 253].

У п р а ж н е н и я .  1. Рассмотреть возможность применения метода проек
ции субградиента к задачам из упражнений 4.6.1 и 4.6.4.

2. Описать метод (12)— (14) применительно к задаче

}  {и) =  \ х  +  у  \ + \  х  — г/1 -»  inf, и е  U  =  {« =  (*, у)  е  Е 2: и е  £/0.
g  (и) =  и 2 —  1 <  0 }, С/ 0 =  {« =  (х, у): х  >  0 , у  >  0}.

3. Проверить условия теоремы 2 для задачи

J (“ ) =  I (с> и) I -*■ inf; а  е  U =  {и е  Е п: и ^  0, g  (а) =  |( а ,  и) | — 1 ^  0},

где а, е б £ " .  Описать метод (12) — (14) применительно к этой задаче.
4. М одифицировать метод (12) — (14) так, чтобы его можно было при

менять к задаче ( 10) непосредственно, не сводя ее к задаче ( 11).



5. Пусть W  — открытое выпуклое множество, / ( и ) — выпуклая функция 
на W. П оказать, что вектор с», удовлетворяющий условиям

| с» | =  inf | с | >  0, с,  е  д !  (и),
cedJ (и)

является направлением убывания функции J (и) в точке и.

§ 4. Метод условного градиента

1. Этот метод приспособлен для решения задачи
](и)->  inf; и е  U, (1)

где U — выпуклое замкнутое ограниченное множество из Еп, 
функция J (и) е  Cl (U). Опишем его. Пусть и0 е  U — некоторое 
начальное приближение. Если известно k-e приближение м* е  
е  U, k ^  О, то приращение функции J{u)  в точке ы* можем 
представить в виде

J (и) — J (ик) =  </' (uk), и — ик) +  о { \ и  — ик \).

Возьмем главную линейную часть этого приращения

4  (и) =  (/'(«*), « — «*>, (2)

и определим вспомогательное приближение й*. из условий

йк €= Uу inf I к (и) =  Jк (ы̂ ) =  (/ Ик Ид}. (3)
и

Так как множество U замкнуто и ограничено, а линейная функ
ция Jk(u)  непрерывна, то точка й* из (3) всегда существует. 
Если функция /*(и) достигает своей нижней грани на U более 
чем в одной точке, то в качестве точки йк возьмем любую из них. 

Заметим, что если

U =  {и <= Е п: 0, (ait u ) ^ . b l,

(ah u) =  bl, i =

то задача (3) превратится в задачу линейного программирова
ния, которая может быть решена известными методами (напри
мер, описанным в гл. 3 симплекс-методом).

Укажем случаи, когда решение задачи (3) выписывается в 
явном виде. Если

U =  {и =  (и1, . . . ,  «"): щ ^  и1 ^  рг, i =  1, п)
П

n -мерный параллелепипед, то функция Jk (и) —  X  Jut (ыА) (и1 — ы£)
П

или Y  Jи1(ик ) и{> очевидно, достигает своей нижней грани на U
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„ - с -
I ft.

в точке йк =  (й\,  . . . .  ug), гДе
если Jut (ик) >  О, 

если Jui (ик) <  0;

в случае Jui («fe) =  0 здесь возникает неопределенность, и в ка
честве й1к можно взять любое число из отрезка [a it р,[| (обычно 
берут й1к =  а1 или «£ =  Р,, или й‘к =  (а1 +  Р,)/2).

Если
[/ =  { м е  Еп: | и — у0 | ^  г}

— шар радиуса г с центром в точке ио, то с помощью нера
венства Коши — Буняковского </'(н*), м> =  </'(«*), и — и0> +  
+  ( J ' (uk) , v о) — [/'(и*) \ г +  < /'(«*), и0>, и <= £/, получаем, что

й* =  w о — г У  (ик) | / '  (ик) Г 1.

Разумеется, так просто получить вспомогательное приближе
ние й* удается далеко не всегда, и вместо точного решения з а 
дачи (3) часто приходится довольствоваться определением ка
кого-либо приближенного решения. А именно, будем предпола
гать, что йк определяется из следующих условий:

й +  eft> 0 ,  lim eft =  0. (4) 
и

Допустим, что точка йк, удовлетворяющая условиям (4) (или
(3)), уже найдена. Тогда следующее ( £ + 1 ) - е  приближение 
будем искать в виде

uk+\ =  uk +  ak (ak — uk), (5)

В силу выпуклости множества U всегда ик+1 е  U.
Заметим, что при йк =  ик (это может случиться, например, 

когда J ' ( u k ) - O )  имеем Uk+i — Uk независимо от способа вы
бора а* в (5). Если при этом йк было определено точно из усло
вий (3), то имеем

h{uk) =  h{Uk) =  Q =  ™ n h { u )  или (/'(и*), и — ы * ) > 0
и

при всех « е ( У .  Согласно теореме 4.2.3 это означает, что точка 
Uk удовлетворяет необходимому условию минимума в задаче (1). 
В этом случае итерации прекращаются, и для выяснения того, 
будет ли ик е  £/«, при необходимости проводится дополнитель
ное исследование поведения функции J (и) в окрестности точки 
ик. В частности, если J (и) выпукла, то согласно теореме 4.2.3 
Uk U», т. е. задача (1) решена. Если случай йк —  ик реализо
вался при определении йк из условия (4), то будем иметь
— ek ^  min Jk {и) ^  }к (йк) =  Jk (ик) =  0, и при е* >  0 здесь тео-

и

Ю Ф. П. Васильев
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рему 4.2.3 применять нельзя. В этом случае согласно (5) пола
гаем uk+1 =  Uk и переходим к проверке условия (4) для номера 
6 + 1  и т. д.

В зависимости от способа выбора величины а к в (5) можно 
получать различные варианты описанного метода, часто име
нуемого в литературе методом условного градиента. Укажем 
некоторые наиболее употребительные способы выбора а к в (5). 

1) Величина а* может выбираться из условий

0 <  a fe <  1, f k (afe) =  min fk(a) =  fk*> /*(«) =  J(uk +  a (йк — uk)).
0< a < l

(6)
Для некоторых классов задач удается получить из (6) явное 
выражение для а*.

П р и м е р  1. Пусть

J (и) =  ^ ( А и ,  и) — (Ь, и),

где А — симметричная положительно определенная матрица по
рядка п, Ь <= Е п. Тогда / ' (ик) =  Аик — Ь. Пользуясь формулой 
(4.2.10), имеем

f k (a) =  J (uk) +  a ( / '  (uk), uk — uk) +  (a2/2) (A (uk — uk), uk — uk). (7)

Если <A (Hk — ик) , йк — Uk> =  0, to  uk =  й к и, как было указано 
выше, тогда полагаем ик+\ — uk. Поэтому пусть (A (Hk — ик), 
йк — Wfe) >  0. Тогда функция (7) представляет собой квадрат
ный трехчлен, достигающий своего наименьшего значения на 
числовой оси — оо <  a  <  + о о  при

а% =  — (J' (uk), uk — ик) «Л (йк — uk), Щ — uk))~\
Рассматривая возможные случаи а\  <  0, O ^ a f t ^ l ,  а * > 1 ,  

из условий (6) тогда получаем

{0, если <  0;
as, если O ^ c i f t ^ l ;  (8)

1, если aj >  1.

Кстати, если точка йк в (7) найдена из условий (3), то 1к ( й к ) ^  
^  Jk(uk) =  0 и, следовательно, 0* ^ 0 — в этом случае фор
мула (8) для а к запишется в виде afc =  m in{l;  a*}.

Однако точное определение а к из условия (6) возможно д а 
леко не всегда. Поэтому вместо (6) можно ограничиться опре
делением величины а к из условий
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а к
_ Г mir

О,

0 < а * < 1 ,  Ы « а) < ( 1 - * * ) Ы 0 )  +  Я*/ы  0 < Я < А * < 1 .
Здесь могут быть использованы известные методы минимизации 
функций одной переменной (например, методы из гл. 1).

2) Если J (и) е  С 1’ 1 (U)  и константа Л ипш ица L  для 
известна, то возможен выбор а к в (5) из условий

m in { l ;  9к \ ] к {йк) \ \ й к — ик \~2}, если / * ( « * ) < О, 
если /* (« * )>  О,

где
0 < е 0< р А< 2 ( 1  - e ) / L ,

ео, е — параметры метода, О <  е <  1.
3) Другой способ выбора а к: при / * ( й * ) >  0 полагаю т а * = 0 ,  

а если J к(йк) 0, то ak =  V \  где г'о — минимальный номер сре
ди номеров г ^  0, удовлетворяющих условию [15]

J (иц) ~ Ц й к +  № (йк — uk)) >  Я'е | 4  (йк) |,
где А, е — параметры метода, 0 <  Я; е <  1.

4) Величины а к в (5) можно априорно зад ав ать  из условий

или [9]

У  {и)

(Ю)

(Н)

lim ak =  0,
k~>oo Z  <** =  

/2=0
( 12)

например, а к =  (k +  I ) -1, k =  0, 1, . . .  (предложен М. Ячимо- 
вичем). Такой выбор а к очень прост для реализации на ЭВМ, 
но, вообще говоря, не гарантирует 
выполнение условия монотонно
сти: J { u k+1) <  J { u k).

5) Возможны и другие спосо
бы выбора а к в (5). Например, 
можно задавать  а к =  1 и про
верять условие монотонности 
J (ик+1) < / ( « * ) ,  а затем при не
обходимости дробить а к до тех 
пор, пока не выполнится условие 
монотонности.

На рис. 5.6 поясняется геомет
рический смысл метода (3), (5) 
в двумерном случае.

2. Рассмотрим теперь сходимость метода (4), (5) ,  (9).
Т е о р е м а  1. Пусть U — вы п у к л о е  замкнутое огр анич ен ное  

множество из Е п, функция J {и )<= C l>l ( U ) .  Тогда  при л ю б о м  в ы 
боре u q^ U  д л я  последовательности {ик} ,  о п р е д е л яе м о й  у с л о 
виями  (4), (5), (9), спра ведли вы равенства

Рис. 5.6

lim { ] '  (ик), йк — ик) =  0,
fc->oo

lim р(и к, S J  =  0, (13)
к->°о

10*



гд е  5* = { « : « £  U, < / '(и ) ,  v  — ы> при всех v  е  U}  — множество 
стационарных точек функции J (и) на U.

Если,  кро м е перечисленных условий,  J (и) в ы п у к л а  на U и

ek +  h < C 0k ~ 2p, С0 =  const >  0, 1 / 2 < р < 1 ,  (14)
то

lim J (uk) —  J„, lim p(uk, Ut ) =  0, (15)
fc-»oo ft-»oo

и с п р а в е д л и в а  оценка

0 < J { u k) — J , < C xk ~ p, 6 = 1 , 2 , . . . ;  С , =  c o n s t > 0 .  (16)

Наконец,  если,  кроме того, J (и) сильно вып ук ла  на U, то

|м А- м , 1 2< ( С , / к ) 6 - р, 6 = 1 , 2 , . . .  (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При сделанных предположениях 
/«  > — оо, и * ф 0 .  Т ак  как  множество U  ограничено, то 

sup | и  — o | ^ d < c > o .  Из условия (9) следует /(«*+[) =
и,  н е  U
=  fk (а*) С  fk* +  б* С  J (Uk +  а  (йк — U k ) ) +  б* при всех а ,  0 
^  а  ^  1. Поэтому, пользуясь неравенством (2.3.7), имеем

J (uk) — J (Uk+1) +  б* ^  /  (uk) — /  (uk +  а (йк — uk)) ^
>  — а  ( / '  (uk), uk — uk) — a2L \Uk — uk |2/2 >

^  — a J k (uk) — a?Ld2/  2, O ^ a ^ l ,  6 =  0, 1, . . .  (18i

М ножество =  {0, 1 , 2 , . . . }  разобьем на два множества N + =  
=  {6: 6 e J V ,  <J' (uk) ,  Uk —  и кУ >  0} и N ~  =  N \ N + .  Так как  
inf Jk (u) ^  Jk(Uk) =  0, то из (4) получаем 0 ^  ^  e*

при всех 6 e  iV+. Поэтому если # + — бесконечное множество, 
то У* («б) 0 при 6 ->  оо, 6 е  W+.

Теперь пусть 6 е  N- . Тогда из (18) имеем

О <  — /* (й*) <  ( /  (и*) - / ( « * + . )  +  «*)/« +  * L d 2/2 (19)

при всех а ,  0 <  а  <  1, 6 e J V - ,  Далее, из (9) следует, что 
J(Uk+i)  <1 / (« * )  +  б*, 6 =  0, 1, . . .  Так как J ( u k)~^  /*  > — оо, 
& = 0 , 1 , . . . ,  то из леммы 2.3.2 вытекает существование конечного 
п редела  l i m / ( н й) ^ / „ .  Следовательно, lim (/(«*) — /(«*+])) =  0.

& -> о о  k-><x>
Если —  бесконечное множество, то при 6 - >  оо, 6 e i V - ,  из 
(19) имеем

0 <  lim | /* (й*) | <  ПЙГ | /* (Я*) I <  a L d 2/2
ft-* СО k-*<x,

г р и  всех a, 0 <  a  <  1. Устремляя a  ->• + 0 ,  отсюда получим 
■/*(«*)-> 0 при 6 —V оо, S g  TV- . Объединяя оба случая 6 g J V +  и 
Л е  Л^-, приходим к первому равенству (13). Т ак  как  С/ ограни
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чено и {и*} е  U, то последовательность {«*} имеет хотя бы 
-одну предельную точку. Пусть — произвольная предельная 
точка {ик},  пусть {«*т } - >  «*. Согласно (4) /*(«*) —

^  inf Jk (и) ^  ( / '  (ик), и — ик) при всех u ^ U  и 6 =  0, 1, . . .  
и

О тсю да  при k =  km ->- оо с учетом первого равенства (13) 
получим, что < / ' ( « , ) ,  и — и ,)  ^  0 при всех u <= i/. Тем самым 
показано, что лю бая предельная точка последовательности {ик} 
принадлеж ит S*. Отсюда следует второе равенство (13).

Пусть теперь J (и) выпукла на U  и « ,  — произвольная точка 
из t / , .  Тогда из теоремы 4.2.2 и условия (4) имеем
О <  a k =  /  (ик) — /  (и,) <  </' (и*), и* — ы.) =
=  — h  (и.) <  — min 1к (и) <  — Jk (й*) +  в*, k =  0, 1, . . .  (20) 

О тсю да  и из первого равенства (13) следует lim /(«*) =  / „  т. е.
&->оо

{и*}— минимизирующая последовательность. Из теоремы 2.1.1 
тогда получаем lim р (tik, Ut ) —  0. Равенства (15) доказаны.

к-*  оо
Зам ети м , что неравенство (20) может служить полезной апосте
риорной оценкой при практическом использовании метода (4),
(5) ,  (9).

Остается получить оценку (16). Д л я  этого множество N  =  
=  {0, 1, 2 , . . . }  разобьем на два множества /о — {k: k е  N, а к ^  
^  е*}, / |  =  {4: 4 е  0 <  « i  <  е*}. Из оценки

0 < а *  — eft<  — /* (й*), 4 е / 0, (21)

являю щ ейся следствием неравенства (20), следует, что /о s 'J V - . 
П оэтому (18) можно переписать в виде

ak - a k + l > a \ J k (uk) \ - a 2L d 2/ 2 - 6 k, 0 < а < 1 ,  k  е= / 0. (22)

Т а к  как  в силу (13) {| /*(«*.) |} ограничена, то взяв при необхо
димости d еще большим, можем сделать 0 ^  а к =  \1к (йк) | X  
X  d~2L~l ^  1 при всех k =  0, 1, . . .  П ринимая в (22) а = а к, 
лолучим

«ft — а * + 1 >  l/(2Ld2) | / f c ( ^ ) p  — бь  А е / 0. -  

О тсю да  и из (21) с учетом условия (14) имеем 

**+« <  “ * “  ( « Г -  e , )2/(2Ld2) +  \ < a h -  a 2/ ( 2 L d 2) +

-j- (sup aj) L d в* -j- ^  a* — a.kl A  -|- A k  p, £ g= /о, (23)
fe>0

где Л =  max {2Z,d2; (sup a k) L - xd - 2Co\ C0}.

Если ^ е / 1, то 0 ^  a* <  в* ^  C0£-2p. Кроме того, из (18) 
лри  а  -f-О получим а к — a k+i +  б* ^  0 или а к+\ ^  а* +  б* ^
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a k +  C0k~2p для всех k ==0, 1, . .  . Таким образом, последова
тельность {а*} удовлетворяет условиям леммы 2.3.5, из которой 
следует охенка (16).

Наконец, оценка (17) вытекает из неравенства (4.3.2) и 
оценки (16). Теорема 1 доказана.

3. И сследуем сходимость метода (4 ), (5 ), (10).
Т е о р е м а  2. Пусть U — вы пуклое замкнутое ограниченное множество из 

Е", функция J (и) принадлежит  С1'1 ( U ) . Тогда при любом и0 е  U дл я  после
довательности {и*}, определяемой условиям и  (4 ), (5 ), (10), справедливы  ра
венства (13). Если, кроме того, J (и) вы пукла на U, то имеют место равенства 
(1 5 ), а при в к ^  С0Аг_2р, С0 =  const >  0, 0 <  р ^  1, верна оценка  (16). Д ля  
сильно зы пуклой функции справедлива оценка  (17).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так ж е, как неравенство (18), нетрудно пока
зать, что

J ( u k) - J ( u k + l ) > - a kJk ( uk) - a l L \ a k - u k f / 2 ,  ft =  0, 1, . . .  (24)

В соответствии с формулой (10), определяющей величину а*, рассмотрим 
три возможных случая:

1) Если / * ( « * ) <  0, a k = K p k \ J k (uk) \ \ u k - u k f 2, то из (24) с уче
том (11) имеем

S Ш  -  I  ( uk + l ) >  | I k (flft) | — L H  | Jk ( uk) |/2 >  8 1 Jk ( uk) |. (25)

2) Если / А (й й) < 0 ,  a k =  p k \ J k ( a k) \ \ a k - u k f 2 < \ ,  то из (24) с уче
том (11) получаем

J (uk) ~  7 (“ fc+i)=^Pftl 7ft (“ ft) I I “ ft ~  “ ft I — ^Pft I 7ft (“ ft) I I ^ft — “ ft I / 2 =  

=  I Jk (“ ft) f  I “ ft “ “ ft Г 2 P ft 0  “  LPk/2) >  v

>  I Jk («&) |2 d ~ 2e0e, sup | и — v  | . (26)
«, о e  U

3) Наконец, если / * ( « * ) >  0, го согласно (10) a* =  0, и из (24) имеем

J (“k ) - J (“k +i ) > 0’ <27>
а из (4) следует

0 < Jk ( a k ) < 4 -  <28>
И з (25) — (27) вытекает, что последовательность { /  (“ ft)} не возрастает  

Так как /  ( м . К > /*  > — оо, то сущ ествует lim / ( м . ) ^ / ,  и, следовательно,
й ft->oo 4

lim ( /  (« А) — J  ( “ ft+ i)) =  0- Отсюда и из (25), (26), (28) имеем 0 ^  11 к (м^) | ^k- ôo
<  m ax { e fe; const • ( /  (Hfe) — J (ufe+ , ) ) 1/2} -*■ 0 при fe->oo. Первое из равенств (13) 
доказано. Второе равенство (13) устанавливается так ж е, как в теореме 1.

Пусть теперь функция J (и) выпукла на U. Тогда справедлива цепочка 
неравенств (20), из которой следую т равенства (15). П редполагая, что 
e fe< ; C 0ft_2p, 0 < р < 1 ,  докаж ем  оценку (16). Предварительно заметим, что
0 ^ a k =  J (иА) — /„  sup J (и) — =  С2 <  оо, поэтому
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Еще раз переберем рассмотренные выше три возможности.

1) Если Jk ( й к) <  0, а к =  1 < рк | Jk ( й к) \ - \ й к - и к \~2, то из (20), (25), 
<29) имеем a ft — a ft+1 ea fe — e e ft, или

a ft+i <  a k ~  Bak +  e e ft < a k ~ a l  ( e / C2) +  eC 0ft"2p. (30)

, 2) Пусть / * ( й й) < 0 ,  a ft =  p J / f t ( « A) | - |  a fe- « f t | - 2 < l .  Здесь , в свою
■очередь, имеются д в е  возможности: а к e ft или 0 ^  <  e ft. Если а к ^ е к , 

| то из (20), (26), (29) получим ak — a k + l  ^  ( а к — e fe)2 d - 2 e0e >  a 2kd ~ 2e 0e — 

j — 2C2eftd - 2 e 08 или

| a fe+1 < a k - a 2k ( e 0e / d 2)  +  2 C 2e0e d - 2C Qk - 2(>. (31)

Если ж е 0 ^  a* <  e*, то достаточно воспользоваться более простым след
ствием (26): a f t + i^ a * .  Последние два неравенства можно переписать в виде

0 <  а к <  C0k ~ 2p, ак+1 <  а к <  a k +  C0fe"2P. (32)

3) Наконец, пусть /* ( ы * ) > 0 ,  а* =  0. Тогда из (20), (27) получим
О ^  йк ^  е*, a*+i ^  а*, что снова приведет к неравенствам (32).

Из (30) — (32) следует, что последовательность {а*} удовлетворяет усло- 
I виям леммы 2.3.5, из которой получаем оценку (16). Теорема 2 доказана.

4. Наконец, рассмотрим вариант метода условного градиента (4 ) , (5 ), 
! ( 12) .

Т е о р е м а  3. Пусть U — выпуклое замкнутое ограниченное множество 
из Е п, функция J (u)<= C l'l (U) и выпукла на U. Тогда при любом  и0 е  U0 
д л я  последовательности {и*}, определяемой условиями  (4 ), (5 ), (12 ), с п равед
ливы равенства (15). Если при этом a* =  (k +  I ) -1 , е* =  С3 (£-(- I ) - 1 , k =  
=  0, 1.......... то

° < / (“ * ) - / . < С4 |п ( * +  !)/*• * =  1 . 2 ..........  (33)

а  если а к — (к +  1) - ^, г к — С3 (к +  1 )“ ^, к =  0, 1, . . . ,  0 <  Р <  1, то

\ 0 < 7 ( « а) - / . < С 4£ - * \  f t -  1 , 2 , . . . ;  (34)

здесь  Сз, С4 — некоторые положительные постоянные.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что неравенства (20 ), (24) не зависят  

от способа выбора а*, 0 ^  a* ^  1, в (5 ), поэтому сохраняют силу и в рас
сматриваемом случае. Из них имеем а к — а к+1  ^  а к ( а к — e fe)  — a | i r f 2/ 2  или

a k + i < ( I  - a k) a k + a l L d 2/ 2  +  a ke k , fc =  0, 1, . . .

-Отсюда с учетом свойств последовательностей {а*}, {е*} из (4) ,  (12) заклю 
чаем, что {а*} удовлетворяет условиям леммы 2.3.6. П оэтому lim а . =  0 или

£  ОО

lim / ( « . )  =  /„ .  Отсюда и из теоремы 2.1.1 получаем равенства (15) .  

Оценки (33), (34) следую т из лемм 2.3.8, 2.3.9.

У п р а ж н е н и я .  1. Вычислить несколько итераций метода (3 ) , (5 ) , (6) 
для функции /  (и) =  х 2 +  х у  +  у 2 при u s  U  =  {« * =  (х , у )  е  Е 2: 0  <  х  <  1,
—  l < i / < 0 } ,  выбирая ы0 =  (1, — 1), (— 1, 0), (1, 0) или (0, 0).

2 . Д ля функции из примера Г проверить выполнение условий теорем 1—3 
и сформулировать условия сходимости соответствующих вариантов метода 
условного градиента.
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3. Д ать описание различных вариантов метода условного градиента для 
функции 1 (и) — \Аи — Ь \2, где А —  матрица « Х » ,  Ъ е  Е т, а множество U  
является шаром или параллелепипедом. Опираясь на теоремы 1— 3, доказать  
сходимость метода.

§ 5. Метод возможных направлений

1. Продолжим рассмотрение задачи минимизации гладкой 
функции J (u) на заданном множестве U  Е  Е п. Напомним, что 
направление е ф  0 назы вается возможным в точке и е  U, если 
и +  te е  U при всех t, 0 =s: / ^  to, где to — положительное чис
ло, зависящее от точки и, направления е  и от структуры множе
ства U  (см. определение 4.2.3).

О п р е д е л е н и е  1. Направление е ф  0 назовем возмож
ным направлением у б ы в а н и я  функции J (и)  в точке и на множе
стве U,  если е — возможное направление в точке и и /  (и +  ае)  <  
С  / ( и )  при всех а,  0 <  ос <  р, где р — положительное число,
Р =̂= to.

М етод возможных направлений основан на следующей есте
ственной и прозрачной идее: на каждой итерации этого метода 
определяется возможное направление убывания функции и по 
этому направлению осуществляется спуск с некоторым положи
тельным шагом. Собственно говоря, эта идея для нас уже не 
новая — именно на ней были основаны многие варианты изло
женных в §§ 1, 2, 4 методов. В самом деле, если U =  Е п, ] ' ( и ) ф  
ф  0, то возможное направление убывания функции легко нахо
д и т с я — это направление антиградиента е =  —/ ' ( « ) .  Б олее  
трудным был выбор возможного направления убывания в мето
д ах  §§ 2, 4: в методе проекции градиента (см. формулы (2.2) и 
(2 .2 '))  для этого нужно было проектировать точку на исходное 
множество U, а в методе условного градиента — решать задачу 
минимизации линейной функции на множестве U (см. з а д а 
чу (4 .3)).

Понятно, что если задача  выбора возможного направления 
убывания на каждой  итерации слишком сложна и требует реш е
ния вспомогательных задач  минимизации, сравнимых по труд
ности, быть может, с исходной задачей, то такой метод миними
зации будет малоэффективным. Возникает вопрос: нельзя ли 
у казать  простые и достаточно удобные для  реализации на ЭВМ 
способы выбора возможных направлений убывания? О казы вает
ся, для достаточно широких классов гладких задач такие спо
собы существуют. П окаж ем  это на примере следующей задачи:

/ ( и ) - *  inf; и €= U  =  {и £= E n: g t (и) О, / =  1, т),  (1)

где функции J (и) ,  g i ( u ) ,  i =  \ , т ,  определены на всем простран
стве Е п и / ( « ) ,  g i ( u )  е  C l (U ) .



Чтобы проще было пояснить суть метода возможных направ
лений  для задачи (1), сначала опишем более простой вариант 
этого метода. Пусть U o ^ U  — некоторое начальное приближение. 
П усть  известно k-e приближение uk е  U, k ^  0. Введем множе
ство  номеров

1к =  {i: 1 <  {' <  т, gt  (uk) =  0}.

В озм ож н о, что h  —  0 ,  — это будет означать, что £<(«*) <  0 при 
всех i = \ , m ,  т. е. uk е  int U —  такая возможность ниже не 
исклю чается. В пространстве переменных

г  =  (е, ст) =  (е 1............е " , o )< =E n+l

рассмотрим вспомогательную задачу 

, <т - >  in f , 2  =  (е , а) е  W k =  {(е , ст): ( / '  ( ик), е)  <  <т,

< ^ К ) ’ * ) < ст> к М < 1 .  / =  1, «}- (2)

Зам ети м , что задача (2) является задачей линейного програм
мирования, причем минимизируемая функция <с; 2> =  <0, е> +  
+  1-о, с = ( 0 , 1 ) е  Е п+], явно не зависит от переменных е —

I =  (е1, . . . ,  еп).  Далее, ясно, что точка z = ( e = 0 ,  ст=0) =  ( 0 , 0 ) е  
■е №*, т ак  что 0  и inf ст =  ак ^  0 при всех k =  О, 1, . . .

■
1 О ч евидно, множество Wk замкнуто. Наконец, условия \е*\ ^  1, 

/  =  1,л, называемые условиями нормировки, гарантирую т огра
ниченность множества Wk- Тогда из теоремы 2.1.1 следует, что 
за д а ч а  (2) имеет хотя бы одно решение. Д л я  получения реше- 
«ия задачи (2) могут быть использованы известные конечные 
методы линейного программирования (например, симплекс-ме- 
тод, описанный в гл. 3).

Предположим, что задача  (2) решена и найдены (е*, ст*)е 
Wk, такие, что or* =  inf сг. Выше было замечено, что ст* < ;  0. 

"к
С начала  рассмотрим случай ст* <  0. О казы вается , в этом 

случае направление е*, полученное из задачи (2),  является воз
можным направлением убывания функции J(u )  в точке ы*. 
В самом деле, из условия (е*, ст*) е  Wk следует, что

<■7'  («*)• ek) < *k <  °- { ё \  ( “ *)’ ek> <  ак <  °> 1 е  V

О тсю да ясно, что е* 0. Кроме того, для любого номера i е  /*
имеем

(“ft +  06ft) =  (“ft +  «в») -  (“ft) =  <S't (“ft). ек)-a +  о (a) <
^  a fa* +  о (a)/a] <  0 при всех a, 0 <  a <  a,, at >  0.
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Если 1ф.1к,  т. е. g i ( U k ) < 0 ,  то в силу непрерывности функции 
g i ( u )  неравенство g t ( u k +  a e k) <  0 сохранится при всех а ,  0 <
<  а  <  at,  где а ,  >  О — достаточно малое число. П олож им  а 0=  
=  min { аь . .  . ,  а т} >  0. Тогда

gi(Uk +  aek) <  0, 1 = 1 ,  т; 0 <  а  <  а0,

т. е. вк — возможное направление множества U  в точке uk.
Д алее ,  взяв при необходимости число а 0 >  0 еще меньшим, 

можно добиться выполнения неравенства

J 0ик +  аек) — J (ик) =  </' (ик), ек) а  +  о (а) <

^  а  \ak +  °  («)/«] <  0 при всех а, 0 <  а  <  а0*

Тем самым показано, что если (ек, а к) — решение задачи (2),  
причем а* <  0, то ек — возможное направление убывания функ
ции / ( и )  в точке Uk на множестве U.

Используя найденное таким образом направление е к, следую
щее (k +  1)-е приближение определим так:

uk+\ =  Uk-\-o.kek, 0 < a fê p ft, (3)
где

Р* =  sup {a: uk +  tek <=U,  0 <  t <  a} >  0. (4>

Выбирая a k в (3) различными способами, будем получать раз
личные варианты метода возможных направлений. Перечислим 
некоторые способы выбора а к.

1) Величина а к может выбираться из условий-

0 < a ft< p b  fk {ак) =  inf /*(a) =  f*,; f k (a) =  J (u k +  aek). (5>
0 < a < p fe

Д л я  минимизации функции /*.(а )  могут быть использованы из
вестные методы (см., например, гл. 1). Точное решение задачи
(5) удается найти лишь в редких случаях; возможно также, что 
на некоторых направлениях ек величина (3* =  + о о  и нижняя 
грань функции fk (а)  при а  >  0 не достигается. Поэтому вместо
(5) на практике целесообразно употреблять такой способ вы
бора аи".

ОО

+  V  Е в л =  а < о о  (б>

ИЛИ

1 (ufe +  a Aef t ) ^ ( 1 ~ Xk ) J ( uk) +  K h * ’ 0 <  1.

2) Если функция / ( ц ) е  С 1- и константа Л ипш ица L для 
градиента J' (u)  известна, то в (3) в качестве а к можно при
нять

a A =  min{pft; | ак |L -1}.
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3) Возможен выбор а* из условий

J (ик) — J(uk +  a kek) >  еа* | ст* |, 0 <  a k <  p*, 0 <  e <  1/2.

Д ля  определения такого а* сначала можно положить а* =
—  рб, а затем при необходимости дробить эту величину.

4) В тех случаях, когда трудно оценить величину (3* из (4), 
приходится довольствоваться нахождением какого-либо а* >  О, 
обеспечивающего включение u k +  s  U  и условие монотон
ности J (ик +  а квк) <  J(uk).  Д л я  этого обычно выбирают какую- 
либо постоянную а  >  0, полагают а* =  а  и проверяют условие 
монотонности и принадлежность точки uk+l множеству U\ при 
необходимости дробят величину а* =  а ,  добиваясь выполнения 
упомянутых условий.

Один шаг метода возможных направлений для задачи (1) в 
случае ст* <  0 описан. Попутно выяснен смысл вспомогательной 
задачи  (2): минимизируя а,  мы добиваемся того, чтобы н аправ
ление ек было как можно ближе к направлению антиградиента 
(это обеспечивается условием <У  {ик), е к}  ^  о) и в то же время 

оставалось возможным направлением для множества U в точке 
ик (это обеспечивается условиями (£^(«*), ек) ^ а ’ i ^ h ) ,  при
чем чем меньше ст, тем ярче выражены указанные свойства н а 
правления ек. Кстати, если /* =  0 ,  т.-е. u k е  int U, то ек =
=  — aJ'{Uk),  а =  ( шах \J <  (u t ) I ) -1 >  0 — направление анти- 

Ч 1 '
градиента.

Теперь рассмотрим случай, когда в решении (е*, ст*) з а д а 
чи (2) координата о* =  0. Как видно из (2), это может случить
ся, например, при J ' ( u k) =  0 или g'i (uk) — 0 для некоторого но
мера i е  /*. При ст*. =  0 уже нельзя гарантировать, что е к будет 
возможным направлением убывания. В этом случае итерацион
ный процесс (2) — (4) прекращается. О казывается, при о* =  0 
точка ик является стационарной точкой задачи  (1),  или иначе 
говоря, в точке ик выполняются необходимые условия минимума, 
выраженные в теореме 4.9.1. Д л я  выпуклой регулярной задачи
О )  условие Ok =  0 гарантирует, что ы* е  t/*. П о к ажем это.

Т е о р е м а  1. Пусть функции J ( u ) ,  g t ( u ) ,  о п р е д е 
л е н ы  на Е п, / ( и ) ,  gi {u )  е  C X( U ) ,  г д е  множество U з а д а но  у с л о 
виями  (1), и пусть зад ача  (1) имеет решение,  т.е. /*  > — оо, 
U » ф  0 .  Тогда дл я  лю бой точки и* е  t/* з а д а ч а

<т ->  inf; г  =  (е, а) е= W ,  =  {(е , ст): ( / '  (м.), е) <  ст, ( g '  (и»), е)  <  ст,

/ е / , ;  | е< | <  1, /  =  1, «}, (7)
где

/ .  =  {/: 1 g <(M,) =  0},



необходимо имеет решение  (е„сг.) ест, =  min а  =  0. Если,  кро-

м е  того, J ( u ) ,  g t ( u )  вы пу клы на Е п, а множество U регулярно-
(см. опр еделение  4.8.2), то всякая точка и * ^ и ,  дл я  которой
з а д а ча  (7) определяет величину  ст, =  infor =  0 ,  является р е -

v .
шением за да чи  (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть u* е  U ». 
По теореме 4.9.1 тогда существуют множители Л а г р а н ж а  
^о» •••» ^т> неотрицательные и не все равные нулю, такие, что

ГП
К 1' (“ .) +  Е  Ks'i  (“ .) =  °> К ё Л и*) =  °> i = h ~ m .  (8>

Если / ф  /», то из второго равенства (8) следует =  0, по
этому первое равенство (8) можно переписать в виде

* ; / > . ) +  Е  * & ( « . ) = < > .  (9>
1е/,

Возьмем лю бую  точку (е , с т )ей 7 , .  Тогда (/ '(«„), е ) ^ а ,  
( g '  (и,), е ) ^ с т ,  i s / , ,  Умножим первое из этих неравенств на  
Я0* ^  0, остальные — на соответствующие X] ^  0 и сложим. 
С учетом равенства (9) получим

( W  («О +  Ks ' i  *) =  о <  а  (XI+ я; +  . . .  +  я ; ).

Т ак  как Ао +  . . .  +  Vm >  0, то отсюда имеем с ^  0 для  лю бой 
точки (е, а ) е  W *. Поскольку (0,0) е  №*, то а* =  inf а  = 0 .

w.
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть теперь / ( « ) ,  gi (u)  выпуклы на

U, а множество t /  регулярно, пусть для некоторой точки и , е ( /
задача  (7) определяет величину ст, =  inf <т =  0. П окажем, ч та

w.
тогда н* е  f/*. С этой целью введем конус

К  — { г  — (е, а) е= £ " +I: ( Г  (и,), е> +  ( -  1) ст <  0,

(«.). е)  +  ( - 1 ) ст< 0 ,  i s /.}„

образующими которого являются векторы c0 — (J' (ut), — 1),.
c t ~  (g'i(u,), ~ 1 ) ,  i ^  /*• П окажем, что вектор d —  (0, 1) е  К *—-
двойственный к К  конус. Из (7) с учетом inf а  =  а* =  0 имеем

w .

(d,  г )  — (0, е ) +  1 • ст =  ст^ст ,  =  0 (10)

для всех г  ==(е ,  о ) g  /С, для которых 1, j = = l , n .  Однако,
условие |е*| ^  1, /  =  1 , п ,  здесь можно отбросить, и неравенство
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(10) на самом деле верно для всех z  е  К. В самом деле, пусть 
z  =  (е, а) е  К  и \е! \ >  1 для некоторого номера /, 1 ^  ^  п. 
Тогда | | е | | =  m ax  | | >  1. П оложим

1 < / < п

г  =  (ё, а), ё =  е/|| е  ||, д =  о/\\е\\.
Ясно, что г е  Следовательно, <d, z> =  <d, г> /||е || =  ст = •  
=  с т / | |е | |^  0, т ак  что <d , z> =  о  0. Тем самым показано, что 
неравенство (10) верно для всех г е ^ т . е .  r f e  /С*.

По теореме 4.8.3 тогда существуют неотрицательные числа 
Ао..........Кп такие, что

d  =  (0, 1) =  — Xgc0 — Z  Мci-
ie=I,

Вспоминая определения векторов с о, с,-, i е  /*, отсюда имеем

о =  - а ; / > , ) -  Z  К ё > . )  =  о, 1 = я * +  Е  я ; ,  o n
i е  /*

Кроме того, из определения множества /» следует, что gi(u*)  =  
=  0, поэтому A*g'i («J  =  0, I е  / , .  Доопределим А) =  0 при всех 
t ^ В  результате с учетом первого равенства (11) получим

т ____
(«.) +  Е  («*) =  0. ^ ( « . )  =  0> г = 1 , ш ,  (12)

а из второго равенства (11) следует, что.не все числа Ао, AJ, / е  
е  / „  равны нулю.

П окаж ем , что Aq >  0. Если /» =  0 ,  то из (11) сразу имеем 
Ао =  1. Допустим, что 1 « ф 0 ,  ио тем не менее Ац =  0. Тогда 
среди неотрицательных чисел AJ, i е  / , ,  найдется хотя бы 
одно положительное число. Пусть Ар >  0, р е  /„. По условию 
множество U  регулярно, поэтому существует точка й е  U т а 
кая, что gi(U)  <  0 для всех i =  1, т.  Поскольку / .  ф  0 ,  то й ф  
ф и * .  В силу выпуклости множества U  тогда а «  +  (1 — а)ы* =  
=  «» +  а ( ы — « , ) е [ /  при всех а ,  0 ^ а ^ 1 .  Это значит, что 
направление е =  й — м* ф  0 является возможным для  множе
ства [/ в точке м*. Из выпуклости функций g i ( u )  для  всех i е  /* 
имеем 0 >  g , (ы) =  g i ( a ) - g l (и,) >  ( g ' (и,), й — и, )  =  (и,), е).

т
Поэтому. £  А* (§ ; (и„), е) <  a;  (и.), е) <  0. Но с другой сторо-

т

ны, из первого равенства (12) приА д=0 получим е)  =

=  0. Полученное противоречие показывает, что AJ >  0.
Р азделив  первое равенство (12) на AJ >  0 и сделав  очевид-

т

ные переобозначения, придем к р ав ен ст в у / ' ( « , )  +  Z  K S i ( u*) =
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=  0. Ф ункция Л а г р а н ж а  L {и, А*) =  /  (и) +  £  A*g2(ы) выпук-
1<ва 1

л а  по и G  £ "  из-за выпуклости / ( « ) ,  gi (u)  и неотрицательности
A], i —  1, т.  Поэтому предыдущее равенство в силу теоремы 
4.2.3 равносильно условию L(u*, А * )^  L(u,  А*) при всех и е  Е п. 
Отсюда и из второго равенства (12) с помощью леммы 4.8.1 и 
теоремы 4.8.1 получим, что ы* е  £/*. Теорема 1 доказана.

В невыпуклых задачах  условие ст* =  0 не является достаточ
ным для оптимальности точки н*. Это показывает следующий

П р и м е р  1. Пусть /  (и) =  х  +  cos у, и е  U =  {и =  (х, г/) е  
е  Е 2: g ( u )  = — х  ^  0} (ср. с примером 4.9.1). Возьмем точку 
ы, = ( 0 ,  0 ).  Тогда / , (ы*) =  (1, 0), g '(«*) =  (— 1, 0),  № » = { (е ,о )  =  
=  (е1, е2, о ) : е 1 ^  ст, —е 1 ^  ст, | е 11 ^  1, | е2\ ^  1}. Отсюда | е ’ | ^  
^  ст при всех (е, о ) е  Это значит, что inf ст ===== сг̂  =  0, причем

w.
нижняя грань достигается при е* = ( 0 ,  1) или е* = ( 0 ,  — 1), о ,  =
— 0. Но здесь и* ==(0 ,0) не является точкой минимума J (и) 
на U. Любопытно заметить, что векторы е * = ( 0 ,  1) или ( 0 , — 1) 
в данном случае являю тся возможными направлениями убы
вания.

2. Описанный выше вариант метода возможных направлений 
(2) — (4) на практике применяют редко. Д ело  в том, что когда 
в решении (ек, ст*.) задачи (2) координата а к <  0 мала по абсо
лютной величине, направление ек, теоретически являясь возмож
ным направлением убывания в точке ик, практически может 
обладать  указанными свойствами в весьма слабой форме. Это 
означает, что либо (g't (u fe), ek}  яа ak «  0 при некотором i е  1к
и направление е к почти «касается» множества U, не ведет 
«вглубь» U, а величина р* из (4) может оказаться очень малой, 
либо 0 ' ( U k ) , e k}  х  а к л ;  0, т. е. вдоль ек функция J (и) в точке 
ик убывает слишком медленно. В результате длина шага а к 
в (3) мож ет получиться очень малой даж е вдали от стационар
ной точки, и сходимость метода может оказаться очень мед
ленной.

Чтобы как-то избеж ать таких неприятных явлений, можно 
попытаться несколько варьировать множество номеров /*. в (2) и 
осущ ествлять-спуск из точки ик только в том случае, когда по
лучаемое из (2) направление е к обладает достаточно ярко вы
раж енны ми свойствами возможного направления убывания.

Опишем один из таких подходов. Пусть и0 е  U, ео >  0 — 
некоторое начальное приближение. Допустим, что ft-е приближе
ние («*, в к) ,  ик е  U, е к >  0, при каком-то k  0 уже известно. 
Определим множество номеров

h  =  {i- — eft <  ( « * ) <  0} (13)
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и решим вспомогательную задачу (2) при таком /*. З адача  (2) 
по-прежнему будет задачей линейного программирования и бу
дет обладать  хотя бы одним решением (ек, о к) с o k —  inf о  ^  0.

Имеются две возможности:
1) Ok ^  — е*. В этом случае считаем, что е* является доста

точно хорошим возможным направлением убывания в точке и*, 
и полагаем

ик+ 1  =  ик +  акек, 0 < a ft< p ft> ек+1 =  ек, (14)

где $k определяется из (4), а выбор а* м ож ет быть осуществлен 
одним из описанных выше способов.

2) — е* <  Ok ^  0. В этом случае считаем, что направление ek 
не обладает  ясно выраженным свойством возможного н аправле
ния в точке ик, полагаем

«*+1 =  « ь  eft+i =  e*/2 (15)

и снова переходим, к рассмотрению задачи (2) с заменой мно
жества h  на множество h + i  =  {/: 1 ^  i ^  m, — е*+[ = — е*/2г£1 
^  gi(uk)  0}, надеясь на то, что на более широком множестве 
(при сужении Ik множество W k, вообще говоря, расширяется) 
удастся найти лучшее возможное направление убывания и т. д.

Описание одной итерации метода возможных направлений 
для задачи (1) закончено. В методе (2), (13) — (15) имеются 
параметры ео, еь . . . ,  удачным выбором которых, вообще говоря, 
можно улучшить выбор направлений е* на каждой  итерации, 
ускорить сходимость метода. Кстати, в (15) вместо деления по
полам можно принять иной способ дробления е*, например, 
eft+i =  0,9 е*.

3. Следуя [9, 44], изучим сходимость метода (2), (4), (6 ), (13) — (15).
Предварительно докажем несколько лемм. ____

Л е м м а  1. Пусть J(u ) ,  g i ( u ) s C l’l (U), i =  1, m, и I  — некоторое фик
сированное множество номеров, взятых из {1, 2, т)  (возможности 
1 =  0  или I =  {1, т} не исключаются). Д л я  каждого и е  U положим  
а  (и) =  m in ст, где G (и) =  {(е, а) =  ( е \  . . . ,  еп, а ) е Я ' 1+1: ( / '  (и), е)

о  (и)  _____

^  ( g'i (“ ). е )  <  a , / е / ;  | е1 | <  1, /  =  1, п }. Тогда

\ а  (и) — а  (о) | ^  L V«"l и — v ', и, » s t / ,  (16)

где L  — константа Липшица для  градиентов j '  (и ), g't (и), i =  1, m.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольные точки и, o e U .  Пусть 

(е, а) е  G (v),  т. е.

( / ( и ) ,  е ) < с т ,  ( g U v)< е) < а > I I <  1, 1 = 1 ,  п.
Тогда
( К  (и), е) =  < /' (.3), е) +  < /' (и) -  Г  (о), е) <

<  a +  L | и — о | | е К а  +  1 | и  — | V
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и аналогично
(g'i («), е )  <  ст +  Z. | « — и | У я , i  I.

Это значит, что при каж дом  (е, a ) s G  (v) точка (е, а  +  L  У п \ и  — о | ) при
надлеж ит множеству G (а). Тогда а  (и) =  m in а  +  L  У я  I и — о |  для

а (и)
любых (е, ст ) e G ( t ) .  Следовательно, а  ( и ) <  ст (о) +  L ■у/п \ и — v  |. Поменяв 
в этих рассуж дениях точки и, v ролями, получим ст (о) s^cr (и) +  L  У я  X  
X  I и — » | . И з последних двух неравенств следует неравенство (16).

Л е м м а  2. Пусть

7  (и), g y iu ) ,  g m (u) е= С 1,1 (U), А 0 =  m ax sup I g', (и) I <  oo,
1 <  i < m  u e  U

а последовательности {uk}, { a j ,  {Pft}, {ek }, определены условиями
(2), (4), (6 ), (13) — (15). Тогда

$k > A x m m {e ,k, \ a k \}, fc =  0, 1, . . . .  (17)

где  At —  m in  { l / ( A 0 У я ) ;  1/(«L)} >  0, L — константа Л ип ш иц а  д л я  гр а д и 
ентов /  (и), (и ) ..........g 'm (и).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если р̂ , — +  оо, то неравенство (17) верно. По
этому пусть И з определения (4) величины Pfe и замкнутости U 

следует, что Uk +  Pfeeft <= U и g { (uk +  $kek) =  0 хотя бы для одного но
мера i. Зафиксируем один из таких номеров I. Может оказаться, что
e t ( “ *) <  “  8а- To™a ek < _ -  e t («* +  Ы г  Si {“k + QM ,  
№ k ) < A o h \ ek \ < Ao V »  P*. т. e. pfe>  е* /(Л 0 У я ) .

Если ж е оказалось, что — ek ^  g.  (u ft) <  0, то i e / j  и (g{ (и Д  e k)  <  
^CTfc=S^0. Допустим, что crA <  0. Тогда направление ek является возможным 
в точке u k и заведомо Pfe >  0. По определению Pft имеем g t (uk +  aeft) 0 
при всех a. 0 <  a  <  Pft. Кроме того, g ( +  Pfeefe) =  0 по выбору номера i. 
Тогда 0 >  g , (uk +  aeA) -  ^  (Uft +  pfteft) =  (g '( (uk +  pAefe), eft)  ( a  -  p ft) +  
+  o ( | a - p fe| )  или (g ' i{uk +  $kek), ek) > o (  | a  -  pft | ) • (pfe -  a ) " 1 при 
ясех a, 0 < а < р д , .  Отсюда при a  -> Рд,—О получим (g j (ий +  Р*,ей), 0. Тогда 
I I =  “  a fc <  < ~  B't («*). e*> <  (g'i («ft +  Pft^ft) “  S'i (в*). ek)  <  L pfe | p <  
^  Ln$k, т. e. CTfe \/(nL). Если fffe =  0, то последнее неравенство такж е
остается верным, так  как согласно (4) всегда Pfe ^  0. О бъединяя обе 
полученные оценки для Pfe, приходим к оценке (17). Лемма 2 доказана.

Л е м м а  3. Пусть J  (и), g ( (а) е  С 1 ,1 (У), i =  1, m. Пусть, кроме того, 
в  процессе  (2), (4), (6 ), (13) —  (15) на некоторой k -й итерации оказалось  
а к ^  —  ek . Тогда

J {u k ) - J (uk + \ ) > A 2 m [ n { h \ a k \ > ° l } - h ’ <18>

где А 2 =  m in {1/2; 1/(2nL)} >  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з неравенства a k ^  —  ek и определения ek, а к 

следует, что (J '  (u k), ek ) ^ a k ^ — Eft ^  Кроме того, является возмож 
ным направлением в точке и, следовательно, РА >  0. Из (6) и леммы 2.3.1
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имеем

1 (ик) ~ 1 (“*+1) > 1 (“*) -  0 < 1вп*: h fk («) - > 1 Ы  - 1 (“к +  " * )  -  \  >

> - a ( J '  (uk ), ек)  -  а Ч  | ek р /2  - Ь к > - а о к -  а*пЦ 2  -  6к (19)

при всех a, Положим здесь ct =  m in { P fe; | а к ](nL)} .
М ожет случиться, что а  =  f3ft ^  | ffft \/(nL). Тогда из (19) получаем

J (uk ) - J (uk + i ) > a \ a k \ - a - a - n L / 2 - 6k > h \ a k \ -
~  &к ( I ° k  \!(п^ ) )  (n L /2 ) — 6 fe =  | a k |/2 — &k .

Если же a  =  | |j (nL )  <  PA, то из (19) следует

'  ('4 )  ~  1 («*+0  >  al / № )  ~  ( ° l / № ) 2) l*L/2) -  6fe =  ol/(2nL) -  6k.

Объединяя оба рассмотренных случая, приходим к оценке (18).
Т е о р е м а  2. Пусть функции I  (и), g t (u), 1 = 1 ,  m, определены и вы 

пуклы  на Еп-, множество U из  (1) регулярно-, J  (и), g t (u) е С 1,1 (£/), <40 =
=  шах sup I g't (и) I <  оо. Пусть задача  (1) имеет решение, т. е, /„  >  — оо 

1 < г < т  и
V ,  ф  0 ,  и начальная точка u0 s  U такова, что множество М& (н0) =  
=  {и: u s  U, J  (и) J («о) +  6 } ограничено. Тогда при  любом выборе  во >  О 
для  последовательности {«й}> определяемой условиям и  (2), (4), (6), (13)—(15), 
справедливы равенства

lim ] ( u A  =  J ,  lim p ( u . , U )  =  0. (20)
ft *> oo V * fc-*oo V Я *’

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала установим, что

lim ( / ( « ft) - / ( « ft+ i)) =  0 . (21)
«->00

Если orft<  — eft, то из (14), (6 ) имеем / (ыА+1) =  f k (ak) <  f k (0) +  =  
=  J (u ft) +  6fe. Если ж е — s k <  a k ^  0, то из (15) следует J (uft+1) =  /  (« ft) <  

/  (« ft) +  6fe. Таким образом, — oo и, кроме того,

/ (“ * + l ) < 7 (“ *) +  «*• * =  0 , 1 , . . . ;  f ) 6 ft =  e < o o .  (22)
ft-0

Согласно лемме 2.3.2 тогда существует lim J ( u . ) ^ J  . Отсюда следует ра-
ft-»oo у *

венство (21).
Д алее, покажем, что lim е. = 0 .  Согласно (14), (15) последовательность

ft->oo я
получается дроблением и не возрастает. Допустим, что lim efe =• е >  0.

ft ->  оо
Это значит, что в процессе построения {и было конечное число дроблений 
и eft =  e > 0  при всех k ^ k Q. И з (14) тогда имеем — eft =  — е, т. е.
I a fc I ^  8> * ^  V  ® этом случае согласно лемме 2 $к ^  AiS, k0. П оэтому 
из леммы 3 получим /  (иА) — J (uft+I) >  Л2 m in  { А ^ 2; ег} — 6ft, k  >  k0, что 
противоречит равенству (21). Итак, показано, что lim е. =»0.

k-yoo *



Пусть к \ < к г <  . . .  <  кт <  . . . — номера тех итераций, когда проис
ходит дробление г . .  Согласно (14), (15) тогда — г.  <[ст. < 0 ,  m =  1, 2, . . .  

К Кт Rm
Следовательно, lim cr. =  0. Тем самым установлено, что существует хотя бы

т - >  оо т
одна подпоследовательность |crfe j ,  сходящ аяся к нулю.

Возьмем произвольную подпоследовательность J ->  0. П окажем, что 
тогда любая предельная точка соответствующей подпоследовательности |  
принадлежит множеству Ut . И з (22) следует, что /  (u fe+1) ^ /  («0)4-6, к = 0, 1 , . . . ,  
т. е. е  («0). По условию множество М &(и0) ограничено. Поэтому 
можем считать, что взятая выше подпоследовательность |  сходится к
некоторой точке и ,. Далее множество номеров /*, определяемое согласно 
(13), представляет собой подмножество конечного числа номеров {1, 2 , . . .  
. . . ,  т ),  поэтому число различных множеств конечно. Это значит, что 
среди , т =  1, 2 , найдется хотя бы одно множество I k = / ,  ко
торое повторяется бесконечно много раз. Выбирая при необходимости под
последовательности, можем, таким образом, считать, что

{ V } - * 0- {“* „ } -* “.• Ч ,  =  / - m =  2* ■*-*
Согласно лемме 1 при G (и .  =  имеем 

V Кт )  кт

\°km -  °  (“») I =  Iст ( % , )  -  a (“») I <  L ^  \ Н т -  I ^  °>

т. е. lim a ( « * m) =  Hm ° k m =  ° =  a (u*)’ r» e a  (« .)  =  C (“ J  =m-> oo \ mj m -> oo m u(w*)
\  =  {(<?, a) <= £ n+1: ( У  ( u j ,  e ) < a ,  (g* (« J ,  e ) < cr, i s / ; | e M < l ,  / = 1, «}. 

Рассмотрим задачу (7), соответствующую точке u , =  lim и. . Пока-
m -> oo  m

жем, что № * е О ( ц .) .  По определению множества /  =  1 ^ т >
— 0J, т =  1, 2, . . .  Отсюда при т - ^ о о  получим g i (u.) =
=  0 для всех i е  /. Это значит, что /  =  / . ,  т. е. в определении множества W,  
число ограничений типа неравенств не меньше, чем число таких ограничений 
в определении 0 (ы ,) . Тем самым установлено, что s G ( u , ) .  А тогда, 
замечая, что одна и та ж е функция на более широком множестве имеет 
меньшую нижнюю грань, получаем а„ =  i n f a ^  inf a  =  a ( u j = 0 .

w ,  о («„)
С другой стороны, (0, 0) е  W ,, поэтому а* ^  0. Следовательно, а .  =  0. По

скольку задача (1) по условию выпукла и множество U регулярно, то со
гласно теореме 1 к ,  e  U,.

Выше было доказано существование предела lim /  lu k). Теперь можем£->00
сказать, чему равен этот предел: lim J ( и . ) =  lim I  (и .  \ - = J l u )  =  J .

fe-*oo m - >  оо v т '  * *
Таким образом, построенная последовательность {«*} минимизирует 

функцию /(и )  на множестве U. Поскольку {uft} е  М & (и0) — ограниченное 
множество, то из теоремы 2.1.2 следует, что lim р (uft, U J  =  0. Равенства

(2 0 ) и, тем самым, теорема 2 доказаны.
4. Д ля задачи

J (и) ->  inf; u e ( /  =  { , a e  Е п: g i (и) s j  0, ( =  1, m,

g , (и) =  (a ,,  и) .— *> '=  0, i =  m + l ,  s}.
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содержащ ей линейные ограничения типа равенств, метод возможных направ
лений описывается так же, как выше, лишь в задаче (2 ) нужно добавить 
еще ограничения (at, е) =  0 , i =  т  -|- 1, s.

Можно заметить, что описанный в тл. 3 симплекс-метод для решения 
канонической задачи линейного программирования по существу является ва
риантом метода возможных направлений. Более того, опираясь на идеи ме
тода возможных направлений, можно получить симплекс-метод непосред
ственно для основной задачи линейного программирования (без ее сведения 
к канонической задаче).

Выше во вспомогательной задаче (2) было принято условие нормировки 
| е ' | ^ 1 ,  / =  1. п. Возможны и другие условия нормировки [121], например, 
| е | 2 =  (е, е) ^  1. Заметим, что при нормировке \е\* 1 задача (2) уже 
не будет задачей линейного программирования. О других способах норми
ровки, о сходимости различных вариантов метода возможных направлений 
и других аспектах этого метода см., например, в [9, 44, 45, 116, 121, 127].

1 У п р а ж н е н и я .  1. Сделать несколько итераций метода возможных на
правлений для задачи минимизации / ( и )  =  х  +  У на множестве U =  [и —  
=  (х ,у ) :  gi (« )‘=  х2 — у  <  0 , g 2(ы) =  у — 1 <  0} при различном выборе 

[ начальной точки и0.
2. Вычислить несколько приближений по методу возможных направлений 

| для задачи из примера 1 при различном начальном приближении «0.

§ 6. Метод сопряженных направлений

1 В описанных выше методах, использующих градиент функ
ции, на каждой итерации учитывается информация лишь о линей
ной части приращения минимизируемой функции в окрестности 

j полученной точки. С помощью этих методов точку минимума 
1 квадратичной функции удается найти, вообще говоря, лишь за 

бесконечное число итераций. Возникает вопрос: нельзя ли при
думать метод, использующий лишь градиент функции, который 
позволяет найти точку минимума квадратичной функции на всем 
пространстве за конечное число шагов? Если бы такой метод 
существовал, то можно было бы ожидать, что он сходится к 
точке минимума гладких функций быстрее градиентного метода, 
поскольку в окрестности точки минимума гладкая  функция до
статочно хорошо аппроксимируется квадратичной функцией.

О казывается, методы с упомянутыми свойствами существуют. 
Одним из таких методов является метод сопряженных н аправле
ний. Опишем один из вариантов этого метода.

1. С начала рассмотрим квадратичную задачу:

J(u) =  ^ ( A u ,  и) — (Ь, и> —► inf; u ^ U  =  E n, (1)

где А — симметричная полож ительная матрица, Ь е  Е п, Тогда, 
как было показано выше, справедливы формулы

/ '(« )= =  Аи - Ь ,  J" (и) =  А,



и, кроме того, J (и) сильно выпукла на Е п и достигает своей 
нижней грани на Е п в единственной точке м* такой, что

У  (и,) =  Аи,  — Ь =  0 или и, =  А ~ 1Ь. (2)

Возьмем произвольную начальную точку и0 ^  Е п и вычислим 
Ро =  / ' (« о ) .  Если J' (u0) = 0 ,  то Мо =  н ,  — задача  (1) решена. 
Поэтому пусть J'(uo) ф  0. Тогда положим

«1 =  «о — аоРо. «о >  0,

где величина ао определяется условием
/о (ао) =  min / 0 (а), / 0 (а) =  /  (и0 — а  р0).

а > 0

Таким образом, первая итерация метода сопряженных н а
правлений совпадает с итерацией метода скорейшего спуска. З а 
метим, что /о (а )  сильно выпукла, поэтому величина ао сущест
вует и определяется однозначно (см. ниже формулу (14)).  По
скольку /о (0) =  — {]'  («о), Ра) — — IУ  («о) I2 <  0, то а 0 >  0. Следо
вательно,

/о («о) =  0 =  — </' («о — а 0р0), Ро) =  — (У (u{), ро) =  — ( У  (щ), У  («0)>.
(3)

М ожем считать, что ] ' ( и \ ) ф 0 ,  иначе щ =  и» и задача (1) ре
шена.

Т ак  как  р0 Ф  0, то А р 0 Ф  0 и множество
Г j =  {ц 6= Е п\ (Ар0, и — Mj) =  0}

представляет  собой гиперплоскость размерности п — 1, прохо
дящ ую  через точку «о- В аж но заметить, что искомая точка и* 
т ак ж е  принадлежит Г;. В самом деле, поскольку матрицы А, А ~ 1 
симметричны, то с учетом равенств (2), (3) имеем <А р 0, — « i > =  
=  (Л р0, А - 1Ь — щ )  =  { А ~ 1Аро, Ь — А и 1) =  —  (ро, У ( щ ) )  =  0. 
Поэтому дальнейший поиск точки м* имеет смысл проводить 
в гиперплоскости Гь Д л я  этого нужно найти какое-либо направ
ление ри  параллельное гиперплоскости Гь М ожно искать р и на
пример, в виде

Pi =  У  (ui) — Эоро, Во =  const.

Условие параллельности р i гиперплоскости Г] дает равенство 
< А р 0, Р \> =  <Ар0, J '(ui )  —  роРо) =  0, т. е.

% =  {Аро, У Ы Ж А р о ,  Ро)-

П оскольку ] ' ( и \ ) ф  0, то pi  Ф 0 .  В самом деле, если бы р i =  0, 
то  J ' ( u i )  =  Роро и согласно (3) \J' (ui)  | 2=  Ро<Ро, У ( т ) }  =  0 —  
противоречие с условием J ( щ ) ф  0. Из р\ ф  0 следует, что
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A p i  Ф  0. Положим
u2 =  ui — aipu a i > 0 ,  

где величину a t будем определять из условия
f  1 (a,) =  min f i (a), / ( (a) =  / ( « , — a  pi).

a>0

С учетом равенств (3) имеем f[ (0) =  (J'  («j),  — p,) =  ( У  («i),
— J' (ы,) +  P0p0) =  — | / '  (и,) |2 <  0, поэтому a, >  0. Тогда f[  (a ,)  =
=  0 =  </' («1 — a tp{), — pi) =  — ( / '  («2), Pi> =  0.

Заметим, что
У  (щ) ~  У  (“2) =  А и { — b — Аи2 +  Ъ =  а хА р х.

Тогда в силу (3) и выбора р\  получаем

(У (и2), J' (и0)> =  <J' (« 2), Ро> =  (^' (« 1) — « М р ь  Ро) —  0.

Отсюда следует равенство
( Г  (и2), У  («О) == (У (и2), pi +  P0P0) =  0.

Таким образом, первые две итерации метода сопряженных 
направлений для задачи (1) описаны. Показано, что

(У (щ), ро) =  ( Г  (« 1), У  (ио)) =  0, (А ра, pi) =  ( А р и р 0> =  0,

( У ( и 2), р 1) =  ( У ( и 2), р 0) =  ( У ( и 2), У ( и 1)) =  ( У ( и 2), У  (ы0)> =  0.

Кроме того, заметим, что векторы А р 0, A p i  линейно независимы. 
В самом деле, если уоАро +  ViApi =  0, то, умножая это равен 
ство скалярно сначала на ро, затем на р\,  получим yo —  y i  =  0. 
М ожем считать, что ] ' ( и 2) ф  0, иначе и2 —  и* — задача  (1) ре
шена.

Теперь у нас есть основание сделать следующее индуктивное 
предположение: пусть при некотором 6 gs 2 уж е найдены точки 
и0, щ,  . . . .  ик, Щ+1 — ut — a  ipi, i =  0, 6 — 1, где

Pt =  J'(Ui) — PiP/_i Ф  0, Рi =  (J '(ui), Api _ i ) l (A pi_ i ,  Pi_i>, 

а величины а,- >  0 определены из условий

/ ,  (at) =  min f { (a), f i (a )  =  J(U[ — ар,), i =  0 , 6 — 1;
a > 0

пусть
<^pf, P />  =  0 , I ф  j ,  0  <  / ,  /  <  6  — 1, (4 )

(У( щ) ,  p , )  =  0, 0 ( 5 )  
(У (ut), У  (u,)) =  0, i ф  j,  0 < / , / < 6 ;  (6)

и, кроме того, пусть J'(ui)  Ф  0, / =  0 , 6 ,  и система векторов 
(.4ро, /1 р ь  . . . ,  линейно независима.
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Тогда множество

r t  =  { i i e  Е п: {A p i , и — и1+х) =  0, i  =  0, 6 — 1}

представляет собой гиперплоскость (аффинное множество — см. 
пример 4.1.4) размерности m — 6. Поскольку из (5) следует

{Apt ,  uk — iii+x) =  (pi, Auk — Aul+l) =  (ph J ' ( uk) — J ' ( u t + 1)> =  0

д ля  всех i =  0, 6 — 1, t o  uk G  Г*. Замечательно то, что м» е  Г*, 
так  как согласно (2), (5)

(А р ^  и„ — ul+l) =  ( A p h A ~ sb — ul + i) =  (pi, b — Aui+1) =

=  (Pi> — J ' (ui + i)) =  0, / =  0, 6 — 1.

Поэтому дальнейший поиск точки и, целесообразно продолж ать 
в гиперплоскости Г*. Д ля  этого нужно найти направление р*, 
п а р аллельное Г*, т. е. удовлетворяющее условиям </4р/, р*) =  0, 
i" =  0, 6 — 1. Будем искать p k в виде

Pk =  J'{Uk) — $kPk-1- (7)
Заметим, что

/ ' ( « () — J ' ( u i+]) =  Au t — A ui+i =  a, A p h i =  0 , 6 — 1. (8) 

И з (4), (6), (8) следует 

{ А р i, p k) =  (APi, У  (uk) — h P k - 1> =
=  ( A Pl, J' (uk)> -  ( A Pl, Pk_ x)  =  ( У  {u t) - r  (ui+x), У  (и ,) )  а г 1 =  О

для всех i =  0, 6 — 2 при любом выборе р* в (7). Поэтому для 
параллельности направления р к гиперплоскости Г* остается 
удовлетворить равенству (А р к- ь  р*> =  0. Отсюда имеем 
( А р к-1, J'(uk)  — Р*Рй-1> =  <Apk- u  J ' ( uk) y  — $k (A p k -и p k - 1> =  0 
или

§k =  {A p k- 1, J' (uk) ) /(Apk-и P k - 1>- (9)

Заметим, что p k Ф  0, ибо в противном случае / '(и * )  =  Р*р*-ь и 
тогда в силу (5) \J ' ( u k) | 2 =  fikO'(Uk),  p k - 1> =  0, что противо
речит индуктивному предположению.

Итак, учитывая выбор направления р* и равенства ( 4 ) , имеем
{Api> р/) =  0, 1 ф } >  0 < * .  / < 6 .  (10)

Следующее (6 +  1)-е приближение будем искать в виде
uk+i =  uk — a kpk, < t k > 0 ,  (11)

где а* определяется из условия
f k  (a k) —  m in  f k  (a )» /*  (a) =  J ( u k —  a p k). ( 12)a>0
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Поскольку f /г ( а ) — сильно выпуклая функция, то величина а к 
существует и единственна. С учетом предположений индукций и 
формулы (7) имеем

П Ф ) = ( Г ( и , ) ,  - Р „ ) = ( 1 ' Ы ,  - / ' Ы + Р а - , > = - К ' ( “ . ) | ! < 0 .

Это значит, что а к >  0 и f'k ( a fe) =  0 =  (У' (uk+i)> ~ ’ Pk) или

</'(«*+,), Рк) =  0.  (13)

Отсюда нетрудно получить явное выражение для а*. В самом 
деле,

0 =  ( / / («*+i), Pk) =  (Auk+i — b, p k) =
=  (Auk — akA pk — b, p k) =  (J' (uk), pk)  — a k {A p k, p k).

Т ак  как p k Ф  0, то <A p k, p*> ф  0 и из последнего равенства вы
текает

„ <7> Ю ’ рь) (“*)’ Г  (“*) ~  ■> ■ ■ I J' <“*> I2
к i APk< Pk) (APk’ Pk) {APk■ Pk) '

Д алее ,  заметим

У  (Uk) — У  («*+i) =  A “ k — A “ k+ 1 =  акА р к.

Отсюда и из (4), (5) имеем
(У { и к+\)у Pi) =  { У ( и к) ~  щ А р к, р,) =  0, i =  0, Л — 1. (15) 

Собрав все равенства (5), (13), (15), получим

{У{Щ), Pi )  =  0, 0 < / < * < Л + 1 .  (16)

И з предположения индукции и равенств (16) следует

С П « * + 1 ) .  ■ П “ г ) >  =  < - П « * + 1 ) .  P i  +  P « P i - i >  =  0 ,  / =  1 ,  k ,

( У  (« * + .) , ( « о ) >  =  < / ' (« * + .) , Ро) =  0.

Отсюда и из (6) имеем
(У (щ), У  (и, )) =  0, 1 Ф и  0 <  /, j  <  k +  1 •

Наконец, покажем, что система { А р 0, . . . ,  А р к} линейно не
зависима. В самом деле, если уаАр0 +  у \ А р х +  . . .  +  у кА р к=  0, 
то умножая это равенство на р/ скалярно, с учетом (10) полу
чим 7 /<Лр/, р/> =  0, /  =  0, k. Т ак  как  р/ =И= 0, то <Лр/, р ;> >  0 и 
последние равенства возможны лишь при у / =  0, /  =  0, &.

Тем самым все этапы индукции проведены, следующ ее 
( / г + 1 ) - е  приближение «*+1 построено. Если ] ' ( и к+\) =  0, то 
ы*+1 =  ы* — решение задачи (1) найдено. Если же / ' ( « * + 1) =7^0, 
то согласно индукции процесс можно продолж ать  дальш е.
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Метод сопряженных направлений для задачи  (1), заклю чаю 
щийся в построении последовательности {и к}  по правилу (11),  
где a*, p k определяются из (7), (9), (12) (или (14 )) ,  р 0 —  / ' ( и 0), 
описан. Название этого метода объясняет следующее

О п р е д е л е н и е  1. Векторы р 0, Ри . . . ,  р* называются со
пряженными относительно матрицы А или А-ортогональными,  
если <.Apt, р/У =  0 при всех i ф  /, 0 ^  i, j  ^  k.

Нетрудно видеть, для квадратичной задачи  (1) метод сопря
женных направлений закончится за конечное число итераций на
хождением точки ы*. В самом деле, векторы / ' ( но), . . . ,  J'(Uk),  
получаемые этим методом, образуют ортогональную систему: 
<J'(ui) ,  J'{Uj)y —  0, i ф= j. Однако в «-мерном пространстве не 
мож ет быть более п ненулевых взаимно ортогональных векторов. 
Следовательно, найдется номер k, 0 ^  k < п ,  такой, что / ' ( « * )  =  
«= 0. Тогда Uk =  и . — решение задачи (1).

2. Перейдем к рассмотрению задачи
/ ( « ) - >  inf; ые=£/ =  £ п, (17)

где функция J (и) е  С 1 (£ " ) ,  причем в отличие от задачи (1) 
здесь / ( и )  не предполагается квадратичной. Так как формула 
(9) содержит матрицу А,  характеризующую квадратичную функ
цию (1), то описанный выше метод сопряженных направлений 
(7), (9), (11), (12) не может быть непосредственно применен 
для решения задачи (17). Поэтому сначала формулу (9) при
ведем к виду, не содержащему матрицу А.  С учетом равенств
(6),  (8) числитель и знаменатель дроби (9) можно преобразо
вать  так:

- ' ' К ) .  =

{ А р к- 1> P k - i ) ~ ( J  ( u ft-i) ^ (иь)> Pk~i )a k l ~

( MA-l)> P f t - l ) a fc1 = = (^  ( Wfc-l)’ ^ ( Uk - l )  $ k - l P k - 2 ) a k 1 ==

Тогда формула (9) запишется в виде

„ < ' ' ( “*)•' ' К - 0 - ' ' ( “*)> 
p t = ---------- 1' ' ( « » : ' , ) !  • (18>

или
в 1Г К ) 1 2 П9)

Кроме того, вспоминая, что для функции (1) А =  J"{uk) ,  ф ор
мулу (9) можно представить еще и в такой форме:

„ ( ' " К  ) P k - v ' ' ( “k))
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Д л я  квадратичной функции (1) все три формулы (18) — (20) 
даю т одну и ту же величину р*. Но если функция J (и)  отлична 
от квадратичной, то из этих формул будут получаться, вообще 
говоря, различные значения р*.

В результате, отправляясь от соотношений (7),  (11), (12), 
(18) — (20),' придем к следующему описанию метода сопряж ен
ных направлений для задачи (17). Пусть и0 — некоторое началь
ное приближение. Будем строить последовательность {«*} по 
правилам

uk+i =  uk — a kp k, fe =  0, 1.......... (21)
где

Po =  J ' (u 0), pk =  J ' ( uk) — hPk- i>  6 = 1 . 2 , . . . ,  (22) 

величина а* определяется условиями

a k > 0 ,  fk (ak) =  min f k (a), (a) =  J (u k — a p k), (23)
a>0

a Pi в (22) вычисляется по одной из формул (18), (19) или (20). 
Отметим, что в варианте (20) — (23) метода сопряженных на
правлений требуется, чтобы J ( u )  е  С2(Еп), и поэтому на прак
тике он применяется очень редко и лишь в тех случаях, когда 
матрица J"(u)  вычисляется достаточно просто.

Так как  в задаче (17) квадратичность функции не предпола
гается, то нельзя ожидать, что описанный метод сопряженных 
направлений за конечное число итераций приведет к точке ми
нимума функции / ( « )  на Е п. Д алее ,  точное определение вели
чины а* из условий (23) возможно лишь в редких случаях, по
этому реализация каждой итерации метода будет сопровождать
ся неизбежными погрешностями. К ак  показывает практика, эти 
погрешности, накапливаясь, могут привести к тому, что векторы 
{Pk} перестают указывать направление убывания функции, и 
сходимость метода может нарушиться. Чтобы бороться с этим 
явлением, метод сопряженных направлений время от времени 
обновляют, полагая в (22) р* =  0. Обозначим множество тех 
номеров 6 ^ 1 ,  при которых принимается р* =  0, через /о. Н о
мера 6 е / о  называются моментами обновл ения метода.  Если 
метод используется без обновления, то / 0 =  0 .  Н а  практике ча
сто берут / 0 =  {п, 2п, 3п, . . . } ,  где л — размерность рассматри
ваемого пространства. Возможны и другие правила выбора мо
ментов обновления. Кстати, если / 0 =  {1, 2, 3 , . . . } ,  то метод 
(21) — (23) превратится в метод скорейшего спуска.

Если функция J (и) не является квадратичной, то для описанного метода 
сопряженных направлений равенства (5), (6 ) , вообще говоря, не выпол
няются. Однако тем не менее и в общем случае при любом выборе момен
тов обновления справедливы равенства

<''(“*+»)• <''(“*)./»*>=К  К ) I2* * =  °- <24>
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В самом деле, при k =  0 имеем р„ =  / '  (и0), поэтому ( / '  (и0), р 0) =  | / '  (и0) I2. 
И з условий (23) при 4 =  0 в случае а 0 >  0 следует (а0) =  ( ] '  (и0 — а 0р 0)>
- P o )  =  - ( J '  (“ i)> Р о > = а  Если же а 0 = 0 ,то  « , = ы 0 и 0 < / ' ( 0 ) == -  (/'(«< ,), р0) =  
=  — | / '  (и0) |2 <  0, так что У  (и0) =  / '  (и ,) =  0, ( / '  (и ,), р 0) =  0. Таким обра
зом, равенства (24) при k  =  0 верны. Сделаем индуктивное предположение: 
пусть для некоторого k  ^  1 имеют место равенства ( / '  (uk ), pk _ ^  —  О,
( } ' (u k - l ) ’ P k - i) =  l / , ( u f t - l )  I2- Т о г д а  и з  (2 3 )  ПР И “ ь > °  получим f'k ( a k ) =  
=  - ( J' ( uk+l>-Pft> =  a  Если же a ft =  0- то “ft+i =  “ ft и ° < f f t ( ° )  =  
= -  V  (“ft)- ра> = -  <7' (“ft)- ' '  (“*)— —  I ' '  (“ft) l2= - |  ' '  («*+,) l2<o,
поэтому J '  (u k + j) =  0 и ( J ' ( u k + [). Pfe) =  0. Наконец,

<'' (“ft)- Pft) =  <'' (“ft)- J' (“ft) -  M ft-.> “  I J' (“ft) I2.
Равенства (24) доказаны. Из первого равенства и определения (22) вектора 
Pk следует

|P f t |2 =  l / ( “ f t ) - M f t - l f  =  K ' ( “ ft) | 2 +  P f t |P f t - l |2. * =  1 . 2 , . . .  (25)

3. П ользуясь соотношениями (24), (25), установим сходимость метода 
сопряженных направлений (21) — (23), (18).

Т е о р е м а  1. Пусть функция J(u) сильно выпукла на Еп, J(u)  е  
<= С 1'1 (£ " ). Тогда при любом выборе множества / 0 моментов обновления 
и любом начальном приближении иа последовательность {«*}, определяемая 
условиями  (21) — (23), (18), сходится к точке и„ минимума функции J (и) 
на Е п, причем справедливы оценки

° < a k =  J (u k ) - J , < ‘}kak ■ I “ f t ~ “ J 2 < - ^ - ? 4 -  *  =  0 . 1 ............. ( 2 6 )

м»
где  <? = 1  — (ц2 +  L 2) ’ ® ^ I1 — постоянная из теоремы 4.3.3, L  —
константа Л и п ш иц а  для градиента У  (и) на Е п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 4.3.1 следует существование и един
ственность точки и„  в которой I  (и*) =  =  inf J (и). Функция /. (а) =

Вп
=  / ( u ft —  a Pfe) при p k Ф  0 такж е сильно выпукла, и условия (23) однозначно 
определяют величину a ft >  0. Будем считать, что p k ф  0. J '  (uft) Ф  0, ak >  0
при всех k  =  0, 1.........  ибо в противном случае из (24) при p k =  0 получим

(“ ft) =  0 и uk =  u *— решение задачи (17).
В силу выбора при всех а ! > 0  имеем /  (u ft+j) /  (u ft—  а Р*)- Отсюда 

и из леммы 2.3.1 с учетом второго равенства (24) получим

а2/
1 ( “ ft) ~  1 (“ ft+ 1) > 1 (“ ft) - ■ 1 (“ ft ~  a Pk) >  a  (Г  (“ ft)* P k ) ------—  I Pk I2 =

a2/
=  a |  / ' ( “*) |2 ------ 2—  |P f t |2, « > 0 ,  A =  0, 1 , . . .  (27)

Д окаж ем  неравенство

Y L | p f t |2 < | / ( « ft) | 2, y =  V ? L ~ l (| i2 +  L2) ~ l, * - 0 , 1 , . . .  (28)

С огласно теореме 4.3.3 ц |  u k - u k _ x f = m l - y \ P k - l  f  < ( J '  (uk) ~  J '  (u k - l)- 
u k ~  “ * -!>  =  {*'  (“ ft) — J '  (uk-l)< P k - 1> ( —a f t - l ) -  0 тс1°Да c учетом равенств (24)
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**«*_! I Pk- 1 I2 <  <У' **-!> =  I J' K - l )  I2
Тогда из (18) следует

I Р* I <  I /# ("ft) \ L \ uk ~ uk - i V \ J '  (uk - i )  г 2 <

^ 1  1" ( “ ft) l ^ a f t - l l  Pk - l  I (^ “ a — 11 Pk - l  I2) l = = ^  11 J (Ufr) | • I p k _ l | 1 

\ h \ \ P k - i \ < L V - l \ r  («*) |. * =  0 , 1, . . .  •

Отсю да и из (25) получим | p k |2 <  | / '  (u ft) |2 (1 + 1 2ц - г), что равно
сильно неравенству (28).

Теперь нетрудно доказать оценки (26). Из (27) с учетом (28) имеем

« * - « * + ! > “ О  " " Й " ) ! 7' ( “ ‘Л2* “ > 0 ,  /г==0> 1---*
Следовательно,

a f t - a f t + i > am̂ ^ a ( 1 - ^ r ) l / , K ) l 2 =  Y l / , K ) l 2> * = “ 0 , 1, ...

Но 2ца^ < |  / '  (ик) |2 (см. неравенство (1.18)), поэтому ak — a k + l ~^ y\iak или 
e ft+1 ^ ( l — y \ i ) a k =  qak, k =  0, 1, . . .  Отсюда следует первая из оценок 
(26). Вторая оценка (26) вытекает из первой оценки и неравенства (4.3.2). 
Остается заметить, что 0 <  q <  1, ибо ц ^  L. Теорема доказана.

Отметим, что оценки (26) являются довольно грубыми. Более тонкие 
исследования показывают [15], что метод сопряженных направлений на са
мом деле имеет более высокую скорость сходимости, чем это следует из оце
нок (26). В то же время этот метод ненамного сложнее метода скорейшего 
спуска. Недостатком метода сопряженных направлений является его чувстви
тельность к погрешностям при определении величины а* из условия (23) — 
недостаточно точное определение а* может привести к ухудшению сходи
мости метода.

В заключение заметим, что для минимизации гладкой функции J (и) на 
замкнутом выпуклом множестве U ф  Еп возможно использование метода про
екции сопряженных направлений по схеме

и * + 1  =  Р и ( и к ~ а кРкУ к =  0 , 1 , . . . ,

где рк определяется согласно формулам (22), (18) или (19), а величина 
ак >  0 определяется из условия монотонности J(Uk+\) <  J ( um).

В [15] предлагается и исследуется метод сопряженных направлений, 
позволяющий за конечное число итераций найти точку минимума квадратич
ной функции ( 1) на множестве, задаваемом линейными ограничениями типа 
равенств и неравенств.

Исследование сходимости различных вариантов метода сопряженных на. 
правлений, более общий подход к построению таких методов, более тонкие 
оценки скорости сходимости читатель может найти в [9, 15].

У п р а ж н е н и я .  1. П оказать, что точка ы*, полученная методом сопря
женных направлений для квадратичной функции ( 1) при / 0 =  0 , есть точка 
минимума этой функции на гиперплоскости, проходящей через точку и0 и
натянутой на векторы J (и0), / ' ( “ 0 ........../ ' ( « * - 1).

2. Описать метод сопряженных направлений для функции J(u) =  \Au—b \ 2, 
и е . Е п, где А —  матрица порядка m X « ,  b e  Е т.
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§ 7. Метод Ньютона

Д о  сих пор мы рассматривали методы первого п орядка  — 
т а к  называются методы минимизации, использующие лиш ь пер
вые производные минимизируемой функции. В этих методах для 
определения направления убывания функции используется лишь 
линейная часть разложения функции в ряд Тейлора. Если мини
мизируемая функция дважды непрерывно дифференцируема и 
производные J ' ( u ) ,  J"(u)  вычисляются достаточно просто, то 
возможно применение методов минимизации второго порядка, 
которые используют квадратичную часть разложения этой функ
ции в ряд Тейлора. Поскольку квадратичная часть разложения 
аппроксимирует функцию гораздо точнее, чем линейная, то 
естественно ожидать, что методы второго порядка сходятся бы
стрее, чем методы первого порядка.

Н иже будут описаны два метода второго порядка: в этом п а 
раграф е будет рассмотрен метод Ньютона, имеющий квадратич
ную скорость сходимости на классе сильно выпуклых функций, 
а в следующем параграф е,— метод с кубической скоростью схо
димости на этом ж е классе. Здесь мы пользуемся следующей тер
минологией, принятой в литературе: говорят, что последователь
ность {«*} сходится к точке и* с линейной скоростью или со 
скоростью геометрической прогрессии (со знаменателем ^) ,если , 
начиная с некоторого номера, выполняется неравенство 
\uk+i — — ы*|, 0 <  q <  1; при выполнении нера
венства \ик+\ —  « , |  ^  q k \u k — «*|, где {qk} 0, говорят о 
сверхлинейной скорости сходимости последовательности {uk} 
к «*, а если здесь qk =  C \ u k — « * |S_I, т. е. \uk+ \ — и*| ^  
^  С | — и* |5, то говорят о скорости сходимости, порядка s (при 
s  =  2 получим квадратичную скорость сходимости, при s =  3 — 
кубическую ). Д л я  некоторых методов выше была установлена 
линейная скорость сходимости на классе сильно выпуклых функ
ций; в тех случаях, когда \ и к — и*| = 0 ( \ / k ) ,  скорость сходи
мости ниже линейной; для метода сопряженных направлений 
можно показать  сверхлинейную скорость сходимости [15].

1. Опишем метод Ньютона для  задачи

/(«)-► inf; а е [ / ,  (1)

где / ( и ) ' е  С2(£/)’, U — выпуклое замкнутое множество из Е п 
(например, U  =  Е п).  Пусть u0 ^ U  — некоторое начальное при
ближение. Если известно k-e приближение м*, то приращение 
функции / ( « )  е  С2(U)  в точке ик можно представить в виде

/  (и) — !  (и*) —

*= (J /(“*)» «  -  Mft> +  у  (J" («*)(« — «*)» и — ик) +  о { \ и  — ик I2).
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Возьмем квадратичную часть этого приращения

h  («) =  Q '  (и*). « ~ u k) +  Y  (1" (“ *) (« — “ *)> « — «*>> - (2)

и определим вспомогательное приближение йк из условий

й * е £ / ,  /*(«*) =  in f /*(«).■ (3)
£/

Следующее (6 +  1)-е приближение будем искать в виде
uk+i =  uk +  ak (uk — uk), 0 < c t ft< l .  (4)

В зависимости от способа выбора величины а к в (4) можно по
лучить различные варианты метода (2) — (4), называемого ме
тодом Ньютона. Укажем несколько наиболее употребительных 
способов выбора а*.

1) В (4) можно принять
а * = 1 ,  6 =  0 , 1 , . . .  (5)

В этом случае, как следует из (4), м*+1 =  йк, 6 =  0, 1......... т. е.
условие (3) сразу определяет следующее ( 6 + 1 ) - е  приближе
ние. Иначе говоря

У-k+i Jk (ŵ -f-i) inf Jk {ti), 6 0, 1, ■ • .  (6)
v

В частности, когда U =  Е п, в точке минимума функции Jk {u) 
ее производная Jk (u) обращ ается в нуль, т. е.

* k {uk+ \ ( w*) (ufe+i — uk) ~  (?)

Это значит, что на каждой итерации метода (2) — (5) или (6) 
нужно решать линейную алгебраическую систему уравнений (7) 
относительно неизвестной разности ик+\ — ик. Если матрица 
этой системы J"(uk)  — невырожденная, то из (7) имеем

«а+1 =  uk — (J" i 4 k))~x У  (ик), 6 =  0 , 1 , . . .  (8)

Широко известный метод Ньютона для решения системы ур ав 
нений

F (и) =  {Fj (м), . . . ,  F n («)} =  0, и <= Е п,

представляет собой итерационный процесс [2, 39]

uk+i =  uk — (F' (uk))~l F ( u k), 6 =  0, 1 , . . . ,  (9)

где F'(u)  — матрица, i-я строка которой равна F'i (u) =  (F .............
■> Сравнение формул (8) и (9) показывает, что метод

’(8) решения задачи (1) в случае U  =  Е п представляет собой 
известный метод Ньютона для  решения уравнения J' (u)  =  0,
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определяющего стационарные точки функции / ( « ) .  Отсюда про
исходит название метода (2) — (4) и в общем случае.

2) В качестве а к в (4) можно принять ак =  X1, где io — ми
нимальный среди j ^  0 номер, для которых выполняется нера
венство [15]

1 (и*) — Ц и к +  ifik — uk)) (йк) I, (10)

где X, е — параметры метода, 0 <  Я; е <  1.
3) Возможен выбор а к в (4) из условий [15]

0 < а А< 1 ,  М  а * ) =  min fk ( а), fk (а) =  /  {uk +  а  (ик — uk)). (11)
0 < а < 1

Заметим, что метод (2) — (4) с выбором длины ш ага а к по пра
вилам (10), (11) аналогичен соответствующим вариантам ме
тода условного градиента — различие лишь в том, что в методе 
условного градиента для определения йк использовалась линей
ная часть приращения, а в методе Ньютона — квадратичная 
часть (2).

Если J k(u) из (2) сильно выпукла, a U =  Е п или U  задается 
линейными ограничениями типа равенств или неравенств, то 
для определения йк из (3) может быть использован метод со
пряженных направлений. Следует заметить, что задача (3) в 
общем случае может оказаться весьма сложной и сравнимой 
по объему требуемой для своего решения вычислительной р а 
боты с исходной задачей (1).  Метод Ньютона для решения з а 
дачи (1) обычно применяют в тех случаях, когда вычисление 
производных J ' (u) ,  J"(u)  не представляет особых трудностей и 
вспомогательная задача (3) решается достаточно просто. Д о 
стоинством метода Ньютона является высокая скорость сходи
мости. Поэтому хотя трудоемкость каждой итерации этого мето
да, вообще говоря, выше, чем в методах первого порядка, но 
общий объем вычислительной работы, необходимой для реше
ния задачи (1) с требуемой точностью, при применении метода 
Ньютона может оказаться меньше, чем при применении других 
более простых методов.

2. С начала  исследуем сходимость метода Ньютона (2) — (4) 
с выбором ш ага а к из условия (5) при условии U — Е п или, про
ще говоря, метода (8).

Т е о р е м а  1. Пусть функц ия  J (и) сильно в ы п у к л а  на Е п, 
J (и)  е  С2( Е п) и, кроме того,

\\J"(u) — / " ( t > ) | | ^ L |  и — у |, и, t i e F ,  L =  const >  0. (12)

Пусть начальн ое  приближение и0 выбрано таким, что

L | / > o ) K V < 7 ,  (13)



г д е  ц >  0 — постоянная из теоремы 4.3.4, a q  — некоторая кон
станта, 0 < < 7 < 1 .  Тогда последовательность {и*}, о п р е д е л я е 
мая усло ви ям и  (8), существует, сходится к точке и * мин имума  
J (и) на Е п, причем справедлива оценка

I uk — и„ K 2 [ i L _1<?2fe, k •— 0, 1, . . .  (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существование и единственность 
точки гг* установлена в теореме 4.3.1. Согласно теореме 4.3.4

(J"(u) l ,  | > > ц Ш 2, u s = E n, t z = E n. (15)

Отсюда следует, что система уравнений / " (ы )£  =  0 имеет един
ственное решение |  =  0, и следовательно, -матрица J" (и) — не
вырожденная при всех и е  Е п. Это значит, что система (7) при 
каждом k =  О, 1, . . .  имеет, и притом единственное, решение, т. е. 
последовательность {«*} однозначно определяется условиями (8). 
Кроме того, полагая в (15) |  =  ( J " ( u ) ) ~ lz,  получим 
|х| ( j " ( u ) ) - ' z \ 2 <  <z, ( J " ( u ) ) - ' z y  < | z |  I ( j " ( u ) ) - ' z \  или
I (J"(u)  ) _1z |  ^  | z |  n-1 при всех z  e  E n. Это значит, что

Ц ^ ^ Г Ч ^ ц " 1, u ^ E \  (16)

Введем числовую последовательность a k = \ J f (uk) \ и покаж ем, 
что

а * < 2 ( х 21 - у \  k =  0, 1 , . . .  (17)

При k =  0 неравенство (17) следует из условия (13). Пусть (17) 
справедливо при некотором k ^  0. Из условия (8) и формулы 
(2.3.5) имеем

1
У  (uk+i )=  У  (uk) +   ̂У  (Uk +  t {uk+1 — uk)) (uk+1 — uk) d t  =

0
1

=  \  U" («*) -  j"  (uk +  t (uk+I -  uk))] d t  (J" (uk))~l r  (и*).
0

Отсюда и из (8), (12), (16) с помощью предположения индукции 
получим
л *+1 <  W )  I «*+, — uk I i i~1ak <  (L/2fi2) а \  <

<  (Ь/2ц2) (2ц2/ L)2 (q2kf  =  (2t f / L )  q2k+l.

Неравенства (17) доказаны. Тогда из теоремы 4.3.3 с учетом р а 
венства / '(и * )  = 0  имеем 'ц| и*. — м*|2^ < / ' ( ы * )  — / ' ( « * ) ,  uk — ы * ) ^

— «* | или | uk — ы,| ^  a k\ i r l. Отсюда и из н ер а 
венства (17) следует оценка (14).

Теорема 1 доказана.
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К ак  видно из оценки (14) и как показывает практика, метод 
Ньютона (8) сходится очень быстро. Однако у него есть один су
щественный недостаток: для  его сходимости начальная точка «о 
долж на выбираться достаточно близкой к искомой точке и». Это 
требование в теореме 1 выражено условием (13), означающим, 
что | Uq — й*\ sg: аоЦ-1 ^  (2ц/£)<7. Приведем пример, показы
вающий, что при отсутствии хорошего начального приближения 
метод (8) может расходиться.

П р и м е р  1. Пусть

/ (ы) =  (  “ I S S - ^ + t O  + 1 ) ы2' если | ы | < б >
1 ы2/ 2 +  2 1 и | — (3/4) б, если | и | >  б,

где н е  Е х, а б — сколь угодно малое фиксированное положи
тельное число, 0 <  б <  1. Нетрудно видеть, что J (и) <= С2( Е Х) 
и, кроме того, 1"{ и ) :>  1 при всех и ^ Е х, так  что J (и) сильно 
выпукла на Е х. Д алее ,  ясно, что /* =  0, ы* =  0. В качестве на
чального приближения возьмем и0 —  б. Из (8) получим последо
вательность U k = { — 1) * - 2, k =  l, 2, . . . ,  которая расходится, 
хотя начальное приближение ио отличается от н* =  0 на малое 
число б.

М етод (8) часто применяют на завершающем этапе поиска 
минимума, когда с помощью более грубых, менее трудоемких 
методов уже найдена некоторая точка, достаточно близкая к 
точке минимума.

3. Исследуем сходимость метода (2) — ( 5 )  без предположения, что 
U =  Е ».

Т е о р е м а  2. Пусть U — выпуклое замкнутое множество из Еп, функция  
J (и) сильно выпукла и принадлежит классу C2(U) и

\ J" (и) — J"  ( v ) \ ^  L \ и — v\,  и, v s  U, L —  const. (18)

Тогда последовательность {uk} однозначно определяется условиями  (6 ) при 
лю бом  выборе начального приближения и0. Если

q =  (L /2n) | и, — ио I <  1, (19)

то последовательность {и*}, определяемая условиями  (6 ), сходится к точке
и . — решению задачи ( 1), причем справедлива оценка

ОО -

I u k -  и J  <  (2v /L )  £  ?*"* <  (2,i /L )  q *  ( l  -  q2T  , k  =  0, 1, . . . ;  (20)
m~*k

здесь  |л >  0 — постоянная из теоремы 4.3.4.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 4.3.1 функция /(и )  ограничена 

снизу и достигает своей нижней грани на U в единственной точке и,. Из тео
ремы 4.3.4 следует

| »  n U  I2. u t= U ,  S (21)

где Lu  — подпространство, параллельное аффинной оболочке множества U. 
Т ак  как  (и) =  / "  (uk ), то из предыдущего неравенства и теоремы 4.3.4
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вытекает сильная выпуклость функции Jk (u) на множестве U при всех 
k =  О, 1, . . .  Снова обращаясь к теореме 4.3.1, заключаем, что условия (6 ) 
однозначно определяют точку и*+ь Таким образом, существование последо
вательности {м*} из (6 ) доказано. Применив теорему 4.2.3 к функции /* (и ) 
на U, получим

(J'k(uk+i)' “ ~  “ft+i)^*0’ u e U ,  * =  0 , 1 , . . .  (22)

Так как f'k (и) =  У  (“ ft) +  1" (uft) (м — “ ft), то неравенство (22) перепишется 

в виде

(J ' ( u k) +  J " ( uk ) { uk + i ~ uk)’ u ~ uk + i ) > 0’ u e U > * =  0 , 1 , . . .  (23)

М ожет случиться, что « А+1 =  “ ft- Тогда из (23) имеем (J '  (“А), и —  wfe) ^ 0  
при всех в е ( / .  Согласно теореме 4.2.3 в этом случае =  м4 —  задача (1) 
решена. Поэтому можем считать, что ик ^ ик + 1  ПРИ всех * =  0, 1, . . .  

П олож им в (23) и =  Получим

< /' (uk) +  1" (uft) (u ft+ , -  uk), uk uk+l)  > 0 .

Отсюда и из (21) имеем

Н  “ ft+1 ~ u k l 2 ^  (J"  (“ ft) (“ ft+1 ~  uk )’ “ ft+l “  uk) <

(“ ft)’ “ f t - “ ft+ l)’ * =  0> 1» •••  (24)

Оценим правую часть (24) сверху. Д ля этого в (22) заменим * на * —  1. 
j Получим (J'k-x (“ ft), “  — “ ft) ^ 0 ,  u e  I/. П олагая здесь u =  uk+ l, имеем

’ (yft-i (“ft)’ “ft — “f t + i ) ^ 0> * = 1 , 2 , . . .

Отсюда, из формулы (2.3.5) и условия (18) следует

(у , Ы -  u k - uk + i ) < ( J '  (uk ) - J ' k - i ( u k)' “ f t - “ ft+i> =

=  <Г  (“ft) “  У' (“f t - i )  ~  У" (“ f t - l )  (“ft -  “ f t - l ) ’ “ ft -  “ ft+i> =

V" (“ft-l +  * (“ft ~  “ft-l)) “  y" (“ft-l)] dt (“ft “  “ft-i)> “ft -  “ft+l^ <  

<(^/2)1 « * - “*-1 P I " * - “ft+l I- * = 1 .  2 , . . .

Подставив полученную Оценку в (24), получим

I " * + i — “ ft | <  (*-/2И) | “ * “  “ ft_ i f .  * =  1 , 2 , . . .  (25)

Д окаж ем оценку

l “ f t + i - “ f t l < ( 2^ ) « 2‘ . * =  0 , 1, . . .  (26)

При 6 =  0 эта оценка следует из условия (19). Сделаем индуктивное пред
положение: пусть [ uk — uk _ l | ^  (2p,/L) q2k~ l при некотором * ^ 1 .  Отсюда 
и из (25) имеем | “ ft+1 — “А | <  (£ /2ц) (2ц /Ь )2 (^ 2Й-1)2 =  (2ц /Ь) q2k. Оценка (26)

11 Ф, П. Васильев
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доказана. И з (26) следует

<  £  (2ц/L ) q%m <  (2ц/L) /  (1 -  q**) ‘ (27)

для всех р, А, р  >  к  ^  0. Так как 0 <  9 <  1, то правая часть (27) стре
мится к нулю при 6 ->-оо. Это значит, что последовательность {и*} фундамен
тальна и сходится к некоторой точке и». В силу замкнутости множества U 
точка и* е У ,  Переходя к пределу при р-*- оо, из (27) получим оценку (20). 
Остается убедиться в том, что « . — точка минимума J (и) на U. Так как 
J ( u ) s C 2(U),  то при к-*- оо из (23) имеем (] ' ( и . ) ,  и — и») ^ 0  при всех 
u s U .  Учитывая выпуклость J (u ) ,  отсюда и из теоремы 4.2.3 заключаем, 
что и± — решение задачи (1). Теорема 2 доказана.
^  Из (20) при к =  0 имеем \и0 — и„\ sg; ( 2 \ i jL ) q ( l— q)~K Это неравенство 
означает, что метод (6 ) при U ф  Е п, так же как и метод (8 ) , который полу
чен из (6 ) при U =  Е п, сходится, вообще говоря, лишь при выборе доста
точно хорошего начального приближения.

4. Перейдем к рассмотрению метода (2) — (4) с выбором ш ага а* 
где to— минимальный номер, для которого выполняется неравенство ( 10). 
Этот вариант метода Ньютона кратко будем называть методом (2) — (4), 
(10). П окаж ем, что метод (2) — (4), (10) сходится при любом выборе на
чального приближения и этим выгодно отличается от метода (2) — (4), (5).

Т е о р е м а  3. Пусть Н е з а м к н у т о е  выпуклое множество из Еп, J (и) е  
s . C 2(U) и

» \ l \ 2 < ( J " ( u ) t ,  E X A f l E l * .  u s  и ,  l e L y  (28)

еде L v — подпространство, параллельное аффинной оболочке множества U, 
а Ц, М  — постоянные, 0 <  Ц ^  М. Тогда последовательность {«*}, опреде
ляемая методом (2) — (4), (10), при любом начальном приближении и0 е  U 
существует и сходится к точке « * — решению задачи (1). Если, кроме того, 
1" (и) удовлетворяет условию Липшица  (18), то найдется номер k0 такой, 
что в (4) аь  =  1 при всех k  ^  k 0, и справедлива оценка

| « f t - H j < ( 2 n / L )  f )  q2m < ( 2 n / L ) q 2 k ( l - q 2k) ~ \  /г >  fe0. (29)
m=k

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 4.3.4 J. (и) сильно выпукла. Тогда 
из теоремы 4.3.1 следует существование и единственность точки и Пусть 
«о — произвольная точка из U. Допустим, что точка u* е  U при некотором 
k  ^  0 уж е известна. Поскольку (и) =  ] "  (uk), то из условия (28) и тео
ремы 4.3.4 следует сильная выпуклость квадратичной функции (2), а из тео
ремы 4 .3 .1— существование и единственность точки и*, удовлетворяющей 
условиям (3). Согласно теореме 4.2.3 тогда ( j 'k (й А), и — й ^  ^ 0  или

< / ' (u k) +  I "  (uk) (йк -  u k), u - u k) >  0 при всех и е  U. (30)

Если оказалось, что йк =  иь, то из (30) имеем (/ '(« * ) , и — ик) ^  0, u s . l l .  
В силу теоремы 4.2.3* и выпуклости J (и) отсюда следует ы* =  =  «* — за
дача (1) решена. Поэтому можем считать, что йк ф  Uk. Тогда 
1к(йк)  <  Jk(Uk) =  0. П о к аж ем ,'ч то  тогда существует хотя бы один номер 
i  ^  0, дл я  которого выполняется условие (10). С этой целью возьмем произ-
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вольное число ос, 0 ^  а  ^  1, и положим «„ =  uk +  а  (й^ — и^). Отсюда g 
из выпуклости /* (и ) следует

(“а) <  a / ft (“ft) +  d  “  «) 7ft («ft) =  a J k  (“ ft) <  ° -  

Тогда из формулы

7 (“ a) “  1 К )  =  7ft (“ a) +  (®*/2)<(/" (“ ft +  8«* (ak ~  “ ft)) “

- J" { uk ) ) { H - uk)< a k ~ uk ) '  0 < a < l ,  (31)

с учетом условий (28) получим
J (Ua) -  J  (Uk) <  Jk (Ua) +  (a2/2) (M -  ц) I a k -  Uk  P <

^  aJk (“ ft) +  M I “ ft — “ ft P> 0 <  a  <  1. (32)

Так как «* — точка минимума сильно выпуклой функции Л  (и) на U, то со
гласно теореме 4.3.1

I “ ft ~  *ft I2 <  (2/|х) [ / ,  (« ,)  -  / А (« ,) ]  =  (2/ц) | / А (flA) |. (33)

Подставив эту оценку в (32), получим

1 (“а) “  1 (“ft) <  “  a l 'ft (“ft) I +  “2 Wl*) I Jk (йк) I* 0 <  a <  1. 
Возьмем произвольное а , удовлетворяющее условиям

О <  е0 =  I  (1 — е) ц /М  <  а  <  (1 — е) ц /М  <  1. (34)

Отсюда и из предыдущего неравенства будем иметь

1 (“ ft) ~  1 (“ ft +  a  (a k ~  “ ft)) >  « (1 -  « (W n ))  | J k (Я*) I >  ea  | / & (flfc) | (35)

при всех a , удовлетворяющих условиям (34). Возьмем такой номер т. ^  1, 
дл я  которого Я™ ^  (1 — е)ц /М  <  Хт~К Отсюда следует, что

О <  е0 =  А. (1 — е) ц/Af <  Я"1 ^  (1 — е) ц/М . (36)

Таким образом, a  =  Xя удовлетворяет условиям (34) и, следовательно, при 
a  =  Хт будет справедливо неравенство (35). Это значит, при i =  m  выпол
няется условие (10). Тогда найдется наименьший номер i =  k ,  0 ^  «о ^  т, 
удовлетворяющий неравенству (10). Приняв в (4) a k =  Xl\  получим сле
дующее приближение u*+i.

Тем самым показано, что последовательность {и*} из метода (2) — (4), 
(10) при любом начальном приближении существует. Из (10) при i —  (о 
имеем

/ (“f t ) - / (“f t + i ) >eaftl/ ft(s ft)l- А - 0 ,  1, . . .

Учитывая, что согласно (36) а к =  Яг“- ^  Ят  >  е0, отсюда получим

7 (“ ft) — ' ( “ f t + i ) ^ 88ol Jk (“ ft) l> * =  0 , 1 , . . .  (37)

Таким образом, / (ы^) >  / (“ ft+i ) ^ I . k =  0, 1, . . .  Тогда сущ ествует 
lim I  и l 'm (^ (“ ft) ~ 7 ( “ ft+ i)) “  0. И з (37) теперь имеем

lim / ь ( и . )  =  0, а из (33) следует
k->oo

lim I “ ft — “ ft 1“  0. (38)ft-»»1 *

11*
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Д алее заметим, что согласно (37) е  М  (и0) =  {и: и e U ,  / ( ы Х / ( и 0)}. 
Д ля  сильно выпуклых непрерывных функций множество М  (н0) выпукло, 
замкнуто и ограничено. Тогда последовательность имеет хотя бы одну
предельную точку. П усть v*— произвольная предельная точка {и и пусть 
/ u fe С учетом (38) и условия J (и) е  С2 (U) из (30) при k  =  k  оо
получим ( / '  (о.), и —  а*) ^  0 для всех и е  U. Согласно теореме 4.2.3 тогда 
t =  —  точка минимума ] (и) на U. Следовательно, lim J ( u . )  =

k ОО
=  lim /  ( u k ') =  / (« * )  =  / „  т. е. {« .}  —  минимизирующая последователь- 

rn-»°о V т /  1
ность. Отсюда и из теоремы 4.3.1 следует ->«*.

Пусть теперь выполнено условие (18). В силу (38) существует номер k0 
такой, что [L / \ i ) \йк —  Uk\ ^  1 — е при всех к ^  кй. Из (31) с учетом усло
вия (18) и оценки (33) тогда имеем

1 («а) “  7 (“ft) <  a lk (5ft) +  («3/2> L I йк ~  “ft P <
<  “  а I 7ft (fift) I +  “2 W v )  I 7ft Ю  II ak ~  “ft I-

7 (“ ft) -  7 К )  >  I 7ft (*ft) I о  (1 -  а ( Ш  | a k -  Uk  I) >  ae  | Jk (« ft) |

при всех a, e o ^ a ^ l ,  k ^ k o .  Это означает, что условие (10) выполнено при
i =  /о =  0, и следовательно, a fe =  А,0 =  1, u ft+1 =  wfe при каждом k  6fl. Таким 
образом, начиная с номера k =  ko, метод (2) —  (4), (10) превращается в ме
тод (2) —  (5) с начальным приближением ufo-, удовлетворяющим условию

q =  (/./2ц ) | uka+l -  uka | =  (1/2ц) | -  и*, | <  (1 -  е)/2 <  1.

Отсюда и из теоремы 2 следует оценка (29), что и требовалось.
Таким образом, метод (2) — (4),  (10) ненамного сложнее метода 

(2) — (5), по скорости сходимости не уступает ему и в то же время не 
столь чувствителен к выбору начального приближения, как метод (2) — (5). 
При наличии эффективных методов минимизации квадратичной функции Jk(u)  
на множестве U метод (2) — (4), (10) можно с успехом применять для ми
нимизации достаточно гладких функций.

Другие теоремы сходимости описанных выше вариантов метода Ньютона 
читатель может найти в [15].

§ 8. Метод с кубической скоростью сходимости

Описанный выше метод Ньютона на каждой итерации тре
бует вычисления матрицы вторых производных. Однако возмож 
ны случаи, когда вычисление матрицы J' (и) требует значитель
ного объема вычислений, из-за чего трудоемкость каждой ите
рации метода Ньютона может стать непомерно большой. Поэтому 
возникает вопрос о возможности построения методов минимиза
ции, которые по скорости сходимости были бы близки к методу 
Ньютона или д а ж е  превосходили его, но для своей реализации 
требовали бы меньшего количества вычислений на каждой ите
рации.

В настоящее время уж е разработан и исследован ряд мето
дов, обладаю щ их указанными свойствами [15, 249]. Следуя 
[238], здесь мы изложим один из таких методов.



Пусть функция I (и )  £ ( ? ( £ " ) ,  Будем рассм атривать  задачу 
/(и)-*» inf; u ( = U  =  E n. П)

Введем матрицу
У  (и, t») =  {/(/ (и, v), I, j  =  1, п},

называемую разделенной разностью для градиента J' (u)  в точ
ках и и v и определяемую следующим образом:

J'n(u, v) =
I { (о1, . . v l - \  U*, U * + l ........un) — Jul (t)1, . . v i - \  vl, ul + [.......... un)

U1 —  V1

при и1 ф ъ *,
J j ul { v l ..........v 1, ul+ l ........................ un) при u ' ^ v 1;

(2)
здесь J ' i / (u ,v ) — элемент i-й строки j -го столбца матрицы 
J ' ( u , v ) ,  а /„ '(« ) ,  / ву ( и ) ,  как обычно, обозначаю т первые и соот
ветственно вторые производные по переменным и 1, uf\ i = \ , n ; 
/' =  1, п.

Из (2) нетрудно получить, что

£ / / у ( « .  v){u! — v!) =  £  (7НФ ‘............o / _ I , и1, «") —
.у- 1 y- l  4 “

— Jui { v \  . . . .  v ‘~ \  v 1, ul+ l , . . . .  un)) =  Jui(u) — Jai ( v ) ,  i = l , n ,

J' {u,  v ) (u  — v) =  У  (и) — J' (v ) ,  u , v ^ E n. (3)

Поскольку / ( « ) e  C2(En), то из (2) следует

J' (и, v) =  J"(u) +  e ( \ u  — v  | ), u, v  e  E n, (4)

где ||e (О II ->- 0 при t -*■ + 0 .
Предположим, что матрица J ' ( u , v ) — невы рож денная при 

всех и, v е  Е п. Рассмотрим следующий двухш аговый итерацион
ный процесс, на первом шаге которого реш ается система

I  («ft> «ft («ft)) («ft «ft) J («ft) (5)

и определяется вспомогательное приближение м*, а на втором 
шаге из системы

у  ( и * , — м '  («б)) («л — «ft+i)= / '  («й) (6)

находится следующее ( й + 1 ) - е  приближение uk+\\ здесь  Р* ¥= 
=5̂= 0 — парам етр  метода, k =  0, 1, . . .
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Таким образом, на каж дой  итерации описанного метода (5 ) ,
(6) реш аю тся две системы линейных алгебраических уравнений, 
причем обе системы имеют одну и ту ж е  матрицу 
J'(uk,  Uk — (W'(Uft)) и отличаются лишь правыми частями. Если 
] и! { и ^ ) ф О  при всех j  =  1 , п ,  то согласно формуле (2) для  опреде
ления матрицы ] ' { u k, Uk — РkJ'{Uk)) достаточно знать первые 
п р о и зв о д н ы е /^  (и) в точках u =  uk vi и =  (и \  — Pfc/ Ut (ufe), . . . ,  u!k —

“  h JJ  (“ *)• ui + l ..........“ *)» / = ! . « ■  Если ж е Juj (uk) =  0 при
некотором /, то в силу (2) для  определения /-го столбца матрицы 
J'(Uk, Uk — РkJ'(Uk))  придется вычислить вторые производные
■fuV (ы) в точке и =  (и \  Pft/ Ui (uft) ..........и1> •••
. и"). Если при некотором k ^  О оказалось / ' ( и А) = 0 ,  то  
процесс (5), (6) прекращ ается: в этом случае Uk — стационарная 
точка, и для  выяснения того, будет ли е  t/*, при необходи
мости нужно провести дополнительное исследование. Поэтому 
будем считать, что 1 ' { и к ) ф  0. А тогда для определения матрицы 
J'(uk,  Uk — РkJ'(Uk)) потребуется вычислить заведомо не все 
вторые производные Juiul {и), и в этом смысле метод (5), (6) име
ет преимущество перед методом Ньютона. Кроме того, оказыва
ется, метод (5), (6) на классе сильно выпуклых функций схо
дится быстрее метода Ньютона (7.8). А именно, справедлива 

Т е о р е м а  1. Пусть функция J {и) сильно вып ук ла на Е п, 
/ (ы )<=  С Ц Е п) и

|| У  {и, w) — J' (w,  v)  || ^  L  ( | и — w  I - H  w — и | ), L = c o n s t  >  0, (7)

д л я  в с е х  и, v  e  So =  {и  <= E n: | и — u01 ^  4ц-1 | / '  (u0) | }, где  ц >  
> 0  —  постоянная из теорем 4.3.3, 4.3.4. Пусть, кроме того,

0 < Ш < 2 ц - Л  k =  0,  1, / г = 8 1 ц - 2| / / (ы0)1 < 1 ,  q = A h < \ ,  

(8)
г д е  А  =  ( (5  +  ЗЛ)/ 2 ) ,/j. Т о гд а  последовательность {«*}, опреде
л я е м а я  ус л о в и ям и  (5), (6 ) , п р и  достаточно м а л ы х  значениях  {р*} 
существует и сходится к точке минимума  и* функции J (и) на Е п, 
при че м с п р а в е д л и в а  оце нка

I и* -  в . |< ( ц / 8 / , Л ) < Д  * = 1 , 2 , . . .  (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существование.и единственность точ
ки ы* —  решения задачи  ( 1 ) — следует из теоремы 4.3.1, а р а 
венство / / ( ы , ) = 0  — из теоремы 4.2.3. Кроме того, в силу тео
ремы 4.3.1 множество So выпукло, замкнуто и ограничено. Тогда 
s u p |  J ' (и) | =  5  <  оо, и из формулы (4) получим

S ,

II Г  (и, и -  Р/ '  (и)) -  J" (и) II =  II 8 ( | Р | В)  II ->  О



при (3—>-0 равномерно для всех « e S o .  Следовательно, сущ ест
вует число Р, 0 < р  ^  2ц-1, такое, что

|| У  (и, и — р/ '  (и)) -  У  (и) || <  ц/2

при всех р, | р | < : р ,  и всех « e S o .  Отсюда с помощью теоре
мы 4.3.4 имеем
< / '  (и, И - р / '  («)) I, D X J "  («) g, !> + < [ / '  (и, и - $ У  ( u ) ) - J "  (И)] I, I )  >

> ц Ш 2 ~ ( и/ 2 ) Ш 2 =  (|х/ 2 ) Ш 2 (Ю)

д л я  всех | e . £ n, k g S o ,  | р | ^ р .  Из (10) следует, что система 
уравнений J'(u,  и — р / ' ( и ) ) |  =  0 имеет единственное решение 
|  =  0, так  что матрица J (и, и — рJ ' ( u ) )  — невырожденная при 
всех n e S o  и любом выборе | р | ^ р .  Д ал ее ,  полагая в (10) 
|  и — рJ ' ( u ) ) ) _12, получим

(ц/2) I ( / '  (и, и -  РУ  (и)))"1 2 I2 <  <;г, (У (и, и -  РУ  (ы)))-1 z )  <
^ | z | | ( / ' ( a ,  « — Э/'(и))Г 'аг |

или
| ( / '  (и, и — р / '  ( « » Г 1Z I <  (2/|х) | г  | 

при всех г  е  Е п. Это значит, что

/  \ \ ( У ( и , и - р г  (ы)))-11 |<  2/ц (11)

при всех a e S o ,  | Р | ^  Р • *
С помощью индукции покажем, что последовательность {«*}, 

определяемая условиями (5), (6), при любом выборе р*, лиш ь 
бы |р* | ^  р, существует, принадлежит ш ару So и удовлетворяет 
н ер ав ен ств ам и  *

| / ' ( « , ) K f l 3‘ - 1| / ' ( « 0) |, 6 =  1 , 2 , . . .  (12)
Введем обозначения

а* =  1/'(«a)I> w k =  ик — РА/ '  (и*), T k =  (J' (uk, w k))~x. (13)
Тогда итерационный процесс (5), (6) можно переписать в виде

«ft «ft 1 ^ («ft)» «ft+i===«ft f̂t*7 («ft)» 6 =  0, 1, . . .  (14)

С делаем  предварительные оценки, предполагая, что точки ы*. 
U k , w k, Uk+1 из (13), (14) существуют и прин адлеж ат  So. С оглас
но (11) | |Г * | | ^ 2 / ц ,  6 =  0, 1, . . .  Отсюда и из (8), (13), (14) 
имеем

l«ft — « f t l < 2 a fen _1, \ u k — ш * К | р * | а * < 2 а * ц -1 , (15)
I «ft+i — «* К I / '  («*) 12ц-1 ,

I «ft+i w k | | uk — «*•] + 1 Pft |a* +  2 1 / '(«*) | Ц-1 ^
< 4 a ft{i-1 +  2 | / / («ft) | n -1. (16)
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Д алее, из свойства (3) разделенных разностей для градиента и 
(13), (14) следует

 ̂ («ft)  ̂ («/г) J («ft, «ft) («ft «ft)===
(/ (м^, ш^) /  («ft, «ft)) r'ft'  ̂ («ft)*

Отсюда с помощью условия (7) и оценок (15) получим

К  (“ ft) | <  L ( I “ ft “  w k I +  I “ ft ~  “ ft I ) 2^ " Ч  <  8 L a > " 2. (17>

Снова обращ аясь  к (3), (13), (14), имеем

У  («ft+i) — J' («*) +  ^  («ft+ь «ft) («ft+i — «ft) =
[ /  («ft ,  ^ f t )  ^  ( ^ f t ,  « А -bl) ^  ( ^ f t ,  « f t + l )  ^  («ft + I, «f t )]  1 ft^ («ft)-

Отсюда и из оценок (7), (15) — (17) вытекает

I -^(«ft+i) l =  a ft+i ^
<  L  ( | «* — w h | +  2 1 w k — uk+l | + 1 uk+i — uk | ) 2 |i-1 \ J '  (uk) I <

< L [ 2 a ft(i - 1+ 2 ( 4 a ^ - ,+ 2 | / , («ft)|lx - 1) + 2 | / ' f e ) | li - 1]2 li - 1| / , (« f t)K  
^  L  (10aftn -1 +  6 ц -1 • 8La£(i-2) 2 ц -1 • 8L a ^ i -2 =

=  32L V " 4a3 (5 +  24Lakn - 2)t

a ft+1< 3 2 L 2̂ - V A(5 +  24Laftn - 2). (18)

Еще раз подчеркнем, что оценки (15) — (18) получены в пред
положении, что точки Uk, uk, Wk, Uk+i из (13), (14) существуют 
и принадлеж ат So.

Теперь приступим к доказательству существования последо
вательности {ик} ,  включения {«*} e S o  и оценки (12). Заметим, 
что U o ^ S o  по определению So. Отсюда и из (15) следует, что 
| Uo — Wo| ^ 2 а 0ц - 1,т .  е. ®0е 5 0. Тогда Г0= ( / ' ( « о ,  «о — Р о/Ч ио)))-1 
при | р о | < р  существует, и точки й0, щ из (5), (6) при k — 0 
определяются однозначно. Кроме того, из условий (8) и оценок 
(15), (17) имеем |«о — «о| ^  2а0ц-1, т. е. «0 е  So, и | / ' ( й о ) |  ^  

^ 8 L a 2\i~2 — h,a0 ^ a 0. Тогда

I «1 — «о I == I «о — Г0/ '  (й0) — «о К  4а0ц-1 , т. 'е .  щ <= S 0.
И так, ио, йо, Wo, «i ^  So. Поэтому можем пользоваться оценкой 
(18) при k —  О. Получим

а 1 82L 2n ~ 4al  (а0/ 2) (5 +  3 • 8/ ,ц _2а 0) =  h2a0 (5 +  ЗЛ)/2 =  q2a0.

Справедливость оценки (12) при k — \ установлена. Допустим, 
что ик е  So и оценка (12) верна при некотором k ^  1. Посколь
ку q <  1, то из (12) следует а к ^  а 0. Отсюда и из неравенства

(х | и — v  |2^  {/ '(и ) — J' (v ) ,  и — a), u , v ^ E n, (19)
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имеем | Uk — «о| ^  Ц-1 1/ ' ( “ * ) — / ' ( « o ) |  ^  2|х_1ао. Тогда 
\ w k —  Mo| =  |Mft —  PkJ ' ( Uk)  —  « 01 <  4|Я-1Я0, т. е. w k ^ S 0. Это зна^ 
чит, что Г k = ( J ' { U k ,  ик —  Р J '  ( U k ) ) ) _1 при IP* | ^ p  существует и 
точки Uk, Uk+i из (5), (6) определяются однозначно. Из (15) сле
дует \ й к — и0\ < : \ й к  — Uk\ +  \uk — и0\ ^ 2а/гц- 1 +  2а0Ц-1 ^ 4 а 0ц - 1, 
т. е. Ht  е  5о. Тогда можем воспользоваться оценкой (17), из ко
торой получим

I ^  (“ ft) I ^  ^  8La2n -2 =  haa а0.

О тсю да и из (19) вытекает уточненная оценка |йк — «о| ^  
^  \1 ~1\ ] ' ( й к ) — J'(uo) | ^  2аоМ~’- Поэтому с учетом первого н ера
венства (16] будем иметь \и к+1— и0\ ^  | ик+1 — йк \ +  \ й к — и0\ ^
<  2 ц -11 J'(uk)  | +  2ЯоМ-1 <  4а0М'-1. т. е. uk+1 е  S 0.

Итак, показано, что если и ^ е 5 о  и оценка (12) верна при 
k  ^  1, то Uk, Wk, Uk+\ существуют и принадлеж ат So. Тогда мо
жем пользоваться оценкой (18), из которой с помощью предпо
ложения индукции получим
л й+1 <  82L2\i-*a%aQ2a3k (5 +  3 • 8 / ,ц “ 2а 0) /2  =

=  Ч2а ~ 2а1 <  q2a ~ 2 (^3* - 'а 0)3 =

Все этапы индукции проведены, существование последователь
ности {uk} e S o  и оценка (12) доказаны . И з неравенства (19) и 
оценки (12) имеем

\ и к —  «, = ? 3ft0V 84L), 6 =  1, 2, . . .

О ценка (9) получена. Теорема доказана .
Таким образом, метод (5), (6) на классе сильно выпуклых 

■функций имеет кубическую скорость сходимости, т. е. по скоро
сти сходимости превосходит метод Ньютона. Недостатком мето
да (5), (6), как это видно из условий (8), является требование 
достаточной близости начальной точки «о к искомой точке «*.

§ 9. Метод покоординатного спуска

В предыдущих параграфах мы рассмотрели методы, которые 
д л я  своей реализации требуют вычисления первых или д аж е  
вторых производных минимизируемой функции. Однако в п р ак 
тических задачах  нередко встречаются случаи, когда миними
зируемая функция либо не обладает  нужной гладкостью, либо 
является гладкой, но вычисление ее производных с нужной точ
ностью требует слишком большого объема работ, много м аш ин
ного времени. В таких случаях ж елательно  иметь методы мини
мизации, которые требуют лишь вычисления значения функции. 
Одним из таких методов является метод покоординатного спу
ск а  [2, 9, 100, 110, 244].



1. Сначала опишем этот метод для задачи
/ ( « ) - >  inf; и е  £/ =  £ " .  (1)

Обозначим е/ — (0, 0, I, 0, 0) — единичный координат
ный (базисный) вектор, у которого i-я координата равна 1, 
остальные равны нулю, i = l , n .  Пусть и0 — некоторое началь
ное приближение, а ао — некоторое положительное число, яв 
ляю щ ееся параметром метода. Допустим, что нам уже известны 
точка Uk е  Е п и число а* >  0 при каком-либо 6 ^ 0 .  Положим

Pk =  eik, ik =  k — « [ x ] +  1» (2)

где означает целую часть числа k / n .  Условие (2) обеспе
чивает циклический перебор координатных векторов е\, е2,
. .  , ,  еп, т. е.

Р о =  £l> • • • » Р п — 1 = =  Рп =  е и  . .  . , Р2п—1 ===&п>

Р2п ~  е 1> • • •

Вычислим значение функции J (и) в точке и =  и* a kp k и про
верим неравенство

/  («а +  v kPk) <  J (им). (3)

Е сли (3) выполняется, то примем
Uk+i =  uk +  akp k, ak+l =  ak. (4>

В том случае, если (3) не выполняется, то вычисляем значение 
функции J (и) в точке и =  uk — а kPk и проверяем неравенство

J (и* — а-kPk) <  J («*)• (5>
В случае выполнения (5) положим

uk+ 1 =  uk — akp k, aft+i =  а*. (6)

Н азовем  ( £ + 1 ) - ю  итерацию удачной, если справедливо хотя 
бы одно из неравенств (3) или (5). Если (k +  1)-я итерация не
удачная, т. е. не выполняются оба неравенства (3) и (5), то 
полагаем

{ %ак при ik =  n, uk =  uk- n+u 

a k при ik Ф  п  или uk Ф  uk- n+i (7) 
или 0 <1 k — 1;

здесь к, 0 <  “К <  1, — фиксированно число, являющееся пара* 
метром метода. Условия (7) означают, что если за один цикл 
из п итераций при переборе направлений всех координатных
осей в \ ..........еп с ш агом а* реализовалась хотя бы одна удачная
итерация, то длина ш ага  а* не дробится и сохраняется на про
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тяж ении  по крайней мере следующего цикла из п итераций. 
Если ж е  среди последних п итераций не оказалось  ни одной 
удачной итерации, то шаг а* дробится. Таким образом, если на 
итерации с номером k =  k m произошло дробление а*, то

1 (и** +  a kme0  > 1 (икт)> 1 («*„ -  Ukme c) >  J (ukm) (8)

при всех i =  1, 2, . . . ,  п. М етод покоординатного спуска для з а 
дачи (1) описан. Справедлива

Т е о р е м а  1. Пусть функц ия  J (и) в ы п у к л а  на  Е п и пр инад
лежит к л а сс у  С 1(Еп), а начальное  приближение и0 таково, что 
множество М ( и 0) — { и ^ Е п: J ( u ) ^ J ( u 0) }  ограничено.  Тогда  
последовательность {и*}, по лу ч ае ма я  описанным методом (2 )—■
(7), минимизирует функцию J (и) на Е п и сходится ко множе
ству U ».

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 2.1.2 /*  >  — оо, 
и * ф 0 .  Из описания метода (2) — (7) следует, что J (Uk+i) ^
<  /  (и*), k — 0, 1, так что { U k } ^ - M ( u o )  и существует 
l im J ( u k) ^ J t . Покажем, что найдется бесконечно много номе-
7г->0

ров k\, k 2, . . . ,  k m, . . .  итераций, на которых шаг а* дробится, и по
этому lim ak —  0. Допустим противное: пусть процесс дробления

& ->оо

■ak конечен, т. е. а* =  а  >  0 при всех k ^  N.  Обозначим М а =  
=  {и\ и =  им -|- ccrei £= М  (мо), i =  1, п, г  =  0, r t  1, i 2 ,  , . . }  — 
сетку (решетку) с шагом ос. И з  описания метода покоординат
ного спуска при ос* =  a,  k ^  N,  следует, что, начиная с номера 
N,  все последующие циклы из п итераций будут содерж ать  хотя 
бы одну удачную итерацию, и на каждой удачной итерации бу
дет происходить переход от одной точки сетки М а к другой со
седней точке этой сетки. По определению удачной итерации пе
реход от точки к точке сопровождается строгим уменьшением 
значения функции / ( и ) ,  поэтому каж д ая  точка сетки будет 
просматриваться не более одного раза . Но множество Aff«o) по 
условию ограничено, и поэтому сетка М а состоит из ' конечного 
числа точек. Следовательно, процесс перебора точек этой сетки 
закончится через конечное число итераций определением  точки 
Ukm, k m >  N ,  для которой выполняются неравенства (8) при 
всех i =  1, 2, . . . ,  п. А тогда вопреки допущению придется дро
бить число а* =  а. Полученное противоречие показы вает , что 
процесс дробления ос* бесконечен и Н т а й*=0.

k -*о$
Пусть k\ <  k 2 <  i . ,  <! k m <  . . .  — номера тех итераций, на 

которых длина шага а* дробится и выполняются неравенства (8) . 
Т ак  к ак  последовательность {«*} принадлежит ограниченному 
множеству М( ио ) ,  то из {«*„,} можно вы брать  сходящуюся 
подпоследовательность. Без ум аления общности мож ем считать,
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что сама подпоследовательность {иьт} сходится к некоторой 
точке н*. С помощью формулы конечных приращений из (8> 
имеем

( У  (икт +  0ma kmet), ei)  а*т  >  О,

{ У  (ukm -  Qm<ikmei) ,  ei)  ( -  акт) >  О,
откуда

/«* (икт +  0ma kmei)  >  0, Jut (икт — 6ma kmei)  <  0,

0 0m, ,9m 1 при всех 1 = 1 ,  2 ......... ti и m  =  1, 2, . . .  Поль
зуясь тем, что / ( « )  е С ' ( £ " )  и limaAm =  0, отсюда получим

___ ТП-+СО
Ju‘ {u,) =  0, т .е .  = 0 .  В силу выпуклости J (и)
тогда ы» е  U ». Следовательно, lim J (ик) —  lim J (ик \  — j t u \ =

k -> оо m - > оо '

=  / , .  Таким образом, последовательность {«*} является мини
мизирующей. Отсюда и из теоремы 2.1.2 следует, что р (ик, U*)->- 
-*■ 0 при k ->- оо. Теорема 1 доказана.

Заметим , что хотя метод (2) — (7) для своей реализации не 
требует знания градиента минимизируемой функции, однако в 
условии теоремы 1 содержится требование гладкости этой функ
ции. О казы вается , если функция J (и) не является гладкой, то 
метод покоординатного спуска может не сходиться ко множеству 
решений задачи  (1). Об этом говорит следующий 

П р и м е р  1. Пусть

J (и) =  х 2 +  у 2 — 2 (х +  у)  +  2 1 л: — у  |, и =  (х, у) <=£?.

Нетрудно проверить, что J (и)  сильно выпукла на Е 2 и, следова
тельно, ограничена снизу и достигает своей нижней грани на Е2 
в единственной точке. Возьмем в качестве начального приближе
ния точку Mq =  (0, 0). Тогда имеем J ( u Q +  ae i)  =  J ( а е i) =  
=  a 2 — 2 a  +  2 1 a  | ^  0 =  /  (0 ),  /  («о +  a e 2) =  J ( a e 2) =  a 2 — 2a - f  
+  2 | a |  ^  0 =  /  (0) при всех действительных a . Отсюда следует, 
что все итерации метода (2 )— (7) при начальной точке и0 — 
=  (0, 0) и любом выборе начального параметра a  =  a 0 >  0 бу
дут неудачными, т. е. ик= и о  при всех k =  0, 1, . . .  Однако в точ
ке Uo = ( 0 ,  0) функция J (и)  не достигает своей нижней грани на 
Е 2\ например, в точке v  = ( 1 , 1 )  имеем J ( v )  =  — 2 < / ( м о ) = 0 .

2. Описанный выше метод покоординатного спуска нетрудно 
модифицировать применительно к задаче минимизации функции 
на параллелепипеде:

/(«)-►  inf; и & и  —  {и1, . . . , и п) : а 1 ^ и ‘ ^ Ь {, i  =  1, п}, (9)

где a/, bi — заданные числа, щ <  &/, i = l , n .  А именно, пусть 
k-e  приближение ик е  U  и число а к >  0 при некотором k ^  0



у ж е найдены. Выберем вектор Pk =  eik согласно формуле (2),  
составим точку «* +  а kPk и проверим условия

Uk +  akPk J (uk +  UkPk) <  J (uk)• (10)
Если оба условия (10) выполняются, то следующее приближ е
ние Uk+ь ct*+i определяем по формулам (4).  Если ж е хотя бы 
одно условие ( 10) не выполняется, то составляем точку м* —
— a.kPk и проверяем условия

ик — ЩРк ezU , J (ик — akPk) <  J («*)• (11)
В случае выполнения обоих условий (11) следующее приближ е
ние определяем по формулам (6)* а если хотя бы одно из усло
вий ( 1 1 ) не выполняется, то следующее приближение находится 
из равенств (7).

Т е о р е м а  2. Пусть функция J (и) в ы п у к л а  на U и J (и) е  
е  C X( U ) .  Тогда при лю бом выборе  нача льных  u0 e t / i i a о >  0 
последовательность {«*}, получаемая методом (10), (4),  (11) ,
(6), (7), минимизирует функцию J (и) на V  и сходится ко множе
ству решений задачи  (9).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как  U — параллелепипед, то 
множество M ( u o ) =  {и: u ^ U ,  J { u ) ^ J { u o ) }  ограничено. Т ак  
как / (uk+\) J (и^ , 6 =  0, 1, . . . ,  то {u*} е  U  и существует 
l i m / ( « fe) ^ / . .  Так же, как в теореме 1, доказы вается сущест-

А -»оо

вование бесконечного числа номеров k\ <  62 <  . . .  <  k m <С 
итераций, на которых длина шага a k дробится, и поэтому 
l i ma ft =  0. В силу ограниченности М ( и 0) из {ы*т } можно вы-

Л -> оо  '  }
брать сходящуюся подпоследовательность. Н е ум аляя  общности,
можем считать, что {ukm} ->  и, =  (и1, .......... ui).  При каж дом  г =
=  1 , 2 , . . . ,  п возможны следующие три случая.

1) a t < u t < b i .  Так как l i ma ft =  0, то найдется номер N  та-
k~>oo

кой, что Ukm +  &kmei и ukm— akmei е  U  при всех m  ^  N.  П о
скольку ak при k =  k m дробится, то

J (Ukm +  ctkme {) >  /  (ukm), J ( ukm -  a kme t) >  /  (u„m)

д л я  всех m ^ N .  Отсюда, как и в теореме 1, получаем Jut(u, )  =  0,  
так  что

J и‘ (и,) (и1 — ul) =  0, a i ^ u 1 ^ . b i .

2) ui =  a t. Тогда ukm +  akne t f = U  и /  (u*m +  a kme {) >  /  ( u kfn) 
при всех Следовательно, ( j '  (ukm +  6т а*т е/), e ^  a*m ^  0 
или Jul (ukm +  9та*т е , ) ^ 0  для  каж дого  N.  О тсю да при 
tn ->  OO получим Jui (и,) >  0 или /„< (и,) {и1 — ai) =  Jut (и,) (и‘ — ui) >  
^  0, а,- их ^  bi.
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3) ul =  bi. Тогда Ukm — akne i ^ U  и /  {икт — акте {)  > /  (и*т ) 
при всех т >  ЛГ. Поэтому (J'  (ukm — 0ma kmei),  e ^  ( — a km )  >  0

или^ Jui ( ukm — Qmttkmei)  <  0, m ^  N.  Отсюда при m -*■ oo получим 
/ в| (ы.) ^  0, следовательно,

Jui (u.) (ul — bi) =  J j  («.) (и* — «0  > 0 ,  щ  ^  ыг ^  6г. 

О бъединяя все три рассмотренных случая, заклю чаем, что 

Jui (м.) (и1 — и 1* ) ^  0, c t i ^ u 1 ^ . b i ,  i =  1, п.

Суммируя эти неравенства по всем 1 = 1 ,  п, получим 

(I ' (и,), и — и, ) ^ 0 для всех м е  f/.

Согласно теореме 4.2.3 тогда и*е£/*. Следовательно, l im /(«* )  =
k-> ОО

=  lim J (uk ) —  J { u t) =  J„  т. e. {uk}  — минимизирующая после-
oo

довательность. Отсюда и из теоремы 2.1.2 следует, что 
lim р (ик, U t) =  0. Теорема 2 доказана.

& ->оо

3. Существуют и другие варианты метода покоординатного 
спуска. М ожно, например, строить последовательность {«*} по 
правилу

uk+i =  tik +  akp k, (12)

где Pk определяется согласно (2), а а к — условиями

а * > 0 ,  /*(«*) =  min f k { a), f k (а) =  /  (uk +  a p k). (13)
- о о < а < + о о

Метод (12), (13) имеет смысл применять в том случае, когда 
величина а* из (13) находится в явном виде. Так будет, если 
функция J (и)  — квадратичная, т. е.

/  (и) — - j  (Аи, и) — (Ь, и), и е  Е п, (14)

где А — симметричная положительно определенная матрица, 
b е  Е п. Нетрудно убедиться, что для функции (14) метод (12), 
(13) приводит к хорошо известному методу Зейделя из линей
ной алгебры [2].

Хотя и скорость сходимости метода покоординатного спуска, 
вообще говоря, невысокая, благодаря простоте каждой  итера
ции, скромным требованиям к гладкости минимизируемой функ
ции этот метод довольно широко применяется на практике.

Существуют и другие методы минимизации, использующие 
лиш ь значения функции и не требующие для своей реализации 
вычисления производных. Например, используя вместо произ
водных их разностные'аппроксимации, можно построить моди
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фикации рассматривавшихся в предыдущих п араграф ах  мето
дов, требующие вычисления лишь значений функции в подходя
щим образом выбранных точках. Н а  этом пути, в частности, 
могут быть получены и методы высокого порядка сходимости, 
сравнимые с методом Ньютона#[15].

Другой подход для минимизации негладких.функций, основан
ный лишь на вычислении значений функции, дает метод случай
ного поиска, который будет рассмотрен ниже в § 15. М етод по
иска глобального минимума, излагаем ый в следующем п а р а 
графе, такж е относится к методам, не требующим вычисления 
производных минимизируемой функции.

У п р а ж н е н и я .  1. Нарисуйте линии уровня I (и )  =  С =  const функции 
из примера 1 и поясните причину расходимости метода покоординатного 
спуска для этой функции при выборе иа —  (0 , 0 ).

2. Опишите метод покоординатного спуска и докажите его сводимость 
для случая, когда в задаче (9) at =  — оо или 6/ =  + ° °  для каких-либо i, /,
1 <  п.

3. Докажите сходимость метода (12), (13) для функции (14) [2].

§ 10. Метод поиска глобального минимума

1. Заметим, что если задача минимизации 

/(«)->■ inf; и е  U,

является многоэкстремалыюй — так  называются задачи, в кото
рых имеется хотя бы одна точка локального минимума, отлич
ная от точки глобального минимума, то с помощью описанных 
выше методов удается наитие вообще говоря, лишь п риб ли ж е
ние к какой-либо точке локального минимума. Поэтому упомя
нутые методы часто называют локальными методами.

Д ля  решения многоэкстремальной задачи (1) локальные ме
тоды обычно используются по следующей схеме: на множестве 
U задают некоторую сетку точек и, выбирая в качестве н ач ал ь 
ных приближений точки этой сетки, с помощью того или иного 
локального метода находят локальные минимумы функции, а з а 
тем, сравнивая полученные результаты, определяют ее глобаль
ный минимум. Однако ясно, что такой подход к решению много
экстремальных задач  весьма трудоемок и не всегда приводит 
к цели. Поэтому представляют большой интерес методы поиска 
глобального минимума в многоэкстремальных задачах.

Если относительно свойств функции J (и) ничего, кроме, н а
пример, непрерывности, неизвестно, то вряд  ли можно предло
жить какой-либо подход к решению задачи (1),  кроме вычисле
ния значений функции 1(и)  во всех точках u ^ U .  Понятно, что 
такой подход практически нереализуем. И как показы вает  наш 
предыдущий опыт, для построения эффективных численных ме
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тодов решения задачи (1) на функцию, а так ж е  на множество 
приходится наклады вать  те или иные ограничения.

Н иж е будет изложен метод поиска глобального минимума в 
задаче  (1) для случая, когда множество U  является п араллеле
пипедом, т. е.

U =  {и =  (и1, и2, . . .  , ип): a i < ^ u l *^.bit i = l , n ,  (2)

at, bi — заданные числа, щ <  bt, i =  1, п, а функция J (и) удов
летворяет условию Липш ица

| / (и) — / (о) | ^  L\  и — v |, и, v е  U, L =  const ^ 0 .  (3)

Этот метод является обобщением метода (1.10.3), рассмотренно
го в § 1,10 для минимизации функции одной переменной на от
резке. Как и в § 1.10, через Q(L)  обозначим класс функций, 
удовлетворяющих условию (3) с одной и той же для всех функ
ций этого класса константой L ^  0.

Пусть р т —  какой-либо метод, представляющий собой п р а
вило выбора т  точек U\, и2> . , ит из U, в которых вычисляют
ся значения функции J ( u i ) ,  . . . ,  / {ит) и затем определяется 
величина min 7 (и (), принимаемая за приближенное значение

I
У =  i nf / ( «) .  К ак  и в § 1.10, введем величины 

и
Д (/. Pm) =  m in  /  (щ) — 6 (рт) =  sup Д (/, р т),

1 <»<т Zi=Q (L)

где Д ( / ,  р т) ^  0 характеризует погрешность метода р т при ми
нимизации конкретной функции /  =  J (и)  из класса Q ( L ) ,  а 
б ( р т ) вы раж ает собой погрешность метода р т для самой «пло
хой» для этого метода функции из Q (L )  и называется гаранти
рованной точностью метода р т на классе Q ( L ) .

Зададим ся вопросом: как  выбрать число т  и метод р т =  
=  {«1, . . . ,  ит) так, чтобы

S(pm) < e ,  (4)
где е >  0 — зад ан н ая  точность? Поставленную задачу будем 
кратко называть задачей  (1) — (4).

2. Можно предложить следующее правило выбора точек и и 
и2, . . . ,  ит : пусть эти точки из U таковы, что объединение шаров

S ( u it R) =  { u ^ E n: | и — щ К  У?}, i = \ , m ,

с центрами в точках и радиуса R =  г / L  покрывает множество
m

U,  т. е. U a  (J S ( u l t R) .  Оказывается, при таком выборе точек 
i=i

и\,  . . . ,  ит, приняв величину m i n / ( « () за приближение к /*,
l<i<m

мы решим задачу (1) — (4). В самом деле, возьмем любую точ



ку u ^ U .  Так как шары S ( u i , R ) ,  i = \ , n ,  покрывают множе
ство U, то точка и принадлежит одному из ш аров S ( u i , R ) ,  т. е.
| и — т \ ^  R =  ъ/ L .  Отсюда и из условия (3) следует

J (и) ^  /  (и,) — L  | и — ut 1 ^  min /  (иг) — е или
1 < « т

J (и)~^ min J (и^ — е

д ля  всех и ^ и .  Переходя в левой части этого неравенства к
нижней грани по u ^ U ,  будем иметь 0 ^  m in J (и,) — /

1 <г<т
д л я  каждой функции 7 ( « ) <=Q( L) .  Это значит, что для описан
ного метода р т выполняется неравенство (4), что и требовалось.

Однако покрывать множество U ш арами не очень-то удобно. 
Гораздо проще и удобнее покрывать множество (2) п араллеле
пипедами или кубами. Заметим, что шар S( u t ,  R)  содержит в се
бе л-мерный куб

Vi =  {u =  (и1.......... ип): — /г <  «/ <  «( +  Л, /  =  1, и},

h =  R i  V п =  е / (L -\1п ),

с длиной ребра 2/г и с центром в точке Ui =  (ы{, . . .  , и"). П оль
зуясь  этим обстоятельством, нетрудно покрыть параллелепипед 
(2) кубами следующим образом. Возьмем точки

■̂i\, i2. * ■.» tfi (^1 * ^2* *'* •••  , 11 ttlj, j  1, tl, (5)

где /-e координаты u{, ui, . . .  , u!mi образованы  по правилу 

ui =  сц +  h (2i — 1), i = \ , m j  — 1;

Um/ == min {b/'t CLj -f- h (2tnj — 1)}, 

а номер rrij определяется условием

uL/ -1  <  bj — /г < a /  +  h( 2m i  — l)  =  u ln, l - \  +  2h.

Тогда кубы Vi[t t2...... irl с длиной ребра 2h —  2R /  -\fn и с центром
в точке «ij, i2......tn, i j—  1, mi, j = l , n ,  покроют п ар ал л ел еп и п е д (2).
Так как  куб Viv {2..... in принадлеж ит ш ару S ( u i t. i 2....... tn, R) ,  то
объединение шаров S («гь i2..... г„, R),  Ч =  1, ^ / ,  /  =  1» покроет
параллелепипед (2). Тогда, как  было показано выше, метод 
рт, заключающийся в выборе точек {ии . . . ,  ит} ,  т = т \ т .2 . . .  
. . . т п, по правилу (5), решает задачу (1 )—-(4 )  на классе функ
ций Q ( L ) .

3. Рассмотренный выше метод (5) относится к т ак  н азы вае
мым пассивным методам — в нем все точки щ, . . . ,  ит задаю тся  
одновременно до начала вычислений значений функции. М еж ду
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тем, если точки и и . . . ,  ит выбирать последовательно и при вы
боре очередной точки т  как-то учитывать результаты вычисле
ний в предыдущих точках щ,  . . . ,  ы,-_ь то есть шансы найти ве
личину /* с той ж е  точностью е >  0 за меньшее число вычисле
ний, чем в описанном пассивном методе (5). Следуя [104] опи
шем один такой последовательный метод, одномерный вариант 
которого был изложен в § 1.10 (см. метод (1.10.3)).

Д л я  простоты и наглядности этот метод сначала изложим для 
случая п =  2, когда

U — {и — (и1, и2): а,\ ^ и} ^ bi, а2 ^ и 2^ .  Ь2}

— прямоугольник на плоскости Е 2. Введем обозначения
Fi  =  min {F0, 1{щ) ,  . . . ,  /(«;)}, R =  e/L, h =  /? /V 2 =  e/(^  V 2 )’

R t — R - \ -  {J (ut) — Fi) /L ,  А, =  Я , / У 2 ,  / = 1 , 2 , . . .  (6)

где точки ui, u2, . . .  будут выбираться последовательно по пра
вилам, указанны м ниже; в качестве F0 пока можем взять F0 =  
=  J ( u i ) ,  а вопрос о других, более удобных способах выбора Fa 
будет обсужден ниже.

С начала последовательно определим точки

ии и2, . . .  , ищ , ui =  { v \ , v i), t = l , m i ,
где ____________

v\ =  ai +  h, v\+i  =  v\ +  h +  hi, / =  1, пи — 2; ^  
v xmi =  m m { b i \  +  A +  v\  =  a2 +  h,

номер mi  находится из условий

W m i - l  <  b l  —  h  ^  U m , - 1  +  h  +  h mi- 1.

Затем  положим d mi —  min {hi, h2, . . .  , hm}  и введем прямо
угольник

П т , =  {« =  (« ',  и2): ai u 1 ^  bi, аг ^  u2 ^  v\  +  dm,}.

Так как  система отрезков [и] — h, v\ -j- hi], i —  1, mi,  покры
вает отрезок [ а ь  b{ \ ,  то прямоугольник П т , будет принадлеж ать  
объединению прямоугольников

U mu i =  {« =  («‘» “ 2): v \ — h <  <  v \ +  ht,
и2 — ft =  a2< « 2<i>f +  dmi}, i = l ,  m,.

Т ак  как  h ^ d m ^ h i ,  i —  1, mi,  то для любой точки u —  { u \ u 2) e  
e  П ть i имеем | и — ul | ^  hi =  Ri / ' \ /2 ,  | и — v \  | ^  /?г/-д/2, так 
что | и — ыг | =  ( | « '  — я] |2+  | и2 — v \ 12) 1/2< / ? г. Это значит, ч т о П т1 t
принадлеж ит ш ару  S (u i ,  Ri ) ,  i =  1, mi. Отсюда следует, что пря-



моугольник П т , покрывается системой шаров S { u t , R i ) ,  г =  
=  l , m i .  Возьмем произвольную точку « е  П т , П У. Тогда най
дется шар S ( u i , R i ) ,  содержащий эту точку, т. е. | и — ы<| ^  Ri.  
Отсюда, учитывая условие (3) и обозначения (6), получим

/  (и) ^  /  (Ui) — L \ u  — « г | ^  /  (ut) LRi  =  F { — F mi — е

или
/  (и) ^  Fmi — е при всех и s  П т , П U. (8)

Если U cz П т ,, то отсюда получим 0 ^  Fmi — — зад ач а  
(1) — (4) решена. Допустим, что U ф. П т ,. Тогда последова
тельно введем точки

Ыт,+1> «т,+2> •••> “ т,. ««,+< =  (о « 1 + Г »!)> г '= 1 .  /Я 2 - /П , ,
где

°m,+i =  fli +  A’ 0m1+f+i =  0J,l+i +  A +  A« 1+r г =  1, / ^ - ^ - 2 ;

<  =  m i n {6n C i  +  A +  Am .i} '

t,2 s==0I +  A +  rfml>

а номер т 2 определяется условиями

»!_ , < Ь  — . +  А +  Л„ г/712 ’”1 Шг— 1 1 1 ТПг — 1

Положим d mt =  m \ n { h mx+i, . . . ,  hm } и введем прямоугольник 

п т г =  {« =  ( « ' .  U2): а х <  ы1 <  &[, 1)2 —  /г <  « 2 <  +  rfmJ ,  

принадлежащий объединению прямоугольников

П тг, i =  {“ =  “ *): ° « 1 + | -  h <  <  Wm, + i +  h mi+ i -
и2 — Л ^  ы2^  t)  ̂+ г = 1 ,  m 2 — m l.

К а к и выше, показываем, что П га>1 t cz S { u mi+i, R m 1+i) , г =  
=  1, m2 — mi, и, кроме того,

/ (м)^=F mi — е при всех « е П ^ П ^ .

Поскольку F mi^ F m2, то объединяя последнюю оценку для 
J (и) с оценкой (8), имеем

J ( и ) ^  Fmi — е при всех « s Q m2flC/, (10)

где Qm2 Qmi U П т ,̂ Q/mг== п т /
Если U cz Qmj, то из (10) следует 0 ^  F m, — /„ ^  е — зад ач а

(1) — (4) решена. Если же U  <^Qmt, то процесс п родолж аем  
дальш е.
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Пусть точки и 1, . . . ,  ит$ и величины h\,  . . Fms, d m[, . .  . ,  d n,s 
у ж е  найдены, прямоугольник Qms =  Qms_i U n mj рассмотрен и 
показано, что

J ( u ) > F ms- е, u < = Q ms(]U.  (11)

Если U <£Qms, то рассматриваем  точки

V i ’ • • • ’ 4 + , ’ * 4 + i  =  K s+i- uUi)> i =  •- m s+

где координаты + . вычисляются по формулам, аналогичным
(7), (9), v 2s+l =  v 2s +  h +  d m . Затем полагаем d m =

Ф s  I
—  m \ n { h ms+i ..........hm s + вводим прямоугольник

n ms+1 =  {« =  («', и2)', a, o;+ , - A < « 2< o J +1 +  rfme+)}.

Аналогично тому, как  это делалось выше, устанавливаем, что 
этот прямоугольник покрывается шарами S  (ums+l, R ms+i),  i ~

=  1, m s+1 — ms, и отсюда получаем неравенство

J ( u ) ^ F m s+i 8, u e Q ms+1f )^ ;  Qms+1= Q m s U n ms+1>

и т. д. Нетрудно видеть, что этот процесс закончится за конечное 
число шагов при таком s, для которого и2_, <  b2 — h ^ .  t>2_, +
+  h +  d ms> U2 =  m i n |6 2; +  h +  d m^ ,  U c z Q ms, неравенство
(11) выполняется при всех ы е£ / .  Из ( И )  следует 0 ^ . F m — / ,  =

=  min J ( и т ) } — для  любой функции
J =  J (и) g Q ( L ) .  Последовательный метод для решения з а д а 
чи (1) — (4) для случая п =  2 описан.

Кратко опишем такой метод в общем случае, когда п ^  2. 
Аналогично (6) введем обозначения t

F t =  min {F0-, / («О , /(«*)}, R  =  e/L, h =  R/ ' \ fn  =  e/ (L -y/n),

(12)
R,  =  R +  (J (ui) — F t)/L, hi — Ri/^Jn,  i =  1 , 2 , . . . ,

где точки щ,  «2, . . . ,  Ui, . . .  выбираются последовательно по сле
дую щ им правилам. С начала определяем точки

. . . ,  ит , « , =  (»{, о?, . . . ,  и"), г =  1, т {,

где номер tri\ и координаты v\,  i —  1, tnv  вычисляются по фор
мулам  (7), причем величины h, hi берутся из (12), а v{ =  
=  а /  +  h, j  =  2, п. П олагаем  d ^ ^ m i n ^ ..........Лт1} и, как  и
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выше, доказы ваем , что
J (и) >  Fmi — 8, н е  Qm, п и,

где Qm =  П т _ =  {и =  (и1..........ип): а, а / < .ы , < а / +  А +
+  ^ ,1  /  =  2, п}. Если параллелепипед Qmi не покрывает п ар ал 
лелепипед (2), то далее рассматриваем точки

Wm, + 1> • • • ’ Ыт 2’ Ыт,+/ =  ( Vm +1’ Ут ,+ l) ’ 1 ~  OT2 m V

где номер т 2 и координаты v xm + l , i =  1, т2 — m v  определяются 
формулами (9), v2mi+i =  v2m +  А +  d lmi, < + ,  =  <*/ + A, i  =  ^ ~ n \  
/ = 1 ,  m 2 — m v  Д алее, полагаем d'm =  min {Ami+1, Am'}_ 
d 2m:t =  m m { h v  . . . ,  AmJ ,  доказываем, что

H u ) > F m2 — e, u s = Q m, ( \ U ,  

где Qm = Q m Lin  , П =  {м: у2 — h ^ . u 2^ . v 2 +^  ^m2 v-' /Ti2 Шг ч 1 ^  ^  I7 m2 ^  ^  m2 1
+  a j u> ay - f  A +  d ^ 2, /  =  3, «} и т. д. П р о д ол ж ая  этот 
процесс дальш е, найдем точки

wms _,> • • • ’ Ums ’ Um s _ i + i  ~  ( ^ т ^  +  г’ +

г =  1, m s — m s_ ,, 

где номер ms и координаты _ [+г определяются по форму
лам, аналогичным (7), (9), v 2m _ i + j  =  min{62; v 2m _ l +  A +  d^I J,. 

ums_, < 62 - ^ < ^ _ [ +  A +  d ^ _ i; vims_ i+l =  a t +  h, /  =  3, и; 
устанавливаем неравенство

/  (u) e, u s  Qms f|

где Qm =  {и: a, <  u1 <  6,, a 2 <  и2 ^ Ь 2, а ^ и '  <  a ; +  A +

d* , =Smi" {Am,_l + l.......... M ’ dms =  rnin{Al' •••> hm } -  П° С̂
этого начинаем менять координату и3: сначала берем v 3m +i —

— v ^ + h  +  d 2m и при Ыт +г =  а у +  А, /  =  4, п, осуществляем
перебор координат и1, и2 по описанной выше схеме до тех 
пор, пока при некотором mk не получим оценки J (и) ^  F mk — е, 
u ^ Q mkf\U,  Qmk =  {u: a ^ u 1 < 6 , ,  a 2 <  u2 < Ь 2, — A <  u3 <  

< » « * + * « * •  ay< « / < a y +  A + d ^ ,  /  =  4, n}, где =
=  min{A,, AmJ ,  a d 2mk — минимальное среди чисел {AJ, по
лученных на последнем цикле перебора координат и \  и2, со
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ответствующем значению v Зт +{=  v3m +  h +  d 2m ; затем  берем
+  заново перебираем координаты и1, и2

и т. д. Такое изменение координаты и3 закончится на некото
рой и тер ац и и т р установлением оценки J ( u ) ^ F m — e , u ^ Q m ПСА
где а1 < и 1< : Ьг  1 = 1 ,  2, 3; ау< ы ' , /  =

=  4 7 ^ } ,  d 3mp =  m \ n { h v  . . . ,  hmp] .

Д алее ,  по такой же схеме изменяем координату и4 по закону 
«*+ 1 =  «* +  h +  d 3mj  затем — координату и5 и т. д., продолжая

этот процесс до тех пор, пока получившийся параллелепипед 
Qmr не покроет исходный параллелепипед U  и не будет полу
чена оценка J { u ) ~ ^ F mr — е, и е ( / ,  Из этой оценки будет сле
довать, что 0 ^ . F mr — /„ для любой фиксированной функции 
J =  J (и) e Q ( L ) .  Так как  на каждой итерации хотя бы одна 
координата увеличивается на величину, не меньшую, чем к  =
=  e /(L -\/t t) ,  то описанным методом за конечное число вычисле
ний значений функции J ( « ) e Q ( L )  будет определена величина 
/»  с требуемой точностью е >  0.

Т ак  же, как  в случае функции одной переменной (см. § 1.10), 
нетрудно привести примеры самых «плохих» функций из класса 
Q( L) ,  для  которых описанный метод последовательного пере
бора превратится в пассивный перебор (5), и самых «хороших» 
функций из Q { L ) ,  для которых этот метод дает существенный 
выигрыш по сравнению с пассивным перебором (5).

Численные эксперименты показывают [104], что перебор су
щественно сокращается, если в (6) или (12) принять F0 =  J (но), 
где /(«о )  близко к /*. Поэтому сначала полезно провести пред
варительное исследование функции J (и) на грубой сетке и по
лучить грубую оценку для  /*, которую можно принять за Fo. 
Д л я  определения F0 возможно использование какого-либо про
стого локального метода минимизации; для этих целей можно 
т а к ж е  использовать и сам описанный метод последовательного 
перебора с грубым значением е >  0. Возможно сочетание опи
санного метода с каким-либо локальным методом, когда время 
от времени последовательный перебор прерывается и для уточ
нения значения Fk из последней найденной точки производится 
спуск с помощью выбранного локального метода.

Н едостатком описа*нного метода является требование зн а 
ния константы L  из условия (3). Если величина L  неизвестна, то 
мож но попытаться взять некоторое начальное значение L =  L 0 
ц применять метод с, L =  L 0, 2Lo, 4L0 и т. д. до тех пор, пока 
полученное приближение значения /» не будет отличаться от 
предыдущего приближения не более чем на е. Д л я  уточнения



постоянной L можно такж е использовать результаты проведен-* 
ных вычислений значений функции на предыдущих итерациях.

Метод последовательного перебора для  других классов функ* 
ций описан в [104]; об оптимальных последовательных методах 
на различных классах  функций см. в [76, 118, 123, 124, 216].

§ 11. Метод множителей Л агр ан ж а

1. Рассмотрим задачу

У (и )-*  inf; и <=U  =  {и <= Е п\ и е  £/0.

£- ,(и )< 0 ,  t =  1, т, gi  (и) — 0, t =  m + l , s } ,  (1)

где / ( и ) ,  g i ( u ) ,  . . . ,  g s ( u ) — заданные функции на множестве 
U 0. Пусть У» >  — оо, t/* ф  0 .  Выше (см. теоремы 4.8.2, 4.8.4, 
4.8.5) при определенных условиях выпуклости и регулярности 
задачи  (1) было установлено, что для любой точки ы* <= U„ най 
дутся множители Л агр ан ж а  Я* =  (Я*..........As):

Я £= Ао =  {Я g= E si Я( ^  0, • • •, Ят  ^  0},

такие, что точка («*, Я*) образует седловую точку функции Л а г 
р ан ж а

S

L {и, Я) =  /  (и) +  £  X{g{ (и), u ( = U 0, Я €= А0, • (2) 
<-1

т. е.
L, (и,, Я) ^  L, (ы,, Я ) =  У, ^  Е (и, Я ), и Е  Uo, Я £= Ао. (3)

Б ы л а  такж е доказана справедливость обратного утверждения! 
если (ы», Я*) е  Uo X  А 0 является седловой точкой функции (2 ) ,  
то и ,  е  С/* (теорема 4.8.1).

Основываясь на этих фактах, можно предложить различные 
методы решения задачи (1),  сводящиеся к поиску седловой точ
ки функции Л агр ан ж а .  Например, здесь естественным образом 
напрашивается итерационный процесс, представляющий собой 
метод проекции градиента по каждой из переменных и и А, 
(спуск по переменной и и подъем — по Я ):

uk+x =  P m {uk — akL u {uk, Я*)), (4)

V i  =  Р а ,  (Ч  +  <*А  К >  Ч ) )  =  Р Ло ( К  +  а к В  (и н))> (5 > 
k 0, 1, . . . ,  где Lu (и, Я) =  [E ui (и , Я), • • •, Еип (и, Я)^,

М « .  Л) =  ( 1 Л1(и, Я), . . . ,  Z*s («, Я)) =  (#!(«)» •••> §s(u)) =  g{u);

длину ш ага ос*. в (4), (5) можно выбирать из тех же со о б р аж е
ний, как  это делалось выше в § 2. Заметим, что проекция лю бой
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точки 1 е  £ s на множество Ло вычисляется просто по формулам
Р А, W  =  1*2* • • ■ > О *  ГДе

\ii =  Х? =  ma x  {Ki, 0}, / = 1 ,  т;  |xi =  %i, t =  m + l , s .
Вместо (4) возможно использование других итерационных 

процессов, таких, как  метод Ньютона и др. В тех случаях, когда 
задача  минимизации функции L { u , K )  по переменной и е  Uo при 
каждом фиксированном ^ е Л о  решается достаточно просто, 
можно предложить следующий итерационный метод:

L ( u k+l, Я) =  inf L ( u ,  %k), Afe+i =  Р До (hk +  akg  (u fe+1)),
U ^  U о

6 = 0, 1, ...
Однако, как  оказалось, сходимость перечисленных методов 

удается доказать  лишь при довольно жестких ограничениях на 
данные задачи (1).

Приведем простейший пример выпуклой задачи, когда метод 
(4), (5) не сходится к седловой точке функции Л агр ан ж а .

П р и м е р  1. Пусть / ( и )  =  О, U =  {и е  E l: g ( u )  =  и =  0}. 
Тогда /* =  0, t / * = { 0 } .  Функция Л агр ан ж а  1 ( н Д )  =  / (и) +  
+  Kg(u)  з з  Хи на Uq~X.Ao=El X  Е 1 имеет седловую точку (0 ,0 ) ,  
так  как L(0, Х) =  0-Я, =  0 =  L(0, 0 ) =  L(u,  0) =  0-ы. Процесс 
(4), (5) здесь имеет вид

uk+i =  uk — а Л >  ^fe+i =  +  akuki 6 =  0 , 1, . . .

Поскольку и | + , +  Я.|+ , =  (и |  + Я,*) ( 1 +  «**)>«*+  4 »  * =  0, 1, . . . .  
то ясно, что при любых (и0, К0) ф  0 и любом выборе длины шага 
а* ^  0 этот процесс расходится.

Анализ перечисленных методов показывает, что причина их 
расходимости заключается в том, что функция Л агр ан ж а  (2) по 
переменной К не очень хорошо «устроена» и допускает, в част
ности, случаи, когда в (4.8.38) имеют место строгие включения 
(см. пример 4.8.6). Чтобы преодолеть возникающие здесь труд
ности, можно попытаться видоизменить функцию Л агр ан ж а ,  
строить так называемые модифицированные функции Л агр ан ж а ,  
которые имеют то же множество седловых точек, что и функ
ция (2),  и которые обладаю т лучшими свойствами, чем функция
(2). Такие функции, оказывается, существуют и могут быть ис

пользованы для  поиска седловой точки функции (2) и для реше
ния задачи (1).  Следуя [21], мы рассмотрим один из возмож 
ных здесь подходов.

2. Будем рассматривать  задачу
/ ( « ) - >  inf, и е  U =  {и е  Е п: и е  UQ, g ( u ) ^ .  0}, (6)

где / ( и ) ,  g ( u )  =  ( g i ( u ) ...........g m (u ) )  — заданные функции из
~C'(U о). К ак  и в гл. 3, векторное неравенство g = ( g  i, . . . ,  gm) ^



0 < 0]_ здесь и ниже означает, что gi~^t О [g; ^  0] при 
всех i = \ , m ,  а неравенство а  15; Ъ для  а, b е  Е т эквивалентно 
неравенству а — b ^  0.

Н аряду с классической функцией Л а гр ан ж а  задачи  (6)
L (и, Я) =  J (и) -Ь ( g  (и), Я), и €= и 0, Я е= Ао =  { Я е  .Е7”: Я ^  0}

(7)
еше рассмотрим следующую модифицированную функцию Л а 
гранжа:

М (и, Я) =  / ( « )  +  [(Я +  («))+]2 -  2Т I  Я Р (8)

переменных u e  i/o, Я е  Ао, где Л — произвольная ф иксирован
ная положительная константа; в (8) принято обозначение

а+ =  Р Ет(а) =  ( а + ..........а+) ,  а + =  m ax {а,; 0}, t = l ,  т,  (9)

— проекция точки а е  Е т на положительный октант Е +  =  
=  {а е  Е т: а  >  0}.

Нетрудно видеть, что функция ф (г)  =  (та х {г ;  0})2 =  (г+)2 
одной переменной непрерывно дифференцируема на всей число
вой оси Е \  причем

ф' (г) =  2 m ax {z;  0} =  2z + .

Отсюда следует, что при / ( « ) ,  g ( u )  e C ' ( t / o )  функция (8) не
прерывно дифференцируема по и и Я, причем

=  k) =  J' (и) +  (g ' (и))Т (Я +  A g  (и))+ ,

. ( 10> 
^ -  =  М х (и, Я) =  ^ [ ( Я  +  Л ^(«))+ - Я ] ,  « е [ / 0, Я е Г ,

где g' (u)  — матрица порядка m  X  п, у которой в i -й строке, у-м
,  dg, («) . ,-----  .

столбце находится производная 8 iul (и>=  — * t =  1 » / =

=  1 ,п ,  а матрица ( g ' ( u ) ) T получена транспонированием g ' ( u ) .  
Д алее, пользуясь теоремами 4.2.7, 4.2.8 и следствиями из них, 
нетрудно показать, что если U o — выпуклое множество и функ
ции J ( u ) ,  g i { u )  выпуклы на Uo, то функция М ( и , К )  вы пукла по 
переменной и на множестве Uо при любом фиксированном Я е  
*= Е т. Отметим также, хотя это' ниже явно не будет использо
вано, что М (и, Я) является вогнутой по переменной Я на множ е
стве А0 при любом фиксированном 1/ 6 % , — в этом проще все
го убедиться, доказав  неравенство <М* (и, Я) — Мк (и, ц ) , Я — ц> ̂  
^  0 для всех Я, (х е  А0 и затем обративш ись к теореме 4.2.4.

Перейдем к описанию метода решения задачи (6 ) ,  исполь
зующего функцию М(и,  Я). В качестве начального приближения
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возьмем любые точки и0 е  Uо, ко е  До. Пусть k-e приближение 
йк е  Uo, %к ^  Ао уж е известно. Составим функцию

Фк {и) =  ^ \ и - и к ? +  <хМ{и, к к), « e f / o .  (11)

где а  — некоторое положительное число, являю щ ееся парам ет
ром метода. П редположим, что существует точка Vk+i, удовлет
в оряю щ ая условиям

vk + l e = U 0, <D*(o*+,) =  inf Ф*(и). (12)
U о

В качестве следующего (k +  1)-го приближения возьмем точку 
u k+ 1 такую, что

Uft+lS ^0’ | (WA +1) (°fc + l) I ^k’
| g ( « ft+1) - £ K +i ) | < 6 ft, (13)

где 6 * ^ 0 ,  lim 6j =  0. В частности, если точка v k+\ из (12)
k->0O

известна, то можно принять ик+\ =  Vk+v, в общем случае для 
определения ик+\ из условий (13) нужно реш ать задачу (12) с 
помощью какого-либо сходящегося метода минимизации. Д а л ь 
нейшее изложение не зависит от того, каким методом решается 
з а д а ч а  (12), поэтому здесь мы можем ограничиться предполо
ж ением, что имеется какой-либо достаточно эффективный метод 
реш ения задачи (12), позволяющий за конечное число итераций 
найти точку uk+i, которая удовлетворяет условиям (13). После 
определения ик+\ точка к к+1 находится по формуле

^*+1 — (Хк +  Ag  (m*+i))+> (14)

П р а в и л а  получения ( & + 1 ) - г о  приближения «j+i е  (У0, Я*+1 е  
е  А 0 изложены.

А.
Описанный метод кратко будем называть методом (-13), (14). Для ис

следования сходимости метода (13), (14) нам понадобятся некоторые свой
ства функции а+, определенной равенствами (9). Из теоремы 4.4.2 следует, 
что

| а +  — Ь+ | < | а - Ь | .  о, 6 е  Ет , (15)

Д алее, система соотношений

g < 0 , Я >  0 , ^ = = 0, г =  Т Г Я  (16)

эквивалентна равенству
Я =  (X +  A g)+ (17)

при любых постоянных А  >  0. В самом деле, если выполняются соотноше
ния (16), то либо gi —  0, h  0, либо h  =  0, gi ^  0. В каждом из этих 
случаев, очевидно, равенство (17) верно. Таким образом, из (16) следует 
(17). Д окаж ем  обратное. П усть имеет место равенство (17). Распишем
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А,, =  (Лг +  ^ ) +  =  m ax {А,, +  Ag{,  0}, 1 = 1 ,  т , (17 ')

Отсюда ясно, что А / ^ 0  при всех / =  1, т, т. е. А .^ 0 .  Если A,j =  0, то  
%ig t =  0 и, кроме того, из (17') получим 0 =  (0 +  Л£Гг) +  =  A g f , т. е. g t ^ 0 .  

Если ж е >  0, то из (17') следует 0 <  +  Л&г) +  =  Х{ +  A g t , что
возм ож но лишь при g ( =  0 и Xtg t =  0. Эквивалентность (16) и (17) доказана. 

Д ал ее, пользуясь определением (9) функции а+,  нетрудно получить, что

( а + , а )  =  { а + , а + ) , ( а + , & ) < ; ( а + , Ь+ ),  а,  Ь е Е т.

\ О тсю да имеем

( а + — b +, а — b j = ( a +, а)  +  ( b +, Ь)  — ( а + , b)  — ( b + , а )  >  

j  > ( а +, a +) +  ( b +, Ь+) - ( а +, b +) - { b +, а +) =  ( а + - Ь +, а + -  Ь+) ,

т. е.
( а + - Ь + , a - b ) ^ ( a + - Ь + , а + - Ь + ).  (18)

Т е о р е м а  1. Пусть U0 — вы пуклое замкнутое множество из Е п (на
пример, U0 =  E n), функции J(u) ,  g i (u ) ,  . . . ,  g m(u) вы пуклы  на U0 и при
надлежат классу О  (Uo),  У. > — оо, U.  ф  0 ,  ф ункция Л агранж а  (7 )  
имеет хотяt вы  одн у седловую  точку (и ,, А,*) е  ( /0 X  Ло в смысле нера
венств (3) .  Пусть, кроме того, последовательность {б*} из (13) неотрицатель-

ОО

на и Л  <  °° . Тогда последовательность {(и*, А,*)}, удовлет воряю щ ая

условиям  (13), (14), при любом вы боре начальных (и0, Ао) 6  J/0 X  Ло и л ю 
бых фиксированных параметрах а  >  0, А  >  0 существует и сходится к не
которой седловой точке функции Л агранж а  (7).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При сделанных предположениях функция М( и,  А.) 
выпукла по переменной а е ( / 0 при всех А е Л 0, А  >  0, поэтому при любых 
Uk е  U о, А* е Л 0, а  >  0, А >  0 функция Ф к (и),  определяемая формулой (11) ,  
сильно выпукла на U0 с константой сильной выпуклости и =  7 2. Отсюда и 
из теоремы 4.3.1 следует, что точка V k + i ,  удовлетворяющая условиям (1 2 ),  
существует и определяется однозначно. Тогда существует и точка U k + i ,  удов* 
летворяющая условиям (13): например, в (13) можно взять U k + i  =  v k+i- 
Здесь важ но заметить, что многие из описанных выше методов минимизации 
для задачи (12) сходятся и при любом б* >  0 позволяют получить точку 
U k + 1 из (13) за конечное число итераций. Таким образом , при выполнении 
условий теоремы последовательность {(и*, А*)} существует и имеются д оста
точно эффективные способы реализации каждой итерации метода (1 3 ), (1 4 ),  

Н аряду с точкой А*+|, определяемой по формуле (1 4 ), введем еще точку

H + l =  ( .h  +  A H v k+ l) ) + ’ * =  0 , 1 , . . .  (19)

П окажем, что для любой седловой точки (ы*, X*) функции Л агранж а (7) 
справедливо неравенство

> \ ”k+ x - “* ? + S£ \ » k + x - V ?  +  \'>k+i - 4 ?  +  T \ » k + x - 4 ? >  <20>
* =  0, 1, . . .

это равенство в координатной форме



Согласно лемме 4.8.1 существование седловой точки (и .Д * ) в задаче (6 ) 
эквивалентно соотношениям

L (и„ X*) <  L (и. Г ) ,  и  е  t /0, (21)

£ (« » )< О, А,*>0, x\gt («,) =  0, 1 = 1, т. (22)

В силу эквивалентности соотношений (16), (17) условия (22) можно пере
писать в следующей равносильной форме:

X* =  (Л* +  A g  (u»))+ . (23)

Кроме того, функция L (u ,X *) выпукла на <7о. принадлежит C l (U0), а тогда 
согласно теореме 4.2.3 неравенство (21) эквивалентно условию

{Lu (и„ X*), « — «,> =  ( / '  (и.) +  (#' (и,))г X*. и — и,) >  О 
при всех и е  С/0- Отсюда с учетом равенства (23) имеем

< /' (« .) +  (*?' (« .))Г (Я* +  ( « , ) ) \  и -  и .)  >  0, и е= С/0. (24) 

Д алее, из условия ( 12) и теоремы 4.2.3 следует

( ф* (»*+i). и ~  °*+1> >  °> “ 65 "о- 
Отсюда с учетом формулы (10) получим

("ft+i “  «* +  (o*+i) +  °  (ff (°й+1))Г (** +  ^ S ( t,ft+i))+- « -  ®*+i> >  °-
и е  £/0. (25)

Примем в (24) и =  а*+ь умножим это неравенство на a  t>  0 и сложим 
с неравенством (25) при и =  и..  Получим

( vk+i ~ и к +  а (r  K + i )  ~  г  (“ •>) +  “  ( * ' (vk + i ) f  (Хк +  А 8  К + 1))+ “

- a ( g ' ( « . ) ) r (^* +  ^ ( « , ) ) +, « , - о * +1>>0. k =  0, 1 , . . .
Отсюда имеем

( vk + l ~ uk’ и* ~  vk + i ) > a (J '  (°k+l )  ~  Г  <“•)■ vk + \ ~ u*) +

+  a  ({Xk +  A g  (vA+l))+ , g '  (vk+l) (vk+l -  в . ) )  -

— а((Д,* +  / lg ( « .) ) + , g '  (u,)(vk+1 — и ,)) , k =  0 , 1, . . .  (26)

Так как  функции / ( и ) ,  gi(u)  выпуклы, то согласно теореме 4.2.4

Vk + \ ~ U* ) > Q’
В '  (»*+ i) (®*+1 ~  « .)  >  S  (о*+1) -  8  ( О  >  S '  («О (о*+ 1 -  «.)•

О тсю да и из (26) следует

<°к+1 ~  ик' “• ~  vk+i) >  а ( i h  +  AS ( V i ) ) + “
-  (Я* +  A g  (ы .))+ , g ( v k+l) - g  (и ,))  =

W

=  т  <(Ч +  ~ (Г  +  ^  (“*))+’
[(Хк +  A g  (оЛ+1)) -  Хк] -  [(Я* +  A g (и,)) -  X*]).
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К правой части этой оценки применим неравенство (18). С учетом фор
мулы (19), определяющей точку ц*+1, и равенства (23) получим

-  “ ft- « . -  ’ * + . ) >  Т  <(*ft +  ^ К + .) )+ -  (*• +  A g  (« .))+ ,

[(** +  (°ft+i))+ -  h i  ~  [(*■* +  <“‘» + “  Г 1> =

=  ~а  ^ f t+ i  ~  *'*’ ^ f t+ i— h ) '
т. е.

(°А + 1 ~  “ft’ “* — f̂t+l) +  X ^ f t  + ! ~  _  f̂t + l ) ^   ̂=  0- 1. - -  (27)

Справедливы тождества
■I Uk -  « .  р =  I (Uk -  v k + l ) +  ( vk+l  -  «,) р  =

=1 °ft+l -  “J 2 + 1 “• -  v k + l  I2 + 2 <°ft+l -  “ft- “• -  °ft+l)> 
I l2 =  l M’ft+i - 4  P +  l r - ^ + i  |2 +  2 <«**+. -  h -  Г -  f̂t+ .)•

Умножим второе из этих тождеств на а /A и сложим с первым. Отсюда 
с учетом оценки (27) получим обещанное неравенство (20).

Далее, покажем, что

| “ ft+1 — «ft+1 | ^ ft+, — | <  Abk, k  =  0, 1 , . . .  (28)

Поскольку функция Ф it (и) сильно выпукла на U0, то с помощью теоремы 
4.3.3 и первого неравенства (13) получим

I “fc+i — vk+i (ф* (“ft+i) — фй (̂ ft+l). “ft+l ~  vk + i ) ^ f>k I “ft+i — vk+\ I-
Отсюда после деления на |ы*+1 — t/*+i | придем к первой оценке (28). Из ф ор
мул (14), (19), определяющих точки Я*+ь ц*+ь неравенства (15) и условий 
(13) следует

I f̂t+l ~  f̂t+l ^ I в (“ft+i) ~  8 (°*+1) | <  А6к.
Оценки (28) доказаны.

В (п +  т)-м ерном  линейном пространстве Rre+ m переменных z  =  (и, Я) =  
=  (и1, . . . ,  ип, Я|, . . . ,  Хт) введем скалярное произведение ((zi, гг)> =
— («I, «2> +  (а/А)  (Я1, Я2) и соответствующую ему норму

||zl! =  (! и I2 +  (а/А)  | Я |2) 1/2, (29)

Тогда, обозначив z fe =  (u fe, Я^), wk =  {vk , z* —  (ut ,X*), неравенства (20) 
и (28) можем записать в виде

IIzk ~ z ' II2> \ \ w k+ l - * ' II2 +  Wwk+\ ~ z k II2. * =  °. 1........ (3°)
II z k+l -  » * + , II <  И а  +  1) fife. ft =  0. 1, . . .  (31)

OO

Напоминаем, что по условию 6k <  оо. Таким образом, последова-
ft=0

тельности {г*}, {да*}> {6 s} удовлетворяют условиям леммы 2.3.10.-Д л я  полной 
строгости, конечно, нужно заметить, что в неравенствах (2.3.30), (2.3.31) ис
пользована евклидова норма линейного пространства R'1+'n, а в только что 
полученных неравенствах (30), (3 1 )— норма (29). Тем не менее, рассуж 
д ая  так же, как при доказательстве леммы 2.3.10, нетрудно показать, что
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существует конечный предел lim II г.  — z * II и, кроме того,
fc-*oo" а '

>im  II » * + ! - * *  I I — ° -  ( 3 2 )Д ->оо
Заметим, что

m in  {1; а/Л } | г  |2 | |2 ||2 <  m ax  {1; а/Л } | г  |2,

т. е. нормы \ г  \ и | |z || эквивалентны. Отсюда и из существования конечного 
предела lim ||- z k — 2 * || следует, что последовательность {zft =  (a ft, Я^)} е

е  У0 X  А 0 ограничена в Е п+т  и из нее можно выбрать подпоследователь
ность | z k =  ( u k t Xk которая сходится в Еп+т  к некоторой точке
с* =  (а „  Ь*), причем а„ е  U0, i ' e A 0 в силу замкнутости £/0 и Л 0. П окаж ем, 
что с* =  (а„ Ь*) —  седловая точка функции Л агран ж а (7). Из J -> с* и

(31), (32) следует, что {a’ftr + i}  с'< {z ftr +i} с*" Тогда из (14) при
k — kf -* ОО получим

6 * =  (6* +  ^ ( а » ) ) + . (33)
В силу эквивалентности соотношений (16) и (17) из (33) следует

г ( в , ) < 0 ,  & *>0> 6*§г (а») =  0, ( =  1, т. (34)

Далее, переходя в (25) к пределу при k — к , -+■ оо, будем иметь

< /' (а,) +  (g ' (а»))Г (6* +  (а .) )+ , к -  а .)  >  0, н е  £/0, 
или с учетом (33)

< / ' ( а , )  +  ( г '  ( « . ) ) Г Ь*. «  -  «*> =  ( в -  6*). «  -  а . )  >  О
при всех и е  U0. В силу выпуклости £(«,&*) последнее неравенство эквива
лентно неравенству

L ( а „  Ь*) <  L (и, Ь*), и е= и 0. (35 )
Из соотношений (34), (35) и леммы 4.8.1 следует, что с* =  (а ,, 6 *) — 

седловая точка функции L (u, А) в смысле неравенств (3), а тогда согласно 
теореме 4.8.1 а» — решение задачи (6 ).

Заметим, что неравенство (30) верно для любой седловой точки, в част
ности, оно верно и для найденной точки с* =  (а „  Ъ*). Поэтому существует 
конечный предел lim || z ft — с* ||, причем в силу определения точки с*

k ->оо
имеем lim II z . — с* II =  lim II z b — с* 11 =  0. Это значит, что вся последова-

f e - > o o  *  11 r - » o o l l  к Г  II

тельность {zfc =  (u ft, Я^)} сходится в точке с* =  (а*, 6*), и, в частности, 
сходится к а „ —  решению задачи (6 ). Теорема 1 доказана.

Другие методы поиска седловой точки функции Л агранж а, другие ме
тоды решения задачи ( 1) или (6 ) , основанные на связи между двойствен
ными задачами (см. теорему 4.8.6), а такж е библиографию по таким методам 
читатель найдет в [21 ].

§ 12. Метод штрафных функций

1. Метод штрафных функций является одним из наиболее 
простых и широко применяемых методов решения задач мини
мизации. Основная идея метода заключается в сведений исход
ной задачи

/ ( « ) - > i n f j  м е £ /  (1)
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к последовательности задач минимизации
Фа (м) ► inf; и е  U0, 6 = 1 , 2 , . . . ,  (2)

где Фk{u) — некоторая вспомогательная функция, а множество 
11 о содержит U. При этом функция Ф*(«) подбирается так, что
бы она с ростом номера 6 мало отличалась от исходной функции 
J (и) на множестве U и быстро возрастала на множестве U o \ U .  
Можно ожидать, что быстрый рост функции Ф&(и) вне U при
ведет к тому, что при больших 6 нижняя грань этой функции на 
Uо будет достигаться в точках, близких ко множеству U, и ре
шение задачи (2) будет приближаться к решению задачи (1), 
Кроме того, как увидим ниже, имеется достаточно широкий про
извол в выборе функций Фк (и) и множества U0 для задач (2), 
и можно надеяться на то, что задачи (2) удастся составить бо
лее простыми по сравнению с задачей (1) и допускающими при
менение несложных методов минимизации.

О п р е д е л е н и е  1. Последовательность функций { Р к(и),  
6 = 1 ,  2, . . .} ,  определенных и неотрицательных на множестве 
Uо, содержащем множество U, называют штрафом или штраф
ной функцией множества U на множестве Uо, если

(  0 при u e U ;  
lim Pk {u) =  s , ,, ч т,k->co (. +  оо при u < = U 0 \ U .

Из этого определения видно, что при больших номерах 6 за 
нарушение условия и е  U приходится «платить» большой штраф, 
в то время как при u e U  штрафная функция представляет со
бой бесконечно малую величину при k - ^ o o .

Для любого множества U а  Еп можно указать сколько угод
но различных штрафных функций. Например, если {Ak} — ка
кая-либо положительная последовательность, lim 4  =  +  оо,

k-> oo

то МОЖНО взять
P k (u) =  Akp(u, U), и е  Еп =  Uо, 6 = 1 , 2 , . . .

(здесь U предполагается замкнутым) или
Г 0 при u e U ,

Pk(u)  { Ак \ и - й \  при и ф и ,  6 = 1 , 2 , . . . ;

здесь р (и, U) =  inf | и — v | — расстояние от точки и до множе-
v е(/

ства U, а й — какая-либо точка из U. Другие примеры штрафных 
функций будут'приведены ниже.

Допустим, что некоторое множество Uo, содержащее U, а 
также штрафная функция {Р*(ы)} множества U  на U о уже 
выбраны. Предполагая, что функция J(u)  определена на Uо,
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введем функции
Ф* (ы) — J (u) ~Ь Pk (и)> u ^ U o ,  k = l ,  2, (3)

и рассмотрим последовательность задач (2) с функциями (3). 
Будем считать, что

Oft„ =  inf ФА(н) >  — оо, £ = 1 , 2 , . . .  (4)
I/o

Если здесь при каждом k == 1, 2 . . .  нижняя грань достигается, 
то условия

Ф* (ик) =  Ф*»> Uk е  (5)
определяют последовательность {и*}. Однако точно определить 
ик из (5) удается лишь в редких случаях. Кроме того, нижняя 
грань в (4) при некоторых или даже всех k — \, 2, . . .  может 
и не достигаться. Поэтому будем считать, что при каждом k =  
=  0, 1, . . .  с помощью какого-либо метода минимизации найдена 
точка Uk, определяемая условиями

н*е(У 0, Ф/j (и^ ^  Ф&* +  (6)
где {е*;} — некоторая заданная последовательность, е* >  0, k =  
=  1, 2, l i meft =  0 (если Uk удовлетворяет условиям (5),

А-»°°
то в (6) допускается возможность е* =  0). Отметим, что, вооб
ще говоря, ик ф. U. Метод штрафных функций описан.

Подчеркнем, что дальнейшее изложение не зависит от того, 
каким конкретным методом будет найдена точка ик из (6). По
этому мы здесь можем ограничиться предположением, что име
ется достаточно эффективный метод определения такой точки.

2. Перейдем к исследованию сходимости метода штрафных 
функций. Так как

lim Рк(и) =  О при u ^ U o \ U ,
k->oo

то можно ожидать, что для широкого класса задач (1) последо
вательность {Uk}, определяемая условиями (6), будет прибли
жаться ко множеству U и будут справедливы равенства

lim У (uft) =  lim р (uk, U*) =  0.
k->oo k->00

Мы здесь ограничимся рассмотрением задачи (1) для слу
чая, когда множество U имеет вид
U =  { u e = E n: u ( = U 0, ^ ( « ) < 0 ,  / ===== 1, /п; g , (и) =  0,

i — m + l ,  s}, (7)

где Uо — заданное множество из Еп (например, Uo =  En),  
функции /(ы), gi (u ) ,  t ' = l ,  s, определены на U0. В качестве



штрафной функции множества (7) возьмем 
Р к (и) =  АкР(иУ,

т s

Р ( и ) = И  (max { g t (ы); 0})р +  Е  I gt  («) 1р. « е  U0, (8)
l - 1 i - m + l

где Л/, >  0, 6 = 1 ,  2, . . l im Лй =  +  а р > 1  — фиксиро-
к-*оо

ванное число.
Очевидно, если функции gi(u)  г  раз непрерывно дифферен

цируемы на множестве Uо, то при любом р >  г функция (8) 
также будет г раз непрерывно дифференцируема на Uo. Если 
в (8) р — 1, то из непрерывности g i(u ) ,  i =  1, s, следует непре
рывность Pk(u) на Uo, но гладкости Pk(u)  в этом случае ожи
дать не приходится. Полезно также заметить, что если Uo — вы
пуклое множество, функции gi(u)  при i = l , m  выпуклы на Uo, 
g i ( u ) = ( a i , u y  — bl — линейные функции при t =  m + l , s ,  то 
функция (8) выпукла на Uo — это вытекает из следствий к тео
реме 4.2.8.

Если для краткости ввести обозначения
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m a x {gt(u); 0} при / = 1 ,  т\
£<+ («) =  1 ,  , — г т -  (9>1 Ы « Н  i =  rn +  1, s,ч

то функцию (8) можно записать в виде

P k (u) =  AkP(u),  P ( u ) = Z ( g + ( u ) ) p, и е  U0. (8)

Функцию Р(и)  мы иногда также будем называть штрафной
функцией множества (7), подразумевая при этом, что после
умножения на А к >  0, lim Ak =  +  оо , она превратится в штраф-&->00
ную функцию в смысле определения 1. Величины Л* из (8) 
будем называть штрафными коэффициентами.

Заметим, что существуют и другие штрафные функции мно
жества (7). Например, вместо (8) можно взять

P k («) =  £  Aki (g+  (и))”1, а е ( / 0, 6 = 1 , 2 .........

где р ^  1, Ak l >  0 , lim Аы =  +  о о , - i =  1 , s ;  здесь каждое&->оо
ограничение из (7) имеет свой штрафной коэффициент. Весьма 
широкий класс штрафных функций множества (7) дает следую
щая конструкция:

р k (^)== ^ii№i ( )̂)> и ^  Uv  &== 1» 2, • • •»

12 Ф, П. Васильев
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где <p, (g) — произвольная функция, определенная при g  ^  О, 
такая, что q>;(0)=0, Ф<(&)>0 при g  >  0, i =  \, s. При необхо
димости можно выбрать функции ф/(£) так, чтобы штрафная 
функция Я* (и) обладала различными полезными свойствами, 
такими, как, например, непрерывность, гладкость, выпуклость, 
простота вычисления значений функции и нужных производных 
и т. п. Возможны и другие конструкции штрафных функций мно
жества (7). Приведем еще два конкретных примера штрафной 
функции

. \ Лй(g<+(«))P'J — 1, p t >  l;
/  т s 2 \

P fe(«) =  ^ 1( Z < A g' <u,+  X  eAk8i'u)) ,  u e U 0, • -  
Vi  — 1 i - m + l  /

где Ak >  0, 6 —  1, 2......... lim Ak =  +  oo.
Прежде чем переходить к строгим формулировкам теорем 

сходимости метода штрафных функций, рассмотрим несколько 
конкретных примеров.

П р и м е р  1. Пусть требуется решить задачу
У (и) =  х2 +  ху-\-  у 2—> inf;

и е  U =  {и =  (х, у ) е Е 2: х +  У — 2 =  0}.
В качестве штрафной функции возьмем Рь(и) =  k (x  +  у  — 2)2 
и положим
<i>k(u) =  х2 x y  +  у 2+  k{x- \ -  у  — 2)2, u e ( J 0 =  E2; 6 = 1 ,  2 , . . .
Функция Ф*(м) при каждом фиксированном 6 =  1 , 2 , . . .  сильно 
выпукла на Е2 и достигает своей нижней грани на Е2 в точке 
Uk = { Х к , У к ) ,  которая определяется уравнениями 

дФ и (и .)
— ^ ---- =  2*6 +  Ук +  26 (xk +  г/* — 2) =  0,

дФ (и .)
— ^ +  2Ук +  26 (xk +  y k — 2) =  0.

Отсюда получаем

и к —  (  3 +  4k  • 3 +  =  4k +  3 =

При 6 -v o o  будем иметь «*->-«» = ( 1 ,  1), Ф*(гг*)-*-3. Нетрудно 
видеть, что ы» — решение исходной задачи. В самом деле, 
У'(«*) =  (3; 3), </'(«*), и — гг*> =  3 ( х — \ ) + Ъ ( у —  1) =  0 для 
всех и. e U .  В силу выпуклости множества U и функции У (гг) 
согласно теореме 4.2.3 тогда ы* — точка минимума J (и) на U,



причем /(«,) =  /* =  3 =  lim ФА(ый). Таким образом, в рассмот-
k->oo

ренном примере метод штрафных функций сходится.
П р и м е р  2. Пусть

/  (и) =  е~и —► inf; и е  U =  {и е  E l: g  (и) =  ые_“ =  0}.

Здесь U =  {0} =  f/«, =  1. Возьмем штрафную функцию 
Р к( и ) =  kg2( u ) =  ku2e-2u и положим Ф*(ы) =  е~и +  ku2e~2a, м е  
е  Uo =  Е 1. Так как Ф*(и) >  0 при всех и е  Е \  lim Фk (u) =  0,

U - > - \  ОО

то Ф*. =  inf Ф* (и) =  0. В качестве точки ик, удовлетворяю*
Е 1

щей условиям (6) при е* =  e~k +  kzer 2k, здесь можно взять 
=&, k = \ ,  2 , . . .  Получим lim /  (uk) =  0 <  /„ =  1, l i mp [uk, Um) =

fe -> oo k->oo
= -{ -oo. Таким образом, выясняется, что метод штрафных функ
ций, не всегда сходится.

Перейдем к изложению достаточных условий сходимости ме
тода штрафных функций для задачи (1), (7). Для определенно
сти все формулировки и доказательства теорем проведем для 
штрафной функции (8), хотя некоторые из нижеследующих 
утверждений будут справедливы и для более широкого класса 
штрафных функций.

Т е о р е м а  1. Пусть функции J(u ) ,  g i (u ) ,  i = l , s ,  опреде
лены на множестве Uo, а последовательность {«*} определена  
условиями (3), (6), (8). Тогда

lim / ( « * ) <  lim Фй(иА) =  lim Ф*„< / „ .  (10)
k->oo ft -> оо ft -» оо

Если, кроме того, J =  i n f / ( « ) > — оо , то
и-

р ы = , 5 № К ) г = ° ( а " ' ; .  * = 1 . 2 , . . . ;  ( t o

t = l ,  /и; lim g t (uk) =  0, i =  m + l ,  s. (12)
ft oo ft-> oo

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как P(u )  ^  0, то из (3), (6), (8) 
имеем

J (uk) ^  ^ («*) +  AkP (uk) — Фй (uk) ^  ФА„ +  ek <1
< Ф 4(ы) +  Е4 =  / ( « ) + 4 Р ( и )  +  е4 (13)

для всех и е ( / 0 и A = l ,  2, Учитывая, что Р ( и ) =  0 при и е  
е  U, из (13) при k оо получим

lim / ( « * ) <  lim Фй(ий) =  lim ФА, < / ( ы )
k-*eo k->oo h-> oo
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при всех и е У .  Переходя здесь к нижней грани по при
дем к соотношениям (10).

Пусть теперь /»* >  —о о . Так как У» ^  /,*, то У* >  —оо. 
С учетом условий (6) имеем

0 <  АкР («*) =  Фк (ик) — У (и*) < Ф * ,+  в* — 6 = 1 , 2 , . . .  

Согласно (10) lim поэтому Ф** ^  С =  const, 6 = 1 ,&->оо
2, . . .  Тогда

0 <  Р  (ик) <  (С +  sup eft — У„) Л^1, 6 =  1, 2, . . .  . 

Оценка (11) доказана. Из нее следует, что l i mP ( a ft) =  0 или
fc->oo

lim g +  (мА) =  0, t =  1, s. Вспоминая определение (9) для g f  (и),
k->oo
отсюда получим соотношения (12).

Пример 2 показывает, что в общем случае неравенства в (10) 
могут быть строгими. Приведем достаточные условия, когда 
lim У(мй) =  У,.
k->oo

Т е о р е м а  2. Пусть Uo — замкнутое множество из Еп, 
функции J {и), g i ( u ) ,  gm(u) ,  | gm+1 («) | , . . . , |gs(«)l полУ' 
непрерывны снизу на Uo, У,, =  inf У (н) > — оо. Пусть последо

вательность {us}» определяемая условиями (3), (6), (8), имеет 
хотя бы одну предельную точку. Тогда все предельные точки 
{«*} принадлежат множеству U„ точек минимума задачи (1), 
(7). Если, кроме того, множество

и й =  { и : и < = и 0, Ы « Х б> 1 = 1 ,  т;  1 й ( н ) | < 6 ,
i =  m +  1, s} (14) 

ограничено хотя бы при одном значении 8 >  0, то 

lim Ф* (uk) =  lim Ф*„ =  lim У (uk) =  У*, lim р (и*, £/,) =  0. (15)
fe-»oo  & ->оо fc-»oo k->oo

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При сделанных предположениях для 
последовательности {«*} соотношения (10) — (12) сохраняют си
лу. Пусть ы* — какая-либо предельная точка последовательности 
{uk}, пусть Заметим, что о в силу замкнуто
сти Uo. Тогда с учетом полунепрерывное™ снизу указанных 
в условии теоремы функций из соотношений (12) получим

g t («*)< lim gi  (uk ) <  iim gt (и*)< 0 ,  i =  1, m;
r-»oo k -+°°

\g t  (и.) К  lim \ g t (uk ) \  =  lim |f t ( e * ) |  =  0, i =  m +  1, s.1 N ' ' ' b -* nrv
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Следовательно, и* е  U. Тогда с учетом (10) имеем /» ^ /(м » )  ^  
^ l i m  J (и. ) ^  lim / ( « * ) < / „  т. е. lim J (ukr) — J (и,) =  / ,  или 

r ft-»00
« . G  U ..

Наконец, пусть множество (14) ограничено при некотором 
б >  0. Из соотношений (12) следует, что { ы а} е  U6 для всех 
6 ^  ko. Это означает, что {и*} имеет хотя бы одну предельную 
точку. Тогда, как было выше показано, все предельные точки 
{ик} принадлежат t/*, т. е. lim р (uk, Ut) =  0. Из тех же рас-

& -> о о

суждений и неравенств (10) вытекают остальные равенства (15). 
Теорема 2 доказана.

Для иллюстрации теоремы 2 рассмотрим 
П р и м е р  3. Пусть

J(u) — e~u- -̂ inf; u e U  =  { u e E l: g (u )  — u — 0}.

Здесь / » =  0, U* =  {0}. Функции /(« ) ,  g (u )  непрерывны на 
замкнутом множестве Uo — E l, =  inf е~и =  0, множество

(/{ =  { « е £ ‘: М  ^  6} ограничено при любом б >  0. Таким 
образом, все условия теоремы 2 выполнены. Возьмем штрафную 
функцию P(ti )  =  ( g ( u ) ) 2 =  и2 и положим

Ф*(«) =  е~и +  ku2, и е Е 1, 6 = 1 ,  2, . . .
Нетрудно видеть, что Фа (и) сильно выпукла на Е 1, поэтому 
Ф*. =  inf Ф*(и) >  — с». Пусть {е*}— произвольная неотрица
тельная последовательность, стремящаяся к нулю. Определим 
точку ик из условия Фk(Uk) ^  Фа* +  8 а , 6 = 1 ,  2, . . .  Для полу
чаемой таким образом последовательности {и*} согласно тео
реме 2 имеют место равенства (15).

3. Нетрудно видеть, что рассмотренные в примерах 2 и 3 за
дачи по существу одинаковые: минимизируется одна и та же 
функция е~и на одном и том же множестве U =  {0}, и отличие 
лишь в том, что в примере 2 множество U задается ограниче
ниями g ( u ) = u e ~ u =  0, а в примере 3 — g ( u ) = u  =  0. Тем не 
менее, в примере 2 метод штрафных функций расходится, п при
мере 3 — сходится.

Отсюда заключаем, что для сходимости метода штрафной 
функции важное значение имеет способ задания множества U: 
ограничения, задающие множество U, и штрафные функции это
го множества должны быть как-то согласованы с минимизируе
мой функцией J(u) .

О п р е д е л е н и е  2. Ограничения

* £ / ( « ) <  0, / =  1, tn; gt  (и) =  0, i  =  m  +  l , s ,  u<==U0, (16)



назовем согласованными с функцией J (и) на множестве и е  Uо, 
если для любой последовательности {«*} е  U0, для которой

l im g ,(« t ) < 0 ;  i = l ,  m; lim g t (uk) =  0, i =  m +  1, s, (17)
fe-»oo ft-> 00

имеет место соотношение
lim / ( « f t )^ /*  inf J [и),

fc-*oo U

где множество U имеет вид (7).
Отметим, что в примере 3 ограничение g ( u ) = 0  согласовано 

с функцией на Е 1, а в примере 2 такой согласованности нет.
Т е о р е м а  3. Пусть Фк(и) =  J (и )- \ -A kP ( u ) ,  где  Р(и)  опре

делена формулой  (8), пусть Ф*. =  infФ*(и), £ =  1, 2 , . . .
Vo

Тогда для того чтобы
lim Ф*» =  /„  (18)

необходимо, чтобы ограничения (16) были согласованы с функ
цией J (и) на множестве U0. Если /„„ =  inf /  (ы) >  — оо , то со-

U о
гласованности ограничений с функцией J(u) на U0 достаточно 
для справедливости равенства (18).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть имеет 
место равенство (18). Возьмем произвольную последователь
ность {ur} е  U0, удовлетворяющую условиям (17). Тогда 
lim Р («;) =  0. Справедливы неравенства

Ф*. <  Ф& (ur) <  J (ur) +  AkP (иг), г — 1, 2, . . .

Отсюда при г-*- оо получим Ф*, ^  Irrn J (иг) при всех А =  1 ,2 ,. . .
Г-> оо

Переходя здесь к пределу при £->- оо, с учетом (18) будем иметь 
lim / (иг) >  lim Ф*, =  /.,  что и требовалось.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть У** >  — оо, и ограничения (16) 
согласованы с функцией J (и) на множестве Uо. Поскольку 
Фk ( u ) ^ J ( u )  при всех u ^ U o ,  то Ф** /*» > —оо , и имеет 
смысл говорить о последовательностях {«*}, удовлетворяющих 
условиям (6). Возьмем одну из таких последовательностей {«*}■ 
Согласно теореме 1 тогда справедливы соотношения (10) — (12). 
По условию ограничения (16) согласованы с J (и) на Uо. Пвэто- 
му из (12) следует lim У(иА) ^ / „  Отсюда и из (10) с учетам ие-

fe ->  оо

равенств е* +  Ф*. ^  Ф*(«*) ^  /(«*), £ = 1 , 2 , . . . ,  получим 
lim J(u k) — lim Фk- =  h .  Теорема 3 доказана,
А -> ое ft-> oo
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Пример ограничений, согласованных с J (и) на С/о, указан 
в теореме 2. Другой такой пример дают задачи (1), (7), у кото
рых функция Лагранжа

L (и, Х) =  J (и) £  ^iSi (и)> и е  ^о, ^ е  Л-о,
fc=1 (19)

Л0 =  {1<=ES: А ,> 0 ,  Хт > 0 } ,

имеет седловую точку на С/0Х  А0. В самом деле, пусть («*, Я *)е  
е  (У0 X  Ло— седловая точка функции (.19), т. е.

L (и„ Л )<  L (ut , Г )  =  / ,  <  L (и, Г), и е [ / 0, А е  Л0. (20)

Возьмем произвольную последовательность {«*}, удовлетво
ряющую соотношениям (17). Согласно (20) тогда /* ^

^*) =  /(«*) +  Учитывая, что 1* е  Ло, от
сюда при й-*-оо получим Иш ] ( u k) ^ J t . Таким образом, если

А  - >  ОО

функция Лагранжа задачи (1), (7) имеет седловую точку, то 
ограничения согласованы с функцией J (и) на U0. Отсюда и из 
теорем 1, 3 вытекает следующая

Т е о р е м а  4. Пусть функция Лагранжа  (19) имеет седло
вую  точку и / „  =  inf J (и) >  — оо; пусть последовательность 

и <|
{«*} определена условиями (3), (6), (8). Тогда

lim / ( « * ) =  lim Ф*(«*) =  lim Ф*. =  / .k->oo k->oo k->oo

и справедливы соотношения (11), (12).
4. Покажем, что при выполнении условий теоремы 4 можно получить 

оценку скорости сходимости метода штрафных функций, а такж е убедимся 
в том, что утверждения теоремы 4 сохраняют силу и без требования 
У . .  >  —  оо.

Т е о р е м а  5. Пусть функция Лагранжа  (19) задачи  (1), (7) имеет сед'  
л ов у ю точку (« ,, A,*) g  (/о X  Л0- Пусть последовательность {и*} определена  
условиями  (3), (6), (8). Тогда при р  =  1 справедливы оценки

° < V C . X ' 1- U \ , - , . <*!)

Ч  IГ  | ---- ^  Т \ (22)

для в с е х  тех номеров  k  ^  1, для которых А.  >  | Я* I =  ш ах I %*, I; если же
а 00 i < i < s 1 1

р >  1, то

0 <  ( « * ) < (  1 * 4 ) *  Л * " * +  * '* • (23)

— I л* и  ( ( I Л* |^ )в л *  » н- 1) 1/Р <  7 («*) — Л  <  в*. . (24)
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еде k =  \, 2 ........р  и q связаны условием р - 1 +  <?-1  =  1, | X*

Если, кроме того, U0 замкнуто, а функции J (и), g\ (и)...........g m (и),
lgm+i  (и ) |, . . . .  I g s ( « ) l  полунепрерывны снизу на U0 и « , —  предельная  
точка последовательности то а„ е  U„.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если («„ Я*) е  U0 X  Л 0 —  седловая точка функ
ции Л агранж а, то согласно теореме 4.8.1 м, е  £/„. И з определения (9) функ
ций § +  (и) и условия Г е Л 0 следует, что X{g t ( и ) <  | Х] \ g f  (и) для всех 
/ =  1, s и и е  Uo. Отсюда и из неравенств (20) получим

/ . < / ( « ) + Z  |* ;| */■(«). uesUo- (25)-г-i
Д алее нам понадобится неравенство Гельдера [10]

s /  s \ \ / q  /  s \1/р

справедливое для всех действительных чисел Х\, g t , р >  1, p - l  +  q,- ‘ = l .  
Это неравенство, записанное в виде

vi IpS  /  S  N1 Ip

i-i \ i - i  /<-i
останется верным для всех р  ^  1, если при р —  1 условимся принять 
q =  + о о , | Я*|  =  m ax I ЯТI. При таком соглашении имеем 

00 i <i <s

Z I^ IsT  («)< I * 4 (Я(“))1/p> “ e  и» p > x - 
i - l

Отсюда и из неравенства (25) следует

/ . < / ( « )  +  ! Я* \q ( P (u ) )1"’, u s U 0, р >  1. (26)

Т ак как lim А к =  +  °°> то \оо Для всех k ^ k o .  Тогда из (26) при
&  - > -  ОО

р  — 1 получим
У, <  /  (и) +  AkP (и) =  Ф k (и), u< = U 0, 1г >  *о- 

Отсю да вытекает неравенство ФА.  =  inf (и) ^  У, >  — 00 при любом ft ^  £0-

Это значит, что последовательность {иА}> удовлетворяющ ая условиям (6 ), 
при р  =  1 сущ ествует (без ущерба для общности ниже можем считать &о — О- 

Рассмотрим случай р >  1. Воспользуемся неравенством 110]

1 -  |а|Р I |&|?| а 6 К - ^ -  +  Т ’
справедливым для всех действительных в, Ь и р >  1, р ~ г +  <?-1  =  1. П оло
ж ив а =  (pi4ft)1/p (Я (н ))1/р й =  (рА к) ~ 11р I Л* |?, с учетом равенства q/p  =  <7—1 
получим

I Я* le (Р  (и ))1/р -  аЬ ^  (u) +  ( I Я’ 1в) 9 <Г и е  £/0-
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/ ф <  /  (и) +  А кР (и) +  B A \ - q шт ф к (и) +  B A \ ~ 4, и a  U0,

при всех р >  1, k  =  1 ,2 .........  где В  =  ( | X’ I, ) 9 q ~ lp l~ 4. О тсю да вытекает
неравенство Ф й ,  ^  Jt — B A lk~ q >  — оо, k = \ ,  2 , . . .  Это значит, что и при 
каждом р  >  1 существует последовательность удовлетворяю щ ая усло
виям (6 ).

Перейдем к доказательству оценок (21) —  (24). Так как Р ( и , ) = 0  для 
всех м* е  £/„ то из неравенств (6 ), (26) и определений Ф к (и), Ф й ,, Р к ( и ) ^  О 
имеем

/  (» fc) <  /  (ик) +  А кР (ик) =  Ф к (ик) <  Ф* .  +  г к <

< ФйК )  +  8А =  / (“.) +  8* =  / » +  8й<
< 7 (“ ft) +  I *-* I, (Р  (“ ft))1/p +  eft- 1. 2. . . .  (27)

Отсюда следует, что

А кР  ( “ ft) <  I V  \„ ( Р Ы У 1р +  «*• Л -  1. 2, . . .  (28)

Если р =  1, то при всех Л* >  |Х*|оо неравенство (28) равносильно оцен
ке (21). Кроме того, из (26), (27) при р =  1 будем иметь

- i * * L  * (« * )< '( “*)— '.<«*• 2- •••
Отсюда и из уж е доказанной оценки (21) вытекает оценка (22).

Рассмотрим случай р >  1. Если обозначить zfe =  (Я  {uk)Y^p> то неравен
ство (28) можно переписать в виде 0 ^ Л йг £ < 1| Я  \q г к +  е к или 
< z kbk +  d k, где = |  Л* \q А к \  dk =  e,kA k \ k  =  1, 2, . . .  Отсю да с по
мощью леммы 2.3.11 получим 0 ^  z k ^  ( b qk +  q d ^ p или 0

< (  №  Akq +  Я*кА~к \  что равносильно оценке (23). Далее, из (26), (27) 
следует

к - и  2 , . . .

Отсюда и из уже доказанной оценки (23) вытекает оценка (24).
Таким образом, lim / ( « . )  =  / ,  lim Р  (и Л  —  0. Поэтому, если и . —

f t - > o o  V k ’  *  f t - > o o  v k I
предельная точка последовательности {и*}, то включение и ,  s  U,  доказы 
вается так же, как аналогичное утверждение в теореме 2. Теорема 5 до
казана.

Заметим, что если последовательность {и*}, определяемая условиями (5), 
существует, то при выполнении условий теоремы 5 оценки для  такой после
довательности будут получаться из оценок (21) — (24) при е* =  О, k  =  
=  1, 2, . . .  В частности, если в (24) е* =  0, то

Ъ > 1  («k ) - J * > - \ V \ q {\% *\q) qlp A k <4> =  - ( \ V \ q)4 A i ' * ,  * =  1, 2 , . . .

Что же будет, если в (21), (22) принять 8s =  0, к =  1, 2, . . .  —  этот вопрос 
мы обсудим ниже в теореме 7.

Рассмотрим пример, который показывает, что оценки (21) — (24) не 
могут быть существенно улучшены на классе задач (1), (7), у которых функ
ция Л агранж а имеет седловую точку.

Подставим это неравенство в правую часть (26). Будем иметь
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П р  и м е р 4. Рассмотрим задачу

J (и) =  — и ->  inf; и е  U =  {и е  Е ' : g  («) s  и <  0}.

Здесь /„  =  0, U„ =  {0}. Функция Л агранж а L (и, А) =  — и +  Аи, и е ! / л =  
Я е Л 0 =  { А ,е £ ‘: А,^:0} имеет седловую точку (и„ =  0, А ,*= 1). Возьмем 
штрафную  функцию*./5* (и) =  (m ax {и; О})̂ 7, р ^ 1 ,  /4* >  1, lim Лй =  + о о .*

/г->оо
Т огда функция (3) будет иметь вид

—  и +  Льир, если и > 0 ,
—  и, если и <  0 .

Н етрудно показать (нарисуйте график функции Ф *(ц)), что

(  0 при р =  1,

„Р„ Р > 1,

причем нижняя грань достигается в точке «&* =  0  при р =  1 и u k t  =  
=  p l ~ qA lk~ q >  0 при р >  1, k — \, 2, . . .  Попутно отметим, что Ф й< =  — оо, 
если р = 1  и Ak <  | Я* I =  1. Указанная последовательность {«£,} удовлетво
ряет условиям (5) или условиям (6 ) при efc =  0, причем

АкР { Ч .) |  р-м*,-17
0 при р =  1, 

при р >  1;

(  0 при р =  1,

■ р 1 9 при р >  1.

Сравнение полученных здесь точных оценок с оценками (21) — (24) при 
е* =  0 показывает, что в случае р —  1 оценки (21 ) , (22) точны на классе 
задач (1), (7), у которых функция Лагранжа имеет седловую точку, а в 
случае р >  1 оценки (23), (24) точны по порядку A lk~ Q и отличаются лишь 
константами при

Если >  0, то при р =  1 в качестве точки uft, удовлетворяющ ей усло
виям (6 ), в рассматриваемой задаче можно взять =  ek (Ak — l ) _l  
к  =  1, 2, . . .  Тогда

р («*) =  ч  = (Ak - 1 ** I Г 1- 1 ы - 1. =  Ir  I (■Ak- 1я* I ) ~ ‘-

k = \ ,  2 , что полностью совпадает с оценками (21), (22).
Если ек >  0, р =  2, то точка u ft =  ( 1/2Лй) +  (ej A k )^2 удовлетворяет 

условиям (6), к =  1, 2, . . .  Отсюда имеем

A k P Ы  =  А Л  =  (! /4 Л ,) +  е* +  (е/Л *)1'2,

1 (uk) J*==~ uk’ k = l , 2 , . . . ,
что такж е свидетельствует о том, что оценки (23), (24) на рассматриваемом 
классе задач не являются грубыми.

Любопыт*но, что если функция Л агранж а задачи не имеет седловой точ
ки, то оценки для AkP(Uk), J(tik) — вообще говоря, ухудшаются по сравне
нию с оценками (21) — (24).



П р и м е р  5. Пусть
/  («) =  — и -> inf; и е  U —  {и е  E l: g  (и) =  и2 <  0}.

Здесь У„ =  0, U, —  {0}, функция Л агранж а L (и, X) —  — и +  Хи2 при и е  
s U 9 =  E \  i e A ) =  | l E £ l: Х ^ О }  седловой точки не имеет. Возьмем 
штрафную функцию Р  (и) =  (max {и2; 0})р =  и~р. Н иж няя грань функции 
ф й (и) =  — и +  XlfcU2p, >  0 , р  >  1, на и 0 —  Е 1 достигается при иА, =

1
=  (2p A k} 2 p _ l , =  1, 2, . . .  Отсюда

__2£_ __1__

1 1
— Л - - ( 2р) 2р- ‘ Л ," 2" - 1, * =  1, 2 . . . .

Так как <7— 1 =  ( р — I ) -1 >  (2р — I ) -1 при всех р >  1, то ясно, что полу
ченные точные оценки уступают оценкам (23), (24). Интересно заметить, что 
с увеличением р >  1 оценка ухудшается.

5. Выше мы выяснили, что при определенных условиях последователь
ность {«*}, получаемая методом штрафных функций (3), (6 ), (8 ), такова, что

lim P ( u k ) —  0 или lim g f  (и Л  =  0, i =  1, s, (29)
ft-»  oo ft-»oo

что равносильно соотношениям (17). Однако, как показывает пример 2, от
сюда, вообще говоря, еще не следует, что последовательность {и*} будет 
сходиться ко множеству U.

О п р е д е л е н и е  3. Ограничения (16) называются корректными на мно
жестве и 0, если любая последовательность {u*} е  U0, удовлетворяющ ая усло
виям (29) (или (17)), сходится к множеству U.

Примеры 2, 3 показывают, что одно и то ж е множество может бить 
задано как корректными, так и некорректными ограничениями. Возникает 
вопрос, какие ограничения являются корректными? Здесь мы ограничимся 
приведением одного простого достаточного условия корректности ограниче
ний (16).

Т е о р е м а  6 . Пусть существует функция  б ( t ) , определенная и неотри
цательная при t ^  0, 6(0) =  0 lim Ь (0  = 0 ,  такая, что

<->+ о
р (« ,£ /)  =  inf I и —  o j < f t ( P ( « ) ) ,  « е  t / 0, (30)

ti sU
где штрафная фун:::\ия P{u) определена формулой  (8 ) при каком-либо  
р ^  1. Тогда ограничения (16) корректны на множестве U 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольную последовательность {«*}, 
удовлетворяющую условиям (29) (или (17)). П олагая в (30) и =  и* и поль
зуясь свойствами функции 6 (/), получим р (uk,U)  ^  б (Р (и к))  ->-0 при k^>-oo, 
что и требовалось.

Заметим, что из неравенства (30) и оценок (21) — (24) следует оценка 
и для р(и», U),  k —  1, 2, . . .

Приведем несколько примеров корректных ограничений.
П р и м е р  6 . Пусть

U —  { u s  Е п\ g .  (и) —  (а,,  и) —  b 1 =  0, i =  1. ш}

■— аффинное множество, где a it . . . ,  am — линейно независимая система век

§  12] М ЕТО Д  Ш ТРА Ф Н Ы Х  Ф У Н К Ц И И  3 6 3
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торов из Ь1, . . . , Ь т — заданные числа. Проекция произвольной точки 
и е  Еп на множество U имеет вид

Р ц  (и) —  и — А Т ( А А Т) 1 (А и  —  Ь),

где А  — матрица порядка m  X  п, строками которой являю тся векторы 
<Zi, am, а b =  (Ь1, bm) (см. пример 4.4.3). Тогда

р (и, U) =  | и — Р ц  (и) | < | |  А т (Л /4Г) 11 * | — £> |, и е Е п.

Это неравенство можно записать в виде р (и, U )< ^& (P  (и)), где б (/) =
II - i n  m

=  I А т (А А Т) IU1'2, Р  (и) =  | А и  —  b Р =» | (и) |2— ш траф ная функция
i - i

множества U. Отсюда и из теоремы 6 следует корректность ограничений 
g t (и) =  (a lt и ) - -  Ь1 =  0, /  =  1, m,  на Е п,

П р и м е р  7. Пусть

U —  {и е  Е п: g ( u ) = ( c ,  и) —

— замкнутое полупространство, где с Ф  0 — заданный вектор из Еп, \  — 
число. Проекция любой точки ы е £ л на множество U имеет вид

Р ц  (и) =  « —  m ax {(с, и) —  VI 0} с | с Г 2 

(см. пример 4.4.4). Следовательно,

р («, U) =  | и —  Р ц  (и) | <  | с | g +  (и), и <=

Это неравенство можно переписать в виде р (и, U) ^  б (Р  (и)), где б (t ) =  
=  | с | P ( u )  —  (g + (и)) , р > 1 ,  —  ш трафная функция множества U. 
Отсюда и из теоремы 6 следует корректность ограничения g  («) =  (с, и) —
— Y 0 на Е п.

П р и м е р  8 . Пусть функции g, (и), . . . ,  gm(u),\g„+,(u) | ,  . . . ,  | g s («) | 
определены и полунепрерывны снизу на замкнутом множестве U0, а мно
ж ество U6, определенное формулами (14), ограничено при некотором б >  0. 
Тогда ограничения (16) корректны на Uo— это следует из доказательства тео
ремы 2 .

6 . При описании и исследовании метода штрафных функций (3), (6 ), (8 ) 
всюду выше предполагалось, что штрафные коэффициенты {Л*} стремятся к 
бесконечности. Однако, оказывается, существуют классы задач и классы 
штрафных функций, когда можно ограничиться рассмотрением достаточно 
больших, но конечных штрафных коэффициентов.

Т е о р е м а  7. Пусть функция Лагранжа (19) задачи (1), (7) имеет сед
ловую  точку (и», %*) на множестве Uо X  Ло. Пусть

(и) =  / ( « )  +  А Р  (и), P (u )  —  J ^ g f { u ) ,  u e U 0, (31)

еде ф ункции  g f  (и) определены по ф ормулам  (9). Тогда п р и  всех  А >  
> |Х * |оо=  m ax  | [множество UA ,  =  {ue=U0: Ф л (и) =  Ф л , = ^ ш ^  Ф л (и)}

непусто и совпадает со множеством U, точек м ини м ум а  в  задаче  (1), (7) 
и, кроме того, Ф л ,  =  / . .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 4.8.1, если (и „  V ) —  седловая 
точка функции Л агран ж а, то и* е  £/„ так что Ut ф  0 .  При A k >  | %* 1^ =
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=  ш ах I X*, I из неравенства (25) получим 
l <i <s

1 ̂  <1 /  (а ) +  АР  (и) ==» Фл  (и) при всех и е  U0. (32)

Следовательно, / ,  * ^ Ф Л,. Возьмем произвольную точку и , е  Ut . Т огда из 
неравенства (32) с учетом Р ( и , ) = 0  будем иметь /„sgC Ф л , ^  Ф д  (“ *) =  
=  /  (« ,) +  А Р  (и „) =  /  (« ,) =  / .  или Ф Л =  Фд^ (ut ) =  / , .  Таким образом, Ф д . =  
= / ,  и u , s U A t . Отсюда следует, что U А ,  ф  0  и

Докажем справедливость включения UAm S  U„. Возьмем произвольную  
точку u A s U A t . Учитывая неравенство (26) при р =  1 и уж е доказанное 
равенство Ф д , = / „ ,  получим

/  (иА) +  А Р  (иА) =  фл («д) =  Ф А . =  / .  <  /  (« л ) +  | Г  |те Р  (UA). (33)

Отсюда имеем А Р  (и д) ^  | Л* | Р  (н^) или (Л —  I Л* ^ / ’ ( и ^ ^ О .  При А  > |  Я,*1те 
это возможно лиш ь при Я (« Л) =  0, т. е. u A s  U. Тогда из (33) вытекает 

=  т. е. uA s U t . Это значит, что UA , ^ U „ .  С учетом выш едока- 
занного включения Ut  s  UA<t отсюда получаем требуемое.

В теореме 7 условие А  >  | Я* 1^ заменить на А =  \Х* I,*,, вообщ е говоря, 
нельзя. В этом нетрудно убедиться, рассмотрев задачу  из примера 4.

7. При р >  1 утверждение, аналогичное теореме 7, неверно. Точнее, для 
функции Ф^ (и) =  1 (и) +  АкР (и) со штрафной функцией (8 ) при р >  1 
нельзя ожидать, что множество Uk ,  =  { u s U Q, Ф к {и) —  Ф к ,}  будет совпа
дать со множеством Ut  при каких-либо А к >  0. Чтобы убедиться в этом, 
достаточно рассмотреть задачу из примера 1: полученная в этом примере 
точка и к е  Ukt> но ик ф  U, и в  то ж е время м„ ф. Uк ,  при всех k  =  1, 2 , . . .  
Тем не менее и при р >  1 существует интересная связь меж ду множителями 
Л агранж а, штрафными коэффициентами {A k } и последовательностью  {и к}, 
определяемой условиями (3), (6), (8 ).

Т е о р е м а  8 . Пусть U0 —  вы пуклое  замкнутое множество из  Е п,
функции I  (и), g | (и ) ......... gm (и) в ы п у к л ы на U0 и принадлежат классу
С 1 (Uо), g t (и) =  (а ^  и) — Ь1, г =  т +  1, s, —  линейные функции, пусть ф ун к 
ция Лагранж а  (19) задачи  (1), (7) имеет седловую точку на Uо X-Л-о 
в  смысле неравенств (20). Кроме того, пусть ф ункция

Фк (и) =  J (и) +  А к £  (g +  (и ) )р, u < = U 0, р >  1,
/ - 1

при каждом k —  \,  2 , . . .  достигает своей нижней грани на множества С/о 
в  некоторой точке и к е  UQ, т. е. и к удовлетворяет условиям  (5) или у с л о 
виям  (6) при ек —  0. Тогда если последовательность имеет хотя бы  
одну предельную  точку, то и последовательность {А,*}, где Xk =  (A,f, . . . ,  X£ ) ,

t f ^ P A k l g t  {u k ) \ °  *• i = l i w r f = p A k \ g t  («*) |P_1sign  («*). i = m + l , s ,  
также будет иметь предельную  точку, причем  лю бая пр ед ель на я  точка 
(u „  X*) последовательности {(и*, А.6)} будет седловой точкой ф ункц ии  
Л  агранжа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з оценки (23) при =  0 получим | g f  (н й) |р ^  

или



=  | Я * | ? при всех ( = l , s  и & = 1 ,  2, . . .  Отсюда следует, что | Я* | <

р  | Я* \q <  оо, ( =  1, s, k =  l ,  2, . . . ,  т. е. последовательность { я 6} огра
ничена. Пусть и , — какая-либо предельная точка последовательности 
пусть Не

согласно  теореме 5 » ’ е  £/*. Из { x k f } выделим подпоследовательность, 
•сходящуюся к некоторой точке Я*. Можем считать, что сама подпоследова
тельность {я,йг} сходится к Я*. Так как Я ^ ^ О  при всех г '= 1 ,  т, то и 
Я* ^ 0 ,  i =  1, т,  так что Я* е  Л 0. Д алее, так как (и) выпукла и Ф* (и) е  
е С 1 (i/o), то в точке u k справедливо неравенство

( ф 'k (Uk), и — Ий)  >  0, « е= £/0. (34)
П оскольку

т _.
( « * )= • / '  ю  +  Е I s t  (uk) Г s'i м  +
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+  Z  K )  I S i^ n  S i  Ы  S i  Ы  =  J '  i u k )  +  S  Ю ’

TO

4 r ( % )  =  ' '  («*) +  E  v iS[(«J =  (и., Г).
Г  -> •  ЭО Г  \  Г  /  ^ в |

П оэтом у из (34) при k =  k r ^>°o  получим (Lu (u„, Я*), и —• и„) :>  0, u s U 0 
Т ак  как Я* е  Л 0, то при выполнении условий теоремы функция L (и, Я*) 
вы пукла на i /о, И последнее неравенство равносильно такому:

L  (и*, Я*) <  L (и, Я*), и е= г/0. (35)

Далее, если g . («  ) <  0 при некотором г, 1 ^  г т, то из lim g .  (’«>,') =
1 4 * '  r - > o o  V Г /

=  gj (н„) <  0 следует g ; ( u k )  <  0 или g/" ) =  0 для всех r ^ r Q. А тогда 

Л^г =  0 при всех г ^  л0 и lim Я ;г =  Я  ̂=  0. Таким образом, Я̂  =  0 для всех
Г->оо

номеров /, 1 ^  ^  /гг, для которых g^ (и*) <  0, а для остальных номеров i, 
l ^ i ^  s, мы имеем g l (u*) =  0. Следовательно, X’gj (ы„) =  0, / =  1, s. 
О тсю да и из (35) с помощью леммы 4.8.1 заключаем, что (гг*, Я*) — седловая 
точка функции Л агранж а. Теорема доказана.

8. Рассмотренный выше метод штрафных функций дает про
стую и универсальную схему решения задач минимизации на 
множествах, не совпадающих со всем пространством, и часто 
применяется на практике. Поскольку имеется достаточно бога
тый выбор штрафных функций, то при составлении функции 
Ф к(и) можно постараться обеспечить нужную гладкость этой 
функции, выпуклость, подумать об удобствах вычисления зна
чений функции и требуемых ее производных и т. ш Кроме того, 
имеется определенная свобода в выборе множества Uо для за
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дачи (2): в задании множества (7) всегда можно отнести ко 
множеству U0 наиболее простые ограничения (например, £Л> 
может быть шаром или паралеллепипедом в Еп, совпадать с по
лупространством или со всем пространством Еп и т.д.), а 
остальные ограничения оформить в виде g i ( u ) ^ 0  или gi(u)  =  
=  0 и учесть их с помощью штрафной функции. Поэтому можно 
надеяться на то, что вспомогательные задачи (2), (3) удастся 
сформировать более простыми, более удобными для применения 
известных и несложных методов минимизации, чем исходная 
задача (1).

Следует заметить, что хотя сама схема метода штрафных 
функций довольно проста, но при практическом использовании 
этого метода для решения конкретных задач минимизации мо
гут встретиться серьезные трудности. Дело в том, что для полу
чения хорошего приближения решения задачи (1) номер k в (2),
(3) (или штрафной коэффициент А к в (8)) приходится брать 
достаточно большим. А с увеличением номера k свойства функ
ции Ф ь ( и ) =  J ( и ) - \ - P k(u ) , и е  Uo, оказывается, во многих слу
чаях начинают ухудшаться: эта функция может стать более 
овражной, некоторые координаты градиента Ф£ (и) могут 
быть слишком большими, могут появиться дополнительные ло
кальные минимумы и т. п. Это все может привести к тому, что 
при больших k методы минимизации, используемые для реше
ния задачи (2), будут плохо сходиться и определение точки ик, 
удовлетворяющей условиям (6), с возрастанием k может потре
бовать все большего и большего объема' вычислительной ра
боты.

Поэтому при практическом применении метода штрафных 
функций вспомогательные задачи (2) обычно решают лишь для 
таких номеров k (возможно больших), для которых удается 
обеспечить достаточно быстрое убывание функции J (и) и доста
точную близость получаемых точек ко множеству U при неболь
шом объеме вычислительной работы. Если полученное на этом 
пути приближение к решению задачи (1) недостаточно хорошее, 
то привлекают более тонкие и, вообще говоря, более трудоемкие 
методы минимизации, стараясь при этом получше использовать 
ту информацию, которая получена с помощью метода штрафных 
функций.

Заметим, что если в качестве штрафной функции множества
(7) берется функция (8) при р =  1, то согласно теореме 7 в вы
пуклых регулярных задачах нет необходимости неограниченно 
увеличивать штрафной коэффициент А к, и в этом случае упомя
нутый недостаток метода штрафных функций, вообще говоря, 
не будет проявляться. Правда, штрафная функция (8) при р —1 
не будет обладать достаточной гладкостью, но появившиеся 
в последние годы методы минимизации, не требующие гладко
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сти минимизируемой функции (см. §§ 3, 9, 10, 15), позволяют 
надеяться, что численное решение задачи (2) в рассматривае
мом случае не будет слишком трудным.

Отметим, что при описании и исследовании метода штраф
ных функций выше мы предполагали, что функция J (и) и мно
жество (7) известны точно. Если же указанные исходные дан
ные известны лишь приближенно, то метод штрафных функций 
полезно регуляризовать [16, 59].

Различные прикладные и теоретические аспекты метода 
штрафных функций исследованы в [5, 9, 11, 15, 59, 84, 101, 107, 
109, 119, 137, 138, 141, 228, 229, 236, 250] и др.

В заключение заметим, что рассмотренный в § 11 метод мно
жителей Лагранжа идейно примыкает к методу штрафных функ
ций. В самом деле, в методе множителей Лагранжа ограничения 
типа g i ( u ) ^ 0 или g / ( u ) = 0  учитываются в функции Лагранжа 
или ее модификации. Затем исходная задача (1), (7) сводится к 
последовательности вспомогательных задач минимизации на 
множестве Uo (см., например, задачу (11.12)). Достоинством 
метода множителей Лагранжа является то, что в нем приближе
ния {X*} для множителей Лагранжа пересчитываются по про
стому правилу и отсутствуют неограниченно растущие коэффи
циенты типа штрафных коэффициентов. В то же время метод 
множителей Лагранжа требует от задачи (1), (7) существова
ния седловой точки функции Лагранжа, а метод штрафных функ
ций может сходиться для более широких классов задач (см., на
пример, теорему 2) и является более универсальным.

У п р а ж н е н и я .  1. Применить метод штрафных функций к задачам
а) /  (и) —  х 2 +  у 2 -> in f; и е  U —  {и —  (х, у)  е  Е 2: g  (и) =  —х  — у - f  1 0} 

или и е  U =  {и =  (х, у)  е  Е 2: g (и) =  — х  — у  +  1 =  0(;
б) J (и) =  х у  -> inf; и е  U =  {и =  (х, у) е  Е2: х 2 +  у 2 25} или и е  U =  

=  {« =  (х, у )  <= Е 2: х 2 +  у 2 =  25};
в) J (и) —  х 2 +  у 2 +  z 2 inf; и е  U =  {« =  (*, у, г)  е  £ а: х  +  у  +  г  +  

+  К 0 } .
2. Применить метод штрафных функций к задачам  из примеров 2.2.2 

и 2.2.4.
3. П усть / ( и )  =  е ~ 2“, а множество U =  {и е  Е 1: O ^ u ^ l }  задано либо 

ограничениями gi (н) =  — н <  0, g 2 (и) =  и — 1 < 0 , либо g (и) —  | и | +  
+  | « — 1 | — 1 = 0 , либо g (и) =  е ~ и ( | и | +  | и — 1].— 1) =  0. Выяснить, 
в каких случаях ограничения согласованы с функцией J (и ) на Я 1.

4. П усть {Pk (и)} — ш трафная функция некоторого множества U. Пусть 
функция ф (/) определена при t 0 , <р (0) =  0 , причем ф (t) -> 0 при t -> +  0 , 
Ф ( / ) ->  +  <» при t -> +  оо. П оказать, что тогда {ф(Рй(и))} является штраф
ной функцией множества U.

5. Применить метод (3), (6), (8 ) к задаче I  (и) —  и 2 — и -> inf; и е  U =  
=  { u s £ 1: g ( u )  =  u ^  0}, взяв в качестве штрафной функции Р  (и) =  
=  (ш ах {0; и})2. Получить точную оценку погрешности, сравнить ее с оцен
ками из теоремы 5.

6 ) П усть множество ( / = | и е  E h  — 1 ^ н ^  1} задано либо ограничениями 
g i  (и) =  и — 1 ^  0, g i  (и) =  — и — 1 ^ 0, либо g (и) =  е ~ и* (и2—  l)  < 0 , либо
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g (и) =  и 2 — 1 ^  0. Выяснить, какие из этих ограничений являются коррект
ными на ЕК

7. Пусть U =  {и е  Еп: g (и) ^  0), где g  (и) — непрерывная функция на Е п. 
Д оказать , что для того, чтобы множество U было ограниченным и ограни
чение g (и) ^  0 было корректным на Е п, необходимо и достаточно, чтобы 
множество ( / { = { в е  Е п : g  («) ^  6} было ограниченным хотя бы при одном 

6 >  0.
8 . Пусть Uо — выпуклое замкнутое множество из Еп, функция g  (и) 

выпукла и полунепрерывна снизу на £/„, и пусть множество М  (С) =  {и е  
s U о: g  (и) С} непусто и ограничено при некотором С. Д оказать, что тогда 
ограничение g («) ^  0 корректно на U0 (см. теорему 4.2.17 и пример 8 ).

9. П усть W  — открытое выпуклое множество из Е п, U0 — выпуклое 
множество, Uo cz W, функции У (и), g i (и), . . . ,  g m (“ ) выпуклы на W,  
a g i (и) = ( Я ( ,  к) — Ь1, г =  т +  1, s, — линейные функции. Пусть функция I  (и) 
на множестве (7) ограничена снизу и множество U„ точек минимума J (и) 
на множестве (7) непусто. Кроме того, пусть при некотором А >  0 непусто

т
множество t /д ,  точек минимума функции Фд (и) =  /  (и) +  А ^  ш ах {g ; (и); 0 } +

i -1
S

+  ^  I 8i (и) | на множестве t /Q и U'A , =  U„. Д оказать , что тогда функ-
/■wn-f I

ция Л агранж а (19) имеет седловую точку в смысле неравенств (20).

§ 13. Метод барьерных функций

1, Идеи метода штрафных функций могут быть использованы 
для построения методов решения задачи

/(«)->• inf; ы <= £/, (1)

позволяющих получить такую минимизирующую последователь
ность {uk} е  U, каждый член которой будет лежать вне неко
торого заданного «запрещенного» подмножества у  с  U. В каче
стве «запрещенного» множества у может служить, например, 
граница Гр£/ множества U или какая-либо часть границы. Дело 
в том, что при применении того или иного метода решения за 
дачи (1) при V Ф  Еп может случиться, что каждое получаемое 
приближение ик будет принадлежать Гр£/. Однако если струк
тура границы множества слишком сложна, то реализация тако
го метода может потребовать большого объема вычислительной 
работы и, кроме того, сходимость метода может оказаться очень 
медленной^ В таких случаях можно попробовать как-то по
строить «барьер» вблизи всей границы у  =  Гр U или какой-либо 
ее части у (или какого-либо другого заданного подмножества 
y c z U ) ,  который исключал бы возможность попадания очеред
ного приближения ик на у.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть у  — некоторое подмножество 
множества U. Функцию В (и) назовем барьером  или барьерной  
функцией подмножества у, если В (и) определена, конечна и не-
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отрицательна во всех точках н е  U \ y ,  причем lim В(иг) =  +оо
Г-> оо

для всех последовательностей {vr} е  U \ y ,  которые сходятся к 
какой-либо точке и е ^ .

Заметим, что в определении 1 подразумевается, что U \ y  -Ф 
Ф 0 .  Это значит, что если у =  Гр£7, то int U  =  U \ y  ф  
ф  0 .  Заметим также, что в точках и е  у барьерная функция 
В (и) не определена (можно принять В (и) =  + ° ° .  и ^  Y) •

Пользуясь теми же конструкциями, которые использовались 
при построении штрафных функций, нетрудно выписать барьер
ные функции для множеств у, задаваемых ограничениями типа 
равенств или неравенств. Например, если у  =  {и ^  Е п\ и е  U, 
g(u )  = 0 } ,  где g (u )  непрерывна на U, С / \ у ф 0 ,  то в качестве 
барьерной функции здесь можно взять B(u) =  \g (u )  | -1, или 
В ( и ) =  \g (u )  | ~2, или В (и) =  max {—In |g(«) | ; 0}. Если же у  =  
=  {и е  Еп: u ^ U ,  g ( u ) ^  0}, где 1 1 \ у ф  0 ,  g(u)  непрерывна 
на U, то можно принять В (и) =  (max {g(«); 0})~р, р >  0, или 
В (и) — | In g(u )  |, и е  U \  у  и т. п.

Перейдем к описанию метода барьерных функций для реше
ния задачи (1), предполагая, что подмножество у  е  U и неко
торая его барьерная функция уже заданы. Введем функции

Fk (u) =  J(u) +  akB(u),  u e = U \ y ,  k = \ ,  2, . . . ,  (2)

где {аи} — положительная последовательность, сходящаяся к 
нулю. Величины { a k} из (2) называются барьерными коффици- 
ентами. Рассмотрим последовательность задач

У7* (ы)-> inf; « е ( /  \  у, k =  Г, 2, . . .  (3)

Обозначим Fk* — inf Fk (u), k = \ ,  2, . . .  Будем предполагать, 
c/\v

что в исходной задаче (1) / ,  =  inf J (и) >  —оо. Так как Fk{u)^s  

^  J (и) при всех « е С / \ у, то F** ^  /* > —оо. ТогДа условия
uk ( = U \  y, Fk (uk ) < F kt +  zk, k =  \, 2......... (4)

определяют последовательность {и*}, где е* >  0, l i mefe =  0;
k->oo

если окажется, что Fk (uk) = F k*, то в (4) допускается е* =  0.
Поскольку, как обычно, мы подразумеваем, что функция /  (и) 

конечна во всех точках ы е  U, то согласно определению 1 для 
любой последовательности {vr} е  U \ y ,  {or} - > t i e v  справед
ливо равенство lim Fk (or) =  +  оо при каждом фиксированном

Г ->  оо

k =  1, 2, . . .  Таким образом, функция Fk(u) неограниченно воз
растает вблизи у. Поэтому следует ожидать, что при фиксиро
ванном k функция Fb(u) вблизи у  не может принимать значе
ния, близкие к Fkif, и точка ик, определяемая условиями (4), не
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будет расположена на слишком близком расстоянии от у. В то 
же время благодаря тому, что барьерные коэффициенты {а*} ->•

. ->0, не исключается возможность того, что с увеличением но
мера k точки Uk, постепенно «преодолевая барьер», будут при
ближаться к у.

Для приближенного решения задачи (3) при фиксированном 
k и определения точки н*, удовлетворяющей условиям (4), мо
гут быть использованы различные методы минимизации. В ча
стности, если v =  Гр U и U \ y  =  int U ф  0 ,  то для решения за
дачи (3) может быть применен, например, градиентный метод 
(см. § 1):

Uk r + l ~ Ukr ar^k(Ukr)’ UkO==Uk-V r= = 0> 1' •••
Поскольку Ukr e  int U, то при достаточно малых a r >  0 и точка 
икг+1 также будет принадлежать int U, и мы избавлены от не
удобств, связанных с учетом границы U, — нужно лишь на каж
дой итерации следить за соблюдением включения ик е  int U, 
а при его нарушении уменьшать длину шага а г. Правда, для 
этого величину а г, быть может, придется брать слишком малой, 
и сходимость градиентного метода, возможно, замедлится, но 
это уже будет «платой» за выполнение условия ик е  int U.

Дальнейшее изложение не зависит от того, с помощью ка
кого конкретного метода минимизации будет найдена точка ик, 
удовлетворяющая условиям (4). Поэтому мы здесь можем огра
ничиться предположением, что имеется достаточно удобный ме
тод определения точки ик из (4). -

Метод барьерных функций описан. Отметим, что в литерату
ре этот метод иногда называют методом внутренних штрафов 
(пли методом внутренней точки), а метод штрафных функций из 

I 12 — методом внешних штрафов (или методом внешней точ- 
| ки) [229]. Для иллюстрации метода барьерных функций приве- 
I дем пример.

П р и м е р  1. Пусть требуется решить задачу
J (и) =  — и - *  inf; u ^ U  =  { u ^ E l: g(u)  =  u ^ .  0).

Очевидно, здесь / » =  0, t /» = { 0 } .  Границей множества U яв
ляется у  =  Гр U =  {и е  Е [: g (u )  =  и =  0} == {0}, a U \ y  =  

{и е  Е 1: g (u )  =  и <  0} =  int V. В качестве барьерной функ
ции для у возьмем В ( и ) = — 1/и, и С  0. Пусть a k =  k~l, k =

1, 2, . . .  Тогда функция (2) будет иметь вид Fk(u) — —и —
(ku )~ \  и <  0. Нетрудно видеть, что здесь / > „ =  inf Fk (u) =  

_ _ и <о
- 2 / л А  и точка uk =  — 1/V& удовлетворяет условиям (4) 

при е* =  0, k =  1, 2, . . .  Ясно также, что lim /7* . =  lim /(«*) =fe-> ОО k-ЮО
=  0 =  У„ lim uk =  Q =  ut .

k->oo



В качестве барьерной функции здесь можно также взять и 
В (и) =  | In (—и) | . В этом случае Fk(u) = — и + 1 In (—и) \ k~l, и <С 
С  0, k =  1, 2, . . . ,  Fk,  —  (1 +  In k)k ~ \  а точка uk =  —k~x удов
летворяет условиям (4) при e* =  0. И здесь {/(«*)} ->- /* =  0, 
{uk} -»-«„ =  О.

Перейдем к исследованию сходимости метода барьерных 
функций.

Т е о р е м а  1. Пусть у  — некоторое подмножество из U, 
U \ y ¥ = 0 ,  и

h  =  где J* =  in i J (u ) ,  J„  =  inf /  (и) >  — оо. (5)
V и \ у

Пусть В (и) — какая-либо барьерная функция подмножества у , 
а последовательность {и*} определена условиями  (4). Тогда

lim Fk* — lim Fk (uk) =  lim J{uk) =  Jt , lim akB (u k) =  0. (6)
k-> oo k-> oo k-> oo  fe ->  oo

Кроме того, если множество U ограничено и замкнуто, a J (и) 
полунепрерывна снизу на I), то {и*} сходится к U*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения /**, Fk*, неотрица
тельности барьерной функции и условий (4) следует
— оо <  / „  <  J (uk) <  Fk (uk) <  Fk. +  ek <  Fk (u) +  ek =

=  J (u) +  akB (u) + e k (7)
при всех u e U \ y ,  k — \, 2, . . .  Так как В (и) конечна в любой 
точке и е  U \ y ,  {ak} 0, то из (7) при k ->-оо получим

lim lim У7* ,< / ( « ) ,  u e U \ y .
k->oo b->°°

Переходя в этих неравенствах к нижней грани по и е  U \ y ,  бу
дем иметь lim Fk t ^  lim F k , ^ J * „  тч e. lim F k t ^ h * .

k-х*. ь-*°° k->co
Отсюда и из (7) вытекает lim Fk (uk) =  lim J{uk) =  Jm. Так как

oo & ->oo

/* =  /**, то первые соотношения (6) доказаны. А тогда из 0 <  
sg; a kB (uk) = F k(Uk) — J (Uk) -> 0 при k ->■ oo получим и второе из 
соотношений (6). Последнее утверждение о сходимости мини
мизирующей последовательности {ик} к t/* следует из теоре
мы 2.1.1.

Полезно заметить, что при доказательстве теоремы 1 были 
использованы не все свойства барьерных функций: соотношение 
lim В (v r) == +  оо, где {и,} <= U \ y ,  {yr} -> v е  у, нам не пона-

Г  - >  ОО

добилось. Поэтому теорему 1 и ряд доказываемых ниже теорем 
можно использовать не только как теоремы о сходимости метода 
барьерных функций, но и как утверждения, выражающие собой 
достаточные условия устойчивости нижней грани относительно
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возмущений (погрешностей) минимизируемой функции и неко
торых типов возмущений множества, на котором ищется ми
нимум.

2. Рассмотрим возможности построения барьерных функций 
для задачи (1) в случае, когда

U =  {и <= U0, gi (и) <  О, i =  1, т); (8)

гдесь Uo — заданное множество из Еп, функции g i ( u ) ,  . . . ,  gm(u)
' определены и полунепрерывны снизу на Uо. Положим

V =  {u е  (/: gi{u) — Q хотя бы для одного i, (9)
Будем предполагать, что множество

U (—0) =  {и <= U0: g t (и) <  0, i ' = l ,  т)  (10)
непусто. Тогда U \ y  =  U ( —О ) ф 0 .  Довольно широкий класс 
барьерных функций для множества (9) дает следующая конст
рукция:

т
В ( и ) =  Е  Фг (— £/(«))> u < = U ( —0), (11)i-i

где ф < (0— неотрицательная функция переменной t >  0 такая,
что lim Фг(0 =  +  00 ПРИ вс^х i = \ , m .  В самом деле, возьмем <->•+0
произвольную последовательность {v r} е  U \ y ,  сходящуюся к 
некоторой точке о е у ,  Согласно (9) тогда найдется номер /, 
1 ^  ^  т, для которого g/(u) =  0. Так как gj (u )  полунепре
рывна снизу, a g j { v r) <  0, г =  1, 2, .. ., т о 0 = £ , (и )<  lun £,(иЛХ

Г -»оо

^  lim g ) ( v r) =  0, т. е. lim g / ( yr) =  0. Это значит, что
Г -> оо г ->оо

B ( v r) ^  ф) (—gj (vr) )->- оо при г-*- оо, так что функция (11) яв
ляется барьерной для множества (9).

При необходимости в (И ) функции <p,(0 нетрудно выбрать 
так, чтобы барьерная функция В (и) обладала различными по
лезными свойствами, такими, как непрерывность, гладкость, вы
пуклость, простота вычисления значения функции и нужных ее 
производных и т. п., если, конечно, исходные данные в задаче
(1), (8) обладают такими свойствами. Например, взяв в (11) 
Фi(t)  =  \ / t  или ф,(^) =  ( т а х {  — ln^ ;0})p, р  ^  1, получим соот
ветственно

т

B(u) =  - Z  l / g t (и) 
или (12)

т
В (и) =  Е  (max {— In (— g  («)); 0})р, (—0).
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Если UQ выпукло, функции g i ( u ) ,  i = l , m ,  выпуклы на Uо, то 
множество U ( —0 ) =  U \ y  выпукло и функции (12) также будут 
выпуклыми на U ( —0), — это следует из следствий к теореме 
4.2.8. Далее, функции (12) будут обладать той же гладкостью, 
какою обладают функции g i ( u ) ,  i = \ , m ,  — у втврой функции 
(12) для этого нужно взять параметр р достаточно большим.

Может сложиться впечатление, что если функции g i (u ) ,  . . .  
gm(u)  непрерывны на Uо, то множество у, определяемое 

условиями (9), будет состоять только лишь из граничных точек 
множества (8). Однако это не всегда т а к — множество v может 
содержать и внутренние точки U.

П р и м е р  2. Пусть g"(ы) == | w| — 1 при | и | ^ 1 ,  g(u )  =  О 
при 1 < | « | < 2 ,  g(u) =  |« | — 2 при | « | ^ 2 .  Тогда множество 
U =  {и е  Е 1 =  U0: g(u)  ^  0} представляет собой отрезок —2 ^  
^  и 2 на числовой оси, a int U =  {и е  Е 1: —2 <  и <  2}. В то 
же время множество U (—0) =  {и<=£| : g ( u ) <  0} =  {и: —1 <
<  и <  1} cr int U, но U {—0) int U, а у =  {и е  U: g (u )  =0} =  
=  {и: 1 =S^|m|^2} наряду с граничными точками и =  2 и и =  
=  —2 содержит и внутренние точки множества U.

Таким образом, для множества (8) не всегда выполняется 
равенство

r P f/ =  r P t/0U Y, (13)

где у определяется условиями (9), а функции (11), (12), являю
щиеся барьерными функциями для подмножества у, могут и не 
быть таковыми хотя бы для части границы U.

3. Отдельно остановимся на условии (5), которое было су
щественно использовано в теореме 1 при доказательстве сходи
мости метода барьерных функций.

Нетрудно привести примеры задач (1), (8), в которых функ
ции J(u) ,  g i (u ) ,  . . . ,  gm(u)  непрерывны, множество U  замкнуто 
и ограничено, но условие (5) не имеет места. Например, если 

и, а множество U взято из примера 2, то /*» =  — 1 >  / * =
- —2.

Однако далее выполнение условия (13), при котором функ
ции (11), (12) будут барьерными функциями у — части границы 
U, еще не гарантирует справедливость равенства (5).

П р и м е р  3. Пусть /  (и) — е~х, U — {и =  (х, г/) 6= Е2 =  U0: 
g{u )  — (х2 +  у 2 — 1) ( у — I)2 sg 0}. Тогда у =  Гр U =  {и ^  U: 
g(u )  =  0 } =  {и е  Е2: х2 +  У2 =  1 или у  =  1}, U0 =  Е2, Гр U0 =  
=  0 ,  так что условие (13) выполнено. Далее, здесь U \ y  =  
=  U ( —0 ) =  {и (= Е2: g (u )  <  0} =  {и: х2 +  у 2 <  1} =  int U, по
этому / „ =  inf /(и) =  е- 1 >  0. В то же время / ,  =  lim J {ик) =

U \ y  k- >oo

— 0, где Uk =  (k, 1 ) ^ U ,  k — l, 2, . . .



Заметим, что в этом примере U (—0) =  {и: х2 у 2 ^  1} a  U, 
но U ( —0) ~ф~ U. (Напоминаем, что через Z мы условились обо
значать замыкание множества Z.)

Приведем две теоремы, дающие достаточные условия для выполнения 
равенства (5). Имея в виду дальнейшие применения, утверждения сформули
руем для множества

U (С) =  [и  <= Е п: и е  UQ, g t ( , u ) ^ C ,  / = 1 ,  m}, (14)

где С — некоторая постоянная. Обозначим

/ , ( С ) =  inf / ( « ) ,  I ,  (С — 0) =  lim /„ (С  —  8), / , ( С  +  0 ) =  lim / , ( С  +  е).
U (С) 8->+0 е->+0

(15)

Т е о р е м а  2. Пусть для  некоторых С, е0 >  0 множество U (С — во) 
непусто и

U {С —  0) =  U (С), (16)
где  ____

U (С —  0 ) =  { # е  U0: g t (и) <  С, i —  1, m}.

Пусть, кроме того, функция 1 (и) полунепрерывна сверху на множестве U(C).  
Т огда

J  (С —  0) =  / , ( С ) =  inf / ( и ) .  (17)
У(С-О)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего, заметим, что

U (С —  е) <=U(C —  6 ) с У ( С - О )  <= U (С) 

при всех 0 <  б С  в =SC е0; поэтому

/ , ( С ) <  inf / ( и ) < / , ( С - б ) < / , ( С - 4
U ( С - 0)

Это значит, что функция / .(С )  переменной С не возрастает и существует 
предел

lim J A C  —  е) =  /„ (С  —  0) >  inf / ( « ) > / .  (С). (18)
е-»+о  и  (С—0)

Возьмем произвольную точку и е  U (С). В силу условия (16) найдется по
следовательность е  U (С — 0), сходящ аяся к точке и. Это значит, что

"ft е  U0’ S t  ( ^ )  <  С —  e lk <  С, e ife >  0, k =  1, 2 , . . . ,  где lim =  0, i =
fe - >  ОО

Таким образом, е  t / (С —  efe), где eft =  m in  >  0- и
1 ^  ^  m

/ * ( C —  ef t ) ^ ^ ( uft)’ f c = l t  2, . . .  Отсюда при k  ->  oo, учитывая полунепре- 
рывность сверху функции /  (и), получим lim ( С — е) =  lim J , ( C — e.)=ST8 -> +0 &->oo

J («). В силу произвольности и е  U (С) тогда (С — 0) ^  / ,  (С).. Сравнивая 
это неравенство с (18), приходим к равенству (17). Теорема 2 доказана.

Таким образом, если условия теоремы 2 выполнены при С =  0, то мето
дом барьерных функций (2), (4), (8 ) — (11) для задачи (1), (8 ) мож но 
получить последовательность {«*}, обладающую свойствами (6 ).

Аналогичное утверждение справедливо для выпуклых задач ( 1), (8 ).
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Т е о р е м а  3. Пусть U о — выпуклое множество из Е п, функции  У («)■ 
gi (и), . . . ,  g m (u )  вы п ук лы  на  f /0. Тогда равенства (17) справедливы при  
вс ех  С > С , —  шах inf g .  (и).

| < К » л  и.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как было установлено в теореме 2, функция У* (С) 

переменной С не возрастает. Возьмем произвольные С, е >  О, С >  С — е >  С,. 
Пусть и е  U (С), v е  U (С — е). В силу выпуклости и 0 тогда иа =  av  +  
+  ( 1 — а ) а е [ / р  при всех а, 0 < ! а ^ 1 .  Кроме того, из выпуклости g , ( u )  
имеем ( “„ ) < « ? £  ( у ) +  О  —  а )  g , ( « ) < а ( С —  е) +  (1 — а) С =  С —  ае.  
0 < а ^ 1 .  Это значит, что u a s U ( C  —  as). Тогда с учетом выпуклости 
функции J (и) получим У» (С) <1 inf / ( « ) < !  У» (С —  ае) ^  У (иа) ^  аУ (о) +

С/ (С —0)
+  ( 1— а) /  (и) для всех в е  U (С), v s  U (С — е). Следовательно, / , ( С ) ^
<  inf / ( « ) < / ,  (С —  а е ) < а У „ ( С  —  е) +  (1 —  а) У. (С) <  У„ (С) +  а  [У, ( С -

У (С -О )
— во) — У» (С)] для всех а, 0 < а < ! 1 ,  0 <  е ^  е0 <  С —  С,. Отсюда при 
а - »  +  0 с учетом монотонности У*(С) получаем равенства (17), что и тре
бовалось.

4. Пусть множество U задается условиями 

U =  {и е  Е п: и е  £/0, ^ ( к ) < 0 ,  i = l , ' m ;  g .  (и) =  0, ( =  m + l ,  s}. (19)

Если это множество не имеет внутренних точек, то реализация ряда методов 
минимизации (например, методов проекции градиента, возможных направле
ний, условного градиента, покоординатного спуска и др.) на U может стать 
затруднительной или даж е невозможной. В то же время при применении 
методов множителей Л агранж а или штрафных функций к задаче (1), (19) 
могут получиться такие последовательности {Uk}, которые не принадлежат 
множеству U и нарушают какие-либо из ограничений gt(u)  ^ 0 ,  gi(u)  =  0 
на недопустимо большую величину. В таких случаях может оказаться целе
сообразным использование метода барьерных функций.

Заметим, что этот метод выше был изложен для задачи (1), (8 ) в пред
положении, что множество U (—0 ), определяемое условиями ( 10), непусто. 
Однако такое предположение для множества (19) при m. <С s не имеет 
смысла. Поэтому описанный выше метой барьерных функций к задаче (1), 
(19) непосредственно неприменим и требует модификации, обобщения. Опи
шем один из возможных здесь подходов [140].

Введем последовательность расширенных множеств

^  =  ( к е С / 0: ^ ( u X O j ,  * =  1. m; | g , ( « t ) | < 0ft, i =  m + l ,  s}, (20) 

где б* >  0, k —  1, 2 , . . . ,  lim 0* =  0 . Так как U c r Vk, k  =  1, 2 ............ то изk->oo
U ф  0  следует V ь ¥= 0 ,  £ =  1 , 2 , . . .  П редполагая, что функция У (и)

ОО

определена на множестве [J V k, рассмотрим последовательность задач
ft-1

У (u) ->  inf; u s V k, k = \ ,  2 , . . .  (21)

Д ля  решения задач (21) могут быть использованы различные методы ми
нимизации. Мы здесь остановимся лишь на методе барьерных функций. 
Обозначим
•у̂  =  {« е  V k и выполняется хотя бы одно из равенств

£ , ( « )  =  О*, * =  1, m \ g j ( u )  =  0ft, g j ( u )  =  — 0ft, j =  m +  1, s}. (22)
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Поскольку U cz Vk, U П Ук =  0 ,  то U с : Vk \  ук ф  0 ,  6 = 1 , 2 , . . .  В к а 
честве барьерной функции Bk (и) подмножества у к возьмем

Bk (и) =  £  Ф, (9* —  («)) +  Е  Ф i (&k +  8t  («)). u s V k \  y k, (23) 
i -1  i - m  + l

где функция (Л определена, конечна, неотрицательна и не возрастает при 
t  >  0, lim ф. (/) =  +  оо, / = 1 ,  $. Например, в качестве можно

<->+0
взять Ф, (/) =  / - 1 . Ф (t ) =  (шах {— In t  0))р, р  ^  1.

Д алее, составим функцию

Fk («) =  / ( « )  +  a kB k (и), u e = V k \ y k, (24)

где — барьерные коэффициенты: >  О, й = 1 ,  2, В отли
чие от рассмотренного выше варианта метода барьерных функций, 
здесь мы будем требовать, чтобы барьерные коэффициенты и п ара
метры {0 ft} стремились к нулю согласованно в следующем смысле:

lim а 4ф; (0ft) =  0, / = 1 ,  5. (25)

Предположим, что ! k ,  =  inf J (и) >  — оо, £ =  1 , 2 , . . .  Так как (ц) О,
v k

а. >  0 , то F. (и) ^  I  (и) при всех и е  V . \  у . , и поэтому F b =  inf Fft (и) ^
к к * * Ук\Ук

°°, 6 =  1, 2, . . .  С помощью какого-либо метода минимизации 
определим точку удовлетворяющ ую условиям

< ' * .  +  «*. * = ‘. 2 , . . . ,  (26)

где — некоторая положительная последовательность, сходящ аяся к нулю; 
если F k (u ft) =  Fk„ то в (26) допускается eft =  0. Метод барьерных функций 
для задачи (1), (19) описан.

Т е о р е м а  4. Пусть функции F k (и), В к (и), множества V к, у к опре
делены соотношениями (20), (22) — (24), выполняются равенства (25) и, 
кроме того,

lim ■/*, =  J .  >  — оо, Jk , =  h \ \ ] ( u ) ,  I t =  i n i J ( u ) .  (27)
k-*<x, V ft U

Тогда дая последовательности {к*}, определяемой условиями  (26), справед
ливы соотношения

lim lim f ft(Hft) =  lim /  (u fc) =  / „  lim « * £ * (« * ) =  0 . (28)
R  - >  o o  fe - >  o o  A - >  o o  f t  - >  OO

Если, кроме того, множество

U (б) =  {и е  C/Q: g j ( и ) < б .  / =  1, m  | £ г ( и ) | < б ,  / =  ш + 1 , « }  (29)

компактно при некотором б >  0 , множество U0 замкнуто, а ф ун к ц и и  1 (и),
gt («). . . . .  g  m (и), | g m +, (и) |......... I g s (и) I полунепреры вны  с н и зу  на  U (6 ),
то {uk} - * U , ~  множество решений за да чи  (1), (19).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з определения Jk t , Fk t , неотрицательности В к (и) 
и условий (26) имеем

-  ОО <  I k t  <  /  {u k) <  Fk (Hfc) <  Fu  +  e ,  <

< F k (u) +  efe =  / ( u )  +  a kB k (u) +  efe, f t = l ,  2, . . .  (30)

Т ак  как функции <p; (<) из (23) не возрастают при t  >  0, то <р; (9 fe — g ( ( н ) ) ^  
^ Ф г (0А), i = l ,  т; ф(. (0ft ±  (и)) =  (0^), / =  о т + 1, s, для  всех н е  i/. 
Поэтому в силу условия (25)

S
0 <  akB k (и) <  2 a k £  tp, ( 0 J  -> 0 (k ->  оо), и е [ / ,  (31)

(=1
Т огда при k - > ° o  из (30) с учетом условия (27) получим

У*<| lim F ^  ^  lim F k * ^ J ( u )  при всех l i s t / .
fe->°o fe->oo

П ереходя к нижней грани по и е  U, отсюда имеем lim ffc. =  У». Тогда
fc-»°o

из (30) следует lim F . ( u . )  =  lim J ( u . )  =  J . Наконец, 0 а. В. ( и . ) =
ft->oo e v  v K/ * я \  К/

=  (и*) — У (ufe) -> 0 при k -> oo. Равенства (28) доказаны.
П усть теперь выполнены все условия теоремы. Так как {Q ^J^O , то 

с :  { / (б) при всех k ^ k 0 А тогда «4 е ( / ( б ) ,  k ~ ^ k Q. В силу компакт
ности U  (б) последовательность {ufe} имеет хотя бы одну предельную точку. 
Пусть и„ — произвольная предельная точка {«^}, пусть подпоследовательность 

|  ->  и^. В силу замкнутости UQ тогда и^ е  UQ. Далее, из полунепрерыв- 
ности снизу функций £ ,(« ) ,  . . . ,  g m (u), | g m +1(«) I, . . . .  | g s ( «) |  и условия 
u k е  V k следует, что

S t  ( “ *) <  J iH L  S i  ( “ A )  ^ lim  e A =  0 - i = U ~ m >r->oo 4 r/ fe->oo

I S t  («*) I <  Jim_ j St  ( “ a J  J <  lim 0^ =  0 или g t (uJ  =  0, i =  m +  1, s.
Г ->oo ft oo

Таким образом, e  t/. Отсюда с учетом полунепрерывности снизу У (и) 
на U (б) получим J t <  У ( u j  < : lim У ( u k \ =  lim У (u k) =  У̂ , т. e. У (и ) =  У

Г-»оо '  r' k-Уоо
или u t  s  [/„. Тем самым показано, что любая предельная точка последова
тельности { и к } принадлежит Ut . Отсюда следует, что {ufe} -> {У*. Теорема 4 
доказана.

При некоторых более жестких ограничениях на данные задачи (1), (19) 
можно получить оценки погрешности метода (20)—(26).

S

Т е о р е м а  5. Пусть ф ункция  Лагранж а L (и, X) =  У (и) +  ^  X .g( (и),
i = 1

и<== U0, X е= Л 0 =  {Л =  (A,i.........Я^) е  E s: Я, > 0 ...........Ят > 0 } ,  задачи  (1), (19)
имеет седловую  точку (и„ X*) е  U0 X  Л-о. т. е. L  (и*, Я ) <  L (« „  Я*) =  У» <  
^  L (и, X*), н е  Ug, X е  Л 0. Тогда последовательность определяемая
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усл о ви я м и  (20)—(26), существует и справедливы оценки

-  и* 1Л  < / («ft) - i . < Fk К )  - < 2ak Е  фг(0ft) +  «*• <32>i» l

о < а * в * Ы < 2в * Е м е * )  +  в* +  1 * * 1 Л , * = i .  а, . . . . .  (33) 
i = 1

s
гйе |j l* | |= =  E  I |- ^ сли> кроме того, множество (29) компа ктно при  не- 

( = 1
котором  6 > 0, t / 0 замкнуто , а  функции J (и), g, (и), . . g m (и), | g m+i (и) . .
• • •> | gs (“ ) I полунепрерывны снизу на U (б), то {и ,}  ->  (7*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из существования седловой точки следует, что

-  со <  ; , < /  («) +  Е  ^■>l ( u X / ( « i )  +  U * l , e * < f * ( « )  +  U * f 1efc (34) 
>=|

при всех u s V k \ y k. Отсюда имеем Fk (и) >  J ̂  —  | Я’ ^ 0ft >  — оо, н е  
е  V k \ y k, или F k , > / ,  — I Я* |, 0А >  — оо, ft =  1, 2, . . .  Таким образом, по
следовательность удовлетворяю щ ая условиям (26), существует. Д алее 
из (31) следует

° < ahBM < 2ak Е  <М0*)* « . e t / , c l / c V , \ V j ,  * = 1 , 2 , . . .  
i - l

Поэтому с учетом неравенств (26), (34) имеем

Л  (“*) -М я* I, °* <  z7* («*) + 1 я* |, вЛ <  +  efc + 1 я* |, в* <

< М ^ )  +  ^  +  1 * Ч 0* < Л  +  2в* 1 > , ( в Л  +  ^  +  | * Ч е* А =  1>2- •••i=* 1I
Отсюда получаем оценку (32).

Далее, из соотношений 0 <  a kB k (uk) =  (Fk (u ft) — / J  — ( /  (u ft) — / J  и 
уже доказанной оценки (32) вытекает оценка (33). Последнее утверждение 
доказы вается так же, как аналогичное утверждение теоремы 4.

5. Отдельно остановимся на условии (27), которое существенно исполь
зовалось при доказательстве равенств (28). Нетрудно привести примеры з а 
дач (1), (19), когда это условие не выполняется.

П р и м е р  4. Пусть J (u) =  е ~ и, U =  {и е  Е 1 =  U0: g  (и) =  (и2 — 1) (1 -+-
4 - н4) -1  ^  О}. Ясно, что U =  {и е  £*: | и I <! 1}, / ,  =  inf J (и) =  е -1 - Возьмем

и
Vk =  { u s E l : g  (и) ^  0й =  1//г2}. Так как u r =  r s V k  при г ^  k, то 
lim /  (иг) =  0 =  /*„, /г =  1, 2, . . .  Таким образом, здесь lim /&* =  0 < « - 1  =

г ->оо А ->оо
— — условие (27) не выполняется. Заметим, что в рассмотренном примере- 
множество U (б) =  {и е  £*: g ( u ) ^ d )  не является номпактным ни при каком
о >  0 .

Приведем две теоремы, дающие достаточные условия для выполнения 
условия (27).

Т е о р е м а  6. Пуеть множ емво U 0 замкнуто, ф ункции  J (и), g i ( u ) ,  . . .
• ••> 8 m ( u )- lg m + i (и) I, . . . .  I # s ( « ) |  определены и полунепреры вны  с н и з у
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на  Uо. Кроме того, пусть множество
U (С) =  {и е= Е п: и е= UQ, g ^ u X . C ,  i = \ , m \  | g (. ( н ) | < С .  i =  m -)- 1, s}

(35)

непусто, а множество U (С +  e0) ограничено и замкнуто п р и  некотором 
е 0 >  0. Тогда (см. обозначения  (15))

Н т /* (С +  е) =  /*  (С +  0) =  (С). (36)
е-»0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как U (С) е  U (С +  б) s  U (С +  е) при лю
бых 0 <  б <  е ^  80) то У* (С +  е) <  У, (С +  б) <  У„ (С). Таким образом, функ
ция У* (С) переменной С не возрастает и существует предел lim У* (С +  е) =

в +0
=  У* (С +  0) У* (С). Возьмем произвольную последовательность { е^} , 
0 < e ft< [ e 0, сходящую ся к нулю. При сделанных предположениях множества 
U (С +  Ek) Е  U (С +  е0) при каждом k =  1, 2, . . .  ограничены и замкнуты. 
Согласно теореме 2.1.1 тогда существует точка twfe е  U (С +  e ft) такая, что 
/ ( ш ^ )  =  /^ (С  +  e fe), f c = l ,  2, . . .  Поскольку U (С +  е0) — компактное мно
ж ество и е  {У (С +  s  U (С +  е0), то последовательность имеет 
хотя бы одну предельную точку. Пусть » ,  — какая-либо предельная точка 
{ w ky  Не ум аляя общности, можем считать, что сама последовательность
{ w l i i ~ * w * П0СТР°ению w k *= U (С +  Rk)’ Т- е ’ w k s  ^ 0’ S t {w k) <  С +  ek, 
i — \, m\ | g i ( w k) | ^  С +  ek, / =  т  +  1, я. Используя замкнутость множе
ства U0, полунепрерывность рассматриваемых функций, отсюда при k  ->• оо 
получаем w t е  U (С). А тогда У (С Х У (а >  )< !  lim J ( w h) =  lim J ( C + e k) =

f t-* o o  ft-> oo
= / ,  (С +  0). Сравнивая с ранее установленным неравенством У„ (С +  0) ^  

У» (С), получаем равенство (36).
Нетрудно видеть, что при С =  0 из (36) вытекает условие (27). 
Заметим, что в теореме 5 условие (27) не упоминается. Однако, как по

казывает следую щая теорема, оно по существу присутствует и в теореме 5 . 
Т е о р е м а  7. Пусть в задаче

У (и) -> inf; « е У  (С), (37)

где U (С) определено условиями  (35), функция Лагранжа
m s

L (и, X, ц, v) =  /  (и) +  Е  k i {g{ (“) -  с ) +  Е  ^  (8{ (“) -  с ) +
i = l i - m + l

+  Е  v i ( ~  («) -  С), u s U 0, X =  (XV . . . ,  %m) > 0 ,

P- =  (|.lm +  b  H s ) > 0 ,  V =  (Vtn+l,  . . . .  VS) >  0,

имеет седловую точку (uv  X*, p.*, v*), «* e  U0, X* 0, ц* 3* 0, v* ^  0, т. e.

L (u„ X, p., v) <  L (u„ X \  jj,*, v*) =  У* (C) <  L (и, X*, ц \  v*)

при  всех  u ^ U o ,  X ^ 0 ,  [ x ^ 0 ,  v ^ 0 .  Тогда имеет место (36).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению седловой точки /„  (С) ^  /  (и) +  

m s  s

+  Е я* (si  («) -  с ) +  Z  (s< («). -  с) +  Е  vi ( ~ '^  (“) -  с ) при
< —1 i —m+l  i —m + 1
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всех и е  U0. Отсюда для ( t e ( / ( C + 8 ) c i / 0 имеем
т s

■ /.(С)<У(и) +  вЛ, Л = £ я ;  +  Z  0 )  +  v<)>°, е >°-
i —1 f —m -И

Следовательно, У, (С) У, (С +  е) +  еА. В то же время из U (С) s  U (С +  е) 
вытекает У, (С +  е) У* (С). Из последних двух неравенств при е ->  +  0 по
лучим У, (С +  0) =  У» (С), что и требовалось.

■ Заметим, что при С —  0 задача (37) превращ ается в задачу (1), (19), 
функция Л агранж а L (и, А, ц, v) зад ачи (37) — в функцию Л агран ж а L (и, Я) 
задачи (1), (19) с Яг =  +  v ;, i =  m +  1, s. И з теоремы 7 тогда следует,, 
что при выполнении условий теоремы 5 будем иметь У» (+ 0 )  =  У, (0) == У„ 
что равносильно условию (27).

Объединяя теоремы 2 и 6 , а такж е теоремы 3 и 7, можно получить до
статочные условия непрерывности функции У.(С) переменной С, представ
ляющей собой минимальное значение функции У (и) на множестве (14).

6. Метод барьерных функций на практике иногда используют в соче
тании с методом штрафных функций. Предположим, что множество U за 
дается в виде
(/ =  { u e U 0: г г ( » ) < 0, 1 =  1, от; g l (u) =  0 , / =  m + l , s ;

А( ( « ) < 0 ,  /  =  177; Лу («) =  0, /  =  / +  1, г},  (38)

где U0 — заданное множество из Е п. функции g t (и), h  ̂(и), а такж е мини
мизируемая функция У (и) определены на U0. Ограничения, задаваем ы е функ-

I циями (и), будем учитывать с помощью штрафных функций

т s
р (и) =  z  ( т ах {£,(“); °})р +  £  | г г (и)|р. ие=£/0, р>1 .

t —1 m + 1
Введем множества

| W k =  {u< = U 0: * , ( « ) <  Qk, / = 7 7 7 ;  I Л7 (м) I ^  0fe, 1 =  1 + 1 ,  г},

! у* == {“ s  W k и выполняется хотя бы одно из равенств

h j { u ) = Q k, /  =  1, г; h j ( u )  =  — 0 ft, 1 =  1 + 1 ,  г}, 

k =  l, 2, . . .  В качестве барьерной функции подмножества y k возьмем

Я*<и) - £ < Р / ( в* - * / < “» +  S  Ф / ^  +  Л /И -  /=1 1-1+1
где функция фу (/) определена, неотрицательна и не возрастает при t >  0,

lim ф, ( t ) —  +  оо, /  =  1, г. Рассмотрим последовательность задач (->+0 '
F  к  =  7 (“ ) +  A k P  ( и )  +  a k B k ( и )  ->  inf; к е Г 4 \  \ к ,

считая, что К -1 }. Ы -  {»*} — положительные последовательности, сходя - 
щиеся к нулю. П усть Fk* =  inf Fk (и) >  — оо, 6 =  1, 2,  . . .  Определим

точку «£ из условий

uk e W k \ y k ‘ Fk(uk ) < Fk * + Bk‘ (39)
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где ek >  0 , k =  \, 2 .........  lim =  0 (если Рк (ик ) ~  Fk*' то в допу

скается г к =  0). '
Т е о р е м а  8. Пусть: 1) множество U0 замкнуто, функции J (и),

g \ ( u ) ......... gm (u ) ,  I gm+i (и) I............ | gs ( «) l ,  (и) ............ h t (и), \ h t+l («) |. . . .
\ h r (u)\ полунепреры вны снизу на Ua; 2 ) множество

W  (6 ) =  {ue= U0: * / ( « ) < « ,  / = 1 , / -  | A / ( u ) | < 6 , /  =  / +  I, r\ 

ограничено для некоторого б >  0; 3) последовательности { Л ь 1},  {ak}, {0 ft},
Г

(е . } положительны и сходятся к нулю, причем  lim a k ^  ф,  (0 .) =  0. Тогда
k->°° у = |

последовательность {и&}, определяемая условиями  (39), такова, что 

lim F. =  lim F. ( и , ) =  lim J (и . )  =  J , lim А ,Р ( и Л  =  О,
k->oo k* k~>oo kK k! k->°° V k’ * k->°° k K kl

lim a , B . ( u . )  =  0 , lim p ( u . , U )  =  0.
K k->°° v й *’

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как U cz W (6 ), то U ограничено. Кроме 
того, U замкнуто. Согласно теореме 2.2.1 тогда /*  >  — оо, 0 ,  а такж е
inf / ( « )  =  / „ „ >  — оо. П оскольку |0Л ->-О , то можем считать, что 0. < 6  и 

W ( 6 )  1 к
W k c r  W  (б), A = l ,  2, . . .  Так как Fk (о) ^  /  («) ^  >  — oo при веек 
и s W k \ y k, то Fk , >  — oo, а последовательность {« ,} , удовлетворяющ ая 
условиям! (39), существует. Далее, поскольку {uft} е  с  ^  (6 ). т<> {«ft}
имеет хотя бы одну предельную точку. Заметим, что Р  («*) =  0, 0 ^ a ftBfe («

Г

^  2aft 2  *Р/ (®а)’ “ » е  Отсюда и из (39) имеем 
/-1

< 1 К )  < 7 («*) +  Акр Ы  <  Fk К )  <  Fk. +

< F k ( u* ) + ek < K + 2ak 1 > / ( 0а ) + 8*> * = > • 2- •••у = 1
Следовательно, lim /  (и . )  lim F. (иЛ  =  lim F. ^  /  . Тогда (КС А .Р  (и . )  ^

А -»оо  V k /  k -* c o  м  k}  k -* °o  k * *

<  ^ft (“ ft) ~  У (“ ft) <  S“ P. Fk (“ ft) “  7** <  °°> и поэтому lim P  (uk) =  0 . Далее,
К  I  f t  - >  OO

рассуж дая так же, как при доказательстве теорем 4 и 12.2, получаем, что 
все предельные точки последовательности {ufe} принадлеж ат £/„, и убеждаемся 
в справедливости всех утверждений теоремы.

Т е о р е м а  9. Пусть ф ункция  Лагранж а задачи  (1), (38) 
s г

L (и, Я, ц) =  /  (и) +  £  X .g i (и) +  У  р. .А, («), и <= UQ, (Я, ц) <= Л 0, 
i - l  j - i

Ло =  1(Я, ц) ==: (Я,, . . . ,  Я$, fii, . . . ,  ц г): Я1 ^  0, . . . ,  Я/я ^  0, ^1 ^  0, . . . ,  ^  Of 
имеет седловую точку (и„, Я*, ц*) е  £/0 Х  Л 0, г. е.

L  («„, Я, ц ) <  Л (м„ Я*, ц*) =  <  L (и, Я*, ц ’ ), м s  t /0, (Я, ц) s  Л 0. 

Пусть последовательности {ak }, { ^^"4 , {0*}, {еА} положительны, сходятся is
Г

н у л ю  и  ^lim ah ^  (0ft) =  0. Тогда последовательность определяемая



условиям и  (39), существует и такова, что

- 1Ц* h е* - 1 ** I, (р Ы У 1р < 1 Ы  - J. < Fk ы  - <
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< 2ak Z v , ( Qk) +  4> (40)

0 <  a kB k ( U k )  <  I Л* I, (Р  (uk))UP +  I Ц* |, еА +  2ak £  <р/ (0ft) +  8ft, (41)
/ — I

/  5 \4<t
еде p >  1, p ~ l +  q~  =  1 при p >  1 и q =  oo rtpu p  =* 1; U *  \q =  £  | %\ \<* J

г

при 1 <  <7 <  °°> I Л loo =   ̂ I I» I ** h “  I J4/ I* a P  {uk) оценивается

так: г
ч  +  2ak E  Ф/ (9*)

° <  V K ) <  • 1 _ | Я ^ 1И - 1 ПРИ p = 1 - ^ > 1 ^ 1 = 0 .  (42)

° < AkP (Uk)<‘ \k' \4q Ak 4 +  < l ( ^ k + 2ak ПРИ P > L (43)

£сли, кроме того, выполнено условие  1) теоремы 8 , то лю бая предельная 
точка последовательности {«*} является решением задачи  (1 ), (38).

Доказательство аналогично доказательству теорем 5 и 12.5, поэтому мы 
наметим лишь схему рассуждений. Из существования седловой точки функ
ции Л агранж а следует, что при всех и е  W* \  у*

7, <  F k (и) +  | р  |, 0* +  | X* |*

(при р =  1 последнее слагаемое отсутствует). Поэтому F*. >  — оо, и после
довательность {ui,}, определяемая условиями (39), существует. Д алее, рас
суж дая так же, как при выводе оценки (12.26), устанавливаем

/ , < / («ft) +  l r lfl(P K ) ) 1/P +  l!i* li 0fe’ р > 1 ’ * =  !• 2- ••• (44)
•  Г

Тогда, учитывая, что Я (и ) =  0,. (м ) < 2 a ft £  Ф/ (в*) ПРИ всех м*е  
*  *  / - 1

и условия (39), получим

'  (“*) <  7 («*) +  V  (“*) <  Рк («*) <  +  ч  <  Fk (“.) +  efe <

<  ' .  +  2a* £  <Р/ (e*) +  <** <  '  К )  +  I ^  I, (P (ик))ЧР +

+  I li* li +  2 a ft E  ф . (0&) +  e fe, fe =  1, 2, . . .  (45) 
/ = 1

Отсюда следует, что
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Так же, как из неравенства (12.28) были выведены оценки (12.21) н 
(12.23), из (46) получаем оценки (42), (43). Далее, левое неравенство (40) 
следует из (44), а правое — из (45). Наконец, из 0 <  акВ к (ик) (Fk (uk) —
— У.) — ( J ( «* ) — J.)  и оценки (40) имеем оценки (41). Последнее утвержде
ние доказы вается так же, как аналогичное утверждение в теоремах 4 и 12.2 .

Различные аспекты метода барьерных функций исследованы в [140, 2291.

У п р а ж н е н и я .  1. Применить метод барьерных функций к задачам
а) /  (и) =  х  +  у  inf; и e  U =  {и =  (х ,  у)  е  Е 2: g к (и) =  х 2 — у <  О, 

g t  (и) — — х  < 0 };
б) J (и) =  у  -> inf; и s= U =  {« =  (х, у) е= £ 2: g  (и) =  sin л: +  х — у  <  0};
в) /  (и) =  (u — I )3 -> inf; и е  U =  {« е  Я 1: g (и) =  — « — 1 ^  0};
г) к задачам  из упражнения 12.1;
д) к задачам  из примеров 2.2.2 и 2.2.4, считая что множество у  совпа

дает с границей множества U.
2. Сформулировать и доказать аналог теоремы 12.8 для описанных выше 

вариантов метода барьерных функций.

§ 14. Метод нагруженных функций

1. Будем рассматривать задачу

У (м) —> inf; U — { u ^ E n: ы е  £/0)
g t ( u ) ^ .  0, t =  gt (и) =  0, t =  m + l , s } .  (1)

Для решения таких задач могут быть использованы описанные 
выше методы множителей Лагранжа, штрафных функций. Одна
ко метод множителей Лагранжа применим к сравнительно узко
му классу задач, у которых функция Лагранжа имеет седловую 
точку. Применение метода штрафных функций к задаче (1),как 
отмечалось выше, может быть затруднено из-за наличия в этом 
методе неограниченно возрастающих штрафных коэффициентов.

Перейдем к описанию метода нагруженных функций, в ко
тором, как и в упомянутых методах, исходная задача (1) сво
дится к задачам минимизации некоторых вспомогательных 
функций на множестве Uo и к поиску минимального решения 
(корня) некоторого уравнения. Но, в отличие от метода штраф
ных функций, в нем нет неограниченно возрастающих коэффи
циентов, аналогичных штрафным коэффициентам, и кроме того, 
метод нагруженных функций применим к более широкому клас
су задач, чем метод множителей Лагранжа. Введем семейство 
функций

Ф(и, t) =  L\  шах {У (и) — /; 0} \Рй+ М Р { и ) ,  u ^ U 0, (2) 

зависящее от скалярного параметра t, —оо <  t <  +оо, где
т s

Р ( и ) =  Z  (max {£*(«); 0})рг +  £  | g t {u) \Pi, (3)
i  — 1 i —m + l
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величины pi 1, i =  1, s, L >  О, M >  0 фиксированы и являют
ся параметрами метода. Положим

р(0  — inf Ф (и,/ ).  (4)a s  С/0
Поскольку Ф ( u , t ) ^ 0  при всех t и ы е  У0, то р ( 0 > 0  при лю
бом t. Предположим, что в задаче (1) 7* >  —оо, О * ф 0 .  Возь
мем произвольную точку и * е  U*. Тогда Р(м*) =  0 и Ф(ы*, /*) =  
=  0. Следовательно, р(/*) =  0, т. е. /* является корнем урав
нения

р (/) =  0. (5)
С другой стороны, Ф(и, t ) >  0 при всех и е ( / 0 и всех £ <  /*, и 
поэтому можно ожидать, что для широкого класса задач будет 
выполняться неравенство р ( ^ ) > 0  при всех t <  /*. Если это 
в самом деле так, то задача поиска У» сведется к поиску мини
мального корня уравнения (5). Такое сведение задачи миними
зации привлекательно тем, что для поиска минимального корня 
уравнения (5) с одной неизвестной могут быть использованы та
кие широко известные методы решения уравнений, как методы 
деления отрезка пополам, простой итерации и т. п. [2, 39, 129]. 
Основная идея метода нагруженных функций описана.

Заметим, что в этом методе могут быть использованы и дру
гие конструкции функции Ф (u , t ) ,  отличные от (2). Например, 
можно принять

Ф(ы, /) =  L\ У {и) — t |Ро+  МР (и), « е [ / 0, — оо <  / <  оо, (6)

где функция Р(и)  взята из (3), L >  0, М >  0, р,- ^  1. Повторив 
предыдущие рассуждения для функции р(0» определяемой из 
условий (4), (6), можно показать, что здесь также р(У*) =  0, и 
высказать гипотезу о том, что для широкого класса задач (1) 
число У*, по-видимому, будет минимальным корнем уравне
ния (5).

2. Прежде чем переходить к формулировке условий, при ко
торых высказанная гипотеза в самом деле будет справедлива, 
рассмотрим примеры. Во всех примерах ограничимся рассмот
рением функций Ф(ы, t) из (2) и (6) при L =  M =  p o =  . . .

П р и м е р  1. Пусть J (и) =  —и; U =  { u e  g ( u ) =  и ^  
^  0}. Здесь У* =  0, «* =  0. Функция (2) здесь имеет вид

Ф (и, t) =  max {— u — i; 0} +  max {и; 0), и <= U0 =  ЕК 

Если 0, то Ф (0,/) =  0 =  inf Ф (ы,/) =  р(/). Если же t <  0,
Е'

то Ф ( u , t ) — u при и ^ —t, Ф (u , t )  =  — t при 0 <  м < —1\ 
Ф (u , t )  =  —и — t при и ^  О (нарисуйте график функции Ф (и, t)\

13 Ф. П. Васильев
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Таким образом, p ( / ) = m a x { —1\ 0}. Очевидно, минимальный 
корень уравнения (5) здесь совпадает с /* — 0.

Функция (6) будет иметь вид
Ф(ы, /) =  | — и — 1 1+ max {ы; 0}, и ^ Е 1.

Если t ]5г 0, то, взяв и =  —t, получим Ф (—/; t) =  0 =  р ( t ) . Если 
же t < .  0, то Ф (и, t) =  2 u - \ - t  при и ^  —/; Ф («, t) =  — i при 0 ^  
^  и ^  —t; Ф (и, t) =  — и — t при и ^  0, и следовательно, р (/) =  
=  — t при t <  0. В рассматриваемой задаче функции р ( t) ,  по
строенные на основе функций (2) и (6), совпали.

П р и м е р  2. П усть / ( « ) =  и, U =  {и е  E l: g(u)  =  и2 — 1 ^  
^  0}. Ясно, что здесь U = { u ^ E l: — /* =  —1, 
ы, = —1. Если согласно (2) принять

Ф (и, t) =  max {и — /; 0} +  max {и2 — 1; 0}, u ^ U 0 =  E l, 

то нетрудно показать, что р (/) =  inf Ф(и,  0  =  max{— t — 1;0}. 
Если же за основу взять функцию (6), то

Ф (и, t) =  | и — / 1 +  max {и2 — 1; 0}, и е  Ех, 

р (t) =  inf Ф (и, t) =  max {| / 1 — 1; 0}.

В рассматриваемой задаче функции р(0> построенные с по
мощью функций (2) и (6), оказались разными, но минимальный 
корень уравнения (5) в обоих случаях совпадает с /* =  —1.

П р и м е р  3. Пусть J (и) =  и, У = { и е £ ' :  g (и) =  и2 =  0}. 
Тогда С/ =  {0}, /* =  0, ы* — 0. Для функции (2) Ф («,/) =  
=  max {и — t\ 0} +  и2, и е  t/o =  Е 1 получим

Если взять функцию (6), то Ф(м, t ) = \ u  — 11-}- и2, и е  Е \  и

Здесь также минимальный корень уравнения (5) совпадает с

Однако нетрудно привести примеры задач (1), когда мини
мальный корень уравнения (5) строго меньше /«.

П р и м е р  4. Пусть J (и) =  и, и = { и ^ Е и. g(u) =

£'

р(0

0 при t~^ 0,
t2 при — 1 / 2 <  0,
— / — 1/4 при t <  — 1/2.

при | / | >  1/2.



и, очевидно, /* =  —1, и* =  —1. Если согласно (2) примем 
Ф (и, t) =  шах {и — 1\ 0} +  max {g (ы); 0}, u e [ / 0 =  Е 1,

то при t ^ — l получим Ф (— 1, /) =  0 — inf Ф(«, /) =  р(/). При£■
/ < —1, взяв uk =  — k ^ . t ,  также будем иметь lim Ф (— k, t) =

k->oo
=  lim g  (— k) — 0 =  inf Ф (и , t) =  p (t). Таким образом, в рассма-

к-* оо Е'
триваемом случае р ( / ) н 0  при всех /. Если в качестве мини
мального решения уравнения (5) здесь взять =  —оо, то по
лучим / * < / *  — —1.

Рассмотрим функцию (6)
Ф(и,  /) =  | и — 1 1 +  max {g (и); 0}, u ^ U 0 =  E l.

Если | / | s S ; i ,  то при u — t получим Ф(/, t ) =  0 =  р(/). Пусть 
| / | > 1 .  Введем множества { и ^ Е ':  | u —t ----  --- j ,

А2 =  |  и <= Е2: | u—t | >  -  * ~  ■■ }. Так как А 1[)А2 =  Е \  А { П Л2 =  
=  0 ,  то р(/) =  inf Ф(ы, /) =  minfinf Ф(и, /); inf Ф(ы, /Н ^

Е' I Л, Аг )
^  min jmin g  (и); (| / 1 — 1)/2| >  0 при всех | < | > 1 .  На первый

взгляд создается впечатление, что здесь /* =  — 1 — минималь
ный корень уравнения (5). Однако 0 <  р (0  ^  Ф(/, /) == g(t )'  
при |^| >  1 и lim р(/) =  lim g ( t )  = 0 .  Поэтому есть основа-

/-*■ — оо t-> ~оо
ния считать, что минимальный корень уравнения (5) и в этом 
случае равен =  —оо <  /».

Любопытно сравнить задачи из примеров 2 и 4. В них функ
ции /(и) и множества U совпадают. Но эти задачи отличаются 
способом задания множества U. Это различие приводит к тому, 
что в примере 2 минимальный корень уравнения (5) совпа
дает с У,, а в примере 4 /* <  Отсюда можно сделать вывод: 
для выполнения равенства t* =  / „  лежащего в основе метода 
нагруженных функций, исходные данные задачи (1) должны 
удовлетворять некоторым дополнительным условиям, они долж
ны быть как-то согласованы. Для формулировки этих условий 
нам прежде всего нужно уточнить, что понимать под минималь
ным корнем уравнения (5).

О п р е д е л е н и е  1. Число назовем минимальным корнем  
уравнения (5), если р ( /* )= 0 ,  р ( / ) > 0  при всех t <  t„ и 
lim р ( / ) > 0 .  Если же lim р(/) =  0, то примем t* =  —оо,

— оо /  ->  — оо

Если р(<) >  0 при всех t >  0 и Пт p(t) >  0, то по определе-
— ОО

нию положим t ,  =  - f  оо.

§ 14] М ЕТО Д Н А Г Р У Ж Е Н Н Ы Х  Ф У Н К Ц И Й  387
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Чтобы показать, что все указанные в определении 1 возмож
ности в самом деле могут реализоваться, рассмотрим еще не
сколько примеров.

П р и м е р  5. Пусть

U = { u g E 1 =  U0: g ( u ) s ^  0}. Тогда У* =  — 1, ы* =  —1. Рас
смотрим функцию (6)

Ф («,/) =  | /  (и) — / 1 +  max {g (и); 0}, и е  Е 1.

Покажем, что р(—k2— k) k, k =  2, 3, . . .  В самом деле, если 
и —2, то Ф (и, —k2 — k ) ^ \ u  k2 k\ =  k2 k и k2 ^  

k при всех k =  2, 3, . . .  Если — (t 1) <  и —i, 2 ^  i =SC k, 
то Ф (и, —k2 — k) ^  | —i2 +  k2 -f- k\ =  k2 — i2 +  k ^  k, а если
— (i +  1) <  и ^  —/, i 5s k +  1, то Ф (h, —k2 — k)~^\  —i2 -H- k2 +  
- \ - k \ =  i2 — (k +  l ) 2 +  k -j- 1 5s k +  1 >  k. Таким образом, 
Ф(г<, —k2 — k ) ^ k  для всех и ss Е 1, поэтому p(—k2 — k) ^  k, 
k =  2, 3, . . .  Следовательно lim p(^) =  lim p(—k2 — k ) =  + 00-
С другой стороны, 0 ^  р (—k2) <^Ф(—k, —k2) =  g ( —k) =  6k~\  
k =  2, 3, . . . ,  так что lim p ( / ) = l i m p ( — k2) =  0. Согласно

определению 1 тогда t„ =  —оо <  У* =  —1.
Остановимся также на функции (2)

Ф(и,  t ) =  max {У (и) — t ; 0} +  max {g  (и); 0}, и е  Е 1.

Нетрудно видеть, что если t ^ — 1, то Ф(—1, /) =  0 =  р(0- Если 
же t <  — 1, то при k >  д /— t получим Ф(—k , t) =  m ax {—k2 —
— г1; 0 } +  g { —k ) = g ( —k)-*- 0—p( t ) .  Таким образом, здесь p(/) =  
ss  0 при Ecex t и согласно определению 1 t* =  —оо.

П р и м е р  6. Переопределим функцию У (и) из предыдущего 
примера в точках и =  k~l так: У(й-1) =  —k2, k =  1, 2, . . .  Функ
цию g (u )  и множество U оставим такими же, как в примере 5. 
Повторив прежние рассуждения, нетрудно убедиться, что мини
мальный корень уравнения (5) здесь будет равным *̂ =  —оо 
как при использовании функции (2), так и функции (6). В отли
чие от примера 5, здесь У* =  —сю, поэтому справедливо t* =  У*.

Любопытно посмотреть, что будет, если множество U из (1) 
пусто, но Uo непусто. В этом случае задача (1), конечно, пере
стает быть содержательной, но тем не менее функции Ф {u , t ) ,  
p ( t )  из (2), (4), (б) будут иметь смысл.

и, и >  — 2,
— к2, - ( £ + 1 ) < и <  — k, k =  2, 3, .

t ->  —оо
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П р и м е р  7. Пусть /  (и) =  1, U =  {и е  Е 1: g  (и) — е~и* 
^ 0 } .  Здесь Uo =  E l, U — 0 .  Согласно формуле (2) Ф(и, t) =  
=  max {1 — 0} +  е~и\  и е  Е \  поэтому р (t) =  max {1 — t; 0} и 

=  1. Если же воспользуемся функцией (6) Ф (и, t) =  | 1 — t \  +  
+  <?-м\  то р (/) =  11 — /| и t ,  =  1.

Если здесь взять g(u) =  e~“! +  1, то получим р (0  =  
=  max (1 — t\ 0} +  1 Для функции (2) и р (0  =  | 1 — *1 +  1 Для 
функции (6), так что минимальный корень уравнения (5) со
гласно определению 1 будет равен t» =  + о о .

П р и м е р  8. Пусть / (и) =  и, U — {и е  Е и. g (u )  =  е~“! ^  
^ 0 } .  Здесь J0= E \  U = 0 .  Согласно (2) Ф(ы, t) =m ax{u — *;0} +  
+  е~и\  Так как при и =  — k ^  t Ф(— k, t) —  е- *2-*- 0 при k ->- оо, 
то р (0  = 0  при всех t и /* =  —оо. . В случае функции (6) 
Ф (и,  t) =  | и — 1 1 +  е~и' — min /  inf Ф (и, t); inf Ф ( u , t ) \ ^

l |  u — t К  1 I ы —< I >  1 J
^ m i n (  inf е~иК, П =  с (/) >  0 при всех и ^ Е \  поэтому р (/)>0
при всех t. Но 0 <  р ( / ) < Ф ( / , / )—► 0 при t —> +  оо или t - >  — оо, 
так что lim р ( / ) =  lim р(/) =  0 и /„ =  — оо.

t~> +оо t ->— 00
Если же здесь взять g(u) =  e_“2+ l ,  то Ф ( u , t ) ^  1, и ^ .Е ' 1, 

и р ( 0 ^  1 при всех t, и поэтому =  + о о .
3. Примеры 7, 8 подсказывают, что для того, чтобы единооб

разно охватить возможность, когда в задаче (1) U =  0 ,  целе
сообразно принять

( inf/(«), если 1 1 ф 0 ,
' .  =  <! и (7)

(. +  оо, если U = 0 ,  и оф 0 .

Тогда справедлива следующая
Т е о р е м а  1. Пусть функция р(() определена формулой  

{4), где  функции Ф(и, t) взяты из (2) или (6). Пусть t» — мини
мальный корень уравнения (5) в смысле определения  1, а вели
чина /* 'определена согласно (7). Тогда  ^  /».

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если U =  0 ,  то /» =  + о о  и утверж
дение теоремы тривиально. Поэтому пусть U ф  0 .  Так как мы 
условились рассматривать функции, принимающие лишь конеч
ные значения в области своего определения, то /* <  + о о .  По 
определению /» существует последовательность {«*} е  U такая, 
что lim J(uk) =  J ^  —  оо. Если /» > —оо , то lim Ф («*,/,) =ft-»oo k->oo
=  0 =  р (/„) и поэтому ^  /«. Если же /* — —оо, то, взяв 
t k =  J (Uk), получим p( / ft) =  ф  (uk, t k ) =  0, k =  1, 2, . . .  Посколь
ку { tk} -*— оо, то отсюда следует lim р(/) =  lim р(^) =  0, так

t-+-oo
что =  —оо. Теорема доказана.

Рассмотренные выше примеры показывают, что для выпол
нения равенства /» =  /# важное значение имеет способ задания
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множества U: ограничения, задающие множество U, должны 
быть как-то согласованы с минимизируемой функцией J(u ) .  На
поминаем, что в § 12 было введено следующее понятие согласо
ванности исходных данных задачи (1) (см. определение 12.2): 
ограничения

£ , ( « ) <  0 , i =  l , m;  gi  (и) =  0 , i =  m + l , s ;  u ^ U 0, (8>
согласованы с функцией J (и) на множестве Uо, если для любой 
последовательности {и*} е  Uo, которая удовлетворяет условиям

lim g ,(« ft) < 0 ,  i — \ , m \  lim g t {uk) =  0, i =  m + l , s ,  (9>
Jfe-»oo k-+°°

имеет место соотношение
lim J (uk) >  (10)

k->00
Распространим это понятие на случай, когда Uo Ф  0 ,  U =  0  

и согласно (7) /* =  + °° -  Здесь следует различать две возмож
ности: infP(«) =  0 и i n f P( w) >0 .  Если inf Р {и) =  0,то сущест-

Ua Uo Uо
вует хотя бы одна последовательность {«*} е  Uо, удовлетворяю
щая условиям (9), — в этом случае скажем, что ограничения
(8) согласованы с функцией У (и) на Uо, если для любой после
довательности {uk} е  Uo, для которой справедливы соотноше
ния (9), имеет место равенство lim J(uk) =  +  оо =  /„. Кстати,

fc-»oo
это же равенство получается и из (10) при /» =  + °° -  Наконец, 
если и о Ф 0 ,  U =  0 ,  inf Р  (и) >  0, то по определению будем

и о
считать, что ограничения (8) согласованы с функцией /(« )  на 
множестве Uo.

Оказывается, введенное понятие согласованности исходных 
данных задачи (1) играет важную роль при выяснении того, бу
дет ли =  /» или t„ <  /«.

Т е о р е м а  2. Пусть функция p(t )  определена формулой
(4), где  функция  Ф( м, /) взята из (2) или (6), пусть /* — мини
мальный корень уравнения  (5), а величина /* определена фор
мулой (7). Тогда для выполнения равенства t t  =  J* необходимо' 
и достаточно, чтобы ограничения (8) были согласованы с функ
цией J (и) на множестве Uo.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть 
Е с л и /* = —оо, то ограничения (8) корректны, так как lim J (uk)

&->оо
— оо =  1ф для любой последовательности {u*} е  Uo. Поэтому 

пусть / ,  >  —оо. Возьмем произвольную последовательность 
{«*} е  Uq, удовлетворяющую условиям (9). Согласно определе
нию (3) функции Р(и)  тогда lim P ( u k) — 0. Отсюда и из нера-

ОО



венств Ф (Uk, t) ^  р (0  >  0, справедливых для всех f <  /» =  /* 
и k =  1, 2, . . . ,  при k - + o o  получим

lim max {/ (uk) — t ; 0} p (/) >  0, * < / . ,  (11)
k->oo

в случае использования функции (2) и
jirn \ J (uk ) ~  t \ > p ( t ) > 0 ,  t < t „  (12)
Л -> оо

в  случае использования функции (6).
Покажем, что из (11), (12) следует неравенство lim J(uk)^>

& ->оо

=  /». В самом деле, при выполнении (11) для каждого i<C
<  найдется номер ko =  ko(t) такой, что max { J (ик) — /; 0} ^  
5 s p ( ^ ) / 2 > 0  или / ( и*) — t ^ p ( t ) / 2 > 0  для всех k ^  к0. 
Тогда lim J(uk) ^ t  при любом t <  t*. Устремляя — 0, от-

/г->оо

сюда получим неравенство lim /  (иА) ^  /„ =  /„.
k->oo

Рассмотрим случай (12). Пусть lim J{uk) =  lim J{ukr) =  a.
k-> oo  oo

Имеются две возможности: либо а ^  t*, либо а <  ?*. Если а ^  
f», то требуемое неравенство lim 1 (uk) =  Jt установлено.

k->oo
Остается рассмотреть возможность а* <С /*. В этом случае вели
чина а не может быть конечной.

Допустим противное: пусть —оо <  а <  t„. Тогда при t =  а  
получим
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что противоречит условию (12). Таким образом, если а <  /», то
а, =  —оо, т. е. lim J (uk) =  lim J (uk ) =  — оо. Тогда, взяв / ='  r->oo v rj
—  У («*г), г =  1, 2..........  получим 0 <  р (tr) <  Ф (uh , J («* )) =
= M P ( u k ) ->  0 при г о о .  Это значит, что lim р(?) =  lim р(^г)—0

Г t~> — оо Г ->  оо

и согласно определению 1 =  —оо. Но по условию =  /*, по- 
этому lim J{uk) =  J, =  /„ =  — оо.дело свелось к ранее рассмот-

fc->oo

ренному случаю.
Тем самым установлено, что для любой последовательности 

{«*} е  t/0, удовлетворяющей условиям (9), справедливо нера
венство (10), т. е. ограничения . (8) согласованы с J (и) на U0. 
Наконец, если такой последовательности {ы*} не существует, 
т. е. inf Р ( и ) >  0, то ограничения (8) согласованы с J (и) на Uo

U о
по определению. Необходимость доказана.



Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть ограничения (8) согласованы с  
функцией У (и) на Uо. Покажем, что тогда t* =  /*. Сначала рас
смотрим случай, когда t* =  —оо. Это значит, что lim р (/) =

t “ оо
=  lim p( tk) =  Q, где {tk} -*■—оо. По определению p ( t k) соглас-

£ -> о о

но формуле (4) следует существование точки uk е  Uо такой, что 
p( tk) Ф(и к, tk) ^  p(*ft) +  \ / k ,  k = l ,  2, . . .  Отсюда при k-*-  
->■ оо имеем lim Ф (uk, tk) =  0. Это означает, что limP(u*) =  0

&->oo k->oo
и lim max {/ (uk) — /ft;0} =  0 в случае использования функции

fe->oo *
(2) и lim | / (и*) — I =  0 — в случае функции (6). Но по по-

fc->oo
строению {^} ->---- оо, поэтому последние два равенства возмож
ны только при lim /  (uk) — — оо ==/„. С другой стороны, из

& ->оо

{ Я ( м * ) } 0 и формулы (3) следует выполнение условий (9). 
В силу согласованности ограничений (8) с функцией J(u) на Uo 
тогда lim J{uk) ^ J * .  Следовательно, У* =  t* =  —оо.

fe->co
Пусть теперь / » > —оо. В силу теоремы 1 тогда 

/* ^  t„ >  —оо. Возьмем произвольное t <  /*. По опреде
лению р(^) существует последовательность {ик} е  U0 такая, что 
lim Ф(и*, t) =  p{t). Может случиться, что lim P ( u k) =  d >  0.
k-> ОО k->oo
Тогда из Ф (uk, t) ^  М Р (uk) при k - > o o  следует, что р ( / ) ^  
^  М  lim Р (uk) — Md  >  0. Если же lim Р  (uft) =  0 =  lim Р (uk V

fe-*oo fc->oo ________ r-> o o  r

то lim g.  (uk ) ^  0, i =  1, m, lim g t (uk \  =  0, i =  m  +  1, s. В силу
г —> OO \  r )  r -> 0 0  \  Г /

согласованности ограничений (8) с функцией /  (и) на множестве U0 
отсюда имеем lim J (uk \ ^ J t > t .  А тогда р (* )=  lim Ф (и* >

Г->оо г->  оо г

^  L (/„ — t)pl >  0 как в случае использования функции (2), так 
и функции (6). Тем самым показано, что р ( < ) > 0  при всех 
t <  /*. Кроме того, в рассматриваемом случае >  —оо 
по определению 1 lim р ( / ) > 0 .  Следовательно, ^ ч т о

t  —  ОО

в силу теоремы 1 возможно только при t* =  /». Теорема до
казана.

В § 12 были приведены следующие два достаточных условия, 
гарантирующие согласованность ограничений (8) с функцией 
J (и) на Uо:

1) функция Лагранжа (12.19) задачи (1) имеет седловую 
точку в смысле неравенств (12.20); или

2) Uo — замкнутое множество из Еп, функции J(u),  g i (u ) ,  . . .  
. . . .  gm(u),  | gm+i(и) | .........  |gs(“ ) l  полунепрерывны снизу на
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Uо, а множество
■U{6) =  {и <== U0: g i ( u X : 6 ,  t = l , m ;  1 Ы « ) К 5» / =  m + l , s }
ограничено для некоторого числа б >  0.

Заметим, что в примере 1 функция Лагранжа имеет седло
вую точку, но множество U (б) неограничено при всех б >  0, 
в примере 3 множество U{b)  ограничено при любом б >  0, но 
функция Лагранжа не имеет седловой точки; в примере 2 вы
полнены оба приведенных достаточных условия согласованности 
исходных данных.

4. Подробнее остановимся на частном случае функции (2), когда

Ф (и, t) =  L шах {/ (и)  — 0} +  М Р  (и), и е  U 0, (13)

■где L >  0, М  >  0, а функция Р  (и)  взята из (3) при некоторых р { ^  1,
г = 1 ,  s. Оказывается, функция (13) и соответствующ ая ей функция р (/) 
обладаю т рядом полезных своГств, облегчающих поиск минимального корня 
уравнения (5).

Т е о р е м а  3. Функции Ф ( u , t ) ,  р (t ) ,  определяемые формулами  (13), 
(4), монотонно убывают (вообще говоря,  не строго) при возрастании t  и 
удовлетворяют неравенствам

| Ф («, t) — Ф (и, т ) | L  11 — т  |, (14)

| р ( 0 - р ( т ) 1 < £ М - * 1  (15)
п р и  вс ех  и €= Uq и л юб ых  t, х. Если  =  inf /  (и) >  — оо, то

Uo

ф  (и, t) =  — L t  +  LJ (и) +  М Р  (и),  р (/)  =  -  L t  +  inf (LJ (и)  +  М Р  (и)) (16)
U'»

при всех t  ^  — линейные функции по t.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Простым перебором возможных значений функ

ции шах {а; Ь} легко доказываются неравенства

ш ах {/ (и) — t; 0} ^  ш ах  {/ (и) — т; 0}, t  ^  т, и е  U 0,

| ш ах {/ (и) — t\ 0} — ш ах {/ (а) — т; 0} | < |  t — т |, м е  U o-

О тсю да следую т невозрастание функции Ф {и, t )  по переменной t  и неравен
ство (14). Далее, для любых t ^  х  имеем Ф (и, t )  ^  Ф (и, х)  ^  р (т) или 
Ф (и, /) sS* Р (т) при каждом и е  U0. Отсюда, переходя к нижней грани по 
и  е  Uо, получим р (t)  ^  р (т) при всех

Д окаж ем  неравенство (15). Зафиксируем произвольные t, х. По опреде
лению  нижней грани при каждом е >  0 существуют точки u t , «т е  U a 
■такие, что

р (0  <  Ф (u t, t )  <  р (0  +  е, р ( т ) <  Ф («т, т ) <  р (т) +  е.

Т огда, учитывая уже доказанное неравенство (14), имеем р (<) — р ( т ) ^
<  Ф (их, t )  — Ф (их, х) +  е <  L \ t  — х  I +  е, р (t)  — р (т) >  Ф ( u t , t )  — е —
—  Ф (u t , т ) ^  — L 11 — х | — е, т. е. J р (/) — р (т) | ^  L \ t  — т  | +  е при любом 
■8 >  0. Отсюда при е -> +  0 получим неравенство (15). Формулы (16) следуют 
л з  того, что /  (и) — t  :> /»*  — / ^  0 при всех и е  U 0. Теорема 3 доказан а.
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Если ограничения (8) согласованы с функцией J (и) на U0 и /»  >  — оо„ 
то опираясь на теорему 3, можно предложить следующий итерационный 
метод определения Сначала выберем t0 так, чтобы р (t0) >  0 (например, 
если =  in f /  (и) >  — со, то можно взять любую точку t 0 =5̂  /„ ,) .  Следую-

f/o
щие приближения определим по формулам [210]

t k + l~ s t k +  P ( tk) /L ‘ k =  0, 1, . . .  (17>

Те о р е м а 4. Пусть функция p ( t )  ^  0 при всех t, — о о .<  t <  + ° о ,  удов
летворяет условию  (15), пусть t . — минимальный корень уравнения  (5) № 
смысле определения  1, t ,  >  —оо. Тогда при любом выборе начального при
ближения t0, — оо <  t0 <  t , ,  последовательность {<*}, определяемая условиями  
(17), сходится к t ,.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как p(< )S>0, то из (17) следует, что после
довательность {tk} монотонно возрастает, и поэтому сущ ествует lim f* =

k-*°o
=  а ^  +  оо. П окаж ем, что а =  tv  По условию t0 <  Допустим, что при 
некотором k ^ O  оказалось / * < / * .  Тогда р (/) >  0 при всех t  ^  Возьмем 
произвольное t,  t k ^ t  <  tk + 1- С учетом условий (15), (17) имеем

Р (0  =  Р ( t k) +  [Р (0  -  Р (**)] >  Р (**) - L ( t - t k) >

Это значит, что р (/) >  0 при всех t  <  /* + 1, т. е. tk+i ^  t t . М ож ет случиться,, 
что p ( /* + i)  =  0. Тогда tk+\ =  t* — в этом случае итерации (17) заканчи
ваются. Если р (t k+ i) >  0, то tk+\  <  t t  и итерации продолжаю тся дальше.

Таким образом, имеются две возможности. Либо процесс (17) закончите», 
тем, что р ( /0) >  0, . . . ,  р ( t k - i )  >  0 , р (tk) = 0, — тогда ffe =  f„ =  a, утвер
ж дение теоремы верно. Либо р (tk) >  0,- tk <  t„  р (/) >  0 при t <  tk для всех 
k  =  0, 1, . . .  — в этом случае lim tk  =  a ^ . t t и р (t) >  0  при всех t  <  а.

k-*co
П окаж ем, что а =  t t . Если последовательность {tk} неограничена сверху, 
то а —  +  оо =  tv  Если ж е tk  <  а <  оо, k —  0, 1.......то, учитывая непрерыв
ность функции р (t), из (17) при k ->  оо получим а =  а +  р (а)/Ь  или р (а) —  О.- 
Это значит, что /* =  а и при а  <  оо. Теорема доказана.

Заметим, что на каждом ш аге метода (17) нужно вычислять одно зна
чение функции р (/), и для этого в свою очередь нужно решить зад ачу  
минимизации

Ф («, О -5” inf; u e £ / j .  (18)-

Поскольку функция (13), вообще говоря, не является гладкой, то это обстоя
тельство мож ет вызвать некоторые трудности при решении задачи (18). 
О днако успехи в разработке методов решения негладких задач минимизации 
(см. §§ 3, 9, 10, 15) позволяют надеяться на то, что вычисление приближен
ного значения р(<) не окажется слишком трудным. -

При изложении метода (17) предполагалось, что величины р (tk) извест
ны точно. Однако задача (18) на практике, как правило, будет решаться при
ближенно, и точное значение р (/*) удастся вычислить лишь в редких слу
чаях. П оэтому желательно обобщить итерационный процесс (17) на случай,, 
когда значения функции известны неточно. Опишем одно из возможных та
ких обобщений [57].

П редполож им, что вместо точных значений функции р (/) известны лишь, 
некоторые приближения рv (t ),  v = l ,  2 .........удовлетворяющие условиям

P v ( 0 > 0 ,  | p v (/) — p ( f ) | s ^ Y v .  v =  l,  2, lim Yv-=0*  ( 19>V-»oo
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П усть t0 — начальное приближение, t0 <  t v  Пусть (v — 1)-е приближение t v - t 
при некотором v >  1 уж е известно. Д ля определения следующего приближ е
н ия fv рассмотрим итерационный процесс

^vt+i =  +  Рv(*vfc)/-k> Л =  0, 1, . . . ;  tVa= t Q, (20)

аналогичный процессу (17). Поскольку функция pv ( 0  может не обращ аться 
в  нуль ни в о^ной точке даж е в том случае, когда уравнение (5) имеет 
конечный минимальный корень (так будет, например, если pv ( t ) =  р ( t )  +  
+  Yv ^  Yv >  0), то процесс (20) следует прекращ ать не по критерию'р„ (<vfc) =  О, 
к ак  было выше в (17), а по условию вида pv ( t v k) <  0V, где величина 0V >  О 
•стремится к нулю при v -> оо и как-то согласована с погрешностью Yv- 
Предположим, что такая последовательность {0V} уж е задана (условия 
согласования {0V} и {yv} будут обсуждаться* ниже). Тогда имеются две 
возможности:

| 1) либо найдется номер k  =  k v ^ 0  такой, что

P v ( 'v * ) > 0v- * =  o 7 v = n ;  Pv(*vftv) < 0v; (21)

| в  этом случае процесс (20 ) заканчиваем и полагаем

С  ' v = 4 ; (22)
, 2 ) либо

Pv ( t \k )  >  0v ПРИ всех А =  0, 1, . . .  (23)

Т огда, как будет показано ниже, при выполнении условий (15), (19) и со
гласованном изменении величин 0V и Yv. будет справедливо равенство

/ ,  =  +  оо. (24)

М етод поиска минимального корня уравнения (5) при условиях (15), (19) 
описан.

Т е о р е м а  5. Пусть функция  р (/) неотрицательна при всех t, не возра
стает, удовлетворяет условию  (15), a t , > — оо — минимальный корень урав
нения  (5) в смысле определения  1. Кроме того, пусть функция  {pv (0 ) 
удовлетворяет условиям  (19) и

0 v > Y v . v = l ,  2, . . .  (25)

Т о гд а  последовательность {/v}> определяемая методом (20^—(24), сходится  
к  t t  при любом выборе начального приближ ения t 0, — оо < t 0 < t t . П р и  
этом, если t t  <  +  оо, то итерации (20 ) при каждом у  ^  1 будут за к а н ч и 
ваться за конечное число шагов выполнением условий  (21); случай  (23) во з 
можен лишь при t t  =» +  оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала рассмотрим случай / .  < + о о . Тогда при 
к аж д о м  фиксированном v ^  1 имеются две возможности:

1) f v f t < * * <  +  °° при всех £ =  0 , 1, . . .  R  силу монотонности {<v*} 
тогда существует lim t vk t t  <  +  оо. П ереходя 0^(20 ) к пределу при k  ->  оо,

k->oo
получим lim pv Uvfe) я  0. Это значит, что за конечное число итераций про-

fe-> oo
■цесс (20) закончится выполнением условий (21).

2) Найдется номер / ! > 0  такой, что ^  tt  <  t v i + \ .  Тогда с учетом 
соотношений (15), (19), (20) получим

=  tyt  +  Pv ( t V[)/L  =  t V[ +  [pv ( t vi) — p ( t V[) ] /L  +

+  [p (*v;) — P ( t»)] /L  ^  t v i +  y v /L  +  t ,  — t y i  =  f ,  +  y v / L .  (26)



Далее, в силу монотонности р(/) имеем р(/) = 0  при t t поэтому 
p ( / v;+ i)  =  0. Отсюда и из условий (19), (25) следует

Pv Uvl+i)  =  Pv (^v/+i) Р (fv l+ i) ^  Yv ^  0v- (27)

Это значит, что условия (21) выполнятся при некотором k v ^  I +  1.
Объединяя обе рассмотренные возможности, заключаем, что при f , < + o o  

процесс (20 ) при каж дом  v ^  1 заканчивается за конечное число шагов 
выполнением условий (21 ), причем в силу (26)

*v - / v*v < * . +  Yvi-‘. v = l , 2 ,  ...  (28)

П окаж ем, что lim t v =  /*. К з  (28) имеем lim t v ^  t t . Пусть lim t v —
V -> o o  v - >  oo oo

=  lim t  =  а. Тогда с учетом условий (15), (19), (21) получим 
Г-> со т

0 <  р (а) <  [р  (а) -  р +  [р ( ^ )  -  pVr +  pVr <

^  L  | a — *vr | +  YV(. +  0vr  0

при r -> oo, т. e. p (a) =  0. Ho t t  —  минимальный корень уравнения (5), по» 
этому а ^  f„. Следовательно, lim t4 =  lim tVf lim t v. Это значит, что

V ->  oo r - >  oo V ->  oo
lim =  t*- Случай / „ <  +  00 полностью рассмотрен.

V -» o o
Пусть теперь / * =  +  со и пусть процесс (20) при каждом v 1 закан

чивается выполнением условий (21). П окажем, что тогда Uv} -> +  °°. В озь
мем произвольное число Т  >  0. Согласно определению 1, если £%=  +  оо, то 

lim р {t) >  0 и р (t)  >  0 при всех t. Отсюда и из непрерывности функ- 
t ->—°о
ции р (/) следует, что in f р (/) =  рт >  0. Так как {6v} -> 0 , {yv} -> 0, то най- 

t <г  1
дется номер v0 =  v0 ( r )  такой, что 0V +  yv <  Рг  ПРИ всех v =3* vo- Тогда 
Pv ( 0  Р (0  — Yv ^  Рг  — Yv >  0V Для всех t <  Т и v >  vQ. Это значит, что 
условия (21) не могут выполняться при t v k ^ T ,  если v ^ v Q. Тогда согласно 
(21), (22) t v >  Т для всех v Vo =  Vo (Т), что означает выполнение равенства 
lim t v =  +  °°-

Остается рассмотреть случай, когда при некотором v ^  1 выполняются 
условия (23). Выше было установлено, что при t ,  <  + ° °  процесс (20 ) нрй 
всех v ^  1 закончится выполнением условий (21). Следовательно, если при 
каком-либо v ^  1 реализуются условия (23), то t» =  + ° ° -  Теорема 5 дока
зана.

Заметим, что условие (25) в теореме 5 существенно: его нарушение мо
ж ет привести к тому, что метод (20) — (24) не будет сходиться.

П р и м е р  9. П усть /  (и) =  и ->  inf; и е  U =  £/0 =  {« е  Е}: и ^  0} — это 
частный случай задачи (1), когда g t (и) =  0 (или s =  0). Тогда Ф (и, t) =
=  max {и —  t, 0}, ы ^ 0 ,  и р (t) =  inf Ф (и, t) =  m ax {— t: 0} (ср. с приме-

0
ром 1). Здесь / ,  =  /*  =  0, и* =  0. Если pv (t) =  max {— /; 0} +  Yv и 6v <  Yv- 
то P v ( O ^ Y v > 6 v при всех t. Поэтому в методе (20) —  (24) реализуется 
случай (23), и искрмый минимальный корень /,= =  0 уравнения (5) в рассмат
риваемом случае не будет найдей. Причина этого явления —  нарушение уело* 
вия (25).

Заметим такж е, что на практике вместо полуоси t0 ^  t <L + 0 0  нам при
дется работать на каком-то отрезке /0 ^  t  sg Т, где величина Т  ограничена, 
напримёр, разрядной сеткой ЭВМ. В этом случае метод (20) — (24) требует

3 9 6  МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ [ГЛ. 5
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модификации. А именно, итерационный процесс (20) при каж дом v ^  1 
здесь будет заканчиваться определением номера ^  О такого, что будет 
выполнено одно из двух следующих условий:

P v ( ' v * ) > ev< * =  °- P v ( 4 ) < 0 v*
ИЛИ ____________

P v ( * v * ) > 0v  k =  o , k v - u  /v*v - i < r <

В качестве л>-го приближения tv будем брать
=  min Т у  v = l ,  2, (31)

Если выполнены все условия теоремы 5, то, немного видоизменив доказа
тельство этой теоремы, нетрудно установить, что при t0 <  t ,  <  Т для до
статочно, больших номеров v >  Vo процесс (20 ) будет заканчиваться выпол
нением условий (29) и оценки (28), а последовательность (М . определяемая 
методом (20), (29) — (31), сходится к числу min [t,\ Т]. Таким образом, ме
тод (20), (29) — (31) позволяет определить, принадлежит ли t .  отрезку 
[f0, Т-] . и в случае t .  е  [Л, Т] позволяет найти / .  с нужной точностью.

Д ля определения t ,  при условиях (19) может быть такж е использован 
метод деления отрезка пополам.

5. Кратко остановимся на случае, когда функция р (/)  из (4) опреде
ляется с помощью функции

Ф («, 0  =  Z.[| J ( u ) - t  | +  М Р  (и), и <= UQ, (32)

где L  >  0, М >  0, функция Р (и) взята из (3) при некоторых ^  1, 1 =  1, s.
Поскольку || /  (и) —  1 1 —  | I  (и) —  т || 11 — г  |, то рассуж дая так  же, как 

при доказательстве теоремы 3, убеж даемся, что функции Ф (u , t ) ,  р (t) из' 
(4), (32) удовлетворяют условиям (14), (15). Это значит, что для поиска 
минимального корня уравнения (5) и в этом случае может быть применен 
описанный выше метод (20) — (24) или его модификация (20), (29)*— (31). 
Только условие (25) здесь нужно заменить условием

0 v > 2 y v , v = l ,  2 ,  . . .  (33)

Такая замена связана с тем, что функция (32), в отличие от (13), а такж е 
соответствующая ей функция р (0 . вообще говоря, не будут монотонными 
(см. примеры 1—8 ). Справедлива

Т е о р е м а  6 . Пусть функция р(1) неотрицательна при всех t, удовлет
воряет условию  (15), a t ,  > — оо —  минимальный корень уравнения  (5) 
в смысле определения  1. Кроме того, пусть функции  {pv (t)} удовлетворяюч 
условиям  (19), а последовательности {0V|, — условию  (33). Тогда 
последовательность {/vh определяемая методом (20) — (24), сходится к t.  
при любом выборе t0, — оо <  to <  При этом, если t , ' <  + о о ,  то итерации 
(20) при каждом v ^  1 будут заканчиваться за конечное число шагов вы
полнением условий  (21); случай (23) возможен лишь при t ,  =  + ° ° -

Доказательство проводится дословно так же, как доказательство теоре
мы 5. Нужно лишь неравенство (27), полученное в предположении монотон
ности р (0  и условия (25), заменить следующим неравенством, вытекающим 
из условий (15), (19), (26), (33):

Pv J + i ) =  [pv (*v. г+i)]  — P (*v. /+ i ) ]  +  [P (<v. г+i )  — P (*»)] ^

< yv +  4 W - M < 2yv < < V
Нетрудно такж е показать, что при выполнении условий теоремы 6 по

следовательность {*v}, полученная методом (20), (29) — (31), сходится к 
min {/.; 7"}.

vk,

vfc,.

< Т , (29)

(30)
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Приведем пример, показывающий, что условие (33) в общем случае не 
может быть ослаблено.

П р и м е р  10. П усть / ( и ) з 0 ,  U — произвольное непустое множество 
вида (1). Тогда ф  (и, t)  =  11 | +  М Р  (и), u s U 0, и р ( / )  =  | /  |; ( ,  =  0 =  / , .  
П усть pv (t) =  11 1 +  Yv> v = » l ,  2, . . .  Предположим, что условие (33) нару
шено, т. е. 0 V <  2y v  Возьмем начальное приближение tB —  fvo <  m in (Yv —
— 0V; 0}. Тогда pv (^vo) ~  I ^vo I 4" Yv — ^vo "b Yv ^  ^v- Далее, ty\ =  / Vo “f~ 
+  Pv (^vo) =  Yv >  0 и снова pv (fvi) =  Pv (Yv) =  2Vv >  9v- Отсюда с учетом 
монотонности pv ( 0  при t~ ^  0 имеем pv (t) ^  pv (^vi) >  0v Для всех 
t ^ s t v \. Это значит, что pv (<vfe) >  6 v Для всех k =  0, 1, . . .  — реализовался 
случай (23), и искомый минимальный корень t ,  —  0 уравнения (5) здесь не 
будет найден.

Полезно заметить, что при описании методов (17), (20) — (24) и (20), 
(29) — (31), а такж е при формулировке и доказательстве теорем 4—6 никак 
не использовался тот факт, что функция р(/) получена из (4) и как-то свя
зана с задачей (1), с методом нагруженных функций. Это значит, что опи
санные методы могут быть использованы для поиска минимального корня 
уравнения (5) для любой неотрицательной функции р (/) , удовлетворяющей 
условию (15) и приближенно заданной посредством условий (19).

По поводу метода нагруженных функций см., например, [57, 125, 
200].

У п р а ж н е н и я .  1. Найти минимальное решение уравнения (5), где 
функции Ф («, /), Р (0  определяются из (2), (3), (6), (13) или (32), и прове
рить условие t t  =  J„ для задачи: I  (и) -> inf; и е  U =  {и е  Е 1: и е  U0, g  ( « ) ^ 0(, 
где

а) /  (и) —  a rc tg  и, g ( u )  =  u 2 —  4, g  (и) =  (и2 —  4) (а 4 +  1) g (u )  =  u, 
g ( u )  —  u ( u 2 +  1) \  g ( u )  =  u 2, U0 =  { u s E l: 1}, U0 —  {и е  Е 1: и >  0}, 
U0 =  E h

б) J  (и) =  и sin и, g  (и) =  и2— 1; g  («) =  (и2 — 1) (и4 +  I ) - 1 , g  («) =
=  (и2 — l)  е ~ “'; U0 =  {u  е  Е 1: « О};

в) J  (и) —  произвольная функция, a U = U q —  E 1;
г) I  (и) —  1 при 1, / ( « )  =  « - '  при и >  1; g ( u )  =  u —  1, g (« )  =

=  (и — 2) (и 2 +  l )  ',  g  («) =  е ~ “’, U0 =  {« е  Е 1: и >  0} или U0 —  Е '.
д) 1 (и) =  1, g  (и) =  и, g  («) =  и 2 +  1, g  (и) =  е ~ и* (и2 +  l), g  (и) =  « V й’; 

Uo —  E l, U0 —  { u s E s: и ^ 0 } .
2. Найти функцию р (t) для задачи J ( и ) -> inf; и е  £/ =  { u s E '  —  U0: 

g  (и) —  | и | — 1 ^  0}, беря за основу функции Ф (и, t) из (13) и (32), срав
нить результаты  с примером 2 .

3. П оказать, что если функция p(t)  построена с помощью функций (2) 
или (6) при ро >  1, то условия ( И) ,  (15), вообще говоря, не будут иметь 
места (ни с какой константой L).  Указание: рассмотреть задачу (1) при 
/ ( и )  == 1, U =  Uo.

4. У казать такой способ задания множества U из примера 5, чтобы огра
ничение g  (и) < ; 0 было согласовано с функцией J(u )  на U0 —  E l. Рассмот- 
реть возможности g(u)  —  |ы | — 1, g (u )  =  и2— 1, g  (и) —  е ~ а' (и2 — l)  (вос
пользуйтесь теоремой 2 ).

5. Выяснить геометрический смысл методов (17), (20) — (24) и (20), 
(29) — (31), а такж е геометрический смысл условий (25), (33).

6 . Проверить, будут ли функции Ф (ы ,/) из (2), (6 ), (13), (32), а также 
соответствую щ ая функция р (<) из (4) выпуклыми, если исходная задача (1) 
выпукла.

7. П усть в задаче (1) / .  > — оо, t / ,  Ф  0 ,  ограничения (8 ) согласованы 
с функцией J (u )  на множестве U0. Пусть последовательность {<*} цостроена 
методом (17), а последовательность {«*} определена условиями: (и» е  (/0,
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p(t/,) =  <&(Uk, tk), k =  О, 1, . . .  Можно ли ожидать, что {«*} — С/,? П риве
дите примеры.

8. Пусть функция Л агранж а задачи (1) имеет седловую точку (и ,,  А,*) е  
е ( / о  X  Л0 (см. соотношения (12.19), (12.20)). П оказать, что та ж е точка 
(ы .Д *) является седловой точкой функции Л агранж а для задачи

max {/ (u) — t; 0} ->  inf; и е  U

при всех t ^  Выяснить связь между множествами точек минимума по
следней задачи и задачи (1).

9. Д ля задачи (1) ввести функцию

(«, t) =  L m ax {/ (u); <} +  М Р  (и), и е  U0, 

где Р  (и) взята из (3), L >  О, М  >  0 , и положить pi (t ) =  inf Ф 1 (и, t). По-
I I S  Un

казать, что =  pi ( / ,) . М ожно ли утверждать, что /„  будет минимальным 
корнем уравнения pi (<) — ( =  0? Пользуясь равенством m ax { / (и ) ,  t} =  
=  m ax {/ (и) — t; 0} +  t, установить связь между функциями Ф 1 (и, t), pi (<) 
и функциями Ф (и, t), р (/) из (2), (13).

10. Для задачи J (и) -> inf; и <= U =  {и е  U0, gi (и) 0......... g m (и) ^  0}
ввести функцию G (w, и) =  m ax {/ (до) — J (ц); g i  (до)..........g m (w )}  или
G (w, и) =  (J (w) — J (и)) g \ (w) . . . g m ( w )  переменных и, до e  U0 и рас
смотреть итерационный процесс G (u ft+1, ик) =  inf G (до, uft); исследовать

w  s  U о
его сходимость (метод центров, [119]).

§ 15. О методе случайного поиска

Наряду с описанными выше методами минимизации функций 
п переменных существует большая группа методов поиска мини
мума, объединенных под названием метода случайного поиска. 
Метод случайного поиска, в отличие от ранее рассмотренных 
методов, характеризуется намеренным введением элемента слу
чайности в алгоритм поиска. Многие варианты метода случай
ного поиска сводятся к построению последовательности {и*} по 
правилу:

uk+i — uk +  ak\ ,  k==0 ,  1, 2, . . . ,  (1)

где а* — некоторая положительная величина, £ =  ( | ‘, . . . ,  £")— 
какая-либо реализация «-мерной случайной величины £ с изве
стным законом распределения. Например, координаты случай
ного вектора |  могут представлять независимые случайные ве
личины, распределенные равномерно на отрезке [—1,1]. Как 
видим, метод случайного поиска минимума функции я перемен
ных предполагает наличие датчика (или генератора) случайных 
чисел, обращаясь к которому, в любой нужный момент можно 
получить какую-либо реализацию n-мерного случайного век
тора |  с заданным законом распределения. Такие датчики, оформ
ленные в виде стандартных программ, имеются в библиотеках 
подпрограмм на ЭВМ.
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•

1. Приведем несколько вариантов метода случайного поиска 
минимума функции J (и) на множестве U =  Еп, предполагая, что 
k-e приближение ы* е  U, k ^  0, уже известно.

а) Алгоритм с возвратом при неудачном шаге. Смысл этого 
алгоритма заключается в следующем. С помощью датчика слу
чайного вектора получают некоторую его реализацию £ и в про
странстве Еп определяют точку Vk =  Uk +  “ Е, а  =  const >  0. 
Если Vk е  U и J(vk)  <  J{Uk), то сделанный шаг считается удач
ным, и в этом случае полагается Uk+\ =  w*. Если v k е  U, но 
/  ( u k ) ^  J (uk), или же V k & U ,  то сделанный шаг считается не
удачным и полагается Uk+i =  ы*.

Если окажется, что ик =  Uk+i =  . . .  =  ик+ы для достаточно 
больших N, то точка ы* может быть принята в качестве прибли
жения искомой точки минимума.

б) Алгоритм наилучшей пробы. Берутся какие-либо s реали
заций |i,  . . . ,  случайного вектора |  и вычисляются значения 
функции J (и) в тех точках и =  Uk +  а|г, i = \ , s ,  которые при
надлежат множеству U. Затем полагается ик+1 =  uk +  agio, где 
индекс io определяется условием

J (ик +  a h )  =  min /  (ик +  ah).
4  *  и й + а | 4 < = « /  4  к  U

1 <

Величины s >  1 и а  — const >  0 являются параметрами алго
ритма.

в) Алгоритм статистического градиента. Берутся какие-либо 
s реализаций |i ,  . . . ,  случайного вектора |  и вычисляются 
разности AJki =  /(«* +  y b )  — J (ик) для всех uk +  y b  е  U. За
тем полагают pk =  — ДJkl, где сумма берется по всем тем

i
I, 1 i ^  s, для которых uk -f- y h  е  U. Если uk +  a  pk е  U, то 
принимается uk+\ =  uk +  Если же uk -f- a  pk ф  U, то повто
ряют описанный процесс с новым набором из s реализаций слу
чайного вектора |. Величины s > l , a > 0 ,  v > 0  являются па
раметрами алгоритма. Вектор р к называют статистическим гра
диентом. Если U =  Е п, s =  п, и векторы g; являются неслучай
ными и совпадают с соответствующими единичными векторами 
et = ( 0 ,  . . . ,  0, 1, . . . ,  0),  i =  1, 2, . . . ,  п, то описанный алгоритм, 
как нетрудно видеть, превращается в разностный аналог гра
диентного метода.

2. В описанных вариантах а )—в) метода случайного поиска 
предполагается, что закон распределения случайного вектора £ 
не зависит от номера итераций. Такой поиск называют случай
ным поиском без обучения.  Алгоритмы случайного поиска без 
обучения не обладают «способностью» анализировать результа-
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ты предыдущих итераций и выделять направления, более пер
спективные в смысле убывания минимизируемой функции, и 
сходятся, вообще говоря, медленно.

Между тем ясно, что от метода случайного поиска можно 
ожидать большей эффективности, если на каждой итерации учи
тывать накопленный опыт поиска минимума на предыдущих ите
рациях и перестраивать вероятностные свойства поиска так, что
бы направления £, более перспективные в смысле убывания 
функции, становились более вероятными. Иначе говоря, жела
тельно иметь алгоритмы случайного поиска, которые обладают 
способностью к самообучению и самоусовершенствованию в про
цессе поиска минимума в зависимости от конкретных особенно
стей минимизируемой функции. Такой поиск называют случай
ным поиском с обучением. Обучение алгоритма осуществляют 
посредством целенаправленного изменения закона распределе
ния случайного вектора |  в зависимости от номера итерации и 
результатов предыдущих итераций таким образом, чтобы «хо
рошие» направления, по которым функция убывает, стали более 
вероятными, а другие направления — менее вероятными. Таким 
образом, на различных этапах метода случайного поиска с обу
чением приходится иметь дело с реализациями случайных век
торов |  с различными законами распределения. Имея в виду 
это обстоятельство, итерационный процесс (1) удобнее записать 
в виде

Mft+i =  uk +  £ =  0 , 1 , 2 , . . . ,  (2)

подчеркнув зависимость случайного вектора £ от k.
\ В начале поиска закон распределения случайного вектора
I £ =  £0 выбирают с учетом имеющейся априорной информации о 
| минимизируемой функции. Если такая информация отсутствует, 

то поиск обычно начинают со случайного вектора £0 =  (£q, . . . ,  !£),
компоненты gj, i = \ ,  п, которого представляют собой независи
мые случайные величины, распределенные равномерно па отрез
ке [—1, 1J. Для обучения алгоритма в процессе поиска часто 
берут семейство случайных векторов |  =  |(ш ) ,  зависящих от 
параметров д о =  ( w \  . . . ,  w n), и при переходе от k-и итерации 
к (& +  1)-й итерации имеющиеся значения параметров до* заме
няют новыми значениями Wk+i с учетом результатов предыду-

I щего поиска.
Приведем два варианта метода случайного поиска с обуче

нием для минимизации функции J (и) на всем пространстве.
а) Алгоритм покоординатного обучения.  Пусть имеется се

мейство случайных векторов |  =  1(ш) =  ( | 1, . . . ,  | п), каждая ко
ордината | г которых принимает два значения: | г =  1 с вероят
ностью р ‘ и | ‘ = —1 с вероятностью 1 — р 1, где вероятности р 1



402 М ЕТО ДЫ  М И Н И М И З А Ц И И  Ф У Н К Ц И Я  М Н О Г И Х  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х  [ГЛ . 5

зависят от параметра w ‘ следующим образом: 
'  0 при шг <  — 1,

р ' Ч 4-(1 +  0Уг) при (3)

1 при wl >  1, i =  1, п.
Пусть начальное приближение и0 уже выбрано. Тогда для опре
деления следующего приближения их в формуле (2) при k =  0 
берется какая-либо реализация случайного вектора | 0 =  |(0) 
соответствующего значению параметров w  =  wq = ( 0 ,  0, . . . ,  0) 
Приближение и2 определяется по формуле (2) при k =  1 с по 
мощью случайного вектора | i  =  £(0). Пусть известны прибли 
жения Uo, и\, . . . ,  Uk и значения параметров wk_ x =  (w xk_ v  . .  
. . . ,  при некотором k ^  1. Тогда полагаем

<  =  К - 1  -  6  S j g n  [ ( 7  ( )  -  1  ( « k - 2) )  К - 1  ~  “ * - 2 ) ] .  ( 4 )

/ =  1, п, k — 2, 3, . . . ,
где величина Р ^  0 называется параметром забывания,  6 ^ 0  — 
параметром интенсивности обучения, р + б > 0 .  При определении 
следующего приближения ик+\ в формуле (2) берем какую-либо 
реализацию случайного вектора %k =  l ( w k), wk =  (w\ ,  w^).

Из формул (3), (4) видно, что если переход от точки ик- 2 
к точке Uk- 1 привел к уменьшению значения функции, то вероят
ность выбора направления ик- \  — ик- 2 на следующем шаге уве
личивается. И наоборот, если при переходе от ик- 2 к ик-\  значе
ние функции увеличилось, то вероятность выбора направления 
Uk- 1 — ик~2 на последующем шаге уменьшается. Таким образом, 
формулы (4) осуществляют обучение алгоритма. Величина 6 ^  
^ 0  в (4) регулирует скорость обучения: чем больше б >  0, тем 
быстрее обучается алгоритм; при 6 =  0, как видно, обучения 
нет. Величина р > 0  в формулах (4) регулирует влияние пре
дыдущих значений параметров на обучение алгоритма; при р =  
=  0 алгоритм «забывает» предыдущие значения w k-\.  Для устра
нения возможного чрезмерного детерминирования алгоритма и 
сохранения способности алгоритма к достаточно быстрому обу
чению на параметры w lk накладываются ограничения 
и при нарушении этих ограничений w lk заменяются ближайшим
из чисел Ci и —d,  i =  \ ,п .  Величины р, б, с,- являются парамет
рами алгоритма.

Вместо формул (4), посредством которых производится обу
чение алгоритма, часто пользуются другими формулами

w lk — рw lk_ x б ( /  (ик_,) J (uft_2)) (uk-{ ий-г)> (5) 
i = l ,  п, k =  2, 3, . . .



О  М ЕТО ДЕ С Л У Ч А Й Н О ГО  П О И С К А 403

Описанный алгоритм покоординатного обучения имеет тот 
недостаток, что поиск и обучение происходят лишь по одному 
из 2т направлений £ = ( | 1, Ъп),  где либо £ ' =  1, либо =• 
=  —1. Отсутствие «промежуточных» направлений делает поко
ординатное обучение немобильным в областях с медленно изме^ 
няющимися направлениями спуска. От этого недостатка свобо- 
ден следующий алгоритм.

б) Алгоритм непрерывного самообучения.  Пусть имеется се-
*■ * / \ ri +  к; меиство случайных векторов s =  s («') — • где w ~

=  ( w l, . . . ,  w n) — параметры обучения, г) =  (rj1, . . . ,  г]") — слу
чайный вектор, координаты ту которого представляют собой не
зависимые случайные величины, распределенные равномерно на 
отрезке Поиск начинается с рассмотрения случайных
векторов £о =  £(0), It =  1(0), реализации которых используют
ся при определении приближений «о. «1 по формулам (2). Обу
чение алгоритма при 6 ^ 2  производится так же, как в алгорит
ме покоординатного обучения, с помощью формул (4) или (5). 
При больших значениях \ w k \ влияние случайной величины т] 
уменьшается, и направление 1* =  | ( w ^  становится более детер
минированным и близким к направлению Во избежание из
лишней детерминированности метода на параметры ш* =
— (w[, ш£) накладываются ограничения \wu\ ^  с =  const,
и при нарушении этих ограничении w k заменяется на ■. с.

I k I
Приведенные алгоритмы случайного поиска с обучением по

казывают, что процесс обучения в ходе поиска сопровождается 
уменьшением фактора случайности и увеличением степени де
терминированности алгоритма поиска минимума, направляя 
поиск преимущественно по направлениям убывания функции. 
В то же время наличие случайного фактора в выборе направле
ния дает возможность алгоритму «переучиваться», если свойства 
функции в районе поиска изменились или предыдущее обучение 
было неточным. Случайный поиск с обучением в некотором смы
сле занимает промежуточное положение между случайным по
иском без обучения и детерминированными методами поиска 
минимума из предыдущих параграфов. Разумеется, и в методах 
предыдущих параграфов можно обнаружить в том или ином 
виде элементы самообучения алгоритма, однако наличие слу
чайного фактора в алгоритме делает метод случайного поиска 
более гибким.

3. Весьма усложняет решение задачи минимизации функций 
многих переменных наличие помех, когда на значения функции 
J (и) в каждой точке и накладываются случайные ошибки. 
В этих случаях можно использовать метод стохастической 
аппроксимации. Один из вариантов этого метода был описан
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в § 1.16 применительно к задачам минимизации функций одной 
переменной. Для функций п переменных эта процедура- приво- 
дит к построению последовательности {и*} по закону

г  (и.  +  с .е . )  — z  (и. — с .е .)  -------
ик+\ =  ик ~  ак ^ —  ----- • » = ! . « .  k =  0, 1, . . .k
где е , = ( 0, . . . ,  0, 1, 0, . . . ,  0), z ( u ) — наблюдаемые в экспери
менте значения функции J (и) в точке и, последовательности 
{а*.}, {с*} удовлетворяют условиям (1.16.2).

Заметим, что задача минимизации функций при наличии слу
чайных ошибок относится к задачам стохастического програм
мирования— так называется раздел математического програм
мирования, изучающий теорию и методы решения экстремаль
ных задач при неполной информации об исходных данных. Бо
лее подробно о стохастическом программировании, о теоретиче
ских и вычислительных аспектах методов случайного поиска, сто
хастической аппроксимации см., например, в [9, 35, 45, 53, 89, 
90, 100, 101, 109, 133, 137, 174, 180, 202, 215, 222, 228, 254].

§ 16. Общие замечания

Выше были рассмотрены лишь немногие из известных в на
стоящее время методов минимизации. В гл. 7 мы обсудим еще 
один метод решения задач минимизации специального вида *— 
метод динамического программирования. Заметим, что по сей 
день интенсивно продолжается разработка все новых и новых 
методов решения экстремальных задач, о чем свидетельствует 
неуклонно растущее количество публикаций в научной печати по 
этой тематике.

1. Возникают естественные вопросы: чем руководствоваться 
при выборе метода для решения той нли иной конкретной экс
тремальной задачи, какой же метод является наилучшим? Иног
да считают, что тот метод лучше, у которого выше скорость схо
димости на некотором фиксированном классе задач. Однако при 
таком способе оценки методов не принимается во внимание та
кое важное качество, как трудоемкость каждой отдельно взятой 
итерации метода. Нередко бывает, что при решении конкретной 
задачи выгоднее применять метод, который сходится не очень 
быстро и для получения решения с нужной точностью требует 
довольно большого числа итераций, но тем не менее из-за того, 
что каждая итерация метода осуществляется просто, суммар
ный объем вычислений и, следовательно, общее машинное вре
мя для получения решения оказываются меньшими, чем при 
применении другого быстро сходящегося метода, каждая итера
ция которого весьма трудоемка. Таким образом, при характери
стике метода минимизации важьым является не столько ско
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рость его сходимости, сколько общий объем вычислений, общее 
машинное время, необходимое для получения решения с нуж
ной точностью.

При практическом использовании методов значительная 
часть времени, отведенного на расчеты, часто затрачивается на 
вычисление значений минимизируемой функции или ее произ* 
водных. Поэтому в тех случаях, когда вычисление значений 
функции намного проще вычисления ее производных, естествен* 
но, выгоднее пользоваться теми методами, которые для своей 
реализации требуют лишь вычисления значений функции. Ко
нечно, возможны и такие ситуации, когда имеются простые ана
литические выражения для производных минимизируемой функ
ции, — в таких случаях, возможно, выгоднее применять методы, 
использующие градиент или производные более высокого по
рядка.

Важными характеристиками метода минимизации являются 
также область сходимости метода, устойчивость метода к по
грешностям, объем памяти ЭВМ, необходимой для реализации 
метода, удобство программирования, широта класса задач, к ко
торым применим метод, и т. п.

Большое количество разнообразных и отчасти противоречи
вых характеристик методов, недостаточная разработанность ме
тодики оценки упомянутых характеристик затрудняют сравнение 
методов друг с другом. Иногда для сравнения методов миними
зации задают некоторой набор тестовых задач (набор таких 
задач см., например, в [236]) и лучшим признают тот метод, 
с помощью которого удается решить указанные тестовые задачи 
с нужной точностью за меньшее число итераций, меньшее число 
вычислений значений функции или ее производных, или за мень
шее машинное время. Несомненно, такие «соревнования» мето
дов полезны, хотя и на их основе нельзя делать окончательные 
выводы о преимуществах того или иного метода. Здесь следует 
также заметить, что один и тот же метод, примененный для ми
нимизации одной и той же функции, может привести к различи 
ным результатам в зависимости от того, на каком алгоритмиче
ском языке составлена программа, каково качество транслятора 
(квалификация программиста), на какой ЭВМ решается задача 
и т. д.

Конечно, хотелось бы иметь метод, наилучший во всех отно
шениях. Однако такого универсального метода пока нет, и вряд 
ли такой метод существует. Поэтому для эффективного решения 
конкретной задачи минимизации, по-видимому, нужно разумно 
сочетать различные методы с учетом всевозможной априорной 
информации о решаемой задаче (гладкость исходных данных, 
выпуклость, физические или какие-либо иные соображения об 
области возможного расположения точки минимума и т .д .) ,
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имеющихся вычислительных средств, ресурсов машинного вре
мени и т. п. В тех случаях, когда нет никакой априорной инфор
мации о задаче, которую нужно решить, по-видимому, сначала 
полезно попробовать применить не очень точные, но простые ме
тоды минимизации (например, метод перебора значений функ
ций на сетке с небольшим числом узловых точек, метод покоор
динатного спуска, метод случайного поиска), а затем на основе 
накопленной информации при необходимости перейти к более 
точным методам.

2. Успешное решение различных классов прикладных экстре
мальных задач невозможно без пакета минимизации, состояще
го из библиотеки подпрограмм, охватывающей достаточно много 
методов минимизации, а также управляющих и вспомогатель
ных программ. Пакеты минимизации могут быть использованы 
в автоматизированном или диалоговом режиме.

• При работе с пакетом в диалоговом режиме математик-вы
числитель, получая сведения о текущих результатах, оператив
но вмешивается в процесс минимизации, осуществляет переход 
от одного метода к другому, изменяет параметры методов, па
раметры программ. Диалоговый режим работы с пакетом мини
мизации позволяет лучшим образом использовать опыт и интуи
цию математика-вычислителя и предъявляет высокие требова
ния к его профессиональным знаниям в области методов реше
ния экстремальных задач.

В тех случаях, когда пользователь, т. е. специалист, прово
дящий расчеты, не является специалистом в области методов 
решения экстремальных задач, желательно иметь пакеты мини
мизации, работающие в автоматическом режиме. Для работы 
в этом режиме пакет должен содержать управляющую програм
му, обеспечивающую автоматический выбор наиболее подходя
щей последовательности используемых методов, их параметров 
в зависимости от конкретной решаемой задачи.

Принцип построения пакетов минимизации, примеры таких 
пакетов описаны в [13]. Заметим, что создание эффективно дей
ствующих и достаточно универсальных пакетов минимизации, 
которые могут быть использованы в различных режимах, пред
ставляет собой важную и большую научно-техническую задачу.

3. Следует обратить внимание читателя на то, что первона
чальная постановка прикладных задач минимизации зачастую 
бывает достаточно грубой, упрощенной и предполагает, что 
в процессе решения задача будет уточняться. Это значит, что 
первоначальный вариант задачи не всегда имеет смысл решать 
слишком точно. Иногда гораздо выгоднее с помощью простых 
методов, с небольшой затратой машинного времени получить 
грубые предварительные результаты и затем проанализировать 
их вместе с экспертами, с заказчиком. Уже при таком упрощен
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ном анализе может выясниться, что некоторые парам етры  и 
ограничения, ранее казавшиеся несущественными и поэтому не 
учтенные в первоначальной постановке задачи, долж ны  быт^> 
включены в нее, и наоборот, часть прежних параметров и огра* 
ничений могут оказаться несущественными и без ущ ерба для 
существа задачи могут быть опущены. Заметим, что процесс 
уточнения постановки задачи весьма удобно проводить с по
мощью пакета минимизации в диалоговом режиме.

Иногда стремятся учесть многие детали задачи и создать 
слишком подробную математическую модель исследуемого про
цесса, а затем пытаются найти наилучшие, оптимальные значе
ния всех параметров процесса. Однако такой подход может 
привести к задаче  минимизации с очень большим числом пере
менных, и численное решение такой задачи может встретить 
непреодолимые трудности. Но д аж е  в тех случаях, когда удает
ся найти оптимальные значения параметров, их практическое 
использование мож ет оказаться невозможным из-за того, что з а 
казчик, будучи не в состоянии охватить полученную инф орм а
цию, может не понять разумность выработанных на ее основе 
рекомендаций и может от них вообще отказаться. Поэтому на 
первых этапах исследования прикладных задач минимизации 
желательно пользоваться простыми моделями, учитывающими 
основные, определяющие параметры.

4. К сожалению, последнему совету удается следовать не 
всегда. Например, математические модели социально-экономи
ческих процессов, достаточно адекватно отражаю щ их основные 
закономерности, как правило, чрезвычайно сложны, содерж ат  
большое число переменных и приводят к так  называемым з а д а 
чам минимизации большой размерности. Численное решение т а 
ких задач обычными методами становится невозможным д а ж е  
при использовании самых мощных современных ЭВМ. Н екото
рые классы задач  большой размерности допускают разбиение 
на ряд слабо связанных между собой подзадач, имеющих ср ав 
нительно небольшие размерности, реш ая которые, иногда у д ает
ся получить приближенное решение исходной задачи. Следует 
заметить, что задачи минимизации большой размерности к н а 
стоящему времени изучены слабо. Некоторые методы решения 
таких задач см., например, в [164, 223, 249].

5. В ряде методов минимизации, описанных выше, предпола
галось, что начальная точка и0, прин адлеж ащ ая  множеству U, 
известна. Д ля  некоторых множеств, таких, как, например, п а 
раллелепипед, шар, гиперплоскость, у казать  такую точку и0 со
всем нетрудно. Однако не следует думать, что определение точ
ки ио из любого множества U всегда просто. Например, если

U =  {u€=En: g t (u) =  0, t = l ,  $}, (1)



то для  определения точки U o ^ U  нужно реш ать систему ур ав 
нений (вообще говоря, нелинейных). Чтобы найти какую-либо 
точку множества

£/ =  { « < = £ " :  £ , ( « ) <  0,  i =  T7m},  (2)

придется решать систему неравенств. Определение решения си
стем линейных или нелинейных уравнений и неравенств пред
ставляет  собой весьма серьезную задачу, которой посвящены 
отдельные монографии или большие главы в учебниках по чис
ленным методам [2, 39, 129, 182].

Полезно заметить, что задачу нахождения какой-либо точки 
Uo, принадлежащ ей множеству (1) или (2),  можно переформу
лировать  в виде задачи  минимизации. А именно, в случае мно
ж ества  (1) введем функцию

Р  («) =  Z  gl  (и), и <= Е п, л

а в случае множества (2) — функцию
т

Р { и ) =  Z  (m ax {£ ,(« );  0})р, ы < = £ ”; 1,
i = i

и рассмотрим задачу  минимизации
Р (ы )->  inf; м е £ " .

Д л я  решения этой задачи  могут быть использованы любые под
ходящие методы минимизации. Если U ф  0 ,  то условие «о е  U 
равносильно условию Р( и0) —  0 =  inf Р (и )  =  Р ..  Если Р* >  0,

Е П
то U =  0 .  Если ж е Р* =  0, но нижняя грань Р (« )  на Е п не до
стигается, то так ж е  U —  0 .

Если

U =  {и <= Еп: и е  Uо, gi  ( ы ) ^ 0 ,  i =  1, т\ g,  (и) =  0, i =  т +  1, s},

то для  определения какой-либо точки «о ^  U можно рассмот
реть задачу минимизации

т  s

р  (ы) =  Z  (max {gi (ы); 0} )р - f  £  I gi  («) \Р inf; и «= U0', р >  1.
i =  l i - m + l

З десь  предполагается, что множество Uo имеет столь простую 
структуру, что нахождение точки «о е  Uo не вызывает трудно
стей.

З ад ач у  отыскания точки, принадлежащей множеству (2), 
мож но свести к несколько иной задаче минимизации
о - *  in f ; 2 =  (й, о ) е С  =

=  {z =  (и, а) <= En+I: g t («) <  о, i =  1, т).  (3)
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Понятно, что если U ф  0 ,  то inf < 7 ^ 0 .  Определение начальной
G

точки z о = ( « о ,  G не вызывает трудностей: достаточно взять 
какую-либо точку и0 е  Е п и положить <т0== ш ах gi (u0). Д ля

1 < 4 < т
решения задачи (3) может быть использован, например, метод 
возможных направлений. Итерационный процесс можно прекра
тить, как  только обнаружится точка г = ( и ,  о ) е  G, для которой
о ^  0. В том случае, когда множество (2) регу лярн о, т. е. сущ е
ствует точка v е  Еп, для которой gi(v)  <  0, i = l ,  т,  то infer <  0,

G
и ясно, что любой сходящийся метод минимизации в задаче (3) 
позволит за конечное число итераций найти точку множества (2).

' 6. Интересно проанализировать доказательства теорем схо
димости градиентного метода, методов проекции градиента, воз
можных направлений, условного градиента и т .д .  Такой анализ 
показывает, что проводимые рассуждения опираются на предпо
ложения одного и того же типа, содерж ат много общих момен
тов, техника получения оценок скорости сходимости имеет об
щие черты. Возникает вопрос, нельзя ли создать общую мето
дику исследования сходимости если и не всех, то хотя бы неко
торых достаточно широких семейств методов минимизации? 
Оказывается, это возможно. К настоящему времени сделаны 
весьма удачные и интересные попытки создания такой методики, 
позволяющей единообразно исследовать сходимость широких 
классов методов минимизации, получать оценку скорости сходи
мости. К сожалению, мы здесь не имеем возможности останавли-' 
ваться на этих увлекательных вопросах и отсылаем читателя 
к работам [9, 35, 119, 134, 135, 180, 189].
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В этой главе будут рассматриваться задачи оптимального управления 
процессами, описываемыми системами обыкновенных дифференциальных урав
нений. Этот класс экстремальных задач существенно отличается от выше
рассмотренных: если в задачах минимизации функции конечного числа пере
менных искомая точка минимума являлась точкой л-мерного пространства, 
то в задачах оптимального управления искомая точка минимума вообще го
воря, представляет собой функцию, принадлежащую некоторому бесконечно
мерному функциональному пространству. Такие задачи имеют многочислен
ные приложения в механике космического полета, в вопросах управления 
электроприводами, химическими или ядерными реакторами, виброзащиты 
и т. д.

Эффективнейшим средством исследования задач оптимального управления 
является принцип максимума Понтрягина [14], представляющий собой 
необходимое условие оптимальности в таких задачах. Принцип максимума, 
открытый коллективом советских математиков во главе с академиком 
Л . С. Понтрягиным, представляет собой одно из крупных достижений совре
менной математики и является краеугольным камнем современной матема
тической теории оптимального управления. Принцип максимума Пон
трягина существенно обобщает и развивает основные результаты классиче
ского вариационного исчисления, созданного Эйлером, Л агранж ем  и другими 
выдающимися математиками прошлого. Появление принципа максимума сти
мулировало последующее бурное развитие теории экстремальных задач и ме
тодов их решения.

Из обширной литературы, посвященной различным аспектам современной 
теории оптимального управления и управляемых систем, их приложений, упо
мянем [1, 3, 4, 6 , 12, 14, 16, 17, 19, 22, 25, 27, 28, 31, 32, 34, 36, 37, 42, 43, 
46, 48, 49, 54, 56, 66 , 68—71, 73, 74, 79, 80, 87, 88 , 91, 92, 102, 103, 120, 124, 
126, 136, 138, 139, 143, 146— 153, 156, 158, 159, 162, 163, 167— 171, 173, 
176— 178, 181, 183— 186, 189, 190, 194, 195, 198, 203, 204, 206, 209, 212, 217, 
220, 221, 225—228, 230—234, 237, 241, 244—248, 252, 254, 257, 258].

§ 1. Постановка задачи оптимального управления

1. С н ачала  приведем несколько примеров конкретных задач 
оптимального  управления.

П р и м е р  1. Д виж ение плоского маятника, подвешенного 
к точке опоры при помощи жесткого невесомого стержня
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(рис. 6.1), как  известно, описывается уравнением

/0 +  bQ +  mgl  sin 0 =  М  (т),
где I — длина жесткого стержня маятника, т — масса, сосредо
точенная в конце стержня, I  =  ml2 — момент инерции, g  — гра« 
витационная постоянная (ускорение силы тяж ести ),  b ^  О — 
коэффициент демпфирования, т — время, М  (т) — внешний уп
равляю щ ий момент, 0 =  0 ( т ) — угол отклонения стержня от 
точки устойчивого равновесия. Е сли сделать у / / / / / / / ; / / / / /  
зам ену переменной t =  x*JmgUl ,  то это | 
уравнение можно привести к виду Л

Ф +  Р Ф +  sin<p =  « ( 0 ,  (1)
где

Ф =  Ф (0 =  6 0  ^ 4{ mg l ) ) ,  Р =  bl л / 1 mgl,  
u(t) =  M (t V 4(mgl)) /mgl .

Обозначим x l (t) = ф (t) — угол отклоне
ния маятника, x2(t) = ф ( 0 — скорость ма- Рис. 6.1. 
ятника. Тогда уравнение (1) запишется
в виде эквивалентной системы двух уравнений первого порядка 

х 1 (/) =  х2 (0, x2(t) =  —■ $x2(t) — sin x l ( / ) +  и (/). (2)
Пусть в начальный момент времени / =  О маятник отклонен на 
угол д;1 (0) =  х0' и имеет начальную скорость x2(0) =  x l . Будем 
так ж е  считать, что функция « ( / ) — управляющий момент, вы
бором которого можно влиять на движение маятника, — удов
летворяет ограничению

I и (0 I ^  Y. Y == const > 0 ,  / ^  0. (3)
Здесь  возможны следующие постановки задач  оптимального 

управления: выбрать управление « ( / ) ,  удовлетворяющее уело-; 
виям (3), так, чтобы:

1*) за  минимальное время Т остановить маятник в одной из 
точек устойчивого равновесия, т. е. добиться выполнения усло
вий

x l {T) =  2nk,  х 2 (Т) =  0, (4)
при некотором k =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .  (задача быстродействия), или

2) за  минимальное время Т добиться выполнения условия
(*' (Г))2 +  (*2(П)2< е ,

где е >  0 — заданное число, или
3) к заданному моменту Т величина (л:1 (Г))2 +  (х2 (Г))2, или 

г г
\ ( x l (t))2dt,  или [ ((я1 (О)2 +  (х2 (О)2) dt, или ш ах  | х 1 (t) |, или
nJ  0 < < < Г
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m ax m ax  { | дс1 (О I, | * 2(/)|} принимала минимально возможное
0 < < < Г
значение, или

4) в заданный момент Т выполнялось равенство х2(Т) —  О, 
а величина X х ( Т )  была максимально возможной (задача  о на
коплении возмущений), или

5) к заданному моменту Т добиться выполнения условий (4)
т

и минимизировать величину ^ u2(t)dt  (выполнение условия (3)
о

здесь необязательно).
Если колебание маятника ограничено какими-либо упорами, 

то в перечисленных задачах  нужно еще требовать выполнения 
условия вида

| х х (/) | <1 ц, (х =  const >  0.

Н а  управление u(t)  вместо условия (3) (или наряду с условия
ми (3))  могут накладываться ограничения вида

т
J u2{ t ) d ( ^ R ,
о

где R =  const >  0.
При изучении малых колебаний маятника часто полагают 

sin ф «  ф, и тогда уравнение (1) и эквивалентная ему система 
становятся линейными и будут иметь вид

ф +  РФ +  Ф =  н (0
и соответственно

х х (() =  х2 (/), х 2 (/) =  — fix2 (/) — х х {() +  и (/).

П р и м е р  2. К ак  известно ([88],  стр. 129), движение цент
ра масс космического аппарата  и расход массы описывается си
стемой дифференциальных уравнений

f  =  v,  v =  gp/G +  F, G =  — gq,  0 < / < 7 \  (5)

где t —  время, г =  r ( t ) =  (ri ( t ) ,  r2(t), r3{ t ) ) — радиус-вектор 
центра масс аппарата , v =  v( t )  =  (vl {t), v2(t), v3(t))  — скорость 
центра масс, G =  G ( { ) — текущий вес аппарата, g  — коэффи
циент пропорциональности между массой и весом, p =  p(t)  =  
=  (pi{t),  p2(t),  Р з (0 )  — вектор тяги двигателя, q =  q(t)  — мас
совый расход рабочего вещества, F =  F(r, t) =  (Fь F2, F3) — век
тор ускорения от гравитационных сил.

В каж ды й  момент времени t движение космического аппа
рата  характеризуется величинами r(t) ,  v( t ) ,  G(t ) ,  называемыми 
фазовы ми координатами. Пусть в начальный момент / =  0
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фазовы е координаты аппарата известны:

г 0) =  ro, а(0) =  и0 G(0) =  G0. (6)

Величины q =  q( t ) ,  p =  p(t)  являются управлением — з ад ав ая  
их по-разному, можно получить различные фазовые траектории 
(решения) задачи (5), (6). Конструктивные возможности ап п а
рата , ограниченность ресурсов рабочего вещества наклады ваю т 
на управление q(t) ,  p( t )  ограничения, например, вида

Pmin  ^  I Р  (О  I ^  Р т а х »  Qmin ^  Я (О  *7тах> ® ^   ̂ ^  * >

Т

или ^ q 2( t ) d ( ^ . R ,  R =  const >  0. Кроме того, на фазовые тра-
о

ектории задачи (5), (6) могут наклады ваться некоторые о гра
ничения, вытекающие, например, из условий того, чтобы вес 
аппарата  был не меньше определенной величины или траекто- 

I рия полета проходила вне определенных областей космического 
i пространства (областей повышенной радиации) и др.

Здесь возникают задачи выбора управлений q(t) ,  p( t )  так, 
чтобы управления и соответствующие им траектории задачи (5),
(6) удовлетворяли всем наложенным ограничениям, и кроме то
го, достигалась та или иная цель. Например, здесь возможны 
следующие задачи:

* 1) попасть в заданную точку или область космического про
странства за минимальное время; 

i 2) к заданному моменту времени попасть в заданную область 
пространства с заданной скоростью (совершить мягкую посад
ку, например) и с максимальным весом аппарата  или с мини
мальной затратой энергии;

3) достичь определенной скорости за минимальное время 
и т. п.

Большое число прикладных задач  оптимального управления, 
связанные с механикой полета летательных аппаратов в космосе 
и атмосфере, с работой электроприводов, химических и ядерных 
реакторов, с вопросами виброзащиты и амортизации, с м атем а
тической экономикой и т. д , читатель найдет в [6, 12, 22, 25, 29, 
49, 73, 88, 91, 126, 152, 153 156, 159, 162, 163, 167, 169, 171, 173, 
181, 185, 200, 203, 204, 206, 209, 220, 221, 225, 226, 232, 233, . 
244—247, 252]. J

2. Приведенные в примерах 1, 2 .задачи являются частным 
случаем более общей задачи оптимального управления, к ф о р 
мулировке которой мы переходим. Пусть движение некоторо
го управляемого объекта (течение управляемого процесса, из
менение управляемой системы) описывается обыкновенными
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дифференциальными уравнениями
х 1 =  / ' (х1, х2, . . хп, и1, и2, . . ur), i — 1, п, 

которые в векторной форме можно записать в виде
x — f (x,  и, t), (7)

где t — время, х = ( х \  х2...........хп) — величины, характеризую 
щие движение объекта в зависимости от времени и называемые 
фазовыми координатами объекта, и = ( и \  и2, иг) — п ар а
метры управления («положение рулей» объекта),  выбором кото
рых можно влиять на движение объекта, /  =  (/ ',  f2, /"); 
функции f ‘(x, и, t),  i =  1, п, описывающие внутреннее устройство 
объекта и учитывающие различные внешние факторы, предпола
гаются известными.

Д ля  того чтобы фазовые координаты объекта (процесса, си
стемы) (7) были определены в виде функций времени x =  x{t)  
на некотором отрезке to ^  t ^  Т, необходимо в начальный мо
мент времени to задать  начальное условие x(to)— x0 и такж е  
параметры управления и =  (и1, и2, . . . ,  иг) как функции времени 
u =  u{t ) при Т]. Тогда фазовые координаты x  =  x( t )
будут определяться как  решение следующей задачи Коши:

Нетрудно видеть, что функции « =  « ( / ) ,  называемые управле
ниями, должны удовлетворять определенным требованиям непре
рывности, гладкости, так  как, с одной стороны, при слишком 
«плохих» (слишком «разрывных») u(t)  задача (8), (9) не будет 
иметь смысла, с другой стороны, — слишком «плохая» функция 
u(t)  не будет иметь физического смысла управления. В боль
шинстве прикладных задач  в качестве управлений u = u ( t )  мо
гут быть взяты кусочно непрерывные функции. Напоминаем, что 
функция u(t)  назы вается кусочно непрерывной на отрезке [^о, Т], 
если u(t)  непрерывна во всех точках t е  [/0, Т], за  исключением, 
быть может, лиш ь конечного числа точек t i ,  тг, тР е  [to, Л ,  
в которых функция u(t)  может терпеть разрывы типа скачка, 
т. е. существуют конечные пределы

но, вообще говоря, ы(тг — 0) ф  и (т,- +  0),  i = l , p .  В тех при
кладных зад ач ах ,  в которых разрывные управления технически 
нереализуемы, рассматриваю тся лишь непрерывные управления 
u( t ) .  Встречаются т ак ж е  задачи, в которых, кроме непрерывно
сти, от u( t )  требуется существование кусочно непрерывной про
изводной « ( / ) — такие управления называю т кусочно гладкими.

х  (/) =  /  (* (/), и (/), /), t0 <  / <  Т, (8)
(9)* (to) =  х0.

lim и (/) =  и — 0), lim и (t) =  и (тг +  0),



ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 415

В теоретических исследованиях упомянутые классы  кусочно 
непрерывных, кусочно гладких управлений часто бываю т слиш 
ком узкими, и вместо них приходится рассматривать  более ши
рокие классы управлений, такие, как  например, пространство 
L,p [/о, Т] при некотором р, 1 р ^  + о о  [10]. Ч ерез  L rp [to, Т\ 
при 1 ^  р <.  + о о  будем обозначать пространство измеримых 
вектор-функций u(t)  =  (« ' ( / ) ,  . . . ,  ur( t ) ) ,  to ^  t ^  Т, для  кото
рых функция |ы '( / ) |р суммируема на [ t o , T ]  в смысле Л ебега, и 
следовательно, имеет смысл норма

Если р =  + о о ,  то под L rx [to, Т ] понимается пространство огра
ниченных измеримых вектор-функций u(t)  =  (u1(t), ur( t)) \  
to ^  t  ^  Т, с нормой

|| «Их, =  ess sup | « ( / ) |  =  inf sup | d (/)|,
00 t , < t < T  v ( t )  t , < t < T

где v(t)  пробегает множество всех измеримых функций, совпа
дающих с u(t)  почти всюду на отрезке [to,  Л  - Если читатель не
достаточно знаком с интегралом Л ебега  и пространствами 
L rp [to, Т] [10], то всюду в этой главе он может считать, что все 
рассматриваемые управления u ( t )  суть кусочно непрерывные 
функции.

Далее, как видно из примеров 1, 2, значения управлений не 
могут быть совершенно произвольными и подчиняются некото
рым ограничениям. Такие ограничения можно описать условием

и ( / ) е  К (/), t0< t ^ T ,  (10)

где V ( t ) — заданное множество из Е г при каж дом  t ^ \ t o , T ] .  
Например, в случае ограничений (3) V ( t )  =  {u: и ^ Е 1, | u ] s ^ y }  
при всех t.  Д л я  кусочно непрерывных управлений выполнение 
условий (10) требуется для всех f е  [f0, Г], а для измеримых 
управлений — почти всюду на [to, Т].

Кроме ограничений (10), возможны такж е и ограничения 
вида

т
11и||£р = $ | и ( 0 1 р Л < Я ' !  R  =  const >  0, (11)

при некотором р, 1 ^  р <  - f  оо.
Таким образом, постановка задачи оптимального уп равления 

прежде всего предполагает, что выбран некоторый класс  ф унк
ций — управлений (например, кусочно непрерывные, кусочно
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гладкие или функции из L rp [to, Т],  l ^ p ^ o o )  и указаны н ала
гаемые на них ограничения (например, ограничения вида (10) 
или (11 )) .

Зам етим , что в учебной литературе символом z(t )  =  
=  (z1 ( t ) , . . . ,  z m(t))  часто обозначают к ак  значение функции 
в точке t, так  и саму функцию, которая представляет собой ото
браж ение области определения функции в пространство Е т, ста
вящ ее в соответствие каждой точке t из области определения 
некоторую точку из Е т. Отдавая дань традициям, мы будем 
продолж ать  пользоваться этим не вполне определенным симво
лом в тех случаях, когда из контекста нетрудно понять, идет ли 
речь о функции в целом или о ее значении в конкретной точке. 
В тех случаях, когда обозначение z(t)  мож ет привести к недо
разумениям, за значением функции в точке t будем сохранять 
обозначение z{t ) ,  а саму функцию будем обозначать через z ( - )  
или просто 2 . В свете этих обозначений подчеркнем, что ограни
чения (10) являются ограничениями на значения функции, и 
поэтому было бы бессмысленно вместо (10) писать и(- )  е  V(t) .  
Ограничение (11), наоборот, накладывается на всю функцию 
и( - )  в целом и не является ограничением на значения функции — 
функция «(•)> удовлетворяю щая этому ограничению, в отдель
ных точках или промежутках малой длины может принимать 
произвольные значения. Поэтому (11) можно записать в виде 
11«( • ) I I l  а обозначение | | и (t)\\Lp ^ R,  иногда встречаю
щееся в литературе, не вполне удачное.

3. Итак, пусть задан ы  точка Хо е  Еп и некоторое кусочно не* 
прерывное управление и =  и ( - ) =  u(t) ,  to ^  t ^  Т, или управ
ление и ( •) g  Lrp [t0, Т] при некотором р ^  1. Рассмотрим з а 
дачу Коши (8), (9). Сразу  ж е  возникает вопрос: что понимать 
под решением этой задачи? Если функции u( t ) ,  f ( x , u , t )  непре
рывны, то, как обычно принято в учебниках по дифференциаль
ным уравнениям, под решением задачи (8), (9) можно понимать 
функцию х  =  * ( • )  — x( t ) ,  t0 < t < T ,  которая непрерывно диф 
ференцируема на отрезке [/о, 71 и удовлетворяет условиям (8),
(9). Однако для случая кусочно непрерывных или измеримых 
управлений, как  видно из (8), требовать существование непре
рывно дифференцируемого решения задачи (8), (9), вообще го
воря, не имеет смысла. Поэтому мы будем пользоваться следую
щим более общим определением решения задачи (8), (9).

О п р е д е л е н и е  1. Непрерывную функцию * =  * ( • ) = *  
=  x ( t ) ,  t o ^ t ^ T ,  удовлетворяющую равенству

t
X (t) —   ̂ f ( x (т), и (т), x)dx  +  Хо, (12)
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будем называть решением или траекторией задачи (8), (9), со
ответствующей начальному условию Хо и управлению и =  и( - ) ,  
и будем обозначать через х  =  х ( - , и, Хо) =  х ( - , и ( - ) , х0) или х =  
=. x( t ,  и , Х о ), /о <  f <  Начальную  точку х ( / 0, и, Хо) будем 
назы вать  левым концом траектории х ( - ,  и , х0), t0 — начальным 
моментом, х(Т,  и, Хо) ■— правым концом траектории, Т — конеч
ным моментом.

В тех случаях, когда ясно, какому именно управлению и( - )  
или начальному условию х0 соответствует траектория, в обозна
чении х ( -, и, Xq) букву и или х0 будем опускать и просто писать 
х{ •, и) или х(  •, х0) или х =  х (  •) =  х (^ ) , to ^  ^  Т.

Классические теоремы существования и единственности реше
ния задачи Коши

x =  g (x ,  0 . х ( /0) =  х0>
в учебниках по дифференциальным уравнениям обычно д о ка
зываются при требовании непрерывности g ( x , t )  и g x (x, l )  по 
совокупности переменных в некоторой области, содержащей точ
ку (х0, о̂) (условие непрерывности gx (x, t )  часто заменяется 
условием Липшица g( x , t )  по переменной х) [193]. Однако если 
и ( / ) е / ^ [ / 0, Т\, р ^  1, то непрерывности g(x,  t) =  / (х, u ( t ) , t) 
по переменной t ожидать не приходится и классические теоремы 
существования и единственности решения здесь становятся не
достаточными. Тем не менее, используя ту же технику д о к аза 
тельства упомянутых классических теорем, можно получить 
существование и единственность решения задачи (8), (9) и для 
кусочно непрерывных управлений и{1) или и(() <= Lrp \t0, Т\, р ^  
^  1. Мы здесь ограничимся доказательством следующей тео
ремы.

Т е о р е м а  1. Пусть функция  /  (х, и, t) определена и непре
рывна по совокупности переменных при всех (х, и, t) е  Е п X  Er X  
X  [*о, Т] и пусть

| f{x,  и, t) — f (y ,  и, t) К  L(t)\ х  — у  | (43)

при всех (х, и, t), (у, и, t)<= E nX E rX [ t 0, Т ] , где L( t )  —  неотри
цательная функция,  принадлежащая L {(t0, Т]. Тогда для любого  
ограниченного измеримого управления u(t) (т. е. u ( t ) ^ L roo[t0, Т ] ) 
и начального условия  Хо задача (8), (9) имеет, и притом единст
венное, решение  х =  х ( / ) ,  определенное на всем, отрезке [^0, Т\.  
Это решение имеет производную x{t)  почти всюду на \ to,T\ ,
х (/) <= LHo [/0, Т] и удовлетворяет уравнению (8) при почти всех 
t £= [/о, Т \ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пространство непрерывных вектор- 
функций x( t )  =  (x' ( t ) ,  . . . ,  x n( t ) ) ,  t0 < t ^ T , c  нормой

||x | |c =  max \x( t ) \

14 Ф. П. Васильев



обозначим через Сл [?0, Т]. Как известно 110] C n [to, Т) — полное 
нормированное пространство. Зафиксируем какие-либо точки х9 
и ограниченное измеримое управление u =  u( t ) ,  t0 ^  t ^  Т. 
М ожно показать [1], что тогда для любой функции x(t )  е  
е  Сл [/о, Т] функция u( ( ) , t )  будет ограниченной измери
мой функцией переменной t  На отрезке [/о, Т].  Определим ото
бражение А:

z  (0 =  Ах  =  (х (т), и (т), т) dr  - f  *о. (14)
fo

действующее из Сл [и,Т\  в Cn [t0, T ]. Значение функции г ( - )  =  
=  Ах ( - )  в точке t будем обозначать через A x ( - ) ( t ) .  Покажем, 
что отображение А т — т-я степень отображения А — при доста
точно большом т будет сжимающим [10]. Д ля  этого с помощью 
индукции докаж ем, что для любых * ( • ) .  у ( - )  ^  Cn\t0, 7"]
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Атх { -  ) (0  — А ту{  • ) ( 0 1 < - ^ - ( max J  *(т) — г/(т) | (  \  L ( x ) dxL ( t ) d x \
U

( 1 5 )

при всех t, t0 ^  t ^  Т, m —  1, 2, . . .  Из (14) с учетом усло
вия (13) имеем

t
[f (х (т), и (т), т) — f ( y  (т), и (т), т)] dx

to
t t 

<  \  L ( t ) U ( t )  — y ( x ) \ d x ^  max U ( t )  — */(t)|  \  L( x) dx .  (16)
Г. u<x<t  и

Оценка (15) при m =  1 доказана . Пусть оценка (15) верна для 
некоторого т ^  1. Тогда с помощью неравенства (16) получим

ит+̂ (-)(0-̂ т+1»(-)(01 = и(л (̂-))(0-^ииу(-))(01< 
<

<  5 L (х) | А ’пх  ( • )  (т) -  Ату ( • )  (т) | dx <
to

< [ ц х ) - ^ г  max U ( i )  — и (I) 11 \  L i Q d l  I^ L  ( t)  t \ x ( %)  — y  (I) IA  L  (I) d' i  ^

/ to
t t  . m

max \ x { l ) - y { l ) \ f  L ( T ) ( ( L ( 6 ) d £ ]  dx =  
<l <*  £ V  /
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для любых t ^ [ t 0, Т]. Оценка (15) доказана . Из этой оценки 
следует, что

жение А т является сжимающим. Из принципа сж имаю щ их ото
бражений ( [ 10], стр. 82) следует существование единственной 
функции * (• )  е С л [/0, Т\,  для которой х ( - )  = А х ( - ) ,  что равно
сильно выполнению равенства ( 12 ).

Из свойств интеграла Л ебега с переменным верхним преде
лом ([10],  стр. 344) и из (12) следует, что получившаяся ф ун к
ция * ( 0 .  *о <  * <  71, абсолютно непрерывна, ее п роизводная  
х  (I)  е  Z-S, [ / 0 , 7 ' ] ,  и уравнение (8 ) удовлетворяется почти всюду 
на (г0, Т]. Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е  1 . Вместо условия (13) можно потребовать

^  Ь п Х  Er X  [to, Т),  однако в этом случае существование реш е
ния задачи (8 ), (9) можно гарантировать, вообще говоря, лиш ь 
на отрезке [^0, to +  а ] , где а  — достаточно малое число.

З а м е ч а н и е  2 . Если управление и =  и (/) L'p [/0, Г], 1 ^  
=£5 Р <  + ° ° ,  то теорема 1 и ее доказательство останутся в силе, 
если, например, дополнительно потребовать

для  всех (х, и, t) е= Е« V  Е'  X  [t0, Т}, где С0 =  const  >  О, 
Ci(t)  SsO, Cat )  e i i [ / o ,  7) Условие (17) нужно для  о б е
спечения включения f (x ( t ) ,  u( t ) ,  t) е  Ц  [/0, Т] для лю бых * (• )< =

\ \Amx ( - ) - A my ( . ) \ \ c ^ - ^ ( ^ L ( T ) d x ^ \ \ x ( - ) - y ( - ) \ } c .

Т ак как

Т ч mm

m будем иметь Таким образом, отобра-

непрерывность при (jc, и, t) <=

I f (x,  и, O K C o d x l + l u H  +  C ^ / ) (17)

14*
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е  Сп [to, Т] , ' и ( • ) е  Lrp [̂ о, Т], чтобы отображение (14) имело 
смысл.

Более тонкие теоремы существования и единственности ре
шения задачи (8), (9) для управлений u ( l ) ^  LP[t0, Т], l s S C p ^  
^  +  оо, можно найти в [1, 54, 74, 163].

Остановимся еще на случае линейной системы, когда вместо
(8) имеет место

x ( t ) =  Л (t)x(l) +  B (t)u(t)  +  / ( 0 ,  (18)

где А (/) =  {а,•/(/)}, B(t )  =  {bij(t) } — матрицы порядков п X  п и 
« Х г  соответственно, f (/) =  (/'(*)> . . .  , }n(t)),  to ^  t ^  Т.

Т е о р е м а  2. Пусть элементы { а , / (0 } .  {&«/(0} матриц 
A( t ) ,  B( t )  принадлежат Loo [/о, Л .  a f  {() ё  Lt  [t0, Л- Тогда для  
каждого управления и =  и (t) е  Lp [to, Т\, где р — какое-либо 
фиксированное число,  1 ^  + ° ° ,  и любой точки х 0 е  Е п за
дача Коши для системы (18) с начальным условием x ( t 0) =  Хо 
имеет, и притом единственное, решение x =  x(t )  в смысле опре
деления  1, определенное на всем отрезке [/о, Т]. Это решение 
имеет производную x ( t )  почти-всюду на [^0, У], * ( 0 е  L"[to, Т] 
и удовлетворяет уравнению (18) почти всюду на [fo, Т]. Если,  
кроме перечисленных условий,  еще имеет место включение  f ( / ) e  
^  L p [t0, Т], то х (/) s  L j  [/о, Т\.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что правая  часть 
уравнения (18) "удовлетворяет условию (13) с L (/) = | | Л  (t) | | е  
gL o cR q ,  Т]. Кроме того, g (t) s= A (t) x( t )  +  В (t) и (t) +  f (t) e= 
e  L? [/0, T] для любых x( t )  e  Cn [t0, T], u{() e  Lp [t0, T\. Д а л ь 
нейшее доказательство  проводится так же, как доказательство 
теоремы 1.

4. Вернемся к постановке задачи оптимального управления. 
К ак  видно из примеров 1, 2, не только на управляющие парамет
ры объекта, но и на его фазовые координаты могут наклады 
ваться некоторые дополнительные ограничения, которые не вы
текаю т из свойств системы (8) и ограничений на управления. 
Т акие  ограничения можно описать условием 

*
x(t )  =  x(t ,  и(  •), Хо) е  G (0 , (19)

где G ( t ) — некоторое заданное множество из Еп при каждом 
/  е  [/0, Г]. Ограничения (19) часто называют фазовыми ограни
чениями.

Д алее ,  начальный и конечный моменты времени to и Т, t0 ^  
^  Т, характеризую щ ие продолжительность движения объекта,
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могут зависеть от управления (например, в зад ач ах  быстродей
ствия) и не всегда могут быть заданы  заранее. В таких  случаях 
обычно указываю т ограничения

©о> T € = @ It (20)

где 0о, 0 /  — заданные множества на числовой оси R =  
=  {£: — оо <  t <  + 00} (не исключается возможность, что*0о =  
=  R или 0 /  =  R).

Наконец, остановимся на условиях, которым долж ны  удов
летворять левый и правый концы траектории. Собственно гово
ря, из включений (19) при t  =  t 0 и t  =  Т уже следуют условия 
x ( t o ) ^ G ( t o ) ,  x ( T ) g  G ( T ) ,  и в некоторых случаях нет необхо
димости как-то еще иначе выделять ограничения на концы т р а 
ектории. Однако могут возникнуть ситуации, когда такие огра
ничения удобнее выделить и рассматривать самостоятельно. 
В таких случаях будем считать, что в Еп при каж дом  t Q е  ©о 
задано множество 5 0(М  и ПРИ каждом Г е 0 /  — множество 
S i ( T ) f и условия на концах траекторий будем записы вать  в виде

х (to) ^  So (to), to&i@o, х  (Т) е  5 /  (Т), Г е 0 у .  (21)

Можем считать, что S 0(M  — G ( t 0) ,  t 0 G  ©о, так  как  в противном 
случае вместо So( t o)  можно взять его пересечение с G { t o ) ;  ан а
логично, можно считать, что S i ( T )  s  G ( T ) ,  Г е  0/.

В задачах  оптимального управления принята следую щ ая 
классификация условий (20), (21). Если множество ©о состоит 
из единственной точки to, то начальный момент называют за
крепленным; если ©I состоит из одной точки Т, то конечный мо
мент называют закрепленным.  Если множество So(^o) [или 
5/(7")] состоит из одной точки и не зависит от to, т. е. S o ( t o )  =  
=  {*0}, t  о £  ©о [или соответственно S i ( T )  =  { x i } ,  Т е © / ] ,  то го
ворят, что левый  [правый] конец траектории закреплен.  Если 
So( t o)  =  Е п, to ©о [или S i ( T )  == Еп, Т е  ©/], то левый  [пра
вый] конец траектории называют свободным.  В остальных слу
чаях левый [соответственно правый] конец траектории назы
вают подвижным.  Примером того, как могут зад ав ать ся  множ е
ства S o ( t o ) ,  является

So (t0) =  {х: x < = G  (t0), h l ( x ,  t0) < 0 ,  i =  1, m0;

hi (x, to) =  0, i =  m0+  1, s0}, (22)

где функции hi (x , t ) ,  i =  1, s0, определены при x ^ G ( t ) ,  t e  
^  ©о. Аналогично, примером множества S / ( T )  служит

5 ;  ( T) =  {*: X «= G (Т), g t (х, Т) < 0 ,  i =  17 ^ / ,
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где функции gi(x,  t),  i =  1, sj, определены при x e G ( t ) \  
t e  в / .

5. Теперь перейдем к непосредственной формулировке задачи 
оптимального управления. Пусть заданы множества во, 0 /  на 
числовой оси R, inf 0 О <  sup© /;  V (t) S  E r, G(t)  <= E" при всех tt 
inf 0 O <  t ^  sup 0 / ;  So(to) s  G(t0), t0 e  0 O; Si (T)  =  G(T) ,  T s  
e  0/.- Пусть движение фазовой точки х  =  (я 1, . . . ,  х п) описы
вается системой обыкновенных дифференциальных уравнений
(7), где функция f ( x , u , t )  определена при x ^ G ( t ) ,  u ^ V ( t ) ,  
t ( =[ t 0, Т].

Н абор (/о> Т, Хо, и ( - ) ,  х ( - ) )  назовем допустимым,  если /0 ^  
е  0 О, Г е 0 / ,  t0 ^ T ,  x0 e S o ( / o ) ,  управление ы =  « ( • )  =  
=  (u1(t),  • • •. ыГ( 0 )  определено и кусочно непрерывно на отрез
ке [^о, Т] и удовлетворяет ограничению (10) на этом отрезке, 
а х  =  х ( - ) — х( - ,  и ( - ) ,  j to )— траектория задачи (8), (9) (см. 
определение 1), которая определена на отрезке l /о, Л  н удов
летворяет  фазовому ограничению (19) , х ( Т ) ^  S i (T) .  В некоторых 
случаях вместо кусочно непрерывного управления в допустимых 
наборах будут рассматриваться управления u = u ( - ) ^ L rp (t0, Т),  
to е  0 О, Г е 0 / ,  1 ^  р ^  + ° о ,  удовлетворяющие ограничениям
(10), (11),  — эти случаи будем оговаривать особо.

Будем предполагать, что множество допустимых наборов не* 
пусто.

Пусть на множестве допустимых наборов задана  функция 
(или, к ак  часто говорят, целевая функция  или функционал)

т
J (to, т, Хо, и ( ■), х  ( ■)) =  5 /° (х (/), и (/), 0  dt  +  ф  (х (Т), Т), ■ (24)

tп

где f °(x,u,  t ) ,  Ф ( х , Т ) — заданные функции при x ^ G ( t ) ,  и <= 
е  V ( t ) , inf ©о <  * sup 0 / ,  Т е  0;.

Задача оптимального управления заключается в том, чтобы 
минимизировать или максимизировать функцию (24) на множе
стве допустимых наборов.  Мы ограничимся рассмотрением лишь 
задач  минимизации, так  как  задача  максимизации J всегда мо
ж ет  быть сведена к эквивалентной задаче минимизации (—J).

Обозначим

=  inf J (t0, Т, х0, и ( - ) ,  х (  ' )),

где ниж няя  грань берется по всем допустимым наборам. Допу
стимый набор (to, Т*, х^, « „ ( • ) .  лг* ( - ) )  назовем решением 
задачи оптимального управления,  « * ( • ) — оптимальным управ- 
лением,  х л (• )  — оптимальной траекторией, если J(tl, Т*, xl, ut ( •),
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Сформулированную задачу оптимального управления мы ча
сто будем записывать в следующем кратком виде:
J( t0, Т, х9, и(  •).  х (  • ) Ь =

,т
=  5 /° (* (о, и (t), t )dt  +  Ф  (х (Т), Т) inf; '  (25)

fo
x(t) =  f  (х (t), и (t ), t), (26)

x(t )e=G(t) ,  t0< t < T ,  .  (27)
x  (*o)==! xo e  So (to), to e  0o; x(T)  e  Si(T) ,  Г e 0 ; ,  (28)

и ( / ) е У ( 0 ,  (29)
подразумевая (если не оговорено противное), что управление 
и =  и (•) — кусочно непрерывно на отрезке [<о, Т].

Если f° =  1, Ф =  0, то 7 ( /0, Т, х0, « (•)>  д: ( • ) )= =  Г — — в 
этом случае задачу (25) — (29) н а зы вают задачей быстродейст- 
вия.  Если f‘(x, и, t) з з  f ‘(x,u) ,  i =  1,п, Ф(х,  T ) =  Ф (х ) ,  м н ож е
ства So(t),  S i ( t ), V(t) ,  G(t)  не зависят  от времени, то задачу  
(25) — (29) называют автономной или стационарной.

Если начальный момент закреплен, т. е. 0 о={*о}, то в ф о р 
мулировке задачи (25) — (29) включение /О^ 0 О опускают, вм е
сто / (t0l Т, Хо, « ( • ) ,  * ( • ) )  пишут короче: J(T,  х 0, « ( • ) .  х ( ’ ))  или 
J(T,  Хо, « ( • ) ) .  вместо So(to) пишут So. Аналогично поступают, 
если закреплены конечный момент Т или один из концов т р а е к 
тории. В том случае, когда <?(/) =  Е п при всех t или S 0( t ) ^  Е п, 
или 5 / ( 0 — Еп, или V ( t ) ^ E r, то соответствующие из условий
(27), (28), (29) в постановке задачи  (25) — (29) такж е  явно не 
указывают. Если So(*o) — G(t0) илц Si (T)== G(T) ,  то вклю че
ние x ( t 0) ^  So(to) или соответственно х ( Т ) е  Si (T)  будут учтены 
в условии (27), поэтому в (28) эти включения можно опустить.

В приложениях встречаются задачи  оптимального у п равле
ния более общего вида, чем задача  (25) — (29). Возможны си
туации, когда наряду с ограничениями на управления и ф азовы е 
координаты, записанными, так сказать, в разделенном виде (27), 
(29), имеются более сложные ограничения вида

(«(/), x ( t ) ) ^ W ( t ) ,  t0 (30)

| где W(t)  — заданные множества из Е г Х Е п. Ограничения (27), 
(29), (30) накладываются на значения функций u( t ) ,  x ( t )  в к а ж 
дой точке t, поэтому их можно назвать  точечными ограничения
ми. Наряду с точечными ограничениями возможны т ак ж е  о гр а 
ничения вида

Т, хо, и ( - ) ,  х ( - ) ) < 0 ,  I =  1, rtv,

•М*о> Т, х 0, и(  •), х ( -  )) =  0, i =  m +  1, s,
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где
г

J . (/0, Т , х 0, и ( - ) , х ( - ) ) = \ П { х  ( о ,  U (t), t) dt  +  Ф, (х (Г), Т),
to

f°i(x, и, t),  Ф i(x, Т),  i =  1, s, — заданные функции. Ограничения 
(31) наклады ваю тся на функции и( - ) ,  х ( - )  =  х ( - , # ( • ) ,  хо) 
в целом, поэтому их, в отличие от точечных, можно назвать 
интегральными ограничениями.  Кстати, заметим, что ограниче
ния вида (11) относятся к интегральным.

В теории оптимального управления рассматриваются такж е 
задачи, учитывающие запаздывание информации, задачи с п а 
раметрами,-с дискретным временем, с более общим видом целе
вой функции, задачи  для интегро-дифференцйальных уравнений, 
для  уравнений с частными производными, для стохастических 
уравнений и др. С некоторыми из этих задач  мы познакомимся 
ниже.

Важнейшим обобщением задач оптимального управления яв 
ляются дифференциальные игры, описывающие конфликтно-уп
равляемые системы, управляемые системы в условиях неопреде
ленности. При исследовании управляемых систем наряду с з а 
дачами оптимизации описанного выше типа рассматриваются 
т ак ж е  и другие важ ны е проблемы, такие, как управляемость, н а
блюдаемость, инвариантность, чувствительность, устойчивость, 
стабилизация, идентификация, фильтрация и т. д. У нас здесь 
нет возможности хотя бы бегло остановиться на перечисленных 
аспектах теории управляемы х систем, и по этим вопросам мы 
отсылаем читателя к литературе, упомянутой во введении к на
стоящей главе.

§ 2. Ф ормулировка принципа максимума

1. Сначала рассмотрим задачу оптимального управления с з а 
крепленными концами и с закрепленным временем. А именно, 
пусть требуется минимизировать функцию

т
J ( u ( - ) ) = \ j f°(x(t), и{1), t )dt  (1)

to
при условиях

x(t )  =  f (x( t ) ,  u(t), t), t0<; t <; T ,  (2)
x  (to) =  Xo, x (T) =  x h (3)
и (* )е= У , (4)

где управления ы =  « ( - )  предполагаются кусочно непрерывны
ми функциями на {<о, Л :  моменты to, Т и точки Хо, х / заданы.
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Подчеркнем, что в задаче (1) — (4) множество V Е  Е г не зави 
сит от времени и фазовые ограничения при to <  t <  Т отсут
ствуют.

Заметим, что значения управления и( - )  в точках разры ва 
не влияют на решения уравнения (2) (см. определение 1.1), на 
значение интеграла (1) и, следовательно, на зад ач у  (1 )— (4). 
Поэтому в точках разрыва управления можно доопределять  со
вершенно произвольно, лишь бы не нарушалось условие (4). При 
формулировке принципа максимума мы будем для определенно- 

.сти считать, что u(t) — u{t-\ -Qi)= lim и ( т) при всех t, to t <

<  T, и и(Т)  =  и(Т  — 0).
Будем предполагать, что функции / ' ( * ,  и, t),  ] =  0, п, имеют

прерывны по совокупности аргументов (х, и, t) ^ Е п X  E r X  Uo, Т].
Д ля формулировки принципа максимума введем вспомога

тельные переменные гр =  (грх, . . . ,  гр„) е  Еп и постоянную гр0 и 
определим функцию

И (дг, и, /, гр, гр0) =

называемую функцией Гамильтона — Понтрягина.
Пусть и — и{-)  — кусочно непрерывное управление, удовлет

воряющее условию (4), а х ( - )  — х ( - , и , х 0) — решение уравн е
ния (2), соответствующее этому управлению « ( • )  и начальному 
условию х0 и определенное на всем отрезке [ о̂, Т\ . П а р е  (u( t ) ,  
x( t ) ) ,  to <  t <  T, -поставим в соответствие следую щую  систему 
линейных дифференциальных уравнений относительно перемен
ных гр(0 =  ( Ы 0 .  • • •. 1рл(0 ):

г - » / + 0

ut i
частные производные по переменным (дс1, . . . ,  хп).
Обозначим

Будем считать, что f>(х, и, t), j —  0, п, fx (x, и, t), f x (x, и, t) не'

=  W °  (х, и, t) +  гр!/1 (х, и, t) +  . . .  +  гр J n (х, и, t ) =
П

=  Z  ^ i f ! {x, U, 0  =  ^0f°(x,  и, /) +  <гр, f (x ,  и, t)), (5)
1 -о

ip; (t) =
д Н  (х , и, t, г|; (<), i|)0) 

д х 1 lu — u (t) 
x - x { i )

i =  1, n, (6)



где =  ‘Фо— постоянная. Систему (6) называют сопряжен
ной системой, соответствующей паре («(<)» x (t,  и, лс0) ) ,  t ^  Т. 
П ользуясь  введенными выше обозначениями f x, /®, систему (6) 
мож но записать  в векторной форме:

$ ( t ) =  — H x (x, и, t, Ч>(0. ^ о ) |и_ ц(<) =
JC-JC«)

=  -  (х (О, U (0,  0  -  ( f x (X (О, U (/), t))T ф (0 , to <  / <  Т,  (7)

где (fx) T — матрица, полученная транспонированием матрицы 
fx, а под г|з(/) в (7) надо понимать вектор-столбец с координа
тами ■фДО, j  —  и  п-

В частности, если уравнение (2) линейно относительно х, и,

x(t)  =  A( t )x ( t )  +  B( t )u( t )  +  f(t),

(см. обозначения в (1 .18)) ,  то Н(х,  и, t, if), ^ 0) =  tyof°(x, и, 0  +  
+<г|э, A {t )x- \-  B ( t ) u  +  / ( / )> ,  и сопряженная система (7) будет 
иметь вид

ч> ( о = - ф 0 f% (х (о, и (/), t) -  (a  m  (/), f0 < *  < т-

И з теоремы 1.2 следует, что если зафиксировать постоянную \f>0, 
момент t\, to ^  t\ ^  Т, и точку а ^ Е п, то линейная система (7) 
будет иметь, и притом единственное, решение i)i(-) =  
=  ip(-, и, Хо, t\, а) ,  удовлетворяющее условию ф (М  =  в и опре
деленное на всем отрезке [^о, 71] .

Перейдем к формулировке теоремы, выражаю щ ей необходи
мое условие оптимальности — принцип максимума для задачи
(1) — (4).

Т е о р е м а  1. Пусть (u(t ) ,  x ( t ) ) ,  to t ^  T , — решение за
дачи  (1) — (4). Тогда необходимо существуют непрерывная век
тор-функция ty(t),  t0 ^  ^  Т, и постоянная \)зо такие, что

1) ^ 0 < 0 ,  |'ф0 | +  И ( / ) 1 ^ 0 ,  t0< t < T ;  (8)

2) г)з(') является решением сопряженной системы (6), соот
ветствующей рассматриваемому решению (и( - ) ,  х ( • ) ) ;

3) при каждом е [ / о ,  Т] функция H( x ( t ) ,  и, t, t y( t ) ,  фо) пе
ременной и =  (и1, . . . ,  иг) достигает своей верхней грани на 
множестве V при и =  и (t),  т. е.

sup  Н  (х (/), и, t, -ф (/), 'фо) =  Н (х (t), и (/), t, "ф (t), г|э0),
и  е  V

(9)
Т еорем а 1 сформулирована для случая, когда управление 

u ( t )  —  кусочно непрерывная функция. Если ж е  управление « ( • )
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является ограниченной измеримой функцией, т. е. и( - )  е  
е  LL [tQ, Т], то формулировка теоремы 1 полностью сохра
няется, но соотношение (9) (как  и включение (4))  будет вы
полняться, вообще говоря, лиш ь почти всюду на |70, Т\.

Центральное место в теореме 1 занимает условие максимума 
(9): оказывается, если и ( - ) — оптимальное управление, а х ( - ) — 
оптим альная траектория, то непременно найдутся так ая  посто
янная t o  и такое решение а|i(t)  системы (6),  что функция 
H( x ( t ) ,  и, t, t ( 0 >  to )  переменной и при всех t ^ [ U , T ]  будет 
достигать своего максимума на V именно при и =  « ( / ) .  Поэтому 
теорему 1 и нижеследующие аналогичные теоремы, дающие не
обходимое условие оптимальности в задачах  оптимального уп
равления, принято называть принципом максимума. Условие (8) 
гарантирует, что функция Я  не обратится в тождественный 
нуль, и делает условие максимума (9) содержательным.

О днако как практически воспользоваться условием ( 9 ) ? — 
ведь функции x( t ) ,  t(*)> *о ^  t ^  Т, и постоянная нам еще 
неизвестны...  Здесь обычно поступают следующим образом. Р а с 
сматриваю т функцию Н(х,  и, t, г|), i|)0) как функцию г переменных 
и = ( и х, . . . ,  ur) ^ V ,  считая остальные переменные (х, t, t ,  to )  
параметрами, и при каждом фиксированном наборе (х, t, -ф, фо) 
реш аю т задачу максимизации

Н (х, и, t, t ,  to)-► sup; и е У ,

Отсюда находят функцию

и =  и{х,  t, i|>, to)<^ V, (10)

на которой достигается верхняя грань функции Н ( x , u , t , ^ , \ |з0) 
по переменной и е ^ . т .  е.

Я {х, и{х,  t, -ф, to), t, t ,  to) =  sup Я (x, и, t , t .  to)- (П )
u e  V

Если исходная задача (1) — (4) имеет решение, то как  следует 
из (9),  функция (10) определена на непустом множестве.

В ряде случаев функция (10) может быть выписана в явном 
виде. Например, если

fi  (х , и, t) =  f{ (х , t) +  £  f'2l (x, t) u l, j  =  0, n, 
i -1

V =  {u =  (ы \ . . . ,  ur): а ( /== 1, r}, 

где a i, Pi — заданные числа, то

я  (X, и, t, t .  t o ) = ! > , / { ( * ,  ♦ /& (*»  * ) ) “ *•

4
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Ясно, что эта функция достигает своей верхней грани на V в 
точке и =  и (х, t, 1J5, \|э0) е  V с координатами

.  п

р,, если Е ф Д Д х ,  0 >  0; 
i l - o '

u » ___
а,, если Z  'Ф/Дг(*» 0  <  t =  l , r .4 / - o '

В частности, если =  — 1, =  +  1, то и1 =  sign

Полученная формула дает достаточно много информации о 
структуре оптимального управления: i-я координата оптималь
ного управления является ступенчатой (кусочно постоянной) 
функцией со значениями а,- или р,-, причем точки переключения

П
определяются условием Z  Ф/ДД*’ 0  =  0- Обратим внимание чи-1-о 1 П
тателя на возможный особый случай, когда X  Фг (0 7 ^  (* (0> 0  =  0

/-0
на каком-либо промежутке [a, р] £  [ о̂, Т\ . В этом случае функ
ция Н не будет зависеть от и и из условия (9) не удастся из
влечь никакой полезной информации об управлении и( - )  при 
/ е  [а, р ] . Тогда говорят, что оптимальное управление  «(■) яв
ляется особым на промежутке [а, р]. О том, что особые управ
ления возможны, говорит приводимый ниже пример 6. Мы здесь 
случаи особого управления рассматривать не будем, и по этим 
вопросам посылаем читателя к [49, 69].

Д ругие задачи, когда удается получить * явное выражение 
для функции (10), приводятся ниже в примерах.

Допустим, что функция (10) нам уже известна. Рассмотрим 
следующую систему из 2п дифференциальных уравнений

x =  f ( х, и (х, I, ф, фо), 0 ,  ^

■ф =  — П х (х, и{х,  t, ф, ф0), t, ф, ф0),

относительно неизвестных функций * ( • ) ,  ф ( - ) -  К ак  известно 
[193], общее решение такой системы зависит от 2п произволь
ных числовых параметров (например, такими параметрами яв
ляю тся начальные условия x(to),  ф(^о)) и для определения этих 
параметров нужно иметь еще 2п условий. В рассматриваемой 
задаче  такими условиями являются

х (/ 0) =  *о. x{T) —  Xj.  (3 )

Н е слёдует забывать, что система (12) содержит еще один 
неизвестный параметр i|)0 ^  0. К ак  определить этот параметр,
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и,5 каких условий? Заметим, что функция Н (х, и, t, t ,  t o ) , опре
деленная соотношением (5), линейна и однородна относительно 
переменных to, ti> • • •, т. е. Н (х , и, t, a t ,  a t o )  =  
=  аН(х,  и, t, t ,  to )  при любых а . Отсюда и из условия (11) 
тогда имеем

и(х,  t, a t ,  a to ) =  и(х,  t, t .  Фо) (13)

для любых a  >  0. Отсюда следует, что теорема 1 определяет  
величины to. 1 1. ■ • •. фл лишь с точностью до положительного 
множителя, и этим множителем мы можем распорядиться по 
своему усмотрению. На практике с учетом условий (8) чаще 
всего полагают

l t o l 2 +  l t ( ? ) F = l ,  % > < 0 , (14)
где t — какой-либо момент времени, to ^  1 Т, например, 1 =  
=  t0 или t =  Т. В тех задачах, в которых удается заранее  п ока
зать, что to  <  0, вместо условия нормировки (14) часто берут 
to  =  — 1 •

Таким образом, для определения 2п +  1 параметров системы 
(12) — 2п параметров общего решения и еще парам етра t o  — 
у нас имеется 2п +  1 условий (3), (14). М ожно ожидать, что 
имеются лишь отдельные, изолированные функции ( x ( 0 , t ( 0 ) ,  
*о ^  t ^  Т, и значения параметра to .  удовлетворяющие усло
виям (12), (3), (14). Пусть нам удалось определить из этих ус
ловий какие-то (x ( t ), t ( t ) ,  to ) ,  *o ^  t ^ T  . Подставим их в (10) 
и получим функцию

u(t) =  u(x(t),  /, t ( 0 .  to) S  V, (15)

Пусть эта функция оказалась  кусочно непрерывной функцией. 
Из (10), (11), (15) тогда следует, что полученное таким о б р а 
зом управление u(t) ,  to t T, удовлетворяет условию (9) и, 
следовательно, согласно теореме 1 может претендовать на роль 
оптимального упр&вления задачи (1) — (4),  а функция x( t )  =  
=  x(t ,  и( - ) ,  л'о), /о <  / <  7”. — на роль оптимальной траектории 
этой задачи. Будет ли найденная пара ( « ( / ) ,  x ( t ) ) ,  t0 ^  t ^  Т, 
в самом деле решением задачи (1) — (4), теорема 1 не гар ан ти 
рует, так как эта теорема, вообще говоря, дает лишь необходи
мое условие оптимальности. Более того, ниже на примерах мы 
увидим, что бывают случаи, когда пара (u ( t ), x ( t ) ) ,  t0 ^  t ^  Т, 
удовлетворяет условиям теоремы 1, но не является решением 
задачи (1) — (4). Однако, если из каких-либо соображений изио- 
стно, что задача (1) — (4) имеет решение, а из условий (12), (3)» 
(14) однозначно найдены (x( t ) ,  t ( 0 .  "Фо)? to t Т, то у п р ав 
ление (15) будет оптимальным. Если информации о существова 
нии решения задачи (1) — (4) нет, или условиям (10) — (12), (3), 
(14), (15) удовлетворяют несколько управлений, то для  выясне
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ния вопроса об оптимальности этих управлений требуется до
полнительное и-порою весьма сложное исследование.

Заметим такж е, что верхняя грань в правой части ( И )  мо
ж ет достигаться в нескольких точках, и тогда функция (10) бу
дет определяться неоднозначно. В этом случае для получения 
всех подозрительных на оптимальность управлений нужно найти 
все наборы (x ( t ) ,  г|)(0, Фо) и управления u( t ) ,  to ^  ^  Т, удов
летворяющие условиям (12), (3), (14), (15) для всех функций 
и — и(х,  t, гр, -фо) из (11).

Таким образом, схема использования принципа максимума — 
теоремы 1 — для получения решения задачи (1) — (4) описана. 
Как видим, принцип максимума дает просто и изящно выписы
ваемые необходимые условия оптимальности для задачи (1) — 
(4) и сводит ее к специального вида краевой задаче, состоящей 
из условия максимума (11), системы дифференциальных ур ав 
нений (12), краевых условий (3) и условия нормировки (14). 
Такую краевую задачу  естественно назвать краевой задачей 
принципа максимума  для задачи оптимального управления 
(1) — (4).

Д л я  иллюстрации вышесказанного рассмотрим примеры.
П р и м е р  1. Пусть требуется минимизировать функцию 

т
J ( u ) =   ̂ (м2(/) +  x 2{i))dt при условиях x { t ) = u { t ) ,  0 ^  t ^  Т,

х ( 0 ) = ° х ( Т ) = 0 .
Здесь момент Т >  0 задан; V =  Е 1. Задача ,  конечно, неслож

ная: пара (и (^)е=  0, л:(/) =  0),  0 ^  t ^  Т, очевидно, является 
единственным ее решением. Продемонстрируем на этой простой 
задаче  изложенную выше схему использования принципа макси
мума — теоремы 1. Выпишем функцию Гамильтона — Понтрягина 
Н(х,  и, гр, гр0) =  ^о (и 2 +  х2) +  гри и сопряженную систему 113 =  
=  — Нх =  — 2гр0*. Если гр0 =  0, то функция Н =  -фи мож ет дости
гать своей верхней грани на множестве V =  Е 1 лишь при гр — 0. 
Однако соотношения -фо =  *Р =  0 противоречат условию (8). 
Следовательно, гр0 <  0. Тогда можем считать, что гр0 = — 1. 
В этом случае функция Н =  — и2 — х2 — гр« достигает верхней 
грани на Е 1 при и =  гр/2 — вот какой вид имеет функция (10) 
в рассматриваемой задаче. Тогда краевая задача принципа м ак
симума запиш ется в виде

,х =  гр/2, гр =  2х, х(0) =  х(Т)  =  0.
Отсюда однозначно определяем x(t )  =  гр(t) =  0, 0 t ^  Т. Тог
да  u ( t ) =  г р ( 0 /2  =  0, 0 ^  t <  Т, — получили уже известное нам 
оптимальное управление.

Перейдем к рассмотрению более интересной задачи оптималь
ного управления, которая в зависимости от величины конечного
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момента Т имеет единственное решение или бесконечно много 
решений или не имеет решения. Эта задача  любопытна т ак ж е  и 
тем, что даж е  в том случае, когда она не имеет решения, крае
вая задача принципа максимума будет иметь одно или д а ж е  бес
конечно много решений.

П р и м е р  2. Пусть требуется минимизировать функцию 
т

J ( u ) = ^ ( u 2(t) — x 2{t))dt при условиях x ( t ) = u ( t ) ,  0 ^  t ^  Ту

*(0) ==х{Т)  =  0, Г >  0.
Функция Гамильтона — Понтрягина здесь имеет вид Н =  

=  яро (и2 — х 2) +  гри, сопряженная система такая: гр =  — Нх —  
=  2гр0х. Если гр0 =  0, то Н —  гри достигает своей верхней грани 
лишь при гр = 0 ,  что противоречит условию (8 ) .  Следовательно, 
гро <  0. М ожем считать, что гр0 =  — 1. Тогда Н — х 2 — и2 +  гр« 
и sup Н достигается при и =  гр /2 . К раевая зад ач а  принципа

и G £ |
максимума имеет вид

х —  гр/2, гр =  —2х, 0 < / < 7 \  х  (0) =  х  (Г) =  0.

Общее решение этой системы дается формулой x( t )  =  С sin  t -f- 
-f- D cos t, гр (t) =  2С cos t — 2D s in  t, где С, D — произвольные 
постоянные. С учетом условия х (0 )  =  0 отсюда имеем D =  0, и 
тогда x(t )  =  С sin t, гр(/) =  2С cos t. Условие х(Т)  =  0 приводит 
к равенству С sin Т —  0. Возможно, что Т Ф  nk, k — \, 2, . . . ; 
тогда С =  0 и краевая задача принципа максимума будет иметь 
единственное решение x(t )  == 0, гр(/) =э 0, 0 ^  t ^  Т, а уп р авл е
ние, подозрительное на оптимальность, равно u ( t ) =  гр ( / ) /2  =  0, 
0 <  f <  7\ Если же Т — nk, k — целое положительное число, то 
краевая задача  принципа максимума имеет бесчисленное мно
жество решений x(t )  =  Cs i n t ,  t y ( t ) =  2Ccos t ,  зави сящ их  от 
одного параметра С, и управлений, подозрительных на опти
мальность, будет бесконечно много: u ( t ) — Ccos t ,

Спрашивается, будут ли найденные управления оптим альны 
ми? Оказывается, ответ на этот вопрос зависит от величины Т. 
Рассмотрим случаи Г > я и 0 < Г < л .

1) Т >- п. Покажем, что тогда i n f / ( u )  =  — оо. Д л я  этого
ш п  n t

возьмем последовательность управлении ит =  ит (/) =  - у -  cos - у -
УС t

и соответствующих им траекторий х т =  х т (t) =  т  s in  - у , 0
г

^ / ^ Г , т = 1 , 2 , . . .  Тогда /  (мт ) =   ̂ (и2т (/) — х 2т (0 )  dt  =
о

=  у  Тт2 -----l )  - *  — оо при т  —► оо, Следовательно, при Г >  it



рассм атриваем ая задача  оптимального управления не имеет ре
шения. В то же время краевая задача принципа максимума р аз 
реш има, причем для Т ф  nk,  £ = 1 , 2 , . . . ,  она имеет единствен
ное решение, а при T =  nk, k =  \, 2, . . .  — бесконечно много 
решений.

2) 0 <  Т ^  я. Тогда для любых кусочно непрерывных и(0»  
для  которых существует решение x(t )  задачи  x ( t ) = v ( t ) ,  0 
^  t ^  Т, х ( 0) =  х(Т)  —  0, имеем

т т

J (у) =   ̂ (v2 — x2)dt  =   ̂ (у'2+  x2ctg2/ — х2 s in ~2t)dt  =  
о о

т т

—  ̂ (v2 +  х 2 ctg21 — 2хх ctg t)dt  =   ̂ (v (t ) — x  (t) ctg t)2 dt ^  0. 
о 0

Зам ети м , что проделанные преобразования законны, так как все 
подынтегральные функции, встретившиеся при этих преобразо
ваниях, ограничены и lim x2(t)ctgt  =  0, а в случае Т =  я  еще

t -Ь0
и lim х2 (t) ctg / =  0. Итак, J (и) ^  0, а на управлениях u(t)  =  0 

<->г-о
при Т <  я  и u(t) =  с cos t при Т =  я  будем иметь J (и) =  0. Т а 
ким образом, при Т <  л  рассматриваемая задача  оптимального 
управления имеет единственное решение, при 7  =  я — бесчис
ленное множество решений, причем все решения найдены с по
мощ ью  принципа максимума.

2. Перейдем к формулировке принципа максимума для з а д а 
чи оптимального управления с граничными условиями более 
общ его вида, чем в задаче  (1) — (4), а начальный и конечный 
моменты времени по-прежнему будем считать закрепленными. 
А именно, рассмотрим задачу

т

Ц х  0, « ( • ) ) =  \ f ° ( x ( t ) ,  u(t), t) dt +  Ф (х (Г))- + inf; (16)
fo

x(t) =  f (x( t ) ,  u(t), /), t o ^ t ^ T ,  (17)

x (to) So> x (T) e  Sj, (18)

и (t) €= V, t o < t < T ,  (19)
•

где управления u( - )  кусочно непрерывны на [/0, Т], u(t)  =  
=  u ( t  +  0) при to ^  t <  Т, и ( Т ) — и(Т  — 0).  З адача  (16) — (19) 
яв ляется  частным случаем сформулированной в § 1 более общей 
зад ач и  (1.25) — (1.29) и получается из нее при 0 О == {/о}. © / =  
=  {Т},  G( t ) s a  Е'1 и У ( / ) =  V при t Т.

4 3 2  ПРИНЦИП МАКСИМУМА ПОНТРЯГИНА [ГЛ. 6



ФОРМУЛИРОВКА ПРИНЦИПА МАКСИМУМА 433

Будем предполагать, что правый конец траектории либо сво
боден, т. е. Si  =  Е п, либо множество Si  имеет вид

S ,  =  {x<=En: g, (x)  =  0, / =  177/}, (20)
либо

S, =  { i e P :  0, 7 = 1 ,  т / ,  g /(x )  =  0, j =  m,  - f  1, s,}. (21)

В частности, если g j {x) =  x l — x ll, j = \ , n ,  s, =  n, то из (20) 
получим случай закрепленного правого конца: Х ( Т )  =  Х/ .  Анало
гично, на левом конце траектории будем предполагать, что либо 
So =  Е п, либо

S 0 =  {x<=En: h, (x)  =  0, j =  l 7 ^ } ,  (22)
либо

S0 =  { x ^ E n: h j ( x ) ^  0, j =  1, m0; h,{x) =  0, j =  m0+  1, s0}. (23)

Д алее, будем считать, что ф ункции fi (х, и, t ) , / =  0, п, Ф(дс), 
g i (х) , / =  1, Si", hj(x) ,  j =  1, So, имеют частные производные по 
переменным (лс1, . . . ,  хп) и непрерывны вместе с указанными 
производными по совокупности своих аргументов при всех х  <= 
е  Еп, « е  V, / е  [/0, Т]. В дополнение к введенным выше обо
значениям fx, f°x еще положим

дФ  dg,
д х  С® * 1 ........... д х  S j x  • • • ’ S j Xn )>

dhi —
д х  ^ i x  =  ( h j X 1 ............h j Xn).

Т е о р е м а  2. Пусть (u( t ) ,  x ( t ) ) ,  to ^  t ^  Т, — решение за
дачи (16) — (19). Тогда необходимо существуют непрерывная  
вектор-функция г|:(t),  to ^  t ^  Т, и постоянная гро такие, что

1) to< 0 , I -Фо 1 + I Ф (0 I ^  о, (8)
2) -ф ( • )  является решением сопряженной системы (6 ) ,  соот

ветствующей рассматриваемому решению (и( - ) ,  * ( • ) ) ;
3) при каждом Л  функция H( x ( t ) ,  и, t, t ( / ) ,  to )  пе

ременной и =  (и1, . . . ,  иг) достигает своей верхней грани на 
множестве V при и =  u{t),  т. е.
sup H(x(t ) ,  и, t, ф (/), ф0) =  / /  (x ( t ), u(t), t, -ф(/), to). t0^ t ^ T - ,
u&V

(9)
4) на левом и правом концах траектории д:(-) выполняются 

условия трансверсальности, которые в случае задачи  (16) — 
(19) означают, что вектор ty(T) — "фоФ*(л:(7')) ортогонален к 
множеству Si  в точке х(Т)  е  Si,  а вектор tU o )  ортогонален 
к множеству So в точке x(td) е  So-
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Если управление и( - )  является ограниченной измеримой 
функцией, то формулировка теоремы 2 сохраняется, только 
лишь соотношение (9) (как  и включение (19)) будет выполнять
ся в смысле почти всюду на [<0> 7"].

К ак  видим, утверждения 1)—3) теорем 1 и 2 совпадают. По
этому, применяя принцип максимума к задаче  (1 6 )— (19) по 
описанной выше схеме, мы снова придем к условию максимума 
(11) и к системе 2п дифференциальных уравнений (12) относи
тельно функций (* ( • ) ,  ф( - ) ) .  но граничные условия теперь, во
обще говоря, будут отличаться от условий (3). Заметим, что 
равенство (13) сохраняет силу и здесь, а свойство ортогонально- 
ности векторов ty(T) — ■ф0Фл:(х(7’) ) ,  f ( /o )  к множествам Si  и So 
соответственно такж е не нарушится от умножения всех величин 
■фо, фь • . . ,  фл на одно и то ж е число а  >  0. Поэтому и в рас
сматриваемой задаче можно принять условие нормировки (14) 
или условие фо =  — 1, если известно, что г|)0 <  0. Остается ука
зать еще 2п условий, из которых можно было бы определить 2п 
числовых параметров, от которых зависит общее решение си
стемы (12). Д л я  получения этих условий расшифруем условие 
трансверсальности при различных режимах на левом и правом 
концах траектории.

Начнем с правого конца. Если правый конец свободен, т. е.
Si  —  Е п, то условие ортогональности вектора ф (Т ) — гроФ*{х(Т))  
ко всему пространству Е п означает, что

^ ( Г ) - ф 0Ф , и ( 7 ’)) =  0. (24)

• Таким образом, в случае свободного правого конца условие 
трансверсальности дает п граничных условий для системы (12), 
записанных в векторной форме (24).

Пусть теперь правый конец является подвижным. Сначала 
рассмотрим случай, когда множество Si  задается в виде (20) и 
g i x ( x ( T ) ) Ф  0, / =  1, si. Тогда гиперплоскость <g/ x ( x (T ) ) ,  х —
— л:(7')) =  0 представляет собой касательную плоскость к по
верхности £ /(* )  =  0 в точке х(Т) ,  а аффинное множество Г =  
=  {х <= Е п: <g i x ( x (T ) ) ,  х  — x ( T ) )  =  0, j —  1, S/} —  касатель
ную плоскость к множеству Si  в точке х(Т) .  Условие ортого
нальности вектора а к множеству Si  в точке х(Т) ,  по определе
нию, означает  о ртогон альн ость^  к касательной плоскости Г, т. е. 
<а,л: — х ( Т ) }  =  0 при всех х ё Г .  Таким образом, из условия 
трансверсальности имеем: <ф(7’) — ФоФх(а:(7’) ), х  — х ( Г)> =  О 
для  всех х, для которых ( g i x ( x (Т)) ,  х  — х ( Т ) )  — 0, i =  1, sr. По 
теореме 4.8.3 тогда найдутся числа аи а2, . .  ., aS/ такие, что

si
^  (Т) — ФоФ* (х(Т)) =  X! ajg,x (х (Г)). (25)
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Сюда же добавим еще условие принадлежности х(Т)  е  Si,  т. е.

g,(x{T)) =  0..  / =  й Т , .  (26)
Таким образом, равенства (25), (26) даю т всего n +  si условий, 
из которых s условий можно употребить на определение допол
нительно появившихся параметров а\, а$п а остальные п 
условий присоединить к системе (12).

В случае, когда множество Si  имеет вид (21) и ё ) х ( х ( Т) ) фО,  
/ = 1 ,  Si, условие трансверсальности означает [70], что сущ е
ствуют числа а ь . . . ,  a S/, такие, что

*г
ф (Т) -  $оФх (х (Т)) =  £  a , g lx (х (Г)), (27)

aigl(x(T)) =  0, . a / > 0 ,  g, (x(T) )  =  0, j — m , +  1, s,.
(28)

Таким образом, и соотношения (27), (28) даю т п -+- s f равенств, 
из которых Si  условий можно употребить на определение п а р а 
метров ai ..........aSp а остальные п условий присоединить к си
стеме (12). Кстати, для всех т ех / ,  1 ^  ^  mi, для которых 
g i ( x ( T ) ) <i  0 (неактивные ограничения), из (28) следует, что 
а, =  0, и неопределенными остаются лиш ь а/ с номерами /, 
для которых g j { x ( T ) ) =  0 (активные ограничения).

Заметим, что в случае закрепленного правого конца, когда
х(Т) =  х„ (29)

условие трансверсальности тоже можно истолковать как условие 
ортогональности вектора t ( 7 ’) — ФоФ*(-*:(7 ') ) к вектору нулевой 
длины — к точке х /. Понятно, что это всегда тривиально выпол
няется. Это значит, что условие трансверсальности в случае з а 
крепленного конца вырождается и не несет в себе никакой инфор
мации. К счастью, никакой дополнительной информации к усло
вию (29) здесь и не требуется — из (29) мы имеем п граничиых 
условий, которые присоединяем к системе (12).

Таким образом, из условия трансверсальности на правом 
конце траектории во всех случаях получаем п граничных усл о 
вий для системы (12). Д ля получения еще п граничных условий 
для этой системы обратимся к условию трансверсальности на 
левом конце траектории.

В случае свободного левого конца, когда So =  Еп, имеем
-ф (/о) =  0. (30)

Рассмотрим случай подвижного левого конца. Е сли м н ож е
ство S о имеет вид (22) и hjX(x( t0) )¥=0,  j = l , s 0, то условие 
трансверсальности означает сущ ествование чисел Ь\, bs.
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таких, что

t  Uo) =  — Z  bjhjx (x{ (о)). (31)

К условиям (31) надо добавить еще условие х ( /0) е  So, означаю 
щее, что

h , (x( t0)) =  0, i =  T7T0.- (32)

Если множество So имеет вид (23) и hjX(x( to) )¥:: 0, / == 1, s0, 
то условие трансверсальности и условие x ( t o ) ^ S 0 запишутся 
так:

Ф(/0) =  -£М/*(*('о)). (зэ->

bjhf{x.Ua)) — 0, j = \ , m n-, hf(x(to)) =  0, / =  m . j+ l ,S o -  (34)
Наконец, в случае закрепленного левого конца, когда

X (/о) =  * 0, : (35)

условие трансверсальности тривиально выполняется и ничего 
нового к (35) не добавляет.

К ак и в случае правого конца, анализируя получившиеся 
при различных реж имах на левом конце соотношения (30) — 
(35), заключаем, что эти соотношения дают недостающие п 
граничных условий для системы (12).

Таким образом, -принцип максимума — теорема 2 — позво
ляет  свести задачу оптимального управления (16) — (19) к крае
вой задаче специального вида, состоящей из условия максимума
(11), системы дифференциальных уравнений (12), условия нор
мировки (14) и граничных условий, получаемых из (24) — (35) 
в зависимости от того, является ли соответствующий конец тр а 
ектории закрепленным, подвижным или свободным. Эту кр ае
вую задачу будем назы вать  краевой задачей принципа макси
мума для задачи оптимального управления (16) — (19). Вообще 
говоря, можно ожидать , что из этой краевой задачи определятся 
лиш ь отдельные значения параметра гр0 и отдельные функции 
x( t ) ,  i |) (0 .  U ^  t г£! Т, с помощью которых по формуле (15) 
можно получить управления u( i ) ,  t0 ^  t ^  Т, подозрительные на 
оптимальность.

Заметим, что в литературе под условием трансверсальности 
на правом конце траектории часто подразумевают лишь условия 
(24) или (25), или (27) вместе с первыми mi  соотношениями
(28), на левом конце — лишь условия (30) или (31), или (33) 
вместе с первыми т 0 соотношениями (34), а в случае закреплен
ного конца об условии трансверсальности вообще не говорят. 
П риваленная в теопеме 2 геометрическая формулировка условий



трансверсальности, конечно, ничего не добавляет к принятой в 
литературе трактовке этих условий, но позволяет кратко  и еди
нообразно охватить сразу все возможные граничные режимы 
при закрепленных начальных и конечных моментах времени.

3. Рассмотрим задачу оптимального управления, когда на
чальный и конечный моменты времени, вообще говоря, неизве
стны и такж е подлежат определению. А именно, пусть требуется 
минимизировать функцию

г
/  (/о, т, х0, « ( • ) ) =  5 f° (х (О, U (/), t)dt  +  Ф (дс (Т), Г) (36)

и
при условиях

x(t) =  f(x(t),  u(t), t), t0< t < T ;  (37)
x (t0) ^  SQ (t0); x(T)e=S, (T) ,  (38)

и (t) e  V, to <  / <  T, , (39)

где управления ы(- )  кусочно непрерывны на [ /о ,? '] ,  « ( / ) = =  
=  u(t  -j- 0) при to ^  t С  Т, и(Т)  =  и ( Т  — 0). З а д а ч а  (36) — (39) 
является частным случаем задачи (1.25) — (1.29) при 0о =  0 /  =  
=  R =  {t\ — оо <С t <С + о о } ,  G (/)  и V(() =  F при ( e R .

Будем предполагать, что правый конец траектории либо сво
боден, т. е. Si ( t )  =  Еп, / е  R, либо множество Si (T)  имеет вид 
(1.23):

S, (T)  =  {X €=En: g, (x,  7 ) < 0 ,  / =  1, m,-,

gj(x,  T) =  0, j =  m , +  1, S/}, Г е / ? .  (40)

Аналогично, на левом конце траектории пусть либо S o ( t o )  =  Е п, 
to е  R, либо множество So(^o) имеет вид (1.22):

So(to) =  {х ^  Е п: hj (х, t0) ^  0,

/  =  1, m0; h](x,to) =  0, /  =  m n + 1, So}, t o ^ R o .  (41)

Случаи mi  =  0 или sr =  mi, или mo —  0, или So =  m 0 в (40) , ( 41)  
не исключаются.

Д алее, будем считать, что функции f i ( x , u , t ) ,  j  =  0, п, и их 
частные производные /£(дс, и, t) непрерывны по совокупности 
(хг/и, t) (= Е п X  V X R ,  а функции Ф (* ,  t),  g t (x, t ) , j =  1, si, 
hj (x , t ) ,  / =  l , s 0, и их частные производные Ф*, Фг, g/x, git, h ,x, 

непрерывны по совокупности (х, t) е  Е п X  R (обозначения 
-■/*’ /£> ф *- h,s см. выше).

, . Т е о р е м а  3.. Пусть набор (t0, Т, и ( - ) ,  х ( - ) )  является ре
шением задачи  (36) — (39). Тогда необходимо существуют не
прерывная вектор-функция i|)(0> ^  t ^  Т, и параметр гро
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такие, что

1) t o < 0 ,  | г Ы  +  Ж 0 1 # 0 ,  i0< t ^ T ;  (8)

2) t ( ' )  — решение сопряженной системы (6), соответствую
щей рассматриваемому решению (u( t ), x ( t ) )  на рассматривае
мом отрезке to ^  t ^  Т\

3) при каждом / е  [г0, 7"] функция H(%(t),  и, t, t ( 0 >  Фо) пе
ременной и достигает своей верхней грани на множестве V при 
и  —  u( t ) ,  т. е.

sup Я  (х ((), и, t, t ( 0 >  tyo) =  H(x(t ) ,  u(t).  I, t ( 0 .  to); (9)
ti*=V

4) на левом и правом концах траектории х ( - )  выполняются 
условия трансверсальности.

Расш иф руем условия трансверсальности на концах оптималь
ной траектории. Начнем с правого конца. Если правый конец 
свободен, то

г Н П - 'Ф о Ф я Ы Т ’), П  =  0, (24)
Я  (х (Т), и (Т), Т, t  (Т), to) -  to® , (х (Г), Т) =  0. (42)

Если правый конец подвижный и множество Si (T)  имеет вид 
(40),  причем (gj*(x(T) ,  Т),  ga( x( T) ,  Т ) ) ф  0, } =  l , s r, то суще
ствую т числа а и . . . ,  aSJ такие, что

*/
t  (Г) -  t o ® ,  (X (Т), Т) =  £  a,glx (х (Т), ту, (27)

/“ 1 )
ajgj (x(T) ,  Т) =  0, а / > 0, / = 1 ,  т,;

g,{x(T),  Т) =  0, 1 =  т , +  1, Si. (28) 

Н ( х ( Т ) ,  и(Т),  Т, гИ П , ^о) — ФоФ/ (лт(Г). П  =
11

=  - Z a i g l t (x(T) ,T) .  (43)

Е сли  правый конец закреплен, то

х (Г) =  xh (29)
Я  (х ,, и (Т), Т,  г|з (Т), to) — ФоФ* (х„ Т) =  0. (44)

Аналогично, если левый конец свободен, то

t  (*о) =  0, (30)
Я  ( a: (t0), и (t0), t0, t  (to), to) =  0, (45)

Е сли  левый конец подвижный и множество So (to) имеет вид (41), 
причем  (hjX(x( t0),  *о), hjt(x(to),  *о))=т^О, то существуют числа
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bi, . . . ,  bs„ такие, что
So

t  (to) =  —  Е  bj hj x  (*  (to), to),

Ь/h/ (х (t0), t0) =  0, bi >  0, j  =  1, m0;

hi (x (t0), to) =  0, j =  m0 +  1, s0,
So

H (x (to), и (to), to, t (M >  ' k o ) = ' L b lh j t (x( to) ,  to).
I-1

Если левый конец закреплен, то
х (t0) =  х0, (35)

Н ( х 0, и (to), t0, t f a ) ) ,  to )  =  0. (47)

Нетрудно видеть, что с помощью теоремы 3 задачу  (36) — 
(39) можно свести к такой ж е  краевой задаче принципа^макси- 
мума, какая  была получена для задачи (16) — (19) с помощью 
теоремы 2, а наличие неизвестных моментов to, Т здесь «ком
пенсируется» появлением дополнительных условий вида 
(4 2 )— (47).

З а м е ч а н и е  1. Если в задаче (36) — (39) начальный или 
’ конечный момент известен, то теорема 3 сохраняет силу, нужно 

лишь условие трансверсальности на левом [правом] конце т р а 
ектории расшифровывать так  же, как в теореме 2.

4. Рассмотрим примеры задач  оптимального управления, 
иллюстрирующие теоремы 1— 3.

г

П р и м е р  3. Минимизировать функцию J (и) =  у   ̂ (х2 (/) +
о

+  и2 ( t ) ) dt  при условиях x( t )  —  — ах (t)-\- u( t ) ,  х  (0) =  х0.
Здесь хо, а >  0, Т >  0 — заданные постоянные, V =  Е 1, п р а 

вый конец траектории свободный. Воспользуемся теоремой 2. Со
ставим функцию Гамильтона — Понтрягина Н  =  t o ( * 2 +  и2) /2  +  
+  t ( — ах- \ -и)  и выпишем сопряженную систему

t  =  — Н х =  — фо* +  агр, 0 ^  / <1 Т.
Из условия трансверсальности для свободного правого конца 
траектории имеем ф(7’) = 0 .  Если t o  =  0, то из полученных 
условий следует t ( 0 = 0 .  что противоречит требованию  (8). 
Это значит, что t o  <  0. М ож ем считать, что t o  =  — 1. Тогда 
функция Н  =  — (х2 -f- и2) / 2  +  t  (— ах- \ -и)  достигает своей 
верхней грани по и на V =  Е 1 при и =  t ,  и кр аев ая  задача  
принципа максимума запишется в виде

х  =  —  ах  +  t .  t  =  a t  +  х,  лг (0) =  jcq. t  (T) =  0.

(33)

(34) 

(46)
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Отсюда следует, что подозрительным на оптимальность являет
ся управление

.ц (0  =  Ч>(*) =  *о е * 2ХТ , 0 А . =  У а * + 1 .
(Я — а) +  (X +  а) е /w

П р и м е р  4. Пусть точка движется по оси Ох  по 'закону 
x { t )  =  u ( t ) ,  t ^  0. Требуется найти кусочно непрерывное управ
ление u ( t ) ,  \ u ( t )  | ^ 1 ,  0 ^  t ^  Т, такое, чтобы точка, выйдя из 
начального положения х (0) =  1 с нулевой скоростью, пришла 
в начало координат с нулевой скоростью за минимальное вре
мя Т.

Положим, что X х =  х, х2 =  х  — фазовые координаты точки. 
Тогда задачу  можно переформулировать так: быстрейшим обра
зом перевести фазовую точку (х 1, х 2) из состояния (1 ,0 )  в со
стояние (0 ,0 ) ,  считая, что движение подчиняется уравнениям 
x x{t) =  x2(t), x2(t) =  u( t ) ,  t ^  0. Здесь V =  {« e  E x: |и |  1}, 
/° == 1, ф  =  0.

Воспользуемся теоремой 3 и замечанием 1 к ней. Составим 
функцию Н =  фо +  t i * 2 +  я|)2и и выпишем сопряженную систему

t i  =  —  Нxi =  0, фг == — Нхг — — Фь 1^0.
Отсюда имеем (/) =  С, ф г (0  =  — Ct +  D, где С, D — постоян
ные. Из условия max Н  следует u(t)  =  s ign  г)52( '

I« К 1
=  s ig n ( — Ct  +  D),  t ^  0. Таким образом, оптимальное управле
ние (если оно существует) является кусочно постоянной функ
цией, принимающей значения + 1 ,  — 1 и имеющей не более 
одной точки переключения t u при переходе через которую u(t)  
меняет знак. Нетрудно убедиться, что траектория, выходящая 
из точки (1 ,0 )  и соответствующая управлению u ( t ) = 1 при 

t 0, или u(t)  =  — 1 при t ^  0, или u(t)  == + 1 ,  0 ^  t <  t x, 
u(t)  =  — 1, t ^  t\, никогда не будет проходить через точку (0, 0). 
О стается рассмотреть управление u(t) =  — 1, 0 ^  t <  t\, u(t)  =  
=  + 1 ,  t ^  t\. Этому управлению соответствует траектория 
(xi (t),  x 2(t ) ):

(0  - V1 — t2l2, 0 <  t <

/2  — 2tit -f-t 1 -f- 1, t~^t \ ,

f  — t, 0 
* 2^  =  { t — 2tu

И з условий x 1 (T) =  x2(T) =  0 находим t\ =  1, T =  2. Тогда 

( \ - t 2/ 2 ,  0 < / < l ,  Q (  - t ,  0 < / <
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В качестве величин гро, грь \р2, участвующих в формулировке 
принципа максимума, могут служить гро =  0, гр! ( t ) =  — 1, гр2(/) =  
=  t — 1, 0 ^  ^  2. Можно показать, что полученные у п равле
ние и траектория в самом деле являю тся решением поставленной 

задачи быстродействия — об этом см. пример 7.4.4.
П р и м е р  5. Требуется перевести точку х = ( х х, х 2) из со

стояния х0 = ( 2 ,  — 2) на множество Si  =  {х е  Е2: g(x)  =  х 1=  0} 
быстрейшим образом, предполагая, что движение точки подчи
няется уравнениям x x(t) =  x2( t ) , x 2( t ) =  u( t ) ,  причем u ( t ) е  V =  
' =  {и е  Е 1: | и\  sg: 1}.

Как и в предыдущем примере, здесь И =  гр0 +  tyi*2 +  Ф2м, 
сопряженная система имеет вид: гр! =  0, гр2 = —грь откуда сле
дует \pi(0 =  'C’, гр2(/) = — Ct-\ f  D, C, D =  const. Условия тран с
версальности (27), (28), (43) £десь даю т

tp2(7’) =  0, х' (Т)  =  0,. гРо +  М т 2(7’) + ' М 7 > ( 7 ’) =  ^  U r  =  0.

.Следовательно, гр2(/) =  С(Т  — t), 0 ^  t ^  Т. Заметим, что здесь 
С ф  0, так  как при С =  0 получим гр] ( t ) =  гр2(/) =  0, 0 ^  t ^  
^  Т, а тогда из условия Н \t=T =  0 вытекает гро =  0 — противо
речие с условием (8). Итак, С ф  0, гр (/) =  С(Т  — ^ ф  0 при 0 ^  
^  <  Г. Из условия sup Н тогда имеем

1и|<1
H(/) =  s ignip2(/) =  s ig n C ,

Значит, подозрительными на оптимальность здесь могут быть 
лишь управления u(t)  =  1 или u( t )  =  — 1, 0 t ^  Т. Если 
u(t)  =  1, то из краевой задачи
х х =  х2, *2= 1 ,  х х (0) =  2, *2(0) =  - 2 ,  х х{Т) =  0

получим Т =  2, х х (t) =  (t — 2 )2/2 ,  x2(t) —  t — 2, 0 ^  t ^  2. Если 
u(t)  —  — 1, то из

х 1 =  х2, х2 =  — i , *'(()) =  2, дс2(0) = — 2; * 1(7’) =  0

будем иметь Т =  д/8 — 2, X х (/) =  4 — (/ +  2)2/2, х 2 (/) =  — / — 2, 
( ) < / <  д/8 — 2 .

Таким образом, краевая задача  принципа максимума здесь 
дает два решения. Однако лишь управление u{t) =  — 1, 0 ^  t 
^  Г =  V  8 ~ 2  может претендовать на оптимальность, так  как 
Т —  2 >  л / 8 — 2 и управление u ( t ) =  1, 0 ^  t ^  Т, заведомо 
неоптимально.

В следующих примерах 6—9 покаж ем , как выписывается 
краевая задача принципа м аксимума для  некоторых задач  опти
мального управления движением математического маятника  (см. 
пример 1.1).
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П р и м е р  6. Пусть требуется минимизировать функцию

J (н) =  (•*' (Т))2 +  (х2(Т))2 148)
при условиях

х 1 (/) =  х2 (0, х2 (/) =  — sin х х (/) — Р*2 (/) +  и (О,
О < / < 7 - ;  х (0) =  Хо, (49)

u ( / ) E K  =  { u e £ ' :  | ы | < 1 } ,  • -  (50)

где х  =  (л:1, х2) — фазовы е координаты, х0 =  я2) — задан н ая  
точка, Т >  0 — заданный момент времени. В этой задаче  п р а
вый конец траектории свободен, f° =  0, Ф (х )  =  (*1)2+ (х2) 2. Вы
пишем функцию Гамильтона — Понтрягина

Н [х, и, t> to) =  t i * 2 +  Фг ( ~  sin х х — fix2 +  и)

и сопряженную систему

t i  =  — Я х. =  ^ c o s x 1, t 2 =  — Н х>= — t i  +  Pt2. 0 < f < 7 \  (51)

Из условия трансверсальности (24) имеем

t i  (Л  =  ^оФх‘U  (Л) =  2 t o ^ ' (?'); 
t 2 (Т) =  1|>оФ*’ {х (Т)) =  2^оХ2 (Т).

(52)

С разу  заметим, что здесь t o  <  0, так  как при to  =  0 из (51), 
(52) получим t i ( 0  =  t 2 ( 0  = 0 ,  0 ^  t ^  Т, что противоречит 
условию (8). Следовательно, можно считать to  =  — I- Из усло
вия max Н  следует и =  s ign  t 2- Тогда краевая задача принци-

|ы |<1
па максимума запиш ется в виде

х х = х 2, х 2=  — sin х х — Px2 +  s i g n t 2.
• i • (53)

1 1 =  t2  COS X х, t2  =  —  $ 1  +  Pt2, 0 < / < 7 \

x x (0) =  Xq, X2(0) =  X2-, $ 1(T) =  —  2x x(T), % ( T )  =  — 2x 2(T).

Если эта краевая  зад ач а  имеет решение (x ( t ), t ( 0 ) ,  0 ^  t ^  Т, 
причем t 2(0  обращ ается  в нуль в конечном числе точек, то 
функция u(t)  = s i g n t 2(0  будет управлением, подозрительным 
на оптимальность в зад ач е  (48) — (50).

Заметим, что если для некоторого управления и =  а ( - )  из 
(50) решение x ( - , v )  задачи  Коши (49) таково, что х(Т , и )  = 0 ,  
то J(v)  =  0. Это значит, что v( - )  — оптимальное управление в 
задаче  (48) — (50). Любопытно, что это управление является осо
б ы м — его нельзя получить из принципа максимума. В самом 
деле, при х(Т,  v) =  0 из (51), (52) следует t  (t, v) =  0, 0 ^  t ^  
^  Т, а тогда H( x ( t ,  v) ,  и, t ( ^ ,  t>)) =  0, 0 ^  t T,  при всех и е
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е  V и условие sup Я не суживает исходное множество управ-
1 и | < 1

лений, подозрительных на оптимальность.
П р и м е р  7. Рассмотрим задачу быстрейшего перевода точ

ки х = ( х \ х 2) из состояния Хо ф  0 в начало координат (0 ,0 ) ,  
предполагая, что выполняются условия (49), (50).

Здесь /° == 1, ф  =  0 и поэтому Я  =  t o  +  ' t i* 2 +  1Ы — sin я 1—
— Рх2 +  w). Отсюда ясно, что сопряж енная система будет иметь 
вид (53), а условие max Я  выделит и —  s ign ta .  К раевая  за-

|U К1
дача принципа максимума в этом случае будет состоять из си
стемы (53), граничных условий х(0) =  Хо, х(7’) =  0, и еще усло
вия to  +  $ 2( Т ) и ( Т ) =  0, вытекающего из (44).

П р и м е р  8. Пусть требуется быстрейшим образом переве
сти точку х =  (х1, х2) из состояния Хо на множество Si  =  
=  ( i : e £ 2: g(x)  — \х \2= е2}, е =  const >  0, предполагая, что 
выполняются условия (49), (50).

Функция Я  и сопряженная система здесь имеют тот же вид, 
что и в примере 6. Из условия шах Я  следует и =  s ign  t 2- Из

I и | < 1

условий трансверсальности (27), (28), (43) имеем 

Ц(Т) =  2ах(Т),  | х(Т)?==е2, Н(х(Т) ,  и(Т),  t  (Т), to) =  0.(54)

Таким образом, краевая задача  принципа максимума в этом 
случае состоит из системы (53), граничных условий (54) и 
х(0)  =  Хо- Кстати, из (54) нетрудно исключить параметр  
a. I t (T ’) | == 2 1а 1 \ х(Т)  \ =  2 | а | е ,  откуда а =  ± \ ^ { Т )  | / ( 2 е ) .  
Эго значит, что первые два условия (54) можно зам енить  на 
условие t  (?’) =  ±  11  (Т) \ х(Т) /е .

Если в рассматриваемой задаче множество Si  зам енить на 
множество {х =  (х 1, х2) : g(x)  =  х 1 =  0}, то краевая зад ач а  прин
ципа максимума остается той же, за исключением первых двух 
условий (54), которые следует заменить условиями х 1(7’) =  0, 
t 2 ( H = 0 .

П р и м е р  9. Пусть требуется минимизировать функцию 
т

J (и) =   ̂ и2 (/) dt при условиях (49) и закрепленном правам  кон-
о

це х ( 7 ' ) =  0; Т >  0 — задано.
Здесь V =  Е \  Я  =  to « 2 +  t i * 2 +  ^ г ( —sin  х 1 +  рх2 +  м), со

пряженная система имеет вид (51). В случае t o  =  0 функция Я  
может достигать своей верхней грани на Е 1 лиш ь при t 2 =  0, 
Но если t 2 ( 0 sss 0, 0 ^  t ^  Т, то из второго уравнения (51) по
лучим t i ( 0 =  0. что противоречит условию (8). Таким  образом, 
можем считать t o  =  — 1. Тогда из условия m ax Я  получим

в еЕ 1
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w =  грг/2. К раевая  задача  принципа максимума будет иметь вид

5. В следующем п араграф е будет приведено доказательство 
принципа максимума для задачи оптимального управления, ког
да  начальный и конечный моменты времени и левый конец тр а 
ектории закреплены, а правый конец свободен. Доказательство 
принципа максимума — теорем 1, 2, 3 — в остальных случаях 
читатель может найти, например, в [1, 14, 46, 54, 70, 102, 103,

Здесь  мы хотим привести эвристические соображения, кото
рые помогают понять, откуда появляются сопряженная система, 
условие максимума, условия трансверсальности, фигурирующие 
в принципе максимума, и установить связь между принципом 
максимума Понтрягина и теоремой Куна — Таккера.

Будем рассматривать  задачу (16) — (19) при дополнительном 
предположении, что V == Ег, а множества Si, So имеют вид (20),
(22). Следуя известной процедуре исследования задач на услов
ный экстремум (для задач  минимизации функций конечного 
числа переменных эта процедура была изложена в § 2.2; для 
зад ач  вариационного исчисления — см. [80, 257]) ,  введем мно
жители Л агр ан ж а :  непрерывную, вектор-функцию гр(/) =  
=  (ipi ( t ) , . . . ,  гр„(/)) Для учета ограничений (17), постоянные 
( а ь . . . ,  a s/) = a  для учета ограничений (20), постоянные
(Ь\, ..., bSo) = b — для учета (22), постоянную гро — для функции 
(16), и составим функцию Л агран ж а

х ‘ =  х2, х2—  — sin я 1— Рлг2+ г р 2/2;

гр! =  гр2 cos х \  гр2 =  — гр, +  ргр2, 0 <  / <  Г;

х(0) =  хо, х(Т) =  0.

163].

<£(х(-),  «(■). ip(-)> Фо, а , &) =

т
+   ̂<гр (/), /  (х (I), и (/), о  — х  (/)> dt +

+  Е  ajg,  (х (Г)) +  Е  bjhj (х (t0)).



С помощью функции Г ам и льтона— Понтрягина (5) можно з а 
писать функцию Л агр ан ж а в следующем виде:

2  ( х (■), и(-) ,  t  (•), *фо, а; Ь) =  
т —

=  [Я (*(/), и (/), t, -ф (/), to) — <t(0> x(t ))]dt  +  
t

Sj SQ
+  г|з0Ф  {x (T )) +  Z  « /§ /  ( x  (т)) +  Z  b j h j  (x  (tQ)).  /-1 /= l

Все аргументы функции Л агр ан ж а  считаются независимыми пе
ременными. Дадим приращения (вариации) всем этим перемен
ным, кроме to , т. е. рассмотрим * ( /)  +  bx ( t ) , и ( 0 , +  6м( 0 ,  t  ( 0  +  
+ 6 t ( / ) ,  t0 ^ t < c : T ,  а +  6а, b +  6Ь\ здесь u ( t ) , 6 u ( t ) — кусочно 
непрерывны, a х ( t ) , 6х ( t ) , ^  ( t ) , 6у\т (t) — непрерывно дифференци
руемы на [/о, Т]. Тогда вариация функции Л агр ан ж а ,  представ
ляю щ ая собой главную линейную часть приращения этой функ
ции, имеет вид 

т
6 2  =  J [(Нх, 6х) +  (Я  и, б и) +  <Я„, 6t> -  <t, 6х) -  <i, 6 t) ]  dt  +

to
s ,

+  to  (Фх (X (T)), 6x (T)) +  E  a, (gjx (x (T)), 6x (T)) +
ST so so

+ Z 6a,g, (x (T)) + Z 6b,h, (x (t0)) + Z b, (h!x (л: (/0)), 6x (to))',

для краткости аргументы у функций под интегралом опущ ены .' 
И нтегрируя по частям, находим
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Тогда
Г

6 2 =  J [<Н х +  t ,  дх) +  (Ни, 6и) +  (Я ф -  л:, 6 t)J  dt  +
t o

__ SI SI
+  ( % ф х (x (T)) +  Z  a,glx (x (T)) -  t  (T), 6x (T)) +  Z  6a,g,  (x (T)) +  

/ - l / - x

+  ( Z bjhjx (x {to)) +  t  Uo), bx ( t o) )  +  z  6b,hj (x (to)).  
V-1 /  /—I
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Пользуясь независимостью вариаций б х ( - ) ,  б«(•)> б ф (- ) .  6а, 
бЬ, из условия стационарности Ь&  =  0 имеем

* =  / ( * , « , / ) ,  +  Н х (х, и, t, г|>, 1|з0) =  0;
Ни(х, и, t, ф, ф0) =  0;
*/ ____

яр (Г) =  г|э0Ф* (X (Т)) +  Z  a,g,x (х (Г)), g / (х (Г)) =  0, / = 1 , 5 / ' ,  
/«6»!

50 ___
Ф (*о> =  — Z  bth!x (х (t0)), h, (х (t0)) =  0, j  =  1, s 0.

Таким образом, получены почти все основные соотношения тео
ремы 2, кроме условий (8), (9). Вместо условия (9) мы получи
ли равенство //„  =  0, являющееся следствием (9) при V =  Ег. 
О том, как получить условие (9), а такж е все основные соотно
шения теоремы 3, пользуясь приемами классического вариацион
ного исчисления, читатель сможет прочесть в [66, 221]. Подчерк
нем, что приведенные здесь рассуждения, конечно, не могут счи
таться строгими и являются лишь полезными наводящими сооб
раж ениями при получении необходимых условий оптимальности.

В заключение заметим, что принцип максимума выше был 
сформулирован для задач оптимального управления, не содер
жащ их фазовые ограничения, и в предположении, что область 
управлений — множество V — не зависит от времени. Принцип 
максимума мож ет быть сформулирован и для задач  с фазовыми 
ограничениями и с переменной областью управления [54, 102, 
103, 227, 228]^ однако, надо отметить, получающаяся отсюда 
краевая  зад ач а  принципа максимума будет име1ь весьма слож 
ный вид. Д ругой подход к исследованию задач с фазовыми огра
ничениями и с переменной областью 'интегрирования будет из
ложен в главе 7.

У п р а ж н е н и я .  1. С помощью принципа максимума р е ш и т ь  задачу 
быстродействия при условиях х 1 =  х 2, х 2 —  и (t ), х  (0) е  S Q, х  (Т)  е  Sj ,  и (I) е  
6= V =  {и е  Е 1: | и | ^ 1 ) ,  где S 0 =  { ^ s £ 2: h (х)  == | х  |2 =  1} или S , , =  
=  {х е= Е 2: h (х)  =  | х 2 | ^  1}, или S o= { (0 , 0)}, или S 0 = 1 (1 . 0)1. 
а 5 / = { л : е £ 2, g  (*) =  х 1 =  0}, или S j — { x e E 2: g  (дс) =  | х  И=4> 
или S j  =  {х  е  Е 2: g  (х)  =  | х  |2 4}.

2. Применить принцип максимума к задаче: J (и) =  ^ | и (t )  |2 dt  -> inf;

x l —  х 2, х 2 =  и ' (t),  х 3 —  х \  х* —  и2 (t ) — g,  0 < ; f s ^ l ;  jc (0 ) =  (— 1 , 0 , 0 . 0 ). 
x  (T ) —  (0, 0, 0, 0). Здесь x =  ( x \  x 2, x 3, x*),  и =  (и1, и 2)', g  =  c o n s t ^  0.

3. Применить принцип максимума к задаче о мягкой посадке косми-. 
ческого корабля на Луну с минимальной затратой горючего [231, стр. 36, 
44, 54]: /  («) =  m  (Т)  -> sup ; h ( t )  =  v( t ) ,  v ( t )  =  — g  +  и ( t ) / m (t),  m ( t ) =  
=  -  ku  (0 .  и (t) e= V  =  {« s  E ‘: 0 <  и <  a}, 0 <  t <  Г; h (0) =  fi0 >  0, v ( 0 ) =o„,  
tn (0) =  m 0 >  0; h ( T )  =  Q, v ( T )  =  0; момент T  заранее не зад ан . Здесь 
m ( t )  — масса корабля, h (t) — высота, v ( t )  — вертикальная скорость корабля
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над Луной, u ( t ) — тяга двигателя, g  — гравитационное ускорение Луны, 
а  >  0 , k >  0 — постоянные (ср. пример 1 .2 ).

4. Рассмотреть задачи из примеров 6 —9 для малых колебаний м аят
ника, считая sin х 1 «  х 1, cos х 1 я: 1. Найти решения краевых задач принципа 
максимума.

5. Рассмотреть задачй из примеров 1, 2 при дополнительном ограниче
нии и ( / ) е У  =  ( в е £ | : | « | < 1 |.

6 . Применить принцип максимума к задаче: 1 (и) =  х 2 (Т) -> inf; х  =  и (t), 
и (t) е  V  =  {и е  Е 1: | « | ^ 1 } ,  O ^ f ^ T ;  х  (0) =  х 0; момент Т >  0 задан. 
Сколько решений имеет эта задача при *0 =*=0? х 0 = Т ?

7. П оказать, что в задаче /  (и) =  ^ (х 2 (t ) — и 2 (0 ) dt  inf; х  =  и (t),
0

и (t.) е  V =  {и е  Е 1: | и | <  1}, 0 ^ < ^ 1 ;  л: (0) =  0, оптимальное управление 
не существует, i n f / ( u )  =  — 1 (см. пример 7.4.2). Что дает здесь применение 
принципа максимума?

1
8. Найти минимум функции /  (u) =  ^ sin и ( t ) d t  при условии х  =  cos и (О,

о
u ( / ) e V  =  ( a e £ 1: | и | ^  п/2],  0 ^  t 1; х  (0) =  0, х  (1) =  1. П оказать, что 
и (t) =  0, O ^ ^ ^ l ,  — оптимальное управление, и убедиться в том, что 
в  принципе максимума здесь надо принять t o  =  0 .

т

9. Применить прннцип максимума к задаче: /  (и ) =  ^ | х (t) |2 dt  -> inf;
О

x  =  u( t ) ,  u ( t ) ( = V  =  {ие=Е' :  | u | < U .  0 <  t <  Г; * (0 ) =  1, л: (Г) =  0; мо
мент Т >  0 задан. Показать, что при Т >  1 оптимальное управление: 
и (t) =  —  1, 0 t <  1; и (t) =  0, 1 ^  Т, на участке 1 <1 / ^  Т является 
особым, т. е. его нельзя определить из принципа максимума.

I
10. Применить принцип максимума к задаче: /  (и) =  ^ и (t) cos ( пх  (t ) /2)X.

о
X  dt  -> inf; x  =  u( t ) ,  и (t) e  V =  [и e  E 1: | и | ^  1), 0 t <  1; x  (0) =  0.

T

11. П оказать, что задача: J ( и )  =  ^ и 2 (t) (и (t) — l) 2 d<- >i nf ;  x  =  u( t ) ,
о

u ( t ) c = V  =  { u e z E l : 0 < и < 1 ) ,  0 <  t <  T, x  (0) =  О, * ( Г ) = 1  при Г =  1 
имеет единственное решение, а при Т >  1 — бесконечно много решений. И з
менится ли этот вывод, если V =  Е [? Если х  (Т)  =  — 1?

12. С помощью принципа максимума исследовать задачу: /  (и )= | х 2 (1) |2->- 
->  inf; х 1 =  х 2, х 2 =  и (0 , и (t) е  V =  {u е  Е 1: | и \ <  l}, х  (0) =  (*q, *о).

13. Пусть задача оптимального управления автономна (см. § 1), ( «( • ) .  
*(■))  —  ее решение, а ф ( • ) ,  фо определены из принципа максимума (тео
ремы 1—3). П оказать, что тогда Н  (* (/), и (/), i|) (/), to )  =  const, t 0 ^  t ^  T 
[14, 70].

14. Сформулировать принцип максимума для задачи оптимального уп
равления с параметрами:

Г
I  (и (■), w ) — ^ f ° ( x  (О, и (t ), t, w)  d t  -»• inf; x  (t) =  /  (x  (t ), u (t), t, w),

to
t0 < t ^ T -  x ( t 0) e S 0 (t0), x W e z S ^ T y ,  u { t )  e  V, t0 ^ t ^ T - ,  w ^ W .
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где w —  ( w ' .........w ')  —  параметры (они не зависят от времени), W —  задан
ное множество из E s\ остальные обозначения см. выше. Рассмотреть случаи 
W =  E s и IV =  {w.  q i (w)  =  Q, / = 1 ,  к у  где q t (w)  —  заданные гладкие 
функции на Es, ( =  1, к. У к а з а н и е :  ввести новые переменные х п+1 по
средством условий *«+<( / )  =  0, <0 ^  i ^  Т, x n+t ( t0) =  wi,  i =  1, к ' в про. 
странстве (дг1 .........х п+к) воспользоваться теоремой 2  или 3, а затем исклю
чить переменные x n+l , i|)n+ t. < = 1 ,  к [14].

15. Сформулировать принцип максимума для изопериметрической задачи 
получающейся из задачи (16) —  (19) или (36) —  (39) добавлением условий 

Т

исключить переменные x n+i , \|зn+i , i =  1, k [14].

§ 3. Доказательство  принципа максимума для задачи 
оптимального управления со свободным правым концом

Рассмотрим задачу

где управление м =  и( - )  кусочно непрерывно на [/о, Л ;  м ( 0  =  
=  u( t  +  0), t0 ^  t <  Т, и(Т)  =  и(Т  — 0); моменты to, Т и точка 
х 0 заданы, V — заданное множество из Е г\ х  =  ( х \  . .  . , х п), f =» 
=  ( / ‘, . . . ,  fn), « = ( « ' ,  . . . ,  иг). Будем предполагать, что функ
ции f°(х, и, t), f (x,  и, t),  Ф(дс) имеют частные производные

по переменным (* ',  . . . ,  х п) и непрерывны вместе с этими про
изводными по совокупности своих аргументов при х  е  Е п, u g F ,  
t ^ [ t o , T \ .  При этих условиях сформулируем принцип максиму
ма для задачи (1) — (3).

Т е о р е м а  1. Пусть (u( t ) ,  x ( t ) ) ,  to ^  t ^  Т, — решение за
дачи (1) — (3). Тогда

| й ‘ (х | ( ) ,  и (О, t) d t  =  =  const, i = \ , k .

У к а з а н и е :  ввести новые переменные x n+i  посредством условий

Т

J (и) =   ̂ /° (ж (/), и it), t )dt  +  Ф(х(Т) ) -+  inf; (1)

х  (t) =  f i x  it), и it), t), t0 x  it0) =  x0, (2)(2)
(3)

sup H (x it), u, t, ip (0) =  H (x it), и {t), t, ф (/)), t o ^ t ^ T ,  (4)
n e l '

где '
H ix, u, t, ip) =  — f° ix, u, t) +  (ф, f  (x, u, /)), (5)



а функция  о|з (t) =  гр( t ,u) ,  to ^  t ^  Т, является решением сле
дующей сопряженной задачи :

ф (0  =  — Н х (х, и, t, ^ ( 0 ) L U(<) =

=  f l  (X (t),. и (t), t) -  ( fx (x (t), и (t), t ) f  Ф (0, /„ <  t <  T, (6)

Ъ(Т) =  - Ф х (х(Т)).  (7)

Эта теорема является частным случаем теоремы 2.2 и не
сколько уточняет ее — здесь if0 =  — 1, и поэтому условие (2.8) 
всегда выполнено, а условие трансверсальности (2.24) обретает 
вид (7).

Доказательство теоремы 1 мы проведем при дополнительном 
предположении, считая, что функции / ,  f x, f, f°x, Фл удовлетво
ряют условию Липшица по переменным (я, и),  т. е:

\ f ( x  +  Ax, u +  h, t) — f (x, и, t) К  L ( | Ax | + 1 h | ), (8)
>.\\fx (x +  Ax, u +  h, t ) - f ( x ,  и, / ) | | < I ( | A * |  +  |A |) ,  (9)

| • | / ° ( *  +  Д*. u +  h, t ) - f ° x (x, u, / ) | < L ( |  Ajc| +  |A | ) ,  (10)

[ \ Фх (х +  А х ) - Ф х ( х ) \ < Ь \ А х \  (11)

при всех (x , и, t),  (х +  Ах, u +  h, t) е  Е п X  V X  Uo, Л  ; констан
ты Липшица для всех функций обозначены одной буквой L,  так  
как  конкретные величины этих констант ниже не понадобятся. 
К ак следует из теоремы 1.1, при выполнении условия (8) з ад ач а  
Коши (2) имеет решение х ( - , и ) ,  определенное на всем отрезке 
[t0, Л  для всех кусочно непрерывных управлений, удовлетво- 

J  ряющих условию (3).
Управлению и =  « ( • ) ,  u(t)  е  V, to t ^  Г, дадим кусочно 

! непрерывное приращение h(t) ,  t o ^ t ^ T ,  такое, что u +  h =
I =  u(t) +  h ( t ) ^  V, to ^  t sg; Т. Тогда траектория x ( t ) = x ( t , u ) ,  
! о̂ ^  t ^  Т, получит приращение
! Ах (t) =  х  (t, и +  h) — х (t, и), t o ^ t ^ . T . ~

Из условий (2) следует, что приращение Ax(t)  удовлетво
ряет условиям

Ах (t) =  f ( x  (t) +  Ax(t), u{t) +  h(t), t) — f  (x (/), и (t), t), (12)
Г;

Ax (t0) =  0.
Покажем, что

т
I Ax( t ) \  =  \x(t ,  u +  h ) - x ( t ,  u ) I ^ C , $ l h ( t ) l d t ,  (13)

где Ci =  Le1^ - ^  =  const.
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Д л я  этого нам понадобится одно утверждение, которое часто 
приводится в курсах лекций по обыкновенным дифференциаль
ным уравнениям и в литературе известно как  неравенство Гра- 
нуолла.

Л е м м а  1. Пусть функция  cp(0> b(t) неотрицательны и не
прерывны на отрезке t0 ^  t ^  Т, а —  const. Пусть ,

t
ф ( 0 < й  ^ ф ( т ) ^ т  +  6 (0 ,  (14)

ta
Тогда

t

0 < ф ( / ) < а $ & ( т ) е а(г_т)^т  +  &(0, (15)
*0

В частности, если b( t )=^b =  const ^  0, то

0 < ф  ( 0 < 6 e “ “ - 4  t0< t < T .  (16)
Если же

т
ф (t) ^  а  ̂ ф (х) dx +  b (t), t a ^ t ^ T ,  

t
то

т
0 < ф ( / ) < a jj b (т) dx +  b (t), t0< t ^ T ,

t

а при b(t) =  b =  const ^  0 будем иметь

0 < ф ( / ) < bea t0< / < T.

t
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим R(t) =  a  ̂ф (т)йт. Заметим,

что R ( t 0) = 0 ,  R( t )  ^ 0 ,  /? ( / )■ =  аф(/)» *o t ^  Т. С учетом 
(14) имеем R( t )  ^  aR( t )  +  ab(t) ,  т. e. R( t )  — aR(t)  ^  ab( t ) , ’ 
to ^  t ^  Т. У множ ая обе части последнего неравенства на 
e -a(t-U)} получим

(R (t) е~а <г" « )  <  ab (/) to <  / <  Т.

И нтегрирование этого неравенства от to до t с учетом R(to) =  0 
приводит к оценке

t
R( t ) e ~a<‘t~tl,'>^a   ̂ Ь(х)е~а %̂~1) dx, 

и
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т. е.
t

Я ( / ) < а  \j b{x)ea^ ~ ^ d x ,  t ^ t < T .  
и

Подставив эту оценку в правую часть (14), сразу получим тре
буемое неравенство (15). Если b ( t ) = b  =  const, то непосредст
венно вычисляя интеграл в правой части (15), придем к оцен
ке (16).

Второе утверждение леммы доказывается аналогично с по-
т

мощью вспомогательной функции R(t) =  a^ q>(x)dx, t0^ . t ^ . T .
t

Лемма 1 доказана.
Из соотношений (12) для Ax( t )  с учетом условия (8) имеем

|Д * (/)!==
I

\  [f(x{x) +  bx(x),  u(x) +  h(x), x) — f(x(x),  и{т), x)]dx

t т
L  ̂ | Дх (т) | dx  +  L  ̂ | h  (т) | dx.

to to

Отсюда, приняв в (14) cp(<) =  | &x(t)  | ,  a =  L, b ( T ) =
т

=  L  ̂ I h (т) I dx  =  const, из леммы 1 получим оценку (13). 
t*

Докажем, что приращение A J =  J ( и h ) — J (и) функции
(1) представимо в виде 

т
Д J =  — ^ [ H ( x  (t), u(t) +  h (0, t, op (/)) —

— H (x (t), и (t), t, ip (/))] dt  +  R,  (17)

где остаточный член R удовлетворяет неравенству

Itf l < C 2^ $ |A ( / ) | d / ^  , C2 =  c o n s t > 0 .  (18)

Так как Ф{х  +  Дх) — Ф(х) =  <Ф*(х +  0Дх), Дх), 0 ^  0 ^  1, то 
из (1) получаем 

т
ы  =  S [f° (X (0 +  Дх (t), u(t) +  h (0, t) -  f° (х (t), и (t), 0] dt  +

+  < ф , ( * ( т  Дх(Г)) +  Ru  (19)

'/215*



где
/?, =  (Фх (х (Т) +  0 Д* (Т)) -  Фх (х (Т)), Ах (Т)).

И з (11), (13) следует оценка

| Я , | < 1 |  Д *(Г ) |2 < / , С ? |  \ \ h ( t ) \ d t  \ . (20)
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О-
П реобразуем  второе слагаемое в (19). С учетом соотношений 
(6), (7), (12) имеем

{Фх {х{Т)), Ах (Т)) =  — (if (Т), Ах Т)) =
т т

=  — 5 - j f  <Ф (0. к х  (/)) dt =  —  ̂ Кф (/), Ах  (/)) +  (ф (t), Ах (/))] dt =  
и и
т

=  — 5 (Ф (0> f  (х  (0 +  Ах {(), и (t) +  h{t), t) f  (х (t), и (t), 0) dt  +  
и

т
+  ^ ( H x (x(t), и (t), t, ф(/)), Ax(t))dt.

to

По'дставим полученное выражение в (19), откуда с помощью 
функции (5) будем иметь

т
Д / =  —  ̂ [Н (х (0 +  Ах (t), u(t) +  h (/), t, ф (0) —

*0
— Н (х (t), и (/), t, Ф (/))] dt  +  

т
+  $ < Я , (*(/), U{t),t ,  Ч»(0), Ax{t))dt  +  R u (21)

*0

И з формулы конечных приращений следует

Н ( х - \ - А х ,  u- \ -h,  t, ty) =  H( x ,  u- \ -h,  t, ф) +
-f- {Hx (x +  0 Ax,  н +  h, i, ф), Ax), 0 ^  0 ^  1.

Отсю да и из (21) получим формулу (17), где R  =  Ri  +  R 2, 
т

R 2 =  — \  Шх (х +  0 Алг, и +  h, t, ф) — Н х (х, и, t, ip), Ах) dt.
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Т ак  как  Нх (х, и, /, t ) = — (лт, и, / )+ (М * >  “ > 0 ) Г Ф. то с учетом
условий (9), (10) для /?2 имеем оценку

г
|Я 2 | < £ ( 1 +  шах \ * ( t , u ) \ ) \ ( \ b x ( t ) \ + \ h ( t ) \ ) \ A x ( t ) \ d t .

Так как R =  R i -{-R 2, то из (20), (22) получаем требуемую 
оценку (18).

Завершим доказательство теоремы 1. Пусть « =  « ( • )  — опти
мальное управление задачи (1) — (3). Тогда

для  всех кусочно непрерывных h =  h{ - ) ,  для  которых u(t)  +  
+  Л(/)е= V, to ^  t ^  Т. Возьмем произвольную точку н е  Г, про- 
извольные моменты времени t, / +  е е  [/0, Г], е >  0, и рассмот
рим приращение h( - )  специального вида:

Приращ ения вида (23) принято называть игольчатыми в ар и а
циями управления. Этим названием подчеркивается тот факт, 
что при малых е >  0 приращение h(x)  будет отлично от нуля 
лишь на отрезке малой длины. Нетрудно видеть, что приращ е
ние (23) кусочно непрерывно и u { t ) - \ - h ( t ) ^  V при всех / е  
^  Uo, 7].  Д ля  приращения (23) из (17), (18) имеем

А/ =  — g ( x ) d x + R > 0 ,  | / ? | < е С 2 \ h { x ) ?dx \  (24)

а оценка для R  получена из оценки (18) применением неравен
ства Коши — Буняковского. Так как  функция и( - )  кусочно не
прерывна, u(t) =  u(t  +  0),  а х(х) ,  гИт), Н(х,  и, х, яр)— непре
рывные функции своих аргументов, то, взяв е >  0 достаточно 
малым, можем считать, что функция g ( t )  непрерывна на отрез-

и
Отсюда и из оценки (13) следует

| /? 2 | < L ( 1  +  m ax

(23)

t
здесь
g  (т) =  Н (х (т), V,  х, гр (т)) — Н ( х  (т), и (х), х, гр (т)), / <  т <  t +  е,

ке [/, t +  е ] . Тогда по теореме о среднем  ̂ g  (т) dx =  eg (t +  0е),
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О < 0 <  1. Поэтому из (24) будем иметь
t+e

О ^  А/ =  — eg  (/ +  0е) +  R ^  — eg (t +  0е) +  sC2  ̂ | Л (тг) |2 dr.
t

Д алее  поделив на е >  0 и устремив е ->  + 0 ,  отсюда получим 
lim g( t  +  0е) =  g  (/) ^  0, т. е.

Н (х (/), v, t, Цз ( / ) ) <  Я  {х (/), и (t), t, г|)(/)).
В силу произвольности t i e F  отсюда имеем условие максимума
(4) для всех t, U ^ t < T .  Д л я  доказательства (4) при t —  7 
нужно взять приращение

( v — и (т), Т — е ^  т  ^  Т,
A(T) =  l 0 ,  т е [ / 0, Т ] \ [ Т - г ,  Т],

и провести аналогичные рассуждения. Теорема 1 доказана .
З а м е ч а н и е  1. Д о  сих пор значения кусочно непрерыв

ного управления в точках разры ва мы определяли условием 
u ( t ) = u ( t - \ -  0) при t0 ^  t <  Т и и ( Т ) — и ( Т — 0). Поэтому,” 
если ввести функцию

Я  (/) =  sup Я  {х (t), и, t, t|> (t)), t0^ t ^ T ,
u<= У

то условие максимума (4) можно записать в виде

H(t )  =  H (х (/), и (t +  0), t, -ф (/)), to <  t <  Г;
Н(Т)  =  Н(х(Т) ,  и (Т  — 0), Т, -ф(Г)).

С другой стороны, если бы мы приняли u(t) — u( t  — 0) при to <Z 
С  t ^  Т и и (t0) =  и (t0 +  0), то рассуждая так же, как  при до
казательстве теоремы 1, получили бы

H(t )  =  H (х (t), и (t -  0), t, i|> (0), t0 < t < T \
Я  (t0) =  H ( x  (t0), и (t0 +  0); t0, -ф (/0))-

Отсюда следует, что функция Н (t) непрерывна на отрезке [<о, Т) 
и условие максимума (4) остается справедливым для всех t е  
е  [г0, 7’] при любом из двух указанных выше способах доопре
деления и( - )  в точках разрыва.

О казы вается , указанное свойство непрерывности функции 
H(t )  имеет место и для более общих, чем (1) — (3), задач  опти
мального управления. В самом деле, пусть (u(t ) ,  x ( t ) ) ,  t0 t ^  
^  T,— оптимальные управления и траектория в задаче (2.36) — 
(2.39), а а|)0, г|)(0, ^  t ^  Т, определены из теоремы 2.3. По
ложим

Я  (/) =  sup Я  (х (t), и, t, ф (t), to), <  t Т. (25)
,  aeV

Поскольку функции x( t ) ,  ф ( 0 ,  H ( x , u , t , \ р, -фо) непрерывны по 
совокупности своих аргументов, a u('t) — кусочно непрерывна
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на отрезке [<о, Т],  то из условия максимума (2.9)
Я  (() =  Я  (х (/), и (t), t, яр (t), яр0)

следует непрерывность H(t )  во всех точках t, в которых непре
рывно управление «( • ) .  Остается рассмотреть точки разры ва 
управления и(  •).  Пусть х — одна из таких точек и пусть

Я  (т) =  Я  (х (т), V, х, яр (т), яро), f s F ,
здесь v — та точка, в которой достигается верхняя грань из (25) 
при t =  х, и ясно, что пока v никак не связано со значениями 
и(т  +  0) или и( х — 0). Из определения (25) функции H ( t )  сл е
дует, что Я ( т) ̂  Н( х ( х ) ,  u( t ) ,  х, яр(т), яро), H( t )  ̂  H ( x ( t ) ,  v,  t y 
яр(/),яр0). Поэтому Я (х, (t ),v, г,яр(/),яр0) — H{ x { x ) , v , x ,  яр(т), я р о Х
< H( t )  —  Я ( т ) <  Я (x{t ) ,  u( t ) ,  t, яр(/), яро) — Н( х ( х ) ,  u ( t ) ,  х, 
-ф(т), яро) во всех точках t, в которых ы( - )  непрерывно. Отсюда, 
переходя к пределу при /-> -т  +  0 и t-*~ х — 0, получим Я (  т) =  
=  Я (т  +  0) =  Н( х ( х ) ,  и(т +  0), х, я|)(т), я (5 о )= Я (т  — 0) => 
=  Н( х ( х ) ,  и (т — 0), т, яр (т ) , яро). Непрерывность функции Н (t) 
на отрезке [<о, Т) доказана. Кроме того выяснено, что для  сп р а 
ведливости условия максимума (2.9) оптимальное управление 
в точках своего разрыва может быть доопределено предельным 
значением либо справа, либо слева.

З а м е ч а н и е  2. Оценка (18) остаточного члена в ф ормуле 
приращения (17) имеет второй порядок малости относительно 
\\h\\Li — это было получено с помощью условий (8) — (11). О д н а
ко, как было замечено выше, теорема 1 верна и в том случае, 
если вместо условий (8) — (11) потребовать лишь непрерывность 
функций /, f x, f°, f°x, Ф, Фх по совокупности своих аргументов. 
В самом деле, при доказательстве теоремы мы пользовались 
лишь игольчатыми вариациями (23). А для таких вариаций
оценка шах | Ал:(/) | =  О(е), аналогичная оценке (13), являет- 

<0
ся следствием теоремы о непрерывной зависимости решения з а 
дачи (2) от начального условия и правой части [54, 70, 74, 193].

Остается заметить, что тогда в формуле (17) вместо оценки 
(18) будет R  == о (е ) ,  и провести рассуждения, аналогичные р ас
суждениям из приведенного выше доказательства теоремы 1.

§ 4. О методах решения краевой задачи принципа максимума

Выше было показано, что задача  оптимального управления 
(см. задачи (2.1) — (2.4), (2.16) — (2.19), (2.36) — (2.39)) с по
мощью принципа максимума может быть сведена к краевой з а 
даче, состоящей из системы 2п дифференциальных уравнений
x — f{x, и(х, / ,  яр, яр0), /) , яр =  Нх (х, и (х, t, яр, яро), t, яр, яро), (1)



относительно переменных (лт, ■ф)==(л:1, хп, t i ,  t « ) ,  гр а 
ничных условий, которые в общем случае могут быть записаны 
в виде

P i  {to, * (t0), t  (to),  to .  blt . . . ,  b j  =  0, / =  1, n  +  s0 +  2 (2)

(см. условия (2.14) при t  =  t 0, (2.30) — (2.35), (2.45) — (2.47) 
на левом конце траектории),

Qi(T,  х(Т), t ( f ) ,  to .  ai ..........a S/) =  0, * = 1 .  n + S / + l  (3)

(см. условия (2.24) — (2.29), (2.42) — (2.44) на правом конце 
траектории), и условия максимума (2.9)

sup Я  (х, и, t ,  t ,  to) —  Н(х,  и (х, t ,  t .  to), t ,  t ,  to), (4)

из которого определяются функции и =  и(х, f, t ,  to ) ,  используе
мые в (1).

1. Д л я  численного решения такой краевой задачи могут быть 
использованы известные методы, такие, как  метод стрельбы, ме
тод  прогонки, различные итерационные методы [2, 40, 129, 211].

Кратко остановимся на методе стрельбы, с помощью которо
го краевая задача  ( 1 ) — (3) сводится к задаче Коши и задаче 
минимизации функции конечного числа переменных. Допустим, 
что из соотношений

Pi ( t o ,  х, t ,  to ,  bi, . . . ,  6i„) =  0, i =  l, rc +  So +  2,

нам удалось выразить параметры to, to, b\, . . .  ,b»c и какие-то n 
координат вектора (x, t )  через остальные координаты этого 
вектора. Пусть для определенности

to =  t0(x), t  =  ® W . to  =  t o M ,  =  / == 1, So- (5)

З ад ад и м  каким-либо образом х0 =  X, где А = ( ^ ь  . . . ,  Яп) — п а
раметры стрельбы. Тогда из (5) при х =  Х однозначно опреде
ляю тся  to = io .(^ ) ,* * t  =  “ (М. to  =  t o W ,  bj =  bj ( \ ) ,  / =  1, s0. 
С делаем  пробный «выстрел» с некоторым параметром X. А имен
но, реш ая задачу  Коши для системы (1) с to  =  to (M  и с н а 
ч ал ьн ы м  условием х (to) =  X, t U o ) = f t ) (^) ,  найдем ее решение 
x ( t , X ) ,  t ( t ,X),  t ^  t0. В силу выбора величин М М ,  t o ( ^ ) ,
bj(X) это решение удовлетворяет левым граничным условиям
(2) при любых Я,. Подставим в (3) to  =  t o ( ^ ) ,  х(Т,Х) ,  ilp(T,X) 
при некотором Т и какие-либо значения параметров а ь . . . ,  aS[. 
В случае удачного «выстрела», т. е. удачного выбора параметров 
Я, Т, аи ..., aS/, мы получим

Qi (Т, х(Т, X), 1p(T, X), to(^)> «!,•••> aSy) =  0, t = l ,  r t 4 - S ; + l .  (6)
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Иначе говоря, для га- f - s / + 1 параметров X, Т, а ь . . . ,  а.,у имеем 
систему (6) из п -+- s/ +  1 уравнений. Д л я  решения системы (6) 
могут быть использованы известные методы [2, 39, 129]. В част
ности, систему (6) можно записать  в виде задачи  минимизации 
<р (Т, Я, а) =

n + S j + l

=  £  Q](T> х(т,  к), Ъ(Т,  я), г])0(Я), аи a s/) - * i n f ,  (7)

которая мож ет решаться, например, одним из методов, описан
ных выше, в гл. 5. Подчеркнем, что вычисление значения функ
ции (7) в некоторой точке (Г, Я, а ) ,  вообще говоря, весьма тру
доемко — для этого нужно решить задачу Коши для  системы (1). 
При численном решении задачи Коши можно пользоваться ме
тодами Эйлера, Адамса, Рунге — Кутта и др. [2, 40, 129, 211]. 
Метод стрельбы описан.

Следует заметить, что краевая  задача принципа максимума 
(1) — (4) имеет ряд специфических особенностей, затрудняю щих 
применение упомянутых стандартных методов решения краевых 
задач. Д ело  в том, что функция и =  и{х, t, -ф, гр0) , определяемая 
из условия (4), вообще говоря, нелинейно зависит от своих 
аргументов, и поэтому дифференциальные уравнения (1), как  
правило, нелинейны д аж е в .том случае, когда исходная система 
x =  f(x,  и, t) была линейна относительно (х, и).  Кроме того, 
функция и =  и(х,  i, \|?, ф0) , вообще говоря, не всюду дифф еренци
руема и д а ж е  может быть разрывной (например, возможна 
функция вида w =  sign ф; см. примеры 2.4— 2.8), что влечет за 
собой плохие аналитические свойства правых частей системы 
(1). К раевая  задача (1) — (4) существенно ослож няется в тех 
случаях, когда из условия (4) функция ы =  ы(лг, -ф, ф0) опреде
ляется неоднозначно. Указанные обстоятельства весьма затр у д 
няют исследование вопросов существования, единственности, 
устойчивости решения краевой задачи  принципа максимума, схо
димости методов ее решения. При численном решении п риклад
ных задач  оптимального управления трудности, связанны е с пло
хой сходимостью методов, с их неустойчивостью, обычно пре
одолеваются на основе учета специфики конкретно решаемой 
задачи, ее физического смысла и т .п .  [12, 49, 171, 183, 244]. 
Некоторые приемы преодоления возможной неустойчивости в 
краевых зад ач ах  принципа максимума описаны, например,'В [12, 
56, 171].

2. Остановимся на одном специальном итерационном методе 
[244] решения краевой задачи принципа максимума, соответст

вующей задаче  оптимального управления со свободным правым 
концом, которая была рассмотрена в ^  3. В этом случае, как  это 
следует из теоремы 3.1, кр аевая  задача принципа максимума
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имеет вид
х =  / (х ,  и, 0» x( t0) =  x 0, (8)

■ф =  — н х (х, и, /, ф), t0 < / <  Т; ф (Г) = — Ф* {х (Г)), (9) 
где и =  и(х,  t,  ф) определяется из условия

sup Н (х, и, t, ty) =  H( x ,  и(х,  t , о|э), t, ф). (10)
ue= V

Пусть Uo —  Uo(t), to ^  t ^  Т, — начальное приближение, 
« о (О е  ^  t ^  Г. Допустим,, что уже найдено k-e прибли
жение «* =  «/*(•), uk( t ) ^ V ,  t o ^ t ^ T .  Тогда, реш ая задачу 
Коши (8) при и =  ик(-) ,  находим х к(-) =  х ( - ,  ик). Затем, при
няв в (9) и = и к(-),  х  =  х к(-) ,  из (9) определяем фА(-) =  
=  ф (•, Uk) . Наконец, из условия

sup  Я  (xk (/), и, /, (0) =  Я  (хк (/), uk+1 (/), /, ф* (/)), (11)

получаем следующее приближение «*+1 =  Мн-i (•)  и т .д .  Метод 
описан. Н а одном шаге этого метода нужно решить две задачи 
Коши — задачи (8) и (9) — и конечномерную задачу максими
зации (11) при каждом i е  [/о, Т]. Будем предполагать, что все 
получаемые этим методом функции ик(-)  кусочно непрерывны 
на отрезке [/о, Т] .

М ож ет случиться, что при некотором k имеет место равен
ство ик (/) =  uk+i ( t ) , to ^  t  ^  Т. Согласно (11) это будет озна
чать, что управление ик(-)  удовлетворяет принципу максимума 
(теорема 3.1) и, следовательно, является подозрительным на 
оптимальность. В этом случае итерационный процесс прекра
щается, а управление ик ( •) при необходимости подвергается 
дальнейш ему исследованию для выяснения того, будет ли. оно 
на самом деле оптимальным.

Рассмотрим  случай, когда ик+\ (т) ф  ик (т) при некотором т е  
е  [/о, Т\ и, кроме того,
Я  (xk (т), Mft+i (т), т, фДт)) — Я  (** (т), ик (т), т, г|з* (т)) >  2а >  0. (12)
М ож но ли ожидать, что тогда / (ик+\) <  / (w*)? Д л я  ответа на 
этот вопрос обратимся к формуле приращения (3.17) с оценкой 
остаточного члена (3.18). Из этой формулы при и =  ик, h —
—  Uk+i — ик имеем

J (ttk+1) J (Mk)
T

*=— \ [ H  (x k (/), Mft+i (t),  t ,  ф* { t ) )— H  (xk (/), uk {t),  t ,  (/))] d t + R ,
t  „ _ (13)
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Т ак  как  функции x k {t), -ф*(/) ,  H ( x , u , t , \ |;) непрерывны по сово
купности своих аргументов, a U k ( t ) ,  U k + i { t )  кусочно непрерывны 
на [/о, Т], то из (12) следует существование отрезка [т, т -j* 8| — 
s f f o ,  Т],  е > 0  (или отрезка [т — е, т] при т =  Т),  такого, <1то

g { t ) * = H ( x k (/), uk+ , (/), t, i|5* (/))—Я  (x k (t), uk (t), t, (/)) >  a  >  0 ( 14)

при всех t, x t ^  т +  e. И з (11) и (14) заклю чаем, что первое 
слагаемое из формулы (13) для /(ы/м-i)— /(и * )  отрицательно. 
Это значит, что если остаточный член R  в (13) достаточно мал, 
то J (ик+1) <  J(uk),  т. е. управление ик+\ «лучше» управления «*. 
Однако может случиться, что J(uk+\) >  / ( « * ) .  Что тогда д е 
лать? В этом случае вместо управления m*+i ( - )  можно указать  
другое «лучшее» управление w*+i(*),-для которого J(vk+1) <
<  J(tik).  А именно, возьмем игольчатую вариацию

и /Л /  Uk + l{
м ') =  ( о ,  t

{t) — uk {t), т < / < т  +  е, 
[to, т + е ] ,

и положим Vk+i ( t )=Uk( t )+ hk(t ) ,  tQ̂  t ^  Т. Из формул (3.17),. 
(3.18) при и =  Uk, h =  hk имеем

т+е

<

I  (w*+i) — J («*) =  —  ̂ g{ t )dt  +  R,
X

G -e \  2 т+е

| А ( 0 | Л ]  < e C 2 J \ h ( t ) f d t .
* X

Отсюда и из (14) следует /(o A+|) — / ( « ft) < e ^  — a  +  C2  ̂ J /г (/) |2 rf/J

<  0, если е >  0 взять достаточно малым. Таким образом, при 
выполнении условия (12) всегда можно подобрать управление 
u*+i(-) такое, что /(w*+i) <  /  (и*).

Описанный итерационный метод может быть применен для 
решения более сложных зад ач  оптимального управления, когда 
имеющиеся ограничения на управление и фазовые координаты 
удается учесть с помощью штрафных функций и свести задачу 
к задаче вида (3.1) — (3.3). Например, если функцию (3.1) н у ж 
но минимизировать при условиях (3.2), (3.3) и закрепленном п р а 
вом конце х(Т)  =  х i или фазовом ограничении вида x l (t) =sS 1,
to ^  t ^  Т, и т. п., то можно ввести штрафную функцию Р к (и)=-

т
=  А к \ х ( Т ) — Х/\2 или Рk (и) == Ak  ̂ (шах {ли* (/) — 1; О})2 dt  и пе-

о
реити к рассмотрению последовательности зад ач  минимизации
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функции Фн{и)  =  J (и) +  A kP k (u) при условиях (3.2), (3.3), 
lim Лй =  + о о .  Более подробно об описанном итерационном

k - >  DO

методе, о приемах ускорения его сходимости, о его возможностях, 
см. в [244].

§ 5. Связь между принципом максимума 
и классическим вариационным исчислением

Основной задачей  классического вариационного исчисления, 
как известно [80, 136] является следующая задача: среди всех 
непрерывных кривых x =  x( t ) ,  t o ^ t ^ T ,  имеющих кусочно 
непрерывные производные x( t )  и удовлетворяющих условиям 
x(to) е  So, х(Т)  е  Si,  найти такую, которая доставляет функции 
(функционалу)

г
(/), х  (t), t) dt

tti

минимальное значение. Здесь x( t )  =  (xl (t), . . . ,  x n( t ) ) ,  So и Si  — 
заданные множества в Е п. Будем предполагать, что функция 
f ° (x , u , t )  непрерывна и имеет непрерывные производные
/ “> f°ut> fix' flu ПРИ (х, и, t) е=Еп Х Е п Х  [to,+ ° ° ) .  Д алее ,  в 
этом параграф е для  простоты мы ограничимся рассмотрением 
случая закрепленного левого конца: x ( t 0) =  x0, to — задано, 
а правый конец х(Т)  либо закреплен: x(T)  =  xi, Т — задано, ли
бо свободный: Si  =  Е п, Т — задано, либо является подвижным 
и лежит на заданной гладкой кривой

S ] =  S ] (T) =  {x<=En: g ( x ,  Т) =  х  — ф (Г) =  0},

r s R  =  {— оо <  / <  +  оо}.

Обозначим x ( t ) = u ( t )  и запишем рассматриваемую задачу 
в эквивалентном виде как  зад ач у  оптимального управления:

т
J (и) =   ̂ /° (х ((), и (/), t) dt  ->  inf;

0̂
x(t) =  и (I), t o ^ t ^ T ;  

x  (to) =  x0, x(T)  e  Sj(T).

Д л я  исследования этой задачи воспользуемся принципом макси
мума Понтрягина. Согласно теореме 2.3 и замечанию 1 к ней 
мы долж ны  выписать функцию Гамильтона — Понтрягина

Н( х ,  и, t, о|>, t o ) = = t o f°(x, и, 0  +  “> (1)
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и сопряженную систему

ф =  — н х — — ф0/° (х, и, t), ф0 =  const <  0. (2)

Д л я  решения (u( t ), * ( 0 ) .  h  ^  t ^  Т, рассматриваемой задачи 
должно выполняться необходимое условие

Я  (х (t), и (/), t, ф (/), ф0) =  sup Я  (х (t), и, t, ф (0, Фо), (3)
h g E"

*о <  * <  7\
где ф ( 0  — решение системы (2) при u =  u(t ) ,  x  =  x ( t , u ) ,  to ^  
^  t ^  Т. Т ак  как  в данном случае множество V совпадает со 
всем пространством Еп, то условие (3) мож ет соблю даться лишь 
в стационарной точке, т. е.

н и “  %fu (X (0, и (/), /) +  Ф (/) =  0, to <  / <  Т.  (4)

Отсюда ясно, что ф0 ф  0, так как  при ф0 =  0 из (4) получим 
ф ( / ) = 0 ,  что противоречит условию (2.8), Следовательно, можно 
считать, что фо =  — 1. Тогда соотношения (1) — (4) перепишутся 
соответственно в виде

Я  (лг, и, t, ф) =  — /° (х, и, t) +  <ф, и), (5)

■ф (0 =  f°x (х  (t), и (t), t), t0 <  t <  T, (6)

Я (x(t), и (/), t, ф (/)) =  sup Я (x(t), u, t, ф (/)), t0< , t < T ,  (7)
u s  E n

+  (0  “  f°„(X(t), U it), t), t0 < t K T y  (8)
t

И з уравнения (6) имеем: ф (t) =  ^ f® (* (/), и (t), t) dt  +  Ф (t0).
to

С учетом (8) отсюда получаем 
t

f°u {х (t), и (0, * ) = § / “ (* (*), И W , т) dx  +  ф (/„). <  t  <  Т. (9)
и

Уравнение (9) называется уравнением Эйлера в интеграль
ной форме; здесь u(t) — x{t) ,  t0 ^  t ^  Т. Если (9) продиф ф е
ренцировать по t, то получим уравнение Эйлера классического 
вариационного исчисления в дифференциальной форме

( f°u (х (t), и (/), 0 )  — f°x (х  (t), и (t), /) =  0, и (t) =  х  (t), t0 <  t <  T.

Д алее ,  необходимым условием достижения функцией H ( x ( t ) ,  и,
i, ф (/) )  максимума при u =  u( t )  является  неположительность



следующей квадратичной формы:
П

£  н и‘и1 (х  (0. И (0. t, я|> (/)) <  ОЦ = 1 “ '
при любых

1 =  ( 1 ь |2 ..........?п), t o < t ^ T .
Отсюда, учитывая выражение (5) для Я, имеем

Д  f°uiui (х (0, и (/), о  1,1, > 0 ,  I  s  f0 <  f <  Г. (10)

Условие (10) назы вается необходимым условием Л еж андра. 
В частности, при п =  1 отсюда имеем:

/ “„ (* ( ') ,  и ( / ) , / ) > 0 ,

Теперь выведем необходимое условие Вейерштрасса. Д ля  этого 
перепишем условие (7) с учетом (5), (8) в следующем виде:

0 <  Я  (х (t), и ((), t, г|) (0) — Я  (х (t), v, t, if (/)) =
=  /° (*(/), v, t) — f°(x(t) ,  u(t), t) — (v — u{t), f°u (x(t), и {t), t)). (11)

Это неравенство справедливо при любых v е  Е п, t е  [t0, Т] , если 
(u ( t ), x ( t ) ) ,  — решение исходной задачи. Введем
в рассмотрение функцию

E(t ,  х, и, и) =  /°(х, v, t) — f°(x, и, t) — (v — u, f°u {x, и, 0),  (12)

называемую  функцией Вейерштрасса. Известное в классическом 
вариационном исчислении необходимое условие Вейерштрасса

Е  (t , х  (0, и (t), о ) > 0 ,  /о <  t <  Г, v е

является  следствием неравенства (11). Д алее, из принципа м ак
симума (см. теоремы 2.1— 2.3 и замечание 1 к теореме 3.1) сле
дует непрерывность функций ф (/) и H ( t ) —  sup Я  {x{t), u , t , ^ ( t ) )

ие=Еп
на отрезке [/о, Л  - Поэтому с учетом соотношений (5), (7), (8) 
имеем

[/°  (х (/), и (/), =  0, ^13)

[<« (О, f°u (х (t), и (t), /)) — f° (х (/), и (о, о ] , = о .

здесь принято обозначение: [ г ( / ) ] ( =  z ( t  +  0 ) — z ( t  — 0). По
скольку равенства (13) выполнены при всех t , t o ^ t ^ T ,  то они 
сохраняю т силу, в частности, и в те моменты t , когда функция 
x ( t )  мож ет иметь излом, т. е. производная x( t )  терпит разрыв. 
Таким образом, если учесть связь u ( t ) =  x ( t ) ,  условия (13) пре
вращ аю тся  в известные из классического вариационного исчис
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ления условия Эрдмана — Вейерштрасса в точках излома кри
вой x( t ) ,  t0 ^  t г?; Т.

Перейдем к рассмотрению условий на правом конце опти
мальной кривой x( t ) ,  to t ^  Т. Если конец x (T)  свободен, то 
в силу условия (2.24) г|з(7’) =  0. Отсюда с учетом выраж ения (8) 
имеем

f°u (x(T), и(Т), Г) =  0. (14)

Если правый конец х(Т) подвижен, точнее, х(Т)  ^ S i ( T )  =  
=  { х ё £ л: g j ( x , T ) = x i  — ф Д Г )е= 0 ,  / =  1,п}, то согласно усло
виям (2.27), (2.43) существуют постоянные ai, а2.......... а„ такие,
что

П
Ф; (Т) =  £  a,gfX {х (Т), Т) =  а{,

Н(х(Т),  и (Г), Т, *(T)) =  - t a t g t t ( x ( T ) ,  Т) =

=  t  а/Ф/ (Т) =  £  Ф/ (Т) ф/ (Т) =  <г|> (Г), ф (Т)).

Так как Н (х, и, t, ф) s= <гр, ы> — f ° ( x , u , t )  и ф(£) вы раж ается  
формулой (8), то последнее неравенство можно переписать так:

f °(x(T),  и (Т), Т) +  ( / “ (х (Т), и (Г), Г), ф (Г) — и (Г)) =  0. (15)

Условия (14), (15) при учете связи * ( / )  =  u(t)  вы р аж аю т  собой 
известные в классическом вариационном исчислении условия 
трансверсальности для свободного и соответственно подвижного 
правого конца.

Таким образом, в случае V =  Е п из принципа максимума 
следуют все основные необходимые условия, известные в кл ас
сическом вариационном исчислении [80, 136]. Однако, если V — 
замкнутое множество и V Ф  Е п, то соотношение (4),  вообще го
воря, не выполняется. Более того, имеются примеры, когда и 
условие Вейерштрасса в этом случае не имеет места ([1 4 ] ,  
стр. 284). Условие максимума (2.9), являясь естественным обоб
щением условия Вейерштрасса из классического вариационного 
исчисления, имеет то существенное преимущество перед условием 
Вейерштрасса, что оно применимо для  любого (в частности, и 
замкнутого) множества V ^  Е г и для более общих задач .  З а м е 
тим, что именно случай замкнутого множества наиболее интере
сен в прикладных вопросах, поскольку значения оптимальных 
управлений чащ е всего л еж ат  на границе V.
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В этой главе мы остановимся на методе динамического программирова
ния, часто используемом для численного решения задач оптимального управ
ления при наличии фазовых ограничений, конечномерных задач минимизации 
специального вида. С помощью динамического программирования можно 
такж е наметить пути решения проблемы синтеза, сформулировать достаточные 
условия оптимальности для задач оптимального управления и т. д. Изложение 
метода динамического программирования начнем с простейшей схемы Велл
мана для задачи оптимального управления, затем опишем более совершенную 
и удобную для практики схему Моисеева, а такж е обсудим некоторые 
другие аспекты этого метода [11— 13, 19, 36, 49, 56, 60, 71, 91, 152, 153, 162, 
171, 205, 206, 208, 226, 231, 239, 241, 244—246].

§ 1. Схема Беллмана.
Проблема синтеза для дискретных систем

1. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: 

г
J ( t o ,  Х 0, « ( • ) ) =  5 / ° ( * ( т )» U (T)> t ) d r  +  Ф ( х ( Г ) ) - > Ы ;  (1)

и

* (т) =  /  (* (т), и(т), т), to < т < 7 \  x(to) =  x0, (2)

х ( х  ) е С  (т), to <  т <  Т, (3)

ы =  ы ( т ) е У ( т ) ,  ы(т) — кусочно непрерывна; (4)

моменты времени t0, Т будем считать заданными (описание обо
значений см. в § 6.1).

Д л я  приближенного решения этой задачи разобьем отрезок 
to ^  t sg: Т на N  частей точками to <  t\ <  . . .  < / w - i  <С tx =  Tt
и, приняв эти точки в качестве узловых, интеграл в (1) заменим 
квадратурной  формулой прямоугольников, уравнения (2) — раз
ностными уравнениями с помощью явной схемы Эйлера [2, 40, 
129, 211]. В результате придем к следующей дискретной задаче
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оптимального управления:

70 (*; М о )  “  J j, F°i (x i> ui) +  ф  Ы  inf> (5)

Xi+i =*Ft (xt , щ), i =  0 , N — l; x0 =  x z = G 0; (6) 
Xi e  Git i =  0, N;  (7)

[«/]o (Uq, U\ ,  • • • ,  «yv—i)* ^j, i 0, N  1, (8)

где F® (x , и) (лг, w, t ( J i +1 ^  (x, u) x~j~ f (x, и, t ;̂)» 
Gi =  G(ti),  Vi =  V{ti).  Заметим, что задача (5) — (8 ) имеет так
же и самостоятельный интерес и возникает при описании управ
ляемых дискретных (импульсных) систем, в которые сигналы 
управления поступают в дискретные моменты времени, фазовые 
координаты также меняются дискретно [47, 71, 196, 243].

Если задать какое-либо дискретное управление [ы(] о =  («о> 
щ,  • • • ,  uN.ч ) и начальное условие х0 =  х е  Go, то система (6 ) 
однозначно определяет соответствующую дискретную траекторию 
[xi\o— [xi(x\ [ui\ 0) ] 0=  (*о> Х\, . . . ,  хц\ .  Зафиксируем некоторое 
х е  Оо и через Ло(х) обозначим множество управлений [«,] 5 
таких, что 1 ) выполнены условия (8 ); 2 ) дискретная траектория 
[xt] о, соответствующая управлению [ы, ] 0 и выбранному началь
ному условию Хо =  х, удовлетворяет ограничениям (7). Пару 
([«<] о, [х,]0), состоящую из управления и траектории, будем на
зывать допустимой для задачи (5) — (8 ) или, короче, допустимой 
парой, если эта пара удовлетворяет всем условиям (6 ) — (8 ) или, 
иначе говоря, [«,] 0 ^  А0(лго) -

Множество Ао(лг) может быть пустым или непустым. Если 
Ао(х) =  0  при всех н е  Go, то условия (6 ) — (8 ) несовместны и 
функция (5) будет определена на пустом множестве. Поэтому, 
чтобы задача (5) — (8 ) имела смысл, естественно требовать су
ществование хотя бы одной точки x e G o ,  для которой А0{ х ) Ф  
Ф 0 .  Обозначим Х0 =  {х: л: e G 0, Ао( х ) ф 0 } .  Тогда задача
(5) — (8 ) может быть сформулирована совсем кратко: миними
зировать функцию 10(х, [и,] о) при [й;]0 е Д о М ,  х е  Х0. Поло
жим

Г0=  inf inf /„(*, [U;]0).
х т Х о [“ ;]os A o<*>

Допустимую пару ([«г]0, [*!]0) назовем решением задачи (5)—(8), 
если 10(х'0, [>;]„) =  II; [«;]„ назовем оптимальным управлением, 
[д^ ]0 — оптимальной траекторией задачи (5)—(8).

Как видим, задача (5) — (8 ) является уже известной нам з а 
дачей-минимизации функции n - \ - N r  переменных х, и0, и\, . . .  
. ,  un-  1, и для ее решения в принципе могут быть использованы
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методы, описанные в главах 1—3, 5. Однако в практических за 
дачах число п +  Nr  обычно бывает столь большим, что непо
средственное использование методов глав 1—3, 5, вообще говоря, 
сильно осложняется; вызывает трудности также и то обстоятель
ство, что множества До(х),Х0, на которых минимизируется функ
ция 1 о(х, [«,] о), заданы неявно. Д ля преодоления этих трудностей 
здесь часто пользуются методом динамического программирова
ния, с помощью которого задачу (5) — (8) большого числа пере- ' 
мснных удается свести к последовательности конечного числа 
задач минимизации функций меньшего числа переменных.

2. Для изложения метода динамического программирования 
нам понадобятся следующие вспомогательные задачи:

(*■ М .) = %  Iхг “Л + ф (%) -  м ; <9>i = k

X i + i  =  Fi (xl, и^, i =  k , N — U xk =  x; (10)

Xi<=Gi ,  i =  k, N; (11)

=== (.Ufo, и i-i, • • •) i)* Ui ^  Vi, i k, N  1, (12)

где точка x и целое число k фиксированы, х е  G*, 0 ^  k ^
JV— 1, При k =  0 отсюда получим исходную задачу (5) — (8). 

Через Д*(х) обозначим множество всех управлений [«,]*, удов
летворяющих условиям (12) и таких, что соответствующая ему 
траектория [х,] k=  (xk =  х, х*+1, . . . ,  xN) из (10) 'удовлетворяет 
фазовым ограничениям (11). Пару ( [ы;Ь, [х,]*) назовем допу
стимой парой для задачи (9) — (12), если [« ( ]* е Д * (х ) .  Допу
стимую пару ( будем называть решением задачи
(9) (12), если Ik{x ,  [ U! ] J  =  / ; (* )  =  inf Ik (x,  [u(.]fe); \ и \ \  назо-

k
вем оптимальным управлением, [x*]fe — оптимальной траекто
рией задачи (9)—(12).

Нетрудно видеть, что если Х0 Ф  0 ,  то Д*(х)=т^ 0  хотя бы для 
одного х ё  Gk■ Введем функцию

Bk ( x ) =  inf Ik (х, [ui]k), /г =  0, N — l,

называемую функцией Веллмана задачи (5) — (8).
Покажем, что функция Веллмана удовлетворяет следующим 

рекуррентным соотношениям, называемым уравнением Вел
лмана:

Вк { х ) =  inf [F°k (x, и ) + Bk+l (Fk (x, и))], /г =  0, N - l ,  (13)
и <= Dk  (х )

Ялг (*) =  Ф (*)» хеО д т , (14)
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где Dk(x)  — множество всех тех и е  Vk, для которых существует 
хотя бы одно управление [«,•] * е  Д*(дг) с компонентой ик — и. 
Отсюда видно, что множества D k (x) и Д*(^) оба пусты или не
пусты одновременно, и поскольку х к+\ =  Fk(x, и),  то для непу- 
стоты этих множеств необходимо и достаточно, чтобы 
ДА+1 (Fk(x,u) )  Ф 0 .  Справедливость соотношения (13) при k =  
=  N — 1 очевидным образом вытекает из условия B n (x ) == ф(л:) 
и представления IN_ l (x, [« /]JV_ 1) =  (х, и ) + Ф  (F N_ { (x, и)),
верного для любого и е  DN-\  (*) =  Длг—i {х) =  {и-, и е  V n - i, x n  — 
=  Fn-\ ( x ,  u )  e  Gn, x  e  G j v _ i } .  Докажем (13) при k, 0 ^  k <  
<C. N — 1. Для этого сначала убедимся в том, что

fife (д:, u) +  Bk + l (Fk (x, и))]. (15)

Возьмем произвольное и е  D k (х) (разумеется, предполагаем, 
что Ок ( х ) ф 0 )  и с этим управлением «выйдем» из точки х 
в момент к. В момент 1 придем в точку хк+\ — Fk (x, и), 
для которой Лй+1 {хк+х) ф  0 .  По определению В к+1{хк+\) =
— inf h + i ( x k+i, [«(]ft+i) для любого е > 0  найдется упра- 

Дй+1 (xft+i)
вление [uf]ft+1 е  Afe+1 (xk+l) такое, что Bfc+1 (хк+1) <  Ik+l ( x k+l, 
И > + 0  <  fife+i (**+,) +  e. Поскольку \ й . \  =  (и, u \ +l , и%_1) е=
е  &к (■*)> то fi* М  ̂  (х’ [Mi]fe) =  Fk (х> и) +  f̂e+i {xk+i> [wf]fc + i) ^

(*, и) +  Bk+1 (xk+l) +  e ^ F ° k (х, и) +  Bk+l (Fk (х, и)) +  е. В силу 
произвольности и е  Dk {х) и величины е >  О отсюда следует 
неравенство (15).

Теперь покажем, что в (15) иа самом деле знак неравен
ства можно заменить знаком равенства. По определению 
inf Ik (х , =  Вк (х) для каждого е >  0 найдется такое упра-

^k W
вление [ ^ б Д , ( х ) ,  что Вк (х) <  1к (х,  fo JJ J  <  Вк (х) +  е. Но 
[б/]*+1^(°*+1* •••> vN - i ) ^ Ak+i (Fk ( x ’ v l))> поэтому

F l  ( х > v l )  +  B k+i ( F k { x > v l ) ) < Fl  i x > v l )  +  ! k + i ( Fk 0 >  v l)> [ » < ] * + i ) - =

=  Ik ( x > [»<}*) +

Так как v \ ^ .  Dk (x), то отсюда имеем: inf [F°k (x, u) +
u<=Dk(>c)

-f- fife+i (Fk (x, и))] ^  Bk (x) +  e, или в силу произвольности е >  0: 

n s f ( « | [ ^ ^ '  U)~̂ ~ Bk+l (Fk (x, «))]<**(*>■

Отсюда и из (15) немедленно следует равенство (13),
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Пользуясь условиями (13), (14), можно последовательно 
определить функции В к {х) и их области определения Xh, k =  N,  
N  — 1, . .  . ,  1; 0. А именно, Вы(х)  =  Ф (х), х <= Gn =  X N — из
вестны. Если известны B k+i(x) и Х к+\, k ^  N — 1, то для опре
деления В к (х) нужно решить задачу минимизации функции 
<р(х, и) (х, и) + B ft+1 (Fk {x, и)) переменных ы =  (и1, . . . ,  иг) 
на известном множестве Dk{x)  — {и: « е  Vk, Fk(x,u)  g  I i+i}. 
Здесь могут быть использованы методы глав 1—3, 5. Очевид
но, функция Bk(x)  определена в точке х тогда и только тогда, 
когда Dk(x)  -5 ^ 0 .  Таким образом, при определении значений 
функции Bk(x)  одновременно находится и область ее опреде
ления Х к =  {х: х <= Gk, D k{x) =  0 }  =  {х: х  <= Gk, Ак(х) =  0 } .  
Так  как Ак{х) ф  0  хотя бы при одном х е  Gk, то Х к Ф  0 ,  k =  
=  N,  N  — 1, . . .  , 1 ,0 .

3. Предположим, что нам удалось найти функции В к(х) из 
условий (13), (14) и, кроме того, пусть также известны функции 
u k(х) е  D k (х) , x ^ X k, k =  0, N — 1, на которых достигается 
нижняя грань в правой части (13). Тогда, оказывается, решения 
задач (5) — (8) и (9) — (12) выписываются совсем просто. А имен
но, оптимальное управление [и*]0 и соответствующая траектория 

для задачи (5) — (8) определяются следующим образом: 
сначала из условия

inf В0 (х) =  Во (xj) (16)
Х&х,

находят лго е  Х0, затем последовательно полагают

“ e e “ o W .  Х 1 =  ^ 0 ( Х 0г Uo ) ’ U l ~ U l ( X l)>

Х 2 ~  F 1 ( X l> Ml)> • • • »  X N  =  F N - l ( X N - l >  U N - l ) '

Оптимальное управление [м^]й и траектория \х*{\к для задачи 
(9) — (12) определяются аналогично:

X k  =  X ,  uk =  uk{ Xk)> . ̂  g.

X k + l == F k { X k ’ U k)> X N  ~  F N - l  { X N - l ’ UN - 1 ) ’

Д л я  доказательства этих утверждений введем вспомогательные 
функции:

R ^ x ,  u ) s = B i+i ( F ^ x ,  и)) — В,(х) +  F\{x,  и), i =  0 , N — 1. (19)

Очевидно, уравнения Беллмана (13) тогда можно переписать 
в эквивалентном виде:

(17)

inf Rk {х, и) ез  Rk (л:, ик (*)) =  0, k  =  0, N  — 1. (20)
U d D k  (X)



Кроме того, с помощью функций R i ( x , u )  значение функции (9) 
на любом управлении [к,-]* е  А*(я) и можно выразить
формулой

N - 1

h ( x ,  [Ы(Ь)= Z  Ri(Xi,  щ) +  Вк (х) (21)

при всех k =  0, 1, N — 1. В самом деле, учитывая ра-
N - 1

венство B N (x) =  Ф(л:), из (10), (19) имеем £  R i ( x lt ыг)==
l -k

=  £  [^(+1 (^z+ i) — ^  (**) "Ь ^  ( x t , « г) ]  =  B N (л:^) Bk (л:) +I«ЯЛГ-1
+  Z  F0i ( x i> ui) =  Ik(x > [U<D  — Вк (х), что равносильно (21). iя к

Т е о р е м а  1. Пусть найдены функции В к(х) из (13), (14) 
и их области определения Х к, а также функции и =  ик (х),  х е  
e l j ,  k =  О, N — 1, на которых достигается нижняя грань в 
уравнении (13) или (20), и пусть х*0 определена условием  (16). 
Тогда оптимальное управление и траектория [*)],, для з а 
дачи (5) — (8) определяются соотношениями (16), (17).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения и (х), [ы*]о, [*)]о 
и эквивалентности записей уравнения Беллмана (13) и (20) 
имеем

R t (х\, и\) s  R t (*;, ut ( * ; ) )=  inf R (jc;, «)=o, /=о, n  -  i. (2 2 )

Возьмем произвольные x ^ X 0, управление [ы,]0 e  A0(jc) с со
ответствующей траекторией [х(]о из (6). Так как щ е  Di(Xi),  
то из уравнения (20) и определения м,(х) следует

R i ( x it « * )>  inf R i (xl , u)  =  R t {xi , u t ( x t)) =  0, i =  0, N — 1. (23) 
u s D i ( x t )

С помощью формулы (21) при k =  0 с учетом соотношений (16),
N —1

(22), (23) получаем 10(х, [ m J J  — / 0(х'0, [ « Л )  =  ui ) ~

— R { (х], «*)] +  BQ (x) — BQ (x*) ^  0 для любых x  e  X0 и [и,-] 0 e
e  А0(д:), что и требовалось.

Т е о р е м а  2. Пусть известны В к(х),  х ^ . Х к из  (13), (14), 
а также функции ик(х),  на которых достигается нижняя грань  
в уравнении  (13) (или (20)). Тогда оптимальное управление  
[и ']4 и траектория \х '/\к для задачи  (9) — (12) определяются 
формулами  (18).

§ 1] СХЕМА ВЕЛЛМАНА 469
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольное управление 
[ы ,]*еД *(л:)  и соответствующую траекторию [xi \k из (10). 
Очевидно, соотношения (22), (23) остаются справедливыми и 
здесь при всех i =  k, N — 1. Отсюда с помощью (21) получим

h  (*. [««Ю -  К (*’ K L )  =  Ё  [*< (**. ид -  (xr «?)] >  °>i

что и требовалось.
Заметим, что inf L ( x ,  \u i\ )  =  l k {x,  [«*]*) =  # * ( * ) -

это следует из формулы (21) с учетом равенств (22). Тем самым 
показано, что функции В к{х),  определяемые из (13), (14), в са
мом деле являются функциями Беллмана для задачи (5) — (8).

4. В теории оптимального управления и ее приложениях важ
ное место занимает так называемая проблема синтеза, заклю
чающаяся в построении функции и =  ик(х),  выражающей собой 
оптимальное управление при условии, что в момент k объект на
ходится в точке х фазового пространства. Такая функция ик(х) 
называется синтезирующей.

Теорема 2 показывает, что решение уравнения Беллмана (13) 
равносильно решению проблемы синтеза для задачи (5) — (8). 
А именно, функция ик(х),  на которой достигается нижняя грань 
в (13), является синтезирующей: если в момент k объект нахо
дится в точке х е  Х к, то дальнейшее оптимальное движение объ- 
екта определяется условиями: xi+i =  Fi(xt, m(Xi ) ) ,  i =  k, N  — 1, 
x k =  x  (если х ф Х к, то Ак(х) =  0 , — движение с соблюдением 
условий (10) — (12) невозможно). Достаточные условия сущест
вования функции Беллмана и синтезирующей функции для за
дачи (5) — (8) даются в следующей теореме.

Т е о р е м а  3. Пусть множества Gk, k =  0, N, замкнуты, мно
жества Vk, k =  0, N — 1, замкнуты и ограничены, функция 
Fk(x,  и) полунепрерывна снизу, а функция Fk (x, и) непрерывна 
по совокупности аргументов (х, и) при х  е  Gk, и е  Vk, k =  
= 0 ,  N — 1, Ф(х) полунепрерывна снизу на множестве Gn■ Тогда:
1) множества Xh, k =  0 , N,  замкнуты, множества D k(x),  k =  
=  0, N — 1, замкнуты и ограничены равномерно по x ^ X k;
2) нижняя грань в правой части (13) достигается хотя бы при 
одном и =  ик{ х ) ^  D k ( x ) ; 3) функция Bk (x) полунепрерывна 
снизу на Х к, k =  0, N.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию Gn =  X N замкнуто, 
ф ( д : ) =  BN(x) полунепрерывна снизу на XN. Сделаем индуктив
ное предположение: пусть Х к+1 замкнуто, В к+\(х)  полунепре
рывна снизу на при некотором k, 0 ^  k ^  N  — 1. Докажем, 
что тогда Х к замкнуто и на Х к справедливы все утверждения
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теоремы. Так как D k (х) =  {«: и е  У к, Fk(x, и) е  Xft+1} s  Vk и Vk 
ограничено, то D k(x) ограничено равномерно по х ^ Х к. Д ока
жем замкнутость Dk(x)  при любом фиксированном x ^ X k. Пусть 
v m е  Dk{x) ,  т — 1, 2, . . . ,  v m -*-v при т.-*- оо. Это значит, что 
v m <= Vk, Fk{x, X k+x, m — 1, 2, . . .  Из замкнутости Vk, X k+i
и непрерывности Fk(x, v)  сразу имеем: v е  Vk, lim Fk (x, vm) —

m-> oo
= F k  (x, v) 6= Xk+i, т. e. v ^ D k ( x ) .  Замкнутость D k{x) доказана.

Покажем замкнутость X k — {x: j g G * ,  Dk(x)=/*=0}.  Пусть 
y m e  Xk, m =  1, 2, . . . ,  y m- + y  при m ->■ oo. Из замкнутости G* 
следует у  e  G*. Если мы еще покажем, что D k(y) Ф 0 ,  то это 
будет означать, что у ^ Х к, и замкнутость Х к будет доказана. 
Так как Dk (ут) Ф 0 ,  то существует такое ит <= Vk, что Fk (Ут, v m) е  
е  A'ft+i, m =  1, 2, . . .  В силу компактности Vk из последователь
ности {ит } можно выбрать подпоследовательность { vmp} ~+v  е  Vk 
при р  —► оо. Поскольку Х к+\ замкнуто, Fk(x , u)  непрерывна, то 
lim Fk ( ут , v m ) =  Fk (y, v ) e = X k+u т. e. v < = D k(y) .  Таким об-
p-> oo ¥ y

разом, О к( у ) ф  0 .
Далее, функция qp(*, u) =  F°k (x, и) +  Bk+l (Fk (x, и)) полуне

прерывна снизу по (х, и) при x e X t , u ^ D k( x ) — это следует 
из непрерывности Fk(x,u)  и полунепрерывное™ снизу F'lfx, и), 
Bk+l (x). Поскольку D k ( x ) — замкнутое ограниченное множест
во, то в силу теоремы 2.1.1 ср(х,и)  при каждом фиксированном 
х е  Х к достигает своей нижнер грани на D k (x) хотя бы в одной 
точке и =  U k ( x ) ^ D k(x).  Таким образом, Bk (х) — inf q>{x,u) =

ue=Dk{x)
— q>(x, uk (x)) в силу уравнения Веллмана (13).

Остается еще доказать полунепрерывность снизу В к(х) на 
Xk. Пусть X,ym^Xk,  ljm- ^ х  при /Л->•••, В к{ у т ) = у { у т , и к{ут) ) . 
Так как ик{ут) е  Dk(ym) е  Vk, то в силу компактности Vk по
следовательность {uk(ym), т =  1, 2, . . .}  имеет хотя бы одну 
предельную точку v е  Vk- Можем считать, что сама последова
тельность {ик(ут)} v при т -> -  оо. Поскольку Fk(x,u)  непре
рывна, Х к+\ замкнуто, Кроме ТОГО, Fk(ym, Vk(ym)) е  Х к+и то 
lim Fk (ут, vk (ут)) =  Fk (у, о) €= Х к+и Это значит, что (х).

т->оо
Тогда

И т  Вк (ут) =  И т ф (ут, uk (ут)) >  ф (х, v) >  inf ф (х, и) =
т - >  оо т  оо и е й ^ ( х )

=  Вк (х).

Полунепрерывность В к{х) на Х к доказана, что и требовалось.
5. Нетрудно привести примеры задач типа (5) — (8), когда 

нижняя грань в (13) или (16) не достигается (см. ниже упраж
нение 2). В таких задачах, конечно, приходится пользоваться
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величинами, лишь приближенно реализующими нижнюю грань 
в (13), (16). Но даже в том случае, когда нижняя грань в (13), 
(16) достигается, получить точные выражения для функций 
Вц(х),  ик(х) и точки xj из (13), (16) часто бывает затрудни
тельно. Поэтому на практике часто пользуются соотношениями 
(16), (17) для приближенных В к(х),  ик(х) и вместо точных 
управления [«*]0 и траектории [х*]0 получают какие-то их при
ближения. Возникает вопрос, насколько отличается полученное 
таким образом приближенное решение задачи (5) — (8) от ее 
точного решения? Приводимая ниже оценка погрешности дает 
некоторый ответ на этот вопрос.

Пусть Ki(x)  — приближенное значение функции Веллмана 
Bi(x) ,  i =  О, N . По аналогии с (19) введем функцию

S t (х, и) es K i+l (Ft (х, и)) — K t (х) +  F°t {х, и), i =  О, N  — I, (24)

и, кроме того, положим
sN (х) =  Ф (х) — K N (х), х <= Gn. (25)

Возьмем произвольную допустимую пару [и;]о=(«о, и \ , , Un-i),  
\ X i \  о = (* o ,  x u , x n - i ) ,  з адачи (5) — (8). Тогда x0 e  X0, [и.]о^ 
е Д 0(х0), Ui ^Di ( x i ) ,  i — 0, N — 1. Учитывая условие (6), из 
(24) имеем

S t (xt , иг) =  (хг+1) K t (хг) +  F  ̂(хг, ыг), i — 0, N  1.

Суммируя эти равенства no i от 0 до iV— 1, с помощью (25) 
получим формулу

N  — 1 %

Io(xo, [«f]o) =  X  Si (xi} Ui)-\- sN(xN)-\- Ko(xo). (26)
i - 0

Если K i ( x ) =  Bi (x) ,  to  sjv(x ')=  0, и формула (26) превратится 
в знакомую нам формулу (21) при k =  0.

Предположим, что каким-либо образом (например, из соот
ношений (16), (17) с приближенными функциями В к(х) ,  ик(х) ) ,  
нам удалось найти некоторое управление [«г] о и соответствую
щую ему траекторию [х<]о, удовлетворяющую условиям (6) — 
(8), т. е. х0 е Х 0, [Hi]о е  До(хо), m & D i ( x i ) ,  i =  0, N —  1 . Со
гласно (26) тогда

N - 1

/ 0(*0, [й/]о)= £  Si(Xi ,  ыг) +  sN (xN) +  Ко (х0).
1 - 0

Отсюда и из (26) имеем 
1о(хо, [й,-]0) — /о(х0, [ыг]о) —

ЛГ-1
^  (хг, й{)—S[ (xi, U;)] s N (хдг)—sN (xN) K q (xo) Ko(xo) (27)

i -0



для любых Х о ^ Х о ,  [«,]о е  До(*о). Учитывая, что х0, х0 ^ Х 0, 
[tZi] о е  Ao(jeo), [Hi]oeAo(^o), (Л(, u , ) e I i X A W ,  перейдем к 
нижней грани по (х0, [«<]о) сначала в правой части (27), а з а 
тем в левой части (27). Получим неравенства

N- 1
0 < / о ( * о ,  Шо) — / о <  Z  [S 4( ^ .  «<)— inf lnf S, (x,  и)] +i-0 j e J t j  iie f ljlдс)

+  s* C*jv) — inf %  W  +  TCo (Jfo) — inf Ко (x), (28)
XN XNt

представляющие собой оценку погрешности, которая будет до
пущена, если [й,]0, [*<] будут взяты в качестве приближенного
решения задачи (5) — (8). ___

Если Ki (х) =  В, (л:), i =  О, N,  то Si (х , и) =  Ri (х, и ) , sn (•*) =  О- 
Кроме того, из (20) следует, что inf R { (х , и) =  0 для всех

ue=D{(x)
x e l i ,  так что inf inf Ri(x,  и) =  0. Поэтому при Ki (x)  =

ие£> (̂х)
=  В/(х)  из (28) получим

лг- 1

0 <  /о (х0, [ы,]о) — /о < 1 1  Ri {Xi, йi) +  В о  (х0) — inf В 0 (х). (29)
i - О  Хо

Из оценки (29) следует, что если определить й ,(х )е  Д/(*)>-
Хо^Хо так, чтобы Ri (х, йь ( х ) ) было поближе к inf Ri (х, и) =  О,

«eflj М
х е Х / ,  а Во(хо) — поближе к inffioOO, и затем строить

хе
управление [«,] и траекторию [лг,] следующим образом:

йо =  йо(хо) ,  Xi =  F q (xq , йо),  « i  =  « i ( x i ) .............Xfj  =  F N _ \ ( x N _ \ ,  t iN _i )^ .

то и величина Io(xo, [«г]о) — Ч будет небольшой.
Заметим, что поскольку на практике конструктивное описа

ние множеств Xi, Di (x)  часто отсутствует, то в правой, части- 
оценки (28) вместо Xi, Di(x)  часто берут G, и Vi соответствен
но — такая замена, очевидно, может привести лишь к увеличе
нию правой части (28). В результате получим достаточно удоб
ную апостериорную оценку погрешности

N - 1
0 < / 0 (х0, [й/]0) — Z  [5г (xh щ) — inf inf S(x,  ы)] +

i—0 x eOj  usHj

+  SN (xN) — inf sN (x) +  Ко (Xo) — inf Ко (x). (30)-
a N  °o

Конечно, при пользовании оценкой (30) надо помнить, что если, 
правые части оценок (28), (30) отличаются намного, то оценка. 
(30) может оказаться слишком грубой.

§ 1] СХЕМА БЕЛЛМАНА 4 7 5
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6. Оценка (28) полезна также и тем, что она указывает пути 
получения достаточных условий оптимальности для задачи
( 5 ) - ( 8 ) .

Т е о р е м а  4. Д л я  того чтобы управление [ы,]0 и траектория 
[х;]о, удовлетворяющие условиям  (6) — (8), были решением з а - 

дачи (5) — (8), достаточно, чтобы существовала функция K i ( x ) ,
i =  О, N, такая, что

S i ( x {, U t) =  inf inf Si(x,  u) =  S lmln, i =  0, N — I; (31)
«ejfj u e  (x)

Sn (%) =  inf SN (X) =  SN min; Ko (x0) =  inf Ko (*) =  K 0 min, (32) 
xN xa

-где функции 5, (x, u),  s n (x ) определяются формулами (24), (25).
Доказательство следует из того, что при выполнении усло

вий (31), (32) правая часть оценки (28) обращается в нуль, и 
1о(Хо,  [й/]о) =  /о*

С помощью оценки (28) нетрудно также получить условия, 
достаточные для того, чтобы та или иная последовательность до
пустимых пар управлений и траекторий была минимизирующей 
для задачи (5 )— (8).

Т е о р е м а  5. Пусть последовательность управлений  [и1т]о 
и траекторий [я,т]о, пг — 1, 2, . . . ,  удовлетворяет условиям
(6) — (8). Д ля  того чтобы

lim Io(xom, [и;т ]о)= /q, (33)

достаточно существования функции Ki (x) ,  i =  0 , N,  такой, что

lim Si (xim, Mfm) =  Si  min, i =  0, N  1, (34)
m-> oo

lim s N (x-Nm) =  sN min, Пт /Co(.*:om) =  ^omin, (35)
m ->  oo m ->  oo

г д е  Si  min, Sat min, Д 'отт определены в (31), (32).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В оценку (28) вместо [м(] о, [XI] о 

подставим соответственно [й1т]о, \xim\o и перейдем к пределу 
при т - ^ о о .  С учетом условий (34), (35) получим равенство (.33).

Утверждения, аналогичные теоремам 4, 5, доказаны в [91, 
152, 153] для более общих задач, чем задача (5) — (8).

Всякую функцию Ki(x) ,  г =  О, УУ,'удовлетворяющую усло
виям теоремы 4 [теоремы 5], назовем функцией Кротова задачи 
(5) — (8), соответствующей допустимой паре [и,] о, [*i]o [или 

последовательности допустимых пар [ы,т ] о, [хш] о, m =  1, 2, . . . ] .
Заметим, что если существует хотя бы одна функция Крото

ва Ki(x)  i =  О, N,  то функция Кс(х) +  а«, i —  О, N,  при любых а, 
такж е является функцией Кротова. Поэтому без ограничения
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общности в теоремах 4, 5 можно принять Si  шш =  0, / =  О, N — 1, 
s WmIn =  0, ибо в противном случае функцию Ki ( x )  заменим но
вой функцией K i ( x ) - f  а,-, где

О; === Si  min ^< + 1. min "4* • • • Н“ *̂ЛГ— 1» mln> * == 1 1  > ®ДГ 5дгт 1п*
Таким образом, функция Кротова для допустимой пары ([«<]о, 
[х,]о) или последовательности { [ щт] о, [лг,т ] 0) , т =  1, 2, 
согласно теоремам 4, 5 удовлетворяет условиям
S, (х, и) =  Ki+i  (Fi (.к;, и)) — Ki  (х) +' *

+  F° (л:, и) >  0, и s  D t (*), а: <= Х2, I =  О, N — 1, (36) 

s n  (х ) =  W  +  Ф (х) > 0 ,  х  е  =  Gjy;
/Со (л:) ^  /Со min* X Jf0, (37)

причем неравенства (36), (37) должны обратиться в равенства 
при и =  Hi, х — Xi или при и — Uim, х — Xim в пределе при т -*■

оо, i =  О, N.
Сравнение соотношений (36), (37) с (13), (14), (16), (20) 

показывает, что функция Веллмана всегда является функцией 
Кротова, и обратное, вообще говоря, неверно. Заметим также, 
что с помощью функции Кротова удается установить оптималь
ность допустимых пар, не решая проблемы синтеза, так как со
гласно условиям (36), (37) функция Ki(x)  выбирается с учетом 
индивидуальных свойств конкретной допустимой пары управле
ния и траектории (или последовательности пар), подозрительных 
на оптимальность.

7. Остановимся на одном специальном классе задач миними
зации функций большого числа переменных, которые с помощью 
метода динамического программирования могут быть сведены 
к последовательности задач минимизации функций меньшего 
числа переменных. А именно, пусть требуется минимизировать 
функцию

' . ( М . )  =  ' . ( " о '  " , ..........% - , ) =  <38>I «и
при условиях

и ,е= К „  1 =  0, N -  1; (39>

Z  g { ( U i ) < : b l ,  / = 1 ,  р\ Z,  g ,i ( u t) =  bl, j =  p + l , n ,  (40)
i = 0 4 '  i - 0  4 '

где Vt — заданные множества из Er; f^iu), g[{u),  — за
данные функции, bI — заданные числа.

Задачу (38)— (40), оказывается, нетрудно записать в виде 
задачи (5) — (8). В самом деле, введем переменные Xi, i =  0 , N r
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как решение системы
Xfc+i gk (uk)> h :==z0l N 1; xq === 0, (41)

где g k (u) =  ( g [k {u).........g%{u)), xk =  ( x lk............xnX  6 =  0, N.  Так
N - l

как  из (41) следует, что x N =  £  gk{Uk), то ясно, что ограни-
k-0

чения (40) равносильны условию

x n ^ G n =  { х : х 1 ^ .Ь 1, / =  1, р; х1 =  Ь1, /  =  р +  1, п}. (42)

Таким образом, задача (38)— (40) эквивалентна задаче мини
мизации функции (38) при условиях (39), (41), (42) и является 
частным случаем задачи (5) — (8) при F°.(x, u) =  f°l {u) ,Fl {x,u) =
=  x +  g i (u),  Ф ( х ) ^ 0 ,  Gi =  Еп, г =  1, N —  1; G0 = { 0 } ,  GN 
определено соотношением (42). Это значит, что для исследова
ния задачи (38) — (40) может быть применен метод динамиче
ского программирования, изложенный выше. Пользуясь введен
ными ранее обозначениями, можем переписать уравнение Бел- 
.лмана (13), (14) применительно к задаче (38) — (40):

Bk ( x ) =  inf [f°k (u) +  Bk+i (x +  £,(и))], (43)
“ s  ^k №

x ^ X k, 6 =  0, N —  1; B^(x) =  0.
В том случае, когда ограничения (40) и, следовательно, (42) от
сутствуют, то GN =  En и в (43) можно положить D k(x) =  Vk, 
k =  0, N — 1. Уравнениями (43) можно пользоваться для реше
ния задачи (38) — (40), как это показано выше в п. 3. Предла
гаем читателю в качестве упражнения переформулировать тео
ремы 1—5 применительно к задаче (38) — (40).

Подчеркнем, что в задаче (38) — (40) функция и ограничения 
имеют весьма специальный вид — это обстоятельство было 
весьма существенно для применения метода динамического про
граммирования. Этот метод применим и к несколько более об
щим, чем (38) — (40), задачам — об этом см. подробнее, напри
мер, в [71].

8. В заключение заметим, что изложенный выше метод дина
мического программирования является достаточно эффективным 
•средством решения задач вида (5) — (8) или (38) — (40) — с его 
помощью исходная задача сводится к последовательности вспо
могательных и, вообще говоря, более простых задач минимиза
ции функций меньшего числа переменных для определения 
В к(х),  ик(х) (см. условия (13), (14) или (43)). Если эти вспо
могательные задачи решены с достаточно хорошей точностью, то 
тем самым и в исходной задаче глобальный минимум функции 

•<>удет найден с высокой точностью. Далее, метод динамического



СХЕМА ВЕЛЛМАНА 4 7 7

программирования позволяет решить важную в приложениях 
проблему синтеза. Как показано в п. 6, с помощью этого метода ' 
и его обобщений могут быть получены достаточные условия 
оптимальности для дискретных управляемых систем. Кроме то
го, этот метод дает значительный выигрыш в объеме вычислений 
по сравнению с простым перебором всевозможных допустимых 
управлений и траекторий, поскольку при определении Вк(х),  
Uk(x) рассматриваются лишь такие управления, которые пере
водят точку x ^ G k  в точку x k+\ =  F(x,  и ) е  Gk+u а дальнейшее 

* движение из точки Xk+\ осуществляется по оптимальной траекто
рии, при этом неоптимальные траектории вовсе не рассматри
ваются. Указанные достоинства метода динамического програм
мирования, простота схемы, применимость к задачам оптималь
ного управления с фазовыми ограничениями делают этот метод 
весьма привлекательным, и его широко используют при решении 
задач типа (5)— (8) или (38)— (40). Что касается задачи (1)— 
(4), с которой мы начали изложение, то можно показать, что при 
некоторых ограничениях решение дискретной задачи (5)— (8) 
при lim max (/<+i — ^) =  0 будет приближаться в некото-

> оо 0 < / < J V - l

ром смысле к решению задачи (1) — (4).
Заметим, что поскольку аналитическое выражение для B k(x) ,  

ик(х) при всех в общем случае найти не удается, то на
практике приходится ограничиваться приближенным вычисле
нием Bk(x) ,  uk(x) в некоторых заранее выбранных узловых точ
ках множества Х к. Однако согласно (ГЗ) при вычислении В к(х) 
нужно знать значение Bk+i(Fk(x,  и))  при некоторых и, и здесь 
вполне возможны случаи, когда точка x k+\ =  Fk{x,  u) не будет 
принадлежать заранее выбранному множеству узловых точек из 
Хк+\ и нужное значение Вь+\{хк+\) еще не будет вычислено. Если 
же мы захотим вычислить недостающее значение B k+\ {xk+\),  то 
здесь могут понадобиться значения ранее вычисленных функций 
Вк+2 (х) ,  . . . ,  Вы(х)  в  новых дополнительных точках, а для этого 
в свою очередь придется еще более расширить множества узло
вых точек в X k+2, Xk+3, . . .  и т. д. На практике в таких случаях 
недостающее значение Вк+\{х)  получают с помощью интерполя
ции по значениям Вк+\ (х ) в близлежащих узловых точках, что, 
вообще, говоря, снижает точность. Заметим также, что принятый 
выше способ аппроксимации задачи (1) — (4) с помощью разно
стной задачи (5)— (8) довольно груб, поскольку опирается на 
простейший метод ломаных Эйлера для интегрирования диффе
ренциальных уравнений и квадратурную формулу прямоуголь* 
ников. В следующем параграфе будет описана схема Мои
сеева, которая не требует интерполяции и оставляет достаточ» 
ную свободу при выборе способа аппроксимации задачи 
(1) (4).
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У п р а ж н е н и я .  1. Найти функцию Беллмана для задачи 
JV — 1

'о ( К У  =  £  [<«*. *1) +  Ь1 («,)] +  (с. XN) -*> inf.(“ О

“  А^х  j -j- В i и i € - V ̂  i =  0, N  1; x o == a »

где A t —  матрица порядка « Х « ; B t (и) =  ( f ij  (и)......... В 1} (и)) ,  В[ (и), b t (и) —
функции переменной м е К ( =  Е г, а {, с, а — «-мерные векторы, / =  0, N — 1. 
Указание: функцию Беллмана искать в виде B k (х ) =  х}, к  =  О, N.

2. Найти функцию Беллмана для задачи: /„ (и) =  Ф (дг() -> inf: x l =  xQ +  и,

j t j G G j ,  ( = 0 , 1 ; к е Г 0, где Ф (х) =  ( l  +  е ~ 1/х) 1 при х Ф  О, Ф (0) =  1/2; 
Go =  { x ^ E l: | х  | ^  1/2}, G i = E l ; F 0 =  | « e £ ' :  | « | ^ 1 } .  П оказать, что 
Xo =  Go, Xi =  E ‘, и убедиться, что для этой задачи нижняя грань в (13),
(16) не достигается.

3. Пусть функция B k ( x ) ,  i e ^ ,  k =  0, N,  удовлетворяет условиям (13), 
(14), а функции uk m ( x ) s D k (x)  и точки x0 m < s X Q, t n  —  1, 2, . . . ,  таковы, 
что lim R,  ( х , и . (х) \  —  0, lim B Q ( хд ) =  inf B Q (х). П усть управление

т-> оо т-> оо Ха
I utm]o и траектория [* <т]0 построены по правилу: uQm =  uQm ( х 0т), x im =

=  ^ < > ( * 0  т ’ M0 m ) ’ Ulm  =  u lm ( x l m) ’ XN m ~  F N - l ( XN - l .  m'  u N - l , m ) '  Т о г д а
последовательность пар (xQm, [u ,m]0) — минимизирующая для задачи (5)—(8),
т. е. lim IQ (*„ [и ]0) =  Г  Д оказать.

т - > о о

4. Д оказать, что последовательность функций и{ т (х),  i =  0, N  — 1,
т — 1 ,2 ......из упражнения 3 дает приближенное решение проблемы синтеза для
задачи  (5)—(8), т. е. если в момент к  система находится в точке ^ = д : е ^ ,  то

движение по закону * i + 1> m =  ^  ( * ,m, « 1т(х Ш ,»* I к, N -  1; =
т  =  1, 2.........  при больших т  доставляет функции / ft (дс, значения,
близкие к Гк.

5. Д ля задачи (9) — (12) получить оценку погрешности, аналогичную 
оценке (28).

6. Вывести уравнения Беллмана и доказать теоремы, аналогичные тео
ремам 1—3 для задачи:

N

М * -  К 1 о ) =  Z  ^ ( х1> М  +  Ф о Ы  +  ф ! ^ ) - * ^ ;0

Xi+\"=z= ^ i ( x r  м/)’ 1 =  N  — У' ^  е  G ui е  V i% i =  0, N,

где x t =  (*}, x f ) ,  F t =  (/=■{, . . . ,  F "), ul =  (и ), . . . .  u j) ;  множества 
Ог S  s  E r, i =  0, N, заданы; функции F\ (x, и ) определены при x e G f ,
w e  1Лу, t =  0, Af, /  =  0, re; функции Ф0 (x), Ф[ (лг) определены при t e C j ,
*  eG /\n соответственно; j — дискретное время; момент N  считается заданным.

7. Обобщ ить оценку (28) и теоремы 4, 5 для задачи из упражнения 6.
8. П усть в задаче (5) — (8) (я, н) =  0, г = 0 ,  JV — 1. П оказать, что 

тогда В* (я) =  Ф (х)  для всех к —  0, N,  причем функции B k (х ) при различ
ных k отличаются друг от друга областями своего определения X k.
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9. Применить метод динамического программирования к задаче миними
зации функции ЛГ-1

/ 0 (и , я „  . . . , « * ) = >  £  « i + i )  +  f j v ( “ jv)
О

при условиях и; е  Vi, i =  О, N. У к а з а н и е :  ввести функцию
/N — 1 \

в к (и) =  inf ^  f, (И;, и (+ ,) +  fN (uN) J  ,

где нижняя грань берется по всем наборам (uk =  u , . . . ,  uN), н(. e K j ,
i=fe, N  и показать, что B k (и) =  inf [ /fc (и, v) +  B k+l  (о)], k =  Q, N  —  Ь

v<sVk+\
B N (и) =  («).

§ 2. Схема Моисеева

1. По-прежнему будем рассматривать задачу (1.1) — (1.4). 
Для приближенного решения этой задачи, как и раньше, р а 
зобьем отрезок to t ^  Т на N  частей точками /0 <  ti <  . . .  
. . . <  tn - 1 < H n  =  T. На множестве G, =  G(t i )  возьмем некото
рую дискретную сетку точек x,; е  G,; следуя [12, 171] множе
ство всех точек выбранной сетки будем называть шкалой состоя
ний и обозначать через Я«, i =  0, 1, . . . ,  N.  Шкалы состояний 
Hi и Я ,+1 будем называть соседними. На двух соседних шкалах 
Hi и H i+i возьмем точки х е  Hi  и у  е  Я .+i и рассмотрим сле
дующую вспомогательную задачу:

'(+1
Jdx,  у,  и ( - ) )  =  jj / ° (jv(/), и ( / ) , / ) d t -> inf; (1)

h 
x{t)  =  f (x (t), и (t), t), x ( t t) =  x, x ( t l+i) =  y,  (2)

* ( 0 e G ( 0 ,  / ;< * < * , • + b (3)
u — u( •) кусочно непрерывна и ы ( / ) е У ( / )  при t i ^ . t ^ . t i+ i. (4)

Следуя [12, 171], задачу (1) — (4) будем называть элемен
тарной операцией, соединяющей точки х н у .  Через Ai ( x , y )  обо
значим множество всех управлений и - и ( - )  из (4), для которых 
соответствующая траектория х ( - )  удовлетворяет всем условиям 
(2) — (3). Положим M t (х, у) =  inf Ji (х, у,  ы); если Д,(х, у)  =

и (S Лг (X, у)
— 0 ,  то Mi(x,  у)  =  -|-оо, по определению.

Пусть все точки всех соседних шкал попарно соединены эле
ментарными операциями. Если inf Jt (х, у,  и) достигается

A i (х, у)
на некотором управлении и, (•) е  А; (х, у )  и соответствующей
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траектории X i ( - ) ,  то величина
N- 1
£  M t { хцг  Xi+i, / г+1) +  Ф (xnin) (5)
i-0

выражает собой значение исходной функции ( 1.1) на управле
нии и =  u(t )  =  Ui ( t ) , ti ^  t ^  ti+i, i =  0, TV — 1, и соответствую- 
щей траектории x(t ,  u ) = X i ( t ) ,  ti ^  t ^  Л+ь i =  0, N — 1; x ( t 0) =  
=  хо/, при соблюдении всех ограничений (1.2) — (1.4). Поэтому 
исходную задачу (1.1) — (1.4) естественно аппроксимировать з а 
дачей отыскания минимума суммы (5) по всевозможным набо
рам точек (*о/0, х\!{, . . . ,  xnin), Хц { <= Н и i =  0, N.

Такая аппроксимация задачи (1.1) — (1.4) имеет смысл, ко
нечно, и в том случае, когда inf ] t (х, у,  и) не достигается

Дг (х, у)
при каких-либо х, у , i. Очевидно, приведенная аппроксимация 
задачи (1.1) — (1.4) более гибкая и лучше приспособлена для 
приближенного решения этой задачи, чем схема из § 1, ибо 
здесь предоставляется свобода в выборе способа разрешения 
элементарной операции (1)— (4), и кроме того, рассмотрение 
лишь таких траекторий, концы которых лежат в известных точ
ках соседних шкал, избавляет нас от необходимости интерполи
рования. На способах разрешения элементарной операции мы 
остановимся ниже.

Описанная аппроксимация задачи (1.1) — (1.4) имеет простой 
геометрический смысл. А именно, траекторию xi(t)  из (2), на 
которой достигается inf J{ {x, у,  и), назовем дугой, соединяю-

Д* <*. у) __________

щей точки х, у , а числа Mi(x,  у)  — длиной этой дуги, i = 0 ,  N — 1. 
Дуги, последовательно соединяющие пары точек xi j {, x t + 1, / J+1
соседних шкал Hi, H i+U i =  0, N — 1, назовем путем, соединяю
щим шкалы Н о и H N и проходящим через точки хо/0, * 1/,, . . .
. . . , X f t i N, и в качестве его длины примем величину (5). Тогда 
наша задача сведется к отысканию кратчайшего пути, соединяю
щего шкалы Н о и Нц-

2. Обозначим

Ck (х) =  inf |  £  М((лг//г, Xi+i, / i+1) -h  ф  ,

кгде нижняя грань берется по всем наборам точек (дс*/
—  х, хк+\, /*+1, . . . .  xn/n), х ц ( е= H it i == k, N.  Иначе говоря, 
С к(х) выражает собой кратчайшее расстояние между фиксиро
ванной точкой х е  Hi  и шкалой H N. Покажем, что функции
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Ck(x)  удовлетворяют следующим рекуррентным соотношениям:

С*(дс) =  inf { Мк (х, y) +  Ck+i{y)},  k =  0, N — I; Сы (х) =  Ф(х),  
y ^ Hk+i

(6)
аналогичным условиям (1.13), (1.14). Справедливость (6) при 
k =  N — 1 следует из определения C V -iM , CN(x).  Докажем (6) 
при других k, 0 ^  k ^  N — 1. Д ля  этого сначала убедимся в 
том, что

Cfe( * ) <  inf {Мк (х, y) +  Ck+i(y)},  x < = H k. (7) 
y ^ Hk+\

Возьмем произвольное y ^ H k+i. По определению Ck+i (y)  для 
любого е >  О найдется путь, соединяющий точку у  со шкалой 
HN, длина которого не превышает C*+i (У) +  е. Если этот путь 
«удлинить», добавив к нему дугу, соединяющую точки х  и у, то 
получим путь, соединяющий точку х  е  Н к со шкалой HN, длина 
которого не превышает М к(х , у )  +  Ck+i(y)- \ -  е. Поэтому заведо
мо Ск(х) ^  М к(х, у)-\-  Ck+i (у) +  е. В силу произвольности точки 
у  е  Нк+1 и величины е отсюда имеем неравенство (7).

Теперь покажем, что в (7) на самом деле знак неравенства 
можно заменить знаком равенства. По определению Ск(х) для 
любого е >  0 найдется путь, соединяющий точку х е  Н к со ш ка
лой Нм, длина которого не превосходит Ск( х ) + е .  Пусть этот 
путь проходит через точку у е е  Н к+Х. Ясно, что отрезок этого 
пути от у г до Ны не меньше Ск+\ ( у е),  и поэтому весь путь от х 
до Нц не меньше М к( х , уе)-{-Ск+1( у е) . Следовательно, М к(х, у г)  +  
+  С*+1((/е) < С * ( л : ) + е .  Так как у е <=Нк+и то отсюда имеем: 

inf {Af* (х,*у) +  Ск+\ (у)} < С к (.г) +  е, или в силу произволь-

ности е: inf {Мк (х, у) +  Ck+i (#)} Сравнивая это не-
v e H k+\

равенство с (7), немедленно получаем требуемые соотноше
ния (6).

3. Соотношения (6) могут быть использованы так же, как и 
уравнение Беллмана (1.13), (1.14). Опишем порядок работы 
с этими соотношениями в предположении, что каждая из шкал 
состояний Hi  состоит из конечного числа точек pi,  i =  О, N.  З а 
метим, что в этом случае в (6) вместо inf можно писать min. 
Функция Сн(х)  з= Ф(л:), x<= H N нам известна. Для вычисления 
Слт- i  (х) с помощью элементарных операций соединим попарно 
все точки шкал Ялг-i и Ны- Сравнивая Ры-хРы величин 
М №- 1(х, у)  +  Ф( у )  при всевозможных x s H n - i ,  у & Н ы ,  найдем 
min [Afv_, [х, у)  +  Ф (у)] =  СЛГ_ 1 (лг), а также точку у = у ы - \  (*) е

У e=HN

е Нц , х ^ Н ы - 1, на которой этот минимум достигается. Если 
Ск+1(х) и у  =  у к+1(х) <=*#*+2, х ^ Н к+и уже известны, то для



вычисления Ск(х),  х < = Н к, соединим элементарными операция
ми всевозможные пары точек из шкал Н к и Н к+\. Перебором 
р кр к+ 1 величин М „ ( х , у ) +  Ск+1(у) при всех х е Я * ,  у  <= Я*+1 
найдем min [Мк (х, у) +  Ck+l (г/)], а также точку у  =  y k(x) е  

1
е / / * + 1, x e f t ,  на которой этот минимум достигается, и т .д . 
для всех k =  N, N — 1, . . . ,  1, 0. На вычисление всех Ск(х) и

___________  N - 1

у  =  у к{х),  х е  H k, к =  0, N — 1, понадобится перебор £  ptpi+i
t=0

величин. Наконец, находим xj е  Я 0 из условия С0(хо) =  
=  inf С0 (х) — для этого нужно перебрать еще ро величин, и опре-

деляем последовательно точки х* =  г/0(хц), х\  =  t/j (xj), . . . , x*N =
— y N- Путь, проходящий через найденные точки 
х*, х*......... x"N, будет кратчайшим среди всех путей, соединяю
щих крайние шкалы H0, H N. В самом деле, по определению у к(х),  
k =  0, N  — 1, и х*к е  Н k, k =  0, N,  имеем

Ск (xk) ~  i xk’ xk+i) “Ь ^k+i (xk+\), k =  0, N  1. • (8)

Возьмем произвольный путь, соединяющий шкалы Я 0 и HN и 
проходящий через точки х0, х и . . . ,  xN, х,- <= Я,-, г =  0, N.  Так как 
Xjt+i е  Н к+и то согласно (6) будем иметь: Ск(хк) ^ М к(хк, xft+]) +  
+  C*+1(xA+i). Отсюда и из (8) тогда следует: Мк (х'к, x j+1) +  
+  Сft+i (-'-ft+i) — Ск(хк) =  0 Мк(хк, хк+1) +  Cft+1 (xft+)) — Ck (хк),

/г =  0, N  — 1. Просуммируем это неравенство по k от нуля до 
N  — 1. Получим:

М к (х к, хк+1 ) +  CAr(xJV) С0(х0)<1
й«= о

Л Г - 1

^  2  Мк (хк, xk+\) +  Сы (щ)  — С0(хо).
о

Л Г - 1

Но с о(хо)== inf С0( х ) < С 0(х0), поэтому £  (х*. х£+1) +
о /t=*0

J V - 1

+  ф ( х ; ) <  1 .  м к (хк, х к+ ,) +  Ф (х ЛГ) для любых путей, соеди

няющих шкалы Я  о и Ялг. Таким образом, путь, проходящий через
точки Xq, х*......... х*^( в самом деле кратчайший. Если u]{t) и
х’ (/), ^ ^ ^ = О г+1, представляют собой то управление и соот
ветствующую траекторию, на которых приближенно реализуется 
элементарная операция (1) — (4) при x =  xj, y  — x \+v то в ка-
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честве приближенного решения исходной задачи (1.1) — (1.4) 
можно взять управление и*(t) =  u*i{t) и траекторию х*(t) =  х \ (/), 

t =  0, ЛГ— 1.
Аналогично доказывается, что путь, проходящий через точки 

xk ~ x ^ H k, хк+1 —  у к е  H k+l, x N =  y N_ l (хл,_,) €=■ Н N,
является кратчайшим между точкой х  е  H k и шкалой Нц. Это 
означает, что функция у к{х) дает нам приближенное решение 
проблемы синтеза для задачи (1.1) — (1.4).

Заметим, что определение кратчайшего пути между ш кала
ми Н 0 и Ядг по описанной схеме потребовало перебора
N -  1
£  PiPi+i +  Ро величин, в то время как полный перебор всех пу- 
( = 0

тей, как нетрудно видеть, потребовал бы сравнения popi . . .  ры 
величин. Таким образом, уже при не слишком больших р,- пере
бор с помощью соотношений (6) по сравнению с полным пере
бором дает существенную экономию памяти ЭВМ и машинного 
времени. Такая экономия достигается за счет того, что при вы
числении Ck{x)  из (6) рассматриваются лишь пути, проходящие 
через всевозможные точки х е  Н к и у  е  H k+\ и соединяющие 
точки y ^ H k+i со шкалой H N кратчайшим образом, и тем са
мым все некратчайшие пути, соединяющие у  е  Н к+\ со шкалой 
Нц,  из рассмотрения полностью исключаются.

4. Для получения более точного решения задачи (1.1) — (1.4) 
необходимо взять более густую сетку точек на шкалах и увели
чить число шкал. Однако при этом число перебираемых величин 
даже при использовании описанной выше схемы перебора ката
строфически быстро растет, и уже при небольших размерностях 
векторов х, и становится невозможным решить задачу о крат
чайшем пути за разумное время с помощью самых лучших со
временных ЭВМ. В этом случае часто используют прием, изве
стный под названием метода блуждающих трубок [244]. Суть 
этого приема заключается в следующем.

Сначала берут небольшое число шкал с небольшим количест
вом точек на них, и по описанной выше схеме поиска находят _ 
кратчайший путь /ь соединяющий крайние шкалы Н 0 и HN. З а 
тем уменьшают шаг сетки на каждой шкале, путь 1\ окружают 
некоторой «трубкой» из путей, проходящих вблизи 1\ по точкам 
новой сетки. Для построения трубки вокруг 1\ на каждой шкале 
обычно берут небольшие окрестности точки, через которую про
ходит 1\, и рассматривают пути, проходящие через выбранные 
точки. С помощью описанной выше схемы перебора находят 
кратчайший путь в полученной трубке; все пути вне этой трубки 
в переборе пока не участвуют. Таким образом, получают новый 
улучшенный путь /2, длина которого не превышает длину /ь Д а 
лее, сохраняя прежние шкалы и точки на них, окружают путь /2
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новой трубкой и находят следующее приближение h  и т. д., про
должая процесс до тех пор, пока трубка не перестанет «блуж
дать» и впервые не получится равенство ls — ls+1. После этого 
измельчают сетку на каждой шкале, окружают путь ls новой 
трубкой и продолжают поиск кратчайшего пути описанным прие
мом блуждающих трубок. Процесс измельчения сетки на шкалах 
и поиска кратчайшего пути указанным способом повторяют, пока 
два кратчайших пути, полученные после двух последовательных 
измельчений сетки, не совпадают с удовлетворительной точ
ностью. Затем увеличивают число шкал, т. е. сгущают сетку по 
времени, и повторяют процесс поиска методом блуждающих тру
бок с постепенным измельчением сетки на шкалах состояний до 
удовлетворительного совпадения двух последовательных при
ближений. Попеременно измельчая сетку на шкалах состояния 
и сетку по времени, поиск с помощью блуждающих трубок про
должают до получения приближенного решения исходной задачи 
с достаточной точностью. Изменение шагов сеток на шкалах со
стояния и по времени должно быть согласованным; например, в 
случае равномерных сеток эти шаги должны удовлетворять со
отношению |Дх| =  о(Д/) [171].

Оказывается, метод блуждающих трубок во многих случаях 
существенно сокращает перебор. В то же время следует заме
тить, что метод блуждающих трубок позволяет определить, во
обще говоря, лишь локально кратчайший путь между крайними 
шкалами при фиксированной сетке, поскольку на каждом шаге 
в переборе участвуют лишь пути, попавшие в трубку.

5. Другой подход к поиску кратчайшего пути между шкалами 
дает метод локальных вариаций  [12, 171, 244]. Этот метод пред
полагает, что какой-то путь 1\, соединяющий шкалы Я 0 и Ни, 
уже известен. Для определения следующего более короткого пу
ти последовательно просматриваются шкалы Н 0, Hi,  . . . ,  Ни. 
Допустим, что шкалы Я 0, . ,  . ,  Я ,_ i уже просмотрены и получен 
путь Zi, /_i, соединяющий шкалу Н0 с Ни- Пусть Xi(h)  — точка 
пути U, леж ащ ая на шкале Я,-. Выберем на шкале Hi  некоторое 
количество точек, расположенных близко к точке Xt(l i) ,  и пере
берем пути, проходящие через эти выбранные точки шкалы Я,-, 
а в остальном совпадающие с путем 1\ , ь  Если среди переби
раемых путей найдется путь, имеющий меньшую длину, чем 
путь li, i -u то его обозначаем через 1ц и просмотр шкалы Ht на 
этом заканчиваем. Если же ”длины всех перебираемых путей 
оказались не меньше длины 1\, ь то полагаем 1ц =  h, <-i. После 
определения пути 1ц переходим к просмотру следующей шкалы 
Hi+ 1 и т. д. Такой перебор всех шкал Я  о, . . . ,  Ни закончится по
лучением пути liu =  /2. Если длина пути /2 меньше длины 1\, то 
для пути I2 повторяют описанный выше просмотр шкал Я 0, . . ,  
I , , ,  Ни  и находят следующий путь /3 и т.д . Если же окажется,

V*.
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что /г =  1\, т. е. путь 1\ улучшить не удалось, то на шкалах берут 
более густую сетку точек, а также при необходимости измель
чают сетку по времени, и снова просматривают шкалы и т. д.

Метод локальных вариаций описан. Нетрудно видеть, что 
этот метод является аналогом метода покоординатного спуска. 
Поскольку здесь в переборе участвуют гораздо меньше путей, 
чем в методе, основанном на соотношениях (6), или методе 
блуждающих трубок, то ясно, что метод локальных вариаций 
гораздо экономичнее и позволяет увеличить размерность решае
мых задач. С другой стороны, нетрудно привести примеры з а 
дач, когда этим методом не удается найти даже локально крат
чайший путь между шкалами. На рис. 7.1 приведен такой при
мер — здесь N =  3, шкалы Я 0, Я ь Я 2, Я 3 состоят соответственно

ных вариаций не удается. Л ю 
бопытно также заметить, что ис' '1‘ 
если за 1\ взять путь ABDF,  то
в зависимости от того, начнем ли просмотр со шкалы Н\  или Я г, 
придем к кратчайшему пути ACDF  или уже рассмотренному пу
ти ABEF.

Различные модификации метода локальных вариаций, при
меры задач, к которым применялся этот метод, см. в [12, 171, 
244].

6. Успех в применении описанных в этом параграфе методов 
приближенного решения задачи (1.1) — (1.4) во многом зависит от 
умения строить элементарные операции (1) — (4). По существу 
элементарная операция представляет собой экстремальную з а 
дачу той же трудности, что и исходная задача. Однако малость 
отрезка ti ^  t ^  ti+\ позволяет здесь сделать ряд упрощающих 
предположений. Прежде всего, если шаг сетки по времени до
статочно мал, то элементарную операцию строят, исходя из ус
ловий (1), (2), (4), полагая, что дуги траекторий или не нару
шают ограничений (3), или этим нарушением можно пренебречь. 
Далее, вместо минимизации функции (1) при условиях (2), (4) 
часто ограничиваются построением какого-либо допустимого уп
равления и соответствующей траектории, удовлетворяющих ус
ловиям (2), (4), и в качестве длины дуги Mt ( x , y )  тогда берут 
значение функции (1)' на полученных управлении и траектории.

из точек {/4}, {В,  С}, {D, £}, 
{Z7}; на дугах,' соединяющих 
точки соседних шкал, указаны 
их длины. Кратчайшим путем,
соединяющим шкалы Я 0 и Я 3, А Г
является путь ACDF. Если в 
качестве начального прибли
жения 1\ взять путь ABEF,  то 
улучшить его методом локаль-
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Во многих задачах полезно задаться каким-либо семейством 
управлений u ( t ) =  u(t ,  С\, . . . ,  ст), зависящих от параметров 
с и с2, ст ( т ^ п ) .  Например, это могут быть алгебраиче
ские или тригонометрические многочлены с коэффициентами 
с и . . . ,  ст или кусочно постоянные функции со значениями 
Ci, . . . ,  ст и т. п. Значения этих параметров затем можно опреде
лить из следующей системы п уравнений с т неизвестными 
(т ^  п ) :

*t+i *t+ 1

 ̂ х (t) dt  =   ̂ f(x( t ) ,  u(t ,  с и с2.........cm))dt =  y  — x, (9)
*i *i

U (t , С1, . • ., Ст) £5 V (11), t( t ^+1»
используя для этого различные методы [2, 39, 129]. Если т >  п, 
то параметры с\, . . . ,  ст отсюда будут определяться, вообще го
воря, неоднозначно, и свободные параметры можно использо
вать для минимизации функции (1). Для упрощения системы (9) 
дифференциальное уравнение (2) часто заменяют более просты
ми уравнениями:

X (/) =  f (х, и (t), t) или X (t) =  f (  * у . u(t),  t )

или другими более точными разностными уравнениями; здесь 
возможно использование линеаризованной системы:

x(t) =  f (х, и (t), t) +  (fx (х, и (0, t), х (t) — х).

При решении задачи (1), (2), (4) часто применяется также 
принцип максимума в сочетании с различными упрощающими 
приемами, описанными выше. Другие способы построения эле
ментарных операций, примеры решенных конкретных задач см. 
в [12, 171].

§ 3. Проблема синтеза для систем с непрерывным временем

Продолжим исследование задачи (1.1) — (1.4) с непрерывно меняющимся 
временем. Проблема синтеза для задачи (1.1) — (1.4) заключается в построе
нии функции и =  и(х ,  i) ,  называемой синтезирующей функцией этой задачи 
и представляющей собой значение оптимального управления при условии, что 
в момент t система (1.2) находится в точке х, т. е. x ( t ) = x .  Умение решать 
проблему синтеза крайне важно в различных прикладных задачах оптималь
ного управления. В самом деле, если известна синтезирующая функция 
u ( x , t ) ,  то техническое осуществление оптимального хода процесса может 
быть произведено по следующей схеме, называемой схемой с обратной связью: 
с измерительного прибора, замеряющего в каждый момент t фазовое состоя
ние x ( t ) ,  на ЭВМ или какое-либо другое вычислительное средство подается 
величина x( t ) ,  вычисляется значение управления u(t )  =  u (x ( t ) ,  t) ,  после чего 
найденное значение u ( t )  оптимального управления передается на исполнитель
ный механизм, непосредственно'реализующий требуемое течение управляемого 
процесса.
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1 . Проблема синтеза для задачи (1.1) — (1.4) сводится к решению сле
дующей задачи: определить управление и,  (т) =  и .(т , х, t) ,  доставляющее 
функции

г
J (t, х,  и ( • ) )  =  ^ /° (х  (т), и (т), т ) йт +  Ф (х  (Т)) (1)

t

минимальное значение при условиях

х (х) —  f (х (т), и (т), г), x ( t )  =  x; (2 )
х  (т) <= G (т), t ^  т «SC Т, (3)

и =*= и ( j )  е  V  (т), t ^  т  ^  Т\ и ( • )  — кусочно непрерывно, (4)

где х  — произвольная точка множества G (t), a t  — произвольный фиксиро
ванный момент времени, t o ^ t  <  Т. Заметим, что при t —  t0 задача (1)—(4) 
превращается в исходную задачу (1 .1 )— (1.4).

Обозначим через Д (х, t) множество всех управлений и (т), t ^  т  ^  Т, 
удовлетворяющих условиям (4) и и (т) =  и (т +  0) =  lim и (s), t  ^  т  <  Т,

S-» 1+0
и таких, что соответствующая траектория * (т) =  х  (т, и),  t  ^  т Г, си
стемы (2) определена на всем отрезке [/, Т\ и удовлетворяет фазовом у огра
ничению (3).- П оложим X(t )  =  {x: х  е  G (t), А (ж, t) ф  0 ] ,  t0 ^ t < T ;  
Х ( Т )  =  в { 7 ) .

П ару (и (т), х  (т)), назовем допустимой парой  задачи (1)—(4),
если х (/) =  х  е  X (<), и ( • )  е  Д (х, t) и х  (■)  является решением системы (2), 
соответствующим рассматриваемому управлению и ( • ) .  Аналогично, пару 
(и (т), х  (т)), будем называть допустимой парой исходной задачи
(1.1)—(1.4), если х  ( t0) =  х а <= X  ( t0), и (■) е  Д (хо, to) и выполнены все соот
ношения (1.2) — (1.4). Допустимую пару (и„ (т), x t  (т)), задачи 
( 1 ) — (4) будем называть решением этой задачи, если J (t, х,  « * ( • ) )  =  
=  inf /  (t, х, и ( • ) ) ;  при этом и , ( • )  назовем оптимальным управлением, 

А(х.  t)
а ■*»( • )— оптимальной траекторией задачи (1)—(4).

Зная оптимальное управление и„ (т) =  ы, (т, jc, t) задачи (1) — (4) при 
всех тех (х, t), х  e C  (t), t0*S^t <  Т, при которых эта задача имеет решение, 
нетрудно получить синтезирующую функцию задачи (1.1) — (1.4): достаточно 
положить и (х, t) в  (t, х, t). Однако получить явное аналитическое вы ра
жение для оптимального управления и.  (т, х, t) задари (1) — (4) удается лишь 
в редких случаях. Поэтому желательно иметь другие подходы к решению 
проблемы синтеза.

Вспомним, что при решении проблемы синтеза Для дискретных систем важ 
ную роль играло уравнение Беллмана (1.13), (1.14). Оказывается, аналогичное 
уравнение может быть получено и для задачи (1) — (4). Введем функцию

В (х, t) =  inf J (t, x,  и ( • ) ) ,
Д (х, t )

называемую функцией Беллмана для задачи (1.1)— (1.4). Если задача (1.1)—
(1.4) удовлетворяет некоторым ограничениям и функция В(х ,  t) непрерывно 
дифференцируема, то можно показать, что функция Беллмана удовлетворяет 
следующим условиям, называемым уравнением Беллмана задачи (1.1) — (1.4):

inf К5 * *)> f “• *)) +  Bt 0  +  1° “> 01 =  о,
u s D ( j c ,  <) '  1 1

х  €= X  (/), to ^  t <С. Т7 
В ( х ,  Т) =  ф ( х ) ,  x < = X ( T )  =  G(T) ,

(5)

(6)
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Т е о р е м а  2. Пусть В(х ,  / ) — решение задачи (5), (6) и пусть нижняя  
грань в левой части (5) достигается на кусочно непрерывной функции и(х ,  I). 
Кроме того, пусть точка » 0 е Л ( / 0) определена из условия

в  « •  '«)■ , м > 

а пара (и* (■), х , ( - ) ) ,  e&e ■**(•)— решение задачи Коши
х  (т) =  /  (х  (т), и (х  (т), т), т), <0 < т < Г :  х ( ( 0) =  х*,

и u t  (т) =  и (х„ (г), т), является допустимой парой задачи  (1.1)—(1.4). Тогда  
пара  ( «*( • ) .  ■*»(•)) является решением задачи  (1.1)—(1.4), т. е.

J ( t0, х* и ,  (■) )  =  ini  inf I ( t %, х,  м ( - ) )  =  / . .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольную допустимую пару (и (т), 
х  (т)), x ( t o )  =  Х0 &  X  (to) задачи (1.1)—(1.4). Из формулы (9) и
неравенств (12) при t —  to с учетом условия (14) имеем

J (*0’ Х0• и ( " ))  ̂(*0> *0’ “» ( '))  =я
т

=  [ R ( x  (т), и (т), т) rft +  В  (хо, to) — inf В  (я, rf0) 0, 
J * s x « 0)*0

что и требовалось доказать.
2. Таким образом, согласно теореме 1 для решения рассматриваемой про

блемы синтеза достаточно найти решение задачи (5), (6). Возникает вопрос, 
как  ж е решить задачу (5), (6)? П режде всего заметим, что удобное для р а 
боты конструктивное описание множеств X(t ) ,  D(x ,  t) ,  входящих в формули
ровку задачи (5), (6)', часто отсутствует, и поэтому на практике вместо з а 
дачи (5), (6) обычно пользуются следующей более конструктивной задачей:

inf [<ВЯ (х,  0 ,  /  (х,  и, 0 )  +  В.  (х, t) +  /° (х,  и, 01 =  0,

х<= G ( 0 ,  t0< t < T ,  (15)
В (х,  Т) =  Ф (х), х  е= G (Т),

получающейся из (5), (6) заменой D (х, t) ,  X ( t )  на V(t ) ,  G(t)  соответственно. 
Конечно, здесь надо помнить, что задача (15) может и не иметь решения, 
в  то время как задача (5), (6 ) может оказаться разрешимой.

Наиболее удобными и эффективными при решении задачи (5), (6) или 
задачи (15), по-видимому, являются методы, изложенные выше в §§ 1, 2 ,— 
рекуррентные соотношения (1.13), (1.14) и (2.6) по существу представляют 
собой некоторую дискретную аппроксимацию задач (5), (6) и (15), а ф унк
ции Вь(х) ,  Ск (х) являются приближенным значением для В(х,  ?*). Сущ е
ствую т и другие методы решения таких задач. Во многих прикладных за д а 
чах часто удается получить явное выражение и —  и(х ,  t, Вх) для точки и, 
в которой достигается нижняя грань

inf \ (ВХ, f (х, и, 0> +  f° (х, и, 01« е  V(t)
при фиксированных значениях параметров (х, t, В х). Подставив такое и = .  
*= и(х ,  t, Вх) в (15), приходим к следующей задаче Коши:

Bt  +  [(Вх , f  (х,  и, 0 )  +  /° (*. и, 0 ]  1„_в (л  в х) =

* е О  (0 , to <  t <  т,
В (X ,  Т) =  Ф (х), X <= G (Г),
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для нелинейного уравнения с частными производными первого порядка. Д ля 
численного решения этой задачи Коши можно воспользоваться известным ар
сеналом методов — разностными методами, методом характеристик, методом 
прямых, методом коллокации и т. п. [2, 40, 129, 211].

Иногда удается найти решение В (x , t )  задачи (15) в виде многочлена 
по переменным х \  х2......... х п с неопределенными коэффициентами, завися
щими от времени:

* ( * . / > - £  Z  -  2  * 1 , 1 . . . .  1„ со  ( * * ) '1 (**)*■ - - - ( * " ) '- •J -о i , - n J 1 2 п

Если подставим это выражение для В(х ,  t) в (15), то для определения коэф
фициентов 1) (О получим дифференциальное уравнение следующего
вида:

B t {x, 0 =  Z  . . .  Z  ^  * . i n (0 U I) <1 ••• (* ” ) '"

•••* ....... (16)
x e s G  (t),  / 0 <  < <  7\

u e K ( l )

с начальным условием

т 1 т„

Z  ••• Z  (Г) (* ')'■  . . .  (* " )1в »  Ф (*), х е О ( Г ) .  (17)
i i - о  г„-о

Если Ф (х),  inf F, в свою очередь, являются многочленами относительно 
1М0

х \ . . . , х п, то, приравняв коэффициенты при одинаковых степенях в (16),
(17), получим задачу Коши для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений относительно .. .  j (0> записанной в нормальной форме Коши.
Далее здесь можно использовать различные численные методы решения з а 
дачи Коши, такие, как методы Эйлера, А дамса, Рунге — Кутта и т. д. [2, 40,
129, 2111.

Если же Ф (х)  или inf F  не являю тся многочленами относительно 
V (<)

х ' ......... х п, то условия (16), (17) не могут быть, вообще говоря, удовлетво
рены во всей области G (t), i 0 ^ t  ^ . Т ,  ни при каком выборе N  =  (nit +  
+  1) ( tth + 1 )  . . .  (mn +  1) коэффициентов _ { (t). В этом случае в [ 152]
предлагается задать  в области G (t) N  кривых g, (t )......... %N (t ) и рекомен
дуется определять { (t ) из условия удовлетворения равенств (16), (17)
не всюду в G (t ), а лишь на этих кривых. Этот подход перекликается с из
вестными методами коллокаций и интегральных соотношений и приводит 
к задаче Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, 
не разрешенные относительно производной ф ( п  (отметим, что эти

*1 ‘п
производные в уравнения будут входить линейно). Кривые £ | (<)..........t,N (t)
обычно выбирают так, чтобы они имели достаточно простое аналитическое 
выражение (например, семейство прямых, параллельных осям координат, 
семейство парабол и т. п.) и задавали  достаточно густую сетку в области 
G (/), t b <  / <  Т.

Д ля иллюстрации вышесказанного приведем пример.
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П р и м е р  1. Пусть требуется минимизировать функцию 

Т

]  (и) = .^ и2 (/) d t  +  Х х 2 (Г), X =  const >  О, 
о

при условиях х  =  и (<), *  (0) =  * 0. и =  и (t) — кусочно непрерывная функция; 
числа Т, Хо заданы . Здесь G (t) г з  Е \  V  (/) =  Е \  0 ^  t  ^  Т.

Задача (15) в рассматриваемом случае имеет вид

inf [Вх {х, t ) u  +  B t (x,  0  +  ы2] = 0, х  е  Е 1, 0 <  / <  Г; (18)
и е  £ '

В ( х , Т )  =  Х х 2, х < = Е 1. ( 1 9 )

Нижняя грань в (18) достигается при и =  —B J2 ,  поэтому уравнение (18) 
перепишется так:

B t (х, 0  -  В \  (х , t ) /4 = 0 ,  л: <= Е \  0 <  t  <  Т. (20)

Функцию В(х ,  t) будем искать в виде многочлена

В  (X, t) S3 1|>0 (/) +  (t) X +  (t ) х 2 

переменной х. Подставим это выражение в (19), (20); получим

Фо +  +  Ф2*2 — СФ1 +  2ф 2х )2/4 =  0, * < = £ ',  0 < < < Г ;

' t>AT) +  $ i ( T ) x  +  1?2 ( T ) x 2 =  Xx2, x t = E l .

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, придем к следующей 
задаче Коши:

’t’o - ' l >?/4 =  0, =  ♦ й - ’Й — 0. 0 <  f <  Г;

ф о(Г) =  0, Ь ( Т )  =  0, у 2 (Т) =  Х.
Отсюда находим

Фо (0  ф, (/) =  0 , ф 2 (() =  1 _  ^  ^  _  ту  .

Таким образом, функция Веллмана здесь имеет вид

„ ,  „  Ьх2
в (*. О i — Я (/ —

синтезирующей является функция
\  у.

и (х,  t) =  -  В х /  2 =  1 _  _  у у  , х < = Е \  0

3. Предположим, что с помощью того или иного метода нам удалось по
лучить некоторое приближенное решение B(x , t )  задачи (5), (6) или (15). 
Если это решение получено разностным методом (например, методами §§ 1,2) 
на какой-то дискретной сетке точек, то доопределим ее (например, интерпо
ляцией или с помощью сплайнов) во всех точках области G(t) ,  t o ^ t ^ T ,  
до некоторой непрерывной, кусочно гладкой функции В(х,  t).  Тогда функ
цию и — и(х,  t) ,  на которой реализуется точная или приближенная нижняя 
грань функции R(x ,  и, t) из (10) на множестве D(x,  t) или V(t ) ,  можем при
нять в качестве приближенного решения проблемы синтеза для задачи ( 1 . 1 )—
(1.4). Это значит, что приближенное решение («(•)> •*( )) задачи ( 1 )— (4)
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будем определять из условий

i  (т) =  /  (х (т), и (х (т), х),  т), < < т < Г ;  x ( t )  =  х,
х (т ) е С  (т), й (т) =  и (х (т), т), /  <  т  Т.

Приближенное решение исходной задачи (1.1)"— (1.4) находится анало
гично: сначала определяем точку х0, на которой точно или приближенно реа
лизуется нижняя грань функции В(х ,  t0) на множестве X ( t 0) или G(t0),  а з а 
тем,- чешая задачу (2 1 ) при t  =  t0, х  =  х0, находим траекторию х(т) и управ- 
ленией(т) = и ( х ( т ) ,  т), to ^  т г£Г Т. Найденную пару («( • ) .  *( • ) )  примем за 
приближенное решение задачи (1.1) — (1.4). Спрашивается, какая при этом 
будет допущена погрешность? Приводимая ниже оценка погрешности дает 
некоторый ответ на этот вопрос.

Пусть К(х,  t ) — какая-либо функция, которая определена и непрерывна 
при всех x e X ( t ) ,  to ^  t Т, обладает кусочно непрерывными производными 
Кх, Kt и такова, что для любой допустимой пары («( • ) .  * (•)) ' задачи ( 1 ) — 
(4) при всех * е  X(t ) ,  t0 sg /  <  Т, функция К( х{ т), т) переменной т — кусоч
но гладкая (или абсолютно непрерывная) на [t, Т\ .  Н а практике в качестве 
функции К(х,  t ) обычно берут какое-либо приближенное решение В(х,  t ) 
задачи (5), (6) или (15).

По аналогии с (10) введем функцию
S (х, и, t) =  {Кх (х, t), f  (х, и, t )) +  Kt (х, t) +  f° (х, и, t),

х < = Х  (/), tB <  t  <  Т, (22)
я, кроме того, положим

s (х, Т) =  Ф (х) -  К  (х, Г), * е О ( Г ) .  (23)

Возьмем произвольную допустимую пару («( •) •  *( • ) )  задачи (1)— (4). В си
лу уравнения (2 ) тогда имеем

~ К  <Xd (xX)' Т) =  S (х (т), и (т), т) -  р  (х  (т), и (т), г). to <  т  <  Т.

Учитывая непрерывность и кусочную гладкость функции /С(х(т), т ), проинте
грируем это тождество по т от t до Т. Получим формулу 

Г

/  (/, х, и ( • ) )  =  \  S (х  (т). и (т), т) dx  +  s (х (Т), Т) +  К  (х, t). (24) 
t

Если К  (х, t) —  В  (х, /), то S  (х, и, х) =  R  (х, и, т), s (х, У) — 0, и эта фор
мула превратится в выведенную выше формулу (9).

Предположим, что каким-то образом мы получили пару (« (т), х  (т)), 
удовлетворяющую условиям (3), (4) и уравнению (2) с начальным 

условием i ( / ) = i e ^  (t). Согласно (24) тогда ч
г

J  (t, х,  й (■)) — / (t, х,  и ( - ) )  =  ^ [S  (х (т), й (т), т) — S  ( х  (г), и (т), т)] dx  +
<

+  [5 (х (Г ), T ) - s ( x ( T ) ,  Г ) ] +  [ * ( * ,  t ) - K ( x ,  /)] (25)
для любой допустимой пары («( • ) .  *( • ) )  задачи (1) — (4). И з (25J уж е не
трудно получить требуемые оценки погрешности для задач (1) — (4) и (1.1) —
(1.4). Обозначим

Smin М  =  inf inf S  (х, и, т), smin =  in f s  (х, Т),
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Пусть (й ( • ) ,  х  ( • ) )  — некоторая допустимая пара задачи (1) — (4), которую 
мы хотим взять в качестве приближенного решения этой задачи. Учитывая, 
что для любой допустимой пары ( и ( - ) ,  х  ( • ) )  задачи (1) — (4) имеют место 
включения х  (t) =  х  s  X  (t), и ( • )  е  А (х,  t), х  (т) е  X  (т), и (х) е  D (х  (т), т), 
/ т  Г, из (25), (26) по лучим требуемую оценку погрешности:

О< / ( < , * , « ( • ) ) — inf / ( / ,  х, u ( - ) ) <
А (х, t)т

^  "" Smln ^  “  s min]- (27)
t

Если ж е (й (x), J£ (x)), — допустимая пара задачи (1.1) — (1.4),
х  (/0) =  jco, которая берется за приближенное решение этой задачи, то из (25) 
(26) имеем такую  оценку погрешности:

0 < /  ( t0, х 0, й (  •))  — inf inf J (t0, x, и (• ) ) <
(<0) и (•) s  Д (x, <0)

Г
<  ^ [S (* (т), й ( t) , t )  — S mln (т)1 d x  +  [s (x  (T), T) — smin ] +

*0
+  К {Xo, to) — Ко min- (28)

Если К  (x, i) =  В (x,  t), to  S  (x, u, t) —  R  (x, u, t), s (x, T) =  0 и, кроме того, 
из (11) следует, что inf R ( x , u , t )  =  0 при всех д; е  А (/), так  что

i e D | х, t)
inf inf R (x, u, t ) =  0. Поэтому при К  (x, t) =  В (x, t) из (27), (28) 

x  e  X  (/) u  e  D  (*,  /) 
соответственно получим

г
0 < ; У (/, *, й ( • ) )  — inf J (t, x, и ( • ) )  ^ . \  R  (x  (x), u (t), t )  d r ,  (29)

«(•)£= Д (JC, <) J

J (to, Хо, й  ( • ) )  — inf inf J ( t0, x, и ( • ) )  <
X^ X( t a )  u(-) e  Д (X, /о)

T

<  \  R  (x  (т), й (x), x) dx  +  В t x 0, to) — inf В  (*, t0). (30)
J xfsX (i0)*0

И з оценок (29), (30) следует, что если определить й (х, / ) е Д  (х, t) [х0 s  
е Л ( / о )  — Для задачи (1.1) — (1.4)] так, чтобы R (х, й (х, t), t) было поближе 
к inf R ( x , u , t )  [В (Jf0, <о) — поближе к inf В (х, t 0)] и затем найти 

А (х, t) х е Х  (f )
пару (й (х), х  (х)) из условий

х  (х) =  { (х  (х), й (х (т), х), х), jt (т) е  С (х), / ^  х Г; 
х  (/) =  дс; й (х) =  й (х (т), х)

[для задачи  (1.1) — (1.4) здесь надо взять t =  to, х ( / 0) =  *о]. то величина 
/  (/, х, й ( • ) )  [в случае задачи (1.1) — (1.4) — величина 1 (/, х 0, й ( • ) ) ]  будет 
мало* отличаться от искомого оптимального значения, а функция й (х, t)  
будет хорошим приближением для синтезирующей функции. Заметим, что 
СЬенки (28), (30) являю тся аналогами оценок (1.28) и (1.29).

Заметим такж е, что в приложениях могут оказаться удобнее более грубые 
оценки, получающиеся из (26) — (30) при замене неконструктивно определен
ных множеств Д(дс, <). на множества V(/),  G(t)  соответственно.
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У п р а ж н е н и я .  1. Реш ить проблему синтеза для задачи минимизации 
Г

функции I  ( х0, и ( • ) )  =  ^ ( х1 (t)  +  и2 (t)) d t  при условиях JC (t ) =  — х  (< )+ “  (0 . 
о

х  (0) =  х 0-, здесь G (t)  =  Е ‘, V  (t ) Е 1 при всех t  е  [О, Г].
2. Решить проблему синтеза для задачи минимизации функции J (лг0, и ( • ) ) =  

=  х 2 ( 1 ) при условиях x ( t )  =  u (t), 0 t 1 ,
х  (0) =  Xq, и (t) е  V  =  {и е  Е 1: 0 ^  и ^  1), х  (t) е  G ( t )=aEl при

П оказать, что в этой задаче синтезирующих функций бесконечно много. Убе
диться, например, что синтезирующими являются функции

I А /  °’ Х*>0’ t « /  °>“ U  0  =  j  . . п или u ( x , t )  =  <
I  1, X <  0, I  1, x  <  t — 1.

3. Решить проблему синтеза для задачи минимизации функций
г

П х 0, и ( - ) )  =  х г (Т)  или /(х о . « ( • ) )  =  ^ ** (0  dt
о

при условиях x ( t )  =  u ( t ) ,  О jc (0) =  jc0. и (t) е  К (<) =  {и е  £ ‘:
— 1 < и <  1), х  (t) е  С? (О за Е 1, 0 ^ / ^ Г .  Будет ли в этих задачах синте
зирую щ ая функция единственной?

4. Написать уравнения Веллмана (5), (6) для задачи быстродействия:

/  (*о, *о, и ( • ) )  =  7 -  < •-*  inf; x ( t ) = f ( x ( t ) ,  u ( t ) ,  t), 

x ( t o ) = X o ,  x ( T ) = x t, u ( - ) — кусочно непрерывна и принадлежит множеству 
<0.

5. Показать, что функция Веллмана для задачи из примера 6.2.4 не яв 
ляется непрерывно дифференцируемой.

6. Найти функцию Веллмана для задачи

г
/  *о. в (■))  -  $ [(« (0 . ж (<)> +  Н «  (/). 0 1  d t  +  <с, ^  (Г »  -*  inf; 

t,

x ( t )  =  A ( t ) x ( t )  +  C ( t ) u ( t )  +  f ( t ) ,  x  (to) =  x 0, (31)

и =  и (t) e  V  (t), u ( - )  — кусочно непрерывна, (32)

считая известными моменты времени t 0, Т,  матрицы A (t), С (t) порядка п'Х.п.  
и п X  г  соответственно, n -мерные вектор-функции a (t), f  (t), скалярную ф унк
цию Ь (и, t), n -мерные векторы с, х д и множества V ( t ) ^ E r, ta ^ t ^ . T .  У Ла
з а н и е :  пользуясь уравнениями (5), (6), искать функцию В (х, t) в виде 
В  (х,  0==('1 , (0> х ) — многочлена первой степени относительно переменных 
х  =  ( х ' ......... х п).

7. Исследовать уравнения (5), (6) для задачи минимизации функции
Г

1 (to, Хо, и ( • ) )  =  a i ^ х 2 ( t ) d t  +  а.2 Х8 ( Т), a i, a j  =  const ^  0,
*0

при условиях (31), (32). Рассмотреть случаи V  ( t ) =  E r, V ( t )  =  { u ^ E r t 
I « I <  1}. V (t) =  [и =  (и 1, . . u r): - 1  1, / =• l77}.
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§ 4. Достаточные условия оптимальности

При решении задач оптимального управления часто возникает следующий 
вопрос: будут ли на самом деле оптимальными те управления и соответствую
щие им траектории, которые найдены с помощью каких-либо точных или при
ближенных методов? Такой вопрос, например, естественно возникает, когда 
управление и траектория найдены из краевой задачи принципа максимума, по
скольку принцип максимума выраж ает собой необходимое условие оптималь
ности, не являясь, в общем случае, достаточным для оптимальности. Один из 
подходов, с помощью которого можно получить достаточные условия опти
мальности, связан с методом динамического программирования [46, 71, 91,
152, 153, 163, 206]. Этот подход уже был использован в § 1 для получения 
достаточных условий в дискретных системах. Покажем возможности этого 
подхода для задач оптимального управления с непрерывно меняющимся вре
менем.

1 . Начнем с рассмотрения задачи (1.1) — (1.4) с закрепленным временем. 
Будем пользоваться обозначениями и некоторыми формулами из § 3. Со
гласно (3.24) и (3.28). для каждой допустимой пары (й (0 , * ( 0 ) .  ^  t ^  Т, 
x ( t 0) = X 0, задачи (1.1)— (1.4) справедливы формула 

г
]  (<0> j?„. и  . )) =  $ S (X (0 . й (0 , t ) d t  +  s (X (Т), Т) +  К  (Хо, to) (1)

to
и оценка *

Т

0 <  /  (t0, Хо, U ( •)) -  У, <  J  [S (X (<), й (t), 0  -  S min (*)] dt  +
U

+  [s (X (T),  T) — s min] +  IK (Xo, t о) — Ко mini, (2)
где

5  (х,  и, t) —  {Кх (х,  t), f  (х,  и, 0> +  K t  (х, 0  +  f° (х, и, t), (3)

s (х,  Т) —  Ф (х )  — К  (х, Т), (4)

•Smin ( 0 =  inf inf 5  (х, и, t), smin =  inf s (x,  T), (5) 
x e ^ ( f |  i i E S ( x , f )  (Г)

Ko mi n=  inf K ( x , t 0), / , =  inf inf J (t0, x ,  и (•));
*  e  X {to) X  e  X  (to) и (•) e  Д (x , to)

остальные обозначения см. в § 3. Напомним, что для справедливости соотно
шений (1), (2) достаточно было, чтобы функция К(х,  t) была определена и 
непрерывна при всех * e f i ( / ) ,  t е [ 7 0, Т\,  обладала кусочно непрерывными 
производными Кх, Kt, а функция К(х(т),  т) переменной т для любой допу
стимой пары («( • ) ,  * ( • ) )  задачи (1.1) — (1.4) была непрерывной и кусочно 
гладкой на отрезке Г/о, Г].

Т е о р е м а  1. Д л я  того чтобы допустимая пара (й (t),  x ( t ) ) ,  t0 sg  t  ^  T, 
x(to) — xo, задачи  (1.1) — (1.4) была решением этой задачи, достаточно суще
ствования функции К(х,  t) ,  для которой формула  (1) верна для любой допу
стимой пары задачи  (1.1) — (1.4) и

S  (X (t), й (t), t) =  5 min (t), (6)

S  ( x  (T), T) —  S m i n .  К  (Xo, to) —  Ko m i n >  (7)

еде S  (x,  u, t), s  (x,  T),  S min (0 , smin. Ko min определяются (3) —  (5).
Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы следует из того, что при выполнении 

условий (6), (7) правая часть оценки (2) обращается в нуль и
/  (*о,хо,й(-))  =»
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С помощью оценки (2) нетрудно такж е получить условия, достаточные 
дл я  того, чтобы та или иная последовательность допустимых управлений и 
траекторий была минимизирующей для задачи (1.1) — (1.4).

Т е о р е м а  2. Д л я  того чтобы некоторая последовательность 
(um(t), xm(t)),  f0 <  f <  Г, x m(to) — хот, m =  1 , 2 , . . . ,  допустимых пар за 
дачи  (1.1) — (1.4) была минимизирующей, достаточно существования функции  
К ( х , t ) ,  для которой формула ( 1 ) верна для любой допустимой пары задачи  
<1.1) — (1.4) и т т

lim [ S  (xm (t), um (t), t) d t  =  \  S min (t) dt,  (8)
m->oo J JU ' fo

lim s (xm (T1)» T) =  smin, lim К (xom* ô) — Ко min* (9)
m->oo

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В оценке (2) вместо ы(/),  x( t )  подставим 
« т ( 0> xm(t) и перейдем к пределу при т-*-  оо. С учетом условий (8), (9) 
получим lim J (ta. хот, ит ( • ) )  =  что и требовалось.

т-> оо
Чтобы пользоваться приведенными в теоремах 1, 2 достаточными усло

виями оптимальности, нужно знать функцию /((дс, t ) ,  с помощью которой стро
ятся функции (3) — (5). Как найти такую функцию К(х,  /) , каким условиям 
она удовлетворяет?

Всякую функцию К(х,  t), удовлетворяющую условиям теоремы 1 [теоре
мы 2], назовем функцией Кротова задачи (1.1) — (1.4), соответствующей до
пустимой паре (й(<), x ( t ) ) ,  t0^ t  ^  Т [или последовательности (um( t ), x m(t))  
допустимых пар].

Заметим, что если существует какая-либо функция Кротова К  (дс, t), то 
функцией Кротова является такж е функция К  (х , t) =  К (х. t) +  а  (t), где 
■а (0  —  произвольная непрерывная, кусочно гладкая (или абсолютно непрерыв-

t
ная) на [<о, Т\ функция. В частности, если а  (/) =  — ^ S min (т) dx  — s min, 

_ т
то функции S (х,  и, t), s (х, Т), построенные по формулам (3), (4) с з а 
меной К  на К  =  К  +  а, таковы, что S  (х,  и, t) =  S  (х, u ^ t ) —  S min (0 .
.S (х, Т) =  s (дс, Т) —  s m| n и, следовательно, I n f  in f  S  (дс, и, t)  == 0.

_  х  s  X (t) и e  D (x, t)
i o < t < T ,  inf s  (*, Г ) = 0, a inf К  (x, t0) =  Ко min +  a  (*o) отличается отi s * «,)
■Ко min на постоянную а  (/0)- Поэтому в теоремах 1, 2 без ограничения об
щности МОЖСМ принять S min (/) з  0, Smii =  0.

С учетом этого замечания заключаем, что функция Кротова, соответствую
щ ая допустимой паре (u( t ) ,  x ( t ) )  или последовательности (um(t),  x m(t ))  д о 
пустимых пар задачи (1.1) — (1.4), согласно теоремам 1, 2 удовлетворяет 
условиям

S (дс, и, t) =  (К х (х,  0 , f (х,  и, t )> +  K t  (х , t) +  1° (дс, и. t) >  0, ( 10 ) 
u < = D ( x , t ) ,  x e = X ( t ) ,  t 0 < t < T ;  

s (x, Т) =  Ф ( х ) ~  K ( x ,  7 ') > 0 ,  x<=X (T) ;  К  (x,  t 0) >  min. x  e= X  ( t0), (11)

причем неравенства ( 10 ), ( I I )  должны обратиться в равенства при и =  «( / ) ,  
х  — x( t )  или при и =  um(t), х  =  х m(t) в пределе при m оо.

Задача (10), (11) для определения функции Кротова несколько необычна 
тем^ что, во-первых, здесь мы имеем дело не с дифференциальным уравнением, 

а  с дифференциальным неравенством ( 10 ) в частных производных, во вторых, 
начальное условие при t  =  Т такж е задано в виде неравенства и, наконец
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задача ( 10 ), ( 1 1 ) тесно связана с конкретной допустимой парой (и( - ) ,  х ( - ) )  
или последовательностью (ит ( • ), хт(-))  допустимых пар, подозреваемых на 
оптимальность.

Сравнение соотношений (10), (11) с (,3.5), (3.6), (3.14) показывает, что 
функция Беллмана всегда является функцией Кротова. С другой стороны, 
функция Кротова определяется из более широких условий (10), (11), и она 
может существовать даж е тогда, когда функция Беллмана не существует.

В тех случаях, когда отсутствует удобное для работы конструктивное 
описание множеств D(x,  t) ,  X ( t ) ,  то функцию Кротова можно попытаться 
определить из условий, получающихся из (10), (11) при замене D(x,  t) ,  X{ t )  
на V(t ) ,  G(t)  соответственно.

Проиллюстрируем вышесказанное на примерах.
П р и м е р  1. Пусть требуется минимизировать функцию / ( « ( • ) )  =

1
=  ^ (х 2 (/) — и (0 ) d t  при условиях x ( t )  =  u ( t ) ,  х  (0) =  х  ( 1 ) =  0, и (t) е

« = £ ( < )  =  {« е= | и | < 1 ), 0 <  1 .
Здесь фазовые ограничения G (t) такие: G (0) =  G (1) =  {0}, 0 (1 )  =  Е \  

0 <  < <  1. Очевидно, пара (й (t) =  0, х  (t) 0) является допустимой для 
этой задачи. П окаж ем, что она является решением задачи. Для этого возь
мем функцию К (х, t) =  х.  Тогда

S (х, и, t) =  х 2 >  0 =  S (х  (0 , й (<), 0  =  Smin (0;
s (х,  1 ) =  — х  =  0 =  s (х ( 1 ), 1 ) =  inf s (х, 1 );же 0(1)
К  (х,  0) =  ж =  0 =  К  (х (0), 0) =  inf К  (х,  0).

I i e G (  0)

Кроме того, ясно, что формула (1) здесь будет верна для любой допустимой 
пары. Согласно теореме 1 тогда пара ( « ( / ) =  0, х ( 0  =  0) оптимальна. П ред
лагаем читателю найти функцию Беллмана и синтезирующую функцию этой 
задачи.

П р и м е р  2. П усть требуется минимизировать функцию / ( « ( • ) ) = =
1

=  ^ (х2 (t) — и2 (/)) d t  при условиях x ( t )  — u ( t ) ,  х ( 0 )  =  0, и (t) е  V (t) =
о

=  {ие=£>: |« |< 1 } ,  0 < / < 1 .
Здесь фазовые ограничения G (t) такие: G (0) =  {0}, G ( t )s=El , 0 <  t <  1. 

Возьмем последовательность пар функций (ит (-),  х т (-)), где

Um (t) ■
+  1 при —  <  t ^к т т  2т

--  1 ПРИ —  +  <  t <  S -  +  — ,
F т 2т т  т

, £  +

!<0 S ± l .  п р и  J L +  '  < t < J L  +  ± ,
т  т  2т т  т

р —  0, т  — 1 ; т —  1 , 2 , . . .
Н етрудно проверить, что пара (и т ( •), х т (-)) допустима для рассматривае
мой задачи при всех m =  1, 2, . . .  П окажем, что последовательность этих пар 
является минимизирующей. Д ля этого возьмем функцию К  (х, t) =  t — 1. 
Т огда S  {х, и, t) —  х 2 +  1 — « 2 ^  0 — m in m in  S ( x , u , t ) =  lim S ( x m (t)r

x e  £ '  | u  | < 1  m -»oo
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« т ( 0 .  0.  S (*.  1) =  — К ( х ,  1) =  0 =  inf К ( х ,  1 ) =  lim s ( * m (l),  I),
х т Е ‘ m ->  оо

К (х,  0) =  — 1 =  inf К  (х, 0) =  lim К ( х т (0),0).  Согласно теореме 2 по
де е  О (0) т ->  оо

следовательность (ит ( ‘), х т (-))  будет минимизирующей: lim J (ит ( • )) =т-*оо
=  - 1 = У , .

Заметим, что в этом примере i n f / ( « ) =  — 1 не достигается ни 
на какой допустимой паре. В самом деле, если *2( 0 - э  0, то в силу 
уравнения * = ы ( / ) = 0  и / ( 0 ) = 0 >  — 1. Если ж е x2( t ) ^ 0 ,  то

* / ( « ) > — ^ и 2 (t) d t  ^  — 1. Таким образом, >  — 1 для всех допусти-
0

мых управлений и траекторий. В этой задаче мы имеем дело с так назы вае
мым скользящим режимом [54, 74, 91, 152, 153, 225]. П редлагаем читателю 
найти функцию Веллмана и приближенную синтезирующую функцию этой за 
дачи.

2 . Перейдем к рассмотрению следующей задачи оптимального управления 
с незакрепленным временем: минимизировать функцию

г

J (t0, Т, Хо, « ( • ) ) =  J /» (х  (0 , и (0 . t ) d t  +  <D (х (Т),  Т) (12)
ta

при условиях
X (t) =  f (х (t), и (/), t), x ( t 0) =  x 0, ( 1 !)

* ( / ) e = G ( / ) .  x ( 7 ’) e 5 / (7’) s G ( r ) ;  (14)

и =  u ( / ) s  К (/) , и ( / )— кусочно непрерывна, t0 ^  t Т,

и (0  ■=«(* +  0 ) =  lim и (т), /о <  < <  Г, (15)Т-Х+0

где моменты /о, 7\ в отличие от задачи (1.1) — (1.4), неизвестны и таковы, что

to <= Оо. Т  е= 0,; (16)

0о> 01 —  некоторые множества на числовой оси —  со <  t <  +  оо; остальные 
обозначения см. в § 6.1. В частности, если /0 =  1, Ф =  0, то задача 
(12)— (16) превратится в задачу быстродействия. Всюду ниже будем пред
полагать, что t0 ^  Т.

Через Д (х,  t, Т) обозначим множество всех управлений « ( • ) .  определен
ных на отрезке [<, Т], удовлетворяющих условиям (15) и таких, что траек
тория системы х  (т) =  f  (х  (т), и (т), т), х  (/) =  х  е  G (t ), так ж е опреде
лена на отрезке [t, Г], причем х  (т) е  G (т), t ^  т  Т, x ( T ) ^ S t (T).  
Положим X  (t, Т) =  {х: х  е  G (t), Д (*, t, Т) Ф  0 }  при t <  Т\ 
Х (Т ,  Т) S j  (Т ). Введем такж е множество D (х,  t, Т) всех тех и с= V  (t ), для 
которых существует хотя бы одно управление и (т) е= Д (х,  i, Т) со значе
нием и (t) =  и (t +  0) =  и. П ару (и (t), х  (t)) назовем допустимой парой за 
дачи ( 12 ) —  (16), если функции и (t), х  (t) определены на каком-либо отрезке 
\ta. Г], где to е 0 о, Т  е  01, и такие, что х  ( t0) —  х 0 е= G (<0). и (• )  е  Д (х 0, to, Т), 
х  (•) —  траектория системы (13). Если (и (г), х  (т)), t 0 т  <  Т, является до
пустимой парой задачи (12) —  (16), то к ( ' ) е Д  (х {t), t, Т), tс (t) ^  X  (t, Т), 
u ( t )< =D  (х  (<), t, Т)  для всех t, t0 < , t  <  Т.
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Моменты времени t'0 е  0О, Г* е  0 ; и допустимую пару ( М О . М 0 ) >  оп
ределенную  на отрезке [ / 0, Г*], назовем решением задачи ( 12 ) —  (16), если

/(<0. Г > М'о)> М О )  =
=  inf inf inf inf /  ( /0, T, * 0, и ( • ) )  =  /

Г е 0 ,  xo<=X(to.T) и ( . ) e  Д Г)
С каж ем, что последовательности моментов {*om} е  90, {Tm) s Q ( и допусти
мых пар (um (t), x m (t)), определенных на отрезке [tam, Тт], являются мини
мизирующими для задачи ( 12 ) — (16), если lim УЦт)'Тт, х m (t0m),

m - >  оо

Д л я  формулировки достаточных условий оптимальности снова восполь
зуемся функциями S (х , и, t),  s  (х, Т), определяемыми равенствами (3), (4), 
причем для случая рассматриваемой задачи (12) — (16) в (4) вместо Ф (х)  
будем брать Ф (х , Т). Будем считать, что функция К  (х,  t )  такова, что фор
мула ( 1 ) остается верной для любых допустимых пар задачи ( 12 ) — (16)— 
для этого достаточно, чтобы функция К  (х , /) была определена и непрерывна 
при всех j e G  (t),  t е  [inf 0О, sup 0 t], обладала кусочно непрерывными К х, 
Kt ,  а функция К  (х (t ), t) переменной t для любой допустимой пары (и (/), х  (/)), 
t 0< t < T ,  задачи ( 12 ) — (16) была кусочно гладкой на отрезке [/0, Л -

П усть (и , (0 , х * (/)) и (и (0 , * (t )) — какие-либо допустимые пары за 
дачи (12) — (16), определенные на отрезках [/*, Г*] и [?0, Г] соответственно. 
Т огда из формулы (1) получим

т*
]  (/;, Г, X, (/*), М О ) - /  (V т, X (У, «( .) )= 5 s (*, (0. 

*1
т

« .  ( 0 .  О dt  —  J  S ( x  {t), и (/). о  dt  +  [S (дг. ( Г ) ,  Г )  -  5 (х  (Г), Г)] +

*о
+  [ * ( м м - ' * и * о ) «  *<>)]• w

Обозначим
1

S mIn=  inf inf \  inf inf S ( x , u , t ) d t ,
f„(=0o Г е е ,  J x e *  (f, Г) I ie c ix ,  t, T)

ts>

s =  inf inf s ( x , T ) ,  Ко min =  inf inf inf К  (x, t 0). 
m ,n  Г е е ,  x e S i d )  ( , е Й 1 Г е б ,

(18)

У читывая, что для любой допустимой пары (« (/), х  (t )), t0 ^  t г£Г Т, задачи 
(12) — (16) имеют место включения и (t) е  D (х  (t), t, Т), x( t )<=X(t ,  Т) при 
всех t, /0 <  < < Т ,  и и ( • )  е= Д \ х  Uo), <о. 7”). * (<о) <= X (<0, Г). х(Т)  е= Х(7\ Г) =  
=  S j ( T ) ,  j, из (17), (18) получим следующие неравенства:

0 < 7  (#5, Г ,  *,(/5), М О ) - ' . <  
т*л

^ S  (* .  (0 ,  И» (0 . О —S m i n + [ S  ( лг* ( 7 ” )> Т4)- S n i l n ]  +  [K  (*.(*о)> ( Г ^ 0 ш ! п ] ‘ 

*

°  ( 1 9 )

Н еравенства (19) обобщают формулу (2) на случай задач оптимального упра
вления с незакрепленным временем и представляют собой оценку погрешно-
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сти, которая будет допущена, если допустимую пару (н„ (<), х , (<)), <о ^  
задачи (12) — (16) возьмем за приближенное решение этой задачи. Оценка 
(19) станет более конструктивной, если в формулах (18), определяющих вели
чины 6'Ш|П, Smin, Ко min, множества D ( x , t , T ), X ( t , T )  заменим на V(t ) ,  G(t)  
соответственно.

Опираясь на оценку (19), нетрудно сформулировать достаточные условия 
оптимальности для задачи ( 12 ) — (16).

Т е о р е м а  3. Д л я  того чтобы допустимая пара (и , (t ), х * (t)), t^ ^  t ^ T * ,
задачи ( 12 ) — (16) была решением этой задачи, достаточно существования 
функции К{х,  t \ ,  для которой формула  (1) верна для любой допустимой пары 
задачи  ( 12 ) — (16) и

г»
\  S(x, ( t ) ,  М О .  t )dt  =  s mln, (20)

*о

s (xt i n , n  =  smla. *  (*.($)> *о) =~Хшп- (21)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При выполнении условий (20), (21) правая часть 
оценки (19) обращается в нуль, откуда и следует утверждение теоремы.

Т е о р е м а  4. Для  того чтобы некоторая последовательность
(um(t ),  Xm(t)) ,  to m ^  t ^  Tm, m  —  1, 2 ..........допустимых пар задачи  (12) —
(16) была минимизирующей для этой задачи, достаточно существования функ
ции К(х,  t) ,  для которой формула  ( 1 ) верна для любой допустимой пары за 
дачи ( 12 ) — (16) и

тт
lim \  S  ( х т (0 , ит (<), 0  dt =  Smin, (22 )

m -*oo J
от

lim s {Xm(Tm) ,  Tm) =  Smln> lim К  (x /n (tom), tom) —  Ko min- (23)
m->°o m-* oo

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В оценке (19) вместо ut (t), x t (t), t^, Т* подста
вим соответственно um(t), x m(t),  t0m, Tm и перейдем к пределу при m ->  оо. 
С учетом условий (22), (23) получим утверждение теоремы.

П редлагаем читателю самостоятельно выписать условия, аналогичные 
условиям (10), (11), для определения функции Кротова К ( х , t) для задачи 
(12) —(16).

П р  и м е р  3. Требуется наибыстрейшим образом перевести точку 
(*, < / ) е £ 2 из начала координат (0, 0) в точку ( 1 , 0), предполагая, что дви
жение точки подчиняется условиям x ( t )  =  — и2 (t) +  и 2 (/), и it) — и (t), 
H ( 0 s K ( 0  =  f « e £ ' :  | « | < Н ,  0 <  * <  Г.

Здесь G (0) =  {(0, 0)}, G (t) =  Е 2 при 0 <  / <  Т, S / (7’)= ={( 1, 0)}, 6Q =  
=  {/о =  0}, 6 i =  {Г: 0}, / о =  1 , ф э 0 , /  (Т, « ( / ) ) =  Т.

П усть Тт ~  корень уравнения (Г  — I )3 =  12 (Т  — 1 ) — о т -2, расположен
ный в  пределах 1 <  Г <  1 +  т ~ 2!3, т  —  1, 2, . . .  П олож им
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р  =  0, гп — 1; т =  1, 2, . . .  Через ( х т (t), у т (<)), 0 ^  t  <  7"m, обозначим 
траекторию  точки, соответствующую управлению ит ( • )  и начальным усло
виям х т (0) =  у т (0) =  0. Нетрудно видеть, что х т (Тт) =  1, y m (Tm) =  0 t 
( l  — т ~ 4/3) t  ^  х т (0  ^  t, 0 < г / т (0 < т " 2/3 при 0 <  f Гт , т  =  1 , 2 , . . .  

П окаж ем, что lim Тт = \  =  Т* — оптимальное время. Д ля этого возь-
т-*оо

мем функцию К (х, у, t) =  — х.  Тогда

S  (х,  у,  и, t) =  у 2 — и2 +  1, inf inf S  (х,  у,  и, /) — 0
(*, у)е=Ег |и |< 1  

Тт Тт

при всех S min =  0, ^ 5 ( х т (0.  Ут (*)» « т  (0* *)<**— J

0 0
Т т

— ^ ( и 2т (t) -  l ) d t =  ^ y2n ( t ) d t - > 0  =  S min при т ->  оо; s (х,  у,  Т) =,

=  -  К (х,  у,  Т) =  — х  =  — 1 при (х,  у )  <= S j  (Т), s (х т  (Г т ), у п  (Г т ), Гт ) =  
=  — 1 = " s m i n ,  (х,  у,  0) =  0 при (х,  у )  е= G (0), К (х т (0), у т (0), 0) == 0 =
г К  о m i n ,  Ш  =  1 , 2 ,  . . .

Кроме того, очевидно, формула (1) для данной задачи будет справедлива 
при всех допустимых (*(■), £/(■)» “ (•) )•  Таким образом, для последователь
ностей {Тт}, {(Xm( t ) , ym(t),  Um( 0 ) ,  о =g: t sg Тт] все условия теоремы 4 выпол
нены. Следовательно, lim /  (Тт, ит (•  ) ) =  lim Тт =  1 — оптимальное вре-

т-> оо т-> оо
мя. О стается заметить, что в рассмотренной задаче inf J(T,  и) —  1 не дости
гается — здесь, как и в примере 2 , мы имеем дело со скользящим режимом.

3. П риведем  еще одно достаточное условие оптимальности, касающееся 
задачи  быстродействия.

Т е о р е м а  5. Пусть в  задаче  (12) — (16) /° =  1, Ф =з 0; 0О =  (М . т.е, 
начальный момент t0 закреплен-,  01 =  {7": T ^ t 0). Пусть имеется некоторая
последовательность (um(t), x m( t ) ) ,  to ^  t =£= Tm, m  =  1, 2..........  допустимых
пар рассматриваемой задачи быстродействия, причем lim Tm = T * .  Тогда

m-> оо
для  того, чтобы Т* было оптимальным временем, достаточно существования 
функции К(х,  t ) ,  для которой формула  ( 1 ) верна для любой допустимой пары
и, кроме того,

т m т
lim [ S  ( хт (0 , ит (t), t ) d t < [  S rain (*, Т) d t  +  Г  -  Т  (24)

m - > оо J  J
t, t

д л я  любого Т, t0 ^ . T  <  Т*,

7 J - W  J 'm  K ( x m ( t 0) , t 0) =  K 0mia, (25)
T r l—Т  OO И * т в О

’ где
S niin (*> т ) =  in f inf 5  (*• M- *)•x<E=X(t,T) umD(x,t,T)

s rnin=  inf inf s ( x , T ) ,  K 0 min=  inf inf K l x , t 0)' 
0 < r < r «  x e S j { T )  Ш t 0< T < T *  xs=X (<„, Г) '  '

Д ля получения формулировки достаточного условия оптимальности для 
ф иксированной допустимой пары (и , (/), х„ (t )), t a <  t  ^  7"*, в этой теореме 
надо принять Tm =  Т*, um (t) =  u t (t), x m \t)  =  x t (t), m =  1, 2, . . .  и в (24), 
<25) всю ду опустить знак lim.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть вопреки утверждению теоремы Т* не яв 
ляется оптимальным временем. Тогда существуют момент Т, t 0 ^  Т <  Т*, и 
допустимая пара (и (<), х  (t)), tQ^ . t ^ . T .  В формуле (17) вместо t*, Т*, 
(и , (0 , *»(<)). примем соответственно Тm, (um (t), x m (t)),

Tm, и перейдем к пределу при m  ->  оо. С учетом условий (24), (25) 
будем иметь

lim J (to, Tm, Хщ (to), ипt( •)) — J (to, T , x  (to), и ( • ) )  =  T* T ^
m  -> oo

Tm T

<  lim (  S ( x m ( t ) , u m ( t ) , t ) d t - [ s ( x ( t ) , u ( t ) , t ) d t < T * - T .  
m -* ,x  J  J

tn fi

Полученное противоречивое неравенство доказы вает теорему.
П р и м е р  4. Пусть требуется наибыстрейшим образом перевести точку 

(х, у)  е  Е 2 из положения (1, 0)  в начало координат (0, 0), предполагая, что 
движение точки подчиняется условиям x ( t )  =  у  (t), у  (t) =  и (/), и (t) е  V (t) =  
=  | и е Я | : | и | <  1}, 0 <  t <  Т.

Здесь 0 (0 )  =  {(1, 0)}, G (t) sa  Е 2 при 0 <  / <  Т, S j ( T )  =  {(0, 0)}, б0 =  
=  Ко =  0}, 0, =  {Г>О}.

В примере 6.2.4 с помощью принципа максимума была найдена допусти
мая пара ( (xt (t), y , ( t ) ) ,  u t (t)), 0 ^ f ^ 7 ’* =  2 , где

f  — 1 , 0 < < < 1 , , ( \  — t 2l2, 0 < / < l ,
«,  (0  =  | + 1 )  1 < f ^ 2 , ** ~  I  (t — 2 )J/ 2 , l < i < 2 ,

У* ’ I  * — 2 , 1 <  t <  2 .

П окажем, что эта пара является решением рассматрипаемой задачи быстро
действия. Возьмем функцию К (х,  у, t) =  х  — (t — \) у. Тогда S (х, у,  и, t) =
— КхУ +  KyU +  K t +  1 = —( t — 1) н +  1, S min (t, T) =  inf inf S  (x,  y, u, t  j =

(x , </)(=£’ I « I < 1
=  — \ t  — 1 I +  1 при всех Г и £>0, S  ( x t (t), у ,  (t), и (/), t) =  — 11 — 1 | +  1; 
T* T 2

 ̂S( j f ,  (t),  y , ( t ), K ( t ) ,  t ) d t -  jj S mi n(t,  T ) d t = *  jj (1 - \ t -  1 \ ) d t  < 2 - r  =
0 o r
=  T * — T для всех T, 0 <  Т <  Г  =  2; s (х, у, Т) =  — К  (х, у, Т) =  0 при 
(х,  у)  е  S ,  (Т), s (* , (Т*), у„ (Т*), Т')  =  0 =  smin; К  (х,  у,  0) =  1 при (х,  у )  е .  
е  G (0) =  X  (О, Т) =  {(1 , 0)}, К  (х ,  (0), у ,  (0), 0) =  1 =  Ко m i n -

Кроме того, очевидно, формула (1) для данной задачи будет справедлива' 
при всех допустимых управлениях и траекториях. В силу теоремы 5 момент 
Т* =  2 и пара ((*„( • ) ,  г/.( • ) ) .  “ *(•) )  являются оптимальными. Заметим, что 
функция Беллмана в этой задаче имеет разрывы первой производной именно 
на оптимальной траектории [14, 46], в то время как функция Кротова K(x,  t) 
является просто многочленом.

В заключение упомянем, что функции Беллмана, Кротова тесно связаны  
с функцией Ляпунова, широко используемой в теории устойчивости [6].

^ У п р а ж н е н и я .  1 . Рассмотреть задачу минимизации функции / ( « ( • ) )  =  

=  ^ (и2 (/) х 2 (t)) d t  при условиях х  (0) =  х  ( Т) =  0. П оказать, что п ар а
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(н„ (t) =  0, x t  (t) s  0) является оптимальной при 0 <  Г <  я . У к а з а н и е :  
функцию Кротова искать в виде К (х, t) =  ф (/) х 2.

2. С помощью принципа максимума найти подозрительные на оптималь
ность управления и траектории, а затем доказать их оптимальность для сле
дующей задачи быстродействия: наибыстрейшим образом перевести точку 
(х , у)<=Е2 из заданного состояния (х0, у 0) в начало координат (0, 0), пред
полагая, что движение точки подчиняется одному из следующих условий:

a ) x ( t )  =  y ( t ) ,  y ( t )  =  u ( t ) ,  u ( t )< = V  (t) =  {u<=El: | и | <  1}, 0 <  t <  Т;
б) i  (0 =  у (О, У (0 =  ~  х (0 +  и (0, u(t )e=V (t) =  [и е  £«: | а | <  1},

0 <  t <  Г:
в) х  (t) —  у  (/) +  и ((), y ( t )  =  — x ( t )  +  o (t), (и (/), о (/)) <= К *(0 =

=  {(и, о) е  £ 2: | и | <  1, | о | <  1}, 0 <  t <  Г.
У к а з а н и е :  функцию Кротова искать в виде /Г (х, /) =  tpi (/) х  +  -ф2 (/) у.

3. Перевести точку (х, у, z) е  Е 3 из начала координат (0, 0, 0) в точку 
(а, 0, 0) быстрейшим образом, если x ( t )  =  y ( t ) ,  y ( t )  =  z ( t ) ,  z ( t )  — u( t ) ,  
и (t) e F  (t) — {и e  E l: O ^ / ^ Г ;  a =  const. Показать, что опти
мальное время Т* =  (32 [ а | )^ 3. У к а з а н и е :  функцию Кротова искать в виде 
К  (X, t) =  t l  (t) X +  Фз (t) у  +  фз (t) Z.

4. Рассмотреть задачу минимизации функции
Г

]  (/„, т, Хо,  и ( • ) )  =  J /° (х (t), и (0 . о  dt  +  Ф0 (х (to), to) +  ф  (х  (Т),  Т)
*1

при условиях (13) — (16). Д ля этой задачи сформулировать и доказать тео
ремы, аналогичные теоремам 1 —4.



паспорте. Это короткий отрезок времени, в течение которого 
температура двигателя не успевает достичь установившейся. 
После отключения двигатель длительно не работает и его темпе
ратура постепенно снижается до температуры окружающей сре
ды. В кратковременном режиме двигатели могут быть рассчита
ны на стандартную продолжительность рабочего периода— 10, 
30, 60 и 90 мин.

Повторно-кратковременным режимом работы двигателя н а
зывается такой, при котором кратковременные рабочие периоды 
номинальной нагрузки чередуются с паузами. Продолжитель
ность рабочих периодов и пауз не настолько велика, чтобы пере
гревы отдельных частей двигателя при неизмененной температу
ре окружающей среды могли достигнуть установившихся значе
ний. Для этого режима установлены стандартные продолжитель
ности включения (ПВ 15, 25, 40 и 60% ) с длительностью 
рабочего периода до 10 мин. При повторно-кратковременном ре
жиме работы двигатель нагревается меньше, чем при непрерыв
ной нагрузке, и поэтому его можно нагружать сильнее, чем при 
продолжительном номинальном режиме работы.

Перемежающимся номинальным режимом называют такой 
режим длительной работы электродвигателя, при котором крат
ковременные рабочие периоды чередуются с периодами холосто
го хода. При этом средняя температура достигает установившего
ся значения.

При эксплуатации электродвигателя недопустимы перегрузки 
сверх его максимального вращающего момента, так как это при
водит к затормаживанию (опрокидыванию), которое при дли
тельной перегрузке может вызвать выход двигателя из строя.

При выборе электродвигателя следует учитывать условия и его 
режимы работы, необходимую частоту вращения и т. д. Правиль
ный выбор имеет большое значение. Если на машине установлен 
двигатель большей мощности, чем требуется, он работает с низ
ким КПД. Двигатель же недостаточной мощности быстро пере
гревается и не обеспечивает нормальной работы установки.

В зависимости от условий окружающей среды применяют 
электродвигатели следующих исполнений: защищенные, закры
тые обдуваемые, взрывозащищенные. В сельскохозяйственном 
производстве наиболее распространены электродвигатели пер
вых двух групп.

В двигателях защищенного исполнения все вращающиеся и 
токоведущие части закрыты. Это предотвращает случайное при
косновение к токоведущим частям, попадание капель и посто
ронних предметов. Воздух, необходимый для охлаждения, посту
пает внутрь двигателя через вентиляционные окна.

Двигатели закрытого обдуваемого исполнения таких окон не 
имеют, поэтому их охлаждают с помощью вентилятора, установ
ленного снаружи на валу двигателя и закрытого специальным ко



жухом. Вентилятор засасывает воздух через отверстия в кожухе и 
направляет его вдоль ребер статора, предназначенных для улуч
шения охлаждения. Кроме того, предусмотрена вентиляция и 
внутри корпуса электродвигателя.

При выборе электродвигателя необходимо знать характер сре
ды помещения, в котором он будет установлен.

При выборе электродвигателя по частоте вращения необходи
мо стремиться к тому, чтобы двигатель имел такую же частоту 
вращения, что и рабочая машина, так как это избавит от проме
жуточной передачи.

В общем случае задача выбора двигателя по частоте враще
ния — это задача экономическая. С увеличением частоты враще
ния двигателя его габаритные размеры уменьшаются, а значит, 
снижаются расход материалов и стоимость. Кроме того, 
высокоскоростные двигатели имеют большие значения коэффи
циентов полезного действия (ri) и мощности (coscp) по сравне
нию с тихоходными. Однако большинство сельскохозяйственных 
машин тихоходные, поэтому между двигателем и рабочей маши
ной необходима механическая передача. С увеличением переда
точного числа стоимость передачи растет. Таким образом, для 
каждой конкретной рабочей машины имеется своя оптимальная 
частота вращения.

Для правильного выбора мощности электродвигателя необхо
димо знать режим, в котором он будет работать. При продолжи
тельном режиме работы правильно выбранный двигатель работа
ет достаточно долго без перегрева сверх допустимой для данного 
класса изоляции температуры.

Различают работу двигателя при постоянной и переменной 
нагрузке. При постоянной нагрузке мощность двигателя Я1В оп
ределяют в зависимости от мощности на валу машины Pv м по 
формуле

Лш^р.м- (28.4)

Обычно мощность рабочей машины указывают в ее паспорте. 
Для некоторых машин мощность можно подсчитать по теорети
ческим или эмпирическим формулам, а также по нормативным 
показателям потребления электрической энергии на единицу 
продукции:

PaB> W n ,  (28.5)

где W — потребление энергии на производство единицы продукции, кВт ■ ч/т; 77— 
производительность рабочей машины, т/ч.

Выбранный по каталогу двигатель проверяют на возможность 
пуска, так как рабочие машины обычно имеют повышенное со
противление в момент трогания с места. В общем случае пуско-
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Конус 204
— выпуклый, замкнутый, открытый 

204
— двойственный (сопряженный) 205 
Координата базисная 120
— отмеченная 151
— фазовая 414 
Коэффициент барьерный 370
— штрафной 353
Краевая задача принципа максимума 

430, 436, 439 
Критерий выпуклости функции 46, 51,

52, 170, 172, 173
— оптимальности 49, 171, 197
— сильной выпуклости функции 188, 

189

Лексикографически положительный 
вектор 144 

Лексикографическое правило 144 
Линейного программирования задача 

вырожденная 132
------------  каноническая 113
------------невырожденная 132
------------ общая 108
------------  основная 113
Луч 160

Максимизирующая последователь
ность 14 

Метод барьерных функций 369
— блуждающих трубок 483
— возможных направлений 296
— градиентный 260
— деления отрезка пополам 17, 58
— золотого сечения 19
— касательных 53
— классический 15, 86
— локальных вариаций 484
— ломаных 37
— множителей Л агранж а 343
— нагруженных функций 384
— Ньютона 316
— овражный 268
— оптимальный 23
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М етод парабол 66
— пассивный 25, 43 
 оптимальный 28
<— поиска глобального минимума 37,

61, 69, 335
—---- покоординатного спуска 329 

последовательный 24, 44, 45 
------- оптимальный 30, 33
— проекции градиента 273 
  субградиента 281
— равномерного перебора 43
— симметричный 22
— скорейшего спуска 261
— с кубической скоростью схолнмо- 

сти 324
— случайного поиска 399
------------ без обучения 400
------------  с обучением 401
— сопряженных направлений 307
— стохастической аппроксимации 74, 

403
— стрельбы 456
— тяжелого шарика 272
— условного градиента 288
— Фибоначчи 30
— штрафных функций 350 
Минимальный корень уравнения 387 
Минимизирующая последовательность

И
Множество аффинное 159
—  выпуклое 100, 158
— замкнутое 79
— компактное 79
— Лебега 81
— ограниченное 79
— регулярное 222 
Множитель Л агранж а 91, 219 
Модуль выпуклости 213 
 точный 213
Момент времени конечный 417
— — — закрепленный 421
------- начальный 417
------------ закрепленный 421

Надграфик (эпиграф) функции 178 
Наибольшее (максимальное) значе

ние функции 14 
Наименьшее (минимальное) значение 

функции 9 
Направление внутреннее 244
— возможное 179 
  убывания 296
— касательное 245
— рецессивное 184
— убывания 244 
Неравенство Гельдера 360

Неравенство Гронуолла 450
— Коши — Буняковского 100 
Нижний предел последовательности

79
-------  функции 86
Нижняя грань функции 10 
Нормальный вектор гиперплоскости 

159

Оболочка аффинная 160
— выпуклая 166 
Ограничения интегральные 424
— корректные 363
— регулярные 222
— согласованные 358
— типа неравенств 94 
  равенств 91
— точечные 423
— фазовые 420 
Опорный вектор 200 
О ртант неотрицательный 161

Параллелепипед 161 
Полупространство замкнутое 159
— открытое 159 
П оляра 207
Принцип максимума 426 
Проблема синтеза 470, 486 
П рограммирование выпуклое 218
— динамическое 464
— линейное 109
— стохастическое 404
Проекция точки на множество 193 
Произведение множества на число 

162
П роизводная по направлению 179 
П рямая линия 160
Прямое произведение множеств 203

Размерность множества 160 
Разность множеств 162 
Разрешаю щий элемент 127 
Расстояние от точки до множества

11, 193
Решение (траектория) задачи Коши 

417

Симплекс 167 
Симплекс-метод 121, 122 
Скользящий режим 499 
(Сопряженная система 426 
Субградиеят 207 
Субдифференциал 207 
Сумма множе'ств 161 
Схема Беллмана 464
— М оисеева 479
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Сходимость последовательности к 
множеству 11

Теорема Вейерштрасса 12, 78
— Дубовицкого — Милютина 206
— К у н а — Таккера 218
— Ф аркаш а 224
Точка глобального (абсолютного) 

максимума 14
 —  минимума 9, 13
— локального максимума 14
— — минимума 12
— множества внешняя 162
— — внутренняя 162
— —• гранитная 162
— — изолированная 162
— — относительно внутренняя 165
— — угловая 118
 —  вырожденная 120
------------ невырожденная 120
—, подозрительная на экстремум 15, 

88
— седловая 219
— стационарная 88
— строгого локального максимума 14
— — — минимума 12
— экстремума 15
Точность метода гарантированная 24
------------ наилучшая 24
Траектории левый конец 417
— — — закрепленный, подвижный, 

свободный 421
— правый конец 417
— — — закрепленный, подвижный, 

свободный 321
Траектория (решение) задачи Коши 

417
— оптимальная 422

Управление 414
— оптимальное 422
-------- особое 428
Уравнение Беллмана 466, 487 
■— Эйлера 461
Условие Вейерштрасса 462
— достаточное оптимальности (м ак

симума, минимума) 16, 89, 93, 171,
180, 197, 220, 474, 496

— Л еж андра 462
■— необходимое оптимальности (м ак

симума, минимума, экстремума) 15,

88, 171, 180, 197, 222, 228, 230, 241,
255, 433

— Слейтера 222
— трансверсальности 433, 463
— Эрдмана — Вейерштрасса 463

Фазовые координаты 414
— ограничения 420
Формула конечных приращений 99 
Функция барьерная 369
— Беллмана 466, 487
— Вейерштрасса 462
— вогнутая 46, 169
— выпуклая 46, 169
— Гамильтона — Понтрягина 425
— дважды дифференцируемая 88 
 непрерывно дифференцируемая

(дважды гладкая) 98
— дифференцируемая 87
— Кротова 474, 497
— кусочно гладкая 414
— кусочно непрерывная 414
— Л агранж а 91, 219
— — модифицированная 345
— Ляпунова 272, 503
— непрерывно дифференцируемая 

(гладкая) 98
— овражная 267
— ограниченная 13
-------  сверху 13
-------  снизу 10
— полунепрерывная сверху 80
— — снизу 80
— равномерно выпуклая 212
— сильно выпуклая 186
— синтезирующая 470, 486
— строго вогнутая 169
— — выпуклая 169
— — равномерная выпуклая 213 
  унимодальная 13
—, удовлетворяющая условию Л ип

шица 37
— унимодальная 13
— штрафная 351, 353

Шар 158
Ш кала состояний 479

Элементарная операция 479
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