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такил ечишлари учун машклар келтирилган.

Кулланмага муаллифларнинг В. И. Ленин номидаги 
Хоразм Давлат педагогика институгининг физика-ма
тематика ва ОТД фзкультетлар.ида куп йиллар даво- 
мида укиган лекция ва амалий маштулот материаллари 
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лар узларининг чуцур миннатдорчилигини билдиради- 
лар.

Муаллифлар кулланма ^акида билдирилган фикр ва 
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I Б О Б

ДЕТЕРМИН АКТЛАР ВА ЧИЗИ^ЛИ ТЕНГЛАМАЛАР
СИСТЕМАЛАРИ

Бу бобда иккинчи ва учинчи тартибли детерминант- 
лар назариясига дойр маълумотлар ){амда детерминант- 
лардан фойдаланиб икки ва уч номаълумли чизицли 
тенгламалар системаларини ечишни урганамиз.

1-§. Иккинчи тартибли детермин антлар

Иккинчи тартибли детерминант тушунчасига икки 
номаълумли иккита чизицли тенглама системасини ечиш 
оркали келамиз.

Айгайлик, ушбу

чизикли тенгламалар системаси берилган булсин, бун
да номаълумлар олдидаги коэффициентлардан камида 
биттаси нолдан фар1<ли. ( 1) системанинг тенгламалари- 
дан биринчисининг ^ар иккала цисмини Ь2 га, иккин- 
чисини эса—Ь, га купайтириб, уларни *адма-*ад КУ- 
шиб куйидагини топамиз:

Шундан кейин биринчи тенгламанинг ^ар иккала цис- 
мини — а2 га, иккинчи тенгламанинг ^ар иккала кис- 
мини эса ах га купайтириб ва 5?адма-*ад КУШИ6,

— -̂2̂ l)y =  ^ 1̂ 2 — &?Р\
ни топамиз.

Агар a tb2 — а2Ь1 ^  0 булса, (1) системанинг ечимла- 
ри мавжуд булиб, бу ечим куйидагича топилади:

а , х  +  Ьху =  си 
а2х  +  Ь2у =  с2 (1)

( а ,62 — аф^)х — с^Ьг — ctblt

а\сг\— аъ CtУ — * (2)
— а2Ьх =« 0 булган л  кейинроц алсдида царалади.
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( 1) системанинг х  ва у узгарувчилари олдидаги коэф- 
фициентларидан ушбу

а ' ьА  (з)а2 Ь2]
жадвални тузамиз. Одатда бундай жадвал матраца деб 
аталади. Бундай куринишдаги ифодалар математика- 
нинг турли со^аларида куп учраб туради. Шунинг 
учун улар учун махсус белгилаш ва номлар киритиш 
максадга мувофицдир.

д=̂ = ахЬ2 — Ьха2 ифода (сон) (3) матрицанинг детер
минанта  дейилади ва у цуйидагича белгиланади:

Ьх
Ьп

Д = a,  bi ёки A =  det ( a ‘
Q 2 ^2 \a*

(4)

аи Ьи а2> Ь2 сонлар (4) дегерминантнинг элементлари  
дейилади. Бу дегерминантнинг иккита сатри ва иккита 
устуни бор: а и а2 сонлар биринчи устунни, Ьи Ь2 сон
лар иккинчи устунни ташкил цилади. Худди шундай, 
биринчи сатр элементлари: а и Ьи иккинчи сатр эле
ментлари а 2, Ь2 дан иборатдир.

а ! ва Ь2 элементлар бот диаго,1 гль  элементлари, 
а2 ва Ьх элементлар ёрдамяи диагональ элементлари 
дейилади, Шундай килиб, иккинчи тартибли детерми- 
нантни ^исоблаш учун бош диагоналда турган элеменг- 
лар купайтмасидан ёрдамчи диагоналда турган элеменг- 
лар купайтмасини айириш керак, яъни

а,
а2 Ь 2

а^Ь2 — а2Ь̂ л

М и с о л .  Куйидаги дегерминантларни ^исобланг. 

1) 3 - 5 •Э 2 ) cos a — sin a
1 - 2 sin a cos a

Е ч и ш. Иккинчи тартибли детерминантни ^исоблаш 
нинг юкоридаги коидасига кура топамиз:

1) 3 — 5 
1 - 2

2) cos a — sin а

3 • ( — 2)— 1 • ( — 5) =  — 6 +  5 1;

Sill а COS а
=  C0Sa*C0Sa — sina- ( — sina) 

cos2a -f sin2a =  1.



2- §. Икки номаълумли иккита тецглама 
системасини текшириш

( 1) тенгламалар системасини аналитик усулда тек- 
ширишга утамиз. ( 1) система ечимга эга деб фараз 
киламиз. Олдинги параграфда топилганлардан фойда- 
ланиб цуйидагича ёзиш мумкин:

а^Ь 2 — ^ 2^1 —
а, Ь,
О/ч Ьп

у С\Ь<£ С2Ьу —

ь, а \ С\
,  а̂ С2 ^2^\ —

С2 &0, с2
Ушбу

а, Ьу
а2 Ь2

; А , =
1 Ьх

С 2 ^2
; Av=

CL 2  С  2

белгилашларни киритамиз, натижада (2) муносабатлар 
ушбу куринишни олади:

АХл __А у
х  -  У — -£-< ( 5 )

бу  ерда А (1) системанинг детермиианти дейилади. Лх 
детерминант эса А нинг биринчи устун элементларини 
озод ^адлар устуни билан алмаштириш оркали, Лу эса 
А нинг иккинчи устун элементларини озод *адлар ус
туни билан алмаштириш оркали $осил килинган.

1. Аввал А О булган *олни караймиз. Бу ^олда 
(1) система ^ар доим ечимга эга ва бу ечим ягона бу- 
либ, у (2) формулалар билан берилади.

2. А =  О булсин, у *олда ёрдамчи детерминантлар- 
дан *еч булмаганда биттаси нолдан фаркли булса, ( 1) 
система битта *ам ечимга эга эмас. Бунда (5) нинг тенг- 
ламаларидан камида бири уРин;,и булмайди. Шундай 
Килиб, А =  0 булганда ва А^ ёки Av ёрдамчи детерми- 
нантлардан камида битгаси нолдан фаркли булса, ( 1) 
система ечимга эга эмас. Одатда бундай золда берил- 
ган системанинг тенгламалари биргаликда эмас дейи
лади.

3. Ни^оят,  Д =  0 ва Ах ==Ау =  0 булсин. Бу ^олда 
биринчи тенгламанинг коэффициентлари иккинчи тенг
ламанинг коэффициентларига пропорционал булади ва 
(1) система чексиз куп ечимга эга булади.
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Юкорида айтилганларни якунлаб куйидаги хулоса- 
ни чицариш мумкин: (1) система ечимга эга булиши 
учун унинг детерминант» нолдан фаркли булиши за-
рур: Д =  а ' 1 7̂ =0. Д Ф 0 булганда (1) нинг ягона ечи- 

а2 I

„ хам учинчи тартибли детерминант тушунчасини кири- 
тамиз. Бу система коэффициентларидан тузилтан учин
чи тартибли квадрат матрица берилган булсин:

( 6)
«1 Ъх «1 Cl

ьх _ с? Ьъ л, -  Ду - а1 Сц
д Ь\ » " 7 " ч *1

а%Ъ, 1 а3 Ь<2

Бу формулалар Крамер формулалари  дейилади.
М и с о л .  Ушбу тенгламалар системасининг барча 

ечимларини топинг:
|  х  +  Зу =  4,
[ 2 х  — у  =  1.

Е ч и ш .  Системанмнг детерминантларини тузамиз:

А =  I 1 3 | =  — 1 — б =  — 7,

ду =

2 - 1  
4 3 
1 -  1

1 4
2 1

_  4 _  3 =  -  7, 

=  1 _  8 == — 7.

/ а ,  Ь{ с А
I й2 2̂ 2̂ I
ч<23 Ь3 С3 /

(6) матрицанинг учинчи тартибли детерминанта деб

Д =  й^Ь2С3 4“ Q-lb?p\ “Ь чС\ й\Ь3С 2 (Х2Ь\С3 (7)
сонга айтилади. Иккинчи тартибли детерминант булган 
^олдаги символикадан фойдаланиб, бу детерминант 
бундай белгиланади:

(ах b, сЛ
а2 b% с2 I (8)

\а3 b3 c j
(7) даги ^ар цайси купайтма детерминантнинг х;адлари 
дейилади. Хадлар олдидаги ишораларни эсда саклаш 
^ийин эмас. куйидаги схемалар буйича (7) га кирувчи 
мусбат ва манфий ^адларни ашщлаш осон:

а\ с,
а2 Ь2 с2 
®з Ья С г

det

Д=^0 б^лгани учун, система ягона ечимга эга. Кра
мер формулаларига кура:

_Ах —7__j
Л:_ Т  —7 ’

_  Ду -7 
У ~  Д =  -7

■1.

3 -§ . Учинчи тартибли детерминантлар 

Ушбу
( а ,х  +  bxy +  ctz =  du
I а2х  +  й2у +  c2z =  d2,
{ asx +  bs)i +  c3z =  d3

тенгламалар системаси берилган булсин. Худди икки- 
та чизи^ли тенгламалар системасидагига ухшаш, бу ер-
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Кулайлик учун детерминантнинг элементларини икки- 
та индексли битта царф билан белгилаш кабул килинган 
булиб, бу индекслар, элемент турган сатр ва устунла- 
рнинг номерларини: биринчи индекс J âp доим сатр но- 
мерини, иккинчи индекс эса устун номерини курсатади. 
Масалан, а32 з^аднинг индекси учинчи сатрнинг иккин
чи устуни элементи эканини билдиради. Бу белгилаш- 
лардан фойдаланиб, учинчи тартибли детерминантни 
цуйидагича ёзиш мумкин:

Д =
а,, а,2 а |8
а 21 #22

I # 3 1  й 32



Ми с о л .  Куйидаги учинчи тартибли детерминанг-

1) 1 2 3 2) а 1 а
0 1 - 1 -  1 а 1
2 4 5 а - 1 а

Юкоридаги схема ва (7) формулага кура топамиз:

1)

2)

1 2 3 

0 1 - 1
2 .4  5

а 1 а 
- 1  а 1 

а —1 а

=  1-1 -5 +  2 - ( -  1) -2 +  3-0 4 - 3  • 1-2 -  

— 2 0 - 5  — 1 • ( — 1 ) - 4  =  — 1;

а щ ci ' а 1*1 * $ - { - # • (  — 1) * (  1)

-  а - а -а  — а- 1 •(— 1) — а • 1 • (— 1) =  4о.

4-§.  Детерминантни берилган устуни ёки са ри 
элементлари буйича ёйиш
п  та сатр ва п та устундан иборат ушбу квадрат 

жадвал берилган булсин:

(9)

Бу жадвалга я-тартибли квадрат матрица дейилади,
i -сатр ва у-уступ кесишган жойда турган элементно 
ач билан белгилаймиз. Биз детерминантни берилган 
устуни ёки сатри элементлари буйича ёйишда содда- 
лик учун у = 1, 2 , 3 цийматлар билан чегараланамиз. 
Бош^ача цилиб айтганда, учинчи тартибли квадрат 
матрица билан шугулланамиз.

Детерминант элементининг алгебраик тулдирувчиси 
тушунчасини киритамиз. Ушбу

а  и а ,  2 • • • а 1 / Л

« 2 1 а - п ■ ■ ■  а 2 п  \

•  » • • •  * •  * |

,а п \ а л 2 • • • a n J

й\х &\2 013
I

— «21 «22 « 2з
I

«31 «32 «за
I

детерминантнинг элементини олайлик. Ушбу 
ю

(1 0 )



Afc =  ( - l ) i+% * .  (i. A = 1 , 2 , 3 )  (11)
сон atk элементнинг алгебраик тулдирувяиси дейила- 
ди. Бу ерда /Slk— иккинчи тартибли детерминант. У бе- 
рилган детерминантдан /-сатр ва &-устунни учириш 
оркали (учирилмай колган элементлардан) ^осил бу- 
лади. детерминант aik элементнинг минори дейи- 
лади. Айтилганга кура а 22 элементнинг алгебраик тул- 
дирувчиси куйидагидан иборат булади:

А  22 — (— 1)2 + 2 ^ 1 1 # 1 3 # 1 1 # 1 3

# 3 1 # 3 3 # 3 1 # 3 3
минори:

'22
аи а 13

# 1 2 # 1 3 __ # 1 2 # 1 3

# 3 2 # 3 3 # 3 2 # 3 3

# 3 1  # 3 3

Худди шундай a 2i нинг алгебраик тулдирувчиси

=  l ) 2+1 

дан иборат.
Детерминантни берилган сатри ёки устуни элемент- 

лари буйича ёйишдан фойдаланиб, детерминантларни 
^исоблаш ишини осонлаштириш мумкин. ^уйидаги 
тасдикни исботсиз келтирамиз:

Т е о р е м а .  Детерминант исталган сатри ёки 
уступи элементлари билан uiy элементлар алгеб
раик тулдирувчилари купайпмаларининг йигиндиси- 
га тенг:

Д  =  а 1 2 ( - 1 ) , + 2
# 2 1  # 2 3

+  М - 1  ) 2 + 2
# 1 1  # 1 3

Н г
# 3 1  # 3 3 # 3 1  # 3 3

+  а з2( — 1)
3 + 2

а о* а 23
=  #12^12 +  #22^22 +  #3:И 33-

(Теорема исботи А. Г. Курошни-нг „Олий алгебра кур- 
си “ китобида келтирилган.) Теорема юкори тартибли 
детерминантлар учун ^ам уринли эканини кайд килиб 
утамиз.

Ми с о л. Куйидаги 3 - тартибли детерминантни 1- сат
ри элементлари буйича ёйиб ^исобланг.

1 2 —  1
2 - 1  1
3 - 5  2

Д =

г
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Е ч и ш.
1 2 — 1 — 1 1 1+2 2 1

д - 2 - 1  1 =  ( - 1 ) Ж - 5  2
+  2- (  —1)

3 2
3 - 5  2

+  ( “  1)
1+3 2  - 1  

3 - 5

+

= ( —2 +  5 ) -  2- (4 -  3) + ( - 1 0 +  3) =  

=  3 - 2 - 7  = - 6.

5-§.  Детерминантнинг хоссалари

1. Детерминантнинг замма устунларини унинг мос 
сатрлари билан (ёки аксинча) урнини алмаштиришдан 
детерминант узгармайди, яъни

# 1 2 # 1 3 # 1 1 # 2 1

со
<3

# 2 1 # 2 2 # 2 3 = = # 1 2 # 2 2 # 3 2

# 3 1 # 3 2 # 3 3 # 1 3 # 2 3 # З Т

И с б о т .  Д — берилган детерминант, А* эса А дан 
унинг сатрларини мос устунлар билан алмаштиришдан 
^осил булган детерминант булсин. Д ни биринчи сатр 
элементлари буйича ёямиз:

# 1 1 # 1 2 # 1 3
# 2 2 О to со

sssz # 2 1 # 2 2 55 ю со ■ —  ( 1 ц
# 3 2 # 3 3

# 3 1 # 3 2 # 3 3

# 1 2
# 2 1

сосм

+  # 1 3
# 2 1  # 2 2

# 3 1 # 3 3 # 3 1  # 3 2

Энди Д* ни биринчи устун элементлари буйича ёйиб 
чицамиз:

# 2 1 # 3 1
# 2 2 # 3 2

# 2 2 # 3 2 =  # 1 1
# > 8 # 3 3

# 2 3 # 3 3

# 2 1 # 3 1
+  а 13

# 2 1 # 3 1

# 2 3 # 3 3 # 2 2 # 3 2

(# и
Д* =  а 12

# is  

# 1 2

Демак, Д =  Д*.
2. Детерминантнинг исталган иккита сатрининг (ёки 

икки устунининг) уринлари алмаштирилса, детерминант
нинг факат ишораси узгаради. Масалан, агар биринчи 
ва учинчи сатрларнинг уринларини алмаштирсак:
12



а п « 1 2

со

*3

« 3 1 « 3 2 « 3  3

« 2 1 « 2 2 « 2 3 =  — « 2 1 « 2 2 « 2  3

« 3 1 « 8 2 « 3 3 « 1 1 « 1 2 « 1 3

3 . Иккита сатри ёки иккита устуни бир хил булган 
детерминантнинг киймати нолга тенг.

4. Бирор сатр (ёки устун) элементларининг умумий 
купайтувчисини детерминант белгисидан ташкарига 
чицариш мумкин.

И с б о т .  Айтайлик, детерминантнинг иккинчи сатр 
элементлари умумий купайтувчига эга булсин:

« 1 1 « 1 2 а

k & 2 i k d 22 k a

« 3 1 « 3 2 а

Бу детерминантни иккинчи сатр элементлари буйича 
ёямиз:

а 12 аа у

ka>)\ kd
13

а а а

—  k a 2 l A 2x  +  k a 2 2 A 22  - f -

+  к а 2 ъ А 2ъ  —  k ( a 2 l A 21 - f -  a 2 2 A 22  +  c l 2 3 A 2 z )  —  k A .

5. Агар детерминант бирор i - сатри (устуни) нинг 
^ар бир элементи иккита цушилувчининг йигиндисидан 
иборат, яъни alk =  bk -\- Ck(k=  1,2 , ... , п) булса, у ^ол- 
да берилган детерминант шундай иккита детерминант
нинг йигиндисига тенг буладики, бу детерминантлар- 
нинг i -  сатридан бошка сатрлари дастлабки детерми- 
нантникидай булади, уларнинг биридаги /-сатр.А* эле- 
ментлардан, иккинчиси эса элементлардан иборат 
булади. Масалан,

« 1  +  Ш \  а 2 - \ - т 2 « з  +  т ъ d \  Cl2 (1% m 1 m 2 т г

Ь Х С х d x = b x с х d ] + b  i  с  i  d x

b 2 с 2 d 2 b 2 c 2 d 2 b 2 c 2 d 2

6. Детерминантнинг бирор устун (сатр) элементла- 
рига бошца устуннинг (сатрнинг) бир хил сонга купай- 
тирилган мос элементларини цушишдан детерминант
нинг киймати узгармайди:

« i i « 1 2 « 1 3 « И  +  £ « 1 3 « 1 2 « 1 3

« 2 1 CL 2 2 « 2 3 = = « 2 1  “ Ь  £ « 2 3 « 2 2 ft to w

« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 1  4 “  £ « 3 3 « 3 2 « 3 3

13



« 1 2 « 1 8 « 1 3 « 1 2 « 1 3 «и « 1 2 « 1 3

— « 2 1 « 2 2 « 2 3 4" ^ « 2 3 « 2 2 « 2 3 SSS « 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3 «31 « 3 2 « 3 3 «31 « 3 2 « Э З

7. Детер\:инантнинг бирор устуни (сатри) элемент- 
ларининг бошк;а устуни (сатри) элементлари алгебраик 
тулдирувчилари билан купайтмасининг йигиндиси нол- 
га тенг.

Баён цилииган хоссалар юкори тартибли детерми- 
нантлар учун зам тугри.

6-§.  п номаълумли п та  чизицли тенгламалар 
системаси

Ушбу
« u ^ i  Н- « 12* 2+  • • • ~Ь &\п*п ~~
#21*1 +  «22*2 +  ••• +  а 2пХ п +  ^2>

« Л1*1 “Ь «л?*2 “Ь* ••• “Ь «ля*Я ~  Ьп

( 12)

куринишдаги система п номаълумли п та чизикли тенг
ламалар системасини ифодалайди.

Бу системанинг ^ар бир тенгламасидаги х и х 2, . . . ,  
х п номаълумлар урнига мос равишда [х1$ (х2, . . . ,  \хп 
сонларни куйилганда (12) даги барча тенгламалар ай- 
ниятга айланса, |х2, . . рп сонлар (12) система
нинг ечими дейилади. 2- §  дагига ухшаш, ( 12) систе
манинг ечими асосан куйидаги детерминантга боглик- 
дир:

(13)

«И «12 . . . аЛп
А = «21 «22 . . .  а2п

«л! «/|2 • • • апп
(13) детерминант (12) тенгламалар системаеидаги цо- 
маълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган, у 
(12) системанинг детерминанти дейилади.

Агар А =7̂= 0 булса, система ягона ечимга эга булади 
ва бу ечим

_ Aj • Ао АпX , =  -Ь х 2 =  — ; . . .  ; =  - п 
А А А

формулалар ёрдамида топилади.
14



Бу ерда А, детерминант А детерминантдан биринчи 
усгун элементларини озод ^адлар билан алмаштириш
дан (яъни ( 12) системадаги номаълумлар олдидаги коэф- 
фициентларни озод дадлар билан алмаштиришдан) *о- 
сил булади; А2 эса А детерминантдан иккинчи устун 
элементларини озод ^адлар билан алмаштиришдан ^о- 
сил булади, А3, . . . ,  Лп лар ^ам шунга ухшаш *осил 
цилинади.

п та чизикли тенгламалар системасини ечишнинг 
бунлай усули Крамер коидаси дейилади. Демак,  п но- 
маълумли п та чизи^ли тенгламалар системасини е^иш 
учун п-\-1 та детерминант тузиш керак. Бу эса *исоб- 
лаш ишини купайтиради, шунинг учун ^ам амалий иш- 
ларда бошка методлардан фойдаланилади.

7-§.  Уч номаълумли учта чизицли тенглама 
системаси

Уч номаълумли учта чизицли тенглама системасини 
текшириш билан шугулланамиз. Чизицли тенгламалар- 
нинг ушбу

а и х  -f- a i2y +  &nz =  
# 21̂ + ^ 22У +  ^2з2 =  ^ 2>
#31**' 4” #32У “Ь  #33  ̂=  ^3

(14)

системаси берилган булсин. Номаълумлар олдидаги 
коэ})фициентлардан тузилган детерминантни Д билан 
белгилаймиз:

(15)
# 1 1 # 1 2 #

A = # 2 1 # 2 2 #
# 3 1 # 3 2 a

Ёрдамчи детерминантларни тузамиз: л
d i a n

# 1 3
а  ц d x « 1 3

* , = r f 2 # 2 2 # 2 3 « 2 1 d < i # 2 3

d 9 # 3 2 # 3 3 « 8 1 d 3 Д З З

<г>
vf'

# п  # l2 d]

# 2l #22 
# 3 1  # 3 2  ^ 3

15



Берилган система х ,  у, z  ечимга эга булса, бу ечимни 
топиш учун куйидаги формулаларга эга буламиз

х  = Ау
у = = д :

2 ==-^ (16)

Куйидаги доллар содир булиши мумкин.
1. Д Ф 0. Бу ^олда (16) формулалардан (14) систе

ма битта ечимга эга экани келиб чицади.
2. Д =  0 ва Дд., Ду, Аг детерминантлардан акалли 

биттаси нолдан фаркли. Бу ^олда (14) система ечимга 
эга булмайди.

3. д  =  Д,  =  Ду =  Д2 =  0.
Бу ^олда (14) система ё чексиз куп ечимга эга була- 
ди, ёки умуман ечимга эга булмайди.

1 - м и с о л .  Ушбу уч номаълумли учта чизикли тенг- 
лама системасини ечинг:

2х  +  Зу +  г  =  2 ,
Зх — у +  2г =  — 3, 

х  +  у — 3z =  4.

Е ч и ш .  Берилган системанинг асосий детерминанти 
ва ёрдамчи детерминантларини тузамиз.

2 3 1
‘ =  6 +  3 +  6 +  1 -  4 +  27 =  39 =£ 0}3 -  1 

1 1
2

- 3

Д.
2 3 1
3 -  1 2
4 1 - 3
2 2 1
3 -  3 2
1 4 - 3

3 - 1 - 3  
1 1 4

= 6 - 3 + 2 4  + 4 - 4  -  2 7 = 3 4 - 3 4  = 0 ;

1 8 + 1 2 + 4  +  3 - 1 6 + 1 8  =  39;

- 8  +  6 -  9 +  2 +  6 - 2 6  =  - 3 9 ;

Демак, Д= ^ 0  булгани учун система ягона ечимга эга. 
Бу ечим куйидагидир:

^ = Д  =  0 .
А 39

16



Д 39

Ж а в  о б. (0; 1; -  1).
2 -м  и с о  л. Ушбу системами ечайлик:

х  — 5у +  2г =  1,
Зл: — 25у +  6z =  7,
9л: — 45у +  1 8 г =  -  3.

Е ч и ш .  Бевосита ^исоблаш оркали Д =  Ду= 0 ,  Д ^ .^ 0 ,  
Д2 =£0 эканига ишонч ^осил цилиш осон. Бундан ку- 
ринадики система ечимга эга эмас.

3 -м  и с о л .  Ушбу
х +  бу — г =  5,

2х  +  у — 2г =  1, 
jc — 4у — г — — 4

тенгламалар системасини ечинг.
Е ч и ш .  Бевосита ^исобласак, Д =  кх =  Ду =  Д2 =  0 

га эгамиз. К>;риниб турибдики, системанинг учинчи 
тенгламаси иккинчи ва биринчи тенгламаларнинг айир- 
масидан иборат. Шундай килиб, берилган системани 
Куйидагича ёзиш мумкин:

( х  +  5y =  z - \ -5 ,
|  2х  -(- у =  2 z  -{- 1.

Бу системанинг детерминанти:

0 =  1 5 = 1  — ю =  — 9=^0,
2 1

шунинг учун куйидагига эгамиз: 
г  5 5

2г  +  1 1 г  +  5 — Юг — 5 — 9 г
а 9 - 9

а
2г4- 1—2г — 10 

— 9

Бундан, дастлабки система чексиз куп ечимга эга эка-



х  ва у нинг кийматларини топамиз. Масалан, г =  — 2; 
деб олиб, л: ==— 2; 1 ни, г = = 3  деб олиб, х  =  3 
у =  1 ни топамиз ва ^оказо.

8-§ .  Уч номаълумли учта тенгламанинг бир
жинсли системаси

Барча озод ^адлари нолга тенг булган чизицли тенг
ламалар системаси бир жинсли система дейилади. У 
куйидаги куринишда ёзилади:

a u x  +  a i2y +  а13г  =  09
а2Хх  +  а22у +  а2ъг  =  0, (17)
азгх  +  а32у +  аггг =  0 .

(17) куринишдаги исгалган бир жинсли система 
булмаганда битта ечимга эга, чунончи х = у  =  г ==ь  
ечимга, яъни ноль ечимга эга. Бу система качон нол
га тенг булмаган ечимга эга булишини аниклаш учун 
иккита ^олни караб чикамиз.

1) Система детерминанти нолдан фаркли, яъни 
Бу ^олда (17) система фацат коль ечимга эга булади:

x  =  y  =  z  =  0 .

2. А =  0. Бу —(17) системанинг нолга тенг булма
ган ечими мавжуд булиши учун зарурий шарт ^исоб- 
ланади. Бу *олда система чексиз куп ноль булмаган 
ечимларга эга булади.

1) Буни исбог цилиш учун дастлаб А детерминант- 
ницг алгебраик тулдирувчиларидан камида битгаси 
нолдан фаркли деб фараз циламиз, масалан

« 1 1  « 1 2

21 а 22
¥ = 0

булсин. (17) системанинг дастлабки иккита тенглама- 
сини ушбу куринишда ёзамиз:

аи х  + а 12у =  — а п г,
#21*̂  #22У ===

Энди
# 1 1  # 1 2

(18)

-^33 —
-21 '21

булгани учун исгалган z  да (17) система ушбу
18



X  =

a n z a

а.х г  a22 — diL 2*.
— Л ’^33

11 — а1Ъг

a ?i — а чъг

l33

_̂32
^33

формулалар билан аникланувчи ечимларга эга булади. 
Агар & =  —  деб олсак, (18) нинг ечимини ушбу "ку-

•™зз
ринишда ёзиш мумкин:

л: =  £Л31; у =  kA 32\ г = - £ Д 33.

k сон исталган кийматларни кабул килиши мумкин.
Биз берилган (17) системанинг дастлабки икки тенг- 

ламаси ечимини топдик. Бу ечимлар k нинг *ар кан- 
дай цийматида (17) системанинг учинчи тенгламасини 
\ам каноатлантиришини курсатиш мумкин. Юкорида 
айтганимиздек, k исталган цийматларии кабул килга- 
ни учун (17) система чексиз куп ечимга эга булади.

б) Энди Д детерминантцинг барча алгебраик тул- 
дирувчиларн нолга тенг деб фараз киламиз. у  ^олда 
(17) системанинг ^ар кандай иккита тенгламаси про- 
порционал коэффициентларгз эга булади ва демак. 
системанинг ^ар цандай иккита тенгламасини улардан 
бирининг замма ^адларини бирор купайтувчига купай- 
тириш орцали иккинчисига келтириш мумкин, биноба- 
рин система битта тенгламага келтирилади — колган 
иккита тенглама бу тенгламанинг натижаси булади.

Равшанки, бундай система чексиз куп ноль булма- 
гап ечимга эга (чунки иккита номаълумга ихтиёрий 
сбили кийматлар бериб, учинчи ечимни эса системанинг 
бирдан-бир эркли тенгламасидан топиш мумкин).

Ми с о л. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:
х  -f- 2у +  Зг =  0,

2х  -г у  — z  =  0,
Зх  +  Зу +  2г *= 0.

Е ч и ш. Системада Д =  0э ка нини  куриш 
Системанинг дастлабки иккита тенгламасини

| х  +  2у =  — Зг,
I 2х  -j- у  =  z

мумкин.
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куринишда ёзамиз. Бу системани Крамер цоидаси буйи
ча ечамиз.

Энди

*==

[ # 1 1 * 1  4 *  # 1 2 * 2  +  •  •  • +  а \пХ п =  С \ *

# 2 1 * 1  4 ”  # 2 2 * 2  +  • • • 4 "  а 2 п Х П =  С Ч>

У —

О —
1 2 СО!II1II

2 1

— Зг 2
1 — Зг — 2г _  — 5г _  £

С

!СОСО1

1СО1

1

1 - Зг
2 г г - f  6 г __ 7г _  7

а

•\СО1
1СО1
1СО1

(19>
• • • • •

Демак, берилган система чексиз куп ечимга эга экан, 
чунки г  ни ихтиёрий олиб', х  ва у  ларнинг мос кий- 
матларини топамиз. Масалан, ,г =  — 3 деб олиб, л =  —5; 
у  — 7 ни, г  =  6 деб олиб, *  =  10, у  =  — 14 ларни то 
памиз ва ^оказо.

9* §. Чизикли тенгламалар системасини Гаусс
методи билан ечиш

Биз шу пайтгача тенгламалар сони номаълумлар со- 
нига тенг булган чизикли тенгламалар системасини ка- 
радик. Агар бундай системанинг детерминанти нолдан 
фаркли булса, у золда  система ягона ечимга эга були* 
ши маълум.

Энди ихтиёрий, яъни тенгламалар сони номаълум
лар сонига тенг булмаган чизикли тенгламалар сисге* 
масини текширамиз. Бундай система учун ечим ягона 
булмаслиги ёки умуман ечим мавжуд булмаслиги ^ам 
мумкин. Чизикли тенгламалар системаси бирорта ^ам 
ечимга эга булмаса, система биргаликда булмаган сис
тема дейилади. Агар чизикли тенгламалар системаси 
ечимга эга булса, бундай система биргаликда дейила- 
ди. (Агар биргаликда булган система ягона ечимга эга 
булса, система аник система деб, агар ечим биттадан 
к>п булса, аникмас система деб аталади.)

Энди коэффициентлари соцлардан иборат булган 
система ечимларини топиш учун кулай булган номаъ' 
лумларни кетма-кет йукотиш усулини, яъни Гаусс ме
тоди ни баён килишга утамиз. Куйидаги ихтиёрий чи- 
зикли тенгламалар системаси берилган булсин:

20

(#51*1 -j- d s 4" . . . +  &snXfi —  С

(19) да #ц  ¥= 0 булсин деб фараз килайлик. а п  нолга 
тенг булиши ^ам мумкин. Бундай ^олда ишни систе
манинг биринчи тенгламасидаги бирорта нолдан фаркли 
коэффициентдан бошлаш керак. Дастлаб биринчи тенг- 
ламадан ташкари барча тенгламаларда х г ни йукотиб, 
(19) системани узгартирамиз. Бунинг учун биринчи 
тенгламанинг ^ар иккала томонини аи Ф  0 га булиб 
чикамиз. Натижада берилган системага эквивалент ушбу 
янги системани ^осил киламиз:

а,Xi +  ~ f x 2 +  . . .  . . .  =
“ и «и ап а „

«21̂ 1 +  а22х 2 +  . . .  +  a2kxk - f - . . .  - f  а 2 П Х П

(20)
# п *! +  CLi2 * 2  4" • ••  4 ” a ikx k  +  • • . +  ^ in x n я  Cl>

# /7 ii* i4 ”#m 2*2 +  • • • 4"  a mk +  • • • +  а тпХп =  Ст• )

Энди бу системанинг биринчи тенгламасини а21 га 
купайтирамиз ва иккинчи тенгламадан айирамиз. Бу 
ишни давом эттириб, биринчи тенгламани энди а 31 га 
купайтириб, учинчи тенгламадан айирамиз ва х;. к. 
Бу жараённи шундай давом эттириб, маълум кадамдан 
кейин берилган системага тенг кучли булган куйидаги 
янги системани ^осил киламиз:

* 1  4~ # i ' * 2 4~ • • • 4~  & \k x k 4 “ • • • 4*  # 1  пх „ =  £ 1 »

# 22*2  4" • • • 4 “ #2Л *£ 4 ” • • • 4" # 2пх п =  ^2» 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  j (21^

а и х 2 +  • .  • +  d i k X k 4 -  . . .  4" # /л * л =  c i , I

'  I /  /  /

#/ла* 2 +  . . . +  &mkXk 4 -  . . .  4 -  d mnX n =  Cm.'y, , _ /
Ь У ерда куйидагича белгилашлардан фойдаланилган:

аik а .21, i =  1 ,т, k =  2 5лг. 

C l a f »  C i^C i  — —  а 21; i =  2,т.
41
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а 22 коэффициентни нолдан фар^ли деб фараз к^либ, 
( 21) системанинг иккинчи тенгламасини а2) га буламиз 
ва ^0 £ил булган системанинг иккинчи тенгламасини 
кетма-кет азг». . . ,  а / 2, . . . ,  dm2 га купайтирамиз *амда 
навбатма-навбат системанинг тегишли (биринчи ва ик
кинчи тенгламаларидан ташкари) тенгламаларидан айи- 
рамиз.

Бу жараённи давом эттириб, чап томонидаги барча 
коэффиииентлари ноль булган, озод ^ади эса нолдан 
фаркли тенгламага эга булган системага келсак, бу сис
тема юкорида курсатилганидек, биргаликда булмайди. 
Агар система биргаликда булса, куйидаги системалар- 
лан бирини *осил киламиз:

х \ 4~ ^12 х 2 +  • • • +  bxkx k +  . .  • +  Ьх пх п — ^ 1» 
х 2 +  . . .  +  b2kx k +  . . .  +  Ь2пх п — В 2.

х р ~Ь • • • 4" Ьрпх п — В р

ёки (бунда /?</г )
*1 +  ^12 Ч +  • • • +  bn x k +  . . .  +  ЬУпх п — В у.

Х 2 +  • • • +  l>2kXk +  • • .  +  b. пх п =  В ъ

(22)

• • +  '°ип кп —
(2-3)

В П' )

<22)—погонасимон (трапеция), (23) эса учбурчак кури- 
нишдаги система дейилади. (23) булган ^олда охирги 
тенгламадан х п =  В п га эгамиз. х п нинг кийматини ол* 
динги тенгламага куйиб, х п_у ни топамиз, уни уз нав* 
батида олдинги тенгламага куйиб, х п__2 ни топамиз ва 
*. к.

Юкорида айтилганларни якунлаб, куйидагиларни 
сил киламиз. Гаусс методини чизикли тенгламаларнин! 
^ар кандай системаси учун татбик этиш мумкин. Бун* 
да, агар алмаштиришлаи жараёнида барча номаълум* 
ларнинг олдидаги коэффициентлари нолга тенг, озо; 
*ади эса нолдан ф а р о й  булган тенглама *осил килсак  
система биргаликда булмайди; агар бундай тенгламага 
эга булмасак, система биргаликда булади. Агар бир 
галикдаги система (23) учбурчак куринишига келса, 5 
аник булади, (22) куринишига келса, аникмас булади
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Айтилганларни чизикли бир жинсли тенгламалар 
системаси булган *олга, яъни озод ^адлар нолга тенг 
булган тенгламаларга *ам куллаш мумкин. Бундай сис
тема *ар доим биргаликда булади, чунки у (0 ; 0; , 0 ) 
ноль ечимга эга. Каралаётган системада тенгламалар 
сони номаълумлар сонидан кичик булсин. У *олда, 
системамиз учбурчак шаклига келтирилиши мумкин 
эмас, чунки Гаусс методи буйича узгартириш жараё
нида тенгламалар сони камайиши мумкин, лекин орти- 
ши, мумкин эмас; бинобарин у (22) куринишга келти- 
рилади, яъни аникмасдир.

1-м и с о  л. Куйидаги чизикли тенгламалар система
сини Гаусс методи билан ечинг:

х х -j- 2х 2 -{■ Зх3 =  1,
2хх — х 2 +  2х3 =* 6 ,

x t +  х 2 — Зх3 =  7.
Е ч и ш ,  Биринчи тенгламадаги х х олдида турган 

коэффициент (агар =̂ =0 ) ёрдамида колган тенгламалар- 
даги х , номаълумдан кутуламиз. Бунинг учун, бирин
чи тенгламанинг барча ^адларини 2 га купайтириб^ 
иккинчи тенгламадан айирамиз. Биринчи тенгламанинг 
узини учинчи тенгламадан айирамиз. Натижада куйи- 
даги куринишдаги системага эга буламиз:

х х 2х2 “f* Злг3 =* 1,
— 5*2 — 4х3 4,

— х 2 — 6 х 3 =  6 .
Иккинчи ва учинчи тенгламалар факат х 2 ва х 3 номаъ- 
лумларга эга. Учинчи тенгламанинг ^адларини 5 га ку
пайтириб, 2 - тенгламадан айирамиз. Натижада тубан- 
Даги система ^осил булади:

х х 2 х2 Зх3 =  1,
5*2 == 4,

— 26д:3 =  26.
Учинчи тенгламадан: х 3=*— 1, бупи иккинчи тецглама- 
га Куйиб, х 2 номаълумни топамиз:

— 5^2 — 4 . С— 1) =  4,
Х 2 »* 0.

*1 ва *2 номаълумларнинг кийматларини биринчи тенг 
.мага куйиб, х г номаълумни топамиз:
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* t +  0 — 3 =  1; Х х =■ 4.
Жавоб: (4; 0; — 1).

2- ми с о  л. Ушбу

-|- 2*2 *4" 3*з === 7,
2л*! -f- 3* 2 -f- * 3 =  5,

. 2 х х +  4* 2 +  6*3 =  14

чизицли тенгламалар системасини ечинг.
Е ч и ш .  Биринчи тенгламадаги х 2 олдида турган 

коэффициент ёрдамида колган тенгламалардаги * 2 но- 
маълумдан кутуламиз. Бунинг учун биринчи тенглама 
хадларини учга, иккинчи тенглама ^адларини 2 га ку- 
пайтириб, биринчи тенгламани иккинчи тенгламадан 
айирамиз. Биринчи тенглама ^адларини 2 га купайти- 
риб, учинчи тенгламадан айирамиз. Натижада куйида- 
ги куринишдаги системага эга буламиз:

хх -f- 2х2 + З*3 — 7,
' *\ +  0 — 2*з =  — 11,

о  +  0  +  0  -  0.

Учинчи тенглама ^адлари ва озод ^ади ноллардан ибо
рат булгани учун, бу тенгламани ташлаб юборсак, 
тубандаги система ^осил булади:

| Х\ + 2*2 "Ь 3*з = 7,
1 *, —7*з= —И.

Биринчи тенгламадаги * х номаълумдан цутулиш учун 
биринчи тенгламани иккинчи тенгламадан айирсак, х 1 
ва х 2 номаълумларга нисб.атан ечиладиган ушбу сис
темага эга буламиз:

|  — 2*2 — Ю*з =  — 18̂
1 * i — 7*з= — И .

Иккинчи тенгламадан х х ни, биринчи тенгламадан х% 
ни топамиз:

х х = 7 * 3— 11,
* 2̂ = — 5*з + 9.

Бу ерда * 3 ихтиёрий сон.



М а ш к л а р

а)

в)

1 Иккинчи тартибли детерминантларни ^исобланг:

2 1 ; б) ! 1 5
3 4 |4  3
- 1 0 .  . 8 5

2 3 ’ Г — 4 2

2. Учинчи тартибли детерминантларни ^исоблангг
1 3 0 1 2 - 3 9 4 -  1

а) - 2 4 6 ; б) 3 1 -  1 в) 2 3 - 2
5 - 1 2 1 3 2 1 5 0

в)

3. Тенгламалар ва тенгсизликларни ечннг:

0;

»
< 0.

а) х  +  2 1 -  0 ; б)
л: +  24 5л:

3 л: — 2 5 1
2л: — 5 1 г ) 1 л: +  3

4х  1 > 0 ; 2 х

4. Тенгламалар системасини ечинг:
а) | х  +  2у =  5, б) I Зх  — 2у =  4,

\ — Зх  +  у =  6 ; |  х  -(- у  =  3.
5. Куйидаги учинчи тартибли детерминантни бирин

чи устун элементлари буйича ёйиб ^исобланг:
1 1 1
2 - 1  2
2 3 - 1

6. Куйидаги учинчи тартибли детерминантни иккин
чи сагр элементлари буйича ёйиб ^иеббланг:

1 - 3  1
3 1 - 2
1 7 4

Тенгламалар системасини ечинг:
а) *  +  2у +  Зг =  3 ; 

2к-\- у  _  г - =  1;
3* +  Зу - f  г  =  2 .

б) Зл: +  2у — г  ~  4,
2л: — у +  Зг =  11,
х  у — 2г  =  — 1.
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в)

д )

х  — 2у +  z  =  5, 
2л; -f  3у — z  =  1, 
4л: — у +  z  — 3.
Зл; —  у - | - 2 г  =  0 ,

2х  +  Зу — 5г =  О, 
у -f- г  =  О.

е)

л : +  у — 2 =  2 , 
2л: — Зу +  4г =  5, 
-  х  2у -р г =  1.

2л; — у +  Зг =  О, 
л: 4- 2у — 5г  =  О, 

13л: +  у —2 г =  0 .

8 . Чизик;ли тенгламалар системасини Гаусс метода, 
дан фойдаланиб ечинг:
а) х ^ + З х ^ — лг3=  5,

. 2л:! х 2-\-Зх3= —5,
, Зх, 4~4х24"2х3=  0 .

з) [ 4л:,—Зл:2—2л:3 =  6, 
- х ^-\-5х 2+  х 3 — 7, 
2х , —4х2— л:3 =  —2.

Д) л ; , + 2х , — х 3 =  —3, 
2х\  Зл"2 4" 4лг3=  1, 
2х, 4-4л-2—2х3= — 6.

б)

е)

2 * 1— л:24-Зл:3= —2, 
a ' i4-2x24* л:3=

Зл:,4~ х 2—2л-3=  1, 
3 * , —2л:24- л-3= - 6, 
2л:,4-5х2 —Зх3= —5, 
Х\ 4-Зх2+ 2 л 3=  5. 

Зл:14-2дг2+4л:3=  /, 
—л:, —5л-24- х 3=  13, 

•*1+4л:2—Злс3= — 12,

II Б О Б

ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 
УМУМИЙ НАЗАРИЯСИ

1-§ .  Матрицанинг ранги

Бизга т  та сатр ва п  та устундан иборат т  X п у л- 
чамли куйидаги матрица берилган булсин:

«11 «12 • • • « 1я 
«21 «22 • • • « 2п

ч«т! «m2 • • • « тп

Бу матрицанинг ^ар бир устунини т улчовли вектор 
сифатида караш мумкин. Бу векторлар сифатида ца* 
ралабгган устунлар чизицли боглик булиши зам муМ' 
кин. Матрицанинг ранги таърифини беришдан олд^н 
чизицли боглик ва чизицли эркли векторлар система-
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сИга таъриф берамиз. Айтайлик, бизга ихтиёрий я, , а2г 
. , ап векторлар системаси ва X,, к2, . _ _ X х;а- 

1̂ 'нкий сонлар берилган булсин.
1- т а ъ р и ф ^У ш б у  Х,а, +  ^2fl2 +  • • • +  К„ап вектор

а , а г , -  • ■ • ап векторларнинг я и з щ л а  комбинация-  
си X,, Х2, • • • > лаР эса комбинациянинг КОэффц. 
циентлари дейилади.

2- т а ъ р  иф.  Агар X,, \ 2, . .
биттаси нолдан фарцли булиб,

_^
_(-Х„а„ =  0 булса, у *олда а, ,  а2 
чизикли 6ofлиц  дейилади.

3- т а ъ р и ф .  Xta, +  X2a 2 +  . .

Хп лардан камида ■—> ->
“Ь  +  • • . +

. . , ап векторлар

X,, 2̂»
• +  ^пап =  0 тенглик 

. , сонларнинг барчаси нолга тенг булган-
ап векторлар чизикли эрк-да бажарилса, а и а2, . . 

лд  деб аталади.
Энди матрица рангига таъриф берамиз.
4 - т а ъ р и ф .  Матрицанинг ранги  деб унинг чизикли 

эрк/1и устунларининг (сатрларининг) максимаа сонига 
айтилади. ва у rang А  = г куринишда белгиланади 
(бунда г — матрицанинг ранги).

Матрицанинг сатрлар системаси ранги устунлар сис
темаси рангига тенг. А  матрицада ихтиёрий k  та сатр 
ва k та устунни оламиз.

t>y сатр ва устунларнинг кесишишидан *осил бул
ган матрица k - тартибли квадрат матрицани ташкил эта- 
ди, бу матрицанинг детерминанти А  матрицанинг k - 
тартибли минори дейилади. А  матрицанинг нолдан фарк- 
ли минорларининг энг юкори тартиби & га тенг бул 
син. У тубандаги схемада туртбурчак ичида курсатил- 
ган:

а п . . • a \k « 1&+1 • • • • “in
. . D • * • • • • • • • •

a \k • • • akU «kk+l • • • • akn
ak+i,l • a.+t, b ak+\, k+i • • «Л+l П

ат\ • • • ^tnk • «mnat * - ■ in к гпк г I - тп

А  матрица минорларининг орасидаги катта тартибли- 
ини билиш кизикарли ва зарурдир. Агар А  матрица- 
инг тартибли барча минорлари нолга тенг булса,  у 

долда унинг k дан юкори тартибли барча минорлари
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^ам нолга тенг булади. Матрица ранги ^акидаги куйи* 
лаги теоремани исботсиз келтирамиз.

Т е о р е м а .  Матрицанинг нолдан фарцли минор,  
ларининг  ЭН1  юцори тартиби бу матрицанинг ран . 
гига тенг (теорема иеботи А. Г. Курошнинг „Олип 
алгебра курси41 китобида келтирилган). Матрицанинг 
рангини бу теоремадан фойдаланиб топишда бу мат
рицанинг жуда куп минорларини ^исоблаш зарур бу
лади. Шунинг учун матрица рангини ^исоблашнинг 
куйидаги осон коидасини келтирамиз:

Берилган матрица рангини ^исоблаш учун куйи тар- 
тибли минорлардан юкори тартибли минорларга утищ 
керак. Агар нолга тенг булмаган ( £ - тартибли) минор- 
ни топган булсак, у ^олда бу минорни ураб турувчи 
(^ошияловчи) (k +- 1 )■ тартибли минорларнинг узигина 
^исобланади. Бунда, агар бу минорларнинг барчаси 
нолга тенг булса, берилган матрицанинг ранги k га 
тенг булади деб хулоса чикарамиз. Юцорида куриб 
утилган таърифлардан куйидаги натижалар келиб чи- 
кади.

1- н а т и ж а .  Хар кандай матрицанинг чизикли эрк« 
ли сатрларининг максимал сони унинг чизикли эркли 
устунларининг максимал сон-ига, яъни бу матрица ран- 
гига тенг.

2- н а т и ж а .  п- тартибли детерминантнинг сатрлари 
орасида чизикли богланиш мавжуд булган ^олдагина 
ва факат шу ^олдагина у нолга тенг булади.

Матрица рангини ^исоблаш ^акидаги теорема ва 
натижалардан фойдаланмасдан ^ам матрица рангини 
^исоблаш мумкин. Бу ^олда кайси устунлар (ёки сатр- 
лар) максимал чизикли эркли система ташкил этиши- 
ни топмасдан тутридан-тугри матрица ранги ^исобла* 
нади, шу сабабл>и факат рангнииг узинигина билиш 
керак булган ^олдагина бу методдан фойдаланиш мум- 
кин. Бу метод элементар алмаштиришлар деб аталади. 
Булар:

а) иккита сатрнинг ёки устуннинг урнини алмашти- 
риш (транспозиция);

б) сатр (ёки устун) ни нолдан фаркли ихтиёрий 
сонга купайтириш;

в) бир сатрга ёки устунга бирор сонга купайтирил- 
ган бошка сатр (устунни) кушиш.

Элементар алмаштиришлар матрицанинг рангини р '  
гартирмайди.

1 - м и с о л. Куйидаги матрица рангини матрица ми- 
нор^аРини ^ ошиялаш усулидан фойдаланиб ^исобланг:

1 2  -  1 -  2N
Л =  I 2 4 3 0

. - 1  - 2

Е ч и ш .  Ишни 1 -тартибли минорлардан бошлаймиз, 
бунинг учун биринчи устун ва каторнинг кесишган 
жойида биринчи катор ва иккинчи устунни „^ошияла-
с а к \

=  0

минорга эга буламиз.
Иккинчи катор ва учинчи устунни „^ошияласак

1 -  1
2 3

М. ¥=0 .

1 2 -  1 1 -  1 - 2
2 4 3 — 0 ; 2 3 0
1 _  2 6 -  1 6 6

Энди, учинчи тартибли минорларга утсак, М 2 минорни 
^ошияловчи минорлар факат иккита булиб, улар нолга 
тенг:

0 .

Демак, матрицанинг рангини ^исоблаш коидасига к^ра 
rang (А) =  2.

2- ми с о  л. Берилган

Л

матрицанинг рангини ^исоблакг.
Е ч и ш .  Матрица рангини элементар алмаштириш- 

лардан фойдаланиб топамиз:

- 1 0 1 3 - 5
I 2 1 — 2 — 1 0

1 1 — 2 — 3 4
2 2 — 1 9 - 1 9

28 29



-  1 0 1 3 — 5'
0 1 0 5 -  10
0 0 - 1 - 5 9
0 0 0 0 0

- 1 0  1 3 - 5
0 1 0 5 - 1 0
0 0 - 1 - 5  9

Бундам rang (Л) = 3 .

2-§.  Чизикли тенгламалар с иаем аси н ин г  
биргаликда булиш шарти

Бизга п номаълумли т та чизикли тенгламалар сис- 
темаси берилган булсин:

a u x i +  a ,2x 2 +  . . . + a tnx n =  bu
а-цХА +  а 22х 2 +  . . . +  а2пх п =  b2, (1)

т'

Агар чизикли тенгламалар еистемаси ечимларга эга 
булса, система биргаликда дейилади.

( 1) системанинг биргаликда булиш-булмаслик шар- 
тини аниклаймиз. Агар биргаликда булган система бит- 
та ечимга эга булса, у аник система, биттадан куп 
ечимга эга булса, аникмас система деб аталади. ( 1) 
система коэффициентларядан уш эу  А матрицами:

А  —

( # 1 1  # i :

&2\ й'У

. а 1 п
22 . а ,2/z

\ а т] ат2 . . атПл

ва бу матрицага озод ^адни кушиб кенгайтирилган В 
матрицани тузамиз:

В

Берилган (1) чизикли тенгламалар системасининг б и р -  
галикда булиш шартини куйидаги Кронекер — К а п е л л и  
теоремаси ифодалайди:

Т е о р е м а  Чизицли тенгламалар системаси еч,им- 
га эга булииги учун А матрицанинг ранги кенгай*

# 1 2  • • • # 1 *  ^ 1

а 21 # 2 2  • • •  #  2 П ^ 2

• •  • • •  • •

.#/711 #/712 •  • # / т т  ^  т
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тпирилган, В матрицанинг рангига тенг б у  ли ш и  за- 
pvp ва. етарлидир.

И с б о т и .  Теореманинг олдин зарурийлик шартини, 
кейин эса етарлилик шартини исбот киламиз.

а ) ( 1) система биргаликда булсин ва си с2, . . . , 
с унинг ечимларидан бири булсин. Бу ечимлар систе- 
мани т та айннятга айлантиради:

anx t +  ai2x 2+  . . . +  alnx n = b{ ( 1 <  /  <  m). (2)

Куриниб турибдики, В матрицанинг охирги устунидан 
бошкз барча устунлари А матрицага киради, ва аксин- 
ча, А матрица В  матрицанинг бир кисми *исобланади, 
яъни А матрицанинг *ар кайси устуни В  нинг ^ам 
устуни булади, демак, бу матрицанинг устунлари ор
кали чизикли ифодаланади. Бундан А ва В  матрица- 
ларнинг устунлари система-си узаро эквивалент эканли- 
ги келиб чикади, шунинг учун бу иккала улчовли век- 
торлар системаси бир хил рангга эга, яъни А  ва В  
матрицаларнинг ранглари бир-бирига тенг:

rang (А) =  rang (В).

б) Теореманинг иккинчи кисмини исбот килайлик. 
А ва В матрицалар бир хил рангга эга булсин. Бу — 
А матрица устунларининг исталган максимал чизикли 
эркли системаси В матрицада ^ам шундай чизикли 
эркли система булади деган суз. Демак. В  матрица
нинг охирги устуни А  матрица устунлари оркали чи
зикли ифодаланади, яъни (2) муносабат куринишида 
булади. Шундай си съ . . . , сп сонлар мавжудки, бу- 
ларнм коэффициентлар сифатида олиб уларни А  мат
рица устунларига мос равишда купайтириб, бу купайт- 
маларни кушиб чиксак, В  матрицадаги озод ^адлар 
устунига тенг булади. Шунинг учун, си c2i . . . , сп 
сонлар ( 1) системанинг ечими булади. Демак, А ва В  
матрица рангларининг тенглигидан (1) системанинг бир
галикда б^лиши келиб чикади.

М и с о л .  Куйидаги системанинг биргаликда булиш- 
булмаслигини текширинг:

* 1 — *2 +  2 * 3 =  К
Х\ 3*2 *3 =  2,

, — 5*2 +  5*8 =  1.
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Системанинг асосий (Л) ва кенгайтирилган (5)  матри- 
цаларини тузиб, уларнинг рангларини топамиз:

1 — 1 2 1\  / 1 - 1  2 1 
5 = | 1  3 - 1  2 — 0 - 4  3 - 1  

1 - 5  5 1/  \ 0  4 - 3  0,
1 — 1 2  1
0 - 4 3 - 1  
,0 0 0 1. 
rang (В ) =  3.

1 - 1  2\  / 1 - 1  2'
1 3 - 1  j — I 0 - 4  3 
1 - 5  5 /  \ 0  4 — 3, 

rang (А) =  2.

Шундай цилиб, rang (Л) rang (В).  Демак,  система 
биргаликда эмас.

М а  ш к л  а р
1. Минорни хошиялаш усули билан матрицаларнинг 

рангини топинг:
8) / 3  2 - 5  4 \  б) /2  3 3 \  в) / 2 3 4 1

3 - 1  3 - 3  1 5 2  1 3 5 6
,3 5 - 1 3  1 1 /  \ 4  1 1/  \ 2  4 3 2

2 . Куйидаги матрицаларнинг рангини элементар ал' 
маштиришлар ёрдамида топинг:
а) / 2  1 - 3 \  б) / 1 1 3  2

3 1 - 5 1  [ 2 0 1 3
4 2 - 1  I 3 0 1 2 
1 0 - 7 /  \ 3  4 1 О

3. А  матрицанинг рангини икки усул билан (эле
ментар алмаштиришлар ва минорлар оркали) топиб, 
натижа бир хил булишини курсатинг:

5 0 4 3
3 2 4 1 
7 3 2 4
1 2  1 7

4 . Тенгламалар системасининг биргаликда булиш- 
булмаслигини текширинг:

я)

в)

х  — 2у +  3г =  6 , б) 
2х  +  Зу — 4г  =  20,
Зх  — 2у — 5г =  6 . 
х - \ - 2 у +  г — 8,

Зх +  2у +  г =  10,
4л  +  3у — 2 г*= 4.

х  — 2у — 2 =  2, 
Зл: — бу — Зг =  6, 
5 х -  10у — 5 г =  10.

III Б О Б

МАТРИЦАЛАР АЛГЕБРАСИ

1-§. Матрицаларни купайтириш

Матрицаларнинг купайтмаси хакида биринчи купай- 
тувчининг сатрлари сони иккинчи купайтувчининг ус- 
тунлари сонига тенг булган холдагина Су3 юритиш 
мумкин, яъни факат (яг X raj улчамли матрицани (п X 
X k) улчамли матрицага купайтириш мумкин. Купайт- 
мада (т X k) улчамли матрица хосил булади. Буни 
куйидаги схема билан ифодалаш мумкин:

\т  X я )  (« X &) =  ( ^  X  k).
Хусусий холда, квадрат матрицаларни купайтириш 

учун уларнинг тартиблари бир хил булиши талаб ки- 
линади. Купайтма хам худди шу тартибдаги квадрат 
матрицани ифодалайди.

Айтайлик, бизга Л ва В матрицалар берилган бул
син. А  ва В матрицаларни купайтириш цоидаси цуйи- 
дагича: А - В  — С купайтманинг хар бир Суэлементини 
^осил цилиш учун А  матрицанинг i- сатридаги э л е 
ментларини В  нинг / -  устунидаги мос элементларига 
купайтириб, натижалар цушилади. Масалан, (яг X га) 
улчамли (т X га- матрица)

А

3 -1 0

а и #12 * . . аи  . . . а Хп
#21 #22 • • . # 2 / • • • # 2  п

ап # ,  2 . . . а„ . • • &1п

- a mi а т2 • • • ^ml • • атп-
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i  b i j  . . , Ь ц  . . . b

^21 ^22 • • • t>2] • • • ^2(f

ва (п X  k)  улчамли

В  =
^ \Sl b s 2  . .  • ^ 5 /  .  •  • 

.^Д1 bnl  • • • b nj  . .  .

'2-2 + 3- 1 + (— 1) • 3 2- 1 +3-3+ (-1 )  . ( _ i )
1 • 2 + (— 2) • 1 + 3 • 3 1 • 1 + (— 2) • 3 + 3 • (— 1) 
3 . 2 + 1 • 1 4" 1 ’ 3 3-1 + 1 • 3 —J— 1 • (— 1)
2 • 5 r  3 • (— 2) + (— 1) • 3\ /4  12 1 
1 . 5 +  ( — 2) - {— 2) +  3 - 3 =  9 - 8  18 
3 . 5 + I  • (—2) +  1-3 J \10 5 16

матрицаларни купайтириш нати^асида (m X  k) Улчамли

С =

С\ 1 1̂2 • • . СХ] . . - c , k

С21 2̂2 • • • С ‘2 j  • • • C2k
. . . . • • • • • t •

Сц Cl2 . • • Clj « • • Clk

-Ст\^тЧ • • • ^mj • • • Cmk—

2-§.  Тескари матрица

Бош диагонал элементлари бирлардан ва долган 
хамма элементлари ноллардан иборат

матрица *осил булади, бун^а 
Cjj — О ц Ь и  +  a , 2b 2j  +  . . . +  a ltb sj  +

п /  .
I

+  a inhn

- s . s]'
1, m

( *

куринишдаги п- тартибли квадрат матрица бирлик мат
рица дейилади. Олдинги темага асосан, Е  матрица п 
тартибли исталган А  матрица учун

А . F  =  F  . А — АМатрицаларни купайтириш коммутативлик хоссасиг; л  ^  л - л
эга эмас. яъни А  • В Ф В  • А.  Учта матрицани купайтя- .
риш l ( m x n ) { n x w ( k x p )  = ( m x k ) ( k x p ) = ( m x t ^ ™  каноатлантирувчи ягона матрица экани келиб
схема буйича амалга оширилади. Матрицаларни купай * 
тириш ассоциативлик хоссасига эга, яъни

(А - В) -  С - А  - ( В - С )

тенглик уринлидир. 
М и с о  л.

А — ва В =

матрицаларнинг купайтмасини топинг 
Е ч и ш .  (*) формулага кура:

"2 3 — 1 
Л . 5  =  1 1 — 2 3 

,3 1 1

т а ъ р и ф  А  матрица учун А - В = Е  тенгликни
каноаглантирувчи В матрица А  га тескари  матрица
дейилади ва у В =  А~Х куринишида белгиланади.

2*т а ъ р и ф .  Сатрлари чизикли эркли матрица хос-
мас деб ва сатрлари чизикли богланган матрица хос
матрица деб аталади

Хосмас матрицаларга дойр куйидаги иккита теоре-
Ма1И исботсиз келтирамиз.

^ т е о р е м а .  Хосмас матрицани элементар алмаш-
иришлар ёрдамида бирлик матрицага келтириш мум-  ̂и н.

°  ^ е М а' Хосмас матрицага тескари матрица 
\  53 ягонаДиР- (Теоремаларнинг исботлари
иритган *)°ШНКНГ ”^ лий алгебра курсиц китобида кел- 

Т е с к а р и  м а т р и ц а н и  т о п и ш
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Айтайлик, я-тартибли квадрат, хосмас А  матриц? 5Иринчи устунни 1 га, сунгра—2га купайтириб, мос ра
берилган булсин

а и 2 
# 2 1  # 2 2

\dn  1 &п 2

1 п

2 п

апп■

А  матрицага тескари В  матрицами топиш учун, ук 
цуйидаги куринишда ёзамиз:

1 0 . . . 0\
0  1 . . . 0

вишда иккинчи ва учинчи устунга цушамиз:

О О
0 1
1 1

Иккинчи устунни 2 га ва 1 га купайтириб, мос равиш- 
да биринчи ва учинчи устунга кушамиз:

® п « 1 2  • • • а , п

« 2 1 « 2 2  • ■ • а 2п

« л  2 • • • а п п

/ 1 0 0 3 1 -- 1\

3
0 1 2 1 1

(1 \ о - 1  0 0  0 1/

0 0 . . Л )

Чап томонда берилган А  матрица, унг томонда Е  
лик матрица ёзилган. Бу матрицаларнинг иккаласиг 
бир вацтда А  матрицами бирлик Е  матрицага келтира' 
диган сатрлар буйича элементар алмащтиришлар кул- 
лаймиз. Натижада (1) матрица цуйидаги куринишга ке 
лади:

Учинчи устунни — 3 га купайтириб, биринчи устунга 
кушамиз ва иккинчи устунни —1 га купайтирамиз:

/ 1 0 .  . .  0 * 1 1 ь  12 -

Г
1 .  . .  0 ^ 2 t ^22 • • • ^ 2 rt J

\ 0 0 .  . .  1 bni bn2 .  » -b nJ

1 О О 
О 0 1
О 1 О

Иккинчи ва учинчи устунларни алмаштирамиз:

6 
— i

(2) нинг унг томонидаги матрица худди А га тескар Натижада А га тескари А  1 матрицага эга буламиз: 
В матрицани ифодалайди, яъни

А ■ В ^ Е V)

булади. А  матрица уз навбатида В га тескари булга; 
лиги сабабли В • А  =  Е  ^ам бажарилади.

М и  с о л. Берилган
1 - 1 2 '

А  =  | 3 - 3  7
,2 - 3  5,

матрицага тескари булган Л-1 матрицани топинг. 
Е ч и ш .  Бунинг учун куйидаги матрицани т у з а м и з :

А

3-§ .  Чизик,ли тенгламалар системасини матрицалар 
куринншида ифодалаш

Бизга п номаълумли п та чизицли тенгламалар сис
темаси берилган булсин:

a ux i О-vix -г 4- 
a2ix \ +  « 22*2 4~

+  a tnx„ =  bt, 
+  а 2пх п =  Ьъ (3)

аП\ “1~#ля v п
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Бу система коэффициентларидан тузилган матрица куйи 
дагича булади:

# 1 1 # 1 2  • • • 0 | Д

# 2 1 # 2 2  • • •  а 2 п  1

А и # / 2 2  • • • а п п /

Биз фацат А хосмас матрица булган ^олнигина карай< 
миз. (3) системанинг чап томонида А  матрицани

~ х ~

X

1
х 2

X

матрицага купайтиришдан келиб чикадиган п  сатрли 
ва бир устунли матрицанинг элементлари, системанинг 
унг томонида эса

Ь х

В  =

матрицанинг элементлари турибди. Шу сабабли икки 
матрицанинг тенглик таърифига асосан, (3) ни тубан- 
дагича

#21 #22 
• • •

f ln i  а п1

х Г ь 1
• • • а 1о\ X 2
• • • #2 п 1 . • = •
. . . .  J • •

. • . #/7/г/ •

_*п_ А .
ёки, цискача

А  • Х =  В (4)

куринищда ёзиш мумкин. Бу  тенглама матрицавий т е н г -  

лама (чизикли тенгламалар системасини матрицали ку*

р и н и ш и ) дейилади. А хосмас матрица булгани сабаб
ли, унга тескари булган Л -1 матрица мавжуд, ш у  са
бабли (4) ни чап томондан А-1 га купайтирамиз: 
д - 1 ■ (Л • X )  =  Л -1 • X ,  лекин Л -1 (Л • X )  =  (А~[ ■ Л ) Х  

X X  =  E X  =  X,  демак,
X  =  А • В

ёки
■*1
х } < # , 2 .  .

а 21 # 2 2  • • • « 2 ,

t in

"л-i

Л

П—

+  а \ п Ь п  

+  а 2пЬп

38

К \ Ь1 +  ап2Ь2 +  • • • + а л А
Бундан эса, икки матрицанинг тенглик шартига асосан
(4) ёки (3) нинг ечимига эга буламиз:

x l =  a'obl -\-a'i2bi 4- . . . +  ainbn, (t — 1, л). (5) 
Ми с о л.

2 х х +  х 2 — лг3 =  5,
5х, -f- 2^2 -f- 4х 3 ~  1,
7Xi 3 v2 -f- 2аг3 =  4

тенгламалар системасини матрицавий куринишда ёзинг 
ва унинг ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган системанинг матрицасини ёзамиз:
/ 2  1 — 1'

А  =  I 5 2 4 
\ 7  3 2ва

ринибшеиЛП1ЛаСаК* ^  * олда системанинг „матрицавий44 ку-
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куринишда булади. А га тескари Л-1 матрица
/ - 8 - 5  6\

Л _1 =  18 11 -  13 
\  1 1 - 1 /

булгани сабабли (*) ни чап томондан Л-1 га купайти. 
рамиз: у вактда

Л ""1 • А  • Х  =  А ~ [В
ёки

X  =  Л” 1 • В  га эгамиз, бундан Л *"1 • В  ни топамиз:

/ - 8 - 5  6\ / 5 \
Л " 1. 5 =  18 1 1 - 1 3  - 1  =

V 1 1 - 1 /  W
/ ( — 8) • 5 +  (— 5) • 1 +  6 • 4\ / — 21\

-  18 - 5 +  11 • 1 +  ( -  13) - 4 | =  49 .
\ 1 - 5  +  1 • 1 +  (— 1) - 4 У V 2/

Демак, тенгламалар системасининг ечими:
=  — 21; =  49: л:3 =  2.

М а ш к л а р
1. Ушбу матрицаларнинг купайтмасини топинг:

3 5 7\ / 1 2  4

А  • X  =  В  (*)



1 - 2  3' 
- 3  1 2 ва В =

б. Берилган
О 4 1

А  =

-1

2 7 -  8'

матрицага тескари А ~ матрицани топинг
6. Берилган матрицага тескари А-1 

пинг:
матрицани то-

А  =

7.
/ 1 - 1 2 '

Л =  3 - 3  7
\2 — 1 5,

8. Куйидаги тенгламалар системаларини матрицалар 
дан фойдаланиб ечинг:
а)

б)

2xt -f- Зх2 -f- 2х3 =  9, 
х ,  +  2х 2 — Зх3 — 14. 

Зх, Н- 4 х2 +  х 3 =  16; 
3 x t +  2х2 +  х 3 = 5 ;

* 2 — х 3 =  О, 
4 х г — х 2 +  5х3 =  3;

в) 2хх +  х 2 — х 3 =  5 ,  
Xj — 2х 2 +  2 х 3 =  —5 ,  

7xj +  х 2 — х 3 =  10.

IV Б О Б

ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1-§. Вектор тушуцчаси. Векторнинг абсолют 
Киймати ва йуналиши

Агар [АВ\  кесма охирларининг тартиби эътиборга 
°линеа, у йуналган хисобланади. Агар олдин А нуцта, 
чейин В нуцта берилган булса, у з^олда А  нуцта АВ
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1-чизма. 2 чизма.

йуналган кесманинг боши, В  нуцта эса охири дейила
ди (АВ  йуналган кесма устига чизик; куйиш билан бел- 
гиланади). Оддий кесманинг учлари тенг ^уцуцли бу- 
либ, уларнинг тартибини а^амияти йук. Йуналган кес- 
мада эса боши ва охирининг уринлари алмаштирилишн 
билан уларнинг йуналиши узгаради. Йуналган А В  кес
манинг узунлиги деб, \АВ\  кесманинг узунлигини ай- 
тилади ва у | А В \  билан белгиланади. Йуналтирилган 
кесма вектор дейилади. Векторларни белгилашда биз 
устига стрелка куйилган кичик лотин дарфларидан

фойдаланамиз: а,  Ь, с, . . . . Баъзан векторларни кес
ма охирларини курсатувчи уша ^арфлар билан ^а.\; 
белгиланади. Масалан, векторни 1-чизмада курсатил- 

— ' >

ганидек, А В  к\финишда белгилаш мумкин. А нукта 
векторнинг боиш, В  нуцта векторнинг охири  дейила

ди. Агар А В  ва CD  йуналган кесмалар бир хил (i<a-
рама-карши) йуналишли булса, А В  ва СО  векторлар 
бир хил (карама-царши) йуналишли векторлар дейила
ди (2- чизма).

Векторнинг абсолют циймати ёки (узунлиги) моду
л а  деб шу векторни тасвирловчи кесма узунлигига —̂ —■> 
айтилади. а  векторнинг абсолют циймати \а \  билан,
АВ  векторнинг абсолют киймати эса \А В \  билан бел
гиланади.

Модули бирга тенг булган вектор бирлик  вектор 
дейилади. Векторнинг боши унинг охири билан устма- 
уст тушиши мумкин. Бундай вектор ноль вектор деб
аталади. Ноль вектор устига стрелка куйилган ноль (0) 
билан белгиланади. Ноль векторнинг йуналиши ^а^ида



суз юритилманди — у аникланмаган. Ноль векторнинг 
модули нолга тенг деб хисобланади. Нолдан фаркли 
иккита вектор бир тугри чизикда ёки параллел тугри 
чизик^арда ётса, бундай векторлар коллинеар  вектор-

лар дейилади. а ва b векторларнинг коллинеарлиги
 ̂̂  - I ̂а || Ь куринишида белгиланади. Узунликлари тенг, кол- 

линеар ва бир хил йуналишли иккита а ва b вектор-
—* ->

лар тенг  векторлар дейилади ва а — Ь куринишида 
белгиланади. Бир текисликка параллел булган ёки шу 
текисликда ёгувчи векторлар компланар  векторлар 
дейилади.

2-§. Векторлар устида амаллар

—> —>
1. Векторларни цушиш. Т а ъ р и ф .  Иккита а  ва b 

векторнинг йигиндиси деб исталган А  нуктадан а  век-
*•>

торни куйиб, унинг охири В  га b векторни цуйганда 
—>■ —>- 

боши а  векторнинг боши А  да, охири b векторнинг 
охири С да булган АС  векторга айтилади (3- чизма).

а, b векторларнинг йигиндиси а-\-Ь  билан белгилана
ди,

Векторларни кушиш таърифидан исталган А, В ва 
С уч нукта учун

тенглик уринли булиши келиб чицади. ( 1)тенглик век
торларни цушишнинг учбуряак цоидаси дейилади. И к 
ки коллинеар векторни кушиш *ам ujy коида буйича 
бажарилади.

A B J f  ВС =  АС (1)

3-чизмя, 4-чизм а.
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Векторларни кушиш амали куйидаги хоссаларга эга: 
1 ) { ^ у ш и ш н и н г  г р у п п а л а ш  ( а с с о ц и а т и в л и к )
хоссаси. }^ар кгшдай а j ^  с векторлар учун

(а  +  А) +  с =  а  +  (£ +  с)

муносабат уринли.
И с б о т .  Векторларни цушишнинг учбурчак цоида. 

скдан (4- чизма):

а  +  Г =  ОА +  А В =  о Ь ,

(а +  Г) +  с = О В  +  ВС =  ОС]

Г + 7 =  АВ +  ВС  =  АС,  

а +  { Ь * + ? ) ~ б А  +  А £ ’= б & ,

бундан (а +  Ь) +  с =  а +  (Ь +  с) экани келиб читали.
Кушилувчи векторларнинг сони иккитадан ортик 

булганда уларни кушиш цуйидагича бажарилади: бе- 
— —> —*■ —>■ 

рилган а ,  Ь, с, , , . , I векторларнинг йигиндисини з^о 

сил килиш учун а векторнинг охирига b векторнинг 

бошини куйиш (яъни а векторнинг учидан бошлаб b 

векторга тенг вектор ясаш), кейин b векторнинг охи

рига с векторнинг бошини куйиш ва я;. к., бу ишни L 
вектор устида бажарилгунча давом эттириш керак. У

вактда а  +  b +  с +  . . • +  I йигинди вектор боши а век

торнинг бошидан, охири эса I векторнинг охиридан 
иборат вектор булади.

Масалан, 6- чизмадаги A F  вектор берилган а,  6 , с,

й у е векторларни кушишдан досил булган вектордир.
2) К у ш и ш н и н г  у р и н  а л м а ш т и р и ш  ( к о м -

—>■ —>
м у т а т и в л и к )  х о с с а с и .  Хар кандай иккита а  ва b 

—>■
вектор учун а  +  ^ =  ^ +  а  тенглик уринлидир.

И с б о т .  а^==ОЛ ва Ь =  А В  булсин. Икки ^ол  бу- 
лиши мумкин:
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в

5-4U3..id.

7-чизма. t -чизма.

1) а , Ь векторлар коллинеар эмас. Бу ^олда О, А , В 
нуцталар битта тугри чизикда ётмайди ( 5 - чизма). ОАВ  
учбурчакни О ABC  параллелограммга тулдирсак, век-

— > —>

торларни кушишнинг учбурчак цоидасига кура: а-\-Ь —

=  ОА-\- А В  =  OB, b 4- а — ОС +  СВ =  ОВ\ бу икки

тенгликдан эса а +  b — b +  а.
0. -> ->
*) а II b булсин Бу *олда О, А, В  ну^талар битта d 
тугри чизикда ётади. ( 7 - чизма).

d  тугри чизикда ётмайдиган С нуктани олайлик, у 
*олда

О В=*бС +  СВ.  (1)

О ) ^ о л г а  кура ОС +  СВ==СВ +  ОС. Лекин СВ =  СА-\- 
+  ОС =  О А -1- АС  булгани учун:

б в  _  СА +  А В  +  ОА +  А С - А В  +  0 4 .  (2)
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(Карама-карши векторлар йигиндиси 0 га тенг булгани 
учуй СА +  АС =  0). Иккинчи томондан,

ОВ =  6 а  +  АВ.  (3j

(2) ва (3) тенгликлардан а +  &■=/> +  а  тенгликка эга 
буламиз.

3) )^ар ^андай а  векторга ноль векторни цушилса,
■4
а  вектор ^осил булади, яъни

а  -{- 0 =  а.
—>- —>

Учбурчак цоидасига кура исталган а =  ОА вектор учун

О А А А  =  ОА тенглик ёки а +  0 =  а тенглик уринли.

4) Хар цандай а вектор учун шундай а ' вектор 
мавжудки, унинг учун:

—■) *->• —►
а +  а' =  0. (4)

И с б о т .  а  =  ОЛ булсин. Векторларни кушишнинг 
учбурчак цоидасига кура ОА +  АО=~ СО ~  О, бундан 
АО  =  а (4) тенгликни каноатлактирувчи а'  вектор а

векторга царама-царши,  вектор дейилади ва 
белгиланади.

а  билан

2. Векторларни айириш. Т а ъ р и ф .  а,  £ векторлар* 

нинг айирмаси деб, а вектор билан Ь векторга царама- 

царши — Ь векторнинг йигиндисига айтиладп. Бу таъ-

рифдан куринадики, с =  
-> -*

=  а — Ь айирма векторни 
—*■ — —* 

ясаш учун с =  а  +  ( -  Ь) 
векторни ясаш керак

экан. Агар а,  Ь вектор

лар битта О нукрага
8-чизма. куйилган (8- чизма) ^ам*
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да а =* ОА ва Ь =  ОВ  деб белгиланган булса, у

холда ^ ' a - ' b  =  6 A - O B  =  O A - \ - B O ^ B O  +  O A ‘= Jffi'iv *" —* —>
=  ВА.  Бу ^олда а  ва ft векторларнинг айирмасини то- 
пиш учун боши В  нуктада,  охири А  нуктада булган
ВА векторни ясаш етарли булади.

3. Векторни сонга к^пайтириш. а ф  0 вектор ва а 

сон берилган булсин, бу ерда Т а ъ р и ф .  а в е к 

торнинг а сонга купайтмаси деб шундай b векторга
—> —>■ 

айтиладики, а >  О булганда b нинг йуналиши а нинг
■—у  —>•

йуналиши билан бир хил, а <  0 да b нинг йуналиши а 

нинг йуналишига тескари булиб, b векторнинг узун- 

лиги эса а векторнинг узунлиги билан а сон модули- 

нинг купайтмасига тенг. а  нинг а сонга купайтмаси
, у
Ь =  аа шаклида белгиланади. Бу  таърифдан бевосита 
цуйидаги хулосалар келиб чицади:

—► —> *—>• 
я) ихтиёрий а вектор учун: 0 • а — 0 ;

б) ихтиёрий сон учун: а • 0 =  0 ;
-—>* —> —>* **f —►

в) ихтиёрий а  вектор учун: 1 *а ==а ;  (— 1) «а*»—а. 
—►

г) а ва аа векторлар узаро коллинеардир;
—> "—

9- а  чизмада а  вектор 3 сонига купайтирилган: b *= 
=  3 - а ;  9-<5 чизмада с вектор — ~ сонига купайтирил

ган: 6 — -1 (7. Бирор 0 векторни узининг узунли-

гига тескари — сонга купайтирилса, шу вектор йуна-
М

лишидаги бирлик вектор (орт) ^осил булади, яъни

- ~ :  - а  =  а 0 ( Й  — 1). У . ______________ „
1«|  V — ^

^  Т е о р е м а .  Агар а\ \Ь  цг

Aaif ~°- бУлса> У *°лда  шун-
а сон мавжудки, 9-чизма.
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булади.

И с б о т .  а  || b булгани учун куйидаги уч ^ол були* 
ши мумкин:

—> *~> |  —>■ |  —> —► I fj I—
1) а \ \ Ь  булса , ~ ^ а  =  - — Ь булиб, бундан Ь =  ~ а ,

Ы  1 4  М

бу ^олда я =  -ц{ булади;
I <3 I

2) a  fj b булса, —  а — — Ь булиб, бундан Ь =
_  М  I Ч
i T i - *  * I Л=  — !— а, бу ^олда а =  — —  булади;

-*  - I й 1
3) b =  0 булганда Ь =  0 • а; бундан а =  О. Демак, 
векторни сснга купайтириш таърифидан ва 

бу теоремадан куйидаги хулосани чи^ариш мумкин:

а || b b =  аа ( а£ /? ) .  Шундай цилиб, (5) муносабат 
—>- —>
a,  b векторлар коллинеарлигининг зарурий ва етарли 
шартидир.

Векторни сонга купайтириш цуйидаги хоссаларга 
эга:

—> —*■ — —>
а) 1 • а  =  я, (— 1) • а =  — а:
б) a (Р • а)  =  (а • Р) • а  (группалаш цонуни);

в) a (a  +  #) =  a • a  +  afr (векторларни цушишга нис- 
батан тацсимот цонуни);

■—>- —у-
г) (a +  P ) - a  =  a -  a - { - P e# (скалярни цушищка нис- 

батан тацсимот конуни).

Иккинчи хоссани, яъни а (р • а) =  (а • р) • а  тенгликнинг 
уринли эканини курсатиш билан чекланамиз.

И с б о т .  Маълумки, a ($ • а) ва (а . р) • а векторлар

бир хил: | а | • | р | • | а |  узунликка эга. Векторни сонга 
купайтириш амалининг таърифига кура, агар a . р >  О 

—̂ —> 
булса, a • (Э • а) ва (а • (3) • а векторлар бир хил йунал

ган, агар а - р < 0  булса, бу векторлар а  га царама* 
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D

aplUa ^ н а л г а н  булади. Шун
дай килиб, агар а ф  0 , $фО,

а ф Ъ  булса, а ( р- а )  =  ( а - ^ ) -а
ra эга буламиз. Агар а — О,

—> .
. ==. 0 ёки а =  О булса, у >^олда

я . ( Р - а )  =  0 ва ( а - р ) - а ==0 
булади. (Колган хоссаларнинг 
исботини [8 | дан куриш мум
кин.)

]• м и с о  л, ABCDEF  мун- 
тазам олтибурчак берилган. 10-чизма.
SC =  е\ E D — m эканлигини
^исобга олиб, АН, CD, EF\ AD, BE, СЕ л арни е ва т 
векторлар ор^али ифодаланг (10- чизма).

—> — —>•
Е ч и ш .  Берилганга кура ВС =  е , ED =  m. Шунинг- 

дек, изланган векторларни хам ч.чзмада белгилаб куямиз,
ABCDEF мунтазам олтибурчак булгани учун АВ =
«  ЕО — щ  ВО  =  CD; ВС  =  ОА\ OF=*— ED =  -~т.
Чизмадаги А Л О В  дан: ВО =  АО  — АВ  =  ВС — ED =
=  е — т =  CD.
ЕЕ вектор ВС векторга царама-карши булгани учун: 
ЕЕ =  — Демак,

AD  =  АВ ВС CD =г. п п е е — т =  2е.

Худди шунга ухшаш, топамиз:

BE шш ВС  +  CD  +  D E  -  ВС  +  CD +  ( -  ED)  =
—► —► —> —► * —> —> —̂

=  е е — /тг — т =  2е — 2т *= 2 (е — т)\

& = ' C L ) + D E + E F  =  CD +  (— ь Ъ )  +  ( -  ВС) =

т — е =  — 2т.//г

 ̂ 2*м и с о л .  Л/?С учбурчак берилган. О нукта учбур- 
нинг огирлик маркази (яъни учбурчак медианала-

S Hr кесишран нуктаси) булса, ОА +  ОВ +  б с  =  0 
анини исботланг (11- чизма).



11-чизма. 12-чизма.

Е ч и ш .  Томонлари ОА ва ОВ векторларлая иборат 
АОВЕ  параллелограмм ясаймиз. Бу параллелограммдан:

О нукта учбурчакнинг огирлик маркази булгаии учун
OD вектор CU нинг учдан бирини ташкил килади, 
яъни

Чизмадан:
(ОС =  -  2OU, OD  =  D t )  -> ОС  =  ОВ.  ( т )

( “ )> ( Р ) .  {'1)— > ( О С ) -  — (ОА- \ -ОВ)— у- 
= *  ОА +  ОВ +  ОС =  U.

3 - м и с о л .  \а Ь\ =  \а — о\ тенглик уринли булса,
—>- —У

томонлари а ва Ь векторлардан иборат булган парал
лелограмм тугри туртбурчак эканлигини исбогланг.

Е ч и ш .  Маълумки, томонлари а  ва b векторлардан 
иборат параллелограммнинг диагоналлари а-\-Ь  ва 
—> —>■ —> 
а — векторларни ифодалайди. Шунинг учун а  ва о 
векторлар коллинеар булмаса, шартга асосан, бу век* 
торлар асосида тузилган параллелограмм тенг диаго* 
налларга эга булади. Бу хоссага эга булган паралле* 
лограмм эса тугри туртбурчакдир.

4 - ми  с о  л. Иккита (/ ва т) тросга 45 кг юк осил- 
ган (12-чизма).  Агар ^ .А С В  =» 120° булса, трослард^ 
*осил булувчи кучларни аницланг.

ОА + ОВ =  ОЕ. (*)

OD  =  — CD.
3 (Р)



Е ч и ш .  Чизмадан куринишича, тросларга осилган 
45 кг юк иккита кучвинг йигиндисидан иборатдир. Шу- 
нинг учун юк йуналишини диагонал сифатида караб, 
параллелограмм томонларини топамиз. Бунинг учун 
ECDF параллелограммни ясаймиз, чизмадан: ^ F C D  =
^ 3 0 ° .  Параллелограмм томонлари CD ва СЯларни то
памиз:
Тугри бурчакли A C F D  дан: CF =  CD  • cos 30°,

CF ^  2 = з о / з .CD C F . . ~
у  3cos 30°

Демак, C D  =  3 0 / 3 кг.
СЕ ни топамиз. CD — E F  булгани учун:

С A  30 уГЪ
С Е - Щ 1 5 / 3 .

Демак, С £ ' = 1 5  /  3 кг.
5- ми с о  л. Ихтиёрий а вектор берилган. 2а; У2а \
з  —* / — —*----- а\ — V  За векторларни ясанг.
5

Е ч и ш .  Бу векторларни ясаш учун берилган а век- 
торга параллел булган тугри чизик оламиз. Бу тугри

— * Г ----- — 3  — /  — —>■

чизикда 2а, у 2 а, — - а ,  — V За векторларни ясаш
о

г- -- ^
Кийин эмас. у  2а векторни ясаш учун, катети а  век
тор модулига тенг булган тенг ёнли тугри бурчакли 
учбурчак ясаймиз. Пифагор теоремасига асосан бу уч-

а З а

В с D £

2 а № ' а

13-чизма.

F

-Р ■ \ f f 2 T

«1



тенг булади (1 3 -чизма). — V  За векторни ясаш учуц

дастлаб у За векторни ясаймиз. Бунинг учун бир ка.

тети V  2а  вектор модулига, иккинчи катети а векто: 
модулига тенг тугри бурчакли учбурчак ясаймиз. Г1и. 
фагор теоремасига асосан бу учбурчакнинг гипотену.

заси у  За векторнинг модулига тенг булади (13- чиз. 
ма).

—>  —>  —► •—>
6- ми с о  л. 2АВ +  СВ +  ЗВА  ва 4 АС  векторларнинг 

коллинеар эканини курсатинг.
Е ч и ш .  Векторлар устида бажариладиган амалларгг 

кура куйидагига эга буламиз:
2АВ  +  СВ  +  3 ВА =  (2 АВ  +  2 ВА)  +  (СВ +  ВА) =

=  0 +  СА — СА.
—>■ —>

Равшанки, 4АС  ва СА векторлар коллинеар.

3 -§  Векторлар орасидаги бурчак. Векторларнинг 
уцдаги проекцияси

бурчакнинг гипотенузаси ] /  2а  векторнинг модулиг;
-* -J -2 - /  О 1 2 J  ‘t

гИ бир хил йуналишдаги 
к о л л и н е а р  векторлар ора- ~  
с и д з г и  бурчак 0° га, кара- 
ма. к;арши йуналишдаги век
т о р л а р  орасидаги бурчак 15-чизма.
180° га тенг булар экан.
Агар векторлар орасидаги бурчак 90° га тенг булса, 
улар перпендикуляр ёки ортогонал векторлар дейила

ди ва а_\_Ь каби белгиланади.
Агар тугри чизикда санок боши ^исобланган 0 нук- 

та, масштаб бирлиги ва йуналиш олинган булса,  бу 
тугри чизик УК деб аталади. Одатда унг томонга йуна
лиш мусбат, чаи томонга йуналиш эса манфий деб оли- 
нади (15- чизма).

Айтайлик, I ук ва унинг бирлик вектори е берилган
—у- —>- _

булсин. Ихтиёрий а ф  0 векторнинг бирлик вектори а 0 
тубандагича аникланади:

I «о I =

а0 =  чунки

а а =Икки вектор хамда вектор ва ук орасидаги бурчак
—>- —>

тушунчаларини киритамиз. Бизга а ва b векторлар бе
рилган булсин. Бу векторларнинг бошларини бирор 
умумий О нуцтага жойлаштирамиз, бошкача айтганда
ОА =  а  ва ОВ =  Ь векторларни ясаймиз ( 1 4 - чизма). У лик вектори е билан а  вектор орасидаги бурчак тушу

—>• *■
^олда АОВ  учбурчакнинг ички АОВ  бурчаги (а  век

а Ф  0 текисликдаги ихтиёрий вектор булсин. а  век
тор билан I уц орасидаги бурчак деганда I укнинг бир-

торни b вектор билан устма-уст тушгунча айлантирииа
лозим булган икки бурчакнинг

кичиги) а ва b векторлар орз* 
сидаги бурчак дейилади ^амД*

(а, b ) куринишида ёки а, ?• 
Ф, . . . ^арфлардан бири орМ' 
ли белгиланади. Таърифга к>* 
ра векторлар орасидаги бур' 
чак 0° дан 180° гача (мос рг' 
вишда 0 дан к  гача) оралиь 
да булади. Бундан куринад11
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нилади. а вектор I ук билан <р бурчак ташкил цилсин 
(16-а  чизма).

Т а ъ р и ф .  Векторнинг уцдаги ортогонал проекция
си деб вектор узунлигини шу вектор билан ^ук ораси
даги бурчак косинусига купайтмасига тенг булган сон-

га айтилади. а  векторнинг I укдаги проекцияси п р /а  
кУринищда белгиланади. Таърифга кура:

npza  =  I a  j • cos <р. (6)
а  в^кторнинг бу укдаги ортогонал проекцияси куйида- 
111Ча аникланади:

14-чизм а . 0 А 1 =-= Пр£а  =  | а |  • coscp == ОАх.
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таН $ам, агар Ь ва с векторларнинг I уцдаги проек- 
Бу ерда <р =  ( е ‘ а),  Л, нуцта А нуктанинг I тугри ^ цИя л а р и  бир хил ишорали булса (17- а  чизма), куйида- 
зикдаги проекцияси. гл муносабат уринли булади:

—V
Биз а ва е векторлар орасидаги бурчак уткир б^, 

ган холни курлик. ? бурчак утмас булган ^олда щ

а  векторнинг I укдаги проекцияси ОД, кесманинг уз\ц _______
лигига тенг булади (16-6 чизма), аммо ишора мин д гар проекцияларнинг ишоралари ^ар хил булса (17-6  
билан олинади. Хакикатан х,ам, ч и з м а ) ,  куйидагига эга буламиз:

_Ь- —V —4- ШяВ$ : . ’'
ВОА  =

1

пр; [Ь -j- с) =  пр [АС  =  — А ХСt == A tB t +  5 , С 4 =
—v —>■

=  Гф, Ь -f* Гф; £.

прг а  =  | а  | • cos э =  | а  | cos

=  — I a I cos ^  Л, ОА — — OAt.

прг {Ь +  с) =  пр, АС =  — A tCx =  А ^  — £ ,С ,  =
—>•

=  Пр,6  +  пр,£.

Агар а  вектор I укка перпендикуляр б у л с ^  у  Иккала ^олда зам (*) тенглик уринли.
Бу хоссани п  та векторлар йигиндисининг проекцияси 
учун ^ам умумлаштириш мумкин, яъни бир нечта век- 
торлар йигиндисининг бирор / укдаги проекцияси, шу 
векторларнинг I укдаги проекцияларининг йигиндисига

П р д Г + С )  -*пр/6 + П р/£  (‘ тенГ* _
тенглик уринли эканлигини курсатиш мумкин. ^ацикс Ми со  л Узунлиги | а | = 5  гаг I УК билан зосил

цилган бурчаги 60° га тенг булган а  векторнинг I ук~ 
даги проекциясини ^исоблаиг.

Е ч и ш .  (6 ) формулага асосан:

<р — 90° булиб, npz а =  | а | cos 90° — 0 булади. 

Ихтиёрий b ва с векторлар учун

а)

прг а =  | а\ • соз =  5 • cos 60'

4-§. Чизицли комбинация. Базис

5 - -
2

2,5.

Бизга а и а2, . . ., ak векторлар х;амда \ и \ 2, . ,

кк ~  ^аки^ий сонлар берилган булсин.

1 а ъ р и ф .  1хах- \- \2а2 + . .  . + h ak ифода а ]9 а 2, . . 
k векюрларнинг \ и А2, . . ., коэффициентли чизацли

^ 0Л1бинациЯси дейилади. Агар а  вектор а и а 2, . .  ak 
-кторларнинг чизикли комбинацияси шаклида ифода-

•^нган булса, а  вектор шу векторлар буйича ёйилгац 
^илади, яъни куйидаги тенглик уринли булади:

а
16-чизма. 17-чизма.
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Агар камида биттаси нолдан фаркли Xt, Х2, . . ^  
сонлар маълум тартибда танлаб олинганда

+  Ка2 +  • • • +  Kkak =  0 (7)
— ->■ -Г*-

тенглик бажарилса, а , ,  а 2, . . ak векторлар чизицли 
боглиц  дейилади. Агар (7) муносабат факат ^ = Х ^

« X О да уринли булса, а и а>9 ak вектор- я,
лар чизикли богланмаган ёки ч и з щ л и  эркли  дейилади.

Иккита а ва Ь векторлар коллинеар булса, чизикли 
боглик булади ва аксинча. Шунингдек, учта вектор 
чизикли боглик булиши учун уларнинг компланар бу- 
лиши зарур ва етарли (юкоридаги икки фикрнинг тут- 
рилигини мустакил исботлашни укувчиларга топшира* 
миз).

Маълум тартибда олинган еи е2, . . ., еп векторлар 
системаси чизикли эркли булиб, бошка ^ар кандай век-

торни е,. е2, . . еа лар оркали чизикли ифодаланса,
I

бу векторлар системаси базис дейилади ва у Б «  \еи\
е 2, . . ., еп) куринишда белгиланади. Агар базиснинг 
^ар бир вектори бирлик векгор булиб, уларнинг их
тиёрий ^ар иккитаси узаро перпендикуляр булса, буи 
дай базис ортонормаланган базис дейилади. Базисни 
ташкил этувчи векторлар сони кзралаётган фазонииг 
улчови  дейилади.

Исталган а  векгорни берилган Б =  (е19 е2) базис| 
векторлари буйича ёйиш мумкин:

а  =  *т* а2в2,

(8 ) ёйилмадаги а и а2 сонлар а векторнинг Б =  {е,, 
базисга нисбатан координаталари дейилади. Бу кискИ

ча а =  {ах\ а2) куринишда белгиланади. Худди uiyHr2j

ухшаш, Б =  {еи е2, е3\ базис берилган булса, ихтиёрй!

а векторни шу базиснинг векторлари буйича ёйи-| 
мумкин:

бу ерда а и а2, аг сонлар 

а векторнинг Б =  \е]3 еъ 
—>■
е3\ базисга нисбатан ко
ординаталари дейилади

ва а =  [ах\ а2\ аъ\ кури
нишда ёзилади. Масалан,

—У —> —> 1
I f  =  2а, +  а2 — 4az + j a A _  _

аъ векторларнинг чизикли комбинациясини ифодалайди- 
Агар векторларни бошка векторларнинг чизикли ком- 
бинацияси оркали ифодалаш мумкин булса, берилган 
вектор шу векторлар буйича ёйилган дейилади.
- 1 - м и с о л .  К  ва L нукталар ABCD  параллелограмм

—>
томонларининг урталари булсин (18* чизма). ВС  век

торни т =  Л/С, п  =  AL  векторлар буйича ёйинг.
Е ч и ш .  Д АВК  дад

18-чизма.

вектор аи а2, аЪу а

А В  +  — ВС =  т . г (Ю)

Д ALD дан AD DL =  п. Чизмадан тубандагиларга 
эга буламиз:

В  A D  -

У холда

(10) дан:
Ж

( 12), ( 11) лардан:

ВС-, DL  =  ~  DC =  — АВ.  
2 2

ВС  +  АВ =  п,
и »

АВ

( И )

( 12)

ВС +  ± т - ± В С2. 4 п
ёки

а а 1е1 -{- а2е 2 +  аъе39
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, и 2. а —b айирмани топишда векторларнинг мос ко-
2 -м и со  л. A b L u A xo xL xu^ | рдннаталари айрилади. Хацицатан *ам,

куб берилган (19- чизма). I ^
л Ъ  7Г А Г  а  — Ь в  (# 1^1 +  а 2^2 +  а ге з)  — (^ 1^1 +  ^2*2 4" ^я#я) =  векторни т =  Л £ ;  п =  А С ва 4 1 1  -  ̂ 1 8 37 1 1 1 2 2 г  8 87

=  (а4 -  ^  +  (а2 - * 2) 72 +  (а8 -  Ь3)1 3 =
®= (^1 Ь±\ 2̂» <*3 *3».

/ — А А а векторлар буйича 
ёйинг, бунда Q нукта B B XCXQ

еКНЕчГи шаР'Ь с Икирранинг ур. 3- Векторни сонга купайтиришда унинг барча ко- 
таси N  нукта булсин. У холла 0рДина^алаРи ШУ сонга куяайтирилади. ^акикатан хам,

-> -> , п-+ , 1 a ^ a^ i  +  a2e2 +  a3e3 булсин. У холда Ха»=Х( а17 1 +  
A N  — А В  -j- B N  =  ш -f- —■ В( . 2  -»

2 ^  а2е2 +  а3е3) = (ка^) е, +  (1а2) е2 + [1а3) е3 га эга була- 
19-чизма. (13) лиз. Юкоридаги коидалар координаталари билан бе-

:илган бир нечта векторлар устида амаллар бажариш- 
да хам уз кучини саклайди.

М и с о л .  а  =  | 2; — 1; b =  |4; —• — з |  ва с — 

, 1С, « ( 2; 1; 0} векторлар берилган.у 1 0) , —>• —>■ —> |  —* —> —*
а-\-Ь-\ -с ,  —а +  Ь, 5а векторларнинг координатала- 

У холда (13), (14), (15) лардан куйидагига эга була- рИНИ аникланг.

Чизмадан:

A A Q N  дан: 

AQ  =  A N  +  NQ.

BC =  n^— tn\ JVQ =  -i-AA, =  -^ / .

(14)

миз:
AQ =  rn +  -  (п — т) +  - I  =  -~гп + — П +  — 1. Е ч и ш .  a  +  Z? +  c = = | 2  +  4 +  2 ; — 1 +  4" +  ^  J

- 3 + 0 1 - { 8 ; i ; - 2 f } .

5а =  {5 - 2 ;  5 • ( -  1); 5 • -i} -  ( l0 ;  - 5 ;  i f } .

Координата формада ёзилган векторлар устида баъ- -j =  /2  • — +  4; — • (— 1) - f  —; — • - ___3
зи амалларни бажаришни курайлик. 2 I 2 ’ 2 2 ’ 2 з

5 - §  Координаталари билан берилган векторлар 
устида амаллар

а] b векторлар Б =  [ех\ е2\ е3\ базисга нисбатан 
куйидаги координаталарга эга булсин:

#
а =  {at; а 2; я 3) == +  # 2̂ 2 +  аъеъ\

Г — {£,; &2; *з) — M i  +  V 2 +  М з-

=  (5; 0; -  2 _ ) .

6-§. Векторларнинг скаляр купайтмаси

Векторлар устида дозиргача бажарилган амаллар 
[КУшищ, айириш, сонга купайтириш) чизикли амаллар 

1. аГва ~Ь векторларни кушишда уларнинг мос ко- У*иб# натижада яна векторлар келиб чикади. Энди
кт°Рлар устида натижада скаляр (сон)^осил булади-ординаталари кушилади. ^а'кикатан х;ам

‘ ан амални куриб чицамиз.
{а +  Щ — (ахе ] +  а2е2 +  dze3) +  (bxex +  Ь2е2 +  Ьзег) Т а ъ р и ф .  Иккита а  ва ~Ь вектор узунликлари би-

^  ‘uli ^лаР орасидаги бурчак косинусининг купайтмаси-=  (а х +  Ьх) ех +  (а2 +  ^2) еч 4- (^з 4* ^з ) еъ 
=  ’{a i 4“ Г̂» а 2 4" а 34-£3). Ь%



дан з о с и л  булган сон бу векторларнинг скаляр  j 
пайтмаси дейилади. Агар иккита векгордан бирорт; 
ноль вектор булса, скаляр купайтма нолга тенг 6 y.ia. 
ди.

—>■ —>■ —>- — 
а  ва b векторларнинг скаляр купайтмаси а ■ b к . 

ринишида белгиланади, демак,

а  • £*==» \ a \ ' \ b \ '  costp. (10)

Бу ерда <р берилган а ва b векторлар орасидаги бур.

чак. (16) формула физикада узгармас F  кучнинг бо ;. 
лангич В нуктадан С нуктагача тугри чизикли *apai. .. 
ти давомида бажарган иши

А  =  | F I • | ВС | • cos <р

ни ифодалайди. У скаляр каггалик булиб, F  ва у с 
векторларнинг скаляр купайтмасидан иборатдир, бу

ерда 9 F  куч векгори ва ВС  вектор орасидаги/бурчпк.

М и  со  л. \а \  — 2, ] Z> | =  3 ^амда а ва b вектор -

орасидаги бурчак 135° га тенг булса, а ва b вектор- 
ларнииг скаляр купайтмасини топинг.

Е ч и ш .  (16) формулага асосан топамиз:

а -  2 • 3 • cos 135° =  2 • 3 • cos (90° +  45°) =

=  -  6 • sin 45° -  -  6 • ^  =  -  3 У 1 .
2

Скаляр купайтманинг хоссаларини курайлик.

1. Ихтиёрий а ва b векторлар учун куйидаги м}’ 
носабат уринлидир:

а • b =  b • а. (1
Бу хосса скаляр купайтманинг коммутативлик хосса:^ 
дейилади,

И с б о т .  Бу хосса скаляр купайтманинг таърифида11 
бевосита келиб чицади, яъни



i 2. Ихтиёрий a  pa b векторлар ва ихтиёрий k  сон 
у ч у н  куйидаги тенглик уринлидир:

(ka) ~b =^k (а • Ь). (18)
Бу хоссадан векторларни скаляр купайтиришда сонли 
курайтувчини скаляр купайтма белгиси ташкарисига 
чикариш мумкин деган хулоса келиб чицади. 
f  И с б о т .  Бу хоссани исбот килиш учун икки вектор 

-орасидаги бурчак тушунчасидан фойдаланамиз. Маъ-

лумки, агар £ > 0  булса, а ва b векторлар орасидаги

бурчак ka  ва b векторлар орасидаги бурчакка тенг бу
лади. Куйидагига эгамиз:

(ka) • b =  | k  11 а  | • | b | • cos <р =  k  | а  | • | b | cos <р =

=  k ( a -  b).
— >  — У

Агар k <  0 булса, а  ва b векторлар орасидаги бурчак 
а =* 180° — ср га тенг:

(ka) ~b=\ka \ • \b I cos ( 180° — cp) =

— k \ a \ \ b \  cos <p =  k  I a\ \b \  cos ?  =  k (a • b).
— У  —

3. ^ap  к;андай a, b ва с векторлар учун куйидаги 
тенглик уринлидир:

а [Ь-{■ с) = а • b +  а ■ с. (19)
Бу хосса скаляр купайтманинг дистрибутивлик хоссаси 
дейилади.

— > -  - ■ >  — >  —У  —У  — У  — У  —У

И с б о т .  Агар а  =  0 булса, a (b - f  с) =  а  • b - f  а  • с 

тенгликнинг уринлилиги уз-узидан равшан. Агар a=f= 0 
 ̂ —>- —>■ —>■ —> —> 

оулса, у холаа а  (Ь 4- с) = \ а \ пр, (Ь +  с). Бу ерда I уки
-v
а -> ^

=  е бирлик вектори билан аникланган.
r«j

Хар кандай ^ ва ^ векторлар учун (3-§  га каранг)
— У  —У  — У  — У

пр ,(Ь +  с) =  пр,£ +  пр,с 
■‘Уносабат уринлидир. Демак,
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a(b  +  c) =  \a \ -  (пр,£ 4  npl c) =
—*■ —v — >. —>. —->• — *- —>-

*= I а | up, /> +  1 а  | пр, с = a ■ b +  a • c,
— —>■—> —>■—>■ -► —> 

бундан эса (a  4- b) с =  a  • с 4 - b * с тенгликнинг уринли 
экани куринади.

4. )^ар кзндай векторнинг уз-узига скаляр купайт
маси бу вектор узунлигининг квадратига тенг:

а • a  =  J a | 2. (20)
И с б о т .  Скаляр купайтма таърифидан:

—> —>- —>- —>- —►•А—у  —>- —у

а • а  =  | а \ • | а | cos (а , а)  =  | а  | 2 cos 0° =  | а |2.

а  • а  ифода а 2 билан белгиланади ва а  векторнинг 
скаляр квадрати деб аталади. Бунга кура (20) тенглик-

дан а векторнинг узунлиги учун куйидагига эга бу
ламиз:

\а\ =  ' / а \  (21)

5. Ортонормалланган Б = [еи еъ е3\ базис учун:

7г  ~е) =  1 0' 1 ф > д а ’ i =  l ,  2 , 3.
1 1, i =  j  да 

И с б о т .  Скаляр купайтма таърифидан:

«I • е} =  \е, 11 е, | cos (et ■ ej) 

Хусусий холда

1 • 1 - c o s - j  — O ( г‘ ¥ = / ) •

^  • в/  =  К  12 =  1-
Скаляр купайтма ёрдамида бизга таниш баъзи айният- 
ларни исботлаш мумкин.

Масалан, (a  ±  b)2 =  а 1 ±  2аЬ 4- Ь* айниятни исбот 
цилайлик, бунинг учун айниятнинг чап томонидан унинг 
унг томонини келтириб чикарамиз:

(а ±  Ь) (а ±  Ь) — а (а ±  b) +  b {а ±  Ь) =  

* * = a ' a ± a - b ± b - a - \ - b 2 = a2 ± 2 a - b - \ - b 2.
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[ Т е о р е м а .  Моль булмаган икклта векторнинг ска 
ляр купайтмаси нолга тенг булса, бу векторлар узаро 
перпендикуляр булади ва аксинча.

—у —->*
И с б о т .  Фараз килайлик, а  ва b векторлар узаро 

перпендикуляр булсин, у холда улар орасидаги бурчак 
90° га тенг, демак,

х cos (а, Ь) =» 0.
У холда

—>■ —*■ —► —> Л —*■
а • b =  \а  \ • 161 cos (а,  Ь),

—>-Л—>- — >
cos (а, Ь) =  0 ; =>- а • b =  0 .

Демак, a±_b а - b — 0.

Иккита а  ва b векторларнинг скаляр купайтмаси 
нолга тенг булса, у векторлар перпендикулярдирлар.

—>■ —►
Ноль булмаган иккита а ва b векторнинг скаляр ку-

—> —>
пайтмаси нолга тенг булиши учун cos (а, 6) =  0 бу ли

ши керак, бу эса (а , b) бурчак 90° цийматни кабул 
цилганда уринлидир. Демак,

а • b =■ 0 =>- a j_£.

Энди координаталари билан берилган векторларнинг 
скаляр купайтмасини караймиз. Ортонормалланган Б =  

—> —> —>■
=  1/, / ,  £} базисда а«= |л :а, уа, г а| ва b — \x b, уь, z b) 
векторлар коорчинаталари билан берилган булсин.

У холда а  ва b Еекторлар

«  — +  Ув Н - г « £  

zT= x bT + y J +  z bk

ёйилмаларга эга булади. Скаляр купайтманинг хосса-

лаРидан фойдаланиб а  ва b векторларни скаляр купай- 
тирамиз:

- V

а • ь =  (xat +  уа;  +  г а&) (* , i  +  y bj  +  z bk) —
•** л
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+  y aybJ ■ i  +  Уa*bi ■ k +  Z a Xbk  • t 4- zay bk ■ j  +  z az bk ■ k,
(5) хоссага кура:

7a = l ;  7s - 1; ^  =  1

i . j  « ,y  . k  =  k . i »  i  . k =  kj  =  j i  — 0.
У ^олда

Г =  A-a*4 +  yay„ +  г аг 6. (22)
Демак, координаталари билан берилган икки вектор, 
нинг скаляр купайтмаси бу векторлар мос координата
лари купайгмаларинимг йигиндисига тенг.

Координаталари билан берилган а  =  у а\ z a) век

тор учун а - а  скаляр купайтмани топайлик. а ни а = 

=  x j  +  yaJ +  куринишда ёзиб оламиз.

a -  в  — (*аг +  УаТ+ z j l )  ■ ( xai +  y j  +  z ak) 
тенгликка асосан

Cl • а =* XаХа ~f УаУа ”t~ ZaZai 

а* =  х 2а +  У 1 +  г1
Маълумки,

i a f =  ■>/а а  =  ] / ^ 2 -  /  *! +  Уа +  г 1  (23;

Бу эса координаталари билан берилган а  векторнинг 
узунлигц унинг координаталари квадратларининг йигнн* 
дисидан Олинган арифметик квадрат илдизга тенг экан- 
лигини к^рсатади.

1- м и с о л. Берилган а =  2i — 3/ ва Ь =  — i~\~ 2/ век*

торларнинг а - 6 скаляр купайтмасини ^исобланг.
Е ч и ш .  Скаляр купайтма хоссасидан ф ойдаланиб  

топамиз:



2- ми со  л. Координаталари билан берилган а =
—>

*= {— 1; 3; 2 ) ва b =  {2; — 1; — 3) векторларнинг ска
ляр купайтмасини ^исобланг.

Е ч и ш .  (22) формулага асосан:

а  • / Г =  — 1 • 2  +  3 • ( —  1) +  2 • f —  3) =  — 11.

3 -м  и с о  л. Координаталари билан берилган а== 
—̂

=  (— 2; 5; 7) ва b =  {1; — 4; — 6} векторлар йигинди- 
си ва айирмасининг узунлигини топинг.

Е ч и ш .  Маълумки, икки вектор йигиндисининг 
(айирмасининг) координаталари кушилувчи (камаювчи 
ва айрилувчи) векторлар мос координаталарининг йигин- 
дисидан (айирмасидан) иборатдир:

а -\-~Ь =  { — 2 + 1 ;  5 — 4; 7 — 6 } == {— 1; 1; 1); 

йГ— ~Ь =  {— 2 — 1; 5 +  4; 7 +  6 } +  { - 3 ;  9; 13).

Энди йигинди ва айирма векторлар узунлигини топа^ 
миз. (23) муносабатга асосан:

| а  +  Ь \  -  V I - \  ) * + 1 ' 2 +  I 2 =  / 3 ;  | a  +  f c | - / 3 ,

| а - й |  =  / ( - 3 ) ан-92+ 1 3 2 =  / 2 5 8 ;  | а - Т |  =  / 2 5 8 .

Скаляр купайтмадан фойдаланиб икки вектор орасида
ги бурчакни, векторларнинг уКД^ги проекцияларини

—>■ —>■
Хисоблаш мумкин. Икки вектор а ва b орасидаги бур-

чак cos формула буйича ^исобланади. Агар

векторлар координаталари билан берилган булса, улар 
орасидаги бурчак

C O S T =
V  х\ +  у\ +  г\ ■ Y  х\  +  у\ + г\

Формула буйича ^исобланади.

М и с о л .  Берилган a = { 2 ;  3} ва 6 =  {1; 2| вектор- 
ЛаР орасидаги бурчакни топинг.
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Е ч и ш .  Координаталари билан берилган векторлар 
купайтириш цоидасига асосан:

а  . Г== 2 • 1 +  3  • 2, 

а ■ Ь =  8,

| I |  =  J /4  +  9 =  КТЗ.

| Т | - У Г + 4  =  У 5.
->л-> 8

cos (а; Ь) ~  — — —
'  У г б - У ь

C0Sf_ _ |_ .  f . a r c c o s ^ ) .  

М а ш к л a р

1. а ва Э векторлар берилган. Куйидаги векторлар
ни ясанг:

1) ^ ± 5 ;  2 ) а- = Ь  3) Г + Ь  4j 2 Т - р .

2. О нукта ABCD  параллелограмм диагоналлари-

нинг кесишиш нуктаси. АВ =  р ва AD  =  q булса,  5 С,

Cfi, CD, DC, 5D ,  ОЛ, СО, 5 0  векторларни р  ва q лар 
оркали ифодаланг.

—>■ —>•
3. Моддий нуктага иккита ва куч таъсир ки"

лади. Агар 1/^1 = 1 0  Н, | F 2 1 =  6 Н булиб, F ] ва / ;2 
векторлар орасидаги бурчак 90° булса, уларнинг тенг 
таъсир этувчисини топинг.

4. ABCD  тетраэдр берилган. а) Лв  +  ВС  +  CD;

6) АС CD + АВ  йигиндиларни топинг.
—> ■—> —> —>■

5. ABC учбурчакда АВ =  а, АС =  b ва медиана 

AD =  c булсин. с векторни а  ва b векторлар оркали, 

b векторни с ва а векторлар буйича ёйинг.

6. ABCDA^BxCxDy куб берилган. ACU A B U D,C,,

f i,D, векторларни а --=АВ\ b — AD\-с — А А Х векторлар 
буйича ёйинг.
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7. Узунлиги \ a \ = V  2 булган а =  А В  вектор абс-

циссалар уки (е бирлик вектори) билан 45° ли бурчак 
ташкил этади.  Бу векторнинг Ох  уцдаги проекциясини 
топинг.

8 . A B C D  тугри туртбурчакда  D B  =  а ва АС =  b 
диагоналлар утказилган.  BD, ВС, СВ  векторларни а
ва Ь векторларнинг чизикли комбинацияси куриниши- 
да ифодаланг.

—►
9. а =  {3; 2); & =  {— 1; 0] векторларнинг йигинди- 

сини топинг.

10. Агар р  =  {4; — 7; 3) ва ^ =  | — 5; 9; -^j булса,

— У  — У  — У

а «= Ър +  2q векторнинг координаталарини топинг.

11. Агар а ва ft векторлар  орасидаги бурчак (а,  Ь) =
— У  — У

=  60°, уларнинг узунликлари эса | а |  =  4; j6 | =  3 б у л 
са, бу векторларнинг скаляр квадратларини ва у л а р 
нинг скаляр  купайтмасини топинг.

12. Векторларнинг  скаляр  купайтмасини топинг:
— У  — У  — У  — У- - У -  — У

1) а =  — 2i +  5/  ва b =  Зг — 5/ нинг;

2) А ( -  2; 3); В ( 3; 5) ва С (4: - 2 )  булса,  А В  ва ВС

13. Агар а =  j — 2; 3); f t = { 3 ; . 5 ) ;  с = {  — 2; 8 ) ва
'—У
d =  {3; 1} булса, бу векторлар учун

Х ( а  +  2£) ларни ^исобланг.

14. а = | — 2; 3} векторга перпендикуляр булган 
бирлик векторнинг координаталарини топинг.

15. а  =  — 2 i +  2]  ва b =  21 — 4j  +  4k Еекторлар ора
сидаги бурчакни топинг.

18. а  =  4/ +  2/  4- 5k ва £ =  2 i - f  бу — Ak векторлар
нинг скаляр  купайтмасини топинг.

нинг
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V Б О Б

ТЕКИСЛИКДА ВА Ф А ЗО Д А  Т $ Т Р И  БУРЧАКЛИ 
ДЕКАРТ КООРДИНАТАЛАРИ

1 - §. Текисликда  к о о р д и н ат ал ар  системасини 
киритиш

Текисликда бирор 0 нуцтада кесишувчи у за р о  пер
пендикуляр  иккита уцни оламиз.  Бу ук^арнинг >;ар би-

рида 0 нуцтадан бошлаб коллинеар булмаган /,  /  в ек 
торларни ажратамиз (20- чизма).  Бу векторлар систе- 

—>• —
маси Б  =  {,i , /} базисни аницлайди.

1 - т а ъ р и ф .  Мусбат йуналишлари мос равишда i,

/  векторлар билан аникланувчи иккита укдан ташкил 
топган система текисликда турри бурчакли координа

талар системаси дейилади ва R  =  {О, I, /'} куринишда
—у- —>-

белгиланади.  О нукта координаталар боши, i, /  бирлик 
векторлар эса координата векгорлари дейилади.  Таъ-  

-►
рифга асосан i, j  векторлар ортогонал ва бирлик век- 
торлардир:

\Т\ =  |Т| =  1; TlA
Мусбат йуналишлари i, j  векторлар билан аникланган 
Ох, Оу уцлар мос равишда абсциссалар ва ордината- 
лар у к лари деб аталади.

—>■ —>■
Текисликда / ? = { О, /} координата системаси бе 

рилган булсин.  Шу текис- 
ликнинг А  нуктаси учун

АО  вектор А  нуцтанинг ра- 
диус-вектори дейилади.

ОА  вектор учун цуйида- 
ги муносабатни ёзиш мум
кин:
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2- т а ъ р и ф .  О А радиус-векторнинг л:, у  координа

талари А  нуктанинг R =  {0, /, /} координаталар систе- 
масида координаталари дейилади ва у  Л (х; у) к у р и 
нишда белгиланади.  Бунда х  сон Л нуцтанинг абсцис- 
саси, у сон эса Л нуктанинг ординатаси дейилади.

Векторнинг координаталарини куйидагича таъриф- 
лаймиз.

£ 3 - т а ъ р и ф .  Векторнинг координата укларидаги про* 
екциялари векторнинг координаталари дейилади.

Векторнинг Ох  укидаги проекцияси унинг биринчи 
координатаси ёки х  координатаси,  Оу укидаги проек
цияси унинг иккинчи координатаси ёки у  координата
си дейилади.

Масалан,  агар а векторнинг координаталарини х а, 
уа билан белгиласак,  у ^олда таърифга асосан куйи- 
дагига эга буламиз:

_> -> -►л-* 
ха =  пр0х а  =  | а  | • c ° s  ( а ,  / ) ,

У а =  ПР О у ^ = I « I  • C0S («• Л .
— —►

Координаталар текислигида а =  АВ  вектор берилган 
булсин. А  нуктадан Ох  укига параллел,  В нуцтадан Оу 
укига параллел тугри чизиклар утказамиз (21- чизма).  
Уларнинг кесишиш нуктаси С булсин.  У ^олда

АС  =  х а • i, С В — у а • j
ва

а =  Afi  =  АС  +  СВ =  х а • i +  уа • j

деб ёза оламиз.  Бундан куйидаги хулоса  келиб чик;а

Ди: агар х а, уа лар а векторнинг координаталари бул

^а. унда а  векторни унинг координаталари оркали уш- 
бУ куринишда ёзиш мумкин:

а = * х а • i +  y a ' j .  ( 1)

(1) вектор тенгликни куп лолларда  ушбу

си а = У л
МВОлик куринишда ёзилади.  ( 1) тенглик тшсисликда-
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21-чизма. 22-чизма.

ги ^ар  кандай векторни иккита узаро перпендикуляр] 
векторларга  ёйиб ёзиш мумкинлигини курсатади.  Уму. j 
ман,  текисликдаги з^ар цандай векторни коллинеар б у л 

маган иккита векторга  ёйиб ёзиш мумкин (бу факт  ̂
кийшик бурчакли декарт  координаталари системасини!
тузиш учун  асос булади).

а  векторнинг боши ва  охири координаталари R  =

=  {0 , i, j | координаталар системасида маълум булса,: 
бу векторнинг координаталарини топиш масаласини на-

райлик. Айтайлик,  / ? = { 0 ,  i, j \  га нисбатан A ( x t, yj ,  
В (х2, у2) булсин (22- чизма).  У холда

—> —>- —->■ —*»• —>- —->•
О А =  • i  +  у х • 0 5  =  х 2 • i  +  у 2 • /

A #  =  О б  — О А ва A #  =  ( х 2 — x t) i +  (у2 — У1) / .  

Бундан
АВ =  ~а^ {х2 — Хй у 2 —  у , } ,  (2)|

яъни векторнинг координаталари ш у  вектор охири в» 
бошининг тегишли координаталари айирмасига тенг.

Агар а =  А В  вектор боши ва охирининг координ^ 
талари А ( х а\ у А) ва В { х в\ ув) булса,  у холда  икк«
нукта орасидаги масофа

Р (А, £ ) = /  ( ^ - ^ - Н У д - У л )2 

формула билан топилади.
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1- м и с о  л. R  =з {0 , /  ,i\ да 
М  (2; — 5), N  (3; 0 ) цуцталарни 
ясанг.

В ч и ш. М  (2;  5)  нуктани 
—► —► — 

ясаш учун О/И =  2i — 5j  век
торни ясаймиз.  Бунинг учун О

нуктадан бошлаб i га колли-
■jP
неар 2i  векторни, j  га к о л л и 

неар — 5 /  векторни ясаймиз 
Сунгра бу векторларнинг йи- 

-►
гиндисини топсак,  ОМ  вектор 
^осил булади ва ундан из- 
ланаётган М  нуцтани топамиз.  Худди шундай /V(3; 0)

нуктани ясаш учун 0 /V =  Зг векторни ясаймиз (23- 
чизма).

2 - м и с о л .  Агар А ( I ;  2), В  ( — 2; 3) булса,  АВ  в ек 
торнинг координаталарини топинг.

Е ч и ш .  Бу  ерда х,  =  1, х г =  — 2, у, =  2, у2 =  3.
(2) формулага кура:  АВ  =  { — 2 — 1; 3 — 2) =  {— 3; 1).

3 - м и с о л .  А ( 1, — 2) ва 5(4 ,  — 3) нукталар ораси 
даги масофани топинг.

Е ч и ш .  Изланаётган масофани (*) формулага  асосан 
топамиз:

р(А; В)  = / ( 4 -  I )2 +  ( - 3  +  2)г =  / < Г + 7 .
Р(А; В) =  V  10.

4 - м и с о л .  Берилган А(4, 3) нуктадан 5 бирлик 
иагофада Оу укида ётган В(х, у) нуктани топинг.

Е ч и ш .  Ш артга  кура  В нуцта Оу уцида ётади.  Оу 
УКида ётган нар бир нуктанинг абсциссаси нолга тенг 
булганлигидан В нуцта В(0, у) координаталарга эга. 
( )  формулага асосан:

5 =  / < 0 - 4 ) а +  ( у - 3 ) г 
2 5 =  16 +  у 2 — бу +  9 
у 1 — бу =  0 ; у (у  -  6 ) =  О 

у =  0; у  =  6 .
-^емак, А(4,3) нуктадан узоклиги 5 га тенг булиб,  Оу
- Кида ётувчи иккита нуцта мавжуд экан:

£ t (0 ; 0) ва # 2(0 ; 6).
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2- § .  v a j u A u  uwvr «» -----------tr - ^илдиради. Умуман олганда фазодаги ^ар кандай век*
Фаэовинг О нуктаси,  у е с и ш у в , , ,  узаро  п е р ш зд н .  : « Р » »  У™т Ц * * °  «омпланар б? л«аган  векторларга 
югх \титя О х . Ov. Oz TVFDH чизикларни ОЛЗМИЗ (24* I Doi/тпп ляп [/плплипофп ттлгм» ____  ^

2 -§ .  Ф а з о д а  коорди н ат ал ар  системасини киритнц,

Фазонинг О нуктаси,  кесишувчи уза Р° перпенди,
куляр учта Ох, Оу, Oz  тугри чизикларни оламиз  (24. ёйи!!1 МУМКИН-
чизма).  Бу тугри чизикларнинг дар  бир жуфти  орка.ц, ^„п^К^ З т , КОя̂ ДИНаталари билан берилганда улао
текислик утказамиз.  Ох  ва Оу тугри чизиклар оркали устида кушиш, аиириш ва векторни сонга купайтипиш
утувчи текисликни х О у  текислик деб,  колган иккит амалларини курайлик.  купайтириш

. Г \  *  Г  о Л И Р 1 / Т П П Л Я П и и  ГУХГгттг»гтт \
- г ' ~  * « / * - »  n a f \  Ь О П Г М П Я Ы М п - ,  « п п » т т, „ , \  _ж " " ■ в ^ - > Р - Р " и 7 у ш иш (аЯирищ) ва вектор,,,,  сонга 

Ох, Оу, Ог  тугри чизиклар координата у/(лари  (м0с купайтириш хоссасидан: агар а  векторнинг координа- 
равишда абсцисса, ордината,  аппликатаК  ̂уларнинг ке- талари х а-, уа; za дан иборат,  b векторнинг координа-
\J А , VJ у  , IJ lp x *  - - ---J-----
равишда абсцисса, ордината,  аппликата),  уларнинг ке* та1ари д: • v • я Г  4 _1~ —
си шиш нуктаси координаталар  боши,  х О у , у О г  ва д*0г талапИ Эса х -  v - z  i l ,  а т * ь векторнинг координа- 
текисликлар  координата текисликлари  дейилади.  ь* 6 оулса,  у эрлда 

О нукта ^ар кайси координата укини иккита яри:* ~ _
ХГ ----- «итпАпТ (лг\1,.К У  П  J '  I \  1 0  i ^ u i i v n  » v  w  j - r - , ___________  j  t

тугри чизикка ажратади.  Улардан бирини мусбат, бощ. 
касини манфий деб келишиб оламиз.  Бу  усул билак, ш 
^осил килинган Oxyz  системага фазода тугри бурчакли| |  
(декарт)  координаталар системаси дейилади.  Одатда! ва 
О х , Оу,  Oz  координата ук-ларининг бирлик векторлариИЯ

У *олда

а ±  b =  x ai - f  y j  -f- z ak ±  x bi ±  y bj  ±  z bk =  

( х а ±  X b) l  +  (уа  ±  У ь У  +  ( Za ±  z b)k

'  ' ^  “Ь tyaf  +
мос равишда i, j  ва tz лар оркали белгиланади.  Фазо* эканлиги келиб чикади.
да тугри бурчакли координаталар системаси символикИ u t  -> ->
d  m 7  • их - * Шундай килиб,  а ± Ь  вектор х  +  x s  v +

{0 , i, у, k\ куринишда *ам белгиланади.  Ш  координаталаога s ~  ^  ^
Фазодаги векторнинг координаталари деб  у нинг 

координата ук^аридаги проекцияларига айтила^и.  Век
торнинг Ох  укдаги проекцияси, унйнг биринци ёки .if

----------------- — • • > / > / r i T i n t i  DL'IJ VI

J  ------------  ^  v- uxwiv i  v_;p _l_ ✓V

± z b координаталарга эга булади,  яъни
1Г1 Шш ->
к! -!?■ а. ±  Ь =  [ха ±  ,гй; уа ±  y ft, г а ±  г ь).

Г о Г » " в ? к ^ о Т 5 д а ™ ЦГ р о е к ц , ™  =  Z  \  £  ; e ™ P " " » r  кооРДинаталаР„ эса Хду Ху„; б? ла- 
координатаси,  О г  укдаги  проекцияси учинчи еки г >

a -1- У*; ±

(4)

фоекцияси
координатаси дейилади ,4

Тугри бурчакли координаталар системасида узипт: Xa =  | U a; Хуа; Хга}. (5)

Х а, 
рилган

у , г координаталари билан бирор а вектор ' Демак, икки векторни кушганда (айирганда) уларнинг
ган булсин. 1- §  га ухш аш  бу  ерда  ^ а м  мос коордииаталари кУшилаДи (айрилади). Векторни

сонга купайтирганда,  унинг ^ар бир координатаси шу 
а  =  x Qi +  y j  +  z aK 1 сонга купайтирилади.

и с о л .  а — {2; — 3; 1) вектор берилган.  Унга кол-
тенгликнинг бажарили! 
шини исботлаш мумкич' ~ W ----п III
( 3 ) " тенгликни купчпл^ линеар булган Г =  (х; у; 4) векторнинг номаълум коор-
^олларда  а \ х а\ уа\ Е f  аникланг.
символик к у р и л и ^  ] j  и ш - Икки векторнинг коллинеарлик таърифига

S S S " - *врУ канТай ‘ Я  Г Г "  <IV б ° б ’ 2 - «• 3 - " У " - )  ■* -  Й  -  -  3 7 +  *)
торни узаро  п е р п е н У  езамиз. У ^олда  (2) формулага асосан: b =  \2k
куляр  учта векто. ^ . 3^.
8йил ряйш мумкинлнП! 19. /II !.и и томондан,  А =  4. Демак,  b =  (8 -

12; 4} булади.
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Энди А нуктанинг ко
ординаталарини куриб 
угамиз.  Айтайлик,  фазо- 
да О хуг  декарг  коорди
наталар системяси берил- 
ган булсин ( 2 5 - чизма). 
Бу системада исталган Л

нукта учун ОА вектор
нинг координаталари шу 
А  нуктанинг координа
талари дейилади.  Демак,  
нуктанинг координатала
р и —унинг радиус|-векто- 
рининг координаталарп- 
дир.  Одатда А  нуктанинг 

координаталари шу ^арфнинг ёнида кичик кавс ичида 
ёзилади: А( х а\ у А\ z A).

А  ва В  нукталарнинг координаталари маълум бул-
ганда АВ  векторнинг координаталарини топишни ку- 
райлик.  Айтайлик,  А  нуктанинг координаталари ( х А- 
у А\ z A), В  нуктанинг координаталари ( х в \ у в \ z  в) бул
син. У ^олда (2 5 -чизма):

А В  = ОВ— О А = х в i + у Bj \ z  J i  -  x  А i —у А j - z А ft =

=  ^ в- х А)1+(Ув - У АУ ^ ^ ь- г А)к.

Бу ердан А В  вектор х в —х А\ УВ~ У А\ z b~~z a коорди- 
наталарга эга булишини курамиз.  Д емак ,  векторнинг 
координаталари унинг охири ва бошини билдирувчи 
нукталарнинг мос координаталари айирмасига тенг:

А В  =  {*в — УВ~У А\ г в - г А). (6)

А  ва В нукталар  орасидаги масофа эса А В  в е к т о р  
узунлигига  тенг.  Демак ,  координаталари билан б е р и л 

ган икки нукта орасидаги d =  \A B \  масофа цуйидаги 
формула билан топилади:

t(A,B)  =  V ( x B- x A)2+ { y B- y A) H ( z B~ z Ar .  <

М и  с о л .  Агар .Л(3; 4; 1) ва В(5; 4;*|1) булса,  
векторининг координаталарини топинг.
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Е ч и ш .  Айтайлик,  А 5 = ( х лй; у Ад\ z Ab\ булсин.  У 
холда (6) формулага асосан:

3-§ .  Кесмани берилган  нисбатда  булиш

M N  кесмани берилган X,: Х2 нисбатда булиш талай 
цилинсин. Агар M N  кесмада ML  масофа абсолют ций- 
матининг L N  масофа абсолют цийматига нисбати : Х2 
га тенг булса,  L нукта M N  кесмани А , : Х2 нисбатда 
булади дейилади.  Берилган масалани ^ал килиш учун

чи L(x l ; y L; г L) нуктасининг координаталарини топиш 
керак (2 6 -чизма).  Таърифланишига кура  L нукта M N  
кесмани А,: К2 нисбатда булиши учун

векторлар оркали ифодалайлик.  У холдя \7) тенгламз

АН В  A u  “  ’

Уав =  Ув - У а= * - *  =  О- 
2  Л В ~  Z B ZA=  И  — 1 =  10,

=  5 — 3 =  2 ,

Демак,

Л £ = ( 2; 0; 10} булади.

МУУ кесмаиинг =  — тенгликни каноатлантирув-

M L = z ± - - L N (7)

тенгликнинг бажарилиши зарур.
ML ва LN  векторларни ОМ, OL ва ON радиус-

OL ~  О М  =  Л-!- ( O N  —  OL)  
Х2

кУринишни олади.  Бундан 
эса

X O A f - f  _ * • _  oTv (8 )

формула куйилган л 
нг ечимини беради, 2 6 -чизма.
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чунки у M N  кесмани берилган X, : Х2 нисбатда булув.
чи L нуктанинг радиус-векторини М {хм; ум\ г м ) Ва 
N(x n ; уА; 2a ) нукталарнинг радиус-векторлари оркали 
ифодалайди.

(8 ) вектор тенгликка асосан куйидаги тенгликларга 
эга буламиз:

А,
* 1 =

Х2
х м +Xj 4- ^2

Ха
Ул1 +Уь— 1̂ 4" ^2

*2
Z M +Z L —

Xi 4- 2̂

1̂ "Ь 2̂

Xi 4~ 2̂ 
X,

1̂ 4" 2̂

Л'»

N  *

(9)

(9) формула берилган кесмани Xj: х2 нисбатда булувчи 
L нуктанинг координаталарини топиш форму чаларидир, 

L нукта M N  кесманинг уртаси булган хусусий ^ол- 
да (9) формула

м 4- х N
2 y L

Ум+Уи гм+ г N ( 10)

куринишга келади.
( 10) формула кесмани тенг иккига булувчи нукта

нинг координаталарини х;исоблаш формулаларидир.  (9)1 
ва ( 10) формулалардан хусусий ^ о л д а —кесма текис- 
ликда берилганда кесмани берилган нисбатда булиш 
формулаларига эга буламиз.

М и с о л .  ABC  учбурчакнинг медианалари бирор Ml 
нуктада кесишади, бунда:

а) М  нукта ^ар бир медианани учбурчак  учидан! 
^исоблаганда 2 :1  нисбатда булишини;

б) текисликнинг *ар кандай 0 нуктаси учун

б м  =  -  (ОА +  О В +  ОС)
* 3

булишини исботланг.
Е ч и ш .  CD  медиана ус-, 

тида учбурчакни учидан х.Н 
соблаганда 2 :1  нисбатда 
булувчи М  нуктани царай' 
лик ( 2 7 - чизма). (8 ) формУ' 
лага асосан

О М = -  О С + -  0 06 1 3
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тенгликка эга буламиз.  Бунда О—текисликнинг ихтиё- 
\ о и й  нуктаси,  D нукта АВ  томоннинг уРтаси» ШУ са- 

ъабли (8 ) формулага асосан (Х1 =  Х2):

С Ю - — ОА 4- 1  ОВ.2 2
Демак,

Q M v = \  ОС +  • 1 ( 0 4  +  ОВ) =  1 ( 0 4 - 1 -  0 5 + ОС)'
о 3 2 3

Энди шу М  нукта барча медианаларни учбурчак учи- 
дан ^исоблаганда 2 :1  нисбатда булишини курсатамиз.  
Бунинг учун ВК  медианада N  нуктани оламиз ва N  
нукта В К  медианани учбурчак  учидан ^исоблаганда 
2 : 1  нисбатда булсин.  У ^олда  (8) формулага асосан
OiV= — ОВ -f- — ОК  тенгликка  эга буламиз.  jV нукта

О О

АС томоннинг уртаси, шунга кура ( Х, = Х2);

< Ж = 1  0 4 +  1  ОС.
2 2

Демак,

ON— \  0 5 +  1 . 1 ( 0 Д  +  ОС) =  1  (ОД +  0 5  +  ОС).
о о  2 о

ОМ ва О А/ векторлар тенг экан. Б у  эса Ж  нукта уч- 
бурчакнинг барча медианалари учун умумий эканлиги- 
ни билдиради.  Щ у билан юкоридаги иккита шарт *ам 
исбот килинди.

4-§ . Кутб координаталар системаси. Нуцтанинг 
декарт ва цутб координаталари орасидаги  
борланиш

Математикада декарт координаталари системасидан 
ташкари бошка координаталар системаларидан ^ам фой- 
Даланилади. Шундай  системалардан бири кутб к о о р 
динаталари системасидир.  Ориентацияли текисликда
бирор О нукта,  \0Р)  нур ва бу нурда ётувчи О А =  i 
бирлик векторни оламиз (текисликда олинган R  =  | 0 ;
1* j\ координаталар системаси i векторни О нукта ат-
Р°фида j  вектор устига тушириш учун  киска йул бу- 
иича буриш соат стрелкаси ^аракатига тескари булса,



о
L А1

/
координаталар системаси 
мусбат ориентацияли,  те. 
кисликни эса ориентация,  
ланган дейилади).  Хосил 
Килинган геометрик образ 
кутб координаталар сис
темаси дейилади (28-чизма).
Уни R  =  {0; i) куринишда 
белгилаймиз.  0  нукта цутб
боши , [ОЯ) нур эса цутб 

уци  дейилади.  М н у К ^ анинг текисликдаги  *олати икки 
сон: бири [О А) б и р л и к  кесма ёрдамида  улчанган р=,
=  | ОМ  | масофа, и к к и я ч и с и  \ОР) нур [ОМ)  нурнинг

устига тушиши учун б у р и т  керак булган <р =  (/, ОМ) 
бурчак билан тула а н и к л а н а д и .  Кутб укини [ОМ) нур 
устига тушгунга  к а д а р  буриш соат стрелкаси йунали- 
шига тескари й у н а л и ш д а  бажарилса,  ср бурчак мусбат 
деб,  акс ^олда,  м а н ф и й  деб  ^исобланади.  р ни Ж  нук
танинг цутб радиуси* 9 ни М  нуктанинг цутб бурча- 
ги дейилиб, улар  у м у м и й  ном билан М  нуктанинг 
кутб координаталари Дейилади ва М(р, ср) куринишда 
белгиланади.  0  н у к т а  учун р= 0  булиб,  ср аникланмаган 
^исобланади.  Агар р ва ср бурчак  0 < р < о о ,  ( ) <  
< с р < 2тс ораликда у з г а р с а ,  текисликнинг *ар  бир нук- 
таси кутб координ аталари  билан мос келади.  Хар бир 
кутб координаталар  системасига мусбат ориентирлан-

ган тугри бурчакли координаталар  системаси {0 ; i\ j\ 
ни мос куйиш мумкин .  Бунда 0 нукта (кутб)  коорди
наталар боши були б  хизмат килади.  Фараз килайлик, 
р, ф лар М  нуктанинг кутб координаталари,  у  эса 
М  нуктанинг тугри бурчакли  координаталар системаси- 
даги координаталари булсин ( 2 9 - чизма).  у ^олда  чиз-

Бу  формулалар  ёрдамида Ж  нуктанинг кутб коорди
наталари р ва ср м аъ лум  булса,  л:, у  ни топиш мумкин-’

( И )  =>. х 2 +  у 2 =  р* => p =  V'x'J+y*  (12). Агар р ^ О  булса,

мадан:
х  — pcoscp, 
у =  р sincp.

(И )

У х Н у 2 *
У (13)
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29-чизма. 30-чизма.

Аксинча, МФО  нуктанинг тугри бурчакли декарт ко о р 
динаталари х,  у маълум булса,  (12), (13) дан унинг  
кутб координаталари р ва ср ларни топиш мумкин. Д е 
мак, (11), (13) формулалар  декарт  ва кутб координа
талари системасини богловчи формулалардир.

Текисликда кутб координаталар системаси берилган 
булсин. Бу системада р ёки ср лардан бирини узида 
са^ловчи / (р; ср) ифодани олайлик.  Бу ифода текислик
да бир канча фигурани ифодалаши мумкин. Масалан,  
фигура / ( р; ср) =  р — 6 муносабат билан аникланган б у л 
син. У" ^олда:

а) F y — {уИ(р, ср) fр =  6 } — (Маркази 0 кутбда ва ра- 
диуси р =  6 га тенг булган айлана).

б) ^2 =  I ( Р »  <р)|р — 6 >  0) (/*! айланадан ташкари- 
даги нукталар туплами).

в) F 3j / W = ( p ? 9)  1Р — 6 <  0) (0  марказли,  р= 6  радиус
ли очик дойра).

г) F 4 =  [M(9i c p ) | p - 6 > 0 i = r iU F 2;
д) /75===г)/И(р< с р ) | р _ _ б < 0 ( (о =  6 радиусли дойра);
е ) ^ 6  =  { Ж ( р ,  ср) | р —  6 = И = 0 (  = =
f ( Р> ?) тенглама Г,  фигуранинг берилган кутб коор

динаталар системасидаги тенгламаси дейилади.  Ушбу

р =  а;  (a  — const) - (14)

тенглама маркази кутбда,  радиуси а га тенг булган 
аилананинг тенгламаси булади.  Ш у  айлана тенгламаси- 
ни бошка кутб координаталар системасида топайлик.

Унда кутб айланада ётсин, кутб у к и эса айлана мар- 
казидан утсин деб фараз  килайлик (30-чизма) .  Куйи- 
Дагига эгамиз:

p =  2acos<f'. (15)
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Бу изланган айлана 
тенгламасидир. (14) ва
(15) ни куйидагича уД* 
гартириб ёзамиз:

р — а = * 0 .  / ( 1 6 )  
р — 2 a c o s 9 = = 0 .  (17)

(14) ва (15) тенгламалар 
битта айланани ифода- 
лайди,  лекин тенгламалар 
*ар  хил. Биттаси р ни 
узида  сакласа,  иккинчиси 
Р ва ср ни з а м  у зиДа 
саклайди (чунки коорди

наталар системаси ^ар  хил). Демак,  айлана кутб коор
дината системасига нисбатан жойлашувига  кура ^ар  хил 
куринишдаги тенгламаларга эга булар экан.

1- м  и с о  л. Куйидаги нукталарни кутб координата
лар системасида ясанг:

л (3;т); Ч 2; i ) ; Р(2'5;1
Е ч и ш .  М  нуктани ясаш учун кутб укини ср =  ~

ёки ср =  135° бурчакка бурамиз,  йуналиш мусбат. Ра- 
диусда 3 бирлик кесма оламиз, шу кесма охири биз 
излаган нукта булади.  N  ва Р  нукталар  ^ам худди 
шундай топилади (31- чизма).

2- мисол. Кутб координаталар системасида берилган 
3j  ва В 4j  нукталарнинг декарт  координа

талар системасидаги координаталарини топинг.
Е ч и ш .  а) Берилган: ср =  ^-; р =  3.

X  =  Р COS ср ]

x = 3 c o s  — 
2

у =  р sin ср J 
= 3 . 0 = 0 ;  у = 3 • sin

формулаларга  кура:

= 3 . 1 = = 3 ^ а р н и  топамиз

Демак,  декарт  координаталар системасида: ./4(0; 3). 

б) Худди юкоридагига ухш аш  топамиз: 4

71 А® - - - J  р =  4.
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д еМа к > 5 ( 2 / 2 ;  - 2/ 2 ).
3- м и с о л .  Кутб координаталар системасида берил

ган p2sin2s> =  2а 2 чизиц тенгламасини декарт координа
талар системасида ифодаланг.

х  =  pcoscp вау =  psin? ларни (*) га куйсак,  2ху=* 2а 2 
ёки х у =  а2 келиб чикади.

5* §. Икки векторнинг вектор купайтмаси ва унинг 
хоссалари. Учбурчакнинг юзи

Вектор купайтмага таъриф беришдан олдин учта 
нокомпланар вектор учлигининг фазода жойлашишига 
алокадор булган цуйидаги тушунчани киритамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар учта нокомпланар а, b ва с в е к 
торни умумий бошлангич нуцтага келтирилгаидан сунг 
векторлардан бирини иккинчиси билан устма-уст  туш- 
гунга цадар улар  орасидаги кичик бурчак буйича ай- 
лантириш учинчи векторнинг охиридан царалганда соат
стрелкасига царши йуналишда куринса,  а,А?, с вектор
лар учлиги унг учлик (агар айлантириш соат стрел- 
каси йуналиши буйича олинса,  чап учлик) дейилади.

М  =  | К  b\\ =  \a\-\  f t | - s ln(a ,  b), (0 <  (аС~£) <  тс);

Е ч и ш .
p2sin2cp =  2 а2 
Р2 • 2sin<p • cos? =  2а 2 
2psin? • pcos? =  2а2 
2psin? • pcos? =  2a 1 (*)

2- т а ъ р и ф .  а ва Ь векторларнинг вектор купайт-

маси Деб куйидаги учта шартни цаноатлантирадиган с
^кторга  айтилади ва у [а , b ] ёки [а, Ь\ куриниш- 

белгиланади:



3) \i> u  k\ ва {a, b, \a9 A]J 
векторлар учлиги унг учлик-  
ни ^осил цилсин (32- чизма), 
Бу таърифда келтирилган уч
та шартнинг ^ар бирининг 
геометрик маъносини/йниклай* 
лик.

->
1- ша р т  с векторнинг узун- 

—► —►
лиги (\с\ сон) а ва Ь вектор, 

ларга курилган параллелограмм юзини ифодаловчи 
сонга тенг эканини билдиради ( 3 2 - чизма) (чунки

32-чизма.

[*аЛ

[а.Ы

<*>О

а)

33-л, б, в, чизма.

| f l | | 6 | s in (a ,  b) ифода томонлари а ва b векторлардан! 
иборат параллелограмм юзини ифодалайди).—> —> j

2- шарт вектор купайтма (яъни с вектор) а ва Ь\ 
векторлар билан аникланаднган текисликка перпенди
куляр  эканини билдиради.

3 - шарт вектор купайтманинг йуналишини аниклан-
ди.

Вектор купайтма куйидаги хоссаларга эга:
1. Агар а ва b векторлар  коллинеар булса еки улар-L а'] _ г  "

дан камида бири ноль вектор булса,  уларнинг вектор! ’ * 9 *о\==цa ,  b J, бу ерда а —исталган
купайтмаси нолга тенг булади.  ли^ > 0Ij ^скаляР купайтувчига  нисбатан ассоциатив-

вектор [а, Ь\ векторга нисбатан карама-карши йунал- 
ган булщш  керак.

И с б о т .  Хакикатан ^ам, а\\Ь булса,  (а , Ь)
И с б о т .  [a а ,  b | ва a [a, b ] векторларнинг м одулла -

ёки 180° булиб, бирипчи шартга асосан \с\ 0 булади!  ри тенг йу налишлари эса а > 0  булганда [а,  Ь\ век- 
Модули нолга тенг вектор эса албатта ноль вектордир J

w °Р билан оир хил, а < 0  да эса [а,  Ь\ нинг йунали-
2 [а , £ ] -  — [&, а |, яъни купайтувчиларнинг урин- щига карама-карши. (33- я ,  б, в чизма. )
imij Q ПИ5ТПТТ1ПМТ11 П Q DQt/ТЛП I/ \/ П Q Й Т'ЛЛ U ТЛ U Г* ТЛТТЮПЯСН

4. \a-\-a\  Ь] =  [ а ,  Ь\ +  [а \  ft] 

[a, ь +  ь'] =  [а9 b] +  [a,~b'].

ларици алмаштиришда вектор купайтманинг и ш о р а с к  
узгаради.

И с б о т .  Ха^икатан ^ам, вектор купайтма таърифнЦ
—> —>■ —> —*■

нинг 1 ва 2 - шартларига асосан [а, Ь\ ва [b , а] вектор!  ^
ларнинг узунликлари тенг ва иккаласи ^ам битта т е |  gy Х(Х’а исб ° ти [8 ] да келтирилган.)  
кисликка перпендикуляр,  йуналишлари эса учинчи шарт* у ос^лардан куйидагига эга була]

га асосан с вектор томонга караб энг киска йул билан Ш ; («a +  рй, тг +  od] =  a-j[a, c ] - \ - ^ [ b  с] +
бурилиш соат стрелкаси ^аракатига тескари булса, . - f  aS[a d] +  |35[£ ~cl\
дан а вектор  томонга караб киска йул билан бурили^ ^ ирликвекторларнинг

миз:

эса соат стрелкаси ^аракати буйича булиб колади.  Ча булади: 
мак йуналиш аввалгига ухш аш  булиши учун [Ь, 11 ■
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J / ,  A] — — [A, j \  =  i, [k, Л ]— 0.
Агар а ва b векторлар координаталари билан берилга 
булса,  яъни

—>
а  =  -}- CL2j  ^ 8̂ 5

f t  =  byi  - f -  b2j  - f -  b zk

булса,  у ^олда

[a, ft] =  (й2Ь3 — a3b2)i +  (агЬ3 — ах68)у +  (cixb2— a2b^)k =
(23
Ьъ Ьх

S  =  5 , 5 j / 2  кв. бирлик.
2- м и с о л .  Учларнинг координаталари А(5; 4; 3), 

5(2; — 1; 0), С (— 3; 2; 1) булган ABC  учбурчакнинг 
юзини ^исобланг.

Е ч и ш .  АВ  ва АС векторларнинг координаталари
ни ^исоблайлик.  (6) формулага асосан:

а2 аъ 
Ь2 Ь$

i  -f- У +
а2

ь, ь2
k. (18)

АВ  =  12 — 5; — 1 — 4; 0 — 3} =  {— 3; - 5 ; '  

АС  -  ( -  3 — 5; 2 -  4; 1 -  3} =  { -  8 ; -  2;

[АВ, АС] =

3).
2).

- 5 - 3  
- 2  - 2

3 - 3  

2 - 8
- 3  - 5
- 8 - 2

Демак,

[а, Ь\
а2 а3 Я3 1̂ см<3

^2 *3 bz ьх ь2

Вектор купайтмадан фойдаланиб учбурчакнинг юзини! 
^исоблаш учун формула чицарамиз.  Айтайлик,  АВС1
уч бурчак  фазодаги R  «=* (0; i\ у; k\ тугри бурчакли! 
координаталар системасига нисбатан учларининг коор! 
динаталари билан берилган булсин:

А { х y,j z,)\ В (х2\ у2; г 2); С ( * 3; у3; z3).

Вектор купайтма таърифидаги 1 -ш артга  кура  у нинг 
модули параллелограммнинг юзини беради.  Унинг ярми| 
эса учбурчакнинг юзини беради.  Шунинг  учун

_1
2

=  {4; 18; - 3 4 } .

| [АВ, AC] I =  / 4 а +  182 +  1 - 3 4 р  =  / 1 4 9 6  = 2 ) / 3 7 4  

(19) формулага  кура:

-  • 2 • ^ 3 7 4 ,  ^давс=  V 374 кв. бирлик.'Д A BC

Зу — 6& век-3-м  и с о  л. а « = /  +  2у — 2k ва b =  2/ 
торлар орасидаги бурчакни аникланг.

Е ч и ш .  Икки вектор орасидаги бурчак формуласи- 
га кура:

Г .  Г  2 - 1 - 3 - 2  +  6 . 2  8
COS'f = *--------

/ 1  +  4 + 4  / 4 + 9  + 3 6  / 9 v / 49\Ь\

[АВ. АС] | (19)!

/ 8ср =  arccos — 
\21

21

га эга буламиз.
1- м  и с о  л. /, у бирлик векторлар булиб,  улар  ора*[—> —► —>- —> -> —> 

сидаги бурчак 45° га тенг. a =  3i — у, b =  2i +  o j  век* 
торларга ясалган параллелограммнинг юзини ^исобланг-’

Е ч и ш .  [а, &] =  [3/^-7! 21 +  3 / |  =* [3 /Г2 / ]+[Зг ,  Зу] +1

+  [— У. 2*1 +  I -  У. 3/] — 9[<f yj -  2[7, *] =  l i f t  yj.
84

4- ми с о  л. Учлари А (7; 3; 4), 5 (4 ;  1; — 2),  0(7;. 
5; 4) ну^таларда булган учбурчак берилган.  У чбурчак
нинг А  учидан туширилган биссектрисанинг СВ  томон 
билан кесишган D  нуцтанинг координаталарини топинг 
ва учбурчакнинг юзини ^исобланг.

Е ч и ш .  Учбурчакнинг А учини ^осил цилувчи то* 
м°нларининг узунликларини топамиз:

р( Л, С) = / ( * 2 -  Х х +  (у2 -  У\ У +  (г 2 -  г,)* =

“  г" (7 - -  7)а +  (5 -*'3)а (4 -  4)* -  / 6 + 4  +  0 = УА4 -  2.
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Р( Л , 5 )  =  V V 2 —  x j *  +  ( у ,  -  у , ) *  +  ( г 2 -  2 , )* =

=  / ( 4  -  7У +  (1 -  ЗУ +  ( - 2  -  4 )3 -
=  / 9  +  4 +  36 = / 4 9  =  7.

Бурчакнинг биссектрисаси узи туширилган томонни 6н 
томонлар билан пропорционал булакларга  булиш хос-

7
сасидан фойдаланиб, | C D \ : | DB  | =  7 : 2 =  — =  3,5 эка-

2
нини аницлаймиз.

X 7 X
Демак,  — =  — га тенг.  Агар Х==— деб белгилаб ол-

Х2 2 Х2
сак, (9) формула берилган масала учун куйидаги ку- 
ринишни олади:

х с -\ -^х в  у с + ^ У я  г с + ^ г в
1 +  х у° ~  1+Х ; г £ ) _  1+х  *

Б у  формула буйича О нуктанинг координаталарини 
куйидагича топамиз:

_7
хс+1хв _  7+ 2 _  7+14 _  21 _  42

“  1+Х ~  7 9 9 9 ’
1+ — — —2 2 2

7 17
=  у с +  х*а ^  +  2 =  2 =  17,

1+ X _  7 9 ” 9*
, + 7  7

гс +  Хгй 4 + ^  ,(~ 2) = 4 _  7 3 6 2
°  1 + Х  7 9 9 9 3'

2~ I  2
Демак,  изланаётган ну^та:

о Г А  И .
\9  9 3 /•

Энди учбурчакнинг юзини ^исоблаймиз.  Бунинг учуй 
АВ  ва Л С  векторларнинг координаталарини (6) фор- 
мулага кура  ^исоблаймиз:

А В  =  {0; 2; 0), Л С =  { - 3 ;  - 2 ;  - 6}. 

Буларнинг векгор купайтмасини топамиз:
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[АВ\ АС\
2 О 

- 2 - 6
О О 

- 6  - 3

О 2 
- 3 - 2

-> -> =  I -  12; 0 ; 6 |
I [а в , AC]\ =  V ( - \ 2 f  +  6, = V m  =  eV 5 .

SbABc^  ~  ‘ 6 / 5 =  31^5 кв. бирлик.

6-§ .  В екторл арни нг  ар а л а ш  купайтмаси  ва  
унинг  хоссалари .  Тетраэдрн ин г  ^ аж м и

—у —> —
а, b ва с векторларнинг аралаш купайтмаси деб

—>■ —>-
(векторларнинг курсагилган тартибига кура) а ва b

векторнинг вектор купайтмасидан иборат векторни с 
векторга скаляр купайтиришдан *осил цилинган сонга

—у —>- —> — у у
айтилади. Аралаш купайтма [я, Ь\ • с е к и  (а,  b, с) ку* 
ринишда белгиланади.

Аралаш купайтманинг геометрик маъноси билан та-

нишайлик. а ,  Ь% с векторлар бирор О нуцтага цуйилган 
булиб, компланар булмасин ^змда унг учликни ^осил 
Килсин. Кирралари шу берилган векторлардан иборат

параллелепипедни ясасак,  | [а ,  Ь\\ мицдор шу паралле
лепипед асосининг юзини билдиради.  Аралаш купайт

ма таърифига асосан [д, b \c = \ [ a t &]||c|cos<p, бу ерда
. -*■ —у

<Р===(|'*, Ь\% с) булиб,  | с  coscp микдор с векторнинг 
—>
К  векгор йуналишидаги тугри чизицдаги проекция-  
сига тенг булиб, параллелепипеднинг баландлигидир.  
(34-а, б чизма):

\с\ cos? =  Л.

Демак, [а, Ь\с =  Ь\С0С • h =  V. Бу сон эса параллеле-  
инпеднинг ^ а жмини аницлайди.

Демак,  агар а ,  Ь, с векторлар унг учлик ^осил 
^ л с а ,  бу векторларнинг аралаш купайтмаси бу век- 

рларга ясалган параллелепипед ^ажмига тенг б у л а 
ди А т~*~ — —>• —**

• л г ар а , Ь, с‘ лар  чаи учлик таш кил цилса, [а, £]
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34-л, б  чизма-

вектор билан с вектор орасидаги бурчак <р > —=*>coscp<
2

< 0  (34- б чизма) булади.  У ^олда

\а ,  Ь\с  =  —  V.
Демак,

| [д, "Э Д  =  I/. (20)

/? =  (0 ; у; k\  координаталар системасига нисбатан 
-> —>

я ,  Ь ва с векторлар куйидаги координаталарга эга бул* 
син:

а = { а , ;  а2\ о 8 ) ;  6 * =  {^,5 6 2 ; й 3 };  { с , ;  с а ; с 8 }.

а,  b ъг. с векторларнинг аралаш купайтмасини ^исоб-!
—*

лаймиз.  Дастлаб,  а ва b векторларнинг вектор купан?' 
масини топамиз:
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а 2 аъ
2̂ *1 а*

+  С3
&2 _

Ь2

Энди [а, Ь\ векторни с =  с, i - f  c2j  +  c3k векторга ска
ляр купайтирамиз.  У >^олда

[а,  Ь\  • с =  с,

С \ С 2 с 3

d\  &2 « 3

Ь \  /?2 ^3

Хосил булган бу учинчи тартибли детерминантда йул-  
ларни икки марта алмаштирамиз:

у у ) Cl 2 Я 3

\ а Ь \с =  ьх Ь, Ьг (22)
С\  С2 Съ

(22) формуладан куринадики,  учта векторнинг аралаш 
купайтмаси учинчи тартибли детерминантга тенг булиб, 
бу детерминантнинг бирипчи йул элементлари биринчи 
вектор координаталаридан,  иккинчи йул элементлари 
иккинчи вектор координаталаридан,  учинчи йул эле
ментлари эса учинчи вектор координаталаридан тузи- 
лади.

Векторларнинг аралаш купайтмаси куйидаги хосса- 
ларга эга:

1 .  | а ,  Ь\с =  [ £ ,  с]а.
Хаки^атан ^ам, бу учта векторга курилган параллеле
пипед ^ажмла'рининг абсолют кийматлари тенг,  ундан

ташцари a ,  bt с ва 6 , с , а учликларнинг ориентация- 
лари бир хил.

2. Купайтувчиларнинг уринлари алмашинишидан 
ералаш купайтманинг ишораси узгаради:



Биринчи тенгликнинг уринлилигини курсатамиз.

[а, Т\(Г= — [6 , а]с, чунки [а, />] =  _ [ £  а | .

Долган тенгликлар уринлилиги ^ам шунга ухшаш кур, 
сатилади.

3. (а • а) • [b, с j =  а • [а, /?|с. Ихтиёрий а £  R  учун 

(а • а ) [ 6 , с |  =  а[а,  £)с, чунки 1- xoccara кура (аа)[Ь, ~с\^ 
—>- —>■ — —>- — —> —>- -►

=  [аа,  (Ь]с. Бундан эса [ад, 6 jc =  а[а,  ь\с.

4. ( а 4 - а ' ) | & ,  с] =  а[£,  с] +  а'\Ь, с], 

а[Ь +  1а\ с\ =  а[Ь, с\ +  \Ь\  с\,

( а  +  а')\Ь, с ]  =  [ а  +  а ' ,  £ ] с  =  ( [ а ,  й |  +  [ а ' ,  Ь\)с =

=  (я, b]c +  \ a \  b \ c - a \ b y с\ +  а'[Ь, с\. 

Иккинчи тенглик ^ам шунга у х ша ш курсатилади.

5. Агар а, b ва с векторлар компланар булса, улар
нинг аралаш купайтмаси нолга тенг булади,  чунки 
уларга курилган параллелепипед  текисликда жойлашиб 
колади,  бундай параллелепипеднинг баландлиги нолга

-*■ —*  —*■

тепглигидан ^ам ^аж ми нолга тенг, аксинча [а,  b]c-Q —> —> —>
булса,  а ,  b, с векторлар компланар булади.  ^акикатан

—> —У —у —> —>
*ам, [а, Ь]с =  0 булса,  [а, Ь\±_с. Лекин вектор купапт-

—> —* —> —-> —>■ —> 
манинг таърифига асосан [a, [а,  b\±_b, бундан

—> —> —► —> —> 
эса [а, /?] векторнинг а ,  с векторларнинг ^ар бири-
га перпендикулярлиги келиб чицади, демак,  а , 6, £ 
векторлар компланар.

6 . а , b , с векторлардан исталган иккитаси колли* 
неар булса, уларнинг аралаш купайтмаси нолга тенг, 
хусусий >;олда

[ а ,  а \ Ь  =  [ а ,  6 ] а  =  [й,  а ] а  =  0.

Аралаш купайтмадан фойдаланиб,  учларининг коорди* 
наталари билан берилган тетраэдрнинг ^ажмини ^исоб* 
лаш мумкин. Айтайлик,  ABCD  тетраэдр учла рининг  
координаталари
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A( x t\ у ,; z t)
B{xi\ Уг'-* 2?)
C(x3; Уз', 23)
Я(* |5  3V. *4)

булсин.
Маълумки, тетраэдрнинг 
^ажми унинг бир учидан 
чикувчи цирраларидан 
ясалган параллелепипед 

1^ажминииг ~  цисмига

тенг (яъни А В , А С  ва 
AD цирраларидан ясал^ 
ган). Шунинг учун:

1

35-чизма.

V -  j : \ A B - \ A C ,  A D } f - j l ( A B  ■ AC - A D )|. (23)

Агар (23) формулани нунтанинг координаталари ор 
кали ифодаласак,

^тет- =  -  mod
z i - z l

(24)
— *1 У2 — У\ 

х ъ — Уз -  у,
■«4 — *1 У* — У1 

ёки (24) формулани янада  ихчамрок формада ёзсак,  
куйидагига эга буламиз:

х \ Уг г , 1 
х 2 у2 г а 1 
* з  Уз z 3 1

I Уi г 4 1
М и с о л .  Учлари Л (6 ; 0; 0); В(0; 5; 0); С(0; 0; 5) 

ва 0(0 ; 0 ; 0 ) нуцталарда булган пирамида ясанг ^амда 
Унинг ^ажмини топинг (35-чизма) .

Е ч и ш .  (24) формулага  асосан топамиз:
6 0 0

=  — • 150 =  25 куб бирлик,

(25)

1/ Пир. — mod6 0 5 0 
0 0 5

Д е к а р т  к о о р д и н а т а л а р и н и  а л м аш т и ри ш
Купгина амалий ва назарий масалаларни ечишда де- 

Рг координаталарининг бир системасидан бошца сис-
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темасига утишга т УрРи 
келади.  Координаталарни 
алмаштиришнинг у мумий 
мо^ияти тубандагича: Их- 
тиёрий М  нуктанинг эски 
системага нисбатан х % у 
координаталарини унинг 
янги системага нисбатан 
х ’ у' координаталари о р 
кали ифодалаш талаб 
килинади.  Дастлаб  икки- 
та хусусий ^олни к аРай* 
миз.

а) Д е к а р т  к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м а с и н и  
(координата ук^зрини)  п а р а л л е л  к у ч и р и ш б и л а н 
б о г л и к  а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а л а р и н и  к е л -  
т и р и б ч и к а Р а м и з .  Бу  ^олда  R  ва R'  координата 
системалари бир хил координата векторларига ва ^ар 
хил координата бошига эга булади:

{0; 7Г Л; =  {0 ' ;Т ;  7}•

0' нуктанинг эски системага нисбатан координаталари 
х о) Уо булсин ( 3 6 - чизма). Ихтиёрий М  нуктанинг те - . 
кисликда эски координаталар системасига нисбатан! 
координаталари (х; у), шу нуктанинг янги системага 
нисбатан координаталари X , У булсин. У ^олда век
торлар координаталарига асосан ёзамиз:

37-чизма.

б) К о о р д и н а т а  л а р  б о ш и н и  у з г а р т и р м а й  
о о р д и н а т а  у к ^ а р и н и  а б у р ч а к к а  б у р г а н д а  
о о р д и н а т а л а р н и  а л м а ш т и р и ш .  Бу  ^олда  R  =
= (0; i; 7) ва # ' = { 0 ;  i'\ У'). Д ем а к ,  (i, L')

в » ,„ т а , . . . . . -  - -  " л а р и  (а:; .

у ' )  булсин.  У ^олда

. ----- - . j  j. д е м а к ,  (г, i ' )  =  a. Ихтиёрий
М нуктанинг эски координаталари (х;  у) ,  ш у  нукта
нинг янги координаталари [ х \  у ' )  булгнн v  ...------

.  .  -  \л1)
Янги координата векторларини эски координата векторлари оркали ёзамиз:

12 7)

00' — x0i +  УоУ,
ОМ = x i  +  yj,

О'М  — х 7 +  YJ. 

Векторларни кушиш коидасига кура:

ОМ =  0 0 ' +  & м .
X  +  х 0,

Щ

(б)

езамиз: 

^  =  a ii +  a J t 

У =  bxi -f- b2j.

(a) ,  (б ), (в), (г)
у -  у  +  Уо.

(26) излангац алмаштириш формулаларидир.  У бир* 
биридан параллел кучириш оркали зосил булган коор'1 
динаталар системаларидаги координаталарни узаро 6of' 
л а иди.
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_  . . (28) 
Агар R ва R'  декарт  координаталар системалари бир 
хил ориентацияли булса (37- чизма), у ^олда

(В J  и, ?) .  90° +  в, (?г7) =  9 0 °  -  ct, ( 7 ,7 )  =  а; ( 2 9 )

*гаР карама ^арши ориентацияли булса ( 3 8 - чизма), у 

/ )  -  270° +  а; (?Г])  =  9 0 °  ~  а

^олда

, ,  V -  ,  J ,  = эи — а; (У; у ,) = 1 8 0 ° + а  (30)

®5'лади. (28) тенгликларни навбат билан г, /  векторлар-  скаляр купайтирамиз:

о.
V . i = cos(i', о. ^2 = i ' -7 = cos(7, 7),

= у' • i =  cos(y', г), b2 =  /  • у =  cos(y/, У).
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(29), (30) муносабатларни ^исобга олсак, V / '  вектор, 
нинг координаталари R  координаталар системасига 
нисбатан R  ва R'  координаталар системаси бир хн 1 
ориентацияли булса,

i' — {COS a, sin а}, / '  =  {— sin а, COS а}

куринишда,  агар R  ва R '  координаталар системаси цд, 
рама-царши ориентацияли булса,

i' =  {cosa,— slna); / '  =  {slna; — COS a

куринишда булади.  У ^олда (27) формулалар  куйида. 
ги куринишни олади:

X  =  X'C0S  a  — y's in  a 

у  =  -c'sin a -f- y 'cos a 
X  =  x ' c o s  a - f  y 's in  a 
у  =  л/ s i n  a — y'cos a

(31) ва (32) формулаларни бирлаштириб,  куйидаги 
X =  л 'соза  — ey'sin а, 
у =  Jc'sin a - f  sy 'cos а

(31)

(32)

(33)

Ц б у л и б ,  0 ' ( 2; 3 ) , ? = { - 2 ;  1 } ; ? = { 1 ;  - 1} булсин.  
Жну^танинг R  координаталар системасига нисбатан 
,ординаталари л: =  — 2; у =  3 булса, бу нуцтанинг R'  
Дрдинаталари системасига нисбатан координаталари- 
Жтопинг.

Е ч и ш .  Куйидагиларга эгамиз: 
а х =  cosat =  2 ;

=  — S i r a  =  1; 
*0 =  2;

а 2 — sina == 1; 
b3 =  cosa =  — 1; 

Уо =  3.
у цийматларни (34) формулаларга  куямиз: 

х  =  2х'  — у' +  2 , 

у  =  — х '  — у'  +  3 
р х = — 2 ; у =  3 эканини эътиборга олиб,

- 2  =  2* ' -  у ' +  2 
3 =  у '  +  3

зстемага эга буламиз.  Б у  системани ечамиз:

4
2 х '  — у'  =  — 4 
х '  +  у'  =  0

системасигакуринишда ёзиш мумкин, бу ерда е =  ±  1 булиб, Ш Ё *  м
ва R'  реперлар бир хил ориентирилган булса,  s =  -f lH f r  ’ ' нУКтанинг h( координаталар 
к;арама-ь;арши ориентирланган булса,  s =  — 1 булади.г!1Сбатан координаталари х ' =  — —. у' =  —

Энди умумий холни ^араймиз.  Бунда к о о р д  и н 3 з Дан ибоРат
б о ш л а р и  м,  к о о р д и н а т а  в е к т о р  л а р и  даг

хар хил йуналишда жойлашган,  яъни R  |0; i, j  j М а ш р а рLU^a , a  / n v n v j u m x  u n 5 ** - \  l ~  J - i  j  i  r  a w m v  x

*>•**■  *"Ч> ихтиёрий M  a ™ “
эски системага нисбатан координаталари ^ ( - 1; 4; 3) ва В  ( З гГ ;  - 2 ) ;
координаталарни алмаштириш формулаларини бу -• и) с  (__5; 2; — 1) ва D  (4* —3- 5 ) 
да ёзиш учун (26) ва (33) тенгламалардан цуйндагииU
эга буламиз: 4 мвг векторларнинг координаталарн-ни

1—2; 3; р) ва b =  (а; —6; 2 ) векторлар а ва
X =  л/c o s a  — ey'sina +  х 0, 
у  =  x ' s in a  ey'cosa -f- y Qt

а
^зрнингI ШЙГ*11 К^ндай кийматларида коллинеао булади?

Б у  формулалар  ёрдамида х \  у'  ларни л: ва у лар *• \ д в ) кесма бешта нукта билан олтита тенг б у 
хали *ам ифодалаш мумкин. л/ о. „ч ^| ^ Ка булинган.  А (— 3; —4) ва 5 (9 ;  —8 ) экани маълум 

М и с о л / Иккита т^гри бурчакли декарт  коорД,,йр лса. булиш нуцталарининг координаталар

талар системаси R  =  {0; i, j \  ва R'  =  {O'; i'\ j ' \  бер11, 

94

ини топинг.
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4. Учлари Л( — 1; 4) ва £ (3 ;  8 ) нукталарда булган 
кесма берилган.  А  нуцтага нисбатан В нуктага уч мар. 
та якин жойлашган С нуктанинг координаталарини то.
пинг.

5. С нукта учлари Л(5; 5) ва В (— 2; —6 ) булган 
кесмани 1 : 3  нисбатда булади (В дан А га к^раб). С 
нуктанинг координаталарини топинг.

6 . Учлари А ( — 5; 8 ) ва 6(10;  2) нукталарда булган 
АВ  кесмани С ва D  нукталар тенг учга  булади.  С ва 
D нукталарнинг координаталарини топинг.

7. Л(2;  1; — 1) ва В(0; —2; 3) нукталар берилган,
АВ  векторни ясанг ^амда унинг узунлигини топинг.

8 . Куйидаги нукталарни кутб координаталар сис
темасида ясанг:

Д ( 4; 5 ) ;  В ( - 2, | ) ;  с [ - 3; D ( - 5; 0).
'  \  - . / ~  7 п \

17 Л (2; 2; 2), В(3; 1; —2); С(4; 3; 1); 0 ( 1 ;  С; - 1 )  
нукталарнинг бир текисликда ётишини курсагинг.

18 а =  i-1— 2/ —3^,  b =  2i -|-4y-j-6& ва с = 3 i  - / — k 
векторларнинг у заро  компланар эканини курсатинг.

19. а — 2i  -\~ i  —k\ b =  -\-Ak\ с-—3/ — j  k век- 
торлардан параллелепипед  ясанг ва унинг ^ажмини 
хисобланг.

20. Учлари Л (4; 0; 0), В{0; 5; 0), С(0; 0; 3), 0 (4 ;  
5; 7) нукталарда булган пирамида ясанг ^амда унинг 
^ажмини ва ABC  ёгига туширилган  баландлигини ^и- 
собланг.

VI б о б .  ТЕКИСЛИКДА TJ^FPH ЧИЗИКЛАР

9. Кутб "бошига нисбатан Ж  ( 4 ; ^ ) ;  ^ ( З ;  ^ ) ;  Р  4 ; |  ^  И кки  Узгарувчили тенглама  ва  унинг  графиги

нукта ларга симметрик булган нукталарни топинг.
Айтайлик,

2 / '
10. Тугри чизикнинг кутб уки билан ^осил к илган| 

бурчаги  ~  га, кутб бошидан ш у  тугри чизикка ту!

ширилган перпендикуляр  узунлиги эса 4 га тенг.  Шу| 
тугри чизик тенгламасини тузинг ва уни чизинг.

11. Ушбу а  =  3 ^ + 5 /  — 2k ва А = г + 3 / - [ - &  вектор! 
ларнинг вектор купайтмасини топинг.

12. a = 2i-\- j -\ -2k  ва b = 2 i — 2i-\-k  векторлар  берил! 
ган. c= [ab \  векторни аникланг ва ясанг ^амда  а  в |
Ь векгорлардан ясалган учбурчакнинг юзини ^исобланг,

13. Учбурчакнинг  юзи S =  3 кв. бирликка тенг» 
Унинг икки учи Л(3; 1) ва 5 (1 ;  —3) нукталарда 6р\  
са,  унинг л: укда  ёт увч и  С учининг координаталарш1!
топинг.

14. Тугри туртбурчакнинг иккита карама-карши У4 
ларининг координаталари А(2\ 5) ва С (—2; — 5). Ун«в1
юзини хисобланг.  ,|

15. Л ( 1; 5); В{4; 11) ва С(2; 7) нукталарнинг
тугри чизикда ётишини курсатинг.

16. A B C  учбурчакнинг учлари Л(1;  2); В(5; 0) 
С(4; 3) лар берилган.  Ш у  учбурчакнинг юзини *иси
ланг .
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F(x\ у) =  О (1)
тенглама х ,  у узгарувчилардан камида биттаси ишти- 
рок этган тенглама булсин.  Бу тенглама узгарувчи
лардан бирини, масалан,  у ни иккинчисининг (х  нинг) 
функцияси каби аникласин.  У ^олда  (1) ни у га нис
батан ечсак,

У = = / (х ) ,  а < л : < £ (2)
тенглама ^осил булади.  (2) да х  [а , b ] кесмада у?гар-
ганда }{х) функция  узлуксиз  узгаради деб фараз ци- 
ламиз.

Дастлаб f (x )  ни бир кийматли функция деб караб,

х ва у ларни R  =  {0 ; /; /}  координаталар текислиги- 
даги бирор М  нуктанинг координаталари деб  фараз 
Киламиз. У вактда х . н и н г  ^ар  бир киймати уч\*н (2) 
генглама у нинг ягона кийматини аниклайди. Демак,
* нинг ^ар бир киймагига текисликнинг координата-па- 

(•*; f (x ))  булган биогина нуктаси тугри келади 
ЛгаР х  у злуксиз  узгариб турли кийматлар кабул цил-

а» М  нукта {0 ; i\ j )  координаталар  текислигида х  ва 
У нинг кийматларига караб урнини ^згартира  боради 
Л биР°Р нукталар тупламини тасвирлайди. Бу нукта- 

Р тУплами чизик деб  аталади.  Агар f ( x )  функция к^п
ю
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— /

ёки
р ( Л * , ;  У И ) = р ( А / 2; М )

X.

- X

39-чизма. 40 чизма.

Кийматли булса,  яъни х  нинг хар  бир кийматига у нинг 
бир неча у и у 2, у„ кийматлари мос келса,  у холда

*“>■ *>

л: нинг ^ар  бир кийматига {0 ; i; у} текисликда М и М ь 
. . .  %М п нукталар тугри келади.  Масалан,  y = f ( x )  ф ун к
ция икки кийматли булсин.  Бу ^олда  л нинг ^ ар  бир 
х ! кийматига у нинг y t—/ ( * i )  ва y2e /(-^i) кийматлари 

->■
мос келиб,  {0 ; /; у) координаталар текислигида х  нинг 
х ,  киймати билан иккита М х( х х\ у,) ва М 2(лу, у2) нуц- 
та аникланади (39- чизма).  [а,  6 | кесмада  *  узлукспз
узгарганда М х ва М 2 нукталар ^ам уринларини узлук- 
сиз узгартиради ва чизикни тасвирлайди.

Т а  ъ р и ф .  Агар чизик. ихтиёрий нуктасининг х  ва 
у координаталари ( 1) тенгламани каноатлантирса ва ак- 
синча бу тенгламани к'^ноатлантирадиган ^ар бир жуфт 
(х; у) киймат чизик нуктасини тасвирласа,  у ^олда (1) 
тенглама чизикнинг ошкормас  тенгламаси деб  аталади.

Аналитик геометрия да икки хил масала карала ди: 
1) берилган геометрик хоссаларига кура чизик тенгла
масини тузиш; 2 ) тенгламасига кура  чизикнинг геомет
рик хоссаларини аниклаш.

1-м и с о  л. Координата бурчаклари биссектрисаларп*
нинг тенгламаларини тузинг.

Е ч и ш .  Дастлаб  биссектриса учун  хос геометрик 
хоссани ифодалаймиз.  Бурчак  биссектрисаси бу бурчак 
лчида ётувчи ва унинг томонларидан баравар узоклик' 
даги нукталарнинг геометрик урнини ифодалайди. йу 
хоссага асосланиб I ва III координата б у р ч а к л а р и н и н г  
биссектрисаси тенгламасини тузамиз  ( 4 0 - чизма).  Агар 
ОМ биринчи координата бурчагининг биссектрисаси1 
булиб,  М(х\  у)  унинг ихтиёрий нуцгаси булса,  хос саг*
кура шаклдан;
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Агар М(х\  у)  учинчи координата бурчагининг биссек-  
хрисасндаги ихтиёрий нукта булеа хам  х ,  цам у ман- 
фин сон булиб,  уларнинг абсолют кийматлари био-би-  
рига тенг булади ва биз яна (3) тенгламага  келамиз.  
Шунга ухш аш  II ва IV координата бурчакларининг  
биссектрисаси тенгламаси у =  — jc (4 )  эканини куриш 
мумкин.

2-  м и с о л. у ' - ^ х  тенглама билан ифодаланган ч^ 
зикнинг геометрик хоссаларини аникланг.

Е ч и ш .  {0; i \ j \  координата текислигида у = х  тен г 
лама хар бир нуктасининг абсциссаси унинг ордината- 
сига тенг булган нукталар  тупламини аниклайди. Б у н 
дай хоссага эга булган нукталарнинг туплами I ва III 
координата бурчакларининг биссектрисаларини ифода
лайди.

Энди чизикнинг унинг (1) тенгламасига  кура  ясаш 
масаласини караймиз.  х,  у координаталарни богловчи 
бирор тенгламанинг текисликда кандай чизикни тасвир 
этишини билиш учун  чизикни ш у  тенгламага  асосла
ниб ясаш керак.  Текисликдаги нукта эса узининг (х, 
у) координаталари билан аникланади .  Шунинг учун ( 1) 
тенгламадаги х  га х и х 2, . . .  ,хп, . . .  киймагларни бер- 
сак,

Fx[ x у) =  0; F2[x 2; у ) = 0 ;  Fn( x n\ у) =, 0 ; . .  . (4)

тенгламалар *осил булади.  Б у  тенгламалардан у нинг 
х нинг хи х 2> . . .  уХП9 . . .  к^йматларига  мос булган у1э 
Уг> • . .  »ул, . . .  кийматларини топамиз,  натижада коорди
наталари ( 1) тенгламани каноатлантирувчи

(•̂ 1 > У1)» (*̂ 2» У2)» • • • »( ***/!> Уя)» • • • (5)

нУКталарга эга буламиз.  Б у  нукгаларни координаталар
сисгемасида ясаб ,  уларни туташ чизик билан бирлаш-
Тирсак, ( 1) тенгламани тасвирловчи чизик ^осил була-
Ди. Бу чизик икки узгарувчили  (1 )  тенгламанинг гра- 
Фиги дейилади.

Ми с о  л. у — х 8 тенглама тасвирлайдиган чизикни  ясанг»

(3)
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Я с а ш. Берилган тенг. |  
ламада .v га . . .  , —3, - 2 |  
- 1 ,  О, 1. 2 ,  3, . . .  кий.’ 

матларни берамиз  ва J  
нинг шунга мос киймат-1 
ларини топамиз.  Б у  кий. 
матларни жадвал  шаклида 

ёзамиз:

X • • • - 3 - 2 - 1 0 1 2 3

У 9 4 1 0 1 4 9
-----

над» (42 ‘ чизма). Тугри 
чизикда ихтиёрий М(х;  у) 
нукта оламиз. У ^олда
j[l0M вектор а вектор 
билан коллинеар  булади.
Дем ак ,  шундай сон t то- 
пяш мумкинки,

f/ ф  =  t £ R  (6)
деб ёзиш мумкин. Бунинг 
аксича, агар бирор М

нукта учун (6 ) муносабат бажарилса,  М 0М  || а булади.  
Демак,  (6 ) муносабат факат а  тугри чизикка тегишли 
М нукталар учунгина бажарилади.  М, М 0 нукталарнинг

радиус-векторлариии мос равишда г; г0 оркали белги-

ласак: г =  ( Ш ,  г0 =  О Ж 0 булиб,  М 0М вектор учун

М0М==г — г0 га эга буламиз.  (6) тенгликдан:

г  =  r 0 +  ta. (7)

ни
чизик 
фй Г И ,  яъни

/ о. о\ (_2* 4), ( — 1» 1)» ^
Н ати ж ад а  . < Л  УЬ v ’ булади Б у  нуктяляп-!(2 ; 4 U ( 3; 9 ) . . .  нукталар *осил оулади.  и У vк ш и д а ,

/о» Л системада жойлаилириб,  уларни силлиш gy тенглама а  тугри чизикнинг векторли тенгламаси 
6\  лан б и р л а ш т и р с а к ,  у  =  х 2 функциянинг гра! дейилади. Бу тенгламадан t  нинг турли кийматларида 

И парабола ^осил булади ( 4 1 - чизма).  а тугри чизикдаги нукталарнинг радиус-векторларини
*осил киламиз; (7) тенгламада  катнашаётган t узга-

н т я м а л а п и  РУвчи параметр дейилади.
2 -§ .  Тугри  чизицнинг т у р л и  те * а* * ** ^  ва ^  нукталарнинг координаталари х ,  у ва х 0,

ту. Уо булса, (7) ни координаталарда ёзиш мумкин, нати- 
Дастлаб  тугри чизикнинг йуналтирувчи вектор.  жада куйидаги тенгламалар я;осил булади:

шунчасига таъриф берамиз параллел ёки шу tvfP ^ ^ H  |  +

чиз1 к « ^ и Т Г а Г « а » - Кв е , 4 у =  у0+ А / (8)

Й^ Н4 К о и Уч и м ? Ктурли Ау с у л л а р ’билан берилиши мУ'!в  тУрРи чизикнинг параметрик тенгламалари дейила-
уч у н  тугри чизик маълум тенгла .

--------- тгпптипыб чикаоам,13И Ш  гаР а тугри чизик координата укларидан бирор-кин. Хар бир зол  учун тугри -------^
га эга булади.  Шу тенгламаларни келтириб чикарамиЧ Ага

1. Т у г р и  ч и з и к н и н г  п а р а  м е т р и к  т е н г л « |  :,аС‘̂ с^ м ( бУ™ аса (яъни а . а ^ О  шарт ба-

п и  а  тугри чизик бирор 10; i; j \  р е п е р г а  нисб», 
р и .  а  \ y t y n  л г  и . у1/ТЯГ1|НИ11Г в а  и у н а л »м а л а  

тан

Уоа р и. i j i p i .  -------, д
узининг бирор М 0(х0\ Уо) нуктасининг ва йуналм 

рувчи а = { а , ;  а2} векторнинг берилиши билан а н и Н р е НгЛамага эга буламиз.  Бундан
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а 2х  — я ,у  +  ( —а2х0 - f  а , у 0) =» 0. (10)

Бу ерда шартга кура а , ,  а 2 нинг камида биттаси нол
дан фаркли,  шу сабабли (10 )  биринчи даражали тенг -  
ламадир.  Бундан эса х;ар кандай тугри чизик биринчи 
даражали  тенглама билан ифодаланади деган му^им 
хулосага келамиз.

М и  с о  л. Af0(5; 2) нукта оркали утувчи ва йунал-

тирувчи вектори а =  (2 ; — 1} булган 
парамегрик тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Масала шартига кура 
•" -

т у г р и  ЧИЗИКНИНГ 

5; у0=  2; а ,  =  2;
а, = (8) ф ормулага  асосан 

л: =  5 +  2/, 
у — 2 — t

тенгламаларга эга буламиз.  Б у  тенгламалар биз изла
гай т у Fpn чизикнинг параметрик тенгламаларидир.

2. И к к и  п у ц т а  о р  к а л  и у т у в ч и  т у г р и  ч и 
з и к  т е н г л а м а с и .  Бизга маълумки, икки нукта ор- 
кали ягона тугри чизик утади.  Ж ,  ва М 2 нукталарнинг 

->■
{0 ; t\ j } системага нисбатан координаталари маълум 
деб фараз  кнлиб,  шу нукталар оркали утувчи тугри 
чизик тенгламасини топайлик.

Айтайлик,  М ^ х ^ ,  у ,) ,  М 2(х 2\ у2) булсин, бу нукта- 
лардан утувчи тугри чизикни а деб  белгилайлик.  а 
тугри чизикда ихтиёрий М (х\  у) нукта оламиз.  У ^ол-
да Л11УИ2= { к2— у 2 — у,} вектор уИ,уИ =  (л: — х, \  у —
— у,} векторга коллинеар булса,  равшанки, М  нукта 
факат  а тугри чизикда ётганда куйидаги муносабат 
уринли булади (IV боб,  2- §, 3- пункт):

м~м=~- 1-лСм>.  ( 11)

б^лса, у ^олда  тугри чизик Оу укка параллел булиб,  
тенглама куйидаги куринишни олади:

х  — х х =  0  ёки х  =  х и

М и  с о  л. ABC  учбурчак учларининг координаталари дерилган:

А(  — 1; 4), 6 ( 11; —5). С (15; 17).
4В ва ВС  томонларнинг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  а) А В  томоннинг тенгламасини тузамиз .  (13) 
формулага кура  топамиз:

х — у — уи х  +  1 у — 4 х +  1 _  у — 4
-5 -11 +  1 - 5 - 4  12 - 9  

4(у — 4); —Зх  — 3 =  4у — 16,

(А  В)

(ВС)

Х*—ХХ У2~ Ух
■ 3 ( * + 1 ) “

4 у +  З х  — 13 =  0.

б) ВС томоннинг тенгламасини тузамиз:
х — 1 1 __у +  5 _ х —11 __ у  +  5 #
15—11 17 +  5 ’ 4 “  22 ’

I I jc— 121 =  2у  4- 10; 2у — 1 U  +  131 = 0 .

3. Т у г р и  ч и з и к н и н г  к о о р д и н а т а  у к л а р и -  
дан к е с г а н  ( а ж р а т г а н )  к е с м а л а р и  б у й и ч а  
т е н г л а м а с и .  а  тугри чизикни аникловчи М , ва  М 2 
нукталар координата уклари Ох  за Оу да ётсин. Аник- 
лик учун М ^а ;  0) нукта О х  укда,  /И2(0; Ь) нукта эса 
Оу укда ётсин ( 4 3 - чизма). Бу ^олда  (13) тенглама 
куйидаги куринишга келади:

х — а у — 0
II Ж 0 — а Ь — О
ТО

Бу ердан,  векторларнинг тенглигига асосан куйидаги- [ ш  
га эга буламиз:

x —x ,  =  t(x2—x x) ва y - y t — t(y2 — у , ) .  ( 12) 

Бундан эса
У г  У,.. (13)

Xi—Xi Уа— У1
(13) тенглама берилган икки нукта оркали утувчи т ^ ' Г !  
ри чизик тенгламаси дейилади.  Б у  тенглама х 2—х ^ [ \ 
ва v2 — y i T^O булганда уринлидир.  Агар x 2 — x t ^ '
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a  b ( 1 4 )

(14) тенглама тугри чизикнинг координата укларида,, 
кесган кесмалар буйича тенгламаси дейилади,  бу ерда 
а ва b лар тугри чизикнинг мос равишда Ох  ва Оу 
укларидан кесган кесмаларидир.

М и  с о  л. Тугри чизик 4 х — Зу — 12 =  0 тенглама 
билан берилган.  Унинг координата уклари билан ке* 
сишган нукталарини топинг.

Е ч и ш .  Кесишиш нукталарининг координаталарпи;: 
топиш учун берилган тугри чизик тенгламасини тугри 
чизикнинг координаталар укларидан ажратган кесма. 
ларга нисбатан тенгламаси (яъни (14)) куринишига кел- 
тирамиз:

Демак ,  берилган тугри чизикнинг координата уклари 
билан кесишиш нукталари Л(3; 0) ва fi(0; — 4) экан.

4. Т у г р и  ч и з и к н и н г  б у р ч а к  к о э ф ф и ц и е н т -  
л и  т е н г л а м а с и .

Т а ъ р и ф .  а  вектор {г; j \  базисда а и а2 коордша-
/7 т

таларга эга булиб а х ф  0 булса,  — — k с о к а  вектор

нинг бурчак коэффициента  дейилади.

Агар а  вектор тугри чизикнинг йуналтирувчи век- 
тори k сон шу тугри чизикнинг бурчак к о э ф ф и ц и е н т  
булса,  шу т$три чизикнинг бурчак  к оэф ф иц иент .]?  
тенгламасини келтириб чикарамиз.  Изланаётган тугри 
чизикнинг битта нуктаси ва бурчак коэффициенти те 
кисликда шу тугри чизикнинг ^олатини тула аник 
лайди. Оу укка параллел тугри чизиклар учун бус 
чак коэффициент мавжуд эмас. Шунинг учун О' 
укка  параллел булмаган а тугри чизик М 0(х0\ Уо) пУк: 
тадан утсин ва k  бурчак  ко эф ф и ц и е н т а  эга булсИ1 
деб фараз  килайлик. (9) дан а х 4* 0 деб  куйидагиш  
*осил киламиз:

у — Уо =  — ( х  — х 0). Таърифга  кура: — =*= k,

демак,
(15

(1«
ёки

У — Уо =  Ь(х — х 0) 

y ^ k x - Y  Ь%
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бу ерда
Ь =  у  о — k x 0.

(16) тенглама тугри чизикнинг бурчак  коэффициептли 
тенгламаси дейилади.

У золда  (13) га асосан у г) ва М 2( х 2\ у2)
нукталар оркали утган тугри чизикнинг бурчак коэф-  
ф и ди ен ти

формула билан аникланади.  Б у  тугри чизик у у к ига 
параллел булмаган золга  тугри келади.

Бурчак коэффициентининг геометрик маъносини 
аниклайлик ( 4 4 - чизма). М^М21\/ учбурчакдан & = t g a  
эканлиги куринади,  бу ерда а бурчак  Ох  укини соат 
стрелкаси йуналишига тескари йуналишда буриб а  т у г 
ри чизик билан устма-уст тушгунга  к аДаР буриш бур- 
чаги, шунинг учун ^ам /г бурчак коэффициенти дейи
лади.

1- м и с о л .  Mj(3; 2 ) ва М 2(4\ 3) нукталар  оркали 
утувчи тугри чизикнинг Ох  уки билан зосил  килган 
бурчагини топинг.

 3  2
Е ч и ш .  (17) формулага  кура: & = ------=  1, бун-

4 — 3
дан ft =  t g a = l .  Д ем а к ,  a =  45°.

2 - м и  с о  л. Ох  уки билан 30° ли бурчак ташкил 
этиб, М г(2; —3) нукта оркали утувчи тугри чизик тенг- 
ламасини тузинг.

Е ч и ш .  Изланаётган тугри чизикнинг бурчак к о э ф 
фициенти k =  tg a =  tg 30° =  —l—  га тенг. (15) тенг-

ул 3
ламага х 0 ^  2; у0 =  —-3  кийматларни куйиб,  куйидаги 
тенгламага эга буламиз:

у +  3 == —-=г (л* — 2)
/ 3

ёки
x ~ K 3 y - ( 2  +  3 | / 3 )  =  0.

5. Б е р и л г а н  н у к т а  о р к а л и  у т и б б е р и л -  
г а н в е к т о р г а  п е р п е н д и к у л я р  б у л г а н  т у г р и  
ч и з и к  т е н г л а м а с и .  Текисликда М ^ х х\ у А) нукта

Ва ^ = { / 4 ;  В ! вектор берилган булсин.  М  нукта орка- 

Ли утиб п векторга перпендикуляр  булган а тугри
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чизик тенгламасини тузиш талаб килинсин. Изланаёт. 
ган а тугри чизикда ётувчи ихтиёрий М[х; у) нуктани 
олайлик.  М  нукта куйидаги шарт бажарилгандагина а 
гугри чизикда ётади:

« . ж 7 уИ =  0, (18)

бу ерда M tM  = [х—х , ;  у — у,}.
Икки векторнинг скаляр купайтмасига асосан

А( х  — Xi)  +  B ( y  — у ,)  =  0 (19)

га эга буламиз.  (19)—берилган нукта оркали утиб,  бе- 
рилган векторга перпендикуляр  булган тугри чизщ

тенгламасини ифодалайди. п вектор тугри чизикнинг 
нормал вектори дейилади.

М и с о л. M t(3; 1) нукта оркали утувчи ва /г =  } — 1;
1) векторга перпендикуляр  булган тугри чизик тенгла
масини тузинг.

Е ч и ш .  Бу ерда  х х =  3, у х =  1, А =  — 1, В  =  1. Бу- 
ларни (19) формулага  куйиб, изланган тугри чизнц 
тенгламасини топамиз:

_ 1(х  — 3) +  1 • (у — 1) =  О
ёки

х  — у  — 2 =  0 .
6. Т у f  р и ч и з и к н и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и .  

Юкоридаги тугри чизик тенгламаларининг барчаси учун 
характерли булган нарса,  бу тенгламанинг биринчи да- 
ражали булишлигидир.  Энди тескари масалани курай- 
лик. ХаР кандай биринчи даражали

Ах  +  Ву  +  С - 0 (20)
тенглама тугри чизикнинг умумий тенгламасини ифо
далайди.  Бу ерда Л, В, С — узгармас коэффициента?  
булиб,  А ёки В дан акалли бири нолдан фарк^и деб 
фараз  килинади.  Умумий тенгламаси билан б е р и л г а н  
тугри чизикнинт координата укларига нисбатан жойла* 
шувида тубандаги доллар  булиши мумкин:

а) агар С =  О, А ф О, В ф  0 булса,  яъни тугри чизиК 
тенгламасида озод ^ ад  булмаса,  тугри чизик коорд11' 
наталар бош идан  утади.

б) Агар /1 =  0, С ф 0., В ф  0 булса,  (2С) тугри чпзиК 
Ох  укига,  агар И =  0; Л ф  0, С Ф 0 булса,  (20) туг? 1 
чизик О у укига параллел  булади.



V-Тугри чизик умумий тенгламасидан бурчак коэффи
ц и е н т  k ни топайлик: k = ~  == а± % демак,  турри чи-

—В а х

зик йуналтирувчи вектори а нинг координаталари 
сифатида — В, А сонларни кабул килиш мумкин, яъни 
умумий тенгламаси билан берилган тугри чизикнинг 
йуналтирувчи вектори сифатида

а  =  А] (21)
векторни олиш мумкин.

1- м  и с о  л.  2х — Зу +  7 « = 0  турри чизикнинг нор
мал векторини курсатинг.

Е ч и ш .  Нормал  векторини я = { Л ;  В\  куринишда из- 
лаймиз. Берилган тугри чизик тенгламасидан: А  =  2;

->
— 3. Шунинг учун  п =  (2; —3).

2 - м и  с о  л. 2х  +  у — 4 =  0 ва х  — у +  1 = 0  турри 
чизикларнинг кесишиш нуктаси оркали утиб,  х  +  у ~
— 5 = 0  турри чизикка перпендикуляр булган тугри 
чизик тенгламасини тузинг.
; Е ч и ш .  Дастлаб  икки тугри чизикнинг кесишиш 

нуктасини топамиз,  бунинг учун кесишиш нуктасининг 
координаталарини х х\ у, деб оламиз. У ^олда

I +  У1 — 4 =  О,
l-^i — У1 Ч- 1 =  О 

системадан jct — 13 у { =  2 ларни топамиз.  Изланаётган

тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори а сифатида л  4 -

+  у — 5 =  0 турри чизикнинг нормал вектори а = | 1 ;  1) 
ни олиш мумкин. У ^олда  изланаётган турри чизик 
тенгламаси

, 1  • (х  — 1) +  1 • (у — 2 ) — 0 ёки х  +  у —- 3 =  О 
куринишда булади.

3“ §. Т ек и сл и кд а  икки турри ч изикн ин г  
у з а р о  ж ой л аш у ви

Текисликда d , ва d 2 тугри чизиклар уш бу  тенгла- 
1а̂ ари билан берилган булсин:

! А хх  В уу -f~ Сх =  0; (22)
d‘> * А^х  -|- В%у -}- =  0 . (23!
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Бу тугри чизикларнинг текисликда узаро жойлашуви. 
ни текшириш учун (22 ) ва (23) тенгламаларни бирга* 
ликда система килиб текшириш керак  (1 боб,  2 - § )% 
Шунга мувофиц dA ва d 2 тугри чизиклар текисликда 
узаро куйидагича жойлашиши мумкин:

а) d x ва d2 тугри чизиклар кесишади. У з ° л да
— (система ягона ечимга эга);

Л  В,
б) d i ва d 2 тугри чизиклар параллел.  Бу  золда

— =  — булади.
Л2 в 2

в) d^ja&ji2 тугри чизиклар устма-уст  т уш ади ,  бу
А\ В\ С,

* олда Г Г с ;
М и с о л .  х  — 4у -Ь 3 =  О ва 2х — у +  5 =  0 тугри чи

зикларнинг текисликда у за Р° кандай жойлашишини 
текширинг.

Е ч и ш .  Берилган тугри чизикларнинг текисликда 
жойлашишини аниклаш учун уш бу

— 4у +  3 =  О,

2х  -  у +  5 =  О
системани текширамиз.  Энди бу тугри чизикларнинг 
кесишиш нуктасини топиш учун бу системани ечамиз, 
чунки изланган нукта бир вактнинг узида берилган 
тугри чизикларнинг з а р  бирида ёгади.  Юкорида аник-
лаганимиздек,  — =£—- булгани учун бу тугри чизик

лар кесишади. Системани ечиб f — у ;  -j] ни топампз.

4 -§ .  Икки г$три чизиц ораси даги  б у р ч а к

Иккита тугри чизик орасидаги бурчакни бу тугри 
чизикларнинг берилган тенгламасига кура  аниклаш ма- 
саласиии курамиз.

d x ва d 2 тугри чизиклар орасидаги 9 бурчак деган- 
да,  бу тугри чизикларнинг йуналтирувчи векторлари 
орасидаги бурчакни тушунамиз  (ср бурчак 0° дан 1^0° 
гача ораликда узгаради).  d x ва d2 тугри чизиклар кУ- 
йидаги умумий куринишдаги  тенгламалари билан Се- 
рилган булсин (45- а чизма):

d , : А хх  +  ВАу  +  С х =  О, 
d-± • А 2 к  -\- В2у  -f- С2 — 0.
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45- о, б  чизма

dx =  [ — Bx\ Л,} вектор d x турри чизикнинг,  d 2 =
— В2\ Л 2| вектор d2 тугри чизикнинг й^налтирувчи 
векторидир (VI боб, 2 -§ ,  6 -пунктга  к аранг).  У ^олда  
-> ->■
dx> d2 векторлар орасидаги ср бурчак таърифига кура 
(dx ва d 2 турри чизиклар орасидаги бурчак)  куйидаги 
формуладан аникланади:

COS ср 
-> 

1̂ * ^2 

K I  • Irfjl

cos (rf, =  

____ (24)

Энди (0; i, j \  системада узларининг

d , : у =  £ ,*  +  £,, 

d2: y  =  k2x +  b2
бурчак коэффициенгли тенгламалари билан берилган 
Ва Оу УККа параллел булмаган d { ва d2 турри чизик
лар орасидаги бурчак  формуласини аниклаймиз. у х ва 
Фз л ар шу турри чизикларнинг О л; укининг мусбаг йу
налиши билан ташкил килган бурчаклари булсин.  Чиз* 
мадан ср =  ср2 — cpt (45* <5 чизма).  Берилган турри чи
зикларнинг бурчак коэффициентлари k x^ t g ^ }\ k2 =* 

булади.  Куйидагига эгамиз:

I  tg  <? «= tg (cp3 -  ср,) =  igft ~ tgf r .
1 +tgCp,-tgCpo-f-tgcpr tgcp2

*8? u tgcp2 лар урнига /гх, k 2 ларни куйиб,
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1 -f- kx • ̂ 2 ^2 — ^1
формулаларни ^осил циламиз.

(26) формула тугри чизиклар перпендикуляр  б у л 
маган ^олда ишлатилади.  (26) ва (27) формулалардан 
k2 =  k x тугри чизикларнинг п а р а л л е л л и к ,
= — 1 тугри чизикларнинг п е р п е н д и к у л я р л и к  
шартлари келиб чикади.

1 - м и с о л. jc +  5у +  9 =  О ва 2х  — Зу +  1 =  0 тугри 
чизицлар орасидаги бурчакни топинг.

Е ч и ш .  (24) формулага кура топамиз:
1 - 2 4 - 5 *  (—3} 2 — 1§

COS ср —  — '— -------— - — ........—  =  ——---- ~  =
/ 1 2 +~52 * / 2 2 • ( - 3 ) 2 / 2 6 - / 1 3

13 ____ 1 _  / 2

/ 2  • 13 / 2  2
Демак,  ср=135°.

2- м и с о л. 2л: — Зу — 7 =  0 ва 4 к — бу +  5 0 туг 
ри чизикларнинг узаро параллеллиги ёки перпендику- 
лярлигини аникланг,

Е ч и ш .  Бу ерда А г— 2, А 2 =  4, В х *=* — 3, В 2 =  — 6.
л, вх г 2 - 3 1 1— ва — нисбатларни солиштирамиз:

Демак,  берилган тугри чизиклар узаро параллел.
3- м и с о  л. 6х  — 2у +  5 =  0 ва 4х  -+ 2у — 7 =  О т уг 

ри чизиклар орасидаги бурчакни аникланг.
Е ч и ш .  Тугри чизиклар орасидаги бурчакни <р деб 

белгилаймиз.  Тугри чизикларнинг берилган тенглама- 
лари’ни уларнинг бурчак коэффициентли тенгламалари 
оркали ифодалаб,  з ар  бир тугри чизикнинг бурчак ко- 
^ффициентини аниклаймиз:

7
у =  — 2х  +  kx — —2 .

У =  З л  +  £2 =  3.

Тугри чизиклар орасидаги бурчак формуласи

tg  ср =  — ------- —
1 +  kxk%

га кура топамиз,
3 + 2  - Зге



46-чизма.

5- §. Н уцтадан тугри  
чизиццача  булган  

м асоф а

-V

{0 ; i\ j)  координата 
системасида d  тугри чи
зик А х  +  By +  С =  0 
тенгламаси билан ва 
M 9i x 0; у0) нукта берилган 
булсин. М 0 нуктадан d 
тугри чизикка перпенди
куляр утказамиз ва у л а р 
нинг кесишган нуктасини

— ►
И билан белгилаймиз (46-чизма) .  НМ 0 векторнинг 
узунлиги Ж 0 нуцтадан d тугри чизиккача булган ма
софа дейилади ва р{М0\ куринишда белгиланади.
-V
п ~ \ А > В \  вектор берилган тугри чизикнинг нормал 
вектори булсин.  Агар М  нукта d  тугри чизикда ётса, 
р(УИ0, d) =» 0 булади.  Агар М  нукта d тугри чизикка

—V --->
тегишли булмаса,  у 5$олда р(М0, d) — \Н М 0 \. Н М 0 ва

п векторлар коллинеар,  чунки п  вектор d  тугрм чи
зикнинг нормали.  Векторларнинг скаляр купайтмасини 
топайлик:

Н М 0 - п =  \ Н М ()\ • ] и  | cos ( Я М 0, я )= ± р (Л 1 о ,  а ? ) - | я | .  (*) 

Агар / Ш 0 ва /г лар  бир хил йуналишда булса, [ Н М 09 

ft) =  0 булиб, cqs( H M 0, п)  =  1 булади,  a r ip  / Ш ь ва п
—>- ->

Карама-карши йуналишда булса,  (НМ0, п)*= 180° бу- 
—> *>■

либ, cos(#/W0, /г) ===== — 1 булади.  Буларни ^исобга ол- 
сак (*) формула куйидаги куринишга  эга булади:

/ л  л  л \  __. 1 Н М  о* ti |)(уИ0, rf) -------------------. (31)

^ н у к т а н и н г  координаталари x, ,  ух булса , /У Л/0={л"0— 
" A'ii Уо—y i |  булади,  И  нукта d тугри чизикка тегиш-



ли булгани учун Лл:1 +  й у 1 +  С =  0 булади.  Бу вак;тда 
скаляр купайтма куйидаги куринишни олади:

H M q-п =  А (х0 -  х , )  +  £ ( у и — у,)  =
=  +  В у о  — ^  +  ^У о  +  (32)

Шу билан бирга | /г | =  -j/Л 2 +  В* эканини назарда тут. 
сак, (31) формула куйидаги куринишни олади:

Р;Л4„, d ) =  И-«о + д Уо+ £ L .  (33)
/ Л 2 +  Я*

(33) берилган УИ0 нуктадан берилган d  тугри чизикка- 
ча булган масофани ^исоблаш формуласидир.

М и  с о  л. А ( 2; 5) нуктадан 6х  +  8у — 5 =  0 тугри 
чизиккача булган масофани топинг.

Е ч и ш .  (33) формулага кура топамиз:
х 0 =  2; у0 =  5; А =  6 ; В — 8; С =  — 5;

/ л  лч 16  • 2  4 -  8  • 5  — 5  | 4 7  , -  -р(Л, d) = --------■ ------------ - =  — =  4,7 бирлик.
/"62 -f 82 10

6 -§ .  Турри ч и з и к л а р  дастаси
Тугри чизиклар дасгаси икки хил булади: кесишув- 

чи турри чизиклар дастаси ва параллел тугри ч и з и к 

лар дастаси.  Агар (22) ва (23) тенгламалар билан и ф о *  

даланувчи тутри чизиклар бирор нуктада кесишса,  у 
нукта оркали утувчи тугри чизиклар кесишувчи тугри 
чизиклар дастасини ташкил килади.  Улар кесишган 
нукта даста маркази дейилади.

Агар (22) ва (23) тугри чизикларнинг йуналтирувчи 
векторлари параллел ёки устма-уст тушса,  у ^олда  шу 
йуналишдаги тугри чизиклар параллел тугри чизиклар 
дастасини ифодалайди.  Кесишувчи турри чизиклар дас- 
тасининг маркази оркали утувчи тугри чизиги куйнда* 
ги тенглама билан аникланади:

а( А хх  - f  В,у  +  Cj) +  $(А2х  +  В2у +  С,) =  0, (34)

бу ерда а ва 8 лар бир вактда нолга тенг булмаган 
^ар  хил кийматларни кабул килади.  Агар кесишувчи 
тугри чизиклар  дастаси марказининг координаталари 
( х 0; Уо) берилган булса ,  у , \олда даста тенгламаси ту* 
бандаги куринишга  эга  булади:

а (Ахх 0 +  £ , у 0 +  С,)  + р(Лах 0 +  В2 уо +  С2) =  0. (й5)

112



М и с о л .  Турри чизиклар x + y - f  1 0 = 0  ва 2 x - 3 y  —
— 5 ^ 0  тенгламалар билан берилган.  Шу тугри чизик- 
лар дастасига тегишли ва М ( \ \ 2 )  нукта оркали утувчи 
т$?ри чизик тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Дастлаб  берилган тугри чизиклардан утув
чи тугри чизиклар дастаси тенгламасини тузамиз:

х  +  у + \ 0  +  Ц2х  -  Зу — 5) =  0. (*)

Бу тугри чизиклар дастасидан М (\;  2) нуктадан утув
чи тугри чизикни ажратиб олишимиз керак.  Биз изла- 
ётган тугри чизик тенгламасини М  нукта координата
лари каноатлантириши керак.  Шунинг учун М  нукта 
координаталарини (*) тенгламага куямиз:

1 +  2 +  10 +  Х;2 . 1 — 3 • 2 -  5) =  0,

| ?' 13 4* X —9) =  0; Х =  | .

Бу кийматни (*) тенгламага куйиб изланаётган тугри 
чизик тенгламасини хосил киламиз:

х  +  У +  1 0 +  ^ ( 2 *  -  З у - 5) = 0 ,
К/

9*  +  9у +  90 +  26* -  39у -  65 =  О,
7х  — бу +  5 =  0.

М а ш к л а р
1. М(1;  4) ва N ( 3; —2) нукталардан утувчи тугри 

чизикнинг бурчак  коэффициентини топинг ва тенглама
сини тузинг.

2. Бурчак  коэффициенти k  =  — 3 булган ва (— 1; 4) 
нуктадан утувчи т^гри чизик тенгламасини тузинг.

3. Куйидаги нукталар жуфтидан утувчи тугри чи
зик тенгламасини тузинг:

а) ( - 2 ;  2) ва (3; 4);
б) (1; 3) ва (0; 5):
в) (1; — 7) ва (3; —3);
г) (0 ; 2) ва (4; 0 ).
4. Координата  укларидан а =  3; й =  2 кесмалар аж- 

ратувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.
5. Куйидаги тугри чизиклар орасидаги бурчакни 

топинг:
1) у =  - 7 х  ва у =  3 л г + 1 1 ; г
2) 3*4-  4у — 3 =  0 ва 4дс +  Зу +  5=М);

8-10 ИЗ



2 4  7  - 1 5  8

6 . Ушбу тугри чизикларнинг параллел эканлигини 
курсатинг.

а) 2х  — 6у +  5 =  0 ва \0х  — ЗОу — 17 =  0;

'  2 5 4 10

7. М (3; 2) нуктадан Зх  +  4у +  4 =  0 тугри чизик- 
кача булган масофани топинг.

8 . 5л: +  Зу — 3 =  0 ва Зх  +  2у +  5 =  0 тугри чизик
ларнинг кесишиш нуктасидан утувчи тугри чизиклар 
дастасига тегишли булган 7 х —Зу +  2 =  0 тугри чизик
ка параллел ва перпендикуляр тугри чизикларнинг 
тенгламаларини тузинг.

9. А (3; —1) нуктадан з ам д а  x - f 4 y  — 5 =  0 ва 2х —
— 5у — 1 =  0 тугри чизикларнинг кесишиш нуктасидан 
утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.

VII б о б

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛАР

Бизга олдинги бобдан маълумки, текисликда тугри 
бурчакли Д екарт  координаталар системасида хар  кан- 
дай биринчи тартибли икки узгарувчили тенглама,  я ъ 
ни А х  +  By С =  0 куринишдаги тенглама (А  ва В 
коэффициентлар бир вактда нолга тенг эмас) тугри чи
зик тенгламасини ифодалайди. Энди иккинчи тартибли 
икки узгарувчили тенгламаларни текширамиз.  Бундай 
тенгламалар билан ифодаланувчи нукталар туплами 
иккинчи тартибли чизиклар дейилади.  Иккинчи тартиб
ли чизикларнинг турлари билан танишамиз.

1 -§ .  Айлана
->•

R  == (0; i\ j )  координаталар системаси берилган бул
син. Бу  системага нисбатан С(а\ Ь) марказли ва R  ра 
диусли айлана тенгламасини тузамиз.  Айлана—берилган  
С(а; Ь) нуктадан R  узокликда ётган текислик нукта- 
ларининг туплами булиши таърифидан фойдаланамиз



а х 

47-чизма.
-J

48-чизма.

(4 7 -чизма), А1(х\ у) — айлананинг ихтиёрий нуктаси 
булса, бу нукта айланада ётади деган шарт МС — R 
тенглик билан ифодаланади.  МС  ни координата шак-  
лида ёзамиз:

ёки
V  (*  — а у +  (у — b)2 =  R  

(х  — а)2 +  (у — b y  — R \ (1)
(1) тенглама маркази С{а\ Ь) нуктада ва радиуси R  га 
тенг айлананинг каноник тенгламасидир.  Агар айлана 
маркази координаталар боши билан устма-уст тушса,  
тенглама куйидаги куринишга эга булади:

x '  +  y ^ R K  (2)
Эгри чизиь; параметрик тенгламалар оркали ^ам бери- 
лиши мумкин. Айтайлик,  М  нукта эгри чизик буйлаб 
^аракатлансин ва бирор t вакгда x  — y{t)\ у =  фЮ К0‘ 
ординаталарга эга булсин. У >;олда

( 3)
у =  W )

тенгламалар системаси эгри чизикнинг параметрик 
тенгламалари,  t эса параметр дейилади.  Масалан,

( * = / ? .  cos t
1 у =  /? • sin t

(4)

Тенгламалар айлананинг параметрик тенгламаларидир.
Агар чизикнинг параметрик тенгламалари маълум 

^Улса, ундан фойдаланиб,  чизикнинг ошкормас кури- 
нищдуги тешламасини келтириб чикарнш мумкин (ош-
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кормас тенглама баъзи лолларда  чизик тенгламасини 
ифодаламаслиги *ам мумкин, бошкача  айтганда чизик- 
ка тегишли булмаган нуктанинг координаталари ош- 
кормас тенгламани каноатлантириши мумкин). Агар (4) 
сисгемадан t параметрни чикарсак,

+  у2 я  Ц*

тенгламага эга буламиз.
М и с о л .  Маркази С ( —1; 1) нуктада,  радиуси 3 бир

лик булган айлана тенгламасини тузинг ва бу айлана- 
ни ясанг.

Е ч и ш .  Шартга кура айлана марказининг координа
талари а  =  — 1; b =  1 ва R  =  3. Берилганларни (1) фор
мулага куйиб, айлана тенгламасини тузамиз: ( х - \ - \ ) 2+  
+  (у — I )2 =  9. Йзланган айлана 48- чизмада тасвирлан- 
г а н.

2 -§ .  Чизицларнинг кесишиш нуцталари, Икки 
айлананинг у з а р о  жойлашуви

Айтайлик,  иккита чизик декарт  координаталар сис
темасида узининг куйидаги  тенгламалари билан берил
ган булсин:

Ь  : У) =  0,
Т2 : У) = 0 - 

Бу чизикларнинг кесишиш нукталарини топиш учун 
куйидаги система ечимга эга булишини текширамиз:

у) =  °-
У) = 0 .

Бу системанинг ечими чизиклар кесишиш нукталари- 
нинг координаталарини ифодалайди.

Колрдинаталар текислигида иккита айлананинг уза
ро жойлашувини текширайлик.  Айланаларнинг радиус- 
лари ва /?2 уларнинг марказлари орасидаги масофа 
k булсин дейлик.  Агар айланалар марказлари О ва 
нуктада (О нуктани координаталар боши ва 0 0 1 нурни 
укнинг мусбат йуналиши деб кабул киламиз) деб *и- 
собласак,  айланалар куйидаги тенгламалар  билан ифо
даланади:

** +  у 3 =  /??.
(х -  ky +  у 5 =  R*. (5)
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Бу айланаларнинг кесишишини аниклаш учун (5) 
тенгламаларни система цилиб ечамиз.  У ^олда  х, у лар
у чун  куйидаги ифодага эга буламиз: jc =  ±
бу ерда

ХУГ +  +  +  ̂  — Ri) .  (6)

Бу формуладан куринадики,  агар R x+ k > R 2, Aft +  /?2>  
y k  ва R 2+ k > R \  булса,  у золда  илдиз остидаги ифо- 
да мусбат булиб,  (5) система иккита ечимга эга б у л а 
ди. Демак,  айланалар иккита нуктада кесишади. Агар 
/?! +  & — R 2] R\ +  R 2 — k\ R2 +  k — R x купайтувчилар- 
дан биттаси нолга тенг булса,  (5) система битта еч и м 
га эга булиб, айланалар узаро уринади.  Агар илдиз 
остидаги бирор купайтувчи мантий булса,  (5) система 
ечимга эга булмайди, яъни айланалар кесишмайди.  
Айтилганлардан куйидаги хулоса келиб  чикади: Агар 
/?1, Ro, k сонлардан бири колган иккитасининг йигин- 
дисидан катта булса,  айланалар кесишмайди; агар улар- 
дан бири колган иккитасининг йигиндисига тенг булса,  
айланалар уринади; агар сонлардан бири колган икки
тасининг йигиндисидан кичик булса,  айланалар иккита 
нуктада кесишади.

3 - §  Эллипс

1 - т а ъ р и ф .  Текисликда ихтиёрий нуктасидан фо- 
куслар деб  аталувчи берилган иккита Ел ва Р2 нукта- 
сигача булган масофалаэ  йигиндиси узгармас  микдорга 

I (2а га) тенг булган барча нукталар туплами эллипс 
Деб аталади (узгармас микдор 2а фокуслар орасидаги 
масофадан кат га деб олинади).

Эллипс тенгламасини тузиш учун координаталар  
системасини тубандагича киритамиз.  Берилган икки 
нУКтани туташтирувчи тугри чизикни абсциссалар уки 
деб кабул к иламиз, координаталар  бошини эса берил-  
ган нукталар уртасида оламиз.  Берилган Fx, F2 фокус-  
лаР орасидаги масофани 2с билан белгилайлик.  У хол-  
^а F2 нукталарнинг координаталари мос равишда

0) ва ( —с; 0) га тенг булади.  Таърифга  кура 2а >  
^  2с ёки а > с .  Эллипснинг ихтиёрий нуктасини УИ(л;У)
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i!x;y)

k  /
, /

F2(-C-o) 0 т  F, (С-О)

49-чизма.

билан белгилайлик (49- 
чизма). М  нуктанинг F] 
ва F 2 фокуслардан ма« 
софаларини унинг фока.г 
радиуслари  дейилади ва 
мос равишда г и г2 билан 
белгиланади,  яъни г , — 
= ?(FUM )  в а г 2= р  (F.Jt А1, 
Эллипснинг таърифнга ку- 
ра р ( Fu  M )- - fp (F 2, Ж) =  
= 2а  ёки

Демак,

/"i +  г 2 =  2 з. 

p ( /ri. М ) + Р ( ^ 2. Ж)  =  2а. (*)
Икки нуцта орасидаги масофани топиш формуласига 
кура:

p(Fit М)  =  I ( x - c ) a +  у2,
(**)

I Р ( / г2. М ) =  V (л +  с )2 +  Уа.

(*). (**)=> У ( х  — с у  +  у* +  У ( х  +  с)2 +  у2 =  2а,
Бу тенгламанинг биринчи дадинн унг томонга утказиб,  
хосил булган тенгламанинг иккала томонини квадрат- 
а кутарамиз:

х 2 +  2сх +  с2 +  у '2 — 4а' — 4а У ( х  — с)2 +  у 2 4- 
+  х 2 — 2сх  +  cz - f  у3,

бундан

2сх  =  4 а 2 — 2сх  — 4а  У  [х  — с у  +  у*

ёки

а У ( х  — с)2 +  уг — а 1 — сх.

Хосил цилинган тенгламанинг дар  иккала томонини 
яна квадратга  кутарамиз:

а2х 2 — 2а2сх  +  а1 с2 +  а 2 у- =  ак — 2 а гсх  +  с2х'\

Бу ифодани ихчамлаштиришдан кейин куйидаги тенг 
ламага эга буламиз:

(а2 — с~)х‘ -Ь а гу2 =  а2 (а 2 — с2).
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Тенгламанинг иккала цис- 
мини а2 (а2 — с2) га булиб,  
цуйидагини *оснл киламиз:

•а у 2
— +  о? а 2—с2

=  1.

а > с  булгани учун.  а2—
— с2 мусбат микдордир,  уни 
b8 билан белгиласак:

Ь2 =  а2 — с \  

юкориДаги тенглама

£ .  +  ^ - = 1  
а‘ №

(ба)

(?)

куринишни олади.
(7 ) тенглама эллипснинг 

каноник тенгламаси дей и 
лади.

Эллипснинг каноник т енг 
ламасига кура ш акл ини тек -  
ширамиз.

1. (7) тенглама билан 
аникланган эллипс коорди
ната укларига  нисбатан сим- 
метрикдир.  Ха^икатан ^ам, 
(х9 у) шу эллипснинг бирор 
нуктаси булса,  яъни л\  у 
сонлар (7 )  тенгламани кано- 
атлантирса,  у вактда (7) 
тенгламада лг, у узгарувчи- 
ларнинг факат  квадратлари 
кагнашгани учун  бу тенг
ламани

/////////у

\

Т

1 0 / f
/ / / / / / / / / 777////)Л

50-чизма.

( —я;  у); (х; - у )  ва ( —х;  —у)

нукталарнинг координаталари *ам каноатлантиради (50- 
а чизма). Шунинг  учун координата Укл а ри эллипснинг 
симметрия у к л аридир.  Симметрия у к ларининг кесиш- 
ган нуктаси 0 (0; 0 ) эллипснинг маркази  дейилади,  фо- 
куелар ётган ук  унинг фокал $ци  дейилади.

2. Эллипснинг координата уклари билан кесишган 
нУКталарини топамиз.  Эллипснинг О х  ук билан кесиш-
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ган нукталарини топиш учун  ушбу тенгламаларни сис
тема килиб ечамиз:

— +  4 -  — 1,
аа Р  (8)
у  =  0 .

( 8 ) системанинг иккинчи тенгламасидан у =  0 ни би
ринчи тенгламасига куйсак,  х = ± а  зосил булади.  
Шундай цилиб, эллипс Ох  уцини Д ( а ;  0) ва Л 2( — а\
0) нукталарда кесади. Шу сингари эллипснинг Оу ук 
билан кесишган 5 , (0 ;  b) ва # 2(0 ; —£) нукталари топи- 
ладм. Эллипснинг координата  уклари (симметрия ук- 
лари) билан кесишган нукталари унинг уялари  д е й и 
лади.  Эллипснинг туртта учи бор. (Чизмада у л а р Л ь А2, 
В и В2 билан белгиланган.)

[Л гЛ 2] кесма ва унинг узунлиги 2а эллипснинг кат-  
та уци,  [ О Д ]  кесма ва унинг узунлиги эса эллипс
нинг катта ярим уци  дейилади.  | В и В2\ кесма ва унинг 
узунлиги 2Ь эллипснинг кияик уки, [ОВА] кесма ва унинг 
узунлиги  b эса эллипснинг кияик ярим уци  дейилади.

Эллипс чегараланган чизик;. (7) тенгламадан кури- 
ниб турибдики,  унинг чап томонидаги ифода доимо 
мусбат булиб, з ар  бир з а д  куйидаги шартни цаноат- 
лантириши керак:

—  < 1; ^ - < 1.я2 Ь'1
бундан

| х | < а ;  \ У \ < Ь .

.Демак,  эллипснинг барча нукталари томонлари 2а,  2b 
булган тугри туртбурчак  ичига жойлашган (50 -6  чиз
ма).

2 - т а ъ р и ф .  Эллипснинг фокуслари орасидаги ма- 
софанинг катта укининг узунлигига  нисбати э л л и п сн и н г  
эксцентриситети дейилади ва у е зарфи оркали бел- 
гиланади:

=  (91
2а а

бу ерда с <  а  =>• 0 < £ < 1 .  Эллипснинг шаклини унинг 
эксцентриситети ёрдамида текшириш кулай.  (6а) дан- 
с* =  а2 — Ь2, у золда

С2 fl2- ^  _ ( ± \ 2
а2 а 2, \  а

бундан
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_ L = / 1  _ е 2.
a

be =>- 1 да — =>* 0 булиб, b кичиклашади ва эллипс 
а

(Ох)  укка кисила боради,  аксинча е =ф- 0 булса,  —  =>
а

*=>- 1 =$>- Ь =  а  булиб,  эллипс айланага якинлаша бора
ди. Хусусий ^олда а  =  b булса,  у айланадан иборат 
булади (50-е  чизма).

1 -м  и с о  л. Катта ярим уки 5 га, кичик ярим уки 3 
га тенг булган эллипснинг каноник тенгламасини ёзинг.

Е ч и ш .  Шартга  кура а =  5, & =  3. (7) формулага 
асосан:

?  +  -  =  *•25 9

2 - м и с о л .  М (0; 3) нукта оркали утувчи,  фокусла- 
ри орасидаги масофа 4 га тенг булган эллипснинг к а 
нонир тенгламасини ёзинг.

Е ч и ш .  Эллипснинг каноник тенгламасини ёзамиз:

& &

Шартга кура  /И(0; 3) нукта эллипсга тегишлидир,  шу-
9нинг учун — = 1 ,  бундан 62 =  9. Энди а2 параметрни

топиш колди: а2 =  Ь2 + с2. с — фокуслар орасидаги ма- 
софанинг ярми булгани учун,  шартга кура с =  2. У
^олда  а 2 =  9 +  4 =  13. Демак ,  — =  1.

13 9
3 - м и с о л .  9 х2 +  16у2 =  144 эллипснинг эксцентри- 

ситетини топинг.
Е ч и ш .  Берилган эллипс тенгламасини каноник ку- 

ринишга келтирамиз:

9 х*+  16у2=  144 ^  1,
16 9

бу ерда а  =  4, 6 =  3, булардан фойдаланиб с ни топа
миз:

с1 — а 2 — ^  =  16 — 9 =  7 => с =  V Т.
Демак.

с ^ 7^ =  —— — ---- .

а 4
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4-§ Гипербола

Т а ъ р и ф .  Ихтиёрий нуктасидан фокуслар  деб  ата- 
лувчи берилган икки F x ва F2 нуктагача булган масо- 
фалар айирмасининг абсолют циймати узгармас мик- 
дор 2а га тенг булган текислш<даги барча нукталар 
туплами гипербола дейилади.  (Узгармас микдор 2а ф о 
куслар орасидаги масофадан (2о дан) кичик деб  оли- 
нади.)

Гипербола тенгламасини келтириб чицариш учун 
белгилашларни, чизмани эллипс булган холдагидек ци- 
либ оламиз (49- чизма).  Гипербола таърифига кура 
\? \Fп М \  — $\F2, УИ || =  2а  ёки

\ У ( х  +  £2) +  У2 — У  (х  — с)2 +  У21 =  2а.

Илдизлардан кутулгандан кейин куйидаги тенгламага 
эга буламиз (илдизларни йукотиш, ихчамлаш, содда- 
лаштириш ^ам олдинги темадагидек бажарилади):

х2 _  у2
а 2 с 2— а 2

1. (*)

Таърифга кура 2 а < 2 с ,  яъни с >  а, шунинг учун с1—
— а* микдор мусбат булади,  сг — а* ифодани Ь2 билан 
белгилаймиз: сг — аг =  Ь2. У ^олда (*) тенглама

X 2 у 2 

Ь2
(Ю)

куринишни олади.  ( 10) тенглама гиперболанинг кано
ник тенгламаси дейилади.  (Фокуслари ординаталар уки*
да ётган гипербола тенгламаси ~ - х-

а 2
1 каби б у 

лади.) Гиперболанинг (10) тенгламасига кура  шаклини 
аниклаймиз.  Бунинг учун гипербола тенгламасида ^ам 
эллипс тенгламаси устида олиб борилган му^окамалар- 
ни такрорлаб  гиперболанинг координаталар  боши,  к о 
ордината укларига нисбатан симмегриклиги аникла- 
нади.

Гипербола Ох  укни 
А х(а\ 0) ва А 2( —а; 0|  
нукталарда кесиб утади 
(51- чизма). Гипербола 
Оу ук билан кесишмайди. 
Хакик^тан ^ а м , ( 10) тенг- 
ламага л ;— 0 ни цуйсак,
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у 1 =  —b l булиб,  бу ифода зациций сонлар сохасида 
уринли булмайди.

, А »  А2 нукталар гиперболанинг уялари , улар  ора
сидаги 2а узунликка  тенг кесма эса унинг х^ациций 
уц* дейилади.

Оу укда  5(0 ;  — Ь) ва В(0; Ь) нукталарни белгила- 
сак, В х дан B L гача булган 2Ь узунликдаги  кесма ги
перболанинг мав^ум Щи  дейилади.  

fcArao  А1(х\ у) нукта гиперболада  ётса, унинг тенг- 
ламасидан \ х \ % а  эканини курамиз.  Бундан \ х \ = ± а  
тугри чизиклар билан чегараланган — а < л г < я  соха- 
да гиперболанинг нукталари мавж уд  эмаслиги келиб 
чикади. ( 10) тенгламани у га нисбатан ечамиз:

у =  ±  —  V  х* — а*- (1 0
а

Бу ердан х  узгарувчи а дан + о о  гача ортганда з ам да  
—а  дан — оо гача камайганда у ордината 0 дан + о о  
гача усиши куринади.  Д ем а к ,  гипербола икки кисмдан 
иборат булиб, улар  гиперболанинг тармоцлара  дейи
лади.

Гиперболанинг бир (унг) тармоги х > а я р и м  текис
ликда, иккинчи (чап)  тармоги х  < —а  ярим текислик
да жойлашган.

Гипербола у =  ± — л; тенгламалар билан аникла-
а

нувчи иккита асимптотага эга ( 5 1 - чизма).
(Агар чексиз тармокка эга булган эгри чизикнинг 

нуктаси шу чизик буйлаб заракатланиб борганида унинг 
d тугри чизиккача булган масофаси нолга интилса, d 
тугри чизик текис  чизикнинг асимптотаси  дейилади.)

Агар а =  Ь (ярим уклари тенг) булса,  гипербола 
тенг томонли  дейилади.

X  ̂ V L--------- —  =  1 тенгламада  а =  Ь булганда:а2 №

—  — — =  1 ёки х 2 — у2 =  а2. ( 12)
а* а*

Тенг томонли гипербола асимптоталарининг тенгла- 
малари у =  *,  у =  — д: булиб,  улар  орасидаги бурчак 
90° га тенг булади.  (Уларнинг бири Ох  ук билан 45° 
ли, иккинчиси 135° ли бурчак ташкил килади.)

Координата укларини —45° га бурсак,  Оу ук У3®*^ 
асимптота билан,  Ох  ук  эса у = » ~ х  асимптота билан
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Ус ма.уст тушиб,  асимпготалар я н ги  координата укла- 
бУлиб цолади.  Бу  янги у к л а р д а  х* — у * а2 тенг 

то<онли гипербола анча содда: х у  =  а куринишда ифо- 
да^апади.

Хацикатан зам ,  ( 12) тенгламага
X =  х '  COS а — у'  Sin а,
у  =  x ' s i n a  +  у ' COS а

ал 1аилириш формулаларини татбик этамиз.  Бу ерда 
a ^ ^45°.  У ^олда

c0s45° +  у' sin 45° )2 — ( —дс' sin 45° +  у ' cos 45°) =  a 2,

( Ч - ^ + Ч - 4 - ( Я - у - Ч - 4 = ^

Y  (xri +  2х'у '  +  у'*) - (у'1 -  2 х у  +  х ' 3) =  а2,

2х 'у '  =  а \
, ,  а* х ' у  =  —
’  2

е1<н ■*' ва у '  ларни л:, у  лар  оркали,  ни эса би-

^  с оркали белгиласак,  х у  =  с куриниш даги  тенгла* 
Га 'эга буламиз.

КЩ
ЦеЧт 
Ъ а

^ ипербола фокуслари орасидаги масофанинг ^аки- 
^Кининг узунлигига  нисбати гиперболанинг экс-
Риситети дейилади.  О датда  эксцентриситет е

Рфи билан белгиланади:
2с с 

*  “  2а ~~ а  ‘

Э[1 ьРИфдан, гипербола эксцентриситети 1 дан катта 
келиб чикади.

^ с ц е н т р и с и т е т  гипербола шаклини аниклашда му*
1)оль уйнайди. Хакикатан ^ам, е = —  дан с =  еа,

а

б У^и ь2 =  с2 — а2 га куйсак,  Ь2 =  а2(е2 — 1) ёки —  =
_ _  ___________ __  л

 ̂ ег — I булиб,  бундан куринадики,  эксцентриситет
6 ^ а1*чалик кичик,  яъни е -> 1 булса,  —  шунчалик

а

КИ^И1с, яъни - - > 0  булади (бу ерда а узгармайди деб

Фа Ьа§ цилинади) ва гипербола узининг ^акикий у ^ ига 
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сикилган булади,  аксинча е катталашиб борса,  —
а

цатталашиб, гипербола тармоклари кенгайиб боради 
( [ 8 ]).

1 - м и с о л .  Гиперболанинг дацикий уки 18 га, фо- 
, куслари орасидаги масофа 24 га тенг булса, унинг ка 

ноник тенгламасини тузинг.
Е ч и ш .  Шартга кура  2а =  18 =ф> а =  9 ва 2с =  24 =>- 

=> с =  12. Энди b2 ни топамиз:
Ь2 — сг — а 2 =  !44 — 8 ! =  63.

Демак ,

81 63
х3- у-  =  \ .

X в V22 - м и с о л .  ~  =  1 гипербола тенгламаси берил

ган. Гиперболанинг ^акикий ва мав^ум ярим укларини, 
фокусларини. эксцентриситетини аникланг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламада а2 = 2 5 ,  62 =  16, д е 
мак а =  5; 6 =  4; с2 =  а 2 +  Ь2 =  25 +  16 =  41, бундан

В  с =  ±  VA4l;  /4 (1 /4 1 ;  0); F2( - V l I; 0).

Эпди е ни аниклаймиз:
с V"41
а 5

у2
3 - м и с о л .  — — ^  =  1 гипербола асимптоталарининг

тенгламаларини тузинг.
Е ч и ш .  Берилган тенгламада а 2 =  5, Ь2 =  20, бун

дан

а =  У  5; А =  2 / 5 :
А Ь ЬАсимптота тенгламалари у =  — х ;  у = --------х  лар*

а а
2 V  Ь

га топилганларни куямиз.  Д емак ,  у =  — *  ёки у =
V 5

=  2л:. у =  _ 2-ХАд; ёки у = —2х.
V5

4 - м и с о л .  Гиперболанинг каноник тенгламаси б е 
рилган:



Бу гиперболанинг зациций ва мавзум ярим укларини, 
эксцентриситетини, фокусларини, учларини топинг’ 
асимптоталари тенгламаларини тузинг.

Е ч и ш .  Берилишига кура: а =  3; b =  УТ.  Демак,

с* =  а2 +  Ь2\ с =  ± 1 / 9  +  7 =  ± 4 ,

эксцентриситет:
с 4

£ =  с = — .
а  3

Гипербола фокуслари:

Л ( 4 ;  0 ); Fа( —4; 0 ).

Гипербола учлари:
Л(3;_0) А \ - 3; 0)j_

5 (0 ;  V 7); Д'(0;  -  ^ 7 ) .  

Асимптоталари тенгламалари:

F T  / 7
у =  — •*; у — V *

5-§ .  П арабола

Т а ъ р и ф .  Парабола деб шундай нукталарнинг туп- 
ламига айтиладики,  бу нукталарнинг з а р  биридан фо
кус деб  аталувчи берилган нуктагача булган масофа 
директриса деб  аталувчи берилган тугри чизиццача 
булган масофага тенгдир.

Берилган нукта параболанинг фокуси,  берилган туг
ри чизик эса параболанинг директрисаси дейилади.  Бе- 
рилган нукта берилган тугри чизикда ётмайди деб  оли- 
нади.

Параболанинг фокусини 
F, директрисасини d  билан, 
фокусдан директрисагача 
масофани р  билан белгилай- 
миз. Парабола тенгламаси
ни таърифидан фойдаланиб 
келтириб чикарамиз.  Бунинг 
учун координаталар сис
темасини тубандагича кири- 
тамиз.  F. нуктадан утувчи

126

1



ва d тугри чизикка перпендикуляр  тугри чизикни абс- 
ц ис сал ар  у к и деб кабул киламиз. Абсциссалар укининг 
^ тугри чизиц билан кесишган нуктаси L булсин.  Ор- 
динаталар укини \FL] кесманинг уртасидан утказамиз  
(52- чизма).

Бу  ^олда  директриса х = — —• тенгламага,  F  ф о 

кус зса (— ; 0) координаталарга эга булади.  М  (х\  у)
V ^ J

—параболанинг ихтиёрий нуктаси булсин.  М  нукта 
параболада ётади деган шарт (парабола таърифига к у 
ра) куйидаги тенглик оркали ифодаланади:

Р ( К ,  М )  =  р ( М ,  F). (* )

Икки нукта орасидаги масофани топиш формуласидан 
фойдалансак,  куйидагига  эга буламиз:| (><1
I  р ( л ,  /=>— ] / " ( * - у ) ' + у * .

I  (*); ( * * ) = > [ x - f f  +  y* =  ( x  +  f  J a; 

кавсларни очиб ихчамлаймиз,  натижада

ёки
у2 ** 2рх.  (13)

(13) тенглама параболанинг каноник  тенгламаси дейи
лади. Парабола шаклини унинг (13) тенгламасига кура 
текширамиз. у2> - 0  ва р  >  0 булгани учун (13) тенг
ламада х ^ О  булиши керак.  Бундан эса (13) тенглама 
билан ифодаланувчи параболанинг барча нукталари унг 
ярим текисликда жойлашганлиги келиб чикади.

х  =  0 да (13) «г- у =  0 булиб, парабола ксордината- 
лар бошидан утади.  Координаталар боши параболанинг 
Учи дейилади.  л: нинг х;ар бир л* >  0 кийматига у нинг 
И1Цоралари карама-карши, аммо абсолют микдорлари 
Тенг булган киймати мос келади,  Бундан эса парабо
ланинг Ох  укига нисбатан симмегрик жойлашганлиги 
кУринади. Шунинг  учун Ох  уки параболанинг сим-
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53-чизма.

метрия у^и дейилади.  (13) 
тенгламадан куринадики,  х  
ортиб бориши билан у зам  
ортиб боради.  Д емак ,  юко- 
ридаги хоссаларга кура  па
раболанинг шаклини 53- 
чизмадагидек тасаввур ки- 
лиш мумкин. Агар парабо- 
лалар координаталар  систе- 
масига нисбатан 54 а , б, в- 
чизмалардагидек жойлашса,  
уларнинг тенгламалари мос 
равишда х 2 =  2ру\  у2 =  
= —2рх\  х'А=*—2ру  к у р и 
нишда булади.

1- м и с о л .  у2 =  4л* па
рабола берилган.  П арабола
нинг шундай нуктасини то-  
пингки, ундан фокусигача 
булган масофа 1 га  тенг 
булсин.

Е ч и ш .  Шартга кура

2 / ? = 4  =  1. Демак ,  па-
54*д, б, в чизма,

рабола фокуси F  (1; 0) нукта да жойлашган.  Айтайлик 
М  (х ; у)  — параболанинг биз излаётган нуктаси бул- 
син. Шартга кура бу нуктадан фокусгача  булган м0- 
софа 1 га тенг.  Изланаётган нуктанинг х ,  у коорд15ИЯ‘ 
таларини топиш учун куйидаги тенгламалар система* 
сини тузамиз:
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I (X —- 1 )2 +  У2 =  1,
I ya =  4*.

Бу системани ечамиз:
(x  — l )2 +  4x  =  1 =>- л 2 — 2x  +  l -j, 4 X _  i ^

=>- x 2 +  2x  +  1 =  1 => {x +  1 )a =  i 
x  +  1 =  ±  1; x  =  0 .

у  >$олда у =  4 я  =  4 - 0  =  0. Д е м а к ,  параболанинг фо- 
кусидан 1 бирлик масофада ётувчи  нуктаси (0 ; 0 ) б^-  
либ, у параболанинг учидир.

2 - м и  с о  л. я +  4 =  0 тугри чизик ва F (— 2; 0) нук
тадан бир хил узокликда  жойлаш ган  нукталар  геомет- 
рик урнининг тенгламасини тузинг .

Е ч и ш .  К{*,  у) — биз излаёттаи  геометрик урин* 
нинг ихтиёрий нуктаси булсин.  И к к и нукта орасидаги 
масофа формуласига асосан: | F K \ = V  (х  2)* +  у2. Ма- 
сала шартига кура л : +  4 =  0 тугри чизик К(х,  у) н ук 
тадан | KF\  =  | х  +  4 | масофада булади.  Шунинг учун»

(х +  2 )2 +  у3 = х а +  8х  +  16 =ф- у 2 — 4 х  — 12 =  0. 

Бундан

Бу эса Ох  укига нисбатан симметрик булган парабола 
тенгламасидир.

3 -м  и с о л .  у =  а х 2 +  b x  +  с парабола тенгламасини 
координаталар системасини алмаш тириш  билан кано
ник куринишга келтиринг.

Е ч и ш .  у =  а х г +  Ьх +  с ифодада  шакл алмаштириш 
бажарамиз:

V ( x  +  2 y +  у2 =  х  +  4

ёки

у2 =  4 х + \ 2  ёки х = — у2 — 3 .
4

ь2
4а2’

Маштириш формуласини кулласак,

( Ь2 \
(£ — — ) координаталарни ал- 

Кулласак,
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Y =  aX~ ёки X 2 =  —  Y формулага эга буламц3а
Агар —  =  2/? десак,  Х г =  2рУ формулага  эга буламиз.

6 -§ .  Эллипс ва гиперболанинг директрисалари

Т а ъ р и ф .  Эллипс (гипербола) нинг катта (фокал)
укига перпендикуляр ва марказидан —  масофада ун.

е
га симметрик утган иккита тугри чизик эллипс (гипер
бола) нинг директрисалари  дейилади.  F x ва F2 ф0. 
кусларга  мос директрисалар  таърифга кура d x: х  —
-----—= 0 ,  d2: х  +  —  =  О тенгламаларга эга булади.  Бу

е е
ерда а — эллипс (гипербола) нинг катта (закикий)
ярим уки,  е — эксцентриситети.  (Баъзан буларни мос
равишда унг ва чап директрисалар деб зам аталади.)
Эллипс учун е < 1 ,  бундан — > а ,  гипербола учун е>

е

>  1, бундан —  <  а .  Бу ердан эллипснинг зам ,  гипер- 
е

боланинг зам  директрисалари уларни кесмаслиги ку- 
ринади (55- а ,  б чизмалар).
- Эллипс (гипербола) нинг директрисалари учун ку
йидаги м улозаза  уринлидир.  Эллипс (гипербола) нинг 
ихтиёрий нуктасидан фокусгача  булган масофанинг 
уша нуктадан шу фокусга  мос директрисасигача бул
ган масофага нисбати узгармас  микдор булиб,  эллипс 
(гипербола) нинг эксцентриситетига тенг булади.  (Бу 
мулозазанинг  исботини курсимиз талаб килмагани учун 
келтириб утирмаймиз.)
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М я с о  л. Агар л =  +6 тугри чизиклар катта уки Ю 
гз тенг булган эллипснинг директрисалари булса, шу 
эллипснинг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Масала шартига кура 2а=10=>а = 5, яъни
+ Л- — ±6, бундан —  =  6, аммо е =  — , у *олда — = 
х е е а с
=̂6 ёки

£==^ = 4-1- 
6 6 6

Эллипс учун
Р  1 .2 п5 625 900 -  625 275

Зб зь 36 •
Л2 . У8 -Демак, э л л и п с н и н г  изланаетган тенгламаси ±  +

куринишда булади.

25 275
5б

7-§. Иккинчи тартибли чизикнинг умумий 
тенгламасини каноник куринишга келтириш

Бирор тугри бурчакли декарт координаталар систе
масида координаталари
а,,*2 +  2аиху +  апу* + 2а, йх +  2а.20у +  а00 =  0 (14)

тенгламани каноатлантирувчи текислик нукталарининг 
геометрик урни иккинчи тартибли чизик дейилади. 
Бунда atj коэффициентлар ^акикий сонлардан иборат 
булиб, ап , а12, а22 коэффициентлардан ^еч булмаганда 
биттаси нолдан фаркли булади.

Иккинчи тартибли чизик назариясининг асосий ма- 
салаларидан бири унинг умумий тенгламасини каноник 
куринишга келтириш масаласи ^исобланади. Иккинчи 
тартиб|и чизик тенгламасини соддалаштириш икки бос- 
Кичдан иборат:

1) к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м а с и н и  б у р и ш  
еРДамида соддалаштириш. Агар иккинчи тартибли чи- 
3нК бирор R  турри бурчакли координаталар сисгема- 
СиДа (14) тенглама билан берилган булса, у ^олда бу 
|;0ординаталар системасини буриш ёрдамида шундай 
ИР /?' тугри бурчакли координаталар системасига утиш 

^Умкинки, у сисгемада чизик уз тенгламасида узга- 
Р>ьчилар купайтмасини, яъни лу ни сакламайди (бу



боскнч а „ф О  йлл.ииладя). Бунинг учун ут„д
формулалари (5- 0 * ^

X COS а у' sin а,
у  ^--c 's lna  +  ycosa  0 )

дан х, у ларни С 1' 4) га кЭДсак ва ухшаш *адларни их. 
чамласак (14) т^ Глама Я  координаталар системасида 
цуйидаги курини 0311,1 олади:
a'nx's+  2а’пх'у' ^  аъУи +  а̂\ох> +  2а2оУ' +  а 'оо ~  °> (16) 

бу ерда
а = а и cos2^ ^ °22cos а sin а + а22 sin2а, 
а' =  — a sir  ̂^ Cos а + а>2 cos2 а — а,2 sin2 а -f- 

12 + a 22s irnacosa-
а = а sin** - 2 a 12sin«cosa + a2Jcos4 (17)
a l- a ]\  cos« +  a* °sina’
„• = - a , 0sl(i a  +  a» cos“ ’'20 ~ i0 

aoo*
/174 белгилаш л0 Р Яан кУринадики, (16) тенгламадагн (W )  оелгилашл ^ ициентлар ( Н )  тенгламадаги Дш
All. ^10» 9̂9juju . л.1<л^Рга ва а бурчакка боглик, шунинг 
а22 коэффици , нинг камида бири нолдан фарч-
билан бирга а у  и 2 2 * ^

лппп биринчи тартибли тенгламага эга б ла* ли, акс золда 0 г к
миз.’*  ̂ чякни**г Ихти^Рийлигилан фойдаланиб, уни

a „<• оламизки, натижада (16) тенгламадагишундай танлао
коэффнциен1* " олга те“ г бУж “ “ :

gin a cos a + a 12 COS2 a — a 19 Sin2 a +av) =  —
+ a j jS in a ^ ® * 88 “  (au cos a + ai2 sin <*) sin а +

22 _|~ (fl*1 COS a +  a21 sin a) C0S a =  0
ёки

a co<g Sin а _  fl2, COS a + # 2 2  sin g ĵg)
U C0S a sin a

Bv нисбатни 6»*Pap ^ га тенглаб> Уни куйидаги кури* 
нишда ёзиш мУмКИн<

I ^  -  Ц cos a +  я 12 sin a == 0, ^ 9)
я 12со$a ■+ (a22 — sin a — 0.
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gy система бир жинсли, шунинг учун унинг детерми- 
н‘аНти нолга тенг, яъни

— А. а 12 ^  у
#21 #22 —

Маълумки,
Х2 — ( а м + а з ^  + а ц ^ г -  ®Ь ) ” 0 (20)

б^лгандагина система нолдан фаркли ечимга эга була
ди. (20) тенглама (14) чизикнинг характеристик тенг- 
ламаси дейилади. (20) тенгламанинг дискриминанта:

£> =  (а „  + anf  — 4 (а „а и — а,2)а =
= («и -  а22)2 +  К 2 > 0.

Демак, (20) тенгламанинг X, ва Х2 илдизлари турли ва 
хакикийдир. (18) дан

I a,, cos а -f а 12 sin а =  Х cos а,
\ а21 cos а -f- а22 sin а =  Xsln а 

тенгликларни ёза оламиз. Уларнинг дар бирини cosa=^
Ф0 га булиб (агар cos а = 0 булса, а =  — булиб, а12 =/ 2
= 0 булади) ушбуни досил киламиз:

Ig a  (22)
1̂2  ̂— 2̂2

(22) муносабатга навбат билан (20) характеристик тенг
ламанинг Хи Х2 илдизларини цуямиз:

tg a |= X_LZ^li; (g «2 =  (23)
а \ 2  а 12

(23) формулалардан фойдаланиб а =  а, бурчакни аник* 
лаб, R координаталар системасини шу а, бурчакка бу- 
Риш билан янги R' координаталар системасига утиш 
мУмкинки, бу системага нисбатан (14) тенглама содда- 
лашиб куйидаги курйнишга келади:

Х,л'2 +  2 +  2а'юх' +  2а'20у' -|- а00 =  0. (24)

;̂ гаР берилган (14) тенгламада a )0 =  a20 =  0 булса, у 
Аа a\Q — а2о —  ̂ булиб, (16) тенглама куйидаги ку- 

:,1нцшни олади:
^1*'“ +  Х2у '2 -f &ои = 0. (25)
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Шундай к и л и б , координаталар системасини бу; , 
ёрдамида (14) тенгламани (24) куринишдаги тенгл;-  ̂
га к е л т и р д и к .  (24) куринишдаги тенгламани янада и 
далаштириш учун координаталар бошини кучирищ; 
фойдаланамиз:

2) к о о р д и н а т а л а р  б о ш и н и  к у ч и р и ш  и у ;, 
билан иккинчи тартибли чизик тенгламасини соддал;  ̂
тириш (бу ^олда /?' координаталар системасининг 
лари йуналишини узгартирмасдан, координаталар бо< 
шини бошца нуктага кучирамиз, яъни R" координата- 
лар системасига утамиз).

Иккинчи тартибли чизикнинг тенгламаси (24) кури, 
нишда булсин. (20) характеристик тенгламанинг илдиз. 
лари X, ва Х2 эса бир вактда нолга тенг булмасин. Ь*у- 
йидаги доллар булиш и мумкин:

0, Xq 0 Cl̂ ĈL22 ) ^  0.
Бу ^олда (24) тенгламада куйидагича шакл алматти- 
риш бажарамиз:

2

х' + '10
/  +

бу ерда аоо = а' 00

+  2̂ 
/2 '2

деб

CLc.t

4* tfoo — о,

белгилаймиз. Тубан*
даги шакл алмаштиришни бажарамиз:

10* +  —\ \ Г  '  * V 
У ^олда R" координаталар системасида эгри чизик КУ* 
йидаги тенгламага эга булади:

X 2 -f~ Х2 Y2 а,0 =  0, (26)

бу ерда 0 ' -- 20

А, Х2 ' '  1 00 
каноник куринишда ёзиш мумкин

А'2 . у 2

; агар булса, (26) ни

+ 1, (*)

Шундай килиб, R  координаталар системасида (14) 
теНглама билан берилган иккинчи тартибли чизикнинг 
характеристик тенгламаси илдизлари X, ва Х2 нолга 
тенг булмаса, у ^олда чизик куйидаги чизиклардан 
бирортасини ифодалайди. Юкоридаги (*), (**) форму- 
1аларга кура чизикларнинг каноник тенгламасини ту- 
бандзги жадвалда ифодалаймиз:

"оо £voo
Х2

агар а*00 =  0 булса, унинг каноник к^риниши тубанДа' 
гича булади:

Y 2 V 2

(**)

! »№ К х,2
а00 Каноник тенгламаси Чизикнинг номи

1
*+* +

+
X2 уз

2 +  Г~ =  1а г bi Э л л и п с

2 + ~h + х2 у* 
а 2 ^  b2 ^ Мав.\ум эллипс

3 + +
0 X 2 у 2 

—  +  —  — 0 а2 ^  Ь2
Нуцта (кесишув

чи мав^ум турри 
чизиклар жуфти)

4 +  j
^ 0

х2 уз 
&  ~  =  ± 1 Гипербола

5 +
+

0
л:2 уз 
а 2 ~~ Ь2 ~  °

Кесишувчи тут- 
ри чизиклар жуф- 
ги

“Ffr- * ~ 1 у"л / ~10
5у ^олда (24) тенгламани куйидагича ёзиш мумкин,

У' +
20 X' —

'2 1 *20 - Т - - * 
Л2

00

. 2 1 ^ 0  1 1

+  2аш
v \ > 

Куйидаги координата алмаштириш формуласи
'2 ^

*20* Т

0.

*20 ' ■> — а00
2а10

а20

К, Чулласак, (24) тенгламадан чизикнинг R" даги ка 
Н°ник тенгламаси келиб чикади:
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Х2У 2 +  2a'wX  =  0; К 2 =  -  2 ^ - Х .  (2 ?)х2
Агар Ь2 =  0; а'20̂ 0  булса, у *олда (24) нинг куришь

/
Алл

ши тубандагича булади: А 2 =  —2 —  К. Шундай кили
агар X, => 0 булиб, а'10 ф  0 булса ёки Х2 — 0 булиб, я',.=4 
Ф  0 булса, у долда (14) тенглама параболани ифодалар 
экан.

в) X, = 0, <з'0 = 0. Бу долда

(24) =* Х2( / + ^ )  +  < ,- - ^  =  0.
С* 2

ад0— ~  ни а"00 билан белгиласак ва куйидагича ко-
Х2

ордината алмаштириш формуласи

ни кулласак, (24) тенглама R" координаталар система
сида куйидаги куринишни олади:

//
г 2 -f = о. (28)

Х2
// //

Ялл 0̂0 оБунда, агар---< 0  булса ва уни —  =  — о2 деб бел-
Х2 Х2

гиласак, (28) ни цуйидагича ёзамиз:
К2 — а2 = 0 =ф> Г - а - 0 ;  Г + а  =  0. (29)

Демак, чизик дар хил параллел тугри чизиклар жуф- 

тига ажралади, агар —  > 0  булса, яъни —  = а? булса, 
у *олда

г 2 +  а2 =  о =*> У + at =  0; Y — ai = 0 (30)
булади. Бу ^олда чизик мав^ум параллел тугри чизиК' 
лар жуфтига ажралади. Агар а"0 = 0 булса,

(28)=> Г 2 =  0=>- К = 0 ;  Г  = 0 (з1)
булади. Бу ^олда чизик устма-уст тушувчи тугри 
зиклар жуфтини ифодалайди. Шундай килиб, I 1 '
13'э



тепглама куйидаги 9 та чизицдан биттаеини ифода-
j\2l ЙДИ*

|1 ) эллипс; 2) гипербола; 3) парабола; 4) кесишувчи 
тугри чизиклар жуфти; 5) зар хил параллел тугри чи
зиклар жуфти; 6) устма-уст тушувчи тугри чизиклар 
ясуфти; 7) мав^ум э л л и п с ; 8 ) мав^ум кесишувчи тугри 
чизиклар жуфти; 9) мав^ум параллел тугри чизиклар 
$уфти.

I  8- §. Иккинчи тартибли чизицни умумий 
|  тенгламасига кура ясаш

I  Фараз килайлик, R тугри бурчакли координата сис- 
темасида иккинчи тартибли чизик умумий тенгламаси
F(x% У)=^11^2+2^,2^у+Л22У2+2а1ох + а20У+а00=О (32)
билан берилган булсин. Олдинги темадаги умумий 
тенгламани каноник куринишга келтиришга асосан чи
зикнинг нукталарини ясаш мумкин, Бунияг учун ту- 
бандагиларни бажарамиз:
11) X2 — [ап + а22) X + апа22 — =  0 характеристик 

тенгламани ёзиб, тенгламанинг илдизларини топамиз;
I 2) текисликни О нукта атрофида а бурчакка бур- 

гапда R координаталар системасидан R' координаталар 
системаси зосил булади. Буриш бурчагининг каттали- 
гини топамиз:

# 20  =  —  « ю  Sin а а 20 COS а

формулалар буйича а[0, а20 коэффициентларни зисоб- 
лаймиз ва R' координаталар системасидаги чизикнинг

2̂>’/2 + 2 а[0х' +  2а'20у '  +  а оо — 0 (33)
тенгламасини тузамиз;

4) (33) тенгламадан координаталар бошини О' нук- 
тага кучириш ёрдамида эгри чизикнинг R" координа
талар системасидаги каноник тенгламасини зосил ки- 
^амиз.

 ̂ •
л + tg2 <*'

tg «

3) aio = а 10 cos а +  а 20 Sin а,



5) Аввал R ' координаталар системаси, кейин R" к0ч 
ординаталар системаси чизилади ва чизик канону 
тенгламасига кура ясалади.

1-мисол. Ушбу л:2 — 8л:у +  7_у2-j-5 л: — бу + 7 q 
чизик тенгламасини соддалаштиринг.

Е ч и ш .  1) характеристик тенгламани тузиб, унинг 
илдизларини аниклаймиз:

Х2-8Х-9==0; \  = 9; Х2= -1 ;
2) координаталар системасини буриш керак булган 

бурчакнинг кийматини топамиз:
о 2 1tg а =  — 2; s in a  = --- — ; COS а =  —

в У 5 |/5
Бу ердаги а ни жадвалдан топилади. Координата укла- 
ридаги векторлар куйидагича булади:

1 2 -+ т? 2 - f . 1 ->
* /5" * |/*5 7 в  /5  У5 У’

3) коэффициентларни аниклаймиз (3-банддаги фор- 
мулага кура)

17 , 4 
аю — y j i  а20-К 5-.

Булардан фойдаланиб, янги координаталар системаси- 
та нисбатан куйидаги тенгламани тузамиз:

9л'3 -  у'* +  2 • х' +  2 • ~  У  +  7 = 0;

4) координаталар бошини О' нуктага кучириш нули 
билан тенглама шаклини узгартирамиз:

Натижада тубандаги тенгламага эга буламиз:

+  о '(____ 1L-. — )
34 34 ’ \ 9 / Ь  ’ V 5  Г  
81 9

Демак, чизик гиперболадан иборат экан (56-чизма).
2- м и с о л. х2 — 2ху + у2 — 3jc — 4у +  2 = 0 эгрн чи* 

зик тенгламасини соддалаштиринг.
Е ч и ш .  1) характеристик тенглама тузиб, унинг 

илдизларини аниклаймиз:
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56-чизма. 57-чизма.

I2 —  2Х =  0; Х1 = 0; >2 =  2.

2) координата укларини буриш керак булган бур- 
чакнинг кийматини топамиз:

tgf а =  1; COS а =  s in a  =  ~ L- ;
5 /2 V  2

1 . 1 . -т? 1 , 1 -*
№  l==W l + 7fr' /==~ F f J + 7 r /;

3) коэффициентларни анщлаймиз:
1 , 1

aio j/2 ’ а'20 V2
2у,2+ ^ = х '

у/2 V 2
у' +  2 = О

ёки

',2 +  - L ^ - - L y ' 4-l = 0; 1 /2 /2
4) координаталар бошини О' нуцтага кучириш йу- 

ли билан тенгламани соддалаштирамиз:

В  [y' ~ v T i + 7 i ( x'+ 7 k ) ~ 0'
бУндан Y2 = ---L  Х\ 0 '(--- — ; — —\ тенгламага эга
бх / 2  \ 4 / 7  2/57
°Уламиз.

Демак, чизик параболадан иборат экан (57-чизма)
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3- М И СО Л. X 2 — 6 r y j
+ 9у2- 2 *  + 6у + 1 i  Q 
чизик тенгламасини сод, 
далаштиринг.

Е ч и ш .  Берилган тенг, 
ламани тубандагича ёзищ 
мумкин:
(л: — 3у )2 — 2{х — Зу) -l 

+ 1 = 0 
х — Зу =  1 ёки

Бундан куринадики, берилган эгри чизик; устма-уст ту. 
шувчи тугри чизиклар жуфтига ажралади (58- чизма).

9-§. Иккинчи тартибли чизикларнинг татбици

Осмон жисмларининг заракат траекториялари иккин
чи тартибли чизиклар ёрдамида урганилади, чунки 
планеталар Куёш атрофида эллиптик орбиталар буйлаб, 
куёш системасидаги кометалар эса ёки эллипс, ёки ги
пербола, ёки парабола буйлаб заракатланадилар.

Шунингдек, техникада кривошип-шатун механизма 
да, шатуннинг уртасида ётувчи нукта траекториясини 
текширсак, эллипс буйича заракатланади, автомобиль 
фарасининг кесими парабола шаклида ишланади. Уму- 
ман айтганда, иккинчи тартибли чизиклар назарняси 
амалиёт ва техцикада кенг кулланилади. Мисоллар ку- 
райлик.

1-мисол. Ер Куёш атрофида эллипс буйича апла- 
нади. КУ^ш эса бу эллипснинг фокусларидан бирида 
туради. Ер орбитасининг катта уки 2а=30000000( км.
Орбитанинг эксцентриситети е = ^  га тенг. Ер орби

тасининг маркази Куёшдан канча масофада ётади? Ку- 
ёшдан Ергача энг киска масофа (декабрда) энг катта 
масофадан (июнда) канча кичик?

Е ч и ш .  Масала шартига кура 2а =  ЗОООСОООО км* 
бундан а =  150000000 км.

1) Ер орбитасининг маркази Куёшдан канча масо
фада ётишини аниклаш учун марказдан фокусгача ма* 
софасини топсак етарли, чунки Куёш унинг фокусла- 
ридан бирида жойлашган, аниклик учун F t да ж II*

58-чизма.
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лашган булсин (59- чизма). Эксцентриситет таърифига 
асосан:

с .е = —, бу ердан с = а • е.
а

с =  150000 000 • -I « 2  500 ООО.
60

Ер орбитасининг маркази Куёшдан 2500000 км масо- 
фада экан.

2) Куёшдан Ергача эцг кисца масофани, яъни F iA l 
ни топамиз:

F XAX - а  — с =  150000000 — 2500000- 147 500000 км.
Энг катта масофани, яъни A2F X ни топамиз.
A2F\ r a + c =  150 000 000 + 2 500 000 -  152 500 000 км.
Куёшдан ергача энг цисца масофа энг катта масофадан 
Канча кичик эканини топамиз. Агар бу масофани р де- 
сак, куйидагига эга буламиз:

Р=Л2/Г1—F tAx =  152 500 000 — 147 500 000 -  5 0С0 000 км.
2-мисол.  Автомобиль фонарининг кесими парабола 

формае и да булиб, унинг диамегри 20 см, чукурлиги
10 см. Парабола фокусицинг координаталарини топинг.

Е ч и ш .  F  фокусдан параболанинг учигача булган 
^асофани топиш учун парабола тенгламасини тузамиз. 
^°ордидаталар системасини шундай танлаб оламизки, 
Ф0 •арнинг симметрия уци Ох ук билан, учи эса коор- 
Динаталар боши билан устма-усг тушеин (60- чизма).
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Бу *олда парабола тенгламасини у2 = 2рх (*) курц. 
нишда излаймиз. Танлаб олинган координаталар сисге. 
масида параболага тегишли нуктанинг координаталари 
(10; 10) булади. Бу нуктанинг координаталарини 
тенгламага куйсак:

Ю2 =  2р . 10
булиб, бундан /7 =  5 га эга буламиз. Демак, парабола, 
нинг фокуси 0J нуктада булади.

Ма ш к лар

1. Маркази С( —1; 4) нуктада булиб, А(3; 5) нуь;. 
тадан утувчи айлана тенгламасини тузинг.

2. Айлана (х — З,2 + (у + 5)2 =  16 тенглама билан 
берилган. А (3; 1); 5(2; 3); С(3; —9); D {0; 3) нукталар 
берилган айланага тегишлими?

3. Айлананинг тенгламаси х2 + у2 — 8х — 10у —8 = О 
булса, унинг маркази координаталарини ва радиуси 
узунлигини топинг.

4. Иккита айлана л2+ у2 = 16 ва л 2+ у2~12ж+11=0 
тенгламалар билан берилган. Ш у айланалар марказлари 
орасидаги масофани топинг.

5. Эллипснинг фокуслари орасидаги масофа 6 см, 
унинг кичик уки 8 см га тенг. Эллипснинг каноник 
тенгламасини тузинг ва эксцентриситетини топинг.

6. Эксцентриситети е = булган ва А(5]/3; 3) нук- |
5

тадан утувчи эллипснинг тенгламасини тузинг.
у2

7* — -\— =1 эллипсда фокал радиусларининг айир- 
25 9

маси 8 га тенг булган нуктани топинг.
8. М нукта F (2; 0) нуктага х = 9 тутри чизикка 

Караганда 3 марта якин туриб заракат килади. М  нук
танинг ^аракат траекториясини топинг.

9. 5л:2 — 4у2 = 20 гиперболанинг ярим укларини, экс
центриситетини ва фокусларининг координаталарини 
топинг. /И( —4; V\5) нуктадаги фокал р а д и у с л а р и н и н г  

узунликларини топинг.
10. Асимптотаси у = ТУГРИ чизикдан иборат

ва (3; 1) нуктадан утувчи гиперболанинг т е н г л а м а с и н и  
тузинг.

11. Гиперболанинг дирекгрисалари орасидаги масофа
142

g r&v фокуслари орасидаги масофа 12 га тенг. Гипер
болами1' тенгламасини тузинг.

12.\у*=12л; парабола фокусининг координаталарини 
топинг ва директрисасининг тенгламасини тузинг.

13. Директрисасининг тенгламаси х = —3 ва фокуси 
f(  1; 0) булган параболанинг тенгламасини тузинг.

14. Учи\ (5; 4) нуктада, уки Ох укига параллел ва 
(4; 2) нуктадан утувчи параболанинг тенгламасини ту
зинг ва графигини ясанг.

15. Коордкнаталар бошини параллел кучириш ёрда- 
мида куйидаги, эгри чизик тенгламаларини соддалаш- 
тиринг: \1 / v _ с: ,2

а)(- ^ ~  ~ ( У - 3 ) 2= 1;

б) (л: +  2)2 = 16 + 4(у — 4)2;
в) (х — 3)2«==-*7(у + 4).
18. х(х — 6) -f 4у(у — 3) — 3 =  0 эгри чизик тенгла

масини каноник куринишга келтиринг ва к^ндай чизик 
тенгламаси эканини аникланг.

17. ху =  2 гипербола тенгламасини каноник кури- 
кишга келтирилсин.

18. х2 —• 9у3 -f- 2х +  36у — 44== 0 тенглама кандай 
эгри чизикни тасвирлашини аникланг ва уни соддалаш- 
тиринг.

19. Куйидаги эгри чизик тенгламаларини каноник 
куринишга келтиринг:

а) 14у2+24А-у +  2 1 л г- 4 у+  18л-139 =  0;
б) 25к2 +  \0ху +  у2 = 1;
в) 9 л:2 +  16>2 = 20л: — НО у + 24лу + 50.

VIII боб

ФАЗОДА ТЕКИСЛИКЛАР ВА  ТУГРИ  ЧИЗИКЛАР

1 §. Текисликнинг берилиш усуллари

м г кандай текислик фазода узининг бирор
 ̂ oU0; У0; z0) нуктасининг ва нормалининг берилиши 
илан тула аникланади. Текисликка перпендикуляр бул-

Ган п¥*0 вектор текисликнинг нормали дейилади. Те-
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кислик тенгламасини ™ Р иб чи*<аРиш УЧУН 
к о о р д и н а т а л а р  систе ^ асин;1 таилаймиз. А, В, С/лар 
н о р м а  л нин г шу Си с т ^ маДа™  координаталари, х/, у0, ?о 
л а р  эса П текислик нуктасининг шу сис/емадаги
к о о р д и н а т а л а р и  б у л ^ н .  Ж ( х ;  у ;  2)-ф азон^г ихтиё- 
рий нуктаси булсин • У долда уИ нукта /7 текислик ка
тегишли булиши у ч У н М>^вектор п век/орга пер
пендикуляр булиши, яъни М йМ-п=--0 (уларнинг ска
ляр купайтмаси нол г*а тенг) булитн зарур ва етарли.
ДУИ вектор [ х - * 0 » У~Уо\ г ~ го\ координаталарга 
эга булгани учун:

М ^М -п=А{х— *'$> +В{У~Уо ) +  C(z — z0) =  0. 

Демак, П  текислик ихтиёрий М  нуктасининг коорди- 
наталари

Л (х _ ; с 0) +  ^ ( у - у 0) +  С ( г - г 0) = 0 (1)

тенгламани каноатл#^тиРади*
Пф  О булгани у * У н А* + В* +  С *Ф  0. Энди аксинча 

(1) тенгламанинг *аР Нандаи у „  г, ечими П текис 
ликнинг бирор нуН^асини аниклашини исботлаиипз. 
Хакикатан *ам, Ж , W a *.■ У1» *i координаталарга
эга булсин, у *олда вектор [х^-хд у - у 0; г,-
—20j координаталар1*3 fra булади _ва (1) муносабат
уринли булгани уч/« вект°Р  п векторга перпен-
,,икул яр ̂ булади. инг бирор М 0(х0, у0, г 0) нуктаси
нинг' ва текисликка параллел булган иккита ноколли-
неар р =  |а„ р,. 7t). Р- ^  векторларнинг бе
рилиши билан аниклэнади. Текисликда ихтиерии М(х,
у, z) нуктани олсаК- М ^М вект0Р Р< Ч векторлар би- 
кан компланар бул^ и* Демак, бу векторлар чизикли

боглик булио, бундан улар
нинг координаталаридан ту* 
зилган учинчи тартибли Де*
терминантнинг нолга teHf

61-чизма.

булиши келиб читали ( 1# 
чизма). Куйидагига эгамиз:

М 0М =^{х — х0] у — у 0; г -  гО/»
р = к ’1» ill*
q — {а2, р2» Та}• 

у ^олда Ю1к)рида айтилганига кура куйидаги тенгла- 
:,а ^осил булади:

'о У -  Уо z -  г°
P i T i =  0 . (2 )

Р2 Т 2

Аксинча, бу шарт бажарилса, М  нукта /7 текисликка 
тегишли булади. Демак, (2 ) П  текисликнинг тенглама- 
сидир. Бу тенглама берилган нуктадан утиб, берилган 
ноколлинеар икки векторга параллел булган текислик
нинг тенгламаси деб аталади.

Текисликнинг параметрик тенгламаларини ^осил ки

ли ш учун уИ0Ж , р, q векторларнинг бир текисликда 
ётишига эътибор берамнз, демак, улар чизикли боглик- 
дир, яъни

М^М. = tp + nq, t, n^R , (3)
бу ерда t} п сонлар параметрлардир, (3) дан:

X Xq -j“
У = Уо + Pl  ̂+  Р2Я4

2  =  2o +  7 l*  +  T2«. (4 )
(4)—-текисликнинг параметрик тенгламалари дейилади, 

3. Уч нуктадан утувчи текислик тенгламасини кел- 
тириб чикарамиз. Бир текисликда ётмаган учта нукта 
текисликнинг вазиятини тула аниклайди. Айтайлик, уч 
та М,(хи уи г,)\ М 2(х2, у2, z2); М ъ(хъ, у3, г9) нукта 
прилган булсин.

->■ —->• —>
Агар М 0 =  М и р — M tM 2, q = M xM 3 деб олиб,

_^
[X i—X il  у 2— У 1 i « ! — « , } ,  М ,М 3= \ х з- х ,;  Уз— у ,, 

3 ^ } булишини дисобга олсак, (2) тенглама куйи» 
даги куринишни олади:

л; — х<
Х‘ х 1

Я о  —  Х л

У — У1 
У‘2 -  У1 

Уз - У 1

=  0 .

10- 10
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(5)
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Бу уч нуцтадан утувчи текислик тенгламасис)0н
иборатдир.

4. Текислик узининг координата укларид^н кесган 
кесмалари а, b, с ларнинг берилиши билан ац-икланиц  ̂
*ам мумкин. Айтайлик, текислик координаталар боши„ 
дан утмасин *амда Ох, Оу, Oz укларини ^ос равищдд 
УИ,(а, 0, 0); ТИ2(0, b, 0); М 3(0, 0, с) нукталарда кессин, 
У ^олда (5) тенглама куйидаги куринишни олади:

' х — а у z
— а b 0 =  0,
— а 0 с

бу ердан куйидаги тенгламани ^осил киламиз:
х I У 1 2 1— +  f  +  -  =  i.  6)а b с ’

(§)—текисликнинг координата уцллридан ажратган 
кесмалари буйича тенгламаси дейилади.

Текисликнинг юкорида куриб чикилган тенгламала
ри биринчи даражали булиб,

Ах + By  +  Cz + D  =  0 (7)
куринишга эга булади. Шунинг учун (7) куринишдаги 
тенглама текисликнинг умумий тенгламаси дейилади. 
Бунда Л, В, С лар бир вактда нолга тенг эмас. Текис
ликнинг умумий тенгламасига кура унинг координата 
укларига нисбатан жойлашуви тугрисида фикр юритиш 
мумкин:

а) агар D  =  0 булса, (7) текислик координаталар 
бошидан утади (62- а чизма).

б) агар Л =  0 булса, (7) текислик Ох укига парал- 
лел, (62-б чизма). В  = 0  булса, Оу укига параллел, 
С =  0 булса, Oz укига параллел булади. Худди шун
дай, куйидаги ^олларни куриш мумкин:

Л =  0ч==>Я || (Ох), Д =  0  =  0<=^пэ (0х);
В  =  0 || (Оу), В  =  D -  С<==^Пз  (Оу);

С =  || (Ог), С = D  =  0-ф=>/7э {Oz (62-е чизма)*
в) агар Л = 5  =  0, С=£ 0 булса, Л\\(хОу). Хусу

сий ^олда D= 0 булса, z = 0, яъни хОу текислик тенг
ламасига эга буламиз. Шунга ухшаш, х = а тенгла- 
ма уО г текисликка параллел /7 текисликни ифодалаи* 
ди. х = 0 тенглама у Oz текисликни ифодалайди. У 
эса /71| (xOz) текисликни, у *= 0 эса л:Ог текисликни 
ифодалайди.
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; 62-*г, б, в чизма.

Щмисол.  М (2; —3.
4) нукта оркали утувчи
ва л = {1; — 1; 4} векторга 
перпендикуляр текислик 
тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Маълумки, берилган М х(хи уи г г) нукта
дан утиб, берилган п= (А , В , С } векторга перпендику
ляр булган текисликнинг тенгламаси

А{х -  * ,) +  В  [у - у ,) + С(г — г,) = О
куринишга эга. Масала шартидан:

== 2; y t =  3; zx =  4;
А  = 1; Я — — 1; С — 4.

Буларни юкоридаги тенгламага куйиб, изланган текис
лик тенгламасини ^осил киламиз:

1(* -  2) — 1 • (у +  3) + 4(г -  4) =  0 ^
— у — 3 +  4г — 16 = 0=> jc — у +  4г — 21 = 0.

_ —у
2-мисол. Текислик Л (2; 2; 3) нуктадан утиб, р =

I  . —>-

2j; q =  {2; 4; 3} векторларга параллел булсин. 
ЩУ текисликнинг умумий тенгламасини тузинг.

Ечиш.  Берилганларни (2) тенглама билан солиш- 
‘иРиб, куйидагиларни аниклаймиз:

^0 =  2 ; Уо ~  2; го=  3,
=  1 ; 8, =  2 ; Tt =  1 .

«а =  2 ; ?2 =  4: Тг =  3.
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Натижада бу *ол учун (2) детерминант куйидаги 
ринишда булади:

х — 2 у — 2 г — 3
1 2 1 = 0 .
2 4 3

Учинчи тартибли детерминантни ^исобласак, изланган 
текиеликнинг умумий тенгламасига эга буламиз:

х — у + z — 3 =* 0.
3-м и со л. 2х +  Зу — 52 — 30 = 0 текислик берил

ган. Бу текиеликнинг координата уклари билан кеси
шиш нук'галарининг координаталарини топинг.

Е ч и ш .  Текиеликнинг берилган тенгламасини унинг 
координата у к л а р и д а н  кесган кесмалари буйича тенг
ламаси куринишига келтирамиз:

а)

ёки

2х , Зу 5 г __ j
30 30 ~~30

* +  2. + £ в 1 .
15 10 б

Демак, текислик Ох укини (15; 0; 0), Оу укини (0; 10;
0), Oz укини (0, 0; —6) нукталарда кесади.

2- §. Фазода иккита ва учга текиеликнинг узаро 
жойлашуви

1. Айтайлик, декарг координаталар системасида Ни
кита П х ва П 2 текислик узларининг тенгламалари би
лан берилган булсин:

Я , : AjX + В Ау -J- Схг +  D x =  0, (8)
/72: А.х -f- В 2у +  C2z -f- Р 2 — 0. (8 1

Бу икки текиеликнинг узаро жойлашувида куйид^гИ 
доллар булиши мумкин:

а) текисликлар тугри чизик буйича кесишади;
б) текисликлар узаро параллел (умумий нуктага эга 

эмас);
в) текисликлар устма-уст тушади;

(63-а, б, в чизма». Бу доллар кандай шартлар баЖа 
рилганда юз бермшини билиш учун П и П2 ларй1
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б)

^фодаловчи тенгламалар 
слстем’Циии текшириш ке- 
рак. Бунинг учун куйидаги 
^тридалаг^ни тузамиз:

I A SSX / \  С'
\Л2 В2 С2 

^
\Л2 В 2 С2 D2

д матрицанинг рангини г 
билан, Л* матрицанинг ран
гини г* билан белгилайлик.
Юкоридаги .%олларнинг юз 
беришини караймиз.

а) агар текисликлар ке- 
сишеа, система биргаликда 
булади, яъни /7, ва Г12 те
кисликлар умумий нуктага 
эга булиб, бир тугри чизик 
буйлаб кесишади, бунда 
/•=/■* =  2 булади;

б) П х ва /72 текисликлар 
параллел булса, Л* = ХЛ2,
В{=КВ2, Сх = ХС2 бажарила- 
ди а̂[мда г *=2; г=1 булади.

в) текисликлар устма-уст тушеа, Л ^ Х Л з ,  В Х*=*\В2> 
С4 «= ХС2э D t « X D 2 булиб, г =  г * = 1  булади.

2. Айтайлик, декарт координаталар системасида уч 
та текислик узининг тенгламалари билан берилган бул
син;

/71 г Л ^  +  В,у + Cxz +  D x =* 0, (9)
/72: Л2х + /?2у С2г + ^2 ** 0» (10)

 ̂ : Л3л + В ъу -j- Съг +  D% — б, (11)
БУ учта текиеликнинг фазода узаро жойлашувида 8 та 
\ол руй бериши мумкин (64-чизма):

1) учта текислик битта умумий нуктага эга (64- а 
чизма);

2) текисликлар жуфт-жуфт кесишади, аммо умумий 
У т̂ага эга эмас (64- б чизма);

о) Учта текислик битта тугри чизик буйича кесиша-
(64-е чизма);
4) иккита текислик узаро параллел булиб, учинчи 

Киелик уларни кесади (64- г чизма);
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€4-а, б, в, z, д, е, ж ,  з чизма.

5) учга текислик узаро параллел жойлашган 6jMa* 
ди (64- д чизма);

6) иккита текислик устма-усг тушади ва учинчи те' 
кислик уларни кесади (64-£ чизма);

7) иккита текислик устма-уст тушади ва учинчи те 
кислик уларга параллел булади (64-ж  чизма);

8) учала текислик ^ам устма-уст тушади (64-з чи 
ма).
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Бу холлардан кайси бири юз беришини билиш учун 
I J , П2, Л . текисликларни ифодаловчи тенгламалар сис- 
те'масини текшириш керак (бу ^ам матрицалар ёрдами- 

текширилади).
ДОисол. 2л; +  у = 5; х + 3 г  =  16 ва 5у — z =  10 

текисликларнинг узаро жойлашишини аниь;ланг.
Е ч и ш .  Бу текисликларнинг кесишиш-кесишмасли- 

гини аниклаш учун куйидаги системанинг ечимини то
памиз:

(2х +  у =  5, 
л; +  Зг =  16,
5у — z — 10.

Системани ечиш учун куйидаги детерминантларни ту
замиз ва уларни ^исоблаймиз:

2 1 0
1 0 3 
0 5 — 1

=  2 0 . 3 
5 -1

1 3
О -1 30 +  1 =  -  29;

=  5 0 3 116 3
5 -1 110 -1

\  =

5 1 О 
16 0 3 
10 5 -1

= — 75+ 46 =  - 2 9 ; 
2 5 0 
1 16 3 
О 10 -1

=  2 16 3 — 5 1 3
10 -1 0 -1

92 +  5 =  -87 ;
2 1 5

А,- 1 0 16 
0 5 10

==2 0 16 
5 10 — 1 5 

5 10 -  160+15 =  — 145,

х —  —
—29
-29

y = i v = ^
Л -29

= 1.
=  3,

Де

А, -145 5
А -29

Мак. текисликлар (1; 3; 5) нуцтада кесишади.
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65-чизма.

3-§. Икки текислик 
орасидаги бурчак

Фазода декарт координата* 
лар системасида кесишувчй 
икки текислик узининг тенг* 
ламалари билан берилган бул- 
син:

П 1: Ахх +  В ху + Cxz -f- 
+ D 1== 0, (12)

П2 г А 2х  В 2у “Ь C2z -f
D 2 = 0. (13)

Икки текислик кесишганда туртта икки ёцли бурчак 
^осил булиб, улардан узаро вертикал булганлари тенг 
булади (65-чизма). Демак, иккита я;ар хил бурчак ко
сил булиб, буларнинг бири иккинчисини тулдиради. 
Шунинг учун шу икки бурчакдан бирини топиш етар- 
лидир. Бу иккита икки ё^ли бурчакдан бирининг чи-

->■

зикли бурчаги берилган текисликларнинг п1 =  [Ах\ Вх\
С j) ва п2 =  {Л2; В 2\ С2\ нормал векторлари орасидаги 
бурчакка тенг булади. Пх ва П2 орасидаги бурчакни ср 
десак,

cos ср =  cos (пи п2) П\ * П-2 (14)

еки

cos ср = cos (пи п2)=

IЛ11 • I л21 

А{А2 4- В ХВ 2 4- С1С2

Y  а \ В[+С\у А\ + Bl+Cl
(14) формуладан хусусий ^олда иккита текисликнинг 
перпендикулярлик шарти келиб чи^ади: П] ва П2 те- 
кисликлар перпендикуляр булиши учун со$<р=0, яъни 

—>• '->■

/г1-/г2 =  0ёки АхА2 + В ХВ 2 + СХС2 =  0 булиши керак. 
Икки текисликнинг параллеллик шартлари эса цуйида- 
гича ифодаланади:

Л) ! В̂  ! С\—А2 • В 2 • С2, (15)

Ми со л. Берилган 2х + Зу — 2 +  2 = 0  ва х + У ^  
+ 5г — 1= 0  текисликлар орасидаги бурчакни топинг.
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Ечиш.  Икки текислик орасидаги бурчак форму
лой

Демак, берилган икки текислик узаР ° перпендикуляр 
экан.

4-§. Нуцтадан текисликкача булган масофа

Фазода декарт координаталар системасида М 0(хо' 
Уо, z0) цукта ва П : А х + By  +  Сг +  D  = 0 текислик 
берилган булсин. М 0 нуктадан текисликкача булган 
масофани ^исоблаш талаб килинсин. Бунинг учун бе
рилган УИ0 нуктадан текисликка туширилган перпенди- 
кулярнинг асосини Н  билан белгилаймиз (66-чизма).
9(Н,М0) =  р{М0, П) биз излаётган масофа булади. Те
кисликнинг нормал век-

Л  =  1, 5 2= 1, С2 = 5.
Буларни юкоридаги формулага куямиз:

2- 1 + 3 . 1 - 1  -5cos <р =
/ 2*+3» -1- (-1 )2 /  12 4- 12 + 52

2+ 3 — 5 О
/ 4  + 9 + 1 /1  + 1 + 25 /  14 -/27 

cos 9 = 0: ср =

тори п = [А ,В , С] ни ут-
_>

казамиз. Н М 0 вектор п 
векторга коллинеар.

НМъ ва п векторларнинг 
С|<аляр купайтмасини то
памиз;

66-чизма*



НМ 0-п=~\НМ0\-\ п\ - cos {Н~М0, )Г)=р(Ж0, П)\п \ •( + !) 
Бундан

р(Ж0, t f ) _ i ™ k * L . ( 16)
П

(16) формулани координаталарда ифодалаймиз. Айтай. 
лик, Н  нуктанинг координаталари x t, у,, г , булсин. у 
^олда

И М г п =  А(х0 —- хх) + B (y 0- y i)  + C{Z0—zx) =
=  Ах 0 +  5у0 +■ Сг0 — (Лл^ + Вуу +  Сгхк

И  нукта берилган текисликда ётгани учун Л ^  + Ву,-}.
+  Ce, +  D =  0 булади, бундан эса Н М 0-п=Ах0-{-Ву0-\. 
+  Сг0 +  D.

п =  / Л2 В 2 +  С2 эканини эътиборга олсак,
I А-Хр + -fiyp + Czо + D |

/  Л2+ В 3 + С2
р(/И0, Я ) (17 )

формулага эга буламиз. Бу формула берилган нукта
дан текисликкача булган масофани ^исоблаш форму- 
•ласидир.

Ми сол. УИ(3; — 2; 1) нуктадан Зх+ бу—5г-)-2=0 
текисликкача булган масофани топинг.

Е ч и ш .  Берилишига кура:
*о = 3 ; У0 =  — 2; г0 =  1;

Л = 3; 5 = 6; С =  -  5; D =  2,
Буларни (17) формулага куямиз, у *олда

[ 3 . 3 +  6-(— 2) +  (-5 )-1  -Ь 2 I _  6 .
/32+62 + (_5)2

р(М, П)
/70

d =  —— бирлик, 
/70

5-§. Тугри чизицнинг берилиш усуллари

Тугри чизикка параллел булган ^ар кандай вектор 
илу тугри чизикнинг ауналтирувш вектори. дейилаД11,
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1. Тугри Ч И З И К  узи- 
НЙНГ бирор УИ0(ХП; у0; г0) 
нуктаси ва шу турри чи- 
зикнинг йуналтирувчи

зектори I  =  \1̂ \ /2; /3} 
нИнг берилиши билан 
аникланади (67- чизма). 
XyFpn чизикнинг ихтиё
рий М(х\ у ; 2) нуктасини 

>

олайлик; Af0/Vf ва / век
торлар коллинеар булгани 
учун:

а С м  =  t • / (<€«)• (18)

О М о«г0, 07И=*гдесак х;амда М 0М  — ОМ—ОМ0 ни 
рсобга олсак, (18) ни куйидагича ёзиш мумкин:

г = гп + tl. (19)
(19) тенглама тугри чизикнинг векторли тенгламаси
деб агалади. М 0М= \х—х0\ у — у0; z—zq\ ва (Ю ) дан 
^уйидагини ёзиш мумкин:

х — х0 4- l\t%
У =  Уо +  (2)
2 = 20 + /3<.

(20) куринишдаги тенгламалар системаси т^гри чизик
нинг параметрик тенгламалари дейилади.

2. (20) тенгламадан параметр t ни чикариб,
х — *о ___ У ~~ Уо_* (21)

/| /а /з
куринишдаги тенгламага эга буламиз. Бу турри чизик
нинг каноник тенгламалари дейилади.

3. Иккита М х(хх\ у и zx) ва М 2(х2; у2; «а) нукта ор- 
Кали утувчи тугри чизикнинг тенгламаси

Х-Х\  и  У — У1 _ * — ( 22)  
*a-*i у2— У1 *2— *i 

кУринишда ифодаланади (бу тенглама биринчи пункт- 
Даг« М 0 нукта урнига М  ва /= Л Ш а деб олинса, (18)
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муносабатдан келиб чи. 
кади). (22) ни куйидагц! 
ча >;ам ёзиш мумкин:

*  = *1 +  (*2 — *1 )t%
У “ У.+(Уг  — У*) .̂ 

г = г, + (г2 — 2 ,)<. (23)
(23) тенгламалар систе. 
маси параметрик кури- 
нишдаги тенгламадир.

4. Тугри чизик иккц.
68-чизма. та Я , ва Пя текислик-

ларнинг кесишиш чизищ 
сифатида >̂ ам берилиши мумкин, яъни rf=/7,f)/72l бу 
ерда

/7 ,: Ахх -f- В^у -(- C ẑ -f- Dx —  О, 
/72: А2х -f- В 2у + C2z +  D 2 =  0. (24)

Бу тенгламалар системаси Л , : В х : СЛФ  А.,: В2: С2 шарт 
бажарилганда тугри чизицни аниклайди (68- чизма).

1-м и со л. (1; 4; 3) нуктадан утган ва йуналтирув-
чи вектори /={2; 3; 1} булган тугри чизик тенгламасини 
тузинг.

Е ч и ш .  (21) тенгламадан фойдаланамиз. Масала 
шаргига кура:

•*о “  Уо “  4; 20 =  3, =  2; /2; =  3; /3 = 1.
У ^олда изланаётган тугри чизик тенгламаси куйида- 
г и ч с! булади:

х — 1 _  у — 4__z — 3
2 ~~ 3 1

2-ми со л. А (—3; 1; 2) ва £(8; —2; 5) нукталардан 
утувчи тугри чизик тенгламаларини тузинг.

Е ч и ш .  Берилган икки нуктадан утувчи тугри чи
зик тенгламаси

*  — *1 _  У — У \ _ _ г — г \
*2-Х\ У2-У1 *2-*1

куринишда булиб, унга Л, 5 нукталарнинг координа
таларини куйсак,

* + 3 у — I = * -  2 
8 + 3 - 2 - 1  ~  5 - 2
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Ty|tpH чизик тенгламаларига эга буламиз.

6-§. Т^гри чизиц ва текисликнинг узаро 
жойлашуви. Турри чизик ва текислик 
орасидаги бурчак

Айтайлик, I тугри чизик R — |0; г; у) декарт коор- 
инаталар системасига нисбатан узининг

енгламаси билан берилган булсин. Тугри чизик билан 
екисликнинг, узаро жойлашувини текшириш учун (25) 
даги х, у, г ларнинг кийматларини (26) га куйиб, сод- 
;алаштирсак. тубацдаги t га нисбатан тенглама з̂ осил 
булади:

(̂ 4/1 +  B l2 +  Cl3)t +  (Ах0 +  Ву0 Сг0 +  D) — 0.
Бу тенгламани текширамиз. Бунда куйидаги доллар 
булиши мумкин:

1) агар Л^+.в/з+С/з^О булса, I тугри чизик П  те
кислик билан кесишади.

2) агар

?Улса, I с/7 булади.
7 рри чизик билан текислик орасидаги бурчак деб, 
TyFpn чизик билан унинг шу текисликдаги ортогонал 
пРоекцияси орасидаги бурчакка айтилади. (25) тугри

(25)

лараметрик тенгламалари, /7 текислик эса 
Ах -)- By -f Cz -f- D  = 0 ( 26)

A lj -)■ B l2 “Ь Cls =  0,
Ax0 By0 +  Cz0 -f- D  0

Зажарилса, I f \П =  0 булади.
3) агар

A lt + Bit + Cl,, — 0, 
Ax0-{- By0 -f- Cz0 + D  = 0

(27)



чизик билан (26) текислик орасидаги бурчак (69-Чи3,

о _  I А1у 4- ВЦ 4* Ch I sin 0 — ----------------------- (28)
VA2-\-B2-Y &-V  /1 + /2 + /3 

формула ёрдамида топилади.
Берилган текисликнинг берилган тугри чизикка парал. 
леллик шарти

А1Х +  В12 -f- С/8 = О,
перпендикулярлик шарти эса

А В С

(29)

(30)

куринишда ифодаланади.
Энди текислик ва тугри чизикка дойр машклар ба- 

жаришда зарур буладиган тенгламаларни келтириб 
утамиз.

1) берилган M i(x t; ух\ гу) нуктадан утиб, берилган
х — Хо у — Уо г — г0  ̂  ̂„----™ =  —-— - тугри чизикка параллел булган11 /а /3 
тугри чизик тенгламаси:

х—х% у ~ у,
— . (31)h 1% h

2) берилган A/!i (xi >у, 2̂ ) нуктадан ^тиб, берилган 
Лл; -f- £у + Cz -f D  -= 0 текисликка перпендикуляр бул
ган тугри чизикнинг тенгламаси:

-*■ —  * ! у —  У\ z — zx

В
(32)

3) берилган М х(хх; ух\ zx) нуктадан утиб, берилган 
Ах + By +  Cz -f D  =  0 текисликка параллел булган 
текисликнинг тенгламаси:

А(х — хг) + В [у  — у,) + 
C(z — г,) =0. (33)

4) Берилган /И,(л,; Уй zi) 
„ - х -.V __ нукта оркали у т и б ,----h

у — v7 z — z' w IIU.=  ---- = ----- тугри ЧИ
2̂ 3̂зикна перпендикуляр булган

69- тзм а . текислик тенгламаси:
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1-мисол.  Берилган ~ ~ ~  =  -— - = -—~  тугри чи-
ва 2x +  У 2г — 6 = 0 текислик орасидаги бурчак- 

й ва уларнинг кесишиш нуктасини топинг.
Е ч и ш .  Тугри чизик ва текислик орасидаги бурчак

l t(x  xx) -f- l2(y >’i) + /3(2 — zx) =  0. (34)

sin 9 AlX -4- в /2 + С/,

] / Л2 -ь С2- /  + i\
Формула ёрдамида аникланади. Шунинг учун берилган 
д = 2; В  = 1; С = — 2; — 1; /2 =  2; /3 =  — 2 ларни 
бу формулага куйиб топамиз:

s!n6==----ĝ + l --.2 + (- 2) 1 (- 2).. _ д
/2а + I» + (-2Я • / I 2 + 2* + (—2)*

2 + 2 + 4  8 8

/1 + 4  +4-/1 + 4+4 3’3 9 
• 8Демак, S = arcsm —.

Энди уларнинг кесишиш нуцтасини топамиз, унинг учун 
тугри чизик тенгламасини параметрик куринишга кел
тирамиз:

X  —  1 __ у — 1 __ Z  — 1 __ ^
1 2 “  -2 ’

^ = / ,
1 2 ’ —2 

ЛГ = /+ 1 , 
у =  2 f + l ,  (а) 

г =  - 2 / + 1
8уни текислик тенгламасига куямиз:

2( * + 1) +  (2* +  1) — 2( - 2f- f 1) — 6 =  0;
2t +  2 +  2/ +  1 +  4* -  2 -  6 =  05 

8  ̂+  3 — 8 =  0;
8* — 5 =  0; . 8

t нинг бу цийматини (а )  га куямиз:
б , .  13х =  — ь 1 =  - ;8 81»
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____15 i =5__— = ___ L
2 8 ' 8 4*

Демак, берилган тугри чизик ва текиеликнинг кеси.
/13 9 1 \ -шиш нуктаси I —; —; — -| дан иборат.

2-ми со л. М (— 1; 3; 0) нуктадан утиб, 2*--у-2г^ 
_ 4  =  0 текисликка перпендикуляр булган тугри Чи> 
зик тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  A M *,; у,; г,) нуктадан утиб, Лх + Вуц. 
+ Cz + D  =  0 текисликка перпендикуляр булган турри 
чизик тенгламаси

x — xi _  у — у, =  z — zx 
А В С

формула ёрдамида аникланади. Демак,
х +  1 _  У —  з ___г  — 0

2 - 1  -2
ёки

х+  1 _  у — 3 __  г_%
~~2 — 1 — 2

7-§. Икки турри чизиц орасидаги бурчак

Иккита турри чизик /? =  |0; i; /} турри бурчакли 
координаталар системасида узининг тенгламалари би
лан берилган булсин: /

10 . , 18 9
е̂раДи- Шунинг учун икки турри чизик орасидаги бур 
аК и кки  вектор орасидаги бурчак каби

__________ _____________ ^  " Ь  ^ 2  ^ 2  ^ 3  ^ 3

Уо *o

г — 2, (35)

l ‘2 *3
Икки турри чизик орасидаги бурчак деб, бу тугрич1* 
зикларнинг йуналтирувчи векторлари орасидаги бур 
чакка айтилади.

L тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори I =  \Ji' ^
/3), V тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори I
й ; /з) булсин. V ва 7 векторлар орасидаги бурчаК^ йИ 
десак, у I ва /' тугри чизиклар орасидаги бур4
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(37)
Iф / 1! у  /;2+ « ?+ |;2

формула ёрдамида аникланади.
(3 7 ) формуладан эса куйидаги келиб чикади:

I I _L I I • V =  С=ф* l\ ' l\ l?li ~Ь з̂̂ з — 0. 
Мисол.  Йуналтирувчи векторлари мос равишда

7-110: 2; 11); V =  {3; 12; 4}
/лган турри чизиклар орасидаги бурчакни топинг. 
|Ечиш. Бу векторлар орасидаги бурчак турри чи- 

зицлар орасидаги бурчакка тенг. Демак, берилган тур- 
эн чизиклар орасидаги бурчак (37) формулага кура 
уйидагича аникланади:

7-Г 10-3 +  2 . 1 2 +  1 1 . 4  98_
195*

COS ср =
\П-\г\ /102+ 22+ Ш  /32 + 122 + 4* 

98И Р Г ? =  arccos —  «  59°50'.195
М а ш к л а р

1. Декарт координаталар системасида 4x +  y — 2z — 
-6 = 0 текисликци ясанг.

2. М (4; —2; 6) нуктадан утиб, координата уклари- 
:ан тенг кесмалар ажратувчи текислик тенгламасини 
сЗИНГ.

3. Aft(— 1; 3; 2) ва Af3(2; 7; 4) нукталар берилган.
Л нуктадан утувчи ва /V = М ХМ 2 векторга перпенди
куляр текислик тенгламасини ёзинг ва текисликни 
ясанг.

4. рл: — 2у +  62; + 4 =  0 ва 2х + у — 2г + 3 = 0 те- 
*сликлар орасидаги бурчакни топинг,

<3; 5; 2) нуктадан утувчи ва х — 2у +  3г: — 8 =  0 
"^исликка параллел текислик тенгламасини топинг.

Ь. Ох укдан ва М ( 1; — 4; 3) нуктадан утувчи те
лик тенгламасини ёзинг ва текисликни ясанг. 

ва о* ^ i(2 ; 3; 5) ва М 2{0; 4; 6) нукталардан утувчи 
У Укка параллел текислик тенгламасини ёзинг.
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8. Oz укка параллел, Ол: ва Оу укларидан мос D 
вишдаа =  4 ва 3 =  6 кесмалар ажратувчи текисл 
тенгламасини ёзинг. Бу текисликни ясанг.

9. Куйидаги текисликларнинг кесишиш нуцтаси 
топинг: 11

2х — 4у +  Зг — 1 =  0; х — 2у 4- 4г — 3 =  0
ва

4х +  У +  6г — 2 = 0.
10. л: + 2у — 2г +  4==0 ва 2х +  у -f 2г — 5 — о Те. 

кисликлар орасидаги бурчакни топинг.
11. Л( —2; 3; 1) ва В (3; 4; 2) нукталардан утуВЧи 

тугри чизик тенгламасини тузинг
12. Л(1; 5; 3) нуктадан утиб,'/? = {2 ;  1; 4) векторга 

параллел булган тугри чизик тенгламасини ёзинг.
13. Ушбу х — г — 5

у =  2 +  4х тугри чизикни ясанг.
Унинг хОу ва яОг текисликлардаги изларини топинг.

К у р с а т м а .  Тугри чизик тенгламасида г =  0деб 
олинг.

х — 2 у 4-3 z — l v, ^ .14.  == ----= ----  тугри чизик билан 4л; -
1 2  2

—  2у + 4 г = 4  текислик орасидаги бурчакни топинг. ;
15. Ушбу л; =  3̂ ,

y = t  — 2,
z =  t — 1 тугри чизицнинг л:+3у — 2г = 4 

текислик билан кесишиш нуктасини топинг.
л — 5 у + 2 г х — 2 — 316. Берилган ва — — === —  -

О Z о — 1 —О
су

= - тугри чизикларнинг бир текисликда ётишини 
курсатинг,

17. М (3; 1; —2) нуктадан утиб, х +  Зу —■ 2z = 0 те* 
кисликка параллел булган текислик тенгламасини ёзинг.

18. Куйидаги тугри чизиклар орасидаги бурчакнй- 
топинг:

2х -  5у + 2z +4 = 0, |  З х  + 2 у  —  г  —  3 -  О,
х  4у  —  З г  —  2 =  0 63 \ 2 л : - у  +  З г  +  4=-0.

61К у р с а т м а :  Берилган тугри чизикларнинг хаР  ̂
рининг йуналтирувчи векторини текисликлар H°P;2llI 
векторлариниыг вектор купайтмаси сифатида аникл >
керак,
1 62

И  ю  4- 1 _ У — V 2* 4- 2 о „1̂ . e  —j-  =  — тугри чизикдан утувчи ва
.̂4- 2у — Зг 4- 5 = 0 текисликка перпендикуляр текис- 

1Икиинг тенгламасини ёзинг.
И пЛ  * “ 3 У -г+1 - , AVI  20 -у-  ~  ^  TyFPH чизикдан ва г (2; 1; 0}
нуцтадан утувчи текислик тенгламасини тузинг.

f l X  Б О Б  

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР

I  1~§. Иккинчи тартибли сиртнинг умумий 
тенгламаси

I  Бирор декарт координаталар системасида координа
талари куйидаги тенгламани каноатлантирувчи нукта
лар туплами иккинчи тартибли сирт дейилади:
■ аих* + а22У2 + аггг2 +  2апху 4- 2аулхг 4- 2а2Ъуг +

4- 2анх 4- 2а24у 4- 2аиг 4- = 0, (1)
бу тенгламадаги ахи а22> я33, а12, а139 а23 коэффициент- 
ларнинг камида биттаси нолдан фаркли булиши керак. 
Агар бирор сирт декарт системасида 2-даражали тенг
лама билан берилган булса, боища системада ^ам 2- 
даражали тенглама билан берилади. Биз оддий кури- 
нишдаги иккинчи даражали тенгламаларнинг баъзила- 
рини караймиз.

2-§. Сфера тенгламаси. Сферик сирт

Сферанинг Охуг тугри бурчакли декарт координа- 
талар системасидаги тенгламасини тузамиз. Айтайлик,
Уа\ Ь\ с) нукта сферанинг маркази, R  эса унинг радиу- 
си булсин. Сферанинг ихтиёрий нуктаси М  (х; у, z) 
Унинг маркази булган (а; Ь\ с) нуктадан R  масофада 
^ой^ашиш хоссасидан фойдалансак, сфера тенгламаси 
^Уйидагича булади (айлана тенгламасига ухшаш кел- 
ТйРиб чикарилади):

( x - a y  +  {y-~by + ( z - c y ~ R \  (2) *
тенглама маркази (а; Ь\ с) нуктада ва радиуси R  
тенг булган сфера тенгламаси дейилади. Агар
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Лв= ь =  с «= 0 булса, (2) тенгламадан маркази коорди, 
наталар бошнда, радиуси R  га тенг булган сфераним  ̂
ушбу тенгламасига эга буламиз:

х2 +  у2 -f- г2 = R 2.
Энди (2) ни куйидагича (очиб) ёзамиз:

х2 + у2 + z2 — 2 ах — 26у — 2cz +
+  а2 + Ь2 + г  — = 0, (3)

бу ердан сферанинг иккинчи тартибли сирт эканини ку. 
рамиз;

Энди сиртнинг умумий тенгламаси (1) да aVi ^ 
в  а\ъ а2ъ =  0 ва а п =  &22 =  #зз деб олинса, у >;олда

+ а\\̂ 2 +
+  2аих -f 2a2iy -f 2а34г + аи ** 0 (4)

га эга буламиз ва бу тенглама сферани ифода цили- 
шини текширамиз. (3) ни аи ф 0 га буламиз ва

4 _ _  д ,  2̂ 21 _^

й\\ ап ап ап

белгилашларни киритиб,
х2 +  у2 + z2 + Ах + By + Cz +  D ^  О (5)

куринишдаги тенгламага эга буламиз.
(5) тенгламани ^ам бироз шакл узгартиришлардан кейин 
ушбу куринишда ёзамиз:

/ . А \г . j , В  \2 . / С \2
( X +  l ) + l y .+ 2 ) + ( Z + -2>-

-= -  (Л2 +  В 2 +  С2 -  4D) -6)
4

ёки (*+4),+(»+!У+(*+1Г- 
“  ( I К  Л 2 + В 2 +  С2 -  4 D J. (7)

(7) дан куринадики, А 2-j-В 2 + С2 — 4D > О булганда 
(4) тенглама маънога эга булади. Л2 +  В'1 4- Са —
> 0  булса, (7) тенглама маркази /— —; — —; — -j]

v 2 2
ну^тада ва радиуси У А2 -{- В г -)- С'а — 4D булган
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сфера ни ифодалашини билдиради. Агар Л ‘ +  /?2 +  С2— 
^ 4 D ~ 0  булса, (7) тенглама U  +  + (у + ^  +

4- (  ̂+  “ j = 0  куринишда булиб, у факат битта —; 
г В С\— — I нуктани ифодалайди. Демак, (5) тенглама 
факатгина А1 +  В'1 + С2 — 4D > 0 шартда сферани аник-
даПди.
I -М и с о л. х2 +  У2 +  г2 — 2х + 4у + 8г +  6 =  0 сфера- 

н|нг маркази ва радиусини топинг.
■"■Ечиш. Берилган тенгламани (х — а)2 + (у — Ь)2 4- 

J-(г — 6)2 =  к 2 куринишга келтирамиз. Бунинг учун 
тенгламада х, у, 2 ли х,адларни олиб, уларни тула 
квадратга келтирамиз:

л 2 — 2х +  у2 +  4у +  г‘ + 8г + 6 = 0 — у 
§> (х -  1 )2 +  (У + 2)2 + ( Z  +  4)2 +  6 -  1 -  4 -1 6 = 0 -  V 

=> ( х -  1)2 + (у + 2)2 +  (г +  4)2=15 ёки
(х  -  1 ) 2 +  (У +  2 )2 +  (г +  4)2 =  ( К Т 5 )2.

Демак, сферанинг_маркази ( 1; — 2; — 4) нуктада, ра
диуси эса R =  V 15 га тенг.

I 3-§. Иккинчи тартибли цилиндрик сирт

щАйтайлик, П  текисликда у иккинчи тартибли чизик 
ва бу текисликка параллел булмаган d тугри чизик бе
рилган булсин. Бизга маълумки, d тугри чизик узига 
параллел булган £ тугри чизиклар богламини аниклай- 
ди. Шу г богламнинг т 
чизик билан кесишадиган 
тугри чизикларига те
гишли булган фазонинг 
Ф нукталар туплами ик
кинчи тартибли цилинд- 
Рик сирт дейилади, бунда
1 чизик унинг йуналти- 
РУвчиси, 7 чизикни ке- 
сУвчи е богламнинг тугри 
чизиклари Ф цилиндрик 
?иртнинг ясовчилари де- 
®Илади, 70-чизма.
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Ф  цилиндрик сиргнинг R = \ 0 ,  i; j ;  k) координа
лар системасидаги тенгламасини келтириб чинара?: - 

—>. —>■ —>■ —►
Ушбу а = a,i + a j  + a3k (а3 ф 0) вектор d турри чм. 
зикнинг йуналтирувчи вектори булсин (70-чизма 
чизик эса берилган координаталар системасида

F (x \ y )  = 0 (S)
тенглама билан аникланган булсин. Ихтиёрий М (х; у.
г ) £ Ф  нуктани оламиз. Шу М  нуктадан утган ясои 
нинг хОу текислик билан кесишган нуктаси А  (л,; у,;
0) булсин. У ^олда M N  = [хл — х\ ух — у; — г] ва ~а
вектор билан /И А/ вектор коллинеар булга ни учун;
MN  =  t • а, бундан

уг =  у +  а2*; 0 =  z +  я3/;
#1 До*1 = х --- -'г; у, — у --- 2 г. (9
аг а3

(8), ( 9 )= > f ( x - 4 z ; у -  - 2 г ) = 0. (10)
V а3 а3 !

(10) — цилиндрик сиртнинг тенгламасидир. Агар иккин
чи тартибли цилиндрик сиртнинг -йуналтирувчиси эл- 
липсдан иборат булса, у эллиптик цилиндр, гипербо- 
ладан (параболадан) иборат булса, гиперболик (пара
болик) цилиндр дейилади. Агар Ф цилиндрик сиртнинг 
йуналтирувчиси жуфт кесишувчи (параллел) турри чи- 
зиклардан иборат булса, сирт жуфт кесишувчи (мос 
равишда параллел) текисликлардан иборат булади.

Ми сол, Йуналтирувчиси лОу текисликда х2 + 
+  Зху — 2у2 — х +  у + 1 =  0 тенглама билан аникла- 
нувчи, ясовчилари (1; 2; 1} векторга параллел булган 
цилиндрик сирт тенгламасини ёзинг.

Е ч и ш .  Куйидагиларга эгамиз:
F (x ;  у) =  х2 -f Зху — 2у2 — х + у +  1 = 0;

—>
а =  (1; 2; 1|; ах =  1; а2 =  2; а3« 1.

У холда изланаетган сирт тенгламаси куиидаги кури
нишда булади:

F  (х - z , у — 2г) =  (х — г )2 +  3 (х — z) (у — 2г) —
— 2 (у -  2г)г — (х -  г) -Ь (У — 2г) +  1 =  О

ёки
х2 — 2у* -j- г 2 +  Зху — 8 я г -+- 5уг  — л  +  у — г+ 1> = 0 .
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4-§. Иккинчи тартиб
ли конус сирт

Айтайлик, П  текис
ликда т иккинчи тартиб
ли чизик ва s(jf77 нукта 
берилган булсин. Бизга 
маълумки, 5 нукта орка
ли утУвчи тугри чизик
лар s(s) тугри чизиклар 
богламини аниклайди. 
s(5) богламнинг 7 чизик 
билан кесувчи тугри 
чйзикларига ёки ? га 
нисбатан асимптотик йу- 
налишга эга булган туг
ри чизикларга тегишли 
булган фазонинг нукталар 
туплами Ф иккинчи тартибли конус сирт (ёки конус) 
дейилади. Бунда у — сиртнинг йуналтирувчиси, в (S) 
ясовчилар, 5 эса конус сиртнинг учи дейилади. 
г Конус сирт (конус) тенгламасини келтириб чикара- 

миз. Бунинг учун хОу координата текислиги П  текис
ликка параллел булган

R =  {0; *Т /Т к\
координаталар системасини оламиз. Айтайлик, текислик 
Ог укини 0 (0 ; 0; h) нуктада кессин ^амда Ф  конус 
сиртининг учи S (х0; у0; г0) координаталарга эга бул
син (71-чизма). Агар 7 иккинчи тартибли чизикнинг 
тенгламаси
F(x, у) = аих2 + 2апху + а22у2 + 2а10*-|- 2а20у + а00

куринишда булса, конус сиртнинг тенгламаси тубанда- 
ги куринишда булади:

Щ {х ,  у, г) -  ( Y  • f \x 0 - и ...{h -  z „ ) ,
! \ h - z Q )  [ г ~ г 0

У о + У- ^ ( Ь - 1 о ) } .  ( IDz — z0 )

Агар ф конус сиртнинг учи R  координаталар система- 
сининг боши билан устма-уст тушса, у *олда х0 = 
^Уо = г0 =  0, h Ф  0 булиб, тенглама

71-чизма.
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куриниш га эга булади.
Мисол .  Тугри бурчакли декарт координаталар сис- 

темасида конус сиртнинг учи S (0; 0; 3) нуктада, йунал- 
тирувчиси эса

' * 2+ У 2= 1, 
z = 1

тенгламалар билан аникланган булиб, хОу текисликка 
параллел тенгламаси 2 = 1  булган П  текисликда ёта- 
ди. П  текислик эса Oz уцини 0' (0;  0; 1) нуктада ке- 
сади. Конусосирт тенгламасини тузинг.

Е ч и ш ,  Йуналтирувчи П  текисликда х2+ у2—• 1 = 0 
тенглама билан аникланади. Берилганларга кура:

F  (х, у) = д:2 +  у2 — 1; /г =  1, г0 = 3.
У \олда (11) формуладан куйидагига эга буламиз:

аи х* +  2а13у +  аззУг +  2 ̂  + 2 ^ у г  +  ̂  = О2̂0, аоо _

О (*, у , 2)

+
ёки

(г -  Зр

( - 2 )

г - 3

l ]  = 0

( - 2) +

X' — (г — З )2 = 0.

5*§. Айланма сиртлар

Айтайлик, П  текисликда 5 тугри чизик ва эгри
чизик берилган булсин. Фазода шундай /? =  j0; i\j\k] 
ортонормал репер оламизки. унинг Oz уки s тугри чи
зик билан устма-уст тушсин. П  текисликда эса орто
нормал Ouz координаталар системасини киритамиз, 
бунда Ои = П[\хОу. Бу координаталар сисгемаеига 
нисбатан 7 чизик u =  f [z ) тенглама билан аникланади. 
Ох ва Он уклар орасидаги мусбат бурчакни ср билан 
белгилаймиз ва оламиз. ср бурчак [0; 2“ ) ора-
ликда узгарганда М  нукта маркази О'^Ог нуктаД3 
2 ^ текисликда ётувчи Оср уща перпендикуляр булган

айлана ясайди (72-чизма). У ^олда F  =  /  7*̂м М в 7
фигура айланма сирт дейилади. 5 тугри чизик айлз-



ниш уки дейилади. F  
сиртнинг айланиш уки 
оркали утувчи текислик
лар билан кесишишидан 
«осил булган чизиклар 
меридианлар дейилади. 

Цйланиш укига параллел 
Текисликлар билан F  нинг 
|кесишишидан ^осил бул- 
тан чизиклар параллеллар 
дейилади. Агар ихтиёрий 
M £ F  нуктанинг коор
динаталари (л-; у; г) бул
са, у ^олда

л: =  гг cos ср, 
у = и sin ср, ( 12)
U=  f(z )

72-чизма.булади.ИГ

( 12) => ха + у2 = /2(г). 

Шундай килиб, (13) тенглама R реперда

(13) 
x = f{z )

Ш  I У ==0
тенгламалар билан берилган ? чизикнинг Oz уки атро- 
фида айланишдан ^осил булган айланма сиртнинг тенг- 
ламасидир. Шунга ухшаш, л2 -f г? = у2 (х) тенглама

к  0 те,нгламалаР билан берилган 7 чизикнинг
Ог уки атрофида айланишдан хосил булган айланма

2 I **2 ЭСа ” “ *(>)•
.2  — 0

тенгламалар билан берилган чизикнинг Оу уки атро
фида айланишдан .%осил булган айланма сирт тенгла- 
масидир.
l l -м и со л. у = х тугри чизикнинг Ох ук атрофида 

айланишидан ^осил булган айланма сирт тенгламасини 
тузинг.
■ ^ 4 и ш* ^УРри чизик тенгламасидаги у ни

i  Vy*+ z2 билан алмаштирамиз:

сирт тенгламасидир. х2 +  у2 — Л2 (у) эса

г2 ёки у2 + г' — х2 =  0,
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бу изланаётган айланма сирт тенгламасидир. Айланма 
сирт доиравий конус сирт экани равшан.

Z2 у*2-мисол .  -  +  — = 1  эллипснинг О у ук атрофп.я 
с2 №

айланишидан хосил булган айланма сирт тенгламасини 
тузинг.

Е ч и ш .  Эллипс тенгламасидаги г ни ± V  г* 
билан алмаштирамиз:

у* * х* + г *  1 
Ь* с2

Бу изланган сирт тенгламаси булиб, b = с булганда б у  
сирт сферага айланади.

*2 у2 _
3-мисол  .  — =* 1 гиперболанинг О у ук атро.аг Ь'г

фида айланишидан ^осил булган айланма сиртнинг
тенгламасини тузинг. _____

Е ч и ш .  Берилган тенгламада х ни ± Y x 2+ z2 би
лан алмаштириб, изланаётган сиргни ^осил киламиз:

х2 4- г2 У*
^  = 1.Ь*

6~§. Эллипсоид

7 эллипснинг симметрия уки атрофида айланишидан 
э̂ осил булган Ф сирт айланма эллипсоид дейилади.

Айтайлик, 7 эллипс R  = (0; i\ /'; ортонормал ре- 
пернинг xOz текислигнда ётган булсин, у ^олда /?, =* 

—>•
= (0; г; AJ реперга нисбатан

X2 . Z2 1 2 2/l ^2\-  + — =  1=>- =  1 ---
а 2 с2 \ а?)

тенгламага эга булади. 7 эллипснинг Ох ук атрофида 
айланишидан ^осил булган Ф ' айланма эллипсоидиинг 
тенгламаси эса тубандагича булади:

/ ■ + * w /  (И)
\ а2/ а2 с2 с2

хОг текислигига нисбатан / сикишни бажарамиз, яъни 
=  х; у7 = £у; z; =  г деймиз. У *олда реперга нис

батан Ф  =  /(Ф' )  эллипсоид тенгламасига эга булам и з :
х'2 у'* 2'*



Wgp-c2~b*  деб белги- 
^аб.хамда координаталар- 
ни олдингидай килиб ол- 
сак,

2

Вт У

|енгламага эга буламиз. 
§5) тенглама эллипсоид-

Яинг каноник тенглама
си булиб, а, b, с лар^эл-^  /3-чизма.Ипсоиднинг ярим укла-

Нидир. Эллипсоид, учун
Шрилган R репернинг координата текисликлари сим
метрия текисликлари, координата уклари эса сим
метрия уклари булиб хизмат килади. Симметрия ук
лари эллипсоиднинг уцлари дейилади. Эллипсоиднинг 

К л а р  билан кесишиш нукталари унинг учлгри дейила- 
дн. Симметрия маркази эллипсоиднинг маркази дейи- 
иади (73- чизма).

|  Агар эллипсоидни хОу текислигига параллел бул- 
гаи г *= h текислик билан кеесак, кесим тубандаги 
тенглама билан ифодаланади:

бунда, агар \h\<c булса, кесим эллипсни, агар jh |>  
>£ булса, кесим буш тупламни, агар \h\ = c булса, 
кесим эллипсоиднинг учини ифодалайди. Шунга ух- 
шаш, эллипсоидни xOz ва у Oz координата текислик- 
ларига параллел текисликлар билан кесиш натижасида 
(кесимда) эллипс, буш туплам ёки эллипсоид учи ^о- 
сил булишини куриш мумкин.
| Мисол .  Ярим уклари мос равишда 2, 3, 7 га тенг 

булган эллипсоид тенгламасини тузинг.
| Е ч и ш .  Масала шартида бермлганларга кура а — 2; 

6 = 3; £ = 7. У ^олда эллипсоид тенгламаси куйидаги- 
ча булади:

7-§. Гиперболоидлар
Дастлаб, гиперболоидлар икки хил — бир паллали 

Гиперболоид ва икки паллали гиперболоид булишини 
айтиэ утамиз.

а* ь2 с2 ’

4 9 49
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) z 1. 7 гиперболанинг у31ь 
нинг мав*ум уки атрофида 
айланишидан з;осил булган 
Ф ' сирт бир паллали айлан
ма гиперболоид дейилади. 
Фазони айланиш уки оркали 
утувчи П  текисликка / ей- 
кишда Ф ' бир паллали ай
ланма гиперболоиднинг ол-

и ган вазияти Ф  бир палла- 
ли гиперболоид дейилади. 
Ушбу

X

74-чизма.

куринишдаги тенглама бир 
паллали гиперболоиднинг 
каноник тенгламаси дейила- 
ди. (16) тенгламадан кури- 
надики, R  репернинг коор
дината текисликлари бир 
паллали гиперболоиднинг

симметрия текисликлари ^исобланади. Ох ва Оу уклар 
бир паллали гиперболоидни кесади ва унинг ^акикий 
уклари дейилади. Ог у К эса бир паллали гиперболоид 
билан кесишмайди, шунинг учун у мав^ум у к лепила* 
ди. Бир паллали гиперболоиднинг симметрия уклари 
билан кесишиш нукталари унинг учлари дейилади. 
Координата боши (0 нукта) бир паллали гипербо оид- 
нинг симметрия маркази булиб, унинг маркази депи- 
лади, а, b сонлари бир паллали гиперболоиднинг >̂аки* 
Кий ярим у к ^ р и ,  с эса унинг мав^ум ярим уки дейи- 
лади (74-чизма). Гиперболоидни хОу текислик билан 
кессак, кесим да

эллипс ^осил булади. Шунга ухшаш, г и п е р б о л о и д ^ 1 
xOz, уОг текисликлар билан кессак, кесимда

Д2 £2
г = О
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гиперболалар ^осил булади. Агар гиперболоидни хОу 
■j-екисликка параллел булган л =  А текислик билан кес- 

| сак, кесимда

./1 h2 а* I + -\ С2
г  *  А

+

) - К )

эллипс ^осил булади. Бу эллипснинг ярим уцлари:

а =  — J/V  +  А2; b =  — +  А2.
с с

В А = 0  булса, эллипснинг ярим уклари узининг ми-
нимал кийматига эга булади, яъни а = а\ b — Ь. Бир 
паллали гиперболоидни Оу ва Ох укига перпендикуляр 
булган текисликлар (г — А; у — h) билан кессак, кесим
да 7У ва 7" чизиклар ^осил булади:

— I?  =  I — —.2 с2

ва
£2 == I — _  
с2 а2'

А

Агар jA |^ = a ; | А | =̂= b булса, у холда Y  ва 7"  лар ги- 
перболаларни ифодалайди. Агар|А| =  £ булса, у ^ол- 
да 7' кесишувчи тугри чизиклар жуфтини, | А | =~ а бул
са, 7" кесишувчи тугри чизиклар жуфтини ифодалай
ди.

2. 7 гиперболани узининг адкикий уки атрофида ай
ланишидан ^осил булган сирт Ф ' икки паллали айланма 
гиперболоид дейилади. Фазони айланиш уки оркали 
Утувчи П текисликка f сикишда Ф ' нинг олган вазияти 
■икки паллали гиперболоид дейилади. Ушбу

£! __ I 2 __ JL2 —
а2 b2 с2

(17)

Тенглама икки паллали гиперболоиднинг каноник тенг- 
амаси дейилади (75-чизма). (17) те гламадан кури- 
аДики, координата текисликлари икки паллали гипер-
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75-чизма.

болоид учун симметрия текисликлари ^исобланади. Ох 
уки Ф сиртни икки х;акикий нуктада кесади, шунинг 
учун унга х;акикий ук дейилади. Оу\ Ог уклаР ик*ки 
паллали гиперболоид билан умумий ^ацикий нукталар- 
га эга эмас, шунинг учуы улар мав^ум ук^ар дейи а* 
ди. Икки паллали гиперболоиднинг уклар билан кеси
шиш нукталари, унинг учлари дейилади. У иккита 
кикий учга эга.

а сон икки паллали гиперболоиднинг цациций ярим 
УКИ» Ь ва с лар эса мав^ум ярим уклари дейилади. 
Икки паллали гиперболоидни Ох укка перпендикуляр 
булган текислик билан кессак, кесимда

+  - — -  -  1£2 ‘ а'2
/г =  х

*осил булади.
Агар [ А | > а  булса, *['" эллипсдан иборат булади; 

агар \h\<a  булса, у долда i "  = 0 , агар \h\ = a бул
са, 7;// нуктадан иборат булади. Шунга ухшаш, икки 
паллали гиперболоидни мав^ум укларга перпендикуляр 
булган текисликлар билан кессак, кесимда гипербола 
булишига ишонч ^осил киламиз.

1-мисол.  х2 — 7у2 — 7га +  49 = О тенглама билан 
берилган сиртнинг шаклини аникланг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг иккала томонини — 49 га 6$т 
ламиз, у ^олда

л2 у» + *« _ _

49 7

Демак, берилган тенглама айланиш уки Ох булган бир 
паллали гиперболоиднинг тенгламасидир.
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2-ми со л. Ушбу Зл2 +  4у2 — 8г- +  24 = 0 тенглама 
-андай сиртни тасвирлайди?
'■Ечиш.  Тенгламанинг иккала томонини 24 га бу- 
щб, уни

^  + 12_ 12= _ 1
8 6 3

^ринишга келтирамиз. Бу тенглама ярим уцлари а =
^ 2 / 2, b =  / 6, c =  V 3 булган уч укли икки паллали 
гиперболоидни тасвирлайди.

8-§. Параболоидлар

Шараболанинг уз уцлари атрофида айланишидан х;о* 
сил булган сирт айланма параболоид дейилади. Эл- 
липгик ва гиперболик параболоидлар айланиш уКи ор- 

и утувчи /7, текисликка f сицишни бажариш наги- 
жасида з̂ осил булади.

1. Тугри бурчакли декарт координаталар системасидаI 5+£-;22 (18>
тенглама билан тасвирланга i сирт эллиптик парабо
лоид деб агалади (76-чизма). (18) тенгламадан кури-
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падики уО г  ва хОг текисликлар эллиптик параболоид 
ч у к симметрия текисликлари ^исобланади. Oz уь-и 

эллиптик параболоиднинг симметрия уки лисобланиб 
унинг уки  дейилади. Координаталар системасининг бо’ 
ши эллиптик параболоиднинг координата уклари билан 
кесишган нуцтаси булиб, унинг учи дейилади. Эллип. 
тик параболоидни унинг укига перпендикуляр булган 
z — h текислик билан кессак, кесим тубандаги тенгла
ма билан аникланади:

агар h > 0  б^лса, у — эллипс, агар А < 0, у *олда 7 = 
=  0 , агар h = 0 булса, 7 кесим 0 учдан иборат була
ди. Эллиптик параболоидни Ох, Оу укларга перпенди
куляр булган x — h ва y = h текисликлар билан кес
сак, кесимДа парабола з̂ осил булади.

тенглама билан тасвирланган сирт гиперболик парабо
лоид дейилади. (19) тенглама унинг каноник тенгла- 
масидир (77-чизма). Гиперболик параболоидни хОу 
текисликка параллел булган z =  h текислик билан кес
сак, кесим куйидаги тенглама билан аникланади:

г — h;

2.

(19)

77-чизма.



Л2 V2— — ^  =  2/г,а2 Ъ2
Z - h .

Л > 0  булганда, бу тенглама (чизик) ^акикий уки
2 =  Л текисликда ва Ох укка параллел гиперболани, 
Л<  0 булганда эса, <%акикий уки Оу укка параллел

II гиперболани тасвирлайди. h =  О булганда, кесим икки- 
W та кесишувчи тугри чизиклар жуфтини аниклайди. Шун- 
>га ухшаш гиперболик параболоидни Оу ва Ох уклар- 

га перпендикуляр текисликлар билан кессак, кесимда 
парабола ^осил булишини куриш мумкин.

1-мисол.  Зл2+2;у2 =  24г тенглама билан берилган 
жирг шаклини аникланг.

Е ч и ш .  Сирт шаклини аниклаш учун тенгламанинг
X 2 V2■\ар иккала томонини 24 га буламиз. У ^олда — +  — 

г куринишдаги тенгламага эга буламиз. Бу тенгла-
х2 , У2 ~ *|  мани г =  —..- +  -  -—куринишда езсак, берилган тенг

лама эллиптик параболоидни тасвирлашини курамиз.
2-мисол.  x2 — yz = 6z тенглама билан берилган 

сиртнинг шаклини аникланг.
Е ч и ш .  Берилган сирт тенгламасини г = --
У2 куринишда ёзиш мумкин. Демак, берилган2 • 3

тенглама гиперболоик параболоидни тасвирлар экан.

9- §. Иккинчи тартибли сиртларнинг техникада 
цулланилиши

Иккинчи тартибли сиртларнинг тугри чизикли ясов- 
чиларга эга булишидан улардан техниканинг турли со- 
^аларида, курилишда фойдаланилади. Агар тугри чи
зикнинг ^аракати натижасида сирт ^осил килиш мумкин 
булса, сирт тугри чизикли сирт дейилади. Конус, ци
линдр, шунингдек, бир паллали гиперболоид ва гипер
болоик параболоидлар ^ам тугри чизикли сиртлардир.

СССР Фанлар Академиясининг фахрий аъзоси Вла- 
■димир Григорьевич Шухов лойи^асига кура Москва 
I телевизион мачтаси курилишида бир паллали айланма 

гиперболоид шаклидан фойдаланилди. Бу шаклда иш* 
ланган мачта му ставкам булиб, ишлаш учун енгил бу
лади.
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Эллиптик параболоид шаклидаги хар хил кузгулар 
нурларни кучли узгартиради. Нурлар дастасининг таь- 
сирини бир нуктага туплаш ёки параллел нурлар олищ 
учун ана шу хоссадан фойдаланилади.

М  а ш к л а р
1. Куйидаги сфераларнинг маркази ва радиусини

аникланг:
а) +  (у  — I )2 +  (г +  3/ =  81;
б) ( х - 2 ) 2+ ( у  +  4)24 г ( г - 1)2 =  72.
2. Ушбу х2 — Ах +  у2 — 4у — 2а +  8г + 7 =  0 тенг

лама каядай сиртни тасзирлайди?
X 2 V23. — +  — = 1 эллипснинг Оу ук атрофида айлани-а2 #2

шидан х;осил бул!ан сирт тенгламасини ёзинг.
JC2 У2 2̂

4. — 1----1—  = 1 эллипсоиднинг энг катта дойра*
16 4 ^5

вий кесими юзини топинг.
5. Ушбу 25л;2 + Зу' — 15г2 — 75 = 0 тенглама кандай 

сиргни тасвирлайди?
6. — +  — — — = 1 бир паллали гиперболоиднинг

9 16 4 r  г
^акиций ярим укларини топинг.

7. Ушбу 4х2 + 25у“ +  10г“ — 100 = 0 тенглама кан- 
дай сиртни тасвирлайди. Сирт тенгламасини каноник 
куринишдаги тенгламага келтиринг.

8. Ушбу 8г =  4^2 + у ‘2 тенглама кандай сиртни тас
вирлайди? У ни ясанг.

х 2 у  2
9. Ушбу ^  ~  ^  * тенглама кандай сиртни

аниклайди? Унинг z =  1 текислик билан кесишишидан 
кандай чизик ^осил булади?
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I  И Л О В А

I Баъзи бир ажойиб эгри чизицлар

I 1. Циклоида. Берилган бирор I турри чизик буйлаб 
сирпанмай рилдираб борувчи г радиусли айлананинг 
ихтиёрий М  нуктаси чизган эгри чизик ц и к л о и д а  
Ц&йилади. / тугри чизикни абсциссалар уки* М  нукта- 
Мшг бошлангич ^олатини координаталар боши сифа- 
трда танлаб, координата векторларини эса, 78-чизма- 
|агидек олиб, циклоида тенгламасини келгириб чика- 
вмиз Дастлаб, тенгламани параметрик куринишда 
елтириб чикарамиз. Айтайлик, М [х\ у) нукта цик- 
оиданинг ихтиёрий нуктаси, S эса, гилдираб борувчи 

радиусли айлананинг маркази булсин (78- чизма). 
SM) ва [SH ) лар орасидаги ср бурчакни параметр деб 

рнлаймиз. Чизмадан:
I  х = ОМх =  ОН МУН  =  гср — г sin ср = г (ср — sin ср), 

у =  О/И2= г =  г cos ср =  г (1 — cos ср).
Бу циклоиданинг параметрик тенгламаларидир. Энди 
циклоида тенгламасини тугри бурчакли декарт коор
динаталар системасида келтириб чикарамиз. Бунинг 
учун ( 1) дан 9 ни чикарамиз, у ^олда x-\-Vу(2г —у) = 
= г arccos га эга буламиз. Тенгламадан у нинг
даврий зкани курииади. Унинг даври ОА = 2ъг га 
тенг. Шунинг учун, циклоидани ясашда 0<я'<2тг'* 
шартни каноатлантирувчи нукталарни ясаш етарли.

78-чизма*
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2. Эпициклоида.
гармас R  радиусли ай- 
ланага ташки уриниб, 
унинг устида сирпанмас- 
дан гилдирайдиган г ра. 
диусли айланалаги их
тиёрий /И нукта чизади- 
ган текис эгри чизиц 
эпициклоида дейилади. 
Кузгалмас айлананинг 
маркази О ни координа
талар боши килиб, у ор
кали утУвчи ихтиёрий 
иккита узаро перпенди- 

79-чизма. куляр тугри чизикларни
координата уклари килиб 

танлайлик (79*чизма). Х аракатланувчи айлана марка- 
зини О, билан белгиласак ва параметр сифатида 2 .̂0 f ix  
ни танласак, эпициклоиданинг тенгламаси тубандагича 
булади:

х =  (R  +  г) cos t — г cos ~ ~ ~ ^

у =  (R  -}~ г) sin t — г sin — + r t.

Эпициклоида гилдирайдиган айлана радиуси кузгалмас 
айлана радиусидан неча марта катга булишига ь;араб 
турли хилда булади (яъни унинг сиртмоги сопи шунга 
боглик булади).

Хусусий *олда: r = R  булганда тенглама 
х =  2r cos t — г cos 21, 
у — 2r sin t — г sin 21 

куринишни олади. Бу эгри чизик к а р д и о и д а  дейи
лади. Эпициклоида битта сиртмогининг узунлиги 1Х =

8(л + 1) „  1 1= ------  *г га, умумии узунлиги эса / == лг • =п
= 8г (я  +  1) га тенг. Унинг битта сиртмогининг юзи 

3/z 4- 2= ---- яг2 1 а, эпициклоиданинг умумий юзи эса
п

S  =  3ъгг (ti +  1) га тенг.
3. Гипоциклоида. Бирор кузгалмас R  радиусли ай

лана буйлаб ичкаридан сирпанмай, гилдираб борувчи 
г радиусли айланадаги ихтиёрий М  нукта чизган эгри 
чизик г и п о ц и к л о и д а  дейилади.
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Л КУзгалмас R  радиусли 
айлана маркази Они туf* 
ри бурчакли координата
лар сисгемасининг боши 
1̂илиб, у оркали утувчи 
ихтиёрий иккита узаро 
перпендикуляр тугри чи- 
зикларни координата ук- 
лари килиб танлайлик. О, 
гилдирайдиган айлана 
маркази булсин. Пара
метр сифатида у= ^ О хОХ  
ни олсак, у ^олда гипо- 
циклоиданинг тенгламаси 
тубандагича булади (80- 
1изма):

Q_г
х = (R  — г) cos 9 + г • cos г ——  <р,

у — (R  — г) sin ср — г sin---- 9.
г

Кузгалмас ва кузгалувчи айланалар радиуслари орасида
ги муносабатга кзраб, гипоциклоиданинг турли хилла-
ри ^осил булади. Хусусий ^олда: булганда,
тенглама

л: = 3rcos cp-j-rcosccp, 
у = 3rsincf> — г bin сф

Гкуринишга эга булади ва эгри чизик а с т р о и д а  дейи
лади. Гипоциклоида бир сиртмоги (ёйи)нинг узунлиги
1Х =  8 — г га, умумий узунлиги / == 8 (д — 1)г  га п

л г  ̂ о Зл — 2тенг. Унинг битта сиртмоги.юзи о1 = ---- тсг га,уму-
п

мий юзи эса 5 *=* (п — 1) {а — 2) icr2 i а тенг.
4 Никомед кокхоидаси. / тугри чизик ва ундан 

а ф  0 масофада 5 нукта берилган. 5 нукта оркали мум
кин булган барча тугри чизиклар утказамизки, унинг 

|тугри чизик билан кесишиш нуктаси А нинг икки то- 
монида b кесма жойлашеин. Бу b кесма учларининг 
геометрик урни Н и к о м е д  к о н х о и д а с и  дейилади. 
^ нуктани кутб координаталар системасининг кУт^и

80-чизма.
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деб ва кутб укини S  нуктадан I турри чизикка перпен
дикуляр йуналтириб, Никомед конхоидаси тенгламаси. 
ни келтириб чикарамиз.

Айтайлик, SA S  нукта оркали утувчи ва / турри 
чизикни А нуктада кесувчи ихтиёрий тугри чизик бул. 
син. У ^олда А нуктадан Ь масофада ётувчи Ва 
М2 нукталар изланувчи нукталар тупламига тегишли 
булади. Агар (pt, ср) ва (р2, <р) — Л41 ва М 2 нукталар, 
нинг мос равишда умумлашган кутб координаталари 
булса, у холда

Шундай килмб, умумлашган декарт координаталар сис- 
темасида эгри чизик тенгламаси куйидаги куринишда 
булади:

Бу тенглама

тенгламага тенг кучли. Шунинг учун (3) тенглама >;ам 
Никомед конхоидаси тенгламасидир.

Агар кутб координаталар системасидан декарт ко* 
ординаталар системасига утиш формуласидан фойда-

Р ,  =  SM, =  5Л +  Л/И, — —  +  Ь,
COS Ф

р2 = SM , =  SA  -  Л/И2 =  — --- Ь.
COS <р

(3)
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йвнсак, Никомед конхоидасининг декарт координаталар 
системасидаги тенгламаси куйидаги куринишда булади^

(х -  а) (л2 + у2) = Ь2х2. (4)
(81 -а чизмада а^>Ь ^ол, 81-6 чизмада а ~ Ь  ^ол тас- 
вирланган.)
; 5. Бернулли лемнискатаси. Ихтиёрий нуктасидан 

берилган икки нуктасигача булган масофалар купайт
маси узгармас сон р га тенг булган текислик нуктала- 
рининг геометрик урни Б е р н у л л и  л е м н и с к а т а с и  
дейилади. Агар берилган F u F 2 нукталар орасидаги 
масофани с десак, у ^олда кесма ургасидаги О
нуктадан F v F 2 нукталаргача булган масофа — га
|екг булади. Аввало, О нукта лемниската нуктаси бул- 

[ни учун (82- чизмага кура)

M F, • M F t -~-

•а тенг булсин деймиз, у ^олда лемнискатанинг кури- 
иши ёткизилган 8 сонига ухшайди. Агар узгармас ку-

с2айтма р ни — дан фаркли деб олсак, лемниската уз
С2куринишини узгартиради. р — дан кичик булса, лем-
4

ниската иккита овалдан ташкил топади, уларнинг бири 
F x нуктани, иккинчи эса F 2 нуктани у3 ичига оладиI с2 q2
(83- чизма). Агар р — дан катта, — дан кичик булса,

4 s' /L
лемниската „бисквит44 кури-
нишига эга булади. Агар,
El"р — дан кам фарк килса,

|*бисквитнинг бели“ kxk2 жу- 
да нозик булади (84-чиз
ма) Агар р 7  Дан кам фарк

84-чизма
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килса, у холда бисквит „белга“ эга булмайди. Агар 
р - га тенг булса ёки ундан катта булса, у ^олда лем
ниската овал куринишга келади (85-чизма).

6. Архимед спирали. Узгармас V см/сек тезлик би
лан циферблат марказидан чексиз узун секунд стрел- 
каси устида югураётган кунгизни куз олдимизга кел- 
тирайлик. К унриз бир минутдан кейин марказдан 60 X
X  v см, икки минутдан кейин 120 • v см ва к. узок- 
ликда булади. Умуман олганда кунгиз t секунд югур- 
гандан кейин, марказдан v • t узокликда булади. Бу 
вацтда секунд стрелкаси 6 °̂ бурчакка бурилади (чун
ки у бир секундда 360°: 60 =  6° га бурилади.) Агар 
стрелканинг бурилиш бурчагини а ва цунгизнинг ци
ферблат марказидан узоклигини г десак, унда улар 
орасидаги богланиш куйидагича булади:

VГ =  — а.
6

Бошцача айтганда, г бурилиш бурчаги а га турри про- 
порционал, пропорционаллик коэффициента к =
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лади. Агар биз югурувчи кунгизнинг стрелка билан 
биргаликдаги ^аракатининг траекториясини чизсак, ун-

!.а биз биринчи марта Архимед томонидан уРганилган 
гри чизикка эга буламиз (86-чизма). Бу чизик олим 
зарафига А р х и м е д  с п и р а л и  деб аталади. Архи- 
1ед спиралининг ажойиб хоссаларидан бири, унинг 
рдамида я;ар кандай бурчакни истаган булакка булиш 
|умкин.

■ 7. Логарифмик спираль. Бизга нур устида ^аракат- 
ранаётган нуктанииг, нур бошидан узоклиги, нурнинг 
бурилиш бурчагига тугри пропорционал булиши Архи
мед спиралидан маълум, яъни r ~ k а. Агар биз нукта- 
нинг нур бошидан узоклигининг логарифмини ёйнинг 
бурилиш бурчагига тугри пропорционал булишини та- 
лаб килсак, у холда биз л о г а р и ф м и к  с п и р а л г а  
эга буламиз (87-чизма), яъни 1пг = £а десак, унда 
г = eka — 6y логарифмик спиралнинг тенгламаси. Лога
рифмик спиралнинг асосий хоссаларидан бири: Спираль 

Шршидан чиккан ^ар кандай нур, шу спирални бир хил 
■р7рчак остида кесиб утади.

М а ш к л а р
1. Бернулли лемнискатасини ясанг;

г2 =  2a2 cos 2ср.
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2. Ушбу
л: =  3 [t — sin t)y 

у =  1 — cos t
циклоидани ясанг,

3. г= е29 логарифмик спирални ясанг.
4. г = Зср (г!> 0) Архимед спиралини ясанг.
5. Ушбу

х = 2а cos8
у =  За sin3 ^

гипоциклоида (астроида) ни ясанг.
6. г =  2а (1 +  cos ср) кардиоидани ясанг.
7. Никомед конхоидасини ясанг:

г =  +  3Ь, бу ерда а =* 1; 6 =  1 деб олинг.
COS
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