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К И Р  и ш

Ушбу дарслик педагогика университетлари учун к^абул 
к,илинган ва Олий ва урта махсус таълим вазирлиги  
томонидан тасдикданган дастур асосида ёзилди.

Дарсликда ^ак^ий  функциялар назариясининг улчовларга 
дойр кисми х,амда функционал анализнинг метрик фазолар 
булими иложи борича содца тилда баён кщинди. Асосий эътибор 
талаба(бакалавр)ларнинг берилаётган янги туш унчалар 
маъносини яхширок, тушунишларига к;аратилди. Айрим хосса 
ва тасдик,, теоремаларнинг мураккаб исботи келтирилмади. 
Уйлаймизки, кизикувчан талаба, керак булганда узи учун зарур 
булган, ушбу китобда берилмай крлган маълумотларни топади 
ва билимини ошириб боради. Дарслик охирида бу colara дойр 
барча мухим китоблар руйхати келтирилган.

Улчов тушунчаси туплам функцияси хасида маълумот 
бериш  билан бош ланади ва турри чизикдаги  улчов, 
т е к и с л и к д а ги  улчов к ;андай  б ер и л и ш и  к е р а к л и г и  
тушунтирилиб, сунгра умумий \олдаги — абстракт улчов 
тушунчаси берилади.

Бизнинг бундай йул тутиш имиздан мак,сад умумий 
Конуниятни турри илгаб олиш га ёрдам бериш  холос. 
Масалан, кесманинг улчови сифатида унинг узунлигини 
олиш шарт эмас. Кесмага кандайдир усулда, бирор крида 
билан мусбат сон мос куювчи муносабат, функция берилса 
булди, фацат бу муносабатга кура, умумий нуктаси булмаган 
икки  кесмага мос сон \ а р  бир  кесм ага мос со н л ар  
йигиндисига тенгбулиш ини талаб к,илиш етарли.

Бу хосса нафакат кесмалар, балки ихтиёрий табиатли 
тупламлар учун улчов тушунчасини умумлаштиришга хизмат 
«.илади.

У злуксиз функциялар учун ёки узилиш ну^талари «жуда 
куп» булмаган ф ункциялар учун Риман интегралини  
\исоблаш математик анализ курсидан маълум. Кейинчалик 
Риман интефали баъзи бир функциялар синфи учун мавжуд



эмаслиги, яъни бу интеграл ёрдамида айрим функцияларни 
интеграллаб булмаслиги аникдангач, янада кеигрок, интеграл 
—Лебег интегралини киритиш зарурияти тугилди. Масалан, 
Дирихле функциясининг Риман интефали мавжуд эмаслигини 
биламиз. Бу каби мисолларни истаганча келтириш мумкин.

Курамизки, Риман интефали тушунчасини математикада 
куплаб ишлатиладиган му\им функцияларга татбик, к,илиб 
булмайди. Шу сабабли Риман интеграли тушунчасини 
кенгайтириш масаласи тугилади.

Бу масала билан куп математиклар шугулланиб, Риман 
интегралининг турли умумлаштиришларини топишган. 
Буларнинг ичида энг му^ими Лебег томонидан киритилган 
интеграл тушунчасидир.

Лебег интефали куришнингасосий гояси шундаки, унда 
функция берилган [а,Ь\ сегментни булакларга булаётганда, 
функция к,ийматлари \исобга олинади. Бу гоя бирйула Риман 
интеф али мавжуд булган функциялар синфидан кеигрок, 
функциялар синфи учун интеф ал тушунчасини аникдашга 
имкон беради.

Риман ва Лебег гояларини бошк,ача яна куйидагича ^ам 
солиштириш мумкин:

Айтайлик, к,ийматлари \ар  хил булган k,o f o 3 пуллардан 
бир к,оп бор. Бу пулларнинг умумий микдорини к^андай кдлиб 
топган маъкул? Икки кассирдан бири пулларни бир четдан 
олади ва микдорларини кушиб боради. Иккинчиси эса аввал 
пулларнинг микдорига к,араб ажратиб чикдди: масалан, 10 
сумликларни бир туп, 50 сумликларни бир туп ва \оказо. 
Кейин х1ар бир тупни алох1ида санаб кушиб чикдди.

Мана шу кассирлардан биринчиси, ифодали к,илиб 
айтганда «Риман», и ккинчиси  «Лебег» булади. Юзаки 
Караганда бу икки усулда \исоблашларнинг бир-биридан 
устунлиги се зи л м а са -д а , ушбу дарсликда биз Лебег 
усулининг катта имкониятларга эга эканлигини курамиз.

Маълумки, функция ту ф и  чизикда, яъни сонлар укиДа 
аник^анган булса, унинг аникданиш со^асини бир нечта 
булакларга булиш ёрдамида Риман интеграли курилади. 
Аммо функция туф и  чизикда эмас, балки бирор улчовли, 
яъни улчов киритилган тупламда аниьутанган булса, бу 
тупламни оралик,ларга булиш деган туш унчанинг узи 
маънога эга эмас. Ш унинг учун функциянинг кийматларидан 
фойдаланиб интеграл куриш маъкул.



Яцинлашиш тушунчаси математик анализнинг энг асосий 
тушунчаларидан бири ^исобланади. Икки соннинг бир-бирига 
яцинлиги улар айирмаси модулининг нолга як^инлиги билан 
аникданиши талабага мактаб математика курсидан маълум.

Худци шунингдек, икки сонли функциянинг бир-бирига 
яки н л и ги , уларнинг бир хил ну^тадаги кийм атлари  
айирмаси модулининг аргумент буйича максимуми нолга 
я^инлиги билан аникутаниши мумкин.

Э н д и  и к к и  в ек то р , и к к и  м атр и ц а  ёки  и к к и  
акслантиришнинг бир-бирига як,инлиги к,андай аниьутанади, 
деган саволга жавоб дарров топила кдпмайди.

Ш унинг учун ихтиёрий табиатли тупламлар элементлари 
орасида яцинлаш иш  туш унчасини  аницлаш да ёрдам  
берадиган масофа туш унчасини киритиш  м асаласига 
китобда кенг урин берилган. Масофа тушунчаси киритилган 
туплам метрик фазо деб аталади . Д арсликда м етрик 
фазоларга дойр деярли барча маълумотлар уз аксини топган.

Математика кулланиладиган барча со^алардаги объектлар 
ичида купрок;учрайдиганлари, асосан метрик фазодан иборат 
булади. Шу сабабли, унда ^ис^артириб акслантириш принципи 
ва унинг кулланилиш со^асига дойр хулоса ва тасдикутар мисол 
ва масалалар ёрдамида кенгрок, тушунтирилган.

Дарслик охирида интегралланувчи ва квадрати билан 
интегралланувчи функциялар синфи метрик фазо булиши 
курсатилган.

Ушбу китобни ёзишда узининг цимматли м асл а\атл ар и н и 
аям аган  проф ессор  Р .Н .Р а н и х у ж а е в га , д о ц е н тл а р  
М.Мадиримов ва У.Тошметовга уз миннатдорчилигимизни 
билдирамиз.



I БО Б. ТУПЛАМ НИНГ КУВВАТИ

1-§ . Т уплам нинг куввати туш унчаси

1. Чексиз тупламлар.
Одатда, чекли ва чексиз тупламларни бир-биридан фарк, 

Киладилар. Элементларининг сони чекли булган туплам 
чекли туплам дейилади. Математикада купинча чексиз 
тупламлар билан иш куришга турри келади. Умуман, чексиз 
туплам дейилганда шундай тупламни куздатутиш керакки, 
бу тупламдан битта, иккита ва хоказо элементларни олганда 
^ам, унда яна куплаб элементлар крлаверади. Масалан, барча 
натурал сонлар туплами, турри чизикдаги нуцталар туплами, 
Х а м м а  купхадлар туплами чексиз тупламларга мисол булади.

Тупламлар назариясининг яратилишига сабаб булган илк 
муаммо куйидагидан иборат эди: «чексиз тупламларни 
улардаги бор элементлар микдори буйича фаркуташ мумкинми, 
агар мумкин булса, уларни кандай фарк^чаймиз?» Бу савол 
к,адимдан файласуфлар ва математикларни «.изик^ириб келган.

Бир томондан, чексиз тупламларнинг хар бири чексиз 
элем ентлардан таш кил  топганлиги туфайли улардаги 
элементлар бир хилда «куп», деб \исоблаш  равшандек 
куринади. Иккинчи томондан, масалан, туб сонлар туплами 
натурал сонлар тупламининг к^исми булганлиги туфайли, 
чексиз куп элементлардан ташкил топган булса хам, туб 
сонлар натурал сонларга Караганда камдек туюлади.

Бундай мулохазалар ва карама-каршиликлар чексиз 
тупламлар учун «элементлари куп», «элементлари сони тенг» 
ва шунга ухшаш фикрлар нимани англатишига аник,таъриф 
берилмаганлиги сабабли хосил булади.

Г. Кантор биектив акслантириш тушунчасидан фойдаланиб, 
чексиз тупламларни солиштириш мумкинлигини аникдади.

2. Тупламлар орасидаги акслантириш.
1-таъриф. Агар А тупламнинг хар бир а элементига бирор 

Т крида буйича В тупламнинг аник, битта, Ь элемента мос



куйилган булса, у холда А туплам В тупламга акслантирилган 
дейилади ва ПА->В куринишда ёзилади. Берилган Гкрида эса 
акслантириш дейилади.

Шунингдек, Ь элемент а элементнинг Гакслантиришдаги 
образы (аксы) дейилади ва Г(а) каби ёзилади.

Агар А,оА булса, у холда А, к,исм туплам элементларининг 
образлари тупламини ДА,) орк,али белгилаймиз: 

^ Н Д х ^ х е А ,} .
Айтайлик, ГА-^В акслантириш, Ь эса В тупламнинг 

ихтиёрий элементи булсин. А тупламнинг Ь элементга 
аксланувчи барча элементларидан иборат к;исми Ь элементнинг 
прообразы (аслы) дейилади ва Г1 (Ь) каби ёзилади.

Агар В ^ В  булса, у \олда В, к,исм туплам элементларининг 
прообразлари тупламини Г'(В.) билан белгилаймиз:

Г‘(В,)={ х | Дх) еВ,}.
Масалан, А=В=К, яъни А хам, В хам Я хак,ик^й сонлар 

тупламидан иборат, £А-»В акслантириш Г(х)=з1пх формула билан 
берилган булсин. У холда Ь=0 сонининг прообрази а= кя (кеХ) 
куринишдаги сонлардан иборат булади: Г'(0)={ кл | ке7}.

2-таърыф. Агар ПА^В акслантириш учун Г(А)=В, яъни 
А туплам В тупламнинг устига акслантирилган булса, у холда 
Г сюръектыв акслантырыш (сюръекцыя) дейилади.

3-таърыф. Агар Г:А-»В акслантириш  учун х,*х2 дан 
Г(х,)*Г(х2) келиб чик^са, Г тескарыланувчы ёки ынъектив 
акслантырыш (ынъекцыя) дейилади.

4-таърыф. Агар Г:А-»В акслантириш хам инъектив, хам 
сюръектив акслантириш булса, у холда/ быектив ёки узаро 
быр щйматлы акслантырыш дейилади.

Баъзида бундай акслантириш А ва В тупламлар орасидаги 
узаро бир цийматли мослик деб хам айтилади.

5-таърыф. Агар:
а) хар бир а еА элементга битта ва факдт битта ЬеВ  

элемент мос келса;
б) хар бир Ье В элемент битта ва фак^ат битта а е  А 

элементга мос келса, у холда А ва В тупламлар орасидаги 
мослик узаро быр цыйматлы мослык дейилади.

Куйидаги тасдик^ларнинг уринли эканлигини куриш 
к;ийин эмас:

1°. Айний акслантириш 1:А-»А биектив булади.
2°. Агар 1":А->В биектив акслантириш  булса, у холда 

тескари акслантириш Г':В-»А мавжуд ва у хам биектив 
акслантириш булади.



3°. Агар f:A—>B ва g:B-*C биектив акслантиришлар булса, 
у *олда уларнинг композицияси g0f:A->C *ам биектив 
акслантириш булади.

3. Тент цувватли тупламлар. Тупламнинг куввати тушунчаси.
6-таьриф. Агар А ва В тупламларнинг бирини иккинчисига 

биектив акслантириш мумкин булса, улар тенг цувватли 
тупламлар дейилади ва А ~ В куринишда ёзилади.

Бошцача айтганда, агар А ва В тупламлар орасида узаро 
бир к;ийматли мослик урнатиш мумкин булса, у х;олда бу 
тупламлар тенг кувватли тупламлар дейилади.

7-таъриф. Бирор F тупламнинг элементлари орасида 
берилган к;андайдир «~» муносабат:

1) рефлексивлик: а~а, ихтиёрий элемент узи билан шу 
муносабатда;

2) симметриклик: а~Ь булса, у ^олда Ь~а;
3) транзитивлик: а~Ь ва Ь~с булса, у >^олда а~с

каби шартларни к;аноатлантирса, F тупламда эквивалентяик 
муносабати берилган дейилади.

1-теорем а. Тупламлар орасидаги тенг цувватлилик 
муносабати эквивалентлик муносабати булади.

Исботи. Ю цоридаги 1°-3° тасдикугардан к;уйидаги 
хоссаларнинг уринлилиги келиб ч и кади:

1) А ~ А;
2) Агар А ~ В булса, у ^олда В ~ А;
3) Агар А ~ В ва В ~ С булса, у \олда А ~ С.
Бу эса тенг кувватлилик муносабати рефлексивлик, 

симметриклик ва транзитивлик хоссаларига эга, яъни 
эквивалентлик муносабати эканлигини курсатади. Теорема 
исбот булди.

К елгусида т е н г  кувватли туплам лар  эквивалент  
тупламлар деб \ам  юритилади.

Мисоллар. 1. А- барча натурал сонлар туплами, В-барча 
мусбат жуфт натурал сонлар туплами булсин. Бу тупламлар 
орасида биектив акслантириш ни куйидагича урнатиш

мумкин: f:n->2n, .

ю



2. А- барча натурал сонлар туплами, В- барча бутун сонлар

туплами булсин. Ушбу f(x)=(-l)x (бу ерда, х е А , Xэса -  
2

нинг бутун кисми) акслантириш бу тупламлар орасида узаро 
бир кийматли мослик урнатади. Масалан, 1 —>0, 2-И , 3—>-1,
4—>2, ...

3. Ихтиёрий [а;Ь] кесманинг нукталаридан ибораттуплам 
ихтиёрий бош^а бир [c;d) кесманинг нук^таларидан иборат 
тупламга тенг кувватли булади. У заро бир к^ийматли

d — с
мосликни куиидагича урнатиш мумкин: у = ------ (х -а )  + с.

Ь - а
Агар А ва В элементлари сони чекли булган тупламлар 

булса, у ^олда уларнинг эквивалентлиги элементларининг 
сони тенглиги билан бир хил булади.

Чексиз тупламларнинг барчаси узаро эквивалент, яъни 
тенг к^вватли эм асм и, деган савол тугилади . Бундай 
эмаслигини курсатамиз.

2-теорема. Натурал сонлар туплами N ва %ациций сонлар 
туплами R тенг цувватли тупламлар эмас.

Исботи. Фараз кдлайлик, N ва R тенг кувватли ва N ни 
R га акслантирувчи f  биектив акслантириш мавжуд булсин. 
R да Д=[0;1] кесмани олиб, уни тенг уч кесмага ажратамиз. 
1 нинг образи шу кесмаларнинг камида бирига тегишли 
эмас. Бу кесмани А, билан белгилаймиз. Д кесмани тенгуч 
кесмага ажратамиз ва 2 нинг образи тегиш ли булмаган Д2 
кесмани танлаб оламиз.

Бу жараённи чексиз давом эттириб, {Дп} кесмалар кетма- 
кетлигига эга буламиз. Бу кетма-кетлик учун куйидаги 
хоссалар уринли:

1) Д р Д ,з ...зД  з . . . ;
2) f(n )M n (n eN )

ва Дп кесманинг узунлиги тенг булиб, п-»оо да 0 га

интилади. Ичма-ич жойлашган сегментлар принципига кура, 
бу кесмаларнинг барчасига тегишли булган ягона с нукта 
мавжуд. Аммо сеДп ва f(n)gAn булганлиги туфайли, \еч бир 
п натурал сон ушбу с нинг прообрази була олмайди.



Демак, Гбиектив акслантириш эмас. Бу эса фаразимизга 
зид, яъни N ва Я тупламлар орасида узаро бир кийматли 
акслантириш урнатиш мумкин эмас. Теорема исбот булди.

Шундай килиб, ч е к с и з  тупламларнинг \аммаси \ам  тенг 
кувватли эмаслигига ишонч хрсил кдпдик.

8-таъриф. Берилган А тупламга тенг кувватли (эквивалент)

булган тупламлар синфи А билан белгиланади ва А ни А 
тупламнинг цуввати ёки кардинал сони деб аталади.

Чекли тупламнинг куввати (кардинал сони) сифатида 
бу туплам элементларининг сони олинади.

С аволлар ва  м апщ лар

1. Чекли ва чексиз тупламларга мисоллар келтиринг.
2. Эквивалент тупламларни таърифланг, мисолларда 

тушунтиринг.
3. Тупламнинг куввати деганда нима тушунилади?
4. К,уйидаги машкдарда (  нинг А ни В га утказувчи 

акслантириш эканлигини курсатинг. \ а р  бир акслантириш учун 
унинг сюръекция, инъекция ёки биекция эканлигини аник/танг.

4.1. А-математикадаги атамалар, В-узбек тили алфавити 
булсин, ^А-^В акслантириш \ар  бир атамага у бошланадиган 
\арф ни мос куяди.

4.2. А=В - ^акикий сонлар туплами; ^А-^В акслантириш
а) Г(х)=ипх; Ь) Дх)=х3-3х; с) Дх)=3*; 6) Дх)=х5 формула

билан аницланади.
4.3. А-текисликдаги барча мунтазам учбурчаклар туплами, 

В-текисликдаги барча айланалар туплами; Г:А->В акслантириш 
х,ар бир учбурчакка унга ички чизилган айланани мос куяди.

4.4. А={(х,у): 0<х< 1, 0<>< 1} текисликдаги квадрат нукталари 
туплами, В - (0;1) интервал нукгалари; ЛА-»В акслантириш 
К уйидагича ан и кл ан ад и : \ а р  бир М еА  ну^танинг 
координаталари х=0,а1а 2а 3..., у=0 ,р,р2рз... чексиз унли каср 
куринишида ёзилади ва МеА нук^ага2= 0,а Д а 2Р,а,Рг ..еВмос 
куйилади.

5. Куйидаги машцларда берилган тупламларнинг бирини 
иккинчисига биектив акслантиринг:

5. 1. (0 ; 1) интервал ва (0;оо) нур.
5.2. (0 ;оо) нур ва тугри чизик,.



5.3. Ихтиёрий айлана ва учбурчак томонларидан тузил ган 
си ни к, чизик,.

5.4. \a\b\ кесма ва (с\с[) интервал.
6. Агар А\В~В\А булса, А~В эканлигини исботланг.
7. Агар Ас В ва А~АиС булса, у х,олда В~ВиС эканлигини 

исботланг.
8. Куйидаги тасдик, уринлими: «Агар А зВ , С з Э  ва А~С, 

В -О  булса, у \олда А \В ~ С \Э  булади».

2 -§ . Туплам лар цувватини солиш тириш

1. Кувватларни солиштириш.
Икки А ва В туплам берилган булса, уларнинг кувватлари 

\ак;ида куйидаги муло^азаларни айтиш мумкин:
1) бу тупламлар узаро эквивалент, яъни уларнинг 

кувватлари тенг;
2) А туплам В тупламнинг бирор В, к,исмига эквивалент, 

аммо В туплам А нинг хрч к^ндай к,исмига эквивалент эмас 
(ёки В туплам А тупламнинг бирор А, кдомига эквивалент, 
аммо А туплам В нинг \еч к,андай к,исмига эквивалент эмас);

3) А туплам В тупламнинг бирор В, к;исмига эквивалент 
ва В туплам А тупламнинг бирор А, к,исмига эквивалент;

4) А туплам В тупламнинг \еч к,андай к,исмига эквивалент 
эмас ва В туплам А нинг \еч кдндай к;исмига эквивалент эмас.

Агар А ва В тупламлар чекли булса, учинчи ва туртинчи 
доллар руй бермайди. Баъзи А ва В чексиз тупламлар учун 
туртинчи хрлнинг уринли булмаслигини курсатиш мумкин.

Иккинчи холда А тупламнинг куввати В тупламнинг 
кувватидан катта (В тупламнинг куввати А тупламнинг

Кувватидан катта дейилади) ва А > В ( А < В )  куринишда 
белгиланади.

Учинчи холда А ва В тупламлар эквивалент булади. Бу 
тасдик, келгусида исботланадиган К антор-Б ернш тейн  
теоремасидан келиб чикдди.

Берилган А тупламнинг кувватини аниьушшнингтабиий 
усули бу — тупламни бирор куввати маълум тупламга 
биектив акслантиришдир. Аммо куп холларда аник, бир 
биектив акслантиришни куриш мураккаб масалага айланади. 
Шу сабабли, тупламларнингтенг кувватлилик белгиларини



топиш масаласи вужудга келади. Куй и да шундай белгиларнинг 
иккитаси билан танишамиз. Бу белгилар Г.Кантор томонидан 
топилган, лекин уларнинг исботини анча кейин Ф.Бернштейн 
келтирган.

2. Оралик тупламнинг куввати.
9-таъриф. Агар С сВ сА  булса, В туплам А ва С тупламлар 

учун оралиц туплам дейилади.
3-теорема. Агар бирор туплам иккита тенг цувватли 

туплам учун оралщ туплам булса, у  урлда бу учта тупламнинг 
цувватлари узаро тенг булади.

Исботи. А, В ва С тупламлар берилган булиб, CcBczA ва 
А~С булсин. Агар В=А ёки В=С булса, теорема равшан.

Айтайлик, А*В булсин. Теорема шартига кура, Т:А->С 
биекция мавжуд. Ихтиёрий хеА учун унинг образи х’=Т(х) 
элемент С тупламга, демак, А тупламга хдм тегишли булади. 
Ш унинг учун х’ элементнинг Т акслантиришдаги образи 
х”=Тх’=Т(Т(х)) ни топиш мумкин. Равшанки, х” еА. Шу х” 
элементни Т 2(х) билан белгилаймиз. Т3(х) билан Т2(х) 
элементнинг образини, умуман, Т"(х) (п=2,3,...) билан Т"'1 
(х) элементнинг образини белгилаймиз. Т^х) куринишдаги 
элементларни х элементнинг ворислари деб атаймиз.

Агар бирор z элемент А\В тупламга тегишли булса, ёки 
А\В тупламга тегишли бирор элементнинг вориси булса, 
бу z элементни цора деб атаймиз. Крра элементлар туплами 
буш эмас, чунки А^В. Куриш мумкинки, крра элемент х 
нинг образи Т(х) \ам кора булади, чунки агар х бирор а еА\В 
элементнинг вориси булса, у \олда ^андайдир neN  учун 
х=Тп(а) булади ва T(x)=T(T"(ö))=Tn+l(ö) дан Т(х) \ам а 
элементнинг вориси эканлиги келиб чикади.

А тупламнинг крлган элементларини оц деб атаймиз. 
Шундай к,илиб, А туплам узаро кесишмайдиган ок ва кора 
элементлар синфига ажратилади.

Энди \а р  бир хеА элементга куйидаги усулда f(x) 
элементни мос куямиз:

Бу коида А ни  В га акслантириш булади.
\а к ,И 1<;атан \ам , хеА булси н . Агар х ок. булса, у хдпда 

хеВ, чунки х«А\В. Аммо Г(х)=х, дем ак , f(x)eB. Агар х кора

х, агар х о к, булса, 
Т(х). агар х кора булса.



булса, у \олда f(x)=T(x), аммоТ: А->С ва С сВ , бундан f(x)eB. 
Равшанки, бу акслантириш биектив. Теорема исбот булди.

3. Кантор-Бернштейн теоремаси.
4-теорема. Агар икки А ва В тупламларнинг ,\ар бири 

иккинчисининг цисмига эквивалент булса, у  х,олда улар узаро 
эквивалент булади.

Бош^ача айтганда, агар АзА,~В ва В зВ ^ А  булса, у ^олда 
А~ В булади.

Исботи. А,~В булганлиги сабабли f:В—>А, биекция 
мавжуд, А̂  оркдпи В, тупламнинг шу акслантиришдаги 
образини белгилаймиз. У хрлда f ни В, даги акслантириш 
деб карасак, у В, ни А^ га акслантирувчи биекция булади. 
Ш унинг учун А2~ В р бундан эса эк ви вален тли кн и н г 
транзитивлик хоссасига кура \ ~ А  булади. Энди AjC^czA 
эканлигидан 3-теоремага асосан А,~А экан. Шартга кура 
А ^В , бундан эса А~В келиб чикдди. Теорема исбот булди.

Мисол. Туф и чизикдаги ихтиёрий интервал ва ихтиёрий 
сегмент тенг кувватли.

Хаки^атан \ам  маълумки, \ар  бир сегментга тегишли 
бирор интервал, )^ар бир интервалга тегишли бирор сегмент 
мавжуд. Барча сегментлар, шунингдек, барча интерваллар 
тенг кувватли булганлиги сабабли К антор-Бернш тейн 
теоремасидан керакли тасдик, келиб чикдди.

С аволл ар  ва м ацщ лар

1. Качон А тупламнинг куввати В тупламнинг кувватидан 
кичик (катта) дейилади? Мисолларда тушунтиринг.

2. Оралик, туплам нима? Мисоллар келтиринг.
3. Оралик, тупламнинг куввати х.акддаги теореманинг 

мазмуни нимадан иборат?
4. Кантор-Бернштейн теоремасининг мазмуни нимадан 

иборат? Бу теорема исботи режасини ёзинг.
5. Агар Атуплам Втупламнингбирор В, к,исмига эквивалент 

булса, А тупламнинг куввати В тупламнинг кувватидан катта

эмас дейилади ва А < В куринишдаёзилади. «<»-муносабатнинг 
нокэтъий тартиб муносабат эканлигини, яъни унинг рефлексив, 
транзитив ва антисимметрик эканлигини курсатинг.



6. Куйидаги теоремани исботланг: Агар А тупламни В 
тупламга акслантирувчи сюръекция мавжуд булса, у \олда

В < А булади.
7. Айлана нук^алари тупламининг куввати унингдиаметри 

нук^алари кувватидан кичик эмаслигини курсатинг.
8. Кантор-Бернштейн теоремасидан фойдаланиб, ихтиёрий 

доиранинг ихтиёрий квадратга эквивалентлигини исботланг.

3 -§ . Санок^пи тупламлар ва  уларнинг хоссалари

1. Санокли тупламлар, мисоллар.
10-таъриф. Натурал сонлар туплами ва унга эквивалент 

булган тупламлар саноцли тупламлар дейилади. Санокуж

тупламнинг куввати х« (алеф-нол) билан белгиланади.
Хар к,андай санокуж туплам чексиз кетма-кетлик шаклида 

ёзилади: А={а,, а2, . . . , ап, . . .}, яъни санокли туплам 
элементларини номерлаб чициш мумкин.

М асалан, 1) бутун сонлар туплами;
2) учга каррали булган натурал сонлар туплами;
3) В =  { п2" | п е  N }; 4) В={ Дп) | п е  N. Г-катъий монотон 

функция} тупламлари санокути тупламларга мисол булади.
2. Санокли тупламларнинг чексиз тупламлар орасидаги урни.
5-теорема. \а р  цандай чексиз тупламнинг санокли к,исм 

туплами мавжуд.
Исботи. Айтайлик, В чексиз туплам булсин. Ундан битта 

элемент танлаб оламиз ва уни х, оркали белгилаймиз. В туплам 
чексиз булганлигидан В\{х|} туплам буш эмас. Бу тупламдан 
яна бир элементни танлаб олиб, уни билан белгилаймиз. 
Сунгра ВМХрХ  ̂дан х, элементни танлаб оламиз. Шундай давом 
эттириб, В тупламнинг номерланган, яъни санокути С={хр 

. . . ,  хп, ...}  к,исм тупламига эга буламиз. Теорема исбот булди.
Бу теорема санокли тупламлар барча чексиз тупламлар 

орасида му\им урин тутишини, яъни чексиз кувватларнинг 
энгкичиги эканлигини курсатади.

6-теорема. Хор кандай санокли тупламнинг чексиз к; и с.ми 
санощли туплам булади.

Исботи. Айтайлик, А—санокуш туплам, В—унинг чексиз 
к^сми булсин. А тупламнинг элементларини номерлаб чи^амиз. 
Натижада В тупламнинг элементлари \ам номерланган булади.



В туплам элементларининг номерларини усиш тартибида 
жойлаштирамиз ва 1,2,3,— сонлар билан кдйта номерлаб чик^миз. 
Демак, В - санок,ли туплам. Теорема исбот булди.

Натижа. Саноцли тупламдан унинг чекли цисмини айи- 
ришдан урсил булган туплам %ам саноцли булади.

3. Чекли кетма-кетликлар тупламининг санок^лилиги. 
Иккита (п,, п2, . . . , nk) ва ( т р т 2, . . . , ms) чекли кетма-

кетликлар (кортежлар) берилган булсин. Агар k=s ва 
ихтиёрий i учун m =n. булса, бу кортежлар тенг, акс хрлда 
тенг эмас дейилади.

7-теорема. Элементлари натурал сонлардан иборат барча 
чекли кетма-кетликлар туплами К саноцли булади.

Исботи. Р оркдпи усиш тартибида жойлаштирилган барча 
туб сонлар туплами { р ,,р2, ... ,рп, ... > ни белгилаймиз. X¿p 
бир натурал сонлардан иборат (п,, п2, . . . , nk) кортежга

а = Р\' ' Рг2 •• • р"к натурал сонни мос куямиз. Сонни туб 
купайтувчиларга ажратишнинг ягоналиги ^акддаги теоремага 
асосан, \ар  хил кортежга \ар  хил натурал сон мос келади. 
Натижада К туплам натурал сонлар тупламининг чексиз 
к,исмига эквивалент булади, бундан К нинг санокуш эканлиги 
келиб чикдци. Теорема исбот булди.

Натижа. Индекслари натурал (i,, /2, . . i j  кортежлардан

иборат а,,,г.э л е м е н т л а р  туплами саноцли.
4. CaHoiyiu тупламлар бирлашмасининг сано!у1илиги.
8 -теорема. Саноцли сондаги саноцли т упламларнинг 

бирлашмаси саноцли туплам булади.
Исботи. Айтайлик, A,, Aj, А,,. . ., Ап, . . . санок,ли сондаги 

санокди тупламлар берилган булсин. Уларнинг \а р  бири 
чексиз кетма-кетлик куринишида ёзилиши мумкин:

—  Í а и> а п> а \ У  ■ ■ > ^ I r n  > • • • } >

^2 ~~{ й 21> й 22’ а 7 У  • • ’ ° 2 т ’ - ‘ ’ Ь

A ,  f lnl> f ln2’ а пЗ»' ' •> а п ш ’ - ■ • Ь

Бу тупламларнинг бирлашмаси натурал индекслари билан 
фарк; килувчи апт элементлардан иборат булади ва А,,
А3,. • ., Ап,. . . тупламларнинг элементлари тенг ёки тенг



эмаслигига богат»; булмаган \олда чексиз куп булади. Шу 
сабабли, юкрридаги 7-теоремага асосан, бирлашма санокуш 
туплам экан. Теорема исбот булди.

Бу теоремадан санокуш тупламларнинг хоссаларини 
ифодаловчи бир нечта натижалар келиб чикдци:

1 -н ати ж а. Чекяи сондаги саноцли т уплам ларнинг  
бирлаишаси саноцли туплам булади.

2-натижа. Саноцли сондаги узаро кесишмайдиган чекли 
тупламларнинг бирлашмаси саноцли туплам булади.

3-натижа. Чекли ва саноцли тупламларнинг бирлаишаси 
сашщли туплам булади.

С аволл ар  ва  маинушр

1. Санокуш тупламни таърифланг.
2. Санокуш тупламга мисоллар келтиринг.
3. Чексиз тупламлар ичида санокуш тупламлар к,андай 

урин тутади?
4 . К,ачон иккита кортеж тенг дейилади?
5. ( 1,6,3) кортежга кандай натурал сон мос келади?
6. 225 га к;андай кортежни (учликни) мос куйиш мумкин?
7. Туб сонлар тупламининг санокуш эканлигини исботланг.
8. Текисливдаги иккала координаталари хдм бутун сонлардан 

иборат булган нук^алар туплами санокуш эканлигини исботланг.
9. Санок,™ тупламдан чекли тупламни айиришдан ^осил 

булган тупламнинг санокуш эканлигини курсатинг.
10. Санок/ти тупламларнинг кесишмаси (айирмаси) \ак,ида 

нимадейиш мумкин? Жавобларингизни мисолларда асосланг.
11. Хддларининг сони санок^и, лекин бирлашмаси санокуш 

булмаган чекли тупламлар системасига мисол келтиринг.

4 -§ .  Р ационал  ва  ал геб раи к  сонлар туплам ларининг 
санок^илиги

1. Рационал сонлар тупламининг санокушлиги.
9-теорема. Рационал сонлар туплами санок^и.
Исботи. Маълумки, х,ар к>андай рационал сонни иккита

бутун сонларнинг нисбати — (я*0) куринишда ёзиш мумкин.



Аввал, р  ва c¡ натурал сонлар булганда, — куринишдаги мусбат
q

касрларни крраймиз. Бундай касрлар туплами элементлари натурал 
индексли ат куринишдаги тупламга эквивалент, демак санок/ш. 
Худди шунга ухшаш манфий касрлар туплами \ам санок/ш. 
Рационал сонлар туплами эса мусбат касрлар туплами, манфий 
касрлар туплами ва {0} тупламларнинг бирлашмасидан иборат 
булганлиги сабабли, 3-натижага асосан саноьуш туплам булади. 
Теорема исбот булди.

2. Алгебраик сонлар тупламининг санок,лилиги.
10-теорема. Барча алгебраик сонлар туплами саноцли. 
И сботи. Алгебрадан м аълум ки, алгебраик сон деб

коэффициентлари бутун сонлардан иборат n-даражали апхп+ 
an.ixn-‘+ ...+<з,х+ао кущаднинг илдизи буладиган ^ ак ^ и й  ёки 
комплекс сонга айтилади. Бундай куринишдаги п-даражали 
кущадлар тупламини Рп оркали белгилаймиз. Бутуплам (ап, ап,, 
. . ., а{, а()  куринищдаги бугун сонлар кортежлари тупламига 
эквивалент. Шунингучун санок.пи. Барча бутун коэффициентли

ос

кущадлар туплами — U  туплам, 8-теоремага асосан санокуш.п—I
Хар бир купх;ад чекли сондаги илдизларга эга. Демак, алгебраик 
сонлар туплами санок^и сондаги чекли тупламларнинг 
бирлашмасидан иборат. Бирлашмадаги тупламлар умумий 
элементларга эга булиши мумкин, шу сабабли алгебраик сонлар 
тупламининг куввати санок/ждан катта эмас. Аммо чексиз 
туплам, чунки рационал сонлар алгебраик сонлар тупламининг 
к^исми. Демак, 6-теоремага асосан алгебраик сонлар туплами 
санокуш. Теорема исбот булди.

3. Чексиз ва санок,ли тупламнинг бирлашмаси.
11-теорема. Агар бирор А чексиз тупламга чекли ёки  

саноцли К туплам цушилса, у  %олда А^Ж  туплам А тупламга 
эквивалент булади.

Исботи. 5-теоремага асосл ан и б , А дан санок,ли D 
Кисмини ажратамиз ва А \Отупламни ^оркдли белгилаймиз. 
У \олда A = E uD , A uK = E uD ^K  тенгликлар уринли булади. 
8-теореманинг 1-натижасига кура D ~D uK , ва Е~Е, бундан 
АиК~А эканлиги келиб чикдди. Теорема исбот булди.



1. Рационал сонлар тупламининг санокуж эканлигини 
исботланг.

2. Алгебраик сонларга мисол келтиринг.
3. Комплекс алгебраик сонлар тупламининг санок,пилигини 

исботланг.
4. К уйидаги туплам ларнинг сано^ли  эканлигини 

исботланг:
4.1. Текисликдаги, учларининг координаталари рационал 

сонлардан иборат учбурчаклар туплами.
4.2. Текисликдаги, марказининг координаталари рационал 

сонлардан, радиуси натурал сондан иборат айланалар туплами.
4.3. Сонлар уклада, узаро кесишмайдиган кесмалар туплами.
5. Агар В чексиз туплам ва Г:В->^ инъектив акслантириш 

мавжуд булса, у \олд а  В тупламнинг санокуш эканлигини 
исботланг.

6. Агар В чексиз туплам ва Ш -^В  сюръектив акслантириш 
мавжуд булса, у ^олда В тупламнинг санокуш эканлигини 
исботланг.

5 - § .  С аноцсиз тупламлар

1. Сажщсиз туплам, хоссалари.
11-таъриф. Санокуш булмаган чексиз туплам саноцсиз 

туплам дейилади.
12-теорема. Ту ери чизщдаги [0; 1 ] сегментнинг нуцталари 

туплами саноцсиз туплам булади.
Исботи. Ф араз цилайлик, [0; 1 ] сегментдаги нук,талар 

туплами санок^и булсин. У хрлда бу тупламнинг элементларини 
номерлаб чик,иш мумкин:

[0 ; 1 ] =  { х,, х ,̂ х3, . . . , хт , . . .}.
Энди [0; 1 ] даги барча ^ак^кий сонларни чексиз унли 

каср куринишида ёзамиз:
Х1 ~®>аиапа\ у а\п---’
*2~®’а21а22а2 У а2пш-'’
х3~ 0, <з31 апазг.. а}п...,

=0 ,а ,а м  т..а .’  т !  т2 тЗ тп



Агар [0; 1 ] сегментга тегишли, лекин юк;оридаги кетма- 
кетликда учрамайдиган хо сонни курсата олсак, теоремани 
исботлаган буламиз. Бунинг учун х сифатида х =0,Ь,Ь,Ь,...Ь ...
/и и и 1 ° то2ф а22, Ь3* я 33, .. -,Ьт ^ а т т , . . . )  чексиз унли касрни 
к,араш кифоя. Бу хое [0; 1 ] элемент х. ларнинг бирортасига тенг 
эмас, демак, бу кетма-кетликда йук,- Теорема исбот булди.

13-теорема. Агар В чексиз туплам саноцсиз булиб, К унинг 
чекли ёки саноцли цисми булса, у  хрлда В \К  туплам В тупламга 
эквивалент булади.

Исботи. Ушбу В\К=А туплам чекли ёки санокди булиши 
мумкин эмас, акс \олда 8-теореманинг 3-натижасига кура 
В =К и(В \К ) чекли ёки санокди булар эди. Ш унинг учун
11-теоремага асосан АиК~А, бундан В~В\К муносабат келиб 
чикдци. Теорема исбот булди.

Натижа. Ихтиёрий чексиз туплам узига эквивалент хос 
циемга эга.

Бундай хоссага фа^ат чексиз тупламларгина эга, шу 
сабабли баъзи х;олларда чексиз туплам  узининг бирор 
Кисмига эквивалент булган туплам деб >̂ ам таърифланади.

2. Континуум цувватли тупламлар, мисоллар.
12-таъриф. [0; 1 ] сегментдаги нукталар  туплам ига 

эквивалент булган тупламлар континуум цувватли туплам 
дейилади ва унинг куввати с орк;али белгиланади.

14-теорема. Ихтиёрий [д;Ь] (<з<Ь) сегментдаги нуцталар 
туплами континуум цувватли туплам булади.

Исботи. Агар у е  [а;Ь\ ва х е  ГО; 1 ] булса, у хрлда у=(Ь-я)х+а 
чизик^и функция бу тупламлар орасида узаро бир к,ийматли 
мослик урнатади. Демак, [а;Ь\ - континуум кувватли туплам.

Натижа. Ихтиёрий [<з;Ь) ёки (а;Ь] ярим оралицлар, шунингдек, 
(а;Ь) интервалдаги нуцталар туплами континуум цувватга эга.

1 5 -те о р е м а . С аноцли т у п ла м н и н г  барча цисм  
тупламларидан тузилган туплам континуум цувватга эга.

Исботи. Айтайлик, А санонуш туплам берилган булсин. Унинг 
элементларини ах, а2, ау  . . ., ап,. . . кетма-кетлик куринишида 
ёзиб оламиз. Бу элементлар бир-биридан индекслари билан фарк 
к;ил ад и. Агар индекслар кетма-кетликлари тупламининг, яъни 
ихтиёрий, катьий усувчи натурал сонлар кетма-кетликлари 
(чекли ёки чексиз) тупламининг (0 ; 1 ] ярим ораликка 
эквивалентлигини курсатсак, теоремани исботлаган буламиз. 
Маглумки, (0; 1) ярим ораликка тегишли сонни ягона усулда



чексиз, иккилик санок, системасидаги унлик каср куринишида 
ёзиб олиш мумкин. Куйидаги усулда \ар бир 0,а,а2... касрга 
К а тъ и й  усувчи {кп} натурап сонлар кетма-кетлигини мос куямиз: 
кетма-кетлик хдци сифатида касрнинг а п=1 буладиган хона 
номерлари олинган, масалан, 0,010010001 иккилик касрга {2,
5, 9} кетма-кетликни мос куямиз. Шундай к,илиб, (0; 1 ] ярим 
ораликдан олинган \ар  бир сонга битта ва фак^ат битта кетма- 
кетлик мос келади ва аксинча, \ар бир катъий усувчи кетма- 
кетлик аник, битта сонни аникдайди: масалан, {2,4,7,...} кетма- 
кетлик 0,0101001... сонни аникдайди. Шундай кдлиб, (0;1] ярим 
оралик ва барча цатьий усувчи кетма-кетликлар туплами орасида 
узаро бир кийматли мослик урнатилди. Бу эса барча кагьий 
усувчи кетма-кетликлар туплами, яъни саноьуш тупламнинг 
барча к,исм тупламларидан тузилган туплам континуум кувватли 
эканлигини исботлайди. Теорема исбот булди.

3. Х,ак^к^|й сонлар тупламининг саноцсизлиги.
1-§ даги 2-теоремадан Я нинг саноксизлиги келиб чик,ади. 

Энди унинг куввати кандай деган саволга жавоб берамиз.
16-теорема. Хацщ ий сонлар туплами континуум цувватли 

туплам.
Исботи. (0;1)~К эканлигини курсатиш учун (0;1) интервалда 

аник^анган у = tg^ 2*~--- функцияни караш етарли.

Бу теорема ва саноксиз туплам хоссаларидан куйидаги 
натижалар келиб ч и кади:

1-натижа. Иррационал сонлар туплами континуум цувватга
эга.

Х,акикатан \ам , барча иррационал сонлар тупламини 1 
билан белгиласак, 1= К \0 ~Я булади.

Маълумки, алгебраик булмаган \акикий сон трансцендент 
сон дейилади.

2-натижа. Барча трансцендент сонлар туплами континуум 
цувватга эга.

Исботи. И -\акикий сонлар туплами, А-алгебраик сонлар 
туплами б у л си н . У \о л д а  Я \А -тран сц ен д ен т сонлар 
туплам идан  и б орат  булади. 16-ва 13-теорем алардан  
трансцендент сонлар тупламининг континуум кУвватли 
туплам эканлиги келиб чикади.



1. Кандай туплам санокриз дейилади?
2. Саноцсиз тупламга мисол келтиринг.
3. Хд^и^ий сонлар тупламининг санокризлигини исботланг.
4. Континуум кувватли туплам к,андай туплам? Унинг 

санок;сиз тупламдан фарк^ини курсатинг.
5. Кесмани интервалга узаро бир к,ийматли акслантирувчи 

узлуксиз функция мавжудми? Ж авобингизни асосланг.
6. Айлана нук^талари туплам ининг санокризлигини 

курсатинг.
7. Куйидаги тупламларнинг кувватини аник^анг:
7.1. Дойра нук^алари туплами.
7.2. Парабола нук^алари туплами.
7.3. Комплекс сонлар туплами.
7.4. Текисликдаги иррационал координатаяи нук^алар туплами.
7.5. Т еки сли кн и н г битта координатаси  рационал, 

иккинчиси иррационал булган нук^алари туплами.
7.6. Параллел тугри чизик^ар туплами.
7.7. Концентрик айланалар туплами.
8. Текисликда, узаро кесишмайдиган айланалар туплами 

к;андай кувватли туплам?
9. Текисликда, ихтиёрий иккитасининг орасидаги масофа 

бирдан кичик булмаган нук^алар тупламининг куввати топилсин.

6 -§ . Тупламлар ^алц аси . Т уплам лар алгебраси

Тупламлар системаси деганда элементлари тупламлардан 
иборат тупламни тушунамиз.

13-таъриф. Агар Н тупламлар системасининг исталган 
иккита А ва В элем ентлари учун А п В е Н  ва А дВ еН  
муносабатлар уринли булса, у \олда Н система тупламлар 
%алк;аси (к,иск;ача урлща) дейилади.

14-таъриф. Агар Н тупламлар системасининг бирор Е 
элемента ва шу системанинг исталган А элементи учун ЕпА=А 
тенглик уринли булса, у \олда Е элемент Н системанинг бирлик 
элементи дейилади.

Халцада бирлик элемент(агар бор булса) ягона булади.
15-таъриф. Бирлик элементга эга булган Н тупламлар 

\алк,аси тупламлар алгебраси дейилади.



М исол. Б и рор  Е туплам олиб, унинг барча к^исм 
тупламларидан тузилган Н туплам остилар системасини кдраймиз. 
Исталган иккита АеН ва ВеН  учун А пВ еН  ва АЛВеН 
муносабатларнинг уринли эканлиги Н нинг тузилишидан 
куриниб турибди. Демак, бу тупламлар системаси хдпкр ташкил 
этади. Е тупламнинг узи Н система учун бирлик элемент булади. 
Демак, Н туплам остилар системаси айни вакхда тупламлар 
алгебраси х,ам экан.

Келгусида I орк^али индекслар тупламини белгилаймиз.
1 7 -тео р ем а . Исталган сондаги  {На,ае1} %алцалар

системасининг кесишмаси / /  = Р | На щ м  %алца булади.
ае1

Исботи. Айтайлик, А,ВеН булсин. У хрлда ихтиёрий ае1 
учун А,Ве На булади. Энди Нанинг ̂ алкд эканлигидан ихтиёрий 
ае1 учун А оВ , ААВеНо келиб чикдци. Демак, АгчВ, ААВеН.

Бу теорем а куйидаги тушунчани киритишда асосий 
вазифани бажаради:

Фараз к;илайлик, {Ро, ае1} ^алкдлар туплами берилган 
ва ихтиёрий а е 1 учун Н с Р а булсин.

15.1-таъриф. Агар {Еа} ларнинг бирор Ра элемента учун 
РИо сг Ра ш арт ихтиёрий а е 1 учун баж арилса, яъни 
Рао= п Р а булса, у \олда ^ал^а Н системани уз ичига олган 
минимал \алца  дейилади.

18-теорема. Х,ар цандай Н тупламлар системаси учун шу 
системани уз  ичига олувчи ягона минимал халца мавжуд.

Келгусида Н тупламлар тупламини уз ичига олувчи 
минимал ^алца 9?(Н) куринишда белгиланади.

16-таъриф. Бирор Н тупламлар системаси куйидаги уч 
шартни цаноатлантирса, у ярим у,аща дейилади:

1. 0 е Н .
2. Ихтиёрий А, ВеН учун АшВеН.
3. А ,сА  шартни кдноатлантирувчи А,, АеН элементлар 

учун Н да узаро кесишмайдиган чекли сондаги А,, А3, . . . ,  Ап 
элементлар топиладики, улар учун А=А1иА?и...иАп тенглик 
уринли булади.

Ш униси эътиборлики, ярим х,алк,ани уз ичига олган 
минимал \алк;а элементларини, шу ярим ^алка элементлари 
оркали ифодалаш, яъни топиш мумкин экан.

19-теорема. Берилган Н ярим щлцани уз ичига олган В(Н) 
минимал халцанинг щ р  бир А элементи Н ярим ^алцадан



олинган сони некли узаро кесишмайдиган Ар А2, А3, . . . ,А 
тупламларнинг бирлашмасидан иборат, яъни %ар бир А е'Л(Н ) 
ушбу куринишга эга:

А=А1иА2и ...и А  , А .еН , /=1,2,...,п, Аг>А.=0, «у.
' ( 1)

И сб оти . Н н и н г  эл ем е н тл а р и д ан  т у зи л га н  (1) 
куринишдаги тупламлар системасини И оркали белгилаймиз. 
Агар А ,В еР  булса, у \о л д а  уларнинг \а р  бири  узаро 
кесишмайдиган тупламларга ёйилади: А =иА /, В=иВ^ А/; 
В ^Н . Энди, Н ярим х;алка эканлигидан С ^ А /^ В .еН  булади. 
Я на бир бор ярим  \ал к ,а  таъ ри ф и д ан  ф о й д а л а н и б , 
А = ^ С ви кОл, В.=и.С.и,.Е>,шартларни к,аноатлантирувчи узаро 
кесишмайдиган В11(, к е Н  лар мавжудлигини аниклаймиз. 
Булардан АпВ, АДВе^ келиб чикади. Демак, Р туплам халка 
экан ва Н ни уз ичига олади. Теорема исбот булди.

Куп масалаларда тупламлар системаси Н дан олинган 
сан о к л и  сондаги э л е м е н т л а р и н и н г  б и р л аш м а си  ва 
кесишмасини царашга тугри келади. Ш утуфайли куйидаги 
таърифни киритамиз:

17-таъриф. Агар Н тупламлар х.алк.асида Апе Н , п=1,2,3,...
оо

муносабатдан А = и А„ е Н  муносабат келиб чикса, у \олда
л=1

бундай \алка о  -щлца  дейилади.
Бирлик элементга эга булган ст -^алк,а а  -алгебра дейилади. 
Мисол. Агар Н сифатида N={1,2,3,...,^...} тупламнинг 

барча к,исм тупламларидан тузилган туплам остилар туплами 
Каралса, у хдлда Н тупламлар системасининг х,алка булиши 
уз-узидан равшан. Ундан ташкари, N тупламнинг санокди 
сондаги кием тупламларининг йигиндиси х,ам унинг кием 
туплами булади. Демак, Н тупламлар системаси ст -^алка экан. 
Айни вактда Н ст -алгебра хрм булади. Чунки N тупламнинг 
узи Н нинг бирлик элементи вазифасини бажаради.

18-таъриф. Агар Н тупламлар ^алкасида Апе Н , п=  1,2,3,...
00

муносабатдан А=Р)Л„ е Н  муносабат келиб чикса, бундай
п= 1

\алка Ъ-щпк;а дейилади.



1. Х,алкдца бирлик элемент ягоналигини исботланг.
2. Тупламлар алгебрасига мисоллар келтиринг.

3. 18-теоремани исботланг. Курсатма: Х= []А  тупламнинг,
АеН

яъни Н га кирувчи барча тупламлар бирлашмаси X нинг туплам 
остилар туплами булган М(Х) *алк,а ичидан Н ни уз ичига 
олувчи барча ^ал^алар кесишмасини царанг.



II БОБ. М ЕТРИК ФАЗОЛАР

1-§ . М етрик ф азо  таъ р и ф и  ва  мисоллар

1. Метрик фазоиииг таърифи.
1-таъриф. Агар Хтупламнинг ихгиёрий икки х ва у элементига 

мусбат сонни мос куювчи р(х,у) функция берилган булиб, у:
1) р(х,у) > 0; р(х,у) =  0 «  х =  у;
2) р(х,у) =  р(у,х) (симметриклик аксиомаси);
3) р(х,у) < р(х,г) + р(г,у) (учбурчак аксиомаси) 

шартларни цаноатлантирса, у х;олда р(х,у) функция метрика 
(масофа) дейилади.

Агар X тупламда р метрика киритилган булса, у \о л д а  
X метрик фазо дейилади ва (Х,р) куринишда белгиланади.

Битта тупламда метрикани турлича киритиш мумкин.
2. М етрик фазога мисоллар.
1) Хакик;ий сонлар: Х=Я. М асалан, бу тупламда х ва у 

сонлар орасидаги масофа
р(х,у)=|у-х| 

каби киритилади.
2) п—улчамли Евклид фазоси: Х=К" да х=(х1,х2,...,хп) ва

У= (У1,У2>---,УП) нукталар орасидаги масофа р(х,у)=^Х^У* х<)

формула ёрдамида \исобланади. Бундай метрика киритилган 
Я" фазо, кискача, оркали белгиланади.

Хусусан, п=2 булганда бу метрик фазо Евклид текислиги 
дейилади.

3) Агар п—улчамли И" ф азо н и н г  х = (х 1,х2,...,х п) ва
п

У=(У,,У2,-,У П) нукталари орасидаги масофа р (х ,у )= £ | ук -  х к |
к=1

каби аниьутнса, у \олда Яп метрик фазо булади (исботланг) 
ва Я" оркдпи белгиланади.



4) Агар п—улчам ли  Я" ф азонинг х = (х 1,х2,...,х п) ва 

У= (У,.У2>"->Уп) нук^алари орасидаги масофа р(х ,у )= тах  
|ук—хк| каби аникуганса, у \олда И" метрик фазо булади 

(исботланг) ва /?” орцали белгиланади.

00

5) Х = ^2={х=(х| ,х2,...,хп,...), х .е Я  ва ]Гдг,2 <+оо}.

Бу тупламда метрика р(х,у)=^ХХу‘ х*) каби аникданади.

6) Х = С [а;Ь\ туплам [а;Ь] кесмада берилган узлуксиз 
функциялар тупламида, метрикани куйидагича киритамиз:

р(х,у)= |у0 )-х(0|. Бунинг метрика булишини текшириш 

к;ийин эмас.
Метрика аксиомаларидан биринчи ва иккинчисининг 

уринлилиги равшан. Учбурчак аксиомасини текширамиз.
Ихтиёрий 1е[а;Ь] нук^а ва х(0, у(0, функциялар 

учун ушбу муносабат бажарилади:
МО- У(0|=|(х(1)- г (0 )+ (2 (0 - у(1))| < |х(0- 2 (0 |+ ^ (0 - у0)|.

Бу тенгсизликдан

^ £ | х ( 0 - у(1)| < ™ хь т -  г(1)| И О - у0 )|

булиши келиб чикдди. Охирги тенгсизлик 
р(х,у) < р(х,г)+р(2,у) 

эканини билдиради.
7) С[а;Ь] да метрикани куйидагича ^ам киритиш мумкин:

Ь
р(х,у)= || у -  х | си. Бу метрик фазо С,[а;Ь] орк,али белгиланади.

8) С [а ;Ь |д а  р (х ,у ) = ф у н к ц и я  м етрика| ( у - х ) 2сИ
Ча )

аксиомаларини к,аноатлантиради. Бу метрик фазо С2[а;Ь] 
орк;али белгиланади.



9) Айтайлик, X, буш булмаган ихтиёрий бир туплам 
булсин. Ундан олинган х, уеХ учун

ч Г1, агар х *  у булса, 
р(х ,у)=  ̂

[О, агар х = у булса,

шарт билан функция аникутаймиз. Бу функция метрика 
аксиомаларини каноатлантиради.

Бундай аникланган метрика дискрет метрика, метрик 
фазо эса дискрет метрик фазо дейилади.

Метрик фазоларга мисоллар куплиги куйидагидан келиб 
чикдци:

Айтайлик, (Х,р) метрик фазо ва М с  X нинг ихтиёрий 
Кием туплами булсин. У холда р(х,у) функция М тупламда ^ам 
метрика булади ва (М,р) ни метрик фазо деб цараш мумкин. 
Бу метрик фазо (Х,р) метрик фазонинг кием фазоси дейилади.

С аволлар ва м а н п у т р

1. Метрика аксиомаларини айтинг.
2. Метрик фазони таърифланг.
3. Метрик фазоларга мисоллар келтиринг.
4. Текисликдаги А ^ .у ,)  ва В(х2,у2) нукгалар учун р(А,В)=|х2- 

Х,1+ |У2-У11 каби аникланган функция метрика буладими?
5. Тугри чизикда:
a) р(х,у)=х3—у3;
b) р(х,у)=|х3—у3|;
c) р (х ,у)= |агс±дх-агс±ду| 

функцияларнинг кайси бири метрика булади?
6. М={а,Ь,с} тупламда р(я,с)=р(с,а)=р(а,Ь)=р(с,Ь)=2, 

р(Ь ,с)=р(Ь ,а)=1 каби аникланган р ф ун кц и я метрика 
буладими? р учбурчак аксиомасини каноатлантирадими?

7. Агар М={а,Ь,с} тупламда р(я,Ь)=р(Ь,с)=1 шартни 
Каноатлантирувчи р метрика берилган булса, у хрлда р(а,с) 
Кандай кийматларни кабул килиши мумкин?

8. Метрика аксиомалари куйидаги икки аксиомага тенг 
кучли эканлигини исботланг:

1. р(х,у)=0<=> х=у.
2. р(х,у) < р(х,г)+ р(у,г).
9. Айланада р(А,В)-ватар узунлиги буйича ва р(А,В)-кичик 

ёй узунлиги буйича А ва В нукгалар орасида метрика киритиш



мумкинлигини текш иринг. Бу метрикаларнинг бирини 
иккинчиси ор^али к,андай ифодалаш мумкин?

10. Уч улчамли фазода координаталар бошидан чикувчи 
нурлар туплами икки нур орасидаги масофа сифатида улар 
ташкил калган бурчаклар кичигининг радиан улчови олинса 
метрик фазо булишини курсатинг.

11. Куп^адлар фазосида р(Р,,Р2)= |Р1(0)—Р,(0)| функция 
метрика аксиомаларини кдноатлантирадими?

12. Айтайлик, (М ,р)-метрик фазо, А бирор туплам ва 
Г:А-»М акслантириш берилган булсин. Ихтиёрий х,уеАучун

Р,(х,У)= Р(*Хх) ,Ду)) 
каби аниьуганган функцияни караймиз. Бу функция А 
туплам да м ет р и к а  булиш и учун Г акслантириш нинг 
инъектив булиш и зарур ва етарли эканлигини исботланг.

13. Бутун сонлар туплами Ъ да аникданган

1 0, агар т  = п булса, 

Зк
| — , агар т  * п булса,

функция метрика булишини исботланг. Бу ерда к сони гп-п 
айирманинг туб ёйилмасида катнашган 3 нинг энг катта

даражаси. Масалан, р(21,о) = ^ , р{21,з) = ^ . Мустакди равишда

р(5,7), р(7,—2), р(7,25)ларни хисобланг.
14. Натурал сонлар туплами N да аникданган

| т _ 1  Г 0, агар т  = п булса,
а) р ( т , п ) = — — ; Ь) р ( т ,п ) =  1 + _ 1 _  агар т  ^ п булса>

I т  + п
функциялар метрика буладими?

15. Агар М тупламда р метрика булса, у хрлда

/ \ Р(*,У)
РАх,у) = 1 + р(х ,у)

функция хам М да метрика булишини исботланг.
16. Айтайлик, Г функция [0;оо) да аникданган ва
1) Щ))=0;
2) усувчи;
3) ихтиёрий х, у учун ^х+у) < Г(х)+%) булсин. 
Агар А тупламда р метрика берилган булса, у холда

р,(х,у)=Г(р(х,у))

зо



функция хам Ада метрика булишини исботланг.
17. Айтайлик, f функция |0;со) да аникутнган ва узлуксиз 

булиб,
1) f(0)= 0;
2) усувчи;
3) (0;оо) ораликда иккинчи тартибли \осиласи  мавжуд 

ва f ’(x) < 0 булсин.
Агар А тупламда р метрика берилган булса, у \олда 

p,(x,y)=f(p(x,y)) 
функция ^ам А тупламда метрика булишини исботланг.

18. Агар р, ва р2 бирор М тупламда берилган метрикалар 
булса, у хрлда ихтиёрий а , ва а 2 мусбат сонлар учун 
р(х,у)=а1р,(х,у)+а2р2(х,у) функция \ам  М тупламда метрика 
булишини исботланг.

2 -§ . М етрик ф а зо д а  якртнлашиш туш унчаси

1. Я^инлашувчи кетма-кетликлар.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазода бирор {хп} кетма-кетлик 

берилган булсин.
2-таъриф. Агар ихтиёрий е>0 сон учун шундай по(е) номер 

топилиб, барча n>no(s) лар учун р(хп,х)<е тенгсизлик 
бажарилса, у ^олда {хп} кетма-кетлик X фазода х элементга
яциидашадидейиладива lim х = х ёких - * хоркалибелгиланади.

п —юс п

Бу х элемент {хп} кетма-кетликнинг лимиты дейилади. 
Метрик фазода кетма-кетлик лимитини куйидагича \ам  

айтиш мумкин:
Агар п-*ю да р(хп ,х) -> 0, яъни lim р(х ,х)=0 булса, у хрлда

Л—»00
бу кетма-кетлик X фазода х элементга як,инлашади дейилади.

Умуман олганда, метрик фазо элементлари нафацат 
сонлардан иборат булиши, балки ихтиёрий табиатли к^ндайдир 
элементлардан иборат булиши \ам мумкин. Шу сабабли кетма- 
кетлик лимитининг тушунчаси кенг татбикка эга.

Масалан, xn(t)=tn куринишдаги функциялар кетма-кетлиги 
СДО; 1] фазода айнан нол, яъни 0(t) = 0 функцияга яцинлашади.

1 I |
Х акикатан, бу ф азода p(xn,0)=  \\tn -d d t=  ft ndt = — - ,n JI I J П+ 10 o

демак, n -><» да p(xn ,x) -> 0 булади.



Бу кетм а-к етл и к  С[0;1] ф азода 0(t)=O ф ункцияга  

як;инлашмайди, чунки бу \олда p(xn,0)=™ fx|tn-O |=m axtn= l

булади, яъни п -><» да р(хп ,х) -Д  0 .
2. Якинлашувчи кетма-кетлик хоссалари.
1-теорема. Яцинлашувчи кетма-кетлик фацат битта 

лимитга эга.
Исботи. Фараз к;илайлик, {хп} кетма-кетликнинг лимита 

иккита, яъни хп-»х, хп-»у ва х*у булсин. У хрлда метриканинг 
учбурчак аксиомасига кура,

0 < р(х,у) < р(х,хп)+р(хп,у)
булади.

Аммо, бу тенгсизликнинг унг томони п-»оо да 0 га 
интилади, демак, р(х,у)=0, бундан х=у келиб чикзди.

2-теорема. Ихтиёрий р(х,у) метрика узининг аргументлари 
х в а  у элементларнинг узлуксиз функциясидир, яъни агар хп->х 
ва уп—>у булса, у  хрлда р(хп,уп)-> р(х,у) булади.

Исботи. Ихтиёрий турт элемент x,y,z,ueX учун

|p(x,y)-p(z,u)|< p(x,z)+p(y,u) (1)
тенгсизлик уринли.

М етриканинг учбурчак аксиомасидан фойдаланиб,
р(х,у)< p(x,z)+p(z,y) < p(x,z)+p(z,u)+p(u,y) (2)

тенгсизликларни ёзиш мумкин. Бундан
р(х,у) - p(z,u)< p(x,z) +p(u,y) 

келиб чикади. Бу тенгсизликда х, у ларни мос равишда z, и 
лар билан, z, и ларни мос равишда х, улар билан алмаиггириб, 

p(z,u) - р(х,у)< p(x,z) +p(u,y) (3)
тенгсизликка эга буламиз. (2) ва (3) дан ( 1) келиб чицади.

Энди (1) тенгсизликда z ва и ларни мос равишда хп ва 
уп билан алмаштирилса,

|р(х,у) - р(хп,уп)|< р(х,хп)+р(у,уп) 
тенгсизлик ^осил булади. Бу тенгсизликнинг унг томони, 
теорема шартига кура нолга интилади, бундан эса р(хп ,уп)—> 
р(х ,у) келиб чикади. Теорема исбот булди.

3-теорема. Агар {хп} кетма-кетлик х га яцинлашса, у

%олда бу кетма-кетликнинг ихтиёрий {х 1Ц) цисм кетма- 
кетлиги %ам шу х га яцинлашади.



Бутеореманингисботини мустак;ил бажаринг.
4-теорема. Агар {хп} кетма-кетлик х га яцинлашса ва хое  X 

тайин бир элемент булса, у  %олда {р(хп,хо),п = 1,2,. . .} сонлар 
туплами чегараланган булади.

Исботи. Умумий хдди сп=р(хп,х) булган сонли кетма- 
кетликни к;араймиз. Бу {сп} кетма-кетлик якинлаш увчи 
булганлиги сабабли, у чегараланган булади. Унинг юкрри 
чегарасини К билан белгилаймиз: сп < К. М етриканинг 
учбурчак аксиомасига кура

Р(х„ ,х0)^ Р(х„ >Х)+Р(Х ,х0)< К+р(х ,х0)=К , 
булади. Теорема исбот булди.

3. Баъзи метрик фазоларда як,инлашиш тушунчасининг 
маънолари.

а) Дискрет метрик фазода кетма-кетлик яцинлашувчи 
булиши учун бу кетма-кетликнинг х,амма элементлари бирор 
хадидан бошлаб бир-бирига тенг булиши зарур ва етарли.

б) п—улчамли Евклид фазосида {х(к)} кетма-кетликнинг 
х элементга як,инлашиши учун х(к) вектор координаталари 
мос равишда х вектор координаталари га як,инлашиши зарур 
ва етарли.

Масалан, R"2 да р(х<к),х ) = ^ Х (х^  _ х >)2 ->0(k —»оо) булса, 
(к)у Холда X; —> Xj ,/=1,2,...,п булади.

в) Айтайлик, С[а;Ь] ф азонинг элементларидан иборат 
{xn(t)} кетма-кетлик учун xn(t) (t)eC [a;b], яъни

Р(Х„>Х) =  I хп(0 - х (0 | - >  0, п °° 
булсин. Бундан ихтиёрий кичик е>0 сони учун шундай по 
натурал сон топиладики, п>по булганда

%% M t)  - x(t)l<e
булиши келиб чик,ади.

Демак, t нинг [а;Ь| даги барча к,ийматлари учун п>по 
булганда

|x„(t) -x(t)|<E
тенгсизлик уринли экан. Бу эса (xn(t)} кетма-кетликнинг x(t) 
функцияга текис як;инлашишини билдиради ва аксинча, 
{xn(t)} кетма-кетлик [а;Ь] кесмада x(t) га текис я^инлаш са, 
у \олда р(хп,х)—>0 булади. Демак, С[а;Ь] фазода метрика

! ” Т  у "ь г  - '/£



маъносида як,инлашиш текис я^инлашиш тушунчаси билан 
устма-уст тушар экан.

С ав о л л ар  ва  маищлар

1. Як,инлашувчи кетма-кетликни таърифланг.
2. Кетма-кетлик лимитининг ягоналигини исботланг.
3. Я2, Я3 ва С[0;1] фазоларда як,инлашувчи кетма- 

кетликларга мисоллар келтиринг.
4. Агар хл->а ва р(хп,уп)-»0 булса, у \олда у п->я эканлигини 

исботланг.
5. Куйидаги ф ункциялар кетма-кетлиги курсатилган 

фазода Дх)=0 функцияга я^инлашадими?

ИХ
1) гп(х)=7 7 ^ 5 - .  а) С[° ; 1]: Ь) С,[0; 1 ];

2) Гп(х)=хе-“  , а) С[0;10]; Ь) С,[0;10];

3) Г(х)=/7̂ л & е ^ " г2, а) С[0;1]; Ь) С2[0;1];

4) Г ( х ) = ^ - ^ ,  а) С[-л;я]; Ь) С [-я;л]. 
п п

6 . Я ” , Я,", Я^" ф азо л а р д а  м етри кага  н и сб атан  
я^инлаш иш  билан биргаликда координаталар и буйича

яцинлашиш тушунчаси \ам  к;аралади. Агар х(к)т=хт (т= 1 ,

. . . ,п) булса, у *олда {х(к)}={(х(к)| , х<к)2, . . . , х(к)п)} нук^алар 
кетма-кетлиги х=(х,, х^ . . хп) ну^тага координаталар 
буйича як^инлашади дейилади.

Савол: /?22 фазода М п= ^ ~ н у к ^ а л а р  кетма-кетлиги

координаталар буйича кдндай нукгага як,инлашади? Бу кетма- 
кетлик Я,2, Ях2 фазоларда шу нук^ага я^инлашадими?

7. Я" фазода як;инлашувчи ихтиёрий кетма-кетликнинг

координаталар буйича \а м  якинлаш увчи ва аксинча, 
координаталар буйича якинлашувчи кетма-кетликнинг 
метрика буйича \ам  як,инлашувчи эканлигини исботланг.



3 -§ . М етри к  ф азода б аъ зи  топологик 
туш унчалар

1. Очик, ва ёпиц шарлар, нуктанинг е-атрофи.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо берилган булсин. Келгусида 

метрик фазо элементи ёки метрик фазо нукгаси бир хил 
маънода ишлатилади.

3-таъриф. Бирор хоеХ нукга ва р > 0 сон учун ушбу
8(хо,г)={хе X: р(х ,хо)<г} туплам X  фазода очщ  шар\

51 (хо,г) ={хе X: р(х ,хо)<г} туплам ё п щ  шар дейилади.
Шу хо нукга шарнинг маркази, г сон шарнинг радиуси 

дейилади.
Зарурият турилганда {хеХ: р(х,хо)=г} тупламни *ам 

ишлатамиз, у хо марказли, г радиусли сфера дейилади.
4-таъриф. 5(хо,е) очик шар хо нуктанинг Е-атрофи 

дейилади ва Ое(хо) каби белгиланади.
Нукга атрофининг баъзи хоссаларини урганамиз.
1°. Х,ар бир нукта узининг ихтиёрий атрофига тегишли.
Хаки катан, агар е>0 булса, у \олда р (а ,а )= 0<е, шунинг 

учун аеО'Ха).
2°. Бир нуктанинг ихтиёрий икки атрофи кесишмаси 

\ам  шу нуктанинг атрофи булади.
Хаки катан, агар е <5 булса, у х;олда 0 Д а )п 0 6(д )= 0Е(а) 

булиши тушунарли.
3°. Агар хеОДя) булса, у хрлда х  нуктанинг Ое(а) да 

ётувчи атрофи мавжуд.
Хаки катан, айтайлик, р(а,х)=с1 булсин. хеО е(а) элемент 

учун 6= 8—<3>0 сонни караймиз. Агар у е 0 5(х) булса, у ^олда 
метриканинг учбурчак аксиомасига кура

p(a,y)<p(o,x)+p(x,y)<d+8= d+ (Б -d)= e 
булади. Демак, уеОДа). Бундан 0 8( х )с 0 е(д) келиб чикади.

4°. Б и р -б и р и д ан  ф арк ли  и к к и  н у к т ан и н г  узаро  
кесишмайдиган атрофлари мавжуд.

Хакикатан, айтайлик, я,ЬеХ, а*Ъ ва р(а,Ь)=г булсин. 
е= г/ 3 булганда Ог(а) ва ОДЬ) атрофларнинг кесишмаслигини 
курсатамиз. Фараз килайлик, бу атрофлар умумий х нукгага 
эга булсин. У \олда

р(а,х)<е, р(Ь,х)<е ва р(я,Ь)< р(а,х)+  р(Ь,х)<28=2г/ 3 <г.
Бу эса шартга зид.



2. Чегараланган туплам.
5-таъриф. Агар (Х,р) метрик фазодаги М туплам бирор 

шар ичида жойлашган булса, у хрлда бу туплам чегараланган 
туплам дейилади.

Бу таърифнинг куйидаги таърифга эквивалент эканлигини 
текшириш кийин эмас:

Агар (Х,р) метрик фазодаги М тупламга тегишли барча х 
ва v нук^алар учун р(х,у)<К тенгсизликни каноатлантирувчи 
К мусбат сон мавжуд булса, у х;олда М туплам чегараланган 
дейилади.

Агар бир тупламда икки хил метрика берилган булса, у 
Холда к;аралаётган М туплам бир метрикага нисбатан 
чегараланган, иккинчи бир метрикага нисбатан чегараланмаган 
булиши мумкин.

М асалан, N натурал сонлар туплами p(n ,m )= |n—m| 
метрикага нисбатан чегараланмаган, лекин

i 0, агар m = п булса,
Pi(n,m )= < 1

1 + ------- , агар m  ф п  булса,
I m + n

метрикага нисбатан чегараланган тупламдир. Чунки 1 дан 
фаркуш барча п ларда р ,(1,п)<2, яъни бу метрикага нисбатан 
барча натурал сонлар туплами маркази 1 нук^ада радиуси 2 
га тенг очик, шар ичига жойлашган булади.

3. Тупламнинг уриниш, лимит ну^талари.
А йтайли к, (Х ,р) м етрик фазода бирор М туплам

берилган булсин.
6-таъриф. Агар хоеХ нук^анинг ихтиёрий атрофида М 

тупламнинг хо дан фарьуш элементи мавжуд булса, у \олда 
х0 ну^та М тупламнинг лимит нуцтаси дейилади.

Мисоллар. 1. Ихтиёрий (Х,р) метрик фазодаги S(xo,r) очи к, 
шарнинг лимит нук^алари туплами 5 (хо,г) ёпик шардан 
иборат булади.

2. Сонлар укддаги баъзи тупламларни караймиз:
a) E ,=N  натурал сонлар туплами булсин. Бу тупламнинг 

бирорта х;ам лимит нук^аси мавжуд эмас.



b) Е2- { '/ п : п—1,2,...} булсин. Бу тупламнинг биргина 
лимит нук^аси 0 бор ва ОеЕг

c) Е3=(0;1). Бу туплам нинг лимит нук^талари [0; 1 ] 
кесманинг барча нук^таларидан иборат.

с1) Е4=(0;1)пО  булсин. Бу тупламнинг лимит нуктапари 
х̂ ам [0; 1 ] кесманинг барча нук;таларидан иборат.

7-таъриф. Агар хоеХ  нук^ганинг ихтиёрий атрофида М 
тупламнинг камида битта элементи мавжуд булса, у \олда 
хо ну^та М нинг уриниш нуцтаси дейилади.

Лимит нукта уриниш нук^аси булади, лекин аксинчаси 
\ардоим  ^ам уринли эмас. Масалан, чекли тупламнинг \ар 
бир нуцтаси уриниш нук;таси булади, аммо лимит нук,та 
була олмайди. Ю крридаги Е, ва Е2 тупламларнинг барча 
нук^алари уриниш ну^талари булади.

4. Тупламнинг ёпилмаси.
8-таъриф. М туплам нинг барча уриниш  нук,талари 

туплами М билан белгиланиб, М нинг ёпилмаси дейилади.
5-теорема. Ихтиёрий М, М, ва М 2 тупламлар учун 

цуйидаги муносабатпар уринли:

1 ) М с М  ;

2 )М  = М  ;

3) агар М ,сМ 2 булса, у  у^олда М , с= М 2 булади;

4) М ] и М 2 = М , и М 2 .

Исботи. Биринчи хосса тупламнинг уриниш  нуцтаси 
таърифидан келиб чикдди.

Иккинчи хоссани исботлаймиз. Биринчи хоссага асосан

М с  М . Шунинг учун м  с  М муносабатни исботлаш етарли.

Айтайлик, х е М булсин. У холда бу нуктанинг ихтиёрий
е атрофида м  га тегиш ли х, нук^та топилади . Энди х, 
ну^ан и н г радиуси е1=е-р(х,х1)>0 булган атрофини оламиз. 
Агар г е 0С[(Ху) булса, у х;олда



р(г,х)<р(2,х,)+ р(Х| ,х)<в, 
яъни геОДх) булади. Шундай к,илиб, Ое (х1)с:Ос(х). Аммо

х, € М , демак, х ^ и н г  8,-атрофида М га тегишли х2 нук^а 

мавжуд. Ш унинг учун х2 е 0Г1(*,) с  <Э£(*). Лекин ОДх) шар х

нук^ганинг ихтиёрий атрофи булгани учун х е М .
Учинчи хосса уз-узидан равшан.

Туртинчи хоссани исботлаймиз. Айтайлик х е М ,и Л / 2 
булсин, у \олда х нук,танинг ихтиёрий Ое(х) атрофида

М ,иМ 2 га тегишли х, элемент мавжуд. Агар х г М, ва х г М2 
булса, у \олда х нинг шундай Ос {х) ва (х) атрофлари 
мавжудки, бу атрофлар мое равишда М, ва М2 тупламлар 
билан кесишмайди. Энди е= т1п(е1,е2) деб олсак, у ^олда х 
ну^танинг Ое(х) атрофи М ,иМ 2 туплам билан кесишмайди.

Бу эса х нинг танланишига зид. Демак, х нук^га М, ёки М г 
тупламлардан камида биттасига тегишли, яъни

М1 и  М 2 с ¥ , и  М 2.
Тескари муносабатнинг уринлиги М ,сМ ,иМ 2 ва М2сМ ,иМ 2 

муносабатлардан хрмда учинчи хоссадан келиб чикдци.

С аволлар в а  маш цлар

1. М етрик фазода очик; (ёпик) шарларни таърифланг.
2. Нук;танинг атрофи цандай аникуганади?
3. Нук;та атрофининг к^андай хоссалари бор?
4. Тупламнинг лимит нуктаси к,андай нук^га?
5. Тупламнинг уриниш нукгаси кандай ну^та?
6. Тупламнинг ёпилмаси к,андай аникданади?
7. Туплам ёпилмаси хоссаларини айтинг.
8. М етрик фазода иккита, \ар  хил радиусли очик, шарлар 

устма-уст тушиши мумкинми?
9. Бирор метрик фазода радиуси 3 га тенг булган шар 

радиуси 2 га тенг булган шарнинг к,исми булиши мумкинми?
10. М етрик фазода г>0 радиусли шар буш туплам булиши 

мумкинми?
11. Агар (Х,р) метрик фазонинг бирор с нукгаси а ва Ь 

нук^алардан фаркуш булиб, р(а,Ь)=р(а,с)+р(с,Ь) шартни



Каноатлантирса, у холда с нук^га а ва b нук,талар орасида 
ётади деймиз.

a) Агар с нук^га а ва b нук^алар орасида, d ну^та эса а ва 
с нукталар орасида ётса, у холда d нук;та а ва b нук^алар 
орасида ётишини исботланг.

b) Агар с нук^а а ва b нукталар орасида ётса, у холда а 
нУКТа с ва b нукталар орасида ётмаслигини исботланг.

c) Агар с нук?а а ва b нукталар орасида, d нук^га эса а ва 
с нукталар орасида ётса, у холда с нук^а d ва b нукталар 
орасида ётишини исботланг.

d) Метрик фазонинг ихтиёрий икки нук^алари орасида 
\ар  доим шу фазонинг камида битта нук^аси ётади, деган 
тасдик; туфими?

12. Метрик фазода кесма тушунчасини киритиш мумкин: 
[а,Ь] кесма деб шу фазонинг а, b ва бу нукталар орасида ётадиган 
барча нук^аларидан ташкил топтан тупламга айтилади. 1 -§ даги
2-, 7-, 10-, 11-мисоллардаги ва дискрет метрик фазодаги 
кесмалар к,андай булади? Бу кесмалар чегараланганми?

13’„Метрик фазода хар хил икки кесма фа^ат иккита 
умумий нуцтага эга эканлигини курсатинг.

14. Айтайлик, с нукга а ва b нукталар орасида ётсин. Хар 
доим [o,bJ=[a,c]u[c,d] муносабат уринлими?

15. R2 текисликда хар цандай туф и туртбурчакнинг 
чегараланган туплам эканлигини курсатинг.

16. Ихтиёрий м етрик ф азода як;инлашувчи кетма- 
кетликнинг чегараланган туплам эканлигини исботланг.

17. С онлар укидаги х„ = ( - 1)" + 1  (n e N) нукталар  

тупламининг уриниш ва лим ит нуь^галарини топинг.

18. Е туплам R2 текисликдаги рационал координатали 
нукталар туплами булса, унинг ёпилмасини топинг.

19. R2 текисликда фацат иккита: А(1,3), В(3,0) лимит 
нуктага эга булган Е тупламга мисол келтиринг.

4 -§ . М етрик ф азодаги  очиц  ва  ёпиц туплам лар

1. Ёпик; туплам ва унинг хоссалари, мисоллар.
Айтайлик, (Х,р) метрик ф азе булсин. Бу фазода М сХ 

туплам оламиз.



9-таъриф. Агар М = М булса, у х,олда М ёпик, туплам 
дейилади.

Ихтиёрий (Х,р) метрик фазода ^ (хо,г) ёпик, шар, X нинг 
узи буш туплам ва х,ар бир чекли туплам ёпик, тупламларга 
мисол булади.

Ш унингдек, (Я, р(а,Ь)=|Ь-а|) тугри чизикда ихтиёрий 
[с,ё] кесма ёпик,туплам булади.

6 -теорем а, а) Чекли сондаги ёпиц т упламларнинг 
бирлашмаси яна ёпик, туплам булади;

б) ихтиёрий сондаги ёпик; тупламларнинг кесишмаси ёпик; 
туплам булади.

Исботи. Бу хоссани икки туплам учун исботлаш етарли.
а) Айтайлик, Р, ва Р2 ёпик, тупламлар булсин, яъни

= Т7, ва Гг = Ь\ уринли. У хрлда 5-теоремадаги 4-хоссага

кура ^  и  = Ё, и  ^  и  . Таърифга кура Р ,и Р 2 ёпик, 
туплам.

б) Айтайлик, ихтиёрий сондаги {Р„}аЕА ёпик, тупламлар 

системаси берилган ва х уларнинг кесишмаси булган Р= ̂  Ро
туплам нинг уриниш  нук,таси булсин. У х,олда х нинг 
ихтиёрий атрофида Р нинг камида битта, масалан, х, 
элементи мавжуд ва кесишманинг хоссасига кура а нинг 
барча к,ийматлари учун х ,еР а булади. Бундан ихтиёрий а  учун

х ^ ра = ра  ̂ яъни х е п Р а= Р  келиб чикдци. Демак, Р ёпик,
туплам. Теорема исбот булди.

2. Очик, туплам ва унинг хоссалари, мисоллар.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо, М<~Х бирор туплам булсин.
10-таъриф. Агар х нук,танинг М тупламда бутунлай 

жойлашган бирор атрофи мавжуд булса, у \олда х нук,та М 
тупламнинг ички нуцтаси дейилади.

Агар М тупламнинг х,амма нуцталари ички булса, у очик, 
туплам  дейилади.

Ихтиёрий (Х,р) метрик фазода 8(хо,г) очик, шар, Я да 
(а;Ь) интервал очик, тупламга мисол булади.

Я да 0  рационал сонлар туплами очик, туплам эмас, 
чунки рационал сон О га ички нукта була олмайди, яъни,



ихтиёрий рационал соннинг \ар  бир атрофи факрт рационал 
сонлардан иборат эмас.

ПТу каби иррационал сонлар туплами \ам  очик, туплам 
эмаслигини куриш мумкин.

Бу тупламларнинг R да \ам  ёпик, туплам булмаслигини 
кУриш к^ийин эмас.

7-теорема. Бирор G cX  тупламнинг очи/ç булиши учун унинг 
тулдирувчиси F=X \G =C G  тупламнинг ёпиц булиши зарур 
ва етарли.

Исботи. Зарурийпиги. Айтайлик, G очик, туплам булсин. У 
хрлда \ар  бир xeG нук^а бутунлай G да жойлашган атрофга 
эга. Демак, бу атроф F билан кесишмайди. Бундан куринадики, 
F нинг бирорта \ам уриниш нук^аси G га кирмайди. Демак, 
F ёпик, туплам.

Етарлилиги. Айтайлик, F = X \G  ёпик, T ÿ ro iaM  булсин. У 
^олда G дан олинган, яъни F га кирмаган ихтиёрий Hyiçra 
F билан кесишмайдиган, демак, G да бутунлай жойлаш ган 
атрофга эга, яъни G очик, туплам.

Натижа. Буш туплам 0  ва X фазо %ам очщ , %ам ёпиц  
тупламлардир.

8 -теорем а. Ихтиёрий сондаги очиц т уплам ларнинг  
бирлашмаси ва чекли сондаги очиц тупламларнинг кесишмаси 
очиц туплам булади.

Исботи. Ушбу ?  (X \G ,)=X \( ^ G a ) ^  у  (X \G.)=X\( Д G,)

тенгликлардан ва юкррида исботланган теоремалардан келиб 
чикдци.

С аволлар в а  м апщ лар

1. К,андай туплам ёпик, туплам дейилади?
2. Ёпи^тупламга мисоллар келтиринг.
3. Кдндай туплам очик, туплам дейилади?
4. Очик;тупламга мисоллар келтиринг.
5. Очик;ва ёпицтупламлар орасида кдндай богланиш мавжуд?
6. Очи к, х,ам, ёпиц х,ам булмаган тупламларга мисоллар 

келтиринг.
7. Ихтиёрий метрик фазода ёпик, шар ёпик, туплам  

эканлигини исботланг.



8. Ихтиёрий м етрик фазода очик, шар очик; туплам 
эканлигини исботланг.

9. Текисликда мусбат координатали ну^галар туплами 
очик, туплам буладими? Жавобингизни асосланг.

10. Ихтиёрий А < В сонлар учун Е={ГеС[я;Ь]: А<Дх)<В} 
тупламнинг очик, туплам эканлигини курсатинг.

Г х + у > 5 ;
| х 2 + у2 < юо тенгсизликлаР системаси билан аник,панган

тупламнинг фазода очик, туплам эканлигини исботланг.

п  Г х + 3 у - 2 г ^  6;
К 2 о. 2^  тенгсизликлар  систем аси биланIX "•'У >2, £

аникданган тупламнинг Л* фазода ёпик, туплам эканлигини 
исботланг.

I  у > х2 +1;
1х2 +у2 < 64 тенгсизликлар системаси билан аникданган

тупламнинг /?22 фазода очик; \ам , ёпик; \ам  эмаслигини 
курсатинг.

14. С[а,Ь] фазодаги куп^адлар туплами очик, \ам , ёпик 
\ам  эмаслигини исботланг.

5 -§ . С онлар уцидаги  очик, ва ёпик; туплам лар ва 
уларнинг тузилиши

1. Ташки л цилувчи оралшугар ва уларнинг хоссалари.
(Я,р) метрик ф азода ихтиёрий (а,Ь) интервал очик;, 

ихтиёрий [а,Ь] сегмент ёпик; тупламга мисол булади.
71-таъриф. Бирор С  очик; туплам берилган булсин. Агар 

(а,Р)с=С ва а е в ,  РеО  булса, у \олда (а,Р) интервал ташкил 
^илувчи оралщ  дейилади.

9-теорема, в  очиц тупламнинг бир-биридан фаркуи (о^Д) 
ва (а 2.Р2) ташкил щилувчи оралик^ари у  мумий нуцтага эга эмас.

Исботи. Фараз к,илайлик, (а,, р,) ва (а,, (3,) интерваллар 
бир-биридан фаркуш (яъни а ^ а , ,  Р,*Р, муносабатлардан 
камида бири уринли) булиб, умумий £ нук^ага эга булсин. 
У \олда а,<^<Р|; а ,<£<р, тенгсизликлар уринли булади. Бу



тенгсизликлардан а,<^<ри а,<£<р, тенгсизликлар келиб 
чикдди. Бунда икки \ол  б^лиши мумкин: а 2<а, ёки а ,> а г

Агар а-2<а< булса, у хрлда а 1е (а ,,р ,)с С . Бу муносабат 
бажарилиши мумкин эмас, чунки а  гСл.

Агар а 2>а, булса, у \олда а 2е ( а ],Р1)с С . Бундай булиши 
Хам мумкин эмас, чунки а 2гС . Теорема исбот булди.

Бу теоремадан куйидаги натижалар келиб чик;ади:
1-натижа. Агар С  очщ  тупламни ташкил цилувчи иккита 

интервал умумий нуц та га эга булса, у  урлда бу интерваллар 
бир-бирига айнан тенг булади.

2-натижа. Буш булмаган очщ  тупламни ташкил цилувчи 
турли оралицлар системаси чекли ёки саноцлидир.

Исботи. Агар хар бир таш кил к;илувчи ораликдан 
биттадан рационал нуцта олинса, у холда бу нук^галардан 
тузилган М туплам купи билан саноьуш булади ва в  ни 
ташкил к;илувчи турли оралиьугар системаси М билан узаро 
бир кийматли муносабатда булади.

2. Чегараланган очик, тупламнинг тузилиши.
 ̂ 10-теорема. Агар С  буш булмаган о ч щ  ва чегараланган 

туплам булса, у  зрлда С  нинг %ар бир нуцтаси О  ни ташкил 
цилувчи интерваллардан бирига тегишли булади.

Исботи. Айтайлик, а нук^га С  туплам нинг ихтиёрий 
элемента булсин. Ушбу Р=[а;+<ю)пСО тупламни тузамиз. 
[а;+со) ва СО тупламларнинг ёпик^игидан, Б хам ёпик; туплам 
булади. Тузилишига кура Р туплам буш эмас ва куйидан 
чегараланган. Бу Р тупламнинг куйи чегарасини а  билан 
белгилаймиз. Равшанки, а е  Р булади. Ш унингдек, а >а, чунки 
а ва ундан чапдаги хамма нук^алар р  тупламга кирмайди.

Бундан ташк;ари, [а ,а )с6 . Акс холда, шундай Ь нукта 
мавжуд булиб, Ье [а,а) ва Ь г в  булар эди. Бу муносабатлардан 
ЬеР ва Ь<а уринли эканлиги келиб чик;ади. Сунгги тенгсизлик 
а  нинг Р учун куйи чегара эканлигига зид.

Натижада а  учун
а >а, а г С ,  [а ;а )с С  ( 1)

муносабат уринли эканлиги курсатилди.
Худди шунга ухшаш

Р<а, р г в ,  (Р ;о]сС  (2)
муносабатни каноатлантирадиган р нуктанинг мавжудлиги 
курсатилади.

Бунинг учун (-оо;а]пСС тупламни тузиб, юкрридагига 
ухшаш мулохазалар юритиш керак.



(1) ва (2) муносабатлардан (Р;а) интервал С  учун ташкил 
Килувчи ораликва ае(Р;а) келиб ч и кади. Теорема исбот булди.

3-натижа. Агар (3 буш булмаган очик; ва чегараланган 
туплам булиб, (р;а) интервал в  га бутунлай кирган булса, у  
у,олда в  ни ташкил цилувчи ва (Р;а) интервални бутунлай уз 
ичига олган интервал мавжуд булади.

Ю к;оридаги 2- ва 3-натижалардан куйидаги теорема 
келиб ч и кади:

11-теорема. Буш булмаган, чегараланган О тупламнинг 
очик, туплам булиши учун уни сони чекли ёки саноцли булган 
узаро кесишмайдиган интервалларнинг бирлашмаси куринишида 
ёзиш мумкин булиши зарур ва етарли.

3. Чегараланган ёпик, тупламнинг тузилиши.
Айтайлик, Р чегараланган ёпик туплам булиб, 5=[а;Ь] 

уни уз ичига олган энг кичик сегмент булсин. У хрлда 
СХР = 5 \Р  туплам очик,булади.

Агар буш булмаса, унга 11-теорсмани татбик килиш 
мумкин. Натижада куйидаги теоремага келамиз:

12-теорема. Ихтиёрий чегараланган ёпик; Р туплам ёки 
сегмент булади, ёки бирор сегментдан сони чекли ёки санокли 
интерваллар системасини чщариб ташлаш натижасида хрсил 
цилинган тупламдан иборат булади.

12-таъриф. О чи к  ¿¡.Р тупламнинг таш кил килувчи 
ораликлари /'’тупламнинг тулдирувчи ораликуари дейилади.

С аволлар ва  м аш кдар

1. Ташкил килувчи оралик канДай туплам?
2. Ташкил килувчи ораликпар кандай хоссаларга эга?
3. Чегараланган очик туплам КанДай тузилган?
4. Чегараланган ёпик туплам кандай тузилган?

6 -§ . М укам м ал  туплам лар. К анторнинг мукаммал 
туплами

1. Ёлгиз нукта, узида зич туплам, мисоллар. Айтайлик, 
(Х,р) метрик фазода М туплам берилган булсин.

13-таъриф. Агар £еМ  булиб, £, нук^анинг бирор атрофида 
М тупламнинг Е, дан бошка нуктаси булмаса, у \олда £, нукта 
М тупламнинг ёлт з нуцтаси дейилади.



Масалан, сонлар ук,ида М=(0,2)и{3} тупламни карасак, 3 
нук,та бу тупламнинг ёлгиз нук;таси булади.

14-таъриф. Агар Е тупламнинг бирорта \ам  ёлгиз нук^аси 
булмаса, у ^олда бундай туплам узида зич туплам дейилади.

М асал ан , к о о р д и н а та л а р  т е к и с л и г и д а  иккала  
координатаси \ам  рационал сонлардан иборат нук;талар 
туплами узида зич тупламга мисол булади.

15-таъриф. Агар туплам фак,ат ёлгиз нук;талардан иборат 
булса, бундай туплам дискрет туплам дейилади.

Мисоллар. 3-§ даги Е, ва Е2 тупламлар дискрет тупламга, 
Е3 ва Е4 тупламлар узида зич тупламга мисол булади.

2. Хосила туплам, мукаммал туплам, мисоллар.
16-таъриф. М тупламнинг барча лимит ну^таларидан 

иборат булган туплам М туплам нинг косила туплами 
дейилади ва М' орк;али белгиланади.

3-§ Даги мисоллар учун Е '.= 0 ,  Е ' ={0}, Е ',=  [0 :11 
Е '=[0;1] булади. 3

17-таъриф. Агар М = М ' булса, у \о л д а  М мукаммал 
туплам дейилади.

Энди сонлар укддаги мукаммал тупламларни урганамиз.
13-теорема. Ихтиёрий кесма мукаммал туплам булади.
Исботи. [а;Ь] кесманинг ихтиёрий х нук^аси унинг лимит 

нук;таси эканлиги бевосита куриниб турибди. Энди [а;Ь| 
кесманинг ташк,арисида унинг лимит нук,таси йукушгини 
курсатамиз.

Агар Е, нук^а [д;Ь] кесманинг лимит нук^аси булиб, унга 
теги шли булмаса ва аник^ик учун Е,<а булса, у хрлда £, нукганинг
/С а~£ г а ~£

2 ’ 2 атрофи [а;Ь] кесм анинг бирорта ^ам

нук^асини уз ичига олмайди. Бу эса £, нук^анинг [а;Ь] кесма 
учун лимит нук^а эканлигига зид. Теорема исбот булди.

Равшанки, мукаммал туплам ёпик, туплам булади. Аммо 
Хар к,андай ёпик;туплам *ам мукаммал туплам була олмайди. 
Масалан, икки элементдан иборат {1,2} туплам ёпик,, лекин 
унинг косила туплами буш тупламдан иборат.

Чегараланган ёпик; туплам мукаммал булиши учун у 
узида зич туплам булиши кераклиги равшан.

Ёпик; тупламнинг тузилиши хак;идаги 12-теоремадан 
куй и даги тасдик, келиб чик;ади:



14-теорема. Ихтиёрий чегараланган, буш булмаган мукаммал 
туплам ёки сегментдан иборат, ёки бирор сегментдан узаро 
кесишмайдиган, умумий чегара нуцтага эга булмаган ва 
чегаралари шу сегментнинг чегараларига тенг булмаган, сони 
чекли ёки  санок,ли инт ервалларини чицариб ташлаш  
натижасида %осил булган тупламдан иборат булади.

3. Кантор туплами ва унинг хоссалари.
Назарий жщ атдан муэуш а\амиятга эга булган мукаммал 

тупламлардан бири — Канторнинг мукаммал тупламидир.
И хтиёрий п учун ап=0 ёки ап= 2 булган, 0 ,а1а2...ап... 

куринишдаги барча чексиз, учлик санок, системасидаги унли 
касрларни к;араймиз. Бундай сонли туплам Кантор туплами 
дейилади ва Ро билан белгиланади.

* Бу туплам куйидаги хоссаларга эга:
1°. Ро чегараланган туплам.
Хак,ик,атан, \ар  бир хеРо учун 0< х<1 тенгсизлик уринли. 

Демак, Рос[0 ,1].
2) Ро мукаммал туплам.
Исботи. Бу тупламнинг \ар  бир нукгаси унинг лимит 

нукгаси булиш ини, яъни Рос Р о' эканлигини курсатамиз.
Айтайлик, х=0,а,а2...ап... нук^а Ро тупламнинг исгалган 

нуцтаси ва е ихтиёрий мусбат сон булсин. Ушбу 2 к<е 
тенгсизликни кэноатлантирувчи к натурал сонни танлаб оламиз 
ва ак=0 булса, унинг урнига 2 ни, ёки аксинча, ак=2 булса, 
унинг урнига 0 ни ёзамиз. Натижада \осил булган сон х нинг е 
атрофига теги шли булади. Демак, РнсР о' муносабат Уринли.

Энди Р0'<=Р0 эканлигини курсатамиз. Бунинг учун бирор 
х=0 ,а1а2...ап... г Р оп[0;1] нук?га Р0 тупламнинг лимит нукртси 
була олмаслигини курсатиш етарли. Кдралаётган х сон учун 
цандайдир к да ак=1 булиб, ак+1, ак+2,... лардан камида бири 1 
дан фар куш булади, акс ^олда бу сонни фак;ат 0 ёки 2 билан 
ёзиш мумкин булиб, у Ро тупламга тегишли буларди. Демак, 

° , а . а г - О  < х < 0:а,а2...ак+12 
интервал фак,ат 0 ва 2 билан ёзиш мумкин булмаган 
сонлардан иборат булиб крлади. Шундай кдлиб, х нук^анинг 
Ро тупламга тегишли эмаслигидан х нинг Ро га тегишли 
булмаган сонлардан иборат атрофининг мавжудлиги келиб 
чик,ади. Демак, Ро га тегишли булмаган нук^а бу туплам учун 
лимит нук,та була олмайди. Бундан Ро туплам барча лимит 
нук^аларини уз ичига олиши, яъни Р„'сРо келиб чицади.



3°. Ро континуум цувватли туплам.
Исботи. Ро тупламдан олинган \ар бир 0,а,а2...ап... касрга 

а =2 булган к ларни усиш тартибида ёзиб, {к} усувчи кетма- 
кетликни мос куямиз. Масалан, 0,020020002000020... га {2, 5,
9, 14, 20,...}кетма-кетлик мос келади. Бу мослик Ро ва барча 
Катьий усувчи кетма-кетликлар туплами орасида узаро бир 
к,ийматли мослик булади. 1 бобдаги 15-теоремага асосан, барча 
бундай кетма-кетликлар туплами континуум кувватга эга. 

Кантор тупламини бошцача хам тузиш мумкин. Бунинг
1 2учун Д=[0,1] сегментни оламиз ва уни -  ва -  нукталар

билан тенг уч к,исмга б^либ, ундан унинг урта цисмини,
( \  г']

яъни I з ’з ) оралик;ни чик;ариб ташлаймиз. К,олган икки  

сегментларнинг хар бирини яна тенг уч к,исмга буламиз ва

уларнинг урта кисмлари булган ва ( ^ ’9) ораликдарни

чик^ариб ташлаймиз. Натижада туртта сегмент хосил булади. 
Бу сегментларнинг хар бирини яна тенг уч кисмга булиб, 
уларнинг урта цисмларини чицариб ташлаймиз. Бу жараённи 
чексиз давом эттирамиз.

о 1/3 2/3

0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

Натижада Д=[0,1] сегментдан

и... очик; туплам чик;ариб ташланган булади.
Крлган туплам, яъни Ро= А \С о туплам, юк;орида чексиз 

учлик касрлар оркдли курилган Кантор тупламининг узи 
булади. Буни текширишни укувчига кщ дирамиз.

С аволлар  в а  м аощ лар

1. ^осила тупламни таърифланг, мисоллар келтиринг.



2. Мукаммал туплам к,андай аникданади?
3. Кантор туплами к^андай тузилган?
4. Кантор туплами кандай хоссаларга эга?
5. Агар М сонлар ук,ида зич туплам булса, у \олда 

ихтиёрий а е Я  ва г>0 учун (а —г;а+г) интервалда М га 
тегиш ли камида битта нук^а мавжуд булишини исботланг.

6. Рационал сонлар тупламининг хрсила тупламини топинг.
7. Е'={1, */2, ‘/ 3,. . ‘/ п, - ■ •} булган Е туплам мавжудми? 

Мавжуд булса, мисол келтиринг.
8. Томони 1 га тенг квадрат олиб, уни тенг тук^из булакка 

буламиз ва марказий квадратнинг ички нук^аларини ташлаб 
юборамиз. Крлган саккизта квадрат билан \ам  шундай иш 
тутамиз. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз. п-к,адамдан 
сунг кщ ган нук^галар тупламини 8п билан, улар кесишмасини

оо
п  Б = 5  билан белгилаймиз. Бу Б туплам Серпинский гиламил =1 п о - ' о - '

деб юритилади. Бу тупламнинг ёпик,лигини исботланг.
9. Мукаммал тупламнинг ёпик^лигини исботланг.
10. Ёпик;, лекин мукаммал булмаган тупламга мисол 

келтиринг.
11. Агар М сМ ' (ёки М 'сМ ) булган хщ да, М туплам 

х^кдда нима дейиш мумкин? Жавобингизни асосланг.

7 -§ . М етри к  ф азо д а  компакт туплам лар

1. Компакт туплам таърифи, мисоллар.
Туфи чизик^инг, яъни сонлар ук^нингажойиб хоссаларидан 

бири шуки, ундаги чегараланган ихтиёрий чексиз туплам камида 
битга лимит нук^ага эга. Лекин ихтиёрий метрик фазода бундай 
содда натижа, умуман айтганда, уринли эмас.

Ш унинг учун куйидаги саволнинг куйилиши табиий:
Метрик фазода к,андай тупламлар синфи учун юкрридаги 

хосса сак^данади?
Ш у сабабли куйидаги му\им таърифни киритамиз:
18-таъриф. Агар (Х,р) метрик фазодаги М сХ тупламнинг 

элементларидан тузилган ихтиёрий кетма-кетликдан М нинг 
бирор элементига як;инлашувчи к,исм кетма-кетлик ажратиб 
олиш мумкин булса, у х,олда М туплам X да компакт дейилади.



Мисоллар. 1. Туфи чизикдаги \ар  к,андай кесма;
2. Текисликдаги г>0 радиусли ёпик, шар;
3. Текисликдакоординаталари а < х < b, c< y < d  шартларни 

Каноатлантирувчи (х;у) нук^алар туплами компакт тупламлар 
булади.

2. Тупламнинг компакт булиши учун зарурий шартлар.
15-теорема. Компакт туплам чегараланган булади.
Исботи. Бунинг учун бирор М компакт туплам олиб 

чегараланмаган булсин, деб фараз к;иламиз. У хдлда М дан 
ихтиёрий х, нук^а олиб, радиуси г,=1 га тенг SCx^r,) шарни 
курамиз. М чегараланмаганлиги учун у бу шарда тула жойлашган 
булмайди. М тупламнинг S ^ r , )  шарга кирмаган бирор х2 
элементини оламиз. У \олда р(х,,х2)>г] булади. Энди радиуси 
г2=г(х1,х2)+1 га тенг S(x2,r2) шарни куриб, М тупламнинг бу 
шарга кирмаган х3 элементини оламиз. Бундай элемент мавжуд, 
чунки М чегараланмаган туплам ва р(х,,х3) > г2 булади. Бу 
жараённи истаганча давом эттириш мумкин. Натижада {хп} 
(хпеМ ) кетма-кетлик ва усиб борувчи {гп} сонли кетма-кетлик 
^осил булиб, улар учун

р(х,,хп)+1 =  rn> гп_, (п=2,3,...), гп- rn_, > 1 
тенгсизликлар бажарилади.

Демак, ихтиёрий n>m>2 натурал сонлар учун 
р(Х„Хп) + 1 =  rn> rn.,> rm=  p(X,,Xm) + l  

муносабатлар уринли булишини текш ириш  кийин эмас. 
Булардан ва

p ( x „ x n)< p ( x 1,xm) +  p(Xm,Xn)
тенгсизликдан

r n *  гт + Р ( \Л )>
яъни р(хт ,хп)>1 муносабат келиб чикдци.

Охирги тенгсизлик {хп} кетма-кетликнинг узи х,ам ва 
унинг бирор к,исми ^ам фундаментал була олмаслигини, 
яъни як,инлашувчи була олмаслигини курсатади. Бу эса М 
тупламнинг компактлигига зид. Теорема исбот булди.

Бутеореманингтескариси уринли эмас. Масалан, £7 фазода 
ушбу е ,= ( 1, 0 , 0 , 0, ...), е2= (0 , 1, 0 , 0 ,...), е3= (0, 0 , 1,
О,...),... элементлардан иборат чегараланган тупламни тузамиз. 
Бу элементларнинг ихтиёрий иккитаси орасидаги масофа

Р(ет ’еп)= ^2  гатен г(т^ п ). Ш унингучун бу кетма-кетлик ва



унинг хеч кандай кисми якинлашувчи булмайди, демак, 
тузилган туплам компакт эмас.

16-теорема. Компакт туплам ёпиц булади.
Исботи. А йтайлик, М туплам компакт булиб, ёпик, 

булмасин. У \олд а  М ёпик, булмаганлиги учун {xJcM  
якинлашувчи кетма-кетлик мавжудки, унинг лимити булган 
b элемент М га тегишли булмайди. Энди, М компакт 
булганлиги учун, бу кетма-кетликдан М тупламнинг а 
элементига як,инлашувчи к,исм кетма-кетлик ажратиб олиш 
мумкин. Аммо {хп} кетма-кетлик иккита, а ва b турли лимитга 
эга булиши мумкин эмас. Бузиддият М компакт тупламнинг 
ёпик булиши кераклигини билдиради. Теорема исбот булди.

Компакт тупламнинг ихтиёрий ёпик, к^см туплами \ам  
компакт туплам булишини исботлашни укувчига машк, 
сифатида к,олдирамиз.

3. n-улчамли Евклид фазосида компакт тупламлар.
17-теорема. R" фазода М тупламнинг компакт булиши 

учун унинг чегараланган ва ёпщ  булиши зарур ва етарли.
Исботи. Зарурийпиги юкрридаги теоремадан келиб чик;ади.
Етарлилиги. Айтайлик, М чегараланган ва ёпик, туплам 

булсин. М чегараланган булганлиги сабабли уни уз ичига 
олувчи n -улчам ли параллелепипед Р, яъни Р={х=(х,, 
х2,...,хп): а<Х'<Ъг /=1,2,...,п}, мавжуд. Бу параллелепипеднинг 
компакт туплам эканлиги п та, [<я ;Ь.] кесмаларнинг Декарт 
купайтмаси каби тасвирланишидан келиб чик;ади. Энди, М 
туплам Р нинг ёпиц к,исм туплами булгани учун компакт 
булади. Теорема исбот булди.

С аволлар  ва маш цлар

1. Компакт туплам к,андай туплам?
2. Туплам компакт булиши учун зарурий шартларни айтинг.
3. R" фазода туплам компакт туплам булишининг зарурий 

ва етарли шартлари кандай?
4. Компакт тупламнинг ёпик, к,исм туплами компакт 

булишини исботланг.
5. Компакт тупламларнинг кесишмаси компакт туплам 

эканлигини исботланг.
6. Иккита компакт тупламнинг бирлашмаси компакт 

булишини курсатинг.



7. С[0,1] фазода куйидаги тупламлар компакт туплам 
буладими?

а) С[0,1] нинг узи;
б) коэффициентларининг модули 1 дан катта булмаган 

барча куп\адлар туплами.

8. Айтайлик, E={feC [0,l]: f(0)=0, f ( l )= l ,  т а х |№ 1} 
булсин. Бу туплам С[0,1] фазода компакт туплам буладими?

8 -§ . М етрик ф азо л ар д а  узлуксиз акслантириш лар

1. Узлуксиз акслантириш, мисоллар.
Айтайлик, (Х,рх) ва (Y,py) метрик фазолар булиб, X 

ни Y га акслантирувчи Т  акслантириш берилган булсин.
Акслантиришнинг ну^тада узлуксизлиги таърифини 

берамиз.
19-таъриф. Агар X тупламдаги хо нук^тага як,инлашувчи 

ихтиёрий {хп}сХ кетма-кетлик учун ушбу Тхп->Тх муносабат 
Y да бажарилса, у \олда Т акслантириш хо нуцтада узлуксиз 
дейилади.

20-таъриф. Агар ихтиёрий г>0 сони учун шундай 5>0 
сон топилиб, рх(х0,х)<8 шартни цаноатлантирувчи барча х 
лар учун py(T(x0),T(x))<s тенгсизлик бажарилса, у ^олда Т 
акслантириш хо нуцтада узлуксиз дейилади.

21-таъриф. Агар Ь=Т(хо) нук,танинг ихтиёрий V атрофи 
учун X туплам да хо н у ^ та н и н г  T (U )c V  ш артни  
к,аноатлантирувчи U атроф и мавжуд булса, у \олд а  Т 
акслантириш хо нуцтада узлуксиз дейилади.

Бу уч таърифнинг тенг кучлилиги ёки бош^ача айтганда, 
эквивалентлиги функция учун исботлангани каби исботланади.

Мисоллар. 1. С[0;1] фазони R га акслантирувчи Т:х-»х(1) 
акслантириш ихтиёрий аеС [0; 1 ] «нук.таеда узлуксиз булади, 
бу ерда х ва о «нукталар» деганда, [0; 11 кесмада узлуксиз 
функциялар тушунилади.

Хакицатан, е>0 сон берилган булсин. У \олда S=s деб 
оламиз. Энди

pc(fl’x ) =  lx ( l ) - a ( t ) | ,  р (Т а ,Т х )= |х (  1)-<з( 1 ) |< р Д я ,х )

булганлиги  сабабли , рс(а ,х )< 5  ш артдан р(Т д,Т х)<е 
тенгсизликнинг келиб чик^иши тушунарли.



2. С 1 [0; 1 ] ф азони  Я га акслантирувчи  Т:х-»х(1) 
акслантириш 0(1)=О нуктада узлуксиз эмас.

Хакицатан, хп(1)= 1п кетма-кетлик С ,[0; 1 ] фазода 0(1)=О 
ф ункцияга якинлашади, лекин Тхп= хп(1)=1, Т9=0. Демак, 
{Тхп} кетма-кетлик Т0 га як^инлашмайди.

22-таъриф. Агар Т акслантириш X нинг \ар бир нук^гасида 
узлуксиз булса, у \олда Т узлуксиз акслантириш дейилади.

X метрик фазонинг элементлари турли табиатли, хусусан, 
функциялардан иборат булиши мумкинлиги айтилган эди. 
Шу сабабли X да аник^ланган акслантиришнинг цийматлар 
туплами сонли тупламдан иборат булса, бу акслантириш 
ф ункция деб эмас, балки функционал дейилади.

Хусусан, У =Я булган х;олда, узлуксиз акслантириш 
узлуксиз функционал дейилади.

М асалан, С[0;1] фазони Я га акслантирувчи Т(х)=х(1) 
акслантириш, бу ерда х(1) сон х(0  функциянинг 1 нук^адаги 
к;иймати, узлуксиз функционалга мисол булади.

2. Изометрия, унинг узлуксизлиги.
А йтайлик (Х,рх) ва (У,ру) метрик фазолар ва Т:Х-»У 

акслантириш  берилган булсин.
23-таъриф. Агар X фазодан олинган ихтиёрий а ва Ь 

ну^талар учун рх(а, Ь)= ру(Т(<з),Т(Ь)) тенглик бажарилса, у 
\олд а  Т изометрик акслантириш ёки изометрия дейилади.

Равшанки, \ар  к;андай изометрия узлуксиз акслантириш 
булади.

Текисликдаги \ар  к,андай ^аракат, хусусан, параллел 
кучириш, буриш, уксимметрияси изометрияга мисол булади.

3. Узлуксиз акслантиришнинг хоссалари.
18-теорема. Айтайлик, Т: Х->У акслантириш X фазонинг

а нуцтасида, акслантириш  У фазонинг Ь=Т(а)
нуцтасида узлуксиз булсин. У  %олда X ни Ъ га акслантирувчи 
х-»Р(Т(х)) мураккаб акслантириш а нуцтада узлуксиз булади.

Исботи. I  фазодаги с=Р(Т(я)) нук^анинг ихтиёрий XV 
атрофини оламиз. Р акслантириш Ь==Т(а) нук^тада узлуксиз 
ва с=Р(Ь) булганлиги сабабли, Ь нук^ганинг Р(У)с\У шартни 
к;аноатлантирувчи V атроф и  мавжуд. Ш унингдек, Т 
акслантириш  а нуцтада узлуксиз булганлиги сабабли, а 
нук^анинг Т (и )с У  шартни каноатлантирувчи и  атрофи 
мавжуд. У \олда Р (Т (и))сТ (У )с\У  га эга буламиз. Бу эса 
х->Р(Т(х)) акслантиришнинг а ну^тада узлуксиз эканлигини 
курсатади. Теорема исбот булди.



19-теорема. Агар Т акслантириш X  метрик фазони У метрик 
фазога акс эттирувчи узлуксиз акслантириш булса, у  урлда У 
фазодан олинган ихтиёрий очик, тупламнинг X  фазодаги 
прообрази очщ, ёпщ тупламники эса ёпщ  булади.

Исботн. Айтайлик, С  туплам V да очик; булсин. X фазодаги 
0 =Т  ‘(С) тупламнинг барча нук^алари ички нук^а эканлигини 
исботлаймиз.

Фараз ^илайлик, ае£)  ва Т(а)=Ь булсин. У \олда Ь е С  
ва С  очик; булганлигидан Ь нук,та в  тупламнинг ички 
нук^гаси булади. Шунинг учун бу нук^анинг О га тушалигича 
тегишли булган V атрофи мавжуд. Т акслантиришнинг а 
нук^ада узлуксизлигидан а нуцтанинг шундай и  атрофи 
мавжуд булиб, Т (и )сУ  булади. У хрлда Т (и )с С , бундан 
эса и с Б = Т '1(С ) келиб чикдци. Бу эса ихтиёрий а е О 
нук^анинг О га тегишли атрофи мавжудлиги, яъни а ички 
нук^га эканлигини исботлайди. Ш унинг учун О очик; туплам.

Ёпик; тупламнинг тулдирувчиси очик, эканлигидан, У 
ф азода бири иккинчисига тулдирувчи туплам ларнинг 
прообразлари X фазода \ам  бири иккинчисига тулдирувчи 
булиш идан ва теореманинг исбот килинган кисм идан  
иккинчи цисмнинг исботи келиб чикдди. Теорема исбот булди.

Узлуксиз акслантиришда очи к  тупламнинг образи ХЭР доим 
хэм очик булавермайди. Масалан, х -^ п х  узлуксиз акслантириш 
учун (—п;п) интервалнинг образи [— 1; 1 ] кесмадан иборат.

С аволлар ва  маищ лар

1. Узлуксиз акслантиришни таърифланг.
2. Узлуксиз акслантиришга мисоллар келтиринг.
3. Узлуксиз акслантиришга берилган таърифларнинг 

эквивалентлигини исботланг.
4. Изометрия кандай акслантириш?
5. Изометриянингузлуксизлигини исботланг.
6. Узлуксиз акслантиришнинг хоссаларини айтинг.
7. Я2 фазони узига утказувчи (х,у)->(2х~Зу+4,—х+4у) 

акслантириш берилган:
а) (2,3) нук^ганинг образини;
б) (—4,4) н у^анинг образини;
в) у=х турри чизик, образини;
г) абсциссалар уцининг прообразини топинг.



8. С |0 ,1 ] фазони Я га утказувчи
[

/г : / - >  |(х 2 - f 3(x))dx акслантириш берилган. Р^плх) ни
О

топинг. ^ " '0 ^ гатегиш ли иккитаэлемент курсатинг.

9. фазони С [0 ,1 ]га утказувчи Р:(х,у)-»ф(1)=х12-2у1 
акслантириш берилган. (—1, 1) нук,танинг образини топинг. 
Ш унингдек,

а)
б) Д1)=512- 2 ;
в) Г(1)= в т 1 функцияларнинг прообразларини топинг.
10. Куйидаги Р:С[а;Ь|—>И. функционалларни узлуксизликка 

текширинг:

а )  Р { / )  =  ш а х  / ( х ) ;
а < х < ,Ь

б)  ^ ( / )  = ш  ш / ( х ) ;
а<хйо

Ь
в) Р { / )  =  |^ х ) ё х .

9 -§ . К ом пакт туплам лар  ва  узлуксиз акслантириш лар

1. Компакт тупламнинг узлуксиз акслантиришдаги образи 
хэкида.

20-теорема. Компакт тупламнинг узлуксиз акслантириш 
натижасидаги образи компакт туплам булади.

Исботи. А йтайлик, М компакт туплам ва Т:М -»У 
у зл у к с и з  а к с л а н т и р и ш  булсин. У х,олда М ’= Т (М ) 
тупламнинг компакт эканлигини исботлаймиз.

М' тупламдан ихтиёрий {хпа'} кетма-кетлик олиб, хп орцали 
х ' нук^анинг Т акслантиришдаги прообразини белгилаймиз: 
хп'=Т(хп). У хрдца М тупламдаги {хп} кетма-кетликка эга буламиз. 
М компакт туплам булганлиги сабабли бу кетма-кетликдан
М тупламнинг бирор с нук^асига як^инлашувчи |  к,исм 

кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин. Т акслантиришда бу к,исм



кетма-кетлик {хп'} нинг {x„t } кием кетма-кетликка утади. Т 
акслантиришнинг с нуцтада узлуксизлигидан

Пшхг =limT(x  ) = T(limx ) = Т (с )е М 'к->ж "к к-»* v пк /  Vk_>oo Пк /  V У

Шундай кдпиб, М' тупламдан олинган \ар  бир кетма- 
кетлик М' нинг элементига якинлашувчи кием кетма-кетликка 
эга. Бу эса М' тупламнинг компакт эканлигини билдиради. 
Теорема исбот булди.

2. Узлуксиз функционалнинг хоссалари.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазода f  узлуксиз функционал 

берилган булсин.
21-теорема. /  функционал М с Х  компакт  тупламда 

чегараланган %амда узининг энг к а т т а  ва энг кичик  
щйматларига эришади.

Исботи. 20-теоремага асосан, f  функционалнинг к,ийматлар 
туплами f(M)=E, компакт туплам булади. Демак, Е чегараланган, 
яъни шундай а ва b сонлар топилиб, a<f(x)<b булади. Бундан f 
функционалнинг М да чегараланганлиги келиб чицади.

Е туплам чегараланган. Ш унинг учун унинг аник, юкрри 
ва аник, куйи чегаралари мавжуд. Энди a= supE  белгилаш

киритамиз ва 0 га як,инлашувчи { —} кетма-кетликни оламиз.
п

1
Аник; юкори чегаранинг таърифига кура, { —} кетма-

п
кетликнинг \ар  бир х;ади учун М тупламга тегишли шундай 
хп нук,талар топилиб, бу нукталар учун

a - - < f ( x n) < a ,  ( n = l ,2 ,...) ( 1)
п

тенгсизликлар уринли булади. Хосил булган {хп} кетма-

кетликдан М тупламнинг хо нукгасига якинлашувчи {х }
к;исм кетма-кетлик ажратамиз. Бу хо нуктада f функционал
узлуксиз. Шу сабабли /(■*„) = lim /(jr„t ) = а  булади. Демак, f

функционал узининг энг катта кийматини кабул килади.
Шунга ухшаш, f функционалнинг энг кичик цийматга 

эришиши исботланади. Теорема исбот булди.



3. Кантор теоремаси.
(Х,р) метрик фазода унинг бирор М  кием туплами ва Г 

функционал берилган булсин.
24-таъриф. Агар ихтиёрий е>0 учун шундай 5>0топилсаки, 

р(х ,х,)<8 шартни каноатлантирувчи х,ар кандай х ^ е М  учун 
^ ( х , ) - ^ ) !  <  £

тенгсизлик бажарилса, у \олда Г функционал М тупламда 
текис узлуксиз дейилади.

М тупламда текис узлуксиз функционалнинг шу тупламда 
узлуксиз булишини куриш кийин эмас.

Х,аки катан, айтайлик, хо нукга М тупламга тегишли булсин. 
Хадлари М тупламга тегишли булиб, хо нукгага як,инлашувчи 
бирор {хп} кетма-кетликни тузиб оламиз. У хрлда ихтиёрий 
е>0 учун шундай 5>0 топиладики, етарлича катта п ларда 
р(хп,хо)<8 тенгсизликнинг бажарилишидан |Дхп)—Г(хо)|<е 
тенгсизликнинг бажарилиши келиб чикдди. Демак, хо нукгага 
якинлашувчи ихтиёрий {хп} кетма-кетлик учун {А(хп)} сонли 
кетма-кетлик Г(хо) га якинлашади. Бу эса { функционалнинг 
хо нукгада узлуксиз эканлигини билдиради. Танлашимизга кура 
хо нукга М тупламнинг ихтиёрий нукгаси булганлиги сабабли, 
Г функционал М тупламда узлуксиз булади.

Куйидаги теорема функционал текис узлуксизлигининг 
етарли шартини ифодалайди:

22-теорема {Кантор). Агар X  метрик фазодаги/функционал 
М сХ компакт тупламда узлуксиз булса, у  хрлда /  функционал 
шу тупламда текис узлуксиз булади.

Исботи. Айтайлик, Г функционал М тупламда узлуксиз, 
лекин текис узлуксиз булмасин. У ^олда е мусбат сон учун 
г(х| ,х,')<1, |Г(х,)—Г(х,')£е шартлар асосида М тупламнинг 
х, ва х,Р нук;таларини танлаб олиш мумкин. Энди, М 
ту п л ам н и н г  г(х2,х2' ) < ' / 2> |Г(х2)_ *Хх2') 1- е ш артларни  
Каноатлантирувчи х2 ва х2 ’нукталар жуфтини танлаймиз. 
Шу к аб и  г (х п,х п' ) < |/ п, |Г(хп) - Г ( х п')/>б ш ар тл ар н и  
Каноатлантирувчи нукталар жуфтини танлаш чексиз давом 
эттирилиб, {хп} ва {хпР} нукталар кетма-кетлигига эга 
буламиз. К ом пакт туплам М нинг нукталаридан тузилган 
{хп}кетм а-кетликдан якинлаш увчи { ' }  кием кетма- 
кетлик ажратиб олиш мумкин. Бу кием кетма-кетликнинг 
лимити хоОМ булсин. И ккинчи кетма-кетликнинг шу 
номерларга мос ^адларидан тузилган {х„; '} кием кетма- 
кетлик х,ам хо нуктага якинлашади. Энди танланишга кура



e<| f(xn)-f(xn')|< | f(xn)-f(xo)|+ | f(xo)-f(x nG')l 
булганлиги сабабли, унгтомондаги кушилувчиларнинг камида 
бири п га боглицбулмаган \олда Е/ 2 дан кичик була олмайди. 
Бу эса функционалнинг хо нуцтада узлуксизлигига зид. 
Теорема исбот булди.

С аволлар  ва маищ лар

1. Узлуксиз акслантиришда компакт тупламнинг образи 
цандай туплам булади?

2. Акслантириш билан функционал цандай фарк, к^илади?
3. Текис узлуксиз функционални таърифланг.
4. Кантор теоремасининг мазмуни нимадан иборат?

10-§. Тула м етрик ф азолар . Тулдирувчи ф азо  
^ак д ц аги  теорем а

1. Фундаментал кетма-кетликлар.
Маълумки, сонли кетма-кетлик як^нлашувчи булиши 

учун у Коши шартини к,аноатлантириши зарур ва етарли. Бу 
хосса катга а^амиятга эга булиб, х^ациций сонлар тупламининг 
тулалигини курсатади.

Ха^и^ий сонлар тупламининг бу хоссаси \ар  цандай 
метрик фазо учун уринлими, деган савол тугилади. Бу 
саволга жавоб бериш учун куйидаги таърифни киритамиз:

25-таъриф. Агар (Х,р) метрик фазодан олинган {хп} кетма- 
кетлик Коши шартини цаноатлантирса, яъни ихтиёрий е>0 
учун шундай п(б) номер мавжуд булиб, р(хп,хт)<е тенгсизлик 
барча n, гп>п(е) учун бажарилса, у хрлда {хп} кетма-кетлик 
фундаментал кетма-кетлик дейилади.

23-теорема. Фундаментал кетма-кетлик чегараланган булади.
Исботи. Таърифга кура, е=1 учун п(е) номер мавжуд 

булиб, р(хп,хга)<1 тенгсизлик барча n, m>n(s) к,ийматлар 
учун бажарилади. Хусусан, k>n(e) ва n>k учун х,ам р(хп,хк)<1 
тенгсизлик уринли булади. Энди к ни тайинлаб оламиз, у 
\олда маркази хк ну^тада, радиуси

г=тах(р(х,,хк), р(х2,хк), ... , р(хк_,,хк), 1)
булган шар {хп} кетма-кетликнинг барча хдцларини уз ичига 
олади, яъни {хп} кетма-кетлик чегараланган булади. Теорема 
исбот булди.



24-теорема. Якинлашувчи кетма-кетлик фундаментам булади.
Исботи. Айтайлик, {хп} кетма-кетлик а нукгага яцинлашсин. 

У \олда е >0 сон учун шундай п ( е )  номер топилиб, барча 
п>п(е) учун р(хп,а)<е/2 тенгсизлик уринли булади. Демак, 
п ,т > п (е )  лар  учун р(хп,х т )< р(хп,а )+ р (я ,х т )< е/2+ е/2= Е  
муносабат уринли. Бу эса {хп} кетма-кетликнинг фундаментал 
эканини билдиради. Теорема исбот булди.

2. Тула метрик фазонинг таърифи, мисоллар.
26-таъриф. Агар X метрик фазода ихтиёрий фундаментал 

кетма-кетлик якинлашувчи булса, у \олда X туда метрик 
фазо дейилади.

Мисоллар. 1. Х=Л, р(х,у)=|у-х|; (И.,р) — тула метрик 
фазолиги уз-узидан равшан.

2. Х =Я 2П, Р{х,у) -  ~~Х,У (^ " .р )— тула метрик фазо

булади. Унинг тулалиги бу метрика буйича як,инлашиш, 
координаталар буйича якинлаш иш  билан бир хиллигидан 
келиб ч и кади.

3. X =  0 ,  р(г2,г1)=|г2-г,|.Маълумки, ((},р) тула булмаган

метрикфазогамисол булади. Масалан, |г„ = ̂ 1+-!^ |  рационал

сонлар кетма-кетлиги фундаментал, аммо Ода якинлашмайди. 
Унинг лимита е сони булиб, рационал сон эмас.

4. С[а,Ь] тула метрик фазо булади. Унинг тулалигини 
курсатиш учун узлуксиз функциялардан иборат ихгиёрий {хп(0 } 
фундаментал кетма-кетликнинг [а,Ь] кесмада узлуксиз функцияга 
якинлашишини курсатишимиз керак.

Айтайлик, {хп(0} фундаментал кетма-кетлик булсин. 
С [а,Ь ] ф азодаги  яки н л аш и ш  ф ункцияларнинг текис 
якинлашишига эквивалент (2.3-парафаф) эканлиги маълум. 
Хар бир тайин 1е[я,Ь] нуктада {хп0)} сонли кетма-кетлик 
фундаментал булганлиги сабабли, якинлашувчи булади. 
Унинг лимитини хо0:) билан белгилаймиз. {хп(1)} кетма- 
кетлик хДО функцияга текис якинлашувчи булгани учун 
х„(0 функция узлуксиз булади: хо(1)еС[а,Ь].



3. Ичма-ич жойлашган ёпик шарлар кетма-кетлиги.
Математик анализ курсида урганилган, ичма-ич жойлашган 

сегментлар кетма-кетлиги \ак.идаги теоремага ухшаш теорема 
тула метрик фазолар учун х,ам уринли булар экан.

25-теорема. Айтайлик, (Х,р) тула метрик фазода ёпик; шарлар 
кетма-кетлиги (5П = Бп(ап,е„)) берилган булиб, ихтиёрий т>п 
учун с ^ я ва п->оо да еп->0 шартлар бажарилсин. Ухрлда бу 
шарларнинг умумий цисми биргина нущтадан иборат булади.

Д ем ак, ичма-ич ж ой л аш ган  ёпик, ш арлар кетм а- 
кетлигининг умумий к;исми уларнинг радиуслари нолга 
интилганда нуцта булар экан.

Исботи. Берилган бп шарларнинг марказларидан иборат 
булган куйидаги кетма-кетликни тузамиз:

&1> @2’ ап> ■" О )
Теорема шартига кура, т > п  учун ат е5 'п . Ш унинг учун 

р(ат ,ап)<еп ёки п->со да р(ат ,ап)-^0 булади. Бу эса (1) кетма- 
кетликнинг фундаментал эканини билдиради. X тула метрик 
фазо булганлиги учун бу кетма-кетлик бирор аеХ  элементга 
як,инлашади. Энди ихтиёрий ёпик, шарни оламиз ( т -  
тайин натурал сон). У \олда а е Б т булади, чунки ат, ат+1,... 
нук,талар кетма-кетлиги ( 1) кетма-кетликнинг к,исм кетма- 
кетлиги булганлиги учун а нуктага як,инлашади. Бу кетма-

кетликнинг ̂ арбир^ади 5 ,̂ гатегишли ва 5’„, ёпик, булганлиги
_ со _

учун а е , т  =1, 2 , ... . Демак, а е  п  5 т булади.
т=\

Э нди а нук,танинг я го н а л и ги н и  и сботлаш  учун
оо _

тескарисини фараз кдламиз. Айтайлик, п  Бт тупламга а
т=1

нуктадан фаркли яна бир Ь элемент тегишли булсин. У хдпда 
О < р(а,Ь) < р(а,ап) + р(ап,Ь) < 2вп 

ва п—>со да еп—>0 булганлиги учун р(а,Ь)=0, яъни а=Ъ булади. 
Теорема исбот булди.

Келтирилган теореманинг тескариси х,ам уринли.



26-теорем а. Агар  (Х,р) метрик фазода 25-т еорема  
шартларини цаноатлантирувчи хдр цандай ёпщ шарлар кетма- 
кетлиги буш булмаган умумий цисмга эга булса, у  %олда X 
тула метрик фазо булади.

4. Тулдирувчи фазо ^ацидаги теорема.
Куй и да функционал анализнинг асосий к;оидаларидан 

бири булган тулдирувчи фазо хацидаги теоремани келтирамиз:
27-таъриф. Агар (Х,р) метрик фазо учун шундай (Х*,р*) 

тула метрик фазо мавжуд булиб, X фазо X* нинг \амма

ерида зич (яъни X  з  X ')  булса, у хрлда (Х*,р*) метрик 
фазо (Х,р) фазонинг тулдирувчиси дейилади.

М асалан, Q рационал сонлар туплами p (r,q )= |q -r | 
метрикага нисбатан тула эмас. Аммо R \ак,ик;ий сонлар 
туплами р(х,у)=|у-х| метрикага нисбатан тула метрик фазо.

Ш унингдек, биламизки, Q туплам R да зич, яъни Q = R, 
демак, R фазо Q фазонинг тулдирувчиси булади.

27-теорема. Ихтиёрий (Х,р) метрик фазо тулдирувчига эга 
булиб, у  X нинг элементларини уз урнида цолдирувчи изометрия 
ани^лигида ягона булади, яъни xflp цандай икки тулдирувчи 
фазонинг бирини иккинчисига акс эттирувчи ва X фазонинг хдр 
бир нуцтасини уз урнида цолдирувчи изометрия доим мавжуд.

Исботи. Аввал, агар тулдирувчи фазо мавжуд булса, унинг 
ягоналигини исботлаймиз. Айтайлик, (Х*,р,) ва (Х**,р2) 
фазолар (Х,р) фазонинг тулдирувчилари булсин. Бизнинг 
макрадимиз учун куйидаги:

1) Ф - изометрия;
2) ихтиёрий хеХ  учун ф(х)=х хоссаларга эга булган 

ф:Х*->Х** акслантиришнинг мавжудлигини курсатиш етарли.
Бундай ф изометрияни куйидагича аник/тймиз: Ихтиёрий 

бир х*еХ* нук^а оламиз. У \олда тулдирувчи фазонинг 
таърифига асосан х * га яцинлашувчи ва X нинг элементларидан 
тузилган {хп} кетма-кетлик мавжуд булади. Крлаверса, бу кетма- 
кетлик X** фазога \ам тегишли. X** тула булганлигиучун {хп} 
кетма-кетлик бирор х**еХ** нук^ага як;инлашади. Уз-узидан 
равшанки, х** нук^а {хп} кетма-кетликни танлашга ботик, эмас.

Акслантириш ни ф(х*)=х** куринишда аникутаймиз. 
Равшанки, ихтиёрий хеХ  учун ф(х)=х булади.

Энди фараз цилайлик, {хп} ва {уп} лар X фазодаги 
фундаментап кетма-кетликлар булиб, улар X* фазода мос



равишда х* ва у* нуцталарга, X** фазода мос равишда х** 
ва у** нук^аларгаяцинлашувчи булсин. У \олда метриканинг 
узлуксизлигига асосан

р,(х , у )  = lim р,{хп, у п) = lim р{хп, у п),
п—> ®  / /  » X

Р2(Х">У") = ••mp2(xn,y n) = lim p(xn,y„)
п —КО Г» —»ОС

муносабатлар, яъни р,(х*,у*)=р2(х**,у**) тенглик уринли. 
Шундай к^илиб, ср биз излаган изометрия булади.

Энди тулдирувчи фазонинг мавжудлигини исботлаймиз. 
Агар метрик фазода икки {хп} ва {х’п} фундаментал кетма-

кетликлар учун lim р(хп,х'„) = 0 бажарилса, у \олда уларп—>00
эквивалент дейилади ва {хп}~{х’п} куринишда белгиланади.

Бу муносабат эквивалентлик муносабати булади (исботланг). 
Демак, X метрик фазодаги фундаментал кетма-кетликлар 
туплами узаро эквивалент булган кетма-кетликлар синфларига 
ажралади. Энди биз (Х*,р*) фазони куйидагича аникдаймиз: 

X* нинг элементлари деб узаро эквивалент булган 
фундаментал кетма-кетликлар синфларига айтамиз.

Агар х*, у*еХ* икки синф  булса, биз уларнинг \а р  
биридан {хп} ва {уп} фундаментал кетма-кетликларни олиб, 
X* фазода метрикани

/?’(*’, / )  = Hm р(х„, .у,,) ( 1)»->00 '  '
куринишда аникдаймиз (бунинг метрика булишини мустацил 
исботланг).

Энди X метрик фазони X* метрик фазонинг k j i c m  ф азоси 
деб хисоблаш мумкинлигини курсатамиз.

Ихтиёрий хеХ элементга шу элементга як;инлашувчи 
булган фундаментал кетма-кетликлар синфини мос куямиз. 
Бу синф буш эмас, чунки бу синф стационар булган (яъни 
х,амма хп элементлари х  га тенг булган) кетма-кетликни уз
ичига олади . Агар х=\ \тх„,  у  = \\т уп булса, у \ о л д а

п—>00 П—>00

P(x,y) = \ imp(x„,yn). Шу тарзда \а р  бир хеХ  га ю кррида

айтилган синфни мос куйсак, X ни X* га и зо м етр и к  
акслантириш \осил булади. Ш унинг учун X ни унинг X *даги 
образи билан айнан тенг деб х^исоблаймиз.



X ни X* нинг \ам м а ерида зич эканлигини исботлаймиз. 
Айтайлик, х*еХ* ихтиёрий элемент ва е>0 булсин. х* синфга 
тегишли булган бирор {хп}ех* фундаментал кетма-кетликни 
оламиз. по натурал сон шундай булсинки, ушбу р(хп,хт)<в 
тенгсизлик ихтиёрий п ,т > п о лар учун бажарилсин. У \олда т

буйичалимитгаугсак, р '( х п,х ')  = Н тр (х п,х т ) < в тенгсизликт—>ое
ихтиёрий п>по учун бажарилади. Демак, х* нук,танинг 
ихтиёрий атрофида X нинг элементи мавжуд, яъни X нинг 
ёпилмаси X* га тенг.

Ни^оят, X* нинг тула эканлигини исботлаймиз. Аввал 
шуни айтиш керакки, X* нинг таърифига кура, X нинг 
элементларидан х;осил булган ихтиёрий хр х2, ..., хп, ... 
фундаментал кетма-кетлик X* нинг бирор х* элементига 
якинлашади, аникроги, шу элементни уз ичига олувчи синф 
билан аникданган х*элементга як^нлашади. X фазо X* фазода 
зич булгани туфайли X* нинг элементларидан тузилган 
ихтиёрий х*,, х*2, . . .  , х*п, . . .  фундаментал кетма-кетлик учун 
унга эквивалент булган ва X нинг элементларидан тузилган 
х,, х^ . . . ,  хп, . . .  кетма-кетлик мавжуд. Буни курсатиш учун хп

сиф атида X н и н г  уш бу р(х„,х'")<~  тен гси зл и кн и

к,аноатлантирувчи ихтиёрий элементини олса булади. Хосил 
булган {хп} кетма-кетлик X да фундаментал ва демак, бирор 
х* элементга як^нлашувчи булади. Шунингдек, бу хдлда {х*п} 
кетма-кетлик \ам  х* га як^инлашади. Теорема исбот булди.

С ав о л л ар  ва маш к^ар

1. Кдндай кетма-кетлик фундаментал дейилади?
2. Фундаментал кетма-кетликка мисоллар келтиринг.
3. Фундаментал булмаган кетма-кетликка мисоллар 

келтиринг.
4. Тула метрик фазо к^андай аникданади?
5. Тула метрик фазога мисоллар келтиринг.
6 . Тулдирувчи фазога таъриф беринг.
7. Тулдирувчи фазога мисоллар келтиринг.
8 . Кетма-кетликлар учун киритилган эквивалентлик 

тушунчаси эквивалентлик муносабати булишини курсатинг.



9. К.ачон икки метрик фазо изометрик дейилади?
10. К,андай кетма-кетликлар эквивалент дейилади? 

Мисоллар келтиринг.
11. 27-теорема исботини кисмларга ажратинг (режасини 

ёзинг).

12. Сонлар укида х„ кетма-кетликнинг
2 2 2"

фундаментал эканлигини исботланг.
13. уп(х)=х" функциялар кетма-кетлиги: а)  С [-0,5;0,5]; 

б) С[0;1] фазода фундаментал кетма-кетлик буладими?
14. фазонинг тулалигини исботланг.
15. Я," фазонинг тулалигини исботланг.
16. С[я;Ь] фазонинг купхдцлардан иборат к;исм фазоси 

тула буладими?
17. 26- теоремани исботланг.

11 -§ . К^ск,артириб акслантириш  принципи

1. Акслантиришнинг куналмас нуцтаси.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо ва Т : X -> X акслантириш 

берилган булсин.
28-таъриф. Агар X фазодаги бирор а нук^а учун Т (а)=а  

тенглик уринли булса, у хрлда а нук^а Т  акслантиришнинг 
цузт т ас нуцтаси дейилади.

Мисоллар. 1. Сонлар ук,ида берилган Т:х-^х2 акслантириш
нинг кузгалмас нук^алари х=х2 тенглама ечимларидан, яъни
0 ва 1 дан иборат.

|и = 2х + З у -2
2 . |  у _ х + у + ] ф орм улалар  т е к и с л и к н и  уз-узига

акслантиради. Бу акслантиришнинг кузгалмас нук^алари 
Гх = 2х + З у -2
1 V_V ^ 1 системанинг ечимидан, яъни ( - 1; 1) нукз'адан[ у — X + у + 1
иборат.

3. Агар у(х) функция [0; 1 ] кесмада узлуксиз булса, у хрлда 
У2(х)-у(х)-х2 функция \ам  [0; 1 ] кесмада узлуксиз функция 
булади. Шунинг учун Т(у)=у2 - у - х2 формула билан аникданган 
акслантириш С[0;1] фазони уз-узига акслантиради.



Бу акслантиришнинг кузгалмас нук^алари у2(х)-у(х)-х2=у(х) 
функционал тенгламанинг узлуксиз ечимларидан, яъни

у  = 1 + лА + х2 ва у  = 1 -  л/\ + х2 функциялардан иборат булади.
2 . Кдиск,артириб акслантириш.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазони уз-узига акс эттирувчи 

Т:Х->Х акслантириш  берилган булсин.
29-таъриф. Агар X фазодан олинган барча х ва у нук^алар 

учун
р(Тх,Ту) < ар(х,у) (*)

тенгсизликни кдноатлантирадиган а  (0< а < 1) сон мавжуд 
булса, у \олд а  Т цищартириб акслантириш дейилади.

М асалан, Х=[0; 1 /3], р(х,у)=|у—х|, Т(х)=х2 булсин. Агар 
х, ва х2 лар, кесманинг ихтиёрий нукталари булса, у х;олда

р(Тх1,Тх2)= |х22-х12|=|х2+х1|-|х2- х 1| < 2/ 3-|х2—х1|= 2/ 3-р(х,,х2) 
булади. Д ем ак , а = 2/ 3 ва Т акслантириш  кисцартириб 
акслантириш экан.

28-теорема. Агар Т щсцартириб акслантириш булса, у  
%олда Т  узлуксиз булади.

Исботи. Айтайлик, а нук^а X фазонинг ихтиёрий нук^аси 
ва е>0 булсин. У хщда р(х,я)<в шартни цаноатлантирувчи барча 
хеХ лар учун (*) тенгсизликка кура куйидагига эга буламиз: 

р(Тх,Та) < ар(х,а) < ав < е.
Бу эса ихтиёрий а нуктада Т акслантиришнинг узлуксиз 

эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.
3. Кис^артириб акслантириш принципи.
Тула метрик фазоларда берилган >̂ ар хил тенгламаларнинг 

ечим лари  м авж удлиги  ва ягон ал и ги н и  исботлаш да, 
к,иск;артириб акслантириш принципи мух,им ва фойдали 
усуллардан бири сифатида ишпатилиб келинади.

29-теорема. (Х,р) тула метрик фазода берилган х,ар бир Т 
щсцартириб акслантириш ягона кузгалмас нущтага эга, яъни 
Тх=х тенгламанинг ягона ечими мавжуд.

Исботи. Айтайлик, ао нук^а X фазонинг ихтиёрий нук^аси 
булсин. Т  акслантириш X фазони уз-узига акслантиргани учун 
аа нук^анинг образи \ам X фазога тегишли булади. Бу нук^ани 
а! билан белгилаймиз, яъни (31=Т(ао). Энди а{ нук;танинг 
образини топиб, уни а2 билан белгилаймиз. Бу жараённи 
чексиз давом эттириб, X фазонинг элементларидан тузилган 

а = Т ( а 0), а2= Т (а ,)= Р (а 0), ..., ап+|=Т(ап)=Тп+|(а„), ... (2)



кетма-кетликка эга буламиз.
Бу кетма-кетликнинг фундаментал эканлигини курсатамиз.
Кискартириб акслантириш таърифидан ва метриканинг 

учбурчак тенгсизлигидан ихтиёрий п ва m натурал сонлар 
(m>n) учун

P(fln>am)= P(Tl(a„ )Jm(^ ))= p (T n(ao),T 1(am̂ ))<  a np(ao,am_n) <
< а"(р(яо,а1)+р(а„й2)+ . . .+ p (am.n_Pöm.n)) ^а"(р(яо,а ,)+

ocn
+ар(ао,а ,)+ .. .+ a m-"-1p(öo,a1)) < у —  р(ao,at)

муносабат уринли булади. Энди а<1 булганлиги сабабли, п 
етарлича катта булганда бу тенгсизликнинг унг томонини 
исталганча кичик кддиш мумкин. Демак, { a j  кетма-кетлик 
фундаментал экан. Бундан {ап} кетма-кетлик як;инлашувчи
lima„ = а  Ba X фазонинг тулалигидан а е Х  келиб чикдци. Т
узлуксиз акслантириш булганлигидан

Т(а) = ЦНт ап ) = lim Т(ап) = lim ап+. = а.
Л -М О  п —» 0 0  П —»ОС

Демак, а кузгалмас нукта экан.
Энди кузгалмас нук^анинг ягоналигини исботлаймиз. 

Фараз кдпайлик, кузгалмас нук^а иккита Т(а)=а  ва T(b)=b 
булсин. У холда р(а,Ь)=р(Т(а),Т(Ь))< ар(а,Ь) муносабатдан 
р(а,Ь)=0 ва демак, а=b келиб чикдци. Теорема исбот булди.

Исботланган теорема, одатда, кдокартириб акслантириш 
принципи деб юритилади.

С аволлар в а  мапщ лар

1. Кузгалмас нук^га к;андай нук^а?
2. К^ис^артириб акслантиришни таърифланг ва мисоллар 

келтиринг.
3. К,ис^артириб акслантириш нинг узлуксизлигини 

исботланг.
4. К,иск;артириб а к с л а н т и р и ш  ^аки д аги  а с о си й  

теореманинг исботи режасини тузинг ва шу асосда исботланг.
5. Текисликни уз-узига акслантирувчи

ju  = х(у -1 )  — 2у2 + 5у + х -  3,
[ v = —х(у +1) + 5



акслантиришнинг кузгалмас нук^аларини топинг.
6 . TyFpH ч и зи кд а  берилган  f(x) =  5x2 + 2x+ 3-2sinx  

акслантиришнинг кузгалмас нук^аси мавжуд эмаслигини 
курсатинг.

7. f(x)=sinx ф ун кц и я  сонлар уцида цисцартириб 
акслантириш буладими?

(и = 0,7х + 0,8у,
| v -  0 2х -  0 05у система билан аник,ланган f:(x,y)-»(u,v)

акслантириш текисликни: а)  R22; б) R ,2 фазо деб царалса, 
к^ск^артириб акслантириш буладими?

9. /(* ) = VlOOO- х  ф у н к ц и я  [9; 10] к е с м а н и  узига 
акслантиришини курсатинг. У цисцартириб акслантириш 
буладими?

1 2 -§ . К^исцартириб акслантириш  принципининг 
татбицлари

1. Дифференциал ва интеграл тенгламаларга татбщ и.
Узлуксиз функциялар фазоси С [а,Ь\ да ихтиёрий у=у(х) 

функция учун
X

АУ = У0 + J f(t,y{t))dt
*0

каби аникутанган акслантириш берилган булсин. Бу ерда, уо 
бирор сон, х, xoe[a;b], f(x,y) икки узгарувчили узлуксиз 
функция булиб, (хо,уо) нуцтани уз ичига олувчи бирор 

G ={ (х;у) :'а < х < Ь, уо-с < у < уо+с } 
со \ада  иккинчи аргументи у буйича Липш иц шартини 
к,аноатлантиради, яъни G со^ада куйидаги муносабат 
бажарилади:

|f(x,y,)-f(x,y2)| < L|y, у2|, 
бу ердаги L сони G со^а билан аник/танувчи ва (x;y,),(x;y2)eG  
нук^галарга бокпик; булмаган мусбат сон.

К,аралаётган А акслантириш бирор хо нук^анинг |х—xo|<s 
етарлича кичик атроф ида цисцартириб акслантириш  
эканлигини курсатамиз.

Х^ацикатан, айтайлик, у(х) ва у,(х) функциялар С[а,Ь] 
фазонинг ихтиёрий элементлари булсин. У \олда



p(Ay,Ay,)= |Ау(х)—Ау,(х)| < max |  f(t,y(t))-f(t,y,(t))|dt <
*0

X

* i3“ ] j ^  1у У 1ldx==Llx xj max ]y (x)-y ,(x)|=ap(y,y,)
*0

муносабатга эга буламиз. Ш унингдек, |х—x J< '/L булган 
атрофда a=L |x—хо|<1 булади, яъни шу \олда А к;иск;артириб 
акслантириш булади.

C[a,b] фазонинг тулалигидан А акслантиришнинг ягона 
кузгалмас нуцтаси мавжудлиги келиб чикдци.

Демак, у=Ау тенгламанинг ёки
х

У = Уо + J  ( 1 )

*0
интеграл тенгламанинг узлуксиз ечими мавжуд булиши 
учун, f(x,y) функция |х—хо|< */L атрофда L узгармас сонга 
кура Липшиц шартини к,аноатлантириши етарли экан.

К у р и т  м умкинки, (1) интеграл  тенглама уо=у(хо) 
бошлангач шарт билан берилган

У' =f(x,y) (2)
дифференциал тенгламага тенг кучли. Демак, юк;оридаги 
мул оказал ардан (2) дифф еренциал тенглама ечимининг 
мавжудлиги ва ягоналиги келиб чикдди.

2. Алгебрадаги татбици.
Куйидаги тенгламалар системасини цараймиз:

п
x = ' Ea*xk +bi ( i= l, 2 , ..., п). (3)

к=1

Бу тенгламалар системасини п улчамли вектор фазодаги 
х=(х| ,х2,...хп) вектор ва Т = (ау) матрица оркдли ифодалаб, 
х=Тх куринишда ёзиш мумкин. Агар п улчамли вектор фазода 
х=(х,,х2,...хп) ва у=(у,,у2,...уп)лар учун

/7(х,>') = тах|д:/ - у ,.1

каби аникданган метрикани царасак, у хрлда ихтиёрий иккита 
х'=(х1,,х2,,...,хп') ва х"=(х,",х2",...,хп") нук^а учун



р(Тх',Тх")=р(у',у")=™ах |у' —у" |шах £ |  а.к \ (Х'к-х " к)|<
к

<шах V  | а к | .|Х' —х" I < т а х  УI ал | т а х  |Х' . Х" 1=
“  I 4 ^  ' * 1 к к* -  ]</<;* V 1 '* 1 \</йп | Л  к л  к! к к

=р(х',х")?1ах Х 1“* 1

муносабатга эга буламиз.
Бундан Т акслантириш кдралаётган метрикага нисбатан 

к;иск,артириб акслантириш булиши учун

\ = а < \ ,  / = 1,2,...,и (4)
к

тенгсизликларнинг уринли булиши етарли эканлиги келиб 
чик;ади. Демак, (3) тенгламалар системаси ягона ечимга эга 
булиши учун (4) тенгсизликларнинг уринли булиши етарли.

3. М атематик тахлилдаги татбщи.
Куй ид а ошкормас функциянинг мавжудлиги \ак;идаги 

теоремани исботлаймиз:
30-теорема. Айтайлик, Дх,у) функция С={(х,у): а<х<Ь, — 

оо<у<+оо) со%ада х буйича узлуксиз ва у буйича мусбат, 
чегараланган урсилага эга булсин (0 < ш < ^  < М). У  хрлда 
А(х,у)= 0 тенглама [а;Ь] кесмада ягона у=у(х) узлуксиз ечимга эга. 

Исботи. С[а;Ь\ фазони уз-узига акс этгирувчи

Ау = У~-^—/ ( х , у )
М

акслантиришни к;араймиз. Бу акслантиришнинг к,иск,артириб 
акслантириш  экан л и ги н и  курсатамиз. Агар у, ва у2 
функциялар С[а;Ь] фазонинг элементлари булса, у х,олда

р(Ау1Л у 2)=|Ау1-А у 2|= |(у|—¿-П х ,у ,))-(у 2- ^ - Д х ,у 2))|=

= 1(У1—У2) - “¿г Гу(х,у,+ 0(у2- у , ))(у, —У2)|<|1 ~  ̂  1'1У, _ У21= ар(у, ,У2)

булади. Бу ерда 0<а< 1.
Демак, ихтиёрий уо(х)еС[а;Ь] функция учун у,=Ау0, 

у2= А у ,,. .  . функциялар кетма-кетлиги яцинлашувчи булади

ва у„ = у  функция Г(х,у)=0  тенгламанинг [о;Ь] кесмадаги
ягона у=у(х) узлуксиз ечими булади. Теорема исбот булди.



1. Дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги ва 
ягоналиги \ак;идаги теоремани айтинг. К,андай килиб 
дифференциал тенгламани тацрибий ечиш мумкин?

2. п номаълумли п та тенгламалар системасининг ечими 
мавжудлигининг етарли шарти Я" фазодаги метрикаларга 
к,андай бокли^?

3. Берилган а мусбат соннинг квадрат илдизини

*исоблашда ихтиёрий *„ > 4а  учун х„ = -(*„ , + — ) формула
2 *„-■

билан курилган кетма-кетлик як,инлашишидан фойдаланиш 
мумкинлигини исботланг.

4. Куйидаги рекуррент формулалар билан берилган 
кетма-кетликларнинг як;инлашувчи эканлигини исботланг 
ва лимитини \исобланг:

а) х " = Т Г 7 - ’ (хо= 1>; б> х - = ̂ Т 7 ~ ’ (хо= _ 5 >-
■̂ +  Х П-1 Х п-1

5. А[х)еС[а;Ь] булсин. у(х)+-зту(х)+Г(х)=0 тенглама ягона 

у(х)еС[а;Ь] ечимга эга эканлигини исботланг.



III Б О Б . УЛЧОВ ВА УЛЧОВЛИ ТУПЛАМЛАР

1-§ . У лчаш  туш унчаси

Маълумки, улчаш ^акдда тушунчага эгамиз: узунлик, 
юза, \аж м , огирлик ва \оказо кабилар. Узунлик — кесма, 
масофани, юза — текисликдаги ясси фигуралар юзасини, 
\аж м — фазовий жисмлар ^ажмини, огирлик — бирор буюм 
ёки нарса огирлигини улчашда ишлатилади.

У м ум ан олганда, кесм а, ф игура, ж исм , буюм ва 
нарсалар битта ном остида — TÿruiaM деб юритилишини 
х^исобга олсак, у \олда улчаш бирор тУпламга сон циймат 
бериш деб царалиши мумкин экан.

Мисол. Ихтиёрий бир Х={а, Ь, с} тупламни олайлик. 
Унинг к,исм тУпламлари буш тупламдан бошк;а, яна 7 та 
эканини биламиз: {а}, {Ь}, {с}, {а,Ь}, {а,с}, {Ь,с}, {а,Ь,с}. 
Мана шу к;исм тупламларга сон цийматлар бериб чикдйлик.

Битта а элементли {а} TÿrmaMra 1, {Ь} га 2, {с} га 3, {а,Ь} 
га 4 ва хрказо куйидагича булсин:

I. {a}J,{b}_2,{c} _3,{a,b} _4,{а,с} -+5,{Ь,с} -> 6 ,{а,Ь,с} -7 . 
Сонларни кдндай бериш уз кулимизда булга ни учун уни

сал бошк,арок; кдлиб узгартиришимиз мумкин:
II.jo}-» 1 ,{b}->2,{c}->3,{a,b}->3,{fl,c}-»4,{b,c}-»5,{û,b,c}->6. 
Ёки яна бир оз узгартирсак:
III.{a->a}̂ l,{b}->2,{c}->3,{a->a,b}->2,{a->a,c}->4,{b,c}->6,{(x->a,b,c}->8. 
Бу жараённи истаганча давом эттириш мумкин. 
Д ем ак, юк,оридаги 7 та тупламга сон цийматларни

хо\лаганча беришга ва узгартиришга ^ак^имиз бор эканда. 
Шу ту^рими?

Албатта нотугри!
Сабаб нимада?
Биз ю цоридаги к;ийматларни бериш да ^еч к,андай 

к,онуниятга риоя килмадик. Агар кдндайдир крнун ва крида 
асосида иш олиб бормасак, у х;олда улчаш тушунчасининг 
\еч  цандай маъноси крлмайди.



Келинглар, бирор ^аётий мисол олиб унинг устида 
муло^аза юритиб курайлик.

Биздан кандайдир буюмнинг огирлигини улчаш талаб 
кдлинсин. Уни тарозига куямизда -  улчаймиз, масала ̂ ап булади. 
Энди шундай ̂ олат булиши мумкинки, тарозимизтошлари буюм 
огарлигини улчашга етмай крлади. Нима к,илиш керак? Бунинг 
йули жуда осон: буюмни бир неча булакларга ажратамиз ва >^р 
бир булак огирликларини топиб кушиб чикдмиз.

Худци мана шу гоя улчов аникдашнинг асосий кридаларидан 
бири сифатида олинади. Юк;орида курганимиз, тупламларга 
сон к,иймат бериш -  улчаш, сон к;ийматлар эса тупламнинг 
улчови дейилади.

Тупламнинг улчови, бирлашмаси шу тупламга тенг ва 
умумий цисмга эга булмаган булаклари улчовлари йитндисига 
тенг булиши зарур.

Бу крида улчовнинг асосий хоссаси \исобланади.
Энди аввалги, Х={а,Ь,с} туплам ва унинг к,исм тупламлари 

ва уларнинг улчови мисолига к;айтсак. Учала ^олда \ам  бир 
элементли тупламлар улчови бир хил берилган. Дасглаб, I \олни 
курайлик. Икки элементли {а->а,Ь} тупламнинг улчови 
аникданишга кура 4 га тенг. Агар уни икки булакка {а->а} ва 
{Ь} тупламларга ажратсак {a->a,b}={oc-*a}u{b}, у \о л д а  
киритилган кридага кура {a-»a,b} тупламнинг улчови уз 
булаклари улчовлари йигиндиси: 1 +2=3 га тенг булиши керак.

Бу эса {a->a,b} туплам нинг улчови сифатида 4 ни 
олишимиз нотуфи эканини билдиради. Худци шунингдек, 
{a->a,c} тупламнинг улчови 5 эмас 4, {Ь,с} ники 6 эмас 5,’ 
{a-^a^c} ники 7 эмас 6 булиши кераклиги келиб чик;ади.

Эътибор берсак, II \олда улчов туф и аник^анганига 
ишонч \осил циламиз. Ш унингдек, III \олда \ам  улчов 
нотуфи берилган. Негалигини узингиз текшириб куринг.

Келгусида улчовни ю крридагидек, тупламга унинг 
улчовини ‘ —» ” каби мослик оркдли эмас, балки содца к^илиб 
m({a->a,b})=4 каби белгилаймиз.

Бу ердаги ш инглизча “ m easure” —улчов сузининг 
биринчи \арфи.

Келишувга асосан, Х={о,Ь,с} тупламдаги улчовни (II \олда 
туф и берилган) к;искача

т({а})=1,  m({b})=2, m({c})=3, m({a,b})=3, 
m({a,c})=4, m({b,c})=5, m ({a,b,c})=6



каби ёзамиз.
Асосий хоссадан куйидаги формула келиб чикдди: 

т({с»=т({Ь,с})-т({Ь}).
Я ъни, ‘’каттарок,”  туплам  улчовидан унинг к,исм 

туплами улчовини айириб , долган цисм туплам нинг 
улчовини топиш мумкин экан.

Хакицатан, асосий хоссага кура
т({Ь ,с})=1п({Ь}) + т({с}) 

булади. Бундан т({с}) ни топсак, юкрридаги формула келиб 
чикдци.

С аволл ар  ва  машцлар

Куйидаги машкдарнинг \ар  бирида Х={а,Ь,с} туплам ва 
унинг к,исм тупламлари иштирок этади.

1. Берилганларга кура крлган 4 та кием тупламларнинг 
улчовини аникданг:

a) ш({а})=2 , ш({Ь})=2 , ш({с})=2.
b) ш({а})=1, т({Ь})=2 , т({с})=2.
c) т({я})=3, т({Ь})=3, т({с})=4.
ф  т({а} )=\ /2 ,  т({Ь})=2/3, т({с})=3/5.
е) т({с})=3, т({а,Ь})=3, т({а,с})=4.
О т({с})=6 , т({д,Ь})=20 , т({я,с})=10.
В) т({Ь})=4, т({а,Ь })= 6 , т({я,с})=4.
Ь) т({а})=5, т({а,Ь })=8 , т({Ь,с})=4.
О т({Ь})=3, т({Ь,с})=30, т({я,с})=37.
.0 т({а,Ь,с})=7, т({а,Ь})=3, т({а,с})=4.
2. Куйидагича берилганлар улчов була олмаслигини 

тушунтиринг.
a) Д{с})=3, Д{а,Ъ})=2, Г({я,с})=6.
b) д({а})=11, д({а,с})=4, д({Ь,с})=10.
c) Д{Ь})=13, Д{«,Ь})=15, Г({а,с})=4.
й) д({й,Ь,с})=6 , д({а,Ь})=2, д({а,с})-3.
е) Г({а,Ь,с})=7, Ш«,Ь})=3, Г({я,с})=3.
о  д({а,ь,с})=7, д({Ь,с})=3, д({с})-4.
Е) А({Ь,с})=6 , Г({я,Ь,с})=12, Г({а})=8 .
3. Агар т({а,Ь})=3, т({а,с})=4 булса, у хрлда т (Х )=8 

була оладими?
4. Агар т({а,Ь})=4, т({Ь,с})=5 булса, у хщ да т (Х ) нинг 

циймати цандай сонларга тенг булиши мумкин?



2-§. Туплам ф ункцияси

С из, албатта, ф ункция туш унчаси  билан 1-бобда 
таниш гансиз. Одатда, функция икки туплам орасидаги 
муносабат сифатида аник,ланади. Бу ерда биз бирор тупламда 
берилган  ва ^ак.икий сон ци й м ат кабул циладиган  
функцияларни кдраймиз.

Ушбу параграфда элем ентларининг узи \ам  туплам 
булган, тупламлар туплами устида берилган функциялар 
урган и л ад и . Келгусида ту п л ам л ар  туплам и д е ган д а  
элементлари тупламлардан иборат тупламни тушунамиз.

1-таъриф. Тупламлар туплам ида берилган ф ункция 
туплам функцияси дейилади.

Демак, туплам функциясининг аргументлари тупламлардан 
иборат экан.

Агар функция аникданган туплам тупламлар \алкдси булса, 
у хрлда бу функция х^алкдца берилган функция дейилади.

Албатта, биз туплам функциясининг к^йматлари ^ак^к^й 
сонлардан иборатлигини таъкидлаб куйишимиз лозим.

Туплам функциясига мисоллар курайлик.
1. Аввалги параграфда аникутаганимиз — улчаш туплам 

функцияси эканини сезиш к,ийин эмас.
2. Агар Х={а,Ь,с} булса, унинг барча туплам остилари 

туплами Е={0,{а},{Ь},{с},{а,Ь},{а,с},{Ь,с},{а,Ь,с}} даГтуплам 
функциясини куйидагича аникуташ мумкин:

Д 0 )  =  0, Ща})= 1, Д{Ь})=2, Г({с})=3, Г({а,Ь})=4,
Г({а,с})=4, Д{Ь,с})=5, Г({а,Ь,с})=7.
Ш уни таъкидлаш ни и с т а р д и к к и , бу ердаги  с о н  

к,ийматларни истаганча узгартириб янги-янги  туплам  
функцияларини \осил к,илишимиз мумкин. Эътибор беринг, 
улчовни аник,лашда бундай эркинлик йук эди.

Аввалги параграфнинг 2-машк.ида берилган функцияларнинг 
\ар бири, крлган цисм тупламлардаги цийматлари к,андай 
аник/танмасин, туплам функциясига мисол булади.

3.Ушбу Р(А)= |х 2с1х функция х^и к^й  сонларнинг ихтиёрий 
А кесмасига бирор сонни мос куювчи туплам функциясидир.

Хак,ик;атан,агар А=[0,2] булса, у хрлда
2 |

/̂ (>1) = /̂ ([0,2]) = |х 2<1х = |х 2с1х = - х ;
|0.2| О



Худци шунингдек, А=[-3,0] учун Р([-3,0])=9, 
А = [1 ,ЗМ 5 ,6 ] учун Р(А)=36,

А = [-1,1] учун Р(А)= 2/ 3 булади.
4. Агар ^акиций сонларнинг ихтиёрий А кесмаси учун

туплам функциясини д( А)  = | х 3<1х каби аник^ласак, у \олда

Охирги м исолдан  куринадики, туплам функцияси 
манфий к;ийматлар ^ам кабул к^илиши, буш булмаган 
тупламда 0 га тенг булиши мумкин экан.

Туплам ф ункциясининг хоссаларини урганамиз. 
Айтайлик, бирор  Е  тупламлар тупламида /  туплам 

функцияси берилган булсин.
2-таъриф. Агар Е дан олинган ихтиёрий чекли сондаги 

(масалан, п та), ихтиёрий иккитаси узаро кесишмайдиган

А,, \ , . . . ,  Аптупламлар учун уларнинг бирлашмаси Л = 0 Л (

тенглик уринли булса, у \олда Г туплам функцияси чекли - 
аддитив дейилади.

Айтайлик, Г туплам функцияси тупламлар %ал%аси Е да 
берилган булсин. У \о л д а  чекли сондаги тупламлар 
бирлашмаси яна Е \алк;ага тегишли булади. Ш унинг учун 
^алкдда берилган бирор туплам функцияси чекли-адцитив 
булиши учун ихтиёрий икки, узаро кесишмайдиган А, ва 
А, (А,пА2= 0 )  тупламлар учун

П А ^ А ,)  =  Г(А,) + А(А2) (2)
шарт бажарилишини талаб к,илиш етарли, чунки индукция 
буйича ( 1) тенглик ихтиёрий, узаро кесишмайдиган чекли 
сондаги тупламлар учун уринлилиги келиб чи^ади.

Охирги (2) тенглик туплам функциясининг аддитивлик 
хоссаси дейилади.

А

д([-3 ,0])= -« '/4, д ([-1, 1])=0
булади.

\ам  Е га тегишли булиб,

к * )  = £  т ) (о



Демак, тупламлар \алкасида берилган туплам функцияси 
учун чекли адцитивлик ва адцитивлик бир хил маънони 
англатар экан.

Юкррида келтирилган 2-мисолдаги туплам функцияси 
адцитив эмас, яъни f({a,b}) * f({a}) +  f({b}), чунки f({a,b})=4 
ва f({a})=l, f({b})=2.

Шунингдек, 1-, 3- ва 4- мисоллардаги туплам функциялари 
аддитив эканлигини текшириш кийин эмас.

3-таъриф. Агар (1) тенглик наф акат чекли, балки 
санокуш  сондаги  узаро к е с и ш м а й д и га н  ту п л ам л ар  
бирлашмаси куринишида тасвирланган А лар учун уринли 
булса, яъни санокли сондаги ихтиёрий иккиси узаро 
кесишмайдиган А,, А ^ . . . ,  Ап, . .  . тупламлар учун уларнинг

бирлашмаси a = \ J a, \ам  Е га тегишли булиб,
/=1

ДА)  = ¿ / ( 4 )  (3)
/=1

муносабат уринли булса, у \о л д а  f  туплам ф ункцияси 
саноцли-аддитив дейилади.

Ю коридаги 3- ва 4- мисолларда келтирилган туплам 
функциялари санокуш-адцитив булади. Текшириб куринг.

Туплам функциясининг кабул киладиган к,ийматлари 
чегараси \ак;ида нима дейиш мумкин?

Умуман олганда, туплам ф ункцияси хо^лаганча катта 
Киймат кабул кила олади.

Аммо ^алкдца берилган мусбат цийматпи чекли-адцитив 
туплам функцияси яхши бир хусусиятга эга:

1-теорем а. Агар Е тупламлар у,алщасининг А ва В 
элементлари учун ВсА булиб, f(A) циймат чекли сон булса, у  
урлда f(B) щймат у,ам чекли сон булади.

И сб о ти . Х а к и к ат а н , f т у п л а м  ф у н к ц и я с и н и н г  
адцитивлигидан

f(A) =  f(B) +  f(A\B) (4)
тенгликка эга буламиз ( Е х;алк,а эканлигидан А\В \ам  Е га 
тегишли ва f(A\B)> 0). Агар f(B)=oo десак, у \олда юкоридаги 
тенгликдан f(A)=<x> келиб ч и кади. Бу эса шартга зид. Демак, 
f(B) чекли. Теорема исбот булди.



Биламизки, буш туплам \ар к,андай тупламга кз-гсм булади. 
Туплам ф ункциясининг буш тупламдаги циймати к,андай 
булишини текширайлик.

2-теорема. Агар тупламлар щлцаси Е да берипган ( туплам 
функцияси учун ДА) циймати чекли булган бирорта А туплам 
мавж уд булса, у  %олда Д0 )=О булади, яъни Г нинг буш 
тупламдаги к,иймати нолга тенг.

Исботи. Хакицатан, айтайлик, А ва В тупламлар Е нинг 
элементлари \ам да В а  А булсин. Агар ДА) чекли булса, 
юкрридаги хоссага кура ДВ) \ам чекли ва (4) тенгликка кура 

ДА\В) =  ДА) -  ДВ) (5)
булади. Бу тенгликда В = А десак,

Д 0 )  =  ДА) -  ДА) =  0.
Бу эса бизга керакли натижадир. Теорема исбот булди. 
Энди баъзи му^им тасдикдарни эслатиб утамиз.
3-теорема. Агар  А. (/ =  1, 2, ...) тупламлар камаювчи, 

яъни ичма-ич жойлашган тупламлар
А ,  з  А ^  . . .  з  А р  . . .

40

кетма-кетлиги ва  Р) А,. = 0  булса, у  урлда 
1=1

А, = (4 \у < 2) и (Л 2 \ / ! , ) и - "  = 0 и \ 4 +.) (6)
»=1

тенглик уринли булади ва унг томондаги бирлашманинг 
цушилувчилари узаро кесишмайди.

Исботи. Куриниб турибдики, тенгликнинг унг томони
— А, нинг кдоми. Энди А, нинг узи Унг томоннинг кисми 
эканлигини курсатамиз.

Агар х е А , булса, у \олда барча А лар А, нинг кисми 
булганлиги учун шундай бир п номер топиладики, хеАп ва 
хеАп+1 булади. Д емак, хеАп\Ап+|. Бундан керакли тенглик 
келиб чикдди. Теорема исбот булди.

00
4-теорема. Агар Л = и  булиб, ундаги к;ушилувчилар узаро

/=1
•ж

кесишмаса ва В =  0  А, белгилаш киритсак, у  )(олда П 5 « = 0
/=я+I Л=1

булади.



Бу ерда куриниб турибдики, Вп тупламлар камаювчи 
кетма-кетлик ташкил килади.

Исботи. Агар бирор к да хе Вк булса, у \олда шундай бир 
ш>к номер топиладики, хеАт булади. Аммо барча / > т  ларда 
хгА , чунки улар узаро кесишмайди. Бундан барча п > т  ларда 
хгВп эканлиги келиб ч и кади. Шундай кдлиб, барча Вп ларга 
тегишли элемент мавжуд эмас экан. Теорема исбот булди.

оо

5-теорема. Агар А =  ( J  Д  булиб, ундаги А. цушилувчилар
;=| '

усувчи кетма-кетлик ташкил к,илса, яъни
А, с= AjC ... с  А  с  ...

булса, у  %олда

А = A t u ( A 2 \ A l) v - v ( A i \ A i_l ) v -  (7)
булади.

Ш ун и н гдек , т е н гл и к н и н г  унг т о м о н и д а  турган  
кушилувчилар узаро кесишмайди.

Бу хоссанинг исботини машк, сиф атида узингизга 
крлдирамиз.

Энди келтирилган теорема ва хулосалар ёрдамида чекли 
К иймат к;абул к;иладиган с а н о к ;л и -ад д и ти в  т^плам  
функциясининг баъзи хоссаларини куриб чикамиз.

6 -теорема. Бирор Е у,алк,ада берилган чекли-аддитив f 
т уш ам функцияси санощли-аддитив булиши учун  Е дан

<х>
олинган, умумий кесишмаси буш булган (Q А, = 0 )  ихтиёрий

/=]
камаювчи А. (/=1, 2, . . .) тупламлар кетма-кетлиги учун 
f(A(.) —» 0 булиши зарур ва етарли.

Исботи. Агар f  саноьуш-аддитив булса, у \олд а  умумий 
кесишмаси буш булган А;е Е камаювчи тупламлар кетма- 
кетлиги учун (6) ва (5) формулаларга кура

Д А )  =  £  1/ ( 4 ) - / ( ■ 4 +. )] =  üm  2  [’Д А , ) -  Д А 1+1)] = Д А ,) -  lim Д А , )
/=| ,=| л-*с

муносабатга эга буламиз. Бундан f(An) —> 0 келиб чикдди. 
Тескариси. Айтайлик, теорема шартлари бажарилсин ва

<х>
А.еЕ узаро кесишмайдиган тупламлар \ам да А = [ J a, А еЕ

/=1
булсин. Ушбу белгилашни киритамиз. У ^олда



Вп=А\(А,иА2и  . . .  ^ А п)еЕ  
каби тасвирланади ва Г нинг чекли аддитивлигидан

Я А ) = ^ т ) г ш + к в п)
/=1

келиб чикдди. Аммо шартга кура, ДВп)->0 ва шунинг учун

/(/(> = ¿ / ( 4 )
/=1

уринли. Демак, Г туплам функцияси санокуш-аддитив экан. 
Теорема исбот булди.

7 -тео р ем а . Айтайлик, Е у^алцада чекли цийматли, 
саноцли-аддитив Г туплам функцияси берилган булсин. Агар

00

Е даги  А туплам учун А = у  л, шарт бажарилиб, А.е Е
(=1

тупламлар усувчи кетма-кетлик ташкил этса, у  %олда

ЦА)=НтЦА,) (8)
муносабат уринли.

Худди шундай тенглик А е  Е тупламлар камаювчи кетма-
00

кетлик \осил к?1либ, А = (~]А, (А е Е) шартни к^ноатлантирганда
/=1

\ам уринли.
Исботи. Айтайлик, А.еЕ тупламлар усувчи кетма - кетлик 

\осил к^лсин. У \олда бизга керакли натижа (7) тенгликдан 
келиб чикдди.

Г санокуш-аддитив булгани учун уни (7) га куллаймиз:

л л ) = л л ) + £ [ / ( л ) - / ( 4 - , ) ]
1=2

Бу эса (8) га тенг кучлидир.
Энди А.е Е тупламлар камаювчи кетма - кетлик ташкил 

калган х;ол 6 -теоремадан келиб чикдди. Чунки бу \олда

[ ) ( А , \ А ) = 0  
/  =  1

булиб, 6 -теоремага кура ДАДА) —> 0 ва бу \ам (8) га тенг 
кучли. Теорема исбот булди.

Айтайлик, Г туплам функцияси булсин.



З’-таъриф. Агар А ,э  A jD  ... d  А р  ... ва f ] A , = 0  учун
/=]

f(An) —» 0 булса, у \олда f узлуксиз дейилади.
Келтирилган 6- ва 7- теоремалар туплам функциясининг 

узлуксизлиги ^ацидаги теоремалар деб к;аралиши мумкин.
Мана биз туплам функцияси билан танишдик ва унинг 

баъзи хоссаларини куриб чикдик.
Бир оз олдинга кетиб шуни айтиш мумкинки, келгусида 

урганадиган  асосий ту ш у н ч ам и з улчов — туп лам  
функциясининг хусусий \олидир. Яъни улчов айрим хоссаларга 
эга булган туплам функцияси сифатида киритилади.

Саволлар ва  м аищ лар

1. Туплам функцияси манфий к;ийматлар к;абул к;ила 
оладими? Иррационал-чи?

2 . Хар доим \ам туплам функциясининг 6ÿm тУпламдаги 
к;иймати 0 га тенг буладими?

3. Санок^ли-аддитив туплам функцияси чекли-адцитив 
буладими?

4. Чекли-адцитив туплам функциясининг к;иймати оо га 
тенг булиши мумкинми?

3 -§ . Улчовнинг таъ р и ф и  в а  хоссалари

Ушбу параграфда чекли улчовга таъриф берамиз ва 
унинг хоссаларини кУриб чицамиз.

4-таъриф. Айтайлик, X ихтиёрий туплам ва унинг к;исм 
тупламларидан тузилган бирор Е тупламлар алгебраси 
берилган булсин. Аник^аниш со\аси  Е булган т(А ) туплам 
функцияси учун:

а) ихтиёрий АеЕ учун т (А ) > 0;
б) т (А ) санок,аи-аддитив

шартлари бажарилса, m туплам функцияси X да чекли улчов 
дейилади.

Демак, улчов деганда к,ийматлари чекли ва мусбат булган 
санок,ли-адцитив туплам ф ункциясини тушунар эканмиз.

Кулайлик учун келгусида “чекли Улчов” урнига, оддий 
к;илиб, улчов сузи ишлатилади.



Улчовларнинг баъзи хоссаларини куриб утайлик.
О Буш тупламнинг улчови нолгатенг: т (0 )= О  (бу хоссани 

олдинги парафафда исботлаган эдик).
и) Агар А ва В тупламлар Е нинг элементлари булиб, 

В сА  булса, у *олда ш(В)<ш(А) булади (улчовнинг 
монотонлик хоссаси).

Бу хосса 2-§ даги (2) формуладан келиб ч и кади: 
ш(А) -  ш(В) =  ш (А\В) > 0.
¡11) Хар бир А учун ш(А) < т(Х ) уринли. Бу и) дан 

келиб чикади.
Шундай килиб, берилган улчов тупламлар алгебраси Е 

да чегараланган экан.
¡V) Агар Е нинг ихтиёрий А элементи учун Ас[ ] А,

I
булиб, бу ердаги кушилувчиларнинг сони чекли ёки санокли 
булса, у \олда

т(А) < £  т(А,)
/

тенгсизлик уринли булади.
Бу хоссани исботлаш учун \ар  бир А. тупламдан В( кием 

тупламларни куйидагича ажратиб оламиз:
В, =  А ,пА  , В2 =  (А2\А ,)пА ,
В3 =  [А3\(А , иА,)] пА , ...

Куриниб турибдики, В(. лар Е нинг элементи ва узаро 
кесишмайди. К^олаверса, А з  иВ (.. Энди А туплам иВ. 
бирлашмага кием булишини текшириш колди. Агар х е А  
булса, у \олда шундай бир номер / топиладики, шартга 
кура хеА. булади. Агар х бир нечта А  ларга тегишли булиб 
Колса, у ^олда бу индекслардан энг кичиги / булсин деймиз. 
Бундан хе В булади ва керакли муносабат келиб чикади.

Э нди у л ч о в н и н г  сан о к л и -а д д и ти в л и ги н и  ва 
монотонлигини эътиборга олсак,

т(А) = X  тВ' -  X  т (4 )/ /
булади.

Хул пи 6 -теорем адагидек, туплам ф ункцияси каби 
улчовнинг \ам  узлуксизлиги исботланади.



((~) л, = 0 ) ихтиёрий камаювчи А. (/=1, 2, . . .) тупламлар
/=1

кетма-кетлиги учун т ( А ()-> 0 булади.

С аволлар ва м аш цлар

1. Туплам функцияси ва улчовнинг фарк;ини курсатинг.
2 . Улчовнинг аникуганиш со^аси ихтиёрий тупламлар 

туплами булиши мумкинми?
3. 2-§ нинг 4-мисолида келтирилган туплам функцияси 

нега улчов була олмайди?
4. Х = {а,Ь ,с}  ту п л ам н и  о л а й л и к . У н и н г  кием  

тупламларидан тузилган Е={0 , {с}, {а,Ъ}, X} тупламлар 
алгебрасида берилган

^({с})= 3, Г«а,Ь})=4, Г({а,Ь,с})=Г(Х)=7 
туплам функцияси улчов буладими?

5. Хак^к^й сонлар тупламида аникданган ЫА) = |  ътхск
А

туплам функцияси улчов буладими? Бу ерда А ихтиёрий кесма.

4 -§ . Тугри чизикдаги улчов х;ак;ида

Тугри чизикдаги улчов туш унчаси ва унинг баъзи 
хоссаларига бир оз тухталиб утайлик.

Тугри чизикда бирор (о;Ь) интервал ёки [а;Ь] сегмент 
берилган булса, унинг узунпиги ёки улчови деб одатда Ь-а сонга 
айтилади. Агар туплам бир нечта кесишмайдиган интервал 
ёки сегментларнинг бирлашмаси каби тасвирланган булса, 
у холда унинг улчовини топиш учун :\ар бир интервал ёки 
сегмент узунлигини топиб кушиб чицилади.

Бошцачарок, характердаги туплам берилганда, масалан, 
[0; 1 ] сегментдаги (9рационал сонлар (нук^талар) тупламининг 
улчовини топиш талаб кдпинганда, к;андай иш тутишимиз 
лозим? Узи О тупламнинг узунлигини улчаб буладими? Бу 
мисолга кейинрок, цайтамиз ва унинг улчови, яъни узунлиги
0 га тенг булишини курсатамиз.

Энди умумий ^олда тугри чизикда ихтиёрий туплам учун 
улчов тушунчасини киритиш масаласини курайлик. Тупламнинг 
улчови турлича киритилиши мумкинлигини биламиз.



Куйида узунлик тушунчасига асосланган улчов киритиш 
усули келтирилади.

5-таъриф. Агар тугри чизикдаги С  туплам учун уни уз 
ичига олувчи бирор [а;Ь] сегмент мавжуд булса, уни 
чегараланган туплам деймиз.

Маълумки, орали^деганда (а;Ь), [я;Ь] дан таищари [а;Ь) 
ва (<з;Ь] куриниш даги  тупламлар ^ам тушунилади ва 
уларнинг узунлиги *ам Ь-а га тенг.

Айтайлик, в  бирор туплам, [а;Ь] уни уз ичига олувчи 
энг кичик сегмент булсин. Фараз цилайлик, О ,, С 2, ..., 
С п,....лар сони чекли ёки санок/1 и ораликдар системаси булиб, 
в  нинг ^ар бир нук^аси О. ( /= 1, 2, 3, . . .  ) ораликдарнинг
бирортасига тегишли булсин. Бухщда о  с  у  О, булади. Энди

»
5(. билан в ;  оралицнинг узунлигини белгилаймиз. в  ни 
крпловчи бундай С. ораликдар системасини жуда куп усул 
билан тузиш мумкин. Масалан, С,=[а;Ь] деб олсак, у \олда

в  с; С , , яъни в  битта к;опламага эга. Демак, £  йигинди

\ам  к,опламанинг танланишига к,араб х,ар хил цийматларга 
эга булади. Равшанки, \ар бир йигиндининг к,иймати мусбат:
£  5, > 0 , чунки 8. лар орал и к; узунлиги булганлиги учун

мусбат сонлар. Демак, £  <5, йигинди лар системаси куй и дан
/

чегараланган ва шунинг учун у аник, куйи чегарага эга.
6-таъриф. Берилган в  туплам учун тузилган £  %

;
йигиндилар системасининг аник, куйи чегараси в  нинг таищи 
улчови дейилади ва у т* (  в )  орцали белгиланади, яъни

/и*(С) = т Г ^  <5,
/

Изоу,. а) 2] 8, > 0 0 булгани учун т * (С )  > 0 булади.

б) т * (С )  < Ь—а тенгсизлик уринли.
Хакикдтан, \ар  к;андай кичик сон е>0 учун в  туплам 

(а-е, Ь+е) оралик^а цисм булади. Бундан 
т * (С )  < Ь — а +  2г 

келиб чикдди. Бу ерда б ихтиёрий булганлигидан



т * (С ) <  Ь -  а 
тенгсизликни \осил к,иламиз.

7-таъриф. Ушбу
ш.(С) =  Ь -  а - т*(С Е ) 

формула билан аник^анган сон С  тупламнинг ички улчови 
дейилади. Буерда С в  =[<я;Ь]\С.

Уз навбатида т,(С ) > 0 , чунки СО туплам х,ам [а;Ь] 
нинг к,исми ва демак, ш *(СС) < Ъ-а тенгсизлик х,ам уринли.

Ташк,и ва ички улчовнинг бир нечта хоссаларини куриб 
утамиз.

9-теорема. Ихтиёрий С  тупламнинг ташк,и улчови унинг 
ички улчовидан кичик эмас, яъни

тДв) < т*(С).
Исботи. Аник, куй и чегаранингтаърифига кура, ихтиёрий 

кичик мусбат сон е учун в  тупламни уз ичига олувчи 
шундай в , ,  С 2, С 3, ... оралик^пар системаси топиладики,

^ ^ < т' ( ° )  + £ ( 1)
/

тенгсизлик бажарилади. Бу ерда 8(. сон С / оралик; узунлиги.
Худди шунингдек, С в  туплам ни уз ичига  олувчи 

шундай Р ,, Р2, Р3,... ораликдар системаси топиладики,

^  < т’( Св)  + £ (2)

тенгсизлик бажарилади. Бу ерда & сон Р  оралик, узунлиги. 
Ушбу {в.} ва {Р} ораликдар системасинингтузилишига кура,

в  с  и в ,  ва С С с у р

Демак,

0 ^ С 0  = [ а ; Ь ] с ( и 0 1) и ( и Р ) .  (3)
I I

Х,осил к,илинган ( 1),(2) ва (3) муносабатларга кура,

< т* (й)  + т* (СО) + 2е .
1 /

Бу тенгсизлик ихтиёрий кичик сон е>0 учун уринли 
булганлигидан

т . (0  < т * (0  
муносабат келиб чикдди. Теорема исбот булди.

10-теорема. Агар А во В тупламлар учун А с В булса, у  хрлда



ш.(А) < т .(В ) , т*(А) < т*(В) 
муносабатлар уринли.

11-теорема. Агар чегараланган в  туплам чекли ёки санокуи 
сондаги С ,, в.,, . . . тупламларнинг бирлашмасидан иборат,

яъни О = у  С, булса, у  %олда

т \ С ) ^ т ( С , )
/

тенгсизлик уринли булади.
12-теорема. Агар чегараланган О туплам учун в  = у  С,

1
булса ва  в .  лар узаро кесишмаса, у  хрлда 

т,{С}) >
/

булади.
Келтирилган теоремалар худци 9-теоремадаги каби ташк^и 

ва ички улчов таърифларидан фойдаланиб исботланади.
Энди, тугри чизикда Лебег маъносида киритилган улчов 

таърифини берамиз.
8-таъриф. Агар (7 тупламнинг т* (С ) ташци улчови ва 

унинг т . ( С )  ички улчови узаро тенг, яъни 
гп(С) =  ш ,(С ) =  т* (С ) 

булса, у \олда С  туплам улчовли туплам дейилади \амда 
унинг улчови гп(С) орцали белгиланади.

Бу таъриф  умумий булиб, улчов к,айси туплам да 
берилаётганига боишь; холос. Келгусида тугри чизикдаги 
улчовли туплам деганда, шу таъриф маъносидаги улчовли 
тупламни тушунамиз.

13-теорема. Агар в  туплам улчовли булса, у  у;олда СО 
тулдирувчи туплам %ам улчовли булади.

Исботи. Шартга кура, О улчовли булганлиги учун 
т ( С )  =  т .( С )  =  т*(С ).

Ички улчовнинг таърифига кура,
т ,(С )  =  Ь — а — т * (С б )  = т (С )

ёки
т* (С С ) =  Ь — а - т ,(С )  = Ь — а —т ( С ) .  

Худци шунингдек,
т ,(С С )  = Ь — а -т* (С ) = Ь — а —т ( С )  

ни хрсил к,иламиз. Булардан



гп(СО) = ш .(С О ) =  ш*(СС) 
тенгликлар, яъни С в  тупламнинг улчовли эканлиги келиб 
чик;ади.Теорема исбот булди.

Тугри чизикдаги улчовли тупламлар ^алца ташкил кдпади. 
Улчовнинг бу х^лкдца адцитив булишини курсатиш к;ийин эмас. 
Куйвдаги теорема унинг санокд и-адцитив эканлигини биддираци:

14-теорема. Агар [а;Ь] сегментда жойлашган С ,, С 2,..., 
улчовли тупламлар кетма-кетлиги берилган булса, у  %олда

во

уларнинг бирлашмаси С = |^) С, туплам улчовли булади.
(=1

Шунингдвк, агар & 0 = 0  ( /^ )  булса, у  %олда

т( ° )  = ¿ "К С ,)
/  =  1

тенглик уринли.
Исботи. Айтайлик, С .п  С .= 0  (/?у) булсин. Ушбу

А  = ( ] С ,
/=1

тупламни цараймиз. Теореманинг шартига кура, Апс С . 
Ю крридаги 10-теоремага асосан

т , ( А И) = т ( А п) = ¿ / я ( ф  
/=1

тенгсизлик келиб чикдци. Бу тенгсизлик ихтиёрий п учун 
уринли булганлиги сабабли у п-»оо да ^ам уринли. Демак,

тЛ С ) > ' ^ т ( С 1). (4 )
/ = 1

Энди С тупламнинг тузилишига ва х;ар бир в .  нинг 
улчовлигига асосан, 9-теоремага кура

ос

т\ С)  <^от(С ,.) (5)
/=1

тенгсизликка эга буламиз.
Шундай цилиб, 4-теоремага ва (4), (5) ларга асосланиб

х х
< т , { С )  < т ’ (С )  < ^ / и ( С , )



тенгсизликларни ёза оламиз. Бундан
X:

т,{0)  = т (С) = ^/и(С ,)
1=1

тенглик келиб чикдци. Теорема исбот булди.
Улчовнинг бу хоссасидан фойдаланиб, шу параграф 

бошида келтирилган [0 ; 1 ] сегментдаги О рационал сонлар 
тупламининг улчовини топамиз.

Айтайлик, С={с} туф и  чизикдаги бир элементли туплам 
булсин. Уни бошцача, С=[с;с] сегмент куринишда ёзиб оламиз. 
Бу тупламнинг улчови, яъни узунлиги т(С )= т([с ;с ])= с-с= 0  
га тенг.

Маълумки, рационал сонлар санок^и булганлиги учун 
уларни номерлаб чик,иш мумкин: 0 |().||={х|, х2, х3, . . .}.

Агар О к={хк} белгилаш киритсак, у \олда

О м  = 0 о .к=1
тенгликка келамиз. Энди бунга юкрридаги 14-теоремани 
кулласак ва >̂ ар бир Е к нинг улчови 0 га тенглигини 
эътиборга олсак, ()|(Н| нинг улчови 0 эканлиги келиб чикдци.

Умумий х,олда цараганимизда \ам  куйидаги хулоса 
уринли булади:

15-теорема. Ту при чизикдаги %ар щндай чегараланган 
саноцли тупламнинг улчови 0 га тенг.

Бу теореманинг исботи худди \озирги мисол исботи каби 
олиб борилади. Узингиз бажариб куринг.

С ав о л л ар  ва  машкдар

1. Битта нуцтадан иборат тупламнинг улчовини ички ва 
ташци улчовлар ёрдамида \исобланг.

2. Т уф и чизикдаги улчов учун 6- ва 7- теоремаларни 
айтинг ва исбот дилинг.

3. Улчови 0 га тенг туплам купи билан саноьушдир, 
тасдиги нотуфи эканлигини исботланг.

4. Кантор тупламининг улчови 0 га тенглигини курсатинг.
5. Чегараланган в  туплам улчовли булиши учун ихтиёрий 

чегараланган А туплам билан
т*(А) = т * (А ^ О  + т*(АпСС)



тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини 
исботланг.

6 . [0; 1 ] даги сонлар унли каср куринишида ёзилган. А 
оркали бундай ёзувида камида битта 7 к^атнашган сонлар 
(ну^талар) тупламини белгилайлик. Бу тупламнинг улчовли 
булишини курсатинг ва унинг улчовини топинг.

Ечшиши. Аввало, А тупламнинг кдндай тузилпанини курайлик. 
Дастлаб, А, ор^али [0;1]даги унли каср ёзувининг вергулдан 
кейинги биринчи раками 7 булган сонлар тупламини белгилаймиз. 
Бундай сонлар (0,7; 0,8) интервалдан иборатлиги равшан, яъни 
А=(0,7; 0,8). Унинг улчови, яъни узунлиги 0,1 гатенг.

Энди [0; 1 ]\А, тупламдан унли каср ёзувининг, вергулдан 
кейинги иккинчи разами 7 булган сонлар тупламини 
ажратиб оламиз ва уни оркдли белгилаймиз.

А, туплам узунликлари 0,01 булган 9 та (0,07; 0,08), (0,17;
0,18), (0,27; 0,28), (0,37; 0,38), (0,47; 0,48), (0,57; 0,58), (0,67;
0,68), (0,87; 0,88), (0,97; 0,98) оралик,лар бирлашмасидан 
иборат. Демак, \  тупламнинг улчови 0,09 га тенг.

Худди шунингдек, Аз орк;али [0;1]\(А,иА2) тупламдаги 
унли каср ёзувининг вергулдан кейинги учинчи разами 7 
булган сонлар тупламини белгилаймиз. Бу туплам узунликлари
0,001 булган 81 та ораликдар бирлашмасидан иборат. Демак, 
А3 тупламнинг улчови 0,081 га тенг ва ^оказо. Бу жараённи 
чексиз давом эттириш мумкин.

Натижада А = А, и  и  А3 и  ... ни \осил к,иламиз. Бу 
ерда \ар  бир А. чекли сондаги узаро кесишмайдиган 
интерваллар бирлашмасидан иборат улчовли туплам. Демак, 
А \ам улчовли ва унинг улчови

1 9 9"'
т { А )  = т ( А , ) +  т ( Л 2) + ... —  + ------+ . . .  + -------+ ... = 1

10 100 10"
га тенг.

К^йидаги мисолларда [0 ; 1 ] нингбаъзи  к,исм тупламлари 
берилган. Уларнинг улчовли булишини курсатинг ва улчовини 
топинг.

7. Унли каср ёзувида 7 разами катнашмаган сонлар туплам и.
8 . Унли каср ёзувида 4 ёки 5 рак,амларидан бири 

Катнашмаган сонлартуплами.
9. Унли каср ёзувида иккита 4 ва 5 рак^млари к;атнашмаган 

сонлар туплами.



IV БО Б. УЛЧОВ ТУШУНЧАСИНИ 
УМУМЛАШ ТИРИШ

1-§ . Т еки сл и кд аги  Лебег улчови

Келинглар, текисликдаги туфи туртбурчак, параллело
грамм, учбурчак, трапеция, купбурчак, дойра ва \оказо 
фигураларнинг юзи цандай \исобланишини эслайлик.

Дастлаб томон узунлиги 1 бирликка тенг булган квадрат 
юзини 1 га (1 кв.бирлик) тенг деб олиб, сунгра томонлари 
узунликлари а ва Ь булган туфи туртбурчак юзи аЬ (кв.бирлик) 
гатенглигини курсатар эдик. Крлган фигуралар юзи эса шулар 
асосида х,исобланади: параллелограмм тугри туртбурчакка 
келтирилиб, учбурчак параллелофаммгатулдирилиб, трапеция 
ва купбурчак учбурчакларга 
ажратилиб курилади.

Дойра юзини топишда эса
унинг ичига ва ташк,арисига ---------------------
мунтазам купбурчаклар чизиб,
улар ю залари н и н г ли м и ти  с -----------------------------
топилар эди.

Текисликда координаталар — -------£-------------------- £—
системаси киритилган булса, 
у \олда ушбу 1-шакл.

а <  \  < Ь ,  с < у  < й  ( 1)
шартларни к,аноатлантирувчи (х;у) нук^алар туплами бирор 
тугри туртбурчакни тасвирлайди.

Бу тугри туртбурчакнинг томонлари мос равишда Ъ-а ва 
с!-с узунликларга эга булгани учун унинг юзини (Ь-д)(ё-с) 
га тенг деб олиш имиз табиий ( 1-шаклга к,аранг).

Худди шунингдек,
а < х < Ь, с < у < с! (2)

шартларни к,аноатлантирувчи (х;у) нук^алар туплами \ам худди 
уша туфи туртбурчакни тасвирлайди, фацат бу \олда туфи 
туртбурчак томонлари к.аралаётган тупламга теги шли булмайди. 
Унинг юзасини х,ам (Ь-я)(с1-с) сонга тенг деб оламиз.



Демак, туф и  туртбурчак том онлари координаталар 
уьутрига параллел булса, унинг юзи берилган а, Ь, с, сЗ 
сонлари орк,али топилар экан.

Шу тугри туртбурчакнинг 
45° га бурилган  \о л а т и н и  
к1арайлик(2-шакл). Равшанки, 
бу тугри туртбурчакнинг юзи 
\ам (Ь-а)(с1-с) га тенг. Аммо 
координаталар системасида 
берилган муносабатларга кура, 
аввало унинг туф и туртбурчак 
эканлигини аникдаш, кейин 
эса том он лари  Ь -а  ва с!-с 
булиш ини  топ и ш  керак .
Бизнинг вазифа эса берилган к, 1, т ,  п ва в, I, и, V лар 
ёрдамида туфи туртбурчак юзини аниьугашдан иборат.

Агар параллелограммнинг бир том они  координата 
укдаридан бирига параллел булса, у ^олда унинг юзини 
юкрридаги каби, тугри туртбурчак юзаси тушунчасига 
асосланиб топиш мумкин (3-шакл):

5Е=(ш-к)((1-с)=(п-1)(с1-с).
Аммо \а р  д ои м  х,ам 

ихтиёрий параллелограммнинг 
бирор том он и  коорд и н ата  
УКларидан бирига параллел 
булиши шарт эмас.

Демак, бу хдлда текисликдаги 
ихтиёрий фигура юзини топиш 
формуласини, худди элементар 
геометриядагидек, келтириб 
чицариш мумкин эмас экан.

Ушбу параграф да фацат 
махсус туф и туртбурчаклар ёрдамида юза ёки умумийрок, 
к,илиб айтганда, Улчов тушунчаси цандай киритилишини 
куриб чицамиз.

Келгусида биз турри туртбурчак деганда томонлари 
координаталар  уц л а р иг а  п а раллел  булган турри  
туртбурчакнигина тушунамиз.

Зарурият тугилганда бу туф и туртбурчакларни \ам турли 
синфларга ажратиш мумкин.

О к I т п
3-шакл.



Юкрридаги ( 1) шартлар билан берилган тУфи туртбурчак 
ënuiç mÿFpu туртбурчак дейилади. Шунингдек, (2) шартлар 
билан берилган тУфи туртбурчак очик; mÿfpu туртбурчак 
дейилади. Крлган барча хрлларда, яъни биртомонли (масалан, 
а < x<b, c<y<d булганда, фак,ат бир томон тУфи туртбурчакка 
тегишли), икки томонли, уч томонли туф и туртбурчаклар 
ярим очик; mÿfpu туртбурчаклар дейилади.

Текисликдаги барча туф и туртбурчаклар тупламини Р 
орк,али белгилаймиз.

Хар бир ту ф и  туртбурчак учун элементар геометриядаги 
юза тушунчасидан фойдаланиб, унинг улчовини аникдаймиз:

- буш тупламнинг улчови 0 га тенг;
- 6ÿiij булмаган, шунингдек, а, Ь, с ва d сонлари 

билан аникданган (ёпик,, очик, ёки ярим очик^ Е тУфи 
туртбурчакнинг улчови

(b-fl)(d-c)
га тенг.

Ш ундай к,илиб, Р дан олинган  \а р  бир Е тугри 
туртбурчакка унинг ш(Е) улчови мое куйилди. Бу улчов 
куйидаги шартларни к;аноатлантиради:

a) т (Е )  улчов манфий булмаган х,ак,ик,ий сон;
п

b) т ( Е )  улчов аддитив, яъни агар E = (jE , ва Н
i = l

булганда Е ^ Е —0  булса, у \олда

т(Е ) =
г = ]

булади.
Охирги тенглик бир нечта узаро кесишмайдиган туфи 

туртбурчаклар бирлашмасининг юзаси, бирлашмага кирган \ар 
бир тугри туртбурчак юзаларини топиб 
йигиш кераклигини билдиради.

Бундай булиш и эса табиий  
(4-ш акл).

Бизнинг эндиги вазифамиз фак,ат 
туфи туртбурчаклар учун аникданган 
т(Е)-Улчов ту-шунчасини бошк,а, _  
кенгрок, тупламлар синфи учун, а) 0 
ва Ь) хоссаларни сак^аган \олда 4-шакл.

Ei Е:

Е* Б В,

Ь



киритишдан ёки бошк^ача айтганда, давом эттиришдан иборат.
Дастлаб улчовни элементар тупламлар деб номланган 

тупламлар учун аник^лаймиз.
1-таъриф. Агартекисликдаги 

тупламни цандайдир усулда узаро 
кесишмайдиган, чекли сондаги 
туфи туртбурчаклар бирлашмаси 
куринишида тасвирлаш мумкин 
булса, у \олда бундай туплам
элементар  ёки содда туплам  __
дейилади. О

5-ш ак лд аги  т у п л а м  
элементар тупламдир. Бу шакдца у 4 та туфи туртбурчакларга 
ажратилган. Куриниб турибдики, бундай ажратиш ягона эмас. 

Куйидаги тасдик, бизга куп керак булади:
1-теорема. Ихтиёрий икки элементар тупламларнинг 

бирлашмаси, кесишмаси, айирмаси ва симметрии айирмаси %ам 
элементар туплам булади.

Бошцача айтганда, элементар тупламлар туплами ^алк,а 
ташкил килар экан.

Исботи. Икки туфи туртбурчакнинг кесишмаси яна туф и 
туртбурчак булиши тушунарли. Айтайлик, А ва В тупламлар 
элементар тупламлар булсин. У хрлда

А = [ ]Е,  ва В =

булади. Бу ердаги Е ; ва Qj лар чекли сондаги  тугри 
туртбурчаклар. Уларнинг кесишмаси

А п В  = и ( £ / п ^ )

^ам элементар туплам, чунки Е^С). ларнинг \ар  бири туф и  
туртбурчак ва уларнинг сони чекли.

Икки туфи туртбурчакнинг айирмаси элементар туплам 
булиши равшан. Ш унинг учун туф и туртбурчакдан бирор 
элементар тупламни айириб, яна элементар туплам ^осил 
к,иламиз. Чунки бу жараён, худди икки элементар тупламнинг 
кесишмаси каби к;аралиши мумкин.

ц.'.

Е|



Айтайлик, А ва В икки элементар туплам булсин. У хщда 
уларнинг \ар  иккисини \ам  уз ичига олган Е туфи туртбурчак 
топил ад и. Энди

A u В = Е \  [(Е \  А) п  (Е \  В)] 
тенгликка ва юкррида айтилганларга кура, А ва В нинг 
бирлашмаси х;ам элементар туплам булади. Бундан ва 

А \  В =  А п(Е  \  В), АДВ = (АиВ) \  (АпВ) 
тенгликлардан элементар тупламлар айирмаси ва симметрик 
айирмаси яна элементар туплам булиши келиб чик;ади. 
Теорема исбот булди.

Энди ихтиёрий А элементар тупламнинг т '(А ) улчовини 
аникдаймиз.

Агар

А = [ ) Е ,
/

булиб, Е. лар узаро кесишмайдиган тугри туртбурчаклар 
булса, у хрлда А нинг улчови

т '(А ) =  Х т (Е,)
i

каби аникланади.
Улчовнинг бундай аникданиши А туплам чекли сондаги туфи 

туртбурчаклар орк,али кандай тасвирланишига боклик эмас. 
Хаки катан, айтайлик, А икки хил ёйилмага эга булсин:

A = ( j E i = \ j Q i ,
Ы\ ,=1

бу ерда, Е. ва Q. лар туф и туртбурчаклар х,амда iVk булганда 
Е;/пЕк= 0  ва щ  булганда QynQ.=0 .

Маълумки, икки тугри туртбурчакнинг кесишмаси Er-iQ 
яна туф и  туртбурчак булади ва А нинг тасвирланишига кура,

= L M ^ , X  0 . / = 1М п б Л
7 " I /-1

У хрлда тугри туртбурчак учун улчовнинг аддитивлик 
хоссасига кура,

<=i /=i ;=1 ,=i



Хусусан, TÿFpH тУртбурчаклар учун m' улчов берилган m 
улчов билан устма-уст тушади.

Элементар тупламлар учун шу усулда киритилган улчов 
мусбат ва адцитив эканлигини куриш кийин эмас.

Элементар тупламларда аник^анган улчовнинг баъзи 
хоссаларини куриб чик,амиз.

2-теорема. Агар А элементар туплам ва {Ап} — чекли ёки  
саноцли сондаги элементар тупламлар берилган булиб,

A ^ \ J A»п
шарт бажарилса, у  %олда

п
муносабат уринли.

Бу хоссадан элементар тупламлар учун аницланган  
улчовнинг саноцли аддитивлиги келиб чик;ади.

3-теорема. Айтайлик, А элементар туплам саноцли  
сондаги, узаро кесишмайдиган {Ап} элементар тупламлар 
бирлаишаси куринишида тасвирланган булсин:

л = С к ,
»=i

у  %олда

m'(A) = Y J™'(A„)
п = \

тенглик уринли.
Бу хосса «саноьуш сондаги , узаро кесиш м айдиган  

тупламлар бирлашмасининг улчови улчовлар йигиндисига 
тенг» деб У^илади.

N

Исботи. Ихтиёрий чекли N сони учун A=>\ jAn ва
Л = 1

Улчовнинг аддитивлик хоссасига Kÿpa

m \Ä) > т\ U  Л  ) = Z  т'(А* )
Л=1 п=1

булишини аникдаймиз. Энди п -> оо да лимитга утиб,
со

т'(А)^£т' ( А„)
/1 =  1



тенгсизликка келамиз. Бу тенгсизлик ва 2-теоремадаги 
тенгсизлик биргаликда бизга керакли натижани беради. Демак, 
т '  улчов санокуш-аддитив экан. Теорема исбот булди.

Маълумки, текисликдаги барча тупламлар элементар 
тупламлардан иборат эмас. Шунингучун улчов тушунчаси ни 
фак;ат томонлари координата укутрига параллел булган туфи 
туртбурчакларнинг чекли сондаги бирлашмасидан ташкил 
топган тупламлардан кура кенгрок, тупламлар синфи учун 
кенгайтиришга \аракат к,иламиз.

2-таъриф. Агар текисликда кдралаётган А туплам бирор 
тугри туртбурчак ичида жойлаш ган булса, у \олда А 
чегараланган туплам дейилади.

Чегараланган туплам ни ту ф и  туртбурчаклар билан 
к,оплаш мумкин.

Чегараланган тупламлар учун ташк,и улчов тушунчаси ни 
киритамиз.

3-таъриф. А тупламнинг ташх,и улчови деб

сонга айтилади.
Бу ерда куйи чегара (инфимум) А тупламни крпловчи 

барча чекли ёки санокути сондаги Рк туф и туртбурчаклар 
бирлашмаси буйича олинади.

Бу таърифдан куринадики, текисликдаги ихтиёрий 
тупламнинг улчови уни крпловчи туф и  туртбурчаклар 
улчовининг лимити сифатида топилар экан. Масалан, дойра 
улчовини(юзини) топиш учун у иложи борича кичик улчовли 
туф и туртбурчаклар (квадратчалар) билан копланади (6-шакл).

Элементар геометрияда эса 
б ун д ай  вази ф ан и  м ун тазам  
купбурчаклар бажарар эди, яъни 
д о й р а  юзи м у н тазам  
куп б у р ч акл ар  ю за л а р и н и н г  
лимити сифатида топилади.

Равшанки, агар А элементар 
туплам булса, у \олда т* (А )=  
т '(А ) тенглик уринли. Бу хосса -¡у 
элементар тупламнингтаърифидан 
келиб чикдци.



Текисликдаги ихтиёрий тупламлар учун куйидаги тасдик,ни 
айтиш мумкин:

4-теорема. Агар А ва {Ап} текисликдаги ихтиёрий чекли 
ёки саноцли сондаги тупламлар булиб, улар учун

¿ с и л
п

шарт бажарилса, у хрлда

р ' ( А ) < £ ^ ( А п)
п

муносабат уринли булади. Хусусан, агар АсВ булса, у  хрлда 
т*(А )<т*(В ) тенгсизлик уринли.

Исботи. Тацщи улчовнингтаърифига кура, \ар  бир Ап ва 
ихтиёрий £>0 сон учун шундай бир чекли ёки санокуш {Рпк}
турри туртбурчаклар системаси топиладики, с  у  Рпк ва

к

+ б г 'л а д и . У ц о л д а  
к 2

п к
ва

И (А) £ X  X т(рпк) ^  X  м СА„) + е
п к п

булади. Олинган е>0 сон ихтиёрийлигидан керакли тасдик, 
келиб чицади. Теорема исбот булди.

4-таъриф. Текисликда А туплам берилган. Агар ихтиёрий 
кичик мусбат е сон учун шундай бир В элементар туплам топилиб,

т *(А А В ) < е
шарт бажарилса, у хрлда А туплам улчовли туплам дейилади.

Худди шу усулда тупламнинг ички улчови тушунчасини 
киритиб, улчовли тупламлар синф ини аникугаш мумкин.

5-таьриф. Текисликдаги бирор А тупламнинг ички улчови деб

11.(А)= яир { £ т(Р„) } 
к

сонга айтилади. Бу ерда аник; юкрри чегара (супремум) А 
тупламнинг ичига жойлашган барча чекли ёки санок^пи 
сондаги Рк тутри туртбурчаклар буйича олинади.

Куйидаги тасдик;ни машк, сифатида исботланг:



5-теорема. Текисликдаги А  туплам улчовли булиши учун 
т,(А)=гп*(А) булиши зарур ва етарли.

Мана, текисликда \а м  улчовли туплам тушунчасини 
аниьутаб олдик. Бу ерда киритилган улчовли тупламнинг 
маъносини 6-шаклдаги мисол жуда яхши очиб беради. Яъни, 
туплам  улчовли б улса , уни «жуда катта аникликда» 
элементар туплам билан якинлаштириш мумкин экан.

Текисликдаги бундай усулда аникпанган улчовли тупламлар 
Лебегмаыюсидагиулчовли тупламлар дейилади. Агар текисликдаги 
бирор Е туплам берилган булса, у хдпда Е нинг барча улчовли 
Кием тупламлари туплами МЕ оркали белгиланади.

Келгусида улчовли тупламлар туплами МЕ даги улчовни 
ш оркали белгилаймиз. Умумийликни чегараламаган \олда, 
т (Е )= 1  деб олиш имиз мумкин.

6-теорема. Улчовли тупламнинг тулдирувчиси щм улчовли булади.
Исботи. Тупламлар устидаги амалларга дойр формулалардан

бири
(Е\А)Д(Е\В)=АДВ 

тенгликдан ва Е\В тупламнинг ̂ ам элементар туплам булишидан 
Е\А нинг улчовли экани келиб чикади. Теорема исбот булди.

7 -теорем а. Чекли сондаги улчовли тупламларнинг  
бирлаигмаси ва кесишмаси яна улчовли туплам булади.

Исботи. Исботни иккита туплам учун курсатиш етарли. 
Чунки ихтиёрий, чекли п та булган \ол индукция усули билан 
исботланади.

Айтайлик, А, ва А7 икки улчовли туплам булсин. Демак, 
ихтиёрий е>0 сон учун шундай В, ва В2 элементар тупламлар 
топиладики, улар учун

ц*(А,ДВ,) < е/2, ^(А^ДВ^ < е/2 
шартлар бажарилади. Маълумки,

(А,'иА2) Д (В ,иВ2) с  (А ^В,) и  (А^ДВ^ 
муносабат уринли, у \олда булардан

ц*[(А,иА2) Д ( В ^ В 2)] < т*(А 1ДВ|)+ т* (А 2ДВ2) < е 
келиб чикади. Аммо В ,иВ 2 элементар туплам, шунингучун 
А,иА2 улчовли туплам булади.

Икки улчовли туплам кесишмасининг улчовли булиши
6 -теоремадан ва

А .пА , =  Е\[(Е\А ,)и(Е\А 2)| 
муносабатдан келиб чикади. Теорема исбот булди.



Натижа. Улчовли тупламларнинг айирмаси ва симметрия 
айирмаси улчовли туплам булади.

Бундай хулосанинг уринлилиги ю цоридаги 6 -, 7- 
теоремалардан ва

АДАз = АрСЕХА^), А,ДА2 = (А ,\А2)и(А 2\А |) 
тенгликлардан келиб чикдци.

8-теорема. Агар А,, А^ , . . . ,  Апузаро кесиишайдиганулчовли 
тупламлар булса, у  у,олда

С " } "
t* Z 4  = Z M a )

V  к=\ у  к=\

тенглик уринли булади.
Бу теорем анинг исботини м устацил иш сифатида 

укувчининг узига крлдирамиз.
Хусусан, бу теоремадан ихтиёрий А улчовли туплам учун 

ц(Е\А) =  1 - ц(А) 
муносабат келиб чикдди.

Юкрридаги 7-теореманинг тасдиги санок/ж  сондаги 
тупламлар учун х,ам уринли.

9-теорема. Саноцли сондаги улчовли тупламларнинг 
бирлашмаси ва кесишмаси яна улчовли туплам булади.

Исботи. Айтайлик, А,, А^ ..., Ап, ... санок^и сондаги

улчовли тупламлар системаси ва А = \J /l„  булсин. Ушбу

А'„ = А„ ''U /f* белгилаш киритамиз. У ^олда A = [ j  а ], булади ва

А'п тупламлар узаро кесиш майди. 7-теорем а ва унинг 
натижасига кура, барча А'п лар улчовли булади. Энди 8- 
теоремага ва таш^и улчовнингтаърифига асосан

A=l V*=l J

муносабатлар ихтиёрий чекли п учун уринли. Шунинг учун

А =1
цатор яцинлашувчи, яъни ихтиёрий е>0  сон учун шундай 
бир N номер топиладики,



Т м ( А ) < ^
п>Ы ^

булади, яъни к;аторнинг кдпдиги исталган кичик сондан \ам 
кичик булиши маълум. Теорема исбот булди.

С аволлар ва  мапщ лар

1. Агар Е улчовли туплам булиб, унинг А кием туплами 
\ам улчовли булса, у \олда Е\А тупламнинг \ам улчовли 
булиши ни курсатинг.

2. Чекли сондаги улчовли тупламлар бирлашмаси, 
кесишмаси, айирмаси ва симметрик айирмаси \ам улчовли 
эканини исботланг.

3. Текисликдаги ва тугри чизикдаги улчов \амда ташки 
улчовлар таърифини таккосланг. Хулосаларингизни ёзиб 
муло\аза дилинг.

4. Текисликдаги т Лебег улчови учун З-боб 2-§ даги 3-,
4-, 5-теоремалар уринли эканлигини текширинг.

5. Агар А тупламнинг ташки улчови 0 га тенг булса, у 
хрлда унинг улчовли булишини исботланг.

6 . Текисликда куйидаги фигуралар берилган:
А = {(х,у) : 1 < х2 < 9; 4 < у2 < 25},

В =  {(х,у) : э т х  < ^ ;  у < 1},

С = {(х,у) : 1 < х2 < 4; |у| > 2},
О =  {(х,у) : х2 + у2 < 1}.
Улар орасида кайси бири элементар туплам эканини 

аникданг.
7. Текисликдаги ихтиёрий чекли туплам элементар туплам 

эканини курсатинг.
8. Икки элементар тупламнинг бирлашмаси ва кесишмаси 

яна элементар туплам булишини курсатинг.
9. Элементар тупламларда улчовнинг аддитив булишини 

исботланг.
10. Бирор Р тупламни улчови истаганча кичик булган 

элементар тупламга жойлаштириш мумкин булса, унинг 
улчовли булишини ва улчови 0 га тенглигини исботланг.

И. Тугри чизикдаги Кантор туплами улчовли эканини 
курсатинг ва унинг улчовини топинг.



12. [0;1] даги иррационал сонлар туплами улчовлими? Агар 
улчовли булса, у >;олда унинг улчовини топинг.

13. Ихтиёрий улчовли тупламнинг улчови номанфий 
эканини исботланг.

14. Ихтиёрий санокуш туплам улчовли булишини курсатинг 
ва унинг улчовини топинг.

15. [а;Ь] кесмадаги иррационал сонлар туплами улчовли 
булишини курсатинг ва унинг улчовини топинг.

16. Улчови нолгатенг тупламнинг ихтиёрий цисм туплами 
улчовли булишини курсатинг ва унинг \ам улчови ноллигини 
исботланг.

2 -§ . Улчовнинг умумий таъ ри ф и . Д авом  эттириш  
м ас а л ас и

Олдинги параграфларда тугри чизик, ва текисликда улчов 
к,андай аникданишини куриб утдик. Туплам улчовини 
киритишда кесманинг узунлиги ёки тугри туртбурчакнинг 
юзасига асосландик, сунгра мураккаб тупламлар учун улчов 
тушунчасини аникдадик. Эътибор берган булсангиз, биз учун 
туфи туртбурчак юзи к^андай формула билан топилиши эмас, 
балки юза — бу тупламлар устидаги номанфий аддитив функция 
эканлиги му\им эди. Бу хосса туфи туртбурчаклар улчовидан 
элементар тупламлар улчовига утишда асосий рол уйнади.

Энди умумий хрлда улчов тушунчасини берамиз.
6-таъриф. Берилган С т_^ярим ^алцада аникутнган т-> ц  

^ а к ^ и й  туплам ф ункцияси учун куйидаги икки шарт 
бажарилса, бундай туплам функцияси улчов дейилади:

1. \ а р  кандай А е О т_>ц учун т->ц(А ) > 0;
2. ц аддитив функция, яъни А е учун

А = [^Ак, Ак п  А/ = 0 ,  к Ф у, Ак е С^ к = 1,2,...,». 
к =1

Бу \олда

/'(Л ) = £ / ' ( Л ) .  
к= 1

Ушбу таъриф билан 3-бобнинг 3-§ даги таъриф бир- 
биридан фарк; к,илади.



Демак, улчов ярим ^алцада берилар экан. Агар таърифда 
С// хдлца булсин деб узгартирсак, у хрлда улчов хдпкдда 
берилган булади.

Биз асосан ярим ^алцада берилган улчовларни урганамиз. 
Т еки сл и кд а  а н и ц л ан ган  улчовни, дастлаб  тугри 

туртбурчаклар учун к и ри ти б , сунгра уни элем ентар 
тупламларга давом эттирган, яъни узаро кесишмайдиган 
тугри туртбурчакларнинг бирлашмаси учун аникдаган эдик. 
Энди шу гоя ни бу ерда куллаймиз.

Фараз цилайлик, иккита ^  ва ц2 улчов берилган булсин.
7-таъриф. Агар ц1 ва ц2 улчовлар учун с С /ь булиб, 

\ар  бир А ев^  учун |д|(А)=ц2(А) булса, у ^олда ц2 Улчов ц, 
улчовнинг давоми дейилади.

Д ем ак, улчовни давом  эттириш  деганда, уни узи 
аник^панган бирор тупламлар тупламидан янада кенгрок,, 
тупламлар тупламида ^ам аник^ашни тушуниш керак.

Одатда, улчов ярим ^алкдда берилади ва уни берилган 
ярим ^алцани уз ичига олувчи минимал ^алкдгача давом 
эттириш масаласи урганилади.

10-теорема. Бирор ярим щпщда аникуанган %ар бир т-»|а 
улчов учун шундайягона ¡л’ давоми мавжудки, унинг аникуюниш сощси 

ярим щлцани уз ичига олган 95(0 ̂  минимал щлцадан иборат. 
Исботи. Минимал >;алк;а таърифига кура, (О ) нинг 

\ар  бир А элементи учун ц
и

А = и Вк(Вк = 0  агар, к * ] булса), ( 1)к = 1
муносабат уринли. Энди таъриф буйича

м'{А) = ^ м(Вк) (2)

деб оламиз.
Куриниб турибдики, бу (2) каби аникданган ц'(А) микдор 

А тупламнинг (1) куринишдаги танланишига богл ик, эмас. 
Хакицатан, айтайлик А икки

А = 0  * * = 0 с г
к = I 7 =  1

ёйилмага эга булсин. У \олда \а р  бир В. п  С кесишма в  гак | т
тегишли ва демак, ц улчовнинг аддитивлигига кура,



! > ( * * )  = I I > ( Я *  п с ; ) = ¿ > ( С ,)
А- = 1 /г = I / = 1 / = 1

уринли.
Ш унингдек, (2) тенглик  билан  ани^ланган  ц '(А ) 

функциянинг аддитивлиги ва манфий булмаган кийматлар 
Кабул кили,||и равшан. Шундай килиб, ц улчовнинг 9!(С ) 
^алкага давоми, ц' нинг мавжудлиги исботланди.

Унинг ягоналигини исботлаймиз. Айтайлик, цл улчов ц

нинг бошка бир давоми булсин. Агар А = 0  Вк, Вк лар С
*» I

дан олинган узаро кесишмайдиган тупламлари булса, у хрлда

И \ А )  = ^ { В к) = ^ и {Вк) = И'{А) 
к к

булади. Демак, цл улчов (2) тенглик билан аникпанган ц' 
улчов билан устма-уст тушар экан. Теорема исбот булди.

Шундай килиб, агар ярим халкдда аникпанган улчов 
мавжуд булса, шу ярим \алка оркали \осил булган минимал 
\алкада улчовни аниклаш имкониятига эга булдик. Бу улчов 
Куйидаги му\им хоссаларга эга:

1°. Агар т  улчов Р хдлкада аникпанган булиб, шу \алкадан 
олинган А, А,, А,, ... , Ап тупламлар учун ушбу

п

А з у А к, А к п А ^ 0 , к * ]  
к = 1

муносабатлар бажарилса, у \олда
п

т ( А ) > ^ т ( А к )
*=I

тенгсизлик уринли булади.
2°. /гх1алкадан олинган А, Ар А2, ..., Ап тупламлар учун

1 МА=1
муносабат бажарилса, у \олда

»
т ( А ) < ^ т ( А к )

к --\



тенгсизлик уринли булади.
Бу хоссаларни исботлаймиз.
Хакикатан, А, А,, А,, Ап тупламлар узаро кесишмаса 

ва уларнинг \ар  бири А тупламнинг к,исми булса, у \олда

( " л
А =

V*=i J

тенгликдан m улчовнинг аддитивлигига асосан ушбу
,*=1 )  V *=1 /

т (А) = Z  т А̂к) +т(А х Ü  Ai*=I *=|

тенгликуринли булади. Бундан ш(Л\0/1А.)> 0  булганиучун
А = 1

т ( А ) > ^ т ( А к )
к =I

тенгсизлик келиб чикдди. Бу эса 1° хоссани исботлайди. 
Энди 2° хоссани исботлаймиз. \ а р  кандай A, e F  ва 
А̂  g F учун ушбу

A 1̂ A 2= A 1u(A 2\(A,nA2))
ва

A2= (A ,nA 2)u(A ,\(A ,nA2))
муносабатлардан

m(A1uA2)=m (A |)+m(A2)-m(A1nA2)<m(A|)+m(A2) 
муносабат келиб чикдци. Бундан ихтиёрий п учун

(О
*=1 к = )

п
тенгсизлик индукция усули билан исботланади. Энди л с  |J  Ак

к=I
муносабатдан ушбу

0 4  = Л и ( ( 1> * ) 'Л )
*=i *=i

тенгликни  ё зи ш и м и з  мумкин. Бундан т улчовнинг 
аддитивлигига асосан

ю (С М ) = mi A) + m^ \J Ak) \ А) ^ т(А)-



Бундан ва (1) тенгсизликдан
п

т { А ) < ^ т ( А к)
к=\

тенгсизлик келиб чикдди. Шу билан 2° хосса \ам  исботланди.
Математик анализнинг купчилик масалаларида баъзи бир 

тупламларни чекли сондаги тупламларнинг йигандиси сифатида 
эмас, балки чексиз сондаги тупламларнинг йигандиси сифатида 
ифодалашга туфи келади. Масалан, доиранинг юзини хртсоблащда 
уни сони чексиз булган туфи туртбурчакларнинг йигандиси 
шаклида ифодаланишидан фойдаланилади. Бундай масалаларда 
улчовнинг аддитивлик хоссаси етарли булмай крлади ва шу 
сабабли бу хосса умумийрок, булган ва куй и да таърифланадиган 
санок^и-аддитивлик ёки а  - аддитивлик деб аталадиган хосса 
билан алмаштирилаци.

8-таъриф. Агар т  улчовнинг С т аник^аниш  со^асидан 
олинган, саноьуш сондаги узаро кесишмайдиган Ар А^...,

ас

Ап, ... тупламлар учун и  Л е Ст булганда,

^ ( 0  л к ) ^ ' Е  т(<Ак)*=1 *=1
тенглик уринли булса, у хрлда т  улчов а-аддитив улчов 
дейилади.

Текисликда аникуганган улчов (1-§га к;аранг) а-аддитив 
улчовга мисол булади.

Мисоллар. 1. Айтайлик, Х={х,, х2, ...} — бирор санокуш

туплам булсин. Ушбу £/>„ = 1 шартни цаноатлантирувчи {рп}
Л = |

мусбатсонлар кетма-кетлигини оламиз. Маълумки, X нинг 
барча к,исм тупламлари ^алца ташкил цилади. Шу х1алк,ада 
улчовни куйидагича аникугаймиз:

^ар бир А с  X учун т(А)= ^ р , , .
х„еА

Куриниб турибдики, бу т(А ) улчов а-аддитив улчов 
булади. Шунингдек, т(Х )=1 экани равшан.

2. Аддитив, аммо а-аддитив булмаган улчовга мисол. 
Айтайлик, О туплам 10; 1 ] кесмадаги барча рационал



сонлар туплами булсин. Энди О нинг [0; 11 даги ихтиёрий 
(я;Ь) очик, интервал, [а;Ь] кесма еки (д;Ь], [а;Ь) ярим очик, 
интерваллар билан кесишмаси куринишидаги АоЬ тупламлар 
туплами С т ни царайлик. Куриниб турибдики, С т даги 
тупламлар ярим ^алца ташкил этади. Бундай аникутнган 
Ал  е С т тупламлар улчовини

т (АаЬ)= Ь-а
каби аник,лаймиз.

Бу улчов аддитив, аммо ст-аддитив эмас. Чунки таърифга 
кура т (О |0;1|) = 1, аммо улчовни ст-аддитив деб олсак, санокди 
сондаги улчови 0 булган нукгалар бирлашмаси сифатида 
нинг улчови 0 га тенг. Демак, бу улчов а-апдитив була олмайди.

11-теорема. Агар О т ярим х,ащада берилган т  улчов о- 
аддитив булса, ухрлда  унинг 9?(Ст) %алцагача давоми булган 
т  улчов %ам о-аддит ив булади.

Исботи. Айтайлик, Ае9?(Ст), Ве9?(От), п=1,2,... ва

^  = 0  В„,В,ъВк = 0  к Ф з
п=\

булсин. У \олда О т ярим ^алкдда шундай А| ва Вш. тупламлар 
топиладики,

^  = и  Ар Вп = У  Д„, п = 1,2...,
./ '

булади. Ш унингдек, бу тенгликларнинг унг томонидаги 
тупламлар узаро кесишмайди, бирлашмалар эса чекли сондаги 
/' ва улар буйича олинади.

Энди Сп. =  Вш. п  белгилаш киритайлик. У \олда Сп. 
тупламлар узаро кесишмайди ва

/1=1 / / 
муносабатлар уринли булади.

Ярим \алк,а С т да берилган т  улчовнинг ст-аддитивлигидан

т ( А )  =  Е  Е  т ( С *о I  т ( в ». > =  Е  / И ( С »У )/»=1 I ]
тенгликларни, шунингдек, ц нинг 9?(Ст) да аникданишига кура 

Ц ( А )  =  Е т Ю >  М - ( в „ )  =  Е т < в п . )
; I



тенгликларни ёзамиз. Булардан = булган бизга
( = 1

керакли натижага келамиз. Теорема исбот булди.
Бу теоремадан куринадики, берилган улчовнинг давоми 

учун ст-аддитивлик хоссаси сакданади, демак, улчовни 
бошиданок, бирор \алкдца берилган, деб олсак булаверар экан.

3 -§ . Улчовни Л еб е г  м аъносида давом  эттириш

Ушбу параграф да биз бирор Е туп л ам н и н г к;исм 
тупламларидан тузилган, цандайдир С т ярим хдлкдца 
берилган, ст-аддитив ш улчовни Е нинг барча кием тупламлари 
учун аникдаш масаласи билан шугулланамиз, яъни 1 -§ даги 
гояни умумий \олда амалга оширамиз.

Айтайлик, Е бирор туплам ва уни уз ичига олган С т 
ихтиёрий ярим ^алк;а, т  эса О го да берилган а-аддитив 
улчов булсин. У ^олда Е даги \ар  бир А тупламни С т нинг 
элементлари ёрдамида крплаш мумкин, яъни шундай бир

{Вп} тупламлар борки, А сг У В П бГ лад и .
п

9-таъриф. Ихтиёрий А с  Е учун 

//* (А) =
п

тенглик билан аникланган ц*(А) сонни А тупламнинг ташци 
улчови деймиз. Бу ерда инфимум А тупламни крпловчи барча 
чекли ёки санокяи тупламлар системаси буйича
олинган.

Эътибор берсангиз, 1-§ да О т ярим \алка вазифасини 
барча типдаги туфи туртбурчаклар туплами бажарган эди.
3-бобнинг 4-§ да эса худди шу ярим ^алка сифатида барча 
очик,, ёпик, ва ярим очи к  интерваллар тупламини олган эдик.

Шу эслатилган \оллардаги каби бу ерда \ам  куйидаги 
теорема уринли:

12-теорема. Агар А еЕ  ва {Ап}сЕ ихтиёрий чекли ёки 
самоцели сондаги тупламлар берилган булиб, улар учун

л < = и д ,п
шарт бажарилса, у %олда



муносабат уринли.
Исботи. 1-§ дагидек исботланади.
10-таъриф. Агар ихтиёрий кичик мусбат е сон учун 

шундай бир В е 9*(Ст) туплам топилиб,
ц*(ААВ) < е

шарт бажарилса, у \олда А туплам улчовли (Лебег буйича 
улчовли) тушам  дейилади.

Бу ерда киритилган ва факдт улчовли тупламлар учун 
аниьутанган т-»ц *  ф ункция Л ебег улчови дейилади ва 
кула^йлик учун у оркали белгиланади.

Улчовли тупламлар синфи хэлкд ташкил кдлиши, улчовнинг 
а-аддитивлиги, узлуксизлиги худди 1-§ дагидек исботланади.

С аволлар в а  маищ лар

1. Лебег буйича улчовли икки тупламнинг бирлашмаси 
улчовли булишини курсатинг.

2. Л ебег буйича улчовли тупламнинг тулдирувчиси 
улчовли булишини курсатинг.

3. Лебег буйича улчовли икки тупламнинг кесишмаси 
улчовли булишини курсатинг.

4. Лебег буйича улчовли икки чегараланган тупламнинг 
айирмаси улчовли булишини курсатинг.

5. Лебег буйича улчовли икки А ва В тупламлар учун
ц(АиВ) =  ц(А) + ц(В) - ц(АпВ) 

муносабат уринли эканини исботланг.



V БОБ. УЛЧОВЛИ ФУНКЦИЯЛАР

1-§. У лчовли ф ункциялар

Маълумки, функция унинг аникданиш сохшей деб аталадиган 
тупламда берилади. Агар функция берилган тупламда улчов 
киритилган булса, у ^олда бу ф ункциянинг улчовли  
тупламлардаги \олати к,андай булади? Улчовли тупламнинг 
образи улчовли буладими? Улчовли тупламнинг прообрази 
улчовли буладими? Бу каби саволлартугилиши табиий. Демак, 
улчовли функция бирор улчовли тупламда аник^ланган ва 
маълум бир хусусиятларга эга функция экан.

Келгусида биз, асосан, к,ийматлари х ^ и ^ и й  сонлар 
булган функцияларни урганамиз.

Айтайлик, бизга Е улчовли туплам, т — ундаги улчов, 
,м эса Е Даги М га нисбатан улчовли тупламлар туплами ва 

унда аникуганган ^а^иций цийматли f : Е —> R ф ункция 
берилган булсин.

Баъзи белгилашларни киритамиз:
f(x) функция улчовли Е тупламда аникданган ва а бирор 

х^циций сон булсин.
Е нинг к,исми булган Дх)>атенгсизликни к,аноатлантирувчи 

барча х лар тупламини Е{1>я} билан белгилаймиз, яъни 
E{f >а) =  {хеЕ: f(x) >а}.

Худди шунингдек,
E{f > а}= {хеЕ: f(x) > а},
E{f < а} =  {хеЕ: f(x) < а),
E{f =  а} =  {хеЕ: f(x)=a},
Е{а < f < bj = {хеЕ: a < f(x) < b} 

тупламларни \ам  аникугаб оламиз.
Умуман олганда, f(x) ф ун кц и я Е тупламда чекси з 

цийматга \ам эришиши мумкин. Бундай \олда чексиз к,иймат 
аник, +00 ёки -оо га тенг деб олинади.

I-таъриф.  Агар улчовли Е тупламда берилган f(x) 
функция учун E{f>a} туплам ихтиёрий а да улчовли булса, 
у хрлда f(x) улчовли функция дейилади.



Таърифдаги E{f>a} туплам улчовли дегани, бу тупламни ц 
ёрдамида улчаш мумкин, яъни |i(E{f>a}) сонни ^исоблаш 
мумкиндеганидир. Ёкибошцача Е{Г>а}еЕмдебтушуниш керак.

Бу таърифдаги улчовли тупламлар Е да киритилган Лебег 
улчови маъносида каралгани учун f(x) функция баъзан (L) 
улчовли, яъни Лебег маъносида улчовли функция дейилади. 
Агар бу таърифда Е ва Е{Г>о} тупламлар Лебег улчовидан 
бош^а бирор улчовга нисбатан улчовли булса, у щлда f(x) 
функция \ам шу маънода улчовли дейилади.

Мисоллар. 1. Е =  [0,20] да /W  = “  булсин.

Агар й>0 булса, у хрлда е { /  > а} = {х : -  > а} = (О,-),
х а

агар а<0 булса, у хщда E{f>a}=E булиб, бу тупламлар улчовли.
2. Х={й, Ь, с}, Е^={0, {о}, . . .}=2Х булсин. Ихтиёрий 

АеЕ^ учун хА(х) улчовли функция булади.
1-теорема. Агар f(x) функция Е тупламда улчовли булса, у 

%олда %ар цандай щ^иций а ваЪ сонлар учун
1) E{f < а}; 2) Е{я < f < b}; 3) E{f =  а>;
4) E{f > fl}; 5) E{f < fl}

тупламларнинг щ р бири %ам улчовли булади.
Исботи. 1) Маълумки,

E{f < а} =  Е \  E{f > а}.
Берилганларга кура, Е ва E{f>a} тупламлар улчовли, 

демак, уларнинг айирмаси E{f < а} туплам \ам  улчовли.
2) E{fl < f < b} = E{f > aj n  E{f < b} тенгликнинг унг 

томонидаги тупламлар таърифга ва 1) га кура улчовли, демак, 
уларнинг кесишмаси E{fl < f < Ь} туплам улчовли.

3) ¿'{/ = fl} = P je jf l- -< /(A -)< a  + - j  т е н г л и к н и н г  унг

томонидаги тупламлар улчовли булгани учун уларнинг 
санокуш сондаги кесишмаси \ам  улчовли булади (улчовли 
тупламлар хоссаси, 4-боб, 1-§ га каранг, 9-теорема).

4) E{f>fl}=E{f>fl}^E{f=fl} тенгликнинг унг томонида 
улчовли тупламлар бирлашмаси турибди, демак, E{f>fl} 
туплам \ам улчовли.

5) Е{Г <а} = E{f < fl} \  E{f=fl} тенгликдан ва 1), 3) 
лардан E{f<fl} туплам нинг улчовлилиги келиб чик,ади. 
Теорема исбот булди.



2-теорема. Агар ихтиёрий у^ациций а ва b сонлар учун I),
2), 4), 5) тупламлариинг бирортаси улчовли булса , f(x) функция 
Е тупламда улчовли булади.

Теореманинг исботи юк^оридаги каби олиб борилади. 
Улчовли фуикцияларга дойр мисол ва масалалар ечиш.
1-мисол. Агар улчовли Е тупламда Р(х) функция улчовли 

булса, ух;олда f(x) функциянинг улчовли эканлигини исботланг.
Ечиш. Шартга кура, ихтиёрий ае!*учун Е(Р(х)>я)={хе Е: 

Р(х)>а} улчовли булади. У х;олда E(f>c)={x: f(x)>c}={x: Р(х)>с'} 
муносабатга кура f(x) нинг улчовли экани келиб читали.

2-мисол. Агар f(x) функция [<з;Ь] да Р(х) \осилага эга 
булса, у ^олда Г(х) нинг [а;Ь] да улчовли эканини курсатинг.

Ечиш. Х,осилага эга функция узлуксиз булади, демак, 
улчовли булади. Ихтиёрий neN  учун ушбу

/ ( *  + - ) - / ( * )
<рМ ) =------- " ---------

п

функцияни караим из. Бу функция [а;Ь—-  ] кесмада аникда! 1ган 

ва улчовли булади. Ш унингдек, унинг лимити мавжуд:

\т<рп(х) = Р(х). Vx е[а;Ь—- }. Демак, f(x) функция [а;Ь -- ]
п п

даулчовли.

Энди [a;b) = U [a;b-^] га кура, Г(х) [а;Ь) да улчовли. Ун га

улчови О булган {Ь} тупламни куш иш имиз мумкин. 
Шундай к,илиб, Р(х) функция [а;Ь] да улчовли экан. 
Муста^ил ишлаш учун мисол ва масалалар.
1. Улчовли Е тупламда Р(х) ф ункциянинг улчовли 

эканлигидан, умуман олганда, f(x) нинг улчовли булиши 
келиб чикмаслигини курсатинг.

2. Агар f(x) улчовли булса, у *олда |f(x)| нинг улчовли 
булишини исботланг. Бу хулосанинг тескариси уринли 
эмаслигига мисол келтиринг.

3. Дирихле функцияси билан ихтиёрий функция купайтмаси 
улчовли функция булишини исботланг.



4. Айтайлик, f(x) бирор [a;b] кесмада узлуксиз ва E=f(E) 
унинг кийматлар туплами булсин. Агар g(x) функция Е, да 
улчовли булса, у \олда уларнинг суперпозицияси g(f(x)) 
функция улчовли буладими?

5. Агар f(x) ва д(х) улчовли функциялар булса, у *олда 
p(x)=min{f(x),g(x)} ва q(x)= max{f(x),g(x)> функциялар \ам  
улчовли булишини исботланг.

Энди улчовли функцияларнингасосий хоссаларини куриб 
угамиз.

2 -§ . У лчовли  функциялар устида амаллар

3-теорема. Агар f(x) функция Е тупламда улчовли булса, у  
%олда бу функция Е тупламнинг ихтиёрий улчовли Е, цисмида 
у,ам улчовли булади.

Исботи. Улчовли функция таърифига кура,
E,{f > а) =  {хеЕ,: f(x) > а} 

тупламнинг улчовли эканлигини курсатишимиз зарур. Бу 
тупламнинг улчовлиги эса

E t{f > а] =  E,nE{f > а} 
тенгликдан келиб чицади. Чунки берилишга кура, Е, ва E{f>a} 
тупламлар улчовли, демак, уларнинг кесишмаси \ам улчовли. 
Теорема исбот булди.

4-теорема. Айтайлик, {EJ, чекли ёки саноцли сондаги улчовли 
тупламлар кетма-кетлиги булсин. Агар f(x) функция бу 
тупламларнинг у,ар бирида улчовли булса, у  %олда f(x) уларнинг

Е = IJ Et бирлашмасида у,ам улчовли булади.
к

Исботи. Ихтиёрий к учун Ек ва Ek{f>a} тупламларнинг 
\ар  бири улчовли. Улчовли тупламлар хоссасига кура, 
уларнинг ихтиёрий сондаги бирлашмаси \ам улчовли. Демак,

£ = (J Ек улчовли туплам. Энди
к

E { f  > a] = > а) гл E t )
к

тенгликдан эса f(x) функциянинг Е тупламда улчовли булиши 
келиб чик,ади. Теорема исбот булди.

5-теорема. Агар f(x) функция улчовли Е тупламда узгармас 
к сонга тенг булса, у  х,олда f(x) улчовли функция булади.



Исботи. Бу ерда икки хрлдан бири булиши мумкин: 
танланган а сон учун ёки к>а, ёки к< а.

Агар к>о булса, у \олда
E{f >я} = Е, 

агар к <  а булса, у \олда
E{f >а} = 0

булади ва бу тупламлар улчовли. Теорема исбот булди.
6-теорема. Агар f(x) функция улчовли функция ва к узгармас 

сон булса, ухрлда f(x)+k ва kf(x) функцияпар %ам улчовли булади.
Исботи. Теореманинг тасдиги

E{f+k > а) =  E{f ><з-к} 
тенгликдан \амда к>0 булганда

E { k f > a } = E { f >f }
К

ва к< 0 булганда

E { k f > a } = E { f < ? -  } 
к

тенгликлардан келиб чикдди.
Агар к=0 булса, у \олда охирги и к к и  тенгликнинг унг 

томонидаги тупламлар уз маъносини йуцотади. Аммо бу \олда 
kf(x)=0 булиб, 5-теоремага асосан kf(x) функция улчовли 
булади. Теорема исбот булди.

7-теорема. Агар f(x) ва д(х) функциялар Е тупламда 
улчовли булса, у  %олда E{f > д} туплам улчовли булади.

Исботи. Барча рационал сонларни  г,, г2, ..., г , .... 
куринишда номерлаб чицамиз. У ^олда

E{f > g }= Ü [E{F>rk}n E {g<rk}] (Оk=l
тенгликни ёзишимиз мумкин.

Бу тупламлар тенглигини куйидагича исботлаш мумкин: 
( 1) тенгликнинг чап томони унинг унг томонининг к,исми 
эканлигини курсатамиз. Агар х е  E{f >g} булса, у х;олда f(x)>g(x) 
тенгсиалик уринли булади. У ^олда f(x) ва д(х) сонлари учун 
шундай бир rk рационал сон топиладики, 

f(x) > rk > g(x)
тенгсизлик бажарилади. Шундай к,илиб, xeE{f > rk} ва 
xeE{g<rk} муносабатларга келамиз. Демак, 

xeE{f > rk}nE{g < rk}



ОС
булади. Бундан дг е (J [£{/ > rt }n  £{g < rt }] муносабат келиб чикдди.

А = 1

Энди х элементнинг ихтиёрийлигидан

E{f > g } c 0 [ E { f > r k} n E { g < rk}] (2)
k=l

муносабатни оламиз.
( 1) тенгликнинг унгтомони унингчап томонининг кисми

эканлигини кУрсатамиз. Айтайлик, х е (J [£{/ > rt \n£{g < гк}]
к = I

булсин. У \олда камида битта гп рационал сон топиладики, 
xeE{f >rn}oE{g<rn} булади. Демак, xeE{f >rn} ва xeE{g< rn> 
булиб, ушбу f(x)>rn ва g(x)<rn тенгсизликларни оламиз. 
Булардан f(x)>g(x) тенгсизлик келиб ч и кади. Бу эса xeE{f>g} 
эканини билдиради. Энди х элементнинг ихтиёрийлигидан

£ { /  > g} => Ü H /  > ^  )n  £ {g < }]
*=1

келиб чикади. Бундан ва (2) муносабатдан (1) тенгликнинг 
уринлилиги исботланади. Энди теорема исботига кайтамиз.

\ а р  бир рационал сон rk учун E{f > rk} ва E{g < rk} 
тупламлар улчовли. Улчовли тупламларнинг санокли сондаги 
бирлашмаси яна улчовли булгани учун, ( 1) тенгликнинг 
унг томонидаги туплам улчовли. Демак, E{f>g} туплам 
улчовли. Теорема исбот булди.

8-теорема. Агар f(x) ва д(х) функциялар Е тупламда улчовли 
булса, .у %олда f(x )+ g (x) ва f(x )-g (x ) функциялар у,ам Е 
тупламда улчовли булади.

Исботи. Бу теореманинг исботи
E{f + g > а) = E{f > а -  g},

E{f - g > a\ =  E{f > a + g} 
тенгликлардан ва 7-теоремадан келиб ч и кади.

9-теорема. Агар f(x) ва д(х) функциялар Е тупламда улчовли 
булса, у  %олда уларнинг купайтмаси f(x)g(x) функция %ам Е 
тупламда улчовли булади.

Исботи. Агар f(x) улчовли булса, у хрлда Р(х) функциянинг 
улчовли булиши а>0 булганда

£ { / 2 > а \ =  £ { /  > J â  } и  е [ / ' < —J a)



тенгликдан, а<0 булганда
Е{Р> а } =  Е 

тенгликдан келиб чикдди. Булардан ва ушбу

/ М 9W  = ^  \ f {x)  + g(x)]2 -  \ f (x)  -  g(x)f

тенгликдан тасдик;нингтугрилиги келиб чикдци, чунки унг 
томондаги функциялар 8- теоремага асосан улчовли. Теорема 
исбот булди.

10-теорема. Агар д(х) функция Е тупламда улчовли булиб,

Е нинг ихтиёрий х элементида д(х)* 0 булса, v холда —
g (x )

функция х,ам Е тупламда улчовли булади.
Исботи. Агар д(х) улчовли функция булса, у \олда а> О 

булганда,

е { ^ - > a } = . e j o < g < ^ j

туплам; а < 0 булганда,

Е{ ^ - > < 2 } = £ { g > o } u £ j g < - j  

туплам; а=  0 булганда,

Е{ — > а }=  £{д > 0} 
g

тупламларнинг улчовли эканлигидан — ф ункциянинг
g (x )

улчовлилиги келиб чикдци. Теорема исбот булди.
11-теорема. Агар f(x) ва д(х) функциялар Е тупламда улчовли 

булиб, Е нинг ихтиёрий х элементида д(х)* 0 булса, у  х,олда
f  (•*) функция %ам Е тупламда улчовли булади.

Исботи. Бу теореманинг тугрилиги

т  = № > —
g(x) g(x)

муносабатдан \амда 9- ва 10-теоремаларнинг тасдигидан 
келиб чик;ади.

и з



12-теорема. Агар f(x) функция Е тупламда узлуксиз булса, у  
х,олда f(x) бу тупламда улчовли булади.

Бу теорем анинг исботини мустацил бажариш учун 
крлдирамиз.

3 -§ . У лчовли ф ункциялар кетм а-кетлиги

Улчовли функциялар тупламида кушиш, айириш, булиш 
ва купайтириш амаллари бажарилар экан. Куйидаги теорема 
улчовли функциялар кетма-кетлиги устида лимитга утиш 
\ам  уринли эканини курсатади:

13-теорема. Айтайлик, улчовли Е тупламда f,(x), f2(x), ... 
улчовли функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. Агар Е 
тупламнинг х,ар бир х нуцтасида

f(x ) = lim f (х)
П—КС

тенглик баэкарилса, у  %олда f(x) функция Е тупламда улчовли 
булади.

Исботи. Айтайлик, fn(x) -» f(x) булсин. У хщ да ушбу

{ ^ : /W < c }  = U U U j x : / „ , ( x ) < c - ^ |  ( 1)
k п т>п I ^ J

муносабат уринли.
Хакикатан, айтайлик, х чап томондаги тупламга тегишли 

булсин. У хрлда f(x)<c, демак, шундай бир к номер топиладики,
2

/(*) < с -  -  булади. Крлаверса, к ни хохдаганча катта кдпиб 

олиш мумкинки, катта п ларда х;ам m > п хрл учун

/« (* )<  с к
тенгсизлик бажарилади. Бу эса х  элемент (1) муносабатнинг 
унг томонига \ам  тегишли эканини билдиради.

Аксинча, агар х элемент (1) муносабатнинг унг томонига 
тегишли булса, у хрлда шундай бир к номер топиладики, 
етарлича катта m лар учун

/ » М < с - Тк
тенгсизлик бажарилади. Бу эса f(x)<c эканини, яъни х элемент 
( 1) тенгликнинг чап томонига тегишлилигини билдиради.



Шартга кура f(x) функцияларнинг \ар  бири улчовли,

яъни {х: f m(x) < с - -  } тупламлар ихтиёрий m ва к лар учун
к

улчовли булади. Маълумки, улчовли тупламлар туплами а- 
алгебра ташкил этади. Демак, (1) тенгликка асосан

{х: f(x) < с}
туплам \ам  улчовли булади. Бу эса /(х )  функциянинг улчовли 
эканини билдиради. Теорема исбот будци.

Эквивалептлик 
Келгусида улчови нолгатенг тупламлар к;анчалик му\им, 

балки уларни эътиборга олм асак  х;ам булаверар, каби 
саволларга жавоб излаймиз.

Улчовли функция таърифидан куринадики, унинг улчови 
О га тенг тупламдаги киймати \еч  к;андай рол уйнамайди.

Умуман, бирор хосса Е тупламнинг 0 улчовли к;исмида 
бажарилмаса, бу хосса барибир баж ариляпти дейиш га 
асосимиз бор.

Шу сабабли бизга керакли булган айрим таърифларни 
берамиз.

2-таъриф. Бирор улчовли Е туплам учун ц(Е)>0 булсин. 
Агар бирор хосса улчови нолга те н г  А с  Е тупламда 
бажарилмай, Е тупламнинг цолган к^исмида (яъни Е\А  
тупламда) бажарилса, у \олда бу хосса Е тупламда деярли 
бажарилади дейилади.

К^йидаги таъриф жуда м у^им  таърифлардан бири 
\исобланади:

3-таъриф. Агар ц({х: f(x) g(x)}) =  0 булса, f(x) ва 
g(x) функциялар Е тупламда эквивалент  дейилади.

Бунинг маъноси шуки, берилган  икки функция Е 
тупламнинг деярли \амма жойида устма-уст тушади. Ш унинг 
учун \ам  Е тупламда эквивалент булган икки функция бир- 
бирига деярли тенг дейиш уринли булади.

Масалан, [0; 1 ] кесмада берилган Дирихле функцияси

Г 1, агар х е  Q булса, 
f  (х) = <

[ 0, агар х g  I булса
ва шу [0 ; 1 ] да айнан 0 га тенг: 9 (х)= 0 , ф ункциялар  
эквивалент, яъни деярли тенг функциялар, чунки улар бир- 
биридан санокути нукгаларда фарк, кдлади. Биламизки, санок/1и 
тупламнинг улчови 0 га тенг.



14-теорема. Улчовли Е тупламда аник^анган f(x) функция 
бирор бир улчовли д(х) функцияга эквивалент булса, у  %олда 
унинг узи %ам улчовли булади.

Исботи. Функцияларнинг эквивалентлиги таърифига кура, 
{х: f(x)<a} ва {х: д(х)<а} 

тупламлар бир-биридан фак;ат улчови нолга тенг булган 
к,исмлари билан фарк, кдлади. Демак, бу тупламлардан бири 
улчовли булса, у \олд а  иккинчиси \ам  Улчовли булади. 
Теорема исбот булди.

Классик анализда функцияларнинг эквивалентлиги му^им 
рол уйнамайди, чунки у ерда асосан узлуксиз функциялар 
урганилади. Узлуксиз функциялар учун эса эквивалентлик 
айнан тенгликни билдиради.

Х.ак.ик.атан, агар икки узлуксиз f(x) ва д(х) функциялар 
бирор [я,Ь] сегментнинг хо нук.тасида устма-уст тушмаса, 
яъни f(xo) ф д(хо) б^лса, у \олда уларнинг узлуксизлигига 
кура хо нинг шундай атрофи топиладики, бу атрофнинг 
барча х  нук^галари учун f(x) * д(х) булади. Бундай атрофнинг 
улчови нолдан фарк.ли мусбат сон. Д ем ак, узлуксиз 
функциялар устма-уст тушмаса, эквивалент була олмайди.

4 -§ . Деярли як,инлашип1

4-таъриф. Б ирор Е улчовли туплам берилган булиб, 
ц(Е)>0 булсин. А гар Е тупламда аник;ланган {fn(x )} 
функциялар кетма-кетлиги улчови нолга тенг булган бирор 
А т^пламнинг таищ арисида (яъни Е\А тупламда) f(x) 
функцияга як;инлашса, у х1олда {f (х)} функциялар кетма- 
кетлиги f(x) функцияга деярли яцинлашувчи дейилади.

Бошкрча айтганда, {x:lim f„(x)*f(x)  } тупламнинг улчови
п-*<х>

нолга тенг булса, {fn(x)} кетм а-кетлик f(x) га деярли 
як,инлашади дейилади.

Масалан, f(x)=xn куринишда берилган функциялар кетма- 
кетлиги [0 , 1] кесмада f(x)= 0  функцияга п-»оо да деярли 
яцинлашади. Чунки {jc : lim jc„ ^ 0} = {1} ва бу бир элементли

П -¥  00

туплам улчови 0 га тенг.
15-теорема. А гар  улчовли Е тупламда fn(x) улчовли 

функциялар кетма-кетлиги f(x) функцияга деярли яцинлашса, 
у  %олда f(x) функция Е тупламда улчовли булади.



Исботи. Бунинг учун А = {л :lim/„(jt) = /(*)} тупламни
л-*«

Караймиз. Теорема шартига кура, ц(Е\А)=0. Демак, f(x) функция 
Е\А тупламда улчовли (нафа^ат f(x), балки ихтиёрий функция 
улчови нолга тенг тупламда улчовли булади). 13-теоремага кура 
f(x) функция А тупламда улчовли. Шундай кдлиб, f(x) функция 
Е да улчовли экан. Теорема исбот булди.

Теки с яцинлашиш
Ф ункциялар кетма-кетлиги учун текис як;инлашиш 

тушунчаси билан яхши танишсиз.
Шундай булса ^ам, бу керакли таърифни эслатиб утамиз.
5-таъриф. Агар ихтиёрий е>0 сон учун шундай бир по=по(е) 

номер мавжуд булиб, барча п>по лар ва барча хеЕ  учун
|f(x)-f(x)| < £

тенгсизлик бажарилса, у \олда Е тупламда аникданган {f(x)} 
ф ункциялар кетм а-кетлиги шу туплам да f(x)ra текис 
яцинлашувчи дейилади.

Улчовли ф ункцияларнинг к^йида келтириладиган 
хоссалари биз келгусида аник^амок^и булган интегрални 
куришда асосий вазифани утайди.

6-таъриф. Агар Е тупламда аникданган \ак,ик^й f(x) 
функция улчовли булиб, унинг к^ийматлари туплами чекли ёки 
санок^и булса, у \олда бундай функция содда ¿дикция дейилади.

16-теорема. Е тупламда берилган %амда цийматлари 
туплами чекли ёки санок^ли {ур у2, уп, ...} тупламдан 
иборат булган f(x) функциянинг улчовли булиши учун

А„ = {хе Е : f(x) = yn} , n =  1, 2 , ... 
тупламларнинг улчовли булиши зарур ва етарлидир.

Исботи. Зарурийлиги. Айтайлик, f  улчовли булсин. Битта 
элементли т^плам {уп} улчовли булганлиги учун унинг 
прообрази An=f-'({yn}) улчовли булади.

Етарлилиги. Айтайлик, барча Ап, (п=1,2,...) лар улчовли
булсин. У *олда ихтиёрий с сон учун £ = ( /> с )  = [ J А„

уяе(с.ж)

тенгликдан ва Ап ларнинг улчовлилигидан f  нинг улчовли 
эканлиги келиб чикдди. Теорема исбот булди.

Куйидаги теорема жуда му\им:
17-теорема. Е тупламда аник^анган f(x) функция улчовли 

булиши учун бу функцияга шу тупламда текис яцинлашувчи,



улчовли {f(x)} содда функциялар кетма-кетлиги мавжуд булиши 
зарур ва етарлидир.

Исботи. Зарурийлиги. f(x) функцияни улчовли деб, унга 
текис як,инлашувчи улчовли {f(x)} функциялар кетма- 
кетлигини куйидагича тузамиз: \ар  бир тайинланган п 
натурал сон учун улчовли f(x) функция

п п
тенгсизликни к;аноатлантирадиган нук^аларда (бу ерда m — 
бутун сон) fn(x) функцияни ушбу

rt  \ mш = -п
тенглик билан аниьугаймиз. У х;олда fn(x) содда функция 
булиб, {f(x)} кетма-кетлик n -ю о  да f(x) га текис як^нлашади.

Х^акикатан, fn(x) функциянинг таърифланишидан Е 
нинг ^ар к^андай х элементи учун

\ Ш - № \ < 1-

тенгсизлик уринли эканлиги равшан. Бу эса п-х» да {fn(x)} 
кетма-кетликнинг f(x) га текис яцинлашишини курсатади.

Етарлипиги. Берилган Е тупламда аникданган {fn(x)} 
улчовли содда функциялар кетма-кетлиги f(x) функцияга 
текис яцинлашувчи булса, у \олда 4-теоремага асосан f(x) 
функция улчовли булади. Теорема исбот булди.

Егоров теоремаси 
Текис я^инлаш иш  билан юкррида киритилган деярли 

я^инлашиш орасида к,андай богланиш борлигини куйидаги 
теорема курсатади:

18-теорема. Айтайлик, улчови чекли Е туплам ва ундаги 
f(x) функцияга деярли яцинлашувчи fn(x) улчовли функциялар 
кетма-кетлиги берилган булсин. Ухрлда %ар бир 5>0 сон учун 
шундай бир Е6 с  Е улчовли к,исм туплам топиладики, унинг 
улчови Е нинг улчовидан купи билан 8 га фарк, цилади ва Еб 
тупламда fn(x) кетма-кетлик f(x) га текис ящнлашади.

Исботи. Исботнинг асосий гояси теорема шартини 
цаноатлантирувчи Е6 тупламни топишдан иборат. Юкрридаги
15-теоремага кура f(x) улчовли булади. Энди



Е "‘ = f l i * : U w  ~ / w l  < —1
i i n  I  W l J

тупламни крраймиз.
Бу Enm туплам тайин п ва m ларда, ихтиёрий / > п лар учун

\ f , ( x ) - f ( x )| < — 
т

шартни к;аноатлантирувчи барчах лартупламини ифодалайди. 
Айтайлик,

Е"’ = Q
п=I

булсин. Enm тупламларнинг аник^анишига кура, тайин m лар 
учун

Е.т с  Е,т с  ... с  Е т с  ...
1 I П

булади.
Маълумки, ст-аддитив улчов узлуксиз, шунинг учун 

ихтиёрий m ва ихтиёрий 8>0 учун шундай бир no(m) номер 
топиладики,

М(Е" \ Е:лт)) < 8 !  2"
булади. Агар

/» = I
деб олсак, бундай аник,ланган Е6 туплам теорема шартини 
к;аноатлантиради.

Хак;ик;атан, {f.(x)} кетма-кетлик Е5тупламда f(x) гатекис 
якинлашади. Чунки, агар хеЕ6 булса, у \олда ихтиёрий m 
учун / >по(гп) булганда

\ f , { x ) - f { x ) \  < — 
т

тенгсизлик уринли.
Энди E\ES туплам улчовини ба\олаймиз. Куриниб 

турибдики, \ар бир m учун ц(Е\Ет)=0. Бундан

И{Е\Е:лт)) = М{Е” \ Е 1 , п)) < 6 1 Т '  

келиб чик;ади. Шунинг учун



М(Е \ Ев ) = м( Е\  П < 1(„„) = M |J (£  \ е :„«™,)) *
ш=I т=1

< Х М £ '£ , : , , , ) < Ё | г  = '5'm=i т=1 ^
Теорема исбот булди.

5-§. Улчов буйича як^нлашиш

Энди улчовли функциялар синфида яна бир як,инлашиш 
тушунчаси билан танишамиз ва турли хил лимитга утиш 
амалларини куриб, уларнинг хоссаларини урганамиз.

7-таъриф. Улчовли Е тупламда f(x) улчовли функция 
ва {f(x)} улчовли функциялар кетма-кетлиги берилган 
булсин. Агар \ар к;андай мусбат с  сон учун

lim/i({x : \fn{x)~f{x) \  > о-}) = О />-»00 ' 1
муносабат уринли булса, у \олда (f(x)} кетма-кетлик f(x)
функцияга улчов буйича яцинлашувчи дейилади ва fn=>f
куринишда ёзилади.

Юкррида киритилган деярли я^инлашиш билан улчов
буйича як;инлашиш орасида к,андай богланиш бор, деган
саволга куйидаги теорема жавоб беради:

19-теорема. Айтайлик, f(x) функцияга деярли я^инлашувчи
{f(x)} улчовли функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. У
урлда {f(x)} функциялар кетма- кетлиги f(x) функцияга
улчов буйича %ам яцинлашувчи булади.

И сботи. 15-теоремага кура, f(x) улчовли булади.
Айтайлик, А оркдли fn(x) ларнинг f(x) га як,инлашмайдиган
нук^галар туплами белгилансин: А = {х:lim f j x )  * f(x)\. Теорема

п-+<х>

шартига кура, А нинг улчови нолга тенг. К.уйидаги 
тупламларни киритамиз:

Ek(a)= {x :|fk(x) - f ( x ) |> a } ,

*„(^) = l k ( CT)’ М  = f ] R n(a).
k=n n=l

Бу тупламларнинг улчовли эканлиги равшан. Шунингдек, 
R,(ct) з  R ^a) z> ...



муносабат уринли. У х,олда улчовнинг узлуксизлик хоссасига 
асосан п->аода

n(R (a)) -> ц(М) 
булади. Энди М сА эканини курсатамиз.

Хаки^атан, агар хогА булса, яъни

= /(* )и —>х
булса, у >(олда берилган ихтиёрий о > 0 учун шундай бир п 
топиладики, k > п булганда,

I fk(x„) '  f(x„) I < о
булади. Бу эса xo?R n(a) эк ан и н и , к.олаверса, хогМ  
булишини билдиради.

Аммо ц(А)=0 ва шунинг учун ц(М)=0, чунки MczA. 
Шундай к;илиб, п-»оо да

n(R„(c?)) -> О
экан. Энди Еп(ст) с  Rn(cr) эканлигидан теореманинг хулосаси 
келиб чицади. Теорема исбот булди.

Бу теореманинг тескариси уринли эмас, яъни функциялар 
кетма-кетлигининг улчов буйича як,инлашишидан уларнинг 
деярли як,инлашиши келиб чик;майди.

Хакик;атан, \ар бир натурал к учун (0,1] ярим ораликда
f  (k) f  (к) f  (к) i j  j l j j  ---- , , -----

функциялар кетма-кетлигини куйидагича аник^аймиз:

С, •-> •f  <к) 11, агар -----< х < — булса,
‘ к к

[0, Калган \олларда.

Бу функцияларни к=1,2,... учун куриб оламиз ва бир четдан 
номерлаб чикдмиз. Натижада улчов буйича нолга як;инлаигувчи, 
аммо бирорта х,ам нук^ада нолга як,инлашмайдиган функциялар 
кетма-кетлигини хрсил кдламиз.

Бу мисол 19-теореманинг тескариси уринли эмаслигини 
тасдикугаса \ам, куйидаги тасдик, уринли булади:

20-теорема. Айтайлик, {f(x)} улчовли функциялар кетма- 
кетлиги f(x) функцияга улчов буйича яцинлашувчи булсин. У  
хрлда бу кетма-кетликдан f(x) функцияга деярли ящнлашувчи

\ f ni (х)} кисмий кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин.
Бу теореманинг исботи юк;орида курилган мисол гояси 

каби курсатилади. Шу мисолнинг, масалан, {//*'} kjicm кетма- 
кетлиги нолга деярли як,инлашади.



1. Айтайлик, {f} ва {gn} улчовли функциялар кетма-кетлиги 
мое равишда f(x) ва д(х) га улчов буйича як^инлашсин. У 
\олда {f + gn}, {fngn} кетма-кетликлар мое равишда f+ g  га ва 
fg га улчов буйича як.инлашишини курсатинг.

2. Айтайлик, {fn} улчовли функциялар кетма-кетлиги f(x) 
га улчов буйича як^инлашсин. Агар барча п лар учун f(x)<a 
шарт баж арилса, у \о л д а  f(x)<a тенгсизлик деярли 
бажарилишини курсатинг.

3. Агар f(x) улчов буйича як.инлашувчи {fn(x)} функциялар 
кетма-кетлиги д(х) га х,ам улчов буйича яцинлашса, у \олда 
f(x) ва д(х) ларнинг эквивалентлигини исботланг.

4. Аввалги мисолдаги улчов буйича як;инлашиш деярли 
як;инлашиш билан алмаштирилса, хулоса уринлилигича 
к;оладими?



VI БОБ. ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛИ

1-§. Интеграл тушунчаси ва уни к^ришнинг 
биринчи усули

Узлуксиз функциялар учун ёки узилиш нукгалари «жуда 
куп» булмаган функциялар учун Риман интегралини ̂ исоблаш 
математик анализ курсидан маълум. Кейинчалик Риман 
интеграли баъзи бир функциялар синфи учун мавжуд 
эмаслиги, яъни бу интеграл тушунчаси ёрдамида айрим 
функцияларни интеграллаб булмаслиги аник,лангач, янада 
кенгрок; интеграл — «Лебег интеграли» тушунчаси киритилади.

Шу жараённи к;иск;ача эслаб утайлик.
Бирор [<з;Ь] сегментда аник^анган f(x) функциянинг 

Риман интегралини куриш учун [а;Ь] оралик; узунликлари 
п та булакка булинади ва \ар бир булакдан биттадан нук^а 
танланиб, интеграл йигинди тузилади. Сунгра булаклар 
узунликлари энг каттаси 0  га интилганда (бу \олда п—>оо 
булади), тузилган интеграл йигинди лимити текширилади. 
Агар лимит мавжуд булса ва [<з;Ь] оралик;ни булиш усулига 
\амда ^ар бир булакдан олинган нук^аларнинг танланишига 
боишк; булмаса, бу лимит f(x) функциядан [а;Ь] сегмент 
буйича олинган Риман интеграли дейилади.

Агар [о,Ь] сегментда аниьутанган f(x) функция сифатида

Ь агаР х рационал булса,
[О, агар х иррационал булса.

Дирихле ф ункциясини олсак , у ^олда юк;орида 
келтирилган таъриф буйича бу функциянинг Риман интеграли 
мавжуд булмайди.

Хак.икатан, агар ажратилган булакларнинг \ар биридан 
олинган ва интеграл йигиндида ишлатиладиган нукталар 
рационал к,илиб танланса, интефал йишндилар Ъ-а га, демак, 
лимит х,ам Ъ-а га тенг булади. Агарда олинаётган нук^алар 
иррационал кдлиб танланса, у ^олда интеграл йигиндилар



*ар бир п да 0 га тенг ва демак, лимит \ам  О га тенг булади. 
Бундан куринадики, интеграл йигиндилар кетма-кетлигининг 
лимити булакчалардан олинган нук^аларнинг танланишига 
боигак экан. Бу эса Г(х) ни Риман маъносида интеграллаб 
булмаслигини билдиради.

Бу каби мисолларни истаганча келтириш мумкин.
Курамизки, Риман интефали тушунчасини математикада 

куплаб ишлатиладиган му^ш функцияларга татбик, кдлиб булмас 
экан. Шу сабабли Риман интефали тушунчасини кенгайтириш 
масаласи туиилади.

Бу масала билан куп математиклар шугулланиб, Риман 
интегралининг турли умумлаштиришларини топишган. 
Буларнинг ичида энг му\ими Лебег томонидан киритилган 
интеграл тушунчасидир.

Лебег интефали куришнинг асосий гояси шундаки, унда 
функциянинг аник,лаш со\аси болтан [а;Ъ\ сегментни 
булакларга булинаётганда аргумент к;ийматларининг 
я^инлиги эмас, балки функция кийматларининг як;инлиги 
\исобга олинади. Бу гоя бирйула Риман интефали мавжуд 
булган функциялар синфидан кенфок, функциялар синфи 
учун интефал тушунчасини аниьугашга имкон беради.

Риман ва Лебег гояларини бошк;ача яна куйидагича \ам 
солиштириш мумкин:

Айтайлик, цийматлари \ар хил булган к;огоз пуллардан 
бир к;оп бор. Бу пулларнинг умумий микдорини крндай кдлиб 
топган маъкул. Икки кассирдан бири пулларни бир четдан 
олади ва микдорларини кушиб боради. Иккинчиси эса аввал 
пулларнинг микдорига крраб ажратиб чикдци: масалан, 10 
сумликларни бир туп, 50 сумликларни бир туп ва \оказо. 
Кейин \ар бир тупни ало\ида санаб кушиб чикдци.

Мана шу кассирлардан биринчиси, ифодали к,илиб 
айтганда «Риман», иккинчиси «Лебег» булади. Юзаки 
Караганда, бу икки усулда ^исоблашларнинг бир-биридан 
устунлиги сезилмаса-да, ушбу дарсликда биз Лебег усулининг 
катта имкониятларга эга эканлигини курамиз.

Чегараланган функциянинг Лебег интеграли
Айтайлик, туфи чизикда ц улчов аникуганган булсин. 

Аввало, Лебег интефалини [я;Ь] сегментдаги улчовли Е 
тупламнинг характеристик функцияси учун аник,лаймиз.



[о, х  г  е

функция Етупламнинг характеристик функцияси дейилади.
Энди fE(x) функциянинг 77еоег интегралы деб ц(Е) сонга 

(яъни Е тупламнинг улчовига) айтамиз ва куйидагича 
белгилаймиз:

(L) J f E (x)dx = ц(Е).
E

Бу ерда, (L) белги интеграл Лебег маъносида эканлигини 
билдириб туради.

Шунингдек,

\к,х е Е
/(* )  = [0 ,х г £

функция учун Лебег интегралини

(L) j f (x)dM = kM(E)
Е

тенглик билан аникдаш кераклиги тушунарли.
Умумий ^ол (1-усул). Функцияларнинг к,ийматларига кура 

интефал куриш.
Маълумки, функция туфи чизикда, яъни сонлар ук,ида 

аникданган булса, унинг аник^аниш со\асини бир нечта 
булакларга булиш ёрдамида Риман интефали курил ад и. Аммо 
функция туфи чизикда эмас, балки бирор улчовли, яъни 
улчов киритилган тупламда аник/тнган булса, бу тупламни 
ораликдарга булиш деган тушунчанинг узи маънога эга эмас. 
Шунинг учун функциянинг к.ийматларидан фойдаланиб 
интефал куришни урганамиз.

Улчовли Е тупламда аник^анган ва чегараланган f(x) 
функциянинг аник, куйи ва аник, юкрри чегаралари мос 
равишда А ва В оркдпи белгиланган булсин. Энди [А, В] 
сегментни цандайдир усулда п та к^исмга буламиз:

А = уо < у, < у2 < . . .  < уп, < уп =  В.
Биз Ev (v=0, 1, 2, ..., п-1) оркали yv<f(x)< yv+, 

тенгсизликни к.аноатлантирадиган х нук^талардан иборат 
тупламни белгилаймиз, яъни Ev={x е Е : yv < f(x) < yv+1}.



Берилган f(x) функция Улчовли булганлиги учун Ev 
туплам улчовли булади.

Энди ушбу

•*„ = s n = ^ у ^ ( Е „ )  (1)
v=0 ■'“О

йигандиларни тузамиз (sn ва Sn мос равишда куй и ва юкрри 
йишндилар дейилади) ва куйидаги таърифни киритамиз:

1-таъриф. Агар Я„(=отал,[>'1.+1 -у,,]) нолга интилганда
(п-><ю) sn ва Sn йигиндиларнинг лимити мавжуд булиб, улар 
бир-бирига тенг булса ва бу лимит уп нук^аларни танлаб 
олишга богли^булмаса, у х;олда бу лимит f(x) функциянинг 
Е тупламдаги Лебег интеграли дейилади ва бу интеграл 
юкрридаги, хусусий доллар каби ушбу

(L) j f (x)d / i  ёки (L) j f (x)dx
Е  Е

куринишда белгиланади.
Бундай интегралнинг мавжудлиги \ак;ида тасдик, ва 

теоремалар куп. Шулардан бирини келтирамиз:
1-теорема. Агар f(x) функция улчовли Е тупламда улчовли 

ва чегараланган булса, у  урлда унинг Лебег интеграли мавжуд.
Исботи. Чегараланган ва улчовли f(x) функция олиб, 

унинг учун (1) каби sn ва Sn йигиндилар тузиб, уларнинг 
умумий лимитга эга булишини курсатамиз.

Бу функция чегараланган булганлиги учун унинг аник, 
куйи ва аник, юкрри чегаралари мавжуд ва бу к^ийматларни 
мос равишда А ва В оркдли белгилайлик.

[А, В] сегментни икки усулда п та ва к та к^смларга буламиз: 
А = уо < у, < у2 < ■ • • < Уп_, < Уп = В, (2)

А = у'„< У',< У'2< • ■ • < У'ы < У'к = В- <3)
Агар

Л„ =  шах - у v \  Л„ = шах ( у „ ,- у Д  Л =  т а х { Л „ , Лк}О̂к̂п-1 0sks*-1
белгилаш ларни киритсак, у \олда уп ва y'v булиниш 
нук^галари учун

yv+| - yv < X (v =  0, 1, ... , n-1 ),
ва

y’v+1 - y’v< (v = 0, 1,... , k - l )



тенгсизликлар бир вакгда бажарилади. Бу тенгсизликлардан 
эса куйидаги муносабатлар келиб чик^ади:

п 1 0 — 1
Яп-з„ = £(л+, - У г ) м ( Ю  ^ ^  = Ы Е ) ,

и=0 ».=0

= ! , ( / , +1-у М е \ ) < а ^ М(е : ) = лМ(е ),
и = 0  у = 0

бу ерда, 5'к ва 5'к сонлар (йигиндилар) (3) булиниш учун 
тузилган куйи ва юк,ори йигиндилар.

Энди (2) ва (3) куринишдаги булиниш нукгаларини, яъни 
Уп ва У'п булиниш нукгаларининг ^аммасини бирлаштириб, 
янги булиниш нукгалари сифатида оламиз. Бундай булинишга 
мос 5"п+к ва 8"п+к йигандиларни тузамиз. Натижада зп ва э'к 
йигиндилар камаймайди, шунингдек, 8п ва 5'к йигиндилар эса 
ортмайди.

Демак,
^  *"„+к *  ^"п+к

(4)
^  8"„+к * 8"п+к < 8 'к 

тенгсизликлар уринли булади.
Х,а1<;икатан, агар (уу, у^,) ораликни бирорта, янги Е, нукга 

ёрдамида (уу ,£) ва (£, уу+|) ораликларга булсак, у ^олда ушбу 
у„ ц( Еу) < У>ц{Е(Уу< {  < 0} + ^ Г < Уу+|)} 

тенгсизлик бажарилади. Бундан куринадики, 5п < 8”п+к, яъни 
Кушимча булиниш нукгалари киритилиши натижасида куйи 
йигинди камаймайди.

Худди шунингдек, ушбу
Уу+| ц( Еп) > № ( Уу< Г < 0} + Уу+, ц{(£ < Г < Уу+,)} 

тенгсизликни \ам ёзишимиз мумкин. Бундан куринадики, янги 
нукга киритиш натижасида 8п йигиндининг мос хади киймати 
ортмас экан, демак, 5п юкори йигиндининг узи хам ортмайди.

Юкоридаги (4) муносабатлардан куринадики, (зп,5п) ва 
ораликлар (8"п+к,8"п+к) ораликдан иборат умумий 

Кисмга эга экан. Демак, $п ,8'к,8п ва Б'к сонларнинг ^аммаси 
узунлиги 2А.ц(Е) дан катта булмаган орал и кд а жойлашган.

Бу ердаги А. мусбат сонни исталганча кичик килиш 
мумкинлиги ва м атем атик  анализдаги яки н лаш и ш  
принципидан {8п} ва {Бп} кетма-кетликларнинг умумий 
лимитга эга эканлиги келиб чикади.



Демак, таърифга кура ихтиёрий чегараланган улчовли 
f(x) функциянинг Лебег интефали \ар доим мавжуд экан. 
Теорема исбот булди.

Саволлар ва мапщлар

1. Дирихле функциясини Лебег маъносида интефалланг.
2. Ушбу

f(x) =
1, агар х * —, 

п 
1х , агар х = — 
п

функция [0; 1 ] да Риман буйича интефалланувчи булишини 
курсатинг ва уни интефалланг.

3. Олдинги мисолдаги функцияни Лебег маъносида 
интефалланг.

4. Улчови нолга тенг булган тупламда аникданган ва 
чегараланган функция Лебег маъносида интефалланувчи 
ва бу интефал 0 га тенглигини исботланг.

5. Кесмада Риман маъносида интефалланувчи функция 
Лебег маъносида ^ам интефалланувчи булишини ва бу 
интефаллар устма-уст тушишини исботланг.

2-§. Лебег интегралининг хоссалари

Чегараланган улчовли функциялар учун Лебег интефали 
худди Риман интефали каби куйидаги хоссаларга эга:

2-теорема. Агар Е тупламда улчовли булган ва чегараланган 
f(x) функция учун m < f(x) < М тенгсизлик бажарилса, у  %олда

тц(Е) < j f (x)dju < Мц(Е)
/•;

тенгсизлик уринли булади.
Исботи. Бу хрлда тузилган sn ва Sn йигиндипар учун 

mjj.(E) < sn < Sn < Мц(Е) 
тенгсизликлар уринли. Х,осил цилинган тенгсизликларда 
тегишли лимитларга утилса, юк^оридаги муносабатлар келиб 
чикдди. Теорема исбот булди.



1-натижа. Агар улчовли f(x) функция Е тупламда манфий 
булмаса, у  %олда унинг бу туплам буйича олинган интеграли 
хдм манфий булмайди, яъни агар f(x) > 0 булса, у  %олда

j f ( x)dju > О

булади.
2-натижа. Агар Е тупламнинг улчови пол (яъни ц(Е) = О) 

булса, у  урлда у/ар цандай чегараланган улчовли f(x) функция учун

j f (x)d{ i  = О
к

булади.
3-натижа. Ихтиёрий с узгармас сон учун

\cf(x)d/j. = с \ f(x)d/ j .
Е  Е

тенглик уринли.
3-теорема. Агар Е, Е., (/ = 1, 2, ...) улчовли тупламлар 

булиб, улар учун

Е = (]Е, ( £ , n £ .  = 0 , i * j )
/=1

муносабат уринли ва f(x) улчовли функция Е тупламда берилган 
булса, у  у,олда

\f(x)d/u = Y j \ f(x)dj j .
/■: '=i /;,

тенглик бажарилади.
Интефалнинг бу хоссаси унинг тула аддитивлиги дейилади.
4-теорема. Агар улчовли Е тупламда f, (х) ва f2(x) улчовли 

функциялар берилган булса, у  х,олда

J(/i (*) + / 2 (x))dfj. = Jy, (x)dp + J / 2 (x)dfx
E  /. /•;

тенглик уринли.
5-теорема. Агар улчовли Е тупламда берилган f(x) ва д(х) 

улчовли функциялар узаро эквивалент булса, у  х,олда

\ f ( x ) d n  = \g(x)dju
Е  Е

булади.



6-теорема. Агар улчовли Е тупламда f(x) ва д(х) улчовли 
функциялар учун f(x) < д(х) булса, у  %олда

\ f { * №  ^ \g{x)dfi
л /■;

булади.
7-теорема. Куйидаги тенгсизлик уринли:

J / М Ф  ^  J | Л * ) | Ф -

Е  К

8-теорема. Агар f(x) > О ва

\f(x)d/u = О
Е

булса, у  ̂ олда f(x) функция Е тупламда деярли нолга тенг булади.
Бу тасдик; ва хулосаларнинг исботи бир оз узгартиришлар ва 

белгилашлар ёрдамида худци Риман интефали учун берилган 
исботларга ухшаш булганлиги сабабли келтирмадик. Исботларни 
мусгакдп машк, сифатида тиклашга \аракат к,илинг.

Лебег интегралини ^исоблашга дойр мисоллар.
1-мисол. Ушбу

Гх3, х-иррационал булса,
1\Х.) — л

[1, х -  рационап булса,
функция [0; 1 ] да Риман буйича интегралланувчими? Лебег 
буйича-чи? Унинг [0; 1 ] даги интегралини х,исобланг.

Ечиш. Бу функция [0; 1] да Риман буйича интегралланувчи 
эмас, чунки унинг узилиш нукталари туплами улчови 
нолдан фаркуш. [0; 1 ] кесманинг деярли барча н ук̂ гал ар и f(x) 
Лебег буйича интегралланувчи, чунки у улчовли ва 
чегараланган. Унинг Лебег интегралини \исоблаш учун f(x) 
ни унга экви вален т булган д(х)= х3 функция билан 
алмаштирамиз. У \олда

1 I ,
(L) j f ( x ) d x  = (L) jg(x)dx = (L) j x3dx = (R) JVatc = - .

[0,1] [0,1] О О 4
2-мисол. Агар f(x) функция [а;Ь] да f  (х) х;осилага эга ва 

f(x) [a;b] да чегараланган булса, у \олда f(x) нинг [а;Ь] да 
Лебег буйича интегралланувчи булишини исботланг.



Ечиш. Шартлардан келиб ч и цадики, Р(х) [а;Ь] да улчовли 
(5-боб 1-§, 2-мисол) ва чегараланган. Маълумки, улчовли 
ва чегараланган функция Лебег буйича интегралланувчи. 
Демак, Г(х) функция [я;Ь] да Лебег буйича интегралланувчи.

Саволлар ва маищлар

х \агар  х -  иррационал ва х > ^  булса,

х', агар х -  иррационал ва х < ^ булса,

О, рационал нуцталарда

функция учун ( L) \f(x)dx ни \исобланг.
10.11

2. Айтайлик, f(x) функция [<з;Ь]да улчовли ва чегараланган 
булсин. Агар ихтиёрий се[а;Ь] учун (¿) J /( jc)o!x = 0 булса, у

[в.с|

\олда [а;Ь] да f(x) деярли нолга тенг эканлигини исботланг.
3. Агар чегараланган f(x) функция [а;Ь]да Лебег буйича 

интегралланувчи булса, у хрдца Р(х) ва |f(x)| функциялар 
[а;Ь]да Лебег буйича интегралланувчи буладими?

3-§. Риман ва Лебег интегралларини солиштириш

Маълумки, Риман интеграли тугри чизикда берилган 
функциялар учун аникданган.

9-теорема. Агар [а;Ь] сегментда f(x) функция учун Риман 
интеграли мавжуд булса, у  хрлда бу функция учун Лебег интеграли 
%ам мавжуд булади ва бу интеграллар узаро устма-уст тушади.

Исботи. Айтайлик, f(x) функциянинг [а;Ъ] сегментда 
Риман интеграли мавжуд булсин. У \олда куйидагилар уринли: 

f(x) функция чегараланган;
f(x) функциянинг узилиш нук^алари улчови нолга 

тенг, яъни f(x) функция деярли узлуксиз.
Булардан f(x) нинг [<з;Ь] сегментда улчовли эканлиги келиб 

чик;ади. Демак, f(x) функция чегараланган ва улчовли. У \олда
1-теоремага кура f(x) функция учун Лебег интеграли мавжуд.

1.

f(x) =



Энди f(x) функциянинг Риман ва Лебег интеграллари 
узаро тенг булишини курсатамиз.

Одатдагидек, [а;Ь] сегментни пта [xk;xk+1] сегментчаларга 
буламиз. Лебег интегралининг 2-теоремада келтирилган 
хоссасига асосан, шу [xk;xk+|] сегмент учун

^ (¿ )  \ f { x ) d M ^ M kAxk
*к

тенгсизликни ёзамиз, бу ерда Дхк = хк+| -  хк, шк ва Мк мое 
равишда f(x) функциянинг [xk;xk+1] сегментдаги куй и ва 
юк;ори чегаралари. Бу тенгсизликдан фойдаланиб,

s* = J ] mkAxk ^ Z (z) ] f ( x)dM =
к=0 к=0 Хк

= (L) Jf (х)ф < XMkAxk = Sn
а к=0

(*)
муносабатга келамиз. Бу ердаги sn ва Sn лар f(x) функциянинг 
[<з;Ь] сегмент буйича тузилган Дарбу йигиндилари.

Берилишига кура, f(x) функциянинг [а;Ь] сегментда 
Риман интеграли мавжуд. Шу сабабли, таърифга асосан,

Jira/, = ]im 5H = (R) Jf(x)dx (**)
a

муносабатлар уринли. Бу ерда а п = max (/±xt ).

Юк;оридаги (*) ва (**) муносабатлардан бевосита 
куйидаги тенглик келиб чицади:

ь ь
(R) \ f {x)dx = (L)\f(x)dfi .

а а

Теорема исбот булди.

4-§. Содца функциялар учун Лебег интеграли

Энди Лебег интегралини к;уришнинг боища бир, 
иккинчи усули билан танишамиз.
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5-боб 4-§ да содда функция тушунчасини киритган эдик. Мана 
шу содда функциялар учун Лебег интеграли тушунчасини берамиз. 
Шунингдек, уша ердаги 17-теоремага кура ихгиёрий улчовли 
функцияга текис як^нлашувчи содда функциялар кетма-кетлиги 
мавжудлиги интефал курищда асосий рол уйнайди.

Фараз цилайлик, Е туплам нинг бирор улчовли А 
цисмида аник^анган f(x) содда функция берилган булиб, 
УР У2> • ••> Уп> унинг барча кийматлари булсин.

Ушбу
An = {хеА : f(x) =  yn} , n = 1, 2, ... 

тупламларни оламиз. Бутупламлар 5-бобдаги 16-теоремага 
кура улчовли. Демак, ц(Ап) сон аниц к^йматга эга.

Куйидаги

(О
п = \

к;аторни тузамиз.
2-таъриф. Агар f(x) содда функция орцали ^осил кдлинган 

(1) катор абсолют яцинлашса, у \олда унинг к;иймати f(x) 
функциянинг Лебег интеграли дейилади ва у ушбу

j / М Ф  = 'Е у„м(а „)
А  «= 1

куринишда ёзилади, f(x) функция эса ц улчов буйича А 
тупламда интегралланувчи ёки жамланувчи функция дейилади.

Бу таърифда f(x) содда функциянинг кийматлари булган 
уп сонлар бир-биридан фарьуш деб каралди. Умуман, содда 
функцияларнинг Лебег интефалини унинг кийматлари бир- 
биридан фар кути булмаган хрл учун >̂ ам аникдаш мумкин.

10-теорема. Агар А = ( J =0,  к * \,к = 1,2,... булиб, f(x)
к

функция урр бир вк тупламда узгармас ск сонга тенг булса, у  урлда 

\f(x)dM = Y Jci,Pl(Bk) (2)
А *

тенглик уринли булади ва f(x) функциянинг интегралланувчи 
булиши учун унг томондаги к;аторнинг яцинлашувчи булиши 
зарур ва етарлидир.

Исботи. Содда функциянинг бир-биридан фарк^ли 
Кийматларини у,, у2, ..., уп,... орк;али белгиласак, Ап={хеА:



f(x)=yn} туплам учун Ап= (Jfi, муносабатга ва /4Л„) =
=.V„

тенгликка эга буламиз. Булардан (1) ва (2) каторларнинг 
тенглиги келиб чикдди. Теорема исбот булди.

Содда функциялар учун аникутанган Лебег интеграли 
х,ам куйидаги хоссаларга эга булиши осон курсатилади:

A. Д/i (х) + / 2 (.xj)fijj. = J/, {x)dn + J /2 {x)dp..
A A A

B. Ихтиёрий к узгармас сон учун 

Jkf ( х )ф  = k J f (х )ф .
A A

тенглик уринли.
C. Улчовли А тупламда чегараланган f(x) функция 

интефалланувчи, кщаверса, агар Ада |f(x)| < М булса, у хрлда

j f (x)dM

булади.
Бу хоссаларнинг исботи содда функциялар ёрдамида 

тузилган (1) каби к,аторлар як,инлашувчи булишидан келиб 
чикдди.

Саволлар ва машцлар

1. у =  [х] функцияни [3,13] туплам буйича интефалланг. 
Бу ерда [х]- белги х  нинг бутун к;исми.

2. [0,13) да у = ф^  функцияни интефалланг.

3. [0,17) да y=sin[x] функция интефалланувчи буладими? 
Агар интефалланувчи булса, у ^олда унинг интегралини 
\исобланг.

4. Ихтиёрий п учун

1 1 1f (x)  = — агар ------ < х < -  булса,
п + 2 п + 1 п

функция [0; 1 ] орал и кд а интефалланувчи эканини курсатинг
ва бу интефални ^исобланг.



5-§. Умумий ^ол учун Лебег интегралининг 
таърифи (2-усул)

Бу ерда, аввалги 3-§ да содда функциялар учун 
киритилган интеграл ёрдамида улчовли функциялар учун 
Лебег интеграли тушунчасини аник^аймиз.

Айтайлик, X бирор туплам ва F ундаги к,исм тупламлар 
ст-алгебраси, ц эса F да берилган а  - аддитив улчов булсин.

11-теорема. А тупламда интегралланувчи,  содда  
функциялардан иборат (f(x)} кетма-кетлик текис яцинлашувчи 
булса, у  у;олда ушбу

/ = lim
A

лимит мавжуд.
Исботи. Текис як,инлашиш хоссасидан А тупламда текис 

яцинлашувчи ихтиёрий {f(x)} содда функциялар кетма- 
кетлиги учун n, m ->оо да ушбу

муносабат уринли булиши келиб чикдди.
Содда функциялар учун Лебег интегралининг С0 хоссасига 

кура,

тенгсизлик уринли.
Бундан ва юкрридаги тенгсизликдан

= ¡ Л ( х№
А

сонлар кетма-кетлигининг фундаменталлиги келиб чикдци. 
Демак, 1п кетма-кетликяк,инлашувчи булади. Теорема исботбулди.

12-теорема. Агар {f„(x)} ва {gn(x)} кетма-кетликлар А 
тупламда интегралланувчи булган содда функциялардан иборат 
булиб, шу тупламда f(x) функцияга текис яцинлашса, у  холда



Iim \.f„(x)dfi = Um [gn(x)dfi
n —>rc J  n -*oo J

A A

булади.
Исботи. Айтайлик, {f(x)} ва {gn(x)} содца функциялар кетма- 

кетлиги f(x) функциягатекисяк.инлашсин. У хрлда п->ос да

suHf„ (x )-f(x ) |-> 0  ва sup|gn(x )-f(x ) |-> 0  (*)
х е А  * е А

муносабатлар уринли булади. Булардан ва содца функциялар 
учун Лебег интегралининг А, В, С хоссаларига кура,

\ f , X x ) d M -  \ g , X x ) d M  =  J {  [ / , ( * ) - / ( * ) ] - [ # „ ( * ) -

A A

< n ( Ä) s \ i ^ f , Xx) - f  (x)| + //(^)sup|g,, ( * ) - /  (x)\ 

тенгсизликка эга буламиз. Бундан ва (*) муносабатдан

lim I f„(x)d/u = lim \gn(x)dfi
« —»00 J  I I —»00 J

А А

тенглик келиб чикдци. Теорема исбот булди.
3-таъриф. Ушбу

1 = lim j f „ (xWи—»x J 
А

лимит А тупламда f(x) функцияга текис якинлашувчи {f(x)} 
содда функциялар кетма-кетлигининг танланишига ботик, 
булмаса, у \олда бу лимитнинг I киймати f(x) функциянинг 
А тупламда ц улчов буйича Лебег интегралы дейилади ва

\ f { x ) d ß
А

куринишда белгиланади.
Агар f(x) функциянинг ц улчов буйича А тупламда Лебег 

интефали мавжуд булса, у \олда бу функция интегралланувчи 
ёки жамланувчи функция дейилади.



13-теорема. Агар ф(х) функция Е тупламда интегралланувчи 
булиб, f(x) улчовли функция учун |f(x)| < ф(х) тенгсизлик ихтиёрий 
х е Е  да бажарилса, у  %олда f(x) функция х,ам Е да 
интегралланувчи булади ва

\ \ f(x) \dn < \<p{x)d/2

л F.
муносабат уринли.

Бу теореманинг исботини мустак;ил машк, сифатида 
укувчиларнинг узига крлдирамиз.



VII БОБ. ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ 
ФУНКЦИЯЛАР СИНФИ

Ушбу бобда интегралланувчи ва квадрати билан 
интегралланувчи функциялар туплами метрик фазо булиши 
курсатилган.

1-§. Интеграл белгиси остида лимитга утиш

Риман интеграли билан боклик, масалаларни ечишда баъзан 
интефал белгиси остида лимитга утиш га дойр бир к,анча хулоса 
ва тасдик^ардан фойдаланилади. Лебег интеграли учун х,ам 
шундай хоссаларнинг айримлари уринли булади.

Айтайлик, X улчовли туплам ва ц ундаги улчов булсин. 
X нинг бирор А улчовли кием тупламини оламиз.

1-теорема. Айтайлик, ср(х) функция А да интегралланувчи 
булсин. Агар {f/x )} функциялар кетма-кетлиги А тупламда 
f(x ) функцияга яцинлашеа ва барча хеА,  n e N  ларда

|f(x)| <(р(х)
шартни цаноатлантирса, у  х,олда лимит функция /  х,ам А 
интегралланувчи булади ва

l im  J  f n ( x ) d ^ =  № ) Ф -п^°од  А

тенглик бажарилади.
Исботи. Теорема шартидан f(x) учун |f(x)| < ф(х) булиши 

келиб чикади. Шунинг учун 6-бобдаги 6-теоремага кура, 
f(x) ^ам интегралланувчи булади.

6-бобдаги 2-теоремага асосан, ихтиёрий кичик s>0 сон 
учун шундай 5>0 сони топиладики, ц(В)<8 шартни 
Каноатлантирувчи В улчовли туплам учун

J<p(x)d/j (1)
в

булади.



Егоров теоремасига кура, В ни шундайтанлаш мумкинки, 
{f(x)} функциялар кетма-кетлиги А\В тупламда текис 
яцинлашади. Демак, шундай бир N номер топилиб, барча 
n > N ва х е А\В учун

I /(* )  ~ /„ (*)| < -----------1 ” 1 2 ц { А\ В)
муносабат уринли булади. У \олда |f(x)| <<p(x), |f(x)| <ф(х) 
булгани учун

\ f (x)df i  -  \ f„(x)dp = J{ f (x) - f„(x) )dju  + ¡/(x)dju -  ¡f„(x)d/u
A A A \ B  в  В

тенгликка ва (1) га кура

J /  (x)df i -  \ f n(x)dn
s e e< ---1----1---= £
2 4 4

булишини топамиз. Теорема исбот булди.
Бу теоремадан фойдаланиб, куйидаги теоремаларни 

исботлаш мумкин:
2-теорема. Айт айлик, А тупламда берилган {fn(x)}  

интегралланувчи функциялар кетма-кетлиги
f / x )  < f / x )  < . . . < f / x )  <.  . 

шартни к,аноатлантирсин ва бирор К  сони учун

\ f „ ( x ) d n < K
А

тенгсизлик барча п ларда уринли булсин. Ухрлда {f/x)} функциялар 
кетма-кетлиги f(x) функцияга деярли яцинлашади, f(x ) щ м  А 
тупламда интегралланувчи булади ва

lim i  fn (x )d n =  J f(x )d ^  
n_>co A A

тенглик бажарилади.
3-теорема. Агар {f/x)} мусбат улчовли функциялар кетма-кетлиги 

f(x) функцияга деярли я^инлашса ва бирор К  сони учун

\ f „ ( x ) d n < K
А

тенгсизлик барча п ларда уринли булса, у  хрлда f(x ) %ам А 
тупламда интегралланувчи булади ва

ff(x)dju < К



2-§. Интегралланувчи функциялар метрик 
фазоси(Ь, фазо)

Айтайлик, X улчовли туплам ва ц ундаги улчов булсин. 
Биз, асосан ц(Х) < да, яъни X тупламнинг упчови чекли 
сон булган \олни урганамиз.

X тупламда интефалланувчи барча функциялар тупламини 
(синфини) L,(X, ц) орк;али белгилаймиз.

Лебег интеграли хоссаларидан интегралланувчи функциялар 
йотиндиси ва бирор сонга купайтмаси )дам интефалланувчи 
булиши келиб чикдци. Булар куйидагича ёзилади:

f(x), g(x) g L,(X, ц) => f(x)+g(x) e L,(X, ц),
a  ихтиёрий сон, f(x) e Ц(Х, ц) => af(x) e L,(X, ц).
Демак, L,(X, ц) TÿruiaM чизик^и фазо ташкил килади.
Изо*. Функциялар тенг деганда, f(x)=g(x) тенглик деярли 

барча х лар учун Уринли булган \о л  тушунилишини эслатиб 
утамиз:

f(x) = g(x) о  ц{ х : f(x) * д(х)} = 0.
Энди, L,(X, ц) тупламда масофа тушунчаси куйидагича 

киритилади.
4-теорема. Ихтиёрий f(x), g(x) e  L/Х , ц) функциялар учун 

P i f , 9) = j ] /0 )  -  g(x)\dn (2)
x

формула L / X,  fi) да метрика аницлайди.
Исботи. Метрика аксиомалари бажарилишини текширамиз:

1) p(f,g) > 0 экани равшан.

P i f ,  g) = 0 <=> jl/O ) -  g{x)\dp. = 0 <=> f { x )  = g(x).
X

2) p(f,g) = p(g,0 экани равшан.
3) Ихтиёрий f(x), g(x), h(x) e L,(X, ц) учун

p i f ,  g)= J l /W - g i A dv  = J l/W  ~ A W +h (x) ~ s i A d u  <
X X

^ § f i x ) - h ( x ) \ d n +  ^ h ( x ) -  g (x) \dv = P i f , h ) +  p(h,g).
X X

1-таъриф. Чизик/ш фазо L,(X, ц) юкрридаги (2) метрика 
билан биргаликда L, фазо дейилади.



Шу (2) метрика ёрдамида аник^анган як,инлашиш уртача 
яцинлашиш деб юритилади.

5-теорема. L, фазо тула метрик фазо булади.
Исботи. Айгайлик, L, фазода {f(x)} фундаментал кетма-кетлик 

берилган булсин. Яъни jf (х)} кетма-кетлик учун n, m -хюда

яъни J]fn(х) — gm(x)|dM. —>О
X

булсин. У ^олда индексларнинг шундай бир п, < п2 < . . . 
усувчи цисмий кетма-кетлиги топиладики,

X ^
тенгсизлик уринли булади. Бундан ва 2-теоремадан

I А  | + 1 А  _  А  | +  •••

Каторнинг X да деярли як,инлашувчилиги келиб чицади. 
Шунинг учун

А  +  ( А  “  Д ) +  -

Катор х,ам X да бирор f(x) функцияга деярли як,инлашади:

f(x) = lim fn (х) к—ко k
Демак, L, фазода фундаментал булган кетма-кетлик деярли 

як,инлашувчи к^смий кетма-кетликка эга. Мана шу {д (*)) 
пиемий кетма-кетлик f(x) га уртача якинлашишини курсатамиз.

Берилган {fn(x)} кетма-кетлик фундаментал булганлиги 
учун, цандай кичик е > 0 олмайлик, етарлича катта р ва q 
лар учун

J] Д  (x) - f r 4M\dju<£
X

булади. 3-теоремага асосланиб, бу тенгсизликда q буйича 
интеграл остида лимитга утамиз:

j ] / „ ,  (x)-f(x)]d/u<£.
X

Бундан f(x) е Ц(Х, |д) ва f„t (л-)-» f(x) к е л и б  ч и 1 а д и . 
Маълумки, метрик фазода фундаментал кетма-кетлик 

бирор лимитга як;инлашувчи к;исм кетма-кетликка эга булса, 
у \олда кетма-кетликнинг узи хам шу лимитга як;инлашади.



Демак, L, фазодаги ихтиёрий фундаментал кетма-кетлик 
L, да як,инлашувчи экан. Теорема исбот будд и.

3-§. Квадрата билан интегралланувчи функциялар 
метрик фазоси(Ь2 фазо)

Айтайлик, X улчовли туплам ва ц ундаги улчов ва ц(Х)<оо 
булсин. Функция берилган деганда X да аникданган улчовли 
функцияларни тушунамиз.

2-таъриф. Агар X да берилган f(x) функция учун

| / 2(х )ф <  оо
X

булса, у хдлда f(x) функция квадраты билан интегралланувчи 
функция дейилади.

Квадрати билан интефалланувчи функциялар тупламини 
(синфини) Ц(Х, ц) орк,али белгилаймиз.

6-теорема. L/ Х ,  ц) туплам 4u3uiçiu фазо булади.
Исботи. Айтайлик, f(x), g(x) е L2(X, ц) б^шсин. У \олда

(f(x) + g(x))2 < 2(Р(х)+д2(х»
тенгсизликдан

( / ( * )  + 9 (*))2 ^ 2( J / 2 {x)dn + Jg 1 (л:)ф) < со
X X

келиб чик,ади, яъни f(x)+g(x) е L2(X, ц).
Худди шунингдек, ихтиёрий а  сон учун

j\of{x)Y dfi = a 2 ¡ f \ x ) d f i  < «
X х

муносабатдан af(x) е L2(X, ц) келиб чик,ади. Теорема исбот 
булди.

Энди, Ь2(Х,ц) да масофа тушунчасини аникдаймиз. 
Дастлаб квадрати билан интефалланувчи функциялар 

интефалига алоцадор ва келгуси хулосаларда ишлатиладиган 
баъзи тенгсизликларни куриб чикрмиз.

7-теорема. Ихтиёрий f(x), д(х) е L/ Х ,  ц) функциялар учун 
Коши-Буняковский тенгсизлиги деб аталадиган

( V
\f{x)g{x)d/j .  < Jf \ x ) d v  j g 2(x)dp (3)

V* J x x



ух 1 \ х  )
тенгсизлик уринли.

Исботи. Ихтиёрий X сони учун

>2 ( Лг (  М
\ { f (x)  + g(xj)2d̂  ̂ < $ / 2(х)с//.е + (g2(x)d¿  ̂ (4)

/  V X  V

X
булиши равшан. Бундан

| /  М Ф  + 2Я ^f(x)g(x)d/л + Л2 ^ 2(х^/л > О 
х х  х

келиб чикдди. Маълумки, X га нисбатан аХ2+2ЪХ+с квадрат 
уч^ад кийматлари мусбат булиши учун унинг дискриминанта 
манфий булиши керак: Э=4Ь2 -  4ас < 0. Демак, Ь2 < ас. 
Юкрридаги тенгсизликда

\ Г 2( х ^ М = с, ¡ Д х ) ё ( х ^  = Ь, ¡ё 2(х)с/м = а 
х х х

эканини эътиборга олсак, (3) тенгсизлик \осил булади.
Э нди, (4) тенгсизликни  исботлаш  ки й и н ч и л и к  

тугдирмайди:

/( /(* )  + £(*)) ¿[1 -  $ / 2(х^  + 2 1 / ( х ^ ( х № р +  ^ 2(х^ / л <
Х х X гX

)  \ Х  )  V А -

Теорема исбот булди.
Агар (3) тенгсизликда д(х)=1 деб олсак

\Г Ш И  < К Х ) \ / 2{ хУИ (5)



муносабатга эга буламиз.
8-теорема. Ихтиёрий/(х), д(х) е  L/X, ц) функциялар учун

P i f ,  9 ) = \ { f ( x ) ~ g ( x j f d n
\ х

формула метрика аницлайди.
Исботи. Метрика аксиомалари бажарилишини текширамиз:
1) p(f,g) > 0 экани равшан.

p i f ,  9) = 0 <=> J ( /0 )  -  sW )2 ¿И = 0 <=> f i x )  = g(x).
X

2) p(f,g) = p(g,0 экани равшан.
3) Метриканинг учбурчак аксиомаси (4) тенгсизликдан 

келиб чикдди. Ихтиёрий f(x), g(x), h(x) е L,(X, ц) учун

p(/.g) = \ { f ( x ) - g ( x j f  dM = ( { ([f ix j-h cx jj+ th ix i-g ix^ dn

j ( f ( x ) - h ( x ) ) 2dti  +  ^(h(x)~ g{x))2d/j = p ( f , h )  + p(h,  g).
Kx J \ x

3-таъриф. Чизику и фазо L2(X, ц), юк;оридаги (6) метрика 
билан биргаликда L2 фазо дейилади.

Шу (6) метрика ёрдамида аникутанган як,инлашиш уртача 
квадратик яцинлашиш деб юритилади.

9-теорема. Ь2 фазо тула метрик фазо булади.
Исботи.Айтайлик, Цфазода{f(x)}фундаменталкетма-кетлик 

берилган булсин. Яъни {fn(x)} кетма-кетлик учун n, m -*» да

..X )
булсин. У \олда (5) тенгсизликка асосан

\ \ f „ i x ) - f mix)\dH < \м{Х)^  [ J(/„(* )-/„ ,(* ))>

муносабат уринли булади. Демак, берилган (fn(x)} кетма-кетлик 
L фазода \ам фундаментал булар экан.



Худци L, фазонинг тулалигини исботлаганимиздаги каби 
муло^азалар юритиб, {f(x)} кетма-кетликдан |^  к,исм

кетма-кетлик ажратиб оламиз ва у бирор f(x) функцияга 
деярли я^инлашади.

Энди бу к,исм кетма-кетликнинг етарлича катта к ва I 
^адлари учун уринли булган

J ( / „ ,  О) -  / „ ,  С*))2 d j u < £
X

тенгсизликда 3-теоремадан фойдаланиб /-»оо лимитга утамиз. 
Натижада

X
муносабат хрсил кил и над и. Бундан f(x)eL, ва fn -> f келиб 
чикдди.

Метрик фазода фундаментал кетм а-кетлик бирор 
лимитга як;инлашувчи к;исм кетма-кетликка эга булса, у 
х;олда кетма-кетликнинг узи \ам шу лимитга я^инлашади.

Демак, L2 фазодаги ихтиёрий фундаментал кетма-кетлик 
Ц да як;инлашувчи экан. Теорема исбот булди.
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